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1. ZIELE UND AUFGABEN

Nach dem Gesetz iiber das einheitliche sozialistische Bildungs-
system hat die Erweiterte Oberschule die Aufgabe, die bis zur
Klasse 10 erworbenen Kenntnisse, Einsichten, Fahigkeiten und
Fertigkeiten der Schiiler zu festigen und weiterzuentwickeln. Die
Schiller sind durch den Unterricht in der Erweiterten Oberschule
auf ein Hochschulstudium und auf ihre kilnrtige verantwortungs-
volle berutliche und gesellschaftliche Tatigkeit in der soziali-
stischen Gesellschaft vorzubereiten. Das erfordert, dem Schiilern
eine solide Allgemeinbildung aut hohem wissenschaftlichem Niveau
zu vermitteln und sie zu sozialistischen Persdnlichkeiten zu er-
ziehen. Zur Erreichung dieses Zieles haben alle Unterrichts-
facher ihren spezirischen Beitrag zu leisten.

Bel der Gestaltung des entwickelten gesellschaftlichen Systems
des Sozialismus in der Deutschen Demokratischen Republik gewinnt
die Mathematik immer gridBere Bedeutung. Sie wird in allen Natur-
wissenschaften, technischen und dkonomischen Wissenschaften, in
der modernen industriellen und landwirtschaftlichen Produktion
und auch in den Gesellschaftswissenschaften in steigendem MaBe
angewandt. Der Mathematikunterricht muB diese Funktion der Mathe-
matik verdeutlichen helten.

Der Mathematikunterricht in der Erweiterten Oberschule schafft
wesentliche Voraussetzungen fiir ein Studium mathematisch-
naturwissenschaftlicher, technischer und dkonomischer Diszipli -~
nen. Damit im Zusammenhang muB er die Schiller befdhigen, daB sie
in ihrer kiinftigen verantwortungsvollen Tdatigkeit in der Gesell-
schatt Probleme und Zusammenhidnge erkennen, 2zu deren Lésung die
Anwendung mathematischer Kenntnisse und GesetzmidBigkeiten erfor-
derlich ist.

Der Mathematikunterricht in den Klassen 11 und 12 der Erweiterten
Oberschule baut aut der bis zum AbschluB der Klasse 10 erworbenen
abgeschlossenen Allgemeinbildung der Schiiler auf. Er ist ein
selbstdndiger, in sich geschlossener Lehrgang. Durch den Mathe-
matikunterricht in den Klassen 11 und 12 werden die Schiiler ver-
stdrkt in grundlegende Methoden des wissenschaftlichen Denkens
und Arbeitens eingefiihrt. Die Fdhigkeiten zum Definieren und Be-
weisen, zum Erkennen mathematischer Probleme, gzum Anwenden des



erworbenen Wissens und Konnens uswe. werden systematisiert und
vervollkommnet. Die Schiiler miissen betdhigt werden, mathemati-
sche Zusammenhiénge logisch zu erfassen, selbstdndig und sprach-
1ich einwandfrei darzustellen sowie die mathematische Terminolo-
gie und Symbolik sicher zu benutzen.

Aufbauend auf dem bisher erworbenen Wissen und Kénnen werden
exakte, fundierte und anwendungsbereite neue Kenntnisse und Ein-
sichten auf einem hdheren wissenschaftlichen Niveau vermittelt.
Der Mathematikunterricht ist eng mit dem Leben zu verbinden. Das
hohere wissenschaftliche Niveau findet auch darin seinen Aus-
druck, daB verstdrkt mathematische Kenntnisse, Einsichten, Fa-
higkeiten und Fertigkeiten auf das Ldsen von Problemen aus den
Naturwissenschaften, der Technik und der Volkswirtschaft ange-
wendet werden.

Im Mathematikunterricht der Erweiterten Oberschule werden auch
Voraussetzungen geschaffen, die es ermvglichen, Kenntnisse und
Einsichten iiber wichtige gesellschaftspolitische und volkswirt-
schaftliche Prozesse und Zusammenhidnge, die vorwiegend Gegen-
stand anderer Unterrichtsfacher sind, mit Hilfe spezitischer ma-
thematischer Mittel tiefer zu erschlieBen. So muB z. B. den
Schiilern im Zusammenhang mit der Losung von Extremwertaufgaben
im Prinzip verdeutlicht werden, welche entscheidende Rolle die
Mathematik bei der Ermittlung optimaler Varianten fiir bestimnte
technische und tkonomische Probleme spielt.

Im Zusammenhang mit der Vermittlung mathematischen Wissens und
Konnens der Schiiler im Unterricht der Erweiterten Oberschule ist
die Erziehung der Schiiler zu sozialistischen Personlichkeiten
fortzusetzen. Der Mathematikunterricht muB deshalb dazu beitra-
gen, den Schillern die Leistungen der Werktdtigen der Deutschen
Demokratischen Republik unter der Fiihrung der Partei der Arbei-
terklasse schédtzen zu lernen, ihr sozialistisches StaatsbewuBt-
sein und ihre Liebe 2zu unserem Staat zu entwickeln, sie zur
Parteinahme fur unser sozialistisches Vaterland, zum gesamten

sozialistischen Lager 2zu erziehen und ihr Pflichtgetiinl gegen-
iiber unserer Gesellschaft zu stidrken.

Es ist erforderlich, den Schiilern bewuBt zu machen, daB die
sténdige Welterentwicklung der mathematischen Wissenschaft eine
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Voraussetzung fiir die Meisterung der wissenschaftlich-technischen
Revolution ist. Dabei ist auf die filhrende Rolle der sowjetischen
Wissenschaft hinzuweisen sowie die Notwendigkeit der engen Zusam-
menarbeit zwischen der Deutschen Demokratischen Republik, der
Sowjetunion und den anderen sozialistischen Ldndern hervorzuhe-
ben. Die Funktion der Mathematik als Produktivkraft ist an sol-
chen geeigneten Beispielen zu zeigen, in denen sich die gesell-
schaftliche Entwicklung und die Perspektive unseres sozialisti-
schen Lagers widerspiegeln. Die Schiiler sollen weiterhin erken-
nen, dafl die Mathematik in standig steigendem MaBe in der Militar-
wissenschaft und der Militdrtechnik mittelbar und unmittelbar
Anwendung findet und die Stidrkung der Verteidigungsbereitschaft
unserer Republik sowie des gesamten sozialistischen Lagers eine
entscheidende Voraussetzung fiir die Erhaltung und Festigung des
Friedens ist.

Der Mathematikunterricht mu8 ferner dazu beitragen, die soziali-
stische Einstellung zur Arbeit, zum disziplinierten Lernen, zur
Achtung vor der Wissenschaft, zur kritischen Einschitzung der
eigenen Leistungen und zur Anerkennung der Leistungen anderer,
Wahrheitsliebe, Genauigkeit und Sorgfalt, Ausdauer und Zshigkeit,
Besonnenheit und t/berlegtheit, Aufgeschlossenheit fiir das Neue
und den Fortschritt sowie Einordnungsbereitschaft in das Kollek-
tiv und uneigennlitzige Hiltfe zu entwickeln.

Das Untersuchen von Funktionen und das Gegeniiberstellen von Be-
welisverfahren schattt Voraussetzungen, daB die Schiiler Verstand-
nis fiir groBere Zusammenhdnge erlangen und durch Abstraktion die
Realitdt genauer erfassen. Damit leistet auch der Mathematik-
unterricht einen Beitrag zur weltanschaulich-philosophischen
Bildung und Erziehung der Schiiler. In enger Verbindung mit dem
Staatsblirgerkundeunterricht der Klasse 11, in dem Grundfragen des
dialektischen Materialismus und der materialistischen Erkenntnis-
theorie behandelt werden, miissen die Schiller Einsichten gewin-
nen, da8 mit Hilfe der Mathematik einige Seiten der objektiven
Realitdt tiefer erkannt und beherrscht werden konnen. So ist zum
Belspiel bei der Behandlung von Induktion und Deduktion ein Pro-
blem der materialistischen Erkenntnistheorie zu erdrtern,



2. INHALT UND AUFBAU

Der Mathematikunterricht in den Klassen 11 und 12 baut auf der
abgeechlossenen zehnklassigen Allgemeinbildung aut. Das bis zum
Abschlu8 der Klasse 10 erworbene mathematische Wissen und Konnen
der Schiiler iiber den Aufbau der Zahlenbereiche, ilber elementare
Funktionen, in der Gleichungslehre und in der Geometrie werden
wiederholt und vertieft.

Gegenstand des Mathematikunterrichts in den Klassen 11 und 12
ist die Behandlung

- des Bewelsverfahrens der vollsténdigen Induktionj

- von elementaren Zahlentolgen;

-~ des Grenzwertbegriffs und des Stetigkeitsbegritfs;

- von Elementen der Infinitesimalrechnung;

~ der Vektorrechnung und der analytischen Geometrie;

- von Kegelschnitten.

In Klasse 11 beginnt der Lehrgang mit der Behandlung der voll-
stdndigen Induktion und elementarer Folgen. Dabei werden sowohl
bekannte Begriffe, Aussagen und Verfahren wiederholt als auch
wichtige Grundlagen fiir die in Klasse 11 und 12 zu behandelnden
Stoffgebiete bereitgestellt. Das s0ll dadurch erreicht werden,
daB8 Aufbau und Eigenschaften der Zahlenbereiche und einige Be-
griffe der Mengenlehre wiederholt werden. Die Einfiihrung einiger
weiterer Grundbegriffe der Mengenlehre gestattet es, den Bereich
der reellen Zahlen deutlicher vom Bereich der rationalen Zahlen
absugrensen. Mit dem Bewelsverfahren der vollstdandigen Induktion

lernen die Schiiler eine fiir die Mathematik typische SchluBweise
kemnen.

Durch die Behandlung des Grenzwertbegriffs und des Stetigkeits-
begritfs, von Sdtzen iilber Grenzwerte von Zahlenfolgen und Funk-
tionen sowile von Eigenschatten stetiger Funktionen werden ent-
scheidende Voraussetzungen fiir das Verstidndnis der Probleme der
Dirterentialrechnung und der Integralrechnung geschaffen.

Die Einfiihrung in die Analysis muB so erfolgen, daB die Schiiler
ein Grundgefiige von prizise formulierten Definitionen und Sétzen
kennenlernen und befiéhigt werden, daraus selbstdndig Folgerungen
2u ziehen und einfache Sdtze zu beweisen. Im Lehrplan sind bei
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den einzelnen Storfgebieten jene Begriffe, Aussagen und Beweise
festgelegt, die von den Schiilern anzueignen sind. AuBlerdem sind
Sdtze, Beweise u.a. angegeben, die nicht als reproduzierbares
Wissen von den Schiilern gefordert werden.

Durch das Behandeln der Infinitesimalrechmung sind das Wiseen
und Konnen der Schiiler {iber Funktionea zu festigen und zu erwei-
tern; durch ihr Anwenden auf innermathematische Probleme (Eur-
vendiskussionen, Fldchen- und Korperberechnungen) werden geome-
trische Begritfe und Aussagen wiederholt und vertiert. Demit
wird gleichzeitig die intensive Schulung des logischen Denkens
gefdrdert. AuBerdem sind die Schiiler durch geeignete Aufgaben zu
der Erkenntnis 2zu fiihren, da8 die Infinitesimalrechnung eine
wichtige Methode der Naturwissenschaften, der Technik und der
Okonomie ist. x

Die Erarbeitung von Grundkenntnissen aus der Vektorrechnung ge-
schieht mit dem Ziel, den Schiilern eine wichtige Methode szur
Behandlung bestimmter mathematischer und dariiber hinaus physika-
lischer Probleme zu vermitteln. Dadurch werden die Schiiler an
eine weitere mathematische Begriffsbildung herangefiihrt; es wird
ihnen durch Vergleich von GesetzmdBigkeiten der Verkniipfungen
von Vektoren mit GesetzmdBigkeiten der Addition und Multiplika-
tion von reellen Zahlen deutlich die Bedeutung mathematischer
Definitionen gezeigt und ihnen die Erkenntnis vermittelt, daB

in verschiedenen Rechenbereichen unterschiedliche Rechengasetze
gelten.

In Klasse 12 lernen die Schiiler bei der Behandlung von Kegel-
schnitten darstellend-geometrische und analytische Methoden bei
der Untersuchung einer Klasse von Figuren anzuwenden.

Gleichzeitig werden ihre Kenntnisse Uber Eigenschaften des
Kreises, der Ellipse, der Parabel und der Hyperbel erweitert
und unter umtassenderen Gesichtspunkten geordnet.

In Klasse 12 werden die grundsdtzlichen Uberlegungen der Iatri-
nitesimalrechnung auf nichtrationale Funktionen angewendet und
weitere GesetzmdBigkeiten erarbeitet. Dadurch werden weitere
Anwendungsbereiche der Mathematik erschlossen.



Von groBer Bedeutung fir die Bildungs- und Erziehungsarbeit in
den Klassen 11 und 12 ist die Koordinierung mit anderen Fachern,
insbesondere mit dem Fach Physik. Sie beriicksichtigt verschiede-

ne Aspekte.

Durch den Mathematikunterricht miissen grundlegende Kenntnisse,
bestimmte Methoden und Begrifte rechtzeitig fiir den Physik-
unterricht bereitgestellt werden (z. B. Begritt der Ableitung
einer Funktion, Methoden der Ableitung rationaler Funktionen,
Begritf des bestimmten Integrals fiir die Behandlung der Mecha-
nik im Fach Physik in der Klasse 11).

In einigen Fdllen werden im Physikunterricht behandelte Proble-
me im Mathematikunterricht aufgegriffen und mit Hilfe mathema-
tischer Mittel behandelt. Durch das Liosen vieltdltiger Anwen-
dungsautgaben aus dem Physikunterricht werden die Fahigkeiten
und Fertigkeiten im Anwenden mathematischer Verfahren verbes-
sert (z. B. Untersuchung des schrédgen Wurfs: Differentialrech-
nung; Kridtteaddition und Kriéttezerlegung: Vektorrechnung; Be-
rechnen der physikalischen Arbeit bei verdnderlicher Kraft:
Integralrechnung). Dabei miissen die Eigengesetzlichkeiten der
Fdacher beachtet und darf in keinem der zu koordinierenden Fdcher
der systematische Aufbau verletzt werden. '

Im Physikunterricht werden die ];egriffe "Arbeit bei konstanter
Kraft" und "Drehmoment" vor der Behandlung des skalaren und des
vektoriellen Produkts im Mathematikunterricht eingetiihrt. Da-
durch besteht die Moglichkeit, im Mathematikunterricht bei der
Einfijhrung der multiplikativen Verkniipfungen von Vektoren suf
dlese Beispiele zuriickzugreiten.
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3. HINWEISE ZUR UNTERRICHTSGESTALTUNG

Die Verwirklichung der Ziele und Aufgaben des Mathematikunter-
richts in der Erweiterten Oberschule hangt auch in entscheiden-
dem MaBe von seiner didaktisch-methodischen Gestaltung ab. Es
sind deshaldb die in @iesem prézisierten Lehrplan fixierten
Grundlinien des Prozesses der Aneignung von Wissen und Konnen
fiir die weitere Entwicklung praktisch-geistiger Handlungen so=-
wile fiilr die sogialistische Erziehung bei der Planung und Durch-
fihrung des Unterrichts anzuwenden.

Im Zusammenhang mit dem bisher vermittelten mathematischen Wis-
sen und Konnen mufl die Selbsttdtigkeit der Schiiler bis zur
griindlichen, schopferischen Auseinandersetzung mit Problemen
auf hohem theoretischen Niveau verbessert werden. Dazu ist er-
forderlich, den Schiilern in einigen Fdllen die innere Logik des
Erkenntnisprozesses sichtbar zu machen. Im Mathematikunterricht
sind die Erfahrungen und Erkenntnisse der Schiller aus den na-
turwissenschaftlichen Féchern, aus Bereichen der gesellschaft-
lichen Praxis sowie aus dem Fach Staatsbiirgerkunde zu nutzen,
um die Praxisverbundenheit des Mathematikunterrichts zu gewsdhr-

leisten.

Der Mathematikunterricht in der Erweiterten Oberschule muB so
angelegt sein, daB die Fahigkeiten der Schiiler weiterentwickelt
werden, Einzelerkenntnisse verallgemeinern und allgemeingiiltige
mathematische Methoden auf spezielle Probleme anwenden zu kén-
nen. Besonders wichtig ist in diesem Zusammenhang die Vervoll-
stdndigung der Fdhigkeit, in praktischen Sachverhalten die ma-
thematisch wesentlichen Zusammenhédnge zu erkennen und herauszu-
arbeiten sowie sicher und schnell zu entscheiden, welche mathe-
matischen Uberlegungen fiir eine rationelle Ldsung des Problems
angestellt werden miissen.

Durch Teil- und Gesamfﬁiederholungen am Ende einer griBeren
Stoffeinheit und am Ende des Schuljahres muB der behandelte
Stoff systematisiert, miissen vergleichende Betrachtungen durch-
gefiihrt und Beziehungen zwischen einzelnen Stoffgebieten herge-
stellt werden. Diese Wiederholungen, die der Festigung des Wis-
sens und Konnens der Schiiler dienen, sind ebenfalls dazu zu
nutzen, die Schiiler zur Selbsttdtigkeit zu erziehen. Neben die-
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sen Wiederholungen spielen immanente Wiederholungen und tibungen
bei der Festigung des grundlegenden mathematischen Wissens und
Konnens der Schiiler eine entscheidende Rolle. Der Auswahl ent-
sprechender Ubungen zu jedem Stoffgebiet ist groBe Aufmerksam-
keit zu schenken. Nicht nur einzelne Formeln, Regeln, Definitio-
nen, Sdtze und Bewkise sowie LUsungsalgorithmen sind immer wie-
der ins Gedachtnils zuriickzuruten, sondern Wiederholungen miissen
auch mit dem Ziel durchgeriihrt werden, bei den Schiilern bestdn-
dige und bewuBte Verbindungen des Neuen mit dem Alten zu schat-
fen, Gemeinsames und Unterschiedliches festzustellen und das Er-
lernte von neuen, allgemeineren Gesichtspunkten aus zu beleuch-
ten. In Wiederholungen und Ubungen sind nicht nur die Lehrplan-
forderungen des gerade behandelten Stoffgebietes bzw. die Forde-
rungen der -jeweiligen Klassenstufe zu beachten, sondern es sind
auch solche Stoffe zu ilben und zu wiederholen, die auf vorher-
gehenden Klassenstuten behandelt worden sind und zu deren Losung
Kenntnisse und Fdhigkeiten aus mehreren Stoffgebieten
erforderlich sind,

Es ist erforderlich, die Schiiler an neue, die Aktivitdt und
Selbstdndigkeit stimulierende Formen des Wissenserwerbs und der
Féhigkeitsentwicklung heranzufithren, z. B. langfristige tbungen,
Schiilervortrdge, Konsultationen. Dabei sind der Leistungsstand
und die Fdhigkeiten der einzelnen Schiiler zu beriicksichtigen.
Differenzierte Lernauftrige und Aufgabenstellungen gewihrleisten,
daB8 jeder Schiiler zum produktiven Lernen angehalten wird.

Die Schiiler sind verstdrkt an Techniken des geistigen Arbeitens
heranzutiihren. Bis zum Abitur soll jeder Schiiler in der Lage
sein, mit mathematischen Tabellen und Nachschlagewerken zu ar-
beiten. Die Schiiler miissen in zunehmendem MaBe selbstdndig mit
Lehrbiichern arbeiten, indem sie ebenso wie in anderen Fachern
dazu angehalten werden, geeignete Abschnitte des Lehrbuches zu

studieren, sich Ausaziige anzufertigen und iiber die bearbeiteten
Probleme zu ‘referieren.

Bei der Erarbeitung des Stoffes und bei der Uberpriifung des Wis-
sens und Konnens der Schiiler ist unbedingt zu beachten, daB
nicht alle im Lehrplan aufgefiihrten Begriffe, Aussagen, Bewei-
se und Methoden mit gleicher Intensitdt zu behandeln sind.
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Bestimmte Begriffe, Aussagen, Beweise und Methoden gehGren zum
reproduzierbaren Wissen der Schiiler und sind dementsprechend in-
tensiv zu bearbeiten. Dariiber hinaus miissen zur Systematisierung
bzw. zum besseren Verstdndnis nachfolgenden Bildungsgutes die
Schiiler jedoch mit einer Reihe von Begriffen und Sdtzen sowie
deren Beweisen inhaltlich bekannt gemacht werden. Dazu werden
keine Leistungskontrollen durchgetiihrt. In den Vorbemerkungen

zu den einzelnen Kapiteln sind die erforderlichen Festlegungen
und Hinweise fiir diese Abgrenzung enthalten.

Bel der Planung des Unterrichts ist auch die auBerunterrichtliche
Tatigkeit der Schiiler in mathematischen Kursen, in wissen-
schaftlich-praktischen Fachzirkeln, im fakultativen Unterricht,
in den Olympiaden Junger Mathematiker und bei Jahresarbeiten

zur stdndigen Erhdhung der Bildungs- und Erziehungsergebnisse

zu nutzen.

Fiir Klasse 11 werden vier (vorwiegend zweistﬁndige) und fiir
Klasse 12 drei (zwei- oder mehrstiindige) Klassenarbeiten emptfoh-
len. Durch die inhaltliche und organisatorische Gestaltung der
Klassenarbeiten, besonders in Klasse 12, sind die Schiller auf
die schrittliche Reifepriifung vorzubereiten. In diesen Arbeiten
sind in erster Linie die Losung mathematischer Probleme zu for-
dern und nicht nur Einzelkenntnisse zu iiberpriifen. Dabei miissen
neben Aufgaben, in denen Kenntnisse aus den zuletzt behandelten
Stoffgebieten iliberpriift werden, auch solche gestellt werden, die
auf zuriickliegenden Stoffeinheiten (auch aus vergangenen Schul-
jahren) aufbauen. In den Klassenarbeiten muB weiterhin stdéndig
neben dem wWissen der Grad des Verstdndnisses, der Entwicklungs-
stand bestimmter Fdhigkeiten und die Beherrschung wichtiger Ar-
beitsweisen iiberpriitt werden.

Fiur Stoffvermittlung, fiir Wiederholungen im Laute des Schuljah-
res und flir Klassenarbeiten stehen 30 Unterrichtswochen (150
Stunden) in Klasse 11 und 27 Unterrichtswochen (135 Stunden) in
Klasse 12 zur Verfiigung.

Die Stunden fiir die Klassenarbeiten und fiir Wiederholungen sind
in den fiir die einzelnen Stoffgebiete sngegebenen Stundenzahlen
enthalten.
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STOFFUBERSICHT

Klasse 11

1. Vollsténdige Induktion; elementare Folgen
1.1. Wiederholung des Aufbaus der Zahlenbereiche
und einiger Begriffe der Mengenlehrej

Einfiihren einiger weiterer Begriffe
1.2. Beweisverfahren der vollsténdigen Induktion
1.3. Elementare Folgen

2. Grenzwerte
2.1. Grenzwerte von Zahlenfolgen
2.2. Grenzwerte von Funktionen und Stetigkeit

3, Einfilhrung in die Differentialrechnung und
Anwendungen

3.1. Ableitung einer Funktion

3.2. Rationale Funktionen

3.3. Kurvenuntersuchungen; Extremwertautgaben

4. Einfilhrung in die Integralrechnung und
eintache Anwendungen
4.1. Das bestimmte Integral
4.2. Das unbestimmte Integral
4.3. Der Hauptsatz der Differential- und
Integralrechnung
4.4. Anwendungen der Integralrechnung

5. Vektorrechnung und analytische Geometrie
(Teil I)
5.1. Verschiebungen; Addition von Verschiebungen

5.2. Multiplikation einer Verschiebung mit einer
feellen Zahl

5.3. Begriff des Vektorraumes
5.4. Basen und Koordinatensysteme in der Ebene

5.5. Analytische Geometrie der Geraden in der
Ebene

14

150 Stunden

30

12
10

25
15
10

40
10
10
20

25

12

Stunden

Std.
Sstd.
Std.

Stunden
std.
Std.

Stunden
std.
std.
std.

Stunden
std.
std.

std.
std.

Stunden
std.

Std.
std.
std.

Std.



Klasse 12

1. Vektorrechnung und analytische Geometrie
(Teil II)

1.1,
1.2,
1.3.

1.4.
1.5.

Wiederholung aus Klasse 11 und Vertiefung
Skalarprodukt

Anwenden des Skalarproduktes in der analy-
tischen Geometrie und aut physikalische
Probleme

Vektorprodukt

Zusammenfassende Betrachtungen zum
axiomatischen Aufbau der Vektorrechnung

2. Kegelschnitte

2.1.

2.2.

Definition und Konstruktion der Kegel-
schnitte
Gleichungen der Kegelschnitte

3. Nichtrationale Funktionen

3.1,

3-2.

3.3+ Einige Grenzwerte nichtrationaler Funktionen

Eigenschaften einiger nichtrationaler Funk-
tionen

Wurzelgleichungen; goniometrische Gleichun-~
gen

4., Differential- und Integralrechnung und
Anwendungen (Fortsetzung)

4.1,

4.2,
4.3,

Differentiation und Integration nicht-
rationaler Funktionen
Kurvendiskussionen; Extremwertaufgaben
Fldchen- und Korperberechnungen

5. Vorbereitung auf die Reifepriitung

150

30

25

10
15

30

10

50

15
15
20

15

150 Stunden

-

Stunden
std.
std.

Std.
Std.

Std.

Stunden

Std.
Std.

Stunden

Std.

Std.
Std.

Stunden

Std.
Std.
Std.

Stunden
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KLASSE 11

1. Vollsténdige Induktion; elementare Folgen 50 Stunden

Durch dieses erste Kapitel ist eine gemeinsame Ausgangsbasis fiir
den Mathematilkunterricht in den Klassen 11 und 12 sowohl durch
Wiederholen bekannter Begritfe, Gesetze, Verfahren usw. als auch
durch Neuvermitteln weiterer wichtiger Grundlagen fiir das Erar-
beiten der in diesen Klassen zu behandelnden Stoffgebiete zu
schaffen.

Der Aufbau der Zahlenbereiche und einige Begriffe der Mengenleh-
re werden auf der Grundlage der in den Klassen 6, 7, 8 und 9 er-
worbenen Kenntnisse wiederholt. Die prinzipiellen Probleme der
Zahlenbereichserweiterung (Klassenbildung, Definition der Ele-
mente des neuen Bereichs, Definition der Ordnung, Definition der
Rechenoperationen, Monotonie) sind an einem Beispiel darzustel-
len., Im Zusammenhang damit werden wichtige Eigenschatten der
einzelnen Bereiche zusammengestellt.

Fiir den Bereich der natiirlichen Zahlen (N) ist herauszuarbeiten,
daB jede natiirliche Zahl genau einen unmittelbaren Nachfolger
und mit Ausnahme der Null auch genau einen unmittelbaren Vorgén-
ger hat. Insbesondere ist - ohne Beweis - auf das Prinzip der
kleinsten Zahl einzugehen, weil es als Grundlage filr das Beweis-
vqrfah:ren der vollstdndigen Induktion verwendet wird. Dem wird
gegenilbergestellt, daB im Bereich der ganzen Zahlen (G) jede
Zahl genau einen unmittelbaren Nachfolger und auch genau einen
unmittelbaren Vorgdnger hat.

Bei der Wiederholung des Bereichs der rationalen Zahlen (R)
wird gezeigt, daB es fiir keine rationale Zahl einen unmittelba-
ren Nachfolger und einen unmittelbaren Vorgidnger gibt, sondern

die rationalen Zahlen in der natiirlichen Ordnung iiberall dicht
liegen.

Flir den Bereich der reellen Zahlen (P) wird herausgestellt, daB
eine eineindeutige Zuordnung zwischen den reellen Zahlen und
den Punkten der Zahlengeraden mdglich ist; d.h. daB die Punkte,

die den 1teellen Zahlen zugeordnet sind, die Zahlengerade lik-
kenlos fiillen,
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Nach Einfiihren der Begriffe "beschrénkte Zahlenmenge", "obere
(untere) Schranke" und "obere (untere) Grenze" wird den Schiilern
ohne Beweis der folgende Satz plausibel gemacht:
(1) Jede nichtleere, nach oben (unten) beschriénkte Menge
reeller Zahlen besitzt eine obere (untere) Grenze.
/[ Satz von der oberen (unteren) Grenze_/

Mit Hilfe dieses Satzes wird der Bereich der reellen Zahlen ge-
geniiber dem Bereich der rationalen Zahlen abgegrenzt. Ferner
wird mit diesem Satz die Konvergenz beschrédnkter monotoner Zah-
lentolgen bewiesen, der wiederum Grundlage fiir das Verstdndnis
der Infinitesimalrechnung ist.

Fir jeden dieser Zahlenbereiche sind auch die in ihm unbeschr&nkt
und eindeutig ausfilhrbaren Rechenoperationen zusammenzustellen.
Die Schiiler sind darauf hinzuweisen, daB die fiir die einzelnen
Bereiche genannten Eigenschaft'ten nicht ausreichen, um die Zah-
lenbereiche vollsténdig gegeneinander abzugrenzen. Im Zusammen-
hang mit der Wiederholung der Zahlenbereiche kann auf den Be-
reich der komplexen Zahlen hingewiesen werden.

Am Beispiel des Beweisverfahrens der vollsténdigen Induktion
werden die Schiiler mit einer fiir die mathematische Wissenschatt
typischen SchluBlweise vertraut gemacht. Dieses Verfahren wird
mit Hilfe des Prinzips der kleinsten Zahl bewiesen. In diesem
Zusammenhang wird das Fiihren indirekter Beweise wiederholt. Die
‘Schiiler sollen die Fehigkeit erlangen, mit diesem Verfahren
selbstdndig Sdtze iiber Summen und iiber geometrische Probleme zu
beweisen (z. B. Summentormel fiir die ersten n natiirlichen Zah-
len). In einigen Fdllen sollen die Schiiler auch selbst eine Ver:
mutung autstellen, die sie dann durch vollstédndige Induktion
beweisen (z. B. Summe der ersten n ungeraden Zahlen).

Anschlieflend an die Behandlung dieses Beweisverfahrens der Ma-
thematik werden Erdrterungen iiber mathematische SchluBiweisen
angestellt und dabei die Bedeutung von Induktion und Deduktion
fir die Erkenntnisgewinnung und die Erkenntnissicherung in den
Naturwissenschaften und in der Mathematik herausgestellt. Insbe-
sondere mu8 durch den Unterricht deutlich werden, daB das Be-
weisverfahren der vollsténdigen Induktion ein spezielles Deduk-
tionsverfahren ist. Durch diese {jberlegungen werden Vorleistun-
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gen fir den Staatsbiirgerkundeunterricht, in dem in Klasse 1
einige Grundfragen der marxistischen Erkenntnistheorie behandelt

werden, geschaffen.
Am Beispiel der Definition der Fakultitsfunktion und der Poten-

zen mit natiirlichem Exponenten werden die Schiiler mit dem Ver-
fahren der induktiven Detinition bekannt gemacht:

.1. Definition von f(n) = n! (n€ N):
Die Funktion, die aus allen Paaren [n, n!] besteht, ist die-
jenige Funktion £, fiir die gilt:

£(0) =1
f(n+1) = (n+1).£(n).
2. Definition von f(n) = a® (a € P; n € N):

Die Funktion, die aus allen Paaren [n, an] besteht, ist die-
jenige Funktion f, fiir die gilt:

£(0) =a® =1 (a #0)
f(n+1) = a1 = 4.4
An Beispielen wie etwa 5! = 5.4.3.2.1 oder a4 = a.a.a.a wird

das rekursive Ausrechnen von Funktionswerten gelibt und dabel

klargemacht, daB die in frilheren Klassen verwendete Plausibili-

tétsbetrachtung a® = @.8.8. ... .a (n 2 2) durch die induktive
n Faitoren

Definition erfafBt wird.

Als weitere Anwendung des Beweisverfahrens der vollstdndigen
Induktion werden einige Potenzgesetze fiim Potenzen mit natiir-
lichem Exponenten bewiesen.

Die Binomialkoeffizienten sind ebenso wie die Fakultdtsfunktion
ohne kombinatorische Erdrterungen einzufiinren, und es wird defi-
niert: -

() r. n-m (n€ N, X € N,. k £n).

Die Beziehungen (E) = ( n ‘3 X )und (E) . lk31, (n+1 sind zu

beweisen, und der Sachverhalt ist am Pascalschen Zahlendreieck
(Klasse 9) zu veranschaulichen.
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Der b"inqmische Satz ist nur fiir nichtnegative ganzzahlige Expo-
nenten mit Hilfe der vollstdndigen Induktion zu beweisen.

Als Abkiirzung wird fiir gewisse Summen das Summenzeichen einge-
fiilhrt und auch bei der Niederschrift des binomischen Satzes ver-
wendet. Als Ubungsaufgaben zum binomischen Satz sind Entwicklun-
gen von Potenzen von Dezimalzahlen mit vorgeschriebener Genauig-
keitsgrenze durchzufiihren.

Nach AbschluB dieses Stoffabschnittes sollen die Schiiler Fertig-
keiten im Berechnen von Binomialkoeffizienten und im Anwenden
des binomischen Satzes besitzen.

Vor dem Behandeln der Zahlenfolgen wird der in Klasse 9 erarbei-
tete Funktionsbegriff wiederholt. Danach werden die Zahlenfol-
gen - ausgehend von Beispielen - als eine spezielle Klasse von
Funktionen eingefiihrt. Dabei werden auch rekursive Vorschriften
fiir das Bilden der Glieder einer Zahlentolge verwendet. Die
cventuell mogliche explizite Darstellung ist dann durch voll-
stdndige Induktion zu beweisen. Zahlentolgen sind auch graphisch
darzustellen, wobei darauf zu achten ist, daB die Bilder von
Zahlenfolgen Mengen diskreter Punkte sind.

An speziellen Zahlenfolgen werden die Begriffe "obere (untere)
Schranke", "obere (untere) Grenze" und "beschrankte Zahlentolge"
aus den entsprechenden Definitionen fiir Zahlenmengen erarbeitet.
Neu hinzu kommt der Begriff "monoton wachsende (fallende) Zah-
lenfo::lge".‘| Danach werden obere und untere Grenzen fiir speziel-
le Zahlenfolgen durch indirekte Beweisfiihrung berechnet (z. B.
Null ist die untere Grenze der Folge (-:—1)).

Die arithmetischen und die geometrischen Folgen sind nicht als
selbsténdiges Stotrfgebiet zu behandeln. Arithmetische Folgen ho~-
herer Ordnung lernen die Schiiler nur am Beispiel der-Folge der
Quadratzahlen und der Folge der Kubikzahlen kennen, ohne daB auf
den Begriff "Folge htherer Ordnung"” ndher eingegangen wird. Da-
bei werden auch Partialsummen n
8, = Zai berechnet.

i=1

—
Der Begritf "Monotonie" ist wie in Klasse 9 im Sinne von stren-
er Monotonie zu gebrauchen. Dariiber hinaus wird im Unterricht
n den Klassen 11 und 12 der Begriff "Monotonie im weiteren
Sinne" verwendet, wenn gilt:
a1 a monoton wachsende Zahlenfolge im weiteren Sinne;

&1 8y monoton fallende Zahlenfolge im weiteren Sinne.

IIn v
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Beim Lésen von Aufgaben zu den arithmetischen und geometrischen
Folgen ist keine Vollsténdigkeit hinsichtlich der mdglichen Ty-
pen und Umformungen anzustreben. In diesem Zusammenhang werden
die Fertigkeiten im Lésen von linearen und quadratischen Gleichun-
gen gefestigt. Exponentialgleichungen, die auf den Typ a¥=b
(a, b reell; a > 0, a # 13 b > 0) filhren, werden durch Logarith-
mieren geltst. In Anwendungsaufgaben sind auch Probleme der Phy-
sik (z. B. Fallgeschwindigkeit nach 1,2,3,¢¢e, D Sekunden), der
Technik (z. B. Druck im Hezipienten einer Vakuumpumpe nach
1,2,3,00., n Hilben) und der Ukonomie (z. B. Steigerung der Ar-
beitsproduktivitdt nach 1,2,3,..., n Jahren bel Jdhrlich konstan-
ter prozentualer Zunahme) zu untersuchen.

1.1. Wiederholung des Aufbaus der Zahlenbereiche und einiger
Begriffe der Mengenlehre; Einfijhren einiger weiterer
Begriffe 8 Std.

Wiederholen der in Klasse 9 eingefilhrten Begriffe: "Menge",

"Element einer Menge", "Teilmenge" .

Wiederholen des Aufbaus der Zahlenbereiche bis zu den reellen

Zahlen; Zahlenbereichserweiterungj; wichtige Eigenschaften der

Zahlenbereiche.

Einfilhren der Begriffe "beschriénkte Zahlenmenge", "obere (unte-

re) Schranke", "obere (untere) Grenze", Satz von der oberen

(unteren) Grenze.

1.2. Beweisverfahren der vollstdndigen Induktion 12 Std.

Das Bewelsverfahren der vollstdndigen Induktion; Ercrtern der
Bedeutung von Induktion und Deduktion.
Induktive Definition der Fakultidtsfunktion fiir natiirliche Zah-
len n; induktive Definition der Potenzen mit natiirlichem Expo-
nenten; Beweis einiger Potenzgesetze.

Definition der Binomialkoeffizienten; Sitze iiber Binomial-

koeffizienten; Beweis und Anwendung des binomischen Satzes;
Einfilhren des Summenzeichens.
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1.3. Elementare Folgen 10 std.
Wiederholen des Funktionsbegriffs.

Einfiihren des Begriffs "Zahlenfolge"; explizite und rekursive
Bildungsvorschriften.

Wiederholen des Begritfs "Monotonie"™ und Anwenden auf Zahlen-
folgen; Einfilhren des Begritffs "monoton wachsende (fallende)
Zahlenfolge".

Einfilhren der Begriffe "obere (untere) Schranke einer Zahlen-
folge", "obere (untere) Grenze einer Zahlenfolge", "beschrink-
te Zahlenfolge".

Untersuchen von arithmetischen und geometrischen Zahlenfolgen
und deren Partialsummen; Beweis der Summenformel fiir die Summe
der ersten n Quadratzahlen bzw. der ersten n Kubikzahlen der
Folge der natiirlichen Zahlen.

Anwendungsaufgaben aus der Physik, der Technik und der Okono-~
mie.

2. Grenzwerte 25 Stunden
Der Grenzwertbegriff ist ein zentraler Begriff der Mathematik,
der fiir das Verstdndnis vieler anderer mathematischer Begriffe
und Verfahren Voraussetzung ist. Durch das Vermitteln von Kennt-
nissen iiber Grenzwerte von Zahlenfolgen und ‘Grenzwerte von Funk-
tionen sowie von Kenntnissen iiber stetige Funktionen werden ent-
scheidende Voraussetzungen fiir das Verstédndnis der Probleme dexr
Differential- und Integralrechnung geschaffen.

Die Schiiler werden in diesem und in den folgenden Stoffgebieten
in Methoden der Analysis eingefiihrt.

Belm Behandeln der vorgesehenen Sitze miissen die Schiiler Einsicht
und Versténdnis fiir den logischen Aufbau der Analysis gewinnen.
Es ist zu beachten, daB jeweils festgelegt ist, welche Sdtze zu
beweisen sind und welche nur plausibel gemacht werden. Nur ein
Teil der zu behandelnden Sidtze gehdrt zum reproduzierbaren Wis-
sen der Schiiler. Die in diesem Kapitel zu fitlhrenden Beweise ge-
horen nicht zum reproduzierbaren Wissen.

Von der exakten Formulierung des Begriffs "Grenzwert einer Zah-
lenfolge" werden die Schiiler anhand von Beispielen, die auch auf
der Zahlengeraden zu veranschaulichen sind, an die Problematik
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herangefithrt. Zur Einfilhruns des .Grenzwertbegriffs wird zucss.

der Begriff " £ -Umgebung einer Zahl x " wie folgt definiert:
Ist £ eine positive reelle Zahl, so versteht man unter der
€ -Umgebung einer Zahl x (geschrieben "UC (xo)") das Inter-
vall (xo -€) x, + € e

Flir den Grenzwertbegriff ist folgende Definition zu e-arbeiten:
Die Zahlenfolge (an) hat die Zahl g als Grenzwert (geschrieben

"lim a = g") genau dann, wenn bei jedem positiven £ fiir
- n- t
fast .lle n gilt:
an € UC (g)v

Auch die dazu gleichwertige Definition wird im Unterricht ver-
wendet:

Diz Zahlenfolge (an) hat den Grenzwert g genau dann, wenn bei

ledem positiven € fiir hochstens endlich viele n gilt:

an ¢ Ue (g).
Die Definitionen sind griindlich zu erdrtern und durch Anwenden
auf Zahlenfolgen und einfache Sdtze iiber Zahlenfolgén fest einzu-
prédgen. Das Verstidndnis fiir den Grenzwertbegriff wird gefordert,
wenn die Schiiler fiir eine gegebene Folge und eine bestimmte Umge-
bung des mutmaBlichen Grenzwertes feststellen, von welchem Glie-
de an alle folgenden Glieder in der betreftenden Umgebung lie-
gen. ’
Die Begriffe "konvergente Zahlentolge", "Nulltolge" und "diver-
gente Zahlenfolge" werden ausgehend von Beispielen eingefiihrt.
Dabei sollen Nullfolgen im Vordergrund stehen. Folgende eintache
Satze liber konvergente Zahlenfolgen, die z. T. fiir die Beweise
weliterer Sdtze bendtigt werden, sind zu beweisen:

(2a) Der Grenzwert g einer konvergenten Zahlenfolge (ag), die
nur positive Glieder (negative Glieder) besitzt, ist
nichtnegativ (nichtpositiv).,

(2b) Ist der Grenzwert g einer konvergenten Folge (a ) posi-
tiv (negativ), so gilt fiir fast alle n:

a, > 0 (a, < 0).

(3) Jede Teiltolge (a,') einer konvergenten Folge (a,) ist
konvergent und hat den gleichen Grenzwert wie die Fol-

ge (ag).
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(4) Jede nach oben beschriénkte, monoton wachsende Zahlenfolge
(%) konvergiert gegen ihre obere Grenze. Die obere Gren-
ze 1st nicht Glied der Folge.

Zum reproduzierbaren Wissen der Schiiler gehdren nur die Satze
(3) und (4). Im Zusammenhang mit der Behandlung dieser Sdtze
werden hdufig auftretende Folgen untersucht.

Beispiele: : 1
(;); (;k)' k > 0; (%,); Zahlentolgen (q%).

Dabei wird auch in Beispielen die Frage untersucht, welche von
zwel jewells gegebenen Nullfolgen schneller konvergiert. Durch
die Behandlung dieser Sdtze werden die Schiiler an typische Be-
weismethoden der Analysis herangefithrt. Die Schiiler sollen Fé-
higkeiten erlangen, selbstdndig Nullfolgen zu untersuchen, zu
entscheiden, welche von zwei gegebenen Nullfolgen schneller kon-
vergiert, und die einzelnen Schritte elnes ldngeren Bewelsganges
zu verstehen.

Folgende Sdtze iiber konvergente Zahlenfolgen sind zu behandelni
(5) Wemn lim a = a und lim b = b, so konvergiert auch
n-—seo n-woo I

(&n + bn)’ und es ist '}i.:n‘(an + bn) =a + b.

(Analog sind die Sdtze iiber die  Differenz, das Produkt
und den Quotienten der Grenzwerte zweler konvergenter
Zahlenfolgen zu formulieren.)

Diese Sdtze gehoren zum reproduzierbaren Wissen, 8as bis zur An-
wendungsreife gebracht wird. Von diesen Sdtzen ist nur der Satz
(5) zu beweisen.

Der Begriff "Partialsummenfolge einer Folge (an)" ist einzufiih-
ren und damit der Begriff dexr Reihe a, zu definieren. Mit
Hilfe der Summenformel fiir konvergent? geometrische Relhen wird
das Umwandeln von periodischen Dezimalbriichen in gemeine Briiche
behandelt und bis zur Fertigkeit entwickelt.

Der Grenzwert einer Funktion wird ausgehend von Beispielen mit

Hilfe des Begriffs "Grenzwert einer Zahlenfolge" erarbeitet:
Die Funktion f hat an der Stelle X, den Grenzwert g
(geschrieben "1im f£(x) = g") genau dan.n, wenn gilt:

X-#X o
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1. £ ist in einer Umgebung von X, (eventuell unter Ausschlu8
der Stelle xo)' definiert.

2. Flir jede gegen x  konvergierende Folge (xn) (xn # x, fir
alle n), deren Glieder dieser Umgebung angehdren, konver-
giert die Folge der zugehorigen Funktionswerte (1’()51)) ge-
gen ge.

Den Schillern muBl verdeutlicht werden, welche Bedeutung die For-
derung "filr jede Folge (xn)" beinhaltet. Wichtig ist in diesem
Zusammenhang auch die Untersuchung solcher Funktionen, die fiir
bestimmte x-Werte keinen Grenzwert besitzen (z. Be y = L;%J an
der Stelle x, = O)e An einem geeigneten Beispiel wird auf ein-
seitige Grenzwerte hingewiesen.

Die Sdtze ilber Grenzwerte von Funktionen werden aus den entspre-
chenden Sdtzen iiber Grenzwerte von Zahlenfolgen gefolgert. Sie
gehoren zum reproduzierbaren Wissen. Die Schiiler sollen Fertig-
keiten im Berechnen von Grenzwerten rationaler Funktionen erlan-
gen.,

Fur die Stetigkeit von Funktionen wird ausgehend von Beispielen
folgende Definition erarbeitet:

Die Funktion f heifit an der Stelle X, genau dann stetig,

wenn gilts

1. £ 18t an der Stelle X, definiert;

2. 1im f(x) existiert;

XX
3. 1im f(x) = f(xo).
X
Danach wird die Stetigkeit einer Funktion in einem Intervall de-
finiert.
Folgende Séatze iiber stetige Funktionen werden im Unterricht be-
handelt:

(6) Ist £ eine in <@, bDstetige Funktion und haben f(a) und
£(b) verschiedene Vorzeichen, so hat £ in (a, b) eine
Nullstelle, d.h. cs existiert ein Argument X, mit
a<x <D und f(xo) = 0.

(7) Ist £ eine in<a, b stetige Funktion und ist f£(a) # £(b),
so gilt:
Fir jedes y mit f(a)<y<f(b) oder f(a)>y>£(b)
existiert ein x aus (a, b) mit f(x) = Ve
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(8) Der Wertevorrat einer in <a, b stetigen Funktion ist be-
schrédnkt. Obere und untere Grenze des Wertevorrats sind
stets Funktionswerte von £ in {a, b

Der Satz (6) kann je nach Klassensituation bewiesen werden. Der
Inhalt der Sdtze ist an Beispielen und Gegenbeispielen, in denen
nicht alle Voraussetzungen erfiillt sind, anschaulich herauszuar-
beiten, weil dadurch wichtige Grundlagen zum Verstidndnis der
Ditfferential- und Integralrechnung geschaffen werden. Die exakte
Wiedergabe der Formulierungen dieser Sdtze wird von den Schiilern
nicht verlangt. Sie sollen jedoch die Fahigkeit erlangen, den
Inhalt der Sédtze anhand von Beispielen anschaulich zu erldutern.

2.1. Grenzwerte von Zahlenfolgen 15 std.

Definition des Begritfs " £ -Umgebung einer Zahl xo";
Definition des Grenzwertes von Zahlentolgen.

Einfilhren der Begriffe "konvergente Zahlentolge", "Nullfolge"
und "divergente Zahlent'olge".

Sdtze {iber konvergente Zahlenfolgen.

Berechnen von Grenzwerten, insbesondere von Nullfolgen.
Partialsummenfolge; Definition des Begriffs "Relhe"; Beweis
der Summenformel fiir konvergente geometrische Reihen.
Umwandeln von periodischen Dezimalbriichén in gemeine Briiche.

2.2, Grenzwerte von Funktionen und Stetigkeit 10 std.

Definition des Begriffs "Grenzwert einer Funktion"; Sdtze
liber Grenzwerte von Funktionen; Berechnen von Grenzwerten.
Definition der Begriffe "Stetigkeit einer Funktion an einer
Stelle" und "Stetigkeit einer Funktion in einem Intervall”.
Formulieren und Erdrtern einiger Sdtze {iber stetige Funktio-
nen.

3. Einfilhrung in die Differentialrechnung und Anwendungen

40 Stunden
In diesem Kapitel werden die Schiiler mit einem Gebiet der Mathe-
matik vertraut gemacht, das sowohl innerhalb der Mathematik als
auch fiir die Naturwissenschaften, fiir die Technik und fiir die
Okonomie eine zentrale Stellung einnimmt. Durch den weiteren
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Ausbau des Grundgefiiges von Definitionen und Sdtzen werden die
Schiiler noch tiefer in Methoden und Verfahren der Analysis einge-
fiithrt.
Anhand von Beispielen (Sekante - Tangente, Durchschnittsge-
schwindigkeit - Augenblicksgeschwindigkeit) werden den Schiilern
anschaulich Gemeinsamkeiten der Problemstellung aus verschiede-
nen Bereichen der Praxis verdeutlicht. Daraus wird die Notwendig-
keit der Einfithrung eines neuen mathematischen Begriffs abgelei-
tet. Bel diesen {iberlegungen sind die Léistungen von Leibniz und
Newton zu wiirdigen.
Zundchst wird der Begriff "Differenzenquotient" eingefiihrt:
f(x°+h) - f(xo)
h

Die Zahl
zenquotient der Funktion f an der Stelle x, (h ¥ 0).

heiBt der zu h gehtrige Differen-

Der Differenzenquotient wird geometrisch als Sekantenanstieg ge-
deutet. Danach werden Differenzenguotienten einer Funktion bei
festem X, als eine Funktion von h betrachtet und die Differen-
zierbarkeit einer Funktion und die Ableitung einer Funktion an
der Stelle X, mit Hilfe des Grenzwertes dieser Funktion fir
h —» 0 definiert:

Die Funktion f heiBt an der Stelle x, differenzierbar genau

dann, wenn gilt:

1. £ ist in einer Umgebung von X, definiert.

£(x_ +h) - £(x
2. Der Grenzwert 1lim (xg+h) (x,)
hee0 h

existiert.

Die Notwendigkeit der in 2. enthaltenen Forderung nach der Exi-
stenz dieses Grenzwertes ist an geeigneten Beispielen und Gegen-
beispielen (z. B. y = |x|) an der Stelle x, = 0) zu verdeut-
lichen, um den Grenzwertbegritf und den Begriff der Differen-
zierbarkeit zu festigen. Mehrtach sind Ableitungen rationaler
Funktionen fiir bestimmte X, durch Grenzwertbestimmung zu ermit-
teln. Dabei sollen die Schiller die Fiéhigkeit erwerben, die typi-
schen Schritte fiir das Bilden der Ableitung einer Funktion (Auf-
stellen des Differenzenquotieaten, zweckméBiges Umformen, Be-

rechnen des Grenzwertes) zu erkennen und selbsténdig durchzufiih-
ren.
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Die Begriffe "Ableitung®” und "Differentialquotient" werden als
Synonyme verwendet. Im Unterricht werden fiir die erste Ableitung
einer Funktion £ an der Stelle x, folgende Symbole verwendet:

d
2'(x5)3 y1x=xo3 E% l x=x, *

Wenn keine Verwechslungen zu befiirchten sind, schreibt man kiir-

y' baw. %% .

Der Satz

(9) "Fiir jede Funktion f gilt: Ist £ in X, differenzierbar,

8o ist f in X, stetig"

ist zu bewelsen, und es ist zu zeigen, daB die Umkehrung nicht
8ilt. Der Satz gehdrt zum reproduzierbaren Wissen, nicht aber
der zugehvrige Beweis.
Danach wird die Differenzierbarkeit in einem (offenen) Intervall
definjert.
Die Regeln®fiir die Ableitung von Summen, Produkten und Quotien-
ten von Funktionen sind zu beweisen. Dabei werden die Fahigkei-
ten der Schiiler verbessert, selbstindig die typischen Schritte
fir das Gewinnen der Ableitung von Funktionen durchzufiihren.
Die Formel fiir die Ableitung der Potenztunktionen mit natiirli-
chem Exponenten kann sowohl mittels vollst#éndiger Induxtion als
auch durch Anwenden des binomischen Satzes gewonnen werden.
Die Ableitung der Potenzfunktionen mit negativem ganzzahligen
Exponenten wird mit Hilfe der Quotientenregel gewonnen.
Die bereits aus der Klasse 9 bekannten rationalen Funktionen
werden wiederholt, die Klasse der rationalen Funktionen wird
eingefiinrt, und es wird zwischen ganzrationalen Funktionen und
gebrochen-rationalen Funktionen unterschieden. Das Differenzie-
ren rationaler Funktionen wird weiter geiibt. In diesem Zusammen-
hang wird die Differentiationsregel fiir

y= @] new 3 =n [£0]>T. £1(x)
durch vollsténdige Induktion bewiesen und in Beispielen angewen-
det.
Danach werden Aussagen iiber Nullstellen und Pole

einer rationalen Funktion erarbeitet. AuBerdem
werden das Verhalten von rationalen Funktionen im Unendlichen

zer
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und das Verhalten in der Umgebung eines Pols untersucht.

Nach diesen Untersuchungen der Klasse der rationalen Funktionen
werden die weiteren Betrachtungen wieder allgemein gefiihrt und
die Erkenntnisse auf rationale Funktionen angewendet. Dabei
steht im Mittelpunkt der Betrachtungen des Abschnittes 3.3. das
lokale Verhalten von Funktionene.

Zundchst wird der Begritf "Monotonie einer Funktion in einem In-
tervall", der in der Vorbereitungsklasse 9 eingefilhrt wurde, wie-
derholt. Danach wird die lokale Monotonie einer Funktion an der
Stelle X, definiert:
Die Funktion f heiBt an der Stelle Xo lokal monoton wachsend
genau dann, wenn
1. £ in einer Umgebung von Xq definiert ist und
2. es ein £ > 0 gibt, so daB fiir jedes x gilt:s Wemn
x, - £<x<xo, so ist f(x)<f(xo),
x,<x <x, +£, 80 ist f(x)>f(xo).

Analog ist der Begriff "lokal monoton fallend" zu def‘inieren.

Zur Untersuchung der lokalen Monotonie einer Funktion an der
Stelle X, werden folgende Sdtze bewiesen:
(10) Wenn eine Funktion f in X, lokal monoton wachsend
(fallend) und in x, differenzierbar ist, so gilt:
£'(x,) 20 (£'(x,) € o).
(11) Wenn eine Funktion f in X, differenzierbar ist und
£'(xy) > 0 (£'(x,) < 0) gilt, so ist £ in x, lokal
monoton wachsend (fallend).

Durch Ubungen sollen die Schiiler die Fdhigkeit erlangen, gegebe-
ne Funktionen auf lokale Monotonie zu untersuchen. Die Beweise
der Sdtze (10) und (11) gehdren jedoch nicht zum reproduzierba-
ren Wissen.

Fir weitere Untersuchungen in der Infinitesimalrechnung ist es
erforderlich, daB die Schiiler den Mittelwertsatz der Differen-
tialrechnung kennenlernen. Sie sind mit dem Inhalt dieses Satzes
anschaulich vertraut zu machen. Der Satz von Rolle ist als Spe-
2ialfall des Mittelwertsatzes herauszustellen. Der Mittelwert-
satz gehort zum reproduzierbaren Wissen der Schiiler. Je nach
Klassensituation ist es freigestellt, ihn auch zu beweisen. 2Zur
Festigung des Mittelwertsatzes und als Vorarbeit fiir die
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Integralrechnung werden einige einfache Sdtze bewiesen (z. B.
Aus ' = 0 folgt, da8 f eine konstante Funktion ist).

Nach anschaulichen Erdrterungen wird ein lokales Maximum (Mini-
mum) einer Funktion wie folgt definiert:

Die Funktion f hat an der Stelle X, ein lokales Maximum

(Minimum) genau dann, wenn es ein £ > O gibt, so daB fiir

jedes x # x, mit x, - €< x<x, + £ gilt:

£(x) < £(x,) (£(x) >£(x;)).

Ausgehend vom Satz (10) wird der Satz (12) bewiesen:

(12) Wenn eine Funktion f in x, ein lokales Extremum hat und

in X, differenzierbar ist, so gilt:
. f'(xo) = 0.

An einem Beispiel wird den Schiilern verdeutlicht, daB die Umkeh-
rung dieses Satzes nicht gilt, und es werden Erodrterungen iiber
die Begriffe "notwendige Bedingung" und "hinreichende Bedingung"
angestellt. Zur Herleitung von hinreichenden Bedingungen fiir ein
lokales Extremum der Funktion f an der Stelle X, werden sowohl
der Vorzeichenwechsel von f'(x) in einer Umgebung von X, als
auch f"(xo) mit Hilfe des Mittelwertsatzes untersucht. An Bei-
spielen ist den Schiilern zu zeigen, daB die erste Bedingung um-
fassender (z. B, y = x* an der Stelle x, = 0), die zweite
dagegen leichter handhabbar ist. Die Schiiler sind auch darauf
hinzuweisen, daB lokale Extrema auch an solchen Stellen liegen
konnen, an denen die Funktion keine Ableitung besitzt (z. B.
Y = )x}] an der Stelle x, = 0). Die erarbeiteten Bedingungen fiir
lokale Extrema gehtren zum reproduzierbaren Wissen.
Die Begriffe "Konvexitdt", "Konkavitédt" und "Wendepunkt" werden
anschaulich eingefiihrt und danach definiert:

Die Funktion f heiBt in x, lokal konvex genau dann, wenn

gilts

1. £ ist in einer Umgebung von X, differenzierbar.

2. ' ist in X, lokal monoton wachsend.

Analog ist der Begriff "lokal konkav" zu definieren.
Die Funktion £ hat an der Stelle X, einen Wendepunkt genau
dann, wenn gilt:
1. £ 48t in einer Umgebung von X, differenzierbar.
2. £'(x,) ist ein lokales Extremunm.
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Zusammen mit den Bedingungen fiir die lokale Monotonie und fiir
lokale Extrema einer Funktion sind Bedingungen fiir lokale Kon-
vexitdt (Konkavitdt) und fiir Wendepunkte aufzustellen.

Nach Erarbeiten der Bedingungen fiir das lokale Verhalten von
Funktionen werden zundchst eintache formale Kurvendiskussionen
durchgetiihrt. Die Schiiler miissen daran gewdhnt werden, jeweils
nur die Untersuchungen durchzutiihren, die erforderlich sind, um
ein der Aufgabenstellung geniigendes Bild der Funktion skizzieren
zu konnen.

Im Zusammenhang mit den Kurvendiskussionen sind auch {fberlegun-
gen iiber die maximale Anzahl der Nullstellen, Extrema und Wende-
stellen ganzer rationaler Funktionen in Abhdngigkeit vom Grad
der Funktion bzw. von der Lage des Bildes im Koordinatensystem
anzustellen. Die Kurvendiskussionen sind aut einfache, rechne-
risch iibersichtliche Fdlle 2zu beschrénken. Beim Losen von
Extremwertautgaben sind notwendige Bedingungen und hinreichende
Bedingungen sowie die sich aus dem praktischen Sachverhalt erge-
benden Zusatzbedingungen streng zu beachten.

Auf die Anwendung der Differentialrechnung bei der Losung von
praktischen Extremwertaufgaben und bei der Untersuchung der Bil-
der von Funktionen, die sich aus Fragestellungen der Praxis er-
geben, ist groBer Wert zu legen. Durch das Aufzeigen weiterer,
mit mathematischen Mitteln lusbarer Optimierungsaufgaben aus der
Volkswirtschatt werden die Schiiler zu der Erkenntnis gefiihrt,
daB die Mathematik bereits in der Gegenwart entscheidend zur
Durchfijhrung der wissenschaftlich-technischen Revolution in der
DIR beitrdgt. Aufgaben zu militdrtechnischen Fragen (z.B. Ge-
schoBbahnen) sind fiir die sozialistische Wehrerziehung zu nutzen.

3.1. Ableitung einer Funktion - 10 std.

Tangente am Bild einer Funktion an der Stelle Xy Augen-
blicksgeschwindigkeit.

Definition der Differenzierbarkeit einer Funktion und der
Ableitung einer Funktion; Berechnen der Ableitung von Funk-
tionen fiir bestimmte Argumente X,

Herleiten und Anwenden der Regeln fiir die Differentiation
einer Summe, eines Produktes und eines Quotienten von Funk-
tionen,
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Herleiten der Regel fiir die Ableitung von y = x®

(n ganzzahlig).
Definition der hGheren Ableitungen einer Funktion.

3.2. Rationale Funktionen . 10 std.

Wiederholen der in Klasse 9 behandelten rationalen Funktionen;
Einfilhren der Klasse der rationalen Funktionen; Einteilen der
rationalen Funktionen.

{iben des Differenzierens rationaler Funktionen; Beweis und An-
wendung der Differentiationsregel fiir y = [f(x)]n, (n€EN).
Berechmen von Nullstellen und Polen rationaler Funktionen;
Untersuchen des Verhaltens rationaler Funktionen im Unend-
lichen und in der Umgebung der Pole; Asymptoten.

3+3. Kurvenuntersuchungen; Extremwertautgaben ° 20 Std.

viederholen und Vertiefen des Begritfs "Monotonie"; Herleiten
von Bedingungen fiir d4ie lokale Monotonie einer Funktion an der
Stelle Xoe ‘
Mittelwertsatz der Lifferentialrechnung.

Definition der Begritfe "lokales Extremum" und "lokales Ma-
ximun (Minimum)"; notwendige und hinreichende Bedingungen fiir
lokale Extrema. '

Definition der Begritrfe "lokale Konvexitdt (Konkavitdt)" und
"Wendepunkt"; Bedingungen fiir lokale Konvexitdt (Konkavitit)
und filr Wendepunkte.

Durchfithren formaler Kurvendiskussionen.

Logen von Extremwertaufgaben und Untersuchen von Funktionen
aus verschiedenen Bereichen der Mathematik, der Physik, der
Technik und der Okonomie.

4« Einfithrung An die Integralrechnung und einfache Anwendungen

25 Stunden

In diesem Kapitel werden die Kenntnisse der Schiiler iiber Grenz-
werte und die Ableitung von Funktionen in einem anderen, eben-

falls wichtigen Gebiet der Mathematik angewendet und die Schiiler
mit weiteren Verfahren der Intinitesimalrechnung bekanntgemacht.
Dabei ist es freigestellt, ob zuerst der Begrift des bestimmten
Integrals oder der Begritt des unbestimmten Integrals eingeriihrt
wird, 31



Bei der Einfithrung des Begrirfs "bestimmtes Integral® ist unbe-
dingt vom Problem der Flachenberechnung auszugehen und .erst da-
nach das bestimmte Integral als Grenzwert einer Summe von Produk-
ten zu definieren, wobei alle Uberlegungen anschaulich zu ver-
deutlichen sind.
Zundchst werden die Begriffe "Zerlegung eines Intervalls” und
"Zerlegungssumme" detiniert:

Unter einer Zerlegung n eines abgeschlossenen Intervalls

{a, b> in n Teilintervalle versteht man eine Folge

Xy Xq9 Xpy eeey Xy mit X, = 8y X\ = b und

xc‘<x.l <x2<...<xn.

Unter einer Zerlegungssumme versteht man die Zahl

g_:: £ (fy) . (xy-x;_4), wobei daie$ beliebige Zahlen mit

X1 Sfi s x4 sind.
Danach werden die Begriffe "Zerlegungsfolge ( n)" und "ausge-
zeichnete Zerlegungstolge" eingetiihrt. Dabei ist unter einer aus-
gezelichneten Zerlegungstolge eine solche Zerlegungstolge zu ver-
stehen, bei der die Folge der maximalen Intervallaﬁgen fir n -soco
eine Nullfolge ist.
Die folgenden {fberlegungen werden nur fiir stetige Funktionen
durchgetithrt. Den Schiilern wird folgender Satz mitgeteilt:

(13) Ist £ eine beliebige im Intervall <a, b> stetige Funk-
tion, eo konvergiert bei jeder Wahl einer ausgezeichne-
ten Zerlegungsfolge und bei Jjeder Wahl der Zwischenpunkte
die zugehorige Folge der Zerlegungssummen, und zwar
immer gegen ein und dieselbe Zahl,.

Der im Satz (13) bezeichnete gemeinsame Grenzwert wird das be-
atimmte Integral der Funktion f im Intervall <a, b)> genannt und

mit J f£(x)dx bezeichnet.

Zum Festigen der Definition des bestimmten Integrals werden eini-
ge bestimmte Integrale von speziellen Funktionen durch Grenzwert-

32



bildung berechnet, wobei darauf zu verweisen ist, daB man bei
diesen Beispielen von einer speziellen ausgezeichneten Zerle-
gungsfolge des Intervalls ausgeht. Fertigkeiten werden nicht an-
gestrebt.

In diesem Zusammenhang sind die Schiiler auch daraut hinzuweisen,
daB8 der Begriff des Flédcheninhalts von krummlinig begrenzten
Fléchen erst mit Hilfe des bestimmten Integrals erklart werden
kann, ohne jedoch nidher darauf einzugehen.

AnschlieBend werden fir stetige Funktionen folgende Definitionen
und der Satz behandelt:

- Definition: /bf(x)dx = 0; (a=b);

a
- Definitions /bf(x)dx = - bfaf(x)dx. (b<a);
a

. (14) Wemn c beliebig mit a < ¢ < b, dann gilt stets:
b b
ff(x)dx = ff(x)d.x + [2(x)dx.
a a ¢

Der Satz (14) wird nur plausibel gemacht, nicht bewiesen.

Der Mittelwertsatz der Integralrechnung als Grundlage fiir den
Beweis des Hauptsatzes der Difterential- und Integralrechnung ist
z2u formulieren und der Inhalt zu veranschaulichen. Er gehdrt
nicht zum reproduzierbaren Wissen der Schiiler.

Der Begriff des unbestimmten Integrals ist unabhéngig vom be-
stimmten Integral einzufiihren. Dabei ist von folgender Motivation
auszugehen:
Zu einer in einem bestimmten Intervall definierten Funktion f ist
eine Funktion F gesucht, die in diesem Intervall differenzierbar
ist und fiir deren Ableitung im gesamten Intervall F'(x) = f£(x)
gilt. Eine solche Funktion F heiBt Stammfunktion zu f. Davon aus-
8ehend wird folgende Definition fiir das unbestimmte Integral er-
arbeitet
Ee sei f eine in a £ x £ b definierte und stetige Funktion.
Dann ist das unbestimmte Integral /f(x)dx die Menge aller
Stamfunktionen F, die in a = x £ b definiert urd differen-
zierbar sind und fiir die in diesem Intervall F'(x) = f£(x)
gilt,
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Die geometrische Bedeutung der Integrationskonstanten ist durch
das Zeichnen von Kurveascharen zu erlédutern. Ihre Rolle als Schar-
parameter ist herauszuarbeiten.
Die Regeln

f[f(x) + g(x)]ax = [e(x)ax + [g(x)ax

(und die Verallgemeinerung aut n Summanden);
Jr.£(x)dx = k.f£(x)ax

sind zu beweisen. Diese Beweise gehdren zum reproduzierbaren
Wissen der Schiilere.

Im Unterricht der Klasse 11 sind auBer den Potenzfunktionen mit
Gleichungen der Form y = x° (n ganzzahlig, n # -1) nur ganze ra-
tionale Funktionen zu integrieren und daher keine besonderen In-
tegrationsverfahren zu behandeln. Das Integrieren solcher Funk-
tionen ist bis zur Fertigkeit zu entwickeln.

Im folgenden Abschnitt ist der Hauptsatz der Diiferential- und
Integralrechnung zu beweisen:
(15) Wenn f eine in & £xSy stetige Funktion ist und F eine
beliebige Stammfunktion von f ist, dann gilt:

/f(x)dx = F(b) - F(a).
a

<

Es ist dabei herauszuarbeiten, daB mit diesem fundamentalen Satz
der Zusammenhang zwischen der Difterential- und dex Integralrech-
nung hergestellt wird und daB dieser Satz gleichzeitig ein Mit-
tel zur Berechnung bestimmter Integrale liefert.

Die Schiiler sollen die Fiahigkeit erwerben, selbstdandig Anwen-
dungsaufgaben (Flﬁchenberechnungen, Berechnung der Arbeit beil
verdnderlicher Kraft) zu losen.

4.1, Das bestimmte Integral 5 Std.

Einfilhren der Begriffe "Zerlegung eines Intervells", "Zerle-
gungssumme", "Zerlegungsfolge" und "ausgezeichnete Zerlegungs-
folge".

Definition des Begritfs "bestimmtes Integral einer stetigen
Funktion". - ’

Formulieren und Veranschaulichen des Mittelwertsatzes der
Integralrechnung.
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4.2. Das unbestimmte Integral 5 Std.

Definition der Begriffe "Stammfunktion" und "unbestimmtes
Integral”.

Bewelsen einiger Integrationsregeln.

Integration von Potenzfunktionen mit Gleichungen der Form
y = x" (n ganzzahlig, n # -1).

Integration ganzrationaler Funktionen.

4.3. Der Hauptsatz der Differential-~ und Integralrechnung

‘ 5 Std.
Beweigen des Hauptsatzes und Erdrtern seiner Bedeutung.
Berechnen bestimmter Integrale.

4.4. Anwendungen der Integralrechnung 1C std.

Berechnen von Fldcheninhalten solcher Fldchen, die

- nur oberhalb der x-Achse liegen,

-~ nur unterhaldb der x-Achse liegen,

- tellweise oberhalb und teilweise unterhalb der x-Achse
liegen,

von den Bildern zweier Funktionen eingeschlossen werden.
Berechnen der physikalischen Arbeit bei verdnderlicher Kratt.

5+ Vektorrechnung und analytische Geometrie (Teil I) 30 Stunden

Das Behandeln bestimmter mathematischer und physikalischer Pro-
bleme erfordert die Vermittlung von Grundkenntnissen aus der
Vektorrechnung in den Klassen 11 und 12. AuBerdem bietet dieses
Stoftgebiet die Moglichkeit, die Schiiler an die Proublematik des
axiomatischen Aufbaus eines Teilgebietes der Mathematik heranzu-
fithren. '

Ankniiptend an die in der Mittelstufe erworbenen Kenntnisse der
Schiiler {iber Verschiebungen wird eine Definition der Verschie-
bung einer Ebene und des Raumes gegeben und erarbeitet, daB zur
Charakterisierung einer Verschiebung die Angabe einer gerichte-
ten Strecke (eines Pteils) ausreicht.
Detinition einer Verschiebung:
Verschiebung einer Ebene heifit eine umkehrbar eindeutige Ab-
bildung dieser Ebene aut sich, bei der alle durch Original-
und Bildpunkte bestimmten gerichteten Strecken parallelgleich
8ind, 35



In Zeichnungen werden Verschiebungen deshalb durch gerichtete
Strecken veranschaulicht. Es sind physikalische Gr&Ben zu be-
trachten, die ebentalls durch Pteile charakterisiert werden kbn-
nen (Krdtte, Geschwindigkeiten, Beschleunigungen).

Nach dem Betrachten einzelner Verschiebungen werden Verkniiptun-
gen von Verschiebungen eingeriihrt. Die Addition wird als Nachein-
anderausfiihren von Verschiebungen und die Multiplikation einer
Verschiebung mit einer reellen Zahl (Vervielfachung) mit Hilte
des Betrages der Verschiebung eingefiihrt. In diesem Zusammenhang
werden die Strahlensiétze und die Ahnlichkeit geometrischer Figu-
ren wiederholt. In Anwendungsaurgaben werden auch physikalische
Probleme wiederholt (Addition von Kriétten).

Beim Behandeln von Rechengesetzen (Kommutativitdt und Assoziati-
vitdt der Addition, Assoziativitdt und Distributivitat der Multi-
Plikation einer Verschiebung mit einer reellen Zahl) ist aut die
Analogie zu den entsprechenden Rechengesetzen in den Zahlenbe-
reichen einzugehen. Es sind nicht alle Rechengesetze der Multi-
plikation einer Verschiebung mit einer reellen Zahl zu beweisen.
AnschlieBend an die Definition der Addition und der Multiplika-
tion einer Verschiebung mit einer reellen Zahl sowie der Herlei-
tung der Eigenschatten dieser Verkniiptungen wird der Begritt des
Vektorraumes axiomatisch eingetiihrt:

Eine Menge, fiir deren Elemente eine Addition und eine Multi-

plikation mit reellen Zahlen so detriniert ist, daB fiir belie-

bige Elementea,b » T und beliebige reelle Zahlen A und/a

die Gesetze

tlead +¥ =4 +a .

2. (a+t) + ¢ =a + (¢+c)

3. Zu je zwel Elementen.X und ¢ der Menge existiert genau ein

Element‘f'dieeer Menge, so daB ¢ +'t= ¢ 1ist.

4. 1 . X =0

S5¢ (A +p)A =Aon + b AR

6e A(X+0) =Aa+Al

T Ag,ua) = (;\,u)a

gelten, heiBt Vektorraum und ihre Elemente Vektoren.

Diese Definition gehdrt nicht zum reprodugzierbaren Wissen der
Schiiler.
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Es kommt darauf an, den Schiilern zu zeigen, daB es eine ganze
Reihe von mathematischen und physikalischen Bereichen gibt, in
denen alle Axiome fiir Vektorrdume erfiillt sind. Nach den schon
betrachteten Modellen der Ebene, des Raumes und physikalischen
Modellen ist auch der Vektorraum aller geordneten n-Tupel von
Zahlen zu erwdhnen, um deutlich zu machen, daB Elemente eines
Vektorraumes nicht immer durch gerichtete Strecken veranschau-
licht werden konnen.

Nach dem Behandeln von Linearkombinationen von Vektoren und ih-
rer geometrischen Deutung durch Polygonziige werden Vektoren in
Anlehnung an Kenntnisse aus dem Physikunterricht beziiglich zwei-
er nichtparalleler Vektoren zerlegt. Die Moglichkeit und Eindeu-
tigkeit dieser Zerlegung fiihrt zu den Begritfen "Basis", "Kompo-
nenten" und "Koordinaten".

Bel der Einfiihrung einer Basis des Vektorraumes der Ebene bzw.
der Eintiihrung eines Koordinatensystems in der Ebene ist vom All-
gemeinen zum Besonderen, d.h. von schiefwinkligen zu rechtwink-
ligen Systemen {iberzugehen. Danach wird nur in rechtwinkligen Sy-
stemen gerechnet.

Im Zusammenhang mit der Behandlung der Drehung einer orthonor-
mierten Basis werden die Additionstheoreme fiir die Sinus- und

die Kosinustunktion in voller Allgemeinheit hergeleitet.

Gleichungen von Geraden werden zuerst vektoriell in Parameter-
form eingetiihrt. Der Ubergang zur parameterfreien Koordinaten-
darstellung ist griindlich zu iiben. Die prinzipielle Gleichwertig-
keit der verschiedenen Formen von Geradengleichungen ist heraus-
Zuarbeiten. Es ist deutlich zu machen, daB die Gleichung

Y =mx + b nicht die allgemeine Form der Geradengleichung, sor-
dern der linearen Funktion (m # 0) bzw. der konstanten Funktion
(w = 0) darstellt, weil Parallelen zur y-Achse nicht in dieser
Form dargestellt werden kinnen.

Durch das Lésen von Aufgaben sollen die Schiiler Fiéhigkeiten er-
werben, vektorielle Darstellungen beim Herleiten von Sdtzen so-
wie bei den Ansétzen zur Losung geometrischer und physikalischer
Probleme zu verwenden und auch die Koordinatendarstellung fiir
die Durchfithrung von Rechnungen sicher zu beherrschen. Als An-
wendungen sind u. a. planimetrische Sdtze zu wiederholen und zu

~
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beweisen (z. B. iiber das Parallelogramm) sowie physikalische
Probleme, insbesondere aus der Mechanik (z. B. Schwerpunkt, He-
belgesetze) zu lUsen.

5.1. Verschiebungen; Addition von Verschiebungen 4 std.

Begritf der Verschiebung; Darstellen von Verschiebungen durch
Pfeile.

Betrag einer Verschiebung; entgegengesetzte Verschiebung.
Physikalische GridBen, die durch Pfeile veranschaulicht werden
kOnnen.

Definition der Addition von Verschiebungen; Eigenschatten der
Addition.

Identische Verschiebung; Subtraktion von Verschiebungen.
Vergleich der Addition von Verschiebungen mit der Zusammenset-
zung von Krédften, die in einem Punkt angreiten (bzw. von Ge-
schwindigkeiten oder Beschleunigungen); Ldsen von Anwendungs-
aufgaben.

5.2. Multiplikation einer Verschiebung mit einer reellen
Zahl ’ 4 Std.

Definition der Multiplikation einer Verschiebung mit einer
reellen Zahl; geometrische Deutung der verschiedenen Fdlle;
Eigenschaften der Multiplikation einer Verschiebung mit

einer reellen Zahl.

Anwenden der erarbeiteten Kenntnisse auf einfache planimetri-
sche Sdtze.

5¢.3. Begriff des Vektorraumes 2 Std.

Axiomatische Detinition des Vektorraumes; Beispiele: Menge
der Verschiebungen einer Ebene, des Raumes; Kradtte, die in
einem Punkt angreifen; Hinweis auf n-Tupel von Zahlen.

5.4. Basen und Koordinatensysteme in der Ebene 8 Std.

Linearkombinationen von Vektoren; Begrift der linearen Unab-
héngigkeit von Vektoren; -Zerlegen eines Vektors beziiglich
zweier nichtparalleler Vektoren; Wiederholen der Kridftezer-
legung.
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Begritt der Basis des Raumes der Vektoren in der Ebene; Kom-
ponenten und Koordinaten eines Vektors beziiglich einer
Basis.

Schiefwinklige Koordinatensysteme.

Einheitsvektoren,

Definition des Winkels zwischen zwel Vektoren; orthogonale
Vektoren, orthonormierte Basis, rechtwinkliges Koordinaten-
system.

Addition, Subtraktion und Multiplikation einer Verschiebung
mit einer reellen Zahl in der Koordinatendarstellung.
Translation eines Koordinatensystems; Drehung einer ortho-
normierten Basis in der Ebene; Additionstheoreme der Sinus-
und der Kosinusfunktion. )

5.5. Analytische Geometrie der Geraden in der Ebene 12 std.

Parametergleichung der Geraden; Parametergleichung von Strahl
und Strecke (Einschridnkung des Detinitionsbereiches des Para-
meters); Deuten des Parameters als Streckenverhdltnis.
Ubergang zur parameterfreien Darstellung: Punktrichtungs-
gleichung; Zweipunktegleichung; Achsenabschnittsgleichung.

Berechnen von Schnittpunkten von Geraden.
Berechnen des Teilverhdltnisses, in dem ein Punkt eine ge-
richtete Strecke teilt.
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KLASSE 12

1. Vektorrechnung und analytische Geometrie (Teil II)

30 Stunden

Zu Beginn der Klasse 12 werden die Kenntnisse der Schiiler iber
die Vektorrechnung und die analytische Geometrie der Geraden
wiederholt und auf den dreidimensionalen euklidischen Raum er-
weitert. Gleichungen von Geraden im Raum werden in Parameterrora
behandelt. Dabei werden der Begritf "Spurpunkt" und die Lagever-
hdltnisse zweier Geraden (Darstellende Geometrie, Klasse 10) wie-
derholt und entsprechende Ubungen durchgetiihrt. Parameterglei-
chungen von Ebenen im Raum werden eingeriihrt; sie gehtren nicnt
zum reproduzierbaren Wissen der Schiiler.

Beim Einfiihren der multiplikativen Verkniipfungen von Vektoren
ist von den physikalischen Begritfen "Arbeit bei konstanter
Kraft" und "Drehmoment" auszugehen. Die Verkmiiptungen "Skalar-
produkt” und "Vektorprodukt” werden unter Benutzung der Begriffe
"Betrag eines Vektors", "Winkel zwischen zwei Vektbren" sowic
"positiver Schraubungssinn (Orientierung)" detiniert. Die Dar-
stellung dieser Produkte in Koordinaten- bzw. Komponentendar-
stellung wird daraus abgeleitet. ‘

Beim Skalar- und beim Vektorprodukt ist herauszuarbeiten, das
nicht notwendigerweise ein Faktor der Nullvektor sein muB, wens
das Produkt Null bzw. der Nullvektor ist. Es ist daraut hinzu-
weisen, daB das Assoziativgesetz und beim Vektorprodukt das Koa-
mutativgesetz nicht gelten. Dabei ist auf Analogien und aut Un-
terschiede zu den entsprechenden Rechengesetzen in den Zahlen-
bereichen einzugehen. Das Distributivgesetz fiir die vektorielle
Multiplikation wird nicht bewiesen.

Im Zusammenhang mit der Behandlung des Sgalarproduktes werden
weitere Sédtze aus der Planimetrie und der Trigonometrie wieder-
holt und bewiesen.

Durch Aufgaben zur analytischen Geometrie der Geraden, durch da:
Berechnen der physikalischen Arbeit als Skalarprodukt und vor
Drehmomenten als Vektorprodukte sowie durch das Losen adaptierte:
Aufgaben zur Ortung und Leitung von Flugzeugen wird die Bedeusu-:
der Vektorrechnung fiir die Mathematik, fiir andere Naturwisses- H
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schaften und fur die Militirtechaik hervorgehoben. Gleichzeitig
oind dadurch die Pihigkeiten der Schiller im Anwenden der Vektor-
rechsung su verdbessera. Die Rechnungen werden nach Festlegen
eines physikalischen MaSeyetems nur mit den MaBzahlen ausgefiihrt.

Jey der vektoriellen Behandlung der gnalytischen Geometrie des
Exeises und der Kugel worden die entsprechenden Ortsdefinitio-

sea (Klasee 8) wiederholt. GroSer Wert ist aur den Ubergang von
der vektoriellen Schreidweise sur Koordinatendarstellung der
Gleichungen su legen. Ferner ist am Beispiel der vektoriellen
Yors der Gleichung des Kreises bdzw. der Kugel zu zeigen, daB
4iese Gleichung je nach der Disension des Vektorraumes einen an-
dsren Sechverhalt besonreidt (im Unterschied zur vektoriellen
Poras der Geradengleichung).

Is Udungen su dieses Abschnitt sind auch einige der in den frii-
keven Klassenstufen dehandelten Sktze {iber Winkel, Strecken und
Goraden aa Kreis zu wiederholen und einige davon vektoriell zu
beveisen (3. B, Sats des Thales). Oleichungen von Kreistangenten
werden suniichet vektoriell and dann such in Koordinatendarstel-
lug bergeleitot,

48 Schlul dleses Kapitels werden die Kenntnisse der Schiiler Uber
4ie Vektorrechnung eystesatisch wiederholt. Dabei kommt es dar-
@ aa, verschiedene Modelle fUr Vektorréume gegeniberzustellen.
1a &leser Systematisierung sollen die Schiller intormatorisch
elsen Kindlick in den axiosatischen Aufbau einer mathematischen
feorie erhalten. Insbesondere sind sie aur die Vorteile, die

ia der MSglichkeit der Aswendung axiooatisch aufgebauter Theo-
Ties suf verschiedene Modelle bestenen, hinzuweisen.

'-l. Nisderboluax sus Klsspe 11 und Vertiefung 5 Std.

Viederdolung der Verschiedungssodelle.
Irveiterung suf den dreidisensionalen euklidischen Raum; Para-

ssterdarstellung der Gleichung der Geraden im Raum; Spurpunkte;
Prejextion einer Geraden in die Koordinatencbenen; Lageverhdlt-

Risee Sweier Gersden; Parasetergleichung von Ebenen.

'-2. Salsrprodukt 5 8td.
efiaitien des Skmlarproduktes; Bigenschaften des Skalarproduk-
‘“.
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Beweis einiger Sdtze aus der Geometrie des rechtwinkligen Drei-
ecks und Beweis des Kosinussatzes der ebenen Trigonometrie mit
Hilfe der Vektorrechnung.

Herleiten der Koordinatendarstellung des Skalarproduktes.
Berechnen des Betrages eines Vektors; Berechnen des Winkels
zweier Vektoren.

1.5. Anwenden des Skalarproduktes in der analytischen Geometrie
und aut physikalische Probleme 12 std.

Berechnen des Schnittwinkels zweler Geraden.

Bedingungen fiir die Parallelitdt bzw. Orthogonalitdt zweier
Geraden.

Wiederholen der Definition des Kreises und der Kugel; Herleiten
der Gleichung des Kreises und der Kugel in vektorieller Dar-
stellung und in Koordinatendarstellung.

Lageverhdltnisse von Kreis und Gerade; Gleichungen von Kreis-
tangenten.

Wiederholen und Beweisen einiger Sétze iiber Winkel, Strecken
und Geraden am Kreis.

Anwenden des Skalarproduktes aut physikalische Probleme (z. Be
Arbeit).

1.4. Vektorprodukt 5 Std.
Detinition des Vektorproduktes; Eigenschatten des Vektor-
produktes.

Herleiten der Komponentendarstellung des Vekforproduktes.
Geometrische Deutung des Betrages des Vektorproduktes zweier
Vektoren als Flidcheninhalt des von diesen Vektoren aufgespann-
ten Parallelogramms.

Anwenden des Vektorproduktes aut Physikalische Probleme (z. B.
Drehmoment ).

1.5. Zusammentassende Betrachtungen zum axiomatischen Aufbau

der Vektorrechnung 3 std.

Axiomatische Definition des Vektorraumes; Gegeniiberstellen
einiger Modelle (geometrische, arithmetische, physikalische).
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2, Kegelschnitte 25 Stunden

m=c===c=—===o= —-_—
In diesem Kapitel werden die bei ebenen Schnitten durch einen
geraden Kreiskegel entstehenden Schnittfiguren mit Hilfe der
bis zur Klasse 10 in der darstellenden Geometrie erarbeiteten
Kenntnisse {iber ebene Schnitte durch ebenfldchig begrenzte Kor-
per in wahrer Gestalt konstruiert und die grundlegenden Gedan~
kengdnge der analytischen Geometrie auf Kegelschnitte angewen-
det.,

Die Schiiler sollen die Schnittfiguren ebener Schnitte durch

einen geraden Kreiskegel (Schnittebene senkrecht zur AutriBebene)
im Grund- und AufriB8 sowie in wahrer Gestalt konstruieren. Je
nach Lage der Schnittebene in bezug aut den Kegel werden die
Kegelschnitte eingeteilt. In diesem Zusammenhang wird den Schii-
lern auch ein Hinweis aur entartete Kegelschnitte gegeben.

Die Eigenschaften der Kegelschnitte als geometrische Urter wer-
den mit Hilfe der Dandelinschen Kugeln hergeleitet (nichtrepro-
duzierbares Wissen); dabei ist der Kreis als Sonderfall der El-
lipse zu betrachten.

Die Ortsdetinitionen der Kegelschnitte gehiren zum reproduzier-
baren Wissen der Schiiler. Aus den Ortsdefinitionen wird fiir
Ellipse, Hyperbel und Parabel je ein geeignetes Konstruktions-
verfahren hergeleitet. Diese Verfahren sind so zu iiben, daB die
Schiller Fertigkeiten im punktweisen Konstruieren der Kegel-
schnitte erwerben.

Die Gleichungen der Kegelschnitte werden im Gegensatz zu denen
der Geraden, der Kugel und des Kreises ausgehend von den Orts-
definitionen nur koordinatenméBig (nicht vektoriell) hergelei-
tet. Die Herleitungen der Kegelschnittgleichungen gehdren zum
reproduzierbaren Wissen.

Das Aufstellen von Gleichungen nach vorgegebenen Werten (zur
Vorbereitung auf Flachen~- und Kérperberechnungen) und die Kon-
struktion von Kegelschnitten nach vorgegebenen Gleichungen muB
intensiv geiibt werden, so daB die Schiiler Fertigkeiten erwerben.

Im Zusammenhang mit der Diskussion der moglichen Lagen von Ke-
gelschnitt und Gerade zueinander wird das Arbeiten mit Geraden-
gleichungen geiibt. In tbungsaurgaben sind auch Gleichungen fir
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Tangenten in einem beliebigen Punkt eines Kegelschnitts aufzu-
stellen und die Gleichungen fiir die Asymptoten einer Hyperbel

herzuleiten. In einigen Ubungsaufgaben werden charakteristische
Eigenschaften und Besonderheiten der Kegelschnitte erarbeitet.

Beispiele:

- Mir jede Hyperbel gibt es genau vier Punkte, in denen die
gugehdrigen Brennstrahlen orthogonal sind.

- Jeder Tangentenabschnitt einer Parabel zwischen Beriihrungs-
punkt und Schnittpunkt mit der Parabelachse wird durch die
Scheiteltangente halbiert.

Die Auswahl der zu beweisenden Eigenschaften und Besonderheiten
ist freigestellt. Es kommt vielmehr bei allen Ubungen aut den
Erwerb sicherer Fdhigkeiten bei der Anwendung der Kegelschnitti-
und Geradengleichungen an. Bei diesen tfbungen wird gleichzeitig
das Losen von Gleichungen und Gleichungssystemen wiederholt. Es
ist herauszustellen, daf die Kegelschnitte Grundformen tiir die
Bahnbewegungen von Kdrpern in Feldern sind (z. B. Bewegung eines
Kérpers im Gravitationsfeld). Am Beispiel der Bahnen kiinstlicher
Himmelskdrper ist die Bedeutung der Mathematik filr die Wissen-
schaft und Technik herauszustellen umd auf die fihrende Rolle der
Sowjetunion bei der friedlichen Erforschung des Koemos einzuge-
hen.

Zum AbschluB dieses Kapitels werden in Schiilervortridgen die ge-
meinsamen Eigenschaften der Kegelschnitte zusammengestellt und
die gemeinsame Scheitelgleichung der Kegelschnitte aus den Mit-
telpunktagleichungen der Ellipse und Hyperbel und-der Scheitel-
gleichung der Parabel hergeleitet.

2.1. Definition und Konstruktion der Kegelschnitte 10 std.

Darstellen der Schnittfiguren ebener Schnitte durch einen ge-
raden Kreiskegel in senkrechter Parallelprojektion.

Einteilen der nichtentarteten Kegelschnitte in Ellipsen, Para-
beln, Hyperbeln.

Eigenschatten der Kegelschnitte als geometrische Urter.
Punktkonstruktionen von Ellipsen, Hyperbeln und Parabeln.
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2.2. Gleichungen der Kegelschnitte 15 std.

Herleiten der Mittelpunktsgleichung der Ellipse und der Hyperbel;
Herleiten der Scheitelgleichung der Parabel.

Erarbeiten der Gleichungen fiir Kegelschnitte in achsenparalleler
Lage im Koordinatensystem; Aufstellen von Kegelschnittgleichun-
gen nach vorgegebenen Werten; Konstruktion von Kegelschnitten
nach vorgegebenen Gleichungen.

Untersuchen der Lageverhdltinisse von Kegelschnitt und Gerade;
Tangentengleichungen; Asymptotengleichungen der Hyperbel.

Beweisen einiger charakteristischer Eigenschaften und Besonder-

heiten der Kegelschnitte.
Herleiten und Erortern der gemeinsamen Scheitelgleichung der

Kegelschnitte.

3. Nichtrationale Funktionen 0 Stunden

Ziel dieses Unterrichtsabschnittes ist, die Kenntnisse der
Schiller iiber die in den Klassen 9 und 10 eingefiihrten ‘nicht-
rationalen Funktionen zu wiederholen und zu vertiefen sowie
einige spezielle nichtrationale Funktionen einzutiihren. In die-
sem Kapitel werden die Untersuchungen ohne Anwenden der Metho-
den der Differential- und der Integralrechnung durchgefiihrt.

Zundchst wird herausgearbeitet, daB man mit den rationalen
Rechenoperationen (Addition, Subtraktion, Multiplikation,
Division) aus vorgegebenen Funktionen neue Funktionen bilden
kann. Die Kenntnisse der Schiiler iiber zueinander inverse Funk-
tionen werden unter dem gleicﬁen Aspekt der Neubildung von Funk-
tionen wiederholt. Dabei ist gleichzeitig wiederholend auf die
Symmetrie der Bilder zueinander inverser Funktionen beziiglich
der Geraden y = x einzugehen. Auch die "Verkettung" von Funktio-
nen ist als Moglichkeit des Bildens neuer Funktionen zu charak-

terisieren.

Beim Wiederholen der in den Klassen 9 und 10 eingetiihrten nicht-
rationalen Funktionen kommt es in erster Linie darauf an, die
Kenntnis der Definitionen dieser Funktionen zu festigen, diese
Funktionen nochmals graphisch darzustellen und wichtige Eigen-
Schaften dieser Funktionen und ihrer Bilder zusammenzustellen
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(Wertevorrat, Beschrénktheit, Monotonie, gerade Funktion, unge-
rade Funktion, Periodizitdt, Nullstellen, Pole, Asymptoten).

Beim Wiederholen der Winkeltunktionen sind die Halbwinkelformeln
und die Doppelwinkeltormeln fiir die Sinus- und Kosinusfunktion
aus den Additionstheoremen herzuleiten. Auf weitere Beziehungen
zwischen den Winkelfunktionen wird informatorisch hingewiesen
(Formelsammlung).

Beim Wiederholen der Exponential- und der Logarithmusfunktionen
ist auch zu zeigen, daB bei Exponentialfunktionen mit Gleichun-
gen der Form y = a* (a > 0, a ¢ 1) die y-Werte stets eine geo-
metrische Folge durchlauten, wenn die x-Werte eine arithmetische
Folge bilden, und daB bei Logarithmusfunktionen mit Gleichungen
der Form y = loggx (a >0; a# 1; x 7 0) einer geometrischen
Folge der x-Werte eine arithmetische Folge der y-Werte ent-
spricht.

Ausgehend von den beiden Folgen ((1 + —) ) und ((1 + 1)“"'1)

ist die Existenz des Grenzwertes lim (1 + —) nachzuweisen. Die-
ser Existenzbeweis gehort nicht zum reproduzier'baren Wissen. Mit
Hilfe der beiden Folgen werden fiir n€ { 1 ;2;3,4,10‘100}
rationale Ndherungswerte fiir die Zahl e berechnet,

Der Gebrauch der Tafeln fiir 1n x und e* ist zu iiben. Der Zusam-
menhang zwischen Logarithmen mit beliebiger positiver und von 1
verschiedener Basis und den dekadischen Logarithmen ist zu wie-

derholen, zur Berechnung einiger weniger Werte fiir ln x anzuwen-
den und zu verallgemeinern.

Die zu behandelnden Funktionen m$t den Gleichungen y =
y=¢eXund y = 1n x sind graphisch darzustellen.

Die groBe Bedeutung der Exponentialtunktionen fiir die Mathema-
tik und die Praxis ist zu erldutern, z. B.t

y=a.¢e (afo;k#go0)als Gleichung der Funktion
- des organischen Wachstums,

des radioaktiven Zerfalls,

der Kettenreaktion.

Ausgehend vom Problem der Nullstellenbestimmung wird das Lisen
von Wurzelgleichungen und von goniometrischen Gleichungen behan-
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delt. Diese tberlegungen sind unter Benutzung elementarer Men-
genoperationen zu fiihren. Insbesondere muB beim Ubergang zu
nichtédquivalenten Gleichungen beachtet werden, daB alle Ldsungen
erfaBt werden. Die Probe ist in diesem Fall unbedingt durchzutiih-
ren.

Die zu lUsenden Wurzelgleichungen sollen im allgemeinen nur
Quadratwurzeln enthalten und nach hdchstens zweimaligem Quadrie-
ren in eine Gleichung n-ten Grades iibergehen. Der Grad n dieser
Gleichungen sollte nur in wenigen Beispielen gridBer als zwei
sein.

Bei den goniometrischen Gleichungen werden folgende Typen ge-
lost:
- Gleichungen, die nur eine trigonometrische Funktion enthal-
ten,
Beispiele: 2s:ln2x - 0,5 = 03
tan®x - (Y?+ 1). tan x +V?= 03
- Gleichungen, die mehrere trigonometrische Funktionen des
gleichen Arguments enthalten,
Beispiele: 4 cos2x - 28inx - 2 = 03
% .V;sinx - 3cosx - 2,5 = 03
- Gleichungen, die trigonometrische Funktionen mit verschiedenen

Argumenten enthalten, —
Beispiel: 4 . sin (x + -g-) -2 ., c08 X =V?-

Zur Vorbereitung auf die Differentiation nichtrationaler Funk-
tionen werden Grenzwerte nichtrationaler Funktionen berechnet.

Beim Ansatz zur Berechnung des Grenzwertes lig 81D X ,ird von
x

der Anschauunq ausgegangen. Die Herleitung des Grenzwertes

Lim 1088(1+x)3t = log_e wird nur skizziert, wobei die unbewiese-
X0

Den Sdtze "lim (1+x)x = e (x € P)" und "eine konvergente Zahlen-

X-»0
folge mit positiven Gliedern und positivem Grenzwert darf glied-
weise logarithmiert werden" benutzt werden. Diese Sdtze gehoren
nicht zum reproduzierbaren Wissen.
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3.1. Eigenschaften einiger nichtrationaler Funktionen 10 Std.

Bilden neuer Funktionen mit Hilfe der rationalen Rechenoperatio-
nen; Wiederholen des Begriffs "zueinander inverse Funktionen®;
Bilden neuer Funktionen durch Ubergang gur inversen Funktion;
Bilden neuer Funktionen durch Verkettung von Funktionen.

Wiederholen der Potenz- u.nd Wurzeltunktionen.

Wiederholen der Winkelfunktionen y = sin x; y = cos xj
y =tan x; y = cot xund y = a . sin(bx+c) (a>o0; d>o).

Wiederholen der grundlegenden Beziehungen e:l.nzx + coszx = 1

und tan x + cot x = 1 und der Additionstheoreme der Sinus- und
der Kosinusfunktion; Herleiten der Halbwinkel- und der Doppel-
winkelformeln fiir die Sinus- und fiir die Kosinusfunktion; Hin-
weis auf weitere Beziechungen.

Wiederholen der Exponential- und der Logarithmusfunktion;
Nachweis der Existenz des Grenzwertes

1im (1 + %)n = e (n € N); ndherungsweises Bestimmen von

nee

e = 2,T1.., durch Schachtelung; Gebrauch der Tafeln fiir e*
und ln x; Zusammenhang gwischen Logarithmensystemen mit ver-
schiedenen Basen. '

Untersuchen der Funktionen mit den Gleichungen y = ex;

y =X und y = ln x; graphische Darstellung dieser Funktio-
nen,

Anwendungen der Exponentialtunktionen in den Naturwissenschaf-
ten sowie in technischen und tkonomischen Bereichen.

3.2, Wurzelgleichungen; goniometrische Gleichungen 15 std.
Lésen von Wurzelgleichungen; Losen von goniometrischen Glei-
chungen.

Bestimmen von Nullstgllen und Polen nichtrationaler Funktionen.

5.3. Einige Grenzwerte nichtrationaler Funktionen 5 Std.

Herleiten der Grenzwerte

lim x m og (1:’- ) = og Ce

x-+0
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4. Ditferential- und Integralrechnung und Anwendungen

(Fortsetzung) 50 sStunden

L Y
In diesem abschlieBenden Kapitel werden wichtige Kenntnisse der
Schiiler iiber die Differential- und Integralrechnung aus der
Klasse 11 wiederholt. AuBerdem werden weitere Formeln und Re-
geln aus der Infinitesimalrechnung erarbeitet, die zur vertie-
fenden Behandlung der algebraischen Funktionen, der Winkelfunk-
tionen, der Exponentialtunktionen und der Logarithmusfunktionen
benotigt werden.

Bel der Wiederholung der in Klasse 11 behandelten Differentia-
tions- und Integrationsregeln sind die Fertigkeiten der Schiiler
im formalen Anwenden dieser Regeln zu festigen und die Kennt-
nisse {iber rationale Funktionen zu wiederholen.

Danach wird die Regel fiir die Ableitung zueinander inverser
Funktionen hergeleitet und beim Beweis der Giiltigkeit der Regel
fir die Ableitung von Potenzfunktionen mit rationalem Exponenten
angewendet. Die Giiltigkeit der Regel fiir die Integration von
Potenztunktionen mit rationalem Exponenten ist nachzuweisen.
Beim tiben dieser Differentiations- und Integrationsregeln sind
auch die Fédhigkeiten im Darstellen von Potenzen mit rationalem
Exponenten durch Wurzeln und umgekehrt zu verbessern.

Als Verallgemeinerung der in Klasse 11 behandelten Regel fiir die
Ableitung von y = [f.(x)]n (n € N) wird die Kettenregel gewon-
nen. An besonderen Integrationsverfahren wird nur die Integra-
tion durch Substitution an Beispielen behandelt. Das Herleiten
der genannten Regeln gehdrt nicht zum reproduzierbaren Wissen.
Die Schiller miissen jedoch betdhigt werden, diese Regeln selb-
stindig anzuwenden.

Die Ableitung der Sinusfunktion wird durch Grenzwertbestimmung
gewonnen, die Ableitung der anderen Winkeltunktionen dagegen
durch Anwenden der bekannten Beziehungen zwischen den Winkel-
funktionen und der Ableitung der Sinusfunktion. Die Ableitung
der Logarithmusfunktionen wird durch Grenzwertbestimmung ermit-
telt, die Ableitung der Exponentialtunktionen unter Verwendung
der Regel fiir die Ableitung zueinander inverser Funktionen her-
geleitet.
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Die Schiiler miissen die Fdhigkeit erlangen, die in den Klassen
11 und 12 erarbeiteten Differentiations- und Integrationsregeln
(z. B. Produkt-, Quotienten-, Kettenregel usw.) selbstédndig aut
relativ leicht iiberschaubare nichtrationale Funktionen anzuwen-
den.

Nach Erarbeiten der Ableitungen der 2zu behandelnden nichtratio-
nalen Funktionen und der Grundintegrale sollen die Schiiler die
gewonnenen Erkenntnisse in solchen Aufgaben anwenden, in denen
auch Kenntnisse aus der Klasse 11 (Kurvendiskussionen, Extrem-
wertautgaben, Flachenberechnungen) benctigt werden. Dabei sind
auch Funktionen der Art y = a . sin(bx+c) zu differenzieren und
zu integrieren. Es sind auBerdem solche Ubungsauigaben auszuwih-
len, in denen rationale Funktionen untersucht werden, damit die
Kenntnisse der Schiiler iiber diese Klasse von Funktionen wieder-
holt und getestigt werden.

Der Mittelwertsatz der Ditferentialrechnung ist zu wiederholen.
In Kurvendiskussionen wird er (ohne weitere theoretische tiberle-
gungen) zum nidherungsweisen Berechnen von Funktionswerten - auch
Nullstellen - angewendet. Dabei geht es nicht um umtangreiche
elementare Rechnungen, sondern um das prinzipielle Verstdndnis
fir die Bedeutung der Naherungsrechnung in der Praxis.

Ausgehend von der Problematik der Fléchenberechnung unter An-
wendung der Integralrechnung wird die Volumenberechnung mittels
Integralrechnung eingetiihrt. Bei Volumenberechnungen sollen
Rotationskorper im Vordergrund stehen, wobeli insbesondere sol-
che Korper zu untersuchen sind, die in der Produktion und der
Militdartechnik (z. B. stromlinientérmige Rotationskdrper) von
Bedeutung sind. Bei der Berechnung der Volumina von elementaren
geometrischen Korpern, insbesonderé von Rotationskdrpern, sind
die den Schiilern aus dem Unterricht in niedrigen Klassenstutren
bekannten Formeln zu beweisen.

Dieses abschlieflende Kapitel in der Klasse 12 ist intensiv durch
systematisches Wiéderholen und stiéndiges tiben zur Vorbereitung

aut die Reifepriitung zu nutzen. Insbesondere sollen die Schiiler
Kurzreferate halten, damit ihre Fidhigkeiten verbessert werden,

zusammenhédngend iiber ein mathematisches Problem vorzutragen.

50



4.1. Ditfferentiation und Integration nichtrationaler Funktio-
nen 15 std.

Wiederholen der Regeln fiir die Ditferentiation von rationalen
Funktionen; Wiederholen der Integration von y = x" (n € G,

n # -1); Wiederholen der Integration ganzrationaler Funktio-
nen.

Herleiten der Regel fiir die Ableitung zueinander inverser
Funktionen; Differentiation von y = x* (r € R); Integration
von y = x* (r€ R, r # -1).

Wiederholen der Regel fiir die Ditferentiation von y = [f(x)]n;
Herleiten und Anwenden der Kettenregel; Integration durch Sub-
stitution..

Differentiation der Winkeltunktionen; Integration der Sinus-
und der Kosinustunktion.

Differentiation der Logarithmusfunktionen; Integration von

y = x-1; Differentiation und Integration der Exponentialfunk-

tionen.

4.2. Kurvendiskussionen; Extremwertautgaben 15 Std.

Wiederholen der Bedingungen fiir das lokale Verhalten von Funk-
tionen; Kurvendiskussionen; ndherungsweises Berechnen von

Funktionswerten mit Hilfe des Mittelwertsatzes der Differential-

rechnung; Extremwertaufgaben.

4.3, Flachen- und Korperberechnungen 20 Std.

Wiederholen der Fléchenberechnung mit Hilte des bestimmten
Integrals. _

Anwenden des bestimmten Integrals auf Volumenberechnungen;
Volumenberechnungen von Rotationskdrpern.

Beweis von Volumenformeln fiir elementare Kiorper (Zylinder,
Kegel, Kegelstumpt, Pyramide, Pyramidenstumpt, Kugel, Kugel-
teile).
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