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Vorbemer kung

In diesem Lehrgang sollen die Schiiler in die Anfangsgriinde der
Wahrscheinlichkeitsrechnung eingefithrt werden, Die Entwicklung
dieser mathematischen Disziplin und deren sifindig wachsende Be-
deutung fiir dle Praxis sind den Schillern zu erldutern. Ziel des
Lehrganges ist es, den Schiilern Féhigkeiten und Fertigkeiten zur
Anwendung der Wahrscheinlichkeitsrechnung zu vermitteln und das
Verstdndnis dafiir zu wecken, daB8 zufdlligen Ereignissen und
stochastischen Prozessen GesetzmidBigkeiten zugrunde liegen.

Die Schiiler sollen erkennen, daB die Wahrscheinlichkeitsrechnung
in verschiedenen Bereichen der gesellschaftlichen Praxis ange-
wandt wird, so z. B. in der naturwissenschaftlichen und gesell-
schaftswissenschaftlichen Forschung, bei der Planung und Leitung
von Produktionsprozessen, bei der statistischen Qualitdtskontrol-
le sowie bel Methoden der Entscheidungsfindung.

Die Schiiler lernen in diesem Lehrgang eine fiir sje neuartige Denk-
und Arbeitsweise der Mathematik kennen. Durch geeignete Aufgaben,
die sich im Verlaufe des Lehrganges vor allem aus praktischen
Bereichen (z. B. statistische Qualititskontrolle, Berechnung der
Zuverléssigkeit von Systemen) ergeben, sollen die Schiiler tiefer
in die Dialektik von Notwendigkeit und Zufall eingefijhrt werden.
Es ist herauszuarbeiten, daB8 zufdllige Ereignisse nicht willlkiir-
lich und chaotisch auftreten, sondern da8 dem Eintreten zufalli-
ger Ereignisse GesetzmidBigkeiten zugrunde liegen.

Die Wahrscheinlichkeit eines zufilligen Ereignisses ist als eine
Eigenschaft der objektiven Realitidt darzustellen.

Der Zusammenhang zwischen Wahrscheinlichkeit und relativer Niu-
Tigkeit wird den Schiilern bei der qualitativen Fassung des Geset-
zes der -grofen Zahlen, einem Grenzwertsatz der Wahrscheinlich-
keitsrechnung, mathematisch exakt erléutert.

Ausgehend von den Erfahrungen der Schiiler und mit Hilfe geeigne-
ter Aufgabenstellungen werden die Schiiler mit dem Grundanliegen
der axiomatischen Methode in der Mathematik vertraut gemacht. Ih-
nen ist zu verdeutlichen, daB die Axiome der Wahrscheinlichkeits-
Technung die objektive Realitdt widerspiegeln. In diesem Zusam-
Denhang sind die Verdienste des sowjetischen Mathematikers



Kolmogoroff fiir die Weiterentwicklung der Wahrscheinlichkeits-
rechnung zu wiirdigen.

In den Lehrgang sind Aufgaben einzubeziehen, die einen engen Be-
zug zur Praxis des sozialistischen Aufbaus haben. So konnen zum
Beispiel Zahlenmaterial aus sozialistischen Betrieben und Kenn-
ziffern aus den statistischen Jahrbiichern unserer Republik ver-
wendet und fiir die staatsbiirgerliche Erziehung der Schiller ge-
nutzt werden.

Im Lehrgang Wahrscheinlichkeitsrechnung bestehen viele Miglich-
keiten, Beziehungen zu dem im obligatorischen Mathematikunter-
richt vermittelten Wissen herzustellen sowie die Fdahigkeiten und
Fertigkeiten der Schiiler weiter zu festigen und zu vertiefen.
In vielfdltiger Weise werden die Schiller mit dem Funktionsbe-
griff konfrontiert (z. B. Baumdiagramme). Die behandelten Be-
griffe und Relationen der Mengenlehre, das Rechnen mit Potensen,
Wurzeln und Logarithmen, das Summensymbol und das Rechnen mit
Summen, das Umformen und Losen von Ungleichungen, die Fakultdts-
funktion sowie der Binomialkoeffizient werden wiederholt, erwei-
tert und gefestigt. Die Fertigkeiten im Gebrauch mathematischer
Tafelwerke werden welter gefestigt (Tafeln fiir die Binomial-
wahrscheinlichkeiten und fiir die Werte der Normalverteilung).

Die Schiiler konnen in diesem Lehrgang einige Probleme aus den
naturwissenschaftlichen Unterrichtsfichern unter Beriicksichti-
gung der neuen Erkenntnisse iiber zuféllige Ereignisse interpre-
tieren:

z.B. Mendelsche Gesetze - Biologie
Gasgesetze - Chemie, Physik
Begriff "Aufenthaltswahrscheinlich-
keit von Elektronen auf Elektronen-
bahnen" - Chemie

Bei der Behandlung der Anfangsgriinde der Wahrscheinlichkeits-
rechnung ist das Abstraktionsvermogen der Schiiler zu vervoll-
kommnen (Beispiele: Axiomatische Methode - deduktiver Aufbau;
Hinweis auf die Isomorphie zwischen der Mengen- und der Ereignis-

algebra; tbertragung der gewonnenen Erkenntnisse auf Fragestel-
lungen der Praxis).



Aus Griinden der FaBlichkeit und auf Grund der stofflichen Vor-
aussetzungen in der Klasse 11 wird empfohlen, sich im wesent-
lichen auf die Behandlung diskreter Sachverhalte zu beschrénken.

Bei der Behandlung der Anfangsgriinde der Wahrscheinlichkeits-
rechnung ergeben sich Moglichkeiten, im Unterricht kleine Expe-
rimente durchzufiihren.

So kénnen die theoretisch ermittelten Wahrscheinlichkeiten mit
den experimentell gewonnenen relativen Haufigkeiten verglichen
werden. Desweiteren sollten die Schiiler "Giitekontrollen" selbst
durchfiihren und auswerten. Durch solche Versuche wird das not-
wendige Zahlenmaterial zur Aufgabenstellung von den Schillern
selbst erarbeitet. Die Versuchsprotokolle sind an die in der
Praxis gebrduchlichen Stichprobenlisten (Urlisten) anzugleichen.
Das erworbene Wissen ist durch vielseitige {bungen zu f'estigen.

Der Lehrgang sollte nach Moglichkeit mit einer Exkursion in
einen Betrieb beginnen, in welchem die Anwendung von einfachen
Verfahren statistischer Qualitédtskontrolle studiert werden kann.
Die Schiller sind anzuhalten, Zahlenmaterial zu sammeln, das im
Lehrgang an geeigneter Stelle ausgewertet wird.



Thematische tbersicht

Gesamtstundenzahl fiir den Lehrgang: 50 Stunden

Teill ehrgang I 25 Stunden
1. Ereignisse 4 bis T Stunden

1.1. Zufdllige Ereignisse/Zufallsexperimente
1.2. Breignisalgebra

2. Der statistische Wahrscheinlich-

keitsbegriff 5 bis 7 Stunden
2.1. Absolute und relative Haufigkeit des

Eintretens eines Ereignisses
2.2. Stabilitdt der relativen Haufigkeit

eines Ereignisses bel einer groBen

Anzahl von Versuchen

3. Der klassische Wahracheinlichkeits-
begriff T bis 10 Stunden
3.1. Laplacesche Definition der Wahr-
scheinlichkeit
3.2. Geometrische Wahrscheinlichkeit
3.3. Qualitative Fassung des Gesetzes der
groBen Zahlen .

4. Die axiomatische Definition der
Wahrscheinlichkeit 2 bis 4 Stunden

5. Zusammenstellung von Sdtzen fiir das
Rechnen mit Wahrscheinlichkeiten 2 Stunden
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11 11

1.
1.1,

1.2,
1.3.
1.4,
1.5.

2,

2.1,
2,2,
2.3,
2.4.

Rechnen mit Wahrscheinlichkeiten
Beweise wichtiger Satze fiir das
Rechnen mit Wahrscheinlichkeiten
Unabhéngigkeit von Ereignissen

Satz von Bayes

Die Beziehung P, (A) = 1 - (1-p)"
Stichproben mit und ohne Zuriicklegen

Diskrete Verteilungen

ZufallsgriBen

GleichmiiBige Verteilung
Binomialverteilung

Approximation der Binomialverteilung
durch die Normalverteilung

25 Stunden

12 bis 17 Stunden

8 bis 13 Stunden

J
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Inhalt des Lehr es

Teillehrgang I 25 Stunden
1. Ereignisse 4 bis T Stunden

Die Schiiler sind anhand von Problemstellungen aus der Technik
(z. B. Untersuchung der Zuverlidssigkeit von Systemen), der Ukono-
mie (z. B. Qualitdtskontrolle einer Serie von Fertigprodukten)
und der Naturwissenschaften (z. B. Aufenthaltswahrscheinlichkei-
ten von Elektronen auf bestimmten Bahnen) mit einigen wichtigen
Anliegen der Wahrscheinlichkeitsrechnung bekanntzumachen. Die Be-
griffe "zufdlliges Ereignis® und "Zufallsexperiment” werden erar-
beitet.

Ein zufdlliges Ereignis ist als ein Ereignis zu erklédren, welches
unter bestimmten Bedingungen eintreten kann, aber nicht notwendig
eintreten muB.

Das sichere Ereignis (S) und das unmdgliche Ereignis (@) werden
als spezielle zufdllige Ereignisse eingefiihrt. Eine Untersuchung,
mit der man das Eintreten eines zufdlligen Ereignisses fest-
stellt, wird Zufallsexperiment oder Versuch genannt.

Den Schillern ist zu verdeutlichen, daB8 die Relationen und Opera-
tionen, die zwischen den Ereignissen erklart sind, den Relationen
und Operationen der Mengen entsprechen, die den Ereignissen zuge-
ordnet sind. Da Isomorphie zwischen der Ereignisalgebra und der
Mengenalgebra besteht, sollte beim Rechnen mit Ereignissen auf
die Symbolik der Mengenlehre zuriickgegriffen werden. Das erfor-
dert als Vorbereitung das Behandeln der Operationen Vereinigung,
Durchschnitt und Differenz von Mengen.

Fiir das Rechnen mit Ereignissen wird erkldart:
Das Ereignis C heiBt Summe der Ereignisse A und B,wenn das
Ereignis A oder das Ereignis B eintritt. C=AURB

Das Ereignis D heiB8t Produkt der Ereignisse A und B, wenn das
Ereignis A und das Ereignis B eintritt. D=ANSB

Das Ereignis E heiBt Differenz der Ereignisse A und B, wenn das

Ereignis A eintritt, widhrend das Ereignis B nicht eintritt.
E=A\NB

12



R ist das zu A komplementidre

Ereignis. Es gilt: K=s\a
S=4AV A
g=AnRK

(d.h. A und &
sind unvereinbar)
S und # sind einander komple-

mentdr. Es gilt: g=5\5
g=5sng
S=sv g
S=s\¢g

Wenn das Ereignis A eintritt, so

ist gleichzeitig auch das Ereig-

nis B eingetreten A
(A zieht B nach sich).

A und B heiBen gleich, wenn bei jeder Realisierung des Bedin-
gungskomplexes stets beide Ereignisse eintreten oder beide nicht
eintreten..

Weiterhin wird erarbeitet:
Ein System von Ereignissen heiBSt Ereignisfeld ¥,
wenn folgende Bedingungen gelten:
- Gehiren A und B dem System an, so0
gehbrt auch das Ereignis AV B dem
System an.

Ha
-]

- Das System enth#élt das sichere
Ereignis.
- Mit A und B existieren im Ereignis-
feld auch X und B.
Diese Forderungen sichern auch die Existenz der Ereignisse
AN Bund A\ B und die des unmtiglichen Ereignisses.
Ein nicht weiter zerlegbares Ereignis wird als Elementarereignis
bezeichnet / Ein Ereignis, welches sich nicht in die Fomm
Ay VA (mit Ay, AET , Ay Ay # # und Ay & A,) bringen 1iBt,
heiBt Elementarereignis_/.

13



1.1. Zuféllige Ere:lggisue[Zufallsexgerimente

Besprechung des Gegenstandes der Wahrscheinlichkeitsrechnung
Definition der Begriffe "zufdlliges Ereignis" und "Zufalls-
experimente”

Sicheres und unmtgliches Ereignis als spezielle zufdllige !r-

eignisse
Beispiele

'1.2. Ereignisalgebra

Wiederholung des Mengenbegriffs, der Elementbeziehung und der
Relationen zwischen Mengen
Definition der Mengenoperationen Vereinigung, Durehsehnitt,
Differenz
Erkldrung der Relationen zwischen Ereignissen:
Gleichheit zweier Ereignisse
Das Eintreten eines Ereignisses zieht das Eintreten
eines anderen Ereignisses nach sich
Definition der Operationen mit Ereignissen: Summe, Produkt und
Differenz zweier Ereignisse
Komplement&re Ereignisse
Hinweis auf Isomorphie zwischen Mengenalgebra und Ereignis-
algebra
Definition der Begriffe "Ereignisfeld" und "Elementarereignis”
Festigung der neuen Begriffe, Relationen und Operationen dureh
Ubungen

2. Der statistische Wahrscheinlichkeitsbegriff S bis 7 Stunden

Einige einfache Zufallsexperimente (Wirfeln mit einem Wirfel
oder Werfen mit einer Minze) werden ausgefiihrt. Dabei wird das
Eintreten bestimmter zufdlliger Ereignisse untersucht. Die Be-
griffe Grundgesamtheit, Stichprobe und Stichprobenumfang werden
eingefilhrt. Die absoluten und relativen HHufigkeiten des Eintre-
tens eines bestimmten Ereignisses sind zu ermitteln. Besonderer
Wert wird auf die Behandlung der relativen HHufigkeit (h_ (A) )
gelegt. Sie wird als Quotient aus der absoluten Hﬁuﬁ.gke?.t des
Auftretens eines zufdlligen Ereignisses (I-L‘1 (A) ) und dem Stich-
probenumfang (n) erklirt.

14



Bei der Untersuchung dieser Beziehung ist besonders herauszu-
arbeiten:

0o&n (A) S 1
nn(s) = 1
H (A) + H (B
h, (AV B) = = :n()ahn(A)-o-hn(B)

wenn AN B=g

Den Schiilern wird anhand dieser Experimente demonstriert, daB
die relative Hdufigkeit eines zufidlligen Ereignisses bel genii-
_gend groBem Stichprobenumfang im allgemeinen nur wenig um einen

festen Wert schwankt. Dieser Wert wird Wahrscheinlichkeit des
zufdlligen Ereignis\'aea genannt. Die "Stabilitét" der relativen
Héufigkeit ist graphisch darzustellen und bei entsprechenden
praxisnahen Aufgabenstellungen zur ndherungsweisen Angabe von
Wehrscheinlichkeiten zu nutzen. Die Auswertung des auf Exkursio-
nen (z. B. Qualitdtskontrolle) gesammelten Materials ist zu die-
sem Zweck besonders geeignet.

2.1, Absolute und relative Hdufigkeit des Eintretens aines
Ereignisses '

Durchfifhren und Auswerten einfacher Zufallsexperimente

Definition der Begriffe: Grundgesamtheit, Stichprobe, Stichpro-

benunfang, absolute Haufigkeit, relative Haufigkeit

Diskussion der relativen H#ufigkeit: Die relative Hdaufigkeit,

eine Zahl zwischen Null und Eins; Addition von relativen Hédu-

Tigkeiten; Relative Hiufigkeit des sicheren Ereignisses

2.2. Stabilitdt der relativen Héufigkeit eines Ereignisses

bei einer groBen Anzahl von Versuchen

Graphische Auswertung der Zufallsexperimente
Nachweis der "Stabilitét"” der relativen Haufigkeiten
Ubungen zum Rechnen mit relativen Haufigkeiten

3. Der klassische Wahrscheinlichkeitsbegriff 7 bis 10 Stunden

In dieser Unterrichtseinheit sollen Moglichkeiten der theoreti-
schen Berechnung von Wahrscheinlichkeiten bestimmter Ereignisse,

15



deren Existenz durch die "Stabilitét" der relativen Hdufigkeit
nachgewiesen wurde, festgelegt werden.

Anhand geeigneter Beispiele wird die Erkldrung der Wahrschein-
lichkeit als Quotient aus der Anzahl der fiir das Ereignis giin-
stigen Fdlle (g) durch die Anzahl der moglichen Fdlle (m) des Er-
eignisses motiviert:

P (A) = % m#£0

Als Bedingungen fiir die Giiltigkeit dieser Beziehungen sind zu er-
arbeiten:

Es miissen endlich viele mdgliche Ereignisse vor-
liegen.

Gleichwahrscheinliches Eintreten aller mbglichen
Fdlle des Ereignisses (Symmetrie) ist Voraussetzung.

Die Ereignisse miissen unvereinbar sein (die Ereig-
nisse schlieBen einander aus).

Als Vorbereitung auf die Formulierung des Axiomensystems werden
bereits in dieser Stoffeinheit folgende Sdtze besonders herausge-
stellt:

Jedem zufdlligen Ereignis wird eine Zahl, seine Wahr-
scheinlichkeit, zugeordnet. Die Wahrscheinlichkeit
ist elne Zahl zwischen Null und Eins.

0 £ p(a) £ 1

Die Wahrscheinlichkeit des sicheren Ereignisses ist
gleich Eins.

P (s) = 1

Anhand einfacher Aufgaben und unterstiitzt durch die Darstellung
von zufdlligen Ereignissen an Baumdiagrammen (vgl. Abbildung)
wird die Festlegung des Additionssatzes der Wahrscheinlichkelts-
rechnung motiviert:

P (Ave) =8(avB) _ & _ &

Allgemein gilt:
P (AUB) = P(A) + P(B) fir AN B = ¢

16



(Eine Erweiterung auf n Ereignisse ist bereits hier moglich -
Beweis durch vollstiéndige Induktion)

Darstellung einer Munzwurffolge mittels Baumdiagramm

Z-Wiirfe

Uborgangswahrscheinlichkeit

1
2
P(Z)-1 P(Zl?)j» 4 i

2
J 1 22
2 = 2
ZIW
P(W)

"2 PUZIW)e] 1,11
§ ] wz P [(ziw)oder (WI2)] = ]+ 1= ;.
; ! 2 y; :
3 2

wiw
pwiw)= L. 1.1
1
’ -
3 2

Bei den Ubungen zu dieser Unterrichtseinheit sollten insbesondere
auwch kombinatorische tfberlegungen, die Wiederholung des Funk-
tionsbegrifts (Baumdiagramm) und die Motivation einiger wichtiger
Sitze flir das Rechnen mit Wahrscheinlichkeiten beriicksichtigt
werden.

In Analogie zur Laplaceschen Wahrscheinlichkeit wird die geome-
trische Wahrscheinlichkeit als Quotient der Flécheninhalte der

tlir das betrachtete Ereignis giinstigen Fléche und der dem betrach-
teten Ereignis zugeordneten, iiberhaupt moglichen Fléche erklart
und an Beispielen verdeutlicht.

17



Unter Beriicksichtigung der Erkenntnisse aus der Stoffeinheit 2
wird nochmals der Zusammenhang zwischen Wahrscheinlichkeit und
relativer Hdufigkeit des Eintretens eines Ereignisses herausge-
stellt und ohne Beweis der Inhalt des Gesetzes der groBen Zahlen
erarbeitet.

Die Wahrscheinlickkeit dafiir, daB die relative Hdufig-
keit eines zufdlligen Ereignisses A um mehr als eine
beliebig vorgegebene GrosBe ( € > 0) von der Wahr-
scheinlichkeit P (A) dieses zufilligen Ereignisses
abweicht, wird verschwindend klein, wenn der Stich-
prcbenumfang unendlich groB wird.

3.1. Laplacesche Definition der Wahrscheinlichkeit

Definition der Wahrscheinlichkeit als Quotient

P(A) =& (m #£0)

Zusammenstellen der Bedingungen fiir die Giiltigkeit der
Definition

Die Wahrscheinlichkeit des sicheren Ereignisses P (S) = 1

Die Wahrscheianlichkeit des unmoglichen Ereignisses p () =0
Erarbeitung von Baumdiagrammen (Wiederholung des Funktions-
begriffs)

Addition der Wahrscheinlichkeiten zweier Ereignisse
Erweiterung des Additionssatzes auf n Ereignisse (Beweis)
tbungen zum Additionssatz

Wiederholen und Vertiefen von Kenntnissen aus der Kombinatorik
(Permutationen, Kombinationen)

Festigung des Stoffes durch vielseitige Ubungen, dabei auch
Hinfihren zum Additionssatz fiir beliebige (nicht unvereinbare)
Ereignisse und zu dem Satz iiber die Wahrscheinlichkeit der Summe
zweler Xomplementdrer Ereignisse

3.2. Geometrische Wahrscheinlichkeit

Erkléarung der geometrischen Wahrscheinlichkeit durch Bei-
spiele

Ubungen (dabei Wiederholung der graphischen Darstellung und der
Losung linearer Gleichungen und Ungleichungen)

18



3.3, Qualitative Fassung des Gesetzes der groBSen Zahlen
Formulierung und anschauliche Deutung der GesetzmdBigkeit

4, Die axiomatische Definition der Wahrschein-
lichkeit 2 bis 4 Stunden

In dieser Stoffeinheit werden die wichtigsten gemeinsamen Eigen-
schaften der klassischen Wahrscheinlichkeit und der relativen
Hiufigkeit zusammengestellt und zum Axiom erhoben.

Das Axiomensystem des sowjetischen Mathematikers Kolmogoroff wird
behandelt.

Axiom 1I: Jedem zufélligen Ereignis A aus dem Ereignisfeld §
wird eine 2Zahl, seine Wahrscheinlichkeit P (A), zu-
geordnet, die zwischen Null und Eins liegt.

0<pP(A)=1

Axiom II: Die Wahrscheinlichkeit des sicheren Ereignisses S
ist gleich Eins.

P (S) =1
Axiom III: Die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB von zweil unverein-

baren Ereignissen eines eintritt, ist gleich der
Summe der Wahrscheinlichkeiten der beiden Ereignisse.

P(Av B) = P (A) +P (B) AnB=¢g

Das Additionsaxiom ist beschrénkt auf eine Aussageform iiber zwei
unvereinbare Ereignisse. Es wird darauf hingewiesen, daB dieses
Axiom auch auf abzihlbar - unendlich viele, paarweise disjunkte
Ereignisse erweitert werden kann.

Den Schiilern ist das Wesen der axiomatischen Methode zu erkld-
ren. Es ist zu erldutern, daB die Axiome die objektive Realitit
widerspd egeln.

Die Forderungen an ein Axiomensystem (Widerspruchsfreiheit, Un-
abhéngigkeit, Vollsténdigkeit) sind zu erlsutern. Die relative
Hiufigkeit und die "WahrscHeinlichkeit a priori” (Laplacesche
oder klassische Wahrscheinlichkeit) sind als Modelle des Axiomen-
8ystems herauszustellen.

19



5. Zusammenstellung von Sédtzen fiir das
Rechnen mit Wahrscheinlichkeiten 2 Stunden

Wahrend einige dieser Sdtze bereits bel der bisherigen Erarbei-
tung des Stoffes vermutet und formuliert wurden, sind vor allem
die GesetzmiBigkeiten (4) und (6) anhand einfacher Sachverhalte
von den Schillern induktiv zu erarbeiten.

Im einzelnen werden folgende Gesetze ohne Bewels zusammenge-
stellt:

(1) Die Wahrscheinlichkeit des unmdoglichen Ereignisses ist
gleich Null.,

(2) Additionssatz fiir n einander paarweise ausschlieBende
Ereignisse.

(3) Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dal von zwei beliebigen
Ereignissen A und B das Ereignis A oder das Ereignis B
eintritt, ist gleich der Summe der Einzelwahrscheinlich-
keiten vermindert um die Wahrscheinlichkeit des Ereig-
nisses daflir, daB8 A und B eintritt.

P(AvV B) = P(A) +P(B) - P (AN B)

(4) Das sichere Ereignis S wird in n einander paarweise aus-
schlieBende Komponenten Aj. zerlegt.

Dann gilt:
n

EP(A'-)=1

i=1

(5) Wenn A und X komplementare Ereignisse sind, dann ist die
Summe ihrer Wahrscheinlichkeit gleich Eins.

(6) Wenn bei jedem Eintreten des Ereignisses A auch das Ereig-
nis B eintritt (A £ B), gilt:
P(BNA) = P (B) - P (A).

20



Peill ehrgang II 25 Stunden

1. Rechnen mit Wahrscheinlichkeiten 12 bis 17 Stunden

In dieser Stoffeinheit werden die im Teillehrgang I (Stoffein-
heit 5) gusammengestellten Sdtze fiir das Rechnen mit Wahrschein-
lichkeiten mit Hilfe der Axiome bewiesen. Zur Beweisfithrung der
sitze (1), (3), (5) und (6) ist eine einheitliche Methode anzu-
venden: Es werden elementefreie Tellmengen als Grundlage fiir
die Anwendung des Additionsaxiomskomstruiert.

Aus der Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit P (A / B)
wird der Multiplikationssatz der Wahrscheinlichkeitsrechnung
fiir zwel Ereignisse abgeleitet:

P(ANB) = P(B) . P(A/B) = P(A) . P (B/A)

Die Unabhdngigkeit zweler Ereignisse wird erkldrt: Zwei Ereig-
nisse sind voneinander unabhiéngig, wenn

P(A/B) = P(A) und P (B/A) = P (B) gilt.

Ein Erweitern des Multiplikationssatzes auf n voneinander unab-
hingige Ereignisse schlieBt sich an diese Definition an.

Nunmehr werden n zufkillige Ereignisse betrachtet, die einander
paarweise ausschlieBen, deren Wahrscheinlichkeit P (Ai) ) 0 fir
Wlei =1, 2, 3, ... n ist und deren Summe das sichere Ereignis
ergibt,

Der Satz von Bayes flir die Berechnung der bedingten Wahrschein-
lichkeit des Ereignisses A, unter der Bedingung B wird nach
vorangegangener Erarbeitung des Satzes liber die totale Wahr-
scheinlichkeit behandelt und durch Ybungen gefestigt.

Des weiteren wird die Beziehung

P, (A) = 1. (1-p)®
rarbeitet, die die Wahrscheinlichkeit beschreibt, da8 bei n
unabhingigen Versuchen das Ereignis A, welches die Grundwehr-
Scheinlichkeit p hat, mindestens einmal eintritt. Diese Bezlehung

kann am sweckmiBigsten durch die Ermittlung der Wahrscheinlich-
keit des zu A komplementHren Ereignisses X hergeleitet werden.
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Sie wird zum Lésen eines technischen Problems genutzt. Es wer-
den Systeme betrachtet, die aus gleichartigen Bauelementen
(Gle:lchwahrscheinlichkeit hinsichtlich der Zuverldssigkeit p)
bestehen, die wiederum unabhéngig voneinander funktionieren.

Beispiele:
a) Das System S, fdllt nur aus,
84 ———E’—— wenn alle Elemente ausfal-
len.
_E_ Es gilt fiir die Zuverlds-
) P

sigkeit des Systems
5, (231)x

n
Zs’ = 1 - (1-p)

b) s, Das System S, fdllt aus,
wenn ein Element ausfdllt.

— {7

¢) Kombinationen von a und b sind als weitere Ubungen zu be-
handeln.

Die Formel fir die Berechnung der Wahrscheinlichkeit, da8 in
einer Folge von n unabhéngigen Versuchen mit dem Ergebnis A oder
R das Ereignis A /P (A) = p_/ m mal auftritt, wird erarbeitet:

Po(a) =(B) p™ (1 -p)°"
(Bernoullisches Schema unabhéngiger Versuche).

Die Beziehung fiir die Berechnung von Binomialwahrscheinlichkei-

ten wird insbesondere auch beli der Untersuchung von "Stichpro-
ben mit Zuriicklegen" gefestigt.

Zur Berechnung der Wahrscheinlichkeit, daB m Elemente einer

Stichprobe maBgerechte Erzeugnisse sind, wird folgende Beziehung
ararbeitet:

( M HN-H) (Hypergeometrische
Px(ln'")(%) . imlin-m Wahrscheinlichkeit)
n N Anzahl der Erzeugnisse
M Anzahl der maBhaltigen
Erzeugnisse
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n Elemente der Stich-
probe

m maBgerechte Elemente
der Stichprobe

Derartige Stichproben sollten von den Schillern auch praktisch
durchgefiihrt werden.

1.1. Beweise wichtiger Sétze fiir das Rechnen mit wahr-
scheinlichkeiten

Beweisen der Sdtze (1) bis (6) aus der Stoffeinheit 5 des
Teillehrganges 1

Anvenden und Festigen dieser Sdtze

Losen von Aufgaben, die das Anwenden mehrerer Gesetze nachein-
ander erfordern

1.2, Unabhiingi gkeit von Ereignissen

Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit

Pormuli erung des Multiplikationssatzes der Wahrscheinlich-
keit

Definition der Unabhiéngigkeit zweier Ereignisse

Beweis des Multiplikationssatzes fiir n voneinander unabhidngige
Ereignisse

bungen

1.3, Satz von Bayes

Formlierung des Satzes iiber die totale Wahrscheinlichkeit
Erarbeiten des Satzes von Bayes

Anwenden dieser Sitze

1.4. Die Bezichung P, (A) = 1 - (1-p)"

Herleitung der Beziehung
Mvenden der Beziehung P (A) = 1 - (1-p)? beim Untersuchen

der Zuverléssigkeit von Systemen, deren gleichartige Bauelemente

Parallel oder in Reihe geschaltet sind
Berechnen der Zuverldssigkeit komplizierter Systeme
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1.5. Stichproben mit und ohne Zuriicklegen
Erarbeiten der Formel fiir die Berechnung von Binomialwahrschein-

lichkeiten
Bewels dieser Beziehung
Anwenden der GesetzmdBigkeit zum Berechnen von AusschufBwahr-

scheinlichkeiten bei einer Stichprobe mit Zuriicklegen
Anwenden der Formel bel anderen Aufgabenstellungen
Erarbeiten der Formel fiir die hypergeometrische Wahrschein-
lichkeit .

Anwenden der Beziehung bei Untersuchungen von Stichproben
ohne Zuriicklegen

2. Diskrete Verteilungen 8 bis 13 Stunden

Der Begriff "diskrete ZufallsgrtBSe” wird behandelt.

Anhand von Beispielen ist 2zu erldutern, daB fiir die Beschreibung
einer ZufallegriBe ( X ) die Kenntnis der Werte, die sie annehmen
kann und der Wahrscheinlichkeiten, mit der sie diese Werte an-
nimmt, wichtig sind.

Eine ZufallsgrtBe heiBt diskret, wenn sie nur endlich oder ab-
zéhlbar viele Werte annehmen kann (auf den Begriff der Vertei-
lungsfunktion kann verzichtet werden). Ausgehend von einer dis-
kreten Verteilung wird die gleichmdBige Verteilung erarbeitet und
graphisch dargestellt. Als ein Sonderfall der gleichmiiBigen Ver-
tellung wird die Einpunktverteilung erwdhnt.

Der Erwartungswert und die Dispersion einer gloichn!ﬂig verteil-
ten diskreten ZufallsgrtBe werden besprochen.

Bel der Binomialverteilung ist neben dem Erwartungswert und der
Dispersion noch die Normierung von Zufallsgrifen gzu behandeln.
Der Formulierung einer Niherungsformel (deren Werte tabelliert
vorliegen) fiir die Berechnung von Binomialwahrscheinlichkeiten
liegt die Approximation der Binomialverteiluns durch die Normal-

verteilung zugrunde. Auf den Beweis muB versichtet werden.
Es gilt (mit q = 1-p);
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b éb-np §a-np
w3 w0 ) A
Plast X=a P (npq npq

nt0 = ¢ (v) £1 und  § (v) + ¢ (-v) =1

Mit Hilfe dieser Ndherungsformel wird unter anderem erarbeitet:
P(op- Yopg = X np + Yopd) =~ 68 %

P(op - 2)opq £ X S np + 2)npq) = 95,5 %

P (p - 3)opd = X 3 np + 3/opq) = 99,7 %

2.1, Zufall sgrtifen
Erldutern des Begriffs "ZufallsgriBe"
Beispiele

HA  HA UA

2.2, Gleichmifige Verteilung

Beispiele fiir gleichmiéBig verteilte Zufallsgrifen
Graphische Darstellung der Verteilung

Erwvartungswert und Dispersion einer gleichmiBig verteilten
diskreten ZufallsgriBe

2.3, Binomialverteilung

Beispiele fir binomialverteilte ZufallsgrdBen

Graphische Darstellung der Binomialverteilung

Ervartungswert und Dispersion einer binomialverteilten Zufalle-
grite

Normierung von ZufallsgrtBen

thungen

2.4, Approximation der Binomialverteilung durch die Normal-
Yerteilung

Erliuterung der Niherungsformel fiir die Berechmung von Binomial-

wahrscheinlichkeiten

Belspiele

& -Regeln

toungen
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Vorbemerkung

In diesem Lehrgang wird das Wissen der Schiiler iiber den Aufbau
der Zahlenbereiche vertieft und durch Kenntnisse iiber den Be-
reich der komplexen Zahlen erweitert. Die Schiiler sollen dazu
gefiinrt werden, in diesem Zahlenbereich die Rechenoperationen
der ersten und zweiten Stufe sowie das Potenzieren mit rationa-
lem Exponenten zu beherrschen. Mit dem Bereich der komplexen Zah-
len lernen die Schiiler erstmalig einen algebraisch abgeschlosse-
nen Korper kennen.

Die Fdhigkeiten der Schjiler zum Abstrahieren, Definieren und Be-
weisen werden vor allem durch einige strukturtheoretische Be-
trachtungen der bekannten Zahlenbereiche und durch das Gewinnen
des Begriffs der komplexen Zahl vervollkommnet.

Den Schiilern ist bewuBtzumachen, daB dle aus einer innermathe-
matischen Fragestellung entstandenen komplexen Zahlen hervorra-
gend geeignet sind, bestimmte Probleme in Physik und Technik ra-
tionell 16sen zu ktnnen. Dazu sollen Beispiele aus der Elektro-
technik und Elektronik und der damit verbundenen Anwendungen in
der Landesverteidigung und Datenverarbeitung gewiéhlt werden. Den
physikalisch-technisch interessierten Schiilern werden mathema-
tische Grundlagen zur theoretischen Untersuchung von Schwingungs-
vorgéngen, z.B.komplcxe Wechselstromrechnung, vermittelt.
Damit wird auf wichtige, unseren volkswirtschaftlichen Erforder-
nissen entsprechende Studienrichtungen orientiert.

In diesem Lehrgang werden insbesondere folgende Schwerpunkte des
obligatorischen Mathematikunterrichts ergidnzts

- Der Mengenbegriff wird durch stdndiges Anwenden gefestigt und
vertieft. Das geschieht beim Untersuchen von Zahlenbereichen
unter strukturtheoretischem Gesichtspunkt und beim Charakteri-
sieren des neu zu erarbeitenden Bereichs der komplexen Zahlen.

- Die Zahlenbereichserweiterungen finden einen auf hohem Niveau
stehenden AbschluB. Dabei werden die Kenntnisse, die bei der

Wiederholung des Aufbaus der Zahlenbereiche im obligatorischen
Unterricht gewonnen wurden,genutzt.,
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- In engem Zusammenhang mit der Charakterisierung des Bereichs
der komplexen Zahlen als algebraisch abgeschlossener Korper
wird die Gleichungslehre durch die Feststellung ergiénzt, daB
im Bereich der komplexen Zahlen jede Gleichung 22 = a (n ra-
tional, konstant; a komplex, konstant) losbar ist.

Bs bestehen Mdglichkeiten zur inhaltlichen Koordinierung mit der
wissenschaftlich-praktischen Arbeit der Schiiler, die auf der
Grundlage der Rahmenprogramme Elektrotechnik und Datenverarbei-
tung tdtig sind.,

ur Férderung der Selbsttdtigkeit der Schiiler stehen das Erarbei-
ten mathematischer Aussagen, das Einordnen neuer Kenntnisse in
gréfere Zusammenhiinge sowie Ubungen zum Festigen des Wissens und
Ktnnens im Mittelpunkt der Unterrichtsstunde.

Der Lehrgang baut auf dem Wissen und Konnen auf, das die Schiller
im obligatorischen Mathematikunterricht der Klasse 11 erwerben.
Deshaldb soll der Lehrgang erst nach der Behandlung des Stoff-
abschnittes "Wiederholung des Aufbaus der Zahlenbereiche und
einiger Begriffe der Mengenlehre; Einfilhren einiger weiterer Be-
griffe" beginnen.
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Thematische Ubersicht

e ———————————————————

Gesamtstundenzahl fiir den Lehrgang: 25 Stunden

1. Definition und Darstellung der
komplexen Zahlen 12 bis 15 Stunden
1.1. Algebraische Strukturen -
1.2. Definition der komplexen Zahlen
1.3. Darstellung einer komplexen Zahl als
Summe einer reellen und einer imagi-
ndren Zahl
1.4. Geometrische und trigonometrische
Darstellung einer komplexen Zahl

2. Rechnen mit komplexen Zahlen 10 bis 13 Stunden
2.1. Addition und Subtraktion komplexer
Zahlen

2.2. Multiplikation komplexer Zahlen

2.3. Division komplexer Zahlen

2.4. Potenzieren komplexer Zahlen
(Exponent rational)
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Inhalt des Lehrgangs

1, Definition und Darstellung der
komplexen Zahlen 12 bis 15 Stunden

In dieser Stoffeinheit ist das Wissen der Schiijler iiber den Auf-
bau der Zahlenbereiche durch strukturtheoretische Betrachtungen
2 festigen und zu vertiefen. Auf dieser Grundlage wird dann

der Bereich der komplexen Zahlen als kommutativer Korper kon-
struiert, in dem der Kdrper der reellen Zahlen isomorph einge-
bettet ist. Ausgehend von den komplexen Zahlen als geordnete
Paare reeller Zahlen sind die Darstellung einer komplexen Zahl
als Summe einer reellen und einer imagindren Zahl (im folgenden
Summendarstellung genannt) sowie die geomefrische und die trigo-
nometrische Darstellung einer komplexen’Zahl zu erarbeiten.

Der Gruppenbegriff ist dadurch einzufiihren, da3 die den Schiilern
bekannten Zahlenbereiche auf die Giiltigkeit der folgenden Eigen-
schaften hin untersucht werden:

- Existenz und Eindeutigkeit der Summe beziehungsweise des Pro-
dukts zweler beliebiger Elemente des jeweiligen Bereichs;
Zugehtrigkeit der Summe beziehungsweise des Produkts zu die-
sem Bereich;

- Assoziativitdt der Addition beziehungsweise der Multiplika-
tion;

- Existenz und Eindeutigkeit eines Elements x beziehungsweilse
eines Elementes y, welches mit zwel beliebig vorgegebenen
Elementen a und b des jeweiligen Bereichs die Gleichung
8+ Xx=D>bzw, die Gleichunga . y = b erfiillt.

Nachdem herausgearbeitet wurde, daB8 in den bekannten Zahlen-
bereichen die Addition und die Multiplikation kommutativ sind,
wird der Begriff "kommutative Gruppe" eingefiihrt.

Der Kdrperbegriff ist aus der Fragestellung zu gewinnen, in
welchen der bekannten Zahlenbereiche - sowohl hinsichtlich der
Addition als auwch der Multiplikation - alle oben genannten
Elgenschatten (einschlieBlich der Kommutativitdt) und dariiber
binaus das Distributivgesetz gelten (Begriff des kommutativen

Kérpers).
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Die Begriffe "kommutative Gruppe" und "kommutativer Korper"
sind durch Vergleichen geeigneter Teilmengen der bekannten Zah-
lenbereiche mit den im betreffenden Bereich erklédrten Operatio-
nen (z. B. die Menge der geraden ganzen Zahlen mit der im Be-
reich der ganzen Zahlen erklirten Addition bzw. Multiplikation
als Verkniipfung) zu festigen. Die Schiller sollen' erkennen, daB
auch andere strukturierte Mengen, deren Elemente keine Zahlen
sind (z.B. die Menge der in einem Punkt angreifenden Krdfte mit
der "Zusammensetzung von Kr@ften" als Verkniipfung oder die Menge
der Drehungen eines Kreises mit der "Hintereinanderausfiihrung"
als Verkntipfung), ebenfalls Gruppen- oder Kdrperstruktur besitzen
konnen. Den Schillern ist bewuBt zu machen, daB8 die Begriffe
"Gruppe" und "Kdrper" mathematische Abstraktionen darstellen.
Andere strukturtheoretische Begriffe - wie "Halbgruppe", "Halb-
ring", "Ring" - sollten nicht erwdhnt, Beispiele dafiir aber
durchaus im Rahmen der Untersuchung einer Struktur auf Gruppean-
oder Kdrpereigenschaft betrachtet werden (z. B. die Menge der
natiirlichen Zahlen beziiglich der Addition oder die Menge der gan-
zen Zahlen beziiglich der Addition und Multiplikation). Bei die-
sen Belspielen ist auf die Frage nach der Existenz und Eindeutig-
keit eines neutralen Elements beziiglich der jeweiligen Ver-
kniipfung einzugehen.

Die Einfiilhrung der komplexen Zahlen erfolgt nach dem den Schii-
lern bekannten Prinzip der Zahlenbereichserweiterung. Danach wer-
den die Elemente des neuen Bereichs mit Hilfe bekannter Zahlen -
hier der reellen Zahlen - gebildet. In der Menge K aller geord-
neten Paare (x, y) reeller Zahlen sind die Gleichheit, die Addi-
tion und die Multiplikation zu definieren. Die Gruppeneigen-
schaft beziiglich dieser beiden Operationen und die Giiltigkeit des
Distributivgesetzes sind nachzuweisen. Erst dann wird dieser als

kommutativer Kdrper erkannte Bereich mit "Bereich der komplexen
Zahlen" bezeichnet.

Danach ist herauszustellen, daB die Elemente des Bereichs der
komplexen Zahlen - im Gegensatz zu denen der vorher gewonnenen
Zahlenbereiche - also nicht Klassen von (unendlich vielen) geord-
neten Paaren sind, sondern jedes geordnete Paar reeller Zahlen
des konstruierten Kérpers als eine komplexe Zahl bezeichnet wird.
Damit hidngt eng zusammen, daB - im Unterschied gum bi sher
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gowohnten Vorgehen beim Erarbeiten eines neuen Zahlbegriffs -
prach Eonstruktion und algebraischer Charakterisierung des
Bereichs K dieeer ads Korper der komplexen Zahlen und dann erst
jedes Element von K als komplexe Zahl bezeichnet wird.

Dor Nachwei s der Isomorphie zwischen der Menge der reellen Zah-
len und der Menge der komplexen Zahlen (x, y) mit y = O ist zur
veiteren Entwicklung des logischen Denkens zu nutzen.

Nach Einfiihren der Bezeichnung "i" fiir die komplexe  Zahl (0, 1)
ist (unter Benutzung der vorher bewiesenen Isomorphie) herauszu-
arbeiten, daB die komplexe Zahl (x, y) in der Form x + iy darge-
stellt werden kamn, Dabei ist darauf hinzuweisen, daB die Symbo-
le "+" beziechungsweise " . " als Operaticonszeichen fiir die Addi-
tion beziehungsweise Multiplikation im Reellen aur Grund der ge-
teigten Isomorphie auch im Bereich der komplexen Zahlen fiir die
bier erkldrte Addition beziehungsweise Multiplikation verwendet
verden kinnen.

boi der anechlieBend zu erarbeitenden geometrischen Darstellung
tiner komplexen Zahl in der GAUSSschen Zahlenebene ist die um-
kehrbar eindeutige Zuordnung zwischen deren Punkten und den Ele-
mnten von K zu betonen. Neben der Darstellung einer komplexen
lahl ale Punkt ist auch die sogenannte "Zeigerdarstellung" ein-
rufiihren,

Das wechgelseitige Ineinanderiiberfilhren von der Summendarstel-
g in dle trigonometrische und in die geometrische Darstellung
*lner komplexen Zshl sind zu iiben.

1.1, Mgebraische Strukturen

Hafihren der Begriffe "Gruppe”, "kommutative Gruppe" und "kom-
mtativer Kbrper"

Untersuchen der bekannten Zahlenbereiche und einiger ihrer Unter-
rikturen auf Gruppen- und Korpereigenschaft

Metrachten weiterer Beisplele fiir Gruppen bezichungsweise

Wrper

Hofihren des Begriffs "neutrales Element”

Vergleichen des Rorpers der ratiomalen Zahlen mit dem Korper

dr reellen Zanlen
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1.2. Definition der komplexen Zahlen
Wiederholen der Lésungsdiskussion einer quadratischen Gleichung
und des Wurzelbegriffs im Bereich der reellen Zahlen
Einfiihren der Menge K aller gevrdneten Paare (x, y) reeller
Zahlen

Definition des Begriffs "Gleichheit" in K

Definition des Begriffs "Addition" in K

Nachweis, daB K beziiglich der Addition eine kommutative Gruppe
mit dem neutralen Element (0,0) ist

Definition des Begriffs "Multiplikation" in K

Nachweis, daB K beziiglich der Multiplikation eine kommutative
Gruppe mit dem neutralen Element (1,0) ist

Beweis des Distributivgesetzes in K

Einfiihren des Begriffs "Korper der komplexen Zahlen" fiir K
und des Begriffs "komplexe Zahl" fiir jedes Element von K

1.3. Darstellung einer komplexen Zahl als Summe einer
reellen und einer imagindren Zahl

Eindeutigcs Zuordnen zwischen der Menge der reellen Zahlen
und der Menge der komplexen Zahlen (x, y) mit y =0
Nachweisen der Isomorrhie zwischen diesen beiden Mengen be-
zliglich Gleichhelt, Addition und Multiplikation
Moglichkeit der Ersetzung der komplexe¢n Zahi (x, 0) durch
die reelle 2ahl x

Einfihren von i durch die Definition i = (0, 1), Herleiten
von 1.2 = -1

Begriinden der Moglichkeit des Ybergangs von der Paarschreib-
weise (x, y) zur Summendarstellung x + iy (x, y reell)

Einfihren der Begriffe "Realteil", "Imaginsrteil", "konjugiert
komplexe Zahl"

1.4. Geometrische und trizonometrische Darstellung einer
komplexen Zahl

Einfiihren der geometrischen Darstellung einer komplexen Zahl
in der GAUSSschen Zahlenebene
Punkt- und Zeigerdarstellung

Einfiihren der trigonometrischen Darstellung einer komplexed
Zahl
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Herleiten der Beziehungen zwischen Summendarstellung und trigo-
nometrischer Darstellung

then des Uberfithrens der Summendarstellung in die trigonometri-
sche Darstellung einer komplexen Zahl (und umgekehrt)

2, Rechnen mit komplexen Zahlen 10 bis 13 Stunden

In dieser Stoffeinheit sind Regeln fiir das Rechnen mit komplexen
lahlen in Summen- und trigonometrischer Darstellung aufzustel-
len beziehungsweise herzuleiten, wobel von der Definition der
Rechenoperationen in Paarschreibweise auszugehen ist. Der Potenz-
begriff im Bereich der komplexen Zahlen ist fiir natiirliche, gan-
te und rationale Exponenten zu definieren. Das Addieren und Sub-
trahieren komplexer Zahlen in Summendarsteilung, das Multipli-
sloren und Dividieren in Summen- und trigonometrischer Darstel-
lung und das Potenzieren in trigonometrischer Darstellung sind
su {ben. Die Schiiler sind zu der Erkenntnis zu fiihren, daB im
Bereich der komplexen Zahlen jede Gleichung z® = a (n rational,
a komplex) losbar ist und der Kdrper der komplexen Zahlen eine
echte Brweiterung des Kdrpers der reellen Zahlen ist.

Dle Rechenregeln fiir die Addition und Multiplikation in Summen-
darstellung ergeben sich unmittelbar aus den Definitionen dieser
Operationen. Beim Herleiten der Multiplikationsregel fir kom-
Plexe Zahlen in trigonometrischer Darstellung sind die benctig-
ten Additionstheoreme den Schillern ohne Beweis mitzuteilen.

Die Subtraktion komplexer Zahlen ist als Umkehrung der Addition
% definjeren. Existenz und Eindeutigkeit der Differenz zweler
beliebiger komplexer Zahlen und die Rechenregel fiir die Subtrak-
tion folgen unmittelbar aus der Existenz und Eindeutigkeit der
Unkehrung der Addition.

Die Division komplexer Zahlen ist entsprechend - unter Ausschluf
der Zan) (0,0) als Divisor - als Umkehrung der Multiplikation

T definieren, Dabei sind Doppelpunkt und Bruchstrich als ver-
*inbarungsgemi gleichberechtigte Divisionssymbole eingufiihren.
Existens ung Iindeutigkeit des Quotienten zweler beliebiger kom-
Plexer Zahlen folgen aus der Existenz und Eindeutigkeit der Un-

khrung der Multiplikation.
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Der Potenzbegriff ist zundchst fur natiirliche Exponenten zu de-
finieren. Dabei wird die Fihigkeit des induktiven Definierens
weiterentwickelt. Der Vorteil der Potenzbildung in trigonome-
trischer Darstellung gegeniiber der in Summemdarstellung ist de
Schiil ern bewuBtzumachen. Die Betrachtungen zum Potenzbegriff
im Bereich der komplexen Zahlen enden mit der Erdrterung der
Losbarkeit der Gleichung z* = a (n rational, a komplex).

Zum AbschluB des Lehrgangs werden den Schiilern einige Kenntnis-
se zur Geschichte der komplexen Zahlen und der Verdienste von
EULER und GAUSS vermittelt sowie ein Uberblick {iber Anwendungs-
méglichkeiten der komplexen Zahlen in Physik und Technik gege-
ben.

2.1. Addition und Subtraktion komplexer Zahlen

Aufstellen der Rechenregel fiir die Addition komplexer Zahlen
in Summendarstellung

Definieren des Begriffs "Subtraktion"

Aufstellen der Rechenregel fiir die Subtraktion komplexer
Zahlen in Summendarstellung

Veranschaulichen der Addition und Subtraktion in der GAUSS-
schen Zahlenebene (Zeigerdarstellung)

Uben des rechnerischen und zeichnerischen Addierens und
Subtrahierens komplexer Zahlen

2.2. Multiplikation komplexer Zahlen

Aufstellen der Rechenregel fiir die Multiplikation komplexer
Zahlen in Summendarstellung

Herleiten der Rechenregel flir die Multiplikation komplexer
Zahlen in trigonometrischer Darstellung

Uben des Multiplizierens komplexer Zahlen in Summen- und in
trigonometrischer Darstellung

2.3. Division komplexer Zahlen

Definieren des Begriffs "Division"

Herleiten der Rechenregel fiir die Division komplexer Zahlen

in Summendarstellung

Herleiten der Rechenregel fiir die Division in trigonomotrischer
Darstellung

36



2.4, Potensieren komplexer Zahlen (Exponent rational)

Detinition von ¥ (n natirlich, z komplex)

Berechnen der Potenzen i® (n nattirlich)

Ermitteln der n-ten Potenz einer komplexen Zahl (n natiirlich)
in trigonometrischer Darstellung

Definition von z® fiir ganze und fiir rationale Exponenten

tben des Potenzierens komplexer Zahlen in trigonometrischer
Darstellung mit rationalem Exponenten

Bestimmen der Lisungsmenge der Gleichung z" = a (n rational,
a komplex) mit K als Losungsgrundmenge

BewuBtmachen der Tatsache, daB der Korper der komplexen Zahlen
eine echte Erweiterung des Ksrpers der reellen Zahlen ist

Bemerkungen szur Geschichte der komplexen Zahlen
Wirdigung der Verdienste von EULER.,und GAUSS

berblick tiber Anwendungsmtiglichkeiten der komplexen Zahlen
in Physik und Technik
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3, B.G. Teubner Verlagsgesellschaft, Leipzig 1967.
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Lehrgang Praktische Mathematik

Der Plan fiir den fakultativen
mathematisch-naturwissenschaftlichen Unterricht
in der Erweiterten Oberschule

Lehrgang Praktische Mathemat ik

tritt am 1, September 1969 in Kraft.

Berlin, April 1969 Ministerium fiir Volksbildung
Prof. Dr. Kaiser
Stellvertreter des Ministers
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Vorbemer kung

Das Ziel dieses Lehrganges besteht darin, die Schiller mit eini-
gen mathematischen Verfahren vertraut zu machen, die mittelbar
oder unmittelbar von besonderem Wert fiir die numerische Lisung
praktischer Probleme sind. Dabei soll gleichzeitig die Befidhi-
gung der Schiiler zu einer kalkiilmiBig-algorithmischen Arbeits-
weise vervollkommnet werden.

In diesem Lehrgang werden die Stoffeinheiten zur Auswahl ange-
boten. Es ist zu beachten, daB die Stoffeinheit "Numerische Ver-
fahren zur Lésung von Gleichungen mit einer Variablen" wegen der
im obligatorischen Unterricht zu schaffenden Vorleistungen erst
ab der 13. Unterrichtswoche unterrichtet werden kann. Die Stoff-
einheit "Ungleichungssysteme und einfache Probleme der linearen
Optimierung" erfordert die vorherige Behandlung der Stoffein-
heit "Ungleichungen*.

In den Stoffeinheiten 1. bis 3. sollen die Schiiler ihre Kennt-
nisse und Fdhigkeiten im Losen von Gleichungen und Gleichungs-
systemen vertiefen und erweitern. Dabei sollen die Schiiler Je
ein Verfahren zur Losung von algebraischen und transgzendenten
Gleichungen mit einer Variablen beziehungsweise das GAUSS8sche
Eliminationsverfahren beherrschen lernen.

In den Stoffeinheiten 4. und 5. sollen die Schiiler die Féhigkeit
erlangen, mit Hilfe ihrer Grundkenntnisse iiber Ungleichungen
und Ungleichungssysteme einfache Probleme der linearen Optimie-
rung zu losen.

Bei der Bearbeitung praktischer Aufgaben soll die Einsicht ver-
tieft werden, daB8 die Bedeutung der Mathematik fiir viele Be-

reicl.e des gesellschaftlichen Lebens stindig zunimmt. Am Bei-

spiel der linearen Optimierung sollte den Schiilern gezeigt wer-
den, wie durch die enge Zusammenarbgit"vdn Mathematikern, Tech-
nikern und Okonomen wichtige volkswirtschaftliche Aufgaben er-
fiillt werden. Dabei sollen Begriffe aus dem Staatsbliirgerkunde-
unterricht und dem polytechnischen Uz;terricht, wie "Rationali-
sierung”, "Wissenschaftlich-technischer Hochstetand®, "Kapasi-
tdtsauslastung" gefestigt und vertieft werden. In diesem Lehr-
gang sind alle Méglichkeiten zu nutzen, die wissenschaftlich-
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prektische Arbeit der Schiiler durch die tbernahme von Aufgaben
uwd Auftrdgen zu unterstiitzen.

bei der Anwendung der in diesem Lehrgang vermittelten Kenntnisse
auf praktische Probleme sind Fehlerbetrachtungen durchzufiihren
wnd die Ergebnisse sinnvoll zu runden. Es ist darauf zu achten,
48 die Schiller Arbeitsschritte und Zwi schenergebnisse, die sich
ms einem Losungsalgorithmus ergeben, iibersichtlich angeordnet
niederschreiben. Die Ergebnisse sind in jedem Fall kritisch zu
vorten und, wenn mdéglich, sind Zwischen- und Endkontrollen
durchzufiihren.

Un dle Selbsttdtigkeit der Schiiler zu férdern, sollen im Mittel-
pukt der Unterrichtsstunden das weitgehend selbstdndige Aufbe-

reiten des in den Klassen 9 und 10 erworbenen Wissens, das Ein-

ordnen dieser Kenntnisse in neue und grdBere Zusammenhdnge, Dis-
hussionen tiber Losungsmtglichkeiten und giinstige Rechenschemata

ud die Arbeit mit der Literatur stehen.
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Thematische Ubersicht

Gesamtstundenzahl fiir den Lehrgang: 25 Stunden

1.

1.1.
1.2.

42

Graphische Losung von Gleichungen
mit einer Variablen

Graphische Losungsmethoden
Kubische Gleichungen

Das GAUSSsche Eliminationsverfahren

zur Losung von Gleichungssystemen

Numerische Verfahren zur Lésung von

Gleichungen mit einer Variablen
NEWTONsches Verfahren
Allgemeines Iterationsverfahren

Ungleichungen
Rechnen mit Ungleichungen
Ungleichungen mit einer Variablen

Ungleichungssysteme und einfache
Probleme der linearen Optimierung
Graphische Darstellung von Un-
gleichungssystemen

Bedeutung der Zielfunktion
Einfache Probleme der linearen
Optimierung

6 bis 9 Stunden

6 bis 10 Stunden

8 bis 12 Stunden

4 bis 6 Stundem

8 bis 10 Stunden



[nhalt des Lehrgangs

1, Graphische Losung von Gleichungen mit
einer Variablen 6 bis 9 Stunden

husgehend von einer Wiederholung wichtiger Begriffe aus der

Lehre von den Funktionen, der graphischen Darstellung von Funk-
tionen und der graphischen Losung von Gleichungen, die im obli-
gatorischen Unterricht in der Klasse 9 behandelt wurden, sollen
die Schiller in dieser Stoffeinheit graphische Ldsungsmethoden

tir Gleichungen mit einer Variablen kennenlernen. Neben Mtglich-
keiten gur Prézisierung der im obligatorischen Unterricht be-
hendelten Methoden sollen auch neue Verfahren eingefiihrt werden.

Az Beispiel der Losung kubischer Gleichungen sind die graphi-
schen Methoden zu iiben, wobei von der reduzierten Form dieser
Gleichungen auszugehen ist. Eine Verbesserung der gefundenen
Néherungslosung ist mit Hilfe des Rechenstabes vorzunehmen.

Die Themen dieser Stoffeinheit sind flir das selbstdndige Erar-
beiten geeignet. Die Schiiler sollen geeignete Beispiele selbst
auswihlen und diese diskutieren.

1.1, Graphische Losungsmethoden
Viederholung einiger Begriffe aus der Lehre von Funktionen
(Punktionsbegriff, Nullstelle, Definitionsbereich, Wertevorrat)

Viederholung der Darstellung von Funktionen

ﬂedorholung der graphischen Lisung von linearen und quadrati-
schen Gleichungen

Graphische Losung der Gleichung f (x) = O durch Zerlegen in

4 (x) = 2, (x)

Verbesserung der Naherungslosung durch MaBstabanderung
Graphisches Analogon zur regula falsi

1.2, Kubische G1 eichungen

Yormalforn der kubischen Gleichung
Reduzierte Form
Graphd sche L¥sung
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2. Das Gausssche Eleminationsverfahren zur 6 bis 10 SBtunden
Lésung von Gleichungssystemen

Mit dem GAUSSschen Eliminationsverfahren sollen die Schiiler ein
in der praktischen Mathematik verwendetes Verfahren sur numeri-
schen Losung von Systemen ams n linearen Gleichungen mit n Varia-
blen kennenlernen. Nach Herleitung des Verfahrens ist ein geeig-
netes Rechenschema zu erarbeiten. Da beil der Vielgahl der
Rechenoperationen, die bel diesem Verfahren notwendig eind,
leicht Fehler auftreten kdnnen, muB groB8er Wert guf eine sténdi-
ge Kontrolle gelegt werden. Dabei sind Mdglichkeiten fiir Proben
anzugeben (Zeilen- und Spaltensummenprobe). Bei der praktischen
Durchrechnung des Verfahrens an Beispielen (n = 3,4) ist von der
Moglichkeit des parallelen Rechnens Gebrauch su machen. Auf
zweckmdBiges Runden ist zu achten. Die Rundungeregeln sollen
wiederholt werden.

Die Schiiller sollen mit {lberlegung und Umsicht rechnen und
Rechenvorteile anwenden (z. B. Zusammenfassen geeigneter Summan-
den bei der Addition; Verbindung von Addition und Subtraktion;
Vorteile bei der Multiplikation, wenn ein Faktor an einer Stelle
die Ziffer 1 enthédlt bzw. bei der Multiplikation mit 11; Auf-
spalten eines Faktors in ein geeignetes Produkt, in eine geeig-
nete Summe bzw. Differenz; Zerlegen eines Divisors in Faktoren).
Diese Rechenvorteile sollen an ausgewidhlten Beispielen bei der
Losung von Gleichungssystemen mit Hilfe des GAUSSschen Algorith-
mus geilibt werden. Uberschlagsrechnungen sollten zur Kontrolle der
Ergebnisse sténdig durchgefithrt werden.

Auf das Wirken von GAUSS und die Bedeutung seiner Leistungen ist
einzugehen.

3. Numerische Verfahren zur Losung von
Gleichungen mit einer Variablem 8 bis 12 8tunden

Die Schiiler sollen zwel numerische Verfahren zur Lésung von
Gleichungen mit einer Variablen kennenlernen, das NEWTONsche
Verfahren (Tangentenverfahren) und das allgemeine Iterations-
verfahren.
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Bei der Behandlung des NEWTONschen Verfahrens ist darauf zu ach-
ten, da8 de Vorleistungen aus dem obligatorischen Unterricht
(Ableitung einer ganzen rationalen Funktion) erst ab der 13. Un-
terrichtswoche zur Verfiigung stehen.

Nach der Herleitung der Verfahren sind Fallunterscheidungen
durchsufiihren und Uberlegungen zur Konvergenz anzustellen. Bei
den Konvergenzbetrachtungen ist die Konvergenzbedingung fiir das
allgemeine Iterationesverfahren herzuleiten. Die Konvergenzbedin-
gung ist dann auf das NEWTONsche Verfahren anzuwenden. Die Ver-
fahren sind an verschiedenen Beispielen zu iiben, wobei zweck-
plifige Rechenschemata zu entwickeln sind. Ausgangsndherungen
kinnen durch systematisches Probieren, graphisch oder mit Hilfe
von Wertetafeln ermittelt werden. Bel geeigneten Beispielen kann
das HORNER-Schema erl¥utert und angewandt werden. Bei Fallunter-
scheidungen sind auch geometrische Uberlegungen anzustellen.

Bel der Herleitung der Verfahren ktnnen die Schiiler weitgehend
einbezogen werden. Sie sollen elgene Vorschlédge fiir Rechen-
schemata vortragen und diese diskutieren. Rundungsregeln und
Rechenvorteile sind anzuwenden.

Ausgehend von der binomischen Reihe in der Form

£(x) = (1 + x)P = 1 +px+2-q%%)-x2+...,

kdnnen den Schiilern einige Néherungsformeln
(2Bt V1 + x= 1 + %x - -1512: | x| € 1) angegeben und an
Beisplelen erlHutert werden.

Es ist auf die Bedeutung der Nidherungsrechnung, insbesondere fir
die praktische Mathematik und fiir die Behandlung naturwissen-

schaftlicher Probleme hinzuweisen.

3.1. NEWIONsches Verfahren

Erliuterung des NEWTONschen Verfahrens
Iterationsvorschrift
Konvergenzbedingung

3.2. Mlgemeines Iterationsverfahren
Erléuterung des allgeméinen Iterationsverfahrens
Konvergenzbedi ngung
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4. Ungleichungen 4 bis 6 Stunden

In dieser Stoffeinheit sollen die Kenntnisse der Schiller liber
das Rechnen mit Ungleichungen (Klasse 9) untér Einbeziehung der
den Schiilern bekannten Grundbegriffe der Mengenlehre wiederholt
und vertieft werden.

Die Schiiler sind zu befdhigen, Ungleichungen aus den verschie-
densten Gebieten der Mathematik aufzustellen, diese umsuformen
und zu lisen sowie wichtige mathematische Ungleichungen herzu-
leiten beziehungsweise zu beweisen. Wenn die Stoffeinheit 5.
fir den Lehrgang ausgewdhlt wurde, sind auch graphische Lisun-
gen von Ungleichungen zu behandeln.

4.1. Rechnen git tiggleichungen

Begriff der Ungleichung
Monotoniegesetze

Umformung von Ungleichungen

Beweis und Ableitung einiger Ungleichungen aus verschiedenen
Stoffgebieten (z. B. Cauchy-Schwarzsche Ungleichung, Besichung
swischen dem arithmetischen und geometrischen Mittel positiver
reeller Zahlen)

4.2. Upgleichungen mit einer Variablen
Ltsema von Ungleichungen mit einer Variablen
Graphische Losung von Ungleichungen

5. Ungleichungssysteme und einfache Probleme
der linearen Optimi erung 8 bis 10 Stunden

Die Schiller sollen in dieser Stoffeinheit mit dem graphischen
Ltsen von Ungleichungssystemen vertraut gemacht werden. Diese
Kenntnisse werden auf solche Probleme der linearen Optimierung
angewandt, die sich graphisch ltsen lassen, also auf Probleme
mit swei und eventuell mit drei Variablen.



Is ist herauszuarbeiten, daB der zulissige Ltsungsbereich der
Durchschnitt der durch die Geraden gebildeten Halbebenen ist und
ein konvexes Vieleck bildet. In Anlehnung an das graphische L8-
sen von Gleichungssystemen sollten dann folgende Fdlle beachtet
werden:

- Der zuldssige Bereich ist leer.
- Es existieren iiberfliissige Ungleichungen.

- Der guldssige Bereich ist nicht beschrdnkt, mur nach oben
oder nur nach unten beschrénkt.

- Der zuldssige Bereich ist nach oben und unten beschriankt.

Bel den weiteren Betrachtungen werden der Einfachheit halber
die ersten belden Fdlle ausgeschlossen.

Es wird eine 2-dimensionale Zielfunktion eingefiihrt, deren
Optima in dem zuldissigen Bereich gesucht werden. Die Zielfunk-
tion wird mit einem beliebigen Parameter eingezeichnet und
parallel verschoben.

Polgende Mbglichkeiten existieren:

- Das gesuchte Optima wird in einem Eckpunkt des zwléssigen
Bereichs angenommen (kann such im Unendlichen liegen), es
existiert also gemau eine Ldsung.

- Das gesuchte Optima wird auf einer Seite des Vielecks ange-
nommen, damit existieren unendlich viele Lisuagen fir das
gesuchte Optimum.

Bs liegt also immer wenigstens ein optimaler Wert in einer Beke,

deshalb geniigt es, zur Bestimmung einer optimalen Losung eine

solche Ecke zu finden.

Der Gegenstand der linearen Optimierung ist an Optimierungsauf-

gaben mit zwei Variablen darzustellen. Mit der Auswahl geeigne-

ter Aufgaben (z. B. Transportprobleme) soll eine enge Verbindung
3ur Praxis hergestellt werden.

Die Schiiler miissen befidhigt werden, aus einem Text die bendtig-

ten Funktionen und Gleichungen zu ermitteln. Sie sollen ein-

fache Optimierungsprobleme mit 2 Variablen graphisch ldsen und
die graphische Darstellung auch sinngemdB deuten kinnen. Die
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Schiiler sollen dazu erzogen werden, die Ergebnisse se 1men..
tieren und nétigenfalls SchluBfolgerungen z. B. i tetwg s«
Kosteneinsparung und Rentabilitdt zu ziehen. Die Schiler ¢:. =
erkennen, daB zur Losung von Optimierungsproblemen elze oqge
Zusammenarbeit von Fachleuten aus verschiedenen Bereiches @
thematiker, Techniker, Ukonomen) erforderlich iet.

In dieser Stoffeinheit ergeben sich Moglichkeiten, 4je 18 o3..
gatorischen Unterricht behandelten Grundlagen der Meagea.eh s
zu wiederholen sowie Verbindungen zur analytischen Gecasirsie
herzustellen. Mit Hilfe geeigneter Aufgabenstellungea kNess«
Kenntnisse der Schiiler aus der Ukonomie vertieft werdec.

5.1. Graphische Darstellung von Ungleic ssystemen

Darstellung der Halbebenen
Bestimmung des zuldssigen Bereichs
Diskussion der moglichen Fdlle

5.2. Bedeutung der Zielfunktion
Einfiihrung der Zielfunktion
Feststellung von optimalen Werten

5.3. Einfache Probleme der linearen Optimierung

Einfiihrung in die Aufgabenstellung
Losung verschiedener Aufgaben
Ausblick auf umfassendere Optimierungsprobleae
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Lehrgang Grundlagen der Rechentechnik und Datenverarbeitung

Der Plan fir den fakultativen
mathematisch-naturwissenschaftlichen Unterricht
in der Erweiterten Oberschule

Lehrgang Grundlagen der Rechentechnik

und Datenverarbeitung

tritt am 1, September 1969 in Kraft.

Berlin, April 1969 Ministerium fiir Volksbildung
Prof. Dr. Kaiser
Stellvertreter des Ministers
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Vorbemerkung

In diesem Lehrgang werden die Sohiiler in einige Grundlagen der
Rechentechnik und Datenverarbeitung eingefithrt. Die Schiiler sol-
len befdhigt werden, Zahlen zu konvertieren und zu rekonvertie-
ren, die Grundrechenoperationen mit Dualzahlen auszufithren, lo-
gische Funktionen nach vorgegebenen Tabellen aufzustellen, zu
vereinfachen und ihnen die entsprechenden Blockschaltbilder zu-
zuordnen, einfache Programmablaufpléine zu deuten, zu zeichnen
und zu entwerfen, Sie sollen erste Kenntnisse dariiber erwerben,
wie elektronische Rechenanlagen aufgebaut sind, wie die Ldsung
mathematischer Aufgaben technisch realisiert wird umd wie Pro-
bleme unter Einsatz von elektronischen Rechenanlagen gellst wer-

den.

Die Schiiler sollen erkennen, daB die Anwendung der Rechentechnik
und Datenverarbeitung unter sozialistisohen Produktionsverhilt-
nissen eine Erhohung der Produktivitidt und der Rentabilitit der
Volkswirtschaft ermtglicht und zum Wohle des Menschen erfolgt.
Sie sind zu der Uberzeugung zu fithren, daB der Einsatz der
Rechentechnik und der Datenverarbeitung wesentlich dazu bei-
trdgt, in allen Bereichen der Gesellschaft die Erkenntnisse aus
Wissenschaft und Technik schneller zu nutzen, den wissenschaft-
lich-technischen Vorlauf zu sichern sowie ein integriertes Lei-
tungs- und Informationssystem zu schaffen. Anhand geeigneter Bei-
splele sollen die Schiller auf die vielfH#ltigen Anwendungen der
Rechentechnik und Datenverarbeitung in Planung, Porschung, Pro-
duktion, Verkehr und besonders auch in der Landesverteidigung
der Deutschen Demokratischen Republik hingewiesen werden., Die her-
vorragenden Leistungen sowjetischer Wissenschaftler und Techniker
auf dem Geblet der Datenverarbeitung sind zu wilrdigen.

Im Lehrgang werden die Kenntnisse aus dem obligatorischen Mathe-
matikunterricht dadurch vertieft und erweltert, dasB sie auf die
praktischen Belange der Rechentechnik angewandt werden. Insbeson-
dere sind die Kenntnisse Uber Zahlensysteme, Gleiohungen, Funk-
tionen sowle Uber die Planimetrie und die Stereometrie zu festi-
gen. Es bestehen Mdglichkeiten zur inhaltlichen Koordinierung
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pit der wissenschaftlich-praktischen Arbeit der Schiiler, die
a:fdder Grundlage des Rahmenprogramms "Datenverarbeitung" tHtig
sind.



Thematische Ubersicht

Gesamtstundenzahl fir den Lehrgang: 50 Stunden

1.

2.

2.1,
2,2,

2.30
244
2050

3.
3.1,

3.2.
3.3.

3eb.

3.5.

4,

a.1‘
4,2,

5e
5.1.
502-

5¢3.

54

Kurzer Abrif der Entwicklung der
Rechenhilfsmittel

Arithmetische Grundlagen digitaler
Rechenautomaten

Aufbau der Zahlensysteme
EKonvertieren und Rekonvertieren von
Zahlen

Grundrechenarten mit Dualzahlen

Dual verschliisselte Dezimalzahlen
Zahlendarstellung in Rechenautomaten

Grundlagen der Schaltalgebra

Einige Grundbegriffe der mathemati-
sohen Logik

Logische Funktionen

Technische Realisierung der logi-
schen Grundfunktionen

Kquivalente Umformungen logischer
Ausdricke

Synthese logischer Schaltungen

Rechnen mit digitalen elektroni-
schen Rechenanlagen
Algorithmusbegriff

Verschiedene Schritte der Rechnungs-
durchfithrung

Programmablaufpline

Elemente der Programmablaufpline
Versochiedene Arten von Programm-
ablaufpléinen

Obungen

2 odar 3 Stunden

8 bis 10 Stunden

12 bis 15 Stunden

5 bis 7 Stunden

18 bis 20 Stunden



Inhglt des Lebrgaggs -

1, Eurzer Abrif der Bntwicklung der Rechen-
hilfemittel 2 oder 3 Stunden

== sSEESEsSSssSg=RESEETIRES

In dieser Stoffeinheit sind Grundlagen fur das Verstdndnis der
Rechentechnik und Datenverarbeitung zu schaffen. Den Schiilern ist
bewulStzumachen, daB die Datenverarbeitung ein wesentliches Mittel
bel der Gestaltung des gesamtgesellschaftliohen Systems des So-
gialismus in der Deutschen Demokratischen Republik ist.

Ausgehend von den Beschliissen des VII. Parteitages der SED ist
den Schitlern die Bedeutung der elektronischen Datenverarbeitung
fir die Bntwicklung unserer nationalen Volkswirtschaft aufzugei-
gen,

Bs ist darzulegen, wie durch die Entwiocklung der Gesellschaft und
der Technik immer stirker das Bediirfnis entstand, den Menschen
von routinemfifiger geistiger Arbeit zu entlasten und wie dieses
Bedlirfnis gur Bntwioklung der Rechentechnik und Datenverarbeitung
fiihrte. Dabel sollen die wichtigsten Etappen in der Entwicklung
der Rechentechnik von der Fingerrechenmaschine bis rum Bau pro-
grammgesteuerter Rechenautomaten herausgearbeitet werden.

Die Einteilung der Rechengerite in Digitalrechner und Analog-
rechner ist an einfachen Rechnern zu erl#utern, z. B, am Rechen-
brett (oder Tischrechenmaschine) und am Rechenstad (oder Plani-
neter), Die wesentlichen Unterscheidungsmerkmale sind zu erarbei-
ten. Den Schiflern sollen die Hauptanwendungsgebiete elektroni-
scher Digitalrechner gezeigt werden (Verwendung fir technisoh-
wvissenschaftliche und Bkonomisohe Bereohnungen, Einsatz als Pro-
zofrechner und zur Speicherung und Aufbereitung von Daten aller
Art). Dabei 8011 den Schillern bewuft gemacht werden, daB die
Veiterentwioklung zu integrierten Datenverarbeitungssystemen
fuhrt, die schon heute eine enge Zusammenarbeit unserer Republik
mit der Sowjetunion ermtglichen.

DMe Grundstruktur eines digitalen Rechenautomaten wird durch die
Analyse des Arbeitsablaufes beim Rechnen mit einer Tischrechen-
maschine erarbeitet. Dabei sollen die THtigkeitskomponenten wia

Bingeben von Zahlen, Durchfithren der Rechnung, Benutzen von
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Nachschlagewerken, Aufschreiben von Zwischenergebnissen, Heraus-
sohreiben der Endergebnisse, Fillen von Entscheidungen, erkanmnt
werden, Diese THtigkeiten werden mit der Funktion einzelner Bau-
gruppen des Rechenautomaten (Eingabewerk, Speicher, Rechenwerk,
Leitwerk und Ausgabewerk) verglichen, Der Informationsfluf
zwischen den einzelnen Baugruppen wird erarbeitet und an einenm
Blockschaltbild dargestellt.

2. Arithmetische Grundlagen digitaler
Rechenautomaten 8 bis 10 Stunden

In dieser Stoffelnheit lernen die Schiler durch die Binfiihrung
neuer Zahlensysteme und das Reohnen mit Dualzahlen eine neue
Betrachtungsweise eines bekannten Teilgebietes der Mathematik -
der Arithmetik - kennen. Die Schiiler sollen zu der Einsioht ge-
langen, daf die verwendeten wissenschaftliohen Methoden der je-
weiligen Struktur des behandelten Gegenstandes angepalt werden
miissen.

Ausgehend von der bekannten Stellenwertdarstellung von Dezimal-
zghlen kann Uber die Darstellung einiger Zahlenbeispiele wie

14 =1.10" + 4 . 10°
136,46 =1 . 10%+ 3. 10" +6 .10 + 4 . 107"
die allgemeine Darstellung einer Dezimalgahl
> i
(o= > & -10'mita €{0, 1,2 345,678, 9
15 - und 1€ N

erarbeitet werden. AnschlieBend werden andere natiirliche Zahlen
als Basis von Zahlensystemen gewdhlt.

Bs 1st zu empfehlen, den Schiilern nach der Behandlung der Zah-
lensysteme den Unterschied zwischen einer Zahl (kodiertem Ob-
Jekt) und der Zahldarstellung (Kodewort) bewuSt zu machen. So
ist die Zeichenreihe "101" im Dezimalsystem ein Kodewort fir die
Zahl "einhundertundeins", im Dualsystem fir die Zahl "fUnf", im
Oktalsystem fUr die Zahl "fiinfundsechzig" und im Hexadezimal-
system fir die Zahl "zweihundertsiebenu.ndﬁtnfzig".
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Nechdem die Existenz verschiedener Zahlensysteme gezeigt wurde,
ktnnen die Schiiler zur Brkenntnis gefilihrt werden, daB8 sich die
zehn Ziffern des Dezimalsystems auf zehn definierte Zustidnde
eines Zahnrades abbilden lassen (z.B. die Ziffer a; auf den
Irehwinkel ?1 =1. 36°); die beiden Ziffern O und L des Dual-
systems ktnnen den belden Zust#dnden bistabiler elektronischer
Bauelemente zugeordnet werden.

Der Stoffabschnitt "Konvertieren und Rekonvertieren von Zahlen"
ist notwendig, um Zahlen in Systemen mit verschiedener Basis
darzustellen. In diesem Zusammenhang ist die Umwandlung von Dual-
in Oktalzahlen sowie Hexadezimalzahlen und umgekehrt zu behan-
deln, Auch die Umwandlung von Dezimalzahlen in Dualzahlen {iber
das Oktalsystem kann hier genutzt werden.

Bei der Behandlung der Grundrechenarten mit Dualzahlen werden
die Grundregeln fiir die Addition, Subtraktion und Multiplikation
von Dualzahlen erarbeitet. Die Multiplikation und Division mehr-
stelliger. Dualzahlen wird auf eine Folge von Addition und Ver-
schiebeoperationen beziehungsweise Subtraktion und Versohiebe-
operationen zuriickgefithrt. Die Komplementdarstellung negativer
Zahlen kann motiviert werden durch die Notwendigkeit, die Sub-
traktion im Rechenwerk mit den gleichen Bauelementen durchzufith-
ren, mit denen die Addition erfolgt.

Die Darstellung der dual verschliisselten Dezimalzahlen ergibt
sich aus der Mdglichkeit, beil der dualen Schreibweise den dezi-
malen Aufbau der jeweiligen Zahl beizubehalten. Es wird empfoh-
len, die direkte Tetradenverschliisselung mit der Zuordnung

t(x) = x zu behandeln, d.h. der Dezimalziffer x wird eine wert-
gleiche vierstellige Dualzahl zugeordnet (z. B. t(5) = OLOL).
Der Begriff "Zahlwort" wird bei der Zahlendarstellung in Rechen-
automaten erarbeitet. Dieses ergibt sich als eine Zeichenfolge
nit fester oder variabler Linge und enthdlt neben dem Betrag der
Zahl zusitzliche Informationen Uber Vorzeichen, Lage des Kommas
und eventuell zusitzliche Markierungen.

¥Wie man beim Programmieren bei einem Automaten mit "Festkomma-
darstellung" vorgeht, kann an folgendem Beispiel erldutert wer-
den,
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Beispiel:
Mittels eines Rechenautomaten mit "Festkommadarstellung" und dem

Zahlenbereich

0] 2] $1 - 10710 (1)
100
soll die Summe s =3 i berechnet werden.
i=t

Damit die Summe S = 5050 in den durch (1) beschriebenen Zahlen-
bereich fHllt, sind alle i mit dem MaBstabsfaktor 1074 zu mul-
tiplizieren.

Bei der Behandlung der Gleitkommadarstellung von Zahlen wird
zweckmii3ig von der Potenzschreibweise ausgegangen und eine neue
gsymbolische Schreibweise eingefiihrt.

Beispiel:

322,871 = 322871 . 10 X—_ 322871 - 3
Mantisse Expo'nent

Anschliefend ist die Erliuterung des Zahlwortes bestimmter Auto-
maten (z.B. R 300, SER usw.) zu empfehlen.

2.1, Aufbau der Zahlensysteme

Darstellung von Zahlen als Zeichenreihen

Aufbau des Dezimalsystems, die allgemeine Darstellung einer
Dezimal zahl

OCo
(Do =>_ 8y « 10% mit s €40 1,2, ..., 9}
i=-ee und i €N
Aufbau eines Zahlensystems zur Basis B, die allgemeine Darstel-
lung einer Zahl zur Basis B
oo
(2)g=>_ 2 -8B mit a; € {o, 1,2, 3, ..., B-1}
1= -o und i €N

Behandlung verschiedener Zahlensysteme, Festlegung der dabei
benttigten Ziffern (Zeichen)'
—
Abweichend von dieser Symbolik k&: -
die Kleinrechner vom TypmSER 2 - gﬁnz?f:ﬁen im Hinblick auf
81 € {0’ 1’ 2’ 3, “’ 5’ 6’ 7, 8’ 9’ ér 59 ;‘- é’ é, '.7}
8 verwendet werden.
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Basie 2: a; € {0, I}
Basis 8: a, €{0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}
Basis 16: a, €{0, 1, 2, 3, 4, 5,6, 7,8,9, 4,B8,C¢,
D, E, F,
Bignung des Dualsystems fiir elektronische Rechenautomaten
Beispiel:
Diode fihrt Strom: L
Diode stromlos : 0
oder
Magnetisierter Zustand: L
nicht magnetisiert : 0

2,2. Konvertieren und Rekonvertieren von Zahlen

Brkldren der Begriffe
Herleitung von Algorithmen zur Konvertierung ganzer und ge-
brochener Zahlen

Beispiel:
Gege: (2). = a_.p+a .pn—1+a .pn_2+...+a .p2+a .p+a
p n n-1 n-2 2 1 (o}
als Zeichenfolge:
(Z)p =88 48 o e 8y 8 3, (p-adisch)
und (Q)p (p-adisch)

. m m-1 2 _
Ges, : (z)q = bpeq+by 4e@ 4+ eoe +by.q +b,.q+b, (q-adisch)
als Zeichenfolge:

(Z)q =b b oo b2 b1 b

m m-1 o

Die Konvertierung erfolgt nach dem folgenden Algorithmus:
Division von Z (p-adisch) durch q (p—adisgh) ergibt

z m-1 -2
e q +'bm_1.qm +...+b1+/%

mit bo als Divisionsrest.

S8etzt man den ganzzahligen Teil des Quotienten mit der Ziffern-
folge b, b, ... b, = Gy, 80 ergibt sich durch nochmalige Divi-

sion
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il
q

G
1 m-2 m-3
q__= ‘bm e q + b 1 ° q + oee +b2+

mit b1 als Divisionsrest und dem ganzzahligen Anteil

Ga = bm bm-1 L N ] bz.

Durch sukzessive Division erh#dlt man nacheinander die Ziffern
bo, b1’ coey bm von (Z)q [}

Das Verfahren kann im Unterricht in Form eines Algorithmus
nach folgendem Vorschlag behandelt werden:

1. Schritt: Setze 1 = O und Gy = a a8 4 «.. 84 8,

2. Schritt: Dividiere p-adisch Gi durch q mit Rest;
bezeichne den Rest mit Ri und den ganzzahligen
Anteil des Quotienten mit Gi+1;

Rest R

i

Gy
doh. r = G1+1

3. Schritt: Schreibe Ri auf

4, Schritt: Wenn Gy,q # 0 1st, setze 1: = 141
und beginne wieder mit dem 2., Schritt

5. Schritt: Ersetze nacheinander die Reste
Ro’ Byy oeey B, durch die entsprechenden
q-adischen Ziffern by byy eee, b
und bilde die Ziffernfolge

(Z)q = b see boo

m bm—1
Der Algorithmus kann in einem Rechenschema abgearbeitet wer-
den.

Beispiel: Geg. (Z)10 = 85

Ges. (Z)2

i Gi Ri
0 85:2 1
1 42: 0
2 21 1
3 10 0
4 5 1
5 2 0
6 1 1

0
Ergedbnis (85)10 - (LOLOLOL)2
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-1 - -
Geg.: (Z)p =3,4P +a,p 2, a_3p 34 ...
oder (Z)p =848 58 30

-1 - -
Ges.: (Z)q =b 4 a + b_2 q 2 + b_3 q 3 + eoe

oder (Z)q = b_1 b_2 b_3 eee
Die Konvertierung gebrochener Zahlen erfolgt nach folgendem
Algorithmus:

p-adische Multiplikation von (Z)p mit q ergibt

Z.q=b_1+b_2.q-1+'b_3.q-2+...

mit b_1 als ganzzahligem und

2

By =b_, . q—1 + b_3 9 ° + ... als gebrochenem Teil des

Produktes,
Die weitere Multiplikation ergibt
-1 =2

B1.<q=b_2+b._3 . q +b—4'q + eee

mit dem ganzzahligen Teil b_2 und dem gebraohenen Teil
_ -1 -2

Bz—b_Bnq +b_agq + oeee o
Durch wiederholte Anwendung des Verfahrens erhilt man nachein-
ander die Ziffern b_ys b_os b_3, cee o
Dazu kann den Schillern folgender Algorithmus mitgsteilt wer-
den:
1. Schritt: Setze i = 0, Gi = 0 und B:l =8 48 5 e s

2. Sohritt: Multipliziere p-adisch Bi mit q;
bezeichne den ganzzahligen Teil des Produktes
mit Gi’ den gebrochenen Teil mit Bi+1’ d.h.
By « @ =065 + By,

3+ Schritt: Schreibe G:L auf

4, Schritt: Wenn Bi+1 > 0 ist, so setze 1: = 1i#1
und beginne wieder mit dem 2, Sohritt

5. Schritt: Ersetze nacheinander die erhaltenen ganzen
Zahlen Gi durch die entsprechenden g-adischen
Ziffern b_y, b_5y eee und bilde die Ziffern-

folge (z)q =b_y by b 5ees s 3



Auch hier empfiehlt sich die numerische Rechnung in einem
Rechenschema.

1. Beispiel: Geg. (Z)4o = 0,625

Ges. (Z)2

16 | B

0 0 625 . 2
1 1 250

2 0 500

3 1 000

(0,625),, = (0,L0L),

2. Beispiel: Geg. (Z)10 = 0,719
Ges. (Z)2 mit hSchstens 5 Stellen

Gy By
719 . 2
438
876
752
504
008

VN N Y
- 2 a0 a0

5
(0,719)10 = (0,LOLLL ...)2
Die Umwandlung von Dual- in Oktalzahlen und umgekehrt erfolgt
nach folgender Zuordnung:
Oktalziffer duale Triade
0 000
00L
0LO
OLL
L0oo
LOL
LLO
LLL

N oOVWU & WD -
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Beispiele:
(4203,17)g = (L0O OLO 000 OLL, OOL LLL),
(&03 OLL, LOL 0LO), = (53,52),4
5 3 S 2
Die Umwandlung von Dual- in Hexadezimalzahlen und umgekehrt
erfolgt, indem jeder Hexadezimalziffer eine duale Tetrade zu-
geordnet wird,

2,3, Grundrechenarten mit Duslzahlen

Aufstellung der folgenden Grundregeln flir die Addition, Sub-
traktion und Multiplikation:

0+0=0 L-1L=a0 L.L=al
0O+L=1 L-0=1 0.L =0
L+0=1L 0-0=0 L .0=0
L+L =10 0-1a=-L 0. 0=0

also Addition also Subtrak-

von L in der tion von L in
nHchsth¥heren der n#chsthi-
Stelle bei heren Stelle
QUbertrag bei Ubertrag

Grundrechenarten mit mehrstelligen Dualaahlen
Die Komplementbildung von - 2 durch die Subtraktion 0 - 2

Beispiel:
- LOLLO @ 00000000000

-000000LOLLO
LLLLLLOLOLO

Die Riokfithrung der Subtraktion auf die Addition duroh Komple-
mentdarstellung negativer Zahlen

Bs gelten folgende Besonderheiten:
- Die Zahlen missen eine konstante Linge haben (n-Stellen) .
- Die (n + 1)-te Stelle dient zur Darstellung des Vorzeichens.

- Bei positiven Zahlen steht in der (n + 1)-ten Stelle eine O,
bel negativen Zahlen ein L.

- Die Vorzeichenstelle greift in den Rechenprozel wie jede
andere Stelle ein.

63



Zuriickfihren der Multiplikation und Division auf die Addition
und Subtraktion

2.4, Dual verschliisselte Dezimalzahlen

Prinzip der 7iffernverschlilsselung von Dezimalzahlen
Die direkte Tetradenverschlisselung mit der Zuordnung t(x) = x
gemdB folgender Tabelle:

t(x)
0000
000L
0010
OOLL
0L0O
OLOL
OLLO
OLLL
L000
LOOL

VOO &E WD = O

Ausblick auf andere Mtglichkeiten der Ziffernversohliisselung
Ausfithrung der Grundrechenarten

Einfiihrung und Anwendung der Korrekturvorschriften

2.5. Zahlendarstellung in Rechenautomaten

Grundsitzlicher Aufbau des Zahlwortes

Einfihrung der Begriffe "Fest- und Gleitkommazahlen"
Herausarbeiten der Vor- und Nachteile

Aufbau von Zahlworten konkreter Automaten

3. Grundlagen der Schaltalgebra 12 bis 15 Stunden

Dieses Stoffgebiet hat die Aufgabe, die Schiiler mit wichtigen
Grundlagen der Maschinentheorie elektronischer Digitalrechner
bekanntzumachen und zum Verstindnis des Zusammenwirkens elek-
tronischer Bauelemente bei der Durchfilthrung von Operationen zu
fuhren, Entsprechend dieser Zielstellung werden dabei nur Grund-
lagen der Aussagenlogik behandelt; die ErBrterung der Aussage-
verbindungen beschrinkt sich auf die fiur die Analyse und Syn-
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these von Schaltungen benbtigten Funktionen Negation, Konjunk-
tion, Alternative und Aquivalenz.

Die Begriffe "Aussage", "Aussagevariable" und "Wahrheitswert der
Aussage" sind anhand von Beispielen aus verschiedenen Gebieten
zu erarbeiten, wobei auch auf kiinstliche Spraochen (Beispiele aus
der Mathematik und Chemie) zuriickgegriffen werden sollte. Zum
Begriff der Aussagevariablen kcmmt man, indem vom konkreten
Inhalt und von der Struktur der Aussagen abstrahiert wird. Dabei
sollten die Schiller auch auf die Analogie zu den ihnen bereits
bekannten Variablen filir Zahlen, GrbfSen und geometrische Objekte
hingewiesen werden.

In Analogie zum Sprachgebrauch der nattirlichen Sprachen, Aussa-
gesitze durch Bindewdrter zu Aussagesatzverbindungen zu ver-
kniipfen, sollte die Mtglichkeit erarbeitet werden, einer oder
mehreren Aussagen durch "nicht", "und", "oder" neue Aussagen zu-
zuordnen, deren Wahrheitswert von dem der Einzelaussagen abh&ngﬁ.
Nech der Definition der entsprechenden logischen Grundfunktionen
"Negation", "Konjunktion" und "Alternative" durch Wahrheits-
matrizen k¥nnen charakteristische Beispiele zur Demonstration
der Sinnf¥lligkeit der getroffenen Festlegungen gebracht werden.

Zur Vereinfachung und Umformung logischer Ausdriicke werden die
wichtigsten Umformungsregeln gegeben. Diese kinnen mit Hilfe der
Grundgesetze oder durch Nachweis der Kquivalenz mittels Wahr-
heitswertmatrizen unter Beriicksichtigung aller mbglichen Bele-
gungen der Aussagenvariablen mit Wahrheitswerten bewiesen und
durch Kontaktsohaltungen verifiziert werden. In diesem Zusammen-—
hang wird auch die alternative Normalform behandelt. Sie hat im
Hinbliock auf die Analyse und Synthese von Schaltungen besondere
Bedeutung,

Bei der Synthese logischer Schaltungen wird die Anwendung der
logischen Grundaussagen zur Konstruktion von Schaltungen fiir be-
stimmte Aufgaben gezeigt. Als Beispiel ist eine Addierschaltung
zur Addition zweler Dualziffern (Spaltenziffern) ohne Bertick-
siohtigung des Ubertragens aus der nichstniedrigeren Stelle
(Halbadder) mit zwei Eingkngen und zwei Ausgingen zu empfehlen.

An einigen Beisplelen ist zu zeigen, wie vielf#ltig logische

Sohaltungen angewandt werden.
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3.1. Binige Grundbegriffe der mathematischen Logik

fegenstand der mathematischen Logik
Begriff der Aussage und ihres Wahrheitswertes, Begriff der

Aussagevariablen

3.2. Logische Funktionen
Begriff der logischen Funktion und der logischen Konstanten
Definition der logischen Grundfunkticnen Negation, Konjunktion,
Alternative und Aquivalenz durch ihre Wahrheitswertmatrizen
Definition der Aquivalenz: ;
Die Aquivalenz zweier Aussagen ist dann und nur dann
wahr, wenr beide Aussagen den gieichen Wahrheitswert
haben,
Als Wahrheitsmatrix geschrieben:
\q‘
P\,LJO
LIL 0
0 0 L

3.3. Technische Realisierung der logischen Grundfunktionen
Zuordnung von Aussagevariablen zu den Schaltelementen und von
Wahrheitswerten zu den Zustinden der Schaltelemente
Behandlung der Negation, Konjunktion und Alternative am Bei-
spiel der Relaisschaltung

Binflihrung der Schaltsymbole

x . D Jex fUr die Negation

x4 =Xy AX, fUr die Konjunktion
X

i

L P y=x4 Vx2 fir die Alternative
*2

Hinweis auf die Verwendung von Dioden und Transistoren sowie
Ferritkernen
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3.4, Aquivelente Umformungen logischer Ausdriicke

Grundgesetze: Kommutativgesetze, Assoziativgesetze und
Distributivgesetze der Konjunktion und Alternative

Unformungsregeln fir logische Ausdriioke:

0Aa=0 Ova=a aAb=av§©b
IAa=a Lv a=1 av b=aAb
aAas=a av as=a (aA bB)Vb =1
aAa=0 av a=1 (aAab)v(aanb)=a2a

Alternative Normalform
x=2=(2AbB)Vv (aAb)V (aA B)

Anwendung der Grundgesetze und Regeln zur Umformung und Verein-
faohung logischer Ausdriicke

Beispiel:

f' (31/\ 12)V (11/\ §2) \% (31 A Ez)

Ausklammern von X4 nach dem Distributivgesetz:

f = X1A (sz ;2) \ (;1 v 32)

vegen x, V 32 =0

ud’ x,A L =1x, folgt hieraus

fazv (3 A x5)

Anwenden des Distributivgesetzes der Alternative ergibt:
f=(xyv 30 A (24 %p)

undhierauswegenx1v ¥y =LudLAa=a

fi!,lV 12

3.5. Synthese logischer Schaltungen

Aufstellen von logischen Ausdriicken und Blockschaltbildern fir
bestimmte Aufgabenstellungen (Halbadder, Volladder)

Anwendung der Grundgesetze und der Umformungsregeln zum Finden
der wirtschaftlichen Schaltung

Beispiel:
Bntwur? des Blookschaltbildes fir einen Volladder zur Bildung
der Spaltensumme zweier Dualziffern unter Berlicksichtigung des
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Ubertrages von der ndchstniederen Stelle.
Zahlenbelspilel:

0 Ubertrag

L
L 0 Spaltensumme

Es werden folgende L8sungsschritte empfohlen:
1. LYsungsschritt:
Ersetzen der Schaltung durch einen black-box

o e

Vo = X+X2 U

2. LYsungsschritt:
Aufstellen einer Schaltbelegungsmatrix

Einginge Ausgiinge
11 12 u1 S u2
L L L L L
L L 0 0 L
L 0 L 0 1
0 L L 0 L
L 0 0 L 0
0 L 0 L 0
0 0 L L 0
0 0 0] 0 0
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3. Lisungssohritt:

Aufstellen einer logischen Funktion (Schaltgleichung) fur
beide Ausgangsvariablen

§=(x4A X5 A u1) v (11/\ §2A ﬁ1) v a X, A u)
v (344 §2 A u1)

1y = (x4 A X, A u1) v (x,,/\ Xy A ﬁ1) v (x4 A ‘x'2A u1)
v (X4 X5 A u1)

4, LYsungssohritt:

Vereinfachung der Schaltgleichung; dabel ersoheint eine Ver-
einfachung von S (x1, X5y Uy) im Rahmen der bereitgestellten
¥ittel nioht m8glich.

a) Unter Beachtung von a = a v a werden zwei logische Aus-
driicke hinzugefiigt:

Uy = (x4 A I, A ) v (x4 A Xy A ) v (x4 A T4 )
v (§1A x, A u1) vV (xgA 2A0)V (x1A Xy A uy)
b) Vertauschen der Glieder (Kommutativgesetz) und Zusammen-
fassen (Assoziativgesetz):
uy = [(x1 AxpA ) v (xgA XA ﬁ1)]
v [(11/\ XpA W) V(XA TpA u1)]
x AU
v [(11A 2, A u1)v(3:1A x, 1)]
¢) Ausklammern nach dem Distributivgesetz:
= [(xpa xp)a (uy v i)
v [(11/\ u ) A (x, v X,) ]
v [(pa u) A (g v E ]
d) Anwendung der Regeln:
ava=1 und aA L =a ergibt

B2 = (3qA xp) v (xgA ug) v (3pn )
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5. LBsungsschritt:

Entwurf des Blockschaltbildes entsprechend den Schaltgleichun-
gen

u, = (x1 A x2) v (31 A u1) \Y (12 A u1)

5= (x4 szu1)v (x4 A 52/\31) V(XA Xy A uy)

V(§1/\ X, A u,)

3 Ausglinge
U, )

A = A

o O /\

/kr\ C?:

6. L8sungsschritt:

"Testen" der Schaltung durch Belegen der Eingangsvariablen mit
den Kombinationen entsprechend der Tabelle nach L8sungsschritt 2.
und Ermitteln der Wahrheitswerte der Ausgangsvariablen.
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b, Rechnen mit digitalen elektronischen
Rechenanlagen 5 bis 7 Stunden

In dieser Stoffeinheit sollen die Schiiler einen Einblick in das
Prinzip der Arbeit mit einem programmgesteuerten digitalen
Reohenautomaten bekommen. ks soll die Tatsache vermittelt werden,
daB elektronische Rechenautomaten komplizierte Anlagen darstel-
len, die gwar in der Lage sind, Anweisungen genau und schnell
auszufilhren, denen aber der gesamte Rechenablauf vom Mensohen
vorzusohreiben ist.

Polgende Sohritte der Hechnungsdurchfiihrung sind zu erarbeiten:

- Problemstellung

- Auswahl eines geeigneten Algorithmus zur Lsung des Problems

- Beschreibung des Algorithmus in knapper Form durch Symbole
und Regeln

- Umsetzung dieser Algorithmusbesohreibung in die Maschinen-
sprache (Herstellung des Maschinenprogramms)

- Uvertragung des Maschinenprogramms auf das Eingabemedium

- Programmerprobung und programmgesteuerte Recnnungsdurchtith-
rung einschliefllich Ausgabe der LUsungen

Bei der Behandlung des Algorithmusbegriffes ergibt sich die Mbg-
lichkeit, im obligatorischen Unterricht behandelte Algorithmen
zu wiederholen und an diesen Beispielen die Begriffe "Eingabe-
gréBen", "Zwischengrtfen", "Losungen" zu erliutern. Als Bei-
spiele eignen sich hier die ¥rmittlung der Losungsmenge eines
linearen Gleichungssysvems (2 Gleichungen mit 2 Unbekannten) und
die Auflbsung einer gquadratischen Gleichung. Es wird emptohlen,
diese wiederholenden Beispiele sowohl allgemein als auch zanlen-
mifig durohzutiihren und bei der zahlenmidfBigen Durchfiihrung her-
vorzuheben, welche Zahlen EingabegrtfBen, Zwisoherngrfen oder Lo-
sungen sind (bei der Erliuterung des Begriffes "Algorithmus"
80llte aut die in diesem lenrgang schon erwidhnten Beispiele zu-
Tlokgegriffen werden, vgl. Absonnitt 2.2.).

Bs ist gweckmiifig, einen Algorithmus als eine vollstdndige Vor-
Bohrift zur Durchfithrung einer Rechnung zu -erkliren, wobei hinzu-
gefligt werden sollte, daB es sich meist darum handelt, gegebene
Gr”“‘n, auch BingabegrtfBen genannt, umzuformen. Es soll auch
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zugelassen sein, daB bei Vorliegen gewisser Bedingungen die wei-
tere Rechnung abgebrochen wird. tlber die verschiedenen Schritte
der Rechnungsdurchfithrung ist den Schiilern nur ein Uberdlick zu
geben.

Die Besichtigung eines Rechenautomaten wiirde den Unterricht sehr
unterstiitzen. Dort sollten den Schillern die verschiedenen
Schritte der Rechnungsdurchfiihrung anhand eines konkreten Pro-
blems vorgefiihrt werden. Ein kleiner Rechenautomat (z.B. Cella-
tron SER 20) eignet sich hierfiir besser als eine Grofanlage,
weil das Prinzipielle bei Kleinreohnern klarer hervortritt.

4.1, Algorithmusbegriff
Brldutern der Begriffe "Algorithmus", "Eingabegrifen", "Zwi-
schengrtfen", "Ausgabegrtfen”

Beispiele fiir Algorithmen, die den Schilern bekannt sind
Bin Beisplel fur einen den Schiilern unbekannten Algorithmus
(z. B. GAUSSscher Algorithmus mit n = 3)

4.2, Verschiedene Schritte der Rechnungsdurchfiihrung

Herausarbeiten der verschiedenen Schritte

Lochkarten und Lochstreifen als hHufig verwendete Ringabemedien
Schreibmaschinenausgabe sowie Lochstreifen- und Lochkarten-
stanzung als Ausgabemtglichkeiten

Erwlhnen von Programmablaufplinen und Programmiersprachen als
M8glichkeiten der Algorithmusbeschreibung

Kurzgefaltes UmreiBen der Vereinfachungen, die sich aus der
Fdhigkeit moderner grofer Rechenautomaten, gewisse Algorithmus-

beschreibungen selbsténdig in das Maschinenprogramm umzusetzen,
ergeben

5. Programmablaufpline 18 bis 20 Stunden

Innerhalb des Gesamtkomplexes der Programmierung elektronischer
Rechenanlagen nehmen die Programmablaufpléne einen wichtigen
Platz ein. Insbesondere beim Einsatz kleinerer Rechenautomaten
die nicht 1n der Lage sind, Algorithmusbeschreibungen in Algol
oder einer anderen Programmiersprache automatisch in Maschinen-
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programme zu {ibersetzen, werden Programmablaufpllne aufgestellt.
Die Programmablaufpliéine lassen die mathematische Struktur der
Algorithmen klar erkennen.

Durch die Behandlung der Programmablaufpliine, insbesondere durch
die ausfithrliche Behandlung der Ergibtanweisung, wird das Ver-
stéindnis fir Programmiersprachen vorbereitet. Beim Aufstellen
von Programmablaufplinen werden viele Kenntnisse aus dem obliga-
torischen Mathematikunterricht gefestigt und vertieft, so z. B.
Kenntnisse aus der Geometrie, der Glelichungslehre und aus ande-
ren Gebieten.

Durch tbungen zur zahlenmiB8igen Rechnungsdurchfithrung bei vorge-
legtem Programmablaufplan sollen die Schiiler erkennen, daf8 Algo-
rithmen durch Programmablaufpline vollstdndig besochrieben wer-
den. Ausgehend von einem Programmablaufplan soll der Vorzug der
Ubersichtlichkeit erlHutert werden, den die Programmablaufpllne
- infolge der flichenhaften Anordnung und der Verwendung graphi-
scher Hilfsmittel - gegeniiber der iibliohen (text- und formel-
niBigen) Beschreibung des Lbsungsvorgangs haben. Hierzu ist der
Programmablaufplan zur Auflisung der quadratischen Gleiohung

x2 +Dpx + q = 0 geeignet.

Die Unterschiede zwischen einsr Gleichung und einer Ergibtanwei-
sung kinnen durch Vergleich von Brgidtanweisungen der Art
Xi==~-32,n0:=n+ 1 mit den entsprechenden Gleiohungen

Xz -~-x,n=n+ 1 demonstriert werden.

Bs wird empfohlen, ein Beispiel angufiihren (etwa die Summenbil-
dung 8 =21 4+ % + % 4 eee + -:-',), bei dem der gleioche Algorithmus
einmal als linearer Programmablaufplan, zum anderen als zykli-
8oher Programmablaufplan beschrieben wird, damit die Verkiirzung
dieser Pline durch Zyklen sichtbar wird. 10
Der Programmablaufplan zur Berechnung von 8 = -:; kann

nw1
als Beispiel fiir das Auftreten eines Zyklus mit fester Durohlauf-
zahl genommen werden. Der BinfluB der Art der Frageformulierung
auf die Gestalt des Programmablaufplanes kann an diesem Beispiel
erliutert werden (etwa die Frageformulierungen "n = 10?" oder
"n < 109%),
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Das Verfahren der iterativen Quadratwurzelberechnung kann ohne
Beweis mitgetelilt und am Beispilel VE? durchgefiihrt werden. Der
Zusammenhang zwischen Genaﬁigkeitaforderung und Anzagl der
Durchl¥ufe kann am Belspiel der iterativen Quadratwurzelberech-
nung erlédutert werden.

Nach Mdglichkeit sollte auch ein Programmablaufplan behandelt
werden, der einen den Schiilern unbekannten Algorithmus be-
sochreibt, damit der definierende Charakter der Programmablauf-
pléne klar hervortritt. Hierzu eignen sich z. B. die Programm-
ablaufpl¥ne fur die Maximumbestimmung von n reellen Zahlen und
fir die Berechnung des Funktionswertes eines Polynoms

f(x)= anx"+an_,xn'7+..,+ao 1040

an eilner Stelle x = x, nach dem Hornerschen Schema.

Fir das Aufstellen von Programmablaufplinen sollten nach M&g-
lichkeit einfache Beispiele aus der Praxis, besonders aus der
wissenschaftlich-praktischen Arbeit der Schiiler, genutzt werden.
Bel den in der Stoffeinheit 5., geforderten Ubungen im Zeichnen
von Programmablaufplidnen werden die Zeichnungen zweckmi3ig als
Tuschzeichnungen auf Transparentpapier ausgefithrt. Die Khstchen-
form ist in TGL 22 451 festgelegt. Entsprechende Schablonen sind
im Handel erhzltlich.

S5¢1. Elemente der Programmablaurpléne

Darstellung der Programmablaufpline als eine Mtglichkeit gzur
Beschreibung von Algorithmen
Einfiihren der Ergibtanweisung

Die Unterschiede zwischen Gleichung und Ergibtanweisung:

- Eine Gleichung ist symmetrisch, eine Ergibtanweisung ist
asymmetrisch.

-~ Eine Gleichung ist entweder eine Aussage oder eine Aussageform.

Bel einer Ergibtanweisung handelt es sich um einen Vorgang, der
ausgefithrt werden mus,

Die Wirkung der Ergibtanweisung, einer Variablen erstmals einen

Wert zuzuordnen beziehungsweise einen alten Wert einer Variablen
durch einen neuen zu ersetzen

Die Notwendigkeit, einer Variablen einen Wert zuzuordnen, bevor
sie auf der rechten Seite einer Ergibtanweisung erscheint
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Die mehrfache Ergibtanwelsung als Wertzuweisungsvorschrift fir
mehrere Variable

Einfilhren von Symbolen der Programmablaufpléne, insbesondere
Operationskistohen, Fragekdstchen, Organisationskistchen und
numerierte Konnektoren

Charakteristische Kennzeicnen von Elementen der Programm-
ablaufpléne:

- Die Kennzeichen von Operationskistohen (rechteokige Form,
beinhalten Ergibtanweisungen, haben nur einen Ausgang )e
Wortzuweisungen und Substituirionen sind als spezielle In-
halte von Operationskéistohen aufzufithren

- Die Kennzeiohen von Ausgabekiistohen (Form G , beinhal-
ten Ergibtanweisungen, bei denen das Ergebnis ein LYsungswert
ist; haben nur einen Ausgang)

- Die Kennzeiochen von Fragekidstchen (abgerundete Form, beinhal-
ten textftrmige oder formelmiBige Fragen, haben zwel Ausginge
und fithren durch ihren "ja"- und "nein"-Zweig eine Verzwei-
gung herbei). Pragen miissen so formuliert werden, daB die Ant-
wort entweder "ja" oder "nein" lautet. Die Zeichen

"an mSn om2n wg n w> W grgoheinen besonders oft in

Pragekistchen,
- Dle Organisationskistchen und

als Kennzeichen fiir Beginn und Ende des Lbsungsvorgan-
ges., ]

Hinweis darauf, daB in einem Programmablaufplan das START-
Zeichen nur einmal, das HALT-Zeichen jedoch mehrmals vorkom-
men kann -

Das Organisationskistchen

3 als besonderes Haltezeichen fiir den Fall,

daB der betreffende Zweig nicht weiter verfolgt werden
8011 oder kann

- Die Vereinigung verschiedener Teile der Programmablaufpléne
duroch numerierte Konnektoren
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5.2. Verschiedene Arten von Programmablaufplinen

Binteilen der Programmablaufpline in lineare und zyklische
Erkliren eines Zyklus als eines Teiles, der mehrmals gzu durch-

laufen ist

Herausarbeiten der Zusammenhlinge zwischen Fragek#stchen und
Zyklus:

- Ein Zyklus kann nur an einem Fragekistchen verlassen
werden.

- Niocht jedes PragekHstchen erzeugt einen Zyklus.

- Uber den weiteren Zyklusdurchlauf oder Verlassen des Zyklus
entscheidet die Beantwortung der Frage.

Einteilen der Zyklen in Zyklen mit fester Durohlaufanzahl und
Iterationszyklen

Def Programmablaufplan zur iterativen Berechnung von ]f;

als Beispiel fir das Auftreten eines Iterationszyklus

5.3. Ubungen

Uben der zahlenmifBigen Rechnungsdurchfiihrung bei vorgelegten
Programmablaufplénen

Uben der Anfertigung von Programmablaufplinen fir einfache
Algorithmen

Zeichnen von Programmablaufplinen

Beispiele fir Ubungen im Anfertigen von Programmablaufplinen
(bei den Ubungen sollten gemuB dieser Aufz¥hlung zunichst
lineare, dann zyklische Programmablaufpléne behandelt werden):

- Bereochnung des Flicheninhalts eines Kreises bei einem nume-
risch gegebenen Radiuswert als linearer Programmablaufplan

- Berechnung des Rauminhaltes einer Kugel bei einem numerisch
gegebenen Radiuswert als linearer Programmablaufplan

- Berechnung des Funktionswertes eines Polynoms dritten Grades
mit numerisch gegebenen Koeffizienten nach dem Hornerschen
Schema als linearer Programmablaufplan

- Bestimmung des Maximums von 3 reellen Zahlen als Programm-
ablaufplan mit Fragekiistchen, aber ohne Zyklus
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Berechnung des Rauminhalts einer Kugel beéi mehreren #quidistan-
ten gegebenen Radiuswerten als zyklischer Programmablauf-
plan

Hornersches Schema als zyklischer Programmablaufplan

Maximumbestimmung beli n reellen Zahlen als zyklischer Pro-
grammablaufplan

Ermittlung des SV-Beitrages (Unterscheidung Rentner, Einkom-
men Uber 600,—, Einkommen bis 600,--) von n durch die
Ziftern 1, 2, «se, n 2zu repriisentierenden Personen als zy-
klischer Programmablaufplan

50
n
Berechnung der Summe S = E %‘—;):—T
n=1

als gyklisoher Programmablaufplan
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