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Vorbemerkungen

Die Arbeitsgemeinschaft ,Praktische Mathematik“ soll die Teilnehmer
mit einigen grundlegenden Begriffen und Verfahren der N#iherungsrech-
nung sowie des Ldsens von Gleichungen und Ungleichungen vertraut
machen und sie befihigen, damit verbundene Denk- und Arbeitsweisen
der ,praktischen Mathematik“ zu verstehen und selbstiindig anzuwenden.

Die Themen der Arbeitsgemeinschaft haben enge Verbindungen zu zen-
tralen Stoffgebieten des obligatorischen Unterrichts, insbesondere zur
Gleichungslehre in den Klassen 6 bis 9. Es ist ein wesentliches Ziel der
Arbeitsgemeinschaftstitigkeit, das im obligatorischen Unterricht erwor-
bene Wissen und Kénnen der Schiller zu reaktivieren, unter neuen Ge-
sichtspunkten zu beleuchten und zu systematisieren sowie in einer der
Aufgabenstellung der Arbeitsgemeinschaft entsprechenden Weise zu ver-
tiefen und zu erweitern.

Einen Schwerpunkt bildet dabei die Anwendung der erarbeiteten Begriffe,
Regeln und Verfahren zum rationellen, das hei3t schnellen, sicheren und
mit angemessener Genauigkeit erfolgenden Losen von Aufgaben.

Diese kénnen einmal aus dem Bereich der Mathematik, vor allem aber
auch aus den Bereichen der Physik, Technik oder Okonomie stammen. Sie
soliten die Notwendigkeit und Mdglichkeit einer mathematischen Bearbei-
tung erkennen lassen. Obwohl derartige Anwendungsaufgaben nur in den
seltensten Fillen echte Probleme der Praxis zum Gegenstand haben kdn-
nen und diese aus Griinden der zur Verfiigung stehenden theoretischen
Grundlagen und der Zeit relativ stark vereinfacht sein miissen, ist ihre
Bearbeitung aus folgendem Grund dennoch #uBerst bedeutsam:

Entsprechend ausgewiihite Anwendungsaufgaben, die dem Erfahrungs-
bereich der Schiiler entstammen, diesen gegebenenfalls aber auch erwei-
tern, sind ein wesentlicher Beitrag zur Realisierung des Grundprinzips der
Verbindung von Schule und Leben. Dabei kommt es darauf an, die Schiler
zu befihigen, bei unterschiedlichen Sachverhalten die Mdoglichkeit und
Zweckm#Bigkeit einer mathematischen Bearbeitung zu erkennen sowie ihr
mathematisches Wissen und Konnen zielgerichtet zur Ldsung der jewei-
ligen Probleme einzusetzen. Das polytechnische Prinzip wird damit in
eilner dem Mathematikunterricht entsprechenden Weise veirwirklicht.
Wesentlich dazu ist die mit den verschiedenen Aufgaben verbundene Vei-
tiefung und Erweiterung des Wissens der Schiiler iiber die Anwendung
mathematischer Begriffe und Verfahren in bestimmten Bereichen der Pro-

duktion und Technik.

Die THtigkeit in der Arbeitsgemeinschaft ist so zu gestalten, daB damit ein
Beitrag zur Bildung und Erziehung sozialistischer Schiilerpersdnlichkeiten
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geleistet wird. Hierbei sind die mit der Anwendung mathematischer Mit-
tel zur Losung praktischer Probleme im Zusammenhang stehenden welt-
anschaulich-philosophischen Fragen zu behandeln. Den Schiilern ist be-
wuBtzumachen, daB die Mathematik ihren Ursprung in der objektiven
Realitit hat und ein Mittel zum Erkennen und Veridndern der Wirklich-
keit ist, wobei auch auf Mdglichkeiten und Grenzen mathematischer Mo-
dellierungen einzugehen ist. Ferner ist herauszuarbeiten, da3 sich die Par-
teilichkeit der Mathematik in der Beantwortung der Frage ,,Wer benutzt
Mathematik mit welchem Ziel?“ zeigt. Ausgehend von der zunehmenden
Bedeutung mathematischen Wissens und Koénnens in der entwickelten
sozialistischen Gesellschaft ist die Einstellung der Schiiler zur Mathema-
tik und ihr Wille zur Aneignung gediegenen mathematischen Wissens und
Konnens weiterzuentwickeln. '

Die Potenzen, die sich aus der Beschiftigung mit mathematischen Begrif-
fen und Verfahren sowie deren Anwendung zur Lésung von entsprechen-
den Aufgaben fiir die politisch-moralische Erziehung der Schiiler ergeben,
sind zu nutzen. Dies betrifft die Schulung des Willens (z. B. zur selbstéin-
digen Uberwindung von Schwierigkeiten) genauso wie die Unterstiitzung
der Entwicklung anderer Eigenschaften der sozialistischen Persoénlichkeit.
Die Schiiler sind unter anderem zur Exaktheit und Zielstrebigkeit im Den-
ken, zum rationellen und selbstkritischen Arbeiten sowie zu kollektivem
Verhalten zu befihigen. Diese Aufgaben sind unmittelbar in Verbindung
mit der T#Htigkeit in der Arbeitsgemeinschaft zu realisieren.



Thematische Ubersicht

4.2,
4.3,

5.1,
5.2,

Grundbegriffe der Fehlerrechnung

. Runden von Zahlen und Grofien

. Absoluter und relativer Fehler

. Addilion und Subtraktion fehlerbehafteter Groen

. Multiplikation und Division fehlerbehafteter Grofien

Niherungsberechnungen von Potenzen

. Niherungsberechnungen von Potenzen (14 x)® mit n€N
<1

. Nidherungsberechnungen von Potenzen (1 4 x)

. Ndherungsberechnungen von Potenzen (1 4 x)

Lineare Gleichungen und Ungleichungen mit einer freien Variablen

. Grundlagen aus Mengenlehre und Aussagenlogik

. Lineare Gleichungen mit einer freien Variablen

. Lineare Ungleichungen mit einer freien Variablen

. Lineare Gleichungen mit zwei und mehr freien Variablen

Ungleichungen und Ungleichungssysteme

. Lineare Ungleichungen mit zwei freien Variablen

Lineare Ungleichungssysteme mit einer und mit zwei freien Variablen
Das Lisen ecinfacher Optimierungsaulgaben
Quadratische Gleichungen; lineare Gleichungssysteme

Quadratische Gleichungen mit einer freien Variablen
Gleichungssysteme mit zwei und mehr freien Variablen



Hinweise zur Gestaltung der Arbeitsgemeinschaft

Bei der zeitlichen Pianung der Arbeitsgemeinschaftstiitigkeit sind in den
9. Klassen 30 und in den 10. Klassen 20 bis 26 Doppelstunden vorzusehen.

Entsprechend dem Charakter eines Rahmenprogramms gestattet die the-
matische Planung unterschiedliche Schwerpunkte fiir die Titigkeit in der
Arbeitsgemeinschaft.

Dabei sind folgende zwei Grundvarianten, zwischen denen es noch ver-
schiedene Kombinationsmoglichkeiten gibt, zu unterscheiden:

Variante 1

Der Schwerpunkt der Titigkeit in der Arbeitsgemeinschaft wird auf die
Behandlung einiger Grundlagen der N#herungsrechnung und ihrer An-
wendung gelegt. In diesem Fall ist die Arbeit auf die Abschnitte 1, 2, 3
und 5 zu konzentrieren.

Variante 2

Der Schwerpunkt der Arbeitsgemeinschaftstiitigkeit wird auf die Behand-
lung von Grundlagen des Arbeitens mit Gleichungen und Ungleichungen
und entsprechender Anwendungsaufgaben (vor allem zur linearen Opti-
mierung) gelegt. In diesem Fall mitiBte die Arbeit auf die Abschnitte 1, 3
und 4 konzentriert werden.

Bei beiden Varianten ist die methodische Gestaltung auf eine zunehmend
selbstindige Arbeit der Teilnehmer auszurichten. Hierzu eignen sich die
verschiedenen, bei beiden Varianten gleichermaBen méglichen methodi-
schen Verfahren wie Analyse eines Problems; das Suchen nach rationellen
Lésungswegen; das Studium und die Auswertung von Literatur; das Dar-
legen von Sachverhalten in Vortrégen.

Ein derartiges Vorgehen gestattet gleichzeitig, den speziellen Interessen
und Neigungen der Teilnehmer sowie ihrem individuellen Wissen und
Koénnen Rechnung zu tragen.

Bel jeder der beiden Varianten hat die Unterrichtsgestaltung so zu erfol-
gen, daB die Teilnehmer zu anwendungsbereitem und sicherem Wissen auf
einigen Teilgebieten gelangen. Hierbei ist eine eingehende und tiefgriin-
dige Behandlung einiger Teilgebiete der oberflichlichen Abarbeitung des



gesamten Programms stets vorzuziehen. Das erfordert auch, die Auswahl
der Inhalte dem konkreten Entwicklungsniveau der Teilnehmer anzu-
passen. Ein Beispiel soll diese Méglichkeit verdeutlichen: Im Abschnitt 5.2.
wird die Einfiihrung des GauBschen Eliminationsverfahrens und die Be-
handlung des Falls fiir n Gleichungen mit n Variablen empfohlen. Das
kann z. B. so umgesetzt werden, dafl dem Niveau der Schiiler entsprechend
der Fall n = 3 behandelt wird. Weiter kann die Einfiihrung mit allgemei-
nen Koeffizienten oder an Hand geeigneter Beispielaufgaben erfolgen. In
jedem Fall sind die Schiiler aber zu bestimmten Fertigkeiten im Lisen der
‘behandelten Aufgaben zu fiihren. Die methodische Gestaltung ist ferner
so zu wihlen, daB durch eine organisierte Zusammenarbeit mehrerer
Schiiler, besonders bei den umfangreicheren und damit zeitaufwendigeren
Aufgaben, wesentlich zur Entwicklung kollektiver Verhaltensweisen bei-

getragen wird.
Es wird empfohlen, den Schiilertitel ,N#&herungsrechnen — Gleichungen —

Ungleichungen* von Fehringer (Volk und Wissen Volkseigener Verlag,
Berlin 1978) in der Arbeitsgemeinschaftstiitigkeit zu nutzen,



Inhait der Arbeitsgemeinschaftstitigkeit

1. Grundbegriffe der Fehlerrechnung

Das wichtigste Ziel dieses Abschnittes besteht darin, die Schiiller mit
einigen grundlegenden Begriffen und Verfahren der ,praktischen Mathe-
matik“ vertraut zu machen, die Voraussetzung fiir die Behandlung aller
weiteren Abschnitte dieses Rahmenprogramms sind.

Wesentliche Voraussetzungen fiir diesen Abschnitt werden im obligatori-
schen Unterricht, insbesondere in- den Lehrplanabschnitten ,2.6. Einige
Grundbegriffe der Fehlerrechnung“ der Klasse 7 sowie ,2.1. Schreibweise
von Niherungswerten; Runden und Abschiitzen natiirlicher Zahlen“ der
Klasse 4 geschaffen.

Das dort von den Schiilern erworbene Wissen und Kénnen ist zu reakti-
vieren, unter Beachtung ihrer gewachsenen Reife zu systematisieren und
— in der in den einzelnen Teilabschnitten genauer angegebenen Weise —
zu erweitern. Hierbei gilt es, eine gewisse theoretische Fundierung vorzu-
nehmen, z. B. durch die Einfiihrung der Begriffe ,giltige Ziffern“‘ ZUu-
verldssige Ziffern® im Teil 1.1, durch die Einfithrung der Symbole fiir
absoluten und relativen Fehler und die Verwendung des Summensymbols
im Teil 1.2, sowie durch die Bégriindung der den Schiilern bekannten Re-
geln fiir das Rechnen mit Ndherungswerten in den Teilen 1.3. und 1.4.

Weiterhin kommt es darauf an, durch vielfiltige Anwendungsaufgaben
besonders aus Mathematik, Physik und Technik das theoretische Wissen
der Schiiler zu festigen und ihr Kénnen weiterzuentwickeln. Das BewuBt-
machen der Problematik der moglichen Genauigkeit bzw. der Zuverlissig-
keit der Datenermittlung (Zahlen- und GréB8enangaben) sowie der Daten-
verarbeitung (numerisches Rechnen) ist ein entscheidendes Mittel, um die
Schiiler mit wichtigen Denkweisen der ,praktischen Mathematik“ ver-
traut zu machen. Insbesondere ist bei ihnen die Einsicht herauszubilden,
daB bei mathematischer Behandlung praktischer Sachverhalte die mog-
liche und die notwendige Genauigkeit der Resultate nicht allgemein ver-
bindlich festgelegt werden kann, sondern von jeweils vorhandenen Be-
dingungen und verfolgten Zielen in der Aufgabenstellung abhingt. Der-
artige Betrachtungsweisen sind auch zu verwenden, um die im Vorwort
gekennzeichneten Zielstellungen der weltanschaulich-philosophischen und
politisch-moralischen Erziehung der Schiiler zu realisieren. Insbesondere
sind Diskussionen ilber Fehlerarten, Fehlerquellen und Fehlerfortpflan-
zung zu nutzen, um den Schiilern die Bedeutung einer sorgfiltigen, saube-
ren und dabei selbstkritischen Arbeitsweise bewuBt werden zu lassen
und ihre Arbeitshaltung in dieser Richtung weiterzuentwickeln.



1.1. Runden von Zahlen und Grofen

— Wiederholen der Rundungsregeln nach TGL 1333 3
— Ubungen im Runden vor allem von Dezimalbriichen;

—~ Wiederholen von ,Niherungswert“; Einfiihren von ,giiltige Ziffern“
und .zuverlissige Ziffern“ )

— Ubungen im Bestimmen der Genauigkeit von Niherungswerten, dabei
Darstellung als Ungleichung

Beispiel: s ~1424m bedeutet 142,35m < <14245m.

1.2. Absoluter und relativer Fehler

— Wiederholen von ,absoluter Fehler“, ,relativer Fehler“ und ,prozen-
tualer Fehler“;

— Einfiihren der entsprechenden Symbole und Definitionsgleichungén
Aa
tesa-x,4a = ,5:‘—-;—',

wobei @ Ndherungswert, x wahrer Wert, ¢ absoluter Fehler, 4 g Be-
trag des absoluten Fehlers und § relativer Fehler bedeuten;

a—x

— Wiederholen von p,arithmetisches Mittel“ und ,Mittelwert einer Mef3-
reihe";
~ Ubungen im Bestimmen von Mittelwerten und ihres absoluten Fehlers

] =n - 1 » -
unter Verwendung von == — » x; Llzwd¥i=— 3 Ix. —-x]_
T = L

— Ubungen im Darstellen fehlerbehafteter Zahlen bzw. GriofSen unter

Verwendung vonx=a 1+ 4da
Beispiel: s = 142,4m = 0,05 m;

— Losen von Anwendungsaufgaben aus dem Unterricht in Physik, Che-
mie und EsP, dabei Diskussion von Fehlerquellen wie MeBgerdtequali-
1dt und individuelle MeBlerfahrung

Beispiel:

Eine Mefireihe enthilt 5 Einzelmessungen mit folgenden Mef3werten:
35,81 mm, 35,86 mm, 35,82 mm, 35,84 mm, 35,83 mm,



Guudlt:‘, A‘,l,&q %

li I li - ll

" in mm inmm

1 35,81 0,02

2 35,86 0,03

3 35,82 0,01

4 35,84 0,01

5 35,83 0,00

p) 179,16 0,07
Ldsungen: s =: 35,83 A43=0,014

s = (35,83 £ 0,01) mm
& = 0,00028 °
8% = 0,028 %,

1.3. Addition und Subtraktion fehlerbehafteter Grofen

— Erldutern des Problems der Fehlerfortpflanzung beim Arbeiten mit
fehlerbehafteten GriBen;

— Einfihren von

@ ,absoluter Fehler einer Summe* A(a+b) = da+ Ab
@ _absoluter Fehler einer Differenz* A4 (a—bjm da+A45b

@ relativer Fehler einer Summe bzw. Differenz* 6-—?‘";[4_"’
« (]
— Anwenden der gewonnenen Beziehungen auf Beispiele aus M’alhemahk
Physik und Technik
Beispiel :

Die Linge eines Pendelschwingers ergebe sich aus den Teilliingen
hy und hy mit h = hy—h,,

Gegeben sei h=(h% 4h;) mm = (500,0 + 2,6) mm
=(hyt Ahy) mm = ( 80,0 + 1,0) mm

Die Lénge h und ihre Fehler sin@ zu bestimmen.
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Losung: h =h; — h,

'h = 500,0 mm — 80,0 mm
h = 420,0 mm

A4h = 26mm+1,0mm

4% = 36mm
h = (420,0 £ 3,6) mm
§ = 0,0086

'y = 0,86 %

— Verwenden der gewonnenen Beziehungen zum Begriinden der folgen-

den, aus dem obligatorischen Unterricht bekannten Regeln fiir das

Rechnen mit Ndherungswerten: )

@ Bei der Addition und bei der Subtraktion von Niherungswerten be-
hiilt man im Ergebnis nur soviel Dezimalstellen bei, wie in den be-
nutzten Nidherungswerten mindestens vorhanden sind.

@® Um einen Ndherungswert fiir eine Summe oder eine Differenz mit
k zuverliissigen Ziffern zu erhalten, muB man die gegebenen Nihe-
rungswerte mit mindestens k -+ 1 zuverlédssigen Ziffern verwenden.

1.4. Multiplikation und Division fehlerbehafteter Gréfen

— Einfiihren von
@ ,absoluter Fehler eines Produktes* 4 (a-b)=|al-4b+ |b| - da

@ absoluter Fehler eines Quotienten* A(%) _lul-—db’j- ‘M‘
(tiir hinreichend kleine Werte von 4a und 4 b)

@ relativer Fehler eines Produktes bzw. Quotienten“

Anwenden der gewonnenen Beziehungen auf Beispiele aus Mathema-

tik, Physik und Technik;

Verwenden der gewonnenen Beziehungen zum Begriinden der folgen-

den, aus dem obligatorischen Unterricht bekannten Regeln fiir das

Rechnen mit Niherungswerten:

@® Bei der Multiplikation und Division von Niherungswerten behilt
man im Ergebnis nur so viel geltende Ziffern bei, wie in den be-
nutzten Ndherungswerten mindestens vorhanden sind.

@® Um den N#herungswert fiir ein Produkt oder einen Quotienten mit
k zuverliissigen Ziffern zu erhalten, mu3 man die gegebenen Nihe-
rungswerte mit mindestens (k 4 1) zuverliissigen Ziffern verwenden.
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2. Ndherungsberechnungen von Potenzen

Mit diesem Abschnitt wird das Ziel verfolgt, Verfahren zur niherungs-
weisen Berechnung von Potenzen, insbesondere Quadraten, Reziprok-
werten und Quadratwurzeln zu erarbeiten und anzuwenden. Dabei gilt
es, ausgehend von diesen Beispielen, Denk- und Arbeitsweisen der

»Niherungsrechnung*, wie sie bei der Losung zahlreicher praktischer Pro-

bleme immer wieder auftreten, den Schiilern bewufBtzumachen und sie

zu befdhigen, derartige Verfahren zu verstehen und anzuwenden.

Insbesondere ist in diesem Zusammenhang herauszuarbeiten, da8 die Giite

eines Naherungswertes zwar davon abhingt, inwieweit die verwendeten

Werte eine mit der jeweiligen Ndherungsformel vorgenommene Vernach-

lissigung einzelner Glieder tatsiéchlich gestatten, daB aber andererseits

durch mehrmaliges Anwenden einzelner Ndherungsverfahren jede belie-
bige Genauigkeit erreicht werden kann. Hierzu sind entsprechende Fehler-
betrachtungen durchzufiihren, wobei die Anwendung des von den Schiilern

im Abschnitt 1 erworbenen Wissens und Kénnens im Zentrum steht.

Ausgehend von praktischen Beispielen ist die Bedeutung von Nidherungs-

verfahren fiir ein rationelles (d. h. schnelles, sicheres und mit erforder-

licher Genauigkeit erfolgendes) Losen von Aufgaben herauszuarbeiten.

Dabei ist den Schiilern bewuBtzumachen, daB8 die anzustrebende Ge-

nauigkeit vom jeweiligen Sachverhalt bestimmt wird. )

Die Fragen der Anwendung mathematischer Verfahren zur Lésung prak-

tischer Aufgaben sind auch zur Realisierung der im Vorwort genannten

erzieherischen Zielsetzungen zu nutzen, wobei hier die Rolle der Mathe-
matik beim Erkennen und Verindern der objektiven Realitdt und die

Weiterentwicklung einer positiven Einstellung der Schiiler zur Mathe-

matik besonders beachtet werden sollten.

Im Hinblick auf die theoretische Fundierung der in diesem Abschnitt zu

erarbeitenden Niherungsverfahren gilt es folgendes zu beachten:

1. Wihrend es im Teilabschnitt 2.1. moglich ist, die unter Umsténden be-
notigte Entwicklung von (1 + x)®  fiir n = 2, 3, 4 durch Ausmultiplizie-
ren zu erhalten und fiir beliebige n € N induktiv zu gewinnen, ist ein
solches Vorgehen in den Teilabschnitten 2.2, und 2.3. nicht mdglich. Da
der Binomische Satz den Schiilern unbekannt ist und wohl auch im
Rahmen der Arbeitsgemeinschaft nicht bewiesen werden kann, miissen
andere Wege beschritten werden. Im Teilabschnitt 2.2. sollte die Ent-
wicklung durch Polynomdivision gewonnen bzw. plausibel gemacht
werden. Fiir den Teilabschnitt 2.3. sind zwei Varianten vorgesehen.
Entweder man fiihrt Analogiebetrachtungen zum Vorgehen in 2.1.
durch und teilt den Schiilern die Giiltigkeit des Binomischen Satzes fir
n € R mit, oder man zeigt die Giiltigkeit der N#herungsformel durch
Koeffizientenvergleich.
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Welches Vorgehen im gesamten Abschnitt 2 gewiihll wird, wie etwa
auch die Entscheidung, ob in 2.1. Nidherungsformeln {ir héhere Poten-
zen behandelt werden, sollte von der konkreten Situation in der Ar-
beitsgemeinschaft, insbesondere von den mathematischen Vorkennt-
nissen der Teilnehmer sowie von den beabsichtigten Schwerpunkt-
setzungen (vgl. die in den Vorhemerkungen angegebenen Varianten)
abhingig gemacht werden.

Allerdings sollten die Schiiller in jedem Fall auf die existierenden
Grenzen ihrer theoretischen Grundliagen und die sich daraus ergeben-
den Abstriche beziiglich mathematischer Exaktheit und Vollstidndigkeit
der Herleitungen deutlich hingewiesen werden. Dabei ist es mdglich,
einige Schiiler zu einer weitergehenden und vertieften Beschiftigung
mit entsprechenden mathematischen Grundlagen zu veranlassen.

2. Die in den Teilabschnitten 2.2. und 2.3. bendtigte Erweiterung der Defi-
nition der Potenz a™ auf die Fille n=0; n € G; n€ R* ist den Schii-
lern zu Beginn der Klasse 9 noch unbekannt. Deshalb ist entweder die
erforderliche Erweiterung der Definition vorzunehmen oder die Be-
handlung der Teilabschnitte 2.2. und 2.3. (gegebenenfalls auch nur 2.3.)
zu verschieben und im Zusammenhang mit der Behandlung des Ab-
schnittes 5 vorzunehmen. In diesem Fall sind die bendtigten Definitio-
nen rechtzeitig zu witderholen.

2.1. Ndherungsberechnungen von Potenzen (1 -} )" mit n€N

— Wiederholen der binomischen Formel (a+b)=e*42ab+ b5,

- Berechnen von (a4 b)® fiir #=3,4,5...; Einfilhren des Pascalschen
Dreiecks, von ,Binominalkoeffizient" und Spezialisieren auf (1 4 2)® ;

— Erarbeiten der Niherungsformel a®=(k+b)2=134-20k tiir k > b
auf folgendem Wegé:

a?= (Ir+b)'- [k (1+%)]"=kg(l+%).
=l 34(2)]

fir k >>b kann (k)
vernachlissigt werden; man erhilt a?= (k 4 b)? = k2 4 2bk;

— Anwenden der Niherungsformel auf die niherungsweise Berechnung
von Quadraten von Dezimalbrﬂchen einschlieBlich Fehlerbetrachtung.
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Beispiel:

a?
a k+b k? 2bk k2 + 2bk (gerundet) 3%
143 14 +03 196 8,4 2044 2045 0,049 9,
1442 14,44 0,02 207,4 0,58 207,98 207,94 0,019 %,

Hinweis: In analoger Weise kénnen N#herungsformeln fiir a3, a‘ usw.
hergeleitet und angewandt werden.

2.2. Niherungsberechnungen von Potenzen (1 + z)1

— Einfiihren der Definitionen a° = l;(a==0)und a™" = -%(a =+ 0);
a

-,

— Wiederholen der Division eines Terms durch eine Summe,;

— Berechnen von

(l-}—x)'l =_1 =1:(l+x)=1—x+F—2842t—... (x4 —1);
1+=x
— Erarbeiten der Niherungsformel l = ~1_0
a kFO kK

auf folgendem Wege:
1 1 _ 1

= = 1

l.
: k+b k(l-l—”) : |+’L

wegen _b (1+”) zl—_(furk>b)
k
. 11 1 b
: —_— ={1 - =
gilt: 2 k-i-bmk( k)
1_ 1 1_ 5%,
a k+b k K

18



— Anwenden der Niherungsformel auf die niherungsweise Berechnung
von Kehrwerten reeller Zahlen einschlieBlich Fehlerbetrachtung.

Beispiel:
1 b 1 _ b 1
1 b 1. 1 5%
“ k+b k K k& a
2,2 2 402 % 2l“ 045 04545 0999
5582 5540032 018 0001 0,178 0,807 0,949

|
2.3. Nidherungsberechnungen von Potenzen (1 + x)?

— Einfiihren der Definition

a-:',-z V:(a+0;u€N.n+0);

— Wiederholen des niherungsweisen Berechnens von Quadratwurzeln mit
Hilfe der Intervallschachtelung;

Variante 1

— Einfithren des Binomischen Satzes fiir positive, ganzzahlige Exponen-
ten, Hinweis auf seine Giiltigkeit fiir gebrochene Exponenten;

— Berechnen von

1
U+ = l+%x——%xz+z3§x“—...

durch Anwenden des Binomischen Satzes und Erarbeiten der Nihe-
rungsformel

1
Vi4x=0+22 ~1+—;x fiir /x/ <1
durch Vernachllissigung der Glieder mit hbheren Potenzen von x;

Variante 2

— Erarbeiten der Nﬂherhnzstormel Vi +a=(01+ x)i' ~1 +.% x fir /x/ <1
auf folgendem Wege:

16



Ansatz (l—f-x)% =V 14+x=a+az+R R = Rest
14+ x= (ap+a;x+ R
l1t+x=a®+ 2a,a1x+a22*+ R*

R* = zusammengefaBte Reste

Koeffizientenvergleich: ay=1

DI [

ay =

Vernachlissigung héherer Potenzen von x: (L 4 x)% ~1+4 -;—x;

Anwenden der Ndherungsformel zur Berechnung von Quadratwurzeln,
dabei Fehlerbetrachtungen und SchluBfolgerungen fiir den Giiltigkeits-
bereich der Niherungsformel

Beispiele:

a 14z 3z 1+ 3= ya— 8%
4,0 1430 1,5 2,5 2,0 25 9,
1,5 1405 0,25 1,25 1,225 2,04 %,
1,2 14-0,2 0,1 1,1 1,095 0,46 %)
1,1 - 140,11 0,05 1,05 1,049 0,10 %
0,9 1+ (-~0,1) — 0,05 0,95 0,949 0,11 9%,
0,8 14 (-0,2) —-0,1 0,9 0,894 0,67 %
0,5 1+ (-0,5) - 0,25 0,75 0,707 6,08 %,

(Erkenntnis: Die Ndherung wird besser fiir /x/ < 1)
Erarbeiten der Niherungsformel

Va=Vk=+bzk+2ik fir b < k*

auf folgendem Wege

Va=Vi+b
=l’k8(1+%)
=kbl+%

]/ b ) b
— - k®
a%k(l-}-( T k+2l¢ fir b <
17



— Anwenden der Niherungsformel zur Berechnung von Quadratwurzeln

Beispiele:
b b
a k24 b 1] k+ 2k Ya
40 62+4 0,33 6,33 6,32
65 8241 0,0625 8,0625 8,062
102 10242 0,1 10,1 10,1

Hinweis: Die Niherungsformel
l/a=Vk=+bav.k+2ik fir b < k?

kann wie folgt weiter umgeformt werden:

V— b_ 240
~ k — T e—
T3

_E+ (24D
2k

-4

2k

V:=Vlr"—+bz%(k+%)

Bei der so erhaltenen Niherungsformel entfillt die Berechnung von k?
dadurch, daB man fiir k einen geschiitzten Wert einsetzt. Die Genauigkeit
des Verfahrens hidngt wesentlich von der Wahl des Wertes k ab. Wieder-
holte Anwendung, wobei fir k der jeweils vorher berechnete Niherungs-

wert eingesetzt wird, ermoglicht jedoch eine Niherungslosung beliebiger
Genauigkeit.

Zusatzliteratur

1. Melentjew/Grabowski: Niherungsmethoden.
VEB Fachbuchverlag, Leipzig 1967,
S. 37 1f.
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3. Miller, M.:

Kleine Enzyklopddie Mathematik.
VEB Bibliographisches Institut, Leip-
zig 1966, S. 508 ff.

Rechenvorteile.

B. G. Teubner Verlagsgesellschaft,
Leipzig 1963, S. 60, 80, 81.

19



3. Lineare Gleichungen und Ungleichungen mit einer freign Variablen

Ziel dieses Abschnittes ist es, das im obligatorischen Unterricht erworbene
Wissen und Koénnen der Schiiler iiber das Losen von Gleichungen und
Ungleichungen aufzugreifen, zu systematisieren und zu erweitern, wobei
insbesondere die Befihigung der Schiiler zum selbstidndigen Lodsen von
Anwendungsaufgaben aus unterschiedlichen Bereichen im Vordergrund
steht.

Wesentliche Grundlagen sind die Lehrplanabschnitte ,,3. Einfiihrung in die
Gleichungslehre; Proportionalitdt* der Klasse 6, ,3. Gleichungen" in
Klasse 7, ,,3.4. Losung linearer Gleichungen* in Klasse 8 sowie ,2. Unglei-
chungen und Gleichungssysteme* in Klasse 9. In allen Teilabschnitten ist
auf eine gegeniiber dem obligatorischen Unterricht verstirkte mengen-
theoretische Fundierung, auf konsequente und exakte Anwendung der
mathematischen Terminologie und Symbolik sowie auf das Einbeziehen
von Genauigkeitsbetrachtungen und das Durchfiihren von Zwischen- und
Endkontrollen groBer Wert zu legen.

Der Teilabschnitt 3.1. hat die Aufgabe, notwendige Voraussetzungen so-
wohl fiir die Behandlung der weiteren Teilabschnitte 3.2. bis 3.4. als auch
der Abschnitte 4 und 5 zu schaffen. Dabei ist das Wissen und Koénnen der
Schiiller aus der Mengenlehre durch Einfiihren der Gleichheit zweier
Mengen sowie der Mengenoperationen ,Vereinigung®, .Differenz* und
»Durchschnitt® (von Mengen) zu erweitern, wobei beziiglich des ,Durch-
schnittes* eine sorgfidltige Abstimmung zum obligatorischen Unterricht
erfolgen mub.

Aullerdem sind wichtige Grundbegriffe der Aussagenlogik zu wieder-
holen und die Aussageverbindungen ,Konjunktion* und .Alternative"
einzufiihren sowie entsprechende Ubungen, bei denen das Erkennen vor-
gegebener logischer Strukturen einen Schwerpunkt bilden sollte. durch-
zufiihren.

Im Teilabschnitt 3.2. sollte vor allem Wert auf Anwendung des Wissens
der Schiiler und die Entwicklung ihres Kénnens im Abarbeiten von Lo-
sungsalgorithmen gelegt werden.

Beim Ldsen von Gleichungen, bei denen neben der freien auch gebundene
Variable auftreten, ist herauszustellen, daB die Loésungen fiir den Grund-
bereich der gebundenen Variablen allgemeingiiltig sind. DaB sich bei An-
wendungsaufgaben der Variablengrundbereich einerseits aus dem Sach-
verhalt und andererseits aus der Aufgabenstellung ergibt, ist — vor allem
im Hinblick auf das Losen von Optimierungsaufgaben (Teilabschnitt 4.3.)
— besonders hervorzuheben.
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Fir den Teilabschnitt 3.3. stellt das kalkiilmiBige Lésen von Ungleichun-
gen im obligatorischen Unterricht der Klasse 9 eine entscheidende Grund-
lage dar. In der Arbeitsgemeinschaft sollte das entsprechende Wissen und
Konnen der Schiiler vertieft werden, wobei insbesondere die Abhingig-
keit der Losungsmenge einer Ungleichung vom Variablengrundbereich und
die sich daraus ergebenden Konsequenzen bei Anwendungsaufgaben be-
achtet werden sollten. Damit wird dieser Teilabschnitt auch seiner Funk-
tion als Grundlage fiir den Abschnitt 4 dieses Rahmenprogramms
gerecht.

Im Teilabschnitt 3.4. steht das Losen linearer Gleichungen mit zwei und
mehr freien Variablen im Zentrum. Hierbei erfolgt insofern eine Erwei-
terung gegeniiber dem obligatorischen Unterricht (Stoffabschnitt 3.3. der
Klasse 8), als die enge Verbindung zu linearen Funktionen in den Hin-
tergrund tritt und eine selbstdndige Betrachtung dieser Gleichungstypen
erfolgt.- Dabei ist von der bei der Behandlung der linearen Funktionen
erarbeiteten Erkenntnis, daB3 die Losungen der Funktionsgleichungen der
linearen Funktionen Zahlenpaare [x; y] sind, auszugehen und eine Ver-
allgemeinerung auf Gleichungen mit mehr als zwei freien Variablen vor-
zunehmen. Bei den Aufgabenstellungen sind verschiedene Variablen-
grundbereiche zu beriicksichtigen, um deren EinfluB auf die Ld&sungs-
menge zu zeigen. Einen Schwerpunkt koénnen hierbei Teilbereiche der
ganzen Zahlen bilden (diophantische Gleichungen). Es sollten Aufgaben
gelost werden, bei denen sich Einschrankungen aus der Praxis (Anwen-
dungsaufgaben in 1., 2.) oder aus innermathematischen Festlegungen er-
geben. Die Losungen sind durch sinnvolle Uberlegungen zu bestimmen.
Es ist kein Loésungskalkiil fiir diophantische Gleichungen zu entwickeln.
In allen Teilabschnitten bildet die Anwendung der jeweiligen mathema-
tischen Theorie auf Probleme aus Naturwissenschaft, Technik und Pro-
duktion einen besonderen Schwerpunkt. Die Aufgaben sind dabei so aus-
zuwihlen, daB der Erfahrungsbereich der Schiiler méglichst umfassend
berticksichtigt wird und sie durch die Aufgaben mit Problemen unserer
sozialistischen Entwicklung vertraut gemacht werden. Hierbei sind die sich
ergebenden Méglichkeiten der Unterstiitzung der Berufsorientierung sinn-

voll zu nutzen.

Die beim Lésen von Anwendungsaufgaben erforderlichen Schritte — Ab-
strahieren aus dem gegebenen Sachverhalt und Gewinnen eines mathe-
matischen Modells; mathematische - Bearbeitung der gewonnenen Daten:
Interpretation der erzielten Resultate — sind den Schiilern in geeigneter
Weise zu verdeutlichen und im Hinblick auf ihre weltanschaulich-philo-
sophische Erziehung und ihre geistige Entwicklung bewuBt zu nutzen.
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3.1. Grundlagen aus Mengenlehre und Aussagenlogik

Wiederholen von ,Menge“, ,Element einer Menge“, ,Teilmenge",
~echte Teilmenge“ und ,leere Menge“ sowie der entsprechenden Sym-
bole;

Ubungen im Anwenden dieser Begriffe und Symbole auf Mengen, die
durch Angabe ihrer Elemente oder eine Bildungsvorschrift gegeben
sind;

Einfiihren von ,Gleichheit zweier Mengen“ sowie der Mengenopera-
tionen ,Vereinigung“, ,Durchschnitt“ und ,Differenz* (von Mengen);
Wiederholen von , Aussage“, ,,Wahrheitswert“, ,wahr*, ,falsch“;
Einfithren der Aussagenverbindungen ,Konjunktion* (,und“) und
»Alternative® (,,oder“); ‘

Ubungen im Bestimmen des Wahrheitswertes von Aussagen und Aus-
sagenverbindungen (Konjunktion bzw. Alternative).

Zusatzliteratur

1. Hasse, M.: Grundbegriffe der Mengenlehre und
Logik.
B. G. Teubner Verlagsgesellschaft,
Leipzig 1968, S. 5—29

2. Zich/Kolman: Unterhaltsame Logik.

3.

B. G. Teubner Verlagsgesellschaft,

Leipzig 1970, S. 9—117, 20—26.
Varga, T.: Mathematische Logik fiir Anfinger,

Aussagenlogik. '

Volk und Wissen Volkseigener Ver-

lag, Berlin 1964.

3.2. Lineare Gleichungen mit einer freien Variablen
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Wiederholung von ,Term“, »Gleichung®, | erfiillen*, ,lgsen“, ,Lo-
sungsmenge“, ,Variablengrundbereich“ sowie der Abhingigkeit der
Lésungsmenge vom Variablengrundbereich;

Ubungen im Lésen linearer Gleichungen (mit einer freien Variablen),
einschlieBlich solcher, die Klammern enthalten und in denen die freie
Variable im Nenner steht,

Beispiel fiir anzustrebenden obersten Schwierigkeitsgrad:
4(2:-—17)+ 9 _Tx—49,
5x— 55 10 2x —22°




— Erarbeiten einer algorithmischen Vorschrift fiir das Losen von Glei-

chungen, etwa in folgender Form:

1. Vereinfachen der Gleichung

a) Auflésen der Klammer
b) Beseitigung der Nenner

¢) Zusammenfassen zuaxr + b =cx + d

Ordnen

Zusammenfassen zu ax = b und Division x =

2.
3.
4. Probe
5. Angabe der Losungsmenge

— Ubungen im

Q|

@® Losen von Gleichungen mit einer freien und mit gebundenen

Variablen
Beispiel: ax 4+ bx = ¢

c
a+b

@ Auflésen von Gleichungen nach allen vorkommenden Variablen’

Beispiel: ac+ bc = d

c=

a

d — ac
c

b=

odera =

d — be

c

oder

@ Losen von Anwendungsaufgaben

@ Ljsen von Gleichungen der Form |z |+ a=bund |Jx 4+ a)=Db
mittels Fallunterscheidungen, dabei Wiederholung der Definition *
des Betrages einer reellen Zahl.

Zusatzliteratur
1. Laritschew, P. A.:

2. Perelman, J. L.:

Aufgabensammlung zur Algebra.
Lehrbuch der RSFSR f{iir die 6. bis
8. Klasse.

Volk und Wissen Volkseigener Ver-
lag, Berlin 1963, S. 93—105.
Unterhaltsame Algebra.

Volk und Wissen Volkseigener Ver-
lag, Berlin 1965, S. 26/27.
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3.3. Lineare Ungleichungen mit einer freien Variablen

Wiederholen von ,Ungleichungen“ und des Lésens von Ungleichungen
des Typs ax + b £ ¢ bzw. ax 4+ b >c;

Weitere Ubungen im Losen von Ungleichungen und im Veranschau-
lichen der Losungsmenge auf der Zahlengeraden

Beispiel: ’

Ermitteln Sie die Lésungsmenge der folgenden Ungleichungen im Be-
reich der natiirlichen Zahlen und im Bereich der reellen Zahlen

2x+5<~—1
Lésung: 1. x€N; L= ¢
2. x€Pp; L= {x < 3; IEP\;

Lésen von Sach- und Anwendungsaufgaben, die auf lineare Unglei-
chungen fiihren

Zusatzliteratur

1. Mathematik, Lehrbuch fiir Klasse 7.
Volk und Wissen Volkseigener Ver-
lag, Berlin 1972, S. 68, 164.

2, Mathematik, Lehrbuch fiir Klasse 9.
Volk und Wissen Volkseigener Ver-
lag, Berlin 1970, S. 44—55.

3. Kleinfeld, G.: Ubungen fiir junge Mathematiker,

4.
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Teil 3. Ungleichungen.

B. G. Teubner Verlagsgesellschaft,

Leipzig 1969, S. 35/36.
Schkarin/Fedjanow/Sandler: Algebraische Aufgaben aus der Tech-

nik. -

Volk und Wissen Volkseigener Ver-

lag, Berlin 1964, S. 33—36.



3.4. Lineare Gleichungen mit zwei und mehr freien Variablen

— Losen linearer Gleichungen der Form ax + by 4 c¢=0 fiir verschie-
dene Variablengrundbereiche

Hinweis: Insbesondere ist herauszuarbeiten, daB jedes Element der
Losungsmenge ein geordnetes Zahlenpaar [x;y] mit

y-_“b_+sm

— Interpretation der linearen Gleichung der Form ax + by + c=0 als
Gleichung linearer Funktionen und Ermitteln von Nullstellen dieser
Funktionen, Ubungen;

— Lébsen linearer Gleichungen der Form ax + by + ¢z + d = 0 fiir ver-
schiedene Variablengrundbereiche
Hinweis: Insbesondere ist herauszuarbeiten, dal jedes Element der

Losungsmenge ein geordnetes Zahlentripel [x; y; 2] ist.

— Auflésen von linearen Gleichungen mit mehr als zwei Variablen nach

den einzelnen vorkommenden Variablen;

— Loésen von Anwendungsaufgaben s

Zusatzliteratur

1. Laritschew, P. A.: Aufgabensammlung zur Algebra.
Lehrbuch der RSFSR fiir die 6. bis
8. Klasse.

Volk und Wissen Volkseigener Ver-
lag, Berlin 1963, S. 183, 184.

2. Perelman, J. I.: Unterhaltsame Algebra.
Volk und Wissen Volkseigener Ver-
lag, Berlin 1965, S. 74—91.
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4. Ungleichungen und Ungleichungssysteme

Ziel dieses Abschnittes ist es, das Wissen und Konnen der Schiiler im Ar-
beiten mit Ungleichungen zu vertiefen und zu erweitern, wobei die An-
wendung dieses Wissens und Kénnens zum Lésen einfacher Optimierungs-
aufgaben (Teilabschnitt 4.3.) einen Schwerpunkt bildet. Die Abschnitte
4.1. und 4.2. haben die Aufgabe, die theoretischen Grundlagen fiir das
Verstindnis der Problematik von Optimierungsaufgaben und fiir die Er-
arbeitung der prinzipiellen Lésungsansitze bereitzustellen. Sie verfolgen
auBerdem das Ziel, die Schiiler mit weiteren Typen von Ungleichungen
vertraut zu machen und sie zum selbstindigen Lésen auch dieser Typen zu
befidhigen, wobei das analoge Vorgehen zur Behandlung verschiedener
Gleichungstypen eine Systematisierung diesbeziiglichen Wissens und Kon-
nens ermoglicht bzw. sogar erfordert.

Eine wichtige Grundlage fiir den gesamten Abschnitt 4 sind die im Ab-
schnitt 3 (insbesondere in 3.1. und 3.3.) ausgewiesenen Inhalte. Die in der
Einleitung des Abschnittes 3 getroffenen allgemeinen Aussagen gelten in
gleicher Weise auch fiir diesen Abschnitt.

Die Behandlung von Optimierungsproblemen ist sehr gut geeignet, um
den Schiilern die Bedeutung der Mathematik fiir die Lésung praktischer,
insbesondere volkswirtschaftlich wichtiger Aufgaben zu verdeutlichen.

Die Nutzung der Mathematik zur Bewiltigung von 6konomischen Pro-
blemen ist auch unter weltanschaulichem Aspekt bedeutsam. Hierbei
sollte einmal auf die Rolle der Mathematik beim Erkennen und Ver-
dndern der Wirklichkeit, zum anderen auf die Méglichkeiten und Grenzen
mathematischer Modellierung fiir praktische Sachverhalte eingegangen
werden.

Die in der Arbeitsgemeinschaft zu lésenden Aufgaben werden im allge-
meinen keine ,echten Probleme“ darstellen kénnen. Dies ist den Schil-
lern bewuBtzumachen, wobei auf notwendige Vereinfachungen eingegan-
gen werden sollte, die sich aus nichtausreichenden Voraussetzungen oder
beschrinktem Zeitbudget ergeben. Insbesondere ist auf die Bedeutung der
EDVA fiir die Bewiltigung realer Optimierungsaufgaben hinzuweisen.
Gleichzeitig ist aber herauszuarbeiten, daB das prinzipielle Vorgehen bei
der Ldsung derartiger Aufgaben dem in der Arbeitsgemeinschaft be-
schrittenen Weg entspricht.
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4.1. Lineare Ungleichungen mit zwei freien Variablen

— Wiederholen der

@ Ordnungsrelation fiir reelle Zahlen und der daraus folgenden Be-
ziehungen zwischen reellen Zahlen a, b und c.
Fiir alle a und b gilt: Entweder @ < b oder a = b odera >b.
Fiir alle a, b und c gilt: Wenn a <b und b < ¢, so a<c,

@ Monotoniegesetze der Addition und der Multiplikation reeller Zah-
len

@ aus diesen Monotoniegesetzen folgenden Umformungsregeln fiir
Ungleichungen (in dazu aquivalente Ungleichungen).

— L#&sen linearer Ungleichungen mit einer freien Variablen, in denen

Variable als Koeffizienten der freien Variablen auftreten, so dafl beim

Lbsen Fallunterscheidungen notwendig werden

Beispiel:

Bestimmen Sie die Losungsmenge der Ungleichung
2ar+3<7mita, x € P.

Ldsung: 2ax+3 <7 |-3.
2axr < 4 | :2
axr <2

Fallunterscheidungen:
1. Fall: a=0
Zur Losungsmenge gehoren alle reellen Zahlen,

2. Fall: a <0
:c>-;2l-
L= {.2.<:c <+ oo . xEP}
a ?
"3. Fall; a>o0
:t'<-al

L= {-oo(x <% : x¢eP}

— Ubungen im Ldsen solcher Ungleichungen

— Graphisches Lodsen von linearen Ungleichungen mit zwei frelen
Variablen der Typen

axr + by + ¢ < 0, ax+by+c>0
ax +by+c<£0 undaer 4+ by+c=0
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Hinweis: Die Losungsmenge wird durch die Halbebene angegeben,
deren Punktkoordinaten Elemente der Liosungsmenge sind.
AuBlerdem werden auch einzelne Losungen und Teilmengen
der Lésung fiir vorgegebene Werte von x bzw. ¥ ermittelt.

Beispiel:

Bestimmen Sie die Losungsmenge der Ungleichung

2z 4 3y —6 >0.

Geben Sie vier einzelne Losungen an und berechnen Sie die Tellmen-

gen der Losung fiir
xy=0undy,=2.

Loésung:
2x+3y—6 >0 | — 2x;4+ 86
3_)'>——2x+6 |:3
y)—_i-x-{—?

a) Angabe der Losungsmenge:

ya

\ 34 2x 4+ 3y — 6 >0

\2,\ dquivalent zu
¥\\ y>— ;1 +2
14

é\:

y:-%x+2

b) Vier Einzellosungen (beispielsweise):

b={[=33]. [ 3 3] [~ 4] [ ]}

¢) Teilmenge der Lésung fiir x; = 0:

= {[0; yl:” mit 2 <y; <+ oo
Teilmenge der Losung fiir y, = 2:

- {[,._,; z]} mit 0 <z < +oo0



— Ubungen im Lésen von Ungleichungen der vorhergenannten Typen
einschlieBlich solcher, die zu solchen Ungleichungen &quivalent um-
geformt werden kénnen,

4.2. Lineare Ungleichungssysteme mit einer und mit zwei freien Variablen
— Einfiihren von ,Ungleichungssystem“ an Hand von zwei Ungleichun-
gen mit einer freien Variablen, die durch ,und“ verbunden sind;
— Erarbeiten eines Losungsalgorithmus fiir solche Ungleichungssysteme,
etwa in folgender Form:
1. Ermitteln der Losungsmenge (L) der 1. Ungleichung
2. Ermitteln der Losungsmenge (L.) der 2. Ungleichung
3. Ermitteln der Losungsmenge (L) des Ungleichungssystems nach
L == L| AL‘_);
— Ubungen im Lésen solcher Ungleichungssysteme, deren Ldsungsmenge
a) eine endliche Menge,
b) eine unendliche Menge,
c) die leere Menge ist.
Hinweis: Die Losungsmengen L, L, und L sind auf der Zahlengeraden
zu veranschaulichen (und damit als spezielle Form eines
Venn-Diagramms zu interpretieren).

Beispiel:
Ermitteln Sie die Losung des folgenden Ungleichﬁngssystems

I 4x—2<8x+3
N 2 4+4<3x-3 xeb

Losung:
I 42—2 < 8x+3|—8a:+2 I Tx+4 < 3x—3|—3x;—4
—4x <5 |:(—4) 2 —1 |:4
5 _1
.t>—E < 3
Li={x>-3;xer} L. = {x< - 1-x€P}
4" - 4,
L, > Lq
7
A 0
- 4

L=L|f\L_r=¢;
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Wiederholen der Definition des Betrages einer reellen Zahl und Lé-
sen von Ungleichungen der Typen

lax+b| <c. |Jax+b|Z e,

|lax+b| >cund |ax+b|=c
durch Zuriickfiihren auf ein Ungleichungssystem von zwei Ungleichun-
gen mit einer freien Variablen
Beispiel:
Bestimmen Sie alle reelle Zahlen z, die die Ungleichung |3x—2|<6
erfiillen.

Loésung:
I Fir3x— 2 @ugilt Il Fir3x—2 < 0gile
3x—2<6 —(3x2—2)<6
’ x<d >4
3 3
— 8 _ 4
= {=<5} = {=>-4}

Ldsen von Ungleichungen der Typen
lax+ bl cx+d, |ax+b|=<cx + d,
lax4+b|>cx+d |ax+ b|=cx+d,
Erarbeiten eines Losungsalgorithmus fiir die genannten Typen von
Ungleichungen, etwa in folgender Form (dargestellt fiir den Typ
lux+b|<cr+d)
1. Ldsen des Ungleichungssystems fiir den Fall, da
ar + b = 0, also
I ax+b=20
II ax+ b < cx+ d mit der Losung L,
2. Loésen des Ungleichungssystems fiir den Fall, daB
ax + b < 0, also
1 ax4+b<0
II —(ax + b) < ex + d mit der Ldsung L,
3. Ermitteln der Lésung L, nach L = Ly Uly
Ubungen im L&sen solcher Typen von Ungleichungen unter Verwen-
dung des eingefiihrten Lbsungsalgorithmus

Beispiel:

Bestimmen sie alle reelle Zahlen x, die die Unglelchung
|22 —3|D>x+4

erfillen.



Losung:

1. I, 2x-320 2. 1 2x-3<0
I 2xr—-3>x+4 I —-2x-3)>x+4
1 z2 3} I ;r(%
II x> " II :r(-%
Ly= {z>7;xeP} L, = {x(—‘; ;:cEP}

L=Livi,= (z <-§ ;:t>7;-1'€P};

— Einfithren eines Ungleichungssystéms von zwei Ungleichungen mit
zwei freien Variablen und Wiederholen des Losens einer Ungleichung
mit zwei Variablen;

— Graphisches Losen von Ungleichungssystemen von zwei Ungleichungen
mit zwei freien Variablen durch Bilden des Durchschnitts der Lo-
sungsmengen (Halbebenen) der beiden Ungleichungen

Beispiel:

I y—:-z:gs
IL. y+x <5

— Graphisches Losen von Ungleichungssystemen mit mehr als zwei Un-
gleichungen und zwei freien Variablen;

— Ubungen im Ldsen solcher Ungleichungssysteme unter Einbeziehung
folgender Fille:

1. Der Losungsbereich ist konvex und beschriankt.

Beispiel: 1. —x4+yYsS 5
II. r4+ys10
111 rx =0
Iv. y= 0
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2. Der Losungsbereich ist leer.
Beispiel: 1. x—-yYy=—6
1I. rz4+ys- 1
1I1. x= 0
IV. y= 0

3. Eine Ungleichung ist iiberflussig.

Beispiel: 1. x4+ Y= 5
I, —x4 y=< 2
III. r+2y <10
1V. x= 0
V. y= 0
4. Der Losungsbereich ist unbeschrankt.
Beispiel: 1. —x+4+ y=3
1I. r—-2ys2
III. x=0
1V. y=0

4.3. Das Lésen einfacher Optimierungsaufgaben
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Erliutern der Problemstellung und der Bedeutung der (linearen)
Optimierung an Hand einfacher Beispiele. Dabei Einfiihren von
.mathematisches Modell*, ,Nebenbedingungen“, ,Zielfunktion*, ,Lo-
sungsbereich®, ,zuléssige Losungen*
Hinweis: Es werden nur Aufgaben mit zwei Variablen verwendet, um

diese graphisch 16sen zu konnen.
Beispiel:
In einer LPG mit 100 ha LNF (landwirtschaftlicher Nutzfldche) sollen
Kartoffeln und Roggen angebaut werden. Bekannt sind folgende
Daten:

Anbaukosten Arbeitstage Reingewinn

pro hain M pro ha pro hain M
Kartoffeln 100 1 400
Roggen 200 4 1200
verfiigbar 11 000 160

Wieviel Roggen bzw. Kartoffeln sind anzubauen, um einen moglichst
hohen Reingewinn zu erzielen?

(Hinweis: Die vorgenommenen Vereinfachungen sind zu erldutern bzw.
zu diskutieren.)



Losung:
x = Anzahl der ha Kartoffeln
¥ = Anzahl der ha Roggen
1. Mathematisches Modell:
I 100 x 4 200 y < 11000 (Nebenbedingungen)
1I r+4+ 4y= 160
Y= 0
Z = 400 x + 1200 y —» max (Zielfunktion)
2. Graphisches Darstellen der Nebenbedingungen und Ermittlung des
Losungsbereiches:

3. Einzeichnen der Zielfunktion in die graphische Darstellung und Er-
mitteln des Optimums:

. 1 VA
Aus Z =400 x 4 1200 y erhdlt many = — — L
+ v v 3 =+ 1200

als Gleichung der Zielfunktion. Deren Graph ist eine Menge
paralleler Geraden, die nach Voraussetzung mindestens einen
Punkt mit dem Lésungspolygon gemeinsam haben. Diejenige die-
ser Geraden, die die y-Achse in grof3tmoglicher Entfernung vom
Koordinatenursprung schneidet, verlauft offensichtlich durch den
Eckpunkt P op des Losungspolygons.

Flr Pop liest man ab: xop =60 yop, = 25
Es sind demnach 60 ha Kartoffeln und 25 ha Roggen anzubauen,
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— Ubungen im graphischen Lésen einfacher Optimierungsaufgaben mit
zwei Variablen und Erarbeiten einer algorithmischen Vorschrift fiir die
graphische Losung solcher Aufgaben etwa in der Form

o R -

Formulieren des mathematischen Modells

Graphisches Darstellen der Nebenbedingungen

Bestimmen der Lésungsbereiche in der graphischen Darstellung
Einzeichnen der Zielfunktion

Bestimmen des Maximums bzw. Minimums bzw. des Optimums

durch Ablesen und gegebenenfalls durch Berechnen;

. Erldutern eines rechnerischen Verfahrens zyr Loésung einer praktisch

vorkommenden Optimierungsaufgabe (Transportproblem oder Ma-
schinenbelegungsplan) mit mehr als zwei Variablen.

Zusatzliteratur
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5. Quadratische Gleichungen, lineare Gleichungssysteme

Ziel dieses Abschnittes ist es, das Wissen und Kénnen der Schiiler iiber
das Losen von quadratischen Gleichungen und von linearen Gleichungs-
systemen zu vertiefen und zu erweitern.

Eine wesentliche Grundlage bilden die Lehrplanabschnitte ,4.2. Quadra-
tische Gleichungen“ und ,2.2. Systeme aus zwei linearen Gleichungen®
der Klasse 9 sowie der Abschnitt 3 (insbesondere die Teile 3.1.; 3.2. und
3.4.) dieses Rahmenprogrammes.

Im Teilabschnitt 5.1. bildet das rationelle Lésen von quadratischen Glei-
chungen einen Schwerpunkt, wobei durch die Verwendung eines Nihe-
rungsverfahrens fiir bestimmte Fille wesentliche Gedanken des Ab-
schnittes 2 aufgegriffen werden. Insbesondere sind Fragen der Genauig-
keit von Losungen ausgehend von praktischen Problemen unter Beach-
tung des ,Aufwand-Nutzen-Verhiltnisses* zu diskutieren und die sich
hieraus ergebenden Ansitze fiir die weltanschauliche Erziehung der
Schiiler zu nutzen.-

Im Teilabschnitt 5.2. steht einmal die Erarbeitung weiterer Verfahren
zum Liésen von Gleichungssystemen mit zwei freien Variablen sowie die
Befidhigung der Schiiler zur optimalen Entscheidung fiir eines der Ver-
fahren und zu seiner sicheren Anwendung im Zentrum. Einen zweiten
Schwerpunkt bildet die Behandlung von Gleichungssystemen mit mehr
als zwei freien Variablen und das Vertrautmachen der Schiiler mit einem
grundlegenden Lbsungsverfahren fiir derartige Gleichungssysteme.

Bei der Behandlung des GauBschen Eliminationsverfahrens ist seine Be-
deutsamkeit fiir das Ldsen von Gleichungssystemen mit Hilfe von Re-
chenmaschinen herauszuarbeiten. Dabei ist auch auf die Entlastung des
Menschen von geistiger Routinearbeit durch die Verbindung von Mathe-
matik und moderner Technik sowie auf die damit verbundenen ideolo-
gischen Fragen einzugehen.

5.1. Quadratische Gleichungen mit einer freien Variablen

— Wiederholen der beiden graphischen Losungsverfahren fiir die Glei-
chung 2+ px+q=0:
® Zeichnen des Graphen der Funktion f (x) =x24 px+ q und Ab-
lesen der Nullstellen der Funktion aus der graphischen Darstellung,
@ Zeichnen der Graphen der Funktionen
fi(x) =2x2und f, (x) = — (px +q) .
und Ablesen der Abszissen der Schnittpunkte beider Graphen;
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— Wiederholen des rechnerischen Lésungsverfahrens fiir quadratische
Gleichungen, Ubungen unter Verwendung der Losungsformel

P l/
X9 = - :t ;
i

— Einfiihren folgenden Verfahrens der Niherungslosung fiir den Fall, daB3
| 49 | &p?

Aus X,y = p'_‘t

.._-_(liy—

Wegen |[4q|<p?ist1 — ?‘? 1

erhilt man

Al'd

Daraus folgt
Ty~ — _;l a+1n=p

rnx— 2(1—1)=0

Hinweis: x, ist mit einem groBen relativen Fehler behaftet. Der rela-
tive Fehler von x; ist wesentlich kleiner.
Zur Berechnung von x; bietet sich deshalb der Satz von Vieta

an:
z,=3
Xy
Beispiel:
x24+200x+1=0
a) nach bekannter Losungsformel: x, = — 199,995
x, = — 0,005
b) nach Ndherungsverfahren: x = — 200
Ty = 0
¢) x; nach dem Satz von Vieta: I, = 0,005;

— Einfiihren eines Rechenplanes fiir das Losen quadratischer Gleichun-
gen der z2 + px + q = 0, wobei die Anwendung der Lisungsformel

xje= - £ j: |/ P q in folgende Rechenschritte zerlegt wird:

Eingabegrofen: P =aq q =a,
Zwischengrofen: a3 = — l?a, a; = ay?

a; =a;,—a, ag=|/as
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ErgebnisgroBen: a; =a3+ag ag = @3 — ag
KontrollgroBen: a; - Gg=0aq (Satz des Vieta)
Beispiel:
x4+ 3412x +2,654=c
Eingabe a P 3,412
a q 2,854
ay —% a4 —1,706
a, az - ag 2,910
a; a,—ay 0,256
ag V as 0,506
" Ergebnis a; a3+ ag —1,200
ay G3—a; —2,212
Kontrolle a; - Gg=a, 2,654

5.2. Gleichungssysteme mit 2wei und mehr freien Variablen

— Wiederholen des Substitutionsverfahrens zum Losen zweier linearer

Gleichungen mit zwei freien Variablen;

— Einfiihren des Additionsverfahrens zum Ldsen zweier linearer Glei-
chungen mit zwei freien Variablen, Ubungen;

Form

8% +apx;+ a3+ .+ gprn=a

Iyt anx;tapnr;t+...+apxn=a;

Ty + GnaXs + a3 ... tannrpn=ay;
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Einfiihren ven ,Gleichungssystem aus n linearen Gleichungen mit n
freien Variablen“ (n >2) und Darstellen des Gleichungssystems in der



~ Erl4uterung des GauBschen Eliminationsverfahrens an einem eintachen
Beispiel, Verallgemeinerung des Lsungsprinzips und Darstellung in
der Form

a x +apxta3xrzt.. tanxrn=g

bz +byxst... +bpzn="y

buxs4 ...+ bnxn=2"b;

banxTn="bn;

— Erarbeiten der dquivalenten Umformungen

@® Vertauschen von zwei oder mehr Gleichungen in dem gegebenen
Gleichungssystem
@ Multiplizieren der Gleichung mit einem von Null verschiedenen
Faktor

@ Addieren einer Gleichung zu einer anderen Gleichung (gegebenen-
falls nach vorherigem Multiplizieren dieser Gleichungen mit von

Null verschiedenen Faktoren)
und Ubungen i

Losen linearer Gleichungssysteme.

— Einfithren eines Rechenschemas zur rationellen Anwendung des

GauBschen Eliminationsverfahrens etwa wie im folgenden Beispiel:

211—51'2“""21(3:—2
211—232-*-3:3: 7

-2+ 3= 0
Cik ag ajg @43 a4 sy Probe
* 2 -5 2 -2 3 0
-1 2 -2 3 1 -10 0(I)
-3 1 -2 1 0 0 0
*) 0 3 1 ) -13 0 (IN)
3
-} 0 jl 0 1 -3 0
1 3 1
0 0 -3 s = 0
Erléuterung zum Schema:
(I) 1. Eintragen der aj, und a;.
ajx
2. Berechnen dercy, nach ¢y = — —
Kk

3. Berechnen ders; nach s; = —{ ; ax + ay)

k=1
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(II) 1. Werte der ersten Zeile von (I) mit ¢; multiplizieren und zu
den entsprechenden Werten der 2. bzw. 3. Zeile addieren (ein-

schlieBlich s ,).

2. ¢y analog (I) berechnen.
3. Zeilensummenprobe:

Summe der Werte in den Zeilen mufl Null sein.
Entnahme der zu lésenden Gleichungen aus dem Schema und Berech-

nen der Lésungsmenge:
g3 [
13 = 3

2% —~5x;+2x3=~2
I]=1

333+Is=9
Xy=2

L= : 1;2;3] }

~ Ubungen im Lésen von Gleichungssystemen mit und ohne Verwendung
des Schemas fiir das Gau3sche Eliminationsverfahren.
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