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Wann kommt das Hochwasser?

Die Anfinge der Mathematik

Es war vor etwa 12000 Jahren, als die ersten Wohnsied-
lungen der Menschen mit festen Hiitten entstanden. Bisher
in (kleineren) Sippen vereint, schlossen sie sich nun zu (gré-
Beren) Stammen zusammen. Die Stammesangehdrigen teil-
ten untereinander die Arbeit auf: Die Ackerbauern bestellten
die Felder und ernteten das Korn, welches sie ausgesit hat-
ten. Die Viehziichter hiiteten die Schaf- und die Ziegen-
herden.

Eine wichtige Voraussetzung fiir diese neue Lebensweise
blieb jedoch eine gute Ernte und eine erfolgreiche Tier-
haltung. Die Stammeséltesten muBten deshalb eine wichtige
Aufgabe erfiillen: Sie bestimmten die richtigen Termine fiir

Abb. 1 Alteste Darstellung altigyptischer Haustiere



Aussaat und Ernte. Dazu beobachteten sie den Sternhimmel,
die Bewegung der Sonne, des Mondes und der Planeten.
Obwohl unsere Vorfahren noch keine Vorstellungen von den
Ursachen der Planetenbewegung besaBen, konnten sie aus
der Stellung der Himmelskdrper den Zentpunkt der Bestellung
der Felder ableiten.

Schon bald begannen zwischen verschiedenen Stimmen
erste Handelsbeziehungen. Man tauschte beispielsweise Ge-
treide gegen Ziegen oder Schafe. Da keiner der Handels-
partner betrogen werden wollte, muBten die Stammesmit-
glieder zdhlen und messen konnen. Nur so lieBen sich Ge-
treidemengen und die Anzahl der Tiere richtig feststellen.
Erstmalig in der menschlichen Entwicklung entstand die Not-
wendigkeit, sich mit einfachen mathematischen Problemen
zu befassen.

Noch heute wohnen auf entlegenen Inselgruppen und in
schwer zugédnglichen Gebieten Stimme, deren Entwicklungs-
stand dem der Steinzeitmenschen gleichkommt. Forscher,
die die Lebensgewohnheiten dieser Staimme studierten, lern-
ten auch die Art und Weise des Zdhlens kennen. Hieraus
lieBen sich wichtige SchluBfolgerungen iiber die mathema-
tischen Kenntnisse unserer Vorfahren ziehen. In einigen
Staimmen konnten die Menschen nur bis 4 oder 6 zdhlen.
GroBere Mengen erhielten die Bezeichnung ,,viel*. Oftmals
hing das Zahlwort auch davon ab, welche Gegensténde ge-
zahlt wirden. So bezeichnen die Bewohner der Fidschiinseln
im Stillen Ozean 10 Kokosniisse mit dem Wort ,,karo*,
10 Kahne dagegen mit ,,bole*.

Zum Zahlen umfangreicherer Mengen nahmen unsere Vor-
fahren die Finger einer Hand oder beider Hande zu Hilfe.
Mit Sicherheit fiihrt unser Zehnersystem der Zahlen auf die
Anzahl der Finger zuriick. Schon vor Jahrtausenden diente
die 10 als Grundzahl, mit der andere Zahlen ausgedriickt
werden konnten. So 1aBt sich die 9 durch

9 =10 — 1



darstellen; die 14 folgt dementsprechend zu
14 =10 + 4

oder die 20 als Summe oder Produkt:
20 =10 + 10 = 2 - 10.

Unsere Sprache bestitigt die Zusammensetzung der Zahlen
mittels der Grundzahl 10:

Vierzehn ist gleich vier — und - zehn.
Zwanzig ist eine Abkiirzung von zwei — mal — zehn.

Manche Stimme rechneten und zihlten in einem @hnlichen
System, dem Fiinfersystem. Hier bildet die 5 die Grundzahl:

6 =15+ 1
9=5+4
17=3-5+ 2.

Auch das Fiinfersystem kommt in der Sprache zum Aus-
druck. Bei den Bewohnern Neuguineas, einer Insel norddst-
lich Australiens, heiB3t

tagogi

ruag’a

= tonug’a

ruag’a-ma-ruag’a (= 2 + 2)
ura-i-ga.

Il

Die

1
2
3
4
5
6 als Summe von 5 und | trigt den Namen
6

= ura-g'ela-tagogi

13

und ist leicht als Zusammensetzung der Worter ,,ura-i-ga
und ,,tagogi** zu erkennen. Die 7 ergibt sich aus 5 und 2:

7 = ura-g'ela-ruag’a.
Der Name fiir die 11, zum Beispiel, ist bereits recht lang,
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denn er setzt sich aus ,ura-ruag’a-j-ga** = 5 - 2 und
,»tagogi = 1 zusammen:

11 = ura-ruag’a-i-ga-au-ae-tagogi.

® Welche Zahl tragt die Bezeichnung ,,ura-g’ela-ruag’a-ma-
ruag’a“?

Die Entwicklung des Zahlens und Rechnens verlief in den
einzelnen besiedelten Gebieten zu verschiedenen Zeiten und
oftmals vollkommen unabhingig voneinander. Seinen Aus-
druck findet das unter anderem in der unterschiedlichen Zahl-
weise. So zdhlen die Einwohner einer Inselgruppe in der
TorresstraBe, siidlich von Neuguinea gelegen, im Zweier-
system:

= urapun
okosa

okosa-urapun = 2 + 1
okosa-okosa = 2 + 2

= okosa-okosa-urapun = 2 + 2 + 1
6 = okosa-okosa-okosa = 2 + 2 + 2.

L N N
I

GroBere Zahlen erhalten die Bezeichnung ,,viel*.
Auch einem siidostaustralischen Stamm dient die 2 als
Grundzahl:

1
2

enea
petcheval.

@ Wie lauten 3 und 4 in dieser Sprache?

Die Mayas wiederum, ein Volk auf der mexikanischen
Halbinsel Yucatan, rechneten mit der Zahl 20 als Grund-
zahl! Offensichtlich zédhlten sie nicht nur mit den Fingern,
sondern auch mit den Zehen.



Im alten Agypten

,, Vorschrift zu gelangen zur Kenntnis aller dunklen Dinge ...
aller Geheimnisse, welche enthalten sind in den Gegenstan-
den. )

Wer glaubt, jetzt ein Kapitel iiber die Zauberei auf-
geschlagen zu haben, und hofft, in die ,,Schwarze Kunst*
eingewiesen zu werden, irrt sich. Mit diesen Worten beginnt
ein 3600 Jahre altes — Mathematikbuch.

Es gehort zu den altesten Schriften, die uns heute vom
Entwicklungsstand der Mathematik im alten Agypten be-
richten. Doch bevor wir uns dem Inhalt dieses Buches zu-
wenden, iiberlegen wir, mit welchen mathematischen Proble-
men sich die Menschen jener Zeit wohl befaBt haben kénnten.

@

Abb. 2 Schiffbau im alten Agypten

Im 3. Jahrtausend vor unserer Zeitrechnung (wir schreiben
dafiir die Abkiirzung v. u. Z.) erfolgte in Agypten der Uber-
gang von der Urgesellschaft zur ersten Klassengesellschaft.
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Es bildete sich die Klasse der Ausbeuter und die der Aus-
gebeuteten. An den Ufern des lingsten Stromes der Erde,
des Nils, entstanden Dérfer und Stiddte. Durch die alljahr-
liche Uberschwemmung der Nilufer, bei der der FluB Massen
néhrstoffreichen Bodens ablagerte, mit denen er sich auf
seinem langen Weg durch Afrika beladen hatte, war frucht-
bares Ackerland entstanden. Damit in den heilen Sommer-
monaten die Acker nicht austrockneten, legten die Agypter
zahlreiche Bewisserungskanile an. Schnell nahmen die
Ernteertrage zu; die Bauern erzeugten mehr Nahrung, als
sie verbrauchen konnten. Von diesem Mehrprodukt lebten
nun andere: die Angehdrigen der Ausbeuterklasse — Priester
und Herrscher. Sie {ibten die Macht im Lande aus, besalen
Grund und Boden und herrschten iiber das Volk.

Da sie selbst nicht auf den Feldern arbeiteten, verfiigten
sie liber ausreichend Zeit, die sie unter anderem zum Erwerb
von Wissen und zur Beschéftigung mit der Kunst nutzten.
Auch Beamte, die sogenannten Schreiber, besaBlen umfang-
reiche Kenntnisse. Sie organisierten und leiteten die Arbeit.
Von den Bauern trieben sie Steuern ein; sie beauftragten
Baumeister und Zimmerleute zur Errichtung von Lager-
hausern fiir Getreide, von Wohnhéausern und anderen Bau-
werken; nach den Uberschwemmungen vermafBen sie das
Land neu; sie lieBen Schiffe bauen — kurzum, die Schreiber
trieben das Volk zur Arbeit an und kontrollierten streng.

Das alles erforderte ein hohes Wissen. Um Land vermessen
zu konnen, benétigten sie geometrische Kenntnisse. Die
Hohe der Steuern richtete sich nach der GroBe der Felder —
also waren Fliachenberechnungen notwendig. Das Bauwesen,
aber auch die Anlage des Bewisserungssystems verlangte
technische Fertigkeiten. Ein Beispiel soll dies verdeutlichen.

Wenige Kilometer siidwestlich von Kairo befinden sich
riesige Bauwerke, die Pyramiden von Gizeh*, die Griber
agyptischer Herrscher, die im 3. Jahrtausend v. u. Z. regier-
* Gizeh, ein kleines Dorf, liegt am Westufer des Nils.
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ten. In eindrucksvoller Weise berichten diese Pyramiden von
den unmenschlichen Leiden vieler Tausend Arbeitssklaven,
aber auch vom Wissen und Koénnen der Baumeister und
Gelehrten.

Abb. 3 Koniglicher Schreiber

Innerhalb von nur 20 Jahren schlugen Steinmetze 2300000
Gesteinsquader aus Felsen und Steinbriichen. Alle Quader
aneinandergelegt, ergiben eine Strecke von mehr als
2000 Kilonietern! Kolonnen von Sklaven transportierten
die tonnenschweren Brocken bis zu 700 Kilometer weit iiber
glithend heiBen Sandboden und mit Booten auf dem Nil.
Es ist nicht vorstellbar, welche Miihen die Fortbewegung
manchmal sogar 15 Tonnen schwerer Steine bereitete. Doch
der Wille des Herrschers, des Pharao Cheops, muBte erfiillt
werden. Die Peitschen der Aufseher zwangen die Sklaven,
bis zur Erschopfung zu arbeiten. Unzahlige Menschen star-
ben vor Entkraftung und unter den Schlagen.



Das fertige Bauwerk, die Cheopspyramide, erreichte
schlieBlich eine Héhe von 146,5 Metern.

® Berechne, wieviel Gesteinsquader im Durchschnitt taglich
bearbeitet wurden.

Der Sohn Cheops’, Pharao Clefren, lieB ebenfalls eine
Pyramide errichten, dicht neben der seines Vaters. Ihre Héhe
unterschied sich nur wenig von der der Cheopspyramide:
143 Meter.

Dem Volk Agyptens brachte der jahrzehntelange Pyra-
midenbau viel Armut und Leid. Die Herrscher befahlen den
Minnern die Arbeit an den Grabmalen. Doch wer sollte
Getreide anbauen und ernten? Wer sollte Schiffe bauen?
Wer die Tierherden pflegen?

Abb. 4 Pyramiden von Gizeh
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Abb. 5 GroéBenvergleich zwischen dem Berliner
Fernsehturm, der Cheopspyramide und einem
modernen Wohnhochhaus

Betrachtet man jedoch die Leistung der Baumeister, so
gebiihrt ihnen groBe Achtung. Viele Pyramiden weisen eine
ahnliche auBere Form auf: Die Grundflaichen sind quadra-
tisch und schlieBen mit den Seitenflichen einen Winkel von
ungefiahr 52° ein. Somit stehen die Pyramidenhohe und die
Kantenlingen von Grund- und Seitenflichen stets in einem
gleichen Verhiltnis.

@ Beweise diese Aussage!

Der Pyramidenbau schlieBlich war nicht einfach damit
abgetan, die reichlich zwei Millionen Quader iibereinander-
zuschichten. Die enorme Last der oberen Etagen konnte die
unteren Steine zermalmen. Deshalb lieBen die Baumeister
an vorher berechneten Stellen Hohlraume anbringen, so daB
eine gleichmaBige Druckverteilung erfolgte. Im Innern der
Pyramiden entstanden Ginge, Kammern und Hallen!
Welche Haltbarkeit dennoch erzielt wurde, zeigt das beacht-
liche Alter der monumentalen Grabstatten: 4500 Jahre.

Wie bereits bei den Anfingen der Mathematik standen bei
deren weiterer Entwicklung alltégliche Probleme im Mittel-
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punkt. Immer mehr bildete sich die Notwendigkeit heraus,
Fahigkeiten und Fertigkeiten im Umgang mit Zahlen, ein-
fachen Rechenoperationen und geometrischen Berechnungen
2u erwerben. Doch blieb die Beschéftigung mit der Mathe-
matik nur einer bestimmten Schicht vorbehalten, den An-
gehorigen der herrschenden Klasse und den Schreibern. Das
anfangs erwidhnte Mathematikbuch bestatigt dies, denn es
wurde von einem Schreiber namens Ahmes verfafBit.

Uberprﬁfen wir nun, ob der Inhalt dieser Schrift unsere
Vorstellungen von den mathematischen Problemen der
Agypter bekriftigt.

Das Mathematikbuch Ahmes’ umfalit eine Sammlung
interessanter Rechenaufgaben, wobei zu jeder Aufgabe auch
die Losung mit dem Losungsweg angegeben ist. So viel-
sagend der erste Satz begann — ,,Vorschrift zu gelangen zur
Kenntnis aller dunklen Dinge ... —, so vielversprechend
klingen auch verschiedene Ankiindigungen in der Schrift:

,,Vorschrift zu berechnen ein rundes Fruchthaus®,

,,Vorschrift zu berechnen Felder*.
Tatsachlich folgen eine Reihe Aufgaben mit geometrischem
Inhalt. Ahmes beschreibt die Flachenberechnung von Recht-
ecken, gleichschenkligen Dreiecken und von Feldern, die aus
Dreiecken und Rechtecken zusammengesetzt sind. Es schlie-
Ben sich die Bestimmung des Volumens von Speichern und
Fruchthdusern an, um das Fassungsvermogen fir ein-
gebrachtes Getreide zu ermitteln. Sicher ist es nicht not-
wendig, solche Aufgaben vorzurechnen, denn jeder Schiiler
lernt bereits im Mathematikunterricht die Lsungsschritte
kennen. Aber fiir die Menschen jener Zeit stellte die Be-
wiltigung derartiger Probleme eine enorme Leistung dar!
Kontrollieren wir dennoch unsere Kenntnisse an zwei Auf-
gaben.

@ Auf einem quadratischen Feld, dessen Seiten 300 Meter
lang sind, wird Weizen angebaut. Im folgenden Jahr soll auf

12



einer viermal groBeren, ebenfalls quadratischen Fliche Wei-
zen ausgesiat werden. Welche Seitenlange muf3 das neue Feld
besitzen?

® Wie groB ist der Umfang eines rechteckigen Feldes, dessen
Flacheninhalt- 1600 m? betragt und dessen Seiten im Ver-
hiltnis 1: 4 zueinander stehen? Unterscheidet sich der Um-
fang von dem eines Quadrates mit der gleich groBen Fliche?

Ahmes 16ste weiterhin Aufgaben zur Verteilung von Broten
auf eine bestimmte Menschenmenge; er berechnete den
durchschnittlichen Fettertrag pro Tag, aber er ldste auch
Aufgaben, die nicht unmittelbar mit dem téglichen Leben
zusammenhingen. In einem Teil seines Buches behandelt er
gebrochene Zahlen.

Ausdruck fiir die Umstdndlichkeit der ersten Bruch-
rechnungen ist sein Versuch, alle Briiche in Stammbriiche

zu verwandeln! So zerlegte er beispielsweise % in die Summe

1 1
3+15

2 -_—
5
oder-%in die Summe von vier Stammbriichen:

2 1 1 1 1

73 -6 Tae T2 T e
Uberpriife die Richtigkeit der Zerlegungen.

@ Welchen Bruch stellte Ahmes durch -‘1‘— + 318— dar?

Im AnschluB an seine Behandlung der gebrochenen Zah-
len formulierte Ahmes Aufgaben, die die Bezeichnung
,,Hau-Rechnung* tragen. ,,Hau‘ heilt dabei soviel wie
Haufen oder Unbekannte. Wir bezeichnen diese mit x.

13



Eine der Aufgaben lautet in deutscher Ubersetzung:
Haufen, sein—j— . sein—;- , sein —1— , sein Ganzes, es betrigt 33.
In die mathematische Zeichensprache iibersetzt, sieht das
Problem schon verstandlicher aus:

2 1’

—X + —X
3

+ -l—x + x 33.
7
Zu bestimmen ist nun die Unbekannte x, doch beschreiten
wir nicht den Weg der von Ahmes vorgeschlalgenen Hau-
Rechnung. (Die Begriindung dafiir folgt etwas spiter.)
Um x zu erhalten, klammern wir dieses aus und fassen
die verbleibenden Briiche zusammen:

2 1 1
(2 4+ — 4+ —+1) =33
Graesry) -»
x28+21+6+42 - 33
- 42
x£=33£
42 97
1386
| X = —
97

Warum wohl sollte nicht Ahmes” Lésungsweg gezeigt wer-
den? Ganz einfach: Er verwandelte die Briiche in Summen
von Stammbriichen und erhielt somit das viel kompliziertere
Ergebnis

4 56 97 194 388
1 1
Yot e

Wer an einem verregneten Wochenende Langeweile verspiirt,
fasse diesen Ausdruck zusammen. und vergleiche ihn mit
unserem Ergebnis.

14



Mit einer abschlieBenden Aufgabe verabschieden wir uns
von dem Schreiber Ahmes:

@ Haufen, sein Siebentel, sein Ganzes, es macht 19.

Wie die bisherigen Betrachtungen der Mathematik im
alten Agypten zeigten, beherrschten die Menschen die vier
Grundrechenoperationen: Addition, Subtraktion, Multipli-
kation und Division. Dieses Wissen fand in der Behandlung
praktischer Probleme seine Anwendung. Das Bewiltigen
vieler notwendiger Aufgaben - Flichen- und Volumen-
berechnung, geometrische Konstruktionen in Architektur
und Bauwesen, Berechnen von Zubehorteilen fiir Schiffe und
vieles mehr — verlangte andrerseits auch ein immer tief-
griindigeres Beschaftigen mit der Mathematik.

Neben den Schreibern, Handwerkern und Baumeistern
erwiesen sich die Priester als ausgezeichnete Kenner der
Mathematik. Sie verstanden es sogar, die Mathematik mit
einer weiteren Wissenschaft zu verkniipfen, der Astronomie.

Schon seit Jahrtausenden faszinierten die Menschen die Be-
wegungen der Himmelskorper, das scheinbare Wandeln der
Sonne und der Planeten, die deshalb auch die Bezeichnung
,,Wandelsterne** erhielten. Die Jager, Ackerbauern und Vieh-
ziichter verbanden mit den Gestirnen den Glauben an Gétter
und tibernatiirliche Wesen. Sie kannten ja nicht die wahren
Ursachen fiir den Lauf der Sonne, der Planeten und des
Mondes. Dennoch vermochten die Stammesiltesten die Ter-
mine fiir Aussaat und Ernte vorauszubestimmen.

Die Priester fuhren fort, die Erscheinungen am Stern-
himmel zu beobachten. Recht bald fanden sie heraus, daB3
sich gewisse Ereignisse stets nach gleichen Zeitriumen
wiederholten: der Wechsel der Jahreszeiten, die Trocken-
periode, aber auch die stindig wiederkehrenden Uber-
schwemmungen des Nils. So fiel das jahrlich einsetzende
Hochwasser mit dem Aufgang des hellsten Sterns, des
Sirius, zusammen. 365 Tage vergingen, bis der Sirius zur

15



Abb. 6 Beobachtung des Siriusaufganges im alten Agypten

gleichen Stunde am Himmel sichtbar wurde — und erneut
begannen die Uberschwemmungen. Dies fiihrte zu dem Ge-
danken, die Lange eines Jahres festzulegen. Die Geschichte
berichtet, daBl man ein solches Jahr in 12 Monate zu jeweils
30 Tagen einteilte. Diesen 12 - 30 = 360 Tagen fiigten
die Agypter spiter noch fiinf Tage hinzu, um die Sirius-
periode richtig beschreiben zu konnen. Die Herkunft dieser
fiinf Tage ,,erklart* eine kleine Sage:

Einst spielte ein Gott namens Thot mit der Mondgéttin
ein Brettspiel. Der Verlierer muBite dem Gewinner ein Ge-
schenk tiberreichen. Offenbar war Thot das Gliick zugetan,
denn er entschied die Partie fiir sich. Die Mondgéttin iiber-
gab ihm daraufhin fiinf Tage. Was sollte er mit diesen an-
fangen? Kurz entschlossen hangte er sie an die 360 Kalender-
tage der Menschen — und das Jahr erhielt 365 Tage.

In der Geschichte der Menschheit fanden viele verschie-
dene Kalenderformen Anwendung. So teilten die Mayas das
Jahr in 18 Monate zu jeweils 20 Tagen ein (erinnern wir uns
an die Zahl 20 als Grundzahl). Der Griechische Kalender

16



beruhte auf einer Wochenliange von 10 Tagen. Als Tages-
beginn zdhlte der Sonnenuntergang. Noch heute findet in
der Astronomie eine Zeitrechnung Anwendung, die ohne
Jahresangaben auskommt: das sogenannte Julianische Da-
tum. Hier werden lediglich die fortlaufenden Tage gezihlt,
wobei der erste Tag auf den 1. Januar 4713 v. u. Z. fiel. Der
1. Januar 1980 besitzt folglich das Julianische Datum
2444240 - also die Anzahl der Tage, die seit dem 1. 1. 4713
v.u. Z. vergingen. Das Julianische Datum fiir den 1. Ja-
nuar 2000 1aBt sich leicht zu 2451545 bestimmen.

® Auf welchen Tag nach unserer Kalenderrechnung fillt das
Julianische Datum 2456789?
Hinweis: Beachte die Schaltjahre.

Wer sich fiir die Entstehung und Entwicklung des Ka-
lenderwesens und der Zeitrechnung naher interessiert, in-
formiere sich in weiterfiithrender Literatur, die unter,,Litera-
turhinweise* und ,,Quellenverzeichnis* angegeben ist. Alle
dort aufgefiihrten Biicher sind in den Bibliotheken ausleihbar.

In Babylon und Griechenland

Auf dem Gebiet des heutigen Irak, im Zweistromland zwi-
schen Euphrat und Tigris, lebte einst das Volk der Baby-
lonier. Wie in Agypten begann sich auch hier ab dem 3. Jahr-
tausend v.u.Z. die Mathematik zu entwickeln. Die Ge-
lehrten Babylons erreichten glanzvolle mathematische und
astronomische Leistungen. Dafiir bestanden - genau wie in
Agypten — dringende Bediirfnisse und Griinde. Gleich dem
Nil traten alljahrlich Euphrat und Tigris iiber die Ufer, liber-
schwemmten das Land, lagerten jedoch gleichzeitig wertvolle
Nahrstoffe ab, die gute Ernten mdéglich machten. Aber in
den Sommermonaten trocknete die hoch stehende Sonne die
Acker aus. So lag es nahe, daBl man auf den Gedanken kam,
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Abb. 7 Babylonischer Felderplan mit Zahlzeichen, die FlichenmaBe
bedeuten

ein Kanalsystem ‘anzulegen mit Grében fiir die Bew#sserung
und Ddmmen fiir Regulierung des Hochwassers. Die stindig
wechselnden Hochwasser- und Diirrezeiten fiithrten somit
zwangsldufig zu einer Beschiftigung mit der Mathematik:
Die Dimme muBten berechnet und errichtet, die Kanile
geometrisch konstruiert und schlieBlich angelegt werden. Die
Voraussage der Naturereignisse und der Termine fiir Aus-
saat und Ernte benétigte einen Kalender und erforderte das
Betreiben der Astronomie. Viel Geschick und Kénnen zeig-
ten die Babylonier bei der Berechnung des Flacheninhaltes
von Feldern. Alten Schriften zufolge 16sten sie sogar quadra-
tische Gleichungen. In diesen kommt die Unbekannte x in
der Form x?> = x - x vor. Es gelang den Gelehrten auch
recht gut, den Rauminhalt von Zylindern zu berechnen.
Fiir eine verstarkte Entwicklung der Mathematik im Zwei-
stromland gab es noch einen weiteren Grund. Infolge des
Mangels an Holz und Erzen setzte notwendigerweise ein
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ausgedehnter Handel mit den Nachbarvélkern ein. Diese
Handelsbeziehungen fiihrten zu einem gegenseitigen Kennen-
lernen und zum Austausch des bislang bekannten Wissens.

Der Mathematik Agyptens und Babylons haftete jedoch
ein groBer Mangel an: Die Gelehrten waren stets nur be-
strebt, anstehende Probleme zu l6sen, ohne aber nach all-
gemeinen Zusammenhéngen zu suchen. So gibt es viele rich-
tige mathematische Formeln und Gleichungen; ihre Ent-
stehung aber ist vollkommen ungeklart. Auf welchem Wege
beispielsweise kamen die Agypter auf solch komplizierte
Gleichung, nach der sich das Volumen eines Pyramiden-
stumpfes berechnen 1aBt? Wie konnten sie an die Giiltigkeit
dieser Gleichungen glauben, suchten sie doch nach keinem
mathematischen Beweis fiir die Richtigkeit! Sicher 1aBt sich
dadurch erklaren, daB3 die Babylonier falsche Ergebnisse in
der Volumenberechnung von Pyramidenstiimpfen erhielten.

Volumen: V= g -(a%+a-b+b?)

Auch Ahmes’ Rechenbuch bestétigt, daB man sich mit der
Bewaltigung eines gestellten Problems zufriedengab, nicht
aber nach einem allgemeinen Losungsweg suchte — der eben
auf beliebige andere Aufgaben der gleichen Art anwendbar
war. GrofBsprecherisch kiindigte Ahmes zwar immer an:
,, Vorschrift zu gelangen ...*, ,,Vorschrift zu berechnen ...*,
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doch Vorschriften. sucht man vergeblich in seinem Buch.
N Unsere heutigen Mathematikbiicher dagegen, nach denen wir
im Unterricht lernen, sind so aufgebaut, daB vor den Kapi-
teln die Uberschriften stehen konnten wie diese:
Vorschrift zu gelangen zur Kenntnis der Flachenberech-
nung rechtwinkliger Dreiecke
oder
Vorschrift zu konstruieren beliebige Kérper im Grund-
und AufriB!

Den entscheidenden Umschwung erlebte die Mathematik
vor 2500 Jahren. An den Kiisten des heutigen Mittelmeeres
und der Adria entstanden bedeutende griechische Handels-
stadte. Zu diesen gehorten Alexandria, Perge, Milet, Samos,
Pergamon, Byzanz, Athen, Syrakus und viele andere. Der
Handel auf dem Wasserweg nahm zu, eine neue Schicht der
herrschenden Klasse bildete sich—die Kaufleute. Sie bereisten
viele Lander. Dabei lernten sie die Wissenschaften und die
Gelehrten jener Lander kennen. Viele mathematische Kennt-
nisse der Griechen stammen aus Agypten, aber natiirlich be-
faBten sich die Menschen Griechenlands auch selbst mit
Naturwissenschaften. Gelten die Pyramiden von Gizeh als
Beispiel fiir das bereits umfangreiche technische und mathe-
matische K6nnen der agyptischen Baumeister, so gibt es auch
im alten Griechenland dhnlich groBe Errungenschaften. Von
den ungewohnlichen Leistungen eines Baumeisters namens
Eupalinus und der ihm unterstellten Sklaven zeugt der Bau
einer Wasserleitung auf der Insel Samos. Im 6. Jahrhundert
v. u. Z. lieB man dort eine 1000 Meter lange Leitung durch
den Berg Kastro errichten. Um die Arbeiten méglichst rasch
abzuschlieBen, begannen die Sklaven von beiden Seiten
gleichzeitig mit dem Graben. Das setzte genaue Landvermes-
sungen und Berechnungen voraus. Schlielich sollten sich ja
beide Stollen in der Mitte treffen! Eindrucksvoll bestétigt
das Ergebnis die Rechenkunst von Eupalinus: Die 1,75 Meter
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breiten und ebenso hohen Ginge verfehlten sich lediglich
um zwei Meter in der Hohe und fiinf Meter in der Breite.

Wodurch nun unterschied sich die griechische Mathematik
und die Beschaftigung mit dieser von der Mathematik der
Agypter und Babylonier? Erstmals seit ihren Anfingen
reichte dem Menschen nicht mehr die Losung eines beliebig
vorgegebenen Problems. Vielmehr tauchte immer wieder die
Frage auf: Warum ist das die Lésung? Warum halbiert der
Durchmesser die Kreisfliche? Warum besitzen gleichschenk-
lige Dreiecke gleich groBe Basiswinkel?

Dem ersten Anschein nach haben solche Fragestellungen
gar nichts mit einer praktischen Aufgabe zu tun. Die Be-
antwortung reichte somit auch weit iiber die eigentliche
Losung der Aufgabe hinaus. Welcher Nutzen lieB sich also
aus solchen zusitzlichen Uberlegungen erzielen?

Die Antwort darauf fallt leicht, wenn wir uns den heutigen
Mathematikunterricht in den Schulen etwas anders vor-
stellen. Angenommen, der Lehrer wiirde die Behandlung der
Dreiecke mit einer ,,Vorschrift zu berechnen den Flachen-
inhalt* beginnen. Wir wiilten nicht, daf} die Summe der
Innenwinkel stets 180° betrigt, daB eine Anderung der Win-
kel eine Anderung der Seitenldnge bewirkt, daB Seitenlingen
und Flacheninhalt in ganz bestimmten Verhéltnissen zuein-
ander stehen. Wir konnten vielleicht den Rechenweg an der

Abb. 9
1) \
v N
-
_ab _9hy
A= L A=
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Tafel verstehen, doch warum errechnet sich der Flichen-
inhalt des Dreiecks 1 aus einer scheinbar anderen Gleichung
als der des Dreiecks 2? Wiaren wir nach dieser Unterrichts-
stunde in der Lage, an einem beliebigen Dreieck Berechnun-
gen vorzunehmen? Sicher nicht! Deshalb erlernen wir zuerst
allgemeine Definitionen und Sétze, mit denen spiter gearbei-
tet wird. Man definiert, zum Beispiel, einen rechten Winkel.
Dann kann der Satz formuliert werden, daB der Fliachen-
inhalt eines rechtwinkligen Dreiecks genau halb so grof83 wie
der eimas Rechtecks mit den Seiten a und b ist. Die Richtig-
keit dieses Satzes kann nun unter Zuhilfenahme der Definition
des rechten Winkels und der Definition eines Rechtecks be-
wiesen werden.

& Fiihre diesen Beweis aus!
Beherrschen wir jetzt die Anwendung der Gleichung

A= 2B
2
fir das rechtwinklige Dreieck, so fallt es nicht schwer, den
Flacheninhalt eines beliebigen Dreiecks zu berechnen. Wir
zerlegen es einfach in zwei rechtwinklige Dreiecke! Rasch
ist der Beweis fiir die Giiltigkeit der Gleichung

A = g hl
2
gefunden:
h, teilt die Flache A des Dreiecks ABC in die beiden Teil-
flichen A, und A,. Die Dreiecke ADC und DBC sind recht-
winklige, so daB fiir A; und A, folgt:

ey w8

A, =
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Abb. 10 c c C

B A

A
X " DD Y h»B
A=A+ 4, A1=x_'2.1 AZ,_L'Z_l

A

A ist die Summe aus A, und A,:

x*h +y-h

A=A +A, = 2

Klammert man h, aus, ergibt sich

A = hy - (x +y) ,
2
und wegen

X+ y=g
gilt schlieBlich

Aw Bl
2
Welcher Nutzen folgt also aus ,,zusitzlichen* Uber-
legungen, wie sie die Griechen anstellten und die heute im
Unterricht selbstverstandlich sind? Diese tiefgriindige Be-
schiftigung mit der Mathematik und das Bestreben, bis in
alle Einzelheiten einzudringen, verhalf zu einem wesentlich
besseren Verstandnis vieler Probleme. Die Gelehrten Grie-
chenlands begannen, ,,Ordnung® in die Mathematik zu
bringen. Sie fiihrten Definitionen ein und stellten Lehrsatze
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auf. Jeder Lehrsatz muBte ausdriicklich bewiesen werden,
damit sich jeder von seiner Richtigkeit iiberzeugen konnte.

Die neue Denkweise wirkte sich vorteilhaft aus. Nicht nur
bereits bekannte Beziehungen wurden untersucht, sondern
neue Zusammenhdnge und Erkenntnisse gefunden. Das
zweite Kapitel dieses Buches berichtet iiber einige mathe-
matische Leistungen der Griechen jener Zeit.

Doch nicht zu jeder Aufgabe fand man eine Losung. Be-
kannt wurden drei Aufgaben des Altertums, an denen die
Gelehrten einst vergeblich knobelten. Heute wissen die
Mathematiker, daB diese Aufgaben unlosbar sind — die Be-
weise dafiir stammen aus dem 19. Jahrhundert. Wir wollen
uns nur kurz mit dem Inhalt der drei Probleme vertraut
machen, ohne die recht komplizierten Beweise zu verfolgen.

1. Aufgabe: Einer Sage zufolge wiitete einst unter den
Bewohnern der Insel Delos eine todbringende Seuche. Die
Gotter wiirden angeblich zu Hilfe eilen, wenn der Tempel
einen neuen wiirfelférmigen Altar erhielte. Dieser Altar
sollte genau das doppelte Volumen des alten, ebenfalls
wiirfelférmigen Altars besitzen. Hilfesuchend wandten sich
die Bewohner der Insel an die Gelehrten. Doch vergebens,
es gab keine Losung.

// | .y /,
7 | d
B2
y |
|
// N /
S A
Abb. 11 yVZix — V=2.y
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Welches Problem galt es zu 16sen? Der neue Wiirfel sollte
ein Volumen V besitzen, welches genau dem Doppelten des
Volumens v des anderen Wiirfels entspricht:

YV = 2v.

Ist die Kantenlédnge des kleinen Wiirfels x, die des gréBeren y,
so gilt wegen

V =y® und
v =x*
y¥ = 2x3.

Zieht man hieraus die dritte Wurzel, erhdlt man die Seiten-
lange des neuen Wiirfels:

y=i/§-x.

Als Wurzelziehen bezeichnet man die Rechenoperation, mit
deren Hilfe die Potenzen z2, z3, z*, ..., z" in den Ausdruck z
umgewandelt werden:

i/; = /2% = z; \/ " heift Quadratwurzel,
i/; = Z i/ " heiBt dritte Waurzel,

Vzr = z; V heiBt n-te Wurzel.

Setzen wir x = 1, miite y = i/ 2 betragen. Die eigent-
lichen Schwierigkeiten ergeben sich nun aus der Forderung,
die Konstruktion einer Strecke der Lange 3/ 2 nur mit Zirkel
und Lineal auszufiihren. Wie schon gesagt: Bereits im
19. Jahrhundert wurde bewiesen, dal eine derartige Kon-
struktion unmoglich ist.

2. Aufgabe: Ohne Schwierigkeiten ist die Teilung eines
beliebigen Winkels « in zwei Winkel der GroBe f mit
o« = 2 - f# mit Zirkel und Lineal méglich.
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@ Fiihre diese Konstruktion aus!

Verschiedene Winkel wie « = 90° oder « = 180° las-
sen sich geometrisch auch in drei gleichgroBe Winkel y mit
o = 3 -y zerlegen. Unerfiillbar dagegen ist die Forde-
rung, einen beliebigen Winkel « unter alleiniger Zuhilfe-
nahme von Zirkel und Lineal in drei gleich groBe Winkel zu
teilen!

=3y

X

Abb. 12

3. Aufgabe: Von besonderem Interesse war die Uber-
legung, ob zu einem vorgegebenen Kreis ein Quadrat kon-
struiert werden konnte, welches den gleichen Flacheninhalt
wie der Kreis besitzt. Das Problem tragt deshalb auch die
Bezeichnung ,,Quadratur des Kreises*. Bekanntlich lautet
die Gleichung fiir die Kreisflaiche

A = 7r?,

wobei r der Kreisradius ist. Wahlt man r = 1, so folgt
A =T

Der Flacheninhalt eines Quadrates der Seitenldnge a betragt
A = a%

Sollen beide Fliachen gleich groB sein, entsteht die Forderung
© = a? I\/_, also
a=+r.

Dies verlangt, mit Zirkel und Lineal eine Strecke der
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Lange \/71: zu konstruieren. Auch diese Aufgabe bleibt un-
16sbar, da = eine Zahl mit besonderen Eigenschaften ist.

Alle drei Aufgaben enthalten eine strenge Forderung: Die
geometrische Konstruktion ist nur unter Zuhilfenahme von
Zirkel und Lineal auszufiihren!

Der groBe Gelehrte Archimedes, den wir spater naher
kennenlernen werden, schlug ein Konstruktionsverfahren
vor, fiir welches er zusitzliche Hilfsmittel nutzte. Seine
Losung ist mathematisch richtig. Wer die Konstruktions-
beschreibung auf den Seiten 56/57 aufmerksam verfolgt, fin-
det selbst den Beweis dafiir! Auch die Quadratur des Kreises
kann auf eine Art geldst werden, bei der von der strengen
Forderung abgegangen wird.,

Offensichtlich stellt die Einschrankung, nur mit Zirkel und
Lineal geometrisch arbeiten zu diirfen, ein gewisses Hinder-
nis dar. Woher stammt diese Forderung? Sie geht auf einen
Gelehrten namens Platon und eine von ihm geleitete Schule
zuriick, die er 387 v. u. Z. nahe bei Athen griindete. Platon
verlangte, ausschlieBlich ,,vollkommene'* Kurven bei geo-
metrischen Konstruktionen zu verwenden. Solche vollkom-
menen Kurven konnten nach seiner Lehre nur die Gerade
und der Kreisbogen sein. Alle anderen ,,krummen* Kurven
lieBen sich aus diesen zusammensetzen. Gleichzeitig diente
die Forderung dem Zweck, Aufgaben exakt zu 18sen — also
keine Naherungen zuzulassen. Eine Naherungslosung stellt

Abb. 13 d=rvT
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Archimedes’ Winkeldreiteilung dar; fiir das Problem der
Wiirfelverdopplung wire beispielsweise die Annahme

V2 ~ 1,25
anstelle des genaueren Wertes
V2 = 1,259921

eine Niherung. Der 0,25te Teil des Ganzen ist aber genau
ein Viertel, so daB folgende Aufgabe 16sbar wird:

@ Konstruiere das 1,25fache einer beliebig vorgegebenen
Strecke AB. Verdopple 1pit Zirkel und Lineal das Volumen
eines Wiirfels mit der Kantenldnge x = 7,5cm und der
Niaherung 3/5 ~ 1,25!

Heute ist es bei einem GroBteil der mathematischen und
physikalischen Aufgaben nicht mehr mdéglich, ohne Nahe-
rungslésungen auszukommen. Beispiele und Begriindungen
dafiir sind im abschlieBenden fiinften Kapitel enthalten.

YYY
%@e@ NIIT=YYY <C<YYY = 977 = 513

Yy

Woher kennen wir eigentlich die Probleme, mit denen sich
die Menschen vor Jahrhunderten und Jahrtausenden befal3-
ten, wie sie rechneten und welches Wissen sie besaBlen?

Das Rechenbuch des Schreibers Ahmes berichtete iiber
die agyptische Mathematik des 2. Jahrtausends v. u. Z. So
liegt natiirlich die Vermutung nahe, aus weiteren alten
Schriften ausfiihrliche Informationen zu erhalten. Die Ge-
lehrten des Altertums notierten sorgféltig das erworbene
Wissen und richteten Bibliotheken ein. Die Beamten, die
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dort arbeiteten, trugen den Titel ,,Verwalter des Biicher-
hauses*‘. Zu ihren Aufgaben gehorte es, fir Ordnung zu
sorgen, beschadigte Buchrollen auszubessern und abzu-
schreiben.

Die groBte Bibliothek der damaligen Zeit entstand im
3. Jahrhundert v. u. Z. in Alexandria*. Der wohl bekann-
teste Verwalter des Biicherhauses Alexandrias war der Ge-
lehrte Eratosthenes. Thm werden wir noch begegnen.

Im Verlaufe von nahezu 300 Jahren sammelten sich in
dieser Bibliothek 700000 Buchrollen an. Doch im Jahre’47
v. u. Z. zerstorten romische Krieger die wissenschaftlichen
Einrichtungen von Alexandria und vernichteten sidmtliche
Schriftstiicke.

Kriege und Pliinderungen fiihrten oftmals zum Verlust
wertvoller Errungenschaften der Gelehrten. Auch machtige
Herrscher, die die Beschiftigung mit wissenschaftlichen Pro-
blemen fiir unniitz hielten, lieBen die Lehrwerke im ganzen
Land beseitigen. Beispielsweise veranlaBte ein chinesischer
Kaiser 221 v. u. Z. die Vernichtung aller Biicher.

Doch nicht nur Kriege und Launen irgendwelcher Herr-
scher sind die Ursache dafiir, daB sehr wenige schriftliche
Uberlieferungen aus dem Altertum erhalten geblieben sind.
So tiberstand viel Material, auf welches man einstmals
schrieb, die Aufbewahrung iiber mehrere Jahrtausende nicht.
Immerhin wurden erste Schriften auf Palmenblattern nieder-
geschrieben.

Die Agypter stellten ihr Schreibmaterial aus einer Pflanze
her, welche in groBen Mengen am Nil wuchs. Eine daraus
gefertigte Buchrolle heiBt Papyrus.

Die Bewohner des Zweistromlandes driickten Zahlen und
Buchstaben in feuchte Tontifelchen und brannten diese an-
schlieBend im Feuer. Mehrere Tausend solcher Tontéfelchen
sind erhalten geblieben, und sie geben heute einen guten
* Alexandria heiBt heute Al-Iskandarija, eine Hafenstadt an der

agyptischen Mittelmeerkiiste.
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Abb. 14 Babylonische Tontédfelchen

Uberblick iiber den damaligen Entwicklungsstand der Mathe-
matik.

Wieder anderes Schreibmaterial .nutzten die Romer. Sie
erfanden das Pergament, was nichts anderes als bearbeitete
Tierhaut ist.

Papier verwendeten zum ersten Male Chinesen. Die
iltesten Uberlieferungen auf Papier stammen aus dem
2. Jahrhundert v. u. Z.

Fiir die Geschichtsforscher ergaben sich bei der Uber-
setzung der entdeckten Schriften groBe Schwierigkeiten. Viele
konnten bisher noch nicht in eine heutige Sprache iibertragen
werden. Doch gut bekannt sind inzwischen die Zahlen-
schreibweisen einiger Volker des Altertums. Betrachten wir
die agyptische, babylonische und griechische Zahlendar-
stellung.

Die Zahlenschreibweise der Agypter ahnelt ihrer Schrift,
die man als Bilderschrift bezeichnet. Die Abbildung zeigt uns
einen alten agyptischen Text. Jedes einzelne Bildzeichen —
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Abb. 15

auch Hieroglyphe genannt — stellt ein ganz bestimmtes Wort
dar. Fiir die Zahlen verwendeten die Agypter sieben Hiero-
glyphen:

1= | 10

N 100 =C

1000 = 10000

1000000 = g

So wird die Zahl 100000 durch einen kleirfcn Frosch aus-
gedriickt; der dgyptische Gott des Luftraumes stellt die groBe
Zahl 1000000 dar.

100000

A

I
_
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Durch einfaches Aneinanderreihen dieser wenigen Zeichen
1aBt sich jede beliebige Zahl schreiben. Betrachten wir einige
Beispiele:

20=2-10 =N
248 = 200 + 40 + 8

2100 + 4 - 100+ 8 - 1

NNl
CChn

100000 + 2 - 1000 + 100 + 10

Nl len

® Welche Zahlen bedeuten

K K5, B {ffen

@ Stelle 5314, 19875 und 3248327 mit agyptischen Hiero-
glyphen dar!

I

102110

Komplizierter erscheint dagegen die Schreibweise der
Babylonier, denn sie gebrauchten lediglich zwei verschiedene
Zeichen, einen senkrechten Keil ¥ und einen sogenannten
Winkelhaken (

Infolge der Ahnlichkeit mit Keilen bezelchnet man die
Schrift als Keilschrift. Versuchen wir, diese fiir die Zahlen
von 1 bis 600 zu erlernen.

Die Einer erhilt man durch Aneinanderreihen des senk-
rechten Keiles:

32



1 2 3 4 5 6 7 8 9

YOYY YYYOYYYOYYYOYYYOYYYOYYY YYY
YoOOXY YYYOYYY YYY oYYy
Y oYy vy,

Ein Winkelhaken stellt die 10 dar; fiir 20, 30, 40 und 50
stehen jeweils 2, 3, 4 und 5 Haken:

10 2 30 40 50
C € W @ «
< «

Die ersten Schwierigkeiten ergeben sich bei der Zahl 60,
denn sie erhélt das gleiche Symbol wie die 1, den senkrech-
ten Keil:

60 =Y.

Nun kann es leicht zu Verwechslungen kommen, denn Yy
kann sowohl 2 als auch 60 + 1 = 61 bedeuten.
Die

62 = YYY
kann fiir
3=YYY

gehalten werden, aber zwischen 63 und 4 gibt es bereits
einen Unterschied:

=T & = YYYY

{

Die Babylonier schrieben namlich nie mehr als drei Zeichen,
die eine Zahl darstellen sollten, nebeneinander. Die beiden
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Tabellen der Einer und Zehner verdeutlichen dies. Zwar
stehen bei 63 vier Keile in einer Reihe, doch driickt der
erste die 60 aus, die weiteren bedeuten 3. Den Babyloniern
fiel die Unterscheidung sicher nicht schwer. Meist verban-
den sich mit den Zahlen bestimmte Aufgaben, die die tat-
sachliche GroBe der Keilschriftsymbole festlegten.

Die eigentlichen Probleme folgen nun afls der Tatsache,
daB die Keilschrift die 60 als Grundzahl verwendet. Die Zah-
len von 1 bis 59 ergeben sich aus einer entsprechenden An-
einanderreihung der Einer und Zehner, also

YYY

28 =2-10 + 8 = <CYYY

Yy

43=4'10+3=(«VVY
<

YYY

s9 =510+ 9 = <yyy

WCyyy

Wie die Beispiele fiir 61, 62 und 63 bereits zeigten, ist nun
nicht mehr die Zerlegung

"6l =610 + 1 oder
63 =6-10 + 3

zu wihlen. Alle Zahlen, die gréBer als 60 sind, werden aus
der Grundzahl und den Zahlen von 1 bis 59 zusammen-
gesetzt, zum Beispiel

84 = 60 4

=60:2~10+4=V((v;v

34



93 = 60 + 33
=60 +3-10 + 3 = Y YYY

o Y
||s=ggizs. 10 + 8 = V<«“V
« YY

Eine Verwechslung zwischen
70 = Y{ und 1

<Y

ist nicht méglich. Die Anordnung des senkrechten Keiles vor
dem Winkelhaken heift grundsitzlich

Y = 60.
@ Ubertrage 32, 78 und 101 in die babylonische Keilschrift!

Die 120 folgt nun aus
120 = 60 + 60 = 2 - 60
und wird mittels zweier Keile ausgedriickt:

120 = YY .

DaB vv auch 2 und 61 bedeuten kdnnen, wissen wir bereits.
Die weiteren Vielfachen von 60 ergeben sich aus einer ent-
sprechenden” Anzahl senkrechter Keile, also

Yvy
YYy

4-60 = 240 = Y

YYy

960 = 540 = YYy

Yy

3-60 = 180
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Abb. 16 Keilschrifttafel mit Flacheninhaltsberechnung (Ausschnitt)

Alle zwischenliegenden Zahlen erhalten wir, indem wir diese
in eine Summe der Vielfachen von 60 und der verbleibenden
GroBe zerlegen:

260 + 53 = VV<<(<< Yyy

YYY (YYY

4-60 + 14 =
L |

Der verbleibende Summand muB stets kleiner als 60 sein!

173

I

254

® Zerlege nach dieser Vorschrift die Zahlen 361, 538 und 555
und iibertrage sie anschlieBend in die babylonische Keil-
schrift.
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Die groBte Zahl, die wir mit unseren jetzigen Kenntnissen
schreiben kénnen, lautet

o 3 = 9w VY
Yyy Yyy.

Die 600 als darauffolgende Zahl setzt sich aus
600 = 10 - 60

zusammen. Fiir dieses Produkt findet der bereits bekannte
Winkelhaken Verwendung:

600 = (.

Ob nun 10 oder 600 gemeint ist, hingt wieder von der Stel-
lung des Zeichens — von seiner Position — ab. Ein Beispiel
soll dies verdeutlichen: ’

YYY

« Wy
YYY

2-(0-60) + S-60 +1-10 + 9 = 1519.
Wir wollten jedoch nur die Schreibweise der Zahlen bis
600 im babylonischen Positionssystem erlernen. Uben wir an
einer abschlieBenden Aufgabe:
® Ordne die folgenden Zahlen nach ihrer GroBe:

YYy
VV((<VVV VVVV

Y,
Chy ? :
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Yy
Y <
UYL

Weitaus einfacher 1aBt sich die griechische Zahlenschreib-
weise verstehen. So stellte jeder Buchstabe des griechischen
Alphabetes auch gleichzeitig eine bestimmte Zahl dar. Die
folgende Tabelle enthalt das Alphabet und die dazugehdrigen
Zahlen:

e -0 T v 9 g ¥ o A
100 200 300 400 500 600 700 800 900

Da das griechische Alphabet nur aus 24 Buchstaben besteht,
fligte man fiir 6, 90 und 900 drei zusétzliche Zeichen an:

¢ —vau

¢ — koppa
- sampi.

Informiere dich in deiner Zahlentafel iiber die Aussprache
der griechischen Buchstaben!

Unm fiir die Tausender keine weiteren Symbole einfiihren
zu miissen, setzten die Griechen vor den entsprechenden
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Buchstaben der Einer ein Komma, zum Beispiel
4000 = 4 - 1000 = ,0
8000 8 - 1000 = .

Zur Darstellung der Zehntausender fanden verschiedene
Schreibweisen Anwendung. Eine Méglichkeit bestand in der
Kennzeichnung mittels zweier Punkte liber dem Buchstaben,
der die Anzahl der Zehntausender ausdriickte, also

10000 = 1 - 10000 = «
70000 = 7 - 10000 = {.

I

Zum anderen schrieben die Griechen ein groBes M und tiber
dieses die Anzahl der Zehntausender:

10000

I

o g

70000
pe
450000 = 45 - 10000 = M.

Um nun schlieBlich den Unterschied zwischen Buchstaben
und Zahlen kenntlich zu machen, wurde iiber eine ab-
geschlossene Zahlengruppe ein Strich gezogen:

49 = wd

3718 = ,yyin

W —
122560 = M, Bt = (f,Bet.
Sicher bereitet es keine Schwierigkeiten, Zahlen in die ehe-
malige griechische Schreibweise zu iibertragen oder griechi-
sche Zahlen zu iibersetzen,
@ Versuche es bei den folgenden: 19, 941, 7808, 214009 und
ow; Mnf;  dgop;  eqon.
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Natiirlich gab es noch sehr viele andere Formen von Zahl-
zeichen, viele Volker entwickelten eine eigene Sprache und
Schrift. Die Chinesen, Inder und Rémer, aber auch die
Mayas, schrieben die Zahlen mit Hilfe von Punkten und
Strichen. Bis in das 15. Jahrhundert war das rémische
System gebrauchlich — nur sehr umstandlich lieB sich damit
rechnen. Das dritte Kapitel wird dariiber und iiber die Ent-
stehung unserer heutigen Zahlenschreibweise berichten.

Bisher verfolgten wir einige Etappen der Entwicklung der
menschlichen Gesellschaft und mit ihr der Mathematik in
Griechenland, Agypten und im Zweistromland. Ahnlich voll-
zog sich dieser ProzeB auch in anderen Gebieten der Welt.
Alte Schriften und Uberlieferungen aus Indien, China und
Amerika zeigen, welche mathematischen Kenntnisse die Ge-
lehrten jener Lander besaBen — doch soll hier nicht weiter
davon berichtet werden. Besuchen wir statt dessen einige
der bekanntesten und beriihmtesten griechischen Gelehrten
des Altertums.
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Heureka! Heureka!

Thales von Milet

Am 28. Mai 585 v. u. Z. standen sich am Halys, dem Grenz-
fluB zwischen Lydien und Medien*, die Heere der beiden
Lénder gegeniiber und erwarteten das Signal zum Beginn der
Schlacht.

Seit mehr als sechs Jahren hielt der Krieg bereits an, ohne
daB eine Seite den entscheidenden Sieg erringen konnte.
Immer mehr Tote und Verwundete gab es zu beklagen,
Lydien und Medien begannen zu verarmen. Nun sollte ein
erneuter Kampf stattfinden, vor dessen Beginn aber erst die
Goétter um ihren Beistand angerufen werden muBten.

Die Vorstellung, solche Wesen kénnten existieren und iiber
das Leben der Menschen wachen, steckte in allen Kopfen.
Es galt als heilige Pflicht, die Gétter mit Gebeten, Opfer-
und Dankesgaben wohlzustimmen, aber auch um Rat zu
fragen. )

Eigens dazu war aus Milet** der bekannte Kaufmann und
Politiker Thales herbeigeeilt. Ehrfurchtsvoll knieten die
Truppen nieder, als der weise Thales die Hinde zum
Himmel hob und mit dem Blick zur Sonne rief

,,Jhr allmachtigen Gotter! Zum Kampfe angetreten sind
die Séhne Lydiens und Mediens. HeiBet Ihr die Schlacht
fiir gut, so sollen die Schwerter aufeinandertreffen. Seid Thr
aber der Meinung, die Menschen sollten in Frieden neben-
einander leben, wendet Euch zum Zeichen dafiir von uns ab!**

* Lydien und Medien grenzten auf dem Gebiet der heutigen Tirkei
aneinander. Der damalige GrenzfluB Halys tragt jetzt den Namen
Kizilirmak.

** Milet war eine griechische Stadt, sie lag am Ufer des Mittelmeeres
auf dem Gebiet der heutigen Tiirkei. Sie ist nur noch eine Ruinen-
stitte.
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Abb. 17 Erdbild der Antike (6. Jahrhundert v.u. Z.)

Kaum waren diese Worte verklungen, breitete sich plétz-
lich tiefe Dunkelheit aus, die Sonne verschwand, und nacht-
licher Sternhimmel iiberdeckte das Schlachtfeld. Lihmendes
Entsetzen packte die Krieger und Heerfiihrer. Als nach
minutenlanger Finsternis ebenso iiberraschend die Sonne
erschien, wie sie ,,untergegangen* war, brachen die Truppen
voller Hast zum Riickzug auf. Erschiittert von der Ungunst
der Gétter schlossen die Volker endgiiltig Frieden.

Ob es sich damals genau so zugetragen hat, ist nicht be-
kannt. Eines aber ist gewi3: Natiirlich wandten sich nicht
die Gétter ab, denn diese gab es nur in den Vorstellungen
der Menschen, die sich viele Naturereignisse nicht erklaren
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konnten. Was aber war die wahre Ursache fiir das Ver-
schwinden der Sonne am hellen Tag?

Thales — er lebte zwischen 624 und 546 v. u. Z. in der be-
deutenden Handelsstadt Milet — betdtigte sich nicht nur
als Kaufmann, sondern auch als Mathematiker, Astronom
und Politiker. Bei der Auswertung eines umfangreichen
astronomischen Beobachtungsmaterials entdeckte Thales,
daB die Sonne immer nach bestimmten Zeitabstéinden tags-
iber fiir wenige Minuten ,,verschwand*. Daraus ermittelte
er das ndchste derartige Ereignis. Seinen Berechnungen zu-
folge muBlte diese vorausbestimmte Sonnenfinsternis — denn
um eine solche Naturerscheinung handelte es sich— 585 v.u. Z.
stattfinden. :

Viele Menschen des Altertums stellten sich die Erde als
flache und von Wasser umgebene Scheibe vor. Sie konnten
sich deshalb auch nicht die Ursache solcher Finsternisse
erklaren. Mit unseren heutigen Astronomiekenntnissen ist es
ein leichtes, die Entstehung einer Sonnenfinsternis zu be-
schreiben.

Bei der Bewegung des Mondes um die Erde kann das sel-
tene Ereignis eintreten, dall Sonne, Mond und Erde derart
auf einer Geraden liegen, wie es die Abbildung zeigt. Dabei

Abb. 18

Schatten
Mond Erde

Sonne

verdeckt der Mond die grell leuchtende Sonnenscheibe, und
sein Schatten trifft die Erdoberfliche. Fiir die Bewohner der
Gebiete, die vom Schatten getroffen werden, geht dann die
Sonne ,,unter*.

Je nachdem, ob der Mond einen Teil der Sonnenscheibe
oder die Sonne vollstandig verdeckt, unterscheidet man zwi-
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schen teilweiser und totaler Sonmenfinsternis. Nur im Ver-
laufe einer totalen Finsternis wird es dunkel wie in der Nacht.
Die Bewohner unserer Republik kénnen ein solches Ereignis
allerdings erst wieder am 7. Oktober 2135 beobachten.

Wie wir bereits erfuhren, wirkte Thales auch als Politiker.
Deshalb bemiihte er sich um eine Beendigung des Krieges
zwischen den Medern und den Lydern. So nutzte er den
Glauben der Menschen an die Gétter aus, indem er die
Sonnenfinsternis als ihre Mahnung erklirte. Wie die Ge-
schichte zu berichten weif}, endete daraufhin der bereits sechs
Jahre andauernde Krieg.

GroBe Verdienste erwarb sich der Gelehrte als Mathe-
matiker. Bereits im Altertum galt Thales als der ,,Vater der
Geometrie*, obwohl nicht genau erwiesen ist, welche wissen-
schaftlichen Entdeckungen er selbst machte. Als Kaufmann
bereiste er viele Lander und lernte dabei die agyptische
Mathematik kennen. Einer Anekdote zufolge besichtigte
Thales bei einer seiner Reisen auch die Cheopspyramide. Die
ihn begleitenden Agypter forderten Thales auf, die Hohe
dieses riesigen Grabmales zu bestimmen. Allerdings durfte
er dazu nicht etwa zur Spitze emporklettern, um die Pyra-
mide auszumessen. Solche Miihen wollte Thales auch gar
nicht auf sich nehmen. Er wuBte, daB die Lange des Schat-
tens, den die Pyramide warf, mit deren Hohe zusammen-
hingt. Steckte er namlich einen Holzstock in den Sand, ent-
stand ein wesentlich kiirzerer Schatten. Ohne weiteres konnte
er die Stab- und Schattenldngen ausmessen.

@ Welche Uberlegungen muBte Thales anstellen, um die ge-
suchte Hohe zu ermitteln?

Thales beschaftigte sich mit vielen bereits bekannten Pro-
blemen und versuchte, deren Richtigkeit zu beweisen. Damit
beschritt er in der Mathematik einen neuen Weg. Gaben sich
die Gelehrten bisher mit der Kenntnis einer Gleichung oder
einer Konstruktionsvorschrift zufrieden, bemiihte sich Tha-
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les, eine exakte Erklarung dafiir zu finden. So bewies er bei-
spielsweise, daB3 die Kreisfliche vom Durchmesser halbiert
wird, die Basiswinkel gleichschenkliger Dreiecke dieselbe
GroéBe haben und die Scheitelwinkel einander schneidender
Geraden gleich sind. Ein Kennzeichen dieser neuen Richtung
in der Mathematik ist der Versuch von Thales, strenge Sétze
zu formulieren. 200 Jahre spater verfaBte Euklid — ihm be-
gegnen wir im nachsten Abschnitt — ein dreizehnbandiges
Werk, welches dementsprechend gestaltet worden ist.
Zwei der Sitze Thales’ sind gut bekannt und von grofler

Bedeutung. Dies ist zum einen ein Kongruenzsatz:

Zwei Dreiecke sind kongruent, wenn sie in einer Seite

und den beiden anliegenden Winkeln tibereinstimmen.
Der zweite Satz erhielt Thales zu Ehren den Namen ,,Satz
des Thales* und lautet:

Alle Peripheriewinkel iiber einem Halbkreis sind rechte

Winkel.
Als Peripheriewinkel wird der Winkel bezeichnet, dessen
Scheitelpunkt S auf der Kreislinie liegt und dessen Schenkel
den Kreis in den Punkten A und B schneiden. Der ,,Satz
des Thales* sagt nun nichts anderes aus, als dal dieie_r
Winkel genau dann 90° betrdgt, wenn die Strecke AB
gleich dem Durchmesser des Kreises ist.

Der Satz gibt die Moglichkeit, rechtwinklige Dreiecke nur

unter Zuhilfenahme von Zirkel und Lineal zu konstruieren.
Wie erfolgt diese Konstruktion?

Abb. 19 Satz des Thales
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Allerdings reicht die Aussage des Satzes von Thales noch
nicht, um Berechnungen am rechtwinkligen Dreieck vor-
zunehmen und Zusammenhénge zwischen den Seiten zu fin-
den. Dies gestattet erst der nach Pythagoras benannte mathe-
matische Satz:

In jedem rechtwinkligen Dreieck ist das Quadrat iiber
der Hypotenuse c gleich der Summe der Quadrate iiber
den Katheten a und b,

¢z = a? + b2

Die Katheten a und b sind die Seiten des Dreiecks, die
den rechten Winkel einschlieBen.

Pythagoras, der Sohn eines Schneiders aus Samos, griin-
dete in Italien einen geheimen Bund — den Orden der
Pythagoreer. Dieser Bund erklarte die Zahlen fiir heilig und
schrieb ihnen gottliche Gewalt zu. Einen GroBteil der mathe-
matischen Beschéftigung der Pythagoreer kann man deshalb
getrost ,,Zahlenspielerei* nennen.

¢ =a%+ b?

Abb. 20 Satz des Pythagoras
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Anerkennung gebiihrt dem Bund aber fiir den Beweis des
wichtigen mathematischen Zusammenhanges zwischen den
Seiten eines rechtwinkligen Dreiecks. Ob der Beweis von
Pythagoras selbst stammt, ist heute nicht genau bekannt.
Eines ist jedoch sicher: Die Beziehung ¢ = a? + b? kann-
ten die Babylonier bereits tausend Jahre vor Pythagoras’
Lebenszeit. Agyptische Baumeister verwendeten Schniire mit

r Abb. 21

13 in gleichem Abstand voneinander gebundenen Knoten,
um rechte Winkel zu konstruieren. Dazu legten sie ein Drei-
eck mit den Seitenldngen 3, 4 und 5. Tatsachlich bestatigt
der Satz des Pythagoras, daB3 dabei ein rechter Winkel ent-
stehen muB, denn es gilt

32 4+ 42 = 52
Ubrigens erfiillen noch Weitere natiirliche Zahlen die Glei-
chung ¢ = a%? + b2, wie zwei Beispiele zeigen:

612 112 + 602

205% = 1332 + 156
Uberpriife die Richtigkeit dieser Angaben!

Euklid von Alexandria

Die Gelehrten Alexandrias —einem der bedeutendsten Zentren
von Wissenschaft und Kultur der Antike — bemiihten sich um
eine Weiterentwicklung der Mathematik. So wie Thales, der
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,,Vater der Geometrie*, versuchten sie stets, die Probleme
bis in alle Einzelheiten zu klaren, und errangen damit hervor-
ragende Leistungen. Besondere Verdienste erwarb. sich dabei
Euklid. Er lebte vermutlich zwischen 367 und 300 v. u. Z.,
wobei seine Herkunft und sein Geburtsort unbekannt sind.
Am Hofe seines Konigs genoB Euklid groBe Achtung. Des-
halb durfte er dem Herrscher auch ungestraft eine abwei-
sende Antwort auf eine Frage geben. Die folgende kleine
Anekdote berichtet davon:

Der Herrscher trug sich mit der Absicht, in die ,,Geheim-
nisse** der Geometrie einzudringen. Jedoch widerstrebte es
ihm, sich durch miihsames Lernen die nétigen Kenntnisse
anzueignen. Deshalb lieB er Euklid rufen und fragte den
Gelehrten, ob es denn fiir ihn, den groBen Konig, nicht
einen einfacheren Weg gibe — eben ohne lernen zu miissen.
Da nun aber fiir jeden Menschen, gleich, ob Sklave oder
Konig, das Lernen die einzige Moglichkeit zum Erwerb von
Wissen ist, antwortete ihm Euklid daraufhin: Es gibt keinen
Konigsweg der Geometrie!

Euklid gehorte zu den einfluBreichsten Mathematlkern in
Alexandria. Neben seinen Forschungen hielt er Vorlesungen
und verfaBte viele Schriften. Sein umfangreichstes und wich-
tigstes Werk sind die ,,Elemente”. Diese Arbeit umfaBt
13 Biicher, in denen Euklid das gesamte mathematische
Wissen seiner Zeit niederschrieb. Uber 2000 Jahre dienten
die ,,Elemente‘ als Lehrbiicher im Unterricht und als Vor-
bild fiir alle Mathematiker. Was war der Grund dafiir?

Bereits vor Euklid gab es Versuche, die bisherigen Kennt-
nisse zusammenzutragen und schriftlich festzuhalten. Euklid
verstand es als erster, dieses Wissen zu ordnen — man sagt
auch zu systematisieren — und im Sinne von Thales zu for-
mulieren. Das bedeutete, Definitionen einzufiihren, strenge
Sétze aufzustellen und sie mit Hilfe der Definitionen zu be-
weisen. Der Gelehrte entwickelte dabei eine meisterhafte
Form, so daB die ,,Elemente* iiber zwei Jahrtausende hin-
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weg als musterhaftes Beispiel fiir ein gutes Lehrbuch galten.
Immerhin lehrte man in England bis ins 20. Jahrhundert die
Geometrie nach diesem Werk.

Neben Problemen der Geometrie, Flichen- und Volumen-
berechnung befaBte sich Euklid mit Primzahlen und ver-
suchte zu kliren, ob es beliebig groBe solcher Zahlen gibt.
Als Primzahl wird jede natiirliche Zahl bezeichnet, die groBer
als 1 ist und nur durch 1 und durch sich selbst teilbar ist.
Die Tabelle enthalt alle Primzahlen unter 100:-

2 13 31 53 73
3 17 37 59 79
5 19 41 61 83
7 23 43 67 89
11 29 47 71 97

In der gleichen Art, wie der Gelehrte jene Aufgabe l6ste,
sind die Elemente gestaltet. Deshalb wollen wir nur dieses
eine Beispiel naher betrachten.

Euklid stellte die Behauptung auf: ,,Es gibt mehr Prim-
zahlen als jede vorgelegte Anzahl von Primzahlen.*

Sind x, y und z die vorgelegten Primzahlen, kann

P=x-y-z+1

entweder eine neue Primzahl darstellen oder eine teilbare
Zahl sein. Im ersten Fall wire die Annahme bereits bewiesen,
denn P wire eine von x, y und z verschiedene Primzahl. Der
andere Fall erfordert eine weitere Untersuchung.

P stellt jetzt eine teilbare Zahl dar, 14Bt sich also in ein
Produkt von mindestens zwei Faktoren zerlegen. Diese Fak-
toren heiBen Primfaktoren, wenn sie selbst nicht mehr teilbar
sind; zum Beispiel sei

x=3
y=>35
z=1.
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Dann ergibt sich

P=3:-5-7+1 =106
106 = 2 - 53.

Die Tabelle bestatigt, daB es sich bei 2 und 53 um Prim-
zahlen, also Primfaktoren von 106 handelt.

Allgemein konnen wir also sagen, dall P wenigstens durch
eine Primzahl p teilbar ist. Euklid behauptete:
Diese Primzahl p stimmt mit keiner der gegebenen Prim-
zahlen x, y, z liberein:

P ¥ X
PF+Yy
P F z.

LaBt sich das beweisen, wire die oben gestellte Aufgabe
geldst. Dazu wendet Euklid die Methode des indirekten Be-
weises an. Dabei wird genau das Gegenteil der Behauptung
angenommen und nachgewiesen, daB dies zu einem Wider-
spruch fiihrt.

Das Gegenteil der Behauptung lautet: p sei entweder gleich
x oder gleich y oder gleich z.

Wire diese Aussage richtig, miiite das Produkt

X°y-z

durch p teilbar sein! Andererseits stellt p auch einen Faktor
von P = x -y -z + 1 dar, so da§

XeyoZ + 1

ebenfalls durch p teilbar sein miiite. Das fiihrt aber zu einem
deutlichen Widerspruch: Ist p namlich nach Voraussetzung
ein Faktor von P, kann es keiner von x - y - z sein! Folg-
lich stimmt p mit keiner der vorgelegten Primzahlen uber-
ein und ist damit selbst eine Primzahl.

In unserem letzten Beispiel sind die vorgelegten Prim-
zahlen die 3, 5 und 7 — die neue Primzahl wire p = 53.

50



Sind andrerseits 2, 3, 5 und 7 die gegebenen Primzahlen,
folgt fiir P:

P=2-3-5-7+4+1=2I1.

@ Untersuche, ob 211 Primzahl ist oder sich in Primfaktoren
zerlegen 1aBt.

@Essei x = 7, y = 11. Welche Aussage 1dBt sich iiber
P = x -y + 1 machen?

Es erweist sich teilweise als recht kompliziert, mehrstellige
Zahlen dahingehend zu untersuchen, ob sie nur durch 1 und
durch sich selbst teilbar sind oder nicht. Die groBte bis 1973
berechnete Primzahl lautet

p = 219937 _ 1,

Ausgeschrieben wiirde sie 3% Buchseiten fiillen!

Wie schon der Beweis andeutet, sind die ,,Elemente* nicht
fiir Leser geschrieben worden, die keine Kenntnisse in der
Mathematik besitzen. Euklid setzte zum Teil sehr umfang-
reiches Grundwissen voraus. Wir wollen deshalb nicht weiter
in den ,,Elementen‘*‘ blattern, sondern unsere Besuche bei
bekannten und beriihmten Mathematikern des Altertums
fortsetzen.

Archimedes von Syrakus

Im 3. Jahrhundert v. u. Z. bestieg in der griechischen Stadt
Syrakus* Hieron II. den Kénigsthron. Zum Dank an die
Gétter lieB er einen wertvollen Kranz aus purem Gold an-
* Syrakus war eine griechische Stadt am Ufer des Mittelmeeres auf

dem Gebiet des heutigen Italiens (Ostkiiste Siziliens). Syrakus heiBt
heute Siracusa.
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fertigen. Mit dieser Aufgabe betraute der Ko6nig den erfah-
rensten und geschicktesten Goldschmied der Stadt. Piinktlich
legte der Schmiedemeister das Prunkstiick vor, dessen Ge-
wicht mit dem des Goldes iibereinstimmte, welches er vom
Konig erhalten hatte. Jedoch hinterbrachte man dem Herr-
scher, der Meister habe cinen Teil des Goldes durch Silber
ersetzt und sich das libriggebliebene edle Metall selbst an-
geeignet. Hieron wuflte aber nicht, wie er dies nachweisen
sollte. Kurz entschlossen beauftragte er einen jungen Ge-
lehrten namens Archimedes, den Kranz zu untersuchen, ohne
ihn aber zu beschadigen.

Das Problem beschaftigte Archimedes lange Zeit. Eine
Anekdote berichtet, daB Archimedes, wenn er sich mit
schwierigen Aufgaben befaBte, alles um sich herum vergaB.
Ja, er versaumte sogar die Mahlzeiten und wusch sich nicht
mehr. Ging er dann doch einmal ins Bad, habe er noch auf
seinem gesalbten Korper geometrische Zeichnungen an-
gefertigt! Tief in Gedanken versunken, beschéftigt mit der
Aufgabe, die Hieron II. ihm gestellt hatte, bemerkte er eines
Tages beim Einsteigen in die bis zum Rand gefiillte Wanne,
daB genau so viel Wasser auslief, wie er mit seinem Korper
verdrangte. Das war die Losung! Vor Freude dariiber sprang
Archimedes aus der Wanne und lief nackt durch die StraBen
von Syrakus mit dem Ruf ,,Heureka!*, was soviel hei3t wie
,,Ich habe es gefunden!* Schon am nichsten Morgen iiber-
gab er Konig Hieron den Kranz und bestétigte den Betrug
des Goldschmiedes. Ein einfaches Experiment diente Archi-
medes als Beweis:

Er tauchte ein Stiick reines Gold vom Gewicht des Kran-
zes in ein wassergefiilltes GefaB und markierte die Hohe des
Fliissigkeitsstandes. AnschlieBend wiederholte er den Ver-
such mit einem gleich schweren Silberklumpen. Dieser ver-
drangte natiirlich ein groBeres Wasservolumen, denn die
Dichte von Silber betrigt nur 10,5 g - cm~3, die des Gol-
des dagegen 19,3 g - cm™3.
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Abb. 22 Mot = Msiwer = Kranz

® Nimmt man an, der Kranz wog ein Kilogramm, 1aBt sich
das von Gold und Silber verdringte Fliissigkeitsvolumen
berechnen.

SchlieBlich senkte der Gelehrte den Kranz in das GefaB.
Wiirde jener tatsichlich nur aus Gold bestehen, mii3te der
Wasserstand genau die zuerst ermittelte Markierung errei-
chen. Doch siehe da: Archimedes fand eine dritte Marke,
die zwischen den beiden Vergleichsstinden lag. Diese drei
Messungen geniigten zur Berechnung der Menge des dem
Kranz beigemischten Silbers!

® Wieviel Gold ersetzte der Schmied durch Silber, wenn der
Kranz ein Volumen von 60,5 cm?® verdringte?

Hieron lieB daraufhin den betriigerischen Goldschmied
bestrafen und fiir die Gétter einen neuen Kranz anfertigen.

Diese und andere Anekdoten aus dem Leben eines der
bedeutendsten Mathematiker des Altertums sind von Ge-
schichtsschreibern iiberliefert worden. Weitaus weniger be-
kannt sind jedoch genaue Angaben zum Lebén des Archi-
medes. Als Sohn eines Astronomen 287 v.u.Z. geboren,
studierte er einige Jahre in Alexandria. Spéter lebte er am
Hofe von Hieron II. als dessen personlicher Ratgeber.

Eigentlich ist es nicht richtig, Archimedes als Mathema-
tiker zu bezeichnen. Mit der gleichen Berechtigung kénnte
man ihn auch einen groBen Physiker und Ingenieur nennen.
So fand er zum Beispiel das Hebelgesetz und untersuchte die
Wirkungsweise eines Flaschenzuges. Voller Begeisterung
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Abb. 23  Flaschenzug Z

t

dariiber schrieb er Hieron, er sei in der Lage, mit kleinstem
Kraftaufwand groBe Lasten zu bewegen. Interessiert forderte
der Ko6nig von Archimedes einen Beweis seiner Behauptung.

Wenig spiter fiihrte der Gelehrte einer neugierigen Men-
schenmenge ein Schauspiel vor, welches gewaltiges Staunen
ausloste. So wie heute kleine Bugsierboote die Schiffe in die
Hifen mandvrieren, zogen einst kriftige Ménner die an-
legenden Handels- und Kriegsschiffe zum Ufer. Viel Schweil3
und Miihe kostete diese schwere Arbeit. Wie gro3 war da
dielﬂberraschung, als Archimedes ganz allein mit einem Seil
einen vollbeladenen Dreimaster der koniglichen Flotte ans
Ufer zog!

Archimedes ersetzte die Manner durch einen Flaschenzug.
Damit gelang es ihm, seine Muskelkraft ohne Schwierig-
keiten zu vervielfachen und folglich enorme Lasten zu be-
wegen.

Bedeutende Verdienste erwarb sich Archimedes als Mathe-
matiker. Es ist hier gar nicht mdglich, alle Ergebnisse seiner
Arbeiten und Forschungen aufzufithren. Zu den wichtigsten
Beitrdgen zdhlen Vorschriften und Satze zur Flachen- und
Volumenberechnung. Archimedes selbst war so stolz auf eine

54



Volumenbestimmung, daB er sich auf seinen Grabstein eine
Kugel und einen Zylinder wiinschte. Der Gelehrte hatte nam-
lich gefunden, daBl der Rauminhalt eines Zylinders zu dem
einer Kugel im Verhéltnis 3 zu 2 steht, wenn Zylinderdurch-
messer und -héhe gleich dem Kugeldurchmesser sind.

® Beweise diese Aussage, indem du das Volumen des Zylin-
ders und das Volumen der Kugel berechnest!
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Abb. 24 2] “Mugel " "Zytiner

Zwei Untersuchungen des Archimedes wollen wir hier
etwas ndher betrachten. Es sind bei weitem nicht die wich-
tigsten, aber dennoch sehr interessante.

Seit den Anfingen der Geometrie wullten die Mathe-
matiker, daB Kreisumfang und Kreisdurchmesser in einem
bestimmten und immer gleichen Verhiltnis zueinander
stehen. Diese Verhiltniszahl erhieltf wegen ihrer Bedeutung
im 16. Jahrhundert die Bezeichnung = (sprich: pi). Fiir das
Rechnen mit dieser Verhéltniszahl suchte man nach Néhe-
rungswerten und nach Mdglichkeiten, = mit einer bestimm-
ten Genauigkeit zu ermitteln.

Ahmes rechnete mit

16\
T=(—];
9
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Archimedes fand die Bezichung

Claudius Ptolemaus gab

8 30
W B e e
60 60 - 60

an; 700 Jahre spiter berechnete der Chinese Tsu Chhung-
Chih

355

13

@ Welcher der angegebenen Werte kommt = = 3,141592
am néchsten?

Wie so oft bei der Lésung von Problemen beschritt Archi-
medes einen verbliiffend einfachen Weg, um die Verhaltnis-
zahl mit guter Genauigkeit zu errechnen. Er iiberlegte sich,
daB der Kreisumfang gréBer als der Umfang eines dem Kreis
einbeschriebenen und kleiner als der Umfang eines dem
Kreis umbeschriebenen reguldren Sechsecks sein muB3. Regu-
lar heiBt, jede Seite besitzt die gleiche Lange, und die Innen-
winkel unterscheiden sich nicht voneinander. Die Abbildung
zeigt die weitere Uberlegung von Archimedes. Indem er aus
den 6-Ecks 12-Ecks konstruierte, ndherte er sich dem Kreis
weiter an. Diesen Weg beschritt er bis zum 96-Eck!

Konstruiere, ausgehend von Kreis und einbeschriebenem
regularem 6-Eck, ein 24-Eck. Wahle dazu den Kreisradius
moglichst groB.

Zur naherungsweisen Berechnung von w benétigt man
jetzt nur den Satz des Pythagoras. Zuvor vereinbaren wir
aber noch eine allgemeine Schreibweise fiir 6-, 12-, ... Eck
und nennen diese einfach n-Ecke. Wird zum Beispiel n = 48
gesetzt, handelt es sich also um ein 48-Eck.
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Gesucht sind nun die Umfange der n-Ecke, die sich ja fiir
wachsendes n dem Kreisumfang immer weiter annahern.
Um nicht jedes n-Eck einzeln berechnen zu miissen, betrach-
ten wir einen Ausschnitt aus der letzten Abbildung. Besteht
zwischen der Seite s, eines einbeschriebenen n-Ecks und der
Seite s,, eines 2n-Ecks ein Zusammenhang? Gelingt es, eine




Beziehung zwischen s, und s,, zu finden, wire ein Teil der
Aufgabe gelost. Ist namlich sg bekannt, konnte sofort die
Seitenlange s,, angegeben werden. Aus s,, folgt aber s,4,
daraus s,g und schlieBlich sy¢! Interessieren uns anderer-
seits die Umfange der reguldren 4-, 8-, 16-, ... Ecke, braucht
man nur von s, auszugehen. Die Einfiihrung der allgemeinen
Bezeichnung ,,n-Eck* erweist sich damit als sehr vorteilhaft!

Wie 1aBt- sich aber der gesuchte Zusammenhang finden?
Da die Dreiecke BCM und BCD jeweils einen rechten
Winkel besitzen, bestehen nach dem Satz des Pythagoras
einfache Beziechungen zwischen den Dreieckseiten.

1. Dreieck BCM

Hypotenuse: MC = r
Katheten: MB = (r — h)

2
Satz des Pythagoras: r? = (r — h)? + (S—2"> 1

2. Dreieck BCD
Hypotenuse: CD = 824
Katheten: BD =h

BC = o
2

2
Satz des Pythagoras: (s;,)®> = h? + <—$21) 1I

Gleichung II driickt bereits einen Zusammenhang zwi-
schen s, und s,, aus, doch stért die Unbekannte h. Da aber
auch die Gleichung I h enthilt, versuchen wir, beide Glei-
chungen so miteinander zu verbinden, daB h ,,verschwindet*.
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Um diese Aufgabe zu 16sen, stellen wir I nach (r — h)?
um:

L e (B,
(r ) r <2>‘

Ziehen wir auf beiden Seiten der Gleichung die Quadrat-

wurzel: —— 3
s
r—h= \/rz - [(=].
2
Jetzt bereitet die Auflosung nach h keine Schwierigkeiten
mehr. /——_—(57

h=l'—\/l'2 3

Ersetzen wir nun die Unbekannte in II mittels unseres eben
gefundenen Ausdruckes, so folgt

s, \2\* s \?
(2 = (r - \/r2 = <7>) + (7> .
Bevor wir (s,,)? in s,, umformen, iiberlegen wir, ob sich die

rechte Gleichungsseite vereinfachen laft. Multiplizieren wir
aus diesem Grund

N =E)

aus:

(- )
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Tatsachlich ergibt sich eine Vereinfachung:
S 2 s 2 s 2
(s,,2=2r2—2r\/r2——"——"-+—"
o . 2 2 2
S 2
(s3n)? = 212 — 2r [r? — (7"> .

Der letzte Losungsschritt besteht im Ziehen der Quadrat-
wurzel, um s,, zu erhalten:

- =
San = /212 — 2r [r?® — (—") :
2

@ Zeige, daB dafiir auch

S2q = \/Zrz — r/4rr — s2 111

geschrieben werden kann!

Gleichung III 14Bt sich sogar noch vereinfachen. Da = fiir
jeden beliebigen Kreisradius r immer den gleichen Wert be-
sitzt, wahlen wir ein r und setzen es in III ein! Um die ge-
wiinschte Vereinfachung zu erreichen, sei r = 1. Damit
folgt die endgiiltige Losung

;e = V2 — Va4 -2 IV

Beachten wir bei allen weiteren Rechnungen, daB IV nur
unter der Voraussetzung r = 1 gilt!

Gleichung IV nutzt uns nur dann, wenn wir die Seiten-
linge s, kennen. Archimedes ging vom 6-Eck aus — ermit-
teln wir also sg.

Betrachten wir noch einmal die Abbildungen auf der
Seite 57.

@ Wie gro8 ist die Innenwinkelsumme eines 6-Ecks? Beweise,
- daB jeder Innenwinkel im regularen 6-Eck eine Grofe von
120° besitzt.
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Werden gegeniiberliegende Eckpunkte so miteinander ver-
bunden, wie es die Abbildung 25 zeigt, halbieren diese
Diagonalen die Innenwinkel. Gleichzeitig entsteht das Drei-

200
eck ACM (Abbildung 26). Da 1"20 = 60°, betragt in

diesem Dreieck folglich jeder Winkel 60°. Da nur gleich-
seitige Dreiecke gleich groBe Innenwinkel besitzen, gilt

MA = MC = AC = 1.

Wegen AC = se ist die Seitenldnge eines regularen 6-Ecks
gleich dem Radius des umbeschriebenen Kreises. Der Um-
fang folgt schlieBlich zu

ug = 6 -s5 = 6 -r.
Da wir aber zur Vereinfachung r = 1 gesetzt hatten, wird
s¢ = 1 und ug = 6.

Wir kénnen sofort s,, und u,, berechnen:

Voo Ji- e

Syp =
By == \/2 — \/5
u, = 12 - V2 - /3.

Daraus folgen s,4, u,, und alle weiteren Werte.

Haben wir uns bisher von ,,innen** dem Kreisumfang ge-
nahert, miissen sich auch die umbeschriebenen n-Ecke fiir
wachsende n immer weniger vom Kreis unterscheiden. Gibt
es auch hier einen Zusammenhang zwischen s, und der
Seite S, des umbeschriebenen n-Ecks? Die Herleitung dieser
Beziehung erfolgt auf &hnlichem Weg wie die voran-
gegangene Berechnung. Deshalb soll gleich das Ergebnis
genannt werden:

2 -8,

Va4 — s,2|-

S, =
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Die Fgbelle auf Seite 63 enthalt die mittels Gleichung IV
und Gleichung V bestimmten s- und S-Werte sowie die
dazugehorigen Umfange u und U.

Wer die Méglichkeit hat, tiberpriife mit einem elektroni-
schen Taschenrechner die Werte, die sich bei der Berech-
nung der Wurzelausdriicke ergeben.

Archimedes mufBite grofe Miihen aufwenden, um die
Quadratwurzeln zu ermitteln. Bisher konnte noch nicht
geklart werden, auf welche Weise er das Problem zu l6sen
vermochte.

Archimedes’ Uberlegungen zufolge liegt der Kreisumfang

u=2-r*w =27 (wegenr = 1)
zwischen uge und Ugg:

Ugs < U < Ugg.
Mit Hilfe unserer Tabelle finden wir

6282 < 27w < 6285 |12

3,141 < T < 3,142

Wegen 3,141 =~ 3£ und 3,142 ~ BE erhalten wir
71 70
tatsichlich die von Archimedes angegebene Begrenzung fiir
das Verhiltnis von Kreisumfang zu Kreisdurchmesser:
31—0 < 7w < 3—12.
71 70

@ Bestimme 7 naherungsweise ausgehend vom ein- und um-
beschriebenen Quadrat bis zum 128-Eck!

Im 16. Jahrhundert setzte der Franzose Vieta die Berech-
nungsmethode von Archimedes fort, indem er die Betrach-
tung bis zum 393216-Eck ausdehnte und = auf neun Stel-
len nach dem Komma angab.

62



gy g

879 = w9 = | gf +f+ i N\< - ~\< 19-96
s - 96| €f+ N\+N\+~\<|~ AR e s
1||\<m\(|+|~.\(+~\(: 8LT9 £/ + 4 ¥og-8p
60’9 = e = g+ (7T @
8 . 8y m\+~\.+~\<|~>.m 8% . g |\<|||\(
) +If+z .
61€9 = m\‘“|\<llll\< $97°9 = g + N\ _ N\< WTbT
1Nw.VN M\< +N\( |N\<N iNm.VN =
‘9 = i Y o=

0Ep'9 = =t €f — TpF | WI-TI
A R A m\(lm\(.m s .7l \\|.\.
8769 = £ | o9= i
.o = K L] wE

n S. n s

63



Heute helfen modernste Rechenmaschinen, = beliebig
oenau zu bestimmen. Gegenwirtig sind mehr als 100000 De-
zimalstellen bekannt. Allerdings nutzt man fiir diese Be-
rechnungen nicht mehr Archimedes’ Verfahren. So laBt
sich 7 beispielsweise mit Hilfe der Formel

1 1 1

T 1
5 7 9 11

—_ =1 - l +
4 3
ermitteln. Jeder vermag die Reihe fortzusetzen: In den Nen-
nern stehen fortlaufend die ungeraden Zahlen, die Vorzei-
chen der Briiche wechseln stindig. Je mehr Glieder der
Reihe wir beriicksichtigen, desto genauer erhalten wir .
Die ersten 100 Dezimalstellen lauten

n = 3,1415926535 8979323846 2643383279 5028841971
6939937510 5820974944 5923078164 0628620899
8628034825 3421170679 '

Wegen der strengen Forderung, geometrische Konstruk-
tionen nur mit Zirkel und Lineal auszufiihren, ergaben sich
einige unlésbare Probleme. Wie wir bereits wissen, gehort
die Dreiteilung eines beliebig vorgegebenen Winkels zu die-
sen Aufgaben. Archimedes schlug deshalb eine Konstruktion

B

Abb. 27 A S 3 E



Abb. 28 Archimedes — dargestellt auf einer alten Miinze

vor, fiir die ein sogenanntes ,,Einschiebelineal** nétig ist. Auf
einem solchen Lineal kann eine bestimmte Strecke abgetra-
gen werden, indem man deren Anfangs- und Endpunkt mit
Markierungen ,,einschiebt*. Der Gelehrte beschritt folgen-
den Losungsweg, den wir als zweites Beispiel verfolgen:

Um den Scheitelpunkt S eines gegebenen Winkels wird
ein Kreisbogen mit beliebigem Radius r geschlagen. Dieser
Kreisbogen schneidet die Schenkel des Winkels in den
Punkten A und B. Verlangert man die Gerade AS, entsteht
der Schnittpunkt C. Jetzt schiebt man auf dem Lineal die
Strecke AS = r ein. AnschlieBend wird das Einschicbe-
lineal so an die Zeichnung gelegt, daB es

— den Kreisbogen in den Punkten B und D und
— die iiber C hinaus verlangerte Gerade AS im Punkt E

schneidet. Eine Verschiebung des Lineals erfolgt jetzt so
lange, bis die Strecke DE gleich der Einschiebung (also
gleich 1) ist.

@ Beweise, daBB der Winkel ESD, der nach der Verbindung
der Punkte S und D ent teht, den gesuchten dritten Teil
des Winkels ASB darstellt!
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Archimedes beschiftigte sich bis ins hohe Alter mit mathe-
matischen und physikalischen Problemen, aber auch mit
ingenieurtechnischen Aufgaben. Schon wiahrend seiner Stu-
dienzeit erfand er die nach ihm benannte Wasserschraube,
mit deren Hilfe Wasser aus Brunnen gehoben werden konnte.
Von dem Bau eines Flaschenzuges und der Anwendung des
Hebelgesetzes haben wir bereits gelesen. Als Siebzigjahriger
erhielt Archimedes von Konig Hieron den Auftrag, Kriegs-
gerate zu entwickeln und bauen zu lassen. Wenig spater fan-
den die Gerite ihre Verwendung bei der Verteidigung von
Syrakus vor den angreifenden Rémern. Diese trugen sich
mit der Absicht, Syrakus kurzerhand zu stiirmen und zu
besetzen. Wie grol3 war aber ihr Entsetzen, als sie sich mit
ihren Kriegsschiffen dem Hafen nidherten und plétzlich rie-
sige Kranarme iiber die Stadtmauer schwenkten, die die
angreifenden Schiffe aus dem Wasser hoben und gegen
Felsen schleuderten, bis sie zerbrachen! Daraufhin lie
Marcellus, der rémische Heerfiithrer, mehrere Schiffe zu-
sammenbinden und darauf einen groBen Belagerungsturm
errichten. Doch noch wihrend sich die schwimmende
Festung dem Land naherte, trafen gewaltige Steinbrocken
den Holzturm und zerschmetterten ihn. Wurfgeschiitze, in
der Stadt aufgestellt, hatten diesen Steinhagel gesandt.

Zwei Jahre wehrten sich die Biirger von Syrakus erfolg-
reich mit den von Archimedes konstruierten Waffen. Erst
ein iiberraschender Angriff fiihrte die romischen Krieger zum
Sieg. Ausdriicklich hatte Marcellus zuvor verlangt, das Leben
des beriihmten Archimedes zu schonen. Doch in der all-
gemeinen Aufregung und dem Tumult in der Stadt fand der
groBe Gelehrte den Tod. Angeblich saB Archimedes, in eine
Berechnung vertieft, vor einem mit feinstem Sand bedeckten
Tisch und zeichnete geometrische Figuren. Ein leichter StoB
an den Rand des Rechentisches hitte bereits geniigt, um
den Sand wieder zu glitten. Besorgt um seine Zeichnungen,
wies der Gelehrte deshalb einen nahenden Romer zuriick
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und rief: ,,Storet meine Kreise nicht!" Der erziirnte
Krieger — nicht ahnend, wer vor ihm stand - erschlug
daraufhin Archimedes.

Apollonios von Perge

Bisher erwies sich die Mathematik fast immer als notwendiges
Hilfsmittel zur Lésung praktischer Aufgaben. Der ent-
stehende Handel zwischen den Stimmen hatte zur Entwick-
lung des Zahlens und der Handhabung einfacher Rechen-
operationen gefiihrt; Architektur und Bauwesen verlangten
von den Baumeistern gute mathematische Kenntnisse; Uber-
schwemmungen erforderten ein Neuvermessen des Landes
und férderten das Entstehen des Kalenderwesens; die Kon-
struktion technischer Gerate wire ohne physikalisches und
mathematisches Wissen undenkbar gewesen.

In besonders enger Verbindung standen seit ihren An-
fangen die Astronomie und die Mathematik. Seit Jahr-
tausenden beobachteten die Menschen Vorginge am Him-
mel: die Bewegung der Sonne und des Mondes, der Planeten
und der Sterne. Durch die Auswertung dieses astronomischen
Materials konnte Thales eine Sonnenfinsternis vorherbestim-
men; die Verfolgung der Aufgangszeiten des Sirius ermog-
lichte die Voraussage der nachsten Niliiberschwemmung.
In dem Zusammenhang entstand die Frage, wie wohl die
Bewegung der Himmelskorper erklart werden kénnte. Dem
Beobachter auf der Erde erschien es, als kreisen diese um
unseren Planeten.

Folglich miiBte sich die Erde im Mittelpunkt des Welt-
alls befinden und ruhen! ‘

Die Gelehrten des Altertums stellten nun die Frage, ob
sich vielleicht ein mathematisches Modell finden laBt, wel-
ches die scheinbar so komplizierten Bewegungen der Plane-
ten und der Sonne beschreibt. Eine beachtenswerte Uber-
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legung entwickelte Apollonios von Perge*, der vermutlich
zwischen 262 und 190 v. u. Z. lebte. Apollonios studierte in
Alexandria Mathematik und wandte sich anschlieBend nach
Pergamon**. Dort lehrte er viele Jahre und verfaf3te zahl-
reiche wissenschaftliche Schriften. Besonderes Interesse fand
der Gelehrte an der Astronomie. Er schuf ein Modell, wel-
ches 1800 Jahre anerkannt wurde, die sogenannte Epizykel-
theorie. Nach dieser Theorie sollten sich die Planeten auf
Kreisbahnen bewegen. Doch wie muflten diese Bahnen an-
geordnet sein? Die Astronomen beobachteten ndmlich, daB
der Lauf der Planeten am Sternhimmel nicht gleichférmig
ist. Jahrlich zu bestimmten Zeiten beginnen sie plétzlich
in entgegengesetzter Richtung zu wandern! Heute lernen
wir im Astronomieunterricht die Erklarung dafiir kennen:
Die Erde und alle anderen Planeten bewegen sich um die
Sonne. Je groBer die Entfernung zur Sonne, desto geringer
ist die Bahngeschwindigkeit. Die Erde umlauft die Sonne in
einem Jahr, wahrend beispielsweise der Mars 1,9 Jahre, der
Pluto gar 250 Jahre benétigt. Dabei iiberholt unser Heimat-
planet seine Nachbarn, die dann mit einem Male scheinbar
riickwérts wandern.

Apollonios dagegen setzte voraus, daB die Erde der Mit-
telpunkt des Weltalls sei. Um die zeitweilig riicklaufige Be-
wegung dennoch erklaren zu konnen, sollten sich die Plane-
nicht nur auf einer (kleineren) kreisf6rmigen Bahn um einen
gedachten Mittelpunkt, sondern auch noch auf einer weiteren
(groBeren) Kreisbahn um die Erde drehen! Betrachten wir
die Abbildung 30: Befindet sich P innerhalb des Kreises K, ,
erfolgt die Riickwartsbewegung des Planeten.

Angendhert konnten die astronomischen Beobachtungen
damit bestédtigt werden. Eine Verbesserung des Modells

* Perge liegt im Siiden der heutigen Tiirkei und ist nur noch eine
Ruinenstitte.

** Pergamon, ebenfalls nur noch eine Ruinenstitte, befindet sich 200km
nordlich von Milet auf dem Gebiet der heutigen Tiirkei.
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scheinbare
Bewegung
des Marsam
Sternhimmel

erreichte Claudius Ptolemaus 300 Jahre spiter. In seinem
Werk ,,Almagest* beschreibt er das Planetensystem ein-
schlieBlich der Bewegungsvorginge. Die Vorstellung des
Ptolemdus wird als geozentrisches Weltbild bezeichnet. Der
Begriff ,,geozentrisch* beschreibt die Erde (geo...) als
Zentrum (... zentrisch).

utl

Abb. 30 Epizykelbewegung
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Der herrschenden Klasse diente das ptolemaische Weltbild
bis ins 17. Jahrhundert als Weltanschauung. Wer wagte, ge-
gen das geozentrische System aufzutreten, muBte mit harten
Strafen rechnen. Die Angst vor solchen Strafen hinderte
viele Naturwissenschaftler des Mittelalters, tiefgriindig zu
forschen. Erst Nicolaus Copernicus stellte im 16. Jahrhun-
dert die Vermutung auf, daB die Rotation der Erde um ihre
Achse Ursache fiir die Bewegung des Sternhimmels sei, Fir
ihn gab es keinen Unterschied zwischen den Planeten und
der Erde, die sich alle um das Zentrum des Planetensystems,
die Sonne, bewegen. Mit aller ihr zu Gebote stehenden Macht
kampfte die Kirche gegen dieses heliozentrische Weltbild des
Copernicus (helio = Sonnen...), das die Richtigkeit der
christlichen Weltanschauung in Frage stellte. Andererseits
lieB das kopernikanische Weltbild noch wissenschaftliche Fra-

Achse des Kegels (a)
a
Hreis Lllpse
a-90 §<p<se

Schnittebene £

Schnittebene €

Abb. 31 Die Kegelschnitte

Eine Menge von Punkten, die einer Ebene E und einem geraden Kreis-
kegel zugleich angehoren. Von der Beziehung zwischen der GroBe « des
Offnungswinkels des Kegels und der GroBe  des Neigungswinkels der
Schnittebene E gegen die Achse a des Kegels hidngt die Art des Kegel-
schnitts (Kreis, Ellipse, Parabel, Hyperbel) ab.
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gen offen, so daB es bei vielen Astronomen auch auf Ableh-
nung stieB. Doch die Entwicklung der neuen Weltanschau-
ung lieB sich nicht mehr aufhalten. Astronomische Beob-
achtungen fiihrten bald zu der Erkenntnis, daB die wahren
Planetenbahnen eine elliptische Form besitzen. Wiederum
bildete eine Arbeit des Gelehrten Apollonios die mathema-
tische Grundlage zu deren Beschreibung. Apollonios ver-
faBite acht Lehrbiicher, die den Titel ,,Conica* tragen, was
soviel wie ,,Kegelschnitte** heiBt. Hinter dem Wort ,,Kegel-
schnitte‘ verbirgt sich nichts anderes als die Bezeichnung fiir
Kreise, Ellipsen, Parabeln und Hyperbeln. Die untenstehen-
den Abbildungen zeigen die vier Mdglichkeiten, einen Kegel
aufzuschneiden. Es ergeben sich daraus die vier genannten
Schnittflichen. In den acht Banden der ,,Conica‘* untersucht
Apollonios ausfiihrlich Konstruktion und Eigenschaften der

NE~
| =
Y
g
8
2
)

Schnittebene £

Schnittebene £
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geometrischen Figuren. Einen Zusammenhang zwischen den
Ergebnissen seiner bedeutenden Arbeit und der Bahnform
der Planeten konnte der Mathematiker nicht erkennen:
Fiir ihn stand die Erde im Mittelpunkt des Weltalls.

Wihrend der Glaube an die besondere Stellung der Erde
im Weltraum iber zwei Jahrtausende erhalten blieb, nahmen
die Gelehrten schon friihzeitig an, daB die Erde Kugelgestalt
besitzt. Die vermutlich erste Vermessung des Erdumfanges
erfolgte bereits im 3. Jahrhundert v. u. Z. Eratosthenes, der
Leiter der Bibliothek von Alexandria, bemerkte, dal die
Sonne zur Mittagszeit in Syene* senkrecht am Himmel
stand. Infolgedessen wirft hier ein in den Boden gesteckter
Stab keinen Schatten. Andrerseits erreicht die Sonne in
Alexandria am Mittag eine geringere Hohe. Mit Hilfe eines
Schattenstabes bestimmte Eratosthenes den Sonnenstand zu
82,8°. Die Differenz zu 90° betragt genau 7,2°.

Die Abbildung 32 zeigt, daB sich die Entfernung zwischen
Alexandria und Syene zum Winkel von 7,2° wie der Erd-
umfang u zum Winkel von 360° verhalt:

AS __u | - 360°
7,2° 360°
u 360° o=

7.2° ’

Eratosthenes brauchte lediglich die Strecke Alexandria—
Syene zu vermessen, um den gesuchten Umfang berechnen
zu konnen. Mit

AS 794 km

folgt

=
Il

39700 km.

* Syene ist das heutige Assuan (Agypten). .
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Abb. 32

Sonnenstrahlen
zur Mittagszeit

A = Alexandria
§ =Syene

Verglichen mit dem gegenwirtig bekannten Wert von
u = 40009 km

stellt Eratosthenes’ Ergebnis eine erstaunlich gute Niaherung
dar. Erst 2000 Jahre spiter erhielten Erdvermesser genauere
Resultate.

Diophantos von Alexandria

SchlieBen wir unsere Begegnungen mit einigen der bedeutend-
sten Mathematiker des Altertums mit einem Besuch bei
Diophantos ab.
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Aus dem Leben dieses Gelehrten ist sehr wenig bekannt,
ja, man weiB} nicht einmal genau, in welcher Zeit er lebte.
In alten Schriften und Uberlieferungen finden sich Hinweise,
daB Diophantos vermutlich zwischen 150 und 350 u. Z. in
Alexandria wirkte. Aber dennoch kennt-man Einzelheiten
aus seinem Leben. Es 148t sich feststellen, wie alt der Mathe-
matiker wurde, wann er heiratete und wann sein Sohn zur
Welt kam. Wir wissen sogar, wann Diophantos’ Bart zu
wachsen begann.

Alle diese Angaben verdanken wir einer ,,Mode‘‘-Erschei-
nung der damaligen Zeit. Um die Mathematik interessant
zu machen, wurden Aufgaben in Verse gekleidet. Ein Bei-
spiel dafiir ist die Inschrift auf dem Grabe Diophantos’. In
deutscher Ubersetzung lautet sie etwa so:

,,Hier dies Grabmal deckt Diophantos. Schaut das

Wunder! G

Durch des Entschlafenen Kunst lehret sein Alter
der Stein.

Knabe zu sein gewdhrte ihm Gott ein Sechstel
des Lebens;

Noch ein Zwolftel dazu, sproBt’ auf der Wange
der Bart;

Dazu ein Siebentel noch, da schloB er das Biindnis
der Ehe,

Nach fiinf Jahren entsprang aus der Verbindung
ein Sohn.

Wehe, das Kind, das vielgeliebte, die Hilfte
der Jahre

Hatt’ es des Vaters erreicht, als es dem Schicksal
erlag.

Drauf vier Jahre hindurch durch der GréB8en Betrach-
tung den Kummer

Von sich scheuchend, auch er kam an das irdische
Ziel.*
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Schwierig zu lesen, nicht wahr? Aber nicht die mehr oder
weniger kunstvolle Form der Verse interessiert uns, sondern
vielmehr ihr Inhalt. Tatsichlich vermitteln sie einige Infor-
mationen tiber Diophantos. Um sie zu entschliisseln, bedarf
es jedoch einiger Rechnungen.

Uberlegen wir vorerst, womit wir eigentlich beginnen wol-
len. Erscheint es sinnvoll, sofort Diophantos’ Heiratsalter
zu bestimmen? Oder das Alter des Sohnes? Oder — wann der
Bart des Gelehrten zu sprieBen begann? Ist das i{iberhaupt
als erstes moglich?

Alle Verse jedoch beziehen sich auf Diophantos’ Lebens-
alter. Deshalb ist es zweckmiBig, zunédchst sein Alter zu
ermitteln. Bezeichnen wir diese unbekannte Zahl mit x. Wie
sich x zusammensetzt schildert der Text:

X =
Knabe zu sein gewihrte ihm Gott X
ein Sechstel des Lebens; ... 6
noch ein Zwolftel dazu ... + %
P X
dazu ein Siebentel noch ... + 7

Die Vervollstaindigung bereitet jetzt keine Schwierigkeiten
mehr. Das gesamte Gedicht liefert schlieBlich den Ansatz

X X X X
X=—+ — 4+ — + 5+ — + 4.
6 12 7 2
Aus dieser Gleichung gewinnen wir rasch die Losung, Dio-
phantos’ Lebensalter.
Die Briiche auf der rechten Gleichungsseite werden durch
einen gemeinsamen Hauptnenner zusammengefal3t:
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X X X
— + — + = +

6 12 7
14x + 7x + 12x + 42x _ 75
84 84

X
2

Damit vereinfacht sich der Ansatz zu

x=£x+9.
84

Die Losung dieser Gleichung lautet schlieBlich
x = 84.

Uberpriife diese Angabe.
Demnach erreichte Diophantos von Alexandria das recht
beachtliche Alter von 84 Jahren.

@ Die weiteren Daten aus dem Leben des Mathematikers
sind jetzt ohne Schwierigkeiten zu bestimmen.

Halt! Werfen wir noch einmal einen Blick auf das Ge-
dicht! Haben wir die Inschrift wirklich richtig gedeutet? Wie
libersetzten wir den 7. und 8. Vers in die mathematische
Zeichensprache? ,,... die Hilfte der Jahre hatt’ es des Vaters

. X . "
erreicht ...** bedeutete E Mit anderen Worten ausgedriickt:

Der Sohn wurde genau halb so alt wie der Vater. Doch
konnte man die beiden Verse auch anders deuten: Gerade
als der Sohn starb, war der Vater doppelt so alt wie dieser.

Nun wird die Berechnung etwas schwieriger. Die alte Glei-
chung lautete

X X
—_ 4 —
6 12

x = T
7 2

. X . .
wobei B das Alter des Sohnes ausdriickte. Bei unserer neuen
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Uberlegung ist die GréBe aber auch unbekannt, bezeichnen
wir sie deshalb mit y. Die neue Gleichung heiBt nunmehr:

X = +L+i+9+y.

X
6 12 7

Mit zwei nicht bekannten GréBen in einer Gleichung kénnen
wir nichts anfangen. Eine der Unbekannten muB ,,ver-
schwinden*. Vielleicht gelingt es, das y durch das x zu
ersetzen. Ein derartiges ,,Verschwindenlassen** einer GroBe
mit Hilfe einer anderen bezeichnet der Mathematiker als
eliminieren. Dafiir benétigt man allerdings eine Vorschrift,
denn es darf natiirlich nicht anstelle des y einfach das x ge-
schrieben werden! Bei der naherungsweisen Berechnung
von 7 eliminierten wir die Unbekannte h (siche Seite 59)
in II und I, indem wir beide Gleichungen geschickt mit-
einander verbanden. Es bleibt jetzt also nichts anderes iibrig,
als nach einem weiteren Zusammenhang zwischen x und y
zu suchen. Tatsdchlich liefert ihn der 9. Vers mit dem 7.
und 8. Gerade als der Sohn starb, war der Vater doppelt
so alt wie dieser (Vers 7 und 8) — und das ereignete sich genau
vier Jahre vor dem Tod des Vaters, wie der 9. Vers zu be-
richten weil}. Daraus ergibt sich die folgende Gleichung:

X — 4 = 2y bezichungsweise y = - 2.

X
2
@ Jetzt konnen wir y in der Ausgangsgleichung durch

= — 2 eliminieren und die zweite Losung bestimmen.

Die Frage bleibt: Wie alt wurde Diophantos? 84 Jahre?
Oder 65% Jahre? Das Gedicht gibt keine exakte Antwort.

So gut die Verse gemeint waren, ein wenig Unterhaltung in
die Mathematik zu bringen - sie ersetzten nicht immer eine
genaue mathematische Zeichensprache.
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Allerdings deuten sie an, welche Bedeutung Diophantos
zukommt. Er ist einer der ersten Gelehrten des Altertums,
fiir die nicht mehr unmittelbar der praktische Nutzen mathe-
matischer Uberlegungen im Vordergrund stand. Vorrangig
befaBte er sich mit Gleichungen und der Suche nach Auf-
I6sungen dieser Gleichungen. Wir sagen, er untersuchte
theoretische Probleme. Die Ergebnisse der Arbeiten schrieb
der Gelehrte in seinem Hauptwerk, der ,,Arithmetik*, nie-
der. Da die Mathematiker damals wenig Interesse an theore-
tischen Aufgabenstellungen zeigten, wurde die ,,Arithmetik*
erst nach mehr als tausend Jahren nach der Fertigstellung in
Europa studiert.

Leider sind uns von den dreizehn Bénden nur sechs iiber-
liefert worden. Jedoch glauben Historiker, vor wenigen Jah-
ren in einer alten Bibliothek weitere Bande gefunden zu
haben — aber das bedarf genauer Priifungen.

In seiner ,,Arithmetik* fithrte Diophantos zur Erleich-
terung des Rechnens feste Symbole und Abkiirzungen ein.
So benannte er die Potenzen x!, x?, ..., x5:

x! = Zahl
2 Quadratzahl

>
I

x* = Kubikzahl oder Kubus

x* = Biquadrat

x5 = Quadratokubus (als Zusammensetzung einer
Quadratzahl und einer Kubik-
zahl: x5 = x? - x3)

x® = Kubokubus.

Fir jede der Potenzen verwendete Diophantos eine be-
stimmte Abkiirzung. Auch fiir das Minuszeichen und das
Gleichheitszeichen gab er feste Symbole vor:

A fiir das Minus- und ,,¢** fiir das Gleichheitszeichen.

Erinnern wir uns an die Schreibweisen vor Diophantos,
leuchtet der Vorteil bestimmter Abkiirzungen sofort ein.
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DaB seine Gleichungen trotzdem kompliziert erscheinen, liegt
daran, daB3 die alten Griechen Zahlen mit Hilfe von Buch-
staben ausdriickten. Die Gleichung

202x% + 13 — 10x = 13
sah bei Diophantos so aus:
AﬁEEM;,Lg;EaD;[L;.

Nachdem der Gelehrte in der ,,Arithmetik* ausfiihrlich

das Vorgehen zur Berechnung der Unbekannten in einer

vorgegebenen Zahlengleichung geschildert hat, wendet er
sich einer Reihe von Aufgaben zu. Sehen wir uns eine da-
von an:

,,Es sei aufgegeben, die Zahl 100 so in zwei Zahlen zu zer-
lcg'en, daB ein Viertel der ersteren um 20 groBer sei als ein
Sechstel der zweiten.**

Versuche, die Aufgabe selbstandig zu 16sen!

Diophantos bearbeitete die Aufgabe in einer ganz be-
stimmten Reihenfolge:

1. Aufschreiben der Gleichung aus der Aufgabenstellung
100 ist in zwei Zahlen zu zerlegen, die vorldufig noch
unbekannt sind. Sie werden mit A und B bezeichnet.
Es folgt die Gleichung:

100 = A + B.

2. Suche einer zweiten Gleichung mit den beiden
Unbekannten A
,-.. ein Viertel der ersteren ...*, also e sei ,,... um 20

groBer ... als ein Sechstel der zweiten.", also

A a2
4 6

3. Einfiihren der Unbekannten x
: : ; ; B
Diophantos setzt nun in‘der zweiten Glexchung? =X
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und vereinfacht somit den Ausdruck zu

—':— = 20 + x bezichungsweise A = 80 + 4x.

4. Umformen der ersten Gleichung
In der ersten Gleichung wird A durch A = 80 + 4x
und B durch B = 6 x ersetzt:

100 = 80 + 4x + 6x = 80 + 10x.
5. Losen der Gleichung

100 = 80 + 10x | — 80
20 = 10x | :10
X =2

6. Bestimmung von A und B

A =8 +4x =8 +4-2 B=6x=6"2
A = 88 B = 12.

Die Probe 12 + 88 = 100 bestatigt die Richtigkeit der
gefundenen Ergebnisse.

@ Natiirlich 14Bt sich ein kiirzerer Losungsweg finden, der
nicht so ,,umstandlich** ist. Wir eliminieren einfach die Un-
bekannte A mit Hilfe der zweiten GréBe B!

Wendet man allerdings Diophantos’ Methode an, 148t sich
das Rechnen mit Briichen geschickt vermeiden. Dieser An-
satz fiihrt bei jeder Aufgabe zum Erfolg. Uberzeugen wir
uns davon bei folgender Aufgabe:

@ Die Hilfte des Lebensalters des Sohnes ist um drei Jahre
groBer als ein Drittel des Lebensalters der Tochter. Beide
zusammen sind genau halb so alt wie ihr Vater. Wie groB
ist der Altersunterschied der Geschwister, deren Vater
32 Jahre alt ist?
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Ein tieferes Eindringen in die ,,Arithmetik* des Diophan-
tos ist uns jetzt noch nicht méglich — dafiir miiBten wir uns
erst noch ein wenig mehr mit Mathematik beschiftigen. Den
Gelehrten des 16. und 17. Jahrhunderts diente Diophantos’
Hauptwerk als Anregung zur Beschiftigung mit weiteren
theoretischen Problemen.

Beenden wir den Besuch bei Diophantos von Alexandria
mit einem Zitat aus dem Vorwort der ,,Arithmetik‘‘:
,Vielleicht erscheint der Stoff etwas schwierig, da er dir
noch nicht vertraut ist und da es dem Anfanger manchmal
an Selbstvertrauen fehlt. Aber diese Wissenschaft wird dir
dennoch infolge deiner Lernbegierde ... wohl verstindlich
werden, denn Lerneifer begreift schnell.*
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HIH Diesse figur ist von bedeiit ain fiertel ...

Die Entwicklung der menschlichen Gesellschaft
und der Mathematik — ein untrennbarer Zusammenhang

Die Geschichte des Altertums zeigte, daB3 zwischen der Ent-
wicklung der menschlichen Gesellschaft und der Heraus-
bildung der Mathematik ein untrennbarer Zusammenhang
besteht. Erfordernisse des téglichen Lebens lieBen die Ge-
lehrten groBartige Leistungen vollbringen. Denken wir nur
an Archimedes.

Auch die Zeit des Mittelalters bestatigt die Abhangigkeit
mathematischer und naturwissenschaftlicher Forschungen
vom gesellschaftlichen Leben. Betrachtet man die Geschichte,
1aBt sich die Begriindung dafiir finden, daB das Niveau der
Mathematik in Europa erst im 16. Jahrhundert dem der
alten Griechen gleichkam. Die weltliche und die kirchliche
Macht verhinderten iiber ein Jahrtausend hinweg nahezu
jeglichen wissenschaftlichen Fortschritt. Im Verlaufe von
300 Jahren lieB die Inquisition, das oberste Kirchengericht,
mehr als 30000 Menschen grauenvoll umbringen: Es waren
die ,,Ketzer*, die wissenschaftlichen Forschungen nach-
gingen, aber auch Menschen, die man einfach der Hexerei
bezichtigte! So griff beispielsweise Giordano Bruno Coper-
nicus’ Ideen auf und verbreitete sic unter dem Volk. Wer es
aber wagte, gegen das geozentrische Weltsystem aufzutreten,
muBte mit dem Tod rechnen. So wurde Giordano Bruno
am 17. Februar 1600 in Rom auf dem Scheiterhaufen ver-
brannt.

Die Furcht vor der Verfolgung durch die Inquisition
hemmte die Entwicklung aller Wissenschaften. Deshalb ver-
breiteten sich auch mathematische Kenntnisse sehr langsam.
Verfolgen wir diesen ProzeB auf einigen wesentlichen
Etappen.
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Das friihe Mittelalter

Im 5. Jahrhundert u. Z. zerfiel der einstmals méchtigste
Sklavenhalterstaat des Altertums, das Romische Reich. In
weiten Teilen Europas erfolgte der Ubergang von der
Sklavenhaltergesellschaft in die neue Ordnung des Feuda-
lismus. Doch war auch diese eine Ausbeutergesellschaft. Es
entstand die Klasse der Feudalherren, die sich aus Adligen
und geistlichen Wiirdentrigern zusammensetzte. Sie verfiig-
ten iiber ausgedehnte Lindereien und herrschten iiber die
Klasse der leibeigenen Bauern.

Die Feudalherren waren nicht im geringsten daran inter-
essiert, daBB die Bauern Wissen erwarben. Wer viel weiB,
konnte iiber sein schlechtes Leben nachdenken und erken-
nen, daB man sich der Herren erwehren miiBite! Das lag
natiirlich nicht im Interesse der Obrigkeit. Die Leibeigenen
hatten auf den Feldern zu arbeiten, um den Reichtum der
Herren zu mehren.

So wird es verstandlich, daB diese Menschen kaum iiber
mathematische Kenntnisse verfiigten. Der Bauer vermochte
wohl noch zu zahlen, besall aber sicher nicht die Fahigkeit,
zuvm Beispiel die GroBe des von ihm bestellten Feldes zu
berechnen. Wozu auch? Das Land gehorte ihm ja nicht!

In den Klosterschulen, die allerdings von den Kindern
der Bauern nicht besucht werden durften, lehrte man das
Fingerrechnen. Der Monch Beda — er lebte von 673 bis 735 —
schrieb die wichtigsten Regeln der Fingerrechnung auf, von
denen er aus alten Handschriften der Rémer erfahren hatte.
Verschiedene Stellungen der Finger und Hande bedeuteten
jeweils bestimmte Einer, Zehner, Hunderter oder Tausender.
Unter Zuhilfenahme der Arme gelang es, bis zu einer Million
zu zéhlen. (Siehe Abbildung 33)

Doch auch die adligen Feudalherren erwiesen sich als recht
ungebildet. Karl der GroBe zum Beispiel, 800 zum Kaiser
gekront, der iiber ein riesiges Reich gebot, das er in blutigen

83



N eE

.bcC

*cCCC

zal

Abb. 33 Zahlendarstellung mit Hilfe der Finger und Hande

Kriegen erobert hatte, konnte weder lesen noch schreiben.
Ein etwas umfangreicheres mathematisches und astronomi-
sches Wissen besaBen lediglich einige Geistliche. Deren In-
teresse galt jedoch hauptsachlich der Vorausberechnung
kirchlicher Feiertage, wie beispielsweise des Osterfestes.

Um aber dieses grofe Land richtig verwalten, aus ihm
moglichst groBen Gewinn ziehen zu kénnen und seine Macht
zu festigen, brauchte Karl der GroBe Leute, die sich im
Rechnen, Schreiben und Lesen auskannten. Er beorderte
deshalb den gelehrten Ménch Alcuin an seinen Hof, der
unter seinen Gefolgsleuten Wissen verbreitete. Den Be-
miithungen dieses Ménchs ist die Griindung von Schulen in
Frankreich und Deutschland zu verdanken. Auch diese Schu-
len durften selbstverstindlich die Kinder der leibeigenen
Bauern nicht besuchen.

Um moglichst groBes Interesse an der Mathematik zu
wecken, formulierte Alcuin eine Reihe von Rétselaufgaben.
Eine Aufgabe war die folgende:
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® Ein Hund jagt einen Hasen, dessen Vorsprung 150 FuB*

‘ betragt. Bei jedem Sprung legt der Hase 7 FuB3, der Hund
dagegen 9 FuB zuriick. Nach wieviel Spriingen ist der Hase
eingeholt?

Wiéhrend die Losung dieser Aufgabe uns nicht schwer-
fallen wird, stellt die folgende uns sicher vor Schwierigkeiten:

Auf dem Markt kauften 2 Manner fiir 100 Miinzen eine
Herde Schweine, wobei sie fiir 2 Miinzen 5 Schweine erhiel-
ten. AnschlieBend teilten sie die Herde und verkauften wie-
der jeweils 5 Tiere fiir 2 Miinzen. Dennoch téatigten sie den
Verkauf so, daB sie einen Gewinn erzielten. Wie war das
moglich?

Ohne Betrug wird das sicher nicht abgegangen sein, wer-
den wir vielleicht als erstes sagen. Doch betrachten wir die
Aufteilung der Herde.

@ Berechne deren Grofle!

Nach der Aufteilung besaB jeder der Manner 125 Tiere.
In die eine Herde sortierten sie die fetten Schweine und in die
andere die mageren! Nun zahlt ein Kéufer fiir ein mageres
Schwein natiirlich weniger als fiir ein wohlgenéhrtes, so daB
die Méanner folgende Preise festlegten:

2 Schweine der fetten Sorte kosten 1 Miinze.

3 Schweine der mageren Sorte kosten ebenfalls 1 Miinze.
Tatsichlich brachten 5 Schweine wieder 2 Miinzen ein.

Jetzt verkaufte jeder der Manner 120 Tiere. Berechnen wir
den Erl6s: Der eine kassierte

120 : 2 = 60; €0 mal |1 Miinze,

er erhielt somit 60 Miinzen; der zweite erhielt fiir jeweils
3 magere Schweine 1 Miinze, er bekam folglich

120 : 3 = 40; 40 mal 1 Miinze.

* Das FuB ist ein altes LiangenmaB; 1 FuB =~ 30 Zentimeter.
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Zusammen ergibt das 100 Miinzen, also genau die Kauf-
summe.

Jeder behielt aber noch 5 Tiere iibrig, deren Verkauf
schlieBlich den Gewinn der beiden Gauner ausmachte.

@ Wie dieser Gewinn mathematisch zustande kommt, iiber-
lege jeder selbst. Vergleiche dazu den urspriinglichen Preis
fiir ein einzelnes Schwein mit der geforderten Summe beim
anschlieBenden Verkauf!

Eine weitere Aufgabe Alcuins, die bereits im Altertum
gestellt wurde, ist ohne jeden Trick 15sbar:

D

@ Ein Wasserbehilter mit einem Volumen von 12 Raum-
einheiten erhélt durch zwei Zufiihrungen Wasser. Die eine
Zufiihrung liefert pro Stunde eine Raumeinheit Wasser, die
zweite dagegen vier. Wie lange dauert die Fiillung des Be-
halters, wenn beide Zufiihrungen gleichzeitig Wasser liefern?

Abb. 34

Eid statt Priifung!

In der Zeit vom 11. bis 15. Jahrhundert wuchsen in Europa
viele Stadte empor, deren bedeutendste an den Ufern der
Meere und den Kreuzungspunkten wichtiger HandelsstraBen
lagen: Florenz, Genua, Venedig, Mailand und Pisa.

Informiere dich auf der Landkarte iiber die Lage der
Stadte!

Von hier aus unternahmen die Kaufleute ausgedehnte
Handelsreisen besonders in den Orient, nach Indien und
China. Dabei lernten sie das Leben und den Stand der
Wissenschaften jener Vélker kennen und brachten viele
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Neuigkeiten nach Europa. So verdanken wir die Kenntnis
von der Papierherstellung den Chinésen; Seide, Porzellan
und KompaB stammen ebenfalls aus China. Aus Indien kam
das Schachspiel nach Europa, liber dessen Erfindung eine
Anekdote berichtet:

Sessa Ebn Daher durfte sich vom Herrscher Indiens eine
Belohnung fiir die Erfindung des Schachspiels wiinschen.
Daraufhin nahm Daher ein Schachbrett und forderte, auf
das erste der insgesamt 64 Felder ein Weizenkorn, auf das
zweite Feld 2 Weizenkdrner, auf das dritte Feld 4 Korner,
auf das vierte Feld 8 Korner usw. usw. zu legen. Auf jedem
Feld sollte also genau die doppelte Menge Weizen liegen
wie auf dem vorhergehenden Feld. Diese Zahlen lassen sich
vereinfacht in der Potenzschreibweise darstellen:

I.Feld 1 = 2° Korn

2.Feld 2 = 2' Korner
3.Feld 4 = 22 Kérner
4.Feld 8 = 23 Korner

Auf dem 64. Feld des Schachbrettes sollten demnach
263 Korner liegen. Die Gesamtzahl erhalten wir durch Auf-
summieren :

1+ 20 4+ 22 + 23 4+ ... + 260 4 262 4 263,

Die Summierung wird recht langwierig, doch 1aBt sich das
Ergebnis nach kurzer Uberlegung sofort angeben. Es gilt

1 +2'=3=4—-1=2% -1
1 +20 422 =7=8—1=2—1
1 +2' +22 +22=15=16—-1=2% — 1

Das Ergebnis lautet demzufolge

1 + 2% 4 22 4 23 4+ ... 4 200 4 2062 4 263
= 2% — 1.
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Von dieser ,,kleinen* Zahl war der Herrscher sehr iiber-
rascht. So eine Kleinigkeit erschien ihm viel zu gering als
Belohnung. Doch die Hofgelehrten anderten rasch seine
Meinung, indem sie 264 — 1 berechneten:

264 — 1 = 18446 744 073 709 551 615.

® Im Jahre 1980 wurden von den Anbauflichen der DDR
ungefahr 3 Millionen Tonnen Weizen geerntet. Eine Tonne
Weizen enthalt schatzungsweise 28,8 Millionen Korner. —
Vergleiche die vom Erfinder des Schachspieles geforderte
Belohnung mit dem Ertrag der 1980er DDR-Ernte!

Auch in Europa schritt die gesellschaftliche Entwicklung
voran. Viele Erfindungen wie die der Windmiihle und der
Wassermiihle im 10. Jahrhundert und die Verbesserung land-
wirtschaftlicher Arbeitsgerite fiihrten zu einer Erleichterung
der Arbeit. Die Urbarmachung der Walder fiir neue Acker-
flichen und der Ubergang in vielen Gebieten zur Dreifelder-
wirtschaft erbrachten reichere Ernten und lieBen das Mehr-
produkt wachsen. In den Stiddten begann der Bau monu-
mentaler Kirchen. Noch heute kénnen wir die sogenannte
gotische Baukunst bewundern, zum Beispiel am Dom in
MeifBlen, am Magdeburger Domchor, an der Kathedrale von
Reims. Das Errichten solcher Bauwerke erforderte umfang-
reiche mathematische und ingenieurtechnische Berechnungen
und die Anfertigung genauer, detaillierter Bauplane.

In den Stadten entwickelte sich verstarkt das Handwerk.
Ausgeriistet mit den Erfahrungen der Metallbearbeiter des
Altertums entstand das Schmiedehandwerk, die Kunst der
Waffen- und Goldschmiede vervollkommnete sich. Bedeu-
tung erlangten das Textilhandwerk, der Schiffsbau, das Zim-
mermannshandwerk. Die feudale Gesellschaftsordnung
brachte Arzte, Lehrer, Kiinstler, Architekten, Juristen und
Rechenmeister hervor. Die Rechenmeister lehrten zahlenden
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Abb. 35 Kathedrale von Reims

Schiilern das Zahlen und Rechnen. Sie selbst berechneten
Geldgeschifte, filhrten Abrechnungsbiicher der Kaufleute,
ermittelten Zinsen - kurzum, sie l&sten mathematische
Probleme, die das téagliche Leben stellte. Viele der Meister
schrieben kleine Biicher, in denen sie die Ausfiihrung ein-
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Abb. 36

facher Rechenoperationen schilderten und dem Lernenden
Aufgaben- zur Losung vorlegten. Eine der Aufgaben aus
einem in Niirnberg erschienenen Biichlein lautet etwa folgen-
dermaflen:

@ Ein Mann trinkt in 21 Tagen einen Eimer Bier. Hilft ihm
dabei seine Frau, leeren sie ihn gemeinsam in nur 14 Tagen.
Nach welcher Zeit wiirde die Frau den Eimer allein geleert
haben?

Zur Ausbildung der Arzte, Rechenmeister und der anderen
Angehorigen dieser Schicht dienten erhalten gebliebene Lehr-
biicher aus dem Altertum. Im 12. und 13. Jahrhundert griin-
dete man Ubersetzerschulen, in denen solche Lehrbiicher in
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die lateinische Sprache, aber auch in die Muttersprachen
iibertragen wurden. Das groBe Wissen der Gelehrten Agyp-
tens und Griechenlands stand nun den ,,Lerneifrigen* und
,,Lernbegierigen*“ — mit den Worten Diophantos’ gespro-
chen - zur Verfiigung. Doch bedauerlicherweise griffen nur
sehr wenige Menschen zu mathematischen Schriften.

Auch die Griindung der ersten Universititen in Europa
forderte kaum die Verbreitung mathematischer Kenntnisse.
Die éltesten Universititen unserer Republik wurden im
15. Jahrhundert eroffnet: in Leipzig im Jahre 1409, in
Rostock zehn Jahre spater und 1456 in Greifswald. Zu den
Hauptfachern gehdrten Medizin, Theologie, Recht und die
Kiinste. Im Lehrfach ,,Kiinste'* unterrichtete man neben
Grammatik und Musik und anderem auch Astronomie, Geo-
metrie und Arithmetik. Ein richtiges Fach Mathematik gab
es allerdings nicht. Die Studenten besaBen folglich nur eine
unbedeutende mathematische Bildung. Selbst angehende
Magister — diese Bezeichnung trugen Lehrer an Universita-
ten — bendtigten keine Mathematikpriifung, um die Lehr-
erlaubnis zu erhalten. Anstelle einer Priifung geniigte es,
zu beeiden, daBB man Vorlesungen iiber Euklids ,,Elemente*
gehort hatte!

Als erster setzte sich der Magister Johannes von Gmunden
fiir die Erteilung des Faches Mathematik an der Universi-
tat Wien (gegriindet 1365) ein. Das fiihrte dazu, daB sich
diese Universitat im 15. Jahrhundert zu einer bedeutenden
Schule der Mathematik und Astronomie entwickelte. Der
Anfang einer tiefgriindigen Beschiftigung mit den Natur-
wissenschaften an den hochsten Bildungseinrichtungen war
damit gemacht.

Brachten die Kaufleute und Seefahrer von ihren Handels-
reisen eine Reihe neuer Erfindungen ferner Vélker nach
Europa, sc belebten sie auch gleichzeitig die weitere Ent-
wicklung der Mathematik. Interessiert eignete man sich die
Kenntnisse der Wissenschaftler jener Vélker an. Einer der
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Reisenden, Leonardo Fibonacci von Pisa, erwarb auf diese
Art ein umfangreiches mathematisches Wissen, welches er
im Jahre 1202 in seinem Werk ,,Buch vom Abakus* nieder-
schrieb. Mit dem Inhalt dieses Buches wollen wir uns etwas
naher vertraut machen.

Das ,,Buch vom Abakus*‘ — der Originaltitel lautet ,,Liber
abaci‘* — enthalt in einem groBen Abschnitt kaufménnische
Rechnungen. In einigen dieser Rechnungen wird der Geld-
besitz von Handelsleuten ermittelt:

@ Erhilt der erste Mann vom zweiten 7 Dinare, so verfiigt
er iiber fiinfmal so viele wie der zweite. Erhdlt der zweite
Mann vom ersten 5 Dinare, so besitzt er siebenmal so viel
wie der erste. Wie groB ist das Vermdgen der Méanner?

Eine weitere, ebenfalls von Fibonacci gestellte Aufgabe,
16sen wir gemeinsam: '

Der Preis fiir 30 lebende Végel betragt 30 Miinzen. Ein
einzelnes Rebhuhn kostet 3 Miinzen, eine Taube kostet
2 Miinzen, und fiir zwei Sperlinge ist eine Miinze zu zahlen.
Wieviel Vogel jeder Art wurden gekauft?

Bezeichnen wir mit x die vorlaufig unbekannte Anzahl der
Rebhiihner, mit y die Anzahl der Tauben und schlieBlich mit
z die Anzahl der Sperlinge, so liefert die Aufgabenstellung
bereits eine Gleichung:

Die Gesamtzahl der Vogel betragt 30, demnach gilt

x +y+ z =30 I

Erforderte die Bestimmung zweier Unbekannter zwei Lo-
sungsgleichungen, verlangen drei Unbekannte drei Glei-
chungen. Die zweite resultiert aus d‘em Kaufpreis: x Reb-
hiihner kosten x - 3 Miinzen, y Tauben kosten y - 2 Miin-

zen, und z Sperlinge kosten z - ;— Mi‘xhzen.
Begriinde den Ansatz fiir den Preis der z Sperlinge!
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Insgesamt gab der Kéufer 30 Miinzen aus:
3x+2y+%z=30. 11

Doch jetzt entsteht ein groBes Problem. Der Aufgaben-
stellung 1aBt sich keine dritte Gleichung entnehmen. Alle
Angaben sind bereits in die mathematische Zeichensprache
ibersetzt. Oder enthidlt der Aufgabentext noch einen ver-
steckten Hinweis? Uberlegen wir: Welche Forderung kann
man an die Unbekannten x, y, z stellen? Wird es sich um
natiirliche Zahlen, gebrochene oder gar negative Zahlen
handeln?

Da wir mit x, y und z die Anzahl der Vogel bezeichneten,
entfillt eine gebrochene oder eine negative Zahl als Lésung.

Oder kénnte man etwa 2 % lebende Sperlinge oder — 3 Tau-

ben kaufen? Weiterhin setzen wir voraus, daB der Kiufer
von allen drei Vogelarten Tiere erwarb, so daB x, y und z
groBer als Null sein miissen. Vielleicht helfen uns diese Uber-
legungen weiter.

Vorerst aber eliminieren wir eine der drei Unbekannten
aus Gleichung II unter Zuhilfenahme von Gleichung I.

Eliminiere z in II!

Die neue Gleichung besitzt die Gestalt
ix + 'iy = 15. Inr -

2 2

Stellen wir III nach x um, laBt sich eine eindeutige Losung
finden:

5 3
—x 4+ —y =15 .2
5 5 [
5x + 3y =30 | =3y;
5x =3-(0 —y) |:5 ¢
x=3~(10—_Y).
5
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Da x Element der natiirlichen Zahlen ist, wie wir oben fest-
stellten, muB3 der Ausdruck (10 — y) ohne Rest durch 5
teilbar sein, da die 3 nicht durch 5 teilbar ist. Einfaches
Probieren bestitigt, daBl diese Forderung nur fiir

yi = 0,

y> = 5 und

ys = 10
erfiillt ist.

Fiihre die Probe durch!

Da nach Voraussetzung von jeder Sorte Vogel gekauft
wurden, entféllt sofort y, = 0. Auch y; = 10 kénnen wir
ausschlieBen, da aus III fiir diesen Fall x = 0 folgt.

Somit erhalten wir eine eindeutige Losung fiir y, hieraus
eine fiir x und schlieBlich aus Gleichung I oder II auch
fiir z:

x = 3
y=1735
z = 22

Fiir die 30 Miinzen wurden demnach 3 Rebhiihner, 5 Tau-
ben und 22 Sperlinge gekauft.

@ Lose 1 und II unter der Annahme, daB nicht von jeder
Sorte Vogel gekauft wurden. Existiert ein sinnvolles Ergeb-
nis fiir z '= 0?

Liber abaci

In den ‘ersten Kapiteln seines Buches erlautert Leonardo
Fibonacci eine neue Zahlenschreibweise, die er wihrend
seiner Reisen nach Arabien kennenlernte. Bereits im 10.Jahr-
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hundert drangen diese arabischen Ziffern nach Europa ein,
doch fanden sie kaum Beachtung. Dabei sollten sie vor allem
den Kaufleuten und Rechenmeistern gegeniiber der bisheri-
gen romischen Schreibweise Erleichterung beim Rechnen
bringen!

Bevor wir die Verbreitung der arabischen Ziffern in Europa
verfolgen, betrachten wir kurz die rémische Zahlenschreib-
weise.

Nur sieben verschiedene Zeichen geniigen, um Zahlen bis
zu einer Million darzustellen:

I v X L (& D M
1 5 10 50 100 500 1000.

An der Wahl spezieller Zeichen fiir 1, 10, 100 und 1000,
aber auch fiir 5, 50 und 500 wird deutlich, daB sowohl die 5
wie auch die 10 Grundzahlen bilden. Wie bereits im Griechi-
schen, Babylonischen und Agyptischen resultiert eine belie-
bige Zahl durch Aneinanderreihung der entsprechenden
Symbole. Die 4, beispielsweise, wiirde wie folgt aussehen:

4 = IIII.
Hier wahlt man jedoch eine Abkiirzung:
4 =5—-1=1V.

Diese Besonderheit, von einer groBeren eine kleinere Zahl
abziehen zu dirfen, trigt deshalb auch die Bezeichnung
,,subtraktive* Zahlenschreibweise.

Der Vorteil der subtraktiven Darstellung besteht darin,
Zahlenausdriicke in kurzer Form schreiben zu konnen. Aller-
dings ergeben sich daraus auch Mdglichkeiten, daB eine
gréBere Zahl aus weniger Ziffern besteht als eine kleinere
Zahl! Uberzeugen wir uns:

3 =1II
4 =1V
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oder

B0+ 31048 + 5= LEXXKXVIIL

88 =

492 = 490 + 2 = (500 — 10) + 2 = XDII
oder

998 = 900 + 90 + 8 = (1000 — 100)

+ (100 — 10) + 5 + 3
CMXCVIII
999 = 1000 — 1 = IM.

Zu beachten bleibt allerdings, daB hoéchstens eine kleinere
Zahl vor die groBere gesetzt werden darf,

48 = 50 — 2 =1IL

zu schreiben ist falsch!
Ein waagerechter Strich iiber einem Zeichen bedeutet das
Tausendfache, also

= 1000 - 10 = 10000,
= 1000 - 1000 = 1000000 oder
= 1000 - 110 = 110000.

g =1 %

@ Ubertrage: IX, XI, XI, LXVII, XXIX, MCDLXXXVI,
CCMMXX!
@ Schreibe in rémischen Ziffern: 324, 498, 499, 2949, 50000!

Die Darstellung von Briichen erfolgte natiirlich ebenfalls
mit rédmischen Zahlenzeichen. In einem Rechenbiichlein von
1514 findet sich dazu eine Beschreibung:

% Diesse figur ist von bedeiit ain fiertel von ainez

ganzen | also mag man auch ain fiinfftail / ain sechstail /
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ain sybentail oder zwai sechstail und alle ander briich
I I ['IL

beschreiben / alsi i
V/ VI/ Vil VI

Der Nachteil der rémischen Zahlenschreibweise besteht in
der Uniibersichtlichkeit der Ausdriicke und der Unmdog-
lichkeit, schriftliche Rechnungen auszufiihren. Wie sollte
man auch zwei Zahlen miteinander multiplizieren?

Abb. 37 Russisches Stschoty

Dennoch fiithrten einige Kaufleute ihre Biicher bis ins
16. Jahrhundert nach der scheinbar duBerst umsténdlichen
rémischen Methode. Wie erledigten sie ihre umfangreichen
Abrechnungen?

Die Abbildung auf Seite 90, welche eine mittelalterliche
Rechenstube zeigt, gibt eine Antwort. Auf dem Tisch liegt
ein sogenannter Abakus, ein leicht zu handhabendes Re-
cheninstrument. Der Abakus bestand aus einem rechteckigen
Brett mit mehreren eingezeichneten parallelen Linien. Die
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Spalten bedeuteten, von links nach rechts gelesen, Tausender,
Hunderter, Zehner und Einer. Eine bestimmte Anzahl Stein-
chen oder Kugeln auf einer der Linien entsprach der Anzahl
der Tausender, Hunderter usw. Durch Verschieben der Stein-
chen lieBen sich einfache Rechenoperationen miihelos und
in kurzer Zeit ausfiihren!

Noch heute finden in einigen Lindern an den Abakus
erinnernde Gerate Verwendung, beispielsweise in der Sowjet-
union das Stschoty. (Siehe Abbildung 37)

Von ihrem ersten Auftreten in Spanien mufBten 600 Jahre
vergehen, bis eine neue, die arabische Ziffernschreibweise,
in Europa Anerkennung und Verbreitung fand. Vollkommen
richtig ist die Bezeichnung der Zahlen eigentlich nicht, denn
ihre Erfindung fiihrt bis nach Indien. Hier verwendete man
neun Ziffern und erstmalig ein besonderes Zeichen, die Null:

T 3 v 4 (7 » & e
1 2 3 4 5 6 7 8 9 0.

Handelsreisende brachten die Kenntnis von den indischen
Zahlen nach Arabien, wo sie bereits einige Verdnderungen
erfuhren. In der westarabischen Darstellung lieB man ein-
fach die Null verschwinden:

] &€ x < § ¢ 1 & 9
1 2 3 4 5 6

~
(=]
=]

Demgegeniiber erhielt die Null in der ostarabischen Form
einen kleinen Punkt und hieB ,,sifr*:

rr Y 2 4 v A9 .

1 2 3 4 5 6 7 8 9 0.
Unser heutiges Wort ,,Ziffer*, womit wir allgemein die Zahl-
zeichen benennen, erinnert noch an ,,sifr*.
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Uber Arabien gelangten die Ziffern schlieBlich nach
Europa. Im 15. Jahrhundert schrieb man

’ 2

N

& 4 6 - ' y °

GroBe Verdienste bei der Verbreitung der indisch-arabi-
schen Zahlen erwarb sich Leonardo Fibonacci. In seinem
,,Buch vom Abakus* schildert er ausfiihrlich deren grofe
Vorteile. Allerdings erweckt der Buchtitel falsche Vorstel-
lungen, denn ,,vom Abakus* berichtet der Mathematiker
nicht. Er erldutert in mehreren Kapiteln die Handhabung
der neuen Zahlen und beschreibt die Ausfiihrung verschie-
dener Rechenoperationen: Von den vier Grundrechenarten
bis hin zum Wurzelziehen und dem Lésen von Gleichungen.

Farvloer]
TS Evieore]

Abb. 38 Vorldufer der heutigen Ziffern



Nach dem Erscheinen des Werkes ,,Liber abaci‘‘ tauchten
in Kaufmannsbiichern haufiger arabische Ziffern auf. Doch
mangelte es auch nicht an Gegnern. So entbrannte zwischen
den Anhangern der neuen Schreibweise, den sogenannten
Algorithmikern, und den Anhingern des Abakusrechnens,
den Abakisten, ein heftiger Streit. Vor allem aber fehlte das
Verstdndnis fiir die seltsame Null. Man brachte dieser ,,sifr*
groBtes MiBtrauen entgegen. Kam man bisher ohne Null
aus, weshalb sollte es mit einem Male eine Zahl geben, die
nicht einmal etwas ausdriickte — ein besonderes Zeichen fiir
das ,,Nichts*“ konnte nur Unsinn sein! Andrerseits fiel der
umstrittenen Null eine besondere Bedeutung zu: An eine
beliebige Zahl angehéngt, verzehnfachte, verhundertfachte ...
sie deren Wert! Auch hing die GroBe einer Zahl von der
Anordnung jenes Zeichens ab: 378 ist der zehnte Teil von
3780; diese Zahl wiederum ist gréBer als 3078 oder 3708,
aber kleiner als 37008!

SchlieBlich erging im Jahre 1299 in Florenz der ErlaB, da
kein Kaufmann mehr die arabischen Ziffern verwenden
diirfe. Die offizielle Begriindung dafiir klingt recht faden-
scheinig: Betriiger kénnten miihelos Abrechnungen félschen,
indem sie mit einem kleinen Strich die 0 in eine 6 oder 9
verwandeln wiirden.

Die Obrigkeit empfahl sogar, die Zahlen kiinftig nur noch
in Worten auszudriicken!

Verabschieden wir uns von Leonardo Fibonacci mit einer
von ihm gestellten Aufgabe, deren Losung einige Uberlegung
erfordert:

® Ein Kaninchenpaar bringt jeden Monat ein neues Kanin-
chenpaar auf die Welt. Jeweils zwei Monate spiter erzeugen
auch die neuen Paare pro Monat ein weiteres Paar. Diese
haben wiederum nach der gleichen Zeit monatlich ein Nach-
kommenpaar usw. Wieviel Kaninchenpaare werden innerhalb
eines Jahres insgesamt geboren?
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Im spdten Mittelalter

Den endgiiltigen Siegeszug der indisch-arabischen Zahlen-
schreibweise erméglichte eine Erfindung des Mainzer Gold-
schmiedes Johannes Gensfleisch zum Gutenberg um 1440:
der Buchdruck. Mufiten bisher miihsam handschriftliche
Kopien vorhandener Biicher angefertigt werden, um sie im
Land verbreiten zu kénnen, stand nun ein wertvolles Hilfs-
mittel zur Verfiigung — die Druckmaschine. Schriften erschie-
nen in grofBer Anzahl, und bald nach Gutenbergs Erfindung
tauchten die ersten gedruckten Mathematikbiicher auf.

AE 2T N
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Abb. 39 Buchdruckerei um 1586

Viele namhafte Gelehrte des 15. und 16. Jahrhunderts tru-
gen zur Entwicklung der Naturwissenschaften, besonders der
Mathematik, Physik und Astronomie bei.
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Und diese Entwicklung lieB sich auch nicht aufhalten.
Es war die Zeit, da sich das Biirgertum durchsetzte, dessen
sich entwickelnde Produktivkrafte wissenschaftlich fundierte
Kenntnisse brauchten. Das folgendeKapitel berichtet dariiber.
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Abb. 40

An den Universititen Europas erhielten naturwissenschaft-
liche Facher einen festen Platz. Die fortschreitende Archi-
tektur, das Kriegswesen, die Hochseeschiffahrt, aber auch
die heranwachsenden Produktionsbetriebe machten eine
breite mathematische Bildung erforderlich.

Zum Beispiel benétigten die Baumeister und Handwerker
zur Errichtung von Kirchen, Briicken, ja im Stiddtebau
tiberhaupt, genaue Baupline. Um aber ein raumliches Ge-
bilde auf dem Papier darstellen zu kdnnen, bedurfte es einer
besonderen Zeichenkunst: der Perspektive.

a Stelle die Cheopspyramide in Kavalierperspektive sowie
in Grund- und AufriB dar. Wahle einen geeigneten Maf3stab!
(Ho6he der Pyramide = 147 m, Kantenlidnge der quadrati-
schen Grundfliche = 230 m)

Nicht nur Architekten erkannten die Bedeutung der per-
spektivischen Darstellung. Auch Maler nutzten die Kunst
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der rdumlichen Zeichnung. Ein kiinstlerisch besonders wert-
volles Gemilde dieser Art stammt von Leonardo da Vinci,
dem groflen Gelehrten und Maler des 15. und 16. Jahrhun-
derts: Das Abendmahl (sieche Abb. 40). Ein anderer Kiinstler,
der deutsche Maler Albrecht Diirer, schrieb ein Lehrbuch, in
welchem er auch Probleme der Perspektive abhandelte. Dieses
Werk trigt den Titel ,,Underweysung der Messung mit dem
zirckel und richtscheyt**. )

Albrecht Diirer schrieb iibrigens die arabischen Ziffern
auf die folgende Art:

1 2 3 4 5 & 7 8 9 o

Die Ahnlichkeit mit unserer heutigen Schreibweise ist be-
reits unverkennbar. Auf einem seiner Gemaélde (,,Melan-
cholie) findet sich ein sogenanntes magisches Quadrat, in
welchem gleichfalls die arabischen Ziffern dargestellt sind.

16] 3| 2|13
Gllo|11| 8
Rl 6|72l
Abb. 41 Q'ISI*X

Wir wollen uns noch kurz ansehen, was ein magisches
Quadrat ist. Seine Besonderheit besteht darin, daB die
Summe der Zahlen einer jeden Spalte, einer jeden Reihe
und der beiden Diagonalen stets gleich ist. Diirers Quadrat
liefert in allen Fallen die Summe 34. Die beiden in der
untersten Zeile stehenden Zahlen 15 und 14 geben an, in
welchem Jahr Diirer das Bild anfertigte: 1514.

‘@ Verteile die Zahlen von 1 bis 9 so auf neun Felder, daB
ein magisches Quadrat entsteht!

* Ein richtscheyt ist ein Lineal.
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Wie schon erwihnt trug auch das Kriegswesen zur Ent-

wicklung der Mathematik bei. Die Konstruktion neuer Waf-
S S
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;

Abb. 42 Richten eines Geschiitzes
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fen erforderte mathematische Kenntnisse, ihre Bedienung
ebenfalls. Die Abbildung 42 deutet an, mit welchen Schwierig-
keiten die Berechnung der Flugbahn eines Geschosses ver-
bunden war. SchlieBlich sollte der SchuB ja auch treffen.

Als weitere Triebkraft fiir die Entwicklung der Mathema-
tik erwies sich die Schiffahrt. Die Suche nach neuen Handels-
routen auf dem Seeweg fiihrte zum Beispiel zur Entdeckung
des Seewegs nach Indien und zur Entdeckung Amerikas
durch Kolumbus im Jahre 1492. Die Eroberung von Kolo-
nien auf dem amerikanischen Kontinent setzte ein, und da-
mit und auch mit dem zunehmenden Handel mit Indien
nahm der Schiffsverkehr iiber das Meer einen groBen Auf-
schwung. Dies forderte den Schiffbau und die Konstruktion
sogenannter Navigationsinstrumente, die der genauen Posi-
tionsbestimmung der Schiffe auf dem Meer dienten.

Welche Bedeutung kommt denn nun aber der Mathematik
beim Befahren der Weltmeere zu?

Unsere bisherigen geometrischen Uberlegungen beschrank-
ten sich stets auf Flichen oder Kurven, die sich in einer
Ebene befinden. Hier besitzen beispielsweise Dreiecke gerade
Seiten, und die Innenwinkelsumme betrdagt 180°. Das ist
doch selbstverstandlich. Aber halt! Nehmen wir einen Ball,
markieren auf diesem drei Punkte und verbinden diese. Es
entsteht ein Dreieck. Besitzt jenes Dreieck — wiirden wir es
ausschneiden und auf den Tisch legen — noch gerade Seiten?
Und wie verhilt es sich mit den Winkeln? Deren Summe
betrdgt nicht mehr 180°.

Den Beweis finden wir, indem wir einen Globus betrachten.
Auf diesem ist das Gradnetz eingezeichnet, welches aus Meri-
dianen und Breitenkreisen besteht. Meridiane und Breiten-
kreise schneiden einander unter einem Winkel von 90°. Da
die Meridiane am Nord- und Siidpol zusammenlaufen, bilden
zwei beliebige Meridiane und ein beliebiger Breitenkreis stets
ein Dreieck. Die Abbildung 43 zeigt die vom Nullmeridian,
dem Aquator und dem 90°-Meridian (Sstlicher Lange) er-
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Abb. 43

zeugte Flache. Die Innenwinkelsumme betragt demzufolge
a4+ P 4+ oy o= 90° 4+ 90° 4+ 90° = 270°.

Der Flicheninhalt des Dreiecks auf der Kugel unter-
scheidet sich von dem Flacheninhalt des Dreiecks der Ebene,
wenn die Seiten die gleichen Léangen besitzen.

@ Berechne den Fliacheninhalt des in der Abbildung 43 dar-
gestellten Dreiecks. Gehe dabei von der Gesamtoberfliche
der Erdkugel [Umfang (u) =~ 40000 km] aus und. ermittle
daraus die gesuchte GroBe. Vergleiche den Flacheninhalt
mit dem eines Dreiecks gleicher Seitenlingen in der Ebene.

Wie wir sehen, gibt es auf der Kugel eine Reihe von Be-
sonderheiten, die mathematisch anders beschrieben werden
miissen als in der Ebene. Von besonderem Interesse fiir die
Wabhl von Schiffahrtwegen, aber auch fiir die Festlegung von
Verkelirsrouten von Flugzeugen ist die Bestimmung des
kiirzesten Abstandes zweier Punkte auf der Kugeloberflache.
Eure Kenntnisse reichen noch nicht aus, um entsprechende
Berechnungen auszufithren. Deshalb soll ein Beispiel ge-
niigen: Die kiirzeste Verbindung.zwischen Berlin und der
Stadt Petropawlowsk auf der sowjetischen Halbinsel Kam-
tschatka ist nicht etwa Strecke I, die entlang des Breiten-
kreises 52,5° nordlicher Breite fiihrt, sondern Strecke II.
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Waihrend die Lange von I nahezu 9800 Kilometer betrigt,
ist IT nur 7880 Kilometer lang — ein Unterschied von fast
2000 Kilometern. (Abbildungen 44 u. 45)

Kehren wir nun in die Zeit des Mittelalters zuriick. Die
zunehmenden Anforderungen an die Mathematik lieBen neue
Aufgaben entstehen. Neben der intensiven Beschéftigung mit
der Mathematik wurde eine einheitliche mathematische
,,Sprache* dringend notwendig. Erste Anfinge bestanden
in der Einfithrung der arabischen Zahlenschreibweise.

Im Jahre 1489 erschienen erstmalig in einem Buch die
Zeichen ,,+* fiir die Addition und ,,—* fiir die Subtrak-
tion! Widemann, ein Magister der Leipziger Universitit,
verfaBte dieses Buch mit dem Titel ,,Behende und hubsche
Rechenung auf allen kauffmannschaft*‘.

\\ [ /7
S\
Abb. 44 =
il
Abb. 45 L 9800km I 7880km
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Zwar nutzten wir schon bei der Ldsung von Rechen-
aufgaben, die Ahmes stellte, die Zeichen ,,+* und ,,—*.
Doch Ahmes selbst schrieb nach rechts und links laufende
FiiBchen als Kennzeichnung fiir die Rechenoperationen: die
erste Variante fiir die Addition, die zweite fiir die Subtrak-
tion.

Einen bedeutenden Beitrag zur Entstehung einer einheit-
lichen Mathematiksprache leistete der Pariser Jurist Frangois
Vieta. Er fiihrte zur Losung und Behandlung mathematischer
Probleme allgemeine Bezeichnungen ein: Buchstaben. Das
Ziel sollte darin bestehen, nicht jede Aufgabe einzeln 16sen
zu miissen, sondern einen einheitlichen Weg fiir eine be-
stimmte Aufgabenart zu entwickeln. Ein Beispiel bestitigt
den Vorteil dieses Verfahrens:

Gesucht wird die Lésung der quadratischen Gleichung

0 =x* - 6x + 8. I

Ein wichtiger mathematischer Satz besagt, daB eine quadra-
tische Gleichung zwei Losungen, eine Gleichung dritten
Grades, wie zum Beispiel

0=x3+4+2x2 —x + 1,

drei Losungen, eine Gleichung vierten Grades vier Lésungen
usw. besitzt. Wir miissen also diejenigen x, und x, bestim-
men, die I erfiillen. Dies bereitet allerdings einige Schwierig-
keiten. Lineare Gleichungen lieBen sich nach der Unbekann-
ten aufldsen — das ist jetzt nicht moglich, denn diese kommt
ja in den Formen x und x? vor! Beschreiten wir einen ,,un-
mathematischen‘ Weg und erraten die Losungen. Mit einem
biBchen Gliick - stofen wir viellejcht auf x; = 2 und
X, = 4. Doch ein solches Verfahren stellt uns nicht zu-
frieden. Mit Sicherheit fithrt es nur in den wenigsten Fallen
zum Erfolg! Bei

0=x2+lx—2 I
6
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koénnte lange und vor allem ergebnislos geraten werden! Wir
bendtigen also eine Ldsungsvorschrift. Diese Vorschrift soll
auf alle quadratischen Gleichungen zutreffen. Deshalb fiih-
ren wir, wie Vieta, eine allgemeine Schreibweise ein. Der
Vorfaktor von x erhélt den Buchstaben p, der letzte Aus-
druck den Buchstaben q. Damit folgt die sogenannte Nor-
malform einer quadratischen Gleichung:

0 =x*+px +q. III
In I betrdgt p = —6 und q = 8; fiir II gilt p =%und
q= -2

Wie finden wir nun aber die allgemeine Losung von III?

Die Auflésung nach der Unbekannten x gelingt nur bei
einer bestimmten Art quadratischer Gleichungen:

0=x*—r. v
Hier fehlt das lineare Glied px. Ohne Schwierigkeiten folgen
die zugehorigen x, und x,:

0 =x>—-r1 | +r

X =1 N

x =/t

X = —r X, = Jr.
Die Probe bestitigt die Richtigkeit des Ergebnisses:

X2 —r1 = (—\/;) . (—\/r) -r
(= (=D -Vr-Jr-x

=r—-r=20

2 N - = - =
35 —r=+r-vr—r=r1—-r1=0.

Gibt es vielleicht eine Mdglichkeit, Gleichung III in Glei-
chung IV umzuwandeln? Natiirlich diirfen wir nicht einfach
px weglassen, denn das fiihrt zu einer falschen Losung.
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Bisher gelang das ,,Beseitigen** einer unerwiinschten GréBe
stets unter Zuhilfenahme einer zweiten Gleichung. Eine
solche steht uns aber nicht zur Verfiigung. Der Mathema-
tiker unternimmt deshalb einen Versuch, indem er sich ein-
fach eine zweite Gleichung ,,ausdenkt*‘! Wir wahlen

x=X4y. A%

Begehen wir mit diesem Ansatz einen Fehler? Da sich jede
beliebige Zahl als Summe zweier entsprechend gewahlter Zah-
len darstellen 1aBt — zum Beispiel 7,1 = 2,813 + 4,287 -,
konnen wir die Lésung unserer quadratischen Gleichung III
auch als Summe ausdriicken. Der Ansatz x = X + y ist
also vollkommen richtig — doch welche Hilfe bringt er? Er
gestattet, einen der beiden Summanden X oder y beliebig
festzulegen. Bleiben wir bei x = 7,1 und setzen y = 1.
Wir begehen genau dann keinen Fehler, wenn wir nun
X = 6,1 setzen. Allgemein koénnen wir also feststellen, daB
der Ansatz gewahlt werden darf und man sich sogar einen
der Summanden vorgeben kann. Den Nutzen dieser Uber-
legung zeigt der folgende Rechengang: Ersetzen wir in Glei-
chung III die Unbekannte x beziehungsweise x* mittels V.
Dieses Verfahren tragt die mathematische Bezeichnung
,,substituieren*‘.

0=1x*+px +q
0=X+y*+pX+y +q
0=X*+2yX +y>*+pX +py +4q

0=X2+Qy +pX + y>+ py + q.

Unsere neue Gleichung enthilt X und y. Wahlen wir nun y
so, daB

2y + p=20
gilt! Als Ergebnis erhalten wir
y = — % Uberpriife diese Angabe!
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Setzen wir y = —2 in unsere Gleichung ein, verein-
facht sie sich: 2

2
0=x’+0-x+(—%>+p(—%)+q

2
o=x1_pT+q. VI

Diese Form gleicht IV, also 0 x? — r! Die Lé&sung
folgt demnach zu

2
X’=£——q I\/

X2 = \/— - q.

Ersetzen wir schlieBlich in
=X +y
die Werte X und y, erhalten wir

2
.

2
-5

Die somit gewonnene allgemeine Ldsungsvorschrift nutzen
wir zur Berechnung der Gleichungen I und II:

Xy = —

X; = —

wle N|v

x1,2=—i\/-4——8=3j;\/1

2
X, = 2
X, = 4.

@ Fiihre die Probe durch und 16se II!
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Eine Vielzahl mathematischer Probleme fiihrt auf die L&-
sung quadratischer Gleichungen. Bei der nidherungsweisen
Berechnung von = durch ein- und umbeschriebene 4-, 8-,
16-, ... Ecke traten Wurzelausdriicke wie

L+ a2t 2t
~/2+J2+J2+ﬁ,...

auf. Wer nicht iiber einen Taschenrechner verfiigt, wird in
erhebliche Schwierigkeiten geraten sein, diese Wurzeln in
Dezimalbriiche umzuwandeln. Mit Hilfe einer quadratischen
Gleichung kénnen wir

Josdas Be s o

ohne wesentlichen Aufwand genau bestimmen! Um das
Problem wieder allgemein zu 16sen, versuchen' wir

A/Z+;/Z+JZ+... !

zu bestimmen, wobei uns nur beliebige Zahlen z mit

z>0

interessieren. Der Ausdruck I 148t sich in der Form

x=\/z+x 1I

darstellen. Davon kénnen wir uns sofort liberzeugen, indem
wir fiir das x unter der Wurzel x = ~/z + x schreiben:

x=dz+ ([z+x =z + Jz+x.

Setzt man dieses Verfahren fort, erhalten wir im nachsten
Schritt

x=,./z+,/z+ z + X.
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Durch standig wiederholtes Ersetzen von x finden wir den
urspriinglichen Wurzelausdruck I:

x=»/z+»/z+Jz+./z+....
Um I zu berechnen, muB also II geldst werden:

\/z + x | ()?

x2 =z + x | —z — x

0 =x*—-—x — z I

Somit erhalten wir tatsachlich eine quadratische Gleichung!
Lose IIT! P—
Ohne Beweis leuchtet uns ein, daB ,./z + Jz + ... fur

ein fest gewdhltes z einen ganz bestimmten Wert darstellt.

Folglich sind nicht die beiden Lsungen

1 |
X|=—+\/—+Z
2 4

und

X, = : \/ ! + z
2 4
mdoglich. Vielmehr miissen wir iiberlegen, welche auszuschlie-
Ben ist. Da wir voraussetzten, daBl

z > 0,

muB auch

x=4/z+A/z+Jz+...>0

gelten. Beriicksichtigen wir diese Forderung, so finden wir,
daB x, fiir alle z groBer als Null ist, demnach eine Lésung
darstellt. Setzen wir in x,

z =0,

113



erhalten wir
nelofloi_ 1y
2 4 2 2
o

Da aber z > 0, wird \/% + z stets groBer als \/

1
4 2

ey

sein. Zieht man aber von %den Ausdruck \/ —:' +z> [—

ab, so folgt fiir % - \/ z + % immer eine Zahl kleiner

als Null. Die Losung x, entfallt also. Als endgiiltiges Resul-
tat finden wir schlieBlich

derdse s BT s 4L wn
2 4

Mit Hilfe der Zahlentafel 1aBt sich [% + z fir ent-

sprechend vorgegebenes z miihelos in einen Dezimalbruch
verwandeln.

.Bemhnej;+ TS ! ,./3 + B3+ [y

auf drei Dezimalstellen genau!
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Zahl oder Wappen?

Und sie bewegt sich doch!

1609

Fast 1500 Jahre nach der mathematischen Formulierung des
ptolemaischen Weltbildes erschien unter dem Titel ,,Astro-
nomia nova‘ (,,Neue Astronomie*) ein Werk des kaiser-
lichen Hofmathematikers Johannes Kepler. Dieses Buch ent-
halt die Ergebnisse einer langjahrigen Forschungsarbeit, die
,, Keplerschen Gesetze*‘.

Bei der Auswertung eines umfangreichen astronomischen
Beobachtungsmaterials entdeckte der Mathematiker, daB
sich die Planeten auf Ellipsenbahnen um die Sonne bewegen.
(Das ist der Inhalt des ersten Keplerschen Gesetzes.)

<. Planet

e

Abb. 46 Erstes Keplersches Gesetz

Weiterhin fand Kepler heraus, daB die Geschwindigkeit
eines Planeten auf seiner Bahn vom Abstand zur Sonne ab-
hangt! Diese Erkenntnis beschreibt das zweite Keplersche
Gesetz: Der Strahl Sonne-Planet iiberstreicht in gleichen
Zeiten gleiche Flachen.

Betrachten wir die Abbildung 47. Bewegt sich der Planet
in einer bestimmten Zeit t von 1 nach 2, iiberstreicht die
Verbindungslinie - man sagt auch Fahrstrahl — die Flache
A, . In der gleichen Zeit legt der Planet in groBerer Sonnen-
ferne die Strecke von 3 nach 4 zuriick, und der Fahrstrahl
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A=Ay
>

Abb. 47 Zweites Keplersches Gesetz

iiberstreicht die Fliche A,. Nach dem zweiten Kepler-
schen Gesetz besitzen A, und A, den gleichen Flacheninhalt.
Die Forderung kann nur dann erfiillt sein, wenn der in Son-
nennéhe zuriickgelegte Weg langer ist als der in Sonnenferne.
Daraus folgt aber, daB sich die Bahngeschwindigkeiten von-
einander unterscheiden:

Vi > Vj.

[
Je weiter sich ein Planet auf seiner Bahn von de_r Sonne ent-
fernt, desto geringer wird seine Geschwindigkeit.

1618 erkannte Kepler eine dritte GesetzméBigkeit: Der
mittlere Abstand a eines Planeten steht in einem bestimmten

Abb. 48 Dirittes Keplersches Gesetz
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Verhaltnis zur Umlaufzeit T um die Sonne. Der Quotient
al 5
T

besitzt stets die gleiche GréBe.

Dieses Gesetz gilt fiir jeden beliebigen Planeten. Beschrei-
ben die Werte a, und T, die Bewegung eines Planeten, a,
und T, die eines anderen, konnen wir deshalb auch schrei-
ben:

ai _

T T
Welche Hilfe diese mathematische Formulierung den Astro-
nomen bringt, beweist ein Beispiel. Beobachtungen ergaben,
daB die mittlere Entfernung zwischen Erde und Sonne

a, = 150000000 km = 150 - 106 km
(Lies diese Zahl!)
betragt und ein Umlauf

T, = 1Jahr
dauert. Der Planet Jupiter umkreist die Sonne in
T, = 11,86 Jahren.

Wie groB ist dessen mittlerer Abstand zur Sonne?
Das dritte Keplersche Gesetz liefert eine Gleichung fiir a,:
1,86y
1 2

3 2
az=al-\/% = 150 - 10°® km
1

Uberpriife die Richtigkeit dieser Angabe.

Als Ergebnis erhalten wir
a, = 780 - 10 km

Jupiter umkreist die Sonne demnach in einer mittleren Ent-
fernung von 780 Millionen Kilometern.
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@ Der mittlere Abstand des sonnenfernsten Planeten, Pluto,
betragt 5950 - 10° km. Welche Zeit benétigt er fiir einen
vollstindigen Umlauf um die Sonne? Vergleiche die Bahn-
geschwindigkeiten von Erde, Jupiter und Pluto miteinander!

Gegeniiber der komplizierten Epizykeltheorie des Ptole-
mius beschreiben die Keplerschen Gesetze die Bahnen und
die Bewegung der Planeten in einer einfachen und richtigen
Form. Sollte damit das heliozentrische Weltbild endlich ge-
siegt haben?

Rom, 22. Juni 1633
,,... Dich aber verurteilen wir zum férmlichen Kerker ...*

So lautete das Urteil des Inquisitionsgerichtes iiber den
fast 70jahrigen Galileo Galilei. Nur knapp war dieser am
qualvollen Tod auf dem Scheiterhaufen vorbeigekommen.
Welche Schuld hatte er auf sich geladen?

Galileo Galilei, geboren am 15. Februar 1564 in Pisa
(Italien), begann sich nach einem abgebrochenen Medizin-
studium fiir die Mathematik zu interessieren. Begeistert las
er iiberlieferte Werke von Archimedes. An der Universitat
von Padua lehrte er viele Jahre Mathematik. Nebenbei
untersuchte der Gelehrte physikalische Probleme. So er-
kannte er beispielsweise, daBl im luftleeren Raum alle Kor-
per — unabhdngig von ihrer Masse — gleich schrell fallen.
Das daraufhin von Galilei formulierte Gesetz beschreibt die
Bewegung eines frei fallenden Gegenstandes. Zwischen dem
zuriickgelegten Weg s, der Geschwindigkeit v und der Zeit t
bestehen die Zusammenhéange

s=2L.p¢ 1
2
v=g-t. II

Der Faktor g — man bezeichnet diesen auch als Proportio-
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nalitatsfaktor — driickt aus, welcher Beschleunigung ein
Gegenstand ausgesetzt ist. Auf der Erdoberfliche betragt

m
g = 9,81 -ST

Interessiert uns nun vielleicht, nach welcher Zeit ein Blumen-
topf den Erdboden erreicht, wenn er von einem Fensterbrett
aus fiinf Meter Hohe herabfilit, liefert das Faligesetz I die
Losung. Wir stellen es nach t um.

Fiihre diese Rechnung aus!

Die Gleichung lautet

- =

und gibt die gesuchte Fallzeit an. Mit s = 5m und

g = 9,81—"21— resultiert schlieBlich
s
t = 1s.

@ Welche Geschwindigkeit erreicht der Blumentopf? Gib die

Ldsung in k_;n_ an.

@ Ein Fahrzeug prallt mit einer Geschwindigkeit von

40kTm an einen Baum. Dieser Aufprall gleicht dem Sturz

aus einer bestimmten Hohe. Berechne diese Hohe! Beweise,
daB sich die Hohe bei doppelter Geschwindigkeit vervier-
facht!

Ein besonderes Interesse Galileis galt auch der Astrono-
mie. Die Begeisterung dafiir rithrt von der Erfindung des
Fernrohres her. Galilei baute ein solches Gerat nach und
begann als erster, damit den Sternhimmel zu beobachten.

119



beleuchtet unbeleuchtet
Sichtbarkeit der Venus von der Erde

10 PX ) s @ +

unsichtbar  ,Halb"-Venus  ,Voll"-Venus  ,Halb"-Venus
(zunehmend) (abnehmend)

Abb. 49 Entstehung der Venusphasen

Innerhalb kurzer Zeit gelangen Galilei eine Reihe bedeuten-
der Entdeckungen: Er sah Gebirge auf der Mondoberfliche
und beobachtete vier Monde des Planeten Jupiter. Er be-
merkte auch, daB die Venus in den gleichen Phasen wie der
Mond erschien. Die richtige Erklarung dafiir lieB sich nur
mit Hilfe des heliozentrischen Weltbildes finden.

In den Verdffentlichungen seiner astronomischen Beobach-
tungen bekannte sich Galilei immer wieder zum Weltbild
des Copernicus. In Schriften und Lehrwerken trat er fiir
dessen Verbreitung ein. SchlieBlich standen ihm ja auch viele
Beweise zur Verfiigung.

Doch die Macht der Kirche war noch groB. So erfolgte
im Jahye 1633 durch die Inquisition die Anklage gegen Galilei

120



wegen Ketzerei! Fiir den hervorragenden Naturforscher gab
es nur eine einzige Mdglichkeit, sein Leben zu retten. Er
muBte vor dem Gericht schworen, daB all seine Lehren
falsch und ketzerisch seien und er sich fiir immer von diésen
abwende.

Angeblich bemerkte Galilei nach dem ProzeB — iiberzeugt
von der Richtigkeit der Annahme, daB die Erde nicht still
im Weltall ruht — ,,Und sie bewegt sich doch!** Sicherlich
ist diese Anekdote nicht wahr. Tatséchlich aber gab Galilei
seine Ideen niemals auf. Trotz strenger Kontrolle verfalte
er ein umfangreiches Lehrwerk, die ,,Discorsi*. Hier be-
handelt er physikalische Probleme, beispielsweise die Be-
wegung eines Pendels oder die Vorginge beim Wurf.

Die ,,Discorsi* stellten die letzte groBe Arbeit des Gelehr-
ten dar. Erblindet, starb Galileo Galilei am 8. Januar 1642
in Arcetri bei Florenz.

1687

Wihrend die drei Keplerschen Gesetze die Bahnform und
den Lauf der Planeten beschreiben, vermochte Kepler nicht
zu erklaren, warum sich die Planeten derart bewegen. Er
vermutete, daB von der Sonne eine unsichtbare Kraft aus-
geht, die die Himmelskérper auf ihrer Bahn festhalt.

Im Jahr 1687 verdffentlichte der englische Naturforscher
Isaac Newton das allgemeine Gravitationsgesetz. Dieses Ge-
setz nun machte die Krifte, die zwischen Massen wirken,
also auch zwischen den Himmelskorpern, berechenbar.

Das Wort Gravitation heit auch Anziehung und driickt
die Ursache vieler physikalischer Erscheinungen aus: Der
Apfel fallt vom Baum, da die Erde ihn infolge ihrer groBen
Masse anzieht. Im Ergebnis der Gravitationswirkung von
Sonne und Mond entstehen auf der Erde die Gezeiten, Ebbe
und Flut, das Wasser der Meere wird bewegt. SchlieBlich
hélt die Anziehungskraft der Sonne die Planeten auf ihren
Bahnen.
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* Merkur
O lenus

* Pluto
Abb. 50 GroBenvergleich der Planeten (maBstabgerecht)

Newton erkannte, daB zwischen zwei Korpern stets eine
Kraft wirkt. Es seien m,, m, die Massen dieser Korper, die
wirkende Kraft bezeichnen wir mit dem Buchstaben F. Die
GroBe der Kraft hangt vom Abstand der beiden Korper ab:
Obwohl die Sonne eine 333000mal groBere Masse als die
Erde besitzt, zieht die Erde den Apfel stirker an als die
Sonne. Die Begriindung dafiir liefert das Newtonsche Gra-
vitationsgesetz:

m, - m,
= ¥2 :
rist gleich dem Abstand der beiden sich anziehenden Massen,
y stellt einen Proportionalitatsfaktor dar.
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Aus dieser Gleichung folgt, daB die Kraft bei abnehmen-
dem Abstand zunimmt. Ohne ein Beispiel rechnen zu wollen,
reichen unsere mathematischen Kenntnisse aus, die Kraft F
etwas naher zu untersuchen. Diese hiangt von m,, m, und
r ab.

@ Welchen EinfluB iibt eine VergréBerung beziehungsweise
Verkleinerung von m,, m, oder r auf F aus?

Fiir die Durchsetzung des heliozentrischen Weltbildes be-
sitzt das Gravitationsgesetz eine grundlegende Bedeutung,
denn es lassen sich daraus die Keplerschen Gesetze mathe-
matisch ableiten! Des weiteren ergibt sich die physikalische
Notwendigkeit, daB die Sonne den Mittelpunkt des Planeten-
systems darstellt: Sie besitzt die groBte Masse und zwingt
deshalb die massearmeren Planeten auf Ellipsenbahnen.

1846

Eine endgiiltige Bestiitigung fiir die Richtigkeit des Newton-
schen Gravitationsgesetzes stellt die Entdeckung des Planeten
Neptun dar.

In der Bewegung des Uranus beobachteten Astronomen
UnregelmaBigkeiten. Fanden sie anfangs keine Erkldrung
dafiir, tauchte spater der Gedanke auf, daB ein noch un-
bekannter Korper den Lauf des Uranus stéren konnte. Dem
Newtonschen Gesetz zufolge ziehen sich zwei Massen gegen-
seitig an. Wirkt zum einen die Sonne auf den Planeten, so
beeinfluBt die Gravitationskraft des anderen Korpers gleich-
falls den Uranus. Dieser ,,taumelt* folglich auf seiner Bahn.
Im Jahre 1846 gelang dem Franzosen Leverrier die Berech-
nung des Standortes jenes unbekannten Planeten. Jetzt be-
durfte es nur noch der Entdeckung! Tatsachlich erblickte
der deutsche Astronom Galle den Neptun bereits im glei-
chen Jahr in einem starken Fernrohr.

Fand das System des Copernicus bislang ,,nur* Unter-
stiitzung durch verschiedene naturwissenschaftliche Gesetze,
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_ Pluto

Neptun

Uranus

Abb. 51 Pl ystem (nicht maBstabgerecht)

124



so stellte die Entdeckung des Neptuns den unwiderlegbaren
Beweis fiir dessen Richtigkeit dar. Der mehr als dreihundert
Jahre andauernde Kampf um die Durchsetzung des fort-
schrittlichen heliozentrischen Weltbildes fand engiiltig sein
Ende.

Quader oder Zylinder?

Ende des 18. Jahrhunderts begann, zunéchst in England, die
maschinelle Produktion die bis dahin vorwiegend auf Hand-
werksarbeit beruhende Produktion in den kapitalistischen
Manufakturen abzulésen. Diese ,,industrielle Revolution*
wurde hervorgerufen durch die Erfindung von Maschinen,
zum Beispiel der Spinnmaschine und dem mechanischen
Webstuhl. Thre Antriebsmaschine wurde die Dampf-
maschine, die James Watt erfand und die die Kraft vieler
Arbeiter ersetzte. 1804 fuhr die erste Dampflokomotive,
1807 nahm der erste Schaufelraddampfer seinen Betrieb auf.

Hand in Hand mit der Entwicklung der Produktivkrifte
entwickelten sich auch die Naturwissenschaften. Die neue
kapitalistische Gesellschaftsordnung bedurfte einer leistungs-
fahigen Wissenschaft, die durch Erfindungen und Ent-
deckungen zur Erhohung der Produktion beitrug. Viele be-
deutende Arbeiten von Chemikern, Biologen, Physikern und
Mathematikern entstanden in der Zeit vom 17. bis zum
20. Jahrhundert. Dmitri Iwanowitsch Mendelejew, beispiels-
weise, fithrte das Periodensystem der Elemente ein und
konnte auf dessen Grundlage noch unbekannte Elemente
vorausbestimmen. Charles Darwin schuf die Lehre von der
Abstammung der Organismen. Er begriindete damit wissen-
schaftlich, daBB sich der Mensch in einem viele Millionen
Jahre andauernden ProzeB aus dem Tierreich entwickelte.

Beachtliche Erfolge hatten auch die Mathematiker zu ver-
zeichnen. Sie nutzten seit dem 17. Jahrhundert einfache
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Abb. 52 Rekonstruktion der Rechenmaschine von Schickard

Rechenmaschinen. Die erste baute 1623 der Tiibinger Mathe-
matikprofessor Wilhelm Schickard. Mit deren Hilfe sollte
Kepler die Auswertung seiner astronomischen Berechnungen
erleichtert werden. Ungliicklicherweise fiel das Werk einem
Brand zum Opfer.

1641 konstruierte Blaise Pascal eine ,,Pascaline*, wie er
seine Additions- und Subtraktionsmaschine nannte. Eine der
,,Pascalinen** stellt der Mathematisch-Physikalische Salon
im Dresdner Zwinger aus.

Zu den bedeutendsten Forschungsergebnissen des 17. Jahr-
hunderts gehért die Entwicklung eines neuen Zweiges in der
Mathematik. Leibniz und Newton begriindeten die Diffe-
rential- und Integralrechnung. Unsere heutige moderne
Naturwissenschaft ware ohne dieses mathematische Ver-
fahren undenkbar! Die Grundlagen der Differential- und
Integralrechnung an dieser Stelle zu vermitteln ist nicht még-
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lich, das iibersteigt unsere bisher gewonnenen Kenntnisse.
Zwei Beispiele sollen andeuten, welche vielfaltigen Anwen-
dungsmoglichkeiten bestehen:

Welches Rechteck besitzt bei vorgegebenem Umfang den
groBten Flacheninhalt? Die Frage konnte auch so gestellt
werden: 100 Meter Maschendraht umziunen ein recht-
eckiges Feld. Wie lang miissen die Seiten sein, um die groBt-
mogliche Flache einzuschlieBen?

Die Aufgabenstellung mag verwunderlich klingen, denn
100 Meter bleiben schlieBlich 100 Meter — wie soll sich da
die eingeschlossene Flache dndern? Wiahlen wir zwei Recht-
ecke mit den folgenden Seitenlangen:

1. Rechteck 2. Rechteck

a =40m a =30m

b= 10m b=20m

u=2-490+2-10)m u=2-30+2-20m
© = 100m = 100 m.

@ Der Umfang u betragt jeweils 100 m. Berechne die Fla-
cheninhalte!

Versuchen wir nun, die zuvor gestellte Aufgabe zu 16sen.
Ein Rechteck mit den Seiten a und b besitzt den Umfang

u=2a+ 2b
und den Flacheninhalt
A =a-b.

Abb. 53 Von Leibniz konstruierte Rechenmaschine
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Der Umfang soll stets der gleiche bleiben, nur die Seiten a
und b diirfen verdndert werden. Untersuchen wir a und b,
konnen wir zwei allgemeine Fille unterscheiden:

1. Fall

Die Rechteckseiten besitzen die gleiche Lange, also
a=>b=x.

Der Umfang folgt zu
u=2x 4+ 2x = 4x.

2. Fall

Die Rechteckseiten sind unterschiedlich lang. Da u un-
verandert bleibt, gilt die Aussage: Verlingert man die
Seite b um die Strecke ¢, muBl die Rechteckseite a um c
verkiirzt werden. Wihlen wir entsprechend Abbildung 54
den Ansatz

a=x—c¢ und b =x+ c.
Die Richtigkeit iiberpriifen wir, indem wir u bestimmen:
u=2-x—-¢)+2-x+¢
=2x —2c + 2x + 2c = 4x.
Dies ist aber — wie gefordert — der gleiche Umfang wie der
des Quadrates!
Berechnen wir fiir beide Fille die Flacheninhalte:
1. Fall

A=a-'b=x-x=x%

2. Fall

b=x-2¢)"x+ ¢
24+ cx —cx —¢c?
A = x%2 — c%

I
® o
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X+c=b

u=4-x u=2-(x-c)+2(x+c)
A=x? u=4x (u=4-x)
A=x2-g?
x2> x2-¢?

Abb. 54

Betrigt der Flicheninhalt im ersten Fall x?, wird bei unter-
schiedlichen Seitenldngen von diesem noch der Betrag c?°
abgezogen. Es gilt also

s Sl SR
Somit folgt, daB der Flacheninhalt des Quadrates (1. Fall)
groBer als der eines beliebigen Rechteckes mit dem gleichen
Umfang ist (2. Fall).

Der Mathematiker, der iiber Kcnntmsse der Differential-
und Integralrechnung verfiigt, 16st die oben gestellte Auf-
gabe auf wesentlich kiirzerem Weg. Er wiirdein A = a - b
eine Unbekannte, beispielsweise b, durch u = 2a + 2b
eliminieren. Daraufhin erhalt er

A= L3 ua —a?
2
@ Uberpriife diese Angabe!

Die Differentialrechnung liefert nun bereits im nachsten
Schritt das gesuchte Ergebnis:
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Diese Losung stimmt natiirlich mit unserer iiberein, denn

1 ;
a = Tu entspricht der Aussage a = b.

® Beweise dies!

Es gibt noch eine andere geometrische Flache, deren Inhalt
den des Quadrates bei gegebenem Umfang iibertrifft.

® Um welche Figur konnte es sich handeln? Ermittle zuerst
die Flache des Quadrates mit einem Umfang von 100 m.
Vergleiche diese mit der Flache eines Kreises mit dem Um-
fang u = 100 m!

Das zweite Beispiel bestitigt den praktischen Nutzen der
Anwendung der Differential- und Integralrechnung. Mit
deren Hilfe kann unter anderem die Form eines Verpak-
kungsbehalters bestimmt werden, der aus mdglichst wenig
Material besteht — aber ein bestimmtes Volumen einschlieBt.

Nehmen wir eine Biichse. Der Radius vom kreisférmigen
Boden und Deckel sei r = 6,8 cm, die Biichsenh6he miBt
h = 13,8 cm. Das gesamte Volumen erhalten wir als Pro-
dukt von Grundfliche und Héhe: V = A -h = = - r? - h.
Setzen wir die gegebenen Werte ein, folgt

V = 2005cm?® ~ 21.

Die Biichse faBt also 2 Liter. Ihre Oberflache, die ja der
Menge des verwendeten Biichsenmaterials entspricht, setzt
sich aus der Mantelfliche A, = 2=r - h sowie Boden-
und Deckelfliche A, = A; = =r? zusammen:

Agiense = Ay + A, + Ay = 2nrth + 27r?,
Fiir den Flacheninhalt erhalten wir
Apgcnse = 880 cm?.

Jetzt wiahlen wir ein quaderférmiges Gefd der Hohe
h = 20cm, welches eine quadratische Grundfliche der
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Abb. 55

P h

>

a

r=68cm h=138cm a=70cm h=20cm
Va2l  A=880cm? =20  A=1000cm*

Seitenldnge a = 10 cm besitzt. Das Volumen betragt
V = 2000cm?® = 21,

die Gesamtoberfliche umfaft
Aquager = 1000 cm?.

® Wie lautet der vollstandige Lﬁsungs{veg?

Vergleichen wir nun die Oberflichen von Biichse und Qua-
der! Der Nutzen wird sofort deutlich: 120 cm? geringere
Biichsenoberfliche bedeuten 129, Materialeinsparung gegen-
iiber der quaderformigen Verpackung!

Unsere mathematischen Kenntnisse reichten zwar zur
Berechnung von Oberflichen und Volumen der gegebenen
Korper, aber erst mit Hilfe der Differentialrechnung kann
die geometrische Gestalt des Korpers mit geringster Ober-
fliche ermittelt werden, und das ist nicht die Biichse, son-
dern die Kugel!

® Berechne die Oberfliche einer Kugel vom Volumen

V = 2000 cm3. Hinweis: V = % nr3, A = 4nr2,
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SchlieBen wir unsere erste Begegnung mit der Differential-
und Integralrechnung mit einer kleinen Anekdote ab, die
iiber Isaac Newton erzahlt wird:

Der groBe Gelehrte besaB einst eine Katze. Diese schliipfte
gewohnlich durch ein Loch in der Tiir ins Freie. Eines Tages
tauchte die Katze mit drei kleinen Kéatzchen auf — sie hatte
Junge bekommen. Newton, der oftmals recht zerstreut war,
lieB daraufhin seinen Hausdiener drei kleine Locher neben
dem groBen Loch in die Tiir sigen. SchlieBlich sollten ja
alle Katzen ungehindert ein- und ausgehen konnen!

Kennzeichnend fiir die Mathematik zu Lebzeiten Newtons
und der darauffolgenden Jahrhunderte war die immer engere
Verﬂechtung'mit den anderen Naturwissenschaften: Physik,
Astronomie, Chemie, Geodisie (die Lehre von der Bestim-
mung der Gestalt der Erde und der Erdvermessung). Dies
schldgt sich auch in den Werken der Gelehrten nieder. So
verfaBte Leonhard Euler, ein bedeutender Mathematiker des
18. Jahrhunderts, 886 Biicher und Schriften, in denen er sich
mit Problemen der Astronomie und des Schiffsbaues beschaf-
tigte; er untersuchte den Strahlenverlauf des Lichtes in Linsen
und erforschte die Gesetze ruhender und bewegter Fliissig-
keiten. Hauptsachlich war Euler aber Mathematiker. Er 16ste
beispielsweise eine Frage, die die Bewohner des ehemaligen
Konigsberg — heute Kaliningrad — interessierte:

Sieben Briicken verbinden die Ufer des Flusses Pregel so,
wie es die Abbildung zeigt. Ist es fiir einen Spaziergénger
moglich, iiber jede Briicke genau einmal zu gehen, ohne eine
auszulassen oder mehrmals zu iiberqueren?

@(—\f—“——

‘t’;j—gt::

Abb. 56
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Euler erkannte, daB fiir einen solchen Spaziergang keine
Moglichkeit besteht, und fand auch einen mathematischen
Beweis.

® Zeichne an beliebiger Stelle eine achte Briicke ein und
suche nach einem Weg, der die obige Aufgabenstellung
erfiillt. Fallen Anfangs- und Endpunkt des moglichen Rund-
ganges zusammen? Hinweis: Es gibt genau vier verschiedene
Moéglichkeiten, eine achte Briicke zu legen.

Wie Euler befaBte sich auch Carl Friedrich GauB, ein
namhafter Gelehrter des 19. Jahrhunderts, nicht nur mit
mathematischen Problemen. Er berechnete unter anderem
die Bahnen mehrerer Planetoiden. Dies sind im Vergleich
zu Planeten sehr kleine Himmelskérper, von denen schat-
zungsweise 50000 bis 100000 die Sonne umkreisen. Der
groBte Planetoid besitzt einen Durchmesser von 770 Kilo-
metern und heiBt Ceres.

Auf physikalischem Gebiet untersuchte GauBl magnetische
und elektrische Erscheinungen. Doch die bedeutendsten
Leistungen vollbrachte er als Mathematiker. Das Interesse
fiir diese Wissenschaft reicht bis in seine friitheste Kindheit
zuriick. Als kleiner Schuljunge erhielt GauBl, gemeinsam mit
den anderen hundert Schiilern der Klasse, die folgende Auf-
gabe:

Addiere die Zahlen von 1 bis 100!

Lehrer Biittner nahm ganz berechtigt an, seine Schiitz-
linge wiirden geraume Zeit zur Losung der Aufgabe benéti-
gen. Doch bereits nach wenigen Augenblicken legte Gau3
seine Rechentafel mit dem richtigen Ergebnis vor.

Wie gelang es dem jungen Carl Friedrich GauB, die miih-
same Rechenarbeit in so kurzer Zeit zu beenden? Er be-
merkte, daBB

1 + 100

I

2499 =3+4+98=..=49 4+ 52
50 + 51 = 101.
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Statt wie seine Mitschiiler die Addition
I +2 43+ ...4+9 + 100
auszufiihren, ordnete er die Zahlenreihe um:

1 +2+3+ ..49 + 100 = (1 + 100)
+ 2+ 99 + ... + (50 + 51).

Da es genau 50 solcher Zahlenpaare gibt, deren Summe
gleich 101 ist, lautet das gesuchte Ergebnis

50 - 101 = 5050.
@ Addiere alle ungeraden Zahlen von 1 bis 999!

Die Zeit des 17. bis 19. Jahrhunderts brachte viele bedeu-
tende Naturwissenschaftler hervor. Sie kénnen hier nicht
alle genannt und vorgestellt werden. Unmdoglich ist es auch,
die groBe Zahl der mathematischen Forschungsergebnisse
zu betrachten. Wenden wir uns statt dessen einem ausgewahl-
ten Kapitel der Mathematik zu, das mehr und mehr an
Bedeutung gewinnt: der Wahrscheinlichkeitsrechnung!

Ein Fiinfer — kein Problem!

Mensch argere dich nicht! So spotten die Mitspieler, wenn
man anstelle der 6 zum dritten Male hintereinander eine 4
gewiirfelt hat. Das kann doch nicht mit rechten Dingen
zugehen. MiiBite nicht jede der sechs Zahlen mit derselben
Haufigkeit erscheinen? SchlieBlich besitzt der Wiirfel sechs
vollkommen gleiche Flachen. Aber nein, hier liegt die
dritte 4 — das Gliick ist heute nicht auf unserer Seite.
Vielleicht veranlaBte eine Pechstrihne den Chevalier de
Méré, mit dem Mathematiker Blaise Pascal liber den Ausgang
sogenannter Gliicksspiele zu diskutieren. Im Jahre 1654 trat
Pascal mit dem Juristen Fermat in einen Briefwechsel. (Sie
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gelten als Begriinder der Wahrscheinlichkeitsrechnung.) Beide
begannen sich mit dem Problem zu befassen, ob man den
Verlauf eines Gliicksspieles mathematisch beschreiben
konnte.

Wire das moglich, lieBe sich dann bestimmen, welche Zahl
beim Wiirfeln als nichste erscheint? Oder ob bei einem
Miinzwurf Zahl oder Wappen oben liegen wird? Kennt der
Mathematiker folglich auch ein Verfahren, die Lottozahlen
vom Wochenende bereits im voraus zu ermitteln?

Auf diese Frage gibt es nur eine Antwort: Waren solche
,,Berechnungen** tatsichlich durchfiihrbar, wiirden sich be-
stimmt sehr viele Menschen eifrig mit der Mathematik be-
fassen. Der Gewinn bei einem Fiinfer entschadigt doch fiir
alle Miihen der Rechnerei. — Dennoch wollen wir unter-
suchen, wie wir mit Sicherheit einen Fiinfer erzielen kénnen.

Vermeiden wir kiinftig das ,,unmathematische** Wortchen
,,Glicksspiel*“ und fithren dafiir den Ausdruck ,,Versuch*
ein. Fiir unsere folgenden Uberlegungen dienen uns drei
Versuche:

Versuch 1 Wiirfeln
Versuch 2 Werfen einer Miinze
Versuch 3 Tele-Lotto-Spiel.
Jeder Versuch endet mit einem ,,Ereignis®:
Versuch 1 Das Wiirfeln der 1 ist das Ereignis A; das
Wiirfeln der 2 stellt das Ereignis B dar; ...

Offensichtlich konnen sechs voneinander verschiedene Ver-
suchsausgange eintreten. Das stimmt aber nicht immer.
Interessiert uns beispielsweise, wie oft gerade Zahlen erschei-
nen, gibt es genau zwei verschiedene Ereignisse: Entweder
ist die gewiirfelte Zahl ungerade — also 1, 3, 5 — oder gerade —
also 2, 4, 6. Dabei ist es vollkommen gleichgiiltig, ob die
geworfene Zahl die 2 oder die 4 oder die 6 ist, denn fiir den
Versuchsausgang interessiert nur, ob sie gerade oder un-
gerade ist.
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Die Anzahl mdglicher Ereignisse hingt demnach von den
Forderungen ab, die wir an den Versuch stellen.

@ Welche Ereignisse sind bei Versuch 2 méglich?

Eine breite Vielfalt von Versuchsausgangen finden wir bei
Versuch 3, beim Tele-Lotto-Spiel. Dreier, Vierer und Fiinfer
gehoren zu den begehrtesten Ereignissen; vergessen wir aber
nicht die Fille mit keiner, einer oder zwei Richtigen. Ver-
such 3 kann allerdings nie mit sechs Treffern enden — schlieB-
lich werden nur fiinf Zahlen gezogen. Wir bezeichnen des-
halb einen nicht mdoglichen Versuchsausgang als unmdg-
liches Ereignis.

@ Stellt das dreimalige Wiirfeln einer 4 hintereinander ein
unmdgliches Ereignis dar?

Im Gegensatz zu den unmdoglichen Ereignissen gibt es die
sogenannten sicheren Ereignisse. Diese treten bei jeder neuen
Versuchsdurchfithrung wieder ein:

Versuch 3 Das Ziehen einer Zahl zwischen 1 und 35
ist ein sicheres Ereignis.

Alle anderen Versuchsausginge, die eintreten kénnen, aber
nicht eintreten miissen, heiBen zufdllige Ereignisse.

Versuch 2 Als zufalliges Ereignis bezeichnen wir das
Erscheinen des Wappens.

@ Welche der folgenden Versuchsausgidnge sind sichere, zu-
fallige und unmdgliche Ereignisse?

— Wiirfeln einer geraden Zahl.

— Die Summe der Augenzahl bei zweimaligem Wiirfeln be-
tragt 14.

— Die Summe der Augenzahlen bei drexmahgem Wiirfeln ist
kleiner als 19.

— Bei sechs Miinzwiirfen lag nur einmal das Wappen oben.
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— Die Treffer im Tele-Lotto-Spiel sind fiinf aufeinander-
folgende Zahlen, zum Beispiel 1, 2, 3, 4, 5 oder 29, 30, 31,
32, 33.

Wiederholt man einen Versuch mehrere Male, treten ver-
schiedene Ereignisse mit unterschiedlicher Héaufigkeit ein:

Versuch 1 Ereignis A Die gewiirfelte Augenzahl ist
groBer als 5.

Ereignis B Die gewiirfelte Augenzahl ist
kleiner als 5.

Nur eine einzige Zahl, namlich die 6, erfiillt A, wihrend der
Versuch mit B endet, wenn die gewiirfelte Zahl 1, 2, 3, 4
betragt. Mit Sicherheit wird bei wiederholtem Werfen des
Wiirfels Ereignis B haufiger als A eintreten!

@ Ermittle die Anzahl der Méglichkeiten, bei der die Summe
der Augenzahlen nach zweimaligem Wiirfeln 7 betragt.

Versuch 2 Ereignis A Das Wappen liegt oben.
Ereignis B Die Zahl liegt oben.
\

Wirf eine Miinze 100mal und notiere sorgfiltig die Haufig-
keit der Ereignisse A und B.

Es kann durchaus geschehen, da3 nur 42mal das Wappen,
58mal hingegen die Zahl obenauf lag. Bei groBerer Wurf-
zahl ndhern sich die Haufigkeiten aber stindig an. So trat
bei 24000 Miinzwiirfen 11988mal Ereignis A und 12012mal
Ereignis B ein. Wir kénnen demnach vermuten, da A und
B mit gleicher Haufigkeit stattfinden.

Versuch 3 Ereignis A Fiinfer
Ereignis B Vierer
Ereignis C Dreier.

Ohne mathematische Uberlegungen wissen wir bereits, daB
sich C haufiger als B und B héufiger als A ereignet. Da wir
aber berechnen wollten, wie wir mit Sicherheit einen Fiinfer
erzielen kénnen, betrachten wir Versuch 3 niher.
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Nehmen wir an, die fiinf gezogenen Zahlen seien 4, 17,
18, 23 und 31. Dann existiert genau eine Mdglichkeit fiir
einen Fiinfer: Auf dem Tipschein miissen gerade diese Zah-
len angekreuzt sein. Doch wieviel verschiedene Vierer kén-
nen auftreten? Durch Probieren findet man folgende fiinf
Kombinationen:

4,17, 18,23
4,17, 18, 31
4,17, 23,31
4, 18, 23, 31
17, 18, 23, 31.

Ziehen wir daraus aber nicht den voreiligen SchluB, daB nur
fiinf Méglichkeiten fiir einen Vierer vorkommen. Die ver-
bleibende fiinfte Zahl gehort ja auch zum Tip! Sie ist eine
der 30 nichtgezogenen Zahlen. Jeder einzelne Vierer kann
also — entsprechend dem letzten Tip — in 30 verschiedenen
Varianten auftreten. Demzufolge gibt es im giinstigsten Falle
30 - 5 = 150 verschiedene Vierer!

* Fiir Ereignis C, die Dreier, finden wir eine noch groBere
Vielfalt. Die zehn Kombinationen von drei Treffern sind

4,17, 18 4,18, 23 17, 18, 23 18, 23, 31.
4,17,23 4,18, 31 17, 18, 31
4,17, 31 4, 23, 31 17, 23, 31

Uberlegung erfordert allerdings die Aufteilung der verblei-
benden zwei Zahlen auf die 30 nichtgezogenen. Eine davon
ist schnell untergebracht. Fiir diese gibt es 30 Moglichkeiten.
Entfallen dann auf jede dieser 30 Varianten 29 Fille, den
noch vorhandenen Tip anzuordnen? Dann gibe es 30 - 29
Méglichkeiten, zwei Zahlen auf 30 zu verteilen. Hier miis-
sen wir aber aufpassen, um keinen Fehler zu begehen. Ein
Beispiel verdeutlicht dessen Ursache:

Die erste Zahl konnte 1, die zweite 35 sein. Die 30 - 29
Anordnungen enthalten aber auch den Fall, daB} die erste
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Zahl die 35 und die zweite die 1 ist! Da es vollkommen
gleichgiiltig bleibt, welches die erste und welches die zweite
Zahl ist, besteht zwischen den Reihenfolgen 1, 35 und 35,
1 kein Unterschied. Jede Zahlenkombination tritt doppelt
auf. Als mdgliche Anzahl fiir Dreier, also die Haufigkeit des

Ereignisses C, erhalten wir schlieBlich ﬂzﬂ multipli-

ziert mit 10: Lzzsa - 10 = 4350.

@ Wieviel verschiedene Zweier sind moglich?

Verfahre bei der Lésung genau wie bei der Ermittlung der
Dreier. Bei der Vielfalt der moglichen Verteilungen der drei
nichtgezogenen Zahlen auf die 30 verbleibenden tritt jede
Zahlenkombination mehrmals auf. Bestimme diese Anzahl,
indem du drei beliebige Zahlen wihlst und auf die drei Tips
verteilst: Die Zahlen seien beispielsweise 1, 2, 3:

1. Tip 2. Tip 3. Tip

1. Kombination 1 2" 3
2. Kombination 1 3 2

Die Anzahl der verschiedenen Kombinationen gibt an, wie
oft jede Zahlengruppe vorkommt.

Verweilen wir noch einen Augenblick bei Versuch 3. Die
voneinander verschiedenen Moglichkeiten fiir Fiinfer, Vierer
und Dreier verhalten sich wie 1 : 150 : 4350. Auf einen
Fiinfer kénnen demzufolge 150 verschiedene Vierer und
4350 unterschiedliche Dreier entfallen. Die. Wahrscheinlich-
keit, einen Dreier zu gewinnen, ist folglich wesentlich gréBer
als die Wahrscheinlichkeit fiir einen Fiinfer. Der Mathe-
matiker sagt dazu: Ereignis C (Dreier) tritt mit hoherer
Wahrscheinlichkeit ein als Ereignis A (Fiinfer).

Der Begriff ,,Wahrscheinlichkeit* driickt also aus, mit
welcher Sicherheit ein Ereignis eintritt. Um dies mathema-
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tisch zu kennzeichnen, wihlen wir fiir die Wahrscheinlich-
keit den Buchstaben P und definieren:
PR) = Anzahl der giinstigen Ereignisse _ m
Anzahl der maoglichen Ereignisse n

Die Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreten des Versuchs-
ausganges R ist gleich einem bestimmten Quotienten.
Welche Ereignisse werden als ,,mdgliche und welche als
,,glinstige** bezeichnet?
Die méglichen Ereignisse untersuchten wir bereits auf Seite
136. Sie sind gleich der Anzahl der voneinander verschiede-
nen Versuchsausgiange, die eintreten kénnten.

Versuch 2 Wir werfen einmal die Miinze.
Ereignis A Das Wappen liegt oben.
Ereignis B Die Zahl liegt oben.

Mit welcher Wahrscheinlichkeit P(A) tritt Ereignis* A ein?
Zwei verschiedene Versuchsausginge sind denkbar. Diese
sind die moglichen Ereignisse: n = 2. Uns interessiert
jedoch nur der Fall, daB das Wappen oben liegt; fiir die
Anzahl der giinstigen Ereignisse finden wir m = 1. Damit

folgt: P(A) = ‘ %

@ Bestimme P(B)!

Die giinstigen Ereignisse sind diéjem'gen, welche wir ,.er-
warten*‘.
Erinnern. wir uns noch einmal an das sichere und das
unmdogliche Ereignis. Wie groB8 wird die Wahrscheinlichkeit
fir das Eintreten des unmdglichen Ereignisses sein?

* Mathematisch korrekt miite es heiBen: Wie groB ist die Wahr-
scheinlichkeit P(A) fiir das Eintreten des Ereignisses A. Wir wollen
im folgenden aber die hier bereits verwendete Kurzform gebrauchen.

140



Versuch 1 (unmdgliches) Ereignis A Beim Werfen
eines Wiirfels
erscheint eine 7.

Da der Versuch in keinem Fall so enden kann, haben wir
auch kein giinstiges Ereignis zu erwarten. Es gilt: m = 0.
Hieraus erhalten wir

pa) = 2 — 0.
n

Die Wahrscheinlichkeit fiir ein unmégliches Ereignis ist
gleich 0!

Versuch 1 Ereignis A Beim Werfen eines Wiirfels er-
scheint eine Zahl, die kleiner
als 7 ist.

Wir erkennen, daB es genau sechs giinstige Ereignisse gibt:
m = 6. Da der Wiirfel sechs Seiten besitzt, sind sechs ver-
schiedene Versuchsausgidnge moglich: n = 6. Daraus folgt
P(A) = % = 1. Da beim Wiirfeln in jedem Fall eine
Zahl kleiner als 7 erscheinen muB, stellt A ein sicheres
Ereignis dar. Dessen Wahrscheinlichkeit ermitteln wir zu 1.

Allgemein kénnen wir feststellen, da die Wahrscheinlich-
keit fiir das Eintreten eines zufélligen Ereignisses mit einer
Zahl zwischen 0 und 1 ausgedriickt werden kann. Mathe-
matisch schreibt man

0 < PR)< 1

Je weniger sich P(R) von 1 unterscheidet, um so groBer ist
die Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreten des Ereignisses.

Beim Miinzwurf fanden wir P(A) = —;—- und P(B) = %

Das heiBt aber, die Wahrscheinlichkeit dafiir, dal das Wap-
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pen obenauf liegt, ist gleich der Wahrscheinlichkeit, daBl nach
dem Miinzwurf die Zahl obenauf liegt.

Betrachten wir ein weiteres Beispiel, bevor wir uns wieder
dem Tele-Lotto-Spiel zuwenden.

Versuch 1 Wir werfen einmal den Wiirfel.
Ereignis A Wiirfeln einer 4
Ereignis B Wiirfeln einer 6
Ereignis C Wiirfeln einer geraden Zahl.

Fiir Ereignis A betragt m = 1, ebenso fiir Ereignis B. In
allen drei Fillen ist die Anzahl der méglichen Ereignisse
n = 6:
PA) = ~  PB) = -
6 6
Wieviel giinstige Versuchsausgiange fiir C gibt es? Da 2, 4
und 6 gerade Zahlen sind, folgt m = 3:
3 1
PC) = =— = —
©) - 5
Es gilt also P(C) > P(A) = P(B). Die Wahrscheinlich-
keit, eine gerade Zahl zu wiirfeln, betragt ]7 — ist also gro-

Ber, als eine ganz bestimmte gerade Zahl, etwa die 4 oder
die 6, zu werfen. Zum anderen konnten wir nachweisen,
daB beim einmaligen Wiirfeln mit gleicher Wahrscheinlich-
keit entweder die 4 oder die 6 erscheint. Weshalb aber wiir-
felten wir anfangs dreimal nacheinander eine 4? Diese Frage
werden wir bald klaren kénnen.

@ Ein Wiirfel wird zweimal geworfen. Die Summe der Augen-
zahlen betrégt:

Ereignis A 7,

Ereignis B 1,

Ereignis C 9,
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Ereignis D 5,
Ereignis E Die Summe der Augenzahlen ist kleiner als
13.

Berechne P(A), P(B), P(C), P(D) und P(E)!

Losen ‘wir nun endlich das Problem unseres Tele-Lotto-
Fiinfers.

Versuch 3 Ereignis A Fiinfer

Um P(A) zu ermitteln, miissen wir zuerst m und n bestim-
men. Da es bei fiinf gezogenen Zahlen nur eine einzige Mog-
lichkeit gibt, den Fiinfer zu treffen, gilt m = 1. Zur Fest-
legung von n haben wir zu berechnen, wieviel Varianten
dafiir bestehen, fiinf Zahlen auf 35 zu verteilen (denn: Tele-
Lotto = 5 aus 35). Wer aufmerksam die Verteilung von
zwei beziehungsweise drei Zahlen auf 30 verfolgte, wird ohne
groBere Schwierigkeiten n finden. Fiir zwei Zahlen erhielten
wir
30 - 29

Ny = s

1-2

fir drei Zahlen galt
30 -29 - 28 30 - 29 - 28

3 = =

6 123

Offensichtlich kann die Reihe fortgesetzt werden. Beachten
wir, daB die fiinf Tips auf 35 Zahlen (und nicht auf 30) zu
verteilen sind, resultiert
" = 35-34-33-32-31 — 324632,
1-2-3-4-5

Daraus folgt schlieBlich

1

P(A) =
e 324632

= 0,000003.
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P(A) ist also erheblich kleiner als 1, doch immerhin nicht
Null..Einen Fiinfer zu erzielen stellt ein zufélliges Ereignis
mit sehr geringer Wahrscheinlichkeit dar — aber eine kleine
mathematische Uberlegung 14Bt daraus ein sicheres Ereignis
werden. P(A) kann nur dann vergréBert werden, wenn m
verandert wird. Geben wir ganz einfach nicht nur einen Tip,
sondern 324632 voneinander verschiedene Tips ab! Die
Wabhrscheinlichkeit wiirde dann
PA) = 324632 _ 1
324632

betragen. Verbunden mit dem garantiert sicheren Fiinfer sind
150 Vierer und 4350 Dreier. Lohnt sich das nicht? ...

@ Ermittle P(B) und P(C) fiir Versuch 3. Beriicksichtige, daB
die Zahl n der mdglichen Ereignisse gleich der Zahl der
Varianten ist, fiinf Tips auf 35 Zahlen zu verteilen!

Die‘ Berechnung der Wahrscheinlichkeit P(R) fiihrt nicht
in jedem Falle auf die einfache Beziehu;‘lg PRR) = =
n

So fanden wir bisher noch keine Antwort auf die Frage,
mit welcher Wahrscheinlichkeit bei dreimaligem Wiirfeln je-
weils eine 4 erscheint!

Dieses Ergebnis — bezeichnen wir es mit dem Buchsta-
ben A - setzt sich aus den drei Ereignissen A;, A, und A,
zusammen :

A, Beim ersten Wurf erscheint eine 4.
A, Beim zweiten Wurf erscheint eine 4.
A; Beim dritten Wurf erscheint eine 4.

A findet nur dann statt, wenn sowohl A, als auch A, als

auch A, eintreten. Wir schreiben dafiir abkiirzend
A=A nA,nA;.

Zur Bestimmung der dazugehdrigen Wahrscheinlichkeit for-
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muliert der Mathematiker den Satz: Sind die Ereignisse
A, A,, ..., A, voneinander unabhingig, gilt

PAA, nA,~...nA,) = P(A,) - P(A,) - ... - P(A).

Es reicht demnach, P(A,), P(A)), ..., P(A,) zu ermitteln,

um die Wahrscheinlichkeit fiir das gleichzeitige Eintreten

der n Ereignisse zu finden. Die ,,Einzel“~-Wahrscheinlich-

keiten brauchen lediglich multipliziert zu werden! Doch

beachten wir eine wichtige Voraussetzung in dem Satz:

Ay, A,, ..., A, miissen voneinander unabhdngig sein!
Welche Bedeutung besitzt diese Forderung?

Versuch 2 Ereignis A Das Wappen liegt oben.
Ereignis B Die Zahl liegt oben.

Beim Miinzwurf kénnen A und B nicht gleichzeitig eintre-
ten. Liegt das Wappen oben (A), wird Ereignis B unmaog-
lich. Deshalb sind A und B voneinander abhdngig.

Versuch 1 Wir wiirfeln zweimal nacheinander.
Ereignis A, Es erscheint eine 1.
Ereignis A, Es erscheint eine 6.

(Die Ziffern an den Buchstaben driicken aus, bei welchem
Wurf das Ereignis erwartet wird.)

In diesem Falle beeinflussen sich A; und A, nicht gegen-
seitig. Fiir das Ereignis A, ist es ohne Bedeutung, ob beim
ersten Wurf eine 1 erscheint oder nicht. A; und A, sind
voneinander unabhdngig.

Wenden wir nun auf beide Versuche die obige Formel an!
Versuch 1 P(A,) = %, P(A,) = %
Da A, unabhingig von A, ist, liefert
P(A; n A;) = P(A)) - P(Ay)
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die Wahrscheinlichkeit fiir das gleichzeitige Eintreten von A,
und A,*:
P(Alr\Az)=l~l :
6 6 36
1

Versuch2 P(A) = —, P(B) = —..

1
2
Beriicksichtigt man nicht, daB A und B voneinander ab-
hangen, resultiert fiir P(A n B) das falsche Ergebnis

1 1 1

2 4
Da A N B ein unmdgliches Ereignis darstellt, lautet die
richtige Lésung P(A n B) = 0.

Bevor wir also die Wahrscheinlichkeit fiir das gleichzeitige
Stattfinden mehrerer Ereignisse A,, A,, ..., A, berechnen,
miissen wir uns davon iiberzeugen, daB diese auch tatsich-
lich unabhingig voneinander sind.

P(A n B) = P(A) - P(B) =

@ Mit welcher Wahrscheinlichkeit erscheint bei dreimaligem
Wiirfeln jeweils eine 4? Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit,
beim vierten Wurf gleichfalls eine 4 zu erhalten?

Natiirlich dient die Wahrscheinlichkeitsrechnung nicht nur
zur mathematischen Beschreibung von Gliicksspielen. Sie
findet in der Praxis eine breite Anwendung.

@ Ein Kunde wihlt eine 40-Watt- und eine 60-Watt-Gliih-
lampe aus. Von dem angebotenen Sortiment sind schatzungs-
weise 3% der 40-Watt- und 5% der 60-Watt-Lampen defekt.
Mit welcher Wahrscheinlichkeit erwirbt der Kaufer

A eine funktionstiichtige 60-Watt- und eine defekte
40-Watt-Glithlampe;

* Dem zweimaligen Wiirfeln entspricht ein einmaliges Wiirfeln mit zwei
Wiirfeln. Die Versuch dnge sind jeweils voneinander unabhingig,
, und man sagt, A; und A, kdnnen gleichzeitig eintreten.
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B eine funktionstiichtige 40-Watt- und eine’ defekte
60-Watt-Glithlampe;

C zwei defekte Gliihlampen;

D zwei ordnungsgemiBe Glithlampen?
Da dem Kunden in jedem Lampengeschift ein Priifgerat
zur Verfiligung steht, erhilt er mit Sicherheit zwei qualitits-
gerechte Lampen. Doch weil3 er damit noch nicht, mit wel-
cher Wahrscheinlichkeit diese eine bestimmte Lebensdauer
erreichen. Immerhin kann eine Glithlampe bereits beim
ersten Einschalten oder nach 600 Betriebsstunden ausfallen.

Die gesuchte Wahrscheinlichkeit 1aBt sich experimentell

ermitteln. Dazu unternimmt man folgenden Versuch:
1000 Gliihlampen werden iiber eine gewisse Zeit ununter-
brochen getestet. Nach diesem Test leuchten nur noch
950 Stiick. Die Ausfallwahrscheinlichkeit betragt demnach

% = 0,05. Andererseits iiberdauert eine beliebig aus-

950

gewihlte Lampe mit = 0,95 die angegebene Test-

zeit, die wir als Lebensdauer bezeichnen. Der Kunde kann
also fast sicher sein, nicht bereits am nachsten Tag eine neue
Lampe kaufen zu miissen.

Abb. 57 Fillt in der Reihenschaltung eine beliebige Glihlampe aus,

brennen auch die anderen Glithlampen nicht mehr.
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Die Zahlenangabe 0,95 besitzt aber noch eine weitere Be-
deutung. Schalten wir drei Glithlampen, die mit einer Wahr-
scheinlichkeit P(B,) = P(B,) = P(B;) = 0,95 eine be-
stimmte Zeit leuchten werden, in Reihe. Fallt nur eine Lampe
aus, wird der gesamte Stromkreis unterbrochen. Wie zu-
verléssig ist unsere Schaltung? Mit welcher Wahrscheinlich-
keit befindet sie sich nach dieser Testzeit noch in funktions-
tiichtigem Zustand?

Offensichtlich handelt es sich um das Ereignis
B, n B, n Bj, wobei B, B, und B; die einzelnen Ereig-
nisse darstellen, daB die entsprechenden Lampen die gesamte
Zeit leuchten.

Begriinde, daB B,, B, und B; voneinander unabhingig
sind!

Fiir P(B; n B, n Bj;) erhalten wir demzufolge

P(By n B, n B3) = P(B)) - P(By) - P(By)
0,95 - 0,95 - 0,95 = 0,86.

@ Mit welcher Wahrscheinlichkeit fallt die Schaltung inner-
halb der vorgegebenen Betriebsdauer aus?

@ Eine elektrische Weihnachtsbaumbeleuchtung bestehe aus
18 in Reihe geschalteten Lampchen. Die angegebene Lebens-
dauer erreichen sie mit P = 0,99. Ermittle die Wahrschein-
lichkeit fiir die Funktionstiichtigkeit der Anlage nach dieser
Zeit! Vergleiche das Ergebnis mit einem angenommenen
Wert von P = 0,95. Verwende zur Berechnung einen
Taschenrechner!

Eine weitere Anwendungsmoglichkeit findet die Wahr-
scheinlichkeitstheorie beispielsweise bei der Qualitatspriifung
produzierter Erzeugnisse: In einer Abteilung werden kreis-
runde Bleche mit einem Durchmesser von 10 Zentimetern
hergestelit. Diese Bleche sind nur dann zur Weiterverwendung
brauchbar, wenn ihr Durchmesser nicht mehr als 0,5 Milli-
meter von den geforderten 10 Zentimetern abweicht. Um
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abschdtzen zu kénnen, wieviel Prozent der Werkstiicke die
Norm erfiillen, entnimmt der Meister einer Tagesproduktion
eine Stichprobe von 20 Stiick. Er bestimmt die 20 Durch-
messer und vermag mit Hilfe der Wahrscheinlichkeitsrech-
nung eine Aussage iber die Qualitdt der gesamten Tages-
produktion zu gewinnen! Wer interessiert ist, das Rechen-
verfahren niher kennenzulernen, informiere sich bei den Lite-
raturhinweisen iiber entsprechende Nachschlagewerke.

Auch in der Naturwissenschaft besitzt die von Pascal und
Fermat begriindete Theorie Bedeutung. Untersuchen wir ein
Beispiel:

Eine wesentliche Voraussetzung fiir die Entwicklung der
Pflanzen- und Tierwelt und somit auch des menschlichen
Lebens auf der Erde ist die Existenz einer Lufthiille, der
Atmosphare. Obwohl wir die Luft nicht sehen oder ,,an-
fassen‘* konnen, besteht sie doch aus einer unvorstellbaren
Anzahl winziger Teilchen, aus Atomen und Molekiilen. Ein
,, Luftwiirfel*“ mit einer Kantenldnge von nur einem Milli-
meter enthdlt schatzungsweise

27000000000000000 = 27 - 10'S Atome.

® Der Durchmesser eines Atoms betrigt ungefahr
0,0000001 mm = 10-7 mm. Welches Volumen nehmen die
27 - 10'S Atome des Luftwiirfels ein?

Jedes Atom der Lufthiille bewegt sich vollkommen un-
regelmaBig. Wir konnen deshalb annehmen, daB nicht zu
jedem Zeitpunkt genau 27 - 10'5 Teilchen pro Kubik-
millimeter enthalten sind. Ist aber auch das Ereignis denk-
bar, daB sich in einem klginen Raum kein einziges Atom
befindet? Gibt es innerhalb unserer Atmosphire vielleicht
luftleere Locher?

Berechnen wir die Wahrscheinlichkeit dafiir!

Geben wir uns ein Volumen von V = 1dm? (= 1))
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vor und markieren in diesem ein Teilvolumen von Vi,
= 8 mm?>. Dieses Volumen entspricht dem eines Steck-
nadelkdpfchens mit einem Durchmesser von 2,5 mm.

Uberpriife die Umrechnung 1 dm*® = 1000000 mm?
= 10° mm?3!}

Die 8 mm? enthalten 8 - 27 - 10'* = 216 - 10'° Atome.
Mit welcher Wahrscheinlichkeit halten ‘sich diese Atome
nicht in Vg, auf? Die gesuchte GroBe gleicht der Wahr-
scheinlichkeit, mit der sich die 216 - 10'* Atome im Volu-
men V — Vi, = 10° mm® — 8 mm3® = 999992 mm?
befinden.

Stellen wir unsere Uberlegungen vorerst fiir ein einzelnes
Atom an. Als giinstiges Ereignis betrachten wir den Fall,
daB sich dieses Atom im Volumen V — Vi, aufhalt; der
gesamte mogliche Aufenthaltsraum-ist gleich V. Als Aufent-
haltswahrscheinlichkeit finden wir

V — Vi 999992

P, = = = 0,999992.
\% 1000000

Fiir zwei Atome ergibt sich
2
P, = b, - b, = (2992
1000000
denn beide Atome bewegen sich unabhingig voneinander.
Betrachten wir schlieBlich alle 216 - 10'° Atome, resultiert
eine Wahrscheinlichkeit von

216-10'%
= w = (0,999992)216- 10"
1000000
im Teilvolumen Vi, = 8 mm?® kein einziges Luftatom
anzutreffen.

Versuchen wir, diese Zahl etwas zu verdeutlichen. Auf den
ersten Blick wird mancher sagen, 0,999992 sei fast 1, also
wird auch P =~ 1 folgen. Doch wer so denkt, irrt sich ge-
waltig. Beginnen wir deshalb, P schrittweise auszurechnen:
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(0,999992)* = 0,999984
(0,999992)* = 0,999976

\

(0,999992)19° = (0,999992)1°° = 0,999200

(0,099992)190000 — (0,999992)1%° — 0,449330.

Wir erkennen deutlich, daB (0,999992)" mit wachsendem n
immer kleiner wird! Setzt man diese Berechnung bis
n = 216 - 10'3 fort, ergibt sich

P = (0,999992)216 " 10** ~ [0-7.5" 10"

Verwandelt man 10-™ in einen Dezimalbruch, erscheinen
nach dem Komma (m — 1) Nullen; an m-ter Stelle steht
eine 1:

m = 3: 103 = 0,001.

Schreiben wir 10-7-5"1°"" als Dezimalbruch, steht die 1
an 750milliardster Stelle nach dem Komma.

Wiirde diese Zahl gedruckt auf einer Seite zum Beispiel
unseres Buches Platz finden? Nein, gewiB8 nicht. Auf eine
Seite kann man etwa 1800 Buchstaben bzw. Ziffern drucken.
Ein Buch vom Format unseres Buches mit einem Umfang
von 200 Seiten enthilt demnach etwa 360000 Ziffern. Um
unseren Dezimalbruch ausgeschrieben darzustellen, benoti-
gen wir folglich 77’5 ol | e ~ 2083334 Biicher. Stapeln wir

360000
alle Bande iibereinander und ist jedes Buch 1,5 Zentimeter
dick, ergibt sich eine Reihe von 2083334 - 1,5cm ~ 31 Kilo-
meter und 250 Meter Lange!

Kehren wir von diesen ,,Zahlenriesen‘* zu' unserer eigent-
lichen Frage zuriick. Gibt es in unserer Atmosphare luft-
leere Locher? Mit gutem Recht kénnen wir behaupten, dal
die Wahrscheinlichkeit dafiir nicht vorhanden ist.
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Im zweiten Kapitel lernten wir Archimedes’ Rechengang
zur naherungsweisen Bestimmung von = kennen. Mit Hilfe
unserer bisherigen Kenntnisse iiber die Wahrscheinlich-
keitstheorie sind wir in der Lage, diese Zahl experimentell
zu ermitteln. Fiithren wir dazu folgenden Versuch durch:

Wir konstruieren auf einem rechteckigen Blatt (die Seiten-
langen seien a und b) einen Kreis mit dem Radius r ="
10 Zentimeter.

Werfen wir auf dieses Blatt ein Pfennigstiick, wird dieses
entweder innerhalb oder auBerhalb der Kreisfliche liegen.
Da die Kreislinie aber auch geschnitten werden kann, legen
wir auf der Ober- und Unterseite des Pfennigs — genau in
dessen Mittelpunkt — je eine Markierung fest. Ein Bleistift-
punkt geniigt. Die Lage des Punktes auf dem Blatt 148t sich
exakt bestimmen.

Wir werfen nun mindestens 100mal das Geldstiick auf das
Papier und notieren in einer Tabelle sorgféltig m und n:

n = Gesamtzahl der Wiirfe;
m = Anzahl der Wiirfe, bei denen der Punkt innerhalb
der Kreisflache lag.

Fallt der Pfennig neben das Papier, wird der Wurf nicht
gezahlt, sondern wiederholt.

Mit welcher Wahrscheinlichkeit wird der Punkt P, bei
einem einmaligen Miinzwurf innerhalb der Kreisflache liegen?

Diese Wahrscheinlichkeit hingt sicherlich von der Groe
der zu treffenden ,,giinstigen** Kreisfliche ab. Wiirden wir
anstelle des Kreises mit dem Radius r = 10 cm einen Kreis
mit r = 1cm auf das Blatt zeichnen, verringert sich die
Wabhrscheinlichkeit P,. Erinnern wir uns an die vorangegan-
gene Aufgabe. Die Aufenthaltswahrscheinlichkeit fiir ein

Luftatom im Volumen V — Vg, betrug P, = Y = Vi s
wobei V das Gesamtvolumen darstellte. v

Auf die gleiche Art gewinnen wir eine Gleichung fiir P;.
Wir setzen die Kreisfliche und die Gesamtfliche in ein Ver-
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héltnis:

Pl = AKrcls .

AGulmt

Die Gesamtfliche betrigt Ageam¢ = @ - b; die Kreisflache
folgt aus Ag,.;s = = - r2. Wir treffen den Kreis also mit der
Wahrscheinlichkeit

n - 13
a-b
Da m genau die Anzahl der Wiirfe ist, bei denen der

P, =

Punkt innerhalb der Kreisfliche lag, wird der Quotient =
n

der Wahrscheinlichkeit P, entsprechen. Je gréBer die Ge-

samtzahl n der Wiirfe ist, desto genauer stimmt I mit P,
iiberein. n

Solch eine Anndherung des experimentellen Ergebnisses
an das theoretische fanden wir bereits bei Versuch 2:
Die Wahrscheinlichkeit P(A), daB nach einmaligem Miinz-

wurf das Wappen oben liegt, betriagt P(A) = % = 0,5 (siehe

Seite 140). Nach 100 Wiirfen sollte folglich das Wappen

50mal obenauf gelegen haben, denn % = 0,5 = P(A).

Experimentell fanden wir nur 42 giinstige Versuchsaus-
ginge; bei 24000 Miinzwiirfen ergaben sich schon 11988 giin-

stige Ereignisse (siehe Seite 137). Die Quotienten betragen

oL = 0,42 und =
100 24

= 0,4995 und sind nur ungefihr

gleich P(A).
Kehren wir zu unserer Aufgabe zuriick und vergleichen jetzt

m . . . .
— mit Py, so diirfen wir schreiben

n 2
T T m
P, = X o—
a-b n
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@ Mit welcher Wahrscheinlichkeit Py, liegt der Punkt auBer-
halb der Kreisfliche?

Mit Hilfe dieser Gleichung sind wir in der Lage, © experi-
mentell zu ermitteln. a, b und r -kennen wir: Es sind die
Seitenldngen des Rechtecks und der Kreisradius. m und n
stellen die Werte dar, die wir im Versuch bestimmen. Die
einzige Unbekannte ist w. Lost man die Gleichung nach =
auf, resultiert

i e B D, . :

n-r?

Berechne mit den im eigenen Experiment gefundenen Werten
m und n die Zahl !

Zeichneten wir den Kreis mit dem Radius r = 10cm
auf ein Blatt vom Format A 4, betragt a = 29,6 cm und
b = 2lcm.

Betrachten wir die Ergebnisse dreier Versuche:

n m T X

1. Versuch 100 60 373
2. Versuch 200 115 3,57
3. Versuch 1000 515 3,20

Allgemein konnen wir feststellen, daB die experimentelle
Bestimmung von 7 um so genauer wird, je groBer die Anzahl
der Wiirfe ist. Wir sparen uns zwar den mithsamen Rechen-

.weg des Gelehrten Archimedes, doch benétigen wir fiir die
Versuchsdurchfithrung viel Zeit.

® Handelt es sich um ein zufélliges Ereignis, bei n = 20
Wiirfen m = 10mal die Kreisfliche zu treffen? Immerhin
folgt daraus der Wert = =~ 3,108, der sich nur geringfiigig
vonn & 3,14 unterscheidet. Weshalb muB3 n méglichst grof3
gewihlt werden?
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Beenden wir unseren Ausflug auf das Gebiet der Wahr-
scheinlichkeitstheorie mit einer letzten Aufgabe:

Abb. 58

@ Wir beobachten im Winter, wie ein Junge Schneebille an
ein Haus wirft. Er steht ungefahr 14 Meter von der Haus-
front entfernt und vermag den Schneeball héchstens 15 Meter
weit zu werfen. Mit welcher Wahrscheinlichkeit trifft der
Junge eine Fensterscheibe? Die zur L&sung notwendigen
Angaben entnimm der obenstehenden Abbildung.

Hinweis: Befindet sich nur ein Teil einer Fensterscheibe im
Treffergebiet, ist dennoch die gesamte Flache der Scheibe zu
beriicksichtigen.
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Ein Blick in die Gegenwart

Drei, zweli, eins — Start!

Ein jahrtausendealter Traum der Menschheit
wurde Wirklichkeit
Sowjetischer Erdtrabant kreist seit Freitag
um den Erdball!

Diese Schlagzeilen auf der Titelseite des ,,Neuen Deutsch-
land*“ vom 6. Oktober 1957 kiindeten vom Beginn eines
neuen Abschnitts in der Weltraumforschung. Der sowjeti-
sche Satellit ,,Sputnik 1 umkreiste seit 2 Tagen die Erde
in einer Hohe zwischen 227 und 946 Kilometern. Rund-
funkstationen in allen Landern der Welt empfingen die Funk-
signale des ersten kiinstlichen Himmelskérpers aus dem
Kosmos; die Wissenschaft feierte einen groBen Triumph.

Dreieinhalb Jahre spater ging erneut eine sensationelle
Nachricht um die Erde: Am 12. April 1961 startete das
Raumschiff ,,Wostok 1. An Bord befand sich der erste
Kosmonaut, Juri Gagarin.

Heute ist es schon fast eine Selbstverstindlichkeit, daB
sowjetische Kosmonauten auch in Gemeinschaft mit Kosmo-
nauten aus anderen Landern im Weltall arbeiten. Haufig
findet sich in der Tagespresse eine kurze Notiz iiber den
Start eines Satelliten der ,,Kosmos‘-Serie. Nachrichten-:
satelliten vom Typ ,,Molnija‘* iibertragen z. B. einwandfrei
Fernsehsendungen; zuverldssige Wettervorhersagen werden
moéglich durch die Untersuchungsergebnisse moderner
Wettersatelliten. Mars- und Venussonden erkundeten die
Nachbarplaneten der Erde; auch Merkur, Jupiter und Saturn
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Abb. 59 Start einer Trigerrakete

& ST e T
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erhielten bereits Besuch. Auf dem Mond arbeiteten die fern-
gesteuerten Fahrzeuge ,,Lunochod 1** und ,,Lunochod 2*;
1969 betrat der amerikanische Astronaut Neil Armstrong
als erster Mensch die Mondoberfliche.

Abb. 60 Lunochod 1 auf dem Mond

Die Konstruktion eines Raumschiffes erfordert die an-
gestrengte Arbeit von Ingenieuren, Physikern, Chemikern
und Mathematikern, aber auch von Biologen und Medi-
zinern. Viele Faktoren muBten bedacht werden, bevor ein
Mensch in den Kosmos fliegen konnte, schlieBlich sollte allen
Gefahren weitestgehend begegnet werden! Man wuBte zum
Beispiel, daB in 500 Kilometer Hohe die Temperaturen auf
iber 1000 °C steigen! Im Innern eines bemannten Raum-
schiffes diirfen jedoch die Temperaturen 25°C mdglichst
nicht iiberschreiten. Man muBte also ein sehr widerstands-
fahiges, hitzebestandiges Material verwenden und eine auf-
wendige Klimaanlage einbauen, um den Kosmonauten aus-
reichend Schutz zu bieten. Eine weitere Gefahrenquelle stellt
die Atmosphére dar. Verdeutlichen wir uns die Ursache:
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Welche Geschwindigkeit erreichen Regentropfen, die aus
500 Meter Hohe aus einer Wolke zur Erde fallen? - Ent-
sprechend dem Fallgesetz, welches wir im 4. Kapitel kennen-
lernten, finden wir

y =09 B = g5 kM
s . h

@ Fiihre die Berechnung durch!

Experimentell bestimmte man jedoch die Geschwindig-

keit von Regentropfen in der Nahe der Erdoberfliche zu
vag..10™ o9 36 XM
s .~ h

Wie 1aBt sich dieser groBe Unterschied zum theoretisch
berechneten Wert erklaren? Die Ursache fiir die zu ,,nied-
rige** Geschwindigkeit besteht in der Reibung, die zwischen
den fallenden Tropfen und den Atomen der Atmosphire auf-
tritt. Jeder Regentropfen wird gebremst! Da die Reibung im
Fallgesetz nicht beriicksichtigt wird, erhielten wir ein ,,fal-
sches** Ergebnis.

Mit wachsender Entfernung von der Erde nimmt die
Dichte der Atmosphare ab. Wihrend sie in der Nihe der

Erdoberfiache ungefahr 27000000000000000 —22°™  pe.

mm?

tragt, enthilt in 500 Kilometern Héhe ein Kubikmillimeter
nur 10000 Atome. Dennoch tritt zwischen den Luftatomen
und dem Raumflugkérper Reibung auf, denn die Satelliten
bewegen sich mit einer hohen Geschwindigkeit. Die Aus-
wirkungen der Reibung kénnen wir uns sicher vorstellen:
Die Flugbahn andert sich. Taucht das Raumschiff gar in die
dichteren Schichten der Atmosphire ein, erwirmt es sich
und kann verglithen.

@ Am 30. 09. 1981 und am 15. 10. 1981 wurden die Raum-
flugkdrper ,,Kosmos 1312* und ,,Kosmos 1316* gestartet.
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Bestimme die mittleren Bahngeschwindigkeiten! Folgende
Angaben sind bekannt:

maximale minimale Umlaufzeit
Erdferne Erdferne
Kosmos 1312 1531 km 1495 km 116 min
Kosmos 1316 407 km * 215 km 90,5 min

Erdradius rg = 6371 km

Hinweis: Bilde aus maximaler und minimaler Erdferne den
Mittelwert und ermittle daraus die gesuchte Geschwindig-
keit! :

Die Bewegung der Raumschiffe folgt physikalischen Ge-
setzmaBigkeiten, die wir bereits kennenlernten — den Kepler-
schen Gesetzen und dem Newtonschen Gravitationsgesetz.
Von der Richtigkeit dieser Behauptung kénnen wir uns sofort
iiberzeugen:

@ Berechne unter Zuhilfenahme des dritten Keplerschen Ge-
setzes und der Bahnangaben von ,,Kosmos 1312 und
,,Kosmos 1316 die Umlaufzeit Ty, des Mondes um die
Erde. Vergleiche die Ergebnisse mit dem tatsidchlichen
Wert Ty = 27,32d (1d = 1 Tag)! Die mittlere Entfer-
nung zwischen Mond- und Erdmittelpunkt betragt 384400 km.

Die Losung dieser Aufgabe zeigt, daf eine geringfiigige
Abweichung vom erwarteten Wert auftritt: Wir berechneten
Ty = 27,42d. Der Grund dafiir besteht in unserer niahe-
rungsweisen Annahme, daf3 sich sowohl der Mond als auch
die Satelliten auf Kreisbahnen bewegen. Wollten wir die
Berechnung vollkommen exakt durchfithren, wiirden unsere
einfachen mathematischen und physikalischen Kenntnisse
nicht geniigen. Selbst fiir Wissenschaftler erweist sich die
Vorausbestimmung des Bahnverlaufes eines Raumschiffes als
kompliziertes Problem. Hier darf man sich nicht mit Nahe-
rungslésungen, wie wir sie fanden, zufriedengeben. Stellen
wir uns vor, ein Transportraumschiff soll an die Station
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Abb. 61

,,Salut* ankoppeln, welche die Erde mit einer Geschwindig-
keit von 8 Kilometern je Sekunde umkreist. Verzogert sich
der vorausberechnete Starttermin um eine einzige Sekunde,
verfehlt der Transporter die Station um acht Kilometer.

Je langer der geplante Flug eines Satelliten ist, desto um-
fangreicher werden die erforderlichen Berechnungen. Nur
mit Hilfe moderner Rechenanlagen konnen derartige Auf-
gaben schnell und genau geldst werden. — Die Abbildung
61 zeigt die Planetensonde ,,Mars 1%, die nach einer acht-
monatigen Reise den Mars erreichte.

@ Eine Raumsonde befindet sich auf dem Flug zum Mond.
In welcher Entfernung vom Erdmittelpunkt ist die An-
ziehungskraft des Mondes auf die Sonde gleich der An-
ziehungskraft der Erde auf die Sonde? Hangt dieser Abstand
von der Masse des Raumschiffes ab?
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Hinweis: Mondmasse und Erdmasse stehen im Verhalt-
nis 1:81,3.

Von der Erde aus erfolgt eine stindige Beobachtung der
Satelliten. Selbst mit bloBem Auge 1a8t sich die Bewegung
eines Raumflugkorpers verfolgen, der sich in einer Erd-
umlaufbahn befindet: Er erscheint als schwach leuchtendes
Piinktchen, nicht gréBer als ein Stern.

® Zwei Satellitenbeobachtungsstationen, die 205 Kilometer
voneinander entfernt sind, verfolgen den Flug eines Raum-
schiffes. Um 20.35 Uhr und 16 Sekunden befindet sich der
Satellit genau 90° iiber der ersten Station, um 20.35 Uhr
und 45 Sekunden tiberfliegt er die zweite Station. In welcher
Hohe und mit welcher Geschwindigkeit umkreist das Raum-
schiff die Erde? Verwende die Losungen der Aufgaben von
den Seiten 159/160 und beriicksichtige die Kugelgestalt der
Erde!

Ein Streifzug durch den Alltag

Auf der Suche nach Anwendungsméglichkeiten fiir die Ma-
thematik in unserer heutigen Zeit ist es nicht notwendig,
mit der Weltraumfahrt zu beginnen. Jeder weiB3, daB die
Eroberung des Kosmos eine hochentwickelte Naturwissen-
schaft voraussetzt. Doch auch im taglichen Leben begegnen
wir der Mathematik. Betrachten wir nur einmal das Ver-
kehrswesen.

An einer ampelgeregelten Kreuzung bildet sich eine
100 Meter lange Fahrzeugkolonne. Nach dem Umschalten
auf ,,Griin** fahrt das erste Fahrzeug an, das letzte erreicht
die Ampel beim Signal ,,Griin-Gelb*. Die nachste, gleich-
falls ampelgeregelte Kreuzung ist S = 2km entfernt. Um
einen ziigigen Verkehrsablauf zu gewihrleisten, sind die
Ampeln beider Kreuzungen in einer sogenannten Griinen
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Welle geschaltet. Das erméglicht der Fahrzeugkolonne beim
Erreichen des zweiten Kreuzungsbereiches freie Fahrt. Die
Verkehrspolizei muB deshalb ermitteln, nach welcher Zeit t
das erste Fahrzeug die Ampel erreicht und wann der letzte
Wagen der Kolonne iiber die Kreuzung fahrt. Versuchen
wir gemeinsam, diese Griine Welle zu berechnen. Die ge-
suchte Zeit t setzt sich aus der Zeit t,, die das Fahrzeug bis
zum Erreichen der zuldssigen Hochstgeschwindigkeit v be-
nétigt, und der Zeit t, zusammen, wahrend der sich das
Auto mit der Geschwindigkeit v bewegt.

t=1t +t,
Die wihrend t, und t, zuriickgelegte Strecke betragt:
sy + s, = S.

Zur richtigen Lsung der Aufgabe miissen wir beachten, daf
das Fahrzeug wihrend der Zeit t, eine beschleunigte, wih-
rend der Zeit t, eine gleichférmige Bewegung ausfiihrt. Fir
den zweiten Fall finden wir sofort

S2

s .
v = -2 und gewinnen daraus t, = —>.
t, v

Unsere Ausgangsgleichung besitzt jetzt die Gestalt
t =1t + —,

wofiir wir auch
S — s,
v

t=1t +

schreiben kénnen. Da der zuriickgelegte Weg s, von der
Zeit t, abhangt, bendtigen wir noch eine zweite Gleichung.
Fiir die beschleunigte Bewegung gelten die von Galilei ge-
fundenen Gesetze

g 2
§$ = — -+t und v=g-t.
2 g
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Wir untersuchen jedoch nicht den freien Fall, diirfen also g

nicht gleich 9,81£zsetzen. Eliminieren wir diese GréBe
s

in beiden Gleichungen. Es resultiert

0| -

und als Lésung fiir t:

S — —v- 1,
2
t =1t +

@ Zeige, daB daraus die endgiiltige Losung folgt :

1 S
t= —t;, +—.
2 v
® Das Fahrzeug beschleunigt in t; = 17 Sekunden auf die

zulassige Hochstgeschwindigkeit v = 60 kTm . Nach welcher

Zeit muB die zweite Ampel auf,,Griin* schalten? (S = 2 km)

Das Problem der Griinen Welle ist mit der gefundenen
Beziehung fiir t noch nicht geldst. SchlieBlich soll dem letzten
Fahrzeug der Kolonne gleichfalls freie Fahrt gewahrt wer-
den. — Wann erreicht dieses die Kreuzung? Als Ausgangs-
gleichung formulieren wir

t =t +t) + ts.
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t; stellt die Beschleunigungszeit des letzten Wagens dar, die
sich von t, unterscheiden kann; wahrend der Zeit t; bewegt
sich das Fahrzeug mit gleichférmiger Geschwindigkeit. Da
beim Aufleuchten des Signals ,,Griin* nicht alle Autos
gleichzeitig anfahren, tritt fiir den letzten Fahrer der Ko-
lonne eine Verzdgerung t; ein. Fiir t’ ergibt sich schlieBlich
die Lésung

2,1 km
v

i 1,
t = —t] +

+ t3.
@ Erkldre die Streckenangabe von 2,1 Kilometern!

Die zweite Ampel muB nach dem Umschalten auf ,,Griin‘
wihrend der Zeit t' — t die Vorfahrt gewahren:

botoly, Blm 1 2km
2 v 2 v
; P 0,1 km
t —t=—(@ —t) + s
2 v

Setzen ‘wir voraus, daB das erste und das letzte Fahrzeug
mit der gleichen Beschleunigung anfahren, erreichen sie nach
der gleichen Beschleunigungszeit die zulassige Hochst-
geschwindigkeit. Es gilt t{ = t,, und wir finden

. 0,1 km

t —t= " + t,.

v

Dieser Zusammenhang 148t eine wichtige SchluBfolgerung
zu: Bei einer vorgegebenen Hochstgeschwindigkeit v hangt
die Differenz t' — t nur von der Verzdgerungszeit t; ab.
Bummelt ein Kraftfahrer, erreichen nicht alle Fahrzeuge
rechtzeitig die zweite Ampel. Eine hohe Aufmerksamkeit
und riicksichtsvolles Fahren eines jeden Verkehrsteilnehmers
sind also eine wichtige Voraussetzung fiir den ziigigen und
sicheren Verkehrsablauf.
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@ 1,4 Kilometer von der zweiten Kreuzung entfernt befindet
sich die nachste Ampel. Auch diese ist in die Griine Welle
einbezogen. Bestimme die Zeit, nach der die Ampel auf
,,Griin* schalten muB. Wann erreicht das letzte Fahrzeug der
Kolonne die Kreuzung?

Selbstverstidndlich beschrankt sich die Anwendung der
Mathematik im Verkehrswesen nicht nur auf die Berechnung
Griiner Wellen. Schon allein die Zusammenstellung eines
Fahrplans erfordert einen erheblichen Rechenaufwand! Um
wahrend der Hauptverkehrszeit — also vor Schichtbeginn und
nach Arbeitsende — die ziigige Heimreise der Werktatigen
zu gewihrleisten, werden die Wartezeiten an den Halte-
stellen Offentlicher Verkehrsmittel verkiirzt. Statt im Ab-
stand von 15 Minuten fahren die Kraftomnibusse, zum Bei-
spiel, im Abstand von 10 Minuten.

® Wieviel Fahrzeuge sind von den Verkehrsbetrieben zusitz-
lich bereitzustellen, um diese Verringerung der Wartezeit zu
erreichen?

Wenden wir uns einem anderen Alltagsproblem zu: Ein
Milchhof beliefert die Kaufhallen des Kreises mit Frisch-
milch. Jedes Versorgungsfahrzeug lauft drei Verkaufsstellen
an. Wie wir uns anhand einer Skizze veranschaulichen kén-
nen, gibt es verschiedene Fahrrouten. Aus wirtschaftlichen
Griinden wird natiirlich die Strecke gesucht, welche die
kiirzeste ist.

@ Ermittle aus der Abbildung 62 diese giinstigste Fahr-
rbute!
Hinweis: Die Fahrt endet auf dem Milchhof.

Sicher bereitet es keine Schwierigkeiten, anhand weiterer
Beispiele die praktische Anwendung der Mathematik im tag-
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S5 = 10km

K3

Abb. 62 @

lichen Leben zu beweisen. Der interessierte Leser findet im
Anhang Buchempfehlungen, in denen ausfiihrlich die All-
tagsmathematik besprochen wird. Ein Besuch der Bibliothek
wiirde sich lohnen!

Computer — unentbehrliche Helfer

In den letzten Kapiteln untersuchten wir einige Probleme,
deren Behandlung mit einfachen mathematischen Grund-
kenntnissen moglich war, aber der zur Lésung notwendige
Rechenaufwand erforderte viel Zeit. Erinnern wir uns bei-
spielsweise an die Bestimmung der Ausfallwahrscheinlich-
keit der Weihnachtsbaumbeleuchtung (Aufgabe auf Seite 148).
Die Losungsgleichung lautete P = 0,99'8. Wer diesen Aus-
druck schriftlich in einen Dezimalbruch umgerechnet hat,
bendtigte dafiir sicherlich mehr als 40 Minuten! Mit Hilfe
eines Taschenrechners fiir die vier Grundrechenarten ver-
ringert sich die Rechenzeit schon auf eine knappe Minute.
Besitzt der Taschenrechner eine Funktionstaste zur Potenz-
rechnung, schrumpft die Zeit auf weniger als zehn Sekunden
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zusammen. Ein Nutzen unseres elektronischen Hilfsmittels
besteht demnach sicher in einer erheblichen Verkiirzung der
Rechenzeit.

Vor etwa vierzig Jahren setzte die rasche Entwicklung von
GroBrechenanlagen ein. Die sich herausbildende moderne
Industrie erforderte den Einsatz solcher Gerate: Es galt,
umfangreiches Informationsmaterial moglichst schnell zu
bearbeiten und auszuwerten. Andererseits ersetzten und
erleichterten diese Anlagen die Arbeit vieler Menschen. 1955
nahm der erste GroBrechner in der DDR seinen Betrieb auf.

Die ersten Computer wiesen noch eine beachtliche Grof3e
auf. Die amerikanische Anlage ,,MARK I‘* beispielsweise
hatte eine Lange von 16 Metern und 2,5 Meter Hé6he.

Die Gerite waren sehr storanfillig, die Reparaturen be-
anspruchten viel Zeit.

Heute finden auf einer Fliache von einem Quadratmilli-
meter mehrere tausend Bauelemente Platz. Neue Techno-
logien wurden entwickelt, um ,,miniaturisierte** Schaltungen,
die Chips, herzustellen. Der Erfolg blieb nicht aus. Wir
brauchen nur die Taschenrechner zu betrachten: Den mei-

Abb. 63 Elektronische Rechenmaschine
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sten Platz beanspruchen das Gehause, die Ziffernanzeige, die
Batterien. Das eigentliche ,,Gehirn* im Innern ist nicht gro-
Ber als eine Streichholzkuppe. Die Stéranfélligkeit ist sehr
gering.

Mit der Miniaturisierung erhohte sich die Rechengeschwin-
digkeit. Die modernsten GroBanlagen fiihren in einer Se-
kunde bis zu 300 Millionen Rechenoperationen aus. Ein
Beispiel verdeutlicht diese Geschwindigkeit: Im 17. Jahr-
hundert berechnete ein gewisser Napier im Verlaufe von
dreiBig Jahren eine umfangreiche Zahlentafel. Ein GroB-
rechner wiirde diese Arbeit in dreiBig Sekunden bewiltigen.

Wo finden die Computer Anwendung? Eine Mdéglichkeit
1aBt sich sofort angeben: Als Taschenrechner erleichtert er
uns manche aufwendige Berechnung. Bleiben wir dabei aber
stets vorsichtig — Fehler in unserem Losungsweg bemerkt
das Gerit natiirlich nicht. Und vom Erlernen der Mathe-
matik befreit es uns auch nicht.

Der Industrie stechen moderne GroBSrechner zur Ver-
fiigung: Mit deren Hilfe werden unter anderem zuverlassig
Produktionsprozesse gesteuert. Die Uberwachung des Fluges
von Satelliten erfolgt von der Erde aus iiber Rechenanlagen.
An Bord eines jeden Schiffes und Flugzeuges befindet sich
eine solche moderne Anlage. Wissenschaftliche Forschungs-
einrichtungen besitzen Rechner, in der Medizin finden sie
Verwendung ...

Durch den Einsatz von Computern gelang den Mathe-
matikern die Bearbeitung und Losung einer Reihe von Auf-
gaben, die groBe praktische Bedeutung besitzen. Eine dieser
Aufgaben stellt das sogenannte Rundfahrtproblem dar. Wir
lernten es bereits kennen: Ein Milchhof beliefert eine be-
stimmte Anzahl Kaufhallen mit Frischmilch. Welche der
moglichen Fahrrouten ist die kiirzeste? Bei nur 3 Verkaufs-
stellen erwies sich die Losung als unproblematisch — die
6 Strecken lieBen sich in kurzer Zeit miteinander vergleichen.
Aufwendiger wird die Rechnung schon bei 4 Kaufhallen,
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denn nun stehen 24 unterschiedliche Routen zur Auswahl.
Auf 120 erhoht sich diese Zahl bereits bei 5 Verkaufsstellen!
Der Einsatz leistungsfahiger GroBanlagen gestattet es heute,
bis zu 60 Orte in eine Rundreise einzugliedern. Das erscheint
als wenig, doch tduschen wir uns nicht: Es gibt ungefdhr
832 - 10%° mégliche und voneinander verschiedene Fahr-
strecken — eine unvorstellbare Anzahl!

Ahnliche Schwierigkeiten bereitet dem Mathematiker das
»Rucksackproblem®. Folgende Aufgabe gilt es dabei all-
gemein zu l6sen: In einen Rucksack soll eine bestimmte
Anzahl von Gegenstinden gepackt werden, wobei diese
jeweils ein unterschiedliches Gewicht besitzen kénnen. AufBer-
dem lassen sich die Gegenstiande nach ihrem Gebrauchswert
einteilen — einige sind unbedingt notwendig, andere kénnen
entbehrt werden. Da der Rucksack nur iiber eine begrenzte
Tragkraft verfiigt, darf ein gewisses Gesamtgewicht nicht
iiberschritten werden. Demnach muB eine genaue Auswahl
von Gegenstanden erfolgen, die insgesamt den gréBten Ge-
brauchswert besitzen und gleichzeitig der Tragkraft des
Rucksackes entsprechen!

In der Praxis findet die Losung vielfaltige Anwendung -
natiirlich nicht gerade beim Packen eines Rucksackes oder
einer Reisetasche. Kehren wir noch einmal zum Anfang des
Kapitels zuriick, zur Weltraumfahrt. Um ein Raumschiff mit
einer Masse von 10 Tonnen in eine Erdumlaufbahn zu trans-
portieren, bendtigt man gegenwirtig 100 bis 140 Tonnen
Treibstoff! Beim Zusammenstellen der Ausriistung beriick-
sichtigt man deshalb auch die vorgegebene Tragfahigkeit des
Satelliten.

Immerhin wiirde das Uberschreiten der zulissigen Masse
um nur 100 Kilogramm eine zusétzliche Treibstoffmenge
von 1 Tonne erfordern!

Beiden Problemen — dem Rundfahrt- und dem Rucksack-
problem - ist gemeinsam, daB eine Vielzahl von Losungs-
moglichkeiten bekannt sind. Die eigentliche Aufgabe besteht
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Abb. 64 Karte der DDR '

jedoch darin, die beste Losung zu finden. Diese bezeichnet
man auch als optimale Variante.

Untersuchen wir gemeinsam eine weitere Aufgabe. Die
Abbildung 64 zeigt das Gebiet unserer Republik mit ihren
14 Bezirken (ohne Berlin). Zur iibersichtlichen Gestaltung
der Karte wollen wir diese farben. Dabei sollen benachbarte
Bezirke unterschiedliche Farben besitzen. Wieviel verschie-
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dene Farben benétigen wir, um die gewiinschte Lésung zu
gewinnen? Die Frage 1aBt sich sofort beantworten: 14 Far-
ben sind notwendig. Doch ist diese Variante optimal? Uber-
priifen wir das, indem wir mit der Farbung der Karte be-
ginnen. Zur besseren Ubersicht bietet sich eine Verein-
fachung an: Wir verbinden benachbarte Bezirksstadte unter-
einander und erhalten somit die untenstehende Abbildung.
Statt den Flachen braucht nun lediglich den Punkten eine
Farbe zugeordnet zu werden. Um die obige Forderung zu
erfiillen, diirfen zwei verbundene Punkte nicht die gleiche
Farbung erhalten. Gehen wir jetzt von Rostock aus und kenn-
zeichnen den dazugehérigen Punkt (= Bezirk) mit 1. Schwe-
rin erhélt 2, Neubrandenburg 3. Aus unserer schematischen
Darstellung folgt, daBl Potsdam wieder mit 1 gefarbt werden
kann. Demnach 1aBt sich Magdeburg 3 und Frankfurt 2
darstellen. Dieses schrittweise Verfahren setzen wir fort:
Halle erhalt die Farbe 2, Erfurt 1, Gera 3, Suhl 2, Leipzig 1,

Rostock

Caheerit R Neubrandenburg

Magdeburgty ‘. Frankfurt
— K cottbus

= Gera W
Abb. 65 Suhl Karl-Marx-Stadt
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ONTEVIDEO

Abb. 66 Karte von Siidamerika

Cottbus 3 und Karl-Marx-Stadt schlieBlich 2. Ubrig bleibt
der Bezirk Dresden." Fiir diesen 1aBt sich keine der drei bis-
her benutzten Farben verwenden, wir bendtigen eine vierte.
Damit ist aber unsere gewiinschte Landkartenfarbung be-
endet. Die optimale Anzahl voneinander verschiedener
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Farben betrigt folglich nur vier und unterscheidet sich
wesentlich von der ersten L&sung.

@ Firbe den Kontinent Siidamerika in einer optimalen
Variante!

Zur Losung dieser Aufgabe geniigen wiederum vier Far-
ben. Im vergangenen Jahrhundert stellte man die Vermutung
auf, daB jede Landkarte vierfarbig gestaltet werden kann,
ohne daB benachbarte Linder oder Gebiete die gleiche
Farbung besitzen. Dabei ist es gleichgiiltig, ob eine echte
oder eine beliebig ausgedachte Karte vorliegt. Dieses so-
genannte ,,Vierfarbenproblem* wiare genau dann widerlegt,
wenn sich eine Landkarte konstruieren lieBe, zu deren Kenn-
zeichnung mindestens fiinf Farben notwendig sind. Trotz
umfangreicher Computerrechnungen konnte man bisher eine
solche Karte nicht finden.

Im letzten Kapitel lernten wir einige Anwendungsmoglich-
keiten der modernen Rechentechnik kennen. Diese stellt in
der Industrie, in Wissenschaft und Forschung sowie Be-
reichen des taglichen Lebens eine unentbehrliche Hilfe fiir
den Menschen dar. Gern benutzen wir die Taschenrechner,
denn sie ersparen uns viel Zeit. Doch vergessen wir nicht:
Sowohl Rechenanlagen als auch Taschenrechner sind nur
Maschinen. Sie arbeiten nach festen Programmen und Be-
fehlen — konnen aber niemals selbstindig denken oder gar
lernen!
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Aufgabenlsungen

Seite 6

ura-g'ela-ruag’a-ma-ruag’a = ura-g'ela-ruag’a + ruag'a
=7%+2=19

Seite 6

3 = 2 + 1 = petcheval-enea;

4 = 2 + 2 = petcheval-petcheval

Seite 10

2300000 Gesteinsquader wurden in 20 Jahren = 20 - 365
Tagen bearbeitet. Die Arbeitsleistung betrug
2300000

————— =~ 315 Quader pro Tag.
20 - 365 Q E .

Seite 11

Da der von Grund- und Seitenflichen eingeschlossene Win-

kel unverandert bleibt, folgt aus der Abbildung
a, _ s, _ h

az S2 h,

Abb. 67
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Seite 12
a = 300m, A, = a2 = 90000 m?

Flacheninhalt des neuen Quadrates:

A, = 4A, = 360000 m?

A, = b? = 360000m? - b = 600 m.

Die Seitenlange des neuen Quadrates betragt 600 m.

Seite 13
A =a-‘b=1600m?b = 4a

Eliminiert man b in A, so folgt

A =a-4a = 4a% = 1600 m2.

a? = 400 m? b=4a

a 20 m b =8m

u 2a + 2b = 40m + 160m = 200 m

Quadrat: A = ¢? = 1600m? - ¢ = 40m

u = 4c = 160m
Der Umfang des Quadrates ist um 40 Meter kiirzer als
der des flachengleichen Rechteckes.
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= + x =19
7
xl+1=x £=19—>x=7.19
7 7 8
133
X = —
8
Seite 17
12. Mai 2014
Seite 22
Rechteck ABCD
Voraussetzung: Seitenl;’mgenﬁ =CD =a
BC=DA=0b

Diagonale AC = ¢

Nach der Definition fiir das Rechteck gilt fiir die Winkel
¥ ABC = ¥ BCD = x CDA = x DAB = 90°
Flacheninhalt des Rechteckes A = ab.

Behauptung: Die Diagonale teilt das Rechteck in zwei fia-
chengleiche rechtwinklige Dreiecke ABC und ACD.

D - C D a c
j D
b b
(4
J b
/A

A a B ;

Abb. 68 A g 5
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Beweis: Die Dreiecke sind flichengleich, da der folgende
Kongruenzsatz erfiillt ist: Zwei Dreiecke sind kongruent,
wenn sie in zwei Seiten und dem von ihnen eingeschlossenen
Winkel iibereinstimmen.

¥ CDA = & ABC = 90° (Definition des Rechteckes)
AB = CD = a,
BC = DA = b (gilt nach Voraussetzung)

Die Forderungen des Satzes sind erfiillt, die Diagonale AC
halbiert die Rechteckflache, so daB gilt

1
Aspc = Apcp = — ab.

[ ]

Seite 26

Schldagt man um S einen Kreisbogen, entstehen die Schnitt-
punkte A und B. Um diese werden Kreisbogen der gleichen
Zirkelspanne geschlagen. Der Strahl SC halbiert den Win-
kel ASB. )

Abb. 69
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Seite 28

1,25=1+0,25=1+l:
4
Zu konstruieren bleibt ein
—_— ———
Viertel der Strecke AB. A B Abb. 70.1

Auf dem Strahl werden
vier gleiche Strecken

abgetragen: Abb. 70.2
AC = CD
DE = EF.
Verbinde B und F,
verschiebe BF
parallel durch E, Abb. 70.3
D und C.
AC = TD = DF
-FB =178
4 Abb. 70.4
o 1 — AB +71-A—5
125AB = AB+ —AB = " |
4 A B G Abb705

Zur Wiirfelverdopplung: AB = 7,5cm, Konstruktion von
1,25 - 7,5cm wie oben, anschlieBend: Konstruktion der
Wiirfel in Kavalierperspektive.
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Seite 35

YYY
«
=' ( '

32 = (VY 18 =YCYYY 101
Yy

Seite 36

61 =6-60+ 1=11"

538=8-60+58=VVV(("V

yyy Y
DTN

Al vy

$88 = - 60 & 18 = “;(V"

Seite 37

WYL
W«

=5-60 + 50
= 350

YY CCYYY >

=2-60 + 23
= 143

Yyy
<Yy >
Y

=17

vy VY

Yy
My s

Cyyy
=4-60+1 =2-60+ 59
= 241 = 179
>
=60 + 11 =60 + 4
= 71 = 64
QY
= 12
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Seite 39

19 =B; 941 = ;7808 = Taom;

214009 = %z, 09;

2 = 111; Mnap = 50082; @0y = 8006073;

,eyon = 5678.

Seite 44

Aus der Abbildung folgt:

-

hl’mmlde = sPynnlde h, = hl . S_"
hsnb Sstab " Ss

hs

5 ._3:_.]
Abb. 71 2

‘Seite 51

1. 211 ist Primzahl.
2P=x"y+1=7-114+1=78=2-39
=2+3~13
2, 3, 13 sind Primfaktoren und verschieden von 7 und 11.
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Seite 53

1. Mgoa = Mgyper = m = 1000 g

Ocoia = 19,3 g/em? Osiwer = 10,5 g/em?®

m m
= s Vo= &2
e v "
1000
e cm?® = 51,8cm?®
Gold 19’3
1000
Vsitber = 105 cm?® = 952cm?

2. V = 60,5cm?3
Das Kranzvolumen setzt sich aus dem des Goldes und
dem des Silbers zusammen. Der Schmied verwendete die
noch unbekannten Massen mggq und mg;,.., deren Ge-
samtgewicht mgyq + Mgyper = 1000 g betragt. Fiir
das zusammengesetzte Volumen finden wir:

V = 60,5cm® = Mgo1a £ Mygjiper

QGo1d Ositber
Uns stehen zwei Gleichungen zur Verfiigung, und wir
eliminieren durch mg,q, = 1000 g — mg., €ine Un-
bekannte in der zweiten Gleichung:

1000 g — Mgjjper Mg;per
19,3 g/cm? 10,5 g/cm?

60,5cm?® =

1000g 1 1
cm® + Mygjyper =
193¢ 10,5 g/cm? 19,3 g/cm?

= 51,8cm® + mgpe, - 0,043 cm3/g

Mgiper = 2028

Der Schmied vel;wendete demnach rund 200 Gramm Sil-
ber und 800 Gramm Gold!
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Seite 55

VZyllnd‘r = nr? - h, h=2r-> VZyllnacr = 2nr®

4

qulel - _3“7“3

273 3
VZyllndur:VKnnl = __1! = —=3:2

4 . 2

—T7r

3
Seite 56

T = . 3,141592
113

kommt dem angegebenen Wert am nichsten.

Seite 60

2
L sp = \/Zrz - Zr\/r2 — <i>
2

2
Wir bringen r? — (%") auf einen Hauptnenner:

11
Da [|— = —, fol
\/4 2 gt

Syn = \/Zrz - 2r- %\/4“2 - 2.

Kiirzt man 2 - i = 1, erhalten wir die angegebene

Gleichung IIl. 2

!
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2. Bestimmen wir zuerst die Summe der Innenwinkel. Dazu
zeichnen wir die Diagonale CF, die das reguldre Sechs-
eck in zwei Vierecke teilt. Deren Innenwinkelsumme be-
tragt 360°. Somit folgt die Summe aller Innenwinkel des
Sechsecks zu 2 - 360° = 720°. Sechs gleichgroBe Innen-
winkel besitzt das Sechseck; ein jeder ist demnach

29 = 120° groB.

A F

Abb. 72

Seite 62

S7

Abb. 73

Aus der Abbildung 73 gewinnen wir
s? =12+ 1% =212
r- \/i = \/E (wegen r = 1!)
- of2
Gleichung V liefert S; = 2 \/\_/ = 2.
2

Daraus berechnen wir s, und S,:

Sy
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— _2-J2-0
= in B 2+ 2

Ersetzt man in der Tabelle auf Seite 63 bei 12-, 24-, 48- und
96-Eck jede 3 durch eine 2, erhdlt man die sg-, S;6-, S32-,
s¢4- und die dazugehdrigen S,,-Werte. Fiir uy,5 = 128 - 5,4
folgt u,,s = 6,2825, fiir U,,4 ergibt sich U,,5 = 6,2844
und damit die Abschédtzung 3,1412 < n < 3,142.

S =

Seite 65

¥ ASB + ¥ DSB + % ESD = 180°

Suchen wir nach einer Gleichung fiir den unbekannten Win-
kel ¥ DSB:

¥ DSB = 180° — x SBD — x BDS

= 180° — 2 - ¥ SBD I
¥ SBD = 180° — x SDE I
¥ SDE = 180° — 2 + x ESD. 111

III setzen wir in II ein:
¥ SBD = 180° = (180° — 2 - x ESD)'= 2 - ¥ ESD.

Ersetzt man schlieBlich < SBD in I, erhalten wir
¥ DSB = 180° — 2-(2- x ESD) = 180° — 4 - x ESD.

Jetzt konnen wir ¥ DSB in der Ausgangsgleichung elimi-
nieren:
¥ ASB + (180° — 4 - ¥ ESD) + & ESD = 180°
¥ ASB — 3 - X ESD + 180° = 180°
| — 180° + 3 - ¥ ESD
X ASB 3 - x ESD.
Winkel ASB ist folglich dreimal so groB wie Winkel ESD.
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Seite 76

v

x = 84 Jahre = Alter des Diophantos

,, Knabe zu sein gewahrte ihm Gott ein Sechstel ...
ﬁ 14 Jahre.
6 3

Mit (14 + %) 21 Jahren, ,,sproBt’ auf der Wange der
Bart*“.
Mit (21 + %) 33 Jahren ,,schloB er das Biindnis der

Ehe*.

Mit 38 Jahren — namlich genau 5 Jahre nach der Ehe-
schlieBung — wurde er Vater.

,, Wehe, das Kind, das vielgeliebte, die Halfte der Jahre hatt’

es des Vaters erreicht*: (%) 42 Jahre wurde der Sohn alt.

Zu diesem Zeitpunkt zihlte Diophantos bereits 80 Jahre.

Seite 77

X X X X
X=—+—+ = +9+y; == 3
6 12 i § ¥ d 2

Eliminieren wir y, erhalt die Gleichung die Gestalt

X X
X=—+ — +
6

= g ==
Z2 7 2

—

Die Losung lautet: x = 65 —;-
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Seite 80
1.100 = A+ B I

i=20+£ bzw.A=80+iB II
4 6 6

A wird mit II in Gleichung I eliminiert:
100=80+%B+B=80+L60-B—>B=12.

Aus I folgt fiir die zweite Unbekannte
A =100 — B = 88.

2. Sohn: x Jahre alt; Tochter: y Jahre alt
2-(x+y) =32 1
i=l+3bzw,x=£y+6 I
2 3 -3

Wir eliminieren x in I:

2-(%y + 6 + y) = 32 undfinden y = 6.

Wegen x = %y + 6 ergibt sich x = 10. Der Sohn

ist also zehn, die Tochter sechs Jahre alt. Der Alters-
unterschied betrigt vier Jahre.

Seite 85
I 9 F6E ~ THS = ZPul; LOPUB _ o5
2 FuB
Der Hund benétigt 75 Spriinge, um den Hasen einzu-

holen.
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2. Die Minner kauften 5 Schweine fiir 2 Miinzen, erhielten
demnach fiir 100 (50 - 2) Miinzen (50 - 5) 250 Schweine.
Seite 86

1. Mathematisch 148t sich der Gewinn wie folgt berech-
nen:

Die Minner kauften jeweils 5 Schweine fiir 2 Miinzen,
ein Schwein kostete demnach % Miinzen.
Verkauft der eine nun fiir 1 Miinze 2 Schweine, betragt

1
der Preis pro Schwein D) Miinze.

Der Gewinn pro Schwein betragt (% - %) % Miinze.
Der andere verkauft fiir 1 Miinze 3 Schweine, eins fiir
L Miinze.
3
Dieser Mann erhilt pro Tier weniger, als er selbst aus-
gegeben hatte, denn% < %

: .. 2 1\ 1 " ;
Sein Verlust betragt o YT Miinze pro Schwein.

Da wiederum % < %, ist der Gewinn des einen

groBer als der Verlust des anderen.

Der erste Mann kann genau 62mal 2 Schweine ver-
kaufen, sein Gewinn betrigt (124 . -1%) 12 % Miinzen,
wobei er zusitzlich 1 Schwein behilt; der Verlust des
zweiten Mannes betragt insgesamt <123 . %—) 8%
Miinzen, denn er konnte 4lmal 3 Schweine verkaufen
und behilt 2 Schweine iibrig.
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Der Gesamtgewinn der beiden Ménner ergibt sich des-

halb zu (12% - 8—15—) 41? Miinzen und 3 Schweinen!

2. In einer Stunde werden 5 Raumeinheiten Wasser gelie-
fert. In welcher Zeit t sind 12 Raumeinheiten in den
Behalter geflossen?

5 Raumeinheiten _ 12 Raumeinheiten
1 Stunde t

12 Raumeinheiten - 1 Stunde

5 Raumeinheiten

-
I

1—52 Stunden = 2,4 Stunden = 144 Minuten.

Seite 88

28800000 Korner _  18446744073709 551615 Korner

1 Tonne X

18446 744073709 551615

: Tonnen =~ 6,4 - 10! Tonnen
28800000

betragt die Belohnung. Dies entspricht

6,4 - 10** Tonnen
3 - 10° Tonnen
Ertrag der 1980er DDR-Ernte.

~ 2,1 - 10%; also 210000 Ernten vom
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Seite 90

Der Mann trinkt taglich 711- Eimer, in 14 Tagen also
% Eimer. Da dieser ausgetrunken wird, leerte die Frau

771— = -;—dcs Eimers. Fiir 1 Eimer wiirde die Frau allein

3 - 14 Tage = 42 Tage benétigen.

Seite 92 1. Mann 2. Mann

x Dinare y Dinare
Der erste erhélt vom
zweiten 7 Dinare: x + 7 y — 7
Laut Aufgabenstellung gilt: X+ 7=5y-17 1

Der zweite erhilt vom
ersten 5 Dinare: x — 5 y+5
Laut Aufgabenstellung gilt: 7(x — 5) =y + 5 II

Wir stellen I nach x um und eliminieren dieses in GleichungII:

7- By =35 -7 -5 =y+5
35y — 329 =y + 5.

Hieraus folgt als Losung y = o 91—4.
34 17 2
Aus I erhalten wir fiirx: x = 5y — 42 = 77.

Die beiden Ménner besitzen 7% und 9% Dinare.
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Seite 94

Es sind drei Méglichkeiten zu untersuchen:
x=0y=0;2z=0.

1. x = 0 Wie wir bereits berechneten, gehért dazu der
Wert y = 10. Aus Gleichung I (Seite 92) folgt
z =30 —y = 20.

0 Nach Gleichung III gehort dazu

3 10—5_0 = 6. Aus I erhalten wir

2.y

X

z =30 — x = 24.

3.z = 0 Zu losen ist das Gleichungssystem
x +y =30 1
und
3x + 2y = 30. 1L

Wir eliminieren x in II und finden
3-(30 -y + 2y = 30.

Die Losung lautet y = 60. Demnach wurden 60 Tau-
ben gekauft. Das steht aber im Widerspruch zur Auf-
gabenstellung, denn insgesamt wurden nur 30 Vogel ge-
kauft.

Losungen existieren folglich nur fiir x = 0 oder y = 0;

fiir z = O gibt es keine sinnvolle Losung, die die Aufgaben-
stellung befriedigt.
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Seite 96

.IX = 9; XI
XXIX = 29;
MCDLXXXVI = 1000 + (500 — 100) + 86 = 1486;
CCMMXX = 202020.

11; XI = 10001; LXVII = 67;

2. 324 = CCCXXIV; 498 = CDXCVIII; 499 = ID;
2949 = MMCMXLIX; 50000 = L.

Seite 100 _é Abb. 74
Monat

1_ . &
2. 173 |

3 p—
4 CHEHE

5 B

6.

l’/l‘_LILL.I o .

Jedes Kastchen in der Abbildung stellt ein Kaninchenpaar
dar. Fiir die Anzahl der in den ersten 7 Monaten erzeugten
Paare finden wir:

1. Monat 2. Monat 3. Monat 4. Monat 5. Monat

1 1 2 3 5
6. Monat 7. Monat
8 13.
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Die weitere zeichnerische L&sung bereitet viel Aufwand.
Untersuchen wir aber dennoch die Zahlenfolge nédher. Die
Anzahl der Kaninchenpaare in einem beliebigen Monat ist
gleich der Summe der Paare der beiden vorangegangenen
Monate, also 3 = 2 + 1; 13 = 8 + 5; usw. Die voll-
standige Folge lautet: 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89,
144. Die Gesamtsumme 1 + 1 + 2 + ... + 144 = 376
ergibt die in einem Jahr geborenen Kaninchenpaare.

Seite 102 F
Abb. 75 Cheopspyramide
AufriB
AD ) B¢
D" c*
F
Grundri
A“ BII



Kavalierperspektive E

A B

Geeigneter MaBstab: 1:2000. Mit diesem MaBstab resul-
tiert eine Pyramidenhéhe von 7,4 cm und eine Seitenldnge
der Grundfiache von 11,5 cm.

Seite 103
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Seite 106

Die Fliache des in der Abbildung 43 dargestellten Dreiecks
ist gleich dem achten Teil der Kugeloberflache.
Somit erhalten wir Agygey = % c4-m-r? = %nr’.
Wegen u = 2xnr = 40000 km folgt
r= 900 km.

2%
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Eliminieren wir damit r? in Agyge;:

2 2
By e l" 40000 ko2 = 20000 [
2 2n 2z
~ 6,3 - 107 km?
= 63000000 km?.

Die Seiten des ,,Kugel“-Dreiecks besitzen eine Lange von % .

wie aus der Abbildung ersichtlich ist. Fiir das gleichseitige

2 ey
Dreieck in der Ebene gilt Agpene = aT\/ 3, wobei a die

Dreieckseite ist, fiir die wir a = % = 10000 km fanden.

Hieraus ergibt sich Agpene = 4,3 - 107km? = 43000000km?.

Die Flache des gegebenen ,,Kugel*“-Dreiecks ist demnach
20000000 km? groBer als die des ebenen Dreiecks mit glei-
cher Seitenlange. Diese Fliache entspricht nahezu der der
Sowjetunion (22402000 km?).

Seite 111
1 1 17
= —, q = —2, daraus folgt x,, = — — —
P=<1 B R 2 - 12
X, = 1 X, = — 2
1 3 ’ 2 2 L
Seite 114

el

./2+Jm=%+\/
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Seite 118

a, = 150 - 10°km, a, = 5950 - 10°km, T; = 1 Jahr
Das dritte Keplersche Gesetz liefert die Losungsgleichung
fir T,:
By o Wy B e e DI R

a (5950 - 10° km)?
= 250 Jahre. -

Pluto benétigt fiir einen vollstindigen Umlauf nahezu
250 Jahre. ¢

Um die Bahngeschwindigkeiten der Planeten zu berech-
nen, bendtigen wir den wahrend der Umlaufzeit zuriick-
gelegten Weg. Nahern wir die Planetenbahnen Kreisen
an, gilt: s = 2 ma. Hieraus ergibt sich die Bahngeschwindig-

keit zu v = s g
T
[P . 106
Vome = 2w 150 - 10 km_ = 299 km
1-365-24-60-60 s s
2w - 780 - 10 km km
Viupiter = — 13,1 —
11,86 - 365 - 24 - 60 - 60 s s
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2 -7 - 5950 - 108 km km
VPlute = ud — =47 —

250 - 365 -24 - 60 - 60 s s

Mit zunehmender Entfernung von der Sonne nimmt die
Bahngeschwindigkeit ab.

Seite 119

1. Gegeben: t = 1s, g = 9,8122
s

Losung: v = g+t = 9,81 L
s

Der Topf erreicht eine Geschwindigkeit von

9812 — 353 Xm
s h

2. Den Weg erhalten wir aus Gleichung I (Seite 118), die
aber noch die unbekannte Zeit t? enthélt. Diese gewinnen

wir aus II, da die Geschwindigkeit v gegeben ist: t = W
: g < g v\?

Gleichung I nimmt dann die Gestalt s = = - [ —

an. 2 g

Mit v = 40% = 11,11 2 finden wir
S

2
gm0l ALY = 63,
2 9,81

Der Aufprall entspricht einem Sturz aus reichlich 6
Meter Hoéhe.

Verdoppelt man die Geschwindigkeit v, muB8 gemaB
II auch t verdoppelt werden: 2 - v = g - (2t). Der
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in der Zeit 2 t zuriickgelegte Weg S berechnet sich zu

S E'(Zt)2=£'4-tz=4- £.e
2 2

2
4 -s.

Der bei doppelter Geschwindigkeit zuriickgelegte Weg
vervierfacht sich.

Seite 123
r
Ein Bruch 2, wird gréBer, wenn man den Zahler, also x,
y
vergroBert oder den Nenner, also y, verkleinert. Demzufolge

wichst die Gravitationskraft bei groBeren Massen oder bei
abnehmender Entfernung.

X . . = .

Der Bruch — wird kleiner, wenn man den Zahler verkleinert
y

oder den Nenner vergroBert. Also nimmt die Gravitations-

kraft bei kleiner werdenden Massen oder wachsendem Ab-
stand ab. ’

Seite 127

1. Rechteck: A 40m - 10m 400 m?
2. Rechteck: A = 30m - 20m = 600 m?
Der Unterschied ist beachtlich: 200 m2.
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Seite 129
Stellen wir u = 2a + 2b nach b um, folgt:
b = —1 u — a.
2
Setzen wir diese Gleichung in A = a - b ein, resultiert
A= a- [ = al.
2

Nach dem Ausmultiplizieren finden wir A = %ua — a2

Seite 130

1.a = %u entspricht 4a = u = 2a + 2b.

Subtrahieren wir auf beiden Gleichungsseiten 2 a, ergibt
sich 2a = 2b bzw. a = b.

2. Die Seitenldnge des Quadrates betragt 1% = 25 Meter,

der Flacheninhalt A = 25m - 25m = 625 m?.
Die Kreisfliche berechnet sich nach Ay, = =r?,
wobei wir r aus dem gegebenen Umfang

u = 27nr = 100 m gewinnen: r =12ﬂm,
g

Damit folgt die Kreisfliche zu

m? = 795,8 m2.

100 2 2500
Agreis = T * <_m>

2n B T

Bei gegebenem Umfang iibertrifft die Kreisfliche die
Flache des Quadrates.
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Seite 131

1. Das Volumen ist gleich dem Produkt aus Grundfliche
und Héhe:
V =a?-h = 100cm? - 20cm = 2000 cm?3.
Die Gesamtoberfliche setzt sich aus Grund- und Boden-

fliche A, = A, = a®? sowie den vier Seitenflichen
A; = Ay = A; = Ag = a + h zusammen:

AQulder=2'az+4'a'h=(200+8m)0m2
= 1000 cm?.

2. A = 4nr? I

v inr’ 11

Losen wir II nach r® auf und ziehen die dritte Wurzel,
3. v *[6000

4.7 47

folgt r = cm = 7,8cm.

Mit diesem Radius gehen wir in I ein und bestimmen
die Kugeloberfliche:

Aguger = 4 - 7 - (7,8cm)? = 765cm>.

Bei gegebenem Volumen ist die Kugel der Korper mit der
geringsten Oberflache!

Seite 133

Die vier Abbildungen zeigen die vier voneinander verschie-
denen Moglichkeiten, eine achte Briicke zu legen. Bei keinem
der eingezeichneten Spazierwege fallen Anfangs- und End-
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punkt zusammen. Um zum Startpunkt zuriickzukehren,
miiBte in jedem Fall eine Briicke ein zweites Mal iiber-
schritten werden.

2 1 6
<¢3=)l?)(:
5
8 4(__j_¥[7:

2 1 6.

.
5.
34 :f‘—_j—\k_:)(;——__—_—
2. L 6,
C—:”Z?]{:
5.
o ltzmjg,
. % l—z

2 1

y ’ 6.
@g = 1 7
5.

x>
3 jt &] ==
Abb. 76 ) 7
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Seite 134

1+ 3+ ... + 49 + 501 + ... + 997 + 999
=1+ 99) + 3 + 997) + ... + (499 + 501)
= 250 - 1000 = 250000

Seite 136

1. Ereignis A: Das Wappen liegt oben.
Ereignis B: Die Zahl liegt oben.

2. Das dreimalige Wiirfeln einer 4 nacheinander stellt ein
zufilliges Ereignis dar.

3. Zufillige Ereignisse sind

— das Wiirfeln einer geraden Zahl;

— bei sechs Miinzwiirfen lag nur einmal das Wappen oben;
- die Treffer im Tele-Lotto-Spiel sind fiinf aufeinander-

folgende Zahlen.

Wihrend die Summe der Augenzahlen bei dreimaligem
Wiirfeln mit Sicherheit kleiner als 19 ist (denn 3 - 6
= 18 < 19), ist eine Summe von 14 bei zweimaligem
Wiirfeln nicht méglich.

Seite 137

Durch Probieren finden wir, daB folgende Kombinationen
denkbar sind:

1. Wurf Augenzahl: 1 2 3 4 5 6
[ A I
2. Wurf Augenzahl: 6 5 4 3 2 1
|
Gesamtaugenzahl: TT'7T° 377
Es gibt sechs Moglichkeiten, die Summe 7 zu erhalten.
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Seite 139

Die méglichen Falle von zwei Treffern sind die folgenden
zehn:

4, 17; 4, 23; 17, 18; 17, 31; 18, 31

4, 18; 4, 31; 17, 23; 18, 23; 23, 31

Fiir die Verteilung der verbleibenden drei Zahlen auf die
nichtgezogenen 30 gibt es 30 - 29 - 28 Maoglichkeiten,
wobei aber jede Kombination mehrmals auftritt.

Diese Vielfalt bestimmen wir anhand des bereits begon-
nenen Beispiels:

1. 2 3. 4, 5. 6.
Komb. Komb. Komb. Komb. Komb. Komb.
1.Tip 1 1 2 2 3 3
2;Tip 2 3 1 3 1 2
3.Tip 3 2 3 1 2 1
Da 6 Kombinationen existieren, gibt es 2# Mog-

lichkeiten zur Verteilung der Zahlen. Multipliziert man die-
sen Ausdruck noch mit 10 (= Anzahl der zwei Richtigen),

folgen insgesamt 10 - 2—29—28- = 40600 verschiedene
Zweier. 6

¥
Seite 140

n =2, m=l—>P(B)=—1—
2
Seite 142

Bei zweimaligem Wiirfeln liegt die Summe der Augenzahlen/
zwischen 2 (= 1 + 1) und 12 (= 6 + 6).

204



Die Tabelle enthilt alle Mdglichkeiten, wie sich die ein-
zelnen Summen bilden lassen:

Summe 1. Wurf + 2. Wurf

2 1 +1

3 1+2;2+1

4 1 +3;3+1;2+ 2

5 1+ 4,4+ 1;2+ 3;3 + 2

6 1 +55+1;2+4,4+2;,3+3
7 1 +6;6+1;2+55+2;3+4,4+3
8 2 4+6;6+2;3455+3;4+4
9 34+6;6 + 3;4+ 5,5+ 4

10 4 +6;6 +4;,5+5

11 54+ 6;6+5

12 6 + 6

Demzufolge gibt es n = 36 verschiedene mogliche Ver-
suchsausgénge, und wir finden

6 1
PN= %" %

4 1
= =7~

E stellt ein sicheres Ereignis dar: P(E) = 1.
B stellt ein unmdgliches Ereignis dar: P(B) = 0.

Seite 144

B: m = 150; n = 324632

PB) = —20_ — 0,00046
324632
C: m = 4350; n = 324632
P(C) = 0,013
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Seite 146

1. Wahrscheinlichkeit, dreimal nacheinander eine 4 zu wiir-
feln:
B el o e ke 5 e, 2 0BG
6 6 6 216
Die Wahrscheinlichkeit, beim vierten Wurf gleichfalls

eine 4 zu werfen, betragt % , denn dieser Wurf ist wieder-

um unabhéngig von den vorherigen Wiirfen.

2. 3% der 40-Watt-Lampen sind defekt, das bedeutet, 3 von
100 Lampen leuchten nicht.
Ereignis E;, Der Kéufer erwirbt eine defekte 40-Watt-

Lampe.

Ereignis E, Der Kaufer wahlt eine funktionstiichtige
40-Watt-Lampe.

Die ,,Einzel““~-Wahrscheinlichkeiten betragen:
3 100 — 3 97

PE) = —; PE) = —— = ——.

(Ey) ™ (E») = 5

Auf die gleiche Art finden wir

5 95
P(F,) = W; P(F,) = _166’

wobei F; dem Kauf einer defekten und F, dem Erwerb
einer funktionstiichtigen 60-Watt-Glithlampe entspricht.

Die Ereignisse E,, E, sind unabhéngig von F,, F,.
Somit folgt

P(A) = P(E, N F;) = P(E,)) - P(Fy)
= i . i = 0,0285
100 100
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P(B) = P(E, n F)) = P(E,) - P(F))
97 5

=_L .2 = 00485
100 100
P(C) = P(E, n F;) = P(E)) - P(F))
= i N = 0,0015
100 100
P(D) = P(E; n F;) = P(E;) - P(F,)
- BB a5
100 100

Seite 148 ‘

1. Die Schaltung féllt mit einer Wahrscheinlichkeit von 0,14
aus.

2. Die Wahrscheinlichkeit P(Gesamt) fiir das Erreichen der
Lebensdauer betragt

P(Gesamt) = P!® = 0,99'% = 0,83.
Mit P = 0,95 ergibt sich P'(Gesamt) = 0,95'® = 0,4.

Seite 149

Denkt man sich die Atome als kleine Kugeln, besitzt ein
. : 4 . s
jedes das Volumen V = ?nr’, wobeir = % +10-"mm ist.

Multipliziert man V mit der Anzahl der Atome
(= 27 - 10*%), erhalt man das gesamte Volumen, wel-
ches die Atome des einen Kubikmillimeters einnehmen:

15 4 l —.7 3 3
Voeswme = 27 - 105 - = -z - (= - 10-7) mm
3 2
= 4,5 10-mm?® = 0,0000045 mm>.
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Seite 154

1. Bei n Wiirfen liegt der Punkt m-mal innerhalb und
(n — m)-mal auBerhalb der Kreisfliche. Der Punkt liegt

folglich mit der Wahrscheinlichkeit P ~ D70 auBer-
n

halb des Kreises.

2. Es handelt sich um ein zufélliges Ereignis!

'

Seite 155 Abb. 77 15m 16m

L
1 /N L

[]

HREEN

r=54m 1Tm
L] [\ [ Jer
1m

Aus der Abbildung ist zu entnehmen, daB das Treffergebiet
eine halbkreisférmige Fliche darstellt. Der Radius ergibt
sich aus dem Satz des Pythagoras:

152m? = 142m? + 12 > 12 = 29m?; r = 54m.
Die ,,mogliche** Trefferfliche betréigt
A = l-n:rz = 45,5m?2.
2
Die Anzahl n der Fenster innerhalb dieser Flache be-

stimmen wir geometrisch, wir erhalten n = 6 (siche Ab-
bildung).
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Die gesamte Fensterflache betragt
A, =6-13-16m? = 12,5m2
Als Trefferwahrscheinlichkeit finden wir schlieBlich:

o . RPY R
A 455 4

P =

Diese Wahrscheinlichkeit ist groBer, als bei einmaligem
Waiirfeln eine 6 zu erhalten.

Seite 159

1. Aus dem Fallgesetz s = %t’ und v=g-t ergibt sich

nach dem Eliminieren vontin v = g-t die Gleichung

v=J2g-s.

Setzen wir die gegebenen GroBen s = 500 m und

g = 9,81 ein, folgt dic Losung v = 9.
s s

2. Die mittlere Erdferne r ist gleich dem Mittelwert aus
maximaler und minimaler Erdferne:

max. Erdferne + min. Erdferne
> .

Die Satelliten bewegen sich mit dieser Naherung auf
Kreisbahnen vom Radius R = r + rg, der dazu-
gehorige Kreisumfang betrigt u = 27R = 2#n(r + rg).

Die mittlere Bahngeschwindigkeit eines Satelliten berech-

net sich nach der Gleichung v = hd , wobei t die Um-
laufzeit ist. . t
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Kosmos 1312:

2"[(1531 -; 1495) + 6371]
vV = =

116

km km

= 427 =710
s

min

Kosmos 1316:

2n[(ﬂ:—2'5) + 6371]
vV =

I
'S
2

I
ool
-

Seite 160

Gegeben: ayga = 384400 km

m

min

1513km + 6371 km = 7884 km

Kosmos 1312

Kosmos 1316

a; =
T, = 116 min
a, = 311km + 6371 km = 6682 km
T, = 90,5 min

Gesucht: Ty

Nach dem dritten Keplerschen Gesetz gilt:

a T, ay

al g2 3



Mit den gegebenen Werten bestimmen wir die Mondum-
laufzeit zu

Tm = 39492 min; Tm = 39487 min

Zur Umrechnung der Minuten in Stunden teilen wir das
Ergebnis durch 60; zur Umrechnung in Tage dividieren
wir anschlieBend noch durch 24:

Tu = 2742d; Ty = 27,424

Der Mond umlauft die Erde entsprechend diesen beiden
Losungen in 27,42 d. Dieser Wert weicht nur geringfiigig
von T = 27,32d ab:

27,42d — 27,32d = 0,1d =~ 145 min.

Seite 161 Abb. 78
Erde
Mond
a . am
N \
384 400 km

Entsprechend der Abbildung 78 gilt

ag + ay = 384400 km, wobei ap gleich dem gesuchten
Abstand ist. In dieser Entfernung muB die Newtonsche
Gravitationskraft der Erde auf das Raumschiff

iiﬂ gleich der Anziehungskraft des Mondes
a

E

Fe =y

; 2 my * m,

auf die Sonde sein: Fy = y M—z-l
am

mg = Erdmasse; my, = Mondmasse;
mg = Masse des Raumschiffes )
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FE=FM

Mg ° Mg My * Mg
r ) =2 2
ag am

Wir kiirzen auf beiden Gleichungsseiten y - mg, ersetzen

ay durch ay = 384400 km — ag, sowie my durch
my = mg und erhalten:

T e

mg | mg

aZ 81,3 (384400 km — ap)?
Hieraus folgt:
a2 = 81,3 - (384400 km — ag)2.

Nach dem Ziehen der Quadratwurzel und Auflésen nach
ag resultiert der gesuchte Abstand:

_ JB13 - 384400
1+ /81,3

Diese Loésung hiangt nicht von der Masse des Raum-
schiffes ab!

km = 346024 km.

ag

Seite 162

Aus Abbildung 79 gewinnen wir den Ansatz
T g + h

a,  a,

wobei h und a, unbekannt sind.

Eine zweite Gleichung fiir die Unbekannten finden wir
unter Verwendung des dritten Keplerschen Gesetzes:
Brly = i}
T? T?
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Abb. 79 az

T, bedeutet die Umlaufzeit des Satelliten um die Erde.
Bekannt ist jedoch nur die Zeit t, die von den Stationen
registriert wurde: )

t = 20.35Uhr 45s — 20.35Uhr 16s = 29s

t und T, stehen zueinander im gleichen Verhiltnis wie a,
zum Kreisumfang 2rx (rg + h):

T, _2me +h) o _ . 2% + b
e EEE TN T oy 2

t a, a,

Eliminieren wir T, im dritten Keplerschen Gesetz:

(re + h)* _ a
2 2n(rg + h)J? T?
a;
a2
o et -8 o I
472 - 2 T?

a? . ; .
Da =3 stets unveridndert bleibt, ersetzen wir a und T

zum Ende der Berechnung durch
a = (1513km + 6371 km) und T = 116 min,
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also durch die Bahnparameter von Kosmos 1312. Natiir-
lich erhalten wir auch dann eine richtige Losung, wenn
wir die Bahnwerte des Mondes oder eines anderen Satelli-
ten wihlen wiirden.

Mit Hilfe von Gleichung I eliminieren wir in II die Unbe-
kannte a3:

(te + b) - =L(rz + b)?
Te

a:
42t ST
o (rg + h)® - a? & a3'
472 - 1y T2

Stellen wir diesen Ausdruck nach (rg + h)® um,
4 22 - rZE - a3

3 =
(rg + h)* = o

ziehen die dritte Wurzel und subtrahieren rg, so ergibt
sich schlieBlich die Flughdhe des Satelliten:

3 ——
41:2t2-r2

h=a~\/_2__E—I'E.
af - T2

Jetzt setzen wir ein rg = 6371 km, a, = 205 km,
t = 29s, T =116 - 60s(!), a = 7884 km und er-
halten:

h = 500 km.
Die Bahngeschwindigkeit gewinnen wir aus der Gleichung
v = 32—, wobei wir a, wiederum mittels I eliminieren:
t
o B (rg + h) _ 205 - (6371 + 500) km
gt 6371 - 29 s
v =762 X2,

s
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Der beobachtete Satellit fliegt in einer Héhe von 500 Kilome-

tern mit einer Geschwindigkeit von 7,62k—m.

s

Seite 164
dop oy 298 . LE0G
v 2 v
2 km 1
= ¥ 2 =y
_ _l_tl 2 km
2
2. % = R5s 4 2km-h
60 km
Da 1h = 3600s, folgt:
t = 85s + 2 -3600km -s _ 8,5s + 120
60 km
= 128;58

Nach ungefihr 2 Minuten und 8 Sekunden muB die
Ampel auf ,,Griin* schalten.

Seite 165
Die Linge der an der ersten Ampel wartenden Kolonne

betragt 100 Meter. Das letzte Fahrzeug durchfihrt bis
zur zweiten Kreuzung demnach 2 km + 100 m = 2,1 km.

215



Seite 166

1. Die Fahrzeuge bewegen sich mit der gleichbleibenden Ge-
schwindigkeit v und legen in der Zeit t" die Strecke
s = 1,4 km zuriick:

1,4 km
v T
. ; 1,4 km
Daraus gewinnen wir t"’ = — y
v

Mitv = 60kTm(Aufgabe Seite 164) folgt t"" = 84s.

Die dritte Ampel muB demnach 84 Sekunden nach der
zweiten auf ,,Griin* schalten.

Das letzte Fahrzeug erreicht die Kreuzung genau um die

0,1 km
v

Zeitdifferenz t' — t = + t; spater, denn es

fahrt mit unverminderter Geschwindigkeit.

2. Beim Einsatz von k Omnibussen entsteht eine Wartezeit
von 15 Minuten; erh6ht man die Zahl der Busse auf m,
verringert sich die Wartezeit auf 10 Minuten. Wir finden

folilich die Beziskung - = 1200
m

15 min
Stellen wir die Gleichung nach der Unbekannten um:
.S
10 2

Da %k =k + %k = m, missen die Verkehrs-

betriebe genau %k Fahrzeuge zusétzlich stellen; die

Zahl der Kraftomnibusse muB also um die Hilfte erhht
werden.
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S
83
Sy
S2
S2
S3

O N e

Sa
Ss
Se
Ss
S4
Se

+ 4+ + ++
+ 4+ + o+

Ss + 83
S¢ + 8y
Ss + S,
S¢ + g
S¢ + S3
S4 + 83

= 35km
= 35km
37 km
37 km
40 km
= 40 km

Demnach sind die beiden ersten
Routen die wirtschaftlichsten.

Seite 174

. Die méglichen sechs Fahrrouten sind:

Die untenstehende schematische Darstellung zeigt eine der
moglichen Varianten, die Landkarte zu farben. Die optimale
Zahl unterschiedlicher Farben betragt vier.

Abb. 81

Ekuador

Venezuela

O
Argentinien
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Namenverzeichnis

Die in halbfetten Buchstaben gedruckten Namen kennzeichnen Person-
lichkeiten, die in der Tabelle unten mit ihren bedeutendsten Lei-

stungen vorgestellt werden.

Ahmes 12fF, 19, 20, 28, 55, 108 Gmunden 91

Alcuin 83, 84, 86 Gutenberg 101

Apollonios 67ff. Hieron S51ff.

Archimedes 27, 28, 51ff.,, 152 Karl der GroBe 83ff.

Armstrong 158 ) Kepler 115fT., 126

Beda 83 Kolumbus 105

Bruno 82 Leibniz 126

Chefren 10 Leonardo da Vinci 103

Cheops 9 Leverrier 123

Copernicus 70 Marcellus 66

Daher 87 Mendelejew 125

Darwin 125 Méré 134

Diophantos 73 ff. Napier 169

Diirer 103 Newton 121ff., 132

Eratosthenes 29, 72 Pascal 126, 134, 149

Euklid 45, 47ff. Platon 27

Euler 132 Ptolemiius 56, 69ff.

Eupalinus 20 Pythagoras 46

Fermat 134, 149 Schickard 126

Fibonacci 92, 99, 100 Thales 41ff., 67

Gagarin 156 Vieta 62, 108

Galilei 118fF. Watt 125

Galle 123 Widemann 107

GauBl  133ff.

Name Leb bed dste Leistungen

Thales um 624-546 ,,Vater der Geometrie*; Be-

von Milet v.u. Z. griinder der wissenschaftlichen
Mathematik

Pythagoras um 560-480 griindete Orden der Pytha-

v.u. Z. goreer; trieb Zahlenspielerei
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Name Leb bed: Leistungen
Euklid um 365-300 Verfasser der dreizehnbéndigen
von Alexandria v.u.Z. ,,Elemente**
Archimedes um 287-212 berechnete unter anderem =
von Syrakus v.u. Z. nidherungsweise; konstruierte
technische Gerite
Eratosthenes um 276-195 bestimmte mit hoher Genauig-
v.u. Z. keit den Erdumfang
Apollonios um 262-190 schuf die Kegelschnittlehre und
von Perge v.u. Z. die Epizykeltheorie zur Beschrei-
bung der Planetenbewegung;
Verfasser der ,,Conica*
Ptolemaéus, um 83-161 vervollkommnete die Epizykel-
Claudius u. Z. theorie; ptolemiisches Weltbild
= geozentrisches Weltbild
Diophantos um 250 beschiftigte sich mit der Zahlen-

von Alexandria

Fibonacci,
Leonardo

Copernicus,
Nicolaus

Vieta,
Frangois

Galilei,
Galileo

um 1180-1250

1473-1543

1540-1603

1564-1642

theorie; Verfasser der
,,Arithmetik*

trug wesentlich zur Verbreitung
der indisch-arabischen Ziffern
in Europa bei; verfaBte das
,,Buch vom Abakus*

begriindete das heliozentrische
Weltbild

entwickelte das Buchstaben-
rechnen

beobachtete als erster mit dem
Fernrohr den Sternhimmel;
entdeckte u. a. Mondgebirge,
Jupitermonde, Venusphasen,
Sonnenflecke; verfaBte die
,,Discorsi‘
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Name Lebenszeit bedeutendste Leistungen
Kepler, 1571-1630 entdeckte die drei nach ihm
Johannes benannten Gesetze, welche die
Bewegung der Planeten be-
schreiben
Schickard, 1592-1635 konstruierte die erste Rechen-
Wilhelm maschine
Fermat, 1601-1665 begriindete mit Pascal die
Pierre Wahrscheinlichkeitstheorie
Pascal, 1623-1662 konstruierte eine Rechen-
Blaise maschine; Mitbegriinder der
Wahrscheinlichkeitstheorie
Newton, 1643-1727 entdeckte das Gravitations-
Isaac gesetz; entwickelte die Diffe-
rential- und Integralrechnung
Leibniz, 1646-1716 Mitbegriinder der Differential-
Gottfried und Integralrechnung; kon-
Wilhelm struierte eine Rechenmaschine
fiir die vier Grundrechenarten
Euler, 1707-1783 wandte die Mathematik auf
Leonhard astronomische, physikalische
und geodatische Probleme an
GauB, 1777-1855 befaBte sich mit Physik,

Carl Friedrich
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Astronomie und Geodisie;
bestimmte u. a. die Bahn von
Planetoiden; schuf wichtige
zahlentheoretische Arbeiten



Literaturhinweise

Sicherlich wird der Leser auf eine Reihe von Problemen gestoBen sein,
mit denen er sich niher befassen mochte. In den Bibliotheken stehen
unter anderem die folgenden Biicher des Kinderbuchverlags zur Aus-
wabhl:

Mathematik im Alltag, Aufgaben

Autorenkollektiv Rund um die Mathematik
Heermann, Christian  Das Einmaleins geniigt nicht mehr
Perelmann, J. I. Heitere Mathematik
Wahrscheinlichkei h Statistik

Heermann, Christian  Von der Zahl zum Gesetz

Kuriositiiten aus der Zahlenwelt
Scholtyssek, Manfred Hexeneinmaleins

Elektronik, Kybernetik, Rechentechnik

Conrad, Walter Roboter in unserer Hand
Hiilm, Christa/ Vom Kerbholz zur Rechenanlage
Pietzsch, Sieghart
Pekelis, Viktor Kleine Enzyklopidie von der groBen Kybernetik

. Pszczotowski, Tadeusz Schliissel zum Ziel

Erfinder und Erfindungen
Autorenkollektiv Schicksale groBer Erfinder
Rezac, Karl Rund um die groBen Erfindungen

Abenteuer mit Archimedes

Physik, Geschichte der Physik
Backe, Hans Rund um die Physik
Halt dich senkrecht!

Astronomie, Raumfahrt
Kaden, Friedrich Rund um die Astronomie
Wieviel Sterne hat der GroBe Bar?
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FREIZEITREIHE

Wer SpaB hat am Knobeln und Denken, dem bietet
dieses Buch ein reiches Betdtigungsfeld. Mathema-
tikaufgaben aus 4 Jahrtausenden harren ihrer L6-
sung. Sie ergeben sich bei Streifziigen, die der Leser
durch die Mathematikgeschichte unternimmt. Er
erfdhrt dabei von historischen Problemen der Ma-
thematik, und er kann Lésungswege verfolgen, die
beriihmte Mathematiker beschritten haben, z. B.
der Schreiber Ahmes bei den Hau-Rechnungen,
Archimedes von Syrakus bei seinen Uberlegungen
zum Erhalten der Zahl r, Johannes Kepler bei der
Berechnung der Planetenbewegungen. Er wird mit
der Wahrscheinlichkeitsrechnung und mit weiteren
modernen Rechenmethoden bekannt gemacht.

Der Kinderbuchverlag Berlin




