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Teil III: Die Integralrechnung
1. Kapitel: Die Integration

[1] Die Integration als Umkehrung der Differentiation. Das unbestimmte
Integral. Bisher haben Sie zu jeder Rechnungsart die entsprechende Um-
kehrung kennengelernt, also die Rechnungsart, durch deren Anwendung
die vorhergehende wieder aufgehoben werden kann (z. B. Addition und
Subtraktion, Multiplikation und Division usw.). In den letzten Lehrbriefen
beschiftigten Sie sich mit der Differentialrechnung — jetzt sollen Sie die
dazugehorige Umkehrrechnungsart, die Integralrechnung?® studieren.

Sie stellen sich also die Aufgabe, zu einer gegebenen Funktion f (z) eine neue
Funktion F' (z) so zu finden, da8 ihr Differentialquotient % F (z) =F' ()

mit der vorgegebenen Funktion f (z) iibereinstimmt. Das heif3t: Sie kennen
den Differentialquotienten einer Funktion und suchen nun die Funktion
selbst.

Symbolisch dargestellt heiBit das:

gegebene Funktion: f (z)
gesuchte Funktion: F (z)
Zusammenhang : F' (z) = f(=)

Betrachten Sie hierzu ein Beispiel:
Gegeben.: f (z) = z?

Gesucht ist die Funktion, deren Differentialquotient gleich z? ist. Das
Ergebnis konnen Sie erraten, ndmlich

Fla)=%

Fiihren Sie die Probe durch (gewéhnen Sie sich von vornherein daran,
nach jeder Integrationsaufgabe die Probe durchzufiihren, indem Sie das
Ergebnis differenzieren)!

F(z) = %3 dann ist F' (z) = 2% = f(x)

Lehrbeispiel 1
Integrieren Sie die Funktion f (x) = x4!

1 Jat.: functio integra, die unversehrte Funktion, im Gegensatz zur abgeleiteten
Funktion (lat.: functio derivata).
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Loésung:

Da sich bei der Differentiation einer Potenz der Exponent um 1 vermin-
dert, muB sich bei der Integration der Exponent um 1 erh6éhen. Sie kommen
damit im Beispiel auf z° Das kann aber noch nicht die Lésung sein, denn
die Differentiation ergibt 5 x%. Den stérenden Faktor 5 kénnen Sie zum
Fortfall bringen, wenn Sie als Losung schreiben:

Fo)=%
Probe: F'(z) =2 ={(x)

Leibniz legte 1675 fiir diese neue Rechnungsart das Integralzelchen fest
(Nédheres hieriiber vgl. [2]).

[ f(z) dz =F (z)
(lies: ,,Integral f von x dz‘* oder auch ,,Integral iiber f von x mal d z“.
Vergessen Sie niemals hinter f (x) das d z mitzuschreiben!)

Die gegebene Funktion f (z) nennen Sie: Infegrand
Die gesuchte Funktion F (z) nennen Sie: Stammfunktion

Demnach kénnen Sie nun fiir die beiden Beispiele schreiben:

3
/xzdw=% und fzt;"da::%ls

3 5
Ist aber % bzw. % auch wirklich die einzige Losung ?

3 3
Sind nicht auch % + 4 oder 3;— — 5 Losungen fiir / 2 dax?

Fiihren Sie die Probe durch, differenzieren Sie die soeben gefundenen Aus-
driicke, so erkennen Sie,. daf} sich als Differentialquotient wiederum der
gegebene Integrand z? ergibt. Was geschieht denn mit den Konstanten
—+ 4 bzw. — 5 bei der Differentiation ? Sie fallen als additive Konstanten
weg, miissen also beim Integrieren wieder hinzugefiigt werden. Da Sie aber
dem Integranden nicht ansehen konnen, welchen Wert diese Konstante
besitzen muf}, folgern Sie, daB die Integration nicht nur eine, sondern be-
liebig viele Losungen ergibt. Alle diese Losungsfunktionen unterscheiden
sich nur durch eine additive Konstante, die Integrationskonstante. Sie soll
fortan mit dem Buchstaben C gekennzeichnet werden. Als allgemeine
Loésung schreiben Sie deshalb

/wzdw=%a—l-0 /m“dx:%—s—l—c
Fassen Sie alles symbolisch zusammen:
J1(@)de = F (2) + € fir F' (z) = f (a) (1)




Die Unbestimmtheit des C (es kann ja alle moglichen Werte annehmen)
gibt dem ganzen seinen Namen: das unbestimmte Integral.

Das unbestimmte Integral f f(z) dz setzt sich demnach in seiner Losung
aus der Stammfunktion und der Integrationskonstanten zusammen.

Geometrisch kénnen Sie sich die Bedeutung des C gut erkldren.

3
Zejchnen Sie die Kurven y = 23— + C. Erteilen Sie dazu der Integrations-
konstanten C nacheinander verschiedene Werte (C =—1, 0, 4+ 1, + 2).

*7

~ {, y'f.' y.j!‘\’

Z%%

Bild 1

Wie Sie aus der analytischen Geometrie wissen, bewirken die verschie-
s .
denen C-Werte Parallelverschiebungen der Kurve y = % lings der y-Achse

(Bild 1). Selbstverstandlich haben dann diese parallelen Kurven fiir gleiche
Werte - von z auch parallele Tangenten, also gleichen Anstieg. Analytisch
ist aber der Tangens des Tangentenwinkels durch den Differentialquotien-
ten gegeben, folglich haben alle diese Kurven als Kurven des Integrals

f f(z) dz den gleichen Differentialquotienten y’' = z2.

[2] Das bestimmte Integral. Um die geometrische Bedeutung des Integrals
kennenzulernen, sollen Sie jetzt einmal den Weg gehen, der zur Entwick-
Tung der Integralrechnung fiihrte.

Bereits die Philosophen und Mathematiker Griechenlands beschéftigten
sich in der Zeit der Sklavenhalterordnung mit dem Problem, den Inhalt
krummlinig begrenzter Flichen zu berechnen. Erst Leibniz und Newton
(hier bei der Integralrechnung ist vor allem der erstere zu nennen) zeigten
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den allgemeinen Weg, diese Flichenberechnung durchzufiihren, sofern die
Begrenzungskurve bekannt und als Funktion analytisch. darstellbar ist.

Sie sollen den Gedankengang, der zur Integralrechnung fiihrte, zunichst
an der Berechnung einer einfachen Fliche erliutert bekommen. Es soll der
Inhalt der Fliche ermittelt werden, die von der Kurve y = 22, der z-Achse
und der Ordinate im Punkte z = b begrenzt wird (Bild 2),

N
A
.V‘ £
Yn
Yn-17
0 i / x
xsb=n-AXx
Bild 2

Sie teilen die Abszisse £ = b in n gleiche Teile 4z =—f? und errichten in

den Endpunkten dieser Teilstrecken die Senkrechten.. In den Schnitt-
punkten der Senkrechten mit der Kurve ziehen Sie die Parallelen zur
z-Achse. Sie erhalten zwei treppenformige Ziige, die die oberen Begren-
zungen von jeweils n Rechtecken darstellen. Die gesuchte Fliche & ist
kleiner als die Fliche der Summe der groferen und gréBer als die Fldche
der Summe der kleineren Rechtecke. Es ist (wenn Sie die Ordinate fiir
2 = 0 mit g, (= 0) bezeichnen):

(hde+y-dz+ ...+ yn-42]> 2> [y dz+y-dz+ ...
- . + Yn— A x]
(it vt vl de>2> g+t .. + yaa] 4

Da y = «? ist, konnen Sie y, = x4%; y; = x,® usw. schreiben.
[+ 22 ...+ 2] dz> 0> [z + 22+ ... + 2,2 4.

Es ist aber 2, =0 -4z, 2,=1-dzx, 1,=2-dz...2,=n-A4x.
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Damit wird

[(1-da)p 42 AP+ ...+ (n-d2t]dz > &> [(0 - dz)t +(1- Aap
ol o ds

[124 224 ... + n?]- (A z)? > & > [02 4 12 + .4+ (n—1)?%] - (4 x)?

Links steht die Summe der n ersten Quadratzahlen, rechts die der (n — 1)

ersten Quadratzahlen. Wie Sie aber im Lehrbrief iiber endliche Reihen
gelernt haben, ist

= 1) (2 1
oo r gt

r=1

und damit
124224, 4 (n—1)2= ("—11)'”2(.2;‘—1)

Sie kénnen deshalb schreiben
n-(n+1)(2n41) (n—1)n(2n—1)
[ T 3n ] (4 x)3 >¢>[———1.n2.;__]-(41x)3

. b b . " .
Nun ist aber 4z = o und damit n = Dieser Wert fiir n eingesetzt,

ergibt

szt ) (272 ) (=) as (025 —)
Adz\dx Az Az~ )Aaxz\"dxz"
1-2.3 Az > o> 1.2.3 4 )
Sie multiplizieren jetzt das (4 z)® mit dem Zihler, indem Sie jeden der
drei Faktoren des Zihlers mit 4 x multiplizieren.

b(b+ Adz)(2b+ 4) (b—A4z)b(2b—A42)
1.2.3 2> 1.2.3

Bilden Sie fiir jeden der beiden Briiche den Grenzwert fiir 4 z — 0, so
wird sowohl

é:zlm bo+dz) @b+ 4dz) 25 b°
1= 42> 0 1-2-3 1-.2-3° 3
als auch
lim (b—A4z)b(2b—A42) 2 b8 b
G2= 4z 0 1.-2-3 =1.2.3° 3

@ mul} zwischen G; und G, liegen, es kann im Grenzfall hochstens gleich
G, oder G, werden.
G, = =G,
In unserem Beispiel ist G; = G,, daraus folgt & = G; = G,
b3

—3
Betrachten Sie nun nochmals Bild 2. Die Flichen der einzelnen Rechtecke
waren Yy Az, Y- Az, Yoo A x usw., bzw. f(x,) - Az, f(z) - A x, f (x5) -4 z usw.
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Fiir ein beliebiges Rechteck ist der Fliacheninhalt f (xy) - 4 x.

Die Summe der groBeren Rechtecke war

Xk = Tn
fle)- Azt iz Aot @) de= D ) 4z
Xk = &)

die Summe der kleineren Rechtecke war

T = Tp—1

fo) - Ao+ o) - Az+ ..+ fram) A= > () Az

X = Lo

Bilden Sie jetzt den Grenzwert fir 4z 0, so wird x,_; > 2, = b und
1‘1 - a:o = 0.

Diese Grenzwerte lauten also

g =0> k=20,

. li 3

G=armo D fa) Az wd G= 1™ N f(m)- 40
xp =0 xp =0

Beide Grenzwerte sind gleich. Sie koénnen jetzt allgemein schreiben

x=1>
lim . 2
¢=AH02 f(z) Az 2)
z=0
Fiir den Grenzwert dieser Summe schreibt man (nach Leibniz)
‘x=b
i f(z)dx
z=20

(das Zeichen / ist ein langgezogenes S (Summe), das hier fiir den Grenz-

wert einer Summe steht. Der vollzogene Grenziibergang wird weiterhin
durch den Ersatz von 4 z durch dz zum Ausdruck gebracht).

Man vereinfacht die Schreibweise noch zu

b
o= [ fo)da ®
[

und nennt diesen Ausdruck das bestimmte Integral.
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In unserem Beispiel wire

x=b b
&= lim NP _f 2 b
Axao:Zm do= | 2 de=73
x=0 o

Sie sehen, daB das bestimmte Integral fiir eine vorgegebene Funktion wie
8
z. B. y = 2? einen bestimmten Wert @ = % ergibt.

Hitten Sie das bestimmte Integral
a
j, 2-dzx
0
- ql
gebildet (Bild 3), so wire der Flacheninhalt % gewesen.

~
o
q 7
ysb?
yea?
o)
(pu‘l'
0 x=a J X
x=b
Bild 3

Fiir die von der Kurve, der z-Achse und den Ordinaten £ = a und z = b
(b > a) begrenzte Fliche wiirden Sie jetzt schreiben

b
/ 2-dx
a
b3 al
und der Flicheninhalt wire iy
b
b3 ad
2 . _
f 2 dx = 3 3
a



Den Beginn des Integrationsintervalles nennt man die untere Grenze
(hier @) und das Intervallende (hier b) die obere Grenze.

(Man liest den vorstehenden Ausdruck ,,Integral iiber z2 mal dz in den
Grenzen z = a und z = b*).

Sie werden sich sicher schon die Frage vorgelegt haben, ob es richtig ist,
den Fldcheninhalt mit Hilfe des gleichen Zeichens f auszudriicken, das

wir fiir die Umkehrrechnungsart zur Differentialrechnung verwendeten.
Es muB jetzt also noch der Zusammenhang zwischen dem bestimmten und
dem unbestimmten Integral bewiesen werden.

Wir wollen nochmals eine Flichenberechnung durchfiihren (Bild 4a).

vi @

>

X

xsQ x=b

Bild 4a

Vor Ihnen steht die Aufgabe, den Inhalt der Fliche zu ermitteln, die von
der Kurve.y = f (z), der z-Achse und den zu £ = aund z = b gehorenden
Ordinaten begrenzt wird. Der Flicheninhalt sei mit & bezeichnet.

yi
y+ay
8%
(I)(x)
—0 AX _
] )('-G X X+AX T
Bild 4b

Bei gegebener Begrenzungskurve y=f(z) ist selbstverstindlich der
Flicheninhalt ® von der Wahl der beiden seitlichen Begrenzungslinien
abhéngig. Diese Abhingigkeit sollen Sie untersuchen, indem Sie die rechte
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. Begrenzungslinie parallel verschieben. Halten Sie dazu die linke Begren-
zungslinie, die untere Grenze a fest, wihrend Sie die obere Grenze b als ver-
dnderlich ansehen. Bezeichnen Sie sie deshalb mit x, wie es im Bild 4b
geschehen ist.

Damit héngt nun der Flicheninhalt von der jeweiligen Lage der oberen
Grenze z ab: Der Flicheninhalt ist eine Funktion der oberen Grenze z.
Kennzeichnen Sie das kurz symbolisch durch @ = & (z). Lassen Sie nun
die obere Grenze z um 4 x wachsen. Dabei wird dann die Ordinate y um
4 y und der Flicheninhalt ® um 4 @ wachsen. Wie Sie aus dem Bild 4b
ablesen koénnen, ist der Flacheninhalt des Streifens nicht kleiner als der
des Rechtecks mit der Héhe y und der Breite 4 x, aber nicht gréBer als der
des Rechtecks mit der Héhe y 4+ 4 y und der gleichen Breite 4 x.

ydz =49 < (y+4y) -4z
Dividieren Sie diese Ungleichung durch den positiven Wert 4 x.

49D
Yy=4o =y +4y

In der Mitte der Ungleichung steht je;ozt der Differenzenquctient j—dj
Lassen Sie nun 4 z gegen Null laufen, dann geht dieser Differenzenquotient

ao
in den Differentialquotient —— = &’ (x) uber, wihrend 4 y verschwindet.

Die daraus entstehende Ungleichung
y=9o(z) =y
kann aber nur dann bestehen, wenn
y= o () oder, da y = f(x)
| f(2) = @ (z)
ist.
Fassen Sie das bisherige Resultat zusammen: Der Differentialquotient der

Flichenfunktion @' (z) wird durch die Funktion f(z) der begrenzenden
Kurve dargestellt,

Auf Grund dieses Zusammenhanges und der Definition des Integrals er-
gibt sich
®(x)=[f(z)dz=F(a) + C

Kann hier das C noch die Bedeutung einer willkiirlichen Integrations-
konstanten haben ? Das kann nicht sein, handelt es sich doch hier um den
Inhalt einer wohl definierten Fliche. C mufl also einen bestimmten Wert
darstellen. Ihn gilt es jetzt zu ermitteln. Verschieben Sie dazu die rechte
Begrenzungslinie soweit nach links, bis sie mit der linken zusammenfillt.
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Die Fliiche ist dann zu einer Strecke entartet und hat den Inhalt O. Setzen
Sie das in die letzte Gleicliung ein, dann bekommen Sie fir z =a

¢ (a) =0=F (a) + C.
Damit ist die Konstante C bestimmt: C = —F (a).

Sie erhalten
o (z) =F (x) —F (a).

Legen Sie nun die obere Grenze wieder fest, setzen Sie z = b, so wird
schlieBlich
@ (b) =F (b) —F (a).

Unter Verwendung des Integralzeichens schreiben Sie

b

b
o®)=|[ f(x)da =F(z)| =F®)—F(a) (4)

a

Damit ist bewiesen, da die Eimittlung des Flicheninhaltes durch die
Integralrechnung als Umkehrrechnungsart zur Differentialrechnung erfolgt.
Das Symbol F (z) .Z
F (z) fir x den Wert der oberen Grenze (z = b) und dann den der unteren
Grenze (z = a) ein und ziehe die beiden so gefundenen Werte F' (b) und
F (a) voneinander ab, so wie es in (4) ganz rechts durchgefithrt wurde.

soll bedeuten: Setze in die gefundene Stammfunktion

[3] Die Grundintegrale. In der Integralrechnung lassen sich (analog zur
Differentialrechnung) die meisten Integranden auf eine Anzahl von Grund-
typen zuriickfithren. Diese Grundintegrale sollen jetzt der Reihe nach auf-
gestellt werden. A

Wie Sie ohne weiteres erkennen, ergibt sich
" gnt! .. a1 . , ”
2 dw=m + C, denn fir F(z)= _m—I—C ist F' () = a

Ist das aber fiir alle Werte von n giiltig ? Eine Ausnahme mufl gemacht
werden. Denken Sie daran, daB Sie niemals durch Null dividieren diirfen!
Der Ausnahmefall ergibt sich also fir n 4+ 1 =0 oder » = —1, denn
damit wiirde der Nenner der Stammfunktion den Wert O annehmen. In

diesem Fall ist f (z) = % und F(z) =In|z|

Sie miissen hierbei stets mit dem absoluten Betrag von x rechnen, da sich
die Logarithmen negativer Zahlen nicht durch reelle Zahlen ausdriicken
lassen.

/%dmzlnhcl—l—(]
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Fassen Sie die beiden wichtigen Grundformeln (Grundintegrale) zusammen:

n antl .
x dw:m—l—C fir n==—1 (5)

/%dw=ln|xl+0 (6)

Lehrbeispiel 2

Berechnen Sie f Lﬁ dz!

x

.. 1
Lésung: /;; dm:fa:“"’dw
4
Sie wenden Formel (5) an. Hier ist n = —5

Damit wird
—4 4z

1 1 .
wle=—gm +C

Probe:
po—

1
Frz)=a%=4

Lehrbeispiel 3
Berechnen Ste f dz!

Lésung:

Als Integrand miissen Sie hier f (z) = 1 = 2° ansetzen.

fdx=fx°dw Hier ist n =0, n +1=1
[#az=%10C
Jaz =z+0C

Fiihren Sie die Probe durch!
13



Lehrbeispiel 4
Berechnen Sie f Vi_d z!

Loésung:
1

/V;dw‘=fw2 dzx Hier ist n=%,n+l=%

1

/x?dx_

/V;dnga:l/?—f—C

[CIEX

+C Z?Vﬁ —]—C_—x]/a;_—l—C

N>|o:ls

Lehrbeispiel 5
da:

V:c

Berechnen Sie

Lo6sung:

dx __3 2 )
8 —z 34z I‘Iierist'nz—g,n—f—l:§

—= 3
3 —_
[x «irac__l _3V +c
3

Nehmen Sie jetzt eine Zusammenstellung der Differentialquotienten der
verschiedenen Funktionen zur Hand! Lesen Sie diese Formeln in ihrer
Umkehrung!

So bekommen Sie beispielsweise aus
y=—coszx y = +sing
durch Umkehrung |
/sinxdx.—_——cosx-}—c (7)

14



Verfahren Sie in der gleichen Weise weiter, dann erhalten Sie die weiteren

Grundintegrale.
fcosxdx:sinx—]—C

[wmis = [+ etgtx) dx = —etgx+ €
f% =f(1+tg2x) dx =tgx+C

aresin x + €

([ dx
_/Vl—?: —arecos x + C
4 _:arctgx—l-C
+x* —arcetgx + C
[@inxdx = Gojx + ©
f@ofxdx=6inx+0
dx
_/@iuzx =—Ggx+C
dx
fG_—vi:x =Zgx +©
dx
et 1 = MWGinx +C= m(x+V,2 )—I—C

dx
V;,_—l = NrCof x +C_=1n<x_—_lr-_ x’—-l)""c

dx 14+ x .

T =W x+C— In 7—; fir|x| <1
d 1

T:x? = Ar Gtg x+C—-2 lniil fir x| >1.

je‘dx=e‘+C
[ardx = + €

(8)
)
(10)
(11)
(12)

(13)
(19)

(15)
(16)
17)
(18)
(19)
(20)

(21)
(22)

Bei den Grundintegralen (11) und (12) hat es den Anschein, als wiirden
sich zwei voneinander verschiedene Losungen ergeben. Wie Sie aber aus

Lehrbrief IV/2 wissen, besteht die Beziehung

. T
arc sin & + arc cos & = )

oder

. n
arcsmx:;——arc CoOsS &

- 15



Ersetzen Sie im Grundintegral (11) die erste Losung (arc sin z) durch die
rechte Seite, und ziehen Sie,dann % mit in die Integrationskonstante hinein

(dadurch #ndern Sie an der Willkiirlichkeit von C nichts!), so ergibt sich
die 2. Losungsform.

Analog ist bei Formel (12) zu verfahren, denn hier gilt

arc tg x + arc ctgzr = %

Die Aufschliisselung der Grundintegrale (19) und (20) ist nétig, da die
Funktion €t Tgz nur im Intervall —1 <z < 41, also fir |z| <1
giiltig ist, wihrend sich der Giiltigkeitsbereich von UAr €tg x von — o
bis — 1 und von 4+ 1 bis + oo erstreckt, d. h., fiir diese Funktion muf3
| z| > 1 sein.

Ubungen
Liésen Sie die folgenden unbestimmien Integrale.
1.a)f2® da b) [a7 du ¢) [+ da d) [+ dz
2. a)[L2 b) |42 o) [L2 d)]z:dx
3 5 ) o 3___
3. a)/]/m dx b)/‘/xz dz c)/V{v” dzx a) [z2)z*dx
dz V? —

4 a)|3s _—

V z V.’B" VTE— 23

[4] Grundformeln der Integralrechnung
a) Konstanter Faktor

Ist der Integrand mit einem konstanten Faktor multxphznert so kann
der Faktor vor das Integral gesetzt werden.

[a-f(@)dz=a[f(z)dz (23)

Beweisen Sie diesen Satz mit Hilfe des entsprechenden Lehrsatzes der
Differentialrechnung!

Sie setzen
[a-f(@)dz=F(z) also F'(z) =a-f(z)
und

[{@dz =G(z) also G'(a) =f(a).
16



Damit kénnen Sie fiir (23) schreiben

F(z) = aG(x)
Differenzieren Sie nun beide Seiten (beachten Sie dabei die Regel der
Differentialrechnung: Ein konstanter Faktor bleibt beim Differenzieren

erhalten): () .
z) =aG (z

af(z) = af(z)
Damit ist bewiesen, daB die Differentialquotienten der linken und der
rechten Seite von (23) gleich sind. Aus der"Definition der Integralrechnung
folgt dann aber die Gleichheit der beiden Seiten von (23) selbst (bis auf
eine additive Konstante).

oder

Zu Anfang des Lehrbriefes wurde die Integralrechnung als Umkehrung der
Differentialrechnung definiert. Selbstversténdlich ist dann auch die Differential-
rechnung die Umkehrrechnungsart zur Integralrechnung, wie auch beispielsweise
Multiplikation und Division jeweils die Umkehrung zueinander darstellen.

Folgerung: Differenzieren Sie ein unbestimmtes Intégra.l, so heben sich Diffe-
rentiation und Integration gegenseitig auf, und Sie erhalten als Er-
gebnis den Integrand:

d
7= [f@ dz = j()

Das ist keine neue Formel! Sie kénnen ohne weiteres erkennen, da3 das nichts
anderes als die Formel (1) ist.

Damit kénnen Sie den vorhergehenden Beweis fiir (23) kiirzer fithren: Differen-
zieren Sie beide Seiten von (23)

linke Seite:%faf(z)dx = af(x)

. d d
rechte Seite: d—xa/j(x)dx = ad—;ff(x)dz = af(x)
Damit haben Sie wieder die Gleichheit beider Seiten nachgewiesen.
Lehrbeispiel 6

Berechnen Sie / 4 5dx!

o

Losung:
/4x5dm=4/x5dm=4%c+0

/uwx=§w+o

Fithren Sie dié Probe durch.

17



. b) Integral einer Summe (Differenz)

Eine Summe wird integriert, indem man jeden Summanden einzeln
integriert.

[lf@)+9@]dz= [f(x)dz+ [ g(z) da (24)

Dieser Satz folgt unmittelbar aus der Regel fiir die Differentiation einer
Summe. Sie fiihren den Beweis, indem Sie beide Seiten differenzieren:

linke Seite: ;iix/[f(a:) + g(z)]dz =f(z) + g(=)

rechte Seite: ~— [ [f(a) do + [ 9(2) da] = = [f(0)do + 1~ [ g (a) da

= f(2) + 9(z)
Aus der Gleichheit der Differentialquotienten der beiden Seiten von (24)
kénnen Sie nun wieder auf die Richtigkeit von (24) schlieBen.

Lehrbeispiel 7
Berechnen Sie f (x® + x¥) dx!

Losung:
4 3 .
f(m“—l—xz)d:q:fxadm—f—fxzdm:% +% + C
Es ist iiblich, nur eine Integrationskonstante anzuhingen, da ja urspriing- .
lich von einem Integral ausgegangen wurde. Sie konnen sich das auch
folgendermafen erkliren: Die beiden Integrale der rechten Seite ergeben

die Integrationskonstanten C; und C,, die Sie aber zu einer gemeinsamen
Konstanten C zusammenfassen kénnen.

f(a:‘*—i—xz)dx:/zsdw—l—fxzd:c
FAN a3
=Z+a+5+6  a+a=c
4 3
=7+3+¢C
Bei einer Differenz ist entsprechend zu verfahren.

Lehrbeispiel 8
Berechnen Sief(a:z + z —%) dz!

18



Losung:
/(a:z + m—%)dm=fz2dm+fxdz——fd—:
z? 2

Verkniipfen Sie die unter a) und b) gebrachten Regeln im folgenden Beispiel.

Lehrbeispiel 9

Berechnen Sie/(Sm" + 4z —3)dz!

Losung:

[B2+4c—3)dz=[8s*dc+[40ds— [3da
=8fa:3da:—|—4fx d:n:——3fda:
zt xz?

=82 1+4% 3240
=2zt + 222 —3x+ C

Lehrbeispiel 10
Berechnen Ste f (3cosz —4sin z)dx!
Losung:
f(3 cos T —4sina:)da:=/3 cosa:dx—/4sina:da:
=3fcosa:da:—-—4/sina:dx
=3sinz+ 4cos z+ C

Ubungen
5. a) [t —322—20c+3)dz  b) [(2e5—62"—5z—2)da
6. a)f(2 + %———é)dm b) f<2 —I—i—i)da:

7. a)-/l—|—2;/;2 dz (4an —5yz )

ol )

9. a)/(:c2—32da: b)f(a;" ) dx
Anleitung: Bilden Sie zuerst die Quadrate.
5 4 ,
10. ).[(qxn’ _cosz )dw b) f(7 Col2z 3 Gin? z) dz



[6] Flichenberechnung durch Integration. In [2] wurde gezeigt, daB der
Inhalt @ einer Fliche, die von einer Kurve y = f (z), der Abszissenachse
und den Ordinaten zu z = a (untere Grenze) und z = b (obere Grenze) be-
grenzt wird, als bestimmtes Integral berechnet werden kann:

b
® = / f(z)dz
Der Gang der Rechnung ist folgender:

Sie berechnen zunichst das unbestimmte Integral f f(x)dz = F (z) +.C,

setzen erst fiir £ den Wert der oberen Grenze b und dann den der
unteren Grenze a ein und subtrahieren den Wert F' (a) von F (b)
b
- [ f(z)dx=F(z) 1 = F(b) — F(a)

Wie Sie aus dieser Schrelbwelse erkennen, ist es nicht notwendig (und auch
nicht iiblich), das unbestimmte Integral F' (z) mit der Integrationskon-

b
stanten C zu schreiben. Die Angabe der Grenzen ‘a besagt ja, daB es sich
letztlich um ein bestimmtes Integral handelt.

Rein formal wiirde die Integrationskonstante beim Einsetzen der Grenze
wegfallen Man kénnte nidmlich schreiben

f b

B

An den folgenden Beispielen sollen Sie die neue Rechnungsart iiben und
dabei die gewonnenen Erkenntnisse vertiefen.

/f(w dz = (F(z)+ C)| =F(b)+ C—(F(a)+ C) =F(b)—F(a)

Lehrbeispiel 11

Berechnen Sie dem Inhalt der Dreiecksfliche, die durch die Gerade y = =,
die x-Achse und die Parallele zur y-Achse im Abstand 4 gebildet wird!

Kurz: Berechnen Sie den Flicheninhalt unter der Geraden y = x zwischen
den Grenzen a =0 und b =4 (Bild 5)!

Losung:

In diesem Beispiel ist also f () = z. Der Flicheninhalt ergibt sich aus dem
bestimmten Integral

b=1¢ 4 2 2

X
rdx =
0 2 2

2
2
0

rdx =

o —n I — |

Il ®
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Haben Sie auf den Achsen cm aufgetragen, sowie a und b in cm angegeben,
so hat die Fliche den Inhalt 8 cm?. .

Priifen Sie das Resultat mit Hilfe der Elementar-Mathematik nach!

Lehrbeispiel 12

Berechnen Sie den Trapezinhalt unter der Geraden y = 4 x + 3 zwischen
a=1 und b= 3!

Losung:

3 3 3
fux4-&dx=/4xdx+jédx
1 1 1

(4;4)

x23

I 1
—2-32__2.1243-3—3-1
—2(9—1)+3(8—1)

3
[@ae+3)ds=22
A =

x"

- 3
2
Sie koénnen auch schreiben: = (4 12 43 m) l
1
=(2-3243-3)—(2-1243-1)
= 22
Zeichnen Sie die Fliche und priifen Sie das Ergebnis mit den Formeln der
Planimetrie nach!

Lehrbeispiel 13

Berechnen Sie den Flicheninhalt unter der Parabel y = 2 x? zwischen a = 0
und b =4 (Bild 6a)!

Losung: 4 4
/2xzdm=2/a:2dw
()
4
_ 2
37 lo
2 2
— 2 43__“ 3
= 34 30
4
128
[2atda= 5

Wie groB ist der Inhalt des umschriebenen Rechtecks OQPP'?
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«
———
b\
’y'g,r l

- P, 32)
30-_ .
204+
701
8l
01
4
21
0- . ' - g -
1 2 3 4 X

Bild 6a

Wihrend die Grundlinie gleich 4 ist, berechnet sich die Héhe aus y = 2 22
zu 2 - 42 = 32. Die Rechtecksfliche hat den Inhalt 128. Die Flidche unter
der Parabel ist demnach gleich dem dritten Teil der Rechtecksfliche. Gleich
werden Sie die Frage erheben, ob das nur speziell fiir die Parabel y = 2 z?
gilt oder ob das fiir alle Parabeln Giiltigkeit hat.

Priifen Sie die Giiltigkeit an der Parabel y = ¢ 22 mit der unteren Grenze 0
und der oberen Grenze z; nach’(Bild 6b)!

yl\

Bild 6b
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x Ty

‘fc a:"da;="c/a:2da:
0

0
x
= —c— xs '
37 o
¢z,
3
Eliminieren Sie daraus ¢, indem Sie beriicksichtigen, daf
y; = ¢ x,® oder ¢ = %’, ist.
1
. z,°
Flicheninhalt = z‘ >
T
1
=30l

1
Damit haben Sie gefunden: Der-Flicheninhalt unter der Parabel ist 3 des
Inhaltes des umschlieBenden Rechtecks, oder: Die Parabel teilt die Recht-
ecksfliche z; ¥, im Verhéltnis 1:2
Lehrbeispiel 14

Berechnen Sie die Fliche unter der Sinuskurve zwischen zwei aufeinander-
folgenden Schnittpunkten mit der x-Achse (Bild 7)!

Bild 7

Losung:
Wihlen Sie dazu a = 0 und b = =. Sie hitten auch ohne weiteres a =2 =
und b = 3 # nehmen kénnen.

T w
fsina:da:=——cosa:
0 0
= — cos & — (— cos 0)
=— (1) — (1)

sin zdz =2

o 3

23



Achten Sie auf die Vorzeichen!

Bei der Auswertung des bestimmten Integrals kénnen Sie auch so ver-
fahren, daB Sie das Minuszeichen und auch eventuelle Faktoren aus-
klammern:

n ’n
~[si_n wdw:—-cosx( = — (cos ¢ — cos 0) = 2
0 0

Dieser 2. Weg ist sicherer.

Beachten Sie den Umstand, da8 der Flicheninhalt durch eine einfache
rationale Zahl angegeben wird, obwohl die Begrenzung durch eine Kurve
erfolgt, die durch eine transzendente Funktion gegeben ist. Spiter Werden
Sie auf den umgekehrten Fall treffen.

Lehrbeispiel 15

Wie grof ist die Fliche unter der Parabel y = 22 2unschen a = — 3 und
b=+ 3 (Bild 8)?

vl

Bild 8

Losung:
Auffallend hierbei ist die Beziehung zwischen den Grenzen: a = —b
Obere und untere Grenze sind bis auf das Vorzeichen gleich.

Schon das Bild 8 sagt Thnen, daB die Fldche von der y-Achse halbiert wird,
denn die Kurveniste liegen links und rechts symmetrisch zur y-Achse.
Linke und rechte Begrenzung sind gleichweijt davon entfernt. Demnach
kénnen Sie rechnen

24



—3 0
3 3

2 2
2fa:2d:v= 3 3 o =—3—(33—-—03)
0
+3
fa:zd:c=l_8

—3
Priifen Sie das Ergebnis nach, indem Sie das linke Integral ohne die Ver-
einfachung berechnen. Achten Sie dabei auf die Vorzeichen beim Einsetzen
der unteren Grenze!
Allgemein kénnen Sie bei allen symmetrischen Funktionen so verfahren,
wenn das Integrationsintervall durch den Koordinatenursprung halbiert
wird, wenn also a = — b ist. )
Das Kennzeichen fiir symmetrische Funktionen ist (vgl. Lbf. IV/1, [5]b):
f(—x) =f(a)
Diese Bedingung ist in dem letzten Lehrbeispiel erfiillt, denn die Funktion
y = z? ist symmetrisch:
(—a)f = o?
Ist der Integrand eine symmetrische Funktion, d. h. erfiillt er die
Bedingung f (—z) = f(z), so gilt

+a a
[t@az=2[f(z)dz (25)
—a [1]
Lehrbeispiel 16 .
+3
Berechnen Sie f cosrxdzx
-3

Loésung:
Es gilt: cos (— z) = cos z
+3 3
f cosxd:c=2fcosa:dw_
g 0
2

|8

=2sinz :2(sin%—sin0):2(l—0)

o

n
ty
fcosxdw=2
= -
2

25



Lehrbeispiel 17
Berechnen Sie den Fldcheninhalt unter der Kmve y = T-:—x_ﬁ

Grenzen a =—1 und b=+ 1 (Bild 9)!

zwischen den

y
Y25
2 1 T 1 2 *
Bild 9
Lésung:
Der Integrand ist eine symmetrische Funktion, denn es ist
1 1

T+ (o 1+

Da die Grenzen ebenfalls symmetrisch zur y-Achse liegen, gilt
+1 1

jl-{-x”: /l+ = 2arctg x

=2 (arc tg 1 — arc tg 0) = 2 (%)——0

0

K

| =

=1
Hier liegt der Fall vor, da8 der Flicheninhalt unter einer Kurve, die durch
eine rationale Funktion dargestellt wird, eine transzendente Zahl ist.

Fiir 'die Berechnung von Flidcheninhalten durch Integration sind noch
einige Besonderheiten zu beachten, auf die Sie in den folgenden Merk-
sitzen dieses Abschnittes aufmerksam gemacht werden.

&
) Y

—Ti a' b 4 x

Bild 10
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Ih Bild 10 sei mit @ der Flacheninhalt der Gesamtfliche bezeichnet, wih-
rend @, und &, die beiden Teilflichen kennzeichnen sollen. Dann gilt

=0+ o,

Driicken Sie die Flicheninhalte durch die ihnen entsprechenden bestimm-
ten Integrale aus, so erhalten Sie

cff(m)dw=}f(w) dm+7f(:c)dm (26)
a a b

Das Integrationsintervall kann in Teile zerlegt und dann iiber die
Teile einzeln integriert werden.

In Formel (4) stand als Definition des bestimmten Integrals
/blf(x) dz=F(b) —F (a)
Vertauschen Sie die Grenzen des bestimmten Integrals, so wird
ff(w)dw=F(a)—F(b) = —[F () —F(a)]

Vergleichen Sie die rechten Seiten der letzten zwe1 Gleichungen, so er-
kennen Sie den Merksatz:

Vertauscht man die Grenzen eines bestimmten Integrals, so mu3 das
Vorzeichen des Integrals gedndert werden. !

At

f(x)dm=———ff(a:)\da: (27)

In Lehrbeispiel 14 haben Sie als Integral iiber die Funktion f (x) = sin 2
in den Grenzen von 0 bis = den Wert 2 erhalten. Erstrecken Sie jetzt das
Integral iiber die ganze Periode der Sinusfunktion, so erhalten Sie

2n

singdx = —cosg| = —(cos2m— cosO)

o\‘:’

=—(1—1)
singdx =10
0
Was konnen Sie aus diesem Ergebnis folgern? Wenn das Integral iiber
die volle Periode den Wert {0 ergibt, wihrend es fiir das Intervall von
0 bis = (fir die erste Halbperiode) den Wert 2 liefert, muBl

1



2n

sincrdx = —2
Tt

sein.
Wir wollen diese Folgerung nachpriifen.

27 2n
fsinmdx:——cosx = — (cos 21 — cos )
T n
2 = —[+1—(—1)]

sinztdr = —2

£ g

Der Fliche ,,unter‘¢ der Sinuskurve zwischen 7 und 2 # kommt demnach
ein negativer Flicheninhalt zu. Allgemein gilt der Satz:

Ist im Intervall a < x <b der Integrand negativ, so ist auch
b

ff(w) d x negativ.

a

Soll dieser Satz speziell fiir die Fldchenbestimmung ausgesprochen werden,
so lautet er: '

Ergibt sich bei der Flichenberechnung durch Integration ein negativer
Wert fiir den Flidcheninhalt, so liegt die Fliche unterhalb der z-Achse,
sofern die Grenzen @ und ‘b in positivem Fortschreitungssinn der
z-Richtung aufeinander folgen.

Wollen Sie nun aber den absoluten Wert des Flicheninhaltes unterhalb
einer Kurve in einem bestimmten Intervall mit den Grenzen a und b be-
rechnen, so miissen Sie die absoluten Werte der Teilflichen einzeln berech-
nen und dann addieren. Die Fliche zwischen der Kurve y = sin 2 und
der z-Achse in den Grenzen von 0 bis 2 7 ist demnach in zwei Teilen zu
berechnen. Die obere Grenze des ersten und gleichzeitig untere Grenze
des zweiten Intervalls ist die Nullstelle bei z = =.

Allgemein gilt:
Soll der absolute Wert einer Fliche unter einér Kurve f (z) in den
Grenzen von a bis b berechnet werden und besitzt die Kurve in

diesem Intervall eine Nullstelle ry, so ist der Flidcheninhalt die
Summe der absoluten Werte von

/Nf(x) dz und [ f(a) dz

Lehrbeispiel 18

Berechnen Stie den absoluten Wert des Flichepinhalts unter der Kurve
y=2a*—8x -+ 15 in den Grenzen a =4 und b =6 (Bild 11)!
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vi

- N w

Bild 11

Loésung:

Sie miissen zunichst feststellen, ob innerhalb der gegebenen Grenzen Null-

stellen der Funktion liegen. Die Bedingung fiir die Nullstellen ist y = 0,
d.h.

22— 874+ 15=0
Tyge=4+)16—15=441
TNy = 5
Ty, = 3
Die Nullstelle zy, liegt innerhalb der Integrationsgrenzen.

Sie berechnen deshalb die Teilflichen @, und @, mit den Grenzen a und
zy, bzw. zxy und b getrennt,

zy=5 . 5
¢1='/,(x2—8x+15)dx_=(%—4 22—{-—151})
a=4 4
1
= (228 _ 100 4 75) — (22— 64 + 60
3 3
2
=% s pa——2
2
|¢1|=§
b=6 C g 6
¢2=f(z2——8a:+15)dm=(—3——4x2-l—15w>|
Ty=15 5
— (12 — 144 + 90) — (1§—5 — 100 + 75)
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1256 4
=18——3~+25=-§
4
|¢2|=§
- 2 | 4
l¢|=4l¢1l+|¢2|=§+§ =£

Noch langwieriger wird der Rechnungs-
gang, wenn Sie den (absoluten) Flichen-
inhalt einer von zwei Kurven begrenzten
Fliche berechnen sollen.

Lebrbeispiel 19

Berechnen Sie die von den Kurveny =2 x — 5
und y = x*% — 4 x eingeschlossene Fldche
(Bild 12)!

Lo6sung:

Die Schnittpunkte der beiden Kurven lie-
fern die Integrationsgrenzen. Sie berechnen
diese als Losungen des Gleichungssystems

y=2zx—5
y=12* —4zx
=5 = 1
Bild 12 5 = -
h=>=5 Yp=—3

Die Schnittpunkte sind (1; — 3) und (5; 5), die Integrationsgrenzen sind
a=1 und b =5.
Nun sind noch die zwischen den Integrationsgrenzen a und b liegenden
Nullstellen der Funktionen zu bestimmen.

y=2z—5=0

. 5
liefert zy,=+

Aus y=a*—4z
folgt Ty, =4 Ty, =0

xy, und zy, liegen im vorgegebenen Integrationsintervall.
Wie Sie aus Bild 12 entnehmen kénnen, ist die Gesamtfliche zwischen den
beiden Kurven als Summe der Absolutwerte dreier Teilflichen zu berechnen:

@, Flache zwischen den beiden Kurven im Intervall von a bis zx,
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@, Fliche unter der Parabel im Intervall von xy, bis zy,
@,  Fliche zwischen den beiden Kurven (oberhalb der z-Achse) im Inter-
vall von xy, bis b

ZN1=;;’- 2N1=%
P = f (22 —4z)dx— f (2z—5)dxz
a=1 a=
5 5
2

R

45 25 27
‘—‘g—(—z+4)=—z
QN’—"‘—‘i o 4
_ 2 _( (849 (126 _ 25
¢, = ,N;/=£ ( '"4"’)“’_'(?—2“”2) 5_<3 32) (24 2
2 Pl
__ 2
)
b=5 . "75
— 2 —58)dx — 2—4z
o= J s Ca—0dz— ) (@—ts
5
2__5 ("’a 2 z) 8
=(@2—5x) %— 322,

s (332 )]

27 27 47 32
B=F+T+E=T7

Dieser sehr umsténdliche, langwierige Rechnungsgang kann wesentlich ver-
einfacht und auf die unmittelbare Berechnung einer einzigen Fliche zu-
riickgefiihrt werden, wenn Sie eine Koordinatentransformation durchfiih~
ren. Durch diese wird am Flidcheninhalt nichts gedndert. Die Fliche erfihrt
nur eine Verschiebung im Koordinatensystem derart, daf sie nur ober-
oder nur unterhalb der z-Achse liegt.

Fiihren Sie selbst eine solche Berechnung nach Koordinatentransforma-
tion (z. B. am letzten Lehrbeispiel) durch!

E

P,
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Eine wesentliche Vereinfachung bei der Berechnung von Flichen, die
durch Kurven begrenzt sind, erfolgt durch die Anwendung von Doppel-
integralen (Lbf. IV/5).

Ubungen
11. Priifen Sie Formel (27) an den Integralen
3 1
J;=f4a:2dx bzw. J2=f4a:2da:
1 ]

nach!
12. Losen Sie die bestimmten Integrale:

. =
o) [ (884322 4+ —3)da b) }w‘jfz
2
0
By d % dz % dx
) | sz ) [ o [fi==
T 0 0
4

13. Wie grof3 ist die Fldche unter der gleichseitigen Hyperbel y = 1— 2wischen
den Grenzen a = 1 und b = 3? Zeichnen Sie die Fliche!

14. Bestitmmen Sie den Flicheninhalt der Fldche, die von der Kurve y = e®,
den Achsen und der Parallelen zur y-Achse im Abstand b begrenzt wird
(b>0)!

15. Vergleichen Sie den Flicheninhalt der unter der nach rechts gedffneten
Parabel y> =2 p x (p > 0) zwischen a = 0 und b = z; gelegenen Fliche
mit dem des wmschlieflenden Rechtecks.

Anleitung: Verfahren Sie analog Lehrbeispiel 13.

16. Ein Werkstiick von der im Bild 13 angegebenen Form hat die Léinge I cm,
die Dicke d cm und die Wichte y plem®: Die gekriimmte Seite hat da-
ber die Form einer Parabel. Wie schwer ist das Werkstiick?

k-q —

Bild 13

17. Wie grof3 ist die Fldche, die die Kurve y = 3 — 2 x — x? und die x-Achse
einschlieflen ?
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18. Beweisen Sie Formel (26) mit Hilfe von Formel (4)!

19. Wie konnen Sie das unbestimmite Integral als bestimmies Integral dar-
stellen?

20. Untersuchen Sie die bestimmien Integrale mit der unteren Grenze — a
und der oberen Grenze -+ a, bei demen der Integrand die Bedingung
f (—z) = —f () erfiillt (ungerade Funktionen).

Nehmen Sie als Beispiel die Funktionen
f(z) =123 f(x)=sinag, f(z) =Ginz

Zusammenfassung [1] bis [5]

Die Integralrechnung stellt die Umkehrung der Differentialrechnung dar.

Unbestimmtes Integral: [ f(z) dz=F (z) + C

Dabei ist der Integrand f (x) gegeben, wihrend die Stammfunktion F (x)
so gesucht ist, daB F’' (z) = f (z) ist.

C ist die willkiirliche Integrationskonstante.

. b b
Bestimmtes, Integral: / f()de=F (z) | =F (b)—F (a)

Zur Losung des bestimmten Integrals ist zundchst wie beim unbestimmten
Integral die Stammfunktion aufzusuchen, in die zunichst fiir = der
Wert b (obere Grenze) und dann der Wert a (untere Grenze) eingesetzt
werden. Die beiden so gefundenen Funktionswerte von F (z) sind vonein-
ander abzuziehen. Mit dem bestimmten Integral kénnen Sie krummlinig
begrenzte Flichen berechnen.

Das béstimmte Integral kann auch als Grenzwert einer Summe definiert
werden. Diese Definition wird besonders fiir physikalische und technische
Anwendungen gebraucht.

Fir die Durchfilhrung der Integration gelten die Sitze:

Ein konstanter Faktor kann vor das Integralzeichen gesetzt werden. Das
Integral einer Summe (Differenz) ist gleich der Summe (Differenz) der
Integrale der einzelnen Summanden.

Teilen Sie das Integrationsintervall in mehrere Teile, so kénnen Sie iiber
die Teilintervalle integrieren.

Vertauschen Sie die Grenzen eines bestimmten Integrals, so #ndert sich
das Vorzeichen des Integrals.

[6] Das uneigentliche Integral. Wihrend Sie bisher stillschweigend nur
stetige Funktionen integriert bzw. Unstetigkeiten umgangen haben, soll
in diesem Abschnitt speziell auf Funktionen mit Unstetigkeiten einge-
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gangen werden. Weiterhin sollen Integrale mit unendlichem Integrations-
intervall behandelt werden. Alle diese Integrale werden als uneigentliche
Integrale bezeichnet.

a) Funktionen mat endlichen Sprungstellen

Die zu integrierende Funktion y = f (z) habe fiir « = b eine Sprungstelle
(Bild 14).

o)
o

vl /

Bild 14

Bild 15

Sollen Sie nun von a bis ¢ integrieren, so bilden Sie einfach die Summe
der Integrale iiber die Bereiche von a bis b und von b bis c.

b [
[1(@) do + [{(2)da

Sie integrieren also einzeln iiber die Teilbereiche, in denen der Integrand
stetig ist, nachdem Sie das Intervall an der Sprungstelle aufgetrennt haben.
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b) Funktionen mit Unendlichkeiisstellen

Der Integrand soll an einer der Grenzen eine Unendlichkeitsstelle (Pol)
haben.

1
d
Betrachten Sie zum Beispiel das Integral f V—f .
0 x

Der Integrand ‘—1: wird fiir £ > 0 unendlich (Bild 15).

x
Sie diirfen daher das Integral nicht direkt von der unteren Grenze 0 an
erstrecken. Helfen Sie sich dadurch, daB8 Sie das Integral mit der unteren
Grenze ¢ beginnen.
Verstehen Sie unter ¢ eine sehr kleine, aber von 0 verschiedene, positive
Zahl. Damit erhalten Sie

=2(/1—Ve)

Lassen Sie nun ¢ gegen 0 laufen, dann wird, da lim Ve_ =0,

>0
]dx
_ = 2
() V"”
Zusammenfassend konnen Sie schreiben
‘1 1
dx . dx
f—: = lim | —=
o Vx e>0% )
= hm 2 x !
E"O &
= lim 2(J1—)e)
e—~>0

Obwohl sich diese ,,Fliche* bis ins Unendliche erstreckt, kommt ihr doch
ein endlicher Fliacheninhalt zu.
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Aber nicht immer erhalten Sie bei uneigentlichen Integralen endliche Werte.
Betrachten Sie dazu folgendes Beispiel:

/’d:c

s—>0 €

= lim fa:‘2da:
e~>0 ¢

1

= lim = lim =1
e—~0 e €—0

. 1 1

e~>0

a1

1
Es ist lim — =
€
e—>0

l
8

1
. d
Damit wird f —f
X
0

Lehrbeispiel 20

Berechnen Ste f V _—— !

Losung:

1
. dz

= wird der Int d fii 1 (obere G -

Im Integral { l/l_“xz wird der Integrand fiir z - 1 (obere Grenze) un

endlich.

Zur Auflosung diirfen Sie das Integral zunédchst nur bis dicht an 1, bis
1 — ¢ erstrecken.

1. ITC da:
f‘/l—xz =i

e—>00
. . 1—¢
= lim arcsin z
e—>0 0 .
= lim [arc sin (1 — &) — arc sin 0]
e—>0

—arcsin 1 —arc sin 0
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jl' d:c__ o
i=a 2
Liegt die Unendlichkeitsstelle innerhalb des Integrationsintervalls, so ver-

fahren Sie zunéchst wie bei a), teilen also das Intervall an der Unendlich-
keitsstelle auf.

Lehrbeispiel 21

3
dx
f s st zu berechnen.

22
—2

Loésung:
3 0 3
d d d
f—i = (22 + [=£ Pol fiir =0
_2'3/? _;sz f/?
= dzx dzx
= lim — <4 lim -
6‘—)0_2‘3/1‘2 &> 0 ! la/xz
g | ¢ s |3
=1im3l/7‘ +1lim 3} =
- E—~>0
£>0 |—2 &
li 3(3 : f/“z)+1' 3(3T Y )
= lim —e —)/— im —Ve
&E—>0 F &E—>0 V

— 3 (0—?“/—_2)4-3(;/?_0)
Es istf/___éz—f/?

s -sssie)

Sie wiirden zum gleichen Ergebnis kommen, wenn Sie die Auftrennung
an der Unstetigkeitsstelle nicht vornehmen. Das aber diirfen Sie keines-
falls, denn bei anderen Aufgaben kann diese Unterlassungssiinde zu einem
vollig falschen Ergebnis fiihren.

¢) Unendliches Integrationsintervall

Bisher war immer Voraussetzung, da8 die Grenzen a und b endliche Werte
haben. Jetzt aber soll eine Integrationsgrenze ins Unendliche verlegt
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werden. In einigen Fillen nehmen auch dann die Integrale noch endliche
Werte an.

Verfahren Sie wie bei b), indem Sie die unendliche Grenze zunichst durch
einen endlichen Wert ersetzen, den Sie dann nach beendeter Integration
unendlich grof werden lassen.

Lehrbeispiel 22

o]
Es soll das Integral f flx—f berechnet werden.
1

Loésung:

Ersetzen Sie die obere Grenze durch den endlichen Wert B.

Lehrbeispiel 23
Erstrecken Sie das Integral des Lehrbeispiels 17 / ld%; iiber das unendliche
Integrationsintervall — » bis + o (Bild 9)!

Losung:
+ o d
z .

—_— =2 — Y= 7 ist eine symmetrische

1 3 2 1
— +e '/ 1+ + Funktlon

= 21lim
B —>o ! 1+
B

= 2 limarctg z
B—>
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= 2 lim (arc tg B — arc tg 0) lim arctg B = ;

B> B—>oe
-1z
+00
dxz
1+ a2 _g
-
Ubungen

1
21. Untersuchen Ste, ob das Integral f d—; einen endlichen Wert besitzt!
0

b
22. Untersuchen Sie, fiir welche Werte von n das Integral f %p
0

a) endlich
b) unendlich wird (b > 0)!
23. Untersuchen Sie, fiir welche Werte von n das uneigentliche Integral

a) endlich
b) unendlich wird!

2. a)fe’ dzx b) fo3 c) 7;?_7:

1

[7] Graphische Integration. In Lehrbrief IV/2 [12] haben Sie die graphische
Differentiation kennengelernt. Es ist ratsam, daB Sie vor Durcharbeiten
des folgenden Abschnittes die Methode der graphischen Differentiation
wiederholen.

Genau wie bei der Differentiation besteht auch fiir die Integration die
Notwendigkeit, zeichnerische Verfahren zu entwickeln. Denken Sie an die
Forderungen aus der Praxis, Funktionen integrieren zu miissen, deren
analytische Ausdriicke nicht bekannt sind. Sie werden weiterhin richtig
vermuten, daB die graphische Integration die Umkehrung der graphischen
Differentiation ist. Wir stellen uns nun folgende Aufgabe:

Fir die als Kurve gegebene Funktion y = f (z) (Bild 16) ist zeichnerisch
das bestimmte Integral

b
J(@)=[f(2) dz
zu ermitteln.
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Die Losung erfolgt in zwei Schritten:

Sie bestimmen zunichst zur gegebenen Kurve y = f (z) die Kurve des
unbestimmten Integrals Y (z) = f f(z) dz = J (x) + C, die Integral-
kurve. Aus dieser Kurve konnen dann Y (a) = J (a) 4+ C und

Y (b)) = J (b) + C abgelesen werden.

Durch Differenzbildung (im Bild als Ordinatendifferenz) erhalten Sie
b
YbO)—Y(@)=J(0)+C—(J(a) +O)=J(b)—JI(a) =ff (z) do = J (2)

a8
Das Verfahren der graphischen Integration soll an Hand des Bildes 16
erldutert werden.

v

1 A
R‘l
9 A,
a, .
3 i
S P
i Q
5 8
J yef(x)
P 7 xia ' pars -
! ' ] )
' ; ; |
1® ! , Y- [fooax
H ! a /’}
[} )
]
%
[)
)

b
Jx)= I foxidxg
Q

eSS =—c===<TT--—-———=——2x

e

Bild 16

Sie ersetzen zunichst die zu integrierende Kurve y = f(z) durch eine
»Stufenkurve. Zu diesem Zweck teilen Sie das Integrationsintervall
a...b durch Geraden, die parallel zur y-Achse verlaufen, in n Teile, die
nicht unbedingt gleich groB sein miissen (in Bild 16 sind es 4 Teile). Die
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Schnittpunkte dieser Parallelen mit der Kurve y = f (z) benennen Sie
mit P;... Py (bei uns P, ...P;). Zwischen diesen Parallelen zeichnen
Sie weitere Parallele (@ ...Q,) derart, daB die nach Einzeichnung der
Waagerechten (durch P, ... Pg) entstehenden schraffierten Dreiecke links
und rechts von jedem Punkt @ einander flichengleich werden.

Dieses Vorgehen werden Sie vielleicht als ungenau oder gar unexakt verurteilen.
Dies ist aber nicht der Fall, denn unser Auge ist besonders empfindlich fiir Unter-
schiede von Flicheninhalten. Sie brauchen aus dem gleichen Grunde die Inter-
vallteile nicht allzu klein zu wéhlen.

Die Waagerechten durch P, ...P; schneiden die y-Achse in den Punkten
1...5. Die Punkte 1...5 verbinden Sie mit dem von Ihnen gewihlten
Pol P, den Sie vorher entweder im Abstand 1 oder p vom Nullpunkt ent-
fernt auf den negativem Teil der z-Achse festgelegt haben.

Nun beginnt die eigentliche Konstruktion der Integralkurve. Sie legen
einen beliebigen Punkt P;’ senkrecht unter (oder iiber) P, fest, durch den
die Integralkurve gehen soll.

Dies diirfen Sie jederzeit tun, denn wie Ihnen aus [1] und aus Bild 1 bekannt ist,
gibt es zu einem Integranden y = f (x) unzihlig viele Stammfunktionen F (z),
die sich alle nur in der Integrationskonstanten C unterscheiden. In der graphi-
schen Darstellung existieren also zu einer Kurve y = f () unzéhlig viele Integral-
kurven, die zwar fiir jeden Wert z den gleichen Anstieg besitzen, in y-Richtung
aber beliebig (je nach dem Wert von C) verschoben werden kénnen.

Durch P,’ ziehen Sie die Parallele zum Polstrahl P 1 bis zum Schnitt mit
der Senkrechten durch @;. Der Schnittpunkt sei ¢,’. Durch @,’ ziehen Sie
die Parallele zum Polstrahl P 2 bis zum Schnitt mit der Senkrechten durch
Q,, der Schnittpunkt sei Qy’. Der Schnittpunkt der Parallelen zu P 2 durch
@,’ mit der Senkrechten durch P, sei P,’. Bei Fortsetzung dieses Verfahrens
erhalten Sie einen Streckenzug mit @,’, @, ... als Eckpunkten und den
Punkten P,’, P, ... auf den einzelnen Teilstrecken. Die Teilstrecken des
Streckenzuges stellen Tangenten der Integralkurve dar, die Punkte P/,
P,’ ... Kurvenpunkte selbst. Sie kénnen jetzt die Integralkurve zeichnen,
indem Sie eine Kurve derart in den Streckenzug legen, dal Teilstrecken
und Kurve sich in den Punkten P;’... P’ beriihren.

Damit haben Sie die Funktion Y (z) = [f(z) de=J () dz+ C gra-
phisch ermittelt. An der Stelle x = a besitzt die Funktion den Wert
Y (a) = J (a) + C, an der Stelle £ = b den Wert Y (b) = J (b) 4~ C. Die
Ordinatendifferenz Y (b) — Y (a)b = J (b) — J (a) = P,’ R stellt den Wert

des gesuchten Integrals J (z) = f f (x) dz dar.
a

Sie erkennen jetzt, da es véllig gleichgiiltig war, wohin der Punkt P, gelegt
wird, die Ordinatendifferenz Y (b)) — Y (a) wird ihrem Wert nach dadurch
nicht verdndert. :
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Zur Wahl des MaBstabes (und damit verbunden ist die Festlegung des Pol-
abstandes p) ist noch folgendes zu erginzen, was Sie, ohne daB dafiir der
Beweis gefiihrt wird, zur Kenntnis nehmen méchten:

Durch geeignete Wahl des Polabstandes p kann man die Einheitslinge Ey
der Integralkurve zweckmiBig festlegen. Es gilt die Beziehung

Ez'Ey _EZ'EV
P="gy bzw. Ey= p

Hierin bedeuten: p Polabstand
' : E, Einheit auf der z-Achse .
E, Einheit auf der y-Achse }der Funktion y = f (z)

Ey Einbheit auf der Y-Achse der Funktion Y = f f(z) dz

Ubungen

25. Integrieren Sie graphisch die Funlktionen
3
a) y=2 Bestimmen S'ief y-dzo

1
z . . 2

b) y=4 + 1 Bestimmen S@efy-da;
-1

3
57

¢) y=-cosxz  Bestimmen Ste j y-dzx
0

Zusammenfassung [6] und [7]

Integrale, deren Integranden an den Grenzen bzw. im Inneren des Inte-
grationsintervalls Unstetigkeiten aufweisen, und Integrale mit unendlichem
Integrationsintervall heien uneigentliche Integrale. Liegt die Unstetig-
keitsstelle im Innern des Intervalls, so trennen Sie das Integrationsintervall
an dieser Stelle auf. Liegt die Unstetigkeit bei einer der Grenzen, so er-
strecken Sie das Integral zundchst nur bis dicht an diese Stelle heran.
Nach erfolgter Integration gehen Sie durch Grenzwertbildung wieder zur
urspriinglichen Grenze iiber.

Ist eine Funktion y = f (z) nicht analytisch, sondern tabellenméBig oder
graphisch gegeben, so wird die Integralkurve sowie der Wert des bestimm-
a

ten Integrals f f (z) dx durch graphische Integration bestimmt.
b
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2. Kapitel: Die verschiedenen Integrationsmethoden

Bisher haben Sie sich bei der Integration nur auf die in [3] zusammen-
gestellten Grundintegrale beschriankt. In der Praxis ergeben sich aber meist
zusammengesetzte Integranden. In diesem Kapitel sollen Sie nun lernen,
wie diese schwierigeren Integrale auf die Grundintegrale zuriickgefiihrt
werden kénnen. Immer gelingt das leider nicht, da bleibt dann nichts
anderes iibrig, als durch Niaherungsmethoden zur Losung zu kommen.

Lernen Sie keinesfalls die vielen Formen auswendig, sondern versuchen
Sie, zu einem tieferen Verstindnis der Methoden zu kommen. Legen Sie
sich stets Rechenschaft iiber den eingeschlagenen Weg ab und wversuchen
Sie nicht, durch ,,sinnloses Probieren‘ zum Ziel zu kommen. Beachten
Sie das oberste Gebot fiir die Beherrschung der Integralrechnung: Uben
und nochmals iiben!

[8] Einfiihrung einer neuen Verinderlichen (Substitution). Die Methode
der Einfiihrung einer neuen Veridnderlichen entspricht der Kettenregel der
Differentialrechnung. Wie schon oben erwihnt, sollen Sie dabei die vor-
liegenden Integrale auf die Grundtypen zuriickfiihren. Der hierbei zu be-
schreitende Weg richtet sich nach der Form des Integranden.

a) Der Integrand ist die Funktion einer linearen Funktion der Verdnderlichen
[f(z) =1 (¢ (a x 4 b))], bzw. die Substitution erfolgt mittels einer linearen
Funktion

An einem einfachen Beispiel soll dieses Verfahren besprochen werden. Zu
lésen sei das Integral

jcos2wdw

Sténde nicht der Faktor 2 im Argument der Kosinusfunktion, wiirde Grund-
integral (8) vorliegen. Fiihren Sie nun wie bei der Anwendung der Ketten-
regel der Differentialrechnung fiir 2 z eine neue Verinderliche u ein: .

1
% =2gx oder T=5u

Damit nimmt der Integrand die Form cos % an. Nun ist aber auch noch d z
umzuwandeln. Durch Differentiation von u = 2 z erhalten Sie

du _ o
dx
dzx 1
du=2dzx oder d_u—:?
1

Sie setzen ¥ = 2 £ und % duw = dzx in das Integral ein:

fcos 2z da:=fcosu- %du
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1
=3 f cos u du
= % sinu 4 C
Nach beendeter Integration fithren Sie wieder die urspriingliche Verinder-
liche z ein.

fcos2a:d:c=?sin2a:—|—0
1 .
Probe: y= 5 sin2z+4C
1
= 3 sinu +C u=2z
dy 1 du
du= 208U 6_2

Lehrbeispiel 24
Berechnen Sie das unbestimmte Integral f d_x 3!

x

Loésung:
Vermutlich 148t sich dieses Integral auf Grundintegral (6) zuriickfiihren
(allerdings mit der neuen Verdnderlichen ).
Sie setzen dazu

u=2z—3  bzw. r=u-+3
d

du=dz

8

d

e

R
CH
e

. d d
Sie sehen, daB es zunidchst gleichgiiltig ist, ob Sie 21—; oder d—z bilden. Bei den

spiter folgenden, schwierigeren Beispielen werden Sie erkennen, daf sich teils
der eine und teils der andere Differentialquotient als zweckmiBiger erweist.

Mit der neuen Verinderlichen v bekommen Sie
/‘ dz du

z—3 u
=In|z—3|4+C

44



Fiihren Sie die Probe selbst durch!

Lehrbeispiel 25
[Gztopdn="

Loésung:

Der Integrand jst hier die Poﬁenz eines linearen Ausdrucks. Sie fiihrep
das Integral auf Grundintegral (5) zuriick, indem Sie den linearen Aus-
druck gleich % setzen.

u=6zx+45 Z—Zzﬁ dz:%du
[6z+sras= [uwau
=%/u5du
1 (
=55 t¢
1
— s (62458 +C

Lehrbeispiel 26
/}/2 z+3dr="?

Lésung:

Sie versuchen auch hier, auf Grundintegral (5) zuriickzukommen. Sie

fithren wieder fiir den linearen Ausdruck 2 z 4+ 3 die neue Verinderliche
% ein.

w= 2243 d—:=2 dg:%du
' 1

T a0 = Yo hau =i — 1 fub
3
2

=5 L+ C=1Vitc
"2
—sV@at3p+c
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Die beiden letzten Lehrbeispiele konnen Sie in einer Formel verallge-
meinern. Dabei sei n eine von — 1 verschiedene, beliebige Zahl (ganz, ge-
brochen, positiv oder negativ). Der Integrand soll dann die n-te Potenz
eines in z linearen Ausdrucks sein.

j(am—l—b)”da:=%[u"du u=azx-+b
1] wrtl du 1
=;—n+1—[—0 iz=0 dx=;du
_ 1
_a(n+ )(a.r—l—b +C
Im Fall n = — 1 haben Sie mit derselben Substitution
dx __1 du
faz-|-b—'5 “u

=%1n|u|—|—0

=%ln|ax+b|+0

Ist der Integrand eine trigonometrische oder hyperbolische Funktion eines
linearen Ausdrucks:

f(z) =sin (az+b), [(x)=cos (az-b),

f(e)=Gin(az+b), f(r)=0Cof (axz—+0D),...
so fithren Sie ebenfalls % in der Form « = a « + b ein.
Wie sieht die Substitutionsmethode nun formelmiBig aus ?

Sie wollen das Integral f f () d z berechnen, indem Sie fiir z eine neue

Veridnderliche u einfiihren.

Es sei =@ (u) oder u =y ()

Die Funktion z = ¢ (4) muBl dabei eindeutig in die Funktion u = y ()

umkehrbar und differenzierbar sein. Durch Differentiation erhalten Sie
i =9 (v dr=¢' (u)du

Setzen Sie dies in das zu losende Integral ein, dann bekommen Sie die
Formel fir die Substitutionsmethode:

[t@as=[t{pw)e wd (28)

Nachdem Sie die Integration des rechts stehenden Integrals durchgefiihrt
haben, fithren Sie durch w = y (z) wieder die urspriingliche Verédnderliche
T ein.
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Oft liegen die Integranden zwar nicht in der Form irgendeines Grund-
integrals vor, durch eine kleine Umformung und eine lineare Substitution
kann aber der Integrand auf den eines Grundintegrals zuruckgefuhrt
werden.

Die Integrale f _|_ zund [ 5 — ‘jl__ 5 kénnen mittels der Grundintegrale (12)
und (19) bzw. (20) gelost werden. Bel beiden Integralen besteht die Umfor-

mung in einem Ausklammern von a? im Nenner, die Substitution lautet
x

U=—.
a
f dx _i dz _z
a’—l—x’—azA l+(§)z u—a
Z—:=—~,d«;=a au
=a2/1 + u?
=—arctgu+0 (=—%arcctgu—f—0)
d 1 1
faT_*_x—xz=;a,rctg;+C (=—;arcctg%—l—0)
dx 1 dzx z
/ﬁzzﬁft‘x_z =
@)
1 du du
= 1= dx——— drx=a‘du
1 1 14w .
_*;ﬂtig u+C=5_Iny— firlu|<1
11 1 w+1 .
;%(&tg “+0=ﬂlnu—1 fir |u|>1
1 x 1 a+t+x .
[ ax G M FO=ga oy Mrlel<a
a—z |1 oz 1 rta ..
;%r@tg;—{—(]:%ln 7 —a fur|x|>a

Sie werden jetzt sicher die Frage aufwerfen: Woher soll ich denn wissen,
wann z groBer und wann z klejner als a ist. Darauf konnen IThnen nur die
Grenzen des bestimmten Integrals Auskunft geben. Darum sollen Sie sich
jetzt zundchst mit der Anwendung der Substitutionsmethode auf be-
stimmte Integrale beschiftigen. Sie konnen zwei Wege beschreiten, die
sich jedoch in ihrem Kern nicht voneinander unterscheiden. Beide Wege
verwenden wiederum die Substitutionsmethode.
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1. Weg:

Sie 1osen das vorliegende bestimmte Integral zunichst als unbestimmtes
Integral, lassen also vorerst die Integrationsgrenzen auBler Betracht. Erst
nachdem Sie wieder die urspriingliche Verdnderliche eingesetzt haben,
filhren Sie die Grenzen wieder ein.

Lehrbeispiel 27

4

6

fcos3a:da:=?
0

Losung:
Berechnen des unbestimmten Integrals: Substitution :
1
/cos3a:dx=§fcosudu u=3z
) du 1
=?SIII’M d—x=3 dz::?du
1
=5 sin3z

Ubergang zum bestimmten Integral:

| ]

cos3rdr=—-sin3z

S — =l a

|~ o]~

.ow .
(sin 3 —sin 0)

1
3

—oala

cos3zdx
0

Veranschaulichen Sie sich das Ergebms, indem Sie die Kurven y = cos z
und y = cos 3 z zeichnen und die Flicheninhalte unter den Kurven ver-
gleichen.

2. Weg:

Die urspriinglichen Grenzen geben an, zwischen welchen Werten sich die
urspriingliche Integrationsverinderliche bewegen soll. Fiihren Sie nun eine
neue Verinderliche ein, so miissen Sie entsprechend der Substitution die
Grenzen umrechnen.

Betrachten Sie dazu das vorhergehende Lehrbeispiel 27! Die Grenzen

besagten hier, daBl x von 0 bis % laufen soll. Setzen Sie nun ¥ = 3 z, so
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muB die neue Verinderliche # von 0 bis % laufen. Diese Werte erhalten Sie,

. . ! .
wenn Sie in der Substitutionsformel nacheinander £ = 0 und z = —:—:—em-

setzen.
Substitution:
u=3zx
du 1
iz = dz= 3 du

Umrechnung der Grenzen:

n untere Grenze z = 0 ergibt

12 4 L
cos3wda:=§fcosudu u=3-0=0
0

S —ala

obere Grenze = % ergibt

n \
) 2 7 7
= —sinu —g. 2 _=
3 u =3 8 3
0
1 R 1 .
=3 (sm ) — 8in 0)
T
D 1
/cos3xdw=?
0 =

Sie sehen, da beim zweiten Weg das Zuriickgehen auf die urspriingliche
Veranderliche fortfillt. Das getrennte Umrechnen der Grenzen ist lediglich
eine Vorwegnahme der reinen Rechenoperationen, die Sie beim ersten Weg
bei der Einfiihrung der alten Grenzen, d. h. bei der Berechnung von F (b)
und F (a) auch durchfiihren muBten.

Lehrbeispiel 28

dx o
9 — 22~
Lésung:
. . x
dx 12 qa Substitution: » = 5
9 — a2 ? ) x \3
0 l—-(-) Umrechnung der Grenzen:
0 3
. untere Grenze £ =0 - u =20
ry 2
1% du obere Grenze =2 ->u=-7
= ?f 1 — ud
0

4 Mathematik IV 49



Die Grenzen geben an, daB sich x zwischen 0 und 2 bzw. u zwischen 0 und%
bewegen soll. Damit ist | z | < 3 bzw. |u | < 1.

2 2 2
3 3
1 du 1 1 1+ u
s/ a=gETou| =ghi—
[} 0 0
2
14 =
1 2 1 3 1
:?(QI): igg—mr igO)z? In ) ——]nT
1 —=
3
1 2 1
=?91tig—§:€1n5

2
dz
[5=5=0,26824

Wiirden die Grenzen beispielsweise 4 und 7 sein, dann hitten Sie, da ja
dann | x| > 3 ist, die andere Losung des Integrals nehmen miissen. Aber
auch durch Anwenden goniometrischer Beziehungen koénnen Integrale
nach der Substitutionsmethode oft ausgewertet werden, so z. B. die sehr

wichtigen Integrale / cos? £ dx und f sin? z dx.

[ cos?xdx
Aus der Goniometrie kennen Sie die Umrechnungsformel
1
cos? g = - (1 +°cos 2 )

Damit schreiben Sie

o

/coszxdz=~2-f(l+cos2m)dx
=% (fd:c+fcos2xd:c)
1 1 : Im 2. Integral substituie-
= ( dw—}——gfcosudu) ren Sie
=% (z—l—%sinu)—{—C d1:‘=2:c
1 dz—
=y (:z—l—?sm2a:)—|—0 dw-—:%du
~ l !
jcoszwdw=? (x 4+ sin z cos z) + C
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f sin® x dx
Hier konnten Sie analog verfahren. Wenn Sie aber bedenken, daB

sin? £ = 1 — cos? z ist, konnen Sie die Loésung auf das vorhergehende
Integral zuriickfiihren. '

/sinza:dw=f(l-—coszm)d:c
=fdx—fcoszwdw
:m—%(w—l—sinxcosx)—kC

[sinzm dm=~;—($—sinxcos x) —}—C

sin mx sin nx dx
Sie sollen jetzt noch das sehr gebriduchliche Integral
/sin mesinnzdx

kennenlernen. Hierin seien m und n ganzzahlige, positive Werte. Auch hier
nehmen Sie zunichst eine goniometrische Umformung vor. Ersetzen Sie
in der bekannten Formel

cosa——cosﬂ=—2sina—; A siﬁa—;ﬂ
— 1
oder sinm—zﬁsinol 2ﬂ=§(cosﬂ—cosa)
die Argumente a_; A durch mz und # durch nz. Zur Bestimmung
von « und B erhalten Sie dann die beiden Gleichungen
e+ pf=2mzx
a—pf=2nzx

Aus diesemr Gleichungssystem finden Sie leicht

a=Mm-+n)z und B=(m—n)zx
und damit

1
sinmasinne=-— [cos (m — n) x — cos (m -+ n) ]
Das Integral selbst gestaltet sich so einfacher zu
1
fsin mesinnzdxr = —2—[/ co_s(m—n)a:dcc—fcos (m+n)zdzx

Sie substituieren:
u=(m—n)x bzw. v = (m + n)x

du dv

az=m" gz = Mt
1 1

dr =——du dx=m+ndv

(Beachten Sie dabei, daB m == n sein muB!)

4
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fsinma:sinna:da:——— fcosudu—
n

1 1
(m__ m+nfcosv dv)
1, 1 »
(m___n81nu-—m+ns1n v)-|—C

(sin (m —n)x  sin (m + n)x

m—n - m 4+ n >+C

RO = b = RO

[sinmmsinn:vda:=

Ubungen
%.0) [(42—7) e b) [(Fe+5)az o f(4—32)tds
2. a) /(2x+3)s b)./5—3x c)f(4—x)’

28. o) Y6z —1pds b)fff(m ? f'f/w——x)

29. o) [ rme—Ty m,(“_l) b) [ Gin (az + b) da “)fm
3. [ Gintzde 31. [Gotwda
32. f sin?(2z+4 3)dw 33.[0032(%—3)11:0

Anleitung zu Ubung 32 und 33:
Fiithren Sie diese Integrale durch Einfiihrung einer neuen Verénderlichen »

auf die Integrale /sin2 zdz bzw. f cos? z d ¢ zuriick.

34. Berechnen Sie f sinmxsinn xdx fir den Fall m = n!

35. Berechnen Sie fiir m==n und m = n die Iniegrale:
a)fsinma:cosnmda: b)fcosma:cosna:da:

9 (%)

(z

, so fiihren Sie die neue Veranderllche

b) Der Integrand besitzt die Form

Hat.der Integrand die Form 2

in der Form % = ¢ (z) ein.

?
¢’ ()
9 (2)

u=p(@) =) du=¢ @ds

Dann wird

[0 [t vtz = [
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[+au=Tn|u|+C
—In|g(@)|+C

" (2)
]‘; (:) dw=1n|¢p(:1;).|+0 (29)

Merken Sie sich:

Steht bei gebrochenem Integranden die Ableitung des Nenners im
Zshler, so ist das Integral gleich dem natiirlichen Logarithmus des
Absolutwertes des Nenners.

Lehrbeispiel 29
Berechnen Ste f ctgxdx!

Loésung:

, . [gosZ In diesem Beispiel ist der
fctgxdx_fsinxdx Nenner ¢ (z) = sin z.

Setzen Sie also
u =sin =
.. du
so wird -— = cos x
dax

du=coszdzx

cos d
/ Tdrx= [

sin z u
=In|u|+4+C
fctgxdx:lnlsian—C

Lehrbeispiel 30

. dz

Berechnen Ste j —n w!

Losung: .
1 d Substitution:
—dx
dx x
f = u=Ingz
z-lnx Inx )

du__ 1
dz ™~ =z
1
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f dx . ﬂl,

z-Imz = J u
=In|u|+C

/d” —In|lnz|+C

z Inax

Zuweilen konnen Sie erst nach vorheriger Umformung des Integranden

auf die Form f %E—:; d z kommen.

Lehrbeispiel 31

- !
sin 2

Berechnen Sie f

Losung:

_/ dzx dzx
sin2x_ 2sinxcosx
sinz .
cos?
cos T
) J[tg x cos? x

_ lfcos’xdm
-2 tgx

1

=hn|i|+C
1
)

/ dx
sin 2 =

In|tgz| 4+ C

sin 2 £ = 2sin x cos x

Substitution:
u=tgzx
du . 1
dx ~ cost x
1
du = v dx

Das Integral f 5?5: 1iBt sich auf das vorherige Beispiel zuriickfiihren,

wenn Sie z = 2 u setzen.
dzx
T=2u du=2

Damit erhalten Sie

der=2du

du

dz _f2du _
fsina:_ sin 2u
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Analog der Losung des Lehrbeispiels 31 erhalten Sie

du 1

da:_

‘x
fsinx ,ln‘tg?‘—i_o

/

Ersetzen Sie jetzt xdurch x + % und bedenken Sie, da sin (a: + -%) = Co8 %

. - d
ist, so konnen Sie auf dem gleichen Wege f co:x berechnen.
f dz f dz Substitution :
cosz sin(x—f—f—) . d
du
iz =1
du=dx
_] du
—J sin u
= ln'tg S|+
[22 — m|wg(24+3)|+c
cos z - AN 4
Lehrbeispiel 32
. cosxdx
—_ "
Berechnen Ste f gy
Lésung:
/ coszdzr 1 rdu Substitution :
a+bsine bJ) wu u=a+ bsing
du —b ‘
g =bcosz

1
b—du:cosxda:

In|u|+C

Il

[ cos xdx
a + bsin z

In|a—+bsinz|+ C
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Ubungen

ez 41 428 — 18«
36. fez+x 37[ 9a:2—|—ld
r—5
38. fx2—5x+2 39. f(1+z2)arctgxd‘”
40.f(tgw+ctgw)d:c
41. o) f@m2m b) /C'Smx

42. f(ilga;—f—@tga;)da:

¢) Der Integrand besitzt die Form ¢ (z) - ¢’ ()

In diesem Falle fiihren Sie die neue Verénderliche in der Form u = ¢ ()

ein.
d
u=g () =9 (2) du=¢ (z)da
Damit erhalten Sie
/«p(x)-tp’(m)dwzfudu
u?
=5+

[¢(@) ¢ () dz = 4lp @P+C

Lehrbeispiel 33

Berechnen Sie f sin z cos x dx!

Lésung:
Setzen Sie w = sin

. du
dann wird I —0sT du=cosxdzx

Das Integral lautet dann
u2
fsinmcosxdw:fudu=?—|—0

. 1 .
[smmcosmdx: é-smzw—I—C

(30)

Hitten Sie u = cos z gesetzt, dann wire der Rechengang der folgende

gewesen:
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u .
% =COoS T = —sin du= —sinzdx

dz
fcosa:sinmda:=f—udu-——+0
fcosa:sinwdw:——%coszm—l—c'

Lehrbeispiel 34
Berechnen Sie / lx Inzdxz!

Loésung:

du:ldw
X

8| &
ale
8|~

u=Inzx —
flln do=[ud Y0
= raxr = u u—2
[+Inezdz=g(nap+C

Lehrbeispiel 35

arc sin &

Berechnen Sie '”/l—_———, dz

Losung:

% = arc sin x — = du = — dx
z '/1—:&2 1—a?

a,rc sin

dac—fudu—2 +C

l—:t:2

arc sin

==

dx I 5 (arc sin a:) +C

Ubungen

43. Untersuchen Sie den Zusammenhang der beiden verschiedenen Lisungs-
formen des Lehrbeispiels 33!

Berechmen Sie die Integrale 44 bis” 48!

tgx \ (&tgx
4 [E= 45. [Ginz Gof zda 46. [ =
Ar Gin
y farctgxdx 48/ m2+1 dz
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d) Der Integrand ist eine irrationale Funktion
Unterscheiden Sie hier die folgenden drei Fille:
Fall «) Der Integrand enthilt }a* — z?

Fall B) Der Integrand enthilt }z* 4 a?
Fall y) Der Integrand enthilt y2* — a?

Der Fall j— z? — a? scheidet aus unseren Betrachtungen aus, da fiir jeden
reellen Wert von z die Wurzel imagindr werden wiirde.

Irrationale Integranden, in denen nur z und nicht z2 auftrltt haben Sie
bereits im Unterabschnitt a) kennengelernt.

a) Der Integrand enthdlt } a? — x?

In diesem Fall fiihrt die Substitution £ = a sin w oder (vollig gleich-
wertig) x = a cos u unter Anwendung des trigonometrischen Pythagoras
(sin® £ 4 cos? £ = 1) zum Ziel.

Sie setzen r=asinu )
. dx
Dann ist — = @ COS U
du
oder dr=acosudu

Zur Zuriickfithrung auf die urspriingliche Verinderliche z brauchen Sie
die Werte

. x
sin 4 = —
a
2 -1
l/_ 2 =V 1—(Z) = —Vg2_— 52
cos 4 =} 1—sin V () a}/a T
u_arcsm—

. cos u P
= U
_[P t—x? _/Va’—a’sm*

COo8S U .
=2 | ————du 1 —sin? w = cos? u
a Vl—sm’u
= u+0C
dx
= arcsin — + C
at—zx o S
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Mit der Substitution z = a cos » hitten Sie als Losung: —arc cos—g +C

gefunden. Die Ubereinstimmung dieser beiden Losungen haben Sie bereits
kennengelernt (vgl. [3]).

Bei dem soeben behandelten Integral hitten Sie auch auf direktem Weg
zum Ziel kommen koénnen, indem Sie es durch Umformung auf das Grund-
integral (11) zuriickfilhren. Der Ubersichtlichkeit halber sollen Sie sich
auf einige wenige, moglichst vielseitig anwendbare Wege beschrinken,
wenn auch manchmal einzelne Integrale auf elegantere Art losbar sind.
Lediglich das zuletzt angefiihrte Integral soll noch einmal nach der ange-
deuteten Weise gelﬁst werden.

Substitution:
Va2 — x2 V x

u =

a
du_ 1
afVT—uz dzx a

dx=adu

=arcsinu + C

A/'—dx——: arc sin — +C<=——arc cos — + C)
'/az—ac2 % @

xdx
f]/al_——ﬁ

Auch in diesem Integral ist im Integrand der irrationale Ausdruck Va’ — a?
zu finden. Sie verwenden deshalb dieselbe Substitution.

]
zdz _/‘a’sinucos udu

a? — zx? a? —a?sin? u

sin % cos u du
= a _—
cos u

= afsinudu
=—acosu -+ C
'%x:z=—}/a2—x2 +C
—

Der direkte Weg fiithrt hier iiber die Substitution v = a® —x? oder u = Va’ — 2zt
/ Va’ —x’dx
[V‘ﬁ—xzdx=f}/a2——a2sin2uacosudu
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=a2f}/l——sin2ucos udu
=a2fcqs2udu

Dieses Integral ist IThnen im Unterabschnitt a) begegnet. Ubertragen Sie
die Losung und ersetzen Sie dabei z durch !

=%2(u—|—sinucosu)—|—0

a? .o xz 1 S
——E(arcsmfr;'m/az—wz)JFC
a? x x —
2 2 —_ in — L Va2 — 72
fa a* dz = arcsin — + 5 Ja*—a*+ C

B) Der Ip’tegrand enthdlt Vx2 + a

Die Irrationalitit konnen Sie in diesem Fall durch Einfiihrung einer hyper-
bolischen Funktion beseitigen. Die zum trigonometrischen Pythagoras
analoge Beziehung lautet €of2 v — &in2 » = 1. Multiplizieren Sie mit a?,
so erhalten Sie .

a? Cof? u — a? Gin? y = a®
oder a? Ginu + a2 = a2 Cof? u

Setzen Sie in }z? —|—§ die Substitution £ = a ©in u ein, dann konnen Sie
die Wurzel zum Fortfall bringen.

Va? + a2 = de Gin2u + a2 =}a2 Cofz u

=a Cofu
Fir die Substitution s=a@nu ist oo = 4 Gofu
dz=aCojudu
und umgekehrt u= Y Gin % = ln% (:1: -+ Vm>

Ginu= -

d
@of.u = %sz + @

dx
x%+a2

' a@ofudu
sz_'_a a Cof u

=[du=u—|—0

60



T 9 6in§—{—0=ln%(m+}/zz T a2)+0

x2+a2

= ln(w+}/w2+ az)—lna—l—C
Fassen Sie die Konstanten — In a und C zu einer Konstanten C; zusammen,
so lautet das Ergebnis

ﬁf; —In (:1: +Vﬁ-3‘3)+ C,

xdx

Jora

zdz, (aGinuaCojudu
fl/m—f aGofu

=afGinudu=aGojutC

zdx
—_—_— = 2 2 C
Vot o Va2 +a+C

Auch hier kiimen Sie durch die Substitution 4 = 22 + a2 oder u — Y 2%+ a?
direkt zum Ziel.

/Vx2+a2dx
/sz—l—_a—z dm=a2f@ofzudu

Die Losung des rechts stehenden Integrals kennen Sie aus der Ubung 31.
Ersetzen Sie darin wieder £ durch 4, dann bekommen Sie

a[CoPpudu = % (u+ GinuGofu)+C
2 . 1 —_—
B
FW BN+ Tt tatC

%2111 <w+l/x2—|— a2>—|—;‘/x2—|— a® 4+ O

f}/xz——l—ﬁda:z

Auch hier wurde — In a mit der Integrationskonstanten C zu einer Kon-
stanten C; zusammengezogen.

v) Der Integrand enthdlt Vx2—32
Hier fiihrt die Einfiihrung der Cof-Funktion zur Aufhebung des Wurzel-
zeichens.
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a? Cof? u — a? Gin® u = a®
a2 Cofz u — a® = a? Gin%u

Setzen Sie in}z2—a? z = a Cofu, so wird

V22 —a? = Va2 Gof2 u — a? = Ja? Gin*u

=a Ginu

Die weitere Berechnung verlduft analog der unter f).

Sie substituieren z=aCofu
Damit wird %z=a(‘5inu dz=aGinudu
Weiterhin ist u= At Cof % =In % (x j:}/ x? ——az)
x
@Diu:-";
@inu:—(l;‘/:cz—a2
dx
©—a®
d“’_ _ [aCimudu
‘/:cz—a2 J aGinu
=fdu=u+0
dzx x 1
fm= 2[!@01—;+C=ln;(xj: xz—az)—l—O

—In (xivm) —Ina+C

Fassen Sie wiederum — In @ und C zu einer Konstanten C, zusammen, so
wird

= (xi/ﬁé_——ai) +c,

zdx — aCojuaGinudu
aGinu

=_/a(5,ofudu=a@inu+0

V____x_’:‘_i__’”;; —V@—a +C




/sz—az dx
/~ :c2—a2da:=a2/@in2udu
In Ubung 30 berechneten Sie / Gin2 zdzx = % (Gin z Cof z—x) + C.

Ersetzen Sie hierin x durch u, so erhalten Sie

/mdx=§(6inu@osu—u)+o
=‘§(§-%Vﬂ—m(§of§)+c

—;—l/m——(—gmr@:ofg—l—c

) G 3 ) o)

Auch hier wurde — In @ mit der Integrationskonstanten C zu einer Kon-
stanten C, zusammengezogen.

f}/ 2 —atdz=

Oft ist jedoch der Radikand nicht in der reinquadratischen Form gegeben.
Sie konnen ihn aber leicht durch Einfiithrung der quadratischen Erginzung
auf die Form der unter «), f) und y) behandelten Integrale zuriickfiihren.
Lehrbeispiel 36

Berechnen Sie ] Vx—’__ m !

Losung:
Substitution:

/V —4x+13_fV(x—2)2+9 u =z—2
du
= Vu2 9‘“[Vu”+33

(n =1, du=da:
= % Ging +C=In(u + &+ @) + €,

/_.L =ln(a:—-2—i—}/a:2Tz-|—I3)+Cl

) 22— 4z + 13

Lehrbeispiel 37
dx

T
‘/5+4‘x—§'

Berechnen Sie
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Lésung:
dz . dx
fy 5+ 42 —a —f]/Q—(x—2‘
du
- V3:_,ua
=arcsin§ +C
dz zr—

. 2
=arcsmT+C

'/ 54+ 42— 23
Lehrbeispiel 38

5
Berechnen Sie / J &t —4x 4+ 20 dz!
2 .
Loésung:

5 5
f 22 — 4z + 20 dx:fy(x—2)2+ 16 dz
2 2
3
,=/y u2 + 16 du
0
3

:[%’ln (u + Yu? + 16) + %}/ ut 416 ||0-

3
=81n8+?5—81n4—0
8 15 . 15
= 8-0,6031 + 7,5 ~ 13,045

5
JY @ =4z ¥ 20ds = 13,045
2 Pre—

Lehrbeispiel 39

zdzx

Berechnen Ste f —_—
Y 22+ 62+ 13

64

Substitution:

u=zc—2
?:l, du=4dzx
x

Substitution:

u =xr—2

du -

T =1 du=dzx

Umrechnung der Grenzen:
untere Grenze
xTr = 2 -> U = 2 — 2 = 0

obere Grenze
r=5->u=5—2=3



Lésung:

zdx _ zdx Substitution:
fo“+6x+l3 f;/(x+3)=+4 w=1z43
%:l, du=dz
Im Zihler ergibt sich
r=u—3
u—3)du

|/u2 + 4
Zerlegen Sie das Integral in zwei Teilintegrale.

udu du

Vu3+4_—3 Vu’+4

= Vu2+4—3‘2[r@in%+0
L Yo'+ 6o+ 18 — 3 % Gin 212
f;/ 2+ 6+ 13 V2*+ 62+ 13— 3In(z+3+ J22+ 62+ 13) + C,

+C

Ubungen
Losen Sie die Integrale:

dz -
wo [ro=m Y [ o [
0. N TS —;—__d_f_—— ' 2
0.0 (== V[ o [T ot

dz dz
1. a _ b _ 210 16d
)fV x?—6x ) y42*+42—3 C)f N 7+ e
59, a)fl/e zdax b) zdx c) zdx

— 2z — a? ‘/x’—|—8x—|—32 Va:’—4z

53. 54. V24-|—2z——w2da: 55 [£=2=
Vx’—ﬁx—i— 18 '/a-_xz

Zusammenfassung [8]

Durch die Einfithrung einer neuen Verédnderlichen lassen sich schwierigere
Integrale auf die Grundintegrale zuriickfiihren. Bei der- Substltutlon ist
nicht nur z sondern auch dz umzurechnen.

6 Mathematik IV 65



Auf folgende Formen des Integranden kénnen Sie die Substitutionsmethode

anwenden:

Der Integrand ist die Funktion einer
linearen Funktion der Verdnderlichen:

f(x) =7Flp(az+b)]

Der Integrand enthdlt neben der Funk-
tion auch noch die Ableitung dieser
Funktion:

L 1= q; E:;

[ AC NP
(p(x)dx_ln|¢p(x)|+0

2. f@) =9 ¢ (2)
[o(@) ¢ (@ dz= 5lp@P+C

Der Integrand ist eine irrationale
Funktion:

1. Der Integrand enthilt }a? — x?

2. Der Integrand enthilt }z% 4 a2

3. Der Integrand enthilt )/ z? — a2

Substitution:

u=ax-+>b

Substitution:

u = g ()

Substitution:

u = @ ()

Substitution:

r=asinu
bzw.
T = a COS U

Substitution:

r=aGinu

Substitution:

z=aCofu

dm=idu

a
du=¢' (z)dzx
du=¢' (z)dzx
dxz=acosudu

dr =—asinudu

dx=aColudu

dr=aGinudu

Zum Losen von bestimmten Integralen mit Hilfe der Substitutionsmethode

koénnen zwei Wege beschritten werden:

1. Es wird zunédchst das unbestimmte Integral gelost. Die Grenzen werden
erst wieder nach Einfithren der urspriinglichen Verédnderlichen beriick-

sichtigt.

2. Die Grenzen werden mit Hilfe der Substitution umgerechnet und das
bestimmte Integral fiir die neue Verdnderliche und fiir die neuen Grenzen

berechnet.

[9] Partielle Integration. Aus der Differentialrechnung kennen Sie den

Differentialquotienten eines Produktes:

[f (@) - g (@)) =F () g (2) + 1 () ¢ ()
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Integrieren Sie beide Seiten, so erhalten Sie

[l @-g@)dz=[f (2)-g(2)da+ [{(2)- g (2) du
Das Integral auf der linken Seite kénnen Sie sofort auswerten, denn der
Integrand ist ein Differentialquotient. Sie wissen aber, dafl sichIntegrieren
und Differenzieren gegenseitig aufheben.

f@)-g@=[f(@ g@da+[f(2) g (2)ds

Durch Umformung bekommen Sie

[t @ g@az=f(x) g(=—[f(@): ¢ @ ds (31)

oder kurz
fi’-gdx=i-g—fi-g’ dx
Das ist die Formel fiir die partielle Integration (Teil- oder Produktintegra-
tion).
Wie. Sie in den folgenden Lehrbeispielen erkennen werden, wird die Inte-

gration durch diese Formel auf zwei Teilintegrationen zuriickgefiihrt.
Daher riihrt auch der Name fiir dieses Verfahren.

Fiir das bestimmte Integral lautet die Formel entsprechend:
b b

b .
[F@-g@dze=Ff(2)g(@)| —[f@) g (2)de

° b
=f(b)-gb)—f(a):g(@)—[f(x) g (c)dz
Lehrbeispiel 40

Berechnen Ste j z-sinxz dx!

Lésung:
Ansatz: f' =sin z g ==z
f=fsinwdm g =1
= —CoS T
fmsinxdw:—a:cosx—i—fcosxdx
fxsina;d:c:—a:cos:c—f— sinxz 4 C

Lehrbeispiel 41
Berechnen Ste / re*dx!
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Lésung:

’

l
(3]
&

Setzen Sie in diesem Beispiel f
dann ist f e® dx = e® (1. Teilintegration)
Weiter setzen Sie g

9

Durch Differenzieren erhalten Sie
Nach Formel (31) wird
fxe’da:: ze‘—/e‘ldx

Die Integrationskonstante setzen Sie erst nach der Beendigung der letzten
Integration ein. Die zweite Teilintegration liefert

fxe’da::we’—e”—l—(}.:e’(x—l)+<C’

I
""8'\.

In den letzten beiden Beispielen haben Sie erkannt, daf Sie fiir f* jeweils
die transzendente Funktion e® bzw. sin z ansetzen mufiten, weil sowohl f

als zugehorige Integralfunktion als auch f f d x besonders einfach zu bilden
sind, wihrend Sie die lineare Funktion gleich g setzen. Damit wird g’ gleich
einer Konstanten (bei uns gleich 1) und das Integral [ fg dz kann gelost
werden, indem Sie das Integral von f bestimmen.

Wiirden Sie umgekehrt verfahren, also f' = xz setzen, dann wire

1
= 5 #* Das auf der rechten Seite stehende Integral f fg dxz wire kom-

plizierter als das urspriingliche geworden.

Lehrbeispiel 42

Berechnen Sie f 2*Inzxdx Voraussetzung: n == —1
Lo6sung:
Ansatz: f' = z" g =lnz
an +1 , 1
f= n+4 1 9=7

Hier wihlen Sie deshalb f' = z® und g =In z, weil die Ableitung der
logarithmischen Funktion eine rationale Funktion wie der andere Faktor f
des Integranden f g’ auch ist, beide somit zu einer rationalen Funktion
zusammengefaBt werden konnen, die leicht integrierbar ist.

n+1 1 n+1
fz“lnxdw:i———lnx—mff—x——dx

n+1
an+1 1
=n+1lnw—n+1fmndx
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xn+11 an+1
BEE R TEY.
x"r""l

/w"lna:dwzm—_*_—l—)-,[(n—l- HInz—1]+C

+C

Firr n = 0 erhalten Sie:

flnwda::w(lna:—‘-l)—}-C
Der Ausnahmefall n = —1 wurde bereits im Lehrbeispiél 34 des Ab-
schnitts [8] durch Einfiihrung einer neuen Verdnderlichen gelost. Sie kénnen

dieses Integral aber auch mit Hilfe der partiellen Integration behandeln,
wie Thnen nachstehend gezeigt wird.

Lehrbeispiel 43

Berechnen Ste / % Inzdx!

Lésung:

Ansatz: f’—_—% g=Incz
/ilnmdw—(ln 2 /il d
o = (In z)2 — snzdx

Auf der rechten Seite erhalten Sie wieder das Ausgangsintegral. Bringen
Sie es auf die linke Seite.

2 f%lnxdw: (In x)?
Dividieren Sie durch 2, und héngen Sie C an!
1 1
[smzda=5Wmar+C
Vergleichen Sie das Ergebnis mit dem von Lehrbeispiel 34!

Fehlt ein zweiter Faktor im Integrand, so konnen Sie oft zum Ziel kommen,
wenn Sie f’ = 1 setzen, wie z. B. in Lehrbeispiel 44 und 45.

Lehrbeispiel 44

Berechnen Sie f arcsin z dx!
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Losung:

Ansatz: f'=1 g =—arcsin x
1

i

farcsmwdwza:arcsmz—/‘/ vdax

1 — a2

[ ==z g =

Das rechts stehende Integral haben Sie bereits gelost [vgl. [8], d),

/arcsin:cda::warcsinz+yl——x2+C

Lehrbeispiel 45
Berechnen Sie f arctg x dx!

Lésung:
Ansatz: f' =1 g=arctgx
1
1 4+ =22
/a,rctg wdw:warctgw—/

’

[ =z g =
rxdx

14 x2

Wiirde im Zahler des rechts stehenden Integrals noch der Faktor 2 vor-
handen sein, so kénnten Sie Formel (29) anwenden. Das aber liBit sich
leicht erreichen, indem Sie den Faktor 2 im Zihler einfiigen und zum Aus-

gleich das Integral mit % multiplizieren.
1 2x dx
2/ + x?
1
farctg:cda:: zarctgz——51In (14 a?) + C

fa,rctga:dw=xarctgx—

Bei verschiedenen anderen Integralen miissen Sie die partielle Integration
mehrmals hintereinander durchfiihren, so z. B. im folgenden Lehrbeispiel 46.

Lehrbeispiel 46
Berechnen Sie f eCr3dx!

L(’isung:‘
1. Durchgang: ' = ¢® g = a3
f=¢e" g =3 a?
fe‘ac“’dw:e”ac3—3fe‘ dx
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2. Durchgang: f' = e* g = 22
f=e  g=22
fe’a:“dw = e”m3—3(e’w2—2fe‘zda:)

Fiir das ganz rechts stehende Integral kennen Sie bereits die Losung aus
Lehrbeispiel 41.

/e’w”dw:e’wa—3e”m2+'6e“(a:—l)—FC
[e“x”dm:e"(m"—3w2+6x—ﬁ)+0

Lehrbeispiel 47

Berechnen Sie / e®sinzdz!

Loésung:
1. Durchgang: /' = e® g =sinz
f =€ g = cos
/e’sinxdm:e’sin m——fe‘cosa:da:
2. Durchgang: f' = e® g =cos z
f =¢e® g =—sinz
fe"sin T dz:e"’sinx—(e”cos m+fe“sin T dx)
= é®sin £ — e*cos x —fe”sin zdx

Wie Sie sehen, kommen Sie nach dem 2. Durchgang auf das Ausgangs-
integral zuriick. Die Losung erhalten Sie, indem Sie die beiden Integrale
auf der linken Seite vereinigen und durch den links auftretenden Zahlen-
faktor dividieren.

2/e’sinxdx=e’sin r—e%cos x

. 1 .
fe’smwdw =Ee’(s1na;—cos z) 4+ ¢

Rekursionsformeln

Mitunter konnen Sie Integrale, deren Integrand durch die n-te Potenz
einer Funktion gebildet wird, dadurch losen, daB Sie durch mehrfache
Anwendung der partiellen Integration den Grad n schrittweise vermindern.
Dieses Verfahren wird Rekursion genannt. Sie haben dieses Verfahren be-
reits in Lehrbeispiel 46 fiir den Integranden e® x® kennengelernt. Voraus-
gesetzt wird, da » eine positive ganze Zahl ist.
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Es soll zunichst das Integral berechnet werden.
f cos” x dx
Spalten Sie einen Faktor cos z ab, so erhalten Sie

fcos"a: dz =fcos zeos™lxdx

f=cosz g =cos™ 1z

f =sing g =—(n—1)cos"2zsin z

fcos" z dx=sin zcos" 1z 4 (n—1) fsin2 zeos" 2 dx

Auf Grund des trigonometrischen Pythagoras ist sin?z = 1 — cos? .
Setzen Sie das in den Integranden des rechten Integrals ein:

/cos"a:d:z: =sin ¢ cos™ 1z 4 (n — 1)[(1 —cos?z)cos" 2 dx

Multiplizieren Sie den ihtegranden aus, und zerlegen Sie das Integral in
2 Teilintegrale :

fcos"a:da: =sinzcos™ ! z 4 (n — l)fcos"_zzcda:—(n—l)fcos“ zdx
Das ganz rechts stehende Integral ist wieder gleich dem Ausgangsintegral

auf der linken Seite. Bringen Sie es auf die linke Seite, so erhalten Sie,
da (n —1) + 1 =n ist, )

nf cos™ & dx = sin z cos" 1 z 4 (n — l)fcos"—2 zdx

n—1

. L
oder / cos"zdz = — sin z cos™ 1 - f cos™ 2z dx (32)

Das rechts verbleibende Integral hat im Integrand einen um 2 verminderten
Exponenten. Wenden Sie die Rekursionsformel mehrfach hintereinander
an, so konnen Sie den Exponenten immer auf 1 oder 0 reduzieren.

In dhnlicher Weise kann hergeleitet werden (auf den Beweis wird hier ver-
zichtet):

. ! ) — 1. .
fsm" rdr=—_ sin"1 g cos & + — /sm"—2 zdz (33)
Lehrbeispiel 48
] cos® x dx st zu berechnen.
Lésung:
Die 1. Anwendung der Rekursionsformel (32) fiihrt auf cos® zd
n=>5 n—1=4 n—2=3

fcos5xda:——isin a:cos%c—f—i/cos"xdx

5 5
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Nochmdliges Anwenden von Formel (32) auf das rechts stehende Integral:
n=3 n—1=2 n—2=1

1. 41, 2
fcos5wd:c=-gsmwcos4a:—|-~—(—gsma:coszx—l-gfcosa:d:c)

1 8 .

=+ ma;cos“x—l———smxcosza:—l—ﬁsm:c—l-C
1
= 7;8 sin z (3 cost x 4 4 cos? z } 8) + C

Sie konnen den gesamten Ausdruck auf eine trigonometrische Funktion,
die Sinusfunktion, zuriickfithren, wenn Sie

cost x = (cos? r)2 = (1 —sin2 )2 =1—2sin? z 4 sint z

und cos2z =1 —sin2z

einsetzen.

fcos%vdm— 1—15sinx(3—6sin2m—|-3sin4:c+4~—4sinza;+‘8)+C
= 11_5Sin z (16 —10sin® z 4 3sin* z) 4 C

fcos5 xdx = %sin5 w——-%sin3 z+sinz+ C

Kommen im Integranden die Potenzen sin™ x und cos® z gleichzeitig vor,
so haben Sie zwei Fille zu unterscheiden.

a) mindestens ein Exponent ist ungerade, und
b) beide Exponenten sind gerade.

Die Behandlung dieser beiden Méglichkeiten lernen Sie in den folgenden
Lehrbeispielen kennen.

Lehrbeispiel 49

Berechnen Sie f sin® z cost zdzx!

Lésung:

Der Exponent von sin z ist ungerade. Spalten Sie von sin? z einen Faktor
sin ¢ ab, so da Sie erhalten

sin® £ = sin? z sin
= (1—cos?z)sinz

fsin3 zcost xdzx =/(1 —cos? z) cos* zsin z dz
=f(cos‘ z—cos® z)sin z dx
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Substitution: u = cos z
du

d—x = —Smnux
—du=sinzdzx
fsina zeostzdx = ——f‘(u‘ —u) du
us u?
=—%+5+0

. 1 1
fsmaa:cos‘ mdz:—gcossx-{— qeos’z 4 C

Es kommt hier also darauf an, den Integranden so umzuformen, daf8 neben
den Potenzen einer der beiden trigonometrischen Funktionen (hier der
Kosinusfunktion), die andere (hier die Sinusfunktion) nur in der ersten
Potenz als Faktor auftritt.

Lehrbeispiel 50
Berechnen Ste f sin? z cost z dx!
Losung:

In diesem Beispiel liegt der Fall b vor, beide Exponenten sind gerade.
Driicken Sie hier mit Hilfe des trigonometrischen Pythagoras die eine der
beiden trigonometrischen Funktionen restlos durch die andere aus. Selbst-
verstindlich werden Sie die Funktion umwandeln, die den kleinsten Ex-
ponerten hat.

fsin 2z costxdzx =/(1 —cos?z) cost zdx
=/cos45cdw——fcos°a:dm

Diese beiden Integrale kénnen Sie nun aber unter Verwendung der Formel
(32) losen. Reduzieren Sie zunédchst das rechts stehende Integral

| 5
fcos‘a;dngsmmco@w—l—chos“wda}
Damit erhalten Sie

. 1 . ) 5
fsm’a:cos‘l:cdw =fcos‘a:da:——;smwcosf’m—g‘/cos‘*wda:

1 1
=———?sinwcqs5az+—6—/00s4xdm
1 . 5 1/1 . 3 3 . d .

= — g sin z cos x—l——6~ - Sin & cos x4+ 4fcos zdzx

. . 1 . . .
Aus [8]a wissen Sie, daf3 / cos?zdx = 5 (x + sin z cos z) 4- C ist. Dies

eingesetzt, ergibt
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. 1 . 1|1,
fsmza:cos‘a:dw:—-—gsmwcos*‘w—{-F[Z sin z cos®
3 .
-{—_8_(:1; + sin z cos z)| + C
1 1
—_— Q1 5 —_—a1 3 — Q1
= g Sin x cos a:+24sma;cos a:-l—48sma:cosa:
3

1 : o . 1
fsinza: cos4a:da:=gsinm(—80055:z;+2 cos® z -+ 3 cos z) +ﬁw+0

Hiitte im Integranden sint z gestanden, so miiBten Sie dafiir (1 —cos? z)?
setzen.
dax

Versuchen Sie mit Hilfe der Formel (32) das Integral f ot z M =—29)

zu berechnen, so erkennen Sie, daB das auf der rechten Seite stehende In-
. cda

tegral die Form f cos® 2

das Ausgangsintegral, denn der neue Exponent hat sich ja dabei ,,ver-
groflerte‘. Durchlaufen Sie jetzt die Formel riickwirts, setzen Sie rechts
fir n — 2 den Wert — 5 ein, so kommen Sie links auf den giinstigeren
Exponenten — 3. Dieser Weg muB zur Losung fiihren. Losen Sie dazu
Formel (32) nach dem rechts stehenden Integral auf.

annimmt. Dieses Integral ist aber schwieriger als

—1 1
r fcos”_zx dx = —;sin z cos® "1g —i—fcos”x dzx
1 n
n-—2, —_ H n—1 .
fcos z dr = ——j sinz cos x—|—7b_1/cosf‘xdx
Jetzt soll der Exponent n — 2 aber eine negative Zahl sein. Setzen Sie
darum n —2 =-—m  (m positiv) und dementsprechend
n=—m-4 2
und n—1=—m-41
Sie erhalten dann
1 . —m + 2 ; i
—m S —m+1 A —m+2
fcos xdxr= _m_l_lsm.xcos' x+_m+l cos zdzx
. dx 1 sin x m— 2 dx -
fcosmx T % —1 cosm—l1g + m—1J) cosm—2y (32a)
Aus (33) erhalten Sie durch entsprechende Umformung:
r de 1 cos x m—2 dx
./ sin"z  m—1 sinm—1lg + m—1J sinm—2g (33a)

.

Lehrbeispiel 51

. d
Berechnen Sie f iy

costz ’
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Loésung:
Sie wenden Formel (32a) an. Hier ist m = 4.

dzx 1 sinz
/cos‘ z 3 cos® x +3 ,[cosz

Das Integral f ~ konnen Sie ebenfalls nach Formel (32a) berechnen.
Sie finden aber unter Grundintegral (10) bereits die Losung tg .

dx 1 sinz
J/cos‘x 3 cos® z +—tga:+0
1 tgw
=~ 3 cos? z + tga:-—l—C

Beachten Sie, da8 — =
cos® x
2
fii:itgx(l o)+ atgatC

1 + tg? z ist, so wird

cost
dz
Ubungen
Lésen Sie die Integrale:
56.farc cos rdx 57.f:c4lna:da:
1
58.[@4 edzx 59.fsin5xda:
0
60. fcos“ zdzx
61. a)fsin5a:cos5wdm b)fsin‘wcos5xdx
62. a)fsm‘i )f cos“x

[10] Integration nach Partialbruchzerlegung. Die .letzte der allgemeinen
Integrationsmethoden verwenden Sie, wenn der Integrand durch eine ge-
brochene rationale Funktion dargestellt wird, also die Form

f.(as) Gt artaztt -+ ama™
T by + bzt byt - 4 byan

hat.

Nehmen Sie dabei den Grad n des Nenners grofer als den des Zihlers an,
d. h., es soll m < n sein. Wire umgekehrt m = n (unecht gebrochen), so
konnen Sie durch Division f (z) in einen ganzen rationalen Teil und einen
(echt) gebrochenen rationalen Teil zerlegen (vgl. Lbf. IV/1, [3]). Den ersten
Teil, die ganze rationale Funktion, kénnen Sie aber integrieren, so daBl
auch diese Aufgabe auf die Integration einer echt gebrochenen rationalen
Funktion zuriickgefiihrt wird.
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Die Integration der echt gebrochenen rationalen Funktion 1Bt sich erst
dann durchfiihren, wenn der Integrand in eine Summe von einzelnen, ein-
facheren Briichen (Teil- oder Partialbriiche) zerlegt worden ist.

Aus der Algebra wissen Sie (siehe auch Lehrbrief IV/1, [6]), daB sich jede
ganze rationale Funktion in Linearfaktoren zerlegen 1iBt. So existiert die
Identitadt

bot+byxdbyat4 ...+ by =1Dby(z—z) (T— ) ... (x— Zn)
wobei xz;, Z, ...z, die Wurzeln (Losungen) der Gleichung
bo+byxt+bya2+...4+b,a"=0

sind.

a) Die Wurzeln z, bis x, seien alle reell und voneinander verschieden

In diesem Fall laBt sich der Integrand immer in der Form darstellen:

_ Wtar+ .-+ apa™
1) = e —a (e —om
1 A B N
_b:<x—-— -'”1_'_3’—.“’2 Tt x—x,;)
wobei 4, B, ..., N noch unbekannte Konstante sein sollen.

Den Faktor b, des Nenners kénnen Sie, wie im Absatz rechts geschehen,

als - vor die Teilbriiche setzen. Meist wird man ihn jedoch in einen der
n

Teilbriiche mit einbeziehen, so dal die rechte Seite beispielsweise die Form
A B
by (2 — =) +a: —xa+"'

annimmt.

Sie erkennen sofort, daB die rechts stehenden Teilbriiche das Produkt
by (x — ) (£ —x3) . . . (x — z,) als Hauptnenner haben.

Nachdem die Konstanten 4, B, . .. N bestimmt sind, bietet die Integration
dann fiir Sie keine Schwierigkeiten mehr.

Lernen Sie gleich an einem Beispiel, wie Sie bei der Bestimmung von
A, B, ... zu verfahren haben.

Lehrbeispiel 52

322 —342—1

!
28 —3 22 — 13 2 4 15dx'

Berechnen Ste f

Lésung:
1. Sie stellen dle Wurzeln der Gleichung 3. Grades fest.
*—32®—183z415=0
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Durch Probieren finden Sie z; =1 als Wurzel. Die Division durch
(z — z;) = (& — 1) fithrt zu der quadratischen Gleichung, deren Wurzeln
z, und z, sind. ‘

(2®—3822— 1324 15):(x—1)=2a2—22—15

— | 23— g2
—222—13z
—|—2224 22
— 152+ 15
—|—15z+15
0
Die quadratische Gleichung 22—2x—15=0
ergibt die Wurzeln Ty =5

Iy = —3

Mit diesen Werten erhalten Sie die Produktdarstellung
22 —322—13z+15=(z—1)(z—5) (x4 3)
2. Sie setzen die Partialbriiche an. .

3vé—34z—1 A B C

@e—D@E—8(+d z—1Tz—5Tz+3
Sie multiplizieren mit dem Hauptnenner (z — 1) (z — 5) (z + 3).
322—34x—1=4 (2—5) (z+3) +B(z—1) (z+3) +C (z—1) (z— 5)
- =Ax*—2A4x—15A4+ Bx®+4-2 Bz—3 B+ Ca*—6Cz+-5C
Ordnen Sie jetzt auf der rechten Seite nach den einzelnen Potenzen von z.
322 —34zx—1=A4+B+C)22+(—24+2B—60)x
"4+ (—154—3B+5C)

Ein Satz der Algebra lehrt nun, daB diese Gleichheit fiir jeden beliebigen

z-Wert nur bestehen kann, wenn die Koeffizienten der einzelnen Potenzen
auf beiden Seiten jeweils gleich sind. Im vorliegenden Beispiel mu8 also

A+ B+ C= 3
— 24A+4+2B—6C=—34
—154—3B+5C=— 1 sein.

Durch diesen Koeffizientenvergleich haben Sie 3 Bestimmungsgleichungen
fir die 3 unbekannten Werte 4, B und C bekommen. Loésen Sie dieses
Gleichungssystem auf, dann erhalten Sie

A=2 B=—3 C=4

und damit
32— 342 —1 2 3 £

x°—3x2—13:v+15=w—1_x—5+:c+3
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bzw.

3a22—34z—1 dzx dzx dzx
fxs—3x2=—l3x+ 15d’”=2fx—1_3fx—5+4fx+3
=2In|z—1|—38In|z—5|+4In|z+4 3|+ C

Sie kénnen in dem hier erlauterten Fall noch schneller zur Kenntnis der Zahlen
A, B und C kommen. Setzen Sie im letzten Lehrbeispiel in dem Ausdruck

3a2—84r—1=A@—5) (x+3)+ Bx—1) (z+ 3) + C (z —1) (x — 5)

nacheinander fiir # die Werte der berechneten Wurzeln x; = 1, z, =5 und
3 = — 3 ein, dann verschwinden jeweils zwei der Summanden der rechten
Seite. Sie erhalten

3— 34—1=4 (1—5)(1+3)
75—170—1 =B (6—1) (5 + 3)
27 +102—1=C (—3—1) (—3—5)

Hieraus kénnen Sie sehr leicht und schnell 4, B und C berechnen.

—32=—164
—96= 32B
128 = 32C
A= 2
B=—3
C= 4

In den folgenden Beispielen und Ubungen wenden Sie lieber das etwas lingere
aber dafir allgemeinere Verfahren an, denn es soll hier nicht darauf ankommen,
moglichst ,,elegant‘‘ zu arbeiten, sondern wenige und dafiir vielseitig anwendbare
Verfahren herauszuarbeiten. '

Lehrbeispiel 53

2
Berechnen Ste / :a =+ ;d x!

Losung:

Zerlegung des Nenners:
B—rz=2z(22—1)
=z(z+1)(z—1)
Partialbruchzerlegung:
| @+1 A, B, C
z(z+ 1)(z—1) =
Multiplikation mit dem Hauptnenner:
24+1=4(z+1)(z—1)4+Bz(z—1)+Czx(z+1)
=Ad+B+0)a*+(—B+Cz—4
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Koeffizientenvergleich :

Beachten Sie, da8 das Glied mit z auf der linken Seite fehlt, also den
Koeffizienten 0 hat. Der Koeffizient des quadratischen Gliedes ist 1.

A+B+C=1
— 4 =1
A=—1 B=1 c=1
Damit wird '
2 4+ 1 1 1 1
x“—x:_;+x+ l+a:——-l

z? 4+ 1 dz dax dax
fx’——xdwz_f—;_i—fx-(- l+fx—l
=—Mn|z|+Injz4+1|+h|z—1|4+C

. —In &4%"_—_2’ +c
z 41 x? — l
f s —dr=Inl——+C
b) Die Wurzeln x;, x,, . . . seien reell, aber nicht alle voneinander verschieden

Lernen Sie den Ansatz zunichst bei einem quadratischen Nenner kennen.

[a=Teade="
Zerlegung des Nenners:
2 —4x+4=0
Ty =2
Also :52—4«:—!—4::_(4::—2)2
Es liegt eine Doppelwurzel vor. Wie Ihnen eine Probe beweist, fiihrt die
Partialbruchzerlegung in der Art, wie Sie sie im Fall a) vorgenommen haben,
nicht zum Ziel.
In diesem Fall gilt der Ansatz:
4ax—35 B
(@ — 292 (aci1 etz —32

Sie miissen hier neben der héchsten auftretenden Potenz des Faktors
(z — 2) auch noch alle ganzzahligen niedrigeren Potenzen ansetzen, denn
(x — 2)% ist ja der Hauptnenner von (z — 2)2 und von (z — 2).

In unserer Aufgabe stimmt also der Hauptnenner der Teilbriiche der
rechten Seite wieder mit dem Nenner der linken Seite iiberein.
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Zur Bestimmung von 4 und B verfahren Sie wieder wie bei a), indem Sie
mit dem Hauptnenner multiplizieren.

4g—5=4 + B(z—2)
= Bx 4 (4—2B)

Koeffizientenvergleich:

+
2

I| Il
'S

A4 —

b CUUJ
I
w
o]
Il
'S

Losung:

42 —5 3
w? — 4w+ 4 (x—2)2+x—2

fﬁ—if%xdx_3f(x 2)2+ fx—2

Substitution: w=1—2
du=dz

d
dz=3[ "5 +4mn|z—2|

4zx—5
.[x‘l—x4:v;+4

3
=——+4lnjz—2[+C

f‘ 4x—5 Az — 3
2—4dx + 4 T=—3

Lehrbeispiel 54
2224+ 1124+ 19
(z 4 3)*

Berechnen Sie / dx!
Losung:
Der Nenner liegt hier bereits in der Faktorenform .vor.
Partialbruchzerlegung :
2224 1o+ 19
=Gy Tt
Ty.q,3 = — 3 ist hier dreifache Wurzel, demnach miissen drei Teilbriiche

(entsprechend der Vielfachheit) angesetzt werden. Dabei werden die Ex-
ponenten im Nenner jeweils um 1 vermindert.

2224+ 112+ 19=4+ B(z+3) + C (z + 3)
=Ca*+(B+6C) z+(4+3B+90)

Koeffizientenvergleich:
C= 2
B+6C=11
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A+3B+9C=19

A=14 B—-—— C=2
a:’-|-ll:c+19 .
f (z + 3)2 4f(m 3@ (x+ )’+2/z+3
Substitution: u=zg-+3"
du=dz
2224+ 112+ 19
/ @F3r =T wr 3)z+m+3+21n|w+3|+0

Lehrbeispiel 55
3224 32+ 32
Bz+ 4)(xz—2)2

Berechnen Stie dz!

Lésung:
In diesem Lehrbeispiel sind der Fall a) und Fall b) vereinigt.

Partialbruchzerlegung:
3224 3 x4 32 A B
(3x+4)(x-—2)2=3x+4+(x—2)ﬂ+x——2
342 +-324+32=A(z—2°+B@Bz+4+CBz+4)(z—2)

=Aa2—4Azx+44

+3Bz+ 4B

+3Ca2—2Cx—8C

322+32+32=(4+3C)a2+(—44+3B—2C)z+(44+4B—8C()

Koeffizientenvergleich:

A+ +3C= 3
—44+3B—2C= 3
44+4B—8C=32

A=3 B=s5 C=0
322+ 3+ 32 3dx
/(3x+4)(x—2)zdm 3ora 0P /(w
=ln|3a:—|—4|—x_2—|-0

Merken Sie sich: Tritt eine Wurzel z, in der Vielfachheit & auf, so miissen
Sie ¢ Teilbriiche ansetzen, deren Nenner durch die einzelnen Potenzen von
(x — x,) gebildet werden. Dabei hat der erste Teilbruch den hdchsten
Exponenten ¢, wihrend die folgenden einen jeweils um 1 verminderten
Exponenten aufweisen.
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Treten Fall a) und b) gemeinsam auf, so sind die Ansétze entsprechend
nebeneinander durchzufiithren (z. B. in Lehrbeispiel 55). Hat der Nenner
den Grad 7, so miissen in diesen beiden Fillen immer n Teilbriiche ange-
setzt werden.

¢) Die Wurzeln x,, x,, ... seien komplex

Aus der Algebra wissen Sie, daf zu jeder komplexen Wurzel auch die
konjugiert-komplexe Zahl Wurzel ist. ‘
Ist also ; = a 4 bt Wurzel, so ist es auch 2, = a — b i. Beide Wurzeln
erfilllen eine quadratische Gleichung mit reellen Koeffizienten. Um das
Rechnen mit komplexen Zahlen zu vermeiden, trennen Sie in diesem Fall
die quadratischen Faktoren

(t—m) (z—a) =(z—a—biy)(z—a+bi))=a?+pzr+q
nicht weiter auf.
Dag Verfahren soll wiederum an einem Beispiel gezeigt werden.

5z 4 g
/

- — 2
F 6z 13%%="

Untersuchung des Nenners:
22 —6z+13=0
Ty;9 =3 & ;/9T1§
Ty, =3+ 21

Der Nenner ist hier nicht in lineare Faktoren zu zerlegen! Es muB3 nun
Thre Aufgabe sein, das Integral auf andere Weise zu zerlegen. Wiirde im
Zihler 2 x — 6 stehen (Ableitung des Nenners), so konnte das Integral
sofort nach Formel (29) gelost werden. Das aber 148t sich durch folgende
Zerlegung erreichen:
5z 44 5 2z—6 19
2 — 6z + 13 2 2 —6x + Bt 6zt 13

Den Faktor vor dem ersten Bruch miissen Sie so wihlen, daB3 das z-Glied
des Zahlers mit dem des Zihlers der linken Seite iibereinstimmt, ohne daf3
Sie dabei zunichst Riicksicht auf das absolute Glied nehmen.

Mit dem Faktor —g— hat der Zahler des 1. Bruches auf der rechten Seite den
Wert

b
5 2z—6)=5z—15
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Die linke Seite schreibt aber den Zihler 5 x 4 4 vor. Aus diesem Grund
miissen Sie noch mit einem Teilbruch ausgleichen, dessen Zihler den Wert
-19 hat. Fassen Sie zur Probe die beiden Teilbriiche wieder zusammen, so
erhalten Sie im Zé:hler

) (2m—6)—|—19-—5az+4
Wenn Sle noch fiir den quadratischen Nenner des ganz rechts stehenden
Teilbruches die quadratische Ergédnzung bilden

22—6zx+ 13 =(x—3)24 4
erhalten Sie

52+ 4 d
/x2—6x+13 2/x2 6x+13d“’+19f4+ —3)e
Nachdem Sie im Nenner des rechten Integrals den Faktor 4 ausgeklammert

haben und die Substitution u = x;3, dx = 2 du, durchgefithrt haben,

koénnen Sie Grundintegral (12) anwinden
fizj—z;t—:md‘”_z/w—%Ti_md + 4 1H-|(-zh;2
=2 m|e—6o+13 ' +129 e te
fx”j::i—::——l—a dr = g In| 22—6 z -+ 13(‘ +3 arctg—;—-{—(}
Lehrbeispiel 56
Berechnen Stie / x”-l——;xm dx!

Lésung:

Auch in diesem Fall ergibt die quadratische Gleichung 22 + 2z + 10 =0
zwei konjugiert-komplexe Wurzeln. Verfahren Sie wie im vorigen Beispiel,
indem Sie den Integranden so in zwei Teilbriiche zerlegen, daBl der erste
im Zihler die Ableitung des Nenners aufweist, wihrend in zweiten der
beziiglich des absoluten Gliedes gemachte Fehler wieder ausgeglichen wird.
Fiihren Sie dazu noch im zweiten Bruch die quadratische Ergidnzung ein.

x 1 224+ 2 1
2 +22+10 2 2 +22+10 9+ (z + 1)

zdx . / 2x:_|-2 dx
fx=+2x+1o" 2) 2+ 224+10 J9+ (x+ 1y

2z + 2 1 da
- 2/12+2x—|-10 _/1+<x+1>
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Substitution:

%:z-;l dr=3du
d . 541
fmz_l_wzxﬁm——ln|x2+2:1:—|—10|————ar tg—3—+0

Lehrbeispiel 57
10

) !
Berechnen Swfxs e S | et dzx!

Losung:

Zur Zerlegung des Nenners in Faktoren haben Sie die Gleichung 3. Grades
22— 51224 172 —13 = 0 zu losen. Durch Probieren finden Sie leicht
die Wurzel z; = 1.

Dividieren Sie die kubische Gleichung durch (z — 1), so erhalten Sie die
Zerlegung:
2—5x2+172—13=(z—1) (2> — 4 z + 13)

Die Losung der quadratischen Gleichung z%?—4 z 4 13 = 0 ergibt fiir
2, und x zwei konjugiert-komplexe Wurzeln. Demnach konnen Sie fiir
den zweiten Faktor keine weitere Zerlegung in reelle lineare Faktoren vor-
nehmen.

Th diesem Lehrbeispiel sind also det Fall a) und c) vereinigt. Fiir die
Partialbruchzerlegung haben Sie anzusetzen:

10 A Bx+ C
(¢ —1)(x? — 42+ 13) x—l+x2—4x—|—l3
Sie werden jetzt fragen, warum der Zihler des zweiten Teilbruches als
linearer Ausdruck angesetzt werden muB. Die Antwort auf diese Frage
kénnen Sie sich selbst geben, wenn Sie die nidchsten Schritte bereits einmal
vorausschauend iiberblicken. Um die Werte von 4, B und C zu bestimmen,
miissen die beiden Teilbriiche wieder vereinigt werden. Dabei wird 4 mit
dem Nenner des 2. Teilbruches und der Zahler des 2. Teilbruches mit dem
Nenner des 1. Teilbruches mult1p11z1ert Bei der Multiplikation von 4 mit
122 — 4 £ + 13 entsteht aber ein quadratisches Glied, das nur dann weg-
fallen kann, wenn bei der Multiplikation des Zihlers vom 2. Teilbruch
mit £ — 1 ebenfalls ein quadratisches Glied entsteht. Deshalb muB der
Zihler des 2. Teilbruches als linearer Ausdruck B z -4 C angesetzt werden.

10—A(m2—4x+13)+(B:c—|—0)(x—1)
=Ax>?—4Ax+ 13 4
+ B 2* — Bz
+Cz—2C
10=(A4+4+B)z*4+(—44—B+C)xz+ (134 —C)
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Als Koeffizienten fiir die auf der linken Seite fehlenden Potenzen von z
miissen Sie den Wert 0 ansetzen.

4+ B =0
— 44—B+C= 0
13 4 —C=10
4=1 B=—1 (=3
10 1 —z+3
(x—1) (22 — 4z + 13)_x—‘l+x2—4a:—|-13
1 z—3

z—1  a22—4x+ 13

Auf den 2. Teilbruch wenden Sie die Zerlegung fiir den eben behandelten
Fall ¢) an.

1 1 22— 4 1
z —1 2x2—4x—|—l3+ 2424 13

Quadratlsche Erginzung: 22 —4 2+ 13 =(z—2)2+ 9

Ide 20 —4
(2 —1) (22 —4 2+ 13) fx—l 2/:1:” 4x+l3d +/9—|—(x—2)2

—1n|a:—-l|———ln|:z2—4x+l3|+

Vollkommen analog haben Sie bei der Vereinigung der Fille b) und c) bzw.
a), b) und ¢) zu verfahren.

Ubungen

2x — 61
63. fx2+5x d.’L‘

65. fﬁ——g

3424 102 — 17
64. /2:1:“—14:1:—12 dz

4z — 17
66. fx“_—_ﬁ dz

2z + 10
67 [x’ 10x+25d

69. /xz 109:4-30‘15c

z 41
71. /x2—4x+20d‘”

3z + 5
68. .[x’—l- 2x—|—2

Tad? — T+ 1T+ 9

70. / (@*—2z+1) (422 + 4z + b) dz

Zusammenfassung [9] und [10]

Die Methode der partiellen Integration ist auf der Umkehrung der Pro-
duktregel der Differentialrechnung aufgebaut. Wie der Name sagt, wird
die Integration eines Produktes auf zwei Teilintegrationen zuriickgefiihrt.
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Fehlt ein zweiter Faktor, so kann man sich an seiner Stelle 1 = z° als
Faktor denken.

Weist der Integrand Potenzen von Funktionen auf, so kénnen durch mehr-
fache Anwendung der partiellen Integration bzw. durch Aufstellung von
Rekursionsformeln die Exponenten schrittweise vermindert werden.

Ist der Integrand eine gebrochene rationale Funktion,so wird er vor dem
Integrieren in einfachere Teilbriiche zerlegt. Dabei sind drei Fille zu unter-
scheiden, je nachdem sich der Nenner in

a) voneinander verschiedene, reelle Faktoren,

b) in reelle, aber nicht voneinander verschiedene Faktoren und

¢) in komplexe Faktoren zerlegen laf3t.

Im Fall c¢) findet, zur Vermeidung komplexer Werte, nur eine Zerlegung
in quadratische Formen statt. Diese Teilbriiche mit quadratischem Nenner
werden dann so in zwei Teile zerlegt, daBl das erste Teilintegral im Zihler
die Ableitung des Nenners aufweist, wobei durch Einschalten eines Zahl-
faktors dafiir gesorgt werden muB, daB das lineare Glied den gleichen
Koeffizienten hat wie im unzerlegten Integral. Im 2. Teilintegral findet
dann die Korrektur des absoluten Gliedes statt. Treten alle drei Fille
gleichzeitig auf, so sind fiir die jeweiligen Faktoren entsprechend ihrer Zu-
gehorigkeit zu a), b) oder ¢) die Teilbriiche anzusetzen.

3. Kapitel: Besondere Formen der Flichenberechnung

[11] Flécheninhalt in Polarkoordinaten. In den Lehrbriefen iiber analyti-
sche Geometrie und Differentialrechnung haben Sie gelernt, daB eine Kurve
auch durch eine Funktion r = r (p) zwischen den Polarkoordinaten ¢
und r gegeben werden kann. Sie sollen nun den Inhalt der vom Radius-
vektor r zwischen den Winkeln ¢, und ¢, (im BogenmaB gemessen) iiber-
strichenen Fliche F ermitteln. '

Bild 18
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Teilen Sie dazu die Fliche in keilférmige Streifen mit dem Offnungswinkel
Ao =de (Bid 17).

Bild 18 stellt die VergroBerung eines solchen Keiles dar. Wihlen Sie d ¢
geniigend klein, so konnen Sie den Inhalt 4 F' des Flachenelementes durch
den Inhalt d F des Kreissektors mit dem Radius 7 und dem Bogen b = rd ¢
ersetzen.

1
1
=?r2 de
lll2
P—tfrdg o4
_ #

Lehrbeispiel 58

Berechnen Stie den Inhalt des Kreises mit dem Radius r = a!

Lésung:
Die Polargleichung des Kreises lautet: r = konst. = a
, = 27
1
~tetfap=tae| can
0 0
Lehrbeispiel 59

Berechnen Sie fiir den Kreis mit dem Mittelpunkt (a; 0) und dem Radius a
die vom Radiusvektor iiberstrichene Fléiche, wenn @ von ¢, bis @, lduft (Bild 19).

Bild 19

Loésung:

Im rechtwinkligen Dreieck OAP gilt: cos ¢ = %}. Damit erhalten Sie
die Gleichung des Kreises in Polarkoordinaten.

r=2acos ¢
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T2
1
Flicheninhalt: F = < f r2d ¢

(21
T2

=2a2fcos2<pdq)
1
1 . .
Die Lésung des Integrals f cos? pd p = (¢ + sin @ cos @) 4 C erfolgte
bereits in [8] a.
P2

F = a? (¢ + sin ¢ cos @)
P1

= a? (@, + sin @, cos @, — @; — sin @; Cos ¢y)

Fir ¢, = — ¢, folgt daraus speziell
+q’g.
F=2a? f cos?pde  (symmetrisch!)
—¢2 ’

L2
F=4a2[cos2¢pd¢p
] .

T2
F =2 a? (¢ 4 sin ¢ cos )

0
F =2 a® (@, + sin @, cos @,)

Zum gleicheh Ergebnis kommen Sie, wenn Sie im vorherigen Ergebnis
@, = — @, setzen und dabei bedenken, daf
cos (— @) =cos ¢ und sin (— @) = —sin g
ist.
Besonders wichtig ist diese Art der Flichenberechnung fiir Kurven héheren

Grades, deren Gleichung sich in Polarkoordinaten sehr einfach darstellen
14af3t.

Archimedische Spirale

Eine Archimedische Spirale (Bild 20) erhalten Sie beispielsweise als Be-
wegungskurve der Laufkatze eines Drehkranes.

‘Zerlegen Sie die Bewegung in zwei Teilbewegungen:

a) Drehbewegung des Kranes.

Dreht sich der Arm des Kranes mit der Winkelgeschwindigkeit w, so
hat er nach ¢ Sekunden den Winkel ¢ = w t iiberstrichen (w = kon-
stant). '
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Bild 20

b) Geradlinige Bewegung der Laufkatze.

Beziiglich des Dreharmes bewegt sich die Laufkatze geradlinig mit der
Geschwindigkeit ¢ und legt so innerhalb von ¢ Sekunden den Weg r = ¢ - ¢
Meter zuriick (¢ = konstant).

a) g =t b) r=c-t
Setzen Sie beide Bewegungen zusammen, indem Sie a) nach ¢ auflsen
und in b) einsetzen. '
r=2g
Allgemein lautet die Gleichung fiir die Archimedische Spirale
r=k¢ (k= konstant)

Berechnen Sie die iiberstrichene Fliche, wenn der Kranarm die Anfangs-
stellung ¢; und die Endstellung ¢, hat.

?1
1 ¢ g8 P2 c?
=5 or 3| Tga (@—ad
[21

Bei einer vollen Umdrehung (¢, = 0, ¢, = 2 @) wird die Fliche
2
F = —(8a%—0)

4 c%n?
3 w?

F =
iiberstrichen.
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Lemmniskate

Definition der Lemniskate: Die Lemniskate (Bild 21) ist der geometrische
Ort aller Punkte, fiir die das Produkt der Abstinde 7, und r, von den
beiden festen Punkten F, (— a; 0) und F, (+ a; 0) den konstanten Wert
a? besitzt.

Bild 21

‘Wenden Sie auf die Dreiecke F;OP und OF,P (Bild- 21) den Kosinussatz
an, so erhalten Sie

AF0P: r12=a2+72—2arcos(ﬁ—¢)

Da cos (# — @) = — cos ¢ ist, wird
nt=a*+1r2+4+2arcos ¢

A OF,P: r2=0a%~412—2arcos ¢

Die Definition der Lemniskate besagt: r r, = a2 oder 7,2 r,2 = o*
7212 = (a® 4 r* 4 2 arcos ¢) (4> + r2—2arcos p) = at
Multiplizieren Sie aus:
(a® + r%)%2—4 a®r2 cos? p = at
at+ 2a%r2 1t —4 a?r?cos? p = at
™—2a2r2(2cos2p—1) =0 (2 cos?2 p —1 = cos 2 ¢)
™ —2a2r2cos 29 =0 (durch 72 dividieren)
Sie erhalten als Gleichung der Lemniskate

r’=2a%cos 2¢

Fiir q)=—~%ist r=20
fir ¢ = Oist,rzal/E
fir ¢ = %ist F=20
Wenn also ¢ den Winkelraum zwischen — %und + %durchlﬁ,uft, iiber-

streicht demnach der Radiﬁsvektor die rechte Lemniskatenschleife. Die
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linke Schleife wird fiir 3_4_:: Sp = 5Tn iiberstrichen. Fiir alle anderen

Werte von ¢ erhalten Sie keine reellen Werte fiir 7, denn dafiir ist cos 2 ¢
negativ. .
Bestimmen Sie nun den Flicheninhalt einer Lemniskatenschleife

vz
F=a2jcos2¢d¢

s
4
T

:2a2fcos2¢pd<p
0

Substitution: =2 ¢

Umrechnung der Grenzen:

Untere Grenze: ¢ =0—->u =20

7T T
obere Grenze: ¢ =g U=
T m
2 2
F=a2f_cosudu=a2sinu *
0 0
F = a?

Ubungen
72. Berechnen Sie fiir den Krevs mit dem Mittelpunkt (6;0) und dem Ra-
dius r =6 die vom Radiusvektor iiberstrichene Fldche, wenn ¢ von
g1 =— 3 bis g = 3 liuft!

73. Berechnen Sie den Inhalt der Kardioide (Herzkurve) (vgl. Lehrbrief I1V/2,

(810)
r=2a(l—cos ¢)

[12] Flichen, deren Begrenzungskurve in Parameterdarstellung gegeben.ist.
Bei den technisch wichtigen Kurven (Zykloide, Evolventen usw.) ist die
Parameterdarstellung wesentlich einfacher als die explizite Darstellung.
Insbesondere erleichtert sich dabei erheblich die Differentiation und Inte-
gration. '

Wie ist nun der von einer Kurve eingeschlossene Flidcheninhalt zu berech-
nen, die in der Parameterdarstellung x = x (f) und y = y (f) gegeben ist.
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(Statt der Funktionssymbole ¢ (t) und v (t) schreiben Sie in iiblicher Weise

z (t) und y (1))
Fiir den Flicheninhalt der vom Radiusvektor iibeljstrichenen Fliche
gilt (34)

F= % f r2d ¢
Zwischen den kartesischen Koordinaten z, ¥y und den Polarkoordinaten
besteht die Beziehung
r=rcosp, Y =rsing, tgtp:%
Sind nun z und y als Funktionen von ¢ gegeben, so hingt infolge der Be-

ziehung tg ¢ = % auch @ bzw. tg ¢ von ¢ ab. Demnach kénnen Sie beide

d
Seiten von tg ¢ = %nach t differenzieren und erhalten, wenn Sie fl'ir—d—il

d . . .
und ﬁ kurz y bzw. & schreiben:
1 de jx—y#
costo dt x?

Setzen Sie in .den Nenner x = r cos ¢ ein:
1 de yrx—yazx
cos? ¢ dt  r?cos?

Nach der Multiplikation mit 7% cos? ¢ bekommen Sie

de _ ., .
s =jr—yi
oder" rPede=(yz—yz)dt

Setzen Sie diesen Wert in (34) fiir 72 d ¢ ein, so ergibt sich als Flichen-
inhalt einer vom Radiusvektor iiberstrichenen Fliche, deren Begrenzungs-
kurve in der Parameterdarstellung gegeben ist:

2]

F=y[(ja—yiat (34a)

t1

Stellt = z (t), y = y (1) eine geschlossene Kurve dar, ist also z (t,) = z (t,)
und y (t) = y (t;), so gibt (34a) den Flidcheninhalt innerhalb der Kurve.
Durchléduft ndmlich ¢ den Bereich von t; bis #,, so wird die im Bild 22 doppelt
schraffierte Fliche vom Radiusvektor zweifach, und zwar jeweils in ver-
schiedener Richtung, iiberstrichen. Der Fldcheninhalt erscheint dabei
einmal positiv und einmal negativ, hebt sich also auf.

Wollen Sie die Fliche unter einer Kurve berechnen, so kann dies sowohl
fiir die zwischen Kurve und z-Achse als auch fiir die zwischen Kurve und
y-Achse liegende Flidche erfolgen.
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sl
y 3
xex(t)
Y(t)eylty) Yoy®
) : g //
_{ L ‘
r x(ty)ex(ts) x ‘ Xpx(t)  xpax(ty) x
Bild 22 Bild 23

Das Integral / Yy (x) d x stellt, wie Sie wissen, die Fliche zwischen der

Kurve y = y (x) [statt f (x) wurde hier y (z) geschrieben] und der z-Achse
dar (Bild 23).

Fithren Sie hier £ = z () im Sinne einer Substitution ein, so wird, wenn
fir y[z (t)] kurz y (f) geschrieben wird

F=—fy(t>d—

Ldz . o
odermlt;i—::za: F=—fy zdt (35a)

Das Minuszeichen vor dem Integral macht sich erforderlich, damit beim
mathematisch positiven Durchlaufen der Begrenzungskurve auch der
Flicheninhalt positiv erscheint.

Entsprechend stellt das Integral f (y) d y den Flicheninhalt zwischen

Kurve und der y-Achse dar (Blld 24). Die Substitution y = y () ergibt
dann analog Formel (35a) .

12
F=[zjdt (35D)

121

Ist die Begrenzungskurve z = z (), y = y (f) wiederum eine geschlossene
Kurve, dann ergeben (35a) und (35b) ein und denselben von der Kurve
eingeschlossenen Flicheninhalt (vgl. Bild 25 und 26).
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12
Es ist also nach (35b) F = fa:g'/dt
t

tg
und nach- (35a) F= —f yzdt
3%
)
Yyt xox(t)
yoy(t)
_4|5 .
Bild 24
y
IR, ¥ = X (1)
O, X
B
KXY
ss‘:‘tf.\
§§§§§§‘e¥:¢.~;\/
-0 —
I x
Bild 25 Bild 26

Addieren Sie beide Formeln, so erhalten Sie
ta 173
2F=[zjydt— [yidt
ty 121

2]
1 . .
oder F=§f(yx—yzc)dt
1
Das aber ist die Thnen schon bekannte Formel (34a) fiir die von einer ge-

schlossenen Kurve begrenzten Fliche, bzw. fiir die vom Radiusvektor iiber-
strichene Fliche.
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Lehrbeispiel 60

Berechnen Sie den Sektor OSP, der gleichseitigen Hyperbel, die in der Para-
. meterdarstellung
z=aCoft, y=aGint

gegeben st (Bild 27)!

Lﬁsung:
r=aGint y=aColt
z=aCoft. y=aGint
9y x—yz = a? (Cof? t— Gin2 ) (Cof2t — @in2t = 1)
— a?
to
. Y
FZ?[ (yz—uyx)dt
0
to
1
= ? a2fd t E%(xo;yO)
0 1Yo
a? 0 .
F = ) to S\ % ¥
Fiir a =1 wird Fzgto oder t,=2F
Damit ist {, gleich dem doppelten Flichen-

inhalt des Hyperbelsektors OSP, (Das wurde
bereits im Lehrbrief IV/2, [10]a, behauptet, konnte Bild 27
aber seinerzeit noch nicht bewiesen werden.)

Wollen Sie also den Flicheninhalt bestimmen, so brauchen Sie bei gegebe-
nem Punkt P, (z,; y,) nur aus £ = a Cof ¢ oder y = a Gin ¢t den Wert ¢,
berechnen :

ty=Ar €of =  oder f,= Ut Gin 2
Wollen Sie dieselbe Aufgabe mit Polarkoordinaten 16sen, so miissen Sie

zunidchst die Hyperbelgleichung 22 — y* = a? in Polarkoordinaten um-
schreiben.

i .
Z = rCoS ¢ y=rsing
72 cos? ¢ — r?sin? p = a?
\
7% (cos® ¢ —sin? ¢) = a? cos? ¢ —sin® ¢ =cos 2 ¢
a?
2=
cos 2 ¢
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Anwendung der Formel (34):

l‘lo ’%d
a ® .
F=?f'r2dtp=—
0

2 /) cos2¢
0

Dieses Integral koénnen Sie auf das in [8]b berechnete Integral
f du_ _ ln‘ tg (-g— + %) ' -+ C zuriickfiihren, indem Sie 4 = 2 ¢ setzen.

cos u

du

ip=
Untere Grenze ¢ =0 u= 2-0=0
Obere Grenze ¢ = @y u = 2 @,

290
a? du

T COoS U
0
e+
=2 (| tg (2
-—7(“’g6“+%>

a? [
F=%in|t(] +n)
Der zum Punkt P, (x,; 9o) gehorige Winkel g, 1dBt sich aus der Beziehung

2 d¢p=—;—du

F =

|2%

‘ 0

——ln‘tg%‘) Intg 7 =0

.az
= T In

tg @ = % berechnen:
@o = arc tg %’
0

Lehrbeispiel 61

Bestimmen Sie den Flicheninhalt der Astroide, wenn die Gleichung der
Astroide in Parameterform

x=pcosdt .y =psind¢
lautet!
Lésung:
Sie bilden & = —3 g cos?isint
y= 3psin?tcost
und damit
yox—yi = 3¢ (sin?fcost{+ sin® ¢ cos? )

3 g® sin? ¢ cos? ¢ (cos? ¢ - sin? #)
3 o2sin%tcos?t

7 Mathematik IV
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1 .
Nun ist aber 2 sin f cos { = sin 2 ¢ oder sin ¢ cos t = 5 sin 2 ¢ und demnach

. . 3
Yyr—yz = o*sin®2¢
Jetzt haben Sie den Integrand soweit umgeformt, dal Sie ihn integrieren

kénnen. Eine volle Astroide wird beschrieben, wenn der Winkel ¢ (= y)
die Werte von 0 bis 2 # durchliuft:

fiir t=0 ist z=p9p und y=0
fir t =2 ist ebenfalls =9p und y=20

Damit ist aber die Bedingung z () = z (f;) und y (¢,) = y () d. h. hier
z(0) =2z (2n) und y (0) =y (2 &) erfiillt.

3 27 Substitution :
F=392/sin22tdt w=2t
0 du 1
s an 77 = 2 di=+ du
=Eg2fsin2udu untere Grenze { =0 u=2-0=0
0 obere Grenze t=2n w=2-2a=4n
3 p? o
= 39 (4 —sin u cos u)
0
3 o?
—5'47!
3p*x
=
Zusammenfassung :

Die Flichenberechnung durch Integration kann auch erfolgen, wenn die
Begrenzungskurve in Polarkoordinaten oder in Parameterform gegeben ist.

Fiir Polarkoordinaten gilt
T2
1
F = ? f r2d @
71
Fiir die Darstellung in Parameterform gilt:

a) Fiir die Fliche zwischen der Kurve und der z-Achse
ta
F=—|yzdt
l
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b) Fiir die Fliche zwischen der Kurve und der y-Achse
ta
F=[zjdt
B}

c¢) Fir die von einer geschlossenen Kurve begrenzten Fliche

12

F=g[ GGa—y&)dt

t
In diesem Lehrbrief haben Sie nun die Integralrechnung zunichst rein
»,handwerksmiBig‘ kennengelernt. Als Anwendung fanden Sie dabei ledig-
lich die Bestimmung von Flicheninhalten. Der nédchste Lehrbrief wird
Ihnen das Tor zu den vielseitigen anderen Anwendungen &ffnen.
Fast iiberall hat die Integralrechnung ihren Einzug gehalten, wie in der
Mechanik und Festigkeitslehre, in der Elektrotechnik, im Maschinenbau
usw. Der Schliissel fiir dieses Tor ist aber die griindliche Beherrschung
dieser mathematischen Disziplin. Die Integralrechnung erscheint dem An-
finger zunichst fast unergriindlich in der Vielgestaltigkeit ihrer Ansitze.
Aber durch die Erfahrung, erworben durch unermiidliches Uben, werden
Sie sich einen Uberblick iiber dieses gewaltige Gebiet verschaffen. Hiiten
Sie sich davor, nur schematisch zu arbeiten! Legen Sie vor sich selbst
iiber jeden Schritt Rechenschaft ab. Durchdenken Sie vorher jeden Schritt.
Ergreifen Sie jede Moglichkeit zur Ubung. Leider lassen sich nicht alle
Integrale exakt losen. Durch Niherungsverfahren, die Sie u. a. im nich-
sten Lehrbrief kennenlernen werden, kénnen solche Integrale mit jeder
gewiinschten Genauigkeit angendhert werden.

ANTWORTEN UND LOSUNGEN

Fiir das zu losende Integral wird im folgenden stets J geschrieben, die
Integrationskonstante ist iiberall fortgelassen worden.

L) J=2 b) J =2 0 J =2 4 J==

2. a)J:—# D) J=—a o J=—z5 d) J=I]a]
3.8) J=2a)z b)J=vafa o) J =22z d) J= o)
4. 8) J= ) b)J:-ﬁ: ) J=vala d)J_—.—V%
5.a) J=ab—a®—2a2 432 b)J=%6—%x4—%m3—2a:

6.8) J=2243In|a|+ > b)J=o+4ln|c|+ 5
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7. a) J=a;—|—%mf/5;—2 b)J=£m2ﬁ—¥wﬁ
8.0) J=2 )t — 6z b) J = 3—V—_

9.8) J=2— 228+ 92 D) J =% o4 dln|a
10. a) J=—2ctgz —4tgx b)J=%$gw+%@tgm
1L Jy="g baw. Jy.= —1o, d.h. Jy=—J,
4 T
12, 8) J = ( +x3+——3w) —116 b)J—=tgas| =1
2 0

c) J=(—ctga)| =1

R

w| e

=1In 2 = 0,6931

0

d) J=ln(x—|—]/a:2—+l>

1

2
= % = 0,52360

0

e) J =arcsin z

3
=In 3 = 1,0986

1
14. J =¢*—1

13. J=1n ¢

2
15. J = 7 4% (% des umschlieSenden Rechtecks)

16. Die Gleichung der oberen Begrenzungskurve ist (Nullpunkt in die
linke untere Ecke gelegt):
4 (h — 4 (h —
y—a—l—( a) __(lﬂa)

x2

]

Querschnittsfliche F = (a x4 20 —l Dz 2 3_lza) xa)

0

— 2 (2h+a)

Gewicht 6="L d 4 (2h+ a)

17. Die Schnittpunkte der Parabel mit der z-Achse sind
Z=a=—38 und z,=b=+1
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18.

19.

20.

Flicheninhalt F=@m—ﬁ——) ¥

b e
[t@dz+[f@)dz=F@®)—F(a)+F)—F @
’ S —F () —F (a)

=[i@ada
7f(a:)dm=F(a:)—F(bel.) —F (bel.) =C
- =F(z)+C
Alle drei Integrale ergeben den Wert 0.

Beachten Sie dabei: cos (— a) = cos a

Cof (—a) =Cofa

21. Das Integral besitzt keinen endlichen Wert, da lim In ¢ = — o
&E=>0
22. Das Integral besitzt fiir
a) —n+1>0 bzw. n < 41 einen endlichen Wert
b) —n+1<0 bzw. n = 4 1 einen unendlichen Wert
23. Das Integral besitzt fiir
a) —n+1<0 bzw. 7> 4 1 einen endlichen Wert
b) —n+1=0 bzw. n =< -+ 1 einen unendlichen Wert
24. a) J=1 b) J=2 c) J=w
Y-Sfmdx
y
a 2 A /,1 o yefix)3+1
¢ &)
- i y-100-2 /3 % Y- [f60dx
Pl
o2 4
1 ' - %
Pn /”L
‘ i _T VAR X
4 1 2 3 : L2 ! '
jl z Jo)=F < E 4 A
.7oo-7 (244 i / %
y 1
L
-2 | A
\-/i,/ q,
]
‘3 .
/P, Bild 28 Bild 29
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25.

26.

27.

28.

29..

30.

102

3
a) Bild 28 [2dz =14

1

2
b) Bild 29 [(—;—+ 1)da;=‘—f
-1

3

—
2
¢) Bild 30fcosa:d.'t=——l
0
y
et 5
o, y=f(x)=Cosx
370
N
4,6
5
J(x)-~7{1
Bild 30
1 2 [z 3
8) J=rq5 (42— T) b)J=?(3+_2_)
1
c) J=——l—5(4—3:c)5
. 1 1
. 1
©) J= 4 —x
N ——— 2
8) J= o f(5a—1p=g Gz—17)62—1

b) J=2y2aF1 ) J=—3)B—op
2) J=tg2z—1) b) J =+ Gof (s + b)
¢) J=2Ctg(2—u=x)

J =3 (®in 2 Gof ¢ — a)



31. =?(@mw Cof z + 2)
32. J=g[2a+3—sin(2z+3)cos (22t 3)
33.. J=%w—3+sin(-§—-—3)cos(;——3)
34. J='/‘sin2 m-xd x =—217n(ma:—sinmxcosmm)
. 1 [cos(m + n)x A cos (m —mn)z ..
35. a) J_——?< e + ) fir m==n
J=—%ncos2m:z: fir m=mn
1 [sin (m + n) z sin (m —n) x "
b)J=?< m +— ) fir m==n
J=2—17;(mw—l—sinmwcosmx) fir m=n
36. J=In|e*+ z|
37. J=In|at—9 a2+ 1|
38. J=In|z2—5z+ 2|
39. J =In|arctg z |
40. J=—In|cosz|+In|sinz|=1In|tg x|
41. a) J=—;—ln|$gw| b) J=In|%g 5 |

42. J=InCofz+In|Ginz|=In|Ginz Cof z |
=1In %| Gin2zx|
=In|Gn2z|—In2+4+C
In 2 mit in die Integrationskonstante einbeziehen!
J=In|Gin2z|+4 C

43. Die beiden Ergebnisse unterscheiden sich nur durch eine additive Kon-
stante, denn es ist

1 1 1 1 1 1

_— ain? —_ 2 p— —_— 2 _— 2 4 —

5 Sin x—|—2cos = oder ) sin? ¢ = 3 €08 :c—l--2
1

Die additive Konstante ist also 5 -

Beide Ergebnisse konnen Sie auch in ein Ergebnis zusammenfassen:
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1
f’sinmcoswda;= 5 mzx—i—C‘

fsma:coswdw——%coszw—l—C’—l—

1 .
2fsma:coswda:= -§-(sm2w—-cos2a;)—|—0
. )
oder f sinzcoszdx = I(sm2 z—cos?z) + C

44, J = —;—tg2 »

45. =1 @in?z oder -1—; Cof2 z (Vergleichen Sie dazu die Uber-
2 . 2 by
legungen zu Ubung 43!)
1 -
46. J=— 5 Ctg? z
47, = 5 (arc tg 2)?
1 .
48, =3 (Ur Gin z)?
9 p—
49. a) J=a,rcsinw_‘|;3 b) J:_%arcsin x3 !
c) J=-7—a,rcsm —|—x+lV6—2a:—w2

50.8) J=WGin(z—1)=In(z—1+)22—2¢ I 2
b) J——-%[r@max—’_l lln(3:1:—l—1—[—V!):cz—l—(iav—l--5)

¢) J=3 MW Gin ﬁ “’""3;/ + 62415
(oder in der entsprechenden logarithmischen Form)
5l. a) J = Cof “5"=1In (s —3 +}a?— 6 2)
2z —|— 1

b) J = 5 % Gof 221 =y @e+1tyidfio—3

x-——5

Pyt Va2 —10 2 + 16

R T |
52. a) J——V6—2m—w2—ar051nv-

+ 4

c) J=—2- Ar (Sof

b) J =22 + 8z + 32 — 4 9 Gin —
=Va*+82+32—4ln (c+ 4+ )22+ 8z + 32)
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53.

54,

55.

56.
57.

58.

59,

60.

61.

62.

63.

J— r—2 R
o) J=yst—4z+2AcGof —5— =22 —4c+2In(z—2

:I:}/wz——‘la:)«
J = f Substitution: £ —3 =u
Vw—wr+v de=du
7
J = Ut Gin T =In(z—3+)e*—6z+18)| =In9—In3
3 3$—=1In3
J = fl/52 (t—1)2dx Substitution: 2 —1=wu
dz=du

6

26 —1 -1 —
J:(—arcsin ud —l—x2 }/24—|—2:c——a:2da:)

2 5
25 1287 -
= 3 arc sin 1

Substitution: z =asinu dzr=acosudu

Benutzen Sie zur Umrechnung sin 4 =

2 ___ 8
cosu_l/l———'/a a_a:_

J=xya2—w2

J = x arc cos :c—l/l_—_a?2
P
J=gz (nz—1)
1
J = e (2t —4234 12 22 —24 x + 24) ‘o =9e¢—24

1
J = = cos & (— 3 sin* £ — 4 sin% z — 8)

15
| I b
J = ggsinz (8 cos’z+ 10cos® z + 15 cos x) + 15 =
PUENE S S PR c
a) =— g cos® z |5 — 5 cos® z+ cost & -+
. 1 2 . 1 .
b) J =sin® z F—7sm2az—|—?sm4x +C
1 cos =z 3 cos z x
a) J=_-4-sin‘a:—'§sin*z —-ln.tg?|

1 sin 2 3 sin z z n

b) J—Zcos4 +3 8 cos?z +8 ln‘tg (?_’_T)
J—7ln|x—|—8|—5ln|w—3|
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64.

Zerlegung des Nenners: 223 — 14— 12 =2 (z 4 1) (x + 2) (x — 3)
822+10—17 1/ 8
2(x+1)(x+2)(m—3)—?(w+ 1~ -+ e 3)
3 5 1
=x+1_2@+m+x—3

—%lnlx+2‘—|—ln‘m—3\

Integral J=3ln1w—[—l

1 R | 1 z—a
65.J=nlnlw——a‘—‘ﬁln‘x—|—al=nln s
66. J = 1a;—3‘
67. J=2In|z+5]|
Der Integrand kann durch (z 4 5) gekiirzt werden!
3
68. J=-In 2?4+ 2x+4+ 2|4 2arctg (x4 1)
13 —
69. J =2In x2—10w+30‘+ﬁarctg~x——;£
70. Nenner: (22—22+ 1) (4224424 5) = (x— 1) (422 4 4z + 5)
IntegralJ—2f( l)2+f4m’+4a:+5dm
1
S R ln‘4x2—|—4m—|—5‘———actg2x+
1 z—2(% 1 3x
1. 5 x2—4x—|—20‘+4 2_—_-?11124_F
72. Bild 31
F=6(4n+3)3) y
2n
73.F=8a2fs1n4 de u=%
0 s
1 . 0 6 2 x
= 16 a2 (— Zsin‘*'u, coS U
3 A
——%sinucosu—i—-?u)'
0
3 Bild 31
=16a2-§a
F=6a’n
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Formelzusammenstellung

Formel Nr. Formel Seite
1 [t(z)dz=F(z) +C [fir F' (z) =f (z)] 4
z2=b
2 o=1lm D f(z)-4z 8
A2—0 z=0
b
3 O=|[f(z)dx 8
|
b b
4 Jt@®dz=F(2)| =F @) —F(a) 12
a a
+
5 /x”dm:%—l—() fir ng=—1 13
6 [zdz=I|z|+C 13
7 fsinxd:c:—cosm—i—C 14
8 [coswdw:sinm—l—(}' 15
9 fgmg f(l—l—ctg r)dr=—ctgx 4+ C 15
10 fcoszx—f(1+tg B)dz=tgz+C 15
11 ' ={ arcsin z 4 C 15
‘/—xz —arccos ¢ + C
_ arctg 2 + C
12 fl+x” {——arcctga;—l—C 15
13 f@mmdw=(§ofa:+0 15
14 f@ofmdm=@inw+0 15
d
15 sms=—0Ctgz+C 15
Ffoa
16 j@fz—’;=$gx+0 15
17 m2+——1=2[r6inx+0 In(z+)22+1) +C 15
d
18 f-xz—w_=9[r(&o[x+0=ln(w:|:i/x2—l)+0 15
19 /1 %rigw—l—C——ll l+—x fur|a:|<1 15
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Formel Nr.
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20
21

22
23
24

25

26

27
28
29

30
31
32

32a
33

33a

34

34a

35a

35b

Formel _
[ —wGtga+ C=gInity fir|z|>1
fe’dw=e”+0

fa“da;:%

fa f(z)d a:—aff (x)d x
f[f(w)+g(w)] do=[f@dz+[g(@da

ff(x)dx_.sz(m)dm wenn f (—z) =1 (x)
ff(x)dw=ff(w)dw+bff(w)dw

ff(w)dw=—b7f(w)dw

[f@ae=[f@w)e @ du

J§4 Eﬁidx—lnlw(x)wc

Jo@ ¢ @do=5lp@F+C
[t @-g@do=f(a) g@—[f(@) g () dz
/cos"wda::-:—bsinxcos”—lmﬁ—n—l/cos""zwdx

r dx 1 sin @ m— 2 dzx
./cos"'a: m— 1 cosm—1. x+m—-1 cos™2 g

3

Seite
15

15

156
16
18

25

27

27

46
53
56
67
72

—1 .
fsm”a:d:c:—%sm”_lxcosx—}—n fsm"—zwdz 72
. dz 1 cos T m—2 dz
/sin"‘x =T m—1 sin’"“l:c_+m——l sin™—2 g 75

l¢"
F=-[rdy 88
P
1 . .
t
tg )
=—[yiat 94
131
la
F= [z dt 94



