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VORWORT

Nach langer, durch duBere Umstinde bedingter Verzégerung liegt nun der
zweite Band der ,,Himmelsmechanik‘* vor. Sein Hauptthema, das Dreikorper-
problem, bestimmt nicht nur den Inhalt dieses Bandes an sich, sondern auch
Form und Anlage der Darstellung eines schwierigen und in seiner Ganzheit
durchaus noch unbewiltigten Stoffes. Wahrend das Zweikorperproblem, dessen
Theorie und Praxis der erste Band gewidmet war, noch als in sich geschlossene,
vollstindig 1osbare und geloste Aufgabe eine streng gegliederte Darstellung
erlaubte, die lehrbuchmiBig von den geschichtlichen Anfingen bis zu den moder-
nen Formulierungen und Anwendungsmethoden in der theoretischen und prak-
tischen Astronomie reicht, wird eine entsprechende Darstellung des Drei- und
Mehrkorperproblems immer ein Torso bleiben, dessen Vollendung zwar fort-
laufend durch die Entwicklung neuer Methoden angenéhert, aber niemalserreicht
werden kann.

Jeder Versuch, diesen gewaltigen Stoff, der nun fast dreihundert Jahre inten-
siver Bemithungen um seine Durchdringung erlebt hat, in eine seiner Eigenart
gemiBe Form zu bringen, wird daher anders ausfallen, je nach den Gesichts-
punkten, unter denen sein Gestalter ihn betrachtet, und je nach den zeit-
bedingten Umstinden, die das Interesse der Wissenschaft diesem oder
jenem der vielgestaltigen Aspekte zuwenden, die das Problem in groBer
Mannigfaltigkeit darbietet. In der Tat liBt sich seit dem Erscheinen von
NEwTONS ,,Philosophiae naturalis principia mathematica® ein mehrfacher
Wechsel in Art und Gegenstand des speziellen Interesses beobachten, das Wis-
senschaft, Forschung und Lehre diesem fundamentalen Problem der Himmels-
mechanik dargebracht haben. Im 18. Jahrhundert haben immer noch die
ungestorte Zweikorperbewegung und die einer befriedigenden Losung noch
harrenden Bemiihungen um praktische Methoden der Bahnbestimmung im
Vordergrund gestanden. Dagegen erlebte die Himmelsmechanik im 19. Jahrhun-
dert ihre groBe Zeit, in der von LAPLACE bis PoINCARE die bedeutendsten
Ménner nicht nur die von der astronomischen Praxis her gestellten Auf-
gaben (ndmlich die Bewegung der Planeten, Kometen und Satelliten durch
Theorien darzustellen, die mit den Beobachtungen innerhalb der erreichbaren
Genauigkeitsgrenzen im Einklang standen) gelost, sondern auch die mathe-
matischen Grundlagen, auf denen jene Theorien ihre Stiitze fanden, so weit
vertieft haben, wie es die verfiigbaren mathematischen Hilfsmittel gestat-
teten. '

Diese mathematischen Schopfungen, die in der HaMILTON-JAcCOBIschen
Theorie ihre groBartigste und fruchtbarste Gestalt gefunden haben, bilden
denn auch mit allen ihren Folgerungen den wesentlichen und grundlegenden
Inhalt aller Lehrbiicher der klassischen Himmelsmechanik, die seit Ende des
vorigen Jahrhunderts erschienen sind, und auch der vorliegende Band wird an
diesen Dingen nicht vorbeigehen diirfen, trotz der starken Verschiebung der
Akzente des Interesses, die seit dem Beginn des 2o0. Jahrhunderts wiederum
stattgefunden und den Blick auf andere Teilprobleme unseres Themas ab-
gelenkt hat.



8 Vorwort

Diese Verschiebung ist in mehreren Etappen oder Schichten erfolgt, die deut-
lich voneinander unterschieden werden konnen, obwohl sie nicht unabhingig
voneinander gewesen sind. Seit BRUNs und POINCARE bemichtigte sich die
reine Mathematik erneut des Gegenstandes der Himmelsmechanik, mit neuen
Methoden und Hilfsmitteln, und trug ihre Problematik weit iiber die Grenzen
hinaus, die das Interesse des praktischen Astronomen beschrinken. Die Fragen
nach der Existenz allgemeiner und fiir alle Zeiten giiltiger Lésungen des Drei-
und Mehrkérperproblems und nach der Konvergenz der Reihenentwicklungen
der Himmelsmechanik beschiftigten seit den achtziger Jahren die Mathema-
tiker intensiv und fanden um 1913 in den Untersuchungen von K. SUNDMAN
ihren vorldufigen Abschlufl durch den Beweis, daB formale Losungen des Drei-
korperproblems durch konvergente Reihen und deren analytische Fortsetzun-
gen existieren, deren Konvergenz allerdings im allgemeinen so schwach ist, da3
sie — ausgenommen unter speziellen Bedingungen, wie denen des planetaren
Storungsproblems — praktisch nicht verwendbar sind. Inzwischen hatte sich,
nach den grundlegenden Arbeiten von HiLL, G. H. DARWIN und anderen, das
Interesse den periodischen Losungen des eingeschrankten Dreikérperproblems
zugewandt, deren theoretische Grundlagen von POINCARE in seinen ,,Méthodes
nouvelles de la mécanique céleste’* geschaffen wurden und die ab 1906, seit
der Entdeckung des ersten ,,Trojaners‘’, aktuelle Bedeutung erlangten. Diese
Dinge sind dann der dominierende Gegenstand zahlreicher Arbeiten in den
ersten Jahrzehnten dieses Jahrhunderts gewesen und haben der Ausarbeitung,
Vervollkommnung und Anwendung der Methoden der numerischen Integration
der Differentialgleichungen des allgemeinen wie des eingeschrinkten Drei-
korperproblems groBen Auftrieb gegeben. Diese Entwicklung hilt heute nicht
nur an, sondern wurde nach zeitweiliger Stagnation neuerdings durch zwei Um-
stinde sehr beschleunigt und geférdert: erstens durch neue Probleme, die der
Himmelsmechanik seit der Schaffung kiinstlicher Erdsatelliten und Raum-
geschosse erwachsen sind, zweitens durch die Konstruktion programmgesteuer-
ter elektronischer Rechenanlagen, mit denen nicht nur die alten Aufgaben der
praktischen Himmelsmechanik (Bahnbestimmung, Berechnung gestérter Ephe-
meriden, Aufsuchen periodischer Losungen usw.) mit bis dahin unvorstellbarer
Schnelligkeit, Genauigkeit und Sicherheit gelost werden konnen, sondern die
auch fiir die numerische Bewiltigung der Probleme der Raumfahrt unentbehr-
lich geworden sind. '

Die Entscheidung, unter den alten, neueren und neuesten Gedankengéngen,
auf die sich der Verfasser eines modernen Werkes iiber das Dreik6rperproblem
verwiesen sieht, eine Auswahl zu treffen, die sowohl den vorgebildeten Leser
als auch den studierenden Anfinger befriedigt, ist nicht leicht gewesen. Es
waren zwei Moglichkeiten gegeben: entweder den Stoff um einer letztlich doch
unerreichbaren Vollstindigkeit willen eng zusammenzudréingen oder ihn in auf-
gelockerter Form unter Beschrinkung auf Wesentliches so darzustellen, da8
sich auch der auf diesem Gebiet noch unerfahrene Leser, ohne durch allzu hohe
Anforderungen an spezielle Vorkenntnisse und eigene Mitarbeit rasch ermiidet
und entmutigt zu werden, mit Ausdauer und gutem Willen leicht durch die
Kapitel des Buches durcharbeiten kann. Diese letztere Moglichkeit, die schon
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Stil und Anlage des ersten Bandes bestimmt hat, wurde auch hier bevorzugt.
DaB ich damit den rechten Weg beschritten habe, scheint mir durch manche
sachverstindige, kritische Beurteilung des ersten Bandes bestétigt zu werden,
in der als ansprechend und ntitzlich hervorgehoben wurde, daB der Leser an
keiner Stelle iiber Begriindung und logischen Zusammenhang des Dargebotenen
im Zweifel gelassen wird.

Die Auswahl des Stoffes fiir den zweiten Band wurde erschwert durch die
schier uniibersehbare Fiille des Schrifttums, das sich in den letzten Jahrzehnten
angesammelt hat und von dem selbst das sehr ausfihrliche Literaturverzeichnis
am SchluB dieses Bandes nur eine schwache Vorstellung vermittelt. Hier war
eine strenge Sichtung vonnéten, um nicht die groBe Linie durch Verzettelung
in allzu viele Einzelheiten verlorengehen zu lassen. Eine bevorzugte Behand-
lung der klassischen Themen schien mir fiir ein einfithrendes Lehrbuch unerla-
lich zu sein, und so hilt sich auch die Grobeinteilung des Stoffes im wesent-
lichen an die auch in 4dlteren Werken gewédhlte Gliederung. Die Zihlung der
Kapitel sowie die durchlaufende Numerierung der einzelnen Abschnitte schlie Bt
sich an die des ersten Bandes an, um die hiufig notwendigen Hinweise auf
dessen Abschnitte und Formeln zu erleichtern. So beginnt dieser Band mit
dem elften Kapitel und dem g1. Abschnitt des Gesamtwerks.

Das Anfangskapitel bringt eine erste Ubersicht iiber die wichtigsten der im
vorliegenden Band zu behandelnden Themen und kann als eine erste Einfithrung
in die Begriffsbildung und die Problematik der Drei- und Mehrkorperbewegung
dienen. Das zweite (12.) Kapitel beschéftigt sich mit den LAGRANGEschen
Untersuchungen iiber das Dreikérperproblem, die hier aber, eleganter als in
den klassischen Werken, mit Hilfe der Vektoralgebra und -analysis formuliert
werden, wobei sich zwangsldufig interessante Parallelen zu der im ersten Band
versuchten Analyse des Zweikorperproblems mit Hilfe der ,,lokalen Invarian-
ten‘‘ ziehen lassen. Das nichste (13.) Kapitel behandelt dann, als natiirliche
Fortsetzung der LAGRANGEschen Theorie, die Librationsbewegungen im ein-
geschrinkten Dreikérperproblem um die LAGRANGEschen Librationszentren,
jenes Thema also, das, von HILL zuerst diskutiert, von CHARLIER mathematisch
durchdacht wurde und dessen weitere Bearbeitung schlieBlich unter anderem
auch zu den Theorien der Trojanerbewegung von BROWN bis THURING gefiihrt
hat.

Die nichsten beiden Kapitel sind der HAMILTON-JAcoBischen Theorie und
der aus ihr entwickelten Methode der Variation der Konstanten gewidmet.
Thnen schlieBt sich folgerichtig ein weiteres, das 15., iiber das planetare Drei-
korperproblem an, in dem die Grundlagen der Stérungsrechnung, vor allem
die sdkularen und langperiodischen Stérungen der Planeten des Sonnensystems,
mit Hilfe dieser klassischen Methoden behandelt werden. Hier werden also aus
dem weiten Gebiet der Stérungstheorie gewisse Themen herausgegriffen, die
dem Anfinger noch in verhiltnismidBig einfacher und durchsichtiger Form
wesentliche und besonders hervorstechende Ziige in den Eigenschaften ge-
storter Planetenbahnen erkennbar werden lassen. Im iibrigen gehort ja das
Problem der allgemeinen Stérungen in den dritten Band, dessen Hauptthema
es bilden wird.
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Fiir den Problemkreis des zweiten Bandes von grundsitzlicher Bedeutung
sind hingegen die Methoden der numerischen Integration und der Berechnung
spezieller Storungen, denen an zentraler Stelle die umfangreichen Kapitel 17
und 18 gewidmet sind; denn diese mathematischen Verfahren sind es ja, die
unsere Kenntnisse um die vielgestaltigen Bahnformen des Dreikérperproblems
(insbesondere auch der periodischen Losungen) entscheidend vermehrt haben
und heute, dank der Erfindung der elektronischen Rechenanlagen, zu einem
unentbehrlichen und duBerst ergiebigen Hilfsmittel der Himmelsmechanik
geworden sind. In diesen beiden Kapiteln wird der Leser neben den klassischen
Methoden der numerischen Lésung von Differentialgleichungen im allgemeinen
und der Berechnung spezieller Stérungen im besonderen auch neuere und
neueste behandelt finden.

Im folgenden (19.) Kapitel wird dem Leser ein kurz gefaBter, aber alles fiir
den Astronomen Interessante umfassender Bericht iiber die Bemiihungen um
Klassifizierung und Theorie der periodischen Losungen des eingeschrinkten
Dreikérperproblems dargeboten. Was die Klassifizierung dieser Bahnscharen
oder Bahnfamilien anbelangt, so muBlte es geniigen, die noch mit alten rech-
nerischen Hilfsmitteln erzielten Ergebnisse der Kopenhagener Untersuchungen
zusammenzustellen, da eine durchgreifende und systematische Fortsetzung
dieser verdienstvollen Arbeiten mit den modernen elektronischen Rechen-
maschinen heute noch unvollendet geblieben ist. Immerhin konnten einige Teil-
ergebnisse in dieser Richtung schon mitgeteilt werden: so die schénen Arbeiten
von E.RABE iiber die periodischen Bahnen vom Trojaner-und Transtrojanertyp
im AnschluB an die theoretischen Untersuchungen von B. THURING sowie eine
vom Verfasser gemeinsam mit J. SCHUBART durchgefiihrte numerische Studie
iiber das Hecuba-Problem im Zusammenhang mit Ideen von POINCARE, die in
fritheren Lehrbiichern kaum Beachtung gefunden haben. Weitere, sehr auf-
schluBreiche Untersuchungen auf diesem Gebiet sind erst nach Abschlu des
Manuskripts bekannt geworden und werden, soweit erforderlich, im dritten
Band Beriicksichtigung finden.

Die letzten drei Kapitel sind dem Mond- und Satellitenproblem ge-
widmet. Was die Theorie des Mondes anbelangt, so gehort sie, als
wichtiges und besonders schwieriges Teilgebiet der Theorie der allgemeinen
Stoérungen, zweifellos in den Themenkreis des dritten Bandes. Der vorliegende
zweite Band wiirde aber eine empfindliche Liicke aufweisen, wenn dieser Gegen-
stand ganz unberiicksichtigt geblieben wire. Ebenso wie es recht war, aus der
allgemeinen Theorie der Planeten die Untersuchungen iiber sikulare und lang-
periodische Stérungen vorwegzunehmen, um dem Leser schon hier eine gewisse
Ubersicht iiber besonders auffillige Eigenschaften gestorter Planetenbahnen
zu verschaffen, wird dhnliches auch in bezug auf die Theorie des Mondes billig
sein. Ich glaube, daB der Gedanke, die am meisten ins Auge fallenden ,,Un-
gleichheiten‘ der Mondbewegung — insbesondere die Evektion, die Variation,
die jahrliche und die parallaktische Gleichung, die sikulare Bewegung der
Apsiden und Knoten sowie die wichtigsten Breitenstérungen und die sikulare
Beschleunigung des Mondes in Lange — auf moglichst unkomplizierte und kon-
krete Weise zu begriinden und numerisch abzuschitzen, den Beifall des Lesers
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(und nicht nur des Anfingers) finden wird. Nach einer solchen ersten Orien-
tierung iiber die Bahneigenschaften des Erdtrabanten darf man wohl wegen
der exakten Behandlung des Mondproblems, insbesondere der Theorien von
DEeLAUNAY, HANSEN und E. W. BROWN, getrost auf den dritten Band ver-
weisen.

Nur das ,,HirLsche Mondproblem®, jene stark vereinfachte und spezialisierte
Variante des allgemeinen Mondproblems, die auch als Ausgangsbasis fiir die
Brownsche Theorie Bedeutung hat, konnte hier nicht iibergangen werden. Im
vorletzten Kapitel wurde es wenigstens insoweit ausfiihrlich behandelt, wie es
seine einfach-periodischen Losungen, die Schar der ,,Variationsbahnen®,
betrifft. Ausblicke auf einen eigenen Losungsversuch des Verfassers be-
schlieBen die Darstellung dieser interessanten, seit TISSERANDS ,,Traité in
fast keinem Lehrbuch der Himmelsmechanik fehlenden Studie.

Die Fiille des Stoffes hat es mit sich gebracht, daB fiir den aktuellsten Gegen-
stand der Himmelsmechanik, die Theorie der Bewegung kiinstlicher Erdsatelli-
ten und Raumproben, nur noch der Raum eines einzigen Kapitels von allerdings
betrichtlichemUmfang zurVerfiigung stand. Das magbedauert werden.Anderer-
seits sind, erst sechs Jahre, nachdem der erste ,,Sputnik*, der erste,,Explorer*
und der erste,,Vanguard‘‘in ihre Umlaufsbahnen um die Erde gebracht wurden,
die theoretischen Bemiihungen um diese technisch-astronomischen Dinge noch
so sehr im FluB und im Aufbau begriffen, daB es noch viel zu zeitig sein diirfte,
sie in ein System zu bringen und lehrbuchmiBig darzustellen. Ich glaube, da3
es in diesem Stadium der Entwicklung dieser neuen Disziplin unserer Wissen-
schaft ausreichend und befriedigend ist, die Probleme selbst aufzuzeigen, die
im Laufe der Zeit aufgetaucht sind, die wichtigsten Ansdtze zu ihrer
Losung zu beschreiben und die wichtigsten Ergebnisse dieser Bemiihungen
aufzuzédhlen, soweit sie schon mehr oder weniger gesichert vorliegen.

Sicherlich wird der dritte Band, der das in diesem Buch fortgesetzte Werk
vollenden soll, auch in bezug auf dieses aktuellste Thema der Himmelsmechanik
vieles erginzen und manches abschlieBen kénnen, was heute noch Gegenstand
der Forschung ist und erst in Zukunft zum Gegenstand der Lehre werden wird.

Gottingen, im Oktober 1963 KARL STUMPFF
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KAPITEL XI

EINFUHRUNG IN DIE PROBLEME

9I. Die zehn bekannten Integrale des Problems der n Korper

Das NEwTONsche Gravitationsgesetz, iiber dessen Begriindung und Formu-
lierung im ersten Band dieses Werkes alles Nétige nachgelesen werden kann,
bildet die Grundlage aller himmelsmechanischen Untersuchungen und reicht
im allgemeinen aus, die Bewegungen der Himmelskorper im leeren Raum in
Ubereinstimmung mit der Erfahrung genau zu beschreiben. Eine Ausnahme
bildet nur die zusitzliche Apsidenbewegung der Bahnen der sonnennahen Pla-
neten, deren Darstellung durch die NEwToNsche Theorie nicht gelingt, wohl
aber durch die allgemeine Relativitdtstheorie EINSTEINS, in der das klassische
Gravitationsgesetz als sehr nahe Approximation enthalten ist. Es mag hier noch
besonders betont werden, daB das Gravitationsgesetz nicht unbedingt eine
letzte und befriedigende Erkldgrung der Bewegungen der Himmelskorper in sich
schlieBt. Es darf also nicht so verstanden werden, als werde mit ihm die Realitit
einer fernwirkenden (mit unendlich groBer oder mit Lichtgeschwindigkeit sich
ausbreitenden) ,,Anziehungskraft‘‘ zwischen den durch leere Rdume getrennten
Himmelskorpern behauptet oder gar bewiesen. In der Tat ist diese dem mate-
rialistischen Denken entsprungene, aber doch letzthin mit ihm in Widerspruch
stehende Vorstellung oft genug AnlaB zu heftiger Kritik gewesen. In Wirklich-
keit hat weder NEwWTON selbst noch irgendeiner seiner Nachfahren im Ernst
etwas anderes ausgesagt, als daB die Himmelskorper sich so bewegen, als o0b
zwischen ihnen eine Kraft wirksam sei, deren GroBe dem Produkt der jeweils
beteiligten Massen direkt und dem Quadrat ihres Abstandes umgekehrt pro-
portional ist. Das aber ist eine Behauptung, die empirisch nachpriifbar ist und
sich auch, von der oben erwihnten Ausnahme abgesehen, in den Grenzen der
durch Beobachtung erreichbaren Genauigkeit bestitigt hat. Diese Auffassung
der Sache ist um so richtiger, als ja die allgemeine Relativitdtstheorie (fiir die
auch die Perihelbewegung des Merkur keine Ausnahme mehr darstellt) den
Kraftbegriff ganz vermeidet und statt dessen die Bahnen der Himmelskérper
als ,,geoddtische Linien‘ in einem durch die jeweilige Verteilung der Massen
deformierten Raum-Zeit-Kontinuum auffaBt, die dynamische Vorstellung also
durch eine geometrische ersetzt.

Schon bei der Analyse der Zweikorperbewegung haben wir die vereinfachende
Annahme gemacht, daB die Himmelskérper als Massenpunkte im Raum an-
zusehen seien, und wir haben festgestellt, daB diese Annahme in sehr weiten
Grenzen ohne Schaden fiir die Genauigkeit der Ergebnisse der praktischen
Himmelsmechanik berechtigt ist. Sie ist es sicher iiberall da, wo die betrach-
teten Himmelskorper kugelférmig-symmetrisch aufgebaute Massen darstellen
und im Laufe ihrer Bewegung nicht zusammenstoBen. Ist dagegen die Gestalt
der Korper oder ihr Massenaufbau von der Kugelsymmetrie verschieden, so ist
innerhalb gewisser Abstandsgrenzen diese Vereinfachung nicht mehr zulissig.

2  Stumpff, Himmelsmechanik IT
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Das gleiche gilt natiirlich in erhéhtem MaBe, wenn die Korper nicht starr sind,
sondern infolge ihrer Rotation und durch die Anziehungskrifte benachbarter
Korper deformiert werden. Die Theorie der Bewegung der Satelliten abgeplat-
teter Planeten, insbesondere die des Erdmondes, erfordert daher besondere
Formulierungen, da bei einer exakten Behandlung dieses Problems das inder
Himmelsmechanik sonst gebrauchliche Schema der durch Gravitationskrifte
bewegten Massenpunkte nicht mehr ausreicht. Was die Einbeziehung von Zu-
sammenst6Ben in die Theorien der Himmelsmechanik anbetrifft, so ist zwi-
schen dem mathematischen Problem der Kollision zweier Massenpunkte und
dem physikalischen des ZusammenstoBes endlich ausgedehnter Koérper wohl
zu unterscheiden. Schon beim Zweikérperproblem haben wir feststellen konnen,
daB die ideale Kollision zweier Massenpunkte einer Singularitit der Bewegungs-
gleichungen entspricht und mit unendlich groBer instantaner Geschwindigkeit
erfolgt, wihrend in Wirklichkeit solche Singularititen wegen der endlichen
Volumina der Himmelskérper unméglich eintreten kénnen. Das Problem des
einfachen oder gleichzeitig-mehrfachen ZusammenstoBes der Massenpunkte,
das Verhalten in der Singularitit und in ihrer Umgebung, die Frage der
analytischen Fortsetzung der Bewegung iiber die Singularitit hinaus usw.
nehmen daher in den himmelsmechanischen Untersuchungen der Mathematiker
einen sehr breiten Raum ein, wihrend diese Dinge fiir den Astronomen weniger
interessant sind.

Wir werden in den folgenden Kapiteln die Himmelskorper durchweg als
Massenpunkte ansehen und daher, mit Ausnahme einiger Abschnitte iiber die
Bewegung der Satelliten, die Komplikationen auBer acht lassen, die sich bei
abgeplatteten Gestirnen ergeben. Auch der Fall des ZusammenstoBes, den wir
erst im dritten Band kurz erértern werden, wird demnach im mathematischen,
nicht im physikalischen Sinne zu verstehen sein.

Der vorherrschende Gegenstand dieses Bandes ist das Dreikorperproblem, der
einfachste Spezialfall des allgemeineren #-Korperproblems, wenn wir von der
im ersten Band ausfiihrlich behandelten Zweik6rperbewegung absehen. Auf die
Verhiltnisse, die wir in unserem Planetensystem vorfinden, konnen wir aller-
dings die Bedingungen des Dreikérperproblems nicht vorbehaltlos anwenden;
vielmehr ist dort die Zahl der gravitierenden Massen, deren Anziehungskrifte
bei strenger Rechnung beriicksichtigt werden miissen, mindestens zehn: die
Sonne und neun groBe Planeten. Strenggenommen miiBte auch die Mehrzahl
der Satelliten hinzugenommen werden. Es geniigt aber in den meisten Fillen,
die den Planeten entsprechenden Massenpunkte in die Schwerpunkte (Massen-
mittelpunkte) der Systeme Planet-Satelliten zu verlegen und ihnen die Gesamt-
masse dieser Systeme zuzuschreiben.

Gewisse Eigenschaften der Bewegungen in Systemen von diskreten Massen-
punkten sind von der Zahl dieser Punkte unabhingig, so die Tatsache, daB es
stets zehn allgemeine Integrale der Bewegungsgleichungen von algebraischer
Form gibt. Um dies zu zeigen, nehmen wir an, daB » Massenpunkte mit den
Massen m; (1 =1, 2, n) sich gegenseltlg nach dem NEwTONschen Gravi-
tationsgesetz anziehen. Thre Orter in bezug auf ein Inertlalsystem (d.h. auf ein
Koordinatensystem, dessen Ursprung und dessen Achsen in ihrer rdumlichen
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Lage nicht durch ,,Krifte’ beeinfluBt werden) seien durch die Ortsvektoren
pl'pz""’pn

als Funktionen der Zeit ¢ gegeben. Sofern keine Zusammenst6Be stattfinden,
sind die Funktionen p; (¢) fiir alle Zeiten eindeutig definiert, iiberall stetig und
beliebig oft differenzierbar; durch sie sind unter anderem auch die Bahnkurven
der # Massenpunkte festgelegt. Bezeichnet man den Abstand der Orter p; und
p; mit 7;; = #j; = |p; — p;|, so ist die Kraft, mit der die Masse m; von der
Masse m; angezogen wird, durch den Ausdruck

Qo 2 M i T R g
't 2. .. 3.
i 7ij 7ij

(bj — )

gegeben, da der Faktor k%m;m;[r; (mit % als Gravitationskonstante) die
GroBe der NEwTONschen Attraktionskraft, der Vektor (p; — p;)/r;j den Ein-
heitsvektor darstellt, der vom angezogenen zum anziehenden Koérper fithrt und
daher die Richtung der Kraft versinnbildlicht. Die von allen anderen # — 1
Massen auf m; ausgeiibten Krifte summieren sich vektoriell, so daB
(XI; 1) 8= m; i =Bm; 3 20 (n; — p)

iFiTij
das System von # vektoriellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung dar-
stellt, dem die Bewegungen der » Massen geniigen. Die Summe rechts ist iiber
alle Indizes j =1, 2, ..., # mit Ausnahme von § = ¢ zu erstrecken, enthilt
also jeweils # — 1 Summanden. ‘

Die Losung des Systems (XI; 1) erfordert 6% Integrale, da jede der # Glei-
chungen in drei voneinander unabhingige skalare Differentialgleichungen zwei-
ter Ordnung zerfillt. Von diesen Integralen sind, wie gezeigt werden soll, zehn
bekannt, fiir alle Fille und fiir alle Zeiten giiltig und von algebraischer Form.

Summiert man die Gleichungen (XI; 1) iiber ¢, so ergibt sich sofort

n . n m; m;
(XI; 2) Zmihi=k3Y 3 —"(p—p)=o0,
i=1 i=1j%i ij
da‘jedem Glied m; m;(p; — p;)/r}; der Doppelsumme ein anderes der Form
m; m;(p; — pj)/r}; entspricht, das ihm entgegengesetzt gleich ist. Gleichung
(XI; 2) 148t sich also zweimal integrieren:

Smip;=0a +Vi= (a4 bt) Im,.

ie=1
Die Vektoren a = a’/3'm;, b = b’/ 3'm; sind konstant. Dieser Satz besagt
also, daB der Vektor

. _ Xmibi

eine lineare Funktion der Zeit ist. Der durch & dargestellte Ort heiBt Schwer-
punkt oder besser Massenmittelpunkt des Systems der n Korper. Der Schwer-
punkissatz (XI; 3) besagt somit, daB sich der Massenmittelpunkt des Systems

2*
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in bezug auf ein beliebig gewdhltes Inertialsystem geradlinig-gleichférmig be-
wegt. Die beiden konstanten Vektoren a, b sind willkiirlich; sie hingen ledig-
lich von der speziellen Wahl des Inertialsystems ab. Ihre Koordinaten liefern
also sechs willkiirliche skalare Integrationskonstanten. Wihlt man das Ko-
ordinatensystem so, daBB a = b = o ist, so gelten in ihm die Beziehungen

(XI,4) lzlmt pi=o0; Z;mi p;=o,
und der Massenmittelpunkt des Systems ruht fiir alle Zeiten im Koordinaten-
ursprung. Zwischen den 6# Anfangsbedingungen der Bewegung, die man durch
die Koordinaten der Orter und der Geschwindigkeiten der » Massenpunkte zu
irgendeinem Zeitpunkt ¢ = ¢, ausdriicken kann, bestehen also zwei vektorielle,
d.h. sechs skalare, lineare Beziehungen (XI; 4), so daB sich die Zahl der un-
abhingigen Integrationskonstanten um sechs vermindern 148t.

Drei weitere Integrale erhilt man, indem man (XI; 1) vektoriell mit p;
multipliziert und die Produkte iiber alle ¢+ summiert. Es ergibt sich dann

Zomlpsd =03 3T ),

i=1j%

da [p; p;] = o ist. Aber auch die Doppelsumme rechts verschwindet, weil
[p: ;] = —[p; ps] ist, also jedem Summanden ein anderer gleichen Betrags,
aber mit entgegengesetztem Vorzeichen entgegensteht. Die Integration 148t
“sich also ausfiihren und ergibt

(XL; 5) Smilpi bl =g,

“wo g einen konstanten Vektor darstellt, dessen Koordinaten drei unabhingige,
willkiirliche, skalare Integrationskonstanten liefern. Fiir » = 2 geht (XI; 5)
in den Flichensatz der KEPLERschen Bewegung iiber. Verlegen wir ndmlich den
Koordinatenanfang in den Schwerpunkt und bezeichnen wir den von m,
(Sonne) nach m, (Planet) fiihrenden Vektor mit p, so ist in diesem Fall

—_— Mg . — my ( — )
B= P B= b P=h )
Setzt man dies fiir # = 2 in (XI; 5) ein, so ergibt sich
L1 +my
[p p] - ml mz g - COnSt,

also die Gleichung (III; 13).

Auch fiir » > 2 wird (XI; 5) hdufig Flichensatz genannt, und wir werden
uns dieser Bezeichnung ihrer Kiirze wegen hier und da bedienen. Besser ist
aber die auch in der Physik iibliche Bezeichnung Drehimpulssatz, denn (XI; 5)
besagt ja, daB die Summe der Drehimpulse [p; X m; $;] konstant ist. Der kon-
stante Drehimpulsvektor g definiert eine Ebene, deren Normale er ist und
deren Lage also konstant ist bzw. sich selbst parallel bleibt. Man nennt sie
-die Unverinderliche Ebene (UVE) des Systems der n Massenpunkte.
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Dasletzte der zehn algebraischen Integrale liefert der Satz von der Erhaltung
der Energie. Multipliziert man (XI; 1) skalar mit ; und summiert wieder tiber
alle 7, so erhilt man

(XI6) 3 milnih) = §‘§

m; mJ

(i, pj — i)
IJ
Die n(n — 1) Glieder dieser Doppelsumme lassen sich in eine quadratische
Matrix mit » Spalten und Zeilen einordnen, deren Hauptdiagonalglieder
(¢ = 9) fehlen. Die zur Hauptdiagonale symmetrisch liegenden Glieder haben
die Form

m; m;

(P, pj — ;) Dbzw. ,3m,- (%, pi — 9j).

ij i
Thre Summe ist also

———(P p“pj t)'

Mithin kann man statt (XI; 6) auch

n—1 n m; m
(XI; 7) Zml(p; b)=—-83 X

3.
z—11—1+1 7ij

' (i — i, B — 9)

schreib.en..Nun is:t aber 7?; = (p; — pi, pj — pi), also, wenn man dies nach
der Zeit differenziert,

vijtij = (pj — Pi, B; — 9
(=P b —h) 7’i,_d(1)

und daher

7?_,' - 7121 dt

7ij

Gleichung (XI; 7) 14Bt sich also integrieren, und man erhilt, mit 4 als einer
neuen Konstanten,

(XI; 8) T=—Smp=r3 """ { h=U+h
2 Fi i
T heiBt die kinetische Energie, U das Potential oder die Potentialfunktion des

Systems der » Massenpunkte, —U die potentielle Energie. Gleichung (XI; 8)
kann man daher auch

(XI; 9) T — U = h = const

schreiben; sie besagt, daB die Gesamtenergie T — U des Systems wihrend
der gesamten Dauer der Bewegung konstant bleibt.

Das Energieintegral 148t sich auch auf folgende elegante Art finden: Fiihrt
man die rechtwinkligen Koordinaten

X5, Vis 2y Wi =M X, Ui =My, W= Mm%
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der Ortsvektoren und der Impulse ein und setzt man nach (XI; 8)
H=T—U=%f‘m,~;’;?—kzzﬂ"—
i=1

ik Tk

i = (6 — %) + 7k — ¥))% + (2 — 2)*,

mit

m; pz—mt( +y; +22)_ i)'

so ist offenbar

0H  w;
614,' - m; -
und wegen (XI;1) T
0H m; m
= — k2 J k —) = — = —
axk k j%;: r},k (xk x,) My X Ul

Man kann also die Differentialgleichungen (XI; 1) auch in der , kanonischen

Form™ [ 4 — 0H o — 0H
N PR PR
oy = 0H o= O0H
13 avi 2 1] 6y': >
. o0H . o0H
| 5w U T T
schreiben. Multipliz1ert man nun das linke Tripel der Gleichungen (XI; 10)
mit den Faktoren #;, 9;, w;, das rechte mit —%;, —9;, —%; und summiert
iiber alle diese Gleichungen und iiber alle ¢, so erhilt man
0H . 0H 6H 0H 0H 0H dH
zé‘l a“l l+a x+ ; z+ ; l+6 t+62, } T:

da ja H eine Funktion der 6# Vanablen x;, Vi, 23 #;, v;, w; allein ist und die
Zeit ¢ nicht explizit enthilt. Das Integral dieser Gleichung ist aber der Energie-
satz

(XI; 10a) H = h = const.

DaB die Gleichungen (XI; 10) den Gleichungen (XI; 1) dquivalent sind,
kann man auch folgendermaBen zeigen: Es ist

. d(0H
x'“Tﬁ(a_ui)’

also wegen a—H=—I-u
ou; m;
g Xy _ T OoH_  19dT=0U)
YT mg T omg 0% om0
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und, da T von x; unabhingig ist,
[ = LU
YTom 0%’
X ou
m; 0y’
1 U

m; aZ,' ’

und ebenso

(XI; 1) 1 yi=

‘=

Diese Gleichungen sind aber mit (XI; 1) identisch, wie man unmittelbar er-
kennt, wenn man, wie in (XI; 8),
m; m
U=r3 5 2= —n)+ 0 — )+ (5 — 2
ik Tjk
setzt.

92. Das Dreikirperproblem. Relative Koordinaten

Wir werden spiter (Abschnitt gg) an einem einfachen Beispiel zeigen, daB
das Problem der #» Korper vollstindig gelost wire, wenn es gelinge, 6n — 2
Integrale zu finden. Nach einem Satz von JAcos1l) lassen sich dann die letzten
zwei durch Integration bekannter Funktionen darstellen. Dieser Satz hat iibri-
gens, ebenso wie die im vorigen Abschnitt bewiesenen, sehr allgemeine Giiltig-
keit, die weit iiber den Rahmen der speziellen Probleme der Himmelsmechanik
hinausgeht. In Verbindung mit den Ergebnissen des vorigen Abschnitts macht
es der JacoBlsche Satz ohne jede weitere Uberlegung verstindlich, daB das
Zweikorperproblem vollstindig lésbar ist. Wenn wir absolute, d.h. auf ein
beliebiges Inertialsystem bezogene, Koordinaten einfiihren, so ist dieses Pro-
blem von der zwolften Ordnung. Da aber zehn Integrale bekannt sind, lassen
sich die letzten beiden nach dem obengenannten Satz durch einfache Quadra-
turen ermitteln. Das Dreikorperproblem dagegen, in dem bereits die wesent-
lichsten Schwierigkeiten des allgemeinen #-Kérperproblems zutage treten, er-
fordert 18 Integrale und l4Bt sich daher durch Beriicksichtigung der zehn be-
kannten auf die achte Ordnung reduzieren, und es ist auch mit den schérfsten
Methoden der mathematischen Analysis nicht gelungen, die Zahl der im all-
gemeinen unbekannten Integrale um mehr als eine weitere Einheit zu ver-
mindern. Die Schwierigkeiten sind also bereits fiir # = 3 erheblich, und wir
werden uns daher, um die Dinge nicht unnétig zu komplizieren, von gelegent-
lichen Ausnahmen abgesehen, in der Folge durchweg auf das Dreikérper-
problem beschrinken.

Die Ergebnisse dieser Untersuchungen werden trotz dieser Einschrinkung
fiir die astronomische Praxis stets wertvoll sein. In der Tat gibt es zahl-
reiche Aufgaben der praktischen Himmelsmechanik, bei deren Lésung
die Erfahrungen niitzlich verwendet werden kénnen, die aus der mathemati-
schen Analyse der Dreikorperbewegung hervorgegangen sind. Zwar ist, wie

1) Vorlesungen iiber Dynamik. Konigsberg 1843.
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schon im vorigen Abschnitt bemerkt wurde, die Zahl der Massenpunkte im
Sonnensystem weit groBer als drei, doch kann man in Einzelfillen durch Be-
schrinkung auf #» = 3 schon sehr gute Anndherung an den tatsichlichen Sach-
verhalt erzielen. Einen typischen Sonderfall dieser Art stellt das System Erde-
Mond-Sonne dar: Die Bewegung des Mondes um die Erde wird durch die An-
ziehungskraft der weit entfernten, aber sehr massereichen Sonne erheblich
gestort, wihrend die stérenden Kréfte der iibrigen Korper des Sonnensystems
im Vergleich dazu duBerst gering sind. Die Bedingungen fiir einen praktischen
Fall des Dreikorperproblems sind also weitgehend erfiillt. Die strenge Theorie
der Mondbewegung erfordert allerdings die Beriicksichtigung der Planeten-
storungen, auBerdem aber noch die Berechnung jener Einfliisse, die von der
dynamischen Abplattung des Erdkorpers und der durch sie bedingten, in der
Mondentfernung noch merklichen Anisotropie des irdischen Gravitations-
potentials herriihren.

Ein weiterer Anwendungsbereich betrifft die Bewegung eines Planetoiden
oder Kometen um die Sonne unter dem stérenden EinfluB eines groBen Pla-
neten, z.B. des Jupiter. Hier kann man die Masse des kleinen Korpers gegen
die der Sonne und des Storplaneten ganz vernachldssigen und die heliozen-
trische Bewegung des letzteren als bekannt voraussetzen. Das Problem besteht
dann nur noch aus der Frage nach der Bewegung der infinitesimalen Masse
im Gravitationsfeld von Sonne und Planet. Es zeigt sich dann in praxi, daB
die Ausdehnung der Untersuchung auf den Fall, daB mehrere Storplaneten vor-
handen sind, also auf die im Sonnensystem tatsidchlich gegebenen Verhiltnisse,
keine weiteren Schwierigkeiten grundsitzlicher ‘Art mehr verursacht. SchlieB-
lich kann man als Spezialfall des Dreikorperproblems noch die Bewegung
zweier groBer Planeten mit Massen der gleichen GréBenordnung um die Sonne
betrachten, etwa die von Jupiter und Saturn. Die Bahnbewegung dieser beiden
Planeten, deren wechselseitige Anziehungskrifte betrachtlich sind, wird durch
die iibrigen Planeten verhiltnismiBig wenig gestort, so daB auch hier die Be-
dingungen des Dreikérperproblems mit guter Anndherung erfiillt sind.

Die eben genannten drei Fille der Dreikérperbewegung unterscheiden sich
durch die unterschiedliche Verteilung der Gr6Benordnungen der drei Massen.
Im ersten Fall (Sonne-Erde-Mond) sind die drei Massen (m,, m,, m4) endlich,
aber von verschiedener GréBenordnung (m, > m, > m,). Im zweiten Fall
(Sonne-Jupiter-Planetoid oder Komet) ist m, > m,, aber my = 0. Im letzt-
genannten Fall (Sonne-Jupiter-Saturn) ist #s, > m,, m, > m,, aber m, und
g sind groBenordnungsmiBig nicht sehr voneinander verschieden. Der mathe-
matisch schwierigste Fall, daB alle drei Massen von gleicher Gré8enordnung
sind, kommt im Sonnensystem nicht vor, wohl aberin dreifachen Sternsystemen.
Aber dort liegen die Verhiltnisse meist so, daB ein enges System von zwei
groBen Massen, etwa ein spektroskopischer Doppelstern, von einer dritten,
ebenfalls groBen Masse in sehr weitem Abstand umlaufen wird — ein Sonder-
fall, dessen mathematische Behandlung keine besonderen Schwierigkeiten be-
reitet, da man sowohl die Bewegung des engen Systems als auch die der dritten
Masse um den Schwerpunkt des engen Systems mit sehr guter Anndherung
als Zweikoérperbewegung nach den KEPLERschen Gesetzen ansehen kann.
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Wenn wir von dem letztgenannten Sonderfall, dem ,,stellaren Dreikérper-
problem*, absehen, uns also auf die im Sonnensystem anzutreffenden Verhilt-
nisse beschrinken, so ist eine der drei Massen (Sonne) stets iiberragend groB.
Esist dann verniinftig, den Koordinatenanfang in die Sonne zu verlegen, zumal
der Massenmittelpunkt der drei Kérper, den man bei Vernachlidssigung der
storenden Krifte weiterer Himmelskoérper als Ursprung eines Inertialsystems
ansehen darf, der Beobachtung nicht unmittelbar zugénglich ist. Natiirlich ist
das ,,heliozentrische‘ Koordinatensystem mit dem Mittelpunkt der Sonne als
Ursprung kein Inertialsystem mehr.

Auch wenn man simtliche Koérper des Sonnensystems berticksichtigt, deren
Massen noch merkliche Stérungskrifte ausiiben, ist der Ubergang von absoluten
(auf den Schwerpunkt des Systems bezogenen) auf relative (auf die Sonne be-
zogene) Koordinaten von praktischem Nutzen. Es liegt dann ein #-Korper-
problem vor (Sonne und # — 1 Planeten), und es sei m,, die Masse der Sonne,

von der GroBenordnung Null, wihrend m,, s, . . ., m, von der ersten Ordnung
sein moégen. Ferner seien
(XI; 12) Q= p: — P1» (t=2,3,...,n)

die relativen Ortsvektoren der Planeten in bezug auf die Sonne. Nach (XI; 1)
kann man dann schreiben

b= {2 — p) + 375 (5 — pi
(XI; 13) ’;' J; ”’; (i=2,3,...,%),
b= 2 = )+ 3 — )
i1 Jj=27j1

wobei das Symbol 3" bedeuten soll, daB der Summand j = ¢ auszulassen ist
(in der ersten Gleichung fehlt dieser Summand eo ipso, in der zweiten ist er
der Summe vorangestellt). Subtrahiert man nun die zweite Gleichung (XI; 13)
von der ersten, berticksichtigt (XI; 12) und bedenkt, daB p; — p; = q; — q;
ist, so erhilt man die Differentialgleichungen fiir die Relativbewegung der
n — I Planeten in der Form

(XI; 14) §; = &2 {—ﬁlr:——m'qﬁ— Z"mj(—qu—q‘——qT’)}, (t=2,3,...,n).
*1 2 rji 7i1

Nun ist aber die Summe, deren Summanden die Faktoren #, bis m, (auler ;)

enthalten, gegen den ersten Term rechts, der m, 4 m; > m, als Faktor ent-

hilt, klein von der Ordnung der Planetenmassen, die im Sonnensystem sdmt-

lich kleiner als 10-3m, sind. Die Relativbewegung der Planeten geniigt

also in erster Ndherung den Gleichungen des Zweikorperproblems

o gt

(XI; 14a) G 3, Gi» (rix = [ail),

erfolgt also gendhert in Kegelschnitten nach den KEPLERschen Gesetzen und
erleidet durch die in .(XI; 14) unter dem Summenzeichen zusammengefaBten,
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von den Massen der iibrigen Planeten bewirkten ,,Stérungen‘‘ nur mehr oder
weniger geringfiigige Deformationen.

Beschrinken wir uns auf den Fall » = 3, so kann man dem Gleichungs-
system (XI; 14) eine sehr einfache symmetrische Form geben, die auch die
Ableitung der bekannten Integrale duBerst einfach und elegant gestattet. Die
drei (nunmehr beliebig groBen) Massen seien m;, m;, m, ; die Indexfolge 7,7, &
soll irgendeine der drei zyklischen Permutationen der Folge 1, 2, 3 bedeuten.
Sind dann p;, p;, P, die absoluten, d.h. auf ein Inertialsystem, z.B. das des
Schwerpunktes, bezogenen Ortsvektoren, so lauten nach (XI; 1) die Beschleu-
nigungen von #; und m,

=2 [ (e ) + 50— 1),
(XI; 15) *

Pr = K2 {7& (pi — ) + %(Pj - Pk)} .

ik
Thre Differenz betrigt also

m; +mk

OXL16) ey — 0 {ZLET (o — ) o (B ey B

14

m; +m,-|—mk

7 (P — Pj) +

+mi(Pk—PJ+P Pk+ P';Pi)‘

r?f} ’; k

S

Nun bezeichnen wir (Abb. 1) die Relativkoordinaten allgemein mit Hilfe der
Vektoren

(XI; 17) =P — ¥

und deren Betrige mit #; = 7, = 7,;. Sie sind
so angeordnet, daB sie einen geschlossenen Vek-
torenzug bilden, und es ist daher

(XI; 174a) t+ 14+ =o.

Ist (Abb. 1) S der Massenmittelpunkt und be-
ziehen sich die p; auf S als Ursprung, so setze
man

(XT; 18) €: = [p; Pal.- Abb. 1. Massendreieck
Dann ist |§;| = E; der doppelte Flicheninhalt des und Schwerpunkt

von p; und py eingeschlossenen Dreiecks A S m;m,

und der doppelte Inhalt des von den drei Massen selbst gebildeten Dreiecks
(das wir kurz als ,,Massendreieck* bezeichnen wollen) ist E = E; + E; + E,
und gleich dem Betrag von

C=236C=[yul=[nul=I[uy]
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Wegen des Schwerpunktssatzes (XI; 4) gilt statt (XI; 18) auch
mymy €; = [m; p; + mye P, m; p; + my p;] =
= m; m;[p; ;] + my mi [Py pi] — my mu[pj P =
= mjm,\.@i + mkm,-@j + m; mj @k d ijmk@i
-oder .
(XI; 19) @i—m-M——m I(E_‘._F&_}__@_")

i =" —
3Imym; my, 3 \m; mj my

Die Inhalte der durch den Massenmittelpunkt erzeugten Teildreiecke des Mas--
-sendreiecks verhalten sich also wie die ihnen gegeniiberliegenden Massen : Esist

(XTI; 20) E;:E;:Ex=m;:mj:my
oder auch
(XI; 20a) E;=mif(t); Ej=mjf(@t); Ex=m[(),
wobei E
I
t = = @

eine gewisse Funktion der Zeit bedeutet.
Wenn wir (XI; 17) in (XI; 16) einsetzen, lauten die Differentialgleichungen
fiir die relativen Ortsvektoren (XI; 17)

M ti+k2mi(t—;+i+£’;—)-

. ——
(XT; 21) i; k 7 AtEt s

Das sind also drei vektorielle Differentialgleichungen, die man einzeln hin-
schreiben kann, wenn man die Indizes ¢, §, k zyklisch permutiert. Diese Glei-
chungen nehmen eine einfachere Form an,
wenn man die Einheiten der Masse und
der Zeit so festlegt, daB M = I 'm; =1
und k = 1 ist, und wenn man zur Abkiirzung

My
(Stdrplanet)

"% %

I .
7:?:#;'. ’_?‘—‘Ztuiri: (mff--,c oy
. gestiirter Plane:
setzt. Dann erhilt man (XI; 21)inder Form {
(Sonne)
XI;22) |ti=—piti+m;R|. Abb. 2
( ) ! Piti A mi Heliozentrische Relativkoordinaten

DaB die Gleichungen (XI; 21) bzw. (XI; 22) im Falle der gest6érten Bewegung
eines Planeten mit den Gleichungen (XI; 14) identisch sind, 148t sich leicht
zeigen. Es seien m, die Sonne, m, der gestérte und m, der stérende Planet
(Abb. 2), also g, und q4 die relativen (heliozentrischen) Ortsvektoren der bei-
den Planeten. Dann haben wir in (XI; 21) an Stelle der Vektoren t; und ihrer
Betrige

LL=—0s 3=0y L, =03—Gs; |[U]|="115 [ts|=71 [1|=7
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einzufithren und erhalten fiir q, die Differentialgleichung

(XI;23) = —k2 L™ e ( J % ——‘l,i),
732 723 733

die wegen M — my == m; + m, in (XI; 14) iibergeht, wenn man dort s = 2

setzt.

Von den drei Gleichungen (XI; 22) sind nur zwei voneinander unabhéngig,
da zwischen den r; die Beziehung (XI; 17a) besteht. Das System (XI; 22)
erfordert also zwolf Integrale, iibereinstimmend mit der Tatsache, daB von
den 18 Integralen des allgemeinen DreikSrperproblems die sechs Schwerpunkts-
integrale mittels der Gleichungen (XI; 16) eliminiert worden sind. Es enthilt
daher von den zehn bekannten Integralen nur noch vier.

Die Ableitung dieser Integrale gestaltet sich jetzt sehr einfach. Multipliziert
man (XI; 22) vektoriell mit t;/m; und summiert, so folgt

S, [n i LT
s utl et

i=1 My i m;

”I+Z[tlm]=ob

da [r; r;] = ound }'r; = oist. Durch Integration erhilt man den Drehimpuls-
satz (Flichensatz) in der Form

(XTI; 24) Z fetd = g’ = const.
i=1 My
Multipliziert man (XI; 22) skalar mit i;/m; und summiert, so ergibt sich

ésll (rl l) ;‘ (tl '-) t _I'_Z tl ER) ;’- (rlr)

3
m; i

da 3'i; = o ist. Da aber (r;i;)/r} = —d(x/r;)/dt ist, folgt nach Integration
.der Energiesatz

. r I_i (I,,I,) -y =N
(XI; 25) I=U=g2— = =2 =W

Die Gleichungen (XI; 24) und (XI; 25) gelten unter der Voraussetzung, da3
alle m; > osind, da andernfalls der eine oder andere Summand unendlich gro8
wird und das gleiche dann auch mit den Konstanten ¢’ und 4’ geschieht. Um
diese Schwierigkeit zu umgehen, die sich auch schon unangenehm bemerkbar
macht, wenn eine der drei Massen gegen die anderen sehr klein ist, multipli-
ziert man die Gleichungen mit m; m; my = m, my m, und erhilt dann

(XI; 24a) 2m; [t 8] =mymymy g’ = g,
I ..
(XI; 25a) ?ZmJ- my (i &) — 3

Strebt etwa m4 gegen 0 und streben gleichzeitig ¢’ und %’ gegen oo, so bleiben
die Produkte mg g’ und m4 4’ und daher auch g und % endlich.

Die Bewegungsgleichungen (XI; 14) fiir die Koordinaten der heliozentri-
schen Ortsvektoren g; lassen sich nicht, wie dies fiir die auf den Schwerpunkt

m; m,,
—J.—‘= ml”tzmShl = h.
12
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des Systems bezogenen absoluten Orter der Fall war, in der einfachen Form
(XI; 11) darstellen, so daB die Koordinaten

mi X MY m; Z;

der an den Massen m; angreifenden Krifte als partielle Ableitungen einer fiir
das ganze System charakteristischen ,,Kréftefunktion U nach den Koordina-
ten der Orter geschrieben werden kénnen. Dagegen erkennt man leicht, daB
man fiir jeden einzelnen Planeten m; (: = 2, 3, ..., #) ein Gleichungssystem

aU . aU; . 5 OU,

6x1 miyi = W’ mp 2 = 9z,

aufschreiben kann, in dem die U; Funktionen der Relativkoordinaten simt-
licher # — 1 Planeten darstellen, die aber fiir jedes ¢ verschiedene Gestalt
haben. Wir zeigen dies am Beispiel des Dreikdrperproblems. Die Differential-
gleichungen fiir die x-Koordinaten (die fiir y und z haben die gleiche Form)
lauten dann gemiB (XI; 14)

ﬁzzkz{—————mljmz x2+m3<x33_x2 _ﬁ)},

(XI; 26) o

(XI: 27) 712 723 73
’ . my, + m Xy — X %y
Fy = {_ 17:1}3 . x3+m2( 27%2 T 7?2 >} )
Setzt man?)
U2=k3m2{m1+m2+ ( I x2-x3+y:y3+zzzs ,
(XI; 27a) 712 723 . 713
U, = k2my {m1+m,+ ( I x3x2+ysay2+zazz)]
13 733 712

mit

o= +y+4 rs=a+yi+4;

733 = 132 = (%3 — %)% + (¥ — ¥2)® + (23 — 22)%
so findet man bestitigt, da

; aU. )
(XI;27Db) Mg fig = 6x:; My dig =

ist und entsprechende Gleichungen fiir y; und z; gelten. Diese Differential-
gleichungen lassen sich auch nicht in die kanonische Form (XI; 10) bringen.
Denn fithrt man die Impulskoordinaten

0%,

Up=m;%;; Vi =M;Yi; W;=m;%
und die kinetische Energie
3 .2 2 2
_I ;- u; + Vi + w;
2 ;< m;

1) U, geht in U, iiber, wenn man die Indizes 2 und 3 vertauscht.
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eln, so 1st __8_T_ d,_m,f,_ﬂ]i
l_au;. | 1] '—6xi
oder, mit H,'=T—U,',
. _0H, . 9H;.
(XL 28) Sl P P

Man bezeichnet das System (XI; 28) im Gegensatz zu (XI; 10) als Aalb-
kanomisch, da fiir jeden Korper eine besondere charakteristische Funktion H;
erforderlich ist.

93. Der Satz vom Krdftezentrum

Fiir das Dreikorperproblem gilt der merkwiirdige Satz, daB die an den drei
Massen m; angreifenden Beschleunigungsvektoren stets nach einem gemein-
samen Zielpunkt streben, sich also so bewegen, als wiirden sie in jedem Augen-
blick von einem , Kriftezentrum‘* angezogen, das irgendwo im Innern des
Massendreiecks oder auf seinem Rand liegt, aber im Gegensatz zum Schwer-
punkt nicht , kraftefrei’’ ist, sondern eine im allgemeinen recht komplizierte

Bewegung ausfiihrt.
Es seien wie frither m;, m;, m die drei Massen, p;, p;, px die auf den Schwer-
punkt bezogenen absoluten Ortskoordinaten, und es sei [t;| = |px — p;| = 7.

Dann lauten die Bewegungsgleichungen nach (XI; 15)
b= {5 — p) + T (e — ) | =
e i
kz
= 7 ) { r3(b; — i) + mc (P — 9:)} =
k

=GP (r; r,fk)“ {Zm.r b= "‘?:m”g}‘

Fiithrt man nun den symmetrisch gebauten Vektor

3 3 3
my 7y Py + My 73 Py + My 73 Py

XI; =
(Xt 29) TV T
ein, der in derselben Ebene wie die Ortsvektoren liegt, so ist offenbar
> m,rd
. 203 Y
(XI' 30) P —k2r £ (f 75 7)3 ( 'po)

Der Punkt p, hat also die Eigenschaft eines Kriftezentrums oder eines Ziel-
punktes der Beschleunigungsvektoren, und es gilt auBerdem der Satz:
Die Beschleunigung der Masse m; ist proportional dem Produkt zwischen der
dritten Potenz der m,; gegeniiberliegenden Dreiecksseite und dem Abstand der
Masse vom Kriftezentrum. Der Proportionalitéitsfaktor

—kZ[ra -+ mg +5

i ’2
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ist eine symmetrische Funktion der Massen und der dritten Potenzen der Drei-

ecksseiten und daher eine im allgemeinen recht komplizierte Funktion der Zeit.
Die auf das Kriftezentrum K bezogenen Orts- my

vektoren der drei Massen sind (Abb. 3)

_ i 75 (0 — ) + 7 (P — pi)

fi=p:—"% m; 3 -+ m; v+ myr}
oder
my 1’2 I — mj 73 Tk
fi= 3 = Frtj— Fj 1,
2 mr}
wo F;=m;7r3}| 3 m;r}gesetzt wirdund 3 F;=1 e = . ;s
. . > A

13 13
ist. Die doppelten Inhalte der von den f; ge- Abb. 3. Kriftezentrum
bildeten Dreiecke, also der durch das Krifte-
zentrum aus dem Massendreieck gebildeten Teildreiecke, sind die Betréige der
Vektorprodukte

Si=U0ifl =Fitx — Frr;, Fjr; — Fij] =
= F} [t ul] + Fi Fj[u t] + F; Fy[uy) =
=Fy(F;+ F; + F,) € = — F; G,
wo, wie in Abschnitt g2,
€ =[rn = [t ] = [t:y]
der zur Ebene der drei Korper normale Vektor ist, dessen Betrag dem doppel-

ten Inhalt des Massendreiecks gleich ist. Das Verhiltnis der Inhalte der durch
das Kriftezentrum gebildeten Teildreiecke ist demnach

(XI; 31) Fi:Fj: Fy=mr}om;r}:mr},
eine Gleichung, die ein bemerkenswertes Gegenstiick zu (XI; 20) bildet.

Fiir n > 3 gilt der Satz vom Kriftezentrum nicht mehr. Das folgt aus einem
Gegenbeispiel: Es seien m#, und m, zwei endliche, m, eine unendlich kleine
Masse. Dann liegt das Kréftezentrum offenbar auf der Verbindungsgeraden
von m, und m,, und zwar ist hier, wegen m, = 0, auch F3 = 0. Es ist dann

fh=—Faty; fa=Fi15, (Fy+F,=1),
und das Kriftezentrum teilt somit die Strecke #;7, im Verhiltnis
[f1] 2 |fa] = Fa: Fy = my 13:my 73.

Die Lage des Kriftezentrums hingt demnach wesentlich vom Verhiltnis 7, : 7,
ab, d. h. vom Ort der infinitesimalen Masse m, in bezug auf die Lage der bei-
den endlichen. Tritt nun eine weitere unendlich kleine Masse #, hinzu, so
dndert sich an den Kriften, die an m,, m,, m, angreifen, nichts. Der an m,
angreifende Kraftvektor zielt aber nach einem Punkt der Strecke m,m,, der
diese Strecke im Verhéltnis 7, o3 : m, o3 teilt, wenn g, : o, die Abstinde der Masse
m, von m, bzw. m, bezeichnen, und der im allgemeinen von dem ebenfalls auf
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der Strecke #,m, liegenden Zielpunkt der Beschleunigung von m, verschieden
sein wird. Die vier Beschleunigungsvektoren werden sich also nur in dem ganz
speziellen Fall in einem und demselben Punkte treffen, daB g,: g, = 7,: 7, ist.

94. Der freie Fall

Die Ergebnisse des vorigen Abschnitts regen zu der Frage an, ob oder unter
welchen Bedingungen auch die Geschwindigkeitsvektoren y; einen gemein-
samen Zielpunkt haben.

Hierzu ist zunichst zu bemerken, daB die an den m; angreifenden Ge-
schwindigkeitsvektoren im allgemeinen nicht in einer Ebene liegen, wie es fiir
die Beschleunigungsvektoren und fiir die im Schwerpunkt angreifenden abso-
luten Ortsvektoren zutrifft. Sind aber zu irgendeinem Zeitpunkt ¢ = ¢, die drei
Vektoren p; komplanar, so liegen sie in der gleichen Ebene wie die p; selbst.
Dann folgt aber aus (XI; 1), wenn wir diese Gleichung fortgesetzt differenzie-
ren, daB nicht nur die p; (was immer der Fall ist), sondern auch alle hoheren
Ableitungen der Ortsvektoren in derselben Ebene liegen. Ist dies aber fir
¢t = ¢, der Fall, so folgt aus der TAYLORschen Entwicklung

Pi) = pi(0) + (£ — 1) Bi(0) -+ (t — )2 5:(0) + 5 (¢ — t)*$:(0) + -,

daB die p;(¢) und daher auch die p;(¢) beliebig lange in derselben Ebene blei-
ben, die dann wegen des Flichensatzes (XI; 5) mit der UVE identisch ist.

Wir diirfen uns also bei der Beantwortung der oben gestellten Frage auf das
ebene Dreikorperproblem beschrianken. Es seien die Orter der drei Massen durch
die auf den Schwerpunkt bezogenen ebenen Vektoren p;(x;, ¥;) und die Ge-
schwindigkeiten durch p;(%;, y;) gegeben. Dann lauten die Gleichungen der
drei Geraden, auf denen die in den Punkten p; angreifenden Vektoren p; liegen,

y—yi= (s — %)
oder
(XT; 32) Vi — £y =% — Yi%i = g, (t=1,2,3).
Die GroBen g; kommen im Flichensatz (XI; 5) vor, der im Falle der ebenen

Bewegung
3 3
g= i§1 mi[p; p]=n '§1 m;

X Yi

XY

=n Z‘m,- g:; = const
i

geschrieben werden kann, wobei n den zur Bewegungsebene normalen kon-
stanten Einheitsvektor bezeichnet, und der daher in die skalare Gleichung

(XTI; 33) d'm;g; = g = const
iibergeht.
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Die Bedingung dafiir, da8 sich die drei Geraden (XI; 32) in einem Punkt

schneiden, ist
% Vi & 2 mix; 3 miy; 3 mig;

%V & |=| % Vi &j =o.
L Ve 8k xx Vi 8k

Beriicksichtigt man die Schwerpunktssitze (XI;4) und den Flichensatz
(XTI; 33), so folgt daraus

o o g
(XI; 34) % Vi & | = &% Y — % yj) =o0.
X Vi &k

Diese Bedingung ist also erfiillt:

I. wenn g = X'm;g; = 0 ist, also die Flichenkonstante verschwindet. Das
tritt z. B. dann ein, wenn zu irgendeinem Zeitpunkt alle Geschwindigkeiten in
bezug auf den Schwerpunkt des Systems Null sind, das System also in Ruhe ist.
Die drei Korper beginnen dann, sich in freiem Fall aufeinander zu zu bewegen,
und da g = o fiir alle Zeiten gilt, werden die Geschwindigkeitsvektoren fiir die
ganze Dauer der Bewegung einen gemeinsamen Zielpunkt haben. Im Anfang
der Bewegung ist dieser Zielpunkt, wie auch ohne Beweis einzusehen ist, mit
dem Kriftemittelpunkt identisch. In der Tat ergibt sich folgendes: Der Schnitt-
punkt der drei Geraden (XI; 32) hat die Koordinaten
%8 — %8 . _ YiBk — Ik
Ve — % Vi’ £V — %Y
Ausdriicke, die unter den gegebenen Voraussetzungen unveridndert bleiben,
wenn man die Indizes 7, % innerhalb der Folge 7, 7, % zyklisch vertauscht. Sind
(imZeitpunkt der Ruhe)alle Geschwindigkeiten Null, so nehmen diese Ausdriicke
die unbestimmte Form o : 0 an. Der Grenzwert von (XI; 35) fiir p; — o ergibt
sich, wenn man Zihler und Nenner so oft differenziert, bis sich von Null ver-
schiedene Terme ergeben. Das ist aber nach zweimaliger Differentiation der
Fall. Man erhilt, da in dem angenommenen Fall auch die dritten Ableitungen
der Koordinaten verschwinden, die Grenzwerte

% (% I — Vi o) — Ii (%9 — i %))
. Zj Ve — Zx e
die nach elementarer Rechnung, indem man die #, y durch (XI; 14) ausdriickt,
in die Koordinaten (XI; 29) des Kraftezentrums iibergehen.

2. wenn die Flichenkonstante von Null verschieden ist, aber

%Yk — % Yj =0

gilt. Da diese Beziehung, wenn iiberhaupt, wegen des Schwerpunktssatzes auch
fiir die tibrigen zyklischen Permutationen der Indizes erfiillt ist, ist sie gleich-
bedeutend mit

(XI; 35) %o = Yo

Xo —>

.oy

Yi _ Vi _ Wk
P2

’

3 Stump{f, Himmelsmechanik II
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d.h., die drei Geschwindigkeiten haben gleiche oder entgegengesetzte Richtung.
Der gemeinsame Zielpunkt liegt dann im Unendlichen. Aber dieser Fall ist
uninteressant, da Parallelitit der Geschwindigkeitsrichtungen, wenn iiberhaupt,
immer nur fiir einzelne Zeitpunkte eintreten wird. Bestindig wird dies nur zu-
treffen, wenn die Massenpunkte stindig auf einer Geraden liegen. Aber dann
ist auch g = 0, und esgibtauch keinen besonders ausgezeichneten Geschwindig-
keitszielpunkt, da die drei Geschwindigkeitsrichtungen ganz und fiir alle Zeiten
zusammenfallen.

95. Die Lacrancesche Funktion

Multipliziert man die symmetrischen Differentialgleichungen (XI; 22) der
Relativbewegung dreier Massen skalar mit r;/m; und summiert iiber 2, so
erhilt man

D X AP AL EES>

i=1 M i=1 i=1 i=1M;?;
Andererseits ist aber

= =U".

% (tiw) =2(r: 1),

1 a2 1 dr?
Zdtz(l l) ZW—(I' L)+(rl l)

Setzt man also

(XT; 36) J=2""
so ist

. I 3 (tl I,,) 3 _ ’ ’
(XI'37) ;J_ig m; _i=1 m;7; =T - U,

wenn man - siehe (XI; 25) — mit 77 die kinetische Energie und mit U’ das
Potential des Systems in Relativkoordinaten bezeichnet. Fiihrt man nach
(XI; 25) die Energiekonstante 4’ ein, so kann man statt (XI; 37) auch

(XI; 38) %f=U’+2h’=T’+h’

schreiben. Diese Gleichung ist schon von LAGRANGE angegeben worden, und
man pflegt daher (XI; 36) auch die LacrancEsche Funktion zu nennen.

Die LaGraNGEsche Gleichung (XI; 38), deren Giiltigkeit man auch fiir
n > 3 leicht nachweisen kann, erlaubt wichtige Schliisse iiber die Stabilitit
des Systems. Da ndmlich U und T positive GroBen sind (U ist immer >o,
solange nicht alle ; unendlich groB sind ; T kann gelegentlich Null werden, wenn
alle Relativgeschwindigkeiten Null sind),so folgt,daB J niemals negativ beschleu-
nigt wird, wenn 4’ = oist. In diesem Fall wichst J von einem gewissen Zeitpunkt
an iiber alle Grenzen, d.h. aber, daB von den drei (oder #) Kérpern mindestens
einer ins Unendliche abwandert, so daB seine Abstdnde von den tibrigen Kor-
pern beliebig groB werden. Fiir die Stabilitdt eines Systems, d.h. dafiir, daB
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die in ihm enthaltenen Massenpunkte dauernd innerhalb einer Kugel von end-
lichem Radius um den Massenmittelpunkt verbleiben, ist also 4’ << o eine not-
wendige Bedingung. Andererseits ist diese Bedingung nicht hinreichend. Wenn
namlich nicht simtliche 7; iiber alle Grenzen wachsen, sondern mindestens zwei
Massen des Systems innerhalb gewisser Schranken beieinander verharren, also
auch nur ein einziges »; bestindig kleiner als eine positive Konstante bleibt, so
kann U’ nicht beliebig klein werden, sondern es wird stets U’ > U{ > o sein.
Ist demnach 4’ negativ, aber o << |4/ | < 1/, U{, so bleibt das System instabil.
Hingegen ist 4’ << 0 eine ausreichende Sicherung gegen vollstindige Instabili-
tit, d.h., es ist dann nicht moéglich, daB sich alle Korper beliebig weit vom
Massenmittelpunkt entfernen. Denn dann wiirde ja U’ beliebig klein werden,
von einem gewissen Zeitpunkt an also U’ + 24’ bestindig negativ sein; J (f)
wire von da ab also negativ gekriimmt und wiirde somit, entgegen der An-
nahme, irgendwann ein absolutes Maximum erreichen.

Fithrt man (nach LEVI-C1vITA und SUNDMAN) an Stelle der Zeit ¢ eine neue
unabhingige Variable » durch

du

(XI; 39) o= U

ein, so l1aBt sich (XI; 38) in der Form
I . ,
Py J=u-+2h
schreiben. Diese Differentialgleichung besitzt das Integral
%f:u—}—zh’(t—to)

. oa] . d] .
Oder, da]—nu—l]nlst,

: T4 _ ,
(XI; 40) 2 U du-—u-}—zh (t—t).

Fir » = 2 geht die neue Variable in diejenige iiber, auf die wir bei der
Analyse des Zweikorperproblems (s. Abschnitt 41) gestoBen waren und
deren besondere Eigenschaften die elegante Losung dieses Problems ermég-
lichten. Im Falle # = 2 wird, bis auf einen konstanten Faktor,

U=—
r )
wenn 7 den Abstand der beiden Massenpunkte bedeutet. Die Variable # = # (¢)
ist also in diesem Fall durch
0=
7
definiert, also mit der in Abschnitt 41 eingefiihrten Variablen ¢ (¢) identisch,
die, wie dort gezeigt worden ist, der exzentrischen Anomalie E proportional

3*
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ist. Im elliptischen Fall der Zweik6rperbewegung hatten wir, wenn a die groBe
Halbachse der heliozentrischen Bahn des Planeten bedeutet,

I % u
Ve Ta Va
gefunden. Setzen wir nun, von einem allen diesen GréBen gemeinsamen, von
den Massen und der Gravitationskonstante abhingigen Faktor abgesehen,

E=

J =% 2T =T?% U’=~I—; h’:T'_U'=_I_V2_i=__I_,
4 2 7 2a

so nimmt (XI; 40) die Form
I
== u——(t— 1)

an, wo ¢ = ¢, den Zeitpunkt darstellt, an dem d7/du = u ist. Diese Gleichung
ist aber-mit der KEPLERschen Gleichung identisch. Denn da nach Gleichung

(III; 55)

r = a(I — ecosE)

gilt, ist
ar dr 1 - — t—t,
W—EW—VaemnE——VaE— 2
oder
E —esinE = ﬂ

a’lz

K. BoHLIN hat, wie in Abschnitt 112 noch niher ausgefiihrt werden wird,
die Gleichung (XI; 40) zu entsprechenden Untersuchungen im Fall #» = 3 be-
nutzt. Einem Vorschlag von R. VERNIC zufolge wollen wir deshalb die Glei-
chung (XI; 40) das Bowrinsche Integral nennen.

Die LaGraNGEsche Funktion (XI; 36) ist iibrigens, bis auf einen konstan-
ten, von den drei Massen abhingigen Faktor, mit dem auf den Schwerpunkt
des Systems bezogenen Trigheitsmoment

3
o =i=2;mi(‘pi i)
identisch. Es ist ndmlich
oS () I _
/ _ig;. mg  mmimy 2/ i (pre — Pi)* =
= o 2 (B B) + (e ) — 2 )

oder, wenn man in den ersten beiden Summen die Indizes zyklisch vertauscht,
I

J=———— {3 mmi(pr pi) + X mimj(p; p;) — 2 3 m;my(pj pi)}-

m; mj my,
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Andererseits ist nach dem Schwerpunktssatz
(Zmi pi)? = Zmi (pi p:) + 2 Z'm;j myc(p; Pi) = 0.
Entnimmt man hieraus
—2 3mj my (pj pi) = Zmi(pi bi),

so erhdlt man, wie behauptet,

J=

m; + m; + my
m; mj my,

96. Transformation der Koordinaten.
Die Lacranceschen Bewegungsgleichungen

Es wird sich hiufig als niitzlich erweisen, von den rechtwinkligen (absoluten
oder relativen) Koordinaten auf andere iiberzugehen, um unter bestimmten
Umstidnden eine Vereinfachung der Bewegungsgleichungen und Erleichterun-
gen bei der Integration zu erzielen. Die Transformationsformeln

% =%(q1, 92 - - - ans ¥),
(XT; 41) l Yi =9i(q1, 92, - - - 9an; ), t=1,2,...,7),
2= zi(qli 92 - - +>93n; t),

durch die man die 3% rechtwinkligen Koordinaten x;, y;, 2; in die 3# neuen
Koordinaten ¢,, q,, - . ., g3, iiberfithrt, kénnen, wie in (XI; 41) angedeutet,
die Zeit ¢ explizit enthalten oder auch nicht.

Um die Bewegungsgleichungen, die durchweg Differentialgleichungen zweiter
Ordnung sind, in den neuen Koordinaten aufzuschreiben, wird man die Glei-
chungen (XI; 41) zweimal differenzieren miissen. LAGRANGE hat aber gezeigt,
daB man den Bewegungsgleichungen eine Form geben kann, zu deren Dar-
stellung nur eine einmalige totale Differentiation nétig ist, wihrend man im
iibrigen nur partiell zu differenzieren braucht, was immer einfacher ist und
daher eine wesentliche Erleichterung der Rechnung bedeutet. Es seien all-
gemein im alten System die Ortsvektoren p;(x;, ¥;, 2;) der Massenpunkte m;
gegeben, und diese seien den Kriften ®;(X;, Y;, Z;) unterworfen. Die Be-
wegungsgleichungen lauten dann

(XI; 42) m; P; = K, (t=1,2,...,n).

Multipliziert man diese Gleichungen skalar mit den Vektoren 4 y;/0¢; und
summiert iiber ¢, so erhdlt man die 37 Gleichungen

S 0p:\ _ & 0p; .
S aq,)‘igl(ﬁ'a_%)’ (=1.2,...,3m).
Setzt man zur Abkiirzung

(XI; 43) P; = Zm,(p, gz ) Qj =i§;mi<f’i% %%)' R; =i§;(ﬁi%)’
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so nehmen diese Gleichungen die Form

d .
(XT; 44) = Pi—0=R, G=1,2,...,3n)

an. Nun ist die , kinetische Energie’‘ des Systems
L S (h 5 L oS (42 1o o 52
T= ?'gmi(pi p) = Z__lemi(xi +yi+ ).

Driickt man T mittels (XI; 41) durch die neuen Koordinaten und deren Ab-
leitungen nach der Zeit aus, setzt also

T= T(ql: ce s q3ns G1s -+ -r Gans b)),
so erhilt man

oT n . 0p; oT n 09;
XI; - = mi( i—'); _.‘=Zmi(‘i ")
(XL 45) 9g; 2P g ) g = \Pigy,
Nun ist aber nach (XI; 41)
3r Qx; 0x;

X :Icgl'azqk + W .

Da nun die dx;/0q,, 0x;/0¢, ebenso wie die x; selbst, nur von den ¢, allenfalls
noch von ¢, aber nicht von den ¢ abhingen, so folgt daraus

o3 _ o
0¢; 9g;
und, da dasselbe auch fiir die ¥ und z gilt,
0% _ ow
0q; 9g;’
mithin nach (XI; 45) und (XI; 43)
(XL 4 ) 9q; f‘§1 b 9¢; !
Ferner ist
3.73,- 8n azxi 3 62xi a 6x,~
9% x2100.09; T iag; =TEZ(T)'
9 k=104 0g;j q; Ul
also, da dasselbe auch fiir die iibrigen Geschwindigkeitskoordinaten gilt,
o _ 4 (0m)
0g;  dt\dg;)’

und daher nach (XI; 45) und (XI; 43)

: 0T _ g (5 & 90\ _,
(XI; 47) a—q,.—ié’”‘(”t = aqj)—o,-
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Setzt man (XI; 46) und (XI; 47) in (XI; 44) ein, so erhdlt man schlieBlich

a (0T oT .
(XI,48) W(ﬁ)——a?=Rj (1=I,2,...,3’n).

-

Das sind die Lacranceschen Bewegungsgleichungen. Um sie explizit fiir
irgendein System von Koordinaten hinzuschreiben, braucht man nur die kine-
tische Energie T und die GréBen R; in den gewiinschten Koordinaten aus-
zudriicken. Dazu ist aber nur erforderlich, die Transformationsformeln fiir die
Koordinaten und deren erste Ableitungen zu besitzen ; alles iibrige erfolgt durch
partielle Differentiation.

In den dynamischen Problemen der Himmelsmechanik sind die Krifte ®;
durchweg konservativ, d.h., sie haben ein Potential U, und es ist

oU aUu ou
Xi=a_xi: i—'aT) Zi"“a_zi'
Daraus folgt aber
n oyp; n 0x; 2y; 02z oU
R =3 (ngh) = S{xgt+ v+ 25 = oo
! ig‘l dg; igl 0g; 0g; 0y 0g;
wo U=U(q,, ..., qsn; ?) in den meisten Fillen die Zeit ¢ nicht explizit ent-
hélt. Man kann (XI; 48) dann in der Form
EAL AR
dt\dqg;) 0g
schreiben oder auch, wenn
S=T+U
gesetzt wird, in der Form
d (dS 0S
(XI; 49) E((a—ql) —a—qj,
da ja U die ¢; nicht enthilt. Es ist also, wenn wir den Differentialoperator
0 d 9
qu B a_ql— a9 Ul

einfiihren, fiir jedes System, dessen Bewegung ausschlieBlich von konservati-
ven Kriften beherrscht wird,

quS=o, G=1,2,...,3n).
Allgemeiner ist
LS+ R;=o,

wobei die R; jetzt die Koordinaten derjenigen Krifte bezeichnen, die kein
Potential besitzen und daher nicht mit in S hineingenommen werden kénnen.



40 XI. Einfiihrung in die Probleme

Als einfaches Beispiel fithren wir hier die Transformation der Bewegungs-
gleichungen des Zweikdrperproblems von rechtwinkligen auf Polarkoordinaten
an. Hier ist, wenn man die Einheiten der Zeit und der Masse geeignet wihlt,

I oU ou oU
_r. ,_0oU ,_ov o _oU 2 _ .2 2 2
U S E=mo Y 3y ‘T =2+ 92 4 22
Die Transformationsformeln der rechtwinkligen Orts- und Geschwindigkeits-
koordinaten einer der beiden Massen relativ zur anderen auf Polarkoordinaten
7, @, ¥ lauten dann

x=7rcospcosd; %=#cospcos? —7@singcosd — 7 & cosgsind,
y =rcospsin®; ¥ =#cospsind — 7 gsingsind + 7 & cosg cos #,
z =rsing; z=rsing + 7 @ cosg.
Hieraus folgt
U=2; 2T=#+5+ 2=+ ¢?+(r doosp),

und man erhilt durch partielle Differentiation

oU I oT ) : T

_ —— _— 2 2 20 —_—

ar 2’ or 7 ¢" + 7 B cos; ar
0_U_o. QT__ — 7 92 cospsine: 6_T 72

o o PORE B9 T 2

oU oT oT

—_— =0 —— =0 — 42 2
35 0; 35 0; 619 = 72 & cos P.

Nach (XI; 49) lauten dann die Bewegungsgleichungen in Polarkoordinaten
P=re?+ 7 9% cos? ——;IE,
(XI; 50)

E(r2 ¢) = —r2 2 sing cosp; (72 9 cos?p) = o.

dt

Eine zweite Anwendung, auf deren Ergebnisse wir in der Folge hiufig zu-
riickkommen werden, betrifft den Ubergang von einem ebenen Koordinaten-
system auf ein anderes, das sich um den Koordinatenanfang mit konstanter
Winkelgeschwindigkeit dreht. Es seien x, y die rechtwinkligen Koordinaten
eines Punktes im festen System, &, 9 diejenigen im rotierenden System, das
sich mit der konstanten Winkelgeschwindigkeit # im positiven Sinne drehen
moge. Ist £ = o ein Zeitpunkt, an dem die Achsen beider Systeme sich decken,
so bilden sie allgemein den Winkel ¢ = # ¢ miteinander, und es gelten die
Transformationsgleichungen

x = Ecosy — nsiny,
y = Esiny + ncosy
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und ihre Ableitungen nach der Zeit
i = (€ —nn)cosp — () + n &) siny,

9 = (€ — ny)sing + (i + # &) cosy.
Aus
U=;: (2= & +9?),
2T =2+ 92 = &+ + 2n(E) — 1 §) + n(& + )

erhédlt man dann durch partielle Differentiation

ou & 6T
ou oT
T =T ag = e,
a_U—Ao' _a_z‘_ E_n
9E " ok T
oUu or
—67=0' —éﬁ=?}+”§
und auf Grund der LAGRANGEschen Gleichungen
. ) 00
| €-emi=g— ) =55
(XI; 51) . 90
| ianenf-5) =57
wobei
=X T F T ey e
.Q—r—}—znr Vm+zn(§+n)

gesetzt ist.

97. Die Elimination der Knoten. Jacosische Koordinaten

Der Drehimpulssatz (XI; 24) 148t sich umformen, wenn man die zwischen
den Relativkoordinaten r; bestehende Beziehung (XI; 17a) beriicksichtigt.
Der Satz verliert dann zwar seine Symmetrie, es kommen aber in ihm dann
nur voneinander unabhingige Variable vor. Man setze also wie in Abschnitt g2

G=Pp—h= 1
B=Pp—h=—1
und es ist ferner

als Ortsvektor von m, beziiglich ,,
als Ortsvektor von m4 beziiglich ,,

Gg — Qg = — (g + Tg) = 1;.
Fithrt man demnach g,, g, als unabhéngige Variable ein, so erhilt man statt
(XI; 24)
m+—mm+ mm-g

ESR
Py Gz — G2, 03 —



42 XI. Einfiihrung in die Probleme

oder

(XTI; 52) %5[q2 5] + #3[03 4] = & + %, {[q3 G2] + [q2 451}

mit 1 I I I I
%l=—; x2=_+_; xa="—+—.
m, my  my my,  my
Ist nun m, die Masse der Sonne und sind m,, m; Planetenmassen von ge-
ringerer GréBenordnung, so ist der rechts auftretende Faktor #x, klein gegen

%q, %3, Und es gilt daher gendhert

3 3

(XT; 53) .;;”i[qi 4:] =.§; % Qi = g.

Die drei Vektoren ‘ .
8; 6= [020G2]; 3 =[5 qs]

sind also mit guter Anndherung komplanar. Multipliziert man (XI; 53) vek-
toriell mit g, so erhdlt man

(XI; 54) #5[85 6] + %3(g3 6] = 0.

Nun sind aber die Vektorprodukte g; = [q; §;] normal zu den durch g; und g;
bestimmten Ebenen, die man als die ¢ustantanen Bahnebenen der Planeten
bezeichnen kann, und der Dreh-
impulsvektor g ist normal zur un-
verdnderlichen Ebene des Systems.
Daraus folgt, wie auch Abb. 4lehrt,
daB die Vektoren [g; g] nach dem
aufsteigenden Knoten der instan-
tanen Bahnebenen in bezug auf die
UVE zeigen. Da die Faktoren x,, %,
positiv sind, besagt (XI; 54), daB
die Richtung nach dem aufsteigen-
den Knoten der Bahn von m, mit
der nach dem absteigenden Knoten
der Bahn von mg zusammenfillt
Abb. 4. JacoBischer Knotensatz und umgekehrt. Die Lingen der
aufsteigenden Knoten der beiden
instantanen Bahnebenen erfiillen also, bis auf Abweichungen von der Ord-
nung der Planetenmassen, die Bedingung

(XI; 55) Ng = g £ 180°

Man nennt (XI; 55) den Jacosischen Knotensatz oder den Satz von der Elimi-
nation der Knoten, da es mit seiner Hilfe moglich ist, von den zwolf instantanen
Bahnelementen der beiden Planeten in bezug auf die UVE eins zu eliminieren.

Da der Jacosische Knotensatz fiir die heliozentrischen Planetenkoordinaten
nur gendhert gilt, liegt die Frage nahe, ob es moglich ist, durch eine geeignete
Koordinatentransformation zu erreichen, daB er streng erfiillt ist. In der Tat
14Bt sich zeigen, daB es eine groBe Mannigfaltigkeit solcher Transformationen
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gibt, die man durch verniinftige Bedingungen einschrinken darf. Wir nehmen
z. B. an, daB neue Ortsvektoren g}, g5 der beiden Planeten durch
(XI; 56) G=0—agy G =0 —p0a
definiert werden, wo «, 8 zwei Konstanten bedeuten, deren Wahl wir uns noch
vorbehalten. Dann ist g4 ein Vektor, der von einem noch zu bestimmenden
Punkt der Strecke m,m3 nach m, fiihrt; ebenso fithrt g5 von einem noch ge-
eignet wihlbaren Punkt der Strecke m,m, nach m,. Durch Auflésung der
linearen Gleichungen (XI; 56) nach q,, q5 erhilt man
— ! 14

(XI,57) I (I Otﬂ) q;,)—qg:i"(xq?,

(T —ap)ag=pas+ a3,
und setzt man dies in (XI; 52) ein, so fiihrt eine einfache Rechnung auf
[a3 42] (%o + B22s — 28 21) + [af A5] (622, + 23 — 200 2y) =

=g(r — «p)® + {[az da] + [0z Gal} {(x + & f) %, — ;x 2, — B %5}

Diese Gleichung erhilt die gewiinschte Gestalt

(XT; 58) M, [af 42] + Ms[af 6] = g,
wenn

. %+ Py — 2B By + xy — 2003,
K50 =" M T T e —app
gesetzt wird und «, g die Bedingung
(XI; 60) (T +of)ry =0+ s

erfiillen. Die einfachste und verniinftigste der unendlich vielen Moglichkeiten,
unter den Wertepaaren «, § eine Auswahl zu treffen, fithrt auf die von Jacosr
angegebene Losung (JacoBische Koordinaten). Er setzt entweder « = o oder
p = o. Dann ist nach (XI; 60) '

% my
a & = 0, = = —
) b X3 my + m,
® m.
b) a=A__ " . g,

%y my+my’
und die neuen Ortsvektoren sind gemdB (XI; 56) in diesen beiden Fillen
My

a) g3 = qq; qg=%—m

G2

3
my + Mg
Im Falle (a) wird also der Ort von m, auf die Sonne m,, der von m, aber auf
den Massenmittelpunkt S von m, und m, bezogen (Abb. 5). Im Falle (b) sind
lediglich die Rollen von m, und m, vertauscht, so daB wir uns weiterhin auf
den Fall (a) beschrinken diirfen. Es ist dann nach (XI; 59)

my + my + my my + my

My=—=__"*:. M,=
z Mg (my + my) 3 my My

b) q;=0q; — 9a; G5 = Gs-
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Wenn eine der drei Massen sehr klein gegen die anderen ist, wird einer der
Faktoren M; sehr groB. Um die Singularitit auszuschlieBen, die eintritt, wenn
diese Masse (etwa m;) gegen Null strebt, ist es zweckmiBig, (XI; 58) mit
I mymym
M,M;  wmy + my + my,

zu multiplizieren. Man erhélt dann

. 1By 34 _M =
(XI; 61) uzfqzqz]+ﬂa[q3qs]—ml+m2+m3g_®
mit
I mymy I _ my(m )

M= 30, = oy’ ﬂa_m_mlﬁ-mz-}—ma'
Setzt man noch
(XT; 62) my =Ny my A mg =Ny, Myt my+ my =y

- und bezeichnet jetzt die JacoBIschen Ortsvektoren mit q, da eine Verwechs-
lung mit den heliozentrischen Relativkoordinaten nicht mehr zu befiirchten
ist, so nimmt der Knotensatz, der ja nur eine Ubertragung des Drehimpuls-
satzes auf JacoBische Koordinaten darstellt, die Form

3
(XI; 63) 2= hie Lomi[q; 6] =
i=2 l
an. Entsprechende Umformungen erhdlt man auch fiir die kinetische Energie
und die LAGRANGEsche Funktion, die in JacoBischen Koordinaten — ebenso
wie im Inertialsystem des Schwerpunktes - als einfache quadratische Funk-
m, tionen der Orts- und Geschwindigkeitsvektoren
erscheinen, in denen nur (Vektor- oder skalare)
Produkte der Form a;b;, nicht aber solche
von der Form a; b, (j & k) auftreten, wihrend

7 n dies im System der heliozentrischen Relativ-

%3 koordinaten, wie (XI; 52) zeigt, nicht zutrifft.

Den Beweis dafiir, der auch fiir » > 3 gilt,

S werden wir im ndchsten Abschnitt nachtragen.

"'{ W, J? Weniger einfach ist in den JAcosischen

8 Koordinaten die Gestalt der Bewegungsglei-

Abb. 5. Jacosische chungen. Setzen wir nach (XI; 57) mitx =o
Koordinaten (3 Korper) Gz = q3; Gs = a3 + B q5

in (XI; 27) ein, so ergibt sich

I . my + m !4+ (B — 1) q} !+ Baqh

- - 17g 2 o8 ma[% (fi? )9 g rgﬂ‘h},
" my + m. L1 —p) — qi
BT AE) = ——— (qé+ﬂqé)+m2{————q2( ,’;) B j:}
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Eliminiert man aus der zweiten Gleichung {j mittels der ersten, setzt wie oben
B = my|(m, + m,) und 14Bt wieder die Striche bei q} weg, so erhilt man nach
elementarer Rechnung

LS S . L7

my + my \ 77

(XI; 64) ot
o o My + My + My (ﬂ ﬂ)
b k my + My { 7? + 73 +
_Mmm, (I T
T % m, + m, (73 1?)}

98. Jacosische Koordinaten im n-Korperproblem

Die Ergebnisse des vorigen Abschnitts lassen sich ohne Schwierigkeit auf
Systeme von beliebig vielen Massenpunkten iibertragen. Setzt man allgemein

Ai=my+my+---+m;, (=1,2,...,7) Mg my

und definiert man (Abb.6) die relativen Ortsvek- =~
toren q;(&;, %:, {;) so, daB der Ortsvektor von m; vom

Massenmittelpunkt S;_, der Massen m,, m,, ..., m;_,
aus nach m; fiihrt, so gelten die Differentialgleichungen
A; - oUu

XI;65) —tméi=—n0~ ,..., 6=2,3,...,1),

LS 7 R

wo mjm,

U=#Y j My KAbb"6' ]Acoms_(.:he
Stk oordinaten (» Korper)
das Potential des Systems bedeutet, und es existieren die Integrale
J 2 pila; ;] = g = const, A
(XI; 66) . (=22 m).

; 2 /h(ch i) — U = h = const,

Um dies zu zeigen, driicken wir die JacoBischen Ortsvektoren q; durch die
absoluten, auf den Schwerpunkt bezogenen Ortsvektoren p; aus. Es ist dann

Ge = P — Py,

o Mip ey
qa_‘p3 m1+m2 )

_ _ml‘p1+m2p2+m3p3
ds = Pq4

my + My -+ Mg

.....................



46 XI. Einfiihrung in die Probleme

oder auch

MGy = —my Py + A by,

Ay Qg = —my py — My Py + A P,
(XI567) 1 Ay aq= —my Py — my Py — my Py + Ao By,

An-1Qn=—mMy Py — My Pp — My Py — + =+ — Mp_y Pn-1 + An-1 P
Daneben besteht die Schwerpunktsrelation
(XI;68) 0 =1mypy + my P+ mg P+ -+ + Mp_y Pn_y + My P

Die Gleichungen (XI; 67) und (XI; 68) gestatten, die p; als lineare Funk-
tionen der q; darzustellen. Addiert man (XI; 68) zu der letzten Gleichung
(XI; 67), so erhdlt man auch

An-
(XI’ 69) ln—l Gn = (}-n—l + mn) b= ln Pn, also b= 7 1 Gn-
AuBerdem entsteht, wenn man die Differenzen je zweier aufeinanderfolgender
Gleichungen (XTI ; 67) bildet, die Rekursionsformel

iy Qi — Aicg Qicq = Aiy (Pi — Pi-1)
y Ao m; A
XT;70) Proy=Pi— Qi+ o2 g, = p; — Lo M Mia
( 7) pl p q+l,‘_1q1 p l;q }‘iq+li—1ql

Beginnt man mit (XI; 69), so fiithrt (XI; 70) unmittelbar auf die L6sung von
(XI; 67, 68):

oder

P = l};l Gn,
Pr-1= ——’%"—qmﬁ:—jqn-;,
P = ’;: n— ’Z’:_‘l‘ n-1 + i’::: Gn-2
L 721 Ba= = O G T e =
ik,
Ppo—Ge=p = — l: Gn — An_—ll Gn-1 }.:_—: Gn-2
_..._’;‘_:qs_ﬁ;ziqz,
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Lineare Gleichungen mit denselben Koeffizienten bestehen natiirlich auch
zw15chen den Ableltungen beliebig hoher Ordnung von p;, q;. Bezeichnet man
mit p}, qi; p{, q/ zwei Ableitungen irgendwelcher Ordnung von p;, q;, so bilde
man die (nach Belieben skalaren oder vektoriellen) Produkte

m; p; pY

und summiere iiber 7. Dann erhilt man nach (XI; 71)
Smipipl =23 Aiiqiqi + 3 Ajkqf i,
i=1 i=2 JEk
und es ist offensichtlich
i—-1 Ai _ 2 m; i—1 1',_
va( )+mz(—l‘) 12 (mlzmﬂ-*_)'l 1) Til':,uiy

) _'I—l Mj my, lj_, m m, mye _ .
AJk '—v;m’ lj z-k —m; /‘lj ;'k 1 ﬂ-k (VZI’”- }'J-l) =o, (k =|= 7)'

Daher ergibt sich
2 m; pipi’ = 2 b qi g7,

eine Beziehung, mit deren Hilfe die Behauptungen (XI; 66) unmittelbar aus
den Integralen (XI; 5) und (XI; 8) folgen. AuBerdem sind auch das auf den
Schwerpunkt bezogene Trigheitsmoment des Systems

o =i§1mi(4’i i) =i§2‘ui (9: 9:)

und die ihm proportionale LAGRANGEsche Funktion J in den JacoBischen Ko-
ordinaten von der gleichen einfachen Form.

Die Jacosischen Relativkoordinaten haben also die Eigenschaft, daB die
mit den Massen m; als ,,Gewichte‘‘ gebildeten homogenen quadratischen For-
men in den absoluten Koordinaten in entsprechend gestaltete, mit den Ge-

wichten
y . .
ﬂi=mi1—'1: (1_—'213)-'-:”)

gebildete Formen der JacoBischen Koordinaten iibergehen.
SchlieBlich 148t sich auch zeigen, daB8 die Differentialgleichungen der in
Jacosischen Koordinaten ausgedriickten Relativbewegung die Form

- oU . U S ou
(XTI; 72) llifi:?g_, ,ui"7i=‘5n—i, /hC;— az;

besitzen, daB also die mit den Massenfunktionen y; multiplizierten Beschleu-
nigungskoordinaten sich als partielle Ableitungen einer einzigen, fiir das ganze
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System charakteristischen Funktion U schreiben lassen. Fiir die absoluten Ko-
ordinaten gilt ja nach (XI; 11)

U 5. 28U s 20U

_‘axir lyl_ayi! T l._azi
mit

m; mj
U= kzg'-TL; 5= (6 — %) + (i — ) + (2 — )2
J>u i)
Es ist aber nach (XI; 67)
i—1

}*i—l q, = — g‘lmv -ﬁv + ;"i—l ﬁi:

also
. F_m ‘. L_laU Ai—l oU
(X1;73) Ei—Tizi_l &= 7 ,21 AR

Andererseits ist nach (XI; 71)
x; =%;(&, Eipyy .., 6p) fir 2=2,3,...,mn,
xl = xl(£2; 531 e ey §n)~

Man hat also
ou ";,1 oU 0x, U 0x;

0¢&; =v:1 ox, 0&; 52 08
Setzt man hierin gemidB (XI; 71)

0x, _  mi w=1,2 i—1); 0x;  Aiy
65;_ )-i’ = » Sy ooy ’ aE;— Ai ’
so ergibt sich U mizioU | ki, 0U
& A v§1 0x, Ai 0%’
also wegen (XI; 73) oU
”i El‘ = .6—5"

was zu beweisen war.
Im Falle » = 3 erhilt man die Differentialgleichungen (XI; 64) leicht durch
partielle Differentiation von

My Mg Mg My

U=k2( + +m1m2)

7 £ 73

nach den Jacosischen Koordinaten. Dazu ist nur notwendig, die ; in diesen
Koordinaten auszudriicken, was (siehe Abb. 5) auf die Beziehungen

(g —— " :oe_ (_m_ )2 2 _ o2
—(Qs ml_'_mz%)» =\ tm 9+ q3) 5 73=03
fithrt. Die Ausfithrung dieser elementaren, wenn auch etwas umstédndlichen
Rechnung sei dem Leser iiberlassen.
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99. Das eingeschrinkte Dreikorperproblem. Das Jacosische Integral

Um den groBen Schwierigkeiten auszuweichen, die sich der Losung des Drei-
korperproblems in seiner allgemeinen Form entgegenstellen, kann man ver-
suchen, die Problemstellung zu vereinfachen, indem man gewisse einschrian-
kende Voraussetzungen iiber Art und Bewegung des Systems macht. Man kann
z.B. annehmen, daB sich die drei Kérper stindig in einer und derselben Ebene
bewegen, die dann gleichzeitig die UVE des Systems ist. Das trifft nach Ab-
schnitt 94 immer dann zu, wenn zu irgendeiner Zeit Orts- und Geschwindig-
keitsvektoren komplanar sind, d.h. in der gleichen Ebene liegen. Sie tun es
dann immer. In diesem ebenen Dreikirperproblem geniigen, nach Beriicksich-
tigung der Schwerpunktsintegrale, die vier ebenen Koordinaten zweier Massen-
punkte relativ zum dritten oder zum Schwerpunkt des Systems (oder auch die
Jacosischen Koordinaten) vier unabhingigen Differentialgleichungen zweiter
Ordnung. Es sind also zur Lésung des Problems acht Integrale nétig, von denen
zwei bekannt sind: das Energieintegral und der Drehimpulssatz, der jetzt nur
eine einzige skalare Beziehung liefert, da der konstante Vektor g auf der Be-
wegungsebene senkrecht steht und somit Betrag und Vorzeichen allein zu
seiner Charakterisierung ausreichen. Im ebenen Dreikérperproblem ist daher
die Zahl der unbekannten Integrale sechs, d.h. um zwei geringer als im all-
gemeinen (rdumlichen) Problem.

Obwohl durch die Beschrinkung auf den Fall der ebenen Bewegung groere
Einfachheit und Ubersichtlichkeit der Formeln und daher auch eine merkliche
Erleichterung numerischer Rechnungen erzielt wird, werden die eigentlichen
Schwierigkeiten der Integration nicht wesentlich vermindert. Die Astronomen
sind daher bestrebt gewesen, durch Spezialisierung der Bedingungen die Ver-
einfachungen noch weiter zu treiben. Unter den zahlreichen Méglichkeiten zur
Schematisierung der Verhiltnisse verdienen natiirlich diejenigen den Vorzug,
bei denen das vereinfachte System wenigstens annihernd Zustinde wiedergibt,
die man auch in der Natur antrifft. Tatsdchlich fordern die Verhiltnisse im
Planetensystem zu solchen Vereinfachungen heraus: Wenn es sich etwa darum
handelt, die von einem groBen Planeten (z.B. Jupiter) gestérte Bewegung
eines Planetoiden um die Sonne zu untersuchen, so wird man beriicksichtigen,
daB die Masse des Planetoiden gegeniiber denjenigen der Sonne und des sté-
renden Planeten verschwindend klein ist, daB die Neigung der Planetoiden-
bahn gegen die Bahnebene des Jupiter (im allgemeinen) klein ist und daB der
Jupiter eine nur schwach exzentrische Bahn um die Sonne beschreibt. Man
wird daher wesentliche Eigenschaften der Bewegung eines Planetoiden unter
dem stérenden EinfluB eines groBen Planeten (cum grano salis gilt das auch
fiir die Bewegung eines Satelliten um seinen Zentralplaneten, die von der Sonne
gestort wird) bereits dann erfassen, wenn man das Problem durch folgende
schematische Annahmen spezialisiert :

1. Das System der drei Korper besteht aus zwei endlichen Massen m,, m,
und einer unendlich kleinen Masse m,; = 0, deren Attraktion auf die beiden
anderen Massen vernachldssigt werden darf.

4 Stumpff, Himmelsmechanik II
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2. Die beiden endlichen Massen fiihren also eine ungestérte KEPLERsche Be-
wegung um den gemeinsamen Schwerpunkt aus, der gleichzeitig der Massen-
mittelpunkt des ganzen Systems ist. Insbesondere kann man diese Bewegung
auch als kreisférmig ansehen. Das Verhiltnis der beiden Massen m, : m, ist
beliebig wihlbar — im Falle Jupiter-Sonne ist es von der GréBenordnung
I: 103

3. Die unendlich kleine Masse bewegt sich in derselben Ebene wie die beiden
endlichen.

. Dieser Sonderfall des Dreikérperproblems, in dem also die Masse des gestor-
ten Korpers, die Neigung seiner Bahn gegen die des Storplaneten und die Bahn-
exzentrizitit des letzteren vernachlissigt werden, wird nach H. POINCARE als
das ,,probleme restreint’ (das eingeschrinkte Dreikorperproblem, engl. ,,restricted
problem ‘) bezeichnet. Da die Bewegung der beiden endlichen Massen vorgegeben
ist, reduziert sich die eigentliche Aufgabe auf die Ermittlung der Bewegung von
myg.Fiir diebeiden ebenen Koordinaten diesesMassenpunktessind also zwei Diffe-
rentialgleichungen zweiter Ordnung aufzustellen, die vier unabhingige Integrale
erfordern. Unter ihnen befindet sich aber keines der bekannten; denn wegen
my = 0 beziehen sich der Energiesatz und der Drehimpulssatz lediglich auf die
Bewegung von m, und m, um den gemeinsamen Schwerpunkt bzw. umein-
ander, wihrend m; zu den Ausdriicken fiir diese beiden Integrale keinen Bei-
trag liefert, ebensowenig wie fiir die Definition des Massenmittelpunktes. Da-
gegen gibt es, wie unten gezeigt werden soll, im ,,probleme restreint* ein neues
Integral, das nach seinem Entdecker das Jacosische Integral heiBt und das
sich algebraisch aus Bestandteilen zusammensetzt, die formal dhnlich den Aus-
driicken fiir die Energie und den Drehimpuls aufgebaut sind. Durch das Jacosi-
sche Integral reduziert sich die Anzahl der unbekannten Integrale im ein-
geschrinkten Dreikérperproblem auf drei. Geldnge es, noch ein weiteres Integral
zu finden, so wire das Problem nach dem bereits im Abschnitt 9z ausgespro-
chenen Satz von JacoBi durch einfache Quadraturen iiber bereits bekannte
Funktionen losbar. In der Tat: BesiBe man auBer dem JAcoBIschen Integral,
das eine algebraische Beziehung zwischen den vier Koordinaten (x, y; £, ¥)
des Ortes und der Geschwindigkeit von m, darstellt, noch eine weitere Be-
ziehung dieser Art, so lieBe sich aus beiden

(XI; 74) i=[(x,9); 7=¢g(x,9)

bestimmen. Eliminiert man aus diesen beiden Differentialgleichungen erster
Ordnung das Differential der Zeit, so erhélt man in

Y _ & )

x|

eine einzige Differentialgleichung fiir y(x), die man, wie JACOBI gezeigt hat,
mit Hilfe eines integrierenden Faktors l6sen kann. Es géibe also einen Multi-
plikator M (x, y), so daB

=fMdy—gMdx=dF
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ein vollstindiges Differential wire. Dann wire
F(x,y) = const

die Gleichung der Bahn, und man finde, indem man mittels dieser Beziehung y
bzw. x aus (XI; 74) eliminierte,

E=g); y=90)
und hieraus durch einfache Quadratur die endgiiltige Losung
x=x(); y=1v(@)

des Problems. Leider ist dieser Weg zu einer allgemeinen Losung des ein-
geschrinkten Dreikérperproblems nicht gangbar.

Zur Ableitung des Jacosrschen Integrals nehmen wir an, daB die Bewegung
des Systems in einem festen Koordinatensystem vor sich geht, dessen Anfangs-
punkt im Massenmittelpunkt (Schwerpunkt) der beiden endlichen Massen s,
(Sonne) und m, (Planet) liegt und dessen x y-Ebene mit der Ebene der Kreis-
bahnen dieser beiden Kérper zusammenfillt. Der masselose Planetoid bewege
sich frei im Raum; die Erfiillung der dritten Bedingung des ,,probléme
restreint’ (Beschrinkung der Bewegung des Planetoiden auf die x y-Ebene),
die fiir die Existenz des JacoBischen Integrals nicht notwendig ist, behalten
wir uns vor. Sind die Ortsvektoren der drei Korper

'pl(xlv Y1» 0); pz("zx Y2, O); ‘p(x: Y, Z),
so gelten fiir p, und p, die Schwerpunktsbeziehungen

(XI; 75) my Py + My Py =05 my Py + my Py =0,
und es ist ferner
(XI; 76) Xy = —alc?snt; x2=oc2c?snt,
Y= —o, sinnt; Yy, =o,sinni
mit
My my
G =——2—; Gg=a—————; 0+ 0y =a,

1 m, + My 3 my + My 1 + 2

wo a den konstanten Abstand |p, — p, | der endlichen Massen bedeutet und
n==p le :t- My
a’s

die konstante Winkelgeschwindigkeit der Kreisbewegung ist [vgl. (II; 52)].
Es gilt daher

(XI; 77) Pr="0(=ny,n%); D= P(—nYy;, n%)
und wegen (XI; 75) auch

. My .
(XI; 78) b= b

4*
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Aus (XI; 77) und (XI; 78) folgen die Skalarprodukte
(XI; 79) { (b1 y) = 931 Pg) = (P2 $1) = (p2 P2) = 0,
(P 9s) = —n(xy, —yx,).

Die Bewegung des Planetoiden wird gemiB (XI; 15) durch die vektorielle
Differentialgleichung

- m m
(XI; 80) p=—m{te -+ e — b}
1 2
dargestellt, wo 7,, 7,, die Abstinde des Planetoiden von m,, m,, durch
[ =0 —p)l=EFE—2)2+@H—y)?2+2

(XI; 81) . _
r3=(p— p)i=(x —x)% + (y — ¥,)? + 22

gegeben sind.
Aus (XI; 80) folgt das Skalarprodukt

(XI;82) (b §) = —kz{’f—g(p — b0 D= ) + T — b B m)} -

—k’{i;(p — P, By) +1”,gl(p — Py, bz)},

£
dessen Integral

(XI; 83)
Toom=p(r ) g™y _p oy ™y b g
20 =i (T T2 ke 12— b 90+ 22 (0 — b, D)) a
lautet. Der Integrand 1d8t sich wegen (XI; 78) und (XI; 79) in der Form
. pP—9 P—2r . I I
(XT; 84) mz(_ 7 L+ 7 2, pz>=”m2(xya — ¥ %) (?:f‘"g)

schreiben. Andererseits folgt aus (XI; 80), wenn man den auf der x y-Ebene
senkrecht stehenden Einheitsvektor mit

n=n(o,o,1)
bezeichnet, das gemischte Produkt
. , m m I I
(npd) =29 —yi=—m(Z+ 22 npr) — B my (S — ) (b p),
1 2 1 2

wobei im letzten Term rechts p,; durch (XI; 75) eliminiert worden ist. Der erste
Term rechts verschwindet aber wegen (n p p) = 0, und da

(Mphg) =2y, —yx,
ist, folgt fiir den letzten Term der Gleichung (XI; 83)
—i [T = p )+ TG — b ) dt = [y = ya) at—
1
=nxy —y=z)+C,
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wo C eine willkiirliche Konstante, die J4cosische Konstante, bedeutet. In dem
auf den Schwerpunkt des Systems bezogenen festen Koordinatensystem hat
also das JAcoBische Integral die Gestalt

(XI;85) €= (& + 52+ 4 — k=<

My | My

m +r—2-)——n(xy—yx).

Die Summe der beiden ersten Glieder rechts hat die Form eines Energie-
ausdrucks, das letzte dagegen die Form eines Drehimpulses, doch sind beide
Ausdriicke fiir sich hier nicht konstant.

Fiir gewisse Zwecke der praktischen Astronomie ist es niitzlich, einen Aus-
druck fiir das JacoBische Integral zu besitzen, der in einem heliozentrischen
System gilt, sich also auf den Ort von , als Anfangspunkt bezieht. Die helio-
zentrischen Koordinaten des Planetoiden seien

Dann ist Xo=2%—%1;, Yo=Y —Y1; 3% =2.

@) =— (@B R D)+ God+Tod) +— () =
2
— 2B+ B+ )+ nlndo— i)+ (1 + 9D,

—n(xy —y L) = —n(x Yo — Yo%) — % (%1 Vo — Y1 %) —

- nz(xg + Y3+ %% + ¥ 1)
und somit zunichst
I . m
(XI;86) €= (i + 58+ ) — B (22 + 22) — n(m 30—y o) —
1 2

2
——%—[xf—}—y%—}— 2(%o %1 + Yo ¥1)].

Nunist aber, wenn (Abb.7) O der Schwerpunkt zwischen
m, und m, ist und g den Abstand des Planetoiden P
von O, ¢ den Winkel <{POwm, bezeichnet und «,, «,

die konstanten Abschnitte auf %, sind, 5% %, 7,
i =02+ ol + 20, cosg, P
73 =0+ o — 20, cosp, Abb. 7

also wegen o, + x, = a Das eingeschrinkte

Dreikorperproblem

3,242 2 :
Y1 — 73 = 0§ — &3 + 2Q & COSQ. (,,probléme restreint‘)

Andererseits ist
Qacosp =2x(xy — %) + ¥V — ¥1) = (%o + %1) (%2 — %1) + (Yo + 1) (Y2 — 31)
und wegen (XI; 76)

a a
Qacosp = ——x (% + %) —— %Y + ) =
221 0y

my + m
Tk (%0 %1 + Yo 91 + o).
My,
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Man erhilt daher

2 142 =T N
1Y+ 2% + Yy = 2oy @@ cosp — o
m
=*m(’§—f§~a§+a§)~a¥-

Setzt man dies in (XI; 86) ein und schligt die konstanten, «f und & propor-
tionalen Terme der JacoBischen Konstante C zu, so ergibt sich schlieBlich
wegen 1y n? myf(my + my) = 1ymy K¥|a’h:

(XI;87) C =—:—(£§ +5/3+2§)—k2($1-+—:”i) — n(% Yo — Yo %) +
1 2

I my k2
5 Ta o=,

Einfacher und eleganter gelingt die Ableitung des Jacosischen Integrals,
wenn man das im ,,probléme restreint‘* gewdhnlich benutzte rotierende Ko-
ordinatensystem einfiihrt, das sich mit der konstanten Winkelgeschwindig-
keit # in der Ebene der Kreisbahnbewegung dreht, so daB in ihm die beiden
endlichen Massen die festen Orter

My . m
w(=e o) m(oem o)
einnehmen. Es gelten also, wenn &, 7, { die Koordinaten des Planetoiden im
rotierenden System bezeichnen, die Transformationsformeln
x=§&cosnt —nsinnt,
y=¢§sinnt + qcosnt,

z2=2_.
Wihrend also die Differentialgleichungen (XI; 80) im festen System
ou_ = oU oU

= Y=oy T
mit
A 73
geschrieben werden konnen, erhilt man nach Abschnitt g6, (XI; 51) im rotie-
renden System die Gleichungen

" . on
[ E—ami= g
. 23
(XI; 88) 1 ﬁ-}-zng:_g_g_, Q=U+"—(£'+q’).
n 2
| ¢ = 5c
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Durch Multiplikation mit den Geschwindigkeitskoordinaten E, i;,f und Sum-
mierung erhilt man sofort

6.9 02 . aQ

eine Gleichung, die sich integrieren 148t und das JacoBische Integral

EE+ i+ tl=

(XI; 89) ~(Et+ip+i)=0-—c

mit der willkiirlichen Konstanten C liefert, das man auch in der einfachen Form
(XI; 89ga) Vi=202—-C

schreiben kann, wenn man mit ¥ den Betrag des Geschwindigkeitsvektors im
rotierenden System bezeichnet.

Fiir die Existenz des JAcoBischen Integrals ist wesentlich, daB die endlichen
Massen Kreisbahnen beschreiben, also im rotierenden System feste Plitze ein-
nehmen. Dagegen ist es unwesentlich, ob die infinitesimale Masse sich in der
x y-Ebene bewegt oder eine riumliche Bahn beschreibt. Fiir den Theoretiker
hat allerdings das ebene Problem (z = { = 0) den griBeren Anreiz, da in ihm
die (in ihrer Allgemeinheit immer noch uniiberwindlichen) Schwierigkeiten auf
ein Minimum reduziert sind.

Es ist unschwer einzusehen, daB die Bewegungsgleichungen (XI; 88) auch
gelten, wenn die Rotation des Systems um m, oder m, erfolgt (heliozentrische
oder planetozentrische Koordinaten). Man hat dann nur die Funktionen U
und 2 in diesen Koordinaten auszudriicken. Erfolgt die Bewegung um m,, so
hat man statt (XI; 81)

N=8+n+0 A=E—al+P+l=ri—2af+a
zu setzen, und es ist

R oy =

oder, wenn der konstante Teil dieses Ausdrucks, der bei der partiellen Diffe-
rentiation keinen Beitrag liefert, fortgelassen bzw. in die JacoBische Konstante
einbezogen wird,

Q=U+"72(§’—2aml+ E+n)

Durch geeignete Wahl der Zeiteinheit kann man immer erreichen, daB die
Gravitationskonstante £ = 1 wird. AuBerdem kann man, um eine weitere Ver-
einfachung der Formeln zu erzielen, die Einheiten der Masse und der Linge
etwa so festsetzen, daB @ = 1 und m, + m, = 1 wird. Dann ist auch » = 1,
und # verschwindet somit aus den Formeln (XI; 88).
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100. Das Hirrsche Mondproblem

Im vorigen Abschnitt wurde schon erwihnt, daB man als besonderen Fall
des eingeschrankten Dreikorperproblems auch die Bewegung eines Satelliten
um seinen Planeten auffassen kann, wenn man die Bedingungen, unter denen
sie stattfindet, ein wenig einengt. Obwohl z.B. die groBen Jupitermonde eine
beachtliche Masse besitzen, kann doch diese gegen die Masse des Jupiter selbst
als verschwindend angesehen werden : Das Massenverhiltnis ist von der Gro8en-
ordnung 104 Auch sind die Bahnen dieser Satelliten gegen die des Planeten
nur wenig geneigt, so daB man die durch die Sonne gestorte Satellitenbewegung
in erster Niherung durch das ebene ,,probléme restreint‘‘ beschreiben kann.
Einer Analyse der Satellitenbahnen der iibrigen Riesenplaneten miite man
allerdings das rdumliche Problem zugrunde legen, da die Bahnneigungen dieser
Korper zum Teil sehr gro8 sind — die der Uranussatelliten betrigt sogar nahezu
90°. Dagegen 148t sich die Bewegung des Erdmondes in groBen Ziigen als eben
auffassen: Die Neigung der Mondbahnebene gegen die Erdbahnebene (die
Ekliptik) betrdgt nur rund 5°. AuBerdem ist die Erdbahn mit ihrer geringen
Exzentrizitit (1:60) fast kreisformig und die Masse des Mondes (etwa /g, der

Erdmasse), wenn auch keineswegs verschwin-

14, dend klein, so doch so gering, daB der Massen-

ll mittelpunkt Erde-Mond sich noch dauernd im
m(5,n) Innern des Erdkorpers befindet.

Will man die Formeln des vorigen Ab-
schnitts auf das Satellitenproblem anwenden
o a my) ~ ¢ (wobei wir hier besonders die im System
Erde-Mond herrschenden Verhiltnisse betrach-
ten wollen), so wird man zweckmiBig den
Abb. 8. Satellitenbewegung im Ursprung des rotierenden Koordinatensystems
ebenen ,,probléme restreint“  in den Ort des Planeten (m, = Erde) verlegen.

Vernachlissigen wir also die Masse des Mondes
(m in Abb. 8), die Exzentrizitit der Erdbahn um die Sonne (m,) und die
Neigung der Mondbahn gegen die Ebene der Ekliptik, so diirfen wir die
Gleichungen (XI; 88)

R T
5—2”7]——5?-, ’I]+2”E— 877

Iy
1 l rz-r

zugrunde legen. Dabei sind &, 7 jetzt die auf m, bezogenen Koordinaten von m,
und es ist

ke UL R (e R R

mit

"y ms
+ =2
£} 73

2
rn=rt=§8+7n% r§=(§+a)‘+n2=a“[r + 2§+(—'a—)]

Nun wihlen wir die Zeiteinheit so, daB #» = 1 wird, also der siderische Um-

lauf von m, um m, in 25 Zeiteinheiten vor sich geht. Das erreicht man z.B.,

wenn man die Erdmasse m, = I setzt und die Lingeneinheit so wihlt, daB
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a¥=m, + m, = 1 + m, ist. Es wird dann auch % = 1. Im Fall Erde-Sonne
ist dann 23 ~ 330000, also a s 69. Falls der infinitesimale Korper » der
Erdmond ist, wird sein Abstand » von der Erde von der GréB8enordnung
69/390 ~ 0.177 sein, da der Abstand Erde-Sonne 69 Lingeneinheiten = 390
mittlere Mondabstinde von der Erde betrigt. Wir werden aber annehmen,
um auch Satelliten mit gréBerem Erdabstand in unsere Uberlegungen ein-
beziehen zu kénnen, daB » (und damit auch & und %) von der GréBenordnung
I sein darf.
Unter diesen Voraussetzungen wird

,Q:L[(;+ﬁ;_)’+nz]+ﬁ+}_=ml(}_+i)+L+'_’+ﬁ_..
2 a 7 r
Entwickelt man a/r, in eine Potenzreihe:
a & -’/z_ & e 3 [ &\
Z—(I“’Tfﬁ) —I—:—"m*'7(7)+""

die nach Poteﬁzen der kleinen GréBen &/a, r/a fortschreitet und rasch kon-
vergiert, so findet man
ml E 72 52

Q=7[I___ +i_+..]+

a 2a? 2 a2

m, &

+ 142
@ "'z

m}
2at "’

Die konstanten Terme m,/a, m3/2a* kann man fortlassen, da sie zu den partiel-
len Ableitungen in (XI; 88) keinen Beitrag leisten. Man erhilt daher

3 £ g2 my I . 72 ”» _
Q =7ml—a?+7(1 — F) +7 + {Glieder der Ordnung s, Mg D=

£2 2 m I
=;;§(2m1+“3)+%(.1—'a—;)+7+'“.

Nun ist aber wegen 1 + m, = 43

2my + a® = 3a° — 2; x—%_—._:?,
also schlieBlich
Q=3 &2 28— + - +<{Glieder der Ordnun mrt und hoher
T2 2ad P eder. der L4 g at >

Sind &, n,  und m, a-3 von der Ordnung o, 4! aber von der Ordnung 1,
so ist das groBte der Restglieder rechts von der Ordnung 1, der mittlere Term
rechts, — (22 — n?)/243, aber von der Ordnung 3. Vernachldssigen. wir also,
wie es G. W. HIiLL in seinen beriihmten Untersuchungen iiber das Mond-
problem getan hat, alle Glieder von erster und héherer Ordnung, so bleibt
nur noch

(XTI; go) _Q=.2_§a_|_%. (= g+ 72
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zu beriicksichtigen, und man erhilt nach (XI; 89) die HirLschen Differential-
gleichungen

vimels )

1'7'+2£=——:73—.

(XI; g1)

Sie entstehen aus den Gleichungen (XI; 89), wenn man a gegen oo streben
148t, aber gleichzeitig dafiir sorgt, daB

B=14m; n=1

bleibt. Will man hierfiir ein anschauliches Bild gebrauchen, so bedeutet das,
daB man den Ort der Sonne lings der negativen &-Achse ins Unendliche ver-
schiebt, gleichzeitig aber ihre Masse mit der dritten Potenz des Abstandes
wachsen 14Bt, so daB m, a-3, das sich fiir sehr groBes a von (7, + 1) a-3 be-
liebig wenig unterscheidet, praktisch konstant gleich 1 bleibt. Die stérende
Kraft der Sonne auf die geozentrische Bewegung des Mondes, die (wie im
nichsten Abschnitt noch gezeigt werden wird) der Sonnenmasse 7, proportio-
nal, aber der dritten Potenz des Abstandes 7, umgekehrt proportional ist,
bleibt also ihrem Betrag nach erhalten, da & der Mittelwert von 7, ist und fiir
groBe a das Verhiltnis 7, : a von der Einheit nicht merklich verschieden ist.
Mit anderen Worten: Innerhalb des Bereichs um den Planeten, in dem sich
die Bewegung des Satelliten abspielt, werden lediglich (auBer der Neigung der
Satellitenbahn und der Exzentrizitit der Planetenbahn, die schon im ,,probléme
restreint‘‘ als verschwindend klein angenommen worden sind) die Parallaxe der
Sonne und die Kriimmung der Planetenbahn vernachlissigt. In den Gleichun-
gen (XI; 9o) und (XI; 91) kommen Masse und Entfernung der stérenden
Sonne iiberhaupt nicht mehr vor. Die Differentialgleichungen enthalten also

nur noch £, 7 und » = J/&2 + %2 Sie haben das Jacosische Integral
(XI; g2) Biip=20-C=38+2—c

wie aus (XI; 89) und (XI; go) unmittelbar folgt, aber auch aus (XI; 91) ab-
geleitet werden kann, wenn man diese Gleichungen mit & bzw. # multipliziert,
die Produkte addiert und deren Summe integriert.

Der Jacosische Satz, daB die Integration des ,,probléme restreint* durch
Quadraturen zu Ende gefithrt werden koénnte, falls es gelinge, auBer dem
JAcoBischen Integral noch eine weitere Beziehung zwischen den Orts- und
Geschwindigkeitsvektoren zu finden, behdlt natiirlich auch fiir das HirLLsche
Mondproblem seine Giiltigkeit. Daneben gilt der folgende von HILL bewiesene
Satz, der im Grunde dasselbe ausdriickt: Wenn es gelinge, eine der beiden
Koordinaten des Satelliten als Funktion der Zeit darzustellen, so erhielte man

die andere durch Quadratur einer schon bekannten Funktion ebenfalls als
Funktion der Zeit.
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Fiihren wir statt &, 9 Polarkoordinaten 7, ¢ durch
E=rcosp; n=rsing

ein, so nehmen die Differentialgleichungen (XI; 91) die Form
(# — 7 @2 — 27 @) cosp — (27 ¢ + 7 ¢ + 27) sing =(3 ——%—)rcos«p,

(# — r¢p? — 27 @) singp + (27 ¢ + 7 + 27) cosp = —:—25iu<p

an. Hieraus leitet man ab:

. .9 . 2 I
¥ — 7 @°— 27 ¢ = 37 COS —'r—z,

(XI; 93)
27 @+ 79+ 2F = —3rsinpcosp = ——g—rsinzgo.

Dividiert man die zweite dieser Gleichungen durch 27, so ergibt sich
7. I. 3 .
7(¢+I)+2(p~ 451[124).

Man kann also die Variablen trennen und erhilt die Beziehung
7 _ I @ 3 sinzg

4 2 p+1 4 o+1’

deren Integral

Inr =InK ————ln((p + 1) 3/‘51n2¢p dt

oder

, = { 3 sm2¢p }
@ + 1 p+1
mit K als Integrationskonstante lautet. Ist nun A die im festen Koordinaten-

system (etwa vom Friihlingspunkt aus) gezihlte Linge des Mondes, 4, die
Lénge des Mondes in der Opposition zur Sonne, so ist ¢ = 4 — 4,, und auBer-

dem ist ja # = A, = 1 die Winkelgeschwindigkeit der rotierenden Achsen des
& n-Systems. Es ist demnach ¢ = 4 — 1. Man kann daher auch schreiben

{XI; 94) 7= exp { f sin2 (A }

Kennt man also die Lange des Mondes als Funktion der Zeit, so folgt die
andere Koordinate, der Abstand 7, iiber eine einfache Quadratur.

Ist andererseits » = 7 (¢) bekannt, so kann man auch 4 = A(¢) durch Quadra-
tur ermitteln. Aus der ersten Gleichung (XI; 93) folgt ndmlich

. I
2 > 2p — — —_—
9"+ 2¢ + 3costp =— +'a,



60 XI. Einfithrung in die Probleme

also
(ptmr=it=l 4 51 —3c00(1— 4
oder
: 7
(XI; 95) }.=V—;+%+I—3cosz(l—lo)-

Hieraus erhilt man durch Integration

1
(XI; 96) t—t,= > 41 )
1
V7+F+ I — 3cos2(A — A)
20

eine Beziehung, die ¢ = (1) und damit auch 4 = A(¢) liefert, wenn 7 = 7(f)
bekannt ist, und die nichts anderes darstellt als das Analogon des Flichen-
satzes der ungestorten Zweikorperbewegung. Da ndmlich 4 (f) die wahre Linge
des Satelliten im festen Koordinatensystem ist, gilt fiir die ungestorte Be-
wegung nach (II; 32)

l = 7
wo ¢ = |/p ist und p den Parameter der Bahnellipse bedeutet (eigentlich ist ja

c=k V; Vm, + m, aber hier war m = o gesetzt worden, und die Einheiten
waren so festgesetzt, daB k& = 1 und m, = 1 ist). AuBerdem gilt nach Band I,
S. 94 unten:

72(11’—{-%): c2=9p,

; 4 I

wenn die Stérung durch die Sonne fortfillt. Dies kann als erste Ndherung
auch im Falle der gestorten Bewegung gelten, solange im Radikanden der
Quadratwurzel in (XI; g6) der Zusatz 1 — 3 cos?p gegen die iibrigen Terme
klein bleibt. Fiir den uns besonders interessierenden Fall des Erdmondes ist
diese Bedingung erfiillt. Da ndmlich, wie oben bemerkt, der Erdabstand 7 des
Mondes im Mittel 0.177 oder etwa 3/,, der hier gewihlten Lingeneinheit be-
tragt, ist #/r + 1/r3 = p/r* von der Ordnung -3 ~ 180, wihrend das Zusatz-
glied Werte zwischen 41 und — 2 annimmt.

also ist

I0I. Storungen

Die praktische Bewiltigung aller konkreten Aufgaben, die sich der Himmels-
mechanik in unserem Planetensystem darbieten, ist moglich gewesen, weil als
erste Ndherungslosung der Bewegungsgleichungen eines Himmelskorpers dieses
Systems stets eine Losung des Zweikorperproblems, also eine nach den KEPLER-
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schen Gesetzen beschriebene Kegelschnittbahn, angesetzt werden kann. Ob-
wohl der Weg zu einer allgemeinen und fiir beliebig lange Zeiten giiltigen
Losung des Mehrkorperproblems noch verschlossen ist, selbst wenn man sich
auf den Fall » =3 und speziell auf das stark schematisierte ,,probléme
restreint’‘ beschrédnkt, so gelingt es dennoch, die Bahnbewegung der Planeten,
Kometen und Satelliten des Sonnensystems rechnerisch fiir praktisch un-
begrenzte Zeiten und mit jeder wiinschenswerten Genauigkeit zu verfolgen,
indem man zunichst nur die nach den KEPLERschen Gesetzen erfolgende Be-
wegung des betreffenden Korpers um sein Zentralgestirn (Sonne oder Planet)
betrachtet und sodann die Abweichungen von dieser Bahn studiert, die infolge
der zusitzlichen Anziehungskrifte der iibrigen Korper des Sonnensystems ent-
stehen. Da diese Abweichungen, die man Stdrungen nennt, meist klein gegen
die Dimensionen der Niherungsbahn sind, wird man entweder rasch konver-
gierende Reihenentwicklungen (etwa nach Potenzen der stérenden Massen,
der meist kleinen Exzentrizititen der Bahnen der beteiligten Korper oder
anderer geeigneter Parameter) versuchen, um die Stérungen bzw. den ge-
storten Ort explizit als Funktionen der Zeit darzustellen (Methode der all-
gemeinen oder absoluten Stérungen), oder man wird - ausgehend von einem
durch Ort und Geschwindigkeit des Himmelskorpers zu einer gewissen An-
fangszeit ¢,, der Epoche, gegebenen Anfangszustand - die Stérungen durch
numerische Integration schrittweise ermitteln (Methode der speziellen Stérun-
gen). Die letztgenannte Methode, die ihren Namen daher hat, daB sie spezielle
(partikuldre) Lésungen der Bewegungsgleichungen aus vorgegebenen Anfangs-
bedingungen entwickelt, wird in ihren verschiedenen Spielarten im Kapi-
tel XVIII behandelt werden. Sie stellt bislang noch den einzigen Weg dar,
um zu konkreten Vorstellungen iiber den Verlauf beliebiger spezieller Bahnen
des Dreikorperproblems, insbesondere auch des ,,probléme restreint®, zu ge-
langen. Die ausfiihrliche Behandlung der Methode der allgemeinen Stérungen
mit besonderer Beriicksichtigung der Bewegungstheorien der Planeten und
Satelliten des Sonnensystems sowie der kiinstlichen Erdsatelliten soll dem
dritten Band dieses Werkes vorbehalten bleiben, wihrend in diesem zweiten
Band nur eine allgemeine Einfiihrung in das Stérungsproblem gegeben werden
kann, einschlieBlich einer kurzen Behandlung einiger besonders wichtiger und
auffallender Stoérungseffekte, wie z.B. der sikularen Storungen der Planeten
und der groB8en Anomalien der Mondbewegung.

Die Bezeichnung ,,Stérungen‘ fiir die Abweichungen der Bahnkoordinaten
eines Himmelskérpers von der Kegelschnittbahn ist natiirlich nur dann gerecht-
fertigt, wenn die von dem dritten Korper ausgeiibte ,,storende Kraft‘* wesent-
lich geringer ist als die Attraktionskraft des Zentralgestirns, um das der Him-
melskoérper (Planet bzw. Satellit) seine Bahn beschreibt. Bedeutet z.B. m, die
Masse der Sonne und sind m,, my die sehr viel kleineren Massen zweier Pla-
neten, q, bzw. q; deren auf die Sonne bezogene Ortsvektoren, so geniigen diese
den Differentialgleichungen (XI; 14) mit » = 3, ndmlich-

my + m;
3
7“

(XI; 97) G =k {— q: + ‘Bi}n (t=2,3),
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WO

q; — Qi 4; . L
XI; g8 i=m-(¢———’), =3,2 fir i=2,
(X; 8) B (- ) =3 3

einen Stérungsterm darstellt, der wegen des Faktors m; (der immer <<, - 10-3
ist) klein gegen das mit dem Faktor m, 4 m; behaftete Hauptglied ist. Das
gilt nur dann nicht mehr, wenn die beiden kleinen Massen sich im Laufe der
Bewegung sehr nahe kommen, da dann 7;; unter Umstdnden sehr klein gegen
7;; und 7;, wird.

Auch die Bewegung des Mondes um die Erde kann in erster Niherung als
KEPLERsche Bewegung angesehen werden, obwohl die hier von der Sonne her-
rithrenden Storungen betrichtlich groBer sind als die in dem oben gesetzten
Fall. Ist m, die Masse der Erde, m, die des Mondes und 4 die der Sonne, so
kann man die Differentialgleichungen der Mondbewegung in der Form

I . my -+ m.
(XI; 99) ?%_—‘—ngz%'i— Ba
schreiben, wo
_ S DU )
%—%K@ ﬁJ%rﬂ

die storende Beschleunigung des Mondes durch die Sonne ausdriickt und gy, g5
die geozentrischen Ortsvektoren des Mondes und der Sonne bezeichnen. Um
die GroBenordnung dieses Stérungsterms im Vergleich mit derjenigen der Mond-
beschleunigung durch das Gravitationsfeld der Erde abzuschitzen, geniigt es,
die Mondbahn als kreisférmig anzusehen und abgerundet

I
m =1I,; m2=——8T~0; mg & 330000,

71a=1; 713 =390; 389 = 735 = 391
zu setzen. Es ist dann |q,| = 1 und das Hauptglied von (XI; g9)

It
'ga 9z Qa-

In den Quadraturstellungen des Mondes (erstes und letztes Viertel) ist 7,3 =17, 4
und daher
=T, KL
Ba= e B~ T 180 W
d.h., der Betrag der Kreisbahnbeschleunigung des Mondes wird durch die
Storung um o0.55% vergroBert. In den Syzygien ist dagegen, wenn wir
& = I1/390 setzen,

G = :F‘ei%; a3 = n3(I L &),
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wobei sich das obere Vorzeichen auf die Vollmonds-, das untere auf die Neu-
mondsstellung des Mondes bezieht, und es ist dann

1 I _ 1 a1 — ¢ 3%
T AT A= F o Feed ).

Demnach ergibt sich flir das Storungsglied von (XI; g9)
m
sBs:=rTaqz(2 F3e+ 1),
13
also bis auf Terme héherer Ordnung
P =

2m, I
G &~ — Q.

3
718 90

In den Syzygien wird die gegen die Erde gerichtete Beschleunigung des Mondes
somit um etwa 1.1% verkleinert. Die Storungen, deren Betrige, wie schon in
Abschnitt 100 erwihnt wurde, der dritten Potenz des Abstandes der Sonne
umgekehrt proportional sind, sind also auch in diesem fiir die praktische
Himmelsmechanik besonders wichtigen Spezialfall noch ziemlich klein, wenn
auch mindestens um eine GréBenordnung betrichtlicher als diejenigen, die von
den groBen Planeten aufeinander oder auf Planetoiden und Kometen (sofern
sie sich in angemessenem Abstand vom Stérplaneten befinden) ausgeiibt werden.

Auch das ,,stellare Dreikorperproblem** kann, wie schon in Abschnitt g9z
erwihmt wurde, als Stérungsproblem behandelt werden. Hier handelt es sich
meistens um einen engen Doppelstern (m,, m,), der von einem dritten Kor-
per (ms) in sehr weitem Abstand umkreist wird. Die Massen der drei Korper
sind sehr groB und oft gréBenordnungsméBig nicht sehr verschieden vonein-
ander. Es 148t sich dann zeigen, dafl die Bewegung des einen Paares um den
gemeinsamen Schwerpunkt S in einer durch den dritten Kérper nur wenig ge-
storten KEpLERschen Ellipse erfolgt, wihrend #,; um S ebenfalls eine wenig
gestorte elliptische Bahn beschreibt. Um dies zu zeigen, ist es zweckmaBig,
Jacosische Koordinaten zu benutzen. Die Differentialgleichungen fiir die Orts-
vektoren g, (m, bezogen auf m,) und q; (ms bezogen auf S) sind dann die in
(XI; 64) gegebenen. Dort ist 73, der gegenseitige Abstand der beiden Kompo-
nenten des engen Paares, sehr klein gegen 7, und 7,, die Abstinde des ent-
fernten Sternes von m, bzw. m,; beide Abstinde unterscheiden sich also nur
wenig von dem Abstand g zwischen m; und S. Mit guter Anndherung darf man
also setzen

m m m. m my +m my +m. I I
'31+ 32N sa 31Qs 1'*; 2 o 1‘*; 2. S - ~o,
1 147 L61 73 e 73 £ 61

und es ist daher, bis auf sehr kleine zusédtzliche Stérungsterme,

my +my my + My + My

o = —Fk? ’g Ga; Gy = —&? 0

Gs,

was genau der Behauptung entspricht.
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102. Einflufbereiche der Himmelskirper im Sonnensystem

Esist im vorigen Abschnitt schon darauf hingewiesen worden, daB bei groBer
Anndherung des gestorten an den stérenden Kérper die Stérungen unter Um-
stinden sehr groB werden. So kommen mitunter Kometen einem der groBen
Planeten so nahe, daB dessen Anziehungskraft die der Sonne iiberwiegt. Wah-
rend der Dauer dieser Annidherung wird es zweckmaiBig sein, den Planeten als
Zentralkérper und die Sonne als storenden Korper anzusehen. Es gibt also um
jeden Planeten ein gewisses abgeschlossenes Gebiet, in dessen Innerem der
GravitationseinfluB des Planeten denjenigen der Sonne iiberwiegt.

Die Abgrenzung dieser EinfluBbereiche ist eine Aufgabe, die nicht eindeutig
gelost werden kann, da sie wesentlich durch die Wahl des Koordinatensystems
bedingt wird. Je nachdem man ein absolutes (Inertial-) System wihlt oder
relative Koordinaten einfiihrt, wird man zu verschiedenen Resultaten gelangen,
da ja Beschleunigungen und Krifte im Inertialsystem anders gemessen werden
als in' Systemen, deren Anfangspunkte selbst gegen das Inertialsystem be-
schleunigt sind. Man wird demnach zu verschiedenen numerischen Bestim-
mungen der Ausdehnung jener EinfluBsphiren gelangen, je nachdem, ob man
die Koordinaten eines von Sonne und Planet angezogenen Kometen, Plane-
toiden oder Satelliten auf den Schwerpunkt des Systems, auf die Sonne selbst
oder auf den Planeten als Koordinatenursprung bezieht.

Im baryzentrischen System, dessen Ursprung der Massenmittelpunkt zwi-
schen Sonne (m,) und Planet (m,) ist, sind die Beschleunigungen, die Sonne
und Planet einer dritten Masse m; (die gegebenenfalls unendlich klein ist)
erteilen, nach (XI; 15) durch die Vektoren

2 "
3
713

m
k (P1 — ps) bzw. kz’s—z (b3 — ps)
23
gegeben, wenn p,, p,, p; die baryzentrischen Ortsvektoren der drei Koérper
bedeuten und fiir die Abstinde der Masse 4 von m, bzw. m,

|p1 - pal =713 |Pa— pa| =733

gesetzt wird. Fiir alle Punkte des Raumes, in denen diese beiden Beschleuni-
gungen dem Betrage nach gleich sind, gilt dann die Beziehung

= —> oder myr};=my1is.

XI; 100 —
( ) s 723

Ist m, < m,, so wird (XI; roo) die Gleichung einer den Planeten eng ein-
schlieBenden geschlossenen Fliche sein. Ihre jeweilige Lage beziiglich m, 148t
sich am einfachsten beschreiben, wenn man zu einem Koordinatensystem iiber-
geht, in dessen Ursprung m, liegt, wihrend m, die Koordinaten (—a, 0, 0)
und irgendein Punkt der Fliche die Koordinaten (&, 7, {) hat. Es ist dann

Ba=E+n+0% ry=E+a2+n2+ 02
also nach (XI; roo)

my (8 + 71 + &%) = my[(§ + a)* + 7* + £7]
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oder
(XI; ro1) (my — my) (83 + n% 4 %) — 2my a & = my a®.
Die Grenzfliche ist demnach die Kugel
™M Ve e
(- s2ss) +m+o=
deren Mittelpunkt, vom Planeten aus gesehen, der Sonne gegeniiber im Abstand

mea  ap ( _mz)
m—my T—p' " m

My My a2
(my — my)®

’

e

0=

liegt und deren Halbmesser _
_ afmm, _ aVu
ml - m’ I - 'Il

betrigt. Ist m, = m,, u = 1, so werden &, und g unendlich groB, und die
Grenzfliche ist dann, wie (XI; 101) lehrt, die Ebene £ = —a/2. Ist dagegen
my << m,, so schlieBt diese Kugelfliche den Planeten eng ein. Im Falle Jupiter
(¢ = 1/1047) und erst recht bei allen iibrigen Planeten ist x so klein, da man
hinreichend genau

bo=apu;, o=a V/_‘
setzen darf. Fiir den Jupiter erhilt man mit ¢ = 5.2 AE
&, ~ 0.005 AE; p =~ 0.16 AE,
fiir die Erde (¢ = 1, 4 ~ 3-1079)
@ = 0.00173 AE w 2.6 - 10% km.

Das bedeutet aber, daB der im Mittel 3.8 - 10% km entfernte Mond sich weit
auBerhalb der Grenzfliche befindet, also die absolute Anziehungskraft der
Sonne auf ihn die der Erde iiberwiegt. Dieses auf den ersten Blick iiberraschende
Ergebnis wird durch die wohlbekannte Tatsache bestitigt, daB im Inertial-
system die Mondbahn bestindig gegen die Sonne gekriimmt ist. In jenem
Punkt der Grenzfliche, der genau zwischen Sonne und Planet liegt, ist die
Beschleunigung eines sich dort befindenden Satelliten gerade Null, da an dieser
Stelle die Beschleunigungen durch Sonne und Planet entgegengesetzt gleich sind.
Die Bahn eines Satelliten, der sich in der Ebene der Planetenbahn bewegt und
in der Neumondstellung die Grenzfliche beriihrt oder durchschreitet, hat also
dort die Kriimmung Null. Bei,,Vollmond‘ ist die Satellitenbahn stets gegen den
Planeten konkav, da dort die Beschleunigungen durch Sonne und Planet gegen
den Planeten gerichtet sind und sich auch dem Betrage nach addieren. Bei
,,Neumond‘* ist dagegen die Bahn konkav gegen den Planeten, wenn sich der
Satellit innerhalb der Grenzfliche befindet, aber konkav gegen die Sonne, wenn
er auBerhalb von ihr steht.

. Ein unter Umstidnden stark davon abweichendes Bild ergibt sich, wenn man
den Ort einer der beiden m, anziehenden Massen, z. B. m,, zum Koordinaten-
anfang macht. Dann gelten die Differentialgleichungen (XI; 14) firn =3, =3,

6 Stumpff, Himmel hanik IT
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j = 2. Sie lauten, wenn man noch mg = 0 annimmt und mit q = q3 — g,
(|q| = 7,3) den planetozentrischen Ortsvektor von m; bezeichnet,

(XI; 102) = =il m (o))
ris  73s
Ist dann F der Betrag der Beschleumgung der infinitesimalen Masse durch die
Sonne (,), P der Betrag der Stérungsbeschleunigung durch den Planeten (z,),
so ist das Verhiltnis beider Gro8en wegen |qs| =7
RN P B
7is 723 713
Handelt es sich insbesondere um einen Satelliten von m, oder um einen Ko-
meten in groBer Nihe des Planeten, so ist | g, |/7}3 = I/r}4 sehr viel kleiner als
q|/r8s = 1/rds, und es gilt die im Inertialsystem streng erfiillte Beziehung
. My | "y
P:F= P N
im heliozentrischen System sehr gendhert.
Da der Ortsvektor g, des Planeten (wenn mg = o ist, also der dritte Korper
die Bewegung von m, um die Sonne nicht stért) der Differentialgleichung

(XI; 103) P:F=my|l—

N my + m
(XI; 104) = —p 2
T3
geniigt, gilt im planetozentrischen System nach (XI; ro3) und (XI; 104)

ds G2
= {3 — g = — k25— ——=t.
§=t— b= { q+m (713 73 )}
Es ist dann im Falle groBer Annaherung zwischen m, und mg der erste Term
rechts als Hauptterm, das mit m, behaftete letzte Glied als Stérungsterm an-
zusehen, und es ist, wenn F’ die Beschleunigung des infinitesimalen Korpers
durch den Planeten, P’ die Storungsbeschleunigung durch die Sonne bedeutet,

qs 92

| 713 '_?2 s

Bei der Abschitzung dieser Betrige im Falle der Bewegung eines Satelliten
um seinen Planeten gelangen wir zu den gleichen Ergebnissen wie im vorigen
Abschnitt im Falle des Erdmondes. Wir erhielten dort (bei etwas abweichen-
den Bezeichnungen)

My

(XI; 1o05) P :F =m,

mg  my + my

P':F' =—=:——5—— in den Quadraturen,
723 712
2mg My + my . .
P':F =—32:—2_~ 2 inden Syzygien,
7as £

wobei jetzt m, die Masse der Sonne, m, + m, die Gesamtmasse Erde-Mond
und 7,,, 7,5 die Abstinde des Mondes bzw. der Sonne von der Erde bezeich-
nen. Fiir den Fall P’ = F’ ergibt sich also

Ams";’s = (my + my) 734
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wo in den Quadraturen A = I, in den Syzygien A = 2 zu setzen ist. Setzt
man also m,; + my, = I, mg = 13- 108, 7,3, = 1 AE = 1.5 - 108 km, so ist die
kritische Entfernung eines Erdsatelliten, in der die Stérung durch die Sonne
die geozentrische Beschleunigung durch die Erdmasse gerade kompensiert,

i/ 1 [ = 2.16 - 108 km in den Quadraturen,
2= r%l/ Amg | = 1.72 - 10%km in den Syzygien,

so daB also im geozentrischen System der Mond, dessen mittlerer Erdabstand
3.84 - 10% km betrigt, ganz der EinfluBsphire der Erde zugehort.

Wenn der obenerwihnte Fall eintritt, daB ein Himmelskérper (Komet) dicht
an einem der groBen Planeten vorbeigeht, so wird der Bahnrechner hiufig
gezwungen sein, bei der Storungsrechnung von heliozentrischen zu planeto-
zentrischen Koordinaten iiberzugehen, wihrend der Komet das Innere einer
gewissen um den Planeten geschlossenen Grenzfliche durchliuft. Diese Grenz-
fliche ist aber nicht dadurch gekennzeichnet, daB auf ihr die von Sonne und
Planet ausgeiibten Krifte in irgendeinem Koordinatensystem einander gleich
sind; denn es handelt sich ja hier nicht um den Vergleich der Krifte in irgend-
einem dieser Systeme, sondern darum, zu entscheiden, in welchem System (dem
heliozentrischen oder dem planetozentrischen) das Verhiltnis der Stérungs-
beschleunigung zur Beschleunigung durch den jeweiligen Zentralkorper giin-
stiger, d. h. kleiner, ist. Die Gleichung der Grenzfliche, bei deren Durchschreiten

ein Wechsel des Koordinatensystems ratsam ist, wird daher durch die Be-
ziehung

(XI; 1006) P:F =P.:F oder PF=PF

gegeben sein. Die Gleichung dieser Fliche ist recht kompliziert. Man erhilt
aber einen fiir praktische Zwecke hinreichend genauen Niherungsausdruck
dafiir, wenn man sich auf den Fall beschrinkt, daB die Masse des Planeten (m,)
klein gegen die Masse der Sonne (m,) ist. Bezeichnet man wieder wie oben mit
713, 13 die heliozentrischen Distanzen von Planet und Komet, mit 7,4 die
planetozentrische Distanz des Kometen, ferner mit q,, q; die heliozentrischen
Ortsvektoren von Planet und Komet, mit q = q; — g, den vom Planeten zum
Kometen fithrenden Vektor, so folgt aus (XI; 106), wenn man die Ausdriicke
(XI; 103) und (XI; 105) benutzt,

m as Gz | #1 Q2 q | me
1|73 — 3 3 — "2|73 3 2
713 Y13 | 713 713 733 | 723

Es sei nun g = m,/m, die in Einheiten der Sonnenmasse ausgedriickte Pla-
netenmasse. Quadriert man obige Vektorgleichung skalar, so ergibt sich damit

(XTI; 107)

S {(qs %) _ , (029 | (9 Qz)}= 4 {(qa G2) , 2(q29) , (a9)
2 753 ria7is e F1s s 732738 8 |’

5%
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Nun fithre man (Abb. 9) den Winkel # zwischen den Richtungen von g, und g

ein. Dann wird
rig =125 + 733 + 27,755 cos 8.

AuBerdem setze man
Yoz =712 %.

Dann ist , solange sich der Komet in der Nihe des Planeten aufhilt, eine
my  sehr kleine Zahl, und es wird

" fu; 733 = 733(1 + 2u cos & + u?).
3

m AuBlerdem findet man

2

P —— % (92 92) = 732; (43 Gs) = 7¥2(T + 2% cos & + 4?),
(So'nne) (02 9) = 712733 c08® = 735 u cos B,
AbD. 9 (92 93) = (92, 92 + ) = 73a(Z + % cos 9)
Komet (m,) in der Nihe 23 22 A2 12 ,
eines groBen Planeten (m;) (qq) =733 = 73542

Setzt man alle diese Ausdriicke in (XI; 107) ein, so erhidlt man nach Fort-
schaffen der Nenner

u8{x — 2(1 + ucosd) (I + 2ucos® + u?)'h + (1 + 24 cos & + u?)?} =
= pA(1 + 2u cos? + u?)4 (1 4 2u?cos ¥ + uf)
oder, wenn man auf beiden Seiten nach Potenzen von % entwickelt,
#'%(1 4 3cos?P + gqucosd + - -¢) = ut(x + 8ucosd 4 - --).

Genihert ist also

s
I/I ~+ 3cos2

die Gleichung der Grenzfliche # (), die zur Richtung Sonne-Planet rotations-
symmetrisch verliuft. Genauer erhdlt man

lI’
ub )1 +3coszz9(1 +%+---) = u?(x + 4ucosd + - - )

oder, wenn man fiir # in den héheren Gliedern den Naherungsausdruck (XI; 08)
einsetzt,
u? o2 I + 6cos?d u? s
#=|——~—n-| + —cos? -+
(VI+3005219) 5 I+ 3c0s®? \ Y1+ 3cos?d
In der Praxis geniigt es schon, die Grenzfliche als eine um den Planeten als
Mittelpunkt beschriebene Kugel mit dem Halbmesser

% = VYu? (in Einheiten der mittleren Sonnenentfernung a
(XI; 109) des Planeten) oder

ua (in astronomischen Einheiten)
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anzusehen, da der vom Phasenwinkel ¢ abhingige Faktor
0.87 < (T + 3cos?§)~"he < 1

nur wenig kleiner als 1 werden kann.

Fiir die groBen Planeten des Sonnensystems (auBer Pluto, dessen Masse noch
nicht genau genug bekannt ist) erhilt man nach (XI; 109) fiir die maximalen
Abstinde der Grenzfliche vom Planeten die in der nachstehenden Tabelle auf-
gefithrten Werte, die zeigen, daB auch die duBersten Satelliten der Planeten
sich noch weit innerhalb der Grenzfliche bewegen.

Abstand der
Planet u ua duBersten Satelliten
vom Planeten

(in AE) (in AE)
Merkur 0.00078 0.00030 -
Venus 0.00579 0.004 32 -
Erde 0.00621 0.00621 0.002 56
Mars 0.002 53 0.00386 0.00016
Jupiter 0.0619 0.3222 0.1602
Saturn 0.0382 0.3646 0.0866
Uranus 0.0180 0.3461 0.0039
Neptun 0.0193 0.5803 0.040

103. Anziehung eines beweglichen Kirpers von zwes festen Zentren aus

Die vorbereitenden Betrachtungen iiber das Dreikérperproblem sollen nicht
abgeschlossen werden, ohne ein verwandtes Problem zu beriihren, das voll-
stindig integriert werden kann und dessen praktische Bedeutung darin liegt,
daB die Losungen dieser Variante in gewissen Spezialfillen als gendherte Lésun-
gen himmelsmechanischer Probleme gelten konnen.

Es handelt sich hierbei um die Bewegung eines Massenpunktes, der von zwei
festen, mit beliebigen Massen belegten Zentren nach dem NEwTONschen Gravi-
tationsgesetz angezogen wird. In der Natur ist ein solcher Vorgang nirgends
verwirklicht. Es gibt aber Fille, in denen man wenigstens fiir beschrinkte
Zeitintervalle die Voraussetzungen dieses Problems als angenihert erfiillt an-
sehen darf. So erfolgt z.B. die Bewegung einiger der inneren Satelliten der
groBen Planeten so rasch, daB man, ohne groBe Fehler zu begehen, die Orter
des Planeten (z.B. Jupiter) und der Sonne fiir die Dauer weniger Umliufe des
Satelliten als fest betrachten kann. Die Bewegung des Mondes um die Erde
hingegen geht so langsam vor sich, daB3 diese Annahme kaum statthaft ist, da
ja die Erde schon wihrend eines einzigen Mondumlaufs einen betridchtlichen
Teil ihrer Bahn um die Sonne (rund 28° in Linge) zuriicklegt. Eine gro-
Bere Bedeutung kommt diesem Problem bei der Berechnung der Bahnen
kiinstlicher Erdsatelliten zu, da diese Koérper die Erde in so kurzer Zeit um-
kreiSen, da8 man den geozentrischen Ort des stérenden Korpers (Sonne oder
Mond) fiir eine geraume Zeit als fest ansehen darf.
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Das Problem der Attraktion durch zwei feste Zentren ist zuerst von EULER
(Mémoires de I’Académie de Berlin, 1760) gelést worden ; spiter hat LEGENDRE
es in seinem ,,Traité des fonctions elliptiques‘* sehr ausfiihrlich behandelt. Eine
vollstindige Diskussion dieses mathematisch sehr interessanten Problems fin-
detsich auch im ersten Band der,,Mechanik des Himmels‘‘ vonC.V.L.CHARLIER,
auf die der Leser verwiesen sei. Hier miissen wir uns auf die formale Lésung
" der Aufgabe beschrinken, die auf elliptische Integrale

fithrt. Ebenso wie CHARLIER begniigen wir uns mit
der Durchfithrung der Losung fiir den Fall der
T Bewegung in einer Ebene.

Tz Wir bezeichnen die beiden festen Massen mit m,
/ und m, und ihren konstanten Abstand mit 2¢. Ein
™ a 3 m, x ebenes Koordinatensystem sei so orientiert, daB die
x-Achse mit der Verbindungsgeraden von m, und m,,
Abb. 10. Attraktion von der Koordinatenursprung mit der Mitte zwischen ,
zwei festen Zentren aus und m, zusammenfillt. Die Koordinaten dieser

beiden Massenpunkte seien daher x = Fa, y = o.
Ferner seien 7, und 7, die Abstinde der beweglichen Masse 7 von m, und
mgy (Abb. 10), und es seien die Einheiten der Masse und der Zeit so gewihlt,
daB die Gravitationskonstante 2 = 1 ist. Dann existiert die Potentialfunktion

U = "—n_l_ + T
und es ist 2
n=E+a?+y% B=E—a?+y
Fiir die Koordinaten x, y von m gelten dann die Bewegungsgleichungen

— @+ )——( —a),
(XI; 110)

die das Energieintegral
XL T—U==(@+99) _(_+ﬂ

) = h = const
” £ ‘

besitzen, wie man leicht beweist, indem man die Gleichungen (XI; 110) mit %
bzw. y multipliziert und die Summe der Produkte integriert.
Es erweist sich als zweckmiBig, statt x, y die elliptischen Koordinaten

I I
1=;('1+’2); l"=;‘(’1“"z)
einzufiihren, also
. n=Atpu;, r,=~4—upu
zu setzen. Es ist dann
H—r=4Apu=4ax,
A 22 — a?) (a% — u®
x=—a&; V=ri—(x+a=r}— (x—a)2=( )a(" )
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und, wenn man diese Ausdriicke nach der Zeit differenziert,

LI N e _1_3-1(42_.“2)‘1‘/1(12—42)
j';«a("‘}'-i_)‘m’ y ia V2 — ) (a2 — ?) :

Fiir die kinetische Energie und das Potential erhilt man dann

PN _;_2_”2( A2 P )
IT_Z(x +y2)— 2 12_a2+a2_‘u2 ’
(XI; 112) l

Setzt man nun
B=f; W= —fy RB—pi=fH+f=1

Almy +mg) = g3 u(my —my) = —go; &1+ 8=2¢,
I I

p_az=A1; 2t — ut

so schreibt man statt (XI; 112) einfacher

= 4,,

I ; . g &+ 8
T=—fA, 2+ A, p?); U=S=51T"52
Zf( 1 2;”') f fl fz

Da A4, nur von A4, 4, nur von x abhidngt, kann man voriibergehend statt
A, u zwei neue Variable u,, #, durch

wy(A) = AVAy; aa(u) = i V4,
einfiihren. Es wird dann

_ T ioa | o, _8
T—zf(“1+“a). U x
und das Energieintegral (XI; 111) erhdlt die Form

(XI; 113) % @+ ) — % — 7 = const.

Die LaGRANGEschen Differentialgleichungen (XI; 49) in den Variablen u, , u,
lauten dann

%(BT)_a(T-}-U)_ i(aT)=6(T+U)-

01,y ou,  dt\ou, 0u,y
Da aber
or _ 0. 0T _ .4
aul - ul’ auz - 2
OT 1 0fy .o 2 oT iafz 2 2
g =2 ou, TR G = G, A )
6_U=i( 631_gaf1). aU____i(igi_ afz)
ou, 2\ 0w ou, )’ Ouy, 2\ 0u, ou
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ist, folgt (1)
d . ot . . ] ] .
i) = afxl (ug+ug)+%(a‘2 ~U 62)’ 2f iy
4 .. I 6}’ 1 /0g of .
E‘t‘(f’uz)— 2 (1+ )+T(FM§.-U6@;)' 2f uy

Multipliziert man diese Gleichungen mit den Faktoren (I), so erhdlt man

S = 6+ )i+ 2 (38— v g,

(XI; 114)
4 e 0fy g, 0fs
di (f2u2)‘—/(ul+uﬂ)a u’2+2(a 1— aua)u2
Andererseits ist wegen (XI; 113)
2h afl 1“1 — i(ul + Mrg) afl . ZU 6fl -
0u, Bul ou,
zh-ﬁ: ty = f (43 + ul) 31:2 tg — 2U—fd2

Subtrahiert man (XI; 115) von (XI; 114) und beriicksichtigt, daB

ofi . _ dfi  0gi .  dg .
T I T A ¢

ist, so ergeben sich die integrablen Beziehungen
d dg, a g,
2 52 = L e =
(f ul thl) 2— dt ’ dt (f thz) 2— dt ’

deren Integrale

XL 116) i = 2( + b + o),

1248 =2(gs + b fa + o)

lauten. Die Integrationskonstanten «,, «, sind aber nicht unabhingig von-
einander; denn setzt man (XI; 116) in (XI; 113) ein, so folgt

* + xg = 0,

so daB man &, = — &, = & setzen kann.
Fiihrt man nun wieder die elliptischen Koordinaten 4, y ein, so erhilt man
statt (XI; 116) mit den Abkiirzungen
Fy = (22—a®) [h 22+ (my+my) A +a],
Fy = (u2—a®) [h p®+ (my — my) p +«)
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die Differentialgleichungen

(M an
_)' _k 12
VFay !
_# V2

oder, wenn man diese Gleichungen mit den Faktoren (I) bzw. (II) multipliziert
und addiert, in

A — o Bi wa -1z
VFI(}') VF 2 (@) VFI(A) VFz(ﬂ)

zwei integrable Beziehungen, deren Integrale

' f‘ ai ~
V(2 — a?) [h 22 + (my + my) A + o]

_f“ ap =B
V(u? — @) (b p? + (my — my) p + «]

(XI; 117)  {

f ' A2da B
V(22 — a?) [1 22 + (my + my) A + o]

_ g #rap Vol — ¢
\ fl/(ﬂz—a’)[h#“r(ml—mz),u+a] Vo — 4

lauten, mit den vier Integrationskonstanten %, «,B,?,. Die Integrale sind
elliptische Funktionen ihrer oberen Grenzen. Damit ist die Aufgabe im Prinzip
gelost. '

104. Der M acM1rLansche Spezialfall des Dreskorperproblems

W.D.MAacMiLLAN?) hat einen Spezialfall des Dreikérperproblems behandelt,
der vollstindig integriert werden kann, da er sich auf das im vorigen Abschnitt
geloste Problem zuriickfiihren 148t.

Ahnlich wie im ,,probléme restreint’* nimmt man an, daB zwei endliche
Massen ungestorte Kreise um ihren Massenmittelpunkt beschreiben, wihrend
eine dritte, infinitesimale Masse sich in ihrem Gravitationsfeld bewegt. Die
beiden endlichen Massen sollen aber einander gleich sein (m, = m, = m), und
der dritte Korper (P) soll sich zur Zeit ¢ = o auf jener Geraden befinden, die
auf der Bahnebene der endlichen Massen senkrecht steht und durch deren

1) W. D. MACMILLAN, A.J. 27, 11 (1913).
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Massenmittelpunkt geht (Abb. 11). Auch soll sein Geschwindigkeitsvektor zur
Zeit ¢t = o in derselben Geraden liegen. Da aber unter den gegebenen Voraus-
setzungen auch der Beschleunigungsvektor dieser Geraden angehdrt, zu der ja
2 die endlichen Massen stdndig symmetrisch liegen,
folgt, daB sich die Bewegung der infinitesimalen
Masse fiir alle Zeiten auf dieser Symmetrielinie ab-
spielt. Ist die Bahnebene der endlichen Massen die
v/ 2 r x y-Ebene eines rechtwinkligen Koordinatensystems
und der Massenmittelpunkt, um den m, und m,
M@ a mem % Kreise mit dem Halbmesser a beschreiben, der
Koordinatenursprung, so bewegt sich die kleine
Abb. 11 Masse bestindig auf der z-Achse, und ihr Ort wird
MacMiLLANS Spezialfall durch eine Funktion z = z(f) beschrieben. Da nun
aber die Beschleunigung # von der Phase der Kreis-
bewegung der endlichen Massen ganz unabhingig ist, geniigt es, die Orter
von m, und m, in einer x 2-Ebene als in den Punkten (F«,0) ruhend
anzunehmen. Wir haben hier also in der Tat einen Spezialfall des in Ab-
schnitt 103 gelésten Problems vor uns.
Insbesondere gelten jetzt, wenn wir die Formeln des vorigen Abschnitts
benutzen, folgende Festsetzungen:

Nn=rty=7, m=my=m; A=7r, g=o0,
fo=g=0;, B2—a’=2% [=fH=12, g=g =2mi,
A, =2z"2 ’

Das Energieintegral (XI; rx3) lautet dann

. z A 1"
oder, da hier A 4 = z 2 ist,
i 32 — Eﬁ =h.
A
Diese Gleichung, die auch direkt aus der Bewegungsgleichung
= ——_2ME
(V2 + o
folgt, 148t sich integrieren und liefert
PTIR  —
l/zh + =
V22 + a2
(XI; 118) ] z
f ——iVie-w.
, [
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Dieselbe Beziehung leitet man auch unmittelbar aus der zweiten Gleichung
(XI; 117) ab, deren zweites Glied links wegen x = o verschwindet. Mit

A=r= +]/z“‘+a2; dl:-z—dz=————_ﬁi2_
A V2 + a2
erhilt man nidmlich
=+Vz(t—1).

f dz .
2m
h4—+«
i l/ + Vz’ + at +
“0
Durch Vergleich mit (XI; 118) folgt, daB in unserem Spezialfall & = o ist.
Durch (XI; 118) ist das Problem vollstindig gelost; alle méglichen Bewegun-
gen dieser Art werden durch willkiirliche Vorgabe der beiden Integrations-
konstanten #, und /% erhalten, wihrend ja & = o festgelegt war und die vierte
Konstante, 8, hier nicht definiert ist; denn die erste Gleichung (XI; 117) ist
hier sinnlos, da im Integranden des zweiten Gliedes mit m, = my und & = o
ein Ausdruck steht, der proportional du/p = d(lnu) ist und fiir u = o keine
Bedeutung hat.

Die Diskussion der Losungen (XI; 118) fithren wir, um die Formeln zu ver-
einfachen, unter der Annahme 2m = 1, @ = 1 durch, was durch passende
Wahl der Einheiten von Masse und Linge stets erreicht werden kann. Die
Zeiteinheit wird dann wiederum so festzusetzen sein, daB die Gravitations-
konstante 2 = 1 ist. Dann ist

P
V(I-}—z’)’ ’
I I I
—R=ht+—=h+—=h+1,
(XI; 119) 2 VI + 2 7

t—to=t=vl—_ ' dz__ ,
2 |/h+;
| P VI—}-z2

und ¢ = £,, T = o stellt jenen Zeitpunkt dar, in dem z = o ist, der infinitesi-
male Korper also den Koordinatenursprung durchschreitet. Da fiir jede reelle
Bewegung #2 = o ist, folgt aus (XI; 119) 2 = — 1. Die Bewegung besitzt Um-
kehrpunkte (¢ = o, z = +¥) fiir

h= —

Vi7"

also nur fiir negative 4. Ist demnach —1 < 4 << o (elliptischer Fall), so erfolgt
die Bewegung zwischen den Umkehrpunkten

I
Zextr = :ty = il/ﬁ— I.
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Ist speziell h = —1, so ist ¥ = o, d.h., der Korper ruht fiir alle Zeiten im
Massenmittelpunkt des Systems. Allerdings ist diese Gleichgewichtslage nicht
stabil, wie wir spiter (Kapitel XIII) noch erfahren werden. Ist # = o (parabo-
lischer Fall), so riicken die Umkehrpunkte ins Unendliche; ist 2 > o, so bleibt
auch im Unendlichen die Geschwindigkeit noch von Null verschieden (hyper-
bolischer Fall).

Besonderes Interesse verdient der elliptische Fall, in dem die kleine Masse
auf der Symmetrieachse des Systems pendelartige Schwingungen um den Ko-
ordinatenursprung ausfithrt. Die Bewegung, deren Geschwindigkeit ihre

Extrema —1<h<o

foxe = £ V2 (b + 1) = L 2%, ( o< k=V'1+h < L

2 Vz

fiir z =0 (r = 1) erreicht, verliuft symmetrisch zu 2 =0 und zu den Um-

kehrpunkten. Sie ist daher eine rein periodische Bewegung mit der Grund-

periode p und der Amplitude y und 148t sich in Form einer FOURIERschen
Reihe

. . . . 27

(XTI; 120) Z2=a,sinyt + agsin3vt + azsinsvr 4 - - -, (v=—;—)

7

darstellen. Man berechnet den vierten Teil der Periode p, indem man das
Integral (XI; 119) von o bis ¢ erstreckt:

<. p_1 [ & o x
(XL z21) 4‘vzfv—x—+‘h’ (" v—+7)
: VT + 22

Die Auswertung dieses elliptischen Integrals gelingt leicht, wenn man es auf
die LEGENDREsche Normalform bringt: Mit der Substitution

_I—(x42)" 1 . I
B=—Tr% @ (I_ I+zz) mit o< K<
zdz
2848 =B+ A
oder /
1 . L. 2kREVT— RS2
Vige RS s oEe

2kdé
(1 —2k2 g2z )1 — k2 &2
erhilt man aus (XI; 121) das elliptische Integral dritter Gattung
1

dz=

_ dt
P= 4f C— 28V —B) (- R 8
0
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oder, wenn man noch & =sing, d& = cospdp = V1 — £2 d ¢ einfiihrt,
n[2
d
? = 4 ° ¢ —_— e -
(1 — 2k%sin%g)? Y1 — E3sin%p
0

Der Integrand 148t sich, da 2k < 1 ist, in eine Potenzreihe nach 42sin%g
entwickeln:

(XT; 122)

n/2

_4f(1+9k251n2q;+ 5k4sm4q7+ 37 k‘sm‘gv-l----)dtp=

( +9k2+345 +2§5_.k0+...),

256
da ja
/2 n[2 n/2
1n2 =£' f. 4 =.3—n' f’ 8 =-5l'
fsm pdo g sintp do 6 | sin pdo TR
0 0 ]
/2 ( |
. on n(2n)!
fsm’ pdo= 23n+1yl pl
0
gilt.

Zur Bestimmung der Koeffizienten der FoURIER-Entwicklung (XI; 120)
wendet MACMILLAN folgenden Kunstgriff an. Fiihrt man statt z die neue
Variable

C=r—$. (0<l<2); z=y(1—0), dz=—ypdl

ein, so lautet die Differentialgleichung (XI; 119)
(=@ =0 +pra—0h
oder, wenn man statt der unabhingigen Variablen 7

@=vr—%=27n<r——i—)

setzt und Ableitungen nach @ durch Striche kennzeichnet,

== () = (B e —o@ el - Tee-a)

27

Setzt man schlieBlich zur Abkiirzung

2 ) I
E=yy TR T
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so erhilt man fiir { = (@) die Differentialgleichung
o= (L) =t
(x—p(28 = C3)"°
deren rechte Seite sich wegen o << u << i, 0< 2 —(2< 1 in eine stets

konvergente Potenzreihe nach p entwickeln 1i8t, wenn man noch fiir p/2x=
die Potenzreihe (XI; 122) benutzt und bedenkt, daB

h ,

B = I—: =%[I—(I+’}'2)"’]=—:-(I—VI—M)=
I I
- 2 —_
4/4+I6I4+ 15 256#+

gesetzt werden kann. Dann tritt an die Stelle von (XI; 122)

ya

489 , 7097
27 ® +

1024 16384

=1+2>u+ gt

Fiihrt man diese etwas umstindliche, aber elementare Rechnung durch, so
ergibt sich fiir £ = £(0)

(XI; 123)

v =@ =0t +2uet—n+ Fper—or+ Bper-op+ o,

eine Differentialgleichung, deren Losung fiir die Anfangsbedingungen £ (0) =
= {’ (0) = o gesucht wird.

Nun ist {, ebenso wie z, eine periodische Funktion von @ mit der Periode
2x. Sie 14Bt sich ferner in der Form

(XT; 124) E=C+puli+p2ls+

darstellen, wo §,, §,, {,, . . . periodische Funktionen der gleichen Art sind, die
aber den Parameter u nicht enthalten. Setzt man also (XI; 124) in (XI; 123)
ein, so erhilt man, da diese Beziehung in g identisch ist und man daher die
Faktoren von " auf beiden Seiten gleichsetzen darf, sukzessive

[ "—I—-Cou
¢ = _%(1 — 98y + 1285 — 483) — ¢,

(XI;125) qer _5? (7 + 1858, — 156822 + 265688 — 1600C% +

+ 32088) — 3 (— ol + 2480 &) — Ca,

..........................
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Nun gelten auch fiir die {,(@) die gleichen Anfangsbedingungen wie fiir
{(©) selbst, also £,(0) =, (0) = o. Die erste der Differentialgleichungen
(XTI; 125),

:)’ + Co =1I,
hat dann die Lsung
Co=1I—cos@.

Setzt man dies in die zweite Gleichung (XI; 125) ein, so erhilt man

3

;’+C1=_'8

cos30,
woraus man unter den obigen Anfangsbedingungen
- _3 -
&= 64 (cos® — cos30)
ableitet. Hiermit nimmt die dritte Gleichung die Form

% - -
M4 ly= 2z (108 cos 30 — 87 cos56)

an, deren Losung mit {g3(0) = {§(0) = o
I
4096

lautet, und so fort. Bis zu Gliedern zweiter Ordnung in u ist demnach

Co=— (79 cos©® — 108 cos36 + 29 cos56)

{=1—cos@ —%,u(cos@ — cos360) —

40196 12(79 cos®@ — 108 cos36 + 29 cos56) — - - -,

z=y(1—10) =y[cos@ +33;—p(c050 —cos30) + - ]

Fithrt man nun wieder v = @ + n/2 ein, so ergibt sich schlieBlich fiir
z = z(t) die Entwicklung (XI; 120) explizit:

2=y [sinv‘r +—6‘%,u(sinvr + sin3v 1) +

I
4096

ut(79 siny v + 108sin3» v + 29 sin5v 7) + - - ]

_1/_r
V_Vl—u'

+

mit




KAPITEL XII

DIE LAGRANGESCHE THEORIE

105. Das reduzierte Dreikorperproblem

Die vollstindige Lésung des Dreikérperproblems erfordert, wie wir gesehen
haben, achtzehn Integrale, von denen zehn bekannt sind. Fiihrt man relative
Koordinaten ein, so vermindert sich die Zahl der Integrale infolge der Elimi-
nation der sechs Schwerpunktskonstanten auf zwolf, von denen vier bekannt
sind, ndmlich das Energieintegral und die drei Integrale des Drehimpulssatzes.
Wir werden spiter (Abschnitt 136) ein Verfahren kennenlernen, diese Reduk-
tion des Systems auf die achte Ordnung explizit durchzufiihren, und es wird
sich dabei zeigen, daB dann noch eine weitere Reduktion auf die siebente
Ordnung moglich wird. Dies auf elegante Art gezeigt zu haben, ist das Ver-
dienst von H. POINCARE. Die Moglichkeit einer solchen Reduktion ist
schon bedeutend frither von LAGRANGE (1772) und JAcosI (1843) bewiesen
worden.

LAGRANGE hat gelehrt, daB die vollstindige Lésung des Dreikorperproblems
moglich wire, wenn es gelinge, die von der speziellen Wahl des Koordinaten-
systems unabhdngigen Bestimmungsstiicke der Bewegung als Funktionen der
Zeit zu bestimmen. Wir wollen dieses Teilproblem mit HESSE als das reduzierte
Dreikorperproblem bezeichnen (nicht zu verwechseln mit dem eingeschrinkten
Dreikorperproblem, dem ,,probléme restreint’“). Nach erfolgter Losung des
reduzierten Problems kann man nimlich die noch fehlenden Bestimmungs-
stiicke, die das System der drei Korper in ein beliebiges raumliches Koordina-
tensystem einfiigen, teils direkt, teils durch Quadratur iiber schon bekannte
Funktionen ermitteln.

Im Zweikorperproblem haben wir entsprechende Verhéltnisse. Das reduzierte
Problem erfordert die Bestimmung jener GroBen als Funktionen der Zeit, die
vom Koordinatensystem unabhingig sind. Das sind im relativen Zweikérper-
problem etwa folgende drei GréBen: der Abstand 7 der beiden Massen, die
relative Geschwindigkeit ¥ und der von den Vektoren des relativen Ortes und
der relativen Geschwindigkeit gebildete Winkel & (s. auch Abschnitt 40).
Wenn p, p diese beiden Vektoren sind, so kann man auch die vom Koordina-
tensystem und voneinander unabhingigen Skalarprodukte [vgl. (V; 11)]

Pra=(p9) =174 pra=(PP) =7V cosd; pys=(p) =V?

als Unbekannte des Problems ansehen. Diese drei GréBen, die wir als lokale
Invarianten bezeichnet haben, weil sie noch vom Ort des einen Massenpunktes
in seiner Bahn relativ zum andern abhingen, bilden ein System dritter Ord-
nung, d.h,, sie lassen sich als Losungen von drei Differentialgleichungen erster
Ordnung bestimmen, an deren Stelle aber auch eine einzige Differential-
gleichung dritter Ordnung fiir eine dieser GréBen, etwa p,, (oder 7), treten
kann.
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Im Falle der Zweikérperbewegung kann man in der Tat das reduzierte
Problem in Form der Differentialgleichung (V; 32)

4 d I
. > —_—— — 2 ) —
(XII; 1) P 3t = (rr—}-r 1) 0

schreiben, wobei die Zeiteinheit so gewihlt worden ist, daB 2*(M + m) =1
ist, wenn M und m die beiden beteiligten Massen bedeuten und % die Gravita-
tionskonstante ist. Das reduzierte Problem ist in diesem Fall losbar. Die erste
Integration liefert

&4 —I—iz—-;:a = const,
die zweite gelingt mit Hilfe des integrierenden Faktors 77, der auf die Be-
ziehung
rr—(rr) ——a—(rz)

fithrt, deren Integration
S I
?(rr)2 — r=;arz + B, (B = const)

ergibt. Das dritte Integral erhédlt man dann aus

r=|/ar'-’+2r+zﬂ; dt = rdr

Va7 + 27 + 2p
durch Quadratur:

t—y= rdr (y = const).
Var® +27r +28°

Die drei Konstanten «, /3 ,» haben, wie aus Abschnitt 40 bekannt, die Be-
deutung

wo a die groBe Halbachse,  den Parameter der Kegelschnittbahn darstellt
und #, den Zeitpunkt bedeutet, in dem » den Wert 7, annimmt. Diese untere
Grenze des Integrals kann man speziell so festlegen, daB ¢, die Durchgangszeit
durch das Perihel der Bahn bedeutet. Dannist7y = a(x — ¢)und e2 = 1 — p/a
durch & und g bereits mitbestimmt.

Es 4Bt sich nun sehr leicht zeigen, daB nach Losung des reduzierten Problems
die Auffindung der drei iibrigen Integrale des Gesamtproblems keine Schwierig-
keiten mehr macht. Unter ihnen befinden sich ndmlich noch zwei der vier be-
kannten Integrale des relativen Zweikorperproblems, da in der Losung des
reduzierten Problems nur zwei von ihnen enthalten sind, ndmlich das Energie-

6  Stumpff, Himmelsmechanik IT
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integral mit 4 = —1/2a als Konstante und der Flichensatz mit g = J/p als
Konstante. Schreibt man die drei Flichensitze in der Form (IV; 6)

¢, = gsintsin§,

cg=—gsinicos, (g="TV&+cf+c),

€3 = gcost,

so erkennt man, daB diese neben dem schon bekannten g auch die Konstan-
ten ¢, §, liefern, die zur Bestimmung der Lage der Bahnebene in einem vor-
gegebenen Koordinatensystem notwendig sind. Das letzte der sechs Integrale,
der Abstand w des Perihels vom Knoten, ist dann durch Quadratur bestimm-
bar; denn aus dem Flichensatz 72 ¢ = g folgt ja weiter

t
dt
P—Po=8| =
to
mit g, = w, wenn £, die Zeit des Periheldurchgangs ist.

Im Dreikorperproblem wird die von den beiden relativen Ortsvektoren und
den beiden relativen Geschwindigkeitsvektoren gebildete geometrische Figur
durch neun gegen Koordinatentransformationen invariante Stiicke bestimmt,
z.B. durch die Betrige dieser vier Vektoren und fiinf der sechs Winkel, die sie
miteinander bilden. Wenn wir nimlich die Richtungen der Vektoren als Punkte
(4, B, C, D) auf der Einheitskugel deuten, so wird die gegenseitige Lage dieser
vier Punkte, also die geometrische Gestalt des sphirischen Vierecks, durch-
fiinf Querverbindungen festgelegt, etwa durch vier Seiten und eine Diagonale
(z.B. AC). Dabei besteht allerdings noch eine Mehrdeutigkeit ; denn klappt man
eines der beiden Teildreiecke der Figur (Abb. 12) um die gemeinsame Seite
um, so erhilt man ein zweites Viereck mit den

7 ,78 gleichen fiinf Bestimmungsstiicken (4AB’CD oder

/ ABCD'). Diese Mehrdeutigkeit lieBe sich aber be-

D// seitigen, wenn man fiir die Teildreiecke bestimmte

/ Umlaufssinne vorschriebe. Jedenfalls ist die sechste

8 C/ Seite des vollstindigen Vierecks ABCD nicht mehr

Abb. 2. Richtungen der willkﬁrlic}) wé._hlbar, sondern, von der .eben gfenannten
relativen O rts-gun d Mghrdegtlgkelt abgesehen, durch die ibrigen fiinf
Geschwindigkeits: ~ Mitbestimmt. . ,

vektoren an der Sphire Das reduzierte Dreikorperproblem ist also nach

LAGRANGE gelost, wenn es gelingt, neun der zwélf

Integrale des relativen Problems zu finden, d.h., die vier Vektorbetrige der

relativen Orter und Geschwindigkeiten und die fiinf Winkel als Funktionen

der Zeit zu bestimmen. Statt dessen kann man auch die zwischen den vier

Vektoren p,, P, ps, P, moglichen skalaren Produkte als Unbekannte des

Problems einfiihren. Aus ZweckmiBigkeitsgriinden bedienen wir uns dabei

einer neuen Bezeichnungsweise: Es sei

L=, D=1 Pp=1y Pp=1,
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gesetzt ; wir geben also den relativen Ortsvektoren ungerade Indizes, den dazu-
gehorigen Geschwindigkeitsvektoren den jeweils darauffolgenden geraden Index.
Die zwischen den vier Vektoren moglichen skalaren Produkte bilden dann die
Matrix

(tty) (taty) ... (taty)

Mm = (taty) (T %) - .- (tatq)

.............

(Taty) (taTo) - .. (T4 ty)
die in bezug auf die Hauptdiagonale symmetrisch ist, da (t; tx) = (tx t;) gilt.
Es gibt also zehn verschiedene Produkte dieser Art, die aber nicht unabhingig
voneinander sind ; denn es ist nach dem Multiplikationssatz der Determinanten,
wenn wir
(tite) = %% + ¥i Y + 20 2
schreiben, die Determinante dieser Matrix
% Y % Of
;| X3 Y2 % O
= =o.
X3 Y3 %43 O
X4 Y4 24 O

Zwischen den zehn Skalarprodukten, die wir — in Anlehnung an die Bezeich-
nungsweise in Abschnitt 40 — als die lokalen Invarianten des Dreikorper-
problems bezeichnen wollen, besteht also noch eine identische Beziehung, mit
deren Hilfe sich eine der zehn Invarianten durch die iibrigen neun ausdriicken
148t. Es sind also im reduzierten Dreikérperproblem nur neun unabhingige
Invarianten vorhanden. Auch die oben erwihnte Mehrdeutigkeit findet sich
hier wieder, da die Winkel zwischen den Vektoren in den Skalarprodukten nur
durch ihre Kosinus vertreten sind.

Hitte man das reduzierte Problem gelost, so wire damit nach dem Satz von
LAGRANGE auch die Integration des vollstindigen Problems gewéhrleistet. Von
den vier bekannten Integralen der relativen Dreikérperbewegung befinden sich
nur zwei unter den neun Integralen des reduzierten Problems, nimlich die-
jenigen beiden, deren Konstanten von der Wahl des Koordinatensystems nicht
abhingen. Das sind die Energiekonstante und der Betrag des Drehimpuls-
vektors. Die tibrigen beiden Konstanten des Drehimpulssatzes, durch die die
Lage der UVE in dem gewihlten Koordinatensystem festgelegt wird, gehéren
dem reduzierten Problem nicht an, sind aber zusitzlich bekannt. Es bleibt also
nur noch eine einzige Integration auszufiihren iibrig. Diese 14Bt sich aber, wie
LAGRANGE gezeigt hat, auf eine Quadratur iiber bereits bekannt gewordene
Funktionen zuriickfithren. Man kann das auch so ausdriicken: Mit Hilfe des
Drehimpulssatzes 148t sich die von den vier Vektoren gebildete geometrische
Figur in bezug auf die UVE orientieren. Die letzte Integration bezieht sich
dann auf die Definition einer Anfangsrichtung in der UVE bzw. auf die Ein-
ordnung der Bewegung des Systems in eine Zeitskala.

6*
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Es mag bei oberflichlicher Betrachtung der Sachlage so aussehen, als sage
der LAGRANGEsche Satz mehr aus als der in Abschnitt 92 erwidhnte Satz von
Jacosr, nach dem das Dreikdrperproblem geldst ist, wenn-man alle Integra-
tionen bis auf zwei ausgefiihrt hat. In Wirklichkeit ist es umgekehrt; denn
unter den drei restlichen Integralen, die nach Lésung des reduzierten Problems
iibrigbleiben, befinden sich ja zwei bekannte. Den vollstindigen Beweis des

LAGRANGEschen Satzes werden wir in Abschnitt 107

2 nachholen.

106. Dielokalen Invarianten des Dyeikirperproblems

Um symmetrische Formeln zu erhalten, bezeich-
nen wir die drei absoluten (d.h. auf den Schwerpunkt
des Systems bezogenen) Ortsvektoren mit p,, ps, b5,
die drei Massen mit m, , mg, m; und die drei relativen

L) *1

T - m; Ortsvektoren (Abb. 13) mit
5
Abb. 13. Relative und L=Ps—Ps; L=P1—Ps; G=9P— P
absolute Ortsvektoren  oder allgemein mit
im Dreikorperproblem ti= P — 9,

wo die Indizes 7, §, & jede zyklische Permutation der ungeraden Zahlen 1, 3, 5
annehmen konnen. Die drei Vektoren bilden einen geschlossenen Zug, und es ist

(XII; 2) D=1+ +u=5+1+1=0.

Desgleichen seien . L. L.
=1y I3=14 I3=T"g

die relativen Geschwindigkeitsvektoren. Allgemein schreiben wir

. Ii=1,;, [j=15, Ip=1¢
und es ist P e By Tk Ty

(XII; 3) dii=ta=ta+ 15+ 1, =141+ 15=0.
Zwischen den sechs Vektoren 1;, t, sind dann, wenn wir die Vertauschbarkeit
der Reihenfolge in skalaren Produkten beriicksichtigen, 21 lokale Invarianten

Pri=(tt); Pra=(tt); ...; Pre= (1),
“(XII; 4) Paa=(taly); ...; Pag= (tale),
Pee = (g Tg)
moglich, von denen aber nur neun voneinander unabhingig sind, denn wegen
(XII; 2) und (XII; 3) ist ja
P15 = (4, —01—13) = — (Pr1+P13); Dre= (t1, —Ta—1) = — (P12 +214),
Pas = (ta, —t1—13) = — (Pra+023); Pas = (T, —Ta—1) = — (Paa+924),

Pos = (11 + 13)% = P11 + 2P13 + Pas;  Pes = P22 + 2024 + Paas
Pse = (ty + t3) (ta + T)) = P12 + Pasz + P14 + Paas
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es bestehen also lineare Beziehungen, mit deren Hilfe man die elf Invarianten
(XTII; 4), in deren Indizes die Ziffern 5 und 6 vorkommen, durch die iibrigen
zehn ausdriicken kann, auBerdem als zwolfte Beziehung die Identitdt vierten

Grades

P11 D12 Pis D1
D21 P22 Pas Paa
P31 D32 Pas Pas
Pa1 Daz Pas Daa

die wir schon im vorigen Abschnitt bewiesen haben.

AuBer diesen zwolf Gleichungen gibt es zwischen den lokalen Invarianten
noch zwei weitere algebraische Beziehungen, die aus den beiden bekannten
Integralen des reduzierten Problems folgen und durch die sich die Zahl der
unbekannten Funktionen auf sieben herabdriicken 14B8t. Das Energieintegral
(XI; 25)

(XII; 5) =0, (p/n = va),

I

I i?
—2— ZZ,_ - Z m; v; =h
ergibt die Beziehung
I Pau I
XII;6) h=— -3 — =
( ) 2 2 mi 2 miVpii

I (Ps2 Pas | Pss I I 1
2 ( my Mg Mg ) <m1 V{Ju maVP: Mg Vf’ss )

Ferner liefert der Drehimpulssatz (XI; 24) fiir den Betrag g des Drehimpuls-
vektors die Formel

(gg);-gz:(z [riti]>2=2 [r; ]2 +22M

m; m? m;j My
Setzt man in ihr
V=[]l =[url*= zii;i“ =piibaa— Dia
(XII;7) aloan ﬁ ﬁ
@i = [t 1] [t bl = [115) [T t,] = plkk bo| = PikPoy = Portiy

so ergibt sich

_ Y1

I'2
. 2 33
(XIL;8)  g* =%

m

ss
mg

+

+ Dy5 D5y Dy ) ]

+ 2<m3m5 Mgty My Mg

Man kann die Formeln (XII; 6) bis (XII; 8) mit Hilfe der obigen linearen
Relationen natiirlich auch durch $,4, $13, . . ., Pa4 allein ausdriicken; sie ver-
lieren dann aber ihre schéne Symmetrie, und besonders (XII; 8) nimmt eine
komplizierte und uniibersichtliche Form an.
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107. Der Satz von LAGRANGE

Wir wollen jetzt den in Abschnitt 105 formulierten Satz von LAGRANGE be-
weisen, daB man mit der Losung des reduzierten Problems auch das voll-
stindige Dreikérperproblem beherrscht.

Aus dem Drehimpulssatz
[r; ] + (5 1] + [t fe] _ g

m; Mj V(OR

(XII; 9)

erhidlt man durch skalare Multiplikation mit t;

) (i) | (eber)
(XII; 10) m,- e = (8 1),

wenn man fiir die gemischten Produkte die Bezeichnung
% o Yi %
) =[ilu=|% 5 %|,
Xi Vi %

verwendet und bedenkt, daB (r; f; r;) = o ist. Sind die rechtwinkligen Ko-
ordinaten x;, y;, 2; der Vektoren r; auf die UVE bezogen, so hat der Dreh-
impulsvektor die Koordinaten (o, 0, g), und es ist

(XII; 11) (gt;) =g 2.

Auf den linken Seiten der drei Gleichungen (XII; 10), die wir durch zyklische
Vertauschung der Indizes ¢, §, £ erhalten, stehen vom Koordinatensystem un-
abhingige Ausdriicke, ndmlich die sechsfachen Inhalte der von je drei Vektoren
gebildeten Tetraeder. Setzt man

6,‘ = (t; fi Ij) = — (ti, fi, T; + Ik) = — (I,' i‘i tk),
so ist
i ¥ L2 |Pii P Dij
(XH; I2) 6? =% Yi %= pai Daa i’aj

%5 Y % bii Pia Pjj
eine Funktion der lokalen Invarianten, und es ist wegen (XII; xo) und (XII; 11)

(XII; 13) z‘=i(_(§"___éL)

my m_,-
Die drei GroBen d; sind wegen (XII; 12) dem Betrage nach bekannt. Nun ist
aber
0+ 0 =—(utin) + (yijn) =
== (ti ii tk) - (ti, tJ tk) = (Ii tk Ik) = —6,“
woraus

(XII; 14) 20 =0;+0+ 6 =0



107. Der Satz von LAGRANGE 87

folgt. Quadriert man diese Gleichung, so ergibt sich

0:(0: + 0 + 6k) + 07 + Ok + 20; Ok + 0:(3j + S) = 0
oder, mit Riicksicht auf (XII; 14),
(XII; 15) 200 = 6 — 6 — O2. -

Die Produkte §; d, sind also auch dem Vorzeichen nach bekannt. Wahlt man
das Vorzeichen einer der GroBen d; willkiirlich, so folgen aus (XII; 15) auch
die Vorzeichen der beiden anderen. Die Gleichungen (XII; 13) liefern somit
die z; eindeutig, wenn man in dieser Weise iiber die Vorzeichen der J; verfiigt
hat. Die in dieser Entscheidung liegende Willkiir bedeutet nichts anderes, als
daB man nach Belieben g mit — g vertauschen darf, d.h., es ist gleichgiiltig,
ob man das Koordinatensystem als ein links- oder rechtsdrehendes ansehen will.

Damit ist gezeigt, daB in einem System, dessen Hauptebene die UVE ist,
die relativen z-Koordinaten der drei Koérper aus den lokalen Invarianten be-
rechnet werden kénnen und daher, nach Losung des reduzierten Problems, als
Funktionen der Zeit bekannt sind. Es bleibt noch zu demonstrieren, wie man
auch die x; und y; bestimmen kann.

Multipliziert man (XII; g) skalar mit [t; ¢;] und beachtet (XII; 7), so ent-
stehen die Gleichungen

4T D;; Dire o .
Qi— m; + mj + M —g[tltl]—(gtlrl)‘
Nun gilt aber
o o0 g
(@rt) =2 ¥ z|=gxiy:—yi%),
X Vi %

LR S S
% Ayi=ri—z,

und man erhilt daher
pooEYi—yiti Qi
' 22+ v} gri— 29

als bekannte Funktionen der Zeit, da 7? = p;;, nach (XII; 7) die Q; und, wie
soeben bewiesen, auch die z; als Funktionen der lokalen Invarianten bekannt
sind. Setzt man

(XI11; 16) % = p;cosp;; ¥i=p;sing;, (oi=2i+yi=11—12}),
so ist
Yi . Pi  _ XiYi—Yi%i

tang; = — =
P %; ' cosie; %3

’

also

(XII; 17) ¢ = Fi.



88 XII. Die LAGRANGEsche Theorie
Von den drei Gleichungen (XII; 17) sind nur zwei voneinander unabhingig,

da ja wegen X' x; = 3'y; = o jeweils eine der drei Koordinaten durch die bei-
den anderen mitbestimmt ist. Es geniigt also, die Integrationen

¢
§ =2 E0—e) +fF,-dt,
t

H
or =2 (6o + &) + [Frdt
b

auszufiihren, worauf
0j sing; + o sin gy
0j COS@; + QO COS @i

@; = arc tan

folgt. Von den beiden Integrationskonstanten ¢, ¢, ist aber nur eine, nim-
lich g,, willkiirlich. Es ist ja

% %k T ¥j Ve = Pk — % 2
als Funktion der Zeit bekannt. Wegen (XII; 16) ist daher

Pik — % %
COS ;] — =
(i — @x) 07 0k

ebenfalls bekannt. Es ist also
¢
&=k — @ — [ (Fx — F)) dt
f

derjenige Wert, den die bekannte Funktion ¢, — ¢@; fiir # = ¢, annimmt.
Andererseits ist

13
o + @ = & + [ (Fi + F) dt
t

eine neue Funktion, die man durch Quadratur erhilt, und ¢, die letzte Integra-
tionskonstante des relativen Problems, iiber die noch verfiigt werden kann.

108. Die Invariante o

Ebenso wie im Zweikorperproblem (Abschnitt 40) erweist es sich auch hier
als niitzlich, neben den fundamentalen Invarianten p,, algebraische Kombi-
nationen dieser GréBen als ,,abgeleitete Invarianten‘‘ zu benutzen. Wir werden
von dieser Moglichkeit noch 6fter Gebrauch machen. LAGRANGE ist in seiner
Analyse des Dreikorperproblems bei dem Versuch, die Beziehung (XII; 5) in
die Form einer algebraischen Gleichung vierten Grades mit symmetrisch auf-
gebauten Koeffizienten zu bringen, auf eine solche Invariante von besonders
bemerkenswerten Eigenschaften gestoSen. Man findet leicht, daB

Pra— P2z = — (i’lz + ?16) + (1521 + 1’25) = pa5 — P16
Pra— P2z = — (Pas + 1’54) + (Pas + 1’63) = pae — P15
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ist. Man kann daher setzen
(XII; 18) 20 = P14 — P2z = P25 — D16 = Pas — Pus-
Andererseits konnte man zur Abkiirzung
(XII; 19) 255 = P1at Pess 283 =Po5 + D163 251 = Pas + Pus
einfiihren. Dann ist

Pra=3510; Des =33+ 0; Pag =35 10,

Pas =155 — Q; Dre =353 — 0, Pas=% —0-
Setzt man dies in (XII; 5) ein, so nimmt diese Beziehung die Form

P11 D12 P15 Sste

Par Paz S5 — 0 D

P31 S5 — @ P33 Daa
Ss+ 0 Paz  Paz  Paa

an, also die einer Gleichung vierten Grades fiir p von der Form
(XII; 21) *+Ae*+Bp+C=o.

Das kubische Glied fehlt; denn wenn man (XII; 20) etwa nach der ersten
Zeile entwickelt, erkennt man sofort, daB der einzige Term, der héhere als
zweite Potenzen von p enthilt, gleich dem Produkt der vier Elemente der
Nebendiagonale ist. Dieser Term lautet aber (s — %2 und weist nur gerade
Potenzen von g auf.

Die Identitdt (XII; 20) enthilt neun voneinander unabhingige Invarianten,
ndmlich

(XIT; 22) P11s Pr2) Dr3s D22y D24s P33y Paas Paas S+

Die zehnte, die LAGRANGEsche Invariante g, ergibt sich dann als Lésung der
biquadratischen Gleichung (XII; 21). Die Folge der Invarianten (XII; 22) ist
aber unsymmetrisch in bezug auf die drei Massen des Problems. Um die Sym-
metrie wiederherzustellen, diirfen wir auf die Mitnahme von Invarianten, in
deren Indizes die Ziffern 5 und 6 vorkommen, nicht verzichten. In der Tat
gelingt es, den Koeffizienten der Gleichung (XII; 21) véllig symmetrische Ge-
stalt zu geben, wenn man als unabhingige Invarianten etwa die GroBen

(XII; 23) P11, Pass Posss Pazs Paas Pess D12y Pass Pse

auswihlt. Geometrisch betrachtet, reprisentieren diese neun Invarianten die
drei Seiten des Ortsdreiecks, die drei Seiten des Geschwindigkeitsdreiecks und
die Kosinus der Winkel, die zusammengehorige Orts- und Geschwindigkeits-
vektoren miteinander bilden. Die GroBen p,3, Paq, S5 des Systems (XII; 22),

(XII; 20)



90 XII. Die LaAcraNGEsche Theorie

die dem System (XII; 23) nicht angehoren, lassen sich nidmlich leicht durch
die Elemente von (XII; 23) ausdriicken. Aus

Pss = -(ﬁls + ?ss) = (P11t P13) + (Par + 1’33):
Pes = —(1’26 + Pae) =  (Paz + P2d) + (Paz + P44,
255 = P14t P2z = — (P12 + Pr6) — (P3a + P36)

leitet man die dazu notwendigen Beziehungen
2p13 = Pss — P11 — P3s»
(XII; 24) 2p2s = Pes — P2z — Paus
l 285 = pse — P12 — Paa
unmittelbar ab. Diese Gleichungen behalten ihre Giiltigkeit, wenn man die

Indizes ¢, §, 2 bzw. a =i+ 1, =5+ I, y =k 4 1 zyklisch vertauscht.
Es ist also allgemein

2pjk = Dii — Bjj — Pkk;

(XII; 25) l Zﬁﬂy = Paa— ﬁﬂﬂ - P)ﬁw

28; = pix — Pjp — Pky»

Setzt man (XII; 24) in (XII; 20) ein, so erhidlt man nach elementarer, aber

teilweise recht umstdndlicher Rechnung fiir die Koeffizienten der biquadrati-

schen Gleichung symmetrische Ausdriicke in den GréBen (XII; 23). Man kann
diese in eine iibersichtliche Form bringen, wenn man zur Abkiirzung

(XII; 26)
('{I“ = P11 P22 — pfz Y’la =p11Psa— Paadia 5Uus = 11066 — Psepla)

(i,i.k=1,3.5)
«,B,y=2,4,6/"

Y31 = PssPaa — P12 P3a Y’sa=PaaP4A—15§4 Y35 = P3sPes — PsePas
Tﬁl = pss P2z — D12 Pse 'Psa = P55 Paa — PaaPse Y’ss = pssPee — 1’26
einfithrt und auBerdem
Vis+ ¥ = X3 Pas+ ¥sa=Xas; ¥s1+ Pis=Xaa

setzt. Es ist-dann
I
4= ?[5”11 + Taa + l-pu - (Xu + Xas + sz)]'

P11 Pas Pss
B = P22 Das Pos| =

(XII; 27) P12 P3s Pse
= Pm(l-pas - y’s»a) + 1’34(![’51 - Tlﬁ) + ?sc(g’u"‘ 9731)'

C =%[A2 — (X138 X35 + X35 X5 + X51X53) +
+ 2(T11X35 + TssXsl +,-{,55X13)]’

L
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Die biquadratische Gleichung (XII; 21) 1i8t sich in eine lineare umwandeln,
wenn man den Drehimpulssatz (XII; 8) zu Hilfe nimmt. Die GroBen ¥, die-
ser Formel sind mit den gleichnamigen Diagonaltermen der Matrix (XII; 26)
identisch. Andererseits ist

Dy = Pradaa — Pesbra = % ((Pss — D11 — P33) (Pee — P22 — Pad) —
— (Pss — P12 — P34)%] + 0%

Dy = P35 Pas — Pas Pas = —‘It— (P11 — Pss — Pss) (Paz — Pas — Pee) —
— (P12 — P31 — Pse)*] + 0%

u = b1 Pas = bos Pua = - [(Bra — Pas — B1a) (Bua — bos — Bos) —
— (P34 — Pse — P12)°] + €*

oder, wenn man ausmultipliziert, die ¥;, nach (XII; 26) einfiihrt und (XII; 27)
beriicksichtigt,

[ 2P,,=X,;3+ 4+ 20%
(XII; 28) 2@, = Xgp + A+ 203,

l 2Py, = X, + 4 + 202

Der Drehimpulssatz erhdlt dann die Form

= Y1 + Vi3 , ¥ss X35 X51 X3 4 + 202
m? m3 m Mgy MMy My My my mg mg
da
I I I omyt+myt+my I
Mg Mg + mg My +_m1 my "y M3 Mg T mymgmg

gilt, wenn man die Masseneinheit so festsetzt, daB m, +4 m, 4 m; = 1 ist.
Setzt man zur Abkiirzung eines in den Invarianten symmetrischen Ausdrucks

— y,ll Y’as TES X35 Xﬁl X13
G= m§ my + mg +m3m5+m5m1+m,m3'
so ist daher
(XII; 29) 202 =m, mymy(g? — G) — 4.

Eliminiert man nun mit Hilfe von (XII; 29) p* und g? aus (XII; 21), so ergibt
sich

I I
Bo= —C—-Z[mlm,m5(g2—G) —A]’-——Z—A[mlm,ms(g“—G) — 4],

also fiir g der lineare Ausdruck

2
(XII; 30) Bg=-‘i——c—%m§m§mg(g=—®=.
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Fiir B = o wird diese Formel zur Bestimmung von g unbrauchbar; g ist dann
eine der beiden Wurzeln von (XII; 29). Zu demselben Ergebnis gelangt man,
wenn man in (XII; 21) B = o setzt. Dann ist

2
also, da in diesem Fall die rechte Seite von (XII; 30) verschwindet,
A I
= —Ti'z—mlmsms(gz — G).

Der Vergleich mit (XII; 29) lehrt, daB von den beiden Vorzeichen der Quadrat-
wurzel hier das obere gilt. _

Durch Elimination von g aus (XII; 29) und (XII; 30) erhilt man iibrigens
eine Gleichung vierten Grades fiir g2, in der g nicht mehr auftritt.

109. Die Differentialgleichungen des reduzierten Problems

Differenziert man die lokalen Invarianten
Dur = (L, 1), (¢, v=1,2,...,6)

nach der Zeit, so ergeben sich, in Verbindung mit den Bewegungsgleichungen
(XTI; 23) fiir die Relativkoordinaten, Differentialgleichungen, die das redu-
zierte Problem reprisentieren. Man findet z.B., wenn man

pi=ri=p5" R=mn+ psts+ U5t
setzt,
Pin=(un); Pr=2(1k)=2(41)=2p0,,
Pra=(tt); Pra=(bf) + (L) =(tt) + @, —mhmtu+mR) =
= pas — th P11 + 71 (1 P11 + M3 P1s + U5 Prs),
Doz = (b1 11); Das=2(01§) =2(tz, —pu 1y +my R) =
= =2y p1g + 2my (i Doy + M Das + H5 D2s)
usw. Fiithrt man auBerdem noch die Abkiirzungen
Pi = pa Dix + pabis + Hshis, (¢t =1,3,5),
Do =ty Doy + Hs Pas + PsDass (x=i+4+1=2,4,6)

ein, fiir die 3'p; = 3’'p, = o gilt, so erhilt man fiir die Invarianten (XII; 23)
die neun Differentialgleichungen erster Ordnung

(XII; 31)

I,
?pl‘l‘ —'ﬁla:
(XII; 32) Dia = Pac— Mibii + m;py,

I Y T —— . . .
L ;paa— ,usza +m; ﬁa
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oder allgemeiner, fiir simtliche 21 Invarianten,
Dij = bip + bja (= fir 741),
(XII; 32a) bip = Pap— Hj Pij + m; pi,
l Pap=— (i Dip + i bja) + (mitp + m;ps),

wo ¢, | jetzt zwei beliebige der ungeraden Zahlen 1, 3, 5 bezeichnen und
a=1+1I,B8=j5+4+1ist. Fiirj =14, § =« =17 + 1 gehen diese Formeln in
(XII; 32) iiber. ’

Die GroBen p;, p, lassen sich ebenfalls durch die Invarianten (XII; 23) aus-

driicken; in den p, kommen diese auch implizit in Gestalt der LAGRANGEschen
Invariante g vor. Es ist ndmlich

l bi=—pi(bij+birn) + pitij + i =

(XIT; 33) = (15— ) i + (o — ) P

I Pa=—pi(sj + su) + mj(ske — @) + pr(sj +0) =
=g+ (1 — @) 0,

l 2Pk = Pii — Djj — P
(XII; 34) 28; = Pia— Pip — Dky»
l gi = (@ — pa) Sk + (e — @) j

wobei

zu setzen ist.

Fiir die praktische Lésung der Aufgabe, die Gleichungen (XII; 32) zu inte-
grieren (etwa mit Hilfe der in Kapitel XVII und XVIII beschriebenen Metho-
den der numerischen Integration), ist es vorteilhaft, diesen neun Gleichungen
noch eine zehnte fiir ¢ hinzuzufiigen, die — wie nachstehend gezeigt werden
wird - eine sehr einfache und symmetrische Form hat. Hat man dann g ge-
meinsam mit den iibrigen Invarianten als Funktion der Zeit bestimmt, so be-
sitzt man in den Gleichungen (XII; 21), (XII; 29) oder (XII; 30) neben den
beiden bekannten Integralen des Problems wertvolle Kontrollen der Rech-

nungsergebnisse.
Die Differentialgleichung fiir g ergibt sich durch Differenzieren von (XII;18):

20 = P14 — Pz = (}1 ts) + (t1 8g) — (f2T5) — (T2 13) =
= (taty) + (t Ey) — (F1 1) — (vaty) = (v, E5) — (F1 Ts).

Eliminiert man hieraus die Beschleunigungsvektoren durch (XI; 22), so erhilt

man zunichst )
20 = —Ug P13 + M3 Py + fy P31 — M P,

also, wenn man die Gré8en p, und p; durch (XII; 33) ersetzt,

20 = () — P3) Prs + ms[(us — 1) P15 + (U5 — 1) P15] — 71 [(02 — 1) P31+

+ (45 — pa) p3s] =
= (1 —my — my) (U — U3) P13 + M35 — ) P15 + 71 (Us — ps) Pas
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oder, da ja 3 m; = 1 ist,

(XII; 35) 20 = m, (s — ps) Pas + (s — 1) P51 + ms (11 — i) rs =
= 2 mi(p; — p) Pjk-
Die beiden bekannten Integrale (XII; 6) und (XII; 8) des reduzierten
Problems lassen sich auch direkt aus den Differentialgleichungen (XII; 32a)
gewinnen, und zwar als unmittelbare Folge ihrer bemerkenswerten Symme-

trie. Diese Integrale sind Funktionen der 21 Invarianten, haben also die
Gestalt

@ (P11, P12, - - -, Des) = const.
Setzen wir d¢/0p,, = @,,, so gilt also fiir jedes Integral ¢

d
d_f=‘l’11¥’11+¢127’12+"' + Pee Pes = O

Setzen wir fiir die p,, die Ausdriicke (XII; 32a) ein, so erhalten wir die fol-
gende symmetrisch geformte Beziehung, aus der die ¢,, = ¢,, so zu bestim-
men sind, daB die Gleichung identisch, d.h. fiir jede beliebige Kombination
der Invarianten und fiir beliebig groBe Massen m;, erfiillt ist:

Pa1(Paa — 1 P11) + P2a(Bas — 1 Pr3) + Pos(Pas — 1 P15) +
+ @a1(Paz — H3 P31) + Pas(Pas — B3 Pas) + Pas(Pas — H3 P3s) +
+ @o1(Pea — M5 P51) + Pea(Pes — K5 Ps3) + Pas(Pes — Hs Pss) +
+ 2P12(P11 — p1 P22) + Pra(@rs — #1 @20) + Pra(Prs — H1 P26) +
+  Pa2(Ps1 — B3 Paz) + 2P24(Pas — U3 Pas) +  Pae(Pss — U3 Pas) +
4+ Po2(Ps1 — M5 Pe2) +  PsalPss — Hs Pes) + 2056 (Pss — M6 Pee) T+
+ D1 (my @r2 + M3 Prg + My @r6) + P2 (27 Pop + My Pag + M5 Pag) +
+ P3(my Qa2 + My @3q + My P36) + Pa(my Qa2 + 23 @gq + M5 @ye) +
+ P5 (11 @52 + My @4 + My Pse) + Pe(1 Pe2 + M3 Pgq + 275 Pgg) = 0.

Diese Gleichung 148t sich aber, wie ihr symmetrischer Aufbau erkennen li8t,
auf zwei verschiedene Weisen befriedigen:

I. Man setze alle ¢,, = o fiir 4 4 ». Dann bleibt, nachdem man noch durch
2 dividiert hat, die Beziehung

Pr2(P11 — M1 P22) + Psa(Pss — M Pas) + Pse(Pss — M5 Pes) +
+ My Do Qap + My Py Pag + Mg g Pgg = O

iibrig. Der Term mit den Massen verschwindet, da p, 4 p, + s = 0 ist, wenn
man
My Pag = Mg Pgq = My Pgg = CONSt,
also etwa
I I I

%z—ml» ‘Pu—'ma: ‘Pu—ms
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setzt. Die iibrigen Terme verschwinden dann, mit beliebigen Werten der In-
varianten p;,, fir

— u. —_I- =_I_ =h
Qii = Qi Paa = m; Hi p 2T

Aus
09 I, .. d¢ I

0pii . mi T B, m

und der oben getroffenen Annahme, daB alle iibrigen Puv identisch verschwin-
den, leitet man sofort

= 2 ";_‘ (paa - zpi‘i‘/’) = const

ab, also den Energiesatz (XII; 6).

2. Wenn keine Voraussetzungen iiber die ¢,, gemacht werden, folgt aus dem
dhnlichen Aufbau der ersten beiden, die Massen nicht enthaltenden Term-
gruppen, daB diese Gruppen gemeinsam verschwinden, wenn man

P11 =Fki1 D225 Qo2 =Fi1t11; P13z =RisPess Paa=R1strs

P33 = Ras Pass Pas = RazPas; Pss = Ras Pas;  Pas = Ras Pas»

P55 = ko5 Pea;  Pes = Rss P55 Ps1 = K51 Pea; Pea = k51 P51
und andererseits

Q12 = —2R 1 Po1; Qa2 = — R31Pa1; @Ps2= — K51 P61
@ra= — PRiabas; Psa= —2R33P43; @54 = — Rs3Des,
Pre= — FRisPess Pae = — KagPas; Pse = —2K55Des

setzt, wo die sechs GroBen k;; = %;; noch zu bestimmende Konstanten sind.
Die dritte Termgruppe verschwindet, wenn die mit den $,, , multiplizierten
Ausdriicke einzeln verschwinden. Es bestehen also die beiden homogenen Glei-
chungssysteme

2m; Rii pia + mj Rij Pje + my kit pra =0,

2m; ki pii + mjkij pji + my ki pri =0,

die wegen p1; + P3; + psi = 0, Px + P3a + D5 = 0 fiir beliebige #; nur
erfiillt sind, wenn

2my kyy = mgkys = mg k5 = const,
my kg = 2mg kyy = mg kyy = const,
my kg, = g kgg = 2my kyy = const

ist. Diese sechs homogenen Gleichungen bestimmen, bis auf einen konstanten
Faktor, die %,;. Man schreibt sie symmetrischer, wenn man sie mit », multi-
pliziert und die willkiirlichen Konstanten dann gleich 2 setzt. Es ist dann

2
zm,- k“' =m¢mjkij = mimkkik = 2,
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woraus
I 2
kii=—5; kir= -
m; m; My

folgt./Damit sind auch die ¢,, bestimmt, und man erhélt

_ Paa _ bii ., _ 2pia

Qii = m? 5 ¢Paa——;n—?'. Pia = — m|2 ’
- t LI _ 2Pik . Do = — 2bjv . @y = — 2ppk
k= m; my by mj my Pk mim’ 7Y mi my

woraus der Drehimpulssatz (XII; 8)

2
o PiiPaa — Pja k
> P ?m? LR > ?i pﬂ:ﬂj mfﬂk Piy — const
folgt.

H. Bruns hat bewiesen, daB diese beiden Integrale die einzigen sind, die
allgemein und fiir beliebig lange Zeiten giiltig sind und die Invarianten p,, in
algebraischer Form enthalten. Dieser Beweis ist sehr umstindlich und kann
daher hier nicht wiedergegeben werden. Der Leser sei auf die Originalabhand-

lung [Ber. Kgl. Sichs. Ges. Wiss. Leipzig Nr. 1, 55 (1887)] verwiesen.

110. Die Differentialgleichungen fiir die Dretecksseiten

Statt durch neun Differentialgleichungen erster Ordnung fiir die unabhéngi-
gen Invarianten (XII; 23) 148t sich das Problem auch durch drei Differential-
gleichungen dritter Ordnung fiir drei Invarianten gleicher Struktur formulieren,
etwa fiir die drei Seitenlingen »; des Massendreiecks oder deren Quadrate
pii = r}. Durch dreimaliges Differenzieren von p;; erhilt man nacheinander

Pii = 2Dia,

~ Bii = Pia = buu— pidis + mii,

:1’ = Pua — MiDii — i Dii + mi P;
oder, da

pipt=1; 4 ’I'+ 2 P Bbii=0; pipii=—= .“t?’sn

. ¢¢a= - 2,uipia+zmipa= —',ui?ii’i'zmiﬁa
ist,
(XII; 36) %ﬁz = — _.ul?slt+ml(pl +28,)
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Setzt man hierin fiir p, die Ausdriicke (XII; 33) ein, so entsteht das folgende
System von drei symmetrisch gebauten Differentialgleichungen dritter Ord-

e (M () ()
%(ﬁil+ﬂ1¥>u)=m1(¢1+291)+2m1(ﬂs—ﬂa)e. mil mil!h Pas

(XII; 37) %(ﬁsﬁﬂsiﬁw)=ma(¢a+243)+2ma(m—ﬂs)e. mi,, ;nz_aﬂs P51
{ = (Bus+ sss) =ms (b5 +205) +2ms (s — ) 0, ;i; misﬂs pia

in denen nur die #;; und ihre ersten drei Ableitungen vorkommen ; denn esist ja
s =pi"
, a I I
pi=— [.ui i+ 8 O — bii — Bii) +— e (bjj — brr — 1’::‘)]»
I . ; .
28 = pia — Bip — Py = (Pis — Bjj — Prad),
g = (& — pi) sk + (e — 1) 5,
und schlieBlich ist g, als Funktion der GroBen
I I-
biii Pia = biii baa = Pis + pidis — Mi by,
durch die $;;, #::, pi: darstellbar,
Das System (XII; 37), das von der neunten Ordnung ist, 148t sich mit Hilfe
der beiden bekannten Integrale des reduzierten Problems auf die siebente

Ordnung reduzieren. Multipliziert man die Gleichungen (XII; 37) mit den
Faktoren (I), (IT),-(III) und addiert, so erhilt man

@ Z%(ﬁ'ii+/ti¥’ii)=0. da I p:i=3q =0 ist,

Im X :: (Bes + pi Bis) = 2 3 pa(ps + 245),
(XII; 38) 1 '
(L) 3 pyulmi (b + 20) — — (b + pi b)) = 400 =
do?

wegen (XII; 35).

L =274

Die erste und die dritte dieser Gleichungen sind integrabel. Die erste liefert den
Energiesatz in Form der LAGRANGEschen Funktion (s. Abschnitt g5); denn

es ist ja _-‘,,__Z,i Y
”lpll— dt p—- »

ii

7 Stumpff, Himmelsmechanik II
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die Integration von (XII; 38, I) ergibt also

I
(XII; 39) 2 -

. 2
( i — '—) = const,

iibereinstimmend mit (XI; 38). Hingegen liefert die Integration von (XII;
38, IIT) den Drehimpulssatz, wie man durch eine ziemlich umstindliche Rech-
nung verifiziert, wenn man rechts g2 durch (XII; 29) ausdriickt und nach der
Zeit differenziert, wobei man (XII; 35) zu benutzen und zu beachten hat, da8
g? = const ist. Es 148t sich dann zeigen, daB die linke Seite von (XII; 38, III)
die Form

(XII; 40) - Ti@t_ (my mymy G + A)
hat. Demnach reduziert sich das System (XII; 38) auf die Differentialglei-

chung (XII; 38, IT), die von der dritten Ordnung bleibt, und auf zwei Glei-
chungen zweiter Ordnung, ndamlich (XII; 39) und (XII; 29). In der letzteren

sind g, G und 4 Funktionen von p,;, $;; und $;;.

111. Abgeleitete Invarianten

Im Zweikorperproblem (s. Abschnitte 40 und 105) sind die Variablen des
reduzierten Problems die drei elementaren Invarianten

I
=1 pra=r#; ?22=V’=’7+f'2+7

oder unabhingige Funktionen dieser drei GroBen. Wir erinnern uns, daB die
abgeleiteten Invarianten

b P

1
=-_=¢ph: o= D o=
A r P P11 P’
o=2p—w; e=0w—u;, ¥=ow—o?
bei der Beschreibung der Bewegung eine niitzliche Rolle spielen, zumal mit

ihrer Hilfe die beiden bekannten Integrale die einfache Gestalt

(XII; 41) 20 = —z— =const (Energiesatz),

r* 9 = p = const (Flichensatz)

annehmen. Auch im reduzierten Dreikorperproblem kann man entsprechende
Invarianten einfiihren, etwa

—_I.— =*h .—& .—&
(XII;42) lln—'?— i 0= p“n i = pii.

(6=1,3,5 a=i+1).
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Diese geniigen den Differentialgleichungen

b= —3p;0;,, (FH=r0),

2
pu

wie man aus (XII; 42) und (XII; 32) unmittelbar ableitet.
Fiithrt man noch die zusammengesetzten Ausdriicke

i = —201(.“1 + wl) + 2m;

I s=w;— pi; &= —oi(2& + w) +2mi%:
(XII; 43) "
0i =2/ — W;; Qi = —20;0; — 2m; :

ein, so gelingt es, die Differentialgleichungen fiir die Dreiecksseiten auf eine
sehr einfache Form zu bringen, in der deren Verwandtschaft mit der entspre-
chenden Formel (XII; 1) des Zweikérperproblems deutlich zutage tritt, und
auch den Energiesatz in der (XII; 41) entsprechenden Form zu gewinnen.
Schreibt man statt (XII; 43)

;::' ;& = —oi(2ef + ) + (Pz + 2?a)

& =&+ m;

(XI1; 43a)
of =pi—ef; o = —20:0f — p = (pi + 28.),
also, wenn man die Abkiirzung
(XII; 44) yi= p = (pi + 2p4)
einfiihrt,

i‘i='—'3”lai; éi*=—0'i(28i* +[lg)+}'i,
0 =¢} —20%; oFf = —z20,0} — i,

so findet man zunichst
dt (’z H ) = ‘_Pii}’i = _mi(ﬁi + Zﬁa)

und somit, da }'p; = ¥ p, = o ist, den Energiesatz

2

d n 9: 7 95* 7? Qi I 2
—_— =0; L LR U . — ) =
at m; 2 m; < m > m; <7; V) const.

7*
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Andererseits ergibt sich

ri =10

¥ =7;0; + 7;6; = 1‘,‘(8?‘ — 0?),

7= 7;(ef — o}) + 7:(¢f — 20;0:) =

=r;0:[3(ef — 0}) + p) +7:9:.
Eliminiert man aus diesen drei Gleichungen o; und &} — o2, so erhilt man
(XII; 45) 7;'71:+37i7i+r—;=7%}’i=mi(pi+zpa)'
i

eine Gleichung, die fiir m; = 0, », =7 in die Differentialgleichung (XII; 1)

der ungestorten Zweikorperbewegung iibergeht und die ebenfalls auf das Inte-
gral der Energie

> - (r,- Py + 72 —i) = const
m; 7;
fishrt.

Die Ableitung des Drehimpulssatzes gelingt auf so einfache Weise nicht, da
im reduzierten Problem die Konstante g2, wie (XII;29) lehrt, mit der LAGRANGE-
schen Invarianten ¢ verkniipft ist (die man nicht mit den durch Indizes ge-
kennzeichneten GréBen g; verwechseln wird). Man kann aber, wenn auch etwas
umstédndlich, die Giiltigkeit des Drehimpulssatzes beweisen, indem man die
GroBen ¥;;, @;; durch die Invarianten (XII; 23) und p ausdriickt und deren
Differentialquotienten (XII; 32) bzw. (XII; 35) benutzt.

Es ist zunédchst .

Vii=2m;i(piipa — DiaPi)
oder, wenn man fiir die p;, p, die Ausdriicke (XII; 33) wieder einfiihrt,
Wi = mi(pe — ) [Pii(20 + Bip — Piy) — bia(Bjj — Pra)]-
Eine entsprechende Reduktion ergibt, unter Verwendung von (XII; 35),
2@Bji = my (s — ) [Prrc (20 + Pio — Bis) — Pri (Bii — £ +

+ mi(p; — i) (8 (20 + Pry — bia) — BisBrr — Pii)]-
Somit ist

D))

22 o my m; my

=3 — ‘u‘ ad Brr(20 + pia — 1’15) Pry (Dic — ﬁji)] +

+ 33— y, ,u, (i (20 + Py — Pia) — Djp Brr — Dii)]

oder, wenn man die Indexfolge %, 7, k unter dem Summenzeichen in geeigneter
Weise zyklisch vertauscht,

2 Z m?j Z 'ul Mk [Pu(ze + ?Jﬂ - fkv) ?ia(ﬁji - Pkk)]-
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Addiert man dazu

2 =38 ”wAw+m—m» bia(bis — Pra)]

so erhilt man sofort

zp—rzmm

und damit den Drehimpulssatz (XII; 8).
Natiirlich kénnte man diese Rechnung auch umschreiben, indem man die
Invarianten (XII; 23) durch die GréBen (XII; 42) ausdriickt. So findet man

Wi = piiPaa — Dia = Pii(w; — 0f),

aber man erkennt sofort, daB es nicht moglich ist, mit abgeleiteten Invarianten
der Form
0;‘ = W; — 0'?

auszukommen. Vielmehr miiBte man jetzt, als Analogon zur Invariante & des
reduzierten Zweikorperproblems, eine symmetrische Matrix

811 19Il!*l 015
(0jk) =P P35 P55, ﬁjk = '91\'1'
051 053 '855
von Invarianten durch
I
19jk=;(“’j'i‘wk)—“jofk. (% = w; — 0f)

einfithren. Man erhielte dann

Wik = Bjj Prr(wr — 0k 05);  Pij = drx pjj(wj — 0; 0%)
und daraus
V=180 Xjk= ¥ix + Pij = 28j; Prx Ojxs
24 = Y Vi — 3 Xji, nach (XII; 27),
2P, = A + Xjx + 20* nach (XII; 28).
Zum Beweis des Drehimpulssatzes sind also die Invarianten ¥;, die GréBe g

und deren Differentialquotienten erforderlich. Die Durchfithrung dieser Rech-
nung sei dem Leser iiberlassen.

112. Das Bourinsche Problem

Die schénen Symmetrieeigenschaften, die in der LAGRANGEschen Theorie
des Dreikoérperproblems zutage treten und die — wie im vorigen Abschnitt ge-
zeigt wurde — zu Formeln fiihren, die den entsprechenden Formeln des Zwei-
korperproblems analog aufgebaut sind (mit dem Unterschied allerdings, daB
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den einfachen Ausdriicken des letzteren Summen iiber drei entsprechend ge-
baute und auf die drei Massen bzw. die ihnen gegeniiberliegenden Dreiecks-
seiten beziigliche Ausdriicke gegeniiberstehen), verlocken dazu, nach weiteren
Zusammenhdngen dhnlicher Art zwischen den beiden Problemen zu suchen.
So hat K. BoHLIN, angeregt durch Arbeiten von K. SunpMmaN, den Versuch
unternommen, ein Analogon zu der Hauptgleichung des Zweikérperproblems,
der KepLerschen Gleichung, zu finden, das im allgemeinen Dreikdrperproblem
eine dhnliche Rolle spielen kénnte wie diese.

Wir erinnern uns, daB die KEPLERsche Gleichung im Zweikérperproblem
erhalten wird, wenn wir statt der Zeit ¢ eine neue Variable, die exzentrische
Anomalie E, einfithren, indem wir [vgl. (V; 27)]

it

Va7

setzen, wo # = a~" die mittlere Bewegung des Systems in der Zeitcinheit be-
deutet, die ihrerseits durch die Annahme

k2 (my + my) =1
festgelegt war. Aus dem Energiesatz (XII; 1),

dE v—= I na

s Y _ 1 _
ri 4 ¥ " 2 const,
den man auch in der Form
I d 1 1
2 d  r a
schreiben kann, folgt dann wegen
dr _drme  x_ 1 dE. xdR_ . dr
dt dE r ' v ma dt’ 2z dt dE
die Beziehung
1 dr? d (adr 1 dE 1
(XIL; 46) s =rg(1E) s
andererseits auch
1 d*r? a2r dE  n%a® d%r I I
XIL47) 5 G ="%g5 a1~ 7 dEE =7 4
Aus (XII; 46) erhilt man
r
d ("_z_ _ 1 dE 1
At \ dE |~ n*a® dt na®’

also durch Integration, wenn man das dritte KEPLERsche Gesetz

n2ad=1
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beriicksichtigt,
' d (r
(XII; 48) —‘—ﬁs—(z)=E—n(t—to)=E—M.
Aus (XII; 47) aber folgt
acr r I
dE?® + nad  ntal
oder
(XII; 48a) Pr o=
4 aeE e

eine Differentialgleichung, deren allgemeine Losung
r =a -+ bcosE + csinE
ist. Setzt man fest, daB

dr .
9F = o fir E=o
sein soll, so ist ¢ = 0 zu setzen, also
(XII; 49) r=a-+ bcosE = a(x — ecosE),

wenn man statt b die Konstante e = — b/a einfiihrt. Aus (XII; 48) folgt dann,
indem man (XII; 49) nach E differenziert, die KEPLERsche Gleichung

E —e¢sinE=M.
Um diesen ProzeB analog fiir das Dreikorperproblem durchzufiihren, geht
man von der LAGRANGEschen Gleichung (XI; 38),

1 43 v} 1
—_—— L — B ——— =
2 28 > i ) '_’i + &, (A = const),

(XII; 50)

aus, die fiir den Fall gilt, daB % = 1 und die Summe der drei Massen m, eben-
falls gleich 1 gesetzt ist, was durch geeignete Wahl der Einheiten von Masse
und Zeit immer méglich ist. Sind nun #,, a, gewisse konstante GréBen, so kann
man statt der Zeit ¢ drei neue Variable E; bestimmen, so da8

4E; _ma
dt - 7;
ist, und es ist dann entsprechend (XII; 46)
. dri _ dr; mia; I d¥} d (dr,
MIsn  Gr=gp e 5 G =meg(aE)

und entsprechend (XII; 47)

1 a2 wlal adry,
(XII, 52) 'E 7‘2 = ’ dE2 .
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Formt man (XII; 50) mit Hilfe von (XII; 51) um, so ergibt sich

2 ’
d—
. mpa; d (dr; ﬂ? a‘? d a; I dE,
2 m; . dt (dE,)_ m;n; a; dt dE, =Z m;n; a; dai +h.

Bestimmt man die Konstanten #;, a; so, daB zwischen ihnen die Beziehungen
I

2. 3-: : ' = —
nia; =1; 3 Py h
erfiillt sind, so folgt
il
I d a; I dE;
Zm;nia,-_ﬁ dE, —Zmin;ai(dt - i)’

woraus durch Integration

. I a 7; _ Ei —_ M,'
(XI1; 53) >3 m;n;a; AE; (a_.) =2 min; a;

folgt, wenn man M; = n;(¢t — ¢;) setzt. Diese Gleichung kann als Analogon
der KeprLERschen Gleichung (XII; 48) gelten.
Andererseits erhilt man aus (XII; 50) und (XII; 52)

n:a® dr;

I I
Zm,;fi dE?=Z‘ _Zmiai

m;r;

oder
(XII; 532) 2

a;
m;a;r;

I dzfg
m;a;r; (dEf +r,-)—2

Multipliziert man (XII; 53) und (XII; 53a) mit dem Produkt der drei Mas-
sen, so erkennt man sofort, daB diese Gleichungen in die entsprechenden
(XII; 48) und (XII; 48a) des Zweikorperproblems iibergehen, wenn eine der
drei Massen verschwindet. Andererseits folgt aus der Form der Gleichungen
(XII; 53) und (XII; 53a), daB das Dreikdrperproblem partikuldre Losungen
besitzt, die so beschaffen sind, daB fiir alle drei Indizes #

ad (7 . d?r; _
-d_E:(a_,-)_Ei_Mi’ 7E_?‘+’i—ai

ist, d.h., daB die drei Massen, jede fiir sich, ungestorte Bewegungen nach den
KEePLERschen Gesetzen ausfithren. Wir werden im nidchsten Abschnitt erfahren,
daB solche partikuldren Lésungen schon von LAGRANGE gefunden worden sind.

113. Die Lacranceschen speziellen Losungen des Dreikorperproblems

LAGRANGE hat gezeigt, daB die Differentialgleichungen des allgemeinen Drei-
korperproblems unter gewissen speziellen Bedingungen streng gel6st werden
konnen. Die Bedingungen, unter denen solche Lésungen existieren, kénnen
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auf verschiedene Weise formuliert werden. LAGRANGE selbst hat sie gefun-
den, indem er nach Bewegungsformen suchte, bei denen die Verhiltnisse
zwischen den Dreiecksseiten #; fiir alle Zeiten konstant bleiben oder, was auf
dasselbe hinauskommt, bei denen die Winkel des Massendreiecks sich im Ver-
lauf der Bewegung nicht dndern, und er hat gezeigt, daB und unter welchen
Anfangsbedingungen es in der Tat solche Lsungen gibt. An Stelle dieser geo-
metrischen Forderungen kann man auch dynamische erheben, etwa die, daB
das Kriftézentrum (s. Abschnitt 93) im Schwerpunkt des Systems ruht, daB
also die Resultanten der auf die drei Massen wirkenden Krifte Zentralkrifte
sind, oder die, daB die drei Massen um den gemeinsamen Schwerpunkt Kegel-
schnittbahnen nach den KEPLERschen Gesetzen beschreiben, eine Moglichkeit,
auf die schon am SchluBl des vorigen Abschnitts hingewiesen worden ist.

Wir werden hier den in der klassischen Literatur sonst nicht verwendeten
letzteren Ansatz benutzen, also fordern, daB die Gleichungen (XI; 23) der
Relativbewegung

By = —piti 4+ my (it 4 145 % + g t) s
I
Bi= g 1= [t:]; mi+mj+my =1

sich in der Form der Differentialgleichungen des Zweikoérperproblems,
(XII; 54) ti=—fipiti,

schreiben lassen, wo die f; noch zu bestimmende positive Funktionen der drei
Massen, also Konstanten, bedeuten. Diese Differentialgleichungen sind durch
die Bedingung >'t; = o miteinander verkniipft.

Damit beide Differentialgleichungssysteme identisch sind, mu83

—fimivi= —pi i + mi (it 4 v+ e tx)
sein oder, wenn man —t; = t; + 1, setzt und die Terme mit rj und 1, sammelt,
(XII; 55) ti[(fi — 1 + my) i — m; pj]l = —u[(fi — 1 4 m3) py — m; ).

Diese Identitdt 14Bt sich nur durch zwei ganz verschiedene Festsetzungen
erfiillen:
1. Die Ausdriicke in den eckigen Klammern verschwinden identisch. Dann
ist aber
fi=1=m;+ mj + my,

i = pj = e, alsoauch 7;=17; =7
Die drei Massen bilden also fiir alle Zeiten die Figur eines gleichseitigen Drei-
ecks, dessen GroBe allerdings noch eine Funktion der Zeit ist oder sein kann.

Der Kriftemittelpunkt fillt mit dem Schwerpunkt zusammen ; denn setzt man
in (XI; 29) alle #; einander gleich, so erhilt man fiir den Ortsvektor des Krifte-

zentrums
Yo = 2 m; p;
0 Zmi ’

also den des Massenmittelpunktes.
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Ferner erfolgt die Bewegung der drei Massen um den Schwerpunkt in einer
Ebene, die dann mit der UVE identisch ist. Denn sind x,, y;, z; die auf die
UVE bezogenen rechtwinkligen Koordinaten der drei Massenpunkte, so 18t
sich zeigen, daB simtliche z, verschwinden. Das ist nimlich wegen (XII; 13)
der Fall, wenn die nach (XII; 12) gebildeten GréBen §; alle verschwinden.
DaB dies tatsdchlich zutrifft, 148t sich folgendermaBen beweisen:

Da die Dreiecksseiten r; jederzeit einander gleich sind, haben die relativen
Bahnen die Form kongruenter, in derselben Zeit und mit gleicher Phase durch-
laufener Kegelschnitte. Infolgedessen sind die drei Energiekonstanten

2 _per_2%2__1
e e Tm T e
einander gleich, ebenso die drei Flichenkonstanten
(6 82 = Pus Paw — pla = 72VEsin? 60° = 3 2VF = 5.

Hieraus folgt aber, da »; = 7 ist,
Pau=Vi=V2 p;s=rV;cos 60° =%rV.

Es sind demnach simtliche GréBen (XII; 26) einander gleich:

Vii=Vuu=¥= %r”Vz.
Daraus ergibt sich aber nach (XII; 27)

A=-3w;, B=o; c=1u
2 4

und es folgt aus (XII; 30)

g2—G=o
und daher aus (XII; 29)
4 3 9 3 3
2 2 _dw_ 9 ey =2,V =25
o= 5 4?’ IG'V’ ) 4rV zﬁ“"

Insbesondere ist dann nach (XII; 12)

Pin P2 Pia

0i=|Pa1 P2z Pase
Par Paz Pas

Da aber
Pris= % (Pss — P11 — BPa3) = — %Pn; P11 Pae = 4132,

P23=36—Q=§(Pse—i’lz“ﬁ:u) —e= —%P12—9="2P12
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ist, erhilt man

pu P —tn

i=| trs Pas —2p12 |=0, ebenso dy=0d3=o0,

- ‘2‘1511 — 2P P11

womit die Behauptung bewiesen ist.

2. Sind die Ausdriicke in den eckigen Klammern von (XII; 55) nicht iden-
tisch Null, so folgt, daB diese Identitit nur erfiillbar ist, wenn die Vektoren t;
und v, [und daher auch r; = — (t; + t)] stets kollinear sind. Die drei Massen
liegen also bestindig auf einer sich um den Schwerpunkt des Systems drehen-
den geraden Linie. Man setze etwa
Dann ist L=ot; =0t Go=ot, (t|=1).

oi o +o=0; |oa;| =7 |oj| =755 |ok| = 7.

Man darf nun ohne Einschrinkung der Allgemeinheit voraussetzen, daB m;
zwischen m; und m liegt. Dann ist (Abb. 14), wenn der Einheitsvektor t die
Richtung my — m; hat,

(XII; 56) Oy = —7v; &j=1;; Gp="1k, (ri=1;+4 7
zu setzen, und es folgt aus (XII; 55) die skalare Identitit
N oi[(fi — 1 + my) i — my ] + o [(fi — 1 + m) i — my ] = o,

fimi(o + ox) = (T — my) iy + o) + mi(uj o + pae %)

oder, wenn man beide Seiten durch die stets von 'S
Null verschiedene GréBe p; (o + o0x) = — p; o divi-
diert, ¥i -
fi=1—m; I+M . Mg —— my 0 my
Hi % 1

. ) . . Abb. 14. Kollinearer Fall der
LaBt man nun die Indizes die drei zyklischen LacrangEschen Losungen

Permutationen der Folge 7, 7, £ durchlaufen und
fithrt fiir o;, &;, o) die Werte (XII; 56) ein, so erhilt man, wenn man wieder

I I I
/‘l=—,?_' W= ,a' = "k
setzt,
fi:I—m‘ (r,) ( )]
(XIT; 57) 1 hi=1—m ‘+('_ﬁ.)'( )]
o=z == ()4 ()]
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Diese Ausdriicke sind aber nur konstant, wenn die Verhiltnisse 7;: 7; : 7, fiir
alle Zeiten konstant bleiben. Die drei Massen beschreiben daher um den ge-
meinsamen Schwerpunkt (und umeinander) dhnliche Kegelschnitte, die in der
gleichen Zeit und mit derselben Phase durchlaufen werden und die zudem
gleiche bzw. entgegengesetzte Apsidenrichtungen haben. Die Verhiltnisse der
Abstéinde sind aber nicht beliebig, sondern scharfen Bedingungen unterworfen.
Fiihrt man den konstanten Quotienten

=
ein, so ist wegen 7, = 7; 4 7,
(XII; 58) 5 =1+ 4; £=I+;', also 7;:7j:r,=(1+2):1:4.
7 7 A
Ferner folgt aus 1; = —7; 1
G =rt= — = I T
A S T T
(X1I; 59) 2
== — K= —— " ¢
k k 7; i I+}. i
und daher wegen (XII; 54) und (XII; 59)
. ¥ TS & . T At;
tj=—1f s 1 D b= —fe e = T

L=t s = — == .
3 3 ’ 3 3
7} 71+ 4 R 7y 144

Da aber andererseits nach (XII; 59) und (XII; 54)
I . f,' T - y ! s f,‘ A T;

NS ITANT AT XS T IFAYT A TR

ist, ergibt Gleichsetzung dieser Ausdriicke die Beziehungen

= /.(") (I+i-)"f“ = f(r.) (I+1)f'
oder, wenn man (XII; 57) einsetzt und (XII; 58) beriicksichtigt,

I-—Mj[l +—/%_—(I—-—}-I_l_)’]=

=(ITIW_[I_m,.{I—(1+;_)z_(1-}f.-).)2}],

|s—mle () + 4] -

R |

(XII; 60)
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Das sind zwei algebraische Gleichungen fiir 4, die aber dasselbe aussagen. Ver-
tauscht man ndmlich die Stellung der beiden dulleren Massen »; und 7., was
die Situation nicht wesentlich dndert, so muB man gleichzeitig ; mit 7, ver-
tauschen, und es geht Ain 1/4 iiber. Dann aber geht die erste Gleichung (XII;60)
in die zweite iiber und umgekehrt. Jede von ihnen fiihrt auf eine Gleichung
fiinften Grades, die nach Fortschaffung der nichtverschwindenden Nenner und
wenn man, um die Dimension der Terme wieder sichtbar werden zu lassen,
1 = m; + m; + my einfiihrt,

(XII; 61)  (m8; + my) A5 + (2m; + 3my) A2 + (m; + 3m) A3 —

— (m; + 3m;) A2 — (2m; + 3mj) A — (m; + m;) =0
lautet und mindestens eine reelle Wurzel # o hat. Diese Gleichung hat nach
einem Satz von DESCARTES!) héchstens eine positive Wurzel; denn dieser Satz
besagt, daB die Anzahl der positiven Wurzeln einer algebraischen Gleichung
hoéchstens so groB ist wie die Anzahl der Vorzeichenwechsel ihrer nach Poten-
zen der Unbekannten geordneten Glieder. Da in (XII; 61), weil alle m; = o
sind, nur ein Vorzeichenwechsel vorkommt, kann also die Zahl der positiven
Waurzeln nicht gré8er als 1 sein. DaB aber wirklich eine (und nur eine) positive
Wourzel existiert, beweist man folgendermaBen:

Angenommen, es gibe eine negative Wurzel 1 = — g (p > 0). Dann wiirde
g die Gleichung

(m; + mu) @° — (2m; + 3my) @* + (mi + 3mu) @° +
+ (mi + 3m;) @ — (2m; + 3m;) o + (m; + mj) =0
befriedigen miissen. Ordnet man diese Gleichung nach den Massen, so ergibt
sich
(XIL; 62) mi(e® — 2¢* + ¢+ ¢* — 2¢ + 1) +m;(3¢' — 30 + 1) +
+ mi(@® — 3¢* + 30%) = 0.
Diese Beziehung hat aber lauter positive Glieder, denn es ist ja, bei g > o,
-2+t —20+1=(1—0* (1 +¢°)>0,
3¢ —30+1=/(¢9)>o,
(-3 +)-er(2)
T - - > o;
e ( e e e
da f(x) = o keine reelle Losung hat, also f(x) wegen f(0) = I stets positiv ist.
Die linke Seite von (XII; 62) kann daher fiir positives g nicht verschwinden.
Daraus folgt aber, daB (XII; 61) keine negativen Wurzeln besitzt; die einzige
reelle Losung 4 ist also positiv.

Damit ist gezeigt, daB es fiir vorgegebene Massen m;, m;, m, stets eine und
nur eine Losung des Dreikérperproblems gibt, bei der die drei Massen in vor-

1) Beweis siehe R. DESCARTES, Geometrie, 3. Buch (1637), iibersetzt von
L. SCHLESINGER (Berlin 1894); E. N. LAGUERRE, Journal des Mathématiques (3)

9, 99 (1883).
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gegebener Reihenfolge bestdndig in einer geraden Linie verharren und die gegen-
seitigen Abstinde in konstanten, durch die Verhiltnisse der Massen eindeutig
bestimmten Verhiltnissen stehen.

Sind also die Zahlenwerte m,, mg, m; vorgegeben, so liefert (XII; 61) drei
verschiedene Losungen, je nach der Anordnung der Massenpunkte auf der Ge-
raden, d.h. je nachdem, welche der drei Massen die mittlere Position ()
innehat. Ein praktisches Interesse gewinnt diese Frage, wenn wir etwa an-
nehmen, daB m, die Masse der Sonne, #, die eines groBen Planeten (z.B. Jupi-
ter) und m; die eines Planetoiden (oder eines Satelliten von ,) darstellt. Da
(XII; 61) nur von den Verhiltnissen der Massen abhingt, darf man die Mas-
seneinheit willkiirlich festsetzen, also von der Annahme 3} m; = 1 absehen.
Um unsere Uberlegungen den im Planetensystem herrschenden Bedingungen
anzupassen, nehmen wir im folgenden an, daB m, = 1, m; = u klein gegen
die Einheit sei. Fiir Jupiter wire also 4 ~ 10-3, fiir die Erde y ~ 3-10°% zu
setzen. SchlieBlich darf fiir den Planetoiden (Satelliten) m; = o gesetzt wer-
den. Es sind dann folgende drei Fiélle zu unterscheiden:

I. Planetoid zwischen Sonne und Planet, d.h.

m; = 0, mj = W, my = I.
Dann lautet (XII; 61)

B+324+38—pBA2+31+1)=0

s B I H32+32
(XII; 63) 3 I+1+§A*

oder

Ist p sehr klein gegen die Einheit, so ist auch 4 verhiltnismiBig klein, und man
kann genihert

3
MVi:v
3

setzen. Fiir Jupiter wire also » ~ 1/;;, fiir die Erde v = 1[;,,. Genauere
Losungen von (XII; 63) erhidlt man mittels des Ansatzes

(XII; 64) A=v+ar2+b13F+crr4 ...
und Koeffizientenvergleich. Es ergibt sich
s —
2 2 32 U
XII; 6 A=v+ 124+ 93 —_ 9t ... (v= —~)
(XIL; 65) +ipp e By |/

2. Planet zwischen Sonne und Planetoid, d.h.
mi=pu; mj=0; my=1I.
In diesem Fall lautet die Gleichung fiinften Grades
T+ P +@B+2z) 2+ B+ —pA+24+1)=0
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oder

(XII; 66) pop CENE—2)

I+l+ P

3

die ebenfalls fiir sehr kleine u die Naherungslosung v = 1/% hat. Driickt man
wieder A durch eine Reihe der Form (XII; 64) aus, so erhidlt man

: I PO PO . SV _i/e
(XII; 67) ).—v+3v2 91' 8Iv‘+ , (—1/3).

3. Sonne zwischen Planetoid und Planet, d.h.
m;=1; mj=pu; m=0.
Dann nimmt (XI; 61) die Gestalt
Mt + B —(14+3u)i2—2+3u)i—(14+pu)=o0

an. Da diese Gleichung fiir 4 = o die Wurzel A =1 hat, wird man guttun,
A = I + o zu setzen. Dann gilt fiir die kleine GréBe ¢ die Gleichung

0% + 70* + 190® 4 2402 + 120 — u(30% + 90 + 7) = o,

die fiir sehr kleine u die gendherte Losung ¢ = 7y, 4 besitzt. Eine genauere
Lo6sung ergibt der Ansatz

=T72—u+a,u2+b/ﬂ+cy4+---.

aus dem man durch Koeffizientenvergleich

7 AT e )
=1t (I Bt 1728
und daher
. _ L _ 35 it 3227
(XII; 68) A=1+4 o M 144 + 20736 ud—
erhilt.

In der Bahnebene eines Planeten um die Sonne, dessen Bewegung wir durch
eine stérungsfreie KEPLERsche Ellipse (Parabel, Hyperbel) beschreiben kénnen,
wird es also fiinf charakteristische Punkte geben, in denen ein dritter Kérper ver-
weilen kann, so daB die geometrische Figur, die er mit Sonne und Planet bildet,
fiir alle Zeiten sich selbst dhnlich bleibt. Der dritte Korper beschreibt dann um
den Schwerpunkt des Systems (aber auch relativ zu Sonne oder Planet) eine
ungestorte Kegelschnittbahn, die der Bahn des Planeten um die Sonne dhn-
lich ist und in derselben Zeit und mit der gleichen Phase durchlaufen wird.
H. GYLDEN hat diese fiinf ausgezeichneten Stellungen Librationszentren ge-
nannt. Es liegt ndmlich die Frage nahe (wir werden sie im nichsten Kapitel
mit gewissen Einschrinkungen positiv beantworten), ob ein Korper, der in der
Nihe eines dieser Punkte verweilt, unter passenden Bedingungen dessen Um-
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gebung niemals verliBt und um ihn enge Bahnen (Schwankungen, Resonanz-
bewegungen, Librationen) beschreibt. GYLDEN fiihrte fiir diese Librations-
zentren die Bezeichnungen L,, L,,..., Ly ein, und zwar L,, L,, L, fiir die
drei geradlinigen Fille, die wir oben unter I., 2.
und 3. behandelt haben, L, und L, fiir die beiden
Fille, in denen der dritte Korper mit den beiden
anderen ein gleichseitiges Dreieck bildet. Wir be-
P/anefzeichnen mit L, denjenigen dieser LA4GRANGESchen

punkt des Systems dem Planeten in Linge voraus-
geht (siehe Abb. 15).
Ly Ist die Masse des dritten Korpers verschwindend
Abb. 15 klein, gelten also die Entwicklungen (XII; 65),
Librationszentren  (XII;67) und (XII;68), und wihlt man den Ab-
stand Sonne-Planet als [variable oder (Abb. 15) kon-
stante] Langeneinheit so berechnet man die Koordinate x der drei kollinearen
Librationszentren in bezug auf die Sonne als Anfangspunkt und die Rich-
tung Sonne-Planet als positive x-Richtung folgendermaBen:
1. L;: Hierist A = (1 — %)/, also ¥ = 1/(x + A), und, wenn man fiir 4 die
Entwicklung (XII; 65) ansetzt,

8 —

; —1—(p— T _L,s 323 4_...) = |/ &
(XII; 69) £=1 (v 2, =)

2. L,: Hier ist A= x — 1, also ¥ = 1 + A, und, wenn man fiir 4 die Ent-
wicklung (XII; 67) benutzt,

(XII; 70) x=1+<v+%vz——1—v3 gzaﬂ ) (v=l/i;_—_)

9

In beiden Fillen stellt der Ausdruck in der Klammer den Abstand des Plane-
toiden vom Planeten dar.
3. Ly: Hier ist A = —1/x, x = —1/A, also nach (XII; 68)

; - ~ T+ 328 s_...)
(XII; 71) x = I+( )7 +20736 .

Waihrend also (Abb. 15) L, und L, beiderseits des Planeten in Abstinden von
der GroBenordnung » liegen, befindet sich L, auf der dem Planeten gegeniiber-
liegenden Seite der Sonne in einem Abstand, der um einen Betrag von der
Ordnung 7/,, u = 7/, 2 kleiner ist als die Einheit.

Die Formeln (XII; 63) bis (XII; 71) gelten fiir den Fall, daBm, = 1, m3 =
gesetzt war, und es ist dann o << ¢ < 1. Wihlt man aber, wie es hiufig ge-
schieht, die Summe der Massen von Sonne und Planet als Masseneinheit, setzt
man also

I
m=1—p; my=p=—; m;=0,
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so sind alle Formeln von (XII; 63) an durch andere zu ersetzen, in denen
1/(T — p) statt g benutzt wird. Dabei bleibt die Form von (XII; 65), (XII; 67),
(XII; 69) und (XII; 70) unverdndert, wenn

=1/L
3(r—p)

gesetzt wird. Dagegen tritt an Stelle von (XII; 68)

. — 7 49 u? .
(XIL; 72) A=1+ kT 144 + 20736” +
und an Stelle von (XII; 71)

: - 1127 .
(XII; 73) s=—1+(Zu+ e )-

In den Téllen L, und L, kann man den infinitesimalen Korper als einen
Satelliten des Planeten ansehen, der sich, vom Planeten aus gesehen, stindig
in den Syzygien (also in Konjunktion mit der Sonne bzw. in Opposition zur
Sonne) befindet, dessen synodische Umlaufszeit also unendlich groB und dessen
siderische Umlaufszeit gleich der des Planeten um die Sonne ist. Die Ent-
fernung eines solchen hypothetischen Satelliten vom Planeten wire groSer als
die jedes in unserem Planetensystem vorkommenden Satelliten. Fiir die Erde
wire, wie schon weiter oben vermerkt wurde, v ~ /,4, AE, wihrend der mitt-
lere Erdabstand des Mondes etwa !/, AE betrigt. Bei etwa vierfachem Erd-
abstand wiirde der Mond also stindig in den Punkten L; bzw. L,, also in
Neumond- bzw. Vollmondstellung, verharren. Wir werden aber im nichsten
Kapitel beweisen, daB solche Konstellationen der drei Korper instabil sind,
so daB schon geringfiigige Stérungen geniigen, um einen Satelliten aus der
Umgebung des Librationszentrums zu vertreiben. Andererseits bemerkt man,

daBy = sV% kleiner ist als der planetozentrische Abstand der Fliche, auf der
die Stérungsbeschleunigung des Satelliten durch die Sonne gleich der Gravita-
tionsbeschleunigung durch den Planeten ist. Jener erreicht nach Abschnitt 102

in den Syzygien (bis auf Glieder héherer Ordnung) den Minimalbetrag 3[/;4/2.
Die Satelliten mit unendlich groBer synodischer Umlaufszeit gehoren also
immer noch der EinfluBsphidre des Planeten an, liegen allerdings schon dicht
an ihrem Rand.

Ein Spezialfall dieses Problems, der aber nur theoretisches Interesse be-
ansprucht, ist der, daB die beiden endlichen Massen einander gleich sind
(m, = mg; ms = 0). Dann liegt L, in der Mitte zwischen m, und m;, wihrend
L, und L, zu beiden Seiten der Strecke m,m,; symmetrisch angeordnet sind.
Das ist schon aus Symmetriegriinden zu erwarten. In der Tat erhélt man mit
m; = 0, m; = my, = I nach (XII; 61) die Gleichung

AM43444+343—-342—31—1=0,
die ersichtlich durch A = 1 befriedigt wird, so daB also ; die Strecke zwischen
den beiden endlichen Massen halbiert. Andererseits ergibt sich, daB Ly und L,

8  Stumpff, Himmelsmechanik 1T
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um etwa 7/,, der Strecke 7,7, auBerhalb der endlichen Massen liegen; denn
fiir m; = o, m; = my = 1 ergibt (XII; 61)
25+ 544+ 43— (14 A)%2=o0
mit der Wurzel 2 = 0.698406.
Sind schlieBlich alle drei Massen gleich, so bestimmt man A in allen dre:
Fillen aus
205+ 544 + 443 — 42 —54—2=0

zu 4 = 1, d.h,, eine der drei Massen ruht im Mittelpunkt zwischen den beiden
anderen, der gleichzeitig der Schwerpunkt des Systems ist.



KAPITEL XIII

LIBRATIONSBEWEGUNGEN
IM EINGESCHRANKTEN DREIKORPERPROBLEM

114. Eigenschaften der Potentialfunktion
des eingeschrinkten Dreikorperproblems

In Abschnitt 113 haben wir bewiesen, daB die Bewegung dreier Massen in
dhnlichen oder kongruenten Kegelschnittbahnen nach den KEPLERschen Ge-
setzen erfolgt, wenn sich die dritte Masse in bezug auf die beiden anderen in
einem der fiinf Librationszentren L,, ..., L; befindet. Wir haben dort auch
die Frage aufgeworfen, ob ein Kérper, der die Bedingungen dieser von LAGRANGE
gefundenen speziellen Losungen des Dreikrperproblems nur angenihert erfiillt,
gegebenenfallsin der Nihe eines dieser Librationszentren verweilen und Bahnen
um diesen ausgezeichneten Punkt beschreiben wird, Bahnen also, auf denen
sein Abstand vom Librationszentrum eine Zeitlang oder auch beliebig lange
unterhalb einer kleinen endlichen Schranke bleibt. _

Die astronomische Erfahrung hat gelehrt, da8 es Planetoiden gibt, die solche
Librationen um die Zentren L, und L; der Jupiterbahn ausfiihren. Bis jetzt
sind insgesamt 14 dieser ,,Planetoiden der Jupitergruppe‘‘ bekannt geworden,
die sich teils um L,, teils um Ly scharen; der erste wurde 1906 von MAX WOLF
in Heidelberg aufgefunden. Er erhielt den Namen (588) Achilles, und da auch
die iibrigen dieser nach und nach (simtlich in Heidelberg) entdeckten Plane-
toiden mit Namen aus dem Sagenkreis der Ilias bedacht wurden, pflegt man
sieallgemein als,,Trojaner‘‘ zu bezeichnen. Die Trojaner sind bisher die einzigen
Mitglieder des Sonnensystems geblieben, von denen wir wissen, daB sie Libra-
tionsbahnen um die LAGRANGEschen Dreieckspunkte eines der gro8en Planeten
beschreiben. Librationen um L,, L, oder L, sind in keinem Falle beobachtet
worden. Wir werden in Abschnitt 117 zeigen, daB solche Bahnen theoretisch
moglich, aber instabil sind. Von manchen Astronomen (z. B. MOULTON in
seiner ,,Einfithrung in die Himmelsmechanik‘‘) ist vermutet worden, daB der
sogenannte Gegenschein des Zodiakallichts von Teilchen interplanetarer Ma-
terie herriihrt, die sich um das Librationszentrum Ly der Erdbahn (das von der
Erde aus im Gegenpunkt der Sonne erscheint) anhdufen und dort lingere Zeit
festgehalten werden. Neuere Untersuchungen haben diese Vermutung aller-
dings nicht bestdtigen konnen.

Die Bewegungstheorie der Trojaner ist schon lingere Zeit vor der Ent-
.deckung des Planetoiden Achilles Gegenstand reizvoller mathematischer Unter-
suchungen gewesen. So hat C.V.L. CHARLIER im zweiten Band?) seiner ,,Me-
chanik des Himmels‘‘ eine vollstindige Theorie kleiner Librationsbewegungen

1) Auf die Entdeckung des Planetoiden Achilles konnte CHARLIER in diesem 1907
erschienenen Band in einem SchluBwort noch durch den Vermerk hinweisen, da8
,,Spitere Entdeckungen die praktische Wichtigkeit dieser Losungen dargetan‘*
hitten.

8‘
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gegeben, d.h. solcher Bewegungen, bei denen der Abstand eines Planetoiden
vom Librationszentrum, verglichen mit der Langeneinheit (Abstand Sonne-
Planet), fiir beschrinkte oder auch beliebig lange Zeiten als differentiell an-
gesehen werden kann. Genauere Lsungen, in denen auf diese Einschrinkungen
mehr oder weniger verzichtet wird, sind spiter entstanden, nachdem das Pro-
blem aktuelles Interesse erlangt hatte. Die wichtigsten dieser Untersuchungen
2 sollen in diesem Kapitel gewiirdigt werden. Dabei
werden wir uns, um die Verhiltnisse zu ver-

P(&n) einfachen und das Wesentliche an diesen Er-
scheinungen auf Kosten sekundirer Effekte (die
durch die Neigung der Planetoidenbahn, die
Exzentrizitit der Planetenbahn und durch Stérun-

e . gen hervorgerufen werden) hervorzuheben, jenes
Sonné®* ™ Jupiter ¢ stark idealisierten Schemas (des ,,probléme
@ ® restreint’) bedienen, das wir in Abschnitt g9

Abb. 16 beschrieben haben. Die beiden endlichen Massen,

. Probléme restreint’ die wir hier mit # (Sonne) und g (Jupiter) be-

zeichnen wollen, sollen den konstanten Abstand
a = 1 haben, sich also in einer Kreisbahn mit der Winkelgeschwindigkeit

n = kYm + p umeinander bewegen. Insbesondere sei die Masseneinheit so
gewihlt, daB m + u = 1 ist, und wir behalten uns vor, auch die Zeiteinheit
so festzusetzen, daB # = & = 1 wird. Die dritte, unendlich kleine Masse P
bewege sich in der Bahnebene des Planeten; ihre Abstinde von Sonne und
Jupiter seien mit » bzw. g bezeichnet (Abb. 16). In einem rotierenden Koordi-
natensystem &, 7, das sich gegen das Inertialsystem um den Massenmittel-
punkt von m und # mit der Winkelgeschwindigkeit » dreht, haben Sonne und
Jupiter die festen Orter (—u, 0) bzw. (m,0). Die Differentialgleichungen
der Bewegung des infinitesimalen Kérpers (Planetoiden) lauten dann gemi
(XT; 88)

. 092
E —_— 2”17 = ‘-a'?',
(XIII; 1) »
i 02
wo ! on’
' ‘ f _ m U n?
— i Q-r(Z L) Dt
A= u = -

ist. Diese Gleichungen haben das JacoBische Integral
(XIIT; 3) C=20Q— (£ +739.

Die Funktion 2(&, ) darf man als ,,Potentialfunktion‘‘ im rotierenden System
bezeichnen. Sie setzt sich aus zwei Termen zusammen, dem Gravitationspoten-

tial m
(4]
r e
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und dem Ausdruck

2 B
=2 +m =R, (R=VE+P),

der sich als das Potential der durch die Rotation des Systems auf den Punkt
(&, n) hervorgerufenen und vom Koordinatenanfang ausgehenden Zentrifugal-
beschleunigung erweist; denn diese ist ja von der Form

09,

R’

An Stelle des Ausdrucks (XIII; 2) fiir £ darf man (wenn man durch passende

Wabhl der Zeiteinheit dafiir sorgt, daBl » = k = 1 ist) den gleichwertigen Aus-
druck

(XIIT; 4) 2Q=m (,u,;) + #(@z +_29_)

#?R =

setzen. Wegen m + u = I ist ndmlich
(XIIL; 5) mrtt+pet=E+n+mup,

und da in den Differentialgleichungen (XIII; 1) nur die partiellen Ableitungen
von 2 nach £ und 7 vorkommen, darf man auf der rechten Seite von (XIII; 5)
den konstanten Term m yu unterdriicken, wie es in (XIII; 4) geschehen ist.
Lassen wir die Beschrinkung der Planetoidenbewegung auf die &#-Ebene
fallen, so wird das System (XIII; 1) um die Gleichung
082

‘=%

erweitert, und es muB, mit » = k =1,

R
(XIIL; 6) [zQ m(r +— )t rle +Q ¢z,
P=(E+uR g+ = (E—m)P 0
gesetzt werden.
Die geometrischen Eigenschaften der Potentialfunktion £ lassen enge Be-
ziehungen zu den Librationszentren des Systems erkennen: Alle Extrema der

Funktion 2(&, 7, ) liegen in der £#-Ebene an den Stellen L,, ..., L;, die
den Massen 7 und p zugeordnet sind. Dal) nach (XIII; 6)

I b ¢ . ¢
9c=’”("—,—2)”c+#(9—“?)QC—C» (’c=7; Qtzz)
und m + u = I ist, verschwindet
QC—C[m<I 73)+y(r 03> IJ C(r + g)

1) Wir bezeichnen in der Folge die partiellen Ableitungen einer Funktion f(%, y),
wie iiblich, mit £,, £} f.2) f2ys fyy usw.
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nur fiir{ = o, so daB es geniigt, die Extremaleigenschaften der Fliache (XIII; 4)
Q=& n)=2(0.0)

zu untersuchen. Diese Funktion hat keine Nullstellen, da sie iiberall wesentlich
positiv ist, wird aber unendlich gro8 fiir » = o (Ort von m) und ¢ = o (Ort
von u) sowie fiir den unendlich fernen Punkt der Ebene. Fiir die Extrema
der Fliche gilt die notwendige Bedingung

[ .Q£= .Q,.r; +‘QEQ€=0'
Q=874+ 2,0,=0,
wobei nach (XIII; 2) und (XIII; 4)

(XIII; 7)

.Q,=m(r—%); ’é=—£#, ,ﬂ=%'
(XIII; 8)
e ‘LL 03 ’ & Q » n 9

zu setzen ist.

Die Gleichungen (XIII; 7) sind offenbar erfiillt, wenn » = ¢ = 1 ist, also
fiir die beiden Punkte der & #-Ebene, die mit » und u gleichseitige Dreiecke
bilden, d.h. fiir die LAGRANGEschen Dreieckspunkte L, und L;. Sind hingegen
7 und p nicht beide gleich 1, so lassen die homogenen linearen Gleichungen
(XTII; 7) fiir £2,, £, Losungen nur zu, falls die Determinante
L 7n(m + w) _n
7, On 70 ro

verschwindet. Das ist aber nur fiir 5 = o der Fall. Die iibrigen Extrema von
liegen also simtlich auf der £-Achse, und zwar gibt es deren sicher drei. Legt
206 man ndmlich einen Schnitt # = o durch die
' | Fliache 2(&,7), so erhdlt man eine Kurve
] 02 = Q(&), die etwa die Gestalt der Kurve
| in Abb. 17 hat und fiir § =400, &= —pu
I (Sonne) und & = m (Jupiter) Unendlichkeits-
I
|
l

(XIII; 9)

stellen (Pole) hat. In den drei Intervallen
i —pu<é<m; m<iéE< oo, —olé< —p
5 L1($~Zm) 2 & gibt es also sicher je ein Extremum (Mini-
t mum) von £2(£). Man beweist leicht, daB es
Abb. 17 tatsichlich in jedem dieser Intervalle nur
Minima von (&), schematisch ein einziges Extremum gibt, das dann natfir-
lich ein Minimum sein wird, und daB diese
Minima an den Stellen L,, L, und L, liegen. Im ersten Intervall (zwischen

Sonne und Jupiter) ist ndmlich

r=§&4pu, o=1—7, 7= —Qg=1.

|

P S——

NP

~
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Die erste Gleichung (XIII; 7) ergibt also
(XIII; 10) Q,—-89,=o0
oder wegen (XIII; 8)

I I
{5+l 5.

wihrend die zweite die triviale Form 0 = 0 annimmt. Setzt man also wie in
(XII; 58)
I—7 I A

}'—r r T Ixa T Ix

so lautet diese Gleichung (nach Fortschaffen der Nenner)
m A1+ 4)° — 1] = p(r + 1) — 2*]

oder, wenn man m = I setzt!) (so daB u die in Einheiten der Sonnenmasse
ausgedriickte Planetenmasse ist),

34308 4 385 = p (32 + 34 + 1).

Sie erweist sich also mit (XII; 63) identisch und hat daher eine einzige reelle
Lo6sung, die auf den Punkt L, fiihrt.

Durch entsprechende SchluBfolgerungen zeigt man, daB im zweiten Intervall
(rechts vom Jupiter)

(XTII; 11) r=%4u, o=7—1I; rp=0=1; 2, +8Q,=o0

gilt und die Losung auf L, fithrt. SchlieBlich erhilt man im dritten Intervall
(links von der Sonne)

(XIIT; 12) r=—E+u, o=r+1;, rp=g=-1; 2, +8,=o0

und als einzige reelle Losung L,.

Die einzigen Extrema der Fliche (&, 5) befinden sich also genau an den
Stellen der fiinf Librationszentren. Es muB3 nun noch untersucht werden, ob
es sich um echte Minima oder um Sattelpunkte handelt. Zu diesem Zweck
bilde man die partiellen Ableitungen zweiter Ordnung:

Qee = Q7% + Qoo 0F + Lr7ee + 2, 026
(XIII; 13) Q¢ =0 787, + Q00 0, + 2, 7¢, + 2, 02,
Q=007 + ‘Qge en + 2: 70y + 2, 0pns

1) Das ist hier erlaubt, da in die Gleichung nur das Verhdltnis x:m eingeht, die
Bedingung m + p = 1 also nicht beriicksichtigt zu werden braucht.
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wobei neben (XIII; 8)

(0, =m(x+2): 2,

o] etz
(XIII; 14) | r,m=—:—[x—(—”;—2,

e e L

=== (3)]

zu beriicksichtigen ist.
Fiir die Dreieckspunkte L,, L; gilt

I I
r=e=1 f=——u n==%_V3

und daber nach (XIII; 8), (XIII; 13) und (XIII; 14)

I . I .— I
e =—, 7’,,=:f:;V3; Qe=;—(m+/l)=—;,
I
Q,,=:f:‘zv_,
Q,=0Q,=o0, Q,=3m, £2,,=3pu,
. _9

Qe§=é, Q€ﬂ=i%v3_(m_:u)=:t%l/3_(l_2'u)' Qﬂ" 4

Da 2,2, — 3, = ?[;4[1 — (1 —24)?] >0 wegen u <</, und sowohl
£, als auch £, positiv sind, handelt es sich hier um echte Minima.
In den drei kollinearen Librationszentren L,, L,, Lg ist

re= +I, @g= +I; rﬂ=g;=o,

I
Yee = Ten = Q8 = Qtn =0, Tyy ="—' Oy = E‘:

Q,>0, 2,>0,
also wegen (XIII; 13) und (XIII; 14) in allen drei Fillen

Qee=m(1 +—:?)+,u(1 +zzs-)> 0; ¢, =0,

. I I I I
9,,,,=7Q,+399=m(:-—7,)+y(1—e_a).
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In L, ist aber
r+e=1, also r<1, o<1; Q,<0.

In L, und L, ist nach (XIII; 11) und (XIII; 12)
1 b
e e

also

I I I
(XIII; 15) Q, =m (, _ 7) (7 _ ?)
oder

I I I
(XIII; 16) .Q,m=,‘< __9?)(_9__7),

InL,istaberr =1 4 p > 1,7 > p, also die erste Klammer in (XIII; 15) po-
sitiv, die zweite negativ. In Ly ist dagegen p =1 + 7> 1, o > 7, und es gilt
dasselbe fiir (XIII; 16). In allen drei Punkten ist daher £2,, negativ, d.h., es

1lt
g QEG 'Qﬂﬂ — .Q?,, = .Qee Q’]’I < 0.

Damit ist bewiesen, daB es sich bei den kollinearen Librationszentren um
Sattelpunkte der Funktion £(&, 5) handelt.

Bezeichnet man mit @Q,, ,, ..., 2, die numerischen Werte, die fiir ge-
gebene Massen ., u die Potentialfunktion in L,, L,, ..., L; annimmt, so gilt
fiir o << u < 1/, die Abschitzung

2> 0,20>0-0-=3,
wobei das Gleichheitszeichen zwischen £, und Q, sich auf den Grenzfall
m = u =1/, bezieht. Von der Giiltigkeit dieser Abschitzung iiberzeugt man
sich, indem man die numerischen Werte £, , . . ., £, fiir eine Reihe von u-Wer-
ten zwischen o und 1/, berechnet. Hier geniigt es, dies fiir zwei Grenzfille,

niamlich fiir 4 = 1/, und fiir sehr kleine g, zu zeigen.
Fiir r = p = 1 (L, und L;) folgt zunichst aus (XIII; 4)

20, =205 =3(m + p) = 3.

Im Falle gleicher Massen (m = g = 1/,) ist fiir L,, L, nach Abschnitt 113

r = 0.6984; o = 1.6084
zu setzen, und man erhilt

2!22:2.93:%(72-}-;%—9”-{-—:—) ~ 3.7,
ebenso fiir L, (r = p =1/,)
20, =+ -; = 4.25,
also
Ql>92=93>%=g,=95.
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Ist p sehr klein, so bedienen wir uns der Entwicklungen (XII; 69), (XII; 70)
und (XII; 71). Fiir L, ist dann

9=v——§v’—---; r=1—p; u=231 m=1I— 343

also

20, = (1 — 37 [(r — o2+

2 2
\v3(2+—).
gl

Entwickelt man diesen Ausdruck nach Potenzen von » und beriicksichtigt,

daB p von der Ordnung v ist, so ergibt sich bis zu Gliedern dritter Ordnung
291=3+972_773+..-_

In derselben Weise findet man unschwer

202, =3+ 9y — 1193 4 . ..,

2 =3+3p+ =34 204.
woraus
2,>0,>0,>3
folgt.

115. Die HiLrschen Grenzkurven
Im eingeschriankten Dreikorperproblem existiert das Jacosische Integral
(XIIT; 17) VE=gf 4 =20—C,

wo C eine fiir jede spezielle Bahn konstante GroBe, die J4coische Konstante,
darstellt. G.W. HiLL!) hat gezeigt, daB diese Gleichung benutzt werden kann,
um die Bereiche in der £ -Ebene abzugrenzen, auf die alle reellen, durch einen
bestimmten Wert der JacoBischen Konstante charakterisierten Bewegungen
der infinitesimalen Masse beschrinkt bleiben. Da nidmlich fiir eine und die-
selbe Bahn stets V2 = o ist, muB in jedem ihrer Punkte die Ungleichung

22(&,9)=C
erfiillt sein. Mit anderen Worten: Ist C gegeben, so stellt die Kurve
(XIII; 18) Vi=f(&,n) =22&,79)—C=o0

eine Schranke dar, die der Korper wihrend der ganzen Dauer seiner Bewegung
nicht iiberschreiten kann; er hilt sich stets auf derjenigen Seite dieser Kurve
auf, fiir die f(£,%) > o ist. Erreicht der Korper zu irgendeiner Zeit diese
Hivrrsche Grenzkurve, so wird seine Geschwindigkeit im rotierenden System Null.
Die Bahnkurve hat an dieser Stelle eine Spitze (einen Umkehrpunkt) S, wie
in Abb. 18 angedeutet ist.

1) G. W. HiLL, American Journal Math. 1, 5, 23 (1898).
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Ist C < 3, so existiert keine Grenzkurve, da im vorigen Abschnitt bewiesen
worden ist, daB 20 = 3 ist. Der infinitesimale Kérper kann sich dann in der
ganzen Ebene bewegen, soweit die iibrigen Bedingungen es zulassen. Dagegen
gibt es fiir C > 3 stets ,,verbotene Bereiche' ;
(wie das schraffierte Gebiet in Abb. 18), in die 11
der Korper unter keinen Umstidnden eindringen |
kann und deren Begrenzung - siehe (XIII; 4) - |
durch i

I

(XML 19) (2 +2) + (e +2) = €

f&n)-0

. . . Abb. 18. Hirrsche Grenz-
gegeben ist, wenn wir (XIII; 18) in Polarkoordi- kurve, schematisch

naten 7, p schreiben.
Die Form simtlicher HiLLscher Grenzkurven erhalten wir, wenn wir in einem
&7 z-Raum die Fliche

z2=1280(&,1)

mit der Ebene z = C zum Schnitt bringen. Ist C sehr groB, so 148t sich
(XIII; 19) erfiillen, wenn 7 oder g sehr klein ist oder wenn 7 und g beide sehr
groB sind. Im erstgenannten Fall lautet (XIII; 1g) genihert

i _2m —2E
(XIII; 20) r = C bzw. ¢ = c
im zweiten, ebenfalls genihert [siehe (XIIT; 5)],
(XIII; 21) mr4+ue?~E49t=C.

Die Grenzkurve besteht mithin aus drei voneinander getrennten Zweigen, nim-
lich aus zwei kreisdhnlichen Kurven (XIII; 20) um die beiden endlichen Mas-
sen, deren Halbmesser klein von der Ordnung 1/C und den Massen m bzw. u
proportional sind, und aus einer ebenfalls kreisihnlichen Kurve (XIII; 21),
die das System der endlichen Massen in sehr weitem Abstand umschlieBt und

deren Halbmesser von der Ordnung C ist. Alle denkbaren Bahnen mit sehr
groBem C liegen also innerhalb der kleinen Kreise (Satelliten) oder auBerhalb
des groBen Kreises (entfernter Begleiter eines engen Doppelsterns); denn nur
dort ist 22 > C.

Nimmt C von groBen Anfangswerten her ab, so wird es nacheinander die
Werte 2802,, 20,, 22, durchlaufen, bis schlieSlich C =22, =202, = 3 er-
reicht ist. Dann wird die Kurve 242 = C auf die Punkte L, und L; zusammen-
schrumpfen, und fiir C < 3 schneidet die Ebene z = C die Fliche 202 (&, %)
iiberhaupt nicht mehr, und es existiert daher keine Grenzkurve.

Fiir die speziellen Werte C = 2£,, 2£2,, 22, geht die Ebene z = C durch
diein L,, L,, L, liegenden Sattelpunkte der Potentialfliche; die entsprechen-
den Hirrschen Grenzkurven haben also an diesen Stellen Doppelpunkte mit
zwei reellen Tangenten. Im Falle C = 2£2,, der zuerst erreicht wird, wenn C
von groBen Werten her abnimmt, werden also die beiden kreiséhnlichen Kur-
ven (XIII; 20) aneinanderstoBen und eine lemniskatendhnliche Kurve (Achter-
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kurve) bilden, deren Doppelpunkt in L, liegt. Fiir 22, > C > 2%, flieBen die
beiden Kreise zu einer sanduhrférmigen Kurve zusammen, die beide endlichen
Massen umschlieBt. Wihrend also fiir C > 22, ein Satellit einen gewissen
Bereich um seinen Zentralkérper niemals verlassen kann, wird dies fiir
C < 28, moglich: Es 6ffnet sich bei L, eine zunichst enge, mit abnehmendem C
aberimmer breiter werdende Liicke, durch die der Satellit aus dem Anziehungs-
bereich des einen Korpers in den des anderen hiniiberwechseln kann. Ist
C = 28,, so entsteht ein Doppelpunkt bei L,, in dem die sanduhrférmige
Kurve die inzwischen enger gewordene #uBere Grenzkurve beriihrt. Fiir

Abb. 19a. HiriLsche Grenzkurven, schematisch
——~— fir C>20,; — fir C=22, (verbotenes Gebiet schraffiert)

Abb. 19b Abb. 19c
Hirrsche Grenzkurve, schematisch Hirische Grenzkurve, schematisch
—— fiir C=20,, Sanduhrkurve (verbotcnes Gebiet —— fiir C =20, (verbotenes Gebiet schraffiert);
schraffiert); —==fiir 2Q3 > C> 292,= 3 (zwei getrennte ver-
~ == fiir 202, > C > 2Q, (verbotenes Gebiet hufeisen- botene Gebiete, bohnenformig begrenzt)

formig begrenzt)
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202, > C > 280, wird die Grenzkurve dann nur noch aus einem einzigen
Kurvenzug bestehen, der den verbotenen Bereich umschlieBt und dessen Form
man mit einem Hufeisen vergleichen kann. Ist C = 2£;, so schniirt sich das
Hufeisen in der Mitte (bei L,) ein und bildet dort wiederum einen Doppelpunkt.
Nimmt C noch weiter ab, so zerfillt die Kurve in zwei zur §-Achse symmetrisch
liegende bohnenférmige Teilkurven, die zwei getrennte verbotene Felder ab-
grenzen, wihrend die ganze iibrige Ebene nunmehr fiir die Bewegung frei ge-
worden ist. Im Innern dieser geschlossenen Teilbereiche liegen die Librations-
zentren L, und L;, auf die sich die Grenzkurve zusammenzieht, wenn C den
Wert 202, = 202, = 3 erreicht. In Abb. 19a, b, ¢ findet man die verschiedenen
Formen der HiLLschen Grenzkurve skizzenhaft dargestelit.

Fiir manche Zwecke ist es niitzlich, diese Betrachtungen auch auf das rdum-
liche ,,probléme restreint‘‘ auszudehnen, in dem ja, wie in Abschnitt g9 be-
wiesen wurde, das JacoBlsche Integral ebenso wie im ebenen Problem existiert.
Den HirLrschen Grenzkurven im ebenen Problem entsprechen im raumlichen
Problem Grenzflichen, die der infinitesimale Korper nicht iiberschreiten kann.
Besonderes Interesse verdient der Fall, daB C sehr gro8 ist. Aus (XIII; 6) lei-
tet man leicht ab, daB die Hirrsche Grenzfliche in drei getrennte Flichen
zerfillt, ndmlich in zwei kugeldhnliche, geschlossene Flichen um die endlichen
Massen und in eine zylinderihnliche Fliche von sehr groBem Durchmesser,
deren Achse senkrecht auf der Bahnebene der endlichen Massen steht. Satelliten
konnen also unter den hier gegebenen Verhiltnissen auch bei rdumlicher Be-
wegungsfreiheit einen abgegrenzten Bereich um ihren Zentralkérper nicht ver-
lassen. ’

Auch der andere Grenzfall, daB C nur wenig von 3 abweicht, ist wichtig.
Wir werden auf ihn im Zusammenhang mit der Theorie der Trojaner zuriick-
kommen.

116. Enge Bahnen um die Lacranceschen Drereckspunkte

Das Problem der Librationsbewegungen im ebenen ,,probléme restreint‘‘ um
die Zentren L,,..., L, ist, wie erwdhnt, schon lingere Zeit vor der Ent-
deckung der ersten ,,Trojaner‘‘ diskutiert worden. CHARLIER hat diese Auf-
gabe unter der Einschrinkung gelost, daB der Abstand des infinitesimalen
Korpers (Planetoiden) von einem der Librationszentren bestindig so klein
bleibt, daB zweite und hohere Potenzen des Abstandes gegen die Lingen-
einheit (Abstand Sonne-Planet) vernachlissigt werden kénnen. Fiir die Bahn-
bewegung der Trojaner um L, und L; der Jupiterbahn, den einzigen Fall sol-
cher Librationsbewegungen, den wir in der Natur beobachten, trifft das
allerdings keineswegs zu. Nicht nur findet man, daB die Trojaner betriachtliche
Abstinde von den Librationszentren erreichen, sondern ihre Bewegungen sind
auch nicht auf die Ebene der Jupiterbahn beschrinkt. Trotzdem liefert die
CHARLIERsche Theorie eine interessante Niherungslosung des Problems, die
schon viele charakteristische Eigenschaften der wirklichen Trojanerbewegung
erkennen 148t und die vor allem ihrer Einfachheit und Durchsichtigkeit wegen
bemerkenswert ist.
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Die Librationsbewegungen um die LAGRANGEschen Dreieckspunkte L, und
L; unterscheiden sich wesentlich von denen um die ,,kollinearen‘‘ Zentren L,,
L, und L,. Wir werden ihre Theorien daher getrennt behandeln.

In den Bewegungsgleichungen des ebenen eingeschrinkten Dreikérper-
problems

- . %0
& — 2y =_6?’
(XIIT; 22) a0
n+25= W
setzen wir
f=a+2x n=0b+y,
wo

I I
a=g—w b=313

die rechtwinkligen Koordinaten von L, bedeuten und x, y kleine Zusitze sind,
deren Quadrate man vernachlissigen kann. In der Umgebung von L, 148t sich
dann die Potentialfunktion 2 (&, %) in die TaAYLORsche Reihe

Q@a+xb+y) =2(a,b) + 22, +y2 +
+ = (2 Q0 + 25y Qs + 92 20) + -
entwickeln, in der zur Abktirzung
Qo, Qy; Lo, Lab = 240, Qos;
fiir die numerischen Werte der partiellen Ableitungen
Qe, 20 e, ¢y = 2,6, 2,5

an der Stelle x = 0, y = 0, also im Librationszentrum, gesetzt worden ist.
Da nun fiir alle Librationszentren

ga = Qb =0
ist und Q, = 2,, Q, = Q, gilt, erhilt man fiir x und y die Differentialglei-
chungen

(XIIL; 23) £— 29 =200+ YR+,

Y428 =22+ Y+ -,

in der die héheren Glieder rechts unterdriickt werden kénnen. Sie nehmen dann
die Gestalt linearer Differentialgleichungen zweiter Ordnung mit konstanten
Koeffizienten an, die das partikuldre Integral

(XIIT; 24) x=Aer; y=DBer
besitzen. Schreibt man ndmlich
i=AAder, y=ABe*; i=A24¢e*, y=AtBe*
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und setzt dies und (XIII; 24) in (XIII; 23) ein, so erhidlt man, wenn man
noch den allen Gliedern gemeinsamen, stets von Null verschiedenen Faktor e~ #!
herausdividiert, fiir die Konstanten 4 und B die homogenen linearen Glei-
chungen

(XTII; 25) l AR — Q,,) — B(2A + 245) = o0,

A(2d — 24) + B(2 — 2y) =o.

Diese sind, auBer dem trivialen Fall 4 = B = o, der auf die strenge LAGRANGE-
sche Dreieckslésung fiihrt, dann und nur dann erfiillbar, wenn A die Gleichung
22— Q.. — (21 4+ 2,4)

27 — Qab A2 — .be

befriedigt. Das partikuldre Integral (XIII; 24) besteht also unter der Voraus-
setzung, daB A der biquadratischen Gleichung

(XIIL; 27) 24— A%(La0 + Qop — 4) + 200, — 22y =0

geniigt. Offenbar gilt diese Bedingung fiir enge Bewegungen um alle fiinf
Librationszentren, wenn fiir Q,,, Q2,,, £,, die an diesen Stellen angenom-

menen numerischen Werte der zweiten partiellen Ableitungen der Potential-
funktion eingesetzt werden. Insbesondere ist fiir L, nach Abschnitt 114

(XIII; 26) =0

o Q“=§; Qab=%lf3_(1—2,u): Q0 =7,
oo+ — 4= —1; 2,.82y — 22, =%F(I — u)>o.

Die Gleichung (XIII; 27) nimmt daher die Gestalt

(XIII; 28) /14+,1=+";—7,,(1—p)=o

an und hat nur rein imaginire Wurzeln; denn es ist

(XIIT; 29) 1’:——2:&:—:-]/1—27;4(1—/;) <o.

Hieraus aber folgt weiter, daB reelle A2 nur existieren, falls
(XIII; 30) ok=27u(1—pu) =1
ist. Die Planetenmasse x# muB dann unterhalb einer Schranke g, liegen, fiir die

I — )——I° -—i L—L*OOSZ—';'
Hof po) =25 Be=7 T 2y o082 =

gilt. Das Verhdltnis g : (1 — p) der Masse des Planeten zur Masse der Sonne
darf also hochstens
Ho

=1 - 0.040004
I—py, 24.96 )
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betragen, damit Losungen der angenommenen Art moglich sind. Andernfalls
sind die Lésungen A2 komplex. Diese Fille ,,asymptotischer Lésungen* werden
wirim Abschnitt 169 gesondert behandeln.

Die allgemeine Losung der Differentialgleichungen (XIII; 23), die vier un-
abhingige Konstanten erfordert, lautet dann

X = A eht + Ayeht 4 Ageht + A, e,

(XIII; 31)
y = B, eM! 4 B, eht 4 Bgeht B, el

wo A; (1 =1, 2, 3, 4) die vier Wurzeln von (XIII; 27) bedeuten, die 4; vier
willkiirliche (komplexe) Konstanten sind und die B; mit den 4 ; durch (XIII; 25)
zusammenhingen, d.h., es ist

. A? — ‘Qaa
Y 2h + Q4

) -Qab_ 2).,'_
-0

(XTIII; 32) B, =4 =A4

Nun sind aber [unter der Bedingung (XIII; 30)] die vier Wurzeln von
(XIII; 27) von der Form

M=1v, A= —iv; A3=1v, A= —1%,,
WO ¥,, ¥, reelle positive Gré8en sind. Man kann daher auch

x=A,6n + d,e7int | Ageint + Aget,

(XIIL; 33) { y = B: gint —{_}—-B:e‘i"lt __:__B:eiv,t —:B:e“"z‘
schreiben. Setzt man ferner

ei*t = cosvt + isinvi; e~i** =cosvi—isinvé,
so nimmt (XIII; 33) die Form
X =0, COsV ¢t + oxpsinwy b 4 xgcosvyt + aysinvy i,
y == Bycosv, t + Bysinyy t 4+ Pycosvyt + Py sinv, ¢

an. Die «; sind willkiirliche reelle Konstanten, nach deren Wahl auch die §;
mitbestimmt sind. Es ist nimlich

o =4, + 4y, 6, =1(4, — 4,3); By = B, + By, Bz = (B, — By),
woraus nach (XIII; 32)

(XIIT; 34) {

2060 ¥y — 06 Q40 20y ¥y + %3825,

v+ 2 Po=— v; + 2,

_ 2B + Brfas e — 2Py vy — B4
M+ 7 M+ L

(XIIT; 35) By =

oder
(XIII; 352) & =

folgt. Entsprechende Zusammenhinge bestehen zwischen g3, §, einerseits und
&g, 04, ¥y andererseits.
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Unter Umstédnden ist es vorteilhaft, als unabhingige Konstante die Orts-
und Geschwindigkeitskoordinaten x,, y4; %o, ¥, (die lokalen Elemente) zur Zeit
t = o einzufiihren. Dann ist nach (XIII; 34)

(XIII; 36) [ o= ot dai Fo =yt
Yo = B1+ Bs; Yo =182+ v3 B,

Hieraus und aus (XIII; 35) sowie (XIII; 35a) lassen sich dann die «;,f;
als Funktionen der lokalen Elemente dusdriicken. Man erhidlt zunichst
aus (XIII; 35) und (XIII; 35a)

2 —
(XIII; 37) l o1 (7] + 244) + f1Q2s + 22 =0,
ﬂl(vf + be) + al.Qa_b — 20, = O
und entsprechend
2 —
(XIII; 38) [ a3 (3 + 244) + B3R2as + 26473 =0,
Bs (3 + 2pp) + 23824y — 2043 = O.
Aus (XIII; 36) folgt
Ky = Xy — %y; Vg = Xy — V10,
Bs =Y — B1; v2Ba=1o — 1.

Setzt man dies in (XIII; 38) ein, so erhilt man fir «,, &,; B,, fs die beiden
Gleichungen

(XIII; 39)

51 ("’g + Qua) + 1206 + 2P v =
=M, = %1} + Laa) + YoLas + 2%,
B (v} + 2p) + 0, Q05 — 20,7, =
=N, = y,(1} + 245) + %20 — 2%,
die zusammen mit (XIII; 37) geniigen, um diese vier Konstanten als Funk-
tionen von M; und N, und damit der vier Anfangswerte %,, yo; %o, ¥o Zu be-

stimmen, und zwar ergibt sich, wenn man (XIII; 37) von (XIII; 40) sub-
trahiert,

(XIIT; 41) (] — 90 = My; Bi(§— ) =Ny,

(XIIT; 40)

sodann aus (XIII; 37)
29, (13 — ) g = N, (03 + Qo) + M, L205,

(XIII; 42) {
_2"1(”3 - 1'?) ﬂz =M1("g + 'Qaa) + ngab'

Die entsprechenden Konstanten mit den Indizes 3 und 4 folgen dann un-
mittelbar aus (XIII; 39).

Aus Symmetriegriinden erhilt man Formeln fiir &3, &,; B3, B4 auch direkt
aus (XIII; 41) und (XIII; 42), indem man bei », M, N die Indizes 1 und 2

9 Stumpff, Himmelsmechanik II
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miteinander vertauscht, bei «, 8 dagegen die Indizes 1 und 2 mit 3 bzw. 4.
Es folgt dann ’

Ms = xo("f + -Qaa) + yogab + 2Y,,

Ny =90(0] + 245) + %245 — 2%,
(XIII; 43)  §  oa(vf —93) = —My; Bs(v — »}) = —N,,
—2v (1} — ¥]) g = Ny(0] + 240) + M, 2.,
2"2(”3 - 1'?) Bs= Mz("’g + 2;,) + N, Q,,.

Die durch das allgemeine Integral (XIII; 34) gegebene Bewegung ist peri-
odisch und setzt sich additiv aus zwei reinen Sinusschwingungen mit den
Perioden
(XIIT; 44) pr=22 =2

zusammen. Die Amplituden dieser Schwingungen lassen sich durch geeignete
Festsetzung der willkiirlichen Konstanten «; bzw. der Anfangsbedingungen
so klein wihlen, daB die auf L, beziiglichen Koordinaten x, y fiir alle Zeiten
klein genug gegen die Einheit bleiben und somit die dieser Fassung des Pro-
blems zugrunde liegenden Voraussetzungen erfiillt sind. Die Bewegung ist daher
stabil; denn wenn kleine Sto8e oder Stérungen die Anfangsbedingungen dndern,
werden sie lediglich kleine Anderungen der Amplituden und Phasen der beiden
Elementarschwingungen hervorrufen. Eine Anderung der Periodenlinge tritt
dagegen nicht ein; denn aus (XIII; 29) folgt ja, daB

(XIIT; 45) % = —1==-:-(1 FVI—k); k=27p(1 — p)

nur von den Massen, nicht aber von den Integrationskonstanten abhingt.
Im Falle der gro3en Planeten unseres Sonnensystems ist u sehr klein. Selbst
fiir Jupiter ist das Verhiltnis der Planetenmasse zur Sonnenmasse nur
~ L dh,esi :
= , d.h,esist =,
I—u 1047.35 “ 1048.35
Die Bedingung % << 1 ist also fiir alle Planeten erfiillt, und man kann die Gré-
Ben »,, v,in rasch konvergierende Potenzreihen nach % entwickeln. Es ist

k = 0.025730.

e_ Lo _vr—ry=21 Ip X S g ...
A= (-1 k)—4k(1+4k+8k2+64k+ ).

(XIIT; 46) /
B=—@+VT—k)=1—%
bzw.
I
m=g VE(i+ght gkt omt.),
(XIII; 46a)

5 k2 4 21 B4...

I
7”=I_(§k+ 128 1024 )’
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und man erhilt fiir Jupiter, mit £ = 0.025730,
v, = 0.080464; v, = 0.99676.

Die Umlaufsperioden sind dann durch (XIII; 44) gegeben, wihrend die Um-
laufszeit des Planeten um die Sonne, in der gleichen Zeiteinheit ausgedriickt,
T = 2z ist. Es ist also
_ T
1’; - ; ’

wobei nun p; und T in beliebigen Zeiteinheiten ausgedriickt werden kénnen.
Mit T = 112.862 (siderische Umlaufszeit des Jupiter) erhilt man fiir die Ele-
mentarperioden der Bewegung von Planetoiden um L, oder L;

P1 = 147%.42; P, = 112.900 = T + 134d.

Die beiden Perioden sind im allgemeinen inkommensurabel, so daB8 die
Librationsbahnen keine geschlossenen Kurven sind, sofern nicht eine der
beiden Elementarschwingungen ausfillt. Andernfalls tritt Kommensurabilitit
nur dann ein, wenn

¥ 1 —V1—% .
—_— ==

3 1+1/1—k

das Quadrat einer rationalen Zahl x ist.

Jede der beiden sich iiberlagernden periodischen Bewegungen hat die Form
einer Ellipse mit L, (bzw. L;) als Mittelpunkt, die nach Art der ,,harmonischen
Bewegung‘‘ durchlaufen wird. Setzt man die Konstanten a4, o, in (XIII; 34)
und damit auch g, 8, willkiirlich gleich Null, so fiihrt der Planetoid die rein
harmonische Bewegung

(XIII; 47) X = 0y COSV; t + op SN, 2,
y = fycosy t + PBysinw, ¢

mit der Periode p, aus. Entsprechende Gleichungen erhilt man fiir die Ele-
mentarbewegung mit der Periode $,, wenn man in diesen Gleichungen », mit
¥, sowiea,, f; mit oy, B3 und «,, B, mit «,, B, vertauscht. Es geniigt also, die
Gleichungen (XIII; 47) zu diskutieren. Aus ihnen bestimmt man

o1 —Broxs’

woraus wegen cos?y, ¢ + sin?v, f =1

(*Ba — ¥y xa)? + (you — % £1)% = (%, By — By xa)?

y o, — %Py

cosy, t =
! o B — Proxs’

siny, t =

oder

(XIII; 48)  22(B} + B3) — 25y (0 By + X2 B2) + Y2 (6 + o) = (01 B2 — By xa)®
als Gleichung der Bahnkurve folgt.
9
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Um den Zusammenhang zwischen den Koeffizienten dieser Ellipsengleichung
und der Periode der Elementarschwingung sichtbar zu machen, ist eine Um-
formung von (XIII; 48) notwendig. Nach (XIII; 35) ist

I (1D
(XIIL; 49) | PO+ 20 = 20am—aQa, o] —o
ﬂz(”g + be) = —2K7; — ag.Qab. aa] - 9

Multipliziert man (XIII; 49) mit den Faktoren (I) bzw. (II) und addiert, so
erhdlt man

D (001 By + o2 B2) (1 + Qo3) = — (o] + oB) Qas,
1) (%1 Bp — P ko) (0 + 2os) = —2% (0] + of),
wihrend die Quadratsumrﬁe der beiden Gleichungen (XIII; 49)
(I11) (BT + B3 (1 + Q2u2)* = (of + of) (49% + 255)

liefert. Da wegen (XIII; 32)
(XIII; 50) (0 + Qud) 0F + Qo) = 42} + 22,
ist, kann man statt (III) auch
(Iv) (BT + B3) (F + Do) = (o + oB) (v + Laa)
schreiben. Multipliziert man nun (XIII; 48) mit
) M+ 1+ Qua

af+of  BI+BE
und benutzt die Formeln (I), (II) und (IV), so ergibt sich

(XIII; 51) ROF 4+ Qo0) + 22920 + Y20} + 240) =
I 2) _ __41%_ 2 2\ __ p2
- ‘V% + be (al + “2) - “’% + -Qaa (ﬁl +ﬂ2) =R

als neue Gleichung einer Ellipse, deren Mittelpunkt mit L, zusammenfillt.
Fiihrt man das x y-System durch Drehung um einen Winkel ¢ in ein % v-
System iiber, setzt also (Abb. 20)

Xx=mwucosp + vsing; y = —wusing 4 vcosg,
so erhdlt man statt (XIII; 51)
R® = 42[(»] + Q,,) cos?p — Q,, sinzgp + (v} + Q) sin?g] +
4 uv[(v} + 2,,) sin2p + 202, cos2p — (¥} + ;) sinz¢] +
+ v2[(12 + Q,,) sin2p + Qupsin2p + (v + 2;) cos?g].
Diese Gleichung nimmt die Normalform
w2 o2

I
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an, wenn

(XIIT; 52) tanzp = _!_2_.2 Q“;)
bb —

— =13 —2p)

aa

ist. Der Winkel, um den man das x y-System im Uhrzeigersinn zu drehen
hat, damit die groBe Achse der Bahnellipse mit der #-Richtung zusammenfillt,
ist also von 30° nur wenig verschieden: Im Extremfall (u ~ 1/,4) wiirde

1
- / Y
// \\:\\t
N7/ |
4 \
S|/ ]J &

Abb. 20
Infinitesimale Librationsbahn um L, (Gré8enverhdltnisse stark iibertrieben)

¢ = 28° 59’ folgen. Bestimmt man ¢ aus (XIII; 52), so erhdlt man die
Hauptachsen U, V der Ellipse aus

2
%z‘ = 0,,c082p — 2,,sin2¢ + 24, sin?p + 3,
(XIII; 53)
= Q,58in2@ + 2, sin2¢ + 2, cos?p + 43,
wobei
2y — 2y R
R=—"_———l—' a2+¢x2=——___1—: 2"' 2
V‘l’% + 'be ]/ ! ? va + Qaa Vﬂl ﬂs

ist. Samtliche partikuliren Losungen mit der Periode p, bilden also eine Schar
konzentrischer und koaxialer dhnlicher Ellipsen, deren Parameter durch

Vol + of gegeben ist. Entsprechendes gilt fiir die Losungen mit der Periode p,.
Um das Achsenverhiltnis der Ellipsen zu bestimmen, setzte manin (XIII; 53)

. I — COS2 I + cos2
sin?@p = —— ?, coslp = I+ coszg .

2 ’ 2
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Dann ist fiir » = », oder »,

2
% = Q6+ 24y — (Qyp — 824,) cos2¢p — 20,, sinz¢p + 292,

2
EIfT =844+ 25y + (o — 240) COS29 + 282, sin2¢ + 292

oder, wenn man £,, durch (XIII; 52) eliminiert,
2
iUI%- cos2@p = (2,, + 2y + 292 cos2p — (2pp — 2,4),

R
2V2 Cos2p = (-Qaa —+ be + 2"‘2) cosz2¢@ + (.be _ -Qaa)-

Mit Q,, = 3/, 2,, = ¢/, ergibt sich also

R2 3 I R , . \‘
2 2y — . R .. 3 I
e = ! + (1 2secztp), yr ="+ (I+ 2secqu)
und daher
e ¥ +:;1<I - —:-secmp)
(XIII; 54) Pr= s =

U? 3 I *
2 _
v + 2 (I + 2 Secz¢)

Diese strenge Formel liefert das Achsenverhiltnis V/U der beiden Ellipsen-
scharen, wenn man rechts » = », bzw. v = », einsetzt. Aus (XIII; 52) folgt

tan?2¢p = 3(1 — 2u)?; sec®zp = I + tan?2¢ = 4(1 — 3u + 343,
also

seczp =2 |1 — 3u(T — u) =2l/1——;—k. N
Setzt man ferner nach (XIII; 46)

A== VT—Fk); =+ VT—F),

) ergibt sich fiir das Achsenverhiltnis y = V/U in den beiden Fillen

I—iVI—k—i- 1—-I—k
= 1,——, 31/ I,
ML Ty ST N VP

) t5 9
I—|——VI—k-—i- T——k

9 4 9
= I 3 I,
1+—Vi—k+=})1——-k
+37 4 9
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oder, wenn man nach Potenzen von % entwickelt,

I I II b
y1=—V_(I +—-—k+ ); 72=;(I—2—4'k" 3456 k“—--—)-

Bis auf GroBen der Ordnung u ist also
n~3p; v~
Fiir den Jupiter (4 = 1/1048.3) erhilt man spezwll

_ I
" =1867"

Es gibt also zwei Scharen von periodischen Bahnen um L,. (Die entsprechen-
den um L; liegen ihnen symmetrisch in bezug auf die Achse Sonne-]Jupiter
gegeniiber.) Jede dieser Scharen besteht aus konzentrischen, koaxialen und
dhnlichen Ellipsen. Man pflegt sie als die periodischen Bahnen der Familien d
bzw. e zu bezeichnen. Die Hauptachsen beider Familien fallen zusammen; die
Richtung der kleinen Achsen fiihrt vom Librationszentrum aus fast genau zur
Sonne: Sie bildet mit der Richtung Sonne-Jupiter den Winkel go°® — ¢, der
nur wenig groBer als 60° ist. Die Bahnen der Familie 4 sind langgestreckt;
im System Sonne-Jupiter ist die groBe Achse fast 1gmal groBer als die kleire.
Die Exzentrizitit dieser Bahnen ist um so gréBer, je kleiner das Massen-
verhiltnis zwischen Sonne und Planet ist. Das gr6Bte Achsenverhdltnis wird

fiir £ = 1 erreicht, d.h., wenn die Planetenmasse den gré8ten zulidssigen Wert
hat. Dann ist

.

\2
ﬁ:___z =2(I_l]/2); m=V2 —1=o04142...
I 2
1+ 172

Andererseits tritt das kleinste Achsenverhiltnis 9, = o ein, wenn k = o ist,
also wenn die Masse des groBen Planeten so klein ist, daB sie vernachlissigt
werden darf. Dann zieht sich die Ellipsenschar der Familie 4 auf eine kleine
gerade Strecke zusammen, die auf der Verbmdungsgeraden L,~Sonne senk-
recht steht (und zwar genau, da dann exakt ¢ = 30° gilt) und auf der er
sich wegen » = 0 unendlich langsa.m bewegt. Praktisch bedeutet das, daB der
Planetoid im Punkt L, (oder in irgendeinem anderen Punkt des ‘Einheits-
kreises um die Sonne) ruht, d.h. (im festen System) eine ungestérte Kreis-
bahn um die Sonne beschreibt. . -
Die Bahnen der Familie ¢ haben Umlaufszeiten, die stets kleiner sind als
die der Familie d. Wenn % gegen o abnimmt, strebt », gegen den Wert 1, d.h.,
die Umlaufszeit in der Librationsbahn nihert sich der Umlaufszeit T des Pla-
neten. Fiir kleine % ist die Periode nur wenig gré8er als 7. Fiir 2 = 1 wird aber

¥} = 42 = 1/,, die Periode also p = p, = T |/2. In diesem Extremfall (Doppel-
wurzel der Gleichung (XIII; 27)] fallen beide Familien zusammen.
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Im allgemeinen werden konkrete Librationsbahnen nicht einer der beiden
Familien allein angehéren, sondern sich gemiB (XIII; 34) aus Bestandteilen
der Familien 4 und e zusammensetzen. Es 14Bt sich aber zeigen, daB fiir parti-
kulire Bewegungen, die nur einer Familie angehoren, ein wichtiger Satz iiber
die JacoBische Konstante gilt: Die JacoBische Konstante aller Bahnen der
Familie d ist groBer, die aller Bahnen der Familie ¢ kleiner als 3. Das bedeutet
aber, daB e-Bahnen ohne Einschrinkung méglich sind, wihrend fiir 4-Bahnen
eine Hirrsche Grenzkurve existiert.

Dieser Satz 148t sich folgendermaBen beweisen: Wenn man die Gleichungen
(XIII; 23) mit £ bzw. 9 multipliziert und addiert, so erhélt man die Beziehung

X499y =xx.~Qaa+ (x.y+5'x)9ab +y5’9bb:
deren Integral
(XIII; 55) #2492 =220, + 25 ¥2:p + Y22 — (C — 3)

lautet. Die Integrationskonstante ist hier mit C — 3 bezeichnet, da fiir einen
im Librationszentrum ruhenden Koérper (¥ = y = o) die JacoBische Kon-
stante im & 7-System C = 3 ist. Nun folgt aber aus (XIII; 47) durch Diffe-

renzieren .
X = —o0y v, Siny; ¢ + oy v, COSY, ¥,

y= —pB vysinv £ + B, v, cosv, ¢,
also

22 4 92 = 3[(0f + B3) sin?v, t — (&, &y + By Bo) sinz vy £ + (ad + B2) cos?y, £].
Andererseits leitet man aus (XIII; 47) direkt
(¥ + y%) = v} [(of + BI) cos?», ¢ + (g &y + By Ba) sin2, £ + (aF + f3) sin®w, £]
ab. Mithin ist
22 4 92+ 91 (4% + 9%) = 9] (o] + of + BT + B

oder, wenn man das Geschwindigkeitsquadrat mittels (XIII; 55) eliminiert,

R} 4+ Q0) +22y20 + Y205+ 250) =C — 3+ 263 +oF+ P+ ).
Vergleicht man dies mit (XIII; 51), so erhilt man

2
R = o (od o) = C =3+ ot + od + B + )

oder, wenn man f2 + g§ durch (IV), S. 132, eliminiert,
(C —3) (1 + Lup) = 4i(0d + &) [4 — (Qaa + 253) — 29]].
Fiir L, und L; gilt 2,, + £2,, = 3. Folglich ist
of + of
1 + Qos

Die gleiche Formel gilt fiir die Familie ¢, wenn », mit v, und «,, &, mit «,
bzw. &, vertauscht werden. Da aber »} <1/, und % > 1/, ist, ergibt sich aus
(XTIII; 56) unmittelbar die Behauptung.

(XIII; 56) C =3 + ¢ (1—27§)=3+%R’(1—273).
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In den periodischen Bahnen beider Familien ist der Umlaufssinn um L,
bzw. Lg stets negativ, d.h. der Bewegung