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GELEITWORT 

Die stürmische Entwicklung der Wissenschaft w1d Technik in der sozialistischen Gesell­
schaft stellt laufend höhere Anforderungen an den Mathematikunterricht der Fachschulen 
der DDR sowbhl hinsichtlich des Umfanges als auch der Qualität der zu vermittelnden 
Kenntnisse und Fähigkeiten. Diese gesteigerten Anforderungen verlangen ein erhöhtes 
Anfangsniveau der Bewerber für das Fachschulstudium, das dem Abschluß eini,r Aus­
bildung an einer zehn.klassigen polytechnischen Oberschule entspricht. 
Um den Bewerbern für das Fachschulstudium während eines Vorbereitungslehrganges 
oder bei einer wiederholenden Orientierung ein für diesen Zweck zugeschnittenes Lehr­
buch in die Hand geben zu können, wurde auf Veranlassung des Staatssekretatiates für 
das Hoch- und Fachschulwesen in Verbindung mit der Zentralen Fachkommission für 
)lathematik ein Autorenkollektiv mit der Ausarbeitung des vorliegenden Lehrganges 
der Elementarmathematik beauftragt. 
Dieser Lehrgang enthält die der obengenannten Zielsetzung entsprechenden Stoffgebiete, 
wobei eine Betonung einzelner Themen sowie die Zusammenstellung der Aufgaben im 
Hinblick auf ein hierauf aufbauendes Studium an einer Fachschule erfolgte. 
Bei der Gestaltung des Manuskriptes zur 1. Auflage wurden die Autoren dieses Buches 
von Herrn FRITZ W ARNECKE t in einer Weise. unterstützt, die weit über das normale Maß 
einer Lektorentätigkeit hinausgeht. Ihm sei an dieser Stelle herzlichst dafür gedankt. Be­
sonderer Dank gilt auch Frau Prof. DR. GöRKE und Herrn HEINZ NICKEL für zahlreiche 
fachliche und methodische Hinweise und Ratschläge sowie dem VEB Fachbuchverlag 
für die sorgfält4ke Drucklegung. 
Wir sind überzeugt, daß der Lehf'l}ang der Elemenlannathema1,ik eine wertvolle Hilfe 
bei der Vorbereitung auf ein Fachschulstudium sein wird, und wünschen den Lesern viel 
Erfolg beim Studium. 

Dresden, Au�st 1962 Zentrale Fachkommission für Mathematik 

beim Staatssekretariat für das Hoch- und 
Fachschulwesen 
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1. Vorbemerkungen

Gewisse Zahlenrechnungen bereiten den Schülern erfahrungsgemäß immer wieder große 
Schwierigkeiten, und zwar handelt es sich hierbei besonders um Aufgaben aus der 
Bruchrechnung. Aus diesem Grunde haben sich die Autoren entschlossen, dem Buch 
einen Abschnitt über das Rechnen mit bestimmten Zahlen voranzustellen, in dem die 
Bruchrechnung im Vordergrund steht. Darüber hinaus· werden noch diejenigen Rechen­
hilfsmittel besprochen, deren Handhabung jeder beherrschen sollte, der das Studium 
an einer Fachschule aufnehmen möchte: die Zahlentafeln und der Rechenstab. 
Der zweite Teil des Buches enthält die Arithmetikl) und die elementare Algebra2), wo­
bei sich die Arithmetik mit den Rechengesetzen für bestimmte und allgemeine Zahlen 
befaßt, während die elementare Algebra die Gesetzmäßigkeiten untersucht, die bei der 
Bestimmung unbekannter Zahlen aus Gleichungen auftreten. Schließlich werden im 
dritten Teil die Gebiete aus der Geometrie dargestellt, auf denen der Mathematikunter­
richt an den Ingenieur- und Fachschulen aufbaut. 
Um den umfangreichen Lehrstoff auf einem verhältnismäßig geringen Raum unter­
bringen zu können, mußte er systematisch angeordnet werden, wobei die methodischen 
Gesichtspunkte bei der Behandlung der einzelnen Teilgebiete keineswegs außer acht 
gelassen wurden. Es wird de.her kaum möglich sein, den Lehrstoff im Unterricht in der­
selben Reihenfolge darzubieten, in der er im Lehrbuch angeordnet worden ist. Dies ist 
aber auch nicht erforderlich, denn das Buch soll dem Lernenden die Möglichkeit geben, 
den im Unterricht behandelten Stoff zu wiederholen und ihn an Hand zahlreicher 
Übungsaufgaben einzuprägen und zu festigen. 
Für den Lernenden genügt es nicht, sich mehr oder weniger mechanisch eingeprägte 
mathematische Kenntnisse zu erarbeiten, das Kennen muß zum Können weiterentwik­
kelt werden. Mathematische Fähigkeiten und Fertigkeiten kann man aber nur dann 
erwerben, wenn man die formalen Rechengesetze der elementaren Mathematik sicher 
beherrscht und sie auoh sinnvoll und folgerichtig bei der Lösung von Aufgaben anzuwen­
den weiß. Es ist daher notwendig, die im Buche vorgerechneten Beispiele sorgfältig 
durchzuarbeiten und erst dann zum nächsten Beispiel überzugehen, wenn jeder Schritt 
der Rechnung erfaßt ist und der gesamte, dem Problem zugrunde liegende Gedanken­
gang überblickt wird. Außer den durchgerechneten Beispielen enthält jeder Abschnitt 
eine große Anzahl von Übungsaufgaben, die es jedem Lernenden ermöglichen, seine 
Kenntnisse zu festigen und durch intensives Üben sichere Fertigkeiten in der Anwen­
dung· der einrelnen Rechengesetze und -verfahren zu erlangen. Es ist jedem Lernenden 
anzuraten, wenn auch nicht alle, so doch möglichst viele dieser Aufgaben selbständig 
durchzurechnen. 
Die Lösungen der Aufgaben sind am Ende des Buches zusammengestellt. Man ver· 
suche jedoch, alle Aufgaben ohne Kenntnis der Lösung zu rechnen und das gefundene 
Ergebnis erst nach Beendigung der Rechnung mit der im Buche stehenden Lösung zu 

1) arithmos (griech.) die Zahl.
•) Das Wort Algebra entstammt dem Arabischen. 
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vergleichen. Sollte das selbst erarbeitete Ergebnis ungenau oder gar falsch sein, so sind 
die Bemühungen so lange fortzusetzen, bis der Grund für die Ungenauigkeit bzw. der 
Fehler gefunden ist. Nur derjenige wird seine Sicherheit im Anwenden der verschiedenen 
Rechengesetze erfolgreich überprüfen können, der die Aufgaben in dieser Weise löst. 
Durch die hinten angegebenen Lösungen sollte man sich keinesfalls dazu verleiten 
lassen, die eigene Rechnung so „hinzubiegen", daß man auf die gewünschte Lösung 
kommt. Dieses Verfahren schadet mehr als es nützt, denn in diesem Falle hat man meist 
nur die Lösung im Auge, auf die man unbedingt kommen will. Man rechnet dann 
gedankenlos darauf zu, ohne sich dabei zu überlegen, warum man die einzelnen Rechen­
schritte unternimmt. 
Es sollen auch noch einige Bemerkungen über die Durchführung von Zahlenrechnun­
gen gemacht werden. Das Ziel einer jeden Zahlenrechnung besteht darin, aus gegebenen 
Zahlenwerten mit Hilfe bestimmter mathematischer Beziehungen einen neuen Zahlen­
wert zu ermitteln, der frei von Rechenfehlern ist. Fehlerfreies Rechnen aber verlangt 
einmal die Kenntnid der bei der jeweiligen Aufgabe anzuwendenden mathematischen 
Zusammenhänge und zum anderen auch eine gewisse Gewandtheit im Anwenden der 
richtigen Rechenregeln. Grundvoraussetzung ist jedoch eine peinliche Ordnung, die 
schon damit anfängt, daß man die gegebenen Zahlenwerte richtig aufschreibt und die 
nötigen Nebenrechnungen genauso sauber und übersichtlich anfertigt wie die eigent­
liche Rechnung. Dabei sollten die Nebenrechnungen nie auf irgendwelchen Schmier­
zetteln niedergeschrieben werden, sondern man sollte sie mit genau derselben Prä­
zision ausführen wie die Hauptrechnung und sie auch mit in das eventuell vorhandene 
Rechenschema einordnen. 
Um sich gegen Rechenfehler zu schützen, kann man verschiedene Wege einschlagen. 
Gegen grobe Fehler, z.B. falsche Kommastellung, schützt eine überschlägliche Rech­
nung, die man bei keiner Aufgabe unterlassen sollte. In manchen Fällen lassen sich 
Rechenfehler auch d�durch ausschalten, daß man die Rechnung noch einmal wieder­
holt. Dabei ist es jedoch ratsam, die beiden Rechnungen mindestens in ihrer Anord­
nung verschieden voneinander zu gestalten. Besser ist es, wenn man die Kontroll­
rechnung mit einem anderen Rechenverfahren durchzuführen versucht als die erste 
Rechnung. 
Wer dieses Buch in der angeführten Weise bewußt und gründlich durcharbeitet, der 
wird bald feststellen können, daß es gar nicht so schwierig ist, Mathematik zu erlernen, 
wie es häufig hingestellt wird. Es wird sich zeigen, daß der Erfolg bei fleißiger Arbeit 
und bei fortwährendem Üben nicht ausbleiben wird. Ein gediegenes Können in der 
elementaren Mathematik wird aber nicht nur das Studium der höheren Mathematik, 
sondern auch das Studium fast aller anderen Unterrichtsfächer, vor allem der tech­
nischen Wissenschaften günstig beeinflussen. 



2. Der Zahlbegriff

2.1. Die natfirlichen Zahlen

ARITHMETIK 

Der Zahlbegriff entwickelte sich aus dem Bedürfnis der Menschen heraus, gl.eichartige 
Gegenstände, später auch Begriffe abzahlen zu können. So entstanden zunächst die 
benannt.eo Zahlen, bei denen nach dem eigentlichen ZahlwOTt noch eine Erläuterung 
folgt, aus der hervorgeht, um welche Dinge es sich bei der Zählung handelte. (Beispiele: 
50 Menschen; 27 Tiere; 225 km usw.) 
Sieht man von der Natur der ·gezählten GegenständE; ab, so führt diese Abstraktion auf 
den Begriff der unbenannten Zahl. 
Unter „Zahl" schlechthin soll künftig stets eine unbenannte Zahl verstanden }'Verden. 
Steht eine Zahl dagegen in Verbindung mit einer physikalischen Einheit oder mit einem 
anderen Begriff da, aus dem hervorgeht, was abgezählt worden ist, so spricht man von 
einer Größe. 

Beispiele für Zahlen: 1; 127; 3 520498 usw. 

Beispiele für Größen: 3 Kinder; 5 kg; 20 km/h usw. 

Alle Zahlen, die aus einem derartigen einfachen Zählvorgang hervorgehen, werden in 
dem bei uns gebräuchlichen Zahlensystem mit Hilfe bestimmter Zahlensymbole, den 
arabischen ZiOern 0, 1, 2, ... , 9 geschrieben: 

1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, ... 

Jede dieser Zahlen, von denen die folgende jeweils durch Hinzufügen der Einheit 1 
aus der vorhergehenden entsteht, heißt eine natiirliche Zahl. 
Die natiirlichen Zahlen lassen sich durch Punkte auf einem Strahl veranschaulichen. 
Dazu trägt man vom Anfangspunkt A des Strahles aus auf diesem wiederholt eine 
Strecke von beliebig gewählter konstanter Länge ab und bezeichnet die entstehenden 
Teilpunkte der Reihe nach mit 1, 2, 3, 4, ... (Bild 1). 

Dlld 1 

Diese Darstellung wird Zahlenstrahl genannt. Da sich der Zahlenstrahl in Richtung 
des Pfeiles unbegrenzt fortsetzen läßt, lassen sich auf ihm unendlich viele natürliche 
Zahlen unterbringen, d. h.: 

I Es gibt keine größte natürliche Zahl. 
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2.2. Das dekadische Zahlensystem1) 

Da es unendlich viele natürliche Zahlen gibt, kann nicht jede Zahl ihr eigenes Zahlen­
symbol, d.h. eine eigene Ziffer, besitzen. Daher faßt unser Zahlensystem jeweils 10 Ein­
heiten zu einer höheren Einheit zusammen: 

10 Einer (E) 
10 Zehner (Z) 
10 Hunderter (H) 

= 1 Zehner (Z) 
= 1 Hunderter (H) 
= 1 Tausender (T) usw. 

Aus diesem Grunde wird es dekadisches Zahlensystem oder Dezimalsystem2 ) genannt. 
Im dekadischen Zahlensystem werden alle vorkommenden Zahlen mit Hilfe der zehn 
Ziffern 1 bis 9 und O geschrieben, wobei jeder Ziffer durch die' Stellung, die sie inner­
halb der Zahl ei\}nimmt, ein bestimmter Stellenwert zugeordnet ist. So könnte man 
z.B. für die Zahl 7402 ausführlicher auch schreiben:

7 Tausender+ 4 Hunderter+ kein Zehner+ 2 Einer. 

Es ist zu erkennen, daß die Ziffer Null1) für das dekadische Zahlensystem unbedingt 
erforderlich ist, denn sie steht als Zeichen für eine an der jeweiligen Stelle fehlende 
Einheit. 
Die Einheit 1 der natürlichen Zahlen läßt sich aber auch noch in kleinere Einheiten 
aufteilen. So unterteilt man 

1 Einer (E) = 10 Zehntel (z) 
1 Zehntel (z) = 10 Hundertstel (h) 
1 Hundertstel (h) = 10 Tausendstel (t) usw., 

wobei sich diese Feineinteilung beliebig weit vorantreiben läßt. Auf diese Weise ent­
stehen die Dezimalbrüche, bei denen die Bruchteile der Einheit von den ganzen An­
teilen durch ein Komma abgetrennt werden. So bedeutet z.B. die Zahl 502,307 : 

5 Hunderter + kein Zehner + 2 Einer + 3 Zehntel + kein Hundertstel +
+ 7 Tausendstel. 

Es gibt unendlich viele Dezimalbrüche, die auf dem Zahlenstrahl zwischen den n.atür­
lichen Zahlen untergebracht werden können. Eine genauere Einteilung der einzelnen 
Zahlenarten werden Sie im Verlaufe der folgenden Abschnitte noch kennenlernen. 

2.3. Bestimmte Zahlen und allgemeine Zahlensymbole 

Die in der Mathematik aufgestellten Gesetzmäßigkeiten gelten nicht nur für bestimmte 
einzelne Zahlenwerte, sondern sie sind ganz allgemein gültig. 
So weiß jedes Kind aus dem Anfangsunterricht im Rechnen, daß die Aufgabe 3 + 8 
das gleiche Ergebnis besitzt wie die Aufgabe 8 + 3. Es ist also 

3 + 8 = 8 + 3. 

1) deka (griech.) z(ilhn. 2) deoem (lat.) zehn. 3) nullum (lat.) nichts. 
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An Stelle der beiden bestimmten Zahlen 3 und 8 könnte in dieser Gleichung auch jede 
beliebige andere bestimmte Zahl stehen; so ist z.B. auch 2,79 + 0,86 = 0,86 + 2,79 
oder 705,36 + 1043,29 = 1043,29 + 705,36 usw. 
Man gelangt auf diese Weise schließlich zu dem aus der Arithmetik bekannten Satz: 

I 
Es ist gleichgültig, in welcher Reihenfolge man zwei Zahlen addiert. Stets erhält
man das gleiche Ergebnis. 

Verwendet man nun für die beiden Zahlen, die addiert werden sollen, keine bestimmten 
Zahlen (im Beispiel 3 und 8) mehr, sondern zwei allgemeine Zahlensymbole, etwa a

und b, so läßt sich der Inhalt des obigen Satzes in Form der kurzen und für jeden ver-
ständlichen Gleichung 

a+b=b+a 

darstellen. 
· Diese Gleichung besitzt allgemeine Gültigkeit, d. h., sie ist stets gültig, welche bestimm­
ten Zahlen man auch für die beiden allgemeinen Zahlensymbole a und b einsetzt.
Gewöhnlich verwendet man in Gleichungen von rein mathematischem Charakter für
die allgemeinen Zahlensymbole Buchstaben, wobei man für bekannte Zahlen die ersten
Buchstaben a, b, c, ... des Alphabets bevorzugt, während die letzten Buchstaben . .. z,
y, z meist den unbekannten Zahlen in Gleichungen vorbehalten bleiben.
Die für die allgemeinen Zahlensymbole verwendeten Buchstaben können ganze, ge­
brochene, benannte oder auch unbenannte Zahlen bedeuten. Wichtig ist dabei nur,
daß innerhalb derselben Aufgabe einem bestimmten Buchstaben auch immer ein und der­
selbe Zahlenwert zukommt. Daher dürfen in einer Formel für verschiedene Größen nie­
mals die gleichen allgemeinen Zahlensymbole verwendet werden.

3. Das Rechnen mit bestimmten Zahlen

3.1. Bezeichnungen 

Am Beispiel der beiden allgemeinen Zahlen a und b werden zunächst die wichtigsten 
Bezeichnungen zusammengestellt, die bei den vier Grundrechenarten immer wieder 
auftreten: 

Sprechweise 

Grundrechenart a fflr de.s 
b Ergebnis Rechen-

symbol 

Addition a+b Summand pl'U8 Summand Summe 

Subtraktion a-b Minuend min'U8 Subtrahend DiOerenz 

Multlpllkatlon a·b Faktor mal Faktor Produkt 

Division a:b Dividend durch Divisor Quotient 

oder 
a 

Zähler durch Nenner Bruch b-
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Ein Produkt aus lauter gleichen Faktoren wird Potenz genannt. Man verwendet fol­
gende Schreibweise: 

a. a = a2 (gelesen: ,,a hoch zwei" oder „a Quadrat"),
a. a. a = a3 (gelesen: ,,a hoch drei").

3.2. Teilbarkeit von Zahlen 

Bei den in diesem Abschnitt dargestellten Eigenschaften von Zahlen handelt es sich nur um die 
Eigenschaften ganzer Zahlen. 

3.2.1. Primzahlen 

Läßt sich eine ganze Zahl durch eine andere ganze Zahl ohne Rest teilen, so wird der 
Divisor Teiler der gegebenen Zahl genannt. 

BEISPIEL 1 

Die Zahl 165 besitzt die Teiler l, 3, 5, 11, 15, 33, 55 und lti5. 

Da jede ganze Zahl durch sich selbst und durch 1 ohne Rest teilbar ist, nennt man iru 
Beispiel 1 die Zahlen 1 und 165 unechte Teiler, während alle übrigen Teiler echte Teiler 
heißen. 
Alle ganzen Zahlen, die keine eckten Teiler besitzen, heißen Primzahlen. Demnach gilt: 

I Eine Primzahl ist nur durch 1 und durch sich selbst teilbar. 

Die ersten Primzahlen sind 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19 usw. Die Zahl 1 ist keine Primzahl.
Alle Zahlen, die echte Teiler besitzen, also z.B. 4, 6, 8, 9, 10, 12, 14, 15 usw., werden 
zusammengesetzte Zahlen genannt. 

I 
Jede zusammengesetzte Zahl läßt sich eindeutig in ein Produkt von Primzahlen
zerlegen. 

Die einzelnen Faktoren einer solchen Zerlegung heißen Primfaktoren. 

BEISPIEL 2 

165 = 3 · 5 · II 

3, 5 und 11 Bind die Primfaktoren; 3 · 5 · II das Primzahle:nprodukt; 165 = 3 · 5 · 11 die 
Zerlegung der Zahl 165. 

Wenn eine Zahl in ihre Primfaktoren zerlegt werden soll, empfiehlt es sich, systematisch
vo!'."zugehen und die Zahl der Reihe nach auf ihre Teilbarkeit durch die Primzahlen 2, 
3, 5, 7 usw. zu untersuchen. Dabei ist zu beachten, daß eine Primzahl auch mehrfach 
als Faktor in der Zerlegung auftreten kann. - Schließlich braucht man bei der Zer­
legung nur diejenigen Primzahlen zu berücksichtigen, deren Quadrat kleiner oder höch­
stens gleich der gegebenen Zahl ist. Im Beispiel 2 braucht man also nur die Primzahlen 
bis zur 11 zu untersuchen, denn 132 ist bereits größer als die gegebene Zahl 165. 
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BEISPIBL 8 

Die Zahl 326 928 i.,t in ihre Prim/aktoren zu zerlegen.

Lösu ng: 

S.2.2.

326928 = 2 · 163464 
= 2 · 2 · 81732 
= 2 · 2 · 2 · 40866 
= 2 · 2 . 2 · 2 · 20433 
= 2 · 2 · 2 · 2 · 3 · 6811 
= 2 . 2 · 2 · 2 · 3 · 7 · 973 
= 2 . 2 · 2 · 2 · 3 · 7 · 7 · 139 

326928 = 2• · 3, 7• · 139 

Tellbarkeltsregeln 

(139 ist Primzahl) 
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Wenn eine ganze Zahl auf ihre Teilbarkeit hin untersucht werden soll, ist es vorteil­
haft, die folgenden Teilbarkeitsregeln für die ganzen Zahlen von 2 bis 10 zu kennen. 

Eine Ziahl ist durch 2 teilbar, wenn ihre letzte Ziffer durch 2 teilbar ist. 

Eine durch 2 teilbare Z�hl nennt man gerade; andernfalls heißt sie ungerade. 

Eine Zahl ist du rch 3 teilbar, wenn ihre Quersumme durch 3 teilbar ist. 

Anmerkung: Die Quersumme einer Zahl ist die Summe der Ziffern, aus denen die Zahl zu­
sammengesetzt ist. So ist z.B. die Quersumme der Zahl 326928 (vgl. 3.2.1., Beispiel 3): 3 + 2 +

+ 6 + 9 + 2 + 8 = 30. De. 30 durch 3 teilbar ist, muß auch 326928 durch 3 teilbar sein. 
Bei der Bildung der Quersumme kann man von vornherein alle durch 3 teilbaren Ziffern strei­
chen und nur noch vom verbloibenden Rest die Quersumme bilden, in unserem Beispiel also 
2 + 2 + 8 = 12. Ist die Quersumme dieeos Restes durch 3 teilbar, so ist auch die ganv.e Zahl 
durch 3 teilbar. 

Eine Zahl ist durch 4 teilbar, wenn die aus ihren letzten beiden Ziffern bestehende 
Zahl durch 4 teilbar ist. 

Eine Zahl ist durch 5 teilbar, wenn ihre letzte Ziffer eine 5 oder eine O ist. 
Eine Zahl ist durch 6 teilbar, wenn sie gerade ist und wenn sich ihre Quersumme 
durch 3 teilen läßt. 

(Hier können bei der Quersummenbildung ähnlich wie bei der Dreierprobe von vornherein alle 
Sechsen gestrichen werdon.) 

Eine Zahl ist durch 8 teilbar, wenn die aus ihren letzten drei Ziffern bestehende Zahl 
durch 8 teilbar ist. 
Eine Zahl ist durch 9 teilbar, wenn ihre Quersumme durch 9 teilbar ist. 

(Auch hier dürfen alle Neunen der Zahl vorher gestrichen werden.) 
Eine Zahl ist durch 10 teilbar, wenn sie mit einer Null endet. 

Die Teilbu.rkeitsregel für die 7 wurde weggelassen, weil sie so umständlich zu handhaben ist, 
daß die Division durch 7 schneller Klarheit über die Teilbarkeit verschafft als die Anwendung 
der Regel. 
2 Elementa.rmathematlk 
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8.2.8. Der größte gemeinsame Teller 

Zwei oder mehrere ganze Zahlen können gemeinsame Teiler besitzen oder nicht. So be­
sitzen die beiden Zahlen 

21 = 3 • 7 und 65 = 5 , 13 

keine gemeinsamen Teiler. Sie sind teilerfremd zueinander. 
Dagegen besitzen die Zahlen 

360 = 23 • 32 , 5 und 945 = 33, 5 , 7

die gemeinsamen Teiler 3, 5, 9, 15 und 45. Von diesen fünf gemeinsamen Teilern ist 
45 der größte. Die Zahl 45 heißt de.her der größte gemeinsame Teiler der Zahlen '360 
und 945. 

I
Der größte gemeinsame Teiler mehrerer ganzer Zahlen ist das Produkt der höch­
sten Potenzen der Primfaktoren, die in jeder dieser Zahlen gleichzeitig enthalten 
sind. 

BEISPIEL 1 

Wie butet der gröpte gemei118a.me Teiler der Zahlen 120, 252, 300, 672 und 29400? 
Lösung: Man benutzt vorteilhaft folgende übeTBichtliche Anordnung: 

120=2·2·2 .3 ·5 
252=2·2 . 3.3 ·7
300=2·2 · 3  ·5·5
672 = 2 · 2 · 2 • 2 · 2 · 3 · 7

29400 = 2 , 2 , 2 
g.g.T. = 2 · 2

·3 .5.5.7.7
· 3 = 12

Der größte gemeinsame Teiler wird in der Bruchrechnung beim Kürzen 11011 Brüchen 
benötigt. 
Schreibt man zwei oder mehrere ganze Zahlen, z.B. 360 und 945, als Produkte mit je 
2 Faktoren, bei denen der eine Faktor der größte gemeinsame Teiler aller Zahlen ist, 
so müssen die Ergänzungsfaktoren teilerfremd zueinander sein. 

BEISPIEL 2 

Der gröpte gemei118a.me Teiler .der beiden Zahlen 360 und 945 ial 45 ( 8iela6 oben!). Die in den 
Zerlegungen 360 = S · 46 und 945 = 21 · 46 au/treteMen Erg(J:nzu.nga/aktoren S und 21 8ind 
tei�r/remde Zahlen. 

Ein einfaches Verfahren zur Bestimmung des größten gemeinsamen Teilers zweier 
Zahlen stellt der EuKLJDische Algorithmus1) dar: Man dividiert die größere der beiden 
Zahlen durch die kleinere. Aus dem Divisor und dem Rest dieser ersten Divisionsauf­
gabe bildet man einen zweiten Quotienten; aus dem Divisor und dem Rest der zweiten 
Division einen dritten Quotienten usw. Dieses Verfahren setzt man so lange fort, bis 
die Division aufgeht. Der Divisor des zuletzt gebildeten Quotienten ist dann der größte 
gemeinsame Teiler der beiden Zahlen. 

BEISPIEL 8 

Mit Hilfe des EUXLiniachen Algorithmua iat der größte gemeinaame Teiler der beiden Zahlen 360 
und 945 zu ermitteln. 

l) Emu.ID (- 365? bis - 300?), griechischer Mathematiker. Algorithmus = Rechenvorschrift.
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Lösung: Man dividiert 
946 : 360 = 2 Rest 225. 

Aus dem Divisor 360 und dem Rest 225 bildet man den Quotienten 
360: 225 = l Rest 135, 

dann 225: 135 = l Rest 90, 
hieraus 135 : 90 = l Rest 45 
und sohließlich 

90: 46=2. 
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Der Dlvisor 45 des letzten Quotienten ist der größte gemeillB&me Teiler der beiden Zahlen 
��� I 

BEISPIEL 4 

Deagl. für die beiden Zahlen 81 und 98. 

Lösung: 98: 81 = l Rest 17,

81: 17 = 4 Rest 13, 

17 : 13 = l Rest 4, 

13: 4 = 3 Rest 1, 

4: l = 4. 

De. der Divisor der letzten Divisionsaufgabe die Zahl l ist, sind die beiden Zahlen 81 und 98
teilerfremd. 

8.2.4. Das kleinste gemeinsame Vielfache 

Die Vielfachen einer Zahl lassen sich durch Multiplikation der Zahl mit den ganzen 
Zahlen leicht ermitteln. 
Sind zwei oder mehrere Zahlen gegeben, so besitzen diese gemeinsame Vielfache. So 
sind z.B. 60, 120, 180, 240 usw. gemeinsame Vielfache der beiden Zahlen 12 und 30. 
Das kleinste gemeinsame Viellache von 12 und 30 ist 60. 
Ein Vielfaches mehrerer Zahlen muß durch jede dieser Ze.hlen teilbar sein. Es muß da­
her jeden Primfaktor mindestens so oft enthe.lten, wie er am häufigsten in einer der 
gegebenen Zahlen auftritt. 

I 
Das kleinste gemeinsame Vielfache mehrerer Ze.hlen ist die kleinste _Ze.hl, die durch
alle gegebenen Zahlen teilbe.r ist. 

Man bestimmt das kleinste gemeinse.me Vielfache wieder am besten durch Zerlegung 
der gegebenen Zahlen in ihre Primfaktoren. 

BEISPIEL 

Ea iat claa kleinate gemeinaame Vielfache der Zahlen 36, 48, 60 und 210 zu beatimmen. 

Lösung: 36 = 2 · 2 • 3 · 3 

48 = 2·2·2·2·3 

60=2·2 .3 ·5

210 = 2 · 3 · 5 · 7 

k.g.V. = 2 • 2 · 2 · 2 · 3 • 3 · 5 · 7 = 5040 

Das kleinste gemeinsame Vielfe.che wird bei der Bestimmung des Hauptnenners meh­
rerer Brüche benötigt. 
Es gibt kein größtes gemeinsames Vielfe.chi's zweier Ze.hlen, de. sich die Folge der gemeinse.men 
Vielfe.chen zweier Ze.hlen no.ch oben hin unbegrenzt weit fortsetzen lii.ßt. 
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3.3. Gewöhnliche Brüche 
8.8.1. Begrlffserkllirungen 
Unter einem gewöhnlichen Bruch oder einer gebrochenen Zahl versteht man einen Aus­
druck der Form : , worin a und b ganze Zahlen sind und b =l= 0 ist1). 
Die über dem Bruchstrich stehende Zahl heißt der Zähler des Bruches, während die 
darunter stehende Zahl der Nenner des Bruches genannt wird. 
Brüche, deren Zähler 1 ist, heißen Stammbt-üche. Demnach sind --} , ! , -} , } , 
Stammbrüche. 2 Jede ganze ZahJ, kann als Bruch mit dem Nenner 1 geschrieben werden: 25 =},
173=1�3.
Jeder Bruch kann als Divisionsaufgabe, umgekehrt kann auch jede Divisionsaufgabe
als Bruch aufgefaßt werden. Dabei entspricht der Zähler des Bruches dem Dividenden, 
der Nenner des Bruches dem Divisor qer Divisionsaufgabe. 
BEISPIEL 1 

5 
e.) ,=5:7

2b) 2:3 = 3
Man unterscheidet echte und unechte Brüche. Bei einem echten Bruch ist der Zähler 
kleiner als der Nenner. Sein Wert ist demzufolge kleiner als 1. 
BEISPIEL 2 

1 3 
51 . .. 2 '. tr , -9 uaw. innd echle Bruche.

Bei einem unecht.en Bruch ist der Zähler größer als der Nenner. Der Wert des Bruches 
ist also größer als 1. Auch diejenigen Brüche, deren Zähler unrl Nenner gleich sind, 
werden unechte Brüche genannt. Sie besitzen den Wert Eins. 
BEISPIEi. 8 

5 9 2 23 .00 h B .. ht 3 , 5 , T , 23 uaw. in unec le ruc .

Eine „gemischte Zahl" ist die Summe aus einer ganzen Zahl und einem echten Bruch. 
Dabei darf das Pluszeichen zwischen der ganzen Zahl und dem Bruch weggelassen 
werden. 
BEISPIEi, 4 

4 4 . 4 4 3 + T = 37. Ea iat zu beachten, daß 3 · 7 =l= 3,f 
Jeder unechte Bruch läßt sich in eine gemischte Zahl verwandeln, indem man die dem 
Bruch entsprechende Divisionsaufgabe durchführt. 
BEISPIEL o 

11 . 11 1 
5 = 11 : 5 = 2 Real, 1. Demnach Mt 5 = 25 .

1) DM Zeichen =J= wird gelesen „ungleich" oder „verschieden von".
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Die Umwandlung einer gemischt.en Zahl in einen unecht.en Bruch wird erst im Ab­schnitt 3.3.3. behandelt. Die Brüche liegen auf dem Zahlenstrahl zwischen den ganzen Zahlen. 
8.8.2. Erweitern und Ktlrzen von Brftohen 

I Ein Bruch wird erweit.ert, indem Zähler und Nenner mit derselben Zahl, der Er­weiterungszahl, multipliziert werden. Ein Bruch wird gekürzt, indem Zähler und Nenner durch dieselbe Zahl, die Kürzungszahl, dividiert werden. Beim Erweitern bzw. beim Kürzen ändert sich die Form, nickt aber der Wert eines Bruches. 
BEISPIELE l 3 3 · 5 15 D B 1 

3 de • 5 . .. . 8 = S-:-S = 40 . er nu:,. 8 wur „ mit enoeitert .
2 lö 15 : 5 3 �. B ..• 1 

15 ..,_ . 5 ,. .. .. · 40 = 40 : 5 = 8 . J..Jer ruu• 40 u,ur..., ,,mit ge„urzt .
Das Erweit.ern von Brüchen wird benötigt, wenn mehrere Brüche mit verschiedenen Nennern auf einen gemeinsamen Nenner, den Hauptnenner, gebracht werden sollen. 
I 

Der Hauptnenner mehrerer Brüche ist das kleinst,e gemeinsame Vielfache aller Ein­zelnenner. 
BEISPIELS Die B .. he 3 5 13 17 

nd 
49 llen I 

. . 
N ehr ht d nu: 8 , 24 , 72 , 108 u 120 80 au einen gemeinsamen enner g ac wer en.Lösung: Bestimmung des Hauptnenners durch Faktorenzerlegung der Einzelnenner: 8 = 21 31

• 5 = 135 24=21 ·3 31 ·5 = 45 72 = 21• 31 3·5 = 15 108 = 21• 31 2·5 = 10 120 = 21 
• 3 · 5 31 = 9 HN = 21 • 38 • 5 = 1080 Anmerkung: Hinter jeder Faktorenzerlegung sind nach der Bestimmung des Hauptnenners gleich die Erweiterungsfaktoren für jeden Bruch notiert worrlen. Diese Erweiterungsfaktoren erhält man, wenn man die Ergänzungsfaktoren zum Hauptnenner miteinander multipliziert. Es ergeben sich somit folgende Brüche: 3 3 · 135 405 8 = 8 · 135 = 1080 13 13 • 15 195

5 5.45 225 24 = 24 · 45 = 108017 17 • 10 170 108 = 108 · 10 = 1080 49 49.9 441 

Das Kürzen von Brüchen ist insofern bedeutungsvoll, als es große Zahlen in Zähler und Nenner in kleinere verwandelt, so daß dadurch das Rechnen erleichtert wird. Es gilt als Grundsatz bei vielen Aufgaben mit gewöhnlichen Brüchen: 
I Erst kürzen, dann. rechnen! 
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Die größte Zahl, mit der ein Bruch gekürzt werden kann, muß alle in Zähler und Nenner
gemeinsam enthaltenen Teiler als Faktoren enti:ialten.

I 
Die größte Kürzungszahl für einen Bruch ist demnach der größte gemeinsame Tei­
ler von Zähler und Nenner. 

BEISPIEL 4
Der Bruch 14i:o i.91 durch Kürzen zu vereinfachen.
Lösung: Es ist 405 = 34 • 5 und 1080 = 23 • 38 • 5. Der größte gemeinsame Teiler von 405 
und 1080 ist demnach 33 • 5 = 135 ; folglich ist 

405 405 : 135 3 
1080 = 1080 : 135 = 8 . 

8,8.8. Addition und Subtraktion gewllhnllcher Drilche 

Besitzen mehrere Brüche gleiche Nenner, so heißen sie gleichnamig; besitzen sie ver·
schiedene Nenner, so werden sie ungleichnamig genannt. Ungleichnamige Brüche lassen
sich gleichnamig machen, indem sie durch Erweitern auf den Hauptnenner gebracht
werden.
Für die Addition und Subtraktion gewöhnlicher Brüche gilt folgender Satz:

I
Gleichnamige Brüche werden addiert (subtrahiert), indem man ihre Zähler addiert
(subtrahiert) und den Nenner beibehält.
Ungleichnamige Brüche sind vor dem Addieren (Subtrahieren) gleichnamig zu
machen. Der Hauptnenner ist das kleinste gemeinsame Vielfe.che aller Einzel­
nenner.

BEISPIELE
7 5 7 + 5 12 1

1. 24 + 24
=

24
=

24
=

2 

7 5 7-5 2 l 2· 24 24 - 24 - 24 - l2 

2 2·4 1·3 8-3 5 3· 3 - 4 - 3 · 4 - 4 • 3 - 12 - 12

4 �-�+_!_2.+�=· . 
4 6 9 12 48 1 

Lös ung: Bestimmung des Hauptnenners und der Erweiterungsfaktoren (vgl. 3.3.2., Bei­
spiel 3). 

4 = 2•
6 = 2 -3
9 = 3•

12 = 22 • 3
48 = 24 ·3 

HN = 24 • 39 = 144 

2• · 3• = 36
28 ·3 =24
24 = 10
21 • 3 = 12 

3 = 3
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Damit wird 
3 5 2 7 23 3 • 36 - 5 • 24 + 2 · 16 - 7 • 12 + 23 • 3 

4-6 + 9-12
+ 48 = l« 

108 - 120 + 32 - 84 + 69 5 
l« = l« 
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Beachtet man, daß sich jede ganze Zahl auch als Bruch mit dem Nenner 1 schreiben 
läßt, so kann man jede gemischte Zahl in einen unechten Bruch verwandeln oder, wie 
der Fachausdruck lautet, ,.einrichten"

BEISPIEL& 

32_ = 3 + 2_ =
3·9+7=�

9 9 9 9 

Bei gemischten Zahlen ist es vorteilhaft, wenn man die ganzen Zahlen und die Brüche 
getrennt addiert bzw. subtrahiert. 

BEISPIELE 

6 52_ + 3� = 5 + 3 + 2_ + � = S + 35 + 16 = 8 + � = 9 !_! 
. 8 5 8 5 � � � 

7 52_ - 3� = 5 - 3 + _?... -� = 2 + 35 - 16 = 2 + � = 2�' 8  5 8 5 40 40 40

8.8.4. Multiplikation von Brüchen 

Da sich jede ganze Zahl als Bruch mit dem Nenner 1 schreiben und jede gemischte 
Zahl sich in einen unechten Bruch verwandeln läßt, genügt es, die folgende Multi­
plikationaregel für gewöhnliche Brüche zu kennen: 

I 
Brüche werden miteinander multipliziert, indem man das Produkt der Zähler durch 
das Produkt der Nenner dividiert. 

Man spart unter Umständen erheblichen Aufwand an Rechenarbeit ein, wenn man 
grundsätzlich jede Möglichkeit zu kürzen vor dem Multiplizieren ausnutzt. 

BEISPIELE 
l 5 

13.35=�= l·li_ 5l. 14 52 � • fll' ·2 • 4' - 8
2 4 

2 25• � = 25 • 4 = � = 11.!..' 9 l ·9 . 9 9 
:J 

l 9 J-6'....e' l · 3 
3· 5i · 16 � ....r- �= n = 3

5 2 

2 7 , l l = :,H;';)Y = 5 · 2 _ 10 _ 3 l4· 9 5 K·.if 3 · l 3 3 
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Soll eine gemischte Zahl mit einer ganzen Zahl multipliziert werdei,, .so ist es rationeller, 
wenn man, anstatt die gemischte Zahl vorher einzurichten, wie folgt rechnet: 

BEISPIEL 8 

24-� · 2 = 24 · 2 + -� · 2 = 48 + � = 49 _!__ 
8 S 4 4 

8.8.ii. Der Kehrwert eines Bruches 

I
Den Kehrwert (reziproken Wert) eines Bruches erhält man, indem man Zähler und 
Nenner des Bruches miteinander vertauscht. 

Bruch und Kehrwert des Bruches 8ind im allgemeinen 'verschieden voneinander. 

BEISPIELE 

1. Der Kehrwert von --} ist � . 

2. Der Kehrwert von} iat f = 9. 

3. Der Kehrwert von 5 iat i.

4. Der Kehrwert von 2f iat �. 

Das Produkt aus einer Zahl und ihrem Kehrwert ist stets 1. 

BEISPIEL o 

Der Kehrwert von f iat : • Daa Produlrl der beiden Zahlen iat {- • } = 1. 

Der Kehrwert vom Kehrwert einer Zahl ist wieder die ursprüngliche Zahl. 

BEISPIEL 8 

Der Kehrwert von ! iat : . Der Kehrwert hiervon ist wieder die ura-priingliche Zahl f. 
Bevor man den Kehrwert einer Summe von Brüchen bilden kann, müssen die Brüche 
addiert werden (vgl. Beispiel 4). 

BEISPIEL 7 

Ea iat der Kehrwert der Summe ! + i - : zu bilden. 

Lösung: Es ist {- + i - f == 8 + �
2
- 10 = � • Folglich ist der Kehrwert der gegebener 

Summe die Zahl 12. 

8.8.6. Division von BrD.chen 

Für die Division von Brüchen gilt die Regel: 

I Man dividiert durch einen Bruch, indem man mit seinem Kehrwert multipliziert 
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BEISPIELE 
l 3 1. 7 : 3 = 7 . T = 21 

2 6 2 7 7
2· 5: T = 5. 6 = i5 

3 15 l 3 3· 3°4 = 5 = -r 5 = 4 

4 7
2_.

5
! 

= 
�-� 

= 
567 = 1167 

· s· 9 s 50 400 400 

3.8.7. Doppolbrllcbo 

Doppelbrüche sind Brüche, deren Zähler bzw. Nenner wiederum Brüche sind, L.B.:
5 5 

1.
3 

2.
3 3. 5 

2 ' 2 ' 3 
5 2 
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Treten Doppelbrüche auf, so vereinfacht man sie, indem man die dem Doppelbruch
entsprechende Divisionsaufgabe löst.
BEISPIELE 

5 
3 5 2 25 l 

l. 
2

=
3·5-6-4----ä-' 

5 

5 
3 5 5 

2· 2
=

3 =2=
6, 

5 3 10 1 
3· T = 5: 2 

= 
3 

= 3
3 . 

2 

Beim Rechnen mit Doppelbrüchen ist darauf zu achten, welcher der Hauptbruchstrich
5 

ist, denn wie die Beispiele 2 und 3 zeigen, besitzen+ und+ völlig verschiedene Werte.
2 

Es ist daher notwe11dig, den Hauptbruchstrich durch größere Länge hervorzuheben.
Bei komplizierteren Doppelbrüchen empfiehlt es sich, zunächst Zähler und Nenner
für sich zu vereinfachen und dann erst zu dividieren.
BEISPIELE 

3 2 13 
2 + 3 = 6 

= 
13 . 5 

= 
13 

= 2 3 
4· 3 2 5 6 . 6 5 5 

2-3 6 
4 2 3 1 

9 +3-4+6 
·s. 17 3 5 

24+8-6 

16 + 24 - 27 + 6 
36 19 6 19 1 

__ 1_7 _+�9�--2�0�- = 36: 24 = 9 = 2i"
24 
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3.4. 8.4.1. Dezimalbriiche 
Begriffserklärungen 

I End.liehe Dezimalbrüche sind Brüche, deren Nenner Potenzen von 10 sind. BEISPIEL 1 
a) :0, b) 1�0, o) 1 =�O 'U8W. Bind endliche Dezimalbrüche.Sie werden jedoch selten in der im Beispiel 1 angeführten Form geschrieben, sondernmeistens in der Dezimalschreibweise mit Hilfe eines Kommas. De.bei besitzt nach 2.2.jede Stelle vor und hinter dem Komme. einen ganz bestimmten Stellenwert.BEISPIEL 2 

3 e.) Tii = 0,3 7 b) 100 = 0,07 
7043 

c) 1000 000 = 0,007043De.raus erkennt man folgende Regel für die Schreibweise von Dezimalbrüchen:

I Bei einem endlichen Dezimalbruch wird nur der Zähler hingeschrieben, während der Nenner durch die Kommastellung gekennzeichnet wird. De.bei werden vom Zähler so viele Stellen von rechts her durch das Komma abgetrennt, wie der Nenner Nullen besitzt. Der Wert eines Dezimalbruches ändert sich nicht, wenn Nullen als letzte Stellen hin­ter dem Komma hinzugefügt bzw. weggestrichen werden, de. dies nur ein Erweitern bzw. Kürzen mit einer Potenz von 10 bedeutet. BEISPIEL 8 a) 0,67 = 0,67000 (enveitert mit 1000: 1'3:o = 1::)b) 0,050 = 0,05 (uckürzt mit 10 : 1:0 = 1�)Neben den endlichen Dezimalbrüchen gibt es e.uch unendliche Dezimalbrüche. Diese können reinperiodisch, gemischtperiodisch und nichtperiodisch sein.BEISPIEL 4 a) i = 0,333 ... und�= 0,001001001 ... Bind reinperiodi8che unendliche Dezimalbrüclie.b) {2 = 0,58333: .. i8t ein gemi8chtperiodi8cher unendlicher Dezimalbruch.c) 7t = 3,14159 ... i8t ein nichtperiodi8cher ur-endlicher Dezimalbrudi.8.4.2. Addition und Subtraktion von Dezlme.lbrllchen Dezimalbrüche können wie ganze Zahlen addiert bzw. subtrahiert werden, wenn man sie so untereine.nderschreibt, daß Komme. unter Komme. steht. BEISPIEL 1 a) 35,0674 + 2,5732 = 35,0674+ 2,573237,6406
b) 35,0674 - 2,5732 = 35,0674- 2,573232,4942
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Besitzen die einzelnen Zahlen verschiedene Stellen hinter dem Komma, so können die 
am Ende fehlenden Stellen durch Nullen aufgefüllt werden. 

BEISPIEL 2 

0,54 + 0,0873 + 13,06052 + 253,8703 

Lösung: Entweder 0,54000 

0,08730 

13,06052 

253,87030 

267,55812 

oder einfacher 0,54 

8.4.8. Multiplikation von Dezimalbrüchen 

0,0873 

13,06052 

253,8703 

267,55812 

Dezimalbrüche werden zunächst ohne Rücksicht auf die Kommastellung multipliziert. 
Erst im Ergebnis teilt man dann von rechts her so viele Stellen durch das Komma 
ab, wie sämtliche Faktoren zusammen Stellen hinter den Kommata besitzen. Sollten 
dabei vorn Stellen fehlen, so sind diese durch Nullen aufzufüllen. 

BEISPIEL 1 

a) 0,37 · 563,62 = ? Lösung: 56362 · 37 

169086 

394534 

2085394 
0,37 · 563,62 = 208,5394 

b) 0,027 · 0,014 = ? 27 · 14 = 378 

0,027 · 0,014 = 0,000 378 

c) 0,028 = ? 28 = 8 
0,028 = 0,000 008 

Der Wert eines Produkts von Dezimalzahlen ändert sich nicht, wenn man in einem 
Faktor das Komma genau so viele Stellen nach rechts rückt, wie man es in einem 
anderen Faktor nach links verschiebt. 

BEISPIEL!! 

Ea ist 47,2 • 0,08 = 4,72 • 0,8 = 0,472 · 8 uaw. 

8.4.4. Division von Dezimalbrüchen 

Die Division von Dezimalbrüchen durch eine ganze Zahl wird zunächst so durch�eführt 
wie die Division zweier ganzer Zahlen. Wird bei der Division im Dividenden das Komma 
überschritten, so ist im Quotienten ein Komma zu setzen. 

BEISPIEL 1 

a) 1057,602: 13 = 81,354 

17 

46 

70 

52 

b) 0,070812: 84 = 0,000843 

00708 

361 

252 



28 3. DBB Rechnen mit bestimmten Zahlen 

Ist durch einen Dezimalbruch zu dividieren, so erweitert man Dividend und Divisor 
rlerart, daß der Divisor eine ganze Zahl wird. 

BEISPIEL 2 
a) 2,601 : 0,17 = 260,l: 17 = 15,3 

b) 0,0035112: 0,042 = 3,5112: 42 = 0,0836 

8.4.5, Umwandlung gewilhnlleher Drilche In Dezlmalbrtlehe und umgekehrt 

Ein gewöhnlicher Bruch wird in einen Dezimalbruch umgewandelt, indem man die 
dem Bruch entsprechende Divisionsaufgabe löst. 

BEISPIEL 1 
3 a) 4 = 3: 4 = 0,75 

5 b)
160 

= 5: 160 = 0,03125 

Geht die Division nicht auf, so kehrt von einer gewissen Stelle an eine Ziffer bzw. eine 
Ziffernfolge immer wieder. Diese sich wiederholende Ziffer bzw. die kleinste immer 
wiederkehrende Ziffernfolge wird Periode des Dezimalbruches genannt. 
Die Periode eines Dezimalbruches wird durch Überstreichen der sich wiederholenden 
Ziffer bzw. Zifferngruppe gekennzeichnet; der Bruch wird nach der ersten Periode ab­
gebrochen. 
Beginnt die Periode unmittelbar hinter dem Komma, so heißt der Bruch reinperiodisch. 

BEISPIEL !l 
l -

a) a = l: 3 = 0,333 •.. = 0,3 

2 -
b) 999 = 2: 999 = 0,002002 ... = 0,002

0,3 und 0,002 11111d reinperiodiache Dezimalbrüche.

Gehen der Periode eines Dezimalbruches noch andere Ziffern voraus, so heißt der De­
zimalbruch gemischtperiodisch. 

BEISPIEL 8 
7 -

a) 12 = 7 : 12 = 0,58333 ... = 0,58 3 

3 �� 
b) 14 = 3: 14 = 0,214 285 714 285 714 ... = 0,2 142857 

0,58 3 und 0,2 142875 Bind gemischt-periodische Dezinuuhriiche. 

Jeder nichtperiodische endliche Dezimalbruch läßt sich ohne weiteres in einen gewöhn­
lichen Bruch verwandeln. 

BEISPIEL 4 
3 a) 0,003 = 1000 

875 35 .. b) 8,75 = 100 = 4 (Kurren!) 

Ein rein periodischer Dezimalbruch· wird in einen gewöhnlichen Bruch verwandelt, in­
dem man die Periode als Zähler und als Nenner so viele Neunen schreibt, wie die 
Periode Stellen besitzt. 
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BEISPIEL o 

- 927 103 
o,927 = 

999 
= TII 

Begründung: DBB lOOOfe.che von 0,927 ist 927,927. 
DBB He.ehe von 0,927 ist 0,927. 

Durch Subtraktion fällen e.lle Stellen der Periode fort. 
DBB 999fe.che von 0,927 ist 927. 

Folglich ist 
927 103 

o,021 = 
999 

= TII • 

wie es behauptet worden we.r. 

Bei gemischtperiodischen Dezimalbrüchen geht man wie folgt vor: 

BEISPIEL 6 

0,4352 aoll in einen gewöhnlichen Bruch verwandelt werden. 

Lösung: De., lOOOOfache von 0,4352 ist 4352,52 . 
DBB lOOfäche von 0,4352-ist 43,52 . 

Durch Su btre.ktion fällen alle Stellen der Periode fort: 
DBB 9900fäohe von 0,4352 ist 4309. 

- 4309
Damit ist 0,4352 = 

9900 , 

8.4.6. Das Runden von Dezlmalbrllehen 
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Da die Zahlen in der Praxis meist nur bis zu einer bestimmten Stellenzahl benötigt 
werden, werden sie, falls sie mehr Stellen als erforderlich besitzen, den jeweiligen Ge­
nauigkeitsansprüchen entsprechend gerundet. Dies geschieht nach der folgenden Run­
dungsregel: 

Die letzten, nicht benötigten Stellen eines Dezimalbruches werden weggelassen, 
wenn die erste der weggestrichenen Ziffern eine 0, 1, 2, 3 oder 4 ist. (Der Bruch 
wird abgerundet.) 
Ist die erste der weggestrichenen Ziffern eine 6, 7, 8 oder 9, so wird die letzte stehen-
bleibende Ziffer um 1 erhöht. (Der Bruch wird aufgerundet.) 
Ist die erste der weggestrichenen Ziffern eine 5, so gelten folgende Anweisungen: 

a) Folgen auf die fragliche 5 noch weitere von NulZ verschiedene Ziffern, so ist auf­
zurunden.

BEISPIELE 

3,14159"" 3,142 ; 2,75003"" 2,8

b) Folgen auf die fragliche 5 keine weiteren Stellen oder nur noch Nullen, so ist für das
Runden die Art dieser 5 entscheidend. 
Ist bekannt, daß die 5 durch Aufrunden entstanden ist, so wird abgerundet. Ist be­
kannt, daß die 5 durch Abrunden entstanden ist, so wird aufgerundet.
Ist von der fraglichen 5 nicht bekannt, durch welche Art von Runden sie ent­
standen ist, oder ist sicher, daß sie eine „genaue" 5 ist (d.h., daß sie überhaupt
nicht durch Runden entstanden ist), dann wird so gerundet, daß die letzte atehen­
blei�nde ZiUer eine gerade Zahl wird.
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BEISPIELE 
Entafßnd 0,1265 aus 0,12648, ao iat 0,1266:::::: 0,126. Entstand 0,1265 dagegen durch Abrunden 
aus 0,12654, ao wird 0,1265 :::::: 0,127. 

Femer iat--} = 0,126:::::: 0,12, dagegen ! = 0,76 ""'0,8, denn hier wurden „genaue" Fünfm 
gerundet. 

Diese Rundungsregel wurde „für alle Zweige der Wissenschaft und Technik ... , jedoch 
nicht für das Geldwesen ... " zum Standard erklärt. 

BEISPIEL 1 
0,42576 auf die erste Stelle hinter dem Komma gerundet gibt 0,4; auf die zweite Stelle gerundet 
erlaäU man 0,43; auf die dritte Stelle: 0,426 und auf die vierte Stelle: 0,4258.

Die durch das Runden entstehende Ungenauigkeit kann damit nie größer werden als 
5 Einheiten des Stellenwertes der ersten weggelassenen ZiOer. 
Aus diesem Grunde darf eine beim Runden als letzte Ziffer entstehende Null nie weg­
gelassen werden, da durch ihr ausdrückliches Mitschreiben angedeutet wird, daß die 
Dezimalzahl bis zu dieser Stelle genau ist und daß die durch das Runden entstandene 
Ungenauigkeit 5 Stellen der nächsten Dezimalstelle nicht übersteigt. 

BEISPIEL!! 
Die ZahJ 0,143 kann durch Runden aus den ZahJen von 0,1426 bi.8 0,1434 entstanden aein; 
0,1430 dagegen aus den ZahJen von 0,14296 bi.8 0,14305.

Umgekehrt dürfen bei Dezimalbrüchen, die gerundet worden sind, keine Nullen mehr 
angehängt werden, da diese eine nicht vorhandene Genauigkeit vortäuschen würden. 

BEISPIELE 
3. 0,249903 a,i,/ 6 Stellen hinter dem Komma gerundet: 0,24990 

0,:249903 au/ 4 Stellen hinter dem Komma gerundet: 0,2499 
0,249903 au/ 3 Stellen hinter dem Komma gerundet: 0,25 0 
0,249903 au/ 2 Stellen hinter dem Komma gerundet: 0,25 
0,249903 au/ 1 Stelle hinter dem Komma gerundet: 0,2 
Anmerku ng: Beim Runden a.uf eine bestimmte Stellenza.hl ist stets von der gegebenen Za.hl 
auszugehen: nich t etwa. von einem bereits gerundeten Wert. 

4. Die ZahJ 57465 ergibt au/ Zehner gerundet 5,746 · 10 1, auf Hunderter genau 5,76 · 101, auf 
Tausender genau 6,7 • 101 und auf Zehntausender genau 6 · 101• 

Zuweilen werden die Fehlergrenzen bei gerundeten Zahlen mit angegeben. So würde 
man bei den Zahlen aus Beispiel 2 wie folgt schreiben: 0,143 ± 0,0005 bzw. 0,1430
± 0,00006.

3.6. Potenzen und Wurzeln 

8.ö.l. Quadrate und Kuben 

Für das Produkt mehrerer gleicher Faktoren schreibt man zur Abkürzung eine Potenz. 

BEISPIELE 

1. 26 • 26 · 26 = 268 (geleaen: 26 hoch 3) 

2. 8,3 · 8,3 · 8,3 · 8,3 · 8,3 = 8,3• (geleaen: 8,3 hoch 5) 
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Die Potenzen, die bei Zahlenrechnungen am häufigsten auftreten, sind die zweiten 
und die dritten Potenzen. Man nennt sie auch Quadrate (oder Quadratzahlen) und Ku­
ben (oder Kubikzahlen).
Die Bezeichnung Quadratzahl bzw. Kubikzahl für a• bzw. a3 kommt de.her, weil die Zahl a• den 
Flächeninhalt eines Quadrates mit der Seitenlänge a und die Zahl a3 das Volumen eines Würfels 
(le.t. cubus) mit der Kantenlänge a angibt. 
Die Zahl, deren Potenz berechnet werden soll, heißt Grundzahl.

Für die Potenzen von Dezimalzahlen gelten einfache Kommaregeln. 
Es ist 1212 =14 641 

12,12 = 146,41 
1,2!2 = 1,4641 

0,1212 = 0,014641 usw. 

Es ist zu erkell.o.Bn, daß sich bei gleichbleibender Ziffernfolge in der Grundzahl die 
Ziffernfolge des Quadrates nicht ändert, sondern daß nur das Komma jeweils an eine 
andere Stelle tritt. Man erkennt als Kommaregel für Quadratzahlen:

I
Wird in der Grundzahl das Komma um 1, 2, 3, ... Stellen nach links (rechts) ge­
rückt, so ist das Komma im zugehörigen Quadrat um 2, 4, 6, . .. Stellen nach links 
(rechts) zu verschieben. 

Entsprechend erkennt man aus 
1218 = 1 771 561 
12,!8 = 1 771,561 
1,218 = 1,771 561 

0,12!8 = 0,001 771 561 usw. 
die Kommaregel für Kubikzahlen:

I
Wir� in der Grundzahl das Komma um 1, 2, 3, .. . Stellen n11,ch links (rechts) ge­
rüokt, so ist das Komma in der zugehörigen Kubikzahl um 3, 6, 9, ... Stellen nach 
links (rechts) zu verschieben. 

8.6.2. Quadrat- und Kubikwurzeln 1) 

Die Quadratwurzel aus einer Zahl a (geschrieben: V;i) ist diejenige Zahl, die a ergibt, 
wenn man sie quadriert. 
Es ist also v-

a = b, wenn b8 = a.

·-

Die Kubikwurzel aus einer Zahl a (geschrieben: Va; gelesen: Kubikwurzel aus a bzw. 
dritte Wurzel aus a) ist diejenige Zahl, die a ergibt, wenn man sie in die dritte Potenz 
erhebt: 

wenn c3 = a.

Die Zahl a, aus der die Wurzel zu ziehen ist, heißt Radikand2). Die Rechenoperation, 
einen Wurzelwert zu bestimmen, wird Radizieren oder Wurzelziehen genannt. 
') Die hier gemachten Festsetzungen über die Quadrat- und die Kubikwun:eln gelten nur für 
solche Zahlen a, b und c, die;.;; 0 sind. (V�!. hierzu Abschnitt 6.1.1.!) 
•) rndix (lat.) die Wurzel. 
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BEISPIEL 1 

·-

a) Ea iat VM = 8 ,  weil 8' = 64. 
fr.,:-

b) Ea iat y64 = 4, weil 43 
= 64. 

Da. Radizieren und Potenzieren eng miteinander verwandt sind, gelten für die Wurzeln 
ähnliche Kommaregeln wie für die Potenzen. 

I
Wird im Ra.dika.nden einer Qua.dra.twurzel das Komma. um 2, 4, 6, ... Stellen na.ch 
rechts (links) verschoben, so ist das Komma. im zugehörigen Wurzelwert um 1, 
2, 3, ... Stellen nach rechts (links) zu rücken. 

BEISPIEL 2 

l'0,0729 = 0,27 

Entsprechend gilt: 

l'7.20 = 2,7 l'729 = 27 ]172900 = 270 

I
Wird im Radikanden einer Kubikwurzel das Komma. um 3, 6, 9, ... Stellen na.ch 
rechts (links) verschoben, so ist da.s Komma. im zugehörigen Wurzelwert um 1, 2, 
3, ... Stellen nach rechts (links) zu rücken. 

BEISPIEL 8 

yo,129 = o,o }'729 = 9 

3.6. Tabellenrechnen 

8.6.1. Bedeutung der Zahlentabellen 

·--

V729000 = 90 

Jedes Tabellenwerk (auch Tabelle oder Tafel genannt) ist ein Hilfsmittel zur Steigerung 
der Arbeitsproduktivität eines Rechners. Da.durch, daß in den Tabellen die Ergebnisse 
häufig wiederkehrender Rechnungen zusammengefaßt sind, ersparen sie dem Rechner, 
der sicher mit ihnen umzugehen weiß, langwierige Rechenarbeit. 

Tafel 1. Potenzen, Wurzeln, Kehrwerte, Kreisumfänge und -inha.lte (455···465) 

n• ]in 
1000 1tn' 

n 4 

455 207025 94196375 21,3307 7,6914 2,19780 1429,4 162507 
456 207936 94818 816 21,3542 7,6970 2,19298 1432,6 163313 
457 208849 95443993 21,3776 7,7026 2,18818 1435,7 164030 
458 209764 96071 912 21,4009 7,7082 2,18341 1438,8 164748 
459 210681 96702579 21,4243 7,7138 2,17865 1442,0 165468 

460 211600 97 336000 21,4476 7,7194 2,17391 1445,1 166190 
461 212521 97972181 21,4709 7,7250 2,16920 1448,3 166 914 
462 213444 98 611128 21,4942 7,7306 2,16450 1451,4 167 639 
463 214369 99252847 21,5174 7,7362 2,15983 1454,6 168365 
464 216296 99897344 21,5407 7,7418 2,16517 1457,7 169093 

---

465 216225 100544625 21,5639 7,7473 2,15054 1460,8 169823 

Voraussetzung für ein erfolgreiches und zeitsparendes Arbeiten mit einer Zahlen­
tabelle ist, daß man es versteht, alle Vorteile der vorhandenen Tafeln auszunutzen. Es 
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wird daher jedem, der eine neue Tabelle erwirbt, dringend empfohlen, vor deren Ge­
brauch sorgfältig die Erläuterungen zu studieren, die den meisten Tafeln beigegeben 
sind. Aus diesen Erläuterungen ist zu erkennen, welche Zahlenwerte aus den einzelnen 
Tafeln entnommen werden können und in welcher Weise man dabei am vorteilhaf­
testen vorgeht. 
Alle Betrachtungen dieses Buches über das Rechnen mit Zahlentabellen beziehen sich 
auf das Tafelwerk „Fünfstellige Logarithmen und andere mathematische Tafeln", be­
arbeitet von DR. FRITZ MÜLLER, das im VEB Fachbuchverlag erschienen ist. Da dieses 
Tafelwerk im Anhang eine sehr ausführliche Anleitung zum Gebrauch der eip.zelnen 
Tabellen besitzt, reicht es aus, wenn die Anwendungsmöglichkeiten hier nur noch an 
einigen Beispielen demonstriert werden. 
Tafel 1 zeigt einen Ausschnitt aus diesem Tabellenwerk. 

3.6.2. Aufsuchen von Quadratzahlen 

Unter Beachtung der Kommaregeln lassen sich Quadratzahlen aufsuchen, indem man 
von der Spalte n zur Spalte n2 übergeht, aber auch dadurch, daß man von der Spalte 
Vn zur Spalte n übergeht. 

BEISPIELE 
1. 4,58' = 20,9764
2. 213,32 

""' 45500
(Übergang tion n zu n'.) 

rübergang ecm Vn zu n.J 1> 

3.6.3. Aufsuchen von Quadratwurzeln 

Zur Bestimmung der Quadratwurzeln kann man von der Spalte n zur Spalte yn, aber 
auch von der Spalte n2 zur Spalte n übergehen. 

BEISPIELE 
1. v'4.66 ""' 2,13542
2. y2106,8l = 45,9

(Übergang·von n zu yn.) 

(Übergang von n• zu n.) 

3.6.4. Aufsuchen von Kubikzahlen 
3.-

Die Kuben findet man durch Übergang von n zu n3 bzw. von Vn zu n. 

BEISPIELE 
1. 45,83 = 96071,912
2. 0,77033 ""' 0,457

(Übergang von n zu ns.) 

(Übergang rnn Vn zu n.) 

3.6.6. Aufsuchen von Kubikwurzeln 
·-

Die Kubikwurzeln bestimmt man, indem man entweder von n zu jln oder von n3 

zu n übergeht. 

BEISPIELE 
1. y459000..,, 11,138

. lrC.n 2. l94,2 ""'4,55

·-

( Übergang vun n z� Vn.) 

(Übergang von n3 zu n.) 

1) Das Zeichen""' wird gelesen: ,,annähernd gleich" oder „ungefähr gleich".
3 Elcmeotarmnthemntlk 
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8.6.6. Anhnohen der Kehrwerte 

Der Kehrwert von n ist_!__. Da dies aber für sehr große Werte von n eine sehr kleine 71 
Zahl ist, wurden in der Tabelle die Werte lOOO angegeben. 71 
BEISPIELE 

1000 
( 

1000 ) 1. 46
7 

""' 2,18818 Übergang oon 71 zu. ----;-- • 
1 aber: 467 ""'0,00218818 (Kommaverachiebunr, beachten/)

1 2· 2 ,1978 ""' 0•455 ( Übergang von 1� zu. 71.)

8.6.7. Weitere Anwendungamögllehkelten der Tabelle 

Aus der Vielzahl der Anwendungsmöglichkeiten seien noch einige Beispiele heraus­
gegriffen. 
Geht man von einer Zahl Z aus der Spalte für Vn zur Spalte t;; über, 80 erhält man 

yxi. 
BEISPIBL 1 

i21.4•.,. 7,71 
Lösung: Geht man von der Zahl 21,4 in der Spalte für }'n aua, so steht unter 71 der 
Wert 21,41 und unter i'n dann der llBBUohte Wert t21,4•.,. 7,71. 

Geht man von einer Zahl z aus der Spalte für tn zur Spalte fn über, so erhält man 
yii. (BegründungY) 

BEISPIEL I 

y1,a988 
... 21,35 

Beim Übergang von einer Zahl z aus det Spalte 7t71 zur Spalte n ergibt sioh der 
Wert� . (BegründungY) 

'lt 

BEISPIEL 8 

Ea ist 14�42 ""' 4,59. Daraua folgl durch Übergang zu anderen Spallen weiter: 

(14
�
42 )" ... 21.07 c4�42r ... 96,70 v14�42 

... 2,14 � ... 0,77 

Beim Übergang von einer Spalte in die Spalten der "'uadrat- oder der Kubikwurzeln
iet Vorsicht geboten, da hier die Kommastellungen genauesten& zu beachten sind. 
Man mache sich für das Tafelrechnen wie für jedes andere Rechnen den Gnnad,atz zu 
eigen: 

I 
Bevor eine Aufgabe gelöst wird, ist der ungefähre Wert des Ergebniaaes duroh eine
Überachlagarechnung featzustellen. 

Dadurch werden grobe Fehler auf alle Fälle vermieden. 
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8.8.8. Interpolation 

Die vorliegende Tabelle gestattet es zunä.chst nur, die Que.dre.te, Kuben, Quadrat­
wurzeln usw. von Zahlen mit drei geltenden Ziffern zu entnehmen. Durch das Verfah­
ren der llneBl'tln Interpolation ist es jedoch auch möglich, den Gültigkeitsbereich der 
Te.bellen auf vierziffrige Zahlen zu erweitern. Das Verfahren der linearen Interpola­
tion soll an einem Beispiel ausführlich dargestellt werden. 

BEI8PIELE 

l. Ea aoU t4ll6,3 ermitteU werden. 

Lösung: Der Radikand liegt zwischen den beiden Ze.hlen 456 und 457. Daher muß auch 
�456,3 zwischen v41i6,0 und V4ö7,0, d.h. zwischen den beiden in der Tafel stehenden Werten 
7,6970 und 7,7026 liegen. 
Während der Radikand von 456,0 bis 457,0 um 10 Einheiten der letzten Stelle anwächst, 
wachsen die zugehörigen Wurzelwerte von 7,6970 bis 7,7026 an, d.h. um 56 Einheiten der 
letzten Stelle. Verteµt man diese 56 Einheiten bei den Wurzelwerten gleichmllßig auf die 
10 Einheiten bei den Radikanden (daher „lineare" Interpolation), so kommen auf 1 Einheit 
Zuwachs bei den Radikanden li,6 Einheiten Zunahme bei den Wurzelwerten. Der gegebene 
Radikand 456,3 unteraobeidet sich vom Radikanden 456,0 um 3 Einheiten in der letzten 
Stelle. Auf diese 3 Einheiten Zuwachs beim Radikanden kommen dann 3 , li,6 = 16,8 ..., 17

Einheiten Zuwachs bei den Wurzelwerten. Es ergibt sich demnach V456,3 ..., 7,6970 + 0,0017
= 7,6987. 

2. DurcA lineare Interpolation aoll 45,871 aua der Tabelle srmittdl werden. 

Lösung: Laut Tabelle ist 

45,801 = 2097,64 und 45,908 = 2106,81. 

Die Grundzahlen 45,80 und 45,90 unterscheiden sich um 10 Einheiten der letzten Stelle von­
einander, die Potenzwerte 2097,64 und 2106,81 um 917 Einheiten der letzten Stelle. 
Auf 10 Einheiten bei den Grundzahlen kommen 917 Einheiten bei den Potenzen; auf 1 Ein­
heit bei den Grundzahlen demnach 91,7 Einheiten bei den Potenzen und auf 7 Einheiten 
bei den Grundzahlen 7, 91,7 = 641,9..., 642 Einheiten bei den Potenzen. Es ist demnach 

45,871 = 2097 ,64 
+ 6,42 

45,871 ..., 2104.06 

Es sei de.rauf hingewiesen, daß das Verfahren der linearen Interpolation nicht sorglos 
angewendet werden darf. Es führt nur dort zu brauchbaren Nä.herungswerten, wo die 
in der Te.belle stehenden Quadrate, Kuben, Wurzeln usw. im Rahmen der Te.bellen­
gene.wgkeit e.n.nä.hernd gleichmä.ßig zunehmen. 

BEI8PIEL 8 

a• 

WM! groß tat n, wenn t;; ,.. 7,7100 ild1 
Lösung: In der TabeUe findet man als ,,Nachbarwerte" zu 7,7100 die Zahlen 7,7082 und 
7,7138. Die zugehörigen Radikanden sind 458,0 und 459,0. Zwischen dieaen beiden Werten 
muß der g1111uohte Radikand liegen. 
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7,7082 und 7,7138 unterscheiden eich um 56 Einheiten der letzten Stelle, die zugehörigen 
Radikanden um 10 Einheiten. Demnach kommen auf 56 Einheiten bei den Wurzeln 10 Ein-

heiten bei den Radikanden, auf 1 Einheit bei den Wurzeln ; Einheiten bei den Radikanden. -
Sohließlich kommen auf 18 Einheiten Unterschied bei den Wurzelwerten (das iet der Unter­
schied zwischen dem gegebenen Wurzelwert und dem nächst kleineren in der Tafel stehenden 

Wert) 18 · !�"" 3 Einheiten Unterschied bei den Radikanden. Folglich ist n ""468,3. 

Es gibt Beziehungen, nach denen man die Interpolation rein formelmäßig durchführen 
kann. Wenn man aber die der Interpolation zugrunde liegenden Gedankengänge ver­
standen hat, wird man durch eigenes Nachdenken genau so schnell und überdies 
sicherer zum Ziel gelangen als bei der gedankenlosen Anwendung irgendwelcher 
Rezepte. 

3.7. Der Rechenstab 

3.7.1. Die Bedeutung des Rechenstabes 

Der Rechenstab ist eines der wichtigsten mechanischen Hilfsmittel zur Ausführung ge­
näherter Rechnungen. Er besitzt den großen Vorteil, daß er sich einfach handhaben 
läßt und daß die erforderlichen Einstellungen für die verschiedenen Rechenoperationen 
leicht verständlich sind. Man kann u.a. mit dem Rechenstab multiplizieren, dividieren, 
pote_nzieren und radizieren sowie logarithmische und trigonometrische Rechnungen 
durchführen. 
Die Genauigkeit, mit denen sich die Zahlenergebnisse mit einem Rechenstab ermitteln 
lassen, ist größer, als man gemeinhin annimmt. Bei sorgfältiger Einstellung ist der 
maximale Fehler bei nicht zu umfangreichen Rechnungen nicht größer als 0,5%, d.h., 

die mit dem Rechenstab gefundenen Ergebnisse werden nicht mehr als 2:X, vom tat­
sächlichen Wert abweichen. 
Aus all dem ist ersichtlich, daß der Rechenstab ein Hilfsmittel ist, das die Rechenarbeit 
wesentlich erleichtern kann. Das sichere Rechnen mit dem Rechenstab setzt jedoch 
die Kenntnis der Grundgedanken des Stabrechnens sowie fleißiges Üben in der Hand­
habung des Instrumentes voraus. Es ist daher unbedingt notwendig, daß man sich 
eingehend mit den Eigenschaften des Rechenstabes vertraut macht (zu jedem Rechen­
stab wird ein ausführliches· Anleitungsheft mitgeliefert!) und daß man so lange übt, 
bis einem die Einstellungen für die verschiedenen Rechenoperationen „in Flei�ch und 
Blut übergegangen" sind, so daß man sofort - ohne erst lange überlegen zu müssen, 
wie man einstellen und wo man ablesen muß - die zweckmäßigste Einstellung vor­
nimmt. 
Die beiden gebräuchlichsten Systeme für Rechenstäbe sind das „System Darmstadt" 
und das „System Rietz". Daneben werden für spezielle Zwecke noch zahlreiche andere 
Systeme hergestellt. Die Rechenstäbe des Systems Darmstadt sind universeller an­
wendbar als die des Systems Rietz. Demjenigen, der einen technischen Beruf anstrebt, 
ist daher ein Rechenstab vom System Darmstadt zu empfehlen (Skalenlänge 25 cm), 
während für diejenigen, die nur einfachere Rechnungen auszuführen haben, ein Rechen­
stab des Systems Rietz ausreicht. 
Beim Rechnen mit dem Rechenstab sollte man immer daran denken, daß der Rechen­
stab ein Präzisionsinstrument ist, das eine schonende Behandlung erfordert. 
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Die drei Hauptteile des Rechenstabes sind der Stabkörper, die verschiebbare Zunge 
und der ebenfalls verschiebbare LAufer (Bild 2). 
Auf der Vorderseite des Stabkörpers und der Zunge sind Skalen eingraviert, die in 
gegenseitig�1r Beziehung zueinander steh,.m und die zur Ermittlung der gesuchten 

llil<l � 

Zahlenwerte dienen. Die einzelnen Skalen besitzen verschiedene Teilungen, und zwar 
befinden sich auf dem Stabkörper die Kubikteilung (K), die Quadratteilung (A), die 
Grundteilung (D) und die logarithmische Teilung (L). 
Die Rechenstäbe d�s Systems Darmstadt und die des Systems Rietz weisen e.uf der Vorderseite 
keine wesentlichen Unterschiede auf. 
An Stelle der logarithmischen Teilung enthalten manche Rechenstäbe des Systems Darmstadt 
eine trigonometriache Teilung. In diesem Falle findet man dann die logarithmische Teilung e.uf 
der Rückseite des Rechenstabes. 

Auf der Vorderseite der Zunge sind eine zweite Quadratteilung (B), die Reziprokteilung 
(Cl) und eine zweite Grundteilung (C) aufgetragen (Bild 3). Die Teilungen A und B 
sowie C und D stimmen jeweils miteinander überein. 

Bild 3 

Die Rückseite der Zunge enthält bei Rechenstäben des Systems Rietz trigono­
metrische Teilungen, während beim System Darmstadt neben den trigonometrischen 
auch Exponentialteilungen zu finden sind. 
Auf dem Läufer sind schließlich noch ein senkrechter schwarzer Strich, sowie zwei, 
meist kleinere, rote Striche eingeätzt, die zur besseren Einstellung der Zahlenwerte 
dienen. 
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Bei einem ordnungsgemäßen Rechenstab muß der Mittelstrioh, wenn er über den Teilstrich 1 
der D-Skale gestellt worden ist, auch genau iiber den Teilstrichen 1 der K- und der A-Skale 
sowie über dem Teilstrich O der L-Skale stehen. Ist dies nicht der Fall, so ist es ratsa.m, den 
Rechenstab bei einem Fachmann einrichten zu lassen. 

8,7,8. Einstellen und Ablesen Ton Zahlenwerten aur dem Rechenstab 

Die Teilungen A bis D, K und CI des Rechenstabes enthalten keine Null, und die Zah­
len 10, 100 und 1000 sind dort nur der besseren Übersicht wegen angegeben. Beim 
Stabrechnen kann eine 10 genau so gut eine 100, eine 1 oder eine 0,1 usw. bedeuten. 
Ferner lassen sioh auf dem Rechenstab nv.r ZiOernfolgen ablesen. Da, Stabrechnen ist 
demnach eine reine Zahlenrechnung ohne Berücksiohtigv.ng der Kommast&lv.ng. Die rich­
tige Kommastellung wird - sofern sie nicht von vornherein klar ist - stets durch eine 
Überschl.agsrechnv.ng mit gerundeten Zahlenwerten ermittelt. 

Beim Einstellen und Ablesen der Ziffernfolgen sind die verschiedenartigen Unterteilun­
gen der einzelnen Bereiche zu belichten. 

So bedeutet beispielsweise ein Teilstrioh auf der D-Skale im Intervall von 1 bis 2 eine Einheit 
der letzten Stelle: 1--0-0, 1-0-1, ••. 1-9-8, 1-�9, 2--0--0. Zwisohen 2 und 4 besitzt dann ein Teil­
atrioh nur nooh den Wert von zwei Einheiten der letzten Stelle: .2-0-0, 2-0-2, ..• 3-�, 3-9-8, 
�. Bohließlioh wird die Unterteilung immer gr6ber, so daß ein Teilstrloh zwisohen 4 und 10 
jeweils nur nooh eine genaue Ablesung um fünf Einheiten der letzten Stelle gestattet: �. 
�5. "-l--0, ..•• 9-8-5, 9-9--0, 9-9-5, 1--0--0--0. 
In ähnlioher Weise sind auoh die übrigen Skalen verachledenartig unterteilt. 

Während eich das Intervall von 1 bis 10 auf den Skalen C, D und CI über den gesamten 
Rechenstab erstreckt, sind auf der gleichen Länge bei den Skalen A und B zwei Inter­
valle (von 1 bis 10 und von 10 bis 100), auf der K-Skale sogar drei Intervalle (von 1 
bis 10, von 10 bis 100 und von 100 bis 1000) untergebracht. Die genauesten Einstel­
lungen und Ablesungen lassen sioh daher auf den Skalen C, D und CI vornehmen, die 
für sämtliche Rechnungen zu bevorzugen sind. 
Auf dem Rechenstab können drei bzw. zwei Stellen einer Ziffernfolge genau abgelesen 
werden, während die vierte bzw. die dritte ZiOer geschätzt werden muß. 
Es wird dringend empfohlen„das Einstellen und das Ablesen von Ziffernfolgen auf dem 
Rechenstab eingehend zu üben. 

8.7.4. Das Rechnen mit dem Rechen1tab 

8.7.4,1. Quadrate und Kuben 

Die Skalen K, A und D sind so aufeinander bezogen, dal.l auf A die Quadrate, auf K 
die Kuben der Werte aus der D-Skale abgelesen.werden können. 
Dazu stellt man den Läuferstrich über die Grundzahl auf D und liest das Quadrat auf 
A, die Kubikzahl auf K unter dem Läuferstrich ab. 

BEISPIEL (Bild 4) 1) 

2,41 = 5,76 
2,41.., 13.8 

1) In den folgenden lwohen&tabbildern sind die Einatel'ungen stete durch unterbrochene Linien,
die Ablesungen duroh ausgezogene Linien gekennzeichnet.
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Blld4 

1.7.U. Quadrannmeln 

,. ... , .. ,,, . 
..... $,71 
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Beim Quadratwurzelziehen geht man von der Bkale A zur Bkale D über. (Läuferstrioh 
benutzen!) Die Frage, von welchem der beiden Teilintervalle man ·auf A ausgehen 
muß, wird duroh eine Ubersohlagsreohnung geklärt 

BBIIIPIBL 1 (Bild IS) 

Vü-' 
L01ung: Vbenchl&g: }'T.ii > Vi"" ... 2; da du Ergebnis in der Nähe von 2 liegen muß, lat 
in der vorderen Hlllfte von Ader Wert 4,6 einzuetellen. 
Erpbni111 }'T.ii..., 2,121. 

Blld I 
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BEISPIEL 2 (Bild 6) 
yö:45 = 7 

.Lösung: Übereohle.g: Es ist V0.36 < V0,45 < l'o,49, e.lso 0,6 < }'o,46 < 0,7. Da das Er­
gebnis auf D zwischen 6 und 7 zu finden sein muß, ist die Ziffernfolge 4-5 in der hinteren 
Hälfte von A einzustellen. 
Ergebnis: yo.45 ""' 0,671. 

Für die Einstellung des Radikanden kann auch folgende MerkregeJ verwendet werden: Me.n teilt 
den Radike.nden vom Komme. aus nach links, bei echten Dezim albrüohen naoh rechts in Zweier­
gruppen ein. Enthii.lt de.nn die e.m weitesten links stehende Zweiergruppe nur eine einziffrige 

4-.5 
. . , 

p1,111111plitJllll[hi'tl·iltp1ir11111111tt{iihJiiHpPi\fiil\lHl\lH\\iiit{lh\\l1ctpntplH\\yf\,1tt\BC\\lihl 
, ., 1 • 1 s 16 1 1 , e ;- .z:a z.4 

1 / ' 

BlldO 

'I0.45 rw 0,611 

Zahl, so wird in der vorderen Hii.lfte von A eingestellt; enthält die am weitesten links stehende 
Zweiergruppe eine z weizi.ffrige Zahl, so wird der Radikand in der rechten Hälfte von A ein­
gestellt. 
BEISPIEL 8 

ya·40,os, �. yo,03·45·os """°·• werden llnka ei11{1utelll, dagegen werden yano,so. 
V34,60"80 , yo,34·oo·so , yo,00·34·50·90 redala etnguteJU. 

3,7,4,3, Kublkwurzeln 

Wegen des in a.7.4.1. erläuterten Zusammenhanges zwischen den Skalen D und K 
erhält man die Kubikwurzel aus einer Zahl, indem man von K nach D übergeht. 
(Läuferstrich verwenden!) Die Entscheidung, ob der Radikand im ersten, zweiten oder 
dritten Drittel von K einzustellen ist, wird am besten wieder durch eine Überschlags­
rechnung getroffen. 
BEISPIEL 1 
e.) V4.5 =? 

Lösung: Überschle.g: Es ist fJ" < V4,5 - : VS, e.lso l < � < 2: daher Einstellung im 
ersten Drittel von K. 
Ergebnis: W"" 1,65 (Bild 7}. 
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Bild 7 

b) }146 ='
Lösung: Überaohlag: f27 < � < 't1M, also 3 < � < 4; daher Einstellung von 4-5 
im zweiten Drittel von K. 
Ergebnis: �,..,, 3,66 (Bild 8). 

Blld8 

o) f46'ö = T

Lösu ng: Übel'BOhll!,g: 1Jsia < \!iiiö < �, also 7 < � < 8; da.her Einstellung von 
4-6--0 im dritten Dritte\ -v-;;n K.;
Ergebnis: �460""' 7,66 (Bild 9). 

Auch für di e Kubikwurzeln läßt sioh e ine Merkregel für die Einstellung des Radikanden auf K 
angeb en: Der Radikand wird vom Komma aus nach links (bzw. bei eohten Dezimalbrüchen 
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naoh rechte) in Dreiergruppen eingeteilt.· Steht in der am weitesten links st.ehP-nden Dreiergruppe 
eine einziffrige Zahl, dann wird im ersten Drittel auf K eingestellt; st.eht dort eine zWt'izilfrige 
Zahl, 80 ist im zweiten Drittel einzustellen; steht dort eine dreizilfrige Zahl, 80 ist im dritten 
Drittel auf K einzustellen. 

Blld9 

BEISPIEL II 
Bei Ilm Wuneln ta·400·000, �3 ·400, �3,460 ,  to,003·400, to,000·003·4&0 w. � rUe 
ZIO-loloe M-6 im erlCell Driltd au/ K et�: be� den Wwaltl �34'600, t34,600, 
�0,034°600, �0,000·034·000 w. im Neitffl Driltd; 1,e, den Wvndn fawooö, t346, 

�, �0,000'346 w. im lddm Drittel. 

8,7,4.4. Kehrwerte 

Auf der Reziprokekale CI können die Kehrwerte der Zahlen der 0-Bkale abgelesen 
werden. Dabei ist zu beachten, daß die Einteilung der Cl-Bkale gegenl/Ju(lg wr Ein­
teilung der C-Bkale angeordnet ist. (Grund: Mit wachsendem Nenner wird der Wert 
eines Bruches kleiner.) 
Gepnl&uflge Skalen sind auf vielen Rechelllltll.ben rot gekennzeiohnet. 

BEISPIEL 
1 = '

252 
L01un g: 

1 1 Überaohlag: 262 ..,, 250 = 0,004.
EinstenUDg: Läuferatrioh über 2-6-2 auf C. 
AblMUDg: Unter Läuferatrich auf CI (Bild 10). 

1 
Ergebnis: 232..,, 0,00397. 

Damelbe Ergebnis hitte man auoh erhalten, W8JID man den Läuferatrloh über 2-6-2 auf 01 
eingestellt und darunter auf C abgeleee11 h&tte. 
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Biid 10 

3.7.4.6. Multlpllkatlon 

Beim Multipliz�en mit dem Rechenstab werden mit Hilfe der beweglichen Zunge 
Strecken aMinand6f'gefügt1). Im a.llgemeinen verwendet man hierzu die Skalen C und D, 
da dort die Einstell- und Ablesegenauigkeit am größten ist. 

BBISPIEL 1 

2,42 • 0,324 - ? 

Löaung: 

Ubenchlag: 2,42 • 0,324 "" 2 · 0,3 = 0,6. 

An die der Zilfernfclge 2-4-2 ent.eprechende Strecke a.uf D wird die der Zilfernfolge 3-2-4 
ent.eprechende St�cke der C·Skale angesetzt. Dies geschieht d&duroh, da.ß ma.n zunächst a.uf 
D bis 2-4-2 geht, dar1iber die l von C ansetzt und a.uf C bis 3-2-4 weitergeht. Unter 3-2-4 
von C steht dann a.uf D die Zilfernfolge 7-8-4, des Ergebnisses: 2,42 · 0,324"" 0,784 (Bild 11). 

Biid 11 

') Eine nähere Begründung hierfür erfahren Sie im Abschnitt 12.9. 
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Zum Einstellen und Ablesen empfiehlt es sich, den Läuferstrich zu verwenden. 

Bei der Multiplikation kann es vorkommen, daß die dem zweiten Faktor entsprechende 
Strecke auf C über das Ende der D-Skale hinausragt. In diesem Falle denkt man sich 
links an die D-Skale eine zweite Skale der gleichen Art angesetzt. Stellt man nun statt 
der 1 die 10 von C über die Ziffernfolge des ersten Faktors, so würde damit �uch die 
1 von C über derselben Ziffernfolge der gedachten Skale stehen. Die Ablesung des Er­
gebnisses ist jetzt auf D unter dem auf C eingestellten zweiten Faktor durchführbar. 

-BEISPIEL !l 

4,25 · 0,00525 = ? 

Bild 12 

Lös ung: 
Überschlag: 4,25 · 0,00525""' 4 · 0,005 = 0,02. 
Eins tellung: 10 von C über 4---2-5 von D. 
Ablesung: auf D unter 5--2-5 von C (Bild 12). 
Ergebnis: Ziffernfolge 2-2-3; also ist 4,25 · 0,00525 "" 0,0223. 

, 
, 
, 

'+-2-5 

Bei der Multiplikation mit den Skalen A und B würde das „Durchschieben" der Zunge 
entfallen, jedoch wird dies mit einer Einbuße an Genauigkeit in der Einstellung und 
Ablesung erkauft. Sind mehr als zwei Faktoren miteinander zu multiplizieren, so sind 
entsprechend mehr Strecken aneinanderzufügen. 

3.7.4.6. Division 

Beim Dividieren mit dem Rechenstab wird die dem Divisor entsprechende Strecke 
mit Hilfe der beweglichen Zunge von der dem Dividenden entsprechenden Strecke 
,ubtrahiert. Auch hier werden im allgemeinen die Skalen C und D verwendet. 

BEISPIEL 1 Lösung: 
6,73: 0,425 = T Übemchlag: 6,73: 0,425 = 67,3: 4,25""' 68: 4 = 17. 

Von der der Ziffernfolge 6-7-3 auf der D-Skale entsprechenden Strecke ist die der Ziffern­
folge 4---2--5 entsprechende Strecke der C-Skala abzuziehen. Dies geschieht dadurch, daß man 
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den Läuferstrich über 6-7-3 auf D einstellt. Unter den Läuferstrich bringt man dann 4-2-6 
von C und geht schließlich aufC zurück bis zur 1. Unter der l liest man dann das Ergebnis 
1--5--8-4 auf D ab (Bild 13). Somit ist 6,73: 0,425"" 15,84. 

Biid 13 

Bei der Division kann es vorkommen, daß die 1 von C über das linke Ende von D 
hinausragt. In diesem Falle findet man die Ziffernfolge des Ergebnisses unter der 10 
von C. (Begründung?) Es ist demnach bei der Division ein „Durchschieben" der 
Zunge nie erforderlich, da man das Ergebnis immer unter dem passenden Endstrich 
(entweder 1 oder 10) ablesen kann. 

BEISPIEL 2 
3,06: 523 =? 

Bild 14 

Lösung: 
Überschlag: 3,06: 523 :==: 3: 500 = 0,006. 
Einstellung: 5-2-3 von C über 3-0-6 von D. 
Ablesung: unter der 10 von C (Bild 14). 
Ziffernfolge des Ergebnisses 5-8-5. 
Mithin ist 3,06 : 523 "" 0,00585. 
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B.'U.7. Zusam mengesetlte Multiplikationen und DITislonen

Bei Brüchen der Form a
d
· b • e oder dergleichen wäre es unpraktisch, zunächst den Zäh-

• 11 

!er a • b • c, dann den Nenner d • e zu bestimmen und schließlich den Quotienten aus
Zähler und Nenner zu bilden. Es ist viel rationeller, wenn man die Multiplikationen 
und Divisionen abwechselnd durchführt, d. h., wenn man zunächst -i- bildet, de.ran 
ohne Zungenverschiebung und ohne das Zwischenergebnis : abzulesen die Multiplika­
tion mit b anschließt (Läufer benutzen!), dann mit entsprechender Zungenverschie­
bung durch e dividiert und schließlich wieder nur durch Lii.uferverschiebung 11 � b · c
ermittelt. · e 
BEISPmL 

740 ·0.36 = ! 82 

BlldU 

Lösu ng: 
... 740 • 0,36 70 • 4 u bersohle.g: 82 ""' 80 = 3 ,6. 
Einst.ellung: 8-2-0 von C über 7-4--0 von D;·Läuferstrioh auf 3-6----0 
von C. 
Ablesung unter dem Lä.uferstrioh auf D (Bild llit ergibt 3--2-5. 

. 740·0,36 Folglich ist 82 ""' 3,26. 

/ 

Y-t,-() 

8.7.4.8. Multiplikation und Division m it Hiife der Rezlprokskale 

Das Durch11chieben der Zunge bei Multiplikationsaufge.ben läßt sich vermeiden, wenn 
man die Reziprokske.le CI zu Hilfe nimmt. 
BEISPIEL 1 Lösung: Überschlag: 3,62 • 4,82 ""4 • ö = 20. 

3,62 • 4,82 = T Bei der üblichen Multiplikation (vgl. Abschnitt 3 .7.4.ö.) müßte 
bei dieser Aufgabe die Zunge naoh links durch11eaohoben werden. 

1 Beachtet ma.n aber, daß 3,62 · 4,82 = 3,62: 4,S2 ist, so braucht 
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man nur 4--8--2 von CI über 3-6-2 von D einzustellen (Läufentrioh benutzen) und unter 
der 10 von CI auf D die Ziffernfolge 1-7-4-15 des Ergebnisses abzulesen (Bild 16). Demnach 
ist 3,62 · 4,82 "" 17 ,45. 

1-7'-+•I 

Bild 16 

a'-e-a ', '
,,.'.,-a 

Während bei der Multiplikation mit Hilfe der Reziprokske.le das Durchschieben der 
Zunge vermieden wird, kann bei der Division mit Hilfe 'der Reziprokeke.le ein Durch­
schieben erforderlich werden, was bei der norme.len Division nach 3.7.4.6. nicht ein­
treten kann. 

BEISPIEL II 

4,82 : 0,302 = 1 
Lösung: 
'Oberschlag: 4,82: 0,302 ""48: 3 = 16. 

Bea.ohtet man, daß 4,82 : 0,302 = 4,82 
· o.:02 

ist, so rechnet man
wie folgt: 1 von Cl über 4--8--2 von D einstellen (Liuferstrioh!), 
ableaen auf D unter 3-0-2 von Cl. 
Ergebnis: l-ii--9-6 ; folglich ist 4,82 : 0,302 "" 15,96. 

8.7.4.11. Weitere Wnwelse zum Stabreehnen 

Im Re.hmen"dieses Buches konnten nur die wichtigsten Fälle des Rechnens mit dem 
Rechenstab kurz erläutert werden. Um eine Sicherheit im Ste.brechnen zu erlangen, 
genügt es nicht, die hier vorgeführten Beispiele nachzurechnen. Es ist vielmehr er­
forderlich, sich bei jedem Beispiel genau darüber klarzuwerden, warum die einzelnen 
Einstellungen eo vorzunehmen sind, wie sie hier beschrieben wurden. Danach sollte 
man bei e.llen Rechenarten eo lange üben, bis man bei einer beliebigen Aufgahe sofort 
die günstigste Einstellung findet, ohne de..13 man de.zu erst lange Überlegungen an­
stellen mu.13. 
Wer sich für weitere Anwendungsmöglichkeiten des Rechenstabes interessiert (z.B. 
Aufstellen von Zahlentabellen, Berechnung von Ausdrücken 'der Form Vii oder t,'zi 
usw.), der sei auf die Bpezie.llitere.tur über das Ste.brechnen1) hingewiesen. 
1) LUKANN: DtJr Red&enatab ullll ,eitle V fflllellllullf1. VEB Faohbuchverlas Leipzis, 11164..



48 3. Das Rechnen mit bestimmten Zahlen 

AUFGABEN 

l. Zerlege in Primfa.ktoren 

&) 41M8 
f) 48357

b) ll5797
g) 144875 

o) 63342

h) 55832

d) 98260

i) 5 986890

e) 694512 

k) 453277

2. Bestimme den größten gemeinsamen Teiler von 

a) 27, 39, 57, 66, 72 und 87

b) 504,, 12780, 3132 und 180 

c) 1512, 2772, 630, 4662 und 65520 

d) 364, 1365, 91, 18018 nnd 3822 

e) 30030, 1232, 565, 440 und 6641

3. Bestimme den größten gemeinsamen Teiler mit Hilfe des EUKI.IDischen Algorithmus von 

a) 375 und 825 b) 748 und 484 o) 1871 und 391

d) 16384 und 486 e) 92778 und 1034 f) 848 und 318 

g) 1001 und 858 h) 19778 und 48763 i) 434 146 und 119102

k) 66417 und 91962 

4. Bestimme d&a kleinste gemeinsame Vielf&ohe von 

5. 

a) 2, 3, 4, 5, 6, 10 und 12 b) 15, 42, 60 und 105 c) 210, 378, 315 und 90 
d) 37, 61, 71 und 74

f) 81, 225, 135, 125, 675 und 6 

h) 19683, 729 und 6561 

e) 48, 126, 273, 156, 56, 189 und 646 
g) 77, 97, 221, 143, ll9, 539 und 2431 
i) 83, 483 und 967 

k) 64, 96, 243, 1296, 24, 81, 3888 und 384 

Verwandle die unechten Brüche in gemischte Zahlen: 

&} 
13 b) 27 o) 28 d) 348 61 

4 15 87 
e) Tii

f) 97 g) 199 h) 865 i) 503 k) 223 
35 61 123 84 37

l) 502 m) 729 n) 814 o) 964- 987 
317 115 99 109 p) 467 

6. Verwandle die gemischten Zahlen in unechte Brüche: 
4 b) 2 5 38� 7� &) 3

TI 
13

15 
c) 27

21 
d) 41 e) 9/i 

f) 5! 
3 g) l� 23 h) 2� 8 i) 41� 

43 k) 83� 
7 

1) � m) 1 9 52� 99..!_ 8 17
IT 

n) 21
16 

o) 31 p) 2 



Aufgaben -1!1 

7.···11. Erweitere die folgenden Brüche zeilenweise mit 2, 3, 5, 7, 11, 17 und 48:

a) b) o) d) e) 

7. 
1 5 14 23 31 
-f 13 17 24 35 

8. 
3 4 11 17 44 
4 17 25 40 57 

9. 
2 6 15 12 51 
5 19 38 35 60 

10. 
6 8 17 42 72 
7 16 29 65 83 

11. 
2 7 18 20 93 

18 37 71 97 

12. Kürze folgende Brüche:

a) 
8 

il) 
240 

c) 
1260 

d) 
13838 

e) 
6 

16 304 3024 25058 24 

f) 
189 

g) 
1232 

h) 
8232 

i) 
15 

k) 
103 

252 2310 27783 21 570 

)) 
2352 

m) 
18900 

n) 
30 

o) 
111 

p) 
2074 

1960 33075 54 186 8633 

q) 
64680 

r) 
51 

s) 
126 

t) 
1771 

u) 
6006 

485 HXf 68 288 2618 14Öl4 

13. Desgl.

a) 
34 

b) 
146 

c) 
3318 

d) 
16384 

c) 
12 

41 438 3738 262144 27 

f) 
112 

g) 
3705 

h) 
53475 

i) 
13 

k) 
3()0 

210 3836 68 725 65 420 

)) 
1197 

m) 
24676 

n) 
28 

o) 
270 

p) 
3692 

1767 178625 21 504 8094 

q) 
126672 

r) 
65 

s) 
144 

t) 
6402 

u) 
18()210 

188384 78 720 9894 32!)6)6 

14. Bestimme für folgende Gruppen von Nennern den Hauptnenner:

a) 3, 5, 8, 16, 30 b) 12, 16, 24, 32, 48 c) 48, 60, 144, 180, 240

d) 45,76, 160, 225, 285,300 e) 6, 20,63; 84,90, 105, 126

f) 68, 72, 88, 102, 132, 187 g) 21,27, 69, 161,483

h) 2, 8, 64, 612 i) 16, 18, 30, 62, 90, 186 k) 35, 77, 85, 385, 935

4 Elementannathematlk 



50 3. Das Rechnen mit bestimmten Zahlen 

15. Addiere folgende Brüche: 
l 2 3 l 

e.) 
2 + 3 - 4 - 6

5 3 l 5 7 5 c) 9 - 4 + 3 + 6 - 8 + 12 
7 5 17 l 2 

e) -8 - 12 + 24 - 16 - 3 
12 3 7 25 17 

g)
13 + 5 + 16 � 26 - 20 

i) 14 5 7 5 l 71 41
27 + fä + 9 + s - a - 81 - M 

16. Berechne 
70 25 e.) 116117 + 23

78 

7 2 5 l b) 6-5- 12 + a
2 3 l 7 5 d) 3 - 7 - 4 - 9 + 6 
11 5 25 79 19 

f) 12 - sö + 42 + 84 - 2i 
l l l l 

h) 5 + 1 + IT + i3 

c) 5_!__ - 6� + 7_!__ + _! - 9� + 2!! 18 l 19 23 d) 15
35 

+ 23
70 + 31

20 + 42
28 3 4 2 5 8 12 

29 31 17 19 53 e) 461
30 

+ 14145 + 703
72 

+ 355
40 

+ 298
60 

17 7 41 23 5 61 

f) 224 + 512 + 172 + 40 + 90 + 5
120 

17 17 11 4 3 10 2 g) 83
30 + 68

18 - 47
14 - 75

15 
+ 34

io 
- 66

63 + 25 

51 41 25 19 23 19 h) 46
55 

+ 71
110 + 12

132 + 1220 + 
63

60 
+ 27

20 

i) 38; + 12 ! + 01
1

7
5 - 243f + 18� + 25{o 

4 5 11 14 5 19 7 
k) 19

13 - 54
18 

- 1
12 + 36

39 + 156 -T2 - 24 

17. Berechne 

e.) 3 
4· 12 

f) 14 · 15 
25 

18. Deagl. 

e.) 

f) 

5 9 
s·ro 

143 75 
150 °99 

19. Desgl. 

e.) 

f) 

5!_ · 4 7 
2 1 5 3- ·6-2 

b) 

g) 

b) 

g) 

b) 

g) 

7 
s·8 

93 . 53
62 

16 7 
35

° 4 

91 119 
102

. 117

2 3 .73 

7 5 78.39

c) 

h) 

c) 

h) 

c) 

h) 

5.!! 
12 

5 
68 . 51 

11 4 
21

°
3 

64 81 
27. 128 

13_!__ · 6 18 

2_!_ · 2!! 45 42 

d) 

i) 

d) 

i) 

d) 

i) 

5 __ !_7 
l 42 "70 

25 18 
6

°
5 

399 286 
520 ° 285 

10!!!, 30 24 

4�-2!Q 94 89 

e) 

k) 

e) 

16-� 24 

174-� 29 

32 77 
63 ·so 
335 464 

k) 116 . 201

e) 87, 21!!58 

k) l� · 1127 

96 336 



Aufgaben 

20. Berechne 

3 5 2 7 
a) 8 ° 14 ° 3 °

16 

d) � · 12 · '!°! · �
98 45 55 
425 110 182 

g) 252. 221 . iös 

I") 664 623 158 873 
7663 . 2241 . . 4984 

21. Desgl. 

a) 2.!.�
.

� 
3 8 5 

9 44 5 1 dJ 6u · 1si' 567 · as
1 119 188 341 

g) 4124. 3ifa. 1427. 568 

b) 

e) 

h) 

k) 

7 11 9 34 
18

°
172i

°
44 

1 5 7 11 
6 °9 ° 8 ° 13 

2244 280 1729 
3185. 207 • 5643 . 25024

1024 25 725 297 
14 175 ' 36608 . 8036 . 533 

b) 

e) 

h) 

4_! • l_!_ · 1-�
5 4 11 

11.!_ · 3.!_ · 4-! · 2� 
7 8 5 8 

12 45 7 l 4n . 1ow . 25 . l°ii 

0) 

f) 

l") 3 6 5 83 19 497 2ll0 
175. 297. 1152. 413 k) 179 169 13 125

�. 385. 2165. 273 

22. Bestimme den Kehrwert von 

a) 8 

f) 1 

23. Desgl. 

a) 3_!_3 

f) 426
71 

24. Desgl
. 

a) 

e) 

i) 

l 1 
2 + 3

5 3 14
12 - 148 

l 1 1 
11-+5-4

25. Berechne 

a) 8 
13 :4 

b) 

g) 

b) 

g) 

b) 

3 
6 
3 

4_! 9 
1 9

30 

b) 

f) 

k) 

o) 
l 
2

h) 
4 

17 

o) 13_!_ 
2 

h) 54.!_5 

1 2 3 -
f-3+4 

13� - � -7� 
9 18 27 

5_! -_!__ -22-
21 35 30 

4 
9:2 c) 4 

6:5

o) 

g) 

d) 2 

i) 1 
13 

d) 40!_'!20 

i) 36!!! 
49 

5 1-6

18 -5 1-1 
+ !__ 

13 5 

d) 42 
43: 6 

51 

5}8 -�� -�
29 25 111

15 16 51 
34 . 23 . 19 . 32 

o) 

f) 

3 · 7_!_ · 6� · _! 
14 15 18 

255 9 52 79 
256 . 325 . 81 . 1221

l e) 10 

k) 

e) 

k) 

d) 

h) 

7 
19 

28!.! 25 

5130 
217 

8 5 79-36 

3 5 7 
5-7+9 

e) 15 iö :25

f) 8 
9:16 g) 46

fi:69 h)
70 
73: 14 i) 

94 
99: 141 k)

255 
728: 102

,. 



52 3. Das Rechnen mit bestimmten Zahlen 

26. Desgl. 

a)
1 1 2-: 3 

f) 
1 

3204-: 42 

27. Berechne 

a)
8 2 
r

(
n

e) 42 21 
lll:65 

i) 1088 272 
1863: 5589 

28. Desgl. 

e.) 

e) 

i) 

4 7 5
9

=
9 

6 17 4
7 = 35 

31 400 31323: 3087 

29. Desgl. 

e.) 

e) 

1 1 13:f: 4 !f

13 6 1125: 635 

. 27 55 1)· 207184: 5569 

30. Vereinfache 
6 

a) 
7 

3 
25 

f) 
36 

16 

31. Desgl. 

7 
a) 

3
-2· 

f) 28
46 
63 

b) 

g) 

b) 

g) 

b) 

g) 

5 57:5 c) 1 
174 :46

1 
922

2-: 35 h) 6 28
IT: 4 

b) 

f) 

k) 

b) 

f) 

k) 

b) 

f) 

k) 

7 
ü 

11 
-,-

21 
26 

35 

78 

15 
T 

3 
84 
95 

70 

32 12 
52: 52 
37 69 
w :94 

795 3975 
25 232 : 6308 

1 5 
34 = -s 

1 47 13
Is : 63 

23959 _ 1029 
6424. 4664 

3 1 23 4 = 
7 8-

47 13 3126: 2642 

209 103 1217216: 37120 

5 
-if c)
T 

12 
91 

h) 
360 

13-
3240 

5 c)
8

76 

h) 
il1 

19 

c) 

g) 

c) 

g) 

c) 

g) 

d) 
8 4

!f: 8 

i) l 1026: 58 

15 15 
i7: 21 
216 135 
539: 308 

9 .91
211: 25 

14�. �5
72 . 96 

16 4 12
17: 317 
25 26 6636: 12

5
5 

d)
12
5 

-6-

28 

i)
65 
16

46

d)
5-

8

i)
360 
252 
425 

d) 

h) 

d) 

h) 

d) 

h) 

e) 1 7s= rn

k) 
11 17
29: 63 

21 42 
65: 91 
114 418 
287 .: 2583 

_9_. l 9 
25. 25 

310 264 2637: 455 

9 3 214: 1314 
23 11 2176:232 

17 

e) 28 

5 
63 

742 

k) 
3015 
2968 

24 321 

28 

e)
45 
63 

729 

k) 
730 

2187 



Aufgaben 

32. Desgl. 

4-!-2 a) 
4.!_ 4 

22� 
f) 

36 

262 84 

33. Vereinfache 

a) 

,1) 

g) 

2 1 
-g 

+ 3
·:r

9_l__ _ 4! 
2 3 

3 4
8 
5 6

12 

l 19 
-3 + 33 . --

2
- -

3.!..1�.7_!_ 8 45 7 
13 l 3
69

.3
15 

7 3
27 

b) 

g) 

5 6
12 

-1 3
18 

7 70
22 

35� 
31 

b) 

e) 

h) 

5 

c) 
5

14 

-6 2--7 

17 � 
h) 47 

� 2141 

1 7 113-712 

( 1
7
6 - !!) . l; 

l�--lO_l__,.42!·6 12 2 8 . 

A6_l.3!_3!2.1_l_ 
4 . 4 20 14 

7 224 64 13 
-1 + 8-117. BÖ 2

16 

l 5� 25 
-+--5 12� 35 

34. Vereinfache folgende Kettenbrüche 

a) b) 

l +-1 __ 3 +-1 __ 
2+-

1 
__ 3 +-1 ___ 

3 + _!._ 1 
4 3 +3 

d) e) 1 

3 +-1 __ ·--3 2+--
5 9 6-2 4+--

1 6 + -7 

d) 

i) 

12-
9 

-5 1
27 

1
151 
644 

14131 
161 

c) 

f) 

l 

� 27 e) 
� 45 

43 

k) 

98fo"4 
539 11216 

2 1 57-32 
9 2

14 

4.!_ 
8 10 

-1 +37 2-4 

1 1 
152. - 116 

2 5 123 - 11
12 

4 5 19;9:59 
l 7 l 
4 + -s":62 

c) - -1 2 +---r 3 + -1 4 + -g-

f) 
5 

--1 5----5 5-6 

53 



54 3. Das Rechnen mit bestimmten Zahlen 

35. Die folgenden Brüche sind als Dezimalbrüche (K.ommaschreibwei se) zu schreiben: 

a) 

e) 

h) 

3 
10 

102 
1 000000 

31 018 
100 + 1000 

b) 

f) 

i) 

7004 
100 
7 5 

fö + 100 

90 705 80004

c) 

g) 

·100000 + roooooo + 

12 d) 35 728 
10000 100000 
9 34 83 l 

10 + 10 000 + 1 000 000  + 100 

600301 2 
l 000000 000 + 100 000 000 

k) 
600i 073 7 85 G04 

10000 + 1000 + 10 + 10000 + 1000 

36. Man n<lclicre a:) ZC'ilcmrnisc, {J) spaltenweise; man addiere un, l subtrahiere abwechselnd 
)') zrilcnwl'ise, cl) spaltenweise 

i) k) I) m) n) 
a) 67,372 214,28853 0,327 137,45069 471,6 
b) 0,!12,",,1 0,07273 0,02 0,8 0,000407 

<') 81,:1 13,47 0,00081 72 4,16919 
d) ll,75 1,0101 0,0101 4,307 748,637663 
c) 122 04,04308 0,2 0,0009 526,08789 
f) 0,0072 5 0,0583 16,04 223 

g) 988,61119 317,2 0,11709 681,876 83 
h) 17,0405 4,00081 0,2667 87,5254 111,21901 

37. Berechne 
a) 33,42 kg + 5,063 kg + 742 g + 113,8 kg + 75 g + 146,9 kg 
b) '17,42.km -1- 57 m + 417 cm - 0,93 km - 306,17 m + 21,0264km - 38,79m - 3261 cm 

c) 94,2084 m• - 4715 cm• + 2,08774 km• - 39,0085 m• + 52716 cm• - 0,978 km• 
in kg , km und km 1 I 

38. Berechne 

a) 47,30·10 

c) 0,00101 · 100 

i) 7,72 · 1000 

39. Desgl . 

n) 71,6 · 4 

e) 0,00708 · 9 

i) 54,073 · 204 

40. Dosgl. 

a) 7,64 · 3,2 

e) 835,62 · 0,67 

i) 0,0059 · 2207 ,6 

b) 64,32 · 100 o) 83,04 · 1000

f) 0,04418 · 10000 g) 4,0253 · l 000000

k) 0,00000402 · 1000000

b) 724,26 · 30 

f) 0,77152 · 400 

k) 0,03509 · 8300 

b) 24,903 · 14,3 

f) 0,7504 · 0,429 

k) 100,97 · 0,074 

o) 0,628 · 5 

g) 15,27 · 24 

o) 491,6 • 0,1 

g) 55 427,3 · 0,0051 

d) 0,475 · 10 

h) 0,0704 · 100 

d) 1,4669 · 70 

h) 267,9 ·.830 

d) 6,46 · 0,9 

h) 0,027 · 0,00563 



Aufgaben 

41. Desgl. 
a) 17,6: 2 
e) 49,704: 57 
i) 2821,8: 600 

42. Desgl. 
a) 4,2: 0,3 
e) 9,18: 0,27 
i) 134,68: 19,24 

43. Desgl. 
a) 173,664: 64,32 
e) 0,004189: 0,0059 
i) 48,112 : 0,91644 

b) 54,81: 7 
f) 0,357808 : 88 

k) 4,660149 : 4332 

b) 18,9: 0,7 
f) 0,0377 : 0,0029 
k) 0,5461 : 0,001 

b) 121,233: 24,15 
f) 59,67216: 0,0912 
k) 63,4 : 0,032 

c) 386,722: 14 
g) 67 ,302 : 90 

c) 14,26: 0,02 
g) 463,2 : 0,1 

c) 33,258: 72,3 
g) 1,836: 0,00425 

44. Folgende gewöhnliche Brüche sind in Dezimalbrüche umzuwandeln: 

a) { b) ! c) ! d) ;0 

f) 11 ) 37 h) 29 i) 71
16 g 64 32 125 

45. Desgl. 
19 a) 16 

f) 9365 
40 

46. Desgl. 
4 

a)
-9

f) 
7 

47. Desgl. 
l 

a) 6 

f) 79 
205 

b) 1027 
125 

16548 g) 3125 

2 b) 3 

g) 9 
13 

5 b) 
is 

g) � 

1099 c) 80 

h) 
17 618 
250 

c) 11 
21 

h) 37 

51 c) 275 

15 h) 52 

d) 27431 
500 

i) 2559 
512 

51 d) 99 

i) 
71 

271 

35 d) 36 

i) 
341 
425 

48. Folgende Dezimalbrüche sind in gewöhnliche Brüche umzuwandeln: 

a) 0,16 

f) 23,2375 

49. Desgl. 
a) 0,8 

f) 0,00 

b) 0,625 

g) 0,0625 

b) 0,27 

g) 0,234 

o) 7,82 

h) 0,62672 

o) 0,00 

h) 0,037 

d) 0,588 

i) 115,65625 

d) 0,59 

i) 0,2211 

d) 23,6095 : 23 
h) 1,034: 752 

d) 4,88 : 0,08 
h) 44,64: 2,79 

55 

d) 30,7254: 18,735 
h) 0,0325 : 0,008125 

13 
e) 25

k) ::6 

5037 e) l28 

k) 97619 
1250 

8 e) 11 
19 k) 303 

3ll 
e) 404 

k) 425
808 

e) 0,4192 

k) 0,5234375 

e) 0,273 

k) 0,5437 



56 3. Das Rechnen mit bestimmten Zahlen 

50. Desgl. 
a) 0,3 7 b) 0,02 3 

g) 0,8 783 

c) 0,5561 d) 0,2 407 e) 0,27083 
f) 0,63135 h) 0,97 65853 i) 0,310 6435 k) 0,7307692 

51. Durch Rundung welcher Zahlen können die folgenden Zahlen entstanden sein? 
a) 0,84 b) 7,127 c) 113,081 d) 64,0 e) 7163,29 
f) 614,300 g) 0,5001 h) 347,2 i) 0,010000 k) 1,0 

fi2. Auf die 4., 3., 2., l. Stelle hinter dem Komme. sind zu runden: 

a) 0,750283 b) 0,070605 c) 0,64627 d) 0,28786 

f) 17,98989 g) 5,09495 h) 9,82257 i) 7,29996 
e) 3,00872 
k) 3,45678 

53. Die folgenden Zahlen sind e.uf Zehner, Hunderter und Zehntausender zu runden: 
a) 26461 b) 874478 c) 6899,7 d) 7 402 976 e) 86004

54. Welche Genauigkeit ergibt sich e.us folgenden Zahlenangaben: 
a) 0,0700 km b) 0,30 p c) 4,200 kg d) 163,08 s 
f) 394,60 m g) 0,10 m h) 714,200 kg i) 4713,00 t 

e) 4168,0 V 
k) 93,2000 MHz 

55. Man berechne die Produkte der Aufge.J;>e 40, indem man vor der Multiplikation jeden Faktor 
auf zwei Stellen hinter dem Komme. rundet und vergleiche die Ergebnisse mit denen, die 
durch nachträgliche Rundung der Ergebnisse der ursprünglichen Aufgaben entstehen. Welche 
Abweichungen treten auf? 

56. Man berechne bis auf die angegebenen Stellen genau: 
a) 0,3938 · 5,348 (3 Stellen) b) 3677,02: 4,07 (l Stei�.e) 

c) 5,97604: 0,0236 (1 Stelle) 

e) 90 807•2 (2 Stellen) 
312,4 · 17,6

d) 7825 · 0,735 (2 Stellen) 16,187 

f) 12,034 . 1,473 (4 Stellen) 42,34 

16� · 15� · 0 15 556,5 · 2,6016 g)
7,588 · 101,76 (3 Stellen) h) 8 21 ' 

15,2 
(4Stellen) 

i) (345,7 - 6,225 · 0,73): 7,285 (2 Stellen) 
k) (17,35: 37 + 18,53 : 43) · �5 (3 Stellen) 

57. Welche Fehlerschranken ergeben sich, wenn man die folgenden periodischen Dezimalbrüche 
jeweils nach der zweiten Periode abbricht und rundet: 

e.) 0,4 b) om c) 0,643 d) 0,7529 e) 0,637 
f) 0,13723 g) 0,899 h) 0,45 i) 0,7154 k) 0,0329731 

58. Mit Hilfe der Zahlentabelle') bestimme man 
a) 6172 b) 6,172 c) 61702 d) 0,6172 e) 0,006172 

59. Desgl. 
a) 3723 b) 3,728 c) 37203 d) 0,3723 e) 0,03723 

1) MÜLLER: Fünfstellige Logarithmen· und andere mathematische Tafeln. VEB Fachbuchverlag 
Leipzig, 1961. 



Aufge.ben 57 

60. Desgl. 

a> y500 b) vw c) V5,9 d) yo,059 e) y500000 

f) vo,000059 gl V59ooo h) yo,0059 i) V59oo kJ yo,0000050 

61. Desgl. 

a) }700 b) yo,1 
8--

c) v10000 d) yo,001 e) }w
f) V7 8- -

g> vo.00001 h) 1/700 000000 i) }1000 k) 110,0001 

62. Desgl. 
a) ll502 b) 0,0879' c) 64,6' d) 7600' e) 0,313' 
f) 0,000502' g) 4,93' h) 25400' i) 0,0000672 k) 0,009712 

63. Desgl. 
a) 56003 b) 0,07023 c) 8,693 d) 0,7983 e) 35,23 

f) 43703 g) 0,00923 h) 0,0001173 i) 627003 k) 0,2593 

64. Desgl. 

a) V8,74 b) yo,0421 c) yo,0059 d) y5100 e) yo,210 

r> y1,38 g) y450000 h> yo,03380 i) yoo100 k) yo,000841 

65. Desgl. 

a) \Jo.07 b) V6000 c) yo,534 d) yo,005 e) }o,000261 

f> v119000 g) y21000 h) yo,931 i) yo,004 k) }0,000 000 376 

66. Mit Hilfe der Zahlente.belle bestimme man die Kehrwerte von 
a) 2,56 b) 63,4 c) 0,0478 d) 0,509 e) 0,000826 
f) 361 g) 5140 h) 0,00909 i) 17,8 k) 0,727 

67. Mit Hilfe der Zahlentafel sind folgende Quadratwurzeln zu bestimmen: 

a> V49,61 bl y181,3 o) yo,006782 d) yo,0006784 e> V44353 

r> V9812 g> y5,421 h) yo,01442 i) y913,9 k) yo,00003881 

Stellen im Radikanden, die über die Tafelgenauigkeit hinausgehen, sind vor dem Aufsuchen 
des Wurzelwertes zu runden. 

68. Zu folgenden Quadratwurzelwerten ist der Radikand gesucht: 
a) 8,0808 b) 0,26633 e) 41,738 d) O,Oll388
f) 13,6858 g) 0,0079183 h) 0,299583 i) 2,52053 

e) 3,14246 
k) 0,077061 

69. Zu folgenden Radikanden ist mit Hilfe der Za.hlente.fel die dritte Wurzel zu ermitteln: 

a) 65,3 b) 5710 c) 0,4678 d) 7,31 e) 932,6 
f) 0,01673 g) 63918 · h) 0,0003472 i) 8,796 k) 0,00004138 

70. Zu folgenden Kubikwurzelwerten ist der Radikand gesucht (Tabellenwerte): 
a) 3,484 b) 0,77166 c) 0,0098935 d) 14,874 e) 0,056785 
f) 0,4376 g) 8,2387 h) 625,39 i) 0,0704 k) 0,002888 
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71. Mit Hilfe des Rechensta.bes ist zu ermitteln: 
a) 2,61 b) 19,71 c) 0,6281 

f) 8,061 g) 0,413" h) 21,51 

72. Desgl. 
a) 3,63 

f) 2,043 

73. Desgl. 
a) VM

rJ vo.000243 

74. Desgl. 

b) 0,7043 

g) 0,3123 

b) V8,32 

g) v4000 

c) 12,7253 

h) 0,06043 

c) vo,832 

h) v1s,3 

d) 323' 
i) n:• 

d) n:3 
i) 100,63 

d) V60500

iJ vo,00681 

a) %4 b) l'B.45 c) i'0,766 d) j!o,0142 

f) j;o,00445 g) ys20 000 000  11i f'5 350 000 i) to,805 

75. Bestimme mit Hilfe des Rechenstabea die Kehrwerte von 
a.) 3,24 b) 43,2 c) 0,73 d) n: 

f) 0,0173 g) � h) 0,001695 i) �0,285 

76. Mit Hilfe des Rechenstabes ist zu berechnen: 

e) 0,014651 

k) 10,051 

e) 0,09448 

k) 0,008123 

e) vo.013 

k) 1,775 

e) iJ005 

k) f 0,0000385 

e) 102,6 

k) 12,9' 

a) 1,24 • 6,35 b) 2,02., 0,442 
fl 0,243, 474 
k) 72,4 • 81,2 

c) 54,6, 103,5 d) 0,0292 , n: 
e) 14,45 • 0,000716 
i) 0,409 • 0,6575 

77. Desgl. 
a) 5,3: 2,7 
e) 24,7: n: 
i) 1,142: 94,8 

•78. Desgl. 
a) 203 • 10,45 · 0,0433 
d) 511 · 0,0845 • 1,93 

g) 0,08275, 0,0773 h) 33,9, 0,00095 

b) 0,903: 0,46 c) 31,2: 0,663 
f) 0,4275 : 0,000262 g) 0,0713 : 9,08 
k) 0,0098: 1,04 

d) 0,0905 : 2,32 
h) n:: 180 

c) ll,3, 0,726, 6,28 
f) 0,0529 , 14,24 , 272 

g) 0,1262 · 0,1378 • 0,2262 

k> o,0410 . 3080 . vo.01ao

b) 0,147, 22,l, 0,0359
e) 0,274, 0,6425, 0,971 

h> V423,9 • o.n·, . 0,092 i) o,538 . j!o,284 . n: 

79. Desgl. 
a.) 3,71, 0,0525 

0,202 
0,472, 14,15 c)

587,5, 0,000314 

1,414 · 27,6 e)
39,7 · 0,445 · 102,5 · 71,4 

b 27,3 ) 614 · 0,744 

d) 793 · 8,55 · 0,0171 
0,213 · 59,2 

f) yo,495 · 173,4 · 0,0207 

0,936 · t24,6 · 606 · 0,1235 
g) 7,26' + 12,421 - 2 · 7,26 · 12,42 · 0,788 

hl V24,3' - 9,ss• 
0,85 

i) 2,16 · 0,0575 
31,2 -707,5 k) 1/ Vl67,3 , 0,0288 

13,62 
- 8,042 
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4.1. Die vier Grundrechenarten

4.1.1. Elnfaohe Reohenoperatlonen mit allgemeinen Zahleneymbolen
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Soll eine Rechenvorschrift angegeben werden, die für alle Einzelfälle gültig ist, so ver­
wendet man hierzu a llgemeine  Zahlensym bole. Dabei bevorzugt man für ge­
gebene Zahlen die Anfangsbuchstaben a, b, c, ... des Alphabets, während die Endbuch­
staben ... u, v, w, x, y, z meist den gesuchten oder den veränderlichen Zahlen vorbehal-
ten bleiben. 
Die verwendeten Buchstaben können sowohl ganze als auch gebrochene, benannte als 
auch unbenannte Zahlen bedeuten. 
Soll ein Einzelfall berechnet werden, so sind an Stelle der allgemeinen Zahlensymbole 
die für diesen Einzelfall vorgesehenen speziellen Zahlenwerte einzusetzen, wobei zu 
beachten ist, daß innerhalb einer Aufgabe ein und demselben Zahlensymbol auch immer 
ein und derselbe spezielle Zahlenwert entspricht. 
Ferner gilt die R eg·el, daß die Rechenoperationen der dritten Stufe (P_otenzieren und 
Radizieren) denen der zweiten Stufe (Multiplizieren und Dividieren) und diese wiederum 
denen der ersten Stufe (Addieren und Subtrahieren) übergeordnet sind, das bedeutet, 
daß diese Operationl!n vorrangig auszuführen sind. Soll von dieser Regel abgewichen 
werden, so ist dies im Rechenausdruck durch eine Klammer zu kennzeichnen. 

BEISPIEL 1 

W eichen apeziellen Zahlenwert nehmen die folgenden allgemeinen Auadrücke fiJ.r a = 5, b = 2, 
c = 4 und m = 3 an: 

&) a+b·a-b b) (a + b)·a - b o) a + b ·(a - b)

d) (a + b)·(a - b) e) � -+b·a-b f) 
a+b·a-b c c 

g) a+b
h) 

a ·b'" 

i) 
(a· b)"' 

-
c
-·(a - b) c c 

Lösung: 

a) a + b • a - b = 5 + 2 · 5 - 2 = 5 + 10 - 2 = 13 

b) (a + b) , a - b = (5 + 2) • 5 - 2 = 7 · 5 - 2 = 35 - 2 = 33 

o) a + b • (a - b) = 5 + 2 · (5 - 2) = 5 + 2 • 3 = 5 + 6 = 11 

d) (a + b) (a - b) = (5 + 2) (5 - 2) = 7 · 3 = 21 

a ·5 e) c + b • a - b = 4 + 2 · 5 - 2 = 1,25 + 10 - 2 = 9,25 

f) 
a + b • a - h = 5 + 2 · 5 - 2 = !___ • 5 - 2 = �_li - 2 = 6 75 c 4 4 4 ' 

a + b 5 + 2 7 21 
g) -c - · (a - b) = -4- · (5 - 2) = -r 3 = 

4 = 5,25 

k) (
a

/r 
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a·b• 5·21 5·8 h) -
c
- = -4- = T = 10 

. (a • b)• (5 · 2)3 10' 1000 l) -
c
- = -4- = 4 = -4- = 250 

k) (a; br = (
5 /)" = 2,53 = 15,625 

Wenn zum Ausdruck gebracht werden soll, daß unter einem allgemeinen Zahlensymbol 
eine ganze Zahl verstanden werden soll, so verwendet man meistens den Buchstaben n 
bzw. die griechischen Buchstaben v (sprich „nü") bzw. l (sprich „lambda"). 
Ist n eine beliebige ganze Zahl, so lautet die vorhergehende Zahl n - 1 (die um 1 klei­
nere Zahl), während die auf n folgende Zahl n + 1 (die um 1 größere Zahl) ist. 
Das Doppelte einer ganzen Zahl n, also die Zahl 2n, ist stets eine gerade Zahl. 
Vermehrt bzw. vermindert man eine gerade Zahl um 1, so ergibt sich stets eine un­
gerade Zahl. Folglich sind 2n + 1 bzw. 2n - 1 stets ungerade Zahlen. 

BEISPIEL 2 
l at m irgendeine Zahl, so bedeutet 

m + 5 die um 5 größere Zahl als m, 
m - 3 die um 3 kleinere Zahl als m, 
4 m das Vierfache von m, 
m 
7 

m• 

den siebenten Teil von m, 

die driUe Polenz von m, 

die vierte Wurzel aua m uaw. 

Häufig werden gleichartige Größen durch ein und dasselbe allgemeine Symbol gekenn­
zeichnet, wobei durch Indizes1) angedeutet wird, daß diese Symbole verschiedene Zah­
lenwerte besitzen können. 

BEISPIEL 8 
Werden vier Widerstände R1, R2, R3 und R, kintereinandergeachaltet, BO berechne! Bick der Ge­
aamtwideraland Ra a :., 

Ra = R1 + R9 + R3 + R,. 

Behaltet man sie dagegen pa.rallel zueinander, ao giU für den Geaamtwideraland Rp die Beziehung 

1 1 1 1 1 
-=-+-+-+­Rp R1 R2 R, R, 

4.1.2. Die negativen Zahlen 

Die Addition zweier Zahlen kann man mit Hilfe eines festen und eines beweglichen 
Zahlenstrahles sehr anschaulich darstellen, wenn me.n nach folgender Vorschrift ver­
fährt: 

Sollen die beiden Zahlen a und b addiert werden. so bringt man den Anfangspunkt A 

des beweglichen Zahlenstrahles unter die Zahl a des festen Zahlenstrahles. Die 
Summe a + b wird de.nn über der Zahl b des beweglichen Strahles auf dem festen 
Zahlenstrahl abgelesen. 

1) index (lat.) Anzeiger; Mehrzahl: Indizes. 
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Im Bild 17 ist die Aufgabe 2,5 + 4,5 = 7 auf diese Weise gelöst worden. 
Es ist zu erkennen, daß sich mit den uns bis jetzt bekannten Zahlen jede Additions­
aufgabe lösen läßt. 
In ähnlicher Weise läßt sich auch die 
Subtraktion veranschaulichen. Man geht 
hier wie folgt vor: A 

1 

Ablesung 

/ 

Ist die Differenz a - b zu bilden, so 
stellt man mit Hilfe des beweglichen 
Zahlenstrahles den Subtrahenden b

unter dem Minuenden a auf dem festen 
Zahlenstrahl ein. Die Differenz a - b

wird dann über dem Anfangspunkt A
des beweglichen Zahlenstrahls auf dem 
festen Zahlenstrahl abgelesen. 

�A-·�����J-·��-·�_.s_��-:+/��
--l

i 

Einstellung beweglich 

Bild 18 stellt die Lösung der Aufgabe 
8 - 4,5 = 3,5 dar. 

Dild 17 

A 
1 

Es ist leicht einzusehen, daß sich nicht Dild 1s 

mehr jede Subtraktionsaufgabe mit den bis 

Ablesung 
( 

1 
3 

8 �\ 

\ 
Einstellung 

jetzt verfügbaren Zahlen lösen läßt. Die Subtrakt}On läßt sich durchführen, solange der 
Subtrahend kleiner ist als der Minuend, denn in diesem Falle liegt der Anfangspunkt A
des beweglichen Zahlenstrahles stets unter einer bestimmten Zahl des festen Strahles. 
Ist jedoch der Subtrahend gleich dem Minuenden oder gar größer als dieser, so liegt 
der Anfangspunkt des beweg· 
lichen Strahles unter dem An­
fangspunkt des festen Strahles 
bzw. links davon. 
Um nun a11ch derartige Auf-

A•O 

: 
A 

3-3 =O 

gaben noch lösen zu kön­
nen, erweitert man den Zah­
lenstrahl nach links über 
den Anfangspunkt A hinaus 
und bezeichnet die bei den 

-1 9 +? +� +3 +lt { 
...._ ___ -;:::*i �i;==l:i =;:::i �=:::-..J- . 3-'t = - 7 

Subtraktionsaufgaben 3 - 3, 
3- 4, 3- 5, 3- 6 usw. ent­
stehenden Endpunkte mit
0, - l, - 2, - 3 usw. (Bild 19),
so entsteht die Zahlengerade.
Auf ihr sind die bisher be­
kannten Zahlen, die positiven
Zahlen (und zwar die positi-

A +1 •2 +3 +Lt 

A +1 .� .3 +4 +s 

·J ·2 -1 0 +1 +2 'f-3 +'+ 
1 1 1 1 

l + 1 f z + � + � + 5 +6

3-5=-2 

J-6 = -3 

ven ganzen Zahlen und die
positiven Brüche), vom Null­ -lt -3 -2 -7 0 +7 +2 +3 +lt +5 r{j +7 +8 r9 

punkt aus nach rechts abge- Bild 19 

tragen, während die neu ein-
geführten Zahlen, die Null und die negativen Zahlen (die sich ebenfalls untergliedern 
in negative ganie Zahlen und negative Brüche), vom Nullpunkt aus nach links abgetra­
gen werden. 
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Diese Darstellung der positiven und der negativen Zahlen ist jedem vom Thermometer her be­
reite bekannt. 

Um die positiven von den negativen Zahlen unterscheiden zu können, versieht man 
sie mit einem Vorzeichen, und zwar schreibt man vor die positiven Zahlen ein Plus­
zeichen, während die negativen Zahlen mit einem Minuszeichen versehen werden. 
Wenn Irrtümer ausgeschlossen sind, darf das Pluszeichen vor einer positiven Zahl weggel88Ben 
werden: + 3 = 3. Dagegen muß das Minuszeichen vor einer negativen Zahl stets mitgeschrieben 
werden. 

Von zwei Zahlen liegt die größere von beiden auf dem Zahlenstrahl stets rechts von der 
kleineren. 

Es ist also - 3 > - 71), 
dagegen +3<+7, 

0 >-1, 

0 <  + 1, 
+ 2 > - 3;
- 2 < + 3. 

Unter dem Betrag einer Zahl versteht man den Wert dieser Zahl ohne Rücksicht auf 
deren Vorzeichen. Der Betrag einer Zahl wird gekennzeichnet durch senkrechte Striche 
vor und hinter der Zahl. 
So ist z.B.: 1 - 3 1 = 1 + 3 1 = 3.
Die allgemeine Definition für den Betrag einer Zahl lautet 

l+ a, wenn a > 0

I a 1 = 0, a = 0 

Es ist demnach 

- a, a < 0 

1- s 1 + 1 + 3 I -1- 21 = 8 + 3- 2 = 9.

(1) 

Der Betrag I a I einer Zahl a kann geometrisch gedeutet werden als Abstand dieser
Zahl vom Nullpunkt der Zahlengeraden. 
Zwei Zahlen mit gleichem Betrag, aber verschiedenen Vorzeichen werden entgegen­
gesetzte Zahlen genannt. So sind z.B. + 3 und - 3 oder - 0,27 und + 0,27 entgegen­
gesetzte Zahlen. 
Aus dem bisher Gesagten geht hervor, daß die beiden Zeichen+ (plus) und - (minus) 
mit zwei verschiedenen Bedeutungen verwen\let werden. Sie werden einmal verwendet 
als Rechenzeichen oder Operationszeichen und geben dabei an, welche Rechenoperation
(Addition bzw. Subtraktion) durchgeführt werden soll.

BEISPIEL 1 

In der Aufgabe 8 + 5 iat daa Zeichen + ein Operationszeichen. Es ist die Kurzform der Auf­
forderung: Addiere 5 zu 8! Entsprechend ist in 8 - 5 daa Zeichen - ebenfalla ein Operation8-
zeichen, daa die Aufforderung enthliU: Subtrahiere 5 von 81 

Zum anderen werden dieselben Zeichen auch als Vorzeichen der Zahlen verwendet. In 
dieser Eigenschaft geben sie an, ob die Zahl positiv oder negativ ist.
Operations- und Vorzeichen müssen stets deutlich voneinander unterschieden werden. 
Sind Verwechslungen möglich, so schließt man das Vorzeichen und die zugehörige 
Zahl in Klammern ein. 
1) Das Zeichen > wird gelesen „größer als"; entsprechend bedeutet das Zeichen< ,,kleiner als". 
Das Zeichen;;: wird gelesen „größer oder gleich"; entsprechend bedeutet;:;;; ,,kleiner oder gleich". 
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BEISPIBL 2 

Operalionneichen 
,/ \.. 

( + 7) + ( - 2) - ( + 4) 
' t /' 

Vorzeichen 

63 

Die Aufgabe bedeutet: Addiere zur Zahl + 7 die Zahl - 2 und 8'Ubtrahiere davon die Zahl + 41 

4,1,8, Addition und Subtraktion Addition und Subtraktion sind die Rechenarten erster Stufe.

I 
In jeder Additionse.ufge.be dürfen die Summanden vertauscht werden. Der Wert derSumme ändert sich de.bei nicht. Es gilt somit de.s Kommutativgesetz1) (Vertauschungsgesetz) der Addition: 

I a+b=b+a I· (2)Die Addition positiver und negativer Zahlen geschieht nach folgender Festsetzung:

I Zahlen mit gleichen Vorzeichen werden addiert, indem me.n ihre Beträge addiert und der Summe de.s gemeinsame Vorzeichen der Summanden gibt. Sollen Zahlen mit ungleichen Vorzeichen addiert werden, so subtrahiert me.n den kleineren Be­trag vom größeren und gibt der Differenz de.s Vorzeichen der Zahl mit dem größe­ren Betrag. Demnach gilt für a, b;;;;;; 0: 

BEISPIEL 1 

(+ a) + (+ b) = + (a + b), 

(- a) + (- b) = - (a + b), 

(+ a) + (- b) = + (a- b), wenn a� b,

(-a)+(+b)=-(a-b), wenn a�b.

&) ( + 3) + ( + 5) = + (3 + 5) = + 8 

b) (- 3) + (- 5) = - (3 + 5) = - !! 

c) ( + 3) + ( - 5) = - (5 - 3) = - 2 

d) (- 3) + ( + 5) = + (6 - 3) = + 2 

Der Leser bestätige die Ergebnisse aus Beispiel l mit Hilfe zweier gegeneinander verschieb­
barer Zahlengeraden! (Vgl. Abschnitt 4.1.2.) Aus der Regel für die Addition zweier Zahlen geht hervor, daß die Summe zweier ent­

gegengesetzter Zahlen Null ist: 
(+a)+(-a)=O. Die Subtraktion ist die Umkehrung der Addition; d.h., die Additionse.ufge.be a+b=c 

1) commutare (Iat.) vertauschen.
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sagt dasselbe aus wie die beiden Subtraktionsaufgaben 

c -a = b oder c -b = a. 

Aus diesem Zusammenhang zwischen Additior;. und Subtraktion folgt, daß 

a + b -b = a und a -b + b = a

ist. Addition und Subtraktion, mit denselben Zahlen nacheinander ausgeführt, heben 
sich also gegenseitig auf, d.h. 

I Addition und Subtraktion sind entgegengesetzte Rechenarten. 

Diese Eigenschaft wird bei der Probe für Subtraktionsaufgaben benutzt. 

Wie man mit Hilfe der im Abschnitt 4.1.2. beschriebenen gegeneinander verschiebbaren 
Zahlengeraden nachprüfen kann, ist 

(+ 8) - (+ 5) = (+ 3), 

(+ 8) - (- 5) = (+ 13), 

(-8) -(+ 5) = (- 13) 

und (-8) - (- 5) = (- 3). 

Diesen vier Subtraktionsa.ufgaben lassen sich vier Additionsaufgaben mit den Zahlen 
(+ 8) bzw. (-8) und (+ 5) bzw. (-5) gegenüberstellen, die die gleichen Ergebnisse
wie oben besitzen: 

und 

(+ 8) -(+ 5) = (+ 3) entspricht (+ 8) + (- 5) = (+ 3), 

(+ 8) -(-5) = (+ 13) 

(-8) -(+ 5) = (- 13) 

(-8) -(-5) = (- 3) 

(+ 8) + (+ 5) = (+ 13), 

(- 8)+ (-5) = (-13) 

(-8) + (+ 5) = (-3). 

Daraus erkennt man: Eine positive oder negative Zahl kann auch dadurch subtrahiert 
werden, daß man die ihr entgegen,gesetzte Zahl addiert. 
Diese Erkenntnis läßt sich verall�emeinern zu folgender Regel für die Subtraktion posi­
tiver urd negativer Zahlen: 

I Eine Zahl kann mar subtrahieren, indem man die ihr entgegengesetzte Zahl addiert. 
Die beiden Regeln für d:., Addition und Subtraktion lassen sich auch anwenden, wenn mehr als 
zwei Glieder zu addieren bzw. zu subtrahieren sind. 

Da sich jede Subtraktion a.uf eine Addition der entgegengesetzten Zahl zurückführen 
läßt, werden Ausdrücke, in denen die einzelnen Glieder nur durch Additions- bzw. Sub­
traktionszeichen miteinander verbunden sind, algebraische Summen genannt. 

BEISPIEL 2 

( + 3) + ( - 4) -(-2) -( + 1) iat eine algebraische Summe. Zu ihrer Berechnung beseitigt
man zunächst die Subtraktionszeichen und faßt dann zusammen: 

( + 3) + (- 4) -(-2) - ( + 1) = ( + 3) + (- 4) + ( + 2) + (- 1) = 3 - 4 + 2 -l = o.
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Auf diese Weise läßt sich jede algebraische Summe von bestimmten Zahlen ermitteln. 
Enthält eine algebraische Summe benannte Zahlen, so lassen sich nur die Maßzahlen 
g'leichartigef' Gröpen zusammenfe.BBen. (Gegebenenfalls sind vorher die Einheiten um­
zuformen.) 

BEISPIEL 8 

a )  3,6 m/s + 6,5 m/a = 10,l m/a 
b) 0,5 m• - 1350 om• = 5000 cm• - 1350 om• = 3650 om•

Beim Rechnen mit allgemeinen Zahlensymbolen unterscheidet man gleichartige und 
ungleichartige Glieder. So sind die beiden Glieder 4:a und 7 a gleichartig, da sie dasselbe 
allgemeine Zahlensymbol a enthalten und sich nur in der Vorzahl (auch Zahlenfaktor 
oder Koeffizient genannt ) unterscheiden. 3a und 3b oder 5z1 y und 5zy8 sind da­
gegen ungleichartige Glieder. 

Es gilt die Regel: 

I
In algebraischen Summen lassen sich stets nur gleichartige Glieder durch Addition 
und Subtraktion zusammenfassen. Dabei werden nur die Koeffizienter,. der Glieder 
addiert bzw. subtrahiert. 

Ungleichartige Glieder lassen sich nur dann zusammenfassen, wenn für die einzelnen 
allgemeinen Zahlensymbole bestimmte Zahlenwerte vorgeschrieben sind. (Vgl. 4.1.1., 
Beispiel 11) 
Sind in einer Aufgabe mehrere Additionen und Subtraktionen auszuführen, so darf 
die Reihenfolge der Rechenoperationen nach dem Kommutativgesetz vertauscht 
werden. 

BEISPIEL 4 
3a + 2b - 4c + 2a - 7 b + 2c - a + b - 5c = 
= 3a + 2a - a + 2b - 7b + b - 4c + 2c - 5c = 4a - 4b - 7c 

4.1.4. Multiplikation 

Soll eine Zahl a b-mal als Summand gesetzt werden, so schreibt man dafür auch kurz 
ein Produkt: 

a·b=a+a+a+···+a 

b Summanden 

wobei b zunächst eine positive ganze Zahl sein muß. 
Auch für die Multiplikation gilt das Kommutativgesetz: 

I a·b=b·a 1, 
d.h.: 

I Die Faktoren emes Produkts dürfen miteinander vertauscht werden. 

(3) 

(4) 

Sind mehr als zwei Faktoren miteinander zu multiplizieren, so dürfen sie nach dem 
Assoziativgesetz1 ) der Multiplikation in beliebiger Reihenfolge zu Teilprodukten zu-

1) .Assoziation (lat.) Verbindung.

6 Elementarmathematik 
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sammengefaßt werden: 

BEISPIEL 1 

I a • b • c = (a • b) • c = a · (b · c) = (a · c) · b I · 
3z, 5z · 4y = 3 • 5 • 4 • z • z • y = 60 • z, y • z 

(EB wt ilblich, die allgemeinen Zalile11.Bymbole im E,gelmw alpllabetiach anzuordnffl.)

(5) 

Zwischen allgemeinen Zahlenfaktoren sowie zwitchen allgemeinen Zahlensymbolen und 
bestimmten Zahlen darf das Multiplikationezeichen · weggelassen werden, eo daß das 
Ergebnis aus Beispiel 1 auch in der Form 60, xyz oder 60 xyz geschrieben werden kann. 
Mehrere gleiche Faktoren dürfen als Potenz g!!Bohrieben werden. 

BEISPIEL B 

2a • 3b • 6a • 5 b • 4a • c = 2, 3 • 6, 5, 4 • a, a .• a • b • b • c = 720a8b1c 

Auf Grund der Definition (3) für das Produkt ist 

I a,0= O·a= 0 1 
I Ein Produkt ist dann gleich Null, wenn einer seiner Faktoren Null ist. 

Außerdem gilt der für die Gleichungslehre wichtige Satz: 

(6) 

I 
w.enn ein Produkt Null sein soll, dann muß mindestens einer der Faktoren Null
eem. 

Sind a und b beliebige, aber positive Zahlen, so gelten folgende Vorzeichenregeln für 
die Multiplikation: 

(+ a) · (+ b) = + a • b 

(- a) • (+ b) = - a • b

(+a)·(-b)=-a·b 

(- a) • (- b) = + a • b

I
Man multipliziert zwei Zahlen, indem man das Produkt ihrer Beträge bildet. De.e 
Produkt ist positiv, wenn beide Faktoren gleiche Vorzeichen besitzen; andern­
falls ist es negativ. 

Die ersten beiden Regeln laaen eioh daduroh leioht nachprüfen, da.B .man die Multiplikations­
aufgabe in die entepreohende Addition umformt. Die Vol'7.8iohen in den beiden anderen FAllen 
wurden 80 feetgalegt, da.B alle bisher aufgestellten Reohengeeetze auoh weiterhin gtlltig bleiben. 

De.e Vorzeichen eines Produkts aus mehre„en Faktoren ist davon abhängig, wieviele 
negative J!'aktoren darin auftreten. 

I
Ist die Anzahl der negativen Faktoren in einem .t'rodu.kt gerade, so ist de.e Produkt 
positiv; ist sie ungerade, eo ist das Produkt negativ. 

Es ist stets ratsam, zunäch$t das V orzeiclien eines Produkts zu bestimmen, und da­
nach erst die reine Zahlenrechnung durchzuführen. 
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BEIBPIELE 

3. (- 2a) ( + 3b) ( + 4a) (- 5b) (-3a) = - 2 • 3 • 4 • 5 • 3 • a • a • a • b • b = - 360a8b• 

4. (- 0,5:z:) (- 311) (- 0,25::i) ( - 6u) = + 2,26uzyz = 2,26uz11z

5. (- 2u) (+ 311) + (- l'iu) (- 411) = (- 6u11) + l+ 20u11) = + lh11 = 14u11

( Erat die Prodv.lde ber�c1111ffl, dann ad.dierml) 

6. (- 2u) (+ 311) - (- 5u) (- 411) = (- 6u11) -(+ 20u11) = - 26u11 

4.1,6, Dhialon 

Die lxvinon ist die Umke�rung der Multiplikation. 
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Die Multiplikationsaufgabe a , b = c sagt demnach dasselbe aus wie die beiden Divi­
sionsaufgaben c: b = a oder c: a = b. Da die Faktoren eines Produkts vertauschbar 
Bind, besitzt die Multiplikation nur eine Umkehrung. 
Aus dem Zusammenhang zwischen Multiplikation und Division folgt, daß 

(a • b) : b = a und (a: b) • b = a 

gilt, d. h., daß sich Multiplikation und Division, mit denselben Zahlen ausgeführt, 
gegeneinander aufheben. (Anwendung bei der Probe für eine Divisionsaufgabe!) 

I Multiplikation und Division sind entgegengesetzte Rechenarten. 

Aus den entsprechenden Vorzeichenregeln füt die Multiplikation erhält man die Re­
geln für die Division: 

(+ a): (+ b) = + a: b 
(-a): + b) = - a: b 

(+ a): (- b) = - a: b 
(-a):(-b)-+a:b 

I
Man dividiert zwei Zahlen durcheinander, indem man den Quotienten ihrer Be­
träge bildet. Der Quotient ist positiv, wenn Dividend und Divisor gleiche Vorzeichen 
besitzen; andernfalls ist er negativ. 

BEIBPIELE 

1. (+ 36zy): (- 8y) = - 4,5z 

2. ( -45u1) : ( - 25u1) = + l,Su

3. a) ( + 36::i) : ( + 1) = + 36z 

o) (-36::i):(+l)= -36::i 

4. a) ( + 37,25a): ( + 37,26a) = + l 

o) (+ a7,25a): (-37,258) = - 1 

Probe: (- 4,5z) (- 811) = + 36zy 

Probe: ( + l,8u) ( - 25u1) = - 45-u• 

b) (+36:):(-1)=-36::i 

d) ( - 36:) : ( - l) = + 36:

b) (-37,258): ( + 37,258) = - 1 

d) (- 37,258): (- 37,25,) = + 1 

5. 48u1v': [(- h) ( + 311)] - 4u • [( - 8u11): (-2u)] = ( + 48u1v'): (- 12u11) -4u • ( + 411) = 

= - 4u11 - l6u11 = - 20u11 

Man beaehü die Reillmfoll,le der einzelnen Recheflo,peralionenl 

Bei der Division nimmt die Zahl Null eine Sonderstellung ein. Es ist 

0 : a = 0 für a =!= 0, 

weil O , a = 0 ist. 
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Dagegen ist die Aufgabe a: 0 nicht WBbar, weil es keine Zahl gibt, die mit Null multi­
pliziert den Wert a ergibt. 
Schließlich besitzt die Aufgabe O : 0 kein bestimmtes ErgebniB; denn jede Zahl ergibt, 
wenn man sie mit Null multipliziert, den Wert Null. 
Aus all dem folgt: 

I Die Division durch Null ist sinnlos und darf nioht ausgeführt werden. 

U.8. Die rationalen Zahlen 

Geht man von den natftrllchen Zahlen 1, 2, 3, ... aus, so läßt sich innerhalb dieses 
Zahlenbereiches jede Additions- und auch jede Multiplike.tionse.ufge.be lösen. Die Addi­
tion bzw. die Multiplikation zweier natürlicher Zahlen ergibt stets wieder eine natür­
liche Zahl. 
Es ist jedoch schon nicht mehr möglich, jede Subtre.ktionse.ufge.be innerhalb des Be­
reiches der natürlichen Zahlen zu lösen. Um jede Subtre.ktionse.ufgabe lösen zu können 
(z.B. 3 - 5), muß man einen umfassenderen Zahlbegriff' verwenden, nämlich den der 
ganzen Zahlen. Der Zahlbereich der ganzen Zahlen umfaßt die positiven und die ne­
gativen ganzen Zahlen sowie die Zahl Null. 
Der Bereich der ganzen Zahlen ist aber immer noch nicht umfassend genug, um bei­
spielsweise auch jede Divisionsaufgabe lösen zu können. So besitzt z.B. die Aufgabe 
( + 3) : (- 5) keine Lösung innerhalb des Bereiches der ganzen Zahlen. De.mit nun auch
jede Divisionsaufgabe gelöst werden kann, 111uß man erneut zu einem umfassenderen
Zahlbegriff' übergehen, nämlich zum Bereich der rationalen1) Zahlen.

I
Jede Zahl, die sich als Quotient zweier ganzer (positiver oder negativer) Zahlen 
darstellen läßt, heißt eine rationale Zahl. 

Die rationalen Zahlen umfassen demnach alle positiven und negativen ganzen und ge­
brochenen Zahlen sowie die Zahl Null. 

4.2. Das Rechnen mit algebraischen Summen 

4,2.1. Die Bedeutung der·Kle.mmem 

Durch die Vorschrift, daß die Rechenarten der höheren Stufe vor den Rechenarten 
der niedrigeren Stufe durchzuführen sind, ist für jede Aufgabe eine eindeutige Auf­
einanderfolge der Rechnungen festgelegt. So ist z.B. in 2 + 3 , 4 zunächst das Pro­
dukt 3, 4 zu bestimmen und dann dazu die Zahl 2 zu addieren: 

2 + 3 • 4 = 2 + 12 = 14. 

Sollen dagegen zuerst die beiden Zahlen 2 und 3 addiert und deren Summe mit 4 
multipliziert werden, so muß dies de.durch gekennzeichnet werden, daß man die Summe 
in eine Klammer einschließt: 

(2 + 3) , 4 = 5 · 4 = 20. 

Der Wert einer Klammer ist demnach stets zuerst auszurechnen. Beim Rechnen mit 
bestimmten Zahlen bereiten die Klammern keine Schwierigkeiten, de. sich der Inhalt 

1) ratio (lat.) Verstand; Verhältcis. 
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der Klammern zahlenmäßig ermitteln läßt. Treten dagegen in den Klammem allge­meine Zahlensymbole auf, so läßt sioh der Inhalt der Klammer häufig nicht ohne wei­teres zusammenfassen, da in ihr meist verschiedenartige Glieder auftreten. In solchenFällen benötigt man die Regeln für das Rechnen mit Klammerausdrücken. 
4.2.2. Außlhlen und Setlllen additiver und aubtraktlver Klammem 
Soll die Summe 5 + 7 zur Zahl 8 addiert werden, so schreibt man 

8 + (5 + 7) = 8 + 12 = 20. 

Das gleiche Resultat ergibt sich, wenn man die beiden Summanden 5 und 7 einzelnaddiert: 
s+ 5+ 1 = 20. 

Es ist demnach 
8 + (5 + 7) = 8 + 5 + 7, 

oder allgemein 
I a + (b + c) = a + b + c

In ähnlicher Weise überzeugt man sich von der Richtigkeit der Beziehungen 

in Worten: 

a + (b - c) = a + b - c

a - (b + c) = a - b - c

a - (b - c) = a - b + c

(7a) 

(7b) 
(7 c) 
(7 d) 

I 
Klammern, vor denen ein Pluszeichen steht, können ohne weiteres weggelassenwerden. Klammern, vor denen ein Minuszeichen steht, dürfen nur dann weggelassenwerden, wenn gleichzeitig die Zeichen innerhalb der Klammer umgekehrt werden. 

Diese Rechenregel gilt auch für drei- und mehrgliedrige Klammerausdrücke. 
Steht vor dem ersten Glied in einer Klammer kein Vorzeichen, so ist an dieser Stelle stets einPluszeichen zu denken. Pluszeichen dürfen am Anfang einer algebraischen Summe weggel888enwerden; Minuszeichen müssen dagegen immer geschrieben werden. 
BEISPIELE 

l. 3a + (4b - 2c) = 3a + 4b - 2c

2. (2z + 3y) + (2z - 3y) = 2z + 3y + 2z - 3y = 4z

3. (0,6u - 0,311) - (0,2u + 0,111) = 0,6u - 0,311 - 0,2u - 0,111 = 0,3u - 0,411 

4. (16r + 2la) - (16r - 12a) = 16r + 218 - 16r + 12a = r + 33, 

Bei verschiedenen Aufgaben kann es vorkommen, daß innerhalb einer Klammer nochweitere Klammern auftreten. Zur besseren Übersicht verwendet man dann verschie­dene Klammerformen (runde, eckige, geschweifte usw.). Es ist ratsam, die Klammernstets von innen nach außen aufzulösen. 



70 4. Du Rechnen mit allgemeinen Za.bleuymbolen
BEISPIELE 

5. 3a + [4b -(2a + 3b)] = 3a + [4b - 2a - 3b] = Z1U11Jm1Mn/aue11/= 3a + [b - 2a] = 3a + b - lla = a + b 
6. (5z + 3y) - ((2z - 3y) - [(3z - 2y) -(2z - 5y)]I == 5z + 3y - (2z - 3y - [3z -2y -2z + 5y]} = -= 5z + 3y - (2z - 3y-:- [z + 3y]I = 

= 5z + 3y - (2z - 3y -z - 3yl = 5z + 3y - (z - 6y} = -4z + 9y 
Die Umkehrung der Regel für das Ävfl6sen von Klammem lautet: 

I 
Die Glieder einer algebraischen Summe dürfen in eine Klammer eingeschlossenwerden, wenn vor diese Klammer ein Pluszeichen geschrieben wird. Wird dagegenvor die eingeführte Klammer ein Minuszeichen gesetzt, so sind die Rechenzeichen der eingeklammerten Glieder umzukehren. 

Es ist demnach 

BEISPIEL 7 

a + b + c = a + (b + c) 
a + b - c = a + (b - c) 

a - b + c = a - (b - c) 

a - b - c -= a - (b + c) 

3v -211 + tD - 2u -411 - 3to + 5u - 3v + 6to -u + 511 - 2to = = (3u -2u + 5u -u) -(211 + 411 + 3i, - 511) + (to -3to + 6w - 2w) == 5u -411 + 210 
t.2,8. Multlpllkatlon von Klammerauadrllcken 

Für die Multiplikation einer algebraischen Summe mit einer Zahl gilt das Verteilungs,oder Dlstrlbutlvgesetz : 
I a • (b ± c) = a • b ± a • c J (8) 

I 
Eine algebraische Summe kann man mit einer Zahl multipli­zieren, indem man die einzelnen Glieder der Summe mit dieserZahl multipliziert. Die Vorzeichen ergeben sich dabei aus denVorzeichenregeln für die Multiplikation. 

Im Bild 20 ist das Distributivgesetz für den Fall a · (b + c) ver­anschaulicht für den Fall, daß a, b und c positive Zahlen sind. Das Umformen eines Ausdrucks der Forma · (b ± c) in eine alge­braische Summe nennt man AusmuZtiplizieren. Das Distributivgesetz gilt entsprechend, wenn die algebraischeSumme aus mehr als zwei Gliedern besteht. 
BEISPIELE 

r 
a· c <> 

a· b -o 

___ l_ 
1 1 

-a-­
' 1 

Blld 20 

1. 258 · 37 = (200 + 50 + 8) · 37 � 200 · 37 + 50 • 37 + 8 · 37 = 7400 + 1850 + 296 = 9546( Rechenvorteile beim Kopfrechnen.) 
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2. (6m + Sn - 3p) • 2,5q = 15 mq + 20nq - 7,5pq 

3. 2(z - y) + 3(z + y) - 4(y - z) - 5(y + z) = 

= 2z - 2y + 3z + 3y - 4y + 4z - 5y - 5z = 4z - Sy 

Nach dem Distributivgesetz ist 
(a + b) • m = a · m + b • m. 

Setzt man hierin auf beiden Seiten m = c + d, so ergibt sich 
(a + b) (c + d) = a (c + d) + b (c + d),

woraus nach weiterem Ausmultiplizieren der rechten Seite 
1 (a + b) (c + d) = ac + ad+ bc + bd

folgt. Entsprechend erhält man
(a + b) (c - d) - ac - ad+ bc - bd

(a - b) (c + d) = ac + ad - bc - bd

(a - b) (c - d) = ac - ad - bc + bd
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(!la) 

(9b) 
(9c) 
(9d) 

I 
Zwei algebraische Summen kann man miteinander multiplizieren, indem man jedesGlied der einen Summe mit jedem Glied der anderen Summe multipliziert und diesich ergebenden Teilprodukte addiert. 

Eine geometrisohe Veranschaulichung der Formel (9a) für positive Zahlen a, b, c und dliefert das Bild 21. In ähulicher Weise lassen sich auch die übrigen drei Formeln dar­stellen. Der Satz für die Multiplikation algebraischer Summen gilt auch dann, wenn die Summen ausmehr als zwei Gliedern bestehen. Sind mehr als zwei Summen miteinander zumultiplizieren, so bildet man nach dem Asso­ziativgesetz zunächst das Produkt zweier Sum­men, multipliziert diese mit der dritten usw. 
Um beim Auamultiplizieren alle Glieder zu erfllllll8n, ist 
es rataam, zunäohst das erste Glied der ersten Klammer
der Reihe naoh mit allen Gliedern der 1:weiten Klammer 
zu multiplizieren, dann das zweite Glied der ersten 
Klammer mit allen Gliedern der zweiten Klammer 
usw., bis alle mögliohen Teilprodukte gebildet sind. 
Die Anzahl der Teilprodukte, die sioh bei einer Aufgabe 
ergeben, läßt sioh leioht feststellen: 

(a + b) (c + d) 

(a + b) (c + d - e) 

(a + b - c) (d - e + /)

(a + b) (c+ d - e) (/ - g +4(

ergibt 

a·d b·d 

Q·C b·c \.J 

__ j 
f--- a---- b �

�·-.----i��---�-�· 
Bild 21 

2 • 2 = 4 Teilprodukte, 

2 • 3 = 6 Teilprodukkl, 

3 · 3 = 9 Teilprodukte, 

2 • 3 · 3 = 18 Teilprodukte usw. 
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BEISPIELE 
4. (12 + 3) (14 - 6) = 15, 8 = 120 

Anmer kung: Derartig einfache Summen wird man zweokmäßig nicht gliedweise ausmulti­
plizieren, eondem l10I' der Multiplikation Z'IUlammen/a.,11en I 

5. (2a + 3) (3a - 2) = 6a1 - 4a + 9a - 6 = 6a1 + 5a - 6 

6. (3:z: - 2y + 5z) (2:i: - 4y - 3z)

6:z:I - 12:z:y - 9:z:z
- 4:i:y + 8y1 + 6yz 

+ 10:z:z - 20yz - ·15z1 

6:z:1- 16:z;y + :z;z + 8y1 - 14yz - 15z1 

Man beadite die iiberllicktliche Anordnung der &clmungl 

7. (3u - 2v) (6u + 3v) (2t1 - 5u) = 
= (18u1 + 9uv - 12u11 - 6v") (211 - 5u) =
= (18u1 - 3u11 - 6v1) (211 - 5u) =
= 36u2v - 90u8 - 6uv" + 15u111 - 12v8 + 30u111 = 
= - ooua + 51 u•v + 24u11• - 12v8 

8. (2r - 31) (4r - 2a) - (3r - 4a) (a + 3r) = 
= Br" - 16ra + 68" - (9r1 - 9ra - 48") = 

Anmerkung: Reihenfolge der Rechenoperationen beachten! Da vor dem zweiten Produkt
ein Minuszeichen steht, wird der beim Ausmultiplizieren entstehende Ausdruck zunächst in 
Klammem eingeschl08Ben. Die weitere Vereinfachung ergibt dann: 

.,,; 1 08" - 7ra - r" 

9. (u + v), [u1 - (3u - 11) (2u + 311) - (3u + 11) (3u - 2v) + v1] = 
= (u + v) · [u• - (6u1 + 7u11 - 3v•) - (9u1 - 3u11 - 2v1) + v•] = 
= (u + v) · [6v2 - 4uv - 14u1] = 
= 6 v8 + 2uv" - 18u'v - 14u8 

4,2,4, Binomische Formeln 

Unter einem Binom1) versteht man eine zweigliedrige algebraische Summe, also z.B. 
a + b oder a - b oder 2 :i: - 3 y usw. 
Bei den Potenzen der Binome treten Gesetzmäßigkeiten auf, die es gestatten, die Po­
tenzwert1, ohne große Rechnung niederschreiben zu können. 
Sohreibt man 

(a + b)2 = (a + b) (a + b), 

so erhält man, indem man die rechte Seite ausmultipliziert, die Formel 

1 (a + b)1 = a• + 2ab + b2 , • 

1) bi (lat.) doppelt; nomos (griech.) Gesetz, Gefüge, Glied. 

(lOa) 



4.2. Das Rechnen mit algebraischen Summen 73 

Entsprechend ergibt eioh 
1 (a - 6)1 = a• - 2a6 + 61 \. (lOb) 

Diese beiden Beziehungen werden er,te und zweite binomilche Formel genannt. Das Quadrat eines Binoms setzt sich demnach zusammen aus der Summe der Quadrate der beiden Einzelglieder sowie aus dem doppelten Produkt dieser Glieder. Multipliziert man die Summe a + 6 mit der Differenz a - 6 zweier Zahlen a und 6, so erhält man die dritte 6inomilche Formel 

BEISPIELE 

1 (a + 6) (a - 6) = a' - 6' I · 

I. (2z + 3y)1.= (2z )1 + 2 · 2z · 3y + (3y)1 = h' + 12zy + 9y1 

2. (u - ,h)1 = u• - 2 • u • 411 + (411)1 = u• - 81111 + 16111 

(lOc) 

Anmerkung: Nach einigem Üben muß man in der Lage sein, das Ergebnis sofort angeben zu können ohne dabei die hier noch angeführte Zwischenrechnung hinschreiben zu müssen.
3. (4a + 5b) (4a - 5b) = (4a)1 

- (5b)1 = 16a1 
- 25b1 

4. ( -}u 
+ 911 r- ( ! 1' - 911 r- ( ! U + 911 ) • ( -}u - 9 II) =

= {u•+ 6u11 + 8111'-( ! u•- 6u11 + 81112)-({u•- 81112) =
1 = 81"" + 12u" -9u•

Die binomischen Formeln können auch oft bei gewöhnlichen Zahlenrechnungen vor­teilhaft angewendet werden. · 
BEISPIELE 

5. 471 = (40 + 7)1 = 1600 + 560 + 49 = 2209
6. 2,3 · 3,7 = (3 - 0,7) (3 + 0,7) = 9 - 0,49 = 8,51
Stehen in der Grundzahl mehr als zwei Glieder, so wird auch das Quadrat eine ent­sprechend mehrgliedrige Summe. So ist z.B. 

(a - 6 + c - �)1 = a1 + 61 + c1 + d1-2a6+ 2ac- 2ad- 26c+ 26d- 2cd. 
Das Quadrat einer algebraischen Summe setzt sich demnach zusammen aus der Summe der Quadrate sämtlicher Einzelglieder sowie aus allen möglichen doppelten Produk­ten, wobei sich die Vorzeichen der doppelten Produkte aus den Vorzeichen der daran beteiligten Glieder ergeben. Für die dritte Potenz von (a + 6) erhält man 

(a + 6)3 = (a + 6) (a + 6) (a + 6) = (a + 6)• (a + b) = 
= (a1 + 2a6 + 61) (a + 6) 

(a + 6)3 = a8 + 3a16 + 3a61 + 63 • 
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In ähnlicher Weise ergibt sich 
(a - b)a = a8 - 3a•b + 3ab1 - b8 • 

Diese beiden Formeln unterscheiden sich nur in den Vorzeichen der Glieder mit un­geraden Potenzen von b, so daß beide Formeln wie folgt zusammengefaßt werdenkönnen: 
.1 (a ± b)1 = a8 ± 3a1b + 3a� . (11 ) 

Es sei an dieser Stelle besonders- auf den Unterschied zwischen (a ± b)• und a• ± bl sowie zwischen (a ± b)8 und a8 ± b3 hingewiesen. Während (a + b)1 = (a + b) (a + b) = a• + 2ab + b1 ist, läßt sich a1 + b2 nicht in Fak­toren zerlegen, die aus rationalen Zahlen bestehen. Ferner ist (a-b)1 =a1 -2ab+b1 , de.gegen a1 -b1 =(a+b)(a-b); 
(a + b)' = a• + 3a1b + 3abl + b', a• + b' = (a + b) (a1 -ab+ bl);
(a- b)8 = a8 - 3a1b+ 3ab1 - b8 , a8 - b8 = (a- b)(a•+ ab+ bl). 

Die Richtiglceit der .frei" rechts angegebenen Formeln läßt sich leicht durch Ausmulti­plizieren nachprüfen. 
4,2,o. Division von KlammeraoadrO.eken 

I 
Statt eine algebraische Summe durch eine Zahl zu dividieren, kann man auch jedes Glied der Summe durch diese Zahl teilen. Dabei ist die Vorzeichenregel für die Di­vision zu beachten. 

Es ist also z.B. 
1 (a + b - c) : n = a: n + b: n - c: n I · (12) 

Probe: (a: n + b: n - c: n) • n = (a: n) • n + (b : n) • n - (c: n) · n = a + b - c 
BEISPIELE 

l. (45a - Mb): 9 = 41111: 9 - Mb: 9 = 5a - 6b 
Probe,: (5a - Ob)· 9 = 45a - Mb 

2. (3z' - 6zy + 9zz): (- 3z) = - z + 2y - 3z (Probe?) 

Sipd mehrgliedrige Ausdrücke durcheinander zu dividieren, so benutzt man vorteilhaftdas V erfahren der Partialdlvlslon. Es handelt sich dabei um das gleiche Verfahren, das bereits von der Division gewöhn-licher Zahlen her bekannt ist. Man ordnet zunächst Dividend und Divisor nach gleichen Gesichtspunkten, wobei mandie einzelnen Glieder zum1;iist in alphabetischer Reihenfolge und außerdem nach fal­lenden Potenzen anordnet. Dann dividiert man das erste Glied des Dividenden durch das erste Glied des Divisors. Der entstehende Quotient wird dann mit dem ganzen Divisor multipliziert und dieses Produkt vom Dividenden subtrahiert. Mit dem Rest wird dann in derselben Weise weitergerechnet bis entweder die Division aufgeht oder
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ein nicht mehr teilbarer Rest übrigbleibt. Während der Durchführung der Division 
darf man dabei keinesfalls vom ersten Glied des Divisors auf ein anderes Glied des 
Divisors überwechseln. 

BEISPIELE 

3. (zl + zly_ -3zy1 + gl): (z -y) = z• + 2zy - y• 

-(zl -z'y) 

Probe: 2zly -3zy• 

-(2zly - 2zy') (zl + 2zy - y•) (z - y) = 

-zy' + 11' = zl + zly - 3zy1 + y' 

-(-zy' + y') 

4. (49a1 - 2özl - 961 -30bz): (5z + 7a + 36) = ordru:nl 

= (49a1 
- 961 

- 30bz -2l5zl) : (7a + 36 +.5z) = 7a -36 -5z

-(49a1 + 2la6 + 35az 

-9h1 - 306:z: - 25:z:1 -2la6 -35az ordnen/ 

-2la6 - 35az - 961 -306:z: - 25zl 

-(-2la6 961 
- 15bz) 

-35az -15bz -2özl 

-(-35az -15bz -25:z:I) 

Probe: (7a -36 - 5z) (7a + 36 + 5z) = 49a1 - 961 -306:z: -25:r1 

5. (u1 -fl'): (u -t1) = u• + ut1 + t18 

-(111 -v1t1) 

-vA + u•v 

+ "'" - "'

-(+u•11-ull8) 

ordnen/ 

- 118 + ut11 ordnen/ 

+ ull8 -tri 

- ( + 11118 -vA) 

Probe: (u1 + 1111 + 118) (u -11) - u• -118 

Anmerkung: Vergleiohe dieses Ergebnis mit der letzten Formol d er Gegenüberstellung am 
Ende von 4.2.4.1 
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6. (zl - 4zl + 6:z: - 5): (z -2) = zl -2:z: + 2 Rest -1 
- (zl -2zl)

-2zl + 6:z: 
-(-2zl+h) 

+2:z:-5 
- (+ 2:z; - 4) 

-1 
Anm erkung: Wenn die Division wie hier nicht aufgeht, BOhreibt man das Ergebnis ent­
weder in der oben angegebenen Form :z:1 

- 2 :z; + 2 Reet -1 oder ähnlich wie bei den nicht 
aufgehenden Divisionsaufgaben mit gewöhnlichen Zahlen in der Form 

zl-2:z: + 2 +--=-!.._ = z"-2:z: + 2 - _I_. :z:-2 :z:-2 

Pro b e: (:z:1-2:z; + 2 - -1-) ·(:z: -2) = (:z:"- 2:z: + 2) (:z: - 2) - -1- · (:z: - 2) � :z:-2 :z:-2 
f:" :z:1 

- 4:z:1 + 6:z: - 4 -1 = zl- 4:z:I + 6:z: - 5 

4.2.6. Au1klammem gemeinsamer Faktoren 

Faktoren, die in allen Gliedern einer algebraischen Summe enthalten sind, lassen sich 
auskJ8IDroem: 

an+ bn - cn = n • (a + b - c). 

Das Awklammem ist die Umkehrung du Äwmultiplizierens. (Verwendung bei der 
Probe!) 
Da beim Ausklammern eines gemeinsamen Faktors eine algebraische Summe in ein 
Produkt umgewandelt wird, nennt man diesen Vorgang auch Produktzerlegung oder 
Faktorenzerlegung. 

BEISPIEL 1 
(24zl -36:z:y + 12:z:z) = 12:z: • (2:z: -3y + z) 
Probe dvrcA Ä v.,multiplizieren du ErgebniaM.81 

Gegebenenfalls läßt sich das Ausklammern mehrfach nacheinander wiederholen, wenn 
man geeignete Summanden zusammenfaßt. 

BEISPIELE 
2. u• + 3u - uv - 3v = u (u + 3) - v (v + 3) = (v + 3) (v - v) ( Probe/) 

3. 6ab -3b - 2a + 1 = 3b (2a - 1 )  - 1, (2a - l) = (2a - l) (3b - l) (Probe!) 

1 1 1 4. 3gA1+3g"A=3gA·(A"+g1) (Probe/) 

5. 4m (3a -2b) + 8n (2b -3a) = 4m (3a -2b) - 8n (3a -2b) = 
= 4 • (3a -2b) (m -2n) (Probe!) 

6. 64Q1 -36.R' = (SQ + 6R) (SQ - 6R) (Probe!) 

( Anwendung der dritten binomiachen Forma.)
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7. 16p' + 40pq + 2 5q1 
- r' + 6ra - 9al -

= (16p' + 40pq + 2 5q') - (r1 - 6ra + 9al) = 
= (4p + 5q)1 

- (r - 3a)1 = (Bt11Mnt11elae 'Formeln/) 
= [(4p + 5q) + (r - 3a)] • [(4p + 5q) - (r - 3a)] = 
= (4p + 5q + r - 3a) (4p + 15q - r + 3a) (Probe/) 

4.2.7. Bruchrechnung 
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Die Rechenregeln, die im Abschnitt 3.3. für das Rechnen mit gewöhnlichen Brüchen 
angegeben wurden, gelten auch dann, wenn in den Brüchen allgemeine Zahlensymbole 
auftreten. 

,f.2.7.1. Erweitern und Kllrzen 

Es ist für m, n =i= 0 

BEISPIELE 

1. Der Bruch x + y ist mit x + y zu enveitern. x- y 

Lösung: 

x + y = (x + y) (x + y) (x + y)' 
x - y (x - y) (x + y) = x2 - y' · 

2 De B 
, 0,25 X y - 0,5 Z • , S · r rucn O 125 ut mit z zu enveitem. , xy + z 

Lösung: 

0,25:ry -0,5z 
0,125:ry + z 

(0,25:ry - '0, 5z) • 8z 
(0,125:ry + z)·8z 

2xyz - 4z2 

xyz+8z2 

. -a a a 3. Es ut -
b
- = -=-;; = -,;'· (Enveiterl mit bzw. gelcürzt durcA - 1.)

4. Die Brücke 

(13) 

a) 0,2uv2 

0,6u2 v 
m.2 _ ft.2 

b) (m - 11)• 
c) 6ax-9ay 

3b y - 2bz d) 
9a2 

- 24 ab + 16b2 

Bind zu lcürzen. 

Lösungen: 

0,2uv2 t' 
e.) 0,6u2 v 

= 3u 

6ax -9ay c) 3by - 2bx 

b) m• -n• = (m + n) (m - n) = m + n 
(m - 11)2 (m - 11)2 m - n 

3a(2x-3y) 3a(2 z -3y) 3a 3a 
b(3y - 2 x) = -b(2 x  -3y) = -b = -b 

16b2 
- 9a• 
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d) 9a.2 - 24a.b + 16b1 

16b1 -9a.1 

(3a. - 4b)' 
(4b + 3a.) (4b -3a.) 

4b -3a. 
4b + 3a. 

(4b -. 3a.)1 

(4b + 3a.)( 4b -3a.) 

Keine Summanden „lcürun", BOndem in Fa.lctoren zerlegen/ 

IM Brildie , 
-

11 p + q 26 a -36 b z' -,1 lalllle aicA • 1i 5, 
"r:., 'P _ q, l>a. _ 6b , z' + i,• n nie I 

lcUr.un, da Zäliler und Nenner keine ge meinaa.men Fa.lcloren smllallen. 

U.7.2. Addition und Subtraktion von Drilchen 

Für gleichnamige Brüche gilt 

I .!!..+!.-�
= 

a.+b-c 
" " " " 

(14) 

Ungleichnamige Brüche müssen vor dem Addieren (Subtrahieren) gleichnamig ge­
macht werden. Die Bestimmung des Hauptnenners geschieht dabei in der gleichen 
Weise wie beim Rechnen mit bestimmten Zahlen: 

Der Hauptnenner ist das kleinste gemeinsame Vielfache der Einzelnenner. 

Die auf einem Bruchstrich stehenden Glieder einer Summe gehören genauso zusam­
men, als wären sie durch eine Klammer eingeschlossen. 

BB18PIELB 
a.1 2a.b b1 a.1 - 2a.b + b' (a. -b)1 1. ----+-= =---
zy :zg :zg :zy zy 

2. 8u -311 4u - 711 
u• -111 u• -111 

8u -311 -( 4u - 711) 
u• -v' (K'lammu beadaten!) 

4u + 411 
u• -11• 

4·(u+11) 4 

9a + 8b -3c 3b - 4a. - 12c 
a 2a.b + 3ac 

Lösung: Hauptnenner: 6a.bc 

Erweiterungsfaktoren: 3c, 2b und a. 

(u + 11), (u -11) u -11 

27 c -
6 
�: - 8 b = T 

(9a + 8b-3c),3c + (3b- 4a. - 12c),2b-(27c - 7a. - 8b)·a. 
6abc 

27a.c + 24bc -9c1 + 6b1 - 8a.b- 24bc - 27a.c + 7a.2 + 8ab 
6a.bc 

7 a.1 + 6 b' -9 c1 

6a.bc 

4 2c-5b _ 5·(2c-3a) =T · 6a h - 10b1 18a.1 -30ab 
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Lösung: Ho.uptncnner (HN) und Erweiterungefe.ktoren:

6ab-10b2 =2b(3a-5b) 1 3a 
18a1 -30ab=6a(3a-5b) b 

HN = 6ab(3a -5b) 

2c-5b 5·(2c-3a) 
6ab -lOb' 18a1 -3011b 

(2c -5b)· 3a -5·(2c -311)·" 
6ab(3a - 5b) 

6ac -15ah - lObc + 151Jb 
6ah (3a -5b) 

611c -lObc 2c(311 -5b) 
- 6Gb(3a -5b) - 6ab(3a -5b) -

c 
= 311b 
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Anmerkung: Es ist ratsam, die Faktoren im Nenner erst dann auszumultipliz ieren, wenn 
feststeht, daß nioh t mehr gekürzt werden kann. 

3m _ 3m + 1 = T 5· 9m1-24mn+l6111 9m1 -16111 3m+411 

Lösung: Hauptnenner: 

9m1 - 24mn + 16n1 = (3m -4n)• 
9m1 -16111 = (3m + 411)(3m -411) 

3m+411=3m+411 

HN = (3m -411)1 ·(3m + 411) 

3m + 4n 
3m -4n 
(3m -4n)1 

3m 3m 1 
9m1 - 24tn11 + 16111 - 9m1 - 16111 + 3m + 411 

3m(3m + 411) -3m(3m -411) + (3m -411)1 9m1 + 16111 

(3 ,n -411)1(3 m + 4n) -= (3 m -411)1(3m + 411) 

6 _3 ___ 4_+ _5 __ 3=T 
. .z+4 .z+3 .z-1' 

Lösung: Hauptnenner: (.z + 4) (.z + 3) (.z -l) 
Erweiterungafa.ktoren: (.z + 3) (.z -1) = .zl + 2 .z  -3 

(.z + 4) (.z -1) = .zl + 3 .z  - 4 
(.z + 4) (.z + 3) = .zl + 7.z + 12 

(.z + 4) (.z + 3) (.z -1) = .zl + 6.zl.+ 5 .z -12 

_3 ___ 4_ +_5 __ 3=
.z +4 .z+3 .z -1 

3(.zl +  2 .z-3)-4(.zl+ 3 .z-4) + 5(.zl+ 7.z+ 12)-3(.zl+ 6.zl+ 5 .z-12) 
(.z + 4)(.z + 3)(.z -1) 

103 + 14.z -14.zl -3 .zl  
(.z + 4)(.z + 3)(.z -1) 

7. -"--_b_=' 
11-b b-o 
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Lö1ung: Wegen 

-b � a = -(bb-a) = a � b (vgl. Beispiel 3 des Abschnittes 4.2.7 .1.) ergibt sich
a b a b a+b a-b-b-a-a-b+a-b-a-b"

4.2.7.8. Mnltlpllkatlon ud Division von BrD.chen 

Für die Multiplikation und Division von Brüchen gilt:
und (15a, b) 

Da sich jede ganze Zahl als Bruch mit dem Nenner 1 schreiben läßt, sind hierin auchdie Regeln für die Multiplikation und Division eines Bruches mit einer ganzen Zahlenthalten. Bei der Multiplikation und Division von Brüchen ist es nicht empfehlenswert, die ent­stehenden Zähler und Nenner sofort auszumultiplizieren. Es ist ratsamer, gemeinsameFaktoren auszuklammern, da man dann besser übersehen kann, ob sich etwas kürzenläßt. (Vgl. hierzu besonders das folgende Beispiel 51)
BEISPIELE

2. (; -: )( ! - ; ) = z z 11 11 l z 11 l -----+-------+-:i:11 11• z' z11 11 11• z• z 
anderer LönngNeg:
(: _ :)(! _ ; ) = z';/'. \-/ = :i:'11-z:;/' + :i:11•
Der Luer prii.fe 'TUJ,M, da/J die beiden Ergebniaae überein.,tim-n/

m m m m•n 3· m: n = T: n = 1. m = n
m m•l l 4. -:m=--=-n n·m n 

ö. 6 zl + 1811 • ö z' 11 -2 5  z . ö z' + 1511 _ 6(:i:2 + 311) · 5 z(z 11 -5) · 4 z(y -2 z) _ 4 z2 2:i:11-IO 311-6:i: "4zy-8z2- 2(z11-5)·3(11-2z)·ö(z'+3y) -
4.2.7.4. DoppelbrD.che 

Doppelbrüche lassen sich stets auf einfache Brüche zurückführen.
BEISPIELE

b a c adl. e-= b . d - bc



Aufgaben 

�-.JL z•-11• 
11 z zy x• -11• z'.+ 11• z'-11• 2

· � + .JL z• + 11• z 11 z 11 z• + 11• 
11 z zy

u + 11 _ � (u + 11)1 -(u -11)' 
u-11 u+v (u+v)(u-11) =�:�=2 3

· u + 11 u• + 11• (u + t1)• -(u1 + 11•) u• -11• u• -112 

u -t1 
- u' -112 (u + v)(u -11) 

4. 1 _ = 1 _ 1 = 1 _ a - b = 1 + 
a - b = b + a -b a 

a-b-a -b b b =,; 1--a­
a-b a-b
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5 Für den Ge.,amtwideratand R zweier parallelge.,chaUeter Einzelwideratände R, und R2 gilt die 
Beziehung 

1 1 1 
-=-+­R R, R,' 

Man berechne R. 

Lösung: Rist der Kehrwert von � • Es ist demnach 

AUFGABEN 

1 R= -
1

--�
l-

-+­R, R, 

R = R, ·R2 

R, + R2 

1 

80. Unter welchen Bedingungen ergeben sich für die folgenden Ausdrücke «) gerade und ß) un­
gerade Za.hlen? 

a) 3n b) n - 1 c) 2n + 5 

81. Ma.n berechne die allgemeinen Ausdrücke 

a) (a -b) • c b) a -b • G 

e) �-b 
c 

f) (a:c-b)·d 

i) a : d -b • c : d 

d) 7n -3 

a-bc)

g) (a -b · c): d 

e) 4n + 6 

b d) a --·­
c 

h) a: d - b • c 

k) (2a -b)(3c + d) , 

wenn folgende bestimmte Zahlenwerte gegeben sind: 

a) a = 7; 

ß) a = 2; 

y) a= - 14; 

6) a= -21; 

6) a = 5,5; 

9 Elementarmathematik 

b = 5; 

b = 9; 

b = 11; 

b= - 5; 

b-= 
2 

-3;

c = 3; 

c = 6; 

C= - 5; 

e= -6; 

e=2�· 
6 ' 

d=2 

d=7 

d=9 

d= - 10 

d = 0,25 



82 4. Das Rechnen mit allgemeinen Z&hlensymbolen 

82. Welches der drei Zeichen >, < oder= kann zwischen die folgenden Z&hlen gesetzt werden: 
a) - 13 und + 13 b) + 5 und - 12 c) 1 ..f- 5 1 und 1 - 12 1
d) - 3 und - 1 e) -16 und + 2 f) 1 - 16 1 und 1 + 2 1 

g) + 21 und + 35 h) -11 und - 27 i) + 7 und - 7
k) 1 + 7 1 und 1 - 7 1

83. Berechne
&) (+ 35) + (+ 15)
d) (+ 35) -(- 15)
g) (- 35) -(+ 15)

b) (+ 35) + (- 15)
e) (- 35) + (+ 15)
h) (- 35) -(- 15)

c) (+3
5)-(+15) 

f) (- 35) + (- 15) 

84. Bilde entsprechende Kombinationen wie in Aufgabe 83 mit den folgenden Za.hlen: 
«) 6 und 7 P) 11 und 22 ,..) 46 und 14 c5) 16 und 16

85. Berechne 
&) ( - 3) + ( + 2) -( + 5) -( - 11) + ( - 6) 
b) (- 4) + 1 - 3 1 - 1 - 5 I + (- 8) -(- 12) + 1 - 4 1 

c) 418 - (69 - 83) + (116 - 327)
d) (+ 89,7) -(- 24,3) + (37,2 - 52,6) -(+ 44,1) 
e) 1 + 4 1 + 1 - 19 1 - 1 - 31 1 + 1 - 10 1 - 1 + 2 1 

f) ( + f) - ( - 4{-) - ( + f) + ( -�) + ( 5{-)
g) 172,6 -(+ 37,2) + I - 89,71 + (- 54,4) - I - 91,91

h) ( + 4) + 1 - 4 1 -1 + 4 1 - ( - 4) - ( + 4) -1 - 4 ! + ( - 4) + I + 4 1
i) (16 - 108) - (73 - 147) -:- (89 + 13) + (186 - 41) 

k) (3
_!_ 

- 1_!_) + I.!- - 5
�1- (

55 - �) -1
7
_!_ -

13
2.1 8 3 3 4 12 6 2 8 

86. Desgl.
a) 17a - 23b + 35c - 9a - 4lc + 30b
b) 37m - 15Z - 64n + 13l + lOOn - 38m 
c) 8ly - 59z + 15: + 99z - 75: - 3ly
d) 5p - 3q - 7r + 9q + 138 - 17t - 3p + 19r - 68 
e) 34u - 69w + 5lt, + 27w - 16u - 22v - 18u 
f) 3,13a - 7,25b + 9,08c - 2,02b - 6,52a + 4,02c 

2 l 4 1 1 5 4 g) ad+ 56 - 71- a + 21- 66 - 9 d 

h) 1081,27z - 495,3 + 726,BSy - 693,04: - 375,42y + 484,14: - 92,3z 
. 1 2 1 2 3 5 13 
1) 4iR1 - 9yR1 + 212R, - 15R8 + 5-j-R, - 194R, + 126R1 + 321R, 

2 3 o 1k) 175u - 69,258 + 314v - 44,327w + 12,6u + 59
16

w + 24 8- - 87,63v



Aufgaben 83 

87. Desgl. 
� 4a·2c·6b·3c·2a b) :,:,3y,2z·6zz·3zy 

c) 2rt·6h·7r a,6t,3 
2 1 3 7 3 d) 3"'41/W•8W•61/'9""'

14
1/ 

e) 0,4pq • 2,72q • 0,626a, l,6pt, 2,6ra • 6,26 

f) (+2rz)·(-6ay)·(+3t z) 

h) (+ 3z) (- 2y) - (- 6:,:) (- 4y) + (-y) (+ 6z) - (+ 4z) (-9y) 

i) (- 3u) (6v w) + ( + 2u) (- 3w) (-11) - ( + hvw) (- 6) + (-vw), 8u 

k) 2a · (- ; at) · ( + s} b) -{ b · (-�aa)( + !J t) + 1
6
6 t ( + !� a) (-� b8) 

88. Berechne 

a) (+ 132:i:J: (- 11) 
d) ( + 3r): (- 3r) 

b) (+ 16ab): (- 3b) 
e) (- 102y1): (17y)

o) (- 96"11): (- 12") 
f) ( - 7 a1b) : ( - 21 ab•)

g) (- 66u111w): (72uv'w) h) ( + f z): (-z) i) 32,66ab:(- 7,lra) 

k) (-�zy•z•):(-�z•yz•) 

89. Desgl. 

a) +48:,: b) -133u c) 403 d) -209:,:z 
6 --19- -3lc -·_ 38yz

- 6,29 a:,: -0,4a2b 
_! ab• :,: 

e) f) + rat :,: g) h) 4 
4,81 ab z +--- -l,2 a b 

-�a•bz -atz 
8 

i) 
8,69 :,:y 

k) 
-6 aat

- 79 :,:y + +9atz 

90. Berechne 
a) 34a8b1 : [( + 2a) (-b)] - 64a'b8 : [(- a•) (9 b1)) 

b) u'v'w: [(-u111) ( + uw)) + (-u8v8w'): [( + u111w) (- uvw)]
o) (- 17,49:i:' yz): [( + l,lz) (-6,3y)] + [13,34z'y1z1 : (- 2,9z'y1)): ( + 2,3zz) 
d) [(- 63ra1t): ( + 3r'a8t')], (- 2,.,, - ( + 29,a't): [( +7r'a8t'): (- 14,1811)1 
e) [(- a'b): ( + 6a8b1)) • 7 ab - 14a8b1 : [(- 3ab) • (7 a1b)] 

91. Vereinfaohe
a) (z - 6y) - (4:,: - 9y)
b) (3q - 6r) - (4q + Sr) + (2q + 6r) - (q - 9r) 
c) (6n - 7p -Sm) - (2p -m - 3n) + (9m - Sn + 7p) 
d) 3,6, - 7,2a - (6,4r + 3,68) + (2,7, + 11,88) 

e) ( { 1' - {- II - ! W) + ( {- 1' + ; II + -} W) - ( ! 1' - l� II + ! W)
f) 6:,: - [2y - !4z + (3:,: - 2y) + 2zl - 6z) 
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g) 2fa-(0,76b -!c)+[!a-(o,6b+ !c)] 

h) (3u - 11) - {(311 -(2u - 11)] -[(6u + 411) + w])

i) 6:,; - 7y- {3z + 3 y + [-4:,; + Ilz - (IO y- z) -(-3 :,; + 8z)]) 
k) (6a + 3b) + [(12a - 6b) - l(IOa -2b) -(3a -4b)) -lib] 

92. Deegl. 

a) 16a - (13b + [9c + 16d -(14a + 36d)]) + 14b -29c 
b) 200m - (30n + 76p + (16n -90m) + [7p + n -(3p + 2q) -47q ]  + l6n) + 25p 
c) 46d - {38c + [60k - (29 Z + 12d)] - 65c) -

- (77d -[63d + I6l -(124k + 98l)] -6lc + k) -43c + 87k 

d) 26{ z2yz -{37 ! zy •z -76{ z2 y2z + [27 ! zy2z + 46-} z2yz -

-( 69� :,;2 y2 z + 2, z2 y2 z -46� z2 y z ) -6sf z2 y2 z -

- 99 : z2 y z + 78{- :,; 11• z] -16 z' y z} -107 z2 y2 z 

e) 4a2 b -(2ab2 - 4ab + 4a -6b -4) + ( -4a'b + ab• -2ab + 3a -3b -3) -
-(-a -ab• -2ab + 2b + 1) 

f) 17 + 6 -{ 18 -[ 9 -( 3 + 2f ) -17] + 25} 

g) 18a1 - {24a1 + [ -36b1 - (- 18a2 + 4b2) + 48b2] - 20a2) 

h) _!_ _ {_!- _ [_!__ _ (_!__ _ ..!._) + ..!._] + 
13

} 4 6 4 2 3 6 15 

i) (9,7 :,; - 5,08 y) - { 13,642 z + 18,612 y -( 39,7 y - 12} z) -

-[ 3f z-(7,39 y + 16�z)] -14,sz} 

k) 49;2 a• b c• -{ 60,07 a• b c• + [ 103,372 a• b c - 0,46 a• b c• + 

+ (l3fa•bc + 45,062a1 b2c)]}-1sf a3 bc -(1�-a• b c + a'b'c) 

93. Die letzten beiden Glieder sind in eine Klammer, vor der ein Pluszeichen stehen eoll, ein­
zuschließen: 

a) :,; + a - b b) u -II+ w 

d) 1 + a - b + c e) 2z-3 y+4z -5 

q 2 1 
c) 2-311+43 

94. Die letzten beiden Glieder sind in eine Klammer, vor der ein Minuszeichen ete.11.en eoll, ein· 
zuschließen: 

a) z-2 y+4z c) 0,26q -. 0,49r -0,52a + 2,121 

d) 37,2a -42,5b + 41,6c -0,62d 



Aufgaben 85 

95. Die letzten drei Glieder sind in eine Klammer, vor der das Vorzeichen des drittletzten Glie­
des stehen soll, einzl18chließen: 

a) a - 36 + 2c - 4d b) :z: - 0,2y + 0,311 - 4,2z + 6,3u 

c) 3p - 6q -2r - 4a + lit 1 2 4 5 2 1 d) 3 u -s" + 7 w -o :z: - 311 + 4 z 

e) 0,3k + 3,2Z - 4,lim - 2,7n - l,6p 

96. Berechne 

a) 3 · (lir -2a + t) b) (:z: - 211 - 6z), (-4a) 

c) (fu -!v+ !w)(-!v) d) -5,2·(3,la -2,3b + 4,7c - 7,6d)

e) (.!.. _ � + c). :z:" f) � 
( 

5u2 

+ 7v2 _ lOu•v) 
:z: :z:2 20uv 3p2 3p 9p2 

g) 3(:z: + 11 + z) -5(:z: + 11 -z) -2(11 - :z: - z) 

h) 2(4b -a) - 6(2'a - b) - 7( -2a + 2b)

i) (3-!-a•- �a•+ l�a•- �a + 4_!_), (-l�a) 2 4 8 4 4 5 
k) 2(18 -3(7w - 5)) - 3[5w + 2(9 -4w)] + 4[2w -5(210 - 3)) 

97. Deegl. 

a) (2:z: + 3y) (li:z: + 2y) 
c) (2m - n) (9m + 4n) 
e) (llv + 9w) (lh - 910) 

g) (fa+: b)(-fa-: b) 

·
(

l 1
)(

2 1
) 1) 2-j- a - 13 b 2-j- m + 5i n 

98. Desgl. 

a) (:z: + y -z) (:z: - y - z)

b) (lia + 7b) (3a - 4b)
d) (9u -2z) (7u - 3z)
f) ( - 13:z: - 11 y) (9:z: - 14 y) 

h) ( 0,7u - 0,3v)( -0,3v + 0,7u) 

k) (2a:z:+3by)(}a -: b) 

b) (2a + 3b + 4c) (a - 2b -3c)

c) ( 13u -27v -l810)(6v -911 - 6w) d) (} p - : q + ! r )( ! P + f q - -i,.)
e) (- 0,3k - 0,71- 2,lm) (l,4m + 0,6l - 0,5k) 
f) (2:z: - l) (3:z: + 5) (:z: + l) g) (3u + 5) (2u - 3) (u - 1)
h) (3:z: + 2y) (4:z: - 3y) (5:z: - 7 y) 
i) (4a -2b) (5a - 3b) (6a + 4b) k) (k - 2Z) (3m -n) (2p + 3q) 

99. Desgl. 

a) (a + b) (2a - 36) -(3a + 2b) (a -b)
b) öm(3m1 

- 4m) (7m1 
- 2m1 + lim + 1)

c) (:z: + y) · [(:z: + y) (:z: - 2y) -(:z: + 2y) (:z: - 11)]
d) ((u - v), [(2u - 3v) (3u - 2v) -(2u + 3v) (3u + 2v)] + ua - v8J , (u + v) 
e) (k + 9) (k + 7) -(k + 4)1 - (k + 1) (k - 1) + (k - 2)1 
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100. Be?eohne 

a) (u- 11)1 

e) (2a - b)1 

b) (m + 1)1 

f) (z + 3 y)1 

i) (3,la - IS,7t) (3,la + IS,7') 

1 01. Deag.l. 

o) (1 + z) (1 - z) 

g) (3p - 2q)1 

k) (-0,7u + 1,211)1 

d) (1 - y)1 

h) (f m +in)'

a) ( - 1 + z)1 - (1 - :e)1 b) (3a- ! br-(3a+ ! br 

o) (4zl + 3y1) (4zl - 3y1) 

e) (3 zl - 1)1 + (2 - ts:e)• 

d) (- 5:e - 3y)1 + (- lS:e + 3y)1 

f) (5 - 9a1) (5 + 9a1) 
g) (l,3m·- l,7n)1 - (0 ,9n + l,9m)1 

h) ( � " _ � "r- ( � u + i "H; " _ � ")
i) (4 m + 3n)1 - (2m -4 n) (2m + 4 n) - (3m - tsn)1 - 3m1 

k) (3k + 4l)' - (2l - ts k)' + (41: - 3Z) (3l + 41:) - 2z• 

102. Deagl. 

a) (z + 11 -z)1 b) (u - 11 + w)1 o) (2a - 3b - 4c)1 

d) (k + l + m + n)1 e) (2p-!q+{r-,)
' 

103. Bereohne unter Verwendung der binomiaohen Formeln 
a) 411 b) 871 o) 38 • 42 d) 691 - 31' 
f) 10101 g) 14fSI - ISIS1 h) 304 • 296 i) 9971 

104. Berechne 
a) (2:e + 3y)1 b) (2a - 1)8 o) (-h-lS11)1 

e) (9a1 + 6ab + 4b1) (Sa -2b) 

1 OIS. Bereohne die a.llgemeinen Zahlenausdrücke 

a) (a + b)1 b) a• + b1 o) (a - b)' 
e) (a + b)1 f) a1 + b8 g) (a - b)8 

ff1r folgende Zahlenwerte 

d) a• - b1 

h) a1 - b1 

e) 383 • 417 

k) 671S1 
- 251 

cz) a - ts; b - 3 
a) a= -4; b-9 

{J) a „ 2; b = 7 
e) a = 10; b - 10 

y) a = 8; b - -6 

Cl a = 10,1 ; b = 9, 9 

106. Berechne 

a) (21:e - 14 y): 7 b) (lOa - 2ab +· 1 6ac) : 2a 

o) (12uvw - 2uvz + 6u11wz): 9uv d) (15 kmq + 6ln pq - kn): 3knq 

e) (- 64:e'y + 1 8z"y1 - 36zly8 + 10:e8y• - 2:e8y•): (-f z1 y) 



Aufgaben 

107. Deagl. 
a) (2,7:i: -2,7y): (z - y) b) (28m + 2l n): (4m + 3n) 

o) (38u1 - 117u11): (2u -311) 

e) ( a1 + 2ab + b'): ( a  + b) 
g) (u1 - lOu + 26): (u -II) 

d) (27a1 b+36 a1 b1):(ia•+{b•) 

f) (9zl + 6:i; + 1 ): (3z + 1)
h) (zl - y1): (z  - y) 

i) (196m1 -169): (14,n -13) k) (zl + y'): (z + y) 
108. Deagl. 

a) (3zl + hy + 2y1): (z + y)
c) (9:i:I - 7zy1 + 3y'): (3z - 2y) 

b) (2la1 -34a1b + 25b8): ( 7a + 5b)
d) (231 + 24,' + 58a' -1 5) : (II + 41) 

e) (10a1b' -4ab1 - 7a1b1 + 2a1 -4a1b + b1): ( a1 + b1 -2ab) 

f) (a•- ! ab-! b1):(2a+ ! b) 

g) (3711a1 + 1536b1) : (211a1 -40ab + 64b1) 
h) (4lu1 - lOu•11 + 1Hu1v' -2lu1v' + 20uv'): (u1 -u11 + 111) 
i) (144z'- 81 111): (36zl + 2711) 

k) ( 104p'!f' -59p'tf + 60p'q' -99p'q' + 1 8p'tf + 1 8p'q'): (llp' - 7p1q + 9pql) 

109. Bei den folpnden Auadrlloken sind gemeinsame Faktoren auszuklammern 
a) ab + ac -b -o b) Hlr, -1 -llr + 3, 
o) p. -p. • oc, t d) a•b• -zly' 
e) 9:i:I -1 11:i:ls + 8:i:r' - 6:i:'11 + 10:i:ys -4ys1 

f) lOOz' -,I' g) 4p1 + 20pq + 211q1 - 16r1 

h) 9:i:I -6zy + y' - 16"1 + 8u -1 
i) 3a:r - 3b:z: - 2a11 + 2by + 4a:i; -4b:z: + 7ay - 7by 
k) 1 8r' -411r, + 14r' , -311a' 

110. Die folpnden Brllohe sind aoweit wie mOglioh zu ldlnen: 
ab-b a:i; a11 a•b-ab• 

) b) - ) �-� a ab+b 11:i:-lly O a•c-ac• 
4:i:-4 e) 9-9:i; 

'
) 

kl + l: 
1 

kl - 1 

lll. Deegl.

a• -b1 

f) a1 -ab

k) " -17 
II - " 

g) 
(u -11)1 
u• -111 

16 -49 m1 

a) 16 -28 m b) zl -4:i;y + 4y1 

d) lO a:i; + lllbz - lO ay - lllb y 
8 az - 8 ay + 12by - 12bz 

ml + m ,  -nl - na 9 a1+6a+ l 

3a - 6b 
d) Sb - 4a

m• - n• h) m1 + n• 

c) a• + 4a + 4 
a+2 

e) 
a - bc 
a,bo 

fit -2, 

87 

f) _m_t_-.:__m--',-_---"-n -, -+-n-, g) 1 + 3a h) ,,. -206' + 211,1 

i) U17•ZII.
u:i:+ 1111 k) 112mz-11 7 nz+63ny-28 my 

13:i; - 7y 
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ll2. Man bringe den Bruch _.!._ auf die Nenner a 

a) a• b) ab c) b d) a•b

113. Man bringe den Bruch -1- auf die Nenner
z-y 

a) y -z b) :,;1- 2zy + y1 

d) Z•Y e) zl- y8

114. Man bringe den Bruch m -! auf die Nenner m+ 

a) m -1 b) m• +m 

d) m• - 1 e) m• + 1 

11.'i. Man bringe den Bruch •
2 8 -

7
t auf die NennE · .,.8 - t 

a) 21t - 12a b) 08 -8t 

d) l6a2 
- 56st + 49t1 e) 343t8 - 64a1 

116. Berechne 
3a - b 3a + b a) - -

2
- - --

2
-

c) (a + b)2 (a - b)' 
_ _  4 ____ 4_ 

löa + llb 6a -13b 7a - 24b e) 48 48 + 48

e) 3a f) az -2ay

c) :,;I -y• 

f) az -z + y - ay 

c) m1 + 2m + 1 

f) m1 
- 2m - 3 

c) 49t' - l6a1 

f) 12aa - 2lat - 4ba + 7 bt 

b) a + b a - b -
2
-+-

2
-

u + 3 u + 4 2 u  - 5 d) -
3� + -

3
-· ---

3-

f) z -2y z + 3y -
2-+-

3
-

g) 4u-öv+7w 
3 

3u -711 + 610 
4 

u -" -5w 
6 

h)
z - 2 3(z -1) 2(3z - 4) 5( 2z - 1) z -9 -

6
-- 8 - 9 + 12 +

18 

i)
9 a + 8 b -3 c 3 b - 4 a -12 c 27 c - 7 a - 8 b 

2ab + 3ac - 6bc 

u3+3u 8u-lö 3u1+7u-12 7u+5- 2u2 

k) 18 - � + 7 2  + 40 

117. Desgl. 
2z+l z+I a) __ 

z ___ :z:_

b) (öa - 2b)2 

12 
(öa + 2b)2 + ( 5a - 2b)(5a + 2b) 

1 2  12 
7 :z: - 8 y + 9 z 9 z + 8 y + 12 z: 16 y + 3 z c) 24 - 32 + 48 

d) (a + b)2 (a -b)2 (a + 3b)2 (4a -b)I 

- -
4
- - --6

-+ 9 24 



Aufgaben 

..!_ _ 4a -36 + b _ a - 5b 
� 4 3 6 

f) 9 z + 7 5 z -3 zl -4 9 zl -5 zl + 2 z -8 
�- 8zl + 108:i:" 

g) 2(z -1) 3(z -2) 4(z -3) 5(z -4) 3( 6 -z) 
3 - 4 + 5 - 6 - 10

5a -2z 3b -4z 4a1 
- lib a• - z a -b 2 h) lOaz 12bz + 20a1b - 4111z -5ab + 3b

i) a( 3zl -2b) b( 5zl -3a) 5a -6b a b 
12bzl - 15azl + 30zl - 4b + 3a

k) (3b -2c)a b( 4a -5c) 8a1 + 3b1 

6bc - lOac + 6ab 

118. Desgl. 

5a -4b 
lOc 

5 4 9b -a 
a) a + b -a -b + a• -b1 b) z + 11 + z -y -2 zl + y2 

z-y z+y zl-y2 

u+l u+2 u-1 v-2
o) v - 1 -u -2 + v + 1 -v + 2

e) az -by az + by
2zly -2zy1 2zly + 2zy2 

1 1 1 b' 

d) 2 a -3 b _
2 

_ 7 a - 4 b
5a + b 5a + 2b 
2a + 3 3a-2 5 

f) 2a -2 - 3a + 3 - 6a• -6

g) a• + 2 ab + b1 + a1 -b1 -al -a' -a•b•

h q+l q-1 1 4 ) 
tf-q 

-
q'+q 

+
q- tf -1 

: 5 2 3 1) --------
z-1 z-2 z-3 

ll9. Berechne 

k) z -2 z -1 
z-3 -z-2 

7a 
a) 3z, 12bz b) uw ·4 vw16v 

7r• o) Dab• c 
·3a2b2 c

8ut 51 2 1 d) 17zly"z ' zy z e) ( 2a -b) (-1-+ _.!._)2a b ( 
z 3y

) f) -+- ,3zy3y z 

g) 
(:

-
: )(} + : )

h) (� + � _ __!lL_) ,42zyz3zy 6yz 7zz 

i) ( a -! ) ( 2 a + : ) ( 3 a -! ) k) 5m1n + 7n 
3m-2n 

4n1 
- 9m2 

15n1m + lOn• 

120. Berechne 

56abz 7b 
a) 39cdy : 13 y

v-v v-ub) 12v : 24v

(zl-10z+25 z-5
) 

z1-25 
d) 3a -1 -9a2 

- 1 : 1 -3a 

o) 3( 1-2a).4( 2a-l) 
c(b -1) ' ( 1  + b)c 

89 
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e) (8u11w _ _!!_ _ .!.!.) . - 9u v 
2abc 5a 4b · IOab f) (� -E..) : (_! - _!)2y 2z :,; y 

9ab -31,I 4a1 + IOab 4ab + 10b1 

g) 4ab - 3a · l 8a - 6b : 8ab - 6a 

h) 36zl - 48:i:' + 16:i:' Uz 7 + Szl 
3 (3 z - 2)1 : 81 z' -36 zl 

2(7u -v)• 
( 

28u 1 - 4u11 2a1 

) k) 84au - 105u 1 - 12av + lllu11 : 48a1 u 1 -75u• : 49u 1 -111 

121. Vereinfache folgende Doppelbrflohe: 
2 a :,;-l z 

a+2 
-

z
-- z+l a) 2 a b) z z + 1 

a-2 1-z + -z
-

U-11 u+11 
-----

d) 
U + II U - II 

118 

g) 

1 + u• - 118 

_9_ -25 4a1 

15 + 25 +-9-
G 4a1 

122. Deegl.

a 
-,,+ 1 

a) -,----
�+ 1 

d) 

g) 

i) 

a 

a 
4 a- --=-

3
-
a

­
a--

3
---

a 

z+ 22:• 2z --­
l +:,; 

e) 

h) 

a z 
a 

.!.+�- 2  z a 

b) �-u�l 1--

bh 2h ala 2h 
2·a

+
2·se) (a + b)·h 

2 

56 
h) 3z+ 2h 7 + 8 - 3z 

k) 1 - a 
1--1-

l+a 

o) 

f) 

i) 

m--
m 

1 + _!_ 

1 1 --+--
z+l 1-z 

1 1 --+-
-l+z z -1 

r• +' r + ,• 
-----

' r 
r•+ra+a• 

ra 

_z_ + _II_ 
o) 

z + II z -II 

_:z: ___ 11_ 
:z:-y :z:+ II 

f) 1- --21--
1--z­

:z: + 1 



5.1. Begriffserklärungen 

5. Potenzrechnung

ö.1. Begriffserkllrungen 
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Durch die Addition gleicher Summanden wurde eine neue Rechene.rt definiert: dieMultiplikation. 
a+a+a+···+a=n·a 

n Summanden 

Multipliziert me.n mehrere gleiche Faktoren miteinander, so he.t me.n e.uch hierbei de.sBedürfnis, eine Abkürzung einzuführen. Me.n definiert de.her eine weitere neue Rechen­e.rt, die Potenzrechnung. 
I Unter der Potenz an versteht me.n de.a Produkt von n gleichen Faktoren a. 

a . a . a . .
.

. .  a = an = b 

n Faktoren a 
Man nennt hierbei 

a die Grundzahl oder die Basis, n die Hochzahl oder den Exponenten und
b die Potenz oder den Potenzwert. 

(16) 

Der Reohenvorge.ng wird Potenzieren genannt. Die Potenzrechnung gehört zu denRechenarten dritter Stufe. Die Grundzahl a de.rf jeden beliebigen Wert annehmen. De.gegen muß die Hochzahl n e.uf Grund der Definition (16) der Potenz zunächst immer eine 
natilrlicke Zahl> 1 sein. Um jedoch e.lle natürlichen Zahlen e.la Hochzahlen verwen­den zu können, führt me.n eine Erweiterung des Potmt.begrifjes durch, indem me.nfestsetzt, de.J3 

:(17) 

sein soll. Es wird eich beim Rechnen mit Potenzen erweisen, de.J3 diese Erweiterungdes Potenzbegriffes sinnvoll ist. Für alle zulässigen Werte der Hochzahl n gilt 
Bund 8 (18e., b) 

Für die Potenzen negativer Grundzahlen gelten folgende Regeln:

I 
Alle geraden Potenzen von negativen Zahlen sind positiv; e.lle ungeraden Potenzennegativer Zahlen sind negativ. 
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Es ist also 
5. Potenzrechnung 

1 (-a)•n = +azn I und 1 (-a)tn+l = -a•n+1 I• (19a , b) 
denn bei der Berechnung von (- a)Zn wird eine gerade Anzahl negativer Faktoren mit­einander multipliziert, so daß ein positives Ergebnis entsteht, während bei (- a)2"+1 
eine ungerade Anzahl negativer Faktoren zu multiplizieren ist, woraus sich ein nega­tiver Wert ergibt. 
Man beachte den Unterschied zwischen ( -a)• und - a• 1 Bei ( -aJ- ist die negative Zahl -a 
in die n-te Potenz zu erheben, während bei -a• zunächst die Zahl a mit n potenziert und dann 
du gefundene Ergebnis mit einem negativen Vorzeichen versehen werd, 'l soll. (Die höhere 
Rechenoperation geht der niedrigeren voran 1) 

Aus (19a, b) folgt für a = 1 
1 (-})In = + 1 1 und (-l)ln+l = -1 (20a, b) 

d.h., die Potenzen von -1 ergeben+ 1, wenn die Hochzahl gerade ist, sie ergebendagegen -1, wenn die Hochzahl ungerade ist. Während bei der Addition die Summanden und bei der Multiplikation die Faktorenvertauscht werden konnten, gilt hier der Satz: 
I 

Grund- und Hochzahl einer Potenz sind im allgemeinen nicht miteinander ver­tauschbar: 
I a" ,t= 'Tla 

(21) 

Für die Potenzrechnung gilt demnach 'flicht das Kommutativgesetz. 
BEISPIELE 

l. Ea iat 3' = 3 • 3 · 3 · 3 = 81, dagl'{len 48 = 4 • 4 • 4 = 64. 

2. E, in (-2)8 = + 256; dagegen -28 = -256. 

3. E, iat ( - 2)• = -32 und a'!Uh -2• = -32. 

4. (+ 3 )• + (- 5)8 = (+ 243 ) + (- 125) = ll8 

5. Die AbMngigkeie de, Poetnzwerlu b von der Grundzahl a wird /6r eine ungerade Hochzahl n 
durch folgende Überaiche 11eranac1iauliche: 

E, in 51 = 125, allgemein: für a>l 
11 = l 

0,53 = 0,125 

08 = 0 
( - 0,5)1 = -0,125 

(-1)8=-l 
(-5)8 = -125 

a=l 

O<a<l 

a=O 

-l<a<O 

a = -l 

a< -1 

"' b>a; 

b = a; 

b<a; 

b = a; 
b >a; 

b = a; 

b< a. 

Der Luer Btelle aich aelbst eine ähnliche Vberaiche für eine gerade Hochzahl auf I 



5.2. Potenzgesetze

ö.2. Potenzgesetze 

ö,2,l, Addition und Subtraktion von Potenzen
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Da sich nur gleichartige Glieder durch Addition (Subtraktion) zusammenfassen lassen,
gilt die Regel

I 
Potenzen lassen sich nur dann addieren (subtrahieren), wenn sie sowohl in ihren
Grundzahlen e.ls auch in ihren Hochzahlen übereinstimmen. 

Allgemeine Ausdrücke wie am ± an oder am ± bm, die entweder nur in ihren Grundzahlen 
oder nur in ihren Hochzahlen übereinstimmen, lassen sich demnach nicht weiter verein­
fachen, es sei denn, es sind für die allgemeinen Zahlensymbole bestimmte Zahlenwerte vor­
geschrieben. 

BEISPIELE 

I. 9as + 5b 8 - 2aB - 4b3 + 7a• - 3b8 = 14a• - 2b 3 = 2(7aB - bB)
2. { u• - f u• = - �
3. 5• - 51 = 625 - 25 = 600
4. 3• + 2' = 81 + 16 = 97 ; dagegen iat (3 + 2)• = 5• = 625.
5. a z"' + b z"' - c z"' = (a + b - c) • z"'
6. q 10 - ( - q)10 + ( - r)5 + r• = q 10 - ( + q10) + ( - r") + r6 = q 10 - q 10 - r" + r" = 0

5.2.2.
Es ist

Multiplikation von Potenzen mit gleichen Hochze.hlen
an • bn = (a • a · a · ... • a) · (b • b • b · ... · b). 

------� 

nFaktorena nFaktorenb
Ne.eh dem Assozie.tivgesetz der Multiplikation dürfen rechts die Faktoren wie folgt
umgestellt werden:

an . bn = (a • b) (a • b) (a • b) • ... · (a · b) 
n Faktoren a · b

De.re.us. folgt

I an • b" == (a • W I (22) 

I 
Potenzen mit gleichen Hochze.hlen können de.durch multipliziert werden, de.ß me.n
de.s Produkt der Grundzahlen mit der Hochzahl potenziert. 

Umgekehrt gilt e.uch:

I 
Ein Produkt ke.nn man potenzieren, indem me.n jeden Fe.ktor einzeln potenziert
und die entstehenden Potenzen 'multipliziert. 

BEISPIELE 

1. 0,1251 • 81 = (0,125 • 8)1 = 11 = 1 ( Reclaenvorteü!)
2. (a - b)3, (a + b)8 = [(a - b) (a + b)]8 = (a 1 - b1)8 
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3. (- 2:i:)1, (- 3y)5 = [(- 2:i:) (- 3y)]5 = (6:i:y)'= 7776:i:'y' 
4. Man bt.aehte die Reihenfolge dM Reclienoperationen: 

Ea iae 
dagegen 
dagegen 

- (5a1) = - 5a1, 
- (5a)1 = - 51, a1 "" - 25a1, 
(- 5a)1 = + 25a1• 

6.2.8, Dlv.lsJon von Potenzen mit gleichen Hochzahlen 

Es sei b + 0. Dann ist 

a• a • a , a , ; , • , a 
b"= b·b·b· ... ·b. 

wobei im Zähler und im Nenner gleich viele Faktoren stehen. Ne.eh den Regeln der 
Bruchrechnung kann der rechte Ausdruck in Einzelbrüche zerlegt werden: 

a• a a a a 
b" = 1,·1,·1,· ... '

li"
'

Es ist demnach 

a 
n Faktoren b

(23) 

I 
Potenzen mit gleichen Hochzahlen können durcheinander dividiert werden, indem
me.n den Quotienten der Grundzahlen mit der gemeinsamen Hochzahl potenziert. 

Umgekehrt gilt auch: 

I 
Einen Bruch kann man potenzieren, indem man Zähler und Nenner für sich poten·
ziert und die entstehenden Potenzen durcheinander dividiert. 

BEISPDLE 

1. (4r ( �r= (�4 :f r= a· = 216 

24• 2. w= T 

Lösung: Da verschiedene Hochzahlen vorhanden sind, darf vor dem Potenzieren nicht ge­
kürzt werden; di<' höhere Rechenart hat den Vorzug. Es kann wie folgt gerechnet werden: 

24' = 242 • 24
" = 24' • 

(
24

)
" = 242 • (.!.)8 = 576 . 27 

= 72 • 27 = 1944 • 168 16' 16 2 8 

3. Man beaclite den Unterachied ?:Wiachen :• 11.ncl ( : )" 1 ( Reihenfolge der Rechenoperationen be­
achten/) 

4. (511. - 211
)

": ( 
2511.1 - 4112 

)
8 = 

(
511. - 211 : 2511.2 - 4112

)
8 

= ( (511. - 211). 8 
)" = 4 8 4 8 4, (511. - 211) (511. + 211) 

( 2 
)" 8 = 511. + 211 = (511. + 211)8 



6.2.4. 

Es ist 

6.2. Potenzgesetze 

Multlpllkatlon von Potenzen mit gleichen Grundzahlen 

a'"·an,.. (a·a·a· . . .  ·a),(a·a·a·a· . . .  ,a) = a,a,a· . . .  ,a. 

m Faktoren a n Faktoren a (m+n) Fe.kt.oren a 
Daraus folgt 

a'"·a"=a'"+" I· 
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(24) 

I
Potenzen mit gleichen Grundzahlen können dadurch multipliziert werden, daß man 
die gemeinsame Grundzahl mit der Summe der Hochzahlen potenziert. 

Umgekehrt gilt auch: 

I
Jede Potenz läßt sich in ein Produkt von Potenzen mit der gleichen Grundzahl 
aufspalten. 

BEISPIELE 
1. 6u1

, 2u•, 4u1 = 40uu 
2. 0,15a1z", 0,Sahb•zl. 2a'b1 zl = 0,16, 0,8, 2 · al+ '"+ '. b•+z. z"+z+a = 0,24a'"+ 'b•+ >z" + ' 

3. (z - r,)"-•. (z - r,)1+-= (z - r,)1• 

4. v9 kann zerlege werden in v • v' oder v' , v• oder v' • v• oder v• • v8 • v' uaw. 
6. yw+-+• = II". y" • II" 
6. 5r8 - 7r8 + 2r1 = r8(6 - 7r1 + 2r8)
7. ,"+1 - ,"-1 = .,--• (a' - 1) 

6.2.6. Potenzieren einer Potenz 

Aus dem Multiplikationsgesetz für Potenzen mit gleichen Grundzahlen folgt für die 
Potenz (a'"t 

(a'" )" = (a'" ) (a'" ) (a'" ) •... , (a'" ) = am+m+m+ ···+m 

n Faktoren n Summanden 
Es ist demnach 

�'")"= a .... I· (25) 

I
Eine Potenz kann man potenzieren, indem man die Grundzahl mit dem Produkt 
der Hochzahlen potenziert. 

Daraus folgt auch, daß man jede Potenz, deren Hochzahl sich in Faktoren zerlegen 
läßt, durch mehrmaliges Potenzieren berechnen kann. 

Wendet man (25) auf die Potenz (a")'" an, so erhält man 

Durch Vergleich mit (25) folgt daraus 

(a'")" = (a")"' = a'""" I · (26) 
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I 
Beim Potenzieren einer Potenz dürfen die Hochzahlen miteinander vertauschtwerden. 

BEISPIELE 1. (- 38')8 = - 38 • a• = - 27 a8
2. (a•)7 • (a1)' = a ..• all = a•1
3. 211 = (2')' = 10• = 4096
4. ( - a)10 - ( - a•)• + [( - a)1]5 - [( - a)1]1 = a10 - ( + a10) + ( + a10) - ( + a10) = 0
Schließlich unterscheide man (amr von a<m•>, wobei im zweiten Falle die Klammer nicht gesetzt zu werden braucht. 
BEISPIEL 6 Ea ist (3')' = 9' = 6561 ; 

dagegen 3<1•> = 31' = 318 = 43046721 •
6,2,6. Division von Potenzen mit gleichen Grundzahlen 

Es sei a =I= 0. Dann ist 
a„ a·a a·a· ... ·a . (m Faktoren)a• a·a·a· ... ·a (n Faktoren)" 

Hier sind drei Fälle zu unterscheiden: 
1. Fal l: m> n.

Im Zähler stehen mehr Faktoren als im Nenner. Folglich können sämtlichen Fak· toren des Nenners gegen n Faktoren des Zählers gekürzt werden, wodurch im Zäh­ler noch m-n Faktoren übrigbleiben:
1 � = a'"-" für m > n I · 

2. Fal l: m = n.
(27 a) 

Im Zähler stehen genauso nele Faktoren wie im Nenner. Folglich lassen sich alleFaktoren des Zählers gegen alle Faktoren des Nenners kürzen, und es verblei�t:
1 � = 1 für m = n I · 

3. Fal l: m < n.

(27h) 

Im Nenner stehen mehr Faktoren als im Zähler. Folglich lassen sich allem Faktorendes Zählers gegen m Faktoren des Nenners kürzen, eo daß im Nenner noch n - mFaktoren übrigbleiben:
I a"' = -1- für m < n I · a• a•-.. . (27 c) 



5.2. Potenzgesetze
BEISPIELE
1. ( - v)ll : ( - v)' = ( - v)n-• = ( - v)• =- 9'

(Htmoeia: Ea ial m + 2 > m - 2 .)
(Ea i8' m - 2 < m + 21)

(9:ql)' (6zly1)1 (31)1z1y'·(28)"zl0yl 38·216z28yH 2'y 16y4· (12:i:111)8: (8:i:811)• = (21)8-�zly8·28·31zliy' = 37·211zl8y11 =3=-3-
4 12 9 5. r1' - r'al + .. = '
Lösung: Hauptnenner: r11a8. Damit wird
_! _ _!!_ !_ = 48' - 12r'a8 + 9r11 = (28' - 3r')I = (28' - 3,")2
,11 r' a8 + a8 ,11 a8 ,1• a8 r' a8 

6 __ z'--�+--zl--�=T· (z + 11)7 (z + y)• (z + 11'1 (z + y)7 

Lösung: Hauptnenner: (z + 11)7• 
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= :i:7 - 2:i:'(z + y) + zl(z + 11)•- zly1 = z' - 2:i:7 - 2:i:'y + z7 + 2:i:'y + zl11'- zly1 = 0
�+d �+d

7. _l __ q• - 1 _ q1 - 1 = T!/"-' 1/"+1 q"-1 
Lösung: Hauptnenner: </'+' (n + 1 ist der größte der drei Exponenten n + 1, n - 1 undn - 3. ) 
Erweiterungafaktoren: q8, 1 und q•. Damit wird

1 ql - 1 ql - 1 q8 - (q1 - 1 )  - (q1 - l)ql 1 
</'-· - q"+l - !/"-· = q"+l = !/"+' .

6.2. 7. 'Uberbllek tlber die Potenzgesetze ltlr Potenzen mit glelehen Grundzahlen
Betrachtet man die Potenzgesetze für das Multiplizieren (24), Dividieren (27) und Po­
tenzieren (25) von Potenzen mit gleichen Grundzahlen (wobei für das Divisionsgesetz
hier zunächst nur der Fall m > n ins Auge gefaßt werden soll), so stellt man fest, daß
durch diese Gesetze die Multiplikation zweier Potenzen übergeführt wird in die Addi­
tion der Hochzahlen, die Division in die Subtraktion der Hochzahlen und das Poten­
zieren in die Multiplikation zweier Hochzahlen. Die Reckengeaetze für Potenzen mit
gleichen Grundzahlen führen also das Rechnen mit Potenzen auf die Rechnungsart der
niichstniedrigen Stufe mit den jeweiligen Hochzahlen zurück.
Damit ist auch erklärlich, daß es für die Addition und Subtraktion von Potenzen keine verein­
fachenden Potenzgesetze gibt.
7 Elementarmathematik 
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6.3. Erste Erweiterung des Potenzbegriffes 
o.8.1. Potenzen mit ganzzahligen negativen Hochzahlen 

Die ursprüngliche Definition des Potenzbegriffes (vgl. Abschnitt 5.1.) läßt nur die 
natürlichen Zahlen als Hochzahlen zu. Die Folge de.von ist, daß me.n bei der Division 
von Potenzen mit gleichen Grundzahlen (Abschnitt 5.2.6.) die drei Fälle m> n, m = n 
und m < n voneinander unterscheiden muß. 
Will man erreichen, de.ß für alle Divisionen das gleiche Divisionsgesetz gilt: 

I 
Potenzen mit gleichen Grundzahlen können dividiert werden, indem me.n die Grund­
zahl mit der Differenz aus der Hochzahl des Dividenden (Zählers) und der des Di­
visors (Nenners) potenziert 

I a'" : a" = am-n für allem und n 1, (27) 

so ergeben sich im Falle m < n negative Hochzahlen und im Falle m = n die Hochzahl
Null. Me.n ist de.her gezwungen, den Potenzbegriff zu erweitern. 
Rechnet man a4

: a7 nach der bisherigen Divisionsregel (27c), so ergibt eich 
a4· a7 = _!_ • 

aB • 

Rechnet me.n dieselbe Aufgabe de.gegen nach der erweiterten Divisionsregel (27), so 
erhält man 

Aus dem Vergleich der beiden Ergebnisse erkennt man, de.ß es sinnvoll ist, 
a-• = _!_ 

aB 

zu definieren. 
Allgemein kommt me.n e.uf ähnliche Weise zur Definition

I a-n = � für alle a ,+, 0 I · (28) 

I 
Die negative Hochzahl ist nur eine andere Schreibweise für den Kehrwert der Po­
tenz mit positiver Hochzahl. 

Die Bedingung a ,+, 0 ist notwendig, da nioht duroh Null dividiert werden darf. 

BEISPmLE 
1 1 

1. 2-1 = 27 = 128
1 1 l 

2· ( - 3r' = ( - 3)3 
= - 27 = - 27
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3. 10-• = l� = 100
1

000 
= 0,00001 

1 
4. 5 • 10'"6 = 5 • 106 = 5 , 0,00001 = 0,00005 

5. _l_ =-1- = :r!' 
:z:-• 1 
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6. Die BrikAe 
1

1

0, ! , !1 , � , :. könmn okm Bruckatrieh mit Hilfe von negativen Ex'f)O· 
nenten wie /olgl geacllrieben werden: 1 0-1 , a-1, b-2, r-•, a • b-•. 

1,,s.2. Die Hoohzahlen Null und Eins 

Wendet man die Verallgemeinerung (27) der Divisionsregel auch auf den Fall gleicher 
Hochzahlen an, so erhält man 

Vergleicht man dieses Ergebnis mit (�1 DJ: 

so gelangt man zu der weiteren Festaetzung 

I a0 = 1 für alle a =!= 0 I · 
I Die nullte Potenz jeder (von Null verschiedenen) Zahl besitzt den Wert Eins. 

Im Abschnitt 5.1. (Formel 17) wurde schließlich noch 

a
1 

= a 

definiert. Man überzeuge sich selbst von der Zweckmäßigkeit dieser Festsetzung. 

6.8.8. Du Beohnen mit Potenzen mit negativen Hoohzablen 

(29) 

Die in 5.3.1. und 5.3.2. eingeführten Erweiterungen des Potenzbegriffes können natür· 
lieh nur dann sinnvoll sein, wenn man beim Rechnen mit Pote.nzen mit negativen 
Hochzahlen die bisher geltenden Rechengesetze anwenden kann, ohne dabei auf Wider­
sprüche zu stoßen. 
Daß dies der Fall ist, soll an einigen Beispielen gezeigt werden. Nach den Potenz· 
gesetzen ist 

a-m. a-n = a<-m>+(-n) = a-m-n = a-<m+n).

Beseitigt man dagegen die negativen Hochzahlen, so ergibt sich 

a-m. a-n = _!_. _!_ = _l_ = _1 _.
a,• 0,• a• ·a• a•+• 

Die beiden Ergebnisse stimmen überein. 

7• 
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In ähnlicher Weise ergibt sich für (a-"')" nach den .Potenzgesetzen a-'"", wä.hre.ud man nach Beseitigung der negativAn Hochzahlen (a-'")" = ( �)" = ( �)• = ! .. erhält. Auch hier stimmen beide Ergebnisse überein. a a a 
Man überzeuge sich selbst davon, daß auch die übrigen Potenzgesetze für Potenzen mit negativen Hochzahlen Gültigkeit besitzen. Es gilt somit der Satz: 
I 

Für Potenzen mit negativen Hochzahlen gelten die gleichen Rechengesetze wie fürdie Potenzen mit positiven Hochzahlen. Insbesondere ist, wenn a und b =I= 0, 

woraus 1 (i-t" = (�)" 1 (30) 

folgt. 
I 

Statt einen Bruch mit einer negativen Hochzahl zu potenzieren, kann man auchden Kehrwert des Bruches mit der entsprechenden positiven Hochzahl potenzieren. 
BEISPIELE 1. (zy)-2: (zyJ-1 = (zy)l-2>-H> = (zy)'-•b•c< 2. Im Ausdruck� Bind die negativen Hochzahlen zu bueitigen.z !ILösung: _!__ • b• c• a-•b•c• a• b•c• y'x• y-• = --1-

= z• a•x•·-

11 Faktoren, die mit negativem Exponenten im Z�er (Nenner) eines Bruches atehen, können demzufolge mit dem entaprechenden positiven Exponenten in den Nenner (Zähler) gebracht werden. 
-2 + -·3. 1 m Bruck z _

2 
!I 

2 
Bind die negativen Hochzahlen zu. beaeitigen. . z - !ILösung: 

4. [(3z - 4yJ-3]0 = l

l l 
;. + y2 
l l

z2 -y'

y• + z2 z2 
• y• y• + z2 = y'-z2 = y•-x• z•. y• 

24 a• b-• 8 b-< c-• 5. �: 21a-•b-• aoll ao umgeformt werden, daß im Ergebnia keine Brüche auftreten.
Lösung:



6.4. Anwendungen der Potenzen 

o.4. Anwendungen der Potenzen 

6.4.1. Schreibweise rationaler Zahlen mit Hilfe von Zehnerpotenzen 
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Sehr große und sehr kleine Zahlen lassen sich mit Hilfe der Potenzschreibweise als 
Zehnerpotenzen recht übersichtlich darstellen. So ist z.B. 

0 ,00001 = 10-5 
0,0001 = 10-4 

0,001 = 10-3 
0,01 = 10-a 

0,1 = 10-1 

Allgemein gilt: 

1 = 10 °. 

100000 = 10 1 

10000 = 104 
1 000 = 103 

100 = 10 9 

10 = 10 1 

I 

Ist n eine positive ganze Zahl, so ist 1on diejenige Zahl, die aus einer Eins und n 
nachfolgenden Nullen besteht. Dagegen ist 10- n derjenige echte Dezimalbruch, bei 
dem in der n-ten Stelle nach dem Komma als erate von Null verschiedene Ziffer 
eine Eins folgt. 

Auch alle anderen Zahlen lassen sich mit Hilfe von Zehnerpotenzen darstellen. So ist 
beispielsweise 

300000 = 3 • 100000 = 3 • 10 5 

und 0,000125 = 125, 10-0 = 1 ,25 , 10-•. 

Man richtet es bei dieser Darstellungsweise der Zahlen mit Hilfe von Zehnerpotenzen 
meist so ein, daß der auftretende Faktor vor der Zehnerpotenz eine Zahl zwischen 
1 und 10 ist. 

BEISPIELE 

l. Die Lichtguchwindiglceit betriiflt c = 3 , 10 10 cm/s. ( A'IUlfahrUch guchrieben w1lrde diue Zahl 
30000000000 cm/s lauten.) 

2. Die Avoo.ADB08Clie Zahl gibt an, da/J in einem Mol einu Stoffu etwa 6,02, 1011 Molek-üle ent-
halten Bind, da8 Bind 602000000000000000000000 Moleküle. 

3. Der Ela41mtiü8modul dlJ8 Eillena betriiflt 2,16 , 10 8 kp/cm•, da8 Bind 2160000 kp/cm•. 

4. Der Durchme.8aer eines Atomkerne.8 beträf/1 rund 10-u cm, da8 Bind 0,000000000001 om. 

6. Die Maaae einu Protons beträf!t 1,637, 10-u g, da8 Bind 0,000000000000000000000001637 g. 

Diese wenigen Beispiele dürften die Schreibweise großer und kleiner Zahlen mit Hilfe 
von Zehnerpotenzen hinreichend rechtfertigen. 

6,4.2. Schreibweise von Maßeinheiten 

Bei Maßeinheiten verwendet man häufig Potenzen mit negativen Hochzahlen, um 
Brüche zu vermeiden. 
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BEISPIELE 

1. EinAeit der Guchwi11digluit:

EinAeit der Buchlev.nigv:ng:

Eiwit der Dichte:

Eiwit du Heizwertu:

2. 1 nm (gelesen: Nanometer)

1 pF (gelesen: Picofarad)
1 dyn = 10-•N.

m ·s-1 

m-r•

g • cm-• 

koal • kg-1 

= 10-9 m = 10-e mm 
= 10-11 F 

6.6. Potenzen von Binomen 

Im Abschnitt 4.2.4. wurden die Formeln 

(a ± b)8 = a• ± 2ab + b8 

und (a ± b)8 = a8 ± 3a2b + 3ab2 ± b3 

für die Quadrate und Kuben von Binomen hergeleitet. 
Für die vierten Potenzen von a + b bzw. a - b erhält man 

(a + b)' = (a + b)8 , (a + b)• = 

= (a8 + 2ab + b8) (aZ + 2ab + b•) 

(a + b)' = a' + 4a8b + 6a2b2 + 4ab3 + b', 

und entsprechend 

Es ist somit 

(a - b)' = a' - 4a8b + 6a2b2 
- 4ab8 + b'. 

(a ± b}° = 

(a ± b)1 =

(a ± b)1 =

a±b 

a• ± 2ab + b2 

(a ± b)3 = a
8 ± 3a1b + 3ab2 ± b8 

(a ± b)' = a' ± 4a8b + 6a2b1 ± 4ab3 + b' usw. 

Vergleicht man die rechten Seiten dieser Zusammenstellung miteinander, so kann man 
folgende Gesetzmäßigkeiten feststellen: 

1. Die .Anzahl der Glieder ist stets um 1 größer als die Hochzahl des Binoms.

2. Jede Entwicklung beginnt mit einer Potenz von a und endet mit einer Potenz von b,
deren Hochzahl mit der Hochzahl des Binoms übereinstimmt.

3. Während die Hochzahlen von a von Glied zu Glied jeweils um 1 abnehmen, wachsen
die Hochzahlen von b im gleichen Maße an.

4. In jedem Glied einer Entwicklung ist die Summe der Hochzahlen von a und b !Jleich
der Hochzahl des Binoms.

5. Zu jedem Glied jeder Entwicklung !Jehört ein bestimmter Zahlenfaktor, ein SO!Jenannter
Binomialkoeffizient.
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6. Die Binomialkoeffizienten aind innerhalb einer Entwicklung aymmetriBch angeordnet;
der erste und der letzte Koeffizient ist stets 1, der zweite bzw. der tJorletzte Koeffizient

· stimmt mit der Hochzahl des Binom, überein.

7. Bei (a + W treten nur posititJe Glieder auf (warum1), während bei (a - b)" die Vor-
zeichen tJon Glied zu Glied wechseln. Daa V oruichen des ersten Gliedes ist stets positiv.

Zur Ermittlung der Binomialkoeffizienten dient folgende Zahlenanordnung, die nach 
dem französischen Mathematiker BLAISE PASCAL (1623 bis 1662) PASCALSchea Dreieck 
genannt wird: 

n=O 1 

n=l 1 1 

n=2 1 2 1 
----

n=3 1 3 3 1 

n=4 1 4 6 4 1 

n=5 1 5 10 10 5 1 

n=6 1 6 Hi 20 15 6 1 

n=7 1 7 21 35 35 21 7 1 

n=8 1 8 28 56 70 56 28 8 1 

n=9 1 9 36 84 126 126 84 36 9 1 

n= 10 1 10 45 120 210 252 210 120 45 10 1 

usw. 
Das PASCALsche Dreiecl• ist symmetrisch aufgebaut. Jede Zeile beginnt und endet 
mit einer 1. Jede Zahl der Anordnung ist gleich der Summe der beiden schräg darüber­
stehenden Zahlen. 

(In der obigen Anordnung ist diee an einigen Stellen duroh K.lam.mem angedeutet: die beiden 
nebeneina.ndentehenden Zahlen l und l ergeben als Summe die darunterstehende Ze.hl 2; ent­
apreohend iat-z.B. l + 2 = 3; 2 + l = 3; 21 + 35 = 56; 56 + 28 = 84; 84 + 36 = 120uew.) 

Mit Hilfe der erwähnten Gesetzmäßigkeiten ist es möglich, Potenzen beliebiger Binome 
ohne langwieriges Ausmultiplizieren zu ermitteln. 
Eine ausführliche Begründung für die Allgemeingültigkeit der festgestellten Gesetz­
mäßigkeiten bei der Bildung der Potenzen von Polynomen kann nicht gegeben we.:den. 
Sie führt weit über den Rahmen dieses Buches hinaus. 

BEISPIELE 

l. (r - a)1 = r' - 6r'a + 15r'a' - 20,..a.,a + 15r".,. - 6,,. + ,•

2. (2a - 3b)' = (2a)' - 4 • (2a)• • 3b + 6, (2a)1 • (3b)1 - 4 • 2a • (3b)8 + (3W =

= 16a' - 96a8b + 216a1b1 - 216ab8 + 8lb' 

In (a + b)" dürfen die beiden Zahlen a und b ohne weiteres miteinander vertauscht 
werden: 

(a + b)" = (b + a)". 
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Vertauscht man dagegen in (a - b)" die beiden Zahlen a und b miteinander, so ist zu beachten, daß sich bei ungeraden Hochzahlen das Vorzeichen ändert, denn es ist 
(a -b)" = [(-1) • (b - a)]"

1 (a - b)" = (-1)" • (b - a)" , . 
BEISPIELE 
3. Ea iat (a - b)1 = (b - a)1 ; dagegen iat (a -b)1 = - (b - a)1 • 

(z - y)8 (z - y)1 
4. (y - z)• = (z - y)• = z - g 

5. (2z - 4y)1 [2 · (z - 2y)]1 
(2y -z)' (z - 2y)' 

21 (:i: - 2y)1 8 
(z - 2 y)' = z - 2 g 

(8u + 8t1)2(3 u -3t1)1 81·(u + v)1 ·31 ·(u - 11)8 · 6· (24u2 - 24112)2 = 242 • (u + 11)'(u - 11)' = 3 (u -t1} 

AUFGABEN 

123. Die Übereinstimmung der folgenden AWKlrücke ist zu überprüfen: 
? T ? 

a) ( - 3)' = + 81 b) (- 2)' = 128 o) ( - 5)8 - -31 

d) ( - 2)' ..!.. + 41 e) 37 ..!.. 71 f) ( - 12)11 ..!.. -1211 
g) (z - 1)1' ..!.. (1 - z)" h) (- 4)1 .!. (+ 3)' i) 2' ..!.. 41 

k) ( - 5)8 • ( - 9)1 ..!. 58 • 91 

124. Folgende Potenzwerte sind zu bereohnen: 

a) 
{ !")' b) 0,017 o) 0,00041 d) 6,31 e) 26 + 3,71 

f) 3 + 2. 71 g) (3 + 2) • 71 h) 3 + (2 • 7)1 i) (3 + 2 • 7)1 k) ( - a)11-• 

125. Die Übereinstimmung der folgenden Ausdrücke ist zu überprüfen: 
e.) 2• + 31 .!, 51 b) 31 + 41 .!, 51 c) 61 -31 .!, 31 

d) 68 - 58 - 48 ,,;, 31 e) ll1 + 128 + 138 + 141 .!, 208 
126. Berechne 

e.) 51 + 71 b) (5 + 7)1 

e) (- 9)1 + ( + 6)1 f) (- 9 + 6)1 

i) (- 2)1 + (- 5)8 + (- 7)1 

127. Folgende Ausdrücke sind zusammenzufassen: 
a) 7aa :_ 2a1 + 4a1 + lla8 - 15a1 

c) 21:e2 - 16y1 - 37 zl + 9yl 

o) 141 - 31 d) (14 - 3)1 

g) 51 - 31 - 2• h) (5 - 3 - 2)1 

k) [(- 2) + (- 5) + (- 7)]8 

b) 4u7 - llu7 - 14u7 + 6u7 

2 8 5 l d) 3u11I - ITU1t1 + 6ut11 + 2u1 11 

l 2 1 5 l e) 7
1f

ay•+ 6
3

ay"-5-j-a11a + 2r2a111 -4i·bg 

f) 2az"- 3 b"z"+ 7c8z"-5d'z" 

(31) 



Aufgaben 

1 5 3 1 
g) 2 a•b -,-a•b• + aa•b•- 2a•b• + 6ab• -14 b9 + 2a 

h) l�u•v• - 21.!u211• -9-!u111• + 17 2u•111 
9 5 3 ' 

i) 211a1 - 89b' + 75ea - 6 2d8 k) 14%7 - 9z' + 12z" - 5 z' 

128. Berechne 
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a.) z". z' b) a•·a 
f ) 1/'-a, yau g) 1!'-•,z;"-• 

o) u .. ,u8 

h) m1,m7 
d) b•. b ... b• 
i) m••,m7 

e) p•,p•-1 

k) , •• t7. ,2-· 

129. Deegl. 

a.) 4z"y8,2:z:1y'· 0,5z'y1 

g) (-a)7·(-a)1•·(-a)'-• 

i) ( 7a' - 3a1 + 5a1)( 3 a1 - 2a1 + 1) 

5 6 4 b) 
9a1b2 :z: ,

7
a2b y•.

5a•btz-. y
• 

d) �m•n•t",2.mn•t1,_!m•n,-
6 8 7 

f) 3 :z:1(y -z)1, 51 :z:7 (y -z)• • 2 1:z:3 (z -y)• 
2 5 3 4 h> a<-z>•·a< -:z:>10 ·4:z:&·5

:z:'" 

k) (5zA-1 - 3 :z: .. +1119+1 + 4:z:a.-•y3•-1)( 3 z"+1 - zA-•y2m+1> 

130. Die folgenden Potenzen Bind als Produkt.e zu BOhreiben: 
a.) a•+- b) a11 o) b•-+1 d) c"+I 
f) 31 g) 12• h) (a - b)1° i) 3z-+2 

131. Bereohne 

e) �+••+u 
k) ( -a)101 

a.) 161• 258 ...-:- o) 0,92': 0,2 3' b) ("3 _l )·· ( 
5
3 ). 

d) 0
,
375' . (f r e) (1�)',(�)":a• f) [(3�)':(�)}(4)'

g) 158 • 28'. 351 
h) 1478 (-a)•·(-a•) i) (!Y.(!Y.(:r k) 1 7 7':59' 

132 . Desgl. 
( 6ab:z:)1• (l011by)' 

e.) ( 4ab)•·( 3 11:z:)1 ·(25by)2 

(
u111•)•, (

"2 11•)'· (
z'"')' 

c) z'y" z"y" . u•y10 

b) (3 11b)1• (411c)"· (5bc)• 
( 2511bc)• · (6abc)" 

d) 
(: = :r-(:: = ::r (:·= :r 

((m + n)••-•. nu -• ) , m•-• •na.-• e) m•-111 • m••-1(m + n)"-•• (m + nr-·

(�)8· ( 5z"y")'· (5b'y")" 
f

) 2 a  :z:• 3a2b1 • 411• 

1-r• l+r 2r8 
g) -

r"
- + � - -,:. 

i) 18 2 a  l 
(a -3)8 + (a -3)8 

:- (a -3)7 

3• -111-•. b ... 2 4• 
h) 58• a•-••. 210• b .. +i. 6• 

a b c . d e 
k) zA+l + zA-1 + z2 

- z"-· + :i -1
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133. Desgl. 

3 - a a8 - a• + 2 a• - 1 2 a• + 1 a) a•-, + a•+l - a•-• 

(135uz3)'. (70118 !/8)8 c) (27 z' y1)1 • (28 u•112)8 

(21r'a8 1)8 ( 7  r8 a2 t1)8 e) (6 r'.,. t)8 : (14,.. a• e')' 

[ (6 a• z• )': (�)•] : (27 a• z)•g) 5!1' l5ay• 8y 

i (
"" • 6•+1 

)
a· (a" · 62-•

)
• 

) 27c1-u · 45c•-u 

134. Desgl. 

a) (9a' - 58a161 + 496'): (3a1 - 446 - 761) 

c) (a-+• - a•): (a' + a) 

b) (z:rr (�tr 
z2-1 d) z• -� 

z' 2 z'-z' z•-z"+z• 
f) (1 - z)' + (1 -z)• + (1 -z)• 

II"· (u11)"+r • w' h) (uw)"+- • [(u)"]" 

( 
27 x'y 

)
" -(6"'"")'· -� 

k) . 25 z' y• . 
( 

15119 zl !I)' 
4u' 

b) (y8" + zll"): (y" + z") 

d) (zl - 3z'y8 + 3z"y8 - y1): (z' -z"y -zy' + y')

e) (p•+1 - p•+i + p' -p•-1 + p•-•)(p'-• + p'-•) 

135. Berechne folgende Potenzen: 

a) (21)1 b) 2<a•> o) (- 6•)• d) (z')" 
e) (- !I')' f) (62 •)• g) (b•)•• h) (z9+1)2 

i) [( -y)l•- 11••.+ 1 k) (z"+ u) .. -• 

136. Deagl. 

a) (a2 b1)1 b) (z' y)1 o) (u"11')" d) (2m2 n1)8 

e) (- 3z•,,.,•-1)1 f) (- 3a•
r g) (m•n'

)
' 

h) 
(u3 118)1 

568 z'y' (uv)11 

i) (- 6a8b1)1 k) (zy)'" 
(-4a'b1)5 (z')' . (y•)• 

137. Bei den folgenden Ausdrücken sind die negativen Hochzahlen zu beseitigen: 
a) 2-• b) 3-1 c) 0,2-• d) 2 • 5-• e) 5 • 2-• 

f) (- 4,J-1 

138. Deagl. 

e.) (-}r 
f) (1�r

g) - 4-a 

b) (-ir
g) c 

17
r 24734 

h) (- 4)-' 

c) (:r
h) (�r

i) - 4-, k) 0,1-1 

d) (ft1 e) 
( 

1 
r 

-23 

i) 4-• k) (
�
r

m 

T 
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139. Bei den folgenden Ausdrüoken sind die Brüche zu beseitigen (Umformung in Potenzen mit negativen Hoohz&hlen): 

c ) 1 
b) 1 

) 5 a 
T � c 1 d) ab  e) a-b 

m 
u• n f) z + y 

z-y 
g) �-.!.+ 1 z2 z h) 

v• i)
n k) z• - 1 

a-• y• + 2 
140. Die folgenden Ausdrücke sind so zu schreiben, daß nur negative Hochzahlen auftreten: 

1 � 3 a) 
5 b) 5 o)

m
• d) p e) z2 

f) m 

n• g) 
(:

)
" 141. Sohreibe a.1s Bruch: 

m• h) 
n i) m�• 

1 k) (m n)" 

a) :i;"'-1 b) 3a••-1 o) b•-• d) a•-•b-•• 
e) a-• • (bc)•-• • d�-· f) (a -b)•-• 
g) z-•• + z-•• + z-"'+1 h) 2a-0 + 5a1-"' - 3a•-• 
i) (2a)-u + (5a)-l+• -(3a)•-• k) :r1 + y-1 

142. Forme so um, da.ß keine negativen Hoohz&hlen mehr auftreten: 

a) 3 a-8 • 5 a1 
• 2 a-• b) � a•b-•c • � a-• b-1 c• · 20 a•b•c-• 

8 25 21 

o) 

e) 

g) 

i) 

35 z8 y-• 22 : 14 z-• y-a z4 

3 a-2 b-• 6 a8 
z-1 

4 �-· ,,-.• . 5 b-· y• 
a-• b• c-• z" y• z4 

z-1 y-• z-8 
: 

a• b-• c• 

(
z-•y-•

)
"·

(
b-•y-•

)
-• 

a-1 b" z-1a2 

d) 

f) 

h) 

k) 

143. Desgl. 
a) (z-•)• b) (2 :i:2)-1 
e) r a . (b-1)']-• f) (- 2-•)• 

.!. m•-111•+21• 5 

� m 1-•n2•+•,c 15 
12 m•n-• 15m-•b• 
25a-• b" • 16a'n 

m2•-1
11,

1-• ma-•n-•+a 
,•+ 1 ,a• : 

al - • "'I" 

(
v-• z

+"
)
'· 

(
z-1y-•

)
-• 

u-• y-• · u• v-• 

o) (- 5 z-ai-• 
g) (- 2-•)-• 

i) 
[ (r�• )-•1-• k) 

[(
z

-:-�

-
-rr 

144. Berechne 
a) (6 :r• y-• - 2 z-• y-• + 7 z-a y-•) . 5 z-1 y-a 

b) (fa•- 2 b•-• -fa„ b-h + fa1 -•b•+a) ·:Oa-•b'" 

o) (3 z-• + 2 z-• - z-•) : z-• 
d) (Sm-•n• - 15m-•n + 7m-• - 2m-•n-l): 12m-•n-3 

e) (5yu-i - 3y- 0• + 6y-••-•): 15y- 01 

d) ((23 z-8)8]0 

h) (- 2-•i-• 



108 6. Wurrelrechnung

145. Entwickle folgende Binome

&) (z + y)' b) (z - l)"

d) (3 z - 2 y)" e) ( 1 - ! b)8 

146. Vereinfa.che

c)(2a-!)" 

&) (9a+3b)2
9b2 - 8la2 b) (qz - pqy)•(z - 'P y)" 

(az + ay)•d) (abz-abyi9-1 

147. Deegl.

e) (au+ av)"' • (bu - b v)•

o) (6u + 3v)2(12u - Ot·)'
(24u2 - 6 v•J• 

&) (a - z)1 + (z - a)1 

c) (a - z)1 • (z - a)8 • (a - z)8 

b) (a - z)1 -(z - a)1 

d) (a + z)• • (z + a)•
1 l f) 2(z- y)"-8·aa·(Z- y)01 · l 2(Y - z)2 

2 l 4 
g) la <P -qJ". 42 (q - P>'. 46 <P - qJ•- • 

h) 5(a -b)21 -•.1±-(b -a)'-u. �(b - a)2 1-• 

5 3 

i) (15a - 27 b)8 + (27b - 15a)1 

6. Wurzelrechnung

k) (200:z: -600y)• + (600y - 200:z:)'

6.1. Radizieren als erste Umkehrung des Potenzierens
Für die beiden direkten Rechenarten erster und zweiter Stufe, die Addition und die 
Multiplikation, gilt das Kommutativgesetz 

a + b = b + a und a • b = b • a. 
Aus diesem Grunde besitzt jede dieser beiden Rechenartea nur eine Umkehrung. Die 
Umkehrung der Addition ist die Subtraktion, die Umkehrung der Multiplikation ist 
die Division. 
Das Kommutativgesetz gilt aber n i cht für die Potenzrechnung, die direkte Rechen­
art dritter Stufe, denn es ist 

a" =!= n•. 
Aus diesem Grunde muß die Potenzrechnung zwei Umkehrungen besitzen. 
Ist aus der Potenzgleichung 

a" = b 
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bei bekanntem n und b � 0 die Grundzahl a zu bestimmen, so nennt man die zugehörige 
Rechenart Wurzelreohnong oder Radizieren1) und schreibt 

mit a und b� 0 

(gelesen: a ist die n-te Wurzel aus b). 
Für nicht negative Werte von a und b drücken demnach die beiden Gleichungen 

an = b und a = y'b 

denselben Sachverhalt aus; sie sind nur nach verschiedenen Zahlen aufgelöst. 
Es gilt somit folgende Definition der Wurzel: 

(32) 

I 
Die n-te Wurzel aus b � 0 ist diejenige nicht negative Zahl a, deren n-te Potenz b
ergibt. 

In a = Vb nennt man

b den Radikanden, 
n den Wurzelexponenten und 
a die Wurzel oder den Wurzelwert. 

Die hier verwendete Definition des Wurzelbegriffes erlaubt es nicht, Wurzeln aus nega­
tiven Zahlen zu ziehen, denn es wird in (32) gefordert, daß b � 0 sein soll. Desgleichen 
gibt es auch keine negativen Wurzelwerte, da verlangt wird, daß man unter der n-ten 
Wurzel aus b diejeni_gc nicht negative Zahl a verstehen soll, deren n-te Potenz b ergibt. 

Die Besch,ränkung auf positive Wurzelwerte wurde eingeführt, um das Wurzelsymbol zu einem 
eindeutigen Rechenzeichen zu machen. Würde ma.o nämlich diese Einschränkung nicht einführen, 
ao könnte man beispielsweise dem Zeichen V:i zwei Werte zuschreiben, nämlich + 2 und -2, denn 
es ist sowohl ( + 2)2 = 4 als auch ( -2)2 = 4. Für Anfgaben der Art \!i + \,'9 - �16 = ? würde
es da.on eine ganze Reihe verschiedener Lösungsmöglichkeiten geben. 
Da.gegen besitzt die vorliegende Aufgabe auf Grund der Beschränkung auf positive Wurzelwerte 
die eindeutige Lösung 

. 

V4 + i,'ö - tw = 2 + a - 4 = 1 . 

Eine Begründung da.für, da.ß man auch als Radikanden nur positive Zahlen bzw. die Za.hl Null 
zuläßt, wird im Abschnitt 6.4.5. gegeben. 

Aus der Definition der Wurzel folgt für b � 0 

wobei man im Falle {1,!b)" die Klammern auch weglassen darf.

1) ra.dix (lat.) die Wurzel.

(33)
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Bei nicht negativem Radikanden heben eich demnach Potenzieren und Radizieren mit 
dem gleichen Exponenten gegenseitig auf, d. h. 

das Radizieren ist die erste Umkehrung des Potenzierens. 

Hiervon wird bei der Probe für die Richtigkeit einer Aufgabe der Wurzelrechnung Ge­
brauch gemacht. 

Die zweite Umkehrung der Potenzrechnung, die Logarithmenrechnung, wird im Abschnitt 7. 
' beh&ndelt. 

BEISPIELE 

1. f0,0121 

V- 125 

V256

= 0,11; denn 68 i8t 0,111 
= 0,0121. 

gibt 68 nicht, denn der .Radikand darf laut Definition nicht negativ sein. 

=4; denn ea iaC 4• = 256. 

2. Für a ;;;;; 0 gilt

Vaa. = a•; denn 68 iaC (a•)B = a••. 

= a•; 

3. Die Gleichung v;_;' = a iBI nur für a ;;;;; 0 richtig, weil nur positive .Radikanden zugelassen Bind. 
Dagegen gilt die Gleichung y,ii = 1 a I für - oo < a < + oo • Auf der rechten Seite di88er Glei­
chung ist der Betrag von a zu schreiben, da ala W urulwerte nur nicht negative Zahlen in Frage 
kommen, a aber in di68em Falle ohne weiter68 negativ sein darf. 

Als Verallgemeinerung des Beispiels 3 kann man schreiben 

h 

Va2"=1a[ -oo<a<+oo.
(34) 

2 ir:' II 

va = a gilt für a � O; dagegen 

Man darf also nicht leichtfertig gleiche Wurzel- und Potenzexponenten gegeneinander 
,,kürzen"! 
Bei der zweiten Wurzel lii.ßt man gewöhnlich den Wurzelexponenten 2 weg: 

VA =VA. 

Man nennt die zweite Wurzel auch Quadratwurzel, da sie die Lii.nge der Quadratseite 
bei gegebenem Flächeninhalt A angibt. 

Entsprechend liefert die dritte Wurzel, die Kubikwurzel Vv. die Kantenlänge des­
jenigen Würfels, dessen Volumen V beträgt. 



6.2. Rationale und irrationale Zahlen 

Sonderfäl le:
1. Es ist stets

denn es gilt für alle n l" = 1.
2. Für alle n > 0 gilt

denn unter der genannten Voraussetzung ist 0" = 0.
3. Ferner ist für b � 0

denn es ist b1 = b.

6.2. Rationale und irrationale Zahlen 

111

(35) 

(36) 

(37) 

Im Abschnitt 4.1.6. wurde gezeigt, daß es sich erforderlich macht, immer umfassendere
Zahlbegriffe zu verwenden, wenn man jede Aufgabe lösen will.
Ausgehend vom Bereich der natürlichen Zahlen, in dem sich jede Additions-, Multi­
plikations- und Potenzrechnungsaufgabe uneingeschränkt lösen läßt, mußte man zum
Bereich der ganzen Zahlen µ.hergehen, wenn man jede Subtraktionsaufgabe lösen
wollte.
Um jede Divisionsaufgabe durchführen zu können, muß man zum Bereich der ratio­
nalen Zahlen übergehen.

I 
Jede rationale Zahl läßt sich stets als endliche oder als unendliche periodische
Dezimalzahl schreiben. 

Jeder rationalen Zahl entspricht genau ein Punkt auf der Zahlengeraden. Man sagt:
Die rationalen Zahlen liegen auf der Zahlengeraden „in sich dicht"; d. h. zwischen
zwei rationalen Zahlen, und mögen sie noch so dicht beieinanderliegen. gibt es stets
mindestens noch eine weitere rationale Zahl. ( So liegt z.B. zwischen den beiden ratio­
nalen Zahlen a und b als weitere rationale Zahl u. a. die Zahl a ; b . )
Man könnte nun annehmen, daß mit den rationalen Zahlen bereits all� Zahlen erfaßt
sein müßten. Dies ist aber nicht der Fall, denn es lassen sich nicht alle Aufgaben
der Wurzelrechnung im Bereich der rationalen Zahlen lösen. So läßt sich zeigen, daß
beispielsweise schon lf2 keine rationale Zahl sein kann.
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Wäre nämlich lf2 eine rationale Zahl, eo müßte man eie als Quotient zweier ganzer Zahlen 

schreiben können, wobei a und b teilerfremd und * 1 vorauszusetzen sind. Dann ist

a = lf2 • b, 
woraus 
(•) a• = 2b1 

folgt. Dae bedeutet aber, daß a• eine gerade Zahl sein muß. Da jedoch d&e Quadrat einer geraden 
Zahl stets gerade, d&e Quadrat einer ungeraden Zahl stets ungerade ist, 80 folgt daraus, daß auch 
a gerade sein muß, d. h., die Zahl a muß eich als Produkt aue der Zahl 2 und einer anderen Zahl a:. 
daretellen l&BBen: 

a=2·a1• 

Setzt man dies in (•) ein, 80 ergibt eioh 

4a1
1 = 2b1 

oder b1 = 2af. 

Dies würde jedoch bedeuten, daß b1 und damit auch b gerade sein müBBen. Es würde &lso nicht 
nur a, sondern auch b den Faktor 2 enthalten. Dies widerspricht unseren oben gemachten Vor-
aueaetzungen über a und b, die teilerfremd sein sollten. Daraus folgt, daß eich }'2 nioht als Quo­
tient zweier ganzer Zahlen darstellen lii.ßt und somit auch keine rationale Zahl sein kann. 

Man nennt f2 eine Irrationalzahl, und man definiert ganz allgemein: 
Alle Zahlen, die sich nicht als Quotienten zweier ganzer Zahlen schreiben lassen, 
werden irrationale Zahlen genannt. 

Zu den irrationalen Zahlen gehören neben V2 alle „nicht aufgehenden" Wurzeln, wie z.B. 
}13, "V5, lf6, \f2, l,13, V4 usw. sowie solche Zahlen wie 1t und andere mehr. 
Der Wert einer Irrationalzahl läßt sich nur angenähert als Dezimalzahl angeben, d. h., 
er läßt sich beliebig eng zwischen zwei rationale Zahlen einschließen. So ist z.B. 

usw. 

1 <V2 < 2, denn 
1,4 <V2 < 1.�. 

1,41 <V2 < 1,42, 
1,414 < °V2 < 1,415, 

1,4142 <V2 < 1,4143, ,, 

18 = 1 

1,41 = 1,96 
1,411 = 1,9881 

1,4141 = 1,999396 
1,41421 = 1,99996164 

21 = 4 

1,51 = 2,25 
1;421 = 2,0164 

1,4151 = 2,002225 
1,41432 = 2,00024449 

In der höheren Mathematik wird bewiesen, daß sich alle irrationalen Zahlen als un­
endliche nichtperiodische Dezimalbrüche darstellen lassen. 
Für das praktische Rechnen werden Näherungswerte verwendet: 

°V2 = 1,4142 oder va = 1,7321 usw. 
Erst wenn man alle rationalen und irrationalen Zahlen auf der Zahlengeraden unter­
gebracht hat, entspricht jedem Punkt der Zahlengeraden auch genau eine Zahl. 
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Die Gesamtheit der rationalen und der irrationalen Zahlen wird die Menge der reellen 
Zahlen genannt. 
Ein umfassenderer Zahlenbereich als der der reellen Zahlen wird in diesem Buche nicht 
benötigt. Es ergibt sich damit zunächst folgender Aufbau des Zahlenreiches: 

Rationale Zahlen Irrationale Zahlen 

Ganze Zahlen Brüche 

Positive ganze Zahlen Negative ganze Zahlen 

6.3. Wurzeln als Potenzen mit gobrochenen Exponenten 

(Zweite Erweiterung des Potenzbegriffes) 

Im Abschnitt 5.3. wurde der Potenzbegriff, der ursprünglich nur Sinn hatte, wenn 
die Hochzahl eine natürliche Zahl > 1 war, dadurch erweitert, daß auch Potenzen mit 
negativen Hochzahlen sowie Potenzen mit den Hochzahlen Null bzw. Eins definiert 
wurden. Es zeigte sich, daß die bisher geltenden Potenzgesetze auch für den erweiter­
ten Potenzbegriff angewendet werden durften. 
Es soll nun untersucht werden, ob es sinnvoll ist, auch mit.Potenzen mit gebrochonen 

t s m 2 

Hochzahlen zu rechnen. Solche Potenzen wären beispielsweise 3T, 4""i", 36'·•, an, 5-"'f 
usw. 
Wenn diese vorläufig noch recht undurchsichtigen Potenzen einen Sinn haben sollen, 
dann müssen für sie auch die Potenzgesetze gelten. Es muß also beispielsweise 

( 
')2 1 2 32 = 32· = 31 = 3

sein. 
Nun ist aber andererseits auch 

so daß es nahe liegt, 

zu setzen. 

1 -

32 = ]13 

8 Elemeotarmnthcmatlk 
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In ähnlicher Weise führt der Vergleich von (2rt)' = 21f·• = 273 und (j;273)' = 273 auf die Beziehung 2rt = im3. Verallgemeinert man diese beiden Beispiele, so kommt man zu einer zweiten Erweite­
rung des PotenzbegriUes, indem man für a � 0 definiert:

(38J 
Dabei stimmt der Zähler der Hochzahl mit der Hochzahl des Radikanden, der Nenner der Hochzahl mit dem Wurzelexponenten überein. I Potenzen mit gebrochenen Hochzahlen sind Wurzeln. 
Umgekehrt läßt sich auch jede Wurzel als Potenz mit einem gebrochenen Expo­nenten schreiben. Es läßt sich zeigen, daß alle Potenzi;(esetze auch für diesen erweiterten Potenzbegriff gültig bleiben, so daß die durch die Definition (38) getroffene Erweiterung des Potenz­begriffs sinnvoll ist. 

BEISPIELE 

l. Verwandlung von Potenzen mit gebrochenen Hochzahlen in Wurzelausdrücke: 

a) 5i = V52 = f/25 b) 16! = yi6 = 2 c) 243°·• = 2431 = V243 �0 3 
_ l l 1 1 1 )0,-

d) q 2 = - = -.- e) :i:-0·" = - = -- f) u•·· = u•, u•·· = u•, vu•

ql. �q J Vx3 
2. Verwandlung von Wurzeln in Potenzen mit gebrochenen Hochzahlen: a) )lz2 = :i:l l m d) -- = z "

vz-
e) va• + b2 = (a' + b'iDa jede irrationale Zahl beliebig genau durch eine rationale Zahl angenähert werden kann, lassen sich auch Potenzen wie av2 oder :r" usw. mit jeder gewünschten Genauig­keit berechnen. 

6.4. Wurzelgesetze Für die Wurzelrechnung sind keine neuen Rechengesetze erforderlich, weil sich jede Wur­zel als Potenz mit einer gebrochenen Hochzahl schreiben läßt. Jede Aufgabe der Wurzel­
rechnung läßt sich mit Hilfe der Potenzgesetze lö.�en. Da eich jedoch viele Aufgaben der Wurzelrechnung in der Wurzelechreibweiee bequemer dar­stellen laeeen ale durch Potenzen mit gebrochenen Hochzahlen, wird im folgenden auch die Wurzelechreibweiee der einzelnen Rechengesetze angegeben. 6,4,1. Addition und Subtraktion von Wurzeln Gemä.ß Abschnitt 5.2.1. gilt für Wurzeln: 
I 

Wur_zeln lassen sich n�r �ann addieren bzw. subtrahier�n, :wenn sie sowohl in ihren , Radikanden als auch rn ihren Wurzelexponenten überernst1mmen. 
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Allgemeine Ausdrücke wie z.B. V;;± Vb oder Va2 ± b2 und anderes mehr lassen sich
demnach nicht weiter vereinfachen, es sei denn, daß für die allgemeinen Zahlensym­
bole bestimmte Zahlenwerte gegeben sind. 

BEISPIELE 

1. s-Vd+B·Vd- ll·\ta=2·Vd

2. 4 . v:x + 2 • ifz - 3 . \rz - V:x = V:x + V:x

3. a • '(q - b • yq + c • '(q = (a - b + c) • �q
4. Be.achte, daß im allgemeinen ya• ± b• ,J= a ± b und lfä ± lfb ,j= lfa ± b. 1''iir welche Werte von

a und b gilt da8 Gleichheitazeichen? 

5. v3• + 4• + s• = y21 + 64 + 125 = v216 = 6 

6. ysi-ysi=9-3=6 

6,4,2, Multiplikation von Wurzeln mit gleichen Wurzelexponenten 

Nach den Potenzgesetzen gilt für a und b � 0 

1 1 1 

a", b" = (a, b)". 

In Wurzelschreibweise lautet dieses Geset1 

(39) 

I
Wurzeln mit gleichen Wurzelexponenten können dadurch multipliziert werden, daß 
man das Produkt der Radikanden mit dem gemeinsamen Wurzelexponenten radi­
ziert. 

Es gilt auch die Umkehrung dieses Satzes: 

I
Die Wurzel aus einem Produkt läßt sich auch dadurch ziehen, daß man die Wurzel 
aus jedem Faktor zieht und die entstehenden Wurzelwerte miteinander multi­
pliziert. 

BEISPIELE 

1. i,'6. ys. ya = � = y144 = 12 

2. V6 · V3 + 9 · °V6 · va - 9 = V(6 · V3 + 9) (6 · V3 - 9) = V(6 · yaJ2 -92 = V36 · 3 - 81 = 

= v21 = 3 

3. (yä-}'b)Z = (l/ä>2 - 2·fa·Vb + (%">2 = a -2·Vab + b 

4. (yu + "(v) (Vii - fv) = u -11 
s• 



116 6. Wunelrechnung 

5. 3 · \ll25 - 2 · }f2o - 3 · y'iso + 6 · J/45 = 7
Lösung: In jedem Radikanden ist eine Quadratzahl als Faktor enthalten. Dadurch lassen 
sich die Wurzeln wie folgt vereinfaohen: 
= 3 . y25 • 6 - 2. yw - 3 • V36 . 5 + a . Vs-5 =
= 3 . 5 · l'5 - 2 . 2 · % - 3 . a · % + a . 3 . Y5 = 11 • ys ,., 24,5971 

<>. (t,'az - "6Htra + v,i2) = ya1 + va•b• - }ab - \lb3 = a + �<ab)' - f·ab - b 

8. lat ein Faktor mit unter ein Wurzelzeichen zu bringen, ao rechnet man wie im folgenden Beispiel.

V-,; - l� V ( y') X· 1 - z2 = }lz2 · V 1 - z2 = x2 1 - :i;f = y:r:2 - y'

9. Unter dem geo111etriachen Mittel der n Zahlen a1, a,, a1, ••• a. verateht man den AUBdnu:k
"------ffl = ya, ·a2 ·a.· ... ·a".

Bo iBl daB gwmdriache Mittel der Zahlen 6 und 24 die Zahl � = V144 = 12; daa geo­
metriache Mittel von 12, 45 u71d50dieZahl\'12 .45 · 50 = }'22

• 3 · 32 
• 5 • 62 

• 2 = \'(2 .3 · 5)3 = 30.

6.4.3. Division von Wurzeln mit gleichen Wurzelexponenten 

In ähnlicher Weise wie bei der Multiplikation von Wurzeln mit gleichen Wurzelexpo­
nenten läßt sich herleiten, daß für a und b ;ä;; 0 

(40) 

ist. 

I 
Wurzeln mit gleichen Wurzelexponenten können durcheinander dividiert werden,
indem man den Quotienten der Radikanden mit dem gemeinsamen Wurzelexpo­
nenten radiziert. 

Oder umgekehrt: 

I 
Einen Bruch kann man radizieren, indem man Zähler und Nenner für sich radiziert
und die entstehenden Wurzelwerte durcheinander dividiert. 

BEISPIELE 

1. vn , vs = y12 , s = Vii = a
2. ys1 a•b7 : V3ab = V(Sl a6b7): (3ab) = }'27 a• b" = 3ab2 • ya

_ 
V
B4 VB4 9 1652 

3. yo,84 = 100 = 10,., 2w-- = o,91652
·-• ,'2]f) f/210 9439 4. vo.21 = v :� = � ,., 5• 10 = o,59439 
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Anmerk ung: Die Beispiele 3 und 4 zeigen, wie man Wumiln, deren Wumilwerte nicht in 
der Tabelle stehen, duroh geeignetes Umformen doch noch aus der Tabelle entnehmen kann. 
(Vgl. hierzu auch Abachnitt 3.6.1) 

6. (u· fu +" · (v"): (yü' + (v") = u -l!uv +"

- <u·Vu + u·fv">

- u·fv" + II .y;;
- < - ". yv - " . Vü>

+ 11·fu+t1·fv 

- ( + t/ • yu + " . y;;) 

11.4.4. Ratlonalmaehen des Nenners 

Um einen Näherungswert für den Bruch� zu erhalten, müßte man die Zahl 1 durch
den Näherungswert 1,41421 dividieren. Man gelangt jedoch wesentlich schneller zumZiel, wenn man den Nenner so erweitert, daß man nur noch durch eine ganze Zahlzu dividieren braucht: 

l l·}/2 112 l 1' 
--=- = -- = - = - · 112"" - . 1,41421 = 0,70711 
y2 112. Jil 2 2 2 

Man nennt dieses Verfahren Rationalmachen des Nenners. Steht im Nenner eines Bruches eine n-te Wurzel, so läßt sich dadurch eine Verein­fachung erreichen, daß man den Bruch so erweitert, daß der Radikand im Nenner die n-te Potenz einer Zahl wird. Daraus läßt sich dann die Wurzel ohne weiteres ziehen.
Ganz allgemein ist für das Zahlenrechnen eine irrationale Zahl im Zähler eines Bruches weniger 
unbequem als eine irrationale Zahl im Nenner. Man wird daher stets versuchen, den Nenner 
rational zu machen. 



118 6. Wurzelrechnung

Steht im Nenner eine Summe, in der Quadratwurzeln auftreten, so läßt sich der N en­
ner mit Hilfe der dritten binomischen Formel 

(a + b) (a - b) = a2 - b2 

rational machen. 

BEISPIELE 

2 · va 2 · l'3 · q/6 + l'3) 2 · l'3 · (V5 + ya) _ , 6. 115 - va = (115 - va1 ( V5 + vaJ = 2 = 
V15 + a 

7. 

s. 

9. 

va va. (2 . vs + va) 2. Vf5 + a 2 . vi5 + a 
2·vs-va (2·vs- V3H2·V6 + yaJ 20 -a 11 

_a_= 
a(a+Vb) a(a+Vb) 

a - % (a -VbJ · (a + }'b) a• - b

\16 - V2 (\f6 - i,'2) (i,'2 + V6 + l'fö) 
y2 + }16 -l'fö [(i,'2 + Vä> -Vfö] · [(y2 + \16) + VföJ 

VI2 + Vä6 + yoo -V4 -VI2 -V2Ci 6 + 2 · fi5 - 2 - 2 · l/6 (2 + Vf5 - V5l . 2 

2 + 2 . VI2 + 6 -10 4 . va - 2 4 . ya -2 

(2 + Y15 - vs> (2 · va + 1) 4 · Y3 + 2 + 2 · f45 + vw -2 · Y15 - l/6 
(2·l'3-1J(2·V3+1) 4·3-1 

4·lfä + 2 + 6·VS + Vf5-2·Vf5-V5 2 + 4.ya + 5·l'5-YI5 
II 

6.4.6. Radizieren von Potenzen

Na.eh Formel (25) ist für a 6 0 

1 ( t )m 
(am)n = a" 

Demnach ist auch für a 6 0 

II 

(41) 

I 
Es ist gleichgültig, ob man eine nicht negative Zahl zuerst potenziert und dann radi­
ziert oder ob man in der umgekehrten Reihenfolge vorgeht. 

Bei der Anwendung dieses Gesetzes kommt es auf die gegebenen Zahlenwerte an, in 
welcher Reihenfolge man am besten rechnet. 

HEISI'IELE 

1. f12433 = fiw' � a• = 21 

2. V(9x'-12xyi 4y2)0 =]1(3x-2y)-·=l3x-2y[' 
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Anmerkung: Der Radikand (3z - 2y)2 der :i.weiten Wurzel ist e.ls Quadrat e.uf e.lle Fällepositiv, so de.ß die Wurzel ohne weiteres gezogen werden de.rf. De. e.ber der Ausdruck 3z - 2ysowohl positiv e.ls e.uch negativ sein ke.nn, ist der Wurzelwert der Que.dre.twurzel in Absolut­striche zu setzen. (Vgl. hierzu e.uch Formel (34) im Abschnitt 6.1. !) 
3. \'5

2Iö.ßt eich e.ls Quadrat einer vieletelligen Dezime.lze.hl nur sehr unbequem ermitteln. Be­achtet me.n de.gegen (41), eo wird die Rechnung sehr einfach: 
S 2 S ,� V5 = � = v25 ""'2,9240 (lt. Te.belle). 

Für a � 0 folgt schließlich aus der Potenzschreibweise 

die Beziehung 

(42) 

I
Wurzel- und Potenzexponent dürfen mit der gleichen Zahl multipliziert bzw. durch 
die gleiche Zahl dividiert werden. 

Man nennt diesen Vorgang in Analogie zur Bruchrechnung Erweitern bzw. Kürzen von 
Wurzeln. 

BEISPIELE 

4. i25 = }52 = f6 ::::: 2,2361 
. --- . 

V 8a8 b12 = ( 2a2 b' )" = 5· 27c'd15 3cd• 

. --2a2 b' b ·v2a2 b 
3cd• = d' 3cd2 

• 6. VU3 i8I als zwölfte Wurzel zu schreiben. 

An dieser Stelle soll noch eine Begründung dafür gegeben werden, warum bei der Definition desWurzelbegriffes die Einschränkung auf nicht negative Radikanden gemacht wurde. Würde man nämlich diese Einschränkung fällen le.eeen, so könnte man beispielsweise als Wert von 
·--

V-64 die Zahl -4 angeben, denn es ist (-4)3 = -64. De.mit wäre dann auch die folgende, offensiohtlich zu fe.lsohen Ergebnieeen führende Rechnung möglich: 
·v- ·v- ·= 11--4 = -64 = (-64)2 = t642 = 64 = +4 . 

Derartige Trugschlüsse können nicht auftreten, wenn man sich konsequent an die Bedingung hält,daß nur Wurzeln e.us nicht negativen Zahlen gezogen werden dürfen. 
fl.4.�. Radizieren von Wurzeln 

Aus mit a;? 0 
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folgt (43) 

I 
Beim Radizieren einer Wurzel darf die Reihenfolge, in der radiziert werden soll, ver­
tauscht werden. 
Jede mehrfache Wurzel kann auch ats eine einfache Wurzel geschrieben werden 
mit einem Wurzelexponenten, der gleich dem Produkt der gegebenen Wurzelexpo­
nenten ist. 

BEISPIELE 

1. V v21 = V v21 = yä""' 1,7321 
·- f� �(.; 2. V9 = V V9 = V 3 ::::, 1,4422 

3. vru� = 'v"u•

4. V3-v3-va= V3·Vv3'·3= 'v3·v3'= 'v3-v3'= vv3•.3·=V:i• 

6.4.7. Wurzeln mit verschiedenen Wurzelexponenten 

Beim Rechnen mit Wurzeln mit verschiedenen Wurzelexponenten ist es meistens am 
vorteilhaftesten, wenn man die Wurzeln als Potenzen mit gebrochenen Exponenten 
schreibt und dann die Potenzgesetze anwendet. 

BEISPIELE 
.. _ .. . ,,!_ ..!. .!..+..!. �..!.!... '""--1. yas . yai = a" ·a"' = a" "'= a '"" = Va"'z+•, 

' V,. V' i,. + [, ,+ rtr -j, [,t 1'f - j, ,+)1 -1,1 )+ .,+ . �"
Vgl. Abschnitt 6.4.6., Aufg. 4 ! 

:1. (4. V x y + yzi• + 3. i x y•)l'f:x-y' - 2. yxy) = 
I l 1 2 1 ") ( l 1 1 1) 

= ( 4 x• y 
2 + x • y 

8 + 3 x • y • · xii y • - 2 z • y T = 

7 & a & 1 , u � & 

�· 4xii
y• - 8zy + z12y - 2z• y• + 3x" yii - 6z• y• = 

= 4 · 'Vz7 y10 - 8 z y + y · 'yxi - 2 y · y:1Fy + 3 y .'f?y - 6 y y? y 

6.4.8. Rückblick auf die Wurzelgesetze 

Da jede Wurzel als Potenz mit einer gebrochenen Hochzahl geschrieben werden kann, ließen sich 
sämtliche Wurzelgesetze aus den ihnen entsprechenden Potenzgesetzen gewinnen. Um mit Wur­
zeln rechnen zu können, würde es daher genügen, wenn man die Potenzgesetze genau kennt. 
Man verwendet jedoch beim Rechnen mit Wurzeln sowohl die Schreibweise als Potenz mit ge­
brochener Hochzahl als auch die Wurzelform, wobei es ganz von der Aufgabe und von den ge-
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gebenen Zahlenwerten abhängt, welche der beiden Formen zweckmäßiger ist. Wer Aufgaben der 
Wurze�hnung schnell und sicher lösen will, der muß mit der einen Schreibweise genau so sicher 
umzugehen wissen wie mit der anderen. Es wird daher empfohlen, beim Üben eine Anzahl der 
Aufgaben sowohl mit Hilfe der Wurzelschreibweise als auch mit Hilfe der Potenzschreibweise 
zu läsen und die ErgebniBBe auf ihre Übereinstimmung hin zu überprüfen. 

AUFGABEN 

148. Es ist anzugeben, für welche z-Werte die folgenden Wurzeln existieren: 

a) Vz b) Vz8 c) y;:• d) Vz
e) vx2 f) \/z2 

g) v1 - Z h) ycz - y)2 

o Vz - , 
2 

k> va• -z• 

149. Es ist nachzuprüfen, ob die folgenden Wurzelwerte stimmen: 
• 

1 fi'i""",o, ? a) Voül76 .:a + 224 b) r0,121 - +0,11 
4 9 8 '? dJ v20136.;. +12 e> V-4096= +4 

--- . --- 'g) V Ca + b)'.;. + (a+b)' h) V66,2596 - + 8,14 

k> V- 0,08 .: - 0.2 

150. Desgl. 

",,-, c) v0,001 = + 0,1 

f) f6562 .!, +3 

i) V 132 651 .!. ± 51

n> V- 161051 .!.. -11 �� ? 
�J-ii T b) y-78125= +5 c) ya"•=a• 

d) Va' - b' l a - b 

�,-. 

e> v 220000 ! +410 ri V9 + 16 .!. 3 + 4 = 1 

g) r65..;. -0,40207 h) �0,0016:z:u ! + 0,2 z• 

/ ___ ,i) \ 100. - 36 - + ( 10 - 6) = + 4 
·---? 

kJ V z1 + r = + <z + ,>
151. Die folgenden Wurzeln sind soweit wie möglich zu vereinfachen: 

ß) l'64 b) y=-I c) VM d) v21• e) �64 

f) V<uv)1 g) Va + b
1 

h) v125z• i) v1 -z• k) V<8a8 b8)1 

152. Deegl. 

a) i/�b11c8 b) V<l - z)• c) Vcu - 8)3 d) i/16a•b8cl1 

e) (7 • Va - b)
2 

+ (5 • V b -c)1 
+ (4 • V c -a)1 - (3 • V b - c)1 

r> s . v36 - 8 . VM + 1 . v121 - 9 . VM
gJ s . �w - io . \tsi - 9. VM + 8 . \!24a
hJ (2. VW>' - (10- v2>' + (4. vw>"

i) V-f + V {-V2!6 + �+'v-1 

153. Folgende Wurzeln sind als Potenzen mit gebrochenen Hochzahlen zu schreiben: 

aj� �� tj� �� �� 

f) \'b3 g) yzi h) Vz1 i) Va + b k) vz1 - 11' 
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154. Desgl. 

a) W,
e) ·-�, 

i) VP'(q - r)• 

155. Desgl. 

b) 
l
� c) hi: + y)B 

f) •-V(m -=-3n)"•-• g) }m• + n•
·����� 

k) Vz"y"z'lu"v1'w16 

V. ;.g) -
y' 

c) 

h) 

1 

t9 
a'" 

Yb" 

d)
1 

Vx- Y 

i) VU6 --.=--
Vv<

•.-
d) m•]lp' 

h) 6 · 1f4a'b0c• 

e) 
1 

V(l - x)' 

k) 
3 

Vz· ty2
156. Die folgenden Potenzen mit gebrochenen Hochzahlen sollen als Wurzeln geschrieben werden: 

1 .!. _.!_ 
a) 4• b) x• c) a •

• ,.!. _..!.. 
f) y --. g) z • h) (m-n) . 

157. Desgl . 
• -.!. 11 

a) aT b) b • c) e•
f) x'·· g) y-2.1 h) zl,C 

158. Berechne die folgenden Zahlenwerte: 

a) 2°·• b) 16···· c) (!r·
f) 1024-o,l g) 1296· 0·" h) 274,625{ 

159. Vereinfache 

2 
d) b·c -.-

i) a-o.rt 

_.,_.:_ 
d) d -. 

i) u-U,'76 

d) 0,3438 

i) 7,842„

e) (bc)-' 

k) a · b'·" 

e) e0•04 

k) v- 0·'" 

e) 256°·"' 

k) 0,5610011•6 

a) 7 • lf2 - 13 · lf2 + lf2 + 12 · lf2 b) f · jra - -� - · \!ä + {-- · \!ä - l; j;ä

o> o,7. \t5li -1: 3,1 • V5b - o,4. \!öb + 6,2. Vati - 2,3 . v5b
d) 4. V2 - 5 • V3 + 2 • V2 + vs + 4. va - 3 . V2 - 11 + s 

e> 3 • 1'5 + yo - 2 • V7 + 2 • Vö - 3 - 4 • Vö + 2 • P

�, . 
v� r> vä - yä g> Va• - b• h> 225 + 1 

i> v 12• - 1os - s• k> yxo + 2a • t'z• - 4b. yx, + c. vx·
160. Deagl. 

e.) V3. yI2 b) lf48. j;a6 

d) \!a. \!Is e) l'fi. yag
g) V4a'b · bsa•b• · y3ä
i) Voouv•w. V576u•vw'. V12v•w 

c) 

f) 

h) 

k) 

Vf.5. lfl25 

fx· l'2x 

yayz · }16xy • vax
. ·-Va"-+-2 • Va"+'
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161. Desgl.

a.) 3 , V125 - 2 • lf20 - 3 , lll80 + 6 , }'46 
b) }'720 - 2 · l-'242 + VS - a. ya20 + 5. }172 + a. \f162 - 4 · lf605

o> (s • lt2 - 2. yis + ti. VW - 2 • Vösl. 2 • \!2
d) (Jt2 + 3 • \13) (3 Jt2 + 4, \13)

e) (y,i + J!b) (y,i - Jlb) 

g) (3 l'6 - 2 }15)1 

i) �2 + }16 - \!54 + \l2oo - \tös6

f) (2 Jt2 - 3 \f3 + 5 yti) , 3 y!i

h> V 2 + p . V 2 - va

k) 15. b029 - s ym - u . \!Mä + 5 ya63 + 4. \ti92 - 2 y1s15

102. Berechne

a.> (% + p)' + (l'5 - p)' b) (V 9 + 4 lf2 + V 9 - 4 lf2}
2 

o> VV23 + v,. VJ/23-v, + V5V2 + 7. V5l12- 1

d) ( lt2 - \13 +vs+ yis + 3 VI- vo.s) · lt2
o) V4a' - 461 + V(a + b)1 - 5 V<a + b) (a - b) + V9 (a' - b1) - V<a - b)1 

f) v9 + yi7. v9 -yi7 g) (2 + va)· _ (2 _ pi2 

h) (Vo + \iä + �)(Va - \,12) i) (t'w - 2 • Ve)(2 • \f2 - 3 • tii)
k) (v, + vrr + Vi3) (y, + vrr - Vi3) (v, - vrr + Yi3' (VlT + Vi3 - v,)

123 

163. Bei den folgenden Aufga.ben ist der vor der Wurzel stehende Fa.ktor mit unter die Wurzel 
zu bringen: 

a.) z • 11Y b) 4 • \f3 o) 3a, \rz d) zy, Vz e) 2 m· V,n.

f) Z• V� g) _!_. \!öY y

i) (yrr + y2). vvrr - 2 • lt2 k) --· u + v V u• - u8 v 
u u2 + 2uv + v• 

164. Berechne

a.> y141: \13 bl Vill= Vi'f o) yöo: yfEi d) yi20: vs

e) Vf=�
h> tze = tzi i) V a•+•: V a•-• 
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165. Deegl.

a) (10 y4ä - 6 V27 + 4 Jfi2) : \13

g) (� - }'iiibi) : ya'b" 
r> (Vii1i + a Vb + b Val : va

h) (zy" - y): yY

i) (3:i; , {z _ o 4 V 
3 

+ _!_ 1 fü) = ±. 1 jäy 
2 VY ' zy 3 VT 15Vfi 

k) (ita2b+
3
�• �- :: �): :5a:. v�� 

166. Berechne 

Va+ z 
o) . Va2 + :z:2 

Va• - z1

e) (m - n) : (}'m - '(n)

g) (t36z"- \fö"yi):(\!6i- �3y)

f) (4 - a) : ( 2  + va>

h) (a + b) : (\iä + 'yb) i) (4m - 7n): (lf4m - \'7,i)
k) (12z" - 9::r: }'z°y + 20y Vzy - 8::r: yY + 6y llz - 15y1): (4 l'z - 3 yY) 

167. Bei den folgenden Brüchen ist der Nenner rational zu machen: 
7 2 5 1 

a) 
3 lf7 b

) 
lf2 

c) 
l'f2 

d) lf3

f) ; g) 
Vi 

h) Vi i) 20 · Vi 
168. Deegl. 

1 b) _a_ c) 3::r:2 
a)-

}lz \tai Yii
1 f) 

4 + 2\'3 8 - 12 \15
e)--

l'2 i) 

Vi f y•-4 

1-\,'2 
i) 4a2 - 2562

k) 7m - 3n 
h)--

v2a + 5b Vs V7m+3n 

e) --

\15
k) _5_. 1/!o Vif
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169. Desgl. 

l a) ---­
ya + 2 

6 e)�--
lf5+VS

7ll2+2fß 
h) -=------c=-

7 va + a v10 

170. Desgl.

,1 /! + _! va

b) 

f) 

i) 

l 9 
V7 -l/6 

c) -----

2lf3 -3 
cl)��. 

1 - 3];, 

14 g) 115 + va
ffö-V3 J/5-]13 

4lfl4-7V3 
k) 

Vs+2l'6 

4yä-3Y, V 5 - 2vs

V2 + Ili z 

ai IT 5 

3V5+5N 
b) va-1/i 

c) 
Vz+y-Vy 

l-l'2+yä 1 4 + 2ffö 
d)-----

V2+l'3+li5 
e)

1+}'2-yä
f)

V2 + va-vs

g)
2

}13- J/5 + Vi2 

i) l 
2 + J/2 + va + lf6 

171. Berechne 

a) (J/5)'

f) lfm'ny8-
1

b) (�)
8

• 1 

g) va•b•c•

h) 

k) 

1 

ffö - Vi6 + lfl4 - Vfil 

2 + li6 
2}'2+2V3-yä-2 

o) (\fb)'
h) \ti-·

d) (\ty)'
''="iJ vr'a6t8 

172. Der Wurzelexponent ist soweit wie möglich zu erniedrigen: 

a) \iis b) yi6 o) yi6 d) 
1
\,si

f) 1125 g) yi29 h) �1296 i) 
1
t6561

173. Desgl.

a) v25s• 

ri 'v125• 

174. Desgl.

a) }'ai ·---
e) V 16m"n' 

b) y409s•

g) VI,44' 

15,-

b) vz2U 

c) }2161 

hJ yo,018 

dJ y1oos 

i) 'V12s• 

g) ·v v• 

e) Vziyä" 

k) Vabc-• 

tn r-e) V64
k) 'v•5625 

e) y4gs 
k) 

2
V59049,

m+2--
h) vu•m+lU 

125 
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175. Erweitere den Wurzelexponenten auf die Zahl, die neben der Aufgabe in Klammern steht: 

a) fu (6) _b) \!v2 (12) c) V x"y (8) d) ya•b•c• (21) 

e) ya + b (20) f) }rkz (4) g) �a2 b3 - c (18) 

h> Vx - y <4> i) Vmn• (13) k) �a• - b• (18)

176. Beseitige die Doppelwurzeln: 

a)� b)� c) Vv 32 

f) v�p,.,,.

d) vi,;-
e) 

1
V("it;:::;u,;:::_::::::;:3u:::;•=v=+::; 3 ;:::u=v:;:• =_=;;118 g) v� m•n• 

h) Vta1b•c• k) v� zlyl0zl6 

177. Berechne

a) 
1

}'6561 b) 
1

�262144 c) V12os 

d) Vf·V�· Vi 

g) V m• Vm Vm•Vm• 

i) �·V Vu< · 'i,u. · \!u3

h) Va. Va•. va : Va . Va•. y;z
V ze . \i? V z• • lrz1k)- :---

178. Desgl. 

a) V2 · \!i b) �5· V2 

f) \tfö : V2 g) 1,13 : 112
179. Desgl. 

V z• · l'z4 V z7 • Vz

1/M ifs 
k> Vw' V5 

a) \/xi• Vz b) � · yuv' ·'1!uv• c) tr,n.. ym•n•. yn"

d) 
\12 · 1,13 · V2 

c) (syio - 2 • � + v'25) · \r2 f) (112 + VaH� - yä)
V2. \lä

g) (4vs + 6. i,'2), V2 h> (211
112 + 4. Y4 - 6. lm), 2. V2

,'I5.1rg • 
i) 

v:�vo

k) (}'2- l)·V5lf2+7 



7. 

7.1. 

7.1.1. 

7.1. Logarithmieren als zweite Umkehrung des Potenzierens 

Logarithmenrechnung 

Logarithmieren als zweite Umkehrung des Potenzierens 

Begrlffserklilrungen 

Ist aus der Potenzgleichung 

a• = b 
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bei bekannter Grundzahl a und bekanntem Potenzwert b die Hochzahl n zu bestim­
men, so nennt man die zugehörige Rechenart Logarithmenrechnungl) oder Logarith· 
mieren und schreibt 

(gelesen: n ist der Logarithmus von b zur Basis a). 

Folgerung: 

I Der Logarithmus ist eine Hochzahl. 

In n = log. b nennt man 

a die Grundzahl oder die Basis des Logarithmus, 
b den Numerus3) und 
n den Logarithmus. 

(44) 

Das Zeichen log ist das Rechensymbol, das angibt, welche Rechenart ausgeführt wer­
den soll. Es ist beispielsweise vergleichbar mit dem Wurzelzeichen der Wurzelrechnung. 
Mit diesen neuen Begriffen kann die Definition des Logarithmus genauer formuliert 
werden: 

I
Der Logarithmus einer Zahl b zur Basis a ist diejenige Hochzahl, niit der die Basis 
a zu potenzieren ist, wenn man den Numerus b erhalten will. 

Die beiden Gleichungen 

a• = b und n = log.b 

drücken demnach denselben Sachverhalt aus; sie sind nur nach verschiedenen Zahlen 
aufgelöst. 

1) logos (griech.) Vernunft, richtige Beziehung; arithmos (griech.) Zahl. Der Logarithmus ist dem­
nach die Zahl, die zwischen Basis und Potenzwert die richtige Beziehung herstellt.
1) In der älteren Literatur findet man für den Logarithmus von b zur Basis a meist das Zeichen
"log b. Inzwischen wurde die den internationalen Gepflogenheiten entsprechende Schreibweise
log. b durch TGL 0-1302 für verbindlich erklärt.
3) Eigentlich: ,,numerus Iogarithmandus" (lat.), die zu logarithmierende Zahl.
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Aus diesem Zusammenhang zwischen Potenz- und Logarithmenrechnung folgen die 
beiden wichtigen Beziehungen 

I a lo11ob = log.(al1 = b I · (15) 

Logarithmieren und Potenzieren mit den gleichen Grundzahlen heben sich gegenseitig 
auf, d.h., 

das Logarithmieren ist die zweite Umkehrung des Potenzierens. 

Hiervon wird Gebrauch gemacht, wenn die Richtigkeit eines ermittelten Logarithmus 
überprüft werden soll. 

BEISPIELE 

1. log6625 = 4,
1 2. log8 0,5 = - 3,

3. logo,25 = - 1 ,

1 4. log100 10 = 2,

5. log.(k2) = 2,

6. log 1 (k2) = - 2,
-. 

Sonderfäll e: 

Aus a1 = a folgt 

tknn 51 = 625 . 

1 
100} = lflOO = 10.

( 
1 

)
-· 

k = k•.

I log. a = 1 I· 
I Der Logarithmus der Basis ist stets Eins. 
Aus a0 = 1 folgt 

l 1og. l=O I· 

I Der Logarithmus von Eins ist bei jeder Basis gleich Null. 

(46) 

(47) 

Da es im Endlichen keine Hochzahl n gibt, für die a" = 0 ist, ist log.O nicht erklärt.

Anmerkun g: Als Basis eines Logarithmus ist jede von Null und Eins verschiedene poaitive Zahl 
geeignet. 
Da jede Potenz einer positiven Grundzahl wieder positiv ist, gibt es keine Logarithmen von 
negativen Zahlen. 
Aber beachte: Es gibt negative Logarithmen. (Vgl. Beispiele 2, 3 und 61) 
Es sei noch einmal der Zusammenhang zwischen den drei Rechenarten dritter Stufe 
herausgestellt: 



7.1. Logarithmieren &Ja zweite Umkehrung des Potenzierens 
Sind a und b nicht negative Zahlen, so besagen die drei, Gleichungen 

I a• = b I
,/' \. 

I a = Vb 1-1 n = lo�b I 
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alle dasselbe; sie sind nur jeweils nach ei,ner anderen der drei, Grö/Jen a, b und n aufgelöst. 
7,1,2, Logarlthmengesetze 
Es seien x und y zwei beliebige positive Zahlen. Dann lassen sich zu einer gegebenenGrundzahl a stets zwei Hochzahlen u und v so finden, daß 

x = a" und y = a" 
wird, woraus 
folgt. Es ist dann 

u = log
0x und v = log.y

Löst man diese Gleichung nach der Hochzahl u + v auf, so erhä.lt man
log,,(x • y) = u + v,

woraus wegen u = log,, x und v = lo� y folgt
l 1og

0(x. y) = log,,x + lo�y I· (48) 

I 
Der Logarithmus eines Produkts stimmt mit der Summe der Logarithmen der ein­zelnen Faktoren überein. 

Was hier für zwei Faktoren gezeigt wurde, lä.ßt sich auf beliebig viele Faktoren er­weitern: 
lo� (x1 • x2 • x3 • ••• • x,,) = log,, x, + log,, x2 + log,, x1 + 

+ ··· + log
0x. (49) 

Bildet man statt des Produktes x, y den Quotienten�. so erhä.lt man nach einerä.hnlichen Rechnung wie oben y 
l 1og

0 
f = log

0
x - log

0y I · (50)

I 
Der Logarithmus eines Bruches stimmt mit der Differenz der Logarithmen desZä.hlers und des Nenners überein. 

9 Elementarmathematik 
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Setzt man in (49) :i:
1 

= :i:s ... :i:
1 

= ••• - Zn = z, so ergibt sioh 

log.(z") "" log.z + log.z + log. z + ··· + log.z . 
n Summanden 

l log.(:z:n) = n, log,, :z: j . (61) 

I 
Um den Logarithmus einer Potenz zu bestimmen, kann man den Logarithmus der
Grundzahl mit der Hochzahl multiplizieren. 

l 

Wegen Vz = z
n folgt daraus sohließlich für den Logarithmus einer Wurzel: 

' log.� = ,l-· Iog
0

z I · (62) 

I 
Um den Logarithmus einer Wurzel zu bestimmen, kann man den Logarithmus des
Radikanden durch den Wurzelexponenten teilen. 

BEISPIELE 
1. M tl H il/e der Logarithmen log1 4 = 2 ,  log1 16 = 4 und log2 64 = 6 aoll /ür jedu Logarilh.men­

gueu ein Beupiel gebildet werden.
a) log

1
(4 · 16) = log

1
4 + log

116 = 2 + 4 = 6 = log1
64

b) log1 (64: 2). = log,64 - log
1 2 = 6 - 1 = 5 = log132

o) log,(48) = 3 .Jog
14 = 3 • 2 = 6 = log1641 1 d) log1yfli .., 2 • log116 = 2 • 4 = 2 = log

1 4 

2. Iog.(:z:y1zl) = log.z + log.(y1) + log.(zl) =
.., log.z + 2 .Jog.y + 5 .Jog.z 

3. log, �·: = log,(p'q') - log,(ra') =

= 2 • log,p + 3 ° log,q - (log, r + 4 • log,•)
W6(16n log,p = l /olge tlaraua acAließlich:
= 2 + 3 ° Iog.q - log,r - 4 ° log,a

fnacA (49)] 

fnacA (51)] 

/nacA (50)] 

fnacA (49) und (51)] 

1 4. log,T = log.1- log.1: = - log,1: (dennlog,l = 0) 

V
a'b·]tc 1 ( l 3 )5. log, �=a· 2·1og..a+log,b+2-Iog,c-3·1og,d- 4.Jog,e 
flB • veB 

6. log,z + log.y - log.1 14/JI nc1& nu,ammen/aaaen zu log. zy.z 

1 3 
a'. V;; 

7. a • log. a + 3 · log. b -r · log. c - 2 · log. d = log. �

8. log.(:z:1 + y1) '14/JI nc1& nicM in einulM Logarithmen au/apaUen, da u kein Loganlhmengeadz
/ür den Loganlh.mu a eiMr Summe gibl.

9. log.z + log1z kann zun4ch.al ntcAI zuaammenge/aßl werden, da nc1& die beiden Logarith.men auf 
wrachiedene Baam bezieh.m. 
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7 .2. Die dekadJsohen Logarithmen 

7.2.1, Begrll!eerkllrungen 
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Die Gesamtheit aller Logarithmen zur Basis a nennt man das Logarithmenayatem zur 
Baaia a. Als Basis für ein Logarithmensystem ist jede Zahl a > 0 außer a = 1 geeignet. 
Für logarithmische Berechnungen eignet sich vor allem das dekadlsehe Logarithmen• 
system (auch dekadiache, Zehner- oder Bruaasache Logarithmen genannt), dessen Basis 
die Zahl 10 ist. 
Für die dekadischen Logarithmen schreibt man nach TGL 0-1302 statt log10xku.rz lgx: 

Es ist dann 

log,0:z; = lgz j. 

lg 1 = lg 10° = 0 
lg 10 = lg lQl = 1 
lg 100 = lg 1()1 = 2 
lg 1000 = lg 108 = 3 
lg 10000 = lg 10' = 4 usw. 

lg 0,1 = lg (l0-1) = - 1 
lg 0,01 = lg (l0-8) = - 2 
lg 0,001 = lg (10-8) = - 3 

(53) 

lg 0,0001 = lg (10-•) = - 4 usw. 

Aus dieser kur.llen Zusammenstellung spezieller dekadischer Logarithmen erkennt.man: 
Die dekadischen Logarithmen der Zehnerpotenzen sind ganze Zahlen. Die deka­
dischen Logarithmen der Zahlen zwischen 1 und 10 liegen zwischen Null und Eins. 
Die dekadischen Logarithmen der echten Dezimalbrüche sind negativ. Die deka­
dischen Logarithmen der in der obigen Zusammenstellung nicht aufgeführten Nu­
meri zwischen 0,0001 und 10000 müssen zwischen den Werten - 4 und+ 4 liegen. 

Die meisten dekadischen Logarithmen sind irrationale Zahlen, die man im allgemeinen 
als gerundete Dezimalzahlen schreibt. 
Die besondere Bedeutung der dekadischen Logarithmen beruht auf folgenden Eigen­
schtAnen: 
Kennt man die Logarithmen der Zahlen von 1 bis 10, so lassen sich daraus die Log­
arithmen aller anderen Zahlen leicht ermitteln. So folgt beispielsweise aus 

vw = 10• ... 10°,11111 ... 2,1544. 
daß 

lg 2,15H = 0,33333 
ist. 
Nach den Logarithmengesetzen ergibt sich daraus 

lg 21,544 = lg (10, 2,1544) = lg 10 + lg 2,1544 = 1 + 0,33333 = 
= 1,33333 

lg 215,44 = lg (100, 2,1544) = lg 100 + lg 2,1544 = 2 + 0,33333 = 
= 2,33333 

lg 2154,4 = lg (1000, 2,1544) = Jg 1000 + Jg :!,1544 = 3 + 0,33333 = 
= 3,33333 usw. 
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Entsprechend erhält man 
21644 lg 0,21544 = lg � = lg 2,1544 - lg 10 = 0,33333 - 1 
21644 lg 0,021544 = lg '100 = lg 2,1544 - lg 100 = 0,33333 - 2 
21644 lg 0,0021544 = lg i

ooo 
= lg 2,1544 - lg 1000 = 0,33333 - 3 usw. 

In den letztei;i. drei BeiRpielen hätte man die Differenzen 0,33333 - 1 , 0,33333 - 2 und 
0,33333 - 3 noch umrechnen können in - 0,66667, - 1,66667 und - 2,66667. Das 
wäre jedoch sehr unvorteilhaft, denn es ist aus den angeführten Beispielen zu erkennen, 
daß für die gleiche Ziffernfolge 2-1-5-4--4 im Numerus unabhängig von der Komma­
stellung immer wieder die Ziffernfolge 3--3--� im Logarithmus erscheint. 
Es läßt sich allgemein zeigen, daß der dekadische Logarithmus folgende Eigenschaften 
besitzt: 
1. Jerler dekadische Logarithmus besteht aus zwei Teilen: einer positiven oder negativen

ganzen Zahl, r1er Kennziffer, sowie einem aus einer Jr.rationalzahl durch Runden ent­
standenen echten Dezimalbruch, der Mantlsse1).

2. Numeri mit der gleichen ZiUern/olge besitzen unabhängig von der Kommastellung die­
aelbe Mantisse.

3. Ist der Numerus ;,;; 1, so ist die zugehörige KennziUer eine positive ganze Zahl oder
Null.

4. Ist der Numerus ein echter Dezimalbruch, so ist die zugehörige KennziUer eine negative
ganze Zahl.

Für die Bestimmung der KennziUer gilt folgende einfache Regel: 

I 
Die Kennziffer eines dekadischen Logarithmus stimmt mit der Hochzahl des Stellen­
wertes der ersten von Null verschiedenen Ziffer des Numerus überein. 

BEISPIELE 

l. lg 7259 hat die Kennziffer 3, da die erate geltende Ziffer, die 7, den Stellenwert 10" beaitzt.
(7259 = 7 • 10" + 2 • 101 + 5 • 101 + 9 • 10°) 

2. lg 46 203405 hat die Kennziffer 7, da die 4 den Stellenwert 107 beaitzt.

3. lg 0,024315 hat die Kennziffer - 2. da die erAte von Null verschiedene Ziffer, die 2, den Stellen­
wert 10-1 beaitzt.

4. lg 0,000007251 hat die Kennziffer - 6 ,
lg 7 35 2026869 hat die Kennziffer 9,
lg 2,000004061 hat die Kennziffer O.

·1.2.2.

7.2.2.1. 

Die Logarlthmeotarel 

Die Einrichtung der Logarlthmentarel 

Da sich die Kennziffern der dekadischen Logarithmen leicht ermitteln lassen, enthal­
ten die „Logarithmentafeln" im allgemeinen keine Logarithmen, sondern nur die 
Mantissen. 

1) mantissa (lat.) das Bleibende.
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Den folgenden Beispielen wurde das Tafelwerk ,,FünfBtellige Logarithmen und andere malhemati6clae
Tafeln", bearbeitet von Dr. FBrrzMÜLLEB, erschienen im VEBFachbuchverlag, zugrunde gelegt.
Die fünfstelligen Te.fein enthalten die Mantissen aller vierziffrigen Numeri auf fünf 
Stellen genau. Die ersten drei Ziffern des Numerus findet man in der äußersten linken 
und der äußersten rechten Spalte, während die vierte Ziffer des Numerus in der obersten 
bzw. untersten Zeile jeder Seite aufzusuchen ist. Von der Mantisse sind im allgemeinen 
nur die letzten drei Ziffern aufgeführt. De. die ersten beiden Ziffern der Mantisse für 
mehrere Zeilen gleich lauten, sind sie der besseren Übersicht wegen nur einmal e.m 
Anfang der Zeile gedruckt, in der sie erstmalig auftreten. 
Ein Stern (*) vor den letzten drei Ziffern einer Mantisse deutet de.rauf hin, daß als 
erste und zweite Ziffer der Mantisse nicht mehr diejenigen Ziffern niederzuschreiben 
sind, die noch für den Anfang der Zeile galten, sondern bereits die beiden Ziffern, die 
am Anfang der nächsten Zeile stehen. 
BEISPIBLE 
1. Ziffernfolge Mantisse 2. Mantisse I ZiOemfolge 

tk.s N umerua de8 NumeM/,8 

5--9-3-7 77357 84466 6-9-9-3
l� 00346 93435 8--5-9-7
4-3---0-2 63367 46240 2-9--0--0

5--0-1-1 69992 64777 4--4--4--4

5--0-1-2 70001 56003 3--6--3--1 
6-1� 79000 35005 2-2--3--9 
( In den letzten Beiapielen jeder ,fofgabe Bind die Sterne t:or den M anliuen zu beachten/) 

Es sei noch auf die Tafel der natürlichen Werte und der Logarithmen häufig gebrauchur 
Zahlen (Seite 1 bis 2) hingewiesen, mit deren Hilfe sich manche Rechnung abkürzen 
läßt. 

7.2.2.2. Du Aufsuchen der Logarithmen 

Wenn der Logarithmus einer Zahl bestimmt werden so!l, schreibt man zweckmäßiger­
weise erst die Kennziffer nieder und setzt dann die Ziffernfolge der dem Numerus ent­
sprechenden Mantisse de.zu. 

BEISPIELE 
1. lg27,35 = ! KennziOer: l Manti&,e: 43696

lg27,35 = 1,43696
2. lg0,5847 = ? KennziOer: - 1 Mantia�: 76�93

lg0,5847 = 0,76693 - l
3. lg7945000 = 6,90009 (Stun beaditenl)
4. lg65170 = 4,81405
5. lg0,000012 = 0,07918 - 5
6. lgl,446 = 0,16017
7. lg0,001518 = 0,18127 - 3
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7.2.2.8. Du Aufluchen de11 Numerus 

Wenn zu einem gegebenen Logarithmus der zugehörige Numerus bestimmt werden 
soll, ermittelt man aus der MantiBBe zunächst die Zifjernfolge du Numerus und legt 
dann die Kommastellung mit Hilfe der Kennziffer fest. 

BEISPIELE 

1. Welclaen Wm buitd :i:, wnn lg:i: = 3,111646 iat1

Lösung: Zur Ma.ntillse 19646 gehört die Ziffernfolge 1-5-7-2 für den Numerus. Die Kenn­
ziffer ist 3, folglioh ist :i: = 1572 .

2. Dtl8(Jl, /6,r lg :i: = 0,64028 - 4.

Lösung: Zur Ma.ntiue 64028 gehört die Ziffernfolge � für den Numerus (Stern be­
achten4). Die Kennziffer ist - 4, folglich ist :i: = 0,0004368.

3. Jg :i:-= 5,80003 :i: = 631000 

4. lg:i:= 0,81003 :i: = 6,457 (Sltm beadlunlJ 

5. lg z = 0,99078 - 1 :i: = 0,9790 

6. lg :i: = 25,89020 :i: = 7,766 • 1011 

7. lg:i: = 0,70001 - 12 :i: = 5,012 • 10-11 

U.2.4. Interpolation 

Die fünfstelligen Logarithmentafeln sind so fein unterteilt, daß auch die Logarithmen 
von fünfziflrigen Numeri mit guter Genauigkeit durch lineare Interpolation gefunden 
werden können. 
Besitzt jedoch ein Numerus mehr als fünf geltende Ziffern, so ist er vor der Bestim­
mung des Logarithmus auf fünf geltende Zi.fjern zu runden. 
Das Verfahren der linearen Interpolation, das bereits im Abschnitt 3.6.8. erwähnt 
wurde, soll an einigen Beispielen vorgeführt werden. 

BEISPIEL 1 

lg 356,27 =? 

Lösung: Die Kennziffer iBt 2. 

In der Logarithmentafel findet man als Naohbarwerte 

Jg 856,20 = 2,63169 und lg 336,30 = 2,55182. 

Die „Tafeldifferenz" (MantiBBendifferenz) ilot demnach D = 13 Einheiten der Jetr;ten Stelle. 
Die zugehörigen Numeri wachsen von 356,20 auf 356,30 um 10 Einheiten der letzten Stelle an. 
Auf 10 Numerus-Einheiten kommen demnach 13 MantiBBen-Einheiten; 
auf 1 Numerus-Einheit kommen demnach 1,3 MantiBBen-Einheiten; 
auf 7 Numerus-Einheiten kommen demnach 7 , 1,3 = 9,1 ""' 9 MantiBBen-Einheiten. 
(7 Einheiten deahaJb, weil sich der gegebene Numerus 356,27 um 7 Einheiten vom in der Ta­
belle stehenden Numerus 356,20 unterscheidet.) Es ist somit 

Jg 356,27 = 2,55169 
+ ll

Jg 356,27 = 2,55178. 
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Ist D die Tafeldifferenz (Mantissendifferenz), d der gesuchte Mantissenzuwaohs und n 
die fünfte Ziffer des Numerus, so erhält man nach einer entsprechenden Überlegung 
die Proportion 

d:D=n:10, 
aus der sioh 

d=..E_,n10 
ergibt. 
Diese Umrechnung kann man sich jedoch ersparen, indem man die „Proportional­
täfelchen" benutzt, die am Rande jeder Seite stehen. In diesen Proportionaltafeln sind 
für die auf der betreffenden Seite auftretenden Tafeldifferenzen für alle n von 1 bis 9 
die zugehörigen d-Werte ausgerechnet. So steht z.B. in der Proportionaltafel für D = 13 · 
neben der 7 der im Beispiel 1 berechnete Wert 9,1. 

BEISPIEL I 
Jg 0,309028914 = t 
Lösung: Der Numerua wird zunächst auf fünf geltende Ziff'ern gerunqet: 

Jg 0,309028914 ::t:: Jg 0,30903 
Kennziffer: - 1 
Benaohbarte Logarithmen: 

Jg 0,30900 = 0,48996 - 1 
Jg 0,30910 = 0,49010 - 1 

Tafeldift'erenz D ""' 14 
Aus der Proportionalt&fel für D = 14 entnimmt man den zur fünften Ziff'er n = 3 gehörenden 
MantiBllenzuwaoha d = 4,2 =:, 4, so daß 

wird. 

Jg 0,30903 -= 0,48996 - 1 
+ 4

Jg 0,30903 = 0,49000 - 1 

Die umgekehrte Aufgabe, zu einem gegebenen Logarithmus den zugehörigen Numerus 
auf fünf Ziffern genau zu bestimmen, löst man entsprechend. 
BEISPIEL 8 

W elc1am Werl buifze :z:, tt'ffln Jg :z: - 3,81500? 
Lösung: In der Tabelle findet man die der gegebenen Manti.aae 81500 benachbarten Werte 
81498 und 81805, zu detlen folgende Ziffernfolgen für die Numeri gehören: 6--ö-3-1-0 und 
6-5-3-2-0. 
Tafeldifferenz: D = 7 (Dilferenz zwischen 81498 und 81505) 
Mantiasenzuwacha: d = 2 (Dilferenz zwischen 81498 und 81500) 
In der Proportionalt&fel für D = 7 findet man linka neben dem dem Manti.aaenzuwacha d = 2 
am nächsten liegenden Wert 2,1 die fünfte Ziffern= 3 des Numerua. Somit ist die zur Man­
ti.aae 81500 gehörende Ziffernfolge für den Numerus 6--ö-3-1-3. 
Festlegung des Kommas (Kennziffer ist 3) ergibt 

:z: = 6531,3. 
Der Leser bestimme :z: zur Übung auch ohne Benutzung der Proportionaltafeln l 
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BEISPIEL 4 

Man bestimme z aua lg z = 0,40000 - 8 ! 

Lö sung: Benachbarte Wert.e sind: 

Me.ntisse: 39985 Numerus: 2-6-1-1-0 
40002 2-6-1-2-0 

Tafeldifterenz: D = 17 (Differenz zwischen 39985 und 40002) 
Mantieeendifferenz: d = 15 (Differenz zwischen 39985 und 40000). 

Daraus folgt n = 9. (Die 16 liegt näher an 16,3 als an 13,6.) 

z = 2,6ll9 • 10-1 

7 .3. Das Rochnon mit dekadischen Logarithmen 

De. durch die Loge.rithmengesetze jede Rechene.rt auf die 11achst niedrigere Stufe zurück­
geführt wird, eignen sich die Logarithmen besonders de.zu, umfangreiche Ze.hlenrech­
nungen zu erleichtern und zu verkürzen. 
Bevor die Anwendung der Logarithmen bei den Grundrechenarten erläutert wird, soll 
an einem Beispiel de.s Prinzip aller logarithmischen Berechnungen ausführlich erläutert 
werden. 

BEISPIEL 

Ea aoll cla8 Produkt z = 3,1479 • 12,3166. 9,43 berechnet werden. 

Lösung:  Überschlag: z:::::: 3 • 12 • 10 = 360 

Statt des Produkte z ermittelt man zunäohst den Logarithmus des Produkte. (Statt zu multi­
plizieren, braucht man nur zu addieren.) 

lg z = Jg (3,1479 · 12,3166 • 9,43) = 

= Jg 3,1479 + lg 12,3166 + Jg 9,43 = 

= 0,49802 + 1,09047 + 0,974"51 

Jg z = 2,66300 

Durch den Überge.ng zum zugehörigen Numerus erhält man das Ergebnis z der gestellten 
Multiplikationsaufgabe: 

z = 366,69 

Das Ergebnis stimmt in der Größenordnung gut mit dem Überschlag überein. 

Es empfiehlt sich, den Rechenge.ng in folgenden Schtjtten durchzuführen: 

1. Schritt: Überschlag. 

2. Schritt: Aufstellen eines Rechenschemas für die logarithmische Berechnung. In dieses 
Scheme. werden sofort die Numeri und die zugehörigen Kennziffern eingetragen 
sowie die vorzunehmenden Rechenopere.tionen vermerkt. 

Nu.m Log 

3,1479 0, + 

12,316 1, + 

9,43 0, + 

z 
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3. Schritt: Eintragen der Mantissen und Ausführen der vorgesehenen Rechenope­
rationen: 

Num Log 

3,1479 0,49802 + 

12,316 1,09047 + 

9,43 0,97461 + 

z= 2,66300 

4. Schritt: Bestimmung des Numerus:,;= 365,59. 
Dieser Wert wird in das Schema eingetragen. 

5. Schritt: Vergleich mit der "Überschlagsrechnung. 

VoraUBBetzung für ein erfolgreiches Rechnen mit Logarithmen ist die sichere Beherr­
schung sämtlicher Logarithmengesetze sowie eine peinliche Sauberkeit und Ordnung 
beim Aufstellen und Ausfüllen der Rechenschemata. 

7.8.1. Logarithmische Berechnung von Produkten 

BEISPIBL 

Man berechne daa Produkt 

:,; = 46,3 · 72,65 • 0,0469 • 0,00328 • 27 ,384 ! 

Lösung : 'Obenichlag: :,; :::::, 4 • 10 • 7 · 10 · 5 • 10-• · 3 · 10-• · 3 · 10 

:,; ""' 1400 · 10-• = 14 

Logarithmisohe Berechnung: 

Num Log 

46,3 1,65610 + 

72,65 1,86124 + 

0,0469 0,67117 - 2 + 

0,00328 0,51587 - 3 + 

27,384 1,43749 + 

:,; = 13,864 6,14187 - 5 = 1,14187 

Das Ergebnis stimmt gut mit dem 'Obenichlag überein. 

A n m e r k u n g e n: 

1. Auch die negativen Kennziffern sind. mit zu addieren! 
2. Der Logarithmus des Ergebnisses 6,14187 - 5 wird umgeformt in 1,14187. 

7.8.2. Logarithmische Bereehnung von Quotienten 

BEISPIEL 1 

M 'berwi de Quot. 
378,46 

an ne n Je1lten :,; = 
16,754 

1 

Lösung: 'Obenichlag: :,; :::::, 400: 20 = 20 
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Logarithmische Berechnung: 
Num 1 Log 

378,46 

1 

2,67802 
16,764 1,22411 

Z= 22,689 
1 

1,36391 

Gut.e Obereill8timmung mit Oberaohla.g. 

BEISPIEL B 
M buti denn.. . 16,764 l an mme ..i„oljenten z = 378046 
Lösung: Oberaohla.g: z"" 20: 400 = 0,0o 
Logarithmische Bereohnung: 

Num 

1 6,764 
378,46 

Z= 0,044268 

Log 

:J - 2 
/.22411 
2,57802 

0,64609 - 2 

+ 

+ 

Anmerkung: Wenn der Nenner größer ist als der Zähler, läßt sioh die Subtraktion 
der Logarithmen nicht ohne weiteres ·ausführen. Um negative Mantissen zu vermeiden, 
vergrößert man die Kennziffer des Zählers um so viel, daß sioh die Subtraktion durch­
führen läßt und zieht den vorn hinzugefügten Betrag in Form einer negativen Kenn­
ziffer wieder ab. (Vgl. Beispiel 21) 

BEIBPIBL 8 
JI, bt;rtdl den l"l.,-,· 0,036901 
°" 116 ..i ..... tenten z = 0,00076482 l

Lösung:  Überaohla.g: z"" � = 50 (Kommaverachiebungl) 

Loge.rith.miaohe Bereohnung: 

Num 

0,036901 
0,00075482 

z = 50,027 

Log 

1 - :J
J(.56704 -Jt + 
0,87784 - 4 -

0,68920 + l = l ,(.ill920 

Gute Übereinstimmung mit dem Überachlag. 

Anmerkung: Man beachte die Subtraktion der negativen Kennziffern! 

Durch geschickte Anordnung des Rechenschemas lassen sioh all� zusammengesetzte 
Ausdrücke, in denen Produkte und Quotienten auftreten, leicht logarithmisch be­
rechnen. 
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BBIBPIBL, 

.Mflft berecAne :i: = 74,36 • 0,3105 • 9 3, 57 1 6,279 • 0,824 • 12,62 

�.,,___ 7 • 10 • 3 • 10-1 • 101 

Lösung: uUt1r11ohlag: :i:"" 
5 • 1 • 10 = 42 

LogarithmiBohe Bereolmung: 
Num lag 

1,,36 1,87134 + 
0,3105 o,,9206 - 1 + 

93,57 1,9711' + 
z 3,334641) I+ 

5,279 0,72256 + 
0,824 0,91593 - 1 + 

12,62 1,10106 + 
N l,739M1) 1-

:i: = 39,336 1,59 500 

Gut.e 'ObereiDBtimmung mit dem 'ObenohlBg. 

7,8,8, Loprlthmlaehe Berechnung von Poten11n 

BEISPIELE 

1. .Man ben!cAne :i: = 6',251 1

Lösung:
Num 

6',25 
:i: = 1,0948 • 10" 

2 . .Man benchne :i: -= 0,0372511 
Löeu ng: 

Num 

0,03725 

:i: = 1,9284 • 10-• 

lag 

1,80787 
9,039 36 

lag I 
0,67113 - 2 1 • 4 
2,28452 - II = 0,28452 - 0 

( 
37,155, 482,39 • 0,04692 

)
' 3· .Man beredane :i: = 485,36, 0,5273 • 3,36'71 1 

139 

1) Da die Zahlenwerte deB Zählen und deB Nennen nicht intereuieren, wurde im Rechenschema 
der Zihler duroh Z, der Nenner durch N angedeut.et. 
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Lösung: 
Num Log 

37,155 1,57002 
482,39 2,68340 

0,04692 0,67136 - 2 

z 4,92478 - 2 I 
485,36 2,68606 

0,5273 0,72206 - 1 
3,3647 0,52695 

N 3,93507 - 1 I 

+ 
+ 
+ 

+ 
+ 
+ 

Br 0,98971 - 1 1 • 6 

I+ 

1-

Z= 0,86748 5,93826 - 6 = 0,93826 - 1 

7 .8.4. Logarl&hmlsche Berechnung von Wnrzeln 

BEISPIELE 

1. Man bemmme z =t267,451

Lösung:
Num 

267,45 
z = 6,4429 

Log 
2,42724 : 3 
0,80908 

7-----

2. Man butimme z = VI,3652 • 10-11 ! 

L61ung: 
Num 

l,3652 . 10- 11 

z = 0,028047 
Log I 

Anmerkung: Da die negative Kennziffer ihrer Bedeutung nach nur eine ganze Zahl 
sein kann, ist sie gegebenenfalls vor der Division durch den Wurzelexponenten so um­
zuformen, daß die Division ganzzahlig aufgeht (vgl. Beispiel 21). 

BEISPIEL 8 

Man berechne z = ( 
7 ,35 • 13,68 • 864,3)

1 
I 24,59 • 93,35 • 7082,6 
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Löliung: 
Num 1 Log

7,35 0,86629 + 

13,68 1,13609 + 

864,3 2,93666 + 

1 

7 -3 
z 4,93904 + 

24,59 1,39076 + 

93,3f, 1,97011 + 

7082,6 3,85020 + 

N 1 7,21107 -

Br 0,72797 - 3 .2 

(Br)' 1,45594 - 6 :3

:r = 0,030571 0,48531 - 2 

7 .8.6. Logarithmische Berechnung komplizierterer AusdrD.cke 
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Bei technischen Problemen, vor allem in der Wärmelehre, treten häufig Potenzen auf, 
deren Hochzahlen Dezimalbrüche sind. 

BEISPIELE 

I. Man bulimme z = {:!;!)1'' 1
Lösung: 

Num 

35,24 
24,75 

Br 

z = 1,6400 

(
0,00372

)
1,1'7 2. Man berechne z = O,Ol 7M 

I 

Lösung: 
Num 

0,00372 
0,01764, 

Br 

(Br)1·m 

z = 0,16775 

Log I 
1,54704

1 

+ 
1,39358 

0,15346 1 . 1,4 
0,21484 

Log I 

0,57054 - 3

1 

+ 
0,24650 - 2 

0,32404 - 1 1 . 1,147 

0,37167 - 1,147 
- 0,147 + 0,147 

0,22467 - 1 
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Nebenreohnung zur Ermittlung des l'rodukta (Pr) 0,32404, 1,147: 

Num 

0,32404 

1,147 

Pr: 0,37167 

Log 

0,51060 - 1 + 

0,06956 + 

0,57016 - 1 

Anm erkung: Da duroh die Multiplikation der negativen Kennziffer mit der gebroche­
nen Hochzahl ein Dezime.lbruoh entstand, mußte der Logarithmus des Ergebni11Sea 
erst nooh so umgeformt werden, da.13 sioh eine ganzzahlige negative Kennziffer ergab. 
(Vor- und drittletzte Zeile des Rechenschemas der Hauptrechnung.) 

BEISPIEL 8 

Man benchm :,: =

Lösung: 

Num 

16,241 

�276,4 
23,43 

472,51 

23,7' 
�982,3 

N 

Br 

:,; = 0,026999 

16,241 , � , 23,48 

472,51
, 23,7', �982,3 

1,21059 ·2 
2,44154 :4 
1,36922 .3 

1 
2,67440 . 2 
1,37475 • 4 

2,99224 :3 

1 

Log 

1 

1 

2,42118 
0,61039 
4,10766 

12 - 5 
lf,13923 

5,34880 
5,49900 
0,99741 

11,84521 

1 6 
.'-29402 - 1 
0,43134 - 2 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

-

: 3 

Wenn in einer Aufgabe Summen oder Differenzen auftreten, die sioh nicht in ein Pro­
dukt umformen lassen, muß die logarithmische Berechnung der Summanden einzeln 
erfolgen. 

BEISPIEL 4 



Lll1ung: 

Aufgaben 

Nwn 

0,09325 
�0,09325 = 0,4634 7 

0,()(M701 
yo,()(M70l = o,06857 

Z = 0,38490 
�0,000973 

z = 1,5407 

Log 

1,96965 - 3
1 

: 3
1 

0,65665 - 1 

1,67219 - 4
1 

: 21 
0,83610 - 2 

1,98811 - 5 1 
: 5

1
0,58535 - 1 
0,39762 - 1 

0,18773 
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+ 

Anmerkung: Die logarithmische Berechnung der Quadratwurzel ergibt genauer den 
Wert 0,068066. De. aber die dritte Wurzel nur bis zur fünften Stelle hin.ter dem Komme. 
genau angegeben werden kann, muß e.uoh die Quadratwurzel e.uf diese Stellenzahl 
gerundet werden. 

7 .4. Ausblick auf andere Logarlthmensystome 

Alle bisherigen Aufgaben wurden mit Logarithmen zur Basis 10, mit den dekadischen Logarithmen, 
gelöst. Die1e1 Logarithmeruiyatem ist für du praktische Zahlenrechnen de1h&lb be1ondera geeig­
net, weil ma.n für alle Zahlen mit der gleichen Ziffernfolge - UI1&bhii.ngig von der Kommastellung -
denlelben Zahlenwert aus der Logarithmentafel entnehmen kann und ma.n dazu dann nur 
noch die zugehörige Kennziffer fe1tlegen muß. 
LogarithmeDBylteme mit einer von 10 verachiedenen Basis be1itzen diese vorteilhafte Eigen­
aahaft nicht. 
Ea Bei aber darauf hingewie1en, daß sich jede positive Zahl + 1 als Basis für ein Logarithmen­
ayatem eignet, mit dem ma.n dann nach den gleichen Logarithmengesetzen rechnen kann. Ea ist 
nur zu beachten, daß innerhalb einer Rechnung nicht mit Logarithmen aus verachiedenen Log­
lrithmeDByBtemen gerechnet werden darf. Auf die Zusammen.hänge zwischen den verachiedenen 
l:;ogarithmeDByBtemen soll im Rahmen dieBeB Buche1 nicht eingegangen werden. 

AUFGABEN 

180. Die fo)senden Potenzgleichungen Bind in Logarithmengleiohungen umzuwandeln: 

a) 2• - 16 b) ({)'= ! o) 0,2-1 = 25 d) (- 5)1 = 25 

e) 6-• - _!_ 
36 

f) a-, = z g) s• = 512 h) z' = 1

i) 0,01• = 0,00000001 k) ( - 3)-• = - y 

181. Es ist nachzuprüfen, ob die folgenden Logarithmen stimmen: 

log.64 ..!. 3 r • 
log0,10,25 ..!. 2 a) b) log10100- 2 c) log1050 .;.1 d) 

' ? e) log0,15 ..:. 1 f) logo,.s- - 4 g) log100,0000001.;,, - 7 
r r r 1 

h) log_!_J:1 
- - 2 i) log8111- 0,25 k) log,0,7071 -

-21 
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182. Die Wurzelgleichungen eind in Loge.rithrnengleichungen umzuwandeln: 

e.) Vii4 = 8 b) v243 = 3 c) �0.001 = 0,1 d) 

e) t,'k= q f) l'ät = b

g) 
�

=
y 

h) V1J' = r i) �=n k) 

183. Bestimme den Wert folgender Loge.ri.thmen: 

e.) log1 81 b) 
1 

logo,a 64 c) log100,0001 d) log0,07 0,0049 

f) log16 g) 
1 Iog.4 h) log.0,0625 i) 1 log.a 

184. Deegl. 
e.) Iog.2 b) log813 o) log„0,5 d) log1000,l 
f) log. 0,008 g) log8(- 81) h) log27

3 i) log708,3666 
1 k) log,, .. 40,001688 

186. Bestimme z e.ua folgenden Gleichungen: 

e.) log1 z = 5 b) log,z = 6 c) 1 log„z = 3 d) 

e) log,0,5 = -1 f) log8z = - 2 g) loglz = - 0 h) 

i) log,0,000001 = -6 -k) log.a = 1 

186. Deegl. 

·�-

y300020 = ö 

V 
1 =

, 

a• 

e) log16661 

k) 1 log,?' 

e) log, .. 1 

log.25 = 2 

loglz = -0,5 

e.) log1z = 1 b) logo,az = 4 
1 c) logm1 z = - 4 d) log. 2197 = 3 

1e) log.a = -1 f) log;,,m3= X g) z = log, y"; hl log2z = 4 

i) log. 243 " -' 5 

187. Desgl. 

&) X= logp p' 
1 

d) X = log.-.-
ya-

g) lo�l9683 = 9 

k) X = log6 0,0016 

1 k) z = log. c + log_!_ c 
. 

b) log4z = 0,5 

e) log8z = - 1

1 
h) :r: = log1 k" 

c) log.4096 = 6 

1 
f) log„z = -

3 

i) log, l = 0 

188. Für die Be.Bis 2 sind die Loge.ri.thmen folgender Zahlen zu bestimmen: 

e.) 16 

f) 1,4142

b) 64 

g) 0,25

c) 2 

h) -32 

d) 0,5 

i) 1024 

e) 32 
k) 1,2599 
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189. Für die Basis 0,5 sind die Logarithmen folgender Zahlen zu bestimmen: 

a) b) v2 c) 2 d) tF e) 16

f) 0,125 g) y'Fo h) 256 i) 0,5 k) 0,7071 

190. Folgende Ausdrücke sind soweit wie möglich aufzuspalten: 

a) :r:' l{y b) 3 u2 

c) V 
4a

3

·VP log. ----V log. 
(v" 

log. ___ 
4 II b"q' Z1• IL 

d) z'-y' log10� +y 

g) 
a. \fblog.c' 

1 
k) log. 

1
=

V z'y• 

e) log,(:,;+ y) 

h) log,(z. yz + y) 

191. Zu einem einzigen Logarithmus ist zusammenzufassen: 

f) 5 Jog,z2"° 
• y 

i) log0 (3a)6 
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a) log1a + log1b - log.c - log1d b) 2 ·log.:,;+ 3 · log.y - log.u - 4 · log.11 

1 1c) 2 · log,u + -:f • log,v 
1 1 d) 2 · (log,u + 3 • l

og,v) 

f) p • log.q - q • log. p 
1g) - k • log, z - k · log, y

h) n • log,a + (n - 1) · log,b + (n - 2) · log,c 

i) P I q I 
b b ck) a · log.c + c · log,,a - -,; · log,b - 3 q · og,r -

p
- • og,a 

192. Mit Hilfe von Jg 4,036 = 0,6059 5 sind folgende Logarithmen zu ermitteln: 

a) lg403,6 
e) Jg 0,004036 

i) Jg 0,00040361 

b) lg403600 
f) lg40,36 

k) 1g V4,o36

c) lg 0,4036 
g) Jg 0,040362 

193. Welche Kennziffern gehören zu den Logarithmen folgender Zahlen: 

a) 72,5 b) 0,000004 c) 1,00000063 
e) 200,75 f) 0,001000000084 g) 0,04736 
i) 9 k) 0,000100054 

d) lg4036 
h) Jg Jf 40360

d) 37120,6 
h) 18 003259

194. Welche Stellenzahl besitzt der Numerus, wenn die Kennziffer des dekadischen Logarithmus
folgenden Wert besitzt: 

a) 4 b) 0 c) 17 d) 2 e) - 1 

f) - 3 g) h) n i) - 2 k) - k 
10 Elementarmathematik 
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195. Bestimme folgende Logarithmen: 

a) lg 60,05 b) lg 947000 

e) lg 9333 f) lg 7,766 

i) lg 0,2239 k) lg 0,005784 

196. Desgl. 

c) Jg 120 400000

g) lg45720

d) Jg 725,6 

h) Jg 10,01 

a) lg 0,001234 b) Jg (2,345 · 10-•i 

d) Jg 0,008319 e) Jg 0,000045700 

c) lg0,9999 

f) Jg 23 

g) lg 1,2 h) Jg 0,005 i) Jg 0,07009 

k) Jg 0,000000000000000000000004579

197. Deegl. 

a) Jg 1956 

e) lg (4 • 10-•J 

i) Jg 8,319 

b) Jg 0,2456 

f) Jg 0,000000087 

k) lg 0,09333 

c) Jg 91200

g) lgl7,18 

198. Bestimme die Numeri zu folgenden Logarithmen: 

a) 4,91286 b) 0,62066 c) 2,51746 

e) 0,90956 - 7 f) 12,66001 g) 0,00043 - 5 

i) 3,92101 k) 0,68833 - 2 

199. Desgl. 

a) 0,44654 - 3 b) 1,81358 

e) 18,00000 f) 0,01030 - 8 

i) 0,99991 - 1 k) 2,26269 

200. Desgl. 

a) 0,92210 b) 0,33304 - 2 

e) 3,76035 f) 0,55558 - 7 

i) 0,01072 - 10 k) 0,99961 - l 

c) 0,72477 - 10 

g) 0,20003 - 2 

c) 0,96459 - 4 

g) 1,93982 

d) Jg 735400

h) Jg 229,8 

d) 0,99978 - 4 

h) 0,60066 - l 

d) 0,59373 - ll 

h) 7,77779 

d) 5,69399 

h) 0,49248 - 5 

201. Bestimme folgende Logarithmen (Berücks ichtigu ng der l etzten Stelle durch Interpolation ) 

a) Jg 13 574 b) Jg 648,72 c) lg 9746500 d) Jg 72547

e) lg 813070 f) Jg 60,002 g) Jg 851174 h) Jg 4,0047 

i) Jg 61659000 k) Jg 72,448 

202. Desgl. 

a) Jg 0,0032894

e) Jg 853,08 

b) Jg 0,072648 

f) Jg 630,02 

c) Jg (2,6304 · 10-•) d) Jg 0,12006 
g) Jg 0,579268431 h) Jg 12884

i) Jg 0,0000074652 k) Jg 0,000001584927403

203. Bestimme die Numeri folgender Logarithmen: 

a) 3,81375 b) 5,93780 c) 1,96999 

f) 0,91010 - 3 g) 4,80225 h) 0,79004 

204. Desgl. 

a) 0,10000 b) 4,47048 c) 0,66667 

f) 0,01000 - 4 g) o,r.7973 - 4 h) 0,25000 

d) 0,50000 e) 2,75000 

i) 0,36250 - 2 k) 0,15000 

d) 1,71595 e) 3,81950 

i) 0,99990 - 1 k) 0,33333 - 3 



Aufgaben 

205. Berechne logarithmisch und führe eine Kontrollrechnung mit dem Rechenstab durch: 
a) 463,27 · 12,753 b) 0,1746 · 0,563 • 0,00387 c) 28,64 • 0,0253 · 0,187 
!JY 933,28 • 0,00369 , 0,02758, 0,18624, 35,271 , 285,09 
e) 638,45. 2946,4 · 12,402, 0,00036 • 0,75243 

f) 1765 • 698,23 • 3,4165 • 0,94124 • 0,0061447 
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g) 0,2468 · 13,579 · 0,8423 · 0,00096543 h) 0,00356 · 0,0007214 · 98,325 · 124,25 

206. Desgl. 

) 1247,4 b) 1,6745 
a 

936,26 82946 

d) 0,004670 e) 0,000013050 

0,000579 0,007004 

) 0,002746 · 0,0003914 • 0,9375 • 0,00007526 g 
0,0007483, 0,001846 • 0,002549 · 0,01 957 

i) 1745 · 9472 · 24,73 • 1408 , 3724 

9752 · 3784 · 2,467 · 358,2 • 973,5 

207. Desgl. 
a) 0,00038628 b) 1,25610 

e) ( 
0,003752 . 738.1 . 0,4673 

r 
31,25 · 0,008124 , 0,03625 

g) (
7.25 · 3.126 - 0,172 r 
0,063 � 34,62 · 5,12 

i) ( 
0,0837 r 

0,0432 • 6,513 

208. Desgl. 

c) 

f) 

h) 

k) 

357,24 c) 0,005367 
1 f) 

0,00823 

h) 36,72 , 1746 · 0,836 

0,2548 · 100,35 • 8,004 

k) 3,0006 · 0,0072003, 26,007 

34,06 • 29,031 

0,8 94701 d) 1,000110000 

( 
376,8 • 4903 . 8006 . o.3645 r 

20,48 · 45004 • 60325, 0,00412 

c
,285. 24,036

r 
3,628 

(°'4325 . 7,316r 
24,51 · 0,9863 

a) \fisä,43 b) yt957,8 c) 
1\12 d) y12,645 

e) vo,000826 

i) lyo,i 

f) yo,000009723 g) yo,000001 642 h) V 0,000000191 423

k) yo,0005 

209. Desgl. 

, .. , v42,6 . 97,3 . 62,1. 50,08 

• 
17,42 , !l,235 , 482,3 b) 
0,00316 • 0,0001004 

c) 
' 

(°'
382 · 6,415 • 106,4 • 0,8102) • 

0,008573 • 19,37 • 72,08 , 4,03 d) V (
403.2 • 186,37. 92,14. 0,6245

)
. 

641,8 · 203,5, 1592 · 0,0052 

e) VC'293 .o:7602 · 0,00349r 
36,07 • 8,603 · 0,01007 

f) v-l 79,25 

'/ 1 62,36 • 0, 725 
g) 1 0,007368 

h) 
1986 • 432,ä' 

i) vr926 . 63,24 • o.8204, 
615 · 8,925 · 0,00124 

k) lv (0.608 . 0,3007. 0,01264. 0 ,0073 ). 
14,86 · 9,072 · 0.8001 , 0,006009 

10• 
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210. Deagl. 

'1'> c84·2r
··· 

275,9 b) ( • 0,7263
r

„ 
1t 0,0625 

e) (0,001206r
128 

0,07924 f) 0,0072-0•631 

211. Desgl. 

V. 62,05•. Vo,0314. 120.04• a) 
14 7,23 • 40,57' · l'25,64 

c) ( l'f.076 . f/o;öM .) a 

Vo,6807 • Vo,00082 

c) ' , 
(

0 124 - 0 873r 
... 

0,075 • 0,436 

g) • • e 
716 . 1 419rll 

6,028 • 2,513 

(23 53 • 17 24'
)

' 
b > 1�.8· . 8,078 

d) V 0,06701 • 6,304· 
12,6352 

• 1,000• 

5 

e) V , 31,06·. 753,43 • v'7005. \to.of62 
)

. 

\ 9,6588 • v912,3 • Vo,002024 . 86,03 • 

212. Deagl. 

d) 

h) 

c2·53r·· 

84,06, 

cl71.26r .. ,, 
398,04 

t102,4 - y10,24 
a) - -

1
-,0

-
24
-• -- b) v

· 
( 

0.074·. 6.2853 + l.001'· 0.0072· 
)

. 

0,6028 . l'596,2 0,095' , ,/3,ooi 

c) ( 
7,l25•·\!o.oI2 

v36,52"· 4,619')
' 

d) v• 4,36'· 72,533 

+1/ 0,076a .W,oof§ 
2,416•. yö,6s + 100,4• · 45,07• t75,6 . 604' 0,0024•. �o.0426· 

e) V(26,48·· ll782.4· 0.1845·
)

· + ( 176,4'· �- 24.75· )' 
8,41•. �1514 . 0,0156• 25,16•. y30,21. 003,2• 



ALGEBRA 

8. Lineare Bestimmungsgleichungen mit einer Unbekannten

8.1. Die verschiedenen Arten von Gleichungen

Unter einer Gleichung versteht man in der Mathematik die Aussage, daß zwei Aus­
drücke gleich sind, bzw. die Forderung, daß diese Ausdrücke einander gleich sein sollen. 
Das mathematische Zeichen für eine derartige Gleichheit ist das Gleichheitszeichen = . 
Die Gleichungen werden eingeteilt in identische Gleichungen, Funktionsgleichungen und 
Bestimmungsgleichungen. 

Identische Gleichungen (auch Identitäten genannt) sagen allgemeine mathematische 
Wahrheiten aus. So sind z.B. 

6+3=3+5 

oder (a + b)1 = a• + 2ab + b1 

identische Gleichungen. 
Treten in einer identischen Gleichung allgemeine Zahlensymbole auf, so gilt die Glei­
chung für jeden speziellen Wert dieser Zahlensymbole. 
Zuweilen wird bei Identitäten an Stelle des Gleichheitszeichens= das Identitätszeichen =
verwendet.(= wird gelesen: ,,identisch" oder „identisch gleich".) 

Funktionsgleichungen stellen eine eindeutige Zuordnung von veränderlichen Gröpen dar. 
So sind z.B. 

1 
s = 2 gt• (Fallgesetz), 

n
1 : n1 

= r2 : r1 (Übersetzungsverhältnis bei Zahnrädern), 

u = 2(a + b) (Umfang eines Rechtecks), 

y = mz + n (lineare Funktion) 

Funktionsgleichungen. 
Treten in einer Funktionsgleichung n Veränderliche auf, so darf man für n - 1 Veränder­
liche innerhalb gewisser, durch die Funktionsgleichung bestimmter Grenzen beliebige 
Zahlenwerte einsetzen. Die n-te Veränderliche kann dann nicht mehr willkürlich ge­
wählt werden, ihr Wert ist durch die Werte der übrigen Veränderlichen und durch die 
Funktionsgleichung festgelegt. 

BEISPIELE 

1 
1. W aAU man im FallgMetz s = 2 gt• für die veränderliche Größe I den Werl 1 = 4 s, so ist dami,

der in 4 B zurikkgekgte Weg durch
1 

11 = 2 °9,Bl m · s-• · (4e)2 = 78,48m 

eindeutig butimmt. 
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2. Für ein Ruhteck mit den 8eiten/4ngen a = 23,8 cm und b = 43,6 cm iat der Umfang durch

u = 2(a + b) = 2, (23,8 + 43,6) cm= 134,8 om 

ei7ideu.tig futgeugt.

Bestimmungsgleichungen enthalten neben bekannten Größen auch eine oder mehrere 
Unbekannte. So sind z.B. 

z + 3 = 4 oder z1 + 2z - 8 = 0 

Bestimmungsgleichungen. 
Eine Bestimmungsgleichung lösen heißt, diejenigen Zahlen zu suchen, die für die Unbe­
kannte eingesetzt werden können, so daß die Gleichung zu einer Identität wird. Ein 
spezieller Wert der Unbekannten, für den die Gleichung erfüllt ist, heißt Lösung oder 
Wurzel der Gleichung. 

BEISPIELE 

3. z + 3 = 4 wt eine Butimmungagleicllung filr die Unbelcannte z. Setzt man in diue GleicllufVJ
für z einen willlcilrlicllen Wtrl ein, ao ergibt aicA im allgemeinen ein Widerapruch. So erMU man
z.B. f,lr z = 3 die Ungleicllung 3 + 3 + 4. Dage.gen iat für z = 1 die ge.gebene Gleicllung er­
füllt: 3 + 1 = 4. z = 1 iat damit die Löaung der Gleicllung.

4. z1 + 2z - 8 = 0 iat eine Butimmungagleicllung filr die Unbekannte z. Bi,, beaitzt :iwei Löaun­
gen: z1 = -4 und z1 = 2; denn u iat

( - 4)1 + 2 • ( -4) -8 = 0

21 +2·2-8=0. 

Aus einer Bestimmungsgleichung wird eine identische Gleichung, wenn man für die 
Unbekannte die Lösung der Gleichung einsetzt. Davon wird bei der Probe Gebrauch 
gemacht. 

8.2. Das Umformen von Gleichungen 

Bezeichnet man die links bzw. rechts vom Gleichheitszeichen �tehenden Ausdrücke 
als linke bzw. rechte Seite der Gleichung, so kann man die beiden für das Auflösen 
von Gleichungen nützlichen Sätze formulieren: 

1
1. Eine Gleichung bleibt bestehen, wenn man die beiden Seiten der Gleichung mit 

einander vertauscht.
2. Die Lösung einer Bestimmungsgleichung bleibt erhalten, wenn auf beiden Seiten

der Gleichung die gleiche Rechenoperation durchgeführt wird.

Satz 1 liefert die einleuchtende Feststellung, daß die Gleichung a = b gleichbedeutend 
ist mit der Gleichung b = a.

Die Gültigkeit des zweiten Satzes soll für die Rechenoperationen erster und zweiter 
Stufe an einem Beispiel nachgeprüft werden. 
Die Gleichung 

(a) 3z - 5 = 7
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besitzt die Lösung Z= 4. (Probe!) 

Aus dieser Gleichung (a) lassen sich u. a. folgende neue Gleichungen bilden: 

durch beiderseitige Addition von 3 die Gleichung 

(b) 3z - 2 = 10, 

durch beiderseitige Subtraktion von 3 die Gleichung 

(c) 3z-8=4,

durch beiderseitige Multiplikation mit 3 die Gleichung 

(d) 9z-15=21

und durch beiderseitige Division durch 3 die Gleichung 

(e) 

(An Stelle der Zahl 3 hätte auch jede andere Zahl zur Addition, Subtraktion usw. 
verwendet werden können.) 

Alle diese aus der Gleichung (a) durch Umformung hervorgegangenen Gleichungen 
(b) bis (e) besitzen dieselbe Lösung z = 4 wie die Ausgangsgleichung (a).

Inwieweit der zweite Satz auch auf die Rechenarten dritter Stufe angewendet werden darf, ist 
noch besonders zu untersuchen. 
Auch für die Division muß noch eine Einschränkung gemacht werden. Da die Diviaion durch Null 
nicht erlaubt ist (vgl. Abschnitt 4.1.6.), darf eine Bestimmungsgleichung nicht ohne weiterea 
durch die Unbekannte oder durch einen Ausdruck, der die Unbekannte enthält, dividiert wer­
den, denn man weiß ja noch nicht, ob dieser Ausdruck für die vorliegende Gleichung vielleicht 
den Wert Null annimmt. Man darf erst dann durch einen Ausdruck dividieren, der die Un­
bekannte enthält, nachdem man sich durch die Probe oder durch andere Überlegungen davon 
überzeugt hat, daß dieser Ausdruck von Null verschieden ist. 

�.3. ,umerische Lösung von linearen Bestimmungsgleichungen 
mit einer Unbekannten 

R.8.1. Begriff der linearen Bestimmungsgleichung mit einer Unbekannten 

Jede lineare Bestimmungsgleichung mit einer Unbekannten z läßt sich auf die all­
gemeine Form 

A z + B = 0 (A + 0) 

bringen. Sie enthält die Unbekannte x nur in der ersten, keinesfalls in einer höheren 
Potenz. 
Lineare Gleichungen werden auch als Gleichungen ersten Grades bezeichnet, da die 
Unbekannte in diesen Gleichungen nur in der ersten Potenz auftritt. 
Das Glied Ax, das die Unbekannte enthält, wird das lineare Glied der Gleichung ge­
nannt, während das von z freie Glied B das Absolutglied heißt. 
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Da die linearen Gleichungen nur in den seltensten Fällen unmittelbar in der allgemeinen 
Form A z + B = 0 gegeben sind, führt man die gegebene Gleichung mit Hilfe der 
beiden Sätze aus Abschnitt 8.2. auf immer einfachere Gleichungen mit derselben Lö­
sung zurück, bis man schließlich auf die leicht zu lösende Form A z + B = 0 kommt. 

8.8.2. Gleichungen einfachst.er Form 

Enthält eine lineare Gleichung mit einer Unbekannten auf beiden Seiten sowohl lineare 
als auch absolute Glieder, so wird die Gleichung zunächst geMdnet, ipdem man durch 
geeignete Additionen und Subtraktionen gleicher Zahlen dafür sorgt, daß die Glieder 
mit der Unbekannten allein auf der einen Seite, die abso1uten Glieder allein auf der 
anderen Seite der Gleichung stehen. Schließlich wird der nach dem Zusammenfassen 
bei der Unbekannten verbleibende Zahlenfaktor durch Division beseitigt. Der Rechen­
vorgang, bei dem die Glieder, die die Unbekannte enthalten, auf eine Seite der Glei­
chung gebracht werden, wird auch Isolieren der Unbekannten genannt. 

BEISPIEL 1 

8z + 2 = 24 - 3z 

Lösung: Ordnen der Gleichung durch beiderseitige Addition von 3 z - 2: 
8z + 2 + 3z -2 = 24 -3z + 3:r - 2 

ZUS&mmenf88Sen: 

Division durch 11 : 

Probe: 

11:r = 22 

z=2 

8·2+2
1

24-3·2 
16+2 24-6 

18 = 18 

Die Gleiohung ist richtig gelöst. 

Die Rechnung sollte beim Lösen einer Gleichung stets so angeordnet werden, daß 
Gleichheitszeichen unter Gleichheitszeichen steht. Dadurch wird die Rechnung über­
sichtlicher. 
Beim Lösen einer Gleichung geht man von der Annahme aus, daß die gegebene Gleichung 
eine Lösung besitzt und führt an der ·meichung mehrere Umformungen durch, bis 
man schließlich zu einem Ergebnis kommt. Ob dieses Ergebnis auch tatsächlich eine 
Lösung der Gleichung ist, das zeigt die Probe, die bei keiner Gleichung unterlassen 
werden sollte. 
Dabei ist es unbedingt erforderlich, die Probe an der Ausgangsgleichung durchzuführen 
und nicht an einem besonders einfachen Zwischenglied der Rechnung, da sonst Rechen­
fehler, die sich im Verlaufe des Rechenganges eingeschlichen haben, möglicherweise 
nicht entdeckt werden können. Außerdem ist es ratsam, jede Seite der Gleichung bei 
der Probe für sich zu vereinfachen, und zwar so lange, bis die Übereinstimmung beider 
Seiten zu erkennen ist. 
Da am Anfang der Probe die Übereinstimmung beider Seiten in den seltensten Fällen 
überblickt werden kann, wurde an Stelle des Gleichheitszeichens ein senkrechter Strich 
gezeichnet, der so lange fortgesetzt wird, bis beide Seiten der Proberechnung offen­
sichtlich gleich oder verschieden voneinander sind. 
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BEISPIELE 

2. az + b = bz + a 

Lösung: Ordnen (beiderseitige Subtraktion von b und bz): az -bz = a -b 
z ausklammern: z ·(a - b) = a -b

Division durch (a - b): 

Probe: a, l + b , b • l + a 
a+b=b+a 

Die Gleichung ist richtig gelöst. 

3. Die Gleichung a.z + b = b z + a ist nach a aufzulösen.

a-b
Z=a-b 
z=l 

Lösung: Ordnen (Glieder mit der Unbekannten a auf die linke Seite):

az -a = bz -b 
a ausklammern: a •(z - l) = b ·(z - l)

Divi sion durch z - 1 : a = b

Probe:  bz + b = bz + b 

4. Die Gleichung 

Probe stimmt. 

B - 6a - 7aa + l = 7b -7a - Saa + ba - 6b

iat nach a aufzulöaen. 

Lösung: Ordnen (Gliede r mit d er Unbekannten sauf die linke Seite): 

8 -7 aa + 8aa -ba = 7 b -7 a - 6b + 6a - l

Zusammenfassen: a + as - ba = b -a - l 

aausklammern· a(I + a - b) = b - a - 1

Division: 8 
= b -a - 1 

= 
(-1) · (1 + a - b) 

l+a-b l+a-b 
8 = - 1 

Probe: -1-6a+7a+l: 7b-7a+Ba-b-6b 
a=a Probo stimmt.

8.3.3. Gleichungen mit Klammerausdrücken 

Bevor geordnet werden kann, sind die Klammern aufzulösen. 

BEISPIELE 

l. z -(7z -69) = 2z - (z - 8) - (6z + 50) 

Lösung: Klammern auflösen: z -7z + 69 = 2z ...: z + 8 - 6z - 50

Ordnen: z -7z - 2:t + z + 6z = 8 - 50 -69 

Zusammenfassen: -z = - 111 

Division durch - 1 : z = 111 



154 8. Lineare Beeti.iamungsgleiohungen mit einer Unbekannten 

Probe: 111 -(777 -69) 
1

222 -(111 -8) - (666 + 50) 
111 -708 222 -103 -716 

-697=-697 
2. 2· (4·[6·(7z - 8)-6] -3) -1 = 241 

Lösung : Innere Klammer auflÖlleD.; beidenieits 1 addieren: 
2 · (4 • [42z -48 -5] -3) = 242 

Innere Klammer zusammenfassen; Division durch 2 : 
4 · [42z - 53] -3 = 121 

Beidenieits 3 addieren: 4·(42z -53) = 124 
Division duroh 4: 
Beiderseits 53 addieren: 

42z -53 = 31 
42z = 84 

Z= 2 Division duroh 42: 

Pro b e: 2·(4·[6-(7·2 -8)-5]-3)-l 241 
2 · (4 • [6 · 6 -5] -3) -1 241 

2 · (4 • 31 -3) -1 241 
2 · 121 -1 241 

241 = 241 

3. (a -z) (z -b) = (ab - z) (z -1) 

Lösung: Klammem auamultiplizieren: 
az -.pf, - .,! + bz = abz -.p(, - / + z 

Ordnen: az + bz - abz -z = 0 
Ausklammern: z(a + b - ab - l) = 0 

z=O 

[Bei der Lösung wurde Forme l (6) angewendet.] 

Probe: (a -0) (0 -b) 
1 

(ab -0) (0 -1) 
a • (-b) ab· (-l) 

8.8.4. Bruchgleichungen 

-ab= -ab Probe stimmt. 

Bei Bruchgleichungen lassen sich die Brüche sofort beseitigen, wenn man beide Seiten 
der Gleichung mit dem Hauptnenner multipliziert. 

BEISPIELE 
2 z + 9 12 z - 3 4 z + 4 5 z -4 1. -

4
--� = -5- -� 

Lösung: Hauptnenner: 220. Multiplikation der Gleichung mit 220 ergibt: 
55(2z + 9) -5(12:i: -3) = 44(4:i: + 4) -4(5z - 4) 

Beseitigung der Klammem: 
llOz + 495 -60:z: + 15 = 176z + 176 -20z + 16 
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Ordnen: llOz -60z -176z + 20z = 176 + 1 6  - 495 -15 

Zusammenf8886n: 

Division dur ch -106: 

Prob e: 

2. z + 4 = z -l 
z-4 z + l 

-106z = -318 

z=3 

Probe stimmt. 

Lösung: Multiplikation mit dem Hauptnen ner (z -4) (z .,. 1): 
(x + 4) (x + 1) = (x - l) (x - 4)

Probe: 

;t1 + 5x + ,1 = i' - 5:i: +,,K 
102' = 0 

z=O 

+41 =-!
- 4  + l 

-1 = -1 Probe stimmt. 

3. 3 2 31 
1-z-l+ z=l -zl 

Lösung: Multiplikation mit dem Hauptnen ner (1 + z) (1 -z): 
3(1 + z) - 2(1 - z) = 31 

Probe: 

3 + 3z - 2 + 2x � 31 
5x = 30 

x=6 

3 2 31 
=-5 ---., -35 

21 10 31 
-35-36 -35

31 31 
-35

= 

-35

b + x  2x x-b x +b x-b 4· a• + 2 ab + b' + 
a 

= a• -b' + a + b + a -b 

Lösung: Hauptnenner: 
(a + b)1

• (a - b) • a

Multiplikation mit dem Hauptnenner: 

Probe stimmt. 

{ 
(z -b) · a · (a + b) + (z + b) • a • ( b+x),a•(a-b)+2x(a+b)'(a-b) = . (a _ b). (a + b) + (z _ b). (a + b)' · a 
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Ausmultiplizieren: a•b+a•z-ab1-abz+2a3z+} = {a•z+abz-a•b-ab •+a•z-ab'z+a•b-ab'+ 

+ 2a'bz-2ab1z -2b8z + a8z + 2a'bz + ab•z-a8b-2a1b1 -ab• 
Zusammenfassen und ordnen: 

2a1 b + 2a1 b2 + 2ab3 = 2abz + 2ab' z + 2b8z 

Ausklammern: 2ab(a + ab + b2) = 2bz(a + ab + b2) 

Division durch 2b(a + ab + b1): z=a 
P r o b e: 

---+- - -+--+--b + a 2a I a - b a + b a - b (a + 6)2 a a• - b' a + b a - b 
-1-+2=-1-+l+l a+ b a+b 

8.3.o. Wurzelgleichungen 
Probe stimmt. 

Wurzelgleichungen sind dadurch gekennzeichnet, daß in ihnen die Unbekannte im 
Radikanden einer oder mehrerer Wurzeln auftritt. 
Um die Glieder, die die Unbekannte enthalten, zusammenfassen zu können, müssen die 
Wurzeln beseitigt werden. Dies geschieht dadurch, daß beide Seiten der Gleichung 
eventuell mehrmals) mit der gleichen Hochzahl potenziert werden. 

BEISPIELE 

l. V2z + 6 - 6 = 0 
Lösung: Wenn man beide Seiten der Gleichung sofort quadriert, erhält man: 

cy2z + 6 - 5J' = o 

2 z + 5 - lO • y2 z + 6 + 25 = 0 (Binomische Formel beachten 1) 
Durch das doppelte Produkt tritt die Wurzel, die beseitigt werden sollte, auch noch nach dem Quadrieren auf. Man stellt daher vor dem Quadrieren die Gleichung so um, daß die Wurzel zunächst allein auf einer Seite der Gleichung bleibt: 
Quadrieren: 
Auflösen nach z: 
P rob e: 

2. v2 z + 6 + 6 = o

y2z + 6 = s 
2z + 6 = 25 

z = lO 
y2 . lO + 6 - 5 1 0 

V25- 5 0 
5 - 5 � 0 

Lös ung: Isolieren der Wurzel: y2z + 5 = - 5
Quadrieren: 2 z + 5 = 25 
Auflösen nach z: z = 10 

Probe stimmt. 
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Prob e: V25 + 5 1 0 
5+5=!,0 

Die Probe stimmt nicht; z = 10 ist demnach keine Lö111Lng der Gleichung. 
Trotz des anscheinend einwandfreien Rechenganges erfüllt das Ergebnis x = 10 des 
zweiten Beispieles nicht die gegebene Gleichung. Die Probe zeigt also in diesem Falle, 
daß die Ausgangsgleichung keine Lösung besitzt. 
Die beiden Gleichungen aus Beispiel 1 und 2 unterscheiden sich nur durch das Vor­
zeichen vor der Zahl 5. Durch das Quadrieren aber fällt dieser Vorzeichenunterschied 
weg, denn es ist ja (- 5)2 = (+ 5)2 = 25. Man darf daher aus der Glewhheit zweier
Quadrate ni,cht schließen, daß auch die zugehörigen Grundzahlen glei,ch sein müssen. (Das 
gleiche gilt auch für alle anderen Potenzen mit geradzahligen Hochzahlen.) 
Es kann also durchaus wie im Beispiel 2 der Fall eintreten, daß.die Gleichung, die durch 
das Quadrieren entstand, durch das gefundene Ergebnis erfüllt wird, die Ausgangs­
gleichung dagegen nicht. 
Aus diesem Grund gilt der Satz:

I
Wird während des Auflösen& einer Gleichung mit einer geraden Hochzahl poten­
ziert, so muß stets durch die Probe an der Ausgangsgleichung nachgeprüft werden, 
ob das gefundene Ergebnis auch die Ausgangsgleichung erfüllt, d. h. Lösung ist. 

BEISPIELE 

3. 9 · ysz + l = 20 + 4. ysz + l

Lösu ng: Zusammenfassen der gleichen Wun:elglieder: 5 · V5z + l = 20
Division durch 5: j/5z + l = 4 
Quadrieren: 
Auflösen nach z: 

Probe: 9·VW, 20+4·j/l6
9.4 20+4·4 

36=20+16 

5z + l = 16 
z=3 

Die Probe stimmt. z = 3 ist demnach eine Lösung der Ausgangsgleichung. 

t. 9. ]lz - 21 + 7 · ]/z + II = 0

Lösung: Man bringt auf jede Seite der Gleichung eine Wurzel und quadriert dann:
9 · Vz - 21 = - 7 • ]lz + II

81 · (z - 21) = 49 · (z + II) 
[z = 701 

Probe: 9-j/49+7·]1811 0 
9-7+7·9=!,0

z = 70 ist demnach keine Lösung der gegebenen Gleichung. 
(Aus diesem Grunde wurde das Ergebnis z = 70 in Klammem eingeschlossen.) 

5. V9z - 17 - 3 · ]lz - 4 = l
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Losung: Man verteilt die Wurzeln g leichmäßig auf beide Sei ten der Gleiohung (warum?): 

y0:z: - 11 = 1 + 3. Vz - 4 

und quadriert dann (Binomische Formel beachten 1): 

9z -17 = 1 + 6 • Vz - 4 + 9(z -4). 

Damit durch das erneute Quadrieren auch die letzte Wurzel wegfällt, muß sie vorher isoliert 
werden: ,,--18 = 6 • rZ -4 

Kürzen: 3 = Vz 
-

4 

Quadrieren: 9=z-4 
z = 13 

Probe: yn 1 -17 -3 . 1'13 -4 11 
yioo-3·lf9 1 

10 -9 = 1 
z = 13 ist LOsung der Gleichung. 

6. �2 + Vz + 5 -� -Vz + 14 = 0

Losu ng : Gleiohmäßige Verteilung der Wurzeln auf beide Seiten: 

V�+ J'x+5 = Yz='7 + yz + 14 

Quadrieren: z -2 + 2 · V<z - 2) (z + 5) + z + 5 = z -7 + 2 • V<z - 7) (z + 14) + z + 14 

Ordnen: 

Kilnen: 

2 • Vzt + 3z -10 -4 = 2 · Vz• + 7z -:._-98 

Vzt + 3z -10 -2 = Vz• + 7z - 98 
Quadrieren: 

zl + 3z -10 -4 • Vz• + 3z -10 + 4 = z• + 7z -98 

Ordn�: 92 -4z = 4 · Vz• + 3z -lU 

Kürzen: 23 -z = Vzt + 3z -10 
Quadrieren : 529 -46z + zl = zl + 3z -10 

z = 11 

Probe: V9 + ff6 - l'4 - vu 1 0 
3+4-2-5=0 z = 11 ist Lösung. 

7. b·V�-b=a·Va-:

Losung: Dami t die Wurzeln wegfallen, wird die Gleichung beidemeits in die fünfte Potenz
erhoben:

b• · ( : - b) = a• · ( a - T)
b6 z _ b' = a• _ a• z

a b 
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Multiplikation mit dem Hauptnenner ab: 

b1z - ab' = a'b - a•z 
Ordnen: a•x + b1z = a'b + ab' 

Ausklauunern: 
z • (a• + b8) = ab(a• + b•) 

z = ab

Probe: b • � 1 a · \,'a="a
0 = 0 z = ab ist Lösung. 

8.8.6. Das Umstellen von Formeln 

Kennt man von einem Stromkreis die Spannung U und den Widerstand R, so kann 
mit Hilfe des Ohmschen Gesetzes 

(a) U = R,J 

die Stromstärke 1 bestimmt werden. Dazu muß die Formel (a) nach 1 „umgestellt" 
werden: 

(bJ 1 = !!...
R 

Entspr.ichend würde man bei bekanntem U und 1 den unbekannten Widerstand R zu 

(c) R= !!__ 
1 

ermitteln können. 
Das „For-lumstellen" ist mithin nichts anderes, als eine gegebene Gleichung (die For­
mel) nach einer unbekannten Größe aufzulösen. 

BEISPIELE 
l. Die Formel V p = V O p0 

( l + a !) ia! nach cz umzualellen. 

Lösu ng: Y0p0 (1 + czl) = Vp 
Ausmultiplizieren: Y0p0 + Y

0p0
czl = Vp

Ordnen: V
0p0al = Vp - V0p0 

AufläAen nach a: ri. = Vp- YoPo
v0p01 

2. Die Formel 1 = R
n V 

R ist nach n umzualellen.n , + • 

Lösu ng: 

Nenner beseitigen: 
Ausmultiplizieren: 
Ordnen: 
n ausklammern: 

Auflösen nach n : 

I = nU
nR, + R. 

l(nR, + R.) = nU
InR, +IR. = nU 

IR. = nU - nIR, 
1 R. = n(U - 1 R,) 

1 R. n = 
U -1 R, 
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3. Die Formel v = V2g(k
1 - h,) iat nad,, k, aufzulösen.

Lösung: v = V2g(k
1 

- h2) 

Quadrieren:

Ordnen: 

Auf lösen no.ch h2 : 

v2 = 2uh1 - 2gh2 

2gh2 = 2gh
1 

- v2 

h _ 2gh1 - v•
• - 2g 

8.3. 7. Anwendungen 

Viele Anwendungsaufgaben lassen sich mit Hilfe von Bestimmung11gleichungen lösen. 
Zur Lösung einer Anwendungsaufgabe (Textgleichung) empfiehlt es sich, folgenden 
Weg einzuschlagen: 

a) Feststellung, welche Größe gesucht ist;

b) wenn möglich: Überschlag, in welcher Größenordnung das gesuchte Ergebnis sein
muß;

c) Festlegung einer Benennung der gesuchten Größe;

d) Umformung der in der Aufgabenstellung gemachten Angaben über die Beziehungen
zwischen den bekannten und den unbekannten Größen in eine mathematische Glei­
chung (Lösungsansatz);

e) Lösung der aufgestellten Bestimmungsgleichung; (dabei werden häufig die auf­
tretenden Maßeinheiten, die vorher in Übereinstimmung zu bringen sind, weggelas­
sen, d. h., es wird nur mit reinen Zahlenwerten gerechnet);

f) Zusammenfassen des gefundenen Ergebnisses in einem Antwortsatz und

g) Überprüfen der Lösung an Hand der Aufgabenstellung.

Allgemeingültige Regeln für das Aufstellen des Lösungsansatzes lassen sich nicht un­
g�ben. Eine Sicherheit im Ansetzen der Gleichungen lii.ßt sich nur durch gründliches 
Uben erreichen. 

BEISPIELE 
l. Die Summe dreier Zahlen, von tknen die folgentk jeweila um 3 größer i.,t ala die vorhergehende, 

i.,t 63. Wie heißen die drei Zahlen?

Lösung: Die erete der drei Zahlen sei x. Da die beiden anderen jeweils um 3 größer sein
sollen, muß die zweite x + 3 und die dritte x + 6 sein. - Die Summe der drei Zahlen soll 
63 ergeben, folglich ergibt eich die Gleichung 

x + (x + 3) + (x + 6) = 63, 

woraus X= 18 folgt. 

Die drei gesuchten Zahlen sind demnach 18, 21 und 24. 

Prob e: Jede folgende Zahl ist um 3 größer als die vorhergehende, die Summe der drei Zah­
len ist 18 + 21 + 24 = 63. Die in der Aufgabenstellung genannten Bedingungen sind dem­
nach alle erfüllt. 
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2. Unter drei Perarmen A, B und C Bollen 1000 MDN BO verteilt werden, daß A doppelt BOIJiel wie 
B und B dreimal ao viel wie C erhält. Wieviel erhält jede Peraon? 

Lösung: Cerhält:z:MDN. Dann erhält B 3:z:MDN (dreimal soviel wieC) und A 2·3:z: = 
6:z:MDN (doppelt so viel wie ß). 
Die drei Anteile müBBen zusammen 1000 MDN ergeben: 

6:z: + 3:z: + :z: = 1000 

:z: = 100 

Erg e b nis: C erhält 100 MDN, B 300 MDN und A 600 MON. 

Die Pr obe,  ob das gefundene Ergebnis mit den Forderungen der Aufgabe übereinstimmt, 
sei dem Leser überl&BBen. 

3. lOkg einer Legierung au., Silber und Zinn buitun eine DicJlte I} = 9 kg/dm8• Wieviel Silber 
und wieviel Zinn-enthält die Legierung? (eA• = 10,2 kg/dm8 ; !}�. = 7,3 kg/dm8) 

Lösung: Die Legierung enthält :z:-kg Silber, damit verbleiben dann für das Zinn (10 - :z:) kg. 

:z: kg Silber besitzen das Volumen 

(10 -:i:) kg Zinn besitzen das Volumen 

VA•= :i:kg
!}Ag 

vf. = c10 - :i:J kg . 
l}s. 

10 kg der Legierung besitzen das Volumen V = lO kg
. 

I}

Das Volumen des Silbers und das des Zinns ergeben zusammen das Volumen der Legierung. 
Also muß gelten 

:i:kg + (10 - :i:)kg 
= 

lOkg. 
q.,.. l}s. I} 

Mit den gegebenen Zahlenwerten erhält man 

woraus :z: = 6,644 folgt. 

Erge bnis: Die Legierung enthält 6,644 kg Silber und 3,356 kg Zinn. Pr o be! 

4. Ein Waaaerbehälter kann durch drei Röhren gefiillt werden, und zwar durch die erate allein in
3, durch die zweite allein in 4 und durch die drille allein in 6 Stunden. In welcher Zeit wird 
der Behälter gefüllt, wenn alle drei Röhren gleichzeitig laufen? 

Lösung: Wenn alle drei Röhren gleichzeitig laufen, dauert die Füllung x Stunden. 
l 

Die erste Röhre füllt in l Stunde ·f des Behälters, 

1 
die zweite Röhre füllt in l Stunde 4- des Behälters und 

l 
die dritte Röhre füllt in l Stunde -

6 
des Dehälters. 

11 Elementarmnthemallk 
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1 
Laufen alle drei Röhren gemeinsam, so füllen sie in 1 Stunde z des Behältera. Da. die Summe 
der Teilf'tlllungen von A, Bund O innerhalb einer Stunde mit der Gesamtfüllung während der 
gleichen Zeit übereinstimmen muß, ergibt sich die Gleichung 

woraus 

1 1 1 1 
3+4+6 =;-, 

4
X= --

3 folgt. 

4 
Erg ebni s: Wenn alle drei Röhren gemeinsam laufen, dann ist der Behälter in -3 Stunden 
( = 1 Stunde, 20 Minuten) gefüllt. Probe ! 

· 5. Um 7 Uhr fährt ein LKW mit einer Durchachnitt8geschwindigkeit 111 = 40 km/h nach dem
e = 225 km entfernten Ort B ab. Ihm fährt von B aua um 8.30 Uhr ein PKW mit einer Durch·
achnitt8geschwindigkeit 112 = 70 km/h entgegen. Wann und wo begegnen aich die beiden Fahr­
uuge? 

Lösung: Die Fahrzeuge begegnen sich nach einer gewissen Zeit t nach Abfahrt des J,KW. 
In dieser Zeit t legt der LKW eine Strecke 

81 = 111 • t
1 

zurück. - Der PKW fährt 12 Stunden später ab als der LKW, also ist er bis zur Begegnung 
nur t - 1,5 Stunden unterwegs. Während dieser Zeit legt er die Strecke 

81 = v •. (t - l,5h) 

zurück. Da. die beiden Fahrzeuge einander entgegenfahren, muß die Summe der Teilstrecken 
s

1 
+ 8

1 
gleich der Entfernung e der beiden Orte A und B sein, also 

oder v1 • t + v1 • (t - 1,5 h) = e. 

Mit den gegebenen Zahlenwerten ergibt sich da.raus 

woro.us 
folgt. 

km km 40
11

-t + 70
11

- (t- l,5h) = 225km,

t = 3 h 

Er gebnis: Die beiden Fahrzeuge treffen sich 3 Stunden nach der Abfahrt des LKW, also 
um 10.00 Uhr. Der Treffpunkt liegt 120 km von A entfernt. Probe! 

6. In einem Stromkreia mie 24 V Spannung besitzt ein Zweig AB einen Wideratand R1 
= 6 Q. 

SchaUet man zwiachen A und B einen weiteren Widerstand R
2 

"� 2 Q parallel, 80 steigt die 
Stromstärke auf 4 A an. Wie groß ist der W ideratand des Stromkreises uhne den des Zweiges AB?

Lösung: Na.eh dem ÜHMschen Gesetz ist 

U=R.J. 

Dabei setzt sich der Wideratand R zusammen aus dem Widerstand R. der Parallelschaltung 
von R, und R. sowie aus dem noch unbekanntrn Widerstand R

3 
des restlichen Stromkreises. 
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Der Widerstand RP der Parallelschaltung ergibt sich aus 
l l l l .  l 2 l 

R - R + R = 6 n + 2 n - ·3 · n • 1 2 

3 
zu R, = 

2 n.

Der Gesamtwiderstand des Stromkreises ist demnach 
3 

R = R, +Ra = 2 !l + Ra· 
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Setzt man diesen Widerstand für R in das ÜHMsche Gesetz ein, so ergibt sich mit U = 24 V 
und l = 4 A die Gleichung 

24 V=(-} !l +Ra)· 4A, 

aus der sich 
9 Ra= 2n = 4,5 Q

ergibt. 
Ergebn i s: Der gesuchte Widerstand beträgt 4,5 !l. 

8.4. Das Rechnen mit Ungleichungen 

Probe! 

Sind a und b zwei beliebige reelle Zahlen, so -bedeutet das Zeichen 

a< b, 

dalJ die Zahl a kleiner ist als die Zahl b.

Das Zeichen a < b wird gelesen: ,,a kleiner als b". Entsprechend bedeuten: 
a � b „a kleiner oder gleich b", 
a � b „a größer oder gleich b", 
a > b „a größer als b" und 
a =!= b „a verschieden von b". 

Wird die Zahlengerade in der üblichen Lage gezeichnet, so liegt die kleinere von zwei 
Zahlen stets links von der größeren. Es ist also beispielsweise 

3< 7, -10<-2, - 3> - 7, + 10> - 12.

Beim Rechnen mit Ungleichungen ist stets äußerste Vorsicht am Platze. Es gelten die 
folgenden Regeln: 

Regel 1:

I 
Werden die beiden Seiten einer Ungleichung vertauscht, so ist das Ungleichheits­
zeichen umzukehren. 

Au� a < b folgt demnach b > a und umgekehrt. 
Die Regel ist ohne weiteres einzusehen. 
II' 
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HEISPIEL 1 Es iat -3 < +2 und +2 > -3. 
Regel 2: 

I 
Eine Ungleichung bleibt bestehen, wenn man auf beiden Seiten die gleiche Zahladdiert bzw. subtrahiert. Mit a < b ist dem.nach auch a ± c < b ± c.

BEISPIEL 2 Es iat - 2 < + 1. Darau.s folgen u.a.-2+3<+1+ 3 oder -2- 3<+1- 31<4 -5<-2
Regel 3: 

I Eine Ungleichung bleibt erhalten, wenn man beide Seiten mit der gleichen positiven Zahl multipliziert bzw. durch die gleiche positive Zahl dividiert. Multipliziert man (dividiert man) beide Seiten durch die gleiche negative Zahl, eo ist das Ungleich­heitszeichen umzukehren. Es ist also mit a < b auch ac < bc, wenn c > 0, dagegen ac>bc,wennc<O. 
BEISPIEL 8 Es iat - 4 < + 3 . Multiplikation mit + 2: - 8 < + 6 ; Ungkichheitszeichen bleibt.Division durch + 2: - 2 < + 1,6; Multiplikation mit -2: + 8 > - 6 ; Ungleichheitszeichen ändert sich.Diviaion durch -2 : + 2 > -1,5;
Regel 4: 

I 
Besitzen beide Seiten einer Ungleichung dasselbe Vorzeichen, eo ist das Ungleich­heitszeichen umzukehren, wenn man beiderseits den Kehrwert bildet. Mit O < a < b bzw. 

BEISPIEL 4 e.) Es iat 3 < 5, 
b) Es ist -3 > - 5, 

. 
l l ist dem.nach "a > b.

aber 

1 1 aber-3<-5· Für den Fall, daß die beiden Seiten ein11r Ungleichung verschiedene Vorzeichen be­sitzen, bleibt das Ungleichheitszeichen bei der Kehrwertbildung erhalten. 
Regel 5: 

I 
Zwei Ungleichungen mit gleichartigen Ungleichheitszeichen dürfen addiert, nichtaber subtrahiert werden. Aus a < b uncl c < d folgt demnach auch a + c < b + d, aber nicht unbedingt 

a-c<b-d.



Aufgaben 

BEISPIEL 6 
E, iat -2 < + 3 und -8 < - 2.

Addiert man die beiden Seiten der U11gleickungen, 80 ergibt aich 

( -2) + ( - 8) < ( + 3) + ( -2) 
-10<+1; 

da, U111JlacMeitazeicken bleibt erhalttn. 
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Subtrahiert man dagegen beide Beilen der Ungleichungen voneinander, 80 erhielte man linka + 6 
und recht, + 5. Ea iat aber + 6 > + 5. Da, UngleicMeitazeichen iat in dieaem Falle alao 
umzukehren. 

Regel 6: 

I
Mit a < b und c < d ist auch ac < bd, wobei a oder c negativ sein kann, während 
die anderen Zahlen alle positiv sein müssen. 

BEISPIELE 

li. Ea iat - 2 < + 5 und + 3 < + 4. 
Mv.ltiplizien man die beiden Seiten der Ungleichungen miteinander, so ergwt sich 

-6 < + 20. 

Da, Unglmbheitazeichen bleibt erhalttn. 

7. Für wekAe Werte von z gilt die Ungleichung 

5z - 2 < 2z + 10? 

Lösung: Man subtrahiert auf beiden Seiten der Ungleichung 2:i: -2 (Regel 2), de.mit die 
Glieder mit der Unbekannten z allein auf einer Seite der Ungleichung stehen: 

(h - 2) - (2z - 2) < (2z + 10) -(2:i: -2) 

3z< 12 

Division durch + 3 ergibt (Regel 3) 

z<4, 

Wenn es also z-Werte gibt, für die die Ungleiohung erfüllt ist, dann muß J; < 4 sein. Die 
Probe muß schließlich noch sichern, daß dies auch tatsächlich der Fall ist. (Der Leser führe 
die Probe selbst durch 1) 

AU}'GABEN 

:!13. a) 

d) 

g) 

k) 

z + 17 = 21 

14+2z=ll-7z 

2 3 
iz+5=Tz-6 

9az - 5a = 6az + 7a 

b) 64+:i:=89 

e) 5-:i:=2 

h) az+b=c-dz 

c) z + 35 = 17 

f) 4:i: - 13 = 3:i: 

. 5 4 1 37 .11 ·,-z + if 9 
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214. a) 13 -(5z + 2) + (z -7) = 8z -20 

b) 5(2u -3) + (4 - u)3 - 2(u + 7) = (2u -4) + 2(6 -u) 
c) 2[18 -3(7z -5)] = 3[5z + 2(9 -4z)] 
d) 5la -2 j3z + 5[2a -3(2z -7a) + 4z] -3[(5z - 2a) -2(3x + a)]l � 72a -3:r 
e) 0,3(4 -5z) -0,5(6 -7z) + 0,7(8 - 9z) = 1 ,1 -4z 
f) 3(5y -7a) + 5(3b -7y) = 7(5b - 3a) 

g) a -(a + b)z = (b -a)z -(c + bx) 
h) 9[3z -2(4z + 3) + 7] -2[5(z + 9) -6z + l] = (5 -8z)3 + 2x 
i) 17(2 - 3t) - 8(1 -71) = 5(t + 12) 

k) 7(2z -l) -6(11 - z) = 3(z + 4) 

215. a) (z -5) (z - 7) = (z + 4) (z - 9) - 13 
b) (3z - 2) (z + 7) - (4z - 1 )  (1 + x) = (z - 2) (5 - z) 

c) (z + 4b) (z + 3a + 6b) -3b(z + lOb) = (z + 6b) (3a + z - 5b) + 4b(a + :r + 3b) 
d) (z - a)2 + (z - b)2 - (z -a) (z -b) = z2 + a• + b' 
e) (4t + 3)2 + (71 -3)2 = (81 -7)3 + (t + 7)' 
f) (a + z) (b -z) = (a -z) (b + z) 
g) 5u(z + 2v) -4v(2z - 3u) - 3u(2z - u) + 4v(3z -lOu -lOv) = - 64"' 
h) (3y - 10) (10 + 3g) - (2y + 3)' = 5y1 - 157 
i) (l,2z + 0,56) (0,6x -0,22) = (0,9z + 0,92) (0,8z -0,46) 

k) (3z -5a) (8z -a) -(4z - 3a) (5z -7a) -(2z -5a) (2z + a) = 5a• 

216_ a) 
Z + l 2 Z - 10 n 3 X - 16 
1

5 
+ --

5
-

= i) - --3-
3 4z- � l b) l-5(2z+ll)==� -12 (4z-5) 

5z-6 9- lOx 3z-4 3-4x 
c) -1-0 --_1_4_ = -5- --7-

d)
7 z - 2 _ _! (x 

+ 
3) 

+ 
6 

,,;, 3(z + 2) 
3 5 2 

az -b2 bx - a• a - ab b - ab 
e) --b- + -a-- ,-- -b- + -a-

f) !!... + b = _b 
+ a

Z X 

) 
10 + X X + 4 _ l X + 3 

g 24z - 12x - - 8z 

7 8 9 l 31 - 7 z 
h) 2z-3x + 4x- 3---� 

i)
3a - 5 b a + 7 z 5 b + 4 z 

+ 
�- + 

2-_ _ __!__ "" 0 
15 ab + 12ax + 20bx 4a ,ib 3x 

1 + X a 
k) l -X b 



Aufg&ben 

z+4 z+6 2li. &) 
7 X+ 1 = 7 X+ 6 

a-b x  a b) a x+b
=

b 

5:.. - 1 _ 5x + 2 _ 4z + 1 + 7 x -2 = 1 c) 2z-l 4z-2 6 z-3 Sz-4 d) 5z + 3 4z + 9 _ 2 
7z-9-9-7:r.-

7z-l oz-3 Sz-5 9 z-7 
e) z-2 -3z-6 + 5z-10

-7z-14
=0 

f) X + 3 _ 2 X + 5 _ X - 5 
+ 

4 X -3 _ O 
z + l z + 2 3z+3 3z+6 

g) � + ____!!!:___ = a• + b2 

a+b a-b 

2z + l 2z + 4 2z-9 4-Sz h) z--=T + T="z + x• -1 = 1 - z2

z+ 5 X 

i) 8-4z--8-16-4z2 + 16 + 8 z=O

k) 3 X -� + 7 X -10 
+ 

X + 99 = lO z + 2 z+·l z2 + 3z + 2 

218. Stelle die Formeln um: 
&) p(l + q) = m: 
o) Q = Gc(l1 - 11) 

g e) B = -2
-(21 - 1) 

r + Ig) r1 + a + /

i) r• = a' + (r -p)' 

219. &) li'z = 13 

) 4,� 1. 
C 6 r� X+ 1 + ·jr = 1 

e) V� = a+2

g) Vrn + V3z + 1 5  = 5 

n&ch q 
n&ch 11 

n&chl 

n&ch/ 

n&chr 

i) Vs5 - 4 y19 x + 5 = 3 V5 

220. &) 4 Vz + 3 - 3 Vz + 10 = 0 

o) Vz + 7 -Vx - 5 -2 = 0 

e) V4x + 5 + 2vx -a = 11 

b) 
d) 

f) 

h) 

k) 

l, = l0(l + al) 
g = a + (n -l)d 
1 + m a 
1-m=b 

y-Y1 = X - X1 

Y2 -Y1 x,-x, 
a -b(a -c) = 1 a+ tl 

b) 3\14z-7 =0 

d) 4 y'6 X -1 + 5 = 0 

f) f7 X + 4 + 3 = 0 

na.ch a 
na.oh n 

na.chm 

n&chy 

n&cha 

hi 6 V4 -x - 9 = 7 + 2 V4 - x 

k) 5V2z + 7 = V 50x + 175 

b) Vx -1 + Vx + 8 = 9 

dJ vx - 3 -1 = yx - 10 

f) vx + 5 + Vz - V4 x + 9 = 0 
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g) 3]fz + 2 - 2yz=Ta = 5Vx-10 h) yx + 2 -Vx -9 = Vx - 1s -y:i:·- 25 

i) �1+2�-�-1=0 

k) { Jl3z -5 + V5x + 2 -3V3z - 5 = 6 
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221. a) Welche Zahl muß man zu 87,3 addil!J1ln, damit man 102,4 erhä.lt?
2 l b) Welche Zahl muß man von 533 subtrahieren, damit man 176 erhä.lt? 

c) Welche Zahl muß man um -l., vermindern, damit man f erhiilt? 

d) Welche Zahl muß mit 9,7 multipliziert werden, damit man 652,325 erhä.lt? 

e) Mit welcher Zahl muß man 5 ! multiplizieren, damit man { erhä.lt?

f) Welche Zahl muß man durch 17,29 teilen, damit man 1,3 erhä.lt? 
5 g) Durch welche Zahl muß man 31,4 dividil!J1ln, damit man - 6 erhä.lt? 

h) Welche Zahl liegt in der Mitte zwischen 527,2 und 916{?

i) Addiert man zu 33f eine Zahl, 80 erhä.lt man dasselbe wie bei der Subtraktion der glei: 

eben Zahl von 55 � . Wie heißt diese Zahl? 

k) Um welche Zahl muß man 427,96 vermindern, damit man das Dreifache der gesuchten 
Zahl erhä.lt? 

222. a) Die vierfache Summe des Doppelten und des Dreifachen einer Zahl ist gleich der Diffe­
renz des Siebenfachen dieser Zahl und 39. Wie heißt die Zahl? 

b) Welche Zahl ergibt versechsfacht 2f mehr, als wenn man sie halbiert?

c) Die Faktoren der Produkte 236,6 ·72,38 und 137,9· l l l,86 sollen alle so um den gleichen 
Betrag vermindert werden, daß die neuen Produkte gleich sind. 

d) Hä.ngt man an eine bestimmte Zahl eine 5 an, subtrahiert dann 9, hä.ngt danach eine 
3 an, addiert dazu 37 und dividiert die ganze bis jetzt erhaltene Zahl durch 52, 80 erhä.lt 
man l weniger als das Doppelte der ursprünglichen Zahl. Wie heißt diese Zahl? 

e) Multipliziert man eine Zahl mit 7, addiert eine 9 und hängt an diese Summe eine Null
an, subtrahiert dann 17, hä.ngt an das Ergebnis noch eine Null an, subtrahiert davon 30 
und dividiert diese Differenz durch 7, so erhä.lt man 200. Wie heißt die Zahl? 

f) Die erste Ziffer einer vierstelligen Zahl ist eine 5. Streicht man sie links weg und setzt
sie rechts an, 80 verringert sich der Wert der Zahl um 4410. Wie heißt die Zahl? 

g) Die letzte Ziffer einer dreistelligen Zahl ist eine 7. Streicht man sie rechts weg und setzt
sie links an, so ergibt sich eine Zahl, die um 2 größer ist o.ls das Doppelte der gesuchten 
Zahl. Wie heißt diese Zahl? 

h) Die Summe des 3. und 5. Teiles einer Zo.hl ist gleich der Differenz aus dem Doppelten 
der gesuchten Zahl und 11. Wie heißt die Zahl? 

21 
i) Addiert man zum Zähler des Bruches 40 eine Zahl und subtrahiert die Hä.lfte dieser 

gesuchten Zahl vom Nenner, 80 erhält man�. Wie heißt die Zahl? 

k) Der .Zähler eines Bruches ist um 12 kleiner als der Nenner. Vergrößert man den Zähler 
um 54, den Nenner um 6, so erhält man den reziproken Wert des gesuchten Bruches. 
Wie heißt der Bruch?
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223. a) Ein Kollektiv hat sich verpflichtet, in ainem Jahr eine Anzahl Aufbaustunden im 
Nationalen Aufbauwerk zu leisten. Wenn jedes Kollektivmitglied 30 Stunden arbeitet, 
80 wird die Verpflichtung mit 70 Stunden übererfüllt; hat jedes Mitglied aber nur 
25 Stunden geleistet, 80 fehlen noch 25 Stunden zur Erfülhmg der Verpflichtung. Wieviel 
Mitglieder hat das Kollektiv und zu wieviel Aufbaustunden hat es sich verpflichtet? · 

. l b) Aus emem Motorradtank, von dessen Inhalt 5 verbraucht war, wurden noch 2,4 l Ben-

zin abgela.ssen. Im Tank blieb ein Rest von ! des gesamten Inhaltes. Wieviel Liter
Benzin enthielt der Tank!

c) In einem Stromkreis fließt bei einer Spannung von 120 V ein Strom von 6 A. Welcher
Widerstand muß zugeschaltet werden, damit der Strom auf 2,4 A sinkt?

d) Wieviel kg Kupfer (ec .. = 9 kg·dm-8) und Zink (ezu = 7 kg·dm-8) benötigt man zu einer
Messinglegierung von 2 kg mit einer Dichte e = 8,5 kg · dm-8 ?

l 
e) Ein Facharbeiter benötigt zur Endmontage einer Apparatur 52 Tage, ein anderer für 

die gleiche Arbeit 7 Tage. Wieviel Tage brauchen beide zusammen, wenn der erste Ar­
beiter erst 2 Tage später als der zweite mitarbeitet?

f) Welchen Strom verbraucht eine 75-W-Glühbirne bei einer Spannung von 220 V?

g) Zum Entleeren eines Beckens benötigt eine Pumpe 4 h 30 min, eine andere 6 h 45 min. 
In welcher Zeit ist das Becken leer, wenn beide Pumpen gleichzeitig arbeiten?

h) Der zwischen den einzelnen Eisenbahnschienen vorhandene Schienenstoß verursacht ein
im fahrenden Zug wahrnehmbares taktmäßiges Aufschlagen der Räder. Wie groß ist
die Geschwindigkeit eines Zu

g
es in km· h-1, wenn die Strecke 30-m-Schienen hat und

35 Stöße in 30 s gezählt wurden? 

i) Ein Radrennfahrer habe eine durchschnittliche Geschwindigkeit von 42 km , h-1• Sein 
Verfolger, der im Zeitfahren l min später gestartet ist, hat ihn nach 28 min eingeholt. 
Berechne die durchschnittliche Geschwindigkeit des Verfolgers! 

k) Wieviel Liter 20prozentigen und 78prozentigen Alkohol braucht man zur Herstellung
von 5 l 35prozentigem Alkohol? 

:!:!4. l<'ür welche Werte von z gelten die Ungleichungen: 

a.) 4z<3 

2 1 1 1 

c) 3 - 2·Z<·iZ- .2 

e) 6(5x-7)>18z-42

2z - 1 X+ 6 
g)

-3-<�· 

i) (z t 3)2 < (z -3)1 

b) 3z-5>4

d) 4 z + l > 5 z + 3 

4 13 2 l f) -3 z -18 15 < 5 z + 6 ·:r

h) 2 + 3(z + l )  < 3 - � 
8 4 

k) 3z- l _ 13 -z > 7 z _ l l (z + 3)
5 2 3 6 
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9. Proportionen

9.1. Begriffserklärungen 
Um zwei Größen a und b miteinander vergleichen zu können, bildet man häufig deren 
Quotienten a : b ( oder in anderer Schreibweise: : ) und nennt diesen Quotienten das 
V erhiiltnis von a zu b . 
Die beiden Größen a und b heißen die Glieder des Verhältnisses. 
Sind a und bin gleichen Maßeinheiten angegeben, so ist das Verhältnis a: b eine un­
benannte Zahl. 

I 
Da jedes Verhältnis durch einen Bruch dargestellt wird, gelten für die Verhältnisse
die gleichen Rechenregeln wie für die Brüche. 

So dürfen z.B. die Glieder eines Verhältnisses mit derselben Zahl multipliziert bzw. 
dividiert werden, ohne daß sich dadurch der Wert des Verhältnisses ändert. (Beispiel: 
6: 8 = 12: 16 = 3: 4 usw.) Es ist jedoch üblich, Verhältnisse durch möglichst kleine
ganze Zahlen auszudrücken. 
BEISPIEL 1 

Die Geschwindigkeit des Sputnik II betrug ·etwa 8000 m/s, während die TU 104 eine Geschwin­
digkeit von etwa 900 km/h e"eicht. In welchem VerhäUnia stehen die beiden Geachwindigkeiun 
zueinander? 

Lösung: Um die beiden Geschwindigkeiten miteinander vergleichen zu können, werden sil' 
zunächst auf gleiche Maßeinheiten gebracht. 

Es sind 900km/h = 
900 km· 1000� h km = 250�.

S S 3600-h 

Das Verhältnis der beiden Geschwindigkeiten ist damit 

(gelesen: t>sp verhält sich zu v
'f
u wie 8000 zu 250). 

KürLt man dieses Verhältnis mit 250, um auf möglichst kleine ganze Zahlen zu kommen, so 
ergibt sich 

Vsp : VTU 
= 32 : 1. 

Sputnik II war demnach 32mal so schnell wie die TU 104. 
Werden zwei gleiche Verhältnisse zu einer Gleichung zusammengefaßt, so entsteht ei11e 
Verhältnisgleichung oder Proportion1). So läßt sich z.B. aus den beiden gleichen Vn-
1) proportio (lat.) Gleichmaß, Ebenmaß.
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hältnissen 1 : 32 und 250: 8� aus Beispiel 1 die Proportion 

1 : 32 = 250 : 8000 
(gelesen: 1 zu 32 wie 250 zu 8000) aufstellen. In allgemein�r Form schreibt man eine Proportion

I a:b=c:d I oder [BJ (54) 

Dabei werden die einzelnen Glieder nach ihrer Anordnung innerhalb der Proportionwie folgt benannt: 
l-- Außenglieder-,

Innenglieder \
i i ! a b c d 

l �
,------

------'! i l Vorderglieder Hinterglieder 
!1.2. Rechengesetze für Proportionen 
De. jede Proportion eine Gleichung zwischen zwei Verhältnissen ist, lassen sich alleProportionen nach den Gesetzen der Gleichungslehre umformen, ohne daß de.bei die Gleichheit der beiden Seiten verlorengeht. 
Multipliz1ert man die Proportion-} = : mit dem Hauptnenner bd, so tritt e.n die Stelle 
der Proportion (59) deren Produktgleichung 

la·d=b·cj. (55) 

I 
In jeder Proportion ist das Produkt der Innenglieder gleich dem Produkt der Außen­glieder. 

Proportion und zugehörige Produktgleichung sind einander vollkommen gleichwertig.�fit Hilfe der Produktgleichung läßt sich die Richtigkeit einer Proportion nachprüfen. 
IIEISl'IEL 1 

Zur Proportion 1: 32 = 250: 8000 (vgl. Abschnitt 9.1.) gehört die l'rod1iktgleichung

1 • 8000 = 250 · 32 
8000 == 8000. 

Da die Produktgleichung stimmt, muß auch die Proportion richtig sein und umgekehrt . 

. \us jeder Proportion lassen sich stets neue Proportionen herleiten, die untereinander 
völlig gleichwertig sinc1. Es gilt nämlich der Satz: 
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I 
In jeder Proportion darf man 

a) die Seiten miteinander vertauschen,
b) die Innenglieder untereinander vertauschen,
c) die Außenglieder untereinander vertauschen,
d) die Innenglieder gegen die Außenglieder vertauschen.

Aus der Proportion a : b = c : d folgt also durch Vertauschung der Innenglieder: 
a: c = b: d; durch Vertauschung der Außenglieder: d: b = c: a und durch Vertau­
schung der Innenglieder gegen die Außenglieder: b: a = d: c. 
Da alle diese Proportionen dieselbe Produktgleichung ad= bc besitzen, sind sie ein­
and�r gleichwertig. 

Daß die beiden.Seiten einer Proportion miteinander vertauscht werden dürfen, bedarf keiner 
weiteren Erläuterung. 

Schließlich bestätigt man noch durch die Bildung der Produktgleichung, daß mit der 
Proportion 

gelten. 

a+b c+d -
b
-=-

d
-

a:b=c:d 
auch 

a-b c-d -
b
-=-

d
-; 

(56) 

Die hier angeführten Formeln (56) heißen die Gesetze der korrespondierenden1) Addition 
und Subtraktion. 

BEISPIELE 

2. Für die Papierformate gelten folgende Standard.J: 

Klaue Reihe A Reihe l3 Reihe C Reihe D
0 841 • ll89 1000 • 1414 917 • 1297 771 • 1090 

l 594 • 841 707 • 1000 648 • 917 545 • 771 

2 420 · 594 500. 707 458 · 648 385 · 545 

3 297 • 420 353, 500 324 • 458 272 · 385 

4 210, 297 250 · 353 229 • 324 192, 272 

5 148, 210 176 • 250 162 • 229 136 • 192 

6 105 · 248 125 · 176 ll4 • 162 96 • 136 

7 74 • 105 88 · 125 81 • ll4 68 · 96 

8 52 • 74 62 • 88 57 · 81 48-68 

Für alle diue Papierformate giU für die Breite b und Höhe h das Verhältnis b : h ,,, l: V:!. 

3. Aus der Produktgleichung 3 • 8 = 4 · 6 laaaen aich u.a. folgende Proportionen bilden:

3:4=6:8 

8:4=6:3 

3:6=4:8 

8 : 6 = 4 : 3 U8U:. 

1) corrcspondere (lat.) entsprechen:
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1. p . 2u+3v 3m+4n
läß _,_1 • H'lf �--G �- , _____ ,,. -�---!. 1,e roporhon 2u _ 3v = 3m _ 4,n „ t """' mit , s...,., uetzea ...,r ,wrr-:,,v,-uire.,..,,.,-,. 

Addition und Subtraktion wie folgt verein/�: 

2u + 3v 
2u -3u 

3m + 4n 
3m-4n 

(2u + 3v) + (2u -3")' 
(2u + 3t·) - (2u - 3v) 

(3m + 4n) + (3m - 4n) 
(3m + 4n) - (3m -4n) 

4u 6m 
6v = """an

2u 3m 
a;,

= 4n • 

9.3. Fortlaufende Proportionen 

Mehrere gleiche Verhältnisse, z.B. 2: 3, 4: 6, 6: 9, 8: 12 usw., können in einer fort­
laufenden Proportion zusammengefaßt werden: 

2: 3 = 4: 6 = 6: 9 = 8: 12 oder 2 4 6 8 

3-6-9-12' 

,Jede fortlaufende Proportion läßt sich in eine Anzahl einfacher Proportionen aufspal­
ten, indem man jeweils zwei Verhältnisse aus der fortlaufenden Proportion heraus­
greift und diese einander gleichsetzt. So lassen sich aus der obigen fortlaufenden Pro­
portion u.a. folgende einfache Proportionen bilden: 

2:3=4:6 2:3=6:9 

4: 6 = 8: 12 

2: 3 = 8 : 12 4: 6 = 6 : 9 

6: 9 = 8: 12 

Für fortlaufende Proportionen hat sich noch eine andere Schreibweise eingebürgert, 
und zwe.r schreibt me.n die obige fortlaufende Proportion auch in der Form 

2: 4: 6: 8 = 3: 6: 9: 12. 

Dabei werden auf der einen Seite die Vorderglieder, auf der anderen Seite die Hinter­
glieder der Proportionen in der gleichen Reihenfolge niedergeschrieben. Es ist zu be­
achten, de.ß diese letzte Form eine auf einer Übereinkunft beruhende vereinfaphende 
Schreibweise der fortlaufenden Proportion ist, und daß diese Schreibweise nicht etwa. 
bedeutet, 2 durch 4 zu dividieren, den Quotienten dann durch 6 usw. 

BEISPIELE 

l. Die beidl;n Proportionen a : b = 4 : 5 und b : c = 5 : 6 kann man zu der fortlaufenden Pro· 
portion 
a:b:c=4:5:6 
zusammen/asaen. 

2. Aus der fortlaufenden Proportion x: y: z = 3: 5: 7 laasen sich u.a. /OVJende einfache Pro­
portionen bilden: 
x:y=3:5 x:z=3:7 y:z =5:7. 
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3. Um die ProportiUMn u: 11 = 2 : 3 ,  11 : w = 5 : 6 und w: :,; = 8 : 11 als /orll.au/ende Proportion

achreibe:n zu können, müssen die rwiten Seiten der einzelnen Proportionen erst so erweitert wer­
den, dafJ sie sich aneinander anschließen:
1L: V = 10: 15 
v: w = 15: 18 v: w = 60: 72

w::,; = 72: 99
1L : V : W : Z = 40 : 60 : 72 : 99,

9.4. Direkte Proportionalität

U: V = 40: 60
v:w=60:72
w::,; = 72: 99

Fährt ein PKW mit der konstanten Geschwindigkeit von 100 km/h auf der Autobahu
entlang, so besteht zwischen dem zurückgelegten Wegs und der Zeittein Zusammen·
hang, der in der folgenden Tafel zusammengestellt worden ist.
Tafel 2
t in 8 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

ainm 27,78 55,55 83,33 111,11 138,89 Hl6,67 194,44 222,22 250,00 277,78
Zwei zusammengehörige Werte von t und s stehen hier immer im gleichen Verhältni.,
zueinander: 

27,78 m: 1 s = 55,55 m: 2 s = 83,33 m: 3 s = ...
Allgemein gilt im vorliegenden Falle

s: t = c = 27,78 �.8 
Man sagt: Bei konstanter Geschwindigkeit ist der zurückgelegte Weg s direkt pro-·
portional zur Fahrzeit t.

I 
Besteht zwischen zwei Größen ein sachlicher Zusammenhang, so spricht man dann 
von direkter Proportionalität, wenn sich das Verhältnis von jeweils zwei zueinander·
gehörenden Werten nicht ändert. 

Die direkte Proportionalität zweier Größen wird durch das Zeichen - (lies: proportio­
nal) ausgedrückt.
Im einführenden Beispiel ist s- t, da für zwei beliebige zusammengehörige Werte vou
s und t immer gilt

s : t = c oder s = c , t .
Der Faktor c heißt Proportionalität.slaktor. ( Im Beispiel ist der Proportionalitätsfaktor
c die Geschwindigkeit v = 27,78 : .)
Mit s = c • t gilt für zwei zusammengehörige Wertepaare s1 

; t1 und s2 ; '2 auch s, = c · t,
und s2 = c , '2, woraus durch Division der beiden Gleichungen

folgt. Die direkte Proportionalität der beiden Größen s und t läßt sich demnach auch
in dieser Form ausdrücken.
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Das einfachste Kennzeichen der direkten Proportionalität ist, daß sich die eine Größe verdop­
pelt, verdreifaoht, ... , wenn man die andere Größe verdoppelt, verdreifacht, ... 
HEISPIELE 

für direkte Proportionalität: 
1. Der BruUoarbeitalohn List direkt proportional der Anzahl n der Arbeitaslunden. Der Proporti-0-

nalilätafaklor c ist dabei der Stundenlohn in MDNjh: L = c, n 

2. Die Auadehnung einer Feder LI s ist der Belastungszunahme LI p direkt proportional:
LI s = c, LI p (HooKEschea Gear.tz)

An merk  ti n g: Der Proportionalitätsfaktor c ist hierbei in gewissen Grenzen abhängig vom
Material wid von den Abmessungen der Feder.

3. Die Saatgutmenge M, ist direkt proportional der Größe F de8 zu bestellenden Felde.8: M, = c, F,

Proportionalilätafaktor c: benötigte Saatgutmenge in �! .
4. D,r Fahrpreis K bei der Eisenbahn ist direkt proportional der Fahrstrecke: K = c, s, wobei

c = 0,08 M!N (bei Benutzung der 2u:eiten Klasse Personenzug) ist.

5. Die Masse m eines 'h1m1ogenen Körpers ist direkt proportional seinem Volumen: m = e · V,

wobei der Proportionalitäta/aklor e die Dichte in � ist.cm 

!l.ö. Umgekehrte Proportionalität 
In der folgenden Tafel sind die Zeiten t in s zusammengestellt, die man benötigt, um 
Pine Strecke s = 100 m bei bestimmten Geschwindigkeiten zu durchfahren. 
'7'afel 3 
,, in km/h 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120 
t in e 36,0 18,0 12,0 9,0 7,2 6,0 5,1 4,5 4,0 3,6 3,3 3,0 
Da hier die t-Werte mit wachsender Geschwindigkeit v immer kleiner werden, kann 
keine direkte Proportionalität vorliegen. 
Dagegen ist in jedem Falle das Produkt aus je zwei zusammengehörenden v- und t­

W erten konstant:

km km km km 10 h , 36,0 s = 20 h, 18,0 s = 30 h, 12,0 s = 40 h, 9,0 s = .. -
Es gilt demnach allgemein 

V •  t = C, 

Man sagt: Die Fahrzeit t, die für eine bestimmte Strecke s benötigt wird, ist um­
gekehrt proportional der Geschwindigkeit v und schreibt dafür 

t - l

I 
Besteht zwischen zwei Größen ein sachlicher Zusammenhang, so spricht man dann 
von umgekehrter (oder indirekter) Proportionalität, wenn das Produkt von jeweils
zwei zueinander gehörenden Werten sich nicht ändert. 
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Sind t1 ; v1 und t2 ; v2 zwei zueinander gehörende Wertepaare der obigen Bewegung, 
so gilt 

woraus durch Gleichsetzen 

folgt. Demnach läßt sich die umgekehrte Proportionalität im obigen Beispiel auch wie 
folgt schreiben: 

11, : Vz = 'z : t1 

Das einfachste Kennzeichen der umgekehrten Proportionalität ist, daß sich die eine Größe ver­
doppelt, verdreifacht usw., wenn man von der anderen Größe die Hälfte, ein Drittel usw. nimmt. 

BEISPIELE 

für die umgekehrte Proportionalität: 

l. Die Zeit T, die für die Fertigstellung einer bestimmten Arbeit benötigt wird, iat (innerhalb be­
i

atimmter Gre'Tl,ZJ!,n) umgekehrt p,-O'JK)rtional der Anzahl n der Arbeitskräfte: T - n otkr
T · n = conet.

2. Bei konstanter Spannung U iat die BtromJJfiirke I dem Wideratand R umgekehrt prO'JK)rticmal:
I • R = U = conet. (OHMSches Gesetz )

3. Bei konstanter Tem-peratur iat da8 Volumen V einea eingeacAlouenen GaaBB dem Druclc p um­
gekehrt p,-O'JK)rtional: V • p = conet.

9.6. Proportionen als Bestimmungsgleichungen 

Sind drei Glieder einer Proportion bekannt, so kann man die Proportion als Bestim­
mungsgleichung für das fehlende vierte Glied auffassen. Dabei kann die unbekannte 
Größe auch an mehreren Stellen der Proportion auftreten. 

BEISPIELE 

l. Beatimmeza'U83:z=5:81

Lösung: Produktgleich�ng 5:i: = 24

z = 4,8 

2. Bestimme u a'UB (u + 5): u = 3: 2 .

Probe! 

Lösung: Auch hier führt der Weg über die Produktgleichung zum Ziel. Eleganter ist jedoch 
die Anwendung des Gesetzes der korrespondierenden Addition und Subtraktion:

'U, + 5 3 

-f

u+ 5-u 3-2=-2-

5 1 

-;-
=

2·

u = 10 Probe! 
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Proportionen, bei denen die Innenglieder gleich sind, heißen stetige Proportionen. Das 
gemeinsame Innenglied wird mittlere Proportionale genannt. 

BEISPIEL 8 

Wie lautet die mittlere Proportionale m der beiden ZaAfen a uml b? 

L ö s u n g: Die mittlere Proportionale m ist definiert durch die Proportion 

aus der 

folgt. 

a:m = m:b, 

m• = ab 

m = ± yäii 

Die mittlere Proportionale zweier Zahlen a und b wird auch geometrisches Mittel dieser 
beiden Zahlen genannt. 

Die Feststellung, daß zwischen verschiedenen Größen einer Aufgabe direkte bzw. um­
gekehrte Proportionalität herrscht, kann die Lösung der Aufgabe wesentlich er­
lc•ichtern. Dies zeigt 

BEISPIELE 

4. Welche Ma88e besitzt 1 km eine., DraAtu von 120 mm• QuerackniU, wenn 300 m eine., Dralues 
a'UB dem gleichen Material, jedoch mit 50 mm• Queracknitt die Maaae 30,2 kg besitzen. 

Lösung: Oberschle.g: Da der Draht, dessen MB88e gesucht ist , ungefähr die dreifache Lii.Dge 
und den doppelten Querschnitt des Vergleichsdrahtes besitzt , muß etwa die sechsfache :M&l!Ele 
herauskommen, also rund 2 00 kg. 

300 m Draht von 50 mm• Querschnitt besitzen 30,2 kg MBBse. 

b . 
30,2

kg 1 m „ 50 mm• e&1tzt 300 
(Direkte Proportionalität zwischen Linge und MB88e bei gleichbleibendem Querschnitt,) 

I m Draht von 1 mm• Querschnitt besitzt 3!
0

:!o 
kg Masse. 

(Direkte Proportionalität zwischen Querschnitt und Masse bei gleichbleibender Linge.) 

30 ,2 • 120
1 m Draht von 120 mm• Querschnitt besitzt 300. 50 kg M88Be. 

lkm „ 120mm1 

= 30,2 , 120 · 1000 kg = 241 6 kg m 300-50 

30,2 • 120 · 1000 
k 300 ·50, g 

Die M88Be von 1 km Draht mit dem Querschnitt 120 mm• beträgt also 2 41,6 kg. 
Bei einiger Obung läßt sich der L6aungsa.nsatz für derartige Aufgaben sofort in der end­
gültigen Form 

m 
== 30,2kg-120mm2 -1000m 

300m • 50mm2 

niederschreiben. 

12 Elementarmathematik 
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5. Ein Riementrieb beaitzt zwei Rieme118Cheiben mit den Durchmeaaern d1 und d1, von denen die
eine Scheibe die Umdrell'u:ngazakl n1 buitd. Wie gro/J iaC die UmdrehungazaAl 71s der zweiten
Scheibe! Welche Beziehung beaeekt zroi.,cAn den U,rukdw,ngazaklen und den Dureh.meuern der
Scheiben? 
Zal&lenbeiapiel: d1 = 120 coi, d1 = 50 om, n1 = 150 min-1

Lösung:  Der Umfa.ng des ersten Rades ist u1 = n · d1. Da. dieses Rad die Umdrehungszahl
n1 

besitzt, hat es eine Umfangsgeschwindigkeit 111 = n • d1 • n1. Entsprechend erhält man 
für die Umfangsgeschwindigkeit des zweiten Rades 11

1 
= n • d1 • n1• 

Da beide Riemenscheiben durch den Treibriemen miteinander verbunden sind, müBBen beide 
Umfa_ngsgeschwindigkeiten gleich sein: 

"1 = v. 
n • d1 • n1 = n · d1 • n1• 

Dieses Ergebnis läßt sich auch in Form einer Proportion- schreiben: 

d.h., die UmdrehunginaJiJ.en Bind umgebArl proporCional zu den Dureh.meaaern der Riemen­
aeh.eiben.
Aus dieser Proportion läßt sich die noch unbekannte Umdrehungszahl der zweiten Scheibe
ermitteln:

Mit den gegebenen Zahlenwerten ergibt aioh eine Umdrehungszahl 

n = 120cm · 150min-1 = 360min-1. 2 50cm 

6. Bei einem ZalmradgeCriebe greifen zwei ll4tk,, miC den Radien r
1 und r1 

ineinander, von denen 
daa erate z 10 daa zweiCe z

1 
ZäAne beaiezt. W elcke Beziehung lä/Jt Bieh. zwiaeAen den vier Größen 

r 1 , r 1 , z1 _und z1 au/8Cellen! 

Lösung: Die Umfänge der beiden Zahnräder sind 

Teilt man jeden Umfang duroh die zugehörige Zii.hnezahl, so erhält man die Teilkreisteilungen 
t1 und t

1 
der beiden Zahnräder: 

Bei ineinandergreifenden Zahnrädern mÜBBen die Teilungen gleich sein (warum?); folglich 
gilt 

woraus r
1
: r, = z1: z1 

folgt, d.h.: 
bei ineinandergreifenden Zah.nrädern verhallen Bieh. die Zä.l&nezah.len direkt proportional zu den 
Radien. 
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Ähnlich wie im Beispiel 5 läßt sich naohweisen, daß zwischen den Radien (und de.mit auch 
den Z&hnezahlen) und dein Drehzahlen umgekehrte Proportionalität herrscht: 

9.7. 

9.7.1. 

r1: r1 = n1 : n1 und z1: z1 = n1 : n1 • 

Prozentreehnung1)

Grundbegriffe 

Erklä r ung: 

I 
Ein Prozent (1 % ) einer Größe G ist der hundertste Teil von G. p Prozent (p%) 
einer Größe G sind p Hundertstel von G. 

Die Größe G wird dabei als Grundwert bezeichnet. Der Prozentwert P ist ein Teil des 
Grundwertes. Der Prozentsatz p gibt an, wieviel Hundertstel des Grundwertes dem 
Prozentwert entsprechen. Aus der Erklärung des Prozentsatzes folgt die für die ge­
samte Prozentrechnung grundlegende Proportion 

I p : 100 = P : G I 
Mit Hilfe dieser Proportion lassen sich alle Prozentrechnungsaufgaben lösen. 

9.7.2. Berechnung des Prozentsatzes 

BEI8PIBLE 

1. Wieviel Prozent von 1250 Bind 148?
Lösung:  Übersohlag mit gerundeten Größen:

150: 1200"" 0,12; also muß p"" 12 sein._ 

Genauer Wert von p: 

p: 100 = P:G

100-P 100· 148
P = -G- = . 1250 -
p = 11,84 (Vgl. Überschlag!) 

148 sind demnach 11,84% von 1250. 

(57) 

2. Während von 1200 Werkatikken, die der Arbeiter A anfertigte, 36 ata Awschuß gewertet wurden,
galten von 1400 Werkstücken, die der Arbeiter B anfertigte, 49 als AUIISchuß. Welche Leiatung
i8t die buaere 1
Lösung: Um die beiden Leistungen miteinander vergleichen zu können, berechnet man, 
wieviel Prozent A UBBchuß jeder der beiden Arbeiter fabriziert he.t:

p,, : 100 = 36: 1200 
3600 

p,, = 1200 = 3

Ps : 100 = 49: 1400
4900

p,, = 1400 = 3•5 

Die Leistung des Arbeiters A ist die bessere, denn er fertigt nur 3 % Ausschuß, während B 
3,5 % A1lll80huß fabriziert. 

1) pro centum (le.t.) für (vom) Hundert.
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9.1.8. 

BEI8l'IELE 

9. Proportionen

Berechnung des Prozentwertes 

1. Wielliel Bind 4% von 7248MDN? 

Lösung: P: 7248 = 4: 100 

P = 4 . 7248 = 289 92 100 ' 

4% von 7248 MDN sind demnach 289,92 MDK.

2. Rohbaumwolle wird in Ballen zu etwa 180 kg geliefert. Wieviel kg Garn kann man aus einem 
aokAen Ballen produzieren, wenn mit 6% Abfall gerechnet werden muß? 
Lösung: Da. mit 6% Abfa l l  zu rechnen ist, verbleiben für da.s Ga.m noch 94% von den 
180 kg eines Ballens. 

94 : 100 = 
P : 180 

p = 94 · 180 = 169 2100 ' 

Aus dem Ballen können mithin 169,2 kg Ga.m gesponnen werden. 

Für bestimmte Prozentsätze lassen sich die zugehörigen Prozentwerte sofort angeben: 

100% f;:, Grundwert 10% ist ein Zehntel des Grundwertes 
50% f;:, Hälfte des Grundwertes 5% ,, ,, Zwanzigstel „ 
25% ist ein Viertel des Grundwertes 33,3% Drittel 
20% ,, ,, Fünftel „ 12,5% Achtel 

9.7.4. Berechnung des Grundwertes 

BEISPIELE 

1. Im Jahre 1967 atudierten an den Hochachulen und UniverBitiiten der DDR 20660 Studentinnen. 
Das Bind 31 % aller Studierenden. Wie groß war die Anzahl der Studierenden in diesem Jahre? 
Lösung: Übemohla.g durch gerundete Werte: 31 % entspricht rund einem Drittel; a.lso müß­
ten etwa. 60000 Studierende a.n den Hochschulen und Universitäten immatrikuliert ge­
wesen sein.
Rechnung: 

31 : 100 = 2055 0 : G

G 
= 2055 0 · 100 = 6630031 

Im Jahre 1957 waren demnach 66300 Studierende a.n den Hochschulen und Universitäten 
der DDR immatrikuliert. 

2. In einer Produktionsplanung wird einem lndUBtriezweig die Auflage erteilt, im Jahr 108000
Stück <·iner Ware hr'rzuatellen. Dies bedeutet eine Steigerung um 181 % ge,geniiher der Jahrespro­
duktion von 1968. Wieviel Stück wurden 1968 hergeatelU? 
Lösung: Überschlag mit gerundeten Werten: Da. es eich um eine Erhöhung um 181 % ha.n·
delt, entspricht die mit 108000 angegebene Stückzahl 281 % der J a.hresproduktion von 1968, das 
ist rund da.s Dreifache. 1968 müeeen demnach etwa. 36000 Stück hergestellt worden sein. 
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Reohnung: 

281 : 100 = 108000 : G 
G = 108000. 100 "" 38400 281 

Im Jahre 1958 wurden rund 38400 Stück produziert. 
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3. Die VBrpaelcung eimr Warenaendung wird mit 12% des Bruttogewichte., veranachlagt. Wie gro/J
iat da, Bruttogewicht, wenn da, Nettogewicht 66 kp beträgt?

Lösung: Der Über11chlag sei dem Leser überlassen. 
Da vom Geaamtgewioht 12% für die Verpackung abgehen, verbleiben für das Nettogewicht
noch 88% des Grundwertes; folglich gilt 

88 : 100· = 66 kp: G 
G = 75 kp. 

Das Bruttogewicht beträ.gt demnach 75 kp. 

9.8. Promillerechn1111� 
Erklärung: 

I 
Ein Promille (1°/00) einer Größe G ist der t!f.usendste Teil von G. p* Promille einer 
Größe G sind p* Tausendstel von G. 

Auf Grund dieser Erklärung gilt für die Promillerechnung eine ganz ähnliche !Jf'Und­
legende Proportion wie bei der Prozentrechnung, und zwar ist 

I p*: 1000 = P: G I (58) 

Die Promillerechnung wird meist da angewandt, wo es sich um sehr kleine Prozent­
sätze handelt. 
Jeder Prozentsatz kann in Promille umgerechnet werden und umgekehrt: 

1 % = 100/00 10/
00 

= 0,1 % 
BEISl'IEI, 

Bei einer zwei Stunden nach einem VerkehrBUnfall durchgeführten Blutprobe wurden bei einem
Kraflfahrer in 120 g Blut 95 mg Alkohol Jutge&tellt. Welche Alkoholkonzentration lag zur Zeil
du Unfalla v01>, wenn der Körper je Stunde 0,120fo

0 
Alkohol ausscheidet? 

Lösung: p•: 1000 = 0,095 g: 120 g 
p• = 0,7!) 

Zur Zeit der Untersuchung betrug die Alkoholkonzentration demnach 0,79°/00
• Hinzu kom­

men weitere 0,24°/00 , die in der Zeit zwischen Unfall und Unter11uchung bereits ausgeschieden 
worden sind, so daß der Fahrer zur Zeit des Unfalls mit 1,036/

00 
unter erheblicher Alkohol­

einwirkung stand. 
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9.9. Zinsrechnung 

Zinsen sind ein prozentualer Anteil, den die Spe.rke.ssen jedem Spe.rguthe.ben ne.ch 
einer gewissen Zeit gutschreiben. Der Prozentsatz p, der bei der Berechnung der Zin­
sen Z angewendet wird, heißt Zinsfuß. Die Sparsumme, die verzinst wird, heißt Grund­
betrag G. 
Da die Zinsrechnung im Prinzip eine Aufgabe der Prozentrechnung ist, werden die 
Jahruzimm wie in 9.7.1. aus der grundlegenden Proportion 

I p: 100 = Z: G I (59) 

ermittelt. 
ZiDsen für Bruchteile eines Jahres werden als entsprechende Bruchteile der Jahres­
zinsen berechnet, wobei unabhängig von der wirklichen Länge des Monats 1 Monat 
= 30 Tage und 1 Jahr = 360 Tage zu setzen sind. 
Die Zinsen für mehrere Jahre werden aus den Zinsen für ein Jahr durch Multiplikation 
mit der Anzahl t der Jahre ermittelt, so de.ß die Zinsen Z bei einem bestimmten Pro­
zentsatz (Zinsfuß) p proportional zum Grundbetrag G und zur Anzahl t der Je.hre 
sind: 

(60) 

De.bei ist nicht berücksichtigt, daß die nach Ablauf eines Je.hres gutgeschriebenen Zinsen eben­
falls wieder verzinst werden. Die dadurch entstehenden te.teä.chliohen Zinsbeträge können hier 
nicht bereohnet "'Verden. Dies ist eine Aufgabe der Zineeszinereohnung. 

BEISPIELE 

1. Wieviel betragen die jährlichen Zinsen für 1500 MDN bei 3% Verzinaung?
Lösung: p: 100 = Z:G

Z = p, G = _ 3 · 1500 MDN = 45 MDN 100 100 

1500 MDN bringen bei 3% Verzinsung im Jahre 45 MDN Zinsen. 

2. Ein Darl,e.hen von 8000 MDN tuUrde nach 80 Tagen zurückgezahlt. Wieviel ZiMen aind zu
mhlen., wenn u mit 5% verzinat tuUrde?

Lösung: Für die Jahreszinsen ergibt sich
5: 100 = Z : 8000 MDN 

Z = 400MDN. 

Die J e.hreezineeq betragen 400,-MDN. De. das Darlehen nur 80 Tage in Ans pruoh genommen 
wurde, eind nur :! dieses Betrages zu zahlen; de.e sind 88,89MDX.

3. Zu. welchem Zina/ufJ wurde ein Darlehen von 3600 MDN verzinat, wenn nach 8 M cmat..11
3720 MDN zurückzuzahlen waren?
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Lösung: Da es aich bei den 120 MDN Zinsen nicht um Jahreszinsen handelt ,  empfiehlt 
es Bioh , von der Zinsformel (60) auszugehen: 

Z =
G·p·t 

100 
lOO·Z 100· 120 

p
= 

<F:t = 3600·!_ = 
5

" 12 

Du Darlehen wurde mit 5 % verzinst . 

4. Wie lange wurde ein Darlehen von 7500 MDN mit 4 % verzinat, wenn 7625 MDX zu zahlen waren? 
Lös ung: Aus der Zinsformel (60) folgt 

lOO·Z 100· 125 
t =

�
= 

7500·4 
5 

t 
= 12· 

Du Darlehen wurde 5 Monate ausgeliehen . 

,\l"FGABEN 

(Bruoh kürzen!) 

225. Gib folgende Verhältnisse in kleinsten ganzen unbenannten Zahlen an:

a) 54: 81 b) 57: 38 c) 11961: 2991 

e) 10min 38e: 11 min 7 e 2 4 f) 3=5 

h) 4,13 me-1: 4,72 me-1 i) 3,87 hl: 473 l 

220. Bilde aus jeder der folgenden Gleiohungen 8 Proportionen: 
a) 2 • 9 = 6 • 3 b) 3. 81 = 9. 27 
c) 3a = lib d) 0,3z = 0,7y 

e) 12 m • 7,a = 2lm · 4,a f) ab= zy 

d) 

g) 

k) 

3,36 m: 1,4 m 
1 1 84 :52 

2,64 kg : 2970 g 

g) 111 Vii; = 111 'Vhi ' h) (11 + b) (a - b) = a• - b• 
i) I,R, = /1R1 k) a1tl = a1 1f 

227. Vereinfache folgende Proportionen durch Kürzen: 
a) 111: 111 = 32: 48 b) Z1: Z1 = 2,66 km: 1520 m 
o) i1: i1 = 102 mA: 0,255 A d) r1: r1 = 3806 mm: 311,4 cm 
e) n1: n1 = 693: 847 f) t1: t. = 22,2 e: 59,2 s 
g) R1: R, = 0,4 Mil: 76 kll h) ..11. 1: A1 = 4032 ha: 52,92 km• 
I) m1:.m1 =4,4ldt:63kg k) U1:U1 =220V:220kV 

228 Prüfe die Riohtigkeit der folgenden Proportionen: 

a) 8 : 15 = 48: 90 b) 23: 16 = 254 : 176 

o) 33,8 : 11,7 = 5,2 : 1,8 

e) 15,8 : 4,9 = 0,79 : 0,24 

4 3 d) 7 : 8 = 32 : 21

f) 555,6 : 231,5 = 93,73 : 36,05 
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) 208 . 32 = 34 . 221 g 7 • • 7 

i) 657,4: 207,6 = 12,291 : 4,338 

229. Berechne die 4. Proportionale: 
a) 9: 8 = 27: X
o) 0,8:z:: 4,9 = 7,2: 3,5

5a2 b2 lOab 4a x e) 2c2d2 : -c-= 7cd: 14
12u2 9uw 2v x 

g)
-,;,w: 14118 = 3u8w2: 1'2 

i) 12,25 : X = X : 4

25 h) 3: 5 = 5: 3 

88 56 k) 7: 8 = 8 :  11

b) 36:5:z: = 9:35
d) 92,4: 13,2 = 0, 75 X: 4,5

.! 2. -�·� f) 4 a · :i: - 6 a · 3 
27m2 3z 18m' 2m2 

h) 10n2 : m 
= 5 n• : 

n

2,5a2 ob•k) �: X= X : 6a4

230. Berechne x unter Verwendung der korrespondierenden Addition und Subtraktion: 
a) 24::z:=17:(z-5) b) (15+z):8=z:5
c) (z -27): 2 = x: 5 d) (13 + z): (13 -z) = 5: 3 
e) (24 -z) : 48 = x: 24 f) 12: x = 18 : (z + 4) 
g) (15 + z) : (15 -z) = 3 : 2 h) (26 - z): 5 = (26 + z) : 8 
i) (3z + 4): (3z -4) = 2: 1 

231. Wieviel Prozent von 
a) 120 sind 30?
c) 70 t sind 6,3 t?
e) 5 k!l sind 400 Q?
g) 220 kV sind 176 V?
i) 930 hl sind 6000 1? 

k) (2z - 7): 13 = (2z + 7): 26 

b) 6400 MDN sind 704 MDN? 
d) 37,5 kg sind 1500 g?
f) 3 A sind 72 mA ? 
h) 580 m sind 6,50 m ? 
k) 495 °C sind 14,3 °C T 

232. o.) Von 29 Studierenden einer Ingenieursohulkl&BBe stammen 19 von Arbeitern und Bauern,
6 von Angestellten und 4 von Selbständigen. Wie ist die prozentuale Verteilung? 

b) Im Rahmen der Durchsetzung des „Grü.nen Planes" wurden in Westdeutschland bisher 
363960 Ba.uernwirtsche.ften aufgegeben; und zwar 
137000 von den 604000 Betrieben zwischen 0,5 und 2 ha, 
166200 ,, ,, 725000 2 „ 5 ha und 

60750 ,, ,, 405000 5 „ 10 ha. 
Bestimme den Prozentsatz der ruinierten Wirtschaften der einzelnen Gruppen!

c) Zwei Arbeiter erhalten je 688,- MDN monatlichen Bruttolohn. Ale Lohneteuer werden
dem älteren, der verheiratet ist und zwei Kinder hat, 67 ,40 MON, dem jüngeren, der ledig 
ist, 115, 10 MDN abgezogen. Bestimme den Prozentsatz der Lohneteuer für beide Arbeiter! 

d) Wieviel Prozent Alkohol besitzt eine Mischung von 165 cm• Alkohol und 782 cm• We.eser?
e) Ein Arheiter erhält einen mone.tliohen Nettolohn von 582,- MDN und spart de.von

(H. MDX: <'in anderer Arbeiter spart von seinem 755,- MDN betragenden Nettolohn 
monatlich 71 ,- MDN. Bestimme den Prozentso.tz der beiden Sparbeträge! 

f) Wieviel Prozent Kristallwe.eser enthält kri,111.lline Potte.sehe, wenn 39, 120 g einen Glüh· 
rückstand von 31,044 g ergeben? 
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g) Die Gesa.mtza.hl der Besucher und die Anza.hl der Vorstellungen in den Theatern der 
DDR wuchs von 13957800 in 25851 Vorstellungen in der Spielzeit 1950/51 auf 16020908
Besucher in 30621 Vorstellungen in der Spielzeit 1959/60. Bestimme den Prozentea.tz
der Steigerung der Besucherza.hl und den der Anzahl der Vorstellungen!

h) Eine Kohle enthält 9,75% Feuchtigkeit. Wie groß ist der Aschegehalt der Kohle, bezogen
auf die Trockensubstanz, wenn 53,4 mg feuchter Kohle einen Veraschung&riicksta.nd
von 2,95 mg ergeben?

i) Bestimme die prozentuaJe Zusa.mmensetzung des Kohlendioxids C02 (Atomgewicht
von C: 12,01; von O: 16) 1 

k) Welche Konzentration erhält ma.n, wenn man 7 kg 60prozentige und 33 kg lOprozen­
tige Sa.lzsäure mischt? 

233. Bestimmung des Prozentwertes. Berechne:

a) 53 % von 678 MDN b) 122% von 1456 kg

c) 11,5% von 34200 t d) 41,4% von 6362 ha

e) 26,4% von 374 m f)  17,75% von 484 Stück 

g) 8,7% von 912 MDN h) 2,4% von 57,2 hl 

i) 0,3 % von 156 MW k) 181 % von 873000

:?:J4. a) Eine Prüfungsarbeit werde bei richtiger Lösung mit 60 Punkten bewertet. Die Noten 
werden nach folgender Skale festgelegt: 

:?:JJ. 

0 ··· 39,9% der Gesa.mtpunktza.hl: Note 5 
40 .•. 54,9% ,, 4 
55 ... 74,9% ,. 3 
75 ... 93,9% ,, 
94 ···100 % ,, 

2 

Berechne die zugehörige Pwikteskale (gerundet)! 

b)" Drei Landwirtschaftliche ProduktionsgenoBBenscha.ften haben sich zu einer LPG mit 
4163 ha Gesamtfläche zusa.mmengeschlossen; da.von sind 47% Ackerland, 28% Wiesen 
und Weiden, 19% Wald, der Rest Wege, Baugelände und Sumpf. Wie groß sind die 
einzelnen Anteile? 

c) An den Fachschulen der DDR studierten 1958 110073 Studenten. 1960 ist ihre Zahl
auf 155,64% angewachsen. Wieviele studierten 1960?

d) Der Anteil der weiblichen Studierenden von den 66027 im Jahre 1959 an den Hoch­
schulen und Universitäten der DDR im Direktstudium immatrikulierten Studenten be­
trug 32,62%. Wieviel Frauen und Mädchen studierten 1959?

e) Vier Siemens-Martin-Ofen benötigen eine tägliche Erzmenge von 9200 t, woraus 20%
Roheisen gewonnen wird. Wie groß wird die tägliche Produktionsleistung, wenn noch
zwei weitere Ofen in Betrieb genommen werden?

Berechne den Grundwert: 

a) 885 Stück Q 121% b) l 40,42MDN" .,,.... 17% 

c) 690 m Q 149% d) 8117,5 kg Q 324,7% 

e) 294,528 ha .,,.... 38,4% f) 169,6MDN Q 212 % 

g) 226,8MW Q 189% h) 75,69 g Q 87% 

.i) 183 642 Einwohner Q 254 % k) 58,11 hl � 103,4% 
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236. Bel'90hne die Zinsen von: 
a.) 

b) 

o) 

d) 

e) 
f) 

g) 

h) 

i) 

k) 

10. 

10.1. 
10.1.1. 

763500 MDN zu 4,5% in 1 Jahr 
8953,50 MDN „ 12% ,, 1 " 

56,SOMDN 4,2% ,, 3 
·.;r

" 

7165,50MDN ,..!..% 1 
" 3 "7,, 

69547MDN „ 14% ,, 4 Monaten 
SOMDN „ 5% " 6 

250MDN „ 4% " 2 12 Ta.gen 
240MDN „ 2,5% ,, 18 

16200MDN „ 3,5% ,, 2 Jahren 3 Monaten 22 Ta.gen 
24MDN „ 5% " 3 6 

Lineare Gleichungssysteme 

Lineare Gleichungssysteme mit zwei Unbekannten 
Begrlffserklllrungen 

Eine lineare Gleichung mit zwei Unbekannten läßt sich stets in der Form 
I az+b11 = c J (61) 

schreiben. Dabei bedeuten a, b und c beliebige, abM /eate Zahlen, während :,; und y 
die beiden Unbekannten darstellen, die bestimmt werden sollen. Da die Gleichung 
linear sein soll, dürfen die beiden Unbekannten :,; und 11 nur einzeln und nur in der 
ersten Potenz auftreten. 
I Ein Zahlenpaar z; 11, de.e die Gleichung (61) erfüllt, heißt Lösung dieser Gleichung. 
Eine Gleichung mit zwei Unbekannten besitzt unendlich viele Lösungen, denn man 
kann für die eine Unbekannte einen ganz beliebigen Zahlenwert annehmen und die 
andere Unbekannte dann so bestimmen, daß die Gleichung erfüllt ist. 
BEISPIEL 

Die Gleichung 3:,: + y = 15 be..ritzt u.a. die /ol,genden Löningen: 

:,: = 0, y = 15 
:,: = 4, y = 3 

:,: = 1, y = 12 
:,: = 5, y = 0 

und noch unendlich vtele andere LÖB'Ungen. 

:,: = 2, y =-9 
:,: = 6, y = - 3 

:,: = 3, y = 6 
:,: = - 22,5, y = 82,5 

Um die beiden Unbekannten:,; und 11 der Gleichung 3z + 11 = 15 eindeutig bestimmen 
zu können, muß noch eine zweite Gleichung vorhanden sein. 
Besteht beispielsweise neben der Gleichung 3:,; + y = 15 nooh die zweite Gleichung 

5:,;- 6y= 2, 
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so gibt es auch für diese zweite Gleichung unendlich viele Lösungen, von denen einige 
in der naohfolgenden Wertetabelle zusammengestellt sind: 

X 0 1 2 

4 
3 

3 

13 
6 

4 

3 

6 

23 
6 

6 

14 
3 

usw. 

Die J,ösungen dieser zweiten Gleichung sind im allgemeinen von denen der ersten Glei­
chu�g verschieden bis auf ein einziges Wertepaar, nämlich z = 4; y = 3, das beide 
Gleichungen gleichzeitig erfüllt. 
Di�es Wertepaar heißt Lösung des linearen Gleichungssystems mit zwei Unbekannten 

l 
3z + y = 15

1 
5x-6y= 2. 

Die beiden senkrechten Striche, in die das Gleichungssystem eingeechlo886n wurde, solien an­
deuten, daß diese beiden Gleichungen a.ls zusammengehörig betrachtet werden sollen und da.ß die 
gemeinsame Lösung dieser beiden Gleichungen zu bestimmen ist. 
Aus diesen Oberlegungen geht hervor, daß zur eindeutigen Bestimmung zweier Un­
bekannter stete zwei Gleichungen erforderlich sind, die zu einem Gleichungssystem zu· 
sammengefaßt werden. 
Das Auflösen eines linearen Gleichungssystems 

I 
al X + b1 y = C1 11
a2 x+b2 y=c2 

(62) 

läuft darauf hinaus, eine der beiden Unbekannten zu beseitigen (zu eliminieren), so 
daß nur noch eine Gleichung mit einer Unbekannten übrigbleibt. 

10,1.2, 

10.1.2.1. 

Numerische Lösungsverfahren filr lineare Gleichungssysteme 
mit zwei Unbekannten 

Das Elnsetzverfahren 

Beim Einselzverfahren wird eine der beiden Gleichungen nach einer Unbekannten auf­
gelöst. Der entstehende Ausdruck ist dann an Stelle dieser Unbekannten in die andere 

• Gleichung einzusetzen. Dadurch entsteht eine neue Gleichung, die nur noch eine Un-
bekannte enthält.

BEISPIEL 

Daa Gleichungnystem 

! 3z + y = 16
1 : 6z-6y= 2 

ist mit Hü/e du Einselzver/ahrens zu lösen. 

Lösung: Ma.n löst hier vorteilhaft die erste Gleichung nach y auf: 
(a) y = 16 - 3z 
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und setzt diesen Wert in die zweite Gleichung ein: 

5z.:... 6, (15 - 3z) = 2 .
De.raus folgt z = 4. 
Den zugehörigen Wert der anderen Unbekannten erhält man, indem man den gefundenenWert z = 4 in eine der beiden gegebenen Gleichungen oder zweckmäßiger in (a) einsetzt: 

y = 15 - 3 .4 
y = 3 .  

Probe: 3 • 4 + 3 1 15 
12 + 3 = 15 

5,4-6,3 1 2 
20 - 18 = 2 

Das Zahlenpaar z = 4; y = 3 erfüllt beide Gleichungen. Demnach ist z = 4; y = 3 die Lö·sung des Gleichungssystems. 
Bei einem Gleichungssystem mit mehreren Unbekannten ist die Probe stets e.n allen 
Ausgangsgleichungen durchzuführen. (Warum 1) 
Das Einsetzverfahren eignet sich vor allem dann, wenn sich eine der beiden Gleichun· 
gen auf einfache Weise nach einer Unbekannten auflösen läßt. 
Das Einsetzverfahren wird gelegentlich auch Sttbstitutionsverfahren1) genannt. 
Hl.t.2.2. ,Das Gleichsehverfahren 
Das Gleichsetzverfahren ist eine Abart des Einsetzverfahrens. Man löst beide Gleichun­
gen nach derselben Unbekannten auf und setzt die so entstehenden Ausdrücke einander 
gleich. 
BEISPIEL 

Das Gleichungssystem 

1.3z + y = 151; 5x-6 y = 2 
ist nach dem Gleichsetzverfahren zu lösen. 

Lösung: . .\urlösen der ersten Gleichung nach y: 
Auflösen der zweiten Gleichung nach y: 

y = 15 - 3x; 
5 l y = 6z- :f"

Die heiden Ausdrücke für y müssen miteinander übereinstimmen: 
5 l l.i - 3z -6.z- 3

X c 4. 
Die zweite Unbekannte ermittelt me.n e.m besten aus einer der beiden nach y umgestelltenG leichnngen: 

y = 15 - 3 · 4 
y = 3. 

Probe siehe Beispiel aus 10.1.2.1. ! 
1) substituere (lat.) einsetzen.



10.1. Lineare Gleichungssysteme mit zwei Unbekannten 189 
Das Gleicheetzverfahren eignet eich vor allem dann, wenn sich beide Gleichungen möglichst einfach nach ein und derselben Unbekannten auflösen lassen. 
10.1.2.8. Das Additionsverfahren 
Beim Additionsverfahren multipliziert man die beiden Gleichungen mit geeigneten Faktoren, so daß eine der beiden Unbekannten herausfällt, wenn man die neuen Glei­chungen addiert. 
BEISPIEL 

Das Gleichungssyl/Um 
l 3z + y = 151 5z - 6y = 2 

ist mit Hilfe des Addition8Verfakrena zu lösen. 
Lösung: Multipliziert ma.n die erste Gleichung mit 6, so werden die Koeffizienten ,·on y in beiden Gleichungen entgegengesetzt gleich. Es entsteht so das neue Gleichungssystem 

l 18z + 6y = 90 I · 
5z - 6y = 2 

Addiert man die Seiten der beiden Gleichungen, so ergibt sich 
23z = 92 

z = 4. 
Mit z = 4 erhält man schließlich y aus einer der beiden Ausgangsgleichungen. 

Das Additionsverfahrrn eignet sich besonders dann, wenn eine der beiden Unbekannten in beiden Gleichungen bereits den gleichen Koeffizienten besitzt, oder wenn es sich durch eine einfache Multiplikation einrichten läßt, daß eine Unbekannte in beiden Gleichungen den gleichen Koeffizienten erhält. 
10.1.2.4. Bemerkungen zu den drei Lösungsverfahren 
Bei jedem Lösungsverfahren wurde angegeben, welche Gleichungssysteme sich damit vorteilhaft lösen lassen. Ein allgemeingültiges „Rezept", in welchem Falle dieses oder jenes Lösungsverfah­ren am günstigsten anzuwenden ist, kann nicht gegeben werden. Nur wer eine große Anzahl von Aufgaben systematisch durchgerechnet hat (dabei möglichst zu­nächst einmal jede Aufgabe mit jedem der drei Verfahren), wird auf Grund seiner Erfahrungen bei einem gegebenen Gleichungssystem sehr. schnell den dafür am besten geeigneten Lösungsweg finden. Grundsä.tzlich sei jedoch betont, daß jedes der drei Verfahren zum Ziele führt. 
10.1.s. Die Lllllbarkelt von linearen Gleichungssystemen mit zwei Unbekannten 
l':-oll ein lineares Gleichungssystem mit zwei Unbekannten gelöst werden, so können drei Fälle auftreten. 
1. FaU: l 2z + 3y = 121 2x- 3y= 0 
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Das Gleichungssystem ist eindeutig lösbar und hat die Lösung 
z=3; y=2. 

2. FaU: 12z+3y = 1214z+6y=24 
Dieses Gleichungssystem besteht nur formal aus zwei Gleichungen, denn die zweite Gleichung sagt dasselbe aus wie die erste. ( Sie geht aus der ersten durch Multiplikation beider Seiten mit 2 hervor.) Man nennt zwei derartige Gleichungen linear abhängig voneinander. Da in diesem Falle im Grunde genommen nur eine Gleichung mit zwei Unbekannten vorhanden ist, muß das Gleichungssystem unendlich viele Lösungen besitzen, so u. a. 

X= 3; y = 2 x = O; y = 4 x=6; y=O usw. 
Der Versuch, ein lineares Gleichungssystem mit zwei voneinander abhängigen GleichUDgen mit 
Hilfe eines der drei Lösungsverfahren zu lösen, führt immer auf eine identische GleichUDg, in 
der die Unbekannten nicht mehr auftreten. So führt z.B. das Additionsverfahren (Multiplikation 
der ersten Gleichung mit -2) auf die Identität 

0 == 0. 

1
2z+3y=l2,1. 4x+6y=30 

3. Fall: 

In diesem Falle sind zwar zwei voneinander unabhängige Gleichungen gegeben, die beiden Gl,eichungen widersprechen jedoch einander. Während nämlich nach der ersten Gleichung 2z + 3y = 12 sein soll, müßte nach der zweiten Gleichung 2x + 3y = 15 sein. Das ist aber nicht möglich. Ein derartiges Gleichungssystem, bei dem die beiden Gleichungen einander wider­sprechen, kann keine Lösung besitzen. 
Der Versuch, ein solches Gleichungssystem zu lösen, führt stets auf eine Ungleichung. So liefert 
z.B. das Additionsverfahren (erste Gleichung mit - 2 multipliziert) die Ungleichung

O=t=6. 

De.mit gilt: 

I 
Ein lineares Gleichungssystem mit zwei Unbekannten liefert im allgemeinen eine eindeutige Lösung. Sind die beiden Gleichungen des Systems linear abhängig voneinander, so existiert keine eindeutige Lösung, In diesem Falle gibt es unendlich viele Lösungen. Stehen die beiden Gleichungen im Widerspruch zueinander, so gibt es keine Lösung. 

10.1.4. Schwierigere Gleichungssysteme 
Ist ein Gleichungssystem mit zwei Unbekannten nicht von vornherein in der „Normal­form" i a1 X+ b, y = C1 1I a

2 z+b2y = c2 



10.l. Lineare GleichUDg1111ysteme mit zwei Unbekannten 191 

gegeben, so bringt man es meist zu.nächst auf diese Form und löst es dann mit einem 
der drei Lösungsverfahren. 

BEISPIELE 

l. 
1 

(z + 2) (y - 1) = (z + 6) (y - 2) 
(z - 4) (y + 7) = (z - 3) (y + 4) 

Lösung: Durch Ausmultiplizieren und Ordnen wird zunächst die Normalform hergestellt: 

woraus 

folgt. 

I 
z - 3 y  = - 8

1 · 3 z  - y = 16 

z=7 

Probe: 9.4 j 12·3 
36 = 36

3 • 12 1 4. 9 
36 = 36

2. 
l 

5(z - 2) - 3(y - 1) = 0 
1 

2(z - 2) + 7(y - 1) = 0 

Beide Proben stimmen. 

Lösung: Durch Ausmultiplizieren könnte man das Gleichwigssystem zunächst wieder auf 
die Normalform bringen. Da aber die Unbekannten in beiden Gleichungen in denselben 
Verbindungen z - 2 bzw. y - 1 auftreten, kann man auch sofort das Additionsverfahren 
anwenden und daduroh eine Unbekannte eliminieren: 

1 
5(z - 2) - 3(y - 1) = 0 

, 
• 7 

2(z - 2) + 7(y - 1) = 0 • 3 

l 
36(z - 2) - 2l(y - 1) = 0 

1 
+

6(z - 2) + 21 (y - l) = 0 +

4l(z - 2) =0 

z-2=0

:z:=2

[vgl. Formel (6) auf Seite 66!] 

y wird am besten aus einer der Ausgangsgleichungen berechnet: 

5(2 - 2) - 3(y - 1) = 0 
- 3(y - 1) = 0 

y-1=0

y=l 

3. (u + 11): (u + l): (9 - 11) = 3: 2: 1 

Probe! 

Lösung: Zerlegung der fortlaufenden Proportion in zwei Einzelproportionen: 

1 
(u + 11) : (u + 1) = 3 : 2

1 
(u + 1): (9 - 11) = 2: 1 

Produktgleiohungen: 

l 
2(u + 11) = 3(u + 1) j 

u + 1 = 2(9 - 11) 
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Ausmultiplizieren und ordnen: 

- u + 2v = 3
1

u + 2v = 17 

Addition: 4v = 20 
t1 = 5 

Probe : 12:8:4=3:2:l 

u=7 

Probe stimmt. 

4. 3:,; - 2 y +- 8 _ 2 
z-4-y-2-

5. 

z+l
+

y-7=2 
z-3 y+l 

Lösung: Beseitigung der Brüche durch Multiplikation mit den Hauptnennern: 

1 (3z - 2) (y - 2) - (y + 8) (z -4) = 2 • (z -4) (y -2) 1
(z + 1) (y + l) + (y - 7) (z -3) = 2 · (z -3) (y + 1) 

Ausmultiplizieren der Klammem und ordnen: 

1 
- 10:,; + lOy = - 20 

1 
: 10

- 8z + 4y = - 28 : (- 4)

-x+y= -21+ 
2z - y = 7 +

Z=5 

a:z: + bu = a• + 2ab - b• 
1 

· a 
bz - ay = b• + 2ab - a• · b 

Probe! 

Lösung: Additionsverfahren (die Erweiterungsfaktoren stehen bereits neben dem Glei-
chungssystem): -

I a.•z + aby = a• + 2a•b - ab" Ib'z - aby = b8 + 2ab1 - a•b

a•x + b"z = a8 + a•b +ab•+ b" 
z(a1 + b1) = a.1 + a•b + ab• + b1 

a• + a•b +ab'+ b" X= 
a1 + b1 

Durch partielle Division läßt sich dieses Ergebnis nooh weiter vereinfachen zu 

X= G + b. 

Setzt man diesen Wert für:,; in die erste Gleichung ein, so ergibt sich 

a• + ab + by = a• + 2ab - b1 

by = ab - b• = b(a - b) 
y = a - b. 



6. 

10.1. Lineare Gleichunguyst.eme mit zwei Unbekannten 193 

P r o b e: a(a+b)+b(a-b) 
1 

a2+2ab-b' 
a• +ab+ ab -b2 a• + 2ab -b' 

a• + 2 ab -b' = a• + 2 ab -b1 

Die Probe stimmt. 

�+- 11--= l 
x+m y+n 

_11 __ �= 2 
.z+m y+t1 

b(a + b) -a(a - b) 
ab + b2 -a• + ab 

b2+2ab-a2 

b' + 2ab -a• 
b2 + 2 ab - a• sc b2 + 2 ab - a• 

Lösung: In diesem Beispiel würde die Multiplikation mit dem Hauptnenner auf sehr um­
ständliche Gleichungen führen. Da die Unbekannten hier wieder nur in ganz bestimmt.en Ver-

bindungen, nämlich -+
1 

und -+
1 

auftreten, kann sofort das Additionsverfahren an-.z m .z 11  
gewendet werden (vgl. Beispiel.21). 

� +- 11--= 1 .z+m y+11 ·m 

-11--� = 2 ·11 .z+m y+11 
m• m11 

--+- -- = m + .z+m y+11 
n2 mn ------=211 + .z+m y+11 

m_• + 111 

= m + 2 11 .z + m 
m• + 111 

.z -1- "'
= 

m + 211 

m• + n• m• + 11• -m• -2 m 11 
.z

= 

m+2n-m = 

m+211 

.z = 11(11- 2m) 
m + 2 n 

Statt y dadurch zu berechnen, daß man den gefundenen WerL für .z in eine der beiden Aus­
gangsgleiohungen einsetzt, wird es einfacher, wenn man das Additionsverfahren ein zweites 
Mal anwendet, um .z ,u eliminieren (Multiplikation der ersten Gleichung mit 11, der zweitt>n 
Gleichung mit-· m): 

mn n1 

--+--=n + 
.z+m y+•• 

mn m
! 

- -- + - -- = -2m + 
x+m y+n 

m• + n• 
= n - 2 111 

y+n 
m• + 11• 

y + 11 = 
11 -2m
m• + n• m• + n• - 112 + 2mn 

y = 

11 -2 m 
-1I= 

11 -2m 
m(m + 211) 

y = 

11-2m 

JS Elcmentarmnthematik 
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Probe  für die erste Gleiohung: 

n (n - ;m) + m(m + �n )
m+2n +m n72 m  +n

n(n - ;!7: ��� + 2n) + m(m + �
(
:)-: 

2
n7!- 2m) 1 

m• + 2mn n1 - 2mn 
m• + n •  + m• + n• 

m• + n• ---=l m1+ n2 

Die Probe für die zweite Gleichung sei dem Leser überl&1111en. 

7. Eine zweiziffrig e Zahl, bei der die erllte Ziger d.ojYpelt a o  groß iat wie die zweit e, beaitzt die Q?ur·
aumme 12. Wie heißt die Zahl? 
Lösung: Die erste Ziffer der Zahl sei z, die zweite Ziffer 11· Da die erste Ziffer doppelt so 
groß sein soll wie die zweite, muß

z = 211 

sein. Da die Quersumme der Zahl 12 ergeben soll, muß 

z+11=12 
sein. 
Aus dem Gleichuugssystem 

folgt 
I 

z = 211 1 

z + 11 = 12 

11 = 4. 

Die gesuohte Zahl ist demnach die Zahl 84. Probe·! 

8. Vergrößert man die Spannu ng in einem Stromkreia um 6 V un d vermindert man de n  Wideratand 
um 2 0 ,  110 wird die 8trom8tärke 4,5 A. Y ermindert man dagegen die Spannung um 4 V bei 
gleichzeitiger Vergrößerung dea Wideratandea um 6 0, 110 llinlct die Strom818.rke au/ 2 A ab. Wie 
groß llind die urrpriingliche Strom818.rke, die Spannu ng und der Wideratandl
Lösung: Die ursprünglichen Größen von Spannung und Widerstand aeien U und R. Dann
folgt aus dem Aufgabentext auf Grund des Omuohen Gesetzes:

U + 6 V = (R - 2 0) • 4,6 A 

und U - 4 V = (R + 6 0) • 2 A. 

Die Auflösung dieses Gleiohungssystems liefert 

U=40V und R=l20. 

Folglich betrug die umprüngliohe Spannung im Stromkreis U = 40 V, der ursprüngliche 

Widerstand R = 12 0 und die ursprüngliohe Stromstärke I = � - 3,33 A. 

9. E a  Btel&en zwei Borten ..A.lkohol zur Yerfilgtmg: 72prountiger und 96prozemiger. Wieviel mu ß
man von jeder Borte n ehmen, wenn man l501 SOprozentigen Alkohol benötigt!
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L ö s ung: Man muß :i: 1 des 72prozentigen und y l des 96prozentigen Alkohols nehmen. Da 
50 1 benötigt werden, muß 

:i:+11= 50 
sein. 
Da l I des 72prozentigen Alkohols 0,72 l reinen Alkohol enthält, enthalten :i: 1 des 72prozen­
tigen Alkohols 0,72 • :i: 1 reinen Alkohol. Ent.aprechend sind in 71 I des 96prozentigen Alkohole 
0,96 • y l und in 50 1 des 80prozentigen Alkohols 0,80 · 50 1 reiner Alkohol enthalten. Der 
Vergleich der vorhandenen Mengen an reinem Alkohol ergibt 

0,72 · :i: '+ 0,96 • 11 = 0,80 • 50. 

Aue den beiden eo gefundenen Gleichungen 

folgt 

1 
0,72. :i: + 0,96. 11 = 0,80. 50 

1 
:i:+ 71 = 50 

l 2 :i: = 33 3 und y = 16-3 .

l 2 
Es müssen demnach 333 l des 72prozentigen und 163 l des 96prozentigen Alkohols gemischt
werden, wenn man 50 l 80prozentigen Alkohol benötigt. 

10. Eine Platte aua Musingblech hat die Masse 9,405 kg und die Alnnu8ungen 500 X 500 x 4,4
(Ma/Je in mm). Wieviel Kupfer und wieviel Zink sind in der Legierung enthaUen? 

1s• 

(!!cu = 8,9 kg• dm-•; ()zu = 7,14 kg• dm-8) 
Lös ung: Die Platte enthält :i:kg Cu und ykgZn. Beide M&BBen ergeben zusammen die
Masse der Platte:

:i: kg + 11 kg = 9,405 kg 

:i: kg Cu besitzen ein Volumen 

Mcu :i:kg :i: 
V Cu = - = = - dm1 

!!cu 8,0 kg/dm3 8,9 ' 

y kg Zn besitzen ein Volumen 

Mz ykg y 
8 Vz. = e� = 7,14 kg/dm8 = 7,14 dm"

Die beiden Volumen ergeben zusammen das Volumen der Platte 

V Cu + V Zn = V Platte = 5 • 5 • 0,044 dm1, 

also :i:d 8 
11d 1 -·lld 8 

8,9 m + 7,14 m -- ' m · 

Aue dem Gleichungssystem 

1 
:i: + !1 = 9,405 

[ 
8:9 + 7,�4 = 1 •1 

ergibt sioh 
:i: = 7,843 und 11 = 1,562. 

Die Legierung enthält also 7,843 kg Cu und 1,562 kg Zn. 
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10.2. 

10.2.1. 

10. Lineare Gleichungssysteme

Lineare Gleichungssysteme mit drei und mehr Unbekannten 

Begrllrserkllrungen 

Eine lineare Gleichung mit n Unbekannten z1 , �, z1 , ••• , x. läßt sich stets in der 
Form 

I a
1 x1 + a2 � + a1 z1 + · · · + a„ x,. = b I (63) 

schreiben, wobei die Koeffizienten a
1

, a2
, a1 , .•• , a. und b beliebige, aber feste Zahlen­

werte bedeuten. 
Eine Wertezusammenstellung z, , z2 , z1 , ••• , x

,.
, die diese Gleichung erfüllt, heißt 

Lösung der linearen Gleichung (63) mit n Unbekannten. 
Ähnlich wie bei den linearen Gleichungssystemen mit zwei Unbekannten gilt auch 
hier: 

Zur eindeutigen Bestimmung der n Unbekannten x
1

, �, ••• , x. sind n linear un­
abhängige Gleichungen erforderlich. Sind alle diese n Bestimmungsgleichungen linear, 
so nennt man die Gesamtheit aller n Gleichungen ein lineares Gleichungssystem von 
n Gleichungen mit n Unbekannten. 
Ein System von n linearen Gleichungen mit n Unbekannten besitzt im allgemeinen 
eine eindeutige Lösung. Sind mindestens zwei der n Gleichungen linear voneinander 
abhängig, so gibt es unendlich viele Lösungen. Besteht zwischen mindestens zwei 
der n Gleichungen des Systems ein Widerspruch, so gibt es keine Lösung. 

Besitzt ein Gleichungssystem mit n· Unbekannten weniger als n voneinander unab­
hängige Gleichungen, so nennt man es unterbestimmt. Es besitzt dann unendlich viele 
Lösungen, sofern die Gleichungen einander nicht widersprechen. Besitzt ein Glei­
chungssy.stem mit n Unbekannten mehr als n voneinander unabhängige Gleichungen, 
so nennt man es überbestimmt. Ein iiberbestimmtes Gleichungssystem besitzt keine 
Lösung. 

10.2.2. Lösungsverfahren mr llneu.re Gleichungssysteme mit drei 

und mehr Unbekannten 

Das Grundprinzip für die Lösung eines linearen Gleichungssystems mit n Unbekannten 
ist das gleiche wie das für Gleichungssysteme mit zwei Unbekannten. Man eliminiert 
aus den n Gleichungen eine Unbekannte und verschafft sich so n - 1 neue, voneinander 
unabhängige Gleichungen mit n - 1 Unbekannten. Aus diesen eliminiert man erneut 
eine der verbliebenen Unbekannten, so daß ein neues Gleichungssystem von n - 2 Glei­
chungen mit n - 2 Unbekannten entsteht. Dieses Verfahren wird so lange fortgesetzt, 
bis zum Schluß nur noch eine Gleichung mit einer Unbekannten übrigbleibt. Diese 
Gleichung wird gelöst und mit Hilfe der gefundenen Lösung werden dann die übrigen 
Unbeknnnten schrittweise aus rlen während des Eliminationsprozesses entstandenen 
Gleichungen bestimmt. 
II EI SPIELE 

l. 4:i: + y - 2z = 0
3:i: + 2y + 3z = 16
5x - y + 3z = 12
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Lösung: Zur Elimination eignet sich in diesem Gleichungssystem besonden die Unbekannte y. Addiert man nämlich die erste und die dritte Gleichung, so ergibt sich
9z + :z = 12. Multipliziert man die dritte Gleichung mit 2 und addiert dazµ dann die zweite Gleichung, so erhält man 13z + 9:z = 40. Um die langatmige Beschreibung des Rechenganges zu vermeiden, notiert man die Erweite· rungsfaktoten der einzelnen Gleichungen am Rande des GleichungBBylltems, so daß die Rech· nung wie folgt aUBBieht: 

+ 14z + y - 2:z = 0 3z + 2y + 3:z = 16 5z - y + 3:z = 12 +11 + 1 + 2 9z 13z 68z 
+ z = 121 + 9 + 9:z = 40 -1= 68z = 1 

Mit diesem Wert z = 1 bestimmt man nun die Unbekannte z aus einer der beiden Gleichungen des C.leichungBBystems mit zwei Unbekannten: 9, 1 + :z = 12 :z = 3 
Schließlich.erhä.lt man die letzte Unbekannte y aus einer der gegebenen Gleichungen des GleichungBBystems mit drei Unbekannten: 4·l+y-2,3=0 y=2 
Die Probe ist an sämtlichen Ausgangsgleichungen durchzuführen: 4+2-6=0 Alle drei Proben stimmen. 2. , z -2y + 3:z = 8 1 z - y = 21z z = 4 

3 + 4 + 9 = 16 5 - 2 + 9 = 12 

Lösung: Mit Hilfe der zweiten und dritten Gleichung l&BBen sich hier sowohl y als auch z allein durch z ausdrücken: 
(a) (b) y=z-2 :z = z - 4 Setzt man dies in die ente Gleichung ein, so ergibt sich eine Gleichung mit der einen Un, bekannten z: z - 2(z - 2) + 3(z -4) = 8 ,  
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woraus 
z=8 

folgt. 
Aus (a) und (b) erhält man mit diesem Wert 

und z = 4. Pr obe  I 

3. Drei .Arbeiter A, B und C h,a1,en eine Arbeit a.'U8Z'Ufil.hren. Arbeiten A und B gemeinsam, so 
dauert die .Arbeit 12 Ta.ge; A und C bm6tigen zUBa.mmen 15 Ta.ge und bei B uria C wil.rde u 
20 Tage dauern, bis die .Arbeit fertig ist. Wie l.ange wil.rde jeder Arbeiter bra.uchen, wenn er die 
Arbeit a.Uan a.uaführen mil{Jtef Wie l.ange würde ea dauern, wenn a.lle drei gemeinaa.m a.rbeitetenf 

4. 

Lösung: A benötigt z Tage, B y Tage und C z Tage zur Bewältigung der Arbeit. Dann 

scha.fft A an einem Tage _!_ , B an einem Tage _!._ und C an einem Tage _!._ der Arbeit. z y z l 
Da A und B zusammen 12 Tage brauchen, schaffen sie zusammen an einem Tage -12 der Ar­
beit. Folglich gilt

1 1 
-+­z y 

1 = 12· 

Entsprechend erhält man 

und 

1 
z 

1 1 
+-=­z 15 

1 1 1 
y+:=20· 

1 Löst man dieses Gleichungssystem mit Hilfe des Additionsverfahrens zunächst nach z , y 
und _!_ auf, so ergibt sichz 

1 
z 2Ö z 

1 
tiö' 

woraus z=20 y=30 :z:=60 
folgt. 
Demnach würde A allein 20 Tage, B allein 30 Tage und C allein 60 Tage zur Bewältigung der 
Arbeit benötigen. 
Arbeiten sie alle drei gemeinsam, so schaffen eie an einem Tage 

der Arbeit. Folglich würden sie 10 Tage benötigen, wenn sie gemeinsam arbeiteten. 

3z1 - 2z1 + 4z1 - 4z, + 3z• = 5 + 1 +l + 1 
4z1 + 2z1 - 3z8 - 2z, + x. = - 3 + 1 -2 
2z1 + 3z1 + z1 + 4z, -4z6 = 4 +l 

z1 - 5z1 + 2z1 - 6x, + 4z6 = - 1 -1
5z1 + z1 + 3z8 + 5z6 

= 10

Löeung: Da die letzte Gleichung die Unbekannte z, nicht enthält, kann diese Gleichung 
in ein neues GleichungBByetem mit vier Unbekannten übernommen werden. Ee sind dazu noch 
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drei weitere Gleichungen ohne z, aufzustellen. (Die Erweiterungsfaktoren hierfür wurden 
bereits am Rande dea Gleiohungasyatema notiert.) Ea entsteht: 

(a) 11:i:1 + z, + 3:i:1 + 5:i:
1 

= 10 
(b) 5:i:, + z. + 5:i:1 - z. = 9 
(o) 6:i:1 + 5:i:1 

- Za = 3 +l
(d) - 5:i:1 - 6:i:1 + 10:i:1 + z. = 11

Elimination von :i:
1 (warum?): 

(c) 
(e) 
(f) 

I 

ßzl + 5z1 - Z9 = 3 ·

1 5:i:1 + 15:i:1 = 20 :5 
30:i:, + 6:i:1 + 28:i:, = 55 

Elimination von :i:1 : 

(g) 
(h) 

- :i:
1 + 3:i:

8 
= 4

1 
+ II 

- 19:i:2 + 33:i:1 = 40 - 1 

Elimination von :i:1 : 

:i:
1 

aus (g): 

:i:1 aus (o): 

z
1

aus (b): 

Sz, = 4 
1 z, = 

T 

1 - 2 + 3:i:
8 

= 4 

3 z, = T 

1 3 6:i:,+5·2-2
= 3 

l Z1 =

3 

1 1 3 ö · 3 + 2 + 5 . 2 - z, = 9 

2 Za =

3 

z, aus der zweiten Gleichung des Gleichungssystems: 
1 1 3 2 4. 

3 + 2, 
2 

- a. 2 - 2:i: , + 3 = - a

3 z, = 4 

Die Lösung des Gleichungssystems lautet demnach 

+I

+I

-5

+l 

1 1 3 3 2 
� = 3 � = 2 � = T � = , � = 3· 

+l
+5

Probe I 
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AUFGABEN 

Löse die folgenden Gleichungssysteme mit allen drei Lösungsverfahren und entscheide, welches 
das günstigste ist! 

237. a) 
1

3:z: + 11 = 14

1 2:z: -11 = 1 
o) 

1
9 :z: - 811 = 14

1 5:z: -411 = 10 

e) 
1

6:z: -511 = 1 
1 9:z: - 711 = 8 

g) 
1 

2,4:z: - 4,511 = l,ö 

1 10,511 -3,6:z: = 1,5 

i) :z: 11 5 
2 + a

=2 a 

238. a) I a:z: + 11 = 2a + b 

Ia:z: -11 = - b 

o) 
l 

28:z:- 5711 = 55 
1 49:z: + 411 = 200 

e) 
1

15:z: -1011 = 25 

1 10:z: + 1511 = 60 

g) 

i) 

:z: = 311 - 2 
1 :z: = 511-12 

:z: 11 
a + s =9 

:z: 11 2 
9-10

= -5 

239. a)
1

10:z: - 911 = 12
1 25:z: - 1211 = 51 

c) 
1 

:z: + 311 = 
20 1 

:z: -511 = 12 

e) 

1 

:z: + 211 = 6(:z:
: 

311) 

1 7(:z:- 311) = 4+6 

g) 
1

10( 3:z: + 5) = 2(16 - 311) 
1 6(1 -7:z:) = 5(411-10) 

b) 
1

2:z: + 311 = -14

1 :z: + 211 = - 8 
d) 

1

5 :z: + 811 = 28

1 3:z: 2 

4y
= 3 

f) 
1

3:z: + 11 = -5

1 211 + :z: = 5 

h) 
1 

3:z: - 11 
= 

8
1 0,4:z: + 0,0611 = 3 

k) :z: 11 
3+_a

= - 4 

2:z: 511 
a+a = - 11 

b) 
1 

0,6:z: + 3,511 = 22,3
1 l,4y - 0,9:z: = 1,15 

d) 
1

15:z: + 23y + 10 = 0 
1 9:z: + 1211 + 6 = 0 

f) 
1 

21:z: -9 y + 3 = 0 
1 4:z: - 511 + 17 = 0

h) 
1 

0,80:z: - 0,25y = 0,60 

1 0,64 :z: + 1,2511 = 6,28 
k) 

4 :z:-9y=l 

:z: -11 2 

:z:+ y =3 

b) 
1 

4:z: - y = 1 
1 12:z: = 3(11 + 1)

d) , 1,2:z: + 3,511 = 0,827
1 

2,8:z: + l,511 = 1,063 

f) 
1

8 :z: + 511 = 63 
1 7 :z:-511 =27 

-:z:+-11= 7 h) 11 
1 

1 

2 

2:z: .L

3
311 = 43 



Aufgaben 

240. &) 5 2 l 
h-3y = 2 

2-+� = 2 
2:z: 3y 

c) !_ _ � = 4 :z: y 

�-�=3 :z: y 

e) 
l 

15:z:-(7y+:z:) = 7 
13:z: -2(7y -:z:) = l 

g) 
1 

:z: + 3y = a• + 3ab + 61 

/ 
3:z: -y = a• -ab + b' 

i) 
1 

(:z: - 6) (y -3) = (:z: - ll) (y -4) 
1 

(:z: -10) (y -l) .:a (:z: - 9) (y -3) 

k) 2 :z: + 3 _ y + 9 
= O 

9 8 

5 :z: - 12 3 y -10 l --8- - --7- ;= 

b) 5:z:+7 y
= l2 

6 4 

2 5 
3:z:+4Y = 9 

d) :z:- 1 y-6 
:z:+15

=
y+2 

:z:-3 y-4
-:z:-

= 
y-1 

f) 
1 

b:z: + ay = a + b 
I 

b1:z:-a•y = 0 

h) 1 (a -b):z: + (a + b)y = 2a 
I 

, (a -b):z: -(a + b)y = 2b

k) 1 
(2:z: + 3y -2): (5:z: -2y + 9) = 2: 3

1 ( :z: + 4y -l): (5:z: + 4y -7) = l : 2 

241. a) 2 :z: + l _ y + 2 = 1 :z:-4 y-1 
3:z:-1 2y+8_1 :z:-3 -y+l -

c). 
, 

(3:z: + 4): (3y + 5) = 2 1 

(b + 3): (3y + 2) = 3 1 

b) _:z:_ -___JL__ = a -b 
a+b a-b 

� + JL = 2a 
a b 

d) 
1 

(2:z: - 7) (3y -16) = 2(3:z: - 13) (y -5) 
(3:z: -17) (4y -17) = (4:z: -29) (3y -8) 

e) (3:z: -7): (y + 7): (:z: -y ) = 6: 3: l 

f) :z: y 8ab 

h) 

2a -b - 2a + b = 4a• -b1 

:z: y 8a1 + 2b2 
2a -b ,+ 

2a + b = 4a1 
- b• 

3 2 l -+- = -
5:z: 3y 3 
7 5 l 

10:z: -6y = 15 

g) :z: + y + l a + l 
:z:-y+l a-l

:z:+y+l l+b 
:z:-y-1 

=
1-b

i) 
1 

II + 18 
= 13 2:z:-3y 3:z:-2y 

27 2 _ l 
J 3:z:-2y-2:z:-3y-

k) (:z: + 2y -7): (2y -:z: + 15): (2:z: + y + 19) = l: 2: 3 

201 
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242. a) h - 6y + Ilz= 27 
2z + 3 y - lOz = - 69 

lOz + 9y + 15z = 210 

c) l 6z + lOy - 115z = 73 
9z - 15y + 20z = 32 
8z + 25y -315z = 129 

e) 
1 

0,4z + 0,3y - 0, 2z = 4
1 0,6z -0,5y + 0,3z = 15 

0,3z + 0, 2y + 0,5z = 22 

g) ..!_ + ll + -� = 36_!_ 
2 3 4 2 

..!.+ll+�= 27 3 4 5 
z y z 
7,+6+7 = 18 

i) l liz + 4y + 3z = 46 
3z + 2y - 5z = - 8 

z - y + 4z = 19 

243. a) 

o) 

e) 

g) 

I IJZ + by -CZ = b - C Icz -ay - bz = -a -b 
b;z: -cy + az = a -c 

.!..+�+.!.=� z y z 12 
2 4 5 

z-"i--; = 6 

.!.+�-�=2 .!. 
z y z 4 

12 7,5 = l
2 z +3y 3z+ 4z 

30 + 37 = 3 3z+ 4 z 5y+ 9z 
222 8 = li 2z+3y 5y + 9z 

z + y + z = 3a2 + b' 

_z_+_Y_ =2a
a+b a-b 

z + z a 
z-z 

=,;

b) 
l 

2z + y - 3z = 9
1 3z + 2y - z = 24 

4z - 3y + 3z = l 

d) 
1 :; = �= : 2: 1 

2z + z = 4 

f) l 2z - y = 4 : 
3z - z = 61 
2y - z = 10 

h) z+ 3 = 2y+z 
y+ 3 = lz+z 

z + 3 l 
z+y =-2

k) 
1 

z + y + z = 182 

1 z :y:: = 7:5:2 

b) 1 :::b::�:
1 (a -b) z + (a + b)y = (a + b)z 

d) 

f) 

h) 

6 5 

"""i"+y 
+ y + 3z = 2 

15 4 l 
�- z-2z = 2 

10 7 3 
y + 3z - z - 2z = -2 



Aufgaben 

i) 7 2 :+ 3 =8 2:r -3y
2 

2:r -3y 
5 

2:r -3y 

10z-3y 3J-8z 
3 

+ 
l 

= O 10z-3y 3y-8z 
4 + 7 = S l0z-3y 3y-8z 

244. a) 2x + 3y -2z + 3u = 16 
3x + 3y -2z -3u = 19 
3x -3y + 3z -2u = 0 
2x + 2y -3z -2u = 11

C) [ X + y + Z + U + V = 15 
14y+ 6z+ 9u =71 
i2z+ 7z+llv = 7
i5Y+ 8z+l2v =21 
! 3z + IOu + 13v = 9 

e) :r1 + 2:r1 + 4z3 + Sx, + 16::,;6 = 57 
x1 + 3x1 + 9z8 + 27x, + 81:i:

6 
= 179

X1 + 4z1 + 16:ra + 64::,;6 + 256:r, = 453 
X1 + 5z1 + 25z8 + 125:r, + 625z

6 
= 975

z1 + 6::,;1 + 36:ra + 216z, + 1296::,;6 
= 1865

f) ::,; + y + Z + U + V + W = 31 
:r+y+z+u-v-w= 3 
X + y -Z -U + V + W = 21 

-:r-y-z+u+v+w= 
x.-y+z-u+v-w= 5 
::,;-y+z+u-v+w=- 3 

h) X + y + Z + U = 60 
::,; + 2y + 3z + 4u = 100 
x + 3 y + 6z + lOu = 150 
::,; + 4y + lOz + 20u = 210

k) Z1 -2:r, + 3:ra -:r, = 5 
:r1 - 2:ra + 3z, -Z1 = 0 
:r, -2:r, + 3:r1 - :r, = 0 
:r, - 2 Z1 + 3 :r1 - Xa = 5 

k) 4:,: -3y = 13 
3:z: -4 z  = 13 
5y -6z = 13 

b) X+ 2y = 5 
y + 2z = 8 
z + 2u = 11

u + 2x = 6 

d) 3x - 5z = a + 5b
2y - X= 4a -2b

2z -3u = 2a - Sb
3v + 2y = Sa + 7b

u + 2v = Sb -2a 

g) x-y= 3 
y-z = 2 
z -u = l 
U -V= 0 
V +z=20 

i) X + y + 2z = 19
y + z + 2u = 15
z + u + 2v = 11

U +V+ 2w = 7 
V+ W + 2z = 1 5  
W +X+ 2y = 17: 
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245. e.) Dfe Summe zweier Ze.hlen beträgt 518, ihre Differenz 204. Wie heißen die beiden Ze.hlen! 

b) Die Summe zweier Ze.hlen, die sich wie 3: 11 verhe.lten, ergibt 238. Wie heißen die 
Ze.hlen? 

c) Addiert man zur ersten von zwei gesuchten Ze.hlen 3, eo verhält sich diese Summe zur 
zweiten Ze.hl wie 5: 7. Addiert me.n zur zweiten gesuchten Ze.hl 9, so verhält eich diese
Summe zur ersten Ze.hl wie 2: 1. Wie heißen die beiden Ze.hlen? 

8 
d) Ein Bruch erhält den Wert 9 , wenn me.n Zähler und Nenner um l vergrößert; er nimmt

7 
den Wert 8 e.n, wenn me.n Zähler und Nenner um l vermindert. Wie heißt der Bruch? 

246. e.) In einem Rechteck ist die eine Seite 3 cm kürzer e.le die e.ndere. Der Umfe.ng beträgt
38 cm. Wie Je.ng sind die beiden Seiten? 

b) An einem zweie.rmigen Hebel hängen zwei Gewichte, die zuse.mmen 50 kp betre.gen. Die
Hebele.rme verhe.lten sich wie 2 : 3. Wie schwer ist jedes der Gewichte?

c) Verlängert me.n eine Seite eines Rechtecks um 3 cm und verkürzt die e.ndere um l cm,
so erhält me.n ein Que.dre.t. Der Umfang des Que.dre.tee ist 4 cm größer e.ls der des Recht­
ecks. Wie le.ng sind die Seiten des Rechtecks? 

d) In einem Zugseil herrscht eine Spe.nnung von 150 kp· cm-•. Bee.neprucht me.n ein Zug­
seil, dessen Querschnitt doppelt so groß ist wie der des ersten, mit einer um 100 kp 
größeren Zugkraft, so tritt eine Spe.nnung von 100 kp· cm-• e.uf. Wie groß sind Quer­
schnitt und Zugkraft beim ersten Seil? 

247. e.) Ein Ve.ter se.gt zu seinem Sohn: ,,In 4 Je.hren werde ich dreime.l so e.lt sein wie du, und 
vor 4 Je.hren we.r ich fünfme.l so e.lt wie du I" Wie e.lt sind Ve.ter und Sohn? 

11. 

b) Ein We.eserbehälter fe.ßt 1000 m• We.sser. Er wird durch zwei Röhren gefüllt. Le.ufen 
beide Röhren gleichzeitig, so wird der Behälter in 20 min gefüllt. Läuft die eine nur
10 min, so muß die e.ndere inegeee.mt 35 min le.ufen, de.mit der Behälter vollständig ge­
füllt wird. Wieviel m3/min We.sser liefert .iP::l.c Röhre?

o) Erhöht me.n die Anze.hl der Elemente einer Be.tterie von 4 e.uf 7, so steigt in einem
Stromkreis der Strom von 3 A e.uf 4 A e.n, während gleichzeitig der Gese.mtwiderste.nd
um 0,5 n zunimmt. Berechne die Spe.nnung eines Elementes und den Widerste.nd des
ursprünglichen Kreises. 

d) In einem Stromkreis steigt bei Verminderung des Widerste.ndes um 4 n der Strom e.uf 
9 A e.n. Beim Zuschalten von 3 n sinkt der Strom e.uf 2 A e.b. Berechne Spe.nnung und 
Widerste.nd des Kreises!

Quadratische Gleichungen mit einer Unbekannten 

11.1. Begriffserkliirungen 

Unter einer quadratischen Gleichung versteht man eine Bestimmungsgleichung, in 
der die Unbekannte bis zur zweiten, nicht aber in einer höheren Potenz auftritt. Daher 
werden die quadratischen Gleichungen auch algebraische Gleichungen zweiten Grades 
genannt. 



11.2. Numerische Lösungsverfahren fiir quadratische Gleichungen 
Die allgemeine Form einer quadratischen Gleichung ist 

I Ax2+ Bx+ C= 0 I· 
Dabei nennt man 

A x2 das quadratische Glied, 
B x das lineare Glied und 
C das Absolutglied der Gleichung. 

A, Bund C können beliebige Zahlen sein, jedoch muß A =!= 0 sein (warum?). 
Da A =!= 0 vorausgesetzt wird, kann die Gleichung (64) durch A dividiert werden: 

x2 +�x+�=0 
A A 

205 

(64) 

Setzt man hierin zur Abkürzung -} = p und 1 = q, so erhält man die Normalform 
der quadratischen Gleichung 

I x2 + px + q = 0 I · (65) 
Ein Wert x, der die gegebene Gleichung erfüllt, heißt Lösung oder auch Wurzel der 
Gleichung. 

11.2. 

ll.2.1. 
Numerische Lösungsverfahren für quadratische Gleichungen 
Die relnquadratlsehe Gleichung

Quadratische Gleichungen der Form 
. c O m•t

-:r
;:;::; 

bei denen das lineare Glied fehlt, heißen rei-nquadratische Gleichungen. 
Reinquadratische Gleichungen lassen sich durch einfaches Wurzelziehen lösen. 
DElSl'IEL 1 

4z2 -25=0 

Lös ung: Ordnen: 4:i:2 = 25 
• 25 z· = -4.

(66) 

Auf beiden Seiten dieser Gleichung stehen positive Zahlen. Es darf daher beiderseits dieQuadratwurzel gezogen werden: 
-- l/25 5 Vz' = 

V 4 = 2·.
Unter Beachtung des Beispiels 3 aus Abschnitt 6.1. folgt hieraus 

' 5 1z1 = 2-'
wobei z sowohl positiv als auch negativ sein kann. 
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Ne.eh der Definition (1) des Betrages einer Zahl folgt de.raus
6für z > 0: + z = 2
5 und für z < 0: - z = 2, 

d.h., die Gleichung 4z2 -25 = 0 besitzt zwei Lösungen, die wir mit x, und x, bezeichnen 
wollen: 

Probe: 

für Z1 : 4 · (: r -25 0 

25 4·-.--25 0 

25-25=0 

und

für z2 : 4 . ( - {J -25 0 

4.25-25 0 4 

26 - 26 =-0 

5 6 
Beide Ergebnisse erfüllen die gegebene Gleichung, also ist sowohl z1 = + 2 als auch z, = - 2 eine Lösung der Gleichung. 

Bei der Auflösung einer quadratischen Gleichung erhält man im allgemeinen zwei 
verschiedene Lösungen. Beide Lösungen sind mathematisch vollkommen gleichberech­
tigt, da die Ausgangsgleichung durch beide Werte erfüllt wird. Bei Anwendungsauf­
gaben kann es jedoch vorkommen, daß einer der beiden Lösungen keine praktische 
Bedeutung zukommt. 

BEISPIEL 2
zl + 16 = 0

Lösu ng: z• = - 16 
Im Bereich der bis jetzt behandelten Zahlen gibt es keine Zahl z, deren Quadrat einen nega­
tiven Wert besitzt. Die Aufgabe zl + 16 = 0 ist demnach in dem uns zur Verfügung stehen­
den Ze.hlenbereioh nichl löabar. 

Allgemein gilt:

I
Die reinquadre.tische Gleichung der Form A x3 + C = 0 mit � ;;;; 0 besitzt zwei
Lösungen: ��

z1 =+ V-� und x� = -R·

Die beiden Lösungen unterscheiden sich nur durch das Vorzeichen voneinander. 

BEISPIELS
(2z - 3)' = 49 

Lösung: Die Gleichung ist nicht reinquadratisch, de. beim Ausmultiplizieren der linken Seite
ein lineares Glied auftritt. Trotzdem läßt sie eich auf die gleiche Weise lösen wie eine reln­
que.dratische Gleichung. (Es wäre sogar verfehlt, die linke Seite erst auszumultiplizierenll 
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Auf beiden Seiten der Gleichung stehen positive Zahlen. Folglich darf beidel'Beite radiziert 
Wllrden. Man erhält (vgl. Beispiel 11) 

12z-31=7, 

wobei die innerhalb der Absolut.striche stehende Zahl 2 z -3 sowohl positiv ais auch negativ 
sein kann. 

Man erhält für 2z - 3 > 0 

+(2z -3) = 7 

woraus 
folgt. 

Probe: 

(10 -3)" 1 49 

71 = 49 

Beide Lösungen sind richtig. 

und 

für 2z -3 < 0 

-(2z-3) = 7 

z. = -2

(-4 -3)2 

1 49 

(- 7)1 = 49 

11.2.2. Die gemlschtquadratilche Gleichung ohne Absolutglled 

Quadratische Gleichungen, in denen neben dem quadratischen Glied auch ein lineares 
Glied auftritt, heißen gemischtquadratische Gleichungen. 
Der Fall, daß eine gemischtquadratieche Gleichung kein Absolutglied enthii.lt, lii.ßt 
sich besondere einfach lösen. 

BEISPIEL 

.A.zl + Bz = 0 

L!laung: Links kann z ausgeklammert werden: 

z(Az + B) = 0 

Da ein Produkt nur dann Null werden kann, wenn einer der beiden Faktoren Null ist (vgl. 
Abschnitt 4.1.4.), so ergeben sich daraus zwei Möglichkeiten: 

oder 

woraus die beiden Löeungen 

folgen. 

z1 = 0

Probe I 

und 

Az+B=O, 

B 
z, = -Ä

Es ist hier zu beachten, daß Gleichungen, die kein Absolutglied besitzen, nicht durch 
die Unbekannte dividiert werden dürfen (vgl. Abschnitt 4.1.5. und 8.2.), da. durch 
diesen unzulii.ssigen Schritt die eine Lösung z

1 
= 0 verlorengehen würde. 

Somit gilt: 

I
Jede gemischtquadratische Gleichung ohne Absolutglied besitzt stets zwei Lö­
sungen, von denen eine Null ist. 
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11.2.3. 

11.2.3.1. 

11. Quadratische Gleichungen mit einer Unbekannten 

Die Normallorm zl + p z + q = 0 der quadratischen Glelchnng 

Die quadratische Ergilnzung 

Ein dreigliedriger Ausdruck der Form 

xz ± 2ax + a
1 

wird ein vollständiges Quadrat genannt, da er nach den binomischen Formeln auch 
wie folgt geschrieben werden kann: 

x1 ± 2ax + a2 = (x ± a)1• 

Jede zweigliedrige algebraische Summe der Form x1 ± 2ax läßt sich durch Hinzu­
fügen eines geeigneten Gliedes, der quadratischen Ergänzung, in ein vollständiges 
Quadrat überführen. 

BEISPIELE 

l. Die qvadralt&che Ergänzung w x• - l2x iat die Zahl 61
• Daa voll8tändige Qvadrat lautet dann 

x• - l2x + 6
1 = (x -·6)1

• 

2. In der folgenden .A.u/stellttng aind zu einigen .A.UBdrikken die zugehörigen quadraliacl&ffl Erg4n­
wngen und die ooUatilndigen Quadrate angegt.ben: 

Ausdruck I quadr. Erg. 1 vollständiges Quadrat 

u2 
- 7u (�)' u• - 7 u + ( f r = ( u - f r 

m2 -�mn 2 (! n)' 
3 (3)'( ar m• - 2mn + 4n = m - 4n 

x• + px (�)' x
'+px+(ff=(x+f)' 

11.2.3.2. Die LDsungslormel ftlr gemlschtquadratlsche Gleichungen 

Die Lösung. einer gemischtquadratischen Gleichung soll an einem Beispiel vorgeführt 
werden. 

BEISPIEL 1 

x" - 5x + 0 = 0 

Lösung: Me.n bringt de.s Absolutglied e.uf die rechte Seite 

x• - 5x = - 6 

und fügt e.uf beiden Seiten die que.dratische Ergänzung des links stehenden Ausdruoks hinzu: 

x' - 5x + (: r = - 6 + ( f r 

(x-f)'=+ 
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Zieht man beiderseits die Quadratwurzel (man beachte dabei wiederum Abschnitt 6.1., Bei­
spiel 3 !), so ergibt sich 

1 5 1 1 
z-21=2·

Hieraus folgt für 5 x-2>0:

und für 

Probe 

+(x- !)={ 
1 5 

z, = -2 + 2 

z, = 3 

- (x - {) =-}
1 5 

-x,
=

2-"lf
x, = 2.

3• - 5. 3 + 6 1 0 
9 - 15 + 6 = 0 

Beide Ergebnisse stimmen. 

für x1: 22 
- 5 • 2 + 6 J O 
4 - 10 + 6 = 0 

Der hier beschrittene Weg kann bei der Lösung jedef' gemischtquadratischen Gleichung 
eingeschlagen werden. Löst man beispielsweise in ähnlicher Weise die gemischt­
quadratische Gleichung 

x' + px + q = 0, 

so erhält man 

x2 + px = -q

x2 +px+(:r= -q+(:r

(x+fY=(tY-q

\x+�\=V(tY-q 
X f : - > 0: + ( x + 1) = v (f r- q

14 Elrmcnt.am1nthemntlk 

Xi = -1 + v ( t r - q
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Dieses Ergebnis kann als Lösungsformel für jede quadratische Gleichung, die in der 
Normalform gegeben ist, verwendet werden. 

I
Die Lösungen z1 und z1 der in der Normalform gegebenen quadratischen Gleichung 
:,!- + pz + q = 0 lauten 

Zuweilen schreibt man diese Lösungsformel auch in der Form 

(67a) 

BEISPIELE 

Es wird dem Leser empfohlen, die folgenden Beispiele, die mit Hilfe der Lösungsformel ge· 
löst werden, zur Übung auoh auf dem umständlicheren Weg über die quadratische Ergänzung 
ZU lösen. 

2. z• + 8x + 12 = 0 

Lösun g : In diesem Beispiel ist p = 8 und q = 12. Die Anwendung der Lösungsformel ergibt: 

Xu = - 4 ± V<- 4)' -12 = -4_± 2 

x, = -2 Probe! 

3. x1'-'-0,7x-4,5=0 

Lösu ng: p = - 0,7 q = - 4,5 

x1 •• = + o,35 ± yo,352 + 4,5 = o,35 ± yo,1225 + 4,6 
= 0,35 ± 2,15 

x. = -1,8 

4. z• -2ax + a• -b2 = 0 mit b > 0 

Lösung: X1,2 = + a ± va· -(a' -b') = a ± vr­
x, .• = a ± b 

z1 = a + b z,=a-b 

5. z2 -14z + 411 = 0 

Lösung: zu= 7 ± y1• - 49 = 7 ± 0 

�� 

Probe I 

Pro bei 

Probe I 

Hier haben beide Lösungen der quadratischen Gleichung denselben Wert, Man spricht 
in einem solchen Falle von einer Doppellösung bzw. einer Doppelwurzel der Gleichung. 
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llEISl'IELE 
6. x• -6x + 4 = 0

Lösung: Z1,1 = 3 ± V3' -4 = 3 ± )15
z1 = 3 + V6"=' 6,2361 z1 = 3 -VS"=' 0 ,7639 

Probe: Es wäre verfehlt, die Probe für diese Gleichung mit den beiden Näherungswerten 6,2361 bzw. 0,7639 durchzuführen, da der dabei 'lntstehende Arbeitsaufwand wesentlich größer ist als der, der beim Rechnen mit den genauen Werten entsteht. 
Probe für z1 : 

(3 + f5) 2 

-
6 . (3 + f6) + 4

1 
0
0 9 + 6 , V5 + 6 -18 -6 • vs + 4 0=0 

Die Probe für z2 
sei dem Leser über1688en. Beide Ergebnisse stimmen. 

7. Für welche Werte von x gilt x• -6x -40 < 0 P 

Lösun g: Man löst die Ungleichung am besten mit Hilfe der quadratischen Ergänzung, wobt,idie Regeln für das Rechnen mit Ungleichungen (Abschnitt 8.4.) zu beachten sind.
x• -6x - 40< 0 
x• -6x < 40 z• - 6 X + 31 < 40 + 38 = 49 (z - 3) 1 < 49 

Diese Ungleichung ist erfüllt für 
lz-31<7, cl.h., es muß +(z - 3)< 7 

sein. Da.raue folgt, daß 
x< 10 sein muß. 

oder 
und 

-(x - 3)< 7 
z>-4 

Die Ungleichung x• -6 x -40 < 0 ist demnach erfüllt für alle z-Werte mit - 4 < x < 10. Probe! 
11.2.8.8. Die Lllsung der allgemeinen Form der quadratischen Gleichung 
Da in der allgemeinen Form A x2 + B x + C = 0 der quadratischen Gleichung A + 0 vorausgesetzt werden muß,. kann jede in der allgemeinen Form gegebene quadratische Gleichung durch A dividiert und somit auf die Normalform zurückgeführt werden. 
BEISPIELE 1. 120 z1 

- 949z + 1173 = 0
Lösung: Division duroh 120:

zl _ 949 
X + 1173 = O120 120 
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Anwendung der Lösungsformel: 

= 949 V (949)· _ 11 73 _ zi.• + 240 ± 240 120 -
_ 949 V 900601 _ 1173. 2. 246" _ - 240 ± 240 2 -

949 = 240± 

1530 z, = 240 368z, = 240 
23z, = fä 

2 � - b = _a_ - z mit O < ba < a . z b 

Probe! 

Lösung: Multiplikation der Gleichung mit dem Hauptnenner b x: 
ab - b'x = ax - bz2 

Ordnen: bz2 
- (a + ba)x + ab= 0

Division durch b : 

11.3. 

11.3.l, 

a+ b'x' - -
b
- ·Z + a = 0

a + b' V(a 2+b
b')" - a = X1,z=�± 

a + b' V a' + 2ab' + b' - 4ab2 

=�± 4b2 

a + b2 V a• - 2ab2 + b' = =�± 4b2 
= a + b2 V(a - b')' = a + b' a - b'2b ± 2b 2b ± 2b 

Probe! 

Beziehungen zwischen den Koelflzienten und don Lösungen einer 
quadratischen Gleichung 

Die Diskriminante 

Die bisherigen Beispiele haben gezeigt, daß die quadratischen Gleichungen im all­
gemeinen zwei Lösungen besitzen. 
Maßgebend für die Art der Lösungen der quadratischen Gleichung 

x2 + px + q = 0 
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ist der in der Lösungsformel (67) auftretende Radikand
(tr-q. 

der Diskriminante1) der quadratischen Gleichung genannt wird.
Es ist leicht einzusehen, daß folgende Fälle auftreten können:
1. Fall: (t)2-q>0. 

(-})2-q=O. 
Die quadratische Gleichung besitzt zwei voneinander ver·
schiedene Lösungen. 

2. Fall: Beide Lösungen besitzen denselben Wert. Man sagt, die
Gleichung besitzt eine Doppelwurzel. 

3. Fall:
(p , 2 

2)-q<O. Da es in dem uns zur Verfügung stehenden Zahlenbereichnicht möglich ist, Quadratwurzeln aus negativen Zahlenzu ziehen, kann die quadratische Gleichung in diesem 
Falle zunächst nicht gelöst werden.

11.s.2. Der Wurzelsatz von VIETA2) 

Addiert man die beiden Lösungen

der quadratischen Gleichung
x8 + px + q = 0,

so erhält man

und

Multipliziert man die beiden Wurzeln miteinander, so ergibt sich

Xi·Zz = (-� + V(tr-q)·(-� -V(�r-q)=

= (t r- l(t r- q1 

Ergebnis: Sind :i:1 und x2 die Lösungen de. quadratischen Gleichung x2 + px + q = 0,
so gelten die Beziehungen

(68) 

11 discriminare (lat.) unterscheiden. 
2) FRANCOIS VIETA (1540 bid 1603); fra.nz. Mathematiker. 



214 11. Quadratische Gleichungen mit einer Unbekannten 

In Worten: 

I
Die Summe der Lös1Jngen einer quadratischen Gleichung stimmt bis auf das Vor­
zeichen mit dem Koeffizienten des linearen Gliedes überein. Das Produkt der Lö­
sungen ist gleich dem absoluten Gliede. 

Diese Eigenschaft der Lösungen einer quadratischen Gleichung wird Wurzelsatz von 
V IETA genannt. 
Der Wurzelsatz von VIETA eignet sich besonders für die Probe bei quadratischen 
Gleichungen sowie für das Erraten der Lösungen einer quadratischen Gleichung mit 
ganzzahligen Koeffizienten. 

BEISPIELE 

1. Die Gleichung x• - 11 z + 24 = 0 beaitzt die beiden L&ungen z
1 = 3 und z1 = 8. DiMe beiden 

LöBUngen kann man leicht durch Raten finden, wenn man das Absolutglied 24 so in zwei Fak­
toren au/apaUet, daß deren Summe den entgegengMetzten Wert des KoeUizienten - 11 des Linear­
gliedea ergibt: z1 • z1 = 3 · 8 = 24, z1 + z1 = 3 + 8 = + 11. 

2. Die Gleichung x• - 8z - 316 = 0 be8itzt die beiden L&ungen z1 = 4 + 2 • ViIB und 
z

1 
= 4- 2. f83. 

DieProbe mitHil/edesWurwaatzeavonV1ETA.lie/ert:x1 + z
1 

= (4 + 2 · ViIB> + (4 - 2· ViIB) 
· = + 8; Übereinstimmung mit dem entgegengesetzten Wert des KoeUizienten des Lineargliadea 

illt vorhanden. 
z1 • z1 = (4 + 2 • Vsä) (4 - 2 • Vä3) = 16 - 4 • 83 = 16 - 332 = - 316; Übereinstimmung 
mit dem Absolutglied. 
Die beiden Werte z1 = 4 + 2 • Väs und z1 = 4 - 2 · f83 Bind demnacli LöB'Ungen der gege­
benen Gleichung. 

3. Die Gleichung zl - 8z + 16 = 0 be8itzt die DoppeUöaung z1 = z1 = 4. 
Hier ist z

1 
+ z

1 
= + 8 (in der Gleichung steht - 8), z1 • z1 = 16 ( Absolutglied). 

Damit illt die Richtigkeit des Ergebnisses z
1 = z

1 
= 4 ge8ichert. 

11.8.8. Produktrorm quadratischer Ausdrücke 

Sind x1 
und :i:z die beiden Lösungen der quadratischen Gleichung 

x• + px + q = 0, 

so gilt nach dem Wurzelsatz von VIETA 

p = - (X1 + X2) 

und q = x1 • 
x2 • 

Setzt man diese Werte für p und q in die quadratische Gleichung ein, so ergibt sich 

:i;B - (X1 + Xz) X+ X1 Xz = Q 

zl - X1 X - X2 X + X1 X2 
= 0 

X ( X - X1 ) - Xz ( X - X1) = Ü 

(x - x,) · (x - X2) = 0. 
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Ergebnis :  

Besitzt die quadratische Gleichung 
x1+px+q=0 

die beiden Lösungen Xi und x
2

, so lii.ßt sich deren linke Seite als Produkt der beiden Linearfaktoren x - Xi und x - x2 darstellen: 
I x1 + px + q = (x - x

1) (x - x
2) = O 

Folgerung:  
Ist Xi eine Lösung der quadratischen Gleichung 

x1 + px + q = 0, 
so lii.ßt sich der quadratische Ausdruck 

x•+px+q 
ohne Rest durch x - Xi dividieren: 

(x1 + px + q): (x - Xi )= x - x2 • 

(69) 

Diese beiden Sii.tze werden vor allem bei der Faktorenzerlegung quadratischer Aus­drücke und in der Theorie der Gleichungen höheren Grades benötigt. 
BEISPIELE l. Der Atl8druck :z:1 - ö:z: - 6 iat in Linear/aktoren zu zerlegen.

Lösung: Die quadratische Gleiohung zl - ö x - 6 = 0 besitzt die beiden Lösungen :z:1 = -1 und z1 
= 6. Folglioh ist 

:z:1 
- öz - 6 = [z - (- l)], [x - 6] 

x• - ö x - 6 = (z + 1) (z - 6). Naohprüfen. 
2. Der Atl8druck 16u1 + ö6u + 49 iat in Linear/aktoren zu zerlegen.

Lösung: 16u2 + 56u + 49 = 1a(u•+ � u + �)
Die quadratische Gleichung

2 
7 i9 _ O

" +2"+w-
besitzt die Doppellösung
Folglich ist 

u• + f" + :� = [" - ( - f)]. [" - ( - : ) ] = (" + : r = (4 u 
t 

7
r

1 
7 49 (4u + 7)2 

" + 2" + 16 = 16 • 
Daraus folgt 

16u1 + 56u + 49 = (4u + 7)1
• Nachprüfen!
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3. Der A'Ulldruck abx2 
- (a• + b')x + ab aoU in Linearfaktoren zerlegt werden. 

Lösung: Es ist 

ab x• - (a• + b2)z + ab= ab· ( z2 - at 
a

+
b 

b'_ · x + 1). 

Die quadratJBche Gleichung 

z2 -a• + b• 
· x + 1 = 0 

ab 
besitzt die Lösungen 

80 daß 
z2 -a• 

a� b• · x + 1 = ( x - : ) ( x - {)
ist. Da.raue folgt

abz• - (a• + b2) x + ab = ab ( x - : )( x - -�) = 

abx2 
- (a2 + b2) x + ab = (bx - a) (ax - b). Nachprüfen! 

AUFGABEN 

248. a.) :r:' - 876,16 = 0 
c) 3 -4z2 = 5 - 6z2 

e) 49z2 + 16 = 0 
g) 9(z2 + 7) = 7(z2 + 9) 

b) 9z' - 16 = 0 
d) az' + 5z2 = 2z2 - bx2 

f) (7 X -2) (7 X + 2) = 60 

h) (2z -3) (3z -4) -(x -13) (z -4) = 40 

i) 2 V5+x + � 3 x = V4l - 3 x k) Vx + 15 - vs x - 77 = 16 
Vx + 1s 

249_ a) 7 x + 5 = 9z -8 b) x• - 5x + 11 _ � 
7+5x 9-8z x•-7x + 83-7 

c) (4 + x) (3 -x) (2 -z) -(x + 2) (z + 3) (x - 4) = 30 

1� ,-----; X + 1 -- r;;-d) v�, � -yx -4 = -- e) ys + x -V25 -3x = 2115 - x 
Vx+ 4 

f) Va + x + va -x = 2 vä g) Va + x + Va - x � }'2a 

h) X + 1 + X - 1 __ 3 __ l_
x _ 1 x + 1 3 i) (x -3)2 = 16 k) (x -a)' = b' 

�iiO. a) 7 x• + 3z = 0 
c) 13x = 8x2 

e) (a + x)(a - x) = a• - bx

g) _!!_ X2 + .!!__ X = 0 b a 

i) z2 +2px=0 

b) ux• -vx = 0 
d) 3(z + 2)2 = 5x' + 12

f) 7x2 - �X= 0 3 

h) 14 X2 - _'!____X= 0 4 

k) �z2 = -�X 
5 5



Aufgaben 

251. Bilde die quadratische Ergänzung und schreibe als vollstä.ndiges Quadrat: 

a) z• -4z b) z2 + _!_ z ) 2 4 d) m' -0,6m 7 ca-:fa 

e) z• + 15z 
i) c• + 6,7cd 

f) b• -5bc g) p•q• -8pqr h) 4x2 + 12x 
k) 9 a 2 

- 24ab 

252. Löse mit Hilfe der quadratischen Ergänzung: 
a) 
c) 
e) 

g) 

i) 

;r!' + 6x -55 = 0 
x• + 2:!x + 112 = 0 
x• -3,6z + 1,28 = 0 
3 , !l 2 _ 

O 87 -20x+
l5 -

30 Z2 -41 X = -13 

253. Löse mit Hilfe der Lösungsformel: 
a) x• -6x + 5 = 0 
c) x• + 4x -5 = 0 
e) x• -4x - 5 = 0 
g) x• + 6x + 5 = 0 
i) x• + l6x -161 = 0 

254. a) 2z2 - 19z + 9 = 0 
c) 5z' + 87z -506 = 0 
e) 5z 2 + 34x + 55,35 = 0 
g) 2z' -6bz + 5cx -l5bc = 0 

i) 5x' -27az + lOa• = 0 

255. a) 0,3z 2 
:____ 3z + 6 = 0 

c) 3 x• - lOb z + 3b' "" 0 

c) 2,5x2 -46x + 192,!\ � 0 

g) Vi5 z' -5 l/3 z + 3 }ß x - 15 = 0 

:?56. a) (x -4)' + (x - 7)' :: :!II 

b) 
d) 
f) 

h) 

k)

b) 
d) 
f) 
h) 
k) 

b) 
d) 
f) 
h) 
k) 

h) 

d) 

f) 

h) 

b) (x + 4)2 -(x -5)2 - (x -1)2 = 14x - l 

x• -4x - 21 = 0 
x• -33z + 272 = 0 
x• + l,8x + 0,81 = 0 

14= 9z'-15x 

z 2 - _l_ z - 2 55 � . ,J 

z• + 5z -14 = 0 

x'-1=0 
x'-x-90=0 
x• -28z + 195 = 0 
x• + 20x + 19 = 0 

16x' + l20x + 221 = 0 
24z'+llx-105=0 
16x 2 - 97x + 85 = 0 
}2z2 -X - 6 = 0 
17x2 -152x + 336 = 0 

-� x• - 8x + 11 = 0 3 
l 5 -x'--x-l=O 
2 2 

+ X2 -\- 3 X -{- J} � 0 

4 115 • y 5x- ·I 
4 
-l'5x = :-ix ·I 3 

c) 2(x -3)' - 3(x -5) 2 -4(x - 7) 2 -(3x - 5) = 0 

d) z 2 -2bx -a• + b' = 0 

e) x• -4a x -4bx + 3a2 + lOab + 3b2 = 0 

f} (} :i: -2 )' + (z -4)2 -( i- X-\- } )' + 4 (-! X - } r = 0 

5 

217 
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l ya -g) -:,;2 - - :,; + z -Va = 0 
a a 

h) ( 5:,; - 2)(2 - 5 z) -(z -4) (3 x + 2) = 4 + 5 x 

i) (2z + 1)1-(2z -1 )2 = (-2z -1 )2 - 9 

k) - X - - - - 2 X + - = 0 03 2( 1)1 3( 3)' 3 2 4 5 ' 

5z-l 9z- 4 3z+ 8 l 257· e.) 6z - 9 -Sz + 12 - 4z2 - 9 = T 
8 16 

o) 1 + x -4 - x• - 16 = O 
2z-l 1 -z 3(z-2) 

e)
z+3 - -X--

X -l = O 

b) 2z+l 3z-4_3z+3 
x--=-i" -z+l - x• -l 
5 2z-3 3z2-l l d) 6z-6z-4-9z2-6z=a 

x -a 3a2 __ z2 ___ 3a -x = 0 f) -z-+ x(a + z) z2 + a x x + a 

) 2 X -l 11 3 X -12 l g X + 3 - s'i" - 4 X + 12 = 

h) X- Sa 2u x + 5a2 

Sz -48a x• -36a2 +

i) z -2a X 

2z - Sa = 
X-6a 

258. e.) l -_8_ = _5_ - 8 -X 

z-4 3-z z+2 

72a + 13z 
------

24z + 1'i4a 
5 

i2 

k) z-3 3z+l_o 
2z+7 - z-5--

b) z+l_5z-l __ 8-z z-li 
4z 2x-4 3x2 -6x- x -2 

20 + X c) 2z -2 
9x2+z+2 

6x2-6 
5-3z 1 0 -4x
z+l 3z+3 

d)
2 l + X -

4 = O z2-4 - z2-2z z2+2z 
l l l l 

e) z=-jj -I X - 4 � X -f 2 + X - 7 

5 8 2 20 
f) z2 -4 - z2 -l = x• -3x + 2 - -z,-+-3_z_+_2 

8a2 2a x 
g) z2 -a2 + x + a = -;--=x

i) a• _ a• -b2 

= b
2(z + 2) 

2z -z2 x -2 

d- dx

X l b 2 
h) 

a- bx-ax _, a• x -abx a-b 

k) _1 _ + ---::---
a -e cx•-az a•-acx-ac + c2 z 

259. Löse mit Hilfe des VIETABohen Wu�Jse.tzea: 

e.) x• -4z - 21 = 0 b) z1 -7 x- 8=0 
o) z9 -6x + 9 = 0 d) z•+x-72=0 
e) zl + 9z + 14 = 0 f) x• + 9z -112 = 0 

g) 3zl + 6x + 3 = 0 h) z• -34z + 288 = 0 
i) 4z1 + 40:,; + 96 = 0 k) x• -(a - b) x -ab = 0 
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260. Prüfe die Lösungen der folgenden quadratischen Gleiohungen mit Hilfe des VIET.uchen 
Wurzelse.tzes auf ihre Riohtigkeit: 
e.) z• + 13z -30 == 0 
b) z• -29z -210 = 0 
o) -zl + lOz - 21 = 0 
d) z' -4z + l = 0 
o) liz• - 25z + 24 = 0 

f) 12z2 +19z-18 = 0 

g) z• - 6z + 3 = 0 
h) -0,5zl - 3,4öz + 11,16 = 0 

z1 = 2 
z1 = -6 

Z1 
= - 3 

Z1 = 2 + V3
Z1 

= l 
2 

Z1
= 3 

Z1 
= 3 + V,

z1 = 1,8 

z, = - 15 
z, = 35 
z, = -7 
z, = 2 -l'3 
z, = 24 

z, = - 24 
z1

=3-Y, 
z, = 6,2 

261. Gib die que.dre.tisohen Gleichungen e.n, die die folgenden Lösungen besitzen: 
B) z1 = 2 z1 = 5 b) Z1 

= -3 Z1 = 7 
c) z1 = -14 z1 = - 11 d) Z1 

= - 129 Za = 3 
l 5 c) z1 = 43 Z2 = -O f) Z1 = 7 + V2 z2 = 7 -V2

g) Z1 = -7,2 z, = 0,8 h) Z1 = 2a

262. Zerlege die folgenden que.dre.tisohen Ausdrücke in Linearfe.ktoren: 
f\) z• -llz + 24 b) 2z1 + 4z - 70

c,) z• + X - 12 d) 6z9 + X - 40 

o) l,'2z' -4z -30l,f2 f) 25z2 -378z + 45 

g) bz2 + (1 -ab)x -a h) 15z• + 17 :ty -18y' 

i) x• + ax + bx - 2a1 - 2b2 + 5ab 

k) 120:e' -lOOuz + 6 V3vx - 120u• + 199 V3uv -216v2 

12. 

12.1. 

12.1.1. 

Funktionen 

Der Funktionsbegriff 

Elnfilhrendes Beispiel 

Beim Haushaltstarif für elektrische Energie setzt sich der Strompreis P zusammen 
aus dem Arbeitspreis A = 0,08 MDN/kWh und einem Grundpreis G, der sich nach der
Anzahl <ler beleuchteten Räume richtet. Bei einem Haushalt mit sechs beleuchteten 
Zimmern beträgt dieser Grundpreis G = 3,00 MDN, so daß der Strompreis in diesem
Falle für die verbrauchte Energie n 

P = (n · A + G) 

beträgt. 
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Aus der folgenden Tabelle kann für bestimmte Werte von n der zu zahlende Strom­
preis entnommen werden. 

Tafel 4 

n_ in kWh 
I 

O 
1 

5 
1

10
1

15 
1 

20 

1 

25 
1 

30 

1 

35 
1 

40 

1 

4

6 1 
50 

P in MDN 3,00 3,40 3,80 4,20 4,60 5,00 5,40 5,80 6,20 6,60 7 ,00

Während die beiden Größen A und G in diesem Beispiel feste Werte besitzen, man 
bezeichnet sie daher als Konstante1), nehmen die beiden Größen n und P je nach 
dem monatlichen Stromverbrauch verschiedene Werte an. 

I 
Größen, die keinen festen Wert besitzen, sondern verschiedene Werte annehmen
können, heißen Veränderliche oder V ariable2). 

In unserem Beispiel besteht ein Zusammenhang zwischen den beiden Veränderlichen 
n 'und P: zu jedem be­
stimmten Wert von n (ver­
brauchte Energie) gehört ein 
durch n festgelegter Wert 
von P (Strompreis). Es ist 
also jedem Wert von n ein 
ganz bestimmter Strompreis P 
eindeutig zugeordnet. 
Eine derartige Zuordnung 5 

zweier veränderlicher Grö­
ßen zueinander nennt man 
eine Funktion8). 
Größen, die innerhalb ge-

p 

MDN 

wi_sser Grenzen willkürlich 
verändert werden können 
(im Beispiel ist n nur für 
positive Werte sinnvoll), 
werden unabhängige Ver­

.!}_ 0-...,......-,---,---,�,---,-...,......�-.--.�,---r-...,......--r-,-�k.Wh
70 20 30 4-0 50 60 70

Bild 22 

änderliche genannt. Die der unabhängigen Veränderlichen zugeordnete 
Beispiel P) heißt die abhängige Veränderliche. 

Damit ergibt sich folgende BegriUserklärung für die Funktion: 

Grölle (im 

I 
Jede Funktion stellt eine eindeutige Zuordnung zwischen mehreren veränderlichen
Größen dar. 

Diese Zuordnung kann u. a. 

a) tabellarisch in Form einer 'l.'abelle (auch Wertetabelle genannt),
b) grafisch in Form eines Schaubildes (vgl. Bild 22) oder 
c) analytisch4) in Form einer Funktionsgleichung geschehen.

1) constans (lat.) unveränderlich, fest.
2) variabilis (lat.) veränderlich.
3) functio (lat.) die Verrichtung. 
') analysis (griech.) die Auflösung. 
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Die Funktionsgleichun� würde in unserem Falle 

lauten. 
P=G+n:A 

Funktionen, bei denen die gegenseitige Zuordnung der veränderlichen Größen durch 
Messungen, Beobachtungen usw. ermittelt wurde, heißen empirische1) Funktionen. 
(Beispiele: Temperaturverlauf im Laufe eines Jahres, Abhängigkeit der durchschnitt­
lichen Körpergröße vom Lebensalter eines Menschen usw.) Läßt sich wie im einführen­
den Beispiel eine Rechenvorschrift angeben, durch die die beiden Veränderlichen ein­
ander zugeordnet sind, so nennt man diese ·Rechenvorschrift die Funktionsgleichung. 
Will man andeuten, daß jedem Wert einer veränderlichen Größe :i; innerhalb eines be­
stimmten Bereiches durch irgendeine Vorschrift eindeutig ein bestimmter Wert einer 
anderen Veränderlichen y zugeordnet ist, so verwendet man häufig das Zeichen 
y = /(:i:), das ,,/ von :i;" gelesen wird. 

12.1.2. Funktions- und Bestimmungsgleichungen 

Zu den bereits behandelten Arten von Gleichungen, den identischen Gleichungen und 
den Bestimmungsgleichungen (vgl. Abschnitt 8.1. ff.), tritt nunmehr eine weitere Art 
hinzu: die Funktionsgleichung. 
Durch eine Funktionsgleichung wird einem innerhalb bestimmter Grenzen willkürlich 
wählbaren Wert einer Veränderlichen ein ganz bestimmter Wert einer anderen V eränder­
lichen zugeordnet. 
So wird beispielsweise durch die Funktionsgleichung y = 2 z + 3 dem willkürlich gewä.hlten 
Wert z = l der Wert y = 2, l + 3 = 5 zugeordnet, wä.hrend die Funktionsgleichung y = Vl - z2 
dem gleichen Wert z = l den Wert y = 0 zuordnet. 

Eine Funktionsgleichung wird zu einer Bestimmungsgleichung, wenn man zu einem 
bestimmten Wert der einen Veränderlichen den dazugehörigen Wert der anderen Ver­
änderlichen ermitteln will. 

BEISPIEL 

Für welchen W trt nimmt die Funktwn y = z' - 5 z + 10 den Wert y = 4 an?
Lösung: Der gesuchte Wert sei z

0
• Dann muß

4 = z� - 5z0 + 10 
z� - 5z0 + 6 = 0 

Zo2 = 3 
sein. 

Die Funktion y = z' - 5 z + 10 nimmt demnach sowohl für z = 2 als auch für z = 3 den 
Wert y = 4 an. 

12.1.s. Deflnltlonsberelch einer Funktion 

Bei den Funktionen y = 2 :i; + 3 und y = x2 - 5 x + 10 unterliegt die unabhängige
Veränderliche x keinerlei Einschränkungen. Durch die beiden Funktionsgleichungen
ist jedem endlichen Wert von :i; ein ganz bestimmter y-Wert zugeordnet. Man sagt,
der Definitionsbereich der Funktionen gehe von - oo bis + oo, oder anders geschrie­
ben: Der Definitionsbereich der beiden Funktionen ist - oo < :i; < + oo. 

1) empeiria (griech.) die Erfahrung.
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I
Der Definitionsbereich einer Funktion umfaßt die Gesamtheit aller Werte, die die 
unabhängige Veränderliche annehmen darf. 

BEISPIELE 

1. Der Definitionabereich der }'unktion y = y;- ist O ;;;. z < oo, da y für negative z. Werte nicht 
berechnet werden kann.

2. Der Definitionabereich der Funktion y = VI - z• iat - 1 � z � + 1. {Für alle übrigen
z. Werte kann y nicht berechnet werden.)

3. Der Definitionabereich der Funktion P = G + n • A iat O � n < oo, da die Funktion für
negative Werte von n keine praktische Bedeutung beaitzt.

4. Die monaUiche Produktion eines Betriebea, wäl,,rend einea Jahrea zuadmmengeatellt, ist eine em­
pirische Funktion. Ihr Definitionabereich iat auf einzelne Werte beachränkt, nämlich auf die ein­
zelnen Monate.

12.2. Das rechtwinklige Koordinatensystem 

Um einen Punkt in einer Ebene eindeutig und auf möglichst einfache Weise festlegen 
zu können, bedient man sich eines Koordinatensystems. 
Beim rechtwinkligen Koordinatensystem1) schneiden sich zwei senkrecht aufeinander­
stehende Zahlengeraden in einem gemeinsamen Nullpunkt. Die waagerecht liegende 
Achse wird Abszissenachse1), die dazu senkrechte Achse wird Ordinatenachse') ge­
nannt. Häufig bezeichnet man die Ab­
szissenachse auch als x-Achse, die Ordi­
natenachse als y-Achse. 
Es ist üblich, die positive Zählrichtung 
auf der Abszissenachse nach rechts, auf 
der Ordinatenachse nach oben anzutragen. 
Durch das Achsenkreuz wird die Ebene in 

II 

y 

J 
I

vier Felder, die vier QuadrBDten, aufge-
I 

������....--+�....-��....-��..,..�x
teilt, die im Bild 23 mit I, II, II und _5 -i, _3 _2 _

7 0 7 2 3 i,. s 
IV bezeichnet sind. Die Zählrichtung der -7 
vier Quadranten erfolgt stets im mathe­
matisch positiven Sinne (im Gegenzeiger­
sinn). 
Ein Punkt P ist im x, y-Koordinatensystem 
durch seine Abstände von den Koordinaten-
achsen bestimmt. Der Abstand des Punktes Blld 2s 

von der Ordinatenachse ist die Abszisse x, 

-2

III 
-J 

der Abstand von der Abszissenachse ist die Ordinate y des Punktes. Man nennt diese 
beiden Zahlen x und y, die die Lage eines Punktes P im Koordinatensystem eindeutig 
bestimmen, die Koordinaten des Punkt.es P und schreibt dafür kurz P(x;y) (gelesen: 
P mit den Koordinaten x und y). Dabei ist die Reihenfolge der Koordinatenangaben 
genau zu beachten: an erster Stelle steht die Abszisse, an zweiter Stelle die Ordinate. 

1) coordine.re (le.t.) gegenseitig zuordnen. 
1) e.bscindere (le.t.) abschneiden; Abszisse: Abschnitt. 
') ordine.re (le.t.) zuordnen; Ordinate: zugeordneter Abschnitt. 
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In, welchem Quadranten des Koordinatensystems ein Punkt liegt, ist a.us den Vor­
zeichen der Koordinaten dieses Punktes zu erkennen. Im Bild 24 sind die Punkte 
P1 (3;4), P2 (-2;5), P1 (-4;-4), P4 (1;-3), P5 (0;1,5) und P8 (-2,5;0) ein­
getragen. 

Jedem Punkt in der Ebene sind ein­
deutig zwei Zahlenangaben, seine Ko­
ordinaten, zugeordnet. Umgekehrt wird 
durch ein Zahlenpaar, die Koordinaten 
eines Punktes, der zugehörige Punkt 
in der Ebene genau und eindeutig fest­
gelegt. 

Die Zuordnung eines Punktes zu seinen 
Koordinaten ist demnach eindeutig und 
eindeutig umkehrbar. 
Das rechtwinklige Koordinatensystem 
wird häufig auch nach dem französischen 
Mathematiker RENE DESCARTES (latini­
sierte Form: CARTEsrns; 1596 bis 1650) als 
Kartesisches Koordinatensystem bezeichnet. 

y 

�------- 5 
:�(-2;5) 

,, __ -------? P,(J;if)' J I 

1 

1 

1 
1 

1 

1 

1 

-r----.�....-<;,.....,�....,...��o=--..--T�"'l'---.��x -5 -t,. -J -2 -7 2 J „ 5 

' 
1 ' 

' 
1 

1 

2 :
1 

3- .tJ P• (l; -]} 
:Pf-4·-;) 
t,;:J __ , -------- ,, 

Bild 24 

12.3. Darstellung von Funktionen im rechtwinkligen Koordinatensystem 

12.s.1. Darstellung empirischer Funktionen 

Da. die grafische Darstellung von Meßreihen als bekannt vorausgesetzt werden kann, 
sollen hier nur zwei Beispiele vorgeführt werden. 

BEISPIELE 

1. Bei einem TurbinenverBUCh, durch den der Dampfverbrauch 8 in kg/hin Abhängigkeit von der 
Nutzleistung N in kW des mit der Turbine gekoppelten Wechselstromgenerators ermittelt werden
sollte, ergaben sich folgende Meßwerte:

Tafel 5 

Bele.stung 

Leerlauf 
Viertelle.st 
Halblast 
Dreiviertellast 
Vollost 
Ü berbelestung 

NutzJ„istung 
Nin kW 

0 
250 
500 
750 

1000 
1200 

I Dampfv„rbrauch
8 in kg/h 

920 
1880 
2890 
3770 
4540 
5240 

Lö s ung: ,\us dieser Zusammenstellung ist erkennbar, daß der Dampfverbrauch 8 eine 
Funktion der erzielten Nutzleistung N ist. Um sich ein anschauliches Bild dieses Zusammen­
hanges zwischen N und S zu verache.ffen, trägt man die zuso.mmengehörigen Meßwerte von 
N und S e.ls Punkte in ein N, 8-Koordina.tensystem ein (Bild 25).
Der zur Verfügung stehende Ple.tz wird de.bei gut e.usgenutzt, wenn me.n auf den Achsen 
folgende Maßstäbe benutzt: Abszissenachse (N-Achse) 1 cm� 200 kW; Ordinatenachse 
(8-Achse) 1 cm� 1000 kg/h. 
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2.

Da. eich natürlich auch außer den gemeeeenen Werten auch jede andere N utzleietung zwischen
O und 1200 kW erreichen läßt, verbindet man die gefundenen Punkte durch einzelne Strek­
kenzüge. Da.bei stellen aller-
dings diese Streckenzüge eine
mehr oder weniger gute An­

näherung des Funktionsver-
laufes zwischen den durch die 5 000

Meßwerte (bie auf etwaige 
Meßungena.uigkeiten) gesi-

'f-OOOcherten Punkten dar. Die
zwischen den Meßwerten lie-
genden Funktionewerte einer 3000empirischen Funktion la.esen 
sich demnach aus dem Schau-
bild nur angenähert ermit- 2000

teln. 
Der geübte Betrachter der·

7000artiger Kurven wird a.us 
dieser Darstellung leicht er-
kennen, daß der Da.mpfver- 0 

brauch in gleichem Maße 0 

ansteigt, wie die Nutzleistung
Bild 25 der Turbine erhöht wird, daß

der Da.mpfverbra.uch linear
von der N utzleietung a.b-
hängig ist. Die geringfügigen
Abweichungen vom gerad-
linigen Verlauf der Meßkurve
sind durch Meßungena.uig-
keiten zu erklären.

Tafel 6 gibt an, bei wel.cher 

Temperatur t (in ° C) der Siede-
p-unkt des Wa.,aera bei ver-
achiedenen Luftdruckwerten p 
(in Torr) liegt.

Lösung : Um denZuea.mmon­
ha.ng zwischen t und p grafisch 
da.l'Btellen zu können, wö.re es 
unvorteilhaft, auf der t- und 
auf der p-Achse jeweils mit 

707 

700 

99 

98 

97 

680 

Bild 26 

N

200 'f-00 600 800 7000 7200 
kW 

700 750 800 

O zu beginnen. (Wo.rum?) Es ist sinnvoller, auf beiden Achsen nur diejenigen Abschnitte 
herauszugreifen, die in der Ta.belle erfaßt sind (Bild 26). 
Zweckmö.ßige Wahl der Einheiten auf den Achsen: p-Achse: 1 cm� 20 Torr; t-Achse:
l cm� 1 °C.

Tafel 6 

in 'torr 680 690 700 1� � � 740 750 760 � � 790 800 
t in °C 96,91 \'.17.31 97,71 !lR,10 98,49 9R,87 99,26 99,63 100,00 100,37 100,73 101,09 101,44 
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Die grafische Darstellung einer Funktion wird Kurve1) der Funktion (oder kurz Kurve 
bzw. Funktionskurve) genannt. 
Man spricht auch in dem Falle noch von einer Kurve, wenn die Funktion durch eine 
Gerade dargestellt wird. 

12.8.2. Darstellung von Funktionen, die durch eine Funktionsgleichung geg11ben sind 

Um eine durch eine Funktionsgleichung gegebene Funktion zeichnen zu können, ist 
es oft zunächst erforderlich, eine Wertetabelle für diese Funktion aufzustellen. Aller­
dings läßt sich durch eine derartige Wertetabelle, und damit auch durch den Kurven­
verlauf, selten die gesamte Funktion erfassen. In den meisten Fällen kann man nur 
einen Ausschnitt aus dem Gesamtkurvenverlauf herausgreifen. BEISPIELE 1. y = 2z + 3Lös ung: Zur Aufstellung der Wertetabelle wii.hl.t man für die unabhängige Veränderliche zeine Anzahl von Werten aus und errechnet mit Hilfe der Funktionsgleichung die zugehörigeny-Werte. Da z vollkommen willkürlich gewählt werden darf, verwendet man für die Werte­tabelle solche z-Werte, bei denen mögliohst wenig Rechenarbeit bei der Berechnung von yerforderlich ist.z 

,-41-31-21-11 01+11+21+31+41+5 y - 5 -3 - 1 + 1 + 3 + 5 + 7 + 9 + 11 + 13Die zusammengehörigen Zahlenpe.e.re der Wertetabelle werden als Punkte in das Koordinaten­system übertragen (Bild 27). Man erhält so einzelne Punkte der Kurve y = 2z + 3. Durch fortgesetzte Verfeinerung der Einteilung der Wertetabelle würden die entstehenden Punkte der Kurve im Koordinatensystem immer enger aneinanderrücken. Alle diese Punkte liegen auf einer Geraden. Daher ist die im Bild 27 dargestellte Gerade das Bild der Funk­tion y = 2z + 3. y 
70 

-5 Bild 28 

1) linea curva (lat.) die gekrümmte Linie. 
15 Elemento.rmathemntlk 



226 12. Funktionen2. y = z" -5z + 4Lösu n g: Zunächst wird eine Wertetabelle für ganzzahlige z-Werte aufgestellt (Werte­tabelle a).Tabelle a
X 1-11 01+11+21+31+41+61+6y +10 +4 0 -2 -2 0 +4 +10 Es zeigt sich, daß die so entstehenden Punkte nicht mehr in einer geraden Linie liegen. Daher wäre es verfehlt, die gefundenen Punkte durch Streckenzüge miteinander zu verbinden. Eine Ver;'linerung der Wertetabelle (Wertetabelle b) zeigt nämlich, daß die Punkte sich in einer gekrilmmteu Linie aneinanderfügen (Bild 28). Da.s Bild der Funktion y = x• -5x + 4 ist die im Bild 28 dargestellte Parabel. Tabelle b 
X 1 2,0 1 2,1 1 2,2 '

I 

.!,3 1 2,4 1 2,5 1 2,6 1 2,7 1 2,8 1 2,9 1 3,0 y -2,00 - 2,09 -2.1� -2,21 -2,24 -2,25 - 2,24 - 2,21 - 2,16 -2,09 - 2,00 
12.s.s. Zusammenhang zwischen Funktion und zugehöriger Kurve Aus der Art und Weise, wie de� zu einer Funktion gehörende Kurvenbild mit Hilfeeiner Wertetabelle gezeichnet wurde, folgt: 
I

Erfüllt ein W�:�paar x; y die Funk�ionsgleichung, so lie�t der P�nkt �(z; y)auf der zugehongen Kurve; erfüllt em Wertepaar x; y die Funktionsgleichung nicht, so kann der Punkt P(x; y) auch nicht auf der Kurve liegen. Man sagt dafür auch: 
I 

Die Kurve ist der geometrische Ort aller Punkte, deren Koordinaten diegleichung erfülle�. Umgekehrt gilt auch: 
Kurven-

I Liegt ein Punkt P(x; y) auf einer Kurve, so muß das Wertepaar z; y (die Ko­�rdina�n des Punktes) auch die zur �urve gehörende Funktio1;1sgleichu�g erfüllen; hegt em Punkt P(x; y) außerhalb emer Kurve, so erfüllen die Koordmaten x; ydie zur Kurve gehörende Funktionsgleichung nicht. Dieser Zusammenhang zwischen Kurve und Funktionsgleichung ist für die gesamte höhere Mathematik von besonderer Bedeutung. 
BEISPIELE 1. Der Punkt P ( -2,5; -2) lieg! auf der Geraden y = 2 x+ 3 ,  denn durch x = -2,6 undy = -2 wird die Funk!ionagleichung erfüll!:- 2 = 2 · ( - 2,5) + 3Dagegen lieg! der Punk! Q (0,5 ; -l) au/Jerhalb der Geraden y = 2 z + 3, denn e., iat-l =1= 2, ( + 0,5) + 3.

(Vgl. Bild 271) 
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2. Um nachzuprüfen, ob die Kurve y = 0,5z - 2,5 durch die Punkte P(3; - 1), Q(- 5; - 4)
und R ( - l; - 3) hindurchgelil, ial e.a nichl notwendig, die Kurve zu zeichnen. Durch Einselzm
der Koordinaten der drei Punkte in die FunktW718(1leichung y = 0,5z - 2,5 ergibl 8ich
für P(3; - l): - l = 0,5·3 - 2,5,
fürQ1- 5: - 4): 
für R(- l; - 3): 

- 4 + 0,5 · ( - 5) - 2,5 
- 3 = 0,5 • ( - l) - 2,5.

und

P und R liegen demnach auf der Kurve, da die Koordinalen die.aer Punkte die FunktiO'Mgleichung
erfüllen. Die Koordinalen von Q erfüllen die FunklW718(1leichung nicht, folglich kann Q nichl auf
der Kurve liegen.

12.8.4. Der Schnittpunkt zweier Kurven 

Der Schnittpunkt S(x,; y,) zweier Kurven liegt auf jeder der beiden Kurven. Nach 
12.3.3. müssen demnach die Koordinaten x, und y, des Schnittpunktes auch beide 
Funktionsgleichungen erfüllen. Auf diese Weise ergeben sich zwei Bestimmungsglei­
chungen für x, und y., aus denen sich die Schnittpunktskoordinaten berechnen lassen. 

BEISPIELE 
1. Wo achneiden Bich die beiden Geraden y = 2 z + 3 und y = - 0,5 z + 0,5 ? 

Lösung: Der Schnittpunkt der beiden Geraden sei S(z,; y,). 
Da 8 auf der Geraden y = 2 z + 3 liegt, mµß 

y, = 2z, + 3 

sein. Da 8 gleichzeitig auch auf der Geraden y = - 0,5x + 0,5 
liegt, muß auch 

y, = - 0,5z, + 0,5 
gelten. 
Aus dem Gleichungssystem 

folgt 

I 
y, = 2z, + 3 

1y, = - 0,5z, + 0,5 

x, = - l y, = + l. 

Die beiden Geraden schneiden sich demnach im Punkt 8 ( - l ; 
+ l). Dem Leser wird empfohlen, die beiden Geraden selbst 
zu zeichnen und so das Ergebnis zeichnerisch nachzuprüfen
(Bild 29).

y 
Bild 2� 

2. Wo achneidel die Kurve y = z' - 5z + 4 die z-Ac"8e? 

161 

Lösung: Im Sohnittpunkt einer Kurve mit der z-Achse ist 
der zugehörige y-Wert Null. Daraus folgt für die Abszisse x, des Schnittpunktes die Be­
stimmungsgleichung 

wora.u� 
0 = zl - 5x, + 4,  
z = l 
.. 

z = 4•, 
folgt. Demnach wird die ;,:-Achse von der Kurve y = z' - 5z + 4 in den beiden Punkten 
mit der Abszisse l bzw. der Abszisse 4 geschnitten. (Siehe Bild 28 !) 
A n m e r k u n g: Bei derartigen Ber„chnungen ist es üblich, den Index B bei x, und y, fort­
zul&BBen. Ma.n mache sich jedoch bei jeder Aufgabe den Zusammenhang klar, anstatt ne.ch 
irgendeinem Rezept zu rechnen. 
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12.4. Die lineare Funktion 

12.4.1. Begrlffserklirungen 

Funktionen, bei denen die Veränderlichen in keiner höheren als der ersten Potenz auf­
treten, heißen Funktionen ersten Grades. 
So sind z.B. 

y=2x +3, y=-0 ,37z+4,62, 0,5:z;-0,2y+l,4=0 

Funktionen ersten Grades. 
Für die Funktionen ersten Grades gilt der Satz: 
I Das Bild jeder Funktion ersten Grade� ist eine Gerade. 
Aus diesem Grunde werden die Funktionen ersten Grades auch lineare Funktionen 
genannt. 
Da eine Gerade stets durch zwei Punkte bestimmt ist, genügen stets zwei Punkte, 
um eine lineare Funktion grafisch darstellen zu können. 

Als Normalform der linearen Funktion bezeichnet man· die nach der abhängigen 
Veränderlichen y aufgelöste Form 

I y =mx +b I• (70) 

worin die Größenmund b beliebige konstante Werte annehmen dürfen. 
Jede lineare Funktion der Form A :z; + B y + C = 0 mit B =I= 0 läßt sich in die N or­
malform umformen. So erhält man z.B. aus 0,5:z; - 0,2y + 1,4 = 0 durch Auflösen 
nach y die Normalform y = 2,5 x + 7 . 

12.4.2. Die Funktion y = nu: 

Im Bild 30 sind die Funktionen 

dargestellt. 

l 
Y = 4X, 

3 
Y = 4X• 

y = tx,

y = - 4z, 

y = - X, 

y= x, 

:� = 4x, 
;tl = - 2x, 

3 

y = - "4 :z;,, 
l I 

y = - -2 x und y = - -4 x

Der Leser prüfe die einzelnen Geraden nach, 
indem er jeweils zwei Punkte jeder Gera.den 
berechnet. Bild 30 

y 

y•-4X 
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Alle Geraden gehen durch den Nullpunkt des Koordinatensystems hindurch. Für positive Werte von m steigt die Gere.de (Blickrichtung in positiver Richtung derx-Achse); für negative m fällt die Gere.de. Je größer m ist, um so steiler verläuft die Gerade. Aus diesen Gründen nennt man m den Anstieg der Gere.den.
Aus den beiden Wertetabellen für die Funktionen y = 2x und y = mx 

-4 -3 

y = 2z -8 -6

-2 

-4

-1 0 l 

-2 0 2
2 3 4 
4 6 8 

y = mx -4m -3m -2m -m O m 2m 3m 4m 
erkennt man, daß sich y jeweilA um 2 bzw. um m Einheiten verändert, wenn man xum eine Einheit vergrößert. De.mit gilt: 

I 
Die Funktion y = mx wird dargestellt durch eine Gerade durch den Nullpunkt desKoordinatensystems, die den Anstieg m besitzt. Der Anstieg m ist dabei der Wert,um den sich y ändert, wenn x um eine Einheit vergrößert wird. 

Greift man irgendeinen Punkt P(x; y) der Geraden y = mx heraus, so kommt mannach Bild 31 auf folgende bessere Erklärung des Anstiegs einer Geraden: Aus Bild 31ist zu erkennen, daß 
tanoc = .11._ = � = m

ist. Demnach gilt: 
X X 

Der Anstieg m einer Ge­raden y = m x stimmtmit dem Tangens desWinkels ü herein, den dieGerade mit der positivenRichtung der x-Achsebildet. 
te.n ex= m I 

y 

(71) Bild 31 

y=mx 

12.4.8. Die Funktion y = m z + b 

Im Bild 32 sind die Funktionen 
2 Y=ax-2,

und 
de.rgestell t. 

2 Y'=az-1,
2 

y = 3x + 2 
2 Alle Gere.den verlaufen parallel zur Geraden y = 3x.

y 

Bild 82 
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Die Absolutglieder der Funktionen stimmen mit der Ordinate des Punktes überein, 
in dem die Gerade die y-Achse schneidet. 

Allgemein gilt: 

I
Die Funktion y = mz + b wird dargestellt durch eine Gerade mit dem Anstieg m, 
die die y-Achse im Punkte P(O; b) schneidet. 

12.4.4. Grallscbe Dantellung einer linearen Funktion 

Um eine lineare Funktion y = mz + b grafisch darzustellen, ist keine Wertete.belle 
lll:ehr erforderlich. Da man weiß, daß jede lineare Funktion eine Gerade ergibt, ge­
nügt es, zwei Punkte dieser Geraden auf möglichst einfache Weise zu bestimmen. 
Der erste dieser beiden Punkte ist der Schnittpunkt 
der Geraden mit der y-Achse, den man aus dem 
Absolutglied b der Funktionsgleichung ablesen kann. 
Einen zweiten Punkt erhält man, indem man vom 
Schnittpunkt P(O; b) mit der y-Achse um eine Ein­
heit in Richtung der positiven x-Achse und von da 
aus um m Einheiten in Richtung der y-Achse weiter­
geht (dabei ist das Vorzeichen von m zu beachten) 
bis zum Punkte Q (Bild 33). Die Verbindungs­
gerade PQ ist dann das gesuchte Bild der Funkt.ion 
y=mx+b. 

Bild 33 

2 

Bild 34 

Im Bild 34 sind die beiden Funktionen y = 2x + 3 und y = - 0,75z - 1,25 auf diese 
Weise gezeichnet worden. 

12,4.5. Greflsebe Lösung von linearen Gleichungen sowie von llnenren Gleichungs· 
systemen mit zwei Unbekannten 

Mit Hilfe der grafischen Darstellung linearer Funktionen können lineare Gleichungen 
sowie lineare Gleichungssysteme mit zwei Unbekannten grafisch gelöst werden. 

BEISPIEL l 

Die Gleichung 2 x + 3 = 0 ist grafisch zu löaen. 

Lösung: An Stelle der Beatimmungagleichung 2x + 3 = 0 betrachtet man die Funktions­
gleichung y = 2x + 3. Die zugehörige Gere.de schneidet die x-Achse im Punkt mit der 
Abszisse x = - 1,5 (Bild 35). Dieser Wert ist die Lösung der gegebenen Bestimmungsglei­
chung, denn für x = - 1,5 nimmt die Funktion y = 2x + 3 den Wert y = 0 an, wie es die 
Bestimmungsgleichung verlangt. 
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Bezeichnet man den Schnittpunkt einer Kurve mit der x-Achse als Nullstelle der zu­
gehörigen Funktion, so gilt: 

I 
Die Lösung einer Bestimmungsgleichung mit einer Unbekannten stimmt mit der
Nullstelle der zugehörigen Funktion überein. 

Für die Lösung einer linearen Gleichung mit einer Unbekannten bringt dieses grafische 
Verfahren keinerlei Vorteile. Es gewinnt jedoch an Be-
deutung bei Gleichungen höheren Grades, bei denen Y 
man in vielen Fällen erst durch grafische Verfahren zur 
Lösung gelangt. 

""'0:+---,---,---,----,.- X 
2 3 

nlld 35 

BEISPIEL 2 

l 3x+2y= Daa 0/eichungaayBlem 
2x-3y=

Dild 36 

121
5 

iat grafiach zu lösen. 
Lösung: An Stelle der beiden Bestimmungagleichungen 3x + 2y = 12 und 2x - 3y = - 5betraohtet man die Funktionsgleichungen 

3x + 2y = 12 und 2x - 3y = -5, 

oder auf die Normalform gebracht 
und 

Die beiden zugehörigen Gere.den schneiden sich im Punkte 8(2; 3). Die Koordinaten x, = 2und y, = 3 des Schnittpunktes dieser beiden Gere.den (Bild 36) stimmen mit der Lösung desgegebenen Gleichungssystems überein. 
Be gründung: Da der Schnittpunkt der beiden Gere.den auf jeder der beiden Geraden liegt,müBBen seine Koordinaten nach 12.3.3. beide zugehörigen Funktionsgleichungen erfüllen. Daaber die Funktionsgleichungen formal mit den gegebenen Bestimmungsgleichungen überein­stimmen, müssen sie damit auch die Bestimmungsgleichungen erfüllen. Damit sind x, und y,die Lösungen des GleichungBBystems. 

Auch dieses Lösungsverfahren läßt sich ohne weiteres auf kompliziertere Gleichungs­systeme mit zwei Unbekannten übertragen. Für Gleichungssysteme mit mehr als zwei
Unbekannten ist es nicht anwendbar. 
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12.0. 

12.6.1. 

12. Funktionen

Die quadratische Funktion 

Begrlffserkllrungen 

Eine Funktion der Form 

y = Ax2+Bz+O I• (7:2) 

bei der A, Bund O beliebige konstante Werte bedeuten (A =I= 0), wird eine quadratische 
Funkti_on genannt. Wie bei den quadratischen Gleichungen heißen

A z2 ':['Uo.dratisches Glied,

B x lineareo Glied und

O Absolutglied 

der Funktion. 
Die zu einer quadratischen Funktion gehörende Kurve ist eine quadratische Parabl'I 
(auch Parabel zweiter Ordnung genannt). 

12.6.2. Die Normalparabel y = z• 

Die zur einfachsten quadratischen Funktion y = x2 gehörende Kurve1) verlö.qft sym­
metrisch zur y-Achse und ist nach oben 

-5 

Bild37 

Y geöffnet (Bild 37). Ihr tiefs�r Punkt, der 
Scheitel der Parabel, liegt im Koordinaten-

75 ursprung. Im Scheitel besitzt die Parabel 
ihre größte Krümmung. 

1 
.,, 

r__j 
l __ _l 

X 

5 2 J 

Bild 38 

1) Dem Leser wird dringend empfohlen, für alle Funktionen, deren Wertetabellen im Buche nicht
aufgeführt sind, die fehlenden Wertetafeln selbst aufzustellen und die gefundenen Werte miL
den Kurvenpunkten zu vergleichen.



12.5. Die quadratische Funktion 233 

Die Kurve y = x2 wird auch quadratische Normalparabel genannt. 

Um einige Kurvenpunkte einer quadratischen Normalparabel schnell zeichnen zu können, be­
aohte man folgenden Hinweis: Vergrößert man z, vom Scheitel ausgehend, schrittweise jeweils 
um eine Einheit, so wachsen die zugehörigen y-Werte zunächst um eine, dann um drei, um fünf, 
um sieben usw. Einheiten an (Bild 38). 

12.6.8. Die Parabel y = z• + q 

Die Funktionsgleichung der Parabel y = x2 + q unterscheidet sich von der der Normal­
parabel y = x2 durch das Absolutglied q. 
Jeder y-Wert der Parabel y = z2 + q ist demnach um y y=x2+J 
q größer (wenn q > 0) bzw. um I q I kleiner (wenn q < 0) 
als der zur gleichen Abszisse gehörende y-Wert der N or­
malparabel. Daraus folgt, daß das Absolutglied q ledig­
lich eine Verschiebung der Normalparabel in Richtung der 
y-Achse bewirkt, so daß der Scheitel der Parabel y = x2 + q
im Punkte S (0; q) liegt.
Diese Verschiebung der Normalparabel in Richtung der 
y-Achse wird im Bild 39 an den Parabeln 

y = x2 , y = x2 + 3 und y = x2 - 2 

veranschaulicht. 

12.6.4. Die Parabel y = z•+pz+ q 

Im Bild 40 sind die drei Parabeln 

y=x2, y=(x-2)2 und y=(x-2)2 +4 

nebeneinander dargestellt. 
Bild 39 

Die drei Kurven sind einander trotz der verschiedenartigen Funktionsgleichungen 
kongruent, d.h., sie besitzen alle die gleiche Gestalt. Alle drei Kurven sind Norrnal-

-2 -7

Bild 40 

y 

70 

a 

2 

y 

70 

2 3 lt 

b 

-+-��-�)' 
0 7 2 3 t, 

c 
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parab�ln. Sie unterscheiden sich voneinander lediglich durch ihre Lage im Koordi­
natensystem: 

Die Parabel y = x2 hat ihren Scheitel im Koordinatenursprung. Die Parabel y = (z-2)2 
hat ihren Scheitel im Punkte S (2; 0); sie ist im Vergleich zur Parabel y = z2 lediglich 
in Richtung der x-Achse verschoben. Der Scheitel der Parabel y = (x - 2)2 + 4 liegt 
im Punkte 8(2; 4); die Parabel ist im Vergleich zur Parabel y = x2 sowohl in x-Rich­
tung als auch in y-Richtung verschoben. 

Allgemein gilt: 

I
Die zur quadratischen Funktion 

y = (x - x,)2 + y,

gehörende Kurve ist eine quadratische Normalparabel, deren Scheitel im Punkte 
S (z,; y,) liegt und deren Symmetrieachse parallel zur y-Achse verläuft. 

Durch eine geeignete Umformung ( quadratische Ergänzung) läßt sich jede quadratische 
Funktion der Form 

auf die obige Form 

y = (x - x,)2 + y,

bringen, so daß auch jede Funktion y = x2 + px + q durch eine quadratische Normal­
parabel dargestellt wird. 

IIEISPIELE 

1. Die Funktion y = z2 
- 4z + 5 i8t zu

zeichnen.

Lösung: Umformung der Funktionsglei­
chung mit Hilfe der quadratischen Ergiin­
zung:

y = x• - 4z + 4 + l 
y = (x - 2)2 + 1. 

Daraus liest man ab : 

x, = 2; y, = 1. 

Die Parabel hat demnach ihren Scheitel­
punkt im Punktes (2; 1). Sie ist im Bild 41 
dargestellt. 

2. Die Funktion y = :z:2 + 5x - l iat zu 

zeichnen.

Lüsu ng: Es ist
y = x• + 5x - l = 

= z2 + 5 X + 2,51 
- 7 ,25 

y = (x + 2,5)2 
- 7,25. 
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ScheitelpunktBkoordinaten: 

8(- 2,5; - 7,5) 

Die Parabel ist ebenfalls im Bild 41 dargestellt. 

12.ö.ö. Grellsche Lösung quadratischer Gleichungen 
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Zur grafischen Lösung quadratischer Gleichungen gibt es zwei Verfahren, die am Bei­
spiel der Gleichung 

x2+x-2=0

vorgeführt werden sollen. 

1. Verfahren: An Stelle der Bestimmungsgleichung x2 + x -2 = 0 betrachtet man
die Funktionsgleichung

y = X2 + X - 2 

und bestimmt zeichnerisch deren Nullstellen (vgl. Abschnitt 12.4.5. Beispiel 1 !) : 
Der Scheitelpunkt der Parabel y = x• + x -2 liegt im 
Punkte 8 ( - 0,6; -2,25). Aus der Kurve liest man die .l' 
Nullstellen 70 

und x. = + 1

nb (llild 42). 

y 

lJild 4� 

Dieses Verfahren ist wegen der umfangreichen Rechenarbeit bei der Bestimmung des 
Rcheitelpunktes nicht sehr vorteilhaft. 

2. Verfahren: Man bringt in der quadratischen Gleichung das quadratische Glied
allein auf eine Seite

x2=-x+2 
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und betrachtet an Stelle dieser Bestimmungsgleichung die beiden Funktionsgleichungen 

und Y2 = -x + 2. 

Die zu diesen beiden Funktionsgleichungen gehörenden Kurven lassen sich leicht 
zeichnen. (Es ist günstig, wenn man sich für derartige Aufgaben eine Schablone für 
die Normalparabel y = x2 anfertigt.) Die Maßzahlen der Abszissen der Schnittpunkte 
beider Kurven (Bild 43) sind die Lösungen der gegebenen Bestimmungsgleichung. 
In den Schnittpunkten stimmen nämlich die y-Werte der beiden Funktionen überein, 
so daß aus 

die Beziehung 

oder x2 + x -2 = 0 

folgt, was ja nach der Aufgabenstellung gefordert war. 
Que.dre.tische Gleichungen, die rechnerisch mit den uns zur Verfügung stehenden Zahlen nicht 
gelöst werden können, lassen sich natürlich auch grafisch nicht lösen. 
So ist z.B. die Gleichung 

x2 rt-x+2=0 

für uns zunächst nicht lösbar. 
Bei der grafischen Lösung der Gleichung mit Hilfe des zweiten Verfahrens wären die Schnitt­
punkte der Norme.lpare.bel y = x• mit der Gere.den y = - x -2 zu ermitteln. Diese Gerade 
l äuft jedoch links unten an der Norme.lpe.re.bel vorbei (Bild 43). 

12.6.6. Die allgemeine quadratische Funktion y = A z• + B z + C 

Steht bei dem quadratischen Glied einer quadratischen Funktion ein von Null und 
Eins verschiedener Faktor A, so tritt eine Formänderung der Parabel auf. Dies soll 
an den Beispielen 

y=x2 y=2x2 

y=-x2 y=-2x2 

gezeigt werden (Bilder 44 und 45). 
Die Parab�ln y = A x2 sind im Vergleich zur Normalparabel y = :z;2 gestreckt bzw. ge­
staucht, je nachdem ob JA ! > 1 
oder ob O < 1 A J < 1 ist. 
Ist A positiv, so ist die zugehörige 
Parabel nach oben geöffnet. Bei 
negativem A ist sie nach ·unten 
offen. Die Symmetrieachse ist in 
jedem Falle die y-Achse. 
Die zur allgemeinen quadratischen 
Funktion 

y = A x2 + Bx + C

gehörende Kurve ist zur Parabel 
y = A x2 kongruent. Durch das 

y

Bild 44 llild 45 
y· -xi 
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lineare Glied B :z: und das Absolutglied C tritt lediglich eine Verschiebung der 
Parabel ein. 

II EI SPIEL 

Die Funkti-on y = - ! zl '+ 2z + 3 iat grafiack darz'USÜ!Uen. 

Lösu n g: Wertetabelle: 

=---1-
4 - 3 

- 2 
y - 13 - 7,6 - 3 

-1 0 +l +2 +3 +4 +5 +6 +7 + 8 

+ 0,5 + 3 + 4,5 + 6 + 4,5 + 3 + 0,5 - 3 - 7 ,6 - 13 

Es entsteht eine naoh unten geöffnete, gestauchte 
1 • 

Parabel, die der Parabel y = 
- 2 zl kongruent ist 

(Bild46). 
Der Scheitel dieser Para.bei läßt sich ne.ch einer 
einfachen Umre.chnung unmittelbar aus der Funk­
tionsgleichung ablesen: 

= - {- (x2 
- 4 z + 4) + 5 

(que.dre.tische Ergänzung) 

1 
y = - 2 (z -

2
)' + 6 

1 y= - 2 x
2•2x•3 

Hieraus liest me.n die Soheitelpunktskoordine.ten 
z, = 2, y, = 6 e.b. 

-5
Bild 46 

12.6. Die Potenzfunktionen y = :r:11 

12.6.1. y = z• für ganzzahliges positives n 

Die Kurven der Potenzfunktionen y = :z:" heißen Parabeln n-ter Ordnung, wenn n eine 
y ganze positive Zahl ist. 

Jede Parabel für sich ist eine zusammenhängende Kurve, 
d. h., sie besitzt keinerlei Unterbrechungen.
Bei geradzahligem n verlaufen die Kurven im ersten
und zweiten Quadranten und liegen symmetrisch zur
y-Achse. Der Scheitel jeder Kurve liegt im Koordinaten­
ursprung. Außerdem gehen alle diese Kurven durch

10 die beiden Punkte P1 (1; 1) und P2 (- l; 1) und durch 
den Nullpunkt hindurch (Bild 47). 
Ist n eine ungerade ganze positive Zahl, so haben die 
Kurven einen anderen charakteristischen Verlauf. Sie 
liegen im ersten und im dritten Quadranten und sind 
zentralsymmetrisch zum Nullpunkt. Jede Kurve geht 
durch die drei Punkte P1 (1; 1), S(O; 0) und P

1 
(- 1; - 1) 

·J -2 -7 J 2 TT
"' hindurch (Bild 48).

llild 47 Für :z: > 1 steigen die Parabeln um so .schneller an, 
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je größer die Hochzahl n ist. Der Kurvenverlauf im Intervall - 1 < x < + 1 ist im 
Bild 49 gesondert dargestellt. 

y 

y 

-7

---y=x 
-ysx2
----y=x:J 

------y=x• 
---y=xs 

-··-.r=x'

Bild 48 Bild 49 

12,6,2, y = a:" für ganzzahliges negatives n

Die Kurven der Potenzfunktionen y = xn heißen Hyperbeln n-ter Ordnung, wenn II 
eine negative ganze Zahl ist. 
Mit wachsenden Werten von x werden die y-Werte immer kleiner, so daß sich die 
Kurven immer mehr der x-Achse nä.hern, ohne sie jedoch im Endlichen zu erreichen. 
Man nennt die x-Achse eine Asymptote der Hyper-
beln. 
Lä.ßt man de.gegen x immer mehr e.n den Wert Null 
herangehen, so wachsen die y-Werte immer mehr an. 
De.mit wird auch die y-Achse zu einer Asymptote der 
Hyperbeln. Die Hyperbeln sind keine zusammenhän­
genden Kurven. Sie sind bei x = 0 unstetig. Man nennt 
die Stelle x = 0 eine Unstetigkeitsstelle (oder hier spe­
ziell einen Pol) der Funktion. 
Bei geradzahliger Hochzahl n bestehen die Kurven aus 
zwei kongruenten „Ästen", die im ersten und zweiten 
Quadranten verlaufen und symmetrisch zur y-Achse 
liegen. Alle diese Hyperbeln gehen durch die beiden 
Punkte P

1 
(1; 1) und P

2 
(- 1; 1) hindurch (Bild 50). 

-J -2 -7 

--y=x·2 
---y=x·� 
...... ,y=x·6 Bei ungerader Hochzahl n bestehen die Hyperbeln 

ebenfalls e.us zwei kongruenten Ästen, die jedoch im Bild 50 

ersten und dritten Quadranten liegen und zentral-

y 

1: 

1: 
1: 
1: 
� 
t 
i 

2 J 

symmetrisch zum Nullpunkt sind. Jede dieser Kurven geht durch die beiden Punkte 
P1 (1; l) und P

2
(- 1; - 1) hindurch (Bild 51). 

Alle Hyperbeln verlaufen in der Nä.he des Nullpunktes um so steiler und nä.hern sich 
für große Werte von \ x \ um so schneller der x-Achse, je größer der Exponent n ist. 
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Die Funktion y = zO hat für jeden von Null verschiedenen Wert von x den Wert 1. 
Für :z; = 0 führt die Funktion auf die sinnlose Form 0°. 
Sie ist an dieser Stelle nicht erklärt. 
Das Bild der Funktion y = :z:0 ist demnach eine Par­

allele zur :z;-Achse im Abstand 1 (Bild 52) mit einer 
,,Lücke" bei.:z; = 0. 

y L\ -J -2 -7 · l�-�.� ... �.-,\-+o.,,..--,-·=,· 2r=-=;
.---x 

y-x•

--y=x-1 
---y=x-1 
········y=,r-5 

.1 0 X 

Bild 51 -5 
Bild 62 

12.8.8. y = :.:" fftr gebrochene Werte von n 

Von den Funktionen y = :z;n für gebrochene Exponenten n sollen hier nur diejenigen 
besprochen werden, bei denen n ein positiver Stammbruch ist, also die Wurzelfunk­
tionen 

y = x� = Vz (n ganzzahlig, positiv). 

�ach der im Abschnitt 6.1. verwendeten Definition des Wurzelbegriffes existieren diese 
Wurzelfunktionen nur für nichtnegative Werte von x. Ihr Definitionsbereich ist dem­
nach 

O�x<oo. 

Für alle Funktionen y = 'yx erhält man monoton ansteigende Kurven, die für große 
x-Werte um so steiler ansteigen, je kleiner der Wurzelexponent n ist. 

Im Bild 53 wurden neben den beiden Funktionen y = Vz und y = Vx auch die sich 
von diesen nur durch das Vorzeichen unterscheidenden Funktionen y = -Vx und

y = -y'z eingezeichnet. Die beiden Kurven y = Vz und y = -Vz gehen im Null­
punkt des Koordinatensystems ineinander über und bilden eine Parabel, die bei einer 

y 
J 

-:f--.--,-r-r-.--,---r-T""T--r-T""T""T""-r--.-r-.--,r"Tl�X 
0 5 
·,... ...::.::�·-·······················y=-W 

......... 
---

y;=-Yx 

10 15 

Bild 63 

y 
J 

......,�O-.--,-.--r-,....,...-r-T""T--r-.....-x 
5 10 

Bild 64 
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Drehung um 90° in die quadratische Normalparabel übergehen würde. -Ähnliche Ver-
, -

\r:: hältnisse liegen auch bei y = V x und y = - r x vor. 

12. 7. Die Exponentialfunktionen y = a"' und y = a-2 

Funktionen, bei denen die unabhängige Veränderliche als Hochzahl einer konstanten 
Grundzahl auftritt, werden Exponentialfunktionen genannt. So sind z.B. 

y = 2"', y = 10"',

Exponentialfunktionen. 
y = a"' und y = 3-z 

Ist a � 1, s.o ist die Exponentialfunktion y = a"' für alle x-Werte erklärt. Ihr Defini­
tionsbereich ist demnach - oo < x < + oo. 
Für sehr große negative Werte von x wird, a > 1 vorausgesetzt, y sehr klein. Die 
Kurve nähert sich da.her immer mehr an die negative x-Achse an. 
Für x =-0 ist y = ao = 1, d. h., jede Exponentialfunktion y = a"' schneidet die y-Achse 
im Punkte P(O; 1). 
Mit wachsendem x werden die y-Werte sehr schnell groß, so daß die Kurve für posi­
tive Werte von x sehr steil ansteigt (Bild 55). 
Die Exponentialfunktionen y = a-z sind, wenn a � 1, ebenfalls für alle x-Werte er­
klärt, so daß auch ihr Definitionsbereich - oo < x < + oo ist. 
Mit wachsendem x werden die y-Werte immer kleiner; die Kurve y = a-"' nähert sich 
demnach immer mehr der positiven x-Achse, ohne sie jedoch im Endlichen zu erreichen. 

y 
y 

1 

20 /y=lO" 1 

1 
l
y=70-x 

1 
1 

75 
1 1 
1 1 

20 

15 

I \ 
I \ 10 I \ 70 

I \ 

I \ 

s I \ 
I \ 

I \ 
' 

X 

-2 -7 2 -2 -7

Bild 66 Bild 56 

Für x = 0 wird y = a-0 = 1, d. h., jede Exponentialfunktion y = a-x schneidet die 
y-Achse im Punkte P(O; 1).
Für große negative x-Werte werden die zugehörigen y-Werte sehr groß, so da.ß die
Kurve sehr steil von oben herabkommt (Bild 56).
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Die beiden Kurven y = a" und y = a-x verlaufen symmetrisch zur y-Achse (Bild 57). 
Ist a > 1, so ist y = a" eine monoton steigende Funktion, während y = a-x eine monoton' 

fallende Funktion ist. Beide Funktionen besitzen keine
Y y=a" negativen Funktionswerte. Sie verlaufen demnach vollkommen

oberhalb der z-Achse. 

Ist a = 1, so erhält man als Bild der Funktion y = 1 • die Parallele
?.Ur z-Achse im Abstand 1. 
Ist O < a < 1, so läßt sich die zugehörige Exponentialfunktion auf
einen der bereits behandelten Fälle zurückführen, wenn man be­
achtet, daß 

und a" = _.!._ = (_!__)-"a..,. a 
.::::;:__.,.....-+,,........,,--...,.C::..,;I� X ist. 
·2 ·/ 

Bild 67 

2 J Für negative Grundzahlen a hat die Exponentialfunktion y = a•
bzw. y = a-• keinen Sinn. 

12.8. Die logarithmische Funktion 

Die logarithmische ·Funktion 
y = log,, z 

ist nur für a > 0 und =I= 1 sowie nur für positive z-Werte erklärt, da es keine Loga.rith­

y 

" 

J 

2 

12.9. 

5 

Bild r,s 

12.9.1. 

mensysteme mit negativen Basen sowie 
y=togzx keine Logarithmen von negativen Numeri 

gibt. Der Definitionsbereich der Funk­
tion y = log,, z ist demnach O < z < oa 

y=lgx (Bild 58). 

____ - -- - - - Die logarithmischen Funktionen y = log. z
verlaufen nur im ersten und im vierten 
Quadranten. Sie schneiden alle die z-Achse
im Punkte P(l; 0). Ist die Basis a > 1,70 75 

Zur Theorie des Rechenstabes 

Funktlonsleltem 

so steigt die zugehörige logarithmische
Funktion monoton an. Ist dagegen a < 1 , 
so fällt die zugehörige logarithmische
Funktion monoton. 

Trägt man auf einer Geraden Teilpunkte ab, die von einem Anfangspunkt A die Ent­
fernungen 

I e,, =m ·f(z) 1 (73) 

besitzen, und bezeichnet man die Teilpunkte mit dem jeweils zugehörigen Argument­
wert z, so entsteht eine Funktionsleiter (FnnktioD88kale1)) für die Funktion f (z). Die

1) scala. (lat.) die Leiter.
18 Elementarmathem11Uk 



242 12. Funktionen

Gesamtheit der Teilpunkte wird Teilung der Leiter genannt. Die Größe m ist ein 
Maßstabsfaktor. 
Speziell nennt man die durch e,, = m · x hervorgegangene Teilung einer Leiter die 
lineare Teilung; e,, = m · x3 liefert die quadratische Teilung; e.,, = m · ..!_ die reziproke
Teilung, e,, = m · log. x die z 
logarithmische Teilung usw. 
Das Kennzeichen der linea- eK=m ·x

O q1 0,2 
ren Teilung einer Leiter ist ex=m·x:z ...... -.-----------------
der gleichmäßige Abstand O 

0.3 0,4 0,5 0,6 0.7 0,8 (!9 1,0 

0.5 0,6 0,7 0,8 0,9 1,0 
aller Teilpunkte. Bei allen ex=m·Vx 
übrigen Teilungen sind die O 
Abstände der Teilpunkte ex=m ·� .-----------.--........ -..--.--.--..-�-.-. 
untereinander verschieden. ex=m · L O 

0.1 0,2 0.3 0,lt 0,5 0,6 0.7 0,8 0,91,0 

0,1 0,2 0.3 0.'t 0,5 1,0 

Im Bild 59 sind verschie- x oo......,20-1�0--S�lt--------------3 2 
dene Leitern dargestellt. Der ex=m·lgx ------------------
Maßstabsfaktor m beträgt 1 
in allen Fällen m = 6,6 cm. Bild 611 

12.9.2. Die Iogarlthmlsohe Teilung 

2 3 4- 5 6 7 8 9 10 

Neben der linearen Teilung einer Leiter (gleiche Abstände zwischen den Teilpunkten) 
ist die logarithmische Teilung für die Anwendungen besonders wichtig. Aus diesem 
Grunde wurde im Bild 60 die Entstehung des Abschnittes 1 � x � 10 einer logarith­
mischen Teilung noch einmal dargestellt. 
Da sich die Mantissen der dekadischen Logarithmen von Zehnerpotenz zu Zehner­
potenz wiederholen, ist die Teilung einer logarithmischen Leiter im Intervall 1 � z � 10 
die gleiche wie in den Intervallen 0,1 � x � 1 oder 10 � z � 100 usw. 

----a77a 
woo 

'--0.602' � 
f!-4.701�77: : 
7 2 J 4 5 6 78970 

Bild 80 Bild 61 

0,5 1,0 5 70 so 700 

Eine logarithmische Leiter, deren Bereich sich über mehrere Zehnerpotenzen erstreckt, 
besteht demnach aus mehreren kongruenten Teilstücken, die sich nur in der Bezeich­
nung der Teilpunkte voneinander unterscheiden. Man kann also die Teilup.g für das 
Intervall 1 � z � 10 auch für jedes andere Intervall 10" � z � 10"+1 verwenden 
(Bild 61). 

12.9.8. Verschiebbare Leitern 

Setzt man an eine Strecke der Länge a eine zweite Strecke der Länge b an, so erhält 
man eine Gesamtstrecke der Länge c = a + b. 
Liegen nun zwei mit dem gleichen Maßstab m linear geteilte Leitern nebeneinander, so 
entspricht diesem Aneinanderreihen zweier Strecken a und b wegen a = m · x, b = m · y 
und c = m · z die Aufgabe 

m·z=m·z+m·y 
oder z = z + y. 
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Mit Hilfe zweier gegeneinander verschiebbarer, kongruenter, linear geteilter Leitern 
läßt sich demnach jede Additionsaufgabe (und de.mit e.uch jede Subtre.ktionse.ufgabe) 
lösen. Im Bild 62 wurde auf diese Weise die Aufgabe 4 + 5 = 9 gelöst. 
Verwendet me.n nun e.n Stelle der linearen Teilung e.uf be"iden Leitern eine logarith­
mische Teilung, so de.ß 

a = m · lgx 

i---a 

c
1

•a+b 

b----1 
1 

1 � �
1 

z 3 ,. 1 

1 

l Q 
1 1 1 1 1 1 1 1 

2 3 .. 5 6 7 8 9 

Bild 62 

b = m · lgy 

�i 6 7 8 
1 

�
1 

10 

c = m · lgz 

i----- c=a•b-------,.i 
1 

r--a ---- b -----

! 1j
I I 

1 z 

Bild 63 

2 

1 1 

3 lt 5 

3 't t 6 7 

ist, so entspricht dem Aneine.nderfügen der beiden Strecken a und b die Aufgabe 

m·lgz= m·lgx+ m·lgy 

lgz = lgx + lgy, 

woraus z = x · y 
folgt. 
Mit Hilfe zweier gegeneinander verschiebbarer, kongruenter, logarithmisch geteilter 
Leitern läßt sich demnach jede Multiplikationsaufgabe (und de.mit e.uch jede Divisions­
aufgabe) lösen. (Im Bild 63 ist die Lösung der Aufgabe 2 • 5 = 10 dargestellt.) 
De.bei besitzt die logarithmische Teilung einen großen Vorteil. De. die Teilung von 
1 bis 10 gene.u dieselbe Geste.lt besitzt wie die Teilung von 10 bis 100 usw., ist es hin­
sichtlich der Ziffernfolge gleichgültig, ob me.n 2 · 5 oder 20 · 0,5 oder 0,02 · 0,005 oder 
dergleichen zu rechnen he.t. Die Ziffernfolge stimmt bei allen drei Ergebnissen über­
ein; es braucht lediglich die Komme.stellung durch eine Überschlagsrechnung fest­
gestellt zu werden. 

12.9.4. Der logarithmische Rechenstab 

Der logarithmische Rechenstab ist nichts anderes e.ls eine Einrichtung, mit deren Hilfe 
logarithmische Leitern gegeneinander verschoben werden können. Auf dieser Verschieb­
be.rkeit logarithmischer Leitern beruht seine Anwendung bei Multiplikations- und 
Divisionse.ufge.ben. 
Darüber hinaus sind e.uf jedem Rechenstab mehrere logarithmische Teilungen mit ver­
schiedenen Maßstäben eingraviert. Die Leitergleichungen für die einzelnen Skalen lauten 
beim handelsüblichen Rechenstab mit 25 cm Ske.lenlä.nge 

e,, = 25 cm· lgx für die C- und D-Ske.le, 
e,, = 12,5 cm· lgx für die A- und B-Ske.le, 
e,, = 8,3 cm· lgx für die K-Ske.le, 
e

,, 
= 25 cm· (1 - lgx) für die CI-Ske.le und 

e,, = 25 cm · x für die L-Ske.le. 

Aus den verschiedenen Me.ßstä.ben der einzelnen Skalen ist es zu erklären, de.ß genau 
senkrecht über einem Wert der D-Skale in der A-Ske.le de.s zugehörige Que.dre.t, in 

16• 



244 12. Funktionen

der K-Ske.le die zugehörige Kubikze.hl usw. zu finden ist. Denn die Ze.hl z besitzt e.uf 
der D-Ske.le die Entfernung 

ex = 25 cm· lgz A ,- ;. -Y 
vom Anfe.ngepunkt, während .die Ze.hl y auf der A-Skale 
die Entfernung O 1-ex-x 

ey = 12,5 cm· lgy Bild 64 

vom Anfangspunkt besitzt. Wenn die beiden Zahlen z und y genau senkrecht über­
einanderstehen (Bild 64), muß 

sein, d.h., es muß 

12,5 cm· lgy = 25 cm· lg z 

lgy = 2 · lgx = lg(:z:2) 

gelten, woraus 

y = :z;Z 
folgt. 
In ähnlicher Weise lassen eich auch alle anderen bereits bekannten Zusammenhänge 
zwischen den einzelnen Skalen des Rechenstabes erklären. 

AUFGABEN 

263. Unte1'Bllche, welche von den gegebenen Punkten auf den Kurven liegen, die durch ne.ch·
stehende Funktionsgleichungen bestimmt sind: 

a) y = 3z + 2
P, (O; -2) 

b) 3z-4y+7=0 
( 1 17) P, 2; 8 

2 5 c) y = -3z+ 4

P1 (f; 5) 
d) 7 2 3 y=4-z +z-

P1 (4,71; - 2,36) 
e)4z2-3y2 =16

P, (-2; 0) 

P2 (- 1; -l) 

P2 (-4; 3) P9 ( -3,2; 4,6)

P2 (-6; 5) 

P8 ( - 14; -95)
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264. Berechne fµr die gegebenen Ordinaten die Abszissen der Punkte, die die folgenden Funk­
tionsgleichungen erfüllen: 

4 2 a) 11 = 5z-3 
b)11=-6z+2 

c) 7 z -911 -3 = 0 

d) 11=4z2-9

e) 11 = 15z2 + z -6 

für 

für 

für 

für 

für 

11, = 2 
2 11, = -3 

11, = -1 

Y, = 0 

112 = -1 

112 = 0 
3 112 = 5i" 

112 = 8,64 
1 112 = 733 

2 
1la = l6 

1la = -4 
2 

Ya = 19 

1la = 27 

11a = - 4 

265. In welchen Punkten schneiden die Kurve;1, die durch folgende Funktionen gegeben sind, 
die Koordinatenachsen? 
a) 11=z- 2 

2 4 c) y = - 3-z - -7 
e) 14z - 911 + 21 = 0 
g) 11 = - 4z2 - 6z + 4 
i) zl + 11• = 6,76

b) 11 = 3z -t- 5 

d) 5z-011- lO=O 

f) 11 = z2 - 3z 
h) 611 = - 36z1 

- 252z - 491 
k) 4zl + 9111 = 100 

266. Berechne die Schnittpunkte der folgenden Kurven: 
3 a) 11 = 4 z + 3 und 11 = 2z - 2 

b) 11 = 0,8z -2,3 

c) 11 = 5z -8 

d)
3 11 = 

2z- 3 

e) z+11-2=0 

f) 11=-3x-l 
g) 11 = - 3 z• + 5 

10 h) 11 = 7z• + 4 

i) 11 = -5 z• - 20 z - 23 
7 k) 11= -2z"-14z - 9 

267. Löse grafisch: 
4 a) 3z + 2 = 0 

c) 3z - 211 + 1 = 0 
z + 311 - 18 = 0 

e) 3z - 11 - 4 = 0 
X+ 311 + 2 = 0 

und 

und 

und 

und 

und 

und 

und 

und 

und 

2z+3011-35= 0 
4 11 = -3z + 11 

11 = -6z - 18 
2 1 -5z+ 511 = 1 

11 = -7 

11 = z"+l 

11=2:r-3 
3 11= 4z• + 3z

1 11=3+2z+2z2 

b) - 0,5z + 3,2 = 0 

d) 4z + 211 = 1 
3x - 611 = 7 

f) 3z - 211 = 11 
2z + 311 = 16 
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g) 3z + 2y = 12 h) z + 2y = 3 

5z - 2y = 4 -z+6y=3

i) 3z - 2y - 2 = 0 k) z + 2y = 4 

X+ 2y - 4 = 0 2z + 4y + 5 = 0 

l) x+ y+l=O m) y = 3z + 5 

- 2z + y = 6 6z - 2y + 10 = 0 

n) 3z + 2y = 2 o) 3z + y = 4 

3z - 4y = - 1 y + 3z - 2 = 0 

268. Bestimme Öffnungsrichtung, Qffnungestärkfl und Lage des Scheitels der folgenden Parabeln 
und gib an, wo die y-Achse und wie oft die z-Achse geschnitten werden! 

a) Y= -2z2- 4z b) 
3 

y = -
2

-z2 + 6 z -7 

c) y = 0,3z• -2,7 d) y = - 3z' + 6z - 1 

e) 7y=8z'+l6z-6 f) y = -z' + 2z -3 

g) 
1 

y= az• - 2z h) y=4z2+2z-6 

i) y = - zl - l,6z + 2,12 k) - 4y = x• - 6x + 8 

269. Löse grafisch (aur Millimeterpapier): 

a) z2 + 0,3z - 1,3 = 0 b) z• - l,5z - 4,5 = 0 

c) z2 
- 4z + 13 = 0 d) z' - 3,4z = 0 

e) z• + 0,3z - 7 = 0 f) y' - l,4y + 0,49 = 0 

g) z' + 2,Sz + 2 = 0 h) 4z1 + 4z - 3 = 0 

i) 5z2 + 18z + 16,2 = 0 k) 5 y• + 10 y - 2,2 = 0 

270. a) Welche Kurvenform ergibt sich, wenn das ÜHMsche Gesetz U = R • 1 grafisch dar­
gestellt wird: 

oe) U als Funktion von 1 bei konstantem R 

Pl U ,, ,. R ., 1 

y) I " 

d) I " 

6) R 

Cl R " 

" R 

" u 

I 

" u 

" 

" 

" 

u 

R 

u 

1 

b) In Abhängigkeit vom Radius r sind darzustellen: 

oe) der Umfang eines Kreises, 

P) die Fläche eines Kreises, 

y) die Oberfläche einer Kugel, 

d) das Volumen einer Kugel. 

Welche Kurven ergeben sich? 



13. Grundbegriffe der Geometrie

PLANIMETRIE 

Die Planimetrie ist die Lehre von den Formen und Beziehungen von Figuren in der 
Ebene. Entsprechend den Zahlen in der Arithmetik werden demzufolge in der Plani­
metrie die Punkte, Gere.den, Winkel usw. o.ls Grundelemente verwendet. 
Unter der Stereometrie versteht man die Lehre von den Formen und Beziehungen von 
Körpern im Raume. 

13.1. Punkt 

Definition: 

I 
Der Punkt ist do.s einfachste geometrische Gebilde, er ist eine gedachte Stelle im
Ru.um und besitzt keine Ausdehnung (Dimension). 

Die Bezeichnung erfolgt durch große lateinische Buchstaben. 

13.2. Linie 
Definition: 

I
Eine Linie entsteht durch die Bewegung eines Punktes. Sie besitzt eine Ausdehnung, 
die Längeno.usdehnung. Ändert der Punkt du.bei seine Bewegungsrichtung nicht, so 
entsteht eine Gerade. 

Definition: 

I 
Eine einseitig begrenzte Gerade heißt Strahl.
Eine zweiseitig begrenzte Gerade heißt Strooke. 

Eine Strecke kann auch erklärt werden o.ls die kürzeste Verbindung zweier Punkte. 
Als Längenmaß sind das Meter sowie dessen Bruchteile und r
Vielfache festgelegt. (Vgl. Anhang!) M p 

Linien werden durch kleine lateinische Buchstaben bezeichnet. 
Bild 66 

Bei Strecken dient der Buchstabe zugleich als Ersatz für die 
Größe, z.B. bei Berechnungen. Ferner bezeichnet mo.n Strecken noch durch Angabe 
ihrer Endpunkte. 
Zum Beispiel: 

r = Strecke M P = MT' 

13.3. Fläche 
Definition: 

(Bild 65). 

I
Eine Fläche entsteht durch die Bewegung einer Linie, sofern diese nicht in sich 
selbst verschoben wird. Die Fläch� besitzt zwei Ausdehnungen, nämlich Länge und 
Breite, sie ist zweidimensional. 
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Defi,nition: 

I 
Verschiebt me.n eine Gere.de ohne sie zu drehen längs einer anderen Gere.den, so
entsteht eine Ebene. 

Ein bestimmtes Flächenstück wird durch Linien begrenzt. 
Als Flächenmaß sind der Inhalt eines Que.dre.tes von 1 m Seitenlänge sowie dessen 
Bruchteile und Vielfache festgelegt. (Vgl. Anhang!) 

13.4. Raum 

Definition: 

I
Der Raum entsteht durch die Bewegung einer Fläche, sofern diese nicht in sich 
selbst verschoben wird. Der Re.um besitzt drei Ausdehnungen, nämlich Länge, 
Breite und Höhe. Er ist dreidimensional. 

Ein bestimmter Körper wird durch Flächen begrenzt. 
Als Me.ß für seinen Re.uminhe.lt, de.s Volumen, sind de.s Volumen eines Würfels von 
1 m Ke.ntenlänge sowie dessen Bruchteile und Vielfache festgelegt. (Vgl. Anhang!) 

13.l'i. Winkel 

Definition: 

I 
Der Winkel .ist der Richtungsunterschied zweier Strahlen, der Schenkel des Win­
kels. Der gemeinsame Endpunkt beider Strahlen ist der Scheitelpunkt des Winkels. 

Winkel werden durch kleine griechische Buchstaben bezeichnet unter Verwendung 
der Schenkel oder unter Zuhilfenahme dreier Punkte, von denen der mittlere der 
Scheitelpunkt ist, während die anderen beiden je e.uf einem 
Schenkel liegen. 

Zum Beispiel: 

y = <;. AS B = <;. (a, b) = Winkel AS B (Bild 66). L' 
S b 

B 

Als Winkelmaß sind das Grad und dessen Bruchteile festge- Bild 66 
legt. Ein Grad ist der Richtungsunterschied zweier benach-
barter Strahlen, wenn man den Kreis vom Mittelpunkt aus in 360 gleiche Teile zerlegt. 
(Vgl. Anhang!) 

Über die Winkelmessung im Bogenmaß vgl. Abschnitt 25. 

N e.ch der Größe der Winkel trifft me.n folgende Einteilung: 

0° < oc < 90° Spitzer Winkel, 
IX = 90° = 1 L Re.chter Winkel, 

90° < IX < 180° Stumpfer Winkel, 
IX= 180° = 2L Gestre.ckle'r Winkel und 

180° < IX tlberstumpfer Winkel. 

Das Zeichen für „rechtwinklig" ist .l. Rechte Winkel ke.nn man durch einen in den 
Winkel gesetzten Punkt kennzeichnen. 



14.2. Nebenwinkel 
Definition: 

I 
Komplementwinkel sind solche, die einander zu 90° . ergänzen. Supplementwinkel sind solche, die einander zu 180° ergänzen. 

14. Lagebeziehungen zwischen Geraden und Winkeln

14.1. Parallele Geraden
Definition: 

249 

I 
Parallele Geraden sind solche, die überall gleichen, rechtwinklig zu messenden Ab­stand haben. 

Diese Definition ist gleichwertig mit der Aussage, daß parallele Geraden einander 
nicht schneiden. Das Zeichen für i>arallel ist II · In der darstellenden Geometrie verwendet man auch folgende Definition: 
Definition: 

I Parallele Geraden schneiden einander im Unendlichen.

Diese Definition scheint im Widerspruch zu der vorher gemachten Aussage zu stehen. Das ist nicht der Fall, wenn man berücksichtigt, daß 
,. ... schneiden einander im Unendlichen"

-�,. ... schneiden einander nicht im Endlichen". �r 
---s­Diesen Sachverhalt kann man sich an Bild 67 veran-

Bild 67 

gleichbedeutend ist mit 

schaulichen. Die Gerade / liegt fest. Sie wird von der Geraden g in S geschnitten. Je weiter sich 
g um den Drehpunkt in die Grenzlage als Parallele dreht, desto weiter wandert der Schnittpunkt weg; im Grenzfall ist seine Entfernung vom Drehpunkt „unendlich groß" geworden. 
14.2. Nebenwinkel 
Definition: 

I 
Zwei Winkel sind Nebenwinkel, wenn sie einen Schenkel gemeinsam haben und diebeiden anderen Schenkel einen gestreckten Winkel bilden. 

Daraus ergibt sich unmittelbar der 
Satz 1: 

I Zwei Nebenwinkel ergänzen einander zu 180°. 
Daraus folgt weiter der 



250 14. Lagebeziehungen zwischen Geraden und Winkeln 

Satz 2: 

I Sind zwei Nebenwinkel gleich, so ist jeder ein rechter Winkel. 

Während Nebenwinkel stets Supplementwinkel sind, sind Supplementwinkel nur dann 
Nebenwinkel, wenn sie einen Schenkel gemeinsam haben. 

14.3. Scheitelwinkel 

Satz: 

I Beim Schnitt zweier Geraden ergeben sich zwei Paare gleicher Winkel. 

Beweis: Nach Bild 68 ist ß
1 

Supplementwinkel sowohl zu cx1 als auch zu ,:x
2

• Also gilt 
°'1 = °'2 • 

Entsprechend beweist man die Gleichheit von ß1 
und ß

2
• 

Definition: 

I
Gleiche Winkel an sich schneidenden Geraden heißen Scheitel­
winkel. Dlld 68 

14.4. Winkel an Par�lelen 

Definition: 

I 
Zwei parallele Geraden werden von einer dritten Geraden geschnitten. Bei Ver­
schiebung einer der Parallelen bis zur Deckung mit der anderen sind Stufenwinkel 
solche, die sich decken, gegenüberliegende Winkel solche, die zu Nebenwinkeln auf 
ein und derselben Seite der schneidenden Geraden und Wechselwinkel solche, die 
zu Scheitelwinkeln werden. 

Nach Bild 69 sind Paare von 

Stufenwinkel,n gegenüberliegenden W echsdwinkdn 

X 
Winkel,n 

,:x und ,:x , ,:x and d' ,:x und y' 
ß ß' ß .. y' ß .. 

d' 

s

' 

y y' i' ß' y ,:x' .. " " 

ö " ö' d ,:x' d " ß' 
Bild 69 

Bisweilen spricht me.n e.uch von Stufen-, gegenüberliegenden und 
Wechselwinkeln e.n nicht parallelen Geraden. De.nn müßte me.n die verschiedenen Winkelpaare 
mit Hilfe der letztgenannten Le.gebeziehungen erklären. 

Satz: 

I
Stufenwinkel an Parallelen sind gleich; 
gegenüberliegende Winkel an Parallelen sind Supplementwinkel; 
Wechselwinkel an Parallelen sind gleich. 

Der Beweis ergibt sich aus der in der Definition genannten Parallelverschiebung. 
Von diesen Sätzen gilt auch die Umkehrung. 
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Unter der Umkehrung eines Satzes versteht man in der Mathematik die Vertauschung 
von Voraussetzung und Folgerung. Das sei aLL Hand des Satzes von den Stufenwinkeln 
erläutert: 

Ursprüngliche Form: 

Wenn die geschnittenen Geraden parallel laufen, dann sind die Stufenwinkel gleich. 

Umkehrung: 

Wenn die Stufenwinkel gleich sind, dann laufen die geschnittenen Geraden par­
allel. 

Nicht alle geometrischen Aussagen sind umkehrbar, wie beispielsweise aus der Be­
merkung am Ende des Abschnittes 14.2. hervorgeht. 
Im folgenden werden die Umkehrungen von Sätzen, sofern sie gelten und von Bedeu­
tung sind, mit genannt. 

Auf der Umkehrung des Satzes von den Stufenwinkeln beruht beispielsweise die zeichnerische 
Konstruktion paralleler Geraden durch Verschiebung des Zeichendreiecks längs eines Lineales. 

Sämtliche Betrachtungen des Abschnittes 14.4. lassen sich erweitern auf eine Schar 
von Geraden bzw. Parallelen. 

15. Symmetrie

15.1. Axiale Symmetrie 

Definition: 

I
Zwei Figuren heißen gleichsinnig oder entgegengesetzt orientiert, je nachdem, ob ihre 
Randpunkte bei gleichem Umlaufsinn in gleicher oder umgekehrter Reihenfolge be­
rührt werden. 

BEISPIEL 

In Bil,d 70 erhält man, wenn man beide Hälften im Uhrzeigerainn umläuft, linka die Reihen­
folge A' B' G' D', rech18 aber A DGB. Die Figuren aind demnach entge,gengeaetzt orientiert. 

Definition: 

I
Zwei Punkte liegen symmetrisch zu einer Geraden, der Sym­
metrieachse, wenn sie von ihr gleichen Abstand haben und 
ihre Verbindungsgerade senkrecht zur Symmetrieachse steht. 

Wird diese Bedingung zugleich von mehreren Punktepaaren 
erfüllt, so entsteht eine axialsymmetrische Figur, deren Hälften Bild 70 

deckungsgleich, aber entgegengesetzt orientiert sind. Eine Hälfte 
könnte aus der anderen durch Spiegelung an der Symmetrieachse hervorgegangen 
sein (Bild 70). 
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15.2. Zentrale Symmetrie 
Definition: 

I Zwei Punkte liegen zentralsymmetrlsch zu einem Punkt, dem Symmetriezentrom, wenn sie von ihm gleichen Abstand he.ben A und wenn ihre Verbindungsgere.de durch diesen Punkt hin­durchgeht. Wird diese Bedingung zugleich von mehreren Punktepe.e.ren erfüJit, so entsteht eine zentre.lsymmetrische Figur. Die beiden Hä.l'ten einer solchen Figur sind deckungsgleich und gleichsinnig orie,itiert (Bild 71). 

\ 

\ 
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0 

\ 1 

c 

',: / .,,. h 
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8' �>: \
I 1 \ 

I \ 15.3. Geometrische Grundkonstruktionen c· 
\ 

\ Allen hier genannten Beispielen liegt axiale Symmetrie 2'Ugrunde. Alle Konstruktionen sind nur mit Zirkel und Lineal aur,zuführen. 
BEISPIELE 

1. Die 8tre,cke A B soll halbiert werden. 

o' 
Bild 71 

A' 

Erster  Lö su ng sweg: Zwei Kreisbögen mit glei chem Re.dius um A und B schneiden ein­
ander i n  81 und 81 • Deren Verbindungsgerade schneidet AB i m  gesuchten Mittel pun kt M 
(Bild 72e.). 

Zwei ter Lö su n gsweg: Je zwei Kreisbögen mit verschiedenen Re.dien um A und B ergeben 
als S chnitte jeweils zweier Kreisbögen mit gleichem Re.dius 81 und 81 • Deren Ver bindungs. 

gerade schneidet AB im gesuchten Punkt M (Bild 72 b). 

A A 8 gA p Bj 

Blld 72a Bild 72 b Blld 73 

2. Auf der Stre,cke AB soll die Mittelsenkre.chte errichtet werden. 
Die Konstruktion erfolgt wie in Beisp iel 1. 

3. Im Punkt P der Geraden g soll die 8enkre,chte errichtet werden. 

Lösu n g: Ein beliebiger Kreisbogen um P schneidet g in A und B. Zwei Kreisbögen mit glei­
chem Re.dius um A und B schneiden einander in 8. 8 mit P verbunden ergibt die gesuchte 
Senkrechte (Bild 73). 
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4. Vom Punkt P aoll auf die Gerade g daa Lot gefälU w,,rden.
Lö sung· Ein beliebiger Kreis um P schneidet g in A und B. Zwei Kreisbögen mit gleichem
Radius um A und B schneiden einander in C. C mit P verbunden ergibt das gesuchte Lot
(Bild 74).

5. Ein Winkel aoU halbiert werden.
Lö sung: Ein beliebiger Kreis­
bogen um den Scheitel 8 schnei­
det beide Schenkel in A und B.

Zwei Kreisbögen mit gleichem
Radius um A und B schneiden 
einander in C. Die Verbindungs­
gerade 8 C ist die gesuchte 
Winkelhelbierende (Bild 75). 

An merkung: Bei allen fü n f  Kon­
struktionen ist zu boa.chten, daß 

p 

c 

Bild 74 Bild 75 

der Radius der Kreisbögen genügend groß gewählt wird, de eich sonst „achleifende" oder ge.r 
keine Schnitte ergeben. (Ale schleifenden Schnitt bezeichnet me.n einen solchen, bei dem der 
Winkel zwischen den sich schneidenden Linien sehr spitz ist, so de.ß der Schnittpunkt nur unge­
nau zu bestimmen ist.) 

Der Vollständigkeit he.lber seien noch zwei Grundkonstruktionen erwähnt, die aller­
dings mit der Symmetrie in keinem Zuse.mmenhang stehen: 

BEISPIELE 
6. Zur Geraden g aoU eine ParaUe.le im Abstand d gezeichnet werden.

Lö sung: An beliebiger Stelle von g errichtet me.n die Senkrechte. Auf ihr trägt me.n d e.b
und erhält P. Jetzt he.t me.n durch P die Parallele zu g zu bestimmen. Durch Errichten eines 
zweiten Lotes von der Länge d ergibt sich P'. Die Verbindungsgerade PP' ist die gesuchte 
Pe.re.llele. Praktisch konstruiert man die
Parallele durch P zu g mittele Parallel-
verschiebung des Zeichendreiecke.

�

p 

7. Im Punkt. A der Geraden g BOU ein gegebener 
Winkel a angetragen werden.
L ö s ung: Um den Scheitel 8 des Win- S a: T 
kele ot schlägt man einen beliebigen Bild 76 
Kreisbogen. Er schneidet die Schenkel in 

A 

P und T. BP wird e.uf g vonA aus abgetragen, es ergibt sich Schnittpunkt B. Kreisbögen mit
8 P um A und mit PT um B ergeben C als Punkt des gesuchten Schenkels (Bild 76) ..

16.4. Geometrieehe Orter 

Definition: 

I 
Unter einem geometrischen Ort versteht man die Menge aller Punkte, die einer ge­
forderten Bedingung genügen. 

Die Gesamtheit dieser Punkte ergibt in der Ebene im allgemeinen eine Linie. 

BEISPIELE 
1. Der geometriache Ort aller Punkt.e der Ebene, die tJ011 einem featen Punkt. M den Abatand r 

haben, t11! der Kret11 vm M ala Mittelpunkt mit der Strecke r als Radius (HalbmeBBer) ( Bild 77 ). 
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2. Der geometrische Ort aller Punkte der Ebene, die von einer /eaten Geraden g den Abstand d 
haben, beateht a'U8 zwei Parallelen im Abstand d ( Bild 78).

3. Der geometriache Ort aller Punkte der Ebene, die von zwei /eaten Punkten A und B gleich weit 
entfernt liegen, ist die M ittelaenkrechte der Strecke A B ( Bild 79).

Bild 77 Dlld 78 

Bild 79 Blld80 

Bild 81 

4. Der geometrische Ort aller Punkte der Ebene, die von den /eaten Geraden g und h gleich weit ent· 
/ernt liegen, ist deren Mittelparallele, sofern g und h parallel liegen. Schneiden sich jedoch g und h,
dann ergeben sich die ( au/einander senkrecht stehenden) Winkelhalbierenden der beiden Paare
von Scheitelwinkeln ( Bilder 80 und 81).

Alle geometrisch und technisch interessanten Kurven lassen sich, oft sogar auf ver­
schiedene Weise, als geo-
metrische Örter erklären. 
Dazu noch zwei Beispiele: 
BEISPIELE 

5. Der geometrische Ort der
Mittelpunkte aller Kreise 
mit dem Radi'U8 r, die durch 
den /eaten Punkt P gehen, 
ist der Kreis mit dem Ra­
di'U8r um P als Mittelpunkt
(Bild 82). 

6. Der geometrische Ort der 
Mittelpunkte aller Kreise, 
die durch den /eaten PunktP 
gehen und die Gerade g 
berühren, ist eine Parabel 
(Bild 83). Bild 83 
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16. Das Dreieck

16.1. Allgemeines Dreieck
Definition: 

255 

I Ein Dreieck ist ein von drei Strecken, seinen Seiten, begrenztes Stück einer Ebene.
Am Dreieck sind folgende Bezeichnungen üblich: (Bild 84)
Der Seite {: liegen gegenüber der Winkel {! und der Eckpunkt {g 
Strecken und Winkel bezeichnet man als Stücke des Dreiecks.
Satz 1: 

I Die Winkelsumme im Dreieck beträgt 180° .
Beweis: In Bild 85 zieht man die :ailfslinie g parallel zu AB durch 0.

Es gilt: oc = oc' und c 

ß = ß' als Wechselwinkel.
LDa ferner oc' + y + ß' = 180° , 

gilt auch (X + ß + y = 1800 ' w. z. b. w.1) ß 

Definition: 

I 
Außenwinkel nennt man einen solchen Winkel, der von ein�r Seite des Dreieck11 und der verlängerten anschließen­den Seite eingeschlossen wird. 

Man findet also an jeder Ecke des Dreiecks zwei Außenwinkel.In Bild 85 sind diese beispielsweise in Punkt B 61 
und 62 • 

A 

Biid 8' 

Beide möglichen Außenwinkel sind aber als Scheitelwinkel Bild 85 gleich, so daß man vom Außenwinkel in A, B oder C schlecht-

c 8 

hin sprechen darf, sofern nur die Größe und nicht die Lage des Winkels interessiert.
Satz 2: 

I 
Jllder Außenwinkel am Dreieck ist gleich der Summe der nicht anliegenden Innen­winkel. 

Beweis: In Bild 85 ist 
und 

ex+ ß + ·y = 180° 

ß + 6
1 = 180° .

Durch Subtraktion beider Gleichungen ergibt sich
(X+ y = 6,' w.z.b.w.

1) w. z. b. w. ist die Abkützung für ,;w&e zu beweisen war".
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Satz 3: 

I Die Summe der Außenwinkel am Dreieck beträgt 360°. 

Beweis: Nach Satz2 gilt: 

Außenwinkel in ..4. = 

B= 

,, 0 = 

ß + 'Y 
oc + 'Y 
oc + ß 

Summe der Außenwinkel= 2 (oc + ß + y) = 360° 

D r e i e c k s- U n g l e i c h u n g: 

a+b>c; b+c>a; c + a > b 

oder in w orten: 

I Die Summe zweier Seiten im Dreieck ist stets größer als die dritte. 

w.z. b.w. 

Dieser Sachverhalt ist anschaulich klar, wenn man bedenkt, daß der direkte Weg von 
einer Ecke zur anderen stets kürzer ist als der Umweg über die dritte Ecke. 
Nach den Gesetzen über das Rechnen mit Ungleichungen kann man die Dreiecks­
ungleichung z.B. auch folgendermaßen schreiben: 

c-b<a

oder in Worten: 

I Die Differenz zweier Seiten im Dreieck ist stets kleiner als die dritte. 

Nach dem größten im Dreieck vorkommenden Winkel unterscheidet man 

spitzwinklige Dreiecke, 
rechtwinklige Dreiecke und 
stumpfwinklige Dreiecke. 

Die beiden übrigen Winkel sind in jedem Fall spitze Winkel, wie sich unmittelbar aus 
der Winkelsumme ergibt. 
Nach der Länge der Seiten unterscheidet man 

ungleichseitige Dreiecke 
gleichschenklige Dreiecke 
gleichseitige Dreiecke 

(alle Seiten sind verschieden lang), 
(zwei Seiten sind gleich lang) und 
(alle Seiten sind gleich lang). 

16.2. Spezielle Dreiecke 

Defi,nitionen: 

I 
Die zwei Seiten eines rechtwinkligen Dreiecks, die den rechten Winkel einschließen, 
heißen Katheten. Die dem rechten Winkel gegenüberliegende Seite heißt Hypo­
tenuse. 
Die zwei gleich langen Seiten eines gleichschenkligen Dreiecks heißen dessen Schen­
kel. Die dritte Seite, die der Spitze gegenüberliegt, heißt Basis (Grundlinie), 
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Durch Umklappung eines rechtwinkligen Dreiecks um eine 
man als Gesamtfigur ein gleichschenkliges Dreieck mit der 
Symmetrieachse (Bild 86). Aus der Deckungsgleichheit beider 
Teildreiecke ergeben sich für das gleichschenklige Dreieck die 

seiner Katheten erhält 
genannten Kathete als 

c 

Satze: 1 1. Die beiden Winkel an der Basis sind gleich. \ 
2. Die Mittelsenkrechte der Basis halbiert den Winkel an \ 

der Spitze. \ 
Ist die Länge der Schenkel gleich der der Basis, erhält man ein """''--"""""·�8- -_U:::-.A'
gleichseitiges Dreieck. Bild ee 
Satz 3: 

I Im gleichseitigen Dreieck sind alle Winkel gleich 60°. 
Beweis: Da man jede Seite als Basis auffassen kann, sind alle Winkel paarweise gleich. 
Daraus folgt die Gleichheit aller Winkel, denn aus dem Satz von der Winkelsumme folgt: 

3ix = 180° 

IX= 60° w.z. b.w.

16.3. Dreieckstransversalon und deren Schnittpunkte 

Definition: 

Drcieckstransversalen sind Geraden, die ein Dreieck schneiden. Im engeren Sinne 
versteht man darunter 
die SeitcnhalbierendQn, das sind Geraden, die den Mittelpunkt einer Seite mit dem 
gegenüberliegenden Eckpunkt verbinden, bezeichnet mit s., sb und s.;

die Mittelsenkrechten der drei Seiten, bezeichnet mit m
0

, mb und m.;

die Höhen, das sind die Lote, die von den Eckpunkten auf die jeweils gegenüber· 
lie11:enden Seiten bzw. deren Verlängerungen gefällt werden, bezeichnet mit h., 
hb und h

0 
und 

die Winkelhalbierenden, bezeichnet mit wm , wp und w
,,

.

Die drei Transversalen jeder Gruppe schneiden sich in je einem Punkt, den sogenannten 
merkwürdigen Punkten des Dreiecks. Das r,felkwürdige dieser Punkte besteht darin, 
daß sie sich als Schnittpunkte dreit;r Geraden ergeben, während ein Punkt im all­
gemeinen durch den Schnitt zweillf' Geraden bestimmt ist. Bei der Konstruktion dieser 
Punkte ist es aber aus Gründen d�r Zeichenkontrolle vorteilhaft, alle drei Bestimmungs­
geraden zu verwenden. 
Definition: 

I 
Der Umkreis is�. der Kreis, _auf dem all� Eckpunkte eines Dreiecks liegen.
Der Inkreis berührt alle Seiten des Dreiecks. 

Satz 1: 

I 
Die Mittelsenkrechten des Dreiecks schneiden einander in einem Punkt, dem Mittel­
punkt des Umkreüea. 

17 Element.armatbc ma tlk 
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Beweis: In Bild 87 schneiden sich mb und m
c 

in M. Infolge der Ortseigenschaft der 
Mittelsenkreohten gilt: 

MA= MB; ferner MB= MG, 

also MÄ= MB= MG. 

Also muß M auch auf m. liegen. Außerdem gilt: 

MA= MB= MO= r = Radius des Umkreises. 

Satz 2: 

I Die Höhen des Dreiecks schneiden einander in einem Punkt. 

Beweis: In Bild 88 werden drei 
Hilfslinien gezogen, so daß gilt: S�---�c�---�R 

RBIIAB, TRIIR 

und STIIBC 

Jetzt gilt beispielsweise: 
CR= AB und 
SC= AB Bild 87 

als Gegenseiten im Parallelogramm. (Vgl. 17.2.) 

Blld88 

Dadurch wird die Höhe hc der Seite AB des inneren Dreiecks zur Mittelsenkrechten 
der Seite RS des äußeren Dreiecks. Entsprechend verfährt man mit h

0 
und hb und führt 

den Schnitt der Höhen eines Dreiecks zurück auf den Schnitt der Mittelsenkrechten 
eines anderen Dreiecks. Damit ist der Satz bewiesen. 
Der Höhenschnittpunkt hat keine weitere Bedeutung. 

Satz 3: 

I 
Die Seitenhalbierenden oder Schwerlinien des Dreiecks schneiden einander in einem
Punkt, dem Schwerpunkt des Dreiecks. Sie teilen einander dabei im Verhältnis 1: 2 .

Beweis:  Siehe Abschnitt 21. Beispiel 4. Die Bezeichnung Schwerlinie für die Seiten­
halbierende kann man folgendermaßen begründen: Bild 89 deutet die Zerlegung eines 

.�. 
Blld89 

" 

Blld80 

c 

T 8 

Dreiecks in viele sehr schmale Streifen an. Deren Mittelpunkte kann man bei genügend 
feiner Unterteilung als deren Schwerpunkte auffassen. Der geometrische Ort aller 
dieser Mittelpunkte ist die Schwerlinie. 
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Satz 4: 

I 
Die Winkelhalbierenden des Dreiecks schneiden einander in einem Punkt, dem
Mittelpunkt des 1 nkreises. 

Beweis: In Bild 90 schneiden sich Wa und w6 in M. Infolge der Ortaeigensch&ft der 
Winkelhalbierenden gilt: 

MR= MS; ferner MS= MT,

also M R = MS -= M T.

Also muß M auch auf w
„ 

liegen. Außerdem gilt: 

M R = MS= M T = e = Radius des Inkreises. 

AUFGABE 

271. Konstruiere die vier che.rakteristischen Pun\te des Dreiecks an verschiedenen, insbeaon­
dere auch an rechtwinkligen und stumpfwinkligen Dreiecken!
Welche Punkte liegen stets innerhalb des Dreiecks?
Welche Punkte können auf dem Umfang des Dreiecks liegen?
Welt'he Punkte können außerhalb des Dreiecks liegen?
Was für Dreiecke müBBen in den beiden letzten Fällen '1,0rliegen?

17. Das Viereck

17 .1. Allgemeines Viereck 

Definition: 

I Ein Viereek ist ein von vier Strecken, seinen Seiten, begrenztes Stück einer Ebene. 

Vierecke, bei denen sich zwei Seiten kreuzen, sogenannte verschränkte Vierecke werden 
aus diesen BetracbtungeL ausgescblosse!1. 

Definition: 

I Die Verbindungsstrecke zweier nicht benachbarter Eckpunkte heißt Diagonale. 

Satz: 

I Die Winkelsumme im Viereck beträgt 360°. 
Beweis: Das Viereck läßt sich durch eine Diagonale in zwei 
Dreiecke zerlegen. Aus deren Winkelsumme ergibt sich die 
des Vierecks. In Bild 91 ergibt sich 

1% + p1 + 61 = 180° und r + p! + 62 = 180° . 
Durch Addition beider Gleichungen erhält man 

A 8 

Bild 91 

1% + p + r + 15 = 300° mit p1 + p2 = p und 61 + 62 = 15 . 
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17 .2. Spezielle Vierecke 

Definition: 
Ein Viereck mit einem Paar paralleler Seiten heißt Trapez. Die Mittelparallele dieser 
Seiten heißt Mittellinie und der Abstand der parallelen Seiten Höhe des Trapezes. 

Satz 1: 
I Ein rechtwinkliges Trapez enthält stets zwei rechte Winkel. 

Bewei s; In Bild 92 ist 

� BAD + � CD Ä = 180° (gegenüberliegende Winkel an Parallelen) 

Aus �BAD= 90° folgt: � CDA = 90° w. z. b. w.

Durch Umklappung eines rechtwinkligen Trapezes um die Se ite, der beide rechte 
Winkel anliegen, erhält man als Gesamtfigur ein gleichschenkliges Trapez. 

Satz 2: 
Im gleichschenkligen Trapez sind beide Winkel an jeder der Parallelen gleich und 
beide Schenkel gleichlang. 

or-'\ 

A�B 

8 

A A 

Blid Oll Bild 93 

Bewei s: Ergibt sich aus den Symmetrieeigenschaften der Figur in Bild 93. 

Definition: 

I
Ein Viereck mit zwei Paaren paralleler Seiten heißt Parallelogramm. Als Höhen 
des Parallelogrammes bezeichnet man die Abstände der parallelen Seiten. 

Satz 3: 

I
Dreht man ein Dreieck um die Mitte einer Seite als Symmetriezentrum um 180° , 
so erhält man ein Parallelogramm. 

Beweis:  In Bild 94 ist 

cz == Z]'j 

und � C BA.= � BCA.' 
laut Voraussetzun,z. 
Faßt man beide Winkel als Wechselwinkel auf, folgt aus der Umkehrung des Satzes 
von den Wechselwinkeln: 

<JA' II AB 
Analog beweist man die Parallelität von CA. und A' B. 
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Aus der zentralen Symmetrie des Parallelogrammes A BA' C bezüglich Z in Bild 94 
ergeben sich unmittelbar folgende 

Sätze: 

1
4. Gegenüberliegende Winkel im Parallelogramm sind gleich.
5. Gegenüberliegende Seiten im Parallelogramm sind gleich lang.
6. Die Diagonalen im Parallelogre.mm halbieren einander.

Satz 5 ist zugleich die Umkehrung der Definition des Parallelogrammes. Auch von 
den Sätzen 4 und 6 sind die umgekehrten Formulierungen möglich: 

Sätze: 

1 
4a) Ein Viereck, dessen gegenüberliegende Winkel gleich sind, ist ein Parallelo­

gramm. 
6a) Ein Viereck, dessen Diagonalen einander halbieren, ist ein Parallelogramm. 

Definition: 

I Ein Viereck mit vier gleichlangen ,Seiten heißt Rhombus. 

Auf Grund der Definition des Parallelogrammes ist jeder Rhombus also gleichzeitig 
ein Parallelogramm. Daher behalten die Sätze, die für letzteres gelten, beim Rhom­
bus ihre Gültigkeit. Darüber hinaus gilt: 

Satz 7: 

I Die Die.gonalen des Rhombus stehen senkrecht aufeinander. 

Beweis: Entsprechend der Definition des Rhombus müßte in Bild 94 gelten: 

AB=AC. 

Damit wäre das Dreieck BA C gleichschenklig mit 1iC als Basis und AZ als Symmetrie­
achse. Daraus folgt aber 

.;: A Z B = 90° , w. z. b. w.
Satz 8: 

I Beide Diagonalen des Rhombus sind Symmetrieachsen. 

Be we is: Klappt man ein gleichschenkliges Dreieck um seine Basis, so entsteht als 
Gesamtfigur ein Rhombus. Aus der Symmetrie des gleichschenkligen Dreiecks folgt 
die doppelte Symmetrie des Rhombus. 
Eine Umkehrung des Satzes 7 ist nicht möglich, da ein Viereck, dessen Diagonalen 
senkrecht aufeinanderstehen, e.uch ein Drachenviereck sein kann (siehe unten). Satz 8 
hingegen liißt sich umkehren: 

Satz 8 a: 

I Jedes Viereck, dessen Diagonalen Symm,etrieachsen sind, ist ein Rhombus. 
Beweis: Aus der doppelten Symmetrie folgt, daß die vier Seiten gleichlang sein 
müssen. 
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Definition: 

I Ein Viereck mit vier gleichen Winkeln heißt Rechteck. Ne.eh dieser Definition sind erst recht gegenüberliegende Winkel e:leich, so daß infolge des Satzes 4e. jedes Rechteck gleichzeitig ein Parallelogramm is1, und die dort genannten Sätze ihre Gültigkeit behalten. Ferner gilt 
Satz 9: 

I Jeder Winkel des Rechtecks beträgt 90° . B ewei s: Er ergibt sich aus dem Satz von der Winkelsumme im Viereck und der Definition des Rechtecks. 
Satz 10: 

I Die Mittelparallelen des Rechtecks sind Symmetrieachsen. B eweis: In Bild 95 sind A' und D' symmetrische Bilder von A und D bezüglich m entsprechend der Ortseigenschaft der Mittelparallelen. Entsprechendes gilt für die Mittelparallele n.

Satz 11: 

I Die Diagonalen des Rechtecks sind gleichlang. B ewei s: In Bild 95 ist J.711 das symmetrische Bild von 
A.M, d.h.: 

A.'M = AM Ebenso gilt DM = lYM. Durch Addition beider Gleichungen erhält man: w.z. b. w. 
Definition: 

I Ein Rechteck mit vier gleichen Seiten heißt Quadrat. Folgende Definition des Quadrates würde da.s gleiche besagen: 
I Ein Rhombus mit vier gleichen Winkeln heißt Quadrat. 

Bild 95 

Alle Sätze, die für Rhombus und Rechteck gelten, behalten Gültigkeit. 
Definition: 

I 
Ein Viereck, in dem nur eine Diagonale Symmetrieachse ist,heißt Drachenviereck. 

Satz 12: 

I Die Diagonale des Drachenvierecks, die nicht Symmetrie­achse ist, wird durch letztere halbiert und steht auf ihr · senkrecht. Das Drachenviereck wird durch zwei verschiedenePaare gleicher Seiten begrenzt (Bild 96).

8------ A. 
m 

0 

Bew eis: Er ergibt sich unmittelbar aus der in der Definition genannten Symmetrie. Bild 96 
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18. Das Vieleck

18.1. UnregelmiBiges Vieleck
Definition:

263 

I 
Ein n-Eek ist ein von n Strecken, seinen Seiten, begrenztes Stück einer Ebene.
Dabei gilt n ;;;;:; 3, ge.nzze.hlig. 

Satz:
I Die Winkelsumme im n-Eck beträgt (n - 2) • 180°.
Bewe is: Er.ergibt sich durch Zerlegung in Dreiecke, soll aber wegen der zahlreichen
Fallunterscheidungen, die je ne.ch Geste.lt des n-Ecks erforderlich wären, nicht durch­
geführt werden. (Vgl. 18.2.)

18.2. Regelmäßige Vielecke
Definition:

I 
Ein regelmäßiges n-Eek ist ein von n gleichen Strecken, seinen Seiten, begrenztes
Stück einer Ebene, wobei alle Eckpunkte auf einem Kreis, dem Umkreis des regel­
mäßigen n-Ecks', liegen. Wiederum gilt n;;;;:; 3, ge.nzze.hlig. 

verbindet me.n den Mittelpunkt des Umkreises mit allen Eckpunkten des regelmäßigen
n-Ecks, so wird dieses in n gleichschenklige Dreiecke zerlegt, die sogenannten Be­
stimmungsdreiecke. Deren Spitzen liegen im Mittelpunkt des Umkreises, ihre Schenkel
sind gleich dessen Radius r und ihre Basen gleich der
Seite Bn 

des regelmäßigen n-Ecks (Bild 97).
Aus dieser Zerlegung und der Winkelsumme im Dreieck
folgen die
Sätze: 

1. Im Bestimmungsdreieck des regelmäßigen n-Ecks
beträgt der Winkel e.n der Spitze y = __!__ • 360° n 
und der Basiswinkel a; = ( 1 - f) , 90°.

2. Jeder Winkel im regelmäßigen n-Eck beträgt
w=h=(i-!)·180°. Bild 97 

Aus dem letzten Se.tz ergibt sich ein Beweis für den Se.tz von der Winkelsumme im
regelmäßigen n-Eck:

Winkelsumme= n · w = (n - 2), 180°.
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19. Kongruenz

19.1. Kongruenz im allgemeinenDefi,niti()'II,: 
I Zwei Figuren heißen kongruent, wenn sie vollständig zur Deckung gebracht werden können. Strecken oder Winkel, die dabei zur Deckung kommen, heißen homologe Stücke. Das Zeichen� bedeutet: ,,ist kongruent". Die kongruente Abbildung ist die einfachste geometrische Verwandtschaft; sie läßt Form und Größe, genauer gesagt Winkel, Strecken und Flächeninhalt einer Figur un­verändert. Insbesondere werden symmetrische Figuren durch die Symmetrieachse in zwei kongruente Teile zerlegt. Die entgegengesetzte Orientierung dieser Teile steht nicht im Widerspruch zur Definition tler Kongruenz, da nichts darüber ausgesagt ist, ob die Deckung durch Drehung, Parallelverschiebung oder Umklappung zustande kommen soll. Durch Umkehrung der Definition läßt sich folgender Satz formulieren: 
Satz: 

1 �ind zwei Figuren kongruent, dann stimmen sie in allen homologen Stücken über­em. 
19.2. Kongruenz von Dreiecken Für Dreiecke genügt zur Kongruenz bereits Übereinstimmung in drei unabhängigen Stücken, wie aus den folgenden Sätzen hervorgeht. Diese stellen also Mindestforde­rungen dar. Ebenso bedeutungsvoll sind die Umkehrungen dieser Sätze. Das heißt, man stellt Übereinstimmung in drei unabhängigen Stücken fest und folgert daraus die Kon­gruenz der Dreiecke. 
(Abhängige Stücke des Dreiecks sind beispielsweise seine drei Winkel, da aus zwei gegebenen 
der dritte mit Hilfe der Winkelsumme zu berechnen ist.) 

Kongruenzsätze: Dreiecke sind kongruent, wenn sie übereinstimmen in 1. drei Seiten oder 2. zwei Seiten und dem eingeschlossenen Winkel oder 3. a) einer Seite und zwei anliegenden Winkeln oder b) einer Seite, einem anliegenden und einem gegenüberliegenden Winkel oder4. zwei Seiten und dem der größeren Seite gegenüberliegenden Winkel.
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Eine Bestätigung dieser Sätze ergibt sich aus der Eindeutigkeit der Dreieckskon­
struktion, wenn man die oben genannten Stücke zugrunde legt. Das wird in den fol­
genden Beispielen gezeigt. 

BEISPIELE 

Der erste Kongruenzsatz wurde bereite bei der Lösung der 7. Grundkonstruktion im Abschnitt 
15.3. angewendet. (Antragen eines Winkele an eine Gerade in einem Punkt.) Darauf wird in den 
folgenden Beispielen gelegentlich zurückgegriffen. 

Au., den gegebenen Slikktm ial ein Dreieck zu kOT181ruierenl 

1. Gegebtm aind die Seiltm a, b und c. 

Lösung: Um die Endpunkte einer Strecke, in Bild 98 der Strecke c, schlägt man Kreisbögen 
mit a und b als Radius. Deren Schnitt ist der dritte Eckpunkt des Dreiecke. 
Die Länge der Dreieokeeiten darf nicht willkürlich gegeben werden. Ist die Summe zweier 
Seiten kleiner a1e die dritte, schneiden sich die erforderlichen Kreisbögen nicht, mit welcher 

Bild 118 

a b 

c 

c 

,�, 
\ .,., 
\ .. 
\ .,.., 
\ .,.., 
' 

,
, 

\ ... , ..... 
C' 

ßlld 911 

a ,____...., 

Blld 100 

Seite man auch die Konstruktion beginnen mag (Bild 99). So ke.Dn man eich zeichnerisch 
von der Gültigkeit der Dreiecke-Ungleichung überzeugen. (Vgl. 16.1.) 

2. Gegebtm die Seiten a und b und der Winkel y. 

Lös u ng: Auf den Schenkeln des Winkele y trägt man vom Scheitelpunkt aus a und b ab. 
Die dadurch erhaltenen Punkte ei.Iid die fehlenden Eckpunkte des Dreiecke (Bild 100). 

3. a) Gegeben die Seite c und die Winkel a: und p. 

Lösung: In den Endpunkten A und B der Strecke c trägt man die Winkel a: und p an. Der 
Schnittpunkt ihrer freien Schenkel ist der dritte Eckpunkt des Dreiecke (Bild 101). 

L� 
c 

� 
A c 8 

Bild 101 

�� 

A 8 

Illld 102 

,I 
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b) Gegeben die Seite c und die Winkel {J und y. 
Lösung: Dieser F&ll läßt sich auf den F&ll 3a zuröokführen, da Bioh der zweite der Seite c 
anliegende Winkel aus der Winkelsumme berechnen oder zeiohneriaoh ermitteln lä.ßt. Für 
die ursprüngliche Aufgabenstellung jedoch ergibt sioh folgende Lösung: 
Im Endpunkt B der Strecke a = AB wird der Winkel {J und in einem beliebigen Punkt 
seines freien Schenkels der Winkel y angetragen. Die Parallele zum freien Schenkel des Win­
kels y durch A vervollatändigt das Dreieck (Bild 102). 

•. Gegeben die Seiten a und c und der W ,nkel a;. 
Lösung : Die Konstruktion beginnt mit der dem gegebenen Winkel anliegenden Seite c =AB.
In A trägt man ex an c an. Der Kreisbogen um B mit a schneidet den freien Schenkel von a
in 0, dem dritten Punkt des Dreiecks (Bild 103). 

Dabei sind folgende Möglichkeiten zu unterscheiden (Bild 104): 

a) a > c Eindeutige Lösung, da der freie 
Schenkel durch den Kreisbogen 
nur einmal geschnitten wird. 

b) a = c Lösung kann noch al,s eindeutig 
geUen, da der zweite Schnitt­
punkt zwischen Kreisbogen 
und freiem Schenkel mit dem 
Scheitel des Winkels zusam­
menfällt und kein Dreieck her­
vorbringt. 

L�

eg

: ; �a,c 
O=C 

«--
O 

- -JO<C 

A 8 A 8 

Bild 108 

c) a < c c
1) Zwei Lösungen infolge zweier Schnittpunkte zwischen Kreisbogen und 

freiem Schenkel. 
c2 ) Doppellösung, da der Kreisbogen den freien Schenkel berührt. 
c

1
) Keine Lösung, da der Kreisbogen den freien Schenkel meidet. 

Eine genaue Festlegung, von welchen VoraUBBetzungen es abhängt, welcher der drei unter o) 
aufgeführten Fälle c1), c1) oder c1) eintritt, ist nur mit Hilfsmitteln der Trigonometrie mög­
lich, da hierbei auch die Größe des Winkels a; eine Rolle spielt. 

Die Fälle c
1 ) und c

1
) rechtfertjgen den Zusatz im vierten Kongruenzsatz: ... dem der 

größeren Seite gegenüberliegenden Winkel. 

20. Ähnlichkeit

20.l. lhnllehkeit Im allgemeinen 

DefinitiOfl.: 

I
Zwei Figuren sind iUmlich, wenn sie in entsprechenden Winkeln übereinstimmen 
und wenn entsprechende Seiten im gleichen Verhältnis stehen. 
Das Zeichen ,..., bedeutet: ,,ähnlich". 

Das „gleiche Verhältnis entsprechender Seiten" kann auf zweierlei Art geschrieben 
werden: 



Entweder 

20.2. Ahnlichkeit von Dreiecken 

a1 b1 c1 

a.=T.
=

c;
=

··· 
(Den Wert dieses Quotienten bezeichnet me.n e.ls Ähnlichkeitsverhältnis.) 

oder a
1 

: b1 : c
1 

: ••• = a2 
: b

2 : c2 : ••• , 
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wenn me.n mit a1, b1, c, , ... die Strecken der einen und mit �, b1, Cz, ... die Strecken 
der anderen Figur bezeichnet. Die Gleichwertigkeit beider Schreibe.rten folgt e.us den 
Gesetzen über die Auflösung fortlaufender Proportionen. 
Die Ähnlichkeit ist eine allgemeinere geometrische Ver·wandtschaft e.ls die Kongruenz. 
Bei einer ähnlichen Abbildung bleibt die Gestalt unverändert, e.ber nicht die Grö/Je 
bzw. der Flächeninhalt. Ähnliche Figuren können durch Vergrößern oder Verkleinern 
a.useine.nder hervorgegangen sein. De.bei gibt de.s oben erwähnte Ähnlichkeitsverhält­
nis den Me.ßste.b e.n. 
Figuren, die untereinander grundsätzlich ähnlich sind, sind e.lle Kreise, e.lle gleich­
seitigen Dreiecke, e.lle Que.dre.te, überhe.upt'-e.lle regelmäßigen Vielecke mit gleicher 
Seitenzahl. 

20.2. Ähnlichkeit von Dreioeken 

Für die Ähnlichkeit von Dreiecken gelten Gesetze, die denen über Kongruenz völlig 
entsprechen. Auch sie stellen Mindestforderungen de.r. 

Ähnlichkeitssätze: 

Dreiecke sind ähnlich, wenn sie übereinstimmen in 

1. dem Verhältnis dreier Seiten oder
2. dem Verhältnis zweier Seiten und dem von ihnen eingeschlossenen Winkel oder
3. zwei Winkeln oder
4. dem Verhältnis zweier Seiten und dem der größeren Seite gegenüberliegenden

Winkel.

Auch von diesen Sätzen gelten die Umkehrungen. Für den Nachweis der Ähnlichkeit 
zweier Dreiecke ist die Umkehrung des dritten Ähnlichkeitsse.tzes besonders wichtig. 

Sie lautet folgendermaßen: 

Satz: 

I Wenn zwei Dreiecke in zwei Winkeln übereinstimmen, sind sie ähnlich. 

Beweis: Er ergibt sich aus dem Satz von der Winkelsumme im Dreieck und der in 
der Definition der Ähnlichkeit genannten Übereinstim-
mung zweier Figuren in entsprechenden Winkeln. 

BEISPIELE 

l. A ua der Schattenlänge Z eines Turmes aoll deasen Höhe h be­
atimmt werden. Eine senkrecht danebenstehende Stange der 

Höhe h' wirft einen Schatten der Länge l' ( Bild 105).
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Lösung: Aus der Ahnlichkeit beider Dreieoke folgt 
,. ,., l . ,., 

T = r bzw. ,. = T .

2. Die Pwpierformate der Reihe DIN A Bind 110 bemuaffl, daß je,rl,u Format aua dem IIOl'IMr-gelimdn
dllt'Ch Halbieren mtateM und diesem zugkich Mnlich iat. Man berechns tlaa V srMUnia der langen
zur hrun Beiu d,usr Rechl.scks / (Vgl. Abaohnitt 9.2. ; Bei spiel 21)
Lösung: Die lange Seite sei a.

a:b=b:�2 
a1 = 261 

a:b=:Y2:l 
3. Mll e,mr Kamsra der Brennweiu f wird aua der Höhe h e,n Luftbad aufgenom11um. Die Foto­

platts hat die Länge a und die Breiu b. Wie lang ,,nd die Beiun ii und b du aufgenomrMnm
FläcAenatiicku und wie gro/J i,t der Abbadungama/Jafab f
(Die Fotoplatts liegt paralkl zur eben. anzunehmsndsn Erdobsrflll.che.)

Lösung: Aus Bild 106 ergibt sich: 
Maßstab: a:ä=b:b=/:h
Maße des Flächenstückes:

- ,.a=a
f 

- ,.b = b I

21. Strahlensätze

Bild 108 

Beim Schnitt eines Strahlenbüschels mit einer Schar paralleler Geraden ergeben sich, 
wie man mit Hilfe der Ähnlichkeit der entstehenden Dreiecke leicht nachprüfen kann, 
folgende Sätze: 
Satz 1: 

I Entsprechende Abschnitte auf den Strahlen stehen im gleichen Verhältnis. 
So ist z.B. in Bild 107 

S .t1 : SlJ: SiJ = S A1 : S B1 : S Ci = S A2 : S B2 : S 02 

und auch beispielsweise 

8Ai: sIJ; = Ai A2 : Bi B2 • 
Satz 2: 

I 
Entsprechende Abschnitte auf den Parallelen stehen im gleichen Verhältnis wie
die zugehörigen, vom Scheitel aus zu messenden Abschnitte auf den Strahlen. 
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Bo ist z.B. 

OB : 01 B1 : 01 B, = SO : 80i. : s7J; = SB: S B1 : S1f; 

oder AB: Ti1fi: A1B1 =SA: SA;: gr. = SB: sti;: s'B;. 
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Zu beachten ist, daß beim zweiten Strahlensatz die Abschnitte auf den Strahlen 
stet, vom ScAeitelpunkt aus zu rechnen sind I 

Satz 3: 

I Entsprechende Abschnitte auf den Parallelen stehen im gleichen Verhältnis. 

So ist A B : 1m = Ai]f
1 

: 1I;<J;. = T.Jf. : Ji;G; · 

A 

ol s c \E

Bild 107 Bild 108 

Vom ersten Satz gilt auch die Umkehrung. Dabei folgert man aus den gleichen Ver­
hältnissen entsprechender Abschnitte die Parallelität innerhalb der Geradenschar. 

BJ{l8PIELE 

1. Der Tranroeraalma{Jatab gealattd, Bnldateile eiMr vorge,gebenen Eiaheit, in Bild. 108 Ze.Anlel, 
abzuleaen.

Lösung: X"1I" = 10 Einheiten
1flJ = 1 Einheit 

Die Länge der parallelen Streoken zwischen den Strahlen AB und AC betragen von A awi 
begonnen der Reihe naoh 

2 3 9 10 
fö' 1Ö ' 10 ... fö ' 1Ö der Einheit. 

Nach dem zweiten Strahlensa.tz gilt beispielaweise 

'JfV IiE z -- = -- in Zahlen: - - -
AB AD 10- 7'

7z = Iö ergibt.

woraus sich 

Bild 109 

2. Orundleonatruletion: Eine Strecke AB ist in n gleiche Teile z-,s teilen/ (In Bild.109 ist n = 5.)

Lösung: Vom Endpunkt Ader Strecke AB aus zieht mau einen beliebigen Strahl und trägt
auf ihm von A aus n gleiohe Teile ab. Der Endpunkt des letzten Teiles ist C. Parallelen zu 
BC duroh die übrigen Teilungspunkte des Strahles ergeben auf AB die geforderte Tei lung. 
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3. Zu den Großen a, b und c iat die tJierle Proporliqnale zu konstruieren. 

Lösu ng: Die KollBtruktion erfolgt nach dem emten Strahlensatz. Auf den Schenkeln eines 
beliebigen Winkels wen!-en vom Scheitelpunkt 8 aus die Strecken a, b und c nach Bild 110 
abgetragen, daß sioh deren Endpunkte A, Bund O ergeben. Eine Parallele zu AC durch B 
ergibt X. BX stellt die gesuchte Größe dar. 

BA:BB=BO:U 

4. Der Satz aua Abachnitt 16.3. aoU bewieaen werden/ ( Die Beitenhalbierenden eine., Dreteclca achnei· 
den aidi in einem Punkt und teilen einander dabei im Verlaältnia 1: 2.) 

geg: i---a'---< 
c 

b 

,4}; 
Bild 110 

A F 8 

Bild 111 

Beweis: In Bild 111 halbieren die Punkte D, E und F die zugehörigen Dreieobeiten. Daraus 
folgt: 

DE II Il und 15E = 
2

Il; 6. ABB-6. EDB 

.dB:lfD = 2 :  1 = IfB:15B = IlJ:1llJ. 

Damit ist der Satz für a. = A E und für a1 = BD bewiesen. Der Beweis für die Kombination 
11. mit 11, = CF oder a1 mit 11, würde ganz analog verlaufen. Dann emt ist der Beweis voll· 
atii.ndig erbracht. 

Defi,nitiOfl: 

I 
Zwei Figuren befinden sich in Äbnlicbkeitslage, wenn sie einander ähnlich sind und
wenn ent.sprechende Strecken beider Figuren parallel liegen. 

Satz 4: 

I
Die Verbindungsgeraden ent.sprechender Punkte zweier Figuren, die sich in Ähn· 
lichkeit.slage befinden, schneiden einander in einem Punkt, dem lhnlicbkeit8punkt 
beider' Figuren. 

s 

Blldllll 

B ewei s: Die Verbindungsgeraden AA und BB' in Bild 112 
schneiden einander in S. Es gilt nach dem zweiten Strahlensatz 

Il:FF= BS: Fs 

und infolge der Ähnlichkeit der Dreiecke ABC und A' B' C' 

n = .Ä.'IY = J'i7J = '1Y7Y 

Aus der Parallelität von BC und 1f7Y, aus der Ver1iältnis· 
gleichheit von BC: '1f7J' und 1fS: 1TS und aus der Umkeh· 
rung des zweiten Strahlensatzes folgt, daß von S aus ein wei· 
terer Strahl durch C und C' gelegt werden kann. 
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BEISPIBL 

6. Bild 113 zeigt das Schema eines Pant.ographen oder Btorchach1Ulbel8. Das Gerät besteht a1111 
den vier starren Stäben F B, lfH, AZ und W, die gelenkig miteinander verbunden aind. Ee 
dient zum Verk.leinem oder Vergrößem von Zeiohnungen. 
Bild und Original befinden sioh dabei inA.hnliohkeitalage. 
F B nnd BB werden durohA bzw. 0 im gleiohen Verhältnis 
geteilt, 80 daß gilt 

AB <JlJ m --=--=-
FB IIB n (im Bild:). 

Z ergänzt das Dreieok ABO zum Parallelogramm. Es 
ergibt sich: 
t::,.SZO ..... t::,.ZFA -t::,.SFB. Blld 113 

Demnaoh muß Z auf der Strecke Nliegen und sie so teilen, daß auch hier das gleiohe Teil­
verhältnis gilt wie ober.: 

ZlJ m --=-
171 n 

Wirkwigaweise: Punkt 8 (als Ahn!iohkeitspunkt) bleibt fest. Fährt man mit F längs des Ori­
ginales, besohreibt Z ein verkleinertes Bild, dessen Strecken sich zu denen des Originales wie 
m : n = 4 : 6 verhalten. 
Vertauscht man Z und F, so entsteht ein vergrößertes Bild. 

AUFGABEN 

272. Aus der Proportion a : b = b : z ist z ftlr a = 66 mm und b = 32 mm zeiohnerisoh zu ermitteln. 

273. Die Steigwig eines Sohienenstrangee ist auf einer Länge von 1,46 km mit 1 : 36 angegeben. 
Wieviel Meter höher liegt der Endpunkt dieser Strecke gegenüber ihrem Anfangspunkt? 
Nenne die Höhendifferenz h. 

274. Der im Bild 114 dargestellte Taster dient zur DickenmeÜung dünner Werkstücke. Wie lang 
muß sein Schenkel a gemaoht werden, damit bei einer Meßschenkellänge von b = 3 om die
Streoke h = 6 cm wird? Die Entfemung der Meßspitzen soll dann d = 6 mm betragen. 

276. Berechne die Strecken b und c des im Bild 116 dargestellten Daoh­
bindera für h = 3,5 m und a = 2,8 m. 

276. Die duroh einen Fluß nicht direkt meßbare Strecke A O (Bild 116) ist 
zu ermitteln. Zu diesem Zweok wird das Dreieok AB101 mit den 
bekannten Seiten AB1 = 16 m und A01 = 9 m abgesteokt nnd die 
Strecke AB = 148 m gemessen. 

BlldlU Bllllll8 
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22. Sätze vom rechtwinkligen Dreieck

Definition: 

I 
Unter der „Hilbe des rechtwinkligen Dreiecks" versteht man die auf die Hypotenuse
bezogene Höhe. Sie teilt die Hypotenuse in die beiden Hypotenusenabsehnitto. 

Kathetensatz: (1. Satz des EuKLID)1) 
Im rechtwinkligen Dreieck ist das Quadrat einer Kathete gleich dem Produkt. 
gebildet aus der Hypotenuse und dem der Kathete anliegenden Hypote­
nusenabschnitt. 

B eweis: Aus der Ähnlichkeit der beiden Teildreiecke mit dein Gesamtdreieck 111 

Bild 117 folgt 

q : b = b : c und p : a = a : c, 

Höhensatz: (II. Satz des EUKLID) 

w.z. b. w. (74) 

Im rechtwinkligen Dreieck ist das Quadrat der Höhe gleich dem Produkt der 
beiden Hypotenusenabschnitte. 

B ewei s: In Bild 117 sind alle vorkommenden Dreiecke ähnlich, da sie in jeweils zwei 
Winkeln übereinstimmen. 

c 

rJ. 

b a 

A�B 

Aus der Ähnlichkeit beider Teildreiecke folgt 

h:p=q:h,

q :o p 
l.--.c ...., 

Bild 117 I h2 
= pq I w. z.·b. w. 

Satz dos PYTRAcoaA.s:•) 

Das Quadrat der Hypotenuse ist gloleh der Summo der Quadrate der Katheten. 

1) EUXLID (365 bis 300 v. u. Z.) grieohisoher Mathematiker.
1) PYT:e:A.aoBA.s (um 500 v. u. Z.) griechischer Mathematiker.

(7f>J 
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Beweis: Durch Addition der beiden Gleichungen (74) erhält man 

a1 + b1 = cp + cq, 

a1 + b1 = c (p + q) ,

I aa + b• = c• I · 

27a 

(76) 

Das Produkt zweier Strecken kann auch als Fläche des von ihnen bestimmten Recht­
ecks aufgefaßt werden, bzw. dafl Quadrat einer Seite als Fläche des von ihr bestimm­
ten Quadrates. 

BEISPIELE 
1. Die Diagonale efoea Reddultu mit de11 Beitffl a ulld b ist zu bert.ehm11/ 

Lösung: (Bild 118) 

d1 = a• + b1 

d=�

Ist a = b, so daß ein Quadrat vorliegt, ergibt sich: 

d = y2a• = a\f2 

2. Die HöM einu gleidiaeitigna Dmeüa mit der Beile a NI zu �11e11/ 

Losung: (Bild 119) 

a 

Bild 118 Bild 119 Bild 120 

3. Der Umfa111J des i11 Bild 120 dargutdllm DraeM!lflierulu NI zu beredmen! 

Lösung: U = 2a
1 

+ 2a1 

a
1 = Va• + b• a1 = )'b• + rJ 

U = 2 (Va• + b1 + Vb• + c•) 

18 Elementarmathematik 

0 
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Zahlenbeispiel: 

a = 6m, b = Sm, c = 15m 

U = 2(V36m1 + 64m1 + V64m1 + 225m1) = 

= 2( 10 m + 17 m ) = 54 m 

4. Eine Leiter der Länge l wird in der Entfernung d von einer 8611.krechte.n Wand aufgutellt. In 
wekher H öh.e l,, berliJ,.rt die Leiter die Wand? ( Bild 121) 

Lösu n g: h.1 = z• - d1 

Ausdrücke dieser Art lassen sich nach der dritten binomischen Formel sehr zweckmäßig in 
Produktgestalt umformen, so daß sie eich bequem logarithmisch oder µuttels Rechenstabs 
berechnen lassen. 

,,,. = (l + d) (l - d) 

,,, = V(' + dJ !' - d>

Zahlenbeispiel: 
l = 6 m, d = 1,3 m 

l,, = V7,3m ,4,7 m 

""' V34,3 m•""' 5,9 m 

5. Einem Quadrat mit der Beile a 
ial ein gleich.aeiligu Dreieck nach. 

Bild 121 

der in Biltl 122 angegebenen W eiae einbllBfflrieben. Man berech.ne die Beile b d88 Dreieck& in Ab­
M.ngigkeil von a/ 

Lösung: Im Dreieck ODE gilt mit OD = DE = z :

2z"=b1 bzw. z=}V2· 

Im Dreieck ABO gilt: 

a• + (a - z)1 = b1 

und nach Ersetzen von z : 
1 2a• - ab }'2 = 

2 b
1 

b• + 2}'2ab - 4a1 = 0. Bild 122 

Die beiden Lösungen dieser quadratischen Gleichung in b lauten 

und b1 = a ( - Jl2 - lffl) . 

Die zweite Lösung ist negativ und scheidet aus, da sie in diesem Zusammenhang (als 
Länge einer Strecke) gegenstandslos ist . Somit verbleibt als Ergebnis: 

b = a (]lii - }'2)""' l,035a. 

6. Man berech.ne die in dem gotiac,1,,en Spitz.bogen in Bild 123 vorkommenden Kreiaradien in 
Abh.ä7Jgigkeit von der Basislänge b! 



Aufgaben 

Lösung: r
1 

= b und 

liest man sofort aus der Zeichnung ab. 

Im Dreieck ACD gilt: 

(flj' = AD" - XV'.

Im Dreieck BCD gilt: 

(JD1 = lfll - lf02• 

Durch Gleichsetzen der rechten Seiten erhält man: 

.,n,• - XV' = HD' - IIV' 

(b - r,)" - (: r = ( ! + r.)'- ( ! r 

AUFGABEN 

r7 �b 

Bild 123 
·I

275 

277. Wie groß ist die eine Kathete a eines rechtwinkligen Dreiecke, wenn die andere Kathete b 
und ·die Hypotenuse c: folgende Abmessungen haben : 

a) b = 11 cm, 
c) b = 4,53 dm, 
e) b = 0,832 km, 

c: = 12,4 cm 
c: = 6,78 dm 
c: = 0,986km 

b) b = 7,8 cm, 
d) b = 46,3 m, 
f) b = 46,79 mm, 

c: = 9,8 cm 
c: = 58,l m 
c = 74,35 rr.m 

278. Wie groß ist die Hypotenuse c: eines rechtwinkligen Dreiecke, wenn die beiden Katheten 
a und b folgende Abmessungen haben: 

a) a= 7,3 cm, 
c) a= 0,85 m, 
e) a = 24,1 dm, 

b= 2,1 cm 
b= 0,32 m 
b = 12,4 dm 

b) a = 85,3 mm,
d) a = 4,321 km,
f) a = 0,85 m, 

b = 112,2 mm
b = 7,845 km 
b = 0,76m 

279. Einem gleichschenklig-rechtwinkligen Dreieck (Bild 124) ist ein gleichseitiges Dreieck mit
der Seite b einbeschrieben. Drücke b durch die Katheten a des rechtwinkligen Dreiecke aus. 

280. Einem gleichschenklig-rechtwinkligen Dreieck mit den 
�a Katheten a (Bild 125) ist ein gleichseitiges Dreieck 

mit der Seite b einbeschrieben. Drücke b durch a aus. 

281. Die Katheten eines rechtwinkligen Dreiecke stehen Bild 124 Bild 125 
im Verhältnis a: b = m: n = 3: 4. Wie groß sind 
seine Katheten a und b und sein Flächeninhalt A, wenn für die Hypotenuse c = 8 cm
angegeben ist! 

282. In welchem Verhältnis stehen die Katheten a und b eines rechtwinkligen Dreiecke, das einem 
gleichseitigen Dreieck ftäohengleioh ist? Die Hypotenuse des rechtwinkligen Dreiecke sei
c = 8 cm und die Seite des gleichseitigen Dreiecke d = 6 cm. 

18• 



276 22. Sätze vom rechtwinkligen Dreieck 

283. Von einem rechtwinkligen Dreieck sind die Hypotenusenabaohnitte q = 4 om und p = 5 cm 
bekannt. Berechne die Katheten a und b und den Flächeninhalt A. 

284. Von einem rechtwinkligen Dreieck sind die Höhe h = 5 cm und der Hypotenusenabschnitt 
q = 3 cm gegeben. Wie groß sind die Seiten a, b und c des Dreiecks und sein Flächen­
inhalt A? 

285. Wie groß sind der Inkreieradius r1 und der Ankreisrad.ius ra eines rechtwinkligen Dreiecks 
mit den Katheten a = 6 cm und b = 8 cm? 

286. Bereohne die Seite z des einem rechtwinkligen Dreieck einbeschriebenen Quadrates (Bild 126). 
Drüoke z 

a) durch die Katheten a und b,_
b) durch die Hypotenueenabschnitte_ u und t1 awi. 

287. Drücker, iin Bild 127 durch r1 aus. 

288. Drücke die Stücke h1, h1 und r1 im Bild 128 durch r1 aus. 

Bild 126 Bild 127 Bild 128 Bild 129 

289. Drücke r1, r1 und r• im ilild 129 durch r1 aus. 

290. Drücke r1 und r1 im Bild 130 durch r1 aus. 

291. Von dem im Bild 131 dargestellten Gefäß ist die Höhe h zu bestimmen. Bekannt sind 
g1 = 6 dm, g1 = 8 dm und a = 5 dm. 

292. Wie groß ist die Höhe h der im Bild 132 gezeigten Leiter, wenn die Entfernung zwisohen 
ihren Fußpunkten B = 1,5 m und ihre Schenkellä.nge l � 5 m beträ.gt? 

� 

� 

Dlld 130 Bild 131 Bild 132 

293. Berechne die Stücke b, c und d des im Bild 133 gezeigten Dachbinders aus den Stücken 
a = 12 m 11ud h = 4 m. 

294. DieKrä.fteF1 = 5,34 kp undF1 = 3,81 kp haben gemeinsamen Angriffspunkt und schließen 
einen Rechten ein. Berechne ihre Resultierende R. 
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295. Berechne die Kantenlä.nge keiner Sechskantschraube mit der SchlüB11elweite a = 17 mm. 

296. Zum Schleifen eines Spiralbohrer& von 20 mm Durchme88er soll eine Lehre nach Bild 134 
angefertigt werden. Berechne k für die dort eingetragenen Maße. 

�t 
� ... -----a-1 

p 
0 

i-----'--b----

Bild 183 Bild 134 Bild 135 

297. Ein Kasten mit einseitiger Schwerpunktlage hä.ngt an einer gespreizten Kette (Bild 135). 
Welche Lä.nge l hat die einen Rechten einschließende Kette, wenn die Kastenlä.nge (Haken­
abstand) b = 2,68 m Wld der Schwerpunktabstand a = 0,76 m betragen? 

298. Von dem im Bild 136 dargestellten Drehkran sind die Lä.ngen der Träger mit a = 4,8 m, 
b = 4,1 m, g = 5,9 m und h = 2,4 m geme88en worden. 
Berechne die Lä.ngen der Träger c, tl, 6, f, i. 

299. Von dem im Bild 137 gezeigten Kegelradpaar sind der 
Radius r 1 = 68 mm und die Kegelerzeugende M C = 76 mm
beke.nnt. Berechne r1 und die Re.dien 61 und 61 der Ergä.n­
zungskegel. 

Bild 136 Bild 137 

300. In einer Blechrinne, deren Querschnitt ein gleichschenklig-rechtwinkliges Dreieck von der 
Höhe h = 64 cm ist, fließt We.88er mit der Geschwindigkeit"= 0,2 m/1. Welche Wosser­
menge Q liefert die Rinne stündlich bei einem We.88eret&nd von 2/8 h? 

301. Berechne den Anschnitt a des im Bild 138 dargestellten Scheibenfrä.sers nach den dort ein- \ 
getragenen Ms.Den. 

302. Bereohne die Normalkrii.fte F 10 mit 
denen ein Keilriemen auf die Flanken 
der Rillen einer Keilriemenscheibe 
drüokt (Bild 139). 

303. Wie groß ist die Eindruckstiefe h einer 
Kugel, die naoh Bild 140 den Eindruck­
kreis cl1 = 132 mm erzeugt und selbst 
-len Durohm888er tl = 154 mm hat? Bild 1se Bild 139 
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304. Von einem schiefwinkligen Dreieck sind die Seiten a, b Ulld c bekannt. Drücke die durch
h, auf c gebildeten Abschnitte q und p durch die gegebenen Stücke aus.

305. Drücke die Seite b eines schiefwinklig­
spitzwinkligen Dreiecks durch die beiden
anderen Seiten a und c und die Projektion q
der Seite b auf die Seite c aus.

306. Ein Blech, dessen Abmessungen aus Bild 141
hervorgehen, soll beiderseits gestrichen wer­
den. Berechne die Farbmenge m, wenn er­
fahrungsgemäß mit einem Verbrauch von
0,175 kg/m2 gerechnet wird. Bild 140 

23. Strecken und Winkel am Kreis

23.1. Kreis und Gerade

Bild 141 

Kreis und Gerade können drei verschiedene Lagen zueinander haben: (Bild 142) 

-----.,..falle Fall a): Die Gerade schneidet den Kreis, Gerade und Kreie 
P + fallb haben zwei Punkte, P

1 
und P2 , gemeinsam. 

V
falla Durch Parallelverschiebung der Gere.den wandern'. P

1 
und P1 1 aufeinander zu, bis sie sich im Grenzfall zu Punkt P vereinigen. 

Diese Grenzlage der Geraden bildet Fall b). 

Bild 142 
Fall b): Die Gerade berührt den Kreis, Kreis und Gerade 

haben nur noch einen Punkt, nämlich P, gemeinsam. 
Durch weitere Parallelverschiebung d.er Geraden erhält man Fe.II c). 
Fall c): Die Gerade meidet den Kreis, beide haben keinen Punkt mehr gemeinsam. 
Definition: 

Eine Gerade, die einen Kreis schneidet, heißt Sekante, 
Die Strecke auf einer Sekante, die durch die beiden Schnittpunkte mit dem 
Kreis begrenzt wird, heißt Sehne. 
Eine Gerade, die durch den Mittelpunkt eines Kreises geht, heißt Zentrale. 
Eine Sehne durch den Mittelpunkt des Kreises ist dessen Durchmesser. 
Eine Gerade, die den Kreis berührt, heißt Tangente. 
Die Strecke, die den Mittelpunkt eines Kreises mit dem Berührungspunkt einer 
Tangente verbindet, heißt deren Berührungsradius. 

Satz 1: 

t Der Mi�telpunkt eines Kreises liegt auf der Mittelsenkrechten 
jeden Sehne. 

B eweis :  Das Dreieck ABM in Bild 143 ist gleichschenklig, da 
AM=BM=r. 

. 

einer 

@ 
Aus den EiJ!:enschaften des gleichschenkligen Dreiecks folgt der Satz. Bild 143 
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Satz 2: 

I 
Der Mittelpunkt eines Kreises liegt auf der Senkrechten, die man auf jeder Tan­gente in ihrem BerührUDgspunkt errichten kann. Oder in anderer Formulierung: 

I Tange�te und Berührungsradius stehen aufeinander senkrecht. Beweis: Man verlängert die Sehne AB zur Sekante und verschiebt diese parallel bis zur Grenzlage als Tangente (Bild 144). Von einem Punkt S außerhalb des Kreises kann man zwei Tangenten an den Kreis legen. Diese berühren den Kreis je in einem Punkt, T1 
und T

1 • Die Entfernungen 
S T

1 und S T1 nennt man die Länge der beiden Tangenten. 
Satz 3: 

I Die beiden, von einem Punkt an . einen Kreis gelegten Tangenten sind gleich lang. Der Kreismittelpunkt liegt auf einer der beiden Winkel· halbierenden der Tani:(enten. 
m 
Ig 

1 

Blld lH Bild 146 Beweis:  (Bild 145). Die beiden Dreiecke SMT
1 

und SMT1 sind kongruent, da sie in SM übereinstimmen. Ferner gilt: 
M"T"i = KT; = r und 61 = 61 = 90°. Aus der somit bewiesenen Kongruenz ergeben sich beide Behauptungen des Satzes. 

BEISPIEL 

Der M ittelpunlct einu K reuea aoll rekoruitroiert v,e,rden/ 

Lösung: (Bild 146). Man zeichne in den Kreis zwei verschiedene, nicht parallele Sehnen 
und errichte auf ihnen die Mittelsenkrechten. Deren .Schnittpunkt ist der gesuchte Punkt. 
(Die Sehnen möchten zweckmäßig flinen 
Winkel von etwa. 90° bilden, da.mit sich 
ein günstiger Schnitt ergibt.) 
Pra ktische Metho de: In der Praxis 
bedient man sich zur Bestimmung des 
Mittelpunktes von Kreisscheiben und ähn­
lichem eines Zentriergerätea (Bild 147). Es 
besteht aus zwei Anlegekanten, die nicht 
unbedingt einen rechten Winkel zu bilden 
brauchen, und einer Schablone, die die Bild 148 Bild 147 

Winkelhalbierende bildet. Längs dieser 
Kante reißt man zweimal an, wobei die Kreisscheibe verschieden eingelegt werden muß. Als 
Schnitt beider Gere.den ergibt sich der gesuchte Punkt. 
Zeichnerisch läßt sich diesee Verfahren nicht realisieren, da. man zur geometrisch einwand­
freien Konstruktion der Tangenten eben den Mittelpunkt des Kreises braucht. (Vgl. Ab­
schnitt 23.2., Nachsatz zu Beispiel 3.) 
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23.2. Winkel am Kreis 
Defi,nition: 

I 
Verbindet me.n die Endpunkte A und Beines Kreisbogens mit dem Mittelpunkt M
des zugehörigen Kreises, de.nn bilden AM und BM die Schenkel des zum Bogen 
A B gehörigen Zentriwinkels. 
Verbindet me.n die Punkte A und B mit einem beliebigen Punkt P e.uf dem Kreis, 
so ergibt sich in P der zum Bogen A B gehörige Peripheriewinkel. 

Wenn me.n beachtet, daß Mund P auf ein und derselben Seite der Sehne liegen, gilt 
der folgende Satz 1. 
Satz 1: 

I 
Der Zentriwinkel über einem Bogen ist doppelt so groß wie der Peripheriewinkel
über dem gleichen Bogen. 

Beweis: Aus Bild 148 ergibt sich: 

Bild 148 

ac1 = ;,1 
und ;,1 = {J1 als Basiswinkel in gleichschenkligen Dreiecken; 

E1 = 2 ;,1 und e
2 = 2;,1 

als Außenwinkel an Dreiecken. 

ge9· AB, rp 

BlldU9 Bild 160 

Durch Addition der beiden letzten lHe1chungen folgt 

E1 + Ez = 2(;'1 + ;'2) W. z. b. W.

Es läßt sich zeigen, daß die Gültigkeit des letzten Satzes unabhängig ist von der Lage 
des Punktes P auf dem Kreis. (Vgl. dazu Aufgabe 3071) Deshalb ändert sich bei Ver­
schiebung von P längs des Kreises der Peripheriewinkel nicht. Daraus folgt der Satz 2. 
Satz 2: 

I
Der geometrische Ort der Scheitelpunkte aller gleichen Winkel über einer Strecke 
ist der Kreisbogen, der die Strecke zur Sehne hat und den Winkel als Peripherie­
winkel faßt (Bild 149). 

BEISPIELE 

1. Man konalrv.iere den Kreiabogen, den ,ogenanmn Orfd:rei,, der zu einer gegebenen SeJine 
A B geJiörf und den gegebenen W inkd ,p all P�nkel 611lMltl 

Lösu ng: Zur Sehne AB konstruiert man die Mittelsenkreohte. In einem beliebigen Punkt R
trägt man ,p e.n und zieht zu seinem freien Bohenkel duroh .A eine Parallele. Deren Sohnitt­
punkt M mit der Mittelsenkrechten ist der Mittelpunkt des IJe&Uohten Kreises (Bild 150). 
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2. Folgefldu Problem bezeichnet man in der VermeaaungatecAnilc al8 RüclcwitrtBeinaclrneiden:
Von einem festzulegendllll Punkt P wird der Winkel« gemessen, unter dem eine der Größe
und der Lage rur.oh auf der Karte bekannte Strecke AB erscheint. Da P jetzt überall auf dem
Ortskreis liegen kann, ist der Punkt dadurch nooh nicht bestimmt. Man muß also noch eine
zweite, der Lage nach bekannte Strecke BO anvisieren (Blickwinkel {J} und erhält den ge-
1Uohtllll Punkt als Schnittpunkt der beiden sich ergebenden Ortskreise (Bild 151).

BlldUl Bild 1�2 

Das Verfahren versagt allerdings, wenn der dritte Punkt O bereits auf dem zuerst erhaltenen 
Ortskreis liegt, d. h., dann deoken Bi.oh beide Ortskreise. Diesen Kreis, auf dem A, B, 0 und P
liegen, nennt man „ge/4Arlichen Knia" (Bild 152). 

Satz des Tu.u.l:sl): 

Der Peripheriewinkel im Halbkreis beträgt 90°. 

Beweis: Der Zentriwinkel im Halbkreis beträgt 180° (Bild 153). Der Satz ergibt sich 
somit als Sonderfall des Satzes vom Peripherie- und Zentriwinkel. 

BEISPIEL 8 
Vom Punkt P au{Jerhalb du Kreiau aind die Tangenten an den Kreia zu legen/ 

L6aung: (Bild 154). Da Tang11Dte und Berührungsradius senkrecht aufeinanderstehen, müs­
sen beide Berührungspunkte T 1 und TI und die Punkte M und P auf dem Thaleskreis liegen. 
Dessen Mittelpunkt N ist der 
Halbierungspunkt der Strecke 
M P. Der Thaleskreis duroh M
und P schneidet den gegebenen 
Kreis in T1 und T1 • � und 
"P7'; Bind die gesuchten Tan­
glllltllll. 

p 

� 
A M 8 

Das bloße „Dranlegen" der Tan- Bild ua Bild 164 

genten ist aus zweierlei Gründen 
ungenau: Erstens erhält man die Berührungspunkte ungenau, so daß die Länge der 
Tangenten nicht sicher bestimmt werden kann. Zweitens konstruiert man eine Gerade 
exakt als Verbindung zweier Punkte oder mit Hilfe eines Punktes und vorgegebener 
Richtung. 

1) Tlu.I.Bs von Milet (um 624 bis M7 v. u. Z.); griechiaoher Mathematiker. 
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23.3. lbnlichkeit am Kreis Sehnen- und Bekantematz: 
I Schneiden sich zwei Sehnen oder Sekanten eines Kreises, so ist das Produkt der Abschnitte auf der einen gleich dem Produkt der Abschnitte auf der anderen. Dabei sind sämtliche Abschnitte vom Schnittpunkt der Sehnen bzw. dem der Sekanten aus zu messen. B ewe i s :  In Bild 155 bzw. 156 gilt: Da /J = y als Peripheriewinkel über dem Bogen AD und � CBA = � BSD, teils als Scheitelwinkel, ist!:::,. SAG - t:::,. BDB. Daraus folgt AB:W=SÖ:BB oder Il · s1J = sä. '1JB w. z. b. w.

Sekanrensafz 

Bild 166 Bild 166 

Bekanten-Tangenten-Satz: 
BlldU7 

I
Schneiden sich Sekante und Tangente an einem Kreis, so ist die Tangente mittlere Proportionale der beiden Sekantenabschnitte, die wiederum vom Schnittpunkt aus zu messen sind. Beweis: Der Satz ist ein Sonderfall des Sekantensatzes, sofern man die Tangente als Sonderfall der Sekante betrachtet. Aus Bild 157 ergibt sich S unmittelbar: h 

oder 
BEISPIELE 

SA: ST= ST·: Sii ST2=BA·SB w. z. b. w.

l. Man beNcllne die Sichtweite z von einem Punkt (Turm, Fl'UIJU'IL{I 
Bild 168 

oder Bergapitu), derinder Höhehüberderala KWJelftäehegedachten Erdoberffiiche liegt (Bild 158). Lösung: Nach dem Sekanten-Tangenten-Satz ergibt sich sofort:z• = A(2r + A) oder z = V2rA + A1 
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Da 1,, gegenüber r sehr klein ist, kann man den Summanden 1,,1 vernachlässigen und erhält 
noch genügend genau: 

z"" J'2"rh. 

Zahlenbeispiel: 

r = 6367 km, h=400m 

z "" y12734000 m • 400 m"" 100900 m 

Die Sichtweite beträgt also etwa 100 km. 

2. Man be.mmme uidl.mriach mit Hilfe du Bekafllffl-Tangmtffl-Batua die mittlere Proporlionak
der Gro/Jm a und bl 

Llleung: (Bild 169). Auf der Strecke 8 B = b trägt man U = a ab. Um M, den Halbie­

rungapunkt von IT. schlägt man den Kreis mit Radius ! IB. Der Thaleskreis über M"S 
schneidet letzteren in Punkt T. ST ist die gesuchte Grllße. 

3 . Man löae die Gleidl.ung b1 = a z uic,l,,neriscl,,/ 

Losung: Im Endpunkt T der Strecke '1'8 = b errichtet man die Senkrechte und wählt 
darauf beliebig M. Ein Kreis um M mit J,;J"1I und ein Kreis um 8 mit a schneiden sich in A 
bzw. A1 • (Damit überhaupt ein Schnitt zustande kommt, muß MT genügend groß gewählt 

geg:!H=b 
JA= a 

s 

Bild 160 Bild 100 

werden!) Die Verbindungsgeraden BA bzw. 8A
1 

schneiden den Kreis um M in B bzw. Bl " 

Bli und B1f;. sind aus Symmetriegründen gleich und stellen die gesuchte Größe z dar 
(Bild 160). 

Goldener Schnitt oder Stetige Teilung : 

Eine Strecke heißt nach dem Goldenen BcliniU oder stetig geteil.t, wenn ihr großer 
Abschnitt mittlere Proportionale der Gesamtstrecke und des kleinen Abschnittes 
ist. 

Oder mit anderen Worten: 

Die Gesamtstrecke verhält sich zum großen Abschnitt wie dieser zum kleinen. 

4. Die Strecke 8 T ist nach dem Golde:nm 8c1,,nitt ru teilen! 
Lösung: Im Endpunkt T der Strecke ST= 2a wird die Senkrechte mit der Länge TM= a
errichtet. Um M schlägt man einen Kreis mit dem Radius a. Die Verbindungsgerade SM
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schneidet diesen Kreis in den Punkten A und B. Nach dem Sekanten-Tangenten-Satz gilt: 

S7I'" = SA , SB und da ist 

AB'= SA (SA+ AB), 

d. h., die Strecke B B wird durch A stetig geteilt. überträgt man BA mittels Kreisbogens auf
B T ergibt sich Punkt 0. Die letzte Gleichung schreibt man nun zweckmäßig in der Oostalt:

HT' = NrJ (Nrl + S71') 

und erhält durch Umformung: 

S7I'" = !JV' + HO • Wl'

HO' = S7J' (S71' - SV) 

S7J': NrJ = SV: (gT - lfV). 

womit gezeigt ist, daß die Strecke ST durch O im Goldenen Schnitt $"teilt ist (Bild 161). 

Der Begriff „stetige" Teilung erklärt sich aus folgendem Sachverhalt: Trägt man den 
kleineren Abschnitt b einer nach dem Goldenen Schnitt geteilten Strecke (a + b) auf 

geg:J J'f'= TM;a 
-------.--

,, 
a) 

{___

b \a-b 
h) 

:J 
c) 

Blld 181 Blld 182 

der größeren Strecke a ab, so wird diese wiederum nach dem Goldenen Schnitt ge­
teilt. Dieses Verfahren läßt sich beliebig fortsetzen, wie im folgenden angedeutet ist: 
Bild 162a. Diese Strecke sei nach dem Goldenen Schnitt geteilt. 

Dann ergibt sich: 

a + b a 
-a-=b 

und als Bestimmungsgleichung des Goldenen Schnittes: 

a' - ab- b1 = O. 

Bild 162b. Wenn diese Strecke wiederum nach dem Goldenen Schnitt geteilt sein 
soll, muß gelten: 

a b 
--,,

= 

a-b' 

Durch Umformung erhält man wiederum obige Bestimmungsgleichung, wodurch die 
Annahme bestätigt wird. 
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Bild 162c. Und nochmals: 

Annahme: 
b a-b 

a - b = 2b - a

2 b2 
- ab= a2 

- 2ab + b2 

Wld a2 
- ab- b1 = 0

gilt wieder usw. 

Satz 1: 

I 
Die Seite des regelmäßigen Zehnecks ist gleich dem großen Abschnitt des nach dem
Goldenen Schnitt geteilten Umkreisradius. 

Beweis:  Das Bestimmungsdreieck besitzt die in Bild 163 angegebenen Winkel. Trägt 
man die Winkelhalbierende eines Basiswinkels ein, ergibt sieb ein neues Dreieck, das 

c 

BUd 103 Bild 184 Bild 165 

dem ursprünglichen ähnlich ist (Winkelvergleich). Außerdem gilt: 

AB= ÄD= CD 

mit A iJ als Zehneckseite und AC als Umkreisradius. Aus der Ähnlichkeit der Drei­
ecke ABC und BDA folgt: 

CB:ÄB= ÄB:DB w.z. b. w.

Die Seite des regelmäßigen Zehnecks läßt sich also nach dem Goldenen Schnitt aus 
dem Umkreisradius konstruieren (Bild 164). Durch Überspringen jeder zweiten Ecke 
entsteht ein regelmäßiges Fünfeck. 

BEISPIEL 

5. Ein regelmiißigea Zeknak ial aua 1teiner Seite 8 zu lcons!ruierenl

Lösung: Man bestimmt mit Hilfe des Goldenen Schnittes aus der
gegebenen Seite 8 T den Umkreisradius 8 B und erhält durch Ab­
tragen der Strecke B als Sehne das Zehntlck (Bild 165).

Zur Konstruktion des regelmäßigen Fünfecks sind folgende Vor­
betrachtungen nötig: (Bild 166). 

0�8 

E A 

Bild 188 
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Alle Diagonalen sind gleich lang. 
Die angegebenen Winkel lassen sich leicht nachrechnen. 
Trägt man im Teildreieck BOD von D aus nach B die Seitenlänge s ab, wodurch 
Punkt F entsteht, erkennt man: 

Satz 2: 

I
Die Seite des regelmäßigen Fünfecks ist gleich dem größeren Abschnitt der nach 
dem Goldenen Schnitt geteilten Diagonale. 

De.raus läßt sich das regelmäßige Fünfeck konstruieren. (Vgl. Aufgabe 3141) 

AUFGABEN 

307. Beweise den Satz vom Peripherie- und Zentriwinkel für die in Bild 167 angegebenen Lagen 
des Punktes PI

308, Konstruiere einen Kreis, der durch zwei gegebene Punkte A und B geht und eine gegebene 
Gerade g berührt! (il soll nicht pa.ra.llel zu g verlaufen!) 

Anleitung: Verlängere AB bis zum Schnitt mit g und konstruiere den Beriihrungepunkt 
duroh Anwendung des Sekanten-Tangenten-Satzes I 

309. Konstruiere den Punkt D mittels Rückwii.rteeinschneidens zeichnerisch, wenn die Koordi­
naten der Punkte A, Bund C bekannt Bind und von D a.us die Winkel ADB und BDr

gemeuen wurden! (Bild 168) 

a) A ( 1,4)

B ( 6,1)

C (11,3)

.g: ADB = 54° 

� BDC = 50° 

b) A ( 2,4)

B ( 6,2)

C (11,7)

� ADB = 26°30' 

� BDC = 46° 

310. Zeige an Hand des Bildes 169, da.ß der Höhensatz ein Sonderfall des Sehnensatzes istl 

D c 

0.© Lt>, ·®·
Bild 167 Blld 168 Bild 169 

311. Eine Strecke von 15 cm ist stetig zu teilen. Nenne die gesuchten Teilstrecken a und b. 

312. Die internationale PO&tkarte ha.t da.s Format 148 mm x 105 mm. Untemuohe, ob di­
Abmessungen aus einer stetigen Teilung hervorgegangen sind.

313. Der Umfang eines Bilderrahmens soll 126 cm betragen. Wie groß sind seine Höhe h und
seine Breite b zu ma.ohen, wenn der ha.lbe Umfang stetig geteilt werden soll?

314. Konstruiere ein regelmäßiges Fünfeck

a) aus der Seite , = 6 cm , 
b) aus der Diagonale d = 6 cm . 
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Satz 1: 
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I Die Fläche des Reckt,eckea ist gleich dem Produkt zweier benachbarter Seiten. 
I A=a·b 1 (77) aba+an Beweis: (Bild 170). Die Rechteckseiten a und b seien ganzzah-lige Vielfache der Längeneinheit. Dann läßt sich das Rechteck in a Streifen zu je b Flächeneinheiten zerlegen. Damit ist a · bdie Anzahl der Flächeneinheiten, wie man abzählen kann. a•Scm 

Bild 170 Auf die Fallunterscheidungen, die nötig werden, wenn a und b Dicht ganze Zahlen, sondern Brüohe oder irrationale Zahlen sind, soll hier Dicht näher eingegangen werden. 
I Der Umfang ist zusammengesetzt aus

I u = 2a + 2b = 2(a + b) 1 (78) 
Satz 2: Die Fläche des Quadrates ist gleich dem Quadrat einer Seite. 

(79) 
Umfang des Quadrates:

(80) 

Beweis:  Man setzt in den entsprechenden Formeln für das Rechteck a = b ein"! 
Satz 3: 

I
Die Fläche des Parallelogrammes ist gleich dem Produkt aus einer Seite, Grund­linie genannt, und der zugehörigen Höhe. 

I A-,·• I (81) T. �.
Be weis: In Bild 171 ist das Rechteck EFO D flächengleich J.�"Y . _ j dem Parallelogramm ABOD, da t:,AED�t:,BFO. 1:t:f 

---1Also gilt: EF ·ED= AB· ED w. z. b. w. Bild 171 
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Satz 4: 

I 

Die Fläche des Trapezes ist gleich dem Produkt aus Mittellinie und Höhe. 

I A = m · h = T · h 1 (82) 

B ewei s: In Bild 172 ist 

Al[= 15H, Im= (J7}, und Hilfslinie EF 11 AD. 

Daraus ergibt sich das Pa.rallelogra.mm AF ED mit 

il= HG= 1iE= m. 

Aus der Gleichheit von 

<;. F BG = <;. EGG 

und <;. FGB = <;. EGO als Scheitelwinkel Ar 
a.ls Wechselwinkel 

ergibt sich, da.ß 

!::,.FBG';:!. !::,.EGG. 

A F 8 

- a 

Bild 172 

Daraus folgt die Flächengleichheit des Pa.ra.llelogra.mmes A FE D UDd des Trapezes 
ABOD: 

A=ll'·k=m·k. 

Mit ÄE = a, CD= c und YB= GB= :,; ergibt sich weiter: 

m= ll= a- x, 

m= DE= c+ x, 

und durch Addition beider Gleichungen 

2m = a + c oder a+c 
m=

-2-· 

womit der Sa.tz vollständig bewiesen ist. 

Satz 5: 

,---- ----1

1 1 

i I 
1 
1 

1 

1 
1 

1 

1 

1 
L----

8
----� 

I • e 
Bild 173 

I
Die Fläche d,e.q Rhombus 
beid" Diagonol

�
. 

und des Drachenviereck, ist gleich dem halben Produkt 

I A = -2 ef I (83) 

Beweis: Jedes Teilrechteck des umbeschriebenen Rechtecks in Bild 173 wird durch 
die Seiten des Drachenvierecks halbiert. Daraus ergibt sich unmittelbar die Formel. 
Durch Para.llelverschiebung der kurzen Diagonale ändert sich an diesen Beziehungen 
nichts. Da.her gilt die Formel a.uch für den Spezialfall, den Rhombus. 
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24.2. Dreiecke 

Satz 1: 
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I
Die Fl,ii,che des Dreiuks ist gleich dem halben Produkt aus einer Seite, Grundlinie 
genannt, und der zugehörigen Höhe. 

I A = i g • h 1 (84) 

Bewei s: In Bild 174 zerlegt die Diagonale BD das Parallelogramm ABCD in zwei 
kongruente Dreiecke. Die Dreiecksfläche ist also gleich der halben Parallelogramm­
fläche. 
Satz 2: 

I
Die Fl,ii,che des rechtwinkligen Dreiecks ist gleich dem halben Produkt beider 
theten. 

I A=ia·b I 

Ka-

(86) 

Bewe is: Er ergibt sich, wenn man im letzten Beweis das Parallelogramm durch ein 
Rechteck ersetzt. 
Satz 3: 

I 

Fl,ii,che des gleichseitigen Dreiecks: 

I A=flf3 I (86) 

Beweis: Durch Einsetzen der Formel für die Höhe des gleichseitigen Dreiecks. (Vgl. 
Abschnitt 22., Beispiel 21) in die Flächenformel des allgemeinen Dreiecks ergibt sich: 

w.z. b.w.

HERONische1) Formel für die 
Dreiecksfüi,che: 

�,/·J 
A 8 
1 • • 1 

g 

Bild 174 

bAo 

A�B 

p::-::i c 

Bild 175 

I A = Vs(s - a)(s � b) (s - c) mit l u 
s = 2 (a + b + c) = 2 (87) 

Beweis: (Bild 175). Aus dem linken Teildreieck erhält man: 
q2 = b3 - h2 

bzw. h2 = b3 - q2 h = Vb' - q' = V<b + q> <b - q) 
1) H:noN, um 100 U. Z. 

19 Elementarmathematik 

(l) 
(II) 
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und aus dem rechten Teildreieck: 

a1 = A1 + (c -q)1 
a1 = 1,,1 + c' -2c q + q2. 

Gleichung (l) einsetzen: 
a• = A1 + c1 -2 c q + b• -1,,1 • 

Für q erhält man daraus: 
b1 + c1 -a2q = 2c 

Dieser Wert wird in Gleichung (II) eingesetzt: 
1,, = V ( b + 

b' + :c -a•) ( b _ b1 + ;: - a•)

A= 2
1c V(2bc+b1+c2-a1)(2bc-b1-c2+a2). 

Umformung durch Anwendung der binomischen Formeln: 

Aus 
A = 21

c V (b + c + aJ (b + c -aJ (a - b + CJ (a + b -c)
2s=a+b+c folgt: 2 (s -a) = b + c -a 

2(s-b)=a-b+c 
2 (s -c) = a + b -c 

Damit erhält man weiterhin: 

BEISPIEL 

A = � Vs (a - a)(a - li)(s - c) 
Ja ·C

V -2- = A =s(B -a)(s -b)(s -c) w.z.b.w.

Wie gro/J iat die Fläclie e,� Dreiecu m,t den Seiten a = 10 cm, h = 8 cm und c = 14 oru? 
Lösung: a = 16 cm 

a-a=6cm
a-b=8cm
,-c-2cm 

A -Yl6 om • 6 cm , 8 cm , 2 om =- 10 Vii cm• "" 39,2 om• 
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Eine allgemeine Formel läßt sich im Rahmen dieses Buches nicht angeben. Zeich­nerisch kann man dieses Problem lösen durch Zerlegung de& Vielecks in Dreiecke (Bild 176) oder durch Zerlegung des Vielecks in Dreiecke und rechtwinklige Trapeze A (Bild 177). Bild 176 

A [ 

c 

Die Maße der Teilflächen entnimmt man der Zeichnung. Dabei erweist sich das zweite Verfahren für Vielecke mit mehr als fünf Ecken 11.ls rationeller, da man weniger Mes­sungen benötigt. 
24.4. RegelmlUllge Vielecke 
Definition: 

I Ein regelmäßiges Vieleck, dessen Seiten Sehnen eines Kreises, seines Umkreises, sind, heißt Sehnenvieleck. Ein regelmäßiges Vieleck, dessen Seiten Tangenten eines Kreises, seines Inkreises, sind, heißt Tangentenvieleck. 
Satz 1: 

I Die Fläche des regelmäßigen Sehnenvielecks ist 
1 1 s Seitenlänge, 
A, = : s V 4 r - r r Radius des Umkreises, . . n Zahl der Ecken. Beweis: (Bild 178). Für die Fläche Ab des Bestimmungsdreiecks gilt: 

Satz 2: 

1 Ab
= 2 shmit h = v� - (: y = ! V 4 r2 - s2 

A, = nAb = fns V4r - s2 w.z.b.w.
I Die Fläche des regelmäßigen Tangentenvielecks ist 

1 1 1 s Seitenlänge, 
A, = 2 s n e e Radius des Inkreises, . n Zahl der Ecken. 

(88) 

(89)
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Beweis: (Bild 179). Für die Fläche Ab des Bestimmungsdreiecks gilt:
1 Ab = 2 sv

w.z.b.w.

Beide Formeln sind überbestimmt, d. h., die Größen s, n und r bzw. s, n und e dürfen
nicht willkürlich gewii,hlt werden, da sie voneinander abhängig sind. Da diese Ab­
hängigkeit durch den Winkel an der Spitze der Bestimmungsdreiecke vermittelt wird,
kann eine allgemeine Formel in beiden Fällen nur mit Hilfe der Sätze der Trigonometrie
angegeben werden. Das gilt ebenfalls für allgemeine Formeln zur Berechnung der Seiten­
längen von Sehnen- und Tangentenvielecken. (Vgl. dazu Abschnitt 26.4., Beispiel 9 !)

s
Bild 179 Bild 180 

8 

Bild 181 

Für bestimmte Werte von n kommt man ohne die Hilfsmittel der Trigonometrie
zum Ziel.
BEI8PIBLE 

Man berechne 8eiteruänge und Fläche regelmä/Jiger Aclmeke in Abhängigkeil von Umlereia- bzw. 
lnkreiaradi'UIJ! 

1. Lösung für das Sehnena.chteck: (Bild 180) 

AD"= 2r• ÄD = I5J1 da <;:.DAM = <;:.DMA = 45° 

- 1 - r ,r,; AD=2A0=2y2

AB1 = AD2 + (r - DM") =

= � + (r - f r2)' =
,.. 1/0 ,.. -

= 2 + r• - r" v2 + 2 = r' (2 - y2)

..ili-a, = r�

A1 = 2r � f2V4r2 - (2 - }'2)r• = 

= 2r2V,2- V2V2 + 1'2



24.5. Kreis und Kreisteile 
2. Lösung für das Ta.ngentenaohteok: (Bild 181)

AV2 
= a2 = 2n• 

ergibt 

24.6. 

- 8 -DB=(!= 2 + AB
- 8 8 1/iiDB=(!= 2+ 2r� 

s - -2-(!- und nach Rational.machen des Nenners 2e(lf2 -1)
....!- 1+lf2 

A8 
= 4· 2e2 (lf2 -1) = 8e1 (lf2 -1).

Kreis und Kreisteile 
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Legt man in einen Kreis ein regelmäßiges Sehnenvieleck und um den Kreis ein regel­
mäßiges Tangentenvieleck mit gleicher Eckenzahl, so erhält man folgende Beziehung 
für deren Umfänge: 

U,< UKrele< U,. 

Durch Erhöhung der Eckenzahl nähern sich die Umfänge beider Vielecke immer mehr 
dem dazwischenliegenden Umfang des Kreises. Dieses Verfahren geht zurück auf 
ARCHIMEDES. Durch zahlenmäßige Berechnung erhält man 
Satz 1: I Der Umfang des Kreises beträgt 

I U=27tr I· 7t:a:::,3,14159 ... (90) 

Der Faktor 1t ist eine irrationale Zahl, läßt sich also nicht genau durch eine endliche 
oder periodische Dezimalzahl ausdrücken. Für die meisten 
Berechnungen genügt als Näherungswert 1t "" 3,14. 
Satz 2: 

I Die Fläche des Kreises ist 

I A = 1tr j. (91) 

Beweis:  Bild 182 zeigt die Zerlegung des Kreises in bz 
Kreisausschnitte, die bei genügend feiner Unterteilung als Bild 1a2 

Dreiecke Init b1 , b2, ••• , b. als Grundlinie und r als Höhe 
aufgefaßt werden können. Für deren Flächen A.1 , A.2, •.. , An gilt: 

1 A
1 

= 2 b, r
1 

Ä2 = 2b21 

l 
A. = 2b.,
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lA1 + A.1 + · · · + A .. = ÄKrela = 2 (b1 + b1 + ·· · + b,.) r =

Defi,nitioo: = ! u., = 7t r' w. z. b. w. 
I

Ein Kreisausschnitt (Kreissektor) wird durch zwei Radien aus dem Kreis heraus­geschnitten. Ein Kreisabschnitt (Kreissegment) wird durch eine Sehne vom Kreis abgeschnitten. 
Satz 3: 

I Die Länge� Kreis:ogens beim Mittelpunktwinkel rp ist 
I b -1t,180° I· Beweis: Aus der Proportionalität von Bogenlänge und Mittelpunktwinkel folgt: b : u = <p : 360° 

Satz 4: 
b = u a:Oo = 2 7t, a:Oo = 7t , 1:00 w.z. b.w.

(92) 

I Die Fläche des Kreisa'U8schniUes mit dem Bogen b bzw. dem Mittelpunktwinkel 'F ist 
I A=-}br=1traloo 1 (93) 

Bew e.i s :  Es gilt folgende Proportion, wenn man die Fläche des Kreisausschnittes mit A bezeichnet: A : Kreisfläche = Bogenlänge : Kreisumfang A: 7t ,1 rp = 7t r 180° : 21t r Durch Auflösen nach A erhält man Formel (93). 
Satz 5: Die Fläche des KreisabschniUes ist 

I A=1traloo--}s(r-h)=-i-(b-s)+-}sh
mit s Sehnenlänge und 

h Pfeilhöhe = Höhe des Kreisabschnittes. 
(94) 

Beweis: Die Fiäche ergibt sich als Differenz zwischen der Fläche des Kreisausschnit­tes und der des zugehörigen Dreiecks (Bild 183). Die letzte Formel ist wiederum über-
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bestimmt, da die Größen r, rp, b, h und B voneinander abhängig sind. Zur Bestimmung 
all dieser Größen benutzt man Tabellen, denen stets der Einheitskreisl) zugrunde gelegt 
ist. Dort kann man in Abhängigkeit vom 
Mittelpunktwinkel rp alle übrigen Werte 
ablesen. 

BEISPIELE 
1. Ein BW.Ck Blech. hat die GealaU einu gkidl­

aeitigen Dreiuka mit der Beile a. Die Ecken 
werden durch Kreise mit dem .Radiua r ab­
gerundet. Wieviel Prozent Y erluat trde'n 
dadurch auf 1 
Gegeben Bind: a = 10 cm, r = l cm. 

c 

Bild 183 

Lösung: In Bild 184 beträgt der Winkel PAD30
°
. Daraue ergibt sich, daß daaDreieckAPD 

die Hälfte eines gleichseitigen Dreiecks mit Ji1> = r als halber Seit.e und A P ala Höhe ist.
Daraus folgt: 

.a = nya = ,ya 
Ferner gilt: 

15E = Jqj = a - 2AP = a - 2rl'3 

Die Flii.che A8 dee verbleibenden Bleuhstückes aetzt eich folgendermaßen zusammen:

l 
A., = Ä.0,.., + 3A„qw + 3 •3As.no1��

l 1/i • -
= 4- r3DE + 3, ·DE+ nr1 =

= {-va((I - 2,ya)1 + 3r(a - 2,1'3) + nr' 

Zahlenbeispiel 

Äa = (! l'3(lO - 2yäJ' + 3(10- 2V3) + n)cm• 

A,. ... 41,15 cm1 

Die Flii.che A.uo des geeamt.en Dreiecks beträgt: 
l 

AA Bc =s 4 ]13 a• = 215 V3 cm• .,. 43,30 cm•

Die Fliehe A" des Abfalles ergibt eich als Differenz zwiachen der Fläche des geaamt.en Drei­
ecke und der dee restlichen Bleches: 

AA = AAllC - A. 

Der prozentuale Abfall, d. h. der Verlust V, ergibt sich folgendermaßen: 

---

Y = ...6._ · 100 % = ( Aao - Ä• ) • 100 % 
AABC A„ac 

V = (1 - �) · 100 % ..., (1 - 41•15 ) , 100 %
A„ ac 43,30 

y...,5% 

1) Der Rinheitekreis ist ein Kreis, deuen Radius die Länge der Einheit hat. 
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2. Man berechna die Länge du in Bild 186 darr,ealellten Korbbogena BOWie die oon ihm und der 
Bt.rscb AD eing� Fllkhe/ Der Korbbogen buteht av.a drei Kreiabögen, deren Mittel­
punkte nacheinander in B, M und O liegen und die an den Beellen, 
wo ein Kreiabogen in den anderen übergehe, alao in G und E, gemein­
aame Tangenten beaitzen.

Gegeben Bind: Il = BÖ= CD = a, � BMC = 90° . 

Lös u ng: Aus der Konstruktion folgt:

1fG = (fJjJ = a . 

Ans � BMO = 90° folgt: 

� ABG = � DOE = ! (180° - 90°) = 45° 

� � 1 AG = ED = 4 1t a 

Aus dem reohtwinkligen Dreieck BMO ergibt sich: 

und daraus: 

MB2 = __!._ B02 = _!_a2 
2 2 

..,.-;; 1 -
m.B = 2 aV2. 

Es i st MG= MB +a = a(1 + ! lf2) 

Länge v des Gesamtbogens: 

b = Xa + ai: + EiJ = ! 1ta (2 + f V2) 
b"" 4,24a. 

Die Fläche A setzt sich folgendermaßen zusammen: 

und daraus 

1 1 
( 

1 )2 1 = 4 7t a2 + 4 1ta• 1 + 2 V2 - 4 a,' = 

1 (5 -) 1 = 4 1t0,• 2 + v2 - 4 a' 

A"" 2,82a2
• 

� 

A� 

Bild 185 
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3. Wdche Flädl6 bt.duld daa in Bild 186 dargutellte Bogmdreied&f Die Eckpunkle dea Dreiedu 
aind Mittelpunkle der Kreia"bögen. <kgwen i8' die Draieckaeite a. 

Löeung: Dae Dreieck ABO ist gleicheeitig. Daher gilt: 

� BAG = 60°. 

Die Fläche A
1 

dee echraffierten Kreieabschnittee beträgt 

A1 = ! 1ta• - ! a• V3 = a• ( ! 1t - i V3) ·
Die Geeamtßäche F setzt eich folgendermaßen zusammen: 

A = 3.A.1 + Al>relectABC = 

A :::::0,7la2 • 

AUFGABEN 

A 

I \ 
I \ 

I 
\ 

I 
\ 

I 
\ 

I 
\ 

I \ 
8 C 

Jllld 186 

315. Von einem rechtwinkligen Dreieck sind die Kathete a = 3 cm und die HypotenUBe c = 6 cm 
gegeben. Berechne den Flächeninhalt A.

316. Ein gleichechenldig-rechtwinkligee Dreieck mit den Schenkeln a soll einem gleicheeitigen 
Dreieck mit der Seite b liä.chengleich sein. Drücke b durch a aue. 

317. Ein rechtwinklige& Dreieck mit der Höhe h = 3 cm hat den Flächeninhalt A = 12 cm•. Be­
rechne seine Seiten a, b und c. 

318. Berechne den Flächeninhalt A eines echiefwinkligen Dreiecks aue den Seiten a = 3 om,
b = 5 cm und c = 4 cm. 

319. Von einem echiefwinkligen Dreieck sind die Seiten a = 5 cm, b = 3 cm und der Flächen­
inhalt A = 5 cm• gegeben. Berechne die Seite c. 

320. In einem gleichschenkligen Dreieck ist die Höne h gleich der Baeis c. Welchen Flächen­
inhalt A hat dieses Dreieck, und wie groß sind seine Schenkel a? DrückeA und a durch c aue.

321. Von einem gleichsohenkligen Dreieck sind die Höhe h, = 5 cm und die Schenkel a = 8 om
gegeben. Berechne seinen Fläoheninhalt A. 

322. Von einem gleichschenkligen Dreieck sind der Flächeninhalt A = 10 om• und die Baeie 
c = 4 cm bekannt. Wie groß eind die Schenkel a und die Höhe h.? 

323. Die Seiten eines gleichschenkligen Dreiecks stehen im Verhältnis a: c = m: n = 2: 1. Sein 
Flächeninhalt sei A = 6 cm•. Berechne die Höhe h,, die Schenkel a und die Baeie c. 

324. Wie groß ist der Inkreisre.dius r; einee gleichschenkligen Dreiecks, von dem der Flächen­
inhalt A = 8 cm• und die Schenkel a = 5 cm gegeben eind? 

325. Von einem gleichschenkligen Dreieck sind der Umfang U = 16 cm und die Höhe h. = 4 cm 
bekannt. Wie groß sind seine Schenkel a und die Baeis c? Berechne außerdem den Flächen­
inhalt A. 
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326. Drüoke die Sohenkel a eines gleichschenkligen Dreiecks und das Lot f vom Fußpunkt der 
Höhe h. auf den Sohenkel a durch h. = 5 om und c = 4 cm aus. 

327. Ein gleiohschenkliges Dreieck mit der Ba.sie c = 4 cm und dem Umfang U = 24 om soll 
in ein gleichsohenklig,rechtwinkliges Dreieck mit gleichem Umfang verwandelt werden. 
In welchem Verhältnis A

1 : A
1 

stehen die Flächeninhalte beider Dreiecke zueinander? 

328. Drücke die Höhe h, eines gleichschenkligen Dreiecks durch den Schenkel a und die Basis
c aus.

329. In welchem Verhältnis A
1

: A
1 

teilt die Seitenhalbierende s. eines gleichschenkligen Dreiecks
den Flächeninhalt?

330. Berechne die Seitenhalbierende ,. eines gleichschenkligen Dreiecks aus der Ba.sis c = 4,5 cm
und dem Schenkel a = 8,3 cm.

331. Berechne die Gurtlä.ngen b und c des im Bild 18i dargestellten DachbinderB. 

332. Berechne den QuerBchnitt A der im Bild 188 dargestellten Schiene. 

Bild 187 Bild 18S Bild 189 

333. Von einem gleichseitigen Dreieck ist die Seite a = 3 cm gegeben. Berechne den Inkreisradius
r und den Umkreisradius r,,. 

334. Drücke den Ankreisradius r
0 

eines gleichseitigen Dreiecks durch die Dreieckseite a aus 
(Bild 189). 

335. Die Seiten a und b zweier gleichseitiger Dreiecke verhalten sich wie a: b = m: n = 2: 3.
Berechne das Verhältnis A.: At ihrer Flächeninhalte.

336. Drücke den Flächeninhalt A und die Höhe h eines gleichseitigen Dreiecks mit der Seite u 

duroh den Umfang U aU&.

337. Der QuerBchnitt A einer Stahlschiene ist ein gleichseitiges Dreieck. Berechne A für den 
Umfang U = 26,4 cm. 

338. Die Schlü811elweite einer Sechskantschroube beträgt B = 21 mm. Wie groß ist das Ecken­
m•ß e des Schraubenkopfes? 

339. Der Achsenabstand a = 345 mm zweier Zahnräder und ihre Teilkreisdurchmesser d •, =
= d

01 
= 124 �m sind bekannt. Wie groß muß der Teilkreisdurchmesser d

„ 
eines dritten 

Rades gemacht werden, damit es mit den gegebenen kämmt und von diesen gleichen Achsen­
abstand tJ hat?
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340. Eine Sohra.ube mit metrischem Spitzgewinde hat di =. 41,604 mm Kemdurohmesser. Die
Steigung ist naoh Standard mit h = 5 mm vorgeschrieben. Wie groß ist der Nenndurohmesser 

d dieser Schraube! Beachte, da.D die Gewindetiefe f1 = {- t mit t = -} l'3 ist-. 

341. Ein Ma.st ist in der Höhe h = 23,4 m durch drei Seile verspannt, von denen jedes die Länge
l = 30 m hat. Die Fußpunkte der Seile bilden die Endpunkte eines gleiohseitigen Dreiecks. 
Welchen Abstand ha.ben die Fußpunkte untereinander! 

Dlld 190 Bild 191 

342. In die vier Seiten einer qua.dratisohen Pla.tte (Bild 190) sind Einsohnitte eingearbeitet, die
die Form gleiohseitiger Dreieoke haben. Berechne deren Seite a unter Berüoksichtigung der 
eingetragenen Mo.De. 

343. In eine Bohrung vom Durohmesser d = 14,2 mm ist ein Dreikant.stahl mit den Seiten a

einzupa.ssen. Berechne a.

344. a.) Zeichne da.s im Bild 191 dargestellte Schubkurbelgetriebe.

b) Berechne die Koppellänge b für die eingetragenen Mo.De.

o) Konstruiere die beiden Totla.gen (Endstellungen) der Sohwinge c.
Hinweis: Unter den Totla.gen der Schwinge versteht man die Stellungen des Getriebes, 
bei denen die Koppel b und die Kurbol a in eine Linie zusammenfa.llen. 

d) Berechne den Gelenkpunkta.bstand DB für die im Bild dargestellte Kurbeistellung.

e) Berechne ebenso den Gelenkpunktabsta.nd AC. 

345. Wie groß ist der Flächeninhalt A des im Bild 192 dargestellten
Vierecks, da.s einem Kreis vom Radius. r = 5 cm einbesohrieben ist 
und dessen untere Eckpunkte den Abstand a = 7cm ha.ben! Wie groß 
sind außerdem die Seiten a und b? 

346. Von einem Rechteck sind die Dia.gona.le d = 8 cm und die Seite 
a = 3 om bekannt. Berechne die andere Seite b und den Flii.chen­
inha.lt A. 

347. Wie groß sind die Dia.gona.le d und die Seite b eines Rechtecks 
mit dem Flii.cheninha.lt A = 8 cm• und der Seite a = 2 cm! ßlld 192 
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348. Die Seiten eines Rechtecks sollen eich wie b : c = m : n = 2 : 3 verhalten. Außerdem soll
das Rechteck einem Quadrat mit der Seite a = 4 cm flächengleich sein. Bestimme die Sei­
ten b und c und die Diagonale d des R ,chtecks. 

349. Ein Rechteck mit den Seiten b und c ist einem Quadrat mit der Seite a = 4 cm flächen. 
gleich. Die Diagonale e des Rechtecke und die Diagonale d des Quadrates sollen im Ver­
hältnis d : e = m : n = 2 : 3 stehen. Berechne die Seiten b und c des Rechtecks. 

350. Von einem Rhomboid sind die Seiten a = 4 cm, b = 8 cm und der Flächeninhalt A = 12 cm' 
bekannt. Wie groß sind seine Höhe h. und die größere Diagonale d? 

351. Wie groß ist die Seite a eines Quadrates, das einem Rechteck mit den Seiten b = 5 cm
und c = 3 cm flächengleich ist?

352. Wie groß ist der Flächeninhalt A des schraffierten Quadrates im Bild 193, und wie groß
ist außerdem die Diagonale d? Drücke A und d durch a = 3 cm und b = 5 cm aus.

Bild 193 Bild 194 Bild 195 

353. Einem Quadrat ist ein Rechteck mit den Seiten b und c einbeechrieben (Bild 194). Be­
rechne b und c, wenn die Seite des Quadrates a = 8 cm beträgt und die Flächeninhalte 
beider Figuren im Verhältnis A

0
: A

8 
= m: n = 3: l stehen. 

354. Die Diagonalen eines Rhombus sin,d e = 4 cm und f = 6 cm. Wie groß sind seine Seiten a
uni:l der Flächeninhalt A, ausgedrückt durch e und f?

355. Wie groß ist die Höhe h eines Rhombus, wenn seine Seiten a = 8 cm und die Diagonale 
e = 3 cm bei<A-nnt sind?

356. Drücke die Höhe h eines Rhombus durch den Flächeninhalt A = 16 cm• und die Seite
a = 6 cm aus.

357. Die Diagonalen einP.s rechteckigen Platzes sind 43 m lang und schließen die Winkel 60° 

bzw. 120° miteinander ein. Berechne dil'I Reiten a und b des 
Platzes.

358. Von dem im Bild 196 gezeigten Gelenkparallelogramm sind
der Abstand h zwischen Steg d und Koppel b sowie die bei­
den Gelenkpunktabstände AC und B D für die eingetra­
genen Maße zu berechnen. 

359. Wie groß ist der Quereclmitt A des im Bild 196 darge­
stellten Profils?

3611. Berechne den Querschnitt A eines Kastenträgers, dessen 
Abmessungen aus Bild 197 hervorgehen. 

Bild 196 

361. 30 Stück Bleche der aus Bild 198 erkennbaren Form sind einseitig zu verchromen. Welcher 
Preis T ergibt sich dafür, wenn je Quadratmeter 8,20 MDN gezahlt werden müssen? 
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362. Aus einem Baumstamm ist ein Balken mit rechteckigem Quel'Bchnitt herzustellen. Welchen
Durchmesser d, muß der Stamm mindestens h&bsn, wenn für den Balkenquersohnitt b = 5 om
und h = 12 cm gefordert werden ? 

363. Berechne den Inkreisradius r; eines Rhombus mit don Diagonalen e = 52 mm und f = 88 mm.

Bild 197 Bild 198 

364. Wie groß ist die schraffierte Schnittfläche A der im Bild 199 dargestellten Riemenscheibe? 

365. Die im Bild 200 gezeigte Stahlplatte ist mit 8 Bohrungen ve!'Behen, deren Mitten duroh die 
Buchstaben A, B, ... , H bezeichnet sind. Zur Kontrolle sollen Lehren der neben der Platte 
erkennbaren Form hergestellt werden. Wie groß müßten die Stichmaße B zur Kontrolle der 
Abstände a) AD, b) AE, c) CE, d) AG, e} CH sein?

366. Aus einem dünnen Draht ist ein Rechteck zu biegen, dessen eine Seite 6 clll größer ist als
die andere. Gib die Rechteckseiten a und b für eine Drahtlänge von 58 cm an.

Bild 109 Bild 200 

367. Ein rechteckiger Platz von 6000 m2 Flächeninhalt soll umzäunt werden. Welche Holz· 
menge G wird dafür benötigt, wenn die Diagonale des Platzes 115 m mißt und für den lau­
fenden Meter 0,25 m3 Holz gebraucht werden? Gib außerdem die Seiten a und b des Platzes an. 
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368. Die im Bild 201 dargestellten Meßblenden eines Photometers können in der durch die Pfeile
gekennzeichneten Richtung verschoben werden, wodurch sich die Blendenöffnung ver­
kleinert. Wie groß muß a gemacht werden, damit A 

a) auf die Hä.lfte, b) auf ein Drittel, 
c) auf ein Viertel, d) auf ein Sechstel

seiner angegebenen Größe verringert wird? 

369. Von einem Rechteck sind die Seite a = 44 cm und der Flächeninhalt A = 484 cm• bekannt.
Ermittle die andere Seite b, die Diagonale d, die Lä.nge l des Lotes von einem Eckpunkt 
auf die Diagonale und die beiden Abschnitte u und "• in die die Diagonale durch das Lot 
zerlegt wird.

370. Gib a.n, um welchen Betrag Z
1 sich das im Bild 202 dargestellte Gelenksystem verlängert, 

wenn die Entfemung a der Punkte A und B auf ein Drittel verkürzt wird. 

371. Zwei Kräfte F1 = 12 kp und F1 = 7,6 kp schließen den Winkel 

a) a: = 46°, b) a: = 60 ° 

miteinander ein. Konstruiere das Krä.fteparallelogra.mm und ermittle zeichnerisch die Re­
sultierende R. 

372. Zur Resultierenden R = 8,4 kp und zur Kraft F 1 = 2,8 kp, die beide den Winkel 

a) a: = 72°, b) a: = 30° 

einschließen, ist durch Konstruktion des ;Kräfteparallelogramms die Kraft F 
I 

zu bestimmen.

Bild 201 Bild 202 Bild 203 

373. Ein straffgespa.nntes Seil bildet auf einer Rolle einen Umschlingungswinkel von 145°. Wel­
chen Winkel a: schließen die beiden Seile miteinander ein?

374. Von einem gleichschenkligen Dreieck mit der Ba.sie e = 6 cm und den Schenkeln a = 8 cm 
wird ein Streifen von l cm Breite parallel zu einem Schenkel abgeschnitten. (}ib den Flä.chen­
inhs.lt A 1 des ursprünglichen und den Flächeninhalt A I des verkleinerten Dreiecks an. 

376. Ein rechteckiger Bilderrahmen mit den äußeren Abmessungen a = 64 cm und b = 92 cm 
ist aus einfa.chen Holzleisten zusa.mmengesetzt. Die Länge des unter 45° geführten Geh­
rungss�hnittes beträgt 3,64 cm. Wie groß ist die innerhalb des Rahmens liegende Fläche A, 

und welche Breite d haben die Leisten?

376. Stelle eine Beziehung für die im Bild 203 eingetragenen Strecken a, b, e und d auf.
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377. Von einer reohtecltlgen Platte mit der Breite b = 16 cm und der Höhe 1,. = 5 cm sind an 
zwei aneinanderstoßenden Seiten Streifen gleicher Breite a abzuschneiden, so daß sich der 
Flächeninhalt der Platte um den dritten Teil verringert. Berechne a. 

378. Aus einem quadratischen Blech mit der Seitenlänge a = 6 cm soll ein Rhombus e.usgeechnit­
ten werden, dessen eine Diagonale mit der des Bleches übereinstimmt und dessen andere
Diagonale he.lb so lang ist wie diese. Berechne den Schnittverlust A und die Seite b des 
Rhombus.

379. Stelle eine Formel für den Flächeninhe.It A eines gleichschenkligen Trapezes e.uf, in der die
Diagonale d. und die Höhe h e.ls bekannte Stücke auftreten.

380. Wie groß ist die Höhe h.1 des gleichschenkligen Trapezes im Bild 204 zu me.chen, de.mit cl4s
über dem Tre.pez liegende gleichschenklige Dreieck diesem flä.chengleich ist? Wä.hle 1,. = 8 cm 
für die Höhe des gleichschenkligen Dreiecks.

381. Wie lautet die für h.1 in Aufge.be 380 erhe.Itene Beziehung, wenn die Fläche. des Trapezes
zur darüberliegenden Dreiecksflä.che im Verhältnis Ar: A

0 = n: m steht T

Bild 204 Bild 206 Bild 200 

382. Wie groß ist der Flä.cheninhalt A des im Bild 205 schraffiert gezeichneten gleichschenkligen 
Trapezes, dessen Grundlinie die Seite eines gleichseitigen Dreiecks ist und dessen andere
Grundlinie durch den Mittelpunkt des Dreiecksumkreises geht? Drücke .4 durch den Ra­
dius r = 6 cm des Umkreises aus.

383. Von einem rechtwinkligen Dreieck mit den Seiten a und b soll durch eine Parallele zu a
ein Tre.pez abgetrennt werden (Bild 206), so daß dessen Fläche sich zum darüberliegenden
Dreieck wie Ar: A0 = m: n = 3: 2 verhält. Wie groß muß die Höhe 1,. des Trapezes für 
diesen Fe.II gemacht werden? Wä.hle für b = 8 cm. 

384. Von einem gleichschenkligen Tre.pez sind der Umfang U, der Flächeninhalt A und die 
Schenkel a bekannt. Drücke seine Höhe 1,. und seine beiden Grundlinien 91 und r,1 durch 
diese Größen e.us.

385. Von einem gleichschenkligen Tre.pez sind die Mittellinie m = 6 cm, der Flächeninhe.lt
A = 12 cm• und die Schenkel a = 3 cm bekannt. Berechne die Grundlinien 91 und 91• 

386. Wie groß sind die Höhe 1,., die Diagonale d. und der Schenkel a eines gleichschenkligen Tra­
pezes, wenn g1 = .4 cm, g1 = 2 cm und A = 8 cm• bekannt sind?

387. Ein Tre.pez mit der Mittellinie m = 6 cm und der Höhe hr = 4 cm soll einem gleichseitigen
Dreieck mit der Seite a flä.chengleich sein. Wie groß ist a für diesen Fall zu me.chen, und in
welohem Verhältnis stehen die Höhen h

r und h0 
beider Figuren?

388. Ein Tre.pez he.be einen senkrecht zu seinen Grundlinien stehenden Schenkel a und einen zu 
diesen geneigten Schenkel b. Berechne die Grundlinie g1 (g1 < g1) und die Seite b, wenn dit>
Mittellinie m = 4 cm, die Grundlinie g

1 = 3 cm und die Höhe h = 4 cm gegeben sind.
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389. Gib den Querschnitt A der im Bild 207 gezeigten Schwa.lbenschwanzführung an.

390. Das im Bild 208 dargestellte Blech wird aus vorgeschnittenen Stücken von 38 mm Breite 
und 46 mm Höhe hergestellt. Berechne den auftretenden Schnittverlust A für 100 Bleche. 

Bild 207 Bild 208 

391. Ein gleichschenkliges Dreieck mit der Höhe h = 12 cm wird durch drei parallel zur Basis
verlaufende Strichmarken in zwei gleichschenklige Trapeze und ein gleichschenkliges Drei­
eck geteilt. Berechne die auf die Basis bezogenen Abstände h1 und h

1 dieser Marken für 
den Fall, daß die Teilflächen gleich groß werden. 

392. Berechne den Flächeninhalt A des im Bild 209 gezeigten 
Bleches.

393. Wie groß sind der Flächeninhalt A und der Umfang U des 
im Bild 210 gezeigten Bleches?

24 

m 
Bild 209 Bild 210 Bild 211 

394. Berechne die Schnittfläche A der im Bild 211 gezeigten Keilriemenscheibe. 

395. Berechne die Länge a der Kurbeln des im Bild 212 dargestellten Doppelkurbelgetriebes. 

396. Ein WBBBerkanal hat den Querschnitt eines gleichschenkligen Trapezes. Die beiden Ufer­
ränder sind 27 m voneinander entfernt, und die Kanalsohle hat eine Breite von 12 m. Die
Tiefe des Kanals beträgt, von der Uferoberkante aus gerechnet, bis zur Sohle 4,8 m.

a) Berechne den Querschnitt A des Kanalbettes.

b) Wie groß ist das Böschungsstück a, das nicht von Wasser überspült wird, wenn der Kanal
einen Wasserstand von 2,6 m aufweist? 
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397. Berechne die Fläche Ades im Bild 213 wiedergegebenen Flurstückes. 

398. Im Bild 214 ist ein Knotenblech dargestellt, das zur Verbindung von St&hltrö.gern dient.
Berechne die fehlende Seite a und gib den Blechbedarf A an.

399. Bild 215 zeigt die Seitenansicht eines Ger&dsicht­
prismas, das aus Kron- und Flintglasprismen zu­
sammengesetzt ist. Berechne die Strecken a und b. 

400. Eine rechteckige Platte mit den Abmessungen
a = 4 cm und b = 13 cm ist durch einen Schnitt
so in zwei Trapeze zu zerlegen, daß deren Grund­
linien a und b - a werden. Berechne liie Länge l 
des Schnittes.

Bild 213 

401. Berechne den Querschnitt A einer gemauerten Rinne, deren Abmessungen aus Bild 216 her­
vorgehen.

402. Berechne den Querschnitt Ades im Bild 217 dargestellten Winkeleisens.
205 

Bild 214 Bild 21li Bild 216 

403. Ein Paßstück, de.s den Querschnitt. eines gleichschenkligen Trapezes hat, sitzt in einer ent­
sprechend ausgebildeten Nut (Bild 218). Berechne die Maße a und b und gib außerdem den
zwischen Nut und Paßstück frei bleibenden Querschnitt A an.

Bild 217 Bild 218 Bild 219 

20 Elementarmathematik 
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404. Berechne die Eintauchtiefe a des im Bild 219 wiedergegebenen Schwimmers. 

406. Von einem gleichschenkligen Trapez soll die eine Grundlinie zweimal und die andere drei­
mal so groß sein wie einer der Schenkel a = 3 cm. Gib den Umfang U und den Flächen­
inhalt A dieses Trapezes an.

406. Welchen Winkel ex schließen zwei aufeinanderfolgende Seiten 
a) eines regelmäßigen Zwölfecks, 
b) eines regelmäßigen Vierzehnecke, 
c) eines regelmäßigen Fünfzehnecke, 
d) eines regelmäßigen Achtzehnecke 
ein?
Berechne außerdem die Spitzenwinkel y der Bestimmungsdreiecke dieser Vielecke. 

407. Wie groß sind die Winkel ex und fl des im Bild 220 dargestellten Pentagonstemes? Stelle 
außerdem die Formeln für die Strecken b und c und den Flächeninhalt A des Sternes auf. 
Nimm die Seite a des regelmäßigen Fünfecks als bekannt an. 

408. Einem Kreis mit dem Radius ,. = 12 cm ist ein regelmäßiges Achteck einbeschrieben. Be­
rechne die Seite s, den Flächeninhalt A und den Radius r1 des einbeschriebenen Kreises. 

Bild 220 Bild 221 Bild 222 Bild 223 

409. Einem Kreis ist ein regelmäßiges Dreieck mit der Seite B = 4 cm einbeschrieben. Wie groß 
ist die Seite s1 des dem gleichen Kreis einbeschriebenen Sechsecks? 

410. Ein Quadrat und ein regelmäßiges Sechseck sollen fiächengleich sein. Wie groß ist für diesen 
Fall die Seite b des Sechsecks zu machen, wenn die Quadratseite a = 10 cm gegeben ist? 

411. Drücke den Flächeninhalt 4 eines regelmäßigen

a) Fünfecks, b) Sechsecks, c) Achtecks, d) Zehnecke 

durch den Umfang U aus. 

412. Einem regelmäßigen Sechseck mit der Seite a = 8 cm ist ein Quadrat mit der Seite b ein­
beschrieben. Drücke b durch a aus und gib eine Konstruktion für b an (Bild 221).

413. Einem gleichseitigen Dreieck mit der Seite a = 3 cm ist ein Quadrat mit der Seite b ein­
beschrieben. Drücke I, durch a aus (Bild 222).

414. Einem :regelmäßigen Achteck mit der Seite a ist ein gleichschenkliges Dreieck einbeschrie­
ben. Drücke die Stücke b, s, h und den Flächeninhalt A des Dreiecks durch a = 6 cm aus 
(Bild 223).

416. Ein :regelmäßiges Sechseck und ein regelmäßiges Achteck sollen gleichen Umfang haben.
' Berechne die Achteckseite b �d die Flächeninhalte A

1 
und A8 des Seche- und Achtecks

für diesen Fall. Die Sechseckseite sei a = 2 cm.
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416. Einem Kreis mit dem Radius r sind ein regelmäßiges Fünf- und Zehneck einbeschrieben.
Bestimme die Verhältnisse ihrer Fläoheni.nh&lte, Umie.nge und Seiten.

417. Zwei nach Bild 224 in ein Qu&dmt einbeschriebene gleichseitige Dreiecke begrenzen das
schraffiert gezeichnete unregelmäßige Sechseck. Drücke dessen Flächeninhalt A durch die
Qu&dmtseite a = 5 cm aus.

418. Von einem regelmäßigen Fünfeck ist der Umfang U1 = 15 cm gegeben. Wir groß Bind seine
Seite 81 , sein Umkreisr&dius r1 und,.-aein Flächeninhalt .A.

1?

419. Die Grund.fläche eines alten Brwmens, der die Form eines regelmäßigen
Achtecks hat, beträgt 15,4 m•. Wie groß ist seine Seite 8? 

420. Der Querschnitt einer Säule ist ein regelmäßiges Sechseck ii:rit der Seite 
8 = 32 cm. Sie ruht auf einem zylindrischen Sockel. Berechne dessen
Durchmesser d, für den Fall, daß er beiderseits um je 6 cm über die größte
Diagonale des Säulenquerschnitts übersteht.

421. Der Boden eines „us Blech gefertigten Ziergefäßes bildet ein regelmäßiges Fünfeck mit dem
Umfang U = 20 cm. Er soll durch einen solchen von der Form eines regelmäßigen Zehn­
ecks mit gleichem Umfang ersetzt werden. Berechne den Um.kreisrad.ius r des neuen Bodens.

422. Einem Kreis vom k&dius r = 6 cm ist ein Hexagramm (zwei entgegengesetzt parallele regel­
mäßige Dreiecke) einbeschrieben. Zeichne es und berechne seinen Flächeninhalt A.

423. Ein Abdeckblech hat die Form eines regelmö.ßigen Fünfecks mit der Seite 8 = 3,2 cm. Es
ist zu groß und wird desha.lb beschnitten. Die Schnitte werden allseits parallel zu den Seiten
in 5 mm Abstand vom Rand geführt. Welchen Flä.cheninhalt.A \�nd welche Seite 81 hat das
bearbeitete Blech?

424. Der Querschnitt eines Dreik&ntstahles beträgt A = 8 cm•. Er soll durch einseitiges Ab­
fräsen auf 5 cm• verringert werden. Welche Anstelltiefe a des Fräsers muß gewählt werden,
wenn die Form des regelmäßigen Dreiecks erhalten bleiben soll?

425. Ein Pavillon besteht aus drei Etagen, deren Grundrisse regelmäßige Sechsecke bilden. Die
Seite der untersten Etage ist 8 = 3 m. Wie groß sind die Seiten 8

1 und 81 der beiden nächsten
Etagen, wenn jede von ihnen gleichmäßig um 0,5 m von der vorhergehenden zurücksteht?

426. Mit einem Faden von 45 m Länge soll ein regelmäßiges Zehneck abgesteckt werden. Wie 
groß wird dessen Flächeninhalt A? 

427. Mit einem Draht von 15 cm Länge werden nacheinander ein regelmäßiges Dreieck, Viereck, 
Fünfeck und Sechseck gebildet. Berechne die Flächeninhalte dieser Figuren.

428. Das Seitenfenster einer Wartehalle bildet ein regelmäßiges Sechseck. Es ist aus Leisten von
5 cm Breite gezimmert. Sein äußerer Umfang beträgt 3 m. Welche Fläche A steht für den
Licht.einfall zur Verfügung, wenn die Verkittung unberücksichtigt bleibt?

429. Ein qu&dmtisches Blech mit 16 cm Seitenlänge wird an seinen Ecken so beschnitten, daß
ein regelmäßiges Achteck entsteht. Wie groß ist dessen Flö.che A?

430. 12 Stück Bleche von der Form eines regelmäßigen Sechsecks werden so bearbeitet, daß 12
regelmäßige Dreieckbleche mit größtmöglicher Seite entstehen. Berechne den Schnitt­
verlust A, wenn die Sechseckseite 14,5 cm beträgt.

431. Die Irisblende oiner Kamera besteht aus zehn Lamellen, so daß eine Blendenölfnung von
der Form eines regelmäßigen Zehnecks entsteht. Bei der Blendenstellung 3,5 ist die Seite
dieses Zehnecks 8 mm lang. Wie groß wird diese Seite 8 für die nächste Blendenstellung 4,
bei der die Blendenölfnung bekanntlich um die Hälfte von der bei Stellung 3,5 reduziert wird 7 

20• 
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432. Für Straßenleuchten sollen Steinsäulen hergestellt werden, deren Querachnitt ein regel­
mäßiges Zehneck ist. Wie groß muß eine Seite B dieses Zehnecks sein, wenn für den Abstand
zweier paralleler Seiten 45 cm vorgeschrieben sind?

433. Eine Kachel von der Form eines regelmäßigen Achtecks hat einen Flächeninhalt A = 250 om•. 
Berechne eine Seite a der Kachel.

434. Aus einem runden Sta.mm von 56 om Durchmesser soll ein Balken hergestellt werden, dessen
Querachnitt die Form eines regelmäßigen Sechseoks hat. Berechne den Umfang U des Quer­
schnitts für den Fall, daß die Schnittverluste möglichst klein gehalten werden.

435. Die acht einzelnen Spiegel eines achteckigen Drehspiegels werden aus 3 mm dickem Glas
gescbnitten und so auf einer Walze montiert, daß sie ein regelmäßiges Achteok bilden. Be­
rechne den Walzendurchmesser d. Berücksichtige, daß die Spiegelrüokseiten die Walze be­
rühren, zwischen den aneinanderatoßenden Spiegelkanten kein Zwischenraum bleibt und 
der Abstand von Kante zu Kante 3,5 cm beträgt.

436. Einem Kreis vom Radius r = 8 cm ist ein Sehnenviereok einbeschrieben. Berechne den
Flächeninhalt A, den Umfang U und die Diagonale e des Vierecks für n = r/2 (Bild 225).

437. Der Flächeninhalt des Sehnenvierecks im Bild 225 sei A = 36 cm•. Wie groß ist sein Um­
kreisra.dius r, wenn seine Diagonalen senkrecht aufeinanderatehen und die Diagonale e die 
Diagonale f im Verhältnis e: f = m: n = 4: 3 teilt?

438. Welchen Durchmesser d hat ein Kreis mit dem Flächeninhalt A = 30 cm'?

439. Drücke den Umfang U eines Kreises duroh den Flächeninhalt A = 8 cm• aus. 

Bild 226 Bild 226 Bild 227 Bild 228 

440. Um die Eckpunkte eines Quadrates mit der Seite a sind vier Kreise mit dem Radius 
r = a/2 geschlagen. Gib eine Formel für den Inhalt der schraffierten Fläche A an (Bild 226). 

441. Einem Halbkreis mit dem Radius r ist ein Kreis einbeschrieben. Gib eine Formel.für den 
Inhalt der schraffierten Fläche A an (Bild 227).

442. Von einem Kreis sind die Sehne a = 4 cm und die Höhe h = 1 cm des zu dieser Sehne ge­
hörigen Bogens bekannt. Berechne den Radius r des Kreises.

443. Drücke die Sehne B eines Kreises durch die Höhe k des zur Sehne gehörigen Bogens und 
durch den Kreisumfang U aus. 

444. Die Strecke AB = 2r3 ist durch den Teilpunkt T stetig geteilt. In welchem Verhältnis 
stehen die Flächen A 1, AI und A 3 der über den drei Streoken geschlagenen Kreise (Bild 228). 

445. Von einem Kreisring sind der innere Radius r1 = 5 cm und der Flächeninhalt A = 12 om•
gegeben. Berechne den äußeren Radius r

1
•
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446. Zwei Kreise mit den Flächeninhalten A 1 und A 1 sollen einem Kreisring fläohengleich sein. 
r1 ist der größere, r, der kleinere Radius des Ringes. Drücke r8 und r, durch A 1 und A1 

für folgende Fälle aus: 
a) r, ist das &rithmetisohe Mittel, 
b) r, ist das geometrisohe Mittel, 

c) r, ist das ha.rmonisohe Mittel 
der Radien r1 

und r1 der gegebenen Kreise. 

447. Die Suinme der Radien eines Kreisringes sei a = r1 + r1 = 20 om. Berechne r1 und r1 , 
wenn außerdem der Fläoheninha.lt A = 40 cm• des Ringes bekannt ist. 

448. Stelle den Fläoheninha.lt A eines Kreisringes a.le Fläohe eines Trapezes mit der Höhe 
11 = 2 7t' • lr

1 - r
1
) da.r. 

449. Welche Beziehung besteht zwisohen den Ra.dien r1 und r1 eines Krefaringee, wenn die Fläohe 
des Ringes dem inneren Kreis mit dem Radius r

1 fläohengleich ist? 

450. Die Höhe 11 eines gleiohseitigen Dreiecks ist gleich dem inneren Radius r
1 

eines Kreisringes. 
Die Seite a des Dreiecks ist gleich dem äußeren Radius r1 des Ringes. In welchem Verhält­
nis steht für diesen Fa.II die Fläche A 1 des Ringes zur Fläche A

1 
des inneren Kreises? 

461. Ein Kupferdraht von 2 mm• Queraohnitt soll duroh einen Aluminiumdra.ht von dreifachem 
Querachnitt ersetzt werden. Welchen Durchmesser tl muß der Aluminiumdra.ht erha.lten? 

462. Da.s pra.11 mit Luft gefüllte Ra.d eines Autos muß 400 Umdrehungen ausführen, um einen 
Kilometer zurückzulegen. Welchen Durchmesser tl hat es demzufolge? 

- 453. Der Außendurchmesser eines Autoreifens beträgt 92 cm. Wieviel mehr Umdrehungen u 
muß dieser je Kilometer ma.ohen, wenn er nach dem Entweichen von Luft nur noch einen 
wirksamen Außendurchmesser von 88 cm ha.t? 

454. Aue einem Blech von 36 cm Breite soll ein Rohr gebogen werden, deBBen lichte Weite 10 cm
beträgt. Berechne den für den Fa.lz übrigbleibenden Rest a.

466. In einem Rohr sollen stündlich 600 m8 w-r mit einer Geschwindigkeit von 0,11 m/s ge­
fördert werden. Welchen Innendurchmesser J, muß das Rohr haben? 

466. Wie groß ist der Blechbedarf A für da.e im Bild 229 gezeigte Werkstück? 

467. Gib die in einer Minute ausgeführten Umdrehungen n eines Ra.des von 
78 cm Durchmesser a.n, wenn es sich mit einer Geschwindigkeit von 
42 km/h fortbewegt. 

458. Gib die Durchmesser tl1 , tl
1 und tl

8 einer Stufenscheibe an, deren Drehzahl 
60 min-1 beträgt und deren einzelne Stufen die Umfa.ngsgeschwindig-
keiten 100 m/m�, 72 m/min und 60111/min haben sollen. Bild 229 

469. Die Teilkreisumfänge zweier Stirnzahnräder mit Evolventenverza.hnung sind U O 1 = 328 mm
und U O z = 142 mm. Berechne den Achsenabste.nd a der Räder. 

460. An der wirksamen Fläche des Tellera eines Sicherheitsventiles tritt bei einem Druck von 
HI kp/cm• eine Druckkraft von 166 kp a.uf. Welchen Durchmesser tl hat diese Fläche? 

461. Berechne die Bruchla.st C1
1, 

eines Werkstoffes, von dem ein kreisrunder Stab mit 1,4 cm Durch­
messer bei einer Bela.stung von 600 kp zerreißt. 
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462. Um eine Scheibe vo?Q Durchmesser d wird eine Schnur im gleichmäßigen Abstand b gelegt.
Um welchen Betrag a ist die Schnur gegenüber dem Scheibenumfang länger zu machen? 

463. Bild 230 zeigt den Quel'llchnitt durch den Anodenzylinder einer Senderöhre, der eine Höhe 
von 65 mm hat. Berechne den Blechbedarf A unter Vernachlässigung der Blechdicke. 

464. Welchen Durchmesser d muß ein Kupferdraht haben, der bei einer Länge von 40 m einen 
Widel'lltand von 24 n aufweisen soll? (e = 0,017 n mm•/m)

465. Eine rechteckige Schiene mit der Breite 15 mm und der Höhe
24 mm soll durch eine kreisrunde Stange von gleichem Quer­
schnitt emetzt werden. Welohen Durchmesser d muß diese
haben?

466. Zwei kleine Kanalisationsrohre mit den liohten Weiten 24 om
Bild 230 

und 38 cm sollen durch ein einziges Rohr mit gleichem Quel'llchnitt emetzt werden. Berechne 
dessen Durchmesser d. 

467. An einem Wagen beträgt der Durchmesser der Vorderräder 32 cm und der der Hinterräder 
38 cm. Berechne die Zahl n der Umdrehungen, die die Vorderräder mehr ausführen müssen, 
wenn der Wagen eine Strecke von 8,4 km zurücklegt. 

468. Der Achsenabstand zweier Reibräder beträgt 47 om. Berechne den Durchmesser d des einen 
Rades, wenn der Umfang des anderen 60 cm beträgt. 

469. Von einer Welle mit dem Umfang U = 21 cm wird eine 0,5 om dicke Schicht abgedreht. 
Um welchen Betrag A verringert sich der Quel'llchnitt der Welle, und wie groß illt der neue 
Umfang U1! 

470. Berechne den entstehenden Schnittverlust A, wenn das im Bild 231 dargestellte Bleoh aus 
vorgeschnittenen Rechteckplatten von 48 mm Breite und 64 mm Höhe herausgearbeitet 
wird.

471. Berechne die Grundfläche Ades im Bild 232 dargestellten Brückenpfeilel'II. 

472. Gib den Quel'llchnitt A des im Bild 233 gezeigten Profilstahles an. 

473. Die Teilkreisdurchmesser zweier Zahnräder mit Evolventenverzahnung betragen 7 ,2 cm und 
9,6 cm. Ihr Achsenabstand wurde mit 13 cm gemessen. Welchen Teilkreisumfang U müßte 
ein Zwisohenrad haben, das mit beiden Rädern im Eingriff steht und dessen Mittelpunkt
auf der Geraden liegt, die durch die Mittelpunkte der gegebenen Räder bestimmt ist? 

Bild 281 Bild 232 Bild 288 
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474. Eine Stahlwelle von 32 mm Durchmesser soll eine qua.dmtische AUBSpa.rung erhalten, so
daß sich der Wellenquel'Bchnitt um die Hälfte verringert. Gib die Qua.dmtseite a an. 

476. Ein nahtlos gewalztes Rohr hat eine Wanddicke von 14 mm und einen lichten Durohmeeser 
von 76 mm. Gib den Materialquel'Bchnitt A an. 

476. Ein Brunnen mit kreisringförmigem Quel'Bchnitt hat einen äußeren Umfang von 9,5 m und
einen inneren Umfang von 7,2 m. Berechne die Wanddicke a und den Quel'Bchnitt A des
Mauerwerkes.

477. Eine Bremstrommel von 42 cm Umfang wird mit Bremsbelag von 6 mm Dicke belegt. Wel­
chen Umfang U und welchen Durchmesser d erhält da.durch die Trommel?

478. Eine Stahlwelle von 84 mm Durchmesser soll so ausgebohrt werden, daß der Ul'Bprüngliche
Quel'Bchnitt auf die Hälfte reduziert wird. Berechne den Bohrungedurchmesser d. 

479. Über ein Vierkanteisen mit quadratischem Quel'Bchnitt und der Seitenlänge a = 31 mm 
sol' eine zylindrische Hülse von 150 mm äußerem Umfang geschoben werden. Berechne die 
Wanddickeader Hülse und gib ihre inneren und äußeren Durchmesser d

1 und d1 an.

480. Ein Teleskopstativ ist aus drei ineinander vel'Bchiebbaren Rohren von 0,8 mm Wanddioke
zusammengesetzt. Gib die Quel'Bchnitte A

1
, A

1 
und A3 der Rohre an, wenn der Innen­

durchmesser des kleinsten Rohres d
3 

= 7 mm mißt.

481. Aus einem Blechstreifen von 1,5 m Länge und 3 cm Breite sollen Ringe von 24 mm Außen­
durchmesser und 12 mm Innendurchmesser ausgestanzt werden. Wie groß ist der Abfall A,
wenn zwischen je zwei Rip.gen und vom Anfang und Ende des Streifens ein Abstand von
3 mm eingehalten werden muß?

482. Die Schleifringe eines Drehstromgeneratol'B sollen eine Dioke von 4 mm und einen inneren
Umfang von 118 mm haben. Berechne ihre Umfangsgeschwindigkeit v am äußeren Um­
fang bei einer Drehzahl von n == 1500 min-1•

483. Gib den Quel'Bchnitt A der im Bild 234 dargestellten Schelle an. Fasse die Laschen als Recht­
ecke auf. 

484. Von einem Kreis sind der Bogen b = 6 cm und der Radius r = 4 cm bekannt. Wie groß 
ist der zum Bogen gehörige Mittelt1unktswinkel oc, und wie groß ist der Flächeninhalt A des 
entsprechenden Sektol'B? 

486. Wie groß ist der Flächeninhalt A der drei Segmente, die entstehen, wenn einem Kreis mit
dem Radius r = 8 om ein gleichseitiges Dreieck einbesohrieben wird?

Bild 234 Bild 235 

486. Der Bogen b eines Sektol'B mit dem Radius r = 4 om sei ebenfalls r. Wie groß sind der
Flächeninhalt A des Sektol'B und der Radius r

1 
eines Kreises, der dem Sektor fläohen­

gleich ist?
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487. Wie groß ist das sohraffiert gezeichnete Fläohenstück A im Bild 23ö, wenn r = 6 om ge­
geben iatT

488. Die Flächeninhalte eines Sektors und eines Segmentes, die beide zu dem gleiohen Kreis ge­
hören, sollen fl.ii.ohengleich sein. Wie groß ist der Bogen b1 des Sektors für diesen Fall zu
machen, wenn vom Segment der Bogen b

1 
= 5 om, die Bogenhöhe h = l cm und die Sehne

B = 4 om gegeben sind? 

489. Wie groß ist die im Bild 236 schraffiert gezeichnete Fläohe A, wenn r = 6 om gegeben ist?

490. Welche Beziehung besteht zwisohen dem Flächeninhalt A 1 der im Bild 237 sohraffiert ge­
zeiohneten Flii.che und dem Flächeninhalt A1 

des rechtwinkligen Dreiecks A BOT

a 

8 a � 
Bild 236 Bild 237 Bild 238 Blld 239 

491. Berechne den Fläoheninhalt A der im Bild 238 schraffiert gezeiohneten Flii.che. Die Seite
des Quadrates sei a = 3 cm.

492. Wie groß ist der Fläoheninhalt A der im Bild 239 schraffiert gezeichneten Fläche, wenn die
Seite a = 8 cm des gleichseitigen Dreieoks bekannt ist?

493. Berechne die gestreckte Lii.nge Z des im Bild 240 dargestellten Rohrbogenausgleichers. 

494. Wie groß ist der Flii.oheninhalt Ades im Bild 241 dargestellten Bleches?

Bild 240 Blld2U Biid 242 

495. Bereohne den schraffierten Querschnitt A einer Welle, deBBen Abmessungen aus Bild 242 
hervorgehen.

496. Welchen Umfang U hat das im Bild 243 dargestellte Werkstück?

497. Bestimme den Durchfl.ußquerschnitt A des im Bild 244 dargestellten Kanalisationsrohres. 
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498. Bereohne das fehlende Maß a im Bild 245 und gib den Quemohnitt A des Doppel-T -Ankem an. 

499. Ergänze «, b1 und b1 
im Bild 246.

500. Wie groß ist der Schnitt A einer plankonvexen Linse, deren Abmessungen aus Bild 247
hervorgehen? 

Blld 148 Blld2'4 Bild 246 

501. Berechne den Materialbedarf A der im Bild 248 dargestellten Kondensatorplatte. 

502. Im Bild 249 ist die Platte eines Schmetterlingskreises dargestellt, der in der Dezimeterwellen­
teohnik zur Kapazitäts- und Induktivitätsänderung von Schwingkreisen benutzt wird. Be­
rechne de!! Materialbedarf A für 80 solcher Platten. 

Blld 248 Blld 247 Blld 248 

503. Ermittle den Umfang U und den Blechbedarf A des im Bild 250 gezeigten Werkstückes. 

604. Aus einem Bleoh von 24 mm Durohmesser soll ein gleichseitiges Dreieck herausgeschnitten
werden, dessen Ecken auf dem Kreieumfäng liegen. Berechne den Flächeninhalt A eines der
drei entstehenden Segmente.

505. Gib den Materialbedarf A der vier im Bild 251 dargestellten Lamellen eines Stromwendem an .

Blld249 Bild 250 

. .-0� 
�"R9-· ·-

1 

Bild 261 
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506. Berechne die fehlenden Maße q und b des im Bild 252 d&rgestellten Bremsklotzes. 

507. Der Durchmesser einer Bremstrommel beträgt 250 mm. Ein auf der Trommel liegendes 
Bremsband berührt ihren Umfang auf einer Länge von 540 mm. Berechne den Umschlin­
gungswinkel oc des Bandes.

508. Eine waagerecht liegende Tonne von 340 mm Durchmesser ist bis zu zwei Drittel ihres Durch­
messem mit W&llllllr gefüllt. Die Wa.sseroberfiäohe unterteilt den zur Achse senkrechten 
Schnitt durch die Tonne demnach in zwei Segmente. Berechne deren gemeinsame Sehne a 
und den W&eserst&nd k. 

509. An der Oberfläche einer Welle von 40 mm Durchmesser ist parallel zur Achse eine Fläche 
&11.Zufräsen, die in dem zur Achse
senkrechten Schnitt eine Breite von
20 mm haben soll. Wie groß muß
die Anstelltiefe k des Fräsers ge·
wählt werden? 

510. Ein Z&hnr&d mit dem Teilkreis­
durchmesser d

0 
= 288 mm hat

36 Zähne. Berechne Modul m und 
Teilung t. 

511. Aus einer Scheibe von 67 mm Durch-
messer soll ein Sektor derart heraus-

Bild 262 Bild 263 

geschnitten werden, d&ß der Scheibenumfang auf einer Bogenlänge von 51 mm unter­
brochen wird. Welchen Mittelpunktewinkel Qt muß der Sektor demzufolge haben? 

512. Berechne den Blech&bfall A, der entsteht, wenn die im Bild 253 dargestellte Lehre aus einer 
kreisförmigen Platte von 76 mm Durchmesser herausgearbeitet wird. 



TRIGONOMETRIE 

25. Das Bogenmaß

Definition: 

I
Das Bogenmaß i1) oder arc oc1) ist das Verhältnis der Bogenlänge zum Radius am 
Kreisausschnitt mit dem Mittelpunktswinkel oc. 

I ii=arclX=� 1 (95) 

Das Bogenmaß ist als Quotient zweier Strecken dimensionslos. Da alle Kreisausschnitte 
mit gleichem Mittelpunktswinkel ähnlich sind (Bild 254) und da der Bogen dem zu­
gehörigen Mittelpunktswinkel proportional ist, läßt sich das Bogenmaß als Maß für 
den Winkel verwenden. 
Satz: 

I 

Berechnung des Bogenmaßes: 

I ii = W = oc ·0,01745 Grad"'"l (96) 

Beweis: Man setzt in der laut Definition angegebenen 
Gl . h b rcrcz . e1c ung = 180• ein.
Für einige ausgewählte Winkel ergeben sich folgende 
Werte: Bild 264 

Gradmaß 10° 

0 'l'C 'l'C 'l'C 'l'C 

Boiienmaß a
""' 

........ 3
""' 2 ""' 7t ""' 

0,0000 0,5236 0,7854 1,0472 1,5708 3,1416 
BEISPIEL 

3 27t""' 27t""'

4,7124 6,2832 

W elcAer Winkel hat daa Bogenmaß 11 Oder anders formuliert: Bei welchem Winkel iat die Bogen­
länge gleicA dem Radiu., 1 
Lösung: 

ergibt 

z b = rcr 1800 = r

180° 
z = -- ""67° 17'43".

'l'C 

1) Lies: &lpha Bogen.
•) Lies: arous &lpha.
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Definition: 

I 
Der Winkel, dessen Bogenmaß gleich 1
(Vgl. Anhang!) 

ist, heißt Radiant, bezeichnet mit 1 rad. 

Praktisch bestimmt man das Bogenmaß mit Hilfe der Tabelle für die Bogenlänge. Da 
ihr der Einheitskreis zugrunde liegt; ist dort die Maßzahl der Bogenlänge gleich dem 
Bogenmaß. 
Auf fast jedem Rechenstab ist eine Marke e eingraviert. Sie dient zur Umrechnung 
von Bogen- in Gradmaß und umgekehrt. Es ist nämlich 

180° 

e=-n-, 

so daß für die Umrechnung folgende einfache Beziehungen gelten: 

26. 

26.1. 

26.1.1. 

« = � und IX = (? • « .
(} 

Dreiecksberechnung 

Trigonometrie des recbtwlnkUgen Dreiecks 

Dh, vier Winkelfunktionen 

·�
C b 

A 

Bild 266 

Die vier trigonometrischen Funktionen, auch WinkeHunktionen 
genannt, werden zunächst am rechtwinkligen Dreieck definiert. 
Dabei bezeichnet man eine Kathete als Ankathete oder Gegen­
kathete, je nachdem, ob sie dem betrachteten Winkel anliegt 
oder gegenüberliegt. Die verwendeten Bezeichnungen sind aus 
Bild 255 ersichtlich. 

Definition: 

Der Sinus eines Winkels IX, bezeichnet mit sin IX 1 ), ist das Verhältnis der Gegenkathete 
zur Hypotenuse. 

. Gegenkathete a sm IX = Hypotenuse = 
c (97) 

Der Cosinus eines Winkels IX, bezeichnet mit cos IX 1), ist das Verhältnis der An· 
kathete zur Hypotenuse. 

Ankathetecos IX = Hypotenuse

1) Lies: Sinus alpha.
2) Lies: Cosinus alpha.

b 
(98)=-
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Der Tangens eines Winkels o:, bezeichnet mit tan o: 1), ist das Verhältnis der Gegen­
kathete zur Ankathete. 

tano: = Gegenkathete=·�Ankathete b (99) 

Der Cotangens eines Winkels o:, bezeichnet mit cot o: 2), is$ das Verhältnis der An­
kathete zur Gegenkathete. 

Ankathetecot o: = Gegenkathete 
b 
a 

( ICIO) 

Durch jeden dieser Quotienten wird jedem Winkel ein bestimmter Zahlenwert zuge­
ordnet. Damit sind diese Quotienten Funktionen des Winkels, 
Die Funktionswerte sin o:, cos o:, tan o:, cot o: sind als V er­
hältnisse zweier Strecken reine Zahlen, also dimensionslos. 

Ferner sind sie unabhängig von der Größe des betrach­
teten Dreiecks, da alle rechtwinkligen Dreiecke, die den 
Winkel o: enthalten, ähnlich sind. In Bild 256 gilt bei­

B,

spielsweise: �A 
C1 Cz C

:1 

Satz: 

� ir.u; B;V; -- = --= -- = 8100:,n1; AB; A11; BUd268 

I 
Der Funktionswert eines Winkels ist gleich dem Funktionswert der Co-Funktion
des Komplementwinkels. 

Beweis: Entsprechend den Definitionen kann man aus Bild 255 ablesen: 

sin o: = � = cos /J = cos (90° - o:) 
c 

cos o: = ..!!._ = sin fJ = sin (90° - o:)c 
a tan o: = b = cot /J = cot (90° - o:) b cot 0: = a = tan /J = tan (90° - o:) w. z. b. w. 

Diese Beziehungen werden bei der Einrichtung der Tabellen der Winkelfunktionen 
ausgenützt. 
Zwischen den Winkelfunktionen bestehen folgende weitere Beziehungen: 

I sin2 o: + cos2 o: = 1 j 1) , 
1) LiE&: Tangens alpha,
2) LiE&: Cot&ngens alpha.

(101) 

1) Statt ein (Z • ein (Z = (ein (Z)• schreibt man nach Vereinbarung ein• (Z (gelesen: sinus Quadrat a). 
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ein« = tanex I 
0081% ' 

tanex =-1-1
._ ____ c_ot_«_..,· 

B e w e i s :  In Bild 255 ist 

sinex = � und c COSex = - . c 

(102) 

(103) 

Durch Quadrieren und anschließende Addition beider Werte erhält man: 
. a• b1 a• + b1 c• sm2 ex + cos1 ex = - + - = -- = - = 1 .

c• c• c• c2 

Du.mit ist Formel (101) bewiesen. Für Formel (102) gilt: 
a 

siniz = � = � = tanex. 
0081% b b 

c 
Formel (103) folgt unmittelbar aus den Definitionen für tan ex und cot ex. 
Diese Beziehungen gestatten es, eine Winkelfunktion durch die andere auszudrücken. 

· Beispielsweise folgt aus Formel (101): 

sin ex = Vl - COS1 ex (sin ex durch COS ex ausgedrückt). 
Setzt man diesen Wert in Formel (102) ein, kann man tan ex durch sin ex ausdrücken: 

VI - cos•iz tan ex = �---­
ooe iz 

Löst man diese Formel nach cos ex auf, kann man cos ex durch tan ex ausdrücken usw. 
In der folgenden Zusammenstellung sind alle möglichen Fälle verzeichnet, deren Her· 
leitung dem Leser überlassen bleibe. 

�
geben

lgesucht'--...__ 

ein« 

COBIZ 

taniz 

cotiz 

siniz 

siniz 

Vl - ein1iz

siniz 
y1 - sin1iz 

y1 - sin•« 
siniz 

COBIZ 

y1 - coe2iz 

COSIZ 

y1 - cos•iz 
OOBIZ 

OOBIZ 

y1 - cos1iz 

taniz ootiz 

taniz l 

y1 + tan•iz y1 + cot•iz 

l ootiz 
VI+ tan•iz Vl + cot•iz 

taniz ootiz 

1 -- ootiz taniz 

Solange man nur mit spitzen Winkeln arbeitet, gelten die positiven Vorzeichen der 
Wurzeln. 
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BEISPIEL 

Gegeben ial ein cz = ! Y3 , ge,mu:J,,t ial oot a. 

Lösung: 

26.1.2. 

V1 - ! V! i l ootcz = 
__!_Y3 = lf! 

= 
Vi= 3 Y3

2 V4 
--

Knrvenbllder der Wlnkellunktlonen 

319 

Im Einheitskreis lassen sich die Maßzahlen der Winkelfunktionen durch Strecken do.r­
stellen, sofern man nur beachtet, daß der Nenner der Quotienten mit der Strecke zu­
sammenfällt, die als Länge die Einheit hat, nämlich den Ro.rlius. 
In Bild 257 ergibt sich für die vier Winkelfunktionen: 

. :m A7J sm ex = MV = -,.- ; 

Til AM cosex = MV = -,.- ; 

Jm Jm to.nex = -- = -- ; 
MB „ 

'EF EF cot ex = -- = -- · 
'HF ,. • 

sinex�R. 

cos ex f:: AM . 

to.nexf::BD. 

cotex f:: EF.

Auf diese Weise könnte man die Zahlenwerte der einzelnen Funktionen für jeden be­
liebigen Winkel ermitteln. (Tatsächlich bedient man sich da.zu jedoch der Mittel der 

sinDt 

...i...--1�:;__----��-l--+--+--i---l---+-.JJL 
Grad 

Bild 267 Blld268 

Höheren Mathematik.) Weiterhin kann me.n mit Hilfe dieser Darstellung die Kurven­
bilder der Winkelfunktionen konstruieren (Bilder 258 bis 261). Bei Konstruktion der 
Cosinus- und Coto.ng•ms:irurv;e dreht man den Einheitskreis aus praktischen Gründen 
um 90" im mathematisch positiven Sinne. 
An den Kurvenbildern erkennt man folgende Besonderheiten: 
Die Werte von sin ex und cos ex liegen zwischtn O und 1. 
Der Wert von to.n ex wird bei Anniiherung an den Winkel ex= 90° immer_größer, bis 
er im Grenzfall unendlich groß geworden ist, to.n 90° = oo. Das gleiche gilt für cot ex 
bei Annäherung an den Winkel ex = 0°. Es gilt: cot 0° = oo. 
Die Kurvenbilder einer Funktion und ihrer Co-Funktion zeigen, bedingt durch die 
Konstruktion, gleichen Verlauf, sofern man bei der Co-Funktion die Werte für ex ent-
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cosa: 

,o·������c=-1---4-�+-�.._--+�-+-�-+-""""' ..... ..J!L 
30 "5 60 75 90 Grad 

Blld 269 

60• tan a; 

�E:::�����.+"---fl,,--+-�+---+�-t-�+-�t-1.-« 

30 �5 60 75 90 Grad 
Blld'280 

cot� 

0 75 30 ',5 60 75 90 
Blld 281 Blld 262 
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gegenguetzt durchläuft. De.raus ergibt sich eine Veranschaulichung des Satzes aus 
26.1., in Bild 262 gezeigt am Beispiel der Sinus- und Cosinusfunktion. Beide Kurven­
bilder sind übereine.ndergezeichnet. Man erkennt: 

ein ex = cos (90° - ex). 

26.1.8. Zahlenwerte der WlnkeUunktlonen 
Für einige besondere Winkel lassen sich die Zahlenwerte der vier Winkelfunktionen 
auf elementarem Wege berechnen, und zwar aus dem Quadrat bzw. aus dem gleich­
seitigen Dreieck. 
Beispielsweise ergibt sich aus Bild 263: 

COS 45° = a
/9. = ! Y2·ap 

Oder aus Bild 264 folgt: 

..!. ),13 tan 60° = � = yä.
2 

Q 

--------,

Bild 288 

1 
1 
1 
1 
1 
1 

1 
1 

\ 
\ 

\ 
\ 

\ 

\ 

jVJ \ 
\ 
\ ...... __ __,,_ -----� 

Alle aus diesen beiden Figuren abzuleitenden Werte sind in der folgenden Te.belle zu­
sammengestellt. Die Berechnung dieser Werte bleibe dem Leser überlassen. Die Werte 
für 0° und 90° liest man aus den Kurvenbildern ab. 

�I oo 30• 60. 90•

ein a: 0 
1 

! Y2 ! ),13 1 2 
1 ! l'3 ! Y2

1 
0 coaa: 2 

te.ncz 0 ! l'3 1 va 00 

cota: 00 ),13 
1 ! ),13 0 

Im allgemeinen entnimmt man die Zahlenwerte der Winkelfunktionen einer Te.belle, 
der Tafel der natürlichen Werte der Winkelfunktionen. 
Diese Tafel ist folgendermaßen eingerichtet: 
In der linken Spalte stehen, von oben nach unten zählend, die Winkel von 0° bis 45°, 
rechts davon die vier Funktionswerte. Die Spalten „D" enthalten die Tafeldifferenzen, 
die zur Interpolation gebraucht werden. 
Wegen der Komplementbeziehung der Winkelfunktionen (Satz in 26.1.) erübrigt es 
Rich, die Funktionswerte der Winkel von 45° bis 90° gesondert aufzuführen. 
Es gilt beispielsweise: 

ein 78°20' = COB 11 °40' = 0,97934. 
Um die dafür nötige Umrechnung zu sparen, sind die Winkel von 90° bis 45°, also die 
Komplementwinkel der Winkel VC'T\ 0° bis 46°, in der rechten Spalte, von unten nach 
21 Blement.armatbemaUll 
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oben zählend, angegeben. Die zu ihnen gehörenden Funktionsbezeichnungen stehen in 
der untersten Zeile der Tabelle. 
Ober die Interpolation siehe Abschnitte 3.6.8. und 7.2.2.4. Im übrigen geben die den 
Tabellen angefügten Erläuterungen zusätzliche Hinweise. 
BEISPIELE 

Man be.atimme clie fe1ile,ukn Seiten und Winkel der durch folgende Stücke gegebenen Dreiecke: 
1. C = 10cm, IZ = 90°, {J = 25°40' 

Lösung: (Bild 265) 
y = 90° - fJ = 64°20' 

' b  
= 

e = tan fJ ergibt b = c • tan fJ = 10 cm · 0,48055 

2. b = 5 cm,

.!:. = cosP 
a 

ergibt 

c = 12 cm, 

b = 4,Scm 
c 10cm a = cosP = 0,00133

a = 11,1 cm 
IX= 90° 

Lösung: (Bild 265) 

ergibt 

a = Vb" + c1 = V169 cm• = 13 cm 
tan p = ..!. = 5 cm = 0 4166-:;--

c 12cm ' 
p = 22°40' 

,, = 90• - fJ, y = 67°20' 

·�A0 

c B 
Bild 285 

Die Tabelle der Logarithmen der Winkelf'1,inktionen ist prinzipiell ebenso eingerichtet 
wie die der natürlichen Werte . Sie ist lediglich feiner unterteilt, de. me.n mit ihr häu­
figer e.rbeitet e.ls mit der Te.belle der ne.türlichen Werte. Zu den Loge.rithmen selbst 
ist folgendes zu bemerken: 
Die meisten Werte der Winkelfunktionen sind kleineT als 1, ihre Loge.rithmen müßten 
e.lso negative KennziUern erhalten. Aus Gründen der Übersichtlichkeit ist zu e.llen 
Loge.rithmen 1 0  addiert. Diesen Betre.g muß me.n bei Berechnungen selbstverständlich 
wieder e.bziehen. Beispielsweise gilt: 

te.n 38° = 0 ,78129 
lg te.n 38° = lg 0,78129 = 0,89281 - 1, 

ne.ch Addition von 10 le.ut Te.belle: 
lg te.n 38° = 9,89281 - 10 . 

BEISPIELE 

Man bemmme die feAlenden Seiten und Winkel der durch folgende Stücke gegebenen Dreiecke: 
3. a = 24,32 cm, IX = 00°, y = 38°17'

Lösung: (Bild 265)
p = 00° - ,, = 51°43' 

a = oosy
b = a OOIIY 

_!'.._ = cosP 
a 

c = a OOll{J 
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Num Log 

a · om-1 1,38596 + 

cosy 9,89485 -10 + 

C09 {J 9,79208 -10 

b • cm-1 1,28081 

c · cm-1 1,17804 

4. a = 19,23 cm, b = 8,09 cu,, IX = 90° 

Lösung: (Bild 266) 

') 

+ 

b = 19,09 cm 
+ 

c = 15,07 cm 

c = ya• - b' = V(a + b) · (a - b) = V27,32 cm · ll,14 cm 

28.1.4. 

BEISPIELE 

ein fJ = !!.._ = 8,09 cm 
a 19,23 cm 

,, = 900 - fJ

Num 

(a + b)om-1 

(a - b)om-1 

Log 

1,43648 + 

1,04689 

+ 
2,48337 : 2 

c. om-1 1,24169 

c = 17,45 cm fJ = 24° 
53' 

Spezielle Berechnungen 

Num 

b · cm-1 

a · cm-1 

Log 

0,90795

1 
+ 1,28398 -

0,62397 - l 
sin{J 9,62397 - 10 

y = 65° 07' 

323 

1. Ein Maat wirft bei einem Sonnenmnd von IX = 54° einen Schatten der Lö:nge l = 24,8 m. Wie 
AocA iat der Maat 1 
Lösung: (Bild 266) 

11 = l · tan cc = 24,8 m. tan 54° ,==:: 24,8 m · 1,38 ""34,l m 

Die Höhe beträgt 34,1 m. 

2. Zwiac1aen zwei Gebäuden, die d = 38,2 m entfernt ate.llen, wird ein Draht­
aeil von l = 39,8 m Länge geapannt. In der Mitte wird eine Lampe 
von G = 4,5 kp Gewicllt au/gehängt. Unter welchem Winkel y atellen 
aicA beide Seil.Btriinge gegen die Horiwntale ein und wie gro/J iat in 
;edem der Seil.Btriinge die Zugkraft F 1 (Daa Gewicht deB SeileB wird 
nicllt bricbicAtigt.) 

Bild 266 

1) In der Num-Spalte dieses SohemBS und aller folgenden werden sämtliche vorkommenden 
Größen dmch ihre Dimension geteilt. DBB hat folgenden Grund: 
Der Logarithmus ist nur für reine Zahlen erklärt, nicht aber für Größen, die ja bekanntlich das 
Produkt einer Zahl mit einer Einheit darstellen. 

a 
Aus Gründen der Platzersparnis wird statt cm gesohrieben a, cm-1. 

21• 
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Lösung: (Bild 267) 

d 
2 d cosy = -l- = T 
2 

f : F = sin y ergi bt 

F = _O_ Bild 287 

2 sin y 
y = 16° 18' F = 8,02 kp 

Num 

d·m-1 

l· m-1 

cosy 

1 20. kp-1 

siny 

F·kp-1 

Log 

l,58206 + 
1,59988 

0,98218 - l (+10) 
9,98218 -10 

0,35218 + 

9,44819 -10 

0,90399 

3. Ein Körper mit dem Gewicht O = 78,5 kp lie9t auf einer amiefen Ebene, die gt.gen die Hof'izon. 
tale um den Winkel"' = 5°

30' geneigt iat. Wie groß BindHangabtriebakraftFH und N ormal.kraftFN t 

Num Log 
Lösung: (Bild 268) 0 ·kp-1 1,89487 + + 

FH = 0-sincz dlll<Z 8,98157 -10 + 
FN = O·COS<Z COB<Z 9,99800 -10 + 
He.nge.btr iebskre.ftFB = 7,52kp FR . kp-1 0,87644 

Norme.l.kraft FN = 78,14kp 
Blld288 FN ·kp-1 1,89287 

4. Eine rt.gelmä{Jige quadratiacke Pyramide hat die Grundkante a = 15 cm und die Höhe h = 20cm. 
Unter welchem Winkel cz Bind die Beitenffjjchen, unter welchem Winkel {J die Beitenkantengt.gen 
die Gro.ndffjjche geneigt? Wie groß iat der Winkel y an der Spitu einea der gleidiachenldigen 
Dreiecke, die die M antelffjjche bilden? 

Lösung: (Bild 269) 
h 2h ta.na: = -= -a a 
2 

ta.n{J = _h_ = h \/2

; lf2 
a 

H = Vh• + ! a• = i yo• + a• 

a 
„ 2 te.n-=-= 2 H 

12: = 69° 27' 
{J = 62° 04' 

y = 38° 42' 

a a 

V4"" + a• 
= 

y;; 

a 
Blld28D 

Num Log 

h · cm-1 1,30103

1 
+ 

a, cm-1 1,17609 

0,12494 + + 
2 0 ,30103 + 

112 0,15052 + 

te.ncz 0,42597 

te.n {J 0,27546 

:,;-cm-• 3,261261 

yi-om-1 1,63063

1 a · om- 1 1,17609 

te.n 1:'... 2 9,54546 -10 
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5. Um zweiRiemenacheiben mitden.Radien R = 36omm und r = 215 mm und dem Ackaenabaf.and 
tl '== 1850 mm iat ein Treibriemen gekgt. Wie lang 
iat erf d __ __ 
Lösung: (Bild 270) 
Umschlungenes Stüok des großen Rades B 
Umschlungenes Stück des kleinen Rades b
Tangentenlii.nge l 
Gesamtlänge L = 21 + B + b 

i = Vtl• - (R - r)• = 

= V[tl + (R -r)] [d - (R -r)] Bild 270 

R-r 
t&ntp 

= 
-,-

UmschlingungBwinkel am großen Rad 
Umsohlingungswinkel am kleinen Rad 

Rn:« 
B = 180

° 

rn:P 
b = 180

° 

l = 1844mm 

'P = 4° 
39' = 4,65

° 

,z = 189
° 

18' = 189,30
° 

p = 170
° 42' = 170,70

° 

B = 1206mm 

b = 641 mm 

Gesamtlänge L = 5535 mm 

(Z = 180
° + 2 ,p 

fJ = 180° - 2 ,p 

Num 

[d + (R -r)l mm- 1 

[d - (R -r)l mm-1 

l·mm-1 

(R-r)mm- 1 

t,m ,p 

n:/180 
R·mm- 1 

a: • Grad.�1 

B·mm-1 

r·mm- 1 

p · Grad- 1 

b·mm- 1 

I Log 1 

1
3,30103 

3,23045 1: 
, 

6,53148 
3,26574 1 

:
2 

1 2,17609 + 

1 
0,91035 -2 
8,91035 -10 

(124188 - 2 + 
2,56229 + 
2,27715 + 

1 3,08132 

, 
2,33244 
2,23223 

1 2,80655 

(+ 10) 

+ 

+ 
+ 

6. Ein Ballon, I>urchmll88er tl = 2 r = 4,2 m, wird be.obach.ut. Sein aclieinbarer oberer bzw. unterer 
Rand toertlm unter dem Winkel a = 18°34' bzw. fJ = 16°28' 
anviaiert. Man berechne Schrägentfernung e und Höhe h du 
Ballona, bezogen auf aeinen Mittelpunkt! 
Lösung: (Bild 27 1) 

r . 
(

"' - P) 'b e = Bm -2- ergi t: e = 
ain ("'; p) 

: =Bin(
"'

! ß) ergibt: h = eBine; ß) 
Biid 271 
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IZ - {J 1° 03' = 6 Num Log 1 
-2-= 

r·m-1 0,32222 

,� IZ + {J = 17° 31' = f ein 6 8,26304 -10 
2 

Schrägentfernung e = l l4,6 m e·m· 1 2,05918 

1 

+ 

eine 9,47854 -10 
HOheh = 34,5 m 

h-m-1 1,53772 

7. Die Bpitu einu Turmu eraclleint vom Punkt A aua unter dem Winkel a = 22°50' und von B 
aua unter dem Winkel {J = 31 °10'. Der Fuppunkt F du Turme., lie,gt in der Verlängerung der 
Strecke AB = d = 38,35 m. Wie hoch iat der Turmf 
Lösung: (Bild 272)

F"B 
T = cotfJ 

AF AB BF d cota = T = T + T = h + cot{J 

ergibt h= d 
cota - cot{J 

cot a = 2,37504 + Num 
cot fJ = 1,65337 - d-m-1 

Nenner= 0,72167 Nenner

Turmhöhe h = 53,14 m h· m-1 

Dlld 272 

Log 

1,58377 + 
0,85834 -1 

1,72543 

8. Man berechne Flächeninhalt A und Baaialänge g einea gleichaclienkligen Dreiecks, von dem be­
kannt aind 
a) die Höhe 1,, und der Winkel )' an der Bpitu 
b) die Schenkellänge , und der Winkel y an der Bpitu. 
Lö sung: (Bild 273) 

a) Esgilt: A=igh. und f:h=tan{-. 

Durch Umstellen der zweiten Gleichung ergibt sich: 

Setzt man das in die erste Gleichung ein, erhält man: 

A = h2 tan}. 

b) E ilt A 

l < d /,,, • b < s g : .a.=2,,., un 8=smy zw. ,.,=a sm)' 

Ersetzt man h, im ersten Ausdruck, ergibt sich 

A = f ,2 siny. 

Bild 273 
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Aus 

folgt schließlich noch 

2 . ,, g= asm2. 
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9. Mit Hilfe der in Beiapid 8 gefundenen Beziehungen leite man allgemeine Formeln ab für Flächen­
inhalt und Seitenlänge 

a) du regelmäßigen Tangententlielecka 
b) du regelmäßigen Behnentlielecka. (Vgl. Abachnitt 24.4.) 

Lösung :  
a )  Tangentenvieleok: 

180° 

A = e•tan-
n
-

b) Sehnenvieleck: 

A = _.!._ r1 ein 3600 

2 n 

180° 

a. = 2 e tan -
11
-

. 1so0 

,. = 2rsm-­
n 

26.2. Trigonometrie des schiefwinkligen Dreiecks 

28.2.t. Erweiterung des Deßnltlonsberelches der WlnkeHunktlonen 

Um die vier Winkelfunktionen zur Berechnung beliebiger, also auch schiefwinkliger 
Dreiecke verwenden zu können, macht es eich erforderlich, ihren Definitionsbereich auf 
Winkel von 90° bis 180° zu erweitern, de. jeder Winkel, filr den 

0° < IX < 180° gilt, 
in einem Dreieck vorkommen kann. 
Selbetveretä.ndlich müssen diese neuen Definitionen&.> getroffen werden, daß die früher 
festgelegten Beziehungen in den allgemeineren Definitionen enthalten eind1 ). 

Definitionen: 

Der Sinus eines Winkels ist gleich dem Sinus des Supplementwinkels 

j sin (180° - IX)= ein IX I (104) 

Der Cosinus eines Winkels ist gleich dem negativen Cosinus des Supplementwinkels 

I COB (180° - IX) = - COB IX I (105) 

1) Dieses dialektische Prinzip des Aufhebens im doppelten Sinne, nämlich des gleiohzeitigen Er· 
übrigens und Bewahrens, ist eines der wichtigsten Ar,beitsprinzipien der Mathematik. Man be­
zeichnet es als Permanenzprinzip.
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Die entsprechenden Erweiterungen für die Te.ngens- und Cote.ngenefunktion ergeben 
eich, wenn me.n entsprechend dem in der Fußnote gene.nnten Permanenzprinzip die 
Beziehungen (102) und (103) zugrunde legt: 

Satz: 

Der Te.ngene (Cote.ngens) eines Winkels ist gleich dem nege.tiven Te.ngene (Cote.n­
gene) des Supplementwinkels. 

Beweis: 

te.n (180° - oc) = -te.n ex

cot (180° - ex) = -cot ex 

te.n (l80o _ ex) = ein (180° - iz) = ainiz = _ te.n ex ooe(l80° -cz) -coaiz

0 008 (180° -iz) - COII IZ cos (180 - ex) = (ein 1800 _ iz)
= 

ein cz = -cot ex .

(106) 

(107) 

Es le.ssen eich e.lso die Funktionswerte e.ller Winkel zwischen 90° und 180° e.uf solche 
zwischen 0° und 90° zurückführen, z.B.: 

ein 138° = ein (180° - 42°) = ein 42° = 0,6691 oder 

te.n 109° = te.n (180° - 71°) = -te.n 71° = -2,904. 

Für me.nche Zwecke, insbesondere zur bequemeren zeichnerischen De.retellung des 
weiteren Kurvenverle.ufee, ke.nn me.n die Erweiterungen des Definitionsbereiches der 
Winkelfunktionen e.uch folgenderme.ßen erklären: 

ein (90° 
+ ß) = ein (90° - ß) , 

COB (90° 
+ ß) = -COS (90° - ß) , 

te.n (90° 
+ ß) = -te.n (90° -ß) , 

cot (90° 
+ ß) = - cot (90° - ß) . 

Beweis: Alle vier Beziehungen ergeben eich sofort, wenn me.n in (104) bis (107) e.n 
Stelle des Winkels ex den Winkel 90° -ß einsetzt, gezeigt e.m Beispiel der Coeinue­
funktion: 

COS [180° - (90° -ß)] = -COS (90° -ß) 

COB (90° + ß) = - COB (90° -ß) 

Diese letzten Beziehungen so.gen folgendes e.ue: 

w.z.b.w.

Die Sinuskurve verläuft im Bereich von 0° ;::;;; IX ;::;;; 180° symmetrisch zur Stelle IX = 90°. 
Die Funktionswerte e.ller übrigen Kurven ändern e.n dieser Stelle ihr Vorzeichen, stim­
men e.ber in iliren Beträgen e.n den Stellen 90° + ß und 90° -ß überein. De.re.us er­
geben eich folgende Kurvenbilder: 
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coscx 
sino. 

+1 

O l'i 30 45 60 75 90 105170 13'i 150165180 6rad 

Bild 274 Bild 276 

tan o: cotcx 

+1 

-1 

Blld276 Blld 277 

Im Falle der Sinusfunktion ergibt sich eine Besonderheit, wenn aus dem Funktionswert 
ein ex der zugehörige Winkel ex bestimmt werden soll, da die Beziehung y = ein ex im Be­
reich von 0° bis 180° nicht umkehrbar  e indeutig  ist, mit Ausnahme des Wertes 
ein ex ="' 1. 
Das bedeutet: Zu ein und demselben Wert von sinex, beispielsweise 0,5, gehören zwei 
verschiedene Winkel, nämlich CXi = 30° und ex.= 150°. Die Entscheidung, ob beide 
Winkel gültig sind oder welcher für ungültig zu erklären ist, muß von Fall zu Fall für 
jedes Problem untersucht werden. Dafür läßt sich keine allgemeingültige Richtlinie 
aufstellen. 

26.2.2. 

Satz: 

Der Sinussatz 

I
Die Seiten eines Dreiecks verhalten sich wie die Sinus der gegenüberliegenden 
Winkel. 

I a: b :c = sinex: einß: siny (108)
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Oder in anderer Formulierung: 

I
Das Verhältnis einer Seite zum Sinus des gegenüberliegenden Winkels ist innerhalb 
ein und desselben Dreiecks konstant. 

G b C 
�-�-� (� 

B e w eis: Die Gleichwertigkeit beider Formulierungen ergibt sich aus den Rechen­
gesetzen für fortlaufende Proportionen. In einem spitzwinkligen Dreieck (Bild 278) gilt 

für das linke Teildreieck 

und für das rechte Teildreieck 

Die Elimination von hc liefert 

bzw. 

hc = b • sinoc 

h
0

= a•sin(J. 

a • sin(J = b • sinoc

G b 
siniz =

am.P" 

Benutzt man die Seite a oder b als Basis, läßt sich der Beweis auf dem gleichen Wege unter Ver­
wendung der Höhen h. b11w. h1 vollenden, waa dem Leser überlaaaen bleiben möge. 

c 

Bild 278 Bild 279 

In einem stumpfwinkligen Dreieck (Dreieck ABO in Bild 279) gilt 

für das Dreieck A O D

und für das Dreieck DB O

hc = b • sinq, 

hc = a • sin(J. 

Da der Winkel q, aber Supplementwinkel zum Winkel oc ist, gilt ein q, = ein oc und es er­
gibt sich die gleiche Beziehung wie oben. Damit ist der Sinussatz vollständig bewiesen. 

BEISPIELE 

1. Von dm Endyunlcten A und B einer Btrech c = 183 m eracheinl ein dritter Punkt C unter dm
Winkeln oi = 34°45' und p = 76°22'. Wie weit liegt der Punkt C von A und B entfernt!

Lösung: Der dritte Winkel ergibt sich aus der Winkelsumme mit y = 68°53'.
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Mit den Bezeichnungen A O = b und BO = a (Bild 280) ergibt sich aus dem Sinusaatz 

b = sin{J� und smy 
. c a= sma:-.-. SIDY 

Die Entfernungen betragen 

AO = 190,6 m 

ifc = lll,8 m .  

A c B 
Bild 280 

Dieses Problem bezeiohnet man in der VermeBIIUDp­
technik als Vorwlrtaelmcbnelden. 

Num 

c ,m-1 

sin y 

Bin fJ 

b· m-1 

sincz 

a·m-1 

1 

1 

1 

1 

Log 

2,26245 
9,96981 

2,29264 
9,98759 

2,28023 

9,75587 

2,04851 

+ 

-10 + 

-10 
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+ 

+ 

2. Wendet man den Sinusaatz auf ein rechtwinkliges Dreieck an, indem man etwa y = 90° setzt 
(dann gilt: sin y = 1), so vereinfaoht sich der Sin111111&tz zu der in 26.1.1. definierten Sinus­
funktion für rechtwinklige Dreiecke (Bild 281). 

ergibt . a BlDCZ :::::2 -

c 
b c b ·p b 

sin{J =T ergi t SID =c· 

und 

3. Von einem Dreieck aind folgende Stilclt:e bekannt: (Bild 282) 
:� 

C b 
A 

a = 6 cm, -c = 13 cm, °' = 23°. Man berecAne tlie feAlerulen. Stücke/ Blld281 

Lö sung: Zunächst läßt sich nur der Winkel y berechnen. 

. c -sincz smy= --a-

Num Log 

sina: 9,59188 
C•Cm-l l,ll394 

0,70582 
a · cm-1 0,77815 

siny 9,92767 

-10
1 

+ 

+ 

1 
+ 

-10 

A c 
sc,-st

1
-a 

AC, - b, 1 l:Cz-.b2 
Bild 282 

B 

Zu diesem Wert von lg siny sind entsprechend der Überlegung am Ende von 26.2.1. zwei Win­
kel möglich, nämlich 

y
1 

= 57°50' und y
1 

= 180° - y
1 

= 122°10'. 

Diese Doppeldeutigkeit war bereits in 19.2. Beispiel 4, Fall c
1 

aufgetreten. Die dort angedeu­
tete Unterscheidung der Fälle c1 bis Ca lii.ßt sich nunmehr genauer formulieren: Für die rechte 
Seite der obigen Gleichung gibt es drei Möglichkeiten: 

c. sincz 
{ 

< l zwei Lösungen mit zwei verschiedenen Winkeln y1 und y
1

• 

-- = 1 Doppellösung, y = 90°. a 
> 1 keine Lösung, da Biny nicht größer als 1 sein kann. 
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Im hier vorliegenden Fall muß man mit beiden Winkeln weiterarbeiten und erhält zwei mög­
liche Dreiecke, nämlich ABC, und ABC,.

,,, = 57°50' 

ß, = 99°10' 

b = a ·sinß1 1 sinac 

,... = 122°10' 

ß, = 34°50' 

a · sin ß2 b, = sinac 

Die logarithmische Berechnung soll hier nicht im einzelnen durchgeführt werden. Me.n erhält: 

b
1 = 15,2 cm und b1 = 8,8 cm. 

4. Von einem BeobachlungB'[YU,nlct P, der h = 14,22 m über einer Wa88erffijche liegt, eracheint eine 
Bergapi,lu B unter dem ErhebungBWinkel ac = 12°34' und ihr BMelbwl 8 im W aaaer unter dem
BenkungBWinkel ß = 14°58'. Wie hocJi lügt die Bergapi,lu über dem See?

Lösung: (Bild 283) Zunächst ermittelt me.n den Winkel in B für de.s Dreieck BBP, er be­
trägt ß - °' = 2°24'. Der Leser überlege, e.uf Grund welcher geometrischer und physikalischer 
Gesetze der Winkel ß e.n den im Bild bezeichneten Stellen vorkommt I

Übertragung des Winkels ß von P nach 8: Wechselwinkel, 
ß in 8: Reflexionsgesetz der Optik, 
ß von 8 nach B: Stufenwinkel,
°' von P nach B: Stufenwinkel. B �b1lfl' 

Infolge der Ahnlichkeit der beiden rechtwinkligen 
Dreiecke (Winkelvergleich 1) ergibt sich: 

BB z: SB= h: PB und de.raus z = h--=.
PB 

De.s zuletzt vorkommende Streckenverhältnis läßt sich 
aber durch Anwendung des SinUSS&tzes auf de.s Drei­
eck PS B folgendermaßen ausdrücken: 

SB llin(ß + cz) 
PB = sin(ß -ac) ·

Somit ergibt sich für die gesuchte Höhe z: 

_ h Bin(ß + cz)z - Bin (ß -cz:) • 
Die Bergspitze liegt z = 156,98 m über dem See. 

26.2.8. 

Satz: 
Die Drelooksfllche 

- _.J 

s 

Bild 289 

Num Log 

h·m-1 1,15290 
-101 

+ 

sin(ß + cz:) 9,66489 + 

0,81778 + 

sin(ß-oi) 8,62196 -10 

Z·m-l 2,19583 

I
Die Fläche eines Dreiecke ist gleich dem halben Produkt zweier Seiten, multipliziert 
mit dem Sinus des von ihnen eingeschlossenen Winkels. 

A =+ab sin y (110)
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Beweis: Zunächst für ein spitzwinkliges Dreieck (Bild 284). 
Ersetzt me.n in der Flächenformel für de.s Dreieck 
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8 

Ä == ! b h6 die Höhe dur�h h6= a ein y, 

so erhält me.n die obige Formel. 
Im stumpfwinkligen Dreieck (Bild 285) verläuft der Beweis 
ebenso mit 

C "-..J,.;...--b .......... ___ A 

h6 = a sin q, = a ein y . 

In der hier bewiesenen Formel ist de.s Ergebnis von Beispiel Sb aus 
26.1.4. a.ls Sonderfall enthalten. 

BEISPIEL 

Bild 284 

Zwei Straßen treffen unter einem Winkel 11on <p = 55° aufeinander. In diesem Winkel aoll ein 
Gartengrundatück von 4800 m2 Fläche 80 abgegrenzt werden, daß -.ine Straßenfront l = 80 m 
lang iat.

Wie lang wird die andere Straßenfront :r:? 
1 Lösung: A = 21zsin<p

2A 9600 m• z = l sin<p = 80m ein 66 ° =
120m = ein 66 ° 

Die andere Straßenfront wird z = 146,60 m lang. 

Num Log 
120 2,07918 

1 
+ 

ein 55° 
9,91336 - 10 

z·m-1 2,16582 

Die Formel für die Dreiecksfläche läßt sich leicht auf die zwei weiteren möglichen Fälle 
anwenden, wenn me.n beachtet, wie e.uch im Se.tz zum Ausdruck gebracht, de.ß me.n 
stets zwei Seiten und den von ihnen e ingeschlossenen  Winkel betrachtet: 

Ä = ! bc sina:, Ä=!caainß. 

Zu diesen Ergebnissen gelangt me.n e.uch durch zykl ische-Ver· 
te.uschung. De.runter versteht me.n, de.ß jedes Element (Seite 
oder Winkel) durch sein rechts oder links gelegenes bene.chbe.rtes 
Element ersetzt wird. In Bild 286 kennzeichnet der Pfeil, in 
welcher Richtung die Vertauschung im vorliegenden Falle vor­
genommen wurde. 

28.2.4. 
Satz: 

Der Coslnu88atz Bild 286 

I 
De.s Quadrat einer Seite im Dreieck ist gleich der Summe der Quadrate der anderen 
Seiten, vermindert um deren doppeltes Produkt, das mit dem Cosinus des von ihnen 
eingeschlossenen Winkels zu multiplizieren ist. 

a• = b2 + c2 - 2bccosa: 1 (111) 
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Beweis: Er wird zunächst für das spitzwinklige Dreieck geführt. c 
In Bild 287 gilt für die beiden rechtwinkligen Teildreiecke: 

und 
Elimination von hc liefert: 

a
1 =Ir+ <r - 2 �c. A ,__.__-+:,----....., 8Setzt man darin q = b coe IX, eo erhält man die zu beweisende 

Formel. 
Für das stumpfwinklige Dreieck ergibt sich (Bild 288): 

h� = a2 - (c + q)2 und 
bzw. a2 = Ir + c' + 2 qc. 
In diesem Fall ergibt eich für q 

q= b coeq,= -b cos1X unter Anwendung von (105). 

Dlld 287 

c 

Setzt man dies in die letzte Gleichung ein, ist der Cosinussatz 
Blld 288 vollständig bewiesen. 

Durch zyklische Vertauschung erhält man die übrigen Formulierungen des Cosinus­
eatzes, die selbstverständlich wieder auf die übliche Bezeichnungsweise im Dreieck zu­
geschnitten ist: 

b2 = c' + a1 - 2 ca cos ß und 
c2 = a2 

+ Ir - 2 ab cos y. 
Löst man (111) nach COBIX auf, eo läßt eich der Winkel IX daraus, im Gegensatz zum 
Sinussatz, eindeutig bestimmen, da die Coeinuefunktionen im Intervall 0° ;;;; IX ;;;; 180° 

u mkehrbar  eindeut ig  ist.' Das heißt: Zu jedem Wert von cos IX gehört nur ein 
Winkel IX (vgl. Beispiel 2). 
BEISPIELE: 
1. Von einem Dreiulc aintl bd:annl: a = 14,6 cm, b = 23,8 cm und y = 42°35'. Wie lafl{I iat die

Seite c?
Lösung: c = v a• + bl - 2ab cos y
Die im Zusammenhang mit dem CosinUBBatz vorkommenden Berechnungen führt man zweck­
mäßig unter Mitverwendung einer Quadrattafel durch. Das folgende Schema soll zeigen, wie 
man die Berechnung auf auuchlieBlioh logarithmischem Wege noch einigermaßen rationell 
durohiuhren kann. 
Num I Log Log I Num
a · om-1 
b· om-1 

2 
COB)' 

1,16435 
1,37658 

0,30103 
9,86705 -10 
2,70901 

1 1,21400 
Seite c = 16,37 cm 

·2 2,32870-+ 213,16 = a•, cm-t + 

·2 2,75316-+ 566,45 = b', cm-• + -+ 
779,61 = (a1 + b") cm-• 

- - 511,69 = 2ab cosy ·cm: -

1 � 2,42800 +- 1 267 ,92 = Za.hlenwert des Radikanden 

Sollten jetzt weitere Winkel gesucht sein, könnte man mit dem SinuBB&tz weiterrechnen. 
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2. Von einem Dreieck Bind die drei Seiten a = 5 cm, b = 6 cm und c = 10 cm gegebffl. Man be­
rechne den Winkel yl 

a1 + b1 - c• = _ 39 cm•
= _ 0 6600 Lös ung: oosy = 2 a  b 60 cm• , 

Zu dem posi.tiven Z&hlenwert würde ein Winkel von 49°30' gehören. Wegen des nega tiven 
Vorzeichens bildet man entsprechend (105) den Supplementwinkel: 

Winkel i' = 130°30'. 

3. Aua dem Corin1188atz laaaen aidl zwei Sonderfälle ableiten: Setzt man in (111)"' = 90°, ao ergibt
rich der Satz dea Pythagoraa, da cos 90° = 0 den letzten Summanden zum Verachwinden bringt: 

a• = b• + c•. 
Wendet man (lll) auf ein rechtwinkliges Dreieck an und wählt"' = 90° (Bild 289), so erhält 
man die CoainUBfunktion für das rechtwinklige D reieck, wie sie in 26.1.1. definiert wurde: 
Setzt man die pythagoreische Beziehung entsprechend Bild 289, nämlich 

b1 = c'J + a2 

in Gleichung (lll) ein, vereinfacht sich diese zu 
2 c'J = 2bc  COBOi:. 

c 
Daraus folgt: COB °' = b w.z.b.w. 

4. Die Kräfte F, = 24 kp und F1 = 38 kp greifen an einem gemeinaamen Punlct an und acllUepen 
eine11 Winkel oon rp = 48° ein.
Wie grop iat die Beaultierende F 8 und welc1affl Winkel bildet aie mit F I f

Lösung (Bild 290):
1'} = F: + F: - 2F1F1 COB i' = 

= F? + F: + 2F1F1 COB,p (y und rp sind Supplementwinkell) 

Fa= 48,4 kp 

Der Winkel e ergibt sich durch Anwendung des SinuBB&tzes: 
. Bin i' Bin 9' s1n11 = F, F;-= F, Fs

-

e = 21°40' 

Ad=:J; 
c 

Blld289 Blld290 Bild 291 

5. Die Lange der unzugänglicJien Strecke l aoll butimrnt werden. Von den Erulpunlcten A umt B der
Standlinie a = 112,68 m wurden nach den Erulpunlcten C und D der Strecke l fol.gende Winkel
gemeaaen: ( Bild 291)

°'• = 98°44' p, = 34°17' 
°'s = 43°06' p1 

= 82°55' 
Lösung: Die Strecke l wird aus dem Dreieck ACD berechnet. (Das Dreieck BOD wäre auch 
geeignet.) Dazu sind die Strecken AD= z und AC= y erforderlich, die ihrerseits aus den 
Dreiecken AB D und ABO be rechnet werden. 
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Aus der Winkelsumme der Teildreieoke ergibt aich: 

d = 46°59' und 

z und y nach dem SinUSB&tz: 

_ Bin Pi z -
.
a Bin6 • 

y = a�{J,. 
Bmy 

l nach dem CosinuBB&tz: 

,, = 54°
19'; 

Z1 = z2 + y8 -2zycos ("'1 -.s.) 

Da nach den Strecken z und y nicht besonders ge· 
fragt �t. ke.nn sofort mit den Logarithmen ihrer Maß-
ze.hlen weitergearbeitet werden. 

Num 1 
a·m-1 

1 Bin {J1 

Bind 1 
Z·m-l 1 

i
a·m-1 
Bin {J2 

Biny 1 

y·m-1 1 

Num I Log I Log I Num 

Z·m-l 1,93856 ·2 = 3,87712 
1 

81135,7 
y ·m-1 2,13850 ·2 = 4,27700 18923,5 
2 0,30103 

1
COB (ct:1 - <Xa) 9,75165 -10 2741>9,2 

1 4,12974 13481,5 

1 2,07272 4,14644 1 13977,7 

Streoke Z = 118,23 m 

AUFGABEN 

513. Rechne folgende Winkel in Gre.d.maß bzw. Bogenmaß um: 

Log 1 
2,05184 

1 
9,75073 -10 

1,80757 
-101 9,86401 

1,93856 

2,05184 

1 9,99635 -10

2,04819 

1 9,90969 -10 

2,13850 

a) 0,03624 b) 0,27110 c) 1,55003 d) 2,94325 
e) 38°24'30' f) 42°00'45' g) 164°35'18' h) 115

°32'06' 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

514. Bestimme mittels Tabelle llie fehlenden Stüoke der folgenden, durch 2 Stüoke bestimm-
ten Kreisabschnitte: 
(Lingen in cm, Flächen in cml) 

Mittel- Bogen- Pfeil- Sehnen-punkte- Fläche Radius 
winke! länge höhe länge 

a) 14,22 8,00 
b) 2,05 12,00 
c) 2,96 1,50 
d) 210,14 35,00 
e) 42°30' 2,50 
f) 20°00' 6,95 
g) 14°80' 0,12 
h) 70

°00' 13,44 
i) 45°00' 35,71 



Aufgaben 

515. Bestimme die natürlichen Werte folgender Winkelfunktionen: 
a) Bin 14° 20' e) Bin 83° 12' 
b) C08 18°33' f) C08 62° 28' 
c) tan 33° 07' g) tan 50° 40' 
d) cot 8° 25' h) cot 77° 43' 

516. Bestimme die Logarithmen folgender Winkelfunktionen: 
a) Bin 14° 20'30" e) Bin 83° 12'45"
b) C08 18°33'42" f) C08 62° 28'05" 
c) tan 33° 07'54" g) tan 50°40'30" 
d) cot 8° 25'43" h) cot 77° 43'55" 

517. Bestimme die zu folgenden Funktionswerten gehörenden Winkel: 
a) ein ac = 0,11260 e) Bin ac = 0,88274 
b) cos ac = 0,90084 f) cos ac = 0,42653 
c) tan ac = 0,64892 g) tan ci = l,55423 
d) cot ci = 2,60912 h) cot ci = 0,87523 

518. Bestimme die zu den Logarithmen folgender Winkelfunktionen gehörenden Winkel: 
a) Jg Bin ci = 9,03426 e) lg ein ci = 9,83526 
b) lg cos ci = 9,77352 f) lg cos ci = 8,90731 
c) Jg tan ci = 9,90677 g) Jg tan ci = 0,33796 
d) Jg cot ci = 0,65432 h) lg cot ci = 8,96112 

519. Bestimme a'!' dem gegebenen die übrigen Funktionswerte: 

a) ein«=� b) cos« = _!_ c) tan« = 2 
5 5 

5 
d) cota = 12 
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520. Berechne die fehlenden Stücke folgender rechtwinkliger Dreiecke l Alle Dreiecke sind so 
orientiert, daß c die Hypotenuse und damit y = 90° ist . 
a) a = 3 cm, b = 4,6 cm b) a = 11 cm , c = 61 cm 
c) a = 10 cm, fl = 34° 18' d) c = 25,2 cm, ac = 72° 15'36" 

521. Berechne Höhe , Fläche und Umfang eines gleichschenkligen Dreiecks mit der Basisbund
dem Basiswinkel fl.
b = 18,2 cm, fl = 34° 24'

522. Berechne die Fläche eines Parallelogrammes aus seinen beiden Seiten a und b und dem von
ihnen eingeschloS11enen Winkel ,p.
a = 14cm, b = 36cm, ,p = 51° 42' 

523. Berechne die Länge der Diagonalen eines Rhombus, wenn seine Seite a und einer seiner 
Winkel <p gegeben sind. 
a = 64,3 cm, q, = 48°06'27" 

524. Von einer regelmäßigen sechsseitigen Pyramide sind die Grundkante a und die Höhe 1,, be­
kannt. Berechne den Neigungawinkel ci der Seitenflächen, den Neigungswinkel fl der Seiten­
kanten gegenüber der Grundfläche sowie den Winkel y an.der Spitze eines der Dreieoke, die
die Mantelfläche bilden. 
a = 14cm, ia = 24 cm 

525. Berechne am regelmäßigen Tetraeder die Neigungswinkel der Seitenfläche und der Seiten­
kante gegenüber der Grundfläche . 

22 Elementarmathematik 
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1526. Ein Punkt P hat vom Mitt.elpunkt eines Kreiaes den Abstand d. Der Kreil hat den Duroh­
meuer 2r. Welchen Winkel aohließen die von P &n den Kreil gelegten Tangenten ein? 

d = 264mm, 2r - 367 mm

527. Zwei RiemeJ111cheiben mit den Durchm-m d1 und d1 haben den Aohaabata.nd e. Sie lind 
durch einen gekreuzten Riementrieb mit.einander verbunden. Wie lang muß der Treib­
riemen aein? 
d1 = 425 mm, d1 = 6715mm, e = 1200 mm 

1528. Ein gerader Kreiskegel hat die Höhe 1,. und den Grundkreildurchm-r d. Berechne den Mittel­
punktewinkel des KreiB&uachnittes, der eich bei der Abwicklung des Kegelmantela ergibt. 

d-= 18 cm, h=Mcm 

1529. Berechne das Verhältnis 
Grun���us 

bei einem geraden Kreiskegel, �n abgewi.k­

kelter Mant.el einen Ha.lbkreil ergibt. 

1530. Ein Turm e111cheint aus der Entfemung e unter dem Erhebungawinkel IX, Berechne seine 
Höhe unter Berüokaichtigung der Instrument.enhöhe 1,., (Bild 292) 

e = 314,15 m, a: = 7°30', 1,. = l,o&am

1531. Der Mittelpunkt des Zifferblattes einer Turmuhr befindet eich in 1,. = 60 m Höhe und er-

�p 
___ , __ __ 

Blld292 Bild 298 

1oheint von einem Punkt aus 
unter dem ·Erhebungawinkel 
IX = 42°10', &ein unterer R&Ild 
e111oheint unter dem Erhebung&· 
winke} p = 41 °10'. Berechne den 
Durohmeuer des Zifferblattes. 
(Bild 293) 
Anleitung: Verwende a.1a Zwi­
aohengröße die Entfemung e. 

1532. Bestimme die natürlichen Werte folgender Winkelfunktionen: 

a) lin 138°30' c) ta.n 94°10' 

b) ooa 166°43' d) cot 123°21'

1533. Bestimme die Logarithmen folgender Winkelfunktionen: 

a) lg lin 124°33' c) lg ltan 133°07' 1 1) 
b) lg I OOI 98°16' 1 d) lg I oot 175°153' 1 

1534. Bestimme die zu folgenden Funktionswerten gehörenden Winkel: 
a) lin{J - 0,48481 c) ta.n{J = -2,11233 
b) ooa{J = -0,08716 d) oot{J = -1,159002 

15315. Be1timme die zu den Logarithmen folgender Funktionswerte gehörenden Winkel: 
a) lg lin{J „ 9,81636 c) lg I ta.n {J 1 - 10,97960 
b) lg loo•fJI ... 8,981157 d) Jg loot{JI = 9,66304 

1) Die Betra.gueiohen sind erforderlich, weil der Logarithmus für negative Zahlen nioht erklärt ilt. 
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636. Bereobne au den im folgenden Sohema gegebenen Stiloken allgemeiner Dreiecke die ge­
mohten Gr68en: 

0 
om 

38,0 

10 

14,5 

29,2 

b 

om 

44,5 

30 

45,4 

c 
om 

62,3 

18 

157,6 

6,llO 

a: fJ ,, 

38°115' 

108° 34° 

45 

50°12' 

18,40 72 ° 

637. Drei K.reiae mit den Durohmeuem d1 = 10 cm, da= 12 cm und da = 14 om berühren ein· 
ander. Welohe Winkel bilden die drei Zentralen miteinander? 

638. Eine Kraft von F = 400 kp soll in zwei TeilkriLfte F1 und F1 zerlegt werden, die mit der
Richtung von F die Winkel oi1 = 45° und oi1 = 60° einaohließen. Wie groß sind die Teil­
kriftet 

639. Berechne die resultierende Kraft der drei Kräfte F,, F1 und F1 • Welchen Winkel bildet dieae 
mit F, T (Bild 294) 

F, = 20 kp, F1 - 40 kp, F1 = 50 kp,� = 30°, s = 60°. 

Anleitung: Man faue entzwei Kräfte zu einer Resultierenden und dann diese mit der 
dritten Kraft z111&mmen I 

p 

p 

/ 

Bild 294 Blld296 Dlld 296 

540. Eine Lichtquelle L befindet sich l = 2,85 m vor einem Spiegel. Damit ein Liohtatrahl den
Pank.t P triB't, der p = 12,20 m vor dem Spiegel liegt, muß der IJchtatrahl unter einem
Winkel von ,p = 34° auf den Spiegel trefFen. Wie groß ist die direkte Entfemung LPt

(Bild 295)

541. Zwiaohen zwei gleioh hooh liegenden Punkten, deren Entfemung e = 25 m beträgt, wird ein
Seil von l = 30 m Linge gespannt. In 1/1 der Seillänge hängt eine Last von G = 20 kp.
Unter weloheri Winkeln gegen die Horizontall! stellen sich beide Seilstränge ein und welche
Kraft wirkt in jedem von ihnen (Bild 290)? 

22• 
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M2. Von einem Punkt P, der 512,20 m über dem Meeresspiegel liegt, werden zwei Bergspitzen A 

und B anvisiert. Deren Horizontalentfemung beträgt A' B' = 3068,30 m. A liegt 1020,34 m 
hoch. Femer wurden folgende Winkel gemessen (Bild 297): 

Horizont&lwinkel y = 58°45', 
Erhebungswinkel ai: = 8° 51', 
Erhebungswinkel fJ = 10° 12'. 

Wie hoch ist der Berg B? 

Anleitung: Man reduziere alle Höhen auf die Höhe des Punktes P. Mit Hilfe der Strecke 
PA' berechne man die Winkel des Horizont&ldreiecks und über die Strecke PB' die Höhe zl 

A 8 

Bild 297 Bild 298 

643. Von den Endpunkten A und B einer waagerecht liegenden Standlinie AB = l = 108,20 m
wird gleichzeitig ein Ballon P angepeilt. Wie groß ist seine Horizontalentfemung von A bzw. 
von Bund wie hoch befindet er sich über der Bezugsebene (Bild 298)? 
Folgende Winkel wurden gemessen: 

Horizont&lwinkel = 85° 24' 

= 71° 37' 

Erhebungswinkel = 24° 18' 

= 23°17' 

Anleitung: Die gesuchte Höhe h = PC ergibt sich, nachdem die Horizont&lentfernungen 
AC = z und BC = y berechnet wurden, einmal aus dem Dreieck AC P und zum anderen 
aus dem Dreieck BC P. Als Ergebnis gibt man den Mittelwert beider an. 



STEREOMETRIE 

27. Einteilung der Körper

Ein vollständig begrenztes Stück des Raumes heißt mathematischer Körper. Die ge­
samte äußere Begrenzungsfläche ist seine Oberfläche. Die Oberfläche schließt das 
Volumen des Körpers ein. Ebene Begrenzungsflächen bedingen Ebenfläehner oder 
Polyeder, krumme oder teilweise krumme und ebene Begrenzungsflächen bedingen 
Krummfliichner. 

27 .1. Ebenfläehner 

Die Begrenzungsflächen der Ebenflächner schneiden sich in den Kanten. Der Schnitt­
punkt von mindestens drei Kanten ergibt eine Ecke. Für die Zahl der Begrenzungs­
flächen/, die Kantenzahl k und die Eckenzahl e eines Ebenflächners ohne einspringende 
Ecken und Hohlräume gilt nach EuLER1) die Beziehung 

I e+f =k+2 1· (112) 

Die St&ndfläche des Ebenßächners wird allgemein als Grnndftliehe bezeichnet. Liegt 
ihr gegenüber eine weitere Fläche, so nennt man diese Deekfliiehe. Die restlichen Be­
grenzungsflächen bilden den Mantel. Werden die Deckfläche und der Mantel in die 
Ebene der Grundfläche gelegt, ohne daß der Zusammenhang zwischen den einzelnen 
Flächen verlorengeht, erhält man das Netz des Ebenflächners. 
Die wichtigsten Ebenfliichner lassen sich in drei Gruppen, die Prismen, die Pyramiden 
und Pyramidenstümpfe und die Prismatoide einteilen. 

Prismen haben zwei kongruente und zueinander parallele n-Ecke als Grund- und 
Deckfläche und n Parallelogramme als Seitenflächen. 
Regelmäßige bzw. unregelmäßige n-Ecke als Grund- und Deckflächen ergeben 
regelmäßige bzw. tmregel­
mäfJige Prismen. Ist der 
Neigungswinkel zwischen 
den Seitenflächen und der 
Grundfläche ein Rechter, 
spricht man von gera­
den Prismen, andernfalls 
nennt man sie schief. 
Wichtige Prismen sind 
der Würfel mit 6 gleichen 
Quadraten als Begren­
zungsflächen und das 

Unregelmäßiges Re9elmäßig_es 
geraäes Pn'sma sdliefes Prisma 

Bild 2DD 

@§ 
a i 

�--- - c , -, 
a a b 

Würfsl Rechtkant 

Reehtkant mit 6 Rechtecken als Begrenzungsflächen, von denen je zwei einander 
gegenüberliegende kongruent und parallel sind (Bild 299). 

1) LEONJliRD EULER (1707 bis 1783). 
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Pyramiden werden von einem n-Eck als Grundfläche und n Dreiecken als Seitenflächen 
begrenzt. 
Grundfläch11 und Seitenflächen stoßen in n Grundkanten zusammen. Die Seiten­
flächen bilden n Seitenkanten, deren Schnittpunkt die Pyramldempltze ist. Der 
Abstand der Spitze zur Grundfläche heißt Hiibe der Pyramide. 
Regelmäßige bzw. unregelmäßige n-Ecke als Grundflächen ergeben regd.mä/Jige 
bzw. unregelmäßige Pyramiden. Regelmäßige Pyramiden sind gerade, wenn die 
Spitze senkrecht über dem Mittelpunkt des Um- und Inkreises der Grundflächo 
steht, andernfalls heißen sie schief (Bild 300). 

Rege/mäßige gerade 
fyramide 

Dlld 800 

Rege/mäßige schiefe 
Pyramide 

Unregelmäßige 
Pyramide 

Pyramldenstlhnple besitzen zwei ähnliche und zueinander parallele n-Ecke als Grund­
und Deckfläche und n Trapeze als Seitenflächen. Der Abstand von Grund- und 
Deckfläche ist die Höhe des Stumpfes. 
Stümpfe entstehen durch den ebenen Schnitt einer Pyramide zwischen der Spitze 
und der Grundfläche, und zwar parallel zur Grundfläche. Die Spitze der dabei ab­
getrennten Ergänzungspyramide ist gleichzeitig Schnittpunkt der Verlängerungen 
der Seitenkanten des Stumpfes (Bild 301). 

Dlld 301 Bild 302 

Prismatoide haben zwei beliebige und zueinander parallele n-Ecke als Grund- und 
Deckfläche und Dreiecke oder Trapeze als Seitenflächen. Der Abstand von Grund­
und Deckfläche ist die Hi3he des Prismatoids. 
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Der in halber Höhe parallel zur Grundfiäohe geführte ebene Schnitt heißt Mitt.ei­
aclmiU. Im Grenzfall kann die Deckfläche des Prismatoids Null sein, d.h. als Kante 
oder Spitze erscheinen. Folglich stellen neben den allgemeinen Prismatoiden (Bild 
302) die Prismen, Pyramiden und Pyramidemtümpfe SO'llderf 4Ue der Prilmatoide
dar.

27.2. KrommJllehner 

Die bekanntesten Krummflächner sind der Kreiszylinder, der Kreiskegel, der Kreis­
kegelatumpf und die Kugel. Kreiszylinder, Kreiskegel und Kreiskegelstümpfe entstehen 
aus regelmäßigen Prismen, Pyramiden und Pyramidemtümpfen, wenn die Ecken­
zahl n der Grund- und Deckflächen dieser Ebenflächner unbeschränkt größer wird. 
Dabei gehen ihre n ebenen Seitenflächen in eine einzige gekrümmte Seitenfläche, den 
Mantel des Krummflächners, über. Aus den als n-Ecke auftretenden Grund- und Deck­
flächen werden Kreisflächen. 
Die technisch wichtigsten Krummflächner sind BotatloukUrper. Sie entstehen durch 
Rotation einer entsprechenden Fläche um eine Achse. Da diese Achsen immer senk­
recht auf den Grund- und Deckflächen stehen, bezeichnet man sie als gerade Rotatiom­
körper. 

Volle gerade Krelszyllnder (Zylinder) entstehen durch Rotation einer Rechteckfläche 
um eine Rechteckseite (Bild 303). 
Diese Seite M

1 
M1 ist gleich der Zylinderhöhe h und die ihr parallele den Mantel 

beschreibende Seite A. B ist gleichzeitig eine Mantellinie. Grundfläche, Deckfläche 

Bild 808 Blld 804 

und Normalschnitt des geraden Zylinders sind kongruente zueinander parallele und 
konzentrische Kreisflächen, deren Mittelpunkte die Zylinderachse bestimmen. Liegen 
die Mittelpunkte der Grund- und.Deckfläche nicht genau senkrecht übereinander, so 
erhält man ,chiefe Zylinder mit Ellipsen als Normalschnitt (Bild 304:). Ihre Höhe ist 
gleich dem Abstand von Grund- und Deokfläche. 
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Gerade Hohlzylinder ergeben sich durch Rotation einer Rechteckfläche um eine außer­
halb und parallel zu einer Rechteckseite liegenden Achse (Bild 305). 
Ihre Grund- und Deckflächen sind kongruente zueinander parallele und konzen­
trische Kreisringe, die beim schiefen Hohlzylinder nicht genau senkrecht überein­
ander liegen (Bild 306). 

Bild 305 Bild 306 

Schiel geschnittene Zylinder entstehen aus geraden, wenn man diese durch schräg zur 
Achse geführte ebene Schnitte zerlegt (Bild 307). Die Schnittflächen sind Ellipsen. 
Durch die Achsenschnittpunkte der Ellipsen und senkrecht zu den Zylinderachsen 
gelegte ebene Schnitte trennen vom schief geschnittenen Zylinder Zylinderhule 
ab (Bild 308). 

BUd 307 Blld 308 

Gerade Kreiskegel (Kegel) werden durch Rotation eines rechtwinkligen Dreiecks um 
eine seiner Katheten erzeugt (Bild 309). Die Länge MS dieser Kathete entspricht 
der Kegelhöhe h, die Länge MA der anderen Kathete dem Radius r der Grund-
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fläche. Die Hypotenuse SA beschreibt den Kegelmantel, SA selbst ist eine Mantel­
linie. Alle Mantellinien schneiden sich in der Kegelspitze S, die senkrecht über dem 
Mittelpunkt M der Grundfläche liegt. Durch M und S ist ferner die Kegelachse 
bestimmt. Bei schiefen Kegeln (Bild 310) liegt S nicht senkrecht über M. Der Ab­
stand der Spitze S von der Grundfläche ist die Höhe des schiefen Kegels. 

Bild 809 Bild 310 Blld 311 

Gerade Kreiskegelstlimpfe entstehen durch Rotation eines rechtwinkligen Trapezes um 
diejenige Trapezseite, die senkrecht auf den beiden Grundlinien des Trapezes steht 
(ßild 311). 
Diese Seite M1 M2 entspricht der Stumpfhöhe h. Die andere Seite beschreibt den 
Mantel und ist gleichzeitig Mantellinie. Die Grundlinien M1 A und M2 B stellen 
die Radien r1 und r2 der Grund- und Deckfläche 4ar. M1 und M2 legen die Achse 
des Stumpfes fest. Der Schnittpunkt der Verlängerungen aller Mantellinien des 
Stumpfes ist gleichzeitig die Spitze des Ergänzungskegels, der den Stumpf zum 
vollständigen Kegel ergänzt. 

Kugeln entstehen durch Rotation einer Halbkreisfläche um ihren Durchmesser (Bild 
312). 
Der Abstand jedes Oberflächenpunktes vom Kugelmittelpunkt M ist gleich und 
heißt Kugelradius r. Durch ihren Radius ist die Kugel eindeutig bestimmt. 
Ebene Schnitte durch die Kugel erzeugen Kreise als Schnittfiguren und zerlegen 
sie in zwei Kugelsegmente 
(Bild 313). Schnitte durch 
den Mittelpunkt erzeugen 
Großkreise und teilen die 
Kugel in zwei Halbkugeln 
als Sonderfall des Segmen-
tes. Die gekrümmte Begren­
zungsfläche des Segmentes 
nennt man Kugelkappe oder
KB)otte. 

· 
Biid 812 
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Zwei parallele ebene Kugelschnitte schließen eine Kugelschicht ein, deren gekrümmte 
Oberfläche Kugelzone heißt (Bild 314:). 
V erbindungaatrecken zwischen allen Punkten des Kalottengrundkreiaes und dem 
Kugelmittelpunkt hüllen mit der Kalotte den Kugelsektor ein (Bild 315). 

Bild 81' Bild 81& 

Segment,. Halbkugel, Schicht und Sektor lassen sich ebenfalls duroh Rotation einer 
entsprechenden Fläche um eine Aohse erzeugen (Bild 316). 

Bild 818 

28. Darstellung der Körper

28.1. Mehrtalelprojektlon 

Zur technisch richtigen Darstellung von Körpern wird die Methode der Orthogonalpro­
Jektion (Senkrechtprojektion) benutzt. Sie kann entweder als Mehrtafel'Pf'ofek:iun oder als 
axonometrische Projektion (auf Achsen bezogene Projektion) au13geführt werden. 
Die Mehrtafelprojektion (vorzugsweise die Dreitafelprojektion) dient zur Herstellung von 
Werkzeichnungen, die in der Produktion zur Anfertigung von Werkstücken gebraucht 
werden. Das Lesen der Werkzeichnungen setzt Fachkenntnisse voraus, denn die nach der 
Methode der Mehrtafelprojektion erzeugten Bilder sind nicht sofort auschaulich. Deshalb 
wird im Standard außerdem die axonometriache Projektion zum Darstellen von Körpern 
erlaubt und definiert, nach der perspektivische und damit sofort anschauliche 1.eichnun­
gen von Körpern erhalten werden können. 
Steht beispielsweise ein Rechtkant so in einer Raumecke, daß entsprechende Seiten 
mit Abstand parallel zu den senkrecht aneinanderstoßenden Ebenen E1 , E1 und E1 
der Ecke liegen (Bild 317), so lassen sich seine vordere Seitenfläche als Vorderansicht 
A1 , seine linke Seitenfläche als Seitenansicht A.2 und seine Deckfläche als Draufsicht A1 
senkrecht und unverkürzt auf die Ebenen projizieren. Werden anschließend E1 und E, 
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in die Ebene von E1 
geklappt (Bild 318), so ergibt sich die Orthogonalprojektion oder 

üblicher, die teebnlBehe Zeichnung des Rechtkantes (Bild 319). 

Bild 317 Bild 318 

1 

1 
A1 

... ....!!:._.. 

A.1 

l......?::::; 
Bild 820 Bild 821 

DD 
D 

Blld 819 

1 

1 
IAz 
1 

1 

Der Zusammenhang der drei ein und demselben Körper gehörenden Ansichten ist durch 
die eingezeichneten Hilfslinien sofort klär: 
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I 
Die linke Seitenfläche des Körpers erscheint rechts neben der Vorderansicht A.

1 
als 

Seitenansicht Äz und hat mit ihr gleiche Höhe h. 
Die Deckfläche steht senkrecht unter der Vorderansicht als Draufsicht .Ä

1 
und hat 

mit ihr gleiche Breite b. 
Die Dicke d (Tiefe) des Körpers ist in der Seitenansicht und in der Draufsicht zu 
erkennen. 

Folglich kann der Körper durch seine drei Ansichten sowohl eindeutig dargestellt als 
auch übersichtlich mit Maßen versehen werden. 
Liegt beispielsweise nµr die Deckfläche des Rechtkants parallel zur Ebene E

1 
der 

Raumecke (Bild 320), so zeigt die Vorderansicht A.
1 

der technischen Zeichnung nicht 
die wahre Breite b des Körpers, d.h., b erscheint verkürzt als b' (Bild 321). In der 
Draufsicht A.

1 
ist b dagegen in wahrer Größe zu erkennen und kann dort richtig be­

maßt werden. 

28.2. Axonometrische Projektion 

Die axonometrische· Projektion oder Parallelperspektive verlangt mit Rücksicht auf 
möglichst leichte Ausführbarkeit und verständliche Bemaßung der Zeichnung, daß 
alle parallelen Kanten des darzustellenden Körpers a'IJ,Ch in der Zeichnung parallel ver­
laufen. Sie läßt zwei Ausführungsformen zu. Der isometrischen [(griech.) gleiches Maß 
habend] Projektion bedient man sich, wenn drei Ansichten eines Körpers in einer Dar­
stellung zugleich deutlich gezeigt werden sollen. Die dimetrische [(griech.) zweifaches 
Maß habend] Projektion betont dagegen nur eine Ansicht, wird also verwendet, wenn 
wichtige Einzelheiten einer Körperansicht hervorgehoben werden sollen. Der Nachteil 
jeder axonometrischen Projektion besteht in der Unmöglichkeit, bei komplizierten 
Körpern alle für die Herstellung des Körpers notwendigen Maße übersichtlich ein­
tragen zu können und in der Verzerrung von Winkeln und Strecken. Diese Nachteile 
werden bei der Orthogonalprojektion vermieden. 

28.2.1. Isometrische Projektion 
Die in isometrischer Projektion ausgeführte Zeichnung eines Würfels (Bild 322) läßt die 
wichtigsten Merkmale dieser Darstellungsmethode erkennen. 
Das Kantenverhältnis ist mit 

a:b:c=l:1:1 

und das Achsenverhältnis der untereinander gleichen in die Wür­
felflächen einbeschriebenen Ellipsen, etwa für Ellipse E1 , mit 

FG: HE = li3 : 1

festgelegt. Folglich müssen die beiden Grundkanten a und 
b des Würfels mit der Horizontalen die Winkel 

IX= {J = 30° Bild 822 

einschließen, denn dann ist das Dreieck DA B gleichschenklig und somit gilt 
Aö:AD=F71:HE= Y3:l. 

Ferner ist zu erkennen, daß die große Achse der Ellipse E1 parallel, die der Ellipsen 
E2 und E, unter 60° geneigt zur Horizontalen liegen. 
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Daraus ergeben sich für die praktische Anwendung der isometrischen Projektion nach­
stehende Schlußfolgerungen: 

I 
Alle senkrecht aufeinanderstoßenden Kanten eines Körpers, die in den Richtungen 
der Würfelkanten verlaufen, werden unverkürzt gezeichnet. Kreise, die in hori­
zontalen Ebenen liegen, werden durch Ellipsen dargestellt, deren große Achsen 
gleichfalls horizontal liegen. Kreise, die in vertikalen Ebenen liegen, werden durch 
Ellipsen dargestellt, deren große Achsen unter 60° zur Horizontalen geneigt sind. 

28.2.2. Dfmetrlsehe Projektion 

Beim dimetrisch projizierten Würfel (Bild 323) betragen das 
KamenverhäUnis 

1
a:b:c= 1:1:2

und die Achsenverhältnisse der Flächenellipsen für E
1 

und E
1 

EF:Gll= KL:MN= 1:3 
und für E

1 

AB: CD= 9: 10. 
Bild 323 

Die Grundkanten a un'cl b des Würfels schließen demnach mit der Horizontalen die 
Winkel 

(X= 70101 und ß = 41°25 

ein, was hier nicht bewiesen werden kann. 

Bild 324 

Außerdem ist zu beachten, daß die große Achse der Ellipse E1 

parallel, die der Ellipse E
2 

unter 48°35' und die der Ellipse E
1 

unter 83° zur Horizontalen geneigt liegt. 
Für die praktische Anwendung der dimetrischen Projektion 
schreibt die Normung zwei Vereinfachungen vor: 

Die Neigungswinkel der beiden Würfelgrundkanten werden 
mit ex= 7° und ß = 42° festgelegt. 
Das Achsenverhältnis der Ellipse E2 beträgt AB: 7J1J = 1 : 1, 
d.h., E2 wird als Kreis dargestellt (Bild 324).

Beim Zeichnen sind folgende Gesichtspunkte zu berücksichtigen: 
Alle senkrecht aufeinanderstoßenden Kanten, die in der Richtung der Würfel­
kanten a und c verlaufen, werden unverkürzt gezeichnet, solche, die in Richtung 
von b verlaufen, werden um die Hälfte verkürzt dargestellt. Kreise, die in horizon­
talen Ebenen liegen, erscheinen als Ellipsen mit horizontal liegenden großen Achsen. 
Kreise in den verkürzten vertikalen Seitenflächen werden zu Ellipsen, deren große 
Achsen unter 83° zur Horizontalen geneigt sind. Kreise in den unverkürzten verti­
kalen Vorderflächen bleiben Kreise. 

29. Körperberechnung

29.1. Berechnungsgrundlagen

Die Hauptaufgabe der Stereometrie besteht in der Berechnung der Oberff,äche und des 
Volumens der Körper. Dazu sind vergleichende Betrachtungen mit den üblichen Raum­
und Flächeneinheiten durchzuführen. 
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Das Maß für die Flacheneinheit ist das Einheitsquadrat mit 1 m oder 1 dm oder 1 cm 
oder 1 mm Seitenlänge. Es gilt 

1 m' -= 102 dm9 = 10' cm1 = 101 mm9• 

Das Maß für die Raumeinheit ist der Einheitswürfel mit 1 m oder 1 dm oder 1 cm 
oder 1 mm Kantenlänge. Es gilt 

1 m• = 101 dm1 = 101 cm• = 101 mm•. 

Meist läßt die Form der zu berechnenden Körper das direkte Ausmessen mit diesen 
Einheitsgrößen nicht zu. Deshalb läuft die Lösung der Hauptaufgabe der Stereometrie 
darauf hinaus, durch geometrische Überlegungen Formeln zu finden, die füx einen be­
stimmten Körper allgemeingültige Awsagen über sein Volumen und seine Ober.8.äche 
bei verschiedenen Abmessungen zulassen. 
Die Formeln für die Körperober.8.ächen können mit den Mitteln der Planimetrie ohne 
weiteres abgeleitet werden. Die Formeln für die Körpervolumen werden in zwei Schrit­
ten ermittelt: 

Erstens ermittelt man die Volumenformel für das gerade Prisma. 
Zweitens untersucht man den Zusammenhang zwischen den Volumen grund.8.ächen­
und höhengleicher Körper beliebiger Form und leitet aus diesem Zusammenhang 
die Volumenformeln für die anderen Körper ab. 

Der erste Schritt bildet den Inhalt der beiden nächsten Abschnitte. 
Der zweite Schritt führt zum Satz des CAVALIERI, (CAVALIERI, 1598 bis 1647, Mathe­
matiker in Bologna, Schüler des GALILEI) der in 29.2.3. behandelt wird. 

29.2. Ebenlläehner 

19.2.1. Beehtkant und Wllrfel 

I 

Volumen des Rechtkantes: 

I V= abc I 
a, b und c sind die Kanten des Rechtka.ntes, 

(113) 

B eweis: Die drei senkrecht in der Ecke A zusammenstoßenden Kan,ten a, b und c 
des Rechtkantes (Bild 325) solle.n beispielsweise mit dem gemeinsamen Maß cm meß­
bar sein. Dann können längs der Kante a = 5 cm 5 · 1 cm• 
gelegt werden. Die Grundß.äche a · b = 16 cm1 bedecken 
6 · 3 · 1 cm• und das Volumen a · b · c = 60 cm• füllen 
6 · 3 · 4 · 1 cm• restlos aus. Folglich ist das Volumen des 
Rechtkantes V= 5 · 3 · 4 · 1 cm• oder allgemein und damit 
unabhängig vom gewählten gemeinsamen Maß 

V= abc. 

I
Oberf{,äche des Rechtkantes: 

0 = 2(ab + a c  + bc) (114:) 
Bild 826 



29.2. Eben.11.ächner 
Beweis: Alle SeitenHächen sind Rechteckflächen, folglich gilt 0 = 2ab + 2ac + 2bc oder O = 2(ab + ac + bc). 
I Raumdiagonale des Rechtkantes: 

I d = Va2 + b• + c2 j 
Beweis: Nach dem Satz des PYTHAGORAS (Bild 326) ergeben sich dZ=f2+cz und Also ist r = a2 + b•. d = va• + b2 + cl. 
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(115) 

Für den Würfel als Sonderfall des Rechtkantes ist a = b = c (Bild 327). Damit erhält man aus (113) 
I

Volumen des Würfels: 
I V = a• 1, (116) aus (114) 

I
Oberfläche des Würfels: 1 0 = 6a1 j 

und aus (116) 
I Rav.mdiagonale des Würfels: 

d= aV3 

Blld8H 

BEISPIELE 

(117) 

(118) 

Blld 827 Bild 328 

1. Beredine da, Volumen V der vier priamatisehen Beatkörper, die ent8tehen, wenn a'US einem Wür­fel ein RecAtkant derart herausgearbeitu wird, daß die Ecken dea Rechtkantea mit den Mittender Würfelkanten ZUBammenfallen ( Bild 328).
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Lösung: V= Vw - v. 

Für Vw folgt: Yw = a•.

Für v. folgt: v. = ab2 

a• 
v.

=

2· 
Somit wird 

oder mit 
a• 

b'=-
2 

2. Von einem Rechtkant aind die Raumdia.gonale d und die Kanten a der quadratiachen Seiten·
ffii,chen bekannt ( Bild 329). Drücke aein Volumen V durch d und a aua. 

Lösu ng: 

Fürb folgt 

Somit wird 

AUFGABEN 

V = abc und mit c = a 

V= a•b. 

b' = /1 - a• und mit /1 = d' - a• 

b" = d1 - 2a•. 

V = a• Vd" - 2a•.
Bild 829 

644. Drücke das Volumen V eines Würfels durch seine Oberfläche O aus. 

546. Drücke die Oberfläche O und das Volumen V eines Würfels durch seine Ra.umdiagonale 
daus. 

646. Die Kanten eines Rechtkantes stehen im Verhältnis a: b: c = :,: : y: z = l: 3: 6. ße. 
rechne Volumen V und Oberfläche 0, wenn a = 6 cm gegeben ist. 

547. Die Oberfläche eines Würfels mit der Kantenlänge k = 6 cm soll der eines Rechtkantes mit 
den Kanten a = 6 cm und b = 2 cm gleich sein. Berechne die dritte Kante c des Recht­
kantes. 

548. Die dritte Kante c eines Rechtkantes soll die mittlere Proportiona.le zu den beiden anderen 
a und b sein. Wie groß ist das Volumen V des Rechtkantes, wenn a = 4 cm und b = 9 cm 
gegeben sind? 

549. Die Ra.umdiagonale d eines Recht­
kantes soll m = 3mal so groß sein 
wie die entsprechende Flächendia­
gonale / (Bild 330). Berechne die 
Kanten b und c für a = 3 cm und 
/ = 4 cm. 

650. Von einem Rechtkant sind der Um· 
fang U des schraffierten Diagonal­
schnittes und die Diagonale d = 10 cm 
dieses Schnittes gegeben (Bild 331).
Berechne die Kanten a und b für
U = 28cm.

b 

Bild 830 Biid 831 

661. Ein Rechtkant mit den Kanten a und b soll einem Würfel mit der Kante k volumengleioh 
sein. Berechne die Kante c des Rechtkantes für a = 2 cm, b = 3 om und k = 6. 
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652. Wie lang ist die Kante keines Stahlwürfels mit der Masse 655 g? ((! = 7,85 g/cm3) 

663. Berechne die Mll886 m eines aus Grauguß gefertigten Werkstückes mit !! = 7,1 g/om• 
(Bild 332).

554. Aus einer Baugrube mit senkrecht aufeinanderstehenden Wänden und rechteckigem Grund­
riß von 4 m Breite und 8,6 m Länge sind bisher 96 m• Erdreich ausgeschachtet worden. Be­
rechne die augenblickliche Tiefe h.1 der Grube. Welches Volumen V ist noch auszuheben,
damit die Grube ihre endgültige .Tiefe h = 4,3 ni erhält?

555. Das Mauerwerk eines Tra.nsformatorenhauses hat die Form
eines Rechtkantes von 3,8 m Breite, 4,2 m Länge und 8 m
Höhe einschließlich des Fundamentes von 80 cm Höhe. Für
die Tür wird eine AuSBparung von 1,3 m Breite und 2,1 m 
Höhe vorgesehen. Berechne das Volumen V des Mauerwerkes
für eine Wanddicke von 25 cm.

656. Aus einem Stück Rundstahl von 18 cm Länge und 7 cm
Durchmesser soll ein größtmögliches Vierkant mit quadra­
tischem Querschnitt herausgefriiat werden. Berechne die
Anstelltiefe a des Fräsers und das Volumen V des ent­
stehenden Werkstückes.

Bild 332 

557. Welche lichte Höhe h muß ein W11886rbehälter mit quadratischem Boden haben, wenn
er 3,6 m• fll886n soll, die Außenkanten des Bodens 80 cm lang sind und zu seiner Her­
stellung Blech von 8 mm Dicke verwendet wird?

558. In eine rechteckige Stahlplatte von 12 cm Breite, 8 cm Lii.nge und 5 cm Höhe wird eine
Längsnut eingefrä.st, die die Form eines gleichschenklig-rechtwinkligen Dreiecks mit 'der 
Hypotenusenlänge 2,5 cm hat. Berechne die M11886 m der fertigen Platte. ((! = 7,85 g/cm3) 

559. Berechne das Volumen V und die Oberfüi.che O eines mehrfach ausgesparten Werkstückes
(Bild 333).

660. Ein rechteckiger Blechkasten, deSBen Boden eine Breite von
65 cm und eine Länge von 38 om hat, schwimmt auf dem
W11886r. Berechne seine Eintauchtiefe 11 bei einer W11886r· 
verdrängung von 12 Litern.

561. 'Eine Stahlschiene mit rechteckigem Querschnitt ist 3,1 cm 
breit, 2,6 cm hoch und 1,28 m lang. Sie wird mit einer Motor­
säge in 8 Einzelteile zerschnitten. Berechne deren Gesamt­
mll886 m bei einer Sägeblattbreite von 1,8 mm.((!= 7,85 g/cm3) 

662. Ein rechteckiger Holzkasten hat außen eine Breite von 72 cm, 

Bild 333 

eine Länge von 68 cm und eine Höhe von 86 cm� Die Wanddicke soll 26 mm betragen.
Berechne den Holzbedarf V für 30 solcher allseits geschlossenen Kästen, wenn mit einem
Schnittverlu:it von 12% gerechnet wird.

663. Ein 60 Liter fassendes Gefäß von der Form eines Wurfeis soll durch ein rechteckiges Gefäß
erRetzt werden, deSBen Boden 50 cm breit r,nd 60 cm lang ist. Berechne seine Höhe 11 bei 
gleichem Fassungsvermögen und unter Vemachlii.ssigung der Blechdicke.

564. Aus einem Festmeter sollen Bretter von rechteckigem Querschnitt mit 18 mm Dicke und
22. cm Breite geschnitten werden. Wieviel laufende Meter l erhält man daraus bei einem
Schnittverlust von 15 % ? 

23 Elementarmathematik 
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565. In eine rechteckige Küvette, die innen 26 cm breit, 28 om lang und 18 om hooh ist, soll ein
senkrecht auf den Seitenwänden und dem Boden stehendes Diaphragma (poröse Trenn· 
wand) von 8 mm Dicke so eingesetzt werden, daß die beiden dadurch gebildeten Räume 
im Verhältnis 2 : 3 stehen. Berechne die Volumen V 1 und V• dieser Räume. 

566. Eine quadratische Ste.hlschiene ((! = 7,85 g/cm8) mit der Kantenlänge 14 mm und der Ober· 
fläche 892 cm• soll künftig durch eine Aluminiumschiene ((! = 2,7 g/cm8) mit doppeltem 
und quadratischem Querschnitt und gleicher Länge ersetzt werden. Welche Masseneinsps· 
rung m ergibt sich dadurch?

567. In ein würfelförmiges Gefäß, das innen die Kantenlänge 50 cm hat, werden 18 Liter Flüssig­
keit gefüllt. Berechne den FlüssigkeitBStand h.

568. Zu Anschauungszwecken sollen drei Würfel mit der gleichen MaBSe m = 100 g aus Stahl
(!! = 7,85 g/cma), Kupfer((!= 8,9 g/cmB) und Aluminium((!= 2,7 g/cmB) gefertigt werden. 
Berechne die Kantenlö.ngen a8

„ a
0
• und aAI " 

569. Ein que.dre.tischer Holzbalken von 6 m Länge hat die Masse 38 kg. Berechne seine Breite b. 
(!! = 0,65 g/cm8)

570. Eine rechteckige Stahlplatte von 28 mm Breite, 24 mm Höhe und 140 mm Länge soll in 
einen Quadratstahl gleicher Länge umgeechmiedet werden. Berechne die Quadratseite a
ohne Berücksichtigung des Abbrandes. 

571. Ein quadratischer Bleiriegel mit der Kantenlänge 36 cm und der Länge 62 om soll in einen 
gleich langen Riegel mit recht�ckigem Querschnitt umgegossen werden. Wie ist die Höhe h
des neuen Riegels zu wählen, wenn eine Breite von 5,5 om gefordert wird? 

29.2.2. Gerades Prisma 

I 

Volumen des geraden Prismas: 

I V= Ah I 
A ist die Grundfläche, h die Höhe des geraden Prisme.s. 

(119) 

B e w e i s: Jedes gerade Prisma mit einem rechtwinkligen Dreieck als Grundfläche kann 
durch ein zweites Prisma gleicher Form und gleicher Abmessungen zu einem Recht­
kant ergänzt werden (Bild 334). Sind VR und V die Volumen vom Rechtkant und vom 

· geraden Prisma und AR und A ihre Grundflächen, dann gilt 

V_Va (1) - 2 . 

Für VR folgt nach (118) 

VR = ARh, 

und wegen AR ="2.A 

auch VR= 2Ah 

und mit (I) V= Ah. Bild 334 Bild 335 

Diese Formel ist für jedes gerade Prisma mit beliebiger Grundfläche gültig. Zum Be­
weis zeigt man, daß sie auch für ein Prisma mit einem schiefwinkligen Dreieck als Grund­
fläche stimmt, denn jedes gerade Prisma mit einem beliebigen Vieleck als Grundfläche 
läßt sich in solche zerlegen und damit berechnen. 
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Ein gerades Prisma (Bild 335) wird durch einen Schnitt derart zerlegt, daß zwei Pris­
men mit rechtwinkligen Dreiecken als Grundflächen entstehen. Da beiden die Höhe h 
gemeinsam ist, gilt 

V= V1 + V,= A1 h + A1h = (..4..1 + A1)h 
oder mit ..4..1 + ..4..1 

= A 
wieder V= Ah. 

I 

Oberfläche des geraden Prismas: 

10=2A+M I 
2 A ist die Summe der Grund- und Deokßäche, M der Mantel des geraden Prismas. 

BEISPIELE 

(120) 

l. Bestimme die Höhe h ei11U re,gel.miipigen dreiaeitigen geraden Priamas mit der Grundkante a und
dem Volumen V = a8 l'3.
Lösung: Mit 

folgt aus 

und hieraus h = 4a. 
Bild 336 

2. Berechne tlaa Volumen V und die Oberfl,äcAe O eines re,gelmiipigen aech,aeitigen geraden Priamaa
mit der Grundkante a und der Höhe h = 4 a. 
Lösung:

Mit 

folgt aus 

3 -A= 2a•ya
V= Ah 

3 -V= -2a•ya ·4a
V= 6a•V3. 

Für 2.A. folgt 2A = 3a2 yä.

Für M folgt M= 6ah 
und mit h = 4a 
ergibt eich M = 24a'. 
Damit wird 0 = 3a2 (8 + V,3). 

3. Die Raumdiagonalen d1 und d1 eines re,gel,miipigen aech8aeitf,gen geraden Priamaa mit der Höhe
h und der Grundkante a sind zu bestimmen ( Bild 336). 
Lösung: Für d1 folgt Für d2 folgt 

AUFGABEN 

df = (2a)2 + h'
d1 = �· 

und mit 

ergibt sich 

df =AB'+ h' 
ÄB=al!3 

d, = �-

572. Von einem regel mäßigen viel'l!eitigen geraden Prisma sind das Volumen V = 20 cm8 und 
die Höhe h = 5 cm bekannt. Berechne die Grundkante a.

23• 
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573. Wie groß ist die Höhe h eines regelmäßigen dreiseitigen geraden Prismas mit der Oberfläche 
0 = 20 cm• und der Grund.ke.nte a = 2 cm? 

574. Der Umfe.ng des schre.ffiert gezeichneten Die.gone.lschnittes (Bild 337) eines regelmäßigen 
sechsseitigen geraden Prisme.s sei U = 20 cm, die Die.gone.le des Schnittes d = 8 cm. Wie 
groß sind die Höhe h des Prisme.s und der Re.dius r des Umkreises der 
Grundfläche? 

57 5. Wie groß ist die Me.sse m der Schneide einer Be.lkenwe.e.ge, deren Profil 
ein gleichschenkliges Dreieck mit der Be.sis 6 mm und den Schenkeln 
14 mm ist? Die Schneidenlänge beträgt 20 mm. (e = 7, 85 g/cm•) 

576. Ein regelmäßiger sechseckiger Profilste.hl ist 3 m le.ng. Die Ke.nten­
länge des Sechsecks beträgt 2 cm. Berechne de.s Volumen V des 
Ste.hles. 

577. Der Querschnitt einer 1,5 m le.ngen Schiene ist ein gleichschenkliges 
Trapez mit den Grundlinien 4 cm und 5 cm. Berechne die Höhe h der 
Schiene bei einem Volumen von 3,5 dm8

• 
Bild 337 

578. In eine Ste.hlple.tte von 45 mm Breite, 250 mm Länge und 30 mm Höhe ist in der Längs­
richtung eine schwe.lbenschwe.nzförmige Nut von 10 mm Tiefe eingefräst. Der Nutquer· 
schnitt ist ein gleichschenkliges Tre.pez mit der kleineren Grundlinie 20 mm. Die beiden 
Tre.pezschenkel schließen mit der größeren Grundlinie einen Winkel von 60° ein. Berechne 
Volumen V und Oberfläche Oder Ple.tte. 

579. Zur Herstellung von 100 Spe.chteln (Bild 338) wird Blech von 1,6 mm Dicke verwendet. 
Berechne ihre Me.sse m. (e = 7,85 g/cm8) 

580. Gib die Volumen V 1, V 2 und V 3 der Be.lken l, 2 und 3 e.n (Bild 339). Nimm e.n, de.ß e.lle 
drei Be.lken eine Breite von 100 mm he.ben. 

581. Wieviel le.ufende Meter Holzleisten (Bild 340) ergeben einen Festmeter? 

Bild 338 Bild 339 Dlld 340 Bild 341 

582. Der Giebel eines Anbe.ues (Bild 341) soll mit 1,5 cm dickem Putz versehen werden. Der 
Mörtel wird e.us Ke.lk und Se.nd im Verhältnis 1: 4 gemischt. Berechne die Mindestmengen 
V K und V 6 für beide Me.terie.lien. 

583. Ein Dreike.ntste.hl he.t e.ls Querschnitt ein gleichseitiges Dreieck. Die Ke.ntenlänge des Quer­
schnittes beträgt 4 cm, das Volumen des Ste.hles 700 cm8• Durch Auswe.lzen soll die Seiten­
länge des Querschnittes e.uf 2,8 cm verringert werden. Berechne die Längen 1

1 
und 1

1 
des 

Ste.hles vor und ne.ch der Bee.rbeitung. 
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684. Berechne die Masse m des aus zwei Kronglasprismen Kr und einem Flintglasprisma Fl zu·
sammengesetzten Gemdsichtprismas (Bild 342). (e

K
, = 2,8 g/cm3, !.>FJ = 3,6 g/cm3)

685. Für eine Gleisanlage muß ein Damm von 3,4 km Länge aufgeschüttet werden, dessen Quer­
schnitt ein gleichschenkliges Trapez ist. Die Dammkrone soll 3,6 m breit werden und 4 m
über der Dammsohle liegen. Die Böschungen schließen mit der Sohle den Böschungswinkel
30° ein. Berechne die Erdmenge V, die zum Aufschütten des Dammes bewegt werden muß.

686. Ein Vierkantstahl (Bild 343) soll durch einen 3 mm breiten
Schnitt in zwei Teile zerlegt werden. Berechne deren Volumeo V 1 
und V

1
• 

Biid 344 

687. Ein Gußstück von 66 cm Länge hat quadratischen Querschnitt. Die Seite des Quadratea 
mißt 8 cm. Durch Bearbeitung der Lii.ngskanten erhält es regelmäßigen achteckigen Quer·
schnitt. Welche Massenverringerung m ergibt sich dadurch? (!,> = 7,2 g/cm3)

688. Aus einem sehr dünnen Blech von 42 cm Breite und 64 cm Länge soll die Wand eines regel·
mäßigen sechseckigen Gefäßes gebogen werden. An der Nahtstelle ist eine Überlappung
von 0,4 cm vorgesehen. Welche Volumen V 1 und VI schließt das Blech ein, wenn es einmal
nach den schmalen und einmal nach den breiten Seiten zusammengebogen wird? Die Blech­
dicke bleibt unberücksichtigt.

689. Berechne das Fassungsvermögen eines Flüssigkeitsprismas (Bild 344). 

690. Der Querschnitt einer 1,2 m langen Schiene ist ein Parallelogramm, dessen große Seite 
47 mm mißt und die mit der kleinen Seite einen Winkel von 60° einschließt. Die Länge 
der kleinen Seite beträgt 26 mm. Berechne die Masse m der aus Stahl gefertigten Schiene.
(!,> = 7,86 g/cm8)

691. Wie groß ist die Masse m von 60 Stück gußeisernen Rost­
stäben, die rhombischen Querschnitt und eine Länge von je
32 cm haben? Die Diagonalen des Rhombus sipd 14 mm und
22 mm lang. (!,> = 7,2 g/cm8)

692. Berechne das Volumen V eines Profilstahles von 178 mm Länge
(Bild 346).

693. Ein Fii.rbebottich, dessen sich parallel gegenüberstehenden Biid 346 
Wände die Form eines gleichschenkligen Trapezes mit dem
Abstand 2 m haben, ist mit 2 m• Wasser gefüllt. Der Boden des Bottichs ist 1,5 m und die
Flüssigkeitsoberfläche zwischen den schrägen Wänden 1,76 m breit. Ermittle den Wasser­
stand h. 

694. Aus 360 cm• Kunststoff soll ein regelmäßiges sechseckiges Formstüok von 6 om Höhe ge­
preßt werden. Berechne die Seite a des Sechsecks. 
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29.2.8. Satz des CAVALIEBI 

Satz des CAvALIER1: 

I
Körper mit inhaltsgleichen Grundflächen und gleichen Höhen sind volumengleich, 
wenn alle in gleichen Höhen parallel zur Grundfläche geführten Schnitte inhalts­
gleich sind. 

Dieser Satz gilt für alle Körper. Er soll hier jedoch nur am Beispiel des geraden und 
schiefen Prismas bewiesen werden. 
Die inhaltsgleichen Grundflächen A.

1 
und A.2 

eines geraden und eines schiefen Prismas 
I und II mit der gemeinsamen Höhe h liegen in der Ebene E1 

(Bild 346). Die zu E
1 

Bild 346 

parallele Ebene E
2 

schneidet beide Pris­
men in A� und A;, die wiederum in­
haltsgleich sind. Die von E

2 
um LI h ent­

fernte und zu ihr parallele Hilfsebene E
1 

schließt zwischen sich und E2 
die dün­

nen Körperschichten LI V
1 

und LI V
2 

ein, für die um so genauer LI V1 = LI V2 

gilt, je kleiner LI h gemacht wird. 
Durch Einfügen weiterer solcher Hilfs­
ebenen zwischen E

1 
und E2 können die 

von E
1 

und E
2 und natürlich auch 

von E
1 

und E
4 

begrenzten Prismen in 
eine beliebige Anzahl volumengleicher 
Schichten zerlegt werden, so daß die 
Summe der Schichten des geraden 
Prismas I gleich der Summe der Schich­
ten des schiefen Prismas II ist. 
Da Prismen mit inhaltsgleichen Grund­
flächen durch beliebige zu ihren Grund­

flächen parallele Ebenen immer in inhaltsgleichen Flächen geschnitten werden, ist die 
Anwendbarkeit des Satzes von CAVALIERI auf Prismen bewiesen. Man findet also: 

I Prismen mit gleichen Höhen und inhaltsgleichen Grundflächen sind volumengleich. 

Demnach ist auch das Volumen des schiefen Prismas mit Formel (119). 

V= Ah, 

zu berechnen. 

AUFGABEN 

595. In eine Mauer ist ein Rutschschacht eingearbeitet, der bei A und B quadratische Öffnungen
hat (Bild 347).

a) Berechne den Abstand b zwischen der Rutschfiäche und der Sehachtdecke.
b) Wie groß ist die Mauerdicke d?
c) Welches Volumen V umschließt der Schacht?
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696. Ein schiefes Prisma. mit que.dre.tischer Grundfläche (Bild 348) wurde durch einen von O
ne.ch A B getührten ebenen Schnitt in zwei Körper zerlegt. Die Schnittebene steht senkrecht
e.uf der Prismengrundfläche.

a) Berechne die Größe der Schnittfläche A für a = 9,6 cm und 1,, = 17,2 om.
b) Welches Volumen V he.t das Prisma. mit den untere.) genannten Maßen?

A 

Bild 847 Bild 348 Bild 349 

697. Drücke das Volumen V eines schiefen Prism88 mit einem gleichseitigen Dreieck e.ls Grund­
fläche duroh a und m e.ua (Bild 349).

29.2.4. Pyramide 

I
Volumen jeder beliebigen Pyramide: 

IV=�Ak' 

A ist die Grundfläche, 1,, die Höhe der Pyramide. 

(121) 

Be weis: Zwei Pyramiden mit d·er gemeinsamen Höhe kund den inhaltsgleichen Grund­
flächen .Ä.1 und A2stehen auf der Ebene E1 
(Bild 350). Sie werden durch die zu E1 
parallele Ebene E2 in den ebenfalls 
inhaltsgleichen Flächen A; und A� ge­
schnitten. Auf Grund der Ähnlichkeit 
der Schnittflächen gilt 

A, h' 
A� = hf 

und wegen A1 = A2 

auch A� = A;. 

und 

Nach dem Satz des CAVALIERI sind 
also beide Pyramiden und alle anderen, 
die mit ihnen inhaltsgleiche Grund­
flächen und gleiche Höhen haben, volu­
mengleich. Somit . ist das Pyramiden- Bild 860 
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volumen V von der Grundfläche A und der Höhe h abhängig. Zur Berechnung des 
Volumens zerlegt man ein unregelmäßiges dreiseitiges gerades Prisma mit zwei durch 
die Eckpunkte A BF und ADF bestimmte Schnittebenen in drei Pyramiden mit 
den Volumen V1 , V2 und V1 (Bild 351). 
Die Pyramiden 2 und 3 stimmen in den Dreiecken A B C und GD F als Grundflächen 
und in den Kanten CF und AG als Höhen überein, folglich 

Bild 861 

Mit dem Prismenvolumen V Pr ergibt sich also 

Vp, = 3V 

und wegen Vp, = Ah

durch Gleichsetzen 
l 

V=
3

Ak. 

V2 = V,.

Die Pyramiden 1 und 2 stimmen in 
den Dreiecken A B D und AG D als 
Grundflächen überein. Außerdem 
haben sie in den vom Eckpunkt F
auf diese Grundflächen gefällten 
Loten gleiche Höhen, folglich 

V1 = Va 

und somit auch 
V1 = V2 = V1 = V.

Diese Formel gilt für jede beliebige n-seitige Pyramide, denn diese ist nach dem Satz 
des CAVALIERI 11-uch einer dreiseitigen Pyramide volumengleich, wenn sie nur mit ihr 
die Höhe und·die Grundfläche gemeinsam hat. 

I
Oberfläche jeder beliebigen Pyramide: 

I O=A+M I 
A ist die Grundfläche, M der Mantel der Pyramide. 

BEISPIELE 

1. Volumen V, Oberff,äche 0, Ka�nlänge k und Beitenff,ächenhöhe m einer
re,gelmäßigen llieraeiligen Pyramide mil der Grundka� a und der Höhe
h = 2a Bind zu berechnen (Bild 352).

Lösung: Mit A = a• und h = 2a

foJe,+ llUB V= ..!__Ah3 

V= .!aa . 
3 

(122) 

s 

c 

Bild 862 
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Mit 

erhäl t man aus dem schraffierten Dreieck BAS 

oder 

m
• 

= 
(; r 

+ (2a)2 

Aus Dreieck SBO ergibt sich 

k1 = m• + (;)' oder

Ist A
1 

eine der vier kongruenten Seitentlö.chen, so folgt 

mi t 

&US 

oder 

a• 
A,

= TV1' 
0 = A + M = A + 4A 1 

a• 
0 = a• + 44yI7

o = a• (1 + Vi7l.

361 

2. Eine rUJelmäpige vierseitige und einMegf],,päpige aeckaaeitige Pyramide besitzen gleiche Grnnd­
f(&hen A = a• und gleiche Höhen h = a. Wie grop ial die Grundkante b der aeckaaeitigen 
Pyramide, wenn die der vierseitigen a iatl' Zeige außerdem, daP 6ich die Volumen beider 
Pyramiden mit dem für b gefundenen Wert als gleich grop enoeiaen.

b' -Lösung: Aus A
1 

= 6 4 ya und A
1 

= a• folgt wegen A
8 = A

1 

Mit 

b• ,r; a 119. • -6 4 y3 = a• oder b - 3 v2 ya. 

A = a• und h = a folgt aus 

v. = fa•a oder v. = }a•. 

Mit 3 - 3 a2 l 
A, = 2 b

2 V3 = 2 9 2 · 3 = a• folgt aus V = 3 A h 

auch l l 
v. = 3 -a1 a = aa".

3. Die Seitenfiächenhöhe m, die Grundkante k, die Höhe h und das Volu­
men V einer rUJelmäpig'en Pyramide mit der Grnndffikhe A = a• y'ä
und der Oberffii.che O = 6A Bind zu b�atimmen ( Bild 353). 

Lösung: Aus der Grundftäche ergibt sich 
b' 

A = 4 l'3 = at 1!3

und hieraus b = 2a. 

c 

BUd 868 
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Ist M der Mantel und ..4 1 eine Seiten.fläche, so wird 
M = 0 - ..4 = 6 A - A = 5 A = 5 a1 lf3

und A 1 = ! = ! at li3. 

bm Dafemer A
1 
= 2-= am,

ergibt eich durch Gleioheetzen 
5 m=aalf3. 

Aue dem rechtwinkligen Dreieck BBO erhält m&n 

Ir= (: r + mt = at + ;at = 2: at 

2 ,,­k = 3a ,21 

und aue Dreieck BA B 
h2 = m1 -AB1 

und wegen 
- 1 b ,r-i 1 2 a ,r-i a -AB = 3 2 ,a = a T ,a = a ya 

auoh h1 = 8a1 

oder h=2alf2. 

Damit wird de.e Volumen 

4. Gesucht Bind die Höhe h und der FlächeninliaU ..4 rur <kundfl/i,che ABO einer Pyromiru, die em­
ateht, wenn durch die Eclcpu.nkte A, Bund O rinu Würfela mit der Kantenl.änge a ein Schnitt 
geführt wird (Bild 364). 

Brsechne auperrum da8 Volumen V R du Rutkörpera. 

Lösu n g: Die Grundk&nten der Pyramide sind Diagonalen der Würfel- A 
aeiten, folgliohietDreieokA BOgleiohaeitig. Setztm&nAB= BO = 0 A =

= b, BO ergibt eich 

bl A=4l/3

und mit b1 = 2a1 

Blld 364 



Da ferner 

und 

wird 

und 

Mit 

Aufgaben 

1 b - a -
IiF = a 2 V3 = 6 V6 

m=!=:}'2, 

h' = m• - IiF
1 = � 3 

h=-i-Vä· 

h = ·; Vä 

wird das Volumen Vr der Pyramide 
1 1 � a � Yr = 3Ah = 32 }'3· 3 }'3 = 6

und das Volumen des Restkörpere 
a• V a = V w - V P = a• - 6 

Va = 6a1 • 

. 363 

Faßt man etwa die Seitenfläche ABS der Pyramide als Grundfläche und die Kante 8 0  als 
Höhe auf, dann ergibt sich wegen 

aus 

sofort 

AUFGABEN 

a' A„ss = 2 und 80 = a

V= _!__Ah3 

598. Durch eine regelmäßige vierseitige und eine regelmäßige sechsseitige Pyramide sind derart 
Schnitte gelegt, daß diese die Symmetrieachsen und die Diagonalen einschließen. Die
Schnittfiguren �ind gleichseitige Dreiecke mit der Höhe h = 6 om. Wie groß sind die Grund­
kanten a, die Volumen V und die Oberflächen O beider Körper? 

599. In welchem Abstand :,; von der Spitze einer Pyramide muß eine zur 
Grundfläche parallele Ebene. gelegt werden, damit das Volumen der
über dem Schnitt liegenden Restpyramide zum Volumen der ganzen
Pyramide im Verhältnis m: n steht? Nenne die Pyramidenhöhe h. 

600. Durch die zur Grundfläche parallele Ebene wird das Volumen einer 
Pyramide halbiert. Drücke die entstehende Sohnittflii.che A

1 
durch 

die Pyramidengrundßäche A 1 e.us. 
601. Die Grundfläche einer Pyramide ist ein gleichschenkliges Trapez 

mit den Grundlinien g
1 = 5 cm und g1 = 3 cm. Bereohne ihr Volu­

men, wenn außerdem die Schenkel g.J2 des Trapezes und die Höhe
h = g1 der Pyramide gegeben sind. Bild 366 

602. Einer regelmäßigen viereeitigen Pyramide mit der Grundkante a = 6 cm und der Höhe
h = 10 cm ist ein regelmäßiges viereeitiges Prisma mit der Grundkante b einbesohrieben 
(Bild 355). Drü�e das Volumen V des Prismas durch a und h für den Fall aus, daß a: b = 
= m:n = 3:2. 
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603. Die Gnmd.ffächen zweier .1:'yramiden sind rechtwinklige Dreiecke mit den Katheten a = 3 cm 
und b = 4 cm. Die Höhe k = 5 cm der Pyramide steht 
a.) senkrecht auf dem Scheitel.des Rechten der Gnmd.ffäche, 
b) senkrecht auf der Mitte der Hypotenuse der Gnmd.ffäche. 
Berechne 
a) die dritte Gnmdka.nte c, die beiden anderen Seiten.ttächenka.nten e und d und da.e Vo- ' 
lumen V, 
b) die dritte Grundka.nte c, die drei Seitenflächenkanten e, d und f und da.e Volumen V.

604. Eine Pyramide wird durch einen zur Gnmd.ffii.che pa.rallelen Schnitt derart geteilt, daß sich 
die Abschnitte der Höhe k, von der Spitze aue gerechnet, wie m : n verhalten. In welchem 
Verhältnis stehen dann da.e Vol11.L.1en V

p 
der ga.nzen Pyramide zum Volumen J7

8 
der über 

der Schnittfläche gelegenen Restpyramide? 

605. Der Turm eines alten Gebäudes hat die Form einer regelmäßigen achtseitigen Pyramide 
mit der Höhe h = 4 m und der Gnmdka.nte a = 0,8 m. Er soll neil mit Dachpappe belegt 
werden. Berechne den Materialbedarf A bei einem Verschnitt von 15%. 

606 . .Aue einem Rechtka.ntete.hl von 4 cm Breite, 12 cm Lä.nge und 5 cm Höhe soll ein Werk­
stück von der Form einer regelmäßigen dreiseitigen Pyramide geschmiedet werden. Welche 
Höhe k bekommt diese, wenn sie eine Grundkante von 3 cm haben soll? 

607. Ein Bleiwürfel von 5 cm Kantenlänge soll in eine regelmäßige vierseitige Pyramide von 
8 cm Höhe umgegOBBen werden. Berechne deren Gnmdka.nte a. 

608. Aus drei dünnen Blechen, die die Form gleichschenkliger Dreiecke mit der Be.sie 4 cm 
und der Höhe 12 cm haben, ist eine regelmäßige Pyramide zusammenzusetzen. Berechne 
deren Höhe h. 

609. Zwei gleiche Rhomben mit den Dia.gonalen e = 4 cm und 
/ = 7 cm werden längs der Diagona.len e zerschnitten und zum
Ma.ntel einer vierseitigen Pyramide zusammengesetzt. Welches 
Volumen V schließen sie ein? 

610. Ein Vierkantste.hl wird a.n "iner Stirnseite abgeflacht (Bild 356). 
Berechne den Materialverlust V. 

611. Aue einem Würfel mit 8 cm Ka.ntenlänge soll eine Pyramide 
here.uegea.rbeitet werden, deren Gnmd.ffii.che mit der Gnmd.ffäche 
des Würfels übereinstimmt und deren Seitenflächen mit der 
Grund.ffii.che je einen Winkel von 60° einschließen. Um welchen 
Betrag V verringert sich da.e Würfelvolumen? Bild 366 

29.2.6. Pyramldenstumpr 

I
Volumen jedes beliebigen Pyramidenstump/es: 

I V=}(A, + VU+A!) 1 
A 1 und A2 sind die Grund- und Deckfläche, k die Höhe des Stumpfes. 

(123) 

Beweis: Für die Grundfläche A1 und die Deckfläche A.1 des Pyre.midenstumpfes
(Bild 357) gelten 

2:.41 = a1"1 
2A2 = az hz . 
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Durch Division ergibt sich 

Ai 1-ihi 
T.

""' 

a2h2 ' 

Aus den Strahlensii.tzen folgt weiter 

ai hi h+z 
a. 

= 

-,;;
= 

-z-

Damit erhält man aus (1) sofort 

Ai (h + z)•
T. = z• 

und hieraus als Höhe:,; der Ergänzungspyramide 

hV,Az 
X= VA1 - VA,

Das Volumen V des Stumpfes ist 

und mit (II) 

1 l V= 3 A1 (x + h) - -3-A2 x 

(II) 

1 ( 
h VIi h VAz ) V= 

3 Al V V + A, h 
- A2 V V 

A1 - A2 Ai - A2 

oder V= -HA,+µ(µ+�)] 
und schließlich 

V= }(A, + VAi Az + Az), 

Bild 357 

I
Oberfläche jedes beliebigen Pyramidenstumpfes: 

1 0 = A1 + A2 + M I 
A1 und A1 

sind die Grund- und Deckfläche, M der Mantel des Stumpfes.

BEISPIELE 

365 

(1) 

(124) 

1. Berechne daa Volumen V und die Oberflii,che O eine., geraden Pyramidenatump/es, dessen Grund­
flii,chen zwei gleichaeitige Dreiecke mit den Seiten a und b Bind 
und deaaen Seitenkanten mit k bezeichnet werden (Bild 358).

Lösung: Aus dem rechtwinkligen Dreieck ODH folgt

h" = k2 - DH2 

und wegen 

- ·- - 2 a ,ffi 2 b ,ffi DH = AD - BO = 3 · 2 y3 - 3 · 2 y3 =

1 =
3

(a-b)}'3 
Blld 358 
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ergibt eich h1 = k' -( {(a - b) var 

o der h= vk·- ! (a-b)2 • 

Für das Volumen erhält man somit aus 
h -- . 

V= 3
(..11.1 + VA1A, + A,) 

a2 ,r; b2 ,r; -- ab ,f.j 
mit ..11.1 = 4 r3, A, = 4r3 und y..11.1 ..11., = 4 r3 

V = ! V k' -{ (a - b)2 ( { \13 + � \13 + � va) 

V= -1�(a2 +ab+ b2) vk' -{(a -b)'. 

Für die Oberßäche O folgt 

0 = ..11.1 + ..ll.1 + 3A1 • 

Die Seitenfläohe ..11. 8 ist ein gleichschenkliges Trapez mit der Höhe m. Für m erhält man 

m• = h1 + GL1 

und wegen 

auoh 

und 

- - - 1 a ,r,; 1 b -GL = AG -BP = 3 
· 
2 r3 - 3 · 2 V3 = 

= ! (a- b)\13 

1 1 m •  = k' -3 (a - b)' + 12 (a -b)' 

1 m = 2 V4k' -(a - b)1 • 

Damit wird die Seitenfläche 

..11.
8 = a + b m = a + b ..!.. ''4k2 -(a - b)' 

2 2 2 r A 

..11.
3 = a 

� 
b 

V4k2 -(a - b)' 

und die Oberfläche 

0 = {[(a•+ b')\13 + 3(a + b)V 4k'-(a- b)2]. 

2. Berechne die. Raumdiagonale d einea regelmäßigen 11ie.raeitigen Pyramidenatumpfea, deaaen Grund­
a• 

ffiidien A1 = a• und ..11.1 = 4 und deaaen Vol umen mit V = a• gegeben Bind (Bild 359). 

Lösung: Aus 

V=; (A1+VA1A,+A•) 
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ergibt sich für h 

h = ___ 3_V __ _ A1 + VA1A, + A,
a• und mit VA1A1 

= 2 und den gegebenen Wert.en 
3a•h = ---
a
=--s --

a
--=-s a•+2+4

h=�a. 
7 

Aus dem rechtwinkligen Dreieck A OH folgt für die R.&umdiagon&le d 
d' = h" + A02 

- - - a ,ro a ,ro 3 ,round mit AO =AB+ GH = 2 r2 + 4 r2 = 4a r2
"bt . h .311 _ (12 ). ( 3 11ö2)' _ 1593 2ergi s1c �- - 7 a + 4 a r.. - 392 a 

N äherungsformeZ für das V oZumen des Pyramidenstumpfes: 

I V� A1 � A,h I 

367 

(123a) 

Formel (123) ist für den praktischen Gebrauch unbequem. Formel (123a) läßt er­
kennen, daß der Stumpf näherungsweise durch ein Prisma ersetzt wird, dessen Grund-
fläche .Ä gleich dem arithmetischen Mittel A, ; Äz der Grund- und Deckfläche des
Pyramidenstumpfes ist. 
Formel (123a) liefert um so genauere Ergebnisse, je weniger der Stumpf vom Prisma. 
abweicht, d.h., je weniger Äi und .Ä.1 voneinander verschieden sind. Im Falle .Ä.1 

= .Ä.1 gilt die Formel genau. 
Je mehr de.gegen .Ä.1 gegen Null geht, um so mehr nähert sich der Stumpf einer Pyra­
mide. Für den Grenzfall mit A.

2 
= 0 gilt: 

A1 + A2 h = A1 h 2 2 ' 
so de.ß gegenüber dem genauen Wert �1 h ein um 50% größeres Ergebnis herauskommt. 
Folglich darf Formel (123e.) nur angewendet werden, wenn A.1 

und .Ä.1 nur wenig von° 

einander abweichen. De.s Ergebnis ist aber auf jeden Fall immer größer als das genau� 
nach (123) berechnete, wie auch nachstehende Beispiele zeigen: 
BEISPIELE 
3. Berwitu daa Volumen V einea Pyramidtt118W1TTvp/u mit der Höhe h = 3 om und den Grund·f(ii.chen A 1 = 3 cm• und A1 = l om•. Oe/orderte 0ttna1'igkeil l %-
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Lösung nach (123a): 

V""' A1; A, h

3cm1 + 1 cml 

17,,., 2 ·3cm 

V""' 6cm• 

Lösung nach (123): 

h --
V= 3(A1 + VA1A2 + A,) 

y = 3 �m (3 cm• + V3 cm•· 1 cm• + 1 om•)

V= 5,732 cm• 

Die Abweichung vom genauen Ergebnis beträgt etwa 5%. Formel (123a) kann also nicht an­
gewendet werden. 

4. Berechne daa Volumen V einu Pyramidenaeump/u mit der Höhe h = 3 cm und den Grund­
ffii,c/&e'n, A1 = 3 cm1 und A, = 2 cm1• Oe/orde™ Genauigkeit 1%. 

Lösun g  nach (123a):

V i:::! A1; A, h 

3cm2 +2cm• 
y,,., 2 ·3cm

V"" 7,5cm8 

Lösung  nach (123): 

h V= 3(A1 + VA1A, + A,) 

3 cm ) V= -3-(3cm2 + V 3cm2 ·2cm2 + 2cm2 

V= 7,449cm8 

Die Abweichung vom genauen Ergebnis beträgt etwa 0,7%. Formel (123J.) kann ohne weiteres 
angewendet werden. 

AUFGABEN 

612. Ein regelmäßiger vierseitiger Pyramidenatu.mpf mit den Grund.kanten a = 4 cm und 
b = 3 cm ist höhen- und volumengleich einer regelmäßigen vierseitigen Pyramide. Wie groß 
ist deren Grund.kante c? 

613. Von einem regelmäßigen vierseitigen geraden Pyramidenstumpf Bind die Grund.kante
a = 4 cm und die Seitenkante k = 6 cm bekannt (Bild 360). Berechne die Höhe h, die 

- d Grund.kante b.und das Volumen V für AP = 5. 
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614. Aus dem Achllenachnitt eines regelmäßigen vierseitigen geraden Pyramidenatumpfes (Bild 
361), der durch die Mitten einander gegenüberliegender Grundkanten geführt ist, ist das
Volumen V zu berechnen. Der Radius der dem Stumpf ein beschriebenen Kugel ist r = l O cm
und die obere Deckkante ist b = r ge­
macht. 

615. Drücke den Mittelschnitt .A
m 

eines Pyra.­
midenatumpfes (Bild 362) durch die
Grundfläche A1 und die Deckfläche A,
aus.

616. Berechne die Ma.sse m des aus Stahl A ""�'--

-<!,f-.JL_::� 
gefertigten Einsatzambosses (Bild 363).
(I? = 7,85 g/cm8) 

Bild 360 
617. Berechne das Fe.seungsvermögen V und

.Bild 361 

den Materialbedarf A eines aus Stahlblech hergestellten oben offenen Kohlenbunkers
(Bild 364). Die Blechdicke bleibt unberücksichtigt.

618. Gib die Me.see m der gußeisernen Platte (Bild 365) an. (11 = 7,2 g/cm8) 

Blld 362 
78

° 

Bild 363 Bild 30.1 Bild 365 

t:19. Aus 10 m' Beton werden drei Fundamente gegoBBen, die die Form regelmäßiger vierseitiger 
gerader Pyramidenatümpfe haben! Berechne die Höhe k eines dieser Fundamente, deBSen 
Grundkante 0,8 m und dessen Deckkante 0,6 m mißt. 

620. Ein Werkstück (Bild 366) soll an seinem verjüngten Ende so weit abgeschliffen werden, daß
es die durch Strichlinien gekennzeichnete
Form erhält. Berechne den entstehenden
Materialverlust V. 

621. Bei Ausgrabungen wurde eine regelmäßige 
achtseitige Pyramide gefunden, deren Spitze
jedoch abgesohlagen war. Berechne ihre ur·
sprüngliche Höhe k, wenn für die Höhe des 
erhalten gebliebenen Stumpfes 1,2 m, für 
seine Grundkante 30 cm und für seine Deck­
kante 10 cm gemessen werden.

622. Ein Auffülltrichter (Bild 367) soll außen ge­
spritzt werden. Gib die dafür erforderliche 
Farbme.see m an, wenn erfahrungsgemäß 
160 g Farbe je m• benötigt werden. Bild 366 

24 Elementarmathematik 

Bild 367 
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623. Ein Kunststoffpreßling ha.t die Form eines regelmäßigen sechsseitigen Pyramidenstumpfes
mit der Grundkante a = 4 om, der Deokkante b = 3 cm und der Höhe h = 5 cm. Er soll
in einen gleich hohen Stumpf mit der Grundkante a

1 
= 5 cm

umgepreßt werden. Berechne dessen Deckkante b1 •
624. Duroh einen regelmäßigen vierseitigen Pyramidenstumpf ist

ein aoheenparalleler Sohnitt durch zwei sioh gegenüberliegende
Seitenkanten geführt. Der Schnitt stellt ein gleichschenkliges
Trapez mit den Grundlinien g1 = 4,8 cm und g1 = 2,4 cm dar.
Die Sohenkel sind c = 6,5 cm lang. Berechne das Volumen V
und die Oberfläohe O des Stumpfes.

625. Berechne die Sohnittffäohe A und die Volumen V1 und V
1 des

regelmäßigen dreiseitigen Pyramidenstumpfes (Bild 368). Setze
für a = 6,1 cm, b = 2,7 cm und h = 3,8 cm. Bild 868 

2D.2,6. Prismatoid 

Volumen des Prismatoides: 

(125) 

A
1 und A

1 
sind die Grund- und Deckfläche, A

m 
der Mittelsohnitt und h die Höhe des Prisma­

toides. 

B eweis: Auf dem Mittelschnitt Am eines Prismatoides (Bild 369) wird ein Punkt M
gewählt und mit den Eckpunkten A, B, G, D, F, G, H, Kund L verbunden. Dadurch 
werden die Pyramiden MA.BG und MDFGH mit den Volumen 

und 

1 h N 
V M„4BC = 3.A.2. 2 = .Ä.2. 6

1 h h 
vMDFIJB = 

3.A.1 · 2 
= A.1 •6

(I) 

(II) 

bestimmt. (Die markierten Punkte sind jeweils die Spit­
zen der Teilpyramiden.) 
Das Volumen der Pyramide Ö M K L ergibt sich aus 

1 h h 
VcMKL = 3.A.MKL"2 = A.MKL"s· 

Da aber einerseits nach dem zweiten Strahlensatz 
- 1 -

KL=
2

HF 

und somit 

6 

Dlld 369 

A 

f 

H 

und andererseits die Pyramiden MG K L und MG HF die gleiche auf Ac HF senkrecht 
stehende und durch die gemeinsame Spitze M· gehende Höhe haben, folgt weiterhin 

1 
ViJcKL = 4 V.&icBF
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und wegen V Iil.CKL = V CMKL 
2 auch Vlil.cHP = 4 VoMKL = 3ÄMKL'h.

371 

Das ist aber das Volumen einer der Pyramiden, von denen sich noch weitere in den 
Raum zwischen die Pyramiden MABO und M DFGB einfügen lassen. Ihre Grund­
flächen stellen in jedem Falle einen Teil des Mittelschnittes Äm dar und sind von der 
Art wie AMKL. Deshalb kann ihr Gesamtvolumen durch 

(III) 

ausgedrückt werden. 
Somit ergibt sich das Volumen des Prismatoides durch Addition von (1), (II) und (III) 
und wird 

BEISPIELE 

V= v.YABC + V MDPGH + V .d.m 

h h 2 
V= A, ·6 

+ A,·
6 

+ 
3

Am·h 

. h 
V = 6 (A 1 + 4 Am+ A2). 

l. /Ca iat das Volumen V du PontuM ( Büd 370) zu berdnen. 

Lösung: Aue

folgt mit 

h 
V= 6(A1 + 4Am + A,)

b+da+cA, = ab, A2 = cd und Am= zy = -2- ·-2-h ( b+da+c )V= 6_ ab+ 4-2-,-2- "!- cd 
h 

V= 6f2(ab + cd)+ ad+ bc].

Bild 870 Bild 371 

2. /Cs ist das Volumen V du Keika ( Bild 371) zu berechnen.

Lösung: Aus h 
V= 6(..4 1 

+ 4Am + A,)
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a b + c folgtmitA1=ab, A2=0 und A. = xy=
2 ·- 2-

V = : (ab + 4 ; • 
b ! c)

ah 
V=6(2b+c). 

Für b=c 

ergibt sich 

V= 2ab. 

3. Bumnme da, Volumen V eine.., Priamatoidu mit der Höhe h, deaaen Grundff&he ein Blwmbua 
mit den Diagonalen a und b iat ( Büd 372). Die Schneide c ( A1 = 0) ist der Diagonalen a par­
allel, und die Streckenkalbierv:ngapunkte wn a und c liegen senk. 
rechl übereinander. 

Lösung: Die Strecke AB zerlegt den Mittelschnitt Am in zwei 
kongruente Trapeze ABDO und ABHG mit den gemeinse.men 
Grundlinien 

AB = a t c und GD = i-

und der Höhe 
- bFD=

4
. 

Somit ergibt sich für den Mittelschn.itt A.: 
a + c c 

-2-+2 b b Am = 2 2 4 = 8 (a + 2 c) 

und weit.erhin in Verbindung mit A1 =- a: und A 1 = 0 aus 

h V= 6(A1 + 4A. + A2) 

V= � [� + 4 � (a + 2 c)] 6 2 8 

bh 
V= 6(a + c). 

c 

4. Ea aoll da, Volumen V e,,.u Prinnatoidea mit der Höhe h butimmt werden, duam Grund.­
und Deckffiiche 11on zwei l«m.grv.enten und um 46° zueinander t/8raetzten Quadraten gebildet wer­
den (Büd 373). Die Schnittyu:nkte der Diagonalen der Grundfüidien stehen amkrecht überein­

ander, ihre Seite iat a. 

Lösung: Die Strecken DA und FG zerlegen den Mittelschnitt A
.., 

in zwei kongruente Tra­
peze ABOD und FKLG und in e in Rech teck ADFG. Für den Fläoheninhe.lt A

T 
des Tra­

pezes gilt: 
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Für den Flächeninhalt AR des Rechteckes gilt: 

- - a a + a lf2 a• 
}'2 AR =GA,DA=-·---=-(1+ 2). 2 2 4 

Bild 373 Bild 874 

Damit folgt für den Mittelsohnitt Am : 
a• ,r.; a2 

Am
= 2 AT+ AR = 2 S (l + y2) + 4 (l + }'2) 

a• 
Am = 2 ( l + }'2) . 

Schließlich erhält man wegen A 1 = A1 = a• aus 
h 

V= 6(A1 + 4Am + A2) 

h 
( 

a2 - )
V= 6 a• + 42 ('l + V2) + a• 

h 
� = 3 a• (2 + ]12) . 
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5. Berdm d48 Volumen V eine., Priam.a.toidu mit der Höhe h, duaen Gru:ndffli,cM ei11 nr,el­
mäpigu Be.chauk mit der 8ei'6 a und der gropen Diagonale d iat Die Schmiele b (A1 = 0) 
lltdit -krechl zu d, die BtreckenAalbierungapunkee tl07I b und d liegen aenkrdt übereina71der 
(Bild 374). 
Lösung: Durch die Strecken. AB un.d FG wird der Mittelschn.itt A

m 
in. zwei kongruente 

Trapeze ABOD un.dFGK L un.d in. ein. Reohteok ABGF zerlegt. 
Für den Flächeninhalt AT des Trapezes gilt: 

a 
AB + J5(J - a + 2 a 3 -

AT = 

2 ·DH = -2- •4 Y3 = 16a'V3 · 

Für den Flächeninhalt AR des Rechteckes gilt: 
b , ab 

AR = AB· BG = a 2 = 2 
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Damit folgt für den Mittel&ohnitt .Äm : 
3 1� ab a ,/ii Am = 2..4T + ..4a = 2·wa• y3 + T = 8 (3a y3 + 46). 

Weiterhin erhll.lt man wegen A1 = -} a• f3 und ..41 
= 0 

h 
BUB V= 6(.A1 + 4..4m + ..4,) 

AUFGABEN 

V = : (: a1 yä + 4. -i- (3a l'3 + 4 b))

ah 
,!ii V= 6 (3a y3 + 26). 

626. Wie groß ist das Volumen V eines Prismatoides, dessen Grund und Deokllii.che zwei kon­
gruente, um 60° zueinander verdrehte gleichlleitige Dreiecke mit den Seiten a = 6 cm 
sind (Bild 375)? Th'e Höhe des Prismatoides sei h = 10 cm. 

Blld 875 Biid 378 Bild 377 Bild 378 

627. Wie groß ist das Volumen V eines Prismatoides (Bild 376), wenn a = 6 cm, b = 10 cm und
h = 20 cm gegeben sind? 

628. Ein Prismatoid mit der Höhe h = 8 cm hat ala Grund- und Deokllii.ohe zwei um 60° zu­
einander verdrehte gleichseitige Dreiecke mit den Seiten a = 5 cm und b = 3 om (Bild 377). 
Bereohne sein Volumen V. 

029. Ein Prismatoid von der Höhe h = 4 om (Bild 378) hat zwei um 45° zueinander verdrehte
Quadrate mit den Seiten a = 5 cm und b = 3 cm als Grund- und Deckfläche. Gib sein
Volumen V an. 

lllld 379 Bild 380 
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630. Gib eine Formel für daa Volumen V des Pontons (Bild 379) a.n. 

631. Bereohne daa Volumen V des Pontons (Bild 380) füra = 3 m, b = 0,6 m, c = 5 m, d = 0,9m 
undh = 2 m. 

632. Aus der Dra.ufsioht eines Prisma.toides (Bild 381) mit der Höhe h ist eine Formel für sein
Volumen V zu entwickeln. 

Dlld 981 BUd 382 Bild 989 

633. Welches Volumen V schließt daa Wa.lmdaoh (Bild 382) ein?

634. Gib eine Formel für da.s Volumen V des Keiles (Bild 383) a.n. 

Bild 984 Bild 986 Bild 386 

635. Berechne daa Volumen V eines Prisma.toides mit a = 4 om (Bild 384.). 

636. Wie groß ist das Volumen V eines Keiles (Bild 38Q)? 

Bild 987 Bild 388 

637. Wie la.utet die Formel für da.s Volumen J, 
eines Prisma.toides mit reohteokiger 
Grund- und qua.dra.tiacher Deckfläche 
(Bild 386)? 

IlUd 889 
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638. Grund- und Deckfiii.ohe eines Prieme.toides (Bild 387) sind zwei gleioheohenklige Tre.peze 
mit den Grundlinien a und b und den Seiten c. Die Grundlinien beider Tre.peze liegen par­
e.llel zueine.nder. Gib eine Formel für de.e Volumen dieses Körpers e.n.

639. Aue der Dre.ufsicht eines Prieme.toides (Bild 388) mit der Höhe h ist eine Formel für sein
Volumen V zu entwickeln. 

640. Berechne de.e Volumen V eines Formstückes (Bild 389).

29.3. Krummfläcbner 

29,8,1. Kreiszylinder 

29.8.1,1. Gerader Voll- und Hohlzylinder 

lv=1trhl I
Volumen des geraden VoUzylinders: 

r ist der Re.diue der Grund- bzw. Deckflii.ohe, 1,, die Höhe des Zylinders. 

Bewe is: Aus der Volumenformel (119) für das Prisma 

V= Ah 

erhält man wegen 

A = 1tr2 

sofort V= 1tr2h. 

I
Mantel des geraden Vollzylinders: 

I M=27trh I 

Beweis: Der an der Mantellinie s aufge­
schnittene und in die Ebene abgewickelte 
Zylindermantel ist eine Rechteckfläche 
mit den Seiten s = h und U = 21tr 
(Bild390). Deshe.lb gilt M.= Us= 21trh. 

I
Oberftäche des geraden Vollzylinders: 

j O = 21tr(r+ h) 1 (128) 
Bild 390 

(126) 

(127 J 

Beweis: Mit der Grund- und Deckfläche 2A = 21tr2 und dem Mantel M = 2rrrh 
wird aus 

o<ler 
erhalten. 

0 = 2A + M = 21tr2 + 21trh 

0 = 21tr(r + 1,)
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Volumen du geraden H ohlzylindera: 

I V= d(,f- ,.:) 1 (129) 

Beweis: Sind r
1 

und ,-
2 die beiden Radien und ist h die Höhe des Hohlzylinders, so 

wird mit r
1 

> ,-
2 

(Bild 391) 

V= 1trf h - 1tr:h 

oder V= dM - r:). 

Entsprechend verfährt man bei 
der Ableitung der Formeln für 
den Mantel und die Oberfläche. 

Mantel des geraden Hohlzylinders: 

I M=27th(r1 +r1 ) j

(130) 
Oberfläche des geraden Hohlzylinders: 

BEISPIELE 

Bild 391 Bild 392 

1. Beruhne die Sclmittfliiche A, die entateht, wenn ein gerader Krewzylinder durch eine Ebene der­
art geachnitten wird, da{J dieae einen willkürlich gewählten Radi'UB äer Grundfläche halbwrl und 
aenkruht ru ihm und der Grundfläche llteht ( Bild 392). Gib au{Jerdem die Volumen V 1 und VI 
der beiden Zylinderteile an. Rechne mit h = 2r. 
Lösung : Ist a die in der Grundfläche liegende Seite der Schnittfläche, dann ergibt sich aus 
dem gleichseitigen Dreieck A B M mit der Seitenlii.nge r: 

T = -i-Vä und de.mit a = r yä . 

Hieraus folgt die Schnittfläche zu 
A = ah = rlf3·2r 
A=2r'V3. 

Der geführte Schnitt z erlegt die Grund- und Deckfläche in zwei kongruente Segmente mit 
den Höhen h1 

und h
1 • Die Flii.cheninhe.lte und BögeJ\ dieser Segmente seien A1 undA1 bzw. 

b, und b1 • Für A1 gilt: 
l A, = 2(b

1 r- a r  + al,,
1

) 

und wegen 
a = a=r}'3, h, = ; und 

r• -
A, �· 12 (h - 3 V3). 
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Damit ergibt sioh das Volumen V 1 aus V 1 = A 1 • h zu 
r• V1 = 6

(h- 3lf3). 

Für A1 gilt,: 
A, = 2(b2 r - ar + ah2) 

und wegen 
3 240 °nr 4 a=ry'a, h, = Tr und b, = 1800=-;rn• 

r• A, = l2 (Sn + 3 y'a). 

Damit ergibt sich das Volumen V, aus V1 = A
1

h zu 

V, = � (Sn+ 3 y'aJ. 

2. Ein Zylinder milder Höhe h = r aoll eiiie111. Hohlzylindervolumen- und höhengleich sein. Außer­
dem aoll r1 > r

1 
und r1 = r /ür die Radien dea Hohlzylindera gelten. Berechne r1 • 

Lösun g: Für den Vollzylinder gilt:
V= n:rlh und mit h = r 
V=..,,•. 

Für den Hohlzylinder gilt: 
V= n:h(rf - rl) und mit h = r und r2 = r
V = nr(rf - r1) • 

Durch Gleiohsetzen von (1) und (II) ergibt sioh 
nrl = nr(rf - r") 

rf = 2r1 

und r
1 

= r }'2.

AUFGABEN' 

(1) 

(II) 

641. Das Volumen eines Zylinders sei V = 100 om3, seine Höhe h = 6 om. Berechne seinen Durch­
messer tl. 

642. Ein Zylinder hat einen quadratisohen Aohsensohnitt. Die Seiten der Schnittfläche sind 
a = 4 cm. Bereohne sein Volumen V und seine Oberfläohe 0.

643. Drüoke das Volumen V einea Zylinders durch seinen Mantel M = 100 cm' und seine Höhe 
h = 10 om aus. Bereohne außerdem sein Volumen V.

644. Bereohne das Volumen V und den Mantel M einea Zylinders für den Fall, daß r: h = m: n =
= 3 : 6 und der Radius dea Grundkreisea r = 2 cm gegeben sind. 

646. Ein Zylinder mit dem Radius r1 = ·5 cm und der Höhe h1 = 8 cm soll einem Zylinder 
volumengleioh sein, von dem r1 : h1 = m: n = 3,: 5 bekannt sind. Berechne r1 und h,.

646. Das Volumen einea Hohlzylinders soll gleich dem Volumen des inneren Hohlraumea sein.
In welchem Verhältnis stehen für dieaen Fall die Radien r1 und r1 des Hohlzylinders! 
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647. Wie verha.lten sich die Mäntel M 1 und MI von Hohlzylinder und innerem Hohlraum für den 
Fall der Aufgabe 646?

648. Von einem Hohlzylinder sind das Volumen V= 20 cm3, der Mantel M = 40 cm• und die 
Höhe h = 4 cm bekannt. Berechne die beiden Re.dien r1 und r,.

649. Ein Vollzylinder soll einem Hohlzylinder volumen- und höhengleich sein. Wie groß ist der 
Radius r des Vollzylinders zu machen, wenn die Re.dien r 1 = 3. cm und r 1 = 2 cm des Hohl­
zylinders gegeben sind? 

660. Die Re.dien eines Hohlzylinders stehen im Verhältnis r1: r1 = m: n = 4: 3. Berechne sein 
Volumen V und seinen Mantel M für r1 = 4 cm und h = 6 cm. 

661. Aus einem 20 cm breiten, 30 cm hohen und l m langen Stahlblock soll 30 mm dicker Rund 
ste.hl gewalzt werden. Wieviel laufende Meter ergeben sich unter der Annahme, de.ß keiner
lei Abfall entsteht?

/ 
Bild 393 Bild 394 Blld 396 

61i2. Bereohne die Masse m für 100 Stück aus Messing hergestellte Lagerbüchsen (Bild 393). 
(11 = 8,5 g/om8) 

653. Wie groß ist der Materialbedarf A für eine Schutzhaube (Bild 394)? Bereohne außerdem 
den von ihr eingeschlossenen Raum V.

654. Berechne die Me.sse m eines aus Gra.uguß gegoSBenen Hebels
(Bild 395). (11 = 7,2 g/omB ) 

6ö5. Wie groß ist der Materialbedarf V eines aus Beton gegossenen 
Kappengewölbes von 30 cm Dicke und 180 m Länge (Bild 396)? 

ß56. Aus Sechske.ntstahl von 17 mm Schlüsselweite und 60 mm 
Länge soll ein Schraubenrohling mit 10 mm Nenndurch­
messer herausgedreht werden. Der Schraubenkopf soll 8 mm 
hoch sein. Berechne den Materialabfall V. BUd898 

657. Ein quadratisches Blech von 25 cm Seitenlänge und 4 mm Dioke wird nach entsprechender
Abschrägung zweier gt'genüberliegender Kanten so zu einem Hohlzylinder zuse.mmen­
gebogen und stumpf geschweißt, daß der Umfang 25 om beträgt. Wie groß sind sein Außen­
durohmeeser d1, sein Innendurohmesser d1 und der von ihm eingeschloBBene Raum V!

658. Aus einer Aluminiumplatine von 35 mm Durohmesser und 15 mm Höhe soll durch Kalt­
spritzen (Fließpressen) ein Becher von 34 mm Innendurchmesser und l wm diokem Boden
hergestellt werden. Berechne seine Gesamthöhe h. 
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659. 180 kg Gmuguß (!! = 7,2 g/cm8) werden im Schleudergußverfahren zu einem Rohr von 
10 mm Wanddioke und 120 mm lichter Weite verarbeitet. Berechne die Rohrlänge l.

660. Zwei Bleiwalzen von 34 mm Durchmesser und 48 mm Höhe werden in einen Würfel um. 
geschmolzen. Gib dessen Kantenlänge a an.

661. Ein zylindrisches Standgefäß von 30 mm lichter Weite soll mit Teiletriohen für je 1 om• 
Fo.eeungevermögen versehen werden. In welohen Abständen a voneinander miiseen diese
angebracht werden?

662. Eine zylindrische Büchse faßt 1 dm8 Flü88igkeit. Ihr Innendurohm6886r d ist doppelt eo
groß wie ihre Höhe h. Berechne d und h. 

663. Wieviel laufende Meter l einer Abfiußrinne (Bild 397) können aus 1 m8 Beton hergestellt 
werden? 

664. 20 cm8 W o.eeer werden in ein zylindrisches Gefäß von 24 mm lichtem Durchmesser gego88en. 
Berechne den Wasserstand h. 

665. Das Standgefäß einer MoERBchen Waage zur Bestimmung der Dichten von Flil88igkeiten 
hat 4Q mm lichten Durchme88er. Wenn der Senkkörper vollständig eintaucht, 
hebt eich die Flil88igkeitsoberfiäche um 3,5 mm. Berechne das Volumen V des Schwimmers. 

666. Aue einem 28 mm langen Rundstab von 8 mm Durchme88er wird durch fortgesetztes Ziehen 
ein Draht von 0,3 mm Durchme88er gewonnen. Gib de88en Lö.nge l unter der Voraussetzung
an. daß keine Materialverluste auftreten.

667. Ein 8 m tiefer .Hrunnen wird aus einer 25 cm dicken ringförmigen Mauer hochgezogen. Be­
rechne den Ziegelbedarf V für einen 
lichten Durchmesser von 1,2 m. 

668. In einem Transformator sind 8,4 kg 
Kupferdraht von 3 mm Durchme88er
verarbeitet worden. Berechne die 
Länge l des Drahtes.(!!= 8,9.g/cm3) 

669. In einem Rundsockel von 60 cm
Höhe sind 1,4 m3 Beton verarbeitet
worden. Gib seinen Durchme88er d 

an. Bild 397 Bild 398 

670. Ein Bleiring von 15 mm Höhe, 38 mm Innen- und 62 mm Außendurohme88er soll bei gleich­
bleibender Höhe auf 45 mm InnendurchmeS11er ausgewalzt werden. Berechne den neuen 
Außendurchmesser d.

671. In einem einseitig durch einen Kolben abgesohlo88enen Gefäß dehnt sich Gas bei konstan­
tem Druck um 210 cm3 aus. Berechne den da.durch verursachten Kolbenhub h bei einem
Durchmesser des Zylinderraumes von 75 mm. 

672. Berechne die Me.sse meiner 80 cm langen Achse (Bild 398). (!! = 7,85· g/cm8) 

673. Eine 720 mm lange Achse aus Vierka.ntsta.hl mit quadratischem Querschnitt (Seitenlänge 
a = 3 cm) winl beiderseits abgedreht, eo daß zylindrische Zapfen von 18 mm Durohmeaser 
und 58 mm Länge entstehen. Berechne die Mo.eee m von 100 Stück fertig bearbeiteten 
Achsen und den dabei auftretenden Materia.lverluet m,. (p = 7,85 g/cm8) 



Aufga,ben 381 

674. Zwei durch Kolben abgeschlossene Zylinder sind durch eine Rohrleitung verbunden. 
a) Um welchen Betrag k1 

hebt sich der große Kolben mit dem Durchmesser d
1 

= 26,0 om, 
wenn mit dem kleinen Kolben vom Durchmesser d

1 
= 4,2 cm bei einem Hub 1,,

1 = 7 ,5 om 
Flüssigkeit in den großen Zylinder gedrückt wird? 

b) Wieviel Hübe z müssen mit dem kleinen Kolben ausgeführt werden, damit sioh der 
große Kolben um k3 

= fU cm hebt? 

675. D&B größte Volumen, d&B von einem Kolben in einem Zylinder mit kreisförmigem Quer­
schnitt eingeschlossen wird, beträgt V1 = 1,5 dm", das kleinste V

1 
= 0,11 dm8• Berechne 

den Kolbenhub.k für den Kolbendurohmesser d = 65 mm.

676. Berechne die Masse meines Stahldrahthakens. (Bild 399) (() = 7,2 g/cma) 

677. Stelle eine Formel fiir das Volumen V eines Nockens auf. (Bild 400) 

678. Welche M&88e m hat ein gußeiserner Reiter (Bild 401). (() = 7,2 g/cm8) 

Bild 399 Bllol 400 Bild 401 

679. Ein zylindrisches Führungsstück aus Stahl (!/ = 7 ,85 g/cm3) hat die Länge l = 150 mm 
(Bild 402). Berechne seine M&BBe m für d

1 
= 80 mm, d1 = 40 mm und a = 30 mm. 

680. Berechne die Masse meines Kupplungsteiles (Bild 403). (!/ = 7,2 g/cm3) 

Bild 402 Bild 403 Bild 404 Bild 405 

681. Aus dem Normalschnitt durch einen Rundstab (Bild 404) von der Länge l =. 540 rnrn ist 
die M688e des Stabes zu berechnen. (() = 7,85 g/cm3) 

682. Ein Kanalgewölbe (Bild 405) ist 45 m lang. 
a) Welohe Betonmenge V muß dafür hergestellt werden? 
b) Wie groß ist der Holzbedarf A für die Verschalung der gekrümmten Gewölbellä.chen? 
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29,8,1.2. Sehlefer Voll· und Hohlzylinder 

Nach dem Satz des CAVALIERI gelten für das Volumen des schiefen Voll- und Hohl­
zylinders die Formeln für das Volumen des geraden Voll- und Hohlzylinders. 
Der Mantel und die Oberfläche des schiefen Voll- und Hohlzylinders lassen sich nicht 
durch einfache Formeln ausdrücken. 

BEISPIELE 
1. Beredine daa Volumen V einte achie/en V ollz11lindera, de8len Grund- und Dukffikhe ao gegen­

einander tlflf'lletd rind, da,/J illre Proj� einander gerade briAren ( Bild 406). Die Mant&­
linie in mit 11 = 4 „ gegeben. 

Lösung: Im reohtwinkligen Dreieok ABC ist h die Kathete und ergibt sioh demzufolge aus

h1 = a' - (2r)1 
- (4r)1 

- (2r)1 = 12,.. 

h = 2rl'3. 

Damit wird daa geauohte Volumen 

V= n,..h. 

V= n,..2„yä

V=2n,..}'3, 

2. Ermittle den halben I>urckmeuer b der BcAnitteZZip,e E, die durch den Normalachnitt an einem

+ 

Bild 408 

achie/en K mn11Zinder e1llateAt ( Bild 406). 

Bild 407 

Lösung: !::::,.ABC-!::::,.FDB 

somit b·-�=2r:s2 

b = .!!.!..

Setzt man für h-0nd II die im Beispiel l angegebenen Werte ein, so folgt 
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683. Berechne das Volumen V eines schiefen Zylinders, dessen Achse mit der Grundfläohe denWinkel von 60° einsohließt (Bild 407). 
684, Drücke das Volumen V eines schiefen Zylinders durch die gegebenen Stücke aus (Bild 408). 

Dild 408 

29.8.1.8. 

686. Berechne das Volumen V einea sohiefen Zylindera,dessen Normalschnitt mit der Grundfläohe den Winkel 45° einschließt (Bild 409). 

r 
h 

Dlld 409 Bild 410 

Schier geschnittener gerader Zylinder Volumen des schief geschnittenen Zylinders: 
I V=xr2� 1 (132) 

r ist der Radius der kreisförmigen Grundfläche, h1 und h1 sind die kürzeste urld längsteMantellinie des Zylinders. 
Beweis: Trennt me.n durch einen ebenen Schnitt, der parallel zur kreisförmigenGrundfläche und durch den Ellipsendurchmesser 2b der Deckfläche geführt wird, denZylinderhuf CD B ab (Bild 410), so läßt sich der verbleibende Restkörper durch denHuf zu einem Zylinder mit zwei parallelen kreisförmigen Flächen als Grund- und Deck­fläche ergänzen. Dessen Höhe h ist das arithmetische Mittel aus den Höhen hi und li1 der durch die Endpunkte A und B des großen Ellipsendurchmessers 2a bestimmten kürzesten und längsten Mantellinien. Damit folgt aus 

V = X „ h sofort V = X r h, ; h, .

I Mantel des schief geschnittenen Zylinders: 
I M=xr(h1+h2) 1 (133)
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Beweis: Aus M = 21trh wird mit M = 1tr(h, + h2). h = h, + h,
2 

I Oberfläche des schief geschnittenen Zylinders: 
o = 1t,(, + h, + h2 +-} V4r + (h2 - h,)2)1

Be weis : Die Integralrechnung liefert für die Fläche A der Ellipse (Bild 410) 
A = 1tab

oder mit b = T und a =-} v4r2 + (h2 - h,)2 

auch A = ; r V4r (h2 - h1 )2 

De.mit ergibt sich 
0=1tr+A+M 0 = 1tr(r-+ h, + h2 +-} V4r2 + (h2 - hJ2). 

BEISPIELE 

(134) 

1. Wie (lf'O/J aind daa Volumen V, tkr Mantel M und die Oberfl&he O einea doppelaeilag achief
geachnätünen geratkn Kreiazylintkra ( Bild 411). 
Lösung: Für h1 gilt laut Zeichnung :

h1 
= 5r. 

Für ko ergibt sich 
h. = h1 + 2(ÄB + (JD)
h1 = 5r + 2(V(rl'2)2 

- r• + V(rl'5)2 
- r•) 

h
1 = llr. 

Damit folgt für das Volumen 
V=,...,2

h1 +h2 =,...,2
6r+llr 

2 2 V = g,...,,. 
Aus 
ergibt sich die Mantel.tlä.che zu 

M = ,...,(5r + llr) 
M = 16,...r•. 

ßlld 411 
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De.mit wird die Oberfläche nach (134) 

O = 1tr (r + 5r + llr + -} V4r" + (llr - 5r)•) 

0 = u• (17 + }'Iö). 

385 

2. Berechm die Höluffl 11, 111 und 1"1 eines schief geachniUemn geraden Kreiazylindera mit dem 
Volumen V= 81tr8 (Bild 412). 

Lö sung: Durch Gleichsetzen von 

V= 81tr" und V= 1tr• 
h1 + h• 

2 
ergibt sich 

h1 + h1 = 16r 

und mit x = 2r e.uch 

und somit 

AUFGABEN 

h1 - 111 = 2r 

111 = 7r, 111 = 9r, 11 = Sr. 

Bild 412 

686. Die Höhen h1 und h1 eines einseitig schief geschnittenen Zylinders stehen im Verhältnis 
111

: 111 = m: n = 3: 1. Berechne 111 und 111 für den Fe.II, de.ß das Volumen V = 40 cm• und 
der Radius r = 2 cm gegeben sind. 

687. Ein Zylinder mit der Höhe 111 = 16 cm und dem Radius r = 2 cm soll dera.rt einseitig 
schief geschnitten werden, de.B seine Höhe 111 erhe.lten bleibt und daß er volumengleich wird 
einem Zylinder mit der Höhe h3 = 3 cm und dem Radius r1 = 4 om. Berechne die e.ndere 
Höhe 111 des schief geschnittenen Zylinders. 

688. Berechne die :Me.sse m des Kreuzstückes eines Ke.rde.ngelenkes (Bild 413). (e = 7 ,2 g/cm8) 

Bild 413 Bild 414 Dlld 415 

689. Berechne de.s Volumen V eines e.us dünnem Blech gefertigten Rohres ohne Berücksichti­
gung der Blechdicke (Bild 414). 

690. Zwei 80 cm le.nge Bleirohre wurden bisher e.n je einer Stirnseite unter dem Winkel 45° ab­
geschrägt und dann zuse.mmengelötet (Bild 415). :N'euerdings werden sie durch einen Rohr­
krümmer ersetzt (Strichlinien im Bild.415). 
e.) Berechne die Me.terie.leinspe.rung m. (e = Jl,34 g,'cm3) 
b) Um welche Länge l könnte der Krümmer durch diese Einsparung.beiderseits gere.dlinig 
verlängert werden? 

25 Elementarmathematik 
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691. Eine sohril.g aufgeetellte zylindrisohe Tonne (Bild 416) iat 
mit Wasaer gefüllt. Bereohne du Wllll8el'Volumen V und gibaußerdem 11 an. 

692. Ein auf einer Seite aohief geaohnittener Zylinder hat die Ab·
meaaungen r = 11 om, 111 = 27om und 111 = 32 om. Er soll 
durch einen Normalschnitt in zwei volumengleiohe Teile zer. 
legt werden. In welohem Abstand 11 vom Grundkreis iat dieser 
Schnitt zu führen? Bild 416 

20,8.2. Zyllnderhul 
Volumen des Zylinderhufes: 

I V={rh 

r ist der Radiua der halbkreisförmipn Grundfläohe, 11 die Höhe dee Hufee. 

(135) 

Be weis: Formel (126) ist, wie hier nicht gezeigt werden kann, auch auf Krumm­ßächner anwendbar. Stellt man die Grundkante AB des Hufes senkrecht (Bild 417), so lassen sich A und B als Grundfläche A.1 = 0 und Deckfläche A.1 = 0 auffassen. Mit 
dem Mittelschnitt A,,. = r21I und h"" AB"" 2r folgt dann aus (126) 

V = 2; ( 0 + 4 '211 + 0) = : r h.

I 

Mantel des Zylinderhufes: 

JM-2rhl (136) 

Bewe is: Legt man durch den Halbierungspunkt F der Grundkante möglichst viele,beispielsweise n Schnitte senkrecht zur Grundfläche (Bild 418), so entstehen bei großemn Körper, die als Pyramiden mit der Höhe h = r angesehen werden können undderen Spitzen sämtlich in F liegen. Dann gelten für den Mantel des Hufes a---.

M-mi+ma+ .. ·+m,. r 

und für sein Volumen f•"7.i.:,.,,..,'il!..

=; M. Bild 417 

De.mit folgt unter Berücksichtigung von (136) 
2 , v ... 3,sh=3M 

oder M-2rh. 

Bild 418 
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BEISPIELE 
1. Wi4! grofJ aintl da, Yolumm V und der Manul M einu Zylinderh.11/u, wenn der NeigunglNDinkel 

II der ScAn� ( Bild 419) 
a) 46°, b) 60° betriJglf 

Lösu n g: 
a) Mit 1a = r folgt aus 

2 V= 3r3. 

Aus M = 2rla folgt 

b) Mit 1a = r ll3 folgt aus 

2 V= 3r'll3. 

M = 2rh folgt 

M = 2r'. A 

2 V= 3rh 

B 

Bild '19 

M = 2rlll3. 

2. Ermitlle die H6h.e h.1 einu Körpera mildem Yol111Mn V = �r1h.1 (Bild 420). 

Bild 420 

Lösu ng: Bet.raohtet man den Körper als Halbzylinder mit der Höhe h.1, von dem ein Zy· 
linderhuf mit der Höhe (h.1 - h.1) abgetrennt wurde, dann gelten sowohl 

als auch 

Durch Gleichsetzen findet man 

AUFGABEN 

V= �rh, _ _!r'(h
1 -h

1)· 
2 3 

693. Drüoke das Volumen V eines Zylinderhufes duroh seinen Mantel Mund seine Höhe 1a aus. 

69'. Von einem Zylinderhuf sind der Radius r = IS om und der Mantel 
M = 20 om1 bekannt. Bereohne seine Höhe 1a und sein Volumen V. 

695. Der Symmetriesohnitt eines Zylinderhufes ist ein reohtwinldiges 
Dreieok: mit den Hypotenusenabsohnitte�und p (Bild 421). Bereohne 
das Volumen Y und den Mantel des Hufes für q: p = m: n = 4: 3 
und c = q + p = 3 om . 

696. Ein Zylinderhuf mit dem Radius r = 4 om soll einem Würfel mit
der Kante a = 8 cm volumengleioh sein. Wie groB ist die Höhe 1a 4,es 
Hufes für diesen Fall zu machen? 

697. In einer Parkanlage wird an einem unter 30° geneigten Steilhang 
Bild 421 

ein halbkreisförmiger Platz mit horizontalem Boden und 1,8 m Radiua ausgehoben. Die 
gekrümmte Rüokwand steht vertikal. Bereohne die Menge V der zu entfernenden Erde. 

698. Bereohne die Maue m eines Stahlbolzens (Bild 422). (Q = 7,85 g/om1) 
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Mantel und Oberftäche des schiefen Kegels lassen sich nicht durch einfache algebra­
ische Formeln ausdrücken. 
I Hohe des get"aden Kegels: 

1.h=.�I (140) 

Beweis: Nach dem Satz des PYTHAGORAS ergibt sich aus dem rechtwinkligen Dreieck 
A.MS (Bild 426) sofort h = vs• - r1 . 
Mit (140) nimmt (137) die Form 

V=;rvr-r 

an und aus (138) und (139) werden wegen 
s = Vhl 

+ ,.z 
M = 1trVh1 + r 

und o = u(r + vh1 + r2). 

r .A. II Ferner gilt 8 - y = 3600 , Bild 426 

worin ex den Mantelöffnungswinkel darstellt (Bild 426). 
Beweis: Ne.eh (138) ist M = Ttrs der Kegelmantel. 

Nach Seite 294 ist 

Durch Gleichsetzen folgt 

Mit 
und nach (138) mit 

folgt durch Division auch 
BEISPIELE 

1ta2 a 
M = 3600
r (1 

8 = 360°.
A = 1tr

M = 1trs 
r A 

8 = y· 

die Fläche des Kreisausschnittes 

als Grundfläche 
als Kegelmantel 

l. Ber«JAM dtu Yolufflffl V, den Manul M und die Oberftäche O eines geraden Kegd8, deaaen
Gru?Ulftddie den RadiTU r Aal und der ,ron einer Bymtnelrieebene in einem gleichaeiligen Dreieck 
ge.acAnitten wird. 
Lösung: Die Höhe des Kegels ist Höhe in einem gleichseitigen Dreieck und mithin

1 h = 2-2r}'a = r}'ä.
Tt Aus V=3r'h

folgt damit 
V= "j"r'r}'3 
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oder 

.Mit a = 2r folgt &ua M = ffrB 

M = 2ffr1 • 

Aua 0 = ffr(r + a )  

erhält man außerdem 

0 = ffr(2r + r )  

0 = 3ffr1• 

2. Wit grop iae da, Volumen V einu acllie/en Ktl(lela, duaen Grundftljdle tlffl Radtua r Aal und 
iw durM aeim Bymmetriubtm in einem redlhoinklig-gkiclaacAfflkligm Dreieck ge,cllnitten wird 
( Bild 427 J I 

ff 
Lösung: Wegen A = 2r folgt &ua V = 

3 
r1A 

2 V =  3
ffr", 

3. Beredlm da, Volumen V du geraden Ktl(lela, dem etn Wilr/el mü <km Volumen Yw = i,; der­

arl einbeaohritben ia!, da/J eine aeimr Bet!enf(&Mn mie <kr Ktl(lelgrundf(&M und dit vier ditaer 
Beümf(&M gtl(lenilberl�en<Ufl Ecken mü dem Mamel du Ktl(/ela zuaammenjallffl ( Bild 428), 
Der Radiua <kr Ktl(lelgrundf(&M .ttt r. 

Lösung: Aua der Ähnlichkeit der Dreiecke 
ABC und DFC folgt 

b -r: 2 v2 = h: (h - b) 

und hiera.ua h = 2 b 
r • 

2r - l,12b 

Aua 
Bild ,27 

folgt damit V = �r• 2br 2ffrlb 
3 2 r  - l'2b 3(2r - l'2b) 

und mit 

AUFGABEN 

,,- V,:. rb= vVw = 
27 = 3

6 + l'2 V = ff -5-1- r• 

V = fil (6 + l'2J r•. 

Bild 428 

'701. Der Acheenechnitt eines geraden Kegels ist ein gleichschenkliges Dreieck mit der Höhe 
A-= 3 cm und der SchenkelUl.nge a � 5 cm. Berechne d&I Volumen V und den Mantel M 
des Kegels. 
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702. Berechne die Höhe A1 eines Zylinden, der einem geraden K11gel mit der Höhe A = 6 om
volumen- und grund11.äohengleioh ist.

703. Ein Hohlzylinder mit den Radien r1 = 3 cm und r1 = l cm und der Höhe A1 "" II om soll
einem geraden Kegel volumengleioh llllin, denen Radius r
a) das arithmetisohe Mittel,
b) das geometrisohe Mitt.el
der Radien des Hohlzylinden ist. Bereohne die Höhen A des Kegels für beide Fälle.

704. Welohe Oberfläohe O hat ein gerader Kegel, von dem der Mantel M = 20 om1 und die
Mantellinie•= II om bekannt sind? Bereohne ferner sein Volumen V.

7011. Das Volumen eines geraden Kegels wird duroh eine zu seiner Grund11Ji.ohe parallele Ebene 
halbiert. Drücke den Radius r1 der Sohnittfläohe duroh den Radius r1 der Grund11Ji.ohe aus. 

706. Eine kegelförmige Abraumhalde hat bei einem Bösohunpwinkel von 411° eine Höhe von
23 m erreioht. Gib die Abraummenge V an.

707. Aus einem dünnen, kreisförmigen Bleoh von 711 om Durohmesser wird ein Sektor mit dem
Mittelpunktswinkel 60° herausgesohnitten. Aus dem verbleibenden Bleohstück wird ein
Kegel gebogen. Gib dessen Höhe A, den Radius r der Grund11.äohe und das Volumen V an.

708. Die aus Blech gefertigte Haube eines Entlüftunprohres hat die Form eines Kegels. Der
Durohmesser des Grundkreisea betrlgt 311 om und die Höhe ist 12 om. Wie groß ist der
Bleohbedarf A, und welohen Radius r muß das kreisförmige Bleohstüok haben, aus dem
diese Haube geformt ist?

709 Der J,imenraum eines kegelförmigen Meßgefäßes hat a.la Aohsensohnitt ein gleiohseitiges 
Dreieok init 10 om Seit.enlänge. Im Inneren sollen drei Teilstriohe angebraoht werden, die 
eihe Füllung von 30 om•, 60 om• und 90 om1 angeben. Gib die Abstände a, b und o dieser 
Marken, von der Kegelspitze aus gereohnet, an. 

710. Aus einem halbkreisförmlgen Bleoh von 16 om Radius wird ein Kegel gebogen. Welohee
Volumen V sohließt er ein?

711. Eine kegelförmige Abdeckung, (Bild '29) soll aus Beton gego11&en werden. Bereohne ihre
Masse m. (e = 2,2 g/om1) 

712. Aus einem Holzzylinder, dessen Masse 290 g beträgt, soll der denkbar größte Kegel gedreht
werden. Wie groß ist. de11&en M&ll8e m? 

Bild 429 Bild 480 

713. Bereohne die Ober.ftäohe eines Daohes (Bild 430). Die Grundfläohe ist mit zu berüokeich·
tigen.

714. Aus einem Zylinder, dessen Aohseneohnitt ein Quadrat von 4,5 cm 8oitenlänge ist, wird
der größt.mögliohe Kegel gedreht. Berechne das Kegelvolumen V. 
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715. Ein gerader Kegel mit dem Radius r = 4,9 cm seiner Grundfläche und der Höhe h = 13,2 cm 
wird so bearbeitet, daß eine regelmäßige vierseitige Pyramide gleicher Höhe und größt­
möglicher Grundfläche entsteht. Welche Volumenverminderung V ergibt sich dadurch? 

lllld 431 Bild 432 

716. Ein Stab, der in A an einer Achse befestigt ist (Bild 431), rotiert um d, ae Achse. Gib das 
Volumen Vdes dadurch entstehendenDoppelkegels füra + b = 12cm, P.da:b = b:(a+b)
an. 

717. Gib eine Formel für das Volumen des keilförmigen Körpel'S (Bild 432) an.

29.8.4, Kegelstumpf 

Volumen des geraden und schiefen Kegelstumpfes: 

r
1 

und r
1 

sind die Radien der Grund- und Deck.fläche, h ist die Höhe des Stumpfes. 

Beweis (Bild 433): Aus Formel (123) erhält man mit 

A1 
= n:r� und A2 = n:r� 

und VA1 A2 = n:r1
r2 

direkt TC 

V= 3 h (r� + r, r2 + r:).

I
Ma,nt.r.l des geraden Kegelstumpfes: 

I M=1ts(r1+r2) 1

a ist dill Mantellinie des Stumpfes. 

(142) 

Beweis: Der in die Ebene gelegte Mantel des Stumpfes 
(Bild 434) ist die Differenz zweier Kreisausschnitte. Deshalb Bild 433 

gilt zunächst 

(141)
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und wegen __!!..__ = ..!!.II+ 81 1"1 
oder 
erhält man durch Einsetzen in (1) und Umformung 

M = 1ts(r
1 

+ r2). 

Bild 48' 

I Oberfläche des geraden Kegelstumpfes: 
1 0 = 1t[ri + r: + s(r

1 
+ r1)] 

Bew eis: Mit A1 = 1tr�, A2 = 1tr: und M = 1ts(r1 + r2) 
wird erhalten.

393 

Bild 435 

0

(143) 

Mantel und Oberfläche des schiefen Kegelstumpfes lassen sich nicht durch einfachealgebraische Formeln ausdrücken. 
BEISPIELE 

1. a) Wie gro/J iat der Radiu11 a de11 I>urchdringu'Tl{J11kreiae11 zweier Kegel mit den Radien r1 und r1 
und der gemeinaamen Höhe h ( Bild 435)? 

b) Berechne daB Volumen V von einem der beiden entatehenden Kegelatümpfe fiir r1 = r2 = r. 

Lösung:

zu a) Die Aufgabe läßt sich in der Ebene lösen (Bild 436): 

!::,. ODE-!::,. ABE, folglich a: r1 = h1 :(h1 + h
1

) (1) 

!::,. CDB-l::,. FEB, folglich a: r1 = h1 :(h1 + h1) (II) 

Durch Addieren von (1) und (II) ergibt sich 

_.!_+_.!_=• 
'"1 '"1 
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Zub)Fürr1
= r, = rwird11=;: =; undfilrdieHöhe deaStumpfeegilth

1
= A,-:. 

Damit folgt aua 

2. Bem:llne die Radien r1 und r1 80lllH die BMe h. eine., get'Gden Kegelalump/u, dem ein Kt19d. 
dmirt einbucAriebm wt, do./J er mit dem Stumpf dw (JrlJ/Jere Grundf'&lte gemeiMllm Mt und 
aeine Spitze in der KM&te der 11ncleren Grundf'&lte liegt. Dw !Niden M11ntdlinien a1 und"• aind 
bekannt und bilden bei O einen RecAten ( Bild 431).
Lösung: Aua dem rechtwinkligen 1Jreieok ABC folgt 1ofort

(2r1)1 = af + al 

und hieraus f,f+,i 
'1 = 2 •

folglioh 
t::,..ABO-t::,.CBD, 

h.: II', = ai: 2r1 

und hienr.us 

. oder mit (1) 

Außerdem iat 
z: '• = 'a: 2 '1 

und aomit z = ...!I_ = .,. 2,1 Vaf+•I' 
Wegen r1 = r1 - z 

,f - •I r, = 2y,r+alfolgt 

1. Näherungaformel fii.r da, Volumen dea Kegelatump/ea:

(1) 
� 

A�B 
Ulld 687 

(14la) 

Bewei s: Setzt man in die Näherungsformel (123a) für das Volumen eines Pyramiden· 
stumpfes Ä1 „ 1trf und Ä1 - 1tr: ein, so ergibt sich ohne weiteres (141 a). 
Die nach (141 a) gewonnenen Ergebnisse sind folglich ebenso wie die nach Formel (123a) 
für den Pyramidenstumpf berechneten immer größer als die genauen, aber um so ge­
nauer, je weniger r1 und ,. voneinand\jr abweichen. 
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2. Nähfft11ngsformeZ für das Volumen des Kegelstumpfes:

(141 b) 

Beweis: Faßt man den Stumpf als Zylinder mit dem Radius ri � r, auf, so erhält
man aus (126) 

V"" ih<r1 + r:)1
• 

Für r
1 

- r
1 = r ergibt sich aus (126) 

V= 1tr1h, 
d.h., der Kegelstumpf geht in einen Zylinder über und Formel (141 b) liefert dann füt
diesen Fall fehlerfreie Ergebnisse.
Für r1-= rund r1 ... 0 erhält man aus (141 b) 

v�ir'h, 
d.h., der Kegelstumpf wird zum Kegel und Formel (141 b) liefert dann gegenüber dem
genauen Wert i r1h ein um 26% kleineres Ergebnis. Demzufolge werden mit (141 b)
immer zu kleine Ergebnisse erhalten, die aber mit den.nach (141) berechneten um ao
besser übereinstimmen, je. weniger r1 und r1 voneinander abweichen.
BEISPIEL I 

Bereo.\M da., Volumen V einu K8(/elffll.mp/u mit r1 = 3 om, r1 - 2 olil und 1,, = 6 om. 
Lösung nach (141): Aus 

folgt ff V - 3 · 6om[(3om)1 + 3om · 2om + (2om)!]
V= 119,4.om8

; 

Löaung nach (141&): Aua 

folgt ff V..., 2 6om • l(3om)8 + (2om)RJ
V"" lll2,6om•. 

Lösung nach (141 b): Aue 
ff V"" 4h(r1 + r,)'

folgt ff V"" 4 ·6om(3om + 2om)1 

V"" 117,Som•. 
In beiden Fällen ist der Fehler gegenüber dem genauen ErR9bnis nicht größer a.11 2,6% 
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AUFGABEN 

718. Berechne. den Mittelschnitt A m eines Kegelstumpfes aus den Radien r1 und r, der Grund­
und Deckfläche .. 

719. Ein gerader Kegel wird durch eine zu seiner Grundfläche parallele Ebene so geschnitten, 
daß seine Höhe h, von der Spitze aus gerechnet, im Verhältnis m: n geteilt wird. In welchem 
Verhältnis stehen dann die Radien r1 und r

1 
des Stumpfes und des Ergänzungskegels! 

720. Ein gerader Kegel und ein Zylinder durchdringen einander (Bild 438). Wie groß ist 
a) z, wenn r1 , r1 und 1,, bekannt sind, 
b) r2 , wenn z, r1 und 1,, bekannt sind, 
c) z, wenn r1: r

1 
und 1,, bekannt sind, 

d) z, wenn die schraffierte Kreisringfläche der GrundJl.äohe des Zylinders gleich ist, 
e) z, wenn der unter der Durchdringungsfläche liegende Zylinder dem darüberliegenden 

Kegel volumengleich ist, 
f) z, wenn der über der Durchdringungefläche liegende Kegel dem unter dieser Fläche 

liegenden Restkörper aus Kegelstumpf und Zylinder volumengleich ist? 

721. Berechne das Volumen V des Aufnahmekegels für eine Drehmaschine (Bild 439). 

'12� 

Bild 438 Bild 439 Bild 440 

722. Berechne den Blechbedarf für einen Krug (Bild 440). Nimm an, daß für die Nahtstellen 
insgesamt 5 % Zuschlag gebraucht werden. 

723. Das Kunstharz für <ien Preßling (Bild 441) muß einer Maschine in Form zylindrischer 
Tabletten von 50 mm :purchmesser vorgelegt werden. Welche Höhe 1,, muß eine solche 
Tablette für einen Preßling haben? 

4 •m Ki 
4-·-·---·�

Bild 441 Bild 442 
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724. Ein zylindrischer Bolzen von 280 mm Länge und 40 mm Durohmeuer soll beiderseit.a auf
80 mm Lä1;1ge konisch abgedreht werden. Berechne den M&terial&bf&ll V bei einer vor­
geschriebenen Neigung 1 : 10.

725. Wie groß ist da.s Volumen V eines Eimers, dessen großer Durchmesser und Höhe 28 cm 
und dessen kleiner Durchmesser 19 cm betragen? 

726. In einem Park soll eine Erhebung aufgeschüttet werden (Bild 442). Berechne den erforder­
lichen Bedarf V an Erdreich.

727. Berechne die M1188e meiner konischen Büchse (Bild 443). (e = 8,3 g/cm8) 

728. Wie groß ist die M1188e m von 100 Stück Aluminiumnieten (Bild 444)1 (e = 2,7 g/cm3) 

Biid 443 Bild 444 Dlld 446 

729. Bestimme den Blechbed&rf A für einen Trichter (Bild 445). Berücksichtige für die Naht­
stellen eine M&teri&lzugabe von insgesamt 5 % .

730. Aus einem Blei.kegel von 5,5 cm Höhe und 1,5 cm Radius der GrundJläche soll ein Kegel­
stumpf von gleicher Grundfläche gegossen werden, dessen Radius der Deckfläche 0,5 cm 
beträgt. Berechne die Höhe h des Stumpfes.

731. Aus Rundsta.h.l von 25 mm Durchmesser soll ein Werkstück (Bild 446) geschmiedet werden. 
Berechne die Länge l des Rundst&hles und nimm ari, daß eine Längenzugabe von 3 % für
den Abbrand erforderlich ist.

ilF 
I il 11 . 1 . 

1 · 1 
. 1 . 

! 1 

--

Bild 446 Bild 447 Bild US 
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732. Gib du F1181111DpV81'1DOgen V einea an einem Scho1'118tein befestigten Wuaerbehll.ltera an 
(Bild 447). 

733. Bereolm.e die Mauem dea KupplUDg8t.eilea einer Reibwipkupplung (Bild 448). (e = 7,2 g/cm1) 

" 

BlldU9 Bild ,61 

734. Eine Form (Bild. 449) soll mit Blei &UBgegouen werden. Du Blei "soll nach dem Erstarren 
die Form bis zu 2/3 A flilleo. Welcher Bedarf V an fliiuigem Blei ergibt eich! 
(er1111 "" 11,34 g/cm1, enau1a - 10,64 g/cm1) 

736. Berechne du Volumen V einer Lagerbüchae (Bild 460). 

736. Bestimme du Volumen V einea Gef'äßeB (Bild 431) filr r1 = 12 cm, r1 = 21 cm, A = 25 cm 
und 11 = 29 cm. 

29.B.ö. 

29.B.ö.1. 

Kugel und Kugeltelle 

Volumenberechnung 

I
Volumen der Kugel: 

I v-f�� 1 
r iet der Radiue der Kugel. 

(144) 

Bewei s: Wird aus einem Zylinder mit der Höhe r und dem Grundflächenradius r 
ein Kegel mit der Höhe r und dem Grundßächenradius r herausgeschnitten, so ent­
steht ein Restkörper, der einer Halbkugel 
mit dem Radius r volumengleich ist 
(Bild 452). 
Ein in beliebiger Höhe :,; durch beide 
Körper parallel zu ihrer Grundfläche ge­
führter Schnitt ergibt nämlich 

für die Halbkugel die Kreisfläche 

A:ir: - �rl (I) 

und für den Restkörper den Kreisring 

AR - �(rl - r?), 

Blld02 

(II)



211.3. Krummfläohner Da ,: = ,• - x• und x = '1 • erhält man rl = ,• - ,� und durch Ein.setzen in (I) 
ÄK = .ÄJI., 

(Dreieck M1 CD ist rechtwinklig) (Dreieck M 1 A B ist p;leichschenklig) 
Somit gilt nach dem Satz des CA.VALIERI 

und 
VH&Jbkutel = Vzyllnder - VKe1el = VReelkGrper 

� 2 V Halbkugel = 1tr8 -3,a = 31tr8
4 

VKu11el - 31tr8.

399 

I
Volumen der K:elsc11ichl: 

V = 611(3� + 3,: + 111) (145) 
r1 und r1 Bind die Radien der Grund- und Deokfiäohe, h iat die Höhe der Sohioht. Beweis· Aus den Achsenschnitten der Halbkugel und des Restkörpers (Bild 453) erkennt man den Querschnitt der Schicht mit den Volumen V und dem trapezförmigen Querschnitt des ihr � � entsprechenden Ringkörpers mit dem .._ Volumen VJI. , B Beide Körper sind nach dem Satz des " 

CAVALIERI volumengleich. Es gilt also 1 r -rV = VR , Bild '68 denn da di� in der beliebigen Höhe :,; geführten Schnitte fl.ächengleich sind - wie eben bei der Herleitung des Kugelvolumens bewiesen wurde - müssen auch die in der bei­den Körpern gemeinsamen Höhe :,; + 11 geführten Schnitte (Bild 453) fl.ächengleich sein. VR ergibt sich als Differenz eines Zylinders Vz und eines Kegelstumpfes Vs mit der gemeinsamen Höhe h; dem Grundfl.ächenradius r filT den Zylinder und den Radien r
1 

= :,; + 11 und r4 
= :,; für die Grund- und Deckfl.äche des Stumpfes. Es ist also V = Yz - Vs = VR V= 1tr'h - ; 11[(:,; + 11)' + (:,; + 11):,; + x1J oder V= 7th (r1 - x2 - xh - ! 111). (l) Aus den rechtwinkligen Dreiecken M1.Ä Bund M2 CD des Halbkugelschnittes (Bild 453) erhält man zunächst r?-=r1 -zl und rl == ,• -(:,; + 11)1 
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und daraus durch Addition und Umformung 
rf + rz = r' - zZ + r' - (X+ h2) 

,.. + ... + 1,,• _, 
2 

= ,:,. - zZ - zA 

3rf + !rf + 1,,2 = r' - zZ - Xh - } h: • 

(1) und (II) ergeben schließlich
V= ;k(3ri+3rz+k'). 

Volumen des K ugelsegmentu: 

oder 

(II) 

(146) 

(147) 

h ist die Höhe, r1 der Grundflö.chenr&dius des Segmentes und r der Radius der dem Seg­
ment zugeordneten Kugel. 

Beweis für (146): Für r
2 

= 0 geht die Schicht in das Segment über, und damit folgt· aus (146) sofort 
V=-i·h(3r�+k2). 

Beweis  für (147): /:::,. ABC - /:::,. C BD 
Deshalb ist 2 r - h = -2r1 h oder r� = k(2r - k) 
und in (146) eingesetzt 

V= i-k2 (3r- h). 

I 

Volumen des Kugelsektors: 

I V= �-1trh I 

(Bild 464). 

Bild ,64 

(148) 

h ist die Höhe des zum Sektor gehörenden Segmentes, r der Radius der dem Sektor zuge­
ordneten Kugel. 

Beweis: Der Sektor setzt sich aus einem Segment mit der Höhe h lind einem Kegel mit der Höher - h zusammen, der mit dem Segment gleiche Grundfläche hat (Bild 455). Somit ist nach (137) und (14.6) 
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und wieder wit 

oder 

lllld �65 

BEISPIELE 

rf=h(2r-h) 

V= iA• (3r -li) + TA(r - A)(2r - h)

2 
V=

3
1trlh. 

Biid 456 

401 

Biid �57 

1. Einem Zyli7Ukr milder Höhe 2, und dem Grundfl.äclienradiiu r Bind eine Kuqel und ein Kl!{Jel 
einbuch.riebffl ( Bild 466). Ermittle daa Verl&almi., V Zrlinder : V Kusel : V K.,.oJ • 
Lösung: Yz,lmder = 211:r,

4
V1,uce1 = 311:r", 

'. 2 • 
Kegel = 37tr 

Y Zrllad••: Y Kuael : V Konl = 3 : 2 : l1 ) 

2. Ber�ne die .Ratlien r1 und r1 zweier Kugeln, 11011, denen die kleinere die grö{Jere innen btriihrt 
( Bild 467). Ur M ittelpunlc'8abatand ni a und ihre V olumeruliOerenz V. 

Lösu ng: Aus V= V1 -V,= f 11:(rf - rf) 

' 1 • 1 . )( • •) 3V ,ogt r1 -r =\r,-r, r1 +r1 r1 +r1 =47t 
und mit r1 - r1 = a 

Aus (1) erhält lll&D. femer durch Quadrieren 

rf -2r1 r1 + rl = a• 

und damit durch Subtraktion von (II) und (III) 

3V • 3Y - 411:a• 3' 1'1 = 4r.Ö:--a· = 
47ta 

1) Diese Lösung wird Satz des ARCBDIEDES genannt. 

26 Elomentarmathematik 

(1) 

(II) 

(III)
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oder 

Addiert man zu (ill) beideneit.. 4r1r1 , 10 folgt 
r1 + 2r1r1 + r, - .11• + 4r1r1 

(r1 + r1)1 - 111 + 4r1 r1 

und r1 + r1 - y11• + 4r1r1 , 
Aus (1) und (V) und unt.er Berttokaiohtlgung von (IV) ergibt lioh 1ohlieBlioh 

l r1 = 2 (y11• + 4r1r1 + 11) 

1 (V 1 3Y-411:111 
)ri „ 2 11 + 311:11 + 11 

1 ( V 
, av - 411:11• )r, "" 2 11 + 311:11 - 11 

(IV) 

(V) 

3. Wie gro/J ;,, dtU Voltffnffl V (Bad 468), dtU ewr,eita 11on aincm Z11lindu mit tkr HiJ'M rund 
ikffl .Radttu r '"'' 11ndertr,ew von der der Z11linduMAa � Kugd,c/iicllt einer 
Kugel mit dam .Radiw r etfl{fue1ilo#ffl wird I Die Kugel b.rllAre dffl Z11lin4t.r i11 der H 6he r /2 . 
Lösung_: Du gesuohte Volumen ergibt lioh aus 

V= Vz,111wr - Vllolllab,· 
Ffir VI folgt mit A - r aus 

V - nr'h 
v. - 11:r'. 

Für Y 1folgt mit r1 - r1 - T yi und h - r (Dreieok M B.A. lat gleJohseitlg urul. r1 seine Höhe)
aUB (148) 

11 8Y1 � Ü • nr'. 

Damit ergibt lieh du Volumen zu 

V - f2r',

4. Ei11e Kugel 1IOffl .Rad'1u r wird thrcA
su,ei parallele &An"" in drei MhM­
gleicAe K6rpar, und 11D1Jr ftlfl Begmenu 
und eiM Bdticllt, 1U1rlegt. Bereclane Bild 468 

V --- UM V Beblcbt ( BUtl 469), 
LOaung: Awi 

ff vlle ...... l - a11'(8r - 11) folgt mit 
2 h = .. 3r

V 28 1 s-mt - ii"r 

Blld469 
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Aus 
ff 

YBchloh,- 6A(3rf + 8rl + At) 

folgt wegen rf - ,, - ,. - (-i-r (Dreieok .ABM ist reohtwinklig) 

und mit 

8 ,,- o'' 

2 A= a' 

ff2
( 

8 4
) Yacblcht - 6 · 3 r 6 · 9 ,.a + 9 r• 

Y 
152 1 �chlcht - if ffr 

Aue Y1: •• a1 - 2Y11e..,, ... 1 + Yeohloht 
28 II! 4. YKugel - 2 • 81 ffr' + 8111:r'- 3· 11:r 

ergibt 1ioh die Rlohtigkelt der Reohnung. 

403 

15. Ermittu den .Radiu r1 du BerlUarltreNU
. 

, daa Volumen VE1 
du ®rcA den Berlßrltreie b,. 

alimmun 81f'M11CU milder H/JAe A und daa Yolumffl f11k ,su mwpr� Belaor,, tonft 
t1071 etMffl av./JerAalb der K v.gel gehgfflffl Ptmkl P der Brillragel "" die K v.gel gelagl VMtl 

26° 

( Büa 480). P ni 1/0ffl K 11g.Zmitülpunkt um den B,wag a ffll. 
/ernt. a und der K 11gelratli,u r ,eien bekaftftl, 
LOaung: !::,. EM O - f::i.. PM E, folglioh 

r : v,• - ,r � IJ : r 

und hieraus r1 - f �.

Aue der gleiohen Ahnllohkelt folgt 

r : (r - la) = a : r 

und hieraus 1a = r(a - r) 
. 

Aue 
ff 

V= 3A1(3r - A) Blld400 

und mit dem flir 1a errechneten Wert ergibt sich für das Volumen des Segmentes 

nr• 
Y11 = "a,ii" (2a1 - 8a1 r + r1). 

Aus 2 
y = 311:r'la 

folgt außerdem für das Volumen des Sektors 

2 ff,.. 
Vn = aal" - r). 
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6. Ä1U1 einer K vgel vom Radi1U1 r werden zwei ei11ander 11ymmetriach gegenüberiiegenae gleich gro/Je
Selcwren hera1U1genommen, 110 da/J ein Rutkörp«' mit der Höhe r entalel&t ( Bild 461). In welchem
Verhältnia ateAt duaen Volumen V zum Volumen V &h der ihm entapredaenden ScAiMt1 

Lösun g: Mit dem Kugelvolumen Vs: und dem Volumen V,. eines Sektors folgt aus

wegen 

Bild 481 

4 2 V = Vs:-2.Va. = 

31tr-2·31tr1 h 

V= ±.1tr' - _!_ 1tr3 

3 3 

2 V= -i 1tr•. 

.Bild ,02 

Für die Schicht folgt aus 

Vs.• = -i-h(3ri + 3ri + h1) 

mit li = r und wegen 

rf = r•-(f f (Dreieck ABM ist rechtwinklig) 

Va,• = ;r(fr2 +fr1 +r•) 

r,.. = -:! r.r3
• 

Das gesucht„ Verhältnis wird demnach 

V S -v,;:;;- - IT .

7. In die q=dratiache Ößnung einea Bkcliea wird eine Kugel mit dem Radi1UI r gelegt (Bild 462),
ao da/J aie durch die Ebene du Blecliea in zwei Segmente uBterteilt wird • .Drilclu deren Volumen 
V

I und V 
2 

durch die Seitenlänge a der Öffnung und durch den K ugelradi1U1 r aua. 
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Lösung: Aus dem rechtwinkligen Dreieck AM B folgt mit 1l1i = r - A1 

(r - A1)1 = r1 - (; r 

und hieraus A1 = r - -� V4 r• - a•.

Damit ergibt sich aus 

für 

oder 

Mit 

oder 

V= �A1 (3r � A)3 

V, = i (r -i V4r1 -a•)' (ar - r + � V4r1 -a•) 

V, = �(16r"-8r1�-a1 �). 

A
2 = 2r -A, 

l A
2 = ,. + 2 V4rl -a•

1t erhält man aus V = 

3-A1 (3 r -A) 

für V, = i(r+ ! V4r1-a•)'(ar-r-iV4r1-a•) 

oder V2 = � (16r" +Sr'�+ a1�). 

40f> 

8. Ein Kegel mit tkr Hölle 2r1 und dem GrvndffJicAe'nradiua r1 wird durch Abdrehen seiner Grvnd­
ffik}&e in den gr{J/Jtmöglicllffl Kugelsektor venca1Ulelt. Drtlclce deuen Volumen V durch r1 aua. 

Lösung:6.ABC-L::..DEC (Bild463),

folglich r1 : AC = r1 : 2r1 

und hieraus wegen

I7J = Vrf + (2 r1)1 = r1 
\f5

2 -
r,=5r,ys. 

Für A folgt A = 2r1 - EV 

und wegen EV = V(2 r1)2 - r� 

4 -
K"O = 5r1 ys

ergibt sich 

oder 

4 -
h=2r1 -5r,V5

5 -2y5
A=2r

1
---. 

5 

Bild 463 
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Damit und mit r = 2r1 erh&lt man aua V - : 'l'l:r'll. du gNUohte Volumen zu 

oder 

19,8,6.t, 

2 II - 2}16 V - 3n(2r1)1 ·2r1 --
11
-

16V - 15uf(II - 2}'&).

Mantelbenehnang 

I 
Obtlrfldcllll der Kugel: 

1 0 „ 41tr1 (149) 
Beweis: Man zerlegt die Kugel in eine Anzahl kleiner Körper, die näherungsweiseals Pyramiden mit den Spitzen im Kugelmittelpunkt angesehen werden können. Im Grenzfall, also bei se-hr großer Anzahl solcher PyrAmiden, nähern sich ihre Höhendem Kugelradius r Ulld die Summe ihrer Grundflächen der Kugeloberfläche O un­begrenzt. Somit ergibt sich nach den Formeln (144) und (121) 

V= _! 1tr' - .!.or 3 · 3 
Wld hieraus sofort 

o - 41tr.I FläcAe der K vgelkappe, (Mantel des Segmentes): 
I M = 2uh I 

11. iBt die Höhe der Kappe, r der Radiua der ihr zugeordneten Kugel.
(150) 

Beweis: Duroh die Kappe wird ein Selitor bestimmt, den man sich wiederum in eineAnzahl kleiner Körper zerlegt denken kann, die näherungaweise Pyramiden mit der Spitzen im Kugelmittelpunkt ergeben. Auoh hier werden im Grenzfall die Höhen dieqe1 Pyramiden gleich dem Kugelradius r und die Summe ihrer Grundflächen wird gleichder Kappenfläche M. Somit gilt nach Formel (148) 
2 1 V= 31trh = 3Mr

oder M = 21trh. 

I Fläcllll der K vgelzone, (Mantel der Kugelschioht): 
I M = 27trh I 

1' iat die Höhe der Zone, r der Radiua der ihr r.ugeordneten Kugel. 
(151)
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Beweis: Die Zone ist die Differenz zweier Kappen mit den Höhen h + � und z (Bild
464.). Aus (150) folgt deshalb 

M - 21tr(h + z) - 21trz
oder M • 21trh. 

Mantel (OberfUic°M) du Kugellektor,: 

I M - 1tr(r1 + 2h) 1 (152) 

A ilt die Hohe der den Sekt.or. bepenzeuden Kappe, r1 der Radiu1 ihrell Grundkrel­
und r der Radius der dem Sektor zupordneten Kugel. 

Beweis: Maelltor - Mxe1191 + Mxappe 
Nach (138) gilt 

Mxepl = 1tr1 
und mit , == '• und 

Nach (150) gilt 

Damit wird 

BEl8PIELE 

Mxappe = 2 7t rh. 

Msoior = 1tr
1 r + 21trh =

= nr(r
1 + 2h).

B=r 

1. &recAne dffl Rcufüu r ttMr Kugel, deren Bild f8'
Owf'/JcAe O gleid,. a6 01-fl4oM tlMB 
ZyliMMB mit dem Rad,va r1 und d6 BMe A = 4r1 tat. 
Lösung: Ea aolf

OK,19! = Ozyliader 
aein, folglich 

41tr• = 21trf + 21tr1 4r
1 

= I01trf 

und somit r=tl'fü· 

BIIJ f8� 

2. Butimme da, VerMlt9'ia 01 :01 d6 Ob&rf'ik}wn zwsier Kugeln, die 11,nem Kegel mit d6 MaflMI.
linie • und dem Grund�ratl,va r tinbe«Ariebffl Bind ( Bild 486). 
LOaung: Mit MiÖ - A - r1 und M1C = A - (r1 + 2r1) folgt aus der Ahnliohkeit der Drei·
ecke .A.BC, M1 FCund M,DC: 

r1 : (Tl - r1) = r: •, also 

r1 :(A- r1 - 2r1) = r:a, 
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Damit ergeben sich die Oberfläohen aue (149) zu 

0 
_ 4ff ,11• 

1 
- (a + r)'

und 0 - 4ffr'h2 (a - r)2 

r- (a + r)1 

01 (a + r)'Folglich 
0. = li="rf .

3. ErmiUle daa Volumen Y und die Oberfliidle O tlea Buekörpera, der nltateAt, wenn eine Kugel 
mit dem Radiu r von einem Zylinder mit dem. Radtua r

1 
tlerarl durclltlrufllJsn wird, daß die

Zylinderackae durch den Kugelmittelpunkt gehl ( Bild 466). 
Lösung: Aue dem rechtwinkligen Dreieck AM B folgen

h1 = V r• - rf 

und h2 = r - h1 = r - tr• - rf. 

Zylindervolumen Y z : 

Yz = ffrf·2h1 

Yz = 2n:rfVr2 - rf 
Volumen Y • der beiden zugeordneten Segmente: 

2 2 Y8 = 3-,rh�(3r - h,)

2 
2 Y • = 3 ff (2 r" - 2 r2 vr2 - rf - rfVr• - rf) 

� olumen Y O des zylindrischen Durchdringungekörpere: 
Yo = Yz + 2 Ye 

Y0 = : ff(rA + rf yr• - rf - r•yr2 - rf)

Volumen Y des gesuchten Körpers: 

y = Y11 ... 1 - Y» 
4 --

y = 3 ff (r2 
- ri) yr• - rf

Mit der Schreibweise 
4 4 

y = 3 ff V (r• - rf)" = -:f n:hf 

Bild 468 

ergibt aioh die Deutung: Das Volumen des Reatkörpera ist gleich dem Volumen einer Kugel 
mit dem Radiue h1 • 

Aue O = 2ffr • 21a1 + 2ffr1, 21a1 

ergibt eich die Oberfläche des gesuchten Körpen zu 

o = h(r + r11 V�·



211.3. Krummflächner 409 

4. Eine Kugel vom Radius r aoU durch noet ,arallek und zu ihrem Mitulpunla aymmetriacA g e­
legene Ebenen derart in zwei Segmenu und eine Schicht zerlegt werden, da/J aich 

1 
OSel,[ment = Oz.mr = -3- Oh:u„c1

ergib!. Beredlne h
6 

und h
z 

von Segment und Zone /ür diesen Fall.
Lösung: Für die Grund.flii.che A beider Körper folgt wegen

rf = r• - (r - h)• (Bild467) 

oder rf = 2rh- h' 

A = uf = n(2rh- h2). 
Damit ergibt sich für das Segment 

Os = Ms+ A � 2nrh0 + n(2rhe - �) 

und somit nach Aufgabe 
1 

Os = 

30K

4nr 1 - nh� = _!__ ·4nl'' 
''8 " 3 

4 � - 4rh. + -3 r• = 0

2 -
h. = 2,. ± ar V6.

Hiervon ist nur 
h0 = 2r - f r}'Ö 

sinnvoll und somit das Ergebnis. 

Für die Zone erhält man 

oder 
Oz = Mz + 2A = 2nrhz + 2n(2rhz - �.) 

Oz = 6nrhz - 2n� 

und hiermit nach Aufgabe 
1 

Oz = -3-0K

6nrhz - 2nhl = -! ·4n,.• 

2 � - 3 rhz + -3 r• �. 0

Hiervon ist nur 

3 T -hz ,= -2 r ± -6 y51. 

sinnvoll und mithin das Ergebnis. 

Bild 467 
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5. Ermiltk daa V olumet1 V eiMr K vgt.ldidlt, twffl svg,MrilJe Zone gkiM ,w 8UfflllM ,w Flildlffl
ihrer Begrffl&Ungalcreiae .A 1 und A1 mit den Radien. r1 und r1 iat. 
Lö1ung: E1 soll ein

M -A1 + A1• 

M � 27trli., A
1 

= 7trf und .A1 - 7trlMit
folgt 27t'rli. = 7t'rf + 7t'rl

und hieraua 11.= rf+rl. 
2r 

Du Volumen der Sohicht berechnet Bi.eh somit nach (145) 

V - .2:. (rf + rl)• (12 r1 + r1 + r1) - 48 rl 1 ••

6. Wie grop iat die F14di6 M ,w Kvgelwn,, die 871lat611.e, tDffln 6ina Halblcvgel mit dem .Radiua 
r oon 6iMm K6gel mit d6r Höli.6 h = 2r durchdrungen wird ( Bild 468) 1 Gru.ndffikk d6r Halb, 
lcu.g6l und Gru.ndfflkAe dea K6gela /allen zuaammen.
Lösung: Im rechtwinkligen Dreieck .AF D ist nach dem HöheDB&tz

:z:1=�-��+�=r1-� m 

D,. A BD ....., D,. AM O, folglich

:,: : (r -r1) = 2r: r

:,: = 2(r -r1) 

:,:1 = 4(r - r1)1• 

Durch Gleichlletzen von (1) und (II) ergibt sich

(r -r1 )(r + r1) = 4(r -r1)1 

3 r1 = 5r,

damit aus (1) :i:1 = r" -( ! r) 2 = ; r• 

z=
5

r 

und aus M = 27trh M = 27tr;e = 27t'r.!r5 
M = 57t'r•. 

(II) Bild 4118 

7. D6r K�ntel Mx. einea Kvgelaektora aoll gleich ,w ngeMrigen Kaypenf(lkAe Mx. Bllin.
B6rW.M die Höli.6 h ,w Kappe für die.Ben FaU. D6r Kug6lradiua Hi r. 
Lösung: Nach Aufgabe soll sein 

oder mit 

und

M""' = M""'

M""' = 27trli.

M1u = 7t'r, = 7t'r
1 r

27trli. = 7t'r1 r

2h = r1 • 



Aufgaben 

Au dem rechtwinkligen Dreieck ABM (Bild 467) folgt für 

r1 = y,.a - (r - A)1 

r1 = V2rh - A 1 

und BOmit 2A = V2rh - h1 

6A 1 - 2rh = 0 

h=_!r, 6 

411 

.8. lfl wek1aem Verhältnia ate1&en tl� Kapflffl/14,cM M
x.. 

und d� Ke,gel-Mantel/14,cM M
K
• etnu 

K 'Ufldaeld,ora f«r h - ]"" • Der K 'Uflelra,Uua aet r. 

Lösung: Für M l[a gilt 

oder 

Für MI[. gilt 

oder mit 

und 

Ml[a = 2nrh 

MJI.e = nrB_ 

r = r1 = V2rh - h.1 (Vergleiche Beispiel 7!) 

B=r 

M , ,!i ff -·v-JI.• = n 2 r3 ·r = 2.-- 3. 

Aus (1) und (II) erhält man das gesuchte Verhältnis zu 

AUFGABEN 

MJI.• 2 
M;." =Ta. 

737. Welchen Radius r hat eine Kugel vom Volumen Y = 1 m8?

738. Welchen Radius r hat eine Kugel mit der Oberfläche O = 1 m•? 

(1) 

(IT) 

739. In welchem Verhältnis stehen die Volumen Y 1 und Y1 und die Oberflächen 01 und O,
zweier Kugeln, deren Radien sich wie r1: r1 = m: n = 1: 3 verhalten? 

740. Die Radien zweier Kugeln stehen im Verhältnis r1: r1 = m: n = 1: 2. Welches Volumen
Y und welche Oberftäohe O hat eine dritte Kugel, deren Radi.DB r das arithmetische Mittel 
der gegebenen Radien ist? Setze r

1 
= 4 cm. 

741. In welchem Verhältnis stehen die Volumen dreier Kugeln, von denen die erste die Seiten­
diohen, die zweite die Seitenkanten eines Würfels mit der Seite a = 3 cm berührt, während 
die dritte die Eckpunkte des Würfels in ihrer Oberfläche faßt? 
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742. Eine Kugel mit dem Radius r1 und ein Zylinder, dessen quadratischer Achsenschnitt die
Seitenlänge a = 2r1 hat, haben die gleiche Oberfläche. In welchem Verhältnis stehen dann 
ihre Radien r1 und r1?

743. Von einerHohlkugel sind dasVqlumen V= 40 cm3 und dieWanddickea = r
1 

- r
1 

= 1 cm 
bekannt. Berechne die R1Mf:ien r

1 
und r

1
• 

744. Die Radien einer Hohlkugel stehen im Verhältnis r1: r1 = m: n. 
a) In welchem Verhältnis stehen das Volumen V11 der Hohlkugel zum Volumen V des 

inneren Hohlraumes!
b) Bestimme r1: r1 für V 

H 
= V.

745. Berechne die Massendifferenz m von 1000 Stück Stahlkugeln, deren Durchmesser 1 mm 
beträgt, und einem Stahlwürfel mit der Kantenlänge l om. (e = 7,85 g/om1) 

746. Wie groß ist die Masse meiner Korkkugel von 1 m Durchmesser? (e � 0,24 g/cm1) 

747. Für kleinere Ventile werden 100 Stüok halbkugelförmige Dichtungskörper von 7 mm Ra­
dius benötigt, die auf der ebenen Fläche eine Aussenkung von 4 mm Durchmesser und 
3 mm Tiefe haben. Berechne den Materialbedarf V.

748. Welchen Durchmesser d hat eine massive Messingkugel, deren Masse 1,6 kg beträgt!'
(e = 8,85 g/cm8) 

749. Ein m&BBiver kugelförmiger Körper taucht zur Hälfte in W&BBer ein. Berechne die Dichte e 
des Materials, aus dem der Körper gefertigt wurde.

750. 10 Stück Bleikugeln von 3 cm Durchmesser werden zu einer Kugel zusammengeschmolzen. 
Berechne deren Durchmesser d. 

751. Ein zylinderförmiger Schwimmer von 88 cm Länge und 16 cm Durchmesser ist an seinen 
beiden Enden duroh halbkugelförmige Böden abgeschloBBen. Wie groß ist die Oberfläche O
des Schwimmers, und welches Volumen V schließt er ein! Die Blechdicke bleibt unberück­
sichtigt.

752. 64 Stück Stahlkugeln von je 5 cm Durchmesser sollen gleichmäßig mit einer Schicht Chrom 
von 0,2 mm Dicke überzogen werden. Berechne die dafür erforderliche Chrommenge m. 
(e = 6,8 g/cm8) 

753. Die Oberfläche einer Kugel, deren Radius 8,4 cm beträgt, soll durch gleichmäßiges Ab­
schleifen um den dritten Teil verringert werden. Gib den Durchmesser d der bearbeiteten 
Kugel an.

754. Eine aus 3 mm dickem Material geformte Hohlkugel soll ein F&BBllllgBVermögen von I Liter
haben. Welchen äußeren Durchmesser d muß sie erhalten?

755. Der kugelförmige Knauf eines Turmes hat einen Durchmesser von 30 cm und soll mit 10 g
einer Goldlegierung überzogen werden. Ermittle die Dicke B des überall gleichmäßigen 
Überzuges. (e = 17 g/cm3) 

756. Zur Herstellung eines kugelförmigen Ballons werden 12,5 m• Stoff verbraucht. Welchen 
Durchmesser d hat dieser Ballon, wenn man annimmt, daß in der angegebenen Stoffmenge 
10% Abfall und Verluste für die Nahtstellen enthalten sind! 

757. Ein zylindrischer Bottich, dessen lichter Durchmesser 0,9 m und dessen innere Höhe 1,2 m 
betragen, soll durch ein halbkugelförmiges Gefäß gleichen Volumens ersetzt werden. Gib
dessen lichteu DurchmesRer d an.
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758. In einer kugelförmigen Gummiblase von 0,4 mm Wanddicke ist l Liter GBB eingeschlOBSen. 
Durch Erwärmung dehnt es sioh auf 1,8 Liter aus. Gib die neue Wanddicke a unter der
Annahme an, daß sich die BIBBe überall gleichmäßig ausdehnt. 

759. Eine mB88ive Halbkugel von 34 om Durchmesser soll halbkugelförmig so weit ausgedreht
werden, daß sich ihre Masse um die Hälfte verringert. Berechne den Durchmesser a der
Aussparung.

760. Acht Kugeln vom Radius r berü.hren sich gegenseitig und sind so angeordnet, daß ihre
Mittelpunkte die Eckpunkte eines Würfels bilden.
a) Wie groß darf das Volumen V 1 jener sechs Kugeln sein, deren Mittelpunkte mit den

Schnittpunkten der Flächendie.gonalen des Würfels zusammenfallen?
b) Welches Volumen V1 hat die Kugel, deren Mittelpunkt zugleich Schnittpunkt der

Raumdie.gone.len ist und die die großen Kugeln berührt?
Drücke V 1 und VI durch r aus und setze dann r = 5,3 cm.

761. Die Volumen V 1 und VI zweier sich berührender Kugeln stehen im Verhältnis V 1: V 1 = 
= 4: 3. Der Abstand ihrer Mittelpunkte beträgt a = 12 om.
e.) Welche Durchmesser d1 und d1 haben die Kugeln?
b) Wie groß sind ihre Volumen V1 und v.�

762. Eine Kugel mit dem Volumen V = 2,4 dm3 schrumpft gleichmäßig zusammen. Gib den 
neuen Durchmesser d für 10% Schrumpfung des Volumens an.

763. Eine Halbkugel wird von einer zur Grund1lä.che parallelen Ebene geschnitten.
e.) Wie groß muß der Abstand x der Schnittßäohe, von der Grund1lä.che aus gerechnet,

sein, de.mii; die Kugelkappe zur Kugelzone im Verhältnis m: 11, steht. Drücke x durch 
den Radius r der Halbkugel aus. 

b) Wie groß muß x sein, de.mit Kappe und Zone gleich groß sind?

764. Der senkrecht zu einer Schnittfläche stehende Durchmesser AB = 2r einer Kugel wird
durch die Schnittßäche in die Stücke x und y geteilt (Bild 469). Wie groß sind die beiden 
durch die Schnittfläche bestimmten Kugelsegmente und ihre de.zugehörenden Kappen,
wenn x: y = m: n gegeben ist?

765. Wie groß ist ein Kugelsegment V, dessen dazugehörige Kappe
M = 40 cm• die Höhe 1,, = 1 cm hat? Welchen Radius r hat ferner
die zum Segment gehörige Kugel?

76 6. Von einer Kugelzone, deren großer Durchmesser gleich dem Durch­
messer der dazugehörigen Kugel ist, Bind die Höhe 1,, = 2 cm und 
die Fläche M == 30 cm• bekannt. Wie groß ist dB8 Volumen V 
der der Zone entsprechenden Schicht? 

767. Von einem Kugelsektor sind dB8 Volumen V= 20 cm3 und die
Bild ,&9 

Fläche M = 10 cm• der de.zugehörigen Kappe bekannt. Wie groß sind die Höhe 1,, der 
Kappe und der Radius r der Kugel?

768. Von einer Kugel sind die Kappe M = 25 cm� und deren Höhe k, = 2 cm bekannt. Berechne
dB8 Volumen V der dazugehörigen Kugel.

769. Ein Kugelsektor soll der 11,-te Teil der ihm zugehörigen Kugel mit dem Radius r = 5 cm 
sein. Welche Höhe h muß er für n = 4 haben? 

770. Wie groß muß die Höhe 1,, eines Kugelsektors sein, de.mit die dem Sektor zugehörige Kappe
M ftächengleich ist dem zum Sektor gehörigen Kegelmantel M 

1? Berechne k, aus dem Kugel­
radius r = 15 cm. 
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771. Ermittle die Mauem einer Bikonve:idinse (Bild 470). (e = 3,1 g/om1) 

772. Wie groß ist die polierte (gekrümmte) Flii.ohe A einer Bikonkavlinse, wenn die Krümmung 
beiderseits gleioh ist (Bild 471).

773. Eine ateineme Zierkugel von 80 om Durchmeaaer ist ao abgeflacht, daß die Auflagelläche
einen Dut"ohmeaaer von 25 om hat. Berechne ihr Volumen V.

774. Du pßeiseme kuplförmige Schiebegewicht einer Dezimalwaage gleitet auf einer Stange 
"On 8 mm Durohmeuer. Es ist deshalb mit einer zentrischen Bohrun.a von gleichem Durch· 
meaer versehen. Bereohne seine Masae m bei einem Durchmesser von 4 om. (e = 7,2 g/om8) 

j-
Blld 470 Biid 472 

775. Berechne die tragende Fläche A der Kugelpf&lllle, die in die Stützplatte für ein Kugel·
gelenk eingearbeitet ist (Bild 472).

776. Eine Stahlkugel wird durch einen Körper in eine Bleiplatte eingedrückt und hinterULßt
darin einen 0,40 cm tiefen und 4,50 cm• großen Eindruck. Berechne den Durchmesser d

der Kugel.

777. Eine aus. dünnem Blech gefertigte Halbkugel aoll bei einem Radius von 22 cm aus einer
Kappe und einer Zone zusammengesetzt werden. Welche Höhen h1 und h1 mlis8en Kappe
und Zone haben, wenn für beide gleich viel Blech verbraucht werden soll? 

778. Eine aua Stein hergestellte Halbkugel von 70 cm Durchmesser soll aus einer Schicht und 
einem Segment zusammengesetzt werden, die beide gleiche Höhe haben. Berechne die 
Volumen V1 und V1 der Schicht und des Segmentes.

779. Eine Holzkugel von 8 om Durchmesset" wird auf ein kegelförmig zuppitztee Rundholz
geleimt. Deshalb muß es mit einer AuBBparung versehen werden, die die Form eines Sektoni
mit dem Kegelöffnungswinkel 60° hat. Gib den Materialabfall V aq. 

780. Ein Bleideckel hat die Form eines Kugelsegmentes mit dem Radius r - 16 cm und der 
Höhe h = 2 cm. Er soll zu einem Segment mit der· Höhe h1 = 4 cm umgegossen werden. 
Berechne den Radius r

1 der dazu anzufertigenden
Form.

781. Berechne die Muse meines Kugelgelenkbolzens (Bild473).
(Cl = 7 ,85 g/cm1)

782. An einen zylinderförmigen Kessel von 3,80 m Lä.nge und 
1,50 m AußendurchmeSBer sind Böden angeschweißt, die 
die Form einer Kugelkappe haben und 25 cm hoch sind. 
Berechne die Oberfläche O des KeBBels.

783. Berechne die M11888 m von 50 Stück Stahlbolzen (Bild
474). (e = 7,85 g/cm8) Bild 473 Bild 474 
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784. Der Innendurohmeuer einer Kugelvue beträgt 16 cm. Innerer Boden und obere Ottnung 
sind gleich groß und haben einen Durohmeuer von 9 cm. Gib das F&BBungsvermöpn V 
der Vase an. 

786. Der halbkuplförmip Zelluloidfuß eines Stehaufmännchens hat einen Durohmeuer von 
25 mm. Er eoll mit einem Bleistüok, du die Form eines enteprechendei. und 8 mm hohen 
Kugellegmentee hat, auagelegt werden. Berechne den Materialbedarf V. 

Biid 476 

786. Welchen Raum V umschließt ein kugelförmiger Tank 
(Bild 476)? Zylinder- und Kegelansatz sind mitzu­
rechnen, während die Blechdioke unberücksichtigt 
bleibt. Welche Oberfläche O hat außerdem der Tank? 

Bild 476 Bild 477 

787. Ein Windkessel besteht aus einem l = 2,4 m lanpn zylindrischen Rohr mit der lichten 
Weite d =.80 cm. Er ist beidereeite durch Kugelkappen abgeschloBBen, deren gemeinsamer 
Mittelpunkt.im Schwerpunkt des Rohres liegt. Gib das Fassungsvermögen V und die Ober­
fläche O des Keuele an. 

788. Eine Kochflaache (Bild 476) ist bis zur Höhe h mit W&BBer von 4 °C gefüllt. Wie groß ist 
ihre Füllung V? 

789. Gib du Volumen V und die Oberfläche O eines Ziersteines (Bild 477) an. Berechne außer­
dem die Fläche A eeinea Acheenschnittes. 

790. Zwei Kupln mit den Radien r1 = 27 mm und r1 = lö mm werden an einer Stelle eo weit 
pl&DIJ88ohlift'en, daß sie eine pmeineame BerührungefilLche vom DurchmeBBer d = 23 mm 
erhalten. Berechne die Volumen V 1 und VI der abpeohllifenen Segmente. 

791. Drücke du Volumen V des Restkörpers durch raus, wenn eine Kupl zentrisch mit einer 
konischen Bohrung versehen wird (Bild 478). 

792. Berechne das Volumen V des Restkörpers, der aus einer beidereeite konisch ausgedrehten
Kugel erhalten wird (Bild 479). 

Bild 478 Bild '79 Bild 480 



416 29. Körpe,·berechnung
793. Berechne die Masse m eines aus Platin hergestellten Ringes (Bild 480). (e = 21,4 g/cma)
794. Berechne die Masse meines gußeisernen Deokels (Bild 481). Setze a = 21,0 cm, b = 0,8 cm

und e = 7·,2 g/cma. 
79ö. Gib eine Formel für das Volumen V eines Kugelkeiles (Kugelzweieck) an (Bild 482). Drücke

V durch r und a aus. 

Bild 481 Dll<l 482 Bild 488 

29.3.6. GuLDJNsebe11 Regeln 

Die Volumen und Mäntel beliebig geformter Rotationskörper lassen sich recht bequem 
nach den beiden GULDIN8chen Regeln berechnen. Insbesondere erhält man die For· 
mein für das Volumen und den Mantel vom geraden Voll- und Hohlzylinder, geraden 
Kegel, geraden Kegelstumpf und von der Kugel auf sehr einfache Weise, wie nach­
stehend gezeigt wird. 

1. GULDINSebe Regel
Das Volumen V eines Rotationskörpers ist gleich <lern Produkt aus dem Inhalt A 
der den Körper erzeugenden Fläche und dem Weg w = 2,:tr

8
, <len ihr Schwer­

punkt S bei einer Umdrehung um die Rotationsachse zurücklegt (Bild 483): 
I V= Aw = A·21t,. (153) 

2. OULDJN!lehe Regel
Der Mantel M eines Rotationskörpers ist gleich dem Produkt aus <ler Länge l der 
den Körper erzeugenden Kurve und dem Weg w = 21tr

8
, den ihr Schwerpunkt S 

bei einer Umdrehung um die Rotationsachse zurücklegt (Bild 484): 
I M=lw=Z·27tr8 J 

Sowohl der Beweis für die Richtigkeit der beiden Regeln o.ls 
auch die Bestimmung der Schwerpunktlagen von Flächen 
und Strecken sind Aufgabe der Integralrechnung und. müssen 
deshalb hier übergangen werden. Für die folgenden Beispiele 
werden die Schwerpunktlaizen 1\ls bekannt vorausgesetzt. 
ßt:18PJELE 
1. VoUzylinder

Volumen (Bild 48ö): 
1) PAUL Gnom (1677 bis 1643) belgischer Mathematiker.

(154) 

lllld 484 



29.3. Krummßächner 

Erzeugende Fläche: A = rh 

Schwerpunktabstand von der Achse: 

Schwerpunktweg: r w= 2n:2 = n:r

Folglich: V=Aw:erh·n:r 

V= n:r2h 

Mantel (Bild 486): 
Erzeugende Strecke: l = h 

Schwerpunktabstand von der Achse: r, = r 

Schwerpunktweg: w = 2n:r 

Folglich: M = lv• = h • 2n:r 

M = 2n:rh 

.. �·-

Bild 486 Bild 486 

2. Hohlzylinder
Volumen (Bild 487): 

Erzeugende Fläche:

Schwerpunktabstand von der Achse:

Schwerpunktweg:

Folglich: 

2 7 Elementarmathematik 

r1 + r1 r, = --
2
-

ri + r, w = 2n:--2-
= n:(r1 + r1) 

V =Aw 
V = (r1 - r

1)h • n:(r1 + r2) 
V � n:h(rl - ri) 

1 ---1---V/.I"-. 

1
_..--

-­

.1 

(: 
�?:i"°r;-··

,,-1' ::--- : 
I' 
,, __ 

Bild 487 

417 



418 29. Körperbereohnung 

Mantel (Bild 488): 

Erzeugende Streoken: 11 = h 

z. = h 
Schwerpunktabstände von der Achse: r,

1 
= r1 

Schwerpunktwege: 

r
., = r, 

w1 = 2nr1 

w1 = 2nr1 

Folglich: M = l1w1 + l1 w1 = h • 2nr1 + h · 2nr1 

M = 2nh(r1 + r
1
) 

Bild 488 Bild 4_89 

3. Kegel 

Volumen (Bild 489): 

Erzeugende Fläche: 

Schwerpunktabstand von der Achse: 

Schwerpunktweg: 

Folglioh: 

Mantel (Bild 490): 

Erzeugende Streoke: 

Schwerpunktabstand von der Achse: 

Schwerpunktweg: 

Folglioh: 

A = 
r h  
2 
r 

r, = 

3 
r 

w = 2n3 
rh r 

V=Aw=
2

·2n
3 

'lt 

V =-
3

r2 h 

l=I 
r 

r
,

= 

2 
r 

w = 2n2 
= nr

M-= lw = • • nr 

M = nr, 

Bild 490 



29.3. Krummfläohner 

4. Kr,ge1,1J1:u.mpf 

Volumen (Bild 491): 

27' 

El.'7.eugende Flächen: 

Sohwerpunktabstände von der Achse: r,
1 
= � 

Sohwerpunktwege: 

Folglich: 

Mantel (Bild 492): 

Erzeugende Strecke: 

r1 + 2r, r.,=--
3
-

2 ,, + 2,. Wa = n--3-

Bild 4112 

l = 8 

'1 + '• Schwerpunktabstsnd von der Achse: r, = -2-

Schwerpunktweg: 

Folglich: 

w=2 n ', +r, 2 

M = lw = a • 2n r, ; '• 

M = na(r1 + r,) 

419 



420 29. Körperbereohnung

5. Schwerpunkt der Halbkreiltfüiche

Durch Rotation einer Halbkreisfläche entsteht eine Kugel (Bild 493). 

Kugelvolumen:

Halbkreisfläche: 

V= A ·2lt· r, 

4 ltr2 

3 
ltr3 

=

2
· 2ltr, 

4r r, = -3-; 

6. Schwerpunkt der Halbkreiltlinie

Durch Rotation einer Halbkreislinie entsteht die Oberfläche einer
Kugel (Bild 494).

Kugeloberfläche:

Länge der Halbkreislinie:

M = l·2ltr, 

4 lt r = lt r · 2 lt r, 

2r 
r, = -· 

lt 

Biid 498 

Blld494 



Lösungen 

Lösungen 

I. a) 21 -13 • 17 • 47 b) 3 • 111 • 29 

e) 2' . 31 • 7 • 13 • 53 f) 3° • 199 
i) 2 • 31 • 5 • 7 • 13 • 17 • 43 

2. a) 3 b) 36 
e) 1 (teilerfremd) 

3. a) 75 
e) 94 
i) 3842 

4. a) 60 
e) 39 312 
i) 38766063

5. a) 2-} b) 6{ 

i) 5� k) 6� 

6. a) !� b) \
9

; 
") 1805 k) 686 
1 43 7 

7. bis 11. 

b) 44 
f) 106
k) 5109 
h) 420 
f) 20250 
k) 31104 

o) l�15 
185 l) 1 317 

) 
572 

0 21 

l) 55 
8 

d) 4 

39 m) 6 115 

d) 
1573 

41 

) 
188 

m Tf 

c) 2·3'·17·23 
g) 58 • 19 • 61 
k) 11 · 89 • 463 
c) 126 

c) 1 
g) 143 

c) 1890 
g) 11554543 

e) 3rii f) 2; 

2 92 
n) 89 o) s109 

) 7104 f) !__� e 95 
3 

345 ) 1638 
n) 16 o 31 

421 

d) 2• • 5 -171 

h) 28 • 7 • 997 

d) 91 

d) 2 
h) 34.1 

d) 320494
h) 19 683 

16 4 g) 3 61 h) 7 123 
53 

p) 2 467 

) 
293 

g 23 

) 199 
P2

h) 
193 

8 

Erweiterung mit 2: Erweiterung mit 3: Erweiterung mit 5: 
2 10 28 46 62 3 15 42 69 93 5 25 70 115 155 
-.-: 26; 34; 48; 70 6; 39; 51; 72; 105 10; 65; 85°; 120; 175 
6 8 22 34 88 9 12 33 51 132 15 20 55 85 220 
8; 34; 50; 80; 114 12; 51; 75; 120; 171 20; 85; 125; 200; 285 
4 12 30 24 102 6 18 45 36 153 10 30 75 60 255 
iö; 38; 76; 70; 120 15; 57; 114; 105; 180 25; 95; 190; 175; 300 
12 16 34 84 144 18 24 51 126 216 30 40 85 210 360 
14; 30; 58; 130; 166 21; 45; 87; 195; 249 35; 75; 145; 325; 415 
4 14 36 40 186 6 21 54 60 279 10 35 90 100 465 

18; 36; 74; 142; 194 27; 54; 111; 213; 291 45; 90; 185; 355; 485 
Erweiterung mit 7 : Erweiterung mit 11: 
7 35 98 161 217 11 55 154 253 341 

14; 91; 119; 168; 245 22; 143; 187; 264; 385 
21 28 77 119 308 33 44 121 187 484 
28; 119; 175; 280; 399 44; 187; 275; 440; 627 
14 42 105 84 357 22 66 165 132 •. 561 
35; 133; 266; 245; 420 55;· 209; 418; 385' 660 
42 56 119 294 504 66 88 187 462 792 
49; 105; 203; 455; 581 77; 165; 319; 715; 913 
14 49 126 140 651 22 77 198 220 1023 
63; 126; 259; 497; 679 99; 198; 407; 781; 1067 



422 Lösungen 

Erweiterung mit 17: 
17 85 238 391 527 
34; 221 ; 289; 408 ; 595 
51 68 187 289 748 
68 ; 289; 425; 680 ; 969 
34 102 255 204 867 
85; 323; 646; 595 ; 1020 
102 136 289 714 1224 
119; 255; 493; 1105' 1411 

34 119 306 340 1581

153; 306; 629; 1207; 1649 

1 b) 15 5 
12. a) 2 19 o) 12

l) .! 4 5 
5 m)

.,-
n) 9 

34 b) _!__ 79 
13. a) 41 3 o) 89 

l) 21 24 576 4 

31 m) 178625 n) 3 

14. 11) 240 b) 96
() 13464 g) 4347 

l b) � 15. a) 4 60 

f) 1!!. 31 

24 
g) 208 

215 b) 11!216, a) 139234 24 

f) 2s} g) 0 

17. a) 9 b) 7 

f) 9.!. l 
5 g) 792 

9 b) .!18. a) 16 5 

f) � 
18 ) 49

g 54 
l 19. a) 217 b) 23

f) 36f g) 28 

d) 37
67 
3 o) 5 

1 d) 16
15 o) 28

Erweiterung mit 48: 
48 240 
00; 624; 
144 192 
192; 816; 
96 288 
240; 912; 
288 384 
336; 720; 
96 336 

432; 864; 

672 
816 ; 
528 

1200; 
720 
1824; 
816 

1392; 
864 

1776; 

1104 1488 
1152; 1680
816 2112 
1920; 2736 
576 2448 
1680; 2880 
2016 3456 
3120; 3984 
960 4464 
3408; 4656 

l f) .!. 8 8 e) 4 4 
g) 

15 h) 27

) 2074 2 3 7 
P 8633 q) 

15 r) 4 a) 16 

4 8 57 h) 713 e) 9 f) 15 g) 59 783 
26 p) 57 

39 
q) 58 

5 r) 6 
1 8) 6

o) 720 d) 136800
h) 512 i) 2790 

37o) 72 
11 d) 252

h) 2556
ffl:i05

") 71 1 
162

7 o)
40 

3d) 113
fö 

h) 222�
11 i) 2_!_ 5 

l d) 1.!.o) 52 7 

h) s.!. 
4 

") 3
' 5 

44o) 63 d) 15

h) l_!_2 ") 77 1 
100

l o) 783 d) 323f

h) 6� 27 i) 10 

") 5 103 
1 -, k) 570 

t) 23 3 
34 u) 7

") l 1 5 k) 13
14 

t) 11 4505 
17 u) 7848 

e) 1260 
k) 6545

7e)
16 

k)�
504

le) 1961
4 

k) 12{

2 e) 83 

k) 78

e) � 
45 

k) 6! 
3 

l e) 18582 

k) 1
4189 
4608 
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l l o) 2.! d) 8 
385 20. a) 24 b)

12 5 e) 5616 

f) 9� 25 h) _!._ i) .! k) l92 g) 27 2 3 

2 b) 8 
l d) l_!_ e) 45021. &) 73 o) 382 3 

f) 2!!. 3 h) 126 i) 706� k) l
12 g) 134

l b) 1.! o) 2 d) _!._ e) 1022. a) 8 3 2 

f) l 2 h) 4_!_ i) 13 k) 2�g) 33 4 7 

3 b) _! 2 20 2523. &) Iö 40 o) 27 d)
817 e) 711 

f) 2!.. 30 5 ') 49 217 
1 468 g) 271

° h) 273 1 
1783 k)

12115 

6 b) l� c) 6 d) 18 e) 2424. a) 6 7 73 
M 65 h) 1

106 i) 24 k) 119 f) 263 g) 842 209 42 

2 b) .! 4 d) __'!__ 3 215. a) 
13 9 o) 25 43 

e) iiö 
l 2 5 ') 2 ti f) 

18 g) 213 h) 73 1 297 k)
1456 

l b) l_!_ 3 d) !!. 3 26. &) 2 7 o) -f 18 
e) 8 

f) 7� 5 3 ') 9 8 

8 g) 26
14 

h) 7
22 

1 62 k) 29 

27. a) 4 b) 2!. 4 7 3 
3 o) 1

17 
d)

10 e) 1 7
-

3478 f) tH75
32

g) 36 
5 hl 2

rr 
1) 12 l k) 26

28. &) 7 b) 5.!_ 7 d) _! e) 105 o) 39 34 

f) 11{ 13 h) 4!_ i) 23..!.. k) 11188 
g) 1

15 7 3 219 

29. a) 3 b) 3.!.. d) .!.
' 13 

3 c) 4 5 e) 1
15 

ti 25 
h) � ') 3� k) 32� f) 30 g) 5

72 11 
1 

80 99 
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30. a) 1 2 
7 

f) 20 
27 

2 31 . e.) 4 3 

f) 39 !

18 
32. e.) 19 

f) 7140 

141 

4!) 
h) 121 

4 
g) l

:,; 

b) 45 

6 
g) 475 

1 b) 210 

) 1107 
g llO 

c) 10 

h) 63 

1 c) 
40 
4 

h) 91 

7 
c) 18 

h) 7 !._ 2 

1 d) io 
13 e) 7
20 

") 1313 1 975 k) 2_!_ 
60 

d) l.!_ 4 
5 e) 405 

i) 607_!_ 1 
7 k) 2190 

d) l_!_ 5 
2 e) i2 

i) i� 
k) 68 

219 
33. e.) 290 b) 3

18 c) 59 d) 1 1
2-

31 8 4 
hJ 3! e) 1

60 
f) 21 g) 13 7 

4 

30 34. a) 
43 

33 68 3 b) 109 c) 157 d) 1i 

35. e.) 0,3
e) 0,000102 
i) 0,987 654321 

36. <X) e.) 891,0!1822 
e) 712,33187 

�) i) 1284,0 14 
n) 2167,71416 

y) a) 187,55978 
e) 584,24391 

6) i) 1234,5678 
n) 2 

b) 70,04 
f) 0,75
k) 2,8859 

b) 1,818537 
f) 244,1055 
k) 619,08525 

b) 0,073077 
f) 202,0255

k) 598,91797 

69 
e) 181 

c) 0,0012 
g) 0,913483 

c) 170,94 
g) 2070,81 199 
)) 1 

c) 0 

g) 72,65999 
l) 0,2898 

d) 0,35728 
h) 1,228 

d) 760,714863 
h) 220,05242 
m) 999,99999 

d) 750,080663 
h) 37

m) 782,65519 

37. e.; 300 kg 

38. e.) ll73,9 
f) 441,8 

b) 37,2 km 

b) 6432 

c) 1,1098 km• 

c) 83040 d) 4,75 e) 0,101 

39. e.) 286,4 
f) 308,608 

40. e.) 24,448 
e) 559,8654 
i) 13,02484 

41. e.) 8,8 
e) 0,872 
i) 4,703 

g) 4 025300 h) 7,04 

c) 3,14

i) 7720 k) 4,02 

d) 102,683 e) 0,063'72 b) 21 727,8 
g) 366,48 h) 168777 i) 11030,892 k) 291,247 

b) 356,1129 
f) 0,3219216

k) 7,47178 

b) 7,83 
f) 0,004066 
k) 0,001 07575

c) 49,16 

g) 282,67923 

c) 27,623 
g) 0,7478 

d) 5,814 
h) 0,00015201 

d) 1,0265 
h) 0,001375 



42. &) 14
f) 13

43. &) 2,7 
f) 654,3 

44. &) 0,75 

Lösungen 

f) 0,6875 

45. &) 1,1875 
f) 234,125 

46. a) o?

f) 0,142857 

47. &) 0,16 

f) 0,385365 

k) 0,5259900 

4 48. &) 25 

f) 23!!! 80 

8 
!&9. &} 9 

f) 10
11 

17 50. &) 4,5 
7813 

f) 12375

b) 27
g) 4632 

b) 5,02 
g) 432

b) 0,875
g) 0,578125 

b) 8,216 
g) 5,29536 

b) 0
!
6 

g) 0,692307 

b) 0,27 

g) 0,3518 

b) _!!__ 8 
l g) i6 

3
b) 11 

26 
g) 111

7 
b) 300

65 g) 

7
4 

51. a) 0,835... bis 0,8'5 ... 
c) 113,0806... .. 113,0814 .. . 
e) 7163,286... .. 7163,294 .. . 
g) 0,50006... .. 0,50014 .. . 
i) 0,009 999 5 ..... 0,010000 5  ... 

52. &) 0,7503; 0,750; 0,75; 0,8 
c) 0,6463; 0,646; 0,65; 0,6 
e) 3,0087; 3,009; 3,01; 3,0 
g) 5,0950; 5,095; 5,09; 5,1 
i) 7,3000; 7,300; 7,30; 7,3 

53. &) 26\&60; 26500; 30000
c) 6900; 6900; 10000
e) 86000; 86000; 90000

c) 713
h) 16

o) 0,\&6
h) 4 

c) O,\l 

d) 61 
i) 7 

425 

e) 34 
k) 546,l 

e) 0,71 
k) 1981,25 

e) 0,52
h) 0,90625 

c) 13,7375 
h) 70,'72 

d) 1,64 
i) 52,5 

d) 0,35 
i) 0,568 

d) 54,862 

k) 0,08984375

e) 39,3515625
i) 4,998046875 k) 78,0952 

c) 0,09 

h) 0,567 

d) 0,51 

i) 0,26199 

e) 0,72 

k) 0,0627 

c) 0,1854 d) 0,972 e) 0,769801

h) 0,288'6153 �) 0,80235294117647 0588 

o) 1'1 
50 d) 

147 
250 

h) 
3917 
6250 i) 11� 

1 o) 33 
1 

h) 27

d) 
59 
99 

") 67 1 303 

2753o) 4950 d) 
13
54 

1001 h) 1025 
") 251 1 808 

b) 7,1266... bis 7,127' .. . 
d) 63,95. .. .. 64,05 .. . 
f) 614,295 ... .. 614,305 .. . 
h) 347,15... .. 347,25 .. . 
k) 0,95. .. .. 1,05 .. . 

b) 0,0706; 0,071; 0,07; 0,1 
d) 0,2879; 0,288; 0,29; 0,3 
f) 17,9899; 17,990; 17,99; 18,0
h) 9,8226; 9,823; 9,82; 9,8 
k) 3,4568; 3,457; 3,46; 3,5 

b) 874480; 874500; 870000 
d) 7'02980; 7403000; 7400000

262 e) 625
67 

k) 128

91e) 333

k) 5437
9999

13e) 48

k) !!! 26
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54. a) ± 5om 

f) ±5mm 

55. a) ± 0 

f) + 0,0006 

k) - 0,0039 

56. a) 2,106 

f) 0,4189 

57. a) 0,44 ± O,OOö 

b) ±limp o) ±0,5g 

g) ±5mm h) ±0,5g 

b) - 0,043 o) ±0

g) + 271,594 (Folgerung?) 

b) 903,4 

g) 1,879 

o) 253,2 

h) 2,5625 

d) ± 0,00öa 

i) ±5kg

d) ±0

h) + 0,0002 

d) 355,31 

i) 46,83 

b) 0,0707 ± 0,0000ö 

e) ±0,05V 

k) ±50Hz 

e) ±0 

i) + 9,051 

e) 16,52 

k) 31,495 

o) 0,643644 ± 0,0000005 

e) 0,6378 ± 0,00005 

d) 0,75297530 ± 0,000000005 

f) 0,1372323 ± 0,00000005 

h) 0,456 ± 0,0005 g) 0,899900 ± 0,0000005 

i) 0,715454 ± 0,0000005 k) 0,0329731732 ± 0,00000000005 

58. a) 380689

d) 0,380689

59. a) 51478848

d) 0,051478848

60. a) 24,2899 

e) 768,11 

i) 76,811 

61. a) 8,8790 

e) 4,1213 

i) 19,129 

62. a) 1322500

d) 57760000 

g) 24,3049 

k) 0,0000942841

63. a) l 75.616000000

c) 656,234909 

e) 43 614,208 

g) 0,000000778688

i) 246491883000000

64. a) 2,95635 

e) 0,51962 

i) 301,164 

65. a) 0,41213 

e) 0,063907 

i) 0,15874 

b) 38,0689 o) 380!18900

e) 0,0000380689

b) 51,478848 o) 51478848000

e) 0,()()()051478848 

b) 7,6811 c) 2,42899 d) 0,242899 

f) 0,007 6811 g) 242,899 h) 0,076811 

k) 0,00242899

b) 0,88790 c) 41,213 d) 0,19129 

f) 1,9129 g) 0,041213 h) 887,90 

k) 0,088790

b) 0,00772641 o) 4173,16 

e) 0,097969 f) 0,000000252004 

h) 645160000 i) 0,000000004489 

b) 0,000345948408

d) 0,508169592

f) 83453453000

h) 0,000000000001601613 

k) 0,017373979

b) 0,205183 o) 0,076811 d) 81,854 

f) 2,71662 g) 670,82 h) 0,183848 

k) 0,029 

b) 18,171 c) 0,8113 d) 0,40207 

f) 92,012 g) 30 h) 0,97645 

k) 0,0072177
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66. a) 0,390625

e) 1210,66

b) 0,0157729

f) 0,00277008

k) 1,37552

o) 20,9205

g) 0,000194553

d) 1,96464 

h) IIO,Oll 

i) 0,0561798

67. a) 7,0427

f) 99,046

68. a) 66,S

f) 187,3

69. a) 4,0269 

f) 0,25568 

70. a) 42,3

f) 0,0838 

71. a) 6,76 

f) 65 

72. a) 46,7 

f) 8.49 

73. a) 7,35

f) 0,01559

74. a) 3,8 

f) 0,1644 

75. a) 0,3083 

f) 57,8 

76. a) 7,87 

f) ll5,2 

77. a) 1,964 

f) 1630 

78. a) 92 

f) 205,2 

79. a) 0,965 

f) 0,01241 

b) 13,6858

g) 2,3296

b) 0,07093

g) 0,0000627 

b) 17,85

g) 39,979

b) 0,4595

g) 559,2

b) 388 

g) 0,1705

b) 0,349 
g) 0,0304 

b) 2,884 

g) 63,7 

b) 2,038

g) 936 

b) 0,02315 

g) 0,2345 

b) 0,892 

g) 0,0064

b) 1,964

g) 0,00785

b) 0,ll67 

g) 0,003 

b) 0,05975 

g) 64,9 

o) 0,08234 d) 0,00260461

h) 0,2728 i) 30,2308

o) 1740 d) 0,0001297

h) 0,08975 i) 6,353

o) 0,77628 d) 1,938 

h) 0,070284 i) 20,641

o) 0,00009684 d) 3300

h) 244600000 i) 0,0003489

o) 0,395 d) 104300

h) 462,3 i) 9,87

o) 2060 d) 31

h) 0,00022 i) 1 020000

o) 0,912 d) 246

h) 4,28 i) 0,0825 

o) 0,915 d) 0,2422 

h) 175 i) 0,93 

o) 1,37 d) 0,3182 

h) 590 i) 1,52

o) 5650 d) 0,0917

h) 0,0322 i) 0,269

o) 47 d) 0,039 

h) 0,01745 i) 0,01205 

o) 43,4 d) 83,3

h) ll,08 i) l,ll2

c) 36,2 d) 9,2

h) 2,255 i) 0,00237 

80. a) gerade, wenn n gerade; ungerade, wenn n ungerade 

b) gerade, wenn n ungerade; ungerade, wenn n gerade 

o) stete ungerade für allen 
" 

d) gerade, weQ n ungerade; ungerade, wenn n gerade

e) stete gerade 

e) 210,595 

k) 0,0062289

e) 9,875

k) 0,00594

e) 9,7701

k) 0,0034593 

e) 0,0001831

k) 0,0000000241

e) 0,000215 

k) 101

e) 0,00084 

k) 0,000000536 

e) O,ll4 

k) 27,84 

e) 8,86 

k) 0,03378

e) 0,00975

k) 0,006

e) 0,01035 

k) 5870 

e) 7,87

k) 0,00942

e) 0,172

k) 35,5

e) 0,000302 

k) 0,0556
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81. cz) 

a) 6 

b) -8 

o) 2
3 
1 

d) +53

e) -2� 
3 
1 f) -53

g) -4
1 h) -112

i) -4 

k) 99 

Pl 
-42

-52

1 -16 
1 

2 
2 -83

2 -603
3 

-7-,-

5
-53-,-

3 
-7.,-

-125 

y) 

125 

41 

5 

234 

82. a) < b) >
83. a) + 50 

f) - 50 

c) < d) < 
b) +20 

84. cz)
a) + 13 
b) - 1 

c) - 1
d) + 13
e) + 1
f) - 13 
g) - 13 
h) + 1 

85. a) -1
5 f) 5

12 

86.a) 8a+7b- 6c

g) - 50 

�) 

+ 33 
- 11 
- 11
+ 33
+ 11 
- 33
- 33 
+11 
b) 2

g) 78,8 

o) 40z + 50y - 60z
e) 29o - 42to

2 19 1 1 
g) 9 tl - 30 e - 1.4 I - 3 

d) 

96 

-51

2.!. 3 
5 -216 

9.!_2 

-85 

+5,1

-27,9

5,1

1036 

e) < f) > 
c) + 20

h) - 20 

y) 

+ 60 
+ 32
+ 32 
+ 60 
- 32
- 60 
- 60 
- 32

o) 221

e) 

17!.'!
36
7 71e 
3 2

17 

� 34 

� 51 
133 
204 

29� 9 

23 !!..9 

29� 
9 
1102

12 

g) < h) > i) >
d) + 50 e) - 20 

6) 
+ 32

0 
0 

+ 32 
0 

- 32 
- 32 

0 
d) 54,5 -e) 0 

k) 

h) 0 i) 25 k) -1o!!12 
b) -2l-m+36n 
d) 2 p + 6q + 12 r + 7 B - 17' 
f) -3,39a - 9,27 b + 13,1 c

h) 988,97 z + 351,46 y - 208,9 z - 493,3

k) 30u - 55,8811 + 14,9855to - 45,133 
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87. a) 240a1bc1 b) 90zlly1z1 

h) 4:,;y

d) 1�,h,•wt 

i) 0 

e) 17 p2q2ra•e 

7 k) -6icJabat

88. a) -12:,;
af) 3b

89. a) 8:,;

f) -r 

90. a) -lla1b

b) -5a
7"g) -9v

b) 0

o) 8'1
3 h) -.
,

13 c) 
-c

h) -� 
5a 

c) :,; z 

d) -1 

i) -4,6� ra 

d) !!___�
2 y 

i) -0,11 

d) 100
' 

e) -6y

k) 0,9 �z 

17e) 13b 
5ak) -h 

11e) -15 
91. a) 3y --3:,; b) 2r c) 2m-2p d) 0,8r+a

e) U -ID f) 11:i:-4y+9z 3 7 1 g) 3
iö

a -120b + 6c

h) lOu-v+to i) 6:i:-7z k) lOa-lOb
92. a) 29a + b -38c + 2ld b) 290m -61n -Mp + 49q o) 35c + 33d-88.l: -531

d) 491
1
6 z:' yz -14t;6:,: y2 z + l� :i:1 y2 z e) 4ab

1f) -342 g) -4a1 -8b2 h) 0 

i) 8,618 y -14,828:,: k) -120,205a1bc -32,467a"bc -46,062a2b1c -10,383a1bc1 

93. a) :,: + (a - b) b) u + (w -v) c) : + ( -{" + ! a)
d) 1 + a + ( -b + c) e) 2:,: -3 y + (4 z -5) 

94. a) :i:-(2y-4z) b) !e-(-{-t+ !u)
o) 0,25q-0,49r -(0,52a -2,121) d) 37,2a -42,5b -(-41,6c + 0,62d)

e) .!_u -2-v -(!_w + �:i:)5 9 11 7 
95. a) a -(3b -2c + 4d) b) :,: + (0,1 y - 4,2z + 6,3u) 

o) 3p-6q-(2r+4a-5t) 1 2 4 
(

5 2 . !. 
)d) -u --'1 +-to - -:,: + -y -- z 3 5 7 9 3 4 

e) 0,3.l: -3,2l-(4,5m + 2,7n + l,6p)

96. a) 15r- 6a+3t b) -4az + Say + 24az

d) -16,12a + ll,96b -24,44c + 39,52d
3u 2lpv u 

f) ·41, + 20u -2 g) -4y + 10:z:

i) -5.!_a• + a!.a, -2.!.a• + 1.!.a1 -6±.a5 5 5 5 5 

' 1 3 3 c)
-2"" + s"' - a·fllD

e) ezll + a:i:1 
- 3b:i:

h) 0 

k) 72 - 65to
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97. a) 10:i:2 + 19:i:y + 6y2 

d) 63u2 - 41 uz + 6z.2 

b) 15a2 + ab - 28b2 

e) 121112 -81 wt 

o) 18m1 -m11 -4111 

f) -117z'+83zy+l54112 

g) 
_.!.a• - 1181 ab - .!.b2 

5 480 4 
h) 0,49u2 - 0,42u11 + 0,09v1 

i) 6f am -afbm + 13{-a11 - 7b11 3 4 
k) a•z + 2aby-3abz - 2b1 y 

98. a) z2 -y• + z2 -2 z z b) 2a1 - 6b2 - 12 c1 - ab - 2ac - 17bc
o) -117u1 -135112 + 108w2 + 308u11 + 84uw + 7211w
d)l ,  4, 1, 1 

4P -9q -16r +
3

qr

e) 0,15k1 - 0,42l' - 2,94m• + 0,17 kl + 0,63km - 2,24lm 
f) 6:i:8 + 13:i:1 + 2z - 5 g) 6u8 - 5u1 ·- 16u + 15 
h) 60:i:8 - 811:i:"y - 23:i:11• + 42y8 i) 120a8 - 52a1b - 52ab1 + 24b1 

k) 6kmp - 12lmp - 2knp + 4l11p + 9kmq - 18lmq - 3knq + 6l11q 

99. a) - a• -b1 

o) - 2:i:"11 - 2:i:11•
e) 4k + 52 • 

b) 105m1 - 170m1 + Ü5m• - 85m8 - 20m' 
d) u• - 25u811 + 25uv8 - II' 

c) 1 - z1 100. a) u• - 2u11 + v• 
d) 1 - 2y + y•

b) m• + 2m + 1 
e) 4a1 - 4ab + b1 f) zl + 6zy + 9111 

g) llp2 - 12pq + 4q' h)4 • 1 1 . 
9m + 3m11 + 1611 

i) 9,61 s• - 32,49 t• k) 0,49u2 - l,68u11 + 1,4411'

101. a) 0 
d) 50:i:' + 18y1 

b) - 6ab 
e) 9:i:' + 19:i:' - 20:i: + 5 

o) 16:i:' - 9yt
f) 25 - 8la1 

g) - l,92m1 -7,84m11 + 2,08111 h) :: 112 - : UII 

i) 54m11 

102. a) zl + 11• + z• + 2:i:11 - 2zz - 2yz
b) u• + 111 + w' - 2u11 + 2uw - 21110 

k) z• + 44kl

o) 4a1 + 9b1 + 16c1 - 12ab - 16ac + 24b c 
d) k' + 11 + m• + 111 + 2kl + 2km + 2k11 + 2lm + 2111 + 2m11 

1 9 3 3 e) 4p2 + 4q2 + 16 r• + s• - 2pq + 3pr -4pa - 4qr + qa - 2rs

103. a) 1681
f) 1 020100 

b) 7569 
g) 18000 

104. a) 8:i:8 + 27y8 + 36:i:'y + 54:i:11' 

c) 1596
h) 89984

d) 3800 
i) 994009 

b) eaa - 12a1 + 6a - 1 
c) - 64u1 - 240u111 - 300u11• - 125118 

3 1 
d) - 8 + 6y - -2 y• + 8y3 e) 27a' - 8b8 

e) 159711
k) 455000 
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106. «) /J) 
a) 64 81 
b) 34 53 
o) 4 25 
d) 16 - 45 
e) 512 7211 
f) 152 351 
g) 8 -125 
h) 98 -335 

106. a) 3 z - 2 II 

d) 5m + !.!.1! _ ...!__ 
n t.: 3q 

107. a) 2,7 b) 7

y) c5) 
4 25

100 91 

196 169 
28 -65 

8 125 
296 665

2744 -2197
728 - 793

b) 5 - b + Sc 

6) C>

400 400 
200 200,02 

0 0,04 
0 4 

8000 8000 
2000 (2000,6 

0 0,008 
0 60,002 

4 2 2 o) 3w- 9z+ 3wz

e) 96:i:' -27 :i:•11 + 54:i:211• -15:i:11• + 3y'

d) 54a2 b e) a + b 

431 

f) 3:i: + 1 g) " -5 
c) 19u 
h) z + y i) 14m + 13 k) :i:2 -z II + 11• 

108. a) 3:i:+211 b) 3a 2-7a b+5b2 c) 3:i:2+2:i:11-11•+ y3 
3:i:-211 

d) 6112 + 7 a -3 ) 2 • -9 b2 
- Sb"+ 9b• -llab• 

e a a 
a• -2 ab + b2 

1 1 f) 2.a -3b g) lfia + 24b
1111' - 321111• h) 4lu• + 3lu211 + 4111112 

- 1111' + 112 _ 1111 + 112 

i) 4:i:' - 311 

109. a) (a -1) (b + c)
c) Po (1 - at) 

k) 12 p• q• -3 p1 q• -5 p2 q• + 2 p q"

b) (311 -l) (5r + 1)
d) (ab + :i:11) (ab -:i:11) 
f) (10:i:'-yl)(lOz' + 111) e) (3:i:' .-5:i:z + 2z2)(3z - 211) 

g) (2p + 5q + 4r) (2p + 5q -4r) 
i) (a -b) (7:i: + 511) 

h) (3:i: - II + 4u -1) (3:i: - II -4u + l) 
k) (2r1 

- 511) (9r + 711)

a-l llO. a) a + 1 

f) a + b 

a 

111. a) 4 \7m 

b) .!!... ab -b2 

d) 3 
5 o) 

ac - c2 -4

U-II h) m2 - n• ') 1c g) u+ II l lc- l 

b) z + 211
z -211 o) a + 2 

4 e) -9 

k) -1 

d) 5(2a + 3b) 
4(2a -3b) 

e) läßt sich nicht künen f) t + 8 
t - II g) 3a + 1 

1 h) 5t -211

112. a) � 
a 

b) ..!!.... 
ab 

i) läßt sich nicht kürzen

c) nicht möglioh d) �
b 

a2 b 

k) 4m -9n 

3 e)-3a 
z-211

f) a z  -2a11 
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-1 113. a) 
y-:i: 

:i:-y z+y b) :i:• - 2 :i: '!/ + y• c) :i:• -'!/2 

d) nicht möglich 
:i:2+:i:y+y2 a-l 

� zl-� n + a:i:-:i: y-ay 

114. a) nicht möglioh m2 -m m1-l b) mz+m c) m1+ 2m+l 

d) m2 - 2m + l 
m•- 1 

ma - 2m1 + 2m -l f) m2 - 4m + 3 e) m• + 1 m• - 2 m - 3 

3t - 6a 115' a) 2lt - 12a b) nicht möglich

8,1 - 18,t + 7t• d) 16,• - 56,t + 49t1 

6aa - 3at - 2ba + bt f) 12aa - 2Iat - 4ba + 7bt 

116. a) -b b) +a 

g) 5u + 311 + 20w 
12 

c) ab

h) II:+ 1 
72 

7t1 - 10,t - 8,2 

o) - �49�,�. ---1�6-,2 

49ct - 70t•, - 40tr - 32r e) --�
34
�3�,.-_�

64
�,�a---

d) 4
a e) 3 

i) 7 a• + 6b1 
- 9c2 

6abc 
20u1 - 3u1 + 62u + 165 

k) 
360 

117. a) b) 25a1 - 40ab - 4b1 

12 

d) 75b2 + 132ab -34a1 

72 

f) 261 zl - 19 zl + 112 :i: - 16 
216:i:' 

h) _!__ 
b

i) 0 

118. a) 0 b) 0 

a-be) ::.------a ;,;-- '!/ 

-12u1 

ll) (u2 - 1) (u1 - 4) 

f)� 
6a' - 6 

7:i: -24y c) 96 
-

34b - 15a e) 12 

) Ilz - 2 g� 
a• + b1 

k) ---;,,--

d 75a1 + 28ab + 6b' 
) - ( 5a + b)( 5a +26) 

l g) (a + b)' 
1 h) _!__ 

q 
i) 

18 - 8:i: 
(:i: -l)(:i: - 2)(:i: - 3) k) :i:2 - 5:i: + 6 

7a119. a) -46 
4a2 

- b' e)� 

b) _!_uw2 

4 

f) :i:2 + 9 y• 

6a' -lla1 - 14a2 + 24 i) �----aa
---�

7c) 3 ar, 

g) 25 z2 - 16 y1 

20:i:y 

k) 5m2 + 7 
5n 

d) 24zu11 
11:'!J 

h) 35:i:1- 36y1+28z1 



8az 120. a) 
3cd 

Lösungen 

b) 211 
'U 

e
)

15acv + 16bcu - 30uvw 
l8cu11 

6 + 9z
g) a h) 2 + 6z 

121. &) 
4 + a• b) z- 1 
4 -a• z+I 

e) 3-z f) 1 
3+z z 

h)
a+z 
a-z 

i) r-a

122. &) 
a b) u+I c) 
b 

g) a• h)
a' - 4a + 12 

8

)
3(1+b) d 6+ 15a-z-3az 

0 4(1-b) 
) 

5+ 15a+z+ 3ax 
l

f) -4 (:i:2 + z y + y2
) 

i) 3a2 k) a
2u(4a + 5u) 

7u + 11 

o) m-1 d) -4�-

g) 3 -IOa 
3 + lOa 

k) 8a 

d) 2 e) 3h f) 1-z-z' 

i) 2z k)  l+x+2z2 -a 

123. a) richtig 
d) richtig 

b) fälsch: (-2)7 = -128 
e) fälsch: 2187 =I= 343 

c) fälsch: - 125 =I= -243 
f) richtig 

g ) richtig 

1 124. &) 81 

d) 39,69 
g) 245 

h) fälsch: -64 =I= + 81 

b) 0,00000000000001 

e) 39,69 
h) 199

i) richtig 

c) 0,00000016 

f) 101 

k) richtig 

i) 289 k) -au-• 

125, a) fälsch: 13 =I= 25 
d) richtig 

b) richtig 
e) richtig 

c) fälsch : 2"1 =I= 9 

126. &) 74 
f) 9 

127. a) 5 a• 

b) 144 c) 187 

g) 90 h) 0 

b) -15u7 

d) 121 e) 117 
i) -476 k) -2744

c) -16 z2 - 7 y2 

1 5 
d) 11fuv•-22 u2 11 5 1 e) 11

12
ay• - 43by f) x" (2 a - 3 b2 + 7 c• - 5 d') 

g) keine Zusammenfassung möglich 

i) keine Zusammenfassung möglich 

128. a) z-+• 
f) y•-+• 

129. a) x" y' 

b) a01 

g) z 

8 b)
21a•+5b•x•+1y•+s 

d) �m•+<n•+•i•+• 
8 

e) 4a"b'"'-h+> 

h) u•v•(4}u -1of11) 

k) x1 (14z3 - 9x' + 12:r - 5) 

d) b3o+2 

i) m807 

c) lOz"+2 m+• 

f) 600x12(y-z)13 

e) p'"'-1 

k) 19 

433 

g) (-a)-+11 1 h) 4
-:i:38 i) 2la7- 23a1 + 2la'-3a4- 3a3 + 5a2 

k) 15z"" - 9x••+2y•+2 + 12:i:'"-1 y'•-1 - 5x'"-•
y

2o+• + 3z 8 •-• y••+; - 4x••-> y•••• 

28 Elementarmathematik, 
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130. e.) a'" ·a"
c) b2 " • b
f) 3•. 32 

i) 3 · z'" · zl 

b) z.B.: a• · a14 

d) c" ·c"
g) 12' · 122 

oder a11 • a• usw. 
e) :rf' •zu · z"• 
h) (a -b)(a -b)" 

k) (-a) .. ·(-a)= -a .. ·a
Anmerkung: Außer den hier angeführten Zerlegungen sind e.uch zahlreiche andere möglich. 

131. e.) 6,4 · 107 b) 32

f) 625 g) 101 

132. e.) ! b y•

e) m• · n•-• · (m + n) 

a• + 9
i) (a - 3)1 

a• - 1 133. e.) a•+l 
1e) 2r"a't2 

II' h) u• •-• + • • w"

c) 256

h) -a• 

b) : be2 

f) _!Q_
aby" 

d) 1 e) 216

") 5
' a

k) 81

c) - • -(")"(")'2z y 

g) l +r8- 2 r'
,..

d) -- ·--(
z+y

r 
b-z 

z+b z-y 

h) .!!_a2•+'b•-• 
125 

k) a + bzl - dz" + ez"-1 + ez" - /z"+'
z"+l 

g) 135ay

k) " ..
y"

134. e.) 3a2 +4ab-7b2 b) y2"-y"z"+z'"
d) :,!> + z'-y + z•y• -zty• -zy' - ,1 e) p•o + p•

135. e.) 64 
f) b12• 

b) 512 
g) b'"'"

136. e.) a8b12

h) "'

l l 137. e.) V = 8 
1 5e) 5·-w = 

32 
1 1 h) (-4)' = 256 

138. e.) 64

36 f) 2209

b) 81

g) 1 

d) ,:• e) -y•• 

i) - y••'-1 k) z••'+•d-u' 

b) zl"y' 
8la12 

f
) 625b211 

c) u•• v'
m•n11 

g) z"' 11'" 

. 27b1 

i) 128au 

1 1 b) 31 =

9 

k) zy•

l 1 
f) ( -4)8 = -64 

i) - :. = -256 

1 c) 0,2• = 625 

g) 1 1 
--=---,,1 

48 64 
1 k) o;rr= 10 

d) � 
8 

") 1 t 448 

e) 

k) 

l 2 d) 2 .6" = 25 

27-343 

a• 



Lösungen 

139. a) a-1 b) a-• o) 5.7-1 oder (l,4t1 d) c(ab(1 

e) (a -bt1 f) (z + 11)(:i: - 11r1 g) 3:i:-• -2:i:""1 + 1 

h) u•v-• i) n-1a-2 k) mn-1(y9 + 2)(z' - lr1 

140. a) 5-1 

e) 3 · z-2 oder 

h) m•n-1 oder 

1 b) 5-f 

z-•

a-1 

n-1 
m-• 

1 
o) m-. 

f) mn-• oder 

z-141. a) z
3a1 • 

b)
<i' 

b' o) b-
(bc)1 

( 
d. 

)
" 

e) ---,P- • abc f) (a -b)"' 

(a -b)" 

g) m•n-• oder 

k) m-n-

a• d) a•b2o 

1 1 z 
g) :r:"• + z•• + Z-

. 1 (6a)• ( 3  a)" 
1> ( 2a)•• + 5a -( 3a)"' 

1 1 k) "7 + y2 

142. a) 30a1 3 a• 5zl 3m'" ) 9az11•b> u·;;.
o) 211z• d) 2m2n• +» e !Ob 

9a1 bc' m•• ·t' a• 
k) v•z•yt f) 20mn1 g) z 11i h) ·m• ,"•t"• i)'--,i

ll II 

1 143. a) z
1· 1 b) Sz' 

z' o) 26 d) 1 blt
e) a' 

436 

1 f) 4096 g) 4096 h) -4096 i) ,.12 ( 
r11• 
rk) zl 

c) 3z"+2z2 -z 

e) ..!._ y"•-• - ..!._ II + .!_ 11- ••-• 
3 5 6 

b) .!_ a-2b•+I - .!_ a• 
+ 

..!._ a1 -ub•-+• 
10 8 6 
2 5 7 1 d 3m-•n• -4m-2n• + 12m-lnl -.r n• 

145. a) z' + 7 z' II + 21 z' 11• + 35 zt y9 + 35 zl yt + 21 zl y' + 7 z y' + 11' 

b) zl - 8z' + 28:i:" - 56:i:' + 70:i:' -56:i:3 + 28zl - 8z + 1 
1 o) 16a• -16a1 + 6a' -a + 16 

d) 243 z' - 810 zt 11 + 1080z911• - 720 zl 11• + 240 z yt - 32 y9 

15 5 15 3 1 e) 1 - 3 b + 4 b
2 -2 b

1 + 16 b• - 16 b• + 64 b'

146 ) b+3a • 6 b - 3a b) q"(z2 -2pz11+11'11') 

d 
a(z + y)" 

) b•-l(z -11)"-1 
a•b• 

e) c"' 0(u + 11)"(u -v)"' 

2s• 

c) 54(:Zu -v) 



436 Lösungen 

147.e.)O b) 2(11-.:i:)1 oder -2(.z-11)• 
c) -(11 -.:i:)11 oder -(.z - 11)11 d) (.z + 11)10 

1 
e) (r -a)(u + 11) 

h) 6(a -w·

148. a) 

d) 

g) -00 < .:i;;;,, 1 

k) -a � .z � + a 

f) a(.z-y)U 

i) 1458(5a -9b)1 

b) O�.z<oo 

e) - oo<.Z<oo 

h) -oo<.z<<>:> 

b) Zahlenwert fälsch 

e) fälsch f) falsch 

g) 36(p -q)'" 

k) 0

o) 0 � .z < oo 

f) O�.z<oo 

i) y�:i:<oo 

o) riohtig 

g) richtig 

149. e.) richtig 

d) richtig 

h) richtig i) negatives Von:eichen fälsch k) fälsch (negativer R&dik&ndl) 

150. & ) falsch 

e) richtig 

h) richtig 

151. e.) 8 

f) ju11! 

152. a) ab•c• 

e) 33(a -b) 

1 
153. a) 58 

f) b• 

154. e.) p9 

b) fälsch 

f) falsch 

i) fälsoh 

b) gibt es nicht 

g) II+ b 

b) II - :i:I 
f) 3 

b) 21

g) :i:• 

b) u•

c) richtig d) fa.lsoh 

g) Zahlenwert und Von:eiohen fälsch 

k) fälsch 

c) 4 d) 27 e) 2 

h) 5.:i:2 i) v1 - :i:2 k) (2 tJb')' 

o) u- 8mit u;.;,;s d) 211b2c1 • yc
g) -32 

o) 7•

h) .z• 

o) (:i: + y)• 

1 
d) 11• 

h) 0 

1 
i) (a + b)• 

.!. 
e) :i:• 

i) 2 

k) (:i:" - y')' 

ft+l 
e) .z"-1 f) (m - 3n)1 

1 
g) (m' + n1)• 

1 • • 

h) 6,4 8·11•·b·c• 

_.!. 
155. a) a 2 

2 

e) (1 - .:i:i-• 

• • 

i) p1·(q- r)• 

• 
o) y-• 

... • ' r. 

k) :i:T yz• u2v• v,2

d) (:i: - yf•
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156. a) \14
l e)

viic
1

l 
h) 

Vm-n 

157. a) l'ai

d)-1-
d'. td'

h) z. Vz-i

158. a) 1,4142 ... 

f) _!_ 
2 

159. a) 7 · f2
e) }'5 

h)
17 
15 

160. a) 6 

f) Z• V2

161. a) 11 · }'5 

e) a - b

h) l 

162. a) 16 

f) 4 

163. a) Vz'y
f) l'z

164. a) 7 

f) 2 

b) v?

f) _
l_ 

i) _l_ 
ya

,. 
e) ye" 

i) _l_ 

\tu'
c) 2 b) 8 

l 
g) 6 h) 42,25 

l o)-
yii 

d) lr:. r c• 
1 -

gl z1. z • = z1. V z 

o) �cll = c•yc3 

k) _l _ 

trv--
d) 0,7 

i) 172,10368 

l g)--
1

-

y•. 'fy 

e) 2 

k) 0,420 189 749 

b) - ! . Va o) 1,1· � + 6,2· \täb
f) keine Vereinfaohung möglich g) keine Vereinfachung möglich 

i) 6 k) (1 + 2a - 4b + c) • yi'

b) 12 o) 25 · V3 d) 3·� e> 1 yw

g) 6ab • f'ai h) 12zy· llz i) 24u11w • \{2ti '·-
k) a · V a••

b> 37. v2 _ 56 · lf6 c) 44 dJ 42 + 13 . yö 
r> 12. va - 21. v2 + oo g) 74 - 12 · J/30
i) -2·� k) 55 , Va - 51 · J/3

b) 32 o) 3 d> 14 - va e) 2b 

g) 8·J/3 h) l i) 16 - 6 · \f2 - 4 · }16 k) 283

b) }'48 c) �27a3z d) Vz2 y2 z e) �16m• 

·�g) y3 h> Vva + l'2 i) V5·VIT-4·V2 k) tu• - 112 

b) 4 o) }'5 d) 2 ·Vö e) 2 
3 

g) 4 h) z i) a• l k) 10. 
J/30
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165. a.) 30 b) 16 · Vä o) 15 _ 45 . 1 {! + 3. l {_6 
8 8 va v-5 d) : - t'ö

e) z + y f) b + y;; + Vab g) (a - b) • yii 

i) 45 z• . l /2: _ � + 5z. 1 /T 
Sy va 2y 4 Vs'"

k)
1

.
5 b: .1 J21ii + 5 b" . , {6 - �., [V 

.., a V 5 211• V ab a• V 3"a

166. a) 30a2b 

e) ym+ "(n 

1 
167. a) a·Y7

f) 1'15 

b) .!"
f) 2 - yii 

b) Y2
1 

g) a·Vö

5 o) - . •'i2 
12 f &M 

1 
h) 5" y'i5

1 
o> 

V a-z

g) foz+ Vs,

d) ! 1'3
i) 4·Vfii 

1 168. a.) z · ltz b) \!ä o) az.J;zi 

h) (z y - 1) · Jty

d) a•

1 e) 5"Y6
1 k> a·V3ö

d) 4m1
• tm1

e) _!__ • V1ty 
f) 2 · f2 + lf6 g) 4 · � - 6 • i,w

\127-\!M
h) 

3 
i) (2a - 5b) • y2a + 5b 

( 7m - 3n)·V7m + 371 
k) 7m + 311 

169. a.) 2 - }'3 

e) 2(yä-y&) 

i) i. v'fil

b) y1+yö o) 3(2·Y3+3) 

f) 2(Vfii + }'3) g) 4 + y'i5

k) 5 + 2 · yö

170. a) fs · y'I5 b) � (3 · yö + 2 · }'3 + 3 · }'2 + 2) 

d) y2 - }'3 +- y& e) ! (lf2 + lf6) f) f2 + yä

h) ! (ytö - }'14 + 1'15 - v'fil) i) f2 - }'3 + yö - 2 

171. a.) 5 b) a o) \Jbi d) y• 

f)
1 

V m•n y8 g) ab• }ac• h) _!__ 
z i),ral1 ·\rä

172. a.) 2 b) l'i o) y2 d) Va
f) l'5 g) 3 h) yö i) ya

d) 3 (7 + 3 • yi) 

h) }·Vö

o) Vz + y + (y
1 - 1/i. g) H(3 .y3 + ,sJ 

k) 1 + f2 

e) zy'· }z1y 

k)
1 

(abc)2 

e) Vs
k) f,15 
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b) 1024 o) 36 d) 1000 e) 7173. a) 8 

f) 5 g) 1,2 h) 0,0001 i) 2 · 1'2 k> 21. va

174. a) t,'iit b) z·tz c> a· y; d> y· V5 zy 

e) m·V2mn f) p•· t� g) v;;

175. a) \,'ui b) lt;. o) tzey2 

e) 
1
V(a + b)' f) nioht möglich

11.��----,-:
g) V(a• bB - c)B

i) nicht möglioh k) lv(a• - b'>.

176. a) tz• b) \12 o) - \12 d) Va
f)� ii�g) mn8 h) �a2bc1 i) '(a 

177. a) yä

f) 1 

8

� b) 2 o) 6 d) :. 

·v-g) m·Vm 
a• 

h>" 
i) " 

178. a) 2 b) \!2oo o) 1}'648 d) V!
f) ltrs g) v

2

: h) Y2 't;f.i) 51

h) u' 

d) 
·
val&b8c18 

h) f(z - y)2 

e) �U - V 

k)z·� 

e) vz'y'

k) _!__z 

'V
4e) 5

k) TlOOO81

179. a) 
1
Vz1• b) v·"�uu v21 

e) 3 · \,'2oo - 2 ·
1

�2048 + \,@

1 t,:-.-::. 
, v

· 
27 o) mn8, vm• n• d) 2

f) yü - \!uä - V6 + tra
g) 8 + 3. V32 h) \rn" + 2 ·

1\rs2 - 6 

180. a) log116 = 4
1 e) log. 36 = -2 

i) log. .. , u,• = 4

1 b) 108} 8 = 3

f) log.z = -7

k) Jog_,(-y) = -z 

181. e) und f) sind falsoh; alle anderen richtig.

i) 4

o) log.,2_25 = -2

g) log8 512 = 3 

Riohtig wäre: e) Iog..15 = -1; f) log0,•8 = -3

1 1 1 
182. a) log„ 8 = 2 

b) log .. , 3 = 5 o) lo&,.001 0,1 = 3
1 1 1 e) log. q = - f) log.• b = -3- g) log.!.· y = 4-
p •

i) log 1 n = _!__ 
-;; k

1 k) log1 1 = -
ii „

k) 1

d) log_. 25 = 2 

h) log. l = 0

1 
d) log88Cl8U5 = ·s

1 
h) Jog,,r = n
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183. &) 4 b) 6 c) -4 d) 2
h) -2 i) -1 k) -n 

l b) _!._ c) d) l 
184. a) -

2 4 -6 -2

g) gibt es nicht h) __!_ 
3 i) 2 

185. a) 32 b) 46 656 c) 4 d) 5 

h) 3 i) 10 k) a

186. a) 9 b) 0,0081 
l 

o) 7 d) 13

h) 16 i) 3 k) -.2 

187. a) -4 b) 2 c) 4 d) m 

n
h) -n i) jede beliebige Zahl '4= 0 

188. a) 4 b) 6 c) 1 d) -1 

h) existiert nicht i) 10 k) __!_ 
3 

189. a) 0 b) -0,5 c) -1 d) -1,4
h) -8 i) l k) 0,5 

l l 190. a) 2,log.z + -2-,log.y- 3,log.z- 4,log.u

l b) log„3 + 2 ,log„u - log„4 - 2 ·log„v

c) }(1og,4 + 3,.Jog,a + } -:-- 5·log,b - 7·log,q)

d) log10 (z + y) + log10 (z - y) - log10 (z2 
+ y2

) 

e) 4 f) 1 

e) 0 f) -3

k) -3 

e) 2 f) 9 

e) a f) 3 

1 
f) e) 3 4

k) -4

e) -5 f) __!_ 
2 

e) -4 f) 3 

e) keine weitere Vereinfachung möglich f) log,5 - 2 - 3,log,y
l 

g) log, a + 2 · log, b - 2 · log, c 

i) 5·(log.3 + log.a) 

l 
h) log, x + 8 ·log, (z + y) 

5 3 k) -4·log,z - 4 

g) -1

g) 1024

l 
g) n. 

g) 3 

g) -2 

g) -5 

ab 191. a) log, cd 
x' y• 

b) log"
U

•tlC d) log. V" . Jfii

� e) log„
1
=

ybd' 

irr,i) log,-
�ii 

f) log.� 
P' 

Vc"· yäi k) log,---
l'b'. d' 

1 
g) log.--�-�·VY 
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192. a) 2,60595 

e) 0,60595 -3 

i) 0,81785 -11 

193. a) l 

f) -3 

194. a) 5 

b) 

g) 

b) 5,60595 

f) 1,60595 

k) 0,20198 

-6 c) 0 

-2 h) 7 

b) 1 

e) 1. Stelle nach dem Komma 

g) 2 h) n + l 

k) k-te Stelle nach dem Komma 

195. a) 1,77851 b) 5,97635 

e) 3,97003 f) 0,89020 

i) 0,35005 -1 k) 0, 76223 -3 

196. a) 0,09132 -3 b) 0,37014 -8 

e) 0,65992 -5 f) 1,36173 

i) 0,84566 -2 k) 0,66077 -24 

197. a) 3,29137 b) 0,39023 -1 

e) 0,60206 -6 f) 0,93952 -8 

i) 0,92007 k)"0,97002 -2 

198. a) 81820 b) 4,175 

e) 0,0000008120 f) 4,571 • 1011 

i) 8337 k) 0,04879 

199. a) 0,002796 b) 65,10 

e) 1018 f) 1,024 · 10-• 

i) 0,9998 k) 183,l 

200 a) 8,358 b) 0,02153 

e) 5759 f) 0,0000003594

i) 1,025. 10-10 k) 0,9991 

201. a) 4,13271 b) 2,81205 

e) 5,91013 f) 1,77816 

i) 7,78999 k) 1,86003 

202. a) 0,51712 -3 b) 0,86123 -2 

e) 2,93099 f) 2,79935 

i) 0,87304 -6 k) 0,20000 -6 

203. a) 6512,6 b) 866560

e) 562,34 f) 0,0081302

i) 0,023041 k) 1,4125 

441 

c) 0,60595 -1 d) 3,60595 

g) 0,21190 -3 h) 2,30298 

d) 4 e) 2 

i) 0 k) -4 

c) 18 d) 3 

f) 3. Stelle nach dem Komma 

i) 2. Stelle nach dem Komma 

c) 8,08063 d) 2,86070 

g) 4,66011 h) 1,00043 

c) 0,99996 -1 d) 0,92007 -3 

g) 0,07918 h) 0,69897 - 3 

c) 4,95999 d) 5,86652 

g) 1,23502 h) 2,36135 

c) 329,2 d) 0,0009995 

g) 0,000010010 h) 0,3987 

c) 5,306 · 10-1• d) 3,924 · 10-• 

g) 0,01585 h) 59960000

c) 0,000921 7 d) 494300

g) 87,06 h) 0,00003108

c) 6,98885 d) 4,86062 

g) 5,93002 h) 0,60257 

c) 0,42002 -6 d) 0,07940 -l 

g) 0,76288 -1 h) 4,11005 

c) 93,324 d) 3,1623 

g) 63423 h) 6,1666 



442 Lösungen 

204. a) 1,2589 
e) 6599,3

b) 29956
f) 0,00010233

i) 0,99997 oder 0,99998 

205. a) 5908 b) 0,00038042
e) 6319,4 

206. a) 1,3323 
e) 0,0018632
i) 67,513 

207. a) 5,7601 . 10-11 
e) 19774
i) 0,007 8322

208. a) 5,7127 
e) 0,028740 
i) 0,79433 

209. a) 59,920 
e) 0,053908 
i) 402,00 

210. a) 0,74278 
e) 3,1404 • 10-1 

211. a) 0,036347 
d) 0,56606 

212. a) 1,3445
d) 8,1060 

213. a) 4 b) 25 

f) 24351

b) 0,000020 188 
f) 121,51 
k) 0,00056825

b) ,.. 9,771 
f) 306790
k) 3,8419 • 10-1 

b) 6,6618 
f) 0,021344 
k) 0,28173 

b) 6253,6 
f) 0,23281 
k) 0,042134 

b) 74,967 
f) 22,492 

b) 1,3285 
e) 6.9301 

b) 0,78735 
e) 1,9458 

o) -18 

h) e - b i) 0 k) 4 a+d 

c) 4,6416 
g) 0,00037995
k) 0,0021544 

o) 0,13550 
g) 0,0027252 

o) 66563
g) 1,1005

o) 0,096668

g) 0,000220 47 

c) 1,0595 
g) 0,069637 

o) 2,3255 
g) 39,796 

o) 2,7367 
g) 0,64879 

c) 3,5992 

o) 1.2294 

e) 3 

d) 51 994
h) 1,7783 

d) 177,87 
h) 0,031376 

d) 8,0657 
h) 261,89 

d) ,.. 2,718 
h) 2329,4 

d) 1,5263 
h) 0,00044432 

d) 1,7817 
h) 0,0072567

d) 0,42625 
h) 0,7254 

f) 13 g) 131 

214. a) 2 b) 5
4 o) IT d) 25a e) 9 f) -b ) a +e g -b-

.2 h) -43 

215. a) 12 

f) 0 

216. a) 7

h) 2,5 

217. a) 2 

g) a1 
- b1 

i) Widerspruoh: keine Lösung! 

b) _!_ c) 5a- 6 b
3 

g) 3(u - 2v) h) 4 

1 1 b) -52 o) 3 d) 2 

i)� 
a+b 

b) 0 

k) a- b 
a+b 

o) 2 
8 h) -11 

d) 6

i) 5

k) 5

d)-� 
a+b 

i) 1,2 

e) 1 f) l 

e) 0

k) 2 

f) 5 

e) 1

k) 2a 

l 
g) 2 
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218. a) q = � -1 
p 

b) Cl= l,-z.'·' 
a-b

Q o) ', = '1 - Ge
d) n - g-a + d - d 

' 1 e) '= -+­
g 2 f) m = a+ b g)/=� r1 -r 

i) r = p• + ,' 2p 
tl k) a = c- b

219. a) 169 b) l� 36 o) 0 61 (Soheinlösung, 
d) -384 da t6 z - 1;;;;:; 0 

sein muß.) 
e) a 3 + 6 a 2 + 12 a + 10 

f) 11 (Scheinlösung! g) 7 h) -12 i) 5 k) Die Gleiohung 
ist für alle Vgl. Bemerkung 

zu 219. d!) a: � - ! erfüllt. 

220. a) 6 b) 17 
h) 34 i) 5 

221. a) 15,1 b) 36} 

g) -37,68 

222. a) -3 b) _!__ 2 

h) 7,5 i) 12

o) 9 
k) 7

5 o) 1
54 

h) 721,975 

d) 19

d) 67,25 

o) 28,7 d) 13 

9 k) 21 

e) 19 f) 4 g) 14 

3 e) 32 f) 22,477 

i) 11_!__ 8 k) 106,99 

e) 1 f) 5065 g) 367 

223. a) 19Mitglieder,500h b) 181 o) 300 d) l.59kgCu und0,4lkgZn 

e) 4 Tage f) !! A = 0,341 A g) 2 h 42 min 

h) 126 km • h-1 i) 43,5 km • h-1 

k) 1,2931 78prozentigen C1H10H und 3,7071 20prozentigen C1H10H 

3 7 224. a) a: < 4 b) a: > 3 o) a: > 5 d) z < -2 e) a: > 0 

f)a:<27 g)a:<20 h)z<l_!_ i)z<O k)z>2 5 

225. a) 2: 3 
f) 5: 6 

226. a) 2 : 6 = 3 : 9 
9:6=3:2 
2:3=6;9 
9:3=6:2 
6:2=9:3 
3:2=9:6 
6;9=2:3 
3:9=2:6 

b) 
g) 

3:2 
3:2 

f) 

c) 4: 1 
h) 7:8 

a:a:=y:b i) 
b:z=y:a 
a:y=a::b 
b:y=a::a 
z:a = b: y 
y:a=b:z 
a::b=a:y 
y:b=a:a: 

Die übr igen Aufgaben sind entspreohend zu lösen. 

d) 12: 5 
i) 9: 11 

11 : 11 =B1: B1 

B1: 11 = .8,: 11 

11: B, = 11: B1 

B1 : B, =: 11 : 11 

11: 11 = B1: B,

R,:11 = B1: 11 

11: B1 = 11 : B,

B,: R1 = 11 : 11 

e) 22: 23 
k) 8: 9 
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227. &) 2: 3 b) 7:4
f) 3: 8 g) 100: 19 

228. &) richtig b) Ca.lach 
f) f&laoh g) (&lach

229. &) 24 b) 28

" e) 32 (il/b) = 32 T 

i) 7 k) 6b1 

6a

l 230. &) 177 b) 26 

f) 8. g) 3 

231. &) 26% b) 11%
f) 2,4% g) 0,08%

c) 2: 6 
h) 16: 21

c) richtig 
h) richtig 

c) 12,6

f) ! a•b 

c) 46 

h) 6 

c) 9%
h) 1,12%

d) 11: 9 
i) 7: l 

d) richtig 
i) f&lach 

d) 42

l g) 4u1 v 

d) 3,26 

i). 4 
d) 4%
i) 6,46% 

e) 9: 11
k) l: 1000

e) falsch 
k) richtig 

l h) 2mn 

e) 8 

k) 10,6

e) 8% 
k) 2,89% 

232. &) 66,5%; 20,7%; 13,8% b) 22,7%; 22,9%; 16%
c) 9,8%; 16,7% d) 17,42% e) 11 % ; 9,4% f) 20,64% 

g) 14,8%; 18,4% h) 6,12%

233. a) 369,34 MDN

e) 98,736m 
i) 468kW 

b) 1776,32 kg
f) 86 Stück

k) 1 680130

i) 27,3%;72,7% 

c) 3933 t 
g) 79,34 MI)l\j 

234. &) 0 - 23: 6; 24 - 32: 4; 33 - 44: 3; 46 - öö: 2; 66 - 60: l 
b) 1966,61 ha; 1166,64 ha; 790,97 ha; 249,78 ha
c) 171318 d) 21 638 e) 2760 t 

236. a) 731 Stück b) 826,-MDN

e) 767 ha f) 80,-MDN

i) 72300 E. k) 66,2 hl

236. a) 34367,60 MDN b) 1074,42 MDN

e) 3246,53 MDN f) 2,-MON

i) 1310,20 MDN 

237. &) 3; 6 

e) 11; 13 

i) 3; 8 

238. a) l ; a + b 
2 d) - 3;0 

h) 2; 4 

k) 4,20 MDN 

b) - 4: - 2 

f) - 3;4 

k) - 9; - 6 

b) 6,816; 6,204 

e) 3; 2

i) 18; 24 

c) 463m 
g) 120MW 

c) 1,79:MDN
g) 2,-MDN

c) 6; 6 

f) 2; 6 

k) 6/11; 1/11 

k) 18,76% 

d) 2633,8118 ha 
h) 137,281 

d) 2,6 t 
h) 87 g 

d) 1166,03 MDN

h) O,BOMDN

h) 6;10 

c) 4: l 

g) 13; 6 



Lösungen 

239. a) 3; 2
d) 0,31; 0,13
h) 8; 9

b) keine eindeutige LOswig ( abhängig)
� 4;1 D 6;3
i) keine Lösung (Widerspruoh)

b) 6; 4 o) l; 1

o) 17; 1
g) - 2; 7 
k) 12; 15

d) 9; 10
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240. a) 3; 2 

e) l; 1 f) �-� b '  a 
2 1 g) 5 (a

1 + b'); 5 (a
1 + 5ab + b1) 

h) a + b, a - b
a - b' a + b i) 12; 7 

241. a) 7; 2 b) a(a + b); b(a � b) 

k) 7; 4 

d) 11; 8 e) 9; 5 f) 2a + b; 2a - b 

) a + 1 b + 1 h) 3; 5 i) 5; 3g ab - 1 ; ab - 1 

242. a) 3; 5; 9
e) 10; 20; 30
i) 3; 4; 5

b) 4; 7; 2 
f) 12; 20; 30 
k) 91; 65; 26 

o) 8; 4; 1
g) 30; 12; 70 

a + b a - b a• - b' 243. a) O; l; 1 b) -a-; -b-; eil,

d) 2 . 2 . 2 e) l; 2; 3a + b -c' c + a -b' b + c - a 

g) (a + b)2; (a - b)I; a• - b2 

k) 7; 5; 2

244. a) 3;4;1;0 b) 1;2;3;4
d) 2a; 3a - b; a - b; 2b; 3b -a; 
g) 13; 10; 8; 7; 7 h) 30; 20; 10; 0

245. a) 361; 167 b) 51; 187 

1 1h) 7;8;1

o) 6; 5; 4; 3; - 3
e) 5; 4; 3; 2; 1
i) 6; 5; 4; 3; 2; 1 

c) 22; 35 

246. a) 8 cm; 11 cm b) F1 = 20 kp; F1 = 30 kp 
o) keine eindeutige Lösung (2. GI. von der 1. GI. abhängig!) 

o) 12; 6 

k) 5; 7 

d) 8;4; - 2
h) 5; 3; 1

o) 4; 3; -6

f) 4; 2; 1

i) 5; 3; 1 

f) 5;7;3;2; 10;4 
k) 1;3;4;2

d) 15
17 

d) 300 kp; 2 cm•

247. a) 44; 12 b) 30 m8/mm; 20 m1/mm c) l,2V; 1,60
d) 18 V; 60

248. a) ±29,6 b) ±.!. 3 c) ±1 d) ±0 e) keine Lösung

8 f) ± -7- g) ±0 h) ±4 i) ±3

k) + 17; ( - 17 ist Soheinlösung 1) 

249. a) ±1 b) ± 13 o) ±3 d) + 5; ( - 5 ist Soheinlösung !)
e) + 5; ( - 5 Scheinlösung) f) 0 g) ±a h) ±2 
i) 7; - 1 k) a + b; a - b 



4:4:6 Lösungen 

3250. a) O; -7 
5 f) O; 21

251. a) (z - 2)1 

f) (b-fc:}2 

252. &) 5; -11

f) -0,9; -0,9

253. &) 5; l 
f) -9; 10

l 254. &) 9; 2
1 f) 5; 1

16 

255. &) 5 ± )15 

9 l f) -2±2)15

256. &) 2; 9 

b) 0· ..!.. 
• u 

b" 
g) O; -a• 

b) ( z + � r
g) (pq - 4r)1 

b) -3; 7
2 8 

g) 3; 15

b) 2; -7 

g) 

b) 

-5; -1 

l l 
-4i-;-3i

5 g) 3b; -2c

b) 3 ± ! l'3

g) }'6; - vs

b) 3; 3 

13o) 0;8 
l h) 0;8 

o) (a - : r
h) (2 z + 3)1 

o) -8; -14 
7 2 h) 3;-3 

o) -5; l
h) 13; 15

o) 4,6; -22 

3 2 h) 4;-3 

b o) 36;3 

h) 3 -1;4)15

31o) 8; 6 

e) 3a + b; a + 3b 46 f) 10; 21 
i) 2; -1 k) 2 -1; 35 

45 2117. &) 2; 38 b) l; 6 (1 ist Scheinlösung) 

1 f) a; 2a 3 e) 3· -- g) 11; -2 
��.' 5 

k) -3,1 ± y11.21

2 258. &) 8; 27 b)
8 -1; 2

15 
o) 1 -2; -8-j-

2 h) a + b ; 1f) 3; 16 g) 3a; -2a a-b 

k)  a - c; 1c -d 
259. &) - 3; 7 b) - l; 8 o) 3; 3 

f) 7; - 16 g) - l; - 1 h) 16; 18 

d) O; 6 

i) O; -2 p

d) (m - 0,3)1 

i) (c + 3,35 d)1 

d) 

'i) 

16; 17 
l 13 +2; +

15 

d) l; -1
i) 7; -23

7 l d) 18; -23 

") 5 2a1 a;
6 

d) � ± ..!__ l'33
2 2 

d) b + a; b -a 

g) }ta; -a 

ll) O; -8 

h) 14a; -4a

d) 3

e) 0: b 

k) O; -1 

( 15' 1 
e) z+ 2)

k) (3a - 4b)2 

e) 3,2; 0,4 

k) 1,7; -1,6

e) 5; -1
k) -19; -1 

e) -2,7; -4,1 

16 k) 4; 4f.;

e) 9,2 ± V7 ,64 

25 h) O; 28

4 2 d) 3:5

i) ±2a yä

1 e) 10; 55

i) a + b . a -b 
a-b' a+b 

d) 8; - 9 e) - 2; - 7
i) - 4; - 6 k) a; -b 



Lilaungen 

260. &) riohtig 
f) richtig 

b) richtig 
g) f&lsoh 

261. a) :r;I - 7 z + 10 = 0 
o) :r;I + 25z + 154 = O 
e) 18:r;I - 63z - 65 = 0 
g) :r;I + 6,4z - 5,76 = 0 · 

262. a) (z - 3) (z - 8) 
o) (z - 3) (z + 4) 

e) (1"2z + 6) (z - 51'2) 
g) (z - a) (bz + 1)

o) fa.lBch 
hj fa.lBch 

d) richtig 

b) :r;I - 4z - 21 = 0 
d) :r;I + 128:,: - 387 = 0 
f) :r;I - 14z + 47 = 0 
h) 3:r;I - 5az - 2a1 = 0 

b) 2(z - 5)(z + 7)
d) (3z + 8) (2:,: - 5) 

f) (z - 15) (25:,: - 3)
h) (3:,: - 2y) (5z + 9y) 
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e) f&lsoh 

i) (z - a + 2b) (z + 2a - b) k) ( 1oz - 11>u + 8V3ti) ( 12z + eu - 9V3til

263. a) P1 und P1 liegen auf der Geraden, P1 nioht. 
b) P 1 liegt anf der Geraden, PI und PI nioht. 
o) P1 ,. ., , P1 „ P, ,, 
d) P1 .. .. .. Kurve, P1 „ P, .. 
e) Alle drei Punkte liegen auf der Kurve. 

3 o) Z1 = -7; 

d) Zu = + V2; 

Z11 = -1'2; 
3 

e) Zu = 6; 

2 
Z11 = -3; 

Zn= 2,1 ; 

Zn= -2,1; 
4 Z21 = 2

15
; 

1 :i: .. = -23; 

Za = 1 

z11.= 3 

z12 = -3
1 Zn = 3 

2 z., = -6 

265. a) P
1 (O; -2) P

1 (2; 0) 

o) P1 (0; - �) P,(-�;o)
e) P1 (o; {-) P, ( -! ; o) 

b) P1 (O; 5) P1 (-f; o)
d) Pi (o; -:) P, (2; 0) 

f) P, (O; 0) P1 (3; 0) 

g) P1 (O; 4) P, (}; o) Pa (-2; 0) h) P1 (o; -4!1) z-Aohsewird nicht 
geschnitten! 

i) P1 (O; 2,6) P1 (O; -2,6) P1 (+2,6; 0) P, (-2,6; 0) (Kreis) 

k) P1 (o; +3--}) P, (o; -3--}) P. (+5; 0) P, (-5; 0) (Ellipse) 



448 Losungen

266. a) P,(- 2; - 5) b) P,(4;0,9) c) P,(3; 7) d) P,(- 2; - 6) 

e) P,(- l; + 3) f) P,(2; - 7) g) P,i(l; 2) P,2(- l; 2)

h) P,i(3,5; 21,5) P,2(- 3,5; 21,5) i) P,(- 2; - 3) 

k) P,1 (-1; : ) P,1 (-3; !) 

267. a) - 3/2 b) 6,4 c) 3; 5 d) 0,67; -0,83 

e) l ;  - l f) 5;2 g) 2; 3 h) 1,5; 0,75 

i) 1,5; 1,25 

k) Kein Schnitt, da die Geraden parallel laufen! Die Gleichungen widersprechen sich; es
gibt keine Lösung I 

1) - 2,33; 1,33. 

m) Beide Geraden liegen aufeinander. Die beiden Gleichungen sind voneina.nder abhii.ngig, 
Es gibt keine eindeutige Lösung! 

n) 0,33; 0,5 o) Widerspruch! (Vgl. Aufgabe kl) 

268. a) 8 ( - l; 2), Parabel ist nach unten geöffnet, gestreckt, schneidet die y-Achse bei y0 = 0 
schneidet die x-Achse zweimal. 

b) 8(2; - 1), P. ist nach unten geöffnet, gestreckt, schneidet die y-Achse bei Yo = - 7, 
schneidet die x-Achse nicht. 

c) 8(0; - 2,7), P. ist nach oben geöffnet, gestaucht, schneidet die y-Achse bei y
0 = - 2,7 

schneidet die x-Achse zweimal. 

d) 8 (l; 2), P. ist nach unten geöffnet, gestreckt, schneidet die y-Achse bei y0 = - l ,  schnei­
det die x-Achse zweimal. 

e) 8 (- l; - 2), P. ist nach oben geöffnet, gestreckt, schneidet die y-Achse bei y
0 = - ß/7 , 

schneidet die x-Achse zweimal. 

f) 8 (l; - 2), P. ist eine nach unten geöffnete Normalparabel, sie schneidet die y-Achse 
bei y0 = - 3, die x-Achse wird nicht geschnitten. 

g) 8(3; - 3), P. ist nach oben geöffnet, gestaucht, schneidet die y-Achse bei y0 = 0,
schneidet die x-Achse zweimal. 

h) 8 (- 0,25; - 6,25), P. ist eine nach oben geöffnete, gestreckte Parabel. Sie schneidet 
die x-Achse zweimal, die y-Achse wird bei y0 = - 6 geschnitten. 

i) 8 ( - 0,8; 2,76); es liegt eine na.ch unten geöffnete Normalpa.rabel vor, die die x-Achse 
zweimal und die y-Achse bei y

0 
= 2,12 schneidet. 

k) 8(3; 0,25), P. ist nach unten geöffnet, gestaucht, schneidet die y-Achse bei y0 = - 2, 
schneidet die x-Achse zweimal. 

269. a) l; - 1,3 

e) 2,5; - 2,8 

h) 0,5; - 1,5 

b) 3; - 1,5 c) keine Lösungen d) O; 3,4 

f ) Doppellösung 0,7 g) keine Lösungen 

i) Doppellösung - 1,8 k) 0,2; - 2,2 



T.ösullj!;en 

270. a) ,x) Gerade durch den Nullpunkt; Anstieg m. = R
(J} Gerade durch den Nullpunkt; Anstieg m = l 
y) Hyperbell = U/R 
,5) Gere.de durch den Nullpunkt; Anstieg m = l/R 

�) Hyperbel R = U/1

C) Gerade durch den Nullpunkt; Anstieg m = l/1 

b) ,x) Gerade durch den Nullpunkt; Anstieg m = 2n 

{J) Quadratische Parabel F = nr• 
y) Quadratiilche Parabel O = 4nr• 

,5) Kubische Parabel V = \n r3 

271. Schwerpunkt und Mittelpunkt des Inkreises liegen stets innerhalb des Dreie,·ks . 
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Höhenschnittpunkt und Mittelpunkt des Umkreises liegen auf dem Umfang des Dl'eiecks 
oder außerhalb des Dreiecks , je nachdem ob dieses rechtwinklig oder stumpfwinklig ist. 

272. Die Konstruktion ergibt z""' 18,5mm 

273. h = 40,3 m 

2 275. b = 31,, = 2,33m; c = !!... = l,17m 
3 

- ÄB 276. AG = AO� · -- = 88,9 m 
.nr, 

b) a = 6cm 

b 274. a = h · d = 30 cm 

277. a.) a = 5,7 cm 
d) a = 35,09m e) a = 0,529km 

c) a = 5,05dm 
f) a = 58,6mm 

278. a) c = 7,6cm 
d) c = 8,956 km 

b) c = 140,9 mm
e) c = 21,7dm 

o) c=0,9Im 
f) c = l,lm

281. A = �-� = 15 36cm2 • 
2 m• + n• 

' ' 

a Vc• + Vc< - 3 d• 89 282" 
b 

= 
1r. - . ""'70 
vc• - yc• - 3d• 

283. a = V p(p + q) = 6,7 om; 

284. c = q• + 1,,• = 11 3 cm · 
q ' ' 

b = yq• + 1,,• = 5,Scm; 

ab285. r, = = 2 cm ; 
a + b + Va• + b2 

29 Blementarmnthcmntlk 

280. b = ; . vo

a=
�

=4,8cm; mc 
b= nc =6,4cm 

ym• + n• 

b=Vq(p+q)=6om; A = p � 9 lfp'q = 20,lcm2 

a = .!!_ V q• + h' = 9 7 cm · 
q ' ' 

h 
A = 2q (q2 + h2) = 28,3 cm• 

ab
r. = = 4cm 

- a + b + y a• + b2 



450 Lösungen 

286. a)
ab 

Z=--

a+b 

289. r2 = r1 (lf2 - 1);

290. r2 = r1 (2l'3 - 3); 

b) z = -=="'=
11==­

y u2 + v' 

r8 = r1 (3 - 2 lf2); 
1 -

r8 = 11 r1 (2V3 - 1) 

1 h, = 2 r1 l'3 

1
r, = 4 r1 (lf2 - 1) 

291. li = va• - (g. - g1)" = 4,58 dm 

1

1.,� 292. h = 2 r 4 l" - s• = 4,94 m 

293. b = 2 va• + 4h2 = 7 � m; 

294. R = V Ff+ Fl = 6,66 kp 

296. h = 4,68 mm 

298. c = v a• - b2 
= 2,6 m; 

i = Vh' +r = 2,6 m; 

29!l. r2 "'.' V M0
2 

- r� = 33,9 mm ; 

300. Q = A · v • t = 131,07 m"fh 

302. F1 = 9,6 kp 

304. q 
-a• + b2 + c2 

2c 

306. b =Va2 -c2+2cq 

h d = 2a va• + 4h2 
= 2,4 m C= 

a• + 4h2 

4 a 
= 4,3 m 

296. k = -}wva = 9,81 mm 

297. l = ya/i + Vb(b - a) = 3,7 m 

hc 

t
= g + h = 0,1 m; 

d = i· ! = 6,1 m 

e2= JI0,2= 37,9 mm;
r1 

301. a = 42,7 mm 

303. h = 37 ,36 mm 

a2 -b• + c2 

p = 2c 

300. m = 0,900 kg 

e = vg• + /2 = 6,9 m 

JRJ e1 = -e - = 162,3 mm; 
• 

307. Die Beweisführung für 23.2. läßt sich unter Verwendung der gleichen Bezeichnungen über­
tragen. Im Fall a) ergeben sich �1 = e1 = y1 = 0°. Im Fall b) bildet man zuletzt die Diffe­
renz beider Gleichungen. 

308. Die Konstruktion entspricht zunächst der aus Beispiel 3 in 23.3., wobei 8 der Schnitt­
punkt der Verlängerung von AB mit g ist. 8 T von 8 aus auf g übertragen gibt den Be­
rührungspunkt O des Kreises mit g. Der Umkreis des Dreiecks ABO ist der gesuchte Kreis. 

309. Zur Kontrolle werden die Koordinaten von D angegeben: 
a) D( 6,6; 7,3) 
b) Die drei Punkte liegen auf dem „gefährlichen Kreis". Für seinen Mittelpunkt ergibt 
sich M(6; 6). 

310. OD' =AD· DB.

311. Die Konstruktion ergibt a""' 9,3 cm; b""' 6,7 cm. 

312. Die Nachprüfung ergibt, daß die Seiten nicht aus einer stetigen Teilung hervorgegangen sind. 

313. h = 24,1 cm; b = 38,9 cm. 
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314. Koll8tr11ktion entepreohend der des Goldenen Sahnitlieli in 23.3. Zur Kontrolle seien folgende 
Maße gegeben: 

a) Diagonale d"" 9,7 om b) Seit.e a"" 3,7 om 

a, yc• -a• 
315. A = 2 

= 7,79 om 2 

2.A 317. c = T = 8om b = 

2.Ah 

V2A•- 2.A • VA' - h• 

318. A = V•(• -a)(a - b)(a - c) = 6 cm•

319. c 1 = Va•+b'+2Va 2 b2 -4A2=7,5om; c. = Va•+b'-2Va1 b2 -4.A.2 =3,4om 

321. .A. = h,, V a• - h1 = 31,2 om•

2.A. 322. "'· = c" = 5om; 

323. h, = --==2=.A====-= 4,84 om; 

V 

4n

·

.A. 
V 4m1 -n• 

a = mv 4.A. = 4,96om 
nV4m•-n• 

2.A. 324. r;, = = 1,2 om ; 
2a + V2a• - 2ya• - 4.A.1 

1 a = 2c Vl6 .A. • + c' = 5,39 om 

4n·.A. 
c = = 2,48cm; 

V4m2 - n• 

2.A. 
r1. = · = 0,8 cm 

. 2a + V2a• + 2va• - 4A2 

11'-4h2 

325. c = 2U = 6om; 
u• + 4h' a= 4U =5cm; h 

.A. = 4U(U2 -4h2) = 12om 1 

lv--326. a = 2 4h: + c• = 5,4om; /= eh, 
= 1,9 cm 

yo: + c• 

327. !:""' :
l 328. h, = 2 V4a• - c,2 329 • .A., = 1 .A.2 

l 330. '· = 2 va• + 2c 2 = 5,25 om 331. c = 6,9m; 

332. .A. = 2493,4 mm• 333. ,, = : lt3 = 0,87 cm ; 

334. ,. = ; }'3

b = 8,7m 

a -
ru = 3 V 3  = l,73om 

u• 337. A = - 1'3 = 33,5om 2 

36 f" 
2 338. e = awl'3 = 24,25mm 

339. doa = 2a -d,,1 = 566mm 3 3 h ,hi 340. d = d1 + 2 · 4 t = d, + 2 · 4 · 2 v3 = 48 mm 



452 Lösungen 

:m. a = V3 (19 - A1) = 32,6 m 342. a = 68,1 mm
. d -343. a = 2- V3 = 12,3 mm 

:144. b) b = 671 mm d) DB= 629mm e) ÄC = 760mm 

:145. A = '; = 17,6om 2; a=r=6om; b = Vr<2r + V 4r1 
- a') = 9,3 cm 

346. b = Yll2 - a• = 7,4om; 

A 347. b =-=4om; 
a 

A = aytl• - a• = 22,26cm• 

ly--
d=- a•+.A1=4,47cm a 

348. b = a � = 3,26om; o = a � = 4,88 om;

349. b = � Vn• + V n• - m• = 8,26om; m 

A :150. A = a = 3 cm; 

o = : Vn• - V n• - m• = l,94cm 

d = Va• + b 1 + 2 ya•b• - A' = ll,8om 

:11il. a = Viie = 3,87 cm 1 362. A = 
2(2a - b)' = 0,6cm 2; d = 2a - b = 1 cm 

:153. b �- --+ a --- = 8 9cm· alf2 vm-2n 
2 2m ' ' 

1 --
= 2 V e• + /2 = 3,6 cm ; 

:155. A = - 6--V4a2 - e• = 2,96cm 
2a 

357. a = 21,5m; 

aV2 vm-2n c = -2- - a 2m = 2,4 cm 

A = !l_ = 12cm 2 . 
2 

A 356. A = -= 2,67 cm a 

b = 37,2m 

a 
1r 358. A = 

2 r 2 = 156mm; AO = 860mm; iii5 = M7mm 

31i9. A = 142 cm• 360. A = 246,44 om 2 

361. T = 32,01 MDN 

e/ 3H3. r1 � 22,43 mm 
2ve• + ,. 

362. d = Vb' + A2 = 13cm 

364. A = 84,30 cm• 

31i!i. &) AD= 466,3 mm 

d) AG = 747,6 mm 

:16G. a = 11,5 cm; 

:J67. G = 79,4 m•; 

.:168. &) a = 35,03 mm 

A :169. b = a = 11 om; 

b) AE = 431,2 mm

e) OH = 470,6 mm 

b = 17,6om 

a = 96,9m; 

o) OE= 143mm 

b = 61,9m 

h) a = 32,82 mm c) a = 31,52 mm d) a = 29,96 mm 

b' 11,--d = - ra' +A• = 46,3cm; 
a 

u = -V---1 = 2,7 cm; 

" 
a• 

1�- = 42,7 cm; 
f „ T b2 

1 = V uv = 10,6om 



Lösungen 

370. 11 = 31 - Z = 320 mm 

372. e.) F1 :::,: 8kp b) F1""" 6,15kp
371. e.) R""" 18kp
373. er= 315 ° 

b) R...,, 17kp

374 . .d1 = 22,2om•; 
4a1(c2 + b2) - c'- 4abcV4a2 

- c• 
.d2 

= = 14,9 c m• 
4cV4a2 

- c• 
375. .d = 5133 oml; tl = 2,5om 

376. Wegen Aau = Auca .gilt c • tl = (a - d) (b - c). 
b + h 1 ������-377. a = -2- - 6 V 9(b + 11)1 - 12bh = l,36om 

378. 

380. 

a• a A = - = 18om•; b = -1'1Ö = 4,7c m 2 4 f &V 

h1 = h - : }'2 = 2,34 cm 

382 . .d = 1�r•yä = 26c m2 

379. A = h ya2 - h2 

381. 

383. 
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2.d U- 2a V A• 384. h = U - 2a; U1 = --2- + a •  - (U - 2a)•; 
U- 2a 

V A2 

g, = --2- - a• - (U- 2a)"
1 385. g1 = 2m (2m2 + ym•a• -:-A•) = 7,12om;

1 g1 = 2m (2m• -vm•a• -.A.1) = 4,88om 

h=�=2o m · m '

1 386. tl = 2( ) VI6A2 + (g1 + g2)' = 4o m; h=�=2 7c m · 
U1 + g, ' ' U1 + U2 

1 a = 2( ) Vl6A1 
+ (gf- g:)2 = 2,8om 

U1 + U1 

387. a = 2 vm3h-rys = 7,4cm; hT """� 
h» 8 

388. g1 = 2 m - g2 = 5 om;

389. A = 18,74 o m• 
h 

b = y11• + 4(m -g1)2 = 4,47 om 

390. A = 329 om2 

391. h1 = h- 3 ]16 = 2,2 om; h ho = k - 3 yä = 5,1 o m 

392. A = 15,16 om2 

394. A = 35,88 om1 

396. e.) ..d = 93,6 m•
398. a = 255,4mm ;

b) a = 4,09 m 

A = 798,15 om •

393. U = 219,7 mm; 
395. a = 335 mm 

397. A = 28371 m•

A = 21,38om2 

399. a = 24,2 mm; b = 33,3 mm 400. Z -Vb• - 4ab + 5a1 = 6,4 cm 

401. A = 436,37 om• 402. A = 6,44 cm• 
403. a = 6,7 mm; b = 16,7mm; A = 0,93 cm• 404. a = 165,5 mm



454 Lösungen 

405. U = 7a = 21 om;

406. a) at = 150°; 
c) at = 156° , 

5 A = 4a•yä = 19,49 om• 

y = 30° 

,, = 24• 
b) at = 154°17'08";
d) at = 160°; 

407. a: = 36
°; p = 108°; b = 1� y10(25 + n l15>. 

e = ; (l/5 + l); A = :•
v10 (25 + 11 f3) 

408. a = 9,2om; A = 407,23cm•; r1 = 11,lcm

y = 25°42'52" 
,, = 20• 

409. a
8 
= 2,31 cm 

u• V 411. a) A
1 
= 100 5 (5 + 2}'5)

410. b = ; V2va = 6,2 cm 

b) A, = � Y3

c) A
1 = : (lf2 + 1) d) .A10 = �o Y5+ 2}'5

412. b = a (3 - y's) = 10,14 cm 413. b = : (3lf2 -Vo) = l,Mcm

414. b=a�=ll,lom; a=aV�=l4,5cm 

h = ; V10 + 7\12 = 13,4om; A = :
• V2(17 + 12 \12) = 74,21 om• 

415. 3 b = 4a = l,6om; 

9 A
1 = t''(\12 + 1) = 10,86om• 

• - _!_ a• 1'3 - 10 39 om• · .a., -
2 

, ... - • •

�la. J: = �; �: = v
10

:
2

}15 
� 

= 
V10+2V& 

a
10 

2 

417. A = a1(4 V2 (2 - ]/3) + 6 - 5y§) = 6,7 om•

418. a
1
= �· =3om; r= �Vl0(5+f3)=2,6om ; 

Ä8= 1� V5(5+2}'ä)=l5,48om2 

419. a = 1,78 m 

421. ra "" 3,24 cm 

423. A = 10,45 c m•; a1 = 2,47 cm 

425. a1 = 2,42 m; a1 = 1,84 m 
427 . .A1 = 10,83 cm•; A. = 14,l om•; 
428. A = 0,51 m•
430. A = 3277,4 om• 
432. a = 14,62 o m 

420. d = 76cm

422. A = rl y§ = 62,35 cm•
424. a = 0,7 om 
426. A = 155,7 c m• 

A
1 - 15,5 om1; A1 

= 16,2 om2 

429. A = 212,l o m• 
431. , = 5,7 mm
433. a = 7, 2 om 
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435. d = 7,85 om434. U = 6r =- 168 cm 

436. e = r\fä = 13,86cm; U = 2r(l + ya) = 43,7lcm ; A = r•\fä _.;. 11 0,85cm• 

437
. 

r = ! V! A }'3 = 4,26c m; a = ! V2A }'3 = 5,58o m; b = V; A }'3 = 6,44 c m 

438. 

440. 

d = 2 V� = 6,18 o m 

a• 
A = 4(4- 1t) 

439. U=2VA1t=lOo m 

441 . A = r9
4

n 

.,. + 4h" 
442. r = � = 2,5o m 

445. r1 =V:+ rl = 5,37cm 

"• = 

VAi + VI. 
2y; 

b) r, = V
A1 + VA

:
Aa + A1 ; r, = � 

o) ra= 1 
v

(A1+A1)1+4A1 A 1+2(A1+A1)�
; 

VA1 + VA, 7t 

a•1t + A 447. r1 = 2a1t =10,32om;

448. A = r1 ! r• • h, worin h = 21t (r1 - r1) 

451. d- 2,8mm 432. d = 0,80m 

4li3. n ,.. 111,9 Umdrehmigen 4114. a = 3,6om 

41111. d, = 1,27 m 4116. A = 8,96om 1 

457. n = 2811,7 rnin 458. d1 = 0,64m; d1 = 0,46m; 

4119. a = 74,7mm 460. d = 3,6om 

461. O'b = 389,8 kp/cm • 462. a = 21tb 

463. A = 61 ,26 om• 464. d = 0,2m m 

465. d, = 21 ,4m m 466. d = 44,9 cm 

467. n· = 1321 U mdrehungen 468. d = 74,9 cm 

469. A = 1 0,5om 1; U1 = 17,86 cm 470. A = 8,75cm2 

471 . A = 1 2,03 m• 472. A = 33,57 cm• 
473. U = 14,44cm 474. a = 20,1 mm 
475. A = 39,14 o m• 476. a = 0,37 m; A = 3,00m 2 

d1 = 0,38 m 
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477. U = 46,77cm; 

479. d
1 

= 43,Smm; 

d = 14,57 cm 478. d = 59,4 mm 

d, = 47,7 mm; a = 1,9 mm 

480. A, = 27,63 mm'; 

481. A = 263,4 cm' 

A, = 23,61 min'; A3 = 19,69 mm 1 

482. 11 = 214,7 m.lmin 483. A = 3,78 cm 2 

484.
1800 ·b 85°68'·, A=!!.!=12cm 2 

<X 

= 
-------;;:--- = 2 

r• 486 . A =
2 = Sem•; 

r 

r 1 = 1� = l,6cm 
v2n 

a• - 4h 2 

488. b1 = b2 - a 82 + 4 h' = 2,6 cm; 

r' 485. A = 4 (4r. -- 3]/3) = 117,82cm' 

r2 -

487. A= 6(4n - 3V3) = 44,2cm• 

a' + 4h' r=Sh= 2,6cm 

489. A 
r• -

= 2 (2 n - 3 V3) = 19,56 om• 490. A 1 = .42 

a• 491. A = �(n - 2) = 5,13cm 8 

2 
493. 

495. 

497. 

499. 

500. 

,;02. 

504. 

506. 

508. 

510. 

l � 144,11 m 

= 25,59 cm• 

A = 1414,9 cm• 

oc=l02°; 

A = 40,2 mm• 

A = 1688 cm• 

A = 0,883 cm 2 

b = 219mm; 

s = a26,6 mm; 

m = Smm; 

513. a) 2°04'36" 
e) 0,67036 

b1 = 92,56 mm; 

a = 28,1 mm 

h = 226 ,7 mm 

t = 25,12mm 

b) 15°31'57" 
f) 0,73326 

492. a• -

A = 
8

(2V3- n) = 2,58cm 2 

494. Ä = 15,62 cm• 

496. U = 194,61 mm 

498. a·= 36,76 mm; .-1 = 11,21 cm 8 

b
3 

= 113,9 mm 

501. .A = 12,18 cm 2 

603. U = 166,4 mm; A = 17,25cm• 

605. A = 8,37 cm• 

507. Cl= 247°16' 

509. 1h = 2,7 mm 

511. Cl = 87°08' 512. A ='- 14,5 cm• 

c )  88°48'38" d) 168°38'11" 
g )  2,87261 h ) 2,01647 

514. Mittelpunkts- Bogen- Pfeilhöhe Sehnen- Fliiche Radius 
winkel länge lä.nge 

a) 125°30' 17,52 4,34 44,04 
b) 68° 14,24 13,42 18,69 
c )  113° 0,67 2,50 1,18 
d) 75° 45,82 7,23 42,61 
e) 1,86 0,17 1,81 0,21 
f) 6,98 0,30 1,41 20,00 

g) 3,67 3,66 0,28 14,50 
h) 1,98 12,62 17,06 11,00 
i) 23,72 2,30 23,12 30,20 
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515. a) 0,24756 b) 0,94804 c) 0,66231 d) 6,75905 
e) 0,99297 f) 0,46227 g) 1,22031 h) 0,21778 

516. a) 9,39394 b) 9,97680 o) 9,81470 d) 0,82922 
e) 9,99694 f) 9,66487 g) 0,08660 h) 9,33736 

517. a) 6°28' b) 25°44' o) 32°69' d) 20°58' 
e) 61° 58' f) 64° 45' g) 57° 15' h) 48°48'

518. a) 6° 12'43" b) 53°35'04" o) 38°53'50" d) 12°29'52"
e) 43° 10'56" f) 85° 22'00" g) 66020'00'' h) 84°46'33" 

1 = 
519. a) oos er = 5 y21; 

2 -taner = -V21· 21 ' 
1 coter = 2 Jf2I

b) 4 4 ooter = � einer=5; t&ner=a; 4 

c) 2 -ein er =--g-V5; 
1 ooser = --g-Jl6; 1 ooter = 2 

d) 12 5 12 
einer=

13
; coser = 13; t&ner = 

5 

520. a) c = 5,49cm "' = 33° 06'40" ß = 56° 53'20'' 

b) b = 60cm "' = 79°36' 46" ß = 10°23'14" 
c) b = 6,82om c = 12,11 cm "' = 55°42'

00'' 

d) a = 24,00cm b=7,68cm ß = 17°44'24" 

521. h = 6,23cm; A = 56,70cm 2 ; U = 40,26om 

522. A = a · b · ein tp = 395,5 cm• 

523. d1 = 2a sin; = 52,41 cm; d2 = 2a cos; = 117,43 cm 

524. t&n er = h : -� l'3 ,

. y a Slll2 = jf:m, 

er= 63° 12'; tan{J=h:a, 

y = 29°11', m = Vk" + a•

ß = 59° 45'; 

525. Neigungswinkel der Seitenfläche sei er, 
a - a - 1 

Neigungswinkel der Seitenkante sei {J.

008"' = 6 vs: 2 vs = 3 , 

a 1 -
008 fJ = a 1'3 : a = 3 va ,

26 · 'I' ' 5 . s1n2= d' 

er= 70°32' fJ 

= 54°44' 

tp = 88°01' 

527. Tangentenlä.nge t = Ve• - ! (d
1 

+ �)2 = 1066,5 mm 

Umschlingungswinkel tp = 360° - 2 er ; 

Umschlingungsbogen bu = d1,2 1t a:Oo ; 

Gese.mtlänge Z = 2 t + b, + b2 = 4384 mm 

. ,, + '2 cosa=-
e
-' 

b, = 870mm , 

er= 62,72° 

b
2 

= 1381 mm 

457 
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528. Mantellinie m = yr2 + ,,,. ; 

529. Formel siehe voriges Beispiel ! 
ex = 180° ergibt

1530. z = 42,85 m 

e = h oota = (h -z) cotß,

532. a) 0,66262 b) -0,97314

633. a) 9,91573 - 10 b) 9,16770 - 10

Mittelpunktawinkel ex = � 180° = 68°08' m 

d = m, 2 r = yr• + h', r : h = 1 : ]13

531. h:e=tancx, (h-z):e=tanß, 

Durohmesserd = 2z = 21i.(1 - ::;) = 4,16m 

c) -13,72674

o) 0,02867

d) -0,66813

d) l ,14283

534. a) zwei Lösungen:
b) ß = 95° 

ß, = 29°, ß. = 161° 

o) ß = 115°20' d) ß = 147°50' 

1535. Alle Aufgaben liefern zwei Löaungen:

1536. 

a) /31 = 40°56' /31 = 139°04.' 
o) /31 = 84°01' 

a 
om 

106,0

7,33

b 

om 

68,6

10,6

5,9/S

ß. = 95°59' 

c
om 

67,6

23,5

1537. Den Mittelpunkt-Abstlinden

795,3

2032,0

167,1

6/S5,l

b) ß, = 5°30' 
d) ß, = 65°17'

ß

31°/SIS' 

38° 

28°10' 30° 

78°42' 51 °06'

30°04' 61 °10' 

50°31' 

a = 11 om , 
(X= 52° ,

b = 12 cm und c = 13 om liegen die Winkel 
ß = 59°20' und y = 68°40' gegenüber. 

1538. F, = 358,6 kp und F1 = 292,8 kp 

1539. Resultierende Kraft: 88,8 kp 
Winkel gegen F1 : 52° 

540. LP = 24,19 m 

.Ml. ex·= 22°20', 
F, = 19,6 kp 

ß = 49° 30' 
F, = 13,7 kp 

ß. = 174°30' 
ß. = 114°43'

,, 

109°60' 

121 °/SO' 

98°46'

57° 29 
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542. Ale Zwischenkontrolle: q, = 65°24', 

z = BB' = 534,43 m, 

543. z = 262,96 m 
h1a1>or•> = 118,73 m 

644. V= V(�)"

Höhe des Berges: 1046,63 m 

y = 276,22 m 
h111>er •> = 118,86 m hum llltten = 118,80 m 

546. 0 = 2d2
; 

459 

546. V = a1 � = 15 a3 
= 3240 cm•; 

b = a JL = 3 a = 18 cm ; 

2a2 

0 = �(y + yz + z) = 46a2
= 1656cm• 

z 

3k2 -ab 547. c = a + b - 9,3 cm 

54.9. b = V,• -a• = 2,65 cm; 

U 1 550. a = 4 + 4 vs ti' - u• = 6 cm ; 

k' 551.c -iib=36cm 

553. m - 32,55 kg

556. V - 39,09 m• 

557. h -11,83 m 

559. V= Sll,964 cm1; 0 = 108,60 cm• 

561. m = 8,019 kg 

563. h = 20cm 

c = a .!... = 5a = 30 cm z 

548. V= ab Väb = 216 cm• 

c = tVm• - z• = 11,31 cm

b = ! Vuvstr- u• - 5,3 cm

552. a = 4,37 cm 

654.. h1 = 2,8 m; V= 60,2 m• 

556. a = 1,02 cm; V= 441 cm8 

5118. m = 3,67 kg 

560. h = 4,86 cm 

562. V = 2,799 m1 

5�. l = 214,6 m 

1165. V1= 5091,84 cm•; V1 = 7637,76 cm• 566. m = 0,762 kg 

567. h = 7,2 cm 

1169. b = 9,87 cm 

571. h - 233,6 cm 

2 ·O-a•ys 
573. h = 6a 

= 2,76,;,m 

568. IJst = 2,33 cm; au. = 2,24 cm; a.u = a,aa cm 

570. a = 25,9 mm

572. a = 1/i = 2 cm 

U 1 574. h1 = 4 + 4 V8ti' - US= 7,65 cm ; U 1 ,,,. = 4 - 4 vs d2 - u• = 2,36 cm 

U 1 rl = 8 - 8 vsti' - u• = 1, 18 cm; u l 
r, = 8 + 8 vsdl - u• = 3,83 cm 
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675. m = 6,45 g 

577. h == 5,19 cm

579. m = 6,48 kg

580. V 1 = 4365,3 cm8; 

681. l = 1388,8 m 

V 1 = 8275,8 om8; 

683. Z1 = 101 cm; 

585. V = 141900 ms 

587. m = 5,138 kg 

589. V = 12,3 cma 

591. m = 17,740kg 

593. h = 0,62 m 

Z
1 

= 206,2 cm 

576. V = 3117,6 om• 

678. V = 273,065 om8; 0 = 483,46 cm• 

V a = 6428,6 om1 

582. Y11: = 0,26 m8; 

584. m = 57g 

586. V 1 = 6696 om•; 

588. V 1 = 6,614 dm8; 

590. m = 9,585 kg 

592. V = 142,2 cm8 

594. a = 4,7 cm 

V8 = 1,03 m8 

Y1 = 7245 om• 

V, = 8,371 dm' 

596. a) b = 0,69 m b) d = 1,21 m c) V = 0,776 m• 

596. a) A= ll5,2cm• b) V= l,56dm8 597. V =: ·a•·m 

1,. 598. a, =·a lf6 = 4,90 cm; 

2 V,= 91,.• = 48om•; 

2 
o. = 3 h' (1 + yi") = 87,50 cm•; 

599. Z.= 1,. 
3
� 

n• 602. V= a•l,. m• (m - n) = 53,33 om• 

603. a) c = va• + b' = 5 cm;

d = va• + ,,,. = 5,83 om;

b) c = ya• + b' = 5 om;

d = e ·= 5,6cm; I = e = 5,6om; 

606. h = 184,7 cm 

1,. a, = 3 }'3 = 3,46 om ; 

,,,. 
v. = a Vä = 62,35 om•; 

,,,. O, = 2 }'3 (1 + lf6) = 100,89 om' 

e = Vb' + h2 
� 6,4 om ; 

V= abh = 10om1 
6 

l e = 2 V41,.• + a• + b1 = 5,6 om 

V = 
abh = 10cm• 6 

605. A = 15,14 m• 

607. a ·= 6,84 cm 
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608. h = 11,9 cm 

610. V = 1,887 cm3 

612. c = va• + ab + b' = 6,1 cm 

1 613. h =-
6

V25k"-2a2 =5,89cm; 

49 
V= -a•1!25p _ 2a2 = 61 57 cm• 

375 r 

614. V = 14 r' = 14000 cm• 

616. m = 0,891 kg 

618. m = 0,226 kg 

620. V = 0,99 cm• 

622. m = 1,44 kg 

609. V = 15,307 cm• 

611. V = 3M,l8 cm• 

3 
b = 5a = 2,4cm 

617. V = 115,04 µi•; 

619. h = 7,752 m 

621. h = 180 cm 

623. b = 1,77 cm 

1 
624. V = 6 V4 c• -(U1 - u.>· (gf + U1 g, + uU = 43,0 cm•; 

0 = � (gf + gl) + (g1 + g2) �
2 

Vl6c' - 2(g1 - g2)2 = 79,2 cm• 

625. A = 24,2 cm•; V1 = 20,3 cm•; V2 = 4,2cm• 

h 626. V = 3. a' }13 = 207 ,84 cm• 

A = 129,44 m' 

5 627. V : 
6 

abh = 1000cm3• Für a = b folgt 5 V= 6 a2h. 

h = 
628. V ca 

12 V3 (a + b)2 = 73,9 cm•. 

h 629. V = 3 
(a• + ab f2 + b2) = 73,6 cm• 

Für a = b folgt als Ergebnis: 614. 

461 

h 630. V O 

6 (2cd + 2ab +ad+ bc) h 631. V= 6
(2ab + 2cd + bc +ad)= 6,1 m' 

a h ,fii 632. V= T(2b + a v3) 

ah 636. V= 6(2a + b) 

h 63ij. V= 6(n 1 2b)V4c2 -a2 -b2 +2 ab 

633. V= 103,3 m' 

a• 636. V=
4 

l'3 = 27,7 cm• 

h 637. V= 6(2ab + 2c2 + ac + bc) 

bh ,f. 
639. V= 3 (3a + b v3 + b) 
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640. Y = 447,1 cm.1 

641." = 2 V:
,. 

= 5,05om 

642. Y = : a1 = li0,25 om 8 ; 

M• 643. Y = 4nh = 79,68 cm• 

644. Y = nr8 � = 41,88 cm•; m 

645. r2 = Vr�h1 : = 4,93cm; 

646. � = V2 
'• 1 

l(M 2Y) 648. r1 = 2 2nh + M = 1,28 cm; 

649. r = v,r - rl = 2,24 cm 

m2 - n2 650. Y = uf h -----;;;,--- =- 131,92 cm 8 ; 

651. Z = 84,9 m 

663. Y = 24,31 dm8; A = 0,384 m• 

655. V= 47,65 m 8 

657. d1 = 7,96cm; 

658. h = 24,95cm

660. a = 4,43cm

662. h = 6,83 cm; 

664. h = 4,42cm

666. Z = 19,91 m 

668. Z = 133,52 m 

670. tl = 66,5 mm

672 . m = 13,86 kg

d1 = 7,16 cm; 

tl = 13,�6 cm 

674. a.) h1 = 0,19 cm b) z = 333,3

675. h = 42,2 cm

M = 2 n r2 � = 41,88 cm•m 

M1 V2 + 1 
647. M =--l-

r1 = ! (
2
!
,_ 
-2;) = 0,28 cm 

652. m = 13,86 kg 

654. m = 0,375 kg

656. V = 8,92 cm 8 

V= 1006 om• 

659. Z = 612 m 

661. a = l,4mm 

663. Z = 66,03m 

665. V= 4,4cm 1 

667. V= 9,11 m 8 

669. tl = 2,971 m 

671. h = 4,75cm 

673. m = 449,89 kg;

676. m = 127,28 g 

m
1 = 58,79 kg 

677. V= b(2,528rf + l,047ri + 0,576r2 a - 0,216r1a - 0,78dl) 
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678. m = 895,32 g 

680. m = 360g 

679. m = 4,18 kg 

681. m = 5,333 kg

682. a) V= 40,41 ma b) A = 160,52 m1 683. t = nr8Y3

b' 684. V= n ,;(h2 + m2) 685. V= 2nb1 yii 

2V m 686. h, = nr• m + n = 4,77 c m; 2V n h2 = nr• m + n = l,59om 

687. h2 = 2h3 (�)'- h1 = 8om 

689. V = 13,9 dm3 

h = l,18m 

688. m = 0,491 kg

b) l = 1,7 om 

463

691 . V= 2,77 m1 ; 
j(a 

693. V= 6h

690. a) m - 77,1 g 

692. h = 14,75 c m 

M694. h = 2r 
= 2om; Mr V= 3 = 33,33o m8 

695.

696.

V= -c - - --= 5,831 om ; 2 
8 

n 
V
----;;- . 8 

3 m+n m+n 

3 a9 
h=

2 ;:.=48om

698. m = 0,7!15 kg 

700. V= 0,136 mB ; A = 0,408m2 

nh 701. V = 3 (a
• - h') = 50,25 c m8 ; 

2c1 
M = -- 11mn = 8,9 o m • 

m + n Y"" " 

. 697. V= 2,24 m1 

699. V = 53,17 om1; M = 66,84om2 

M = na ya• - h' = 62,82 c m • 

h 
702. h

1 
= 3 = 2 om 703. a) h = 12h1 

r, - r, = 30cm; 
r1 + r2 

M' 
704. 0 = M + ns• = 25,1 c m2 ; 

r1 r1 ,,. 705. r, = -= - v4l,'4 2 

707. r = 31,25 om; 

708. A = 1 166,04 om•; 

700. a = 5,10 cm; 

710. V = 852,47 om• 

712. m = 0,967 kg 

714. V = 23,86 om3 

h = 20,7 cm; 

r = 21,2 om 

b = 6,42 c m ; 

71 6. V = i V3 (a3 + b9) = 72,44 cm• 

M' V = --Vn• a' - M2 - 8 21 oma 

3n'a8 ' 

706. V= 12741 m3 

V= 21,16dm1 

c = 7,35 c m 

711 . m = 36,83 kg 

713. 0 = 31 ,9 m1 

715. V = 120,43 cm8 
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n 
718. A. = 

4(rf + 2r1 r2 + rU 

z = -�([,--=-_ r,� r, 720. a) 

h d) z = 2- (2 -- lf2) 

721. V= 60,17 cm• 

723. h = 9,984 cm = 10,0 cm 

725. V = 12,28 dm• 

727. m = 0,14 kg 

729. A = 246,7 cm• 

731. Z = 28,5 cm 

733. m = 4,605 kg 

735. V = 66,38 cm• 

·v3V 
737. r = 4-i ,- 0,62 m 

739. v, = (�)· = _!_; 
V, n. 27 

741. V,: v.: v. =· l: 2 \f2: 3 Vä

744. V a m• - n•

a) v
=

-n-.-

745. m = 3,74g 

747. V= 68om 1 

749. e = 0,4905 g/cm• 

0 = (r.r + 2a)(r + yr• + h2) 

719. _r_, = m + �-
r, m 

h-z b) r2 =• r,-
h-- c) z = h m- n 

m 

h e) z , -
4

f) = llri x 
rf + r,r, - rf 

722. A = 960,27 cm• 

724. V - 69,83 cm3 

72(i. V =· 595,3 m• 

728. m = 0,382 kg 

730. h = 3,8 cm 

732. V = 54,69 m 3 

734. V = 644,29 cm• 

736. V = 45,83 1 

738. l O r =--:::-----
2 n 0,28m 

(m + n)' 
0 ·-- nri - -n- = 113,l cm' 

V
3V- na• _ -�--

12ns 2 
= l,26cm 

b) � = j,'2_
r2 1 

746. m = 125,64 kg 

748. d = 7,01 cm 

750. d = 6,46 cm 

751. 0 = 4422,5 cm•; V= 16617,98 cm &; 

752. m = 0,689kg 

754. d = 13cm 

753. d = 13,72 cm 

755. s = 0,002 mm 



Lösungen 

756. tl = 1,90 m 

758. """' 0,3 mm 

760. a) V1 = 8ffr'(lf2 - 1)1 = 265,53 cm• 

761. a) d1 = 12,56 om; 

b) V1 = l,03dm 1; 

762. tl = 16,04 cm 

-� ,m'(3 n+m), 
764. V1- ; ffr (m + n)• 

, 

h 
765. V = 6

-(3 M - 2 ff h1 ) = 18,95 cm•; 

V = 
3 M1 - 4 ff1 h' = 2 7 • 3 766. 12ffh 

,�cm 

3V 
767. r =M=6cm; 

M• 
768. V= 6ff

•n• = 32,98 cm• 

770. h = : r = 6 cm 

772. A = 33,06 cm• 

774. m = 0,227 kg 

776. tl = 3,58 cm 

778. V1 = 61,72dm 8; 

780. r1 = 5,17 cm 

782. 0 = 19,86 m• 

784. V = 2052,18 cm 8 

786. V = 278,02 m 1; 

788. V = 384,06 cm• 

789. V = 1,521 m 1; 

790. V1= 552 mm 1; 

792. V = 126,9 cm 1 

794. m = 11,007 kg 

30 Elementarmnthematlk 

V 1 = 28,06 dm• 

0 = 208,81 m• 

0 = 7,967 m•; 

V,= 1433 mm 8 

757. tl = 1,43 m 

759. tl = 26,98 cm 

b) V1 = ! ffr' (yä - 1)1 = 243,1 cm 1 

d1 = ll,44cm 

·v. = o,77 dm• 

763. a) z = r-11-
m + n 

V-� 1n1(3 m+n) . a - 3 ff r (m + n)• ' 

M r = 
2 ffh = 6,3tl cm 

M• 

h 
= 6ff V= 0,27cm 

2r 769. h = - = 2,5cm 
n 

771. m = 24,55 g 

773. V°== 267,59 dm 1 

775. A = 3 1,4 cm• 

777. h1 = h1 = 11 cm 

779. V= 17,95 cm 1 

781. m = 0,268 kg 

783. m = 17,39ö kg

785. V= 1,97 cm 8 

787. V= 1,23 m 1 ; 

A = l,709m1 

791. V = 0,86,a 

793 . m = 112,79 g 

795. V = : ,a arc or 

0 = 6,56m 1 

465 



466 Anhang 

,\nbang lla.&hemdl'lhe Zelehen naeh T&L 0-1102 (Auuug) 

Nr. Zeiohen Bpreohweiae ErlAutenmgen 

1.1 1. entens 

1.2 () Benummerung von Formeln 

1.3 . Komma Dezimalzeiohen. Zum Trennen von Grup-
lr:n bei größeren Zahlen Bind weder 

omma nooh Punkt, 110nderu Zwisohen-
r&ume zu verwanden. 

u ... und IIO weiter bia Drei Punkte in gleioher Höhe wie die Zei • 
ohen 3.1 und 3.2 oder auf der Zeile. 
Die Grenzen gelten als eingeaohlOB118n 
(vgl. hierzu auoh die Zeiohen 6.2 und 6.3). 
Beispiele: 

1: = 1, 2, ... , 11 
11=1·2 ... 11 

und IIO weiter un- wenn auf ... kein Zeiohen folgt 
begrenzt Beispiele: 

II= 1, 2, ... 
}12 = 1,41421 ... 
1/. + 1/, + 1/, 

+ .. ,

1.5 IJi. a., .... a,, II eins, II zwei, ••• , " II Unteraoheidung duroh Indizes 

1.6 a',a", ... ,a„ II Strioh, 11 zwei Btrioh, Unteraoheidung duroh hoohgeatellte 
... , 11 11 Btrioh Btriohe 

2. Glelehhel& ancl Unglelehhelt 
2.01 = gleioh 
2.02 .... identiaoh gleioh Z.B. bedeutet / (z)"'" 0, daß die J!'unk. 

tion/(z) an jed erBtelledenWertNullhat. 
2.03 ,f= nioht gleioh, ungleioh 

2.04 ... nioht identi8oh gleioh 

2.05 - proportional Beispiel: l- r

Der Umfa�einea KniBea üit propor-
tional dem ·ua r des Kreiaea. 

2.06 == �en&hert,
ezu gleioh, 

Beispiel: 1t == 3,14 

(rund. etwa) 

2.07 � entllprioht Beispiel: 
l om � 5 m/• bedeutet: 
l om (z.B. einer Zeiohnung) entaprioht 
5m/a. 



467 

M a t h e m a t i s o h e  Z e i o h e n  n a o h  TGL 0-1302 (Fortaetzung) 

Nr. J Zeiohen J Spreohweiae 

2.08 < kleiner als 
2.09 > größer als 
2.10 :;;;; kleiner oder gleioh, 

höohatena gleioh 
2.11 ;;.;:; größer oder gleioh, 

mindestem gleioh 
2.12 < klein gegen 
2.13 >. groß gegen 

8, Elementare Beehenopera&lonen 
3.1 + 

3.2 -

3.3 

3.4 -

/ 
: 

3.5 % 

3.6 O/oo 

3.7 () [] ( 1 <> 

4. Geometrlll4lhe Zelehen 
4.01 
4.02. 
4.03 
4.04 
4.05 

4.06 
4.07 
4.08 

4.09 

uo 

Ul 

IO" 

II

* 

tt 

t! 

.L 

� 
-

-

<)'. 

AB 

AB 

plus 
m.inUB 

mal 

duroh, geteilt duroh, 
zu 

Prozent, 
vom Hundert 
Promille, 
vom Tausend 
Runde, eokige, 
geaohweifte, spitze 
Klammer auf und zu 

parallel 
nicht parallel 
gleiohainnig parallel 
gegenainnig parallel 
reohtwinklig zu, 
senkrecht auf 
Dreieok 
kongruent 
Ahnlioh 

Winkel 

Streoke AB 

Bogen AB 

J Erl&uterungen 

von anderer Größenordnung 
von anderer Größenordnung 

Der Punkt steht in gleioher Höhe wie di 
Zeiohen 3.1. und 3.2. Du Multiplikationa-
zeiohen darf beim Reohnen mit Buoh-

e 

siaben weggel&BBen werden. 

In Formeln ist im a.llgemeinen für die 
Division der waa{ereohte Strioh zu
benutzen; die Zeio en / und : nur 
Platzerapamis. Bei dem Zeiohen / wird 
auoh die Spreohweiae „je" benutzt, z.B. 

·5 m/s wird „5 Meter je Sekunde" ge-
sproohen. 

zur 

1 % = 10-• 

l°/
00 

= 10-• 

<)'. ABO = Winkel zwischen BA und BO
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Allgemeine Formelzeichen naeh TGL 0·1804 (Auszug)

Nr. Benennung Zeiohen Nr. Benennung 

1. Län g e  und  Winkel 2. Masse

1.1.
1.2. 
1.3. 
1.4. 
1.5. 
1.9.

1.10.
1.11.
1.12.

Länge l,L 2.1. , Masse 
Höhe h,H 2.2. Dichte (m/l')
Breite b,B 3. Zeit
Ha.lbmeeeer, Radius r,R 3.1. Zeit (Zeitpunkt od. Zeitepa.nne)
Durchmelll!er d,D 3.9. Geschwindigkeit 
Flll.ohe (a.uch Querschnitt, 3.10 Beschleunigung 
Grenzflll.ohe, Oberflll.che) A,8,F 3.11 Fa.llbeschleunigung 
Ra.uminha.lt, Volumen V,r 

ebene Winkel a, {J, y 4. Kra.ft und Druck 
Ra.umwinkel w,n 4.1. J Kra.ft 

Tafel der gesetzlichen Einheiten (Auszug)
Vorbemerkungen

Zeiohen 

m 
(!,d 

,, l', z 

t1, u, 1D 
a,b 

g 

F,P,K 

I. Die Grundeinheiten und die abgeleiteten Einheiten sind in Spa.lte 1 la.ufend durchnume­
riert. Nummern von Einheiten für die gleiohe Größe stimmen in der vor dem Punkt stehen­
den Za.hl überein. Die Grundeinheiten und die kohärent gebildeten Einheiten sind im Druck 
hervorgehoben worden, und zwa.r 

Grundeinheiten: halbfette große Type unterstrichen,
kohärent gebildete Einheiten: ha.lbfette kleinere Type.

2. Dezima.le Vielfa.che und Teile, die von Grundeinheiten und von a.bgeleiteten EinheiteI mll
selbständigem Na.men gebildet werden, dürfen durch Anfügen eines der folgenden gesetz­
liohen Vorsätze (Einh. V.O. § 61)) bezeichnet werden, sofern sie hiervon nicht in Spa.lte 6 
ausdrücklich ausgenommen sind (Einh.VO. § 9). 

Vorsatz Kurz- Bedeutungzeichen

Tera. T 1000000 000000 (1011) Einheiten 
Giga G 1000000000 ( 1()1) Einheiten
Mega. M 1000000 (10') Einheiten 
Kilo k 1000 (108) Einheiten
Hekto h 100 (10') Einheiten 
Deka. da. 10 (101) Einheiten
Dezi d 0, 1 (I0-1) Einheiten
Zenti c 0,01 (IO-•) Einheiten
Milli m 0,001 (lO-B) Einheiten
Mikro µ 0,000001 (lo-•) Einheiten
Na.no n 0,000000001 (10"1) Einheiten
Pico p 0,000000000001 (I0-11) Einheiten 

3. Soweit dezima.Je Vielfache und Teile, die von a.bgeleiteten Einheiten ohne selbständige 
Na.men gebildet werden, duroh Vorsätze na.ch Nr. 2 gebildet werden dürfen (Einh.VO. § 9), 
ist dies in Spa.lte 6 a.ngegeben. 

') BezOge auf die Verordnung vom 14. B.1958 ilber die phy•lkallaoh-technlachen Einheiten Bind Innerhalb der 
Tafel durch den Hlnwela „Elnh.VO.'' bezeichnet. 
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Lfd. Name Kurz- Definition der Einheit 
Nr. der Einheit zeichen 

1 2 3 4 

l, Linge 

1.1 Meter m Das Meter lat der Abstand der Mittelstriche der auf dem 
Internationalen Meterprototyp angebrachten Strlchgrup-
pen bei der Gleichgewichtstemperatur zwlachen Els und 
reinem, lnltgeslttlgtem W 888er unter dem Druc,k einer 
physlkaUschen Atmosphlre, 

1.2 Seemeile am Die Seemeile ist gleich 1852 Meter. 

2. Fliehe 

2.1 Quadrauneter m• Das Quadrauneter Ist die Fllche eines Quadrates von der 
Seltenllnge 1 m. 

2.2 Ar a Das Ar ist gleioh 100 Quadratmeter. 

2.3 Hektar ha Das Hektar ist gleioh 100 Ar. 

S. Volumen

8.1 Kubikmeter m• Das Kubikmeter lat das Volumen eines Wtlrtels von der 
Kantenlinge 1 m, 

3.2 Liter l Das Liter ist das Volumen von 1 kg reinen, luftfreien 
Wassers bei seiner maximalen Diohte unter dem Druck 
einer physikalischen Atmosphäre. 

4, Ebener Winkel 

4.1 Radiant rad Der Radiant Ist der ebene Winkel, fflr den das Verhlltnls 
der Lingen des zugehllrlgen Kreisbogens zu seinem Halb· 
messer gleich 1 Ist, 

4.2 reohter Winkel L Der reohte Winkel oder Reohte ist jeder der vier ebenen 
Reohter Winkel, die zwei sioh unter gleichen Nebenwinkeln sohnei· 

dende Geraden bilden. 

4.3 Grad 0 Der Grad ist der 90ste Teil des rechten Winkels oder 
Rechten. 

4.4 Minute ' Die Minute ist der 60ste Teil des Grades. 

4.5 Sekunde " Die Sekunde ist der 60ste Teil der Minute. 

4 .6 Neugrad, Gon g Der Neugrad oder das Gon ist der lOOste Teil des reohten 
Winkels oder Rechten .. 
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Beziehmig der Einheit 
zu den Grundeinheiten

lsm=l852m

tm• = lm ·lm 

1 a = 101m1 

1 ha = lOOa = lOt m1 

1m1 =1m·1m·1m 

1 1 = 1,000028 · 10-1 m1 

l L =;rad

1• = _!_
L 

90 

l' - !...- 60 

1· = .!..'.
60 

l• = 10-iL 

Besondere Bestimmungen

6 

Die Seemeile ist nur für die Angabe von Entfernungen oder 
Wegstreoken in der Luft- und in der Seefahrt zul18sig. Viel­
faohe und Teile der Seemeile dürfen nioht duroh einen Vor­
satz nach Einh. VO. § 6 bezeichnet werden. 

A1s Einheiten der Fllche sind aueh alle ElnheHen 11111aa1g, die 
als Quadnt aus einer zullulgen Llngenelnhelt gebßdet
werden. 
Vielfäohe und Teile des An und des Hektars dürfen nicht 
durch einen Vorsatz nach Einh.VO. § 6 gebildet werden. 

A1s Einheit.an des Volumens Bind aueh alle Einheiten 11111aa1g,
die als Kubus aus einer zullulgen Llngenelnhelt geblldet
werden.

Vielfache und Teile der Winkeleinheiten rechter Winkel oder 
Reohter, Grad, Minute, Sekunde und Nengrad dürfen nicht 
durch einen Vorsatz naoh Einh.VO. § 6 bezeiohnet werden. 

Der lOOste Teil des Neugrads darf als Neuminute (Kurzzei­
ohen<), der lOOste Teil der Neuminute als Neusekunde (Kurz­
zeiohen cc) bezeiohnet werden.
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Du grleohllche Alpbabe& 

.A. QI Alplia l ' Iota Pe Rho

B {J Beta K " Kappa Ea Sigma 
r „ Gamma A A Lambda T T Tau 
.d � Delta .M µ My y tl Ypsilon 
B • Epsilon N" Ny (1) tp Phi

z c 7.et& E E Xi X X Chi

H '1 Eta 0 0 Omikron 'JT '(1 Psi

8 (} Theta lln Pi D w Omega 
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Maßeinheit 101, 323 
Mehrta.felprojektion 346 
Meter 247, 469 
Minuend 15 
Minute469 
Mittellinie 260, 288 
Mittelpunkt des Inkreisee 259 
- des Umkreisee 267 
Mittelsenkrechte 252, 257
Mittlere Proportionale 177 
Multiplikation 15, 43, 65, 243
-, Assoziativgesetz der 65
-, Distributivgesetz der 70
-, Kommuta.tivgesetz der 65
- von Brüchen 23, 80 
- von Klammerausdrücken 70
- -von Potenzen 93, 95 
- von Summen 70 
- von Wurzeln llö 

Nebenwinkel 249
n-Eck 263 
Negative Zahl 60 
Nenner 15, 20
-, R&tionalmachen des 117
Netz 341
Normalform der linearen Gleichung 151
- der linearen Funktion 228
- der quadratischen Gleichung 208
Normalparabel 232
Null 14, 61 
Nullstelle einer Funktion 231 
Numerische Lösung von Gleichungen 161, 204 
- - von Gleichungssystemen 187 
Numerus 127 

Oberfläche 341, 349 
Oberflächenberechnung 349 lf. 
Ordinate 222 

Orientierung 251 
Orthogon&lprojektion 346, 348 

Pantograph 271 
Parabel 232, 237 
P&r&llele Gerade 249 
P&r&llelogramm 260, 287 
Parallelperspektive 346 
Partialdivision 74 
PASOAL 103 
PABCALSches Dreieck 103 
Periode 28 
Periodischer Dezimalbruch 26 
Peripheriewinkel280 
Permanenzprinzip 327 
Perspektive 346 
Planimetrie 247 
Polyeder 341 
Positive Zahl 61 
Potenz 16, 30, 91 
-, Addition 93 
�, Begrilf der 91, 98 
- eines Binoms 72, 102
-, Division 93, 96
-, Multiplikation 93, 95
-, Potenzieren einer 95
-, Radizieren einer 118
-, Subtraktion 93
- von Potenzen 95
- von Wurzeln 119
Potenzfunktion 236
Potenzieren von Brüchen 93, 96
Potenzwert 91
Primf&k:tor 16
Primzahl 16
Primproduk:t 16
Prisma 341
-, gerades 341, 354
-, regelmäßiges 341
-, schiefes 341
-, unregelmäßiges 341 
Prismatoid 341, 342, 370 
Probe 64, 67, 109, 128, 152 
Produkt 15, 65 
Produktform einer Gleichung 215 
Produktgleichung einer Proportion 171 
Produktzerlegung 16, 215 
Projektion 346 
Promille 181 
Proportion 170
-, Begrilf der 170
-, fortlaufende 173
-, Produktgleichung 171
-, Rechengesetze 171 
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Proportionalität 174 
-, direkte 174 
-, umgekehrte 175 
Proportionalitätsfäktor 174 
Prozent 179 
Prozentsatz 179 
Prozentwert 179 
Punkt247 
Pyramide 341, 342, 369 
Pyramidenstumpf 341, 342, 364 
PYTHAGORAS 272 
-, Satz des 272 
Quader 341, 350 
Quadrant 222 
Quadrat 31, 262, 287 
Quadratwurzel 31, 33, 39, 110 
Quadratzahl 31, 33, 38 
Quadratische Ergänzung 208 
- Gleichung 204
- Funktion 232 
Quadratisches Glied 205, 232
Quadratische Teilung 37, 242
Quersumme 17
Quotient 16
Radiant 316, 469 
Radikand 31, 109 
Radius 278 
Radizieren von Brüchen 116 
- von Potenzen 118
- von Wurzeln 119
Rationale Zahl 68, 111
Re.tionalmachen des Nenners 117
Re.um 247, 248
Rechenoperation 1., 2., 3. Stufe 69, 91
Rechenschema 136 
Rechenstab 36, 243 
Rechenzeiohen 62
Rechteck 262, 287
Rechtkant 341, 360
Reinperiodieoher Dezimalbruch 26, 28
Reinquadratieche Gleichung 206
Reziproker Wert 24, 34 
Reziprokteilung 37, 242 
Rhombus 261, 288 
Rotatignekörper 343, 416 
Rückwä.rtseinechneiden 281 
Rundungm,geln 29 
Scheitel 232, 248 
Scheitelwinkel 250 
Schenkel 248, 256 
Schnittpunkt 227, 257 
- von Kurven 227 

Schwerelinie 258 
Schwerpunkt 258, 416 
Segment294 
Sehne278 
Sehnen-Sekanten-Satz 282 
Sehnen-Tangenten-Satz 282 
Sehnenvieleck 291 
Seite 256 
Seitenansicht 346 
Seitenhalbierende 257 
Sekante278 
Sekanten-Tangenten-Satz 282 
Sektor294 
Sekunde469 
Senkrechte errichten 252 
Setzen von Klammem 68 
Sinne 316 
Sinusfunktion 319 
Sinueeatz 329 
Skala 37, 241 
-, Teilung einer 37, 242 
Spitze 256 
Spitzer Winkel 248 
Stabkörper 37 
Stabrechnen 38 
Stammbruch 20 
Stellenwert 14, 132 
Stetige Teilung 283 
Stereometrie 247 
Storchschnabel 271 
Strahl247 
Strahlensätze 268 
Strecke247 
Stufenwinkel 250 
Substitution 188 
Subtrahend 16 
Subtraktion 16, 61, 63 
-, korrespondierende 172 
- von Brüchen 22, 26, 78
- von Potenzen 93 
- von Wurzeln 114 
Summand 16 
Summe 16,64
-, algebraische 64
Supplementwinkel 249
Symmetrie 251
Symmetrie, axiale 251
-, zentmle 236, 262
Svmmetrieachse 261 
Symmetriezentrum 252 
Tabelle 32, 219 
Tafel 33 
Tangens 317 
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Tangensfunktion 319 
Tangente 278 
Tangentenvieleck 291 
Teilbarkeit 16 
Teilbarkeitsregeln 17 
Teiler 16 
-, echter 16 
-, größter gemeinsamer 18 
-, unechter 16 
Teilerfremd 18 
Teilung einer Leiter 37, 242 
- einer Strecke 269 
-, kubische 37, 242
-, lineare 37, 242
-, logarithmische 37, 242
-, reziproke 37, 242
-, quadratische 37, 242
-, trigonometrischfl 37 
Ts.tLES 281 
-, Satz des 281
TranBverB&lmaßstab 269 
Trapez 260, 288 
Trigonometrie 316 
Trigonometrische Funktionen 310 

tlberschlegsrechnung 12, 34, 38, 136, 160 
Umfang287 
Umgekehrte Proportionalität 175 
Umkreis 257, 263 
Umstellen von Formeln 159 
Unbeka,nnte 150, 186 
Ungleichnamige Brüche 22, 78 
Ungleichung 163 
UnstetigkeitBBtelle 238 

Variable 220 
Veränderliche 149, 220 
-, abhängige 220 
-, unabhängige 220 
Verbindungsstrecke 259 
Verhältnis 170 
Verhältnisgleichung 170 
Vieleck 263, 291 
Vielfaches 19 
-, kleinstes gemeinsames 111 
Viereck 259, 287 
VIETA213 
-, Wurzelsatz von 213 
Vollstindiges Quadrat 208 
Volumen 248, 341, 340, 468, 469 
Vorderansicht 346 
VorwärtBeinBchneiden 331 
Vorzeichen 62 
Vorzeichenregeln 66, 67 

Wechselwinkel 259 
Winkel248,278,468,469 
Winkelfunktion 316 
Winkelhalbierende 257 
Winkelsumme 255, 259, 263 
Würfel 341, 351 
Wurzell09,150,205 
-, Addition 115 
-, Begriff der 108 
-, Division 116 
-, Multiplikation 115 
-, Potenzieren 118 
-, Radizieren 119 
-, Subtraktion 114 
Wurzelexponent 109 
Wurzelfunktion 239 
Wurzelgleichung 156 
Wurzelsatz von V1ETA 213 

Zahl 13 
-, allgemeine 15, 59 
-, benannte 13 
-, beetimmte 15 
-, ganze 60, 68, 111 
-, irrationale 112 
-, natürliche 13, 68, 111 
-, negative 60 
-, positive 60 
-, rationale 68, 111 
-, reelle 113 
-, unbenannte 13 
Zahlengerade 61, 111 
Zahlenstrahl 13 
ZahlenBymbol 13, 15 
Zahlensyetem 14 
Zähler 15, 20 
Zehneck285 
Zentrale 278 
Zentralsymmetrie 236, 252 
Zentriwinkel 280 
Ziffer 13 
Ziffernfolge 31, 38, 132 
Zins 182 
Zinsfuß 182 
Zinsrechnung 182 
Zunge des Rechenstabes 37 
Zyklische Vertauschung 333 
Zylinder 343 
-, gerader 343, 376, 383 
-, Hohl-344, 377, 382 
. -, Kreis-376 
-, schiefer 382 
Zylinderhuf344,386 
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