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GELEITWORT

Die stiirmische Entwicklung der Wissenschaft und Technik in der sozialistischen Gesell-
schaft stellt laufend héhere Anforderungen an den Mathematikunterricht der Fachschulen
der DDR sowbdhl hinsichtlich des Umfanges als auch der Qualitit der zu vermittelnden
Kenntnisse und Fahigkeiten. Diese gesteigerten Anforderungen verlangen ein erhchtes
Anfangsniveau der Bewerber fiir das Fachschulstudium, das dem AbschluB einer Aus-
bildung an einer zehnklassigen polytechnischen Oberschule entspricht.

Um den Bewerbern fiir das Fachschulstudium wihrend eines Vorbereitungslehrganges
oder bei einer wiederholenden Orientierung ein fiir diesen Zweck zugeschnittenes Lehr-
buch in die Hand geben zu kinnen, wurde auf Veranlassung des Staatssekretatiates fiir
das Hoch- und Fachschulwesen in Verbindung mit der Zentralen Fachkommission fiir
Mathematik ein Autorenkollektiv mit der Ausarbeitung des vorliegenden Lehrganges
der Elementarmathematik beauftragt.

Dieser Lehrgang enthélt die der obengenannten Zielsetzung entsprechenden Stoffgebiete,
wobei eine Betonung einzelner Themen sowie die Zusammenstellung der Aufgaben im
Hinblick auf ein hierauf aufbauendes Studium an einer Fachschule erfolgte.

Bei der Gestaltung des Manuskriptes zur 1. Auflage wurden die Autoren dieses Buches
von Herrn FriTz WARNECKE 1 in einer Weise unterstiitzt, die weit iiber das normale MaB
einer Lektorentitigkeit hinausgeht. Ihm sei an dieser Stelle herzlichst dafiir gedankt. Be-
sonderer Dank gilt auch Frau Prof. DR. GGREE und Herrn HEINz NIckEL fiir zahlreiche
fachliche und methodische Hinweise und Ratschlige sowie dem VEB Fachbuchverlag
far die sorgﬁilﬂhe Drucklegung.

Wir sind {iberzeugt, daB der Lekrgang der Elementarmathematik eine wertvolle Hilfe
bei der Vorbereitung auf ein Fachschulstudium sein wird, und wiinschen den Lesern viel
Erfolg beim Studium.

Dresden, August 1962 Zentrale Fachkommission fiir Mathematik
beim Staatssekretariat fiir das Hoch- and
Fachschulwesen
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1. Yorbemerkungen

Gewisse Zahlenrechnungen bereiten den Schiilern erfahrungsgema immer wieder groe
Schwierigkeiten, und zwar handelt es sich hierbei besonders um Aufgaben aus der
Bruchrechnung. Aus diesem Grunde haben sich die Autoren entschlossen, dem Buch
einen Abschnitt iiber das Rechnen mit bestimmten Zahlen voranzustellen, in dem die
Bruchrechnung im Vordergrund steht. Dariiber hinaus werden noch diejenigen Rechen-
hilfsmittel besprochen, deren Handhabung jeder behkerrschen sollte, der das Studium
an einer Fachschule aufnehmen machte: die Zahlentafeln und der Rechenstab.

Der zweite Teil des Buches enthélt die Arithmetik!) und die elementare Algebra?), wo-
bei sich die Arithmetik mit den Rechengesetzen fiir bestimmte und allgemeine Zahlen
befaBt, wihrend die elementare Algebra die GesetzmiBigkeiten untersucht, die bei der
Bestimmung unbekannter Zahlen aus Gleichungen auftreten. SchlieBlich werden im
dritten Teil die Gebiete aus der Geometrie dargestellt, auf denen der Mathematikunter-
richt an den Ingenieur- und Fachschulen aufbaut.

Um den umfangreichen Lehrstoff auf einem verhiltnismiBig geringen Raum unter-
bringen zu kénnen, muBlte er systematisch angeordnet werden, wobei die methodischen
Gesichtspunkte bei der Behandlung der einzelnen Teilgebiete keineswegs auBer acht
gelassen wurden. Es wird daher kaum méglich sein, den Lehrstoff im Unterricht in der-
selben Reihenfolge darzubieten, in der er im Lehrbuch angeordnet worden ist. Dies ist
aber auch nicht erforderlich, denn das Buch soll dem Lernenden die Méglichkeit geben,
den im Unterricht behandelten Stoff zu wiederholen und ihn an Hand zahlreicher
Ubungsaufgaben einzuprigen und zu festigen.

Fiir den Lernenden geniigt es nicht, sich mehr oder weniger mechanisch eingeprigte
mathematische Kenntnisse zu erarbeiten, das Kennen mufl zum Kdinnen weiterentwik-
kelt werden. Mathematische Fahigkeiten und Fertigkeiten kann man aber nur dann
erwerben, wenn man die formalen Rechengesetze der elementaren Mathematik sicher
beherrscht und sie auoh sinnvoll und folgerichtig bei der Losung von Aufgaben anzuwen-
den weil. Es ist daher notwendig, die im Buche vorgerechneten Beispiele sorgfiltig
durchzuarbeiten und erst dann zum nichsten Beispiel iiberzugehen, wenn jeder Schritt
der Rechnung erfaflt ist und der gesamte, dem Problem zugrunde liegende Gedanken-
gang tberblickt wird. AuBer den durchgerechneten Beispielen enthélt jeder Abschnitt
eine groBe Anzahl von Ubungsaufgaben, die es jedem Lernenden erméglichen, seine
Kenntnisse zu festigen und durch intensives Uben sichere Fertigkeiten in der Anwen-
dung der einzelnen Rechengesetze und -verfahren zu erlangen. Es ist jedem Lernenden
anzuraten, wenn auch nicht alle, so doch méglichst viele dieser Aufgaben selbsttindig
durchzurechnen. '

Die Losungen der Aufgaben sind am Ende des Buches zusammengestellt. Man ver-
suche jedoch, alle Aufgaben ohne Kenntnis der Losung zu rechnen und das gefundene
Ergebnis erst nach Beendigung der Rechnung mit der im Buche stehenden Lésung zu

1) arithmos (griech.) die Zahl.
?) Das Wort Algebra entstammt dem Arabischen.
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vergleichen. Sollte das selbst erarbeitete Ergebnis ungenau oder gar falsch sein, so sind
die Bemiihungen so lange fortzusetzen, bis der Grund fiir die Ungenauigkeit bzw. der
Fehler gefunden ist. Nur derjenige wird seine Sicherheit im Anwenden der verschiedenen
Rechengesetze erfolgreich iiberpriifen konnen, der die Aufgaben in dieser Weise 16st.
Durch die hinten angegebenen Loésungen sollte man sich keinesfalls dazu verleiten
lassen, die eigene Rechnung so ,hinzubiegen‘‘, daB man auf die gewiinschte Losung
kommt. Dieses Verfahren schadet mehr als es niitzt, denn in diesem Falle hat man meist
nur die Losung im Auge, auf die man unbedingt kommen will. Man rechnet dann
gedankenlos darauf zu, ohne sich dabei zu iiberlegen, warum man die einzelnen Rechen-
schritte unternimmt.

Es sollen auch noch einige Bemerkungen iiber die Durchfiihrung von Zahlenrechnun-
gen gemacht werden. Das Ziel einer jeden Zahlenrechnung besteht darin, aus gegebenen
Zahlenwerten mit Hilfe bestimmter mathematischer Beziehungen einen neuen Zahlen-
wert zu ermitteln, der frei von Rechenfehlern ist. Fehlerfreies Rechnen aber verlangt
einmal die Kenntnis der bei der jeweiligen Aufgabe anzuwendenden mathematischen
Zusammenhdnge und zum anderen auch eine gewisse Gewandtheit im Anwenden der
richtigen Rechenregeln. Grundvoraussetzung ist jedoch eine peinliche Ordnung, die
schon damit anfingt, daB man die gegebenen Zahlenwerte richtig aufschreibt und die
notigen Nebenrechnungen genauso sauber und iibersichtlich anfertigt wie die eigent-
liche Rechnung. Dabei sollten die Nebenrechnungen nie auf irgendwelchen Schmier-
zetteln niedergeschrieben werden, sondern man sollte sie mit genau derselben Pri-
zision ausfiihren wie die Hauptrechnung und sie auch mit in das eventuell vorhandene
Rechenschema einordnen.

Um sich gegen Rechenfehler zu schiitzen, kann man verschiedene Wege einschlagen.
Gegen grobe Fehler, z.B. falsche Kommastellung, schiitzt eine iiberschlagliche Rech-
nung, die man bei keiner Aufgabe unterlassen sollte. In manchen Fillen lassen sich
Rechenfehler auch dadurch ausschalten, daB man die Rechnung noch einmal wieder-
holt. Dabei ist es jedoch ratsam, die beiden Rechnungen mindestens in ihrer Anord-
nung verschieden voneinander zu gestalten. Besser ist es, wenn man die Kontroll-
rechnung mit einem anderen Rechenverfahren durchzufiihren versucht als die erste
Rechnung.

Wer dieses Buch in der angefiihrten Weise bewuBt und griindlich durcharbeitet, der
wird bald feststellen kénnen, daB es gar nicht so schwierig ist, Mathematik zu erlernen,
wie es hiaufig hingestellt wird. Es wird sich zeigen, daB der Erfolg bei fleiBiger Arbeit
und bei fortwihrendem Uben nicht ausbleiben wird. Ein gediegenes Konnen in der
elementaren Mathematik wird aber nicht nur das Studium der héheren Mathematik,
sondern auch das Studium fast aller anderen Unterrichtsficher, vor allem der tech-
nischen Wissenschaften giinstig beeinflussen.



ARITHMETIK

2. Der Zahlbegrift

2.1. Die natiirlichen Zahlen

Der Zahlbegriff entwickelte sich aus dem Bediirfnis der Menschen heraus, gleichartige
Gegenstinde, spiter auch Begriffe abzdhlen zu kénnen. So entstanden zundchst die
benannten Zahlen, bei denen nach dem eigentlichen Zahlwort noch eine Erlduterung
folgt, aus der hervorgeht, um welche Dinge es sich bei der Zéhlung handelte. (Beispiele:
50 Menschen; 27 Tiere; 225 km usw.)

Sieht man von der Natur der gezihlten Gegenstidnde ab, so fiihrt diese Abstraktion auf
den Begriff der unbenannten Zahl.

Unter ,,Zahl‘ schlechthin soll kiinftig stets eine unbenannte Zah! verstanden werden.
Steht eine Zahl dagegen in Verbindung mit einer physikalischen Einheit oder mit einem
anderen Begriff da, aus dem hervorgeht, was abgezihlt worden ist, so spricht man von
einer GrdBe.

Beispiele fiir Zahlen: 1; 127; 3520498 usw.
Beispiele fiir GroBen: 3 Kinder; 5 kg; 20 km/h usw.

Alle Zahlen, die aus einem derartigen einfachen Zéhlvorgang hervorgehen, werden in
dem bei uns gebrauchlichen Zahlensystem mit Hilfe bestimmter Zahlensymbole, den
arabischen Ziffern 0, 1, 2, ..., 9 geschrieben:

1,2,3,45,6,7,8,9,10,11, 12, 13, ...

Jede dieser Zahlen, von denen die folgende jeweils durch Hinzufiigen der Einheit 1
aus der vorhergehenden entsteht, heiBt eine natiirliche Zahl.

Die natiirlichen Zahlen lassen sich durch Punkte auf einem Strahl veranschaulichen.
Dazu trigt man vom Anfangspunkt 4 des Strahles aus auf diesem wiederholt eine
Strecke von beliebig gewihlter konstanter Liange ab und bezeichnet die entstehenden
Teilpunkte der Reihe nach mit 1, 2, 3, 4, ... (Bild 1).

A O— T T T -
7 2 3 4 5 6 7 8 9 10 n

Bild1

Diese Darstellung wird Zahlenstrahl genannt. Da sich der Zahlenstrahl in Richtung
des Pfeiles unbegrenzt fortsetzen laBt, lassen sich auf ihm unendlich viele natiirliche
Zahlen unterbringen, d.h.:

| Esgibt keine grofte natiirliche Zahl.
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2.2, Das dekadische Zahlensystem®)

Da es unendlich viele natiirliche Zahlen gibt, kann nicht jede Zahl ihr eigenes Zahlen-
symbol, d.h. eine eigene Ziffer, besitzen. Daher falt unser Zahlensystem jeweils 10 Ein-
heiten zu einer hoheren Einheit zusammen:

10 Einer (E)
10 Zehner (Z)
10 Hunderter (H)

1 Zehner (Z)
1 Hunderter (H)
1 Tausender (T) usw.

Aus diesem Grunde wird es dekadisches Zahlensystem oder Dezimalsystem?®) genannt.
Im dekadischen Zahlensystem werden alle vorkommenden Zahlen mit Hilfe der zehn
Ziffern 1 bis 9 und O geschrieben, wobei jeder Ziffer durch die’Stellung, die sie inner-
halb der Zahl einnimmt, ein bestimmter Stellenwert zugeordnet ist. So kénnte man
z.B. fiir die Zahl 7402 ausfiihrlicher auch schreiben:

7 Tausender + 4 Hunderter + kein Zehner 4 2 Einer.

Es ist zu erkennen, daB die Ziffer Null®) fiir das dekadische Zahlensystem unbedingt
erforderlich ist, denn sie steht als Zeichen fiir eine an der jeweiligen Stelle fehlende
Einheit.

Die Einheit 1 der natiirlichen Zahlen 1éBt sich aber auch noch in kleinere Einheiten
aufteilen. So unterteilt man

1 Einer (E)
1 Zehntel (z)
1 Hundertstel (h)

10 Zehntel (z)
10 Hundertstel (h)
10 Tausendstel (t) usw.,

wobei sich diese Feineinteilung beliebig weit vorantreiben 1éBt. Auf diese Weise ent-
stehen die Dezimalbriiche, bei denen die Bruchteile der Einheit von den ganzen An-
teilen durch ein Komma abgetrennt werden. So bedeutet z. B. die Zahl 502,307 ;

5 Hunderter + kein Zehner - 2 Einer - 3 Zehntel + kein Hundertstel +
+ 7 Tausendstel.

Es gibt unendlich viele Dezimalbriiche, die auf dem Zahlenstrahl zwischen den natiir-
lichen Zahlen untergebracht werden kénnen. Eine genauere Einteilung der einzelnen
Zahlenarten werden Sie im Verlaufe der folgenden Abschnitte noch kennenlernen.

2.3. Bestimmte Zahlen und allgemeine Zahlensymbole

Die in der Mathematik aufgestellten GesetzmiBigkeiten gelten nicht nur fiir bestimmte
einzelne Zahlenwerte, sondern sie sind ganz allgemein giiltig.

So weiB jedes Kind aus dem Anfangsunterricht im Rechnen, daB die Aufgabe 3 + 8
das gleiche Ergebnis besitzt wie die Aufgabe 8 + 3. Es ist also

3+8=8+ 3.
1) deka (griech.) zghn. ?) decem (lat.) zehn. ?) nullum (lat.) nichts.
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An Stelle der beiden bestimmten Zahlen 3 und 8 kénnte in dieser Gleichung auch jede
beliebige andere bestimmte Zahl stehen; so ist z.B. auch 2,79 + 0,86 = 0,86 + 2,79
oder 705,36 + 1043,29 = 1043,29 + 705,36 usw.

Man gelangt auf diese Weise schlieBlich zu dem aus der Arithmetik bekannten Satz:

Es ist gleichgiiltig, in welcher Reihenfolge man zwei Zahlen addiert. Stets erhilt
man das gleiche Ergebnis.

Verwendet man nun fiir die beiden Zahlen, die addiert werden sollen, keine bestimmten
Zahlen (im Beispiel 3 und 8) mehr, sondern zwei allgemeine Zahlensymbole, etwa a
und b, so laBt sich der Inhalt des obigen Satzes in Form der kurzen und fiir jeden ver-
stindlichen Gleichung

a+b=b+a

darstellen.

-Diese Gleichung besitzt allgemeine Guiltigkest, d.h., sie ist stets giiltig, welche bestimm-
ten Zahlen man auch fiir die beiden allgemeinen Zahlensymbole g und b einsetzt.
Gewohnlich verwendet man in Gleichungen von rein mathematischem Charakter fiir
die allgemeinen Zahlensymbole Buchstaben, wobei man fiir bekannte Zahlen die ersten
Buchstaben a, b, ¢, ... des Alphabets bevorzugt, wiahrend die letzten Buchstaben ... z,
¥, z meist den unbekannten Zahlen in Gleichungen vorbehalten bleiben.

Die fiir die allgemeinen Zahlensymbole verwendeten Buchstaben kénnen ganze, ge-
brochene, benannte oder auch unbenannte Zahlen bedeuten. Wichtig ist dabei nur,
daB ¢nnerkalb derselben Aujgabe einem bestimmten Buchstaben auch immer ein und der-
selbe Zahlenwert zukommt. Daher diirfen in einer Formel fiir verschiedene GréBen nie-
mals die gleichen allgemeinen Zahlensymbole verwendet werden.

3. Das Rechnen mit bestimmten Zahlen

3.1. ' Bezeichnungen

Am Beispiel der beiden allgemeinen Zahlen a und b werden zunichst die wichtigsten
Bezeichnungen zusammengestellt, die bei den vier Grundrechenarten immer wieder
auftreten:

Sprechweise
Grundrechenart a 'B“:cg::- b Ergcbnis
symbol
Addition a+b | Summand plus Summand Sumane,
Subtraktion a—b | Minuend minus Subtrahend | Diflerenz
Multipllkatlon a-b Faktor mal Faktor Produkt
Dlvision a:b Dividend durch Divisor Quotient
oder —‘;— Zihler durch Nenner Bruch
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Ein Produkt aus lauter gleichen Faktoren wird Potenz genannt. Man verwendet fol-
gende Schreibweise:

a-a=a® (gelesen: ,a hoch zwei* oder ,,a Quadrat®),
a-a-a=a® (gelesen:,a hoch drei‘).

3.2. Teilbarkeit von Zahlen

Boi den in diesem Abschnitt dargestellten Eigenschaften von Zahlen handelt es sich nur um die
Eigenschaften ganzer Zahlen.

3.2.1. Primzahlen

LiBt sich eine ganze Zahl durch eine andere ganze Zahl okhne Rest teilen, so wird der
Divisor Teiler der gegebenen Zahl genannt.

BEISPIEL 1
Die Zahi 165 besitzt dse Teiler 1, 3, 5, 11, 15, 33, 55 und 165.

Da jede ganze Zahl durch sich selbst und durch 1 ohne Rest teilbar ist, nennt man im
Beispiel 1 die Zahlen 1 und 165 unechte Teiler, wihrend alle iibrigen Teiler echte Teiler
heiBen.

Alle ganzen Zahlen, die keine eckten Teiler besitzen, heiBen Primzahlen. Demnach gilt:
l Eine Primzahl ist nur durch 1 und durch sich selbst teilbar.

Die ersten Primzahlen sind 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19 usw. Die Zahl 1 ist keine Primzahl.
Alle Zahlen, die echte Teiler besitzen, also z.B. 4, 6, 8, 9, 10, 12, 14, 15 usw., werden
zusammengesetzte Zahlen genannt.

Jede zusammengesetzte Zahl 1éBt sich eindeutig in ein Produkt von Primzahlen
zerlegen.

Die einzelnen Faktoren einer solchen Zerlegung heiBen Primfaktoren.

BEISPIEL 2
165 =3-5.11

3,5 und 11 sind die Primfaktoren; 3 -5-11 das Primzahlenprodukt; 165 =3-5-11 die
Zerlegung der Zahl 165.

Wenn eine Zahl in ihre Primfaktoren zerlegt werden soll, empfiehlt es sich, systematisch
vorzugehen und die Zahl der Reihe nach auf ihre Teilbarkeit durch die Primzahlen 2,
3, 5, 7T usw. zu untersuchen. Dabei ist zu beachten, daB eine Primzahl auch mehrfach
als Faktor in der Zerlegung auftreten kann. — SchlieBlich braucht man bei der Zer-
legung nur diejenigen Primzahlen zu beriicksichtigen, deren Quadrat kleiner oder héch-
stens gleich der gegebenen Zahl ist. Im Beispiel 2 braucht man also nur die Primzahlen
bis zur 11 zu untersuchen, denn 132 ist bereits groBer als die gegebene Zahl 165.
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BEISPIEL 8
Die Zahl 326928 tst in shre Primfaktoren zu zerlegen.

Lésung:

326928 - 163464

+2-81732

+2.2.40860

+2.20433

+2.3.6811

-2.3.7.9713

©2.3.7.7-139 (139 ist Primzahl)
4.3-72.139

[N N S

[ SN
[ -3 N N )

[ ]

326928

8.2.2. Teilbarkeitsregeln

Wenn eine ganze Zahl auf ihre Teilbarkeit hin untersucht werden soll, ist es vorteil-
haft, die folgenden Teilbarkeitsregeln fiir die ganzen Zahlen von 2 bis 10 zu kennen.

Eine Zahl ist durch 2 teilbar, wenn ihre letzte Zifler durch 2 teilbar ist.
Eine durch 2 teilbare Zahl nennt man gerade; andernfalls heiBt sie ungerade.
Eine Zahl ist durch 3 teilbar, wenn ihre Quersumme durch 3 teilbar ist.

Anmerkung: Die Quersumme einer Zahl ist die Summe der Ziffern, aus denen die Zahl zu-
sammengesetzt ist. So ist z.B. die Quersumme der Zahl 326928 (vgl. 3.2.1., Beispiel 3): 3 + 2 +
+6+ 9+ 2 + 8 = 30. Da 30 durch 3 teilbar ist, muB auch 326928 durch 3 teilbar sein.

Bei der Bildung der Quersumme kann man von vornherein alle durch 3 teilbaren Ziffern strei-
chen und nur noch vom verbleibenden Rest die Quersumme bilden, in unserem Beispiel also

2 + 2 + 8 = 12. Ist die Quersumme dieses Restes durch 3 teilbar, so ist auch die ganve Zahl
durch 3 teilbar.

Eine Zahl ist durch 4 teilbar, wenn die aus ihren letzten beiden Ziffern bestehende
Zahl durch 4 teilbar ist.

Eine Zahl ist durch 5 teilbar, wenn ihre letzte Ziffer eine 5 oder eine O ist.

Eine Zahl ist durch 6 teilbar, wenn sie gerade ist und wenn sich ihre Quersumme
durch 3 tetlen 16Bt.

(Hier kénnen bei der Quersummenbildung éhnlich wie bei der Dreierprobe von vornherein alle
Sechsen gestrichen werden.)

Eine Zahl ist durch 8 teilbar, wenn die aus ihren letzten drei Ziffern bestehende Zahl
durch 8 teilbar ist.

Eine Zahl ist durch 9 teilbar, wenn ihre Quersumme durck 9 teilbar ist.
(Auch hier diirfen alle Neunen der Zahl vorher gestrichen werden.)

Eine Zahl ist durch 10 teilbar, wenn sie mit einer Null endet.

Die Teilburkeitsregel fiir die 7 wurde weggelassen, weil sie so umstindlich zu handhaben ist,
daB die Division durch 7 schneller Klarheit iiber die Teilbarkeit verschafft als die Anwendung
der Regel.

2 Klementarmathematik
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3.2.8. Der grifte gemelnsame Teller

Zwei oder mehrere ganze Zahlen kénnen gemeinsame Teiler besitzen oder nicht. So be-
sitzen die beiden Zahlen

21=3.7 und 65=5-13
keine gemeinsamen Teiler. Sie sind teilerfremd zueinander.
Dagegen besitzen die Zahlen

360 =23.32.5 und 945=3%5.7

die gemeinsamen Teiler 3, 5, 9, 15 und 45. Von diesen fiinf gemeinsamen Teilern ist
45 der groBte. Die Zahl 45 heiBt daher der griBte gemeinsame Teiler der Zahlen 360
und 945.

Der grofte gemeinsame Teiler mehrerer ganzer Zahlen ist das Produkt der héch-
sten Potenzen der Primfaktoren, die in jeder dieser Zahlen gleichzeitig enthalten
sind.

BEISPIEL 1
Wie lautet der grofte gemesnsame Teiler der Zahlen 120, 262, 300, 672 und 29400?
Lésung: Man benutzt vorteilhaft folgende iibersichtliche Anordnung:

120=2.2-2 3 -6
262 =2-2 -3-3 -7
300 =2-2 ‘3 -6-6
672=2.2.2.2.2.3 -7
20400 =2-2-2 3 656717
ggT.=2-2 -3 =12
Der groBte gemeinsame Teiler wird in der Bruchrechnung beim Kiirzen von Briichen

benotigt.

Schreibt man zwei oder mehrere ganze Zahlen, z.B. 360 und 945, als Produkte mit je
2 Faktoren, bei denen der eine Faktor der groBte gemeinsame Teiler aller Zahlen ist,
so miissen die Erginzungsfaktoren teilerfremd zueinander sein.

BEISPIEL 2
Der grofte gemeinsame Tesler .der beiden Zahlen 360 und 845 ist 45 (siehe oben!). Die in den
Zerlegungen 360 = 8 - 46 und 945 = 21 - 45 auftrelenden Ergdnzungsfakioren 8 und 21 sind
teslerfremde Zahlen.
Ein einfaches Verfahren zur Bestimmung des gréBten gemeinsamen Teilers zweier
Zahlen stellt der Evkrmische Algorithmus!) dar: Man dividiert die gréBere der beiden
Zahlen durch die kleinere. Aus dem Divisor und dem Rest dieser ersten Divisionsauf-
gabe bildet man einen zweiten Quotienten; aus dem Divisor und dem Rest der zweiten
Division einen dritten Quotienten usw. Dieses Verfahren setzt man so lange fort, bis
die Division aufgeht. Der Divisor des zuletzt gebildeten Quotienten ist dann der groBte
gemeinsame Teiler der beiden Zahlen.

BEISPIEL 8
Mit Hilfe des EvrLIDischen Algorithmus ist der grifite gemeinsame Teiler der beiden Zahlen 360
und 946 zu ermitteln.

1) EveLip (— 365? bis — 300?), griechischer Mathematiker.  Algorithmus = Rechenvorschrift.
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Lésung: Man dividiert
946 : 360 = 2 Rest 225.
Aus dem Divisor 360 und dem Rest 225 bildet man den Quotienten
360: 226 = 1 Rest 135,
dann 2265:135 = 1 Rest 90,
hieraus 135: 90 = 1 Rest 45
und sohlieBlich
90: 46 = 2.
Der Divisor 45 des letzten Quotienten ist der griBte gemeinsame Teiler der beiden Zahlen
360 und 945. ! -
BEISPIEL 4
Desgl. fiir die beiden Zahlen 81 und 98.
Loésung:98:81 = 1 Rest 17,
81:17 = 4 Rest 13,
17:13 = 1 Rest 4,
13: 4 =3 Rest ],
4: 1 =4,
Da der Divisor der letzten Divisionsaufgabe die Zahl 1 ist, sind die beiden Zahlen 81 und 98
teilerfremd.

8.2.4. Das kleinste gemeinsame Viellache

Die Vielfachen einer Zahl lassen sich durch Multiplikation der Zahl mit den ganzen
Zahlen leicht ermitteln.

Sind zwei oder mehrere Zahlen gegeben, so besitzen diese gemeinsame Vielfache. So
sind z.B. 60, 120, 180, 240 usw. gemeinsame Vielfache der beiden Zahlen 12 und 30.
Das kleinste gemeinsame Viellache von 12 und 30 ist 60.

Ein Vielfaches mehrerer Zahlen muB durch jede dieser Zahlen teilbar sein. Es muB da-
her jeden Primfaktor mindestens so oft enthalten, wie er am haufigsten in einer der
gegebenen Zahlen auftritt.

Das kleinste gemeinsame Vielfache mehrerer Zahlen ist die kleinste Zahl, die durch
alle gegebenen Zahlen teilbar ist.

Man bestimmt das kleinste gemeinsame Vielfache wieder am besten durch Zerlegung
der gegebenen Zahlen in ihre Primfaktoren.

BEISPIEL
Es ist das kleinste gemesnsame Vielfache der Zahlen 36, 48, 60 und 210 zu bestimmen.
Lésung: 36=2-2 -3-3
48=2.2.2.2.3
60=2-2 -3 b
210 =2 -3 5.7

kgV.=2.2-2.2.3.3.5.7 = 5040

Das kleinste gemeinsame Vielfache wird bei der Bestimmung des Hauptnenners meh-
rerer Britche benétigt.

Es gibt kein groBtes gemeinsames Vielfaches zweier Zahlen, da sich die Folge der gemeinsamen
Vielfachen zweier Zahlen nach oben hin unbegrenzt weit fortsetzen laBt.

e
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3.3. Gewdhnliche Briiche
8.8.1. Begriftserklirungen

Unter einem gewdhnlichen Bruch oder einer gebrochenen Zahl versteht man einen Aus-
druck der Form %— , worin @ und b ganze Zahlen sind und b = O ist!).

Die iiber dem Bruchstrich stehende Zahl heiBt der Ziihler des Bruches, wihrend die
darunter stehende Zahl der Nenner des Bruches genannt wird.

Briiche, deren Zihler 1 ist, heiBen Stammbriiche. Demnach sind %, »;», »i—, é«,
Stammbriiche. 25
Jede ganze Zakl kann als Bruch mit dem Nenner 1 geschrieben werden: 25 = “:-

1 ’
173 = 113,
Jeder Bruch kann als Divisionsaufgabe, umgekehrt kann auch jede Divisionsaufgabe
als Bruch aufgefapt werden. Dabei entspricht der Zahler des Bruches dem Dividenden,
der Nenner des Bruches dem Divisor der Divisionsaufgabe.

BEISPIEL 1
5} 2
8) = =5:7 b) 2:3=3
Man unterscheidet echte und unechte Briiche. Bei einem echten Bruch ist der Zahler
kleiner als der Nenner. Sein Wert ist demzufolge kleiner als 1.

BEISPIEL 2

5
% , —:;— ) g [usw. sind echte Briiche.

Bei einem unechten Bruch ist der Zahler grifer als der Nenner. Der Wert des Bruches
ist also groBer als 1. Auch diejenigen Briiche, deren Ziahler und Nenner gleich sind,
werden unechte Briiche genannt. Sie besitzen den Wert Eins.

BEISPIEL 8
b 9 2 23 . .
3 5 1o W sind unechte Briiche.

Eine ,,gemischte Zahl‘ ist die Summe aus einer ganzen Zahl und einem echten Bruch.
Dabei darf das Pluszeichen zwischen der ganzen Zahl und dem Bruch weggelassen
werden.

BEISPIEL 4

4 4 . 4 4
3+7—37. Es ist zu beachien, daﬂ3.7=0=377--

Jeder unechte Bruch laBt sich in eine gemischte Zahl verwandeln, indem man die dem
Bruch entsprechende Divisionsaufgabe durchfiihrt.

BEISPIEL 6
11 , 11 1
5= ll.5—2ReJt1..Demnachut€——2g.

1) Das Zeichen + wird gelesen ,,ungleich‘‘ oder ,,verschieden von'‘.
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Die Umwandlung einer gemischten Zahl in einen unechten Bruch wird erst im Ab-
schnitt 3.3.3. behandelt.
Die Briiche liegen auf dem Zahlenstrahl zwischen den ganzen Zahlen.

8.8.2. Erweitern und Kfirzen von Briichen

Ein Bruch wird erweitert, indem Zihler und Nenner mit derselben Zahl, der Er-
weiterungszahl, multipliziert werden. Ein Bruch wird gekiirzt, indem Zahler und
Nenner durch dieselbe Zahl, die Kiirzungszahl, dividiert werden. Beim Erweitern
bzw. beim Kiirzen dndert sich die Form, nicht aber der Wert eines Bruches.

BEISPIELE
1 1—3—5 o Deana:h—wurde mit 5 erweitert:.
"8 8.5 8 ”
16 16:6 3 . I
2. B-05-8" Der Bruch mwrde Mt b gekiirzas.

Das Erweitern von Briichen wird bendtigt, wenn mehrere Briiche mit verschiedenen
Nennern auf einen gemeinsamen Nenner, den Hauptnenner, gebracht werden sollen.

Der Hauptnenner mehrerer Briiche ist das kleinste gemeinsame Vielfache aller Ein-
zelnenner.

BEISPIEL 8

Die Briiche — 5’ ; ;g l.l(:B und o= ].20 dollen auf esnen gemesnsamen Nenner gebracht werden.

Lésung: Bestimmung des Hauptnenners durch Faktorenzerlegung der Einzelnenner:

8 =28 3.5 =136
24 =22.3 3.56= 45
72 =2%.32 3:6= 16
108 = 20 .32 2:6= 10
120=22.3-5 3= 9

HN =28.3%.5 = 1080

Anmerkung: Hinter jeder Faktorenzerlegung sind nach der Bestimmung des Hauptnenners
gleich die Erweiterungsfaktoren fiir jeden Bruch notiert worden. Diese Erweiterungsfaktoren
erhilt man, wenn man die Erginzungsfaktoren zum Hauptnenner miteinander multipliziert.
Es ergeben sich somit folgende Briiche:

3 _3.135_ 405 5  5-46 _ 225
8 ~ 8.136 1080 24  '24.-45 1080
13 _13-16 _ 195 17 _17-10 _ 170 49  49.9 4l
72 ~ 72-15 1080 108 T108-10 1080 120  120-9 1080

Das Kiirzen von Briichen ist insofern bedeutungsvoll, als es groBe Zahlen in Zihler
und Nenner in kleinere verwandelt, so daB dadurch das Rechnen erleichtert wird. Es
gilt als Grundsatz bei vielen Aufgaben mit gewshnlichen Briichen:

| Erst kiirzen, dann rechnen!
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Die groBte Zahl, mit der ein Bruch gekiirzt werden kann, muB alle in Zihler und Nenner
gemheinsam enthaltenen Teiler als Faktoren entnalten.

Die groBte Kiirzungszahl fiir einen Bruch ist demnach der gréoBte gemeinsame Tei-
ler von Zihler und Nenner.

BEISPIEL 4
4056

Der Bruch 1680 48t durch Kiirzen zu vereinfachen.

Losung: Es ist 4056 = 3¢-5 und 1080 = 23. 3%. 5. Der groBte gemeinsame Teiler von 405
und 1080 ist demnach 33. 5 = 135 ; folglich ist

405  405:136 _ 3

1080 1080:136 8 °

8.8.8. Addition und Subtraktion gewdhnlicher Brliche

Besitzen mehrere Briiche gleiche Nenner, so heiBen sie gleichnamig; besitzen sie ver-
schiedene Nenner, so werden sie ungleichnamig genannt. Ungleichnamige Briiche lassen
gich gleichnamig machen, indem sie durch Erweitern auf den Hauptnenner gebracht
werden.

Fiir die Addition und Subtraktion gewshnlicher Briiche gilt folgender Satz:

Gleichnamige Briiche werden addiert (subtrahiert), indem man ihre Zihler addiert
(subtrahiert) und den Nenner beibehilt.

Ungleichnamige Briiche sind vor dem Addieren (Subtrahieren) gleichnamig zu
machen. Der Hauptnenner ist das kleinste gemeinsame Vielfache aller Einzel-
nenner.

BEISPIELE
L 7,8 _7+5_12_1
24 " 24 24 24 2

L 7Sl T Sl el T e V)

5 2_1_2:4 1.3 8-3_ 5

e B ik vr Sl er Rl Ubal v
3 5 2 7 23

L Tty nte!?

Lésung: Bestimmung des Heauptnenners und der Erweiterungsfaktoren (vgl. 3.3.2., Bei-
spiel 3).

4 =2 22.3% =36
6=2-3 22.3 =24
9= 32 2¢ =16
12=2-3 2.3 =12
48 =2¢.3 3 =3

HN =2¢.3" = 144
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Damit wird
3_5,2_ 7 2 3.36-52+2-16-7-12+23.3
$ - 679 1278 144 =
108120+ 32—-84+69 _ 5
= 144 T 144

Beachtet man, daB sich jede ganze Zahl auch als Bruch mit dem Nenner 1 schreiben
1dBt, so kann man jede gemischte Zahi in einen unechten Bruch verwandeln oder, wie
der Fachausdruck lautet, ,,esnrichten‘

BEISPIEL &
2l o, 7 3:9+47 34
) ) ) 9

Bei gemischten Zahlen ist es vorteilhaft, wenn man die ganzen Zahlen und die Briiche
getrennt addiert bzw. subtrahiert.

BEISPIELE

6. 5%+3%=5+3+%+%=8+35$16=8+:—;=9%
7. 5%-—3%=5_3+-;——%=2+35;016=2 g=2i_g
3.3.4. Multiplikation von Brilchen

Da sich jede ganze Zahl als Bruch mit dem Nenner 1 schreiben und jede gemischte
Zahl sich in einen unéchten Bruch verwandeln liBt, geniigt es, die folgende Mults-
plikationsregel fir gewohnliche Briiche zu kennen:

Briiche werden miteinander multipliziert, indem man das Produkt der Zihler durch
daes Produkt der Nenner dividiert.

Man spart unter Umstiénden erheblichen Aufwand an Rechenarbeit ein, wenn man
grundsiitzlich jede Mdglichkeit zu kiirzen vor dem Multiplizieren ausnutzt.

BEISPIELE

15
1335 1836 1.6 5
‘14 52 M4£.-52 2.4 8
2 4
4 25-4 100 1
2B g=79 -9 -y
10,4
1 9 1-3
SRR TRt o7 b ve
7 .8
1 & 5.2 10 .1
2t 1 28 1
LSy T FF I3 - %3
3
g 3.2.5 21 4 &2 _
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Soll eine gemischte Zahl mit einer ganzen Zahl multipliziert werdew, so ist es rationeller,
wenn man, anstatt die gemischte Zahl vorher einzurichten, wie folgt rechnet:

BEISPIEL 6
5 5 5 1
g 2=24.2+ 5-2=48+ L =492
8.8.6. Der Kehrwert eines Bruches

Den Kehrwert (reziproken Wert) eines Bruches erhilt man, indem man Zihler und
Nenner des Bruches miteinander vertauscht.

Bruch und Kehrwert des Bruches sind im allgemeinen verschieden voneinander.

BEISPIELE

1. Der Kehrwert von st

2. Der Kehrwert von 18t =9.

o= e
—l o )=

3. Der Kehrwert von 5 ist %

3., "7
4. Der Kehrwert vanZthl—,’.

Das Produkt aus einer Zahl und ihrem Kehrwert ist stets 1.

BEISPIEL §

Der Kehrwert von % 18t —g . Das Produkt der beiden Zahlen ist % . % =1.

Der Kehrwert. vom Kehrwert einer Zahl ist wieder die urspriingliche Zahl.

BEISPIEL 6

Der Kehrwert von % 18t —g . Der Kehrwert hiervon ist wieder die urspriingliche Zahl % .

Bevor man den Kehrwert einer Summe von Briichen bilden kann, miissen die Briiche
addiert werden (vgl. Beispiel 4).

BEISPIEL 7
Es ist der Kehrwert der Summe % + -} - % zu bilden.
2 1 5 8+3-10 1 Ly
: Bt — 4 — — 2 =272 T t der Kehrwert de: ebener
Lésung: Es ist 3 + 2 8 12 3 Folglich ist der rw T gOg!
Summe die Zahl 12.
8.3.6. Division von Briichen

Fiir die Division von Briichen gilt die Regel:

| Man dividiert durch einen Bruch, indem man mit seinem Kehrwert multipliziert



3.3. Gewohnliche Briiche 25

BEISPIELE
1 3
1. 7 5= 7. T= 21
9. 2.6 _27_1
57T 5 6 15
3 15 1 3
3 31 16 = T 57
7 5 63 9 567 167
L7859 =550 200 ‘400
3.3.7. Doppelbriiche
Doppelbriiche sind Briiche, deren Zihler bzw. Nenner wiederum Briiche sind, z.B.:
5 3
3 3 5
1. ? 3y 2. T ) 3. E
5 2

Treten Doppelbriiche auf, so vereinfacht man sie, indem man die dem Doppelbruch
entsprechende Divisionsaufgabe 1ost.

BEISPIELE

5 5

3 5 2 25 1 3 5 5 5 3 10 1
Lg=35-%~% 23 -32"% ¥g3-83=3-3%:
5 F)

Beim Rechnen mit Doppelbriichen ist darauf zu achten, welcher der Hauptbruchstrich
5

ist, denn wie die Beispiele 2 und 3 zeigen, besitzen % und % vollig verschiedene Werte.

Es ist daher notwendig, den Hauptbruchstrich durch gréBere Linge hervorzuheben.
Bei komplizierteren Doppelbriichen empfiehlt es sich, zunidchst Zihler und Nenner
fiir sich zu vereinfachen und dann erst zu dividieren.

BEISPIELE

3 2 13

27T3 6 13 5 13 3
t 3 T TFTE w5 %

2773 K}

4.2 2+L 16 +24 — 27+ 6
5, 9 3 476 T "3 196 _19_,1
T Im . 3 5 T 17+9—-20 3624 9 9

——— e ——

22 8 6 24
o1 1 _ 1 _1_u
.1+—1——1+l_1+i_E_l

94 3 11 11 1
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3.4. Dezimalbriiche
8.4.1. Begriftserklirungen

I Endliche Dezimalbriiche sind Briiche, deren Nenner Potenzen von 10 sind.
BEISPIEL 1

3 7 7043
&) 1_01 b)

100" 0) 1000000 usw. sind endliche Dezimalbriiche.

Sie werden jedoch selten in der im Beispiel 1 angefiihrten Form geschrieben, sondern
meistens in der Dezimalschreibweise mit Hilfe eines Kommas. Dabei besitzt nach 2.2.
jede Stelle vor und hinter dem Komma einen ganz bestimmten Stellenwert.

BEISPIEL 2
3 7 7043
a) 0= 0,3 b) 10~ 0,07 c) 7000000 — 0,007043

Daraus erkennt man folgende Regel fiir die Schreibweise von Dezimalbriichen:

Bei einem endlichen Dezimalbruch wird nur der Zihler hingeschrieben, wiahrend
der Nenner durch die Kommastellung gekennzeichnet wird. Dabei werden vom
Ziihler so viele Stellen von rechts her durch das Komma abgetrennt, wie der Nenner
Nullen besitzt.

Der Wert eines Dezimalbruches éndert sich nicht, wenn Nullen als letzte Stellen hin-
ter dem Komma hinzugefiigt bzw. weggestrichen werden, da dies nur ein Erweitern
bzw. Kiirzen mit einer Potenz von 10 bedeutet.

BEISPIEL 8

. . 67 67000
E) 0,67 = 0,67000 (erwettert mit 1000: iﬁﬁ = m-)
b) 0,060 = 0,05 Firat mit 100 o0 = -5—)
oR = ge ™0 1000 T 100

Neben den endlichen Dezimalbriichen gibt es auch unendliche Dezimalbriiche. Diese
konnen reinpertodisch, gemischtperiodisch und nichtperiodisch sein.

BEISPIEL 4
a) % = 0,333... und ﬁ}ﬁ = 0,001001001 ... sind reinperiodische unendliche Dezimalbriiche.

b) T72_ = 0,58333:.. 18t esn gemischtpersodischer unendlicher Dezimalbruch.

c) wm = 3,14159... ist esin nichtperiodischer urendlicher Dezimalbruch.

8.4.2. Addition und Subtraktion von Dezimalbriichen

Dezimalbriiche konnen wie ganze Zahlen addiert bzw. subtrahiert werden, wenn man
sie so untereinanderschreibt, da Komma unter Komma steht.

BEISPIEL 1
a) 36,0874 + 2,6732 = 35,0674 b) 36,0674 — 2,6732 = 35,0874
+ 2,6732 - 2,6732
37,6408 32,4042
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Besitzen die einzelnen Zahlen verschiedene Stellen hinter dem Komma, so kénnen die
am Ende fehlenden Stellen durch Nullen aufgefiillt werden.

BEISPIEL 2
0,64 + 0,0873 + 13,08062 + 2653,8703
Losung: Entweder 0,64000 oder einfacher 0,54

0,08730 0,0873
13,06052 13,06052
253,87030 253,8703
_267,55812 267,55812
8.4.8. Multlpllkatlon von Dezimalbriichen

Dezimalbriiche werden zuniichst ohne Riicksicht auf die Kommastellung multipliziert.
Erst im Ergebnis teilt man dann von rechts her so viele Stellen durch das Komma
ab, wie simtliche Faktoren zusammen Stellen hinter den Kommata besitzen. Sollten
dabei vorn Stellen fehlen, so sind diese durch Nullen aufzufiillen.

BEISPIEL 1
a) 0,37 .563,62 = ? Losung: 5636237
168086
394534
2085394

0,37 - 563,62 = 208,6394

b) 0,027 .0,014 = ? 27-14 =378
0,027 - 0,014 = 0,000 378

c) 0,02° = ? 2 =8
0,02° = 0,000 008

Der Wert eines Produkts von Dezimalzahlen indert sich nicht, wenn man in einem
Faktor das Komma genau so viele Stellen nach rechts riickt, wie man es in eineml
anderen Faktor nach links verschiebt.

BEISPIEL 2
Es st 47,2-0,08 = 4,72-08 = 0,472-8  usw.
8.4.4. Divislon von Dezlmalbriichen

Die Division von Dezimalbriichen durch eine ganze Zahl wird zuniichst so durchgefiihrt
wie die Division zweier ganzer Zahlen. Wird bei der Division im Dividenden das Komma
iberschritten, so ist im Quotienten ein Komma zu setzen.

BEISPIEL 1
a) 10567,602: 13 = 81,3564 b) 0,070812: 84 = 0,000843
17 00708
46 361
70 252

52 -
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Ist durch einen Dezimalbruch zu dividieren, so erweitert man Dividend und Divisor
derart, daB der Divisor eine ganze Zahl wird.

BEISPIEL 2

a) 2,601:0,17 = 260,1:17 = 16,3

b) 0,0035112: 0,042 = 3,6112: 42 = 0,0836

3.4.5. Umwandlung gewdhnlicher Brilche in Dezlmalbrliche und umgekehrt

Ein gewohnlicher Bruch wird in einen Dezimalbruch umgewandelt, indem man die
dem Bruch entsprechende Divisionsaufgabe lést.

BEISPIEL 1

a) %=3:4=0,75 — 5:160 = 0,03125

5]
Geht die Division nicht auf, so kehrt von einer gewissen Stelle an eine Ziffer bzw. eine
Ziffernfolge immer wieder. Diese sich wiederholende Ziffer bzw. die kleinste immer
wiederkehrende Ziffernfolge wird Periode des Dezimalbruches genannt.

Die Periode eines Dezimalbruches wird durch Uberstreichen der sich wiederholenden
Ziffer bzw. Zifferngruppe gekennzeichnet; der Bruch wird nach der ersten Periode ab-
gebrochen.

Beginnt die Periode unmittelbar hinter dem Komma, so heiBt der Bruch re:nperiodisch.

BEISPIEL 2
8) % =1:3=0,333...=0,3

b) 9% = 2:999 = 0,002002... = 0,002
0,§ und 0,002 sind resnpersodssche Dezimalbriiche.

Gehen der Periode eines Dezimalbruches noch andere Ziffern voraus, so heiBt der De-
zimalbruch gemischtperiodisch.

BEISPIEL 3

a) i7§ —7:12 =0,68333... — 0,683

b) % = 3:14 = 0,214 286 714 286 714... = 0,2142857

0,68 3 und 0,2 142876 sind gemischtperiodische Dezimalbriiche.

Jeder nichtperiodische endliche Dezimalbruch 1aBt sich ohne weiteres in einen gewshn-
lichen Bruch verwandeln.

BEISPIEL 4
875 35

a) 0,003 = ﬁ b) 875 = ;o= 7 (Kirzeal)

Ein reinperiodischer Dezimalbruch wird in einen gewéhnlichen Bruch verwandelt, in-
dem man die Periode als Zihler und als Nenner so viele Neunen schreibt, wie die
Periode Stellen besitzt.
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BEISPIEL &
— 927 103
0,927 = 9% = 111
Begriindung: Das 1000fache von 0,927 ist 927,927,
Das 1fache von m ist O.WL
Durch Subtraktion fallen alle Stellen der Periode fort.
Das 999fache von 0,927 ist 927.
927 103

Folglich ist 0,927 = %8 = 11’

wie es behauptet worden war.

Bei gemischtperiodischen Dezimalbriichen geht man wie folgt vor:
BEISPIEL 8
0,4352 soll in einen gewihnlicken Bruch verwandelt werden.
Loésung: Das 10000fache von 0,43@ ist 4352,@.
Das 100fache von 0,4352 ist 43,52.

Durch Subtraktion fallen alle Stellen der Periode fort:
Das 9900fache von 0,4352 ist 4309.

o — 4309
Damit ist 0,4362 = m'.
8.4.6. Das Runden von Dezimalbriichen

Da die Zahlen in der Praxis meist nur bis zu einer bestimmten Stellenzahl benétigt
werden, werden sie, falls sie mehr Stellen als erforderlich besitzen, den jeweiligen Ge-
nauigkeitsanspriichen entsprechend gerundet. Dies geschieht nach der folgenden Run-
dungsregel :
Die letzten, nicht benéstigten Stellen eines Dezimalbruches werden weggelassen,
wenn die erste der weggestrichenen Ziffern eine 0, 1, 2, 3 oder 4 ist. (Der Bruch
wird abgerundet.)
Ist die erste der weggestrichenen Ziffern eine 6, 7, 8 oder 9, so wird die letzte stehen-
bleibende Ziffer um 1 erhoht. (Der Bruch wird aufgerundet.)

Ist die erste der weggestrichenen Ziffern eine 5, so gelten folgende Anweisungen:

Folgen auf die fragliche 5 noch weitere von Null verschiedene Ziffern, so ist auf-
zurunden.

a

~

BEISPIELE
3,14159 ~ 3,142;  2,75003 ~ 2,8

b) Folgen auf die fragliche 5 keine weiteren Stellen oder nur noch Nullen, so ist fiir das
Runden die Art dieser 5 entscheidend.
Ist bekannt, daB die 5 durch Aufrunden entstanden ist, so wird abgerundet. Ist be-
kannt, daB die 5 durch Abrunden entstanden ist, so wird aufgerundet.
Ist von der fraglichen 5 nicht bekannt, durch welche Art von Runden sie ent-
standen ist, oder ist sicher, daB sie eine ,,genaue’ 5 ist (d.h., daB sie iiberhaupt
nicht durch Runden entstanden ist), dann wird so gerundet, daB die letzte stehen-
bleibende Zifler eine gerade Zahl wird.
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BEISPIELE

Entstand 0,1265 aus 0,12648, so ist 0,1266 ~ 0,126. Entstand 0,1265 dagegen durch Abrunden
aus 0,12654, so wird 0,1265 =~ 0,127.

Ferner st l = 0,126 = 0,12, dagegen % = 0,76 = 0,8, denn hier wurden ,,genaue'‘ Fiinfen
gerundet.
Diese Rundungsregel wurde ,,fiir alle Zweige der Wissenschaft und Technik..., jedoch
nicht fiir das Geldwesen...” zum Standard erklirt.

BEISPIEL 1

0,42576 auf die erste Stelle hinter dem Komma gerundet gibt 0,4; auf die zweite Stelle gerundet
erhilt man 0,43; auf die dritte Stelle: 0,426 und auf die vierte Stelle: 0,4258.

Die durch das Runden entstehende Ungenauigkeit kann damit nie gréfer werden als
5 Einheiten des Stellenwertes der ersten weggelassenen Ziffer.

Aus diesem Grunde darf eine beim Runden als letzte Ziffer entstehende Null nie weg-
gelassen werden, da durch ihr ausdriickliches Mitschreiben angedeutet wird, da8 die
Dezimalzahl bis zu dieser Stelle genau ist und da die durch das Runden entstandene
Ungenauigkeit 5 Stellen der nichsten Dezimalstelle nicht iibersteigt.

BEISPIEL 2
Die Zahl 0,143 kann durch Runden aus den Zahlen von 0,1426 bis 0,1434 entstanden sein;
0,1430 dagegen aus den Zahlen von 0,14296 bis 0,14305.

Umgekehrt diirfen bei Dezimalbriichen, die gerundet worden sind, keine Nullen mehr
angehingt werden, da diese eine nicht vorhandene Genauigkeit vortiuschen wiirden.

BEISPIELE

3. 0,249903 auf 5 Stellen hinter dem Komma gerundet: 0,24990
0,249903 auf 4 Stellen hinter dem Komma gerundet: 0,2499
0,249903 auf 3 Stellen hinter dem Komma gerundet: 0,250
0,249903 auf 2 Stellen hinter dem Komma gerundet: 0,25
0,249903 auf 1 Stelle hinter dem Komma gerundet: 0,2

Anmerkung: Beim Runden auf eine bestimmte Stellenzahl ist stets von der gegebenen Zahl
auszugehen, nicht etwa von einem bereits gerundeten Wert.

4. Die Zahl 57465 ergidt auf Zehner gerundet 5,746 - 104, auf Hunderter genau 5,75 - 104, auf
Tausender genau 65,7 - 10* und auf Zehntausender genau 6 - 10°.

Zuweilen werden die Feblergrenzen bei gerundeten Zahlen mit angegeben. So wiirde
man bei den Zahlen aus Beispiel 2 wie folgt schreiben: 0,143 + 0,0005 bzw. 0,1430
+ 0,00006.

3.6. Potenzen und Wurzeln

8.5.1. Quadrate und Kuben

Fiir das Produkt mekrerer gleicker Faktoren schreibt man zur Abkiirzung eine Potenz.
BEISPIELE

1. 26-26-26 = 26% (gelesen: 26 hoch 3)

2. 83-83-83-83-83 =83 (gelesen: 8,3 hoch 5)
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Die Potenzen, die bei Zahlenrechnungen am hdufigsten auftreten, sind die zweiten
und die dritten Potenzen. Man nennt sie auch Quadrate (oder Quadratzahlen) und Ku-
ben (oder Kubikzahlen).

Die Bezeichnung Quadratzahl bzw. Kubikzahl fiir a? bzw. a® kommt daher, weil die Zahl * den
Flicheninhalt eines Quadrates mit der Seitenlinge a und die Zahl a® das Volumen eines Wiirfels
(lat. cubus) mit der Kantenlinge a angibt.

Die Zahl, deren Potenz berechnet werden soll, heiBt Grundzahl.
Fiir die Potenzen von Dezimalzahlen gelten einfache Kommaregeln.
Esist 1212 = 14 641
12,12 = 146,41
1,212 = 1,4641
0,1212 = 0,014641 usw.

Es ist zu erkenoen, daB sich bei gleichbleibender Ziffernfolge in der Grundzahl die
Ziffernfolge des Quadrates nicht éndert, sondern daB nur das Komma jeweils an eine
andere Stelle tritt. Man erkennt als Kommaregel fur Quadratzahlen:

Wird in der Grundzahl das Komma um 1, 2, 3, ... Stellen nach links (rechts) ge-
riickt, so ist das Komma im zugehérigen Quadrat um 2, 4, 6, ... Stellen nach links
(rechts) zu verschieben.

Entsprechend erkennt man aus
1213 =1 771 561
12,13 = 1 771,561
1,213 = 1,771 561
0,121% = 0,001 771 561  usw.
die Kommaregel fir Kubikzahlen:

I Wird in der Grundzahl das Komma um 1, 2, 3, ... Stellen nach links (rechts) ge-

riiokt, so ist das Komma in der zugehsrigen Kubikzahl um 3, 6, 9, ... Stellen nach
links (rechts) zu verschieben.

8.5.2. Quadrat- und Kubikwurzeln?')

Die Quadratwurzel aus einer Zahl a (geschrieben: l/a) ist diejenige Zahl, die a ergibt,
wenn man sie quadriert.
Esist also __

Va =b, wenn b2 =a.
Die Kubtkwurzel aus einer Zahl a (geschrieben: I a; gelesen: Kubikwurzel aus a bzw.
dritte Wurzel aus a) ist diejenige Zahl, die @ ergibt, wenn man sie in die dritte Potenz

erhebt: 3 —
]/a =¢, wenn c’=a.

Die Zahl a, aus der die Wurzel zu ziehen ist, heiBt Radikend?). Die Rechenoperation,
einen Wurzelwert zu bestimmen, wird Redizieren oder Wurzelziehen genannt.
1) Die hier gemachten Festsetzungen iiber die Quadrat- und die Kubikwurzeln gelten nur fiir

solche Zahlen a, b und ¢, die = 0 sind. (Vgl. hierzu Abschnitt 6.1.1.1)
9) radix (lat.) die Wurzel.
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BEISPIEL 1

a) Esist |/64 = 8, weil 8°
b) Es st |/64 = 4, weil 43

64 .
64.

Da Radizieren und Potenzieren eng miteinander verwandt sind, gelten fiir die Wurzeln
dhnliche Kommaregeln wie fiir die Potenzen.

Wird im Radikanden einer Quadratwurzel das Komma um 2, 4, 6, ... Stellen nach
rechts (links) verschoben, so ist das Komma im zugehérigen Wurzelwert um 1,

2, 3, ... Stellen nach rechts (links) zu riicken.

BEISPIEL 2
10,0729 = 0,27

Entsprechend gilt:

J7.29 = 2,7

/729 = 27

/72900 = 270

Wird im Radikanden einer Kubikwurzel das Komma um 3, 6, 9, ... Stellen nach
rechts (links) verschoben, so ist das Komma im zugehérigen Wurzelwert um 1, 2,
3, ... Stellen nach rechts (links) zu riicken.

BEISPIEL 8
b, Jy— p, Jy—
10,729 = 0,9 /129 =9
3.6. Tabellenrechnen
8.6.1. Bedeutung der Zahlentabellen

j/729000 = 90

}/723060000 — 900

Jedes Tabellenwerk (auch Tabelle oder Tafel genannt) ist ein Hil/smittel zur Steigerung
der Arbeitsproduktivitdt eines Rechners. Dadurch, dal in den Tabellen die Ergebnisse
hdufig wiederkehrender Rechnungen zusammengefat sind, ersparen sie dem Rechner,
der sicher mit ihnen umzugehen wei3, langwierige Rechenarbeit.

Tafel 1. Potenzen, Wurzeln, Kehrwerte, Kreisumféinge und -inhalte (455---465)

1000 nn?
2 ) i
n n n ]/; W " TN 1

455 | 207025 94196375 | 21,3307 | 17,6914 | 2,19780 | 1429,4 | 162597
456 | 207936 | 94818816 | 21,3542 | 17,6970 | 2,19298 | 1432,6 | 163313
457 | 208849 95443993 | 21,3776 | 17,7026 | 2,18818 | 1435,7 | 164030
458 | 209764 96071912 | 21,4009 | 17,7082 | 2,18341 | 1438,8 | 164748
459 | 210681 96702579 | 21,4243 | 7,7138 | 2,17865 | 1442,0 | 165468
460 | 211600 | 97336000 | 21,4476 | 17,7194 | 2,17391 | 1445,1 | 166190
461 | 212521 97972181 | 21,4709 | 7,7250 | 2,16920 | 1448,3 | 166914
462 | 213444 98611128 [ 21,4942 | 7,7306 | 2,16450 | 1451,4 | 167639
463 | 214369 99252847 | 21,5174 | 17,7362 | 2,15983 | 1454,6 | 168365
464 | 215296 99897344 | 21,5407 | 17,7418 | 2,16517 | 1457,7 | 169093
465 | 216225 | 100544625 | 21,5639 | 7,7473 | 2,15054 | 1460,8 | 169823

Voraussetzung fiir ein erfolgreiches und zeitsparendes Arbeiten mit einer Zahlen-
tabelle ist, daB man es versteht, alle Vorteile der vorhandenen Tafeln auszunutzen. Es
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wird daher jedem, der eine neue Tabelle erwirbt, dringend empfohlen, vor deren Ge-
brauch sorgfiltig die Erlduterungen zu studieren, die den meisten Tafeln beigegeben
sind. Aus diesen Erlduterungen ist zu erkennen, welche Zahlenwerte aus den einzelnen
Tafeln entnommen werden konnen und in welcher Weise man dabei am vorteilhaf-
testen vorgeht.

Alle Betrachtungen dieses Buches iiber das Rechnen mit Zahlentabellen beziehen sich
auf das Tafelwerk ,,Finfstellige Logarithmen und andere mathematische Tafeln®, be-
arbeitet von DRr. FriTz MULLER, das im VEB Fachbuchverlag erschienen ist. Da dieses
Tafelwerk im Anhang eine sehr ausfiihrliche Anleitung zum Gebrauch der einzelnen
Tabellen besitzt, reicht es aus, wenn die Anwendungsméglichkeiten hier nur noch an
einigen Beispielen demonstriert werden.

Tafel 1 zeigt einen Ausschnitt aus diesem Tabellenwerk.

3.6.2. Aulsuchen von Quadratzahlen

Unter Beachtung der Kommaregeln lassen sich Quadratzahlen aufsuchen, indem man
von der Spalte » zur Spalte n? iibergeht, aber auch dadurch, da8 man von der Spalte

V1-l zur Spalte n iibergeht.

BEISPIELE

1. 4,68° = 20,9764 (Ubergang ven n zu n2.)
2. 213,32 =~ 45600 (Ubergang von V; zun.)b)
3.6.3. Aufsuchen von Quadratwurzeln

Zur Bestimmung der Quadratwurzeln kann man von der Spalte n zur Spalte V;, aber
auch von der Spalte n? zur Spalte n iibergehen.

BEISPIELE

1. )/4,66 ~ 2,13642 ( Ubergang-von n zu |fx.-)
2. ]/2108,81 = 45,9 (Ubergang von nt zu n.)
3.6.4. Aulsuchen von Kubikzahlen

Die Kuben findet man durch Ubergang von # zu %2 bzw. von T/; zu n.

BEISPIELE

1. 46,8° = 96071,912 (Ubergang von n zu n3.)
2. 0,7703° = 0,457 (Ubergang ron {/a zun.)
3.6.5. Aufsuchen von Kubikwurzeln

. 3 . . 3.- -
Die Kubikwurzeln bestimmt man, indem man entweder von » zu ]/n oder von n?
zu n iibergeht.

BEISPIELE
1. 1/459000 =~ 77,138 (Ubergang von n zu i/;;)
2. 1194,2 =~ 4,66 (Ubergang von n3 zu n.)

1) Das Zeichen =~ wird gelesen: ,,annihernd gleich‘‘ oder ,,ungeféhr gleich*.

3 Elcmentarmathematik



34 3. Das Reobnen mit bestimmten Zahlen

8.6.6. Aulsuchen der Kehrwerte

Der Kehrwert von = ist % . Da dies aber fiir sehr groBe Werte von n eine sehr kleine
Zahl ist, wurden in der Tabelle die Werte %0 angegeben.

BEISPIELE
1000 1000
1. P e 2,18818 (Ubergang von B zu —— )
aber: 46% =~ 0,00218818 (Kommaverachiebuny beachten!)
1 1000
2. 2.1978 = 0,466 (Uberaang von —=— zu n .)
8.6.%. Weltere Anwendungsmdgliochkelten der Tabelle

Aus der Vielzahl der Anwendungsmdglichkeiten seien noch einige Beispiele heraus-
gegriffen.
Geht man von einer Zahl z aus der Spalte fiir Vn_ zur Spalte 1/; uber, so erhilt man
9, —
V=
BEISPIEL 1
e =m
L6sung: Geht man von der Zahl 21,4 in der Spalte fiir VfTaun. 80 steht unter n der
Wert 21,4* und unter |/ dann der gesuchte Wert J21,4% = 7,71.
Geht man von einer Zahl z aus der Spalte fiir I/Z zur Spalte V; iber, so erhélt man
VF. (Begriindung?)
BEISPIEL 2
/7698 ~ 21,35
Beim Ubergang von einer Zahl z aus dey Spalte mn zur Spalte n ergibt sich der
Wert % . (Begriindung?)

BEISPIEL 8
., 14,42 .
Es ist = 4,59. Daraus folgs durch Ubergang zu anderen Spalten weiter:
] L] 12 4
(22)s20m  (ZE) =060 1442 o I/_l'“2 ~ 0,77
n T T n

Beim Ubergang von einer Spalte in die Spalten der Quadrat- oder der Kubikwurzeln
ist Vorsicht geboten, da hier die Kommastellungen genauestens zu beachten sind.
Man mache sich fiir das Tafelrechnen wie fiir jedes andere Rechnen den Grundsatz zu
eigen:
Bevor eine Aufgabe geltst wird, ist der ungefihre Wert des Ergebnisses durch eine
Uberachlugarechnung festzustellen.

Dadurch werden grobe Fehler auf alle Fille vermieden.
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8.8.8. Interpolation

Die vorliegende Tabelle gestattet es zunidchst nur, die Quadrate, Kuben, Quadrat-
wurzeln usw. von Zahlen mit drei geltenden Ziffern zu entnehmen. Durch das Verfah-
ren der linearen Interpolation ist es jedoch auch méglich, den Gltigkeitsbereich der
Tabellen auf vierziffrige Zahlen zu erweitern. Das Verfahren der linearen Interpola-
tion soll an einem Beispiel ausfiihrlich dargestellt werden.

BEISPIELE

1. Es soll {/4563 ermitiels werden,
Losung: Der Radikand liegt zwischen den beiden Zahlen 466 und 457. Daher muB auch

Vm zwischen v456,0 und V457,0, d. h. zwischen den beiden in der Tafel stehenden Werten
7,8970 und 7,7026 liegen.

Wihrend der Radikand von 466,0 bis 4567,0 um 10 Einheiten der letzten Stelle anwiichst,
wachsen die zugehdrigen Wurzelwerte von 7,6970 bis 7,7026 an, d.h, um 56 Einheiten der
letzten Stelle. Verteilt man diese 56 Einheiten bei den Wurzelwerten glesichmifig auf die
10 Einheiten bei den Radikanden (daher ,lineare'* Interpolation), so kommen auf 1 Einheit
Zuwachs bei den Radikanden 5,6 Einheiten Zunahme bei den Wurzelwerten. Der gegebene
Radikand 456,3 unteracheidet sich vom Radikanden 456,0 um 3 Einheiten in der letzten
Stelle. Auf diese 3 Einheiten Zuwachs beim Radikanden kommen dann 35,6 = 16,8 = 17

Einheiten Zuwaohs bei den Wurzelwerten. Es ergibt sich demnaoh }/456,3 ~ 7,6070 + 0,0017
= 7,6987.

2. Durch lineare Interpolation soll 45,87* aus der Tabelle ermittely werden.
Lésung: Laut Tabelle ist
45,80 = 2097,64 und 45,00° = 2106,81.

Die Grundzahlen 45,80 und 45,80 unterscheiden sich um 10 Einheiten der letzten Stelle von-
einander, die Potenzwerte 2097,64 und 2106,81 um 917 Einheiten der letzten Stelle.

Auf 10 Einheiten bei den Grundzahlen kommen 817 Einheiten bei den Potenzen; auf 1 Ein-
heit bei den Grundzahlen demnach 91,7 Einheiten bei den Potenzen und auf 7 Einheiten
bei den Grundzahlen 7 : 91,7 = 641,9 = 642 Einheiten bei den Potenzen. Es ist demnach

45,87 = 2007,64
+ 642
45,87 =~ 2104,06

Es sei darauf hingewiesen, daB das Verfahren der linearen Interpolation nicht sorglos
angewendet werden darf. Es filhrt nur dort zu brauchbaren Niherungswerten, wo die
in der Tabelle stehenden Quadrate, Kuben, Wurzeln usw. im Rahmen der Tabellen-
genauigkeit anndhernd gleichmdBig zunehmen.

BEISPIEL 8
Wie grof ist n, wenn f/; == 7,7100 sstf

Losung: In der Tabelle findet man als ,, Nachbarwerte** zu 7,7100 die Zahlen 7,7082 und
7,7138. Die sugehdrigen Radikanden sind 458,0 und 459,0. Zwischen diesen beiden Werten
muB der gesuchte Redikand liegen.
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7,7082 und 17,7138 unterscheiden sich um 56 Einheiten der letzten Stelle, die zugehdrigen
Radikanden um 10 Einheiten. Demnach kommen auf 56 Einheiten bei den Wurzeln 10 Ein-

heiten bei den Radikanden, auf 1 Einheit bei den Wurzeln ;—g Einheiten bei den Radikanden. —

SohlieBlich kommen auf 18 Einheiten Unterschied bei den Wurzelwerten (das ist der Unter-
schied zwischen dem gegebenen Wurzelwert und dem niichst kleineren in der Tafel stehenden

Wert) 18 - %g = 3 Einheiten Unterschied bei den Radikanden. Folglich ist n ~ 4568,3.

Es gibt Beziehungen, nach denen man die Interpolation rein formelméBig durchfiihren
kann. Wenn man aber die der Interpolation zugrunde liegenden Gedankenginge ver-
standen hat, wird man durch eigenes Nachdenken genau so schnell und iiberdies
sicherer zum Ziel gelangen als bei der gedankenlosen Anwendung irgendwelcher
Rezepte.

3.7. Der Rechenstab
3.7.1, Die Bedeutung des Rechenstahes

Der Rechenstab ist eines der wichtigsten mechanischen Hilfsmitteb zur Ausfiihrung ge-
néherter Rechnungen. Er besitzt den groBen Vorteil, daB er sich einfach handhaben
188t und daB die erforderlichen Einstellungen fiir die verschiedenen Rechenoperationen
leicht verstiéndlich sind. Man kann u.a. mit dem Rechenstab multiplizieren, dividieren,
potenzieren und radizieren sowie logarithmische und trigonometrische Rechnungen
durchfiihren.

Die Genauigkeit, mit denen sich die Zahlenergebnisse mit einem Rechenstab ermitteln
lassen, ist groBer, als man gemeinhin annimmt. Bei sorgfiltiger Einstellung ist der
maximale Fehler bei nicht zu umfangreichen Rechnungen nicht gréBer als 0,5%, d.h.,

die mit dem Rechenstab gefundenen Ergebnisse werden nicht mehr als E% vom tat-
sichlichen Wert abweichen.

Aus all dem ist ersichtlich, daB der Rechenstab ein Hilfsmittel ist, das die Rechenarbeit
wesentlich erleichtern kann. Das sichere Rechnen mit dem Rechenstab setzt jedoch
die Kenntnis der Grundgedanken des Stabrechnens sowie fleiBiges Uben in der Hand-
habung des Instrumentes voraus. Es ist daher unbedingt notwendig, daB man sich
eingehend mit den Eigenschaften des Rechenstabes vertraut macht (zu jedem Rechen-
stab wird ein ausfiihrliches: Anleitungsheft mitgeliefert!) und daB man so lange iibt,
bis einem die Einstellungen fiir die verschiedenen Rechenoperationen ,.in Fleisch und
Blut iibergegangen‘‘ sind, so daB man sofort - ohne erst lange iiberlegen zu miissen,
wie man einstellen und wo man ablesen muBl - die zweckmiBigste Einstellung vor-
nimmt.

Die beiden gebrduchlichsten Systeme fiir Rechenstidbe sind das ,,System Darmstadt‘
und das ,,System Rietz*. Daneben werden fiir spezielle Zwecke noch zahlreiche andere
Systeme hergestellt. Die Rechenstibe des Systems Darmstadt sind universeller an-
wendbar als die des Systems Rietz. Demjenigen, der einen technischen Beruf anstrebt,
ist daher ein Rechenstab vom System Darmstadt zu empfehlen (Skalenlénge 25 cm),
wihrend fiir diejenigen, die nur einfachere Rechnungen auszufiihren haben, ein Rechen-
stab des Systems Rietz ausreicht.

Beim Rechnen mit dem Rechenstab sollte man immer daran denken, daB der Rechen-
stab ein Prdzistonsinstrument ist, das eine schonende Behandlung erfordert.
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3.7.2. Der Aufbau des Rechenstabes

Die drei Hauptteile des Rechenstabes sind der Stabkérper, die verschiebbare Zunge
und der ebenfalls verschiebbare Liufer (Bild 2).

Auf der Vorderseite des Stabkérpers und der Zunge sind Skalen eingraviert, die in
gegenseitiger Beziehung zueinander stehen und die zur Ermittlung der gesuchten

Bild 2

Zahlenwerte dienen. Die einzelnen Skalen besitzen verschiedene Teilungen, und zwar
befinden sich auf dem Stabkérper die Kubikteilung (K), die Quadratteilung (A), die
Grundteilung (D) und die logarithmische Teilung (L).

Die Rechenstibe des Systems Darmstadt und die des Systems Rietz weisen auf der Vorderseite
keine wesentlichen Unterschiede auf.

An Stelle der logarithmischen Teilung enthalten manche Rechenstibe des Systems Darmstadt
eine trigonometrische Teilung. In diesem Falle findet man dann die logarithmische Teilung auf
der Riickseite des Rechenstabes.

Auf der Vorderseite der Zunge sind eine zweite Quadratteilung (B), die Reziprokteilung

(C1) und eine zweite Grundteilung (C) aufgetragen (Bild 3). Die Teilungen A und B
sowie C und D stimmen jeweils miteinander iiberein.

Bild 3

Die Riickseite der Zunge enthdlt bei Rechenstiben des Systems Rietz trigono-
metrische Teilungen, wiahrend beim System Darmstadt neben den trigonometrischen
auch Ezponentialteilungen zu finden sind.

Auf dem Liufer sind schlieBlich noch ein senkrechter schwarzer Strich, sowie zweli,
meist kleinere, rote Striche eingedtzt, die zur besseren Einstellung der Zahlenwerte
dienen.
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Bei einem ordnungsgemiiBen Rechenstab muB der Mittelstrich, wenn er iiber den Teilstrich 1
der D-Skale gestellt worden ist, auch genau {iber den Teilstrichen 1 der K- und der A-Skale
sowie liber dem Teilstrich 0 der L-Skale stehen. Ist dies nicht der Fall, so ist es ratsam, den
Rechenstab bei einem Fachmann einrichten zu laasen.

8.7.8. Einstellen und Ablesen von Zahlenwerten aut dem Rechenstab

Die Teilungen A bis D, K und CI des Rechenstabes enthalten keine Null, und die Zah-
len 10, 100 und 1000 sind dort nur der besseren Ubersicht wegen angegeben. Beim
Stabrechnen kann eine 10 genau so gut eine 100, eine 1 oder eine 0,1 usw. bedeuten.
Ferner lassen sich auf dem Rechenstab nur Zsffernfolgen ablesen. Das Stabrechnen ist
demnach eine reine Zahlenrechnung ohne Berticksiohtigung der Kommastellung. Die rich-
tige Kommastellung wird - sofern sie nicht von vornherein klar ist - stets durch eine
Uberschlagsrechnung mit gerundeten Zahlenwerten ermittelt.

Beim Einstellen und Ablesen der Ziffernfolgen sind die verschiedenartigen Unterteslun-
gen der einzelnen Bereiche zu beachten.

So bedeutet beispielsweise ein Teilstrich auf der D-Skale im Intervall von 1 bis 2 eine Efnheit
der letzten Stelle: 1-0-0, 1-0-1, ... 1-9-8, 1-8-9, 2-0-0. Zwischen 2 und 4 besitzt dann ein Teil-
strich nur nooh den Wert von zwei Einheiten der letzten Stelle: 2-0-0, 2-0-2, ... 3-8-6, 3-9-8,
4-0-0. SohlieBlich wird die Unterteilung immer gr8ber, so daB ein Teilstrich zwischen 4 und 10
jeweils nur noch eine genaue Ablesung um finf Einheiten der letzten Stelle gestattet: 4-0-0,
4-0-5, 4-1-0, ..., 0-8-5, 0-9-0, 9-9-5, 1-0-0-0.

In Bhnlicher Weise sind auch die tibrigen Skalen verschiedenartig unterteilt.

Wihrend sich das Intervall von 1 bis 10 auf den Skalen C, D und CI tiber den gesamten
Rechenstab erstreckt, sind auf der gleichen Linge bei den Skalen A und B zwei Inter-
valle (von 1 bis 10 und von 10 bis 100), auf der K-Skale sogar drei Intervalle (von 1
bis 10, von 10 bis 100 und von 100 bis 1000) untergebracht. Die genauesten Einstel-
lungen und Ablesungen lassen sich daher auf den Skalen C, D und CI vornehmen, die
fiir simtliche Rechnungen zu bevorzugen sind.

Auf dem Rechenstab kinnen dres bzw. zwes Stellen einer Ziffernfolge genau abgelesen
werden, wihrend die vierte bzw. die dritte Ziffer geschdtzt werden muB.

Es wird dringend empfohlen,das Einstellen und das Ablesen von Ziffernfolgen auf dem
Rechenstab eingehend zu tiben.

8.7.4. Das Rechnen mit dem Rechenstab
8.7.4.1. Quadrate und Kuben

Die Skalen K, A und D sind so aufeinander bezogen, dali auf A die Quadrate, auf K
die Kuben der Werte aus der D-Skale abgelesen werden kénnen.

Dazu stellt man den Liuferstrich iber die Grundzahl auf D und liest das Quadrat auf
A, die Kubikzahl auf K unter dem Léuferstrich ab.

BEISPIEL (Bild 4))

24 = 5,76
2.4 = 13.8

1) In den folgenden Rechenstabbildern sind die Einstel'ungen stets durch unterbrochene Linien,
die Ablesungen durch ausgezogene Linien gekennzeichnet.
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8.7.4.2, Quadratwurseln

Beim Quedratwurzelziehen geht man von der Skale A zur Skale D tiber. (Liuferstrich
benutzen!) Die Frage, von welohem der beiden Teilintervalle man -auf A ausgehen
muB, wird durch eine Uberschlagsrechnung gekléirt

BEISPIEL 1 (Bild 8)

Vag = 1
Losung: Uberschlag: /4,6 > J/4 = 2; da das Ergebnis in der Nihe von 2 liegen muB, ist
in der vorderen Hilfte von A der Wert 4,6 einzustellen.

Ergebnis: 4,6 ~ 2,121,

Bild 8
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BEISPIEL 2 (Bild 6)

/046 = ?

-Losung: Uberschlag: Es ist 0,36< }/0,45 < /0,49, also 0,6 < 0,45 < 0,7. Da das Er-
gebnis auf D zwischen 6 und 7 zu finden sein muB, ist die Ziffernfolge 4-5 in der hinteren
Hilfte von A einzustellen.

Ergebnis: V0,45 =~ 0,671,

Fiir die Einstellung des Radikanden kann auch folgende Merkregel verwendet werden: Man teilt
den Radikanden vom Komma aus nach links, bei echten Dezimalbriichen nach rechts in Zweser-
gruppen ein. Enthilt dann die am weitesten links stehende Zweiergruppe nur eine einziffrige

4-5
7
LA A A A L s AR LA AARAN LRSS OREATEREAA LARLINAMAALAARI LAALY MMM VLA LA LR S~ i M
i3 14 18 16 7 18 13 20 A3 BBl 23 z4

-

il

\

V045 = 0,677

Blld 0

Zahl, so wird in der vorderen Hilfte von A eingestellt; enthilt die am weitesten links stehende
Zweiergruppe eine zweiziffrige Zahl, so wird der Radikand in der rechten Hilfte von A ein-
gestellt.

BEISPIEL 8
]/3'46,08. ]/3,46'08, V0.03'46'08 usw., werden links eingestellt, dagegen werden V34'60.80,
34,60°80, 1/0,34'60°80, 1/0,00°34°60°80 rechts eingestellt.
3.7.4.3. Kublkwurzeln
Wegen des in 3.7.4.1. erliuterten Zusammenhanges zwischen den Skalen D und K
erhilt man die Kubikwurzel aus einer Zahl, indem man von K nach D iibergeht.
(Léuferstrich verwenden!) Die Entscheidung, ob der Radikand im ersten, zweiten oder

dritten Drittel von K einzustellen ist, wird am besten wieder durch eine Uberschlags-
rechnung getroffen.

BEISPIEL 1
3
a) [/45=1

Lésung: Uberschlag: Es ist VT < m <l 1/5, also 1 < |4,5 < 2: daher Einstellung im
ersten Drittel von K.

Ergebnis: J/45 ~ 1,65 (Bild7).
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b) Y46 =1 ,
Lasung: Ubersohlag: V_ < V&< Va, also 3 < m < 4; daher Einstellung von 4-5
im zweiten Drittel von K.

Ergebnis: J/45 ~ 3,66 (Bild 8).

0) }450 =?

Lésung: Uberschlag l/ /512, also 7 < l/ 450 < 8; daher Einstellung von
4-5-0 im dritten Dnt. von K_ I

Ergebnis: }/450 ~ 7,66 (Bild 9).

Auch fiir die Kubikwurseln léBt sioh eine Merkregel filr die Einstellung des Radikanden auf K
angeben: Der Radikand wird vom Komma aus nach links (bzw. bei echten Dezimalbriichen
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nach rechta) in Dreiergruppen eingeteilt. Steht in der am weitesten links stehenden Dreiergruppe
eine einziffrige Zahl, dann wird im ersten Drittel auf K eingeatellt; steht dort eine zweiziffrige
Zahl, eo ist im zweiten Drittel einzustellen; steht dort eine dreieiffrige Zahl, so ist im dritten
Drittel auf K einzustellen.

Bild 9

BEISPIEL 2
Bei den Wurseln |/3°460°000, 3460, }3,460, }0,003460, }0,000005°480 wew, it die
Ziflernfolge 348 im ersten Drittel auf K einsustallen; bei den Wurealn |34°000, 34,600,
1/0,054°600, {/5,000°034°600 wsw. im cweiten Drittal; bsé den Wuraeln J346°000, J348,

V0,348, /6:500346 usw. im leteten Driteel.

8.7.44. Kehrwerte

Auf der Reziprokskale CI kénnen die Kehrwerte der Zahlen der C-8kale abgelesen
werden. Dabei ist zu beachten, daB die Einteilung der CI-Skals gegenldufig zur Ein-
teslung der C-Skale angeordnet ist. (Grund: Mit wachsendem Nenner wird der Wert
eines Bruches kleiner.)

Gegenliufige Skalen sind auf vielen Rechenstiben rot gekennzeichnet.

BEISPIEL

1 _
262
Lésung: ) )
Uberschlag: 555 580 = 0,004 .
Einstefllung: Liuferstrich tiber 2-6-2 auf C.

Ablesung: Unter Liuferstrich auf CI (Bild 10).

Ergebnis: -—2;2 ~ 0,00307.

Dasselbe Ergebnis hiitte man auch orhnlten.;vann man den Liuferstrich {iber 2-6-2 auf OI
eingestellt und darunter auf C abgelesen hitte.
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Blld 10
8.7.4.6. Multiplikation

Beim Multiplizieren mit dem Rechenstab werden mit Hilfe der beweglichen Zunge
Streoken anesnandergefiigt!). Im allgemeinen verwendet man hierzu die Skelen C und D,
da dort die Einstell- und Ablesegenauigkeit am griBten ist.

BEISPIEL 1
2,42.0,324 =?
Losung:
Uberschlag: 2,420,324 = 2.0,3 = 0,8.

An die der Ziffernfolge 2—4-2 entsprechende Strecke auf D wird die der Ziffernfolge 3-2-4
entsprechende Strecke der C-Skale angesetzt. Dies geschieht dadurch, daB man zuntichst auf
D bis 2-4-2 geht, dartiber die 1 von C ansetzt und auf C bis 3-2—4 weitergeht. Unter 3-2-4
von C steht dann auf D die Ziffernfolge 7-8—4 des Ergebnisses: 2,42 : 0,324 = 0,784 (Bild 11).

Bid 11
1) Eine nihere Begrlindung hierfiir erfahren Sie im Abschnitt 12.9.
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Zum Einstellen und Ablesen empfiehlt es sich, den Lauferstrich zu verwenden.

Bei der Multiplikation kann es vorkommen, da8 die dem zweiten Faktor entsprechende
Strecke auf C iiber das Ende der D-Skale hinausragt. In diesem Falle denkt man sich
links an die D-Skale eine zweite Skale der gleichen Art angesetzt. Stellt man nun statt
der 1 die 10 von C iiber die Ziffernfolge des ersten Faktors, so wiirde damit auch die
1 von C iiber derselben Ziffernfolge der gedachten Skale stehen. Die Ablesung des Er-
gebnisses ist jetzt auf D unter dem auf C eingestellten zweiten Faktor durchfiihrbar.

BEISPIEL £ Lésung:
4,25 - 0,006256 = ? Uberschlag: 4,25 - 0,00525 = 4 - 0,005 = 0,02.
Einstellung: 10 von C iiber 4-2-5 von D.
Ablesung: auf D unter 5-2-5 von C (Bild 12).
Ergebnis:  Ziffernfolge 2-2-3; also ist 4,25 - 0,005256 ~ 0,0223.

Blld 12

Bei der Multiplikation mit den Skalen A und B wiirde das ,,Durchschieben* der Zunge
entfallen, jedoch wird dies mit einer EinbuBe an Genauigkeit in der Einstellung und
Ablesung erkauft. Sind mehr als zwei Faktoren miteinander zu multiplizieren, so sind
entsprechend mehr Strecken aneinanderzufiigen.

8.7.4.6. Division

Beim Dividieren mit dem Rechenstab wird die dem Divisor entsprechende Strecke
mit Hilfe der beweglichen Zunge von der dem Dividenden entsprechenden Strecke
subtrahiert. Auch hier werden im allgemeinen die Skalen C und D verwendet.

BEISPIEL 1 Ldsung:
6,73:0,425 = ? Uberschlag: 6,73 : 0,425 = 67,3:4,25 ~ 68:4 = 17,

Von der der Ziffernfolge 6-7-3 auf der D-Skale entsprechenden Strecke ist die der Ziffern-
folge 4-2-6 entsprechende Strecke der C-Skala abzuziehen. Dies geschieht dadurch, da8 man



3.7. Der Rechenstab 45

den Liuferstrich iiber 6-7-3 auf D einstellt. Unter den Liuferstrich bringt man dann 4-2-56
von C und geht schlieBlich auf C zuriick bis zur 1. Unter der 1 liest man dann das Ergebnis
1-5-84 auf D ab (Bild 13). Somit ist 6,73: 0,425 =~ 15,84.

Bild 13

Bei der Division kann es vorkommen, daB8 die 1 von C iiber das linke Ende von D
hinausragt. In diesem Falle findet man die Ziffernfolge des Ergebnisses unter der 10
von C. (Begrindung?) Es ist demnach bei der Division ein ,,Durchschieben* der
Zunge nie erforderlich, da man das Ergebnis immer unter dem passenden Endstrich
(entweder 1 oder 10) ablesen kann.

BEISPIEL 2 Lésung:
3,06: 623 = ? Uberschlag: 3,06: 523 =~ 3: 500 = 0,0086.
Einstellung: 6-2-3 von C iiber 3-0-6 von D.
Ablesung: unter der 10 von C (Bild 14).
Ziffernfolge des Ergebnisees 5-8-5.
Mithin ist 3,06 : 523 ~ 0,005685.

Bild 14
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B."7.4.7. Zusammengesetete Multiplikationen und Divisionen
Bei Briichen der Form a:;e
lera-b-c, dann den Nenner d - ¢ zu bestimmen und schlieflich den Quotienten aus
Zihler und Nenner zu bilden. Es ist viel rationeller, wenn man die Multiplikationen

oder dergleichen wire es unpraktisch, zunidchst den Zih-

und Divisionen abwechselnd durchfiihrt, d.h., wenn man zunichst % bildet, daran
ohne Zungenverschiebung und ohne das Zwischenergebnis -% abzulesen die Multiplika-
tion mit b anschlieft (Léufer benutzen!), dann mit entsprechender Zungenverschie-

bung durch e dividiert und schlieBlich wieder nur durch Liuferverschiebung -——ll?c

ermittelt.

BEISPIEL Lésung:
740 - 0,36 740.0,36 _70-4
—_—1 TR bt e —_—
) ‘Ubersohlag: m =~ gy = 36
Einstellung: 8-2-0 von C iiber 740 von D; Lduferstrich auf 3-4-0
von C.
Ablesung unter dem Liuferstrioh auf D (Bild 15) ergibt 3-2-5.
Folglioh ist %—3—6 = 3,26.
T O 0 411
z
7-4%0
LA
Blld 15

8.7.4.8. Multiplikation und Divislon mit Hllfe der Rezlprokskale

Das Durchachieben der Zunge bei Multiplikationsaufgaben léBt sich vermeiden, wenn
man die Reziprokskale CI zu Hilfe nimmt.

BEISPIEL 1 Losung: Uberschlag: 3,62 - 4,82 = 4. 5 = 20,

3,62.4,82 =1 Bei der iiblichen Multiplikation (vgl. Abschnitt 3.7.4.5.) miiBte
bei dieser Aufgabe die Zunge nach links durohnesohoben werden

Beachtet man aber, daB 3,62 -4,82 = 3,62: 2 ist, so brn.ucht
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man nur 4-8-2 von CI iber 3-68-2 von D einzustellen (Liuferstrich benutzen) und unter
der 10 von CI auf D die Ziffernfolge 1-7-4-5 des Ergebnissea abzulesen (Bild 16). Demnach
ist 3,62 4,82 ~ 17,45.

I\ 1
. 3-6-2 \\
1-7-4-5 “\
oSl ok o &=8-2
Bild 16

Wiihrend bei der Multiplikation mit Hilfe der Reziprokskale das Durchschieben der
Zunge vermieden wird, kann bei der Division mit Hilfe der Reziprokskale ein Durch-
schieben erforderlich werden, was bei der normalen Division nach 3.7.4.6. nicht ein-
treten kann.

BEISPIEL 8 Lasung:
4,62:0,302 = 7 Uberschlag: 4,82 :0,302 ~ 48: 3 = 16.
Beachtet man, daB 4,82: 0,302 = 4,82 . [T.ﬁ!ﬂi ist, 8o rechnet man

wie folgt: 1 von CI ilber 48-2 von D einstellen (Lauferstrich!),
ablesen auf D unter 3-0-2 von CI.

Ergebnis: 1-6-9-6 ; folglich ist 4,82: 0,302 ~ 15,96.

8.7.4.9. Weltere Hinweise zum Stabrechnen

Im Rahmen®dieses Buches konnten nur die wichtigsten Fille des Rechnens mit dem
Rechenstab kurz erliutert werden. Um eine Sicherheit im Stabrechnen zu erlangen,
genilgt es nicht, die hier vorgefilhrten Beispiele nachzurechnen. Es ist vielmehr er-
forderlich, sich bei jedem Beispiel genau dariiber klarzuwerden, warum die einzelnen
Einstellungen 8o vorzunehmen sind, wie sie hier beschrieben wurden. Danach sollte
man bei allen Rechenarten eo lange tiben, bis man bei einer beliebigen Aufgabe sofort
die giinstigste Einstellung findet, ohne daB man dazu erst lange Uberlegungen an-
stellen muB.

Wer sich filr weitere Anwendungsmoglichkeiten des Rechenstabes interessiert (z.B.

Aufstellen von Zahlentabellen, Berechnung von Ausdriicken der Form ]/;' oder I/?
usw.), der sei auf die Spezialliteratur iber das Stabrechnen!) hingewiesen.

1) LEEMANN: Der Rechensiob und seine Verwendung. VEB Fachbuchverlag Leipzig, 1964.
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AUFGABEN

1. Zerlege in Primfaktoren
a) 41648 b) 115797 o) 63342 d) 98260 e) 694512
f) 48357 g) 144875 h) 55832 i) 5986890 k) 463277

2. Bestimme den gréBten gemeinsamen Teiler von
a) 27, 39, 67, 66, 72 und 87
b) 6504, 12780, 3132 und 180
c) 1512, 2772, 630, 4662 und 65520
d) 364, 1365, 91, 18018 und 3822
e) 30030, 1232, 6565, 440 und 6641
3. Bestimme den groBten gemeinsamen Teiler mit Hilfe des Evrripischen Algorithmus von

a) 3756 und 825 b) 748 und 484 o) 1871 und 391
d) 16384 und 486 e) 92778 und 1034 f) 848 und 318
g) 1001 und 858 h) 19778 und 48763 i) 434146 und 119102

k) 66417 und 91962
4. Bestimme das kleinste gemeinsame Vielfache von

a) 2,3, 4,5, 6, 10 und 12 b) 15, 42, 60 und 105 c) 210, 378, 315 und 90
d) 37, 61, 71 und 74 e) 48, 126, 273, 166, 66, 189 und 6546

f) 81, 225, 135, 125, 676 und 6 g) 71, 97, 221, 143, 119, 639 und 2431

h) 19683, 729 und 6561 i) 83, 483 und 967

k) 64, 96, 243, 1286, 24, 81, 3888 und 384

5. Verwandle die unechten Briiche in gemischte Zahlen:

13 27 28 348 61
8 Ly °) 15 9 T T
97 199 8656 .. 503 223
T 8 &1 h) 153 ) 3 K 37
) ﬂ m) Eg n) 814 964 ) 987
317 115 99 °) ios P) g67

6. Verwandle die gemischten Zahlen in unechte Briiche:

4 2 5 15 74
8) 35 b) 137 °) 275 d) 385 o) 4o
2 17 1 o 22 5
f) 53 8 1255 h) 245 i) 41 k) 83
7 1 9 26 1
D 65 m) 175 n) 214 o) 623 p) 99
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7.---11.

®
E
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i
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e
O S o R N

11.

;‘U- s

—
-

1
o

&l e

°)
14
17
1
25
15
38

17
2

18
3

12. Kiirze folgende Briiche:

8
® 15
189
D 25
2352
1960

, 64680
9 485100

13. Desgl.

5)34
41
112
T
1197
1767

126672
EABTTELT

b)

g8

m)

)

b)

g)

m)

r)

240 0
304

1232
2310 h
18900 n)
33075

51

68 8)

146 o)
8 _
3705

3835 b

-

24576

178625 n)

65 9
78

d)
23

24
17

40
12

35
42

65

20
71

1260
3024

8232
271783

30

126
288

3318
3738

53475
58725
28

21
144
720

e)
31
35
44
57
51

60

72
83
93
97

o)

t)

d)

0)

13838
25058

15

21

m
186

1771
2618

16384
262144

13
65

210
504

6402
9894

14. Bestimme fiir folgende Gruppen von Nennern den Hauptnenner:

a) 3,5,8, 16,30

d) 45, 76, 160, 225, 285, 300
f) 68, 72, 88, 102, 132, 187
h) 2,8, 64, 512

4 Elementarmathematlk

b) 12, 16, 24, 32, 48

e) 6, 20, 63; 84, 90, 105, 126
g) 21, 27, 69, 161, 483

i) 16, 18, 30, 62, 90, 186

e)

k)

)

u)

k)

p)

=
-

Erweitere die folgenden Briiche zeilenweise mit 2, 3, 5, 7, 11, 17 und 48:

24
103
570
2074
8633

6006
14014

12
27

390
420

3692
8094

189210
329616

c) 48, 60, 144, 180, 240

k) 35, 77, 85, 385, 935
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15. Addiere folgende Briiche:

1 2 3 1 7 2 5 1
R Y D g-3 12t3
5 3 1 b5 7 b5 2 3 1 7 5
e A T i dg-7-7T 9"
78 11 _1_2 pll_5 2 7 19
vyt Em T )iz tTetu A
12 3 7 26 17 1 1 1 1
O mtstm B m s trtutu
. 14 5 7 5 1 71 41 37 17 45 35 34
D"t tete 3 E k) 553+ 120 T 616 ~ 264 ~ 315
16. Berechne
70 26 b 5 1
8) 16, + 2353 b) 195 — 105 + 25
-1 3 1 4 5 11 18 1 19 23
29 31 17 19 53
17 7 41 23 5 61
f) 255+ 655+ lgg + g5+ 99 + 53
17 17 11 4 3 10 2
8) Big5 + B8 — 4755 — Tog5 + My — 863 + 25
51 41 26 19 23 19
h) 4655+711'1_0+ l2m+ 1270+6366+27§6
. 23 2 7 b5 3 7
i) 38;ﬁ+72’5'+91ﬁ-243€+ 181—0+25E)
4 5 11 14 b5 19 7
k) 1935 — 54y — 15 + 3635+ 16 — 25— 34
17. Berechne
3 7 11 2 13
a) T-l2 b) §~B c) B-E d) 5--7— e) 16-2—4
14 53 5 . 1 13
f) ﬁ-15 g) 93-6—2 h) ﬁ_-lil i) 42'?6 k) 174-2—9
18. Deesgl.
5 9 16 7 11 4 25 18 32 1
® §'10 b 3T Y 9v3%5°% °) @8
;) 1875 ) 8L 19 64 BL 300 286 335 404
150 99 & 102 1T 27 128 520 286 116 301
19. Desgl.
2 2 1 10 o2
8) 654 b) 3.7 ¢) 13556 d) 10,730 e) 87:21
2 1 7 5 8 41 . 69 _10 37
f) 5565 8) 1535 h) 25225 i) 45525 k) 1551
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20. Berechne
3. 6.2 1 b) .11 9 34 .18 37 58
8 §°12°3 16 181721 4 29° 25 111
% .. 71 28 1 5 7 11 156 16 . 51
d) 19.49.77 28 1.5 7, i 15 18 o 51
)58 2 55 ° 59 8 13 D 3323193
425 110 182 2244 280 1720
) oop o e h) 2220.207 o o
262°921 185 3185 “"' "5Ad3 " 2E024
. 864 623 873 1024 25726 297
i) 7 oAt 198 2384 k) i7F *aaE0a " ogs 539
21. Desgl
2 5 .3 2 1 .5 1 .8 5
8) 25 g 45 b) 4= 1 15y ¢) 375,815 12
9 4 5 1 3 .1 4 _5 256 .9 62 .79
9 55 151" %7 '3 o) U735 4525 f) 28 3% a1 ‘2=
1 119 .188 341 12 .46 7 .1
&) 4155 %13 1537 568 h) 4710535 1%
.8 _83 497 _110 179 189 _13 125
) 3775 5297 s %as ) %55 385 Y165 273
22. Bestimme den Kehrwert von
3 1 1
) 8 b) & o) 5 d) 2 ° g
3 4 1 7
f) 1 g) 11 h) 7 i) 13 k) 19
23. Desgl.
1 4 1 17 11
a) 3? b) 43 c) 13? d) 402—0 e) 282—5
42 1 3 .19 130
24. Desgl.
11 1 2 3 6 8 .6
gty Dy-3tye dl-3 9 75 -3%
6 3 5 13 26 11 4 3 5 1
o) gz — Mg f) By — 15— T g 1855+ 5 h) =-7+7
1 1 1 2 1 7
Dgte-a W53 %4
25. Berechne
8 4 4 ") 15
B) 15-4 b) F.Z c) —5— 6 d) E:G e) 1—6-25
8 46 70 . 94 266
£) 5:16 g) 77160 h) 73:14 i) ggil4l k) =22:102

qe
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26. Desgl.
1 5 1 8 1
8) 1,:3 b) 57:5 ¢) 17 :46 d) 4.8 e) 75 :19
1 320l .4 ) 9221 .35 h) 285 .4 i) 10} 58 k) 17 :63
) 3204 g 2’ i %6 ° 25
27. Berechne
8. 2 32 12 15 15 21 42
*) ' ®) 252 ° 17°351 9 8o
o 22,21 [ 37,69 ) 216,135 ) y 418
91°85 7594 €) 35°308 287 ° 2583
i) 1088 272 K 795 3975
1) 1863 ' 55R0 25232 ° 6308
28. Desgl.
4 7 1 5 9 9 9 9
8 55:g b) 33y °) 13595 4 557195
6 17 1 47 47 85 310 264
e) 47.—3—5 I) 131—8 & g) l‘7§:§6 h) 2 ' 356
31 400 3959 1029
1) 31353 ' 3087 k) 25424 2664
29. Desgl.
1,1 3 .1 16 .4 9 3
8) 13, :4, b) 28 7:7 ¢) 120=:3,, d) 2.4:18,
13 _6 47 _13 25 26 23 _11
o) llgz: 6. £) 3755:2653 8) 06,512, h) 20724
. 27 _ 65 209 __103
i) 207357 : 85,9 k) 1217557 : 375
30. Vereinfache
. 6 7 5 1 17
T 11 ) 12 28
3 T 12 6 63
25 21 91 28 742
36 26 360 .. 65 3015
N1 8 35 N 13- T k) 908
16 78 3240 46 24321
31. Desgl.
1 28
7 15 5 1 45
2 3 8
84 76 729
28 95 o1 .. 360 730
NS ¢ 7o M 1o ) 259 ¥ o187
63 425
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32. Desgl.
1 5 5
4? b Gﬁ o 51—4
» yia sl 28
4 18 K
13 7 31
. 22% ) 702—2 b ”E
) o 2 250
84 By 141
33. Vereinfache
2 1 1 7
o 57" 3% b) Uy -7y
gl — 4% ( 7 _ E) 16
3 16 48
3
4y
—5 5 1 .3
0 875 o 135105 < 4?57. 6
119 a6l .33 17,1
3 "33 474 720014
2
27
% 64 13
33,81 .1 o1 11780
) 8 45 7T h) 16
Y R Tl
89 °15 1, %
e 5 2
27 35
34. Vereinfache folgende Kettenbriiche
1
1
Y 1+ ? 342
—T 1
2+ i 3+ —7T
1
1 _—
d) LI e) 3
3+— 5 2+ 5
6 — g 4+

7 10
1I— 2
d) 9 o) 27
) 2L
27 —45
151 43
i) 644 k) 9_30L
131 1 539
161 1216
2 1
5 7 %%
9
c) 21_4
4
_8 1
1 37
1 1
155- - “F
2 5
N l2§ 111—2_
4 _5
19'3 : 5 9—
1 7 1
+ g 6-§-
1
c) 1
24+ —- T
34—
1
4+ Py
5
f) 1
5 — —
52
6
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36.

36.

317.

38.

39.

Die folgenden Briiche sind als Dezimalbriiche (Kommaachreibweise) zu schreiben:

3 7004 12 35728
®) 1o b) o0 °) 10000 9 150000
102 7 6 9 34 83 1

®) 1600000 f) 16+ 1 &) 15+ Too00 * Tom0om * 108

W 3L 918 ) 90705 80004 600301 2

) 100 * 1000 106000 * 1000000 T 1000000000 T 100000000
6004 973 7 85 604

%) Yo000 *+ 1o * 10 * Toooo * 1000

Man addicre «) zeilenweise, f) spaltcnweise; man addiere un.l subtrahiere abwechselnd
y) zeilenweise, 6) spaltenweise

i) k) 1) m) n)

a) 67,372 214,28863 0,327 137,46069 471,6

b)  0,9254 0,07273 0,02 0,8 0,000407
c) 81,3 13,47 0,00081 72 4,16919

d) 6,75 1,0101 0,0101 4,307 748,637663
c) 122 04,04308 0,2 0,0009 526,08789
f)  0,0072 6 0,0683 16,04 223

g) 988,6189 317,2 0,11709 681,876 83

h) 17,0405 4,00081 0,2667 87,6264 111,21901
Berechne

8) 3342kg + 5,003 kg + 742g + 113,8kg + 76 g + 146,9 kg
b) '17,42km -+ 67m + 417 cm — 0,93 km — 306,17 m + 21,0264 km — 38,79 m — 3261 cm

c) 94,2084 m? — 4716 cm? + 2,08774 km? — 39,0086 m* + 652716 cm?® — 0,978 km?
in kg, km und km?®!

e) 836,62 0,67
i) 0,0069 - 2207,68

f) 0,7504 - 0,429
k) 100,97 - 0,074

g) 56427,3 - 0,0051

Bercchne
a) 47,39-10 b) 64,32 -100 o) 83,04 -1000 d) 0,476- 10
¢) 0,00101 - 100 f) 0,04418 - 10000 g) 4,0263 - 1000000 h) 0,0704 - 100
i) 7,72 - 1000 k) 0,00000402 - 1000000
Desgl.
a) 71,6 -4 b) 724,26 - 30 c) 0,628-6 d) 1,4669 - 70
e) 0,00708 - 9 f) 0,77162 - 400 g) 16,27 - 24 h) 267,9 -830
i) 64,073 - 204 k) 0,03609 - 8300
. Desgl.
a) 7,64-3,2 b) 24,803 - 14,3 o) 491,6-0,1 d) 6,46-0,9

h) 0,027 - 0,00563
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Aufgaben

41. Desgl.
a) 17,6:2 b) 54,81:7 c) 386,722: 14 d) 23,6005 : 23
e) 49,704 : 57 f) 0,357808 : 88 g) 67,302: 90 h) 1,034: 752
i) 2821,8:600 k) 4,660149: 4332

42. Desgl.
a) 4,2:0,3 b) 18,9:0,7 c) 14,26:0,02 d) 4,88:0,08
e) 9,18:0,27 f) 0,0377 : 0,0029 g) 463,2:0,1 h) 44,64:2,79

43.

45.

46.

47.

i) 134,68:19,24
Desgl.

a) 173,664 : 64,32

e) 0,004189 : 0,0059

i) 48,112:0,91644

k) 0,5461 : 0,001

b) 121,233: 24,156
f) 59,67216:0,0912
k) 63,4:0,032

c) 33,258:172,3

g) 1,836:0,00425

. Folgende gewdhnliche Briiche sind in Dezimalbriiche umzuwandeln:

d) 30,7254:18,7356
h) 0,0325:0,008125

3 7 2 7 13
® g b g 5 4 3 ° 25
11 37 29 T 23
D 16 &) g h) 33 ) 125 k) 756
Desgl.
19 1027 1099 27431 5037
®) 16 b) 15 80 4 ~Foo~ °) 128
9365 16548 17618 .. 2559 97619
D o 8 335 h) -850 ST k) 1350
Desgl.
4 2 1 51 8
® 9 b 3 o1 9 5 ° 11
1 9 21 LTl 19
03 & 13 h) 3 ) 7 k) 353
Desgl.
1 5 51 35 311
) § b 15 °) 75 4 35 °) 304
79 19 15 341 425
D 505 8) 5 h) 5 ) 3% k) 508
. Folgende Dezimalbriiche sind in gewdhnliche Briiche umzuwandeln:
a) 0,16 b) 0,625 0) 7,82 d) 0,588 e) 0,4192
f) 23,2375 g) 0,0625 h) 0,62672 i) 115,66626 k) 0,6234375
. Desgl.
a) 0,8 b) 0,27 o) 0,03 d) 0,59 e) 0,273

f) 0,80 g) 0234 h) 0,037 i) 0,2211 k) 0,6437
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50. Desgl.
a) 0,37 b) 0,023 c) 0,6561 d) 0,2407 e) 0,27083
f) 0,631356 g) 0,8783 h) 0,9765853 i) 0,3106435 k) 0,7307692
51. Durch Rundung welcher Zahlen kénnen die folgenden Zahlen entstanden sein?
a) 0,84 b) 7,127 c) 113,081 d) 64,0 e) 7163,29
f) 614,300 g) 0,5001 h) 347,2 i) 0,010000 k) 1,0
52. Auf die 4., 3., 2., 1. Stelle hinter dem Komma sind zu runden:
a) 0,750283 b) 0,070605 c) 0,64627 d) 0,28786 e) 3,00872
f) 17,98989 g) 5,09495 h) 9,82257 i) 17,29996 k) 3,45678
53. Die folgenden Zahlen sind auf Zehner, Hunderter und Zehntausender zu runden:
a) 26461 b) 874478 c) 6899,7 d) 7402976 e) 86004
54. Welche Genauigkeit ergibt sich aus folgenden Zahlenangaben:
a) 0,0700 km b) 0,30 p c) 4,200 kg d) 163,08 s ©) 41680V
f) 394,60 m g) 0,10 m h) 714,200 kg i) 4713,00t k) 93,2000 MHz

56.

57.

58.

59.

. Man berechne die Produkte der Aufgabe 40, indem man vor der Multiplikation jeden Faktor

auf zwei Stellen hinter dem Komma rundet und vergleiche die Ergebnisse mit denen, die
durch nachtriigliche Rundung der Ergebnisse der urspriinglichen Aufgaben entstehen. Welche
Abweichungen treten auf?

Man berechne bis auf die angegebenen Stellen genau:

a) 0,3938 5,348 (3 Stellen) b) 3677,02:4,07 (I Steile)
¢) 5,97604:0,0236 (1 Stelle) d) 1825-0735 ) Siellen)
16,187
90807,2 12,034 - 1,473
e) 3124176 (2 Stellen) f) —nm; (4 Stellen)
5 .13
162 .1513.0,15
)m (3 Stellen) h) —3 15221 (4 Stellen)

i) (345,7 — 6,225 - 0,73): 7,285 (2 Stellen)
k) (17,35: 37 + 18,63:43) - 35 (3 Stellen)

Welche Fehlerschranken ergeben sich, wenn man die folgenden periodischen Dezimalbriiche
jeweils nach der zweiten Periode abbricht und rundet:

a) 0,4 b) 0,07 c) 0,643 d) 0,7529 e) 0,637

f) 0,13723 g 0,899 h) 0,45 i) 0,7154 k) 0,0329731
Mit Hilfe der Zahlentabelle!) bestimme man

a) 617? b) 6,172 c) 61702 d) 0,617° e) 0,00617°
Desgl.

a) 372° b) 3,722 c) 3720° d) 0,372° e) 0,0372°

1) MULLER: Fiinfstellige Logarithmen- und andere mathematische Tafeln. VEB Fachbuchverlag
Leipzig, 1961.
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60.

61.

63.

64.

65.

66.

67.

68.

69.

70.

Desgl.
a) |59 b) 50 c) /5.9 d) 10,059 e) }/590000
f) 10,000059 g) 59000 h) }/0,0059 i) /5900 k) }/0,0000050
Desgl.
a) 700 b) Yo7 o JT0000  q) o007 e) J0
o7 g) }0.00007  n) }700000000 i) }7000 k) }@,0007

2. Desgl.
8) 1150 b) 0,0879* c) 64,6 d) 7600 e) 0,313:
f) 0,000502: g) 4,982 h) 25400° i) 0,000067 k) 0,00971*
Desgl.
a) 5600° b) 0,0702° c) 8,69 d) 0,798 e) 35,29
f) 4370° g) 0,0092° h) 0,000117* i) 62700° k) 0,259
Desgl.
a) /8,74 b) )/0,0421 c) /0,0059 d) }6700 e) 0,270
f) }7.38 g) /450000 h) 1/0,03380 i) 180700 k) }/0,000841
Desgl.
a) V0,07 b) {6000 o) Vo532 d) }0,065 o) }o,000261
£) }/779000 g }z7000 n) {0,931 i) 0,004 k) }/0,000000376
Mit Hilfe der Zahlentabelle bestimme man die Kehrwerte von
8) 2,56 b) 63,4 c) 0,0478 d) 0,509 e) 0,000826
f) 361 g) 5140 h) 0,00909 i) 17,8 k) 0,727
Mit Hilfe der Zahlentafel sind folgende Quadratwurzeln zu bestimmen:
8) /49,61 b) 1873 o) 1/0,006782 d) }/0,0006784 e) 44353
f) o812 g) 15427 h) }/0,07442 i) /913,9 k) |/0,00003881

Stellen im Radikanden, die iiber die Tafelgenauigkeit hinausgehen, sind vor dem Aufsuchen
des Wurzelwertes zu runden.

Zu folgenden Quadratwurzelwerten ist der Radikand gesucht:

a) 8,0808 b) 0,26633 c) 41,738 d) 0,011388 e) 3,14246

f) 13,6858 g) 0,0079183 h) 0,299583 i) 2,52053 k) 0,077061
Zu folgenden Radikanden ist mit Hilfe der Zahlentafel die dritte Wurzel zu ermitteln:
a) 65,3 b) 5710 c) 0,4678 d) 7,31 e) 932,6

f) 0,01673 g) 63918 - h) 0,0003472 i) 8,796 k) 0,00004138

Zu folgenden Kubikwurzelwerten ist der Radikand gesucht (Tabellenwerte):
a) 3,484 b) 0,77166 ¢) 0,0098935 d) 14,874 e) 0,056785
f) 0,4376 g) 8,2387 h) 625,39 i) 0,0704 k) 0,002888
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71. Mit Hilfe des Rechenstabes ist zu ermitteln:
a) 2,6 b) 19,7 c) 0,628 d) 323 e) 0,01465"
f) 8,06 g) 0,413 h) 21,5 i) n? k) 10,05
72. Desgl.
a) 3,60 b) 0,704° ¢) 12,725 d) =? ) 0,0944°
£) 2,040 g) 0,312 h) 0,06043 i) 100,6° k) 0,00812°
73. Desgl.
8) |54 b) /8,32 c) /0,832 d) /80500 e) /0,013
f) 10,000243  §g) /4060 b) yis3 i) /0,00881 k) |75
74. Desgl.
o) |54 b) Y645 o) 0788 a) {00142 o) 695
f) 0,00445 g) /820000000 h) 5350000 i) /0,805 k) }/0,0000385
75. Bestimme mit Hilfe des Rechenstabes die Kehrwerte von
a) 3,24 b) 43,2 ¢c) 0,73 d = e) 102,6
f) 0,0173 g 182 h) 0,001695 i) '[/W k) 12,9°
76. Mit Hilfe des Rechenstabes ist zu berechnen:
a) 1,24.6,35 b) 2,02.0,442 c) 54,6-103,6 d) 0,0202 -
) 14,45 -0,000716 ) 0,243 . 474 g) 0,08275.0,0773 h) 33,9 . 0,00005
i) 0,409 - 0,6575 k) 72,4-81,2
77. Desgl.
a) 5,3:27 b) 0,903:0,46 ¢) 31,2:0,663 d) 0,0905 : 2,32
e) 24,7: = f) 0,4275:0,000262 g) 0,0713: 9,08 h) =:180
i) 1,142:94,8 k) 0,0008:1,04
v78. Desgl.
a) 203.10,45 - 0,0433 b) 0,147 -22,1.0,0359 ¢) 11,3.0,726 - 5,28
d) 511-0,0845 - 1,93 e) 0,274 .0,6425 - 0,971 f) 0,0529 - 14,24 . 272
g) 0,1262.0,1378.0,2262 h) }/423,8 - 0,777 - 0,692 i) 0,638 - i/m-u
k) 0,0416 - 3080 - |/0,0768
79. Desgl.
a) 3,71-0,0625 ) 213
— 0,202 614.0,744
o _ 0472-14,156 d) 793 - 8,65 - 0,0171
'BA7,5-0,000314 0,213 - 59,2
o 1,414 27,8 f) }/0.496 - 173,4-0,0207
39,7.0,445 - 102,56 - 71,4 0,036 - /24,6 - 606 - 0,1235

g) 7,26 + 12,42* — 2.7,26.12,42.0,788

b) .224,3’ — 9,852 i) 2,16 -0,0675 k) ywﬂ -0,0288
9,85 31,2-707,6 13,63 — 8,042
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4. Das Rechnen mit allgemeinen Zahlensymbolen
4.1. Die vier Grundrechenarten
4.1.1. Eintache Rechenoperatlonen mit allgemeinen Zahlensymbolen

Soll eine Rechenvorschrift angegeben werden, die fiir alle Einzelfille giiltig ist, so ver-
wendet man hierzu allgemeine Zahlensymbole. Dabei bevorzugt man fiir ge-
gebene Zahlen die Anfangsbuchstaben a, b, ¢,... des Alphabets, wihrend die Endbuch-
staben ...u, v, w, z, y, z meist den gesuchten oder den verinderlichen Zahlen vorbehal-
ten bleiben.

Die verwendeten Buchstaben konnen sowohl ganze als auch gebrochene, benannte als
auch unbenannte Zahlen bedeuten.

Soll ein Einzelfall berechnet werden, so sind an Stelle der allgemeinen Zahlensymbole
die fiir diesen Einzelfall vorgesehenen speziellen Zahlenwerte einzusetzen, wobei zu
beachten ist, daf innerhalb einer Aufgabe ein und demselben Zahlensymbol auck immer
ein und derselbe spezielle Zahlenwert entspricht.

Ferner gilt die Regel, daB die Reckenoperationen der dritten Stufe (Potenzieren und
Radizieren) denen der zweiten Stufe (Multiplizieren und Dividieren) und diese wiederum
denen der ersten Stufe (Addieren und Subtrahieren) iibergeordnet sind, das bedeutet,
daB diese Operationén vorrangig auszufiihren sind. Soll von dieser Regel abgewichen
werden, so ist dies im Rechenausdruck durch eine Klammer zu kennzeichnen.

BEISPIEL 1

Welchen speziellen Zahlenwert neh die folgenden allgemeinen Ausdricke fiir a = 6,5 = 2,
c=4und m =3 an:

a) a4+ b-a-> b) (a+ b)-a—0b o) a+b.(a—-0»)
d) (@ +8)-(a — b) & L 4ba—b f) 9:—b-a—b
a+bd a-b™ . (a-b)" a-b\"
9 2 2@~ b 2 p e or o (%)
Loésunyg:

a)a+b.a—b=6+2-6—-2=6+10-2=13

b) @+8:ea—-b=(6+2)-6—-2=7-6—2=36—2=33
0a+b-(e—b)=56+2-6—2)=6+2.3=6+6=11
d) @+bd(@e-d=06+2)F—-2=7-3=21

e)—Z—+b-a—b={-+2-5—2=1,25+10—2=9,26

a+b 6+2 7 3%

N =2a-b=226-2=_.6-2=-""-2=675
a+bd 6+ 2 7 21

g) -(a—b)_—4 ~(5—2)—T-3_—4-_5,25
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a-b" 5-2° 5-8

o (@b (5-2° 10" 1000

) =—%—=—73 —7 -7 -
. .2\?

k) (’LE)'; (5_2) = 2,6 = 15,626
c 4

Wenn zum Ausdruck gebracht werden soll, dall unter einem allgemeinen Zahlensymbol
eine ganze Zahl verstanden werden soll, so verwendet man meistens den Buchstaben n
bzw. die griechischen Buchstaben » (sprich ,,nii‘‘) bzw. 4 (sprich ,Jambda‘).

Ist n eine beliebige ganze Zahl, so lautet die vorhergehende Zahl » — 1 (die um 1 klei-
nere Zahl), wihrend die auf » folgende Zahl »n + 1 (die um 1 gré8ere Zahl) ist.

Das Doppelte einer ganzen Zahl n, also die Zahl 27, ist stets eine gerade Zahl.
Vermehrt bzw. vermindert man eine gerade Zahl um 1, so ergibt sich stets eine un-
gerade Zahl. Folglich sind 27 + 1 bzw. 2% — 1 stets ungerade Zahlen.

BEISPIEL 2
18t m irgendesne Zahl, so bedeutet
m + 8 die um b grofere Zahl als m,

m — 3 die um 3 klesnere Zahl als m,
4am das Vierfache von m,

17‘— den siebenten Tesl von m,
md die dritte Potenz von m,

W die vierte Wurzel aus m usw.

Hiufig werden gleickartige GroBen durch ein und dasselbe allgemeine Symbol gekenn-
zeichnet, wobei durch Indizes') angedeutet wird, daB diese Symbole verschiedene Zah-
lenwerte besitzen kénnen.

BEISPIEL 8
Werden vier Widerstinde R,, R,, R, und R, hinteresnandergeschaltet, ao berechnel sich der Ge-
samtwiderstand Rg a s
Rg =R, + R, + R; + R,.

Schaltet man sie dagegen parallel zuesnander, so gilt fiir den Gesamtwiderstand R, die Beziehung
1 1 1 1 1

E-RTETRYTE

4.1.2. Die negativen Zahlen

Die Addition zweier Zahlen kann man mit Hilfe eines festen und eines beweglichen
Zahlenstrahles sehr anschaulich darstellen, wenn man nach folgender Vorschrift ver-
fihrt:

Sollen die beiden Zahlen @ und b addiert werden. so bringt man den Anfangspunkt 4
des beweglichen Zahlenstrahles unter die Zahl ¢ des festen Zahlenstrahles. Die
Sumnme @ + b wird denn iiber der Zahl b des beweglichen Strahles auf dem festen
Zahlenstrahl abgelesen.

1) index (lat.) Anzeiger; Mehrzahl: Indizes.
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Im Bild 17 ist die Aufgabe 2,5 + 4,5 = 7 auf diese Weise geldst worden.
Es ist zu erkennen, daB sich mit den uns bis jetzt bekannten Zahlen jede Additions-
aufgabe l6sen laBt.

In dhnlicher Weise 1daBt sich auch die Ablesung

Subtraktion veranschaulichen. Man geht

hier wie folgt vor: | A 1 2253 4 5 6 .7/§ 9 \}fesf
Ist die Differenz ¢ — b zu bilden, so /P"‘ T 2 3 455 6 7 S
stellt man mit Hilfe des beweglichen /
Zahlenstrahles den Subtrahenden b Einstellung bewe/g//'ch

unter dem Minuenden @ auf dem festen

Zahlenstrahl ein. Die Differenz a — b

wird dann iber dem Anfangspunkt 4 Ablesung

des beweglichen Zahlenstrahls auf dem Y

festen Zahlenstrahl abgelesen. A1 2 3 1;[ s 6 7 8 3
Bild 18 stellt die Losung der Aufgabe A 1 2 3 4 ".3\'{ 6 {
8 — 4,5 = 3,5 dar.
Es ist leicht einzusehen, daB sich nmich¢ Dild18 Einstellung
mehr jede Subtraktionsaufgabe mit den bis
jetzt verfiigbaren Zahlen losen 1aBt. Die Subtraktjon 1aB8t sich durchfiihren, solange der
Subtrahend kleiner ist als der Minuend, denn in diesem Falleliegt der Anfangspunkt 4
des beweglichen Zahlenstrahles stets unter einer bestimmten Zahl des festen Strahles.
Ist jedoch der Subtrahend gleich dem Minuenden oder gar groBer als dieser, so liegt
der Anfangspunkt des beweg-
lichen Strahles unter dem An-
fangspunktdesfestenStrahles L
bzw. links davon. l A a2 G {
Um nun auch derartige Auf-
gaben noch lésen zu kén-
nen, erweitert man den Zah- L -1 H1e2 +3 e } .
lenstrahl nach links iiber l o1 % a3 e | Ioke-l
den Anfangspunkt 4 hinaus -
und bezeichnet die bei den

Bild 17

Aa0 +1 2 +3 44 §

o

Subtraktionsaufgaben 3 — 3, 2 2 -1 0 41 sz +3 ea 1
3—4, 3—5, 3—-6 usw. ent- e 3-5:-2
stehenden Endpunkte mit r‘ YT ov2 03 ek oes 3

0,—1,-2,— 3usw.(Bild19),
so entsteht die Zahlengerade, L
Auf ibr sind die bisher be- P FR S
kannten Zahlen, die positiven [‘ +1 #2 43 44 +5 46 {
Zahlen (und zwar die positi- ;
ven ganzen Zahlen und die
positiven Briche), vom Null-
punkt aus nach rechts abge- Bild19

tragen, wihrend die neu ein-

gefiihrten Zahlen, die Null und die negativen Zahlen (die sich ebenfalls untergliedern
in negative ganze Zahlen und negative Briiche), vom Nullpunkt aus nach links abgetra-
gen werden.

=3 =2 - 0 +1 42 +3 +4 {

H 3 2 T 0 23 vk 95 6 T RS



62 4. Das Rechnen mit allgemeinen Zahlensymbolen

Diese Darstellung der positiven und der negativen Zahlen ist jedem vom Thermometer her be-
reits bekannt.

Um die positiven von den negativen Zahlen unterscheiden zu konnen, versieht man
sie mit einem Vorzeichen, und zwar schreibt man vor die positiven Zahlen ein Plus-
zeichen, wiihrend die negativen Zahlen mit einem Minuszeichen versehen werden.

Wenn Irrtiimer ausgeschlossen sind, darf das Pluszeichen vor einer positiven Zahl weggelessen
werden: + 3 = 3. Dagegen muB das Minuszeichen vor einer negativen Zahl stets mitgeschrieben
werden.

Von zwei Zahlen liegt die groflere von beiden auf dem Zahlenstrahl stets rechts von der
kletneren.

Esistalso —3>-T), 0>-1, +2>-3;
dagegen +3<+7, O0<+1 —-—2<+43.

Unter dem Betrag einer Zahl versteht man den Wert dieser Zahl ohne Riicksicht auf
deren Vorzeichen. Der Betrag einer Zahl wird gekennzeichnet durch senkrechte Striche
vor und hinter der Zahl.

Soistz.B.: |- 3|=|+3|=3.
Die allgemeine Definition fiir den Betrag einer Zahl lautet

+a, wenn a>0
|a|= 01 " a=0 (1)
—-a, ., a<O0

Es ist demnach
|[-8|+|+3|-|—-2|=8+3-2=9.

Der Betrag | a | einer Zahl ¢ kann geometrisch gedeutet werden als Abstand dieser
Zahl vom Nullpunkt der Zahlengeraden.

Zwei Zahlen mit gleichem Betrag, aber verschiedenen Vorzeichen werden entgegen-
gesetzte Zahlen genannt. So sind z.B. + 3 und — 3 oder — 0,27 und + 0,27 entgegen-
gesetzte Zahlen. .

Aus dem bisher Gesagten geht hervor, daB die beiden Zeichen + (plus) und — (minus)
mit zwei verschiedenen Bedeutungen verwendet werden. Sie werden einmal verwendet
als Rechenzeichen oder Operationszeichen und geben dabei an, welche Rechenoperation
(Addition bzw. Subtraktion) durchgefiihrt werden soll.

BEISPIEL 1
In der Aufgabe 8 + b st das Zeichen + ein Operationszeichen. Es ist die Kurzform der Auf-
Jorderung: Addiere b zu 8! Entsprechend ist in 8 — b das Zeichen — ebenfalls esn Operations-
zeichen, das die Aufforderung enthélt: Subtrahiere & von 8!

Zum anderen werden dieselben Zeichen auch als Vorzeichen der Zahlen verwendet. In
dieser Eigenschaft geben sie an, ob die Zahl positiv oder negativ ist.

Operations- und Vorzeichen miissen stets deutlich voneinander unterschieden werden.
Sind Verwechslungen méglich, so schlieBt man das Vorzeichen und die zugehérige
Zahl in Klammern ein.

1) Das Zeichen > wird gelesen ,,groBer als*; entsprechend bedeutet das Zeichen < ,,kleiner als*.
Das Zeichen = wird gelesen ,,groBer oder gleich* ; entspreohend bedeutet < ,,kleiner oder gleich*’,
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BEISPIEL 2
Operationszeschen

v N\
(++(=2)—(+4)
N_t. /
Vorzeschen
Die Aufgabe bedeutet: Addsere zur Zahl + 7 die Zahl — 2 und subtrahiere davon die Zahl + 4!

4.1.8. Addition und Subtraktion
Addition und Subtraktion sind die Reckenarten erster Stufe.

In jeder Additionsaufgabe diirfen die Summanden vertauscht werden. Der Wert der
Summe éndert sich dabei nicht.

Es gilt somit das Kommutativgesetz?) (Vertauschungsgesetz) der Addition:

a+b=b+a |. (2)

Die Addition positiver und negativer Zahlen geschieht nach folgender Festselzung:

Zahlen mit gleichen Vorzeichen werden addiert, indem man ihre Betrige addiert
und der Summe das gemeinsame Vorzeichen der Summanden gibt. Sollen Zahlen
mit ungleichen Vorzeichen addiert werden, so subtrahiert man den kleineren Be-
trag vom groBeren und gibt der Differenz das Vorzeichen der Zahl mit dem grife-
ren Betrag.

Demnach gilt fiir a, b 2 0:
(+a)+ (+ 8=+ (a+ ),
(—a)+(=b)=—(a+d),
+a)+(—8=+(2—1b), wenn a=5b,
(—e)+ (+b) =-(a—0b), wenn a=b.
BEISPIEL 1
8) (+3)+(+6)=+(3+6)=+8
b) (-3)+(-6)=—(8+8)=—38
) (+3)+(-6)=—-(6-3)=-2
d) (-3)+(+6)=+6—-3)=+2

Der Leser bestiitige die Ergebnisse aus Beispiel 1 mit Hilfe zweier gegeneinander verschieb-
barer Zahlengeraden! (Vgl. Abschnitt 4.1.2.)

Aus der Regel fiir die Addition zweier Zahlem geht hervor, daB die Summe zweier ent-
gegengeselzter Zaklen Null ist:

(+a)+(-a)=0.
Die Subtraktion ist die Umkehrung der Addition; d.h., die Additionsaufgabe
a+b=c

1) commutare (lat.) vertauschen.
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sagt dasselbe aus wie die beiden Subtraktionsaufgaben
c—a=b oder c—b=a.

Aus diesem Zusammenhang zwischen Addition und Subtraktion folgt, daB
a+b—-—b=a und a-b4+b=a

ist. Addition und Subtraktion, mit denselben Zahlen nacheinander ausgefiihrt, heben
sich also gegenseitig auf, d.h.

| Addition und Subtraktion sind entgegengesetzte Rechenarten.

Diese Eigenschaft wird bei der Probe fiir Subtraktionsaufgaben benutzt.

Wie man mit Hilfe der im Abschnitt 4.1.2. beschriebenen gegeneinander verschiebbaren
Zahlengeraden nachpriifen kann, ist

(+8) = (+9)=(+3),

(+8) = (=95 =(+13),

(—8) — (+5)=(-13)
und (- 8) = (= 5) = (- 3).

Diesen vier Subtraktionsaufgaben lassen sich vier Additionsaufgaben mit den Zahlen
(+ 8) bzw. (— 8) und (+ 5) bzw. (— 5) gegeniiberstellen, die die gleichen Ergebnisse
wie oben besitzen:

(+8)— (+ 5) = (+ 3) entspricht (+ 8) + (— 5) = (+ 3),

(+8) - (=9=(+13) » (+ 8) + (+ 5) = (+ 13),
(-8 = (+5)=(-13) " (=8 + (=9 =(-13)
und (-8)— (-5 =(-3) » (= 8)+ (+5) = (- 3).

Daraus erkennt man: Eine positive oder negative Zahl kann auch dadurch subtrahiert
werden, daB man die ihr entgegengesetzte Zahl addiert.

Diese Erkenntnis 1éBt sich verallgemeinern zu folgender Regel fiir die Subtraktion posi-
tiver urd negativer Zahlen:

| Eine Zahl kann mar subtrahieren, indem man die ihr entgegengesetzte Zahl addiert.

Die beiden Regeln fiir d'> Addition und Subtraktion lassen sich auch anwenden, wenn mehr als
zwei Glieder zu addieren bzw. zu subtrahieren sind.

Da sich jede Subtraktion auf eine Addition der entgegengesetzten Zahl zuriickfiihren
laBt, werden Ausdriicke, in denen die einzelnen Glieder nur durch Addstions- bzw. Sub-
traktionszeichen miteinander verbunden sind, algebraische Summen genannt.

BEISPIEL 2

(+3)+(—4) —(—2) — (+ 1) 18t eine algebraische Summe. Zu ihrer Berechnung beseitigt
man zundchst die Subtraktionszeichen und faft dann zusammen:

(+3)+ (=) —(—2—(+1) = (+3) + (- +(+2) +(-1)=3—-4+2—-1=0.
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Auf diese Weise ldBt sich jede algebraische Summe von bestimmten Zahlen ermitteln.
Enthilt eine algebraische Summe benannte Zahlen, so lassen sich nur die Mapzahlen
gleichartiger Grofen zusammenfassen. (Gegebenenfalls sind vorher die Einheiten um-
zuformen.)

BEISPIEL 8
a) 36m/s + 6,6 m/s = 10,1 m/s
b) 0,6 m* — 1360 cm?® = 6000 cm?® — 1350 om? = 3850 om?

Beim Rechnen mit allgemeinen Zahlensymbolen unterscheidet man gleickartige und
ungleichartige Glieder. So sind die beiden Glieder 4a und 7a gleichartig, da sie dasselbe
allgemeine Zahlensymbol @ enthalten und sich nur in der Vorzakl (auch Zahlenfaktor
oder Koeffizient genannt) unterscheiden. 3a und 3b oder 5z%y und 5zy* sind da-
gegen ungleichartige Glieder.

Es gilt die Regel:
In algebraischen Summen lassen sich stets nur gleichartige Glieder durch Addition

und Subtraktion znsammenfassen. Dabei werden nur die Koeffizienten. der Glieder
addiert bzw. subtrabhiert.

Ungleichartige Glieder lassen sich nur dann zusammenfassen, wenn fiir die einzelnen
allgemeinen Zahlensymbole bestimmte Zahlenwerte vorgeschrieben sind. (Vgl. 4.1.1.,
Beispiel 11)

Sind in einer Aufgabe mehrere Additionen und Subtraktionen auszufiihren, so darf
die Reihenfolge der Rechenoperationen nach dem Kommutativgesetz vertauscht
werden.

BEISPIEL 4
36 +20—4c+2a—-T70+2c—a+b—56c=
=36 +2a—a+20—7b+b—4c+2c— 6c=4a — 4b— Tc

4.1.4. Moultiplikation

Soll eine Zahl ¢ b-mal als Summand gesetzt werden, so schreibt man dafiir auch kurz
ein Produkt:

a-b=a+a+a+--+a

- , t3)
b Summanden
wobei b zundchst eine positive ganze Zahl sein muf.
Auch fiir die Multiplikation gilt das Kommutativgesetz:
a-b=b-a |, (4)

d.h.:
] Die Faktoren eines Produkts diirfen miteinander vertauscht werden.

Sind mehr als zwei Faktoren miteinander zu multiplizieren, so diirfen sie nach dem
Assoziativgesetz!) der Multiplikation in beliebiger Reihenfolge zu Teilprodukten zu-

1) Assoziation (lat.) Verbindung.

6 Elementarmathematik
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sammengefaBt werden:

a:b.c=(@:b).¢c=a-(b-c)=(a-c)-b |[. (5)

BEISPIEL 1
32.6z-4y=3:65-4-2:2.y=60.2.y-2
(Es sst iblich, die allgemeinen Zahlensymbole sm Ergebnis alphabetisch anzuordnen.)

Zwischen allgemeinen Zahlenfaktoren sowie zwigchen allgemeinen Zahlensymbolen und
bestimmten Zahlen darf das Multiplikationszeichen . weggelassen werden, so da das
Ergebnis aus Beispiel 1 auch in der Form 60 .z yz oder 60 zyz geschrieben werden kann.
Mehrere gleiche Faktoren diirfen als Potenz geschrieben werden.

BEISPIEL 2
22:3b:6a-5b-4a:¢c=2-3:6-5,-4-a-a-a-b-b-c="720ab’
Auf Grund der Definition (3) fiir das Produkt ist

a:0=0:a=0 (6)

l Ein Produkt ist dann gleich Null, wenn einer seiner Faktoren Null ist.
AuBerdem gilt der fiir die Gleichungslehre wichtige Satz:

Wenn ein Produkt Null sein soll, dann muB mindestens einer der Faktoren Null
sein.

8ind @ und b beliebige, aber positive Zahlen, so gelten folgende Vorzeichenregeln fiir
die Multiplikation:

(+a)-(+bd)=+a-b (+a)-(—b)=-a-b
(—a)-(+b)=—a-b (—a):(—b)=+a-bd

Produkt ist positiv, wenn beide Faktoren gleiche Vorzeichen besitzen; andern-

Man multipliziert zwei Zahlen, indem man das Produkt ihrer Betrige bildet. Das
falls ist es negativ.

Die ersten beiden Regeln laasen sich dadurch leioht nachpriifen, daB .man die Multiplikations-
aufgabe in die entsprechende Addition umformt. Die Vorzeiohen in den beiden anderen Fallen
wurden 80 (astgalagt, daB alle bisher aufgestellten Rechengesetze auch weiterhin giltig bleiben.

Das Vorzeichen eines Produkts aus mehreren Faktoren ist davon abhéngig, wieviele
negative Faktoren darin auftreten.

Ist die Anzahl der negativen Faktoren in einem rrodukt gerade, so ist das Produkt
posstiv; ist aie ungerade, so ist das Produkt negativ.

Es ist stets ratsam, znndchst das Vorzeichen eines Produkts zu bestimmen, und da-
nach erst die reine Zahlenrechnung durchzufithren.
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BEISPIELE
8. (—2a)(+ 3b)(+ 4a)(— B6b)(—3a) = —2:3:.4.5.3-G.a-a:b.b = — 360a2b?
4. (—0,6z)(— 3y)(— 0,252) ( — 6u) = + 2,25uzyz = 2,26uzyz

5. (— 2u) (+ 3v) 4+ (— b6u) (— 4v) = (— 6uv) + (+ 20uv) = + 14uv = l4uv
(Erst die Produlie berechnen, dann addieren!)

6. (— 2u)(+ 3v) = (— 6u) (— 4v) = (= Buv) — (+ 20uv) = — 26uv

4.1.5. Division
Die Division ist die Umkehrung der Multiplikation.

Die Multiplikationsaufgabe a - b = ¢ sagt demnach dasselbe aus wie die beiden Divi-
sionsaufgaben c¢:b = a oder ¢: a = b. Da die Faktoren eines Produkts vertauschbar
sind, besitzt die Multiplikation nur eine Umkehrung.

Aus dem Zusammenhang zwischen Multiplikation und Division folgt, da

(@-b):b=a¢ wund (a:d):-b=aga
gilt, d.h., daB sich Multiplikation und Division, mit denselben Zahlen ausgefilhrt,
gegeneinander aufheben. (Anwendung bei der Probe filr eine Divisionsaufgabe!)
] Multiplikation und Division sind entgegengesetzte Rechenarten.
Aus den entsprechenden Vorzeichenregeln fiir die Multiplikation erhélt man die Re-
geln fir die Division:

(+a):(+bd)=+a:b (+a):(—b=—-a:b

(—a): +b)=—a:b (—a):(—b)=+a:b
I Man dividiert zwei Zahlen durcheinander, indem man den Quotienten ihrer Be-

trige bildet. Der Quotient ist positiv, wenn Dividend und Divisor gleiche Vorzeichen
besitzen; andernfalls ist er negativ.

BEISPIELE
1. (+ 36zy):(— 8y) = — 4,6z Probe: (— 4,62) (— 8y) = + 36zy
2. (— 46u%): (— 26ut) = + 1,8u Probe: (+ 1,8u) (— 25u%) = — 45u®
3. 8) (+362):(+1) = + 36z b) (+ 362): (— 1) = — 36z

o) (—362):(+ 1) = — 362z d) (—362):(— 1) = + 36z

4. a) (+ 37,268): (+ 37,268) = + 1 b) (— 37,2648):(+ 37,268) = — 1
o) (+ 37,268): (— 37,268) = — 1 d) (— 37,268):(— 37,268) = + 1

5. 48u?:[(—4u) (+3v)] — 4u.[(— 8uv): (— 2u)] = (+ 48uv?): (— 12uv) — 4u-(+ 4v) =
= — 4uv — 16uv = — 20uv
Man beachte die Reshenfolge der esnzelnen Rechenoperatumen/
Bei der Division nimmt die Zahl Null eine Sonderstellung ein. Es ist
0:a=0 fir a0,
weil 0. a = 0 ist.
5*
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Dagegen ist die Aufgabe a: 0 nicht lasbar, weil es keine Zahl gibt, die mit Null multi-
pliziert den Wert a ergibt.

SchlieBlich besitzt die Aufgabe O: 0 kesn bestimmtes Ergebnis; denn jede Zahl ergibt,
wenn man sie mit Null multipliziert, den Wert Null.

Aus all dem folgt:

| Die Division darch Null ist sinnlos und darf nicht ausgefiihrt werden.

4.1.6. Die rationalen Zahlen

Geht man von den natiirlichen Zahlen 1, 2, 3, ... aus, so liBt sich innerhalb dieses
Zahlenbereiches jede Additions- und auch jede Multiplikationsaufgabe l6sen. Die Addi-
tion bzw. die Multiplikation zweier natiirlicher Zahlen ergibt stets wieder eine natiir-
liche Zahl.

Es ist jedoch schon nicht mehr méglich, jede Subtraktionsaufgabe innerhalb des Be-
reiches der natiirlichen Zahlen zu l6sen. Um jede Subtraktionsaufgabe lésen zu kénnen
(z.B. 3 — 5), muB man einen umfassenderen Zahlbegriff verwenden, niamlich den der
ganzen Zahlen. Der Zahlbereich der ganzen Zahlen umfaBt die positiven und die ne-
gativen ganzen Zahlen sowie die Zahl Null.

Der Bereich der ganzen Zahlen ist aber immer noch nicht umfassend genug, um bei-
spielsweise auch jede Divisionsaufgabe lésen zu konnen. So besitzt z.B. die Aufgabe
(+ 3) : (— 5) keine Losung innerhalb des Bereiches der ganzen Zahlen. Damit nun auch
jede Divisionsaufgabe gelost werden kann, muB man erneut zu einem umfassenderen
Zahlbegriff iibergehen, nimlich zum Bereich der rationalen') Zahlen.

Jede Zahl, die sich als Quotient zweier ganzer (positiver oder negativer) Zahlen
darstellen 1iBt, heiBt eine rationale Zahl.

Die rationalen Zahlen umfassen demnach alle positiven und negativen ganzen und ge-
brochenen Zahlen sowie die Zahl Null.

4.2, Das Rechnen mit algebraischen Summen

4.2.1. Die Bedeutung der Klammern

Durch die Vorschrift, daB die Rechenarten der héheren Stufe vor den Rechenarten
der niedrigeren Stufe durchzufiihren sind, ist fiir jede Aufgabe eine eindeutige Auf-
einanderfolge der Rechnungen festgelegt. So ist z.B. in 2 + 3 - 4 zundchst das Pro-
dukt 3 - 4 zu bestimmen und dann dazu die Zahl 2 zu addieren:

24+3-4=2+12=14,

Sollen dagegen zuerst die beiden Zahlen 2 und 3 addiert und deren Summe mit 4
multipliziert werden, so muBl dies dadurch gekennzeichnet werden, daB man die Summe
in eine Klammer einschlieBt:

(2+3)-4=5.4=20,

Der Wert einer Klammer ist demnach stets zuerst auszurechnen. Beim Rechnen mit
bestimmten Zahlen bereiten die Klammern keine Schwierigkeiten, da sich der Inhalt

1) ratio (lat.) Verstand; Verhiltnis.
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der Klammern zahlenméBig ermitteln 1aBt. Treten dagegen in den Klammern allge-
meine Zahlensymbole auf, so 1aBt sioh der Inhalt der Klammer héufig nicht ohne wei-
teres zusammenfassen, da in ihr meist verschiedenartige Glieder auftreten. In solchen
Fillen benétigt man die Regeln fiir das Rechnen mit Klammerausdriicken.

4.2.2. Auflfsen und Setzen additiver und subtraktiver Klammern
Soll die Summe 5 4+ 7 zur Zahl 8 addiert werden, so schreibt man
8+ (5+17)=8+12=20.

Das gleiche Resultat ergibt sich, wenn man die beiden Summanden 5 und 7 einzeln
addiert:
8+5+7=20.
Es ist demnach
8+(5+7)=8+5+1,
oder allgemein

a+b+ec)=a+b+c (7Ta)

In dhnlicher Weise tiberzeugt man sich von der Richtigkeit der Beziehungen

a+(b—-c)=a+b-c (7b)
a—(b+e)=a-b-c¢ (Tc)
a—(b-c)=a—-b+ec (7d)

in Worten:

Klammern, vor denen ein Pluszeichen steht, kénnen ohne weiteres weggelassen

werden. Klammern, vor denen ein Minuszeichen steht, diirfen nur dann weggelassen

werden, wenn gleichzeitig die Zeichen innerhalb der Klammer umgekehrt werden.
Diese Rechenregel gilt auch fiir drei- und mehrgliedrige Klammerausdriicke.

Steht vor dem ersten Glied in einer Klammer kein Vorzeichen, so ist an dieser Stelle stets ein
Pluszeichen zu denken. Pluszeichen diirfen am Anfang einer algebraischen Summe weggelassen
werden ; Minuszeichen miissen dagegen immer geschrieben werden.

BEISPIELE

1. 3a + (45 — 2¢) = 3a + 4b — 2¢

2. 2z +3y)+(2z—-3y)=2z+3y +2z—-3y =4z

3. (0,6 —0,3v) — (0,2% + 0,1v) = 0,6u — 0,3v — 0,2u — 0,1v = 0,3z — 0,4v
4. (18r + 218) — (167 — 128) = 167 + 218 — 16r + 128 =7 + 335

Bei verachiedenen Aufgaben kann es vorkommen, daB innerhalb einer Klammer noch
weitere Klammern auftreten. Zur besseren Ubersicht verwendet man dann verschie-
dene Klammerformen (runde, eckige, geschweifte usw.). Es ist ratsam, die Klemmern
stets von tnnen nack aufen aufzuldsen.
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BEISPIELE
5. 3a + [4d — (2a + 3b)] = 3a + [4b — 2a — 3B] = zusammenfassen/
=3+ [b—-2a]=3a+bdb—-2=a+Dd

6. 6z +3y) — {2z — 3y) — [Bz — 29) — (2z - 5y)]} =
=6z+3y—(2z2-3y—[B3z—-2y—2z 4+ 56y]) =
=5z +3y—(2z2—-3y—[z+3y]) =
=6z+3y—(2z2—3y—z—3y) =56z +3y— [z —6y) =
=4z + By

Die Umkehrung der Regel fiir das Auflésen von Klammern lautet:

Die Glieder einer algebraischen Summe didrfen in eine Klammer eingeschlossen
werden, wenn vor diese Klammer ein Pluszeichen geschrieben wird. Wird dagegen
vor die eingefilhrte Klammer ein Minuszeichen gesetzt, so sind die Rechenzeichen
der eingeklammerten [lieder umzukehren.

Es ist demnach
a+b+c=a+(b+c¢)
a+b—c=a+(b-c¢)
a—b+c=a—-(b-¢)
a—b—-—c=a—-(b+0)

BEISPIEL 7

3 —2v+w—-—2u—49—- 3w+ 65u—3v+ 6w —u+ 6v— 2w =
=0Bu—2u+5u—u)— (20 +4v+ 30— 5v) + (w — 3w + 6w — 2w) =
= b6u — 4v + 2w

4.2.8. Multiplikation von Klammerausdriicken

Fir die Multiplikation einer algebraischen Summe mit einer Zahl gilt das Verteilungs-
oder Distributivgesetz:

a-btc)=a:bta-c 8) }[
a-c o
Eine algebraische Summe kann man mit einer Zahl multipli- %-
gieren, indem man die einzelnen Glieder der Summe mit dieser
Zahl multipliziert. Die Vorzeichen ergeben sich dabei aus den [’;E'
Vorzeichenregeln fir die Multiplikation. a-b ° >
Im Bild 20 ist das Distributivgesetz filr den Fall a - (b + ¢) ver-
anschaulicht fir den Fall, daB a, b und ¢ positive Zahlen sind.
Das Umformen eines Ausdrucks der Form a - (b + ¢) in eine alge-
braische Summe nennt man Ausmultiplizieren. ' J-1
Das Distributivgesetz gilt entsprechend, wenn die algebraische '*——2 —*
Summe aus mehr als zwei Gliedern besteht. Bild 20

BEISPIELE

1. 258-37 = (200 + 60 + 8) - 37 = 200-37 + 50-37 + 8-37 = 7400 + 1850 + 206 = 9546
( Rechenvorteile beim Kopfrechnen.)
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2. (Bm + 8n — 3p)+2,6¢ = 156 mg + 20ng — 7,6p¢
d 2(z—y)+3(z+y)—4y—2)—6(y+2)=
=2z-2y+3z+3y—4y +4z -8y — 65z =4z~ 8y
Nach dem Distributivgesetz ist
(@+b)-m=a-m+b.m.
Setzt man hierin auf beiden Seiten m = ¢ + d, so ergibt sich
@+b)(c+d)=a(c+d)+b(c+d),

woraus nach weiterem Ausmultiplizieren der rechten Seite

(@+0b)(c+d)=ac+ ad+ bc+ bd

folgt.
Entsprechend erhilt man

(@+d)(c—d)=ac—ad+ bc— bd
(a—0b0)(c+ d)=ac+ ad — bc— bd
(a—0b)(c—d)=ac—ad—bc+ bd

(9b)
(9c)
(9d)

Zwei algebraische Summen kann man miteinander multiplizieren, indem man jedes
Glied der einen Summe mit jedem Glied der anderen Summe multipliziert und die

sich ergebenden Teilprodukte addiert.

Eine geometrisshe Veranschaulichung der Formel (9a) filr positive Zahlen a, b, ¢ und ¢
liefert das Bild 21. In dhnlicher Weise lassen sich auch die ubrigen drei Formeln dar-

stellen.
Der Satz fir die Multiplikation algebraischer
Summen gilt auch dann, wenn die Summen aus a-d

mehr als zwei Gliedern bestehen.

Sind mehr als zwei Summen miteinander zu
multiplizieren, so bildet man nach dem Asso-
ziativgesetz zundchst das Produkt zweier Sum-
men, multipliziert diese mit der dritten usw.

Um beim Ausmultiplizieren alle Glieder zu erfassen, ist
es ratsam, zunkchst das erste Glied der ersten Klammer
der Reihe naoh mit allen Gliedern der zweiten Klammer
zu multiplizieren, dann das zweite Glied der ersten Com—

Klammer mit sllen Gliedern der zweiten Klammer <— 0 —-—a—— b—-:

usw., bis alle mdglichen Teilprodukte gebildet sind.
Die Anzahl der Teilprodukte, die sich bei einer Aufgabe  BId 21
ergeben, 1iBt sioch leioht festatellen:

(e +d)(c+ad) ergibt 2.2 = 4 Teilprodukte,
@+bd(c+d—e ’ 2.3 = 6 Teilprodukte,
@+db—c)d@—e+]) " 3.3 = 9 Teilprodukte,

(a+b)(c-+d—¢)(f—g+1§{ " 2.3 .3 = 18 Teilprodukte

ad—w

—C ——la—
ct+d

usw,
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BEISPIELE
4. (12+43)(14—6) =16-8 = 120

Anmerkung: Derartig einfache Summen wird man zweokmiBig nicht gliedweise ausmulti-
plizieren, sondern vor der Multiplikation zusemmenjassen!

6. 26 +3)(3a—2)=6a’—4a + 9a — 6 =6a’ + 66 — 6
8. 3z — 2y + 62) (2z — 4y — 32)
622 — 12zy — 9z2z
—4zy + 8y* + 6yz
+ 10zxz —20yz — 162?
6z — 16zy + zz + 8y — 14yz — 162°

Man beachte die iibersichtliche Anordnung der Rechnung!
7. (3u — 2v) (6u + 3v) (2v — b6u) =
= (18u? + Quv — 12uy — 6¢?) (2v — b6u) = zusammenfassen/
= (184? — 3uy — 6v?) (20 — bu) =
= 36u%v — 90u? — Buv® + 16u'y — 12¢® + 30uv? =
= — 80u® 4 61u'v + 24uv? — 12¢°

8. (2r —3s8) (4r — 28) — (3r — 48) (8 + 37) =
= 87 — 16rs + 65" — (97 — Ors — 44') =
Anmerkung: Reihenfolge der Rechenoperationen beachten! Da vor dem zweiten Produkt

ein Minuszeichen steht, wird der beim Ausmultiplizieren entstehende Ausdruck zunéchst in
Klammern eingeschlossen. Die weitere Vereinfachung ergibt dann:

=108 — Tra— 1

9. (u+v):-[u— (3u—v)(2u + 3v) — (3u + v) (Bu — 2v) + vI] =
= (u + v) - [u? — (Bu? + Tuv — 30%) — (9u? — Buv — 20%) + v*] =
= (u + v)-[6v — 4uv — 14u?] =
= 6¢® + 2uv* — 18utv — 142®

424, Binomlsche Formeln

Unter einem Binom!) versteht man eine zweigliedrige algebraische Summe, also z.B.
a+ bodera — boder2z — 3y usw.

Bei den Potenzen der Binome treten GesetzmiBigkeiten auf, die es gestatten, die Po-
tenzwerte ohne groBe Rechnung niederschreiben zu kénnen.

Schreibt man

(@+b)*= (a+b)(a+d),

8o erhilt man, indem man die rechte Seite ausmultipliziert, die Formel

(a + b)2 = a? + 2ab + b2 |. (10a)

1) bi (lat.) doppelt; nomos (griech.) Gesetz, Gefiige, Glied.
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Entaprechend ergibt sich

(@ —b)"=a% — 2ab+ b |. (10b)

Diese beiden Beziehungen werden erste und zweste binomssche Formel genannt.

Das Quadrat eines Binoms setzt sich demnach zusammen aus der Summe der Quadrate
der beiden Einzelglieder sowie aus dem doppelten Produkt dieser Glieder.
Multipliziert man die Summe a + b mit der Differenz @ — b zweier Zahlen a und b, so
erhélt man die dritte binomssche Formel

@+b)(a—b)=at— b |. (10¢)

BEISPIELE
1. 2z+3y)'.=(27)*+2:-22-3y + (3y)* =4z* + 12zy + 9y?
2. (u—4v)' =ut —2- u-4v + (4v)* = u® — 8uv + 16¢*

Anmerkung: Nach einigem Uben muB man in der Lage sein, das Ergebnis sofort angeben
zu konnen ohne dabei die hier noch angefiihrte Zwischenrechnung hinschreiben zu miiesen.

3. (4a + 5b) (4a — 5b) = (4a)® — (5b) = 16a* — 25b°
4. (—;u + 90)’— (%u - 90)’— (-;-u + 90) (%u - 99) =

u'+ 6uv + 8lv? — (%u’ —6uv + Blv’) - (%u’ - 810’) =

Olv—-

= 8lv" + 12uv — %u’

Die binomischen Formeln kénnen auch oft bei gewshnlichen Zahlenrechnungen vor-
teilhaft angewendet werden. -

BEISPIELE
5. 47 = (40 + 7)* = 1600 + 560 + 49 = 2209
6. 23:-3,7=@3-0,7(3+0,7) =9 — 0,49 = 8,51

Stehen in der Grundzahl mehr als zwei Glieder, so wird auch das Quadrat eine ent-
sprechend mehrgliedrige Summe. So ist z.B.

(@-=b+c—d)2?=a+b+c?+d?*—2ab+ 2ac—2ad—2bc+ 2bd - 2cd.

Das Quadrat einer algebraischen Summe setzt sich demnach zusammen aus der Summe
der Quadrate simtlicher Einzelglieder sowie aus allen méglichen doppelten Produk-
ten, wobei sich die Vorzeichen der doppelten Produkte aus den Vorzeichen der daran
beteiligten Glieder ergeben.

Fiir die dritte Potenz von (a + b) erhilt man

(a+0°=(@+b)(a+b)(a+b)=(a+b)?*(a+0b)=
= (a+ 2ab + b?) (a + b)
(@ + b)® = a® + 3a?b + 3ab? + b2.
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In dhnlicher Weise ergibt sich
(@ — b)® = a® — 3a%b + 3ab? — b2,

Diese beiden Formeln unterscheiden sich nur in den Vorzeichen der Glieder mit un-
geraden Potenzen von b, so daB beide Formeln wie folgt zusammengefaBt werden
konnen:

(a4 b)®=a® + 3a% + 3abd + B |. (11)

Es sei an dieser Stelle besonders auf den Unterschied zwischen (@ 4 b)? und a? + b?
sowie zwischen (a + b)® und a? + 5 hingewiesen.

Wiihrend (@ + b)? = (a + b) (¢ + b) = a? + 2ab + b3 ist, liBt sich a? + b® nickt in Fak-
toren zerlegen, die aus rationalen Zahlen bestehen.

Ferner ist
(@ —b)®=a®—2ab+ b2, dagegen a®—b% = (a+ b)(a —b);
(a+b)*=a"+3ab+3ab?+0b, , a'+b'=(a+b)(a®—ab+d?);
(@a—b)2=a?~—3a%b+ 3abd— b3, ” a— b= (a—b)(a*+ab+b?).

Die Richtigkeit der drei rechts angegebenen Formeln laBt sich leicht durch Ausmulti-
plizieren nachpriifen.

4.2.5. Division von Klammerausdriicken

Glied der Summe durch diese Zahl teilen. Dabei ist die Vorzeichenregel fiir die Di-
vision zu beachten.

Es ist also z.B.

I Statt eine algebraische Summe durch eine Zahl zu dividieren, kann man auch jedes

(ea+b—c)in=a:n+b:n—-c:n |. (12)

Probe: (@a:n+b:n—c:n)-n=(a:n)-n+(b:n)-n—(c:n)-n=a+b—c
BEISPIELE
l. (45a — 54b):9 = 466:9 — 64b:9 = 5a — Bb
Probe: (5a — 6b) -9 = 45a — 64b
2. 3z*—6zy +9z2):(—32)=—z+2y -3z (Probe?)

Sind mehrgliedrige Ausdriicke durcheinander zu dividieren, so benutzt man vorteilhaft
des Verfahren der Partialdivision.

Es handelt sich dabei um das gleiche Verfahren, das bereits von der Division gewshn-
licher Zahlen her bekannt ist. )

Man ordnet zuniichst Dividend und Divisor nach gleichen Gesichtspunkten, wobei man
die einzelnen Glieder zumeist in alphabetischer Reihenfolge und auBerdem mach fal-
lenden Potenzen anordnet. Dann dividiert man das erste Glied des Dividenden durch
das erste Glied des Divisors. Der entstehende Quotient wird dann mit dem ganzen
Divisor multipliziert und dieses Produkt vom Dividenden subtrahiert. Mit dem Rest
wird dann in derselben Weise weitergerechnet bis entweder die Division aufgeht oder
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ein nicht mehr teilbarer Rest ubrigbleibt. Wihrend der Durchfihrung der Division
darf man dabei keinesfalls vom ersten Glied des Divisors auf ein anderes Glied des
Divisors tiberwechseln.

BEISPIELE
3. (P + 2y -3z +Y):(z—y) =2 +2zy — ¢
= (z* = 2'y)
2z'y — 3zy* Probe:
= (22'y — 2zy") (2 +2zy —y")(z—y) =
-z + ¢ = +2y-3zy" + ¢
—(—2y' +¢)
4. (49a® — 262 — 9b* — 30bz): 6z + 7a + 3b) = ordnen/
= (49a" — 9b' — 300z — 252*) : (76 + 3b +.56z) = 7a — 3b — 6z
— (49a* + 21abd + 36az
— 9h — 30bz — 262 — 21lad — 3Baz ordnen/
— 2lab — 36az — 9 — 30bz — 262
— (— 21abd — 9b — 15b2)
— 36az — 16bz — 262
— (— 38az — 160z — 252%)
Probe: (7a — 3b — 6z) (7a + 3b + 5z) = 40a® — Ob* — 30bz — 262°
5.

(¥ —v?): (v —v) =u® + uv + o

- (u® — )
— v + Ul ordnen/
+ uly — o*
= (-F u'v — uv?)
— v* + uv' ordnen/
+uvt — o
— (+ut® — o9

Probe: (u" + uv + vY) (u —v) = u? — ¢?

Anmerkung: Vergleiohe dieses Ergebnis mit der letzten Formol der Gegeniiberstellung am
Ende von 4.2.4.!
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6. (z* — 42 + 6z —6):(z—2) =2 — 2z + 2Rest — 1
- (z*—-229)
— 22 + 6z
—(—22" + 42)
+2z-6
—(+2z-4)
-1

Anmerkung: Wenn die Divigion wie hier nicht aufgeht, schreibt man das Ergebnis ent-
weder in der oben angegebenen Form z? — 2z + 2 Rest — 1 oder dhnlich wie bei den nicht
aufgehenden Divisionsaufgaben mit gewdhnlichen Zahlen in der Form

o 2:+2+——r‘—2z+2——l§

Probe:( —2:+2-L) (z—2)= (22— 2:+2)(::—2)—; (z—2)-

F—4221+6z—-4—-1=2"—-42+6z-6

4.2.6. Ausklammern gemeinsamer Faktoren

Faktoren, die in allen Gliedern einer algebraischen Summe enthalten sind, lassen sich
ausklammern:

an+bn—cn=n-(a+b-c).

Das Ausklammern sst die Umkehrung des Ausmultiplizierens. (Verwendung bei der
Probe!)

Da beim Ausklammern eines gemeinsamen Faktors eine algebraische Summe in ein
Produkt umgewandelt wird, nennt man diesen Vorgang auch Produktzerlegung oder
Faktorenzerlegung.

BEISPIEL 1
(242 — 36zy + 12z2) = 12z- (22 — 3y + 2)
Probe durch Ausmultiplizieren des Ergebnisses/

Gegebenenfalls 18t sich das Ausklammern mehrfach nacheinander wiederholen, wenn
man geeignete Summanden zusammenfaQt.

BEISPIELE .

2. w+3u—uw—-3v=u(u+3)—v(®+3) =(u+3)(z—0v) (Probe/)

3. 6ab—3b-22a+1=3b2a—1)—1-(2a—1) = (2a — 1) (35 — 1) (Probet)
4 3oW+ g h=ggh-(R4g)  (Probel)

5. 4m (3a — 2b) + 8n (2b — 3a) = 4m (3a — 2b) — 8n (3a — 2b) =
=4.(3a — 2b) (m — 2n) (Probel)
6. 64Q" — 36 R* = (8Q + 6 R) (8Q — 6R) (Probel)
(Anwendung der dritten binomsschen Formel.)
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7. 16p* + 40pg + 256¢* — r* + 6rs — 98 =
= (16 p* + 40pg + 25¢®) — (r* — 6rs + 94?) =

= (4p + 6q)* — (r — 39)'= ( Binomsache Formeln/)
=[(4p + 5q9) + (r — 34)]-[(4P + 6g) — (r — 39)] =
= (4p+6q+r—38)(4p + 69— r + 34) (Probe!)

42,7, Bruchrechnung

Die Rechenregeln, die im Abschnitt 3.3. fiir das Rechnen mit gewohnlichen Briichen
angegeben wurden, gelten auch dann, wenn in den Briichen allgemeine Zahlensymbole
auftreten.

4.2.7.1. Erweitern und Kiirzen

Es ist fiir m,n 50

a a-m a:n
DT b-m bin (13)
BEISPIELE
1. Der Bruch ;iziat mit T + y zu erweslern.
Lésung:
T4y _(z+y(zty) _(z+y)
z—y (z-y(z+y) -y
2. Der Bruch %bt mit 8z xu erweitern.
Lésung:
026zy — 0,6z _ (0,25zy —0,62)-8z 2zyz — 42°
0,026zy +z  (0,126zy +2)-8z  zyz+ 822
3. Esist _T“= _Lb = —%-. (Erweitert mit bzw. gekiirzt durch — 1.)
4. Die Briiche
0,2uv? b m? — a? ) 6az — 9ay d) 9a% — 24ab + 165
%) 58a%s i P ¢ 3py—2bz 165 — 94°
sind zu kiirzen.
Lésungen:
e) 0,21402_1_‘ ) m'—n?  (m+n)im—n) m+n
0642y 3u (m —n) (m — a)y T m—-n
o) 6az —9ay 3a(2z—3y)  3a(2z—-3y) _ 3a _ _3a
3by— 26z b(By—27z —-b(2rx—38y) —b b
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g 03'-2ab+184  Ba—dbp _ (4b — 3a)?
) — 180 —9a'  ~ (4b+3a)@b—3a) = (@b +3a)(&6—3a)
__4b—3a
~ 4b + 3a

Kesne Summanden ,,kiirzen', sondern in Faktoren zerlegen/

— 8 p + q 260 — 360 -y
5. Die Briche ik gl “Ba_—6b ' 7Ty lassen sich nichi
kilrzen, da Zdhkr und Nemwr keine gemeinsamen Faktoren enthalten.

4.2.7.2. Addition und Subtraktion von Brilchen
Fir gleichnamige Briiche gilt

a+b—c_
n

(14)

8.5 ¢ _.
n n n

Ungleichnamige Briiche miissen vor dem Addieren (Subtrahieren) gleichnamig ge-
macht werden. Die Bestimmung des Hauptnenners geschieht dabei in der gleichen
Weise wie beim Rechnen mit bestimmten Zahlen:

Der Hauptnenner ist das kleinste gemeinsame Vielfache der Einzelnenner.

Die auf einem Bruchstrich stehenden Glieder einer Summe gehiren genauso zusam-
men, als wéren sie durch eine Klammer eingeschlossen.

BEISPIELE

L G _2ab b & —2ab+b _ (a—b)

"zy  zy =y zy Ty

8u —3v 4u — Tv 8u—3v — (4u — 7v)

2. o P g Pyt = (Elammer beachten/)
_4ut4dv 4-(u+v) - 4
T w-—0o' (u+9)(u—v) u—v

3 9a+86-3c+3b—4a—l2c 27c—7a—8b_,

’ 2ab 3ac - 6bc -

Lésung: Hauptnenner: 8abc

Erweiterungefaktoren: 3¢, 2b und a.
_(8a +8b—3¢)-3¢c+(3b—4a — 12¢)-2b — (27¢c — 7a — 8))-a
- 6abc

_ 27ac+24bc—9c* + 6b* —8ab—24bc — 27ac + 74’ + 8ab
B8abc

7a' + 60t — B¢t

- Gabc

2¢—8b 5-(2¢ — 3a)

4 Feh—106" 18 —30ab "'
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Losung: Hauptnenner (HN) und Erweiterungsfaktoren:
8ab — 10b® = 2b(3a — Bb) 3a
18a — 30ab =6a(3a — 50) b
HN =6ab(3a — 650)
2¢—6b 6:(2c—3a) (2¢—6b):3a —6-(2¢c — 3a)-b
6ab — 100" 18a'— 30ad 8ab(3a — 5bd)
_ 6ac—16ab — 10bc + 16ab _
- B8ah(3a — 6b) -
_ Ba_c - lObc__ _ 2¢(3a — 56)_
" 6ab(3a —56b) 6ab(3a — 6b)
c
3ab
Anmerkung: Es ist ratsam, die Faktoren im Nenner erst dann auszumultiplizieren, wenn
featateht, daB nioht mehr geklirzt werden kann,

5 3m _ 3m + 1 -1
‘9m'—24dmn +16n' Om'—16n'  3m+ 4n
Losung: Hauptnenner:
9m' — 24mn + 160 = (3m — 4n) 3m + 4n
9m? — 16n? = (3m + 4n)(3m — 4n) 3m —4n
3m+4n=3m + 4n (3m — 4n)?
HN = (3m — 4n)*-(3m + 4n)
3m 3m R 1 _
9m® —24mn + 18n° 9m' — 16n"  3m +4n
_3m@3m+4n)—3m(3m—4n)+ (3m —4n) _ 9 m? + 16 n?
B (3m — 4n)’(3m + 4n) Bm— 4n)(3m + 4n)
3 4 5
8. z+4 z+3 + z—l'—3=7
Lésung: Hauptnenner: (z+4)(z+3)(z—1)
Erweiterungefaktoren : (z4+3)(z—-1)=22+2z-3

(Z+4)(z—1)=2+3z—4

Z+4)(z+3)=22+7z+12
(z+4)(z+3)(z—1) =2+ 62+ 65z — 12

3 4 5
z+4 z+3 +z—l -
_ 3(2'+22—3)—4(2'+ 32— 4)+ 5(2*+ Tz + 12) — 3(2*+ 623+ 5z — 12)

(z+4)(z+3)(z—1)
103 + 14z — 142 — 32
(z+4)(z+3)(z-1)

3=
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Lésung: Wegen

_b_ b __b . . S

- = 2 = !(vgl. Beispiel 3 des Abschnittes 4.2.7.1.) ergibt sich
a b _a + b _a+b

a—b b—a a—-b a—-b a-—-0b"

4.2.7.8. Multiplikation und Division von Briichen
Fiir die Multiplikation und Division von Briichen gilt:

a ¢ a-c a ¢ a-d
5= und Ny Rl (15a, b)

Da sich jede ganze Zahl als Bruch mit dem Nenner 1 schreiben la8t, sind hierin auch
die Regeln fiir die Multiplikation und Division eines Bruches mit einer ganzen Zahl
enthalten. )

Bei der Multiplikation und Division von Briichen ist es nicht empfehlenswert, die ent-
stehenden Zihler und Nenner sofort auszumultiplizieren. Es ist ratsamer, gemeinsame
Faktoren auszuklammern, da man dann besser iibersehen kann, ob sich etwas kiirzen
1aB8t. (Vgl. hierzu besonders das folgende Beispiel 5!)

BEISPIELE
. ’-
L (_1) ('ﬂ’)(_L) _ puuvly uw
v v u vevV-UW v

2. (.1_.!1.)(1.__1.)= z _z2_Yy,y 1 =z y, 1
x x

y z/\z y) zy ¥y = =zy y ¢
anderer Losungaweg:
(z -y (l-— I\_22—y y—z _2y—2—y"+azy’
y z)\z y) =y zy z'y?
Der Leser prilfe nach, dap die beiden Ergebnisse iibereinatimmen/
A -0 _nr_,
an 1°'an 1.m
4 ﬂ.m_""l_ 1
n'  a-m n

6z2+ 18y . 6z'y—26z b6z'+ 16y _G(z’+3y)-5z(zy—5)-4z(y—2z)_4”_._,
2zy— 10 3y—6z " dzy—B82* 2(zy—0b)-3(y—22)-6(z*+ 3y)

4.2.7.4. Doppelbriiche
Doppelbriiche lassen sich stets auf einfache Briiche zuriickfiihren.
BEISPIELE

_8.,c_ad
TP'T T Be

—
n.|n||e-|n
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z_ Y 2 — g
9 ¥z __3Yy _Toy Bty -y
'£+l—z’+y’_ zy zy T+ ¢
y =z zy
u+v u—v (u + v)* — (u — v)?
3 u—v u+v __(u+v)(u—v) _ _duy  2uv _2
T ud+v w4+ vR (ut e — (47 ul—v uw?—
u—y ul—9? (2 + v)(u —v)
1 1 a—b a—2b b+a-—-0> a
4 1- a =1- a—b—a—l_ —5 ~lt—5 = b =
1-—
a—-2> a-—2>d
6 Fiir den Gesamtwiderstand R zweser parallelgeschalleter Esnzelwiderstinde R, und R, gilt die
Beziehung
1_1 1
E R "R,
Man berechne R.
Ldsung: R ist der Kehrwert von -1—;— . Es ist demnach
1 1
R = =
LN N T
R, R, R,-R,
R,-R
R=— 1 2
R, + R,
AUFGABEN

80. Unter welchen Bedingungen ergeben sich fiir die folgenden Ausdriicke «) gerade und £) un-

81.

gerade Zahlen?
a) 3n b) n-1 c) 2n + 6 d) 7n -3 e) 4n + 6

Man berechne die allgemeinen Ausdriicke

-b b
8) (@—b).-c b) a —b-c o) 2= Q) a—-
e) —:——b f) (@:c —b)-d g) @—b-c):d h) a:d —b-c
i) a:d—>b.c:d k) (2a — b)(3¢c + d),
wenn folgende bestimmte Zahlenwerte gegeben sind : .
a) a="17; b=5; c=3; d=2
p) a=2; b=9; c=86; d=1
Y) a=—14; b=11; c=—205; d=
6) a=—21; b=-56; c=—6; d=-10

2 ]

€) a =055; b=—§, 6—2F’ d = 0,26
Elementarmathematik
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82.

83.

84.

86.

86.

Welches der drei Zeichen >, < oder = kann zwischen die folgenden Zahlen gesetzt werden:

a) — 13und + 13 b) + 6und - 12 o) |+6|lund| — 12|
d) — 3und -1 e) —16 und + 2 f) |—16|und | + 2|
g) +2lund + 36 h) —11und - 27 i) +7und —7

k) |+7|und|—-7]

Berechne

8) (+ 36) + (+ 16) b) (+ 36) + (— 16) ) (+ 35) — (+ 16)

d) (4 36) — (— 16) e) (— 36) + (+ 16) f) (— 36) + (— 16)

g8) (—36) — (+16) h) (—36) — (~ 16)

Bilde entsprechende Kombinationen wie in Aufgabe 83 mit den folgenden Zahlen:
a) 6und 7 £ 11 und 22 ¥) 46 und 14 4) 16 und 16
Berechne

8) (—3)+(+2)—(+6)—(—11) + (- 6)

b) (—4)+|—3|~|—6]+(—8)—(—12) +| — 4]

c) 418 — (69 — 83) + (116 — 327)
d) (+89,7) — (— 24,3) + (37,2 — 62,8) — (+ 44,1)

e) |[+4|+|—-19|—|—=31|+]|-10|—|+ 2|
2 1 9 2 1
0 (+3)-(-42)-(+2)+(-25) + ()
g) 1726 — (+37,2) + | —89,7| + (—544) — | — 91,9 |
h) (+4) 41 —4l—|+4l— (-~ (+4) — | — 4!+ (-9 + | +4]

i) (16 — 108) — (73 — 147) — (89 + 13) + (186 — 41)

b (o} ~73) ¢ 53] - (- 58) -[rf - 07
Desgl.

a) 17a — 23b + 36¢c — 9a — 41¢ + 30b

b) 37Tm — 161 — 64n + 131 + 100n — 38m

c) 8ly — 69z + 16z + 99z — 76z — 31y

d) 6p—3¢—T7r+9g+ 138 — 17t — 3p + 19r — 654

e) 34u — 69w + 6lv + 27w — 16u — 22v — 18u

f) 3,13a¢ — 7,26% + 9,08¢c — 2,02b — 6,62a + 4,02¢

1 1 6
stzl-%°
h) 1081,27z — 496,3 + 726,88y — 693,04z — 375,42y + 484,14z — 92,3z

) 43 B, — 92 R4+ 211 R — 16R, + 52 R, ~ 193 R, + 120 R, + 33K,
1
8

2 1 4 4
B gitge—7/- ~9¢

k) 17%14. — 69,268 + 31%(: - 44,327Tw + 12,6u + 69% w+ 24_- — 87,63v
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87.

88.

89.

81,

6*

Desgl.
8) 4a-2¢-6b.3c-2a b) z.3y:2z.6zz-3zy

2 1 3 7 3
c) 2rt.5ts-7r5:6¢-3 d) yu-sz-?wﬁu-iuv-l—‘iv
e) 0,4pg-2,72¢-0,6265-1,6p¢t-2,6rs- 6,26
f) (+2rz).(—6ey):(+3¢2) g) (—%ab)(+%bc) (—%ac)

h) (+ 32)(— 2y) — (— 6z)(— 4y) + (— ¥) (+ 6z) — (+ 42) (—9y)
i) (— 3u) (Bvw) + (+ 2u) (— 3w) (—v) — (+ 4uvw) (— 6) + (—vw) . 8u

; 2 1 2 \ 1 11 6 17 0
k) 2"(—-§~G‘)'(+8Fb) —yb'(—aiad)('f'—st) +T6‘(+ﬁa) (_Eb‘)

Berechne ]
a) (+132z): (- 11) b) (+ 16ab): (— 3b) o) (— 96uv): (— 12u)
d) (+3r):(—3r) e) (—102y4%):(17y) f) (— 7a%):(— 21ab®)
g) (— 86u'vw): (T2uv'w) h) (+ %:):(— z) i) 32,66ab: (— 7,1rs)
k) (—%zy‘z’):(—%z’yz')
Desgl.
+48z —133% 403 —209zz
® —g— ) —3 ) 31, 9 ~“38yz
6,20 0,4a%d g'“bzz
—6,29az +ratz —0,4a
e - 48labz £+ —stz g) ~ —1,2ab b) - 6 ,
—Fa bz
. 8,60zy —bast
i - Bzy k) + +8stzx
. Berechne

a) 34a®0*:[(+ 2a) (— b)] — 54ab®: [(—a’) (8D")]

b) u'w:[(— uv?) (+uw)] + (—udv®w?): [(+ ulvw) (— uvw))

o) (— 17,492%yz): [(+ 1,1z) (— 6,3y)] + (13,3424 y22?: (— 2,9 2'y?)]: (+ 2,322)
d) [(— 63rs't): (+ 3r°@1)]- (— 2r0) — (+ 2078%¢): [(+T726%¢4) : (— 147281

e) [(— ad):(+ 5a®b")]- Tab — 14ab*: [(— 3abd) - (1a%)))

Vereinfache

8) (z—6y) — (4z— 9y)

b) (3¢ —6r) — (49 + 8r) + (29 + 6r) — (g — 97)

c) (6n —7p — 8m) — (2p — m — 3n) + (Om — 8n + Tp)

d) 36r — 7,26 — (64r + 3,88) + (2,7 + 11,8s)

2 3 1 1 2 1 1 1 3 )
e) (?u—zv—?w) +(—2-u+§-u+z-w) —(—e—-u—ﬁv+-z-w
f) 6z — [2y — [4z + (3z — 2y) + 22] — 62]
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92.

93.

94.

1
g 2%,; - (0,76b - —;c) + %—a - (0.66 + i")]
h) 3v — v) — {[3v — (2u — v)] — [(bu + 4v) + w]}
i) 62— Ty — (32 +3y +[— 4z + 11z — (10y — 2) — (— 3z + 82)])
k) (6a + 3b) + [(12a — 6b) — {(10a — 2b) — (3a — 4b)) — 6b]
Desgl.
a) 16a — (13b + [9c + 16d — (14a + 364d)]) + 14b — 29c¢
b) 200m — (30n + 76p + (16n — 90m) + [7p + n — (3P + 29) — 47¢] + 16m) + 25p

c) 46d — (38¢ + [60k — (20} + 12d)] — 65¢) —
— (17d — [63d + 161 — (124 + 981)] — blc + k) — 43¢ + 87k

E — l 25 i 2 9,2 [ 3 2 7
d) 266x’yz {379 zy’z 755zyz+ 27-Izyz+46-3-z‘yz—
6 2y 17 2ves — 452 683 zryrs
—(69—12zyz+282—4-zyz 4516::"312 684zyz
—%-z—z’yz+78—;—zy’z]-15z’yz}—107z’y2z

4a®b — (2ab® — 4ab + 4a — 60 — 4) + (— 4a*b + ab? — 2ab + 3a — 3b — 3) -
—(—a—ab*— 2ab +2b+1)

~

e

f) 17+5—{18—[9—(3+2%)—17]+25}
g) 18a® — (24a® + [— 36b% — (— 18a* + 4b%) + 48b*] — 20a?)
3 1 1 1 1 1 13
B T—{T{— lt-(z-3) +F] +rs}
i) (072 - 5,08y) - {13642 + 18,612y - (3079 -~ 123 z> _
6 9
- [3—9—:: - (7,39y + IBE z)] - 14,82:}
k) 49252- abe? — {60,07(1’17(:2 + [103.372a2bc — 0,46a%bc? +

+ (l3%a’bc + 45,062a’b’c)]} - 13% abe — (l(i%a’bc + a‘b’c)

Die letzten beiden Glieder sind in eine Klammer, vor der ein Pluszeichen stehen soll, ein-
zuschlieBen :

q 2 1

a) z+a-—0> b) u—v+4+w c)?—?v+za
dyl+a-b+c¢ e) 2z—3y+4z—5
Die letzten beiden Glieder sind in eine Klammer, vor der ein Minuszeichen stenen soll, ein-
zuschlieSen :
8) z— 2y + 4z b) —l—e+%/—-§—g c) 0,26¢ — 0,49r — 0,628 + 2,124
d) 37,2a — 42,6b + 41,6¢c — 0,62d e)—?'—u—lv—iw——z

’ ’ * ' 5 9 11 7
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95. Die letzten drei Glieder sind in eine Klammer, vor der das Vorzeichen des drittletzten Glie-

96.

98.

9.

des stehen soll, einzuschlieBen:

8) a —3b+ 2¢c—4d b) z-02y + 0,3y — 4,2z + 6,3u

c) 3p—6g — 2r — 48 + 6t d) —;—u—%v+%w—%z—%y+
e) 0,3k + 3,21 — 4,6m — 2,72 — 1,6p

Berechne

a) 3-(6r—28+10 b) (z— 2y — 62) . (— 4a)

c)( u—%v+—;—w)<—%~v) d) —52-(3.1a — 2,3b + 4,7¢c — 7,6d)

a 3% 9p 5u? Tv? 10%2y
o) (—'?“)” n 20uv(3p +3_p—9—p2)
8) 3z+y+2)—blz+ty—2)—2(y—z-2)
h) 2(4b — a) — 6(2a — b) — 7(— 2a + 2b)
i) (3—a' %a’+l%a’—%a+4—i—)-<—l%0)
k) 2[18 — 3(Tw — 5)] — 3[6w + 2(9 — 4w)] + 4[2w — 5(2w — 3)]

. Desgl.

b) (6a + 7b) (3a — 4b)
d) (9u — 22) (Tu — 32)
f) (—13z - 11y) (9z — 14y)

8) (2z + 3y) (6z + 2y)
c) 2m — n) (9m + 4n)
¢) (11v + 9w) (11v — 9w)

g) (ia+ %—b) (—%a - g—b)
1

i) (2—0—1%6)(2%m+5—; 'n) k) (2a3+36y)(—;—a—~§—b)

h) (0,7« — 0,3v)(—0,3v + 0,7u)

Desgl.
8) (z+y—2z)(z—y-—2) b) (2a + 3b + 4c¢) (@ — 2b — 3¢)

¢) (13u — 270 — 18w)(6v — Ou — Bw)  d) ( P—o q+i,)(%,,+?q_

e) (—03k— 0,71 — 2,1m) (1,4m + 0,61 — 0,6k)

f) 2z—1)@Bz +56)(z+1) g) Bz +56)(2u —3)(u—1)

h) 3z + 2y) (4z —3y) (6z — Ty)

i) (4a — 2b) (6a — 3b) (Ba + 4b) k) (k— 20) (3m — n) 2p + 3q)
Desgl.

8) (@ + b) (2a¢ — 3b) — (3a + 2b) (a — b)

b) 6m(3m? — 4m) (Tm® — 2m? + 6m + 1)

¢) (z+y)-lz+ y)(z — 2y) — (z + 2y) (z — ¥)]

d) ((2 —v)-[(2u — 3v) By — 2v) — (2u + 3v) (Bu + 2v)] + u? — ¥*} - (u + v)
o (k+9)(k+7) — (k+4— (k+1)(k—1) + (k — 2

—2z

")

4
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4. Das Rechnen mit allgemeinen Zahlensymbolen

100. Berechne
8) (¥ — o) b) (m + 1) o (1+2)(1-2)
o) (2a — b)° f) (z + 3y g Bp—29)°
i) (3,18 — 5,7¢) (3,18 + 5,7¢) k) (—0,7u + 1,20)
101. Deegl.

102.

103.

104.

1085.

108.

a) (-1+zpp—-(1-2p

o) (4z* + 3y") (42* — 3y")
e) 3z — 1" + (2 —6z)°
g) (1,3m — 1,7n) — (0,91 + 1,9m)*

h) (%-u - —;—v).— (%u + %v) (%—u— -;v)
i) (4m + 3n)! — (2m — 4n) (2m + 4n) — (3m — 6n) — 3Im?
k) (3% + 41)* — (21— 5k)* + (4k — 31 (31 + 4k) — 20
Deesgl.

a) (z+y—2)° b) (¥ — v + w)?

f) (6 — 9a®) (6 + 9a?)

d k+i+m+ap e) (2r—%q+%r—a).

Bereohne unter Verwendung der binomischen Formeln

a) 41° b) 87T o) 38.42 d) ee* — 31°
f) 10100 g) 145 — 55 h) 304.200 i) 097
Berechne

a) (2z + 3y)®* b) (2¢ — 1)? o) (— 4u — Bv)*

e) (0a® + 6ab + 4b?) (3a — 2b)

) A-ygr
2

h) (—m+Tn

3

b) (34 -5 b)'- (3a + -%-b)'

d) (—6z—3y) + (— 56z + 3y)’

0) (2a — 3b — 4c)*

1

e) 383.417
k) 675" — 256

d) (—2+

1

2

Berechne die allgemeinen Zahlenauedriicke

a) (a + ) b) a* + b o) (@ —bd) d) a* — d

e) (a + b)° f) a® + b® g) (a —b)® h) a® — b®

for folgende Zahlenwerte

2) a=58; b=3 f) a=2; b=1 y) a=8; b= —6
d) a=—4; b=9 e)a=10; b=10 ) a=101; b=199
Berechne

8) (21z — 14y):7

b) (10a — 2ab + 18ac): 2a

o) (12uvw — 2uvz + Buvwz):Buv d) (16kmgq + 8inpg — kn): 3kng

o) (—642%y + 1822 y" — 3620 y® + 1020y — 2z'y°):<—%z'y)

;

v)
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107.

108.

108.

110.

111,

Desgl.
) (27z—-279):(z — y)

o) (38u? — 57uv): (2u — 3v)
e) (a* + 2adb + b%): (@ + b)
g) (u® — 10u + 25): (v — 5)
i) (196m® — 169): (14m — 13)
Deegl.

8) 32" +8zy +2y"):(z + y)
) (02 — Tzy* + 3¢%): (3z — 2¢)

b) (28m + 21n): (4m + 3n)
d) (27a'b + 364bY): (% o+ %b')

f) 022 + 6z + 1): (3z + 1)
h) (2" — y"):(z—y)
k) (Z2+¢):(z+y)

b) (21a® — 34a*b + 25b%): (T + 5b)
d) (232 + 248 + 584 — 15): (5 + 44)

e) (10a°b% — 4abt — 7ab® + 2a° — 4ash + b%): (a® + b — 2abd)

f) (a’ - —;-ab - —;—-b') . (2a + —%b)

g) (375a° + 15360%): (260 — 40ab + 64b")
h) (41u® — 106ty + 5lude® — 21uded + 20ued): (u* — uo + ob)

i) (14424 — 81y%): (3620 + 27y)

k) (104p'q* — 59p°¢* + 60p'¢" — 99p°¢" + 18p'¢* + 187¢"): (Bp* — TP'q + Op¢")
Bei den folgenden Ausdriioken sind gemeinsame Faktoren auszuklammern

a) ab+ac—-b-—o
°) P--P.‘ﬂ"

b) 18rs — 1 — 8r + 3¢
d) a'd* — 2y

e) 9z% — 1522 + 6z2® — 62y + 10zyz — 4 y2*

f) 10024 — g

h) 92 —6zy + y* — 16w + Bu — 1

@) 47" + 20pg + 26g" — 161

i) 3az — 3bz — 2ay + 2by + 4az — 4bz + Tay — Tby

k) 18r® — 45rs + 14r%s — 384°

Die folgenden Briiohe sind soweit wie moglich zu kilrzen:

- - 15 — ab? -
SR L= Y R =
_ 1oy — o) « — pt
o 5 N T o B = b
VB i
Deagl.
a) 186—40m b) 2 — 4yt o) a'+ 40 + 4
16 — 28m dzy + 4y a+2
d) 10az + 180z — 10ay — 18by o) a—be
8az —8ay + 120y — 12bz a-be
f) mi+ ma—nl—ns g) 9a"+ 6a +1 h) 6t —2¢
mi—ms -n t+nea 1+ 3a 48 — 2042 + 2502
i) Uv-TY K) 52mz — 1170z + 63ny — 286my_

uz+ vy

13z -7y
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112. Man bringe den Bruch % auf die Nenner

a) a' b) ab o) b d) a* e) 3a f) az — 2ay
113. Man bringe den Bruch p ! v auf die Nenner
a) y—=z b) 22 — 2zy + ¢ c) & — ¢
d) z-y e) I — ¢ f)az—z+y—ay
114. Man bringe den Bruch = — ! o die Nenner
a) m —1 b) m'+m c) m*+2m + 1
d) mt —1 e) mt +1 fy m*—-2m -3
115. Man bringe den Bruch 2e —t auf die Nenne -
5. g 7
a) 21t — 124 b) 5& — 8¢ o) 49¢* — 165
d) 16s* — 56st + 49¢* e) 3436 — 645 f) 12as — 21at — 4bs + by
116. Berechne
3a—-b 3a+ b a+bd a—>
R D) —g—+—3—
(a + b)? (a — ) u+3 ut+4 2u-—35
e 3=+~
16a + 115 6a —13b Ta — 24b z—2y z+ 3y
® —4 "~ @ T @ ) == *—3
) 4u —bv+Tw _3u—-Tv+6uw u—v—bw
g 3 1 - )
h) z—2 3(x-1) 2(3z—4) 62z-1) z-9
8 8 5~ 12t 18
i) 9a + 8b— 3¢ +3b-—4a—l2c 27¢ —7a — 8b
2ab 3ac - 8bc
w+3u 8u-—156 3ut 4+ Tu —12 Tu+ 56— 2u?
g ~~=3 * D) + am
117. Desgl.

e) 2z + 1 _z+ 1
z T
(6a — 2b)? _ (6a + 2b) i (6a — 2b)(5a + 2b)

b) 12 12 12

o) Tz—8y+ 9z _9z+8y+l2z+16y+3z
24 32 48
2 —_ b2 2 — b

q (@O (@a—b  (a+3b2 (4a—b)

4 6 9 24
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118.

119.

120.

e)1_4a—3b b_a—&b
1 3 5
f) 9:+7_63—3:’—4+92’—62’+2z—8
1227 8 1087
) 2(z—1) 3(z—2) , 4(z—3) 5(z— 4) 3(6 —z)
g 3 T &5 ) 10
h) 5a — 2z 3b—4z+4a'-5b_a'—z_a—b+i
10az =~ 126z 20a%h 440z 6ad 3b
) a(3z’—2b)_b(5:‘-—3a)+5a—ﬁb a b
262 1oz 02 15 ' 3a
K 3b —2c)a b(4a—6¢) 8a? + 35 8a — 4b
) Tabe 0ac @ah " 10c
Desgl.
5 4 9b—a z+y  zT—y z2 4+ y*
8) a+d a—b+a’—b' b) zT—y z+y ‘¢t
0) v+1 u+2 v—1 u-—2 d) 2a—3b_2 7a — 4b
-1 u—2 uv+1 u+2 5a+b ~ Ba+ 25
o) az — by az+ by f) 2¢+3 3a-2 &
2z'y — 2zy? 22y + 2zy? 2a -2 3a+3 6a*-—86
1 1 1 b
8) a‘+2ab+b‘+a’—b‘_7—a‘—a’b’
7+1 -1 1 4
h - = _
)q’—q rre e T
: 5 2 3 z—2 z—1
V2T~ 72=2 " 2-3 k) z—3 z-2
Berechne
a) 3z. 7a b) 2Y svw 0) 7re +3a®b’c
12hz 16v fadle
_8ur | 259 _p( L1 Zz 3_-")
d) oz 5lzy?z e) (2a b)(2‘l + b) f) (3y+ z 3zy
z_¥\(L:5 (2= M_W).
8) (4 6)(z+y) b) 3zy+ 8yz Tzz 2zy2
. 2 3 4 5min+Tn 47 — 9m?
i) (""F)(“’“T)(“‘E) k) 3m —2n 16a'm + 10%°
Bereohne
) 88abz 7b b) vt—v v—u 0) 3(1 —2a) .4(2a-1)
Wcdy 13y L2u " 24e cdb—-1) (1+Dd)ec
d) (z’—lOz+26 _z—6) z*-26
3a-1 9a’—1)'1—3a
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° ~ B ~45) "Toab Ty 2z

Buvw 4u Jv - Quv f) (’-" L‘)(i_ 2)
2abc ©b6a 4 Nz y

) Dab =35 4a'+10ab 4ab+ 108
8 4ab—-3a 18a—6b ' B8ab- 6a

b) 36z — 482"+ 1624 2427 4 82 i) 8a+ 6 _26ab—5a'_20ab+l5b
33z-2) 8la — 36 YV Far—a 6ab ' 9a'B
(
k) 2(Tu — v)® [_28u' —4uv 2a* )
84au — 1065u® — 12av + 15uv "\ 48a%ud — 76u* 49 u? — v?
121. Vereinfache folgende Doppelbriiche :
2 a z-—1 z 1
) a2 by E__EFL g
8 =3 a z z+1 l+l
—_——— —
a § -2z z m
[ u+v 8 9 1 1
TFv u—v 1-2+= z+1 VT2
& ——— o —g D ——71
R = ! Tz T2=1
2 _ o a_z fte _rtd
g) 4a® h) z e i) F) r
] ']
16 o5, 2 8.2 _, rtratat
a 4a* z a re
4 4 1 4 4 1
o T TE T e T W
SR I_T
2" @ a 2b
122. Desgl
a y
s) TH! b) v 1 o z+y -y
] 1 u-1 T y
—+1 1-—
a u zT—y z+Y
m_m=n Bk 2h  ah 2h
" m+n 2 3 "33 01 z
d) 141 m—n ° (+0d): A ) 1—
n m+n 2 z+1
856
) : b 3z+ —rz—
e T Tty
a————
3—a
|
i) I k) 1-l “1
t . Iz T+
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b. Potenzrechnung

6.1. Begriftserkl&rungen

Durch die Addition gleicher Summanden wurde eine neue Rechenart definiert: die
Multiplikation.

ea+a+a+--+a=n-0

n Summanden
Multipliziert man mehrere gleicke Faktoren miteinander, so hat man auch hierbei das
Bediirfnis, eine Abkilrzung einzufithren. Man definiert daher eine weitere neue Rechen-
art, die Potenzrechnung.

| Unter der Potenz a" versteht man das Produkt von n gleichen Faktoren a.

6:6:6...-a=a"=Db (18)

n Faktoren a

Man nennt hierbei

a die Grundzahl oder die Basis,
n die Hochzahl oder den Exponenten und ’
b die Potenz oder den Potenzwert.

Der Rechenvorgang wird Potenzieren genannt. Die Potenzrechnung gehért zu den
Rechenarten dritter Stufe. Die Grundzahl a darf jeden beliebigen Wert annehmen. Dagegen
muB die Hochzahl n auf Grund der Definition (16) der Potenz zunichst immer eine
natirliche Zahl > 1 sein. Um jedoch alle natiirlichen Zahlen als Hochzahlen verwen-
den zu kdnnen, fihrt man eine Erwesterung des Potentbegrifles durch, indem man
festsetzt, daB

al=ga (1)

gein soll. Es wird sich beim Rechnen mit Potenzen erweisen, daB diese Erweiterung
des Potenzbegriffes sinnvoll ist.
Fir alle zulidssigen Werte der Hochzahl n gilt

0"=0 und I"=1 (188, b)

Fir die Potenzen negativer Grundzahlen gelten folgende Regeln:

Alle geraden Potenzen von negativen Zahlen sind positiv; alle ungeraden Potenzen
negativer Zahlen sind negativ.



92 6. Potenzrechnung

Es ist also

(—a)*" = +a2" und (—a)2r+t = —g2n+1 |, (198, b)

denn bei der Berechnung von (— a)?" wird eine gerade Anzahl negativer Faktoren mit-
einander multipliziert, so da8 ein positives Ergebnis entsteht, wahrend bei (— a)2"*?
eine ungerade Anzahl negativer Faktoren zu multiplizieren ist, woraus sich ein nega-
tiver Wert ergibt.

Man beachte den Unterschied zwischen (— @)® und — a*! Bei (— a)" ist die negative Zahl — a
in die n-te Potenz zu erheben, withrend bei — a" zuniichst die Zahl @ mit n potenziert und dann
das gefundene Ergebnis mit einem negativen Vorzeichen versehen werdn soll. (Die hohere
Rechenoperation geht der niedrigeren voran!)

Aus (198, b) folgt fiira =1

(-1"=+1| und | (=1p"+1=-1 (208, b)

d.h., die Potenzen von — 1 ergeben +1, wenn die Hochzahl gerade ist, sie ergeben
dagegen — 1, wenn die Hochzahl ungerade ist.
Wihrend bei der Addition die Summanden und bei der Multiplikation die Faktoren
vertauscht werden konnten, gilt hier der Satz:

Grund- und Hochzahl einer Potenz sind im allgemeinen nicht miteinander ver-
tauschbar:

e+ n (21)

Fiir die Potenzrechnung gilt demnach nicht das Kommutativgesetz.
BEISPIELE

1. Esist3* =3.3.3.3 =81,dagegen 4> = 4.4.4 = 64.

. Esist (— 2)® = + 266; dagegen — 28 = — 266.

. Esist (— 2)* = — 32 und auch — 25 = — 32.

. (+3)* + (— 6)® = (+ 243) + (— 126) = 118

Die Abkdngigkeit des Potenzwertes b von der Grundzahl a wird fir eine ungerade Hochzahl n
durch folgende Ubersicht veranschaulicht:

o e oW

Es ist 6% = 126, allgemesn: fiir a>1 7.3 b>a;
18 =1 a=1 b=a;

0,6® = 0,126 0<a<ll b<a;

=0 a=0 b=a;

(— 0,6)* = — 0,126 -l<a<O b>a;
(-1)=-1 a= -1 b=a;

(— 6= —126 a< —1 b<a.

Der Leser stelle sich selbst eine &hnliche Ubersicht jiir eine gerade Hochzahl auf /
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6.2, Potenzgesetze
5.2.1. Addition und Subtraktion von Potenzen
Da sich nur gleickartige Glieder durch Addition (Subtraktion) zusammenfassen lassen,
gilt die Regel
Potenzen lassen sich nur dann addieren (subtrahieren), wenn sie sowohl in ihren
Grundzahlen als auch in ihren Hochzahlen iibereinstimmen.

Allgemeine Ausdricke wie a™ + u” oder a™ + b™, die endweder nur tn thren Grundzahlen
oder nur i1n thren Hochzahlen iibereinstimmen, lassen sich demnach nicht weiter verein-
fachen, es sei denn, es sind fiir die allgemeinen Zahlensymbole bestimmte Zahlenwerte vor-
geschrieben.

BEISPIELE
1. 9a® + 5b® — 2a® — 4b® + 7a® — 3b® = 14a® — 2b® = 2(7a® — B?)
O
3. 5¢— 5% = 626 — 26 = 600
4. 3* + 29 =81 + 16 = 97; dagegen st (3 + 2)* = 5¢ = 625.
6. az"+ bz —cz"=(@+b—c¢c)-z"
e R e e O o R e R e
6.2.2. Multiplikation von Potenzen mit gleichen Hochzahlen
Es ist a"-b"=(@-a-a-...-a)-(b-b-b-.... D).
n Faktoren a n Faktoren b

Nach dem Assoziativgesetz der Multiplikation diirfen rechts die Faktoren wie folgt
umgestellt werden:

a"-b"=(a-b)(a-b)(a-b)-...-(a-b)
n Faktoren a - b

Daraus folgt

a"-b"= (a-b)" (22)

Potenzen mit gleichen Hochzahlen kénnen dadurch multipliziert werden, da man
das Produkt der Grundzahlen mit der Hochzahl potenziert.

Umgekehrt gilt auch:

Ein Produkt kann man potenzieren, indem man jeden Faktor einzeln potenziert
und die entstehenden Potenzen multipliziert.

BEISPIELE
1. 0,125°.8° = (0,125.8)° = 1° = ( Rechenvorteil!)
2. @—0)0-(a +b)°=[(a—0b)(a+ )] = (a2 — b
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3. (=22 (- 3y)* = [(— 22) (— 3y)]* = (Bzy)*= TT762"y*
4. Man beachte die Reshenfolge der Rechenoperationen :

Es st ~ (ba?) = — ba?,

dagegen — (6a)' = — 5'.a' = — 26a?,

dagegen (— ba)! = + 26a.

5.2.8. Division von Potenzen mit gleichen Hochzahlen
Es sei b == 0. Dann ist

g¢"_ a-a-a-...-a
™ b-b-b-...-b°

wobei im Zéhler und im Nenner gleich viele Faktoren stehen. Nach den Regeln der
Bruchrechnung kann der rechte Ausdruck in Einzelbriiche zerlegt werden:

"_8. 2.8 .8
TV
N——— —

n Faktoren %

Es ist demnach

%':=(%)" firb+0 |. (23)

Potenzen mit gleichen Hochzahlen kénnen durcheinander dividiert werden, indem
man den Quotienten der Grundzahlen mit der gemeinsamen Hochzahl potenziert.

Umgekehrt gilt auch:

Einen Bruch kann man potenzieren, indem man Zihler und Nenner fiir sich poten-
ziert und die entstehenden Potenzen durcheinander dividiert.

BEISPIELE
2\ T\ (14 T\
1 (43) '(’6) - ('5'3) — & =216
248
2. 2 s

Loésung: Da verschiedene Hochzahlen vorhanden sind, darf vor dem Potenzieren nicht ge-
kiirzt werden ; die héhere Rechenart hat den Vorzug. Es kann wie folgt gerechnet werden:

24 24r.240 . (24 _ . (3\ 518.2
2 _ - 24t. —og.(3)_ —172.27 - 1944.
= = (W)’ 24 (2) 21221 1o

3. Man beachte den Unterschied zwischen Eh-n und (%)-l (Reshenfolge der Rechenoperationen be-
achten/)
4 [514—2':\’.(2514'—40’)’_ (6u —2v 26w — 40%\® ( (bu — 2v)-8 )'_
"\ 4 )/ 8 U e 8 ]~ \4-(Bu — 2v)(6u + 2v) ) —

_( 2 ),_ 8
" \bu+ 2v)  (bu + 2v)p°
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5.2.4. Multiplikation von Potenzen mit gleichen Grundzahlen
Es ist ¢"-¢"=(¢.a-a-...-a):(¢-a¢-a-6-...-a)=a-a-a-...-a.
m Faktoreng = Faktorena  (m+n) Faktoren a

Daraus folgt

a™.a" =. a™" |. (24)

Potenzen mit gleichen Grundzahlen kénnen dadurch multipliziert werden, da man
die gemeinsame Grundzahl mit der Summe der Hochzahlen potenziert.

Umgekehrt gilt auch:

Jede Potenz 1iBt sich in ein Produkt von Potenzen mit der gleichen Grundzahl
aufspalten.

BEISPIELE

1. 6u?.2ut.4ut = 40u"?

0,150‘2"- O.Ba‘.blzl «2a4b'28 = 0.15 . 0.8 2.0t inta M2, 24D — 0,240"‘*'1""”3"‘"’

=gyt =(z -y

v® kann zerlegt werden in v - v® oder v - v? oder v® < v® oder v* - ¥® . v uswW,

yu+v+~= !l"-y" y-

67 — Tr* + 218 = (5 — T + 212

ot -l =gl (g — )

N oW

5.2.5. Potenzieren elner Potenz

Aus dem Multiplikationsgesetz fir Potenzen mit gleichen Grundzahlen folgt fiir die
Potenz (a™)"

(a"')" = (a"l) (aﬂl) (aﬂl) Lo (au) = a"”"“’"“"'“*"‘

n Faktoren n Summanden
Es ist demnach

(amyn =qm" |, (25)

Eine Potenz kann man potenzieren, indem man die Grundzahl mit dem Produkt
der Hochzahlen potenziert.

Daraus folgt auch, daB man jede Potenz, deren Hochzahl sich in Faktoren zerlegen
1laBt, durch mehrmaliges Potenzieren berechnen kann.

Wendet man (25) auf die Potenz (a")™ an, so erhélt man
(an)m = g"m=gmn,

Durch Vergleich mit (25) folgt daraus

(™" = (a")™ =a™" |. (26)
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Beim Potenzieren einer Potenz diirfen die Hochzahlen miteinander vertauscht
werden.

BEISPIELE

L (—38)0 = — 3.4 = — 274

2 (@)@ =a%.at = g¥

3. 212 = (2¢)% = 16° = 4096

4. (= @) — (= @) + [(— &P — [(— O)'F = a¥ — (+ @) + (+ @) = (+a) = 0

SchlieBlich unterscheide man (a™)* von a{™"), wobei im zweiten Falle die Klammer
nicht gesetzt zu werden braucht.

BEISPIEL 6
Esigt (3! = 9% = 65661;
dagegen  3(1*) — 31* — 310 — 43048721 .

5.2.6. Division von Potenzen mit glelchen Grundzahlen
Es sei @ # 0. Dann ist

¢ a-a a-a-...-a . (m Faktoren)

a* a-a-a-...-a (n Faktoren)’
Hier sind drei Fille zu unterscheiden:
1. Fall: m> n.

Im Zihler stehen mehr Faktoren als im Nenner. Folglich konnen samtliche n Fak-
toren des Nenners gegen n Faktoren des Zihlers gekiirzt werden, wodurch im Zah-
ler noch m — n Faktoren iibrigbleiben:

a-
?=a"‘"" firm>n |. (27 a)

2. Fall:m=n.

Im Zihler stehen genauso viele Faktoren wie im Nenner. Folglich lassen sich alle
Faktoren des Zihlers gegen alle Faktoren des Nenners kiirzen, und es verbleibt:

a—-=1 firm=mn |. (27h)

3. Fall: m< n.

Im Nenner stehen mehr Faktoren als im Zihler. Folglich lassen sich alle m Faktoren
des Zihlers gegen m Faktoren des Nenners kilrzen, so daB im Nenner noch n — m
Faktoren iibrigbleiben:

a™ 1

—=——a firm<n|. (27¢)
@ a
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BEISPIELE

l. (—o)i:(— o)t = (—)11-0 = (— p)® = o°

2. a) g=*1:a"-t = g=+D-(=-3) < g¢ (Hinweis: Esist m +2>m — 2.)
1 1

b) a--.:a-+'=a(.ﬂ)——(-—ﬁ=;i (Esitm —2<m+ 2!)

3_ zl--" B z:l-lb = z(!c—lb)—(la-l.) = zaq-l

o 0280 (02 (@2l (BPavyt _ 3-atgd 2ty 16y

* (122 (BrryP | () -3 ayt-20.30zByd | 3 .2ughy 3 3
4 12 9

S hitmata=!

L3sung: Hauptnenner: ri*s?, Damit wird

4 12 9 48— 1270+ 0 (26— 3P (280 — 3r%\

i e [y il e
8 2 25 P 2y
E+yy (z+y @+yf (z+y)
Ldsung: Hauptnenner: (z + y)’.
_T-22z+y)+(z+yf -2y 2227 22° + 2" + 22% + Tyt — 2Pyt _ 0
(z+y9r (z+yy a
1 -1 ¢-1
RS S S
Lbsux;g: Hauptnenner: ¢**! (n + 1 ist der grdBte der drei Exponentenn + 1, n — 1 und
n—3.
Erweiterungefaktoren: ¢¢, 1 und ¢*. Damit wird
1 _¢-1_¢-1_¢-@-)-(@-1g_ 1
'i._-l'- P oha - ! = T —F'
6.2.7. Uberblick iber die Potenzgesetze tir Potenzen mit glelehen Grundzahlen

Betrachtet man die Potenzgesetze fiir das Multiplizieren (24), Dividieren (27) und Po-
tenzieren (25) von Potenzen mit gleichen Grundzahlen (wobei fir das Divisionsgesetz
hier zunichst nur der Fall m> n ins Auge gefat werden soll), so stellt man fest, da
durch diese Gesetze die Multiplikation zweier Potenzen tibergefiihrt wird in die Addi-
tion der Hochzahlen, die Division in die Subtraktion der Hochzahlen und das Poten-
zieren in die Multiplikation zweier Hochzahlen. Die Rechengeselze fiir Potenzen mit
gleichen Grundzahlen fiihren also das Rechnen mit Potenzen auf die Rechnungsart der
ndchstniedrigen Stufe mit den jewetligen Hochzahlen zuriick.

Damit ist auch erklirlich, daB es fiir die Addition und Subtraktion von Potenzen keine verein-
fachenden Potenzgesetze gibt.

7 Elementarmathematlk
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6.3. Erste Erweiterung des Potenzbegriffes
5.8.1. Potenzen mit ganszahligen negativen Hochzahlen

Die urspriingliche Definition des Potenzbegriffes (vgl. Abschnitt 5.1.) liBt nur die
natiirlichen Zahlen als Hochzahlen zu. Die Folge davon ist, daB man bei der Division
von Potenzen mit gleichen Grundzahlen (Abschnitt 5.2.6.) die drei Fille m> n, m = n
und m < % voneinander unterscheiden muB. '

Will man erreichen, da8 fiir alle Divisionen das gleicke Divistonsgesetz gilt:

Potenzen mit gleichen Grundzahlen kénnen dividiert werden, indem man die Grund-
zahl mit der Differenz aus der Hochzahl des Dividenden (Zihlers) und der des Di-
visors (Nenners) potenziert

a™:a"= g™ " firallemundn |, (27)

so ergeben sich im Falle m < n negative Hockzaklen und im Falle m = n die Hochzahl
Null. Man ist daher gezwungen, den Potenzbegriff zu erweitern.
Rechnet man a*: a” nach der bisherigen Divisionsregel (27c¢), so ergibt sich

1
at:a’= .
a

Rechnet man dieselbe Aufgabe dagegen nach der erweiterten Divisionsregel (27), so
erhilt men
a:a’"=a*"""=4a"%

Aus dem Vergleich der beiden Ergebnisse erkennt man, daB es sinnvoll ist,

G_‘ = 7.
zu definieren.
Allgemein kommt man auf hnliche Weise zur Definition

a "= % firallea=+0 |- (28)

Die negative Hochzahl ist nur eine andere Schreibweise fiir den Kehrwert der Po-
tenz mit positiver Hochzahl.

Die Bedingung a 4 0 ist notwendig, da nicht durch Null dividiert werden darf.

BEISPIELE
1 1
L= =
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1 1

S = = = =

3. 1078 = 10 = 100000 0,00001
4. 6-10 = 5-$= 6 - 0,00001 = 0,00006

1 1
5- z-. = ——l_-—=

z*

. . 1 1 1 1 a . , J— .

6. Die Briche — ~5 konnen ohne Bruchstrich mit Hilfe von negativen Ezpo-

10 a' B ¢’
nenten wie folgt geschrieben werden: 107!, a1, 72, r~2, a - b~™.
5.8.2. Die Hochzahlen Null und Eins

Wendet man die Verallgemeinerung (27) der Divisionsregel auch auf den Fall gleicher
Hochzahlen an, so erhidlt man

a":a"=a"" ™ =qa’,
Vergleicht man dieses Ergebnis mit (4/p):
g":a"=1,

8o gelangt man zu der weiteren Festsetzung

a®=1 firallea=+0|. (29)

| Die nullte Potenz jeder (von Null verschiedenen) Zahl besitzt den Wert Eins.
Im Abschnitt 5.1. (Formel 17) wurde schlieBlich noch
al=a

definiert. Man iiberzeuge sich selbst von der ZweckméiBigkeit dieser Festsetzung.

5.8.8. Das Bechnen mit Potenzen mit negativen Hochzahlen

Die in 5.3.1. und 5.3.2. eingefiihrten Erweiterungen des Potenzbegriffes konnen nattir-
lich nur dann sinnvoll sein, wenn man beim Rechnen mit Potenzen mit negativen
Hochzahlen die bisher geltenden Rechengesetze anwenden kann, ohne dabei auf Wider-
spriiche zu stoBen.

DaB dies der Fall ist, soll an einigen Beispielen gezeigt werden. Nach den Potenz-
gesetzen ist

a Mg "= a(—mH»(—n) =g ™" = g-(m+n)

Beseitigt man dagegen die negativen Hochzahlen, so ergibt sich

Die beiden Ergebnisse stimmen iiberein.
7.
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In dhnlicher Weise ergibt sich fiir (¢a=™)" nach den Potenzgesetzen a—™", wihrend man

nach Beseitigung der negativan Hochzahlen (a~™)" = (l_)"= —,1,,— = —,%.—_ erhilt. Auch
hier stimmen beide Ergebnisse iiberein. o @)y e
Man tiberzeuge sich selbst davon, daB auch die iibrigen Potenzgesetze fiir Potenzen
mit negativen Hochzahlen Giiltigkeit besitzen. Es gilt somit der Satz:

Fiir Potenzen mit negativen Hochzahlen gelten die gleichen Rechengesetze wie fiir
die Potenzen mit positiven Hochzahlen.

Insbesondere ist, wenn a und b + 0,

worsus | (3)°- (&) ®

folgt.

Statt einen Bruch mit einer negativen Hochzahl zu potenzieren, kann man auch
den Kehrwert des Bruches mit der entsprechenden positiven Hochzahl potenzieren.

BEISPIELE
L (zy)2:(zy) " = (zy)=2 -0 = (zy)*
-3 p3
2. Im Ausdruck az*?/‘:‘ sind die negativen Hochaahlen zu beseitigen.
Lésung:
a et @ be? bc'y’
2y s = , 1 = Zia?®
2t e —
¥

Faktoren, die mit negativem Exponenten im Ziih..ler (Nenner) eines Bruchee stehen, kdnnen
demzufolge mit dem enteprechenden positiven Exponenten in den Nenner (Zihlr) gebracht
werden.

-2 | g2
3. Im Bruch % sind die negativen Hochzahlen zu beseitigen.
] Toy
Lésung:
1 + 1 y:+ 22
ity Ty Ty e+ T
z—a_y-z‘ 1 1 —yz_zz—yz_zz
F ? T2yt

4. [(3z—4yyP=1

24a®b™ 8bic

o 3T soll so umgeformt werden, daf im Ergebnis keine Briiche auftrelen.

Ldsung:

240%7 8bict _ 24a® 84’0 _ 9o _ o,
768 "21a 't 70008 21bc bt
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6.4. Anwendungen der Potenzen
5.4.1. Schreibwelse rationaler Zahlen mit Hilfe von Zehnerpotenzen

Sehr groBe und sehr kleine Zahlen lassen sich mit Hilfe der Potenzschreibweise als
Zehnerpotenzen recht iibersichtlich darstellen. So ist z.B.

0,00001 = 10-% 100000 = 10¢%

0,0001 = 10-* 10000 = 10*

0,001 = 1073 1000 = 108

0,01 = 10-2 100 = 102

0,1 =101 10 =10t
1=10°

Allgemein gilt:

Ist n eine positive ganze Zahl, so ist 10" diejenige Zahl, die aus einer Eins und n
nachfolgenden Nullen besteht. Dagegen ist 10~" derjenige echte Dezimalbruch, bei
dem in der n-ten Stelle nach dem Komma als erste von Null verschiedene Ziffer
eine Eins folgt.

Auch alle anderen Zahlen lassen sich mit Hilfe von Zehnerpotenzen darstellen. So ist
beispielsweise ’

300000 = 3 - 100000 = 3 - 10°
und 0,000125 = 125 -10~% = 1,25 . 10~¢.

.

Man richtet es bei dieser Darstellungsweise der Zahlen mit Hilfe von Zehnerpotenzen
meist so ein, daB der auftretende Faktor vor der Zehnerpotenz eine Zahl zwischen
1 und 10 ist.

BEISPIELE

1. Die Lichigeschwindigkeit betrigt ¢ = 3 - 10'° cm/s. (Ausfihrlich geschrieben wilrde diese Zahl
30000000000 cm/s lauten.)

2. Die AvooaDRrosche Zahl gibt an, daf in einem Mol eines Stoffes etwa 6,02 - 10®® Molekiile ent-
halten sind, das sind 602000000000000000000000 Molekiile.

3. Der Elastintilsmodul des Eisens betrigt 2,16 - 10° kp/cm?, das sind 2160000 kp/cm?.
4. Der Durchmesser eines Atomkernes betrdigt rund 10-12 cm, das sind 0,000000000001 cm.
6. Die Masae eines Protons betrigt 1,637 - 10-* g, das sind 0,000000000000000000000001637 g.

Diese wenigen Beispiele diirften die Schreibweise groBer und kleiner Zahlen mit Hilfe
von Zehnerpotenzen hinreichend rechtfertigen.

5.4.2. Schrelbwelse von MaBeinheiten

Bei MaBeinheiten verwendet man hiufig Potenzen mit negativen Hochzahlen, um
Briiche zu vermeiden.
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BEISPIELE
1. Einheit der Geschwindigkest: m .s-1
Esnhest der Beschleunsgung: m-s~?

Esnhest der Dichte: g-cm-3

Esnheit des Heizwertes: koal - kg-1
2. 1 nm (gelesen: Nanometer) =10""m = 10-*mm

1 pF (gelesen: Picofarad) =10-1F

1dyn = 10-°N. -
5.6. Potenzen von Binomen

Im Abschnitt 4.2.4. wurden die Formeln
(@ £ b)2=0a® + 2ab+ B
und (a + b)® = a® + 3a?b + 3ab? + b®

fir die Quadrate und Kuben von Binomen hergeleitet.
Firr die vierten Potenzen von a + b bzw. a — b erhélt man

(@+b)t=(a+b)}(a+b)?=
(a® + 2ab + b?) (a® + 2ab + b?)
(@ + b)* = a® + 4a%b + 6a2b? + 4abd® + BS,
und entsprechend
(@ — b)* =a* — 4a3b + 6a2b% — 4ab® + bt.

Es ist somit

(a £+ b)° = 1

(@ £ 5 = a+bd

(e + b)2= a® + 2ab+ b?

(e £+ b)3= a® + 3a%b + 3ab? £ b2

(@ + b)% = a® + 4a®b + 6a2b® & 4ab® 4 b* usw.

Vergleicht man die rechten 8eiten dieser Zusammenstellung miteinander, so kann man

folgende GesetzmiBigkeiten festatellen:

1. Die Anzahl der Glieder ist stets um 1 gréfer als die Hochzahl des Binoms.

2. Jede Entwicklung beginnt mit einer Potenz von a und endet mit einer Potenz von b,
deren Hochzahl mit der Hochzahl des Binoms tibereinstimmd.

3. Wahrend die Hochzahlen von a von Glied zu Glied jeweils um 1 abnehmen, wachsen
die Hochzahlen von b im gleichen Mafe an.

4. In jedem Glied einer Entwicklung ist die Summe der Hochzahlen von a und b gleich
der Hochzahl des Binoms.

5. Zu jedem Glied jeder Entwicklung gehort ein bestimmter Zahlenfaktor, etn sogenannter
Binomialkoeffizient.
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6. Die Binomialkoeffizienten sind snnerkald einer Entwicklung symmetrisch angeordnet;
der erste und der leizte Koeffizient st stets 1, der zweite bzw. der vorletzte Koeffizient
-stimmt mit der Hochzahl des Binoms tiberein. ]

7. Bet (a + b)" treten nur posstive Glieder auf (warum?), wahrend bei (a — b)" die Vor-
zeichen von Glied zu Glied wechseln. Das Vorzeichen des ersten Gliedes 1st stets positiv.

Zur Ermittlung der Binomialkoeffizienten dient folgende Zahlenanordnung, die nach
dem franzisischen Mathematiker BLaise PascaL (1623 bis 1662) Pascavrsches Dreieck
genannt wird:

n=0 1

n=1 1 1
e

n=2 1 2 1

n="1 1 7 21 3 % 21 7T 1

Ne— e’

n=2_8 1 8 28 56 170 56 28 8 1
N e’

n=29 1 9 36 84 126 126 84 36 9 1

— p—
n=10 1 10 456 120 210 262 210 120 45 10 1

usw.
Das Pascarsche Dreiecle ist symmetrisch aufgebaut. Jede Zeile beginnt und endet
mit einer 1. Jede Zahl der Anordnung ist gleich der Summe der beiden schrig dariiber-
stehenden Zahlen.

(In der obigen Anordnung ist dies an einigen Stellen duroh Klammern angedeutet: die beiden
nebeneinanderstehenden Zahlen 1 und 1 ergeben als Summe die darunterstehende Zahl 2; ent-
sprechend ist 2.B. 1 +2 =3;2 + 1= 3; 21 + 356 =056; 656 + 28 = 84; 84 + 36 = 120 uew.)

Mit Hilfe der erwihnten GesetzmiBigkeiten ist es méglich, Potenzen beliebiger Binome
ohne langwieriges Ausmultiplizieren zu ermitteln.

Eine ausfuhbrliche Begriindung fiir die Allgemeingiiltigkeit der festgestellten Gesetz-
miBigkeiten bei der Bildung der Potenzen von Polynomen kann nicht gegeben we:den.
Sie fuhrt weit tiber den Rahmen dieses Buches hinaus.

BEISPIELE
1. (r—8)* =r* — Br%s + 15/ — 2018 + 16r%8% — Brs® + o
2. (2a — 3b)% = (2a)¢ — 4 - (2a)- 3b + 6. (2a)* - (3b)* — 4. 2a - (3)® + (3b)! =
= 18a* — 96a°b + 216a'b* — 216ab® + 81b¢
In (e + b)" diirfen die beiden Zahlen a und & ohne weiteres miteinander vertauscht

werden:
(@+d)"=(b+ a).
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Vertauscht man dagegen in (¢ — )" die beiden Zahlen a und b miteinander, so ist zu
beachten, daB sich bei ungeraden Hochzahlen das Vorzeichen éndert, denn es ist

(@-8o=0(-1-0b-a)

@=b"=(-1)-(b—a)r |. (31)

BEISPIELE
3. Esist (a — b)* = (b — a)*; dagegen 15t (@ — b)® = — (b — a)?.

(z—yP _ (z—y)®
Sl ) el il A

(2z—4y) [2-(z—2y)P_2'(z—2y)° 8

5.

2y — 2 (z—2y)* (z—2y0 z-2y
6. (8u(—;—48;;)*(3u —30) _ 8- (u +of -3 (u — ot _ 3(x—v)
u? — 24 ¢?%)? 24%. (u + v)*(u — v)®
AUFGABEN
123. Die Ubereinstimmung der folgenden Ausdriicke ist zu iiberprifen:
8) (-3 < +81 b) (—2)7 =128 o) (—5p L 3
d (-2 =+ o) I L7 f) (—12m I _jon
© @—DuI -z b (—ap L (4 2l a

k) (— 6)- (— 9)8 l 5°. 98
124. Folgende Potenzwerte sind zu berechnen:

8) (-%)‘ b) 0,017 o) 0,0004° d) 6,3 e) 26 + 3,7
f3+2.7 g) B+2)-7 h)3+(2.7 i) B+2.7 k) (—am*

126. Die Ubereinstimmung der folgenden Ausdriicke ist zu iiberprifen:

o) 224 nlp b) P +alp o e—play
d) -5 - 13 o) 110 + 128 4+ 13 + 141 L 200
126. Berechne
a) B+ 7 b) (5 + 7 0 14— 3 d) (14 — 3p
e) (-9 +(+6? f)(—9+e) g) 5 — 38— 2 h) (5—3—2)
i) (=22 + (=8P +(—17)? k) ((—2)+(-8)+(— 7P
127. Folgende Ausdriicke sind zusammenzufassen :
8) 7a® = 2a* + da® + 11a® — 16a° b) 4w’ — 114’ — 14w + 647
c) 21« — 16y?* — 37z + 9y? d) %uv’—%u’u+%uv’+%u‘v
e) 7—;~ay’ + 6§ay'— 5—;-ay’+ 21%113/’ - 4%—by

f) 2a 2° — 3b<x® + Tc®2® — 6d'2®
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1 5 a0 3 opr_2ape s Laps — 1488
g)?a‘b—-iab +iab 2ab+eab 148 + 2a

h) 14% uv? — 27% u?e® — 9;— udv? + 17,2uv?

i) 211a® — 89d® 4 75¢® — 62d° k) 1427 — 92° + 122° — 62*
128. Berechne
a) z*-z4 b) a*-a o) ul®.u? d) d*.0~.p e) p=.p™-1
f) y»-2.yo+e g) Z*-".28~¢ h) m®.m’ i) m**.m’? k) ¢*.¢7.¢42-n
129. Deegl.
8) 4270 L 20y 0500y b) Satbrz. S arpyr. dgupesn. g
2 ] Yy 9 7 Yy I3 ‘Y
0) ZPR-t.2xm-48+7,. 5 dn4m d [ 0226 7 3 8 .
. ) ?mnl -?mn't-Tm’ut
e) ab™-te.gtht-m. 4 g0pe-204tm f) 32y — 2 827 (y — 2)*- 222(z — y)t
8) (—aff-(—a)'*-(~ ap-s B) F(—ar g (—ap o0 Lo

i) (7a*— 3a®+ 5a*)(3a®— 2a% + 1)
k) (5271 — 30+ 1ys+t 4 4790-3438-1) (3 ga+1 _ pa-Oy2atd)
130. Die folgenden Potenzen sind als Produkte zu schreiben:

5) ant+" b) a® 0) bll+l d) 0-40 0) z-+“+n
f) 3 g 12¢ b) (a— B+ i) 3zmet k) (—ap=+
131. Berechne
a) 16°.25° b) (3%)6 (%)“ o) 0,02¢:0,23¢
8\ 1\ [ 2\ 3\¢ [18\9] /. 2\¢
wom(t) o (el o (62
16°- 28° . 35° L [3\ 4\ [6)\®
O — g B (-ae-a 0 (3)(5)(5) W rmeee
132. Deegl.
s _(8aba):(10abyy py (3800 (aoP- (Sbey
(4ad)*- (3az)-(26by)? “(26abec) - (6abey
A /u’v'\'_/t‘y’ ’ a —z\' (2 — §°\! (z.—a\
) Fe e ey 9 (z_,,)'(b-_za)-(,_b)
ﬂm+")'l—|. ﬂ'.—‘ m‘—llﬂll—.
o () T

0 (2 (s

1-m  1+r 2¢ 3¢.q7-".p". 248

g) _'a"{'T_T h) 5% a?-3%. 01, pIa+l. go
. 18 2a 1 a b c. d e
D=t @—3r @3 K antmmta-mmtp—/
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133. Desgl.
3—a a*—a"+2a"—-1 2a*+1 21 yt\* [ y?\?
8) g™ ¢ + g™ +1 T Tgm-2 b) (—;,i) (—z,y—)
o (86uz) (100 ") o L_2-1
@72y (2BuoY) e
(218t (T7r2 5200 z 225 —2t z'—2 4z

°) Brs) (1arse)

Do oo

(1-2)°

(8a2*\. (422 \§] (27a07\0 v (up)t 4V
L2 [\ 7 )‘(way') ‘T8y J B) Gwwr TP
2 be+1\3 3 2 ( 27 z‘y ).
o (@8BR*1ND (g2, pE-mye 8ute® \® \™ GOuleM
) (Z7e ---)'%‘“ﬁ' k) f'(zsz‘y-)' By
( 4ut )
134. Desgl.
8) (9a¢ — 68a*d' + 49b%): (3a* — 4ab — 0% b) (y™ + 22%): (y* + 27
¢) (a**¢ —a"):(a® +a)
d) (2* — 32 + 322y — o): (=t — PPy — zy® + ¢Y)
e) (p"'l - p"'l + p' - pl-l + pl-')(?'-l + p"-l)
135. Berechne folgende Potenzen:
s) (2 b) 206 o) (- b d) (2%
e) (—y) f) (=) g) (%)= h) (zm*1)
i) [(_ y)!u-l]!lbol k) (zn+Il)lc-0
136. Desgl.
8) (a*b") b) (z*y) o) (u*v') d) (2m?n%y
- _3 3\ ¢ 6 2\8 3 4,5)¢
o -3y 0 () e () B o
. - 6 Sbl t] 22
) (_4:4!,:;5 k) (z-(l;!,lzyu)a
137. Bei den folgenden Ausdrticken sind die negativen Hochzahlen zu beseitigen:
a) 2-? b) 3-1 ¢) 0,2 d) 2.5 e) 5-2-%
f) (— 4 g) —47? h) (—4)¢ i) —4a k) 0,1
138. Desgl.
1\-? 1\~ 5\ g \-1! 1\-?
2 (3) v (-3) @ (3) " (5) ? (-23)
5\ 417\ 4\~ 4 a\"
0 (i) (wg) b (7) Y v (3)
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139.

140.

141.

142,

143.

144,

Bei den folgenden Ausdriicken sind die Briiche zu beseitigen (Umformung in Potenzen mit
negativen Hochzahlen):

1
1 1 5 c
a)§- b)a_’ O)T ) ab e)a—b
m
z+y 3 2 v Lo n
f) 7=y g)?—;+l h); l)_'L k) -1
a2 y"_-i-2
Die folgenden Auedriioke sind so zu echreiben, daB nur negative Hochzahlen auftreten:
1 a? 3
a8) — b) & c) m¢ d) — e) —
5 b2 z*
m m\* m* . 1 1
f) g g) (‘”‘) h) ry i) mn® k) (mn)
Sohreibe als Bruch:
a) z=-1 b) 3gi=-% c) br-= d) ag"-2b-2"
e) a-*. (be)P-".d"-1 f) (@ — b)=-~
8) == + z-m Y4 g-m+l h) 2a-4" + 5a3-" — 3g=-"
i) (20)-** + (5a)-1+" — (3g)*- = k) z% 4y
Forme so um, daB keine negativen Hoohzahlen mehr auftreten:
8) 3a-?-5a.2a"? b) %a“b"c-%a"b"c'-%a‘b'c"
E me-1 ne+t e
c) 36z%y—*2: 1422y d) 5
B ml—ln2l 05‘4
3a-tb-4 Bgz? ¢ 12m*n~% 16m-4b?
) Sy Bhy ) e Teatm
a=tbs -2 z'y'z‘ h m2e-1p3-s mé-"p-9+3
g) Ty 1577 gipagl ) ipm gicamp
. il y-l 1 b—’ y-a -3 v-‘ z*i l‘ z—l y-’ -8
) (a'ib’ ) ( z-1g? ) k)
Desgl.
8) (z) b) (2272 ©) (—6z% d) [(23 z-?)e]
e) [a-(b-")%-* f) (-2 8 (—2-9)- h) (—2-9)-2
. 1 -31=-2 z—! y-i 51-3
o [T o (=]
Berechne

8) (6z7°y~® — 22~y + Tz-2y~4). 571y~
2 n-2p3-n __ 5 2 -3n i 1-nhnes ,2 -nhin
b) (?a bi-» 50 Sh-in 4 g% b 3% b

©) 3z +2z4 — z78): 20
d) (8m-"n? — 16m-°n + Tm-% — 2m-4n-1); 12m-4n-3
e) (Syll—l — 3y-l4~2 + ey—ll-l): lsy—n+)
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145. Entwickle folgende Binome
.
8) (z+ 9y b) (z— 1)° o) (2a - l)

d) 3z—29F e (1-—;-b)°

146. Vereinfache

(9a + 3b)* b) (gz — poy) 6u+ 3v)*(12u — B¢
®) 9 —slq (- Py °) CTut — 6%
d (az+ ay)* ) (v +av)™-(bu —buv)
) (abz —aby)-? © (cu? —coi)m+»
147. Desgl.
8) (6 — 2)® + (z — a)® b) (@ - z)* — (z—a)*
¢) (-2 (z - a)®: (a — z)* d) (@ + 2)*+(z + a)

u—y u—o?
(8—r? r—s

) D 2= 9Pt fa(z—yrei 1y — 2
8 13— o 4g @2 45 (p— -

h) 5(a — b)u-z. 1.:_(5 — a)‘l-zl_ %(b — a)zl-s

i) (16a — 27b)* + (27b — 15a)* k) (200z — 600y)® + (600y — 200z)
6. Wurzelrechnung
6.1, Radizieren als erste Umkehrung des Potenzierens

Fiir die beiden direkten Rechenarten erster und zweiter Stufe, die Addition und die
Multiplikation, gilt das Kommutativgesetz

a+b=b+a ud a-b=0b-a.

Aus diesem Grunde besitzt jede dieser beiden Rechenarten nur eine Umkehrung. Die
Umkehrung der Addition ist die Subtraktion, die Umkehrung der Multiplikation ist
die Division.

Das Kommutativgesetz gilt aber nicht fiir die Potenzrechnung, die direkte Rechen-
art dritter Stufe, denn es ist

a" £ n?,

Aus diesem Grunde muB die Potenzrechnung zwes Umkehrungen besitzen.
Ist aus der Potenzgleichung

a"=bH
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bei bekanntem n und b = 0 die Grundzahl a zu bestimmen, so nennt man die zugehérige
Rechenart Wurzelrechnung oder Radizieren') und schreibt

a=iF mit 6 und b= 0 (32)

(gelesen: a ist die n-te Wurzel aus b).
Fiir nicht negative Werte von a und b driicken demnach die beiden Gleichungen

a"=b und a=i/-5

denselben Sachverhalt aus; sie sind nur nach verschiedenen Zahlen aufgeldst.
Es gilt somit folgende Deflnition der Wurzel:

Die n-te Wurzel aus b = O ist diejenige nicht negative Zahl a, deren n-te Potenz b
ergibt.

Ina= VE nennt man

b den Radikanden,
n den Wurzelexponenten und
a die Wurzel oder den Wurzelwert.

Die hier verwendete Definition des Wurzelbegriffes erlaubt es nicht, Wurzeln aus nega-
tiven Zahlen zu ziehen, denn es wird in (32) gefordert, daB b = 0 sein soll. Desgleichen
gibt es auch keine negativen Wurzelwerte, da verlangt wird, da man unter der n-ten
Wurzel aus b diejenige nicht negative Zahl a verstehen soll, deren n-te Potenz b ergibt.

Die Beschriinkung auf positive Wurzelwerte wurde eingefiihrt, um das Wurzelsymbol zu einem
eindeutigen Rechenzeichen zu machen. Wiirde man namlich diese Einschriinlung nicht einfiihren,
8o kdnnte man beispielsweise dem Zeichen 1/1 zwei Werte zuschreiben, namlich + 2 und —2, denn

es ist sowohl (+2)? = 4 als auch (—2)? = 4. Fiir Aufgaben der Art VZ + V—!) — VIG = ? wiirde
es dann eine ganze Reihe verschiedener Lésungsmaglichkeiten geben.

Dagegen besitzt die vorliegende Aufgabe auf Grund der Beschrinkung auf positive Wurzelwerte
die eindeutige Lésung

Ja+jo-Y6=2+3-4-1.

Eine Begriindung dafiir, daB man auch als Radikanden nur positive Zahlen bzw. die Zahl Null
zuliBt, wird im Abschnitt 6.4.5. gegeben.

Aus der Definition der Wurzel folgt fiir 6 = 0

(JB) =7 =1, (33)

wobei man im Falle ('i/z)- die Klammern auch weglassen darf.

1) radix (lat.) die Wurzel.
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Bei nicht negativem Radikanden heben sich demnach Potenzieren und Radizieren mit
dem gleichen Exponenten gegenseitig auf, d.h.

das Radizieren ist die erste Umkekrung des Potenzierens.

Hiervon wird bei der Probe fiir die Richtigkeit einer Aufgabe der Wurzelrechnung Ge-
brauch gemacht.

Die zweite Umkehrung der Potenzrechnung, die Logarithmenrechnung, wird im Abschnitt 7.
behandelt.

BEISPIELE
1. ’V0,0121 =0,11; dennesist 0,11* = 0,0121.
v— 126 gibt es nicht, denn der Radikand darf laut Definstion nicht negalsy sesin.

Vﬁ =4; denn es ist 44 = 256.

2. Fara = 0 gilt

Va‘—' =a"; dennesist (a)® =a®"

a®® =a3; v (a®)" = @™

—2
3. Die Gleichung 1/0. = a t8t nur Jiar a = 0 richlig, wesl nur posilive Radikanden zugelassen sind.

Dagegen gilt die Gleschung 1/;‘ = |a] fiir — oo < a < + oo. Auf der rechten Seite dieser Gles-
chung sst der Belrag von a zu schreiben, da als Wurzelwerle nur nicht negative Zahlen in Frage
kommen, a aber in diesem Falle okne weileres negaliv sein darj.

Als Verallgemeinerung des Beispiels 3 kann man schreiben

2%2": a gilt fir a=0; dagegen
2n (34)
|/az"=|a| y o —o0<a< 4+ oo,

Man darf also nicht leichtfertig gleiche Wurzel- und Potenzexponenten gegeneinander
nkiirzen*!
Bei der zweiten Wurzel liBt man gewshnlich den Wurzelexponenten 2 weg:

-y
Man nennt die zweite Wurzel auch Quadratwurzel, da sie die Linge der Quadratseite

bei gegebenem Flicheninhalt 4 angibt.

Entsprechend liefert die dritte Wurzel, die Kubikwurzel 1/7, die Kantenldnge des-
jenigen Wiirfels, dessen Volumen V betrigt.
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Sonderfille:
1. Es ist stets

jr=1|, (35)

denn es gilt fiir allen 1" = 1.

2. Fiir alle n > 0 gilt

jo-o|, (36)

denn unter der genannten Voraussetzung ist 0" = 0.

3. Ferner ist fiir b = 0

=0 (37)

denn es ist b = b.

6.2. Rationale und irrationale Zahlen

Im Abschnitt 4.1.6. wurde gezeigt, daB es sich erforderlich macht, immer umfassendere
Zahlbegriffe zu verwenden, wenn man jede Aufgabe lésen will.

Ausgehend vom Bereich der natiirlichen Zahlen, in dem sich jede Additions-, Multi-
plikations- und Potenzrechnungsaufgabe uneingeschrinkt losen liBt, muBte man zum
Bereich der ganzen Zahlen iibergehen, wenn man jede Subtraktionsaufgabe losen
wollte.

Um jede Divisionsaufgabe durchfiihren zu kénnen, muB man zum Bereich der ratio-
nalen Zahlen ibergehen.

Jede rationale Zahl léBt sich stets als endliche oder als unendliche periodische
Dezimalzahl schreiben.

Jeder rationalen Zahl entspricht genau ein Punkt auf der Zahlengeraden. Man sagt:
Die rationalen Zahlen liegen auf der Zahlengeraden ,,in sich dicht“; d.h. zwischen
zwei rationalen Zahlen, und méogen sie noch so dicht beieinanderliegen. gibt es stets

mindestens noch eine weitere rationale Zahl. (So liegt z. B. zwischen den beiden ratio-

nalen Zahlen ¢ und b als weitere rationale Zahl u.a. die Zahl 2 ; b .
Man kénnte nun annehmen, daB mit den rationalen Zahlen bereits alle Zahlen erfaBt
gein miiBten. Dies ist aber nicht der Fall, denn es lassen sich nicht alle Aufgaben

der Wurzelrechnung im Bereich der rationalen Zahlen lésen. So liBt sich zeigen, da8
beispielsweise schon ﬁkeine rationale Zahl sein kann.
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Waiire nimlich }/2 eine rationale Zahl, so miiBte man sie ale Quotient zweier ganzer Zahlen

-3

schreiben kénnen, wobei @ und b teilerﬁ'l.amd und =+ 1 vorauszusetzen sind. Dann ist

a= VE.b'
'woraus
(&) at = 2H

folgt. Das bedeutet aber, daB a® eine gerade Zahl sein muB. Da jedoch das Quadrat einer geraden
Zah] stets gerade, das Quadrat einer ungeraden Zahl stets ungerade ist, so folgt daraus, da8 auch
a gerade sein muB, d.h., die Zahl @ muB sich als Produkt aus der Zahl 2 und einer anderen Zahl a,
darstellen lassen:

a=2-.a,.

Setzt man dies in (*) ein, so ergibt sioch
4a,' =20

oder b = 2a}.

Dies wiirde jedoch bedeuten, da8 b* und damit auch b gerade sein miissen. Es wiirde also nicht
nur a, sondern auch b den Faktor 2 enthalten. Dies widerspricht unseren oben gemachten Vor-

aussetzungen iiber @ und b, die teilerfremd sein sollten. Daraus folgt, daB sich V§ nicht als Quo-
tient zweier ganzer Zahlen darstellen liBt und somit auch keine rationale Zahl sein kann.

Man nennt )/2 eine Irrationalzahl, und man definiert ganz allgemein:

Alle Zahlen, die sich nicht als Quotienten zweier ganzer Zahlen schreiben lassen,
werden irrationale Zahlen genannt.

Zudenirrationalen Zahlen gehéren neben ]/§ alle ,,nicht aufgehenden‘ Wurzeln, wie z. B.
VE, ]/3, ]/E, §l/§, V‘T}' VZ usw. sowie solche Zahlen wie = und andere mehr.

Der Wert einer Irrationalzahl liBt sich nur angenihert als Dezimalzahl angeben, d. h.,
er liBt sich beliebig eng zwischen zwei rationale Zahlen einschlieBen. So ist z.B.

l<]/§<2, denn 12=1 22=4¢
14<]2<15 .,  142=196 1,50 = 2,25
141 <2< 142, ,  1,41°=1,9881 1,42° = 2,0164
1414 <]2 < 1,415, ,,  1,414% = 1,999396 1,415% = 2,002225

1,4142 <]/§ < 1,4143, ,, 1,4142% = 1,99996164 1,4143% = 2,00024449
usw.

In der héheren Mathematik wird bewiesen, daB sich alle irrationalen Zahlen als un-
endliche nichtpertodische Dezimalbriiche darstellen lassen.
Fiir das praktische Rechnen werden Nakerungswerte verwendet:

V—2 = 1,4142 oder ]/§= 1,7321 usw.

Erst wenn man alle rationalen und irrationalen Zahlen auf der Zahlengeraden unter-
gebracht hat, entspricht jedem Punkt der Zahlengeraden auch genau eine Zahl.
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Die Gesamtheit der rationalen und der irrationalen Zahlen wird die Menge der reellen

Zahlen genannt.
Ein umfassenderer Zahlenbereich als der der reellen Zahlen wird in diesem Buche nicht

benétigt. Es ergibt sich damit zundchst folgender Aufbau des Zahlenreiches:

| Reelle Zahlen l

|
| l

| Rationale Zahlen I I Irrationale Zahlen I
I
| l
l Ganze Zahlen | | Briiche i

|

I | I

| Positive ganze Zahlen I | Null ] I Negative ganze Zahlen
6.3. Wurzeln als Potenzen mit gebrochenen Exponenten

(Zweite Erweiterung des Potenzbegriffes)

Im Abschnitt 5.3. wurde der Potenzbegriff, der urspriinglich nur Sinn hatte, wenn
die Hochzahl eine natiirliche Zahl > 1 war, dadurch erweitert, da auch Potenzen mit
negativen Hochzahlen sowie Potenzen mit den Hochzahlen Null bzw. Eins definiert
wurden. Es zeigte sich, daB die bisher geltenden Potenzgesetze auch fiir den erweiter-
ten Potenzbegriff angewendet werden durften.

Es soll nun untersucht werden, ob es sinnvoll ist, auch mit.Potenzen mit gebrochenen
Hochzahlen zu rechnen. Solche Potenzen wiren beispielsweise 3%, 4_:' , 36™5, am, 5_%

usw.
Wenn diese vorldufig noch recht undurchsichtigen Potenzen einen Sinn haben sollen,

dann miissen fiir sie auch die Potenzgesetze gelten. Es muB also beispielsweise

(37) =3 2—31=3
sein.
Nun ist aber andererseits auch

-,
so daB es nahe liegt,

3T - |3
zu setzen.

8 Elementarmathematik
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3 3 J—
In éhnlicher Weise fiihrt der Vergleich von (27T)l= 274 ' = 277 und (1,/273)‘= 273
auf die Beziehung
3
27¢ = |27,
Verallgemeinert man diese beiden Beispiele, so kommt man zu einer zweiten Erweite-
rung des Potenzbegriffes, indem man fiir @ = 0 defintert:

l‘ n
a® = |/a™ (38)

Potenzen mit gebrochenen Hochzahlen sind Wurzeln.
Dabei stimmt der Zihler der Hochzahl mit der Hochzahl des Radikanden, der
Nenner der Hochzahl mit dem Wurzelexponenten iiberein.
Umgekehrt laBt sich auch jede Wurzel als Potenz mit einem gebrochenen Expo-
nenten schreiben.
Es 1aBt sich zeigen, daB alle Potenzgesetze auch fiir diesen erweiterten Potenzbegriff
giiltig bleiben, so daB die durch die Definition (38) getroffene Erweiterung des Potenz-
begriffs sinnvoll ist.

BEISPIELE
1. Verwandlung von Potenzen mit gebrochenen Hochzahlen in Wurzelausdriicke:
a) s — i/ﬁ - 1/53 b 16t = VTE =2 c) 24302 — 243 =i/ﬁ =3
d) 9_%= L’}=‘L‘ e) z-UM= 1 _1 f) wd® — gd. 0 — ua“‘i]-z,
¢ e 4 =
2. Verwandlung von Wurzeln in Potenzen mit gebrochenen Hochzahlen :
o Y=o 0 7 () - o o Lt
1 m - 1 Vu‘
d) — =2z " e) ]/a2+b2=(a'-’+b'-‘)‘l
|y

Da jede irrationale Zahl beliebig genau durch eine rationale Zahl angenihert werden
kann, lassen sich auch Potenzen wie a'? oder z-™ usw. mit jeder gewiinschten Genauig-
keit berechnen.

6.4. Wurzelgesctze

Fiir die Wurzelrechnung sind keine neuen Rechengesetze erforderlich, weil sich jede Wur-
zel als Potenz mit einer gebrochenen Hochzahl schreiben 1iBt. Jede Aufgabe der Wurzel-
rechnung lafit sich mit Hilfe der Potenzgesetze losen.

Da sich jedoch viele Aufgaben der Wurzelrechnung in der Wurzelschreibweise bequemer dar-
stellen lassen als durch Potenzen mit gebrochenen Hochzahlen, wird im folgenden auch die
Wourzelschreibweise der einzelnen Rechengesetze angegeben.

6.4.1. Addition und Subtraktion von Wurzeln

GemiB Abschnitt 5.2.1. gilt fiir Wurzeln:

Whurzeln lassen sich nur dann addieren bzw. subtrahieren, wenn sie sowohl in ihren
s Radikanden als auch in ihren Wurzelexponenten iibereinstimmen.
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Allgemeine Ausdriicke wie z.B. i/; + -]/E oder ]/a® + b* und anderes mehr lassen sich
demnach nicht weiter vereinfachen, es sei denn, daB fiir die allgemeinen Zahlensym-
bole bestimmte Zahlenwerte gegeben sind.

BEISPIELE
Ls-Va+s.ja-n.Ya=2.a

s Yzr2.¥z-3.z-Yz=Vz+z
a-i/a—b-i/;+c-1/§=(a—b+c)-i/5

4. Beachte, daf sm allgemeinen ]/a.’ + b F+atbund i/; + 'i/i + i/a + b.Fiir welche Werte von
a und b gilt das Gleichheitszeichen?

o

Lod

5. P Pre-jrea+1% =26 =6
6 JBl-YBl=90-3-06

6.4.2. Multiplikation von Wurzeln mit gleichen Wurzelexponenten

Nach den Potenzgesetzen gilt fiir a und = 0

1 1 1

a®.bm = (a-b)™.

In Wurzelschreibweise lautet dieses Gesetz

ja-y6=ja-2 | (39)

man das Produkt der Radikanden mit dem gemeinsamen Wurzelexponenten radi-

Wurzeln mit gleichen Wurzelexponenten kénnen dadurch multipliziert werden, dal
ziert.

Es gilt auch die Umkehrung dieses Satzes:

aus jedem Faktor zieht und die entstehenden Wurzelwerte miteinander multi-

Die Wurzel aus einem Produkt 1a8t sich auch dadurch ziehen, da man die Wurzel
pliziert.

BEISPIELE

1. )/6-)8-)3=)6-8-3=)1H =12

2. T/G-V§+9-V6-V§—9=i/(s-VE+9J(6-V§—9)=i/(6-1/’§)”—92=1/36-3—31=
-Jzi-3

3 (Ja—-Vor=(faP-2-Ya- Vo + (o) =a—2-Yab+b
4 (Ja+Vo)(Ju—Yol=u—v

8¢
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5. 3.)125 —2-)20-3-)/180 + 6-})45 =

Losung: In jedem Radikanden ist eine Quadratzahl als Faktor enthalten. Dadurch lassen
sich die Wurzeln wie folgt vereinfachen:

=3-)25-6—-2-)4-6—3-36-5+6-)8.5=
-3.5.16-2-2-15-3-6-)5+6:3-]5=11.5 = 24,5971

6. (17 - 18+ 19) = 1o+ Jor — Vo — Y& — o + JoBy — B —
1. 'i/a-—-g,'i/au-a V&--z g s = Va"‘“ T/azn,a=a2.i/;

8. Ist ein Faktor mit unter ein Wurzelzeichen zu bringen, so rechnet man wie sm folgenden Beispicl.

T T AR
::-l/l—-;:l/?-l/l—?=l/z:’(1—?)=]/a:2—y’
9. Unter dem geometrischen Mittel der n Zahlen a,, a,, @y, ... @, versteht man den Ausdruck

m= ag Gy Gp -
8o ist das geometrische Mittel der Zahlen 6 und 24 die Zahl )6 - 24 = 144 = 12; das geo-
metrische Mittel von 12, 45 und 50 die Zahl |/12.45.50 — J2*.3.3%.5.5%-2 = (2-3-5)° = 30.

6.4.3. Division von Wurzeln mit gleichen Wurzelexponenten

In éhnlicher Weise wie bei der Multiplikation von Wurzeln mit gleichen Wurzelexpo-
nenten liBt sich herleiten, daB fiira und 5 =0

Y: /e (40)
Vb

ist.

indem man den Quotienten der Radikanden mit dem gemeinsamen Wurzelexpo-

Wourzeln mit gleichen Wurzelexponenten kionnen durcheinander dividiert werden,
nenten radiziert.

Oder umgekehrt:

Einen Bruch kann man radizieren, indem man Zihler und Nenner fiir sich radiziert
und die entstehenden Wurzelwerte durcheinander dividiert.

BEISPIELE

1. V72:)8=)72:8=)9=3
2. B1&F : {338 = |BIa6): Bab) = |27a' 6 = 3ad:-{a
B _ VS 9652
W~ 10~ 10

s— /210|210 50439
- ) =\ =— =
4. Jo2i 006 = 1o o = 0.59439

3. J084 = = 0,91652
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Anmerkung: Die Beispiele 3 und 4 zeigen, wie man Wurzeln, deren Wurzelwerte nicht in
der Tabelle stehen, durch geeignetes Umformen doch noch aus der Tabelle entnehmen kann.
(Vgl. hierzu auch Abachnitt 3.6.1)

6. (Yu+o-Yo):(Ju+Po)=u—-Tuv+v
— (u-Yu + u- o)
—u-l/;+v-]/;
—(—w-Yo—v-Yu)
+v-Jfutv-o
—(+o-Yu+0o:-10)

6.44. Rationalmachen des Nenners
Um einen Niherungswert fiir den Bruch -L2 zu erhalten, miiBte man die Zahl 1 durch

den Niherungswert 1,41421 dividieren. Man gelangt jedoch wesentlich schneller zum
Ziel, wenn man den Nenner so erweitert, da8 man nur noch durch eine ganze Zahl
zu dividieren braucht:

1 1-)2 1/5_11/§ 1

=5 1,41421 = 0,70711

B REE : 2
Man nennt dieses Verfahren Rationalmachen des Nenners.

Steht im Nenner eines Bruches eine n-te Wurzel, so li8t sich dadurch eine Verein-
fachung erreichen, daB man den Bruch so erweitert, da der Radikand im Nenner
die n-te Potenz einer Zahl wird. Daraus liBt sich dann die Wurzel ohne weiteres ziehen.

Ganz allgemein ist fiir das Zahlenrechnen eine irrationale Zahl im Zihler eines Bruches weniger
unbequem als eine irrationale Zahl im Nenner. Man wird daher stets versuchen, den Nenner
rational zu machen.

BEISPIELE

i
A



118 6. Wurzelrechnung

Steht im Nenner eine Summe, in der Quadratwurzeln auftreten, so lift sich der Nen-
pner mit Hilfe der dritten binomischen Formel

(a+b)(@a—b)=a?— b2

rational machen.

BEISPIELE
6. 2. Y3 2-V§-(V§+V§)__2-V§-(VE+V§)=V1_5+3

V5—-V3 (5—13()6 +V3) 2
. B B2-)5+)3)  2.)16+3 21543
" 2.5-)3 (2)5-B2-)5+Y3) 20-3 17
o & __ola+p)  ala+}p)

a-Vo @—|B)-le+)p) a-b

V8 -12 (V8 - 12) (}2 + /6 + y10)

S Ve-y T2+ Vo = Vol ()5 + yor + 1ol

Y2464V - Vi- YR} 6+2-Y5-2-2.)F (2+VB-}5 -z _

2+2-/12+6-10 4-)3-2 4-)3-2
Y1515 (2.3 +1) 4-13+2+2.)8B+)5-2.}15-16
@ B-nE B+ 4.3-1 N
_4-YB+246-)5+)16-2-)16—)5 2+4-}3+56-16-V15
B 11 1T
6.4.5. Radizieren von Potenzen

Nach Formel (25) ist fiir @ = 0

(o) = (a;—)m-

Demnach ist auch fiire = 0

Jam =" |. (41)

Es ist gleichgiiltig, ob man eine nicht negative Zahl zuerst potenziert und dann radi-
ziert oder ob man in der umgekehrten Reihenfolge vorgeht.

Bei der Anwendung dieses Gesetzes kommt es auf die gegebenen Zahlenwerte an, in
welcher Reihenfolge man am besten rechnet.

BEISPIELE
— —9
1 }za3 - {243’ - »- 27

2. J92*—12zy 1 4y°F = V8z — 2]/)-:‘: 183z — 2y|*
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Anmerkung: Der Radikand (3z — 2y)? der 2weiten Wurzel ist als Quadrat auf alle Falle
positiv, so daB die Wurzel ohne weiteres gezogen werden darf. Da aber der Ausdruck 3z — 2y
sowohl positiv als auch negativ sein kann, ist der Wurzelwert der Quadratwurzel in Absolut-
striche zu setzen. (Vgl. hierzu auch Formel (34) im Abschnitt 6.1.!)

2
3. 1/3 laBt sich als Quadrat einer vielstelligen Dezimalzahl nur sehr unbequem ermitteln. Be-
achtet man dagegen (41), so wird die Rechnung sehr einfach:

15" 17 =25 ~ 2,9240 (. Tabelle).

Fiir a = 0 folgt schlieBlich aus der Potenzschreibweise

km

sm m
akn =gn

die Beziehung

V= e | (42)

Wourzel- und Potcenzexponent diirfen mit der gleichen Zahl multipliziert bzw. durch
die gleiche Zahl dividiert werden.

Man nennt diesen Vorgang in Analogie zur Bruchrechnung Erweitern bzw. Kiirzen von
Waurzeln.

BEISPIELE

s 1B V3 = 5 ~22361

N 'I/Saob" _ 'V(za*b‘)a _ V2a*b‘ _b 17@
gTodn 3cd 3cds ~ d | 3ed

6. ‘VF 18t als zwolfle Wurzel zu schresben.

Losung: W = lW

An dieser Stelle soll noch eine Begriindung dafiir gegeben werden, warum bei der Definition des
Wourzelbegriffes die Einschrankung auf nicht negative Radikanden gemacht wurde.
Wiirde man némlich diese Einschrankung fallen lassen, so konnte man beispielsweise als Wert von

'i/—64 die Zahl —4 angeben, denn es ist (—4)® = —64. Damit widre dann auch die folgende,
offensiohtlich zu falschen Ergebnissen fiihrende Rechnung méglich:

—4 = =6 = Y=o = Voer = Vo1 = +4.

Derartige Trugschliisse kénnen nicht auftreten, wenn man sich konsequent an die Bedingung hilt,
daB nur Wurzeln aus nicht negativen Zahlen gezogen werden diirfen.

6.4.8. Radlzleren von Wurzeln

RERE ( 1\L a
Aus (a")"’= am!™ —gmn mite=0
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(43)

we | Vie-Vie-Te

Beim Radizieren einer Wurzel darf die Reihenfolge, in der radiziert werden soll, ver-
tauscht werden.

Jede mehrfache Wurzel kann auch als eine einfache Wurzel geschrieben werden
mit einem Wurzelexponenten, der gleich dem Produkt der gegebenen Wurzelexpo-
nenten ist.

BEISPIELE
1. 11@ = ViE - 13~ 113m1
Vo= V5 =16~ 142

2.

3. [/iﬁﬁ Ve

- Vs-V3~‘V§=’V3-I/V3=—~3=‘Vs-°vsi='Vs-vau’vw—-sz:vﬁs
6.4.7. Wurzeln mit verschiedenen Wurzelexponenten

Beim Rechnen mit Wurzeln mit verschiedenen Wurzelexponenten ist es meistens am
vorteilhaftesten, wenn man die Wurzeln als Potenzen mit gebrochenen Exponenten
schreibt und dann die Potenzgesetze anwendet.

BEISPIELE
1. 'i/?-'i/a_"=a7-a%=a%‘%l=a = Va_"‘?'
V3‘V3'_V§= {3- [3.3%]%}s - {3. [s% %}’ - {3-3%}-;— - {3%}%_— PR

Vgl. Abschnitt 6.4.6., Aufg. 4!

<

3. (4-yzy+ Yeat + 3-J 2z — 2. Vz9) =
11 12 1A 1 1
=(4x2yz+z“y‘ +31‘y‘)-(:“y" —2z2%y

?
= 4zily

5 5 17 a1

—Bzy+z‘2y—2z0 % 1+ 3290 ym_ﬁzay

o ~~—
I

5
[ ]

—— —_— [ [ I
= 4-‘i/z’y1"—8zy+y- il?—Zy-Vx’y +3y- i/z‘y -6y |y

6.4.8. Riickblick auf dle Wurzelgesetze

Da jede Wurzel als Potenz mit einer gebrochenen Hochzahl geschrieben werden kann, lieBen sich
simtliche Wurzelgesetze aus den ihnen entsprechenden Potenzgesetzen gewinnen. Um mit Wur-
zeln rechnen zu kénnen, wiirde es daher geniigen, wenn man die Potenzgesetze genau kennt.

Man verwendet jedoch beim Rechnen mit Wurzeln sowohl die Schreibweise als Potenz mit ge-
brochener Hochzahl als auch die Wurzelform, wobei es ganz von der Aufgabe und von den ge-
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gebenen Zahlenwerten abhidngt, welche der beiden Formen zweckmaBiger ist. Wer Aufgaben der
Wurzelrechnung schnell und sicher 18een will, der muB mit der einen Schreibweise genau so sicher
umzugehen wissen wie mit der anderen. Es wird daher empfohlen, beim Uben eine Anzahl der
Aufgaben sowohl mit Hilfe der Wurzelschreibweise als auch mit Hilfe der Potenzschreibweise
zu lésen und die Ergebnisse auf ihre Ubereinstimmung hin zu iiberpriifen.

AUFGABEN
148. Es ist anzugeben, fiir welche z-Werte die folgenden Wurzeln existieren:
o) = b) = 0 )7 9 V=
— 2 —
o Jz 0z g V-2 b JEz—r

i) ‘/z - y’ k) |/az — z?

149. Es ist nachzupriifen, ob die folgenden Wurzelwerte stimmen:

a) 50176 < + 224 b) Y0121 = +0,11 o) Y8001 < +0,1
d) 20738 2 +12 o) 4006 = +4 £) 8562 < +3
9 V@ FBF =+ (@+b?  h) 66,2596 — + 8,14 i) y132681 < 1 51
K Y=008< o2
150. Desgl.
ay y=T61081 = — 11 b) Y7812 = +5 o Yo la
d Y@ —biza—b e) /220900 L +470 ) JoF1B8-3+4=71
g) V66 = — 0,40207 n) Jo.001625 L +o0.22°
i) Y100—36 = + (10 — 6) = + 4 N )Z+PL+E+y)
151. Die folgenden Wurzeln sind soweit wie mdglich zu vereinfachen:
a) Y64 b) J=1 o) Ve 9 Yz o) Ved
£) Yowrp et wimE yyr=7 w Veewr
152. Desgl.
s Yaibice b) YT =27 o Vw—er d) jeawes

o (7-Va =8+ (5-Yb—c) ' +4-}c—a) - (3. )b -0
£) 5-36 —8-Y62 + 7. Y121 — 9. /64
g) 5-}i6—10.81 —9.81 + 8. Y243
b) (2:Y10)" - (10- }/2)* + (4. y10)*
3 - —_ — 3
i) l/%+ V Ti" ‘l/z‘;‘e+ /§+’°V_1
153. Folgende Wurzeln sind als Potenzen mit gebrochenen Hochzahlen zu schreiben:
a) Vg b) V§ c) 1/7 d) VE e) 'VZ'

n V& g V= b Yz i) Yato K j7=v
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154.

165.

166.

167.

158.

169.

160.

Desgl.
o 7 b) ' o Ve+or a) m- |7
o) |z £) TYm=3apee g jm h) 8- Jaatbics
) JPa—n k) JFyrues
Desgl.
1 /T 1 1
Y% WE o s o W—_I_T)

8 — 4—
) VE ) ]/1, h) -2 p I K —3
’ Y G G VER T2

Die folgenden Potenzen mit gebrochenen Hochzahlen sollen als Wurzeln geschrieben werden :

L 2 -1 -2 -2
a) 432 b) z® c)a ? d) b-¢ ? e) (be) ’

-2 3l -1
f) y g z? h) (m —=a) = i) a-o k) a-b%®
Desgl.

S -4 n ~ o
a) a* b) b 7 c) et d) & "2 o) e
f) F g) y-z.l h) 208 i) @ k) p—0dn
Berechne die folgenden Zahlenwerte:

=0,5
a) 20 b) 1607 c) (%) d) 0,343’1’ e) 256128
f) 1024-% g) 1296-02 h) 274,625”' i) 7,842 k) 0,561001'%
Vereinfache
= - 1 - 74—

8) 7-)2-13.)2 +)2+12.)2 b)%-i/&—-;--i/a+?'va—’l§ fa

o) 0,7-Y56 +3,1. 165 — 0.4 V55 + 6,2- Jiab — 2.3. V38

@ 4-)2-6-13+2.12+18+413-3-12-V+8

e 3-15+)0—-2-)7+2-)6-3-4.)5+2.17

fYa-vya g) Vo= h) l/g—sm

) o e k) V2 + 20}z - 4b- Y2 +c- |7
Desgl.

a) J3-712 b) Jas- )36 o) 151125

a9 V3 j18 o) Y1135 0 }z-12z

g Vm-vm.’if:i; h) Y8yz- |6zy- V3=

i) YoBuviw . Y578 W . 2w k) Jarr. s
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161.

162.

163.

164.

Deegl.

8) 3.)126—2.)20 —3.)180 + 6. /46

b) 720 — 2-)242 + |8 — 3-)320 + 5-}/72 + 3. 162 — 4 - |/606
©) (6.)2—2-)18 +5.)60 —2-)/08)-2-)2

d) (J2+3-13)(3)2+4-)3)

o) (Ja + V) (Ja—10) f) (2)2-3)3+5)6) .38
g) (3)8—2)5) b Vz+13-V2-13

i V2 + y18 - V51 + Y280 — Jeee

k) 16- Y102 — 8 Y147 — 11 }/ea8 + 5 363 + 4. /102 — 2 Y1875

Berechne

8) (15 +13)" + (16 — 3" b) (Vo +a)2+Vo—4a)2)

o B+ B -+ Vo7 VoyE—7

8 (vi—vi+va+vﬁ+31/§-vﬁ).vé

o) Y3 — 40 + Jia + b — 6 )@ + &) (@ — b) + }B (a* — B%) — J(a — B)
n Vorym-Yo—ym 9 (2+73) - (2|3

b 5+ Y6 + 1)1 - 19 ) (V16— 2-Jo)e-J2 - 3. 19)
W) (17 + VI + VB (7 + 11 - Y18 ()7 - Y11 + VI (Y11 + 13 — D)

Bei den folgenden Aufgaben ist der vor der Wurzel stehende Faktor mit unter die Wurzel
zu bringen:

a) z-ﬁ b) 4-1/5 ) 3a.v_z d) zy.v; o) 2m~1/ﬁ
e lE e idm wsep e
1 2 ]/ T wt— v
i) (Vil+V2)' VH—Z'VE k) u:v.Vu2r2u‘::-uz
Berechne

a) J147:)3 b) Y272: Y17 c) 90:Y18 d) J120: )5
5 1 1 /2
e) l/% 322 f) 1/17%: l/ g) 1/13: 1/2§
— S SN 2
h) v:‘:v:" i) Va'”:Va"" k) 9 1/4:15:%]/2?

-
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165. Desgl.

s) (1048 — 6127 + 4)12): |3 b) (1550 + 5 /200 — 3 }/450) : }/i0

1T _391 4 1)8
22 2|3 "85 Y6/ 1

~|

8
d) (%W—ﬂﬁﬂi\/}):zl/@
o) (]/zTy+VW)V—z_y f) (Vﬂ_b+avs+b]/;):]/&
g (Ja'® — Ja'¥): Ya'® b) @y - 9: 1y

33‘/:— V=y+—l/>) ﬁl/-g—i
k) ?i’mﬂml/g V> 1250;1/5“’

166. Berechne
Vzloaﬁb 0w . y24es b V1w - V5u - Vis0w
jeaaw Vi8us. 30w - Veouwrs:
Ve , 1700
Vo== Va
e) (m—n):(V,——V;) f) (4—a):(2+V;)
o (J36= - Jow): (5= - 133)
b) (@ +b):(Ja + ) ) @m —70): (Jam - J7m)

k) (122* — 9z |/zy + 20y |zy — 8z |y + 6y |z — 163"): (4 /= — 3 1fy)

167. Bei den folgenden Briichen ist der Nenner rational zu machen:

7 2 [ 1 1
Ysw Yw E Vv oV

15 1 . 2 6 6
f) ﬁ g8 l/;— h) ? i) 20. l/—s— k) - l/;

168. Desgl.

1 a 322 4 my
8) — b) ) —- d)

E V= Y= Ve
o) L 4+2)3 ) 8—1215

n g

Eali 2 13

-

hy 1- |2 o 40t — 26 oy _1m=3n




Aufgaben
169. Desgl.
» ]/§1+ 2 » W%V_Pﬁ 2)3-3 b 5 _li]'_?.
98 __ 14 , Yo+ 13
5+ 18 yro-y3 V_ 13
V2 + 218 JAm-E Vs reye
713 +3)10 4V‘-3V‘ Vs - 278
170. Desgl.
a1 |5 =
3v5+5]/1—l V3 - % Vz+y-Vy
4 +2]10 1-12+)3 1
BRI R O e PP
O B TE ) oV
A DL b RN
2+12+)3+ )6 2V-+2]/— V-2
171. Berechne
a (5" v (J&) o (3 o () o) V5%
f) Jmnp . @ Yawe b )zt i) e k) Jabe
172. Der Wurzelexponent ist soweit wie maglich zu erniedrigen:
s) 6 b) Y16 o }16 a) '8 o) 'J64
f V25 g /7P h) V1296 i) 'j/@561 k) "}/15625
173. Desgl.
a) V2560 b) o oI q) yioor o) Jaov
f) iz g JLaw n) jo.0r i) {1288 K) "|/500497
174. Desgl.
a) Ja@ b) == o) Yo 9 Y=y
o) [ T6mem £) Vp g g o hy "

i) 'i/’-ulﬁ -pykp+p

k) 1i,‘64 a-4h 18 p15 12 p10 20 ys 28 ud 3wt
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175. Erweitere den Wurzelexponenten auf die Zahl, die neben der Aufgabe in Klammern steht :
8 Ju () wiE oy olF o® o EEe @
ofeFs e njE @ o l@E-c a9
b Yz-y @ b Ymw a3 o Ja—F s

176. Beseitige die Doppelwurzeln:

V= b) Vt/—l_ﬁ o) VV’_Tz d) ]/1/_.?
o) a[/’[/u‘— 3utv + Buv — o f) VW g) VVW
w |Yawa i) V—% v [T

177. Berechne
a) 'YB561 b) '}/Zez1a2 o) Y1288

seVe e o 5VTE o R)E
® l/"‘ n |/l w o Yoia: o Ve T

S AT R A G I
V:‘-W :’-V-;

178. Desgl.

o127 wiEE o EE 9 ﬁ‘l/g o) VI-VE."VE

niez okl wiE:lz e k)l[l/—

179. Desgl.
0 1213 b . o Y o o . |
2 Wﬁv%w o G-z Y5+ 1m)-12 o (41802 - 1)

o (B +6-12):12 b (2y12+4.}3-6.)32):2 -z
R
i) "[/ﬁ

|, R
K (12-1.}5)2+7
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7. Logarithmenrechnung
7.1. Logarithmieren als zweite Umkehrung des Potenzierens
7.1.1. Begriflserklarungen

Ist aus der Potenzgleichung
a"=b
bei bekannter Grundzahl ¢ und bekanntem Potenzwert b die Hochzahl » zu bestim-

men, so nennt man die zugehérige Rechenart Logarithmenrechnung!) oder Logarith-
mieren und schreibt ’

R
&

(gelesen: n ist der Logarithmus von b zur Basis a).
Folgerung:

| Der Logarithmus ist eine Hochzahl.

In » = log, b nennt man

a die Grundzahl oder die Basis des Logarithmus,
b den Numerus?®) und
n den Logarithmus.

Das Zeichen log ist das Rechensymbol, das angibt, welche Rechenart ausgefiihrt wer-
den soll. Es ist beispielsweise vergleichbar mit dem Wurzelzeichen der Wurzelrechnung.
Mit diesen neuen Begriffen kann die Definition des Logarithmus genauer formuliert
werden:

Der Logarithmus einer Zahl b zur Basis ¢ ist diejenige Hochzahl, mit der die Basis
a zu potenzieren ist, wenn man den Numerus b erhalten will,

Die beiden Gleichungen
a"=b und =n=logb

driicken demnach denselben Sachverhalt aus; sie sind nur nach verschiedenen Zahlen
aufgelost.

1) logos (griech.) Vernunft, richtige Beziehung ; arithmos (griech.) Zahl. Der Logarithmus ist dem-
nach die Zahl, die zwischen Basis und Potenzwert die richtige Beziehung herstellt.

?) In der dlteren Literatur findet man fiir den Logarithmus von b zur Basis a meist das Zeichen
‘log b. Inzwischen wurde die den internationalen Gepflogenheiten entsprechende Schreibweise
log,b durch TGL 0-1302 fiir verbindlich erkldrt.

3) Eigentlich: ,,numerus logarithmandus* (lat.), die zu logarithmierende Zahl.
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Aus diesem Zusammenhang zwischen Potenz- und Logarithmenrechnung folgen die
beiden wichtigen Beziehungen

alo®d = log (at)=b |. (4D)

Logarithmieren und Potenzieren mit den gleichen Grundzahlen heben sich gegenseitig
auf, d.h.,

das Logarithmieren ist die zweite Umkehrung des Potenzierens.

Hiervon wird Gebrauch gemacht, wenn die Richtigkeit eines ermittelten Logarithmus
iberpriift werden soll.

BEISPIELE
1. log,625 = 4, denn 5= 625.
2. ]og,0,5=—%, N (L}
st 18
3. logesb=—1, " 0,2-1=($=5.
1 1
4. logwl0 =5, , 100° =100 = 10.
6. log,(k*) =2, ., k2= kR.
l -2
6. logy (k)= —2, ,, (—) - 2.
+ k
Sonderfille:

Aus a! = a folgt

I log.a=1 I (46)

| Der Logarithmus der Basis ist stets Eins.
Aus a° = 1 folgt ’

@

| Der Logarithmus von Eins ist bei jeder Basis gleich Null.

Da esim Endlichen keine Hochzahl n gibt, fiir die a" = 0 ist, ist log,0 nicht erkldrt.

Anmerkung: Als Basis eines Logarithmus ist jede von Null und Eins verschiedene positive Zahl
geeignet.

Da jede Potenz einer positiven Grundzahl wieder positiv ist, gibt es keine Logarithmen von
negativen Zahlen.

Aber beachte: Es gibt negative Logarithmen. (Vgl. Beispiele 2, 3 und 6!)

Es sei noch einmal der Zusammenhang zwischen den drei Rechenarten dritter Stufe
herausgestellt:
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Sind a und b nicht negative Zahlen, so besagen die drei Gleichungen

SN

a=i/z <—>| n = log, b

alle dasselbe; sie sind nur jeweils nach einer anderen der drei Grofen a, b und n aufgeldst.

7.1.2. Logarithmengesetze

Es seien z und y zwei beliebige positive Zahlen. Dann lassen sich zu einer gegebenen
Grundzahl a stets zwei Hochzahlen » und v so finden, daB

z=a¢* und y=a’
wird, woraus

u=log,z und wv=logy
folgt.
Es ist dann

z.y=a"*.a"=g"*",
Lést man diese Gleichung nach der Hochzahl u + v auf, so erhélt man
lOg,,(:B * y) =u+tv,

woraus wegen v = log,z und v =1log,y folgt

I log,(z - y) = log,z + log,y |- (48)

Der Logarithmus eines Produkts stimmt mit der Summe der Logarithmen der ein-
zelnen Faktoren iiberein.

Was hier fiir zwei Faktoren gezeigt wurde, laBt sich auf beliebig viele Faktoren er-
weitern:

log,(z, - Z, - 24+ ... z,) = log,z, + log, z, + log, z, +

(49)
+ -+ log,z.

Bildet man statt des Produktes z - y den Quotienten =, so erhilt man nach einer
dhnlichen Rechnung wie oben y

log, % = log,z — log,y |. (50)

Der Logarithmus eines Bruches stimmt mit der Differenz der Logarithmen des
Zihlers und des Nenners iiberein.

9 Elementarmathematik



130 7. Logarithmenrechnung

Setzt man in (49) z, = T, = z, = -+ = T, = T, 80 ergibt sich

log,(2") = log,z + log,z + log,z + -+ + log,z.

n Summanden

| log.(am) = n-log,z |. (61)

Um den Logarithmus einer Potenz zu bestimmen, kann man den Logarithmus der
Grundzahl mit der Hochzahl multiplizieren.

n L
Wegen V; = g folgt daraus sohlieBlich fiir den Logarithmus einer Wurzel:

log,i/;=%-log,x . (62)

Um den Logarithmus einer Wurzel zu bestimmen, kann man den Logarithmus des
Radikanden durch den Wurzelexponenten teilen.

BEISPIELE

1.

Mit Hilfe der Logarithmen log, 4 = 2, log, 16 = 4 und log, 64 = 6 soll fiir jedes Logarithmen-
gesetz esn Beispiel gebildet werden.

a) log,(4-16) = log,4 + log,16 = 2 + 4 = 6 = log,64
b) log,(64:2).= log,64 — log,2 =6 — 1 = 6 = log, 32
o) log,(4?) =3-log,4 =3.2 =6 = log,64

d) log,J16 = - log,16 = %.4 =2 =log,4

- 108-(3!1'3') = log.z + log.(y") + lOg.(Z') = IMd (49))
= log,z + 2-log,y + 6 - log,z [nach (61) ]
|
. log, 2. — log, (p*q") — log, (ret) = [nach (50)]
=2.log,p + 3-log,qg — (log,r + 4-log,s) [nach (49) und (51)]

Wegen log,p = 1 folgt daraus schlieplich :
=2 4 3 .log,q — log,r — 4:log,s

log, % = log.1 — log.k = — log.k (dennlog.l1 =0)
P
ad:-Ve
. log, V- = % (2-log,a + log, b + %-log,c —3:log, d — % -log,e)

@)

. log.z + log.y — log.s ldpt sich zwsammenfassen zu log, %’ .

'i'_E

. a-log,a+%-log,b—r-log,c—%-log,d=log, —

“. Vd‘
log.(z* + y*) 4Pt sich nicht sn esnzelne Logarithmen aufspalten, da es kein Logarithmengeselz
fiir den Logarithmu s einer Summe gibt.

. log.z + log,z kann zundchat nicht zusammengefapt werden, da sich die besden Logarithmen auf

verschiedene Basen beziehen.
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7.2, Die dekadisohen Logarithmen
7.2.1, Begriffserklirungen

Die Gesamtheit aller Logarithmen zur Basis @ nennt man daa Logarsthmensystem zur
Hasts a. Als Basis fiir ein Logarithmensystem ist jede Zahl a > 0 auBer a = 1 geeignet.
Fiir logarithmische Berechnungen eignet sich vor allem das dekadische Logarithmen-
system (auch dekadische, Zehner- oder Briaassche Logarithmen genannt), dessen Basis
die Zahl 10 ist.

Fiir die dekadischen Logarithmen schreibt man nach TGL 0-1302 statt log,, z kurz Ig z:

l_log,,,z =lgz l (63)

Es ist dann
g1l =1glo®*=0
1g 10 =gl =1 g0l =1g(10y=—1 .
1g100 =1g10*=2 1g0,01 = 1g(1078) = -2
1g1000 =1g10* =3 1g0,001 =1g(107%) = -3
lg 10000 = 1g 108 = 4  usw. 10,0001 = 1g (1074) = — 4  usw.

Aus dieser kurzen Zusammenstellung spezieller dekadischer Logarithmen erkennt. man:

Die dekadischen Logarithmen der Zehnerpotenzen sind ganze Zahlen. Die deka-
dischen Logarithmen der Zahlen zwischen 1 und 10 liegen zwischen Null und Eins.
Die dekadischen Logarithmen der echten Dezimalbriiche sind negativ. Die deka-
dischen Logarithmen der in der obigen Zusammenstellung nicht aufgefiihrten Nu-
meri zwischen 0,0001 und 10000 miissen zwischen den Werten — 4 und - 4 liegen.

Die meisten dekadischen Logarithmen sind trrationale Zahlen, die man im allgemeinen
als gerundete Dezimalzahlen schreibt.

Die besondere Bedeutung der dekadischen Logarithmen beruht auf folgenden Eigen-
schaften:

Kennt man die Logarithmen der Zahlen von 1 bis 10, so lassen sich daraus die Log-
arithmen aller anderen Zahlen leicht ermitteln. So folgt beispielsweise aus

J/10 = 10t = 100800 ¢ 91544,
daB
1g 2,1644 = 0,33333
ist.
Nach den Logarithmengesetzen ergibt sich daraus

1g 21,644 = 1g (10 - 2,1644) = 1g 10 + 1g 2,1544 = 1 + 0,33333 =
= 1,33333

Ig 216,44 = 1g (100 - 2,1544) = Ig 100 + 1g 2,1644 = 2 + 0,33333 =
= 2,33333
Ig 2154,4 = 1g (1000 - 2,1544) = 1g 1000 + Ig 2,1544 = 3 + 0,33333 =
= 3,33333 usw.



132 7. Logarithmenrechnung

Entsprechend erhélt man

1g0.21544 = 1g 2104
1g0,021544 = 1g2 ¥4
Ig 0,0021544 = 1g 210

=1g2,1544 — Ig10 =0,33333—1
=1g 2,1544 — Ig100 = 0,33333 — 2

= 1g 2,1544 — 1g 1000 = 0,33333 — 3  usw.

In den letzten drei Beiapielen hitte man die Differenzen 0,33333 — 1, 0,33333 — 2 und
0,33333 — 3 noch umrechnen kénnen in — 0,66667, — 1,66667 und — 2,66667. Das
wiire jedoch sehr unvorteilhaft, denn es ist aus den angefiihrten Beispielen zu erkennen,
daB fiir die gleiche Ziffernfolge 2-1-5—4—4 im Numerus unabhingig von der Komma-
stellung immer wieder die Ziffernfolge 3-3-3-3-3 im Logarithmus erscheint.

Es ldBt sich allgemein zeigen, daB der dekadische Logarithmus folgende Eigenschaften

besitzt:

1. Jeder dekadische Logarithmus besteht aus zwer Teilen: einer positiven oder negativen
ganzen Zahl, der Kennziffer, sowie einem aus etner Irrationalzahl durch Runden ent-
standenen echten Dezimalbruch, der Mantisse!).

2. Numers mit der gleichen Ziffernjolge besitzen unabhangsg von der Kommastellung die-

selbe Mantssse.

3. Ist der Numerus = 1, so ist die zugehdrige Kennziffer eine positive ganze Zahl oder

Null,

4. Ist der Numerus ein echter Dezsmalbruch, so ist die zugehorige Kennziffer eine negative

ganze Zahl.

Fiir die Bestsimmung der Kennziffer gilt folgende einfache Regel:

Die Kennziffer eines dekadischen Logarithmus stimmt mit der Hochzahl des Stellen-
wertes der ersten von Null verschiedenen Ziffer des Numerus iiberein.

BEIBPIELE

1. 1g 7269 hat die Kennziffer 3, da dse erste geltende Zifler, die 7, den Stellenwert 10° besitzt.
(7269 =7-10° + 2.10° + 5- 10! + 9-10°

2. 1g 46203406 hat die Kennziffer 7, da die 4 den Stellenwert 107 besitzt.
3. 1g 0,024315 hat die Kennziffer — 2. da die erate von Null verschiedene Ziffer, die 2, den Stellen-

wert 10-* besstzt.

4. 1g 0,000007261 hat die Kennzifler — 6,

Ig 7 362026869 hat die Kennziffer 9,
1g 2,000004061 hat die Kennziffer 0.

7.2.2, Dle Logarithmentalel

7.2.2.1. Dle Elnrichtung der Logarlthmentalel

Da sich die Kennziffern der dekadischen Logarithmen leicht ermitteln lassen, enthal-
ten die ,,Logarithmentafeln im allgemeinen keine Logarithmen, sondern nur die

Mantissen.

1) mantissa (lat.) das Bleibende.
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Den folgenden Beispielen wurde das Tafelwerk ,,Finfstellige Loganithmen und andere mathematische
Tafeln*, bearbeitet von Dr. Frrrz MULLEE, erschienen im VEB Fachbuchverlag, zugrunde gelegt.
Die fiinfstelligen Tafeln enthalten die Mantissen aller vierziffrigen Numeri auf fiinf
Stellen genau. Die ersten drei Ziffern des Numerus findet man in der dulersten linken
und der éuBersten rechten Spalte, wihrend die vierte Ziffer des Numerus in der obersten
bzw. untersten Zeile jeder Seite aufzusuchenist. Von der Mantisse sind im allgemeinen
nur die letzten drei Ziffern aufgefiihrt. Da die ersten beiden Ziffern der Mantisse fiir
mehrere Zeilen gleich lauten, sind sie der besseren Ubersicht wegen nur einmal am
Anfang der Zeile gedruckt, in der sie erstmalig auftreten.

Ein Stern (*) vor den letzten drei Ziffern einer Mantisse deutet darauf hin, daB als
erste und zweite Ziffer der Mantisse nicht mehr diejenigen Ziffern niederzuschreiben
sind, die noch fiir den Anfang der Zeile galten, sondern bereits die beiden Ziffern, die
am Anfang der nichsten Zeile stehen.

BEISPIELE

1. Ziflernfolge Mantisse 2. Mantisse Ziflernfolge
des Numerus des Numerus
5-9-3-7 77357 84466 6-9-9-3
1-0-0-8 00346 93435 8-5-9-7
4-30-2 63367 46240 2-9-0-0
5-0-1-1 69992 64777 44414
5-0-1-2 70001 56003 3-6-3-1
6-1-6-6 79000 35006 2-2-3-9

(In den letzien Besspielen jeder Aufgabe sind die Sterne vor den Mantissen zu beachtenl)

Es sei noch auf die Tafel der natiirlichen Werte und der Logarithmen hdufig gebrauchter
Zahlen (Seite 1 bis 2) hingewiesen, mit deren Hilfe sich manche Rechnung abkiirzen
laBt.

7.2.2.2, Das Aufsuchen der Logarithmen

Wenn der Logarithmus einer Zahl bestimmt werden so]l, schreibt man zweckmaBiger-
weise erst die Kennziffer nieder und setzt dann die Ziffernfolge der dem Numerus ent-
sprechenden Mantisse dazu.

BEISPIELE

L 1g27,36 = ? Kennziffer:1 Mantisse: 43696
1g27,356 = 1,43698

2. 1g0,6847 =? Kennzifler: — 1 Mantisse: 76693
1g0,5847 = 0,76693 — 1

. 1g7945000 = 6,90009  (Stern beachten/)

1g85170 = 4,81405

. 1g0,000012 = 0,07918 — 5

. 1g1,446 = 0,16017

. 1g0,001518 = 0,18127 — 3

N o e W
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7.2.2.8. Das Aufsuchen des Numerus

Wenn zu einem gegebenen Logarithmus der zugehérige Numerus bestimmt werden
eoll, ermittelt man aus der Mantisse zundchst die Ziffernfolge des Numerus und legt
dann die Kommastellung mit Hilfe der Kennriffer fest.
BEISPIELE
1. Welchen Wert besitat z, wenn Ig z = 3,10048 st/
Lodsung: Zur Mantisse 10648 gehdrt die Ziffernfolge 1-6-7-2 fir den Numerus. Die Kenn-
ziffer ist 3, folglich ist z = 1572.
2. Desgl. fiir Ig z = 0,64028 — 4.

Ldsung: Zur Mantisse 64028 gehdrt die Ziffernfolge 4-3-6-8 filr den Numerus (Stern be-
achtend). Die Kenniffer ist — 4, folglich ist z = 0,0004368.

3. lgz = 5,80003 z = 631000

4. lgz = 0,81003 z = 6,457 (Stern beachten!)
6. lgz = 0,90078 — 1 z = 0,9700

6. lg z = 25,80020 z = 1,766 . 10*

7. lgz = 0,70001 — 12 z = 5,012. 101

7.2.24. Interpolation

Die funfstelligen Logarithmentafeln sind so fein unterteilt, daB auch die Logarithmen
von fiinfziffrigen Numers mit guter Genauigkeit durch lineare Interpolation gefunden
werden konnen.

Besitzt jedoch ein Numerus mehr als fiunf geltende Ziffern, so ist er vor der Bestim-
mung des Logarithmus auf fiinf geltende Ziflern zu runden.

Das Verfahren der linearen Interpolation, das bereits im Abschnitt 3.6.8. erwihnt
wurde, soll an einigen Beispielen vorgefithrt werden.

BEISPIEL 1
Ig 366,27 = ?
Ldsung: Die Kennxiffer ist 2.
In der Logarithmentafel findet man als Nachbarwerte
1g 366,20 = 2,66160 und Ig 366,30 = 2,66182.

Die ,,Tafeldifferenz* (Mantissendifferenz) ist demnach D = 13 Einheiten der letzten Stelle.
Die rugehdrigen Numeri wachsen von 356,20 auf 356,30 um 10 Einheiten der letaten Stelle an.
Auf 10 Numerus-Einheiten kommen demnach 13 Mantissen-Einheiten;

auf 1 Numerus-Einheit kommen demnach 1,3 Mantissen-Einheiten ;

auf 7 Numerus-Einheiten kommen demnach 7 - 1,3 = 9,1 = 0 Mantissen-Einheiten.

(7 Einheiten deshalb, weil sich der gegebene Numerus 356,27 um 7 Einheiten vom in der Ta-
belle stehenden Numerus 356,20 unterscheidet.) Es ist somit

1g 356,27 = 2,55160
+ 9
18 366,27 = 2,65178.
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Ist D die Tafeldifferenz (Mantissendifferenz), d der gesuchte Mantissenzuwaohs und n
die fitnfte Ziffer des Numerus, so erhilt man nach einer entsprechenden Uberlegung
die Proportion

d:D=n:10,

aus der sioh

ergibt.
Diselse Umrechnung kann man sich jedoch ersparen, indem man die ,,Proportional-
tifelchen'* benutzt, die am Rande jeder Seite stehen. In diesen Proportionaltafeln sind
fir die auf der betreffenden Seite auftretenden Tafeldifferenzen fiir alle n von 1 bis 9
die zugehirigen d-Werte ausgerechnet. So steht z. B. in der Proportionaltafel fiir D = 13
neben der 7 der im Beispiel 1 berechnete Wert 9,1.
BEISPIEL 2
1g 0,308028014 = ?
Losung: Der Numerus wird zunichst auf fiinf geltende Ziffern gerundet:
1g 0,309028914 ~ Ig 0,30803
Kennriffer: — 1
Benschbarte Logarithmen :
1g 0,30000 = 0,48006 — 1
1g 0,30910 = 0,48010 — 1
Tafeldifferenz D = 14
Aus der Proportionaltafel fiir D = 14 entnimmt man den zur fiinften Ziffer n = 3 geh6renden
Mantissenzuwachs d = 4,2 = 4, so daB
1g 0,30003 = 0,48086 — 1
+ 4
18 0,30003 = 0,40000 — 1

wird.
Die umgekehrte Aufgabe, zu einem gegebenen Logarithmus den zugehérigen Numerus
auf finf Ziffern genau zu bestimmen, 158t man entsprechend.
BEISPIEL 8

Welchen Wert besitet z, wenn Ig z = 3,81500?

Lasung: In der Tabelle findet man die der gegebenen Mantisse 81500 benachbarten Werte
81498 und 81506, zu denen folgende Ziffernfolgen fiir die Numeri gehdren: 6-6~3-1-0 und
6-6-3-2-0.

Tafeldifferenz: D =17 (Differenz zwischen 81498 und 81606)
Mantissenzuwachs: d = 2 (Differens zwischen 81488 und 81500)

In der Proportionaltafel fiir D = 7 findet man links neben dem dem Mantissenzuwachs d = 2
am néchsten liegenden Wert 2,1 die fiinfte Ziffer n = 3 des Numerus. Somit ist die zur Man-
tisse 81500 gehdrende Ziffernfolge fiir den Numerus 6-6~3-1-3.
Festlegung des Kommas (Kennziffer ist 3) ergibt

z = 6631,3.

Der Leser bestimme z zur Ubung auch ohne Benutzung der Proportionaltafeln!
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BEISPIEL 4
Man bestimme z auslg z = 0,40000 — 8!
Losung: Benachbarte Werte aind:
Meantisse: 39985 Numerus: 2-5-1-1-0
40002 2-6-1-2-0

Tafeldifterenz: D = 17 (Differenz zwischen 39985 und 40002)
Mantissendifferenz: d — 15 (Differenz zwischen 39985 und 40000).

Daraus folgt n = 9. (Die 15 liegt néher an 16,3 als an 13,6.)
z = 2,6119.10-®

7.3. Das Rechnen mit dekadischen Logarithmen

Da durch die Logarithmengesetze jede Rechenart auf die nachst niedrigere Stufe zuriick-
gefiihrt wird, eignen sich die Logarithmen besonders dazu, umfangreiche Zahlenrech-
nungen zu erleichtern und zu verkiirzen.
Bevor die Anwendung der Logarithmen bei den Grundrechenarten erldutert wird, soll
an einem Beispiel das Prinzip aller logarithmischen Berechnungen ausfiihrlich erlautert
werden.
BEISPIEL

E's soll das Produkt z = 3,1479 - 12,3166 - 9,43 berechnel werden.

Lasung: Uberschlag: z =~ 3.12.10 = 360

Statt des Produkts z ermittelt man zuniéchst den Logarithmus des Produkta. (Statt zu wulti-
plizieren, braucht man nur zu addieren.)

Ig z = 1g (3,1479 - 12,3166 - 9,43) =
=1g 3,1479 + 1g 12,3165 + Ig 9,43 =
= 0,49802 + 1,09047 + 0,07451

Ig z = 2,66300

Durch den Ubergang zum zugehérigen Numerus erhilt man das Ergebnis z der gestellten
Multiplikationsaufgabe:

z = 366,69
Das Ergebnis stimmt in der GroBenordnung gut mit dem Uberschlag iiberein.

Es empfiehlt sich, den Rechengang in folgenden Schritten durchzufiihren:
1. Schritt: Uberschlag.

2. Schritt: Aufstellen eines Rechenschemas fiir die logarithmische Berechnung. In dieses
Schema werden sofort die Numeri und die zugehorigen Kennziffern eingetragen
sowie die vorzunehmenden Rechenoperationen vermerkt.

Num Log
3,1479 0, +
12,316 1, +
9,43 0, +
z
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3. Schritt: Eintragen der Mantissen und Ausfiihren der vorgesehenen Rechenope-
rationen:

Num Log |
3,1479 0,49802 | +
12,316 1,08047 | +
9,43 0,97451 | +
z= 2,66300

4. Schritt: Bestimmung des Numerus z = 365,59.
Dieser Wert wird in das Schema eingetragen.

5. Schritt: Vergleich mit der Uberschlagsrechnung.
Voraussetzung fiir ein erfolgreiches Rechnen mit Logarithmen ist die sichere Beherr-

schung simtlicher Logarithmengesetze sowie eine peinliche Sauberkext und Ordnung
beim Aufstellen und Ausfiillen der Rechenschemata.

7.8.1. Logarithmlsche Berechnung von Produkten
BEISPIEL
Man berechne das Produki

z = 45,3 - 72,66 - 0,0469 - 0,00328 . 27,384 !
Ldsung: Uberschlag: z=~4:10.7.10.6.10-2.3.10-%.3. 10
z = 1400. 102 = 14

Logarithmische Berechnung:
Num | Log

45,3 1,66610 +
72,86 1,86124 +

0,0489 0,67117 — 2 +

0,00328 0,61687 — 3 +
27,384 1,43749 +

z = 13,864 6,14187 — 6 = 1,14187

Das Ergebnis stimmt gut mit dem Uberschlag iiberein.
Anmerkungen:

1. Auch die negativen Kennziffern sind mit zu addieren!
2. Der Logarithmus des Ergebnisses 6,14187 — 5 wird umgeformt in 1,14187.

7.8.2. Logarithmlsche Berechnung von Quotienten
BEISPIEL 1
Man berechne den Quotienten z 3];8_.1;:

Ldsung: Uberschlag: z = 400:20 = 20
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Logarithmische Berechnung:
Num Log
378,46 2,67802 +
16,764 1,22411 —
= 22,689 1,35391

Gute Ubereiastimmung mit Uberschlag.

BEISPIEL 2

Man bestimme den Quotient. = 16,764

"~ aI84A
Losung: Uberschlag: z = 20:400 = 0,05
Logarithmische Berechnung:

!

Num | Log

3 -2
16,754 22411 +
378.46 2,57802 -

z = 0,044268 0,64609 — 2

Anmerkung: Wenn der Nenner gréBer ist als der Zahler, 1Bt sioh die Subtraktion
der Logarithmen nicht ohne weiteres ausfithren. Um negative Mantissen zu vermeiden,
vergroBert man die Kennziffer des Zihlers um so viel, daB sich die Subtraktion durch-
fuhren 188t und zieht den vorn hinzugefigten Betrag in Form einer negativen Kenn-
ziffer wieder ab. (Vgl. Beispiel 2!)

BEISPIEL 8

Man berechne den Quotienten z = 2000201

0,00076482 !

Losung: Uberschlag: z =~ 3%0 = 50 (Kommaverschiebung!)

Logarithmische Berechnung:
Num Log
1 -3
0,036901 56704 — 2 |+
0,00075482 087784 - 4 |-
z = 50,027 0,68920 + 1 = 1,920

Gute Ubereinstimmung mit dem Uberschlag.

Anmerkung: Man beachte die Subtraktion der negativen Kennziffern!

Durch geschickte Anordnung des Rechenschemas lassen sich aueh zusammengesetzte
Ausdriicke, in denen Produkte und Quotienten auftreten, leicht logarithmisch be-
rechnen.
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BEISPIEL 4
74,360 . 0,3106 - 93,67
Yon berackne = = o5 0,824 12,02 |
+10.3.10-1.10°
Losung: Uberschlag: z = 7:10-3-102-100 _
5.1.10
Logurithmische Berechnung:
Num Log
74,36 1,87134 +
0,3106 0,49206 — 1| +
03,67 1,97114 +
V4 3,33454%) +
5,279 0,72255 +
0,824 091693 — 1| +
12,62 1,10106 | +
N 1,738641) -
z = 39,368 1,60500
Gute Ubereinstimmung mit dem Uberschlag.
7.8.8. Logarithmische Berechnung von Potensen
BEISPIELE
1. Man berechns = = 64,25°!
Ldsung:
Num | Log |
04,26 1,80787 5
z= 1,0048.10° 9,03936

2. Man berechne z = 0,03726¢!

Losung:
Num | Log |
0,03725 067113 — 2 | .4
z=1,0264.10-* | 2,28452 — R = 0,28452 — O

3. Man berechne z = ( 37,166 - 482,39 - 0,04602 ).l

4A5,30. 05273 - 3,36471

1) Da die Zahlenwerte des Zkhlers und des Nenners nioht interessieren, wurde im Rechenschema
der Zkhler duroh Z, der Nenner durch N angedeutet.
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L3sung:
Num Log |
37,155 1,57002 +
482,39 2,68340 +
0,04692 0,67136 — 2 | +
A 4,92478 — 2 +
485,36 2,66606 +
0,6273 0,72208 — 1| +
3,3647 0,62696 +
N 3,93507 — 1 -
Br 0,98971 — 1| -6
z= 0,86748 5,93826 — 6 = 0,93826 — 1
7.3.4. Logarithmische Berechnung von Wurzeln
BEISPIELE

1. Man bestimme z = |I/267,451

Ldsung:
Num | Log '
267,45 242724 | :3
0,80908

z= 6,4429

2. Man bestimme z — |/1,3662 - 101 1

Losung:
Num | Leg |
3 - 14
1,3662 - 10-1 £13519 - M | :7
0,44788 — 2

z = 0,028047

Anmerkung: Da die negative Kennziffer ihrer Bedentung nach nur eine ganze Zahl
gein kann, ist sie gegebenenfalls vor der Division durch den Wurzelexponenten so um-
zuformen, daB die Division ganzzahlig aufgeht (vgl. Beispiel 21).

BEISPIEL 8

_ {/7 A5 13,08 8643Y
Han berechne = = V(§4—>',59 793,35 7082,6) '
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Losung:
Num Log
7,35 0,86629 +
13,68 1,13609 +
864,3 2,93666 +
7 -3
Z 4,93904 +
24,59 1,39076
93.35 1,97011
7082,6 3,85020
N 7,21107 -
Br 0,72797 - 3 |- 2
(Br)? 1,45594 — 6 |: 3
xr = 0,030571 0,48531 — 2
7.8.5. Logarithmische Berechnung komplizierterer Ausdriicke

Bei technischen Problemen, vor allem in der Wirmelehre, treten héufig Potenzen auf,
deren Hochzahlen Dezimalbriiche sind.

BEISPIELE
. _ (35,24\14
1. Man bestimme z = <ﬁ)
Ldsung:
Num Log
35,24 1,64704 | +
24,76 1,39368 | —
Br 0,16346 | -1,4
z = 1,6400 0,21484
0,00372\2¢7
2. Man berechne x=('—) |
@ 0,01764
Lésung:
Num Log
0,00372 0,67054 — 3 | +
0,01764 0,24650 — 2 | —
Br 0,32404 — 1 | . 1,147
(Br)1ae 0,37167 — 1,147
— 0,147 + 0,147
z = 0,16776 0,22467 — 1
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Nebenrechnung zur Ermittlung dee Produkta (Pr) 0,32404 « 1,147 :

Num Log
0,32404 0,61060 — 1
1,147 0,05966

Pr: 0,37167 0,57016 — 1

Anmerkung: Da durch die Multiplikation der negativen Kennziffer mit der gebroche-
nen Hochzahl ein Dezimalbruch entstand, muBte der Logarithmus des Ergebniases
erst noch so umgeformt werden, daB sich eine ganzzahlige negative Kennziffer ergab.

(Vor- und drittletzte Zeile des Rechenschemas der Hauptrechnung.)

BEISPIEL 3
. 1024012784 240
an berechne z =
472,60 - 33,74 Y0823
Lésung:
Num Log
16,24° 121059 -2 242118 |+
Yziea 244154 -4 061030 |+
23,43 136022 -3 410768 |+
12 -5
z 713923
472,5° 2,67440 534880 |+
23,7¢ 137475 540000 |+
jo823 2,90224 000741 |+
N 11,84521
1 8
Br £.20402 —
z= 0026009 043134 — 2

Wenn in einer Aufgabe Summen oder Differenzen auftreten, die sich nicht in ein Pro-
dukt umformen lassen, muB die logarithmische Berechnung der Summanden einzeln

erfolgen.

BEIBPIEL 4

}/0,08825 — yo,004701 ,

Man berechne

0,000073
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Losung:
Num | Log
0,00325 1,08065 — 3 | : 3
V6:083% = 0,46347 0,85856 — 1
0,004701 167210 — 4 | : 2
}/0,004701 = 0,06857 0,83610 — 2
Z = 0,38480 0,68635 — 1 | +
}/0,000073 1,08811 — 5 | :5 | 039762 — 1 | —
z = 1,6407 0,18773

Anmerkung: Die logarithmisohe Bereohnung der Quadratwurzel ergibt genauer den
Wert 0,068566. Da aber die dritte Wurzel nur bis zur fiinften Stelle hinter dem Komma
genau angegeben werden kann, mul auch die Quadratwurzel auf diese Stellenzahl
gerundet werden.

74. Ausblick auf andero Logarithmensystome

Alle bisherigen Aufgaben wurden mit Logarithmen zur Basis 10, mit den dekadischen Logarithmen,
geldst. Dieses Logarithmensystem ist filr das praktische Zahlenrechnen deshalb besonders geeig-
net, weil man fiir alle Zahlen mit der gleichen Ziffernfolge — unabhiingig von der Kommastellung —
denselben Zahlenwert aus der Logarithmentafel entnehmen kann und man dazu dann nur
noch die zugehdrige Kennziffer festlegen muB.

Logarithmensysteme mit einer von 10 verschiedenen Basis besitzen diese vorteilhafte Eigen-
schaft nicht.

Es sei aber darauf hingewiesen, daB sich jede positive Zahl == 1 als Basis fiir ein Logarithmen-
system eignet, mit dem man dann nach den gleichen Logarithmengesetzen rechnen kann. Es ist
nur zu beachten, daB innerhalb einer Rechnung nicht mit Logarithmen aus verschiedenen Log-
erithmensystemen gerechnet werden darf. Auf die Zusammeanhinge zwischen den verschiedenen
Liogarithmensyetemen soll im Rabmen dieses Buches nicht eingegangen werden.

AUFGABEN

180. Die folgenden Potanzglaichungen aind in Logarithmengleiohungen umzuwandeln:
8) 2¢ =16 b) (—;-)' = _;_ 0) 0,2 = 25 d) (— &) = 26
e) e--=51-6 ' f) s'=1z g) 8 =512 h) 2°=1
i) 0,01* = 0,00000001 k) (-3)*=-y

181. Es ist nachzupriifen, ob die folgenden Logarithmen stimmen :
a) log,64—3 b) log;gl00=2 o) logy50 =1 d) 10g,,,0,26 — 2
e) loggy5—1 f) logo,8——~4  g) 10gy,0,0000001 = — 7

? ?
h) logs M= —2 i) logg8~025 k) log,0,7071 ~ — %
)
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182. Die Wurzelgleichungen sind in Logarithmengleichungen umzuwandeln:

183.

184.

185.

188.

187.

188.

s) Y648 b) J243 -3
o YE=¢ n Ve =»

P =

1 n
g) V;=y h)

Bestimme den Wert folgender Logarithmen :

¢) 10,001 = 0,1 d) 380625 = 6
/1 59
l) ; =n k) F =t

a) log,81 b) logmé ¢) 108,50,0001 d) logs,1,0,049 ) log,6561
f) log,6 g) Iog.% h) log,0,06256 i) log, % k) log, %
Desgl.

a) log,2 b) logg3 o) log,0,6 d) log;q00,1 e) log,y1
f) log,0,008 g) logy(— 81) h) log;3 i) log,,8,3666

Bestimme z aus folgenden Gleichungen:

8) log,z =56 b) log,z =6 c) logyz = % d) log.256 =2
e) log.0,6 = —1 f) logyz = — 2 g) logiz =—-0 h) log*z = -0,
i) log.0,000001 = —6 k) log.a =1

Desgl.

8) log,z=1 b) loggsz = 4 c) logyg,z = — % d) log. 2197 = 3
e) log,% =—-1 f)log,m®=2z g z= log,i/; h) log,z = 4

i) log, 243 ~ 5

Desgl.
8) T = log,% b) log,z = 0,6
d) z= log, -l e) log;z= —1
a.
1
g) log.19683 = 9 h) z =logi 45

k) z = log,0,0016

k) z=log,cl+loglc

c) log. 4096 = 6

1
f) logyz = — 3

i) log;1=0

Fiir die Baais 2 sind die Logarithmen folgender Zahlen zu bestimmen :

a) 16 b) 64

f) 1,4142 g) 0,26

c) 2
h) — 32

1
e) 3—2
k) 1,2599

d) 0,6
i) 1024
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189. Fiir die Basis 0,5 sind die Logarithmen folgender Zahlen zu bestimmen:
8) 1 b) )2 ¢) 2 a J7 o) 16
f) 0,125 g )2e h) 256 i) 0,6 k) 0,7071

180. Folgende Ausdriicke sind soweit wie mdglich aufzuspalten:

2 Vy 3ut e )p
a) log, b) log, —— c) lo
g z'-t/;, 4 4]/-!; -] —W-
—yt 5
d) log,, Fr e) log,(z + y) f) log. =
a-|b —
g) log,c—y- h) log, (z-i/z+ y) i) log;(3a)®
k) log, —
Fr‘yi
191. Zu einem einzigen Logarithmus ist zusammenzufaasen :
a) logya + log,b — log,c — log,d b) 2:-log.z + 3-log.y — log.u — 4 - log,v
1 1 1 1
¢) ? - log.u + 5 . log,u d) 3 . (]og,u + T . logr(/)
1 1 2 3
e) »3~-log,,.a -3 logmd + 3" lognc — - lognd
f) p-log.g — q-log.p g) —k-log.z—-',l;-log.y
bh) n.-loga + (n — 1)-log,d + (n — 2) - log,c
) P _q L 5. =% log,b —
i) 7 - log,r 3 log,s k) a logsc + p log,a = log,b — 3

192. Mit Hilfe von 1g 4,036 = 0,60595 sind folgende Logarithmen zu ermitteln:

a) Ig 403,6 b) lg 403600 c) 1g 0,4036 d) lg 4036
e) Ig 0,004036 f) 1g 40,36 g) 1g 0,04036? h) Ig }/40360
3

i) lg 0,0004036° k) 1g /4,036

193. Welche Kennziffern gehéren zu den Logarithmen folgender Zahlen:
a) 72,6 b) 0,000004 c) 1,00000063 d) 37120,6
e) 200,76 f) 0,001000000084 g) 0,04736 h) 18003259
e k) 0,000100054

194. Welche Stellenzahl besitzt der Numerus, wenn die Kennziffer des dekadischen Logarithmus
folgendon Wert besitzt :

8) 4 b) 0 c) 17 d 2 o) —1
f) -3 g1 h) n iy —2 k) — %

10 Elementarmathematik
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195. Bestimme folgende Logarithmen :

a) 1g 60,06 b) lg 947000 c) lg 120400000 d) lg725,8
e) 1g 9333 f) 1g 7,768 g) 1g 46720 h) 1g 10,01
i) 1g0,2239 k) lg 0,005784
196. Desgl.
a) lg 0,001234 b) 1g (2,346 - 10-9) c) 1g0,9999
d) g 0,008319 e) Ig 0,000045700 f) 1g23
g) 1g1,2 h) lg 0,005 i) 1g0,07009
k) lg 0,000000000000000000000004579
197. Desgl.
a) lg 1956 b) 1g 0,2456 c) 1g 91200 d) Ig 735400
e) lg (4-10-%) f) 1g0,000000087 g) lg17,18 h) 1g229,8
i) 1g 8,319 k) 1g 0,09333
198. Bestimme die Numeri zu folgenden Logarithmen :
a) 4,91286 b) 0,62066 c) 2,61746 d) 0,99978 — 4
e) 0,80056 — 7 f) 12,66001 g) 0,00043 — 5 h) 0,60086 — 1
i) 3,92101 k) 0,68833 — 2
199. Desgl.
a) 0,446564 — 3 b) 1,81358 c) 0,72477 — 10 d) 0,69373 - 8
e) 18,00000 f) 0,01030 — 8 g) 0,20003 — 2 h) 7,77779
i) 0,99991 — 1 k) 2,26269
200. Desgl.
a) 0,92210 b) 0,33304 — 2 c) 0,96459 — 4 d) 5,60399
e) 3,76035 f) 0,66668 — 7 g) 1,93082 h) 0,49248 — 5
i) 0,01072 — 10 k) 0,99961 — 1
201. Bestimme folgende Logarithmen (Beriicksichtigung der letzten Stelle durch Interpolation)
a) lg 13574 b) lg 648,72 c) 1g 9746500 d) 1g 72647
e) 1g 813070 f) lg 60,002 g) lg 861174 h) Ig 4,0047
i) 1g 61659000 k) lg 72,448
202. Desgl.
a) lg 0,0032894 b) 1g 0,072648 c) 1g(2,6304-10-%) d) 1g0,12006
e) Ig 853,08 f) g 630,02 g) 1g0,679268431 1) ]g 12884

i) 1g0,0000074652 k) lg0,000001584 927403
203. Bestimme die Numeri folgender Logarithmen:

a) 3,81375 b) 5,93780 c) 1,96999 d) 0,50000 e) 2,75000

f) 0,91010 — 3 g) 4,80225 h) 0,79004 i) 0,36260 — 2 k) 0,15000
204. Desgl.

a) 0,10000 b) 4,47048 c) 0,66667 d) 1,716956 e) 3,81950

f) 0,01000 —4 g) 0,57973 — 4 h) 0,25000 i) 0,00099 — 1 k) 0,33333 — 3
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205. Berechne logarithmisch und fiihre eine Kontrollrechnung mit dem Rechenstab durch:

a) 463,27 . 12,753 b) 0,1746 - 0,56

3 . 0,00387 c) 28,64 -0,0263 - 0,187

Y 933,28 - 0,00369 - 0,02758 - 0,18624 - 35,271 - 285,08
e) 638,45 - 2946,4 - 12,402 - 0,00036 - 0,756243
f) 1765 - 698,23 - 3,4165 - 0,94124 . 0,0061447

g) 0,2468 -13,579 - 0,8423 - 0,00096543

h) 0,00356 - 0,0007214 - 98,325 - 124,25

208. Desgl.
12474 1,8745 357,24
8) ron b) oo o) o
936,26 82946 0,005387
d) 0,004670 o) 0,000013060 £) 1
0,000579 0,007004 0,00823
0,002746 - 0,0003914 - 0,9375 - 0,00007526 36,72-1746. 0,836
8) 3,0007483 - 0,001846 - 0,002540 - 0,01057 b) 52648 100,35.8,004
i) 1745 . 9472 . 24,73 - 1408 - 3724 X) 3,0008 - 0,0072003 - 26,007
9752 - 3784 . 2,467 - 368,2 . 973,56 34,06 - 29,031
207. Desgl.
a) 0,0003862% b) 1,256 c) 0,8947% d) 1,0001r000

0,003752 - 738,1 - 0,4673
31,25-0,008124 -0,03625
7,26-3,126.0,172 )’
0,063:34,62-5,12

o
o (

’

f) 376,8 - 4903 - 8006 - 0,3645
20,48.45004 . 60325-0,00412
h) (7,285 -24,036\?
3,628
X) 0,4325 - 7,316)‘
24,61 - 0,9863
c) 11/§

)

ﬂ/—
d) 12,645

(00837 |
) (come-6573)
208. Desgl.
s) V186,43 b) }1957,8
e) 10,000826 f) }0,000009723
i 'Yo1 k) }0,0008
209. Desgl.

#) Ya28-973-62,1750,08

3 /70,382 6,415 106,4 - 0,8102
°) |/\,008673-19,37-72,08 - 4,03
o ? (1,293-0}7602-0,00349 s
36,07 - 8,603 - 0,01007 )

L]
g [
g I 0,00736°
11926 - 63,24 - 0,82'('147

. ! l/(

i

6165 - 8,926 - 0,00124

] -
g) |/0,000001642 h) }/0,000000197423

17,42 .9,235.482,3

0,00316 - 0,0001004

)T/(
r)'l/'

h)

a
b)

403,2 - 186,37- 92,14 - 0,6245
641,8.203,5. 1592 - 0,0052

1
79,25

d

;

62,360,725
1986.432,3

o

0,608 - 0,3007 - 0,01264 . 0,0073
14,86 - 9,072 - 0.8001 - 0,006008

;
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210. Desgl.
184,207 0,7263\12 0,124 .. 0,873\ 041 12,53 0448
8) (‘Wf)—zvs, b) ( ‘00625 © (0,075-0,436) 4 (34, )
0,001206\ 4178 o 3,716 - 1,419\00 271,26\04372
° H—0,07924 f) 0,0072 8) (6,023-2,5i§) h) (‘_393,04)'
211. Desgl.
]
62,05° - /06,0314 . 120,040 by (2357 17,0808
%) — ) (798'-807’)
147,28.40,57¢- /25,64 S
= \ 3
) ( Y076 - J/0.034 ) 4 /008701 63085
10,6807 ’[/o 00082 12,635 - 1,006¢
5
) V ( 31,06 - 763,42 - }/7905 - {0,062 "
(]
9,658 |/872,3 - /0,002024 . 86,03¢
212. Desgl.
k]
) _Lz';‘o_%— y‘10,24 b) (0.074'-6,285’ + L.oo1e.0,0072: \*
’ 0,602%. 506,2  0,005* - J3,001

) ( 7,125° - V0.0I /36,52 4,61 _)_ Vi 3671258 | ]/ 0,070 {/5,00128
73

2,416°.)/0,65 | 109,4*-45,0 V15.6-604 | 0,00241.Jl0 0408

'| /(26,48 - /7824 .0,1845¢\° ( 176,4:- /67,23 . 24,75¢ )'

V \ 8,47¢. V1574 0,0756° / 25,763 . V30,27 - 603,23




ALGEBRA

8. Lineare Bestimmungsgleichungen mit einer Unbekannten

8.1. Die vorschiedenen Arten von Gleichungen

Unter einer Gleichung versteht man in der Mathematik die Aussage, da zwei Aus-
driicke gleich sind, bzw. die Forderung, da diese Ausdriicke einander gleich sein sollen.
Das mathematische Zeichen fiir eine derartige Gleichheit ist das Gleickheitszeichen = .
Die Gleichungen werden eingeteilt in identische Gleichungen, Funktionsgleichungen und
Bestimmungsgleichungen.
Identische Gleichungen (auch Identititen genannt) sagen allgemeine mathematische
Wahrheiten aus. So sind z.B.

6+3=3+5b
oder (e + b)2=a®+ 2ab+ B
identische Gleichungen.
Treten in einer identischen Gleichung allgemeine Zahlensymbole auf, so gilt die Glei-
chung fir jeden speziellen Wert dieser Zahlensymbole.
Zuweilen wird bei Identititen an Stelle des Gleichheitszeichens = das Identititszeichen =
verwendet. (= wird gelesen: ,,identisch* oder ,,identisch gleich‘‘.)

Funktionsgleichungen stellen eine eindeutige Zuordnung von veranderlichen Gréfen dar.
So sind z. B.

s= % gt (Fallgesetz),

NNy =1y 7, (Ubersetzungsverhiltnis bei Zahnridern),
u=2(a+b) (Umfang eines Rechtecks),
y=mz+n (lineare Funktion)

Funktionsgleichungen.

Treten in einer Funktionsgleichung n Verinderliche auf, so darf man fiir n — 1 Verdnder-
liche innerhalb gewisser, durch die Funktionsgleichung bestimmter Grenzen beliebige
Zahlenwerte einsetzen. Die n-te Verinderliche kann dann nicht mehr willkiirlich ge-
withlt werden, ihr Wert ist durch die Werte der iibrigen Verinderlichen und durch die
Funktionsgleichung festgelegt.

BEISPIELE

1. Wahlt man im Fallgesele s = % ge® fir die verdnderliche GroPe t den Wert t = 49, so st damst

der in 4 8 zuriichgelegte Weg durch
8= %-9,81 m-s-?-(48)? = 78,48 m
eindeutig bestimmd.
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2. Fir ein Rechteck mit den Seitenldngen a = 23,8 cm und b = 43,8 cm sat der Umfang durch
u=2(a+0b=2-(238 + 43,6) cm = 134,8 om
eindeutig featgelagt.

Bestimmungsgleichungen enthalten neben bekannten GriéBen auch eine oder mehrere
Unbekannte. 8o sind z.B.

z+3=4 oder 224+2z2-8=0

Bestimmungsgleichungen.

Eine Bestimmungsgleichung lgsen heiBt, diejenigen Zahlen zu suchen, die fiir die Unbe-
kannte eingesetzt werden konnen, so daB die Gleichung zu einer Identitit wird. Ein
spezieller Wert der Unbekannten, fiir den die Gleichung erfiillt ist, heiBt Lisung oder
Wurzel der Gleichung.

BEISPIELE

3. z + 3 = 4 ist esne Bestimmungegleichung fiir die Unbekannte z. Setzt man in diese Gleichung
far z einen willkilrlichen Wert ein, so ergibt sich im allgemeinen esn Widerspruch. So erhslt man
2.B. fir z = 3 die Ungleichung 3 + 3 =+ 4. Dagegen sst fir z = 1 die gegebene Gleichung er-
fiallt: 3 + 1 =4, z = 1 ist damit die Losung der Gleichung.

4. 2" 4+ 2z — 8 = 0 (st esne Bestimmungsgleschung fiir die Unbekannte z. Sie besitzt zwes Lésun-
gen: z; = — 4 und z, = 2; denn es ist

(—4P +2.(—4)—8=0
und auch 20 +2.2-8=0.

Aus einer Bestimmungsgleichung wird eine identische Gleichung, wenn man fiir die
Unbekannte die Lésung der Gleichung einsetzt. Davon wird bei der Probe Gebrauch
gemacht.

8.2, Das Umlormen von Gleichungen

Bezeichnet man die links bzw. rechts vom Gleichheitszeichen stehenden Ausdriicke
als linke bzw. rechte Seite der Gleichung, so kann man die beiden fiir das Auflésen
von Gleichungen niitzlichen Sitze formulieren:

1. Eine Gleichung bleibt bestehen, wenn mean die beiden Seiten der Gleichung mit
einander vertauscht.

2. Die Losung einer Bestimmungsgleichung bleibt erhalten, wenn auf beiden Seiten
der Gleichung die gleiche Rechenoperation durchgefiihrt wird.

Satz 1 liefert die einleuchtende Feststellung, daB die Gleichung @ = b gleichbedeutend
ist mit der Gleichung b = a.

Die Giiltigkeit des zweiten Satzes soll fiir die Rechenoperationen erster und zweiter
Stufe an einem Beispiel nachgepriift werden.

Die Gleichung

(a) 3z-5=17
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besitzt die Losung z=4. (Probel)
Aus dieser Gleichung (a) lassen sich u.a. folgende neue Gleichungen bilden:
durch beiderseitige Addition von 3 die Gleichung
(b) 3z-2=10,
durch beiderseitige Subtraktion von 3 die Gleichung
(c) 3z—-8=14,

durch beiderseitige Multiplikation mit 3 die Gleichung

(d) 9z—-15=21

und durch beiderseitige Division durch 3 die Gleichung
5 7

(e) T — i‘ = ? .

(An Stelle der Zahl 3 hétte auch jede andere Zahl zur Addition, Subtraktion usw.
verwendet werden kaénnen.)

Alle diese aus der Gleichung (a) durch Umformung hervorgegangenen Gleichungen
(b) bis (e) besitzen dieselbe Losung z = 4 wie die Ausgangsgleichung (a).

Inwieweit der zweite Satz auch auf die Rechenarten dritter Stufe angewendet werden darf, ist
noch besonders zu untersuchen.

Auch fiir die Division muB noch eine Einschriinkung gemacht werden. Da die Diviston durch Null
nicht erlaubt ist (vgl. Abschnitt 4.1.5.), darf eine Bestimmungsgleichung nicht ohne weiteres
durch die Unbekannte oder durch einen Ausdruck, der die Unbekannte enthilt, dividiert wer-
den, denn man weiB ja noch nicht, ob dieser Ausdruck fiir die vorliegende Gleichung vielleicht
den Wert Null annimmt. Man darf erst dann durch einen Ausdruck dividieren, der die Un-
bekannte enthdlt, nachdem man sich durch die Probe oder durch andere Uberlegungen davon
iiberzeugt hat, daB dieser Ausdruck von Null verschieden ist.

R.3. Numerische Lisung von linearen Bestimmungsgleichungen
mit einer Unbekannten

R.3.1. Begrift der linearen Bestimmungsglelchung mit elner Unbekannten

Jede lineare Bestimmungsgleichung mit einer Unbekannten z léBt sich auf die all-
gemeine Form

Az+ B=0 (A= 0)

bringen. Sie enthélt die Unbekannte z nur in der ersten, keinesfalls in einer hiheren
Potenz.

Lineare Gleichungen werden auch als Gleichungen ersten Grades bezeichnet, da die
Unbekannte in diesen Gleichungen nur in der ersten Potenz auftritt.

Das Glied 4z, das die Unbekannte enthélt, wird das lineare Glied der Gleichung ge-
nannt, wihrend das von z freie Glied B das Absolutglied heiBt.
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Da die linearen Gleichungen nur in den seltensten Fillen unmittelbar in der allgemeinen
Form Az + B = 0 gegeben sind, filhrt man die gegebene Gleichung mit Hilfe der
beiden Sitze aus Abschnitt 8.2. auf immer einfachere Gleichungen mit derselben L&-
sung zuriick, bis man schlieBlich auf die leicht zu lssende Form 4z + B = 0 kommt.

8.8.2. Glefchungen einfachster Form

Enthilt eine lineare Gleichung mit einer Unbekannten auf beiden Seiten sowohl lineare
als auch absolute Glieder, so wird die Gleichung zunichst geordnet, indem man durch
geeignete Additionen und Subtraktionen gleicher Zahlen dafiir sorgt, daB die Glieder
mit der Unbekannten allein auf der einen Seite, die absoluten Glieder allein auf der
anderen Seite der Gleichung stehen. SchlieBlich wird der nach dem Zusammenfassen
bei der Unbekannten verbleibende Zahlenfaktor durch Division beseitigt. Der Rechen-
vorgang, bei dem die Glieder, die die Unbekannte enthalten, auf eine Seite der Glei-
chung gebracht werden, wird auch Isolieren der Unbekannten genannt.

BEISPIEL 1
8z+2=24 -3z

Loésung: Ordnen der Gleichung durch beiderseitige Addition von 3z — 2:
8z+2+4+3z-2=24-3z+3z—-2

Zusammenfaasen : 11z =22
Division durch 11: z=2
Probe: 8-2+2|24-3.2
16 +2 | 24 -6
18 =18

Die Gleichung ist richtig geldst.

Die Rechnung sollte beim Lésen einer Gleichung stets so angeordnet werden, da
Gleichheitszeichen unter Gleichheitszeichen steht. Dadurch wird die Rechnung iiber-
sichtlicher.

Beim Lisen einer Gleichung geht man von der Annakme aus, daf die gegebene Gleichung
etne Lisung besitzt und fiihrt an der Gleichung mehrere Umformungen durch, bis
man schlieBlich zu einem Ergebnis kommt. Ob dieses Ergebnis auch tatsichlich eine
Loésung der Gleichung ist, das zeigt die Probe, die bei keiner Gleichung unterlassen
werden sollte.

Dabei ist es unbedingt erforderlich, die Probe an der Ausgangsgleickung durchzufiihren
und nicht an einem besonders einfachen Zwischenglied der Rechnung, da sonst Rechen-
fehler, die sich im Verlaufe des Rechenganges eingeschlichen haben, méglicherweise
nicht entdeckt werden kénnen. AuBerdem ist es ratsam, jede Seite der Gleichung bei
der Probe fiir sich zu vereinfachen, und zwar so lange, bis die Ubereinstimmung beider
Seiten zu erkennen ist.

Da am Anfang der Probe die Ubereinstimmung beider Seiten in den seltensten Fillen
iiberblickt werden kann, wurde an Stelle des Gleichheitszeichens ein senkrechter Strich
gezeichnet, der so lange fortgesetzt wird, bis beide Seiten der Proberechnung offen-
sichtlich gleich oder verschieden voneinander sind.
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BEISPIELE
2. az+b=0bz+a
Losung: Ordnen (beiderseitige Subtraktion von 6 und bz): az — bz =a — b

z ausklammern: z-@a—-b)=a—-0>
Division durch (a — b): z= lai:_:
z=1

Probe: a-1+b  b-1+a
a+b=b+a
Die Gleichung ist richtig geloet.
3. Die Gleichungaz + b = bz + a ist nach a aufzulésen.
Losung: Ordnen (Glieder mit der Unbekannten a auf die linke Seite):
az —a=bz—-0b
a ausklammern: a-(z — 1) =b-.(z— 1)
Division durch z — 1: a =15

Probe: bz+b=bz+b Probe stimmt.

4. Die Glesichung
8—6a—Tas+1=17b—"Ta — 8as + bs — 6b
18t nach s aufzulésen.
Lésung: Ordnen (Glieder mit der Unbekannten s auf die linke Seite):
8—"Tas +8as —bs=17b—Ta — 6b + 6a — 1
Zusemmenfassen: 8 +as — bs=5b—a — 1
s ausklammern: s(l +a—-b)=b—-a -1
b—a-1_(-1)-(1 +a-0)

Division: =T Ta—b" TTa—3
§=—1
Probe: —1-6a+T7a+1"' 70— 7a +8a—b—6b

a=a Probe stimmt.

8.3.3. Gleichungen mit Klammerausdriicken
Bevor geordnet werden kann, sind die Klammern aufzulésen.
BEISPIELE
1. 2—(7z — 69) =2z — (z — 8) — (6z + 50)
Lésung: Klammern aufléeen: z — 7z + 69 =2z —z + 8 — 6z — 50
Ordnen: z—T7z—-2r+z+6z=8— 50— 69
Zusammenfassen : —z=-111
Division durch — 1: z =111
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Probe: 111 — (777 — 69) 222 — (111 — 8) — (666 + 50)

111 — 708 | 222 — 103 — 716
— 597 = — 597
2. 2-(4-[6-(7z—8)—5]—3) —1=241

Lésung: Innere Klammer aufldsen ; beiderseits 1 addieren :
2.(4-(42z — 48 — 5] — 3) = 242

Innere Klammer zusammenfaasen ; Division durch 2:

4.[42z — 53] — 3 = 121

Beiderseits 3 addieren : 4-(42z — 63) = 124
Division durch 4: 42z — 53 = 31
Beiderseits 53 addieren: 42z =84
Division durch 42: z =2

Probe: 2.{4-[6.(7-2—8)— 5] —3) —1 | 241
———

2.(4.6-6—5]—3)—1 | 241

2.4.31-3)—1 | 241

2.131 -1 | 241

241 = 241

3. @—2)(z—b)=(@ab—2)(z—-1)

Losung: Klammern ausmultiplizieren:

a:—yﬁ—,z"+bz=ab:—y6—;"+z

Ordnen: ez + bz —abz —z=0
Ausklammern: z(@ +b - ab - 1) =0
z=0

[Bei der Ldsung wurde Formel (6) angewendet.]

Probe: (@—0)(0—-2b) | (ab—0)(0—-1)
a-(—0b) | ab.(—1)
—ab=—ad Probe stimmt.
8.8.4. Bruchgleichungen

Bei Bruchgleichungen lassen sich die Briiche sofort beseitigen, wenn man beide Seiten
der Gleichung mit dem Hauptnenner multipliziert.

BEISPIELE
1 2z+9 123—3_4z+4_5:c—4
: 4 4 b 56

Losung: Hauptnenner: 220. Multiplikation der Gleichung mit 220 ergibt:
562z + 9) — 65(12z — 3) = 44(47 + 4) — 4(6z — 4)
Beseitigung der Klammern:
110z + 4856 — 60z + 156 = 176z + 176 — 20z + 16
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Ordpen: 110z — 60z — 176z + 20z = 176 + 16 — 486 — 156

Zusammenfassen: — 108z = — 318
Division durch — 108: z=3
Probe: 2_3_3 18 11
4 44 | 5 35
15_3 |18 1
4 4 | 5 B
3=3 Probe stimmt.
2 z+4 z-1
"z—4 z+1
Lésung : Multiplikation mit dem Hauptnenner (z — 4) (z + 1):
z+d(z+l)=(z-1(z-4)
,ﬁ+5z+/=£—5z + A
10r=0
z=0
Probe: +4 -_1
-4 +1
—-—1= -1 Probe stimmt.
3. 3 2 31

1-z 1z 1-=2
Ldsung: Multiplikation mit dem Hauptnenner (1 + z) (1 — z):
31 +z)—2(1 — z) =31
34+43z-2+2z=31

5z = 30
z=6
Probe: __3 __2_ 31
-6 1 — 35
2_10| 31
3 38 35
31 31 .
-3%- "3 Probe stimmt.
4 b+z +2_z_z—b z+bd z-0b
* a®+ 2abd + b° e @-—btaxbta—s

Lésung : Hauptnenner:
@+ br(a—0)-a
Multiplikation mit dem Hauptnenner:

(b+z)-a-(a—b)+2z(a+b)’(a—b) = { (z — b)-a-(a +0)+(z+0b-a-

(a—b)-(a+d+(z—0b):(a+ d)?-a
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Ausmultiplizieren:
ath +a'z —ab? —abz +2a%z +
+2a%bz — 2abtz — 2bz

a*z+abz —a®h—ab? + a®z —ab'T +a% —ab® +
{ + a®z+2a%bz + ab*z — a*b— 2a%b* —ad?

Zusammenfassen und ordnen:
2a*d + 2a%b? + 2ab® = 2abz + 2abdtz + 2b%z

Ausklammern: 2ab(a@ + ab + b*) = 2bz(a + ab + b?)
Division durch 2b(a + ab + b%): z=a
Probe: b+a 2a a—b a+b a-0>
(a+b)’+7 a*—b"+a+b+a—b
1 1 .
a+b+2=a—+b+l+l Probe stimmt.

8.3.5. Wurzelgleichungen

Wurzelgleichungen sind dadurch gekennzeichnet, daB in ihnen die Unbekannte im
Radikanden einer oder mehrerer Wurzeln auftritt.

Um die Glieder, die die Unbekannte enthalten, zusammenfassen zu kénnen, miissen die
Wurzeln beseitigt werden. Dies geschieht dadurch, daB beide Seiten der Gleichung
eventuell mehrmals) mit der gleichen Hochzahl potenziert werden.

BEISPIELE
1L J2z+56-6=0
Lésung: Wenn man beide Seiten der Gleichung sofort quadriert, erhilt man:
(J2z+6-6"=0
2z +5—10. Vm + 25 =0 (Binomische Formel beachten!)

Durch das doppelte Produkt tritt die Wurzel, die beseitigt werden sollte, auch noch nach

dem Quadrieren auf.
Man stellt daher vor dem Quadrieren die Gleichung so um, daB die Wurzel zuniichst allein

auf einer Seite der Gleichung bleibt:

|/2z+5=5

Quadrieren: 2z +6 =26
Auflosen nach z: z =10
Probe: J21056-5| 0
y2%8-5 1|0

5—5=0 Probe stimmt.

2. Y2z +5 +6=0

Lésung: Isolieren der Wurzel: 2z + 5= — 5
Quadrieren: 2z +5=25
Auflésen nach z: z=10
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Probe: ]/'2_5 +6 | 0
54540
Die Probe stimmt nicht; z = 10 ist demnach keine Lisung der Gleichung.

Trotz des anscheinend einwandfreien Rechenganges erfiillt das Ergebnis z = 10 des
zweiten Beispieles nicht die gegebene Gleichung. Die Probe zeigt also in diesem Falle,
daB die Ausgangsgleichung keine Lésung besitzt.

Die beiden Gleichungen aus Beispiel 1 und 2 unterscheiden sich nur durch das Vor-
zeichen vor der Zahl 5. Durch das Quadrieren aber fillt dieser Vorzeichenunterschied
weg, denn es ist ja (— 5)2 = (+ 5)2 = 25. Man derf daher aus der Gleichheit zweier
Quadrate nicht schliefen, daf auch die zugehirigen Grundzahlen gleich sein missen. (Das
gleiche gilt auch fiir alle anderen Potenzen mit geradzahligen Hochzahlen.)

Es kann also durchaus wie im Beispiel 2 der Fall eintreten, daB.die Gleichung, die durch
das Quadrieren entstand, durch das gefundene Ergebnis erfiillt wird, die Ausgangs-
gleichung dagegen nicht.

Aus diesem Grund gilt der Satz:

Wird wihrend des Auflésens einer Gleichung mit einer geraden Hochzahl poten-
ziert, 8o mup stets durch die Probe an der Ausgangsgleichung nachgepriift werden,
ob das gefundene Ergebnis auch die Ausgangsgleichung erfiillt, d.h. Lésung ist.

BEISPIELE
3. 9.6z +1=20+4.)6z+1

Loésung: Zusammenfassen der gleichen Wurzelglieder: 5 - ]’5:: +1=20

Division durch 5: 6z +1=4
Quadrieren: 5z+1=16
Auflésen nach z: z=23

Probe: 9-)16 | 20+ 4-}16
9-4 | 20 +4-4
36 = 20 + 16
Die Probe stimmt. z = 3 ist demnach eine Loésung der Ausgangsgleichung.

4. 9.Yz-20+7.)z+11=0

Lo6sung : Man bringt auf jede Seite der Gleichung eine Wurzel und quadriert dann:

9.Jz—21=-7.Yz+ 11
8l-(z—21)=49.(z + 11)
[z = 70

Probe: 9.)49 +7.)/81 | 0
9.7+7-9%0

z = 70 ist demnach keine Losung der gegebenen Gleichung.
(Aus diesem Grunde wurde das Ergebnis z = 70 in Klammern eingeschloasen.)

5 Y9z -17-3.Jz—4=1
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Losung: Man verteilt die Wurzeln gleichmiBig auf beide Seiten der Gleichung (warum?):
Jez—-17=1+3.Yz -4
und quadriert dann (Binomische Formel beachten!):
92— 17=1+86-Yz— 4+ 90(z —4),

Damit durch das erneute Quadrieren auch die letzte Wurzel wegfillt, muB sie vorher isoliert

werden: 18=6-V—z—4
Kiirzen: 3=Vz-—4
Quadrieren: 9=z—4
z=13
Probe: Vll7—l7—3-]/13—4 1
|/100—3.V§ 1
10-9=1

z = 13 ist L3eung der Gleichung.

6 Jz-2+)z+5-)z-T-)z+14=0
Ld3sung: GleichmiBige Verteilung der Wurzeln auf beide Seiten:
VJz-2+)z+6=Vz-7+)Vz+ 14
Quadrieren: z — 2 +2-)/(z—2)(z+6) +z +5=z—7+2-)fz—N(z + 14) +z + 14

Ordnen: 2.z +3z-10-4=2.)z" + Tz — 08
Kirzen: Vz’+3z—10—2=Vz’+7:|:—98
Quadrieren:

z‘+3:|:—10—4-Va:'+3:|:—10+4=z’+7z—98
Ordnen: 92 —4z=4.)z2+3z—-1V
Kfirzen: 23—:=Vz’+3z—l_0
Quadrieren : 520 — 46z + 2 =2+ 3z — 10

z=11

Probe: B+)16-)ya-y2% | o

3+4-2-5=0 z = 11 ist L3sung.

. b-V%-b:a.i/ i

Losung: Damit die Wurzeln wegfallen, wird die Gleichung beiderseits in die fiinfte Potenz
erhoben:

(2 -0) e )

Bz g2

a b
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Multiplikation mit dem Hauptnenner ab:
bz — ab’ = a’b — a’z
Ordnen: a®z + b%z = a’b + ab’
Ausklammern:
z-(a® + b°) = ab(a® + 0%
z =ab

Probe: b'vb—bla-a—a

0=0 =z = abist Losung.

8.8.6. Das Umstellen von Formeln

Kennt man von einem Stromkreis die Spannung U und den Widerstand R, so kann
mit Hilfe des Ohmschen Gesetzes

(8) U=R.I

die Stromstirke I bestimmt werden. Dazu muB die Formel (a) nach I ,,umgestellt'
werden:

U
(b) I=5
Entsprechend wiirde man bei bekanntem U und I den unbekannten Widerstand R zu
(0) =Y

ermitteln kénnen.

Das ,,Formelumstellen‘’ ist mithin nichts anderes, als eine gegebene Gleichung (die For-
me]) nach einer unbekannten GréBe aufzulésen.

BEISPIELE

L. Die Formel Vp = V,po(l + at) sat nach « umzustellen.
Lésung: VoPo(1 + at) = Vp
Ausmultiplizieren: V,p, + Vopeat = Vp
Ordpen: Vopoat = Vp — V,p,

M . . _Vp—Vaopo

Aufléeen pach «: d = —V_t__

2. Die Formel I = _nb st nach n umzuatellen.

nR, + R,
nU

Lésung. I = mi

Nenner beseitigen: I(nR, + R,) =aU
Ausmultiplizieren: InR,+ IR, =nU

Ordnen: IR,=nU — nlR,
n ausklammern: IR, =a(U - IR)
Auflosen nach n : n= _I_R‘

U—_1IR,
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3. Die Formel v = |/2g(hl — h,) 18t nach h, aufzulisen.

Lésung: v= V29(h1 — k)
Quadrieren: v = 2gh, — 29k,
Ordnen: 29k, = 2gh, — v?
— 92
Auflésen nach &, : By = 29k v
—__lz [——
8.3.7. Anwendungen

Viele Anwendungsaufgaben lassen sich mit Hilfe von Bestimmungsgleichungen lésen.
Zur Losung einer Anwendungsaufgabe (Textgleichung) empfiehlt es sich, folgenden
Weg einzuschlagen:

a) Feststellung, welche GroBe gesucht ist;

b) wenn moglich: Uberschlag, in welcher GroBenordnung das gesuchte Ergebnis sein
mulb;

c) Festlegung einer Benennung der gesuchten Gréfe;

d) Umformung der in der Aufgabenstellung gemachten Angaben iiber die Beziehungen
zwischen den bekannten und den unbekannten GréBen in eine mathematische Glei-
chung (Lésungsansatz);

e) Losung der aufgestellten Bestimmungsgleichung; (dabei werden hiufig die auf-
tretenden MaBeinheiten, die vorher in Ubereinstimmung zu bringen sind, weggelas-
sen, d.h., es wird nur mit reinen Zahlenwerten gerechnet);

f) Zusammenfassen des gefundenen Ergebnisses in einem Antwortsatz und
g) Uberpriifen der Losung an Hand der Aufgabenstellung.

Allgemeingiiltige Regeln fiir das Aufstellen des Lésungsansatzes lassen sich nicht an-
eben. Eine Sicherheit im Ansetzen der Gleichungen laB8t sich nur durch griindliches
ben erreichen.

BEISPIELE
1. Dise Summe dreser Zahlen, von denen die folgende jewesls um 3 grofer tst als die vorhergehende,
13t 63. Wie keifcn die dres Zahlen?

Losung: Die erste der drei Zahlen sei z. Da die beiden anderen jeweils um 3 groBer sein
sollen, muB die zweite z + 3 und die dritte z + 6 sein. - Die Summe der drei Zahlen soll
63 ergeben, folglich ergibt sich die Gleichung

z+ (z+3) + (z +6) =63,
woraus z=18 folgt.

Die drei gesuchten Zahlen sind demnach 18, 21 und 24.

Probe: Jede folgende Zahl ist um 3 groBer als die vorhergehende, die Summe der drei Zah-
len ist 18 + 21 + 24 = 63. Die in der Aufgabenstellung genannten Bedingungen sind dem-
nach salle erfiillt.
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5

Unter dres Personen A, B und C sollen 1000 MDN so verteslt werden, daffi A doppelt soviel wie
B und B dreimal so viel wie C erhdlt. Wieviel erhilt jede Person?

Loésung: Cerhdlt z MDN. Dann erhélt B 3z MDN (dreimal so viel wieC) und A 2.3z =
6z MDN (doppelt eo viel wie B).
Die drei Anteile miiessen zusammen 1000 MDN ergeben :

6z + 3z + z = 1000
z = 100
Ergebnis: Cerhdlt 100 MDN, B 300 MDN und A 600 MDN.

Die Probe, ob das gefundene Ergebnis mit den Forderungen der Aufgabe iibereinstimmt,
sei dem Leser iiberlassen.

. 10kg einer Legierung aus Silber und Zinn besitzen eine Dichte o = 9 kg/dm3. Wieviel Silber

und wieviel Zinn-enthalt die Legierung? (9, = 10,2 kg/dm?®; g, = 7,3 kg/dm?)
Losung: Die Legierung enthilt z-kg Silber, damit verbleiben dann fiir das Zinn (10 ~ z) kg.

z kg Silber besitzen das Volumen Vag = -‘Zig
Ag
(10 — z) kg Zinn besitzen das Volumen Vea = (l()—e-—z)kg‘
Sn
. . 10kg
10 kg der Legierung besitzen das Volumen V = <

Das Volumen des Silbers und das des Zinns ergeben zusammen das Volumen der Legierung.
Also muB gelten

zkg + (10 —z)kg  10kg
QAz @8n (4

Mit den gegebenen Zahlenwerten erhilt man

i+10_”_10
© 10,2 73 9’

woraus z = 6,644 folgt.

Ergebnis: Die Legierung enthilt 6,644 kg Silber und 3,356 kg Zinn. Probe!

. Ein Wasserbehilter hann durch dres Rohren gefiilllt werden, und zwar durch die erste allein in

3, durch die zweite allein sn 4 und durchdie dritte allesn sn 8 Stunden. In welcher Zeit wird
der Behilter gefiillt, wenn alle dres Rohren gleschzestig laufen ?

Losung : Wenn alle drei Rohren gleichzeitig laufen, dauert die Fiillung z Stunden.

Die erste Rohre fiillt in 1 Stunde ,;_ des Behiilters,

die zweite Rohre fiillt in 1 Stunde -, - des Behialters und

1
4
die dritte Réhre fiillt in 1 Stunde ~:{- des Behilters.

Elementarmathematlk
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1
Laufen alle drei Rohren gemeinsam, so fiillen sie in 1 Stunde z des Behilters. Da die Summc

der Teilfiillungen von 4, B und C innerhalb einer Stunde mit der Gesamtfiillung withrend der
gleichen Zeit iibereinstimmen muB, ergibt sich die Gleichung

1 1 1 1
3tTte -z

4
woraus r=-5 folgt.

4
Ergebnis: Wenn alle drei Rohren gemeinsam laufen, dann ist der Behilter in 3 Stunden
(= 1 Stunde, 20 Minuten) gefiillt. Probe!

© 5. Um T Uhr féhrt ein LKW mit einer Durchachnittagea'chwindigkeit v, = 40 km/h nach dem
e = 225 km entfernten Ort B ab. Ihm féhrt von B aus um 8.30 Ukr ein PKW mit esner Durch-
schnitisgeschwindigkeit v, = 70 km/h entgegen. Wann und wo begegnen sich die beiden Fahr-
zeuge?

Losung: Die Fahrzeuge begegnen sich nach einer gewissen Zeit ¢t nach Abfahrt des LKW
In dieser Zeit ¢ legt der LKW eine Strecke

8 =, -t
1
zuriick. — Der PKW fiihrt 15 Stunden spiter ab als der LKW, also ist er bis zur Begegnung
nur ¢ — 1,5 Stunden unterwegs. Wihrend dieser Zeit legt er die Strecke

8, =v,-(t—1,6h)

zuriick. Da die beiden Fahrzeuge einander entgegenfahren, mu8 die Summe der Teilstrecken
8, + &, gleich der Entfernung e der beiden Orte A und B sein, also

8 +8=c¢e
oder v+t +v,-(t—15h) =e.

Mit den gegebenen Zahlenwerten ergibt sich daraus

40% L+ 7OE (¢t — L,5h) = 225 km,
woraus =3h
folgt.
Ergebnis: Die beiden Fahrzeuge treffen sich 3 Stunden nach der Abfahrt des LKW, also
um 10.00 Uhr. Der Treffpunkt liegt 120 km von A4 entfernt. Probe!

6. In einem Stromkreis mit 24 V Spannung besitzt ein Zweig A B einen Widerstand R, = 6 Q.
Schaltet man zwischen A und B einen weiteren Widerstand R, —~ 2Q parallel, so steigt die
Stromstirke auf 4 A an. Wie grog ist der Widerstand des Stromlcreuea vline den des Zweiges A B?

Loésung: Nach dem Onmschen Gesetz ist
U=R.1.

Dabei setzt sich der Widerstand R zusammen aus dem Widerstand R, der Parallelschaltung
von R, und R, sowie aus dem noch unbekannten Widerstand R, des restlichen Stromkreises.
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Der Widerstand R, der Parallelschaltung ergibt sich aus

1 1,1 1.1 _ 21
R, R, 'R, 80720 3 Q
3
- R,=5Q.

Der Gesamtwiderstand des Stromkreises ist demnach
R=R,+R,=%Q+R,.

Setzt man diesen Widerstand fiir R in das OrMsche Gesetz ein, so ergibt sich mit U = 24 V
und I = 4 A die Gleichung

24V=(»§—Q+R,).4A,

aus der sich

B,=-g—Q=4,5Q

ergibt.
Ergebnis: Der gesuchte Widerstand betriigt 4,5 Q. Probe!
8.4. Das Rechnen mit Ungleichungen

Sind a und b zwei beliebige reelle Zahlen, so -bedeutet das Zeichen
a<b,

dull die Zahl a kleiner ist als die Zahl &.

Das Zeichen a < b wird gelesen: ,,a kleiner als b‘. Entsprechend bedeuten:
a < b ,,a kleiner oder gleich b*,
a = b ,,a groBer oder gleich b*,
a > b ,,a groBer als b* und
a % b ,,a verschieden von b*‘.

Wird die Zahlengerade in der iiblichen Lage gezeichnet, so liegt die kleinere von zwei
Zahlen stets links von der gréBeren. Es ist also beispielsweise

3«1, -10< -2, -3>-1, + 10> — 12.

Beim Rechnen mit Ungleichungen ist stets ZuBerste Vorsicht am Platze. Es gelten die
folgenden Regeln:

Regel 1:

Werden die beiden Seiten einer Ungleichung vertauscht, so ist das Ungleichheits-
zeichen umzukehren.

Aus a < b folgt demnach 6> a und umgekehrt.
Die Regel ist ohne weiteres einzusehen.
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BEISPIEL 1
Esist —3< +2und +2> 3.

Regel 2:

I Eine Ungleichung bleibt bestehen, wenn man auf beiden Seiten die gleiche Zahl
addiert bzw. subtrahiert.

Mit @ < b ist demnach auche + ¢ < b + ¢.

BEISPIEL 2
Es ist — 2 < + 1. Daraus folgen u.a.
—243<+14+3 oder —-2-3<+1-3
1<4 —5<—2
Regel 3:
Eine Ungleichung bleibt erhalten, wenn man beide Seiten mit der gleichen positiven
Zahl multipliziert bzw. durch die gleiche positive Zahl dividiert. Multipliziert man
(dividiert man) beide Seiten durch die gleiche negative Zahl, so ist das Ungleich-
heitszeichen umzukehren.

Es ist also mit ¢ < b auch ac < bc, wenn ¢ > 0, dagegen
ac> be, wenn ¢ < 0.

BEISPIEL 8
Estgt —4< + 3.
Multiplikation mit + 2: — 8 < + 6 ; Ungleichheitszeschen blesbt.
Division durch +2: —2< +1,6; . v
Multiplikation mit — 2: + 8 > — 6 ; Ungleichhaitazeichen andert sich.
Division durch —-2: +2>-15; . woow
Regel 4:

Besitzen beide Seiten einer Ungleichung dasselbe Vorzeichen, so ist das Ungleich-
heitszeichen umzukehren, wenn man beiderseits den Kehrwert bildet.

Mit0<a<b bzw. a<b<O istdemnach%>%.
BEISPIEL 4
1 1
8t 3 < ¢ — > —.
a) Bawt3 <5, aber 37 %
b) Esist —3> —5 aber i<—L
- » —3 5-

Fiir den Fall, daB die beiden Seiten einer Ungleichung verschiedene Vorzeichen be-
sitzen, bleibt das Ungleichheitszeichen bei der Kehrwertbildung erhalten.

Regel 5:
Zwei Ungleichungen mit gleichartigen Ungleichheitszeichen diirfen addiert, nicht
aber subtrahiert werden.
Aus a < b und ¢ < d folgt demnach auch ¢+ ¢ < b+ d, aber nicht unbedingt
a—c<b-d.
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BEISPIEL §

Esist —2< +3 und -8 -—2.
Addiert man die beiden Sesten der Ungleich

gen, so ergibt sich

(=2 +(-8)<(+3) +(-2)
—10< +1;

das Ungleichhevlszeschen blesbt erhalten.

Subtrahiert man dagegen beide Seiten der Ungleschung snander, so erhielte man links + 6
und rechts + 5. Es ist aber + 6 > + 5. Das Ungleichhestszeichen ist in diesem Falle also
umzukehren.

Regel 6:

Mit a < b und ¢ < d ist auch ac < bd, wobei a oder ¢ negativ sein kann, wihrend
die anderen Zsahlen alle positiv sein miissen.

BEISPIELE

Estst —2< +6 und +3< +4.
Multipliziert man die beiden Sesten der Ungleichungen mitesnander, so ergibt sich

-6 < +20.
Das Ungleicbhestazeichen bleibt erhalten.

Fiir welche Werte von z gilt die Ungleichung
dxr—-2<2z+ 10?

Losung: Man subtrahiert auf beiden Seiten der Ungleichung 2z — 2 (Regel 2), damit die
Glieder mit der Unbekannten z allein auf einer Seite der Ungleichung stehen:

bz—-2)-(2z-2)< (22 +10) — (22 — 2)
3z < 12
Divigion durch + 3 ergibt (Regel 3)
T 4.
Wenn es also z-Werte gibt, fiir die die Ungleichung erfiillt ist, dann mufl x <C 4 sein. Die

Probe muB schlieBlich noch sichern, daB dies auch tatsichlich der Fall ist. (Der Leser fiihre
die Probe selbst durch1!)

AUFGABEN
213. 8) 2+ 17 =21 b) 64 + z = 89 c) z+35=17
d) 14+2z=11-"1z e) 5—z=2 f) 4z — 13 = 3z
2 3 .3 .1 37
g) 3~::+5——4~::—6 hyaz+b=c—dz ll)»,?-::-r449~=-9-

k) 9az — 5a= 6az + 7a
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214.8) 13— (6z+2)+(z—T7)=8z—20
b) 62u—3)+ 4 —-u)3 —-2(u+7) =2u—4)+ 26 — u
c) 2[18 — 3(7z — 5)] = 3[6z + 2(9 — 42))
d) 5le — 2(3z + 5[2¢ — 3(2z — 7a) + 42] — 3[(6z — 2a) — 2(3z -+ a)]) = T2a — 3~
e) 03(4 — 6z) — 0,66 —7z) +0,78 —9z) =1,1 — 4z
f) 3(6y — 7a) + 5(3b — Ty) = 7(6b — 3a)
g)a—(@a+bz=({b—a)z— (c+ bx)
h) 9[3z —2(4z+3)+ 7] —2[6(z+9) — 6z + 1] =(5 — 82)3 + 2=
i) 17(2 — 3¢) — 8(1 — 7t) = 5(t + 12)
k) 72z —1) — 6(11 —z) = 3(z + 4)

216.8) (z—8)(z—T)=(z+4)(z—9)—13
b) 8z—-2)(z+7) - 4z—-1)1+2)=(z—2)(6— z)
c) (z+ 4b) (z + 3a +6b) — 3b(z + 10b) = (z + 6b) (3a + z — 65b) -+ 4b(a - x + 3b)
d) (z—a)l+(z—-b2—(z—a)(z—b) =2 +a*+ b
e) (40 +3)2 + (Tt —3)* = (8t — T)? + (¢ + T)°
f)@a+z)b—2)=(ea—2)(b+ 2)
g) 5u(z + 2v) — 4v(2z — 3u) — 3u(2z — u) + 4v(3z — 10u — 10v) = — Bd»®
h) 3y — 10) (10 + 3g) — (2y + 3)* = 65y* — 157
i) (L,2z + 0,56) (0,6z — 0,22) = (0,9 + 0,92) (0,8z — 0,46)
k) (3z — 6a) (8z — a) — (4z — 3a) (6z — Ta) — (2z — 6a) (2z + a) = 5a?

216. a) zl;l+2x;10=3_3x516
3 _4z—-1 1
b) 1- g (2z+1)="0 — 554z -5)
c) 51:—6_9—10::_3:1:——4_3—4::
10 14 - 5 7
_ 2
d)7zT2—';‘(”"‘3)+6£'3(ZTH
o az—b br—a* a-—abd b—ab
) =% PR z
f) —E-+b=—b—-+a
z z
)10+a: z+4_1 z+ 3
8 24z "z T 8z
7 8 9 1 31—-7z
P P v

3a — 6b a+T7z 5b+ 4z 3 3 4
2L 2. _ = .0
) —5ap *2az T oahz T 3 | 56 3s

l+z__a

l‘)l—::: b
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217. a) z+4 _z+6 )a—b.z_i I
T Tz+I Tz +6 az+b b
5—1 5z+2 4z+1 7:—2__l d\) 5z+3_4z+9_2

© 3z-1 3z—2 6z—3 ' 8z-4- Tz—9 9—17z

7z—1 o6z-3 8z—-35 9z -1

© 2—2 " 3z-615z-10 Tz—18 °
f) z+ 3 2z+5_»z—5 4z —3 0
z+1 z+2 3z+3 3z+6
az bz e
8 a+b+a—b_a+b
h) 2z+1 2z+4 2z-9 4-—-8z
z—1 -3 —1 1-2°
. 1 1 z+5 z _
) g4z 8§ ®B-a=t®+8z °
3z—5 T7z-10 z + 99
k) z¥2 "z ¥ "':.ﬂ+3:|:+2_10
218. Stelle die Formeln um:
8) p(l1+q@=m nach ¢ b) L,=101(1 + at) nach a
c) @=GCGec(t — 1) nach ¢, d) g=a+ (n—1)d nach n
_ g _ 1+"'__£
e) 8= 2(21 1) nach ¢ f) T—m=-1 nachm
r+/ r Y-y _ -3
R nach h) —2_ - "1 nach
8) n+a+f 51 ! ) Y2— Y1 T, — I y
i)t = _pp a—bla—c)_
i) r*=8+ (r — p) nach r k) pyrar] 1 nacha
219. a) Jz =13 b) 34z —-7=0
4 1. »
c)E-]/2z+l+-5—=l d) 4|6z -1+5=0
p, []
e) Jz—2=a+2 f) fiz+4+3=0
g J19+)Y3z+15=5 h) 6)a—z—9=1+2)t=z
i) |85 —4)19z + 5 =35 k) 5)2z + 7 = |50z + 175
220.8) 4)z+3—3)z+10= b) Yz—1+)z+8=19
o) Jz+7-)z-5-2=0 d) Jz-3-1=}z-10
o) Y4z +5+2)z—3=17 f) Jz+5+)z—)az+9=0
g 3/z+2-2)z-13=5)z—10 h) Jz+2—-Yz—-0=)z~18—-)z-25
i) V5z+1+2)6x - -}6z—5-1=0
k) 7} 13z —5+)5z+2-3)3z—-5 -
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8. Lineare Bestimmungsgleichungen mit einer Unbekannten

221.

222.

a)
b)
c)
d)
e)
f)

8)
h)

k)

8)

b)
c)

d)

e)

f)

g

h)

i)

k)

Welche Zahl muB man zu 87,3 addieren, damit man 102,4 erhilt?
Welche Zahl muB man von 53% subtrahieren, damit man 17—;— erhilt?

Welche Zahl muB man nm 217 vermindern, damit man % erhilt?

Welche Zahl muB mit 8,7 multipliziert werden, damit man 652,325 erhilt?

Mit welcher Zahl muB man 5—;- multiplizieren, damit man —;- erhalt?

Welche Zahl muB man durch 17,29 teilen, damit man 1,3 erhilt?

Durch welche Zahl muB man 31,4 dividieren, damit man -- % erhilt?

Welche Zahl liegt in der Mitte zwischen 527,2 und 916%?
Addiert man zu 33% eine Zahl, 80 erhiilt man dasselbe wie bei der Subtraktion der glei-

chen Zahl von 55%— . Wie heiBt diese Zahl?

Um welche Zahl muB man 427,96 vermindern, damit man das Dreifache der gesuchten
Zahl erhilt?

Die vierfache Summe des Doppelten und des Dreifachen einer Zahl ist gleich der Diffe-
renz des Siebenfachen dieser Zahl und 39. Wie heit die Zahl?

Welche Zahl ergibt versechsfacht 2—2— mehr, als wenn man sie halbiert?

Die Faktoren der Produkte 236,6 -72,38 und 137,9-111,86 sollen alle 8o um den gleichen
Betrag vermindert werden, daB die neuen Produkte gleich sind.

Hiéngt man an eine bestimmte Zahl eine 5 an, subtrahiert denn 9, hingt danach eine
3 an, addiert dazu 37 und dividiert die ganze bis jetzt erhaltene Zahl durch 52, so erhilt
man 1 weniger als das Doppelte der urspriinglichen Zahl. Wie heiBt diese Zahl?

Multipliziert man eine Zahl mit 7, addiert eine 9 und hiéngt an diese Summe eine Null
an, subtrahiert dann 17, hingt an das Ergebnis noch eine Null an, subtrahiert davon 30
und dividiert diese Differenz durch 7, so erhélt man 200. Wie heiBt die Zahl?

Die erste Ziffer einer vierstelligen Zahl ist eine 5. Streicht man sie links weg und setzt
sie rechts an, so verringert sich der Wert der Zahl um 4410. Wie heiBt die Zahl?

Die letzte Ziffer einer dreistelligen Zahl ist eine 7. Streicht man sie rechts weg und setzt
sie links an, so ergibt sich eine Zahl, die um 2 grdBer ist als das Doppelte der gesuchten
Zahl. Wie heiBt diese Zahl?

Die Summe des 3. und 5. Teiles einer Zahl ist gleich der Differenz aus dem Doppelten
der gesuchten Zahl und 11. Wie heiBt die Zahl?

Addiert man zum Zihler des Bruches %% eine Zahl und subtrabiert die Hilfte dieser

gesuchten Zahl vom Nenner, so erhiélt man u- Wie heiBt die Zahl?

Der Zihler eines Bruches ist um 12 kleiner als der Nenner. VergroBert man den Ziibler
um 54, den Nenner um 6, so erhilt man den reziproken Wert des gesuchten Bruches.
Wie heiBt der Bruch?



Aufgaben 169

223.

224,

8)

b)

C

~

d)

e)

f

~

g)

h)

i)

k)

Ein Kollektiv hat sich verpflichtet, in einem Jahr eine Anzahl Aufbaustunden im
Nationalen Aufbauwerk zu leisten. Wenn jedes Kollektivmitglied 30 Stunden arbeitet,
so wird die Verpflichtung mit 70 Stunden dbererfiillt; hat jedes Mitglied aber nur
25 Stunden geleistet, so fehlen noch 25 Stunden zur Erfiillung der Verpflichtung. Wieviel
Mitglieder hat das Kollektiv und zu wieviel Aufbaustunden hat es sich verpflichtet? -
Aus einem Motorradtank, von dessen Inhalt % verbraucht war, wurden noch 2,4 | Ben-
zin abgelassen. Im Tank blieb ein Rest von % des gesamten Inhaltes. Wieviel Liter
Benzin enthielt der Tank?

In einem Stromkreis flieBt bei einer Spannung von 120 V ein Strom von 6 A. Welcher
Widerstand muB zugeschaltet werden, damit der Strom auf 2,4 A sinkt?

Wieviel kg Kupfer (g, = 9 kg-dm-?) und Zink (p,, = 7 kg-dm~3) benétigt man zu einer
Messinglegierung von 2 kg mit einer Dichte o = 8,5 kg - dm~2?

1
Ein Facharbeiter bendtigt zur Endmontage einer Apparatur 5? Tage, ein anderer fiir

die gleiche Arbeit 7 Tage. Wieviel Tage brauchen beide zusammen, wenn der erste Ar-
beiter erst 2 Tage spiiter als der zweite mitarbeitet?

Welchen Strom verbraucht eine 75-W-Gliihbirne bei einer Spannung von 220 V?

Zum Entleeren eines Beckens benétigt eine Pumpe 4 h 30 min, eine andere 6 h 45 min.
In welcher Zeit ist das Becken leer, wenn beide Pumpen gleichzeitig arbeiten?

Der zwischen den einzelnen Eisenbahnschienen vorhandene SchienenstoB verureacht ein
im fahrenden Zug wahrmehmbares taktmaBiges Aufschlagen der Rider. Wie groB ist
die Geschwindigkeit eines Zuges in km - h-1, wenn die Strecke 30-m-Schienen hat und
35 StoBe in 30 8 gezihlt wurden?

Ein Radrennfahrer habe eine durchschnittliche Geschwindigkeit von 42 km « h-1, Sein
Verfolger, der im Zeitfahren 1 min spiter gestartet ist, hat ihn nach 28 min eingeholt.
Berechne die durchschnittliche Geschwindigkeit des Verfolgers!

Wieviel Liter 20prozentigen und 78prozentigen Alkohol braucht man zur Herstellung
von 5 | 35prozentigem Alkohol?

Fiir welche Werte von z gelten die Ungleichungen:

) 4z <3 b)3z—5>4
SN P S d)4z+1>56z+3
© 3= 9%<73 2 7
i 4 13 2 1
e) 8(5z —7)> 18z — 42 f) go-18<zz+65
2z—-1 _z+ 6 3(z+1) z—1
g) 3 <3 h) 2 + 5 <3- <
) (2 + 97 < (@ — 3P g 3z=1_1B-z_ 7z l@E+3)

6 2 3 6
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9. Proportionen
9.1. Begriffserkliirungen

Um zwei GroBen a und b miteinander vergleichen zu kénnen, bildet man hiaufig deren
Quotienten a:b (oder in anderer Schreibweise: %
Verhiiltnis von a zu b.

Die beiden GroBen a und b heiBen die Glieder des Verhiltnisses.

Sind @ und b in gleichen MaBeinheiten angegeben, so ist das Verhiltnis a : b eine un-

benannte Zahl.

) und nennt diesen Quotienten das

Da jedes Verhiltnis durch einen Bruch dargestellt wird, gelten fiir die Verhiltnisse
die gleichen Rechenregeln wie fiir die Briiche.

So diirfen z.B. die Glieder eines Verhiltnisses mit derselben Zahl multipliziert bzw.
dividiert werden, ohne daB sich dadurch der Wert des Verhdltnisses dndert. (Beispiel:
6:8=12:16 = 3:4 usw.) Es ist jedoch iiblich, Verhiltnisse durch méglichst kleine
ganze Zahlen auszudriicken.

BEISPIEL 1

Die Geschwindigkest des Sputnik II betrug etwa 8000 m/s, wihrend die TU 104 eine Geschwsin-
digkeit von etwa 900 km/h erreicht. In welchem Verhiltnis stehen die beiden Geschwindigkeiten
zueinander ?

Loésung: Um die beiden Geschwindigkeiten miteinander vergleichen zu konnen, werden sie
zunichst auf gleiche MaBeinheiten gebracht.

ool oz
Es sind 900 km/h = —_—— = 250 — .
3600 8

Das Verhiltnis der beiden Geschwindigkeiten ist damit

Vg, : vy = 8000 : 2650

P

(gelesen: vg, verhilt sich zu v, wie 8000 zu 250).
Kiirzt man dieses Verhiltnis mit 250, um auf moglichst kleine ganze Zahlen zu kommen, so
ergibt sich

Vgpt ¥y = 32: 1.
Sputnik IT war demnach 32mal so schnell wie die TU 104.

Werden zwei gleicke Verhiltnisse zu ciner Gleichung zusammengefaBt, so entsteht einc
Verhiltnisgleichung oder Proportion!). So 1aBt sich z.B. aus den beiden gleichen Ver-

1) proportio (lat.) GleichmaB, EbenmaB.
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héltnissen 1 : 32 und 250 : 8000 aus Beispiel 1 die Proportion
1:32 = 250: 8000

(gelesen: 1 zu 32 wie 250 zu 8000) aufstellen.
In allgemeiner Form schreibt man eine Proportion

c

2 (54)

a:b=c:d oder %=

Dabei werden die einzelnen Glieder nach ihrer Anordnung innerhalb der Proportion
wie folgt benannt:

—~ AuBenglieder —

j Innenglieder ’
! ! ¢

a b = ¢ :d
_

)
Vorderglieder Hinterglieder

9.2, Rechengesetze liir Proportionen

Da jede Proportion eine Gleichung zwischen zwei Verhiltnissen ist, lassen sich alle
Proportionen nach den Gesetzen der Gleichungslehre umformen, ohne daB dabei die
Gleichheit der beiden Seiten verlorengeht.

a c
=T
der Proportion (59) deren Produktgleichung

Multipliziert man die Proportion mit dem Hauptnenner bd, so tritt an die Stelle

a-d=b-c |. (55)

I In jeder Proportion ist das Produkt der Innenglieder gleich dem Produkt der AuBen-
glieder.

Proportion und zugehérige Produktgleichung sind einander vollkommen gleichwertig.
Mit Hilfe der Produktgleichung 1éBt sich die Richtigkeit einer Proportion nachpriifen.

REISPIEL 1

Zur Proportion 1:32 == 250 : 8000 (vgl. Abschnitt 9.1.) gekort die P’rodukigleichung
1.8000 = 250 - 32

8000 = 8000.
Da die Produktgleichung stimmt, muf auch die Proportion richlig sein und umgekehrt.

Aus jeder Proportion lassen sich stets neue Proportionen herleiten, die untereinander
villig gleichwertig sind. Es gilt nimlich der Satz:
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In jeder Proportion darf man

a) die Seiten miteinander vertauschen,

b) die Innenglieder untereinander vertauschen,

c) die AuBenglieder untereinander vertauschen,

d) die Innenglieder gegen die AuBenglieder vertauschen.

Aus der Proportion a:b=c:d folgt also durch Vertauschung der Innenglieder:
a:c=b:d; durch Vertauschung der AuBenglieder: d:b = c:a und durch Vertau-
schung der Innenglieder gegen die AuBenglieder: b:a =d:c.

Da alle diese Proportionen dieselbe Produktgleichung ad = bc besitzen, sind sie ein-
ander gleichwertig.

DaB die beiden Seiten einer Proportion miteinander vertauscht werden diirfen, bedarf keiner
weiteren Erlduterung.

SchlieBlich bestitigt man noch durch die Bildung der Produktgleichung, daB mit der
Proportion

a:b=c:d
auch (56)
a+b_c+d a-b c—d,  a+b c+d
b  d >  d ' a—-b ¢—d

gelten.
Dae hier angefiihrten Formeln (56) heiBen die Geselze der korrespondierendent) Addition
und Subtraktion.

BEISPIELE

2. Fiir die Papierformate gelten jolgende Standards:
Klasse Reshe A Reshe B " Reihe C Reshe D
0 841 .1189 1000 - 1414 917 - 1297 771 - 1090
1 594 . 841 707 - 1000 648 . 917 545 . 771
2 420 - 594 500 - 707 458 - 648 385 - 645
3 297 . 420 353 . 500 324 . 458 272.385
4 210 - 297 250 - 353 229 . 324 192 . 272
5 148 - 210 176 . 250 162 . 229 136 . 192
6 105 - 248 125-176 114 . 162 96 - 136
7 74 - 105 88.125 81.114 68 - 96
8 52.74 62 .88 57.81 48 . 68

Fiir alle diese Papierformate gilt fiir die Breite b und Hohe h das Verhiltnis b : b = 1: 2.
3. Awa der Produktgleichung 3 - 8 = 4 - 8 lassen sich u.a. folgende Proportionen bilden:

3:4=6:8 3:6=4:8

8:4=6:3 8:6=4:3 usu.

')7 ;t;l;rcspOIIdere (lat.) entsprechen.
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i . 2u+3v 3m+ 4n . O .
4. Die Proportion 5—— 30— 3m —4n 46t sich mit Hilfe des Gesetzes der horrespondierenden

Addistion und Subtraktion wie folyt veresnfachen :

2u+3v_3m+4n
2u—3v 3m—4n

(2u +3v)+(2u—3v) (3m+ 4n) + (3m — 4n)
(2u+3v)—(2u—3v) (3m+4n)— (3m — 4n)

4u _ 6m
6y 8n
2u _ 3m
3v  4a °
9.3. Fortlaufende Proportionen

Mehrere gleicke Verhiltnisse, z.B. 2:3, 4:6, 6:9, 8: 12 usw., kénnen in einer fort-
lanfenden Proportion zusammengefalt werden:

2 4
2:3=4:6=6:9=8:12 oder T 69"

Jede fortlaufende Proportion 1Bt sich in eine Anzahl einfacher Proportionen aufspal-
ten, indem man jeweils zwei Verhiltnisse aus der fortlaufenden Proportion heraus-
greift und diese einander gleichsetzt. So lassen sich aus der obigen fortlaufenden Pro-
portion u.a. folgende einfache Proportionen bilden:

2:3=4:6 2:3=6:9 2:3=8:12 4:6=6:9
4:6=8:12 6:9=8:12

Fiir fortlaufende Proportionen hat sich noch eine andere Schreibweise eingebiirgert,
und zwar schreibt man die obige fortlaufende Proportion auch in der Form

2:4:6:8=3:6:9:12.

Dabei werden auf der einen Seite die Vorderglieder, auf der anderen Seite die Hinter-
glieder der Proportionen in der gleichen Reihenfolge niedergeschrieben. Es ist zu be-
achten, daB diese letzte Form eine auf einer Ubereinkunft beruhende vereinfachende
Schreibweise der fortlaufenden Proportion ist, und daB diese Schreibweise nicht etwa
bedeutet, 2 durch 4 zu dividieren, den Quotienten dann durch 6 usw.

BEISPIELE

1. Dse besden Proportionen a:b =4:5 und b:c = 5: 6 kann man zu der fortlaufenden Pro-
portion

a:b:c=4:5:6
zusammenjassen.

2. Aus der fortlaufenden Proportion z:y:z = 3:5:7 lassen sich u.a. folgende einfache Pro-
portionen bilden:

z:y=3:5 z:2=23:17 y:2=5:17.
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3. Um die Proportionen w:v =2:3,v:w =15:6 und w: z = 8: 11 als fortlaufende Proportion
schreiben zu kdnnen, miissen die rechten Sesten der einzelnen Proportionen erst so erweitert wer-
den, daf sie sich aneinander anschliefen :

w:v =10:15 u:v = 40:60
v:w=15:18 v:iw=60:72 v:iw=260:72
w:x="72:99 w:z ="72:99

w:v:w:z =40:60:72:99.

9.4. Direkte Proportionalitiit

Fihrt ein PKW mit der konstanten Geschwindigkeit von 100 km/h auf der Autobahn
entlang, so besteht zwischen dem zuriickgelegten Weg s und der Zeit ¢ ein Zusammen-
hang, der in der folgenden Tafel zusammengestellt worden ist.

Tafel 2
tin s l 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
4in m ‘ 27,78 65,66 83,33 111,11 138,89 166,67 194,44 222,22 250,00 277,74

Zwei zusammengehorige Werte von ¢ und s stehen hier immer im gleichen Verhiltnis
zueinander:

27,78m:18=555m:28 =83,33m:3s = ...
Allgemein gilt im vorliegenden Falle
sit=c=21,78 2.
Man sagt: Bei konstanter Geschwindigkeit ist der zuriickgelegte Weg s direkt pro--

portional zur Fahrzeit ¢.

Besteht zwischen zwei GroBen ein sachlicher Zusammenhang, so spricht man dann
von direkter Proportionalitit, wenn sich das Verhéltnis von jeweils zwei zueinander-
gehérenden Werten nicht éndert.

Die direkte Proportionalitit zweier Gré8en wird durch das Zeichen ~ (lies: proportio-
nal) ausgedriickt.
Im einfiithrenden Beispiel ist s~ ¢, da fiir zwei beliebige zusammengehérige Werte von
¢ und ¢ immer gilt

g:t=c oder s=c-t.
Der Faktor ¢ heit Proportionalititsfaktor. ( Im Beispiel ist der Proportionalitdtsfaktor
¢ die Geschwindigkeit v = 27,78 —? )

Mit s =c- ¢ gilt fiir zwei zusammengehérige Wertepaare s, ; ¢, und s, ; ¢, auch s, = ¢ - ¢,
und s, = ¢ - t,, woraus durch Division der beiden Gleichungen

8,:8, =1t :¢

folgt. Die direkte Proportionalitit der beiden GréBen s und ¢ 148t sich demnach auch
in dieser Form ausdriicken.
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Das einfachste Kennzeichen der direkten Proportionalitét ist, daB sich die eine Gréfe verdop-
pelt, verdreifacht, ..., wenn man die andere GréBe verdoppelt, verdreifacht, ...

BEISPIELE
fiir direkte Proportionalitat:

1. Der Bruttoarbeitslohn L ist direkt proportional der Anzahl n der Arbeitsstunden. Der Proportio-
nalititsfaktor ¢ ist dabes der Stundenlohn in MDN/h: L=c.n

2. Die Ausdehnung einer Feder A s ist der Belastungszunahme A p direkt proportional:
ds=c-Ap (HookEsches Geset:)

Anmerkung: Der Proportionalititsfaktor c ist hierbei in gewissen Grenzen abhiéngig vom
Material und von den Abmessungen der Feder.

3. Die Saatgutmenge M, st direkt proportional der Gréfe F des zu bestellenden Feldes: M, = ¢ - F .
Proportionalitétsfaktor c: benitigte Saatgutmenge in —llg—'- .

4. Der Fahrpreis K bes der Eisenbahn ist direkt proportional der Fahratrecke: K = c- 8, wobei
¢ = 0,08 —EN— (bes Benuizung der rweiten Klasse Personenzug) ist.

5. Die Masse m eines homogenen Kérpers ist direkt proportional seinem Volumen: m = g- V,

wobei der Proportionalititsfaktor ¢ die Dichte in = iat.

2.3. Umgekebrte Proportionalitit

In der folgenden Tafel sind die Zeiten ¢ in s zusammengestellt, die man benéstigt, um
eine Strecke s = 100 m bei bestimmten Geschwindigkeiten zu durchfahren.

"Tafel 3
vinkmh | 10 20 30 40 50 60 70 80 80 100 110 120
tins | 360 180 120 90 72 60 51 45 40 36 33 30

Da hier die ¢-Werte mit wachsender Geschwindigkeit v immer kleiner werden, kann
keine direkte Proportionalitit vorliegen.

Dagegen ist in jedem Falle das Produkt aus je zwei zusammengehérenden v- und ¢-
Werten konstant:

km km km km
IOT-36,0S= 20T'18,08= 30T-12,08= 40T'9,0S‘-=-"

Es gilt demnach allgemein
v-t=c.
Man sagt: Die Fahrzeit ¢, die fiir eine bestimmte Strecke s benétigt wird, ist um-
gekehrt proportional der Geschwindigkeit » und schreibt dafiir
1

t~-= .

Besteht zwischen zwei Grolen ein sachlicher Zusammenhang, so spricht man dann
von umgekehrter (oder indirekter) Proportionalitit, wenn das Produkt von jeweils
zwei zueinander gehérenden Werten sich nicht dndert.
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Sind ¢,; v, und ¢,; v, zwei zueinander gehérende Wertepaare der obigen Bewegung,
so gilt
v,-4=¢ und w9,-f=c,

woraus durch Gleichsetzen
v ot =0y 8y
folgt. Demnach 1iBt sich die umgekehrte Proportionalitdt im obigen Beispiel auch wie
folgt schreiben:
ViV =101
Das einfa chste Kennzeichen der umgekehrten Proportionalitiit ist, daB sich die eine GrdBe ver-
doppelt, verdreifacht usw., wenn man von der anderen Grofe die Hilfte, ein Drittel usw. nimmt.
BEISPIELE
fiir die umgekehrte Proportionalitit:
1. Die Zeit T, die fiir die Fertigstellung esner bestimmten Arbest bendtigt wird, sst (snnerhald be-

1
stimmter Gr ) kehrt proportional der Anzahl n der Arbestakrifte: T~— oder
T -n = const.
2. Bes konstanter Spannung U ist die Stromstirke I dem Widerstand R umgekehrt proportional :
I.-R = U = const. (OEMsches Gesetz)

3. Bei konstanter Temperatur ist das Vol V eines eingeschl Gases dem Druck p um-
gekehrt proportional: V . p = const.

J

9.6. Proportionen als Bestimmungsgleichungen

Sind drei Glieder einer Proportion bekannt, so kann man die Proportion als Bestim-
mungsgleichung fiir das fehlende vierte Glied auffassen. Dabei kann die unbekannte
GroBe auch an mehreren Stellen der Proportion auftreten.

BEISPIELE
1. Bestimme z aus 3: z = 5:8!
Losung: Produktgleichung 6 = 24
z=4,8 Probel

i

2. Bestimme u aus (u + 5):u = 3:2.

Lo6sung: Auch hier fiithrt der Weg iiber die Produktgleichung zum Ziel. Eleganter ist jedoch
die Anwendung des Gesetzes der korrespondierenden Addition und Subtraktion:

v+5 3
v 2
u4+5—u 3-2
u T2
5_1
w2
u =10 Probe!
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Proportionen, bei denen die Innenglieder gleich sind, heiBen stetige Proportionen. Das
gemeinsame Innenglied wird mittlere Proportionale genannt.
BEISPIEL 8
Wie lautet die mittlere Proportionale m der beiden Zahlen a und b?
L 6sung: Die mittlere Proportionale m ist definiert durch die Proportion
a:m=m:b,

aus der m? = ab
= + Vab
folgt. V

Die mittlere Proportionale zweier Zahlen e und b wird auch geometrisches Mzuel dieser
beiden Zahlen genannt.

Die Feststellung, daB zwischen verschiedenen GréBen einer Aufgabe direkte bzw. um-
gekehrte Proportionalitit herrscht, kann die Lésung der Aufgabe wesentlich er-
leichtern. Dies zeigt

BEISPIELE

4. Welche Masse besitzt 1 km eines Dvahtes yon 120 mm? Queracknitt, wenn 300 m eines Drahies
aus dem gleichen Material, jedoch mit 60 mm? Querschniit die Masse 30,2 kg besitzen.

Lésung: Uberschlag: Da der Draht, dessen Maase gesucht ist, ungefihr die dreifache Liinge
und den doppelten Querschnitt des Vergleichsdrahtes besitzt, muB etwa die sechsfache Masse
herauskommen, also rund 200 kg.

300 m Draht von 50 mm? Quersohnitt besitzen 30,2 kg Masse.

lm , ,, 650mm? ” beaitzt 30—2kg v

(Direkte Proportionalitit zwischen Linge und Maase bei gleichbleibendem Querschnitt.)

1 m Draht von 1 mm? Quersohnitt besitzt %kg Masse.

(Direkte Proportionalitit zwischen Querschnitt und Maase bei gleichbleibender Linge.)

3
1m Draht von 120 mm? Quersohnitt besitzt % kg Masse.
l m 2 ” lm mm. ” ”»” Wkg »»”
30,2 - 120 - 1000
\ m=wkg—24l,6kg

Die Masse von 1 km Draht mit dem Querschnitt 120 mm? betrigt also 241,6 kg .
Bei einiger Ubung Bt sich der Lé&sungeanaatz fiir derartige Aufgaben sofort in der end-
giiltigen Form

_30,2kg - 120 mm* - 1000 m
- 300 m - 50 mm?

niederschreiben.
12 Elementarmsthematik
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5. Ein Riementrieb besitzt zwes Riemenscheiben mit den Durchmessern dl und d,, von denen dle
eine Scheibe die Umdrehungszahl n, besitzt. Wie grop sst die Umdrehungszahl n, der
Scheibe? Welche Beziehung besteht zwischen den Umdrehungszahlen und den Durchmessern der
Scheiben?

Zahlenbeispiel: d, = 120 cm, d, = 50 om, 7, = 160 min-?

Lésung : Der Umfang des ersten Rades ist u; = x - d,. Da dieses Rad die Umdrehungszahl
n, besitzt, hat es eine Umfangsgeschwindigkeit v; = x - d, - n,. Entsprechend erhélt man
firr die Umfangsgeschwindigkeit des zweiten Rades v, = ®-d, - n,.

Da beide Riemenscheiben durch den Treibriemen miteinander verbunden sind, miissen beide
Umfangsgeschwindigkeiten gleich sein:

v, =0,
x-d,-ny; =w-d,+n,.

Dieses Ergebnis laBt sich auch in Form einer Proportion: schreiben :

-

nying =dy:d,,

d.h., die Umdrehungszahlen sind umgekehrt proportional zu den Durchmessern der Riemen-
schetben.
Aus dieser Proportion léBt sich die nooh unbekannte Umdrehungszahl der zweiten Scheibe
ermitteln:
d,
ny= g
_—z_——

Mit den gegebenen Zahlenwerten ergibt sich eine Umdrehungszahl

120 cm

- . in-! = in-!
*= “Z0om 150 min 360 min! .

6. Bes einem Zahnradgetriebe greifen zwei Rdder mit den Radsien r, und r, ineirander, von denen
das erste z,, das zweste z, Zihne besitd. Welche Beziehung lift sich zunschen den vier Griflen
10 T4y 2y und 2z, aufstellen?

Loésung: Die Umfinge der beiden Zahnrider sind
u, =2xr, und u,=2rnr,.

Teilt man jeden Umfang durch die zugehérige Zéhnezahl, so erhélt man die Teilkreisteilungen
¢, und ¢, der beiden Zahnriider:

27N und t,= m
Z z

=

Bei ineinandergreifenden Zahnriidern miissen die Teilungen gleich sein (warum?); folglich
gilt
2nr, _ 27mr,

% %
WOTaus f,:fy = 2,:2,
folgt, d.h.:
bei inesnandergreifenden Zahnridern verhallen sich die Zihnezahlen direkt proportional zu den

Radien.
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Ahnlich wie im Beispiel 5 )aBt sich nachweisen, daB zwischen den Radien (und damit auch
den Zahnezahlen) und den Drehzahlen umgekehrte Proportionalitdt herrscht:

fi:fg=ng:n; und z,:z, =ny:im,.

9.7 Prozentrechnung?)
9.7.1. Grundbegriffe
Erklérung:

Ein Prozent (1%) einer GréBe G ist der hundertste Teil von G. p Prozent (p%)
einer Grofe G sind p Hundertstel von G.

Die GréBe @ wird dabei als Grundwert bezeichnet. Der Prozentwert P ist ein Teil des
Grundwertes. Der Prozentsatz p gibt an, wieviel Hundertstel des Grundwertes dem
Prozentwert entsprechen. Aus der Erklérung des Prozentsatzes folgt die fiir die ge-
samte Prozentrechnung grundlegende Proportion

o1

Mit Hilfe dieser Proportion lassen sich alle Prozentrechnungsaufgaben losen.

9.7.2. Berechnung des Prozentsatzes
BEISPIELE
1. Wieviel Prozent von 1250 sind 1487
L&sung: Uberschlag mit gerundeten GréBen:
150: 1200 = 0,12; also muB p= 12 sein.'
Genauer Wert von p:
p:100 = P:@
100-P 100148
P=—@ T~ A
p=1184 (Vgl. Uberschlag!)

148 sind demnach 11,84 % von 1250.

2. Wahrend von 1200 Werkstilcken, die der Arbeiter A anfertigte, 36 als Ausschuf gewertet wurden,
golten von 1400 Werkatiicken, die der Arbeiter B anfertigte, 49 als Ausschuf. Welche Leistung
18t die bessere?

Lésung: Um die beiden Leistungen miteinander vergleichen zu kénnen, berechnet man,
wieviel Prozent A usschuB jeder der beiden Arbeiter fabriziert hat:

p,:100 = 36: 1200 Ps: 100 = 49: 1400
3600 4900
Pa= 1260 = 3 Ps = —’ 200 = 3,5

Die Leistung des Arbeiters A ist die bessere, denn er fertigt nur 3% AusschuB, wihrend B
3,56% AusschuB fabriziert.

1) pro centum (lat.) fiir (vom) Hundert.

12¢
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9.7.8. Berechnung des Prozentwertes

BEISPIELE

1. Wieviel sind 4% von 7248 MDN ?
Losung: P: 7248 = 4: 100

47248

P =%

= 289,92

4% von 7248 MDN sind demnach 289,92 MDN.
2. Rohbaumwolle wird in Ballen zu etwa 180 kg geliefert. Wieviel kg Garn kann man aus einem
solehen Ballen produzieren, wenn mit 6% Abfall gerechnet werden mufB?

Loésung: Da mit 6% Abfall zu rechnen ist, verbleiben fiir das Garn noch 94% von den
180 kg eines Ballens.

94:100 = P: 180
94180

P= 160 = 169,2

Aus dem Ballen kénnen mithin 169,2 kg Garn gesponnen werden.
Fiir bestimmte Prozentsitze lassen sich die zugehérigen Prozentwerte sofort angeben:

100% = Grundwert 10% ist ein Zehntel des Grundwertes
50% = Hailfte des Grundwertes 5% ,, , Zwanzigstel ,, ”
25% ist ein Viertel des Grundwertes 33,3% ,, ,, Drittel " ”
20% PSS Fiinftel » ”» 12,5% TR Achtel » ”»

9.74. Berechnung des Grundwertes

BEISPIELE

1. Im Jahre 1967 studierten an den Hochschulen und Universititen der DDR 20660 Studentsnnen.,
Das sind 31% aller Studierenden. Wie grof war die Anzahl der Studierenden sn diesem Jahre?

Lésung: Uberschlag durch gerundete Werte: 31% entspricht rund einem Drittel; also miiB-
ten etwa 60000 Studierende an den Hochschulen und Univermsititen immatrikuliert ge-
wesen sein.

Rechnung:
31: 100 = 20550: G
G = 20%01100 = 66300

Im Jahre 1957 waren demnach 66300 Studierende an den Hochschulen und Universititen
der DDR immatrikuliert.

2. In eincr Produktionsplanung wird einem Industriczweig die Auflage erteilt, ¢m Jahr 108000
Stiick c¢iner Ware hcrzustellen. Dies bedeutet esne Stesgerung um 181 % gegeniiber der Jahrespro-
duktion von 1968. Wieviel Stiick wurden 1958 hergestelltl

Loésung: Uberschlag mit gerundeten Werten: Da es sich um eine Erhthung um 181% han.-
delt, entspricht die mit 108 000 angegebene Stiickzahl 281 % der Jahresproduktion von 1958, das
ist rund das Dreifache. 19568 miissen demnach etwa 35000 Stiick hergestellt worden sein.
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Rechnung:
281 : 100 = 108000 : G
108000 - 100
G = — s = 38400

Im Jahre 1958 wurden rund 38400 Stiick produziert.

3. Die Verpackung einer Warensendung wird mit 12% des Brutlogewsichtes veranschlagt. Wie grof
st das Bruttogewicht, wenn das Nettogewicht 66 kp betrigt?

Loésung : Der Uberschlag sei dem Leser iiberlassen.
Da vom Gesamtgewioht 12% fiir die Verpackung abgehen, verbleiben fiir das Nettogewicht
noch 88% des Grundwertes; folglich gilt

88:100 = 66 kp: @
G="175kp.

Das Bruttogewicht betrigt demnach 75 kp.

9.8. Promillerechnung

Erklérung:

Ein Promille (1°/,,) einer GroBe G ist der tausendste Teil von G. p* Promille einer
GroBe @ sind p* Tausendstel von G.

Auf Grund dieser Erklirung gilt fiir die Promillerechnung eine ganz dhnliche grund-
legende Proportion wie bei der Prozentrechnung, und zwar ist

| p*:1000= P:6 (58)

Die Promillerechnung wird meist da angewandt, wo es sich um sehr kleine Prozent-
sitze handelt.
Jeder Prozentsatz kann in Promille umgerechnet werden und umgekehrt:

1% = 10, 19, = 0,1%

BEISPIEL

Bei einer zwes Stunden nach einem Verkehrsunjall durchgefithrien Blutprobe wurden bes einem
Krafifahrer in 120 g Blut 95 mg Alkohol festgestellt. Welche Alkoholkonzentration lag zur Zest
des Unfalls vor, wenn der Korper je Stunde 0,12°/,, Alkohol ausscheidet?

Lésung: p*: 1000 = 0,095 g: 120 g
p* = 0,79

Zur Zeit der Untersuchung betrug die Alkoholkonzentration demnach 0,79%/y,. Hinzu kom-
men weitere 0,24%/y,, die in der Zeit zwischen Unfall und Untersuchung bereits ausgeschieden
worden sind, so daB der Fahrer zur Zeit des Unfalls mit 1,03%/,, unter erheblicher Alkohol-
einwirkung stand.
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9.9. Zinsrechnung

Zinsen sind ein prozentualer Anteil, den die Sparkassen jedem Sparguthaben nach
einer gewissen Zeit gutschreiben. Der Prozentsatz p, der bei der Berechnung der Zin-
sen Z angewendet wird, heiBt ZinsfuB. Die Sparsumme, die verzinst wird, heiBt Grand-
betrag G. :

Da die Zinsrechnung im Prinzip eine Aufgabe der Prozentrechnung ist, werden die
Jahreszinsen wie in 9.7.1. aus der grundlegenden Proportion

p:100=2:@G (59)
ermittelt.

Zinsen filr Bruchteile eines Jahres werden als entsprechende Bruchteile der Jahres-
zinsen berechnet, wobei unabhiéngig von der wirklichen Linge des Monats 1 Monat
= 30 Tage und 1 Jahr = 360 Tage zu setzen sind.

Die Zinsen fiir mehrere Jahre werden aus den Zinsen fiir ein Jahr durch Multiplikation
mit der Anzahl ¢ der Jahre ermittelt, so daB die Zinsen Z bei einem bestimmten Pro-
zentsatz (ZinsfuB) p proportional zum Grundbetrag G' und zur Anzahl ¢ der Jahre
sind:

_G-p-tb
Z="35% (60)

Dabei ist nicht beriicksichtigt, daB die nach Ablauf eines Jahres gutgeschriebenen Zinsen eben-
falls wieder verzinst werden. Die dadurch entstehenden tatsichlichen Zinsbetrige kdnnen hier
nicht berechnet -verden. Dies ist eine Aufgabe der Zinseszinsrechnung.

BEISPIELE
1. Weeviel betragen die jihrlichen Zinsen fiir 1600 MDN bes 3% Verzinsung?

Lasung: p:100 =2:G
p-G _ 3-1500 MDN_

60" — 10 = 45 MDN

1500 MDN bringen bei 3% Verzinsung im Jahre 456 MDN Zinsen.
2. Ein Darlehen von 8000 MDN wurde nach 80 Tagen zuriickgezahlt. Wieviel Zinsen sind zu
aahlen, wenn ea mit 5% verzinst wurde?
Loésung : Fiir die Jahreszinsen ergibt sich
5:100 = Z : 8000 MDN
Z = 400 MDN.

Die Jahreszinsen betragen 400,~ MDX. Da das Darlehen nur 80 Tage in Anspruoh genommen

0
wurde, sind nur %0 dieses Betrages zu zahlen; das sind 88,89 MDN.

3. Zu welchem Zinsfuf wurde ein Darlehen von 3600 MDN verzinst, wenn nach 8 Monaten
3720 MDN zuriickzuzahlen waren?
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AU

226.

2217.

228

L&sung: Da es aich bei den 120 MDN Zinsen nicht um Jahreszinsen handelt, empfiehlt
es gich, von der Zinsformel (60) auszugehen:

Z G.p-t
100
100-Z 100- 120
"0 g8 “s=5'
12

Das Darlehen wurde mit 5% verzinst.

Wie lange wurde esn Darlehen von 7500 MDN mit 4% verzinat, wenn 7626 MDN zu zahlen waren?
L3sung: Aus der Zinsformel (60) folgt

_100-Z _100-125
T G-p 76500.4

t (Bruch kiirzen!)

5
t=i§.

Das Darlehen wurde 5 Monate ausgeliehen.

FGABEN
225. Gib folgende Verhiltnisse in kleinsten ganzen unbenannten Zahlen an:
a) 64:81 b) 57:38 c) 11861:209 1 d) 3,36m:1,4m
. . 2 4 1 .1
e) 10min38s:11 min7s f) 3'F g) B;.Sg
h) 4,13 ms-1:4,72 ms-? i) 3,87hli:4731 k) 2,64 kg: 2870 g
Bilde aus jeder der folgenden Gleichungen 8 Proportionen:
a) 2.9=6.3 b) 3-81=19.27
c) 3a = hd d) 0,3z =0,y
e) 12m.7n =21lm-4n f) ab=1zy
g v VA =v A 'h) (@+b)(a—b) =0 b
i) R, =IL,R, k) &t = 8,83
Vereinfache folgende Proportionen durch Kiirzen:
8) v,:v, =32:48 b) 4:8 =2,66km: 15620 m
0) i,:3, = 102mA: 0,255 A d) ry,: 7, = 3806 mm: 311,4 cm
e) n,:n, = 693: 847 f) ty:8,=22,28:59,28
g) R,:R,=04MQ:76kQ h) A,:A4, = 4032 ha: 52,92 km?
f) my:m, =4,41dt:63 kg k) U,:U, = 220V:220kV
Priife die Richtigkeit der folgenden Proportionen:
a) 8:156=48:90 b) 23:16 = 254 : 176
0) 338:11,7=5,2:1,8 d)%:%=32:21

e) 158:4,9=0,79 : 0,24 f) 565,6 : 231,56 = 83,73 : 36,05
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229.

230.

231.

232.

208 221
g) :32=34:"—

i) 657,4 : 207,6 = 12,291 : 4,338

Bareahne die 4. Proportionale :

a) 9:8=27:z
c) 0,82:4,9 =17,2:3,6

6a%b* 10ab _ 4a
2cd2 T ¢ Ted’
124 Quw 2v

g)

i) 1226:z=2z:4

Tow - 1do® ~ 3uw?’

h) —-:6=56:

Eg e

k)—8,7—8:8=8:

b) 36:5z=9:35
d) 92,4:13,2 = 0,75z:4,5

3 66 28
O =22 . L0

f) 4a.z 62’ 3

p T 3z 18mt 2w
1082 " m 65a*
2,6a® __ _ 6b

k) 3D z—z.w

Berechne z unter Verwendung der korrespondierenden Addition und Subtraktion :

a) 24:z=17:(z — §)

c) (z—27):2=12z:5

e) (24 —z):48 = z:24

g (16 +2):(16 —2) =3:2
i) Bz +4):(3z—4) =2:1

Wieviel Prozent von
a) 120 sind 307

c¢) 70t 8ind 6,3 t?

e) 5kQ sind 400 Q17
g) 220kV sind 176 V?
i) 930 hl sind 6000 1?

a) Von 29 Studierenden einer Ingenieurschulklasse stammen 19 von Arbeitern und Bauern,
6 von Angestellten und 4 von Selbstindigen. Wie ist die prozentuale Verteilung?

b) Im Rahmen der Durchsetzung des ,,Griinen Planes** wurden in Westdeutschland bisher

b) 156+ 2):8 ==z:5

d) 13+ z):(183—2z)=5:3
f) 12:z=18:(z + 4)

h) (26 — z):5 = (26 + z): 8
k) (2z —7):13 = (2z + 7): 26

b) 6400 MDN sind 704 MDN?
d) 37,5 kg gind 1500 g?

f) 3 Asind 72 mA?

h) 680 m sind 6,50 m ?

k) 495°C sind 14,3 °C?

363960 Bauernwirtschaften aufgegeben, und zwar
137000 von den 604000 Betrieben zwischen 0,56 und 2 ha,

166200 ,, ,, 725000
60750 ,, ,, 405000

”»

2 ,, 6ha und
5 , 10ha.

Bestimme den Prozentsatz der ruinierten Wirtschaften der einzelnen Gruppen!

c) Zwei Arbeiter erhalten je 688,- MDN monatlichen Bruttolohn. Als Lohnsteuer werden
dem ilteren, der verheiratet ist und zwei Kinder hat, 67,40 MDN, dem jiingeren, der lediz
ist, 115,10 MDN abgezogen. Bestimme den Prozentsatz der Lohnsteuer fiir beide Arbeiter !

d) Wieviel Prozent Alkohol besitzt eine Mischung von 165 cm?® Alkohol und 782 cm® Wasser ?

Ein Arheiter erhilt einen monatlichen Nettolohn von 582,- MDN und spart davon
G-l - MDX': cin anderer Arbeiter spart von seinem 7565,— MDN betragenden Nettolohn

©

~

monatlich 7}.- MDN. Bestimme den Prozentsatz der beiden Sparbetrige!

f) Wieviel Prozent Kristallwasser enthilt krisialline Pottasche, wenn 39,120 g einen Gliih -
riickstand von 31,044 g ergeben?
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233.

4]

h)

i)

k

~

Die Gesamtzahl der Besucher und die Anzahl der Vorstellungen in den Theatern der
DDR wuchs von 13957800 in 25851 Vorstellungen in der Spielzeit 1950/51 auf 16020808
Besucher in 30621 Vorstellungen in der Spielzeit 1959/60. Bestimme den Prozentsatz
der Steigerung der Besucherzahl und den der Anzahl der Vorstellungen!

Eine Kohle enthilt 9,75 % Feuchtigkeit. Wie gro8 ist der Aschegehalt der Kohle, bezogen
auf die Trockensubstanz, wenn 53,4 mg feuchter Kohle einen Veraschungsriickstand
von 2,95 mg ergeben?

Bestimme die prozentuale Zusammensetzung des Kohlendioxids CO, (Atomgewicht
von C: 12,01; von O: 16)!

Welche Konzentration erhilt man, wenn man 7 kg 60prozentige und 33 kg 10prozen-
tige Salzsiiure mischt?

Bestimmung des Prozentwertes. Berechne:

a)
c)
e)
8)
i)

. 8)

b)

c)

d)

e)

53% von 678 MDN b) 122% von 1456 kg
11,6% von 34200 t d) 41,4% von 6362 ha
26,4% von 374 m f) 17,75% von 484 Stiick
8,7% von 912 MDN h) 2,4% von 57,2 hl
0,3% von 166 MW k) 181% von 873000

Eine Priifungsarbeit werde bei richtiger Losung mit 60 Punkten bewertet. Die Noten
werden nach folgender Skale festgelegt:
0 --- 39,9% der Geaamtpunktzahl: Note 5
40--- 549% ,, v w 4
65 714,9% ,. ”» w 3
75 .- 93,9% ,, - w 2
94 ..-100 % ,, " w1

Berechne die zugehérige Punkteskale (gerundet)!

Drei Landwirtschaftliche Produktionsgenossenschaften haben sich zu einer LPG mit
4163 ha Gesamtfliche zusammengeschlossen; davon sind 47% Ackerland, 28% Wiesen
und Weiden, 19% Wald, der Rest Wege, Baugelinde und Sumpf. Wie groB sind die
einzelnen Anteile?

An den Fachschulen der DDR studierten 19568 110073 Studenten. 1960 ist ihre Zahl
auf 155,64 % angewachsen. Wieviele studierten 1960?

Der Anteil der weiblichen Studierenden von den 66027 im Jahre 1959 an den Hoch-
schulen und Universititen der DDR im Direktstudium immatrikulierten Studenten be-
trug 32,62 %. Wieviel Frauen und Midchen studierten 1959?

Vier Siemens-Martin-Ofen benétigen eine tigliche Erzmenge von 9200 t, woraus 20%
Roheisen gewonnen wird. Wie groB wird die tiégliche Produktionsleistung, wenn noch
zwei weitere Ofen in Betrieb genommen werden?

. Berechne den Grundwert:
a) 885 Stiick
c) 690 m
e) 294,628 ha
g) 226,8 MW
.i) 183642 Einwohner = 264 % k) 68,11 hl

121% b) 14042 MDN 17%
149% d) 8117,6 kg 324,7%
38,4% f) 1696 MDN = 212%

189% h) 7569¢g 87%
103,4%

D
I 1

(V1)
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236. Berechne die Zinsen von:
a) 763600 MDN zu 4,6% in 1 Jeahr
b) 896360 MDN ,, 12% ,, 1 ,,

o) ©6680MDN ,, 42% ,, % .

d) 7166,60 MDN ,, 7%% ..2i »

]

e) 69547MDN , 14% , 4 Monaten

f) 8OMDN ,, 6% , 6

g 260MDN ,, 4% , 2 , 12 Tagen
h) 240MDN ,, 26% ., 1 , 18 ,
i) 16200MDN ,, 3,6% ,, 2 Jahren 3 Monaten 22 Tagen
3

k) 24MDN ,, 6% ,, w 6,

10. Lineare Gleichungssysteme
10.1. Lineare Gleichungssysteme mit twei Unbekannten
10.1.1, Begriffserklirungen

Eine lineare Gleichung mit zwei Unbekannten 1éBt sich stets in der Form

schreiben. Dabei bedeuten a, b und c beliebige, aber feste Zahlen, wihrend z und y
die beiden Unbekannten darstellen, die bestimmt werden sollen. Da die Gleichung
linear sein soll, diirfen die beiden Unbekannten z und y nur einzeln und nur in der
ersten Potenz auftreten.

| Ein Zahlenpaar z; y, das die Gleichung (61) erfullt, heiBt Lsung dieser Gleichung.

Eine Gleichung mit zwei Unbekannten besitzt unendlich viele Lésungen, denn man
kann fir die eine Unbekannte einen ganz beliebigen Zahlenwert annehmen und die
andere Unbekannte dann so bestimmen, daB die Gleichung erfilllt ist.

BEISPIEL
Die Qleichung 3z + y = 16 besitzt u.a. die folgenden Lésungen:
z=0,y=16 z=1 y=12 z=2,y=19 z =3, y=26
z=4,y=3 z=6,y=0 =6, y= -3 z=— 2206, y =825
und noch unendlich viele andere Lsungen.

Um die beiden Unbekannten z und y der Gleichung 3z + y = 15 eindeutig hestimmen
zu kénnen, muB noch eine zweite Gleichung vorhanden sein.
Besteht beispielsweise neben der Gleichung 3z + y = 15 noch die zweite Gleichung

5z—-6y=2,

.
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8o gibt es auch fiir diese zweite Gleichung unendlich viele Lésungen, von denen einige
in der naohfolgenden Wertetabelle zusammengestellt sind:

z| o | 1| 2|3 | 4|5 |6
1] 1 4 13 23 | 14 usw.
3’"3“5‘?‘?‘3‘?3

Die Losungen dieser zweiten Gleichung sind im allgemeinen von denen der ersten Glei-
chung verschieden bis auf ein einziges Wertepaar, nimlich z = 4; y = 3, das beide
Gleithungen gleichzeitig erfiillt.

Dieges Wertepaar heiBt Lisung des linearen Gleichungssystems mit zwei Unbekannten

3z+ y=15
5z—-6y= 2

Die beiden senkrechten Striche, in die das Gleichungssystem eingeschlossen wurde, sollen an-
deuten, daB diese beiden Gleiohungen als zusammengehérig betrachtet werden sollen und de8 die
gemeinsame Losung dieser beiden Gleichungen zu beatimmen ist.

Aus diesen Uberlegungen geht hervor, daB zur eindeutigen Bestimmung zweier Un-
bekannter stets zwes Gleichungen erforderlich sind, die zu einem Gleichungssystem zu-
sammengefaBt werden.

Das Auflésen eines linearen Gleichungssystems

e, z+ by=c, (62)

T+ by=c

lauft darauf hinaus, eine der beiden Unbekannten zu beseitigen (zu eliminieren), so
daB nur noch eine Gleichung mit einer Unbekannten iibrigbleibt.

10.1.2, Numerische Lisungsverfahren filr lineare Gleichungssysteme
mit zwel Unbekannten

10.1.2.1. Das Einsetzverfahren

Beim Einsetzverfahren wird eine der beiden Gleichungen nach einer Unbekannten auf-

gelost. Der entstehende Ausdruck ist dann an Stelle dieser Unbekannten in die andere
" Gleichung einzusetzen. Dadurch entsteht eine neue Gleichung, die nur noch eine Un-

bekannte enthilt. '

BEISPIEL
Das Gleschungeaystem
| 3z+ y=16
i pr—By= 2

18t mit Hilfe des Esnsetzverfahrens zu lbsen.
Lésung: Man 186t hier vorteilhaft die erste Gleichung nach y auf:
(a) y=156 — 3z
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und setzt diesen Wert in die zweite Gleichung ein:
52— 6.(16 —3z) = 2.
Daraus folgt T =4.

Den zugehdrigen Wert der anderen Unbekannten erhilt man, indem man den gefundenen
Wert z = 4 in eine der beiden gegebenen Gleichungen oder zweckmiBiger in (a) einsetzt:

y=15-3.4
y=3.

Probe: 3:44+3 | 15 5.4—6.3 |2
124+3=15 20-18=2

Das Zahlenpaar z = 4; y = 3 erfiillt beide Gleichungen. Demnach ist x = 4; y = 3 die L&-
sung des Gleichungesystems.

Bei einem Gleichungssystem mit mehreren Unbekannten ist die Probe stets an allen
Ausgangsgleichungen durchzufiihren. (Warum?)

Das Einsetzverfahren eignet sich vor allem dann, wenn sich eine der beiden Gleichun-
gen auf einfache Weise nach einer Unbekannten auflésen ldBt.

Das Einsetzverfahren wird gelegentlich auch Substitutionsverfahren!) genannt.

10.

1.2.2, Das Gleichsetzverfahren

Das Gleichsetzverfahren ist eine Abart des Einsetzverfahrens. Man 16st beide Gleichun-
gen nach derselben Unbekannten auf und setzt die so entstehenden Ausdriicke einander
gleich.

BEISPIEL

Das Qleichungssystem

13z+ y=15

dx—6y = 2

ist nach dem Gleichsetzverfahren zu lisen.

Losung: Auflésen der ersten  Gleichung nach y: y =15 — 3x;

Auflosen der zweiten Gleichung nach y: y = -g- T — ;— .

Die heiden Ausdriicke fiir y miissen miteinander iibereinstimmen:

1

15— 3z 3

x —

8
oo

Die zweite Unbekannte ermittelt man am besten aus einer der beiden nach y umgestellten
Gleichungen:

y=15-3.4
y=3.

Probe siehe Beispiel aus 10.1.2.1.!

1) substituere (lat.) einsetzen.
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Das Gleichsetzverfahren eignet sich vor allem dann, wenn sich beide Gleichungen
moglichst einfach nach ein und derselben Unbekannten auflssen lassen.

10.1.2.8, Das Additionsverfahren

Beim Additionsverfahren multipliziert man die beiden Gleichungen mit geeigneten
Faktoren, so daB eine der beiden Unbekannten herausfillt, wenn man die neuen Glei-
chungen addiert.

BEISPIEL
Das Gleichungssystem
3z+ y=15
S5z —6y= 2

tat mit Hilfe des Addstionsverfahrens zu losen.

Lésung: Multipliziert men die erste Gleichung mit 6, so werden die Koeffizienten von y in
heiden Gleichungen entgegengesetzt gleich. Es entsteht so das neue Gleichungssystem

18z + 6y = 90

5z—6y= 2|

Addiert man die Seiten der beiden Gleichungen, so ergibt sich
23z =92

z= 4.

Mit z = 4 erhilt man schlieBlich y aus einer der beiden Ausgangsgleichungen.

Das Additionsverfahren eignet sich besonders dann, wenn eine der beiden Unbekannten
in beiden Gleichungen bereits den gleichen Koeffizienten besitzt, oder wenn es sich
durch eine einfache Multiplikation einrichten liBt, daB eine Unbekannte in beiden
Gleichungen den gleichen Koeffizienten erhilt.

10.1.2.4. Bemerkungen zu den drel Lisungsverfahren

Bei jedem Léeungsverfahren wurde angegeben, welche Gleichungssysteme sich damit vorteilhaft
léeen lassen. Ein allgemeingiiltiges ,,Rezept‘‘, in welchem Falle dieses oder jenes Ldsungsverfah-
ren am giinstigsten anzuwenden ist, kann nicht gegeben werden.

Nur wer eine groBe Anzahl von Aufgaben systematisch durchgerechnet hat (dabei méglichst zu-
niichst einmal jede Aufgabe mit jedem der drei Verfahren), wird auf Grund seiner Erfahrungen
bei einem gegebenen Gleichungssystem sehr.schnell den dafiir am besten geeigneten Ldsungsweg
finden. Grundsiitzlich sei jedoch betont, daB jedes der drei Verfahren zum Ziele fiihrt.

10.1.8. Die Ldsbarkelt von linearen Gleichungssystemen mit zwei Unbekannten

Soll ein lineares Gleichungssystem mit zwei Unbekannten gelést werden, so kénnen
drei Fille auftreten.

1. Fall: 2z+ 3y=12
2z-3y= 0
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Das Gleichungssystem ist eindeutig losbar und hat die Losung

z=3;, y=2.
2. Fall: 224+ 3y =12
4z 4+ 6y =24

Dieses Gleichungssystem besteht nur formal aus zwei Gleichungen, denn die zweite
Gleichung sagt dasselbe aus wie die erste. (Sie geht aus der ersten durch Multiplikation
beider Seiten mit 2 hervor.)

Man nennt zwei derartige Gleichungen linear abhiingig voneinander.

Da in diesem Falle im Grunde genommen nur eine Gleichung mit zwei Unbekannten
vorhanden ist, mufl das Gleichungssystem unendlich viele Losungen besitzen, so u.a.

z=3; y=2 z=0; y=4¢4 z=6; y=0
usw.

Der Versuch, ein linearesa Gleichungssystem mit zwei voneinander abhéngigen Gleichungen mit
Hilfe eines der drei Losungeverfahren zu lésen, fithrt immer auf eine identische Gleichung, in
der die Unbekannten nicht mehr auftreten. So fiihrt z. B. das Additionsverfahren (Multiplikation
der ersten Gleichung mit —2) auf die Identitdt

0=0.
3. Fall: 22+ 3y =12
4z+ 6y =30

In diesem Falle sind zwar zwei voneinander unabhidngige Gleichungen gegeben, die
beiden Gleichungen widersprechen jedoch einander. Wihrend niémlich nach der ersten
Gleichung 2z + 3y = 12 sein soll, miite nach der zweiten Gleichung 2z + 3y =15
sein. Das ist aber nicht méglich.

Ein derartiges Gleichungssystem, bei dem die beiden Gleichungen einander wider-
sprechen, kann keine Losung besitzen.

Der Versuch, ein solches Gleichungssystem zu losen, fiihrt stets auf eine Ungleichung. So liefert
z.B. das Additionsverfahren (erste Gleichung mit — 2 multipliziert) die Ungleichung

0+6.
Damit gilt:

Ein lineares Gleichungssystem mit zwei Unbekannten liefert im allgemeinen eine
eindeutige Losung.

Sind die beiden Gleichungen des Systems linear abhidngig voneinander, so existiert
keine eindeutige Losung: In diesem Falle gibt es unendlich viele Losungen.

Stehen die beiden Gleichungen im Widerspruch zueinander, so gibt es keine Lésung.

10.1.4. Schwierigere Glelchungssysteme

Ist ein Gleichungssystem mit zwei Unbekannten nicht von vornherein in der ,,Normal-
form"
]

| &z+by=c
1 6T+ by=c,
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gegeben, so bringt man es meist zunidchst auf diese Form und lést es dann mit einem
der drei Lésungsverfahren.

BEISPIELE
1 (z+2)(y—-1)=(z+56)(y—2)
=Ny +7N=(z—-3)(y+4)
Lésung: Durch Ausmultiplizieren und Ordnen wird zuniichst die Normalform hergestellt :
z—3y=-28
| 3z- y= 16 |'

woraus
z=17 y=25
folgt. =
Probe: 9.4 | 12.3 312 | 4.9
36 = 36 36 = 36 Beide Proben stimmen.

W

5z—2) —3(y—1)=0
‘2(2—2)+7(y—1)=0'

Lésung: Durch Ausmultiplizieren kénnte man das Gleichungesystem zuniichst wieder auf

die Normalform bringen. Da aber die Unbekannten in beiden Gleichungen in denselben

Verbindungen z — 2 bzw. y — 1 auftreten, kann man auch sofort das Additionsverfahren
anwenden und daduroh eine Unbekannte eliminieren :

| 5z—-2)— 3(y—1)=0

2 -2+ Ty—1)=0

‘3&:—%—2uy—h=0|+

6(z—2)+21(y—1)=0| +
41(z — 2) =0 [vgl. Formel (6) auf Seite 66!]
z—2=0
z=2

y wird am besten aus einer der Ausgangsgleichungen berechnet :
52—-2)-3(y—1)=0

—-3(y-D1=
y—-1=
y= Probe!

3. +v):(e+1):(9—v)=3:2:1
Losung: Zerlegung der fortlaufenden Proportion in zwei Einzelproportionen:

(u+v):(u+1)=3:2

(w+1): (8 —v)=2:1

Produktgleiochungen :

2(u +v) =3z +1)
u+1l =29-v)
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Ausmultiplizieren und ordnen:

—u+20v= 3
u + 2v =17
Addition: 4v = 20
v=2>5 u="17
Probe: 12:8:4=3:2:1 Probe etimmt.
4. 3:—2_y+8_2
z—4 y-—-2
z+1 y-—-7
z—-3 y+1

Lésung: Beseitigung der Briiche durch Multiplikation mit den Hauptnennern:

Bz—-2)(y—2)-(y+8)(z—-4)=2-(z—4)(y—2)
(+D+D+(y—7N(E-3)=2:(z-3)(y+1)

Ausmultiplizieren der Klammern und ordnen:

— 10z + 10y =—20 | :10
— 8z + 4y=-—28|:(—4)
—:x:+y=—2 +
2z —y= T |+
z=25 y=3 Probe!
5. |az +by=a®+2ab—b|-a
bz —ay =05 +2ab—a®|-b

Losung: Additionsverfahren (die Erweiterungsfaktoren stehen bereits neben dem Glei-
chungssystem): -

@'z + aby = a® + 2a*b — ab?
b*x — aby = b® + 2ad* — a?
a*z + b’z = a® + a'b + ab* + b
z(a® + b) = a® + a'b + ab® + b°
a’®+ a?b + ab + b

T =

Durch partielle Division 1aBt sich dieees Ergebnis noch weiter vereinfachen zu

z=a+b.

Setzt man diesen Wert fiir z in die erste Gleichung ein, so ergibt sich
a? + ab + by = a® + 2ab — B
by=12ab— b =b(@@—b)
y=a-—5>.
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Probe: a(a + b)+ b(a—b) | a*+ 2adb—d* b(a+b)—a(a—0) | b*+ 2adb —a?

a*+ab+ ab—-05* | a*+ 2ad — b ab+b*—a*+ad |b’+2ab—a’

a4+ 2ab—b*=a+ 2abd — b* b+ 2ab—a’= b+ 2ab —at

Die Probe stimmt.
m n

zZ+m + y+n
n m

Z+m y+n

Lasung: In diesem Beispiel wiirde die Multiplikation mit dem Hauptnenner auf sehr um-

stindliche Gleichungen fiihren. Da die Unbekannten hier wieder nur in ganz bestimmten Ver-

und auftreten, kann sofort das Additionsverfahren an-

T+ m z+n
gewendet werden (vgl. Beispiel.21) .

bindungen, némlich

m n
= .m
zZ+m y+n
n ™ _ola
z+m y+=n
m? m
z+m y+n +
n? mn
Trm yra 2|t
m® + n?
z-+m—m+2n
z+m__m’+ﬂ’
T m+ 2n
m?! + n? m:+n—m:—2mn
z = —_—m=
m+ 2n m+ 2n
-2
z=_n(n m)

m+2n

Statt y dadurch zu berechnen, daB8 man den gefundenen Wer fiir z in eine der beiden Aus-
gangsgleichungen einsetzt, wird es einfacher, wenn man das Additionsverfahren ein zweites
Mal anwendet, um z zu eliminieren (Multiplikation der orsten Gleichung mit n, der zweiten
Gleichung mit — m):

mn n?

_ —_— = +
z+m+y+n "
__m" =—2m |+
z+m y+n
H 2
u.=n—2m
y+mn
m? + n?
yHn= 2T om
_m"+n’ _m4nt—nl+2mn
L - n—2m
__‘m(m+2n)_
T Tn—2m

13 Elcmentarmathematik
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Probe fiir die erste Gleichung:

m + n 1
_n(n—2m) + m(m + 2n) +
m+2n " n—2m "
m(m + 2n) + n(n — 2m) 1
n(n—2m) + m(m + 2n) m(m + 2n) + a(r — 2m)
m*4-2mn  ni—2mn 1
m!+n2 ' m2+n2
m'+n? 1
mt+ nf

Die Probe fiir die zweite Gleichung sei dem Leser iiberlaasen.
7. Eine zwesziffrige Zahl, bes der die erste Ziffer doppelt so grof tst wie die zweile, besstzt die Quer-
summe 12. Wie hesft die Zahl?

Ldsung: Die erste Ziffer der Zahl sei z, die zweite Ziffer y. Da die erste Ziffer doppelt so
groB sein soll wie die zweite, muB

z=2y
sein. Da die Quersumme der Zahl 12 ergeben soll, muB
z+y=12

sein.
Aus dem Gleichungssystem

z=2y ‘
z+y=12
folgt
z=28 y=4.
Die gesuchte Zahl ist demnach die Zahl 84. Probe!

8. VergroPert man die Spannung in einem Stromkreis um 6 V und verminderi man den Widerstand
um 2Q, a0 wird die Stromstirke 4,6 A. Vermindert man dagegen die Spannung um 4 V bes
gleschzeitiger VergroPerung des Widerstandes um 6 Q, a0 sinkt die Stromstdrke auf 2 A ab. Wie
grop sind dse urspringliche Stromstdrke, die Spannung und der Widerstand?

Ldsung : Die urspriinglichen GrdBen von Spannung und Widerstand seien U und R. Dann
folgt aus dem Aufgabentext auf Grund des OEMBchen Gesetzes:

U+6V=(R—-—2Q)-46A
und U —-4V=(R+6Q)-2A.
Die Aufldsung dieses Gleichungssystems liefert
U=40V und R=12Q.

Folglich betrug die urspriingliche Spannung im Stromkreis U = 40 V, der urspriingliche

Widerstand R = 12 Q und die urspriinglioche Stromstiirke I = -%— = 3,33 A.

9. Es stehen zwes Sorten Alkohol zur Verfdgung: 12prozentiger und 98prozentiger. Wieviel mupf
man von jeder Sorte nehmen, wenn man 60 | 80prazentigen Alkohol benstigt?
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10.

18¢

Losung: Man muB z | des 72prozentigen und y | des 96prozentigen Alkohols nehmen. Da
50 | benétigt werden, muB

z+ y==560
sein.
Da 11 des 72prozentigen Alkohols 0,72 | reinen Alkohol enthilt, enthalten z | des 72prozen-
tigen Alkohols 0,72 - z | reinen Alkohol. Entsprechend sind in y | des 98prozentigen Alkohols
0,96-y! und in 501 des 80prozentigen Alkohols 0,80 - 50 | reiner Alkohol enthalten. Der
Vergleich der vorhandenen Mengen an reinem Alkohol ergibt

0,72-z'+ 0,96 . y = 0,80 « 50.
Aus den beiden so gefundenen Gleichungen

0,72z + 0,96 - y = 0,80 - 50

z + y =60
1 2
folgt z=233 3 und y= 16—3— .

Es miissen demnach 33% | des 72prozentigen und 16% | des 86prozentigen Alkohols gemischt
werden, wenn man 50 | 80prozentigen Alkohol benétigt.

Eine Platte aus Measingblech hat die Masse 9,406 kg und die Abmessungen 500 X 500 X 4,4
(Mape sn mm). Wieviel Kupfer und wieviel Zink sind sn der Legierung enthalten?
(oc, = 8,9 kg - dm=?; g;, = 7,14 kg - dm~?)

Losung: Die Platte enthidlt z kg Cu und y kg Zn. Beide Maasen ergeben zusammen die
Masse der Platte:

zkg + y kg = 9,406 kg
z kg Cu besitzen ein Volumen
Voy= Lew_ 2k __ 2 4.0
y kg Zn besitzen ein Volumen

_Mﬂ_ ykg __Y 3
el Ty e A T

Die beiden Volumen ergeben zusammen das Volumen der Platte
Vou+ Vin = Vewge = 65+ 60,044 dm?,

also a%; dm?® + 1’% dm® = 1,1dm®.
Aus dem Gleichungssystem
z + y =19405

A By

ot

ergibt sioch
z=17843 und y=1,662.
Die Legierung enthilt also 7,843 kg Cu und 1,662 kg Zn.
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10.2. Lineare Gleichungssysteme mit drei und mehr Unbekannten
10.2.1. Begriflserkldrungen
Eine lineare Gleichung mit n Unbekannten z,, z,, z,, ..., z, liBt sich stets in der
Form

0T+ OB+ g+t T =b (63)
schreiben, wobei die Koeffizienten a,, a,, a,, ..., @, und b beliebige, aber feste Zahlen-
werte bedeuten.
Eine Wertezusammenstellung z,, z,, z,, ..., z,, die diese Gleichung erfiillt, heiBt

Lésung der linearen Gleichung (63) mit n Unbekannten.

Ahnlich wie bei den linearen Gleichungssystemen mit zwei Unbekannten gilv auch

hier:
Zur eindeutigen Bestimmung der n Unbekannten z,, z,, ..., z, sind n linear un-
abhdngige Gleichungen erforderlich. Sind alle diese » Bestimmungsgleichungen linear,
so nennt man die Gesamtheit aller n Gleichungen ein lineares Gleichungssystem von
n Gleichungen mit n Unbekannten.
Ein System von 7 linearen Gleichungen mit n Unbekannten besitzt im allgemeinen
eine etndeutige Losung. Sind mindestens zwei der n Gleichungen linear voneinander
abhdngig, so gibt es unendlich viele Losungen. Besteht zwischen mindestens zwei
der n Gleichungen des Systems ein Widerspruch, so gibt es keine Lisung.

Besitzt ein Gleichungssystem mit »° Unbekannten weniger als n voneinander unab-
hingige Gleichungen, so nennt man es unterbestimmt. Es besitzt dann unendlich viele
Lésungen, sofern die Gleichungen einander nicht widersprechen. Besitzt ein Glei-
chungssystem mit » Unbekannten mehr als n voneinander unabhéngige Gleichungen,
so nennt man es uberbesttmmt. Ein iiberbestimmtes Gleichungssystem besitzt keine

Lisung.

10.2.2. Losungsverlahren [lr lineare Glelchungssysteme mit drel
und mehr Unbhekannten

Das Grundprinzip fiir die Losung eines linearen Gleichungssystems mit n Unbekannten
ist das gleiche wie das fiir Gleichungssysteme mit zwei Unbekannten. Man eliminiert
ausden n Gleichungen eine Unbekannte und verschafft sich so n -1 neue, voneinander
unabhingige Gleichungen mit » — 1 Unbekannten. Aus diesen eliminiert man erneut
eine der verbliebenen Unbekannten, so daB ein neues Gleichungssystem von n - 2 Glei-
chungen mit n - 2 Unbekannten entsteht. Dieses Verfahren wird so lange fortgesetzt,
bis zum SchluB nur noch eine Gleichung mit einer Unbekannten iibrigbleibt. Diese
Gleichung wird gelost und mit Hilfe der gefundenen Losung werden dann die iibrigen
Unbekannten schrittweise aus den wihrend des Eliminationsprozesses entstandenen
Gleichungen bestimmt.

BEISPIELE

. |4z4+ y—22=0
3z +2y +3z=186
bz — y+3z=12



10.2. Lineare Gleichungasysteme mit drei und mehr Unbekannten 197

Lasung: Zur Elimination eignet sich in diesem Gleichungesystem besonders die Unbekannte
y. Addiert man niimlich die erste und die dritte Gleichung, so ergibt sich

9z + 2z =12.

Multipliziert man die dritte Gleichung mit 2 und addiert dazu dann die zweite Gleichung, so
erhilt man
13z + 9z = 40.

Unm die langatmige Beschreibung des Rechenganges zu vermeiden, notiert man die Erweite-
rungsfaktoren der einzelnen Gleichungen am Rande des Gleichungssystems, so daB die Rech-
nung wie folgt aussieht:

4z + y—2z2=0 | +1

3z +2y+3z=16 +1
br— y+3z=12|+1| +2
9z + z=12|+9
13z +9z2=40 -1
68z = 68

z=1

Mit diesem Wert £ = 1 bestimmt man nun die Unbekannte z aus einer der beiden Gleichungen
des Gleichungesystems mit zwei Unbekannten:

9.14+2z2=12
z=3

SchlieBlich . erhilt man die letzte Unbekannte y aus einer der gegebenen Gleichungen des
Gleichungssystems mit drei Unbekannten:

4.1+y-2.3=0
y=2

Die Probe ist an simtlichen Ausgangsgleichungen durchzufiihren:

4+2-6=0 3+4+9=16 5—-2+9=12
Alle drei Proben stimmen.
z—2y+3z=8|
zT— y =2
z - z=4

Lasung: Mit Hilfe der zweiten und dritten Gleichung lassen sich hier sowohl y als auch z
allein durch z ausdriicken:

() y=z-2
(b) z=z—4

Setzt man dies in die erste Gleichung ein, so ergibt sich eine Gleichung mit der einen Un-
bekannten z:

z—2(z—2)+3(z—-4) =28,
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woraus

]
I
®

folgt.
Aus (a) und (b) erbilt man mit diesem Wert

und z2=4. Probe!

<
»

3. Dres Arbester A, B und C haben eine Arbeit auszufilhren. Arbeiten A und B gemesnsam, so
dauert die Arbeit 12 Tage; A und C bendtigen zusammen 16 Tage und bes B und C wilrde es
20 Tage dauern, bis die Arbest fertig sst. Wie lange wilrde jeder Arbester brauchen, wenn er die
Arbest allesn auafithren milPte? Wie lange wiirde es dauern, wenn alle drei gemeinsam arbesteten p

Lésung: A bendtigt z Tage, B y Tage und C z Tage zur Bewiiltigung der Arbeit. Dann
schafft A an einem Tage —, Ban einem Tage—:T und C an einem Tage i der Arbelt

Da A und B zusammen 12 Tage brauchen, schaffen sie zusammen an einem Tage ——2der Ar-
beit. Folglich gilt

1,10 _1
z 'y 12
Enteprechend erbilt man
1,11
z z 15
1 1 1
und v + < =%

Last msn dieses Gleichungssystem mit Hilfe des Additionsverfahrens zuniichst nach L 1

und — aul' 8o ergibt sich

1_1 1_1 1_1

z 20 y 80 'z 60
woraus z =20 y =30 z =60
folgt.

Demnach wiirde A allein 20 Tage, B allein 30 Tage und C allein 60 Tage zur Bewiiltigung der
Arbeit bendtigen.
Arbeiten sie alle drei gemeinsam, so schaffen sie an einem Tage

1 1 1 1
20730 60 10

der Arbeit. Folglich wiirden sie 10 Tage bendtigen, wenn sie gemeinsam arbeiteten.

4. | 3z, — 22, + 42, — 472, + 32, =6 +1|+1|+1

4z, + 2z, — 3z, — 22, + z,=—3 +1|—-2
2z, + 3z, + 7, + 4z, — 4z, =4 +1

z, — b6z, + 27y, — 82, + 42, = — 1 -1
bz, + =z, + 3z, + 6z, =10

Lésung: Dea die letzte Gleichung die Unbekannte z, nicht enthilt, kann diese Gleichung
in ein neues Gleichungssystem mit vier Unbekannten ibernommen werden. Es sind dazu noch
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drei weitere Gleichungen ohne z, aufzustellen. (Die Erweiterungsfaktoren hierfiir wurden
bereite am Rande des Gleichungssystems notiert.) Es enteteht:

(a) 8z, + z,+ 3z, +62,=10 +1
(b) bz, + z,+ bzy— z,= O +1|+6
(o) 8z, + 6z, — 1z =3 |+1

(d) — b6z, — 6z, + 10z, + z,=11 +1

Elimination von z; (warum?):

(c) 8z, + 5z, — Ty = 3] -5
©) ’ — bz, + 16z, = 20 {:5
(f) 30z, + 6z, + 28z, = 56 +1
Elimination von z, :
(8) I —zy,+ 3z,= 4| +11
(h) — 18z, + 33z, =40 | — 1
Elimination von z,:
8z, =4
1
=3
1
T, aus (g): —?+ 3z,=4
z — 3
]
1 3
z, aus (0): 6;:‘4.5.?_?:3
Ty = 1 .
=3
—
1 1 3
z,aus8 (b): 5'i+?+5-7—z‘=9
P
£ 3

z, aus der zweiten Gleichung des Gleichungssystems:

1 1 3 2
4-§+2-?—3-?—2z.+§=—3
3
“=7

Die Loeung des Gleichungssystems lautet demnach

L z,=% z,=—g— :.=% z,=%. Probel
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10. Lineare Gleichungrsysteme

AUFGABEN
Lbee die folgenden Gleichungssysteme mit allen drei Losungsvecfahren und entscheide, welches
daes ginstigste ist!
237. a) 3z+y=l4’ b) 2z+3y=—l4'
2z —y=1 z+2y=— 8
0) 9:—8y=14’ d) b6z+8y=28
bz—4y=10 §i=i
4y 3
e) 62:—5y=l‘ f) |3z4+y=-5
9z — Ty =8 2y +z=56 |
g) 24z - 4,6y=1,5 h) 3z — y=28 l
10,6y — 3,6z = 1,6 04z + 0,06y =3
JE V] e
3+5-3 2T’+57y=—11
236. a) az+y=2a+b} b) 0.6::+3.5y=22.3\
ez —y=-b 14y — 0,9z = 1,16
o) | 282 — 67y = 55 d) lﬁz+23y+lO=Ol
49z + 4y = 200 9z +12y + 6=0
e) 152—10y=25‘ f) | 21z — 9y + 3=0‘
10z + 16y = 60 4z -6y +17=0
g) z=3y—2‘ h) | 0,80z — 0,26y = 0,60
z=>5y—12 064z + 1,25y = 6,28
) —;+%—9 k) 4z —-9y=1
z_y__2 -y _2
9 10 5 z+y 3
239. a) | 10z — 9y=l2‘ b) | 4z—y=1
26z — 12y = 51 122=3(y+1)
c) |z+3y=2 d) | 1,2z + 3,6y = 0,827 ’
z—6y=12 28z + 1,6y = 1,083
o) | z+ 2y=6(z—3y) f) 8::+5y=63‘
Uz —3y)=5 +86 Tz-by=121
g) | 10(3z + 65)=2(16 — 3y) h) Lx+ly= 7
6(1 —7z)=5(4y — 10) 2 3

2z 1L 3y =43



Aufgaben

240.

241.

i)

8)

<)

e)

8)

i)

k)

a)

°).

d)

z Yy _
gtg=*
3(z+y)=10]
s _2_1
2z 3y 2
7,6
— —_—=2
2z+3y
T_3_4
z y
5_2_,
z y

16z — (Ty+2) =1
13z —2(Ty—2) =1 |
z + 3y = a® + 3ab + b*
3z—y=a*—ab+ b |
- Oy—-N=(z—H(y—4
(z—10)(y— 1) =(z—9)(y — 3)
2z+3y—2):(6z—2y +9)=2:3
(z+4y—1):(6z+4y—T7)=1:2

2z+l_y+2__

z— 4 y—l—
3:—1_2y+8_l
z—3 y+1

Bz +4):3y+6)=2
4z +3): By +2)=3 |

201
k) 2z+3_y+9_0
9 -8
5:::—12_33/—10_l
8 7 7
b) 6z Ty
—_tT =12
6 4
2 6
?3"'?!/— 9
d|z—-— 1 y-—86
z+16 y+2
z—3_ y—4
z y—1
f)

bz+ay=a+b‘
bYz—aty=0

h) | (@ — bz + (a + by = 2a
l(@a—bz— (a+by=2b

b|_z vy _

2z— 7)(3y—16) =23z — 13)(y — 6)

Bz — 17) (4y — 17) =

e) Bz—T:(y+MN:(zx—y)=106:3:1

f)

h)

z _y _ 8ab
2a—b 2a+b 4a'-0°
T . _y _8a+ 20
2a—b: 2a+b 4a*- b
3,2 _1
bz 3y_3
75 _ 1
10z 6y 16

(4z — 29) (3y — 8)

B |z+y+1l
z—y+1
z+y+1
z—y-—-1

_etl
Tae-—1
140
T1-0b

i) 11 18
2z -3y  3z-—2y

27 2
|3z—2y 2z — 3y

+ 13

1

k) (z+2y—7):(2y—z+16):(2z+y +19) =1:2:3
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242. a) 4z -6y + 6z= 27 b) |22+ y—3z= 9
2z + 3y — 10z = — 69 3z+2y— z=24
10z + 9y + 16z = 210 4z -3y +3z=1
c) | 6z + 10y — 16z = 73 d) |4z—-Ty= 4
9z — 16y + 20z = 32 by — 3z =26
8z + 26y — 35z = 129 22+ z= 4
e) | 04z + 0,3y —0,2z2= 4 f) |2z —y= 4.
06z — 0,6y +03z= & 3z—z= 6
03z + 0,2y + 0,6z = 22 2y —z =10,
8| 2.9 2 a0l h) | 2+3 _
g T3t 7= vrz -2
T, ¥v,2_ y+3 _
statE=7 z¥z !
z Y,z _ z+3 1
sTet7 18 z+y 2
i) |6z +4y+3z= 46 k) | z+y+2z=182 (
3z +2y —6z=—8 z:y:2z =7:6:2
zT— Yy+4z= 19
243. a) |@az + by —cz=b—c¢ by |lz—y+2z=2
cz—ay—bz=—a-0> az + by = 2a
bz—cy+az=a—c (@ —b)z + (@ + b)y = (a + b)z
o|1,2 3 5 |1, 1 _
TrtytT-E 2ty ~°
2 1 4 b 1 1
z vy "% ztz=?
_3.+2_£=2_3. .l+l=c
z Yy z 4 Yy z
o) 12 .6 f) 6 S _
2z+3y 3z + 4z z+y y+3z
3 _, 16 4 1
3z +4z by + 9z z+y z-—2z 2
222 8 _, 10 7 3
By+9z 2z+3y y+3z z—-2z 2
8 | z+y+z=23a+5 WLl _1_4_
z y T oy z
-~ 4 =2a
z+z _a z v =z
T—2 b L_.§.+£=—4
z z Y i



Aufgaben

244.

a)

e)

f)

h)

k)

7 2 .3 _
2z -3y 10z—3y ' 3y — 8z

2 3 1
Jz—3y 10:-3y T 35-8z_°

5 n 7 .

2z -3y lOz—3y+3y—82=

2z +3y—22+3u=16
3z4+3y—2z—-3u=19
3z-3y+3z—2u= 0

2z + 2y —3z-2u=11

| z2+y+z+u+v=15
1,4y+ 6z+ 9u =171
\'2::+ 72+ 11v =

| 6y + 8z4 120 =21
13z +10u+13» = 9

z, +2z,+ 4z3+ B8z, + 16z,= 067
z, + 3z, + 9z, + 27z, + 8lz;= 179
z, + 4z, + 1624 + 64z, + 266z, = 453
z, + 6z, + 26z, + 126z, + 625z, = 975
z, + 6z, + 36z, + 216z, + 1296z, = 1865

z+y+z+ut+v+w= 31
z+y+z+tu—v—w= 3
z+y—z2—ut+v+w= 21
—z—y—z+u+v+w= 1
z—y+z—utv—-—w= 5
z.—y+z+u——u+w=— 3

z+ y+ z+ u= 60
z+2y+ 3z+ 4u=100
z+3y+ 6z+ 10u =150
z + 4y + 10z + 20« = 210

z,— 2z, +3z,— 2, =56
Ty, — 224+ 32, —2,=0
Ty — 2z, + 3z, — 7, =
z, — 2z, + 3z, — 7y =

k)

b)

d)

8)

4z-3y=13
3z—-4z=13
by — 6z =13
z+2y= 06
y+2z= 8
z +2u=11
u+2z= 6

3z —-6z= a+6b|
2y — z=4a-—2b
2z — 3u = 2a - 8}
3v +2y=38a +7b
u + 20 = 80 — 2a

z—y=3
y—z= 2
z—u=1
u—v=0
v+z=20

z+y+2z=19
y+z +2u=15
z +u+20 =11
u+v+ 2w 7
v+w+2z=156
w4+ z+2y =17 "
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11. Quadratische Gleichungen mit einer Unbekannten

245. a)
b)

°)

d)

246. a)

b)

C

~

d

~

247. a)

b)

°)

d)

11.

11.1.

Die Summe zweier Zahlen betriigt 518, ihre Differenz 204. \Vie heiBen die beiden Zahlen?

Die Summe zweier Zahlen, die sich wie 3: 11 verhalten, ergibt 238. Wie heiBen die
Zahlen?

Addiert man zur ersten von zwei gesuchten Zahlen 3, so verhilt sich diese Summe zur
zweiten Zahl wie 5: 7. Addiert man zur zweiten gesuchten Zahl 9, so verhilt sich diese
Summe zur ersten Zahl wie 2 : 1. Wie heiBen die beiden Zahlen?

8
Ein Bruch erhilt den Wert g » Wenn man Zihler und Nenner um 1 vergroBert ; er nimmt

den Wert % an, wenn man Zihler und Nenner um 1 vermindert. Wie heiBt der Bruch?

In einem Rechteck ist die eine Seite 3 cm kiirzer als die andere. Der Umfang betrigt
38 cm. Wie lang sind die beiden Seiten?

An einem zweiarmigen Hebel hingen zwei Gewichte, die zusammen 60 kp betragen. Die
Hebelarme verhalten sich wie 2 : 3. Wie schwer ist jedes der Gewichte?

Verlingert man eine Seite eines Rechtecks um 3 cm und verkiirzt die andere um 1 c¢m,
so erhilt man ein Quadrat. Der Umfang des Quadrates ist 4 cm groBer als der des Recht-
ecks. Wie lang sind die Seiten des Rechtecks?

In einem Zugseil herrscht eine Spannung von 150 kp - cm-*. Beansprucht man ein Zug-
seil, dessen Querschnitt doppelt so groB ist wie der des ersten, mit einer um 100 kp
groBeren Zugkraft, so tritt eine Spannung von 100 kp- cm-2 auf. Wie groB sind Quer-
schnitt und Zugkraft beim ersten Seil?

Ein Vater sagt zu seinem Sohn: ,,In 4 Jahren werde ich dreimal so alt sein wie du, u,nd
vor 4 Jahren war ich fiinfmal so alt wie dul* Wie alt sind Vater und Sohn?

Ein Wasserbehilter faBt 1000 m?® Wasser. Er wird durch zwei Rohren gefiillt. Laufen
beide Rohren gleichzeitig, so wird der Behilter in 20 min gefiillt. Liuft die eine nur
10 min, so muB die andere insgesamt 35 min laufen, damit der Behilter vollstindig ge-
fiillt wird. Wieviel m3/min Wasser liefert jedc Réhre?

Erhoht man die Anzahl der Elemente einer Batterie von 4 auf 7, so steigt in einem
Stromkreis der Strom von 3 A auf 4 A an, wihrend gleichzeitig der Gesamtwiderstand
um 0,5 Q zunimmt. Berechne die Spannuung eines Elementes und den Widerstand des
urspriinglichen Kreises.

In einem Stromkreis steigt bei Verminderung des Widerstandes um 4 Q der Strom auf
9 A an. Beim Zuschalten von 3 Q sinkt der Strom auf 2 A ab. Berechne Spannung und
Widerstand des Kreises!

Quadratische Gleichungen mit einer Unbekannten

Begrifserklirungen

Unter einer quadratischen Gleichung versteht man eine Bestimmungsgleichung, in
der die Unbekannte bis zur zweiten, nicht aber in einer hoheren Potenz auftritt. Daher
werden die quadratischen Gleichungen auch algebraische Gleichungen zweiten Grades
genannt.
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Die allgemeine Form ciner quadratischen Gleichung ist

A+ Bz +C=0 |. (64)

Dabei nennt man

A z? das quadratische Glied,
Bz das lineare Glied und
C  das Ahsolutglied der Gleichung.

4, B und C konnen beliebige Zahlen sein, jedoch muB 4 =+ 0 sein (warum?).
Da A + 0 vorausgesetzt wird, kann die Gleichung (64) durch A dividiert werden:

B C
2 — — =
2+ T+ 0
Setzt man hierin zur Abkiirzung :g= P und —;—'= ¢, so erhilt man die Normalform

der quadratischen Gleichung

2+ pz+q9g=0 |. (65)

Ein Wert z, der die gegebene Gleichung erfiillt, heiBt Lisung oder auch Wurzel der
Gleichung.
11.2. Numerische Losungsverfahren fiir quadratische Gleichungen

11.2.1. Die reinquadratische Gleichung

Quadratische Gleichungen der Form

A2+ C=0 |, mit 2 <0 (66)

bei denen das lineare Glied fehlt, heiBen reinquadratische Gleichungen.
Reinquadratische Gleichungen lassen sich durch einfaches Wurzelziehen lisen.

BEISI'IEL 1
42 -25=0
Lésung: Ordnen: 4 z° = 25
= % .
4

Auf beiden Seiten dieser Gleichung stehen positive Zahlen. Es darf daher beiderseits die
Quadratwurzel gezogen werden:

—~ 125 _ 5
jz? = |/= = =-
V= 2 5
Unter Beachtung des Beispiels 3 aus Abschnitt 6.1. folgt hieraus

. 5
;2|=—~2~,

wobei z sowohl pogitiv als auch negativ sein kann.
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Nach der Definition (1) des Betrages einer Zahl folgt daraus

fiir z > 0: +z=

und fiir z < 0: —z =

oo | o

d.h., die Gleichung 42z% — 25 = 0 besitzt zwei Losungen, die wir mit x, und z, bezeichnen
wollen:

5 5
zl=+—2- und =-—3.
Probe
5\ . 5\
fiir z, - 4-(3-)—25 0 fir z,: 4.(-?)_25 0
25 26
%250 2 2510
26 — 26 = 0 25— 26=0

5 b
Beide Ergebnisse erfiillen die gegebene Gleichung, also ist sowohl z;, = + % alsauch z, = — ]

eine L3sung der Gleichung.

Bei der Auflésung einer quadratischen Gleichung erhilt man im allgemeinen zuwes
verschiedene Losungen. Beide Losungen sind mathematisch vollkommen gleichberech-
tigt, da die Ausgangsgleichung durch beide Werte erfiillt wird. Bei Anwendungsauf-
gaben kann es jedoch vorkommen, daB einer der beiden Lisungen keine praktische
Bedeutung zukommt.

BEISPIEL 2
224+16=10
Lo6sung: z*= — 16

Im Bereich der bis jetzt behandelten Zahlen gibt es keine Zahl z, deren Quadrat einen nega-
tiven Wert besitzt. Die Aufgabe z* + 168 = 0 ist demnach in dem uns zur Verfiigung stehen-
den Zahlenbereich nicht Idsbar.

Allgemein gilt:

Die reinquadratische Gleichung der Form Az?+ C =0 mit AE < 0 besitzt zwei
Losungen:

4} C
T, =+ |- und Zn=—|/-7-

Die beiden Losungen unterscheiden sich nur durch das Vorzeichen voneinander.

BEISPIEL 8
2z -3 =49
Losung : Die Gleichung ist nicht reinquadratisch, da beim Ausmultiplizieren der linken Seite

ein lineares Glied auftritt. Trotzdem laBt sie sich auf die gleiche Weise ltisen wie eine rein-
quedratische Gleichung. (Es wire sogar verfehlt, die linke Seite erst auszumultiplizierent)
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Auf beiden Seiten der Gleichung stehen positive Zahlen. Folglich darf beiderseite radiziert
werden. Man erhilt (vgl. Beispiel 11)

|12z -38| =1,
wobei die innerhalb der Absolutetriche stehende Zahl 2z — 3 sowohl positiv ais auch negativ
sein kann.
Man erhilt fir 2z —3>0 fir 2z —-3<0
+(2z—-3)=1 —(2z—-3) =17
woraus z, =6 und T, =-—-2
folgt.
Probe:
fiir z,: (10 — 3)* | 49 fir z,: (—4—3)2 | 49
78 =49 (—7) =49
Beide Lésungen sind richtig.
11,2,2. Die gemischtquadratische Gleichung ohne Absolutglied

Quadratische Gleichungen, in denen neben dem quadratischen Glied auch ein lineares
Glied auftritt, heiBen gemischtquadratische Gleichungen.

Der Fell, daB eine gemischtquadratische Gleichung kein Absolutglied enthilt, 1aBt
sich besonders einfach lésen.

BEISPIEL
A2 + Bz =0
Losung : Links kann z ausgeklammert werden:
z(Adz + B)=0

Da ein Produkt nur dann Null werden kann, wenn einer der beiden Faktoren Null ist (vgl.
Abschnitt 4.1.4.), so ergeben sich daraus zwei Moglichkeiten :

z=0 oder Az + B=0,
woraus die beiden Lasungen
B
=0 und Ty = -3
folgen. Probe!

Es ist hier zu beachten, daB Gleichungen, die kein Absolutglied besitzen, nicht durch
die Unbekannte dividiert werden diirfen (vgl. Abschnitt 4.1.5. und 8.2.), da durch
diesen unzuléssigen Schritt die eine Losung z, = O verlorengehen wilrde.

Somit gilt:

Jede gemischtquadratische Gleichung ohne Absolutglied besitzt stets zwei Lo-
sungen, von denen eine Null ist.
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11.2.8. Die Normalform z*+ p x 4 q = 0 der quadratischen Gleichung
11.2.3.1. Die quadratische Erg@nzung
Ein dreigliedriger Ausdruck der Form

7?2 + 2az + a?

wird ein vollstandiges Quadrat genannt, da er nach den binomischen Formeln auch
wie folgt geschrieben werden kann:

72 + 2az + a® = (z + a)i.

Jede zweigliedrige algebraische SBumme der Form z?® + 2az liBt sich durch Hinzu-
figen eines geeigneten Gliedes, der quadratiscken Ergdnzung, in ein vollsténdiges
Quadrat iberfiihren.

BEISPIELE
1. Dse quadratische Ergdnzung zu z' — 12z st die Zahl 6*. Das vollstindige Quadrat lautet dann
' - 12z + 6 = (z — 6).

2. In der folgenden Aufstellung sind zu esnigen Ausdricken die zugehorigen quadratischen Ergdn-
zungen und die vollstdndigen Quadrate angegeben :

Ausdruck | quedr. Erg. vollstindiges Quadrat
7\* 7\ 7\
2 __ —_ 2 __ —) = —_—
u?—Tu (2) v 7u+(2) (u 2)
2~31nn (311! m.'—im.n+(£n!—(m—in)2
w7 T 2 ") = 4
p\? ' P z p\?
2+ pz (——2-) z’+p:+(2)—(:+§)

11.2.3.2. Die Ldsungsformel tir gemischtquadratische Glelchungen

Die Losung. einer gemischtquadratischen Gleichung soll an einem Beispiel vorgefiihrt
werden.

BEISPIEL 1
*—5z+06=0

Lésung : Man bringt das Absolutglied auf die rechte Seite
' —6z=—86

und fiigt auf beiden Seiten die quadratische Erginzung des links stehenden Auedrucks hinzu:

&bz + (;-)’= —6+ (%)’

(-3
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Zieht man beiderseits die Quadratwurzel (man beachte dabei wiederum Abschnitt 6.1., Bei-
spiel 3!), 8o ergibt sich

(<]

5 1
+(’—7)—?
1 5
Sl——2—+?
T, =3
S
und fiir J:——2—<0:
(x__5_ 1
2)‘2
1 5
—r= gy
z,=2.
Probe
fiir z, : 3-5-3+6 1|0 fiir z, : 22-5.2+61]0
9—-154+6=0 4—-10+6=0

Beide Ergebnisse stimmen.

Der hier beschrittene Weg kann bei der Losung jeder gemischtquadratischen Gleichung
eingeschlagen werden. Liost man beispielsweise in dhnlicher Weise die gemischt-
quadratische Gleichung

2+ pz+¢=0,

80 erhilt man

14 Elementarmathemalik
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Dieses Ergebnis kann als Ldsungsformel fiir jede quadratische Gleichung, die in der
Normalform gegeben ist, verwendet werden.

Die Lésungen z, und z, der in der Normalform gegebenen quadratischen Gleichung
z* + pz + ¢ =0 lauten

T, = -—% + |/ (%)2— ¢ und z,= -%— l/(%)z— q (67)

Zuweilen schreibt man diese Lsungsformel auch in der Form

21,2 = —-’;—i]/(l;—)z—q (67a)

BEISPIELE

Es wird dem Leser empfohlen, die folgenden Beispiele, die mit Hilfe der Losungsformel ge-
168t werden, zur Ubung auch auf dem umstindlicheren Weg iiber die quadratische Erginzung
zu losen.

2. 22 +8z+12=0
Loésung : Indiesem Beispiel ist p = 8 und ¢ = 12. Die Anwend ung der Losungsformel ergibt :

Tya=—4+t)(—aP—12=—4+2

T, =—=6 z,=—2 Probe!

J. 2~ 0,7 —45=0

Lésung: p=-0,7 g=—4,5 '
Z10 = + 0,35 + J/0,35" + 4,5 = 0,35 + |/0,1225 + 4,5
=035+ 2,15
z, =25 T, =—18 Probe!

4. 22— 2az+a*—b02=0 mitb>0
Losung: z,, = +a + |/a*— @ — b)) = a + |/
Zya=a+b

z,=a+0b z,=a—b Probe!l

5. 2 — 14z +49=0
Losung: z,, =7+ —49=7+0

T, =z,=17 Probe!

Hier haben beide Losungen der quadratischen Gleichung denselben Wert. Man sprioht
in einem solchen Falle von einer Doppellésung bzw. einer Doppelwurzel der Gleichung.
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BEISPIELE
6. 22 —6z+4=0
Losung: z,,4 =3:|;V3’—-—4_=3 j:VE
z, =3 + |6 = 62361 z, =3 — |6 = 0,7639

Probe : Es wire verfehlt, die Probe fiir diese Gleichung mit den beiden Niherungswerten
56,2361 bzw. 0,7639 durchzufiihren, da der dabei antstehende Arbeitsaufwand wesentlich gr Ber
ist als der, der beim Rechnen mit den genauen Werten entsteht.

Probe fiir z, :

B+15r—8-3+16 +4 0
9+6.1/6+6—-18—-6-)5+4 |0
0=0

Die Probe fiir z, sei dem Leser iiberlaasen.
Beide Ergebnisse stimmen.
7. Fiir welche Werte von z gilt 22 — 6z — 40 < 0F
Losung: Man l8et die Ungleichung am besten mit Hilfe der quadratischen Ergéinzung, wobei
die Regeln fiir das Rechnen mit Ungleichungen (Abschnitt 8.4.) zu beachten sind.
2 —6z—40<0
zt — 6z < 40
2 — 6z +31 <40+ 3" =49

(x —3)*< 49
Diese Ungleichung ist erfiillt fiir
lz-31<7,
d.h., es muB
+(z—3) <7 oder —(z—3) <1
sein. Daraus folgt, daB
z< 10 und z> —4

sein muB.
Die Ungleichung z? — 6z — 40 < 0 ist demnach erfiillt fiir alle z-Werte mit — 4 < z < 10.
Probe!

11.2.8.8. Die L3sung der aligemeinen Form der quadratischen Gleichung

Da in der allgemeinen Form 423 + Bz + C = 0 der quadratischen Gleichung 4 4 0
vorausgesetzt werden muB, kann jede in der allgemeinen Form gegebene quadratische
Gleichung durch A4 dividiert und somit auf die Normalform zuriickgefuhrt werden.

BEISPIELE
1. 120z — 949z + 1173 =0

Loésung: Division durch 120:

949 1173
S e —_—
# -1t 120~

14
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Anwendung der Lisungsformel :

79497 1173
Ziz =+ 240 ( ) 20 T

:l: ]/900601 —1173-2.240

240?
_ 949 + 337661 _ 949 5_81
=20T |/ ~2400 ~ 240 T 240
1530 368
= an % = 240
z, = % zZ,= f—g Probe!
2, & _p=% _z mitO<h<a
z b

Lésung : Multiplikation der Gleichung mit dem Hauptnenner b :
ab — btz =az — bz?

Ordnen: bz® — (@ + b))z +ab =0
Division durch b:
z’—a+bz-z+a:0
b
a+d a 4 b%\? _
Tr= oy E V( 25 ) —e=
_a+b? a®+ 2ab® 4 b — 4ab® _
) 4b° -
_a-}—b2 a?—2ab®4 b
2% 452 -
_a+b  y/fa—b\* a+b a—b
26 - V20 )] 20 < 2
T, = %’— z, =b Probe!
11.3. Beziehungen zwischen den Koettizienten und den Lésungen einer

quadratischen Gleichung

11.3.1. Die Diskriminante

Die bisherigen Beispiele haben gezeigt, daB die quadratischen Gleichungen im all-

gemeinen zwet Losungen besitzen.
Maflgebend fiir die Art der Losungen der quadratischen Gleichung

2+ pz+q=0
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ist der in der Lésungsformel (67) auftretende Radikand

(3)-q.

der Diskriminante!) der quadratischen Gleichung genannt wird.

Es ist leicht einzusehen, daB

1. Fall: (%)2— g¢>0.

2
2. Fall: (»;l)—qzo.
R . p2
3. Fall: (?)—q<0.

folgende Fille auftreten konnen:

Die quadratische Gleichung besitzt zwes voneinander ver-
schiedene Ldsungen.

Beide Losungen besitzen denselben Wert. Man sagt, die
Gleichung besitzt eine Doppelwurzel.

Da es in dem uns zur Verfiigung stehenden Zahlenbereich
nicht méglich ist, Quadratwurzeln aus negativen Zahlen
zu ziehen, kann die quadratische Gleichung in diesem
Falle zunichst nicht gelost werden.

11.3.2, Der Wurzelsatz von VIETA?)

Addiert man die beiden Lésungen

& =—5+ ( P
der quadratischen Gleichung

2+ pz+q=0
so erhilt man

T, + T, = —p.

Multipliziert man die beiden

T, Ty = (—-—g—+

?)2— q und Ty = —%— — V(g-)z— q

Wurzeln miteinander, so ergibt sich

VET=2) (- V(F-0)-

- ()= (5)-4]

T,°Tp=4¢.

Ergebnis: Sind z, und z, die Lésungen de. quadratischen Gleichung z* + pz + ¢ = 0,

so gelten die Beziehungen

T, +Ty=—1p

und -z, =g (68)

1\ discriminare (lat.) unterscheiden.
2) FraNcors VIETA (1540 bis 1603); franz. Mathematiker.
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In Worten:

Die Summe der Liésungen einer quadratischen Gleichung stimmt bis auf das Vor-
zeichen mit dem Koeffizienten des linearen Gliedes iiberein. Das Produkt der Lo-
sungen ist gleich dem absoluten Gliede.

Diese Eigenschaft der Lésungen einer quadratischen Gleichung wird Wurzelsatz von
ViETA genannt.

Der Wurzelsatz von VIETA eignet sich besonders fiir die Probe bei quadratischen
Gleichungen sowie fiir das Erraten der Lésungen einer quadratischen Gleichung mit
ganzzahligen Koeffizienten.

BEISPIELE

1.

Die Gleschung z* — 11z + 24 = 0 besitzt die beiden Lésungen z, = 3 und z, = 8. Diese beiden
Lésungen hann man leicht durch Raten finden, wenn man das Absolutglied 24 so sn zwes Fak-
toren aufspaliet, daff deren Summe den enlgegengesetzten Wert des Koefjizienten — 11 des Linear-
gliedes ergibt: z, .-z, =3-8=24, z, +z,=3 +8= +11.

Die Gleichung z* — 8z — 3168 = O besitzt die beiden Losungen z, = 4 + 2- VB_3 und
z, = 4— 2. }/83. _
Die Probe mit Hilfe des Wurzelsatzes von ViETa liefert: z, + z, = (4 + 2. ]/83) + (4 — 2. V8_3)

- = 4 8; Dbereinstimmung mit dem entgegengesstzten Wert des Koeffizienten des Linearglisdes

st vorhanden.

Z,:Zy=(4+2-)83)(4~2-)83) =16 — 4.83 = 16 — 332 = — 316 ; Ubereinatimmung
mit dem Absolutglied.

Dse beiden Werte z, = 4 + 2. VB—3 und z, =4 - 2. V8—3 sind demnach Lisungen der gege-
benen Glesichung.

. Die Gleschung z* — 8z + 168 = 0 besitzt die Doppellosung z, = z, = 4.

Hier ist z, + z, = + 8 (in der Gleichung steht — 8), z, - z, = 16 (Absolulglied).
Damit 13t die Richtigkest des Ergebnisses x, = z, = 4 gesichert.

11.8.8. Produktform quadratischer Ausdriicke

Sind z, und z, die beiden Lisungen der quadratischen Gleichung

A+ pz+¢9=0,

go gilt nach dem Wurzelsatz von VieTa

P=— (2, + z,)

und =2z, T,.

Setzt man diese Werte fiir p und ¢ in die quadratische Gleichung ein, so ergibt sich

?— (2, 4+ T)T+ 2,5, =0
R -z T— 2,2+ T,T,=0
z(z - 2,) - T,(z— 2,) =0

(z-z2,):(z~-1z,)=0.
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Ergebnis:
Besitzt die quadratische Gleichung
2+ pz+q9g=0

die beiden Lésungen z, und z,, so laBt sich deren linke Seite als Produkt der beiden
Linearfaktoren z — z, und z — z, darstellen:

B+ pz+g=(c—1T,)(z—12,)=0 (69)

Folgerung:
Ist z, eine Losung der quadratischen Gleichung
2+ pz+qg=0,
8o 1Bt sich der quadratische Ausdruck
4+ pT+ g
ohne Rest durch z — z, dividieren:
(*+pz+qQ:(z—2,)=T— .

Diese beiden Sitze werden vor allem bei der Faktorenzerlegung quadratischer Aus-
dricke und in der Theorie der Gleichungen héheren Grades benétigt.
BEISPIELE
1. Der Ausdruck z* — 6z — 6 sst in Linearfaktoren zu zerlegen.
Lasung: Die quadratische Gleiohung 22 — 6z — 6 = 0 besitzt die beiden Ldsungen z, = —1
und z, = 6. Folglich ist
?—-6z—6=[z—(—1)]-[z— 6]
2 —-6x—6=(z+1)(z— 6). Naohpriifen .

2. Der Ausdruck 16u® + 56u + 49 ist sn Linearjakloren zu zerlegen.

Lésung: 16u? + 56u + 40 = 16 (u’ + -%—u + ‘:—g)

Die quadratische Gleichung

7 19
2 —_— _—=
ut + U + 16 0
besitzt die Doppelldsung
7
Uy = U= — ‘Z .

Folglich ist

N s O e
u+?u+-ﬁ——[u— vy u—(—4 =(\s+3 ry

7 49  (du+ 70

] — T e—"
v + 5 % + 16 16 .
Daraus folgt ‘

16u® + 56u + 49 = (4u + 7). Nachpriifen |
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3. Der Ausdruck abz?® — (a* + b%)z + ab soll sn Linearfaktoren zerlegt werden.
Lésung: Es ist
at4 b
abz“—(a’+b‘)z+ab=ab-(z’— 25 --z+l).
Die quadratische Gleichung
zz—a'+b’-z+l=0
ab
besitzt die Lésungen
zl—% und ::2_—-2,
8o daB
a? + b? a b)
2 _ 2. —(z -2 _2
-y ! (’ b)(’ P
ist. Daraus folgt
ab:c’—(a’+b’)z+ab=ab(::—%-) (:c—-b—)=
a
- _e ( _i)
= z—3)elz— -
abz? — (a* + 0%z + ab = (bz — a) (ez — b). Nachpriifen!
AUFGABEN
248. a) z* — 876,16 = 0 b) 922 —16 =0
c) 3—422=5— 6z d) az® + 52°* = 22 — ba?
e) 49z +16 =0 f) (7Tz—2)(7z + 2) = 60
g) 9=z +7)=7(z>+9)
h) 2z —3)(Bz—4) — (z—13) (z — 4) = 40
) 2)5+z+)9—3z=)al -3z k) Jz+ B -5z -7 =Vlﬁ
z+
7z+5 9z -8 z2—5z+11 5
2 fzro_92-° =2
249. a)7+5:|: 9—8z b) ZT—Tz+8 7
) (4+2)83—2)2—2)— (z+2)(z+3)(z—4) =30
d) ]/:c+4k—1/x—4=%l4 o) J5rz—)B-3z=-2)5-¢=
z+
f) Jatz+)a—z=2)a g Jatz+)a—z-)2
z+1 z-1_,1 i 2 _ —alk=b
h)le :|:+1_33 i) (z—3)2=16 k) (z —a)2=0b
250. a) 722 +3z=0 b) uz! —vz =0
c) 13z = 82* d) 3(z + 2)2 =5z +12
e) @+ z)(ea—z)=a®— bz f) 7z"—%z=0
a 2 b — 2 7 =
g)-b—z +;:—0 h) 14:—72—0

4 4
1 2 — 2
i) 22+ 2pz=0 k)—ﬁ:c———sz
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251. Bilde die quadratische Erginzung und schreibe als vollstindiges Quadrat:

a) 22— 4z b) z‘+%z c) a‘—-;—a d) m*— 0,6m

e) r* + 15z f) b* — 5bc g) p'q® — 8pgr h) 4z* + 12z

i) ¢t + 6,7¢cd k) 9a? — 24abd

252. Lése mit Hilfe der quadratischen Erginzung:

a) ¥ +6xz—-55=0 b) z2—42z—-21=0

c) 2 +22z+112=0 d) 22 -33z+272=0

e) ' — 3,6z +128=0 f) 22+ 1,8z + 0,81 =0
31”——!)—z+—2-—0 h) 14 =92*— 15z

2 g7 "2 T 15" =

i) 30z2—41z= —13 k) :I:E—JA = 2,55

1

253. Lése mit Hilfe der Lésungsformel:

a) z*— 6z +5=0 b) 224+ 5z—-14=0

c) 2 +4x-5=0 d) 22-1=0

e) 2* —4x—-5=0 f) 22— z—-90=0

g) *+6z+6=0 h) z2 — 28z + 195 =0

i) 22+ 16z — 161 =0 k) 22 + 20z +19=0
254. a) 222 — 192+ 9 =0 b) 16z + 120z + 221 =0

c) 5z + 87z — 506 =0 d) 2422 + 11z — 105 =0

e) 52t + 34z + 55,35 =0 f) 16z - 97z +85=0

g) 22 — 8bz + 5cz — 15bc = 0 h) 1222 —z—-6=0

i) 5z — 27az + 10a® = 0 k) 17z — 152z 4 336 = 0
== . 4
255. 8) 0322 -3z4+6=0 bh) —3—2:’—3x+ 11=0

c) 32— 10bz + 3b2-- 0 d)%zz—%z—lv_O

= 1 19
e) 2,522 — 46z + 192,5 =0 f) 3224-32-{- -3~=0
g) JI52* — 5|8z +3)5z—15=10 h) -g-l/ﬁzﬂ | %q%::n 15

256. a) (z— 4+ (z— 7)1 ==2Y
b) (z+42 —(z—5)? —(z—1p = 14z — 1
c) 2(z—-3)—-3(x—5)—4(x— Tt — @Bz —5)=0
d) 22 — 2bz—a*+ b2 =0
e) 22 — d4ax — 4bz + 3a* -+ 10ab + 3% =

0 (gz—2) +@—er—(Fzr1)ra(lz-1)=0
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:s)}z*——avE

z+z—)a=0 h) bz—2)(2—62z)—(z—4)(3z+2)=4+5zx

i) 22+ 10— (22— 1= (22— 12—

K = (:r: - l)'— 3 (2 z+ 3)'= 0,03

2 4 b5
6z—1 9z-— 4 3z+ 8 1 2z+1 3z-—-4 3z+3
%7 8) gz=9 Bz 12 dF-0 T Ry Sy G |
8 16 5 2z—-3 3z2-1 1
Rl Sl g T H Y8z 6z-4 0zi-6z 8
2z—-1 1—z 3(z—-2)
°) z+3 =z  z-1 =0
f)z—a 3a? z? 3a—:!:_0
z z@+2z) z*+az z+a

g)2:::—1__1‘}__3:::—12=
z+3 8z 4z + 12
h) z — 8«1__2«::+5a2 772a+&:4=7_5
8z — 48a z? — 36a? 24z + 144a 12
z — 2a z z—3 3::'+l

1

) 2z—-8a z-— 6a k)2z+7_ I_5=0
8 b6 8 —=z w2il 6z—-1 8-z z—-5
258'5)1—2—4_3—z_z+2 T 4z 2z -4 32 -0z z-—2
c) 20 + z 9z2+z+2 6—-3z 10-4z
2z -2  622—6 z+1 3z+3
2 1 z— 4 1 1 1 1
- =0 N =
d) z?— 4 z'—2z+z”+2z e)x_ﬁlz.—l a:-+2+z—7
8 __8 _ 2 20
z2—4 22— 1 2—3z4+2 z°+3z+2
) 8a? 2a z h)i 1 b 2
8 et tzra “a-z e bz—az "@dFz_abz a—b
a* — b? b (z + 2)
2 _ =
i)a 2z — z2 z— 2
1 -
k) + 1 _ d—dz

a—c cz?—az a*—acz—ac+ctz

269. Loése mit Hilfe des ViETAschen Wurzelsatzes:

a) ' —4z~—-21=0 b) 22 —7z—-8=0
c) 2—6z+9=0 d) 224+4zz-72=0
e) 2 +9z+14=0 f) 22+ 9z—-112=0
g) 322 +6z+3=0 h) z2 — 34z +288=0

i) 42" + 40z + 96 =0 k) 22— (a—bz—ab=0
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260. Priife die Losungen der folgenden quadratischen Gleichungen mit Hilfe des Vieraechen

Wurzelsatzes auf ihre Riohtigkeit:
a) 22 +13z—-30=0

b) z8 — 29z - 210 =0

o) —2*+10z—-21=0

d) z22—4z+1=0

o) hz? — 26z +24 =0

f) 1221+ 192 — 18 = 0

g *—6z+3=0
h) — 0,62 — 3,45z + 11,16 =0

z, =2 z,=—16
z,=—26 z, =36
z,=-—3 T, = —17
zl=2+1/§ z,=2—1’§
T, = z, =24

2 1
zl=T $2=—2T
z,=3+17 z,=3-17
z, =18 z, = 6,2

281. Gib die quadratischen Gleichungen an, die die folgenden Ldsungen besitzen :

a) z, =2 z, =5

¢) z,=—14 T, = —11
1 5

C) Zl=4§' I’=—F

g) T, = —7,2 3:2:0:8

b) z,=-3 T, =17
d) z, = — 129 z,=3
f)z;=7+])2 z, =172
h) z,=2a Ty= — -5

3

262. Zerlege die folgenden quadratischen Ausdriicke in Linearfaktoren:

a) 2t — 11z + 24

¢) P+ z—12

o) VE:’—4:—30V§

g) bz? + (1 —ab)z —a

i) 2 +azx + bz — 2a® — 2b* + bab

b) 2z2* + 42z - 70

d) 62?2+ z— 40

f) 26z — 378z + 45
h) 16z? + 172y — 18y?

k) 1202 — 100uz + 6 Vﬁuz — 120w + 199 ]/§uv — 216v?

12. Funktionen
12.1. Der Funktionsbegrift
12.1.1. Elnfithrendes Belsplel

Beim Haushaltstarif fir elektrische Energie setzt sich der Strompreis P zusammen
aus dem Arbeitspreis 4 = 0,08 MDN/kWh und einem Grundpreis G, der sich nach der
Anzabhl der beleuchteten Réume richtet. Bei einem Haushalt mit sechs beleuchteten
Zimmern betrigt dieser Grundpreis G = 3,00 MDN, so daB der Strompreis in diesem

Falle fiir die verbrauchte Energie n

P=(n-4+06)
betrigt.
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Aus der folgenden Tabelle kann fiir bestimmte Werte von n der zu zahlende Strom-
preis entnommen werden.

Tafel 4
n in kWh |0|5|10|l5|20|25|30|35|40|45|50

PinMDN |[3,00]340 380420460 500]540]580]|620]660|700

Wiihrend die beiden GréBen 4 und G in diesem Beispiel feste Werte besitzen, man
bezeichnet sie daher als Konstante!), nehmen die beiden Gréfen n und P je nach
dem monatlichen Stromverbrauch verschiedene Werte an.

GréBen, die keinen festen Wert besitzen, sondern verschiedene Werte annehmen
konnen, heifen Verinderliche oder Variable?).

In unserem Beispiel besteht ein Zusammenhang zwischen den beiden Verinderlichen
n und P: zu jedem be-

stimmten Wert von n (ver- _P

brauchte Energie) gehort ein !‘ Mow
durch n festgelegter Wert
von P (Strompreis). Es st
also jedem Wert von n ein
ganz bestitmmter Strompreis P
etndeutig zugeordnet. a
Eine derartige Zuordnung ;5
zweier verdnderlicher Gro- 1
Ben zueinander nennt man d
eine Funktion®).

GroBen, die innerhalb ge-
wisser Grenzen willkiirlich A

p

verindert werden kénnen O—FV—q—vF—F—+—1T——"TT 7T T=I(n7h
(im Beispiel ist n nur fiir 0 20 30 40 50 60 70
positive Werte sinnvoll), B2z

werden unabhingige Ver-
énderliche genannt. Die der unabhdngigen Verdnderlichen zugeordnete Grélle (im
Beispiel P) heift die abhéngige Verdnderliche.

Damit ergibt sich folgende Begrifiserklirung fir die Funktion:

Jede Funktion stellt eine eindeutige Zuordnung zwischen mehreren verdnderlichen
GréBen dar.

Diese Zuordnung kann u.a.

a) tabellarisch in Form einer Tabelle (auch Wertetabelle genannt),
b) grafisch in Form eines Schaubildes (vgl. Bild 22) oder

c) analytisch') in Form einer Funktionsgleichung geschehen.

1) constans (lat.) unverdnderlich, fest.

2) variabilis (lat.) verdanderlich.

3) functio (lat.) die Verrichtung.
4) analysis (griech.) die Auflésung.
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Die Funktionsgleichung wiirde in unserem Falle
P=G+n-4
lauten.

Funktionen, bei denen die gegenseitige Zuordnung der verdnderlichen GréB8en durch
Messungen, Beobachtungen usw. ermittelt wurde, heiBen empirische!) Funktionen.
(Beispiele: Temperaturverlauf im Laufe eines Jahres, Abhidngigkeit der durchschnitt-
lichen KorpergroBe vom Lebensalter eines Menschen usw.) LaBt sich wie im einfiihren-
den Beispiel eine Rechenvorschrift angeben, durch die die beiden Verinderlichen ein-
ander zugeordnet sind, so nennt man diese Rechenvorschrift die Funktionsgleichung.
Will man andeuten, daB jedem Wert einer verinderlichen Grée z innerhalb eines be-
stimmten Bereiches durch irgendeine Vorschrift eindeutig ein bestimmter Wert einer
anderen Verdnderlichen y zugeordnet ist, so verwendet man hidufig das Zeichen
y= [(z), das ,,{ von z*‘ gelesen wird.

12.1.2, Funktions- und Bestimmungsgleichungen

Zu den bereits behandelten Arten von Gleichungen, den identischen Gleichungen und
den Bestimmungsgleichungen (vgl. Abschnitt 8.1.ff.), tritt nunmehr eine weitere Art
hinzu: die Funktionsgleichung.

Durch eine Funktionsgleichung wird einem innerhalb bestimmter Gremzen willkiirlich
wdhlbaren Wert einer Veranderlichen ein ganz bestimmier Wert einer anderen Verander-
lichen zugeordnet.

So wird beispielsweise durch die Funktionsgleichung ¥ = 2z + 3 dem willkiirlich gewihlten
Wert z = 1 der Wert y = 2.1 + 3 = 5 zugeordnet, wahrend die Funktionsgleichung y = Vl — z?
dem gleichen Wert z = 1 den Wert y = 0 zuordnet.

Eine Funktionsgleichung wird zu einer Bestimmungsgleichung, wenn man zu einem
bestimmten Wert der einen Verdnderlichen den dazugehérigen Wert der anderen Ver-
anderlichen ermitteln will.

BEISPIEL
Fiir welchen Wert nimmt die Funktion y = 2 — 5z + 10 den Wert y = 4 an?
Losung: Der gesuchte Wert sei z,. Dann mufl )
4=2z—-5z,+ 10
z} — 5z, +6=0
T =2 Tgp =3

sein.
Die Funktion y = z? — 5z + 10 nimmt demnach sowohl fiir z = 2 als auch fiir z = 3 den

Wert y = 4 an.

12.1.3. Definitionsbereich elner Funktion

Bei den Funktionen y = 2z + 3 und y = 22 — 5z + 10 unterliegt die unabhingige
Verinderliche z keinerlei Einschrinkungen. Durch die beiden Funktionsgleichungen
ist jedem endlichen Wert von z ein ganz bestimmter y-Wert zugeordnet. Man sagt,
der Definitionsbereich der Funktionen gehe von — oo bis + oo, oder anders geschrie-
ben: Der Definitionsbereich der beiden Funktionen ist — oo < z < + oo.

!) empeiria (griech.) die Erfahrung.
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Der Definitionsbereich einer Funktion umfaBt die Gesamtheit aller Werte, die die
unabhéngige Veranderliche annehmen darf.

BEISPIELE

1. Der Definitionsbereich der Funktion y = ]/; 18t 0 £ z < oo, da y fiir negative z-Werte nicht
berechnet werden kann.

2. Der Definitionsbereich der Funklion y = ]/ 11—z 18t —1<z< + 1. (Fir alle ibrigen
z-Werte kann y nicht berechnet werden. )

3. Der Definitionsbereich der Funktion P =G + n-A4 18t 0 < n < oo, da die Funklion fir
negative Werte von n keine praktische Bedeutung besstzt.

4. Die monatliche Produktion eines Betriebes, wihrend eines Jahres zusammengestellt, ist eine em-
pirische Funktion. Thr Definitionsbereich ist auf einzelne Werle beschrinkt, nimlich auf die ein-
zelnen Monate.

12.2. Das rechtwinklige Koordinatensystem

Um einen Punkt in einer Ebene eindeutig und auf méglichst einfache Weise festlegen
zu kénnen, bedient man sich eines Koordinatensystems.

Beim rechtwinkligen Koordinatensystem!) schneiden sich zwei senkrecht aufeinander-
stehende Zahlengeraden in einem gemeinsamen Nullpunkt. Die waagerecht liegende
Achse wird Abszissenachse?), die dazu senkrechte Achse wird Ordinatenachse’) ge-
nannt. Héufig bezeichnet man die Ab-

szissenachse auch als z-Achse, die Ordi- ‘-V
natenachse als y-Achse. -
Es ist iiblich, die positive Zihlrichtung

auf der Abszissenachse nach rechts, auf I " I
der Ordinatenachse nack oben anzutragen. -
Durch das Achsenkreuz wird die Ebene in 7

vier Felder, die vier Quadranten, aufge-
teilt, die im Bild 23 mit I, II, III und

54 -3-2-1 1971 2345

IV bezeichnet sind. Die Zahlrichtung der --7
vier Quadranten erfolgt stets im mathe- .,
matisch positiven Sinne (im Gegenzeiger- o e
sinn). --J
EinPunkt Pistim z, y-Koordinatensystem -4

durch seine Abstinde von den Koordinaten-

achsen bestimmt. Der Abstand des Punktes Bl 23
von der Ordinatenachse ist die Abszisse z,

der Abstand von der Abszissenachse ist die Ordinate y des Punktes. Man nennt diese
beiden Zahlen z und y, die die Lage eines Punktes P im Koordinatensystem eindeutig
bestimmen, die Koordinaten des Punktes P und schreibt dafiir kurz P(z;y) (gelesen:
P mit den Koordinaten z und y). Dabei ist die Reihenfolge der Koordinatenangaben
genau zu beachten: an erster Stelle steht die Abszisse, an zweiter Stelle die Ordinate.

1) coordinare (lat.) gegenseitig zuordnen,
?) abscindere (lat.) abschneiden; Abszisse: Abschnitt.
%) ordinare (lat.) zuordnen; Ordinate: zugeordneter Abschnitt.
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In, welchem Quadranten des Koordinatensystems ein Punkt liegt, ist aus den Vor-
zeichen der Koordinaten dieses Punktes zu erkennen. Im Bild 24 sind die Punkte
P,(3;4), P,(—2;5), Py(—4;—-4), P,(1;-3), P,(0;1,5) und Py(— 2,5;0) ein-
getragen.

Jedem Punkt in der Ebene sind ein- “:
deutig zwei Zahlenangaben, seine Ko- ?/2,(:53')_
ordinaten, zugeordnet. Umgekehrt wird ' F4omommmam QP[5 4)
durch ein Zahlenpaar, die Koordinaten ; B E
eines Punktes, der zugehorige Punkt ' !
in der Ebene genau und eindeutig fest- ! -2 !
gelegt. 8 8 i _';’5 10,15) i
Die Zuordnung eines Punktes zu seinen ___ '%'/'2'5/50) . —_— i ———
Koordinaten ist demnach eindeutigund -5 -4 -3 -2 -2 [0 7 2 3 & 5
eindeutig umkehrbar. i 7
Das rechtwinklige Koordinatensystem f > E
wird hiufig auch nach dem franzosischen ] '
Mathematiker REnE DEescarTes (latini- oo [3-0A.(1,-3)
sierte Form: CarTESIUS; 1596 bis 1650) als 4TI . .
Kartestsches Koordinatensystem bezeichnet. Bild 24
12.3. Darstellung von Funktionen im rechtwinkligen Koordinatensystern

12.3.1. Darstellung empirischer Funktionen

Da die grafische Darstellung von MeBreihen als bekannt vorausgesetzt werden kann,
sollen hier nur zwei Beispiele vorgeftihrt werden.

BEISPIELE

1. Bei einem Turbinenversuch, durch den der Dampfverbrauch 8 in kg/h in Abhdngigkeit von der
Nutzleistung N in kW des mit der Turbine gekoppelten W echselstromgenerators ermittelt werden
sollte, ergaben sich folgende Mefwerte:

Tafel 5
Belastung Nutzleistung Dampfverbrauch
N in kW S in kg/h

Leerlauf 0 920
Viertellast 250 1880

Halblast 500 2890
Dreiviertellast 750 3770

Vollast 1000 4540
Uberbelastung 1200 5240

Lésung: Aus dieser Zusammenstellung ist erkennbar, daB der Dampfverbrauch J eine
Funktion der erzielten Nutzleistung N ist. Um sich ein anschauliches Bild dieses Zusammen-
hanges zwischen N und S zu verschaffen, trigt man die zusammerngehérigen MeBwerte von
N und S als Punkte in ein N, S-Koordinatensystem ein (Bild 25).

Der zur Verfiigung stehende Platz wird dabei gut ausgenutzt, wenn man auf den Achsen
folgende MaBstibe benutzt: Abszissenachse (N-Achse) 1 cm = 200 kW ; Ordinatenachse
(S-Achse) 1 cm = 1000 kg/h.
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Da sich natiirlich auch auBler den gemessenen Werten auch jede andere Nutzleistung zwischen
0 und 1200 kW erreichen léBt, verbindet man die gefundenen Punkte durch einzelne Strek-

kenziige. Dabei stellen aller-
dings diese Streckenziige eine
mehr oder weniger gute An-
niherung des Funktionsver-
laufes zwischen den durch die
MeBwerte (bis auf etwaige
MeBungenauigkeiten)  gesi-
cherten Punkten dar. Die
zwischen den MeBwerten lie-
genden Funktionswerte einer
empirischen Funktion lassen
sich demnach aus dem Schau-
bild nur angendhert ermit-
teln.

Der geiibte Betrachter der-
artiger Kurven wird aus
dieser Darstellung leicht er-
kennen, daB der Dampfver-
brauch in gleichem MaBe
ansteigt, wie die Nutzleistung
der Turbine erhéht wird, daB
der Dampfverbrauch Llinear
von der Nutzleistung ab-
hingig ist. Die geringfiigigen
Abweichungen vom gerad-
linigen Verlauf der MeBkurve
sind durch MeBungenauig-
keiten zu erkldren.

2. Tafel 6 gibt an, bei welcher
Temperaturt (in°C) der Siede-
punkt des Wassers bei ver-
schied Luftdruckwerten p
(in Torr) liegt.

Losung : Um den Zusammeon-
hang zwischen ¢ und p grafisch
darstellen zu konnen, wire es
unvorteilhaft, auf der ¢- und
auf der p-Achse jeweils mit

4000
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7000
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N

0
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200 %00 600 800 7000 1200

Bild 25
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99 +

98

97 <4
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o
e

L
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T T T T T

i i e
200 800 Torr

Bild 26

0 zu beginnen. (Warum?) Es ist sinnvoller, auf beiden Achsen nur diejenigen Abschnitte
herauszugreifen, die in der Tabelle erfaBt sind (Bild 26).
ZweckmiiBige Wahl der Einheiten auf den Achsen: p-Achse: 1 cm = 20 Torr; t-Achse:

lem £ 1°C.

Tafel 6
in Torr| 680 | 690 1'700 | 710 | 720 | 730 | 740 | 750 | 760 | 770 \ 780 | 790 | 800
tin °C[ 96,01] 07.31] 97,71 | a8.10| 98,49 | 98,87 99,25 | 99,63 100,00|100,37(100,73(101,09] 101 44
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Die grafische Darstellung einer Funktion wird Kurve!) der Funktion (oder kurz Kurve
bzw. Funktionskurve) genannt.

Man spricht auch in dem Falle noch von einer Kurve, wenn die Funktion durch eine
Gerade dargestellt wird.

12.8.2. Darstellung von Funktionen, die durch eine Funktionsgleichung gegeben sind

Um eine durch eine Funktionsgleichung gegebene Funktion zeichnen zu kénnen, ist
es oft zunichst erforderlich, eine Wertetabelle fiir diese Funktion aufzustellen. Aller-
dings 1aBt sich durch eine derartige Wertetabelle, und damit auch durch den Kurven-
verlauf, selten die gesamte Funktion erfassen. In den meisten Fillen kann man nur
einen Ausschnitt aus dem Gesamtkurvenverlauf herausgreifen.

BEISPIELE

l. y=2z+3
Lésung: Zur Aufstellung der Wertetabelle wiahlt man fiir die unabhéngige Verdnderliche z
eine Anzahl von Werten aus und errechnet mit Hilfe der Funktionsgleichung die zugehérigen
y-Werte. Da z vollkommen willkiirlich gewéhlt werden darf, verwendet man fiir die Werte-
tabelle solche z-Werte, bei denen méglichst wenig Rechenarbeit bei der Berechnung von y
erforderlich ist.

z | =4[ =3|=2|=1| O|+1|+2| +3| +4[ +5
vy | -s|-3|-1|+1|+3|+5]| +7]| +9|+11|+13

Die zusammengehérigen Zahlenpaare der Wertetabelle werden als Punkte in das Koordinaten-
system iibertragen (Bild 27). Man erhélt so einzelne Punkte der Kurve y = 2z + 3.

Durch fortgesetzte Verfeinerung der Einteilung der Wertetabelle wiirden die entstehenden
Punkte der Kurve im Koordinatensystem immer enger aneinanderriicken. Alle diese Punkte
liegen auf einer Geraden. Daher ist die im Bild 27 dargestellte Gerade das Bild der Funk-
tion y = 2z + 3.

!

Bild 27 -5 Bild2s

lﬁiuea curva (lat.) die gekriimmte Linie.

15 Elementarmathematlk
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2. y=2*—-56z+4

Lésung: Zunidchst wird eine Wertetabelle fiir ganzzahlige z-Werte aufgestellt (Werte-
tabelle a).

Tabelle a
z | =1 0| +1|+2|+3 | +4| +6| +6
vy | +10] +4| o] 2| —2]| ol +4l+10

Es zeigt sich, daB die so entstehenden Punkte nicht mehr in einer geraden Linie liegen. Daher
wiire es verfehlt, die gefundenen Punkte durch Streckenziige miteinander zu verbinden. Eine
Verininerung der Wertetabelle (Wertetabelle b) zeigt niamlich, daB die Punkte sich in einer
gekrummten Linie aneinanderfiigen (Bild 28). Das Bild der Funktion y = z* — 5z + 4 ist
die im Bild 28 dargestellte Parabel.

Tabelle b

z| 2,0 I 2,1 |2,2 | 23 | 2,4 | 2,6 | 2,6 | 2,7 | 2,8 | 2,9 | 3,0

v |—2,00]— 2,00 [ 2.16| — 2.21| — 2.24| — 2,25| - 2,24 | — 2,21 | 2,08 2,08 | 2,00
12.3.8. Zusammenhang zwlschen Funktion und zugehdriger Kurve

Aus der Art und Weise, wie das zu einer Funktion gehérende Kurvenbild mit Hilfe
einer Wertetabelle gezeichnet wurde, folgt:

Erfiillt ein Wertepaar z; y die Funktionsgleichung, so liegt der Punkt P(z; y)
auf der zugehorigen Kurve; erfiillt ein Wertepaar z; y die Funktionsgleichung
nicht, so kann der Punkt P(z; y) auch nicht auf der Kurve liegen.

Man sagt dafiir auch:

Die Kurve ist der geometrische Ort aller Punkte, dercn Koordinaten die Kurven-
gleichung erfiillen.

Umgekehrt gilt auch:

Liegt ein Punkt P(z; y) auf einer Kurve, so muB das Wertepaar z; y (die Ko-
ordinaten des Punktes) auch die zur Kurve gehérende Funktionsgleichung erfiillen;
liegt ein Punkt P(z; y) auBerhalb einer Kurve, so erfiillen die Koordinaten z; y
die zur Kurve gehdrende Funktionsgleichung nicht.

Dieser Zusammenhang zwischen Kurve und Funktionsgleichung ist fiir die gesamte
héhere Mathematik von besonderer Bedeutung.

BEISPIELE

1. Der Punkt P(— 2,6; — 2) liegt auf der Geraden y = 2z + 3, denn durch z = — 2,6 und
y = — 2 wird die Funktionsgleichung erfillt:
~2-2.(—26)+3
Dagegen liegt der Punkt Q(0,6 ; — 1) auferhalb der Geraden y = 2z + 3, denn es ist
—1%2-(+05) +3.
(Vgl. Bild 271)
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2.

12.

Um nachzupriifen, ob die‘Kurue y = 0,6z — 2,6 durch die Punkte P(3; — 1), Q(— 5; — 4)
und R(— 1; — 3) hindurchgeht, ist es nicht notwendsg, die Kurve zu zeichnen. Durch Einsetzen
der Koordinaten der dres Punkte sn die Funktionsgleichung y = 0,6z — 2,5 ergibt sich

fir P(3; — 1): -1=06-.3- 2,5,

firQ(— 5: — 4): —4%05-(—5)—25 und

fiir R(— 1; — 3): —3=06-(—1) — 2,6.

P und R liegen demnach auf der Kurve, da die Koordsnaten dieser Punkte die Funktionsgleschung
erfiillen. Die Koordinaten von Q erfiillen die Funktionsgleichung nicht, folglich kann Q nicht auf
der Kurve liegen.

8.4. Der Schnittpunkt zweler Kurven

Der Schnittpunkt S(z,; y,) zweier Kurven liegt auf jeder der beiden Kurven. Nach

12.

3.3. miissen demnach die Koordinaten z, und y, des Schnittpunktes auch beide

Funkiionsgleichungen erfiillen. Auf diese Weise ergeben sich zwei Bestimmungsglei-
chungen fiir z, und y,, aus denen sich die Schnittpunktskoordinatén berechnen lassen.

BEISPIELE
1. Wo schneiden sich die beiden Qeraden y = 2z + 3 und y = — 0,6z + 0,67
Losung : Der Schnittpunkt der beiden Geraden sei S(z, ; y.). L.Y
Da S auf der Geraden y = 2z + 3 liegt, muf Bild 29 4_
Y = 2z, + 3
-5
sein. Da S gleichzeitig auch auf der Geraden y = — 0,6z + 0,6
liegt, muB auch |
y,= — 0,6z, + 0,6
gelten.
Aus dem Gleichungssystem
v, =2z, +3
y,= — 0,6z, + 0,6
folgt z,=—1 .= + 1.
Die beiden Geraden schneiden sich demnach im Pupkt S(— 1; T o ¥

16¢

. Wo schneidet die Kurve y = 2 — 65z + 4 die z-Achse?

+ 1). Dem Leser wird empfohlen, die beiden Geraden selbst
zu zeichnen und so das Ergebnis zeichnerisch nachzupriifen
(Bild 29).

Lésung: Im Sohnittpunkt einer Kurve mit der z-Achse ist
der zugehorige y-Wert Null. Daraus folgt fiir die Abszisse z, des Schnittpunktes die Be-
stimmungsgleichung

0=2z— b6z, +4,

woraus  z, =1 z, =4

folgt. Demnach wird die -Achse von der Kurve y = 2 — 5z + 4 in den beiden Punkten
mit der Abszisse 1 bzw. der Abszisse 4 geschnitten. (Siehe Bild 281)

Anmerkung: Bei derartigen Bercchnungen ist es iiblich, den Index s bei z, und y, fort-
zulassen. Man mache sich jedoch bei jeder Aufgabe den Zusammenhang klar, anstatt nach
irgendeinem Rezept zu rechnen.
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12.4. Die lineare Fanktion

12.4.1, Begriffserklirungen

Funktionen, bei denen die Verinderlichen in keiner hiheren als der ersten Potenz auf-
treten, heiBen Funktionen ersten Grades.

So sind z.B.
y=2z+3, y=—0,3Tz + 4,62, 0,5z —-02y+14=0

Funktionen ersten Grades.
Fiir die Funktionen ersten Grades gilt der Satz:
| Das Bild jeder Funktion ersten Grades ist eine Gerade.

Aus diesem Grunde werden die Funktionen ersten Grades auch lineare Funktionen

genannt.
Da eine Gerade stets durch zwei Punkte bestimmt ist, geniigen stets zwei Punkte,

um eine lineare Funktion grafisch darstellen zu kénnen.

Als Normalform der linearen Funktion bezeichnet man'die nach der abhingigen
Veriinderlichen y aufgeléste Form

y=mz+5b |, (70)

worin die GroBen m und b beliebige konstante Werte annehmen diirfen.

Jede lineare Funktion der Form 4z + By + C = 0 mit B = 0 laBt sich in die Nor-
malform umformen. So erhdlt man z.B. aus 0,5z — 0,2y + 1,4 = O durch Auflésen
nach y die Normalform y= 2,5z + 7.

y
= Jebx
12.4.2, Dle Funktlon y =m<x | y=2x
Im Bild 30 sind die Funktionen | X
1 1 L5
y=zx9 .’/—?z» | y:fx
3 7
y=Tz, y=z, I y=?x
y = 2z, y =4z, | _y:blx
y= -4z, ¥=-2z =02 x
y 3 T -5 5
Y= —zx, y=— 5Ty
4 - y:-lx
= ! d y= ! F 3 ’
A R [ e
| _5 ye=-dx
dargestellt. i
=-x
Der Leser priife die einzelnen Geraden nach, | . y==2x d
yo-ex

indem er jeweils zwei Punkte jeder Geraden
berechnet. Bild 30
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Alle Geraden gehen durch den Nullpunkt des Koordinatensystems hindurch.

Fiir positive Werte von m steigt die Gerade (Blickrichtung in positiver Richtung der
z-Achse); fiir negative m fillt die Gerade.

Je groBer m ist, um so steiler verlduft die Gerade.

Aus diesen Griinden nennt man m den Anstieg der Geraden.

Aus den beiden Wertetabellen fiir die Funktionen y = 2z und y = mz

z -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
y=2z -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8
y=mzx | —4m —-3m —-2m —-m 0 m 2m 3m 4m

erkennt man, daB sich g‘/ jeweils um 2 bzw. um »m Einheiten veréndert, wenn man z
um eine Einheit vergriBert.
Damit gilt:

Die Funktion ¥y = mz wird dargestellt durch eine Gerade durch den Nullpunkt des

Koordinatensystems, die den Anstieg m besitzt. Der Anstieg m ist dabei der Wert,
um den sich y éndert, wenn z um eine Einheit vergroBert wird.

Greift man irgendeinen Punkt P(z; y) der Geraden y = mz heraus, so kommt man
nach Bild 31 auf folgende bessere Erklirung des Anstiegs einer Geraden: Aus Bild 31
ist zu erkennen, daB

o

mZz
tana =L ="Z_
T x

ist. Demnach gilt:

Der Anstieg m einer Ge-
raden y= mz stimmt
mit dem Tangens des
Winkels iiberein, den die
Gerade mit der positiven
Richtung der z-Achse
bildet.

e
d
e
e

tana = m |
(1) Buam Bild 82
12.4.8. Die Funktion y=mx 4 b
Im Bild 32 sind die Funktionen
y=%x—2, y‘=%w—1, y=—23—z,
y=%z+1 und y=%$+2

dargestellt.

Alle Geraden verlaufen parallel zur Geraden y = %z.
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Die Absolutglieder der Funktionen stimmen mit der Ordinate des Punktes iiberein,
in dem die Gerade die y-Achse schneidet.

Allgemein gilt:

Die Funktion y = mz + b wird dargestellt durch eine Gerade mit dem Anstieg m,
die die y-Achse im Punkte P(0; b) schneidet.

12.4.4. Graflische Darstellung einer linearen Funktion

Um eine lineare Funktion y = mz + b grafisch darzustellen, ist keine Wertetabelle
mehr erforderlich. Da man wei, daB jede lineare Funktion eine Gerade ergibt, ge-
niigt es, zwei Punkte dieser Geraden auf méglichst einfache Weise zu bestimmen.

Der erste dieser beiden Punkte ist der Schnittpunkt
der Geraden mit der y-Achse, den man aus dem
Absolutglied b der Funktionsgleichung ablesen kann.
Einen zweiten Punkt erhilt man, indem man vom
Schnittpunkt P(0; b) mit der y-Achse um eine Ein-
heit in Richtung der positiven z-Achse und von da
aus um m Einheiten in Richtung der y-Achse weiter-
geht (dabei ist das Vorzeichen von m zu beachten)
bis zum Punkte @ (Bild 33). Die Verbindungs-
gerade PQ ist dann das gesuchte Bild der Funktion
y=mz+b.

Bild 33 Bild 34

Im Bild 34 sind die beiden Funktionen y = 2z + 3 und y = — 0,75z — 1,25 auf diese
Weise gezeichnet worden.

12.4.5. Graflsche Lisung von linearen Glelchungen sowle von linearen Gleichungs-
systemen mit zwei Unbekannten

Mit Hilfe der grafischen Darstellung linearer Funktionen kénnen lineare Gleichungen
sowie lineare Gleichungssysteme mit zwei Unbekannten grafisch gelost werden.

BEISPIEL 1 )
Die Gleichung 2z + 3 = 0 tst grafisch zu lisen.

Losung: An Stelle der Bestimmungsgleichung 2x + 3 = O betrachtet man die Funktions-
gleichung y = 2z + 3. Die zugehorige Gerade schneidet die z-Achse im Punkt mit der
Abszisse £ = — 1,5 (Bild 35). Dieser Wert ist die Losung der gegebenen Bestimmungsglei-
chung, denn fiir z = — 1,5 nimmt die Funktion y = 2z + 3 den Wert y = O an, wie es die
Bestimmungsgleichung verlangt.
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Bezeichnet man den Schnittpunkt einer Kurve mit der z-Achse als Nulistelle der zu-
gehorigen Funktion, so gilt:

Die Lésung einer Bestimmungsgleichung mit einer Unbekannten stimmt mit der
Nullstelle der zugehsrigen Funktion iiberein.

Fiir die Lésung einer linearen Gleichung mit einer Unbekannten bringt dieses grafische
Verfahren keinerlei Vorteile. Es gewinnt jedoch an Be-
deutung bei Gleichungen hoheren Grades, bei denen
man in vielen Fillen erst durch grafische Verfahren zur
Losung gelangt.

T T T Py T T X
/ 7
DIl 35 Dild 36
BEISPIEL 2
. 3 2y = 12
Das Gleichungssystem z+2y s8¢ grafisch zu losen.
2z -3y=—- 56
Lésung : An Stelle der beiden Beats gsgleichungen 3z + 2y = 12und 2z — 3y = — 5
betrachtet man die Funktionsgleichungen
3z + 2y =12 und 2z —3y= -5,

oder auf die Normalform gebracht

3 2 5
y=—?:|:+6 und y=?z+—3—.
Die beiden zugehérigen Geraden schneiden sich im Punkte S(2; 3). Die Koordinaten z, = 2
und y, = 3 des Schnittpunktes dieser beiden Geraden (Bild 36) stimmen mit der Lésung des
gegebenen Gleichungssystems iiberein.

Begriindung : Da der Schnittpunkt der beiden Geraden auf jeder der beiden Geraden liegt,
miissen seine Koordinaten nach 12.3.3. beide zugehdérigen Funktionsgleichungen erfiillen. Da
aber die Funktionsgleichungen formal mit den gegebenen Bestimmungsgleichungen iiberein-
stimmen, miiasen sie damit auch die Bestimmungsgleichungen erfiillen. Damit sind z, und y,
die Lésungen des Gleichungssystems.

Auch dieses Lésungsverfahren 1iBt sich ohne weiteres auf kompliziertere Gleichungs-
systeme mit zwei Unbekannten iibertragen. Fiir Gleichungssysteme mit mehr als zwei
Unbekannten ist es nicht anwendbar.
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12.6. Die quadratische Funktion
12.5.1. Begriffserklirungen
Eine Funktion der Form
y=Az*+ Bz+C |, (72)

bei der 4, B und C beliebige konstante Werte bedeuten (4 # 0), wird eine quadratische
Funktion genannt. Wie bei den quadratischen Gleichungen heiBen

A 2? yuadratisches Glied,

Bz lineares Glied und

C  Absolutglied

der Funktion.
Die zu einer quadratischen Funktion gehérende Kurve ist eine quadratische Parabel
(auch Parabel zweiter Ordnung genannt).

12.6.2, Die Normalparabel y = x*

Die zur einfachsten quadratischen Funktion y = z? gehérende Kurve!) verliuft sym-
metrisch zur y-Achse und ist nach oben

|y ge6fnet (Bild 37). Ihr tiefster Punkt, der
r Scheitel der Parabel, liegt im Koordinaten.-
175 ursprung. Im Scheitel besitzt die Parabel
| ihre groBte Krimmung.
[
-10
5
N
— — X
-5 o 5 0
Bild 37 Blld 38

1) Dem Leser wird dringend empfohlen, fiir alle Funktionen, deren Wertetabellen im Buche nicht
aufgefiihrt sind, die fehlenden Wertetafeln selbst aufzustellen und die gefundenen Werte mit
den Kurvenpunkten zu vergleichen.
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Die Kurve y = z? wird auch quadratische Normalparabel genannt.

Um einige Kurvenpunkte einer quadratischen Normalparabel schnell zeichnen zu konnen, be-
achte man folgenden Hinweis: VergroBert man z, vom Scheitel ausgehend, schrittweise jeweils
um eine Einheit, 8o wachsen die zugehérigen y-Werte zunichst um eine, dann um drei, um fiinf,
um sieben usw. Einheiten an (Bild 38).

12.6.8. Die Parabel y=x*+4 g

Die Funktionsgleichung der Parabel y = z% + g unterscheidet sich von der der Normal-
parabel y = z? durch das Absolutglied g.

Jeder y-Wert der Parabel y = 22 + ¢ ist demnach um y y=x2+3
¢ groBer (wenn ¢ > 0) bzw. um | ¢ | kleiner (wenn g < 0) F R
als der zur gleichen Abszisse gehérende y-Wert der Nor- - e
malparabel. Daraus folgt, daB das Absolutglied ¢ ledig- | yex=2

lich eine Verschiebung der Normalparabel in Richtung der
y-Achse bewirkt, so daB der Scheitel der Parabel y= 2% + ¢ I
im Punkte S(0; g) liegt. -5
Diese Verschiebung der Normalparabel in Richtung der
y-Achse wird im Bild 39 an den Parabeln

y=12?, y=2+3 und y=122-2
veranschaulicht.
12.6.4. Die Parabel y=x*4px 4 q 7

Im Bild 40 sind die drei Parabeln
y=2°, y=(z—2)? und y=(z—2)2+4

Bild 39
nebeneinander dargestellt.

Die drei Kurven sind einander trotz der verschiedenartigen Funktionsgleichungen
kongruent, d.h., sie besitzen alle die gleiche Gestalt. Alle drei Kurven sind Normal-

Yy
10

-2 -]

Bld 40
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parabeln. Sie unterscheiden sich voneinander lediglich durch ihre Lage im Koordi-
natensystem:

Die Parabel y = z? hat ihren Scheitel im Koordinatenursprung. Die Parabel y = (z—2)?
hat ihren Scheitel im Punkte S(2; 0); sie ist im Vergleich zur Parabel y = z2 lediglich
in Richtung der z-Achse verschoben. Der Scheitel der Parabel y = (z — 2)% + 4 liegt
im Punkte S(2; 4); die Parabel ist im Vergleich zur Parabel y = z2 sowohl in z-Rich-
tung als auch in y-Richtung verschoben.

Allgemein gilt:
Die zur quadratischen Funktion
y=(z—-z)+ ¥,

gehérende Kurve ist eine quadratische Normalparabel, deren Scheitel im Punkte
S(z,; ¥,) liegt und deren Symmetrieachse parallel zur y-Achse verliuft.

Durch eine geeignete Umformung (quadratische Erginzung) a8t sich jede quadratische
Funktion der Form

y=z+pz+g
auf die obige Form
y= (I_ In)2+ Ys

bringen, so daB auch jede Funktion y = 2% + pz + g durch eine quadratische Normal-
parabel dargestellt wird.
BEISPIELE

1. Die Funktion y =2 —4z+5 it zu
zeichnen.

Lésung: Umformung der Funktionsglei-
chung mit Hilfe der quadratischen Ergiin-

zung:
y=a—4zx+4+1
y=(z—2)2+1. .

Daraus liest man ab: \

T, =2; y, =1. -
Die Parabel hat demnach ihren Scheitel-
punkt im Punkte § (2; 1). Sie ist im Bild 41
dargestellt.

2. Die Funktion y = 12>+ 5z —1 ist zu
zeichnen.

y=x?eSx-1

Losung: Es ist
y=z+5x—1=
=2 + 5z + 2,5* — 7,26
y = (z + 2,6)* — 1,25. Bild 41

$1-25,-725)
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Scheitelpunktekoordinaten:
8(—2,6; — 1,6)
Die Parabel ist ebenfalls im Bild 41 dargestellt.

12.5.5. Grafische L3sung quadratischer Gleichungen

Zur grafischen Lésung quadratischer Gleichungen gibt es zwei Verfahren, die am Bei-
spiel der Gleichung

1+ z-2=0

vorgefiihrt werden sollen.

1. Verfahren: An Stelle der Bestimmungsgleichung z? + £ — 2 = O betrachtet man
die Funktionsgleichung

y=z2+z-2

und bestimmt zeichnerisch deren Nullstellen (vgl. Abschnitt 12.4.5. Beispiel 1!):
Der Scheitelpunkt der Parabel y = z* + z — 2 liegt im

Punkte S(— 0,6; — 2,26). Aus der Kurve liest man die “J
Nullstellen Lo
T, =—-2 und T, = +1 L

ab (Bild 42). L

Bild 42 Bild 43

Dieses Verfahren ist wegen der umfangreichen Reclienarbeit bei der Bestimmung des
Scheitelpunktes nicht sehr vorteilhaft.

2. Verfahren: Man bringt in der quadratischen Gleichung das quadratische Glied
allein auf eine Seite

’= -3+ 2
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und betrachtet an Stelle dieser Bestimmungsgleichung die beiden Funktionsgleichungen
y, = T* und Yo = — T+ 2.

Die zu diesen beiden Funktionsgleichungen gehérenden Kurven lassen sich leicht
zeichnen. (Es ist giinstig, wenn man sich fiir derartige Aufgaben eine Schablone fiir
die Normalparabel y = z2 anfertigt.) Die MaBzahlen der Abszissen der Schnittpunkte
beider Kurven (Bild 43) sind die Lésungen der gegebenen Bestimmungsgleichung.

In den Schnittpunkten stimmen nidmlich die y-Werte der beiden Funktionen iiberein,
so daB aus

Y1= Y
die Beziehung ?=—z+2
oder 2+ z-2=0

folgt, was ja nach der Aufgabenstellung gefordert war.

Quadratische Gleichungen, die rechnerisch mit den une zur Verfiigung stehenden Zahlen nicht
gelost werden konnen, lassen sich natiirlich auch grafisch nicht loser.

So ist z.B. die Gleichung

2z +2=0

fiir uns zunichst nicht 16sbar.

Bei der grafischen Losung der Gleichung mit Hilfe des zweiten Verfahrens wiren die Schnitt-
punkte der Normalparabel y = z* mit der Geraden y = — z — 2 zu ermitteln. Diese Gerade
lduft jedoch links unten an der Normalparabel vorbei (Bild 43).

12.5.6. Die alligemeine quadratische Funktion y = Ax*+ Bx + C

Steht bei dem quadratischen Glied einer quadratischen Funktion ein von Null und
Eins verschiedener Faktor 4, so tritt eine Formdnderung der Parabel auf. Dies soll
an den Beispielen

= z? y=2q2? ¥
y=—-2* y=-22° y=-

gezeigt werden (Bilder 44 und 45).
Die Parabeln y = 422 sind im Vergleich zur Normalparabel y = z2 gestreckt bzw. ge-
staucht, je nachdem ob |4 >1
oderob0 < | 4| < 1list. F'y
Ist A positiv, so ist die zugehdorige

Parabel nach oben gedffnet. Bei
negativem A ist sie nach ‘unten
offen. Die Symmetrieachse ist in
jedem Falle die y-Achse.

Die zur allgemeinen quadratischen
Funktion

ex?
y=x —

y=Az*+ Bz + C

gehorende Kurve ist zur Parabel
y = Az? kongruent. Durch das Bild4 Bild 45
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lineare Glied Bz und das Absolutglied C tritt lediglich eine Verschiebung der

Parabel ein.
BEISPIEL
Die Funkbtion y — — % 2+ 22 + 3 ist grafisch darzustellen.

Lésung: Wertetabelle:

x|—4—3—2 -1 0 +1 +2 +3 +4 +5 +6 +7 + 8

y |-13-76 -3 +05 +3 +45 +6 +45 +3 +05 —3 —1756 —13

Es entsteht eine nach unten gedffnete, gestauchte

Parabel, die der Parabel y = — —;— 2 kongruent ist
(Bild 46).

Der Scheitel dieser Parabel 1iBt sich nach einer
einfachen Umrechnung unmittelbar aus der Funk-
tionsgleichung ablesen :

y=—%~z’+2z+3=

¥
5

= ——;—(z“—4z+4)+5
(quadratische Erginzung)

l 2
=-3 (x—22+6
Hieraus liest man die Soheitelpunktskoordinaten
z,= 2, y,= b6 ab.

gliﬁ‘ﬁlllx

3

_y=-§7x2+2x'3

--5

Bild 46

12.6. Die Potenzfunktionen y = x"
12.6.1. y = " liir ganzzahliges positives n
Die Kurven der Potenzfunktionen y = z" heiBen Parabeln n-ter Ordnung, wenn = eine
y ganze positive Zahl ist.
Yaxk yex? Jede Parabel fiir sich ist eine zusammenhingende Kurve,

J -2
uild 47

d.h., sie besitzt keinerlei Unterbrechungen.

Bei geradzahligem n verlaufen die Kurven im ersten
und zweiten Quadranten und liegen symmelrisch zur
y-Achse. Der Scheitel jeder Kurve liegtim Koordinaten-
ursprung. AuBerdem gehen alle diese Kurven durch
die beiden Punkte P,(1;1) und P,(— 1; 1) und durch
den Nullpunkt hindurch (Bild 47).

Ist n eine ungerade ganze positive Zahl, so haben die
Kurven einen anderen charakteristischen Verlauf. Sie
liegen im ersten und im dritten Quadranten und sind
zentralsymmetrisch zum Nullpunkt. Jede Kurve geht
durch die drei Punkte P, (1;1),S8(0;0) und Py(—1;—1)
hindurch (Bild 48).

Fir £ > 1 steigen die Parabeln um so schneller an,
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je grofer die Hochzahl n ist. Der Kurvenverlauf im Intervall — 1<z < + 1 ist im
Bild 49 gesondert dargestellt.

Y
[ yr,:\"'y=x,
._m : |
L
Y

H]
rs

A
P
~ L) L x
_%: 1 2 3

f;
[
"
I [
[ --10
Bild 48 Bild 49
12.6.2. y = " lir ganzzahliges negatives n

Die Kurven der Potenzfunktionen y = z" heiBen Hyperbeln n-ter Ordnung, wenn n
eine negative ganze Zahl ist.

Mit wachsenden Werten von z werden die y-Werte immer kleiner, so daB sich die
Kurven immer mehr der z-Achse nihern, ohne sie jedoch im Endlichen zu erreichen.
Man nennt die z-Achse eine Asymptote der Hyper- VY
beln.

LiaBt man dagegen z immer mehr an den Wert Null
herangehen, so wachsen die y-Werte immer mehr an.
Damit wird auch die y-Achse zu einer Asymptote der
Hyperbeln. Die Hyperbeln sind keine zusammenhdn-
genden Kurven. Sie sind bei z= 0 unstetig. Man nennt
die Stelle = 0 eine Unstetigkeitsstelle (oder hier spe-
ziell einen Pol) der Funktion.

Bei geradzahliger Hochzahl n bestehen die Kurven aus
zwei kongruenten ,,Asten*’, die im ersten und zweiten
Quadranten verlaufen und symmetrisch zur y-Achse
liegen. Alle diese Hyperbeln gehen durch die beiden
Punkte P,(1;1) und P,(— 1;1) hindurch (Bild 50).
Bei ungerader Hochzahl n bestehen die Hyperbeln
ebenfalls aus zwei kongruenten Asten, die jedoch im
ersten und dritten Quadranten liegen und zentral-
symmetrisch zum Nullpunkt sind. Jede dieser Kurven geht durch die beiden Punkte
P,(1;1) und P,(— 1; — 1) hindurch (Bild 51). '
Alle Hyperbeln verlaufen in der Nihe des Nullpunktes um so steiler und nahern sich
fiir groBe Werte von | z | um so schneller der z-Achse, je gréBer der Exponent = ist.
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Die Funktion y = z° hat fiir jeden von Null verschiedenen Wert von z den Wert 1.
Fiir z = O fiihrt die Funktion auf die sinnlose Form 0°.
Sie ist an dieser Stelle nicht erklart.

Das Bild der Funktion y = z° ist demnach eine Par-
allele zur z-Achse im Abstand 1 (Bild 52) mit einer
,,Liicke'* bei.z = 0.

]

y=x

Blld 62

Bild 51 --5

12.6.8. y = ™ Iir gebrochene Werte von n

Von den Funktionen y = z" fiir gebrochene Exponenten n sollen hier nur diejenigen
besprochen werden, bei denen # ein positiver Stammbruch ist, also die Wurzelfunk-

tionen
n

Y= ov = VTt (n ganzzahlig, positiv).
Nach der im Abschnitt 6.1. verwendeten Definition des Wurzelbegriffes existieren diese
Wurzelfunktionen nur fiir nichtnegative Werte von z. Ihr Definitionsbereich ist dem-
nach

0<z< oo.

Fiir alle Funktionen y = V; erhilt man monoton ansteigende Kurven, die fiir groe
z-Werte um so steiler ansteigen, je kleiner der Wurzelexponent = ist.

Im Bild 53 wurden neben den beiden Funktionen y = V; und y = i/; auch die sich
von diesen nur durch das Vorzeichen unterscheidenden Funktionen y = —]/z und

y= —“V; eingezeichnet. Die beiden Kurven y = |/z und y= —V; gehen im Null-
punkt des Koordinatensystems ineinander iiber und bilden eine Parabel, die bei einer

:ﬁV;
¥ y
2 e &
—————TT Y=V y
|V Sl 3
b5
AR 2 A ! e
?\t____ =
_\.\ ......................... Y-V i A—
.\_\ | 5 0
Blld 63 ye-Vx Blld 64
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Drehung um 90° in die quadratische Normalparabel iibergehen wiirde. — Ahnliche Ver-

héltnisse liegen auch bei y = ‘]/; und y = —‘]/; vor.

12.9. Die Exponentiallunktionen y = a® und y =a—=

Funktionen, bei denen die unabhingige Verinderliche als Hochzahl einer konstanten
Grundzahl auftritt, werden Exponentiallunktionen genannt. So sind z.B.

y=2%, y=10°, y=d°* und y=37°

Exponentialfunktionen.

Ist @ = 1, so ist die Exponentialfunktion y = o~ fiir alle z-Werte erklirt. Ihr Defini-
tionsbereich ist demnach — o« < Zz < + oo,

Fiir sehr groBe negative Werte von z wird, @ > 1 vorausgesetzt, y sehr klein. Die
Kurve ndhert sich daher immer mehr an die negative z-Achse an.

Firz =0 ist y = ¢ = 1, d.h,, jede Exponentialfunktion y = a* schneidet die y-Achse
im Punkte P(0; 1).

Mit wachsendem ¢ werden die y-Werte sehr schnell groB, so daB die Kurve fiir posi-
tive Werte von z sehr steil ansteigt (Bild 55).

Die Exponentialfunktionen y = a* sind, wenn a = 1, ebenfalls fiir alle z-Werte er-
kldrt, so daB auch ihr Definitionsbereich — oo < £ < 4+ oo ist.

Mit wachsendem z werden die y-Werte immer kleiner; die Kurve y = a~% ndhert sick
demnach immer mehr der positiven z-Achse, ohne sie jedoch im Endlichen zu erreichen.

-y y

- ' l

_20 '_y=70' ‘l . _20

3 | y=10" I

- , | i

s ] ‘ L15

L ! |

i II \

. \

-0 | \ 110

L / \ |

o/ \

..5 // y=2-x \ )

r oy _}’:2. \

[ !
——m== . — === ;
2 - o z 2 - 0 z
Bild 66 Bild 56

Fir =0 wird y=a°=1, d.h., jede Exponentialfunktion y = a~* schneidet die
y-Achse im Punkte P(0; 1).

Fiir grofe negative z-Werte werden die zugehorigen y-Werte sehr groB, so dafl die
Kurve sehr steil von oben herabkommt (Bild 56).
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Die beiden Kurven y = ¢ und y = a~* verlaufen symmetrisch zur y-Achse (Bild 57).
Ist @ > 1, 8o ist y = a® eine monoton steigende Funktion, wihrend y = a~% eine monoton
) fallende Funktion ist. Beide Funktionen besitzen keine

y  y=a* negativen Funktionswerte. Sie verlaufen demnach vollkommen
oberhalb der z-Achse.
\
\ Ista = 1, 80 erhilt man als Bild der Funktion y = 1* die Parallele
\ 7ur z-Achse im Abstand 1.
\ Ist 0 < a < 1, 80 1aBt sich die zugehorige Exponentialfunktion auf
\ einen der bereits behandelten Fille zuriickfiihren, wenn man be-
\\ achtet, daB
1 1)z 1 1\-=
N\ == (L T — —(—
- k() e e ()
— . \T‘ - x  ist.
21 Wy o205 Fiir negative Grundzahlen a hat die Exponentislfunktion y = a*
Blid 57 bzw. y = a~* keinen Sinn.
12.8. Die logarithmische Funktion

Die logarithmische Funktion

y=log,z
ist nur fiir a > 0 und = 1 sowie nur fir positive z-Werte erklirt, da es keine Logarith-
mensysteme mit negativen Basen sowie
keine Logarithmen von negativen Numeri
gibt. Der Definitionsbereich der Funk-
tion y = log, z ist demnach 0 < z< o=
(Bild 58).
Die logarithmischen Funktionen y = log, z
verlaufen nur im ersten und im vierten
Quadranten. Sie schneiden alle die z-Achse
im Punkte P(1;0). Ist die Basis a > 1,
so steigt die zugehérige logarithmische
Funktion monoton an. Ist dagegena <1,
so fdllt die zugehérige logarithmische
Bild 58 Funktion monoton.

12.9. Zur Theorie des Rechcnstahes

12.9.1. Funktionsleitern

Trigt man auf einer Geraden Teilpunkte ab, die von einem Anfangspunkt 4 die Ent-
fernungen

e.=m-{(2) (73)

besitzen, und bezeichnet man die Teilpunkte mit dem jeweils zugehérigen Argument-
wert z, so entsteht eine Funktionsleiter (Funktionsskale!)) fiir die Funktion f(z). Die

1) gcala (lat.) die Leiter.

18 Elementarmathematik
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Gesamtheit der Teilpunkte wird Teilung der Leiter genannt. Die GriBe m ist ein
Mapstabsfaktor.
Speziell nennt man die durch e, = m - z hervorgegangene Teilung einer Leiter die

lineare Teilung; e, = m - z? liefert die quadratische Teilung; e, = m - — dle reziproke
Teilung, e, = m - log, z die

logarithmische Teilung usw.

Das Kennzeichen der linea- 7% ™  n T e T T
ren Teilung einer Leiter ist o . m.x? gy "
der gleichmafige Abstand 0 05 06 07 08 03 10
aller Teilpunkte. Bei allen &.:=mVx : Y L S—
iibrigen Teilungen sind die 0 1 02 03 0% 050607080910
Abstinde der Teilpunkte eem-Vx — T T
untereinander verschieden. eeme L 0 01 02 030405 0
Im Bild 59 sind verschie- X aozg10 5 4 3 2 ]
dene Leitern dargestellt. Der ec=m-lgx : : — et
MaBstabsfaktor m betrigt 1 2 3 4 5 6 788910
in allen Fillen m = 6,6 cm. Bid 60

12.9.2. Die logarithmische Tellung

Neben der linearen Teilung einer Leiter (gleiche Abstinde zwischen den Teilpunkten)
ist die logarithmische Teilung fiir die Anwendungen besonders wichtig. Aus diesem
Grunde wurde im Bild 60 die Entstehung des Abschnittes 1 < z < 10 einer logarith-
mischen Teilung noch einmal dargestellt.

Da sich die Mantissen der dekadischen Logarithmen von Zehnerpotenz zu Zehner-
potenz wiederholen, ist die Teilung einer logarithmischen Leiter im Intervalll < z <10
die gleiche wie in den Intervallen 0,1 < z <1 oder 10 < z < 100 usw.

— :

lo— (602 —————a— | i

=l —= I — A A
7 2 3 4 5678910 91 95 10 5 10 50 100
Bild 60 Bild 61

Eine logarithmische Leiter, deren Bereich sich iiber mehrere Zehnerpotenzen erstreckt,
besteht demnach aus mehreren kongruenten Teilstiicken, die sich nur in der Bezeich-
nung der Teilpunkte voneinander unterscheiden. Man kann also die Teilung fiir das
Intervall 1 < z <10 auch fiir jedes andere Intervall 10® < z < 10"*! verwenden
(Bild 61).

12.9.8. Verschiebbare Leitern

Setzt man an eine Strecke der Linge a eine zweite Strecke der Linge b an, so erhilt
man eine Gesamtstrecke der Lénge ¢ = a + b.

Liegen nun zwei mit dem gleichen Mafstab m linear geteilte Leitern nebeneinander, so
entspricht diesem Aneinanderreihen zweier Strecken a und b wegena=m-z,b=m-y
und ¢ = m - z die Aufgabe

m-z=m-z+m-y

oder z=z+ y.
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Mit Hilfe zweier gegeneinander verschiebbarer, kongruenter, linear geteilter Leitern
1aBt sich demnach jede Additionsaufgabe (und damit auch jede Subtraktionsaufgabe)
losen. Im Bild 62 wurde auf diese Weise die Aufgabe 4 + 5 = 9 gelost. i
Verwendet man nun an Stelle der linearen Teilung auf beiden Leitern eine logaritk-
mische Teilung, so da

a=m-lgz b=m: gy c=m-lgz

' cea+b f-——c:aob—ul
— :
: a_T_b_*‘ :-.—a JI-A b —>
T H T T
! 61236.6789} i i 2 3 4 567 }
] A, A e ] L. i i .
T T T U 1 T Y 1 T T v T rrrr
10123'056789103 |1 2 3 4 56789% 15{

Bild 62 Bild 63
ist, so entspricht dem Aneinanderfiigen der beiden Strecken a und b die Aufgabe
m-lgz=m-lgz+m-lgy
lgz=1gz + lgy,

woraus z=1z-y

folgt.

Mit Hilfe zweier gegeneinander verschiebbarer, kongruenter, logarithmisch geteilter
Leitern 1aBt sich demnach jede Multiplikationsaufgabe (und damit auch jede Divisions-
aufgabe) losen. (Im Bild 63 ist die Losung der Aufgabe 2 - 5 = 10 dargestellt.)

Dabei besitzt die logarithmische Teilung einen groBen Vorteil. Da die Teilung von
1 bis 10 genau dieselbe Gestalt besitzt wie die Teilung von 10 bis 100 usw., ist es hin-
sichtlich der Ziffernfolge gleichgiiltig, ob man 2 - 5 oder 20 - 0,5 oder 0,02 - 0,005 oder
dergleichen zu rechnen hat. Die Ziffernfolge stimmt bei allen drei Ergebnissen iiber-
ein; es braucht lediglich die Kommastellung durch eine Uberschlagsrechnung fest-
gestellt zu werden.

12.9.4. Der logarithmische Rechenstab

Der logarithmische Rechenstab ist nichts anderes als eine Einrichtung, mit deren Hilfe
logarithmische Leitern gegeneinander verschoben werden kénnen. Auf dieser Verschieb-
barkeit logarithmischer Leitern beruht seine Anwendung bei Multiplikations- und
Divisionsaufgaben.

Dariiber hinaus sind auf jedem Rechenstab mehrere logarithmische Teilungen mit ver-
schiedenen MaBstiaben eingraviert. Die Leitergleichungen fiir die einzelnen Skalen lauten
beim handelsiiblichen Rechenstab mit 25 cm Skalenlénge

e;:=25 cm:-lgz fiir die C- und D-Skale,
e;=125cm-Igz fiir die A- und B-Skale,
e,=83 cm-lgz fiir die K-Skale,

e, =25 cm- (1 —lgz) fiir die CI-Skale und
e,=25 cm-z fiir die L-Skale.

Aus den verschiedenen MaBstiben der einzelnen Skalen ist es zu erklaren, dal genau
senkrecht iiber einem Wert der D-Skale in der A-Skale das zugehorige Quadrat, in

16*
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der K-Skale die zugehorige Kubikzahl usw. zu finden ist. Denn die Zahl z besitzt auf
der D-Skale die Entfernung

e;=25cm: gz A7 ¥ y l
vom Anfangspunkt, wihrend die Zahl y auf der A-Skale [ i , _J
die Entfernung Ii ! P X J
e,=125cm-lgy BIId 64

vom Anfangspunkt besitzt. Wenn die beiden Zahlen z und y genau senkrecht iiber-
einanderstehen (Bild 64), muB

e, = e,

sein, d.h., es muB
126cm:-lgy=25cm-lgz
lgy=2-lgz = 1g(z*)

gelten, woraus

= z3
folgt.

In dhnlicher Weise lassen sich auch alle anderen bereits bekannten Zusammenhinge
zwischen den einzelnen Skalen des Rechenstabes erkliren.

AUFGABEN

263. Untersuche, welche von den gegebenen Punkten auf den Kurven liegen, die durch nach-
stehende Funktionsgleichungen bestimmt sind :

8) y=3x+2
Py (05 —2) P, (-1; -1 P, (—%;0)
b)3z—-4y+7=0
P, (% %7) Py (—4;3) P, (—32; 46)
2 5
c) .'/=—?3'+T
4 ) 2 133
P, (7.5) P, (—86; 5) P, (?, _W)
7
d) y=z—zz+z—3
P, (4,71; —2,36) P, (% _2$) P, (—14; —95)

e) 422 —-3y2 =16
P, (-2;0) P, (% 18) P, (—%Vﬁ;l)
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264. Berechne fiir die gegebenen Ordinaten die Abszissen der Punkte, die die folgenden Funk-
tionsgleichungen erfiillen :

4 2 . 2
a)y=Fz—? fiir =4 v, = —1 T
b) y=—-6z+2 fiir Y =2 ys=0 Y= — 4
" 2 3 2
c) 7z—9y—-3=0 fiir y,=—? yz=5T y,=1-9-
d) y=4z*-9 fiir Y= -1 y, = 8,64 Yy = 27
o) y=16z"+z—6  fir 3 =0 y,=73% vo= —4
2665. In welchen Punkten schneiden die Kurven, die durch folgende Funktionen gegeben sind,
die Koordinatenachsen?
8) y=z-2 b) y=3z+6
c) ——-2-2 4 d) 6 10=0
y=-gz-3 ) 6z -0y —10=
e) 14z - 8y +21 =0 f) y=2 -3z
g y=—42* -6z + 4 h) 6y = — 362" — 262z — 491
i) z* + y* = 6,76 k) 4z* + 9y* = 100
266. Berechne die Schnittpunkte der folgenden Kurven:
a) y=4z+3 und y=%z-2
b) y=08z-23 und 2z+30y—36=0
c) y=56z—8 und =—%z+ll
3
d y=5z-3 und y=—6z—18
1
e)z+y—-2=0 und —F2+Fy—
f) y=-3z-1 und y=-1
g) y=-3z*+56 und y=z+1
h)y=%)z'+4 und y=272-3
i) y=—-6z*—20z— 23 und y=%z"+3z
k)y=—%z’—l4z—9 und y=38+2z+ -2
267. Ldee grafisch:

a) %z+2=0

c) 3z—-2y+1 =0
z+3y—18=0

e) 3z— y—4=0
z+3y+2=0

b) —06z+32=0

d) 4z +2y =1
3z—-6y=17

f) 3z -2y =11
2z +3y=16
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g) 3z+ 2y =12 h) z+2y=3
bz—2y= 4 —z+6y=3

i) 3z—-2y—2=0 k) z+2y=4
z+2y—4=0 2z +4y+5=0

Dz+ y+1=0 m) y=3z+5
—2z4+y=86 6z—-2y+10=0

n) 3z 4+ 2y =2 o) 3z+y=4
3z—4y=-1 y+3z—-2=0

268. Bestimme Offnungerichtung, Qffnungestiirke und Lage des Scheitels der folgenden Parabein
und gib an, wo die y-Achse und wie oft die z-Achse geschnitten werden!

8) y=—22— 4z b)y:———g—z’+62—7

c) y=03z*—2,7 d) y=—-322+6z—-1

e) Ty=8z*+16z— 6 fl)y=—-—2*+2z-3

s)y=%==—2z h) y=42>+2z—86

i) y=—2"— 16z + 2,12 k) —4y=2z*—6z+8
269. Lose grafisch (auf Millimeterpapier):

a) 22 4+03z—-13=0 b) 22 - 16z—-456=0

c) 22—4z+13=0 d) 2 -34z=0

e) 22 +03z—-7=0 f) » — 14y + 049 =0

g) *+28z+2=0 h) 422 +42-3 =0

i) 62> + 18z + 162 =0 k) 5y + 10y — 22 =0

270. a) Welche Kurvenform ergibt sich, wenn das OmmMsche Gesetz U = R . I grafisch dar-
gestellt wird:

a) U als Funktion von I bei konstantem R

U, " » R ., ' 1
wiI , " »w R, ” U
é I , " w U " R
€§) R, . w I, » )
) R, " w U . " ]

b) In Abhingigkeit vom Radius r sind darzustellen:

~

a) der Umfang eines Kreises,
B) die Fliche eines Kreises,
y) die Oberfliche einer Kugel,

6) das Volumen einer Kugel.

Welche Kurven ergeben sich?



PLANIMETRIE

13. Grundbegriffe der Geometrie

Die Planimetrie ist die Lehre von den Formen und Beziehungen von Figuren in der
Ebene. Entsprechend den Zahlen in der Arithmetik werden demzufolge in der Plani-
metrie die Punkte, Geraden, Winkel usw. als Grundelemente verwendet.

Unter der Stereometrie versteht man die Lehre von den Formen und Beziehungen von
Korpern im Raume.

13.1. Punkt

Definition:
Der Punkt ist das einfachste geometrische Gebilde, er ist eine gedachte Stelle im
Raum und besitzt keine Ausdehnung (Dimension).

Die Bezeichnung erfolgt durch groBe lateinische Buchstaben.

13.2. Linie

Definition:
Eine Linie entsteht durch die Bewegung eines Punktes. Sie besitzt eine Ausdehnung,
die Lingenausdehnung. Andert der Punkt dabei seine Bewegungsrichtung nicht, so
entsteht eine Gerade.

Definition:
Eine einseitig begrenzte Gerade heit Strahl.
Eine zweiseitig begrenzte Gerade heiBt Strecke.

Eine Strecke kann auch erklirt werden als die kiirzeste Verbindung zweier Punkte.
Als LingenmaB sind das Meter sowie dessen Bruchteile und r
Vielfache festgelegt. (Vgl. Anhang!) n P
Linien werden durch kleine lateinische Buchstaben bezeichnét. Bild 65

Bei Strecken dient der Buchstabe zugleich als Ersatz fiir die

GriBe, z.B. bei Berechnungen. Ferner bezeichnet man Strecken noch durch Angabe
ihrer Endpunkte.

Zum Beispiel:
r = Strecke MP= M P (Bild 65).

13.3. Fliche

Definition:
Eine Fliche entsteht durch die Bewegung einer Linie, sofern diese nicht in sich
selbst verschoben wird. Die Fliche besitzt zwei Ausdehnungen, niamlich Linge und
Breite, sie ist zweidimensional.
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Definition:

Verschiebt man eine Gerade ohne sie zu drehen lings einer anderen Geraden, so
entsteht eine Ebene.

Ein bestimmtes Fliachenstiick wird durch Linien begrenzt.
Als FlichenmaB sind der Inhalt eines Quadrates von 1 m Seitenlinge sowie dessen
Bruchteile und Vielfache festgelegt. (Vgl. Anhang!)

13.4. Raum
Definition:

Der Raum entsteht durch die Bewegung einer Fliche, sofern diese nicht in sich
selbst verschoben wird. Der Raum besitzt dret Ausdehnungen, némlich Lidnge,
Breite und Hohe. Er ist dreidimensional.

Ein bestimmter Kérper wird durch Flichen begrenzt.
Als MaB fiir seinen Rauminhalt, das Volumen, sind das Volumen eines Wiirfels von
1 m Kantenlinge sowie dessen Bruchteile und Vielfache festgelegt. (Vgl. Anhang!)

13.5. Winkel
Definition:

Der Winkel .ist der Richtungsunterschied zweier Strahlen, der Schenkel des Win-
kels. Der gemeinsame Endpunkt beider Strahlen ist der Scheitelpunkt des Winkels.

Winkel werden durch kleine griechische Buchstaben bezeichnet unter Verwendung
der Schenkel oder unter Zuhilfenahme dreier Punkte, von denen der mittlere der
Scheitelpunkt ist, wihrend die anderen beiden je auf einem

Schenkel liegen. A
Zum Beispiel: L
y=<4%A48B=(a,b)= Winkel ASB  (Bild 66). &« i - B

Als WinkelmaB sind das Grad und dessen Bruchteile festge- pudee
legt. Ein Grad ist der Richtungsunterschied zweier benach-

barter Strahlen, wenn man den Kreis vom Mittelpunkt aus in 360 gleiche Teile zerlegt.
(Vgl. Anhang!)

Uber die Winkelmessung im BogenmaB vgl. Abschnitt 25.
Nach der GroBe der Winkel trifft man folgende Einteilung:

0°<a< 90° Spitzer Winkel,
a= 90°=1L Rechter Winkel,
90° < a < 180° Stumpfer Winkel,
o = 180° = 2L Qestreckter Winkel und
180° < a Uberstumpfer Winkel.

Das Zeichen fiir ,,rechtwinklig” ist 1. Rechte Winkel kann man durch einen in den
Winkel gesetzten Punkt kennzeichnen.
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Definition:

Komplementwinkel sind solche, die einander zu 90° erginzen.
Supplementwinkel sind solche, die einander zu 180° erginzen.

14. Lagebeziehungen zwischen Geraden und Winkeln
14.1. Parallele Geraden
Definition:

Parallele Geraden sind solche, die iiberall gleichen, rechtwinklig zu messenden Ab-
stand haben.

Diese Definition ist gleichwertig mit der Aussage, daB parallele Geraden einander
nicht schneiden.
Das Zeichen fiir parallel ist ||.

In der darstellenden Geometrie verwendet man auch folgende Definition:
Definition:
| Parallele Geraden schneiden einander im Unendlichen.

Diese Definition scheint im Widerspruch zu der vorher gemachten Aussage zu stehen.
Das ist nicht der Fall, wenn man beriicksichtigt, daB

»»...8chneiden einander im Unendlichen'
gleichbedeutend ist mit

,»...8chneiden einander nicht tm Endlichen‘.

Diesen Sachverhalt kann man sich an Bild 67 veran-
schaulichen.

Die Gerade f liegt fest. Sie wird von der Geraden g in S geschnitten. Je weiter sich
g um den Drehpunkt in die Grenzlage als Parallele dreht, desto weiter wandert der
Schnittpunkt weg; im Grenzfall ist seine Entfernung vom Drehpunkt ,,unendlich
groB* geworden.

Blld 67

14.2. Nebenwinkel
Definition:

Zwei Winkel sind Nebenwinkel, wenn sie einen Schenkel gemeinsam haben und die
beiden anderen Schenkel einen gestreckten Winkel bilden.

Daraus ergibt sich unmittelbar der
Satz 1:

| Zwei Nebenwinkel erginzen einander zu 180°.

Daraus folgt weiter der
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Satz 2:
| Sind zwei Nebenwinkel gleich, so ist jeder ein rechter Winkel.

Wihrend Nebenwinkel stets Supplementwinkel sind, sind Supplementwinkel nur dann
Nebenwinkel, wenn sie einen Schenkel gemeinsam haben.

14.3. Scheitelwinkel
Satz:
eim Schnitt zweier Geraden ergeben sich zwei Paare gleicher Winkel.
Beim Schni ier Gerad ben sich iP leicher Winkel

Bewets: Nach Bild 68 ist §, Supplementwinkel sowohl zu «, als auch zu «,. Also gilt
o = o,.
Entsprechend beweist man die Gleichheit von 8, und §,.

. £,
Definition: ay > @,
Gleiche Winkel an sich schneidenden Geraden heiBen Scheitel- ’

winkel. Diid 68
14.4. Winkel an Parallelen
Definition:

Zwei parallele Geraden werden von einer dritten Geraden geschnitten. Bei Ver-
schiebung einer der Parallelen bis zur Deckung mit der anderen sind Stufenwinkel
solche, die sich decken, gegeniiberliegende Winkel solche, die zu Nebenwinkeln auf
ein und derselben Seite der schneidenden Geraden und Wechselwinkel solche, die
zu Scheitelwinkeln werden.

Nach Bild 69 sind Paare von

Stufenwinkeln gegeniiberliegenden Wechselwinkeln
Winkeln

e und o’ o und & o und §’

B . F B . v B ¥

y ” y ')’ ” ﬂ’ }’ ” a’

é , ¢ é ,, o é ., F

Bild 60

Bisweilen spricht man auch von Stufen-, gegeniiberliegenden und
Wechselwinkeln an nicht parallelen Geraden. Dann miiBte man die verschiedenen Winkelpaare
mit Hilfe der letztgenannten Lagebeziehungen erkliren.

Satz:

Stufenwinkel an Parallelen sind gleich;
gegeniiberliegende Winkel an Parallelen sind Supplementwinkel;
Wechselwinkel an Parallelen sind gleich.

Der Beweis ergibt sich aus der in der Definition genannten Parallelverschiebung.
Von diesen Sitzen gilt auch die Umkehrung.
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Unter der Umkehrung eines Satzes versteht man in der Mathematik die Vertauschung
von Voraussetzung und Folgerung. Das sei au Hand des Satzes von den Stufenwinkeln
erliutert:

Urspriingliche Form:

Wenn die gesohnittenen Geraden parallel laufen, dann sind die Stufenwinkel gleich.

Umbkehrung:

Wenn die Stufenwinkel gleich sind, dann laufen die geschnittenen Geraden par-
allel.

Nicht alle geometrischen Aussagen sind umkehrbar, wie beispielsweise aus der Be-
merkung am Ende des Abschnittes 14.2. hervorgeht.

Im folgenden werden die Umkehrungen von Sitzen, sofern sie gelten und von Bedeu-
tung sind, mit genannt.

Auf der Umkehrung des Satzes von den Stufenwinkeln beruht beispielsweise die zeichnerische
Konstruktion paralleler Geraden durch Verschiebung des Zeichendreiecks lings eines Lineales.

Siamtliche Betrachtungen des Abschnittes 14.4. lassen sich erweitern auf eine Schar
von Geraden bzw. Parallelen.

156. Symmetrie
15.1. Axiale Symmetrie
Definition:

Randpunkte bei gleichem Umlaufsinn in gleicker oder umgekehrter Reihenfolge be-

Zwei Figuren heiBen gleichsinnig oder entgegengesetzt orientiert, je nachdem, ob ihre
riihrt werden.

BEISPIEL

In Bild 70 erhilt man, wenn man beide Hilften im Uhrzeigersinn umliuft, links die Reihen-
folge A’ B’C’D’, rechts aber A DC B. Die Figuren sind d. h entgegengesetzt orientiert.

Definition:
I Zwei Punkte liegen symmetrisch zu einer Geraden, der Sym-

metrieachse, wenn sie von ihr gleichen Abstand haben und
ihre Verbindungsgerade senkrecht zur Symmetrieachse steht.

Wird diese Bedingung zugleich von mehreren Punktepaaren
erfiillt, so entsteht eine axialsymmetrische Figur, deren Hilften B4 70
deckungsgleich, aber entgegengesetzt orientiert sind. Eine Hilfte

kénnte aus der anderen durch Spiegelung an der Symmetrieachse hervorgegangen
sein (Bild 70).
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15.2. Zentrale Symmetrie
Definition:

Zwei Punkte liegen zentralsymmetrisch zu einem Punkt, dem
Symmetriezentram, wenn sie von ihm gleichen Abstand haben
und wenn ihre Verbindungsgerade durch diesen Punkt hin-
durchgeht.
Wird diese Bedingung zugleich von mehreren Punktepaaren erfiilit,
so entsteht eine zentralsymmetrische Figur. Die beiden Hil‘ten

einer solchen Figur sind deckungsgleick und gleicksinnig orie wtiert
(Bild 71).

16.3. Geometrische Grundkonstruktionen

Allen hier genannten Beispielen liegt aziale Symmetrie zagrunde.
Alle Konstruktionen sind nur mit Zirkel und Lineal auszufiihren.

BEISPIELE
1. Die Strecke A B soll halbiert werden.

Blld 71

Erster Losungsweg: Zwei Kreisbogen mit gleichem Radius um 4 und B schneiden ein-

ander in S, und ,. Deren Verbindungsgerade schneidet 4 B im gesuchten Mittelpunkt M
(Bild 72a).

Zweiter Lésungsweg : Je zwei Kreisbogen mit verschiedenen Radien um A4 und B ergeben
als Schnitte jeweils zweier Kreisbogen mit gleichem Radius S, und §,. Deren Verbindungs-
gerade schneidet 4B im gesuchten Punkt M (Bild 72b).

37
52
‘ g |
A M 8 A M 8 A P E}
52
Blld 728 Blld 72b Bild 73

. Auf der Strecke A B soll die Mittelsenkrechte errichtel werden.
Die Konstruktion erfolgt wie in Beispiel 1.

. Im Punkt P der Geraden g soll die Senkrechte errichtet werden.

Loésung: Ein beliebiger Kreisbogen um P schneidet g in 4 und B. Zwei Kreisbigen mit glei-
chem Radius um A4 und B schneiden einander in S. S mit P verbunden ergibt die gesuchte
Senkrechte (Bild 73).
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4. Vom Punkt P soll auf die Gerade g das Lot gefillt werden.

Loésung - Ein beliebiger Kreis um P schneidet g in 4 und B. Zwei Kreisbogen mit gleichem
Radius um A4 und B schneiden einander in C. C mit P verbunden ergibt das gesuchte Lot
(Bild 74).
- . 0P
5. Ein Winkel soll halbiert werden.

Loésung: Ein beliebiger Kreis-
bogen um den Scheitel S schnei-
det beide Schenkel in 4 und B.

Zwei Kreisbogen mit gleichem ¢ Y] % &

Radius um 4 und B schneiden / \
einander in C. Die Verbindungs- S s
gerade SC ist die gesuchte ) r \K
Winkelhalbierende (Bild 75). “ -

Bild 74 Blld 75

Anmerkung: Bei allen fiinf Kon-

struktionen ist zu beachten, daB

der Radius der Kreisbogen geniigend groB8 gewihlt wird, da sich sonst ,,schlesfende‘ oder gar
keine Schnitte ergeben. (Als schleifenden Schnitt bezeichnet man einen solchen, bei dem der
Winkel zwischen den sich schneidenden Linien sehr spitz ist, so daB der Schnittpunkt nur unge-
nau zu bestimmen ist.)

Der Vollstindigkeit halber seien noch zwei Grundkonstruktionen erwihnt, die aller-
dings mit der Symmetrie in keinem Zusammenhang stehen:

BEISPIELE

6. Zur Geraden g soll eine Parallele sm Abstand d gezeichnet werden.
Loésung: An beliebiger Stelle von g errichtet man die Senkrechte. Auf ihr trigt man d ab
und erhélt P. Jetzt hat man durch P die Parallele zu g zu bestimmen. Durch Errichten eines
zweiten Lotes von der Linge d ergibt sich P’. Die Verbindungsgerade PP’ ist die gesuchte
Parallele. Praktisch konstruiert man die
Parallele durch P zu g mittels Parallel-
verschiebung des Zeichendreiecks.

7. Im Punkt A der Geraden g soll esn gegebener
Winkel a angetragen werden. Z

Losung: Um den Scheitel § des Win- $ r A 159
kels « schligt man einen beliebigen ;4 74
Kreisbogen. Er schneidet die Schenkel in

Pund 7. SP wird auf g von 4 aus abgetragen, es ergibt sich Schnittpunkt B. Kreisbogen mit
SPum 4 und mit 77 um B ergeben C als Punkt des gesuchten Schenkels (Bild 76). ,

P C

15.4. Geometrische Orter

Definition:
Unter einem geometrischen Ort versteht man die Menge aller Punkte, die einer ge-
forderten Bedingung geniigen.

Die Gesamtheit dieser Punkte ergibt in der Ebene im allgemeinen eine Linie.

BEISPIELE

1. Der geometrische Ort aller Punkte der Ebene, die von einem festen Punkt M den Abstand r
haben, st der Kreis um M als Mittelpunkt mit der Strecke r als Radius (Halbmesser) (Bild 77).
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Blld 79

5.

Der geometrische Ort aller Punkte der Ebene, die von einer festen Geraden g den Abstand d
haben, besteht aus zwes Parallelen im Abstand d (Bild 78).

Der geometrische Ort aller Punkte der Ebene, die von zwei festen Punkten A und B gleich weit
entfernt liegen, ist die M ittelsenkrechte der Strecke A B (Bild 79).

Blid 81

9

h

. Der geometrische Ort aller Punkte der Ebene, die von den festen Geraden g und h gleich weit ent-

fernt liegen, ist deren Mittelparallele, sofern g und h parallel liegen. Schneiden sich jedoch g und h,
dann ergeben sich die (aufeinander senkrecht stehenden) Winkelkalbierenden der beiden Paare
von Scheitelwinkeln (Bilder 80 und 81).

Alle geometrisch und technisch interessanten Kurven lassen sich, oft sogar auf ver-
schiedene Weise, als geo-
metrische Orter erkliren.
Dazu noch zwei Beispiele:
BEISPIELE

Der geometrische Ort der
Mittelpunkte aller Kreise
mit dem Radiuar,die durch
den festen Punkt P gehen,
18t der Kreis mit dem Ra-
diusrum P als Mittelpunkt
(Bild 82).

Der geometrische Ort der
Mittelpunkte aller Kreise,
dieduych den festen PunktP
gehen und die Gerade g
beriihren, sst eine Parabel
(Bild 83).

(S

Bild 83
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16. Das Dreieck
16.1. Allgemeines Dreieck
Definition:

| EinDreieck ist ein von drei Strecken, seinen Seiten, begrenztes Stiick einer Ebene.
Am Dreieck sind folgende Bezeichnungen iiblich: (Bild 84)

e a A
Der Seite {4 liegen gegeniiber der Winkel {# und der Eckpunkt {g
c e
Strecken und Winkel bezeichnet man als Stiicke des Dreiecks.

Satz 1:
Die Winkelsumme im Dreieck betragt 180°.
g

Beweis: In Bild 85 zieht man die Hilfslinie g parallel zu A B durch C.

Es gilt: o= und c
B=F als Wechselwinkel.

Da ferner o +y+ f =180°, b \

gilt auch a+f+y=180°, w.z.b. w.1) A = 3

Definition: Blld 8¢

einer Seite des Dreiecks und der verlingerten anschlieBen-

AuBenwinkel nennt man einen solchen Winkel, der von
den Seite eingeschlossen wird.

Man findet also an jeder Ecke des Dreiecks zwe: AuBenwinkel.
In Bild 85 sind diese beispielsweise in Punkt B 8, und 4,.
Beide méglichen AuBenwinkel sind aber als Scheitelwinkel Bld 85

gleich, so daB man vom Aufenwinkel in 4, B oder C schlecht-

hin sprechen darf, sofern nur die GréBe und nicht die Lage des Winkels interessiert.

Satz 2:

Jeder AuBenwinkel am Dreieck ist gleich der Summe der nicht anliegenden Innen-
winkel.

Beweis:  In Bild85ist a+ 8 +y = 180°
und B+ 46, =180°. 4
Durch Subtraktion beider Gleichungen ergibt sich
a+y=46,, w.z.b.w.

1) w. z. b. w. ist die Abkiirzung fiir ,,was zu beweisen war*.
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Satz 3:
| Die Summe der AuBenwinkel am Dreieck betrigt 360°.

Bewets: Nach Satz 2 gilt:

AuBenwinkel in 4 = B+y
» w B= « +y
2 w C= a+f
Summe der AuBenwinkel = 2(a + 8 + y) = 360° w.z.b.w.

Dreiecks-Ungleichung:
ea+b>c; b+c>a; c+a>b

oder in Worten:
I Die Summe zweier Seiten im Dreieck ist stets gréBer als die dritte.
Dieser Sachverhalt ist anschaulich klar, wenn man bedenkt, daB der direkte Weg von
einer Ecke zur anderen stets kiirzer ist als der Umweg iiber die dritte Ecke.
Nach den Gesetzen iiber das Rechnen mit Ungleichungen kann man die Dreiecks-
ungleichung z.B. auch folgendermaBen schreiben:
c—b<a
oder in Worten:
| Die Differenz zweier Seiten im Dreieck ist stets kleiner als die dritte.
Nach dem grften im Dreieck vorkommenden Winkel unterscheidet man

spitzwinklige Dreiecke,
rechtwinklige Dreiecke und
stumpfwinklige Dreiecke.

Die beiden iibrigen Winkel sind in jedem Fall spitze Winkel, wie sich unmittelbar aus
der Winkelsumme ergibt.
Nach der Linge der Seiten unterscheidet man

ungleichseitige Dreiecke  (alle Seiten sind verschieden lang),
gleichschenklige Dreiecke (zwei Seiten sind gleich lang) und

gleichseitige Dreiecke (alle Seiten sind gleich lang).
16.2. Spezielle Dreiecke
Definitionen:

Die zwei Seiten eines rechtwinkligen Dreiecks, die den rechten Winkel einschlieBen,
heiBen Katheten. Die dem rechten Winkel gegeniiberliegende Seite heiBt Hypo-
tenuse.

Die zwei gleich langen Seiten eines gleichschenkligen Dreiecks heiBen dessen Schen-
kel. Die dritte Seite, die der Spitze gegeniiberliegt, heiBt Basis (Grundlinie).
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Durch Umklappung eines rechtwinkligen Dreiecks um eine seiner Katheten erhilt
man als Gesamtfigur ein gleichschenkliges Dreieck mit der genannten Kathete als
Symmetrieachse (Bild 86). Aus der Deckungsgleichheit beider

Teildreiecke ergeben sich fiir das gleichschenklige Dreieck die c
Satze: \
1. Die beiden Winkel an der Basis sind gleich. N\
2. Die Mittelsenkrechte der Basis halbiert den Winkel an \
der Spitze. AN
Ist die Linge der Schenkel gleich der der Basis, erhilt man ein -*-@‘A'
gleichseitiges Dreieck. Bild 88

Satz 3:
Im gleichseitigen Dreieck sind alle Winkel gleich 60°.
g g g

Beweis: Da man jede Seite als Basis auffassen kann, sind alle Winkel paarweise gleich.
Daraus folgt die Gleichheit aller Winkel, denn aus dem Satz von der Winkelsumme folgt:

3a = 180°
a = 60° w.z. b.w.
16.3. Dreieckstransversalen und deren Schnittpunkte

Definrtion:
Dreieckstransvorsalen sind Geraden, die ein Dreieck schneiden. Im engeren Sinne
versteht man darunter
die Scitenhalbierenden, das sind Geraden, die den Mittelpunkt einer Seite mit dem
gegeniiberliegenden Eckpunkt verbinden, bezeichnet mit s,, s, und s,;
die Mittelsenkrechten der drei Seiten, bezeichnet mit m,, m, und m,;
die Hohen, das sind die Lote, die von den Eckpunkten auf die jeweils gegeniiber-
liegenden Seiten bzw. deren Verlingerungen gefillt werden, bezeichnet mit A,,
hy und k. und

die Winkelhalbioronden, bezeichnet mit ,, 105 und w,.

Die drei Transversalen jeder Gruppe schneiden sich in je esnem Punkt, den sogenannten
merkwiirdigen Punkten des Dreiecks. Das Mefkwiirdige dieser Punkte besteht darin,
daB sie sich als Schnittpunkte dreter Geraden ergeben, wihrend ein Punkt im all-
gemeinen durch den Schnitt zweior Geraden bestimmt ist. Bei der Konstruktion dieser
Punkteist es aber aus Griinden der Zeichenkontrolle vorteilhaft, alle drei Bestimmungs-
geraden zu verwenden.

Definition:

Der Umkreis ist der Kreis, auf dem alle Eckpunkte eines Dreiecks liegen.
Der Inkreis beriihrt alle Seiten des Dreiecks.

Satz 1:
Die Mittelsenkrechten des Dreiecks schneiden einander in einem Punkt, dem Mzitiel-
punkt des Umkreises.

1?7 Elementarmathematlk
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Beweis: In Bild 87 schneiden sich m; und m, in M. Infolge der Ortseigenschaft der
Mittelsenkrechten gilt:

MA=MB; ferner MB=MC,
also MA=-MB=MC.
Also muB M auch auf m, liegen. AuBerdem gilt:

MA - MB= MC = r = Radius des Umkreises.
Satz 2:

I Die Héhen des Dreiecks schneiden einander in einem Punkt.

Beweis: In Bild 88 werden drei

Hilfslinien gezogen, so daB gilt: S c R
3| 4B, TR|AC
(3 e A
und ST|BC ) VS
Jetzt gilt beispielsweise:
CR=AB und /

SC=4B Bild 87 Blld 88

als Gegenseiten im Parallelogramm. (Vgl. 17.2.)

Dadurch wird die Hohe &, der Seite 4 B des inneren Dreiecks zur Mittelsenkrechten
der Seite RS des &uBeren Dreiecks. Enteprechend verfahrt man mit &, und A4, und fihrt
den Schnitt der Hohen eines Dreiecks zurlick auf den Schnitt der Mittelsenkrechten
eines anderen Dreiecks. Damit ist der Satz bewiesen.

Der Hohenschnittpunkt hat keine weitere Bedeutung.

Satz 3:

Die Seitenhalbierenden oder Schwerlinien des Dreiecks schneiden einander in einem
Punkt, dem Schwerpunkt des Dreiecks. Sie teilen einander dabei im Verhiltnis 1: 2.

Beweis : Siehe Abschnitt 21. Beispiel 4. Die Bezeichnung Schwerlinie fiir die Seiten-
halbierende kann man folgendermaBen begriinden: Bild 89 deutet die Zerlegung eines

A A
Blid 80

Dreiecks in viele sehr schmale Streifen an. Deren Mittelpunkte kann man bei geniigend
feiner Unterteilung als deren Schwerpunkte auffassen. Der geometrische Ort aller
dieser Mittelpunkte ist die Schwerlinie.
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Satz 4:

Die Winkelhalbierenden des Dreiecks schneiden einander in einem Punkt, dem
Mittelpunkt des Inkreises.

Beweis: In Bild 90 schneiden sich w, und ws in M. Infolge der Ortseigenschaft der
Winkelhalbierenden gilt:

MR= MS; ferner MS=MT,

also MR-MS=MT.

Also muB M auch auf w, liegen. AuBerdem gilt:
MR=MS=MT = o= Radius des Inkreises.

AUFGABE

271. Konstruiere die vier charakteristischen Punkte des Dreiecks an verschiedenen, insheson-
dere auch an rechtwinkligen und stumpfwinkligen Dreiecken!
Welche Punkte liegen stets innerhalb des Dreiecks?
Welche Punkte konnen auf dem Umfang des Dreiecks liegen?
Welche Punkte konnen auBerhalb des Dreiecks liegen?
Was fiir Dreiecke miissen in den beiden letzten Fillen vorliegen?

17. Das Viereck
17.1. Allgemeines Viereck
Definition:

| Ein Viereck ist ein von vier Strecken, seinen Seiten, begrenztes Stiick einer Ebene.

Vierecke, bei denen sich zwei Seiten kreuzen, sogenannte versckrankte Vierecke werden
aus diesen Betrachtunger ausgeschlossen.

Definstion:
| Die Verbindungsstrecke zweier nicht benachbarter Eckpunkte heiBt Diagonale.

Satz:
| Die Winkelsumme im Viereck betriigt 360°.

Beweis: Das Viereck 1aBt sich durch eine Diagonale in zwei
Dreiecke zerlegen. Aus deren Winkelsumme ergibt sich die
des Vierecks. In Bild 91 ergibt sich

A
a+ﬁ1 +61 = 180° und ‘y+ﬂ2 +62=180°. Bild 91
Durch Addition beider Gleichungen erhélt man
a+f+y+35=360° mit f,+P,=f und 6,+6,=0.

17*
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17.2. Spezielle Vierecke

Definstion:

Ein Viereck mit einem Paar paralleler Seiten heiBt Trapez. Die Mittelparallele dieser

Seiten heiBt Mittcllinie und der Abstand der parallelen Seiten Hahe des Trapezes.
Satz 1:
| Ein rechtwinkliges Trapez enthilt stets zwei rechte Winkel.
Beweis. In Bild 92 ist

X BAD+ xCDA = 180° (gegeniiberliegende Winkel an Parallelen)

Aus X BAD=90° folgt: < CDA=90° w.z. b w

Durch Umklappung eines rechtwinkligen Trapezes um die Seite, der beide rechte
Winkel anliegen, erhilt man als Gesamtfigur ein gleichschenkliges Trapez.
Satz 2:

Im gleichschenkligen Trapez sind beide Winkel an jeder der Parallelen gleich und
beide Schenkel gleichlang.

0 C —l--7  C_ T -
Al 8 i A
Blid 92 Bild 03 Bild 94

Beweis: Ergibt sich aus den Symmetrieeigenschaften der Figur in Bild 93.

Definition :
Ein Viereck mit zwei Paaren paralleler Seiten heit Parallelogramm. Als Hahen
des Parallelogrammes bezeichnet man die Abstinde der parallelen Seiten.

Satz 3:

Dreht man ein Dreieck um die Mitte einer Seite als Symmetriezentrum um 180°,
8o erhilt man ein Parallelogramm.

Beweis: In Bild 94 ist
CZ=28B
und X CBA= < BCA

laut Voraussetzung.
FaBt man beide Winkel als Wechselwinkel auf, folgt aus der Umkehrung des Satzes

von den Wechsel winkeln :
Analog beweist man die Parallelitit von C4 und A'B.
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Aus der zentralen Symmetrie des Parallelogrammes 4 BA’C beziiglich Z in Bild 94
ergeben sich unmittelbar folgende

Sdtze:
4. Gegeniiberliegende Winkel im Parallelogramm sind gleich.
5. Gegeniiberliegende Seiten im Parallelogramm sind gleich lang.
6. Die Diagonalen im Parallelogramm halbieren einander.

Satz 5 ist zugleich die Umkehrung der Definition des Parallelogrammes. Auch von
den Sitzen 4 und 6 sind die umgekehrten Formulierungen moglich:
Sdtze:

4a) Ein Viereck, dessen gegeniiberliegende Winkel gleich sind, ist ein Parallelo-
gramm.

6a) Ein Viereck, dessen Diagonalen einander halbieren, ist ein Parallelogramm.

Definition:
| Ein Viereck mit vier gleichlangen Seiten heiBt Rhombus.

Auf Grund der Definition des Parallelogrammes ist jeder Rhombus also gleichzeitig
ein Parallelogramm. Daher behalten dic Satze, die fiir letzteres gelten, beim Rhom-
bus ihre Giiltigkeit. Dariiber hinaus gilt:

Satz 7:

| Die Diagonalen des Rhombus stehen senkrecht aufeinander.

Beweis: Entsprechend der Definition des Rhombus miiBte in Bild 94 gelten:
AB=4C.

Damit wire das Dreieck B A4 C gleichschenklig mit BC als Basis und AZ als Symmetrie-

achse. Daraus folgt aber

I AZB=90°, w.z. b w.
Satz 8:

| Bcide Diagonalen des Rhombus sind Symmetrieachsen.

Be weis: Klappt man cin gleichschenkliges Dreieck um seine Basis, so entsteht als
Gesamtfigur ein Rhombus. Aus der Symmetrie des gleichschenkligen Dreiecks folgt
die doppelte Symmetrie des Rhombus.

Eine Umkehrung des Satzes 7 ist nicht moglich, da ein Viereck, dessen Diagonalen
senkrecht sufeinanderstehen, auch ein Drachenviereck sein kann (siehe unten). Satz 8
hingegen liBt sich umkehren:

Satz 8a:
J Jedes Viereck, dessen Diagonalen Symmetrieachsen sind, ist ein Rhombus.

Bcweis: Aus der doppelten Symmetrie folgt, daB die vier Seiten gleichlang sein
miissen.
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Definition:

| Ein Viereck mit vier gleichen Winkeln heiBt Rechteck.

Nach dieser Definition sind erst recht gegeniiberliegende Winkel gleich, so daB infolge
des Satzes 4a jedes Rechteck gleichzeitig ein Parallelogramm isv und die dort genannten
Sitze ihre Giiltigkeit behalten. Ferner gilt

Satz 9:

| Jeder Winkel des Rechtecks betriigt 90°.

Beweis: Er ergibt sich aus dem Satz von der Winkelsumme im Viereck und der
Definition des Rechtecks.

Satz 10:
| Die Mittelparallelen des Rechtecks sind Symmetrieachsen.

Beweis: In Bild 95 sind 4" und D’ symmetrische Bilder von 4 und D beziiglich m
entsprechend der Ortseigenschaft der Mittelparallelen. Entsprechendes gilt fiir
die Mittelparallele n.

1) [ 174
Satz 11: H
| Die Diagonalen des Rechtecks sind gleichlang. :
Beweis: In Bild 96 ist 4’ M das symmetrische Bild von ;
AM, d.h.: A r —— ”
AM=4aM m
Bild 05

Ebenso gilt DM = D'M.
Durch Addition beider Gleichungen erhdlt man:
AD=A4D0 w.z.b.w.
Definition:
| Ein Rechteck mit vier gleichen Seiten heiSt Quadrat.
Folgende Definition des Quadrates wiirde das gleiche besagen:
| Ein Rhombus mit vier gleichen Winkeln heit Quadrat.
Alle Siitze, die fiir Rhombus und Rechteck gelten, behalten Giiltigkeit.
Definition:

Ein Viereck, in dem nur eine Diagonale Symmetrieachse ist, a a
heiBt Drachenviereck. A c

Satz 12:
Die Diagonale des Drachenvierecks, die nicht Symmetrie-
achse ist, wird durch letztere halbiert und steht auf ihr b [
senkrecht. Das Drachenviereck wird durch zwei verschiedene
Paare gleicher Seiten begrenzt (Bild 96).

Beweis: Er ergibt sich unmittelbar aus der in der Definition
genannten Symmetrie.

Blld 96
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18. Das Vieleck
18.1. UnregelmiBiges Vieleck
Definition:

Ein n-Eck ist ein von n Strecken, seinen Seitem, begrenztes Stiick einer Ebene.
Dabei gilt n = 3, ganzzahlig.

Satz:
] Die Winkelsumme im n-Eck betrigt (n — 2) - 180°.

Beweis : Er.ergibt sich durch Zerlegung in Dreiecke, soll aber wegen der zahlreichen
Fallunterscheidungen, die je nach Gestalt des n-Ecks erforderlich wiren, nicht durch-
gefithrt werden. (Vgl. 18.2.)

18.2. RegelmiBige Vielecke
Definition:

Ein regelméBiges n-Eck ist ein von n gleschen Strecken, seinen Seiten, begrenztes
Stick einer Ebene, wobei alle Eckpunkte auf einem Kreis, dem Umkreis des regel-
maBigen n-Ecks, liegen. Wiederum gilt n = 3, ganzzahlig.

Verbindet man den Mittelpunkt des Umkreises mit allen Eckpunkten des regelméBigen
n-Ecks, so wird dieses in n gleichschenklige Dreiecke zerlegt, die sogenannten Be-
stimmungadreiecke. Deren Spitzen liegen im Mittelpunkt des Umkreises, ihre Schenkel
sind gleich dessen Radius r und ihre Basen gleich der
Seite s, des regelmiBigen n-Ecks (Bild 97).

Aus dieser Zerlegung und der Winkelsumme im Dreieck
folgen die

Satze:

1. Im Bestimmungsdreieck des regelmiBigen n-Ecks
betrigt der Winkel an der Spitze y = %-360°
und der Besiswinkel @ = (1 - %) - 90°,

2. Jeder Winkel im regelmiBigen n-Eck betrigt

w=2a = (1 - %) - 180°. Bud 97

Aus dem letzten Satz ergibt sich ein Beweis fiir den Satz von der Winkelsumme im
regelméBigen n-Eck:

Winkelsumme = n - @ = (n — 2) - 180°,
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19. Kongruenz
19.1. Kongruenz im allgemeinen
Definstion:

Zwei Figuren heifen kongruent, wenn sie vollstindig zur Deckung gebracht werden
konnen. Strecken oder Winkel, die dabei zur Deckung kommen, heiBen homologe
Stiicke.

Das Zeichen == bedeutet: ,,ist kongruent**.

Die kongruente Abbildung ist die einfachste geometrische Verwandtschaft; sie laBt
Form und Grife, genauer gesagt Winkel, Strecken und Flacheninhalt einer Figur un-
verindert. Insbesondere werden symmetrische Figuren durch die Symmetrieachse in
zwei kongruente Teile zerlegt. Die entgegengesetzte Orientierung dieser Teile steht
nicht im Widerspruch zur Definition der Kongruenz, da nichts dariiber ausgesagt ist,
ob die Deckung durch Drehung, Parallelverschiebung oder Umklappung zustande
kommen soll.

Durch Umkehrung der Definition ldaBt sich folgender Satz formulieren:

Satz:
Sind zwei Figuren kongruent, dann stimmen sie in allen homologen Stiicken iiber-
ein.

19.2. Kongruenz von Dreiecken

Fiir Dreiecke geniigt zur Kongruenz bereits Ubereinstimmung in drei unabhingigen
Stiicken, wie aus den folgenden Sitzen hervorgeht. Diese stellen also Mindestforde-
rungen dar.

Ebenso bedeutungsvoll sind die Umkehrungen dieser Siitze. Das heiBt, man stellt
Ubereinstimmung in drei unabhingigen Stiicken fest und folgert daraus die Kon-
gruenz der Dreiecke.

(Abhéngige Stiicke des Dreiecks sind beispielsweise seine drei Winkel, da aus zwei gegebenen
der dritte mit Hilfe der Winkelsumme zu berechnen ist.)

Kongruenzsitze:

Dreiecke sind kongruent, wenn sie iibercinstimmen in
1. drei Seiten oder
2. zwei Seiten und dem eingeschlossenen Winkel oder
3. a) einer Seite und zwei anliegenden Winkeln oder
b) einer Seite, einem anliegenden und einem gegeniiberliegenden Winkel oder

4. zwei Seiten und dem der gréBeren Seite gegeniiberliegenden Winkel.
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Eine Bestitigung dieser Sdtze ergibt sich aus der Eindeutigkeit der Dreieckskon-
struktion, wenn man die oben genannten Stiicke zugrunde legt. Das wird in den fol-
genden Beispielen gezeigt.

BEISPIELE

Der erste Kongruenzsatz wurde bereits bei der L3sung der 7. Grundkonstruktion im Abschnitt
15.3. angewendet. (Antragen eines Winkels an eine Gerade in einem Punkt.) Darauf wird in den
folgenden Beispielen gelegentlich zuriickgegriffen.

Auas den gegebenen Stilcken ist esin Dreseck zu konstruieren/

1.

2.

Gegeben sind die Seiten a, b und c.
Loeung : Um die Endpunkte einer Strecke, in Bild 88 der Strecke c, schligt man Kreisbdgen
mit ¢ und b als Radius. Deren Schnitt ist der dritte Eckpunkt des Dreiecks.
Die Linge der Dreieckseiten darf nioht willkiirlich gegeben werden. Ist die Summe zweier
Seiten kleiner als die dritte, schneiden sich die erforderlichen Kreisbdgen nicht, mit welcher
—_ a ;L b
c
[
c ]9_9 [ c .L, .7".7 a
—_t
A€ > 8 % = A (-
rd
\ rad a
\\\ . ,/’,
Bild 08 & DiINd 09 Blld 100
Seite man auch die Konstruktion beginnen mag (Bild 99). So kann man sich zeichnerisch
von der Giiltigkeit der Dreiecks-Ungleichung iiberzeugen. (Vgl. 16.1.)
Gegeben die Seiten a und b und der Winkel .
Lasung: Auf den Schenkeln des Winkels y trigt man vom Scheitelpunkt aus ¢ und b ab.
Die dadurch erhaltenen Punkte gind die fehlenden Eckpunkte des Dreiecks (Bild 100).
a) Gegeben die Seite c und die Winkel @ und §.

Ldésung: In den Endpunkten 4 und B der Strecke ¢ trigt man die Winkel « und § an. Der
Schnittpunkt ihrer freien Schenkel ist der dritte Eckpunkt des Dreiecks (Bild 101).

997, <
A
@ g
—— e c 3 A
(3 7
¢
A c J:} A 8

Bild 101 Blld 102
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b) Gegeben die Seste c und die Winkel § und y.

Lésung: Dieser Fall 1Bt sich auf den Fall 3a zurtickfGhren, da sich der zweite der Seite ¢
anliegende Winkel aus der Winkelsumme bereohnen oder zeichnerisch ermitteln la8t. Fir
die urspriingliche Aufgabenstellung jedoch ergibt sich folgende Lésung:

Im Endpunkt B der Strecke a = A B wird der Winkel # und in einem beliebigen Punkt
seines freien Schenkels der Winkel y angetragen. Die Parallele zum freien Sohenkel des Win-
kels y durch 4 vervollstindigt das Dreieck (Bild 102).

4. Gegeben dse Seiten a und ¢ und der Winkel a.

L&sung : Die Konstruktion beginnt mit der dem gegebenen Winkel anliegenden Seitec = 4 B.
In A triigt man « an ¢ an. Der Kreisbogen um B mit a schneidet den freien Schenkel von «
in C, dem dritten Punkt des Dreiecks (Bild 103).

Dabei sind folgende Méglichkeiten zu unterscheiden (Bild 104):

a) a > c¢ Eindeutige Losung, da der freie geg: ,— a
Schenkel durch den Kreisbogen -
nur einmal geschnitten wird.

b) @ = ¢ Lésung kann noch als eindeutig /

[4
e |

gelten, da der zweite Schnitt-
punkt zwischen Kreisbogen
und freiem Schenkel mit dem
Scheitel des Winkels zusam- 4
menfillt und kein Dreieck her-
vorbringt.

Bild 103 Bild 104

c) 8 < c¢ c;) Zwer Lisungen infolge zweier Schnittpunkte zwischen Kreisbogen und
freiem Schenkel.
cz) Doppellosung, da der Kreisbogen den freien Schenkel beriihrt.
c,) Keine Losung, da der Kreisbogen den freien Schenkel meidet.

Eine genaue Festlegung, von welchen Voraussetzungen es abhiingt, welcher der drei unter o)
aufgefiihrten Fille c,), c,) oder c,) eintritt, ist nur mit Hilfsmitteln der Trigonometrie még-
lich, da hierbei auch die GréBe des Winkels a eine Rolle spielt.

Die Fille ¢,) und c,) rechtfertigen den Zusatz im vierten Kongruenzsatz: ... dem der
groBeren Seite gegeniiberliegenden Winkel.

20. Ahnlichkeit
20.1. Xhnlichkeit im allgemeinen
Definstion:

und wenn entsprechende Seiten im gleichen Verhiiltnis stehen.
Das Zeichen ~ bedeutet: ,,dhnlich*.

Das ,,gleiche Verhiiltnis entsprechender Seiten‘“ kann auf zweierlei Art geschrieben
werden:

I Zwei Figuren sind dhnlich, wenn sie in entsprechenden Winkeln iibereinstimmen
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Entweder
& _b_a_
L b, C;
(Den Wert dieses Quotienten bezeichnet man als Ahnlichkeitsverhaltnis.)
oder a, bt =a,1b0050 .0,
wenn man mit a,, by, ¢,, ... die Strecken der esnen und mit a,, b,, c,, ... die Strecken

der anderen Figur bezeichnet. Die Gleichwertigkeit beider Schreibarten folgt aus den
Gesetzen iiber die Auflésung fortlaufender Proportionen.

Die Ahnlichkeit ist eine allgemeinere geometrische Verwandtschaft als die Kongruenz.
Bei einer dhnlichen Abbildung bleibt die Gestalt unverdndert, aber nicht die Grife
bzw. der Flacheninhalt. Ahnliche Figuren konnen durch VergréBern oder Verkleinern
auseinander hervorgegangen sein. Dabei gibt das oben erwahnte Ahnlichkeitsverhalt-
nis den MaBstab an.

Figuren, die untereinander grundsitzlich éhnlich sind, sind alle Kreise, alle gleich-
seitigen Dreiecke, alle Quadrate, iiberhaupt>alle regelmiBigen Vielecke mit gleicher
Seitenzahl.

20.2. Ahnlichkeit von Dreiocken

Fiir die Ahnlichkeit von Dreiecken gelten Gesetze, die denen iiber Kongruenz véllig
entsprechen. Auch sie stellen Mindestforderungen dar.

Ahnlichkeitssatze:
Dreieoke sind dhnlich, wenn sie iibercinstimmen in

1. dem Verhiiltnis dreier Seiten oder
2. dem Verhiltnis zweier Seiten und dem von ihnen eingeschlossenen Winkel oder
3. zwei Winkeln oder

4. dem Verhdltnis zweier Seiten und dem der griBeren Seite gegeniiberliegenden
Winkel.

Auch von diesen Sitzen gelten die Umkehrungen. Fiir den Nachweis der Ahnlichkeit
zweier Dreiecke ist die Umkehrung des dritten Ahnlichkeitssatzes besonders wichtig.
Sie lautet folgendermaBen:

Satz:

l Wenn zwei Dreiecke in zwei Winkeln iibereinstimmen, sind sie ahnlich.

Beweis: Er ergibt sich aus dem Satz von der Winkelsumme im Dreieck und der in
der Definition der Ahnlichkeit genannten Ubereinstim-
mung zweier Figuren in entsprechenden Winkeln.

Bild 105
BEISPIELE
1. Aus der Schattenlinge ! eines Turmes soll dessen Héheh be- /I »
stimmt werden. Eine senkrecht danebenstehende Stange der y
Héhe b’ wirft esnen Schatten der Linge U’ ( Bsld 105). k__h'_ | — o
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Lésung: Aus der Ahnlichkeit beider Dreiecke folgt
h .Y l-¥
T = T bzw. h = _l_
2. Dse Papierformate der Reihe DIN A amd 80 bemessen, daf jedes Format aus dem vorhergehenden
durch Halbseren entsteht und di ich dhnlich ist. Man berechne das Verhdlinis der langen
zur kurzen Seste dieser Rechlecke ! (Vgl Abeohnitt 9.2.; Beispiel 21)

Ldsung : Die lange Seite sei a.

a
a.b—b.?
at = 2B ‘

a:b= 22:1

3. Mit esner Kamera der Brennweile f wird aus der Héhe h esn Luftbild aufgenommen. Die Foto-

platte hat die Linge a und die Breite b. Wie lang sind die Seiten @ und b des aufgenommenen
Flachenstiickes und wie grop iat der Abbildungsmapstab?
(Dse Fotoplatie liegt parallel zur eber anzunehmenden Erdoberfldche.)

Lésung: Aus Bild 108 ergibt sich:

aft)
MaBstab: a:a=0b:b=/:h
MaBe des Fliichenstiickes: 7\
a=a —h—
I3
F-sr 0]
/_ Blid 100
21. Strahlensiitze

Beim Schnitt eines Strahlenbiischels mit einer Schar paralleler Geraden ergeben sich,
wie man mit Hilfe der Ahnlichkeit der entstehenden Dreiecke leicht nachpriifen kann,
folgende Sitze:

Satz 1:
| Entsprechende Abschnitte auf den Strahlen stehen im gleichen Verhiltnis.
So ist z.B. in Bild 107
84:8B:85C=254,:88B,:5C, = 84,:8B,:5C;
und auch beispielsweise

S4,:5B - 4

4,: B B,.
Satz 2:

Entsprechende Abschnitte auf den Parallelen stehen im gleichen Verhiltnis wie
die zugehiorigen, vom Scheitel aus zu messenden Abschnitte auf den Strahlen.
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8o ist z.B.
CB:(C,B,:C,B,=8C:SC,:8C,= 8B:5B,: 5B,
oder 4B:4,B,:4,B,-S4:84,:84,- 8B:58B,:5B,.

Zu beachten ist, daB beim zweiten Strahlensatz die Abschnitte auf den Strahlen
stets vom Scheitelpunkt aus zu rechnen sind!

Satz 3:
| Entsprechende Abschnitte auf den Parallelen stehen im gleichen Verhiltnis.

So ist AB:BC=4,B,: B,C,= 4,B,: B,C,.

=
-
-
-
-

e e——
-

P)
Pl
VA 1
ol 8¢ \r

Bild 107 Blid 108

Vom ersten Satz gilt auch die Umkehrung. Dabei folgert man aus den gleichen Ver-
héltnissen entsprechender Abschnitte die Parallelitit innerhalb der Geradenschar.
BEISPIELE

1. Der Transversalmafstab geslatiet, Bruchtes le ei ner vorgegebenen Esnheit,in Bild 108 Zehntel,
abzulesen.

Lésung: 4B = 10 Einheiten
BC = 1 Einheit

Die Linge der parallelen Strecken zwischen den Strahlen 4 B und AC betragen von 4 aus
begonnen der Reihe nach

1 2 3 .9 10
10° 10° 10 10’ 10
Nach dem zweiten Strahlensatz gilt beispielaweise

der Einheit. C

in Zahlen: - % , woraus sich

1
10

SR

BC
4B A 8
Bild 109

z =

ergibt.

2. Qrundkonsir uktson:EineStireckeA B i sti nn glei cheTes lezu tes len! (In Bild109 s stn = 5.)

Lésung: Vom Endpunkt 4 der Strecke 4 B aus zieht man einen beliebigen Strahl und trigt
auf ihm von A4 aus n gleiche Teile ab. Der Endpunkt des letzten Teiles ist C. Parallelen zu

‘BC durch die iibrigen Teilungspunkte des Strahles ergeben auf 4 B die geforderte Teilung.
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3. Zu den Grofien a, b und c st die vierte Proportionale zu konstruseren.

Lésung: Die Konstruktion erfolgt nach dem ersten Strahlensatz. Auf den Schenkeln eines
beliebigen Winkels werden vom Scheitelpunkt 8 aus die Strecken @, b und ¢ nach Bild 110

abgetragen, daB sich deren Endpunkte 4, B und C ergeben. Eine Parallele zu AC durch B
ergibt X. SX stellt die gesuchte GroBe dar.
S4:8B=8C:8X
4. Der Satz aus Abschnitt 16.3. soll bewsesen werden! (Die Seitenhalbserenden eines Dreiecks schnes-
den sich sn esnem Punkt und teslen esnander dabes sm Verhiltnis 1:2.)

ye_q:,__a__‘ .—b.—|

P

i =l I A F .8

Blld 110 Blld 111

Beweis: In Bild 111 halbieren die Punkte D, £ und F die zugehérigen Dreieckssiten. Daraus
folgt:

DE||ZB und D‘E=%IE; A ABS ~ A EDS
AB:ED =2:1=B3:D3 = 43: E3.
Damit ist der Satz fiir 5, = AE und fiir s, = BD bewiesen. Der Beweis fiir die Kombination

s, mit 8, = CF oder s, mit s, wiirde ganz analog verlaufen. Dann erst ist der Beweis voll-
atindig erbracht.

Definition :
Zwei Figuren befinden sich in Ahnlichkeitslage, wenn sie einander dhnlich sind und
wenn entsprechende Strecken beider Figuren parallel liegen.

Satz 4:

Die Verbindungsgeraden entsprechender Punkte zweier Figuren, die sich in Ahn-
lichkeitslage befinden, schneiden einander in einem Punkt, dem Ahnlichkeitspunkt
beider Figuren.

Ky Beweis: Die Verbindungsgeraden 44 und BB’ in Bild 112
F\ schneiden einander in S. Es gilt nach dem zweiten Strahlensatz
\
\ p AB: 7B = BS: B8
A \\\ und infolge der Ahnlichkeit der Dreiecke 4 BC und 4’ B'C’
Y. AB: B - BC: BT
\
4 ‘' Aus der Parallelitit von BC und B'C’, aus der Verhiltnis-
gleichheit von BC: B'C” und BS: B'S und aus der Umkeh-
(] rung des zweiten Strahlensatzes folgt, daB von S aus ein wei-
Bud 112 terer Strahl durch C und C’ gelegt werden kann.
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BEISPIEL
6. Bild 113 zeigt das Schema eines Pantagraphen oder Storchschnabels. Das Gerit besteht aus
den vier starren Stiben FB, B3, AZ und ZC, die gelenkig miteinander verbunden &ind. Es
dient zum Verkleinern oder VergrdSern von Zeichnungen.
Bild und Originsl befinden sich dabei in Ahnlichkeitalage. B
FB und BS werden durch 4 bzw. C im gleichen Verhiltnis
geteilt, so daB gilt

. g 4
AL (un Bnldg-).

Z erginzt das Dreieck ABC zum Parallelogramm. Es ¢
ergibt sich:
ASZC~NZFA~AN\SFB. Bld 113

Demnach muB Z auf der Strecke FJ liegen und sie 8o teilen, daB auch hier das gleiche Teil-
verhiltnis gilt wie ober:

z3
F3
Wirkungsweise: Punkt S (als Ahnlichkeitspunkt) bleibt fest. Fahrt man mit F lings des Ori-
ginales, beschreibt Z ein verkleinertes Bild, dessen Strecken sich zu denen des Originales wie

m:n = 4:6 verhalten.
Vertauscht man Z und F, so entsteht ein vergroBertee Bild.

_m
n

AUFGABEN

272. Ausder Proportiona: b=b: z ist z fira = 566 mm und b = 32 mm zeichnerisch zu ermitteln.

273. Die Steigung eines Schienenstranges ist auf einer Liinge von 1,45 km mit 1 : 36 angegeben.
Wieviel Meter hoher liegt der Endpunkt dieser Strecke gegeniiber ihrem Anfangspunkt?
Nenne die Hohendifferenz A.

274. Der im Bild 114 dargestellte Taster dient zur Dickenmeasung diinner Werkstiicke. Wie lang

muB eein Schenkel a gemacht werden, damit bei einer MeBachenkellinge von b = 3 om die
Strecke A = 6 cm wird? Die Entfernung der MeBspitzen soll dann d = 6 mm betragen.

d, 276. Berechne die Strecken b und ¢ des im Bild 116 dargestellten Dach-
binders fir A = 3,6 m unda = 2,8 m.

276. Die durch einen FluB nicht direkt meBbare Strecke A C (Bild 118) ist
- zu ermitteln. Zu diesem Zweck wird das Dreieock 4B,C, mit den
bekannten Seiten 4B, = 16 m und AC, = 9 m abgesteckt und die
Streoke AB = 148 m gemeasen.

12345
h —=1
Bild 114 Blld 116 Bld 116
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22. Siitze vom rechtwinkligen Dreieck

Definition:

Unter der ,,H3he des rechtwinkligen Dreiecks* versteht man die auf die Hypotenuse
bezogene Hohe. Sie teilt die Hypotenuse in die beiden Hypotonusenabschnitto.

Kathetensatz: (I. Satz des EukLID)?!)

Im rechtwinkligen Dreieck ist das Quadrat einer Kathete gleich dem Produkt.
gebildet aus der Hypotenuse und dem der Kathete anliegenden Hypote-
nusenabschnitt.

Beweis: Aus der Ahnlichkeit der beiden Teildreiecke mit dem Gesamtdreieck in
Bild 117 folgt

g:b=b:¢c und pia=a:c,

b2 =cq a =cp w.z. b w. (74)

Hdohensatz: (I1I. Satz des EukLID)

Im rechtwinkligen Dreieck ist das Quadrat der Hohe gleich dem Produkt der
beiden Hypotenusenabschnitte.

Beweis: In Bild 117 sind alle vorkommenden Dreiecke ahnlich, da sie in jeweils zwei
Winkeln iibereinstimmen.

Aus der Ahnlichkeit beider Teildreiecke folgt
h:p=gq:h,

K2 = pg w.z.b.w. (19)

Bild 117

Satz dos PYTHACORAS:?)
Das Quadrat der Hypotcnuse ist gloich der Summo der Quadrate der Katheten.

1) EvrwIp (365 bis 300 v. u. Z.) griechischer Mathematiker.
%) PYTEAGORAS (um 500 v. u. Z.) griechischer Mathematiker.
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Beweis: Durch Addition der beiden Gleichungen (74) erhilt man

a®+b2=cp+ecq,
a?+b=c(p+9),

@+b=c | (76)

Das Produkt zweier Strecken kann auch als Fliche des von ihnen bestimmten Recht-
ecks aufgefafBt werden, bzw. das Quadrat einer Seite als Fliche des von ihr bestimm-
ten Quadrates.

BEISPIELE

1. Dse Diagonale esnes Rechteckes mst den Sesten a und b sat zu berechnen/
Loésung: (Bild 118)
d= a+d
PR e
Ist @ = b, 80 daB ein Quadrat vorliegt, ergibt mich:
d = )24% = )2

2. Die Héhe eines gleichsestigen Dresecks mit der Seite a vt zu berechnen!
L3sung: (Bild 119)

w-o-(3)- 1

4
I
=5 V3
D
/ N\
c
? A b c
c |/
d b 5
A a 8 A .ZQ D L4 8
Bild 118 Blld 119 Bild 120

3. Der Umfang des sn Bild 120 dargeatellen Drachenviesecks ist zu berechnen!
Losung: U = 24, + 23,
n=)FTTE = |FFE

U=2(a +b + )"+ )

18 Elementarmathematik
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Zahlenbeispiel:
a=6m, b=8m, c=16m
U=2(Y36m' + 84 m?® + |/B4m’ + 226m’) =
=2(10m + 17m )=6¢m

4. Eine Leiter der Linge | wird sn der Entfernung d von einer senkrechten Wand aufgestellt. In
welcher Hohe h beriihrt die Leiter die Wand? ( Bild 121)

Lésung: h* =(* — d?
Auedriicke dieser Art lassen sich nach der dritten binomischen Formel sehr zweckmiiBig in

Produktgestalt umformen, so daB sie sich bequem logarithmisch oder mittels Rechenstabs
berechnen lassen.

M= (l+d)(@—ad
h=Yi+aa-a
Zahlenbeispiel : —f
l=6m, d=13m <
h=)73m-4Tm L
~ V34.3 m'=~ 659m e~
6. Einem Quadrat mit der Seite a Bild 121
st ein gleichseitiges Dreseck nach
der in Bild 122 angegebenen Weise einbeschrieben. Man berechne die Seite b des Dreiecks in Ab-
hdngigkest von a/

Ldsung : Im Dreieck CDE gilt mit CD = DE = z:

22 = b? bzw z= b V§ ~ 7
. =52
Im Dreieck 4 BC gilt:
a® + (a— z)? = b*
und nach Ersetzen von z: b ¢
2a* — ab}E = £ b L . ]
b* + 2}2ab — 4a* = 0. Bild 122

Die beiden Losungen dieser quadratischen Gleichung in b lauten

bl=a(—V§+V§) und b,=a(—1/§—]/§).

Die zweite Losung ist negativ und soheidet aus, da sie in diesem Zusammenhang (als
Linge einer Strecke) gegenstandslos ist. Somit verbleibt als Ergebnis:

b=a(}6 - }2) = 1,035a.

8. Man berechne die in dem gotischen Spilzbogen in Bild 123 vorkommenden Kressradien in
Abhingigkest von der Basislinge b/
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Lésung:r, = b und r, = %b
liest man sofort aus der Zeichnung ab.
Im Dreieck AC D gilt:
CD' = 4D' - AC". )
]
Im Dreieck BC D gilt:
CD' = BD' - BC*. G
Durch Gleichsetzen der rechten Seiten erhilt man: 4.8 ¢ ,I
' rn=b *
AD* - AC' = BD* - BC* Biid 123
b\? b 2 b)\?
- (g) = (¢+n)- (3)
b2 1
b2 — 2br, — 5= ?brs
3
=10 b.
AUFGABEN
277. Wie groB ist die eine Kathete a eines rechtwinkligen Dreiecks, wenn die andere Kathete &
und die Hypotenuse ¢ folgende Abmessungen haben :
a) b= 11cm, c=124cm b) b= 7,8cm, c= 98cm
c) b= 4,63dm, c= 6,78dm d) b=46,3m, c=58,1m
e) b= 0,832km, ¢ = 0,986 km f) b = 45,79 mm, ¢ = 74,36 mm
278. Wie groB ist die Hypotenuse ¢ eines rechtwinkligen Dreiecks, wenn die beiden Katheten
a und b folgende Abmessungen haben:
a) a= 73cm, b= 2]lcm b) a = 85,3 mm, b=1122mm
c)a= 08m, b= 032m d) a= 4321km, b= 7,845km
e) a=24,1dm, b=124dm f) a= 0,856m, b= 078m
279. Einem gleichschenklig-rechtwinkligen Dreieck (Bild 124) ist ein gleichseitiges Dreieck mit
der Seite b einbeschrieben. Driicke b durch die Katheten a des rechtwinkligen Dreiecks aus.
280. Einem gleichschenklig-rechtwinkligen Dreieck mit den
Katheten ¢ (Bild 125) ist ein gleichseitiges Dreieck /Qa\ %\
mit der Seite b einbeschrieben. Driicke b durch a aus. b
281. Die Katheten eines rechtwinkligen Dreiecks stehen  Bild 124 Bild 125
im Verhiltnis ¢:b=m:n = 3:4. Wie groB sind
seine Katheten ¢ und b und sein Flicheninhalt 4, wenn fiir die Hypotenuse ¢ = 8 cm
angegeben ist?
282. In welchem Verhiltnis stehen die Katheten @ und b eines rechtwinkligen Dreiecks, das einem

18+

gleichseitigen Dreieck flichengleioh ist? Die Hypotenuse des rechtwinkligen Dreiecks sei
¢ = 8 cm und die Seite des gleichseitigen Dreiecks d = 6 cm.
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283. Von einem rechtwinkligen Dreieck sind die Hypotenusenabschnitte ¢ = 4 cm und p = 5 cm
bekannt. Berechne die Katheten @ und b und den Flécheninhalt 4.

284. Von einem rechtwinkligen Dreieck sind die Hohe A = 5 cm und der Hypotenusenabschnitt
¢ = 3 cm gegeben. Wie groB sind die Seiten @, b und ¢ des Dreiecks und sein Flichen-
inhalt 4?

285. Wie groB sind der Inkreisradius r, und der Ankreisradius r, eines rechtwinkligen Dreiecks
mit den Katheten a = 6 cm und b = 8 cm?

286. Bereohne die Seite z des einem rechtwinkligen Dreieck einbeschriebenen Quadrates (Bild 126).
Driicke z

8) durch die Kathetena und b,
b) durch die Hypotenusenabschnitte # und v aus.

287. Driicke r, im Bild 127 durch r, aus.
288. Driicke die Stiicke A,, A, und r, im Bild 128 durch r, aus.

s a z=<C
O A9 e i

Bild 126 Bild 127 Blld 128 Bild 129

289. Driicke r,, r, und r, im Bild 129 durch r, aus.
280. Driicke r, und r, im Bild 130 durch r, aus.

291. Von dem im Bild 131 dargestellten GefaB ist die Hohe A zu bestimmen. Bekannt sind
g, = 6dm, g, = 8dm und @ = 5 dm.

292. Wie groB ist die Hohe A& der im Bild 132 gezeigten Leiter, wenn die Entfernung zwischen
ihren FuBpunkten 8 = 1,6 m und ihre Schenkellinge ! = 5 m betrigt?

9

Blld 130 Bild 131 Blld 132
293. Berechne die Stiicke b, ¢ und d des im Bild 133 gezeigten Dachbinders aus den Stiicken
¢e=12muud b = 4 m.

294. Die Kriifte F';, = 5,34 kpund F, = 3,81 kp haben gemeinsamen Angriffspunkt und schlieBen
einen Rechten ein. Berechne ihre Resultierende R.
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285. Berechne die Kantenlinge k einer Sechskantschraube mit der Schliisselweite s = 17 mm.

296. Zum Schleifen eines Spiralbohrers von 20 mm Durchmesser soll eine Lehre nach Bild 134
angefertigt werden. Berechne b fiir die dort eingetragenen Mage.

lytlo=l
N 6

20+

Blld 133 Blld 134 Blld 1385

297. Ein Kasten mit einseitiger Schwerpunktlage hiingt an einer gespreizten Kette (Bild 136).
Welche Linge [ hat die einen Rechten einschlieBende Kette, wenn die Kastenlinge (Haken-
abstand) b = 2,68 m und der Schwerpunktabstand a = 0,76 m betragen?

298. Von dem im Bild 136 dargestellten Drehkran sind die Lingen der Triger mit a = 4,8 m,
b=4]1m, g=69m und A = 2,4 m gemessen worden.
Berechne die Lingen der Triiger ¢, d, ¢, f, . l (

: A

299. Von dem im Bild 137 gezeigten Kegelradpaar sind der ~ r

Radius r; = 68 mm und die Kegelerzeugende M C = 76 mm —
bekannt. Berechne r, und die Radien e, und e, der Ergin-

zungskegel.
h—g——-’———ll
r—/Q T
| ° 4
b= !
4 d
O (o)
Blld 136 Bild 187

300. In einer Blechrinne, deren Querschnitt ein gleichschenklig-rechtwinkliges Dreieck von der
Hohe A = 64 cm ist, flieBt Wasser mit der Geachwindigkeit v = 0,2 m/s. "Welche Wasser-
menge Q liefert die Rinne stiindlich bei einem Wasserstand von 2/y ¢

301. Berechne den Anschnitt a des im Bild 138 dargestellten Scheibenfriisers nach den dort ein-
getragenen MaBen.

302. Berechne die Normalkrifte F,, mit
denen ein Keilriemen auf die Flanken

der Rillen einer Keilriemenacheibe T !_
driiokt (Bild 139). A f ; AN

303. Wie groB ist die Eindruckstiefe A einer ;
Kugel, die nach Bild 140 den Eindruck- a 17
kreis ¢, = 132 mm erzeugt und selbst
Aen Durchmesser d = 1564 mm hat? Bl1d 188 Blld 139

25
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304. Von einem schiefwinkligen Dreieck sind die Seiten @, b und ¢ bekannt. Driicke die durch
h, auf ¢ gebildeten Abschnitte ¢ und p durch die gegebenen Stiicke aus.

305. Driicke die Seite b eines schiefwinklig-
spitzwinkligen Dreiecks durch die beiden
anderen Seiten a und ¢ und die Projektion ¢
der Seite b auf die Seite ¢ aus.

306. Ein Blech, dessen Abmessungen aus Bild 141
hervorgehen, soll beiderseita gestrichen wer-
den. Berechne die Farbmenge m, wenn er- S
fahrungsgeméB mit einem Verbrauch von
0,175 kg/m? gerechnet wird. Bild 140 Bild 141

ba—7.9M

23. Strecken und Winkel am Kreis
23.1. Kreis und Gerade
Kreis und Gerade kénnen drei verschiedene Lagen zueinander haben: (Bild 142)
_fanre Falla): Die Gerade schneidet den Kreis, Gerade und Kreie
lid Y fairb haben zwe: Punkte, P, und P,, gemeinsam.

=-folla  Durch Parallelverschiebung der Geraden wandern P; und P,
? aufeinander zu, bis sie sich im Grenzfall zu Punkt P vereinigen.
Diese Grenzlage der Geraden bildet Fall b).

Bild 142 Fall b): Die Gerade berihrt den Kreis, Kreis und Gerade
haben nur noch einen Punkt, némlich P, gemeinsam.

Durch weitere Parallelverschiebung der Geraden erhilt man Fall c).
Fallc): Die Geradé meidet den Kreis, beide haben keinen Punkt mehr gemeinsam.
Definition:
Eine Gerade, die einen Kreis schneidet, heit Sekante,
Die Strecke auf einer Sekante, die durch die beiden Schnittpunkte mit dem
Kreis begrenzt wird, heit Sehne.
Eine Gerade, die durch den Mittelpunkt eines Kreises geht, heilt Zentrale.
Eine Sehne durch den Mittelpunkt des Kreises ist dessen Durchmesser.
Eine Gerade, die den Kreis beriihrt, heilt Tangente.

Die Strecke, die den Mittelpunkt eines Kreises mit dem Berihrungspunkt einer
Tangente verbindet, heiBt deren Beriihrungsradius.

Satz 1:

Der Mistelpunkt eines Kreises liegt auf der Mittelsenkrechten einer
jeden Sehne.

Beweis: Das Dreieck ABM in Bild 143 ist gleichschenklig, da
AM=BM =r.
Aus den Eigenschaften des gleichschenkligen Dreiecks folgt der Satz. Bud 143
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Satz 2:

Der Mittelpunkt eines Kreises liegt auf der Senkrechten, die man auf jeder Tan-
gente in ihrem Berithrungspunkt errichten kann.

Oder in anderer Formulierung:
| Tangente und Beriihrungeradius stehen aufeinander senkrecht.

Beweis: Man verlingert die Sehne 4B zur Sekante und verschiebt diese parallel
bis zur Grenzlage als Tangente (Bild 144).

Von einem Punkt S auBerhalb des Kreises kann man zwei Tangenten an den Kreis
legen. Diese berithren den Kreis je in einem Punkt, T; und T,. Die Entfernungen
ST, und ST, nennt man die Linge

der beiden Tangenten. A

Die beiden, von einem Punkt an Y °5

einen Kreis gelegten Tangenten sind v
gleich lang. Der Kreismittelpunkt D 7

]
liegt auf einer der beiden Winkel-
BUd Bl 146
halbierenden der Tangenten. 1 a1

Beweis: (Bild 145). Die beiden Dreiecke SMT, und SMT, sind kongruent, da sie
in SM iibereinstimmen. Ferner gilt:

MT,=MT,=r und é,=46,=90°
Aus der somit bewiesenen Kongruenz ergeben sich beide Behauptungen des Satzes.

BEISPIEL
Der Mittelpunkt eines Kresses soll rekonstrusert werden!

Lésung: (Bild 148). Man zeichne in den Kreis zwei verschiedene, nicht parallele Sehnen
und erriohte auf ihnen die Mittelsenkrechten. Deren Schnittpunkt ist der gesuchte Punkt.
(Die Sehnen mé&chten zweckmiBig einen
Winkel von etwa 90° bilden, damit sich
ein giinstiger Schnitt ergibt.) I“I““l“lll
l
IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIlIIIIIIIIIIIII

Praktisoche Methode: In der Praxis M
bedient man sioh zur Bestimmung des

Mittelpunktes von Kreissoheiben und éhn-

lichem eines Zentriergerdtes (Bild 147). Es

besteht aus zwei Anlegekanten, die nicht

unbedingt einen rechten Winkel zu bilden

brauchen, und einer Schablone, die die Bid 146 Blld 147
Winkelhalbierende bildet. Linge dieser

Kante rei8t man zweimal an, wobei die Kreisscheibe verschieden eingelegt werden muB. Als
Schnitt beider Geraden ergibt sich der gesuchte Punkt.

Zeichnerisch laBt sich dieses Verfahren nicht realisieren, da man zur geometrisch einwand-
freien Konstruktion der Tangenten eben den Mittelpunkt des Kreises braucht. (Vgl. Ab-
achnitt 23.2., Nachsatz zu Beispiel 3.)
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23.2. Winkel am Kreis
Definition:
Verbindet man die Endpunkte 4 und B eines Kreisbogens mit dem Mittelpunkt M

des zugehorigen Kreises, dann bilden 4 ¥ und BM die Schenkel des zum Bogen

A B gehirigen Zentriwinkels.
Verbindet man die Punkte 4 und B mit einem beliebigen Punkt P auf dem Kreis,
8o ergibt sich in P der zum Bogen 4 B gehérige Peripheriewinkel.

Wenn man beachtet, daB M und P auf ein und derselben Seite der Sehne liegen, gilt
der folgende Satz 1.

Satz 1:

Der Zentriwinkel iiber einem Bogen ist doppelt so groB wie der Peripheriewinkel
iber dem gleichen Bogen.

Beweis: Aus Bild 148 ergibt sich:
@, =79 und y;= P, alsBasiswinkel in gleichschenkligen Dreiecken;

& =2y, und & =2y, als AuBenwinkel an Dreiecken.

geg: A8 p |

Bild 148 Bild 149 Bild 150

Durch Addition der beiden letzten Gleichungen folgt

& + €= 2(y; + P, w.z. b.w.
Es 1dBt sich zeigen, daB die Giiltigkeit des letzten Satzes unabhingig ist von der Lage
des Punktes P auf dem Kreis. (Vgl. dazu Aufgabe 307!) Deshalb éndert sich bei Ver-
schiebung von P lings des Kreises der Peripheriewinkel nicht. Daraus folgt der Satz 2.

Satz 2:

Der geometrische Ort der Scheitelpunkte aller gleichen Winkel dber einer Strecke
ist der Kreisbogen, der die Strecke zur Sehne hat und den Winkel als Peripherie-
winkel faBt (Bild 149).

BEISPIELE

1. Man konstruiere den Kreisbogen, den sogenannten Ortskreis, der zu einer gegebenen Sehne
A B gehsdrt und den gegebenen Winkel p ale Pervpherievinkel eathdlt!
Lésung : Zur Sehne 4 B konstruiert man die Mittelsenkrechte. In einem beliebigen Punkt R
trigt man @ an und zieht zu seinem freien Bchenkel durch A4 eine Parallele. Deren Sohnitt-
punkt M mit der Mittelsenkrechten ist der Mittelpunkt des gesuchten Kreises (Bild 150).
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2. Folgendea Problem bezeichnet man in der Vermessungatechnik als Riickwdrtsesinschnesden:
Von einem festzulegenden Punkt P wird der Winkel « gemessen, unter dem eine der GraBe
und der Lage nach suf der Karte bekannte Strecke 4 B erscheint. Da P jetzt iiberall auf dem
Ortakreis liegen kann, ist der Punkt dadurch noch nicht bestimmt. Man muB also noch eine
zweite, der Lage nach bekannte Strecke BC anvisieren (Blickwinkel §) und erhélt den ge-
suchten Punkt als Schnittpunkt der beiden sich ergebenden Ortskreise (Bild 151).

Blld 151 Blld 152

Das Verfahren versagt allerdings, wenn der dritte Punkt C bereita auf dem zuerst erhaltenen
Ortakreis liegt, d.h., dann decken sich beide Ortakreise. Diesen Kreis, auf dem 4, B, C und P
liegen, nennt man ,,gefdhrlichen Kress' (Bild 152).

Satz des TraLEs!):
Der Peripheriewinkel im Halbkreis betrigt 90°.

Beweis: Der Zentriwinkel im Halbkreis betrigt 180° (Bild 153). Der Satz ergibt sich
somit als Bonderfall des Satzes vom Peripherie- und Zentriwinkel.

BEISPIEL 8
Vom Punkt P auferhald des Kreises sind die Tangenten an den Kreis zu legen!
Lésung : (Bild 164). Da Tangente und Beriihrungsradius senkrecht aufeinanderstehen, miis-
sen beide Beriihrungspunkte 7', und 7', und die Punkte M und P auf dem Thaleskreis liegen.
Demsen Mittelpunkt N ist der
Halbierungepunkt der Strecke
M P. Der Thaleskreis durch M

und P schneidet den gegebenen .F
Kreis in T, und 7,. P7, und
PT, aind die gesuchten Tan- 2%e180°
genten. £

A ] g

Das bloBe ,,Dranlegen* der Tan- g4 153 Blid 164

genten ist aus zweierlei Griinden

ungenau: Erstens erhélt man die Berithrungspunkte ungenau, so daB die Linge der
Tangenten nicht sicher bestimmt werden kann. Zweitens konstruiert man eine Gerade
exakt als Verbindung zweier Punkte oder mit Hilfe eines Punktes und vorgegebener
Richtung.

1) THALEs von Milet (um 624 bis 547 v. u. 2.); griechischer Mathematiker.
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23.3. Xhnlichkeit am Kreis

Sehnen- und Sekantensatz:

Schneiden sich zwei Sehnen oder Sekanten eines Kreises, so ist das Produkt der
Abschnitte auf der einen gleich dem Produkt der Abschnitte auf der anderen. Dabei
sind sémtliche Abschnitte vom Schnittpunkt der Sehnen bzw. dem der Sekanten
aus zu messen.

Beweis: In Bild 155 bzw. 156 gilt:

Da B = y als Peripheriewinkel tiber dem Bogen 4D und < CS4 = < BSD, teils als
Scheitelwinkel, ist A SAC ~ A SDB.
Daraus folgt

AS:DS=3C:8B
oder A43.8B=35C-D3 w.z b w.

Sehnensarz Sekantensatz 7 =3
Bild 156 Bild 156 BId 167

Sekanten- Tangenten-Satz:

Proportionale der beiden Sekantenabschnitte, die wiederum vom Schnittpunkt aus

Schneiden sich Sekante und Tangente an einem Kreis, so ist die Tangente mittlere
zu messen sind.

Beweis: Der Satz ist ein Sonderfall des Sekantensatzes, sofern man die Tangente
als Sonderfall der Sekante betrachtet. Aus Bild 157 ergibt sich
unmittelbar:

S4:8T

oder ST"=§
BEISPIELE
1. Man berechne die Sichtweile z von einem Punkt (Turm, Flugzeug
oder Bergepitze),der in der Hohe h ilber der als Kugelfliche gedachten Erdoberfliche liegt (Bild 158).
Lésung: Nach dem Sekanten-Tangenten-Satz ergibt sich sofort:
z' = h(2r + A)
oder z =|2rh + B

&

.

| 3

.SB w.2. b.w.

LS

Bild 158
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Da h gegeniiber r sehr klein ist, kann man den Summanden A* vernachldssigen und erhilt
noch geniigend gensu:

z = |2rh.
Zahlenbeispiel :
r = 6367 km, h=400m

S V12734000m-400m-- 100900 m

Die Sichtweite betrigt also etwa 100 km.

. Man bestimme zeichnerssch mit Hilfe des Sekanten-Tangenten-Satzes die mitilere Proportionals
der Grofen a und b/

Losung: (Bild 169). Auf der Strecke B = b trigt man §4 = @ ab. Um M, den Halbie-
rungspunkt von A B, schligt man den Kreis mit Radius % AB. Der Thaleskreis iiber 3
schneidet letzteren in Punkt 7. ST ist die gesuchte GrdBe.

. Man lose die Gleschung b® = a z zeichnerisch/

Losung: Im Endpunkt 7T der Strecke 4'S = b errichtet man die Senkrechte und wihlt
darsuf beliebig M. Ein Kreis um M mit M T und ein Kreis um  mit ¢ schneiden sich in 4
bzw. 4,. (Damit tiberhaupt ein Schnitt zustande kommt, muB M T geniigend groB gewihlt

IT=b
9e9:5F=b geg:2/
Sdz-a

SA =J7;=a

Blld 169 Blld 100

werden!) Die Verbindungsgeraden S A4 bzw. 4, schneiden den Kreis um M in B bzw. B,.

8B und 3B, sind aus Symmetriegrinden gleich und stellen die gesuchte GroBe z dar
(Bild 160).

Goldener Schnitt oder Stetige Teilung :

Eine Strecke heiBt nach dem Goldenen Scknitt oder stetig geteill, wenn ihr groBer
Abschnitt mittlere Proportionale der Gesamtstrecke und des kleinen Abschnittes
ist.

Oder mit anderen Worten:

Die Gesamtstrecke verhilt sich zum groBen Abschnitt wie dieser zum kleinen.

4. Die Strecke S T ist nach dem Qoldenen Schnitt zu teilen/

Lésung: Im Endpunkt 7' der Strecke 7' = 24 wird die Senkrechte mit der Linge T M = a
errichtet. Um M schligt man einen Kreis mit dem Radius a. Die Verbindungsgerade S M
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schneidet diesen Kreis in den Punkten 4 und B. Nach dem Sekanten-Tangenten-Satz gilt:
ST =J4.9B und da ST = 4B st
AB' = 94 (54 + 4B),

d.h., die Strecke 8 B wird durch 4 stetig geteilt. Ubertrigt man S A4 mittels Kreisbogens auf
8T ergibt sich Punkt C. Die letzte Gleichung schreibt man nun zweckmiBig in der Goatalt:

ST = 8C (ST + ST
und erhélt durch Umformung:
ST = 3C' + 8C.8T
3¢ = 9T (ST — §0)
8T:.8C =8C: (ST — J0),

womit gezeigt ist, daB die Strecke 87T durch C im Goldenen Schnitt geteilt ist (Bild 161).

Der Begriff ,,stetige's Teilung erklirt sich aus folgendem Sachverhalt: Trigt man den
kleineren Abschnitt b einer nach dem Goldenen Schnitt geteilten Strecke (¢ + b) auf

_qe_q:;r7 ST-TMea

? T
Bild 161 Blld 162

der groBeren Strecke e ab, so wird diese wiederum nach dem Goldenen Schnitt ge-
teilt. Dieses Verfahren laBt sich beliebig fortsetzen, wie im folgenden angedeutet ist:
Bild 162a. Diese Strecke sei nach dem Goldenen Schnitt geteilt.

Dann ergibt sich:

a+d
a

=2
)

und als Bestimmungsgleichung des Goldenen Schnittes:

at—ab—-0b=0.

Bild 162b. Wenn diese Strecke wiederum nach dem Goldenen Schnitt geteilt sein
eoll, muB gelten:

b

a-b"

il
[}

Durch Umformung erhélt man wiederum obige Bestimmungsgleichung, wodurch die
Annahme bestitigt wird.
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Bild 162¢. Und nochmals:
b a—0b

Annshme: “—5-3%5_a
262 —ab=a®>—2ab+ b
und a—ab—0=0
gilt wieder usw.
Satz 1:

Die Seite des regelmiBigen Zehnecks ist gleich dem groBen Abschnitt des nach dem
Goldenen Schnitt geteilten Umkreisradius.

Beweis: Das Bestimmungsdreieck besitzt die in Bild 163 angegebenen Winkel. Trigt
man die Winkelhalbierende eines Basiswinkels ein, ergibt sich ein neues Dreieck, das

¢
geg AM
0
A 7.4
Blid 163 Blld 164 Blld 1685

dem urspriinglichen dhnlich ist (Winkelvergleich). AuBerdem gilt:
AB-AD-CD

mit A B als Zehneckseite und AC als Umkreisradius. Aus der Ahnlichkeit der Drei-
ecke A BC und BD A folgt:

CB:AB=AB:DB w.z. b. w.

Die Seite des regelmiBigen Zehnecks 1aBt sich also nach dem Goldenen Schnitt aus
dem Umkreisradius konstruieren (Bild 164). Durch Uberspringen jeder zweiten Ecke
entsteht ein regelmiBiges Fiinfeck.

[4

BEISPIEL ‘\

6. Ein regelmifiges Zehneck sst aus aeiner Seite 8 zu konstruieren! 0 k 8
Losung: Man bestimmt mit Hilfe dea Goldenen Schnittes aus der F
gegebenen Seite ST den Umkreisradius SB und erhilt durch Ab-
tragen der Strecke s als Sehne das Zehneck (Bild 165). 708°

Zur Konstruktion des regelmiBigen Fiinfecks sind folgende Vor- £ A

betrachtungen nétig: (Bild 166). Blid 168
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Alle Diagonalen sind gleich lang.

Die angegebenen Winkel lassen sich leicht nachrechnen.

Trigt man im Teildreieck BCD von D aus nach B die Seitenlinge s ab, wodurch
Punkt F entsteht, erkennt man:

Satz 2:

Die Seite des regelmiBigen Fiinfecks ist gleich dem griBeren Abschnitt der nach
dem Goldenen Schnitt geteilten Diagonale.

Daraus léBt sich das regelmiBige Fiinfeck konstruieren. (Vgl. Aufgabe 3141)

AUFGABEN

307. Beweise den Satz vom Peripherie- und Zentriwinkel fiir die in Bild 167 angegebenen Lagen
des Punktes P|

308. Konstruiere einen Kreis, der durch zwei gegebene Punkte 4 und B geht und eine gegebene
Gerade g berithrt| (4 B soll nicht parallel zu g verlaufen!)

Anleitung: Verlingere A B bis zum Schnitt mit g und konstruiere den Beriihmng;apunkt
durch Anwendung des Sekanten-Tangenten-Satzes |

309. Konstruiere den Punkt D mittels Riickwiirtseinschneidens zeichnerisch, wenn die Koordi-
naten der Punkte A, B und C bekannt sind und von D aus die Winkel A DB und BD"
gemessen wurden! (Bild 168)

a) 4 (1,4) b) 4 ( 24)
B(8,1) B( 62)
C (11,3) c (11,7
&L ADB = 6¢° &£ ADB = 26°30°
< BDC = 60° & BDC = 45°

310. Zeige an Hand des Bildes 169, daB der Héhensatz ein Sonderfall des Sehnensatzes ist!

Blid 167 Blid 168 Blld 169

311. Eine Strecke von 15 cm ist stetig zu teilen. Nenne die gesuchten Teilstrecken a und b.

312. Die internationale Postkarte hat das Format 148 mm X 106 mm. Untersuche, ob diese
Abmessungen aus einer stetigen Teilung hervorgegangen sind.

313. Der Umfang eines Bilderrahmens soll 126 om betragen. Wie gro8 sind seine Héhe A und
seine Breite b zu machen, wenn der halbe Umfang stetig geteilt werden soll?

314. Konstruiere ein regelmifiges Fiinfeck

a) aus der Seite s = 6 cm ,
b) aus der Diagonaled = 6 cm .
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4. Berechnung von Flichen und Umfingen
24.1. Verschiedene Vierecke
Satz 1:

Die Flache des Rechteckes ist gleich dem Produkt zweier benachbarter Seiten.

Ad=a-b (17)

b:¢cm
Beweis: (Bild 170). Die Rechteckseiten ¢ und b seien ganzzah-
lige Vielfache der Lingeneinheit. Dann la8t sich das Rechteck
in @ Streifen zu je b Flicheneinheiten zerlegen. Damit ist a - b
die Anzahl der Flicheneinheiten, wie man abzihlen kann. Bild 170

Auf die Fallunterscheidungen, die nétig werden, wenn 2 und b nicht ganze Zahlen, sondern Briioche
oder irrationale Zahlen sind, soll hier nicht niiher eingegangen werden.

asSen

Der Umfang ist zusammengesetzt aus

w=2a+2b=2(a+b) (18)

Satz2:
Die Flache des Quadrates ist gleich dem Quadrat einer Seite.

4=a (79)

Umfang des Quadrates:

U=4a (80)

Beweis : Man setzt in den entsprechenden Formeln fiir das Rechteck @ = b ein!

Satz 3:

Die Flache des Parallelogrammes ist gleich dem Produkt aus einer Seite, Grund-
linie genannt, und der zugehorigen Hohe.

C

A=g-h (81) i

’ !

Beweis:In Bild171 ist das Rechteck EF C D flichengleich H
dem Parallelogramm 4 BCD, da AAED= A BFC. A £ ] F

9
Alsogilt: EF-ED= AB-ED w. z. b. w. BIA171
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Satz 4:
Die Flache des Trapezes ist gleich dem Produkt aus Mittellinie und Héahe.

A—m- BT (82)

Beweis: In Bild 172 ist

AH=DH, BG=CG@, und Hilfslinie EF| 4D.
Daraus ergibt sich das Parallelogramm 4 FE D mit

AF- HG=DE=m.

Aus der Gleichheit von
X FBG= X ECG als Wechsel winkel

und X FGB= < EGC als Scheitelwinkel
ergibt sich, daB
AFBG= NECG. Bild 172

Daraus folgt die Flachengleichheit des Parallelogrammes 4 FED und des Trapezes
4BCD: 4 AP -h=m-h.
Mit A = a, CD = c und FB = CE = z ergibt sich weiter:
m=AF=qa- 1z,
m=DE=c+z,

und durch Addition beider Gleichungen

a+c
2’ Blld 173

2m=a+c¢ oder m=

womit der Satz vollstindig bewiesen ist.

Satz 5:

Die Fliche des Rhombus und des Drachenvierecks ist gleich dem halben Produkt
beider Diagonalen.

1 (83)
A= 5 ef

Beweis: Jedes Teilrechteck des umbeschriebenen Rechtecks in Bild 173 wird durch
die Seiten des Drachenvierecks halbiert. Daraus ergibt sich unmittelbar die Formel.
Durch Parallelverschiebung der kurzen Diagonale éndert sich an diesen Beziehungen
nichts. Daher gilt die Formel auch fiir den Spezialfall, den Rhombus.
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24.2. Dreiecke

Satz 1:

Die Flache des Dreiecks ist gleich dem halben Produkt aus einer Seite, Grundlinie
genannt, und der zugehorigen Héhe.

1

a-Lg.n (84)

Beweis: In Bild 174 zerlegt die Diagonale BD das Parallelogrzamm 4 BCD in zwei
kongruente Dreiecke. Die Dreiecksfliche ist also gleich der halben Parallelogramm-
fliche.
Satz 2:
Die Flache des rechtwinkligen Dreiecks ist gleich dem halben Produkt beider Ka-
theten.

1
4=5a-b (86)

Beweis: Er eigibt sich, wenn man im letzten Beweis das Parallelogramm durch ein
Rechteck ersetzt.
Satz 3:

Flache des gleichseitigen Drevecks:

ad
4-%3 (86)

Beweis: Durch Einsetzen der Formel fiir die Hohe des gleichseitigen Dreiecks. (Vgl.
Abschnitt 22., Beispiel 2!) in die Flichenformel des allgemeinen Dreiecks ergibt sich:

a ‘a c
4=-5-5V3 0 ¢
2
w.z. b.w. A ]D B
A 8
Heronische!) Formel fir die "-——_‘]—"1 FI4C—A
Dresecksflache: Bild 174 Blld 176
. 1 U
A=|/s(s—a)(s‘—-b)(s—c) mit s=§(a+b+c)=? (87)
Beweis : (Bild 175). Aus dem linken Teildreieck erhilt man:
P=b—R 1)
bzw. h?=b — ¢ h= b —¢* = V(b +4q)(b—9) (IT)

1) HeroN, um 100 u. Z.

19 Elementarmathematik
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und aus dem rechten Teildreieck:

al= B+ (c— g

a'= R+ - 2cq+ ¢.
Gleichung (I) einsetzen:

ad=h?+ c?— 2cq + b3 — A2
Fiir ¢ erhilt man daraus:

W4t —at

7= 2c

Dieser Wert wird in_Gleichung (1I) eingesetzt:
_ bto—df B+ o — gt
h_V(b+ 2T (-2

1
h=EV(2bc+b’+c’—a’)(2bc—b’—c’+a’).

Umformung durch Anwendung der binomischen Formeln:

h= oo B+ P (@ - B —cf)

1
h=EG—V(b+c+a)(b+c—a)(a—b+c)(a+b—c)

Aus 28=a+b+e¢c folgt: 2(s—a)=b+c—a
2(8-b)=a-b+ec

2(8s—c)=a+b-c
Damit erhiélt man weiterhin:

h=—§—]/s(a—a)(a—h)(s—c)

"2—'C=A=Vs(a—a)(s—b)(s—c) w.z.b.w.

BEISPIEL
Wie grof ist die Fliche eines Dresecks mit den Sesten a = 10 cm, h = 8 cm und ¢ = 14 om?
Loésung: 8= 16cm
8-a=06cm
s—b=8cm
&¢—c=2cm

A=]16om-6cm-8cm-2om = 10 /8 cm® ~ 39,2 om*
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24.3. UnregelmiiBige Vielecke

Eine allgemeine Formel léBt sich im Rahmen dieses Buches nicht angeben. Zeich-
nerisch kann man dieses Problem lgsen

durch Zerlegung dee Vielecks in
Dreiecke (Bild 176)

oder

durch Zerlegung des Vielecks in 8
Dreiecke und rechtwinklige Trapeze 4 c
(Bild 177). BId 178 Bid 177

Die MaBe der Teilflichen entnimmt man der Zeichnung. Dabei erweist sich das zweite
Verfahren fiir Vielecke mit mehr als fiinf Ecken als rationeller, da man weniger Mes-
sungen benétigt.

24.4. RegelmiiBige Vielecke

Definstson:

Ein regelmiBiges Vieleck, dessen Seiten Sehnen eines Kreises, seines Umkreises,
sind, heiBt Sehnenvieleck.

Ein regelmiBiges Vieleck, dessen Seiten Tangenten eines Kreises, seines Inkreises,
sind, heiBt Tangentenvieleck.

Satz 1:

Die Flache des regelmapigen Sehnenvielecks ist

n & Seitenlinge,
4,=7s V4r’ - 7 Radius des Umkreises, (88)
n Zahl der Ecken.

Beweis: (Bild 178). Fiir die Flache 4, des Bestimmungsdreiecks gilt:
4,= L
mit h=‘/r’—(i)z=l if—g -

A,=nA,,=%ﬂs|/41-’—s2 w.z.b.w.
0y

. s
Satz 2: Blld 178

Die Fliche des regelmafigen Tangentenvielecks ist

1 s Seitenlinge,
A= S sne ¢ Radius des Inkreises, (89)
n Zahl der Ecken.

19¢
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Beweis: (Bild 179). Fiir die Fliche 4, des Bestimmungsdreiecks gilt:

4=

NI.—-

so
1
Adj=ndy=—5sng w.z. b.w.

Beide Formeln sind tiberbestimmt, d. h., die Gréen s, n und 7 bzw. s, » und g diirfen
nicht willkiirlich gewahlt werden, da sie voneinander abhingig sind. Da diese Ab-
hingigkeit durch den Winkel an der Spitze der Bestimmungsdreiecke vermittelt wird,
kann eine allgemeine Formel in beiden Fillen nur mit Hilfe der Sitze der Trigonometrie
angegeben werden. Das gilt ebenfalls fiir allgemeine Formeln zur Berechnung der Seiten-
lingen von Sehnen- und Tangentenvielecken. (Vgl. dazu Abschnitt 26.4., Beispiel 91)

/)

Bid 179 Blld 180 Bild 181

Fiir bestimmte Werte von n kommt man ohne die Hilfsmittel der Trigonometrie
zum Ziel.

BEISPIELE

Man berechne Seitenlinge und Fliche regelmifiger Achtecke in Abhdngigkeit von Umkress- bzw.
Inkressradiua/

1. L3sung fir das Sehnenachteck: (Bild 180)
AT =21 AD =DM da <X DAM = X DMA = 45°
—_— 1 r
ac =r)2 AD= 5 4C= 52
AB*= 4D + (r — DM*) =
” r s
~Fr(-50) -
2

=?+r’—r’V§+;=f'(2—V§)

AB=g=r|2-)2

4,=2r)2 - Var — @@=
—2n)2- 212+ 12 4,=2412
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2. Ldsung fiir das Tangentenachteck: (Bild 181)

a0t = =248
aB= 52, DB-o- + 4B
N 8 8
DB=e-3+3
ergibt $y— —22 _ und nach Rationalmachen des Nenners 20()/2-1)

= 1+)2

—4-202(J2-1)=8¢2(}2-1).

24.6. Kreis und Kreisteile

Legt man in einen Kreis ein regelmiBiges Sehnenvieleck und um den Kreis ein regel-
miBiges Tangentenvieleck mit gleicher Eckenzahl, so erhélt man folgende Beziehung
fiir deren Umfinge:

U,< Ugres < U,.

Durch Erhéhung der Eckenzahl ndhern sich die Umfinge beider Vielecke immer mehr
dem dazwischenliegenden Umfang des Kreises. Dieses Verfahren geht zuriick aunf
ARrRcHIMEDES. Durch zahlenmiéBige Berechnung erhilt man

Satz 1:
Der Umfang des Kreises betrigt

U=2rr |, = 3,14159. .. (90)

Der Faktor = ist eine ¢rrationale Zahl, 1aBt sich also nicht genau durch eine endliche
oder periodische Dezimalzahl ausdriicken. Fiir die meisten
Berechnungen geniigt als Naherungswert n =~ 3,14.

Satz 2:
Die Flache des Kreises ist

d=rns | (91) \/

Beweis: Bild 182 zeigt die Zerlegung des Kreises in b b bz bs
Kreisausschnitte, die bei geniigend feiner Unterteilung als  pya1e2

Dreiecke mit b,, b,, ..., b, als Grundlinie und 7 als Héhe

aufgefaBt werden konnen. Fiir deren Fldchen 4,, 4,, ..., 4, gilt:

1
Al =?bl‘f
d,= 3 by
; 1
A":?b,‘f
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Durch Addition ergibt sich:

A+ Ay 4ot Ay = Agra= 5 (b + by + - + b7 =

=-%_U-f=1rf. w.z. b.w.
Definition:

Ein Kreisausschnitt (Kreissektor) wird durch zwei Radien aus dem Kreis heraus-
geschnitten.
Ein Kreisabschnitt (Kreissegment) wird durch eine Sehne vom Kreis abgeschnitten.

Satz 3:
Die Lange des Kreisbogens beim Mittelpunkt winkel @ ist

b=nf% . (92)

Beweis: Aus der Proportionalitit von Bogenlinge und Mittelpunktwinkel folgt:

b:U = ¢:360°
. ® _ o _ @
b—Um_2nraw—nrm w.z. b.w.
Satz 4:
Die Fldache des Kreisausschnitles mit dem Bogen b bzw. dem Mittelpunkt winkel ¢ ist
SR N S, _?_
A—?br—nr’ 380° (93)

Beweis: Es gilt folgende Proportion, wenn man die Fliche des Kreisausschnittes
mit A bezeichnet:

A : Kreisfliche = Bogenlinge : Kreisumfang
A:xr? =rr 1.:;)2 :2m 7

Durch Auflésen nach A4 erhilt man Formel (93).

Satz §:
Die Fliche des Kreisabschnittes ist

1 1
A=n7’%—?a(r—h)=%(b—s)+?sh (94)
mit s Sehnenldnge und

h Pfeilhéhe = Hohe des Kreisabschnittes.

Beweis: Die Fliche ergibt sich als Differenz zwischen der Fliche des Kreisausschnit-
tes und der des zugehorigen Dreiecks (Bild 183). Die letzte Formel ist wiederum diber-
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bestimmt, da die GréBen r, @, b, & und s voneinander abhiéngig sind. Zur Bestimmung
all dieser GréBen benutzt man Tabellen, denen stets der Einheitskreist) zugrunde gelegt
ist. Dort kann man in Abhéngigkeit vom

Mittelpunktwinkel @ alle dbrigen Werte c

ablesen. -

BEISPIELE

1. Esn Skick Blech hat die Gestalt esnas gleich-
seitigen Dresecka mst der Seite a. Die Ecken
werden durch Kreise mit dem Radius r ab-

gerundet. Wieviel Prozent Verlust (reten l\b-/ ﬂ\ v,'r

dadurch auf?
Gegéden sind:a = 10om, r = 1om. Blid 163 Bild 184
Losung: In Bild 184 betriigt der Winkel P4 D 30°. Darsus ergibt sioh, daB das Dreieck A PD
die Hilfte eines gleiohseitigen Dreiecks mit PD = r als halber Seite und A P als Hahe ist.
Daraus folgt:

dP=PD)3=r)3
Ferner gilt:

DE=PQ=0-24P=q-2r)3

Die Flioche 4, des verbleibenden Blechstiickes setzt sich folgendermaBen zusammen:

1
Ap=Aprr + 3 Araro + 3- 5 Agrin=

= 4 V3DE' + 3¢ DE + xr =

= % V3@ —2r)3)" + 3r(a — 2r}3) + =
Zahlenbeispiel :
1 . .
Ap= (-Zv-s.(lo -2 V§I +3(10 — 2V§) + 1!) cm?®
Ap s 41,16 om®
Die Fliche 4,,, des gesamten Dreiecks betriigt:
Aisc= % 3a* = 25}/3 or® a 43,30 om*

Die Fliiche A4, des Abfalles ergibt sich als Differenz zwiachen der Fliche des gesamten Droi-
ecks und der des restlichen Bleches:
AA = Ausc — 4
Der prozentuale Abfall, d.h. der Verlust V, ergibt sich folgendermaBen:
Aa

Auo—Aa)

V= 21009, = (2429 8 ).1000

AA'C /0 ( A"C wA’

V=(1— 4, ).100%~(1_M 11009,
4BC

V6%

l)_1)_91' Einheitskreis ist ein Kreis, deasen Radius dic Linge der Einheit hat.
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2. Man berechne die Linge des in Bild 185 dargestellten Eorbbogens sowss die von shm und der
Strecke A D eingeschlassene Fliche! Der Korbbogen besteht aus dres Kreisbogen, deren Mitlel-
punkte nacheinander in B, M und C liegen und die an den Stellen,
wo esn Kreisbogen in den anderen tibergeht, also in G und E, gemein-
same Tangenten bessizen.

Gegeben sind: AB = BC = CD =a, < BMC = 80°.

Lésung: Aus der Konstruktion folgt:
BG=CE=a.
Aus <X BMC = 90° folgt:

Bild 185

X ABG =X DCE = ——(130°— 90°) = 46°

-ED-=

e)

L ra
1 .

Aus dem rechtwinkligen Dreieck B.M C-ergibt sich:

ME - ?m ?
und daraus:
1 -
FB=EGV2
i S — 1
Es st HG-¥B+a=a(1+5 |3
o 1 — 1 1
GE = o Gn=?wa(l+?]/§)
Linge b des Gesamtbogens:
b= 4G +GE + ED — g ra (2 + 3 12)
b=~4,24a.
Die Fliche A setzt sich folgendermaBen zusammen :
A= A0 + Apeo +AIEG_A:E'0=
— 1 2 1 e 1_1_
=2 g T +—4-MG ﬂ—?MB =
1 1
=4 + (1 +3 VE)
es(ge) 3o

und daraus
A = 2,82a%
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3. Welche Fliche bedeckt das in Bild 186 dargestellte Bogendresack? Die Eckpunkie des Dreiocks
sind Mittelpunide der Kreisbogen. Gegeben ist die Drateckseite a.
Lésung : Das Dreieck A BC ist gleichseitig. Daher gilt :
< BAC = 60°.
Die Fliche A, des schraffierten Kreisabsohnittes betrigt
1 1 1 1
A4, = F’mz —Ta’]/i = a'(-a-x — TV:;) .
Die Gesamtfliche F' setzt sich folgendermaBen zusammen :
A =34, + Apderasc =
=3“2(%"”%V§)+‘:‘“2V§'_’ Bild 186
1 2
=5e (r — V§)
A =~=0,71a?.
AUFGABEN
315. Von einem rechtwinkligen Dreieck sind die Kathete a = 3 cm und die Hypotenusec = 6 cm
gegeben. Berechne den Flicheninhalt A.
316. Ein gleichschenklig-rechtwinkliges Dreieck mit den Schenkeln a soll einem gleichseitigen
Dreieck mit der Seite b tlichengleich sein. Driicke b durch a aus.
317. Ein rechtwinkliges Dreieck mit der Héhe A = 3 om hat den Flicheninhalt 4 = 12 cm?. Be-
rechne seine Seiten a, b und c.
318. Berechne den Flacheninhalt A eines schiefwinkligen Dreiecks aus den Seiten @ = 3 om,
b=56cmund c = 4cm.
319. Von einem schiefwinkligen Dreieck sind die Seiten @ = 5 cm, 6 = 3 cm und der Flachen-
inhalt A = 5 cm? gegeben. Berechne die Seite c.
320. In einem gleichschenkligen Dreieck ist die Hone h gleich der Basis ¢. Welchen Flichen-
inhalt 4 hat dieses Dreieck, und wie groB sind seine Schenkel a? Driicke 4 und a durch ¢ aus.
321. Von einem gleichsohenkligen Dreieck sind die Hohe &, = 5 cm und die Schenkel @ = 8 om
gegeben. Berechne seinen Flioheninhalt A4.
322. Von einem gleichschenkligen Dreieck sind der Flicheninhalt A = 10 om* und die Basis
¢ = 4 cm bekannt. Wie groB sind die Schenkel @ und die Hahe A,?
323. Die Seiten eines gleichschenkligen Dreiecks stehen im Verhiltnisa:c = m:n = 2:1. Sein
Fliacheninhalt sei A = 6 cm®. Berechne die Hohe k., die Schenkel a und die Basis c.
324. Wie groB ist der Inkreisradius r, eines gleichschenkligen Dreiecks, von dem der Flichen-
inhalt 4 = 8 cm? und die Schenkel a = 5 cm gegeben sind?
325. Von einem gleichschenkligen Dreieck sind der Umfang U = 16 cm und die Héhe A, = 4 cm

bekannt. Wie groB sind seine Schenkel @ und die Basis c? Berechne auBerdem den Flichen-
inhalt 4.
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326.

327.

328.

328.

330.

331.
332.

Driicke die Schenkel @ eines gleichschenkligen Dreiecks und das Lot f vom FuBpunkt der
Hahe h, auf den Schenkel a durch A, = 5 om und ¢ = 4 cm aus.

Ein gleichschenkliges Dreieck mit der Baais ¢ = 4 cm und dem Umfang U = 24 om soll
in ein gleichschenklig-rechtwinkliges Dreieck mit gleichem Umfang verwandelt werden.
In welchem Verhiltnis 4, : 4, stehen die Flicheninhalte beider Dreiecke zueinander?

Driicke die Hohe A, eines gleichschenkligen Dreiecks durch den Schenkel @ und die Basis
¢ aus.

In welchem Verhiltnis 4, : 4, teilt die Seitenhalbierende s, eines gleichschenkligen Dreiecks
den Flicheninhalt?

Berechne die Seitenhalbierende s, eines gleichschenkligen Dreiecks aus der Baais ¢ = 4,6 cm
und dem Schenkel ¢ = 8,3 cm.

Berechne die Gurtlingen b und ¢ des im Bild 187 dargestellten Dachbinders.

Berechne den Querschnitt 4 der im Bild 188 dargestellten Schiene.

Bild 167 Bild 188 DId 189

333. Von einem gleichseitigen Dreieck ist die Seitea = 3 cm gegeben. Berechne den Inkreisradius
r und den Umkreisradius r, .

334. Driicke den Ankreigradiue r, eines gleichseitigen Dreiecks durch die Dreieckseite ¢ aus
(Bild 189).

335. Die Seiten a und b zweier gleichseitiger Dreiecke verhalten sich wie a:b =m:n =2:3.
Berechne das Verhiltnis A, : A4, ihrer Fliacheninhalte.

336. Driicke den Flicheninhalt 4 und die Hohe 4 eines gleichseitigen Dreiecks mit der Seite «
durch den Umfang U aus.

337. Der Querschnitt 4 einer Stahlschiene ist ein gleichseitiges Dreieck. Berechne A fiir den
Umfeng U = 26,4 cm.

338. Die Schliisselweite einer Sechskantschraube betrdgt s = 21 mm. Wie groB ist das Ecken-
maB e des Schraubenkopfes?

339. Der Achsenabstand ¢ = 346 mm zweier Zahnrider und ihre Teilkreisdurchmesser 4, =

= d, = 124 mm sind bekannt. Wie groB muB der Teilkreisdurchmesser d,, eines dritten
Rades gemacht werden, damit es mit den gegebenen kimmt und von diesen gleichen Achsen-
abstand ¢ hat?
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340.

M41.

342.

343.

346.

347.

. Wie groB ist der Flicheninhalt 4 des im Bild 192 dargestellten

Eine Sohraube mit metrischem Spitzgewinde hat d; = 41,604 mm Kerndurchmesser. Die
Steigung ist nach Standard mit h = 6 mm vorgeschrieben. Wie gro8 ist der Nenndurchmesser

d dieser Schraube? Beachte, daB die Gewindetiefe {; = % tmit t = —g— V§ ist.

Ein Mast ist in der Héhe 5 = 23,4 m durch drei Seile verspannt, von denen jedes die Linge

! = 30 m hat. Die FuBpunkte der Seile bilden die Endpunkte eines gleichseitigen Dreiecks.
Welchen Abstand haben die FuBpunkte untereinander?

b——178————]
a

Dild 190 Bld 101

In die vier Seiten einer quadratischen Platte (Bild 180) sind Einsohnitte eingearbeitet, die
die Form gleiohseitiger Dreiecke haben. Bereochne deren Seite a unter Beriioksichtigung der
eingetragenen MaBe.

In eine Bohrung vom Durchmesser d = 14,2 mm ist ein Dreikantstahl mit den Seiten a
einzupaasen. Berechne a.

. 8) Zeichne das im Bild 191 dargestellte Schubkurbelgetriebe.

b) Berechne die Koppellinge b fiir die eingetragenen MaBe.

o) Konstruiere die beiden Totlagen (Endstellungen) der Schwinge c.

Hinweis: Unter den Totlagen der Schwinge versteht man die Stellungen des Getriebes,
bei denen die Koppel b und die Kurbol a in eine Linie zusammenfallen.

d) Berechne den Gelenkpunktabstand D B fiir die im Bild dargestellte Kurbelstellung.

e) Berechne ebenso den Gelenkpunktabstand 4 C.

Vicrecks, das einem Kreis vom Radius r = 5 cm einbeschrieben ist
und dessen untere Eckpunkte den Abstand s = 7cmm haben? Wie gro
sind auBerdem die Seiten a und b?

Von einem Rechteck sind die Diagonale d = 8 cm und die Seite
a = 3 om bekannt. Berechne die andere Seite b und den Flichen-
inhalt 4.

Wie groB sind die Diagonale d und die Seite b eines Rechtecks
mit dem Flacheninhalt 4 = 8 cm? und der Seitea = 2 cm? Bld 192
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348.

349.

350.

361.

362.

Die Seiten eines Rechtecks sollen sich wie b:¢ = m:n = 2:3 verhalten. AuBerdem soll
das Rechteck einem Quadrat mit der Seite @ = 4 cm flichengleich sein. Bestimme die Sei-
ten b und ¢ und die Diagonale d des R .chtecks.

Ein Rechteck mit den Seiten b und c ist einem Quadrat mit der Seite a = 4 cm flichen-
gleich. Die Diagonale ¢ des Rechtecks und die Diagonale d des Quadrates sollen im Ver-
hiltnis d:e = m : » = 2: 3 stehen. Berechne die Seiten b und ¢ des Rechtecks.

Von einem Rhomboid sind die Seiten 2 = 4 cm, b = 8 ¢cm und der Fldcheninhalt 4 = 12 cm?
bekannt. Wie groB sind seine Hohe &, und die groBere Diagonale d?

Wie groB ist die Seite a eines Quadrates, das einem Rechteck mit den Seiten 6 = 5 cm
und ¢ = 3 cm flichengleich ist?

Wie groB ist der Flicheninhalt A des schraffierten Quadrates im Bild 193, und wie groB
ist auBerdem die Diagonale d? Driicke 4 und d durcha = 3 cm und b = 5 cm aus.

0 b —
%wm
P )

Bild 193 Bild 194 Bild 195

363.

356.

367.

358.

369.

361.

Einem Quadrat ist ein Rechteck mit den Seiten b und ¢ einbeschrieben (Bild 194). Be-
rechne b und ¢, wenn die Seite des Quadrates @ = 8 cm betriigt und die Flicheninhalte
beider Figuren im Verhéltnis 4y : Az = m:n = 3: 1 stehen.

. Die Diagonalen eines Rhombus sind ¢ = 4 cm und / = 6 cm. Wie groB sind seine Seiten «

und der Flicheninhalt A, ausgedriickt durch e und /?

. Wie groB ist die Hohe 5 eines Rhombus, wenn seine Seiten ¢ = 8 cm und die Diagonale

e = 3 cm bekannt sind?

Driicke die Hohe 2 eines Rhombus durch den Flicheninhalt A = 16 cm? und die Seite
a = 6 cm aus.

Die Diagonalen eines rechteckigen Platzes sind 43 m lang und schlieBen die Winkel 60°
bzw. 120° miteinander ein. Berechne dir Seiten @ und b des

Platzes. 70 i
L

Von dem im Bild 196 gezeigten Gelenkparallelogramm sind T ; 0 8
der Abstand & zwischen Steg d und Koppel b sowie die bei- % | 2 7K
den Gelenkpunktabstinde AC und BD fiir die eingetra- 8 2 Bt 7/
genen MaBe zu berechnen. { l 72
Wie groB ist der Querschnitt A des im Bild 196 darge- 1% |
stellten Profils? 50

. Berechne den Querschnitt 4 eines Kastentrigers, dessen Bild 196 220

Abmessungen aus Bild 197 hervorgehen.

30 Stiick Bleche der aus Bild 198 erkennbaren Form sind einseitig zu verchromen. Welcher
Preis T ergibt sich dafiir, wenn je Quadratmeter 8,20 MDN gezahlt werden miissen?
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362. Aus einem Baumstamm ist ein Balken mit rechteckigem Querschnitt herzustellen. Welchen
Durchmesser ¢ muB der Stamm mindestens habsn, wenn fiir den Balkenquerschaitt b = 5 cm

und A = 12 cm gefordert werden ?

363. Berechne den Inkreisradius r, eincs Rhombus mit doen Diagonalen ¢ -= 52 mmund / = 88 mm.

,'\‘* f——300—|
(2 rrrsss ‘|
[\ 8 ’ ’ RS 140
—‘\/ ¢ 00
| N 80-60-20
Bl 5
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e 3 ‘
]
. S ] b
U N i
N TR
- J /\ ‘WZ
27 340 ——=
| 0 ———=
280 70—
Bild 197 Bild 188

364. Wie groB ist die schraffierte Schnittfliche A der im Bild 199 dargestellten Riemenscheibe?

365. Die im Bild 200 gezeigte Stahlplatte ist mit 8 Bohrungen versehen, deren Mitten durch die
Buchstaben A4, B, ..., H bezeichnet sind. Zur Kontrolle sollen Lehren der neben der Platte
erkennbaren Form hergestellt werden. Wie groB miiBten die StichmaBe s zur Kontrolle der
Abstdnde a) AD, b) AE, c) CE, d) AG, e) CH sein?

366. Aus einem diinnen Draht ist ein Rechteck zu biegen, deasen eine Seite 6 cm griBer ist als
die andere. Gib die Rechteckseiten a und b fiir eine Drahtlange von 58 cm an.

£6. L
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’ & D
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Bild 100 Bild 200

367. Ein rechteckiger Platz von 6000 m? Flicheninhalt soll umziunt werden. Welche Holz-
menge @ wird dafiir bendtigt, wenn die Diagonale des Platzes 115 m miBt und fiir den lau-
fenden Meter 0,25 m?® Holz gebraucht werden? Gib auBerdem die Seiten a und b des Platzes an.
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368. Die im Bild 201 dargestellten MeBblenden eines Photometers kénnen in der durch die Pfeile
gekennzeichneten Richtung verschoben werden, wodurch sich die Blendendffnung ver-
kleinert. Wie groB muB a gemacht werden, damit 4
a) auf die Hilfte, b) auf ein Drittel,

c) auf ein Viertel, d) auf ein Sechstel
seiner angegebenen GroBe verringert wird?

369. Von einem Rechteck sind die Seite a = 44 cm und der Flicheninhalt 4 = 484 om? bekannt.
Ermittle die andere Seite b, die Diagonale d, die Liinge [ des Lotes von einem Eokpunkt
auf die Diagonale und die beiden Abschnitte » und v, in die die Diagonale durch das Lot
zerlegt wird.

370. Gib an, um welchen Betrag !, sich das im Bild 202 dargestellte Gelenksystem verlingert,
wenn die Entfernung a der Punkte 4 und B auf ein Drittel verkiirzt wird.

371. Zwei Krifte F, = 12 kp und F, = 7,5 kp schlieBen den Winkel .

a) a = 46°, b) @ = 60°
miteinander ein. Konstruiere das Krifteparallelogramm und ermittle zeichnerisch die Re-
sultierende R.

372. Zur Resultierenden R = 8,4 kp und zur Kraft ¥, = 2,8 kp, die beide den Winkel
a) a = 72° b) a = 30°
einschlieBen, ist durch Konstruktion des Krifteparallelogramms die Kraft F, zu bestimmen.

1 a4 ——]

fe-d
D C
A; i L4 F
o " -0
Es]
©
a=40
f-10 A £ 5
Pild 201 Bild 202 Blld 203

373. Ein straffgespanntes Seil bildet auf einer Rolle einen Umschlingungswinkel von 145°. Wel-
chen Winkel « schlieBen die beiden Seile miteinander ein?

374. Von einem gleichschenkligen Dreieck mit der Basis ¢ = 6 cm und den Schenkeln 2 = 8 cm
wird ein Streifen von 1 cm Breite parallel zu einem Schenkel abgeschnitten. (xib den Flachen-
inhalt 4, des urspriinglichen und den Flacheninhalt 4, des verkleinerten Dreiecks an.

376. Ein rechteckiger Bilderrahmen mit den &uBeren Abmessungen a = 64 cm und b = 92 cm
ist aus einfachen Holzleisten zusammengesetzt. Die Linge des unter 45° gefiihrten Geh-
rungeachnittes betrigt 3,64 cm. Wie groB ist die innerhalb des Rahmens liegende Fliche A,
und welche Breite d haben die Leisten?

376. Stelle eine Beziehung fiir die im Bild 203 eingetragenen Strecken a, b, ¢ und d auf.
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an.

378.

379.

380.

381.

382.

384,

385.

386.

387.

Von einer rechteckigen Platte mit der Breite b = 16 cm und der Héhe A = 5 cm sind an
zwei aneinanderstoBenden Seiten Streifen gleicher Breite a abzuschneiden, so daB sich der
Flicheninhalt der Platte um den dritten Teil verringert. Berechne a.

Aus einem quedratischen Blech mit der Seitenlinge @ = 6 cm soll ein Rhombus ausgeschnit-
ten werden, deasen eine Diagonale mit der des Bleches iibereinstimmt und dessen andere
Diagonale halb so lang ist wie diese. Berechne den Schnittverlust 4 und die Seite b des
Rhombus.

Stelle eine Formel fiir den Flicheninhalt 4 eines gleichschenkligen Trapezes auf, in der die
Diagonale d und die Héhe 4 als bekannte Stiicke auftreten.

Wie groB ist die Héhe &, des gleichschenkligen Trapezes im Bild 204 zu machen, damit dds
iiber dem Trapez liegende gleichschenklige Dreieck diesem flichengleich ist? Wiahlek = 8 cm
fiir die Hohe des gleichschenkligen Dreiecks.

Wie lautet die fiir A, in Aufgabe 380 erhaltene Beziehung, wenn die Fliche. des Trapezes
zur dariiberliegenden Dreiecksfliche im Verhiltnis 4, : A, = n: m steht ?

a

Bild 204 Bild 206 Bild 200

Wie groB ist der Flacheninhalt 4 des im Bild 205 schraffiert gezeichneten gleichschenkligen
Trapezes, dessen Grundlinie die Seite eines gleichseitigen Dreiecks ist und dessen andere
Grundlinie durch den Mittelpunkt des Dreiecksumkreises geht? Driicke .4 durch den Ra-
dius r = 6 cm des Umbkreises aus.

. Von einem rechtwinkligen Dreieck mit den Seiten @ und b soll durch eine Parallele zu a

ein Trapez abgetrennt werden (Bild 206), so daB dessen Fliche sich zum dariiberliegenden
Dreieck wie Agp: Ay = m:n = 3: 2 verhilt. Wie groB muB die Héhe  des Trapezes fiir
diesen Fall gemacht werden? Wihle fiir b = 8 cm.

Von einem gleichschenkligen Trapez sind der Umfang U, der Flicheninhalt 4 und die
Schenkel a bekannt. Driicke seine Héhe A und seine beiden Grundlinien g, und g, durch
diese GroBen aus.

Von einem gleichschenkligen Trapez sind die Mittellinie m = 6 cm, der Flicheninhalt
A = 12 cm® und die Schenkel 2 = 3 cm bekannt. Berechne die Grundlinien g, und g, .

Wie groB sind die Hohe A, die Diagonale d und der Schenkel a eines gleichschenkligen Tra-
pezes, wenn g, = 4 cm, g, = 2 cm und 4 = 8 cm? bekannt sind?

Ein Trapez mit der Mittellinie m = 6 cm und der Héhe A, = 4 cm soll einem gleichseitigen
Dreieck mit der Seite a flichengleich sein. Wie groB ist a fiir diesen Fall zu machen, und in
welchem Verhiiltnis stehen die Hohen A, und h, beider Figuren?

. Ein Trapez habe einen senkrecht zu seinen Grundlinien stehenden Schenkel @ und einen zu

diesen geneigten Schenkel b. Berechne die Grundlinie g, (g, < g,) und die Seite b, wenn die
Mittellinie m = 4 cm, die Grundlinie g, = 3 cm und die Héhe 4 = 4 cm gegeben sind.
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389.

390.

Gib den Querschnitt A der im Bild 207 gezeigten Schwalbenschwanzfiihrung an.

Das im Bild 208 dargestellte Blech wird aus vorgeschnittenen Stiicken von 38 mm Breite
und 46 mm Hohe hergestellt. Berechne den auftretenden Schnittverlust 4 fiir 100 Bleche.
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391. Ein gleichschenkliges Dreieck mit der Hohe A = 12 cm wird durch drei parallel zur Basis

392.

393.

verlaufende Strichmarken in zwei gleichschenklige Trapeze und ein gleichschenkliges Drei-
eck geteilt. Berechne die auf die Basis bezogenen Abstinde A, und A, dieser Marken fiir
den Fall, daB die Teilflichen gleich groB8 werden.

[e—2u42-
Berechne den Fliacheninhalt 4 des im Bild 209 gezeigten 3
Bleches.
Wie groB sind der Flacheninhalt 4 und der Umfang U des
im Bild 210 gezeigten Bleches? 12
©
~

Y

R —
72 10 15‘6 24 % K
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r 100
Bild 200 Bild 210 Bild 211

394 Berechne die Schnittfliche .4 der im Bild 211 gezeigten Keilriemenscheibe.

395.
396.

Berechne die Linge a der Kurbeln des im Bild 212 dargestellten Doppelkurbelgetriebes.

Ein Wasserkanal hat den Querschnitt eines gleichschenkligen Trapezes. Die beiden Ufer-
rander sind 27 m voneinander entfernt, und die Kanalsohle hat eine Breite von 12 m. Die
Tiefe des Kanals betrigt, von der Uferoberkante aus gerechnet, bis zur Sohle 4,8 m.

a) Berechne den Querschnitt 4 des Kanalbettes.

b) Wie groB ist das Boschungsstiick @, das nicht von Waeaser iiberspiilt wird, wenn der Kanal
einen Wasserstand von 2,6 m aufweist ?
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397. Berechne die Fliache 4 des im Bild 213 wiedergegebenen Flurstiickes.

398. Im Bild 214 ist ein Knotenblech dargestellt, das zur Verbindung von Stahltrigern dient.
Berechne die fehlende Seite a und gib den Blechbedarf A4 an.

399. Bild 215 zeigt die Seitenansicht eines Geradsicht-
prismas, das aus Kron- und Flintglasprismen zu-
sammengesetzt ist. Berechne die Strecken a und b.

400. Eine rechteckige Platte mit den Abmessungen
a=4cm und b = 13 cm ist durch einen Schnitt
80 in zwei Trapeze zu zerlegen, daB deren Grund-
linien ¢ und b — @ werden. Berechne Hie Linge !
des Schnittes.

y

Bild 212 Bild 213 /]

401. Berechne den Querschnitt 4 einer gemauerten Rinne, deren Abmessungen aus Bild 216 her-
vorgehen.

402. Berechne den Querschnitt 4 des im Bild 217 dargestellten Winkeleisens.

205
[ /Jz—”‘—:l w
8 o s '
{
Y250 — e LB

Bild 214 Blld 215 Bild 216

210

Tl—22 ‘—l

403. Ein PaBstiick, das den Querschnitt eines gleichschenkligen Trapezes hat, sitzt in einer ent-
sprechend ausgebildeten Nut (Bild 218). Berechne die MaBe a und b und gib auBerdem den
zwischen Nut und PaBstiick frei bleibenden Querschnitt 4 an.

6

LR
40

/
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128

Blld 217 Bild 218 Bild 219

20 Elementarmathematlk
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404,
406.

406.

407.

408.

Berechne die Eintauchtiefe a des im Bild 219 wiedergegebenen Schwimmers.

Von einem gleichschenkligen Trapez soll die eine Grundlinie zweimal und die andere drei-
mal so groB sein wie einer der Schenkel a = 3 cm. Gib den Umfang U und den Flichen-
inhalt 4 dieses Trapezes an.

Welchen Winkel « schlieBen zwei aufeinanderfolgende Seiten

a) eines regelmiBigen Zwolfecks,

b) eines regelmiBigen Vierzehnecks,

c) eines regelmiBigen Fiinfzehnecks,

d) eines regelmiBigen Achtzehnecks

ein?

Berechne auBerdem die Spitzenwinkel y der Bestimmungsdreiecke dieser Vielecke.

Wie gro8 sind die Winkel « und g des im Bild 220 dargestellten Pentagonsternes? Stelle
auBerdem die Formeln fiir die Strecken b und ¢ und den Flicheninhalt A des Sternes auf.
Nimm die Seite a des regelmiBigen Fiinfecks als bekannt an.

Einem Kreis mit dem Radius r = 12 cm ist ein regelmiBiges Achteck einbeschrieben. Be-
rechne die Seite s, den Flicheninhalt 4 und den Radius r, des einbeschriebenen Kreises.

Blld 220 Blld 221 Blld 222 Blid 223

409.
410.

411.

412.
413.

414.

4165,

Einem Kreis ist ein regelmiaBiges Dreieck mit der Seite 8 = 4 cm einbeschrieben. Wie groB
ist die Seite s, des dem ygleichen Kreis einbeschriebenen Sechsecks?

Ein Quadrat und ein regelmiBiges Sechseck sollen flichengleich sein. Wie groB ist fiir diesen
Fall die Seite b des Sechsecks zu machen, wenn die Quadratseite @ = 10 cm gegeben ist?

Driicke den Flicheninhalt 4 eines regelmaBigen

a) Fiinfecks, b) Sechsecks, ¢) Achtecks, d) Zehnecks
durch den UUmfaug U aus.

Einem regelmiBigen Sechseck mit der Seite a = 8 cm ist ein Quadrat mit der Seite b ein-
beschrieben. Driicke b durch a aus und gib eine Konstruktion fiir  an (Bild 221).

Einem gleichseitigen Dreieck mit der Seite a = 3 cm ist ein Quadrat mit der Seite b ein-
beachrieben. Driicke § durch z aus (Bild 222).

Einem regelmiBigen Achteck mit der Seite a ist ein gleichscheukliges Dreieck einbeschrie-
ben. Driicke die Stiicke b, 8, » und den Flacheninhalt A des Dreiecks durch @ = 6 cm aus
(Bild 223).

Ein regelmiBiges Sechseck und ein regelmiBiges Achteck sollen gleichen Umfang haben.
Berechne die Achteckseite b und die Flicheninhalte 4, und 4, des Sechs- und Achtechs
fiir diesen Fall. Die Sechseckseite sei a = 2 cm.
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416.

417.

418.

419.

420.

421.

422,

423.

424.

426.

4217,

428.

429.

430.

431.

Einem Kreis mit dem Radius r sind ein regelmiBiges Fiinf- und Zehneck einbeschrieben.
Bestimme die Verhiltnisse ihrer Flacheninhalte, Umfiinge und Seiten.

Zwei nach Bild 224 in ein Quadrat einbeschriebene gleichseitige Dreiecke begrenzen das
schraffiert gezeichnete unregelméBige Sechseck. Driicke dessen Flacheninhalt 4 durch die
Quadratseeite 2 = 6 cm aus.

Von einem regelmiBigen Fiinfeck ist der Umfang Uy = 16 cm gegeben. Wir gro8 sind seine
Seite 85, sein Umkreisradius r, und,sein Flicheninhalt 4,?

Die Grundfliche eines alten Brunnens, der die Form eines regelmiBigen
Achtecks hat, betrigt 16,4 m?. Wie groB ist seine Seite s?

Der Querschnitt einer Séule ist ein regelméBiges Sechseck mit der Seite
8 = 32 om. Sie ruht auf einem zylindrischen Sockel. Berechne deasen
Durchmesser d fiir den Fall, daB er beiderseits um je 6 cm iiber die graBte
Diagonale des Siulenquerschnitts iibersteht. Bild 224

Der Boden eines sus Blech gefertigten ZiergefdaBes bildet ein regelméaBiges Fiinfeck mit dem
Umfang U = 20 cm. Er soll durch einen solchen von der Form eines regelmiBigen Zehn-
ecks mit gleichem Umfang ersetzt werden. Berechne den Umkreisradius r des neuen Bodens.

Einem Kreis vom kadius r = 6 cm ist ein Hexagramm (zwei entgegengesetzt parallele regel-
miBige Dreiecke) einbeschrieben. Zeichne es und berechne seinen Flicheninhalt A.

Ein Abdeckblech hat die Form eines regelmiBigen Fiinfecks mit der Seite s = 3,2 cm. Es
ist zu groB und wird deshalb beschnitten. Die Schnitte werden allseits parallel zu den Seiten
in 6 mm Abstand vom Rand gefiihrt. Welchen Flacheninhalt 4 v'nd welche Seite s, hat das
bearbeitete Blech?

Der Querschnitt eines Dreikantstahles betrigt 4 = 8 cm?. Er soll durch einseitiges Ab-
frasen auf 6 cm? verringert werden. Welche Anstelltiefe a des Friisers muB gewihlt werden,
wenn die Form des regelméBigen Dreiecks erhalten bleiben soll?

. Ein Pavillon besteht aus drei Etagen, deren (Grundrisse regelmiBige Sechsecke bilden. Die

Seite der untersten Etage ist 8 = 3 m. Wie groB sind die Seiten s, und s, der beiden néchsten
Etagen, wenn jede von ihnen gleichmidBig um 0,6 m von der vorhergehenden zuriicksteht?

Mit einem Faden von 45 m Liinge soll ein regelmaBiges Zehneok abgesteckt werden. Wie
groB wird dessen Flicheninhalt A?

Mit einem Draht von 16 cm Linge werden nacheinander ein regelmiBiges Dreieck, Viereck,
Fiinfeck und Sechseck gebildet. Berechne die Flacheninhalte dieser Figuren.

Das Seitenfenster einer Wartehalle bildet ein regelméBiges Sechseck. Es ist aus Leisten von
6 cm Breite gezimmert. Sein duBerer Umfang betrigt 3 m. Welche Fliache A4 steht fiir den
Lichteinfall zur Verfiigung, wenn die Verkittung unberiicksichtigt bleibt?

Ein quadratisches Blech mit 16 cm Seitenlinge wird an seinen Ecken so beschnitten, daB
ein regelmiBiges Achteck entsteht. Wie groB ist deasen Fliache 4?

12 Stiick Bleche von der Form eines regelmaBigen Sechsecks werden so bearbeitet, da8 12
regelméBige Dreieckbleche mit groBtméoglicher Seite entstehen. Berechne den Schnitt-
verlust 4, wenn die Sechseckseite 14,6 cm betrigt.

Die Irisblende ciner Kamera besteht aus zehn Lamellen, so daB eine Blendenéffnung von
der Form eines regelméBigen Zehnecks entsteht. Bei der Blendenstellung 3,6 ist die Seite
dieses Zehnecks 8 mm lang. Wie groB wird diese Seite s fiir die nachste Blendenstellung 4,
bei der die Blendenffnung bekanntlich um die Halfte von der bei Stellung 3,6 reduziert wird?
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432.

433.

434.

435.

436.

437.

438.
439.

NE |+ %

Fiir StraBenleuchten sollen Steinsiulen hergestellt werden, deren Querschnitt ein regel-
miBiges Zehneck ist. Wie groB muB eine Seite s dieses Zehnecks sein, wenn fiir den Abstand
zweier paralleler Seiten 45 cm vorgeschrieben sind?

EineKachel von der Form eines regelmiiBigen Achtecks hat einenFlicheninhalt 4 = 250 om?.
Berechne eine Seite s der Kachel.

Aus einem runden Stamm von 56 om Durchmesser soll ein Balken hergestellt werden, dessen
Querschnitt die Form eines regelmaBigen Sechseoks hat. Berechne den Umfang U des Quer-
schnitts fiir den Fall, daB die Schnittverluste méoglichst klein gehalten werden.

Die acht einzelnen Spiegel eines achteckigen Drehspiegels werden aus 3 mm dickem Glas
geachnitten und so auf einer Walze montiert, daB sie ein regelmiBiges Achteck bilden. Be-
rechne den Walzendurchmesser d. Beriicksichtige, daB die Spiegelriiokseiten die Walze be-
rihren, zwischen den aneinanderstoBenden Spiegelkanten kein Zwischenraum bleibt und
der Abstand von Kante zu Kante 3,6 cm betrigt.

Einem Kreis vom Radius r = 8 cm ist ein Sehnenviereck einbeschrieben. Berechne den
Flicheninhslt A, den Umfang U und die Diagonale e des Vierecks fiir » = r/2 (Bild 225).

Der Flicheninhalt des Sehnenvierecks im Bild 226 sei A = 36 cm®. Wie groB ist sein Um-
kreisradius r, wenn seine Diasgonalen senkrecht aufeinanderstehen und die Diagonale e die
Diagonale fim Verhiltnise: f = m:a = 4 : 3 teilt?

Welchen Durchmesser ¢ hat ein Kreis mit dem Fliacheninhalt A = 30 cm®?
Driicke den Umfang U eines Kreises durch den Flicheninhalt 4 = 8 cm" aus.

< SEA
A a
e

Bild 226 Bild 228 Bild 227 Bild 228

440.

441.

442,

443.

445.

Um die Eckpunkte eines Quadrates mit der Seite ¢ sind vier Kreise mit dem Radius
r = a/2 geachlagen. Gib eine Formel fiir den Inhalt der schraffierten Fliche 4 an (Bild 226).

Einem Halbkreis mit dem Radius r ist ein Kreis einbeschrieben. Gib eine Formel. fiir den
Inhalt der schraffierten Fliche 4 an (Bild 227).

Von einem Kreis sind die Sehne 4 = 4 cm und die Héhe 4 = 1 cm des zu dieser Sehne ge-
hérigen Bogens bekannt. Berechne den Radius r des Kreises.

Driicke die Sehne s eines Kreises durch die Hohe % des zur Sehne gehérigen Bogens und
durch den Kreisumfang U aus.

. Die Strecke A B = 27, ist durch den Teilpunkt 7' stetig geteilt. In welchem Verhiltnis

stehen die Flichen 4,, A, und 4, der iiber den drei Strecken geschlagenen Kreise (Bild 228).

Von einem Kreisring sind der innere Radius r, = 5 cm und der Flicheninhalt 4 = 12 om?®
gegeben. Berechne den éuBeren Radius r,.
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446.

447,

448.

449.

4560.

461.

462.

- 453.

454.

466.

4566.

467.

458.

469.

461.

Zwei Kreise mit den Flicheninhalten 4; und A4, sollen einem Kreisring flichengleich sein.
ry ist der groBere, r, der kleinere Radius des Ringes. Driicke r, und r, durch 4, und 4,
fiir folgende Fille aus:

a) r, ist das erithmetische Mittel,

b) r, ist das geometrische Mittel,

c) r, ist das harmonische Mittel

der Radien r, und r, der gegebenen Kreise.

Die Suinme der Radien eines Kreisringes sei @ = r; + r, = 20 om. Berechne r, und r,,
wenn auBerdem der Fliaoheninhalt 4 = 40 cm® des Ringes bekannt ist.

Stelle den Fldcheninhalt 4 eines Kreisringes als Flache eines Trapezes mit der Hohe
h=2r.(r, — r,) dar.

Welche Beziehung besteht zwischen den Radien r, und r, eines Kreisringes, wenn die Flache
des Ringes dem inneren Kreis mit dem Radius r, flichengleich ist?

Die Hohe 4 eines gleichseitigen Dreiecks ist gleich dem inneren Radius r, eines Kreisringes.
Die Seite a des Dreiecks ist gleich dem duBeren Radius r, des Ringes. In welchem Verhilt-
nis steht fiir diesen Fall die Fliche 4, des Ringes zur Fliche 4, des inneren Kreisea?

Ein Kupferdraht von 2 mm® Querschnitt soll durch einen Aluminiumdraht von dreifachem
Querschnitt ersetzt werden. Welchen Durchmesser d muB der Aluminiumdraht erhalten?

Das prall mit Luft gefiillte Rad eines Autos muB8 400 Umdrehungen ausfiihren, um einen
Kilometer zuriickzulegen. Welchen Durchmesser d hat es demzufolge?

Der AuBendurchmeasser eines Autoreifens betrigt 82 cm. Wieviel mehr Umdrehungen u
muB dieser je Kilometer machen, wenn er nach dem Entweichen von Luft nur noch einen
wirksamen AuBendurchmesser von 88 cm hat?

Aus einem Blech von 36 cm Breite soll ein Rohr gebogen werden, dessen lichte Weite 10 cm
betriigt. Berechne den fiir den Falz iibrigbleibenden Rest a.

In einem Rohr sollen stiindlich 500 m?® Wasser mit einer Geschwindigkeit von 0,11 m/s ge-
fordert werden. Welchen Innendurchmesser & muB8 das Rohr haben?

Wie gro8 ist der Blechbedarf A fiir das im Bild 229 gezeigte Werkstiick?

Gib die in einer Minute ausgefiihrten Umdrehungen » eines Rades von
78 cm Durchmesser an, wenn es sich mit einer Geachwindigkeit von
42 km/h fortbewegt.

Gib die Durchmesser d, , d, und d, einer Stufenscheibe an, deren Drehzahl
60 min—' betrigt und deren einzelne Stufen die Umfangsgeschwindig-
keiten 100 m/min, 72 m/min und 60 mi/min haben sollen. Bild 220

DieTeilkreisumfinge zweier Stirnzahnrider mit Evolventenverzahnung sind Uyq = 328 mm
und Uys = 142 mm. Berechne den Achsenabstand a der Rider.

. An der wirksamen Fliache des Tellers eines Sicherheitaventiles tritt bei einem Druck von

16 kp/cm? eine Druckkraft von 166 kp auf. Welchen Durchmesser d hat diese Fliache?

Berechne dis Bruchlast ¢, eines Werkstoffes, von dem ein kreisrunder Stab mit 1,4 cm Durch-
messer bei einer Belastung von 600 kp zerreiBt.
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462,

463.

464,

466.

466.

467.

468.

469.

470.

471.

472.
473.

Um eine Scheibe vom Durchmesser d wird eine Schnur im gleichmiBigen Abstand b gelegt.
Um welchen Betrag a ist die Schnur gegeniiber dem Scheibenumfang linger zu machen?

Bild 230 zeigt den Querschnitt durch den Anodenzylinder einer Sendershre, der eine Hohe
von 656 mm hat. Berechne den Blechbedarf 4 unter Vernachlassigung der Blechdicke.

Welchen Durchmesser d muB ein Kupferdraht haben, der bei einer Linge von 40 m einen
Widerstand von 24 Q aufweisen soll? (¢ = 0,017 Q mm?/m)

Eine rechteckige Schiene mit der Breite 16 mm und der Héhe _. e
24 mm soll durch eine kreisrunde Stange von gleichem Quer-

schnitt ersetzt werden. Welochen Durchmesser d muB diese 38
haben?
Bild 230
Zwei kleine Kanalisationsrohre mit den lichten Weiten 24 om
und 38 cm sollen durch ein einziges Rohr mit gleicherm Querschnitt ersetzt werden. Berechne
dessen Durchmesser d.

An einem Wagen betrigt der Durchmesser der Vorderrider 32 cm und der der Hinterrider
38 cm. Berechne die Zahl = der Umdrehungen, die die Vorderrider mehr ausfiihren miissen,
wenn der Wagen eine Strecke von 8,4 km zuriicklegt.

Der Achsenabstand zweier Reibrider betriigt 47 om. Berechne den Durchmesser d des einen
Rades, wenn der Umfang des anderen 60 cm betrigt.

Von einer Welle mit dem Umfang U = 21 cm wird eine 0,6 om dicke Schicht abgedreht.
Um welchen Betrag A verringert sich der Querschnitt der Welle, und wie gro8 ist der neue
Umfang U,?

Berechne den entstehenden Schnittverlust 4, wenn das im Bild 231 dargestelite Blech aus
vorgeschnittenen Rechteckplatten von 48 mm Breite und 64 mm Hohe herausgearbeitet
wird.

Berechne die Grundfliche 4 des im Bild 232 dargestellten Briickenpfeilers.
Gib den Querschnitt 4 des im Bild 233 gezeigten Profilstahles an.

Die Teilkreisdurchmesser zweier Zahnrider mit Evolventenverzahnung betragen 7,2 cm und
9,6 cm. Ihr Achsenabstand wurde mit 13 cm gemessen. Welchen Teilkreisumfang U miiBte
ein Zwischenrad haben, das mit beiden Ridern im Eingriff steht und dessen Mittelpunkt
auf der Geraden liegt, die durch die Mittelpunkte der gegebenen Rider bestimmt ist?

48

100

Blld 231 Blld 232 Blld 233
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474. Eine Stahlwelle von 32 mm Durchmesser soll eine quadratische Aussparung erhalten, so
daB sich der Wellenquerschnitt um die Hilfte verringert. Gib die Quadratseite a an.

475. Ein nahtlos gewalztes Rohr hat eine Wanddicke von 14 mm und einen lichten Durchmassar
von 76 mm. Gib den Materialquerschnitt 4 an.

476. Ein Brunnen mit kreisringférmigem Querschnitt hat einen duBeren Umfang von 9,6 m und
einen inneren Umfang von 7,2 m. Berechne die Wanddicke @ und den Querschnitt 4 des
Mauerwerkes.

477. Eine Bremstrommel von 42 cm Umfang wird mit Bremsbelag von 6 mm Dicke belegt. Wel-
chen Umfang U und welchen Durchmesser d erhilt dadurch die Trommel?

478. Eine Stahlwelle von 84 mm Durchmesser soll 8o ausgebohrt werden, daB der urspriingliche
Querschnitt auf die Hélfte reduziert wird. Berechne den Bohrungsdurchmesser d.

479. Uber ein Vierkanteisen mit quadratischem Querschnitt und der Seitenlinge ¢ = 31 mm
sol' eine zylindrische Hiilse von 150 mm &uBerem Umfang geschoben werden. Berechne die
Wanddicke a der Hiilse und gib ihre inneren und duBeren Durchmesser d, und d, an.

480. Ein Teleskopstativ ist aus drei ineinander verschiebbaren Rohren von 0,8 mm Wanddicke
zusammengesetzt. Gib die Querschnitte 4,, A, und A, der Rohre an, wenn der Innen-
durchmesser des kleinsten Rohrea d, = 7 mm miBt.

481. Aus einem Blechstreifen von 1,6 m Linge und 3 cm Breite sollen Ringe von 24 mm AuBen-
durchmesser und 12 mm Innendurchmesser ausgestanzt werden. Wie groB ist der Abfall 4,
wenn zwischen je zwei Ringen und vom Anfang und Ende des Streifens ein Abstand von
3 mm eingehalten werden muB?

482. Die Schleifringe eines Drehstromgenerators sollen eine Dicke von 4 mm und einen inneren
Umfang von 118 mm haben. Berechne ihre Umfangsgeschwindigkeit v am &uBeren Um-
fang bei einer Drehzahl von # = 1600 min~*,

483. Gib den Querschnitt A der im Bild 234 dargestellten Schelle an. Fasse die Laschen als Reoht-
ecke auf.

484. Von einem Kreis gind der Bogen b = 6 cm und der Radius r = 4 cm bekannt. Wie groB
ist der zum Bogen gehdrige Mittelpunktswinkel «, und wie groB ist der Flicheninhalt 4 des
entaprechenden Sektors?

485. Wie groB ist der Flicheninhalt 4 der drei Segmente, die entstehen, wenn einem Kreis mit
dem Radius r = 8 om ein gleichseitiges Dreieck einbeschrieben wird?

[ 4

Bild 294 Bild 236

486. Der Bogen b eines Sektors mit dem Radius r = 4 om sei ebenfalls r. Wie groB sind der
Flicheninhalt 4 des Sektors und der Radius r, eines Kreises, der dem Sektor flichen-
gleich ist?



312 24, Berechnung von Flichen und Umfingen

487.

488.

489.

Wie groB ist das sohraffiert gezeichnete Flichenstiick A im Bild 235, wenn r = 6 om ge-
geben ist? .
Die Flicheninhalte eines Sektors und eines Segmentses, die beide zu dem gleichen Kreis ge-
héren, sollen flichengleich sein. Wie groB ist der Bogen b, des Sektors fiir diesen Fall zu
machen, wenn vom Segment der Bogen b, = 5 om, die Bogenhthe A = 1 ¢cm und die Sehne
8 = 4 om gegeben sind?

Wie groB ist die im Bild 236 schraffiert gezeichnete Fliche 4, wenn r = 6 ocm gegeben ist?

490. Welche Beziehung besteht zwischen dem Flicheninhalt A, der im Bild 237 schraffiert ge-

(&

zeiohneten Fliche und dem Fliacheninhalt 4, des rechtwinkligen Dreiecks A BC?

NS

Z a
N, "

Blld 236 Blid 237 Blid 238 Blld 230
491. Berechne den Fliacheninhalt 4 der im Bild 238 schraffiert gezeiohneten Fliche. Die Seite

des Quadrates sei a = 3 cm.
492. Wie groB ist der Flicheninhalt A der im Bild 239 schraffiert gezeichneten Fliche, wenn die

Seite a = 8 cm des gleichseitigen Dreiecks bekannt ist?
493. Berechne die gestreckte Linge ! des im Bild 240 dargestellten Rohrbogenausgleichers.
494. Wie groB ist der Flicheninhalt 4 des im Bild 241 dargestellten Bleches?

®
%{’
—={ 4m
Blld 240 Bild 241 Bild 242

495. Berechne den schraffierten Querschnitt A einer Welle, dessen Abmessungen aus Bild 242

hervorgehen.

496. Welchen Umfang U hat des im Bild 243 dargestellte Werkstiick?

497. Bestimme den DurchfluBquerschnitt 4 des im Bild 244 dargestellten Kanalisationsrohres.
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498. Berechne das fehlende MaB s im Bild 245 und gib den Querschnitt A4 des Doppel-T-Ankers an.
499. Erginze «, b, und b, im Bild 246.

500. Wie groB ist der Schnitt 4 einer plankonvexen Linse, deren Abmessungen aus Bild 247
hervorgehen?

Bild 243 Bild 244 Bild 245

501. Berechne den Materialbedarf A der im Bild 248 dargestellten Kondensatorplatte.

502. Im Bild 249 ist die Platte eines Schmetterlingskreises dargestellt, der in der Dezimeterwellen-
teohnik zur Kapazitite- und Induktivititeinderung von Schwingkreisen benutzt wird. Be-
rechne deu Materialbedarf A4 fiir 80 solcher Platten.

Blld 246 Blld 247 Blld 248

503. Ermittle den Umfang U und den Blechbedarf 4 des im Bild 250 gezeigten Werkstiickes.

604. Aus einem Blech von 24 mm Durchmeaser soll ein gleiohseitiges Dreieck herausgeschnitten
werden, dessen Ecken auf dem Kreisumfang liegen. Berechne den Flacheninhalt A4 eines der
drei entstehenden Segmente.

505. Gib den Materialbedarf 4 der vier im Bild 251 dargestellten Lamellen eines Stromwenders an.

Bild 249 BlId 250 Blld 251
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506. Berechne die fehlenden MaBe ¢ und b des im Bild 262 dargestellten Bremsklotzes.

607. Der Durchmesser einer Bremstrommel betrigt 260 mm. Ein auf der Trommel liegendes
Bremsband beriihrt ihren Umfang auf einer Linge von 540 mm. Berechne den Umschlin-
gungewinkel « des Bandes.

508. Eine waagerecht liegende Tonne von 340 mm Durchmesser ist bis zu zwei Drittel ihres Durch-
messers mit Waaser gefiillt. Die Wasseroberfliche unterteilt den zur Achse senkrechten
Schnitt durch die Tonne demnach in zwei Segmente. Berechne deren gemeinsame Sehne &
und den Wasserstand A.

6509. An der Oberfliche einer Welle von 40 mm Durchmesser ist parallel zur Achse eine Fliche
anzufrisen, die in dem zur Achse
senkrechten Schnitt eine Breite von @—

20 mm haben soll. Wie gro8 muB
die Anstelltiefe 4 des Friisers ge-
wihlt werden?

6510. Ein Zahnrad mit dem Teilkreis-
durchmesser d, = 288 mm hat
36 Zihne. Berechne Modul m und
Teilung :.

511. Auseiner Scheibe von 67 mm Durch- Blld 262 Bild 263
messer soll ein Sektor derart heraus-
geachnitten werden, daB8 der Scheibenumfang auf einer Bogenlinge von 61 mm unter-
brochen wird. Welchen Mittelpunktswinkel @ muB der Sektor demzufolge haben?

612. Berechne den Blechabfall A, der entsteht, wenn die im Bild 263 dargestellte Lehre aus einer

kreisférmigen Platte von 76 mm Durohmesser herausgearbeitet wird.
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26. Das BogenmaB

Definition:

Das BogenmaB %!) oder arc «?) ist das Verhiltnis der Bogenlinge zum Radius am
Kreisausschnitt mit dem Mittelpunktswinkel a.

- b
o =arca=—
r

(95)

Das BogenmaB ist als Quotient zweier Strecken dimensionslos. Da alle Kreisausschnitte
mit gleichem Mittelpunktswinkel éhnlich sind (Bild 254) und da der Bogen dem zu-
gehérigen Mittelpunktswinkel proportional ist, liBt sich das BogenmaB als MaB fiir
den Winkel verwenden.

Satz:
Berechnung des Bogenmafes:

- _ Tea _ . —1
@ = g5 = % 0,01745 Grad (96)
T
Beweis: Man setzt in der laut Definition angegebenen :_—I_T-q‘r_.'
2 {

Gleichung b = L’é ein. br by by 2o a:l
Fir einige ausgewihlte Winkel ergeben sich folgende /7 "2 7
Werte: Blld 264

GradmaB 0° 30° 45° 60° 90° 180° |270° [360°

0 ™ b3 T!~ ™ ~2 ~
BogenmaB T |4 |3° |2=® |T® |gTE|eT=

0,0000 | 0,5236 | 0,7854 | 1,0472 | 1,5708 | 3,1416 | 4,7124 | 6,2832

BEISPIEL

Welcher Winkel hat das Bogenmap 17 Oder anders formulisrt: Bei welchem Winkel ist die Bogen-
linge glesch dem Radsuas?

Lésung:
b=rnr zo =r
180°
-]
ergibt z= 180 = 57°17°43".

T

1) Lies: alpha Bogen.
%) Lies: arous alpha.
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Definition:

Der Winkel, dessen Bogenma8 gleich 1 ist, heiBt Radiant, bezeichnet mit 1 rad.
(Vgl. Anhang!)

Praktisch bestimmt man das BogenmaB mit Hilfe der Tabelle fiir die Bogenldnge. Da
ihr der Einheitskreis zugrunde liegt, ist dort die MaBzahl der Bogenldnge gleich dem
Bogenma8.

Auf fast jedem Rechenstab ist eine Marke g eingraviert. Sie dient zur Umrechnung
von Bogen- in GradmaB und umgekehrt. Es ist némlich

180°

T ’

8o daB fiir die Umrechnung folgende einfache Beziehungen gelten:

- a
== und a=p-a.

26. Dreiecksherechnung
26.1. Trigonometrie des rechtwinkligen Dreiecks
26.1.1. Die vier Winkeltunktionen
g Die vier trigonometrischen Funktionen, auch Winkelfunktionen
c genannt, werden zundchst am rechtwinkligen Dreieck definiert.
a Dabei bezeichnet man eine Kathete als Ankathete oder Gegen-
kathete, je nachdem, ob sie dem betrachteten Winkel anliegt
c 6 4" oder gegeniiberliegt. Die verwendeten Bezeichnungen sind aus
Bild 2556 Bild 255 ersichtlich.
Definition:

Der 8inus eines Winkels «, bezeichnet mit sin« ), ist das Verhaltnis der Gegenkathete
zur Hypotenuse.

Gegenkathete

a
Hypotenuse ) 57

sina =

Der Cosinus eines Winkels @, bezeichnet mit cos « 2), ist das Verhdltnis der An-
kathete zur Hypotenuse.

cos e = Ankathete % (98)

Hypotenuse

;)_Lies: Si.nus alpha.
2) Lies: Cosinus alpha.
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Der Tangens eines Winkels «, bezeichnet mit tan & !), ist das Verhiltnis der Gegen-
kathete zur Ankathete.

Gegenkathete .a

tana = ethete b

(99)

Der Cotangens eines Winkels «, bezeichnet mit cot a 2), is das Verhiltnis der An-
kathete zur Gegenkathete.

Ankathete b
cot;at=——Gll =7 (100)

Durch jeden dieser Quotienten wird jedem Winkel ein bestimmter Zahlenwert zuge-
ordnet. Damit sind diese Quotienten Funktionendes Winkels.
Die Funktionswerte sin &, cos &. tan a, cot o sind als Ver- &;
hiltnisse zweier Strecken reine Zahlen, also dimensionslos. 5,
Ferner sind sie unabhéngig von der GroBle des betrach- 8;
teten Dreiecks, da alle rechtwinkligen Dreiecke, die den
Winkel « enthalten, ihnlich sind. In Bild 256 gilt bei-
spielsweise:

KT _ BT _ BT b & G

= = =sina. BlId 268
I8, 4B, 4G5,

Satz:

Der Funktionswert eines Winkels ist gleich dem Funktionswert der Co-Funktion
des Komplementwinkels.

Beweis: Entsprechend den Definitionen kann man aus Bild 255 ablesen:

sina=%=cosﬂ=cos(90°—a)
b . .
cosa = — = sin § = sin (90 - a)
tana=%=cotﬂ= cot (90° — @)
cota=%= tan § = tan (90° — a) w.z. b, w

Diese Beziehungen werden bei der Einrichtung der Tabellen der Winkelfunktionen
ausgeniitzt.

Zwischen den Winkelfunktionen bestehen folgende weitere Beziehungen:

sin?a + cos?a =1 |?), (101)

1) Liee: Tangens alpha.
2) Lies: Cotangens alpha.
3) Statt sin « - sin @ = (sin a)? schreibt man nach Vereinbarung sin? a (gelesen: sinus Queadrat «).
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sin @

oz = tena |, (102)
& _ 1

ana = m . (103)

Beweis: In Bild 255 ist
sina = % und cosax = —2—

Durch Quadrieren und anschlieBende Addition beider Werte erhilt man:
sm’a+cos’a=:—:+z—:=“'+!b’=_z:.=1_

Damit ist Formel (101) bewiesen. Fiir Formel (102) gilt:

a
sina c
cea _ B~ p - tenc
¢

Formel (103) folgt unmittelbar aus den Definitionen fiir tan & und cot .
Diese Beziehungen gestatten es, eine Winkelfunktion durch die andere auszudriicken.
- Beispielsweise folgt aus Formel (101):
sina = ]/1 —cos®a  (sin & durch cos « ausgedriickt).
Setzt man diesen Wert in Formel (102) ein, kann man tan a durch sin & ausdriicken:
Vl — cos’a

tana = —.
cosa

L6st man diese Formel nach cos a auf, kann man cos & durch tan « ausdriicken usw.
In der folgenden Zusammenstellung sind alle méglichen Fille verzeichnet, deren Her-
leitung dem Leser iiberlassen bleibe.

gegeben
gesucht sina cos a tan « oot a

tan a 1

gina sina V1 — cos’z Y1+ tan'a J1 + cotia

cota

1
cosa — oin® cosx
V1 —sin*a JT+tan*a | VI + cotia
sina Vl — costa tana 1

tan —_—
o J1 — sinta cosa cota
oot Vl — sinta cosa 1 ¢
ot @ —_— -
sina V1 — costa tana cota

Solange man nur mit spitzen Winkeln arbeitet, gelten die positiven Vorzeichen der
Wurzeln.
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BEISPIEL
Gegcbens'dsma——-v_ gesucht ist oot a.

VT
e S L

26.1.2. Kurvenbilder der Winkelfunktionen

Im Einheitskreis lassen sich die MaBzahlen der Winkelfunktionen durch Strecken dar-
stellen, sofern man nur beachtet, daB der Nenner der Quotienten mit der Strecke zu-
sammenféllt, die als Linge die Einheit hat, namlich den Radius.

In Bild 257 ergibt sich fiir die vier Winkelfunktionen:

cota =

ging = — ===, sine24C.
D! £0) r
cosa=ﬂ=ﬂ; cosa = AM.
D £4] r
tanaz=ﬂ= BD ; tana = BD.
¥B r
EF EF
ta = ——= ; ta 2 EF.
cota = = . cota

Avuf diese Weise kénnte man die Zahlenwerte der einzelnen Funktionen fiir jeden be-
liebigen Winkel ermitteln. (Tatsdchlich bedient man sich dazu jedoch der Mittel der

l-”’ 750 sinat
F £, :
[: 3
)
7
= @
1:1:1 o A I8 S g5 0 35 30 45 60 75 90 Grad

Héheren Mathematik.) Weiterhin kann man mit Hilfe dieser Darstellung die Kurven-
bilder der Winkelfunktionen konstruieren (Bilder 258 bis 261). Bei Konstruktion der
Cosinus- und Cotangenskurve dreht man den Einheitskreis aus praktischen Griinden
um 90° im mathematisch positiven Sinne.

An den Kurvenbildern erkennt man folgende Besonderheiten:

Die Werte von sin « und cos « liegen zwischen O und 1.

Der Wert von tan a wird bei Anngherung an den Winkel & = 90° immer gréBer, bis
er im Grenzfall unendlich groB geworden ist, tan 90° = co. Das gleiche gilt fiir cot
bei Anniherung an den Winkel a = 0°. Es gilt: cot 0° = co.

Die Kurvenbilder einer Funktion und ihrer Co-Funktion zeigen, bedingt durch die
Konstruktion, gleichen Verlauf, sofern man bei der Co-Funktion die Werte fiir a ent-
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150 7

Sy

45/\\

YANAN

/\\\\

9024 Yoo
hl 0 15 30 45 60 75 90 Grod
Blld 2690
60° tan
90° r5o 45°
30°
15°
L2V, -0
0 35 30 5 60 75 S0 Grad
Bild' 260
col ac
i
30N
75°  0°
40
60°
SANNN
90"~ 7 Y oy ! r
0 75 30 % 60 75 90 Grad
Bild 261 Blld 262

90-a

2 L1
0 frad
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gegengesetzt durchlauft. Daraus ergibt sich eine Veranschaulichung des Satzes aus
26.1., in Bild 262 gezeigt am Beispiel der Sinus- und Cosinusfunktion. Beide Kurven-
bilder sind iibereinandergezeichnet. Man erkennt:

sin & = cos (90° — a).

26.1.8. Zahlenwerte der Winkelfunktionen

Fiir einige besondere Winkel lassen sich die Zahlenwerte der vier Winkelfunktionen
auf elementarem Wege berechnen, und zwar aus dem Quadrat bzw. aus dem gleich-
seitigen Dreieck.

Beispielsweise ergibt sich aus Bild 263:

o__o _ 1
cos 45° = "1@ =3 Vf

Oder aus Bild 264 folgt:

a

13
a =
2 Blld 2608 Bild 264

tan 60° = 3.

Alle aus diesen beiden Figuren abzuleitenden Werte sind in der folgenden Tabelle zu-
sammengestellt. Die Berechnung dieser Werte bleibe dem Leser iiberlassen. Die Werte
fiir 0° und 90° liest man aus den Kurvenbildern ab.

F\m 0° 30° 45° 60° 20°
sina 0 % % 2 —;Vi 1
cosa 1 313 1y 3 0
tana 0 33 1 3 o
oot oo 13 1 313 0

Im allgemeinen entnimmt man die Zahlenwerte der Winkelfunktionen einer Tabelle,
der Tafel der natirlichen Werte der Winkelfunktionen.

Diese Tafel ist folgendermaBen eingerichtet:

In der linken Spalte stehen, von oben nach unten zihlend, die Winkel von 0° bis 45°,
rechts davon die vier Funktionswerte. Die Spalten ,,D* enthalten die Tafeldifferenzen,
die zur Interpolation gebraucht werden.

Wegen der Komplementbeziehung der Winkelfunktionen (Satz in 26.1.) eriibrigt es
sich, die Funktionswerte der Winkel von 45° bis 90° gesondert aufzufiihren.

Es gilt beispielsweise:

sin 78°20" = cos 11°40’ = 0,97934.

Um die dafiir nétige Umrechnung zu sparen, sind die Winkel von 90° bis 45°, also die
Komplementwinkel der Winkel ven 0° bis 46°, in der rechten Spalte, von unten nach

21 Elementarmathematlk
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oben ziiblend, angegeben. Die zu ihnen gehérenden Funktionsbezeichnungen stehen in
der untersten Zeile der Tabelle.
Uber die Interpolation siehe Abschnitte 3.6.8. und 7.2.2.4. Im iibrigen geben die den
Tabellen angefiigten Erléuterungen zusitzliche Hinweise.
BEISPIELE

Man bestimme die fehlenden Seiten und Winkel der durch folgende Stiicke gegebenen Dresecke:
l. ¢c=10cm, a=90° P = 25°40°

Lasung: (Bild 285)

y = 90° — § = 64°20
b

_

?=tanﬂ ergibt b =c.tang = 10 cm - 0,48066
b=48cm

c c 10cm

— = ergibt = =

a = 08B i %= oad ~ 08013

a =11,1om

2. b=5cm, ¢c=12cm, a = 90°
Lasung: (Bild 265)
a=Vm=Vm=l3cm
b 5om —

t&nﬁ=7=m=0,41667

ergibt B = 22°40’

Bild 205

y=00°—p§, y=67720

Die Tabelle der Logarithmen der Winkelfunktionen ist prinzipiell ebenso eingerichtet
wie die der natiirlichen Werte. Sie ist lediglich feiner unterteilt, da man mit ihr héu-
figer arbeitet als mit der Tabelle der natiirlichen Werte. Zu den Logarithmen selbst
ist folgendes zu bemerken:
Die meisten Werte der Winkelfunktionen sind kleiner als 1, ihre Logarithmen miiBten
also negative Kennziffern erhalten. Aus Griinden der Ubersichtlichkeit ist zu allen
Logarithmen 10 addiert. Diesen Betrag mu man bei Berechnungen selbstverstindlich
wieder abziehen. Beispielsweise gilt:
tan 38° = 0,78129

lg tan 38° = 1g 0,78129 = 0,89281 — 1,
nach Addition von 10 laut Tabelle:

lg tan 38° = 9,89281 — 10.
BEISPIELE

Man bestimme die fehlenden Seiten und Winkel der durch folgende Sticke gegebenen Dresecke:

3. a = 24,32 0m, x = 80°, y = 38°17
Lasung: (Bild 265)
B =190°—y = 5143
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Num Log 1)

a-om™ 1,38596 + | +

cos Y 9,80485 —10 |+ b = 19,09 cm

cos B 9,79208 —10 | |+ -
¢ = 15,07 cm

b.cm™? 1,28081 -

¢-cm™? 1,17804

4. ¢ =1923cm, b=8,00cm, a=90°
Lésung: (Bild 266)
¢c= Va’ — b = V(a +b)-(a —bd)= ]/27,32cm- 11,14cm

. b 8,00 cm o 000 _
o= = e v=90°-8
Num Log Num | Log
(e + b)om™? 1,43648 | + b.cm™! 0,90795 | +
(@ — b)om™! 1,04689 | + a-cm™! 1,28398 | —
2,48337 | :2 0,62307 —1
c-om-! 1.24169 sin B 9,62397 — 10
¢=17,46cm B = 24°53 y = 656°07
26.1.4. Spezielle Berechnungen

BEISPIELE

1. Ein Mast wirft bes einem Sonnenstand von a = 64° einen Schatten der Linge | = 24,8 m. Wie
hoch iat der Mast?

Lasung: (Bild 266)

h=1l-tana =248m. .tan54° =~ 24,8 m-1,38 =~ 34,1l m
Die Héhe betrigt 34,1 m.

2. Zarischen zwes Gebiuden, die d = 38,2 m entfernt stehen, wird esn Draht-
seil von 1 = 39,8 m Ldnge gespannt. In der Mitte wird eine Lampe
von G = 4,6 kp Gewicht aufgehingt. Unter welchem Winkel y stellen
eich beide Seilstrange gegen die Horizontale ein und wie grof ist in h
jedem der Seslstringe die Zugkraft F? (Das Gewicht des Seiles wird

nicht bericksichtigt.) Bila2es fe— 17—

1) In der Num-Spalte dieses Sohemas und aller folgenden werden simtliche vorkommenden
GroBen durch ihre Dimension geteilt. Das hat folgenden Grund:

Der Logarithmus ist nur fiir reine Zahlen erklirt, nicht aber fiir GréBen, die ja bekanntlich daa
Produkt einer Zahl mit einer Einheit darstellen.

Aus Griinden der Platzersparnis wird statt % geachrieben @ - cm-1.

21
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Lésung: (Bild 267)

(+10)

Num | Log |
% ; d d-m? 1,68208 +
T=7 l-m™ 1,59988 -
2 0,98218 — 1
co8 Y 9,98218 —10
__G Bild 267 % G-kp?| 0,35218 +
2siny
y = 16°18 F = 8,02kp siny 9,44819 —10| —
F-kp? | 0,80399

3. Esn Koérper mit dem Gewicht @ = 78,5 kp liegt auf esner schiefen Ebene, die gegen die Horizon-
tale um den Winkel a = 5°30’ genesgt ist. Wie grof ssnd Hangabtriebskraft Fgund Normalkraft Fy ¢

Num Log
Loésung: (Bild 268) G -kp-? 1,88487 + |+
Fg=G-sina sina 8,981567 —10| +
Fy=G-cosa co8 a 9,99800 —10 +
i = 17,62k
Hangabtriebskraft Fg P h Fx-kp? 0,87644
Normalkraft Fy = 78,14 kp Blid 268 Fy - kp-! 1,80287

4. Eine regelmdifige quadratische Pyramide hat die Grundhantea = 16 cm und die Héhe h = 20cm.
Unter welchem Winkel a sind die Sestenflichen, unter welchem Winkel B die Sestenhanten gegen
die Grundfliche geneigt? Wie grof tst der Winkel y an der Spitze eines der gleichschenkligen

Dresecke, die die Mantelfliche bilden?

Losung: (Bild 269)

sana = B _ 2% Num Log
% b h-cm-! 1,30103 | +
a-cm™! 1,17609 | —
tanf = a" = "Tg 0,12404 | + +
512 2 0,30103| +
~ 1] 0,150562 +
1 ) [
H=|/h+ —Za’ =5 V4h’ + a® Bndeee tana 0,42697
. tan B | 027546
14 2 a a
tan?t - 2 _ = - .cm-?
at-— TRl z-em | 326126 |
Z-om-! 1,63063 | —
« = 69°27 Vz-om
—_— a-ocm-! 1,17609 <+
B = 62°04
L4 | 9,64646 —10

7 =38°42' tan o
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5. Umzwei Riemenscheiben mitden Radien R = 366 mm und r = 215 mm und dem Achsenabstand
d = 1850 mm st ein Treibriemen gelegt. Wie lang
1at erf

Lasung: (Bild 270)
Umschlungenes Stiick des groBen Rades B
Umschlungenes Stiick des kleinen Rades b
Tangentenlinge !
Gesamtlinge L = 21 + B + b
I=)Yd —(BR-—rp=

=)+ (R -nild— (R—r1)] Bild 270

R—r
[}

Umschlingungswinkel am groBen Rad « = 180° + 2¢
Umsochlingungswinkel am kleinen Rad g = 180° — 2¢

tan ¢ =

Num Log
[@ + (R — r)] mm™? 3,30103 | +
R [@d — (R — r)mm? 3,23045 | +
Ta
B=3TC 6,53148 |:2
,_rn 8 1. mm-! 3,26574 -
180°
N (R — f) mm™? 2,17609 +
= mm
= 4°39_' " wese 091035 — 2  (+10)
= . tan @ 8,91035 —10
a = 189°18" = 189,30° —/180 - 024 2
- 188 —2|+ | +
= 170°42' = 170,70°
B R-mm-! 2,56229 +
B = 1206 mm a. Grad-1 2,27715 +
b = 641 mm B-mm-! 3,08132
t] =
Gesam llnge L 55356 mm r mm-! 2,33244 +
B - Grad™! 2,23223 +
5. mm-! 2,80855

6. Bin Ballon, Durchmesser d = 2r = 4,2 m, wird beobachtel. Sein acheinbarer oberer bzw. unierer
Rand werden unter dem Winkel « = 18°34’ bzw. § = 16°28’
anvisierl. Man berechne Schrigentfernung e und Hihe h des
Ballona, bezogen auf sesnen Mittelpunkt/

Lasung: (Bild 271) ‘

r . 8
a5 I

— = 8in (¢ ; ) ergibt: e =
; L7214
%: I;in(‘z +ﬂ) ergibt: A = esin(a+ﬂ) =

[
Blld 271
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“;ﬁ= 1°03 = 6 Num Log
r.m 0,32222 - +
i;—ﬁ =17°3'=¢ siné 8,26304 —10 | —
. -1
Schrigentfernung e = 114,6 m e-m 2,05918 +
sine 9,47854 —10 +
Héheh = 34,6 -
_—¥ h-m™! l 1'53772

7. Dse Spitze esnes Turmes erochesnt vom Punkt A aus unter dem Winkel @ = 22°60’ und von B
aus unter dem Winkel 8 = 31°10°. Der Fufpunkt F des Turmes liegt in der Verldngerung der
Strecke AB = d = 38,36 m. Wie hoch sst der Turm?

Lasung: (Bild 272)

FB i
o oth |
&
AF AB BF d
et e N it sl x AF ||
J .4 7 F
i = Bild 272
ergibt A cota — cotf
cota = 2,376504 + Num Log
oot f = 1,65337 — d-m! 1,58377 ¥
Nenner = 0,72167 Nenner 0,8583¢ —1 | —
Turmhohe A = 53,14 m h-m! 1,72543

8. Man berechne Flicheninhalt A und Basislinge g esnea gleichschenkligen Dresecks, von dem be-
kannt sind

a) die Hihe h und der Winkel y an der Spitze
b) dse Schenkellinge 8 und der Winkel y an der Spitze.

Lésung: (Bild 273)

A
t: A4— & 9 .h—tan?
a) Eagilt: 4 = ) gh und 7.]& = t&n-é- .
Durch Umstellen der zweiten Gleichung ergibt sich:
Y

g = 2htan 5 s
Setzt man das in die erste Gleichung ein, erhilt man:

A=wtan f——g —

Bild 278

hlh-

b) Esgilt: 4 = %ah, und — =siny bzw. A,= ssiny
Ersetzt man A, im ersten Ausdruck, ergibt sich

_l 2 o3
A—?a siny.
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Aus —% 18 = gin -
folgt schlieBlich noch

g= 2¢sin%.

9. Mit Hilfe der in Besspiel 8 gefundenen Beziehungen leite man allgemesne Formeln ab fiir Fldchen-
snhalt und Sestenlinge
a) des regelmdfigen Tangentenvielecks
b) des regelmifigen Sehnenvielecks. (Vgl. Abschnitt 24.4.)

Losung:
a) Tangentenvieleck:
o Cl
A = g'tan 180 8, = 2ptan 180
n n
b) Sehnenvieleck:
(-] -]
A=lr’sin 360 8 = 2rs8in 180
2 n n
26.2. Trigonometrie des schiefwinkligen Dreiecks
26.2.1. Erwelterung des Deflnitionsbhereiches der Winkelfunktionen

Um die vier Winkelfunktionen zur Berechnung beliebiger, also auch schiefwinkliger
Dreiecke verwenden zu kénnen, macht es sich erforderlich, ihren Definitionsbereich auf
Winkel von 90° bis 180° zu erweitern, da jeder Winkel, fiir den

0° < a<180° gilt,

in einem Dreieck vorkommen kann.,
Selbstverstindlich milesen diese neuen Definitionen so getroffen werden, daB die frither
festgelegten Beziehungen in den allgemeineren Definitionen enthalten sind’).

Definitionen:
Der Sinus eines Winkels ist gleich dem Sinus des Supplementwinkels

| in(180° - @) =sina (104)

Der Cosinus eines Winkels ist gleich dem negativen Cosinus des Supplementwinkels

l co8 (180° — &) = — cos (105)

!) Dieses dialektische Prinzip des Aufhebens im doppelten Sinne, namlich dea gleiochzeitigen Er-
iibrigens und Bewahrens, ist eines der wichtigsten Arbeitsprinzipien der Mathematik. Man be-
zeichnet es als Permanenzprinzip.
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Die entsprechenden Erweiterungen fiir die Tangens- und Cotangensfunktion ergeben
sich, wenn man entsprechend dem in der FuBnote genannten Permanenzprinzip die
Beziehungen (102) und (103) zugrunde legt:

Satz:

Der Tangens (Cotangens) eines Winkels ist gleich dem negativen Tangens (Cotan-
gens) des Supplementwinkels.

| tan(180° — @) = —tana | (106)
| cot (180° — &) = — cotx | (107)
. o _ _8in(180°— a) _ gina
Beweis: tan(180° — a) = 08 (180° —a) — —ooez —tana
coe(180° —a) —ocosa

cos (180° — &) = = —cota.

{(¢in180° —a)  @ing

Es lassen sich also die Funktionswerte aller Wi:;kel zwischen 90° und 180° auf solche
zwischen 0° und 90° zuriickfiihren, z.B.: .

ein 138° = sin (180° — 42°) = sin 42° = 0,6691 oder
tan 109° = tan (180° — 71°) = —tan 71° = —2,904.
Fir manche Zwecke, insbesondere zur bequemeren zeichnerischen Darstellung des

weiteren Kurvenverlaufes, kann man die Erweiterungen des Definitionsbereiches der
Winkelfunktionen auch folgendermaBen erkléren:

gin (90° + f)=  in (90° — f),
cos (90° + f) = — cos (90° — f),
tan (90° + f) = —tan (90° — f),
cot (90° + f) = — cot (90° — f).
Beweis: Alle vier Beziehungen ergeben sich sofort, wenn man in (104) bis (107) an

Stelle des Winkels @ den Winkel 90° — f einsetzt, gezeigt am Beispiel der Cosinus-
funktion:

cos [180° — (90° — )] = —cos (90° — f)
cos (90° + f) = —cos (90° — f) w.z.b.w.

Diese letzten Beziehungen sagen folgendes aus:

Die Sinuskurve verléuft im Bereich von 0° < a < 180° symmetrisch zur Stelle & = 90°.
Die Funktionswerte aller iibrigen Kurven éndern an dieser Stelle ihr Vorzeichen, stim-
men aber in ihren Betrigen an den Stellen 90° + f und 90° — f iiberein. Daraus er-
geben sich folgende Kurvenbilder:
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cosx
l sina
+1 +1
T T ¥ T T T ¥ a a
0| 15 30 4560 75 90 10512C 135150165180 Grad o Grad
Blld 274 Blld 276
tax
tan x «©
\ ,
+14 +11
165 160 e 105 —
T T T T T T T T Grad U T T T T T T T T - 6 d
ol 15 30 45 60 75 90 105120 5150 ol 15 30 45 60 75 90N\, 120135750165 180 ra
-’ - _, -
Blld 276 Bld 277

Im Falle der Sinusfunktion ergibt sich eine Besonderheit, wenn aus dem Funktionswert
sinx der zugehérige Winkel a bestimmt werden soll, da die Beziehung y = sina im Be-
reich von 0° bis 180° nicht umkehrbar eindeutig ist, mit Ausnahme des Wertes
sinax =1.

Das bedeutet: Zu ein und demselben Wert von sina, beispielsweise 0,5, gehtren zwei
verschiedene Winkel, némlich ¢, = 30° und ag = 150°. Die Entscheidung, ob beide
Winkel giiltig sind oder welcher fiir ungiiltig zu erkliren ist, muB von Fall zu Fall fiir
jedes Problem untersucht werden. Dafiir 1a8t sich keine allgemeingiiltige Richtlinie
aufstellen.

26.2.2. Der Sinussatz
Satz:

Die Seiten eines Dreiecks verhalten sich wie die Sinus der gegeniiberliegenden
Winkel.

a:b:c=sina:sinf :siny I (108)
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Oder in anderer Formulierung:

Das Verhiltnis einer Seite zum Sinus des gegeniiberliegenden Winkels ist innerhalb
ein und desselben Dreiecks konstant.

a b c

8 _ b _ c (109)

Beweis: Die Gleichwertigkeit beider Formulierungen ergibt sich aus den Rechen-
gesetzen fiir fortlaufende Proportionen. In einem epitzwinkligen Dreieck (Bild 278) gilt

fir das linke Teildreieck h,=b-sina
und fir das rechte Teildreieck h.=a-sinf.
Die Elimination von &, liefert a-sinff =b.sina
bzw > - —b—-ﬁ

. iV A

Benutzt man die Beite a oder b als Baais, laBt sich der Beweis auf dem gleichen Wege unter Ver-
wendung der Hdhen A, baw. &, vollenden, was dem Leser iiberlassen bleiben mdage.

AN
A

Blld 278 Bild 279

In einem stumpfwinkligen Dreieck (Dreieck 4 BC in Bild 279) gilt

fur das Dreieck ACD h,=10b-sing
und fiir das Dreieck D BC h.=a-ginf.

Da der Winkel ¢ aber Supplementwinkel zum Winkel e ist, gilt sin ¢ = sin & und es er-
gibt sich die gleiche Beziehung wie oben. Damit ist der Sinussatz vollstindig bewiesen.

BEISPIELE

1. Von den Endpunkien A und B esner Strecke c = 183 m erschesnt ein dritter Punkt C unler den
Winkeln « = 34°45’ und § = 76°22'. Wie weit liegt der Punkt C von A und B entfernt?

Lasung: Der dritte Winkel ergibt sich aus der Winkelsumme mit y = 68°53'.
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Mit den Bezeichnungen AC = b und BC = a (Bild 280) ergibt sich aus dem Sinussatz

b = sinf < und Num Log
siny
. c-m™? 2,26245 +

a=emagny - sin y 9,96081 —10| —
Die Entfernungen betragen 2,20264 t

— ain § 9,98769 —10( +

AC =190,6 m Bild 280

—_— b.m 2,28023

B¢ =1118m. sina 975587 —10  +
Dieses Problem bezeichnet man in der Vermeasungs- a - m™ 2,04851

technik als Vorwirtseinschneiden.

. Wendet man den Sinussatz auf ein rechtwinkliges Dreieck an, indem man etwa y = 90° setzt
(dann gilt: sin y = 1), so vereinfacht sich der Sinussatz zu der in 26.1.1. definierten Sinus-
funktion fiir rechtwinklige Dreiecke (Bild 281).

3 _° ergibt sina = 2 und
sina 1 c
b c . . b
AT ergibt sinf = e

. Von einem Dreieck sind folgende Sticke bekannt: (Bild 282)
a =6o0m, ¢ =13 cm, & = 23°. Man berechAne dis fahlenden Stacke/ Blld 261

Laeung: Zunichst 1Bt sich nur der Winkel y berechnen.

. c-sina G

siny =
/R
Num Log N \\
sin @ 9,69188 —10| + S~ N \\
coom™ | 1,11384 + sl %
= A c 8
0,70582 + __
BC -6C,-a

. em™ 0,77815 - = =
a-om A, =b, , ACmb,
siny 9,92767 -10 Bld 282

Zu diesem Wert von Ig siny sind entsprechend der Uberlegungam Ende von 26.2.1. zwei Win-
kel maglich, némlich

#, = 657°50 und y, = 180° — y, = 122°10",

Diese Doppeldeutigkeit war bereits in 19.2. Beispiel 4, Fall ¢, aufgetreten. Die dort angedeu-
tete Unterscheidung der Fille ¢, bis c, léBt sich nunmehr genauer formulieren: Fiir die rechte
Seite der obigen Gleichung gibt ea drei Méglichkeiten:

=1 Doppelldsung, y = 90°.

> 1 keine Ldsung, da siny nicht gréBer als 1 sein kann.

¢-sina { < 1 zwei Ldsungen mit zwei verschiedenen Winkeln y, und y,.
a



332 26. Dreiecksberechnung

Im hier vorliegenden Fall muB man mit beiden Winkeln weiterarbeiten und erhilt zwei még-
liche Dreiecke, niamlich 4 BC, und 4 BC,.

7, = 51°50’ , ¥y = 122°10°

B, = 99°10’ By = 34°60°
b = a - 8in f, b =a-sinﬂ,
1 8in « 2 gina

Die logarithmische Berechnung soll hier nicht im einzelnen durchgefiihrt werden. Man erhilt:

b, =152cm und b, = 8,8cm.

4. Von esnem Beobachtungspunkt P, der h = 14,22 m iber esner Wasserfliche liegt, eracheint eine
Bergspitze B unler dem Erhebungawinkel « = 12°34’ und shr Spiegelbild S ym Wasser unter dem
Senkungswinkel B = 14°68°. Wie hoch liegt die Bergspitze uber dem See?

Lésung: (Bild 283) Zunichst ermittelt man den Winkel in B fiir das Dreieck S B P, er be-
triigt § — a = 2°24’. Der Leser iiberlege, auf Grund welcher geometrischer und physikalischer
Gesetze der Winkel 8 an den im Bild bezeichneten Stellen vorkommt!

Ubertragung des Winkels 8 von P nach §: Wechselwinkel,

" »w » BinS: Reflexionsgesetz der Optik,
» ” » B vonS nach B: Stufenwinkel, .
" ” » avon Pnach B: Stufenwinkel.

Infolge der Ahnlichkeit der beiden rechtwinkligen
Dreiecke (Winkelvergleich!) ergibt sich:
2:8B =h: P8 unddafsus  z = A

PS
Das zuletzt vorkommende Streckenverhiltnis 1Bt sich ~ Bild 283
aber durch Anwendung dee Sinuseatzes auf das Drei-
eck P38 B folgendermaBen ausdriicken:

N Lo
B _sin(B + a) b i
5 mPF—a) h-m 1,16290 +
sin (8 + a) 9,66489 —10| +
Somit ergibt sich fiir die gesuchte Héhe z:
. 0,81779 +
z=pHRB+a) sin(B—a) | 862196 —10 —
sin (f — a)
Die Bergspitze liegt z = 156,98 m iiber dem See. z-m™ 2,19583

26.2.8. Die Drelecksfliche
Satz:

Die Flache eines Dreiecks ist gleich dem halben Produkt zweier Seiten, multipliziert
mit dem Sinue des von ihnen eingeschlossenen Winkels.

A= 4absiny (110)
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Beweis: Zunichst fir ein spitzwinkliges Dreieck (Bild 284). 8
Ersetzt man in der Flichenformel fiir das Dreieck

= % bk, die Hohe durch k= a sin ¥
A

go erhilt man die obige Formel. ¢ 5 A
Im stumpfwinkligen Dreieck (Bild 285) verlduft der Beweis  pyq 254
ebenso mit .
hy=asinp=asiny. ;
In der hier bewiesenen Formel ist das Ergebnis von Beispiel 8b aus hb: a
26.1.4. als Sonderfall enthalten. 'y
L = - A
BEISPIEL Biid 285
Zwes Strafen treffen unter einem Winkel von ¢ = 55° aufeinander. In ds Winkel soll esn

Gartengrundstick von 4800 m2 Fliche so abgegrenzt werden, da8 esne StraBenfront I = 80 m
dang iat.
Wie lang wird die anders Strafenfront z?

Losung: 4 = %lzsin ?

Num Log
24 9600 m?
T= = m e EE 120 2,07918 +
120m 8in 556° 9,91336 — 10| —
~ @in BB° z-m 2,16582

Die andere StraBenfront wird z = 146,60 m lang.

Die Formel fiir die Dreiecksfliche 1a8t sich leicht auf die zwei weiteren moglichen Fille
anwenden, wenn man beachtet, wie auch im Satz zum Ausdruck gebracht, da8 man
stets zwei Seiten und den vonihneneingeschlossenen Winkel betrachtet:

A=-%—bcsina, A=—;-casinﬁ. )
Zu diesen Ergebnissen gelangt man auch durch zyklische Ver- VRN
tauschung. Darunter versteht man, da8 jedes Element (Seite a §
oder Winkel) durch sein rechts oder links gelegenes benachbartes

Element ersetzt wird. In Bild 286 kennzeichnet der Pfeil, in —— o
welcher Richtung die Vertauschung im vorliegenden Falle vor- 7 b
genommen wurde.

26.2.4. Der Cosinussats Bild 280

Satz:

Das Quadrat einer Seite im Dreieck ist gleich der Summe der Quadrate der anderen
Seiten, vermindert um deren doppeltes Produkt, das mit dem Cosinus des von ihnen
eingeschlossenen Winkels zu multiplizieren ist.

a®=0b+ ¢ — 2bccosa J (111)
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Beweis: Er wird zunidchst fiir das spitzwinklige Dreieck gefiihrt. c
In Bild 287 gilt fiir die beiden rechtwinkligen Teildreiecke :

BR=a*—(c—¢q)? und Al=0—¢
Elimination von A, liefert:
at=b+c—2¢c.

Setzt man darin ¢ = b cos &, so erhélt man die zu beweisende
Formel.

Fiir das stumpfwinklige Dreieck ergibt sich (Bild 288):
hi=a*— (c + q)? und B =0 - ¢

bzw. a?=b+c*+ 2¢qc.

In diesem Fall ergibt sich fiir ¢

¢="> cos = —b cos « unter Anwendung von (105).

Setzt man dies in die letzte Gleichung ein, ist der Cosinussatz
vollstindig bewiesen.
Durch zyklische Vertauschung erhélt man die iibrigen Formulierungen des Cosinus-
satzes, die selbstverstindlich wieder auf die iibliche Bezeichnungsweise im Dreieck zu-
geschnitten ist:

b*=c*+a*—2cacosf und

ct=a®+ b2 —2abcosy.

Lost man (111) nach cosa auf, so liBt sich der Winkel @ daraus, im Gegensatz zum
Sinussatz, eindeutig bestimmen, da die Cosinusfunktionen im Intervall 0° < & < 180°
umkehrbar eindeutig ist.' Das heiBt: Zu jedem Wert von cos & gehért nur ein
Winkel a (vgl. Beispiel 2).
BEISPIELE:
1. Von einem Dreseck sind bekanni: a = 14,6 om, b = 23,8 cm und y = 42°35’. Wie lang sat die
Seite c?
Lésung: ¢ = |/a? + b9 — 2ab cos y
Die im Zusammenhang mit dem Coginussatz vorkommenden Berechnungen filhrt man zweck-
maBig unter Mitverwendung einer Quadrattafel durch. Das folgende Schema soll zeigen, wie

man die Berechnung auf aussohlieBlioh logarithmischem Wege noch einigermaBen rationell
durchfiihren kann.

Blid 288

Num Log | Log | Num

a -om™? 1,16436 -2 2,32870 — | 213,16 = a*-cm™? +
—

b-cm™ 1,37658 -2 2,75316 — | 566,456 = b®-om™ +
—

2 0,30103 779,61 = (a® + b%) om™

cosy 9,86706 — 10

2,70901 — — | 511,60 = 2ab cosy -cm * -
¢-cm™ 1,21400 T2 242800 « | 267,92 — Zahlenwert des Radikanden

Seite ¢ = 16,37 cm

Bollten jetzt weitere Winkel gesucht sein, kénnte man mit dem Sinussatz weiterrechnen.
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2. Von einem Dreseck sind dse drei Seiten a = 5 cm,b = 6 cm und ¢ = 10 cm gegeben. Man be-
rechne den Winkel y!
a'+ b —-c?_  3Pem?
Lésung: cosy = —oahF - T ®emi- 0,8500

Zu dem positiven Zahlenwert wiirde ein Winkel von 48°30’ gehéren. Wegen des negativen
Vorzeichens bildet man entsprechend (105) den Supplementwinkel:

Winkel y = 130°30'.

3. Aus dem Cosinussaiz lassen eich zwei Sonderfille ableiten: Setzt man in (111) x = 90°, so ergsbt

sich der Satz des Pythagoras, da cos 90° = O den lelzten Summanden zum Verschwinden bringt:
a®=b%+ ¢t

Wendet man (111) auf ein rechtwinkliges Dreieck an und withlt o = 90° (Bild 289), so erhilt

man die Cosinuafunktion fiir das rechtwinklige Dreieck, wie sie in 26.1.1. definiert wurde:
Setzt man die pythagareische Beziehung entsprechend Bild 289, niamlich

b = c? 4 gt

in Gleichung (111) ein, vereinfacht sich diese zu
2¢ = 2bccoscx.

Daraus folgt: cosa = % w.z.b.w.

4. Die Krifte F, = 24 kp und F, = 38 kp greifen an esnem gemeinsamen Punkt an und schliefen
einen Winkel von p = 48° ein.
Wie grof ist die Resultierende F , und welchen Winkel bildet sie mst F,f

Lésung (Bild 290):
Fy =F}+ F} — 2F,F,c08 y =
= F} + F} + 2F,F, cosp (y und @ sind Supplementwinkell)
Fg = 48,4kp
Der Winkel e ergibt sich durch Anwendung des Sinussatzes:

sineg = F,
B

Bild 280 Blld 200 Blid 201

6. Die Linge der unzuginglichen Strecke 1 soll bestimmt werden. Von den Endpunkten A und B der
Standlinie a = 112,68 m wurden nach den Endpunkten C und D der Strecke l folgende Winkel
gemessen: ( Bild 291)

a, = 98°44’ B, = H°17T
a, = 43°06’ By = 82°66"
Lasung: Die Strecke ! wird aus dem Dreieck A C D berechnet. (Das Dreieck BC D wire auch

geeignet.) Dazu sind die Strecken AD = z und AC = y erforderlich, die ihrerseits aus den
Dreiecken 4 B D und A BC berechnet werden.
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Aus der Winkelsumme der Teildreiecke ergibt gich: Num Log
=469 und y = 64°19’; a-m™ 2,05184 +
z und y nach dem Sinussatz: sin f, 9,76073 —10 | +
" ein 8, 1,80767 +
zT=a— 5" sind 9,86401 —10 | —
_ aﬂﬁ z-m™ 1,93856
y siny °
.m!
! nach dem Cosinussatz: a-m 2,05184 +,
gin 8, . 9,99635 —10 | +
2 — — —
B=2+y'—2zy008 (5 — ) 2,04819 T
Da nach den Strecken z und y nicht besonders ge- gin y 9,00069 —10 | —
fragt iat, kann sofort mit den Logarithmen ihrer MaB-
zahlen weitergearbeitet werden. y-m™? 2,13850
Num Log Log | Num
z-m™ 1,93856 +2 = 3,87712 8535,7
y-m? 2,13860 <2 = 4,27700 18923,6
2 0,30103
coa(ay, — a,) | 9,751656 —10 27459,2
4,12974 13481,6
i m™ 2,07272 4,14544 13977,7
Strecke I = 118,23 m
AUFGABEN
513. Rechne folgende Winkel in GradmaB bzw. BogenmaB8 um:
a) 0,03624 b) 0,27110 c) 1,65003 d) 2,94325 N
e) 38°24'30° f) 42°00'45” g) 164°35’18° h) 115°32'06°

514.

ten Kreisabsohnitte :

(Ldngen in cm, Flichen in cm?)

Mittel-

Bogen-  Pfeil- Sehnen- " .
am' langz hohe ldnge Fliche  Radius

a) 14,22 8,00
b) 2,06 12,00
c) 2,96 1,60
d) 210,14 35,00
e) 42°30’ 2,50
f) 20°00 6,96
g) 14°80° 0,12
h) 70°00’ 13,44
i) 45°00’ 35,711

Bestimme mittels Tabelle die fehlenden Stiicke der folgenden, durch 2 Stiicke bestimm-
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516.

516.

617.

518.

519.

520.

521.

522.

523.

524.

526.

Bestimme die natiirlichen Werte folgender Winkelfunktionen:
a) gin 14°20° e) ain 83°12°
b) cos 18°33° f) cos 62°28'
c) tan 33°07 g) tan 50°40’
d) cot 8°25 h) cot 77°43
Bestimme die Logarithmen folgender Winkelfunktionen:
a) 8in 14°20'30” e) min 83°12'45”
b) cos 18°33'42” f) cos 62°28°05”
c) tan 33°07'64” g) tan 50°40'30”
d) cot 8°2543” h) cot 77°43'66”
Bestimme die zu folgenden Funktionswerten gehérenden Winkel :
a) sin a = 0,11260 e) sin « = 0,88274
b) cos a = 0,90084 f) cos a = 0,42653
c) tana = 0,64892 g) tana = 1,66423
d)  cot a = 2,60912 h) cot «a = 0,87623
Bestimme die zu den Logarithmen folgender Winkelfunktionen gehdrenden Winkel:
a) lgein a = 9,03426 e) lgsin « = 9,83526
b) 1g cos @ = 9,77362 f) 1g cos a = 8,80731
c) lgtana = 9,90877 g) lgtana = 0,33796
d) Igcot « = 0,66432 h) 1g cot « = 8,96112
Bestimme aus dem gegebenen die iibrigen Funktionswerte:

. 2 3 5
a) sinz = = b) coBa = — c) tana =2 d) cota—E
Berechne die fehlenden Stiicke folgender rechtwinkliger Dreiecke! Alle Dreiecke sind so
orientiert, daB ¢ die Hypotenuse und damit y = 90° ist.
8) a=3cm, = 4,6 cm b) a =11 cm, ¢ =6lcm
c) a =10 cm, p = 34°18 d) ¢=252cm, a=72°1636"
Berechne Héhe, Fliche und Umfang eines gleichschenkligen Dreiecks mit der Basis b und
dem Basiswinkel 8.

= 18,2cm, B = 34°24’

Berechne die Fliche eines Parallelogrammes aus seinen beiden Seiten a und b und dem von
ihnen eingeschlossenen Winkel ¢.
a = l4 cm, b= 36cm, @ = 51°42’
Berechne die Linge der Diagonsalen eines Rhombus, wenn seine Seite a und einer seiner
Winkel ¢ gegeben sind.
a=643cm, A @ =48°0827"
Von einer regelmiBigen sechsseitigen Pyramide gind die Grundkante @ und die Hohe A be-
kannt. Berechne den Neigungewinkel « der Seitenflichen, den Neigungswinkel § der Seiten-
kanten gegeniiber der Grundfliche sowie den Winkel y an der Spitze eines der Dreieoke, die
die Mantelfliche bilden.
e =ldcm, A=24cm
Berechne am regelmiBigen Tetraeder die Neigungswinkel der Seitenfliche und der Seiten-

kante gegeniiber der Grundfliche.

22 Elementarmathematlk
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526.

627.

528.

529.

530.

531.

Ein Punkt P hat vom Mittelpunkt eines Kreises den Abstand d. Der Kreis hat den Durch-
meeser 2r. Welchen Winkel schlieBen die von P an den Kreis gelegten Tangenten ein?

d = 264 mm, 27 = 367 mm

Zwei Riemenscheiben mit den Durchmeesern d, und d, haben den Achsabstand e. Sie sind
durch einen gekreuzten Riementrieb miteinander verbunden. Wie lang muB der Treib-
riemen sein?

d, = 426 mm, d, = 676 mm, e = 1200 mm

Ein gerader Kreiskegel hat die Hthe A und den Grundkreisdurchmeeser d. Berechne den Mittel-
punktswinkel des Kreisauschnittes, der sich bei der Abwicklung des Kegelmantels ergibt.

d = 18 cm, h = 66 cm

Berechne das Verhiltnis md;:l—o‘f bei einem geraden Kreiskegel, deasen abgewik-

kelter Mantel einen Halbkreis ergibt.

Ein Turm erscheint aus der Entfernung e unter dem Erhebungewinkel «. Berechne seine
Hohe unter Berticksichtigung der Instrumentenhthe A. (Bild 292)

e=314,6m, @ = 7°30', h=145m

Der Mittelpunkt des Zifferblattes einer Turmuhr befindet sich in A = 60 m Hohe und er-
scheint von einem Punkt aus
unter dem Erhebungswinkel
a = 42°10°, eein unterer Rand
erscheint unter dem Erhebungs-
winkel § = 41°10’. Berechne den

h Durchmeaser des Zifferblattes.

d (Bild 293)

—— — o f—— ——o Anleitung: Verwende als Zwi-
Bild 202 Bild 208 schengroBe die Entfernung e.
532. Bestimme die natiirlichen Werte folgender Winkelfunktionen:

a) sin 138°30’ o) tan 64°10°

b) cos 160°43’ d) cot 123°21’

633. Bestimme die Logarithmen folgender Winkelfunktionen:

a) 1g sin 124°33’ o) lg [tan 133°07’|1)

b) 1g |oos 98°16'| d) Ig |cot 176°63'|
534. Bestimme die zu folgenden Funktionswerten geh8renden Winkel:

a) sinf = 0,48481 o) tanf = —2,11233

b) cos # = —0,08716 d) cotf = —1,69002
636. Bestimme die zu den Logarithmen folgender Funktionswerte geh8renden Winkel:

s) lgsing = 9,81636 o) Ig |tan f| = 10,97960

b) Ig |cosf| = 8,98157 d) 1g oot 8| = 9,66304

1) Die Betragszeichen sind erforderlich, weil der Logarithmus fiir negative Zahlen nicht erklirt ist.
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536.

537.

538.

639.

541.

22¢

Berechne aus den im folgenden Schema gegebenen Stfioken allgemeiner Dreiecke die ge-
suchten Grofen:

| o | || | P |7
38,0 4.6 38°15’
62,3 108° 34°
10 18 45
14,6 30 50°12°
29,2 45,4 57,6
6,50 18,40 72°

Drei Kreise mit den Durchmeasern d, = 10 om, d, = 12 ocm und dy = 14 om beriihren ein-
ander. Welche Winkel bilden die drei Zentralen miteinander?

Eine Kraft von F = 400 kp soll in zwei Teilkriifte F, und F, zerlegt werden, die mit der
Riohtung von F die Winkel a;, = 45° und «, = 60° einsohlieBen. Wie groB sind die Teil-
kriifte?

Berechne die resultierende Kraft der drei Kriifte F,, F, und Fy. Welchen Winkel bildet diese
mit F,? (Bild 294) ;

F, = 20kp, F, = 40kp, F, = 60kp, 8 = 30°, ¢ = 60°.

Anleitung: Man fasse erst zwei Kriifte zu einer Resultierenden und denn diese mit der
dritten Kraft zusammen!

Bild 204 Blld 206 Bild 206

. Eine Lichtquelle L befindet sich ! = 2,85 m vor einem Spiegel. Damit ein Liohtstrahl den

Punkt P trifft, der p = 12,20 m vor dem Spiegel liegt, muB der Lichtstrahl unter einem
Winkel von @ = 34° auf den Spiegel treffen. Wie groB ist die direkte Entfernung L P?
(Bild 205)

Zwischen zwei gleioh hooh liegenden Punkten, deren Entfernung ¢ = 26 m betriigt, wird ein
Seil von ! = 30 m Liénge gespannt. In 1/, der Seillinge hingt eine Last von G = 20 kp.
Unter welohen Winkeln gegen die Horizontale stellen sich beide Seilstringe ein und welche
Kraft wirkt in jedem von ihnen (Bild 280)?
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542,

543.

Von einem Punkt P, der 512,20 m iiber dem Meeresspiegel liegt, werden zwei Bergepitzen A

und B anvisiert. Deren Horizontalentfernung betriigt A’ B’ = 3088,30 m. A liegt 1020,34 m
hoch. Ferner wurden folgende Winkel gemeasen (Bild 297):

Horizontalwinkel y = 58°45’,

Erhebungswinkel & = 8°1’,

Erhebungswinkel A = 10°12’.

Wie hoch ist der Berg B?

Anleitung: Man reduziere alle H3hen auf die H3he des Punktes P. Mit Hilfe der Strecke
P A’ berechne man die Winkel des Horizontaldreiecks und iiber die Strecke P B’ die Hohe z!

Blid 207 Blld 298

Von den Endpunkten 4 und B einer weagerecht liegenden Standlinie A B = | = 108,20 m
wird gleichzeitig ein Ballon P angepeilt. Wie gro8 ist seine Horizontalentfernung von A4 bzw.
von B und wie hoch befindet er sich iiber der Bezugsebene (Bild 298)?

Folgende Winkel wurden gemessen :

Horizontalwinkel = 85°24' Erhebungswinkel = 24°18’
” = 71°37" ’” = 23°17
Anleitung: Die gesuchte Hohe A = PC ergibt sich, nachdem die Horizontalentfernungen

AC = zund BC = y berechnet wurden, einmal aus dem Dreieck 4C P und zum anderen
aus dem Dreieck BC P. Ale Ergebnis gibt man den Mittelwert beider an.
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7. Einteilung der Kdrper

Ein vollstindig begrenztes Stiick des Raumes heiBt mathematischer Kdrper. Die ge-
samte duBere Begrenzungsfliche ist seine Oberfliche. Die Oberfliche schlieBt das
Volumen des Korpers ein. Ebene Begrenzungsflichen bedingen Ebenflichner oder
Polyeder, krumme oder teilweise krumme und ebene Begrenzungsflichen bedingen
Krummfliichner.

27.1. Ebenflichner

Die Begrenzungsflichen der Ebenflichner schneiden sich in den Kanten. Der Schnitt-
punkt von mindestens drei Kanten ergibt eine Ecke. Fiir die Zahl der Begrenzungs-
flichen f, die Kantenzahl £ und die Eckenzahl e eines Ebenflichners ohne einspringende
Ecken und Hohlréume gilt nach EuLER!) die Beziehung

| e+f=k+2 | (113)

Die Standfliche des Ebenflichners wird allgemein als Grundfliche bezeichnet. Liegt
ihr gegeniiber eine weitere Fliche, so nennt man diese Deekfliiche. Die restlichen Be-
grenzungsflichen bilden den Mantel. Werden die Deckfliche und der Mantel in die
Ebene der Grundfliche gelegt, ohne daB der Zusammenhang zwischen den einzelnen
Flichen verlorengeht, erhélt man das Netz des Ebenflichners.

Die wichtigsten Ebenflichner lassen sich in drei Gruppen, die Prismen, die Pyramiden
und Pyramidenstiimpfe und die Prismatoide einteilen.

Prismen haben zwei kongruente und zueinander parallele n-Ecke als Grund- und
Deckfliche und n Parallelogramme als Seitenflichen.
RegelmiBige bzw. unregelmiBige n-Ecke als Grund- und Deckflichen ergeben
regelmdfige bzw. unregel-
madfige Prismen. Ist der
Neigungswinkel zwischen
denSeitenflichenund der
Grundfliche ein Rechter,
spricht man von gera-
den Prismen, andernfalls 3
nennt man sie schief. d”7b
Wichtige Prismen sind

Wirfal Rechthant
der Wiirtel mit 6 gleichen gerades Pisma sgfe/gg%rg:/;a

Quadraten als Begren- pyq 200

zungsflichen und das

Rechtkant mit 6 Rechtecken als Begrenzungsflichen, von denen je zwei einander
gegeniiberliegende kongruent und parallel sind (Bild 299).

UnregeimaGiges R

1) LeoNBARD EULER (1707 bis 1783).
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Pyramiden werden von einem n-Eck als Grundfliche und n Dreiecken als Seitenflichen
begrenzt.
Grundfliche und Seitenflichen stoBen in #» Grundkanten zusammen. Die Seiten-
flichen bilden n Seitenkanten, deren Schnittpunkt die Pyramidenspitze ist. Der
Abstand der Spitze zur Grundfliche heiBt H8he der Pyramide.
RegelmiBige bzw. unregelmiBige n-Ecke als Grundflichen ergeben regelmafige
bzw. unregelmdfige Pyramiden. RegelmiBige Pyramiden sind gerade, wenn die
Spitze senkrecht Uber dem Mittelpunkt des Um- und Inkreises der Grundfliche
steht, andernfalls heiBen sie schief (Bild 300).

Sy

RegelmidGige gerade Regelmalige schiefe UnregelmdBige
Pyramide Pyramide Pyramide
Bild 300

Pyramidensttimpfe besitzen zwei dhnliche und zueinander parallele n-Ecke als Grund-

und Deckfliche und n Trapeze als Seitenflichen. Der Abstand von Grund- und
Deckfliche ist die Hishe des Stumpfes.
Stimpfe entstehen durch den ebenen Schnitt einer Pyramide zwischen der Spitze
und der Grundfliche, und zwar parallel zur Grundfliche. Die Spitze der dabei ab-
getrennten Ergdnzungspyramide ist gleichzeitig Schnittpunkt der Verlingerungen
der Seitenkanten des Stumpfes (Bild 301).

DlId 301 Blld 802

Prismatoide haben zwei beliebige und zueinander parallele n-Ecke als Grund- und
Deckfliche und Dreiecke oder Trapeze als Seitenflichen. Der Abstand von Grund-
und Deckfliche ist die H6ke des Prismatoids.
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Der in halber Hiohe parallel zur Grundfliche gefthrte ebene Schnitt heiBt Mittel-
schnstt. Im Grenzfall kann die Deckfliche des Prismatoids Null sein, d.h. als Kante
oder Bpitze erscheinen. Folglich stellen neben den aligemeinen Prismatoiden (Bild
302) die Prismen, Pyramiden und Pyramidenstimpfe Sonderfdlle der Prismatoide
der.

27.2, Kraummfiichner

Die bekanntesten Krummflichner sind der Kreiszylinder, der Kreiskegel, der Kreis-
kegelstumpf und die Kugel. Kreiszylinder, Kreiskegel und Kreiskegelstimpfe entstehen
aus regelméBigen Prismen, Pyremiden und Pyremidenstimpfen, wenn die Ecken-
zahl n der Grund- und Deckflichen dieser Ebenflichner unbeschrinkt groBer wird.
Dabei gehen ihre n ebenen Beitenflichen in eine einzige gekrimmte Beitenfliche, den
Mantel des Krummflichners, tiber. Aus den als n-Ecke auftretenden Grund- und Deck-
flichen werden Kreisflichen.

Die technisch wichtigsten Krummflichner sind Rotationskdrper. Sie entstehen durch
Rotation einer entsprechenden Fliche um eine Achse. Da diese Achsen immer senk-
recht auf den Grund- und Deckflichen stehen, bezeichnet man sie als gerade Rotations-
korper.

Volle gerade Kreiszylinder (Zylinder) entstehen durch Rotation einer Rechteckfliche
um eine Rechteckseite (Bild 308).
Diese Beite M, M, ist gleich der Zylinderhthe h und die ihr parallele den Mantel
beschreibende Beite 4 B ist gleichzeitig eine Mantellinle. Grundfliche, Deckfliche

(D)

Blid 803 Blld 804

und Normalschnitt des geraden Zylinders sind kongruente zueinander parallele und
konzentrische Kreisflichen, deren Mittelpunkte die Zylinderachse bestimmen. Liegen
die Mittelpunkte der Grund- und Deckfliche nicht genau senkrecht iibereinander, so
erhilt man schiefe Zylinder mit Ellipsen als Normelschnitt (Bild 304). Thre Hohe ist
gleich dem Abstand von Grund- und Deckfliche.
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Gerade Hohlzylinder ergeben sich durch Rotation einer Rechteckfliche um eine auBer-
halb und parallel zu einer Rechteckseite liegenden Achse (Bild 305).
Thre Grund- und Deckflichen sind kongruente zueinander parallele und konzen-
trische Kreisringe, die beim schiefen Hohlzylinder nicht genau senkrecht iiberein-
ander liegen (Bild 306).
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Bild 305 Biid 300

Schief geschnittene Zylinder entstehen aus geraden, wenn man diese durch schrig zur
Achse gefithrte ebene Schnitte zerlegt (Bild 307). Die Schnittflichen sind Ellipsen.
Durch die Achsenschnittpunkte der Ellipsen und senkrecht zu den Zylinderachsen
gelegte ebene Schnitte trennen vom schief geschnittenen Zylinder Zylinderhufe
ab (Bild 308).

<

Bild 307

Blld 808

Gerade Hreiskegel (Kegel) werden durch Rotation eines rechtwinkligen Dreiecks um
eine seiner Katheten erzeugt (Bild 309). Die Linge M S dieser Kathete entspricht
der Kegelhohe 4, die Linge M A4 der anderen Kathete dem Radius 7 der Grund-
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fliche. Die Hypotenuse S 4 beschreibt den Kegelmantel, S 4 selbst ist eine Mantel-
linie. Alle Mantellinien schneiden sich in der Kegelspitze S, die senkrecht iiber dem
Mittelpunkt M der Grundfliche liegt. Durch M und S ist ferner die Kegelachse
bestimmt. Bei schiefen Kegeln (Bild 310) liegt S nicht senkrecht iiber M. Der Ab-
stand der Spitze S von der Grundfliche ist die Héhe des schiefen Kegels.

Bild 309 Bild 310 Blld 311

Gerade Kreiskegelstiimpfe entstehen durch Rotation eines rechtwinkligen Trapezes um

diejenige Trapezseite, die senkrecht auf den beiden Grundlinien des Trapezes steht
(Bild 311).
Diese Seite M, M, entspricht der Stumpfhike k. Die andere Seite beschreibt den
Mantel und ist gleichzeitig Mantellinie. Die Grundlinien M; 4 und M, B stellen
die Radien r, und r, der Grund- und Deckfliche dar. M, und M, legen die Achse
des Stumpfes fest. Der Schnittpunkt der Verlingerungen aller Mantellinien des
Stumpfes ist gleichzeitig die Spitze des Erginzungskegels, der den Stumpf zum
vollstindigen Kegel erginzt.

Kugeln entstehen durch Rotation einer Halbkreisfliche um ihren Durchmesser (Bild
312).
Der Abstand jedes Oberflichenpunktes vom Kugelmittelpunkt M ist gleich und
heiBt Kugelradius 7. Durch ihren Radius ist die Kugel eindeutig bestimmt.
Ebene Schnitte durch die Kugel erzeugen Kreise als Schnittfiguren und zerlegen
sie in zwei Kugelsegmente
(Bild 313). Schnitte durch
den Mittelpunkt erzeugen
GroBhkreise und teilen die
Kugel in zwei Halbkugeln
als Sonderfall des Segmen-
tes. Die gekriimmte Begren-
zungsfliche des Segmentes
nennt man Kugelkappe oder
Kalotte. Bild 812 Bild 813
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Zwei parallele ebene Kugelschnitte schlieBen eine Kugelschicht ein, deren gekrimmte
Oberfliche Kugelzone heiBt (Bild 314).

Verbindungsstrecken zwischen allen Punkten des Kalottengrundkreises und dem
Kugelmittelpunkt hilllen mit der Kalotte den Kugelsektor ein (Bild 316).

Bild 814 BIld 818

Segment, Halbkugel, Schicht und Sektor lassen sich ebenfalls durch Rotation einer
entsprechenden Fliche um eine Achse erzeugen (Bild 316).

Bild 816
28. Darstellung der Korper
28.1. Mehrtafelprojektion

Zur technisch richtigen Darstellung von Kérpern wird die Methode der Orthogonalpro-
jektion (Senkrechtprojektion) benutzt. Sie kann entweder ale Mehrtafelprojekiion oder als
azonometrische Projektion (auf Achsen bezogene Projektion) ausgefiihrt werden.

Die Mehrtafelprojektion (vorzugsweise die Dreitafelprojektion) dient zur Herstellung von
Werkzeichnungen, die in der Produktion zur Anfertigung von Werkstiicken gebraucht
werden. Das Lesen der Werkzeichnungen setzt Fachkenntnisse voraus, denn die nach der
Methode der Mehrtafelprojektion erzeugten Bilder sind nicht sofort auschaulich. Deshalb
wird im Standard auBerdem die axonometrische Projektion zum Darstellen von Kérpern
erlaubt und definiert, nach der perspektivische und damit sofort anschauliche Zeichnun-
gen von Kérpern erhalten werden kénnen.

Steht beispielsweise ein Rechtkant so in einer Raumecke, daB entsprechende Seiten
mit Abstand parallel zu den senkrecht aneinanderstoBenden Ebenen E,, E, und E,
der Ecke liegen (Bild 317), so lassen sich seine vordere Seitenfliche als Vorderansicht
4,, seine linke Seitenfliche als 8eitenansicht 4, und seine Deckfliche als Draufsicht A4,
senkrecht und unverkiirzt auf die Ebenen projizieren. Werden anschlieSend E; und E,
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in die Ebene von E; geklappt (Bild 318), so ergibt sich die Orthogonalprojektion oder
tiblicher, die technische Zelchnung des Rechtkantes (Bild 319).

AI - '42
- D
Blld 917 Blid 918 Blld 819

Blld 820 Blld 821

Der Zusammenhang der drei ein und demselben Kérper gehtrenden Ansichten ist durch
die eingezeichneten Hilfslinien sofort klar:
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Die linke Seitenfliche des Korpers erscheint rechts neben der Vorderansicht 4, als
Seitenansicht 4, und hat mit ihr gleiche Héhe A.

Die Deckfliche steht senkrecht unter der Vorderansicht als Draufsicht 4, und hat
mit ihr gleiche Breite b.

Die Dicke d (Tiefe) des Korpers ist in der Seitenansicht und in der Draufsicht zu
erkennen.

Folglich kann der Kérper durch seine drei Ansichten sowohl eindeutig dargestellt als
auch iibersichtlich mit MaBen versehen werden.

Liegt beispielsweise nur die Deckfliche des Rechtkants parallel zur Ebene E, der
Raumecke (Bild 320), so zeigt die Vorderansicht 4, der technischen Zeichnung nicht
die wahre Breite b des Korpers, d.h., b erscheint verkiirzt als ' (Bild 321). In der
Draufsicht 4, ist b dagegen in wahrer GréBe zu erkennen und kann dort richtig be-
maBt werden.

28.2. Axonometrische Projektion

Die axonometrische Projektion oder Parallelperspektive verlangt mit Riicksicht auf
moglichst leichte Ausfiihrbarkeit und verstindliche BemaBung der Zeichnung, daB
alle parallelen Kanten des darzustellenden Korpers auch sn der Zeichnung parallel ver-
laufen. Sie 1éBt zwei Ausfiihrungsformen zu. Der isometrischen [(griech.) gleiches Ma8
habend] Projektion bedient man sich, wenn dre: Ansichten eines Kérpers in einer Dar-
stellung zugleich deutlich gezeigt werden sollen. Die dimetrische [(griech.) zweifaches
MaB habend] Projektion betont dagegen nur eine Ansicht, wird also verwendet, wenn
wichtige Einzelheiten einer Korperansicht hervorgehoben werden sollen. Der Nachteil
jeder axonometrischen Projektion besteht in der Unméglichkeit, bei komplizierten
Korpern alle fiir die Herstellung des Kérpers notwendigen MaBe iibersichtlich ein-
tragen zu konnen und in der Verzerrung von Winkeln und Strecken. Diese Nachteile
werden bei der Orthogonalprojektion vermieden.

26.2.1. Isometrische Projektion

Die in isometrischer Projektion ausgefiihrte Zeichnung eines Wiirfels (Bild 322) 1d8t die
wichtigsten Merkmale dieser Darstellungsmethode erkennen.
Das Kantenverhdltnis ist mit

a:b:c=1:1:1

und das Acksenverhaltnis der untereinander gleichen in die Wiir-
felflichen einbeschriebenen Ellipsen, etwa fiir Ellipse Eg, mit

W:H-E_=V§:1

festgelegt. Folglich miissen die beiden Grundkanten ¢ und
b des Wiirfels mit der Horizontalen die Winkel

x= B = 30° Bild 822

einschlieBen, denn dann ist das Dreieck D A B gleichschenklig und somit gilt
R:Z_D=m:ﬁ=1/§:1.

Ferner ist zu erkennen, daB die groBe Achse der Ellipse E, parallel, die der Ellipsen
E, und E, unter 60° geneigt zur Horizontalen liegen.
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Daraus ergeben sich fiir die praktische Anwendung der isometrischen Projektion nach-
stehende SchluBfolgerungen:
Alle senkrecht aufeinanderstoBenden Kanten eines Kérpers, die in den Richtungen
der Wiirfelkanten verlaufen, werden unverkiirzt gezeichnet. Kreise, die in hori-
zontalen Ebenen liegen, werden durch Ellipsen dargestellt, deren groBe Achsen
gleichfalls horizontal liegen. Kreise, die in vertikalen Ebenen liegen, werden durch
Ellipsen dargestellt, deren groBe Achsen unter 60° zur Horizontalen geneigt sind.

28.2.2. Dimetrische Projektion

Beim dimetrisch projizierten Wiirfel (Bild 323) betragen das
Kantenverhdltnis

a:b:c=1:1:%

und die Achsenverkilinisse der Flachenellipsen fiir E, und E,

EF:GH=KL:MN=1:3
und fiir E,

AB:CD=9:10. Blld 328

Die Grundkanten @ und b des Wiirfels schlieBen demnach mit der Horizontalen die
Winkel & _ 7010 und  p = 41°25
ein, was hier nicht bewiesen werden kann.
AuBerdem ist zu beachten, daB die grofie Achse der Ellipse E,
parallel, die der Ellipse E, unter 48°35" und die der Ellipse E,
unter 83° zur Horizontalen geneigt liegt.
Fiir die praktische Anwendung der dimetrischen Projektion
schreibt die Normung zwei Vereinfachungen vor:
Die Neigungswinkel der beiden Wiirfelgrundkanten werden
mit @ = 7° und B = 42° festgelegt.
A Das Achsenverhiltnis der Ellipse E, betragt AB: CD=1:1,

d.h., E, wird als Kreis dargestellt (Bild 324).

Beim Zeichnen sind folgende Gesichtspunkte zu beriicksichtigen:
Alle senkrecht aufeinanderstoBenden Kanten, die in der Richtung der Wiirfel-
kanten @ und c¢ verlaufen, werden unverkiirzt gezeichnet, solche, die in Richtung
von b verlaufen, werden um die Hilfte verkiirzt dargestellt. Kreise, die in horizon-
talen Ebenen liegen, erscheinen als Ellipsen mit horizontal liegenden groBen Achsen.
Kreise in den verkiirzten vertikalen Seitenflichen werden zu Ellipsen, deren groBe
Achsen unter 83° zur Horizontalen geneigt sind. Kreise in den unverkiirzten verti-
kalen Vorderflichen bleiben Kreise.

Bid 324

29. Korperberechnung
29.1. Berechnungsgrundlagen

Die Hauptaufgabe der Stereometrie besteht in der Berechnung der Oberflache und des
Volumens der Korper. Dazu sind vergleichende Betrachtungen mit den iiblichen Raum-
und Fliacheneinheiten durchzufiihren.
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Das Ma§ fir die Flacheneinheit ist das Einheitsquadrat mit 1 m oder 1 dm oder 1 cm
oder 1 mm Seitenldnge. Es gilt

1m?=102dm? = 10 cm? = 10° mm?®,

Das Maf fir die Raumeinhest ist der Einheitswiirfel mit 1 m oder 1 dm oder 1 cm
oder 1 mm Kantenldnge. Es gilt

1 m?= 10 dm® = 10° cm® = 10° mm?®.

Meist 1éB8t die Form der zu berechnenden Koérper das direkte Ausmessen mit diesen
EinheitsgréBen nicht zu. Deshalb léuft die Lésung der Hauptaufgabe der Stereometrie
darauf hinaus, durch geometrische Uberlegungen Formeln zu finden, die fiir einen be-
stimmten Korper allgemeingiiltige Aussagen idber sein Volumen und seine Oberfliche
bei verschiedenen Abmessungen zulassen.
Die Formeln fir die Korperoberflichen kénnen mit den Mitteln der Planimetrie ohne
weiteres abgeleitet werden. Die Formeln fir die Kérpervolumen werden in zwei Schrit-
ten ermittelt:
Erstens ermittelt man die Volumenformel filr das gerade Prisma.
Zweitens untersucht man den Zusammenhang zwischen den Volumen grundflichen-
und héhengleicher Korper beliebiger Form und leitet aus diesem Zusammenhang
die Volumenformeln fiir die anderen Korper ab.

Der erste Schritt bildet den Inhalt der beiden nidchsten Abschnitte.
Der zweite Schritt fiilhrt zum Satz des CavavrIiER1, (CAvaLIERI, 1598 bis 1647, Mathe-
matiker in Bologna, Schiiler des GALILEI) der in 29.2.3. behandelt wird.

29.2, Ebenflichner
29.2.1. Rechtkant und Wilrfel

Volumen des Rechtkantes:

I V = abe l (113)

a, b und c sind die Kanten des Rechtkantes.

Beweis: Die drei senkrecht in der Ecke A zusammenstoBenden Kanten g, b und ¢
des Rechtkantes (Bild 325) sollen beispielsweise mit dem gemeinsamen Ma8 cm me8-
bar sein. Dann kénnen lings der Kante a = 5 cm 6 - 1 cm®
gelegt werden. Die Grundfliche @ -b = 16 cm? bedecken
6:3:1cm® und das Volumen a-b:c= 60cm® fiillen
6:3:4-1cm? restlos aus. Folglich ist das Volumen des
Rechtkantes V=5 -3 -4 .1 cm® oder allgemein und demit
unabhiingig vom gewihlten gemeinsamen MaB

V = abe.
Oberflache des Rechtkantes:

O = 2(ab + ac + be) (114)

Bld 826
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Beweis: Alle Seitenflichen sind Rechteckflichen, folglich gilt
O = 2ab + 2ac + 2bc
oder O = 2(ab + ac+ be).
Raumdiagonale des Rechtkantes:

i- Y@ Pt a (115)
Beweis: Nach dem Satz des PyTRagoras (Bild 326) ergeben sich

di=fi4c?
und 2= a®+ bi.
Also ist d= l/a’ + b2+

Fiir den Wiirfel als Sonderfall des Rechtkantes ist a = b = ¢ (Bild 327). Damit erhdlt
man aus (113)

Volumen des Wiirfels:

EZxa! o
aus (114)

Oberfliche des Wrirfels:

IO=6w\ (117)

und aus (116)
Raumdiagonale des Wiirfels:

d=a V3
a
c
a a
4 a
Bild 326 Bild 827 BI1d 828

BEISPIELE

1. Berechne das Volumen V der vier prismatischen Restkirper, dic entstehen, wenn aus esnem Wiir-
fel ein Rechtkant derart herausgearbeitet wird, dap die Ecken des Rechtkantes mit den Mitten
der Wiirfelkanten zusammenfallen (Bild 328).
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Ldsung: V=Vsg—Vs
Fiir Vy folgt: Vg = a®.
2
Fiir Vy folgt: Vg =ab? oder mit b = 22—
aa
Vg = 5
al
Somit wird V=a— 5
as
V= -2— .
2. Von einem Rechtkant sind die Raumdiagonale d und die Kanten a der quadratischen Seiten-

flichen bekannt ( Bild 329). Driicke sesnVolumenV durch d unda auas.
Lésung: V=abce undmit c=a A‘

V = a®b. 7
Fiir b folgt =f—a undmit f=4d"—a®

b =d? — 2a

a
it Wi = at — 9a ]
Somit wird V_ a*)fd' — 24 . Bild 820
AUFGABEN

644. Driicke das Volumen V eines Wiirfels durch seine Oberfliche O aus.
646. Driicke die Oberfliche O und das Volumen F eines Wiirfels durch seine Raumdiagonale

d aus.

646. Die Kanten eines Rechtkantes stehen im Verhiltnis a:b:c = z:y:z=1:3:56. Be-

547.

rechne Volumen ¥V und Oberfliche O, wenn @ = 6 cm gegeben ist.

Die Oberfliche eines Wiirfels mit der Kantenlinge k = 6 cm soll der eines Rechtkantes mit
den Kanten ¢ = 6 cm und b = 2 cm gleich sein. Berechne die dritte Kante ¢ des Recht-
kantes.

548. Die dritte Kante ¢ eines Rechtkantes soll die mittlere Proportionale zu den beiden anderen

549.

660.

661.

a und b sein. Wie groB ist das Volumen V des Rechtkantes, wenn e = 4 cm und b = 9 cm
gegeben sind?

Die Raumdiagonale d eines Recht-
kantes soll m = 3mal so groB sein
wie die entsprechende Flichendia-
gonale f (Bild 330). Berechne die
Kanten  und ¢ fiir a = 3 cm und
f=4cm.

Von einem Rechtkant sind der Um-
fang U des schraffierten Diagonal-
schnittes und die Diagonale d =10 cm
dieses Schnittes gegeben (Bild 331).
Berechne die Kanten a und b fir g4 330 Blild 381

U =28 cm.

Ein Rechtkant mit den Kanten a und b soll einem Wiirfel mit der Kante k volumengleioh
sein. Berechne die Kante ¢ des Rechtkantes fira = 2cm, b = 3 om und k = 6.

\\\\\\w‘ 5
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652.

663.

564.

555.

656.

5617.

568.

659.

6560.

561.

662.

6563.

Wie lang ist die Kante k eines Stahlwiirfels mit der Masse 655 gt (o0 = 7,85 g/cm?)

Berechne die Masse m eines aus GrauguB gefertigten Werkstiickes mit ¢ = 7,1 g/om?
(Bild 332).

Aus einer Baugrube mit senkrecht aufeinanderstehenden Winden und rechteckigem Grund-
ri von 4 m Breite und 8,6 m Liinge sind bisher 96 m® Erdreich ausgeschachtet worden. Be-
rechne die augenblickliche Tiefe 2, der Grube. Welches Volumen V ist noch auszuheben,
damit die Grube ihre endgiiltige Tiefe A = 4,3 mi erhalt?

Das Mauerwerk eines Transformatorenhauses hat die Form )
eines Rechtkantes von 3,8 m Breite, 4,2 m Linge und 8 m
Hohe einschlieBlich des Fundamentes von 80 cm Hoéhe. Fiir
die Tiir wird eine Aussparung von 1,3 m Breite und 2,1 m
Hohe vorgesehen. Berechne das Volumen V des Mauerwerkes
fiir eine Wanddicke von 25 cm.

590
640

Aus einem Stiick Rundstahl von 18 cm Linge und 7 cm
Durchmesser soll ein groBtmogliches Vierkant mit quadra- 2
tischem Querschnitt herausgefrist werden. Berechne die !
Anstelltiefe a des Friisers und das Volumen V des ent- g4 332
stehenden Werkstiickes.

Welche lichte Hohe A muB ein Wasserbehilter mit quadratischem Boden haben, wenn
er 3,6 m® fassen soll, die AuBenkanten des Bodens 80 cm lang sind und zu seiner Her-
stellung Blech von 8 mm Dicke verwendet wird?

In eine rechteckige Stahlplatte von 12 cm Breite, 8 cm Linge und 5 cm Héhe wird eine
Liingsnut eingefriist, die die Form eines gleichschenklig-rechtwinkligen Dreiecks mit ‘der
Hypotenusenlinge 2,5 cm hat. Berechne die Masse m der fertigen Platte. (o = 7,85 g/cm?)

Berechne das Volumen V und die Oberfliche O eines mehrfach ausgesparten Werkstiickes
(Bild 333).

Ein rechteckiger Blechkasten, dessen Boden eine Breite von 2>
66 cm und eine Linge von 38 om hat, schwimmt auf dem
Wasser. Berechne seine Eintauchtiefe 2 bei einer Wasser-

",
verdriangung von 12 Litern. S
Eine Stahlschiene mit rechteckigem Querschnitt ist 3,1 cm

breit, 2,6 cm hoch und 1,28 m lang. Sie wird mit einer Motor- 2

sige in 8 Einzelteile zerschnitten. Berechne deren (Gesamt- g

masse m bei einer Sigeblattbreite von 1,8 mm. (o= 7,85 g/cm3) Bild 333
Ein rechteckiger Holzkasten hat auBen eine Breite von 72 cm,

eine Liinge von 68 cm und eine Hohe von 86 cm. Die Wanddicke soll 26 mm betragen.
Berechne den Holzbedarf V fiir 30 solcher allseits geschlossenen Kisten, wenn mit einem
Schnittverlust von 12% gerechnet wird.

Ein 60 Liter fassendes GefaB von der Form eines Wiirfels soll durch ein rechteckiges Gefa
erretzt werden, dessen Boden 50 cm breit .nd 60 cm lang ist. Berechne seine Hohe A bei
gleichem Fassungsvermogen und unter Vernachlidssigung der Blechdicke.

. Aus einem Festmeter sollen Bretter von rechteckigem Querschnitt mit 18 mm Dicke und

22 cm Breite geschnitten werden. Wieviel laufende Meter ! erhdlt man daraus bei einem
Schnittverlust von 15%?

23 Elementarmathematik
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566. In eine rechteckige Kiivette, die innen 26 cm breit, 28 cm lang und 18 om hooh ist, soll ein
senkrecht auf den Seitenwénden und dem Boden stehendes Diaphragma (pordse Trenn-
wand) von 8 mm Dicke so eingesetzt werden, daB die beiden dadurch gebildeten Réume
im Verhéltnis 2 : 3 stehen. Berechne die Volumen V, und V, dieser Riume.

566. Eine quadratische Stahlschiene (¢ = 7,85 g/cm®) mit der Kantenlinge 14 mm und der Ober-
fliche 892 cm? soll kiinftig durch eine Aluminiumschiene (¢ = 2,7 g/cm®) mit doppeltem
und quadratischem Querschnitt und gleicher Linge ersetzt werden. Welche Masseneinspa-
rung m ergibt sich dadurch?

567. In ein wiirfelférmiges GefaB, das innen die Kantenlénge 50 cm hat, werden 18 Liter Fliissig-
keit gefiillt. Berechne den Fliissigkeitsstand A.

568. Zu Anschauungszwecken sollen drei Wiirfel mit der gleichen Masse m = 100 g aus Stahl
(¢ = 7,86 g/cm?), Kupfer (¢ = 8,9 g/cm?) und Aluminium (¢ = 2,7 g/cm?) gefertigt werden.
Berechne die Kantenlingen ag,, a;, und a,;.

569. Ein quadmatischer Holzbalken von 6 m Linge hat die Maase 38 kg. Berechne seine Breite .
(¢ = 0,656 g/cm?)

570. Eine rechteckige Stahlplatte von 28 mm Breite, 24 mm Héhe und 140 mm Linge soll in
einen Quadratstahl gleicher Linge umgeschmiedet werden. Berechne die Quadratseite a
ohne Beriicksichtigung des Abbrandes.

571. Ein quadratischer Bleiriegel mit der Kantenlinge 36 cm und der Linge 62 cm soll in einen
gleich langen Riegel mit rechteckigem Querschnitt umgegossen werden. Wie ist die Héhe A
des neuen Riegels zu wihlen, wenn eine Breite von 5,56 om gefordert wird?

29.2.2. Gerades Prisma

Volumen des geraden Prismas:

A ist die Grundflache, 4 die Hohe des geraden Prismas.

Beweis: Jedes gerade Prisma mit einem rechtwinkligen Dreieck als Grundfliche kann

durch ein zweites Prisma gleicher Form und gleicher Abmessungen zu einem Recht-

kant erginzt werden (Bild 334). Sind Vg und V die Volumen vom Rechtkant und vom
- geraden Prisma und 4y und 4 ihre Grundflichen, dann gilt

A I
Fiir Vg folgt nach (118)
Vg = Agh,
und wegen Ay ="24
auch Vo =24k
und mit (I) V= A4h. Bild 934 BIld 335

Diese Formel ist fiir jedes gerade Prisma mit beliebiger Grundfliche giiltig. Zum Be-
weis zeigt man, daB sie auch fiir ein Prisma mit einem schiefwinkligen Dreieck als Grund-
fliche stimmt, denn jedes gerade Prisma mit einem beliebigen Vieleck als Grundfliche
1dBt sich in solche zerlegen und damit berechnen.
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Ein gerades Prisma (Bild 336) wird durch einen Schnitt derart zerlegt, daB zwei Pris-
men mit rechtwinkligen Dreiecken als Grundflichen entstehen. Da beiden die Héhe A
gemeinsam ist, gilt

V="V,+ Vy=A,h+ A3h= (4, + Ay)h
oder mit A, + Ay=4
wieder V = Ah.

Oberflache des geraden Prismas:

0=24+M (120)

2 4 ist die Summe der Grund- und Deckfliche, M der Mantel des geraden Prismas.

BEISPIELE
1. Bestimme die Hohe h eines regelmifligen dressestigen geraden Priamas mit der Grundkante a und
dem Volumen V=a® V§ . a
Lésung: Mit ; M
4= Y V§ // 7 \\\\\\%
NN
N
folgt sus V =4k / A
a —~ N\ 4 /
@3 = T V3h '\\\\ ),
und hieraus h=4a.

Bild 336

2. Berechne das Volumen V und die Oberfliche O eines regelmdifigen sechssestigen geraden Prismas
mst der Grundkante @ und der Hohe h = 4a.

Losung:
. 3 = -
Mit 4= 5a')3 Fir 24 folgt 24 = 3a|3.
folgt aus V=Ah Fiir M folgt M =8ah
3 a .
V=—2—a’]/3-4a und mit h=4a
V = 8a%}3. ergibt sich M = 24a®.
Damit wird 0 =3at(8 + )/3).

3. Die Raumdsiagonalen d, und d, eines regelmifigen sechssestigen geraden Prismas mit der Hihe
h und der Grundkante a sind zu bestimmen (Bild 336).

Loésung: Fir d, folgt Fiir d, folgt di=4B" + A
= (2a) + A? und mit 4B = aV§
d, = J4a®+ A%. ergibt sich d, = |/3a* + k%
AUFGABEN

572. Von einem regelmiBigen vierseitigen geraden Prisma sind das Volumen ¥V = 20 cm® und
die Hohe A = 6 cm bekannt. Berechne die Grundkante a.

28°¢
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573. Wie groB ist die Hohe A eines regelmiBigen dreiseitigen geraden Prismas mit der Oberfliche
O = 20 cm? und der Grundkante a = 2 cm?

674. Der Umfang des schraffiert gezeichneten Diagonalschnittes (Bild 337) eines regelmiBigen
sechsseitigen geraden Prismas sei U = 20 cm, die Diagonale des Schnittes d = 8 cm. Wie
groB sind die Héhe & des Prismas und der Radius r des Umkreises der
Grundfliche?

576. Wie groB ist die Masse m der Schneide einer Balkenwaage, deren Profil
ein gleichschenkliges Dreieck mit der Basis 6 mm und den Schenkeln
14 mm ist? Die Schneidenlinge betrigt 20 mm. (p = 7, 85 g/cm?)

676. Ein regelmiBiger sechseckiger Profilstahl ist 3 m lang. Die Kanten-
linge des Sechsecks betrigt 2 cm. Berechne das Volumen V des
Stahles.

677. Der Querschnitt einer 1,6 m langen Schiene ist ein gleichschenkliges
Trapez mit den Grundlinien 4 cm und 5 cm. Berechne die Héhe A der
Schiene bei einem Volumen von 3,6 dmS?. Bl 337

6578. In eine Stahlplatte von 46 mm Breite, 2560 mm Linge und 30 mm Héhe ist in der Lings-
richtung eine schwalbenschwanzférmige Nut von 10 mm Tiefe eingefriist. Der Nutquer-
schnitt ist ein gleichschenkliges Trapez mit der kleineren Grundlinie 20 mm. Die beiden
Trapezachenkel schlieBen mit der groBeren Grundlinie einen Winkel von 60° ein. Berechne
Volumen ¥V und Oberfiiche O der Platte.

6579. Zur Herstellung von 100 Spachteln (Bild 338) wird Blech von 1,6 mm Dicke verwendet.
Berechne ihre Masse m. (o = 7,86 g/cm?)

6580. Gib die Volumen V,, V, und V4 der Balken 1, 2 und 3 an (Bild 339). Nimm an, daB alle
drei Balken eine Breite von 100 mm haben.

581. Wieviel laufende Meter Holzleisten (Bild 340) ergeben einen Festmeter?

{720 \

750
400
= -t
“»
3m ——I

L. 0
3
3 4
4 3
¥ = N
PR T
! 620— 25 ém
Blld 338 Blld 339 Bild 340 Bild 341

682. Der Giebel eines Anbaues (Bild 341) soll mit 1,6 cm dickem Putz versehen werden. Der
Mortel wird aus Kalk und Sand im Verhiltnis 1 : 4 gemischt. Berechne die Mindestmengen
Vi und Vg fiir beide Materialien.

683. Ein Dreikantstahl hat als Querschnitt ein gleichseitiges Dreieck. Die Kantenlinge des Quer-
schnittes betrigt 4 cm, das Volumen des Stahles 700 cm?. Durch Auswalzen soll die Seiten-
linge des Querschnittes auf 2,8 cm verringert werden. Berechne die Lingen I, und [, des
Stahles vor und nach der Bearbeitung.
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684.

685.

686.

Bild 342 Bild 843 Blid 344

687.

688.

689.
690.

691.

692.

693.

694.

Berechne die Masse m des aus zwei Kronglasprismen Kr und einem Flintglasprisma FIl zu-
sammengesetzten Geradsichtprismas (Bild 342). (g, = 2,8 g/cm®, op; = 3,6 g/cm?)

Fiir eine Gleisanlage muB ein Damm von 3,4 km Liinge aufgeschiittet werden, dessen Quer-
schnitt ein gleichschenkliges Trapez ist. Die Dammkrone soll 3,6 m breit werden und 4 m
iiber der Dammsohle liegen. Die Boschungen schlieBen mit der Sohle den Bdschungswinkel
30° ein. Berechne die Erdmenge V, die zum Aufschiitten des Dammes bewegt werden muB.

Ein Vierkantstahl (Bild 343) soll durch einen 3 mm breiten |

Schnitt in zwei Teile zerlegt werden. Berechne deren Volumen ¥V, I
und V,.

————————

Fe——50—=

Ein GuBstiick von 66 cm Liange hat quadratischen Querschnitt. Die Seite des Quadrates
miBt 8 cm. Durch Bearbeitung der Lingskanten erhilt es regelmiBigen achteckigen Quer-
schnitt. Welche Massenverringerung m ergibt sich dadurch? (p = 7,2 g/cm?)

Aus einem sehr diinnen Blech von 42 cm Breite und 54 cm Linge soll die Wand eines regel-
miBigen sechseckigen GefiBes gebogen werden. An der Nahtatelle ist eine Uberlappung
von 0,4 cm vorgesehen. Welche Volumen ¥V, und V, schlieBt das Blech ein, wenn es einmal
nach den schmalen und einmal nach den breiten Seiten zusammengebogen wird? Die Blech-
dicke bleibt unberiicksichtigt.

Berechne das Fassungsvermogen eines Fliissigkeitsprismas (Bild 344).

Der Querschnitt einer 1,2 m langen Schiene ist ein Parallelogramm, dessen groBe Seite
47 mm miBt und die mit der kleinen Seite einen Winkel von 60° einschlieBt. Die Linge
der kleinen Seite betrigt 26 mm. Berechne die Masse m der aus Stahl gefertigten Schiene.
(e = 7,86 g/em?)

—]

Wie groB ist die Masse m von 60 Stiick guBeisernen Rost- 4_;0

stiben, die rhombischen Querschnitt und eine Linge von je —'—f
32 cm haben? Die Diagonalen des Rhombus sind 14 mm und 3 _? s
22 mm lang. (p = 7,2 g/cm?) / N
Berechne das Volumen V eines Profilstahles von 178 mm Lénge 5 I '—q"i
(Bild 346). 85 —=

Ein Firbebottich, dessen sich parallel gegeniiberstehenden Blld 346

Wiinde die Form eines gleichschenkligen Trapezes mit dem

Abstand 2 m haben, ist mit 2 m® Wasser gefiillt. Der Boden des Bottichs ist 1,5 m und die
Fliissigkeitsoberfliche zwischen den schriigen Wiinden 1,76 m breit. Ermittle den Wasser-
stand A.

Aus 360 cm® Kunststoff soll ein regelmiBiges sechseckiges Formstiick von 6 om Hohe ge-
preBt werden. Berechne die Seite a des Sechsecks.
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29.2.8. Satz des CAVALIERI

Satz des CAVALIERI:

wenn alle in gleichen Hohen parallel zur Grundfliche gefiihrten Schnitte inhalts-

I Koérper mit inhaltsgleichen Grundflichen und gleichen Héhen sind volumengleich,

gleich sind.

Dieser Satz gilt fiir alle Kérper. Er soll hier jedoch nur am Beispiel des geraden und

schiefen Prismas bewiesen werden.

Die inhaltsgleichen Grundflichen 4; und 4, eines geraden und eines schiefen Prismas
I und II mit der gemeinsamen Hohe & liegen in der Ebene E, (Bild 346). Die zu E,

Bild 346

parallele Ebene E, schneidet beide Pris-
men in A4 und 43, die wiederum in-
haltsgleich sind. Die von E,um 4 ent-
fernte und zuihr parallele Hilfsebene E,
schlieBt zwischen sich und E, die diin-
nen Kérperschichten 4V, und 47V,
ein, fiir die um so genauer AV, =4V,
gilt, je kleiner 4 k gemacht wird.
Durch Einfiigen weiterer solcher Hilfs-
ebenen zwischen E; und E, kénnen die
von E, und E; und natiirlich auch
von E; und E, begrenzten Prismen in
cine beliebige Anzahl volumengleicher
Schichten zerlegt werden, so daB die
Summe der Schichten des geraden
Prismas I gleich der Summe der Schich-
ten des schiefen Prismas IT ist.

Da Prismen mit inhaltsgleichen Grund-
flichen durch beliebige zu ihren Grund-

flichen parallele Ebenen immer in inhaltsgleichen Fléchen geschnitten werden, ist die
Anwendbarkeit des Satzes von CavaLiERI auf Prismen bewiesen. Man findet also:

| Prismen mit gleichen Hohen und inhaltsgleichen Grundflichen sind ;rolumengleich.

Demnach ist auch das Volumen des schiefen Prismas mit Formel (119).

V=4,

zu berechnen.

AUFGABEN

595. In eine Mauer ist ein Rutschschacht eingearbeitet, der bei A und B quadratische Offnungen

hat (Bild 347).

a) Berechne den Abstand b zwischen der Rutschflache und der Schachtdecke.

b) Wie groB ist die Mauerdicke d ?

c) Welches Volumen ¥V umschlieBt der Schacht?
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596. Ein schiefes Prisma mit quadratischer Grundfliche (Bild 348) wurde durch einen von C
nach 4 B getiihrten ebenen Schnitt in zwei Kérper zerlegt. Die Schnittebene steht senkrecht

auf der Prismengrundfléche.

a) Berechne die GréBe der Schnittfliche A fiir a = 9,6 cm und b = 17,2 om.
b) Welches Volumen ¥ hat das Prisma mit den unter a) genannten MaBen?

97m ° 08m

d—

Blid 847 Bild 348

697. Driicke das Volumen V eines schiefen Prismas mit einem gleichseitigen Dreieck als Grund-

fliche durch a und m aus (Bild 349).

29.2.4. Pyramide
Volumen jeder beliebigen Pyramide:

1

V=3

4k

A ist die Grundfliche, A die Hhe der Pyramide.

(121)

Beweis: Zwei Pyramiden mit der gemeinsamen Héhe A und den inhaltsgleichen Grund-

flichen 4, und 4,stehen auf der Ebene E,
(Bild 350). Sie werden durch die zu E,
parallele Ebene E, in den ebenfalls
inhaltsgleichen Flichen 4] und 4; ge-
schnitten. Auf Grund der Ahnlichkeit
der Schnittflichen gilt

A, B A h?
== und =2-=_—_
4 B 2 H
und wegen A4, = 4,
auch A = 4.

Nach dem Satz des Cavarierr sind
also beide Pyramiden und alle anderen,
die mit ihnen inhaltsgleiche Grund-
flichen und gleiche Héhen haben, volu-
mengleich. Somit . ist das Pyramiden-
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volumen ¥V von der Grundfliche 4 und der Hohe A abhiéngig. Zur Berechnung des
Volumens zerlegt man ein unregelmaBiges dreiseitiges gerades Prisma mit zwei durch
die Eckpunkte 4 BF und ADF bestimmte Schnittebenen in drei Pyramiden mit
den Volumen V,, V, und V, (Bild 351).

Die Pyramiden 2 und 3 stimmen in den Dreiecken 4 BC und GDF als Grundflichen
und in den Kanten CF und 4G als Héhen iiberein, folglich

V,=V,.

Die Pyramiden 1 und 2 stimmen in
den Dreiecken 4 BD und AGD als
Grundflichen iiberein. AuBerdem
haben sie in den vom Eckpunkt F
auf diese Grundflichen gefillten
Loten gleiche Héohen, folglich

V=7V,
und somit auch
Bild 861 Vl = V2 = V. = V.

Mit dem Prismenvolumen Vp, ergibt sich also
Ve =3V

und wegen Vp, = Ak

durch Gleichsetzen

1
V=?Ah.

Diese Formel gilt fiir jede beliebige n-seitige Pyramide, denn diese ist nach dem Satz
des Cavarier! auch einer dreiseitigen Pyramide volumengleich, wenn sie nur mit ihr
die Héhe und-die Grundfliche gemeinsam hat.

Oberfliche jeder beliebigen Pyramide:

O=A+M| (122)

4 ist die Grundfliche, M der Mantel der Pyramide.
BEISPIELE

1. Volumen V, Oberfliiche O, Kantenlinge k und Sestenflichenhohe m esner
regelmdfigen vierseitigen Pyramide mit der Grundkante a und der Hohe
k = 2a sind zu berechnen (Bild 3562).

Lésung: Mit 4 =a® und &= 2a

falg! aus V=

V=

Blld 952
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. a
erhilt man aus dem schraffierten Dreieck BA S
2

m? = (%) + (2a)
oder m= %- V1—7 .
Aus Dreieck SBC ergibt gich

(2 =3
B=m +(2) oder k—2aV§.

Ist A, eine der vier kongruenten Seitenflichen, so folgt

. a?
mit Al:TVI7
aus O=A+M=A4+4A4,

a?
O=a"+4 |17
oder 0=a2(l + uﬁ)-

. Eme regelmdfige viersestige und eine-regelmafige sechsseitige Pyramside besit: lesche Grund-

A = a® und gleiche Hohen h = a. Wie grof ist die Grundkante b der sechssestigen
Pyramide, wenn die der vierseiligen a ist? Zesge auferdem, dap sich die Volumen beider
Pyramiden mit dem [iir b gefundenen Wert ala gleich grof erwessen.

2
Losung: Aus 4,= BbTva und A,=a? folgt wegen A,= A,

(5!;—"]/51':(;2 oder b =%V2—i/§:

und A=a folgt aus V=lAh

Mit, A =a? 3
-1l 7= L
V—3 2a  oder _V‘—sa.
. 3 = 3 a® 1
Mit Al=§b2V3=?T2'3=“= folgt aus V—?Ah
1 1
auch Vo= —3—a’a = Fa’. $

. Dse Seitenflichenhshe m, die Grundkante k, die Hbhe h und das Volu-
men V einer regelmdfigen Pyramide mit der Grundfliche A = a’V§
und der Oberfliche O = 64 sind zu bestimmen (Bild 353).

Ldsung: Aus der Grundfliche ergibt sich

=%V§=a’V§

und hieraus b = 2a.

,\\\\\\- AN L.

Blld 858
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Ist M der Mantel und A, eine Seitenfliche, so wird
M=0-A4=64-A=54=5a)3

_M_ 5 2
und A,—ﬁ—?a 3
b
Da ferner A1=—2-=am,
ergibt sich durch Gleichsetzen
[
m=?a]/§.
Aus dem rechtwinkligen Dreieck SBC erhilt man
j— .E_ : 2 _ g2 2_5 !_28 2
k’—(2)+m =a? + 30 =3¢
2
k=§a]/21

und aus Dreieck S4B

K =mt_ 4B
und wegen
_— 19 1 2a [
4B-33P-535P=-3
auch ht = 8a?®
oder h=2aV§.

Damit wird das Volumen
1 1 =
V=gd4h=od)3-2412

= %a’}/ﬁ.

4. GQesucht sind die Hohe h und der Flicheninhalt A der Grundfliche ABC einer Pyramide, dis ent-

steht, wenn durch die Eckpunkte A, B und C esnes Wiirfels mit der Kantenlinge a ein Schnitt
gefithrt wird (Bsld 354).

Berechne auflerdem das Volumen Vg des Restkbrpers.
Losung: Die Grundkanten der Pyramide sind Diagonalen der Wiirfel- A

seiten, folglichist Dreieck 4 B Cgleichseitig. Setzt man A B=BC= 04 = ‘A‘
= b, 80 ergibt sich S \WV
b? o
4= 18]

und mit b = 2a®

/T

a® -
4=2 .
—————— Bild 364
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Da ferner DF=%%V-=%V6
und m= -%-: —%—VE,
wird h‘=m’—DF’=aT2
und h=313.

wird das Volumen V; der Pyramide

1 1 a? a a?
Ve=gdh=g 3 VB-3B-F

und das Volumen des Restkérpers

3

Va=Vw—Vi=a'—
_ 55
Vn— 80.

FaBt man etwa die Seitenfliche 4 BS der Pyramide als Grundfliche und die Kante SC als
Hohe auf, dann ergibt sich wegen

at —_—
A‘ps = T und SC =a
1

aus V=?Ah
1 — 1 a® A
sofort VP:E—A‘"' 0=§%a=%—.
AUFGABEN

698. Durch eine regelmiBige vierseitige und eine regelmaBige secheseitige Pyramide sind derart
Schnitte gelegt, daB diese die Symmetrieachsen und die Disgonalen einschlieBen. Die
Schnittfiguren sind gleichseitige Dreiecke mit der Hhe A = 6 om. Wie groB sind die Grund-
kanten a, die Volumen ¥ und die Oberflichen O beider Kérper?

699. In welchem Abstand x von der Spitze einer Pyramide muB eine zur
Grundfliche parallele Ebene_gelegt werden, damit das Volumen der
iiber dem Schnitt liegenden Restpyramide zum Volumen der ganzen
Pyramide im Verhiltnis m : n steht? Nenne die Pyramidenhéhe A.

600. Durch die zur Grundfliche parallele Ebene wird das Volumen einer
Pyramide halbiert. Driicke die entstehende Schnittfliche 4, durch
die Pyramidengrundfliche 4, aus.

601. Die Grundfliche einer Pyramide ist ein gleichschenkliges Trapez
mit den Grundlinien g, = 6 cm und g, = 3 cm. Berechne ihr Volu-
men, wenn aulerdem die Schenkel g,/2 des Trapezes und die Héhe
h = g, der Pyramide gegeben sind.

Blld 366

602. Einer regelmiBigen vierseitigen Pyramide mit der Grundkante ¢ = 6 om und der Hohe
h = 10 cm ist ein regelmiDiges vierseitiges Prisma mit der Grundkante b einbeschrieben
(Bild 356). Dritdke das Volumen V dee Prismas durch a und 5 fiir den Fall aus,daBa:b =
=m:n=3:2.
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603. Die Grundflichen zweier ¥'yramiden sind rechtwinklige Dreiecke mit den Kathetena = 3 om
und b = 4 cm. Die Héhe A = 6 cm der Pyramide steht
a) senkrecht auf dem Scheitel, des Rechten der Grundfliche,
b) senkrecht auf der Mitte der Hypotenuse der Grundfliche.
Berechne
a) die dritte Grundkante ¢, die beiden anderen Seitenflichenkanten e und ¢ und das Vo- -
lumen V,
b) die dritte Grundkante ¢, die drei Seitenflichenkanten e, @ und f und das Volumen V.

604. Eine Pyramide wird durch einen zur Grundfliche parallelen Schnitt derart geteilt, daB sich
die Abschnitte der Héhe A, von der Spitze aus gerechnet, wie m : & verhalten. In welohem
Verhiltnis stehen dann das Voluwen V, der ganzen Pyramide zum Volumen Vj der iiber
der Schnittfliche gelegenen Restpyramide?

605. Der Turm eines alten Gebéudes hat die Form einer regelmiBigen achtseitigen Pyramide
mit der Hohe # = 4 m und der Grundkante a = 0,8 m. Er soll neu mit Dachpappe belegt
werden. Berechne den Materialbedarf 4 bei einem Verschnitt von 15%.

606. Aus einem Rechtkantstahl von 4 cm Breite, 12 cm Linge und 5 cm Héhe soll ein Werk-
stiick von der Form einer regelmiaBigen dreiseitigen Pyramide gesohmiedet werden. Welche
Hohe A bekommt diese, wenn sie eine Grundkante von 3 cm haben soll?

607. Ein Bleiwiirfel von 5 cm Kantenldnge soll in eine regelmiBige vierseitige Pyramide von
8 cm Hohe umgegossen werden. Berechne deren Grundkante a.

608. Aus drei diinnen Blechen, die die Form gleichschenkliger Dreiecke mit der Basis 4 cm
und der Hohe 12 cm haben, ist eine regelmiéBige Pyramide zusammenzusetzen. Berechne
deren Hoéhe k.

609. Zwei gleiche Rhomben mit den Diagonalen e = 4 cm und
| = 7 cm werden lings der Diagonalen e zerschnitten und zum
Mantel einer vierseitigen Pyramide zusammengesetzt. Welches
Volumen V schlieBen sie ein? 2

610. Ein Vierkantstahl wird an einer Stirnseite abgeflacht (Bild 356).
Berechne den Materialveriust V.

611. Aus einem Wiirfel mit 8 cm Kantenlinge soll eine Pyramide
herausgearbeitet werden, deren Grundfliche mit der Grundflache
des Wiirfels iibereinstimmt und deren Seitenflichen mit der
Grundfliche je einen Winkel von 60° einschlieBen. Um welchen
Betrag V verringert sich das Wiirfelvolumen? Blld 366

2

29.2.6. Pyramidenstump!?
Volumen jedes beliebigen Pyramidenstumpfes:

V=2(4,4+ Y44, +4,) (123)

A,und 4, sind die Grund- und Deckfliche, 4 die Hohe des Stumpfes.

Beweis: Fiir die Grundfliche 4, und die Deckfliche 4, des Pyramidenstumpfes
(Bild 357) gelten

24, = a1 1y
24, = agh,.
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Durch Division ergibt sich

ﬁ #1h,
2, = ah, I

Aus den Strahlensitzen folgt weiter

a, A T

Damit erhilt man aus (I) sofort

4, (h+zp
LT
und hieraus als Hohe z der Ergiénzungspyramide
h)4,
z= -ﬁv’—A_. (II)
1~ V4 Bild 957
Das Volumen V des Stumpfes ist
V=2 di(z+h) -5z
und mit (II)
a4, a4,
V=%<Al—_v;_+Alh—A,_V—’_)
V4, - V4, V4, - V4,
h
oder V=44 VE(VE + VT
und schlieBlich
h —_—
V=4 + )44+ 4,).
Oberflache jedes beliebigen Pyramidenstumpfes:
O=4,+ 4, + M (124)

A, und A, sind die Grund- und Deckfliche, M der Mantel des Stumpfes.

BEISPIELE

1. Berechne das Volumen V und die Oberfliche O eines geraden Pyramidenstumpfes, d Grund-
flichen zwes gleichseitige Dresecke mit den Seiten a und b sind
und dessen Sestenkanten mit k bezeschnet werden (Bild 358).

Lésung: Aus dem rechtwinkligen Dreieck C.D H folgt
h =k — DH"

und wegen

2

H — i — BO a 2 b
DH=AiD-BC= 5 5V38-5 3

=
I

1
=§(a—b)1/§
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ergibt sich A* — &* — (% (@ —b) Vi)'

oder h= I/k*——;-(a—b)’.

Fiir das Volumen erhilt man somit aus
h -— )
=3 (4, + )/4,4, + 4,)

mit Al="T'V§, A,=L:V§ und VA,A,=%V§

1 1 a? abd b =
V-3 V""?‘“‘b)z(TVg*TW“LTVa)

Fir die Oberfliche O folgt
O0=A4,+ A, + 34,.

Die Seitenfliche A, ist ein gleichschenkliges Trapez mit der Héhe m. Fiir m erhilt man
m = & + GL’

und wegen
GL-dG-BP= 28— 3 2)3= o
1
=§»(a—b)V§ %
1 1 %
such m =k — = (@ — b+ [5(a— b

%

und m=%V4k*—(a——b)’.

Damit wird die Seitenfliche

.

N
A,=aT+b __a_;__b_% 4 k2 — (a — b)? ) \\\\\
A.=ii—b A% —(a —b)

Blld 350
und die Oberfliche

= —i—[(a’+ )3 + 3(a + b) 4k — (a — b)].

. Berechne die Raumdiagonale d esnes regelmifigen vierseitigen Pyramidenstumpfes, dessen Grund-
2

fachen A, = % und A, = - und dessen Volumen mit V = a® gegeben sind (Bild 359).
Losung: Aus

V- %—(Al + VA4, + 43)
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ergibt sich fiir A
-8
A, + VA, 4, + 4,

1
und mit |4, 4, = - und den gegebenen Werten

3
b
¢+?+T .
12
h—7a.
Aus dem rechtwinkligen Dreieck 4 C H folgt fiir die Raumdiagonale d
dt = h 4 AC'
W A TS .5 6 a 3
undmit 4C=AB+GH =512+ )2=a)2
N (12 \* (3 1693
ergibt sich d® = (7“) + (?alfﬁ) =5 ¢

3
d=2_§am.

Naherungsformel fiir das Volumen des Pyramidenstumpfes:

v~ditds, (123a)

Formel (123) ist fiir den praktischen Gebrauch unbequem. Formel (123a) laBt er-
kennen, daB der Stumpf nidherungsweise durch ein Prisma ersetzt wird, dessen Grund-

fliche 4 gleich dem arithmetischen Mittel ﬁ%ﬁ der Grund- und Deckfliche des
Pyramidenstumpfes ist.

Formel (123a) liefert um so genauere Ergebnisse, je weniger der Stumpf vom Prisma
abweicht, d.h., je weniger 4; und 4, voneinander verschieden sind. Im Falle 4, = 4,
gilt die Formel genau.

Je mehr dagegen A4; gegen Null geht, um so mehr nihert sich der Stumpf einer Pyra-
mide. Fiir den Grenzfall mit 4; = 0 gilt:

A, + 4,

A
s— h=3h,

so daB gegeniiber dem genauen Wert %1 h ein um 50% groBeres Ergebnis herauskommt.

Folglich darf Formel (123a) nur angewendet werden, wenn 4; und 4, nur wenig von-
einander abweichen. Das Ergebnis ist aber auf jeden Fall immer gréBer als das genaue
nach (123) berechnete, wie auch nachstehende Beispiele zeigen:

BEISPIELE

3. Berechne das Volumen V eines Pyramidenstumpfes mit der Hohe h = 3 om und den Grund-
flichen A, = 3 cm? und A, = 1 om?. Geforderte Genausgkest 1%.
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Ldsung nach (123a):

vaditd,
2

3cm? + 1cm?

V= 2

+3cm
V = 6cm?
Loésung nach (123):
h -
= ?(Aq + VAlAg + Ag)

V= :L;E(acm‘ + }/3em?. Tem? + 1om?)

V = 6,732 cm?

Die Abweichung vom genauen Ergebnis betrigt etwa 5%. Formel (123a) kann also nicht an-
gewendet werden.

4. Berechne das Volumen V eines Pyramidenstumpfes mit der Hohe h = 3 cm und den Grund-
flichen Ay, = 3 cm® und A, = 2 cm?. Geforderte Genauigkest 1%,
Ldsung nach (123a):
A,+ 4,
— h

V=

2 2
Vzale(ﬂ.acm

V =& 7,6 cm?

Ladsung nach (123):
h
V= ?(A, + V4,4, + 4,)

V= 332(%m= + }/3em?-2cm? + 2 cm?)

V = 7,449 cm®

Die Abweichung vom genauen Ergebnis betrigt etwa 0,7%. Formel (1234) kann ohne weiteres
angewendet werden.

AUFGABEN

612. Ein regelmiBiger vierseitiger Pyramidenstumpf mit den Grundkanten ¢ = 4 cm und
b = 3 cm ist héhen- und volumen gleich einer regelmiBigen vierseitigen Pyramide. Wie groB
ist deren Grundkante c?

613. Von einem regelmiBigen vierseitigen geraden Pyramidenstumpf sind die Grundkante
@ = 4 cm und die Seitenkante k = 6 cm bekannt (Bild 360). Berechne die Hohe h, die

d

Grundkante b.und das Volumen V fiir AP = 5
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614. Aus dem Achsenschnitt eines regelmiaBigen vierseitigen geraden Pyramidenstumpfes (Bild
361), der durch die Mitten einander gegeniiberliegender Grundkanten gefiihrt ist, ist das
Volumen V zu berechnen. Der Radius der dem Stumpf einbeschriebenen Kugel ist r = 10 cm
und die obere Deckkante ist & = r ge-
macht. 4

615. Driicke den Mittelschnitt 4  eines Pyra-
midenstumpfes (Bild 362) durch die Tan

—

) o—
ke
¥

Grundfliche 4, und die Deckfliche A4, L LI
aus.
616. Bereohne dio Masse m des sus Stahl S~
gefertigten Einsatzambosses (Bild 363). \l/
(e = 7,86 g/cm?®)
Bild 360 Bl 361

617. Berechné das Fassungsvermdgen V und
den Materialbedarf 4 eines aus Stahlblech hergestellten oben offenen Kohlenbunkers
(Bild 364). Die Blechdicke bleibt unberiicksichtigt.

618. Gib die Masse m der guBeisernen Platte (Bild 365) an. (¢ = 7,2 g/cm?®)

o 4711 ]

%

3m wta— 517 —a

25—

- 1-75“4
28m o p—
Bild 362 Bild 363 DBild 364 Blld 365

€19. Aus 10 m? Beton werden drei Fundamente gegossen, die die Form regelmaBiger vierseitiger
gerader Pyramidenstiimpfe haben! Berechne die Héhe % eines dieser Fundamente, dessen
Grundkante 0,8 m und dessen Deckkante 0,6 m miBt.

620. Ein Werkstiick (Bild 366) soll an seinem verjiingten Ende so weit abgeschliffen werden, daB
e8 die durch Strichlinien gekennzeichnete
Form erhilt. Berechne den entstehenden
Materialverlust V.

621. Bei Ausgrabungen wurde eine regelmiBige
achtseitige Pyramide gefunden, deren Spitze
jedoch abgeachlagen war. Berechne ihre ur-
spriingliche Hohe A&, wenn fiir die Hdhe des
erhalten gebliebenen Stumpfes 1,2 m, fiir
seine Grundkante 30 om und fiir seine Deck-
kante 10 cm gemessen werden.

622. Ein Auffiilltrichter (Bild 367) soll auBen ge-
spritzt werden. Gib die dafiir erforderliche
Farbmasse m an, wenn erfahrungsgemil
160 g Farbe je m? bendtigt werden. Biid 366 Blld 367

12m

25m

24 Elementarmathematik
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623. Ein KunststoffpreBling hat die Form eines regelmiBigen sechsseitigen Pyramidenstumpfes
mit der Grundkante a = 4 om, der Deckkante b = 3 cm und der Héhe A = 6 cm. Er soll
in einen gleich hohen Stumpf mit der Grundkante a, =6 cm
umgepreBt werden. Berechne dessen Deckkante b, .

624. Durch einen regelmiBigen vierseitigen Pyramidenstumpf ist
ein aohsenparalleler Sohnitt durch zwei sioch gegeniiberliegende
Seitenkanten gefiihrt. Der Schnitt stellt ein gleichschenkliges
Trapez mit den Grundlinien g, = 4,8 cm und g, = 2,4 cm dar.
Die Sochenkel sind ¢ = 6,6 cm lang. Berechne das Volumen V
und die Oberfliche O des Stumpfes.

626. Berechne die Sohnittfliche 4 und die Volumen ¥V, und V, des
regelmiBigen dreiseitigen Pyramidenstumpfes (Bild 368). Setze
fira = 6,lcm, b = 2,7cm und A = 3,8 cm. Bild 868

29.2.6. Prismatold

Volumen des Prismatoides:

V=4 +44n+ 4, (125)

A, und A, sind die Grund- und Deckfliche, 4, der Mittelsohnitt und 4 die H3he des Prisma-
toides.

Beweis: Auf dem Mittelschnitt 4, eines Prismatoides (Bild 369) wird ein Punkt M
gewilhlt und mit den Eckpunkten 4, B, C, D, F, G, H, K und L verbunden. Dadurch

werden die Pyramiden MABC und M DFG H mit den Volumen

X

1
Viano= 3 4z 5 = 4y M

6
h
3 (11)

1 h
und Vipren= 54, 5 =4,

bestimmt. (Die markierten Punkte sind jeweils die Spit-
zen der Teilpyramiden.)

Das Volumen der Pyramide CM K L ergibt sich aus
1 h
Veuer = 5 Augr- 5 = AurL g -

Da aber einerseits nach dem zweiten Strahlensatz

— l —
KL = - F
: Aope _ 1 4
und somit Aegr 4 Bild 309

und andererseits die Pyramiden MCKL und MCHF die gleiche auf A¢,r senkrecht
stehende und durch die gemeinsame Spitze M- gehende Hihe haben, folgt weiterhin

1
Vicer = 5 Vicar
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und wegen Vﬁch = Véux),

2
auch Varcrr = 4 Vourr = E'AMKL"' .

Das ist aber das Volumen einer der Pyramiden, von denen sich noch weitere in den

Raum zwischen die Pyramiden MABC und MDFGH einfiigen lassen. Thre Grund-
flichen stellen in jedem Falle einen Teil des Mittelschnittes 4y, dar und sind von der
Art wie Ay ;. Deshalb kann ihr Gesamtvolumen durch

Vin= 5 An-h (I1I)

ausgedriickt werden.
Somit ergibt sich das Volumen des Prismatoides durch Addition von (I), (II) und (I1I)
und wird
V = Vaanc + Viprer + Vam
h h

V=d,-2>+4

2
gt At gduh

V= %(A1 + 44, + 4,).
BEISPIELE
1. Esist das Volumen V des Pontona (Bild 370) zu berechnen.
Lésung: Aus

h
V= ’6(‘41+4Am+‘43)

[olgt mit 4, = ab, A,=cd und Amzzy=#-a—;—c
b+d a+°+cd)

h
SLYRPEL RS

h

V=—6¢[2(ab+cd)+ad+bc].

Blid 370 Bild 371

2. Es ist das Volumen V des Keiles (Bild 371) zu berechnen.
Ldsung: Aus
V= %(A1 + 44n+ 4,)
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folgt mit 4, = ab, A4,— 0 und A.=zy=%-"‘;°
a b+c
V—-—(ab+4§ -3 )
ah
=T(2b+c).
Fir b=c¢
ergibt sich
h
V=?ab

3. Bestimme das Volumen V eines Prismatosdes mit der Hohe h, dessen Grundfliche ein Rhombus
mit den Diagonalen a und b ist (Bild 372). Die Schneide c (A, = 0) ist der Diagonalen a par-
allel, und die Stréckenhalbierungspunkte von a und ¢ liegen senk-
racht iiberesnander. c

Losung: Die Strecke A B zerlegt den Mittelschnitt 4 in zwei
kongruente Trapeze A BDC und A BHG mit den gemeinsamen
Grundlinien

= _a+ec A5 _ ©

AB= 3 und CD = 2
und der Hahe

= b

FD = T
Somit ergibt sich fiir den Mittelschnitt Ay, : Pre

at+c ¢ Z__a )

+_
2 2 b b
Aa=2—= = 2 —2(a+20) ‘V
Bild 372

und weiterhin in Verbindung mit 4, = a?b und A4, = 0aus

V- %(A,+4A..+ 4)
-4 [—+4—(a+2c)
bh
V= —6—(a+c).

4. Es soll das Volumen V esnss Prismatoides mit der Hohe h bestimmt werden, dessen Grund-
und Deckfliche von zwes kongruenten und um 46° zuesnander versetzten Quadraten gebsldet wer-
den (Bild 373). Dse Schnittpunkie der Diagonalen der Grundflichen stehen senkrecht iiberein-
ander, thre Seite i3t a.

Lésung: Die Strecken DA und F@ zerlegen den Mittelschnitt A  in zwei kongruente Tra-
peze ABCD und FELG und in ein Rechteck A DF@. Fiir den Flicheninhalt 4, des Tra-

pezee gilt:
2
a+2al/—+i

2

&
4]
wa

V§=%2(1+]/§)-
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Fiir den Fldcheninhalt 4x des Rechteckes gilt:

An=G_A-7=i-M=“—'(1+V§).

Bild 378 Bild 974
Damit folgt fiir den Mittelschnitt 4m:
a? a? —
An=24r+ An=25(1+12)+ (1 +12)
a!
An = ? (1 + VE) .
SchlieBlich erhilt man wegen A, = 4, = a? aus

y = %(.4, + 44+ 4,)

V=£(a’+4%z(‘l+l/§)+a’)

(=2

E":%a’(2+ VE)-.

6. Berechne das Volumen V eines Prismatoides mit der Hohe h, dessen Grundfliche ein regel-
mapiges Sechseck mit der Seite a und der grofen Diagonals d sst. Die Schneide b (A, = 0)
ateht senkrecht zu d, die Streckenhalbierungspunkis von b und d liegen senkrecht ibereinander
(Bvd 374).

Losung: Durch die Strecken 4B und FG wird der Mittelschnitt A in zwei kongruente
Trapeze ABCD und FGK L und in ein Rechteok 4 BGF zerlegt.
Fiir den Flicheninhalt 4, des Trapezes gilt:

a
pa— +_
AB+DC — *7% a .z 3 .=
4r=—F—DH = —; -TV:",_an:a.
Fiir den Flicheninhalt 4y des Rechteckes gilt:
b - abd

4x=AdBBo-ag=5.
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Damit folgt filr den Mittelschnitt Am:

_ 9.3 o ab a
An=24r+ g = 2-350" )8 + o= = = (3a /3 + 4b).

ﬁa

Weiterhin erhillt man wegen 4, = —g— a'y3 und 4,=0

o V= p(dy+4dat 4)
V= i<1a=1/§+ 4.2 (3a)3 + 46))
6\2 8
ah
V=5 (3a}3+2b).
AUFGABEN

626. Wie groB ist daa Volumen V einee Prismatoides, deasen Grund und Deckfliche zwei kon-
gruente, um 60° zueinander verdrehte gleichseitige Dreiecke mit den Seiten a = 6 cm
sind (Bild 375)? Die Hahe des Prismatoidee sei A = 10 om.

Bld 375 Blld 378 Bild 877 Blld 878

627. Wie groB ist daa Volumen V einee Prismatoides (Bild 376), wenn a = 6 om, b = 10 om und
h = 20 om gegeben sind?

628. Ein Prismatoid mit der Hdhe A = 8 om hat als Grund- und Deckfliche zwei um 60° zu-
einander verdrehte gleichseitige Dreiecke mit den Seiten a = 5 om und b = 3 om (Bild 377).
Bereohne sein Volumen V.

629. Ein Prismatoid von der Héhe A = 4 om (Bild 378) hat zwei um 45° zueinander verdrehte
Quadrate mit den Seiten a = 5 cm und b = 8 cm als Grund- und Deckfliche. Gib sein
Volumen V an.

o

Did 879 Blld 380
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830. Gib eine Formel fiir das Volumen ¥ des Pontons (Bild 379) an.

631. Bereohne das Volumen V des Pontons (Bild 380) fira = 3 m,b = 0,6 m,c = 6m,d = 0,9m
und A = 2 m.

632. Aus der Draufsioht eines Prismatoides (Bild 381) mit der Hohe A ist eine Formel fiir sein
Volumen V zu entwickeln.

)
oS

Blld 981 Blid 382 Blld 983

633. Welches Volumen V schlieBt das Walmdaoh (Bild 382) ein?
634. Gib eine Formel fiir das Volumen V des Keiles (Bild 383) an.

Blld 984 BIlld 386 Blid 386

635. Berechne das Volumen V eines Prismatoides mit a = 4 om (Bild 384).
636. Wie groB ist das Volumen V eines Keiles (Bild 385)?

637. Wie lautet die Formel fiir das Volumen ¥
eines Prismatoides mit reohteckiger
Grund- und quadratischer Deckfliche
(Bild 386)?

7155

e 13— e—m5 =
Blld 987 Bild 388 Blid 889
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638. Grund- und Deckfliche eines Prismatoides (Bild 387) sind zwei gleichschenklige Trapeze
mit den Grundlinien @ und b und den Seiten ¢. Die Grundlinien beider Trapeze liegen par-

allel zueinander. Gib eine Formel fiir das Volumen dieses Kérpers an.

639. Aus der Draufsicht eines Prismatoides (Bild 388) mit der Héhe A ist eine Formel fiir sein

Volumen V zu entwickeln.

640. Berechne das Volumen V eines Formstiickes (Bild 389).

29.3. Krummflichner

29.8.1. Krelszylinder
29.8.1.1. Gerader Voll- und Hohlzylinder

Volumen des geraden Vollzylinders:

l V=xnrh

r ist der Radius der Grund- bzw. Deckfliiche, h die Héhe des Zylinders.

Beweis: Aus der Volumenformel (119) fiir das Prisma
V=Ah

erhilt man wegen
A=rxr

sofort V =mnrik.

Mantel des geraden Vollzylinders :

M=2xrrh

Beweis: Der an der Mantellinie s aufge-

(126)

(127)

schnittene und in die Ebene abgewickelte
Zylindermantel ist eine Rechteckfliche
mit den Seiten s=»% und U= 2nr
(Bild 390). Deshalb gilt M. =Us=2rrh.

Oberfliche des geraden Vollzylinders:

h=s

U=2sr

I O=2xr(r+h) (128)

Beweis: Mit der Grund- und Deckfliche 24 = 2772 und dem Mantel M = 2nrh

wird aus
O=24+ M=2xr*+ 2xrh

oder 0=2rr(r + 1
erhalten.
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877

Volumen des geraden Hohlzylinders:

|V=nh(r,=-f§)|

(129)

Beweis: Sind 7, und r, die beiden Radien und ist 5 die Héhe des Hohlzylinders, so

wird mit r, > r, (Bild 391)
V =mnrih - 1Er§h

oder V =nh(r} - rd).

S

L)

A/
%

Entsprechend verfahrt man bei 5§
der Ableitung der Formeln fiir %) §§
den Mantel und die Oberfliche. ' _[ E§
| RS
Mantel des geraden Hohlzylinders: ! E < ‘n‘\\%}/
| 1 2
[M=2xhir+r | (FEE A

g

(130)

Bild 391 Bild 392

Oberfliche des geraden Hohlzylinders:

| O=2xl-B+htntnl=2nin+r)r -t h) | (131)

BEISPIELE

1.

Berechne die Schnittfliche A, die entsteht, wenn ein gerader Kresszylinder durch eine Ebene der-
art geschnitten wird, dap diese esnen willkiirlich gewihlten Radsus der Grundfliche halbiert und
senkrecht zu shm und der Grundfliche steht (Bild 392). Gid auPerdem die Volumen V, und V,
der beiden Zylinderteile an. Rechne mith = 2r.

Losung: Ist a die in der Grundfliche liegende Seite der Schnittfliche, dann ergibt sich aus
dem gleichseitigen Dreieck A B M mit der Seitenlinge r:

3 =%V§ und damit a=rV§.

Hieraus folgt die Schnittfliche zu
A=ah=r V§-2r
A=2r%13.

Der gefiihrte Schnitt zerlegt die Grund- und Deckfliche in zwei kongruente Segmente mit
den Héhen A, und A,. Die Flacheninhalte und Bogen dieser Segmente seien A, und 4, bzw.
b, und b,. Fiir 4, gilt:

A4, = %(blr —38r+8h)

und wegen

a=a=rV§' h,:_,%_ 120°xr 2

und b, =

180° 3"
r? =
Al e ﬁ(41€ —31/3)
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Damit ergibt sich das Volumen V, aus V, = 4,-h zu
r
V,= T(41! - 3V§).

Fiir 4, gilt:
4, = —;-(b,r — 8r + ah,)
und wegen N
8 = r]fi, h, = —g-r und b, = 241_%6’3‘1 = -;-nr
r?
A, =ﬁ(8" + 3‘/5).
Damit ergibt sich das Volumen V, aus V, = 4,k zu
rd
Vi= 5 (Br+3)3).
Ein Zylinder mit der Héhe b = r soll esnem. Hohlzylind l und hohenglesch sein. Aufer-

dem soll ry > rq und ry = r fiir die Radien des Hohlzylinders gelten. Berechne r,.
Lésung: Fir den Vollzylinder gilt:

V==nrh undmit h=r

V=m=r (1)
Fiir den Hohlzylinder gilt:

V=nh(r}—r}) undmit h=r und r,=r

V=mr(r} —1r). (11)
Durch Gleichsetzen von (I) und (II) ergibt sich

nr=nr(r} — 1)

1 _ 9p
r}=2r

und rn=r)2.

AUFGABEN
641. Das Volumen eines Zylinders sei ¥V = 100 om?, seine Héhe A = 5§ om. Berechne seinen Durch-

642,

643.

644,

645.

646.

messer d.

Ein Zylinder hat einen quadratischen Aochsenschnitt. Die Seiten der Schnittfliche sind
a = 4 cm. Berechne sein Volumen V und seine Oberfliche O.

Driicke das Volumen V eines Zylinders durch seinen Mantel # = 100 cm? und seine Hile
h = 10 om aus. Berechne auBerdem sein Volumen V.

Berechne das Volumen V und den Mantel M eines Zylinders fiir den Fall, daBr:h = m:n =
= 3: 5 und der Radius des Grundkreises r = 2 cm gegeben sind.

Ein Zylinder mit dem Radius r, = 5cm und der Héhe 4, = 8 cm soll einem Zylinder
volumengleich eein, von dem ry: h, = m:n = 3: 5 bekannt sind. Berechne r, und #,.

Das Volumen eines Hohlzylinders soll gleich dem Volumen des inneren Hohlraumes sein.
In welchem Verhiiltnis stehen fiir diesen Fall die Radien r, und r, des Hohlzylinders®
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647.

649.

661.

852.

663.

856.

656.

667.

668.

. Berechne die Masse m eines aus GrauguB gegossenen Hebels

Wie verhalten sich die Méntel M, und M, von Hohlzylinder und innerem Hohlraum fiir den
Fall der Aufgabe 646?

. Von einem Hohlzylinder sind das Volumen V = 20 cm?, der Mantel M = 40 cm® und die

Hahe & = 4 cm bekannt. Berechne die beiden Radien r, und r,.

Ein Vollzylinder soll einem Hohlzylinder volumen- und héhengleich sein. Wie groB ist der
Radius r des Vollzylinders zu machen, wenn die Radien r, = 3 cm und r, = 2 cm des Hohl-
zylinders gegeben sind?

. Die Radien eines Hohlzylinders stehen im Verhdltnis r,:r, = m: 2 = 4: 3. Berechne sein

Volumen V und seinen Mantel M fiir r;, = 4 cm und A = 6 cm.

Aus einem 20 cm breiten, 30 cm hohen und 1 m langen Stahlblock soll 30 mm dicker Rund
stahl gewalzt werden. Wieviel laufende Meter ergeben sich unter der Annahme, daB keiner
lei Abfall entateht?

|

7

V/

30—
pet———— 4] ————

U

2
J

Blid 303 Bild 394 Blld 3908

Berechne die Maase m fiir 100 Stiick aus Messing hergestellte Lagerbiichsen (Bild 383).
(e = 8,56 g/om?)

Wie gro8 ist der Materialbedarf A fiir eine Schutzhaube (Bild 394)? Berechne auBerdem
den von ihr eingeschlossenen Raum V.

(Bild 395). (¢ = 7,2 g/om?)

Wie groB ist der Materialbedarf ¥V eines aus Beton gegossenen
Kappengewdlbes von 30 cm Dicke und 180 m Liinge (Bild 396)?

Aus Sechskantstahl von 17 mm Schliisselweite und 60 mm
Linge soll ein Schraubenrohling mit 10 mm Nenndurch-
messer herausgedreht werden. Der Schraubenkopf soll 8 mm
hoch sein. Berechne den Materialabfall V. Bld 890

Ein quadratisches Blech von 25 cm Seitenlinge und 4 mm Dioke wird nach entsprechender
Abschrigung zweier gegeniiberliegender Kanten so zu einem Hohlzylinder zusammen-
gebogen und stumpf geschweiBt, daB der Umfang 26 om betrigt. Wie gro8 sind sein AuBen-
durchmesser d;, sein Innendurchmesser d, und der von ihm eingeschlossene Raum V'?

Aus einer Aluminiumplatine von 35 mm Durchmesser und 16 mm Hohe soll durch Kalt-
spritzen (FlieBpreasen) ein Becher von 34 mm Innendurchmesser und 1 1nm dickem Boden
hergestellt werden. Berechne seine Gesamthdhe k.
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6569. 180 kg GrauguB (¢ = 7,2 g/cm?) werden im SchleuderguBverfahren zu einem Rohr von
10 mm Wanddicke und 120 mm lichter Weite verarbeitet. Berechne die Rohrlinge !.

660. Zwei Bleiwalzen von 34 mm Durchmesser und 48 mm Héhe werden in einen Wiirfel um-
geschmolzen. Gib dessen Kantenldnge a an.

661. Ein zylindrisches StandgeféB von 30 mm lichter Weite soll mit Teilstriohen fiir je 1 om?
Fassungsvermogen versehen werden. In welohen Abstinden a voneinander miissen diese
angebracht werden?

662. Eine zylindrische Biichse faBt 1 dm?® Fliissigkeit. Ihr Innendurchmesser d ist doppelt so
groB wie ihre Hohe 4. Berechne d und 4.

663. Wieviel laufende Meter ! einer AbfluBrinne (Bild 397) konnen aus 1 m® Beton hergestellt
werden?

664. 20 cm® Wasser werden in ein zylindrisches GefdB von 24 mm lichtem Durchmesser gegossen.
Berechne den Wasserstand A.

665. Das StandgefaB einer MormRschen Waage zur Bestimmung der Dichten von Flissigkeiten
hat 40 mm lichten Durchmesser. Wenn der Senkkorper vollstindig eintaucht,
hebt sich die Fliissigkeitsoberfliche um 3,5 mm. Berechne das Volumen V des Schwimmers.

666. Aus einem 28 mm langen Rundstab von 8 mm Durchmesser wird durch fortgesetztes Ziehen
ein Draht von 0,3 mm Durchmesser gewonnen. Gib dessen Liinge ! unter der Voraussetzung
an, daB keine Materialverluste auftreten.

667. Ein 8 m tiefer Brunnen wird aus einer 25 cm dicken ringformigen Mauer hochgezogen. Be-
rechne den Ziegelbedarf V fiir einen
lichten Durchmesser von 1,2 m.

150

668. In einom Transformator sind 8,4 kg | 1
Kupferdraht von 3 mm Durchmesser T -7'-—— N
verarbeitet worden. Berechne die Ul
Linge ! des Drahtes. (0 = 8,9 g/cm?) §

669. In einem Rundsockel von 60 cm 1
Hohe sind 1,4 m3 Beton verarbeitet 7' N—
worden. Gib seinen Durchmesser d 70 ! “
an. Bild 3907 Bild 998

670. Ein Bleiring von 15 mm Héhe, 38 mm Innen- und 62 mm AuBendurchmeaser soll bei gleich-
bleibender Hohe auf 45 mm Innendurchmesser ausgewalzt werden. Berechne den neuen
AuBendurchmesser d.

671. In einem einseitig durch einen Kolben abgeschlossenen GefiaB dehnt sich Gas bei konstan-
tem Druck um 210 cm?® aus. Berechne den dadurch verursachten Kolbenhub % bei einem
Durchmesser des Zylinderraumes von 75 mm.

672. Berechne die Masse m einer 80 cm langen Achse (Bild 398). (¢ = 7,85 g/cm?)

673. Eine 720 mm lange Achse aus Vierkantstahl mit quadratischem Querschnitt (Seitenlinge

e = 3 cm) wird beiderseits abgedreht, so daB zylindrische Zapfen von 18 mm Durchmeaser
und 58 mm Linge entstehen. Berechne die Masse » von 100 Stiick fertig bearbeiteten
Achsen und den dabei auftretenden Materialverlust m,. (0 = 7,85 g/cm?)
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674. Zwei durch Kolben abgesohlossene Zylinder sind durch eine Rohrleitung verbunden.

a) Um welchen Betrag h, hebt sich der groBe Kolben mit dem Durchmesser d, = 26,0 om,
wenn mit dem kleinen Kolben vom Durchmesser d, = 4,2 cm bei einem Hub b, = 7,60m
Fliissigkeit in den groBen Zylinder gedriickt wird?

b) Wieviel Hiibe z miissen mit dem kleinen Kolben ausgefiihrt werden, damit sich der
groBe Kolben um h; = 64 cm hebt?

675. Das groBte Volumen, das von einem Kolben in einem Zylinder mit kreisformigem Quer-
schnitt eingeschlossen wird, betrigt V, = 1,6 dm?, das kleinste V, = 0,11 dm®. Berechne
den Kolbenhub. A fiir den Kolbendurchmesser d = 65 mm.

676. Berechne die Masse m eines Stahldrahthakens. (Bild 399) (¢ = 7,2 g/cm?)

6717. Stelle eine Formel fiir das Volumen V eines Nockens auf. (Bild 400)
678. Welche Masse m hat ein guBeiserner Reiter (Bild 401). (o = 7,2 g/cm?)

72—

Blld 399 1311d 400 Bild 401

679. Ein zylindrisches Fihrungsstiick aus Stahl (¢ = 7,85 g/cm®) hat die Liénge ! = 150 mm
(Bild 402). Berechne seine Masse m fiir d, = 80 mm, d, = 40 mm und ¢ = 30 mm.

680. Berechne die Masse m eines Kupplungsteiles (Bild 403). (¢ = 7,2 g/cm?)

o

Bild 402 Blid 403 Bild 404 Bild 405

681. Aus dem Normalschnitt durch einen Rundstab (Bild 404) von der Liange ! = 540 mm ist
die Masse des Stabes zu berechnen. (o = 7,85 g/cm?3)

682. Ein Kanalgewolbe (Bild 405) ist 45 m lang.
a) Welohe Betonmenge V muB dafiir hergestellt werden?
b) Wie groB ist der Holzbedarf 4 fiir die Verschalung der gekrimmten Gewdélbeflichen?
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20.8.1.2, Schiefer Voll- und Hohlxylinder

Nach dem Satz des CavariErr gelten tir das Volumen des schiefen Voll- und Hohl-
zylinders die Formeln fiir das Volumen des geraden Voll- und Hohlzylinders.

Der Mantel und die Oberfliche des schiefen Voll- und Hohlzylinders lassen sich nicht
durch einfache Formeln ausdriicken.

BEISPIELE

1. Berechne das Volumen V eines schiefen Vollzylinders, dessen Grund- und Deckfliche so gegen-
einander verselzt sind, dap shre Projeldionen einander gerade berilAren (Bild 406). Die Mantal-
linse iot mit 8 = 4r gegeben.

Lésung: Im rechtwinkligen Dreieck 4 BC ist h die Kathete und ergibt sich demzufolge aus

M =g — (27) = (4r) — (2r)* = 129

h = 2rV§.
Damit wird das gesuchte Volumen
V = nrih
V= nr’2r]/§
V= 21:1"]/5.
2. Ermittle den halben Durch b der Schnittallipse E, die durch den Normalschnitt an einem

schiefen Kreiazylinder entateht ( Bild 406).
Lésung: A ABC~AFDB

somit br—=2r:g

Blid 406 Blld 407

Setzt man fiir Awand s die im Beispiel 1 angegebenen Werte ein, so folgt

b= 118,
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AUFGABEN

683. Berechne das Volumen V eines schiefen Zylinders, deasen Achee mit der Grundfliche den
Winkel von 60° einsohlieBt (Bild 407).

684, Driicke das Volumen V eines schiefen Zylinders durch die gegebenen Stiicke aus (Bild 408).

686. Berechne das Volumen V eines schiefen Zylinders,
dessen Normalschnitt mit der Grundfliohe dem
Winkel 45° einschlieft (Bild 409).

T
/)
i) 3
@l _
<
. . h
/‘ ~
<~
N v,
Dild 408 Dild 400 Blid 410
29.8.1.8. Schiel geschnittener gerader Zylinder
Volumen des schief geschnittenen Zylinders:
V-nphih (132)

r ist der Radius der kreisfdrmigen Grundfliche, h, und h, esind die kiirzeste urd lingste
Mantellinie des Zylinders.

Beweis: Trennt man durch einen ebenen Schnitt, der parallel zur kreisférmigen
Grundfliche und durch den Ellipsendurchmesser 2b der Deckfliche gefiihrt wird, den
Zylinderhuf C D B ab (Bild 410), so liBt sich der verbleibende Restkérper durch den
Huf zu einem Zylinder mit zwei parallelen kreisformigen Flichen als Grund- und Deck-
fliche erginzen. Dessen Hohe 4 ist das arithmetische Mittel aus den Héhen A, und k,
der durch die Endpunkte 4 und B des groBen Ellipsendurchmessers 2a bestimmten
kiirzesten und lingsten Mantellinien. Damit folgt aus

V=nsh sofort V=nr’h—’;—h'.

Mantel des schief geschnittenen Zylinders:

M =mr(h, + hy) (133)
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Beweis: Aus
M=2rrh wird mit k=
M=mxrh, +h,).
Oberfliche des schief geschnittenen Zylinders:

0- nr(r+hl+hz+—;-]/4r’+(—hz—hl)z) (134)

Beweis: Die Integralrechnung liefert fiir die Fliche 4 der Ellipse (Bild 410)

A =mab
oder mit =7 und a= % 47 + (hy — hy)?
auch A= Zr|arh, — k)

Damit ergibt sich
O=nr?+4+M
) [ —
0- rtr(r+ bt by + 5 VAP T (B, —h,]‘).

BEISPIELE

1. Wie grof sind das Volumen V, der Mantel M und die Oberfliche O eines doppelseitsy schief
geschnittenen geraden Kreiszylinders (Bild 411).

D
Lésung: Fir A, gilt laut Zeichnung: Y
hy = 5r. M\
Fiir &, ergibt sich ¢

hy = hy + 2(4AB + CD)

hy =6r + 2([r Y27 =7+ Y = 1)

hy, = 117.

Demit folgt fiir daa Volumen

A —

ZZ_.T.___.

1}

v e th 674 1lr
2 2

YV =8rnr.

N

Aus M = nr(h, + hy) Bild 411

ergibt sich die Mantelfliche zu
M = nr(6r + 117)
M = 16xr2.
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AU

Damit wird die Oberfliche nach (134)
0=nxr (r + 67 + 117 + —;— V4 + (11r — 5r)’)

0=nr(17 + Viﬁ)

Berechne die Hohen h, b, und h, eines schief geschnittenen geraden Kresszylinders mit dem
Volumen V = 8ns® (Bild 412).

Lésung : Durch Gleichsetzen von /—F
70
V=8rr®* und V =ns? -hl ; h'- /‘M
ergibt sich / . 2
hy + by = 167 | N
h <
und mit z = 2r auch I
hy — by = 2r <& |
und somit |
hy=Tr, hy=9r, A= |
1 2 r h = 87, T
Blid 412
FGABEN

686. Die Hohen A; und A, eines einseitig schief geschnittenen Zylinders stehen im Verhiltnis

hy:hy =m:n = 3:1. Berechne A, und A, fiir den Fall, daB das Volumen ¥ = 40 cm? und
der Radius r = 2 cm gegeben sind.

687. Ein Zylinder mit der Hohe A; = 16 cm und dem Radius r = 2 cm soll derart einseitig

schief geschnitten werden, daB seine Hohe A, erhalten bleibt und daB er volumengleich wird
einem Zylinder mit der Hohe A3 = 3 cm und dem Radius r, = 4 om. Berechne die andere
Hohe k4 des schief geschnittenen Zylinders.

688. Berechne die Masse m des Kreuzstiickes eines Kardangelenkes (Bild 413). (o = 7,2 g/cm?)

Bild

689

690.

25

Y |

2

LI LIILIEIII IS

1000 SIOIIIIIIISP.

(22

413 Blld 414 Blld 415

. Berechne das Volumen V eincs aus diinnem Blech gefertigten Rohres ohne Beriicksichti-
gung der Blechdicke (Bild 414).

Zwei 80 cm lange Bleirohre wurden bisher an je einer Stirnseite unter dern Winkel 46° ab-
geschriigt und dann zueammengelétet (Bild 415). Neuerdings werden sie durch einen Rohr-
kriimmer ersetzt (Strichlinien im Bild 415).

a) Berechne die Materialeinsparung m. (¢ = 11,34 g/cm3)

b) Um welche Liinge ! konnte der Kriimmer durch diese Einsparung.beiderseits geradlinig
verldngert werden?

Elementarmathematik
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691. Eine schridg aufgestellte zylindrische Tonne (Bild 418) ist
mit Waaser geflillt. Berechne das Wasservolumen ¥ und gib
aufBerdem A an.

692. Ein auf einer Seite schief geschnittener Zylinder hat die Ab-
messungen r = 11 om, A, = 27om und A, = 32 om. Er soll
durch einen Normalschnitt in zwei volumengleiche Teile zer-
legt werden. In welchem Abstand A vom Grundkreis ist dieser :
Schnitt zu fithren? Bld 416

29.8.2. Zylinderhut
Volumen des Zylinderhufes:

V=3rh (135)

r ist der Radins der halbkreisférmigen Grundfliche, A die Hohe dee Hufes.

Beweis: Formel (126) ist, wie hier nicht gezeigt werden kann, auch auf Krumm-
flichner anwendbar. Stellt man die Grundkante 4 B des Hufes senkrecht (Bild 417),
8o lassen sich 4 und B als Grundfliche 4, = 0 und Deckfliche 4, = O auffassen. Mit

dem Mittelschnitt 4,, = '2—" und h=4dB = 2r folgt dann aus (126)
2r rh 2
V=T(0+4T+0) =2

Mantel des Zylinderhufes:

M=2rh (136)

Beweis: Legt man durch den Halbierungspunkt F der Grundkante méglichst viele,
beispielsweise n Schnitte senkrecht zur Grundfliche (Bild 418), so entatehen bei groBem
n Korper, die als Pyramiden mit der Hthe A = r angesehen werden kénnen und
deren Spitzen simtlich in F liegen.
Dann gelten fiir den Mantel des Hufes

M=m+mg+--+m,

und fiir sein Volumen

Vo Lyt g e ) =

= —:;' M. BId 417 Dlid 418
Damit folgt unter Beriicksichtigung von (135)
2 r
V= 7 Ph= 7 M
oder M=2rh.
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BEISPIELE
1. Wie grof sind das Volumen V und der Mantel M eines Zylinderhufes, wenn der Neigungswinkel
a der Schnittebene (Bild 419)
a) 456°, b) 60° batrdgt?
Losung:
a)Mit h=r folgtaus V = —g—r'h
2 3
V= ?' .

Aus M =2rh folgt M =21

b) Mit h=r]/§ folgt aus ¥V = %r’h

2 : |
== 3.
4 3 r V_ Bild 419 Bild 420

Aps M=2rh folgg M=2p)3.

2. Ermitile die Hohe h, esnea Kirpers mit dem Volumen V = ne'h, (Bild 420).
Losung : Betraohtet man den Kdrper ale Halbzylinder mit der Hohe A,, von dem ein Zy-
linderhuf mit der Hdhe (A, — A,) abgetrennt wurde, dann gelten sowohl

nrih,
2

V=nrh, alssuch V= —%r‘(h,—h,).

Durch Gleichsetzen findet man

6n—4
h=hg—g-

AUFGABEN
693. Driicke das Volumen V eines Zylinderhufes durch seinen Mantel M und seine Hohe A aus.

684. Von einem Zylinderhuf sind der Radius r = 5 om und der Mantel
M = 20 om® bekannt. Berechne seine Hohe & und sein Volumen V.

695. Der Symmetrieschnitt eines Zylinderhufes ist ein rechtwinkliges
Dreieck mit den Hypotenusenabschnitten-¢-und p (Bild 421). Berechne
das Volumen ¥V und den Mantel dese Hufes fir g:p=m:n =4:3
und¢ =¢ + p = 3om.

696. Ein Zylinderhuf mit dem Radiue r = 4 om soll einem Wiirfel mit
der Kante a = 8 om volumengleich sein. Wie groB ist die Hdhe A des
Hufee fiir diesen Fall zu machen?

697. In einer Parkanlage wird an einem unter 30° geneigten Steilhang
ein halbkreisférmiger Platz mit horizontalem Boden und 1,8 m Radius susgehoben. Die
gekrimmte Riickwand steht vertikal. Berechne die Menge V der zu entfernenden Erde.

Blld 421

698. Berechne die Maase m eines Stahlbolzens (Bild 422). (¢ = 7,86 g/om®)
26¢
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699. Ermittle das Volumen V und den Mantel M eines Korpers mit dem Radius r = 46 mm
und @ = 18 mm (Bild 423).

f 90%
v
i
94
Bild 422 Bild 428 Bild 424

700. Welchen Raum V schlieBt ein hufférmiges Dachfenster ein und wie groB ist seine gekriimmte
Fliche 4 (Bild 424) ?

29.8.8. Gerader und schiefer Kegel
Volumen des geraden und schiefen Kegels:

V=§r=h (187)

r ist der Radius der Grundfliche, A die H6he des Kegels.
Beweis: Aus Formel (121) folgt mit 4 = w2 sofort

T
V=3 h.
Mantel des geraden Kegels:

M = rrs ‘ (138)

8 ist die Mantellinie des Kegels.

Beweis: Der lings einer Mantellinie s aufgeschnittene und in die Ebene gelegte Man-
tel des Kegels ergibt einen Kreisauschnitt mit dem Radius 7, = s und dem Bogen

b= 2xr (Bild 425), dessen Fliche mit M = 22

2xnrs

M=2

=Trs ﬁ.s
1st.

Oberfliche des geraden Kegels:

0 = nr(r +3) (139) borx-
N Bild 425

Beweis: Mit der Grundﬂiiche A = wr? wird

O=A+M=nmnr*+ nrs=mnr(r+3)
erhalten.
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Mantel und Oberfliche des schiefen Kegels lassen sich nicht durch einfache algebra-
ische Formeln ausdriicken.

Hohe des geraden Kegels:

= Vﬁa (140)

Beweis: Nach dem Satz des PyTuAGORAS ergibt sich aus dem rechtwinkligen Dreizcck

A MS (Bild 426) sofort A = |/s‘ -
Mit (140) nimmt (137) die Form

V-IpyEor

an und aus (138) und (139) werden wegen

h* + ot
M= nr]/ﬁi—-l——fs
und 0= nr(r+ Vm)
4 a Bild 420

. T
Ferner gilt < = o = 360°°

worin @ den Mantel6ffnungs winkel darstellt (Bild 426).

Beweis: Nach (138) ist M= xrs der Kegelmantel.
Nach Seite 294 ist M= 7:;;]_ die Fliche des Kreisausschnittes
. r «
Durch Gleichsetzen folgt - = 3807
Mit A=rn als Grundfliche
und nach (138) mit M=rxrs als Kegelmantel
R r A
folgt durch Division auch iy
BEISPIELE
1. Berachne das Volumen V, den Mantel M und dte Oberﬂadw o emea geraden Kegels, dessen
Grundfliche den Radius r hat und der von einer Symmetrieebene in gleschsestigen Dreseck
geschnitten wird.

Lasung: Die Hohe des Kegels ist Hohe in einem gleichseitigen Dreieck und mithin

1
h=?-2r 3=r)3.

Aus V= % rh
folgt damit

V=33
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T
oder V= ir’l/ii.‘

Mit s = 2r folgt aus M = nrs

M =2xnn,
Aus O =xnr(r + 9)
erhilt man auBerdem
O=rxr2r+r)

O =3nr.

2. Wie grof sst das Volumen V eines achiefen Kegels, dessen Grundfiliche den Radius r hat und
der durch eeine Symmetricebens in einem rechtwinklig-gleichachenkligen Dreseck gescAnitien wird
(Bsld 427)?

Ldsung : Wegen A = 2r folgt aus V = %r'h

2
V—?‘N".-

3. Berechne das Volumen V des geraden Kegels, dem ein Wirjel mit dem Volumen V. = ;., der-

art esnbeschricben iat, dafl eine seiner Sestenflichen mit der Kegelgrundfidiche und dis vier dieser
Seitenfliche gegenilberliegenden Ecken mit dem Mantel des Kegels zusammenfallen (Bild 428).
Der Radsus der Kegelgrundfldche aes r.

L8sung: Aus der Ahnlichkeit der Dreiecke
A BC und DFC folgt

r:%]/§= h:th=10)

und hieraus h= —2b'—
2r — |/2b
T )
Aus V= ?"h Blid 427 Bild 428
. 2br 2n b
folgt demit V=T p - —
8 3 2r—yzb  8(2r - )2b)
und mit b=1/V_w=1/%=%

8+)2
V=pg——
5 "
T
V=5—1(6+V§)'a.

AUFGABEN

701. Der Achsenschnitt eines geraden Kegels ist ein gleichachenkliges Dreieck mit der Hohe
b = 3 om und der Schenkellinge @ = 5 cm. Berechne das Volumen V und den Mantel M
des Kegels.
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702.

703.

704.

705.

7086.

707.

708.

709

710.

711.

712.

713.

714.

Berechne die Hohe A, eines Zylinders, der einem geraden Kegel mit der Hohe h = 6 om
volumen- und grundflichengleioh ist.

Ein Hohlzylinder mit den Radien r; = 3 cm und ry = 1 cm und der Hohe A, = § om eoll
einem geraden Kegel volumengleich sein, dessen Radius r

a) das arithmetische Mittel,

b) das geometrische Mittel

der Radien des Hohlzylinders ist. Berechne die Hhen h des Kegels fir beide Fille.

Welche Oberfliche O hat ein gerader Kegel, von dem der Mantel M = 20 om® und die
Mantellinie #= 5 om bekannt sind? Berechne ferner sein Volumen V.

Das Volumen eines geraden Kegels wird durch eine zu seiner Grundfliche parallele Ebene
halbiert. Driicke den Radius r, der Schnittfliche durch den Radius r, der Grundfliche aus.

Eine kegelférmige Abraumhalde hat bei einem Bdschungewinkel von 45° eine Hohe von
23 m erreicht. Gib die Abraummenge V an.

Aus einem diinnen, kreisfdrmigen Blech von 75 om Durchmeeser wird ein Sektor mit dem
Mittelpunktawinkel 60° herausgeschnitten. Aus dem verbleibenden Blechstiick wird ein
Kegel gebogen. Gib dessen Hohe h, den Radius r der Grundfiiche und das Volumen V an.

Die aus Blech gefertigte Haube eines Entliiftungsrohres hat die Form eines Kegels. Der
Durchmesser des Grundkreisea betrdgt 35 om und die H8he ist 12 om. Wie groB ist der
Blechbedarf 4, und welchen Radius r muB das kreisfdrmige Blechstiick haben, aus dem
diese Haube geformt ist?

Der Innenraum eines kegelférmigen MefOgefiBes hat als Achsenschnitt ein gleichseitiges
Dreieck mit 10 om Seitenlinge. Im Inneren eollen drei Teilstriche angebracht werden, die
eihe Filllung von 30 om®, 60 om® und 80 om® angeben. Gib die Abstinde a, b und ¢ dieser
Marken, von der Kegelspitze aus gerechnet, an.

Aus einem halbkreisférmigen Blech von 16 om Radius wird ein Kegel gebogen. Welches
Volumen V sohlieBt er ein?

Eine kegelfdrmige Abdeokung. (Bild 429) soll aus Beton gegossen werden. Berechne ihre
Masse m. (o0 = 2,2 g/om*)

Aus einem Holzzylinder, dessen Masse 280 g betriigt, soll der denkbar griBte Kegel gedreht

werden. Wie groB ist dessen Masse m?
/] FN\

b s

LN (—

BIld 420 Bild 430
Berechne die Oberfliche eines Daches (Bild 430). Die Grundfliche ist mit zu beriicksich-
tigen.

Aus einem Zylinder, dessen Achsenschnitt ein Quadrat von 4,6 cm Scitenlinge ist, wird
der groBtmogliche Kegel gedreht. Berechne das Kegelvolumen V.




392 29. Kérperberechnung

715. Ein gerader Kegel mit dem Radius r = 4,9 cm seiner Grundfliche und der Héhe 5 = 13,2cm
wird so bearbeitet, daB eine regelmiBige vierseitige Pyramide gleicher Hohe und groBt-
moglicher Grundfliche entsteht. Welche Volumenverminderung V ergibt sich dadurch?

Lild 431 Ditd 432

716. Ein Stab, der in 4 an einer Achse befestigt ist (Bild 431), rotiert um d- se Achse. Gib das
Volumen V des dadurch entstehenden Doppelkegels fira + b = 12cm1 da: b = b:(a+b)
an.

717. Gib eine Formel fiir das Volumen des keilférmigen Kérpers (Bild 432) an.

29.8.4. Kegelstumpf

Volumen des geraden und schiefen Kegelstumpfes:

V=%h(r1’+r,r2+r§) (141)

r, und r, sind die Radien der Grund- und Deckfliche, 4 ist die Hohe des Stumpfes.
Beweis (Bild 433): Aus Formel (123) erhdlt man mit
4,=nr? und 4,=rr2
und Vm = 7Ty
direkt V=%h(r$+r,rz+ 3).

Mantel des geraden Kegelstumpfes:

M= rs(r, 4+ 1y) (142)

g ist die Mantellinie des Stumpfes.

Beweis: Der in die Ebene gelegte Mantel des Stumpfes
(Bild 434) ist die Differenz zweier Kreisausschnitte. Deshalb  Bila 433
gilt zuniichst

M = xmr(s + s) — mrys, (I)
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) r
und wegen —— =%
8+ 8 "

ar,

oder s, =
r,—r,

erhilt man durch Einsetzen in (I) und Umformung

M =mns(r, +15).

Blld 434 Blld 435

Oberfliche des geraden Kegelstumpfes:

O=mn[r2+ri+s(r, +1)] I (143)

Beweis: Mit 4, = nr}, 4, =nr2 und M = ms(r, + 72)

wird O=A,+ A, + M=rx[r}+ri+s(r,+1)]

erhalten.

Mantel und Oberfliche des schiefen Kegelstumpfes lassen sich nicht durch einfache
algebraische Formeln ausdriicken.

BEISPIELE

1. a) Wie grof sst der Radius a des Durchdringungskreises zweier Kegel mit den Radien r, und
ry und der gemesnsamen Hohe h ( Bild 435) 7

b) Berechne das Vol V von es: der beid, tstehenden Kegelstimopfe fir ry =r, = r.
Loésung:
zu 8) Die Aufgabe liBt sich in der Ebene lézen (Bild 436):
A CDE ~ /A ABE, folglicha:r, = hy:(h, + h,) (I)
ACDB~ /A FEB,folglicha:r, = hy:(h; + hy) (II)
Durch Addieren von (I) und (II) ergibt sich

— 4 LA =1

L8 4]

ntr
LALLY
—_Nf 4 8
a= | P

Blid 436
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und fitr die Hohe des Stumpfes gilt A, = by = - .

Zub)Pirr, = r, = r wird 6 = e = —- L

2r 2
Damit folgt aus
V=l;-h(r{ + g+ 1d)
n h r r\?

27
Ve Tﬂ"'h.

2. Berechne die Radien r, und r, sowse die Hohe b eines geraden Kegelstumpfes, dem ein Kegel
derart einbeschricben tot, daf er mit dem Stumpf dis grofere Grundfldche gemesnsam hat und
seine Spitee in der Kante der anderen Grundfidche liegt. Die beiden Mantellinien 8, und s, sind
bekannt und bilden bei C einen Rechten (Bild 437).

Lasung: Aus dem rechtwinkligen Dreieck 4 BC folgt sofort
(2ry)* = o} + o}

Yol + &
und hieraus f,=- !2 i- . (I)
ANAABC~ANCBD,
folglich h:gy =48):2r, uud 487
und hieraus j - ‘ol_:.
<7
_oder mit (I) A= —adt_
i+
AuBerdem ist
z:8,=8;:2r,
und somit z = —i— = "
no Yt + e
Wegen fo=r -z ’
— gt
folgt S i

1. Ndherungsformel fiir das Volumen des Kegelstumpfes:

Vs%h(r{+r}) (141a)

Beweis: Setzt man in die Niherungsformel (123a) fiir das Volumen eines Pyramiden-
stumpfes 4, = w7} und 4, = wrf ein, so ergibt sich chne weiteres (141a).

Die nach (141a) gewonnenen Ergebnisse sind folglich ebenso wie die nach Formel (123a)
fir den Pyramidenstumpf berechneten immer gri8er als die genauen, aber um so ge-
nauer, je weniger 7, und r, voneinander abweichen.
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2. Ndherungsformel fir das Volumen des Kegelstumpfes:

Ve —;ih(fl + 1)t (141b)

Beweis: FaBt man den Stumpf als Zylinder mit dem Radius auf, so erhilt

i+,
man aus (126) :

V= %h(rl + ra).
Fir r, = r, = r ergibt sich aus (126)
V = nrih,

d.h., der Kegelstumpf geht in einen Zylinder iber und Formel (141b) liefert dann fiir
diesen Fall fehlerfreie Ergebnisse.
Fir r; = r und ry = O erhilt man aus (141b)

T
V=grh,

d.h., der Kegelstumpf wird zum Kegel und Formel (141b) liefert dann gegentiber dem
genauen Wert % 73k ein um 26% kleineres Ergebnis. Demzufolge werden mit (141b)

immer zu kleine Ergebnisse erhalten, die aber mit den nach (141) berechneten um so
besser ibereinstimmen, je weniger r, und r, voneinander abweichen.

BEISPIEL 8
Bereachne das Volumen V ¢ines Kegelstumpfes mit v, = 3 om, ry = 2 om und h = 6 om.

Losung nsach (141): Aus
V= %h(r{ +rr+r})

folgt Ve —% +6om{(3om)* + 3om :20m + (20m)?]
V = 119,4 om?,

Lbsung nach (141a): Aus
Ve Zhirt+ )

r
2
V = 122,86 om®,

folgt Ve —6om-|(3om)" + (20om)?)
Losung nach (141b): Aus
T 9
V= Th('l + 'g)'
folgt Vz%-eom(30m+2om)'

V =~ 117,8 om?®.
In beiden Fillen ist der Fehler gegeniiber dem genauen Ergebnis nicht gréBer ale 2,5 %
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AUFGABEN

718. Berechne den Mittelschnitt A, eines Kegelstumpfes aus den Radien r, und r, der Grund-

und Deckfliche.

719. Ein gerader Kegel wird durch eine zu seiner Grundfliche parallele Ebene so geschnitten,

daB seine Hohe A, von der Spitze aus gerechnet, im Verhiltnis m : n geteilt wird. In welchem
Verhiltnis stehen dann die Radien r, und r, des Stumpfes und des Erginzungskegels?

720. Ein gerader Kegel und ein Zylinder durchdringen einander (Bild 438). Wie groB ist

8) z, wenn r,, r, und A bekannt sind,

b) r,, wenn z, r, und 2 bekannt sind,

¢) z, wenn r, : r, und A bekannt sind,

d) z, wenn die schraffierte Kreisringfliche der Grundfliche des Zylinders gleich ist,

e) z, wenn der unter der Durchdringungsfliche liegende Zylinder dem dariiberliegenden
Kegel volumengleich ist,

f) z, wenn der iiber der Durchdringungsfliche liegende Kegel dem unter dieser Fliche
liegenden Restkorper aus Kegelstumpf und Zylinder volumengleich ist?

721. Berechne das Volumen V des Aufnahmekegels fiir eine Drehmaschine (Bild 439).
b72¢-—4
i

h-~

‘[ 8
| S
pe 108
| % | O
- Ay
R OSR] 5 — £ > l 8
i Mk i
95 k- 50%-

Bild 438 Bild 499 Blld 440

722. Berechne den Blechbedarf fiir einen Krug (Bild 440). Nimm an, daB fiir die Nahtstellen
insgesamt 6% Zuschlag gebraucht werden.

723. Das Kunstharz fir aen PreBling (Bild 441) muB einer Maachine in Form zylindrischer

Tabletten von 60 mm Durchmesser vorgelegt werden. Welche H8he A muB eine solche
Tablette fiir einen PreBling haben?

.
\
\
\
\
\
\
\
\
\
\
\
\
\
\

&

Bild 441 Bild 442
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724.

725.

Ein zylindrischer Bolzen von 280 mm Linge und 40 mm Durchmeeser soll beiderseita auf
80 mm Linge konisch abgedreht werden. Berechne den Materialabfall V bei einer vor-
geschriebenen Neigung 1 : 10.

Wie groB ist das Volumen V eines Eimers, dessen groBer Durchmeaser und Hohe 28 cm
und dessen kleiner Durchmesser 19 cm betragen?

726. In einem Park soll eine Erhebung aufgeschiittet werden (Bild 442). Berechne den erforder-

727.

lichen Bedarf V an Erdreich.
Berechne die Masse m einer konischen Biichse (Bild 443). (o = 8,3 g/cm?)

728. Wie groB ist die Masse m von 100 Stiick Aluminiumnieten (Bild 444)? (o0 = 2,7 g/cm?)

110
P rrrzzzerem— | |
[ i o
% 1 8
Z, J 4 8
75t > —=—F |
[—30 —= & b= t
&0 -30 —=1 —-;od‘—
Bild 448 Bild 444 Dild 446

729. Bestimme den Blechbedarf A fiir einen Trichter (Bild 445). Beriicksichtige fiir die Naht-

stellen eine Materialzugabe von insgesamt 5%.

730. Aus einem Bleikegel von 5,5 cm Héhe und 1,5 cm Radius der Grundflache soll ein Kegel-

stumpf von gleicher Grundfliche gegossen werden, dessen Radius der Deckfliche 0,5 cm
betriigt. Berechne die Hohe & des Stumpfes.

731. Aus Rundstahl von 25 mm Durchmesser soll ein Werkstiick (Bild 446) geschmiedet werden.

Berechne die Linge I des Rundstahles und nimm ar, daB eine Lingenzugabe von 3% fiir
den Abbrand erforderlich ist.

—t ~—T

11}
/s

v
7,
%
‘;”
%
s,

171 17T Y S

Dild 446 ' Bild 447 Blid 448
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732. Gib das Fassungrvermégen V eines an einem Schornstein befestigten Waaserbehilters an

(Bild 447).
733. Berechne die Maase m des Kupplungsteiles einer Reibungekupplung (Bild 448). (o = 7,2 g/om?®)
.
BlId 449 Blld 450 Blld 451

734. Eine Form (Bild 449) eoll mit Blei ausgegossen werden. Das Blei soll nach dem Erstarren
die Form bis zu 2/3 A filllen. Welcher Bedarf V an fliissigem Blei ergibt sich?

(@ro = 11,34 g/om®, @ppyy, = 10,64 g/om®)
736. Berechne das Volumen ¥V einer Lagerbiichse (Bild 450).

736. Bestimme das Volumen V eines GefiBes (Bild 451) filr r, = 12 om, ry = 21 om, A = 25 cm
und & = 20 om.

29.8.6. Kugel und Kugeltelle
29.8.6.1. Volumenberechnung
Volumen der Kugel:
V=gne (144)

r ist der Radius der Kugel.

Beweis: Wird aus einem Zylinder mit der Héhe r und dem Grundflichenradius r
ein Kegel mit der Héhe r und dem Grundflichenradius r herausgeschnitten, so ent-
steht ein Restkorper, der einer Halbkugel
mit dem Radius r volumengleich ist
(Bild 4563).

Ein in beliebiger Hohe z durch beide
Korper parallel zu ihrer Grundfliche ge-
fithrter Schnitt ergibt némlich

fiir die Halbkugel die Kreisfliche
Ag = wr} (I)
und fiir den Restkorper den Kreisring Bild 462

AE - 1!(1" _ ";). (II)
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Da =1 -2 (Dreieck M,C D ist rechtwinklig)
und z=r, (Dreieck M, A B ist gleichschenklig)
erhilt man r}=1r' — s}
und durch Einsetzen in (I)
Ag = Ay.
Somit gilt nach dem Satz des CAvALIERI
VHabkugel = Vzyinder — VRegel = V Resticorper

2
oder VHabkugel = ©¢° — %r' = ?nr'

und  Viog =377

Volumen der Kugelschicht:

V=gh@rd+3r+m) (145)

r, und r, sind die Radien der Grund- und Deckfliche, A ist die Hohe der Schicht.

Beweis' Aus den Achsenschnitten der Halbkugel und des Restkérpers (Bild 453)
erkennt man den Querschnitt der
Schicht mit den Volumen ¥ und dem

trapezformigen Querschnitt des ihr Y S ] )

entaprechenden Ringkérpers mit dem ~ <z

Volumen V. / 1 s

Beide Korper sind nach dem Satz des A—r— M —=

CavaLIERI volumengleich. Es gilt also
V = Vg,

denn da die in der beliebigen Hohe z gefthrten Schnitte flichengleich sind — wie eben
bei der Herleitung des Kugelvolumens bewiesen wurde — milssen auch die in der bei-
den Kérpern gemeinsamen Hohe z + A gefithrten Schnitte (Bild 463) flichengleich sein.
Vg ergibt sich als Differenz eines Zylinders Vg und eines Kegelstumpfes Vg mit der
gemeinsamen Hohe A, dem Grundflichenradius r fiir den Zylinder und den Radien
7, =z + hund r, = z fir die Grund- und Deckfliche des Stumpfes. Es ist also

VeVi—Vs="Vp

Blld 468

V=nerh —-;-h[(z+h)’ +(z +h)z+ 7Y
oder V=rh (ﬂ ot~ zh— %—h’). e

Aus den rechtwinkligen Dreiecken My 4 B und M,;C D des Halbkugelschnittes (Bild 453)
erhilt man zunichst
=t

und p=r"— (z+ A0



400 29. Karperberechnung

und daraus durch Addition und Umformung
Rtri=r-2+r—(z+5?)

SRS B

3ri+3r i+ b
et - R

(I) und (IT) ergeben schlieBlich

r’—z’—zh—%—h'-‘.

V=%—h(37§+3r§+h’).

Volumen des Kugelsegmentes:

V=5hBr+h

oder V=3k@Er-h

(II)

(146)

(147)

h ist die Hahe, r, der Grundflichenradius des Segmentes und r der Radius der dem Seg-

ment zugeordneten Kugel.

Beweis fiir (146): Fiir r, = 0 geht die Schicht in das Segment iiber, und damit folgt:

aus (146) sofort
V= %.h(ar; + 1),

Beweis fiir (147): A ABC ~ ACBD (Bild 454).
Deshalb ist 27—* _ 1
r h

oder 2="h(2r—»)
und in (146) eingesetzt
T
Volumen des Kugelsektiors:

2 -
V= —3~7tf'h

Bild 464

(148)

h ist die Hohe des zum Sektor gehérenden Segmentes, r der Radius der dem Sektor zuge-

ordneten Kugel.

Beweis : Der Sektor setzt sich aus einem Segment mit der Hohe 4 1und einem Kegel
mit der Hohe r — % zusammen, der mit dem Segment gleiche Grundfliche hat (Bild 455).

Somit ist nach (137) und (146)

V=gh@+a)+ Trir—h)
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und wieder wit

ri=h(2r—h)
V= %h’(ar—h) +§h(r—h)(2r—h;

oder V=%1rr’h.

hid 465 Bild 456 Bild 457

BEISPIELE
1. Einem Zylinder mit der Hohe 2r und dem Grundflachenradiua r sind eine Kugel und ein Kegel
esnbeachricben (Bild £56). Ermittle das Verhdlinis V; y aer: Viga Vkegal-

Loésung: Vz,mt =2nr,

4
V]i“n‘= ?‘Rf’,

I‘Kqﬂ= %nr’.

Vaytinder * Viugel : Veam = 3:2:11)

2. Berechne die Radien r, und r, zweier Kugeln, von denen die kleinere die grofere snnen beriihre
(Bsld 457). Ihr Mittelpunktasbetand s¢i @ und shre Volumendifferenz V.

4
Losung: Aus V=V,—-V,= ?x(r{ —rd)
£14
4r
und mit r,—r,=a (I

14
ira '

folgt - =(r—r)r}+rr+ri)=

nt+nrn+ri= (1I)

Aus (I) erhiilt man ferner durch Quadrieren
ri—2nn,+ri=a" (111)
und damit durch Bubtraktion von (II) und (III)

k14 . 3V —4xma?
37,', = F;- -0 —

1) Diese Lsung wird Satz dee ARCHIMEDES genannt.

26 Elementarmathematik
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37 — 4na’

dra (V)

oder 4r,ry

Addiert man zu (IIT) beiderseits 4r,r,, so folgt
ry+ 27,7, + 1, =a" + 4141,
(ry + ry)* = a® + 41,1,
und rL+rg=- Va'—+4r_lr,. V)
Aus (I) und (V) und unter Bertiocksiohtigung von (IV) ergibt sich sohlieBlich

r = %(Va‘ + 41,7, + a)

g ([ e )

rg= %(Va’+4r,r, ~a)

()

3. Wie mﬂ tat das Volumen V (Bild 468), das einerseits von einem Zylinder mit der Hohe r und
dem Radiva r und andereresite von der der Zylinderhohe enlsprechenden Kugelschicht einer
Kugel mit dem Radius r eingeschloasen wirdf Die Kugel berithre den Zylinder in der Hohe r[2.
Lésung: Das gesuchte Volumen ergibt sich aus

V = Vayunier — Visohuene -
Fiir Vg folgt mit A = r aus
V = rrip
V. - ned,

Fir Vg folgt mit £y = ry = % Vi und A = r (Dreieck M B A ist gleichseitig und r, seine H8he)
aus (146)

11
.V| = -1—2 % 1.
Damit ergibt sich das Volumen zu
" ~m
Yms !
_ S
4. Eine Kugel vom Radius r wird durch A
swes parallede Schnitte in dres Abhen- ~m

gleiche Korper, und swar z2wes Segments

und eine Schicht, zerlegt. Berechne Bild 468 Blid 460
Vpaymeot ¥18 Vepion, (Bild 459).
LOsung: Aus

2
V&aml-%h.(s'_h) folgt mit h"g'

28
Veamen: = 81 wrt.
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26°

Aus Voensan: = %»(arg +3r1+ Y

folgt wegen  r{ = r} = rt — (%)' (Dreieck 4 B M ist rechtwinklig)

r{-= %rl
und mit hsé,
Pochtcne = %-%r(ﬁ-%r’+%fl)
—Qnr'.

Vuchlcht 8l

Aus Vruget = 2V sequent + Viobiont
28 62 4
Vrager = 2+ a—l-'nr' + s—l-m" - -:i-nr'

ergibt sich die Richtigkeit der Rechnung.

Ermiitle den Radius ry des Berilhrkreisas, das Volumen V. _ des durch den Berdhrkreis be-
stimmten Segmentes mit der Hohe b und das Volumen Vg, entaprechenden Sektors, wenn
von einem auferhalb der Kugel gelegenen Punkt P der Berthrkegel an die Kugel gelegt wird
(Bsld 460). P ses vom Kugelmitielpunkt um den Betrog a ent-
fernt. @ und der Kugelradiua r seien bekanni.

Losung: A EMC ~ /A PME, folglich

r:fr —rli=a:r

T

und hieraus n=4 o' — 1.

Aus der gleichen Xhnlichkeit folgt
r:(r—A)=a:r

r(a—r)
=-—

Ve %h‘(ar —b)

und hieraus A

Aus Bl1d 460

und mit dem fir A errechneten Wert ergibt sich fiir das Volumen des Segmenm

]
"—;.(20'— 3a'r + r?).

3

V.. =

2
V= inr'ln

folgt auBerdem fiir das Volumen des Sektors

Aus

]
Vj'= ;ar (a—r).
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6. Aus einer Kugel vom Radius r werden zwei einander symmetrisch gegenilberiiegende gleich grofe
Sektoren herausgenommen, so daf ein Restkirper mit der Héhe r entsteht ( Bild 461). In welchem
Verhiltnis steht dessen Volumen V zum Volumen Vg, der shm entsprechenden Schicht?

Lésung: Mit dem Kugelvolumen Vg und dem Volumen Vg, eines Sektors folgt aus

V=Vg—2Ve= %nr’—2-%nr’h
wegen h=-;—

V= —;nr“- %ﬂr"

V= —i—nr’.

Bild 461 Bild 462

Fiir die Schicht folgt aus

Voo = %h(3r',—' + 373 + MY

mit h =r und wegen
2
ot (%) (Dreieck 4 BM ist rechtwinklig)
r? = 2 rt

Vea= r(ir‘+ %r’+ r’)

l',l.h = .. rrl

Das gesuchte Verhiltnis wird demnach

oy 3

Ve 117

. In die quadratische Ofinung eines Bleches wird eine Kugel mit dem Radius r gelegt ( Bild 462),
80 dap sie durch die Ebene des Bleches in zwes Segmente unterteiid wird. Dricke deren Volumen
V, und V, durch die Seitenlinge a der Offnung und durch den Kugelradius r aua.
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Ldsung: Aus dem rechtwinkligen Dreieck 4 M B folgt mit M B = r — A,

o -hrorio(3)

; 1
und hieraus hy=r— 5 yarT =4
Damit ergibt sich aus

V= %M(:n = h)

fiir V1=%(r——}/4r’—a‘) <3r—r+%]/4r'—a')
n

oder V,= 2—4(16r’-r8r'V4r’—a'—a’V4r‘—a’).

Mit hy=2r—h

oder h,=r+%]/lv_-'—a'

erhiilt man aus V = 1:;- h*(3r — A)

fiir V,——(r+—v4r'—a') (3r—r——;-v4r*—a’)
oder V,= —(16r’ + 8r%)/4r" — ' + a*)4r® —at).

. Ein Kegel mit der Héohe 2r, und dem Grundflichenradsus r, wird durch Abdrehen seiner Grund-
flache in den grofimoglichen Kugelsektor verwandell. Drilche dessen Volumen V durch r, aus.

Losung: A ABC ~ ADEC (Bild 463),
folglich r,:AC =r,:2r,
und hieraus wegen

= Lnl5. i

Fiir A folgt =2r,— EC I <
und wegen EC = VW s rz-—lé-
EC - %rlya e,

. 4 - Blld 463
ergibt sich h=2n-—n V5

5 —2)5
oder =2r .
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Damit und mit r = 2r, erhllt man aus V = 2 nrh das gesuchte Volumen zu

3
5—-276
V=%n(2r,)‘-2r, 5 V-
oder v=2rn - 218
15" 1 .-
29.8.5.2. Mantelberechnung
Oberflache der Kugel:
- O=4xs (149)

Beweis: Man zerlegt die Kugel in eine Anzahl kleiner Korper, die néherungsweise
als Pyramiden mit den Spitzen im Kugelmittelpunkt angesehen werden kénnen. Im
Grenzfall, also bei sehr groBer Anzahl solcher Pyramiden, ndhern sich ihre Hthen
dem Kugelradius r und die Summe ihrer Grundflichen der Kugeloberfliche O un-
begrenzt. Somit ergibt sich nach den Formeln (144) und (121)

4 1
V= ?1!" - ?Of
und hieraus sofort

O=4ne.
Fliche der Kugelkappe, (Mantel des Segmentes):

M=2xrh (150)

A ist die H5he der Kappe, r der Radius der ihr zogeordneten Kugel.

Beweis : Durch die Kappe wird ein S8ektor bestimmt, den man sich wiederum in eine
Anzahl kleiner Korper zerlegt denken kann, die néherungsweise Pyramiden mit der
Spitzen im Kugelmittelpunkt ergeben. Auch hier werden im Grenzfall die H5hen die<er
Pyramiden gleich dem Kugelradius r und die Summe ihrer Grundflichen wird gleich
der Kappenfliche M. Somit gilt nach Formel (148)

2 1
V=?1rr’h=?Mr

oder M=2xnrh.
Flache der Kugelzone, (Mantel der Kugelschicht):

M =2xsh (151)

4 ist die Hohe der Zons, r der Radius der ihr sugeordneten Kugel.



29.8. Krummflichner 407

Beweis : Die Zone ist die Differenz zweier Kappen mit den Hthen 4 + z und z (Bild
464). Aus (150) folgt deshalb

M=2rr(h+ z) — 2Rrz
oder M = 2nrh.

Mantel (Oberfllche) des Kugelsektors:

M =xr(r, + 2h) (162)

A ist die Hohe der den Bektor. begrenrenden Kappe, r, der Radius ihree Grundkreiees
und r der Radius der dem Sektor zogeordneten Kugel.

Beweis: Mgextor = Mxegei + Muappe
Nach (138) gilt

Myege = w18
und mit r=r und s=r
auch Mgeoge = U1 1.
Nach (150) gilt

Mx“w. =2nrh. - =~

Damit wird 3

Maecror = ntryr + 2nrh =
=xnr(r, + 24).

BEIBPIELE

1. Bevechne den Radius r einer Kugel, deren BId 464 Bild 485
Oberfldchs O gleich der Oberfldche eines
Zylinders mit dem Radius r, und der Hbéhe b = 4r, ist.

Lésung: Es solf

Oﬁunl = Olylindar

sein, folglich
dnrl=2nrl 4+ 2nrdr, = 10nrt
und somit r= % 10.

2. Bestimme das Verhdltnis O,:0, der Oberfldchen zweier Kugeln, die einem Kegel mit der Mantel-
linie & und dem Grundflichenradius r einbeschrieden sind (BRd 465).
Loéeung: Mit ¥,C = A — r, und M,C = A — (r, + 2r,) folgt aus der Ahnlichkeit der Drei-
eoke A BC, M,FC und M,DC:
A
n:A-r)=r:e, albo r = "T,
rhis —r)

rp:(A—ry—2n)=r:s, also r,=w'
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Damit ergeben gich die Oberflichen aus (149) zu

0. — 4rreht
e
_ 4nrthi(e— 1)t
und O';_ W-
. 0,  (s+71)7
Folglich 0, " -

3. Ermiule das Volumen V und die Oberfliche O des Restkorpers, der entsteht, wenn eine Kugel
mit dem Radius r von einem Zylinder mit dem Radius r, derart durchdrungen wird, daf die
Zylinderachse durch den Kugelmittelpunkt geht (Bild 466).

Lésung: Aus dem rechtwinkligen Dreieck 4 M B folgen
h, = V'm
und hy=r1—hy =1 —}rt —r}.

Zylindervolumen Vg:

Vg = nr}-2h,

Vo= 2ne})r? — 1t Bild 468

Volumen Vg der beiden zugeordneten Segmente:
2Ve = —g—;:hg(ilr — hy)

2V, = %ﬂ:(2r‘-2r‘}h’—r{—rﬂ/ﬂ—r§)

Volumen V¥, des zylindrischen Durchdringungskdrpers:
VD = Vz + 2 V.

Vp = %n(r‘ + r”h?r{ —rt)rt — )
Volumen V des gesuchten Kérpers:
V= Vi — Po

= %n(r’ -yt —rt

Mit der Schreibweise
V= %ny(r’ - = —; nh?

ergibt sich die Deutung: Das Volumen des Restkdrpers ist gleich dem Volumen einer Kugel
mit dem Radius A,.

Aus O =2xnr+2h; + 27r, <« 2h,

ergibt sich die Oberfliche des gesuchten Kérpers zu

O =dn(r+r))r—ri.




29.3. Krummflachner 409

4. Eine Kugel vom Radius r soll durch zwes parallele und zu shrem Mitielpunit symmarisch ge-
legene Ebenen derart in zwes Sogmente und eine Schicht zerlegt werden, daf sich

Oseument = Otane = - O
ergibt. Berechne h, und h, von Segment und Zone fir diesen Fall. 3 A
Losung : Fir die Grundfliche A beider Kérper folgt wegen

rf=1r2—(r—A)? (Bild 467)
oder r2=2rh—A?

A=rnri=n2rh - 4.
Damit ergibt sich fiir das Segment

Os = Mg+ A=2nrhy + n(2rhs — hi)

Og = 4nrhy — mht

Blld 467

und somit nach Aufgabe

0y = 5 Ox

-

@)

dnrhyg — whi= -4m
4
h§—4rhg+»3 =0
2
hg = 2ri—3—rV6.
Hiervon ist nur

hs = 27 — %r}/’é

sinnvoll und somit das Ergebnis.

Fiir die Zone erhilt man
Oz = Mz + 24 = 2nrhz + 2n(2rhz — A))
oder Oz = 6nrhy; — 27k}
und hiermit nach Aufgabe
0z = 4 O«
1

6rrhy — 2hf = -, 4w

3
2
I|§—3rhz+—3 r2=0
3 T =
hz = »2-,' :t -6- V57 .
Hiervon ist nur

sinnvoll und mithin das Ergebnis.
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6. Ermitile das Volumen V einer Kugelachicht, deren eugehdrige Zone gleich der Summe der Flichen
threr Begrenzungskreisse A, und A, mit den Radien r, und r, ist.

Losung: Es soll sein

M-A1+A.-
Mit M=2nrk, A,==nr] und 4,=r7r}
foigt 2nrh =mr} 4+ nr}
TR
und hieraus b——m.
2r

Das Volumen der Schicht berechnet aich somit nach (148)

PR |
y=% (r} +r}) (127 + v + r8).

6. Wie grof ist die Fldche M der Kugelzone, die entsteht, wenn eine Halbkugel mit dem Radsiua
r von einem Kegel mit der Hohe h = 2r durchdrungen wird (Bsld 468) F Grundfliche der Halb-
kugel und Grundfliche des Kegela jallen zusammen.

Losung: Im rechtwinkligen Dreieck 4 F D ist nach dem Hbhensatz
D=F—r)r+r)=r—r! I
A ABD ~ A\ AMC, folglich

z:(r—r)=2r:r

z=2(r—r)
= 4(r — ). (1) Blld 408
Durch Gleichsetzen von (I) und (II) ergibt sich
(r—r)r+r)=4(r—r)

'1 = F"
3
damit aus (I) zt =t — (%r) = ;_g,.z
PR
~ b

undaus M =2nrh M =2xnrgz = ZRr%r
—_ 8 2
M—F‘R" .

7. Der Kegelmantel My, eines Kugelsekiors soll gleich der zugehsrigen Kappenfliche My, sein.
Berechne die Hohe h der Kappe filr diesen Fall. Der Kugelradius ses r.

Losung: Nach Aufgabe soll sein

My, = My,
oder mit My, =2nrh
und My, =nra=mnrr

2reh = r
2h=r,.
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Aus dem rechtwinkligen Dreieck 4 B M (Bild 467) folgt fiir

S S

r, = ]/2rh - M
und somit 2h = V2rh —m
5h* — 2rh =0
h= %r.

. In welchem Verhiltnis stehen die Kappenfliche My und die Kegel-Mantelfliche My, esnes
Eugelsektors fir b = % . Der Kugelradius sei r.

Lésung: Fir My, gilt

Mn = 2nrh
oder My, = 21"% = nr. M
Fiir Mg, gilt
Mle = mre
oder mit r=r= |/2rh — A*  (Vergleiche Beispiel 7!)
r r\?
fn= 1/2"? - (?)
r -
n= ?V3
und a=r

My =n 5 )Br=Zr3. an

Aus (I) und (II) erhélt man das gesuchte Verhiltnis zu

My, _ 2
M, 3

AUFGABEN

737. Welchen Radius r hat eine Kugel vom Volumen ¥V = 1 m3?

738. Welchen Radius r hat eine Kugel mit der Oberfliche O = 1 m??

739. In welchem Verhiltnis stehen die Volumen ¥, und ¥V, und die Oberflichen O, und O,
zweier Kugeln, deren Radien sich wie r;: r, = m:n = 1: 3 verhalten?

740. Die Radien zweier Kugeln stehen im Verhiltnis r,:r, = m:n = 1:2. Welches Volumen
V und welche Oberfliche O hat eine dritte Kugel, deren Radius r das arithmetische Mittel
der gegebenen Radien ist? Setze r, = 4 om.

741. In welchem Verhiltnis stehen die Volumen dreier Kugeln, von denen die erste die Seiten-

flichen, die zweite die Seitenkanten eines Wiirfels mit der Seite a = 3 cm beriihrt, wihrend
die dritte die Eckpunkte des Wiirfels in ihrer Oberfliche faBt?
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742.

743.

744.

745.

746.

7417.

748.

749.

750.

751.

752.

753.

756.

757.

Eine Kugel mit dem Radius r, und ein Zylinder, dessen quadratischer Achsenschnitt die
Seitenlinge a = 27, hat, haben die gleiche Oberfliche. In welchem Verhiltnis stehen dann
ihre Radien r, und r,?

Von einer Hohlkugel sind das Volumen ¥ = 40 cm? und die Wanddickes =r; — r, = 1 cm
bekannt. Berechne die Radien r, und r,.

Die Radien einer Hohlkugel stehen im Verhiltnis r,: 7, = m: n.

8) In welchem Verhiltnis stehen das Volumen V, der Hohlkugel zum Volumen V des
inneren Hohlraumes?

b) Bestimme r, : r, fiir V;; = V.

Berechne die Massendifferenz m von 1000 Stiick Stahlkugeln, deren Durchmesser 1 mm
betriigt, und einem Stahlwiirfel mit der Kantenlinge 1 om. (¢ = 7,85 g/om?)

Wie groB ist die Masse m einer Korkkugel von 1 m Durchmesser? (o = 0,24 g/cm?®)

Fiir kleinere Ventile werden 100 Stiick halbkugelférmige Dichtungskérper von 7 mm Ra-
dius benétigt, die auf der ebenen Fliche eine Aussenkung von 4 mm Durchmesser und
3 mm Tiefe haben. Berechne den Materialbedarf V.

Welchen Durchmesser d hat eine massive Messingkugel, deren Masse 1,6 kg betriigt?
(o = 8,85 g/cm?)

Ein massiver kugelférmiger Korper taucht zur Hilfte in Wasser ein. Berechne die Dichte o
des Materials, aus dem der Korper gefertigt wurde.

10 Stiick Bleikugeln von 3 cm Durchmesser werden zu einer Kugel zusammengeschmolzen.
Berechne deren Durchmesser d.

Ein zylinderformiger Schwimmer von 88 cm Linge und 16 cm Durchmesser ist an seinen
beiden Enden durch halbkugelférmige Boden abgeachlossen. Wie groB ist die Oberfliche O
des Schwimmers, und welches Volumen ¥V schlieBt er ein? Die Blechdicke bleibt unberiick-
sichtigt.

64 Stiick Stahlkugeln von je 5 cm Durchmeaser sollen gleichmiBig mit einer Schicht Chrom
von 0,2 mm Dicke iiberzogen werden. Berechne die dafiir erforderliche Chrommenge m.
(e = 6,8 g/em?)

Die Oberfliche einer Kugel, deren Radius 8,4 cm betriigt, soll durch gleichmdBiges Ab-
schleifen um den dritten Teil verringert werden. Gib den Durchmesser d der bearbeiteten
Kugel an.

. Eine aus 3 mm dickem Material geformte Hohlkugel soll ein Fassungsvermogen von ] Liter

haben. Welchen éuBeren Durchmesser d muB sie erhalten?

. Der kugelférmige Knauf eines Turmes hat einen Durchmesser von 30 cm und soll mit 10 g

einer Goldlegierung iiberzogen werden. Ermittle die Dicke s des iiberall gleichméBigen
Uberzuges. (o = 17 g/cm?)

Zur Herstellung eines kugelférmigen Ballons werden 12,5 m? Stoff verbraucht. Welchen
Durchmesser d hat dieser Ballon, wenn man annimmt, daB in der angegebenen Stoffmenge
10% Abfall und Verluste fiir die Nahtstellen enthalten sind?

Ein zylindrischer Bottich, dessen lichter Durchmesser 0,9 m und dessen innere Hdhe 1,2 m
betragen, soll durch ein halbkugelférmiges GefaB gleichen Volumens ersetzt werden. Gib
dessen lichten Durchmesser d an.
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758.

759.

760.

761.

762.

763.

764.

765.

766.

767.

768.

769.

770.

In einer kugelférmigen Gummiblase von 0,4 mm Wanddicke ist 1 Liter Gas eingeschlossen.
Durch Erwirmung dehnt es sioh auf 1,8 Liter aus. Gib die neue Wanddicke s unter der
Annahme an, daB sich die Blase iiberall gleichmiBig ausdehnt.

Eine massive Halbkugel von 34 om Durchmesaser soll halbkugelférmig so weit ausgedreht
werden, daB sich ihre Masse um die Halfte verringert. Berechne den Durchmesser & der
Aussparung.
Acht Kugeln vom Radius r beriihren sich gegenseitig und sind so angeordnet, daB ihre
Mittelpunkte die Eckpunkte eines Wiirfels bilden.
a) Wie groB darf das Volumen V, jener sechs Kugeln sein, deren Mittelpunkte mit den
Schnittpunkten der Flichendiagonalen des Wiirfels zusammenfallen?
b) Welches Volumen V, hat die Kugel, deren Mittelpunkt zugleich Schnittpunkt der
Raumdiagonalen ist und die die groBen Kugeln beriihrt?
Driicke V, und V, durch r aus und setze dann r = 5,3 cm.

Die Volumen V, und V, zweier sich beriihrender Kugeln stehen im Verhiltnis V,: V, =
= 4: 3. Der Abstand ihrer Mittelpunkte betrigt ¢ = 12 om.

a) Welche Durchmesser d, und d, haben die Kugeln?

b) Wie groB sind ihre Volumen V, und V,?

Eine Kugel mit dem Volumen V = 2,4 dm?® schrumpft gleichmiBig zusammen. Gib den
neuen Durchmesser d fiir 10% Schrumpfung des Volumens an.

Eine Halbkugel wird von einer zur Grundfliche parallelen Ebene geschnitten.

a) Wie groB muB der Abstand z der Schnittfiche, von der Grundfliche aus gerechnet,
sein, damiv die Kugelkappe zur Kugelzone im Verhiltnis 7 : n steht. Driicke z durch
den Radius r der Halbkugel aus.

b) Wie groB muB z sein, damit Kappe und Zone gleich groB sind?

Der senkrecht zu einer Schnittfliche stehende Durchmesser A B = 2r einer Kugel wird
durch die Schnittfliche in die Stiicke z und y geteilt (Bild 469). Wie groB sind die beiden
durch die Schnittfliche bestimmten Kugelsegmente und ihre dazugehérenden Kappen,
wenn z: y = m: n gegeben ist?

Wie groB ist ein Kugelsegment V, deasen dazugehérige Kappe
M = 40 cm® die Hohe A = 1 cm hat? Welchen Radius r hat ferner
die zum Segment gehorige Kugel?

Von einer Kugelzone, deren groBer Durchmessar gleich dem Durch-
messer der dazugehorigen Kugel ist, sind die Héhe A = 2 cm und
die Fliche M = 30 cm® bekannt. Wie groB8 ist das Volumen V
der der Zone entsprechenden Schicht?

Blid 469

Von einem Kugelsektor sind das Volumen V = 20 cm® und die
Fliche M = 10 cm? der dazugehérigen Kappe bekannt. Wie groB sind die Hohe h der
Kappe und der Radius r der Kugel?

Von einer Kugel sind die Kappe M = 25 cm® und deren Hohe 2 = 2 cm bekannt. Berechne
das Volumen V der dazugehérigen Kugel.

Ein Kugelsektor soll der n-te Teil der ihm zugehérigen Kugel mit dem Radius r == 5 cm
sein. Welche Hohe A muB er fiir » = 4 haben?

Wie gro8 muB die Hohe A eines Kugelsektors sein, damit die dem Sektor zugehorige Kappe
M flichengleich ist dem zum Sektor gehorigen Kegelmantel M,? Berechne i aus dem Kugel-
radius r = 15 cm.
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771.
772.

773.

774.

776.

776.

771.

778.

779.

780.

781.

782.

783.

Ermittle die Maase m einer Bikonvexlinse (Bild 470). (¢ = 3,1 g/om®)

Wie groB ist die polierte (gekriimmte) Fliohe 4 einer Bikonkavlinse, wenn die Kriimmung
beiderseita gleich ist (Bild 471).

Eine steinerne Zierkugel von 80 om Durchmesser ist 8o abgeflacht, daB die Auflagefliche
einen Durchmeaser von 26 om hat. Berechne ihr Volumen V.

Das guBeiserne kugelférmige Schiebegewicht einer Dezimalwaage gleitet auf einer Stange
von 8 mm Durchmeaser. Es ist deshalb mit einer zentrischen Bohrung von gleichem Durch-
messer versehen. Bereohne seine Masse m bei einem Durchmesser von 4 om. (¢ = 7,2 g/fom?)

B
b
bN

| /lr Z
68— L—o?——.i‘—fz——‘ oy

Blld 470 Bild 471 Bild 472

Berechne die tragende Fliche 4 der Kugelpfanne, die in die Stiitzplatte fiir ein Kugel-
gelenk eingearbeitet ist (Bild 472).

Eine Stahlkugel wird durch einen Kérper in eine Bleiplatte eingedriickt und hinterliBt
darin einen 0,40 om tiefen und 4,50 cm® groBen Eindruck. Berechne den Durchmeeser d
der Kugel.

Eine aus diinnem Blech gefertigte Halbkugel soll bei einem Radius von 22 om aus einer
Kappe und einer Zone zusammengesetzt werden. Weloche Hohen A, und A, miissen Kappe
und Zone haben, wenn fiir beide gleich viel Blech verbraucht werden soll?

Eine aus Stein hergestellte Halbkugel von 70 om Durchmesser soll aus einer Schicht und
einem Segment zusammengesetzt werden, die beide gleiche Hohe haben. Berechne die
Volumen V, und V, der Schicht und des Segmentes.

Eine Holzkugel von 8 om Durchmesaser wird auf ein kegelférmig zugespitztea Rundholz
geleimt. Deshalb muB es mit einer Aussparung versehen werden, die die Form einea Sektors
mit dem Kegeléffnungewinkel 60° hat. Gib den Materialabfall V an.

Ein Bleideckel hat die Form eines Kugelsegmentes mit dem Radius r = 16 cm und der
Hohe h = 2 om. Er soll zu einem Segment mit der Héhe h, = 4 om umgegossen werden.
Berechne den Radius r, der dazu anzufertigenden

Form. 359
Berechne die Masse m eines Kugelgelenkbolzens (Bild473). +

(¢ = 7,8 glom?) #

An einen zylinderférmigen Kessel von 3,80 m Linge und | 3
1,60 m AuBendurchmesser sind Béden angeschweiQt, die 2 |

die Form einer Kugelkappe haben und 26 om hoch sind. |
Berechne die Oberfliche O des Kessels. |
Berechne die Masse m von 50 Stiick Stahlbolzen (Bild %% 26

474). (¢ = 1,86 g/cm?) Bild 473 Bild 474
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784.

Der Innendurchmesser einer Kugelvase betrigt 16 om. Innerer Boden und obere Ottnung
sind gleioch gro8 und haben einen Durchmeeser von 9 cm. Gib das Fassungsvermégen V
der Vase an.

788. Der halbkugelfsrmige ZelluloidfuB eines Stehaufmiénnchens hat einen Durchmesser von

26 mm. Er soll mit einem Bleistiick, das die Form eines entsprechender. und 8 mm hohen
Kugelsegmentes hat, ausgelegt werden. Berechne den Materialbedarf V.

786. Welchen Raum V umschlieBt ein kugelférmiger Tank
(Bild 476)? Zylinder- und Kegelansatz sind mitzu-
rechnen, wihrend die Blechdicke unberticksichtigt
§ 5 WO bleibt. Welche Oberfliche O hat auBerdem der Tank?
= 3
&
i
o,b/n‘
Blid 475 Bud 476 Bld 477

787.

788.

789.

790.

791.

Ein Windkessel besteht aus einem ! = 2,4 m langen zylindrischen Rohr mit der lichten
Weite d = 80 cm. Er ist beiderseits durch Kugelkappen abgeschlossen, deren gemeinsamer
Mittelpunkt im Schwerpunkt des Rohres liegt. Gib das Fassungsvermédgen V und die Ober-
fliche O des Kessels an.

Eine Kochflasche (Bild 478) ist bis zur Héhe A mit Wasser von 4 °C gefiillt. Wie groB ist
ihre Fiillung V?

Gib das Volumen ¥V und die Oberfliche O eines Ziersteines (Bild 477) an. Berechne auBer-
dem die Fliche A4 seines Achsenschnittes.

Zwei Kugeln mit den Radien ¢, = 27 mm und r, = 15 mm werden an einer Stelle so weit
plangeschliffen, daB sie eine gemeinsame Berlihrungsfliche vom Durchmesser d = 23 mm
erhalten. Berechne die Volumen V, und V, der abgeschliffenen Segmente.

Driicke das Volumen V des Restkérpers durch r aus, wenn eine Kugel zentrisoh mit einer
konischen Bohrung versehen wird (Bild 478).

792. Berechne das Volumen V des Restkorpers, der aus einer beiderseits konisch ausgedrehten

Kugel erhalten wird (Bild 479).

e

Bild 478 Blld 470 Blid 480
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793. Berechne die Masse m einea aus Platin hergestellten Ringes (Bild 480). (¢ = 21,4 g/cm?)
794. Berechne die Maase m eines guBeisernen Deckels (Bild 481). Setze a = 21,0 cm, b = 0,8 cm

und ¢ = 7,2 gfcm?.

795. Gib eine Formel fiir das Volumen V eines Kugelkeiles (Kugelzweieck) an (Bild 482). Driicke

V durch r und « aus.

Blld 481 Blla 482 Blld 488

29.3.6. GuLbiNsche!) Regeln

Die Volumen und Mintel beliebig geformter Rotationskorper lassen sich recht bequem
nach den beiden GuLpinschen Regeln berechnen. Insbesondere erhilt man die For-
meln fiir das Volumen und den Mantel vom geraden Voll- und Hohlzylinder, geraden
Kegel, geraden Kegelstumpf und von der Kugel auf sehr einfache Weise, wie nach-

stehend gezeigt wird.
1. GuLpINsche Regel

Das Volumen V eines Rotationskorpers ist gleich dem Produkt aus dem Inhalt 4
der den Korper erzeugenden Fliche und dem Weg w = 2xr,, den ihr Schwer-

punkt S bei einer Umdrehung um die Rotationsachse zuriicklegt (Bild 483):

Vedw=A-27s,

2. GuLbDiNsche Regel

(153)

Der Mantel M eines Rotationskorpers ist gleich dem Produkt aus der Linge | der
den Korper erzeugenden Kurve und dem Weg w = 2xrg, den ihr Schwerpunkt S

bei einer Umdrehung um die Rotationsachse zuriicklegt (Bild 484):

M=Ilw=1-2nr,

Sowohl der Beweis fiir die Richtigkeit der beiden Regeln als
auch die Bestimmung der Schwerpunktlagen von Flichen
und Strecken sind Aufgabe der Integralrechnung und.miissen
deshalb hier iibergangen werden. Fiir die folgenden Beispiele
werden die Schwerpunktlagen als bekannt vorausgesetzt.

BEISPIELE
1. Vollzylinder
Volumen (Bild 485):

') PauL Gurpin (1577 bis 1643) belgischer Mathematiker. Bid 484

(154)
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Erzcugende Fliche:
Schwerpunktabstand von der Achse:

Schwerpunktweg:

Folglich:

Mantel (Bild 486):

Erzeugende Strecke:
Schwerpunktabstand von der Achse:
Schwerpunktweg:

Folglich:

A=rh

r
f.:._2_
w=2n%=m‘

V=Aw =rh.nr

V =r=xrh
Il=h
r,=r
w=2nr

M=Ilv=h.2nr

M =2nrh

Blid 486 Biid 486

2. Hohlzylinder
Volumen (Bild 487):

Erzeugende Fliche:

Schwerpunktabstand von der Achse:

Schwerpunktweg:
Folglich:

27 Elementarmathematlk

A=(r;—r)h
rp=Trtn

2
wzzﬂn_‘;‘é
V = Aw

V=_(y—r)h-n(ry+r,)

¥V = mhir} = rd)

=x(ry + 1)

Blld {87




418 29. Kérperberechnung

Mantel (Bild 488):
Erzeugende Streoken: L=h
L=h

Schwerpunktabstinde von der Achse: r,, = r,

o, =13
Schwerpunktwege : w, = 2xr,

w, = 2=nr,
Folglich: M=1lLw +l,w,=h-2rr, +h-2xr,

M =2nh(r; +1,)

Bild 488 Bild 400
3. Kegel
Volumen (Bild 489):
Erzeugende Fliiche: A= %’.’
Schwerpunktabstand von der Achse: r, = %
Sohwerpunktweg: w=2xr %
rh r

Folglich: V=Aw=?-2n?

V= g r*h
Mantel (Bild 4980):
Erzeugende Strecke: l=g¢
Schwerpunktabstand von der Achse: r, = —;—
Schwerpunktweg: w = 21:—;- =nxr
Folglich: M=Ilw=2s.-nr

M = wrs
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4. Kegelstump]

Volumen (Bild 481):
Erzeugende Fldchen:

4,=

4, =

Sohwerpunktabstinde von der Achse: r,, =

Schwerpunktwege:

Folglich:

Bild 401

Mantel (Bild 482):

Erzeugende Strecke:

Schwerpunktabstand von der Achse:

Schwerpunktweg :

Folglich :

27¢

N

()
)

Y

N\
R

N

VAR !
W

roh

fL— 1,

4]

2

3

V=d4diwn+ 4oy

V=rhemry +";"h-2n

V= %h(rf + rire + )

Bild 492
l=3s
r
-2 rn+r
2
Ht+r

M=Ilw=2a.2n

M=mns(r+r1)
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5. Schwerpunkt der Halbkressfliche
Durch Rotation einer Halbkreisfliche entsteht eine Kugel (Bild 493).

Kugelvolumen: V= % el

. 2
Halbkreisfliche: A= %

V=A4:2=n.r,
2

3= g2
_4r
e ™

Bid 408
6. Schwerpunkt der Halbkreislinie

Durch Rotation einer Halbkreislinie entsteht die Oberfliche einer
Kugel (Bild 494).

Kugeloberfliche : M =4nr?
Linge der Halbkreislinie: l=mnr
M=1-2xr,
4nr?=mnr-2nr,
2r
r' BT c—
T

Bild 404
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Losungen

. a) 20.13.17.47 b) 3.112.29 c) 2.3¢.17.23 d) 22.5.17

e) 2¢.31.7.13.53 f) 3. 199 g) 6°-19-61 h) 23.7.997

i) 2.39.56.7.13.17.43 k) 11.89.463
. 8) 3 b) 36 ) 126 d) 91

e) 1 (teilerfremd)
. 8) 76 b) 44 o 1 d) 2

o) 94 f) 106 g) 143 h) 341

i) 3842 k) 5109
. 8) 60 b) 430 c) 1890 d) 320494

e) 30312 f) 20250 g) 11564543 h) 19683

i) 38766063 k) 31104 )

5)2% b) e% o)l% d) 4 e):;li9 f) 2§—Z g)3g h)7%
i)sg—i k) 6317 1)1;;:: m) 6-1:% n)B% o)ai”% P 24%

e R 2 mP a3 1

bis 11

Erweiterung mit 2: Erweiterung mit 3: Erweiterung mit 5:

2 10 28 48 62 3.15 42 69 93 65 25 70 115 166
$°26° 3¢ B’ M0 6’39’ 51’ 72° 106 10° 85 85’ 120° 175
6 8 22 34 88 9 12 33 51 132 156 20 66 85 220
8' 3° 50 B0’ 114 12° 51° 76’ 1200 171 20° 85’ 125’ 200° 285
4 12 30 2¢ 102 6 18 456 36 163 10 30 75 60 266
10° 38° 76° 70’ 120 16’ 57° 114’ 106° 180 25’ 96° 180° 175° 300
12 16 34 84 144 18 24 51 126 216 30 40 85 210 360
14° 30° 58° 130° 166 21’ 45° 87’ 185’ 249 36° 75° I46° 325’ 415
4 14 38 40 186 6. 21 54 60 279 10 35 90 100 465
18’ 36’ 74’ 142° 194 27’ 54 111’ 213° 201 45° 90’ 1BA’ 366’ 486
Erweiterung mit 7: Erweiterung mit 11:

7,35 98 161 217 11 56 154 263 341

14’ 91’ 118’ 168’ 245 22° 143° 187° 264’ 385

21 28 77 119 308 33 44 121 187 484

28° 118’ 176° 280° 399 44 187’ 276° 440’ 627

14 42 106 84 357 22 66 166 132, 656l

36’ 133° 28A° 245° 420 56" 200° 418° 385° 660

42 56 119 294 504 66 88 187 462 792

49’ 105° 203° 485 581 77’ 168’ 318’ 715’ 913

4 49 126 140 65l 22 77 198 220 1023

63’ 126° 258° 497’ 679 99’ 198° 407’ 781’ 1067



422

Losungen

Erweiterung mit 17:

17 85 238 391 527
34 221’ 289’ 408 ' 695
51 68 187 280 748
68 ' 280°' 425' 680 ' 969
34 102 266 204 867
' 393° @46° G856 ° 1020
102 136 289 714 1224
118’ 255° 483’ 1106’ 1411
34 119 306 340 1581
163° 306° A20° 1207° 1649
1 16 5 37
6 4 5 3
Vg =7 Ny 9%
34 1 79 1
1B.a) g b3 Vg i
1)2 m) 24516 . 4 o) 15
31 178625 3 28
14. a) 240 b) 96
f) 13464 g) 4347
1 41
15. 8) £ b) &
1 31
015 8) 308
216 17
16. s) 1397 b) 115
1
f) 255 g o
17. 8) 9 b) 7
2 1
f) 85 g) 195
9 4
18. 8) 5 b) &
13 49
BT ) 5
19. ) 21% b) 23
f) 365 g) 28

Erweiterung mit 48:

240
824°
192
a18’
288
[T
384

m H
336
864

f)

872 1104 1488
818 ’ 1152° 1680
528 816 2112
1200° 19820° 2736
720 576 2448
1824° ! 2880
816 2016 3456
' 3120° 3984
864 960 4464
1776° 3408° 4656
3 8 8
7 8915 Mg
2 43 .7
B Y7 18
8 87 13
B 98 s
Q r) i ‘) l
58 6 5
d) 136800
i) 2700
11
9 75
)
) io3
3
d) 113E
. 4
i) 2?
3
d) 1
i) %
d) 16
~d
Y 100
3
d) 323?
i) 10



Lbsungen 423
20. 8) % b) % o 2-% d) 8 ) E::%
f) 9§—; g) 3—5 h) % f) % K1
2. 8) 72 b) 8 o) 385 a 13 o) 450
f) 2% g 13% h) 126 i) 705% K1
22. a) % b) 1% o) 2 d) ;_ o) 10
f)1 g 3% h) 4.1— i) 13 k) 2%
23. a) 13—0 b) % o) 22—7 d) % o) 21]—‘_51
2 5 0 o h) g i) oe W) o
2. a) % b) 1% c) 6 d) -l,—; o) 24
N o 0 o h) 12 i) 24 W
25. a) % b) = o) 5‘% d) 413 o) %
N 0 s h) o i) g o)
26. a) % b) 1;— o) —;’- d) % e) %
f) 7% g 26% h) 7232 i) ‘% k) -2%
27. 8) 4 b) 2% o) 114—7 d) % o) 11;-
f) Z%-: ) g—ﬁ B 2% i) 12 k) 510
28. a) 7 b) 5% o) 3% d) -3% o) 10
GRS 8 1 b 42 232 k) 1
2. s) 3 b) 33 0) 4 a £ 0 1
N 8 5o h) 19 i) 30 X) 320



424 Losnngen
2 49 1 13
20 4 3 1
f) 5 g1, h) 63 D) k) 25
2 4
3. a) 4, b) 45 c) d) 1 °) 208
1 6 . 1 1
f) 39 8) 5 h) i) 607 k) 165
18 1 5
32. 8) 1o b) 2,5 c) 1= d) 1 °) 1
140 107 |
N Haa 8) Y16 h) 7 i) 13 k) 68
219 18 1 31 8 4 3
33. 8) 355 b) 3 ©) g d) 15 e) 15 N5 g) 18- b) 35
30 33 68 3 69
Moy Py 9m Y Tm D!
35. a) 0,3 b) 170,04 c) 0,0012 d) 0,35728
e) 0,000102 ) 0,75 g) 0,913483 h) 1,228
i) 0,987654321 k) 2,8859
36. o) a) 891,03822 b) 1,818537 c) 170,94 d) 1760,714863
e) 712,33187 f) 244,1055 g) 2070,81199 h) 220,05242
8) i) 1284,014 k) 619,08525 )1 m) 999,99999
n) 2167,71416
¥) a) 187,55978 b) 0,073077 c) 0 d) 1750,080663
e) 584,24391 f) 202,0255 g) 72,656999 h) 37
8) i) 1234,5678 k) 598,91797 1) 0,2898 m) 782,65519
n) 2
37. a), 300 kg b) 37,2 km c) 1,1098 km?

38. a) 473,9 b) 6432 c) 83040 d) 4,75 e) 0,101
f) 441,8 g) 4025300 h) 7,04 i) 7720 k) 4,02
39. a) 286,4 b) 21727,8 c) 3,14 d) 102,683 e) 0,06372

f) 308,608 g) 366,48 h) 168777 i) 11030,892 k) 291,247
40. a) 24,448 b) 356,1129 c) 49,16 d) 5,814
e) 559,8654 f) 0,3219216 g) 282,67923 h) 0,00015201
i) 13,02484 k) 7,47178
4]. a) 88 b) 7,83 c) 27,623 d) 1,0265
e) 0,872 f) 0,004066 g) 0,7478 h) 0,001375
i) 4,703 k) 0,00107575



Lasungen 425
42. 8) 14 b) 27 c) 713 d) 61 e) 34
f) 13 g) 4632 h) 16 i) 17 k) 546,1
43. a) 2,7 b) 5,02 o) 0,46 d) 1,64 e) 0,71
f) 654,3 g) 432 h) 4 i) 62,6 k) 1981,25
4. a) 0,76 b) 0,876 c) 0,4 d) 0,35 e) 0,62
f) 0,6875 g) 0,5678126 h) 0,90625 i) 0,668 k) 0,08984375
46. a) 1,1876 b) 8,216 c) 13,7376 d) 54,862 e) 39,3616626
f) 234,125 g) 5,20636 h) 70,472 i) 4,998046876 k) 78,0962
46. a) 0,4 b) 0,6 c) 0,09 d) 0,61 e) 0,72
f) 0,142857 g) 0,892307 h) 0,567 i) 0,26199 k) 0,0627
47. a) 0,16 b) 0,27 ¢) 0,1864 d) 0,972 e) 0,769801
f) 0,3853656 g) 0,3518 h) 0,28846163 i) 0,80235204 1176470688
k) 0,56269900
2 5 41 147 262
48. 8) 5 b) 3 o) I— d) 350 ©) gog
19 1 3917 . 21 67
f) 23g5 LT b) 5250 i) 11655 k) 128
8 3 1 59 91
9. 8) o b) 1) °) 33 9 55 ©) 233
10 26 1 . 67 5437
Do ® m h 5= ) 303 k) 5909
17 7 2763 13 13
60. a) T b) 306 o) 050 d) [ e) b
7813 65 1001 .. 261 19
0 1w 8) 75 b) ioog 1) 508 k) 28
61. a) 0,836... bis 0,845... b) 7,1266... bis 7,1274...
c) 113,0806... ,, 113,0814... d) 63,95... ,, 64,05...
e) 7163,286... ,, 7163,204... f) 614,296... ,, 614,305...
g) 0,60006... ,, 0,60014... h) 347,156... ,, 347,26...
i) 0,0099995... ,, 0,0100005... k) 0,95... ,, L,06...
62. 8) 0,7503; 0,750; 0,75; 0,8 b) 0,0706; 0,071; 0,07; 0,1
c) 0,6463; 0,646; 0,65; 0,6 d) 0,2879; 0,288; 0,29; 0,3
e) 3,0087; 3,009; 3,01; 3,0 f) 17,9899; 17,990; 17,99; 18,0
g) 6,0950; 5,095; 5,09; 6,1 h) 9,8226; 9,823; 9,82; 9,8
i) 7,3000; 7,300; 7,30; 7,3 k) 3,4568; 3,467; 3,46; 3,6
53. a) 26460; 26500; 30000 b) 874480; 874500; 870000
c) 6900; 6900; 10000 d) 7402980; 7403000; 7400000

e)

86000; 86000; 90000



426 Lasungen
64. ) + 6om b) + 6 mp o) +0,6g d) 40,0058 e) +0,06V
f) +6mm g) +6mm h) +06¢g i) +6kg k) + 60 Hz
56.8) +0 b) — 0,043 o +0 d) +0 o) +0
f) + 0,0008 g) + 271,694 (Folgerung?) h) + 0,0002 i) + 9,061
k) — 0,0039
66. a) 2,108 b) 903,4 o) 263,2 d) 366,31 e) 16,62
f) 0,4189 g) 1,879 h) 2,6626 i) 46,83 k) 31,496
67. a) 0,44 1 0,006 b) 0,0707 + 0,00005
0) 0,643644 + 0,0000005 d) 0,76297530 + 0,000000005
e) 0,6378 + 0,00006 f) 0,1372323 + 0,00000006
g) 0,899900 + 0,0000005 h) 0,466 + 0,0006
i) 0,716464 + 0,0000006 k) 0,0329731732 + 0,00000000006
58. a) 380689 b) 38,0889 o) 38068900
d) 0,380089 e) 0,0000380689
69. a) 51478848 b) 61,478848 o) 51478848000
d) 0,061478848 e) 0,000051478848
60. a) 24,2809 b) 17,6811 c) 2,42899 d) 0,242899
e) 768,11 f) 0,0076811 g) 242,899 h) 0,076811
i) 76,811 k) 0,00242899
6l1. a) 8,8780 b) 0,88780 c) 41,213 d) 0,19129
o) 4,1213 f) 1,9129 g) 0,041213 h) 887,90
i) 10,129 k) 0,088790
62. a) 1322500 b) 0,00772641 o) 4173,16
d) 67760000 e) 0,007969 f) 0,000000262004
g) 24,3049 h) 645160000 i) 0,000000004489
k) 0,0000042841
63. ) 176616000000 b) 0,000345048408
c) 866,234900 d) 0,508169692
e) 43614,208 f) 83453463000
g) 0,000000778688 h) 0,000000000001601613
i) 246491883 000000 k) 0,017373979
64. a) 2,96636 b) 0,206183 o) 0,076811 d) 81,854
e) 0,61862 f) 2,71662 g) 670,82 h) 0,183848
i) 301,164 k) 0,029
86. a) 0,41213 b) 18,171 c) 0,8113 d) 0,40207
e) 0,083907 f) 92,012 g 30 h) 0,97646
i) 0,16874 k) 0,0072177



Lasungen 427
66. a) 0,390825 b) 0,0157729 o) 20,9205 d) 1,06464
e) 1210,65 f) 0,00277008 g) 0,000194563 h) 110,011
i) 0,0581798 k) 1,37662
67. a) 7,0427 b) 13,6868 o) 0,08234 d) 0,00260461 e) 210,696
f) 99,045 g) 2,3208 h) 0,2728 i) 30,2308 k) 0,0062289
68. a) 65,3 b) 0,07093 o) 1740 d) 0,0001297 e) 9,876
f) 187,3 g) 0,0000827  h) 0,08975 i) 6,363 k) 0,00694
69. a) 4,0260 b) 17,85 o) 0,77628 d) 1,038 e) 9,7701
f) 0,26658 g) 39,979 h) 0,070284 i) 20,641 k) 0,0034593
70. a) 42,3 b) 0,4596 o) 0,00009884 d) 3300 e) 0,0001831
f) 0,0838 g) 669,2 h) 244600000 i) 0,0003480 k) 0,0000000241
71. a) 6,76 b) 388 o) 0,395 d) 104300 e) 0,000216
f) 66 g) 0,17056 h) 462,3 i) 9,87 k) 101
72. a) 46,7 b) 0,349 o) 2060 d) 31 e) 0,00084
f) 8.49 g) 0,0304 h) 0,00022 i) 1020000 k) 0,000000535
73. &) 7,36 b) 2,884 o) 0,912 d) 246 e) 0,114
f) 0,01669 g) 63,7 h) 4,28 i) 0,0826 k) 27,84
74. a) 3,8 b) 2,038 o) 0,915 d) 0,2422 e) 8,86
f) 0,1644 g) 936 h) 176 iy 0,93 k) 0,03378
76. a) 0,3085 b) 0,023156 o) 1,37 d) 0,3182 e) 0,00075
f) 67,8 g) 0,2345 h) 590 1) 1,62 k) 0,008
76. 8) 7,87 b) 0,802 o) 5650 d) 0,0017 e) 0,01035
f) 1152 g) 0,0084 h) 0,0322 i) 0,269 k) 6870
77. a) 1,084 b) 1,084 o) 47 d) 0,039 o) 7,87
f) 1630 g) 0,00785 h) 0,01746 i) 0,012056 k) 0,00042
78. a) 92 b) 0,1167 c) 43,4 d) 833 e) 0,172
f) 206,2 g) 0,003 h) 11,08 i) 1,112 k) 35,6
79. 8) 0,966 b) 0,069756 c) 36,2 d) 9,2 e) 0,000302
f) 0,01241 g) 64,9 h) 2,266 i) 0,00237 k) 0,0566
80. a) gerade, wenn n gerade; ungerade, wenn n ungerade
b) gerade, wenn n ungerade; ungerade, wenn n gerade
o) stets ungerade filir alle n
S 9 gerade, wenn n ungerade; uagerade, wenn n gerade
e) stets gerade



428 Losungen
8l. a) 8) Y) d) €)
17
a) 6 —42 125 26 1735
7
b) -8 —62 41 —51 s
2 1 2 3
1 1 6 26
4 +63 z Uy U5 b3
2 2 1 31
° -23 -83 -85 83 %1
1 2 133
f) —b65 —605 —73— —85 304
3 [
g) —4 -1 4 +5,1 295
1 6 8
h) -5 —63- 53— -27,9 25
. 3 5
i) —4 —T= 4— 6,1 20
k) 09 —125 234 1036 1021—12-
82.8) < b > ¢ < d< < f)> g < i) > k)
83. a) + 50 b) + 20 c) +20 d) + 50 e) — 20
f) — 50 g — 60 h) — 20
84. a) )] ) d)
a) +13 + 33 + 60 + 32
b) — 1 -1 + 32 0
c) — 1 -1 + 32 0
d) +13 + 33 + 60 + 32
e) + 1 +11 - 32 0
f) —13 —-33 — 60 - 32
g —13 - 33 — 60 - 32
h) + 1 +1 - 32 0
86.a) —1 b) 2 o) 221 d) 54,6 ) 0
6 . 11
f) 65 g) 78,8 h) 0 i) 26 k) -10;5
86.8) 8a +7b —6¢ b) —2!—m + 36n

o) 40z + 50y — 60z

e) 200 — 42w
2 19 1
® 595" /"3

i) 173% R, —15R,+ 13 R,

3
4

d) 2p+6g+12r+78—17¢
f) —3,39a¢ — 9,275 + 13,1¢

h) 988,97z + 361,46y — 208,89z — 405,3

k) 30u — 55,88v + 14,9866 w — 45,133



Laeungen 429

87.

88.

89.

91.

92.

93.

95.

a) 240a%bc? b) 802y 2 o) 1260r2428? d) -—u’v‘w’ e) 17pigira®t
f) —86rstzyz g) atbic? h) 4zy i o0 k) _g_ab,;
a) —12z b) —ba o) 8v d) -1 e) —6y
a T4 3 . ab yz
LT -9 M7 ) -485y BT
13 11z 17
a) 8z b) —7u ) —— d) %y ) 155
1 6b . ba
a) —1la®d b) O c) zz d) &0 e) —:—;—
a) 3y—3=z b) 2r c) 2m —2p d) 0,8r + &
3
e) u—w f)llz—4y+ 9z g) 3E 20b+6
h) 0u—v+w i) 6z— 17z k) 10a —10b
a) 29a+ b —38c+ 21d b) 2860m — 61n — 54p + 49¢ o) 36c +33d — 88k — 563!
d) 49—z’yz “g%zy’z+l36i—zz’y'z e) 4ab
f) _34? g) —4a' — 8B h) 0
i) 8,618y — 14,828z k) —120,206a*bc — 32,4674a%bc — 46,082a%b%c — 10,3834a%bc?
8) z+ (@ —b) b) v+ (v —v) c) «%-+(——§-v+%—a)
d) 1+a+(—b+¢) e) 2z —3y + (42— 5)
1 2 3
. 8) z—(2y —42) b) -Z»c—(—?f+§-g)
o) 0,259 — 0,49r — (0,625 — 2,121) d) 37,2a — 42,6b — (—41,6¢ + 0,624d)
3 7 9 5
e) F“_?” (uw+7z)
8) a —(3b —2c +44d) b) z+ (0,1y — 4,2z + 6,3u)
1 2 4 5 2 1
o) 3p—6g9g— (2r + 48 — 59 d) ?u—go+-7w—(?z+?y—?z)
e) 03k —321— (4,6m + 2,72 + 1,6 p)
. 8) 16r — 68 + 3¢ b) —4az+ 8ay + 24az c) —%uu#—%v‘—%-uw
d) —16,12a + 11,960 — 24,44¢c + 39,624 e) cx®+az—3bzx
3u 21 pv u
f) 4”+m‘—? g) —4y+lOz h) 0
D) —63 a8 +33 g ol 1l g4 -
i) 55a +35a 25a +l-sa 630 k) 72 — 66w



430

Lésungen

97.

98.

99.

a)
d)

8)
i)
8)
)
d)
°)
f)
b)
k)

a)
0)

e)

10z® + 19zy + By? b) 16a® + ab — 285 o) 18mt — mn — 4n?
f) —1172® + 83zy + 164y*

63u® — 41uz + 62° o) 121v® —81 wt

3,18 __3_ : v _ *
e 1“0 abd b h) 0.49¢! 0,42uv + 0,09 v

6%am—3%bm+l3%an—7bn k) a’z + 3aby—?abz-2b’

22— y'+ 22 — 222 b) 2a* — 6% — 12¢* — ab —~ 2ac — 17b¢c

—1174* — 136¢® + 108 w*® + 308uv + 84uw + T2vw

TRt U LR

0,16k* — 0,420 — 2,04m? + 0,17kl + 0,63km — 2,24Im

6z + 132 + 2z -6 g) 6u® — 5u? -- 16w + 16

60z — 8922y — 23zy* + 424 i) 120a® — 52a%b — 652abd® + 24d°
8kmp — 12lmp — 2knp + 4inp + Okmq — 18lmq — 3kng + 6ing

—a' - b b) 106m¢ — 170m® + 116m¢ — 865m® —

—2z'y — 2z d) ut — 26u®v + 26u® — ot
4k + 62 -

100. a) u® — 2uy + o* b) m* +2m +1 c) 1 —z*
d 1-2y+ ¢ e) 4a® — 4ab + b f) 2 + 6zy + 0y*

101.

102.

103.

104,

g) 9p* — 12pg + 4¢° h) —m’+

1 1
3mn+ﬁ'n

i) 9,61 8% — 32,49¢? k) 0,40u? — 1,68uv + 1,440*

d

) 0 b) — 6ab ) 1824 — 94t
) 602 + 18y e) 9:‘+192:‘—2Oz+5 f) 26 — 8la*

g) —192m! — 7,84mn + 2,08n° h) —v -8

9

i) 64mn k) I+ 44kl

8) 2+ y' +2' +2zy — 22z — 2y2z

b) v + v? + w — 2uv + 2uw — 2vw
o) 4a' + 9b? + 16¢* — 12ab — 16ac + 24bc
d) k' + I* + m® + n? + 2kl + 2km + 2kn + 2lm + 2ln + 2mn

3
e) 4P’+%q’+%r’+a’—2pq+3pf—4pa—%qr+qa—?u

f

a) 1681 b) 7669 c) 1596 d) 3800 e) 169711
1020100 g) 18000 h) 89984 i) 994009 k) 466000

~

8) 822 + 279 + 362y + bdzy! b) 8a% — 12a" + 6a — 1

c) — 64u? — 240u%v — 300uv? — 12692

d) —8+6y——3y’+%y’ o) 27a" — 8b* -

2

20m?*



105.

108.

107.

108.

109.

Lasungen 431
@) ) y) )] s) 9]
a) 64 81 4 26 400 400
b) 34 53 100 97 200 200,02
0 4 26 196 169 0 0,04
d) 16 — 46 28 — 65 0 4
e) 512 729 8 125 8000 8000
f) 162 361 206 665 2000 72000,6
g 8 — 125 2744 — 2197 0 0,008
h) 98 — 336 728 — 793 0 60,002
4 2 2
a) 3z -2y b) 6 — b+ 8¢ 0) ?w_32+?wz
d) Sm, 2lp L o) 964 — 272y + 641y’ — 16zy° + 3 y*
n k 3q
a) 2,7 b) 7 c) 19u d) 64a°b e) a+bd
f) 3z +1 g) u—25 h) z+y i) 14m + 13 k) 22 —zy+ y?
9 _ 2 2 Y ¥
a) 3z+ 2y b) 34 7ab+ 6d c) 3z +2zy—y +3—:|:—2y
96 — 11abt
- 3 _ :_gpsy 90 —11a0
d) 682+ 78 —3 e) 2a 9abd 8b% + P Py
f) %‘a—%b g) 16a + 24b
11v* — 32uv!

h) 41u®+ 3lu’v + 4luv® — 11v* +

i) 42° - 3y

a) @—1)( +¢)

o) (1 — at)

e) 3z —6zz +22°)(3z —2y)
g) (2p + 6g + 4r) (2p + 69 — 4r)
i) @—-0)(Tz+ 6y)

k) 12p'q® —

u — uv + 02
3p°¢* - 6p'¢* +2p¢°

b) (88 —1)(6r + 1)

d) (ab+ zy)(adb— zy)

f) (1022 — $*) (1022 + »?)

h) Bz —y+4u—1)(3z — y —4u + 1)
k) (2r* — 5s) (97 + Te)

watd  wg o eBmE -l a-d
£) -":"- g 1=t h) m — n? i)% K —1
m. e 2407 b 2220 9 a+2 o 522430
e) ldBt sich nicht kiirzen f) -:t—:- g) 3a+1
h) 5‘—12—‘ i) laBt sich nicht kiirzen k) 4m — 9n
112. a) _:? b) — ¢) nicht maglich d) %’; e) 3—30- f) a:’_—zzy



432 Losungen

-1 zT—y T+ y
113. a) v—z b) T tzyr @ c) Foy
. . Z+zy+yt a—1
d) nicht maglich e) —B_y f) FT—zTy—ay
. . m:—m m:—1
114. a) nicht méglich b) wim c) i m T
d) _m’—2m+l o) m'—2m?*+2m—1 f) m—4m+ 3
mi—1 m® + 1 m—2m—3
3t—6s . . 76 — 108t — 84
115. a) 3123 b) nicht méglich 0) — e _i6s
d) 842 — 184t 4 712 o 9€— 70tt5 — 40ts® — 3247
1642 — 6564t + 49¢2 ) 34317 —644°
f) 6as —3at — 2bs + bt
12a8 — 21at — 4bs + Tbt
a b
116. a) — b b) +a c) ab d) 4 e) 3 f) 5
S5u+3v+ 20w z+1
8 - 12 - b =53
i) Ta*+6b"—9¢? K) 20u® — 3u® + 62u + 1656
6abe - 380
26a® — 40ab — 4b2 Tz—24y
117. a) 1 b) = ) —5
d) 7502 + 132ab — 344 o) 34b — 16a
72 12
f) 261z — 192 + 112z — 16 ) 11z -2
2162° & 6o
1 . a? + b
h) 'y i) 0 k) ab
—12u? 76a + 28ab + 602
8. s) 0 b) 0 Y @@ =9 e N NPT
a—>b 25a 1
= ) 6a—6 8 Gror
1 . 18 — 8=z 1
ary ) Eohe-nE-® Y F-tz+e
7a 1 N 7 24zuy
119. a) vy b) Fuv c) gare d) zy
40— b? 25zt — 16 ¢
—_— = ___J h 1 _ 2 ]
°) —53% f) Z2+9¢ 8 —Sozy ) 362" — 36y* + 282
- - 2 2
i) 6a® — 1la* . 14a% + 24 X) ___5m +17
a bn




Losungen 433

120.

121.

122.

123.

124.

125.

126.

127.

128.

129.

S8az 29 3(1+0) 6+ 154 —z —3az

® 324 b - ) $1=0b) Y 5T TBatz T 3az
15acv + 16bcu — 30uvw 1 , o
°) 18cuv f) -z tzy+¥)
6+9z . 2 a’u(d4a + 5u)
g) a h) 276z i) 3a k) et v
4 + a® z-1 v
Ul b oFT o m—1 -4y
33—z 1 3 — 10a
°) 3+z D Tz 8) 3+ 10a
a+z . 8
h) P i) r—es k) =
a 2 N
&)T b) u+1 c) 1 d) 1 a)gh fl—z—2°
a® . 2z
8 T _dat12 h) 8 Y Trzr2a k) —a
a) richtig b) falsch: (—2) = —128 c) falsch: —125 3 —243
d) richtig e) falsch: 2187 =+ 343 f) richtig
g) richtig h) falsch: — 64 = + 81 i) richtig k) richtig
a) B—II b) 0,00000000000001 ¢) 0,00000016
d) 39,69 e) 39,69 f) 101
g) 245 h) 199 i) 289 k) —a?*-8
a) falsch: 13 + 25 b) richtig c) falsch: 27 =9
d) richtig e) richtig
a) 74 b) 144 c) 187 d) 121 e) 117
f) 9 g) 90 h) 0 i) —476 k) —2744
a) 5a° b) —1547 c) —16z2 — Ty?
1 2 _ 5_ 2 i 3 _ L f — 2 3
d) 1;241“) i e) lll2ay 43 by ) 2*(2a — 3b% + T¢? — 5d9)
g) keine Zusammenfassung méglich h) u?v? (4%1; - lO%v)
i) keine Zusammenfassung moglich k) z'(14z® — 92>+ 12z — 5)
ﬂ) zu+l b) al+l c) u?l-l-a d) b3l+2 e) p'—"'\_l
f) y'u#l 8) 2z h) mle l) mon+? k) 2
&) zsys b) ésian-rsbaz--rl yu+s 0) lozn+2n+b
d) %m:+ln'¢ut.+g B) PR SLEELE f) eoole(y _ z)n
g) (—a)*¥ h) —;—z” i) 21a’ — 23a° + 21a®* —3a'— 3a® 4 5a?

k) 15z> — gxau-zyui-z + 12 21 y':u—l —_ 5zzu-ly2u+l + 3 xan-2 yau+5 — 4 x> yln+2

28 Elementarmathematik,



434 Lésungen

130. &) a™-a" b) z.B.: a*-a* oder a":a* usw.
o) b%*-b d) c*-c e) z°.z1b. 3¢
f) 3°.32 g) 12¢-12¢ h) (@ — b)(a — b)*
i 3.z"-2° k) (—a)*.(—a)= —a’*-a
Anmerkung: AuBer den hier angefiihrten Zerlegungen sind auch zahlreiche andere maglich.
131. a) 6,4-107 b) 32 o) 266 d1 e) 216
f) 625 g) 108 b) —a i) % k) 81
1, 8, , “)n v\ z4+y\t b—z
132, 8) by b) g b¢ o) (? (7) d) (m) =
.- 10 1+4+92—2¢ 81
e) m?-n*~t-(m + n) f) Y g) — h) maz.ub.-x
. a*+9 K) a+bx—dz’+cz* '+ ez” — 2!
i) =3 FmIa)
a®-1 z 54 4V 1
133. B) 3 b) 'y—g 0) m. d) -:T
1 z
e) 3PS f) a=zp g) 136ay
o4
h) F'v:-'—.wl‘ l) %bbl—ICZQ-oB k) 07_
134. 8) 3a% 4 4ab — 70 b) y2* — y"z" + 2 0) a"+1 — go-1
d) #+2ly+ 2ty -y —zy — ¢ e) '+ pb
136. a) 64 b) 512 o) b* d) 72 e) —y"t
f) pu= g) b= h) z=+? i) _yt-'—x k) LS PTEST Y
136. a) a®b1? b) z®y’ o) u*®v® d) 32m¥ns
alall mwnu
J— »3m=-3
e) —27z'y*~2 f) PTAL g) o
t]
h) o i) ]2273",, k) zy*
1 1 1 1 1 1 2
137'°)¥=F b)?=3 O)E_-:szs d)z'F=2-5
1 5 1 1 1 1
° 6 w=xm N"e~-u 9 7 -u
1 1 1 1 1
b —ar =8 V-g=-m Yon-"
3 5 27
138. a) 64 b) 81 o) IF d) 5 ) 33
36 23 1 2
) 2w g ! b) 554 ) @8 b=




139.

140.

141.

142,

143.

144.

146.

146.

28¢

Lbsungen 436
a) 37 b) @ 0) 6:71 oder (14) d) c(ad)?
e) (@ — b f) (z+ 9)(z -y g) 3z —221+1
h) uv™ i) nla™? k) ma™ (y® + 2)(z® - 1)
a) 67! b) 2 o) L d) a*b® oder L
5 m o
—3 - ~8 - n"
e) 3.2t oder = f) mn™ oder — g) m*n™® oder p—
-1
h) m*n™! oder — i) m™n"* k) m™n™*
™ 3a"~ b a"
i b) = ) 3= d) G
(be)* ( d \ (a —b) 1 .1 =z
° & (m) NG B ettt o=
2 fa® 3a= . 1 (6a)* _ (3a) 1 1
Wt —= Vgget 5s @ar Yty
3 a 5z 3m* 9azy®
s) 30a* Daw oz 9 Fmres ) TTos
9at bet m'* . 2 .., a° Y
) Sz 8 Zyz ) mreees 0oy k) viztyt
1 1 z° L
8) = b) v o) % d) 1 e) -
1 . ) 22y \15
0 08 g) 4006 h) — 4096 i) rie X) ( ~J )
Py - 3 ~2he+8 3 1 -
8) 30270y™ — 10278y + 35z 74y’ b) 10070 - gt 4 paiipeey
c) 32 +2z2 -2 d %—m"’n‘—%m"n‘+l7—2 "n’——lﬁ- n?
L ae-e_ 1 2 eacs
o) 3y sYtsY
8) '+ T2y + 2128 y* + 362 y* + 362y + 212y + Tz + ¢
b) = — 827 + 282° — 56z + 702* — 562" + 282 — 8z + 1
o) 160‘—180'+60'—a+rlﬂ-
d) 2432° — 810z'y + 1080 2° y* — 720 2% y® + 240z y* — 32 ¢
5,, 5,,,16, 3., 1
o) 1= 3b+ 24t — 5 b 4 Jab — TubS 4 b
b + 3a 2 2 4,2 D
a) P —3a b) ¢*(z* — 2pzy + P'y?) c) 64(2u — v)
d) a(z+ yr o) a= b

iz — ) [T



436 Losungen
147. a) O b) 2(a — z)® oder —2(z — a)
¢) —(@— 2z oder —(z— a)t d) (z + a)°
l - ‘L] —_— 2
e) TEYICET) f) a(z—y) g) 38(p—g)*
h) 6(a — b)** i) 1458(6a — 9b)° k) 0
148. a) 0<z<oo b) 0<Sz<oo 0) 0£zr< oo
d) 02 < o ) —oo < z< oo f) 0z< o
B) —o<z=s1 h) —c0o<Z< oo i)ysz<oo
k) —asz<+a
149. a) richtig b) Zahlenwert falsch o) richtig
d) richtig e) falsch f) falsch g) richtig
h) richtig i) negatives Vorzeichen falsch k) falsch (negativer Radikand!)
160. a) falsch b) falsch c) richtig d) falsch
e) richtig f) falsch g) Zahlenwert und Vorzeichen falsch
h) richtig i) falsch k) falsch
151. a) 8 b) gibt es nicht c¢) 4 d) 27 e) 2
f) |uv! g)a+bd h) 62° i yr-=° k) (2ad?)
152. 8) ab'c? b) [1—2z| o u—8mitu>=8 d) 2abie- e
e) 33(a — b) f) 3 g) —32 h) 0 i) 2
a 1 1 1 3
153. a) 652 b) 22 0) 7¢ d) a¢ e) z°
2 4 2 1 2
f) b¢ g) z7 h) z¢ i) @a+0d)° k) (2 — 9")*
LS 3 2
154. a) p? b) u3 o) (z+ 9! d) m.p*
nel 1
e) z"—1 f) (m — 3a) g) (mt + a%)¢
i 2 . 2 . £ 4 78
h) 6.42.42.p.¢3 i) po.(qg —r)7 k) z8 yz3ul93gp?
-4 -1 -1
155. 8) a 2 b) z ® o) ¥y d) (z—y *
-2 i 1 22 2
e) (1—z) 3 f) az-b @ g) =ty °®
- 5 _4 -1 2
h) a™-b * i) ud.v 5 k)3.z 2.y ?



156.

157.

158.

159.

160.

161.

162.

163.

164.

Lésungen 437
s Ja b) V= 0) — a)
" =

1 1 1 -

&) 7— f) 3— g) 2zt =272
= T y

1 1
b) - i) — k) a-b%.5% = gb?. |/

m-—n V; V—

3 1 i)Yo
a) 1/7 b) "V?;_‘ o) |e c ]/?
§ —— o Yo R ) ——

e Ja vy

_ 1 1
b) z- | 7 i) —— k)

V = =
a) 1,4142... b) 8 c) 2 d) 0,7 e) 2
f) % g % h) 42,25 i) 172,10368 k) 0,420180749
5)7'V§ b)——4—- a o) l.l-m+6,2'm d)3'i/§—V§
e) VE f) keine Vereinfachung méglich g) keine Vereinfachung méglich
SRS i) 6 k) (1+2a—4b+0)-J&
8) 6 b) 12 0) 2-13 4 3-)2 o) 7 Y10
f) z-]/§ g) Gab-w h) l2zy-V; i) %uuw-‘/ﬂ k) a-VaT'
) 11-]5 b) 37-V§—56.V3 c) 44 d) 42 +13-)8
e)a—b f) 12.13 —27-)2 + 20 g) 74 —12-130
h) 1 ) -2}z K 55-Y3-51.y3
a) 18 b) 32 0 3 d) 14 - 8 e) 2b
f) 4 g) 813 b) 1 16—6-Y2 —4.}16 k) 283
s) 7'y b) 48 c) 27a%z d) Vzryt2 e) [16m?

3 —

f) V= 8) ‘%’ nJE+1E D)4 oo
8) 7 b) 4 °) |5 d) 2.8 e) 2
f) 2 g)% h) z i) a® k)llo-v:a—o



438 Lasungen
165. a) 30 b) 16- 15 °)135‘4T5'1/C§+3' g d)%_Vg
o z+y Hb+)h+Yad g (a-b-Vs b) (zy —1)-Jy

166.

167.

168.

169.

170.

171.

172.

45::’ ]Z -y2+5_x.l£l
lﬁb’_. 5b g

1

a) 30atd 0) - d) a®
Va—=
o) Ym +Ja f)z-VE olez+lay  wie-lae+m
i) Y1em® + V38 mn + Jaom k) 32}z — 2)zy + Sy |y
o5V BE DR R S o 518
f) |16 g) %-VE h)%-yﬁ i) 4-)10 k)%-][ﬁ
8 LYz v e o) 3z. d) 4me. Jms
e) :71/? f)2-)2+)6 g 4-2-6.J10
27 - V54 _ Tm —32)-)Tm +3

h)—V——a—t i) (2a — 5b)-)/2a + 5b )( ” 72+3:+ *
8) 213 b) Y7+ 6 0) 3(2-13+3) d) 3(7+3.6)
0 2(8-18) H2)O+)D g 4+ h) 18
i)%-]fﬁ k) 5+2-)8

2 1 —
8) 75" YT b)7(3'V5+2'V5+3'V§+2) o) Jz+u+1Vy

HVE-BE+YE o 2(E4V®  DE+E @ 6B
h)%(Vl——Vﬁ+V1——V2_1) i) J2-13+)6-2 k) 1+)2

») b) o o V& d o zy- Yo'y
1 — 1 , 1

f) i/m"ny‘ g) ab-Vac h) = x)-rat'-v—a k) @bep

8) 2 b) |2 o) 2 a3 o) |8

) V6 K h) 16 i) V3 © 15



LB3sungen 439
173. &) 8 b) 1024 o) 36 d) 1000 e) 7
f) 5 g 1,2 h) 0,0001 i) 2.2 k) 27-)3
174. &)VE’ b)z-i/i c)a-V; d)y-VﬁTy
o) m-Zmn 0 e 8 Vo h) w*
i) wp-1pt42 k) atbed- Y20z |yru- Voo YFw
175. o) | b) "} o V7¢ d) Yampics
o) ‘Y@ +or f) nioht moglich  g) Y@ —cF  b) Yiz— ¥»
i) nicht méglich K Y@=
176. o) }= b) 2 o -2 9 Ja o Ju=v
f) |p'q g) .VW h) Va’bc’ i) '[/E k) z- i/zy’
8 Ly
177. 8) 13 b) 2 o) 6 aq |2 o) V%
[]
f) 1 g) m-|m h) V—a i) u 1
12 e —é_ 12 I
178. 8) 2 b) }200 o) 'Jess d) l/_- o) VF
1 W) ** /1000
0 'Y o [T wi ) /5 W |50
[ ] 12 om
179. o) J7 b) o Yo o) mndYmP s d) I/%"
e 3-Y200 — 2 .'}2048 + 50 fy-lz3-y6+1e
g 8+3.}3 h) 72+2-'l/§§-e i) 4 K 1
180. a) log,18 = 4 b) loq —=3 o) log,,25 = —2 d) log_;26 =2
e) log,~— = =2 f) log,z = —17 g) logg512 = 3 h) log.1 =0
i) loggg 107 =4 k) log-5(—y) = —2z
181. e) und f) sind falsch; alle anderen richtig.
Richtig wiire: e) log, 6 = —1; f) log,;8 = —3
1 1 1 1
182. a) log, 8 = 7 b) logy,3 = 3 0) log,,0,1 = 3 d) 1ogspoeesd = 5
1 1 1
) logig = —- ) logab = 4 ©) logs y = —l- ) loger = o
i) logix_n=% k) 103,%‘=rl



440 Lésungen
183. a) 4 b) 8 c) —4 d) 2 o) 4 f) 1 g -1
h) -2 i) —1 k) —n
1 1 1 1
. . 1 A |
g) gibt es nicht h) — i) = k) -3
3 2
185. a) 32 b) 46656 c) 4 d) 6 e) 2 f) % g) 1024
h) 3 i) 10 k) a
186. &) 9 b) 0,0081 o) % d) 13 e) a f) 3 g) —11‘
h) 16 i 3 k) —2
187.8) —4  b) 2 o) 4 o - gl 1 3
. 5) n 3 ) T g)
h) —n i) jede beliebige Zahl 3 0 k) —4
188. a) 4 b) 8 91 4 -1 o) —b f) % Q) -2
h) existiert nicht i) 10 k) %—
189. a) C b) —-0,6 c) —1 d) —-1,4 e) —4 f) 3 g) -6
h) -8 i) 1 k) 0,6
1 1
190. a) 2-log, z + > Jog,y — 3.log,z — T-log,,u
b) loga3 + 2-:logau — log.4 — % <lognv
c) %(log,-& + 3.log,a + 7 5-log,b — 7~log,,q)
d) logy,(z + ) + logy (z — y) — logye (2* + ¥?)
e) keine weitere Vereinfachung méglich f) log.6 — 2 — 3.log, y
g) logua+%-log,b—2-log,c h) log,:v+—;—~log,(z+ )
i) 6-(log;3 + logsa) k) —% log, z — vy
191. a) log eb b) lo zy ¢) lo (V_i/_) d) lo V“V'_’
. ko g'u-v‘ g \Ju- v 2:
I/a,c2
e) log, f) log.g, g) log,— h) log, (a*b*-7c-2)
\ta P 2. Vy
~ e c..a =
i) log,t_ k) log,v— Va

8¢

"o



Ldsungen 441
192. a) 2,605696 b) 65,60596 c) 0,60695 — 1 d) 3,60695
e) 0,605696 — 3 f) 1,605696 g) 0,21190 — 3 h) 2,30298
i) 0,81785 — 11 k) 0,20188
193. a) 1 b) — 6 ) 0 d) 4 e) 2
f) —3 g) —2 h) 7 i) 0 k) — 4
184. 8) & b) 1 c) 18 d) 3
e) 1. Stelle nach dem Komma f) 3. Stelle nach dem Komma
g) 2 h) n +1 i) 2. Stelle nach dem Komma
k) k-te Stelle nach dem Komma
195. a) 1,77851 b) 5,97636 c) 8,08063 d) 2,86070
e) 3,97003 f) 0,88020 g) 4,66011 h) 1,00043
i) 0,36006 — 1 k) 0,76223 — 3
196. &) 0,09132 — 3 b) 0,37014 — 8 c) 0,99986 — 1 d) 0,92007 — 3
e) 0,66992 — 5 f) 1,36173 g) 0,07918 h) 0,69897 — 3
i) 0,84566 — 2 k) 0,66077 — 24
197. &) 3,20137 b) 0,39023 — 1 c) 4,95999 d) 5,866562
e) 0,60206 — 6 f) 0,83952 — 8 g) 1,23502 h) 2,36135
i) 0,82007 k)*0,87002 — 2
198. a) 81820 b) 4,176 c) 329,2 d) 0,0009995
e) 0,0000008120 f) 4,671 . 101 g) 0,000010010 h) 0,3987
i) 8337 k) 0,04879
199. a) 0,002796 b) 65,10 c) 6,308 - 101 d) 3,924 -10-°
e) 101 f) 1,024 . 10-* g) 0,015685 h) 59850000
i) 0,9998 k) 183,1
200 a) 8,368 b) 0,02163 c) 0,0009217 d) 494300
e) 5769 f) 0,0000003594 g) 87,08 h) 0,00003108
i) 1,026 -10-1 k) 0,9991
201. a) 4,13271 b) 2,81206 c) 6,98885 d) 4,86062
e) 581013 f) 1,77816 g) 5,93002 h) 0,80257
i) 7,78999 k) 1,86003
202. a) 0,61712 — 3 b) 0,86123 — 2 c) 0,42002 — 6 d) 0,07840 — 1
e) 2,93099 f) 2,799356 g) 0,76288 — 1 h) 4,11006
i) 0,87304 — 6 k) 0,20000 — 6
203. a) 6512,6 b) 866560 c) 983,324 d) 3,1623
e) 562,34 f) 0,0081302 g) 63423 h) 6,1666
i) 0,023041 k) 1,4125



442 Losungen
204. 8) 1,2589 b) 29956 c) 4,6416 d) 51984
e) 6599,3 f) 0,00010233 g) 0,00037995 h) 1,7783
i) 0,99997 oder 0,09998 k) 0,0021544
206. a) 5908 b) 0,00038042 o) 0,13550 a 177,87
e) 6319,4 f) 24351 g 0,0027262 h) 0,031376
206. s) 1,3323 b) 0,000020188 o) 66563 d) 8,0657
e) 0,0018632 f) 121,61 g 1,1006 h) 261,89
i) 67,513 k) 0,00056825
207. s) 5,7601 - 10-11 b) = 9,771 o) 0,096668 d) = 2,718
o) 19774 f) 306790 g 0,00022047 h) 23204
i) 0,0078322 k) 3,8419.10-
208. 8) 5,7127 b) 6,66518 c) 1,0606 d) 1,5263
e) 0,028740 f) 0,021344 g) 0,069837 h) 0,00044432
i) 0,79433 k) 0,28173
209. s) 59,020 b) 6253, o) 2,3266 d) 1,7817
e) 0,063808 f) 0,23281 g) 39,796 h) 0,0072567
i) 402,00 k) 0,042134
210. 8) 0,74278 b) 74,067 o) 2,7367 d) 0,42626
e) 3,1404 . 10~ f) 22,402 g) 0,84879 h) 0,7264
211. a) 0,036347 b) 1,3285 ¢) 3,5092
d) 0,56606 e) 6.9301
212. 8) 1,345 b) 0,78735 o) 1.2204
d) 8,1060 e) 1,8458
213. a) 4 b) 25 0 —18  d) _%— e) 3 f) 13 g 131
c—b .
B S=g 00 K 4
214. a) 2 b) & 0) ﬁ d) 25a e) 9 f) —b g “;"‘
h) —'4_;— i) Widerspruch: keine Ldsung! k) &
216. 8) 12 b L c) 5a—6b a -3 o) 1
' 3 a+b
f) 0 g 3(u — 2v) i) 1,2 k) 2a
1 1 1
216. &) 7 b 65 o 5 o 1 f) 1 9 5
. ab a—b
b) 2,6 Vo Yars
217. 8) 2 b) 0 0 2 d 6 ) 0 f) &
g) o' — bt b) —% i 5 K) 2




Losungen 443
= ) - Q _g—a+d
218.8) g=——-1 b) a = T o)t,—t,—y; d)"_T
1 a—b
o t=—"+o fHm=2"3 o /=2
=% §a_pte _
h) y =l:!_:':l(:a: )+ % i) r 25 k)a—c—?
13 (Sohemlbsung,
219. 8) 168 b) 1 00 d - d,"/ez_ 1>0 e a°+6at+12a+10
36 =
sein muB.)
f) 11 (Scheinldsung! g 7 h) —12 i 6 k) Die Gleichung
Vgl. Bemer kung ist fir alle
zu 219. d1) za—%— fills,
220. a) 6 b) 17 o) 9 d) 19 e) 19 f) 4 g) 14
h) 34 i 6 k) 7
221. a) 15,1 b) 361 0 12 d) 6126 e o f) 22,477
. » 2 5_4 ) » ﬁ ’
g) —37,68 h) 721,076 i) 11% k) 106,99
222. a) -3 b) % o) 28,7 d) 13 e 1 f) 5085  g) 367
h) 7,6 i) 12 k) a1
223. a) 19 Mitglieder, 500h b) 181 o) 30Q d) 1.59 kg Cu und 0,41 kg Zn
o) %Toge f) i—isA=0,341A g) 2h 42 min
h) 126 km . h-1 i) 43,6 km . h-1
k) 1,203 | 78prozentigen C,H,OH und 3,707 | 20prozentigen C,H,OH
224. a) z<% b) z>3 0) z>F d) z< -2 e) >0
f) z<27 g) z<20 h) z< l% i z<0 k) z>2
226. ) 2: 3 b) 3:2 c) 4:1 d) 12:6 e) 22:23
f) 6:6 g) 3:2 h) 7:8 i) 9:11 k) 8:9
226. a) 2:6=3:9 f) a:z=y:b i) I, : I, =R,: R,
9:6=3:2 b:z=y:a Ry:I, = R,: 1,
2:3=6:9 a:y==z:b I,:R, =1I1,: R,
9:3=26:2 b:y=12z:a R,:R,=1,:1I,
6:2=9:3 z:a=0b:y I,:1, =R,:R,
3:2=9:6 y:a=b:z Ry:I, = Ry:1I,
6:9=2:3 z:b=a:y I,:R, =1,: R,
3:9=2:6 y:b=a:2z R,:Ry=1,:1,

Die tibrigen Aufgaben sind entsprechend zu 16een.




444 Lésungen
227. a) 2:3 b) 7:4 o) 2:6 d) 11:9 e) 9:11
f) 3:8 g) 100:19 h) 16:21 i 7:1 k) 1:1000
228. a) richtig b) falsch o) richtig d) richtig e) falsch
f) falsch g) falsch h) richtig i) falsch k) richtig
220, a) 24 b) 28 o) 12,6 d) 42
Y | 3, 1 1
¢) 32(d/b) = 324 f) £a*b 0 1o b) 5 mn
. 5
i) 7 k) s
230. a) 17% b) 26 o) 46 d) 3,26 e) 8
f) 8 g 3 h) 6 i), 4 k) 10,6
231. a) 26% b) 11% o) 9% d) 4% e) 8%
f) 2,4% g) 0,08% h) 1,12% i) 6,46% k) 2,80%
232. a) 66,6%; 20,7%; 13,8% b) 22,7%;22,9%; 16%
o) 8,8%; 16,7% d) 17,42% e) 11%;9,4% f) 20,64%

g) 148%;18,4% h) 6,12% i) 27,3%;72,7% k) 18,76%
233. a) 369,34 MDN b) 1776,32 kg o) 3833t d) 2633,808 ha
e) 98,736 m f) 86 Stiick g) 79,34 MDN h) 137,281

i) 468 kW k) 1680130
234. a) 0 —23:6;24 —32:4;33 —44:3;46 —56:2;66 — 60:1
b) 1966,61 ha; 1165,64 ha; 780,97 ha; 249,78 ha
) 171318 d) 21538 e) 2760 t
236. a) 731 Stiick b) 826,- MDN o) 463 m d) 26t
e) 767 ha f) 80,~ MDN g 120 MW h) 87g
i) 72300 E. k) 66,2 hl
236. a) 34367,60 MDN b) 1074,42 MDN o) 1,79 MDN d) 1166,03 MDN
e) 3246,63 MDN f) 2,- MDN g) 2,- MDN h) 0,80 MDN
i) 1310,20 MDN k) 4,20 MDN
237. a) 3;6 b) —4:-—-2 o) 6;6 d) 2;—:—
e) 11;13 f) —3;4 8) %;1 b) 6;10
i) 3;8 k) —9;—86
238. a) 1;8 +b b) 6,816; 5,204 0 4:1
d) —%;o e) 3;2 f) 2;6 g 13;6
h) 2;4 i) 18; 24 k) 6/11; 1/11



Ldsungen 445

239. a) 3;2 b) keine eindeutige Ldsung (abhingig) o) 17;1
d) 0,31; 0,13 e) 4;1 f) 6;3 g) —2;17
h) 8;9 i) keine Ldsung (Widerspruch) k) 12;16
240. a) 3; 2 b) 6; 4 0 1;1 d) 9;10
. s b 2 . L f
e) 1;1 f)T’—a_ g) 5(a+b).5(a+5ab+b)
a+ba—-0»> . . N
h) m’a_HJ i) 12;7 k) 7: 4
241. a) 7; 2 b) a(a + b); b(a — b) o) 12;6
d) 11;8 e) 8;5 f) 2a +b;2a -0
a+1 b+1 i
g -1’ ab=1 h) 3;6 i) 6;3 k) 5; 7
242. a) 3;56;9 b) 4;7;2 o) 8;4;1 d) 8;4; —2
e) 10; 20; 30 f) 12; 20; 30 g) 30;12;170 h) 5;3;1
i) 3;4;6 k) 91;65; 26
a+b a—0b at— b
243. 8) 0; 1; 1 b) ——i——i 3 o) 4;3; —6
2 2 2
d)a+b—c’c+a—b'b+c—a e 1;2;3 ) 4;2;1
g) (a + b)%; (@ — b)?; a® — b? h) %; %;1 i) 6;3;1
k) 7;6;2
244. 8) 3;4;1;0 b) 1;2;3;4 0) 6;6;4;3; — 3
d) 2a;3a — b;a — b;2b;3b — a; e) 5;4;3;2;1 f) 6;7;3;2;10;4
g) 13;10;8;7;17 h) 30;20;10;0 i) 6;6;4;3;2;1 k) 1;3;4;2
245. a) 361; 167 b) 51; 187 o) 22;35 a3
246. a) 8cm; 1l cm b) F, = 20kp; F, = 30kp
o) keine eindeutige Lésung (2. Gl. von der 1. Gl. abhéngig!) d) 300 kp; 2 cm?
247. a) #4;12 b) 30 m®/min; 20 m?*/min c) 1,2V;1,6Q
d) 18V;6Q
248. a) + 29,6 b) :h—;— c) +1 d) +0 e) keine Losung
8 .
f):l:—..l— g +0 h) +4 i) +£3
k) +17; (—17 ist Scheinldsung!)
249. a) +1 b) +13 o) +3 d) + 5; (— b ist Scheinldsung!)
e) + 6; (— b Scheinldsung) f) 0 g) ta h) +2

i) 7; -1 k) a +b;a b
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3 v 13 . .
250. 8) 0; —> b) 0; > 0 0; 5 d) 0; 6 o) 0: b
5 b’ l H . .
f) 0?2_1 g 0; & h) 0; 3 i) 0; —2p k) 0; -1
] | Y
261. a) (z —2)° b) (z+ %) o) (a - %) d) (m—03r o (z+ %)
1
f) (b - %c) g (pa—4r® h) @z+30 i) (c+336d)° k) (3 — 4b)
262. 8) 5; —11 b) —3;7 o) —8; 14  d) 18; 17 o) 3,2; 0.4
2 8 7 2 1 13
£) —09; 09 B 5 B gi—3 i) +gi+p K LT -16
263. a) 65;1 b) 2; -7 o) —=5;1 d) 1; -1 e) 5; —1
f) —9;10 g —6; -1  h) 13;15 i) 7;-28 k) —10; —1
1 1 L1 7.1
264. &) 9, ? b) —47; —3? 0) 4,0, -22 d) IF; —2i 3) —2;73 —41
1 5 3 2 .. 2a 18
f) 65; lﬁ g) 3b; -5 h) ey i) b6a; - k) 4.41—7'
266. a) 5+ |5 IS JPRER T S PO Q2+ Lym o 02syTE
- 2 3 z2+3 . ’
o 1 3
) —gx5¥6 & V5-13 b -LZ)s
31
256. a) 2; 9 b) 3;3 0) 8;3_ d)b+a;b—a
48 25
e) 3a+ b;a + 3b f) 10;2—l g) VE;—a h) O;ﬁ
. 2
i) 2; -1 k) —1;55
267. ) 2; 43% ) 1; 6 (1 ist Scheinlosung) o) 0; —8 d) %;%
o3 -% f) a;2a g 11; -% b) M4a; —4a i) +20)3
K -3,1+ )21
.02 .08 . _al gl
268. a) 8; 25 b ~Li2g o -2 -85 &3 o) 10; 63
12 . a+ b . 6+bd a-0>
31y 8 3¢:i-2¢ B g—pl D Tpraaw
aa—cC
260. a) — 3;7 b) ~1;8 o) 3;3 d) 8; —9 o) —2;—1
f) 7, - 16 g —1; -1 h) 16; 18 iy —4; -6 k) a; — b
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260.

261.

262.

263.

264.

266.

s
f)

~

a)
o)
e)
e

~

[J

~

g
i

~ ~

=

a
b
o)
d)
e)

- -

8)
b)

o)
d)

e)

a)

~

-~

8
)
k)

Ldsungen
richtig b) richtig o) falsch d) richtig e) falsch
riohtig g) falsch h; falsch

2 -T724+10=0

' + 26z + 164 =0

182 —63z—-656=0
2+ 64z—576=0 -
(z—3)(z—8)
(z—-3)(z+4)

(J2z + 6) (= — 5)2)
(z—0)(dz +1)

(z —a + 2b)(z + 2a — b)

b) 22 —4z—-21=0
d) 20 + 126z — 387 =0
f) * — 4z +47=0
h) 3z — 6az — 2a* =0

b) 2(z—6)(z+17)
d) 3z + 8) (2z — 5)

f) (z — 16) (26z — 3)
h) (3z — 2y) (6z + 8y)

k) (10z — 15u + 8)/3v) (122 + 8u — 9)/3v)

P, und P, liegen auf der Geraden, P, nicht.
P, liegt auf der Garaden, P, und P, nicht.

P, ” ” ” ” Pl ” P' ”
P‘ ” TET) Kurve, P1 ” Pl »”
Alle drei Punkte liegen auf der Kurve.
5 5
=l=5?; Z=—1—2‘; =1
1
z, =0; z,=?; z,=1
3 23
T, =—-7—; Z, = 2——8; $,=2
T,=+)2; =,y =21; Zy.=3
z,=-)2; =-21; Ty, = —3
3 4 1
=g 321=2igi =7
2 1,
Zu=—7gi Ty = _2§' Im= "

Py (0; —2) P, (2;0)

P, (0; - %) P, (—,g—.; o)
P, (o; %) P,(-%; o)

P, 0:4) P(3:0) Py(-20)

b) P, (0; 5) P, (——-o)
@ Pi(0; —3) P20
f) Pl 0; 0) PI (3i 0)

z-Achse wird nicht
geschnitten !

h) P, (o; 4:‘)

P, (0; 28) P, (0; —2,6) P, (+2,6;0) P, (—2,6; 0) (Kreis)
P, (0: +33) P, (0 33) Pi(+6:0) Pu(-5:0) (Blipse)



448 Lésungen
266. 8) P,(—2; — 5) b) P,(4;0,9) c) P,3;7) d) P,(—2;-86)
e) P,(—1; +3) £) P,(2; - 7) g) Pa(1;2) P,2(—1;2)
h) P,1(3,6;21,6) P,.(— 3,5;21,5) i) Py(—-2;-3)
0 Pa(-13) Pu(-33)
267. a) — 3/2 b) 64 c) 3;6 d) 0,67; — 0,83
e) 1; -1 f) 5;2 g 2;3 h) 1,6;0,756
i) 1,6;1,26
k) Kein Schuitt, da die Geraden parallel laufen! Die Gleichungen widersprechen sioh; es
gibt keine Ldsung!
1) —2,33;1,33.
m) Beide Geraden liegen aufeinander. Die beiden Gleichungen sind voneinander abhingig,
Es gibt keine eindeutige Losung!
n) 0,33;0,6 o) Widerspruch! (Vgl. Aufgabe k1)

268. a) S(— 1;2), Parabel ist nach unten gesfnet, gestreckt, schneidet die y-Achse bei y, = 0

b)

c)

d

~

e

~

~

g

h)

k)

269. a)
e)
h)

schneidet die z-Achse zweimal.

§(2; — 1), P. ist nach unten geiffnet, gestreckt, schneidet die y-Achse bei y, = — 7,
schneidet die z-Achse nicht.

8(0; — 2,7), P. ist nach oben gedffnet, gestaucht, schneidet die y-Achse bei y, = — 2,7
schneidet die z-Achse zweimal.

8(1;2), P. ist nach unten gedffnet, gestreckt, schneidet die y-Achse bei y, = — 1, schnei-

det die z-Achse zweimal.

8(— 1; — 2), P. ist nach oben gesffnet, gestreckt, schneidet die y-Achse bei y, = — 6/7,
schneidet die z-Achse zweimal.

S(1; — 2), P. ist eine nach unten geffnete Normalparabel, sie schneidet die y-Achse
bei y, = — 3, die z-Achse wird nicht geschnitten.

S@3; — 3), P. ist nach oben geoffnet, gestaucht, schneidet die y-Achse bei y, = 0,
schneidet die z-Achse zweimal.

S(— 0,26; — 6,26), P. ist eine nach oben gesffnete, gestreckte Parabel. Sie schneidet
die z-Achse zweimal, die y-Achse wird bei y, = — 6 geschnitten.

S(— 0,8; 2,76); es liegt eine nach unten geiffnete Normalparabel vor, die die z-Achse
zweimal und die y-Achse bei y, = 2,12 schneidet.

8(3; 0,25), P. ist nach unten gedfnet, gestaucht, schneidet die y-Aohse bei y, = — 2,
schneidet die z-Achse zweimal.

1; - 1,3 b) 3; - 1,6 c) keine Losungen d) 0;3,4
2,6; — 2,8 f) Doppellésung 0,7 g) keine Losungen
0,6; — 1,6 i) Doppellésung — 1,8 k) 0,2; — 2,2
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270. a) a) Gerade durch den Nullpunkt; Anstieg m. = R
f) Gerade durch den Nullpunkt; Anstieg m = I
y) Hyperbel I = U/R
6) Cerade durch den Nullpunkt; Anstieg m = 1/R
s) Hyperbel R = U/I
) Gerade durch den Nullpunkt; Anstieg m = 1/I

b) «) Gerade durch den Nullpunkt; Anstieg m = 2=

f) Quadratische Parabel F = n#?
¥) Quadratische Parabel O = 4nr?
6) Kubische Parabel V = 4—:;5 r

271. Schwerpunkt und Mittelpunkt des Inkreises liegen stets innerhalb des Dreiecks.

Hohenschnittpunkt und Mittelpunkt des Umkreises liegen auf dem Umfang des Dreiecks
oder auflerhalb des Dreiecks, je nachdem ob dieses rechtwinklig oder stumpfwinklig ist.

272. Die Konstruktion ergibt z = 18,5mm
273. h = 403 m 274, a=h-%=300m
2 A,
276. —ih—2,33m, c=?=;,l7m
276. AC = AC;- AB _s89m
4B,
277. a) a = 6,7Tcm b) a = 6cm c) a = 5,06dm
d) a =35,09m e) a = 0,629km f) a = 68,6 mm
278. &) ¢ = 7,6cm b) ¢ = 140,9 mm c) ¢c=091m
d) ¢ = 8,956 km e) ¢ = 21,7dm f)e=1,1m
. a —_ — a el
279. b = _2_.]/2(1/3 -1) 280. b= 5 Ve
3
A=< ._mr _ 2 L : -2 ___
281 s T 16,36 cm? ; a lfm 4,8cm ; b Vm” s 6,4cm
I/c’ + Vet — 32t
282. 2 _ —%— E
R e T
283. a= )/p(p +¢) = 6,70m; b=1e(p+g)=6om; a=P19 vy = 20,1cm?

9 2
-4 -;h =11,3cm;

b= Vq‘+h'=6,8t‘.m;

286.

n= =2cm;

ab
a+b+ e+

20 Elementarmathematlk

[ Ap—
a=-—)*+h*=19"Tcm;
7V

h
= (q® + R?) = 2
4= ! (¢® + &%) = 28,3 cm

ab
—a+b+ TP

r, = =4cm
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ab uy 1
286. a) z—a—_'_—g b) Z—ﬁ- 2817. fy = —3—1'1
1 1 1

288. T2='§fl; hl=?'lvg; h2=7fll/§

289. r2=r,(]/§—l); r,=r,(3—2y§); r‘=%rl(]/§—l)

290. r,=r,(2]/§—3); r,=$r,(2]/§— 1)

201. & = Ja¥ = (g; = g, = 4,68dm 202, h= % P —=494m

l 53 . _ b w5 a? + 4h?
203. b = g Jat+ 4R =172m; d= -t + 4K =24m c=—Fy——=43m
DT 1

204. B = |/Fi + Fi = 6,66kp 296. k = 5-w)3 = 9,81 mm

206. h = 4,68 mm 297. 1= Yab + }/b6(b —a) = 3,7m

298. ¢ =Va’—b‘=2,6m; /= hcl ='0,7m; a=Vg!+’2=5,9m

. T . 0
1=Vlﬂf‘=2,6m; d=i-—h—-=6,lm
— r, uc

209. 2 = |/MC —r1=233,9mm; e = .W-r—: = 37,9mm; e, = = 162,3 mm;

300. Q = A-v-t=131,07m?h 301. a = 42,7 mm

302. F,=9,6kp 303. » = 37,36 mm

—a? + b2 4 2 a? — b® + ¢?

304. ¢ = —gy p= —a

306. b = ]/cn2 —ct+ 2cq 3006. m = 0,800 kg

307. Die Beweisfiihrung fiir 23.2. liBt sich unter Verwendung der gleichen Bezeichnungen iiber-
tragen. Im Fall a) ergeben sich a; = ¢; = ¥, = 0°. Im Fall b) bildet man zuletzt die Diffe-
renz beider Gleichungen.

308. Die Konstruktion entspricht zunéchst der aus Beispiel 3 in 23.3., wobei S der Schnitt-
punkt der Verlingerung von 4 B mit g ist. ST von S aus suf g iibertragen gibt den Be-
riihrungspunkt C des Kreises mit g. Der Umkreis des Dreiecks 4 BC ist der gesuchte Kreis.

309. Zur Kontrolle werden die Koordinaten von .D angegeben:

a) D(6,6;17.3)
b) Die drei Punkte liegen auf dem ,,gefihrlichen Kreis". Fiir seinen Mittelpunkt ergibt
sich M (6; 6).

310. CD* = AD - DB.

311. Die Konstruktion ergibt @ = 9,3 cm; b = 6,7 cm.

312. Die Nachpriifung ergibt, daB die Seiten nicht aus einer stetigen Teilung hervorgegangen sind.

313. A =24,1cm; b = 38,9 cm.
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314.

316.

317.

318.

Konstruktion entsprechend der des Goldenen Schnittee in 23.3. Zur Kontrolle seien folgende
MaBe gegeben:

a) Diagonale d = 9,7 om b) Seite ¢ = 3,70om
a:}et —a? T 4

A =— ) ‘=7-79°m’ 316. b=a-V?-i/3
24 24h 1

c =24 _8m b= o= -}24°—24. Y4 — R
A Jear—24.yT =& h

A = )/a(s —a)(s — b)(s —c) = Bcm?

310. ¢, = o+ 0* + 2)a?t' — 442 ="T60m; o = |a*+ b —2)a"H — 44° = 3,4om
¢t c _
320. 4 = 5 a=?-]/5 321. A4 = h,-)/a® — ki = 31,2 om?
322. h, =2—A~=50m; a=LV16A’+c‘=5,390m
c 2c
323. h¢=—2A==4.84om; c= —ﬂ_é=2,48cm;
. 4n-A y4m® — ad
V4m'—‘n'
a=m 4—A—=4,960m
‘nV4m'-—1l'
324. r, = 24 =12o0m; r,= 2‘-4 = 0,8 cm
20+ |/2a* - 2)a" — 4 4} 26 + |2a* + 2o — 44"
U -4kt ) D4 ) b, o .
326. ¢ —__m_—eom, a—T-ﬁcm. A_W(U — 4A4%) = 12 om!
326. ¢ = = AW F & = b4om; fo =k —19em
2 G
A, i _l 2 _ a2 Al__
327. =% 328. h. = 5 J4a —¢ 329, Z- 1
330. s, = %Va’+2c’=5,2ﬁom 33l. ¢ =69m; b=8,Tm
a . -
332. 4 = 2493,4 mm’ 333. n, _—-V'_ 0,87 cm ; r=313=17em
-2 A, _m _4 s U
384 n =33 3. L= =F 33 4=~ 13; h=%13
2
337. 4 _—V' 33,6 om? 338 ¢ = 5 w|3=2426mm
339, dyo= 20 — doy — 666mm 340, d — d, + 2- 3t—d+2 1/’ 48 mm
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452 Lasungen
341 ¢ =3 —A)=326m 342. a = 68,1mm 343. a=-- )3 =123mm
344. b) b = 571 mm d) DB = 520 mm e) AC = 760 mm
345.A=%=l7,50m’; a=r=>05om; b=Vr(2r+V4r’—a')=9,3om
346. b =Vd‘—a’=7,4om; A=an’—a’=22.26cm'
347. b =i=4om, d=iVa‘+A’=4,47om

a a

2 2
348. b = 2:3,260111, c=a —n—=4,880m; d=a m=5,89cm
n I/m I/ mn

LI [ A € — ot — — 8 o Vb — b —
349. b — Vn +Vn m' = 8,26 om ; c=— Vn Vn m* = 1,94 om
. A —
350. b = 2= =3cm; d=)a+ b6 +2)a" - 4= 11,80om

a
i5l. ¢ = Vb_c—3,87om 362. A= (2a—b)’ 0,6 cm?; d=2a—-b=1lcm
353. b - aVE+a m_2n=8,9cm; c=av——a m—2n=2,4om

2 2m 2 2m
354 a = l—VeT—i-_I’=360m' A= _ 120me

. 3 Ve ) ; )
355. b »-——V-ia’—e" = 2,96 cm 366. A = %= 2,67 cm
357.¢a =21,5m; b=372m
358. b =%V§=l56mm; AC = 850 mm ; BD = 647 mm
359. A = 142 om? 380. A = 246,44 om?
361. T = 32,01 MDN 362. d = J5* + A* = 130om
363, 7y = - 22,43 mm 364. A = 84,30 cm?
! ' 2]/62 ,2
3G5. a) AD = 466,3 mm b) AE = 431,2mm o) CF = 143 mm
d) 4G =1747,6 mm e) CH = 470,6 mm

366. a = 11,6 om; b= 17,6 om
367. G = 79,4 m?; a=969m; b=619m
468. a) ¢ = 35,03 mm b) a = 32,82 mm c) a = 31,62 mm d) a = 29,96 mm
369. b = i=llo1:|1; =—Va‘+A’ 46,3 cm ; u=L=2,7cm;

a V@’-Fb!

2 —
v - 427cm: I=)%v=106cm
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370. I,=3!—-1=320mm 371. ) R=18kp b) R=17kp
372. a) F;=8kp b)j F;=6,16kp 373. «a=36°
4a¥(ct+ b%) —c* — 4ach4a’—c’
94 4, - 2220m% A, —2¢ ) — 14,9 cm?
4clda® — ¢t
376. A = 65133 om?; d = 2,6om
376. Wegen A, zxu = Agree Gt c-d=(a—d)(b—¢).
371 o= # — L yeG - 1265 = 1360m
a! a —
378. 4=5=18em% b=_)10=47cm 379. 4 =AYF-F
m
390.1. h—-y’ 2,3¢cm 381. h,=h—h/m+ﬂ
_— = 2 = -_— n =
382. A= qu 26cm 383. h=0b-b l/m T = 20em
_ 24 _U-2a 1/, A? . _U—-2a R A?
W h=g—2s’ =7 V¥ w-z2ap’ "~z —V“ U= 20p
385. 91-——(2m’+]/m’a_’ ) = 7,12 0m; h=%=2om;
g = —(2m’— ]/m’a’ A% = 4,880m
386, d= s  JIOA T (G, F o) =4om; A= 22 _27cm;
2(01 + 6) #1t 9
. S 164* + (g2 — g%)* = 2,80m
o T g.)V (91 — 93)
PN VN ;5
387. a=2 3 V§—7,4cm. i
388. g, =2m — g, = 5om; b=Vh+ 4(m — g,)* = 447 om
389. A4 = 18,74 om® 390. 4 = 329 om?
301 =h——y’_2zom, h——V§—510m
392. 4 = 16,16 om® 393. U = 219,7mm; A = 21,38 om?
3%4. 4 = 35,88 om? 396. ¢ = 336 mm
306. 8) 4 =936m®* b) 6 =4,00m 307. A = 28371 m?
308. @ = 2654 mm; A = 798,16 om?
309. a =242 mm; b=33,3mm 400. = Vb'—4ab+5a’=0,4om
401. A = 436,37 om? 402. A = 6,44 om?
403. @ = 6,7 mm; b = 16,7 mm; A = 0,93 om? 404. ¢ = 165,6 mm
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Lésungen

2 8

407.

411,

412,

414,

416.

416,

417.

<]

418,

419.

421.
423.

426.

427,

428,
430.

432.

U="Ta=21om;
a) @ = 150°; y = 30°
c) « = 166°, y = 24°
xa=36° f=108°;

a
°=‘-§'(Vg+ 1);
8=920m; A =40723cm?;
8, = 2,31cm

b5
A= Ia‘}/ﬁ = 19,49 om?

b) a = 164°17°08"; y = 26°42'62"
d) a« = 160°; y = 20°

b= 15 V10028 + 117B);
4= _-Vlo (25 + 11}/6)

rn=11,1cm

410, 5=3 213 =62m

a) A,=%V5(5+2V5) b) A.=ﬂ- 3

c) A,=%(V§+l) d)

b=3(3-13)=1014em
b=a}2+)2=1L1om;
h=5 110+ 712 = 1340m;

b=%a—l.6om.

A= 201 (}Z +1) = 10,88 om?

4,,= -—-Vﬁzl/-

413. b= T(3V§ —16) = 1,34 cm

s=a]3+2)2=145cm
: ]
A= {. 1217 +1212) = 74,21 om?

Ay = %atys = 10,39 om®;

4, _Ver2p g, Jro+ . _
A, 4 ’ T 4 ; 859 2
A =a‘(4 J2(2 —y3) +6- 5V§) = 6,7 cm?
U U .
a,=—5-“—=3um; r=ﬁ-v10(5+ﬁ)=2,60m,
U!
4= or 6(5 + 216) = 16,48 om?
e=178m 420. d =76 cm
ro = 3,24 cm 422. A =3 = 6236 cm*
A =1046cm'; 4 =247cm 424, a = 0,7 om
8 =242m; 8 =184m 428. A = 166,7 cm®
Ay =1083cm?; A, =14,lom'; A4z =1560m*; 4,=16,20m’
A = 0,61 m? 429. 4 = 212,1 om?
A = 32774 om? 431. ¢=5,7mm
8 = 14,62 om 433. 8 =1720m
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434. U =6r =168 cm 435. d = 1,85 0m
436. ¢=r]3 =1386cm; U=2r(1+)3)=4371cm; 4 =r?)3 = 110,85cm?
01 r=t]/taYi=a28em; o=L)2A)3=6580m; b=|/Z4)3=644cm
. 2 6 21 ’ 2 » ’ 3 ’
438, d=2l/$=e,1som 430. U =2)dx =10om
a® rix
t] 2
a2, =LA b 443, a=2|/h(£—h)
8h \'m ;
4
444. 4,14, 4, = (1 - 3]5):(3 —5): 2 445. r, = V; +r}=537cm
11/84,+64,+ 2VA:|A2 VII + V;‘:
46.a) r,= 7 p- ; = T
]
VA, +V4,4, + 4, V4.2,
b) rp=|/ TR, r =
" i
0) ry= 1 ]/(A‘+Al)'+4ALAI+2(-41+An)vﬁxl‘ia _— 2)4,4,
N | v b AL VA
L] 92 _—
wr =27 4 10320m; re=22"4 _g68em
2an
448 A=———r‘+"-b worin h =2%(r, — 1) 449, r=rV§ 460.‘ﬁ=—l-
. 2 ’ 1 1 2 Ag 3
451, d = 2,8 mm 452, d = 0,80 m
453. n = 15,9 Umdrehungen 464. a = 3,6 om
465. d =1,27Tm 456. A = 8,06 om®
467. n = 286,7& 458. d, =064 m; d, =046m; dy, =038m
480. ¢ = 74,7 mm 460. d = 3,6 om
461. o, = 380,8 kp/cm* 462. a =2xb
463. 4 = 61,26 om® 464. d = 0,2 mm
466. d =21,4mm 466. d = 49cm
467. =~ = 1321 Umdrehungen 468. d =749 cm
460. 4 =10,6om®*; U, = 17,86 cm 470. A = 8,756 cm?
471. 4 = 12,03 m? 472. 4 = 33,67 cm?
473. U = 14,44 cm 474. a = 20,1 mm
475. A = 39,14 om* 476. ¢ =037m; A =3.00m?



466 Lasungen
477. U = 45,77 cm; d=14,57Tcm 478. d = 59,4 mm
479. d, = 43,8 mm; d, = 47,7 mm; ¢ = 1,9mm
480. 4, = 27,63 mm?; 4, = 23,61l mm*; A, = 19,69 mm*
481. A = 263,4 cm? 482. v = 214,7 m/min 483. 4= 3,78 cm?
484, a= 18:1"’ - 85°8; A = "7' = 12cm?  485. A= 'Tz (47 - 3)3) = 117,82 cm?
486. 4 = '_2' = 8cm?; fp=—— = 16cm 487. A= ” 4 - 3)3) = 4,2cm?
= 6
488. bl_'= p, —8 ::_;_1%: = 2,6 cm; = 82_;—:"2 = 2,6cm
489. 4 = ’—; (27 — 3)3) = 19,56 om? 490. 4, = 4,
491. 4 = %2(1': —2)=5,13cm? 492. A - %2 (2)/3 -~ =) = 2,58 cm?
493. 1 —-14,11m 494. A4 = 15,62 cm?
495 = 25,59 cm? 496. U = 194,61 mm
497. A= 14149 cm? 498. 8= 36,76 mm; .1 = 11,21 cm?
499. a = 102°; b, = 92,56 mm; by = 113,9 mm
500. A4 = 40,2 mm? 601. A= 12,18 cm?
302. A = 1688 cm? 603. U = 1664 mm; A4 = 17,25 cm?
504. A = 0,883 cm? 605. 4 = 8,37 cm?
506. b =219 mm; a = 28,1 mm 507. o = 247°16'
508. s = 326,6 mm; h = 226,7 mm 509. ‘\h = 2,7 mm
510. m = 8 mm; t = 25,12 mm 511. « = 87°08’ 512. 4 = 14,5 cm®
513. a) 2°04'36" b) 15°31'57” c) 88°48'38” d) 168°38'11”
e) 0,67036 f) 0,73326 g) 2,87261 h) 2,01647
514. Mittelpunkts- Bogen- Pfeilhhe  Sehnen- Fliche Radius
winkel linge linge
a) 125°30’ 17,52 4,34 44,04
b) 68° 14,24 13,42 18,69
c) 113° 0,87 2,50 1,18
d) 175° 45,82 7,23 42,61
e) 1,86 0,17 1,81 0,21
) 6,98 0,30 1,41 20,00
g) 3,67 3,66 0,28 14,50
h) 1,98 12,62 17,06 11,00
i) 23,72 2,30 23,12 30,20
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467

516.

516.

517.

518.

519.

520.

521.
522.
523.

526.

526.

521.

Tangentenlinge ¢ = Ve’ - -—-(d + d,)> = 1086,6 mm

ry+ 1
- 5

Umschlingungswinkel ¢ = 360° — 2a; cosd =

Umschlingungsbogen b,; = d;,; ™ b, =870 mm,

A
3667’
Gesamtlénge I = 2¢ + b, + b, = 4384 mm

a) 0,24766 b) 0,84804 c) 0,65231 d) 6,75905
e) 0,00207 f) 0,46227 g) 1,22031 h) 0,21778
a) 9,39304 b) 9,97680 o) 9,81470 d) 0,82922
e) 9,09694 f) 9,66487 g) 0,08660 h) 9,33736
a) 6°28' b) 26°44’ o) 32°69' d) 20°58’
e) 61°68 f) 64°45 g) 67°15° h) 48°48’
a) 6°12'43" b) 63°35'04” o) 38°563'60” d) 12°29'62"”
e) 43°10'66" f) 85°22'00” g) 66°2000” h) 84°46'33"
) 2 = 1
a) oosa=——6—]l2l; tau¢=ﬁv2l; oot.a=?]/2_1
. 4 4 3
b) sina = &; tana—?, cota—T
. 2 = 1 1
c) sma=?]/5, eosa=?VE; oot.a=?
. 12 b 12
d) ma—ﬁv WB“—E, tsna—?
a) ¢ =549 cm a = 33°06'40” p = 56°63'20”
b) b = 60cm a = 79°36'46" f = 10°23'14"
c) b =6,820m ¢=12,11cm a = 56°42'00
d) @ = 24,00 cm b =17,68cm B = 17°44'24"
= 6,23 cm; A == 56,70 cm?; U = 40,26 om
A =a-b.sinp = 395,6 cm®
d, = 2a si.n-g-=52,4l cm; d, = 2a cos—%-: 117,43 cm
. tana = h: —~V_ x = 63°12'; tanf =h:a, B = 59°45°;
.Y _a ov1s —
sing =5 :m, y = 29°11’, m=Vh’+a”
Neigungswinkel der Seitenﬂﬁche sei a, Neigungewinkel der Seitenkante sei f.
cosa = — V3 V— ==, a = 70°32
1.,z 044’
008 f = Vﬁa—?VIi, B = b54°44
in? - — 88°04
sin =3 @ = 88°04

a = 62,72°

b, = 1381 mm
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Losungen

528.

529.

630.

532.

534.

8365.

537.

538.

539.

540.
B41.

Mantellinie m = Vr’ + h%;

Formel siehe voriges Beispiel !

Mittelpunktewinkel « = -2 180° = 68°08°

F, =368,6kp und F, = 292,8 kp

Resultierende Kraft: 88,8 kp

Winkel gegen F, : 52°

LP =24,19m

a = 22°20’, B = 49°30’
F, = 18,6 kp F, =13,7kp

« = 180° ergibt d=m, 2r=)rF+H, r:h=1:)38
z=4285m 531. h:e=tana, (h—z):€=tanf,
e=hoota = (h — z)cotf, Durchmesserd = 2z = 2h(l _ sota) 4,16m
a) 0,66262 b) —0,97314 c) —13,72674 d) —0,65813
. a) 9,91573 — 10 b) 9,16770 — 10 o) 0,02857 d) 1,14283
a) zwei Ldsungen: B = 29°, By, = 161°
b) f = 96° o) B =115°20' d) f = 147°50°
Alle Aufgaben liefern zwei Losungen:
a) f, = 40°66’ B, = 139°04’ b) B, = 6°30° By = 174°30’
0) B, = 84°01’ By = 96°69’ d) B, = 66°17 By = 114°43’
a b c A
W | m | om o “ p y
67,6 795,3 31°65 109°60
1068,0 68,8 2032,0 38°
10,6 28°10 30° 121°50°
23,6 167,1 78°42’ 51°06’
656,1 30°04’ 61°10’ 98°46’
7,33 5,96 50°31’ 57°29
Den Mittelpunkt-Abstiinden
a =11 om, =12cm und ¢ =13 om liegen die Winkel
a = 62°, B = 59°20’ und  y = 68°40’ gegeniiber.
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642.

643,

546.

547.

549.

550.

561.
563.
566.
567.
569.
561.

563.

566.
567.
569.

571.

573.

574.

Als Zwischenkontrolle:
xr = ﬁ = 634143 m,

z = 262,96 m
h(.w 5 = 118,73 m

@ = 66°24’,

y = 276,22 m
haveyy = 118,86 m

668. ag, = 2,33 om;

0 3
7= (5)
V= aa£ = 16a° = 3240 om?;
zI
b=a¥ —-3a=180m;
z
2 _
c —3"—— :b-oaom
b =) —a*=2,060m;
e =2 L BF—Ti = 6om;
T4 4 - ’
3
c -k—=360m
e
m = 32,66 kg
V = 39,00 m?
h = §5,85m
V = 36,984 om?; O = 108,60 om?®
m = 8,019 kg
h =200m
V,= 5091,84 om®; V, = 7637,76 om®
h =1720m
b = 9,87 om
h = 236,06 om
2:0-a?
A =M=2,760m
1
h = +T 8d'— U? = 7,66 0m ;

1

L4

olg »|lo

-5 VBF-—T¢ =1180m;

Hohe des Berges:

1046,63 m

B siten = 118,80 m
s

2a?
0= ="—(y+yz+z) =460’ = 1656 om*

646. O = 2d%;

z

c =a—z-=6a=300m
648. V =ab})ad = 216 om®

¢ =f}m* =¥ =1131com

b = -%_]/UTV_-U- = 63om
862. a = 4,37 om
6564. A, = 2,6m; V = 50,2 m®
866. a = 1,02 om; V = 441 om?
658. m = 3,67 kg
560. A = 4,86 om
562. V = 2,709 m?

664, | =214,6m
566. m = 0,762 kg
ag, =2,24cm; a, = 3,33 om

870. a = 26,9 mm

I/—V= 2 om

872. a =

A R —
b= -5 VBF-T =23m
v
8

n=J4 % V8& = T* = 383em



460 Lasungen
676. m = 6,46 ¢ 676. V = 3117,6 om?
677. » =5,19cm 678. V = 273,086 om?; O = 483,46 cm?
579. m = 6,48 kg
580. V,= 4365,3 cm?; V, = 82765,8 om?; V, = 6428,6 om®
681. 1 = 1388,8m 582. Vx = 0,26 m?; Vs = 1,03 m?
683. !, = 10l cm; l, = 206,2 cm 684. m =67¢g
685. V = 141900 m? 586. V, = 6696 om?; ¥, = 7246 om?
587. m = 5,138 kg 588. V, = 6,614dm?; ¥, = 8,371dm’
589. V = 12,3 cm?® 690. m = 9,685 kg
591. m = 17,740 kg 592. V = 142,2 cm?
593. h = 0,62m 694.a =4,7cm
596. a) b = 0,69 m b)d =1,21m ¢) ¥ = 0,776 m?
596. 8) A= 1162cm* b) V = 1,66dm® 597. V — %—-a’-m
593a—i]/6—490 m; o= 213 =346 0m;
. ¢ N 3 - » Cl ’ s 3 - 'y ’
2 Be
Vo= h* =48 om’; V.=FV§=62,35om’;
2 X
0, =3 (1 +}7) = 87,60 cm?; 0, = 3 13(1 + /6) = 100,89 om
8
599.::;1»'/3 600. A,=#=%‘-V§
" i
601. ¥V = {’5‘(91 + 2:) Y91 (29: — 1) = 7,46 om®
602. V = ath . ) = 53,33 om®
. = —"F(m —®n)= y m
603. a) ¢ = J/a* + ¥* =6 cm; e =)+ A =640m;
T ey ; =2 _ joom?
d a® + A 5,83 om ; 1 4 8 10 om
b)c=Va’+b'=50m; e =%V4h'+a’+b’=5,60m
d=c=58cm; f=e=5660m; V=a—6’—‘=10cm’
L ("‘ + ”)’ 606. 4 = 16,14 m?
Vn m
606. A = 184,7 cm 607. a = 6,84 cm
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608.
610.
612.

613.

614.

6186.
618.
620.
622.

624.

626.

626.

627.

628.

629.

630.

632.

636.

638.

=11,9cm 609. V = 15,307 cm?®
V = 1,887 cm® 611. V = 364,18 cm?
¢ =)a"+adb + 5 =6,lcm
h=4ém=6.89cm; b =%a=2,4cm
V-2 eymE—2a = 6157w’

376

V = 147 = 14000 cm® 615. A= %(A, + 2Y4, 4, + 4,)
m = 0,891 kg 617. V = 115,04 m?%; 4 = 129,44 m*
m = 0,226 kg 619. A = 7,762 m
V = 0,99 cm?® 621. A = 180cm
m = 1,44 kg 623. b = 1,77 cm

) [ —
V= 3 ]/4 ¢t — (9, — 93 (9% + 919, + g3) = 43,0 cm?;

1 ® ___ 0
0= 5 (g3 +93) + (on + 01)% Y16¢* — 2(g, — g, = 79,2 cm?

A4 == 24,2 cm?; V, = 20,3 cm?; V,=42cm?
V= g-a’]/ﬁ = 207,84 cm?®

5 " 5
V = 8 abh = 1000 cm®. Fir a =105 folgt = Era’h.
V= 1'52 V3 (a + b)2 = 73,9 cm?®. Fir a=b folgt als Ergebnis: 614.
V= g(a’+ab]/§+b’)=73.6 cm?

h h
V- 8 (2cd + 2ab + ad + be) 63l. V = ?(2ab 4+ 2¢d +bc+ ad) =6,1m?
V=225 1ay3) 633. ¥ = 103,3m’
vetarbra 636. ¥ = % }3 = 27,7 em®

= 6 (G+ + . —T = ’

ah h

V=T(2a+b) 637. V=T;-(2ab+2c’+ac+bc)

V——-—%(n 1 2b) JdF —a — 5"+ 2ab 639, V=%(3a+b1/3'+b)



462 Ldsungen
640, V = 447,1 om®
v
64l. d =2|/—=- =5,060m
h
642, V = %a’ = 50,26 om®; 0= %na’ = 75,38 om?
2
643. V = —lMﬁ = 79,68 om®
644, V = ne? > — 41,88 cm®; M=2nr’%=41,880m’
—

045. r, = Vr;h, 2 —4930m; b= |/rih, (%) — 823 om
646, L — E 647 M, _ _]/-2_4-_1

‘T 1 "M, 1

1/ M 27 1/ M 27
648. r,—?(m.p M)—1.2ch, r,—-i-(f———T)so.%cm
649. r = J/r? —r2 — 2,24 om
2 __ g

660 7 = meih ™" = 131,02 cm; M=2xrh " _ 263,84 om?
651. I =84,9m 662. m = 13,86 kg
663. V = 24,31dm®; A4 = 0,384 m’ 6564, m = 0,375 kg
665. V = 47,65 m? 656. 7 = 8,92 om?
667. d, = 7,96 om; dy = 17,16 cm; V = 1008 om?®
668. h = 24,95 cm 659. I=612m
660. a = 4,43 0m 66l. ¢ =14 mm
662. h = 6,83 om; d = 13,66 cm 663. I=66,03m
664. h =4,420m 665. V = 4,4 om?
666. !=1901m 667. V = 9,11 m?
668. I =133,62m 669. d=2971m
670. d = 66,6 mm 671. A = 4,76 0m
672. m = 13,86 kg 673. m = 449,80 kg; m, = 58,79 kg
674. 8) b, =0,19cm b) z = 333,3
676. h = 42,2 om 676. m = 127,28 g
677. V = b(2,6287 + 1,0477% + 0,676r,5 — 0,216r,s — 0,78d")
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678. m — 896,32 ¢ 679. m = 4,18kg
680. m = 360 g 681. m = 6,333 kg
682.8) ¥ =4041m* b) 4 =160,62m* 683. ¥ = nr*}3
684. V = b h? 2 686. V =2xnb)2
V= "T( + m?) . V=2x V_
2V m 2V =n
686. h, = Ema 4,77 cm; hy = — = 1,69 om
2
687. h,= 2h, (%) —hy =80m 688. m = 0,491 kg
1
689. V = 13,9 dm? 680. a) m = 77,1g b)I=170m
691. ¥V = 2,77 m?; h=118m 692. A = 14,76 cm
M M My ,
693. V=H 694. h—§—2om, V—T—33.330m
695. V = 21" T — 5,831 om?; u=_2 Ymn = 8,9 om®
3 m+nl)m+n ’ ’ m+n ’
3 as .
696. h=5 = =48cm 697. V = 2,24 m?
2
698. m = 0,766 kg 699. V = 63,17 om?; M = 56,84 om*
700. V = 0,136 m3; A = 0,408 m?
nh
701. V= 3 (a® — A%) = 60,26 cm?; M =nra Va’ — h?* = 62,82 cm?
-_— 3 __ g2
702 hy= > —2om 703. 8) A =125, 2" "2 _30em; b)h=38h"1""F—_40cm
3 fyT 1 LEL LY
- M 2. ¥ ma—ap 2
704.0—M+”_’2—25,lcm, =3 g - M 8,21 om
=nh_n = 3
705. ry = -3 la 706. V = 12741 m
707. r = 31,26 om; h = 20,7 cm; V = 21,16 dm®
708. A = 1166,04 om?; r = 21,2 om
709. @ = 6,10 cm; b=642cm; ¢=1,36cm
710. V = 852,47 om® 711. m = 36,83 kg ’
712. m = 0,967 kg 713. O =319 m?
714. V = 23,86 om® 716. V = 120,43 cm?
=T 3 9 _ 3
716. V—24V§(a + %) = 72,44 cm
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Léosungen

711.

718.

720.

721.
723.
725.
7217.
729.

731.
733.

736.

7317.

739.

740.

741.

743.

744.

745.
741.
749.

752.

754.

V = %(nr+3a);

0= (rr+ 2a)(r + Vr‘ + h?)

Aa= T 01+ 2n0m+ 1) 719. ::: »”'—;:l‘
8) z= ,’l_(fnf_:: ) DR o) z=h =2
d)z=’-2'-(2—fV§) e) T - 2 [)I:r{—+_::'ri—_r§
V = 60,17 cm? 722, A = 960,27 cm?
h = 9,984 cm =~ 10,0 cin 724. V - 69,83 cm?®
V = 12,28 dm? 726. V = 5953 m?
m = 0,14 kg 728. m = 0,382 kg
A = 246,7 cm? 730. h =38cm
!l = 28,6 cm 732. V = 54,69 m?®
m = 4,605 kg 734. V = 644,29 cm?
V = 66,38 cm? 736. V = 45831
r= SI/%Z’ .+ 0,62m 738. r - ; % - 028m
Vi_ (ﬂ)’; 1. 9 _ (ﬂ)"_ 1
V. n/) 21 0, \an/ 9
V= "T" ( ™+ ")’: 113,1 cm®; 0 mr2 (—'1—_")!= 113,1 cm?
n n
Vi:Vy: Vy=1:2)2:3)3 7a2. 1o VB
ry 2
ry = ]/-% 4- % = 2,28 cm; ry = 1/3 Vm;:a’ - ; = 1,26cm
m=374¢g 746. m = 125,64 kg
V = 68 cm® 748. d = 17,01 cm
¢ = 0,4905 g/cm? 750. d = 6,46 cm
O = 4422,6 cm®; V = 16617,98 cm?;
m = 0,689 kg 763. d = 13,72 cm
d=13cm 755. 8= 0,002 mm
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766. d =1,890m
768. s=~ 0,3 mm

760. 8) V, = 8xr*(}2 — 1)* = 265,63 om?

76l. 8) d,
b) v,

12,66 om;
1,03 dm?;

762. d = 16,04 cm

4 m*(3n + m)
764. V,= gnrl(m_‘_—").g

m
= 2 .
M,=4xr ot

766. V = —:— (3M — 2w h?) = 18,96 cm?;

_3M —4mAe

766. V T, = 27,4 cm?®
3y
767. r =T=60m;
M? .
768. ¥V = ”.—32,98cm
2
770. h=Fr=60m

772. A = 33,06 cm?

774. m = 0,227 kg

776. d = 3,68 cm

778. V,= 61,72dm?®; V¥, = 28,06 dm?
780. r, = 6,17 cm

782. O = 19,86 m*®

784. V = 2062,18 cm?

786. V = 278,02 m?; O = 208,81 m*
788. V = 384,08 cm?

789. ¥V = 1,621 m?; 0 = 17,967 m?;
780. V,= 562 mm?; V4 = 1433 mm?
792. V = 126,9 cm?

794. m = 11,007 kg

30 Elementarmathematlk

767. d=143m
769. d = 26,98 cm

b) ¥V, = %m' ()3 - 1)° = 243,1 cm?

d, = 11,44 cm
'V, = 0,77 dm?®
n r
763. 8) z2=17r b) 2=
m+n
4 n?(3m + n)
= e R,
V, g ©r m
M,=4nrst
r=—2Mi=6.360m
M2
h=61rl7=0'27°m
769, h = E =2,6cm
n

771. m = 24,66¢

773. V = 267,69 dm®

776. A = 31,4 cm?

777. hy =hy, =1l cm

779. V = 17,96 cm?

781. m = 0,268 kg

783. m = 17,395 kg

786. V = 1,97 cm?

787. ¥ = 1,23 m®; O = 6,66 m*

A = 1,709 m*
791. V = 0,868
793. m = 112,79 g

796. V=§-r‘aro¢
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Anhang

Anhang Mathematische Zeichen nsch TGL 0-1802 (Ausrug)

Nr.

| Zeichen

Sprechweise

Erlauterungen

1, Ordnungazeich

1.1

1.

erstens

1.2

()

Benummerung von Formeln

1.3

Komma

Dezimalzeichen. Zum Trennen von Grup-

n bei groBeren Zahlen sind weder
Eomma noch Punkt, sondern Zwischen-
riume zu verwenden.

1.4

und so weiter bis

Drei Punkte in gleicher H6he wie die Zei-
ohen 3.1 und 3.2 oder auf der Zeile.
Die Grenzen gelten als eingeschloasen
(vgl. hierzu auch die Zeiohen 6.2 und 6.3).
Beispiele:

k=12..,n

p=1-2...n

und so weiter un-

wenn auf ... kein Zeiohen folgt
Beispiele:
n=1, 2, oee
V2 = 141421 ...
Yo+ o+ e+ -

1.5

Gyy Bygy <ecy By

a eins, G zwei, ...,a n

Unterscheidung durch Indives

1.6

a',a",...,a"

@ Btrich, a zwei Strich,
..., 6 n Strich

Unterscheidung durch hochgestellte
Striohe

2. Glelehhelt und Unglelchheit

2.01 = gleich
2.02 = identisch gleich Z.B. bedeutet f (z) = 0, daB die Funk-
tion f(z) an jed er Stelleden Wert Nullhat.
2.03 + niocht gleich, ungleioh
2.04 L nioht identisoh gleioch
2.08 -~ proportional Beispiel: 1~ r
Der Umfang ! eines Kreises ist propor-
tional dem ius r des Kreises.
2.00 = nahert, Beispiel: © = 3,14
nahezu gleich,
(rund, etwa)
2.07 o entaprioht Beispiel:

1 om & 5 m/s bedeutet:
1 om (z.B. einer Zeichnung) entspricht
5 m/s.
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Mathematisohe Zeiochen nach TGL 0-1302 (Fortsetzung)
Nr. Zeichen Sprechweise Erlduterungen
2.08 < kleiner als
2.09 > grdBer als
2.10 = kleiner oder gleioh,
hdohstens gleich
2.11 = groBer oder gleioh,
mindestens gleich
2.12 <« klein gegen von anderer GréB8enordnung
2.13 > groB gegen von anderer GrdB8enordnung
8. Elementare Rechenoperationen
3.1 + plus
3.2 — minus
33 . mal Der Punkt steht in gleioher H8he wie die
X Zeichen 3.1. und 3.2. Das Multiplikations-
zeiohen darf beim Rechnen mit Buch-
staben weggelassen werden.
3.4 — duroh, geteilt durch, In Formeln ist im allgemeinen fiir die
/ zu Division der wuoieraohto Strich zu
: benutzen; die Zeichen /und : nur zur
Platzersparnis. Bei dem Zeiohen |/ wird
auch die Sprechweise ,,je‘* benutzt, z.B.
6 m/s wird ,,6 Meter je Sekunde‘* ge-
sprochen.
3.6 % Prozent, 1% = 10—
vom Hundert
3.6 % Promille, 19/ = 107
vom Tausend
3.7 OnaO Runde, eckige,
geschweifte, spitze
Klammer auf und zu
4. Geometrische Zelehen
4.01 I parallel
4,02, + nicht parallel
4.03 1 gleiohsinnig parallel
4.04 ! gegensinnig parallel
4.06 1 rechtwinklig zu,
senkrecht auf
4.06 A Dreieck
4,07 =3 kongruent
4.08 ~ ahnlioch
4.09 & Winkel & ABC = Winkel zwischen B4 und BC
4.10 AB Strecke 4B
t.11 AB Bogen AB




468 Anhang

Aligemelne Formelzelchen nach TGL 0-1804 (Auezug)

Nr. Benennung Zeichen | Nr. | Benennung Zeichen
1.Ldnge und Winkel 2. Masse
2.1. | Masse m

1.1. Lange I, L N
12. | Hohe hH 2.2. | Dichte (m/V) ed
1.3. Breite b B 3. Zeit
14. Halbmesser, Radius nR 3.1. | Zeit (Zeitpunkt od.Zeitspanne) | ¢, 7,z
L6. Durchmesser X d,D 3.9. | Geschwindigkeit v, ¥, W
1.9. Flache (auch Querschnitt, 3.10| Beschleunigung. a,b

Grenzflache, Oberflche) 4,8,F |3 Fallbeschleunigung g
1.10. Rauminhalt, Volumen V,r
1.11. | ebene Winkel a,8,y |4 Kraft und Druck
1.12. | Raumwinkel w, Q 4.1. | Kraft F,P, K

Tafel der gesetzlichen Einheiten (Auezug)

Vorbemerkungen

1. Die Grundeinheiten und die abgeleiteten Einheiten sind in Spalte 1 laufend durchnume-
riert. Nummern von Einheiten fiir die gleiche GrdBe stimmen in der vor dem Punkt stehen-
den Zahl iiberein. Die Grundeinheiten und die koharent gebildeten Einheiten sind im Drack

hervorgehoben worden, und zwar

Grundeinheiten: halbfette groBe Type unterstrichen,
koharent gebildete Einheiten: halbfette kleinere Type.

2. Dezimale Vielfache und Teile, die von Grundeinheiten und von abgeleiteten Einheiter mit
selbstdndigem Namen gebildet werden, diirfen durch Anfiigen eines der folgenden gesetz-
lichen Vorsdtze (Einh. V.O. § 6!)) bezeichnet werden, sofern sie hiervon nicht in Spalte 6
ausdriicklich ausgenommen sind (Einh.VO. § 9).

Vorsatz }e‘il;z;n Bedeutung

Tera T 1000000000000 (10'%) Einheiten
Giga G 1000000000 (10°) Einheiten
Mega M 1000000 (10°) Einheiten
Kilo k 1000 (10°) Einheiten
Hekto h 100 (10%) Einheiten
Deks ds 10 (10') Einheiten
Dezi d 0,1 (10-!) Einheiten
Zenti c 001 (107%) Einheiten
Milli m 0,001 (10-%) Einheiten
Mikro ® 0,000001 (10~%) Einheiten
Nano n 0,000000001 (10~*) Einheiten
Pico P 0,000000000001 (10-'?) Einheiten

3. Soweit dezimsale Vielfache und Teile, die von abgeleiteten Einheiten ohne selbstdndige
Namen gebildet werden, durch Vorsitze nach Nr. 2 gebildet werden diirfen (Einh.VO. § 9),

ist dies in Spalte 6 angegeben.

1) Bezfige auf dle Verordnung vom 14.8.1058 fiber die physikallsch-technisch

Tafel durch den Hinwels,,Einh.VO.*‘ bezelchnet.

EKlnhelt

sind innerhalb der
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Lfd. Name Kurz- ces sy

Nr. der Einheit zeichen Definition der Einheit

1 2 3 4
1, Linge

1.1 Meter m Das Meter Ist der Abstand der Mittelstriche der aut dem
Internationalen Meterprototyp angebrachten Strichgrup-
pen bel der Gleichgewichtstemperatur zwlschen Els und
reinem, Inltgesittigtem Wasser unter dem Druock elner
physlkallschen Atmosphare,

1.2 Seemeile sm Die Seemeile ist gleich 1862 Meter.

2, Fliche

2.1 Quadretmeter | m? Das Quadratmeter ist die Fliche elnes Quadrates von der
Seltenlinge 1 m.

2.2 Ar a Das Ar ist gleich 100 Quadratmeter.

2.3 Hektar ha Das Hektar ist gleich 100 Ar.

8. Volumen

8.1 Kubikmeter m® Das Kubikmeter Ist das Volumen eines Wilrfels von der
Kantenlinge 1 m,

3.2 Liter § Das Liter ist das Volumen von 1 kg reinen, luftfreien
Waassers bei seiner maximalen Dichte unter dem Druck
einer physikalischen Atmosphare.

4. Ebener Winkel

4.1 Radlant rad Der Radiant ist der ebene Winkel, tir den das Verhklitnls
der Langen des rugehdrigen Krelshogens zu selnem Halb-
messer gleioch 1 ist,

4.2 rechter Winkel | | _ Der rechte Winkel oder Rechte ist jeder der vier ebenen

Reochter Winkel, die zwei sich unter gleichen Nebenwinkeln schnei-
dende Geraden bilden.

4.3 Grad ° Der Grad ist der 90ste Teil des rechten Winkels oder
Rechten.

44 Minute ! Die Minute ist der 60ste Teil des Grades.

4.6 Sekunde ” Die Sekunde ist der 60ste Teil der Minute.

4.6 Neugrad, Gon | g Der Neugrad oder das Gon ist der 100ste Teil des rechten

Winkels oder Rechten. .
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Beziehung der Einheit .
zu den Grundeinheiten Besondere Bestimmungen
b 6

lem = 1862 m

Die Seemeile ist nur fir die Angabe von Entfernungen oder
Wegstrecken in der Luft- und in der Seefahrt zulBssig. Viel-
fache und Teile der Seemeile diirfen nioht durch einen Vor-
satz nach Einh.VO. § 6 bezeichnet werden.

1m*=1m-1m

la =10"m?

1ha = 100a = 10* m*

Als Einhelten der Fliche sind auch alle Einhelten sullsalg, die
:Istundnt aus einer zullasigen Lingeneinheit gebildet
werden.

Vielfache und Teile des Ars und des Hektars diirfen nicht
duroh einen Vorsatz nach Einh.VO. § 6 gebildet werden.

1m®=1m-1m:1m

11 =1,000028 - 10~* m®

Als Einhelten des Volumens sind auch alle Einheliten sullsalg,
‘u:rd als Kubus aus einer zullasigen Lingeneinhelt gebildet
werden.

1t = E—rad
.,_ 1L
"= %
’ 1°
Y= %
” __ 1’
"= %
1e = 10tL

Vielfache und Teile der Winkeleinheiten rechter Winkel oder
Rechter, Grad, Minute, Sekunde und Neugrad dfirfen nicht
durch einen Vorsatz nach Einh.VO. § 8 bezeiohnet werden.

Der 100ste Teil des Neugrads darf als Neuminute (Kurzzei-
ohenc), der 100ste Teil der Neuminute als Neusekunde (Kuarz-
zeiohen °c) bezeiohnet werden.
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PRyNwmAh Nk

SIS ~va WA

Das griechische Alphabet
Alpha I ¢ Iota
Beta K » Kappa
Gamma A A Lambda
Delta Mu My
Epsilon Nv» Ny
Zeta E¢ Xi
Eta 0 o Omikron
Theta = P

Ypeilon

Omega
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Rundungsregeln 29

Scheitel 232, 248
Scheitelwinkel 250
Schenkel 248, 256
Schnittpunkt 227, 257
— von Kurven 227

Schwerelinie 258
Schwerpunkt 258, 416
Segment 294

Sehne 278
Sehnen-Sekanten-Satz 282
Sehnen-Tangenten-Satz 282
Sehnenvieleck 291

Seite 256

Seitenansicht 346
Seitenhalbierende 257
Sekante 278

Sekanten-Tangenten-Satz 282

Sektor 284

Sekunde 469

Senkrechte errichten 252
Setzen von Klammern 68
Sinus 316

Sinusfunktion 319
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Skale 37, 241

—, Teilung einer 37, 242
Spitze 256

Spitzer Winkel 248
Stabkdrper 37
Stabrechnen 38
Stammbruch 20
Stellenwert 14, 132
Stetige Teilung 283
Stereometrie 247
Storchschnabel 271
Strahl 247

Strahlensatze 268
Strecke 247
Stufenwinkel 250
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Subtrahend 16
Subtraktion 15, 61, 63
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— von Briichen 22, 26, 78
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— von Wurzeln 114
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Summe 15, 64

—, algebraische 64
Supplementwinkel 249
Symmetrie 251 :
Symmetrie, axiale 251

—, zentrule 236, 262
Symmetrieachse 251
Symmetriezentrum 252

Tabelle 32, 219
Tafel 33
Tangens 317
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Tangensfunktion 319 Wechselwinkel 259
Tangente 278 Winkel 248, 278, 468, 469
Tangentenvieleck 291 Winkelfunktion 316
Teilbarkeit 16 Winkelhalbierende 257
Teilbarkeitsregeln 17 Winkelsumme 255, 269, 263
Teiler 16 Wiirfel 341, 351
—, echter 16 Wurzel 109, 160, 206
—, groBter gemeinsamer 18 —, Addition 115
—, unechter 16 —, Begriff der 108
Teilerfremd 18 —, Division 116

Teilung einer Leiter 37, 242
— einer Strecke 269

—, kubische 37, 242

—, lineare 37, 242

—, logarithmische 37, 242
—, reziproke 37, 242

—, quadratische 37, 242

—, trigonometrische 37
THALES 281

—, Satz des 281
TransversalmaBstab 269
Trapez 260, 288
Trigonometrie 316
Trigonometrische Funktionen 316

Uberschlagsrechnung 12, 34, 38, 136, 160
Umfang 287

Umgekehrte Proportionalitat 176
Umkreis 257, 263

Umstellen von Formeln 159

Unbekannte 150, 186

Ungleichnamige Briiche 22, 78
Ungleichung 163

Unstetigkeitsstelle 238

Variable 220

Veranderliche 149, 220

—, abhangige 220

—, unabhéangige 220
Verbindungsstrecke 259
Verhaltnis 170
Verhaltnisgleichung 170
Vieleck 263, 291

Vielfaches 19

—, kleinstes gemeinsames 19
Viereck 259, 287

Viera 213

-, Wurzelsatz von 213
Vollstandiges Quadrat 208
Volumen 248, 341, 349, 468, 469
Vorderansicht 346
Vorwirtseinschneiden 331
Vorzeichen 62
Vorzeichenregeln 66, 67

—, Multiplikation 115

—, Potenzieren 118

—, Radizieren 119

—, Subtraktion 114
Wourzelexponent 109
Whurzelfunktion 239
Wourzelgleichung 168
Wourzelsatz von VieTa 213

Zahl 13

—, allgemeine 15, 59

—, benannte 13

—, bestimmte 156

—, ganze 60, 68, 111

—, irrationale 112

—, natiirliche 13, 68, 111
—, negative 60

—, positive 60

—, rationale 68, 111

—, reelle 113

—, unbenannte 13
Zahlengerade 61,111
Zahlenstrahl 13
Zahlensymbol 13, 156
Zahlensystem 14

Zahler 15, 20

Zehneck 285

Zentrale 278
Zentralsymmetrie 236, 252
Zentriwinkel 280

Ziffer 13

Ziffernfolge 31, 38, 132
Zins 182

ZinsfuB 182
Zinsrechnung 182
Zunge des Rechenstabes 37
Zyklische Vertauschung 333
Zylinder 343

—, gerader 343, 376, 383
—, Hohl- 344, 377, 382

.—» Kreis- 376

—, schiefer 382
Zylinderhuf 344, 386
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