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Yorwort des Herausgebers
zur deutschen Ausgabe

Mit dem vorliegenden Band.-beginnt die Herausgabe einer deutschen
Ubersetzung der dreibindigen Kurzfassung des ,,Lehrbuches der
Theoretischen Physik von L. D. LLanpau und E. M. LirscHITZ.
Aufgrund des hohen wissenschaftlichen Ansehens der beiden Autoren
und der weltweiten Verbreitung ihres Lehrbuches bedarf die Heraus-
gabe der Kurzfassung wohl keiner besondere Begriindung. Ziel und
potentieller Leserkreis sind im Vorwort zur ersten russischen Auflage
umrissen. Gegeniiber dieser Auflage wurden in die vorliegende deut-
sche Ausgabe auf Wunsch von Prof. E. M. LirscHITZ zwei neue Para-
graphen (§§ 76 und 77) aufgenommen und der Paragraph 38 um
einen neuen Absatz erginzt.

Freiberg, Dezember 1972

J. MONECKE






Yorwort

Ungeachtet der Bemiithungen der Autoren hinsichtlich einer strengen
Stoffauswahl hat sich der Umfang der Bénde unseres Lehrbuches der
Theoretischen Physik bei jeder Neuauflage vergrofert. Dies ist eine
natiirliche und unvermeidbare Folge der schnellen Entwicklung der
Wissenschaft. Gleichzeitig konnen aber infolgedessen diese Biicher
immer weniger als Lehrbiicher fur Studenten und iiberhaupt fir
alle nicht auf dem Gebiet der .theoretischen Physik arbeitenden
Wissenschaftler benutzt werden.

In dieser Situation hat sich L. D. LANDAU in den letzten Jahren
vor seinem folgenschweren Autounfall mit groer Begeisterung der
Idee einer Kurzfassung des Lehrbuches der Theoretischen Physik
angenommen. Seiner Meinung nach sollte diese Kurzfassung den
minimalen Wissensstoff enthalten, der jedem modernen Physiker
unabhéngig von seiner speziellen Fachrichtung empfohlen werden
kann. Der tragische Unfall hinderte L. D. LANDAU jedoch daran, an
der Verwirklichung dieses Planes selbst teilzunehmen, so dafl die
Kurzfassung erst nach seinem Tod erscheint.

Es sind drei Biande geplant:

[. Mechanik — Elektrodynamik
I1. Quantenmechanik
ITI. Makroskopische Physik.

Der vorliegende erste Band wurde im wesentlichen auf der Grund-
lage einer sorgfiltigen Kiirzung des Bandes I, Mechanik, und des
BandesII, Klassische Feldtheorie, zusammengestellt. Dabei versuchte
ich alle Wiinsche, die seinerzeit von L. D. LANDAU bei den ersten
Erorterungen des Planes der Kurzfassung geduBlert wurden, und
seine an der Moskauer Universitat gehaltenen Vorlesungen zu be-
riicksichtigen. Insbesondere vertrat L. D. Landau die Meinung, daf3
die allgemeine Relativitdtstheorie aus Band II nicht in eine solche
Kurzfassung eingehen sollte. Seiner Meinung nach sollten die grund-
legenden physikalischen Ideen dieser Theorie in Vorlesungen iiber
allgemeine Physik dargestellt werden.



VIII

Vorwort

Der iibrige Stoff der ersten zwei Bande unseres Lehrbuches ist hier
ungeféhr auf die Halfte gekiirzt worden. Da sich die Kurzfassung
nicht das Ziel setzt, dem Physiker die theoretische Physik in ihrer
ganzen Breite darzustellen, wurde nur eine kleine Anzahl einfacherer
Ubungsaufgaben zum besseren Verstindnis aufgenommen.

Mai 1968

E. M. Lirscuirz
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Teil I. Mechanik






Bewegungsgleichungen I

§ 1. Verallgemeinerte Koordinaten

Einer der Grundbegriffe der Mechanik ist der Begriff des Massenpunktes.!)
Unter dieser Bezeichnung versteht man einen Korper, dessen Ausmafle man bei
der Beschreibung seiner Bewegung vernachldssigen kann. Natiirlich hangt die
Moglichkeit einer solchen Vernachlissigung von den konkreten Bedingungen
der Aufgabe ab. So kann man z. B. die Planeten als Massenpunkte annehmen,
wenn man ihre Bewegung um die Sonne untersucht, dagegen freilich nicht,
wenn man ihre tédgliche Drehung betrachtet. Die Lage eines Massenpunktes
im Raume wird durch seinen Radiusvektor r beschrieben, dessen Komponenten
mit den kartesischen Koordinaten z, y, z zusammenfallen. Die Ableitung von
r nach der Zeit ¢

_dr.

dt

2
heiBt Geschwindigkeit, die zweite Ableitung i—t:: Beschleunigung des Punktes.

Im folgenden werden wir oft die Differentiation nach der Zeit wie iiblich durch
einen Punkt iiber dem Buchstaben bezeichnen: v = 7 .

Zur Bestimmung der Lage eines Systems von N Massenpunkten im Raum
miissen N Radiusvektoren gegeben sein, d. h. 3 ¥ Koordinaten. Allgemein ver-
steht man unter der Zahl der Freiheitsgrade eines Systems die Anzahl der
unabhéngigen Groflen, deren Angabe fiir die eindeutige Bestimmung der Lage
. des Systems notwendig ist; im vorliegenden Falle ist diese Zahl gleich 3 N.
Diese Groflen miissen nicht unbedingt kartesische Koordinaten sein; je nach
den Bedingungen der Aufgabe kann die Wahl anderer Koordinaten vorteil-
hafter sein. Wenn die Gesamtheit irgendwelcher Grofen ¢, g, . . ., g, die Lage
eines Systems (mit s Freiheitsgraden) vollig charakterisiert, so nennt man diese
GroBen wverallgemeinerte Koordinaten und die Ableitungen ¢; verallgemeinerte
Geschwindigkeiten.

Die Angabe der verallgemeinerten Koordinaten bestimmt jedoch noch nicht
den ,,mechanischen Zustand“ eines Systems in einem gegebenen Zeitpunkt,
d. h., sie gestattet noch nicht, die Lage des Systems in zukunftigen Zeitpunkten
vorherzusagen. Bei gegebenen Koordinaten kann das System beliebige Ge-.
schwindigkeiten haben, und je nach Gréfle und Richtung von letzteren wird die

1) Statt ,,Massenpunkt‘‘ werden wir oft ,,Teilchen‘‘ sagen.
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Lage des Systems im néchstfolgenden Zeitpunkt (d. h. nach einem unendlich
kleinen Zeitintervall df) verschieden sein.

Die gleichzeitige Angabe aller Koordinaten und Geschwindigkeiten bestimmt
jedoch, wie die Erfahrung zeigt, den Zustand des Systems vollstindig und er-
laubt im Prinzip, die zukiinftige Bewegung vorherzusagen. Das bedeutet vom
mathematischen Standpunkt aus, dall durch die Angabe aller Koordinaten g
und Geschwindigkeiten ¢ zu irgendeinem Zeitpunkt auch die GroBSe der Be-
schleunigungen ¢ zu diesem Zeitpunkt eindeutig gegeben ist.l)

Die Beziehungen, welche die Beschleunigungen mit den Koordinaten und
Geschwindigkeiten verkniipfen, heilen Bewegungsgleichungen. Diese Gleichun-
gen sind Differentialgleichungen zweiter Ordnung fir die Funktion ¢(t). Ihre
Integration erlaubt im Prinzip, die Funktionen g(t), d. h. die Bahngleichungen
des mechanischen Systems, zu bestimmen.

§ 2. Das Prinzip der kleinsten Wirkung

Die allgemeinste Formulierung des Bewegungsgesetzes mechanischer Systeme
ist durch das sogenannte Prinzip der kleinsten Wirkung (oder HamiLTONSches
Prinzip) gegeben. Nach diesem Prinzip ist jedes mechanische System durch
eine bestimmte Funktion charakterisiert:

L(qlsqzy'--7quqnd2:"'rq"t)

oder in abgekiirzter Schreibweise L(q, ¢, t). Die Bewegung des Systems ergibt
sich daraus folgendermafBen:

Angenommen, in den Zeitpunkten ¢ = ¢, und ¢ =, nehme das System be-
stimmte Lagen ein, die durch zwei Koordinatenkonfigurationen ¢ und ¢®
charakterisiert sind. Die Bewegung des Systems zwischen diesen beiden Lagen
verlauft dann auf eine solche Weise, dafl das Integral

ty
8 =[Lg.qg¢de 2,1)
2%

den kleinstmoglichen Wert annimmt. Die Funktion L heiflt LAGRANGE-Funk-
tion des gegebenen Systems, das Integral (2,1) heil3t Wirkung.

Die Tatsache, daB die LAGRANGE-Funktion nur ¢ und ¢ enthilt, jedoch keine
héheren Ableitungen ¢, ¢, . . ., ist der Ausdruck fiir den erwidhnten Umstand,
dafl der mechanische Zustand vollkommen durch die Angabe der Koordingten
und Geschwindigkeiten bestimmt ist.

Wir gehen nun zur Ableitung der Differentialgleichungen tber, welche die
Aufgabe, das Minimum des Integrals (2,1) zu finden, lésen. Zur Vereinfachung
der Formeln nehmen wir zunéchst an, daBl das System nur einen Freiheitsgrad
besitzt und daher nur eine Funktion ¢(¢) bestimmt werden soll.

1) Der Kiirze halber werden wir in Zukunft oft unter ¢ die Gesamtheit aller Koordingten
@15 9o - - - » 9 verstehen (und unter ¢ analog die Gesamtheit aller Geschwindigkeiten).
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Angenommen, g = ¢(f) sei eben diese Funktion, die S zu einem Minimum
macht. Das bedeutet: § wichst, wenn g(f) durch eine beliebige Funktion der
Form

q(t) = dq(t) (2,2)
ersetzt wird: dg(t) ist eine Funktion, die in dem ganzen Zeitintervall von ¢, bis
t, klein ist (sie heiBt Variation der Funktion g(t)); da fiir ¢ = ¢, und ¢ = ¢, alle
zu vergleichenden Funktionen (2,2) dieselben Werte ¢ und ¢® annehmen sollen,
so mufl

‘ 0q(t,) = Oq(ty) = 0 (2,3)
sein.

Die Anderung von S beim Ersetzen von ¢ durch ¢ + dq ist durch die Differenz

t ly
SLg+ 0,4+ 64, t)at — [L(g, g t) dt
t [y

gegeben.

Die Entwicklung dieser Differenz nach Potenzen von dg und 8¢ (im Inte-
granden) beginnt mit Gliedern erster Ordnung. Die notwendige Bedingung da-
fiir, daB 8 ein Minimum wird, ist das Verschwinden der Gesamtheit dieser
Glieder; diese Gesamtheit heillt erste Variation (oder gewohnlich einfach
Variation) des Integrals. Auf diese Weise kann das Prinzip der kleinsten Wir-
kung in folgender Form geschrieben werden:

ta
08=20Lg,q,t)dt =0 (2,4)
21

oder, nach Ausfithrung der Variation
&y
oL oL .
f(a_qaq+¥aq)dt —o0.
Wenn man beriicksichtigt, daB d¢ = %69 ist, und das zweite Glied partiell

integriert, erhdlt man
¢ i

'+ f("’L - if’fi)aq dt =0. (2,5)

oL
S = hils
: aq &g ag dt 8

il
Auf Grund der Bedingung (2,3) verschwindet jedoch das erste Glied in diesem
Ausdruck. Das Integral, das iibrig bleibt, soll fir beliebige Werte von dg gleich
Null sein. Das ist aber nur moéglich, wenn der Integrand verschwindet. Auf
diese Weise erhalten wir die Gleichung

Im Falle von s (> 1) Freiheitsgraden miissen s verschiedene Funktionen g(t)
unabhéngig voneinander variiert werden. Offenbar erhalten wir dann s Glei-
chungen der Form
d oL oL . -
58—%_%—0 (l=l,2,...,8). (2,6)

2 Kurzfassung [
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Das sind die gesuchten Differentialgleichungen. Sie heiBen in der Mechanik
LaGraNcEsche Gleichungen.})

Wenn die LacgraNcE-Funktion eines gegebenen mechanischen Systems be-
kannt ist, so verkniipfen die Gleichungen (2,6) die Beschleunigungen, Geschwin-
digkeiten und Koordinaten miteinander, d. h., sie stellen die Bewegungsglei-
chungen des Systems dar.

In mathematischer Hinsicht bilden die Gleichungen (2,6) ein System von s
gewohnlichen Differentialgleichungen zweiter Ordnung fir s unbekannte Funk-
tionen ¢,(t). Die allgemeine Losung eines solchen Systems enthélt 2 s freie
Konstanten. Zu ihrer Festlegung und damit zur vollstdndigen Bestimmung der
Bewegung des mechanischen Systems ist die Kenntnis der Anfangsbedingungen
notwendig, die den Zustand des Systems in irgendeinem gegebenen Zeitpunkt
charakterisieren, d. h. die Kenntnis der Anfangswerte aller Koordinaten und
Geschwindigkeiten. A

Angenommen ein mechanisches System bestehe aus zwei Teilen 4 und B.
Die LacraNGE-Funktionen der als abgeschlossen betrachteten Teilsysteme seien
L, und Lg. Im Grenzfall, wo die beiden Teile sich in so groBer Entfernung
voneinander befinden, daBB man die Wechselwirkung zwischen ihnen vernach-
lassigen kann, strebt die LacRANGE-Funktion des Gesamtsystems dem Grenz-
wert

limL =L, + Ly (2,7)

zu. Die LAGRANGE-Funktionen addieren sich also. Diese Eigenschaft bedeutet,
daB die Bewegungsgleichungen jedes der beiden nicht miteinander in Wechsel-
wirkung stehenden Teile keine GroBen enthalten konnen, die sich auf den an-
deren Teil des Systems beziehen.

Offenbar wirkt sich die Multiplikation der LacraNGE-Funktion eines mecha-
nischen Systems mit einem beliebigen konstanten Faktor an sich nicht auf die
Bewegungsgleichungen aus. Scheinbar folgt hieraus eine wesentliche Unbe-
stimmtheit: Die LAGRANGE-Funktionen verschiedener isolierter mechanischer
Systeme muBten mit beliebigen voneinander verschiedenen Konstanten multi-
pliziert werden konnen. Die additive Eigenschaft (2,7) beseitigt diese Unbe-
stimmtheit. Sie erlaubt lediglich, da die LaGRaNGE-Funktionen aller Systeme
mit der gleichen Konstanten multipliziert werden. Das bedeutet aber weiter
nichts, als daB man die MaBeinheit dieser physikalischen GroéB8e willkiirlich
wihlen kann. Wir kehren zu dieser Frage noch einmal in § 4 zuriick.

Wir miissen noch folgende allgemeine Bemerkungen machen. Wir betrachten
zwei Funktionen L’(q, ¢, t) und L(g, g, t), die sich voneinander durch die totale
zeitliche Ableitung einer beliebigen Funktion f(q, ¢) der Koordinaten und der
Zeit unterscheiden:

Lig4,t) = g, 4,0 + 5 @ 1) - (2.8)

1) In der Variationsrechnung heiBen sie die EuLERschen Gleichungen. Die Variations-
rechnung untersucht die Aufgabe, die Extremalwerte von Integralen der Form (2,1) zu
finden.
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Die mit Hilfe dieser beiden Funktionen berechneten Integrale (2,1) sind durch
die Beziehung verkniipft

t e o
8 =fL'<q, @ dt=fL(q, g, 1) dt +fj,—(‘dt
, : t t

=8 + f(g®, &) — flg®, t,) ,

d. h., sie unterscheiden sich voneinander durch ein Zusatzglied, das bei der
Variation der Wirkung verschwindet, so daB die Bedingung 68’ = 0 mit der
Bedingung 8 = 0 zusammenfillt und die Form der Bewegungsgleichungen
unverdndert bleibt. Auf diese Weise ist die LAGrRANGE-Funktion bis auf ein
Zusatzglied bestimmt, das die totale zeitliche Ableitung einer beliebigen Funk-
tion der Koordinaten und der Zeit ist.

§ 3. Das GavriLersche Relativitédtsprinzip

Zur. Beschreibung der in der Natur vorkommenden Prozesse ist es notwendig,
irgendein Bezugssystem zu verwenden. Unter einem Bezugssystem versteht man
ein System von Koordinaten, das zur Lagebestimmung der Teilchen im Raum
dient und einer zu diesem System gehorenden Menge von Uhren zur Anzeige der
Zeit.

In den verschiedenen Bezugssystemen haben die Naturgesetze — darunter die
Bewegungsgesetze — im allgemeinen ein unterschiedliches Aussehen. Wahlt
man ein beliebiges Koordinatensystem, so kénnen in ihm sogar Gesetze von ganz
einfacher Gestalt kompliziert aussehen. NaturgemifB erhebt sich die Frage, ob
sich ein Bezugssystem finden laBt, in dem die Naturgesetze die einfachste Form
annehmen.

Die einfachste Bewegungsform ist die Bewegung eines freien Korpers, d. h.
eines Korpers, der keinerlei duBeren Einfliissen unterworfen ist. Es gibt Bezugs-
systeme, in denen die freie Bewegung mit einer Geschwindigkeit konstanter
GroBen und konstanter Richtung verlduft. Solche Bezugssysteme heiflen
Inertialsysteme, und die Behauptung ihrer Existenz ist der Inhalt des Trdg-
hettsgesetzes.

Die Eigenschaft ein Inertialsystem zu sein ist gleichbedeutend mit der Be-
hauptung der Homogenitéit und Isotropie des Raumes und der Homogenitat der
Zeit hinsichtlich dieses Bezugssystems. Homogenitat von Raum und Zeit be-
deutet die Aquivalenz aller Lagen freier Teilchen im Raum zu jedem Zeitpunkt
und die Isotropie des Raumes — die Aquivalenz verschiedener Richtungen in
ihm. Die Unverédnderlichkeit des Charakters der freien Bewegung von Teilchen
in beliebiger Richtung des Raumes ist offensichtlich eine Folge dieser Eigen-
schaften.

2%
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Bewegen sich zwei Bezugssysteme relativ zueinander gleichméafig und gerad-
linig und ist eines von ihnen ein Inertialsystem, so ist offensichtlich auch das
zweite ein Inertialsystem: jede freie Bewegung in diesem System wird mit
gleichbleibender Geschwindigkeit ablaufen. Auf diese Weise gibt es beliebig
viele Inertialsysteme, die sich relativ zueinander mit konstanter Geschwindig-
keit bewegen.

Es zeigt sich jedoch, dall die verschiedenen Inertialsysteme nicht nur beziig-
lich der Eigenschaften der freien Bewegung dquivalent sind. Die Erfahrung be-
statigt die Richtigkeit des sogenannten Relativitdtsprinzips. Entsprechend die-
sem Prinzip sind alle Naturgesetze in allen Inertialsystemen gleich. Mit anderen
Worten, Gleichungen, die Naturgesetze ausdriicken, sind beziiglich der Trans-
formationen von Raum- und Zeitkoordinaten von einem Inertialsystem zu einem
anderen invariant. Das heifit, daf Gleichungen von Naturgesetzen, die durch
Raum- und Zeitkoordinaten in verschiedenen Inertialsystemen ausgedriickt
werden, ein und dieselbe Form haben.

Mit dem Relativitatsprinzip, der Hauptgrundlage fir die Darstellung der
klassischen (oder NEwTONschen) Mechanik!), ist die Annahme einer absoluten
Zeit — der Gleichheit des Zeitablaufs in allen Inertialsystemen verbunden.
Zusammen mit dieser Annahme wird das Relativitatsprinzip als GALILEIsches
Relativitdatsprinzip bezeichnet. .

Die Koordinaten = und 7’ ein und desselben Punktes in zwei verschiedenen
Bezugssystemen K und K’, von denen sich das zweite gegen das erste mit der
Geschwindigkeit ¥V bewegt, sind miteinander durch die Beziehung

r=r"+Vt (3,1)
verkniipft, wobei die Zeit ¢ in beiden Systemen die gleiche ist:
t=1t'. (3,2)

Wenn wir beide Seiten der Gleichung (3,1) nach der Zeit differenzieren, erhalten
wir das iibliche Gesetz der Addition der Geschwindigkeiten

v='v’-|— V. (3’3)

Die Formeln (3,1) und (3,2) heien GaLm.ei-Transformation. Das GALILEIsche
Relativitatsprinzip verlangt die Invarianz der Naturgesetze hinsichtlich dieser
Transformation.

Das Gesagte zeigt hinreichend klar die Bedeutung der Inertialsysteme. Aus .
diesem Grunde werden sie in der Regel bei Untersuchungen der mechanischen
Erscheinungen verwendet. Im folgenden werden wir stets Inertialsysteme be-
trachten, wenn nichts Gegenteiliges gesagt ist. Die véllige physikalische Aqui-
valenz aller Inertialsysteme zeigt andererseits, dal kein ,,absolutes’* Bezugs-
system existiert, das man allen anderen vorziehen konnte.

1) Im Unterschied zur relativistischen (oder EINSTEINschen) Mechanik, von der in den
Kap. VIII, IX die Rede sein wird.
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§ 4. Die LaeraNgE-Funktion des freien Massenpunktes

Wir wollen nun die Form der LacraNGE-Funktion bestimmen und betrachten
zunédchst den einfachsten Fall, die freie Bewegung eines Massenpunktes in einem
Inertialsystem.

Auf Grund der Homogenitdt von Raum und Zeit kann die LAGRANGE-Funk-
tion des freien Teilchens offensichtlich weder vom Radiusvektor r des Teil-
chens, noch von der Zeit ¢ abhangen, d. h., L erweist sich lediglich als Funktion
der Geschwindigkeit v. Infolge der Isotropie des Raumes kann die LAGRANGE-
Funktion auch nicht von der Richtung von v abhéngen, so daB sie lediglich eine
Funktion seines absoluten Betrages, d. h. des Quadrates v? = v2 ist:

L = L(»?).

Um die genaue Form dieser Abhéngigkeit zu finden, benutzen wir das GALILEI-
sche Relativitatsprinzip. Auf Grund dieses Prinzips mufl die Funktion L(v?) in
allen Inertialsystemen die gleiche Form haben. Andererseits wird die Geschwin-
digkeit der Teilchen beim Ubergang von einem Bezugssystem zu einem anderen
entsprechend (3,3) so transformiert, daBl L(+2?) in L [(v" + V)?] ibergeht. Daraus
folgt zwangsldufig, daf sich der letzte Ausdruck von L(v'?) hochstens um die
totale Ableitung einer Funktion der Koordinaten und der Zeit unterscheiden
kann; wie am Ende von § 2 gezeigt wurde, kann eine solche Ableitung stets
fortgelassen werden.

Dieser Forderung entspricht nur eine Abhangigkeit der Form

L=av?.
Mit der Transformation v = v’ + V erhalten wir:

L) =av®*=a@ + V)2 =av2 +2a0v' V+aV?,
oder, unter Beriicksichtigung von ' = dr’[d¢:

L(v?) = L(v?) + (% Qar V4 Vei).

Das zweite Glied ist eine totale Ableitung und kann fortgelassen werden.
Die Konstante a wird ublicherweise mit m/2 bezeichnet, so dal wir die
LacranNgE-Funktion des sich frei bewegenden Punktes in der endgiiltigen Form

m v?
L= 5 (4,1)

schreiben. Die Grofle m heilt Masse. Infolge der Additivitit der LAGRANGE-
Funktion haben wir fiir ein System von nicht miteinander in Wechselwirkung
stehenden Teilchen?)

L-g % i3 4,2)

1) Als Index, der die Nummer des Teilchens angibt, werden wir die ersten Buchstaben
des lateinischen Alphabetes verwenden, als Indizes, welche die Koordinaten numerieren,
benutzen wir die Buchstaben i, k, [, .. ..



10 Kapitel I. Bewegungsgleichungen

Es muB} betont werden, daf erst bei Beriicksichtigung dieser Eigenschaft der
Additivitat die Definition der Masse einen realen Sinn erhalt. 7

Wie schon in § 2 erwdahnt wurde, kann man die LAGRANGE-Funktion stets
mit einem beliebigen konstanten Faktor multiplizieren; das wirkt sich auf die
Bewegungsgleichungen nicht aus. Fiir die Funktion (4,2) bedeutet ein solcher
Faktor eine Anderung der MaBeinheit der Masse; die Massenverhéltnisse ver-
schiedener Teilchen — nur sie haben einen realen physikalischen Sinn — bleiben
bei dieser Transformation unverandert.

Es ist leicht zu sehen, daB die Masse nicht negativ sein kann. GemafBl dem
Prinzip der kleinsten Wirkung fiir eine reelle Bewegung eines Massenpunktes
vom Punkte 1 zum Punkte 2 hat das Integral

2 2
muy
S—det
1

tatsichlich ein Minimum. Wenn die Masse negativ wire, so wiirde das Wir-
kungsintegral fiir eine Bahn, auf der das Teilchen sich zunéchst schnell von 1
entfernt und sich sodann schnell 2 niahert, einen beliebig groBen negativen Wert
annehmen, d. h., es wiirde kein Minimum existieren.
Es ist niitzlich zu bemerken, daf3
= (‘_“.)2 . 4,3)
dt dz?

gilt. Darum geniigt es zur Aufstellung der LacrRaNGE-Funktion, das Quadrat
der Lange eines Bogenelementes d! in dem entsprechenden Koordinatensystem

zu finden.
In kartesischen Koordinaten ist z.B. di? = dz? + dy? + dz? und damit

L=2(+§+2) (4,4)
In Zylinderkoordinaten ist di? = dr? + 72 dg? + dz?, so daB

L= ;ﬁ(iz + 12 @2 4 22) (4,5)
wird. In sphérischen Koordinaten ist di2 = d72 + 72 d®? + 12 sin? @ dg? und

L= %z(i'z + 72 @2 + r2sin2 @ ¢?) . (4,6)

§ 5. Die LaarancE-Funktion eines Systems von Teilchen

Wir betrachten jetzt ein System von Teilchen, die zwar untereinander, aber
nicht mit irgendwelchen anderen Korpern in Wechselwirkung stehen, solch
ein System heiBt abgeschlossen. Es zeigt sich, daB die Wechselwirkung zwischen
Teilchen dadurch beschrieben werden kann, da man zur LaGRANGE-Funktion
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(4,2) fiir nicht miteinander wechselwirkende Teilchen eine bestimmte Ko-
ordinatenfunktion hinzufiigt, die vom Charakter der Wechselwirkung abhéngt.!)
Wenn wir diese Funktion mit — U bezeichnen, so kénnen wir schreiben

Mg Vg
L {_‘,‘ 5
(rq ist der Radiusvektor des a-ten Punktes). Dies ist die allgemeine Form der
LacraNGE-Funktion eines abgeschlossenen Systems.
Die Summe
Mg 3

T-3 ™

heiBt die kinetische Energie, die Funktion U die potentielle Energie des Systems;
der Sinn dieser Bezeichnungen wird in § 6 deutlich. Die Tatsache, daBl die
potentielle Energie nur von der Lage aller Massenpunkte in ein und demselben
Zeitpunkt abhidngt, bedeutet, daB eine Anderung der Lage eines von ihnen
sich sofort auf alle iibrigen auswirkt; man kann sagen, daBl die Wechselwirkung
sich augenblicklich ,,ausbreitet“. Diese Eigenschaft der Wechselwirkung in
der klassischen Mechanik steht in engem Zusammenhang mit der Grund-
voraussetzung, daBl die Zeit absolut ist und das GaLiLEische Relativitatsprinzip
gilt. Wenn die Wechselwirkung sich nicht augenblicklich, sondern mit endlicher
Geschwindigkeit ausbreitet, so wiirde diese Geschwindigkeit in verschiedenen
Systemen (die sich relativ zueinander bewegen) verschieden sein, da die Annahme
einer absoluten Zeit automatisch bedeutet, daB die gewohnliche Regel der Vektor-
addition auf alle Erscheinungen anwendbar ist. Dann wéren aber die Bewegungs-
gesetze miteinander in Wechselwirkung stehender Koérper verschieden in ver-
schiedenen Inertialsystemen, was dem Relativitdtsprinzip widerspriche.

In § 3 sprachen wir nur von der Homogenitiat der Zeit. Die Form der La-
GRANGE-Funktion (5,1) zeigt nun, daB die Zeit nicht nur homogen, sondern
auch isotrop ist, d. h., ihre Eigenschaften sind in beiden Richtungen die gleichen.
Tatsiachlich 1aB8t der Ubergang von ¢t zu — t (Zeitumkehr) die LaGrRANGE-Funk-
tion und infolgedessen auch die Bewegungsgleichungen unverandert. Mit an-
deren Worten, wenn in einem System irgendeine Bewegung moglich ist, so ist
stets auch die entgegengesetzte Bewegung moglich, d. h. eine solche, bei der das
System dieselben Zustdnde in umgekehrter Reihenfolge durchlauft. In diesem
Sinne sind alle Bewegungen, die nach den Gesetzen der klassischen Mechanik °
verlaufen, reversibel.

Wenn wir die LAGRANGE-Funktion kennen, so konnen wir die Bewegungs-
gleichungen?) aufschreiben:

d oL oL
& oo,  or, (5,2)

— Uy, 7y, ...) (5,1)

1) Diese Aussage gilt nur fur die klassische Mechanik.

%) Unter der Ableitung einer skalaren GréBe nach einem Vektor versteht man einen
Vektor, dessen Komponenten sich aus der Ableitung dieser GréBe nach den entsprechenden
Komponenten des Vektors ergeben.
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Einsetzen von (5,1) ergibt

dvo, oU :
Mg — = — e (5,3)
In dieser Form heiflen die Bewegungsgleichungen NEwTONsche Gleichungen und
bilden die Grundlage der Mechanik von Teilchensystemen. Der Vektor

oU
F,=— e (5:4)
der auf der rechten Seite der Gleichung (5,3) steht, heiBt die Kraft, die auf das
a-te Teilchen wirkt. Sie hangt ebenso wie U nur von den Koordinaten aller
Teilchen ab, aber nicht von ihren Geschwindigkeiten. Die Gleichung (5,2)
zeigt also, dall die Beschleunigungsvektoren der Teilchen Funktionen der Ko-
ordinaten allein sind.

Die potentielle Energie ist nur bis auf eine beliebige additive Konstante defi-
niert; durch Hinzufiigen einer Konstante wiirden sich die Bewegungsgleichungen
nicht dndern (das ist ein spezieller Fall der am Ende von § 2 erwdhnten Mehr-
deutigkeit der LaGrRANGE-Funktion). Die natirlichste und iibliche Wahl
dieser Konstanten besteht darin, daBl man das Verschwinden der potentiellen
Energie bei unendlich groBen Abstdnden zwischen den Teilchen fordert.

Wenn man fiir die Beschreibung der Bewegung nicht kartesische, sondern
beliebige verallgemeinerte Koordinaten g¢; benutzt, so mufl man, um die La-
GRANGE-Funktion zu erhalten, die entsprechenden Transformationen durch-
fithren:

; ofa -
xa:fa (ql’ q2!-9q8)7 Z, :Z aiqk'
k9%

Wenn wir diese Ausdriicke in die Funktion
L=y Sm@+ i+ —U

einsetzen, so erhalten wir die gesuchte LaAGRaANGE-Funktion in der Form
L=3Zor@ii—UQ. (5.5)

wo die a;znur von den Koordinaten abhdngen. Die kinetische Energie ist auch
in verallgemeinerten Koordinaten eine quadratische Funktion der Geschwin-
digkeiten, kann aber auflerdem noch von den Koordinaten abhéngen.

Bisher haben wir nur von abgeschlossenen Systemen gesprochen. Jetzt wollen
wir ein nichtabgeschlossenes System A betrachten, das mit einem anderen
System B in Wechselwirkung steht, das eine gegebene Bewegung ausfiihrt.
In diesem Fall sagt man, dal das System A4 sich in einem gegebenen Feld
bewegt (das durch das System B erzeugt wird). Da wir die Bewegungsgleichun-
gen aus dem Prinzip der kleinsten Wirkung durch unabhéngige Variation jeder
einzelnen Koordinate erhalten (d. h., man tut so, als ob die iibrigen bekannt
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wiéren), so konnen wir zum Auffinden der LAGRANGE-Funktion L, des Sy-
stems A die LacraNcE-Funktion L des Gesamtsystems 4 + B benutzen und
in ihr die Koordinaten gp durch die gegebenen Funktionen der Zeit ersetzen.
Unter der Voraussetzung, dall das System 4 + B abgeschlossen ist, erhalten
wir
L =Tugs 94) + Tsgs 95) — Ulqa ¢5) ,

wo die ersten beiden Glieder die kinetischen Energien der Systeme A und B.
das dritte Glied die gesamte potentielle Energie bedeuten. Indem man fiir
die g5 die gegebenen Zeitfunktionen einsetzt und das Glied T 5(g5(t), 95(t))
fortlaflt, das nur von der Zeit abhingt (und darum die totale Ableitung irgend-
einer Funktion der Zeit ist), erhdlt man

Ly =Tiqa,94) — U(q4 95(t)) -

~ Auf diese Weise wird die Bewegung eines Systems im dufleren Feld durch eine
LacraNGE-Funktion des gewdhnlichen Typs beschrieben, nur mit dem Unter-
schied, daf} jetzt die potentielle Energie explizit von der Zeit abhingen kann.

Die allgemeine Form der LAGRANGE-Funktion eines Teilchens, das sich in
einem duBleren Feld bewegt, ist also

= "‘2”2 — U, (5,6)

und die Bewegungsgleichungen lauten

p= 22 5,7

mv ~ (8,7)

Ein Feld heiflt homogen, wenn in allen Punkten dieselbe Kraft F auf das Teil-
chen wirkt.. Die potentielle Energie in einem solchen Feld ist offenbar

U= —Fr. (5,8)

Zum Abschlufl dieses Paragraphen bemerken wir noch folgendes iiber die
Anwendung der LAGRANGE-Funktion auf verschiedene konkrete Aufgaben. Man
hat es oft mit mechanischen Systemen zu tun, in denen die Wechselwirkungen
zwischen den Korpern (Massenpunkten) sogenannten Bindungscharakter haben,
d. h., sie schrinken die relative Lage der Korper ein. Solche Bindungen werden
durch Verkopplung der Korper mittels Stiben, Faden, Scharnieren usw. ver-
wirklicht. Dadurch entsteht insofern eine neue Sachlage, als die Bewegung
der Korper mit Reibung in den Berithrungspunkten verbunden ist, so dafl die
Aufgabe an sich iiber den Rahmen der reinen Mechanik hinausgeht (s. § 20).
Jedoch ist in vielen Fallen die Reibung des Systems so gering, daf ihr Einflull
auf die Bewegung vernachléssigbar ist. Wenn man dariber hinaus die Massen
der ,,Verbindungselemente* vernachldssigen kann, so bedeuten letztere einfach
ein Verringerung der Anzahl s der Freiheitsgrade des Systems (im Vergleich
zu der Anzahl 3 N). Zur Bestimmung der Bewegung des Systems kann man
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wiederum die LAGRANGE-Funktion in der Form (5,5) benutzen, wobei die Anzahl
der unabhéngigen verallgemeinerten Koordinaten der tatsédchlichen Anzahl der
Freiheitsgrade entspricht.

Aufgaben

Finde die LaGRaNGE-Funktion folgender Systeme, die sich im homogenen Schwerefeld
befinden (Schwerebeschleunigung sei g).
1. Ebenes Doppelpendel (Abb. 1).

77— X

$1\4

—e

'”'2

|
!
|
|
|
|
:
Abb. 1 Y

Loésung: Als Koordinaten wiahlen wir die Winkel ¢, und ¢,, welche die Faden /, und 1,
mit der Vertikalen einschlieBen: dann ergibt sich fiir den Punkt m,

Um die kinetische Energie des zweiten Punktes zu finden, driicken wir seine kartesischen
Koordinaten z,, y, (der Koordinaten-Nullpunkt liegt im Aufhdngepunkt, die y-Achse zeigt
in vertikaler Richtung nach unten) durch die Winkel ¢,, ¢, aus:

2, =lsing, + Lsing,. y,=1cosp, + 1, cosp,.

Danach erhalten wir

T, = 72(”3 + ¥3) =~22;[l‘{(p§+l§<p§ + 211, cos (p, — @3) P @2l

/I/Lﬁ(( [’10\/\; f{‘v,(‘ar(«/\r,

Abb. 2

1 » ) t nrt.vﬂ
le?mll',‘qrf, U, — —myglycosg,. l/{z :—-L&zzj’»~2‘( ‘



§ 5. Die LagraNGE-Funktion eines Systems von Teilchen 15

und schlieBlich

L=Tat™p
2

1‘P§+?213‘P§ + my Uy 1y ¢, @, cos (p, — @)
+ (my + mg) gl cos g, + my g1y cos @, .

2. Ebenes Pendel, dessen Aufhidngepunkt vertikale Schwingungen nach dem Gex;etz
a cos y ¢t ausfithrt (Abb. 2).

Loésung: Die Koordinaten des Punktes m sind
z=1Ising, y=Ilcosp+acosyt.

Die LAGRANGE-Funktion lautet:
L]

2
L = %W+maly2€osytcosqz+mglcos¢p;

hier sind die Glieder, die nur von der Zeit abhédngen, sowie die totale zeitliche Ableitung
von mal y cos ¢ sin y ¢t weggelassen.






Erhaltungssiitze II

§ 6. Energie

Bei der Bewegung eines mechanischen Systems dndern sich die 2 s GroBen g,
und ¢; (1 = 1, 2, .. ., s), die den Zustand des Systems bestimmen, mit der Zeit.
Es existieren jedoch gewisse Funktionen dieser Groflen, die bei der Bewegung
ihren Wert erhalten und nur von den Anfangsbedingungen abhiingen. Diese
Funktionen heilen Bewegungsintegrale.

Die Anzahl der unabhdngigen Bewegungsintegrale fiir ein abgeschlossenes
mechanisches System mit s Freiheitsgraden ist 2s — 1. Dies kann man durch
folgende einfache Uberlegungen zeigen. Die allgemeine Lésung der Bewegungs-
gleichungen enthilt 2 s freie Konstanten (s. S. 6). Da die Bewegungsgleichun-
gen eines abgeschlossenen Systems die Zeit nicht explizit enthalten, ist die
Wahl des Zeit-Nullpunktes beliebig, und eine der willkiirlichen Konstanten in
der Losung der Gleichungen kann immer in Form einer additiven konstanten
Zeit t, gewahlt werden. Nach Eliminierung von ¢ + ¢, aus den 2 s Funktionen

G =qi(t + 8, C, Cy, ..., Cg_y) .
9 =qi(t+ 1, C1, Cy, ..., Cge_1),
driicken wir die 2 s — 1 freien Konstanten C;, C,, ..., Cy_, als Funktionen

von ¢ und ¢ aus; sie stellen dann die Bewegungsintegrale dar.

Doch spielen keineswegs alle Bewegungsintegrale in der Mechanik eine gleich
wichtige Rolle. Unter ihnen sind einige, deren Konstanz eine tiefe Ursache
hat, die mit den Grundeigenschaften von Zeit und Raum — ihrer Homogenitat
und Isotropie — zusammenhdngen. Diese sogenannten Erhaltungsgrofien haben
alle die wichtige Eigenschaft der Additivitit gemeinsam. Ihr Wert fiir ein Sy-
stem, das aus Teilen besteht, deren Wechselwirkung man vernachlissigen kann,
ist gleich der Summe der Werte fiir jeden einzelnen Teil.

Gerade diese additive Eigenschaft weist den entsprechenden Grofien eine
besonders wichtige Rolle in der Mechanik zu. Nehmen wir z.B. an, da} zwei
Korper nur im Laufe einer gewissen Zeit miteinander in Wechselwirkung stehen.
Da sowohl vor als auch nach der Wechselwirkung jedes der Bewegungsintegrale
des gesamten Systems gleich der Summe der Bewegungsintegrale der beiden
Korper ist, so ergibt sich aus den Erhaltungssitzen dieser Grofen sofort die
Moglichkeit, eine Reihe von Schliissen tiber die Zustinde der Koérper nach
der Wechselwirkung zu ziehen, wenn ihre Zustinde vor der Wechselwirkung
bekannt sind.

Wir beginnen mit dem Erhaltungssatz, der aus der Homogenitdt der Zeit folgt.
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Diese Homogenitéit bewirkt, daBl die LAcRaANGE-Funktion eines abgeschlosse-
nen Systems nicht explizit von der Zeit abhéngt. Aus diesem Grunde kann
man die totale zeitliche Ableitung der LAGRANGE-Funktion in folgender Form
schreiben:

dL .

T Z 6_9; q:+ 2 R Qt
(Wenn L explizit von der Zeit abhinge, wiirde auf der rechten Seite der Gleichung
das Glied 0L/dt hinzutreten.) Indem wir die Ableitung 0L/dg; nach der La-
GRANGE-Gleichung durch %:i‘ersetzen, erhalten wir

i by

d oL
dt aq

£ padlhizth_ g

oder
d . oL \
Hieraus folgt, daB die Grofle
. oL
E=Xa - —L (6.1)

i

bei der Bewegung eines abgeschlossenen Systems erhalten bleibt, d. h., sie stellt
eines der Bewegungsintegrale dar. Diese Grofle heillt die Energie des Systems.
Die Additivitdt der Energie folgt unmittelbar aus der Additivitit der La-
GRANGE-Funktion, durch die sie sich geméf8 (6,1) linear ausdriickt. Der Er-
haltungssatz der Energie gilt nicht nur fiir abgeschlossene Systeme, sondern
auch fiir Systeme, die sich in einem konstanten Feld befinden (d. h. in einem
Feld, das nicht von der Zeit abhingt); die eidzige bei der Ableitung benutzte
Eigenschaft der LAGRANGE-Funktion — némlich die Abwesenheit einer expli-
ziten Abhangigkeit von der Zeit — ist auch in diesem Fall vorhanden. Mechani-
sche Systeme, deren Energie erhalten bleibt, heilen auch konservative Systeme.

Wie wir in § 5 gesehen haben, hat die LAGRANGE-Funktion eines abgeschlosse-
nen Systems (oder eines Systems, das sich in einem konstanten Feld befindet)
die Form

L="7T(,q9 — Uqg) -

Hierin ist 7' eine quadratische Funktion der Geschwindigkeiten. Wenn man
auf sie das bekannte EULERsche Theorem iiber homogene Funktionen anwendet,
erhilt man
. oL
Zqﬁ—zq:-—.—=2-’l’

o9, 91
Durch Einsetzen dieses Wertes in (6,1) finden wir
E=T@9 + Uqg (6,2)
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and in kartesischen Koordinaten

E=2ma_2”ﬁ+ U,y ...). (6,3)

Auf diese Weise kann die Energie eines Systems in Form einer Summe von
zwei wesentlich verschiedenen Gliedern dargestellt werden: der kinetischen
Energie, die von den Geschwindigkeiten abhéngt, und der potentiellen Energie,
die nur von den Koordinaten der Teilchen abhéngt.

§°7. Impuls

Ein anderer Erhaltungssatz folgt aus der Homogenitdt des Raumes.

Aus dieser Homogenitéit ergibt sich, daf} sich die Eigenschaften eines abge-
schlossenen Systems bei einer beliebigen rdumlichen Parallelverschiebung des
Systems als Ganzes nicht verandern. Dementsprechend betrachten wir eine
unendlich kleine Verschiebung um die Strecke & und fordern, dafl die La-
GRANGE-Funktion dabei unverandert bleibt.

Bei einer Parallelverschiebung werden alle Punkte des Systems um ein und
dieselbe Strecke verschoben, d. h., ihre Radiusvektoren r, werden zu r, + &.
Die Anderung der Funktion L durch diese infinitesimale Koordinatentransfor-
mation ist bei gleichbleibenden Geschwindigkeiten der Teilchen

oL =5 gp,—e 5 L
a 07

a 07y

Hierbei wird iiber alle Massenpunkte des Systems summiert. Da & beliebig ist,
wird die Forderung 6L = 0 dquivalent mit
s _g. (7,1)
a 07
Mit der LagraNcEschen Gleichung (5,2) erhalten wir daraus -
d oL d oL
Zam @t o,
Damit kommen wir zu dem Ergebnis, dal in einem abgeschlossenen mecha-
nischen System die Vektorgro3e
oL
] —_— ,2
P35 &
bei der Bewegung erhalten bleibt. Der Vektor P heiBit Impuls des Systems.
Durch Differenzieren der LAGRaNGE-Funktion (5,1) finden wir, dafl der Impuls
sich folgendermaflen durch die Geschwindigkeiten der Massenpunkte ausdriickt:
P=3 mv,. o (7,3)
a

Die Additivitat des Impulses ist offensichtlich. Dariiber hinaus ist der Impuls
des Systems im Gegensatz zur Energie gleich der Summe der Impulse

Pa = My Vg
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der einzelnen Teilchen und zwar unabhingig davon, ob man die Wechsel-
wirkung zwischen ihnen vernachléssigen kann.

Fir alle drei Komponenten des Impulsvektors gilt ein Erhaltungssatz nur
bei Abwesenheit eines dufleren Feldes. Einzelne Komponenten des Impulses
konnen jedoch auch bei Vorhandensein eines Feldes erhalten bleiben, wenn
namlich die potentielle Energie des Feldes von irgendeiner der kartesischen
Koordinaten nicht abhingt. Bei Verschiebung entlang der entsprechenden
Koordinatenachse éndern sich die mechanischen Eigenschaften des Systems
offenbar nicht ; das bedeutet aber, daB die Projektion des Impulses auf die Achse
eine Erhaltungsgrofe ist. Im homogenen Feld z.B., dessen Richtung der
2-Achse parallel ist, sind die z- und y-Komponenten des Impulses Erhaltungs-

groBen.
Die Ausgangsgleichung (7,1) hat einen einfachen physikalischen Sinn. Die
Ableitung oL[or, = — oU/[er, ist die Kraft F,, die auf das a-te Teilchen

wirkt. Damit bedeutet die Gleichung (7,1), dal die Summe der Krifte, die auf
alle Teilchen eines abgeschlossenen Systems wirken, gleich Null ist:

> F,=0. (7,4)

Z.B. ist im Falle eines Systems von zwei Massenpunkten F; + F; = 0. Die
Kraft, mit der das zweite Teilchen auf das erste wirkt, hat dieselbe GroBe, aber
die entgegengesetzte Richtung wie die Kraft, mit der das erste Teilchen auf
das zweite wirkt. Diese Aussage ist als Gesetz der Gleichheit von Aktion und
Reaktion bekannt.

Wenn die Bewegung durch verallgemeinerte Koordinaten g; beschrieben wird,
so heiflen die Ableitungen der LaGraNGE-Funktion nach den verallgemeinerten
Geschwindigkeiten,

oL
=== 4 7,5
= (7.5)
verallgemeinerte Impulse und die Ableitungen
oL
Fy=— 7,6
9q; ( )

verallgemeinerte Krdfte. Mit diesen Bezeichnungen erhalten die LAGRANGE-
Gleichungen die Form

¢ =Fy. (7,7)

In kartesischen Koordinaten fallen die verallgemeinerten Impulse mit den
Komponenten der Vektoren p; zusammen. Im allgemeinen Falle jedoch sind
die GroBen p; lineare homogene Funktionen der verallgemeinerten Geschwindig-
keiten ¢;, die durchaus nicht Produkte von Masse mal Geschwindigkeit sein
miissen.
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§ 8. Schwerpunkt

Der Impuls eines abgeschlossenen mechanischen Systems hat in verschiedenen
Inertialsystemen verschiedene Werte. Wenn sich das System K’ relativ zum
System K mit der Geschwindigkeit ¥ bewegt, so sind die Geschwindigkeiten v,
und v, der Teilchen in diesen Systemen durch die Beziehung v, = v, + V
verkniipft. Infolgedessen ergibt sich eine Beziehung zwischen den Werten P
und P’ des Impulses in diesen Systemen der Form

P=3Ymv,= Y mv,+ V3 m,,
b a 13

oder
P=P +V}3m,. (8,1)

Demnach existiert stets ein Bezugssystem K’, in dem der Gesamtimpuls ver-
schwindet. Indem wir in (8,1) P’ = 0 setzen, finden wir fur die Geschwindig-
keit dieses Bezugssystems

Z'pm - sz;ﬂz ’ 8.2)

Wenn der Gesamtimpuls eines mechanischen Systems gleich Null ist, so kann
man sagen, dafl das System in dem betreffenden Bezugssystem ruht. Dies ist
eine ganz natiirliche Verallgemeinerung des Begriffs der Ruhe beim einzelnen
Massenpunkt. Dementsprechend nimmt die Geschwindigkeit V, die durch
Formel (8,2) gegeben ist, den Sinn der Geschwindigkeit der ,,Bewegung eines
mechanischen Systems als Ganzes* an, dessen Impuls von Null verschieden ist.
Auf diese Weise sehen wir, daB der Erhaltungssatz des Impulses gestattet, auf
natiirliche Weise den Begriff der Ruhe und der Geschwindigkeit eines mecha-
nischen Systems als Ganzes zu definieren.

Die Formel (8,2) zeigt, dall die Beziehung zwischen Impuls P und Geschwin-
digkeit V des Gesamtsystems dieselbe ist wie die zwischen Impuls und Ge-
schwindigkeit eines einzelnen Massenpunktes, dessen Masse u = 3’ m, gleich
der Summe der Massen aller Teilchen des Systems ist. Man kann daher sagen,
daB die Masse eine additive GroBe ist.

Die rechte Seite der Formel (8,2) kann als totale zeitliche Ableitung des
Ausdrucks

Z ma ’rﬂ
R = S (8,3)
dargestellt werden. Die Geschwindigkeit des Gesamtsystems ist also gleich der
Geschwindigkeit, mit der sich der Punkt mit dem Radiusvektor (8,3) im Raum
bewegt. Dieser Punkt heillt der Schwerpunkt des Systems. Der Erhaltungs-
satz des Impulses eines abgeschlossenen Systems kann demnach auch so for-
muliert werden: Der Schwerpunkt des Systems bewegt sich geradlinig und

3 Kurzfassung I
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gleichformig. Das ist eine Verallgemeinerung des Tréigheitsgesetzes, das in § 3
fiir einen einzelnen freien Massenpunkt abgeleitet worden war, dessen ,,Schwer-
punkt mit dem Punkt selbst zusammenfallt.

Bei Untersuchungen der mechanischen Eigenschaften eines abgeschlossenen
Systems benutzt man natiirlich dasjenige Bezugssystem, in dem der Schwer-
punkt ruht. Auf diese Weise wird die gleichférmige und geradlinige Bewegung
des Gesamtsystems aus der Betrachtung eliminiert.

Die Energie des als Ganzes ruhenden Systems wird gewohnlich als innere
Energie E;, bezeichnet. Sie enthélt die kinetische Energie der Relativbewegung
der Teilchen in dem System und die potentielle Energie ihrer Wechselwirkung.
Die Gesamtenergie eines Systems, das sich als Ganzes mit der Geschwindigkeit V
bewegt, kann in der Form

Ve
E="%-1E, (8,4)

dargestellt werden. Obwohl die Richtigkeit dieser Formel einleuchtet, geben -
wir noch ihre Ableitung.

Die Energien £ und E’ eines mechanischen Systems in zwei Bezugssystemen K
und K’ sind durch die Beziehung

E= LZmvi+U=_Zm@, +Vi+U
a a .

14 5 '2
= ”—2 + V Y mev, + X —*-—mazva + U
oder

E=v+vp+g¥ (8,5)

verkniipft. Diese Formel ist das Transformationsgesetz der Energie beim Uber-
gang von einem Bezugssystem zu einem anderen, gerade so, wie Formel (8,1)
das Transformationsgesetz des Impulses darstellte. Wenn der Schwerpunkt
im System K’ ruht, so ist P’ = 0, E' = E;;, und wir bekommen (8,4).

§9. Drehimpuls

Wir gehen nun zur Ableitung des Erhaltungssatzes iiber, der aus der Isotropie
des Rawmes folgt.

Isotropie bedeutet, dal die mechanischen Eigenschaften eines abgeschlos-
senen Systems sich bei einer beliebigen Drehung des Gesamtsystems im Raume
nicht éndern. Dementsprechend betrachten wir eine unendlich kleine Drehung
_ des Systems und fordern, dafl seine LAGRANGE-Funktion dabei ungeédndert
bleibt.

Wir fithren den Vektor dg einer infinitesimalen Drehung ein, dessen Betrag
gleich dem Drehwinkel dp ist und dessen Richtung mit der Drehachse zusammen -
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fallt (und zwar so, dal die Drehrichtung mit der Richtung von d¢ eine Rechts-
schraube bildet).

" Zunichst wollen wir den durch eine solche Drehung verursachten Zuwachs
eines Radiusvektors bestimmen, der vom Koordinatenanfangspunkt (der auf
der Drehachse liegt) zu irgendeinem Massenpunkt des sich drehenden Systems
verlduft. Die lineare Verschiebung des Endes des Radiusvektors ist mit dem
Winkel durch die Beziehung |67 = r sin @ - d¢ verkniipft (Abb. 3). Der Vek-
tor Or steht senkrecht auf der durch 7 und d¢ aufgespannten Ebene. ‘

Abb. 3

Daher gilt

or = [0 - 7] . (9,1)
Bei Drehung des Systems dndert sich nicht nur die Richtung der Radiusvek-
toren, sondern auch die der Geschwindigkeiten aller Teilchen; dabei transfor-
mieren sich alle Vektoren nach dem gleichen Gesetz. Damit wird der Zuwachs
der Geschwindigkeit gegentiber der im urspriinglichen Koordinatensystem

ov = [dp - v] . (9,2)

Diese Ausdriicke setzen wir in die Bedingung fiir die Konstanz der La-
GRANGE-Funktion bei Drehung,

6L — % (:TLara +

a

ol av,,> —0,

v,

ein und erhalten durch Einsetzen von 9L/dv, = p, und 9L/or, = p,:
P (pa [6(]) * 2] + Pa [5419 ‘vg]) = 0.

Nach zyklischer Vertauschung der Faktoren und Ausklammern von d¢ finden
wir: .
. d
0 3 ([12 Pa] + [va Pa)) = 0g a 2 ["ap]=0.
Da dies fir beliebige d ¢ gelten muB, folgt

d
*&E%‘ [rapa] = 0.

3%
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Damit kommen wir zu dem Ergebnis, daB bei der Bewegung eines abgeschlosse-
nen Systems der Vektor

M= X [ra Pl (9,3)

eine Erhaltungsgrofle ist. Er heilt Drehimpuls des Systems. Die Additivitit
dieser GroBe ist offensichtlich und héngt, wie beim Impuls, nicht davon ab,
ob zwischen den Teilchen eine Wechselwirkung besteht oder nicht.

Damit sind die additiven Bewegungsintegrale erschopft, so daBl jedes ab-
geschlossene System im ganzen 7 davon besitzt: die Energie und je 3 Kompo-
nenten des Impulses und des Drehimpulses.

Da in die Definition des Drehimpulses die Radiusvektoren der Teilchen ein-
gehen, hingt der Drehimpuls im allgemeinen von der Wahl des Nullpunktes
ab. Zwischen den Radiusvektoren 7, und 7, ein und desselben Punktes be-
ziiglich zweier Koordinatenanfangspunkte, die um die Strecke a voneinander
entfernt sind, besteht die Beziehung r, = r, + a. Damit erhalten wir

M= Y [r,pd = X [r:pu) + [@ 2 Pd]

oder
M=M + [aP]. (9,4)

Aus dieser Formel ist zu ersehen, daBl nur dann, wenn das System als Ganzes
ruht (d. h. P = 0), sein Drehimpuls nicht von der Wahl des Nullpunktes ab-
hangt. Auf den Erhaltungssatz des Drehimpulses wirkt sich diese Unbe-
stimmtheit natiirlich nicht aus, da auch der Impuls eines abgeschlossenen Sy-
stems eine ErhaltungsgroBe ist.

Wir wollen noch eine Formel ableiten, welche die Werte des Drehimpulses
in zwei verschiedenen Inertialsystemen K und K’ miteinander verkniipft, von
denen das zweite sich mit der Geschwindigkeit V relativ zum ersten bewegt.
Wir wollen annehmen, dafl die Systeme K und K’ in dem betrachteten Zeit-
‘punkt zusammenfallen. Dann sind die Radiusvektoren der Teilchen in beiden
Systemen gleich, und fiir die Geschwindigkeiten gilt v, = v, + V. Damit
erhalten wir

M= 2 my, [ra'va] = m, [T,,’D,’,] + X m, [raV] .

Die erste Summe auf der rechten Seite ist der Drehimpuls M’ im System K';
wenn wir in die zweite Summe den Radiusvektor des Schwerpunktes gemaf
(8,3) einfiihren, entsteht

Diese Formel stellt das Transformationsgesetz des Drehimpulses bei Ubergang
von einem Bezugssystem zu einem anderen dar, und tritt neben die analogen
" Gesetze fiir Impuls und Energie, Formeln (8,1) und (8,5).
Wenn K’ dasjenige Bezugssystem ist, in dem das mechanische System als
Ganzes ruht, so ist ¥ die Geschwindigkeit des Schwerpunktes des mechanischen
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Systems und g V sein Gesamtimpuls P (beziiglich K). Dann wird
M=M +[RP]. (9,6)

Mit anderen Worten: Der Drehimpuls M setzt sich aus dem ,,Eigendrehimpuls*,
d.h. dem Drehimpuls im Ruhsystem des Schwerpunkts, und dem Drehimpuls
[R P)] zusammen, der von der Bewegung des Systems als Ganzes herriihrt.

Fiir jede der drei Komponenten des Drehimpulses (bezogen auf einen belie-
bigen Nullpunkt) gilt nur bei abgeschlossenen Systemen gleichzeitig ein Er-
haltungssatz; in eingeschrankter Form kann man einen solchen aber auch unter
Umsténden bei Systemen in dufleren Feldern aufstellen.

Aus obiger Ableitung folgt offenbar, daB stets die Projektion des Dreh-
impulses auf eine Symmetrieachse des gegebenen Feldes erhalten bleibt, da die
mechanischen Eigenschaften des Systems sich bei einer beliebigen Drehung um
diese Achse nicht dndern; dabei mufl der Drehimpuls natiirlich auf einen Punkt
(Koordinatenanfangspunkt) bezogen sein, der auf dieser Achse liegt.

Der wichtigste Fall ist das kugelsymmetrische Feld, in dem die potentielle
Energie nur vom Abstand von einem bestimmten Raumpunkt (Zentrum) ab-
hingt. Bei der Bewegung in einem solchen Feld bleibt offensichtlich die Pro-
jektion des Drehimpulses auf eine beliebige Achse durch das Zentrum erhalten.
Mit anderen Worten: Der gesamte Drehimpulsvektor M ist eine Erhaltungsgrofe,
wenn er beziiglich des Zentrums des Feldes definiert ist, nicht aber, wenn er guf
. irgendeinen anderen Raumpunkt bezogen wird.

Ein anderes Beispiel: Ein homogenes Feld lings der z-Achse; in ihm ist die
Projektion M, des Drehimpulses eine Erhaltungsgrofe, wobei der Nullpunkt
beliebig gewahlt werden kann.

Wir bemerken, daB3 die Projektion des Drehimpulses auf irgendeine Achse
(wir nennen sie die z-Achse), durch Differenzieren der LagraNGE-Funktion ge-
maf der Formel

oL
M=X ron 9,7

gefunden werden kann; hierin ist die Koordinate ¢ der Drehwinkel um die
z-Achse. Das folgt bereits aus dem Charakter der oben dargelegten Ableitung
des Drehimpulserhaltungssatzes; man kann sich davon aber auch durch direkte
Ausrechnung iiberzeugen. In Zylinderkoordinaten r, ¢, 2 haben wir (nach der
Substitution xz, = r, cos @q, ¥, = resin g,):

Mz=Zma(%%—ya%)=2mﬂi¢a- (978)
a a
Andererseits hat die LAGRANGE-Funktion in diesen Variablen die Form
1 . . .
L = §2m,(r2 4 res+22)—U,
a

und Einsetzen dieses Ausdrucks in (9,7) fiithrt wiederum zu der Formel (9,8).
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Aufgabe

Welche Komponenten des Impulses P und des Drehimpulses M bleiben bei der Be-
wegung in folgenden Feldern erhalten:

a) Feld einer unendlichen homogenen Ebene.

Losung: P,, P,, M,(die unendliche Ebene ist die zy-Ebene).

b) Feld eines unendlichen homogenen Kreiszylinders.

Lésung: M, P, (die Zylinderachse ist die z-Achse).

c) Feld eines unendlichen homogenen Prismas.

Lésung: P, (die Kanten des Primaslaufen parallel zur z-Achse).

d) Feld von zwei Punkten.

Losung: M, (die Punkte befinden sich auf der z-Achse).

e) Feld einer unendlichen homogenen Halbebene.

Losung: P, (die unendliche Halbebene ist der Teil der zy-Ebene, der durch die y-Achse
begrenzt wird).

f) Feld eines homogenen Kegels.

Losung: M, (die Achse ist die z-Achse).
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§ 10. Eindimensionale Bewegung

Die Bewegung eines Systems mit einem einzigen Freiheitsgrad heifit ein-
dimensional. Die allgemeinste Form der LaGrRANGE-Funktion eines solchen
Systems, das sich unter konstanten dufleren Bedingungen befindet, lautet

L=_alg) i~ Ua. (10,1)

Hierin ist a(g) eine Funktion der verallgemeinerten Koordinate g. Wenn ¢ eine
kartesische Koordinate ist (wir nennen sie z), so gilt

L= ”‘_2"‘27 — U . (10,2)

Die Bewegungsgleichungen, die solchen LaGrRANGE-Funktionen entsprechen,
lassen sich in allgemeiner' Form integrieren. Dabei ist es nicht einmal noétig,
die Bewegungsgleichung selbst hinzuschreiben, sondern man kann unmittelbar
von dem ersten Integral ausgehen, d. h. von der Gleichung, die den Erhaltungs-
satz der Energie ausdriickt. Fir die LAGRANGE-Funktion (1a,2) heiflit das

m a2
2

+ Ux) = E.

Das ist eine Differentialgleichung erster Ordnung, die sich durch Trennung der
Veranderlichen integrieren lifit. Wir erhalten

dz 2
E=Vﬁw—mm

und damit

‘m dx
t = — e S t . 1013
szVE—U(x) + cons ( )

Hier spielen die Gesamtenergie £ und eine Integrationskonstante (const) die
Rolle der beiden freien Konstanten in der Losung der Bewegungsgleichung.

Da die kinetische Energie eine wesentlich positive Grofle ist, mufl bei der
Bewegung die Gesamtenergie stets grofler als die potentielle Energie sein, d. h.,
die Bewegung kann nur in solchen Gebieten verlaufen, wo U(z) < E ist.

Die Funktion U(z) habe z.B. die in Abb. 4 dargestellte Form. Wenn man
eine horizontale Gerade einzeichnet, die der gegebenen Gesamtenergie E ent-
spricht, so kann man die fiir die Bewegung zugelassenen Gebiete direkt ablesen.
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Bei Abb. 4 sind das die Strecke 4 B und das Gebiet rechts von C.
Die Punkte, in denen die potentielle Energie gleich der Gesamtenergie ist,

U)=E, (10,4)

bestimmen die Grenzen der Bewegung. Es sind Umkehrpunkte, da in ihnen die
Geschwindigkeit ihre Richtung umkehrt. Wenn das fiur die Bewegung zu-
lassige Gebiet auf beiden Seiten durch solche Punkte begrenzt ist, verlauft sie
in einem endlichen rdumlichen Bereich; man sagt, sie ist begrenzt. Wenn das
Gebiet nicht oder nur auf einer Seite begrenzt ist, wird die Bewegung unbe-
grenzt, das Teilchen lauft ins Unendliche.

Die eindimensionale finite Bewegung ist eine Schwingung: Das Teilchen fiihrt
eine periodische Bewegung zwischen den beiden Grenzen aus (in Abb. 4 in
der Potentialmulde AB zwischen den Punkten x, und z,). Hierbei ist gemaf

Abb. 4

der allgemeinen Reversibilitdtseigenschaft (Seite 11) die Laufzeit von z; nach
Z, gleich der von z, nach z;. Infolgedessen ist die Periode 7' der Schwingung,
d. h. die Zeit, in der der Punkt von z, nach x, und wieder zuriick lauft, gleich der
doppelten Laufzeit von x, nach x,, also nach (10,3)

2o(E)

TE) = fom| ¥ . (10,5)
JE— U
z,(E)
Hierin sind die Grenzen z;, und xz, Wurzeln der Gleichung (10,4) bei gegebener
Energie E. Diese Formel liefert die Periode der Bewegung in Abhéngigkeit von

der Gesamtenergie des Teilchens.

§ 11. Reduzierte Masse

Das duBerst wichtige Problem der Bewegung eines Systems, das aus zwei
miteinander in Wechselwirkung stehenden Teilchen besteht (Zweikorper-
Problem), 1aBt eine vollstdndige Losung in allgemeiner Form zu.

Als vorlaufigen Schritt zur Losung dieser Aufgabe zeigen wir, wie sie wesent-
lich vereinfacht werden kann, indem man die Bewegung des Systems in die
Bewegung des Schwerpunktes und die Relativbewegung der Korper beziiglich
des Schwerpunktes zerlegt.



§ 12. Bewegung im Zentralfeld 29

Die potentielle Energie der Wechselwirkung zweier Teilchen héngt nur von
ihrem gegenseitigen Abstand ab, d. h. vom Betrag der Differenz ihrer Radius-
vektoren. Daher lautet die LAGRANGE-Funktion eines solchen Systems
my 5 s 3

2 2
Wir fithren den Abstandsvektor der beiden Punkte

L=

—U(ry — 1) . (11,1)

P=1— T,
ein und legen den Koordinatenursprung in den Schwerpunkt, so daB sich ergibt:
my 1y + myr, =0.

Aus den beiden letzten Gleichungen finden wir

rn=_"__r, r=—— 7_’:_’7[0' ) (11,2)
1 2

Einsetzen dieser Ausdriicke in (11,1) liefert

L= ®¥ _ Ur), (11,3)

worin die Bezeichnung
my My

= 4)
5 (11,4)

eingefiihrt ist; die GroBe m heilt reduzierte Masse. Die Funktion (11,3) gleicht
formal der LAGRANGE-Funktion eines Teilchens der Masse m, das sich in einem
duBeren Feld U(r) bewegt, welches kugelsymmetrisch um einen festen Ko-
ordinatenursprung ist.

Auf diese Weise wird das Problem der Bewegung zweier miteinander in
Wechselwirkung stehender Massenpunkte auf das Problem der-Bewegung eines
Punktes in einem gegebenen duBleren Feld U(r) zuriickgefithrt. Aus der Lo-
sung r = 7(t) dieser Aufgabe ergeben sich die Bahngleichungen #; = #,(t) und
1, = ry(t) der beiden Teilchen m2, und m, (beziiglich ihres gemeinsamen Schwer-
punktes) aus den Formeln (11,2).

§ 12. Bewegung im Zentralfeld

Indem wir das Problem der Bewegung zweier Korper auf das der Bewegung
eines einzigen Korpers zuriickgefithrt haben, sind wir zu der Aufgabe gelangt,
die Bewegung eines Teilchens in einem &duBeren Felde zu bestimmen, dessen
potentielle Energie nur vom Abstand r von einem bestimmten festen Punkt
abhingt; ein solches Feld heiBt Zentralfeld. ‘Auch die Kraft

F— 2000 __dU =

or dr »’
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die auf das Teilchen wirtkt, Fépgt hietktei dem Betrag nach nur von r ab
und hat in jedem Punkte die Richtung des Radiusvektors. Wie in § 9 schon
erwahnt wurde, ist bei der Bewegung in einem Zentralfeld der auf das Zentrum
bezogene Drehimpuls des Systems eine ErhaltungsgroBe. Fiir ein einzelnes
Teilchen ist dieser

M = [rp].

Da die Vektoren M und 7 senkrecht aufeinander stehen, bedeutet die Kon-
stanz von M, daB bei der Bewegung des Teilchens sein Radiusvektor stets in
einer Ebene bleibt, die senkrecht zu M liegt.

Die Bahn eines Teilchens in einem Zentralfeld liegt also vollsténdig in einer
Ebene. Wenn wir fiir diese Ebene die Ebene des Polarkoordinatensystems r, ¢
mit dem Ursprung im Zentrum des Feldes wihlen, so erhalten wir die La-
GRANGE-Funktion in der Form (vgl. (4,5))

A— %(&z +r2g?) — Ulr). (12,1)

Diese Funktion enthélt die Koordinate ¢ nicht in expliziter Form. Jede ver-
allgemeinerte Koordinate q;, die nicht explizit in die LAcRaANGE-Funktion ein-
geht, heiBt zyklisch. Infolge der LacranNgEschen Gleichung gilt fiir eine solche
Koordinate

| am
dtop; a9 ’

d. h', der entsprechende verallgemeinerte Impuls p; = 9L[0p, ist ein Bewegungs-

integral. Dieser Umstand fiihrt zu einer wesentlichen Vereinfachung der Inte-

gration der Bewegungsgleichungen bei Vorhandensein von zyklischen Koordi-

naten.
Im vorliegenden Fall fallt der verallgemeinerte Tmpuls

Pp=mr2g
mlt dem Drehimpuls M, = M (vgl (9.8)) zusammen, so daB wir zu dem uns
schon bekannten Erhaltungssatz des Drehimpulses zuriickkehren:

M = m7r?@ = const . (12,2)
Wir bemerken, daB dieses Gesetz fiir die ebene Bewegung eines einzelnen Teil-

chens im Zentralfeld eine einfache geometrische Deutung gestattet. Der Aus-

2] }
druck 3 r - r dp stellt die Flache des Sektors dar, der von zwei unendlich dicht

ben@éhbart)en Radiusvektoren und dem dazwischenliegenden Bahnelement ge-
bildet wird (Abb. 5). Wir bezeichnen diese Fliche mit df und schreiben den
Drehimpuls des Teilchens in der Form

M=2mf. (12,3)
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Die Ableitung von f heilt Fldchengeschwindigkeit. Erhaltung des Drehimpulses
bedeutet also Konstanz der Flachengeschwindigkeit: Der Radiusvektor des
sich bewegenden Punktes tiberstreicht in gleichen Zeiten gleiche Flachen (cweites
KErPLERsches @esetz). Der Drehimpuls-Erhaltungssatz wird bei Bewegung im
Zentralfeld oft als Fldchensatz bezeichnet.

Abb. 5

Zur vollstandigen Losung des Problems der Bewegung eines Teilchens im
Zentralfeld gelangt man am einfachsten, wenn man von den Erhaltungssitzen
der Energie und des Drehimpulses ausgeht, ohne die Bewegungsgleichungen .
selbst aufzuschreiben. Indem wir @ durch M aus (12,2) ausdriicken und in den
Ausdruck fiir die Energie einsetzen, erhalten wir

M

E N : -2
E = l;‘_ (12 4 12 2) -+ U(r) = ”,'2’ g 1 U (12,4)
Daraus ergibt sich »
. dr B M
k —a?_l/m[E‘ U= e el

und durch Integration nach Trennung der Verdnderlichen

t= [ dr . -+ eonst. (12,6)
]/;gE— U — s
2

Wenn wir (14,2) in der Form
M

mr?

dg = de

schreiben, dt aus (12,5) einsetzen und integrieren, entsteht
®

]

2
Q= - e A Mﬁ + const . (12,7)
V 2m[E — U(r)] —

r2

Die Formeln (12,6) und (12,7) lésen die gestellte Aufgabe in allgemeiner Form.
Die zweite Formel stellt die Beziehung zwischen » und ¢ dar, d. h., sie ist die
Bahngleichung. Die Formel (12,6) bestimmt in impliziter Form die Zeit-Ab-
hingigkeit des Abstandes r des bewegten Punktes vom Zentrum. Wir bemerken,
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daB sich der Winkel ¢ monoton mit der Zeit éndert; denn aus (12,2) ist ersicht-
lich, daB} ¢ niemals sein Vorzeichen dndert.
Der.Ausdruck (12,4) zeigt, da man den Radialteil der Bewegung als ein-
dimensionale Bewegung in einem Feld mit der effektiven potentiellen Energie
M2
2mr?

Uey = Ulr) + (12,8)
betrachten kann. Die GroBe M2/2 m 72 heillt Zentrifugalenergie. Die r-Werte,
bei denen '

U(r) +2_f:% —E (12,9)

ist, bestimmen die Grenzen des Bewegungsbereiches. Wenn Gleichung (12,9)
erfiillt ist, wird die radiale Geschwindigkeitskomponente 7 gleich Null.

Das bedeutet nicht, daBl das Teilchen anhélt (wie bei der echten eindimen-
sionalen Bewegung), da die Winkelgeschwindigkeit ¢ im allgemeinen nicht ver-
schwindet. Die Gleichung r = 0 bestimmt den Umkehrpunkt der Bahn, in
ihm hat die Funktion #(¢) ein Minimum oder ein Maximum.

Wenn der zulédssige r-Bereich nur durch die eine Bedingung r = r,, ein-
geschriankt wird, ist die Bewegung des Teilchens unbegrenzt: Die Bahn komm¢t
aus dem Unendlichen und verschwindet wieder im Unendlichen.

Liegen dagegen die zuldssigen r-Werte zwischen zwei Grenzen 7;,, und 7y,
so ist die Bewegung begrenzt, und die Bahn verlauft vollstindig in dem ring-
formigen Gebiet, das durch die Kreise r = 7, und r = r;, begrenzt wird. Das
bedeutet jedoch nicht, dal die Bahn auf jeden Fall geschlossen ist. Wahrend »
sich von 7, bis 7,;, und dann wieder bis 7, &ndert, dreht sich der Radiusvektor
um den Winkel A, fir den sich nach (12,7)

7max

Ap =2 ] . (12,10)

V2 m(E —U) — ill;
r
ergibt.

Die Bahn bildet nur dann eine geschlossene Kurve, wenn dieser Winkel

"min

ein rationaler Teil von 27 ist, d. h. wenn Ap = 27tnﬁ gilt, wo n; und n,
2

ganze Zahlen sind. Nach n,-maliger Wiederholung der zugehorigen Zeitperiode
hat der Radiusvektor des Punktes »n, ganze Umldufe ausgefiihrt und féllt mit
seinem Ausgangswert wieder zusammen, d. h., die Kurve schliet sich.

Solche Fille sind jedoch Ausnahmen, und bei beliebiger Form von U(r)
wird der Winkel A4 ¢ kein rationaler Teil von 2 & sein. Darum ist die Bahn bei
finiter Bewegung im allgemeinen nicht geschlossen. Sie liuft unendlich oft
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durch beide Umkehrpunkte (wie z.B. in Abb. 6) und iiberstreicht in unendlich
langer Zeit die gesamte Ringfliche zwischen den beiden begrenzenden Kreisen.

Abb. 6

Es existieren nur zwei Typen von Zentralfeldern, in denen alle Bahnen finiter
Bewegungen geschlossen sind. Das sind die Felder, bei denen die potentielle
Energie des Teilchens proportional zu 1/r oder zu 72 ist. Der erste dieser beiden
Fille wird im folgenden Paragraphen behandelt, der zweite stellt den sogenann-
ten rdumlichen Oszillator dar (vgl. Aufgabe 3, § 19).

§13. Das KEPLER-Problem

Besonders wichtig sind die Zentralfelder, bei denen die potentielle Energie
umgekehrt proportional zu r, die zugehorige Kraft also umgekehrt proportional
zu 7% ist. Hierher gehoren das NEwTONsche Gravitationsfeld und das elektro-
statische CouromB-Feld ; das erstere wirkt bekanntlich anziehend, wihrend das
letztere entweder anziehend oder abstolend sein kann.
Wir betrachten zunachst das Anziehungsfeld, in dem
U=-—-% . (13,1)
r
mit positiver Konstante « ist. Die Kurve der effekttven potentiellen Energie
2

o M
Uetr=— St 2mrt (13,2)

hat die in Abb. 7 dargestellte Form. Fiir » — 0 geht sie gegen + oo, fir r — oo
2
geht sie von negativen Werten her gegen Null; bei r = &l—‘% hat sie ein Minimum

mit dem Wert
(Ueff)min =S

«2m
2 M2’

(13,3)
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Uptr

;
Abb, 7 \/—

Aus der Kurve folgt sofort, daB8 die Bewegung des Teilchens bei £ % 0 infinit,
bei E < 0 finit ist.
Die Form der Bahn erhalt man mit Hilfe der allgemeinen Formel (12,7). Wenn

wir dort U = — «[r einsetzen und elementar integrieren, bekommen wir
M m«
r M
@ = arccos ————

y

Die Bezugsrichtungen fiir den Winkel ¢ wihlen wir so, da8 const = 0 wird. Mlt
den Bezeichnungen

Sy ]/1+”.M (13,4)
m x

nimmt dann die Bahngleichung die Form
2_1
= +ecosg (13,5)

an. Dies ist die Gleichung eines Kegelschnittes mit dem Brennpunkt im Koordi-
natenursprung; p heit Parameter, e Eyzentrizitdt der Bahn. Die Wahl der Be-
zugsrichtung von ¢ bedeutet, wie man aus (13,5) abliest, daBl der Punkt mit
@ = 0 der dem Zentrum néchstgelegene Punkt (das sogenannte Perikel der
Bahn) ist.

In dem dquivalenten Problem zweier Korper, die nach dem Gesetz (13,1) mit-
einander in Wechselwirkung stehen, stellt die Bahn eines jeden Teilchens eben-
falls einen Kegelschnitt dar, und zwar mit dem Brennpunkt im gemeinsamen
Schwerpunkt.

Aus (13,4) sieht man, daB bei £ < 0 die Exzentrizitdt e < 1, die Bahn also
eine Ellipse (Abb. 8) und damit begrenzt ist, wie es dem am Anfang des Para-
graphen Gesagten entspricht. Bekannte Formeln der analytischen Geometrie
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2

a
|ae
-

2a

Abb.8

liefern fiir die groe und die kleine Halbachse der Ellipse

P o P M
a= =—, b= = 13,6
1 —é 2 |B)| 1=e Vem |E| ( )

Der kleinste zuldssige Wert der Energie E féllt mit (13,3) zusammen ; dabei ist
e = 0, d. h., die Ellipse geht in einen Kreis tiber. Es sei bemerkt, dafl die grofle
Halbachse der Ellipse nur von der Energie (nicht aber vom Drehimpuls) des
Teilchens abhdngt. Fiir den kleinsten und den groBten Abstand vom Zentrum
des Feldes (Brennpunkt der Ellipse) gilt:

a(l —e), rmax=lfe=a(1+e). (13,7)

P

Tmin = Ty

Diese Ausdriicke (mit @ und e aus (13,6) und (13,4)) hatte man selbstverstind-
lich auch unmittelbar als Wurzeln der Gleichung U,y (r) = E erhalten kénnen.

Die Umlaufzeit auf der Ellipsenbahn, d. h. die Periode 7' der Bewegung,
berechnet man zweckméBigerweise mit Hilfe des Drehimpulserhaltungssatzes
in der Form (12,3) (Konstanz der Flichengeschwindigkeit). Integration dieser
Gleichung uber die Zeit von 0 bis T' ergibt

2mf=TM,

wo f die von der Bahn umschlossene Fliche ist. Fiir dle Ellipse gilt f = a b,
und mlt Hilfe der Formel (13,6) finden wir

— 3/2 ] E: LET
T=2na l/‘," naV2|E|3' (13,8)

Dabei ist das Quadrat der Periode proportional der 3. Potenz der linearen Aus-
mafe der Bahn (sogenanntes drittes KEpLERsches Gesetz). Es sei noch bemerkt,
daB die Periode nur von der Energie des Teilchens abhéngt.

E = 0 fithrt zu einer unbegrenzten Bewegung. Fir E > 0 folgte > 1,d. h.,
die Bahn ist eine Hyperbel, die das Zentrum des Feldes (Brennpunkt) einschlie3t,
wie Abb. 9 zeigt. Als Perihelabstand ergibt sich

_ P _ _
"min = e+1_a (6 l) ’ (13:9)
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w obei
P &

a =
et —1 2 FE &

die Halbachse der Hyperbel bedeutet.

Y Y

a(1+e)

ale-7)

Abb. 9 / Abb. 10

Im Falle E = 0 ist die Exzentrizitit e = 1, d. h., das Teilchen bewegt sich auf
einer Parabel mit dem Perihelabstand 7,;, = p/2. Dieser Fall ist verwirklicht,
wenn das Teilchen seine Bewegung im Unendlichen mit der Geschwindigkeit
Null beginnt.

Wir wenden uns nun der Bewegung im abstofenden Feld zu, in dem

17 == (13,10)

r

ist (¢« < 0). In diesem Falle nimmt die effektive potentielle Energie

M2
Uefi = i +

r 2 m r?

monoton von -+ oo bis 0 ab, wenn r sich von 0 bis co dndert. Die Energie des
Teilchens kann nur positiv sein, und die Bewegung ist stets infinit. Sadmtliche
Rechnungen fiir diesen Fall sind vollig analog den oben durchgefiithrten. Die
Bahn ist eine Hyperbel (oder eine Parabel bei £ = 0):

2__ + ecosg (13,11)

r

(p und e sind durch Formeln (13,4) definiert). Sie fiihrt am Zentrum des Feldes
vorbei, wie Abb. 10 zeigt.
Fiir den Perihelabstand gilt

run = —L—=ale+1). (13,12)



Der StoBl von Teilchen A IV

§ 14. Elastischer Sto8

Die Erhaltungssitze des Impulses und der Energie gestatten bereits in vielen
Fillen eine Reihe wichtiger Schliisse iiber die Eigenschaften verschiedener
mechanischer Prozesse zu ziehen. Hierbei ist der Umstand besonders wesent-
lich, dafl diese Eigenschaften von der konkreten Art der Wechselwirkung zwi-
schen den am ProzeB beteiligten Teilchen v6llig unabhdngig sind.

Wir betrachten den elastischen StoB8 zweier Teilchen, d. h. einen StoB, bei
dem der innere Zustand der Teilchen unverdndert bleibt. Infolgedessen braucht
man bei der Anwendung des Energieerhaltungssatzes auf einen solchen Stof
die innere Energie der Teilchen nicht zu beriicksichtigen.

Als Laborsystem werden wir ein System bezeichnen, in dem sich eines der Teil-
chen (es sei das Teilchen m,) bis zum Stofl in Ruhe befindet und ein anderes (m,)
sich mit der Geschwindigkeit ¥ bewegt. Die Formeln fiir den Sto nehmen die
cinfachste Form in dem Bezugssystem an, in dem der Schwerpunkt beider Teil-
chen ruht (Schwerpunktsystem); die Werte der Grofen in diesem System werden
wir durch den Index 0 kennzeichnen. Die Geschwindigkeiten der Teilchen im
Schwerpunktsystem sind mit der Geschwindigkeit ¥ im Laborsystem durch die
Beziehungen

My my

V0 = v Voo =— —
10 ’ 20
my + my my - my

verkniipft (vgl. (11,2)). »

Infolge des Impulserhaltungssatzes sind die Impulse beider Teilchen nach dem
Stol dem Betrag nach einander gleich aber entgegengesetzt gerichtet, und in-
folge des Erhaltungssatzes der Energie bleiben ihre absoluten GroSen erhalten.
Daher besteht das Ergebnis des Stofes im Schwerpunktsystem in einer Drehung
der Geschwindigkeitsvektoren beider Teilchen, wobei die Geschwindigkeiten
entgegengesetzt gerichtet und dem Betrag nach erhalten bleiben. Wenn wir
mit n, den Einheitsvektor in Richtung der Geschwindigkeit des Teilchens m,
nach dem StoB bezeichnen, so werden die Geschwindigkeiten der beiden Teilchen
nach dem Stof (wir kennzeichnen sie durch einen Strich):

’ m ’
V= —"2 _ymy, Vp=— —A__ypn,. (14,1)

my + My ; my + my

Um zum Laborsystem zuriickzukehren, mufl man zu diesen Geschwindig-
keiten die Geschwindigkeit V des Schwerpunktes hinzufiigen. Fiir die Geschwin-

4 Kurzfassung 1
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digkeiten der Teilchen im L-System nach dem Stof gilt daher

m
2 wvny+

"l] =
my + my my + my

(14,2)
. ™ v
my + m, 0 my + my
Damit sind die Aussagen erschopft, die man, nur von den Erhaltungsséitzen aus-
gehend, iiber den Sto bekommen kann. Die Richtung des Vektors 7, hingt
vom Wechselwirkungsgesetz der Teilchen und von ihrer gegenseitigen Lage beim
StoB ab.

Die Gleichung (14,2) kann man geometrisch interpretieren; hierbei ist es
zweckmiBig, von den Geschwindigkeiten zu den Impulsen iiberzugehen. Nach
Multiplikation der Gleichungen (14,2) mit m, bzw. m, erhalten wir:

vy = —

: m
Pr=mvon, + - L _p, .
m1+m2 (14,3)
g my
Dy = — n
P2 mv °+ml—i—m2pl

(m = my myf(my 4 my) ist die reduzierte Masse). Wir schlagen dann einen Kreis
mit dem Radius m » und fithren die in Abb. 11 gezeigte Konstruktion durch.

Abb. 11 - e a) i : b)

Wenn der Einheitsvektor 7, lings 0¢ gerichtet ist, so liefern die Vektoren Aac
und CB die Impulse p; und p;. Bei vorgegebenem p, liegen der Radius des
Kreises sowie die Lage des Punktes A fest, und der Punkt C kann eine beliebige
Lage auf dem Kreis einnehmen. Der Punkt A liegt fir m; < m, (Abb. 11a)
innerhalb des Kreises und fir m, > m, (Abb. 11b) auBlerhalb des Kreises.

Die in den Zeichnungen mit @, und @, bezeichneten Winkel sind die Ab-
lenkwinkel der Teilchen nach dem Sto8 beziiglich der Stofrichtung (der Rich-
tung von p;). Der Winkel y (er gibt die Richtung von m, an) bedeutet den
Ablenkwinkel des ersten Teilchens im Schwerpunktsystem. Aus der Abbildung
liest man ab, dal die Winkel @, und 6, durch den Winkel y folgendermafen
ausgedriickt werden kénnen:

tg @, = TaN0X @, =" %, (14,4)

’
my -+ My COS ¥ 2
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‘Wir geben noch die Formeln fir die Betrige der Geschwindigkeiten beider
Teilchen nach dem StoB in Abhéngigkeit vom Winkel y an:

o Vm? + md + 2mym, co8 Y,

= —

, 2myv . g
: vy = —s8in £, 14,5
my + my j 2 my +my 2 ( )

Die Summe @, + 6, ist der Winkel zwischen den Teilchen nach dem StoB.
Offenbar gilt @, + 6, > % bei my < myund O, + 60, < g-bei my > my.

Dem Falle, daB beide Teilchen sich nach dem StoB auf einer Geraden be-
wegen (zentraler Stof), entspricht y = =, d. h., der Punkt C liegt auf dem Durch-
messer entweder links vom Punkt 4 (Abb. 11a; hierbei sind p; und p, ent-
gegengesetzt gerichtet) oder zwischen 4 und 0 (Abb. 11b; hierbei sind p; und
p, gleichgerichtet).

Die Geschwindigkeiten der Teilchen nach dem StoB sind in diesem Falle

, my — m . 2m
By = i 25 DI ki S (14,6)
1
m; + m, my + my

Der Betrag von v, ist hierbei der maximal mégliche; infolgedessen ergibt sich
fir die gro3te Energie, die das zunédchst ruhende Teilchen bei dem StoB erhalten
kann, der Ausdruck

, 1y U 2 4 m, .
E — M2V max __ by My E 14.7
2 max ) (”‘l o 1n2)2 1 ( 4! )

wo E; = m, vj/2 die Anfangsenergie des stoBenden Teilchens bedeutet.

Bei m; < m, kann die Geschwindigkeit des ersten Teilchens nach dem Stof3
jede beliebige Richtung haben. Bei m, > m, dagegen kann der Ablenkwinkel
des stoBenden Teilchens einen Maximalwert nicht iiberschreiten ; im zugehorigen
Punkt C (Abb. llﬂf beriihrt die Gerade AC den Kreis. Offenbar gilt sin @, ,x =
0C|OA oder

BT J— ;ﬁ _ (14,8)

1

Der Stofl wird besonders einfach fiir. Teilchen gleicher Masse (von denen das
eine zundchst ruht). In diesem Falle liegt nicht nur der Punkt B, sondern auch
der Punkt A4 auf dem Kreis (Abb. 12). Hierbei gilt

0, = o 6, = (14,9)
v, =v cos-’zi, Vo = sin%. (14,10)

Es sei bemerkt, daB die Teilchen nach dem StoB unter einem rechten Winkel
auseinanderfliegen.
4*
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Abb. 12

§ 15. Streuung von Teilchen

Im vorigen Paragraphen war erwahnt worden, dafl zur vollstindigen Bestim-
mung des Resultates eines Stofles zweier Teilchen (Berechnung des Winkels y)
die Bewegungsgleichungen unter Beriicksichtigung des konkreten Wechselwir-
kungsgesetzes zwischen den Teilchen gelost werden miissen.

Wir werden zunédchst — wie es iiblich ist — das dquivalente Problem der Ab-
lenkung eines einzigen Teilchens mit der Masse m im Feld U(r) eines festen
Kraftzentrums (das im Schwerpunkt der Teilchen liegt) betrachten.

Die Bahn eines Teilchens im Zentralfeld verlauft symmetrisch zu der Geraden,
die das Zentrum mit dem ihm néchstgelegenen Bahnpunkt verbindet (04 in
Abb. 13). Infolgedessen schneiden die beiden Asymptoten der Bahn die er-

Abb. 13

wahnte Gerade unter dem gleichen Winkel. Wenn wir diesen mit ¢, bezeichnen,
so ergibt sich fiir den Winkel 3, um den das Teilchen auf seinem Fluge am Zen-
trum vorbei abgelenkt wird, der Wert

1=l —2q, (15,1)

wie aus der Abbildung zu ersehen ist. Der Winkel ¢, berechnet sich geméif
(12,7) aus dem Integral '
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oo
M
) dr

Po = (15,2)

Tl/Z m[E— U(r)]- —?2—2 ’
"min

wobei von dem dem Zentrum néchstgelegenen bis zu einem unendlich weit ent-
fernten Bahnpunkt integriert wird. Wir erinnern daran, daB ry,;, eine Wurzel des
Radikanden in (18,2) ist.

Bei infiniter Betwegung, mit der wir es hier zu tun haben, ist es zweckméBig,
statt der Konstanten E und M andere einzufiihren: die Geschwindigkeit v, des
Teilchens im Unendlichen und den sogenannten StoBparameter o. Letzterer stellt
die Lange des Lotes dar, das vom Zentrum auf die Richtung von v, gefillt
wird, d. h., er ist der Abstand, in dem das Teilchen am Zentrum vorbeifliegen
wiirde, wenn das Kraftfeld nicht vorhanden wire (Abb. 13). Die Energie und
den Drehimpuls kann man durch diese Groflen folgendermaflen ausdriicken:
m vl

B =2
2

M=mpuvy, (15,3)

und Formel (15,2) nimmt die Form

‘po — s — (1574)

"min
an. Daraus ergibt sich zusammen mit (15,1) der Zusammenhang zwischen yx
und p.

In physikalischen Anwendungen hat man es im allgemeinen nicht mit der
Ablenkung eines einzigen Teilchens zu tun, sondern, wie man sagt, mit der Streu-
ung eines ganzen Strahles gleichartiger Teilchen, die mit gleicher Geschwindig-
keit v,, auf das Streuzentrum zulaufen. Verschiedene Teilchen des Strahles
haben verschiedene Stoparameter und werden dementsprechend unter ver-
schiedenen Winkeln y gestreut. Wir bezeichnen mit dV die Anzahl der Teilchen,
diein der Zeiteinheit um Winkel gestreut werden, die in dem Intervall zwischen
x und y + dy liegen. Diese Zahl selbst ist fiir die Charakterisierung des Streu-
prozesses unbequem, weil sie von der Dichte des einfallenden Strahles abhangt
(ihr proportional ist). Aus diesem Grunde fiihren wir das Verhéltnis

do= (15,5)
n
ein, worin n die Anzahl der Teilchen ist, die in der Zeiteinheit durch die Flachen-

einheit des Strahlquerschnittes hindurchtreten (wir nehmen natiirlich an, da3
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der Strahl iiber seinen gesamten Querschnitt homogen ist). Dieses Verhéltnis
hat die Dimension einer Flache und heil3t Wirkungsquerschnitt der Strewung.
Er ist durch die Form des Streufeldes vollstindig bestimmt und stellt eine fir
die Beschreibung des Streuprozesses sehr wichtige Grofle dar.

Wir nehmen an, dal die Beziehung zwischen y und p eindeutig ist; das trifft
zu, wenn der Streuwinkel eine monoton abnehmende Funktion des StoBpara-
meters ist. In diesem Falle werden nur diejenigen Teilchen in ein gegebenes
Winkelintervall zwischen y und y + dy gestreut, deren StoBparameter in einem
bestimmten Intervall, zwischen o(y) und p(y) + do(y) liegen. Die Anzahl dieser
Teilchen ist gleich dem Produkt von » mit dem Flacheninhalt des Ringes zwi-
schen den Kreisen mit den Radien p und 0 4 dp,d. h., es gilt dN¥ =2 7w do - n.
Damit wird der Wirkungsquerschnitt

do=2mpdo. (15,6)

Um die Abhdngigkeit des Wirkungsquerschnitts vom Streuwinkel zu finden,
genigt es, diesen Ausdruck in die Form ‘

do = 27 oly) ‘%% ay (15,7)
dy
umzuschreiben. Hier steht der Absolutwert der Ableitung dp/dy, weil diese
negative Werte annehmen kann (das sogar in der Regel tut). Oft bezieht man do
nicht auf das Element dy des ebenen Winkels, sondern auf das Raumwinkel-
element do. Der Raumwinkel zwischen zwei Kegeln mit den Scheitelwinkeln y
und y + dy ist do = 2z sin y dy. Damit erhalten wir aus (15,7):

do = & 2‘ do. : (15,8)
sin y | dy
Wir kehren nun zu der in der Praxis vorliegenden Situation zuriick, ndmlich
daB der Teilchenstrahl nicht an einem festen Kraftfeld, sondern an anderen,
zundchst ruhenden Teilchen gestreut wird. Die Formel (15,7) 148t sich auch hier
verwenden; sie liefert namlich den Wirkungsquerschnitt in Abhangigkeit vom
Streuwinkel im Schwerpunktsystem. Um die Abhéngigkeit des Wirkungsquer-
schnittes vom Streuwinkel @ im Laborsystem zu finden, mufl man in (15,7)
x durch @ gemaB Formel (14,4) ausdriicken. Hierbei ergeben sich Ausdriicke
fur den Wirkungsquerschnitt sowohl beziiglich des einfallenden Teilchenstrahls
(x ausgedriickt durch ©,), als auch beziiglich der zunédchst ruhenden Teilchen
(x durch 6, ausgedriickt).

Aufgaben

1. Berechne den Wirkungsquerschnitt fiir die Streuung von Teilchen an einer absolut
harten Kugel vom Radius a (d. h. fir das Wechselwirkungsgesetz: U = o0 bei r < a
und U = 0 bei r > a).

Loésung: Da sich das Teilchen auBlerhalb der Kugel frei bewegt, aber nicht in sie ein-
dringen kann, setzt sich die Bahn aus zwei Geraden zusammen, die symmetrisch zu dem
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Radius verlaufen, der zum Berithrungspunkt des Teilchens mit der Kugel fithrt (Abb. 14).
Aus der Abbildung folgt

. L —
0 = asin gy = asin acos £ .

Abb. 14

Einsetzen in (15,7) bzw. (15,8) liefert
2 2
do = n; sin ydy= %do s (1)

d. h., im Schwerpunktsystem ist die Streuung isotrop. Integration von dg iiber alle Winkel
ergibt firr den totalen Wirkungsquerschnitt den Wert ¢ = 7 a?in Ubereinstimmung damit,
daB die Zielfliche, die das Teilchen treffen mufl, um iiberhaupt gestreut zu werden, der
Querschnitt der Kugel ist.

2. Driicke fiir denselben Fall den Wirkungsquerschnitt als Funktion der Energie ¢ aus,
die die gestreuten Teilchen verlieren.

Losung: Die Energie, die das Teilchem m, verliert, ist gleich der Energie, die das Teilchen
m, gewinnt. GeméB (14,5) und (14,7) ist

’ 2 mim . .
= = mz? d, smz—;‘ = &max Sin? % s

woraus sich

1 .
de= 2 &max 8in y dy

ergibt, und nach Einsetzen in Formel (1) der Aufgabe 1 erhalten wir

do = ma?
€max

Die Verteilung der e-Werte der gestreuten Teilchen ist gleichméBig im gesamten e-Intervall
von Null bis emax -

3. Berechne den Wirkungsquerschnitt dafiir, daB Teilchen (der Masse m,) auf die Ober-
flaiche einer Kugel (mit der Masse m, und dem Radius R) fallen, von der sie nach dem
NEewToNschen Gesetz angezogen werden.

Lo6sung: Die Bedingung dafiir. da die Teilchen auf die Kugel fallen, ist die Erfallung
der Ungleichung rmin < R, wo rpin der dem Kugelmittelpunkt nichstgelegene Bahnpunkt
des Teilchens ist. Der groBte zulidssige Wert von g bestimmt sich aus der Gleichung rmin = R,
was zur Losung der Gleichung Ueg(R) = E oder

my 'l)go Q?imx & m v?”

2 R? R 2

fihrt, wobei & = y m, m, ist (y bezeichnet die Gravitationskonstante) und wir m ~m,
gesetzt haben unter der Annahme, da m, > m, gilt. Indem wir hieraus g}, entnehmen,
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erhalten wir

o‘=nR2(l+ 2ym2).

2
Rv2

Bei v — 0 strebt der Wirkungsquerschnitt natiirlich dem geometrischen Querschnitt der
Kugel zu.

§ 16. Die RurHERFORDsSche Formel

Eine de;' wichtigsten Anwendungen der oben erhaltenen Formeln ist die Streu-
ung geladener Teilchen im CouLoms-Feld.

Wenn wir in (15,4) U = 2 setzen und elementar integrieren, erhalten wir
r

2.9

m v 0

T W e
i+ i)

mvZ p

0t = _tg?q,

@ = arccos

daraus ergibt sich

m2 vi,
oder nach Einfiihrung von ¢, =~ ; % gemiB (15,1)
2 _ 2 X
0% = — v:gctg 5 (16,1)

Differentiation dieses Ausdruckes nach y und Einsetzen in (15,7) oder (15,8)
liefert

X

2 CcOo8 —
do=n( %) — 2 ay (16,2)

* sin® &

2

bzw.
2

do— (W"‘vz_) do —- (16,3)

oo ind £

81N B)

Dies ist die sogenannte RUTHERFORD- Formel. Es sei erwihnt, da der Wirkungs-
querschnitt nicht vom Vorzeichen von « abhingt, so daf3 das erhaltene Resultat
sowohl fiir abstoBende als auch fiir anziehende CourLoms-Felder gilt.

Formel (16,3) liefert den Wirkungsquerschnitt in dem Bezugssystem, in dem
der Schwerpunkt der zusammenstoflenden Teilchen ruht. Die Transformation
ins Laborsystem wird mit Hilfe der Formeln (14,4) durchgefiihrt. Fiir die zu-
néchst ruhenden Teilchen ergibt Einsetzen von y =z — 2 6, in (16,2)

do’2=2n( e )2_52‘12(1@2 =( xd )2& (16,4)

m v | cos® O, mvZ | cos® @, -




§ 16. Die RuTHERFORDsche Formel 45

Fir die einfallenden Teilchen fithrt die Transformation im allgemeinen Falle zu
duBerst umstindlichen Formeln. Wir erwahnen daher nur zwei spezielle Fille.

Wenn die Masse m, des streuenden Teilchens groB ist im Vergleich zur Masse
m, des gestreuten Teilchens, so ist y ~ @, und m ~ m,, so daB sich

2 do
da:("‘) 1 16,5
=\7x) —a (16,5)

2

ergibt, worin B, = m, v, /2 die Energie des einfallenden Teilchens ist.
Wenn die Massen beider Teilchen gleich sind (m, = m,, m = m,/2), so wird
% = 2 O, nach (14,9), und durch Einsetzen in (16,2) entsteht

_ o \2 cos O, _ [®\2 cos O,
dal—Zﬂ(i) o 40,~ (E) o do, . (16,6)

Wenn nicht nur die Massen beider Teilchen gleich, sondern diese Teilchen iiber-
haupt identisch sind, so hat es keinen Sinn, nach der Streuung die zuerst
bewegten von den zuerst ruhenden Teilchen zu unterscheiden. Der Gesamt-
wirkungsquerschnitt fir alle Teilchen ergibt sich dann durch Summation von
do, und do, und nach Ersetzen von 6, und 6, durch den gemeinsamen Wert © zu

o \2 1 1
do= (E) (m + m) cos @ do . (16,7)
Wir kehren nun wieder zu der allgemeinen Formel (16,2) zuriick und berechnen
mit ihrer Hilfe die Verteilung der gestreuten Teilchen in bezug auf die beim Stof3
abgegebene Energie. Bei beliebigem Verhiltnis zwischen den Massen des ge-
streuten Teilchens (m,) und des streuenden Teilchens (m,) gilt fiir die Geschwin-
digkeit, die letzteres erhalt, als Funktion des Streuwinkels im Schwerpunkt-
system die Formel (14,5), also

v 2my

Vg = vmsini.

my + My 2
Daraus folgt fiir die Energie, die das Teilchen m, erhilt und die das Teilchen m,

also verliert, der Wert

:m,,11'22=2m“’v2 sinz X
) m2 2

Wenn wir hiernach sin %durch € ausdriicken und in (16,2) einsetzen, erhalten wir

o de

do =27 (16,8)

my V2, €2
Diese Formel beantwortet die gestellte Frage: Sie bestimmt den Wirkungsquer-
schnitt als Funktion des Energieverlustes ¢; letzterer nimmt hierbei sémtliche

2
Werte von Null bis g, = 2 m2 2> an.
My
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§17. Freie eindimensionale Schwingungen

Ein sehr verbreiteter Bewegungstyp mechanischer Systeme sind die sogenann-
ten kleinen Schwingungen, die ein System um seinen stabilen Gleichgewichts-
zustand herum ausfiihrt. Wir beginnen die Betrachtung solcher Bewegungen
mit dem einfachsten Fall, daBl namlich das System nur einen einzigen Freiheits-
grad besitzt.

Im stabilen Gleichgewicht hat das System eine Lage, in der die potentielle
Energie U(g) ein Minimum besitzt; eine Auslenkung aus dieser Lage fihrt zum
Auftreten einer Kraft — dU/dg, die das System in die Ausgangslage zuriickzieht.
Wir bezeichnen den zum Minimum von U gehorenden Wert der verallgemeiner-
ten Koordinate ¢ mit ¢,. Bei kleinen Ablenkungen aus der Gleichgewichtslage
geniigt es, bei der Entwicklung der Differenz U(q) — U(g,) nach Potenzen von
q — g, nur das erste nicht verschwindende Glied zu beriicksichtigen. Das ist
im allgemeinen das Glied zweiter Ordnung:

U@ - Ula) ~% (¢ — g1,

k ist ein positiver Koeffizient (und gleich der zweiten Ableitung U’'(¢) an der
Stelle ¢ = ¢,). Im folgenden normieren wir die potentielle Energie derart, dafl
U(q,) = 0 wird, und fithren die Bezeichnung

z=q—gq (17,1)

fir die Auslenkung der Koordinate vonihrem Gleichgewichtswert ein. Damit wird
2

Ulz) = "Tx ) (17,2)

Die kinetische Energie des Systems mit einem Freiheitsgrad hat im allgemei-
nen Falle die Form
1 . 1 3

5 al9) ¢ = alg) 2*.

In der betrachteten Néherung geniigt es, di€ Funktion a(g) einfach durch ihren
Wert an der Stelle ¢ = ¢, zu ersetzen. Wenn wir der Kiirze halber die Bezeich-
nung!)

a(gy) = m

1) Es sei jedoch betont, daB die GréBe m nur dann mit der Masse zusammenfillt, wenn x
die kartesische Koordinate des Teilchens ist!
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einfithren, erhalten wir schlieBlich fiir die LAGRANGE-Funktion eines Systems,
das eindimensionale kleine Schwingungen ausfiihrt!), den Ausdruck

p=m®_ka (17,3)

Die dieser Funktion entsprechende Bewegungsgleichung lautet

m%+kx=0 (17,4)
oder
2+ wtx=0, (17,5)

wo die Bezeichnung

sz% (17,6)

verwendet worden ist. Die lineare Differentialgleichung (17,5) hat die beiden
unabhéngigen Losungen cos w ¢ und sin w ¢, so daf} die allgemeine Losung

r=ccoswt+ cysinwt (17,7)
heiBlt. Dieser Ausdruck kann auch in der Form
r=acos(wt+ x) (17,8)

geschrieben werden. Da cos (wt + &) =coswt cosx —sinwt sino ist,
zeigt der Vergleich mit (17,7), dal} die freien Konstanten @ und « mit den Kon-
stanten ¢, und ¢, durch die Beziehung

a=Vgte], tga=—2 (17,9)
1
verkniipft sind.

Das bedeutet, dafl das System harmonische Schwingungen um die Gleich-
gewichtslage ausfiihrt. Der Koeffizient @ vor dem periodischen Faktor in (17,8)
heilt Amplitude und das Argument des Kosinus Phase der Schwingung; « ist die
Anfangsphase; sie hingt offenbar von der Wahl des Zeitnullpunktes ab. Die
GroBe w heiBt Kreisfrequenz der Schwingung; in der theoretischen Physik
wird sie iibrigens gewohnlich einfach mit Frequenz bezeichnet, was wir im fol-
genden auch tun werden.

Die Frequenz ist das fundamentale Charakteristikum von Schwingungen; sie
hangt nicht von den Anfangsbedingungen der Bewegung ab, sondern ist nach
Formel (17,6) vollstindig durch die Eigenschaften des mechanischen Systems
bestimmt. Es sei aber betont, dal diese Eigenschaft der Frequenz an die Vor-
aussetzung gebunden ist, dal die Schwingungen kleine Amplitude haben, sie
geht verloren beim Ubergang zu hoheren Niherungen. In mathematischer Hin-

1) Ein solches System wird oft eindimensionaler Oszillator genannt.
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sicht hangt diese Eigenschaft mit der quadratischen Abhéngigkeit der poten-
tiellen Energie von der Koordinate zusammen.
Die Energie eines Systems, das kleine Schwingungen ausfiihrt, ist

_ ma? ix* _m o, Aar
BE==+t75 =g@+o'd
oder, nach Einsetzen von (17,8),

E = % m w?a? . (17,10)

Sie ist dem Quadrat der Schwingungsamplitude proportional.
Oft erweist es sich als zweckméiBig, die Abhingigkeit der Koordinate des
schwingenden Systems von der Zeit als Realteil des komplexen Ausdruckes

z = Re {4 e~} (17,11)
darzustellen, worin 4 eine komplexe Konstante ist; wenn wir sie in der Form
A =ae (17,12)

schreiben, so kehren wir zu dem Ausdruck (17,8) zuriick. Die Konstante 4 heif3t
komplexe Amplitude; ihr Betrag ist gleich der gewoéhnlichen Amplitude, ihr
Argument gleich der Anfangsphase.

Der Umgang mit Exponentialfunktionen ist in mathematischer Hinsicht ein-
facher als der mit trigonometrischen Funktionen, da Differentiation ihre Form
nicht 4ndert. Solange man nur lineare Operationen durchfiihrt (Addition, Multi-
plikation mit einem konstanten Koeffizienten, Differentiation, Integration),
kann man das Zeichen Re (Realteil von) fortlassen und erst im Endresultat
beriicksichtigen.

Aufgaben

1. Driicke die Amplitude und Anfangsphase von Schwingungen durch die Anfangswerte
der Koordinate (x,) und der Geschwindigkeit (v,) aus.

Loésung:
)3
v v
a=1/ =« + —%, tg o - — 2
o w Ty

2. Bestimme das Verhéltnis der Frequenzen w und o’ der Schwingungen zweier zwei-
atomiger Molekiile, die aus Atomen verschiedener Isotope bestehen; die Massen der Atome
sind m,, m, bzw. my, mg.

Losung: Da die Wechselwirkung zwischen den Atomen der Isotope die gleiche ist, gilt
k = k. Als Koeffizienten m in den kinetischen Energien der Molekiile sind hier ihre redu-
zierten Massen zu nehmen. Aus (17,6) finden wir damit

g:VE%mHm@
w

.
my my (my + my)

3. Bestimme die Schwingungsfrequenz eines Punktes mit der Masse m:, der sich lings
einer Geraden bewegen kann und an einer Feder hiangt, deren anderes Ende im Punkte A
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(Abb. 15) befestigt ist; der Punkt 4 befindet sich im Abstand ! von der Geraden. Die
Feder hat die Lingel, an ihr tritt die Kraft F auf.

X

Abb. 15 m

Lo6sung: Die potentielle Energie der Feder ist (bis auf kleine GroBen héherer Ordnung)
gleich dem Produkt aus der Kraft F und der Langendnderung &l der Feder. Fir x < Igilt
2
e R P
so dall U = F 2?/2 [ wird. Da die kinetische Energie gleich m z?/2 ist, ergibt sich
F
o=1-—.
ml

§ 18. Erzwungene Schwingungen

Wir gehen nun zur Betrachtung von Schwingungen eines Systems iiber, auf das
ein dulleres veranderliches Feld wirkt. Derartige Schwingungen heiflen erzwun-
gene Schwingungen im Unterschied zu den im vorhergehenden Paragraphen
untersuchten sogenannten freten Schwingungen. Da die Amplitude weiterhin
alsklein vorausgesetzt wird, muf} das dullere Feld geniigend schwach sein, damit
es nicht zu grofe z-Auslenkungen hervorruft.

In diesem Falle besitzt das System neben der eigenen potentiellen Energie

-%k 22 noch die potentielle Energie U,(z, t), die von der Wirkung des dufleren

Feldes herrithrt. Wenn wir dieses Zusatzglied in eine Reihe nach Potenzen der
kleinen Gré8e z entwickeln, erhalten wir

aU,

0% |z=0 ’

Uz, t) = U0, 1) + x

Das erste Glied hdangt nur von der Zeit ab und kann deswegen in der LaGRANGE-
Funktion fortgelassen werden (als totale zeitliche Ableitung einer anderen
Funktion der Zeit). Im zweiten Glied ist — 9U,[ox die duBlere ,,Kraft*, die auf
das System in der Gleichgewichtslage wirkt und eine vorgegebene Funktion der
Zeit ist ; wir bezeichnen sie mit F(t). Damit erscheint in der potentiellen Energie
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das Glied — z F(¢), so daB3 die LaAcraNGE-Funktion des Systems lautet:

m x?

L =
2

_ kaz +z F() . (18,1)

Die entsprechende Bewegungsgleichung ist

mx + kx = F(t)
oder

Fratzt = %m) , (18,2)

wo wir wiederum die Frequenz w der freien Schwingungen eingefiihrt haben.

Bekanntlich erhdlt man die allgemeine Losung einer inhomogenen linearen
Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten als Summe zweier Aus-
driicke: z = %y + ,, wo z, die allgemeine Losung der homogenen Gleichung
und z, eine partikulire Losung der inhomogenen Gleichung bedeuten. In un-
serem Falle stellt , die im vorherigen Paragraphen untersuchten freien
Schwingungen dar. :

Wir betrachten nun einen Fall von besonderem Interesse, wo namlich die
dullere Kraft ebenfalls eine einfache periodische Funktion der Zeit mit der
Frequenz y ist:

F(t) =fcos(yt+p). (18,3)

Wir suchen eine partikulire Losung der Gleichung (18,2) in der Form z, =
b cos (y t + B), also mit dem gleichen periodischen Faktor. Einsetzen in die Dif-
ferentialgleichung ergibt & = f/m (w? — y?); Hinzufiigen der Losung der homo-
genen Gleichung liefert die allgemeine Losung in der Gestalt

f

m (@F — ) cos(yt+ p). (18,4)

x=acos(wt+«)+
Die freien Konstanten @ und « bestimmen sich aus den Anfangsbedingungen.

Das bedeutet, daBl das System unter der Wirkung duBerer periodischer Kréfte
eine Bewegung ausfiihrt, die sich aus zwei Schwingungen zusammensetzt: aus
einer Schwingung mit der Eigenfrequenz w des Systems und aus einer Schwin-
gung mit der Frequenz y der &ulleren Kraft.

-Die Lésung (18,4) gilt nicht im Falle der sogenannten Resonanz, d. h. wenn die
Frequenz der duBeren Kraft mit der Eigenfrequenz des Systems zusammenfillt.
Um die allgemeine Losung der Bewegungsgleichung in diesem Falle zu finden
schreiben wir den Ausdruck (18,4) mit entsprechenden neuen Bezeichnungen der
Konstanten in der Form

x=acos(wt+a)+ S ?2)[cos(yt—}—ﬂ)—cos(mt—}—ﬁ)].

m (w2 —

Fir y — o liefert das zweite Glied eine Unbestimmtheit der Art 0/0, und durch
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Anwendung der L.’HospiTaLschen Regel erhalten wir

x=uacos(wit+«x)+ - f

2mw

tsin (wt + f) . (18,5)

Das bedeutet, dafl im Falle der Resonanz die Schwingungsamplitude linear mit
der Zeit wiachst (solange sie nicht so groB wird, dafl man die gesamte dargelegte
Theorie nicht mehr anwenden kann).

Wir wollen noch kldren, wie kleine Schwingungen in der Nahe der Resonanz
aussehen, wenn also y = w 4 & mit kleinem ¢ gilt. In komplexer Schreibweise
lautet die allgemeine Losung

x = Ae—iwt + B e—i(w+e)t == (A + B e—ict) e—fwt i (18,6)

Da sich die GroBe A + B e~*¢! wihrend einer Periode 2 /w des Faktors e ~*«*
wenig dndert, konnen wir die Bewegung in der Ndhe der Resonanz als kleine
Schwingung mit veranderlicher Amplitude betrachten

Wenn wir diese Amplitude mit ¢ bezeichnen, erhalten wir

c= |4 + Be .
Wir driicken nun A bzw. B durch a e~* bzw. b e ~*# aus und finden
c2=a?*4+ b+ 2abcos(ct+p—«). ' (18,7)
Die Amplitude schwankt demnach periodisch mit der Frequenz & zwischen den
beiden Grenzen
la-bl<c=<a+bd.
Diese Erscheinung heit Schwebung.
Die Bewegungsgleichung (18,2) kann auch bei beliebiger duBerer Kraft F(t)

in allgemeiner Form integriert werden. Das ist leicht auszufiihren, wenn man
die Gleichung zunéchst in der Form

d,. . T . 1l
a( —z(z)a:)—f—za)(x—-zmx)—;F(t)
oder
¢ | 1
a—}— zo)f—-aF(t) (18,8)

schreibt, wo die komplexe GroBe
f=—t—iox (18,9)

eingefithrt worden ist. Die Gleichung (18,8) ist nicht mehr von zweiter, sondern
nur noch von erster Ordnung. Ohne die rechte Seite wire die Losung & = A e~
mit konstantem 4. Nach allgemeinen Regeln suchen wir eine Losung der inho-
mogenen Gleichung in der Form & — A(t) e ~'“! und erhalten fiir die Funktion
A(t) die Gleichung
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Ihre Integration ergibt die Losung der Gleichung (18,8) in der Form

¢

f=eiot f—l-mF(t)e“""dt-f—Eo , (18,10)

[i]

hierin ist die Integrationskonstante &, so gewahlt, da sie den Wert von £ im
Zeitpunkt ¢t = 0 darstellt. Das ist die gesuchte allgemeine Lésung; die Funktion
z(t) ergibt sich als Imaginérteil des Ausdrucks (18,10) (geteilt durch — w). ')
Die Energie eines Systems, das erzwungene Schwingungen ausfiihrt, bleibt
selbstverstdndlich nicht erhalten; dem System wird durch die duBlere Kraft
Energie zugefiihrt. Wir wollen die Gesamtenergie bestimmen, die dem System
wahrend der ganzen Zeit zuflieBt, in der die Kraft wirkt (von — co bis 4 o0),
wobei wir annehmen, dafl die Anfangsenergie gleich Nullist. Aus Formel (18,10)
(mit der unteren Integrationsgrenze — oo statt Null und mit & — co) = 0)

ergibt sich fir ¢ - oo
oo 2

|E(oo)l2=-"t—2 f]f’(t)e‘“'""dt .

—o0

Andererseits ist die Energie des Systems

v

E=T o arat) = el (18,11)
Wenn wir hier | £(c0)|2 einsetzen, erhalten wir fiir die gesuchte zugefiihrte Energie
[ e 3
B =it [F(t)e“"”dt . (18,12)
2m [

I

Sie ist demnach bestimmt durch das Absolutquadrat der zur Eigenfrequenz des
Systems gehorenden FouriEr-Komponente der Kraft F(t).

Wenn die duBlere Kraft nur wihrend eines kurzen Zeitintervalls (das klein ist
im Vergleich zu 1/w) wirkt, kann man e*i“¢ ~ 1 setzen und erhilt

oo 2
1
E= fF(t)dt\).

—00 /
Dieses Resultat ist von vornherein klar. Es driickt die Tatsache aus, daB eine
kurzzeitig wirkende Kraft dem System den Impuls [ F d¢ zufiihrt, ohne in
dieser kurzen Zeit eine merkliche Verschiebung hervorzurufen.

Aufgaben

1. Berechne die erzwungenen Schwingungen eines Systems unter dem EinfluB einer
duBeren Kraft F(t), wenn das System zur Zeit ¢ = 0 in der Gleichgewichtslage ruht (z = 0,

1) Dabei muB die Kraft F(¢) natiirlich in reeller Form geschrieben werden.

5 Kurzfassung I



54 Kapitel V. Kleine Schwingungen

x = 0), fir die Fille
a) F = const = F,,
F
Loésung:z = —0—2 (1 — cos w t); die Wirkung einer konstanten Kraft besteht in einer
m @

Verschiebung der Gleichgewichtslage, um die herum die Schwingung verlauft.
b) F=at.

a g
Léosung:z = —— (w0t — sin wt) .
m w3

¢) F =F,e—at,
Lésung: z = o = (e*"‘ — cos ot + 2 sin wt) .
m (w? + «2?) ®
d) F=F,e—atcos § t.
Losung:
F, .
xzmiygim{‘ (@ +of — P)eoswt

+%(w2+a2 + B2)sin w ¢ + et [(w? + o —ﬁZ)cosﬂt'—zaﬁsinﬂt]}

(bei der Lésung ist es zweckmiBig, die Kraft in der komplexen Form F — F,e (—* ~if)t zu
schreiben). '

2. Bestimme die Schwingungsamplitude eines Systems nach Einwirkung einer &uBeren
Kraft, die sich nach dem Gesetz F = 0 firt < 0, F = F  ¢/T fir 0 < t < T, F = F fur
¢t > Tiandert (Abb. 16) ; bis zum Zeitpunkt ¢ = 0 ruht das System in derGleichgewichtslage.

F

|
1o

|

T t

Abb. 18

Loésung: Wéhrend des Zeitintervalls 0 < ¢ < 7' haben die Schwingungen, die den An-
fangsbedingungen geniigen, die Form
F

r=—-"2 (wt—sinwt).
m T wd

Fir ¢ > T suchen wir eine Losung der Form
F,
maw?

z=cyco8sw(t—T)+csinw((t—T)+

Aus der Stetigkeitsbedingung fiir # und x an der Stelle ¢ = 7 finden wir

Fy

o sino T, Cy = ==—1 = (l—cosaw T) .

Cy = —
m 7T w,

Hierbei ist die Amplitude der Schwingungen

= , 2F .ol
a=1\c 4 ¢ = M?ng-sln —~5

Wir bemerken, dal die Amplitude um so kleiner ist, je langsamer die Kraft ¥, ,,einge-

schaltet'‘ wird (d. h. je groBer 7 ist).
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3. Dasselbe fiir den Fall einer konstanten Kraft F,, die wihrend einer begrenzten Zeit 7'
wirkt (Abb. 17).

Abb. 17 T t

Lo6sung: Man kann das Resultat auf dieselbe Weise wie in Aufgabe 2 finden; es ist jedoch
noch einfacher, die Formel (18,10) zu benutzen. Fiir ¢ é T erhalten wir freie Schwingungen
um die Lage z = 0; dabei ist

T
£ Fooiwe [ giweg — tFo (1 — eiot)e—iot;
m wm
§ .

das Absolutquadrat von & liefert die Amplitude gemdB der Formel |§2 = a2 w?. Als
Resultat finden wir

Fy . oT
a = 8in ——
mw? 2
§ 19. Schwingungen von Systemen mit mehreren Freiheitsgraden

Die Theorie der freien Schwingungen von Systemen mit mehreren (s) Freiheits-
graden baut sich ganz analog zu der Theorie auf, die wir in § 17 firr eindimen-
sionale Schwingungen betrachtet haben. Angenommen, die potentielle EnergieU
des Systems habe als Funktion der verallgemeinerten Koordinaten g; (¢ = 1,
2, ..., s) ein Minimum an der Stelle ¢; = ¢;,, Wenn wir die kleinen Verschie-
bungen

Te = i — G0 (19,1)

einfithren und U nach ihnen mit einer Genauigkeit bis zu Gliedern zweiter Ord-
nung entwickeln, erhalten wir die positiv definite quadratische Form

U= % 5 kg 0 % ' (19,2)
3

fir die potentielle Energie, die wir wiederum vonihrem Minimalwert an rechnen.
Da die Koeffizienten k;; und k;; mit ein und derselben GréBe z; - , multipliziert
in die Gleichung (19,2) eingehen, so ist klar, daBl man sie stets als symmetrisch
in ihren Indizes ansehen kann:

ki = kyi -
In der kinetischen Energie, die im allgemeinen Falle die Form
1 5 o
5 & e (@) qi g
ik

5%
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hat (s. (5,5)), setzen wir in die Koeffizienten ¢; = ¢;, und bezeichnen die Kon-
stanten a;;(g,) mit m;;. Damit ergibt sich fiir die kinetische Energie die positiv
definite quadratische Form

1 )

5 & Mk Ti Ty - (19,3)
ik

Die Koeffizienten m,; kann man ebenfalls stets als symmetrisch in ihren Indizes

annehmen, d. h.

My = Mg «

Damit lautet die LaAGraNGE-Funktion eines Systems, das freie kleine Schwin-
gungen ausfiihrt,

1 ..
L= ?_Z;(mik T2 — k2 2y). (19,4)

Wir stellen nunmehr die Bewegungsgleichungen auf. Zur Bestimmung der
in sie eingehenden Ableitungen schreiben wir das totale Differential der La-
GRANGE-Funktion auf:

1 2 4% . .
dL =?‘Zk(mikxidxk+ mip Ty d; — kg @; A2y — kg 2 dy) -

Da der Wert der Summe selbstverstdndlich nicht von der Bezeichnung der
Summationsindizes abhingt, vertauschen wir im ersten und dritten Glied in der
Klammer ¢ und ¥; wegen der Symmetrie der Koeffizienten m,; und k;; erhalten
wir

dL = Z’;(m,,'k ék d:it — ki]t Xy dxl) S

Daraus folgt
o

o oL
=Y my g, — ==Yk %
t oy 3

Damit lautet die LaGraNGE-Gleichung
%'mik':i’k‘*'zkikxk:()' (19,5)
k

Sie bilden ein System von s (¢ =1, 2, ..., s) linearen homogenen Differential-
gleichungen mit konstanten Koeffizienten.

Nach allgemeinen Regeln suchen wir zur Losung dieser Gleichungen s unbe-
kannte Funktionen () der Form

o= Ayt (19,6)

worin A irgendwelche zunéchst unbestimmte Konstanten sind. Wenn wir (19,6)
in das System (19,5) einsetzen, erhalten wir nach Kiirzung vone —itetein System
von linearen homogenen algebraischen Gleichungen, denen die Konstanten A,
geniigen miissen:

Z(—®my+ k) Ay =0. (19,7)
P
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Damit dieses System von Null verschiedene Losungen hat, muB seine Deter-
minante verschwinden, d. h.

iy — 0®migl = 0. (19,8)

Diese Gleichung — die sogenannte charakteristische Gleichung — ist eine
Gleichung vom Grade s in w?. Sie hat im allgemeinen Falle s verschiedene reelle
positive Wurzeln o) (x =1, 2, ..., s). Die hierdurch definierten GréSen w}
heiBlen Eigenfrequenzen des Systems. In speziellen Féllen konnen einige dieser
Wurzeln der charakteristischen Gleichung zusammenfallen; derartige mehr-
fache Eigenfrequenzen nennt man entartet.

Aus physikalischen Uberlegungen ist klar, daB die Wurzeln der Gleichung
(19,8) reell und positiv sein miissen. Wenn ndmlich w einen Imaginérteil hitte,
so bedeutete das fiir die zeitliche Abhéngigkeit der Koordinaten z; in (19,6)
(und damit auch fiir die zeitliche Abhingigkeit der Geschwindigkeiten ;) ein
exponentielles Abklingen oder Anwachsen des Zeitfaktors. Die Anwesenheit
eines solchen Faktors ist in unserem Falle aber unzulissig, da er zu einer zeit-
lichen Anderung der Gesamtenergie £ = U + T des Systems fithren wiirde,
was dem Erhaltungssatz widerspréiche.

Nachdem die Frequenzen w, gefunden sind, setzt man sie in Gleichung (19,7)
ein und kann dann die zugehorigen Werte der Koeffizienten 4; berechnen. Im
Hinblick auf die Homogenitit des Systems der algebraischen Gleichungen (19,7)
konnen diese Werte jedoch nur bis auf einen beliebigen gemeinsamen Faktor be-
stimmt werden. Um diesen Umstand hervorzuheben, stellen wir die Koeffi-
zienten A; (fir jede vorkommende Frequenz w,) in der Form 4, = 4;, C, mit
bestimmten rellen Konstanten 4, und einer beliebigen (komplexen), vom Index
k unabhidngigen Konstanten C, dar.

Eine partikuldre Losung des Differentialgleichungssystems (19,5) hat folglich
die Form

2= Ap, C, €719t

Die Summe aller partikuldren Losungen liefert die allgemeine Losung. Wenn
wir zum Realteil iibergehen, konnen wir sie in der Form

ap = 3 Ao Qa (19,9)

schreiben, wobei wir die Bezeichnung
Q. = Re {0, ei%!) (19,10)

eingefiihrt haben.

Das bedeutet, daB die zeitliche Anderung jeder Koordinate des Systems eine
Uberlagerung von s einfachen periodischen Schwingungen @;, @, - .., @, mit
beliebigen Amplituden und Phasen, jedoch mit ganz bestimmten Frequenzen
darstellt.

Die Frage liegt nahe, ob es nicht moglich ist, verallgemeinerte Koordinaten
auf solche Weise zu wahlen, dal jede von ihnen nur eine einfache Schwingung
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ausfiihrt. Die Form der allgemeinen Losung (19,9) gibt selbst schon den Weg
zur Losung dieser Aufgabe an.

Wenn wir namlich die s Beziehungen (19,9) als ein System von Gleichungen
mit s Unbekannten @, ansehen, so konnen wir durch Auflésen dieses Systems
die Groflen @y, @,, . .. ,Q, durch die Koordinaten x,, ,, ..., , ausdriicken.
Infolgedessen kann man die GréBen @, als neue verallgemeinerte Koordinaten
ansehen. Diese Koordinaten heiBen Normal-Koordinaten, und die einfachen
periodischen Schwingungen, die sie ausfiithren, heien Normalschwingungen des
Systems.

Die Normalkoordinaten @, geniigen den Gleichungen

Q.+ 02 Q. =0, (19,11)

wie aus ihrer Definition hervorgeht. In Normalkoordinaten zerfallen die Bewe-
gungsgleichungen also in s voneinander unabhidngige Gleichungen. Die Be-
schleunigung jeder Normalkoordinate hingt nur vom Wert eben dieser Ko-
ordinate ab, und zur vollstindigen Bestimmung ihrer zeitlichen Abhéngigkeit
geniigt es, wenn man ihren Anfangswert und den Anfangswert der ihr ent-
sprechenden Geschwindigkeit kennt. Mit anderen Worten, die Normalkoordina-
ten eines Systems sind vollkommen unabhéngig voneinander.

Aus dem Gesagten folgt, daB die in Normalkoordinaten ausgedriickte La-
GRANGE-Funktion in eine Summe von Ausdriicken zerfillt, von denen jeder einer
eindimensionalen Schwingung mit einer der Frequenzen w, entspricht, d. h., sie
hat die Form

{(Qi - (Oi Q:) 3

wo m, eine positive Konstante ist. Dieser Konstanten kann man durch Verén-
derung des gemeinsamen Faktors des erhaltenen Koeffizientensatzes 4;, in
(19,9) einen beliebigen Wert zuordnen. Gewohnlich wihlt man die Normalkoor-
dinaten so, daBl m, = 1 wird. Dann erhéalt die vollstindige LacraNGE:Funktion
des Systems die Form?)

L= 5(@:—w2@). (19,12)

Wenn wir es mit einem System von Teilchen zu tun haben, die miteinander in
Wechselwirkung stehen, sich aber nicht in einem #duBeren Feld befinden, so
haben nicht alle Freiheitsgrade Schwingungscharakter. Ein typisches Beispiel
solcher Systeme sind Molekiile. AuBer den Bewegungen, die Schwingungen der
Atome um ihre Gleichgewichtslage im Molekiil darstellen, kann das Molekiil als
Ganzes translatorische und Drehbewegungen ausfiihren.

1) Fir entartete Frequenzen ist die Wahl dieser Normalkoordinaten aber noch nicht
ganz eindeutig. Da die Normalkoordinaten (mit gleichem w,) als sich in gleicher Weise
transformierende Summen J @QZ und X 'in in die kinetische und potentielle Energie ein-
gehen, kann man sie einer beliebigen linearen, die Quadratsumme invariant lassenden
Transformation unterwerfen.
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Der Translation und im allgemeinen auch der Rotation entsprechen je drei
Freiheitsgrade, so dal von den 3 n Freiheitsgraden eines n-atomigen Molekiils
im ganzen 3 n— 6 fiir Schwingungen iibrigbleiben. Eine Ausnahme bilden Mole-
kiile, in denen alle Atome auf einer Geraden liegen. Da es keinen Sinn hat, von
einer Rotation um diese Gerade zu sprechen, so existieren in diesem Falle nur
zwei Rotationsfreiheitsgrade und dementsprechend 3n — 5 Schwingungsfrei-
heitsgrade.

Die Normalschwingungen eines Molekiils konnen nach der Art der Bewegung
der Atome auf Grund von Uberlegungen klassifiziert werden, die mit der Sym-
metrie der Verteilung der Atome im Molekil (in der Gleichgewichtslage) zu-
sammenhdngen. Hierfiir existiert eine allgemeine Methode, welche die Gruppen-
theorie benutzt. Hier wollen wir nur einige elementare Beispiele betrachten.

Wenn alle n Atome eines Molekiils in einer Ebene liegen, so kann man Normal-
schwingungen, bei denen die Atome in dieser Ebene bleiben, und solche, bei
denen die Atome diese Ebene verlassen, unterscheiden. Die auf jede der beiden *
Arten entfallende Anzahl ist leicht zu bestimmen. Da fiir die Bewegung in der
Ebene im ganzen 2 n Freiheitsgrade existieren, darunter zwei der Translation
und eine der Rotation, so ist die Anzahl der Normalschwingungen, bei denen die
Atome in der Ebene bleiben, gleich 27 — 3. Die librigen 3n — 6) — (27 — 3)
= n — 3 Schwingungsfreiheitsgrade entsprechen Schwingungen, bei denen die
Atome die Ebene verlassen.

Im Falle eines linearen Molekiils kann man Lingsschwingungen, die die gerad-
linige Form erhalten, und Schwingungen, bei denen die Atome die Gerade ver-
lassen, unterscheiden. Da fiir die Bewegung von n Teilchen auf einer Linie n
Freiheitsgrade existieren, von denen einer der Translation entspricht, so ist die
Anzahl der Schwingungen, bei denen die Atome auf der Geraden bleiben, gleich
n — 1. Da die Gesamtzahl der Schwingungsfreiheitsgrade eines linearen Mole-
kiils gleich 3 = — 5 ist, gibt es 2 » — 4 Schwingungsfreiheitsgrade, bei denen die
Atome die Geradeverlassen. Diesen Schwingungen entsprechen jedoch nurn — 2
verschiedene Frequenzen, da jede dieser Schwingungen auf zwei unabhingige
Weisen verwirklicht werden kann, nimlich in zwei senkrecht aufeinander stehen-
den Ebenen (die durch die Molekiilachse gehen); aus Symmetrieiiberlegungen
folgt, daBl jedes Paar dieser Normalschwingungen die gleiche Frequenz hat.

Aufgaben

1. Berechne die Schwingungen eines Systems mit zwei Freiheitsgraden, wenn die La-
GRANGE-Funktion

1. L OF .
L=5(x2+y)— 2—(x +y)tazy

lautet (zwei gleiche eindimensionale Systeme mit der Eigenfrequenz w,, die durch die
Wechselwirkung — « x ¥ miteinander gekoppelt sind).
Loésung: Die Bewegungsgleichungen lauten

T tolz=ay, yt+oly=ow.
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Einsetzen von (19,6) ergibt

Az (0§ — ) =ad,, Ay(0f—0?)=ad,. (1)
Die charakteristische Gleichung ist (w2 — w?)? = a?, woraus

wl=0l—0, o]=owta

folgt. Far = w, liefern die Gleichungen (1) 4, = 4,, fiir ® = w, dagegen 4, = — 4,.
Damit wird

1 1
x=—ﬁ(QI+Qz), y=ﬁ(el—%)

(die Koeffizienten l/V2—entsprechen der im Text erwdhnten Normierung der Normal-
koordinaten).
Fiir ¢ € w? (schwache Kopplung) erhalten wir

3 o
0 Wy — — W, = wy +—.
1 o T 5 2 o + 3
Die Anderung von x und y besteht in diesem Falle aus einer Uberlagerung von zwei Schwin-
gungen, deren Frequenzen sich nur wenig voneinander unterscheiden, d. h., die Schwingung

hat Schwebungscharakter mit der Schwebungsfrequenz w, — w, = « (s. § 18). Hierbei
durchlduft die Amplitude der Koordinate y ein Minimum, wenn die Amplitude der Ko-
ordinate z ein Maximum hat, und umgekehrt.

2. Berechne die kleinen Schwingungen eines ebenen Doppelpendels (Abb. 1).

Loésung: Fur kleine Schwingungen (¢, < 1, ¢, < 1) lautet die in Aufgabe 1, § 5, gefun-
dene LagranGE-Funktion

L = ~_1__;-—2—l%(p§+—”§q’3+mzl1lz%%‘"’

my + my
2 2

m,

gl — —2—29[297%-
Die Bewegungsgleichungen sind

(my+ mo) ly @y + myly G2 + (my + M) gy =0,

Lpr+ L@+ 9p=0.
Nach Einsetzen von.(19,6) ergibt sich

Ay (my + my) (9 — L 0?)'— Ay 0Pmy 1, =0,

—Adiho'+ 4, (9 - Lot)=0.
Die Wurzeln der charakteristischen Gleichung heien

whe = . l {(ml +my) (I + 1)

2myly 1,

+ Vimy + my) [(my + my) (4 + lp)? — 4 my 1y 5]} -

Fiir m, - co streben die Frequenzen den Grenzwerten Jg/l, und Jg/l, zu, die den unab-
hédngigen Schwingungen zweier Pendel entsprechen.
3. Bestimme die Bahn eines Teilchens im Zentralfeld U = k r2/2 (sogenannter raumlicher

Oszillator).
Lésung. Die Bewegung verlduft, wie in jedem Zentralfeld, in einer Ebene, welche wir
als zy-Ebene wihlen. Die Anderung jeder der Koordinaten z, y stellt eine einfache Schwin-

gung mit der gemeinsamen Frequenz w = Vk/m dar:
z=acos(wt+ ), y=>bcos(wt f)
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oder

z=acosp, y=>bcos(p+ J) =bcosdcosep — bsindsing
mit g = wt -+ a,d = f — «. Wenn wir hieraus cos ¢ und sin ¢ bestimmen und die Summe
ihrer Quadrate bilden, erhalten wir die Bahngleichung

2 2
= i——2—xﬂcos6=sin26.
a® b ab
Dies ist eine Ellipse mit dem Mittelpunkt im Koordinatenursprung. Fir J = 0 oder =
entartet die Bahn in Geraden.

§ 20. Gedampfte Schwingungen

Bisher haben wir stets angenommen, dafl die Bewegung der Korper im leeren
Raum vor sich geht oder daf der EinfluB des Mediums auf die Bewegung zu
vernachldassigen ist. In Wirklichkeit setzt das Medium der Bewegung des
Korpers einen Widerstand entgegen, der sie zu verlangsamen sucht. Die Energie
des sich bewegenden Korpers geht hierbei letzten Endes in Wéarme iiber, man
sagt, sie dissipiert.

Der Bewegungsprozel ist unter diesen Bedingungen schon kein rein mecha-
nischer Vorgang mehr, und seine Betrachtung fordert die Beriicksichtigung der
Bewegung des Mediums selbst und des inneren Warmezustandes sowohl des
Mediums als auch des Korpers. Beispielsweise kann man im allgemeinen nicht
mehr behaupten, daf die Beschleunigung eines bewegten Korpers nur von seinen
Koordinaten und von der Geschwindigkeit in einem gegebenen Zeitpunkt ab-
hangt; d. h., Bewegungsgleichungen, die mit Hilfe der LacranNcE-Funktion
formuliert werden kénnten, wie das in der Mechanik geschieht, existieren nicht.
Damit ist das Problem der Bewegung eines Korpers im Medium bereits kein rein
mechanisches Problem mehr.

Es gibt jedoch eine bestimmte Kategorie von Féllen, in denen sich die Be-
wegung in einem Medium néherungsweise mit Hilfe mechanischer Bewegungs-
gleichungen beschreiben 148t, indem in diese Gleichungen gewisse Zusatzglieder
eingefiihrt werden. Hierher gehéren Schwingungen mit Frequenzen, die klein
sind im Vergleich zu den Frequenzen, die die inneren dissipativen Prozesse im
Medium charakterisieren. Bei Erfiillung dieser Bedingung kann man annehmen,
daB auf den Korper eine Reibungskraft wirkt, die (fir ein gegebenes Medium)
nur von der Geschwindigkeit des Korpers abhéingt.

Wenn dariiber hinaus diese Geschwindigkeit geniigend klein ist, so kann man
die Reibungskraft nach Potenzen der Geschwindigkeit entwickeln. Das Glied
nullter Ordnung der Entwicklung ist gleich Null, da auf den ruhenden Korper
iberhaupt keine Reibungskraft wirkt, und das erste nicht verschwindende
Glied ist proportional der Geschwindigkeit. Damit kann man die verallgemei-
nerte Reibungskraft fp, die auf ein System wirkt, das eindimensionale kleine
Schwingungen mit der verallgemeinerten Koordinate # ausfiihrt, in der Form

fR= —(Xd?
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schreiben, wo « ein positiver Koeffizient ist; das Minuszeichen zeigt, da die
Kraft in der zur Geschwindigkeit entgegengesetzten Richtung wirkt. Wenn
wir diese Kraft auf der rechten Seite der Bewegungsgleichung hinzufiigen,
erhalten wir:

mE=—kx —xzx. (20,1)

Wir teilen durch m und fiihren die Bezeichnungen
k4 o«
P (20,2)

ein. w, ist die Frequenz der freien Schwingungen des Systems ohne Reibung.

Die GroBe 4 heiBt Dampfungskonstante.?)

Auf diese Weise erhalten wir die Gleichung
¥ +2 4+ wjr=0. (20,3)

Nach den allgemeinen Regeln fiir die Losung linearer Differentialgleichungen

mit konstanten Koeffizienten setzen wir # = e"* und finden fiir » die charak-

teristische Gleichung

2+ 2ir+ wy=0,

woraus sich
re=—A4+ Vi*i‘wﬁ

ergibt. Die allgemeine Losung der Gleichung (20,3) lautet
x = ¢ et + ¢ en’, 7‘1,2=—Ail/m-

Hier miissen zwei Fille unterschieden werden.
Fiir 1 < w, erhalten wir zwei konjugiert komplexe Werte fir r. Die allge-
meine Losung der Bewegungsgleichung kann in diesem Falle als

x:Re{Aexp(—lt—ith)}

geschrieben werden, wo A eine beliebige komplexe Konstante ist, oder in der
aquivalenten Form

x=ae *cos(wt+x), szw?;—l?, (20,4)

mit reellen Konstanten @ und «. Die durch diese Formeln dargestellte Be-
wegung ist eine sogenannte geddmpfte Schwingung. Man kann sie als harmo-
nische Schwingung mit exponentiell abnehmender Amplitude ansehen. Die
Geschwindigkeit der Amplitudenabnahme wird durch den Exponenten 4 be-
stimmt, die ,,Frequenz’* w der Schwingungen ist kleiner als die Frequenz der
freien Schwingungen ohne Reibung; im Falle A <€ w, wird die Differenz zwi-

1) Das dimensionsiose Produkt 4 T (wo T = 2zn/w die Schwingungsdauer ist) heit
logarithmisches Dekrement der Démpfung.



§ 20. Geddmpfte Schwingungen 63

schen @ und w, eine kleine GroBe zweiter Ordnung. Eine Verkleinerung der
Frequenz durch die Reibung war vorauszusehen, da die Reibung die Bewegung
hemmt.

Fiir 1 <€ w, dndert sich die Amplitude der gedimpften Schwingung wahrend
einer Periode 2 7/w kaum. In diesem Falle hat es Sinn, die (iiber eine Periode)
gemittelten Werte der Quadrate der Koordinate und der Geschwindigkeit zu
betrachten und bei der Mittelung die Anderung des Faktors e ~*! zu vernach-
lassigen. Diese mittleren Quadrate sind offensichtlich proportional zu e~%%:.
Das bedeutet, daBl auch die Energie des Systems im Mittel nach dem Gesetz

E = Eye 2 (20,5)

abnimmt, wo E, den Anfangswert der Energie bedeutet.
Wir nehmen nun 4 > w, an. Dann sind beide Werte von 7 reell und negativ.
Die allgemeine Losung lautet hier:

~(a-V==) =

—(2
x=ce t+c2e (- (20.6)
Man sieht, daB in diesem Falle, der bei geniigend groBer Reibung auftritt, die
Bewegung in einer Abnahme von |z| besteht, d. h. in einer asymptotischen
(bei ¢ - co) Annaherung an die Gleichgewichtslage ohne Schwingungen. Dieser
Bewegungstyp heillt aperiodische Bewegunyg.

In dem speziellen Fall A = w, schlieBlich hat die charakteristische Gleichung

nur eine (doppelte) Winzel »r = — 4. Die allgemeine Losung der Differential-
gleichung hat in diesem Falle bekanntlich die Form
x=(¢c; + cpt) e, ’ (20,7)

Das ist ein Sonderfall der aperiodischen Bewegung. Er hat ebenfalls keinen
Schwingungscharakter.

Fir ein System mit vielen Freiheitsgraden sind die verallgemeinerten Rei-
bungskréfte, die den verallgemeinerten Koordinaten z; entsprechen, lineare
Funktionen der Geschwindigkeiten:

fin=— P T 9.51; . (20,8)
k

Aus rein mechanischen Uberlegungen kann man nichts aussagen iiber die
Symmetrieeigenschaften der Koeffizienten «;,; beziiglich ihrer Indizes 7 und k.
Mit den Methoden der statistischen Physik laBt sich jedoch zeigen, daB stets

e R T (20,9)
gilt. Damit kann man die Ausdriicke (20,8) als Ableitungen
oF
fir=— - (20,10)

der quadratischen Form

F=L1sa, 0% : (20,11)
2 ik
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schreiben; letztere heilit Dissipationsfunktion.
Die Krifte (20.10) miissen den rechten Seiten der LagrancEe-Gleichungen

hinzugefiigt werden:

d L oL oF (20,12)

Die Dissipationsfunktion selbst hat einen wichtigen physikalischen Sinn: Sie
bestimmt die Intensitdt der Energiedissipation im System. Davon kann man
sich leicht iiberzeugen, indem man die zeitliche Ableitung der mechanischen
Energie des Systems berechnet:

dE d . oL . (d oL oF . oF

e e .__—-L= s — e | = — —_—

dt  at (Z," i o, ) Z,‘ . (dt big ax‘) Z g
Da F eine quadratische Funktion der Geschwindigkeiten ist, so wird nach
dem Eurerschen Theorem fiir homogene Funktionen die Summe auf der

rechten Seite gleich 2 F, also

dE
= 2F, (20,13)
d. h., die Anderungsgeschwindigkeit der Energie des Systems ergibt sich als
das Doppelte der Dissipationsfunktion. Da dissipative Vorgédnge zu einer Ver-
ringerung der Energie filhren, mu8l stets F > 0 sein, d. h., die quadratische

Form (20,11) ist wesentlich positiv.

§ 21. Erzwungene Sechwingungen bei Anwesenheit von Reibung

Die Untersuchung erzwungener Schwingungen bei Anwesenheit von Reibung
laBt sich ganz analog zu den Schwingungen ohne Reibung (§ 18) durch-
fihren. Im einzelnen wollen wir hier auf den besonders interessanten Fall
einer periodischen duleren Kraft eingehen.

Wenn wir auf der rechten Seite der Gleichung (20,1) die dullere Kraft f cos y ¢
hinzufiigen und durch m teilen, erhalten wir die Bewegungsgleichung

z + 2%z —{—w%m:%ﬂosyt. (21,1)

Die Losung dieser Gleichung sucht man zweckmaéBigerweise in komplexer
Form, deswegen schreiben wir auf der rechten Seite e ¢ statt cos y ¢:

z+2izr 4 o}z =7—{Le‘i7‘.
Der Ansatz « = B e~*?!fiir eine partikulire Losung fiihrt zu

f
B LR M .
m(wf — y2+2i4y) (21,2)
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Wenn wir B in der Form b e—% darstellen, erhalten wir fiir 4 und §:

f _ 24y
I tg6 e

AT v — o
Indem wirschlieBlich den Realteil des Ausdruckes Be~i**=pe ~ (¥t +9) agbtrennen,
was eine partikuldre Losung der Gleichung (21,1) liefert, und die allgemeine
Losung der homogenen Gleichung (die wir der Eindeutigkeit halber fiir den
Fall wy, > A aufschreiben) hinzufiigen, entsteht

(21,3)

z=ae*cos(wt—+a) +bcos(yt+d). (21,4)

Der erste Summand nimmt exponentiell mit der Zeit ab, so da nach ge-
niigend langer Zeit nur noch das Glied

x=>bcos(yt 4 0d) (21,5)

ibrigbleibt.

Der Ausdruck (21,3) fiir die Amplitude b der erzwungenen Schwingung
nimmt zwar bei Anndherung der Frequenz y an w, zu, wird aber nicht unend-
lich, wie das bei der Resonanz ohne Reibung der Fall war. Bei gegebener Am-
plitude f der Kraft erreicht die Schwingungsamplitude ihren Maximalwert bei
der Frequenz y = J w} — 242 ; fiir A < w, unterscheidet sich diese GroBe von
w, nur um eine kleine GroBe zweiter Ordnung.

Wir betrachten nun das Gebiet in der Nahe der Resonanz, setzen y = v, + &,
wo ¢ eine kleine Grofe ist, und nehmen A <€ w, an. Dann kann man in (21,2)
niherungsweise

V2= = + @) (y — w) ®2wpe, 2idy ~2ikw,
schreiben, so daB sich

=N A
B= 2m(e+ id) o (21,6)

oder

I A
i 2 m w, V;{;{-«’};’z ’ e 0= € (1.7)
ergibt.

Wir weisen auf die charakteristische Form der Abhingigkeit der Phasen-
differenz 0 zwischen der Schwingung und der duBleren Kraft von der Fre-
quenz y der Kraft hin. ¢ ist stets negativ, d. h., die Schwingung ist gegen die
auBere Kraft ,verzogert’. In groBer Entfernung von der Resonanz strebt ¢
auf der Seite y < w, dem Werte Null, auf der Seite y > w, dem Werte — x zu.
Die Anderung von § von Null bis — 7 findet in einem engen Frequenzbereich
(der Breite ~ 1) in der Umgebung von w, statt; an der Stelle y = w, nimmt
die Phasendifferenz den Wert —x/2 an. In diesem Zusammenhang sei erwéahnt,
daB bei Abwesenheit von Reibung die Anderung der Phase der erzwungenen

Schwingung um den Wert n sprungartig an der Stelle ¥ = w, vor sich geht
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(das zweite Glied (18,4) dndert sein Vorzeichen); die Beriicksichtigung der
Reibung glattet diesen Sprung.

Im eingeschwungenen Zustand (21,5) bleibt die Energie eines Systems, das
erzwungene Schwingungen ausfiihrt, unverdndert. Das System absorbiert aller-
dings ununterbrochen Energie (aus der Quelle der duBeren Kraft), die infolge
der Reibung dissipiert. Bezeichnen wir mit I(y) die im Mittel in der Zeit-
einheit absorbierte Energiemenge als Funktion der Frequenz der duBleren Kraft,
so erhalten wir nach (20,13)

Iy)=2F,

wo F der (iiber eine Schwingungsperiode) gemittelte Wert der Dissipations-
‘funktion ist. Fiir eindimensionale Bewegung fiihrt der Ausdruck (20,11) fiir
die Dissipationsfunktion zu F = x 22/2 = A m #3. Durch Einsetzen von (21,5)
ergibt sich

F=2Amb%*y2sin%(pt+ 9).
Das Zeitmittel des Quadrates des Sinus ist gleich 1/2, so daB gilt

I(y) = Am b2 2. (21,8)

Wenn wir die Schwingungsamplitude aus (21,7) einsetzen, erhalten wir in
der Nahe der Resonanz

(21,9)

_ 2
49 = am e+ a2’
Eine solche Art der Abhidngigkeit der Absorption von der Frequenz bezeichnet
man als Dispersion. Der Wert von |¢|, bei dem sich die GréBe I(e) auf die
Hilfte des Maximalwerts bei ¢ = 0 verringert, heiBt halbe Halbwertsbreite
der Resonanzkurve (Abb. 18). Aus Formel (21,9) ist ersichtlich, da diese

/10

Abb. 18
Breite in unserem Falle mit der Dimpfungskonstanten A zusammenfallt. Die
Hohe des Maximums

10 = 4{;/1

ist umgekehrt proportional zu A. Das bedeutet, da3 bei Verkleinerung der Démp-
fungskonstanten die Resonanzkurve schmaler und héher, ihr Maximum also
schérfer wird. Die Fliache unter der Resonanzkurve bleibt dabei unverdndert.
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Diese Fliche ergibt sich aus dem Integral

f 1) dy = [ Ie
=,
Da I(¢) bei Vergroferung von |¢| schnell abnimmt, so daBl das Gebiet groBer
Werte von |¢| unwesentlich ist, kann man bei der Integration I(¢) in der Form
(21,9) schreiben und die untere Integrationsgrenze durch — oo ersetzen. Dann
folgt

f2a de _ =nf?
fIs)ds_ fezﬂz_m. (21,10)
§ 22. Parametrische Resonanz

Es gibt nichtabgeschlossene Schwingungssysteme, bei denen die duflere Ein-
wirkung in einer zeitlichen Anderung ihrer Parameter besteht.!)
Die Parameter eines eindimensionalen Systems sind die Koeffizienten m und
k in der LacraNGE-Funktion (17,3); wenn sie von der Zeit abhingen, lautet
die Bewegungsgleichung
d

dt(mz) +kxz=0. (22,1)

Nach Einfiihrung einer neuen unabhingigen Veradnderlichen t statt¢ durch
dt = d¢/m(t) wird daraus
dZ

— 4+ mkx=0.

dz*¥
Es geniigt daher und bedeutet keine Einschriankung der Allgemeinheit, die
Bewegungsg]eichung in der Form
anzunehmen, die sich aus (22,1) fiir m = const ergeben wiirde.
Die Funktion w(t) ergibt sich aus den Bedingungen der Aufgabe; wir setzen

sie als periodische Funktion mit der Frequenz y (und der Periode 7' = 2 z/y)
voraus, d. h.

ot+7T)= ot).

Damit wird die ganze Gleichung (22,2) invariant gegeniiber der Transfor-
mation ¢ - ¢ + T. Hieraus folgt, dal mit x(¢) auch z (¢ + T') eine Losung der
Gleichung ist. Mit anderen Worten: Wenn x,(f) und z,(t) zwei unabhingige
Losungen der Gleichung (22,2) sind, so driicken sie sich nach der Transformation

1) Ein einfaches Beispiel eines solchen Systems ist ein Pendel, dessen Aufhdngepunkt
eine vorgegebene periodische Bewegung in vertikaler Richtung ausfithrt (s. Aufgabe).
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t -t + T linear durcheinander aus. Hierbei kann man?!) z; und 2, so wahlen,

daB jhre Anderung beim Ersetzen von ¢ durch ¢ + T auf eine Multiplikation mit
einem konstanten Faktor hinauslduft:

z (4 1) = py 24(0), @y (t + T) = pg @yft)
Die allgemeinste Form einer Funktion mit diesen Eigenschaften ist
z)(t) = T IL(0),  za(t) = " L) , (22,3)

wo JTy(t), IT,(t) rein periodische Funktionen der Zeit (mit der Periode T') sind.

Die Konstanten p; und u, in diesen Funktionen miissen durch bestimmte
Beziehungen miteinander verkniipft sein. Tatséchlich erhélt man nach Multi-
plikation der Gleichungen

Z + w¥t)z, =0, Ty + wit) 2, = 0
mit x, bzw. z; und Subtraktion

o o d . 8

Ty Ty — T, = E(“&“’z — %) =0

oder
Ty Xy — Ty Ty = const . (22,4)

Bei Anderung des Arguments ¢ um 7' erscheint aber im Falle beliebiger Funk-
tionen z;(¢) und z,(t) der Form (22,3) auf der linken Seite dieser Gleichung der
Faktor p, - u,. Infolgedessen kann die Gleichung (22,4) nur fir

t s =1 (22,5)

erfiillt sein.

Weitere Schliisse liber die Konstanten y,;, 1, kann man ziehen, wenn man
beachtet, daB die Koeffizienten der Gleichung (22,2) reell sind. Wenn z(¢) eine
Losung dieser Gleichung ist, so geniigt auch die konjugiert komplexe Funktion
x*(t) derselben Gleichung. Daraus folgt, dall das Konstantenpaar g, y, mit
dem Konstantenpaar g}, u; zusammenfallen muB, d. h., entweder gilt g, = 5
oder p; und u, miissen reell sein. Im ersten Falle erhilt man aus (22,5) p; = 1/u;,
d. h. [y]? = |ugl? = 1; die Konstanten g, und y, sind vom Betrag Eins.

Im zweiten Falle haben die beiden unabhéngigen Losungen der Gleichung
(22,2) die Form

z,(t) = pT ILG), () = p T [1,() , (22,6)

worin die Zahl g 5 1 ist und positiv oder negativ sein kann. Die eine dieser
Funktionen (die erste bzw. zweite bei |u| > 1 bzw. |p| < 1) steigt mit der Zeit
exponentiell an. Das bedeutet, dal der Ruhezustand des Systems (in der
Gleichgewichtslage ist # = 0) instabil ist: Es geniigt eine beliebig kleine Aus-
lenkung aus diesem Zustand, um eine zeitlich schnell anwachsende Verschie-
bung z hervorzurufen. Diese Erscheinung heilit parametrische Resonanz.

1) Wenn die Konstanten g, und g, nicht einander gleich sind.
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Auf folgenden Umstand sei besonders hingewiesen: Wenn 2 und = zu Anfang
streng gleich Null sind, so bleiben sie dies fur alle spiteren Zeiten. Das steht
im Gegensatz zur gewohnlichen Resonanz (§ 18), bei der die Verschiebung auch
dann mit der Zeit anwichst (proportional zu ¢), wenn die Anfangswerte ver-
schwinden.

Wir fragen nun nach den Bedingungen fir das Auftreten parametrischer
Resonanz in dem wichtigen Falle, wo die Funktion w(t) sich wenig von einer
konstanten GroBe w, unterscheidet und eine einfache periodische Funktion
darstellt:

w¥t) = wg (1 + hcosyt), (22,7)

wo die Konstante A <€ 1 ist (wir nehmen % als positiv an, was man stets durch
entsprechende Wahl des Zeitnullpunktes erreichen kann). Wie wir im folgenden
sehen werden, tritt parametrische Resonanz auf, wenn die Frequenz der Funk-
tion w(t) etwa gleich der doppelten Frequenz w, ist. Aus diesem Grunde setzen
wir

y=2wy + ¢

mit ¢ <€ w,.
Die Losung der Bewegungsgleichung

T+ wp[l +hcos (2w, +e)tjr=0 (22,8)
suchen wir in der Form

z = aft) cos;(coo + %)t + b(¢) sin (wo + —;—> t, (22,9)

wo a(t) und b(t) zeitlich langsam verdnderliche Funktionen sind (im Vergleich
zu den Faktoren cos und sin). Das stellt natiirlich keine exakte Losung dar.
Letztere enthalt auch Glieder mit Frequenzen, die sich von w, + &/2 um ein
ganzzahliges Vielfaches von 2 w, + ¢ unterscheiden; diese Glieder sind jedoch
kleine Groflen von hoherer Ordnung in %, und in erster Néherung kann man sie
vernachldssigen.

Den Frequenzwerten y, die das Gebiet der instabilen Schwingungen von denen
der stabilen abgrenzen, entspricht in (22,6) der Wert 4 = 1, also sind die Koeffi-
zienten a und b in (22,9) Konstanten (unabhéngig von der Zeit). Die Bestimmung
der Grenzen des Resonanzgebietes fiihrt folglich zum Auffinden derjenigen y-
Werte (oder auch der ¢e-Werte), bei denen die Bewegungsgleichung (mit der er-
forderlichen Genauigkeit) die Lésung (22,9) mit konstantem a und b befriedigt.
Wenn man (22,9) in (22,8) einsetzt, mufl man die Produkte der trigonometrischen
Faktoren in Summen

cos (wo + %)t - cos (2 g 1 €) t
1 3¢ 1 £
== cos(3 W, +—2»)t + 5 cos(wo -+- 2)1:

6 Kurzfassungl ’
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usf. zerlegen und nach dem oben Gesagten die Glieder mit den Frequenzen
3 (wy + ¢/2) weglassen. Als Ergebnis erhalten wir:
hwy\ . € _ hw, e\,
b(s +7) sm(wo +E)t + a(e —2—>cos(wo+?)t =0.
Die Erfiilllung dieser Gleichung erfordert das gleichzeitige Verschwinden der
Koeffizienten bei Sinus und Kosinus: ¢ = — & wy/2 und a = 0 oder ¢ = h w,/2
und b = 0. Diese e-Werte bestimmen das Grenzgebiet fiir die Entstehung der
parametrischen Resonanz. Demnach findet diese in dem Intervall
_bon o, Ho (22,10)
2 2
um die Frequenz 2 w, statt.
Parametrische Resonanz findet auch dann statt, wenn die Frequenz y in der
Nihe von 2 wy/n liegt, wobei n eine beliebige ganze Zahl ist. Die Breite der Re-
sonanzgebiete nimmt mit dem Anwachsen von » schnell ab, und zwar wie A”.

Aufgabe

Bestimme die Bedingungen fiir das Auftreten parametrischer Resonanz bei kleinen
Schwingungen eines ebenen Pendels, dessen Aufhéngepunkt vertikale Schwingungen aus-

fiihrt.
Lésung: Aus der in Aufgabe 2, § 5 gefundenen LaoGRANGE-Funktion ergibt sich fiir kleine

Schwingungen (¢ < 1) die Bewegungsgleichung
¢+w;~;(1 +4 %008(2 wo e)t)tp =0

(w} = g/l). Hieraus ist ersichtlich, daB das Verhéltnis 4 a/l die Rolle des im Text einge-
filhrten Parameters & spielt. Die Bedingung (22,10) z. B. nimmt die Form an

2alg

[8’ < 15/2

§ 23. Anharmonische Sechwingungen

Die gesamte oben dargelegte Theorie der kleinen Schwingungen beruht auf
der Entwicklung der potentiellen und kinetischen Energie des Systems nach
Potenzen der Koordinaten und Geschwindigkeiten unter Beriicksichtigung allein
der Glieder zweiter Ordnung; das fiihrt zu linearen Bewegungsgleichungen,
weshalb man in dieser Ndherung von linearen Schwingungen spricht. Obwohl
das Abbrechen der Entwicklung bei geniigend kleinen Schwingungsamplituden
durchaus gerechtfertigt ist, fithrt die Beriicksichtigung hoherer Naherungen
(der sogenannten Anharmonizitdt oder Nichtlinearitdt der Schwingungen) doch
zum Auftreten gewisser, zwar schwach ausgepragter, aber qualitativ neuer Be-
sonderheiten der Bewegung.

Wir entwickeln jetzt die LacraNGE-Funktion bis zu Gliedern dritter Ord-
nung. In der potentiellen Energie treten hierbei Glieder dritter Ordnung in
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den Koordinaten z; auf und in der kinetischen Energie Glieder, welche Pro-
dukte der Geschwindigkeiten und der Koordinaten in der Form #; & #; ent-
halten; dieser Unterschied zu dem friitheren Ausdruck (19,3) folgt daraus, daf
in der Entwicklung der Funktionen a;(g9) Glieder ersten Grades in 2 beibehalten
werden. Damit erhdlt die LAGRANGE-Funktion die Gestalt

1 5os 1 .. 1 .
L =?2 (M T T — leg xlxk)‘*'? Znikzxtzkxz—?z ligi o2y,
T ;

ikl ik,
(23,1)
WO N1, U;x; neue konstante Koeffizienten sind.
Wenn wir statt der beliebigen Koordinaten x; Normalkoordinaten (linearer
Niaherung) @, einfiihren, so gehen infolge der Linearitiat der Transformation die
dritte und vierte Summe in (23,1) in analoge Summen iiber, in denen statt der

Koordinaten z; und Geschwindigkeiten z; die @, und @, stehen. Wenn wir die
Koeffizienten in diesen Summen mit 4,4, und p,s, bezeichnen, erhalten wir als
[.AGRANGE-Funktion

L= S @-0t @ty 5 hpn@
« .8,y
- % %' Yapy Qa Qﬂ Qy . (2312)

Wir wollen nicht die aus dieser LAGRANGE-Funktion folgenden Bewegungs-
gleichungen vollstdndig aufschreiben. Wesentlich ist, daB sie die Form

ba + w: Qa :f“ (Q: Q :Q) (23:3)

haben, wo f, homogene Funktionen zweiten Grades der Koordinaten @ und
ihrer zeitlichen Ableitungen sind.

Unter Anwendung der Methode der sukzessiven Naherungeh machen wir fir
die Losung dieser Gleichungen den Ansatz

Q=00+, (23,4)
wo @® <& QW) ist und die Funktionen Q) den ungestérten Gleichungen

OV + o @V =0
. geniigen; sie stellen also gew6hnliche harmonische Schwingungen dar, d. h.

QP = a,cos (w, t + «,) - (23,5)
In der néichsten Néherung beriicksichtigen wir auf der rechten Seite der Glei-

chung (23,3) nur Glieder zweiter Ordnung und erhalten fiir die GroBen @®
die Gleichungen

02 + o2 QP = £,(QW, @M, QW) (23,6)

wo auf der rechten Seite die Ausdriicke (29,5) einzusetzen sind. Dabei entstehen
lineare homogene Differentialgleichungen, deren rechte Seiten man als Summen

6*
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einfacher periodischer Funktionen schreiben kann, wie z. B.
Q(;) Q(é) = a, agcos (w, ¢t + «,) cos (wgt + org)

= %a“aﬂ {cos [(w, + wp) t + &, + ]

+ cos [(w, — wp) t + &, —xgl} .

Auf den rechten Seiten der Gleichungen (23,6) treten also Glieder auf, die
Schwingungen mit Frequenzen entsprechen, welche gleich den Summen und
Differenzen der Eigenfrequenzen des Systems sind. Die Losung der Gleichungen
muBl man in einer Form suchen, die derartige periodische Faktoren enthéalt, und
wir kommen zu dem Ergebnis, dal sich in der zweiten Naherung den Normal-
schwingungen des Systems mit den Frequenzen w, zusitzliche Schwingungen
mit den Frequenzen

w, + wg (23,7)
iberlagern (darunter auch die doppelten Frequenzen 2 w, und die Frequenz 0,
die einer konstanten Verschiebung entspricht). Man nennt sie Kombinations-
frequenzen. Die Amplituden der Kombinationsschwingungen sind den Pro-
dukten a, - a; (oder den Quadraten @) proportional, die aus den Amplituden
der Normalschwingungen gebildet sind.

In den hoheren Naherungen, bei denen also Glieder hoherer Ordnung in der
Entwicklung der LacraNGE-Funktion beriicksichtigt werden, treten Kombina-
tionsschwingungen mit Frequenzen auf, die Summen und Differenzen einer
groBeren Anzahl von Frequenzen w, sind. AufBlerdem zeigt sich aber noch eine
neue Erscheinung.

Es gibt ndmlich bereits in der dritten Néherung unter den Kombinations-
frequenzen auch -solche, die mit den Ausgangsfrequenzen ’w, (Kombinationen
der Form w, + ws — wy) zusammenfallen. Wenn man die oben beschriebene
Methode anwendet, treten auf der rechten Seite der Bewegungsgleichungen Reso-
nanzglieder auf, die zur Losung Beitrage mit zeitlich anwachsender Amplitude
liefern. Es ist aber physikalisch klar, dal in einem abgeschlossenen System
bei Abwesenheit einer dufleren Energiequelle die Schwingungen nicht von selbst
beliebig groB8 werden konnen.

In Wirklichkeit &ndern sich in den hoheren Néherungen die Grundfrequen-
zen w, im Vergleich zu ihren ,,ungestérten* Werten »'?, die im quadratischen
Glied der potentiellen Energie stehen. Das Auftreten zeitlich anwachsender
Glieder hiangt mit Entwicklungen vom Typ

cos (0@ + Adw,) t ~cos 0@t —t Aw, sin 0@ ¢

zusammen, die bei grofen ¢-Werten offenbar unzulassig sind.
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§ 24. Winkelgeschwindigkeit

Den starren Korper kann man in der Mechanik als ein System von Massen-
punkten definieren, deren Abstdnde voneinander unveranderlich sind. Systeme,
die tatsdchlich in der Natur vorkommen, erfiillen diese Bedingung natiirlich nur
naherungsweise. Die meisten starren Korper dndern aber unter gewohnlichen
Bedingungen ihre Formen und AusmaBe so wenig, daB wir diese Anderungen
durchaus vernachldssigen konnen, wenn wir die Bewegungsgesetze des als
Ganzes betrachteten starren Korpers untersuchen.

In den folgenden Darlegungen werden wir den starren Korper oft als eine
diskrete Gesamtheit von Massenpunkten darstellen; dadurch erreicht man eine
gewisse Vereinfachung der Ableitungen. Das widerspricht jedoch in keiner
Weise dem Umstand, daB man in Wirklichkeit den starren Kérper in der
Mechanik als ein Kontinuum ansehen kann, dessen innere Struktur gar nicht
interessiert. Der Ubergang von den Summen iiber diskrete Punkte zu den
Formeln des Kontinuums geschieht einfach dadurch, da man die Masse des
Teilchens durch die Masse odV ersetzt, die im Volumenelement dV einge-
schlossen ist (¢ ist die Dichte), und tber das ganze Volumen des Korpers inte-
griert.

Zur Beschreibung der Bewegung des starren Korpers fihren wir zwei Ko-
ordinatensysteme ein: ein ,,ruhendes®, d. h. ein Inertialsystem X YZ und ein
bewegliches System mit den Koordinaten z, =z, 2, =y, 23 = 2, das mit
dem Korper starr verbunden sein soll und an allen seinen Bewegungen teilnimmt.
Den Nullpunkt des bewegten Koordinatensystems legt man zweckmaéBiger-
weise in den Schwerpunkt des Korpers.

Die Lage des starren Korpers beziiglich des ruhenden Koordinatensystems
ist durch die Angabe der Lage des bewegten Systems vollstindig bestimmt.
Der Radiusvektor R, moge zum Nullpunkt 0 des bewegten Systems fiihren
(Abb. 19). Die Richtungen der Achsen dieses Systems beziiglich des ruhenden
werden durch drei voneinander unabhidngige Winkel festgelegt, so dal wir zu-
sammen mit den drei Komponenten des Vektors R, insgesamt sechs Koordi-
naten erhalten. Das bedeutet, daB jeder beliebig starre Korper ein mechanisches
System mit sechs Freiheitsgraden bildet.

Wir betrachten nun eine beliebige unendlich kleine Verschiebung des starren
Korpers. Sie lifit sich als Summe von zwei Bewegungen darstellen, ndmlich
einer unendlich kleinen Parallelverschiebung, bei der der Schwerpunkt aus der
Anfangs- in die Endlage iibergeht, die Achsenrichtungen des bewegten Systems
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aber unverdndert bleiben, und einer unendlich kleinen Drehung um den Schwer-
punkt, bei der der starre Korper seine Endlage erreicht.

Wir bezeichnen den Radiusvektor eines beliebigen Punktes des starren
Korpers im bewegten Koordinatensystem mit 7 und den Radiusvektor desselben
Punktes im ruhenden System mit R. Dann setzt sich eine infinitesimale Ver-

z X3

X

Abb. 19 X

schiebung dR des Punktes P aus der Verschiebung dR, des Schwerpunktes
und aus der auf den Schwerpunkt bezogenen Verschiebung [de 7] zusammen,
die der Punkt bei Drehung um den infinitesimalen Winkel de erfihrt (s. (9,1)),
d. h.

dR =dR, + [dgr].

Wenn wir diese Gleichung durch die Zeit d¢ dividieren, in der die betrachtete
Verschiebung vor sich ging, und die Geschwindigkeiten

dR_ dR, dp
x=% w7V @ (24.1)

einfithren, so erhalten wir eine Beziehung zwischen diesen Geschwindigkeiten,
namlich

v=V+IQ7]. (24,2)

Der Vektor Vist die Geschwindigkeit des Schwerpunktes des starren Korpers;
sie wird auch Geschwindigkeit der T'ranslationsbewegung genannt. Der Vektor £2
heillt Winkelgeschwindigkeit der Drehung des starren Korpers; seine Richtung
fallt (ebenso wie die Richtung von d¢) mit der Richtung der Drehachse zu-
sammen. Damit kann die Geschwindigkeit v eines beliebigen Punktes des
Korpers (beziiglich des ruhenden Koordinatensystems) durch die Translations-
geschwindigkeit des Korpers und durch die Winkelgeschwindigkeit seiner
Drehung ausgedriickt werden.

Es sei betont, dafl bei der Ableitung der Formel (24,2) .iiberhaupt nicht wich-
tig war, dal wir gerade den Schwerpunkt des Korpers als Nullpunkt genommen
haben. Die Vorteile dieser Wahl zeigen sich erst spater bei der Berechnung
der Energie des bewegten Korpers.
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Wir nehmen nun an, daf das starr mit dem Koérper verbundene Koordinaten-
system so gewihlt ist, dal sein Nullpunkt nicht im Schwerpunkt O, sondern
in irgend einem Punkt O’ liegt, der sich im Abstand @ vom PunktO befindet.
Die Geschwindigkeit des Nullpunktes 0" dieses Systems bezeichnen wir mit

V' und seine Rotationsgeschwindigkeit mit £2’.

Wir betrachten wiederum einen beliebigen Punkt P des starren Koérpers und
bezeichnen seinen Radiusvekfor beziiglich des Nullpunktes O’ mit 7. Dann
wird * = 1 4+ a und Einsetzen in (24,2) ergibt

v=V+[Ra] +[27].

Andererseits mufl nach der Definition von ¥V’ und £’ gelten: v = V' 4 [’ r'].
Daraus schlieen wir auf

=V+[Qa]l, Q=2. (24,3)

Die zweite dieser Gleichungen ist sehr wesentlich. Wir sehen, daf3 die Winkel-
geschwindigkeit, mit der das starr mit dem Korper verbundene Koordinaten-
system in jedem gegebenen Zeitpunkt rotiert, von diesem System vollkommen
unabhdngig ist. Samtliche derartige Systeme rotieren in einem gegebenen
Zeitpunkt um parallel zueinander liegende Achsen mit dem Betrag nach gleicher
Winkelgeschwindigkeit 2. Dieser Umstand berechtigt uns, £ die Rotations-
geschwindigkeit des Korpers an sich zu nennen. Die Translationsgeschwindig-
keit dagegen hat nicht einen derartigen ,,absoluten‘‘ Charakter.

Wenn V und £ (in einem gegebenen Zeitpunkt) bei einer bestimmten Wahl
des Nullpunktes senkrecht aufeinander stehen, so folgt aus der ersten Formel
(24,3), daB sie (d. h. ¥’ und $2’) diese Eigenschaft auch nach Einfiihren eines
beliebigen anderen Nullpunktes O’ behalten. Nach (24,2) liegen in diesem Falle
die Geschwindigkeiten v simtlicher Punkte des Korpers in ein und derselben
Ebene, und zwar in einer Ebene, auf der £2 senkrecht steht. Dabei kann man
stets einen Anfangspunkt O'!) finden, dessen Geschwindigkeit ¥’ gleich Null
ist, so daBl die Bewegung des starren Korpers (in dem gegebenen Zeitpunkt)
eine reine Rotation um eine Achse durch O’ darstellt. Diese Achse heiflit momen-
tane Drehachse des Korpers.?)

Im folgenden nehmen wir stets an, dafl der Nullpunkt des bewegten Koordi-
natensystems im Schwerpunkt des Korpers liegt, so daBl auch die Drehachse
des Korpers durch den Schwerpunkt liuft. Bei einer Bewegung des Korpers
andern sich im allgemeinen sowohl der Betrag von £2 als auch die Richtung der
Drehachse.

1) Fis kann sich natiirlich zeigen, da3 dieser Punkt aulerhalb des Kérpers liegt.

2) Im allgemeinen Falle, wo V und £2 nicht senkrecht aufeinander stehen, kann man den
Koordinatenanfangspunkt so wihlen, da V und £ parallel werden, d. h., die Bewegung
setzt sich (in dem gegebenen Zeitpunkt) aus einer Rotation um irgendeine Achse und einer
Translation entlang dieser Achse zusammen.
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§ 25. Trigheitstensor

Zur Berechnung der kinetischen Energie des starren Korpers betrachten wir
diesen als ein System von diskreten Massenpunkten und schreiben

mo?
T=ET’

wo iiber alle Punkte summiert wird, aus denen der Korper besteht. Der Ein-
fachheit halber lassen wir hier und im folgenden die Indizes, die die Punkte
numerieren, fort.

Unter Benutzung von (24,2) erhalten wir

T=Z5(V+Rn) =25V + ImV@r+ Z5(@rF.

Die Geschwindigkeiten ¥ und £ sind fiir alle Punkte des starren Korpers gleich.
Infolgedessen konnen wir im ersten Glied V2/2 vor das Summenzeichen ziehen,
dann stellt die Summe J; m die Masse des Korpers dar, die wir mit g bezeichnen.
Das zweite Glied formen wir um:

ISmV[2r]=3Ymr[VQ]=[VR]Y mr.

Wenn der Nullpunkt des bewegten Systems im Schwerpunkt liegt, verschwindet
dieses Glied offenbar, weil ndmlich 3’ m r = 0 ist. Im dritten Glied schlieflich
schreiben wir das Quadrat des Vektorproduktes aus und finden als Ergebnis
T=%?+%2mﬂ?ﬂ—@ﬂﬂ. (25,1)

Die kinetische Energie des starren Korpers kann also als Summe aus zwei
Teilen dargestellt werden. Das erste Glied in (25,1) ist die kinetische Energie
der Translationsbewegung ; sie hat die Form, als sei die gesamte Masse des Kor-
pers in seinem Schwerpunkt konzentriert. Das zweite Glied ist die kinetische
Energie der Rotation mit der Winkelgeschwindigkeit £2 um eine Achse durch den
Schwerpunkt. Wir betonen, dafl die Moglichkeit einer solchen Aufspaltung der ki-
netischen Energie in zwei Teile daraus folgt, da wirden Nullpunkt des mit dem
Korper verbundenen Koordinatensystems in seinen Schwerpunkt gelegt haben.
Wir fithren nun fiir die kinetische Energie der Rotation die Tensorschreib-
weise ein, d. h., wir driicken sie durch die Komponenten z;, £2; der Vektoren 7,

£ aus, und erhalten

Trotz‘;’ 2 m {-Q?xzz — Q, 2, Q)
:%Zm {Q¢ Qu b 2] — 2, O w1 31}
=%szmWM—umﬂ

1) Die Buchstaben i, k, I bezeichnen Tensor-Indizes, die die Werte 1, 2, 3 durchlaufen.
Hierbei benutzen wir iiberall die bekannte Summationsvereinbarung, nach der die Summen-
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Hier ist die Identitit Q; = &y Q) benutzt worden, wo d,; den Einheitstensor
darstellt (dessen Komponenten fiir ¢ = & gleich 1 und fiir ¢ 4= & gleich 0 sind).
Verwenden wir noch den Tensor

Iy = Y m ] 6 — % %) , (25,2)

so bekommen wir alsendgiiltigen Ausdruck fiir die kinetische Energie des starren
Korpers
& 1
T=5 4 51 Q. (25,3)
Die LacraNcE-Funktion des starren Korpers ergibt sich, indem man von

(25,3) die potentielle Energie abzieht, zu

L=t 10,0, T. (25,4)

Die potentielle Energie ist im allgemeinen Falle eine Funktion von sechs Ver-
dnderlichen, welche die Lage des starren Korpers bestimmen, z. B. der drei Ko-
ordinaten X, Y, Z des Schwerpunktes und der drei Winkel, die die Achsenrich-
tungen des bewegten Systems beziiglich des ruhenden Systems festlegen.

Der Tensor I, heilit Tensor der Tragheitsmomente oder einfach Trdgheststensor
des Korpers. Aus der Definition (25,2) sieht man leicht, daBl er symmetrisch
ist, d. h., es gilt

Der Anschaulichkeit halber schreiben wir seine Komponenten explizit in folgen-
der Tabelle an:

Zmy*+2) —XYmzy —Xmzz
Liy=|—Ymy=x Pm@t+2t) — Ymyz
—XYmza —XYmzy > m(x? + y?)

(25,6)

Die Komponenten I,,, I,,, I,, werden Triagheitsmomente beziiglich der ent-
sprechenden Achsen genannt.

Der Trigheitstensor ist offenbar additiv: die Trigheitsmomente eines Korpers
sind gleich den Summen der Tréagheitsmomente seiner Teile.

Wenn man einen starren Korper als Kontinuum (mit der Dichte g) betrachten
kann, so ist in der Definition (25,2) die Summe durch ein Integral iiber das
Volumen des Korpers zu ersetzen:

Iik - fy (xlz 51‘, -— X :vk) dV - (25,7)

(Fortsetzung zu FuBnote 1, S. 76)

zeichen fortgelassen werden und iiber alle doppelt auftretenden Indizes (die man Summa-
tionsindizes nennt) iiber die Werte 1, 2, 3 zu summieren ist; so bedeuten z. B. 4; B; =4 B,
A} = 4,- A; = A% usw. Die Bezeichnung der Summationsindizes kann man offenbar be-
liebig veréndern (wenn sie nur nicht mit den Bezeichnungen anderer Tensor-Indizes in dem-
selben Ausdruck zusammenfillt).
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Wie jeder symmetrische Tensor zweiten Ranges kann der Tragheitstensor
durch entsprechende Wahl der Achsenrichtungen z,, x,, x; auf Diagonalform
gebracht werden. Die entsprechenden Achsen heilen Haupttrdgheitsachsen und
die entsprechenden Werte der Komponenten des Tensors Haupttragheits-
momente; wir bezeichnen sie mit I,, I,, I,. Bei einer solchen Wahl der Achsen
Z,, %y, Tz nimmt die kinetische Rotationsenergie eine besonders einfache Form an,
namlich

Top=3 (L B+ LG+ 1,99, (25.,8)

Wir erwahnen, dall jedes der drei Haupttragheitsmomente nicht groBer als
die Summe der beiden anderen sein kann; denn es gilt (z.B.)

L+L=Ym@+a+225)2Ym@l+a5)=1,. (25,9)

Ein Korper, dessen drei Haupttrigheitsmomente voneinander verschieden sind,
heillt unsymmetrischer Kreisel. '

Wenn zwei Haupttrigheitsmomente einander gleich sind, I, = I, = I;, nennt
man den starren Korper einen symmetrischen Kreisel. In diesem Falle ist die
Wahl der Hauptachsenrichtungen in der z,2,-Ebene beliebig.

Wenn alle drei Haupttrigheitsmomente zusammenfallen, handelt es sich um
einen Kugelkreisel. In diesem Falle hat man fiir alle drei Haupttriagheitsachsen
freie Wahl: Man kann drei beliebige aufeinander senkrecht stehende Achsen
dazu nehmen.

Das Auffinden der Haupttriagheitsachsen vereinfacht sich sehr, wenn der
Korper irgendeine Symmetrie besitzt; es ist klar, daB3 die Lage des Schwerpunkt-
tes und die Richtungen der Haupttragheitsachsen derselben Symmetrie ent-
sprechen miissen.

Besitzt der Korper eine Symmetrieebene, so mull der Schwerpunkt in dieser
Ebene liegen. In ihr liegen ebenfalls zwei Haupttragheitsachsen, und die dritte
steht senkrecht auf ihr. Um einen solchen Fall handelt es sich offenbar, wenn
alle Teile des Systems in einer Ebene liegen. Dann existiert eine einfache Be-
ziehung zwischen den drei Haupttragheitsmomenten. Wenn als Ebene des
Systems die z,x,-Ebene gewahlt wird, folgt wegen z, = 0 fiir alle Massenpunkte

L=XYmx, L=Ymal, I;=Ym@i+4),
so daf gilt

I,=1,+4+1,. (25,10)
Wenn der Korper eine Symmetrieachse beliebiger Ordnung besitzt, so liegt der
Schwerpunkt auf dieser Achse. Mit ihr fillt auch eine der Haupttragheitsachsen
zusammén, die beiden anderen stehen senkrecht auf ihr. Hierbei stellt der Kor-
per einen symmetrischen Kreisel dar, wenn die axiale Symmetrie von héherer
als zweiter Ordnung ist. Tatséchlich kann man dann jede Hauptachse (die auf
der Symmetrieachse senkrecht steht) um einen von 180° verschiedenen Winkel
drehen, d. h., die Wahl dieser Achsen ist nicht eindeutig, was aber nur im Falle
des symmetrischen Kreisels auftreten kann. '
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Einen Sonderfall stellt ein System dar, dessen Teile auf einer geraden Linie
liegen. Wenn man diese Gerade als x,-Achse wihlt, so wird fiir alle Massenpunkte
z, = z, = 0, so daB zwei Haupttriagheitsmomente zusammenfallen und das
dritte gleich Null wird:

IL=L=Yma}, I,=0. (25,11)

Ein solches System heit Rotator. Eine charakteristische Besonderheit des
Rotators im Unterschied zum allgemeinen Fall eines beliebigen Korpers besteht
darin, daBl er insgesamt zwei (und nicht drei) Rotationsfreiheitsgrade besitzt,
die Drehungen um die ;- und z,-Achse entsprechen; eine Rotation einer Geraden
um sich selber hat offensichtlich keinen Sinn.

Zum Abschlufl machen wir noch eine Bemerkung iiber die Berechnung des
Tragheitstensors. Obwohl wir diesen Tensor beziiglich eines Koordinatensystems
definiert haben, dessen Nullpunkt im Schwerpunkt liegt (nur bei dieser Defini-
tion ist die Grundformel (25,3) giiltig), so kann es dennoch fiir seine Berechnung
bequemer sein, zunichst den analogen, auf einen anderen Nullpunkt O’ bezoge-
nen Tensor

I;’k =3m (a:? Oix — x; x'lc)

zu berechnen. Wenn der Abstand 00’ durch den Vektor a gegeben ist, so wird
r =7 4 a und z; = x; + a;; da nach Definition des Punktes O die Beziehung
2 mr = 0 gilt, finden wir

I;k = Itk + u (a2 5“, — Qg a,,) i (25,12)

Nach dieser Formel kann man den gesuchten Tensor I;; leicht berechnen, wenn
I} bekannt ist.

Aufgaben

1. Bestimme die Haupttragheitsmomente von Molekiilen, wenn man sie als System von
Teilchen betrachtet, die sich in konstanten Abstdnden voneinander befinden, in folgenden
Fillen:

a) Molekiil aus drei Atomen, die auf einer Geraden liegen.

Lésung:

1
11=Iz=7(m1mzl§,+m1m3l§s+m2mal§3), I,=0,

wo m, die Massen der Atome und I,, den Abstand zwischen den Atomen @ und b bedeuten.

Firr ein zweiatomiges Molekiil ergibt sich fiir das Triagheitsmoment — wie zu erwarten
war — das Produkt aus der reduzierten Masse beider Atome und dem Quadrat des Ab-
standes zwischen ihnen:

b) Dreiatomiges Molekiil in Form eines gleichschenkligen Dreiecks (Abb. 20).
Lo6sung: Der Schwerpunkt liegt auf einer Hohe des Dreiecks im Abstand m, h/fp von
einer Grundlinie. Die Tragheitsmomente sind

11:2’21‘3};2, 1,=’%a2, Iy =1y Lol !
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Abb. 20 m a m

2. Bestimme die Haupttragheitsmomente homogener Koérper:
a) Diinner Stab der Liange !

Lésung:
1
I1=12=E/.llz, I;=0

(die Dicke des Stabes ist vernachléssigt).
b) Kugel mit dem Radius R.
Loésung:

h=h=hL=1um

(am einfachsten berechnet man die Summe I, 4 I, 4+ I; = 2o fr2dV).
c) Kreiszylinder mit dem Radius R und der Hohe .

Loésung:

2
Il=12=%»(R2+h3), I,:%R*

die Achse des Zylinders ist die z;-Achse).
d) Quader mit den Kantenldngen a, b, c.

Loésung:
L=f@+ed), L=fL@E+ad), L=L@+®

(die #,-, 2,-, 23-Achsen sind parallel zu den Kanten a, b, c).

e) Dreiachsiges Ellipsoid mit den Halbachsen a, b, c.

Lésung: Der Schwerpunkt liegt im Mittelpunkt, und die Haupttrigheitsachsen fallen
mit den Achsen des Ellipsoids zusammen. Die Integration iiber das Volumen des Ellipsoids
kann auf eine Integration iiber das Volumen einer Kugel zuriickgefithrt werden durch die
Koordinatentransformationz = a &,y = b7,z = ¢ {, wodurch die Gleichung der Oberflache
des Ellipsoids .

2 oy 2
et ta=!
in die Gleichung der Oberfliche der Einheitskugel
Eimp+i=1
ibergeht.
Damit ergibt sich fir das Trigheitsmoment beziiglich der z-Achse

L=of /S +22)dzdydz=pabecf [ [ (b2 + c2(?)dédydl =
=abc%1’(b2+cz),
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wo I’ das Trigheitsmoment der Einheitskugel ist. Mit dem Volumen 4 = a b ¢/3 des Ellip-
soids erhalten wir schlieBlich die Trigheitsmomente

A:%W+ﬁ, 1:%w+w, Q:%W+M.

3. Bestimme die Frequenz der kleinen Schwingungen eines physikalischen Pendels (eines
starren Korpers, der im Schwerefeld um eine feste horizontale Achse schwingt).

Lo6sung:lsei der Abstand des Pendelschwerpunktes von der Drehachse, «, 3,y die Winkel
zwischen den Richtungen der Haupttragheitsachsen und der Drehachse. Als variable
Koordinate fithren wir den Winkel ¢ ein zwischen der Vertikalen und dem Lot vom Schwer-
punkt auf die Drehachse. Die Geschwindigkeit des Schwerpunktes betrdgt V = lp , und
die Projektionen der Winkelgeschwindigkeit auf die Haupttragheitsachsen sind ¢ cos «,
@ cos B, ¢ cos y. Unter der Annahme, daB der Winkel ¢ kleinist, finden wir als potentielle
Energie

U=pgl(1l —coszp)z%pglqu.

Damit lautet die LAGRANGE-Funktion

2 2
L ="%¢2 + —;—(Il cos? « + I, cos? B + I cos? y) @2 — ’igl—tpz.

Fir die Schwingungsfrequenz erhalten wir daraus

ngl
T pl2 4 I cos?o + Iycos? f + Iycosty

ot

4. Bestimme die kinetische Energie des in Abb. 21 dargestellten Systems; O4 und AB
sind diinne homogene Stdbe der Linge [, die durch ein Scharnier im Punkte 4 miteinander
verbunden sind. Der Stab OA dreht sich (in der Zeichenebene) um den Punkt O, und das
Ende B des Stabes 4B gleitet entlang der z-Achse.

¥

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

Abb. 21 0

Loésung: Die Geschwindigkeit des Schwerpunktes des Stabes OA (er liegt in der Mitte des
Stabes) betriagt I ¢/2, wo ¢ der Winkel AOB ist. Damit wird die kinetische Energie des

Stabes 04
e T
h=%%+3

(u ist die Masse des Stabes).
Die kartésischen Koordinaten des Schwerpunktes des Stabes AB sind X :%lcos ,

i

Y = 5 sin ¢ . Da die Winkelgeschwindigkeit der Drehung dieses Stabes ebenfalls gleich ¢
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ist, hat er die kinetische Energie

0 0 I 12 . . I g3
Ty =t (B ¥+ ot =L+ santg) 2+ 2 F

Fir die gesamte kinetische Energie des Systems ergibt sich also

2
T="_3l_(1 + 3sinZg)p 2

(nach Aufgabe 2a ist I = ¢ I2/12 eingesetzt worden).

5. Bestimme die kinetische Energie eines Zylinders (mit dem Radius R), der auf einer
Ebene rollt. Die Masse des Zylinders ist iiber das Volumen so verteilt, dal eine der Haupt-
tragheitsachsen parallel zur Zylinderachse im Abstand e von ihr verliuft; das Tragheits-
moment beziglich dieser Hauptachse sei I.

Lo6sung: Wir fithren den Winkel g zwischen der Vertikalen und dem Lot vom Schwer-
punkt auf die Zylinderachse ein (Abb. 22). Die Bewegung des Zylinders in jedem Zeit-
punkt kann man als reine Drehung um die momentane Drehachse betrachten, die mit der

Abb. 22

Berihrungslinie des Zylinders mit der ruhenden Ebene zusammenfillt; die Winkelge-
schwindigkeit dieser Drehung ist ¢ (die Winkelgeschwindigkeit der Drehung um sdmt-
liche parallelen Achsen ist dieselbe). Der Schwerpunkt befindet sich im Abstand
Va* + B2 — 22 R cos ¢ von der momentanen Drehachse, so daB er die Geschwindigkeit
V = ¢Va*+ R* — 2 a R cos g hat. Die gesamte kinetische Energie wird

L.,

T=%(a2+R2—2aRcoqu)¢2+ .

6. Bestimme die kinetische Energie eines homogenen Zylinders mit dem Radius a, der
auf der Innenseite einer zylindrischen Oberfliche mit dem Radius R abrollt (Abb. 23).

Abb. 23

Losung: Wir filhren den Winkel ¢ ein, der von der Vertikalen und der Verbindungs-
geraden der Mittelpunkte der beiden Zylinder gebildet wird. Der Schwerpunkt des rollen-
den Zylinders befindet sich auf dessen Achse und hat die Geschwindigkeit V = ¢ (R — a).
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Die Winkelgeschwindigkeit berechnen wir als reine Rotationsgeschwindigkeit um die
momentane Drehachse, die mit der Beriithrungslinie der beiden Zylinder zusammenfallt;
sie ist

8|
S

Wenn I; das Triagheitsmoment beziiglich der Zylinderachse bedeutet, so ergibt sich

I_,(R—a)z_. 3

o ! . .
T =2 (R — a) ¢2 2 — 2 (R — a) g2
g(B—aper+ o ———¢*=Tu(B—a)y

Igaus Aufgabe 2c¢).

§ 26. Drehimpuls des starren Korpers

Die GroBe des Drehimpulses eines Systems hdngt, wie wir wissen, von der
- Wahl des Bezugspunktes ab. In der Mechanik des starren Korpers ist es am

zweckmaBigsten, hierfir den Nullpunkt des bewegten Koordinatensystems, d. h.
den Schwerpunkt des Korpers zu wihlen. Im folgenden verstehen wir unter M
den so definierten Drehimpuls.

Wenn man den Bezugspunkt in den Schwerpunkt des Korpers legt, so fallt
nach Formel (9,6) der Drehimpuls M mit dem ,,Eigendrehimpuls‘‘ zusammen,
der allein aus der Bewegung der Punkte des Korpers relativ zum Schwerpunkt
resultiert. In der Definition M = } m[r v] muBl man daher ¥ durch [£2 7] er-
setzen. Das gibt

M=3m[rR2r]]=Ym{rrQ2 —rr2)}
oder, in Tensorschreibweise,
.M,; = Zm {xf .Q; S :cixk.Q,,} = .Qb Zm {1126“; o x,x,,} .

Mit der Definition (25,2) des Tragheitstensors erhalten wir schliellich
M= 14 8. (26,1)

Wenn die «,-, @,-, ;-Achsen in Richtung der Haupttragheitsachsen verlaufen.
liefert diese Formel

M=L0, M=L2, M=I9,. (26,2)

Fiir den Kugelkreisel, bei dem alle drei Haupttrigheitsmomente zusammen-
fallen, folgt z. B: einfach

M=1Q, (26.3)

d. h., der Vektor des Drehimpulses ist proportional zum Vektor der Winkel-
geschwindigkeit und hat die gleiche Richtung wie dieser.

Bei einem beliebigen Korper verlduft der Vektor M im allgemeinen nicht
parallel zum Vektor £, sondern nur bei Rotation des Korpers um eine seiner
Haupttragheitsachsen haben M und £ die gleiche Richtung. Wir betrachten
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nun die freie Bewegung eines starren Korpers, der nicht der Einwirkung irgend-
welcher duBleren Kréifte unterliegt. Die gleichformige Translationsbewegung, die
uns nicht interessiert, schlieBen wir dabei aus, so daB es sich um freie Rotation
handelt.

Wie fiir jedes abgeschlossene System ist der Drehimpuls eines frei rotierenden
Korpers konstant. Fiir den Kugelkreisel fithrt die Bedingung M = const einfach
zu 2 = const. Das bedeutet, daf3 die freie Rotation eines Kugelkreisels ein-
fach in einer gleichférmigen Rotation um eine feste Achse besteht.

Ebenso einfach ist der Fall des Rotators. Hier gilt ebenfalls M = I,
wobei der Vektor §£2 senkrecht auf der Achse des Rotators steht. Die freie
Drehung eines Rotators geschieht daher gleichférmig in einer Ebene um eine
Richtung senkrecht zu dieser Ebene.

Der Erhaltungssatz des Drehimpulses genugt; um auch die kompliziertere
freie Rotation des symmetrischen Kreisels zu berechnen.

Wir nutzen die Tatsache aus, da die Wahl der Richtungen der Haupttrig-
heitsachsen z, und z, (die auf der Symmetrieachse x; des Kreisels senkrecht
stehen) beliebig ist und legen die x,-Achse senkrecht zu der Ebene, die durch
den konstanten Vektor M und die momentane Richtung der z,-Achse aufge-
spannt wird. Dann wird M, = 0 und daher nach Formel (26,2) auch 2, = 0.
Das bedeutet, daB3 die Richtungen von M, €2 und der Kreiselachse in jedem
Moment in einer Ebene liegen (Abb. 24). Hieraus folgt aber weiter, daBl die
Geschwindigkeiten v = [€2 r] aller Punkte auf der Kreiselachse in jedem Augen-

Abb. 24

blick senkrecht auf der erwiahnten Ebene stehen ; mit anderen Worten, die Krei-
selachse rotiert gleichformig (s. unten) um die Richtung von M, wobei sie einen
Kreiskegel beschreibt (sogenannte reguldre Prdzession des Kreisels). Gleichzeitig
mit der Prazession rotiert der Kreisel selbst gleichformig um die eigene Achse.
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Die Winkelgeschwindigkeiten dieser beiden Rotationen lassen sich leicht durch
den vorgegebenen Betrag M des Drehimpulses und den Neigungswinkel @ der
Kreiselachse gegen die Richtung von M ausdriicken. Die Rotationsgeschwindig-
keit des Kreisels um die eigene Achse ist einfach die Projektion £, des Vektors£2
auf diese Achse:

2, = %‘3 = %I cos 0. (26,4)
Zur Bestimmung der Prazessionsgeschwindigkeit £2,, mul man den Vektor £
nach der Parallelogrammregel in eine Komponente lings z; und eine langs M
zerlegen. Die erste dieser Komponenten fithrt nicht zu einer Verriickung der
Kreiselachse selbst, so dal die zweite die gesuchte Winkelgeschwindigkeit der
Prazession liefert. Aus der Konstruktion in Abb. 24 folgt sin & ,, = £2,, und
wegen 2, = M, /I, = M sin O/I, erhalten wir

M

Q,, = - (26,5)

§ 27. Die Bewegungsgleichungen des starren Korpers

Da der starre Korpet im allgemeinen Falle sechs Freiheitsgrade besitzt, muf3
das System der Bewegungsgleichungen sechs unabhédngige Gleichungen ent-
halten. Man kann sie in einer Form darstellen, die die zeitlichen Ableitungen
zweier Vektoren bestimmt: die des Impulses und des Drehimpulses des Korpers.

Die erste dieser Gleichungen erhalt man einfach dadurch, daBl man die Glei-
chungen p = f fiir alle Teilchen, aus denen der Kérper besteht, summiert; p ist
der Impuls eines Teilchens, f die an ihm angreifende Kraft. Wir fihren den
Gesamtimpuls des Korpers

P=3p=nV
und die gesamte auf ihn wirkende Kraft 37 f = F ein und erhalten
apr
B F. (27,1)

Obwohl wir F als Summe aller Krifte f definiert haben, die auf jedes der
Teilchen wirken, darunter auch diejenigen Krifte, die die Teilchen selbst auf-
einander ausiiben, gehen in F faktisch nur diejenigen Kréfte ein, die aus duleren
Quellen stammen. Samtliche Wechselwirkungskréifte zwischen den Teilchen des
Korpers selbst heben sich gegenseitig auf; bei Abwesenheit dulerer Krifte mufl
namlich, wie in jedem abgeschlossenen System, der Impuls des Korpers eine
ErhaltungsgroBe sein, d. h., es muf} gelten F = 0.

Wenn U die potentielle Energie des starren Kérpers in einem dufBleren Feld
ist, so kann man die Kraft F durch Differenzieren von U nach den Koordinaten
des Schwerpunktes berechnen:

oU
F=— Ry (27,2)
7 XKurzfassung 1
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denn bei einer Verschiebung des Korpers um dR, dndern sich auch die Radius-
vektoren R jedes Punktes des Korpers um dieselbe Grofe, so daB die Anderung
der potentiellen Energie tatsichlich

0U =Y 00R =R, £ 00 = — R, X [ = — F oR,

wird.

Wir gehen nun zur Ableitung der zweiten Bewegungsgleichung iiber, welche
die zeitliche Ableitung des Drehimpulses M bestimmt. Der Bequemlichkeit
halber richten wir das ,,ruhende‘* (Inertial)-System so ein, dafl der Schwer-
punkt des Korpers in dem betrachteten Zeitpunkt in diesem Bezugssystem ruht.
Nach dem Garmueischen Relativitatsprinzip bleibt die so erhaltene Bewegungs-
gleichung in jedem beliebigen anderen Inertialsystem giltig.

Wir haben

M=25rpl=50ipl+ 5 rpl.

Aus unserer Wahl des Bezugssystems (in welchem ¥V = 0 ist) folgt, da der
Wert 7" in dem gegebenen Zeitpunkt mit der Geschwindigkeit v = R zusammen-
fallt. Da die Vektoren v und p = m v aber die gleiche Richtung haben, muf}
[ p] = 0 sein. Wenn wir weiterhin p durch die Kraft f ersetzen, erhalten wir
schliefllich

damM

T =K (27,3)
mit

K=3[rf]. (27,4)

Der Vektor [ f]heillt das Moment (Drehmoment) der Kraft f,so daBl K die Summe
aller Drehmomente ist, die auf den Korper wirken. Ebenso wie im Falle der
Gesamtkraft F braucht man in der Summe (27,4) faktisch nur die duBeren
Krafte zu beriicksichtigen; denn nach dem Erhaltungssatz des Drehimpulses
muf} die Summe aller Drehmomente, die innerhalb eines abgeschlossenen Sy-
stems wirken, verschwinden.

Drehmoment und Drehimpuls hingen im aligemeinen von der Wahl des Be-
zugspunktes ab. In (27,3) und (27,4) sind beide GroBen in bezug auf den Schwer-
punkt definiert.

Bei einer Verschiebung des Nullpunktes um die Strecke a sind die neuen
Radiusvektoren " der Punkte des Korpers mit den alten = durch die Beziehung
r = r' + a verknipft. Damit ergibt sich

K=3[rfl=X[fl+ Xlaf]
oder

K=K +[af]. (27,5)
Hieraus sieht man z.B., dafl der Wert des Drehmomentes nicht von der Wahl

des Koordinatenanfangspunktes abhdngt, wenn die Gesamtkraft F = 0 ist (in
diesem Falle sagt man, daBl an dem Korper ein Krdftepaar angreift).
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Fiir die Anderung der potentiellen Energie U bei Drehung des Kérpers um den
unendlich kleinen Winkel d¢ gilt
0U=—YfoR=—X[f[op-r]=—dp Xrfl=—Kop,

woraus sich

k=-2Y (27,6)
o9
ergibt.
Diese Formel fiir das Gesamtdrehmoment ist der Formel (27,2) fiir die Gesamt-
kraft analog.

Wir nehmen nun an, dal die Vektoren F und K senkrecht aufeinander
stehen. ‘In diesem Falle kann man stets einen Vektor @ derart finden, dal K’
in Formel (27,5) verschwindet, daf3 also gilt

K=[aF]. (27,7)

Die Wahl von a ist hierbei nicht eindeutig; man kann ndmlich zu a einen belie-
bigen zu F parallelen Vektor hinzufiigen, ohne die Gleichung (27,7) zu éndern;
die Bedingung K’ = 0 liefert also nicht einen bestimmten Punkt im ruhenden
Koordinatensystem, sondern nur eine bestimmte gerade Linie. Im Falle K | F
kann also die Wirkung sdmtlicher dullerer Krifte auf eine einzige Kraft F redu-
ziert werden, die lings dieser bestimmten geraden Linie angreift.

Ein Beispiel fiir diesen Fall liefert ein homogenes Kraftfeld, in dem die auf
einen Massenpunkt wirkende Kraft die Form f = ¢ E hat, wo E ein konstanter
Vektor ist, der das Feld charakterisiert, und wo die GroBe e die Eigenschaften
des Teilchens beziiglich des gegebenen Feldes beschreibt.!) Dann wird

F=E}Ye, K=[J3er-E].

Wir nehmen an, daB 3’ e 5= 0 ist und fiihren den Radiusvektor r, ein, der durch
die Gleichung

Xer
=L (27.8)
definiert ist. Damit erhalten wir fiir das Gesamtdrehmoment den einfachen Aus-
druck

K= (r,F]. . (27,9)

Die Bewegung des starren Korpers im homogenen Feld geschieht also unter der
Wirkung einer einzigen Kraft F, die in dem Punkt mit dem Radiusvektor (27,8)
angreift‘“. Die Lage dieses Punktes wird vollstdndig durch die Eigenschaften
des Korpers selbst bestimmt; im Schwerefeld beispielsweise fallt er mit dem
Schwerpunkt des Korpers zusammen.

1) Im homogenen elektrischen Feld ist E die Feldstirke, e die Ladung des Teilchens;
im homogenen Schwerefeld E ist g die Beschleunigung der Schwerkraft und e die Masse
des Teilchens.

T*
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§ 28. Beriihrung starrer Korper

Die Gleichgewrichtsbedingungen des starren Kropers sind, wie aus den Bewe-
gungsgleichungen (27,1) und (27,3) folgt, gleichbedeutend mit der Forderung,
daB die gesamte angreifende Kraft und das Gesamtdrehmoment verschwinden:

F=Xf=0, K=X[rf1=0. (28,1)

Die Summierung wird hier iiber alle am Korper angreifenden duleren Krifte
ausgefiihrt, » sind die Radiusvektoren der ,,Angriffspunkte’‘ der Krifte; hierbei
kann der Punkt (Koordinaten-Anfangspunkt), beziiglich dessen die Momente
definiert sind, frei gewédhlt werden; denn im Falle F = 0 hingt der Wert von K
nicht von dieser Wahl ab (s. (27,5)).

Wenn wir es mit einem System von sich berithrenden starren Kérpern zu tun
haben, so miissen bei Gleichgewicht die Bedingungen (28,1) fiir jeden Koérper
einzeln erfiillt sein. Hierbei sind auch diejenigen Kréfte zu beriicksichtigen, die
auf einen Korper von seiten der iibrigen ihn beriihrenden Koérper wirken. Diese
Krifte greifen in den Berithrungspunkten der Koérper an und heilen Reaktions-
krifte. Fur je zwei Korper sind die wechselseitigen Reaktionskrifte offenbar
dem Betrag nach gleich, aber entgegengesetzt gerichtet.

Im allgemeinen Falle findet man sowohl Grofle als auch Richtung der Reak-
tionskrafte durch gleichzeitige Losung der Gleichungssysteme (28,1) fiir simt-
liche Korper. In gewissen Fillen ergibt sich jedoch die Richtung der Reaktions-
krifte bereits aus den Bedingungen der Aufgabe. Wenn z.B. die Oberflichen
zweier Korper reibungslos aufeinander abgleiten konnen, so haben die Reak-
tionskriafte zwischen ihnen die Richtung der Flichennormalen.

Im allgemeinen treten, wenn sich die berithrenden Korper relativ zueinander
bewegen, neben den Reaktionskraften noch Krifte dissipativen Charakters auf,
die Reibungskrdfte.

Es sind zwei Bewegungstypen der sich beriihrenden Korper moglich: Gleiten
und Rollen. Beim Gleiten stehen die Reaktionskrifte senkrecht auf den sich er-
biihrenden Oberflichen, die Reibungskrifte sind tangential zu ihnen gerichtet.

Dasreine Rollen ist dadurch charakterisiert, daf es in den Berithrungspunkten
. keine Relativbewegung der Korper gibt; mit anderen Worten, rollende Korper
sind in jedem Augenblick sozusagen im Beriithrungspunkt befestigt. Hierbei ist
die Richtung der Reaktionskraft beliebig, d. h., sie steht nicht unbedingt senk-
recht auf den sich beriihrenden Oberflichen. Die Reibung fiihrt beim Rollen zu
einem zusétzlichen Drehmoment, das der Rollbewegung entgegenwirkt.

Wenn beim Gleiten die Reibung so klein ist, da man sie iiberhaupt nicht zu
beriicksichtigen braucht, nennt man die Oberfliche absolut glatt. Ist dagegen
nur ein reines Rollen ohne Gleiten moglich und kann man dabei die Reibung
vernachlissigen, so heiBlen die Oberflachen absolut rauh.

In diesen beiden Féllen treten die Reibungskrifte bei der Behandlung der
Bewegung der Korper nicht explizit auf, so daf ein rein mechanisches Problem
vorliegt. Wenn dagegen die konkreten Eigenschaften der Reibung fiir die Bewe-
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gung wesentlich sind, so stellt letztere schon nicht mehr einen rein mechanischen
ProzeB3 dar (vgl. § 20).

Die Beriithrung von Korpern verringert die Zahl ihrer Freiheitsgrade im Ver-
gleich zur freien Bewegung. Bisher haben wir bei der Betrachtung derartiger
Aufgaben diesen Umstand dadurch beriicksichtigt, dal wir Koordinaten ein-
fiihrten, die unmittelbar der tatsdchlichen Anzahl der Freiheitsgrade ent-
sprachen. Es zeigt sich aber, daBl beim Rollen von Korpern eine solche Wahl
der Koordinaten unmoéglich ist.

Die Bedingung, die der Bewegung der Korper beim Rollen auferlegt wird, ist
die Gleichheit der Geschwindigkeiten der sich berithrenden Punkte (so muf3 beim
Rollen eines Korpers auf einer festen Oberfliche die Geschwindigkeit des Beriih-
rungspunktes gleich Null sein). Im allgemeinen Falle driickt sich eine solche
Bedingung durch Bindungsgleichungen der Form

Yeigqi=0 (28,2)

aus, wo die ¢,; nur von den Koordinaten abhéngen (der Index « numeriert die
Bindungsgleichungen). Wenn die linken Seiten der Gleichungen keine totalen
zeitlichen Ableitungen von irgendwelchen Koordinatenfunktionen sind, lassen
sich die Gleichungen nicht integrieren. Mit anderen Worten, sie fiihren nicht
auf Beziehungen zwischen den Koordinaten allein, die man dazu benutzen
konnte, die Lage der Koérper durch eine kleinere Anzahl von Koordinaten zu
bestimmen entsprechend der tatsdchlichen Anzahl von Freiheitsgraden. Solche
Bindungen heiflen nichtholonom (im Gegensatz zu holonomen Bindungen, welche
nur die Koordinaten des Systems miteinander verkniipfen).

Als Beispiel betrachten wir das Rollen einer Kugel auf einer ebenen Ober-
flache. Wie gewohnlich bezeichnen wir mit V die Geschwindigkeit der Transla-
tionsbewegung (Geschwindigkeit des Kugelmittelpunktes) und mit £ die Win-
kelgeschwindigkeit der Rotation. Die Geschwindigkeit des Berithrungspunktes
der Kugel mit der Ebene ergibt sich durch Einsetzen von » = — a n in die all-
gemeine Formel v = V + [ r] (@ ist der Kugelradius, n der Einheitsvektor der
Normalen auf der Ebene im Beriihrungspunkt). Die gesuchte Beziehung stellt
die Bedingung fiir die Abwesenheit von Gleitung im Berithrungspunkte dar, d. h.,
sie ergibt sich aus der Gleichung

V—alln]=0. (28,3)

Diese Gleichung kann nicht integriert werden. Die Geschwindigkeit V ist zwar
die totale zeitliche Ableitung des Radiusvektors des Kugelmittelpunktes, die
Winkelgeschwindigkeit aber stellt i. allg. keine totale Ableitung irgendwelcher
Koordinaten dar. Das bedeutet, daBl die Bindung (28,3) nichtholonom ist.!)

1) Wir erwihnen, daf3 dieselbe Bindung beim Abrollen eines Zylinders holonom wire.
In diesem Falle behdlt die Rotationsachse beim Rollen ihre Richtung im Raume bei, so
daBl 2 = deg/dt die totale Ableitung des Drehwinkels ¢ des Zylinders um seine Achse ist.
Die Beziehung (28,3) 148t sich dann integrieren und liefert eine Verkniipfung zwischen den
Schwerpunktskoordinaten und dem Winkel ¢.
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Zur Aufstellung der Bewegungsgleichungen fiir sich beriihrende Korper
existiert eine Methode, die auf der expliziten Einfithrung von Reaktionskriften
beruht. Das Wesen dieser Methode (die den Inhalt des sogenannten D’ALEM-
BERTSschen Prinzips darstellt) besteht darin, daB man fir jeden der sich be-
rithrenden Korper die Gleichungen

aP am
S-Z1  F=Zin (28,4)

aufschreibt, wobeiin die auf den Korper einwirkenden Krifte f auch die Reak-
tionskrafte eingeschlossen werden; diese Kréifte sind zundchst unbekannt und
ergeben sich zusammen mit der Bewegung des Korpers aus der Losung der
Gleichungen. Diese Methode ist sowohl bei holonomen als auch bei nichtholo-
nomen Bindungen anwendbar.

Aufgaben

1. Bestimme mit Hilfe des p’ALEMBERTschen Prinzips die Bewegungsgleichungen einer
homogenen Kugel, die unter dem EinfluB einer &uferen Kraft F und eines Drehmo-
mentes K auf einer Ebene rollt.

Loésung: Die Bindungsgleichung (28,3) wurde schon im Text angegeben. Wir fithren
die Reaktionskraft (die wir mit R bezeichnen), welche im Berithrungspunkt der Kugel
mit der Ebene angreift, ein und schreiben die Gleichungen (28,4) auf:

dv

—=F
LT +R, (1)
I_dt =K — a[nR] (2

(hier ist beriicksichtigt worden, da P = u ¥ und fiir den Kugelkreis M = I Q ist).
Differentiation der Bindungsgleichung (28,3) nach der Zeit ergibt

i’:a[f?n].

Wir setzen diesen Ausdruck in (1) ein, eliminieren 2 mit Hilfe von (2) und finden die
Gleichung

L(F + R)=[Kn] —aR + an(nR),
aup N

welche die Reaktionskraft mit F und K verknipft. Wenn wir diese Gleichung in Kom-

ponenten schreiben und I = % u a? (s. Aufgabe 2b, § 25) verwenden, entsteht

5 2 5 2 :
I?z=ﬁKv—7F,, R,=—,~7—‘;K,—TFV, R,= —F,
(als zy-Ebene ist die Abrollebene gewihlt). Schlieflich setzen wir diese Ausdriicke in (1)
ein und erhalten als Bewegungsgleichungen, die nun nur noch die vorgegebene #ufere
Kraft und das Drehmoment enthalten:

av, 5 K, av, 5 K,
. =), S (p Ze)
de 7,44(F”+ a) cdt Tu\? e
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Die Komponenten 2, und 2, der Winkelgeschwindigkeit folgen als Funktionen von ¥,
und ¥, aus der Bindungsgleichung (28,3) und fiir £, ergibt sich

2 de

Zuat =t =K

M T
(2-Komponente der Gleichung (2)).

2. Ein homogener Stab BD mit dem Gewicht P und der Langellehnt an einer Wand,

wie Abb. 25 zeigt; sein unteres Ende B wird durch einen Faden AB festgehalten. Be-
stimme die Reaktion im Unterstiitzungspunkt und die Spannung des Fadens.

Abb. 25

Loésung: Das Gewicht des Stabes stellt eine Kraft P dar, die in der Mitte des Stabes an-
greift und senkrecht nach unten wirkt. Die Reaktionskraft Ry zeigt vertikal nach oben,
wahrend R senkrecht zum Stab steht; die Spannung des Fadens 7 ist von B nach 4 ge-
richtet. Aus den Gleichgewichtsbedingungen folgt

Rczgsinmx. Rg— P— Rgsina. 7T =R;cosa.

3. Ein Stab AB mit dem Gewicht P beriihrt mit seinen Enden eine horizontale und
eine vertikale Ebene (Abb. 26) und wird in dieser Lage durch 2 horizontale Fiden AD
und BC gehalten; der Faden BC liegt mit dem Stab AB in einer (vertikalen) Ebene. Be-
stimme die Reaktionen in den Unterstiitzungspunkten und die Spannungen der Faden.

Losung: Die Fadenspannungen 7', und T g sind von 4 nach D bzw. von B nach C ge-
richtet. Die Reaktionen R 4 und Ry stehen auf den entsprechenden Ebenen senkrecht. Die
(Gleichgewichtsbedingungen ergeben als Losung

P
Ry -P. Ty~ , ctga.

Ry=1Tpgsinp, T, Tpgcosp.

4. Zwei Stébe der Lange ! sind oben mit einem Scharnier und unten mit einem Faden 48
verbunden (Abb. 27). In der Mitte des einen Stabes greift eine Kraft F an (das Gewicht der
Stdbe vernachldssigen wir). Bestimme die Reaktionskrifte.

Lésung: Die Spannung 7' des Fadens wirkt im Punkte 4 von 4 nach B und im Punkte
B von B nach A. Die Reaktionen R4 und R in den Punkten 4 und B stehen senkrecht auf
der Unterstiitzungsebene. Wir bezeichnen mit R, die Reaktionskraft im Scharnier, die
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D
2 R,
W &
- |
P A=/ |
8
tp__=
- 2 B
i
Abb. 26
1Y
\Rc
\
\
O\C
Rk s
} |
Abb. 27 A ]

auf den Stab 4C wirkt; dann greift am Stab BC die Reaktion — R an. Die Bedingung,
daB die Summe der Momente der Krifte Rg, 7 und — Rg, die am Stab BC angreifen, ver-
schwinden soll, fithrt zu dem Ergebnis, daB der Vektor R in der Richtung von BC liegt. Die
iibrigen Gleichgewichtsbedingungen (fiir jeden der beiden Stébe) liefern

3 F r 1
Ry=—F, Rg=—, R; = R T = "_ctga,
474 BTy " 4sina 4 o
wo &« den Winkel C'4B bezeichnet.
§ 29. Bewegung in einem beschleunigten Bezugssystem

Bei der Untersuchung der Bewegung eines beliebigen mechanischen Systems
haben wir bisher stets Inertialsysteme benutzt. Nur in einem Inertialsystem hat
die Lacrance-Funktion beispielsweise eines einzelnen Teilchens im &duBeren
Feld die Form

2
L=2%_y, (29.1)
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der die Bewegungsgleichung
dv, oU
m —_ —

T e ‘
entspricht (wir werden in diesem Paragraphen GroBen, die sich auf ein Inertial-
system beziehen, mit einem Index 0 kennzeichnen).

Wir wenden uns nun der Frage zu, wie die Bewegungsgleichungen eines Teil-
chens in einem beschleunigten Bezugssystem aussehen. Der Ausgangspunkt bei
der Beantwortung dieser Frage ist wiederum das Prinzip der kleinsten Wirkung,
dessen Anwendbarkeit in keiner Weise durch die Wahl des Bezugssystems einge-
schréankt ist; damit bleiben auch die LacraNGcEschen Gleichungen

d oL oL
&7 o (202)
giiltig. Die LoAGRaANGE-Funktion jedoch hat nun nicht mehr die Form (29,1), und
zu ihrer Bestimmung mufl man die Funktion L, entsprechend transformieren.
Diese Transformation nehmen wir in zwei Schritten vor. Zunéchst betrachten
wir ein Bezugssystem K’, das sich relativ zum Inertialsystem K, mit der Trans-
lationsgeschwindigkeit V(¢) bewegt. Die Geschwindigkeiten v, und v’ des Teil-
chens beziiglich der Systeme K, und K’ sind miteinander durch die Beziehung

v, =0 + V(i) (29,3)

verkniipft. Wenn wir diesen Ausdruck in (29,1) einsetzen, erhalten wir als
LacraNGE-Funktion im System K’

L'=T§ﬂ+mv'v+'j}V2_U.

V?(t) ist aber eine vorgegebene Zeitfunktion; sie kann als totale zeitliche Ab-
leitung einer anderen Funktion dargestellt werden, so daB das dritte Glied in dem
angeschriebenen Ausdruck unterdriickt werden kann. Ferner gilt v’ = dr’/dt,
wo r’ den Radiusvektor des Teilchens im Koordinatensystem K’ bedeutet.
Damit ergibt sich
m V) v =m V¥ = S mve)y —mr &
de de dit

Wenn wir diesen Ausdruck in die LAGRANGE-Funktion einsetzen und wiederum
die totale zeitliche Ableitung weglassen, erhalten wir schlieBlich

I="" _mwWer-U, (29,4)

wo W = dV/dt die Beschleunigung der Translationsbewegung des Bezugs-
systems K’ darstellt.
Die zu (29,4) gehorenden LagranGEschen Gleichungen lauten
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Wir sehen, daB fir die Bewegungsgleichungen des Teilchens eine beschleunigte
Translationsbewegung des Bezugssystems édquivalent ist mit dem Auftreten
eines homogenen Kraftfeldes, dessen Kraft gleich dem Produkt aus der Masse des
Teilchens und der Beschleunigung W ist und die entgegengesetzte Richtung von
W(t) hat.

Wir fithren nun noch ein Bezugssystem K ein, das mit dem System K’ einen
gemeinsamen Nullpunkt hat, sich aber gegen K’ mit der Winkelgeschwindigkeit
£(t) dreht; im Inertialsystem K, fiihrt das System K sowohl eine Translations-
als auch eine Rotationsbewegung aus.

Die Geschwindigkeit ' des Teilchens beziiglich des Systems K’ setzt sich aus
seiner Geschwindigkeit v im System K und aus der Geschwindigkeit [§2 7] seiner
Rotation zusammen, die es mit dem System K gemeinsam durchfiihrt, also

v =v+ [27)]

(die Radiusvektoren 7 und »’ des Teilchens in den Systemen K und K’ fallen
zusammen). Wir setzen diesen Ausdruck in die LAGRANGE-Funktion (29,4) ein
und erhalten

L=f"2_”2+m—v[gr]+%[gr]z_mlw—U. (29,6)

Diesistdie allgemeine Form der LAGRANGE-Funktion eines Teilchens in einem
beliebigen beschleunigten Bezugssystem. Wir weisen darauf hin, daB die Rota-
tion des Bezugssystems zum Auftreten eines Gliedes ganz besonderer Form in
der LacraNGE-Funktion fiihrt, ndmlich eines Ghedes in das die Geschwindig-
keit des Teilchens linear eingeht.

Zur Berechnung der Ableitungen, welche in die LacraNGEschen Gleichungen
eingehen, bilden wir das totale Differential

dL = movdv + m do[R r] + mo[Q dr] + m[Q2 r] [L2 dr]
— mWar —gdr = mvdv 4+ m do[Q ] + m dr[v Q]

+ m[[82 r]g]dr—der—%dr.

Indem wir die Glieder dv und dr sammeln, ergibt sich

oL, =mv + m[Q7r],
ke
O — e @) + w2710~ mw =27
Kinsetzen dieser Ausdriicke in (29,2) liefert die gesuchte Bewegungsgleichung
m% - % —mW + m[r €] + 2m[o Q) + m[Qr Q). (29.7)

Wir sehen, daf} sich die ,,Tragheitskrafte*, die durch die Rotation des Bezugs-
systems bedingt sind, aus drei Teilen zusammensetzen. Die Kraft m[r £2] ist die
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Folge einer ungleichférmigen Rotation, wihrend die beiden anderen Kréfte auch
bei gleichférmiger Drehung auftreten. Der Term 2 m[v £2] heilt Corioliskraft;
im Gegensatz zu samtlichen frither betrachteten (nichtdissipativen) Kraften
hingt sie von der Geschwindigkeit des Teilchens ab. Der Ausdruck m[[r Q]]
* tragt den Namen Zentrifugalkraft. Sie wirkt in der Ebene durch 7 und £2 senk-
recht zur Drehachse (d. h. senkrecht zu £2) und ist von dieser weg gerichtet; ihr
Betrag ist m o % wo o den senkrechten Abstand des Teilchens von der Dreh-
achse darstellt.

Wir betrachten nun den speziellen Fall der gleichmaBigen Rotation eines
Koordinatensystems ohne Translationsbeschleunigung. Wenn wir in (29,6) und
(29,7) 2 = const und W = 0 setzen, erhalten wir die LAcRANGE-Funktion

m v?
2

L=

+ mo[R 7] + fg[g r2—-U (29,8)

und die Bewegungsgleichung

do

m =~ % + 2m[v Q] 4+ m[Q[r2]]. (29,9)

Wir wollen noch die Energie des Teilchens in diesem Falle berechnen. Wenn
wir

5 =%=mv + m[Q 7] (29,10)

in £ = pv — L einsetzen, ergibt sich
E:.’i‘;_z_g[g )2+ U. , (29,11)

Wir weisen darauf hin, daB in der Energie kein Glied auftritt, das die Geschwin-
digkeit linear enthélt. Die Rotation des Bezugssystems erzeugt ein Zusatzglied
in der Energie, das nur von den Koordinaten des Teilchens abhéingt und dem
Quadrat der Winkelgeschwindigkeit proportional ist. Diese zusatzliche poten-

tielle Energie — %[Q r)? heilt Zentrifugalenergie.

Die Geschwindigkeit v des Teilchens im gleichférmig rotierenden Bezugs-
system ist mit seiner Geschwindigkeit v, beziiglich des Inertialsystems K, durch
die Beziehung

vy =0 + [R 7] (29,12)

verkniipft. Infolgedessen fillt der Impuls p des Teilchens im K-System nach
(29,10) mit seinem Impuls p, = m v, im K, -System zusammen. Gleichzeitig
nehmen auch die Drehimpulse My = [r p,] und M = [r p] dieselben Werte an.
Die Energien des Teilchens in den Systemen K und K, sind dagegen verschieden.
Wenn wir v aus (29,12) in (29,11) einsetzen, erhalten wir

’”2”3 LU~ mreg K.

m vy
2

E =

—mo[27r] 4 U=




96 Kapitel VI. Bewegung des starren Korpers

Die beiden ersten Glieder stellen die Energie £, im System K, dar. Einsetzen
des Drehimpulses in das letzte Glied ergibt

E=E,—M®Q. (29,13)

Diese Formel bestimmt das Transformationsgesetz der Energie bei Ubergang
zu einem gleichférmig rotierenden Koordinatensystem. Wir haben sie zwar fir
ein einziges Teilchen abgeleitet; es ist jedoch offensichtlich, da die Rechnung
unmittelbar auf den Fall eines beliebigen Teilchensystems verallgemeinert wer-
den kann und zu derselben Formel (29,13) fiihrt.

Aufgaben

1. Berechne die durch die Erddrehung bedingte Ablenkung eines frei fallenden Korpers
von der Vertikalen (die Rotationsgeschwindigkeit ist als klein anzunehmen).

Lésung: Im Schwerefeld gilt U = — m g », wo g den Beschleunigungsvektor der Schwer-
kraft darstellt; unter Vernachlassigung der Zentrifugalkraft in (29,9), die das Quadrat
von 2 enthilt, ergibt sich die Bewegungsgleichung in der Form

v=2vR]+g. (1)

‘Wir 16sen diese Gleichung durch sukzessive Approximation. Zu diesem Zwecke setzen
wir v = v, + v,, wo v, die Losung der Gleichung v, = g ist, d. h. v, = gt + v, (v, ist
die Anfangsgeschwindigkeit). Wenn wir © = v, + v, in (1) einsetzen und auf der rechten
Seite nur v, beriicksichtigen, erhalten wir fiir v, die Gleichung

v, = 2[v, Q] = 2t[g 2] + 2[v, 2] .
Integration liefert

tﬂ

59 Q] + v, 2] (2)

wo h den Vektor der Anfangslage des Teilchens darstellt. '
Wihlen wir die 2-Achse vertikal nach oben und die z-Achse in Richtung des Meridians

zum Pol, so gilt

2
»= la+vot+g2—+

92=9;,=0, g, = —9g, 2, =Qcos84, 2,=0, 2,= Qsini;

/2 ist die Breite (wir nehmen der Eindeutigkeit halber nérdliche Breite an). Wenn wir in (2)
v, = 0 setzen, finden wir

t3
x=0, y=—3g.Qcos)..

Einsetzen der Fallzeit { ~ V2 h[g ergibt schlieBlich

1 /(2h)\%
z=0, y=—3(7) g2 cosi

(negative Werte von y entsprechen einer Ablenkung nach Osten).

2. Bestimme die Ablenkung eines Korpers aus einer Ebene, der von der Erdoberfliche
mit der Anfangsgeschwindigkeit v, fortgeworfen wird.

Loésung: Wir wihlen die xz-Ebene so, daB die Geschwindigkeit v, in ihr liegt. Die An-
fangshoéhe sei A = 0. Fiir die seitliche Auslenkung erhalten wir aus (2) (Aufgabe 1):

43
y=— iggx + 3 (825 v9; — 82, v42)
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oder nach Einsetzen der Flugzeit t & 2 v, ,/9:

2
= 4_v"_f(ivozms Y voxsinl)!).
g \3

3. Berechne den EinfluB der Erddrehung auf kleine Pendelschwingungen (sogenanntes
FoucauLrrsches Pendel).

Losung: Wenn man die Amplitude der vertikalen Bewegung des Pendels als kleine
GroBe zweiter Ordnung vernachldssigt, so kann man annehmen, daB die Bewegung des
Korpers in der horizontalen 2y-Ebene verlduft. Wir unterdriicken auch die Glieder mit £2
und schreiben die Bewegungsgleichung in der Form

Pt we=22,4, §toty=—223,
wo o die Schwingungsfrequenz des Pendels ohne Beriicksichtigung der Erddrehung ist.
Indem wir die zweite Gleichung mit ¢ multiplizieren und zur ersten addieren, erhalten wir
eine einzige Gleichung, namlich

E§+2i2, 86+ ?8=0,
fiir die komplexe Gréfle &£ = x 4 iy. Fir 2, < o heiBt die Lésung dieser Gleichung

E= e—iﬂzl(Alei‘Bl + A2 e— im!)
oder

xtiy=e i%lz, iy,

wo die Funktionen z4(f) und y,(f) die Bahn des Pendels ohne Beriicksichtigung der Erd-
drehung liefern. Folglich fithrt der EinfluB dieser Rotation zu einer Drehung der Bahn
um die Vertikale mit der Winkelgeschwindigkeit £2,.
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§ 30. Die HammToNschen Gleichungen

Bei der Formulierung der Gesetze der Mechanik mit Hilfe der LAGRANGE-
Funktion (und der aus ihr abgeleiteten LagraNcEschen Gleichungen) wird der
mechanische Zustand eines Systems durch seine verallgemeinerten Koordinaten
und Geschwindigkeiten beschrieben. Eine solche Beschreibung ist jedoch nicht
die einzig mogliche. Eine Reihe von Vorteilen, insbesondere bei der Unter-
suchung verschiedener allgemeiner Probleme der Mechanik, bietet sich bei Ver-
wendung von verallgemeinerten Koordinaten und Impulsen des Systems. So
erhebt sich die Frage, wie man die Bewegungsgleichungen findet, die einer
solchen Formulierung der Mechanik entsprechen.

Den Ubergang von einer Gesamtheit unabhéngiger Veranderlicher zu einer
anderen kann man durch eine Transformation ausfiihren, die in der Mathematik
unter der Bezeichnung LEGENDRE-Transformation bekannt ist. Im vorliegenden

Falle bedeutet sie folgendes:
Das totale Differential der LAGRANG E-Funktion als Funktion der Koordinaten

und Geschwindigkeiten ist
oL oL ,.
dL = y —=d —dg; .
Zi‘aqt ) §3Qt o

Diesen Ausdruck kann man in der Form

dL = 3 pidg: + X pidys (30,1)
schreiben, da die Ableitungen 0L/dq definitionsgemaB gleich den verallgemeiner-
ten Impulsen sind und da wegen der LacraNcEschen Gleichungen 9L/[0g; = Ps
gilt.

Wir formen nun das zweite Glied in (30,1) um:

X pidg=d(Xpg)— X qdp,
bringen das totale Differential auf die linke Seite der Gleichung und vertauschen
alle Vorzeichen; dann erhalten wir aus (30,1)

dXpiq—L)=— XY pdg+ X g dp.

Die GroBe unter dem Differentialzeichen stellt die Energie des Systems dar
(s. § 6); ausgedriickt durch die Koordinaten und Impulse heiBt sie die HAMILTON-
Funktion des Systems:

H(p,q,t)= Y p i — L. ' (30,2)
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Aus der Beziehung
dH = — ¥ p.dgs + 3 ¢: dp (30,3)

zwischen den Differentialen, wo die Koordinaten und Impulse als unabhéngige
Variable aufgefa3t werden, folgen die Gleichungen
. oH . oH
= P b (30,4)
Dies sind die gesuchten Bewegungsgleichungen in den Verénderlichen p und g¢;
sie heilen HamMILTONsche Qleichungen und bilden ein System von 2 s Differential-
gleichungen erster Ordnung fiir die 2 s unbekannten Funktionen p(¢) und g(t)
(s ist die Anzahl der Freiheitsgrade) ; sie ersetzen die s Gleichungen zweiter Ord-
nung der LagraNGgEschen Methode. In Anbetracht ihrer formalen Einfachheit
und Symmetrie nennt man sie auch kanonische Qleichungen.
Die totale zeitliche Ableitung der HamruroN-Funktion lautet

dH oH oH . oH .
W—w‘FZEE;%‘FZaPr
Beim Einsetzen von ¢; und p; aus (30,4) heben sich die beiden letzten Glieder

gegenseitig auf, so daB sich ergibt
i oo (30,5)

dt at -

Wenn die HamMiLToN-Funktion von der Zeit nicht explizit abhdngt, so wird
dH/dt = 0, d. h., wir bekommen wiederum den Erhaltungssatz der Energie.

Neben den dynamischen Variablen g, ¢ bzw. ¢, p enthalten die LAGRANGE- und
die HamMrLToN-Funktion verschiedene Parameter, welche die Eigenschaften des
mechanischen Systems selbst oder des duBleren Feldes charakterisieren. A sei
einer dieser Parameter. Wenn wir ihn als verdanderliche GroBe ansehen, erhalten
wir statt (30,1)

. 9 oL
dL = 3 p; dg. + Zpith'FHd}n

woraus mit (30,3)

s . oL
dff = — X pidg + ZQthi—ﬁdZ
folgt. Wir finden damit die Beziehung
o0H oL
g\ R 0,
( oA )p,q ( oA )é,q ’ (30.6)

welche die partiellen Ableitungen der LaGRaANGE-Funktion und die der HaMIL-
TON-Funktion nach dem Parameter A verkniipft, die Indizes bei den Ableitungen
weisen darauf hin, da} die Differentiation in dem einen Falle bei konstantem p
und ¢, im anderen Falle bei konstantem g und ¢ durchzufiihren ist.

Dieses Resultat kann auch unter einem anderen Gesichtspunkt dargestellt
werden. Angenommen, die LAGRANGE-Funktion habe die Form L = L, + L',
wo L’ ein kleines Zusatzglied zur eigentlichen Funktion L, bedeutet. Dann
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besteht zwischen dem entsprechenden Zusatzglied in der HaMiLroN-Funktion
H = Hy + H' und L’ die Beziehung

(H')p,g = — (L')g,q - (30,7)

Aufgaben

1. Bestimme die HamirTon-Funktion fiir einen einzelnen Massenpunkt in kartesischen,
zylindrischen und sphérischen Koordinaten.
Lo6sung: In kartesischen Koordinaten z, y, z:

1 2
H=m(p;+p§+p§)+ Uz, y.2) . -

In zylindrischen Koordinaten r, ¢, 2:

1 s P 2
H=_—\|(p} +=F +p )+ Ulr,9,2).
2m =
In sphérischen Koordinaten r, ©, ¢:
1 P P
H=_"{p?4+18¢ i U (r,0,9).
om (pr + 2 + T ain? @) + U (7,0, ¢)

2. Bestimme die HamIiLToN-Funktion eines Teilchens in einem gleichférmig rotierenden
Bezugssystem.

Lésung: Aus(29,11) und (29,10) erhélt man:

pﬂ
H - = —Qrpl+ U.
2m

§ 31. Die HamiLTox-JAcoBI-Gleichung

b

Bei der Formulierung des Prinzips der kleinsten Wirkung haben wir das Integral
[

S=/[Lat (31,1)
4

betrachtet, welches entlang der Bahn zwischen zwei vorgegebenen Lagen ¢!
und ¢» genommen wurde, die das System in den gegebenen Zeitpunkten ¢, und ¢,
einnimmt. Bei der Variation der Wirkung wurden die Werte dieses Integrals
fiur benachbarte Bahnen mit ein und denselben Werten g(t,) und g(t,) verglichen.
Nur eine dieser Bahnen entspricht der wirklichen Bewegung, und zwar diejenige,
fir die das Integral S ein Minimum wird.

Wir wollen nun den Begriff der Wirkung unter einem anderen Gesichtspunkt
betrachten. Und zwar werden wir S als eine GroBe ansehen, welche die Bewe-
gung auf wahren Bahnen charakterisiert, und die Werte vergleichen, die sie fiir
Bahnen mit gleicher Anfangslage g(t;) = ¢‘*), aber verschiedenen Endlagen im
Zeitpunkt t, annimmt. Mit anderen Worten, wir werden das Wirkungsintegral
fir wirkliche Bahnen als Funktion der Koordinaten der oberen Integrations-
grenze betrachten.

8 Kurzfassung T
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Die Anderung der Wirkung beim Ubergang von einer Bahn zu einer benach-
barten ist (im Falle eines Freiheitsgrades) durch den Ausdruck (2,5) gegeben,
also durch

d oL
s——a ]+f —Jﬁ)ath. \

Da die Bahn der wirklichen Bewegung den LacraNGcEschen Gleichungen geniigt,
verschwindet das hier auftretende Integral. Im ersten Glied nehmen wir an der
unteren Grenze dq(f;) = 0 an und bezeichnen den Wert dp(t,) einfach mit dg.
Ferner ersetzen wir dL[d¢ durch p und erhalten schlieBlich 6S = p dq oder, im
allgemeinen Falle bei beliebig vielen Freiheitsgraden,

Aus dieser Beziehung folgt, daf} die partiellen Ableitungen der Wirkung nach
den Koordinaten gleich den entsprechenden Impulsen sind:

o8
% . (31,3)
Analog kann man die Wirkung als explizite Funktion der Zeit auffassen, indem
man Bahnen betrachtet, welche zu einem gegebenen Zeitpunkt ¢, in der Lage ¢V
beginnen, jedoch zu verschiedenen Zeitpunkten #, = ¢ in der vorgegebenen Lage
¢® enden. Die in diesem Sinne verstandene partielle Ableitung 9S/d¢t kann man
durch entsprechende Variation des Integrals finden. Es ist jedoch einfacher,
die bereits bekannte Formel (31,3) zu benutzen und folgendermafien zu ver-
fahren.
Nach der Definition der Wirkung ist ihre totale zeitliche Ableitung lings einer
Bahn
ds
== L. (31,4)
Wenn man andererseits S als Funktion der Koordinaten und der Zeit in dem
oben beschriebenen Sinne betrachtet und Formel (31,3) benutzt, erhdlt man

ds

a8 as . a8 L
E—E‘F;?qiq;—ﬁ‘l'z Diq -

Vergleich beider Ausdriicke liefert

a8 '
TR L—Ypig
und schliefllich
a8
—= —H(p,q,t). (31,5)

ot
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Die Formeln (31,3) und (31,5) lassen sich zusammenfassen in dem Ausdruck

fir das totale Differential der Wirkung als Funktion der Koordinaten und der
Zeit an der oberen Integrationsgrenze in (31,1). Die Wirkung selbst schreibt man
entsprechend in Integralform:

8=[(Ypidg — Hdi. ' (31,7)

Enthilt die HamiLToN-Funktion H(p, q) die Zeit ¢ nicht explizit, so daB die
Energie erhalten bleibt, dann kann man H(p, q) durch die Konstante E ersetzen
und die Zeitabhangigkeit von § durch den Summanden — E ¢ beriicksichtigen:

S(q: t) = So(?) _ Et H . (31:8)
mit

Solg) = X [ dgs - (31,9)

Mitunter wird die Funktion S(q) als verkiirzte Wirkung bezeichnet.

Die Funktion 8(g, t) geniigt einer bestimmten Differentialgleichung, welche
wir erhalten, wenn wir in dem Ausdruck (31,5) die Impulse p durch die Ab-
leitungen 98/0q ersetzen:

a8 oS a8
e H(n

S ey — Qe - 5Q3t) =0 31,10
aq, og, > oD ) ( )

Diese Gleichung mit partiellen Ableitungen erster Ordnung heit HamILTON-
JacoBt1-Glerchung. Fir ein Teilchen im &duBeren Feld U(x, y, 2, t) hat sie die

Form:
as 1 a8 \2 a8\ a8\?
R [(5) + (E) + (E) ] + U, y,28)=0. (31,11)

Die HaMILTON-JAcOBI-Gleichung nimmt eine etwas einfachere Form an,
wenn die Funktion H(p, q) nicht explizit von der Zeit abhangt. Mit S(g, t) aus
(31.8) erhalten wir fiir die verkiirzte Wirkung die Gleichung

H(a—&’,...,a—&’;q;,..”q,)zE. (31,12)
0q, 0q5
$ 32. Adiabatische Invarianten -

Wir wollen nun ein mechanisches System betrachten, welches eine eindimen-
sionale finite Bewegung ausfiithrt und durch einen Parameter 4 charakterisiert
wird, der die Eigenschaften des Systems selbst oder des duBleren Feldes be-
stimmt, in dem sich das System befindet.

Wir nehmen an, da8 sich der Parameter 4 unter dem EinfluB irgendwelcher
duBeren Ursachen langsam (adiabatisch, wie man sagt), mit der Zeit dndert;
,,Jangsam®ist hier so zu verstehen, daB sich 4 wihrend einer Bewegungsperiode 7'

|*
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des Systems nur wenig éndert, d. h.
rd<a. (32,1)

Ein solches System ist nicht abgeschlossen, und seine Energie E bleibt nicht
erhalten. Da aber A sehr langsam variiert, wird die Anderungsgeschwindigkeit £

der Energie zu der des Parameters, 4, proportional sein. Das bedeutet, dal sich
die Energie bei einer Anderung von A wie eine Funktion von A verhilt. Mit
anderen Worten, es existiert eine Kombination von £ und 4, die bei der Be-
wegung des Systems unverdndert bleibt; diese GroBe heillt adiabatische In-
variante.

H(p, q;4) sei die vom Parameter A abhingige HamrLTonN-Funktion eines
Systems. Nach Formel (30,5) lautet die totale zeitliche Ableitung der Energie

dE _ eH _ pH dA

Wir mitteln diese Gleichung iiber eine Bewegungsperiode; da sich 4 (und damit

auch l) langsam andert, kann man A vor das Mittelungszeichen ziehen,

dE _ dAeH

dr - dt e’
und in der zu mittelnden Funktion dH /o4 nur die GroBen p und g, nicht aber 4,
als verdnderlich ansehen. Die Mittelung wird demnach so durchgefiihrt, als
finde die Bewegung des Systems bei einem vorgegebenen konstanten Wert
von A statt.

Explizit lautet die Mittelung

T
B _ditl
& AT f a4t
0
Nach der Hammutonschen Gleichung ¢ = 9H [dp ergibt sich
_ _dg
oH/op *

Mit Hilfe dieser Gleichung ersetzen wir die Integration iiber die Zeit durch eine
Integration iiber die Koordinate, wobei sich die Periode 7T in der Form

—f di = gﬁ oH [op

schreiben 14Bt; das Zeichen ¢ bedeutet hier Integration iiber die vollstindige
Anderung der Koordinate (,,hin““ und ,,zuriick*‘) wiahrend einer Periode. Da-
mit erhalten wir

- iaﬂ/al "

L - (32,2)
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Wie schon erwdhnt miissen die Integrationen in dieser Formel entlang der
Bahn der Bewegung bei gegebenem konstantem Wert von A ausgefiihrt werden.
Langs einer solchen Bahn bleibt die HaAMILTON-Funktion konstant gleich E und
der Impuls stellt eine bestimmte Funktion der verinderlichen Koordinate g
und der beiden unabhéngigen konstanten Parameter E und A dar. Indem wir
den Impuls nun als eine solche Funktion p(q; E,A) auffassen, und die Glei-
chung H(p, ¢; A) = E nach dem Parameter A differenzieren, erhalten wir

oH  oH op

A per
oder

oH[oA op

oHjop &

Wenn wir dies in das obere Integral in (32,2) einsetzen und im unterén den
Integranden als 0p/oE schreiben, so ergibt sich

e _@dq
B _ S (32,3)

dt dt ii}i dg
oE

6p& op di .
Eﬁﬁ5+ﬁﬁ@—“

oder

Diese Gleichung la8t sich schlieBlich auf die Form

a
2 =0 | (32:4)

bringen, wo I das Integral
|
I=_" 95 pdg (32,5)

bedeutet, das entlang der Bahn bei vorgegebenen £ und A zu nehmen ist. Dieses
Ergebnis besagt, daB die GroBe I in der betrachteten Ndherung bei Anderung
des Parameters A konstant bleibt, also eine adiabatische Invariante darstellt.

Dem Integral (32,5) kann man einen anschaulichen geometrischen Sinn geben,
wenn man den Begriff der Phasentrajektorie des Systems, der Kurve, die die
Abhiéngigkeit p von g beschreibt, benutzt. Fiir periodische Bewegungen aus-
fihrende Systeme ist die Phasentrajektorie eine geschlossene Kurve. Das
Integral (32,5) langs dieser Kurve ist gleich der von ihr eingeschlossenen Fliche.

Als Beispiel wollen wir die adiabatische Invariante des eindimensionalen
Oszillators bestimmen. Seine HaMILTON-Funktion lautet

_ p? m w? g2
T 2m 2

’
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wo o die Eigenfrequenz des Oszillators ist. Die Gleichung der Phasenbahn
ergibt sich aus dem Erhaltungssatz der Energie H(p, g) = E. Sie stellt eine
Ellipse mit den Halbachsen }/2 m E und J/2 E/m «? und der (durch 2 7 geteilten)
Flache

y (32,6)
w
dar. Die adiabatische Invarianz dieser GroBle bedeutet, da sich die Energie
bei langsamer Anderung der Parameter des Oszillators proportional zur Fre-
quenz dndert.
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§ 33. Die Geschwindigkeit der Wirkungsausbreitung

Die Wechselwirkung materieller Teilchen wird in der klassischen Mechanik durch
die potentielle Energie beschrieben, die eine Funktion der Teilchenkoordinaten
ist. Esist klar, daf3 diese Methode der Wechselwirkungsbeschreibung die Voraus-
setzung der unendlich schnellen Ausbreitung der Wirkung enthilt. Die auf
jedes Teilchen von den anderen ausgeiibten Kriafte hingen nach dieser Beschrei-
bung nur von der Lage der Teilchen zum gegebenen Zeitpunkt ab. Eine An-
derung der Lage irgendeines Teilchens wirkt im gleichen Augenblick auf die
anderen Teilchen.

Es gibt jedoch, wie Versuche zeigen, in der Natur keine augenblicklichen
Wechselwirkungen. Daher ist auch eine Mechanik, die auf der unendlich
schnellen Ausbreitung der Wirkung beruht, unexakt. Tatséchlich zeigt sich der
EinfluB} der Verdnderung eines Korpers auf einen mit ihm in Wechselwirkung
stehenden anderen erst nach Ablauf einer gewissen Zeitspanne. Teilen wir die
Entfernung der Korper durch dieses Zeitintervall, so ergibt sich die Ausbre:-
tungsgeschwindigkett der Wirkung.

Streng genommen miiten wir eine solche Geschwindigkeit als Maximalge-
schwindigkeit der Wirkungsausbreitung bezeichnen. Sie bestimmt nur das Zeit-
intervall, nach dessen Ablauf das erste Signal zu einem Korper gelangen kann,
das von der eingetretenen Anderung an einem anderen Koérper Kunde gibt. Es
ist offensichtlich, dafl die Annahme einer Grenzgeschwindigkeit fiir die Aus-
breitung der Wirkung gleichzeitig bedeutet, dafl generell in der Natur die Be-
wegung von Koérpern mit groBerer Geschwindigkeit als dieser unmoglich ist.

Aus dem Relativitatsprinzip folgt, daBl die Ausbreitungsgeschwindigkeit der
Wirkung, wie ein Naturgesetz, in allen Inertialsystemen dieselbe ist, d. h., sie
stellt sich als eine universelle Konstante dar.

Wie im weiteren gezeigt wird, ist diese konstante Geschwindigkeit nichts
anderes als die Ausbreitungsgeschwindigkeit des Lichtes im Vakuum. Wir wer-
den sie daher Lichtgeschwindigkeit nennen. Sie wird gew6hnlich mit dem Buch-
staben ¢ bezeichnet. Ihr Zahlenwert ist

¢ = 2,998 - 101 cm/s . (33,1)

Durch die GroBe dieses Wertes wird die Tatsache erkliart, da3 man in der
Praxis in der Mehrzahl aller Fille mit der klassischen Mechanik auskommt.
Die Geschwindigkeiten, mit denen wir es gewohnlich zu tun haben, sind im
Vergleich zur Lichtgeschwindigkeit so klein, daf3 die Annahme einer unendlichen
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Lichtgeschwindigkeit die Genauigkeit der Ergebnisse praktisch nicht beeinfluBt.

. Das Relativitatsprinzip zusammen mit dem Prinzip einer endlichen Wirkungs-
geschwindigkeit wird EINSTEINsches Relativitdtsprinzip genannt (es wurde von
EinsTEIN 1905 formuliert), im Unterschied zum GaLiLEIschen Relativitéts-
prinzip, das auf der Annahme einer unendlichen Geschwindigkeit der Ausbrei-
tung der Wirkung beruht.

Die auf dem EinsteIinschen Relativitatsprinzip (das wir kurz Relativitéits-
prinzip nennen werden) basierende Mechanik heillt relativistische Mechanik. In
dem Grenzfall, wo die Geschwindigkeiten der bewegten Korper klein gegeniiber
der Lichtgeschwindigkeit sind, kann der EinfluB der endlichen Wirkungs-
geschwindigkeit auf die Bewegung vernachlissigt werden. Dann geht die rela-
tivistische Mechanik in die gew6hnliche Mechanik iiber, die die Annahme einer
sofortigen Wirkungsausbreitung enthalt. Diese gewohnliche Mechanik wird auch
als NEwToNsche oder klassische Mechanik bezeichnet. Der Grenziibergang von
der relativistischen zur klassischen Mechanik erfolgt formal dadurch, dal wir
in den Formeln der ersteren ¢ — oo gehen lassen.

Schon in der klassischen Mechanik ist der Raum in dem Sinne relativ, daB
die rdumlichen Beziehungen zwischen zwei Ereignissen davon abhingen, in
welchem Bezugssystem sie beschrieben werden. Die Aussage, dal zwei nicht
gleichzeitige Ereignisse im gleichen Raumpunkt oder allgemeiner in einer be-
stimmten Entfernung voneinander stattfinden, hat nur dann einen Sinn, wenn
man das Bezugssystem angibt, auf das sich die Aussage bezieht.

Hingegen ist die Zeit in der klassischen Mechanik eine absolute GroBe: Ihre
Eigenschaften hdngen nicht vom Bezugssystem ab, sie ist fir alle Systeme
dieselbe. Dies bedeutet, dafl zwei fiir irgendeinen Beobachter gleichzeitige
Erscheinungen auch fiir alle anderen Beobachter gleichzeitig sind. Allgemein
ist das Zeitintervall zwischen zwei Ereignissen fiir alle Bezugssysteme dasselbe.

Man iiberzeugt sich jedoch leicht davon, dal der Begriff der absoluten Zeit
in volligem Widerspruch zum EinsTeinschen Relativitdtsprinzip steht. Dazu
geniigt es schon, sich an das in der klassischen Mechanik geltende allgemein
bekannte Additionsgesetz der Geschwindigkeiten zu erinnern, nach dem die
Geschwindigkeit einer zusammengesetzten Bewegung gleich der (vektoriellen)
Summe der Einzelgeschwindigkeiten ist. Als universelles Gesetz hitte es auch
fiur Wirkungsausbreitung zu gelten. Daraus wiirde aber folgen, daBl die Wir-
kungsgeschwindigkeit fiir verschiedene Inertialsysteme verschieden wire, und
dies widerspricht dem Relativitatsprinzip.

Das Relativitatsprinzip wird in dieser Beziehung vom Experiment durchaus
bestdtigt. Durch zuerst von MICHELsON (1881) ausgefiihrte Messungen wurde
festgestellt, dal die Lichtgeschwindigkeit von der Ausbreitungsrichtung des
Lichtes vollig unabhéngig ist; nach der klassischen Mechanik dagegen sollte sie
in Richtung der Erdbewegung kleiner sein alsin der entgegengesetzten Richtung.

Das Relativitdatsprinzip fithrt also zu dem Ergebnis, da3 die Zeit nicht als
absolut anzusehen ist. Sie lauft in verschiedenen Bezugssystemen verschieden
schnell ab. Eine Aussage, dafl zwischen zwei Ereignissen ein bestimmtes Zeit-
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intervall liegt, hat also nur dann einen Sinn, wenn auch gleichzeitig das Bezugs-
system angegeben wird, auf das sich die Aussage bezieht. Sind z. B. in einem
Bezugssystem zwei Ereignisse gleichzeitig, so werden sie es in einem anderen
nicht mehr sein.

Um dies zu erldutern, ist das folgende einfache Beispiel niitzlich. Wir betrach-
ten zwei Inertialsysteme K und K’ mit den entsprechenden Koordinatenachsen
z y zund z'y’z’. Das System K’ bewege sich relativ zu K nach rechts langs der
Achsen z und z’ (Abb. 28).

z z’

i 0 )
l‘_‘l_’_l_—X

/' x

Abb. 28 y oy

Von irgendeinem Punkt 4 auf der z’- Achse werden Signale in zwei entgegen-
gesetzte Richtungen ausgesandt. Da, wie in jedem Inertialsystem, die Signal-
geschwindigkeit im System K’ (in beiden Richtungen) gleich ¢ ist, so werden,
gemessen im System K’, die von 4 aus in gleicher Entfernung befindlichen
Punkte B und C von den Signalen in gleicher Zeit erreicht. Man sieht jedoch
leicht, daB diese beiden Ereignisse der Ankunft des Signales in B bzw. C fir
einen Beobachter im System K keineswegs gleichzeitig sind. Da nédmlich die
Signalgeschwindigkeit beziiglich K nach dem Relativitatsprinzip ebenfalls
gleich ¢ ist und sich der Punkt B (relativ zum System K) dem Signal entgegen,
der Punkt C sich dagegen von dem nach ihm abgesandten Signal fort bewegt,
mufl im Koordinatensystem K der Punkt B friiher als C von einem Signal er-
reicht werden.

Das EinsTEINsche Relativitatsprinzip modifiziert so in tiefgehender und fun-
damentaler Weise die grundlegenden physikalischen Begriffe. Die Vorstellung
iber Raum und Zeit, die wir aus der alltdglichen Erfahrung gewinnen, gilt nur
niherungsweise. Dies hangt damit zusammen, dafl die im gewohnlichen Leben
auftretenden Geschwindigkeiten duBlerst klein gegeniiber der Lichtgeschwindig-
keit sind.

§ 34. Der Abstand

Im folgenden werden wir hiufig den Begriff eines Ereignisses verwenden. Ein
Ereignis ist gekennzeichnet durch den Ort, an dem es stattfindet, und durch
den Zeitpunkt, zu dem es geschieht. Ein auf ein Materieteilchen beziigliches
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Ereignis ist also durch die drei Teilchenkoordinaten und einen bestimmten Zeit-
wert, zu dem das Ereignis stattfindet, definiert.

Oft ist es bequem und anschaulich, einen fiktiven vierdimensionalen Raum ein-
zufithren, dessen Achsen die drei Raumkoordinaten und die Zeit bilden. In
diesem Raum sind die Ereignisse Punkte, Weltpunkte genannt. Jedem Teil-
chen entspricht in diesem Raum eine bestimmte Linie (Weltlinie). Die Punkte
dieser Linien definieren die Teilchenkoordinaten zu jedem Zeitpunkt. Man
iiberlegt sich leicht, daB ein sich gleichformig und geradlinig bewegender Massen-
punkt eine Gerade als Weltlinie besitzt.

Wir formulieren nun das Prinzip von der Konstanz der Lichtgeschwindigkeit
mathematisch. Dazu betrachten wir zwei Bezugssysteme K und K’, die sich
relativ zueinander mit konstanter Geschwindigkeit bewegen. Die Koordinaten-
achsen wihlen wir so, daBl  mit 2’ zusammenféllt und y, z zu ¥/, 2z’ parallel sind.
Die Zeiten in K und K’ bezeichnen wir mit ¢ und #'.

Es werde nun ein erstes Ereignis betrachtet, das darin bestehe, daB vom
Punkt mit den Koordinaten z,, y,, 2, im System K zum Zeitpunkt ¢, (wieder im
System K) ein Signal mit Lichtgeschwindigkeit ausgesandt wird. Wir wollen die
Ausbreitung dieses Signals im System K verfolgen. Ein zweites Ereignis bestehe
darin, daB das Signal zur Zeit ¢, zum Punkt z,, y,, 2, gelangt. Da sich das Signal
mit der Geschwindigkeit ¢ ausbreitet, hat es die Entfernung c (¢, — ¢,) zuriick-
gelegt. Andererseits ist diese Entfernung gleich [(z, — ;)% + (¥, — ¥1)? +
(29 — 24)?]"%. Zwischen den Koordinaten der beiden Ereignisse im System K
besteht also die Abhdngigkeit

(@ —2)2 + (Yo — )+ (2, — 29)2 — 2ty — £)2 =0. (34,1)

Die beiden eben betrachteten Ereignisse kann man auch vom System K’ aus
beobachten. In K’ seien die Koordinaten des ersten Ereignisse z1, Y1, 21, by, die
des zweiten } z,, ¥, 25, t. Da wegen der Unabhingigkeit der Lichtgeschwindigkeit
vom Bezugssystem diese in K und K’ gleich ist, gilt analog zu (34,1)

@e — 22+ (¥ — 91)® + (2 — 21)* — ¢ (o — 1) = 0. (34,2)

Allgemein definieren wir: Sind x,, y,, z,, ¢, und z,, ¥,, 2, £, die Koordinaten von
zwei beliebigen Ereignissen, so hei3t die Grofle

81p = [ (ty — 1))2 — (2 — )% — (4 — ¥1)* — (22 — 2)*]"? (34,3)
Abstand zwischen diesen beiden Ereignissen.

Aus dem Prinzip der Invarianz der Lichtgeschwindigkeit folgt also: Ver-
schwindet der Abstand zwischen zwei Ereignissen in einem Bezugssystem, so
auch in allen anderen.

Sind zwei Ereignisse einander unendlich benachbart, so ist der Abstand ds
zwischen ihnen

ds? = ¢2di? — da? — dy? — dz=2. (34,4)

Die Form der Ausdriicke (34,3) und (34,4) gestattet von einem rein formalen
mathematischen Standtpunk die Betrachtung des Abstandes als Abstand zwi-
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schen zwei Punkten in einem vierdimensionalen Raum (dessen Achsen z, y, 2
und das Produkt ¢ ¢ sind). Es gibt jedoch einen wesentlichen Unterschied bei der
Berechnung dieser Grofle im Vergleich mit den Regeln der gewohnlichen Geo-
metrie: bei der Bildung des Quadrates des Abstandes werden die Quadrate der
Koordinatenabstdande der verschiedenen Achsen nicht mit einheitlichen sondern
mit verschiedenen Vorzeichen summiert?).

Oben wurde gezeigt, daB aus ds = 0 in einem bestimmten Inertialsystem
ds’ = 0 in einem anderen System folgt. Andererseits sind ds und ds’ unendlich
kleine Grofen gleicher Ordnung. Ausdiesen beiden Tatsachen folgt, daB ds? und
ds’? proportional zueinander sein miissen:

ds2 =a-ds?. .

Hierbei kann der Koeffizient @ nur vom Absolutwert der Relativgeschwindig-
keit der beiden Inertialsysteme abhdngen. Er kann nicht von den Koordinaten
und der Zeit abhingen, weil dann verschiedene Raum- und Zeitpunkte unter-
einander nicht mehr gleichwertig wéiren, was der Homogenitdt von Raum und
Zeit widerspricht. Er kann'auch nicht von der Richtung der Relativgeschwin-
digkeit abhangen, weil dies der Isotropie des Raumes w1dersprechen wiirde.

Wir betrachten drei Bezugssysteme K, K,, K,. V;, V, seien die Geschwmdlg
keiten von K, bzw. K, relativ zu K. Dann haben wir

ds? = a(V,) dsi, ds? = a(V,) ds; .

Aus gleichem Grunde kann man schreiben

ds? = a(Vy,) ds] ,

wo Vy, der Absolutwert der Relativgeschwindigkeit von K, beziiglich K, ‘ist.
Aus dem Vergleich dieser Beziehungen finden wir, dafl

a( Vs)

=) (34,5)
gelten muBl. ¥V, hdngt nicht nur von den Absolutwerten der Vektoren ¥, und V,
ab, sondern auch von deu'_; Winkel zwischen ihnen. Letzterer geht indessen in
den linken Teil von (34,8) nicht ein. Es ist also klar, daB diese Beziehung nur
dann gelten kann, wenn die Funktion a(V) gleich einer Konstanten ist, die, wie
aus denselben Gleichungen folgt, gleich 1 sein muB.

Es ist somit

ds? = ds’2

und aus der Gleichheit unendlich kleiner Abstinde folgt auch die endlicher Ab-
stinde: 8 = s’.

Wir gelangen so zu einem duBerst wichtigen Ergebnis: Der Abstand zwischen
zwei Ereignissen ist in allen Inertialsystemen gleich, ist also eine Invariante

1) Die durch die quadratische Form (34,4) bestimmte vierdimensionale Geometrie wurde
im Zusammenhang mit der Relativitdtstheorie von MINKOWSKI eingefiihrt. Man nennt sie
pseudoeuklidisch.
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beziiglich der Transformationen von einem Inertialsystem zu einem beliebigen
anderen. Diese Invarianz ist der mathematische Ausdruck fiir die Konstanz der

Lichtgeschwindigkeit.

Es seien wieder z,, y,, 2, {; und @,, ¥,, 2, ¢, die Koordinaten zweier Ereignisse
in irgendeinem Bezugssystem K. Gibt es dann ein Bezugssystem K’, in dem
diese beiden Ereignisse an ein und demselben Raumpunkt stattfinden ?

Wir fithren die Bezeichnungen

bp—t =ty, @ —21)* + (% — 91)* + (22 — 2)* =15,
ein. Dann ist der Abstand zwischen den beiden Ereignissen im System K :
2 __ 242 2
81g = C¥Hy, — I3,

und im System K':

73 __ a2 472 ’2
S13 =20 tn_lm’

wobei wegen der Invarianz des Abstandes
242 72 __ L2472 _ J2
¢ t12 l12 =G t12 l12

gilt. Wir verlangen, dal im System K’ beide Ereignisse an einem Punkte vor
sich gehen, d. h., daB l;3 = 0. Dann muf
s‘in =c? tin - l?ﬂ =i >0
gelten.
Ein Bezugssystem mit den geforderten Eigenschaften gibt es also, wenn
82, > 0 gilt, d. h. der Abstand zwischen den beiden Ereignissen reell ist. Reelle

Abstidnde bezeichnet man als zeitartige.

Ist daher der Abstand zwischen zwei Ereignissen zeitartig, so gibt es ein Be-
zugssystem, in dem die beiden Ereignisse am gleichen Orte stattfinden. Die
Zeit, die in diesem System zwischen den beiden Ereignissen vergeht, betrigt

, 1 8
o= th—l =22 (34,6)

Finden zwei Ereignisse an ein und demselben Korper statt, so ist der Abstand
zwischen ihnen immer zeitartig. In der Tat kann der Weg, den der Kérper
zwischen den beiden Ereignissen zuriicklegt, nicht grofer als c t,, sein, da die
Geschwindigkeit des Korpers ¢ nicht iibersteigen darf. Es gilt also immer

by <vhy.
Wir stellen uns nun die Frage, ob sich nicht ein solches Koordinatensystem .
finden 148t, in dem zwei Ereignisse zum gleichen Zeitpunkt stattfinden. Wie
frither haben wir fiir die Systeme K und K’ ¢?¢}, — I, = c?¢;5; — I3 Unsere
Forderung t;, = 0 fiihrt zu
sla = — 43 <0.
Das gesuchte Koordinatensystem 148t sich also nur finden, wenn der Abstand
zwischen den Ereignissen imaginir ist. Imaginire Abstéinde heilen raumartig.
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Besteht demnach zwischen zwei Ereignissen ein raumartiger Abstand, so gibt
es ein Bezugssystem, in dem beide Ereignisse gleichzeitig sind. Die Entfernung
der Punkte, in denen die Ereignisse stattfinden, ist in diesem Bezugssystem
durch

Uy =18 — ¢ 1 = 8y (34,7)

gegeben.

Die Unterteilung der Abstdnde in zeitartige und raumartige ist wegen ihrer
Invarianz von absoluter Bedeutung. Dies soll heilen, dal die Eigenschaft eines
Abstands, raumartig oder zeitartig zu sein, nicht vom Koordinatensystem ab-
hingt.

Wir wiahlen ein beliebiges Ereignis, das wir Ereignis O nennen wollen, als
Anfangspunkt der Raum- und Zeitkoordinaten. Dies bedeutet mit anderen
Worten, der Weltpunkt ,,Ereignis O ist der Ausgangspunkt des vierdimen-
sionalen Koordinatensystems, auf dessen Achsen z, y, z und ¢ abgetragen werden.
Wir untersuchen nun, in welcher Beziehung die anderen Ereignisse zu dem aus-
gewihlten Ereignis O stehen. Zur Vereinfachung werden wir nur eine raumliche
Koordinate und die Zeit betrachten und sie auf zwei Achsen abtragen (Abb. 29).
Ein geradlinig und gleichformig bewegtes Teilchen, das den Punkt = 0 zur
Zeit t = 0 passiert, wird als gerade Linie abgebildet, die durch O geht und mit
der ¢-Achse einen Winkel bildet, dessen Tangens gleich der Geschwindigkeit des
Teilchens ist. Da nun die hochstmogliche Geschwindigkeit ¢ ist, gibt es auch
einen groBten Winkel, den die entsprechende Gerade mit der f-Achse bildet.
Auf Abb. 29 sind zwei Geraden eingezeichnet, die die Ausbreitung zweier Signale
(mit Lichtgeschwindigkeit) in entgegengesetzte Richtungen darstellen und die

t
!
a absolute Zukunft  F

absolut absolut
entfernt 0, entfernt
labsolute Vergangenhe(i
Abb. 29 d ! Y

durch das Ereignis O gehen, d. h. fir die x = 0 fir ¢ = 0 ist. Geraden, die die
Bewegung von Teilchen darstellen, konnen nur innerhalb der Gebiete aOc und
d0b liegen. Auf den Achsen ab und cd gilt offenbar x = + ct. Wir betrachten
zunichst Ereignisse, deren Weltpunkte innerhalb des Gebietes aOc liegen. Man
iberlegt sich leicht, daB fiir alle diese Punkte ¢? {2 — 22 > 0 gilt. Der Abstand
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zwischen den Ereignissen dieses Gebietes und dem Ereignis O ist also zeitartig.

+ In diesem Gebiet ist ¢ > 0, d. h., die dortigen Ereignisse geschehen ,,nach‘‘ dem
Ereignis 0. Nun konnen zwei Ereignisse, die durch einen zeitartigen Abstand
getrennt sind, in keinem Bezugssystem zur gleichen Zeit stattfinden. Man kann
also kein Bezugssystem finden, in dem ein Ereignis aus dem Gebiete aOc ,,vor*
dem O-Ereignis stattfinden wiirde, fiir das also ¢ < 0 géilte. Alle Ereignisse des
Gebietes aOc liegen also beziiglich O in der Zukunft; dies gilt firr alle Bezugs-
systeme. In bezug auf das Ereignis O kann man dieses Gebiet als ,,absolute Zu-
kunft* bezeichnen. ‘

In gleicher Weise sind alle Ereignisse des Gebietes bOd beziiglich O ,,absolute
Vergangenheit®, d. h., sie finden in allen Bezugssystemen vor dem Ereignis O
statt.

Wir betrachten schlieBlich noch die Gebiete dOa und cOb. Der Abstand zwi-
schen einem Ereignis dieses Gebietes und O ist raumartig. In jedem Bezugs-
system finden diese Ereignisse an verschiedenen Orten des Raumes statt. Man
kann sie daher beziiglich O ,,absolut entfernt‘ nennen. Die Begriffe ,,gleich-
zeitig®, ,,friher* und ,,spater sind fir diese Ereignisse jedoch relativ. Es gibt
stets Bezugssysteme, in denen sie friiher oder spéter als O stattfinden und jeweils
ein System, in dem ein Ereignis dieser Gebiete mit O gleichzeitig ist.

Betrachten wir alle drei raumlichen Koordinaten anstelle einer einzigen, so
haben wir statt der zwei sich kreuzenden Geraden in Abb. 29 in dem vierdimen-
sionalen Koordinatensystem =, y, 2, t einen , Kegel*“ 22 + y2 + 22 — ¢22 =0,
dessen Achse mit der ¢-Achse zusammenféllt (man nennt ihn den ,,Lichtkegel ‘).
Die Gebiete der ,,absoluten Zukunft und ,,absoluten Vergangenheit“ entspre-
chen zwei den Innenbereichen dieses Kegels.

Zwei Ereignisse konnen miteinander nur dann kausal verbunden sein, wenn
der Abstand zwischen ihnen zeitartig ist. Dies folgt unmittelbar daraus, daB
sich keine Wirkung mit einer Geschwindigkeit ausbreiten kann, die grofer als
die des Lichtes ist. Wie wir eben sahen, hat es gerade fiir solche Ereignisse
einen absoluten Sinn, von , frither und ,spéiter zu sprechen und dies ist eine
notwendige Bedingung dafiir, da die Begriffe Ursache und Wirkung sinnvoll
sind.

§ 35. Die Eigenzeit

Wir nehmen an, dal wir von irgendeinem Inertialsystem K aus eine Uhr beob-
achten, die sich ganz beliebig relativ zu uns bewegen moge. Wir fithren ein
weiteres Inertialsystem K’ ein, das sich relativ zu K mit einer Geschwindigkeit
bewegt, die mit der Geschwindigkeit » der Bewegung der Uhr im gegebenen
Zeitpunkt zusammenféllt.

Waéhrend des infinitesimalen Zeitabschnittes df (gemessen mit einer unbe-
wegten, d. h. mit uns verbundenen Uhr) lege die bewegte Uhr die Strecke

l/d:lc2 + dyT—i— dz2
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zuriick. Gefragt wird, welches Zeitintervall d¢ sue danach anzeigt. Da sie in
dem mit ihr verbundenen Koordinatensystem K "rubt, ist dz’ = dy’ =dz' = 0.
Infolge der Invarianz des Abstandes gilt

ds? = ¢ dt? — da? — dy? — dz2 = c2 d¢'2,

woraus
dit = d /1 — St Ayt + d
V c® de?
folgt. Nun ist aber
dx? + dy? +dz=? .
dn =V
das Quadrat der Geschwindigkeit der bewegten Uhr. Damit haben wir
ar =9 _ dtV ”—: : (35,1)
c c

Integrieren wir diesen Ausdruck, so 1aBt sich das Zeitintervall finden, das die
bewegte Uhr anzeigt, wenn auf der unbewegten Uhr die Zeit ¢, — #, vergeht:

t‘ .
té—t{:/dtl/l--’c’_:. (35,2)
2

Eine Zeit, die von einer Uhr festgestellt wird, die sich mit einem gegebenen Ge-
genstand bewegt, wird Etigenzeit dieses Gegenstandes genannt. Die Formeln
(35,1) und (35,2) driicken die Eigenzeit durch die Zeit desjenigen Bezugssystems
aus, von dem aus die Bewegung betrachtet wird.

Wie aus (35,1) oder (35,2) ersichtlich ist, ist die Eigenzeit eines sich bewegenden
Gegenstandes immer kleiner als das entsprechende Zeitintervall im unbewegten
System. Mit anderen Worten, eine bewegte Uhr langsamer als eine unbewegte.

In bezug auf das Inertialsystem K moge sich eine andere Uhr geradlinig und
gleichféormig bewegen. Das mit ihr verbundene Bezugssystem K’ ist ebenfalls
ein Inertialsystem. Dann bleibt die Uhr in K’ vom Standpunkte des Beobach-
tersim System K zuriick. Umgekehrt geht aber auch die Uhr in K, vom System
K’ aus beurteilt, im Vergleich zur Uhr in K’ nach. Um sich zu iiberzeugen, daf
kein Widerspruch vorliegt, beachte man folgenden Umstand. Um festzustellen.
daB die Uhr im System K’ relativ zu der in K nachgeht, muB} folgendermafen
verfahren werden. Zu irgendeinem Zeitpunkt mége die Uhr in K’ an der Uhr
von K vorbeifliegen; die Zeigerstellungen beider Uhren seien dabei gleich. Um
den Gang der beiden Uhren vergleichen zu konnen, hat man ein zweites Mal die
relative Stellung der Zeiger der bewegten Uhr K’ und der in K ruhenden Uhr
festzustellen. Diesen Vergleich kénnen wir mit anderen in K ruhenden Uhren
durchfithren, namlich mit denen, an denen die Uhr K’ zu spateren Zeitpunkten
vorbeifliegt. Dabei stellen wir fest, daBl die Uhr K’ relativ zu den Vergleichs-
uhren in K zuriickbleibt. Man sieht, daBl zum Vergleich des Ganges von Uhren
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in zwei Bezugssystemen mehrere Uhren in einem und eine Uhr in dem anderen
System noétig sind. Der ganze Vorgang ist also nicht symmetrisch beziiglich
beider Systeme. Es bleibt immer diejenige Uhr zuriick, die mit verschiedenen
Uhren im anderen System verglichen wird.

Haben wir zwei Uhren, von denen eine eine geschiossene Bahn beschreibt,
d. h. zu ihrem Ausgangspunkt, der unbewegten Uhr, zuriickkehrt, so wird die
bewegte Uhr im Vergleich zur unbewegten zuriickbleiben. Die umgekehrte
Uberlegung, bei der man die bewegte Uhr als ruhend ansieht, ist hier nicht mog-
lich, da eine Uhr, die eine geschlossene Bahn beschreibt, sich nicht mehr gerad-
linig und gleichférmig bewegt, so da ein mit ihr verbundenes Bezugssystem
kein Inertialsystem mehr ist. Da nun die Naturgesetze nur in Inertialsystemen
in gleicher Weise formuliert sind, besitzen Bezugssysteme, die mit unbeschleunigt
bewegten Uhren verbunden sind (d. h. Inertialsysteme), andere Eigenschaften
als diejenigen, die zu beschleunigt bewegten Uhren gehoren (Nichtinertial-
systeme). Die Uberlegungen, die zu dem Ergebnis fithren, daB eine ruhende
Uhr nachgehen sollte, sind also falsch.

§ 36. Die LorENTZ-Transformation

Unser Ziel ist es jetzt, die Transformationsformel von einem Inertialsystem in
ein anderes aufzustellen, d. h. eine Formel zu finden, die es uns gestattet, aus den
Koordinaten z, y, z, t eines Ereignisses in irgendeinem Bezugssystem K die Ko-
ordinaten z’, y’, ', t’ desselben Ereignisses in einem anderen Inertialsystem K’
zu berechnen.

In der klassischen Mechanik wurde diese Frage mit den einfachen Formeln der
GaLer-Transformation (3,1 — 2) gelost. Bewegt sich das System K’ relativ
zu dem System K lings der gemeinsamen Achsenrichtung # und z’, so haben
diese Formeln die Gestalt

T =T AVt 5 ype=sy o wee= 2z, b= 1" (36,1)

Diese Transformation geniigt natiirlich nicht den Forderungen der Relativitats-
theorie, sie 148t den Abstand zwischen Ereignissen nicht invariant.

Die relativistischen Transformationsformeln werden wir aus der Forderung
ableiten daB sie den Abstand invariant lassen miissen.

Wie wir in § 34 sahen, 14Bt sich der Abstand zwischen zwei Ereignissen als
Entfernung zwischen den zwei entsprechenden Weltpunkten im vierdimen-
sionalen Koordinatensystem auffassen. Wir konnen also sagen, dafl die gesuchte
Transformation alle Langen im vierdimensionalen Raum z, y, 2, ¢ -t ungedndert
lassen muB. Solche Transformationen sind aber nur Parallelverschiebungen
und Drehungen des Koordinatensystems. Davon sind die Parallelverschiebun-
gen des Koordinatensystems uninteressant, da sie nur die Lage des Ursprungs
der rdumlichen Koordinaten und den Anfangspunkt der Zeitskala éndern. Die
gesuchte Transformation muB sich daher als Rotation des vierdimensionalen
Koordinatensystems z, y, 2, ¢ -t mathematisch darstellen lassen.
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Jede Drehung in einem vierdimensionalen Raum kann man in sechs Einzel-
drehungen in den Ebenen zy, 2y, zz, tz, ty, tz zerlegen, ebenso wie jede Rotation
im gewohnlichen Raum in drei Drehungen in den Ebenen xy, zy und xz zerlegbar
ist. Die ersten drei dieser Drehungen transformieren nur die raumlichen Koor-
dinaten, sie entsprechen gewohnlichen raumlichen Drehungen.

Wir betrachten eine Drehung in der ¢z-Ebene ; die Koordinaten y und z éndern
sich dabei nicht. Diese Transformation muB speziell den Abstand (c - £)2 — a2,
das Quadrat des Abstandes vom Punkt ¢ - £,  zum Koordinatenursprung, unver-
andert lassen. Der Zusammenhang zwischen den alten und den neuen Koor-
dinaten hat bei dieser Transformation die folgende allgemeine Form:

x=2a'chy+ct’'shy, ct=2"shy+ct'chy, (36,2)

wobei y der Drehwinkel ist. Von der Giltigkeit der Gleichheit (c#)? — x2
= (ct’)?2 — z? tiiberzeugt man sich dabei leicht. Die Formeln (36,2) unterscheiden
sich von den gewohnlichen Transformationsformeln. einer Drehung der Koor-
dinatenachsen durch den Ersatz der trigonometrischen Funktionen durch hy-
perbolische. Hierin duBert sich der Unterschied der pseudoeuklidischen Geome-
trie von der euklidischen.

Wir suchen nun die Transformationsformeln von einem Inertialsystem K zum
System K’, das sich relativ zu K mit der Geschwindigkeit V entlang der x-Achse
bewegt. Dabei werden offensichtlich nur die Koordinate  und die Zeit ¢ trans-
formiert. Deswegen mull diese Transformation die Gestalt (36,2) haben. Es
muB nur noch der Winkel y bestimmt werden, der nur von der Relativgeschwin-
digkeit V abhdngen kann!).

Wir betrachten im System K die Bewegung des Koordinatenursprunges des
Bezugssystems K’. Dannist 2° = 0 und (36,2) nimmt die Gestalt

x=ct shy, ct=ct chy,

an, Durch Division erhalten wir
x
E—t = th 'lp .

z[t ist aber offensichtlich die Geschwindigkeit V des Systems K’ relativ zu K.
Also ist
14
thy = .
Daraus folgt
14

1

shy=— - , chy= .
- Ve V2

l/l__62 VI_F

1) Um MiBverstindnissen vorzubeugen, sei bemerkt, da wir mit V immer die kon-
stante Relativgeschwindigkeit zweier Inertialsysteme bezeichnen, mit v dagegen eine Teil-
chengeschwindigkeit, die nicht unbedingt konstant zu sein braucht.

9 Kurzfassung T
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Wenn wir dies in (36,2) einsetzen. erhalten wir

4V , ,
—— E =y, z=2z, t=

——— Y »
l/l —n l/l_z
c? c?

Das sind die gesuchten Transformationsformeln. Sie werden als die Formeln der
LorEeNTz-Transformation bezeichnet und haben fiir das weitere fundamentale
Bedeutung.

Die Umkehrformeln, die z’, ¥, z’, ¢’ durch z, y, z, t ausdriicken, erhilt man am
einfachsten durch den Ersatz von ¥ durch — V, dasich das System K’ relativ zu
K mit der Geschwindigkeit — V bewegt. Diese Formeln kann man auch un-
mittelbar durch Auflosen der Gleichungen (36,3) nach 2, y’, 2/, ¢’ erhalten.

Aus (36,3) kann man leicht sehen, daBl beim Grenziibergang ¢ — co zur
klassischen Mechanik die Formeln der LorENTz-Transformation tatsdchlich in
die der GAaLILEI-Transformation iibergehen.

Bei V > ¢ werden die Koordinaten z, ¢ inden Formeln (36,3) imaginér. Dies
entspricht der Tatsache, dall eine Bewegung mit einer Geschwindigkeit, die
gréBer als die Lichtgeschwindigkeit ist, unméglich ist. Die Benutzung eines Be-
zugssystems, das sich mit Lichtgeschwindigkeit bewegt, ist ebenfalls unmaog-
lich. Dabei wiirden die Nenner in den Formeln (36,3) Null werden.

Im System K befinde sich ein ruhender Mafistab parallel zur z-Achse. Seine
in diesem System gemessene Lange sei 4 = z, — 2, (z, und z, sind die Koordi-
naten der Enden des Stabes im System K). Wir wollen die im System K’
gemessene Lange des Mafllstabes feststellen und haben dazu die Koordinaten
seiner beiden Endpunkte (z;, ;) in K’ zu ein und demselben Zeitpunkt ¢’ zu
bestimmen. Aus (36,3) folgt

n+ VY xza+ V¥
. z, =

= — ==
V - V -
c? c?

Die Stablidnge in K’ ist Aa’ = x; — z;; durch Subtraktion finden wir

AI
AQI :—“‘——;x:_".

l/“ﬁ
c?

,,Bigen(oder Rub-)linge* eines Stabes wird die in seinem Ruhsystem gemessene
Lénge genannt. Bezeichnen wir sie mit [, = Az und die in einem beliebigen
Bezugssystem K’ beurteilte Lange mit /, so haben wir

l:lol/l—Lz. (36,4)

c

(36,3)

xr =

Seine groBte Liange hat also der Stab in seinem Ruhsystem. In einem System,
in dem er sich mit der Geschwindigkeit V' bewegt, verkleinert sie sich um den
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Faktor 1 — V?/c2. Diese Folgerung aus der Relativititstheorie wird als Lo-
RENTZ-K ontraktion bezeichnet.

Da sich bei der Bewegung alle senkrecht zur Bewegungsrichtung befindlichen
Abmessungen des Korpers nicht dndern, verkleinert sich sein Volumen 8 nach
derselben Formel

%:%01/1—% - (365)

Byistdas,,Eigenvolumen‘’ des Korpers.

Aus der LorENTz-Transformation leitet man auch die uns schon bekannten
Ergebnisse iiber die Eigenzeit (§ 35) ab. Im System K’ ruhe eine Uhr. Wir
wihlen zwei Ereignisse, die im System K’ am gleichen Ort 2, yy, 2’ geschehen
und zwischen denen ein Zeitunterschied At = t, — t; besteht. Gesucht wird die
Zeit At, die im Bezugssystem K zwischen diesen beiden Ereignissen vergeht.
Aus (36,3) folgt

in Ubereinstimmung mit (35,1).

§ 37. Transformation der Geschwindigkeit

Im letzten Paragraphen fanden wir Gleichungen, mit denen wir aus den Ko-
ordinaten eines Ereignisses in einem Bezugssystem die Koordinaten desselben
Ereignisses in anderen Bezugssystemen berechnen konnten. Hier suchen wir
Formeln, die die Geschwindigkeit bewegter Teilchen in verschiedenen Bezugs-
systemen verkniipfen.

Es bewege sich wieder das System K’ relativ zum System K mit der Geschwin-

digkeit ¥V lings der x-Achse. v, = % seidie Geschwindigkeitskomponente eines

’

dz
rra die entsprechende Komponente desselben

Teilchens im System K'. (36,3) liefert

Teilchens im System K, v, =

V2
d¢’ + — dz’

dz’ Vae 2
de="T"%  qy—dy, de=de, dt= e .-

7 =
= -z

9*
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Teilen wir die ersten drei Gleichungen durch die vierte, und fithren die Geschwin-
digkeiten

=d_—,- v o dr’
s’ d¢
ein, so finden wir
, 2 , vz
v+ V vyl/l—-% ”zl/l__c?
r= gy WE Ty =y 60D
1+ e L
c ¢ .

Diese Gleichungen sind die gesuchte Transformation der Geschwindigkeit. Sie

liefern uns gleichzeitig das relativistische Additionsgesetz der Geschwindig-

keiten. Beim Grenziibergang ¢ — oo gehen sie in die Gleichungen v, = v, + V,

vy = v;, v, = v, der klassischen Mechanik iiber.

Fiir den speziellen Fall, dal sich ein Teilchen parallel zur z-Achse bewegt,
d. h. v, = v, v, = v, = 0, erhalten wir v, = v, = 0 sowie v, = v, wobei

P A 4 (37,2)

14 ¥

c?
gilt.

Man iiberzeugt sich leicht davon, daB die nach dieser Gleichung berechnete
Summe zweier Geschwindigkeiten, die kleiner oder gleich der Lichtgeschwindig-
keit sind, wieder eine Geschwindigkeit ergibt, die die Lichtgeschwindigkeit nicht
ibersteigt.

Wir wahlen die Koordinatenachsen so, daBl die Geschwindigkeit eines Teil-
chens zu einem bestimmten Zeitpunkt in der xy-Ebene liegt. Die Komponenten
seiner Geschwindigkeit sind dann v, = v cos 6, v, = v sin 6 im System K und v,
= v’ cos 0, v;, = 2" sin 6’ im System K’ (hierbei sind v, v" die Betriage und 0, 6’
die Winkel, die die Geschwindigkeiten mit der z- und -z“Achse in den Systemen
K und K’ bilden). Mit (37,1) finden wir

v /1 - g sin 6

tg 6 =

v’ cos 6+ V (37,3)
Diese Formel gibt die Richtungsinderung der Geschwindigkeit beim Ubergang
zu einem anderen Bezugssystem an.

Ein wichtiger Spezialfall dieser Formel beschreibt die Richtungsdnderung des
Lichtes beim Ubergang zu einem anderen Bezugssystem, eine als Aberration des
Lichtes bekannte Erscheinung. In diesem Falle ist v = v' = ¢ und (37,3) geht in

Vl T
c2
tg =1 - i (37,4)

uber.
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Ist V < ¢, so folgt aus (37,4) bis auf Glieder der Ordnung V/c:
, 14
tg 6 =tg 0 (1 ~—m).
Fihren wir den Aberrationswinkel 40 = 0’ — 0 ein, so finden wir mit derselben
Genauigkeit

A6 = ‘cisin 9, (37,5)

also die bekannte Formel fiir die Aberration des Lichtes.

§ 38. Vierervektoren

Die Koordinaten (c t, , y, ) eines Ereignisses kénnen als Komponenten eines
vierdimensionalen Radiusvektors (abgekiirzt werden wir ihn als Viererradius-
vektor bezeichnen) im vierdimenisonalen Raum aufgefa3t werden. Seine Kom-
ponenten werden wir mit 2# bezeichnen, der Index u durchliduft die Werte 0, 1, 2
und 3 mit

W=ct, =2z, 2=y, z==z.

Das Quadrat der ,,Linge” des vierdimensionalen Radiusvektors ist durch
(=) — (2')? — (2®)® — (2°)®

gegeben. Er dndert sich nicht bei beliebigen Drehungen des vierdimensionalen
Koordinatensystems, zu denen insbesondere auch die LorReNTz-Transforma-
tionen gehéren.

Allgemein wird als vierdimensionaler Vektor (Vierervektor) 4* die Gesamt-
heit von vier GroBen A°, A1, A%, A3, die sich bei Transformationen des vier-
dimensionalen Koordinatensystems so wie die Komponenten des Viererradius-
vektors z* transformieren, bezeichnet!). Bei LorENTz-Transformationen gilt
speziell

A'0+ 4 Al A11+ 14 A
c

e e i . AR 4B g3 g3
T -

V= o

(38,1)

Das Quadrat der Lange jedes Vierervektors berechnet sich analog dem
Quadrat der Liange des Viererradiusvektors:

(A0)2 = (AI)Z e (A2)2 . (A3)2 i

A

Um derartige Ausdriicke bequem aufschreiben zu kénnen, werden zwei ,,Sorten

1) In diesem Buch bezeichnen wir vierdimensionale Indizes, die die Werte 0, 1, 2 und 3
durchlaufen, mit griechischen Buchstaben 4, g, v . . .
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von Komponenten von Vierervektoren eingefiihrt, die wir mit 4# und 4, mit
Indizes oben und unten bezeichnen. Dabei gilt

Ag=A, A= —A', A;=— A2, A= — 43, (38,2)

Die GroBen A* heiBen kontravariante, die Groen A4, kovariante Komponenten
des Vierervektors. Das Quadrat des Vierervektors ist dann

3
DAY A, =A A+ A A, + A% A, + A3 A4,.
©=0
Solche Summen werden haufig einfach als 4 4, geschrieben, das Summen-
symbol wird weggelassen. Allgemein wird als Konvention eingefiihrt, da} itber
jeden Index, der in einem gegebenen Ausdruck zweimal auftaucht, summiert
wird, ohne daB das Summenzeichen ausgeschrieben wird. Bei jedem Paar
gleicher Indizes muB dabei einer oben, der andere unten stehen. Diese Art der
Bezeichnung der Summierung iiber, wie man sie auch nennt, stumme Indizes,
ist sehr bequem und vereinfacht entscheidend die Formelniederschrift.
Analog dem Quadrat eines Vierervektors wird das Skalarprodukt zweier ver-
schiedener Vierervektoren gebildet:

A*B,= A°B,+ A\ B, + A*B, + A% B,.

Man kann es offensichtlich sowohl in der Form 4* B, als auch in der Form 4, B#
schreiben, ohne daB sich am Resultat dabei etwas dndert. Allgemein koénnen in
jedem Paar stummer Indizes immer die oberen mit den unteren Indizes ver-
tauscht werden?).

Das Produkt 4# B, ist ein Viererskalar, es ist invariant beziiglich Drehungen
des vierdimensionalen Koordinatensystems. Dies kann man direkt priifen, es
ist aber auch (in Analogie zum Quadrat 4# 4,) von vornherein selbstverstand-
lich, da sich alle Vierervektoren nach demselben Gesetz transformieren.

Die Komponente A4° eines Vierervektors nennt man die zeitliche und die Kom-
ponenten A', A%, A3 bezeichnet man als die rdumlichen (in Analogie zum Vierer-
radiusvektor). Das Quadrat eines Vierervektors kann positiv, negativ oder aber
auch gleich Null sein, in diesen drei Féllen spricht man von zeitartigen, raum-
artigen und Null-Vierervektoren (wieder in Analogie zu der Terminologie im
Fall von Absténden). :

Beziiglich rein rdumlicher Drehungen (d. h., beziiglich Transformationen, die
die Zeitachse unverdndert lassen) bilden die drei rdumlichen Komponenten des
Vierervektors einen dreidimensionalen Vektor A. Die zeitartige Komponente
des Vierervektors verhilt sich beziiglich dieser Transformationen wie ein drei-
dimensionaler Skalar. Die Gesamtheit der Komponenten eines Vierervektors
werden wir hdufig in der Form

A* = (49 A)
1) In der modernen Literatur werden die Indizes vierdimensionaler Vektoren haufig

iuberhaupt weggelassen, ihre Quadrate und Skalarprodukte schreibt man einfach als 42
bzw. A - B . Diese Bezeichnungsweise werden wir in diesem Buch jedoch nicht verwenden.
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schreiben. Die kovarianten Komponenten desselben Vierervektors sind A,
= (A°, — A) und das Quadrat des Vierervektors ist 4* 4, = (4% — A2. Ent-
sprechend gilt fiir den Viererradiusvektor:

= (ct,r), z,=(ct —7), 2z, =c2tt — 12,

Fiir dreidimensionale Vektoren (beziiglich der Koordinaten z, ¥ und z) besteht
natirlich keine Notwendigkeit der Unterscheidung zwischen kontra- und
kovarianten Komponenten. Uberall, wo dies nicht zu MiBverstindnissen fiihren
kann, werden wir ihre Komponenten in der Form 4; (: = =, y, z) mit lateinischen
Indizes unten schreiben. Speziell soll iiber doppelt auftauchende lateinische
Indizes iiber die drei Werte z, y und z summiert werden (z. B.ist A B = A; By).

Eine Gesamtheit von sechzehn GroBen A**, die sich bei einer Koordinaten-
transformation wie das Produkt der Komponenten von Vierervektoren trans-
formieren, nennt man einen vierdimensionalen Tensor (Vierertensor) vom Rang 2.
Analog wird ein Vierertensor hoheren Ranges definiert.

Die Komponenten eines Vierertensors vom Rang 2 kénnen auf drei verschie-
dene Arten dargestellt werden: als kontravariante Komponenten A*’, als ko-
variante Komponenten 4** und als gemischte Komponenten A*, (im letzten
Fall muB man streng genommen zwischen A*, und 4,” unterscheiden, d. h.,
man muB darauf achten, ob der erste oder der zweite Index oben bzw. unten
steht). Der Zusammenhang zwischen den verschiedenen Arten von Komponenten
ist durch folgende allgemeine Regel gegeben: das Heben oder das Senken eines
zeitartigen Index (0) dndert nichts am Vorzeichen der Komponente, wiahrend
das Heben oder Senken eines raumlichen Index (1, 2, 3) das Vorzeichen der
Komponente éndert. Also gilt:

Agp=A4%, A4y=— A", 4,=4",...,
A, =A%, A= 4", Ay = — A%, A'l= A1, ...
Beziiglich rein raumlicher Transformationen bilden die neun Komponenten
AM, 412, | einen dreidimensionalen Tensor. Die drei Komponenten A%, 492,

A% und die drei Komponenten 410, 420, 430 sind dreidimensionale Vektoren und
die Komponente 4% ist ein dreidimensionaler Skalar.

Der Tensor A’ heit symmetrisch, falls A** = A*#, und antisymmetrisch,
falls A#* = — A’# gilt. Bei einem antisymmetrischen Tensor sind alle Diagonal-
komponenten (die Komponenten A%, A1, . . ) gleich Null, daz. B. 4% = — 4%
gelten muB. Bei einem symmetrischen Tensor 4“* fallen die gemischten Kom-
ponenten A*, und 4,* offensichtlich zusammen. In diesem Fall werden wir ein-
fach A% schreiben, d. h., wir werden die Indizes iibereinander setzen.

In jeder tensoriellen Gleichung miissen die Ausdriicke aufbeiden Seiten gleiche
und gleich angeordnete (oben oder unten stehende) freie, d. h. nicht stumme,
Indizes enthalten. Freie Indizes in tensoriellen Gleichungen kann man nach
Belieben herauf oder herunter setzen, aber unbedingt gleichzeitig in allen
Gliedern der Gleichung. Das Gleichsetzen von kontra- und kovarianten Kom-
ponenten verschiedener Tensoren ist nicht erlaubt. Eine solche Gleichung kann
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zwar zufillig in einem bestimmten Bezugssystem richtig sein, sie ist dann aber
beim Ubergang zu einem anderen System falsch.

Aus den Komponenten des Tensors A** kann man durch Bilden der Summe
A"# =4%+ All + Agz o+ Asg

einen Skalar e1zeugen (dabei ist natiirlich 4", = 4,*). Diese Summe heift Spur
des Tensors, die Bildung der Spur des Tensors bezeichnet man als Verjingung
des Tensors.

Die oben betrachtete Bildung des Skalarproduktes zweier Vierervektoren ist
ebenfalls eine Verjiingung: sie ist die Bildung des Skalares 4* B, aus dem Tensor
A*B,. Allgemein erniedrigt jede Verjingung beziiglich eines Indexpaares den
Rang des Tensors um 2. Z. B. ist 4*,,, ein Tensor vom Rang 2, 4¥ B’ ein
Vierervektor, A#”  ein Skalar usw.

wy
Den Tensor, fir den die Gleichung

& An = 4 (38,3)

fir jeden beliebigen Vierervektor A gilt, heit der Vierereinheitstensor. Offen-
sichtlich sind seine Komponenten

g )b furop=v. (38,4)
“ 0, fur wp=v.

]

Seine Spur ist §/; = 4.

Wenn wir bei dem Tensor 6; einen Index heben oder den anderen senken, er-
halten wir einen kontra- bzw. kovarianten Tensor, den wir mit g** bzw. g,, be-
zeichnen und metrischen Tensor nennen. Die Tensoren ¢g** und g,, haben die-
selben Komponenten, die wir in Form folgender Tabelle darstellen konnen:

1 0 0 0
0 —1 o ol (38.,5)
0 0 -1 0
0 0 0 -1

(g‘”) = (g;tv) =

Dabei numeriert der Index x die Zeilen und der Index » die Spalten in der
Reihenfolge der Werte 0, 1, 2, 3. Offensichtlich gilt

G, A’ =4,, gv4 =A4". (38,6)

Diese Formeln stellen die tensorielle Schreibweise der Operation des Hebens
oder des Senkens von Indizes dar.

Zum SchluB wollen wir noch auf einige Differential- und Integraloperationen
der vierdimensionalen Tensoranalysis eingehen.

Der Vierergradient des Skalares ¢ ist der Vierervektor

dp (1 dp
8xﬂ—(c W’V‘l’)'
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Dabei ist zu beachten, daBl die Ableitungen als kovariante Komponenten des
Vierervektors betrachtet werden miissen. In der Tat ist das Differential des
Skalares

_ %9 4 .
dq,v—ax—#dz

wieder ein Skalar. Aus seiner Form als Skalarprodukt zweier Vierervektoren

folgt die Behauptung. 5
Allgemein sind die Differentialoperatoren nach den Koordinaten z#, e als
: 2

kovariante Komponenten eines Vierervektoroperators zu betrachten. Deswegen

. . . . . Y .

ist z. B. die Divergenz eines Vierervektors, der Ausdruck et in dem die kon-
X

travarianten Komponenten 4# differenziert werden, ein Skalar.

Im dreidimensionalen Raum kann sich eine Integration iiber ein Volumen,
iber eine Oberfliche oder iiber eine Kurve erstrecken. Im vierdimensionalen
Raum gibt es dementsprechend vier Integrationsarten: 1) iiber eine Kurve im
vierdimensionalen Raum, 2) iber eine zweidimensionale Oberfliche, 3) iiber eine
Hyperflédche, d. h. iiber eine dreidimensionale Mannigfaltigkeit, und 4) iiber ein
vierdimensionales Volumen.

Analog zu den Theoremen von Gauss und STORES der dreidimensionalen
Vektoranalysis gibt es Theoreme, die die Umwandlung von vierdimensionalen
Integralen ineinander gestatten. Von diesen benétigten wir nur das Theorem
iber die Umwandlung eines Integrals iiber ein Vierervolumen in ein Integral
iiber eine Hyperfliche.

Das Integrationselement iiber ein vierdimensionales Volumen

dQ = da®dat da2 dad® = cdt dV (38,7)

ist ein Skalar. Dies folgt aus (35,1) und (36,5). Das Intergrationselement dS*
iber eine Hyperfliche ist ein Vierervektor, sein Betrag ist gleich der ,,Fldche
des Hyperflichenelementes und seine Richtung ist parallel zur Normale dieses
Elementes. So ist z. B. dS° = dx dy dz, das dreidimensionale Volumenelement
dV, die Projektion des Hyperflichenelementes auf die Hyperfliche 2° =
const. 4

Ein Integral iiber eine geschlossene Hyperfliche kann man in ein Integral
iber das eingeschlossene Vierervolumen durch folgende Ersetzung umwandeln:
2
ds, »d@ > (38.8)
Fiir das Integral iiber einen Vektor 4# gilt z. B.:
§Aﬂ ds, =f”_“"‘.dg. (38,9)
ox#

Diese Formel ist die Verallgemeinerung des Gaussschen Theorems.
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§ 39. Energie und Impuls

Bei der Herleitung der relativistischen Bewegungsgleichungen werden wir, wie
in der klassischen Mechanik, vom Prinzip der kleinsten Wirkungen ausgehen.
Wir beginnen mit dem Aufsuchen eines Wirkungsintegralsfiir ein freies Teilchen.

Dieses Integral darf nicht von der Wahl des Inertialsystems abhéngen, d. h.,
es muB beziiglich der LorENTz-Transformationen invariant sein. Daraus folgt,
daB man es aus Skalaren aufbauen muB. Unter dem Integral miissen dabei
Differentiale erster Ordnung stehen. Der einzige Skalar jedoch, den man fiir
freie Teilchen bilden kann, ist das Intervall ds oder allgemeiner const -ds, wo
const eine fir die Teilchen charakteristische Konstante ist. Wir bezeichnen
diese Konstante mit — m c; der Sinn dieser Bezeichnung wird weiter unten klar
werden.

Auf diese Weise ergibt sich fiir die Wirkung eines freien Teilchens

b
=—mcfd8, (39,1)

v v
wobei [ das Integral lings einer Weltlinie zwischen zwei Ereignissen bezeichnet,

a
die durch Anfangs- und Endpunkt der Bewegung des Teilchens zu den entspre-
chenden Zeiten ¢, und ¢, gegeben sind.
Mit Hilfe von (35,1) kann man diesen Ausdruck in Gestalt eines Integrals iiber
die Zeit umschieiben:

.
S=——mcgf1/l—v—:dt.
c
4

Vergleichen wir es mit der allgemeinen Definition (2,1)
t
S=/[Ladt,
ty

so sehen wir, daB die relativistische LAGRANGE-Funktion des freien Teilchens
folgende Gestalt hat:

L=—mc21/1—i- (39,2)

Bei kleinen Geschwindigkeiten, im nichtrelativistischen Bereich, kann man L
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nach Potenzen von v/c entwickeln. Bis auf Glieder hoherer Ordnung erhélt man
muv?
2
Das konstante Glied in der LAGRANGE-Funktion wirkt sich nicht auf die Be-
wegungsgleichungen aus und kann fortgelassen werden. Wir erhalten so den
klassischen Ausdruck L = m v%/2. Gleichzeitig wird der Sinn der Einfithrung
der Konstanten m in (39,1) klar, welche mit der Masse des Teilchens identisch
ist.

Der Impuls des Teilchens ergibt sich als Ableitung p = dL/dv. Durch Dif-
ferenzieren von (39,2) erhalten wir

—_— muv s
h-2
Jr-=
Bei kleinen Geschwindigkeiten (v < ¢) geht dieser Ausdruck in den klassischen
p = m v uber.
Die Ableitung des Impulses nach der Zeit ergibt die auf das Teilchen wirkende
Kraft. Andert sich nur die Richtung der Geschwindigkeit des Teilchens, d. h.,

stehen Kraftrichtung und Geschwindigkeitsrichtung senkrecht aufeinander, so
folgt

L= —mc?+

p (39,3)

a ] e dt
4

Ist dagegen der Betrag der Geschwindigkeit veranderlich und die Kraft dem-
nach mit der Geschwindigkeit gleichgerichtet, so erhalten wir

dp m dv (39,4)

dp m dv
EO AT (39.5)
T

Man sieht, daBl in beiden Fillen das Verhaltnis Kraft zu Beschleunigung ver-
schieden ist.
Entsprechend der allgemeinen Definition (6,1) ist die Energie eines Teilchens

E=pv—1L. (39,6)
Durch Einsetzen von L und p aus (39,2) und (39,3) erhalten wir
L (39,7)

22 '

Diese sehr wichtige Formel besagt unter anderem, daf} in der relativistischen
Mechanik die Energie eines freien Teilchens fiir ¥ = 0 nicht verschwindet, son-
dern den endlichen Wert

E=mc (39,8)
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besitzt. Sie wird Ruhenergie des Teilchens genannt.
Fir kleine Geschwindigkeiten (v <€ ¢) haben wir, wenn wir (39,7) nach Poten-
zen von v/c entwickeln,

m v?

E ~mc®+

k]

d. h. bis auf die Ruhenergie den klassischen Ausdruck fir die kinetische Energie
des Teilchens.

. Es sei betont, daB wir hier zwar von einem ,,Teilchen‘‘ sprachen, aber von
seinem Charakter als ,,Elementarteilchen‘‘ keinen Gebrauch machten. Die er-
haltenen Formelnsind daher ebensogut aufeinen aus vielen Teilchen zusammen-
gesetzten Korper anwendbar, wobei unter m seine Gesamtmasse und unter v
seine Geschwindigkeit als Ganzes zu verstehen ist. Insbesondere gilt die Formel
(39,8) auch fiir einen beliebigen als Ganzes ruhenden Koérper. Wir weisen be-
sonders daraufhin, daB in der relativistischen Mechanik die Energie eines freien
Korpers, d. h. die Energie eines beliebigen abgeschlossenen Systems eine wohl-
bestimmte, stets positive GroBe ist, die unmittelbar mit der Masse des Korpers
zusammenhédngt. Wir erinnern hier daran, daB in der klassischen Mechanik da-
gegen die Energie nur bis auf eine beliebige additive Konstante bestimmt und
daher sowohl positiv als auch negativ sein kann.

Die Energie eines ruhenden Korpers enthilt auler der Ruhenergie der Teil-
chen, aus denen er zusammengesetzt ist, auch deren kinetische und Wechsel-
wirkungsenergie. m c? ist also mit anderen Worten nicht gleich der Summe
X m, ¢ (mit m, als Masse eines Teilchens) und daher auch m nicht gleich 3} m,.
In der relativistischen Mechanik gilt demnach kein Massenerhaltungssatz mehr:
Die Masse eines zusammengesetzten Korpers ist nicht mehr gleich der Massen-
summe seiner Bestandteile. Statt dessen besteht nur ein Erhaltungssatz fiir eine
auch die Ruhenergie des Teilchens enthaltende Energie.

Quadrieren wir die Ausdriicke (39,3) und (39,7) und setzen sie gleich, so erhal-
ten wir folgende Beziehung zwischen Energie und Impuls des Teilchens:

B g om2e 39,9
7_p—{—mc. (39,9)

Die durch den Impuls ausgedriickte Energie wird wie iiblich HamiLToN-Funk-
tion H genannt:
H=c)p*+ m2ec?. (39,10)

Bei kleinen Geschwindigkeiten p <€m ¢ gilt ndherungsweise

pﬂ
H~mc*+ —,
2m

d. h. wieder bis auf die Ruhenergie der klassische Ausdruck fir die HAMILTON-
Funktion.
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3

Aus (39,3) und (39,7) gewinnt man auch folgende Beziehung zwischen Energie,
Impuls und Geschwindigkeit des freien Teilchens:

p=22. (39,11)

[

Fiir v = ¢ werden Impuls und Energie eines Teilchens unendlich groB8. Dies be-
deutet, daB sich ein Teilchen mit von Null verschiedener Ruhmasse m nicht mit
Lichtgeschwindigkeit bewegen kann. In der relativistischen Mechanik kann es
jedoch Teilchen mit verschwindender Ruhmasse geben, die die Geschwindig-
keit ¢ besitzen, dazu gehdrenz. B. Lichtquanten (Photonen) und auch Neutrinos.
Aus (39,11) erhdlt man fir solche Teilchen

I (39,12)
c
Genahert gilt diese Formel auch fiir den sogenannten ultrarelativistischen Fall, in

dem die Energie £ desTeilchens groB im Vergleich zu seiner Ruhenergie m c? ist.

§ 40. Der Viererimpuls

Die im vorigen Paragraphen hergeleiteten SchluBfolgerungen lassen an und fur
sich die Frage nach dem Transformationsgesetz fir die Energie und fiir den Im-
puls des Teilchens beim Ubergang von einem Bezugssystem in ein anderes offen.
Zur Beantwortung dieser Frage mufl man die vierdimensionale Natur dieser
GrofBlen untersuchen.

Der gewohnliche dreidimensionale Geschwindigkeitsvektor v des Teilchens
laBt sich zu einem Vierervektor erweitern. Diese vierdimensionale Geschwindig-
keit (Vierergeschwindigkeit) ist

dz#
u" Y
ds

(40,1)

Indem man entsprechend (35,1) das Intervall ds durch das Zeitintervall df aus-
driickt, kann man
1 dan

2 cd
)

schreiben. Hiernach sind die Komponenten dieses Vierervektors offensichtlich

ut =

1 v

Vl — —112— c Vl — ﬁi
c? c?
Die Komponenten der Vierergeschwindigkeit sind nicht unabhingig. Mit

dz, dz* = ds? folgt:
wut =1, (40,3)

(40,2)
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Vom geometrischen Standpunkt ist u* der Einheitsvektor der Tangente zur
Weltkurve des Teilchens. Der Vierervektor

pH=mcut (40,4)

heilt vierdimensionaler Impuls (Viererimpuls) des Teilchens. Wenn wir die
Komponenten der Vierergeschwindigkeit aus (40,2) verwenden und sie mit den
Ausdriicken (39,3) und (39,7) vergleichen, sehen wir, dafl die Komponenten des
Viererimpulses

P = (—f— ,p) (40,5)

sind. In der relativistischen Mechanik bilden also Energie und Impuls einen
Vierervektor. Daraus folgen unmittelbar die Transformationsformeln dieser
GroBen. Setzen wir in die allgemeine Formel (38,1) fiir die Transformation eines
Vierervektors den Ausdruck (40,5) ein, so erhalten wir:

, 14
P+ — E P ,
c? E + Vo,
N -4, M s \ S e
p:c . ——V; ) p.f = py’ .pz . pz’ E . . Vz ’ (4076)
1- o) T e

WO Py, Dy, P. die Komponenten des dreidimensionalen Impulses p sind.
Als Folge der Definition (40,4) des Viererimpulses und der Identitit (40,3)
gilt fur das Quadrat des Viererimpulses des freien Teilchens:

Puph = miet, (40,7)

Setzen wir hier die Komponenten p* aus (40,5) ein, so erhalten wir wieder (39,9).

§ 41. Der Zerfall von Teilchen

Wir betrachten den spontanen Zerfall eines Korpers der Masse M in zwei Teile
mit den Massen m; und m,. Wenden wir den Energieerhaltungssatz im Ruhe-
system des Korpers auf den Zerfall an, so ergibt sich?)

M =E,+ B,, (41,1)

wobei E,, und E,; die Energien der auseinanderfliegenden Teilchen sind. Infolge
der Ungleichungen E,, > m, und E,, > m, kann (41,1) nur erfullt sein, wenn

1) In den §§41, 42 setzen wir ¢ = 1. Mit anderen Worten, wir wéahlen die Lichtgeschwin-
digkeit als Einheit der Geschwindigkeitsmessung (dabei werden die Einheiten der Liénge
und der Zeit einander gleich). Diese Wahl ist fiir die relativistische Mechanik natiirlich und
vereinfacht die Formelschreibweise. In diesem Buch, das zum grofien Teil der nichtrelati-
vistischen Theorie gewidmet ist, werden wir jedoch i. A. nicht dieses System verwenden. Im
anderen Fall werden wir dieses besonders anmerken.

Die Formeln, in denen ¢ = 1 gesetzt worden ist, konnen schnell in die gebrdauchlichen
Einheiten zuriicktransformiert werden: es muB lediglich iiberall die Lichtgeschwindigkeit
so eingefiigt werden, daB3 alle Groen in den richtigen Einheiten erscheinen.
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M > m, + m, gilt, d. h., ein Kérper kann spontan nur in Teile zerfallen, deren
Massensumme kleiner als die Masse des Korpers ist. Besteht umgekehrt die Un-
gleichung M < m; + ms, so ist der Korper in bezug auf diese Zerfallsart stabil
und kein spontaner Zerfall ist moglich. Um auch hier einen Zerfall zu erreichen,
muBl man dem Korper von aulen eine Energie zufithren, die mindestens gleich
seiner Bindungsencrgie (m, + m, — M) ist.

Neben dem Energieerhaltungssatz mufl auch der Impulserhaltungssatz beim
Zerfall erfillt sein, d. h.,die Summe der Impulse der auseinanderfliegenden Teile
muB gleich dem urspriinglichen Impuls des Korpers, also Null sein: p;, + p,o = 0.
Daraus folgt p%, = p2, oder

B, — ml = B}y —ms. (41,2)
Die beiden Gleichungen (41,1) und (41,2) bestimmen eindeutig die Energie der
auseinanderfliegenden Teile:
B,= 2 tm—m
2M

P P
R WO Skl S (41,3)
Das in gewissem Sinne umgekehrte Problem besteht in der Berechnung der
Gesamtenergie M zweier zusammenstoender Teilchen in dem Bezugssystem,
in dem ihr Gesamtimpuls verschwindet (Schwerpunktsystem). Die Berechnung
dieser GroBe gibt ein Kriterium fiir die Moglichkeit des Auftretens nichtelasti-
scher ZusammenstoBe, die von einer Zustandsianderung der stoenden Teilchen
oder von einer Erzeugung neuer Teilchen begleitet sind. Jeder dieser Prozesse
kann nur unter der Bedingung stattfinden, daB die Massensumme aller ,,Reak-
tionsprodukte’ M nicht iibersteigt.
Im Ausgangs- oder Laborsystem stole ein Teilchen mit der Masse m, und der
Energie E, auf ein ruhendes Teilchen der Masse m,. Die Gesamtenergie beider
Teilchen betragt

E=E+E, =E +m,,
ihr Gesamtimpuls p = p, + py = p,. Betrachten wir die beiden Teilchen als ein

zusammengesetztes System, so finden wir fiir die Geschwindigkeit dieses Systems
als Ganzes nach (39,11):

v==2= 0, (41,4)
E B, + m,
V ist die Geschwindigkeit des Schwerpunktsystems in bezug auf das Labor-

system.

Um die gesuchte Grofie M zu finden, ist es nicht notig, die Transformation von
einem in das andere Bezugssystem auch tatsdchlich auszufithren. Statt dessen
wenden wir die Formel (39,9) sowohl auf das zusammengesetzte System als auch
auf die beiden Teilchen getrennt an. Dies ergibt

M2 = B — p* = (B + my)® — (7 —m)),
woraus

M2 =m} + mi + 2m, E, (41,5)
folgt.
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Aufgabe

Man bestimme die maximale Energie, die beim Zerfall eines ruhenden Teilchens der
Masse M in drei Teilchen m,, m,, m; von einem dieser Teilchen davongetragen werden kann.

Losung. Das Teilchen m; besitzt die groftmogliche Energie, wenn das System der
beiden anderen Teilchen m, und mg seine kleinste mogliche Masse hat; diese ist gleich der
Summe m, + mg (und entspricht der gemeinsamen Bewegung dieser Teilchen mit gleicher
Geschwindigkeit). Durch Anwendung der Formel (41,3) fiir den Zerfall des Kérpers in
zwei Teile erhalten wir daher

M2 o} — (g o+ ma)t
2 M

2

E1 max c

§ 42, Der elastische StoB von Teilchen

Wir wollen hier vom Standpunkt der relativistischen Mechanik den elastischen
StoB von Teilchen betrachten. Wir bezeichnen die Impulse und Energien der
zwei sich stoBenden Teilchen (mit den Massen m; und m,) mit p,, E, und p,, E,.
Ihre Werte nach dem StoB kennzeichnen wir mit einem Strich.

Die Erhaltungssitze fir die Energie und den Impuls kann man in Form des
Erhaltungssatzes des Viererimpulses zusammenfassen:

. Pt =+ Pl (42,1)

Wir werden aus dieser Vierervektorgleichung invariante Beziehungen, die fur
die weitere Rechnung niitzlich sind, ableiten. Dazu schreiben wir (42,1) in
folgender Weise um:

P+ v — ) =py
Beide Seiten dieser Gleichung werden quadriert, d. h., wir bilden ihre Skalar-

produkte mit sich selbst. Die Quadrate der Viererimpulse p* und p;* sind gleich
m?, die Quadrate von p% und p’¥ sind mj. Daraus folgt:

M} + D1y P — D1 P — Paup = 0. (42,2)
Analog erhalten wir durch Quadrieren der Gleichung p* + p4 — p% = p*:
my + Pru Py — Pru Pl — Prupy =0, (42,3)

Wir betrachten den StoB im Laborsystem, in dem bis zum Sto8 eines der Teil-
chen (das Teilchen mit der Masse m,) ruht. Dann gilt p, = 0, E, = m, und die in
(42,2) auftretenden Skalarprodukte sind gleich:

PP =Eymy, Py, P =my B, (42,4)
Pip p¥ = E E —p, P'1 =EE, — .'plp’l cos 0y ,
Hierbei ist 0, der Streuwinkel des ankommenden Teilchens der Masse m,. Wenn
wir diese Ausdriicke in (42,2) einsetzen, erhalten wir:
By (B, + M) — Bymy — m}

- 42.5
DL Py ( )

cos 0, =

10 Kurzfassung I
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Analog finden wir aus (42,3)

(B + my) (1:]; — my) . (42,6)
P1Pg
Hierbei ist 6, der Winkel, der von dem iibertragenen Impuls p, und dem Impuls
des ankommenden Teilchens p, gebildet wird. Diese Formeln verkniipfen die
Streuwinkel beider Teilchen im Laborsystem mit der Anderung ihrer Energien.
Wir stellen fest, daB der Streuwinkel einen gewissen maximalen Wert nicht
iiberschreiten kann, falls das ankommende Teilchen schwerer als das ruhende
ist, d. h. falls m; > m, gilt. Durch elementares Ausrechnen findet man, daB
dieser Maximalwert durch die Gleichung

cos &, =

sin 61 max — % ’ (42,7)

1
gegeben ist und mit dem klassischen Resultat (14,8) identisch ist.

Die Formeln (42,5—6) vereinfachen sich fiir den Fall, daB das ankommende
Teilchen die Masse Null besitzt: m; = 0 und dementsprechendp, = E;, p; = E,.
Wir wollen fiir diesen Fall den Ausdruck fir die Energie des ankommenden
Teilchens nach dem StoB als Funktion seines Ablenkungswinkels angeben:

E=__% (42,8)
1 — cos ©®, +%:;

Kehren wir erneut zum allgemeinen Fall des StoBes von Teilchen beliebiger
Masse zuriick. Am einfachsten 148t sich der StoB im Schwerpunktsystem be-
schreiben. Wir kennzeichnen die Werte aller GroBen in diesem System durch
den zusitzlichen Index 0. Es gilt p,, = — Py = p,- Als Folge des Impuls-
erhaltungssatzes werden die Impulse beider Teilchen beim Sto8 lediglich ge-
dreht, sie bleiben der GroBe nach gleich und in der Richtung entgegengesetzt
zueinander. Aufgrund der Energieerhaltung bleibt der absolute Betragjedesder
Impulse unverédndert.

Den Streuwinkel im Schwerpunktsystem, d. h. den Winkel um den beim Sto3
die Impulse p,o und p,, gedreht werden, bezeichnen wir mit y. Der Streuproze3
wird im Schwerpunktsystem, und deswegen auch in jedem anderen System,
durch diese GroBe vollstindig bestimmt. Er wird zweckmaBigerweise auch bei
der Beschreibung des StoBes im Laborsystem als der einzige Parameter, der
nach Beriicksichtigung der Erhaltungssidtze fir die Energie und den Impuls
noch unbestimmt bleibt, gewéhlt.

Wir wollen die Endenergien beider Teilchen im Laborsystem durch diesen
Parameter ausdriicken. Dazu kehren wir zu der Beziehung (42,2) zuriick, dieses
Mal jedoch driicken wir das Produkt p, , p* im Schwerpunktsystem aus:

yom Z”lﬂ = K, E;o — Pro Py = B3, — P} cos X
= ps (1 — cos y) + m}

(im Schwerpunktsystem bleibt die Energie jedes Teilchens beim StoB unver-
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andert: E,, = E,,). Die restlichen zwei Produkte driicken wir wie vorher im
Laborsystem aus, d. h., wir iibernehmen sie aus (42,4). Wir erhalten:

: 2
E, —F, =21 —cosy) .

=50
my

Wir miissen nun noch p; durch GréBen, die sich auf das Laborsystem beziehen,
ausdriicken. Dazu setzen wir die Werte der Invarianten p,,, 4} in beiden Syste-
men einander gleich:

B Eyy — PioPoo = By my

oder

V(s + m) w7+ m3) = Bymy — 2}
Auflésen nach p} ergibt

. mi(EI—mi)

————— | - % 2
Po mi + m3 + 2my B, * ’9)

Unter Beriicksichtigung des Erhaltungssatzes E; + m, = E, + E, erhalten wir
endgiiltig:
my (B} — mi)

E,—E =E, —my= 21U
1 b 2 T e m2 + m2 + 2 my B,

(1 —cosy). (42,10)
Dieser Ausdruck stellt die Energie dar, die vom ersten Teilchen verloren und

folglich vom zweiten Teilchen aufgenommen wurde. Die grofte Energieiiber-

tragung erhédlt man fir y = #. Sie ist gleich

o 2”"2 (B — mi)

m2+md+2my By
Das Verhéltnis der minimalen kinetischen Energie des ankommenden Teil-

chens nach dem StoB zu seiner urspriinglichen kinetischen Energie ist gleich

Elz max — My = El - E; min = (42,11)

Bimn—my__ _(m—m) (42,12)
E, —m, ml 4+ m2+2mE,’ ’

2
Im Grenzfall kleiner Geschwindigkeiten (fir E ~ m @g—) strebt dieses

Verhiltnis zu dem konstanten Grenzwert
=
my == My ’

Im umgekehrten Grenzfall groBer Energien E, strebt das Verhaltnis (42,12) gegen

Null; der Wert E, ,;, strebt gegen einen konstanten Grenzwert. Dieser ist
mi + mj
e

"
El min =

Wir nehmen nun an, daB m,> m, ist, d. h., daB die Masse des ankommenden
Teilchens klein im Vergleich mit der Masse des rulienden Teilchens ist. Gemal

10*
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der klassischen Mechanik kann dabei das leichte Teilchen dem schweren nur
einen verschwindenden Teil seiner Energie ubertragen (siche §14). Dies gilt
jedoch nicht im relativistischen Fall. Aus der Formel (42,12) entnimmt man,
daB bei hinreichend groBer Energie E, der relative Anteil der iibertragenen
Energie die Ordnung 1 erreichen kann. Dafiirist jedoch nicht hinreichend, daB
die Geschwindigkeit des Teilchens m; von der Ordnung 1 ist, sondern wie leicht zu
sehen ist, muBl die Energie notwendigerweise von der Ordnung

B, ~ m,

sein, d.h., das leichte Teilchen muB} eine Energie von derselben Ordnung wie die
Ruheenergie des schweren Teilchen besitzen.

Ahnliches gilt fiir den Fallm, <K my,d.h., falls das schwere Teilchen am leichten
gestreut wird. Auch hier findet gemaB3 der klassischen Mechanik nur eine ver-
schwindend kleine Energieiibertragung statt. Der Anteil der iibertragenen
Energie beginnt erst ab der Energie

B~
1 "y
wesentlich zu werden. Man mull beachten, dal man es auch hier nicht einfach
mit Geschwindigkeiten nahe der Lichtgeschwindigkeit zu tun hat, sondern mit
Energien, die groB im Vergleich zu m, sind, d. h. mit dem ultrarelativistischen
Fall.

Aufgaben

1. Firr zwei Teilchen gleicher Masse bestimme man im Laborsystem den Winkel, unter
dem sie nach dem StoB auseinanderfliegen.
Loésung: Durch Quadrieren beider Seiten der Gleichung (42,1) erhalten wir

Prubh = PiuPs¥,
und nach Einsetzen der Werte der Skalarprodukte im Laborsystem
E,m, = E; E; — p; pscos 8.

Hierbei ist 6 der Winkel, unter dem die Teilchen auseinanderfliegen (der Winkel zwischen
p; undp,). Fir Teilchen gleicher Masse (n, =m, = m)erhalten wir unter Beriicksichtigung
von

pi=VEP —m?, p;=VE? —m
und des Energiesatzes (E; + m = E; + E,):
cosf = | (8 ~mi{E, —m) :
(Ex +m) (Eg + m)
Der Winkel § dndert sich in den Grenzen von 7/2 (bei E; — m oder E, — m) bis zum mini-
malen Wert Opip, der bei E; = E; erreicht wird und durch

E, —m

co8 Opin = _ L -
min By +3m

gegeben ist.
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2. Man driicke E;, E; und y durch den Streuwinkel 6,im Laborsystem fiir den Fall des
StoBes von zwei Teilchen gleicher Masse m aus.

Losung. Wenn wir in (42,5) p, = VE";‘ —m?, p| = VETl’t m? einsetzen und die

Gleichung nach E; auflésen, erhalten wir

E, — E,+ m + (E;— m) cos? 6,

E,+ m — (E;, — m) cos? 6, °
Ferner gilt
. . (E3 — m?)sin 2 6,

E,=E m— E, =m + - i
? 1t ! +2m+(E1—m)sin201
Durch Vergleich mit dem Ausdruck, der E, mit y verkniipft,

E1'=E'l—%(El—m)(l — cos %)

(a.us (42,10)), finden wir den Streuwinkel im Schwerpunktsystem:
2m — (E; + 3 m) sin2 6,

P 2m + (E; + m)sin® 0,
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Ladungen im elektromagnetischen Feld X

§ 43. ~Das Viererpotential des Feldes

Die Wechselwirkung von Teilchen untereinander 148t sich durch ein Kraftfeld
beschreiben. Anstatt namlich zu sagen, daB ein bestimmtes Teilchen auf ein
anderes wirkt, stellt man sich vor, da} es ein Feld um sich herum erzeugt. Auf
jedes andere Teilchen, das sich in diesem Feld befindet, wirkt eine gewisse Kraft.
In der klassischen Mechanik ist das Feld nur ein Hilfsmittel zur Beschreibung
wechselwirkender Teilchen. Die Lage éndert sich vollig in der relativistischen
Mechanik wegen der endlichen Ausbreitungsgeschwindigkeit der Wirkung. Die
Krifte, die zu einem bestimmten Zeitpunkt auf ein Teilchen wirken, werden
nicht durch die rdumliche Lage der Teilchen in diesem Augenblick bestimmt.
Eine Anderung der Lage eines Teilchens beeinfluBit ein anderes Teilchen erst
nach Ablauf einer gewissen Zeitspanne. Das Feld selbst gewinnt somit physi-
kalische Realitit. Es gibt keine unmittelbare Wechselwirkung zwischen ent-
fernten Teilchen, sie kann zu jedem Zeitpunkt nur an benachbarten Raum-
punkten stattfinden (Nahwirkung). Man hat also von einer Wechsel wirkung
eines Teilchens mit dem Feld und der Wechselwirkung des Feldes mit anderen
Teilchen zu sprechen.

Der zweite Teil dieses Buches ist der Theorie elektromagnetischer Felder ge-
widmet. Wir beginnen mit der Untersuchung der Wechselwirkung von Teilchen
in einem gegebenen Feld.

Die Wirkungsfunktion?) eines Teilchens,dassichin einem vorgegebenen elektro-
magnetischen Felde bewegt, setzt sich aus zwei Teilen zusammen: aus der Wir-
kung fir ein freies Teilchen (39,1) und einem Term, der die Wechselwirkung des
Teilchens mit dem Felde beschreibt. Dieser Zusatzterm mufl sowohl GroBen,
die das Teilchen, als auch GroBen, die das Feld charakterisieren, enthalten.

Es zeigt sich, dafl die Eigenschaften eines Teilchens in bezug auf seine Wech-
selwirkung mit dem elektromagnetischen Feld stets durch einen Parameter be-
schrieben werden, namlich die Ladungy e des Teilchens, die positiv und negativ

1) Die folgenden Behauptungen sind weitgehend als Ergebnis der experimentellen Er-
fahrung anzusehen. Die Wirkungsfunktion eines Teilchens im elektromagnetischen Feld
148t sich nicht durch allgemeine Uberlegungen finden, wie etwa durch die Forderung nach
relativistischer Invarianz (diese wiirde in (43,1) auch einenTerm der Form f A ds zulassen.
wo A eine skalare Funktion ist).

Zur Vermeidung von MiBverstindnissen sei daran erinnert, da3 wir uns hier im Rahmen
der klassischen Theorie (nicht der Quantentheorie) befinden — es werden daher nirgends
Effekte beriicksichtigt, die mit dem Spin der Teilchen zusammenhéngen.
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(oder Null) sein kann. Die Eigenschaften des Feldes driicken sich durch einen
Vierervektor A4,, das sogenannte Viererpotential, aus, dessen Komponenten
Funktionen der Koordinaten und der Zeit sind.

In die Wirkungsfunktion gehen die 4, in Gestalt des Termes

b
[
_® [ 4a "
S f u dz
a

ein; sie sind hierbei fiir die Punkte der Weltlinie des Teilchens zu nehmen. Der
Faktor 1/c wurde aus ZweckméBigkeitsgrinden hinzugefiigt. Es sei bemerkt,
daBl die MaBeinheiten fiir die Ladung und das Potential bis jetzt noch beliebig
wéhlbar sind, da wir noch keine Formel besitzen, die sie mit schon bekannten
GroBen verkniipfen. (Wir werden auf diese Frage im § 53 zuriickkommen.)

Die Wirkungsfunktion einer Ladung im elektromagnetischen Feld hat also die

Gestalt
b

S:f(—mcds—%A,,dx"). (43,1)

Die dreirdumlichen Komponenten des Vierervektors 4# bilden den dreidimen-
sionalen Vektor A, das sogenannte Vektorpotential des Feldes. Die zeitliche Kom-
ponente heillt skalares Potential, wir bezeichnen sie als 4° = ¢. Es gilt also

A* = (p, A). (43,2)

Das Wirkungsintegral 148t sich dann in der Form
b
S=f(—mcds +idar— ecpdt)

schreiben oder, wenn wir die Geschwindigkeit ¥ = dr/dt des Teilchens einfithren
und zur Integration iiber die Zeit iibergehen,
t

S:f(—mczl/l—%:_+_z_flv—we<p)dt. (43,3)
i

1

Der Integrand ist gerade die LAGRANGE-Funktion einer Ladung im elektromagne-
tischen Feld:

L=—mczl/1—ﬁ+if1v—eqy. (43,4)
c? c ’

Sie unterscheidet sich von der LAGRANGE-Funktion eines freien Teilchens durch
den Term %A v — e @, der die Wechselwirkung der Ladung mit dem Feld be-
schreibt.
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Die Ableitungen 9L/ov bilden den verallgemeinerten Teilchenimpuls; wir be-
zeichnen ihn mit P:

p—__"m" ,+%A=p—|—%A. (43,5)

c2

Mit p wurde hier der gewohnliche Impuls (oder kurz Impuls) des Teilchens be-
zeichnet.

Aus der LAGraANGE-Funktion ergibt sich die HAMiLToN-Funktion des Teilchens
im Felde nach der allgemeinen Formel?)

.ﬁ=v£—L.
ov

Mit (43,4) finden wir
2
§ =T .
2

&
Die HamiLToN-Funktion ist jedoch nicht durch die Geschwindigkeit, sondern
durch den verallgemeinerten Impuls des Teilchens auszudriicken. Aus (43,5)
und (43,6) ist ersichtlich, daB die Beziehung zwischen  — e ¢ und P — %A

teg. (43,6)

dieselbe wie die zwischen § und p bei Abwesenheit des Feldes ist, d. h., es gilt
<§’:_e£)2 = mic? + (P B Z;A)z. (43,7)

c

Fiir kleine Geschwindigkeiten, d. h. beim Ubergang zur klassischen Mechanik,
nimmt die LAcraNGE-Funktion (43,4) die Gestalt

L=mTv2+:—Av—e¢p (43,8)
an. In dieser Niherung ist

p=mv=P— %A
und wir finden folgenden Ausdruck fiir die HaMILToN-Funktion:

=Llp_ % a¥a, (43,9)
2m c g - ’

§ 44. Die Bewegungsgleichung einer Ladung im Felde

Eine in einem Feld befindliche Ladung unterliegt nicht nur der Wirkung des
Feldes, sondern iibt auch ihrerseits einen EinfluB auf das Feld aus, indem sie

1) In diesem Teil des Buches werden die Energie und die HAMILTON-Funktion mit Frak-
turbuchstaben € und $ gekennzeichnet (anstatt mit E und H) um Verwechslungen mit den
Feldstirkebezeichnungen zu vermeiden.
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es éndert. Bei kleinen Ladungen e kann man jedoch die Rickwirkung auf das
Feld vernachlissigen.!) In diesem Falle kann man bei der Betrachtung der Be-
wegung in einem gegebenen Feld annehmen, dafl das Feld weder von der Lage
noch von der Geschwindigkeit der Ladung abhangt.
Die Bewegungsgleichungen der Ladung ergeben sich in einem vorgegebenen
elektromagnetischen Feld aus den LAGRANGE-Gleichungen
428 2 (44,1)
dt ov or
wo L durch (43,4) gegeben ist.
Die Ableitungen 0L/ov bilden den verallgemeinerten Teilchenimpuls (43,5).
Weiterhin ist

%:VL— £ grad Av —egrad .

Nach einer aus der Vektoranalysis bekannten Formel gilt fiir zwei beliebige
Vektoren @ und b die Gleichung

gradab = (@ V)b + (bV)a + [b rota] + [arot b).

Wenden wir sie auf 4 v an und beriicksichtigen wir, da} bei der Ableitung nach r

v konstant zu halten ist, so finden wir
oL —‘wwhAa + [v rot A] — e grad ¢ .

or c

Die LagrancEesche Gleichung hat also die Gestalt

%(P'f‘%z‘l) (vV)A+ [vrot A] —egrad ¢ .

Das vollstandige Differential 2> d¢ setzt sich aus zwei Teilen zusammen: aus
der zeitlichen Anderung — T - dt des Vektorpotentials in einem gegebenen Raum-

punkt und der Anderung (dr V) A beim Ubergang zu einem anderen, in der
Entfernung dr gelegenen Raumpunkt:

dA

A
w T N4

Setzen wir dies in die letzte Gleichung ein, so erhalten wir

dp e A
B e grad @ + [vrot 4] . (44,2)
Dies ist die Bewegungsgleichung eines Teilchens im elektromagnetischem Feld.
Links steht die zeitliche Ableitung des Teilchenimpulses. Die rechte Seite ist

1) Die Bedingung fiir die Kleinheit der Ladung in diesem Sinne besteht in der Kleinheit
der bei ihrer Bewegung entstehenden sogenannten Strahlungsddmpfung (die im § 84 be-
trachtet wird).
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daher die Kraft, die im elektromagnetischen Feld auf eine Ladung wirkt. Wir
sehen, daB sie aus zwei Teilen besteht: Der erste Teil (das erste und zweite Glied
auf der rechten Seite von (44,2)) hangt nicht von der Geschwindigkeit des Teil-
chens ab. Der zweite Teil (das dritte Glied) hdangt dagegen von v ab und ist pro-
portional zum Betrage der Geschwindigkeit sowie senkrecht zu ihr gerichtet.

Der erste Kraftanteil, bezogen auf die Einheit der Ladung, heillt elektrische
Feldstirke; wir bezeichnen sie mit E:

E=—_—— —gradg. (44,3)

Der im zweiten Kraftanteil bei »/c stehende Faktor, wieder auf die Ladungs-
einheit bezogen, wird magnetische Feldstdirke genannt und durch H bezeichnet:

H=rotA4. (44,4)

Die Bewegungsgleichung einer Ladung im elektromagnetischen Feld konnen
wir nun in der Gestalt

dp e
T =¢E+ = [vH) (44,5)
schreiben. Der rechts stehende Ausdruck wird LORENTz-Kraft genannt. Ihr
erster Teil, die Kraft, mit der das elektrische Feld auf die Ladung wirkt, hangt
nicht von der Geschwindigkeit der Ladung ab und ist dem Felde E gleichgerich-
tet. Das Magnetfeld wirkt durch den zweiten Teil. Dieser Kraftanteil ist pro-
portional zur Geschwindigkeit der Ladung und sowohl senkrecht zur Geschwin-
digkeit als auch zum Magnetfeld H.

Fiir Geschwindigkeiten, die im Vergleich zur Lichtgeschwindigkeit klein sind,
hat der Impuls p angenédhert seinen klassischen Wert m v, und die Bewegungs-
gleichung (44,5) geht in

dv ; e
mE =c¢cE + - [v H] (44,6)

iiber.
Wirleiten noch eine Gleichung ab, die die zeitliche Anderung der kinetischen
Energie des Teilchens?), d. h. die GroBe

dCxin __ d m c?

c3

bestimmt. Man iiberzeugt sich leicht davon, daBl

4Cuin _ ,, dp
at at

1) Unter ,kinetischer Energie** verstehen wir hier und spiter den die Ruhenergie ent-
haltenden Ausdruck (39,7).
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gilt. Setzen wir hier dp/dt aus (44,5) ein, so erhalten wir mit [vH]v = 0

rd Ckin
de

—¢Ev. (44,7)

Der Ausdruck auf der rechten Seite stellt die Arbeit dar, die das Feld (pro Zeit-
einheit) an dem Teilchen leistet. Arbeit wird nur vom elektrischen Feld geleistet.
Das Magnetfeld leistet an einer in ihm bewegten Ladung keine Arbeit, da die
wirkende Kraft senkrecht zur Geschwindigkeit des Teilchens gerichtet ist.

Im § 5 wurde erwahnt, dafl die Gleichungen der klassischen Mechanik gegen-
iiber einer Zeitumkehr invariant sind. Man sieht leicht, daB dies auch fiir das
relativistische elektromagnetische Feld gilt. Man hat jedoch mit ¢ -~ — ¢ auch
das Vorzeichen des Magnetfeldes umzukehren. Die Bewegungsgleichung (44,5)
andert sich ndmlich nicht, wenn wir die Ersetzung

t-—t, E—-E, H—- —H (44,8)

vornehmen.
Dabei éndert sich geméaf (44,3) und (44,4) auch das skalare Potential nicht,
wiahrend das Vektorpotential das umgekehrte Vorzeichen erhilt:

p>¢, A->—A. (44,9)

Ist daher in einem elektromagnetischen Felde irgendeine Bewegung moglich,
so kann auch die umgekehrte Bewegung in einem Felde mit entgegengesetzt
gerichtetem H stattfinden.

Aufgabe

Man driicke die Beschleunigung eines Teilchens durch seine Geschwindigkeit und die
elektrische und magnetische Feldstirke aus.
Loésung: Wir setzen in der Bewegungsgleichung (44,5) p = v Cyip/c? und benutzen fir

_d(iktin den Ausdruck (44,7). Das Ergebnis lautet

v=_‘/ E+_[vH]-—L'v(vE}

§ 45. Eichinvarianz

Wir untersuchen hier die Frage, inwieweit die Potentiale des Feldes eindeutig
bestimmt sind. Das Feld wird durch die Wirkung charakterisiert, die es auf die
Bewegung von Ladungen ausiibt. Nun gehen indie Bewegungsgleichungen nicht
die Potentiale, sondern die Feldstirken E und H ein. Zwei Felder sind daher
physikalisch identisch, wenn sie dieselben Vektoren E und H besitzen. Sind die
Potentiale A4 und ¢ gegeben, so sind gemaB (44,3) und (44,4) auch E und H ein-
deutig-bestimmt, und das Feld ist somit bekannt. Zu ein und demselben Feld
gehoren jedoch verschiedene Potentiale. Um sich davon zu iiberzeugen, addiere
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of
oxe’

liche Funktion der Koordinaten und Zeit ist . A, geht dabei in

man zu jeder Komponente 4, des Potentials die GroBe — wo feine willkiir-

- of
A, =4, -2 (45,1)
iber. Fihren wir diese Substitution im Wirkungsintegral (43,1) durch, so laBt
sich das auftretende Zusatzglied als vollstdndiges Differential schreiben:

e of e
W =a (? f) : (45,2)

das die Bewegungsgleichungen nicht beeinflufit (vgl. § 2).

Zerlegen wir das vierdimensionale Potential in das Vektor- und skalare Po-
tential und schreiben wir statt 2# wieder ct, z, y, 2, so erhalten die vier Gleichun-
gen (4;?:1) die Gestalt

A =A+fgradf, ¢ =g, (45,3)

Man weist leicht direkt nach, daB sich das durch (44;3) und (44,4) gegebene
elektrische und magnetische Feld in der Tat nicht éndert, wenn wir 4 und ¢
durch neue Potentiale A’ und ¢’ ersetzen. Bei der Transformation (45,3) bleibt
somit das Feld unverdndert. Die Potentiale sind demgemaf nicht eindeutig be-
stimmt: Das Vektorpotential ist bis auf einen Gradienten einer beliebigen Funk-
tion, das skalare bis auf die zeitliche Ableitung derselben Funktion festgelegt.

Speziell kann man also zum Vektorpotential einen beliebigen konstanten Vek-
tor und zum skalaren eine beliebige Konstante addieren. Dies sieht man auch
schon daraus, dafl in E und H nur die Ableitungen von 4 und ¢ eingehen und
deshalb die Addition von Konstanten die Feldstdrken nicht verdndert.

Physikalisch sinnvoll sind nur jene Groflen, die gegeniiber den Potential-
transformationen (45,3) invariant sind. Insbesondere miissen also alle Gleichun-
gen gegen (45,3) invariant sein. Man nennt diese Invarianz Eichinvarianz.l)

Diese Nichteindeutigkeit der Potentiale gibt uns immer die Moglichkeit, sie
so zu wahlen, daB sie eine beliebige Zusatzbedingung erfiillen; eine deshalb, weil
uns in (45,3) nur eine willkiirliche Funktion f zur Verfigung steht. Man kann
etwa verlangen, dafl ¢ = 0 ist. Das Vektorpotential laBt sich im allgemeinen
nicht zum Verschwinden bringen, da A = 0 drei Zusatzbedingungen darstellt
(fur die drei Komponenten von A).

§ 46. Das zeitunabhiingige elektromagnetische Feld

Statisch nennt man ein elektromagnetisches Feld, wenn es nicht von der Zeit
abhdngt. Es ist klar, daBl man dann auch die Potentiale so wéahlen kann, dafl

1) Dies liegt an der angenommenen Konstanz von e. Die Eichinvarianz der elektro-
magnetischen Gleichungen (s. unten) héingt eng mit der Ladungserhaltung zusammen.



148 s Kapitel X. Ladungen im elektromagnetischen Feld

sie nur Funktionen der Ortskoordinaten, nicht der Zeit, sind. Das statische
Magnetfeld ist auch weiterhin durch H = rot A gegeben, wiahrend fir das sta-
tische elektrische Feld -

E = —grad¢ (46,1)

gilt. Das statische elektrische Feld hangt also nur vom skalaren Potential, das
Magnetfeld nur vom Vektorpotential ab.

Wir stellten im vorangegangenen Paragraphen fest, daB die Potentiale des
Feldes nicht eindeutig bestimmt sind. Man sieht jedoch leicht folgendes ein:
Beschreiben wir das statische Feld durch zeitunabhédngige Potentiale, so konnen
wir, wenn sich das Feld nicht 4ndern soll, zum skalaren Potential nur eine (orts-
und zeitunabhéngige) Konstante hinzufiigen. Gewohnlich fordert man von dem
Potential ¢, daB es in einem gewissen Raumpunkt einen vorgegebenen Wert an-
nehmen soll, meist wird das Verschwinden im Unendlichen verlangt. Dann ist
auch die freigebliebene Konstante festgelegt und das skalare Potential eines
statischen Feldes eindeutig bestimmt. Dagegen ist das Vektorpotential nicht
eindeutig festgelegt; wir konnen zu A den Gradienten einer beliebigen Orts-
funktion addieren.

Wir wollen nun die Energie bestimmen, die eine Ladung im statischen Felde
besitzt. Die LAGRANGE-Funktion der Ladung héngt hier nicht explizit von der
Zeit ab. Das heillt, da die Energie des geladenen Teilchens erhalten bleibt und
mit der HamMiLTON-Funktion zusammenféllt. Nach (43,6) folgt also

= "% teg. (46,2)
v2
&

Zur Energie des Teilchens kommt demnach das Zusatzglied e @, die potentielle
Energie einer Ladung im Felde. Hervorzuheben ist die wichtige Tatsache, daf
die Energie nur vom skalaren, nicht vom Vektorpotential abhdngt. Das Magnet-
feld hat demnach keinen EinfluB auf die Energie der Ladung, diese wird viel-
mehr nur durch das elektrische Feld bestimmt. Dies hangt mit dem erwédhnten
Umstand zusammen, da3 das Magnetfeld im Unterschied zum elektrischen keine
Arbeit an der Ladung leistet.

Ist die Feldstdrke an allen Orten dieselbe, so heiBt das Feld homogen. Das
skalare Potential eines homogenen elektrischen Feldes 148t sich mittels

durch die Feldstérke ausdriicken, denn wir haben fir E = const auch grad (E r)
=(EV)r =E.

Das Vektorpotential eines homogenen Magnetfeldes 148t sich ebenfalls in Ab-
hingigkeit von der magnetischen Feldstirke H schreiben:

4-— %[H v]. (46,4)
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Man iiberzeugt sich davon durch Anwendung einer vektoranalytischen Formel,
die wir fiir H = const und mit divr = 3
rot [Hr]=Hdivr — (HV)r =2H

schreiben konnen.

§ 47. Bewegung in einem statischen homogenen elektrischen Feld

Wir untersuchen hier die Bewegung einer Ladung e in einem homogenen stati-
schen elektrischen Feld E. E habe die Richtung der z-Achse. Offenbar wird
die Bewegung in einer Ebene verlaufen; etwa in der z y-Ebene. Die Bewegungs-
gleichung (44,5) erhilt dann die Gestalt

i)a: =ek, i)l/ =0,
woraus

pr=e¢Et, p,=p, (47,1)
folgt. Als Zeitanfangspunkt wurde hierbei der Augenblick gewihlt, in dem p,
verschwindet; p, ist dann der Impuls des Teilchens zu diesem Zeitpunkt.

Die kinetische Energie des Teilchens (worunter wir Gesamtenergie ohne die

potentielle Energie der Ladung im Felde verstehen) betrigt Gy, = ¢ J/'m? c2+p? .
Setzen wir hierin (47,1) ein, so ergibt sich

Cuin = Ym2ct + c2p2 +(ce Et)2 = |G + (ce Et)® . (47,2)
&, ist die Energie fiir ¢ = 0.
Die Geschwindigkeit eines Teilchens ist gemaB (39,11) durch v = p ¢?/€y;, ge-
geben. Fiir die Komponente v, = z haben wir also
Ef . ccekEt
& Y&+ ceEr
Wenn wir integrieren, folgt
1 [P

z=—VC + (ce Et) (47,3)

(die Integrationskonstante wurde Null gesetzt).
Zur Bestimmung von y haben wir die Gleichung

dy _m_  pee®
A Gan V& 1 ceBop
aus der wir
=Po% Arsh
y el

cekt

-~ (47,4)

erhalten.
Die Gleichung der Bahnkurve ergibt sich, wenn wir in (47,4) ¢ durch y aus-
driicken und diesen Wert fir ¢ in (47,3) einsetzen. Es folgt
e G By (47,5)
e B Do C
11 Kurzfassung I
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Eine Ladung in einem homogenen elektrischen Felde bewegt sich also auf einer
Kettenlinie.

Fir Teilchengeschwindigkeiten v << ¢ konnen wir py = m vy, €, = m c? setzen;
entwickeln wir noch (47,5) nach Potenzen von l/c, so bekommen wir bis auf
Terme hoherer Ordnung

el
T om v2

y% + const .

Die Ladung bewegt sich also aufeiner Parabel, was aus der klassischen Mechanik
bekannt ist.

§ 48. Bewegung in einem statischen homogenen Magnetfeld

. Wir betrachten nun die Bewegung einer Ladung e in einem homogenen Magnet-
feld H. Die Richtung des Feldes sei die der z-Achse. Die Bewegungsgleichung

P == [vH)
schreiben wir um, indem wir statt des Impulses
__CGo
P=-

einfithren. € ist die im Magnetfeld konstante Energie des Teilchens. Die Be-
wegungsgleichung lautet dann

_g%:%-[v ) (48,1)
oder in Komponentenschreibweise
Vp=Vy, Vy=—00, v,=0 (48,2)
mit der Abkiirzung
__ecH
T

Wir multiplizieren die zweite Gleichung in (48,2) mit ¢ und addieren sie zur
ersten:

(48,3)

L tin) =i +in),

woraus
vy 4 tv, = aete!

mit ¢ als komplexer Konstante erfolgt. a 1Bt sich in der Gestalt a = vy, e~
schreiben, wobei vy, und x reell sind. Es folgt

Vg + 1 vy = vy, e Uwite)
und nach Aufspaltung in den Real- und Imaginarteil

V=10 co8 (Wt + o), v,= — vysin(wit+ o). (48,4)
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Die Konstanten vy, und & werden durch die Anfangsbedingungen bestimmt: «
ist die Anfangsphase und fiir v,, folgt aus (48,4)

2 2
Yo: = sz+vy >

d. h., vy, ist die bei der Bewegung des Teilchens konstant bleibende Geschwindig-

keit in der zy-Ebene.
Bei nochmaliger Integration finden wir aus (48,4)

z =2+ rsin(wt+a), y=y,+7rcos(wt+a) (48,5)
mit
_voe_ vt € __cp, (48,6)

(p, ist die Projektion des Impulses auf die xy-Ebene). Aus der dritten Glei-
chung von (48,2) finden wir v, = vy, und

2 =121+ vy, t. (48,7)

Man entnimmt aus (48,5) und (48,7), daB sich eine Ladung im homogenen
Magnetfeld auf einer Schraubenlinie bewegt, deren Achse parallel zur Richtung
des Magnetfeldes ist und deren Radius » durch (48,6) bestimmt ist. Die Ge-
schwindigkeit des Teilchens ist dabei dem Betrage nach konstant. Im Spezial-
fallvy, =0, wo die Ladung keine Geschwindigkeitskomponente in Feldrichtung
hat, bewegt sie sich auf einem Kreis in einer zum Feld senkrechten Ebene.

Wie man aus den Formeln erkennt, ist @ die Kreisfrequenz bei der Rotation
des Teilchens in dieser Ebene. Fir kleine Geschwindigkeiten des Teilchens
kénnen wir € = m c? setzen. Die Frequenz w geht dann in

w="2% (48,2)
m c
iber.
Aufgaben -

1. Man bestimme die adiabatische Invariante fiir die Bewegung einer Ladung in einem
homogenen Magnetfeld, dessen GréBe und Richtung sich langsam mit der Zeit dndern.
Lo6sung: Da die Bewegung in der zum homogenen Magnetfeld senkrechten Ebene perio-

disch ist, stellt das Integral

1=J_¢P,dl
2 r

(vgl. § 32) eine adiabatische Invariante dar, wenn wir es iiber eine volle Periode der Bewe-
gung erstrecken, in unserem Falle also iiber den Kreisumfang (P, ist die Projektion des

verallgemeinerten Impulses auf die erwahnte Ebene). Setzen wir P, = p, + & A, so haben
: c
wir

. 1 ]
o d — (A,
2n¢pt l+2:rzc¢ ol

11*
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Beim ersten Term konnen wir feststellen, dafl p, dem Betrage nach konstant ist und in die
Richtung von di fallt. Den zweiten Term formen wir nach.dem StokEsschen Satz um und
ersetzen rot A durch H:

I=rpt+_e_Hr2,
2¢c

hierbei ist » der Radius der Bahn. Fiir 7 benutzen wir den Ausdruck (48,6) und erhalten:

_3cp}

I= v
2e H

Man sieht, daB sich bei einer langsamen Anderung von H der tangentiale Impuls p, pro-
portional zu VH &ndert.

2. Man bestimme die Schwingungsfrequenz eines geladenen rédumlichen Oszillators in
einem zeitunabhidngigen homogenen Magnetfeld. Die Eigenfrequenz des Oszillators ohne
Feld sei w,,.

Lo6sung: Die Bewegungsgleichungen fity die erzwungenen Schwingungen eines harmo-
nischen Oszillators in einem in der z-Richtung befindlichen Magnetfeld haben die Gestalt

;.I.wgz:%g, y+wgy=_ﬂifc, P—+alz=0.

Wir multiplizieren die zweite Gleichung mit ¢ und addieren sie zur ersten:
> LeH -
§t+owjé=—1—4§,
m ¢

& = x 4 ¢ y. Hieraus ergibt sich, dafl die Frequenz des Oszillators in der zum Feld senk-
rechten Ebene

1 [eH)\2 eH
= |/ w? — =
¢ V b g (mc) i2mc
betriagt. Fir ein schwaches Magnetfeld H geht diese Formel in
eH

=t ae

. tber. Die Schwingungen in der Feldrichtung déndern sich nicht.

§ 49. Bewegung einer Ladung in gekreuzten Feldern

Zum Schluf} betrachten wir die Bewegung einer Ladung in dem Fall, daB gleich-
zeitig homogene statische elektrische und magnetische Felder vorhanden sind.
Wir beschranken uns dabei auf die nichtrelativistische Naherung, in der die Ge-
schwindigkeit der Ladung klein gegeniiber der Lichtgeschwindigkeit ist und fir
den Impuls p = m v gilt; wie wir sehen werden, mufl dazu das elektrische Feld
klein gegentiber dem Magnetfeld sein.

Die Richtung von H wahlen wir zur z-Achse, die durch H und E verlaufende
Ebene sei die xy-Ebene. Die Bewegungsgleichungen

mﬁ=eE+%WH]
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lassen sich dann in der Gestalt
m':k:%j/H, my—eB, — *xH, mi=ek, (49.1)
[4

schreiben. Aus der dritten Gleichung entnimmt man, daB sich die Ladung lings
der z-Achse gleichméiBig beschleunigt bewegt:
eE
2= 2—mzt2 + v, b . (49,2)

Multiplizieren wir die zweite Gleichung aus (49,1) mit 7 und addieren sie zur
ersten, so finden wir

d . .- . . 0% . €
di(x-{—@y) To(x %—z-y)-—zWE,,

w = :]—Iz) Das Integral dieser Gleichung setzt sich aus der allgemeinen Lo-
p .

sung dieser Gleichung ohne rechte Seite und einer speziellen Losung der voll-

stindigen Gleichung zusammen. Die allgemeine Losung der homogenen Glei-

E,
chung ist @ e~ “*, eine spezielle der 1nhomogenen By _o 5 . Somit finden wir
m w

:Ar:—k1,y=ae“""—{—7

Die Konstante a ist im allgemeinen komplex. Schreiben wir sie in der Gestalt
a = b e* mit reellem b und «, so sehen wir, daB wir der Phasenkonstanten &
durch Wahl des Anfangspunktes der Zeit beliebige Werte geben konnen (da a
mit e ~?*¢ zu mult1phz1eren ist). Wir wahlen sie so, daB a reell wird. Zerlegen wir
dann & + ¢ y in den Real- und Imaginirteil, so folgt

a':=acoswt+c%, y= —asinwt. (49,3)

Zum Zeitpunkt ¢ = 0 hat die Geschwindigkeit die Richtung der z-Achse.

Man erkennt, dal die Geschwindigkeitskomponenten des Teilchens periodische
Funktionen der Zeit sind. Ihre Mittelwerte sind

B, = %' %, =0. (49,4)

Diese mittlere Geschwindigkeit der Ladung in gekreuzten Feldern nennt man
elektrische Driftgeschwindigkeit. IThre Richtung ist senkrecht zu beiden Fel-
dern und héngt nicht vom Vorzeichen der Ladung ab.

Alle Gleichungen dieses Paragraphen gelten nur, wenn die Geschwindigkeit
des Teilchens klein im Vergleich zur Lichtgeschwindigkeit ist. Wir sehen, daf
dazu insbesondere notig ist, da die Felder die Bedingung

Ey
Ll (49,5)

erfiillen, wahrend die Absolutwerte von E, und H beliebig sein kénnen.
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Integrieren wir die Gleichungen (49,3) nochmals mit der Bedingungz = y = 0
bei ¢t = O fiir die Integrationskonstanten, so erhalten wir
. O & ck, _a .

x—gsmwt-I—Tt, y—;(coswt 1). (49,6)

Diese Gleichungen koénnen wir als die Parameterdarstellung der Bahnkurve,

die eine sogenannte Trochoide ist, ansehen. Je nachdem, ob der Betrag von a

groller oder kleiner als der von ¢ E,/H ist, hat die Projektion der Teilchenbahn

auf die xy-Ebene die Gestalt von Abb. 30a oder 30b. Fir a = — ¢ E,/H geht
(49,6) in
__cEy o _cB, .
T wH(wt sin w t), —m(l cos o t) (49,7)

iiber und die Projektion der Bahn in die zy-Ebene entartet zu einer Zykloide
(Abb. 30c).

I
a) 5
Y
b) M
&
Abb.30 () x
§ 50. Der Tensor des elektromagnetischen Feldes

Die Formeln (44,3) und (44,4), die die Feldstdrke durch deren Potential aus-
driicken, sind in dreidimensionaler Darstellung gegeben und sind daber zur Auf-
klirung des Transformationsgesetzes dieser GroéBen bei Anderung des Bezugs-
systems ungeeignet.

Es ist leicht zu sehen, daf die Gesamtheit aller Komponenten beider dreidi-
mensionaler Vektoren E und H als Gesamtheit der Komponenten des anti-
symmetrischen Vierertensors

_ 24, 04, (50.1)

BT s ox¥
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dargestellt werden kann (er heiBt Tensor des elektromagnetischen Feldes oder
elektromagnetischer Feldstirketensor). Die Bedeutung der einzelnen Kom-
ponenten dieses Tensors ist leicht einzusehen, wenn man in (50,1) 4, = (p, — A4)
einsetzt. Das Ergebnis kann man in Form einer Tabelle niederschreiben, in der
der Index 4 = 0, 1, 2, 3 die Zeilen und der Index » die Spalten angibt:

0 E, B, E,

F,=|"% 0 -H H, (50,2)
_E, H 0 —H,
_E —H, H, 0

Die kontravarianten Komponenten desselben Tensors unterscheiden sich durch
Anderung des Vorzeichens beim Heben eines rdumlichen Index:

o _-E,  —E  —K
E, o  —m, H,

o — (50,3
E, H, 0 - —H, )
E. —H, H, 0

Die Bewegungsgleichungen einer Ladung im Feld konnen mit Hilfe des Ten-
sors F,, in der Form

dp* _ ¢ pur g, (50,4)

ds c

geschrieben werden. Wenn man beide Seiten der Gleichung mit Hilfe der drei-
dimensionalen Gré8en (40,2), (40,5) und (50,3) ausdriickt (und ds = ¢ dty/ 1 —v2/c?
beriicksichtigt), so kann man sich leicht davon iiberzeugen, dal wir bei u = 1, 2,
3 die drei Komponenten der Vektorgleichung (44,6) und bei # = 0 die Gleichung
fir die Arbeit (44,7) erhalten. ‘

Die Transformationsformeln fiir die Felder E und H kann man jetzt aus dem
allgemeinen Transformationsgesetz (38,4) fiir einen Vierertensor entnehmen.
Die Komponenten des Vierertensors zweiten Ranges F** transformieren sich
nun wie die Produkte der entsprechenden Koordinaten x# und 2’. Bei der
LorEeNTZ-Transformation (36,3) éndern sich die Koordinaten 2* = y und 2% = 2
nicht, so daB auch F23 unverdndert bleibt:

F23 — Fres .

Aus dem gleichen Grunde werden F°2, F% bzw. F12, F13? wie die Koordinaten
0 = ¢t bzw. 2! = x transformiert:
F'02 + _Yﬁ F'lz F'12 + 1 Frog
Fo2 ¢ 2 — <




156 Kapitel X. Ladungen im elektromagnetischen Feld

und analog F% und F3. SchlieBlich muB sich die Komponente F°! wie das Pro-
dukt 20 2! transformieren ; demnach erhdlt man:

Fo1 — ,.,.I__{F’Ol + oy Fio K(F'm + Frot
1 | & c? c
I
Da im vorliegenden Falle der Tensor F*” antisymmetrisch ist, so ist F'01 = — F"10
und
Fo1 — prov

Wir dricken jetzt die Komponenten des Tensors F*#’ nach (50,2) durch die
Komponenten des E- und H-Feldes aus und erhalten damit als Transforma-
tionsformeln fiir das elektrische Feld

B+ m; B -La
B.=F, B=—pm—r. E. = _fw (50,5)
2
FE
und fir das Magnetfeld
H) - Z-Ez o+ B,
H,=H,, H, = : H,= - (50,6)

(]
Ve 2
]/1‘_7 1/1’7

Das elektrische und magnetische Feld sind somit, wie die meisten physikali-
schen GréBen, relativ, d. h., sie besitzen in verschiedenen Bezugssystemen auch
verschiedene Eigenschaften. Beispielsweise kann das elektrische Feld (oder das
Magnetfeld) in einem System verschwinden, aber in einem anderen vorhanden
sein,

Ist im System K’ das Magnetfeld H' = 0, so besteht nach (50,5), (50,6) zwi-
schen dem elektrischen und magnetischen Feld in K die Beziehung

H='[vE]. (50,7)
[
Verschwindet in K’ das elektrische Feld: E’ = 0, dann gilt im System K
E—— : (VH]. (50,8)

In beiden Fillen stehen demnach im System K das Magnetfeld und das elek-
trische Feld aufeinander senkrecht. Es gilt aber auch die Umkehrung: Stehen in
irgendeinem Bezugssystem K die Felder E und H aufeinander senkrecht (sind
dabei aber nicht betragsméaBig gleich), so gibt es ein Bezugssystem K’, in dem
das Feld nur elektrisch oder nur magnetisch ist.
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§ b1. Invarianten des Feldes

Aus den Komponenten der Feldstirken des elektrischen und magnetischen
Feldes lassen sich Invarianten bilden, die sich beim Ubergang zu anderen
Inertialsystemen nicht @ndern.

Eine solche GroBe erhalten wir, indem wir den vierdimensionalen Skalar
F,, F** bilden. In dreidimensionaler Schreibweise hat er die Form F,, F*
= 2 (H? — E?). Somit ist eine der gesuchten Invarianten

1
H? — E? — inv. (50,1)

Durch eine unmittelbare Uberpriifung der Formeln (50,4) und (50,5) iber-
zeugt man sich leicht, daB bei einer LorENTZ-Transformation auch die Summe
E.H,-+ E,H, + E; H, erhalten bleibt. Somit ist

E H = inv. (51,2)

Zwischen diesen beiden Invarianten gibt es jedoch einen prinzipiellen Unter-
schied hinsichtlich des Verhaltens bei einer Spiegelung (Inwersion) des Raum-
koordinatensystems — der gleichzeitigen Anderung des Vorzeichens der Koor-
dinaten z, y, 2. Wir erinnern daran, daB bei einer derartigen Transformation
die Komponenten eines gewohnlichen (polaren) Vektors ebenfalls das Vorzeichen
wechseln. Die Komponenten eines Vektors, der durch ein Vektorprodukt zweier
polarer Vektoren dargestellt werden kann, bleiben bei Inversion unveréindert.
(solche Vektoren heiBlen axial). Das skalare Produkt zweier polarer oder zweier
axialer Vektoren ist ein echter Skalar — er dndert sich nicht bei Inversion. Das
skalare Produkt aus einem axialen und einem polaren Vektor ist ein Pseudo-
skalar — bei Inversion dndert er das Vorzeichen.

Nach den Definitionen (44,3) und (44,4) ist E ein polarer und H ein axialer
Vektor (das Vektorprodukt der polaren Vektoren V' und 4). Danach ist es klar,
daBl H? — E? ein echter Skalar ist und EH ein Pseudoskalar (das Quadrat (EH)?
ist wieder ein echter Skalar).

Aus der Invarianz der beiden Ausdriicke (51,1) und (51,2) lassen sich einige
Folgerungen ziehen. Haben in einem Bezugssystem die Felder E und H den
gleichen Betrag (£? = H?), so sind diese Gr6Ben auchin jedem anderen Inertial-
system gleich. Steht in einem Bezugssystem das elektrische Feld senkrecht auf
dem Magnetfeld, d. h. ist E H = 0, so sind beide Felder auch in jedem anderen
System zueinander orthogonal.

Ist EH = 0, so 1d8t sich ein Bezugssystem finden, in dem E = 0 oder H = 0
ist (je nachdem, ob E? — H? <0 oder > 0 ist), also ein reines elektrisches oder
ein reines Magnetfeld vorliegt. Verschwindet umgekehrt in einem Bezugs-
system E oder H, so stehen E und H nach dem am SchluB} des vorigen Para-
graphen Gesagten auch in jedem anderen Bezugssystem aufeinander senkrecht.

Eine Ausnahme bildet der Fall, in dem beide Invarianten verschwinden
(EH = 0 und E? — H? = 0). Hier sind E und H in allen Bezugssystemen dem
Betrage nach gleich und zueinander orthogonal.






Die Gleichungen XI
des elektromagnetischen Feldes

§ 62, Die erste Gruppe der MaAxweLLschen Gleichungen

Aus den Ausdriicken

H=rotA4, E=—

erhdlt man in einfacher Weise Gleichungen, die nur noch E und H enthalten.
Dazu berechnen wir rot E:

rot E = — iirotsA —rot grad ¢ .
c ot
Die Rotation eines Gradienten verschwindet, so daB sich
rot E = i E (52,1)
c ot

ergibt. Weiter bilden wir auf beiden Seiten von H = rot A die Divergenz. Da
auch die Divergenz einer Rotation Null liefert, folgt

divH=0. (52,2)
Die Gleichungen (52,1) und (52,2) bilden die erste Gruppe der MaxwELLschen

Gleichungen.!) Sie bestimmen die Eigenschaften des Feldes noch nicht voll-
-stindig. Man sieht dies daran, daB sie zwar die zeitliche Anderung des Magnet-
feldes (0H/ot), aber nicht die des elektrischen Feldes (¢E[ot) zu berechnen ge-
statten.

Die Gleichungen (52,1) und (52,2) lassen sich in Integralform umschreiben.
Nach dem Gaussschen Satz gilt

fdivHAV = $ Hdf .

Links wird iiber ein Volumen integriert, rechts iiber die geschlossene Oberfliche,
die dieses Volumen begrenzt. Nach (52,2) haben wir

$HIf =0. (52,3)

Das iiber eine Oberfliche erstreckte Integral eines Vektors wird als Fluf (oder
Stromung) des Vektors durch diese Oberfliche bezeichnet. (52,3) besagt also,
daB der FluB des Magnetfeldes durch jede geschlossene Fliche verschwindet.
Nach dem STokEsschen Satze ist

frotEdf = ¢ Edl,

1) Die MaxwEeLLschen Gleichungen, die Grundgleichungen der Elektrodynamik, wurden
von MAXWELL in den sechziger Jahren des vergangenen Jahrhunderts gefunden.
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wobei das rechte Integral sich uber die geschlossene Begrenzungslinie derjenigen
Flache erstreckt, iiber die links integriert wird. Die Anwendung dieses Satzes
auf die uber eine solche beliebige Flache integrierte Gleichung (52,1) liefert
12
| ﬁEm__?ﬁfHM. (52,4)
Das Integral eines Vektors iiber eine geschlossene Kurve wird Wirbel des Vek-
tors in bezug auf diese Kurve genannt. Der Wirbel des elektrischen Feldes heifit
auch elekirische Ringspannung oder elektromotorische Kraft. In Worten besagt
(52, 4): Die elektrische Ringspannungiiber die geschlossene Randkurve irgend-
einer Fliche ist gleich der negativen zeitlichen Ableitung des magnetischen
Flusses durch diese Fliche.

§ 53. Das Wirkungsintegral des elektromagnetischen Feldes

Das Wirkungsintegral des aus dem elektromagnetischen Feld und den in ihm
befindlichen Teilchen bestehenden Gesamtsystems hat man sich aus den Be-
standteilen

S = S[ -+ Sm + Sm/ (5351)

zusammengesetzt zu denken.

Sy ist derjenige Anteil der Wirkung, der nur von den Eigenschaften der Teil-
chen abhingt, also die Wirkungsfunktion freier Teilchen ohne Feld, wie sie
durch (39,1) gegeben wird. Sind mehrere Teilchen vorhanden, so ist ihr Beitrag
zur Wirkung gleich der Summe der Wirkungen fiir jedes einzelne Teilchen:

Sp=—Ymecfds. (53,2)

Der Anteil S, wird durch die Wechselwirkung zwischen Teilchen und Feld
hervorgerufen. Nach § 43 haben wir fiir ein System von Teilchen

sz—Z%fANﬂ. (53,3)

In jedem Glied dieser Summe ist fiir 4, das Potential des Feldes der Stelle
einzusetzen, an der sich das entsprechende Teilchen gerade befindet. Die
Summe S, + Sp;ist das uns schon bekannte Wirkungsintegral (43,1) fir La-
dungen im Felde.

8, schlieBlich ist jener Anteil der Wirkung, der nur von den Eigenschaften des
Feldes abhingt, d. h. das Wirkungsintegral des Feldes, wenn keine Ladungen
vorhanden sind. Da wir uns bisher nur fir die Bewegungen von Ladungen in
einem vorgegebenen Felde interessierten, kiimmerte uns dieser Anteil nicht,
denn die Teilchenbewegung wird durch ihn nicht beeinfluBt. Er ist jedoch zur
Ableitung der Feldgleichungen notig. Dem entspricht die Tatsache, dafl wir aus
dem Bestandteil S, + Sn; des Wirkungsintegrals nur zwei Gleichungen (52,1)
und (52,2) ableiten konnten, die noch nicht zu einer vollstandigen Bestimmung
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des Feldes ausreichen. Um die Gestalt von S; zu finden, gehen wir von einer
sehr wichtigen Eigenschaft des elektromagnetischen Feldes aus: Erfahrungs-
gemiB gehorcht es dem sogenannten Swuperpositionsprinzip. Dieses Prinzip
besagt folgendes: Das von einem System von Ladungen erzeugte Feld setzt
sich einfach additiv aus den Feldern zusammen, die von jeder Ladung einzeln
erzeugt werden. Die resultierende Feldstdrke ist in jedem Punkt gleich der
Vektorsumme der einzelnen Felder in diesem Punkt.

Jede Losung der Feldgleichungen kann in der Natur verwirklicht sein. Nach
dem Superpositionsprinzip mufl die Summe von beliebigen derartigen Feldern
wieder ein Feld liefern, das in der Natar auftreten kann, d. h. den Feldgleichun-
gen geniigen muf.

Die linearen Differentialgleichungen sind nun gerade durch die Eigenschaft
gekennzeichnet, dal die Summe zweier Losungen wieder eine Losung ist. Die
gesuchten Differentialgleichungen miissen also linear sein.

Dies bedeutet, daB der Integrand von S; quadratisch in den Feldkomponenten
ist. Nur in diesem Fall sind ndmlich.die Feldgleichungen linear, denn man
erhilt sie durch Variation des Wirkungsintegrals, wobei der Integrand um eine
Ordnung erniedrigt wird.

In §; konnen die Potentiale nicht auftreten, da sie nicht eindeutig bestimmt
sind (fiir S,y war diese Unbestimmtheit unwesentlich); S; muB dann ein Integral
iiber eine Funktion des elektromagnetischen Feldstirketensors F,, sein.
Die Wirkung ist selbst ein Skalar und muB} daher auch einen invarianten Inte-
granden besitzen. Das kann nur das Produkt F,, F** sein.!) §; mul somit die
Gestalt

S;=affF, F~dvVd, dV=dedyde,

besitzen, wobei die Integration sich iiber den gesamten Ortsraum und das Zeit-
intervall zwischen zwei festen Zeitpunkten erstreckt. a ist eine Konstante.
Unter dem Integral steht F,, F** = 2 (H? — E?). Das E-Feld enthilt die Ab-
8A
i
tivem (und daher auch E? mit positivem) Vorzeichen eingehen mufl: Ware dies
ndmlich nicht der Fall, so kénnte man durch eine geniigend rasche zeitliche
Anderung des Potentials (im betrachteten Zeitintervall) einen beliebig groBen
negativen Wert fiir die Wirkung S; erhalten ; sie hitte dann aber kein Minimum,
wie das Prinzip der kleinsten Wirkung verlangt. @ muB also negativ sein.
Der Zahlenwert von a hingt von der Wahl des Mafsystems ab. Nach der
Festlegung von a sind aber neben den Einheiten der Feldstdrken auch die aller

leitungen Man erkennt leicht, da83 (%)2 in das Wirkungsintegral mit posi-

1) Der Integrand von S, kann keine Ableitungen von F,, enthalten, weil eine LAGRANGE-
Funktion auBer von den Koordinaten des Systems nur noch von den ersten zeitlichen Ab-
leitungen der Koordinaten abhdngt; die ,,Koordinaten (d. h. die Verénderlichen, die im
Wirkungsprinzip variiert werden) sind aber hier die Potentiale 4,. Die Lage ist ganz dhn-
lich wie in der Mechanik, wo die LaAGRaNGE-Funktion eines mechanischen Systems nur die
Koordinaten der Teilchen und ihre ersten Ableitungen nach der Zeit enthalt.
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anderen elektromagnetischen GroBen bestimmt. Wir legen hier das Gausssche
Mapsystem zugrunde. In ihm ist a@ die dimensionslose Zahl — 1/16 z.
Das Wirkungsintegral des Feldes lautet dann

8 = —pr,,,pw dQ, dQ=cdtdzdydz. (53,4)
16 ¢
Die dreidimensionale Gestalt ist
S_—_Lff(EZ—Hz)dth, (53,5)
8n
woraus sich die LAGRANGE-Funktion de$ Feldes zu
— 1 2 2
L,_ﬁf(E H?)av (53,6)

ergibt. Das gesamte Wirkungsintegral von Feld und Ladungen schreibt sich

_ _ e 1 Y
S=_ 3 mecds ZfTA“dx“ wmfF,,,FudQ.

(83,7)

Es ist wichtig, daB3 hier die Ladungen keineswegs klein zu sein brauchen, wie
wir dies bei der Ableitung der Bewegungsgleichungen einer Ladung in einem
vorgegebenen Feld vorausgesetzt haben. 4, und F,, stellen daher das tatsach-
liche (Gesamt-)Feld dar, d. h. die Summe duBeres Feld plus von den Ladungen
erzeugtes Feld. Dieses Feld hingt dann auch von Lage und Geschwindigkeit
der Ladungen ab.

§ b4. Der Vierervektor des Stromes

Anstatt die Ladungen als punktformig zu betrachten, ist es haufig aus mathe-
matischen Griinden bequem, sie als im Raume stetig verteilt anzunehmen. Man
fithrt dann eine Ladungsdichte ¢ derart ein, daBl ¢ dV der im Volumenelement
dV enthaltene Anteil der Ladung ist. ¢ hdangt im allgemeinen vom Ort und von
der Zeit ab. Integrieren wir p iiber ein Raumgebiet, so erhalten wir die darin be-
findliche Ladung. ,

Da in Wirklichkeit die Ladungen punktférmig sind, ist die Dichte ¢ an allen
Stellen auBer an den Orten der Ladungen Null zu setzen; das Integral [o dV
mul} jedoch gleich der Summe aller Ladungen sein, die sich in dem Integrations-
gebiet befinden. o 148t sich dann durch eine d-Funktion?!) wie folgt ausdriicken:

0= 3ed(r—r1,). (54,1)

1) Die 6-Funktion wird folgendermafBlen definiert: §(z) = 0 fiir alle = # 0, fir z = 0
sei 6(0) = co derart, dafl das Integral

+ o
;me=1 (1)
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Die Summation erstreckt sich iiber alle Ladungen, 7, ist der Radiusvektor der
Ladung e,.

Die Ladung eines Teilchens ist laut Definition eine Invariante, d. h.
vom Bezugssystem unabhingig. Dies gilt jedoch nicht fir die Ladungsdichte p:
Erst p-dV ist invariant.

Wir multiplizieren de = p dV auf beiden Seiten mit da*:

de da# = o AV dz* = 9 AV &t
Links steht ein Vierervektor (denn de ist ein Skalar, dz* ein Vierervektor), daher
mulBl auch die rechte Seite einen solchen bilden. dV d¢ ist aber ein Skalar, so
daB o ddL: einen Vierervektor darstellt. Dieser Vektor, den wir mit j*# bezeichnen
wollen, wird Stromvierervektor genannt:

. dz#
H—p
J [ a (54,2)

Die drei rdumlichen Komponenten von j* bilden den dreidimensionalen Vek-
tor der Stromdichte
j=ov (54,3)
mit v als Geschwindigkeit der Ladung. Die vierte Komponente ist ¢ p. Wir
haben also

#=(coJd)- (54,4)

(Fortsetzung FuBnote 1, Seite 162)
ist. Aus dieser Definition folgt, daB fir eine beliebige stetige Funktion f(z)

4J—'u;(:c) 4z — a)dz = f(a) (IT)
gilt; im besonderen also

+ oo

[ (=) 6(x) dz = £(0) . (III)

(Die Integrationsgrenzen brauchen natiirlich nicht + co zu sein. Das Integrationsgebiet
ist beliebig, muBl aber den Punkt enthalten, in dem die 6-Funktion nicht verschwindet.)
Es gelten weiter die Gleichungen

o(— z) = d(z), (a z) = %6(1’) H (Iv)

ihre Bedeutung besteht darin, da8 die linken und rechten Seiten dasselbe Ergebnis liefern,
wenn sie als Faktor in einem Integranden auftreten. Entsprechend der eindimensionalen
Funktion &(z) kann man auch die dreidimensionale §-Funktion §(r) einfiithren, die iiberall
verschwindet, ausgenommen am Ursprung des rdumlichen Koordinatensystems, und deren
iiber den ganzen Raum erstrecktes Integral wieder 1 ist. Man kann sie als Produkt
d(z) - 6(y) - 6(z) darstellen.
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Wir setzen nun den Stromvierervektor in das Wirkungsintegral (53,7) ein.
Dazu schreiben wir den zweiten Term von (53,7) um, indem wir die Punktladung
e durch eine stetige Ladungsverteilung p ersetzen:

1
_z_ng,,dx#dV.

Die Summierung iiber die Ladungen wird hier durch die Integration iiber den
ganzen Raum ersetzt. Das Integral 18t sich nun schreiben als

1 dx# _ 1 o
- ?fg_dTAﬂdth_ c—zfAl,j Q.
Das Wirkungsintegral nimmt also die Gestalt

1 i 1
8= *meCdS—ﬁfA,,y”d.Q—w—nchwF"'d.Q (54,5)

an.
§ bb. Die Kontinuitéitsgleichung
Der Ausdruck

d
o odV

gibt uns die zeitliche Anderung der im Integrationsgebiet befindlichen Ladung
an. Andererseits wird diese Grofe durch die Ladungsmenge bestimmt, die in der
Zeiteinheit aus dem Gebiet heraus oder in das Gebiet hineinfliet. Die sich in der
Zeiteinheit durch das Oberflichenelement d f des Gebietes bewegende Ladung ist
o v df, mit v als Geschwindigkeit der Ladung an der Stelle des Oberflichen-
elementes df. In iblicher Weise nehmen wir an, dafl der Vektor df die duBlere
Normale der Oberfliche darstellt, d. h. von dem betrachteten Gebiet nach auBlen
zeigt. Dann ist p v df = j df positiv, wenn Ladung das Gebiet verlafit und
negativ, wenn sie in das Gebiet eintritt. Die gesamte Ladungsmenge, die in der
Zeiteinheit das Gebiet verlaBt, wird dann durch das iiber die geschlossene Ober-
fliche des Gebietes erstreckte Integral ¢ j df gegeben.
Durch Vergleich der beiden erhaltenen Ausdriicke finden wir

2 ng=—§jdf. (55,1)

Rechts steht ein Minuszeichen, da der linke Teil positiv ist, wenn sich die Gesamt-
ladung des Gebietes vergroBert. (55,1) driickt die Erhaltung der Ladung aus und
ist die in Integralform geschriebene sogenannte Kontinuitdtsgleichung.

Wir iberfiihren diese Gleichung nun in die Differentialform. Wenn wir den
Gavussschen Satz )

$jdf = [divjdV
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auf die rechte Seite von (55,1) anwenden, ergibt sich

f(divj +g§)dV=0.

Diese Gleichung muB fir ein beliebiges Integrationsgebiet gelten, was nur mog-
lich ist, wenn der Integrand verschwindet:

divj + Z_f =0. (55,2)

Dies ist die Kontinuitédtsgleichung in Differentialform.

Stellen wir o durch d-Funktionen nach (54,1) dar, so ist, wie man leicht sieht,
die Kontinuitatsgleichung von selbst erfillt. Der Einfachheit halber werde nur
eine Ladung genommen:

p=¢ed(r—my.
Der Strom j ist dann
j=evd(r—m1y
mit v als Geschwindigkeit der Ladung. Wir bilden nun die Ableitungen z—f .

Bei einer Bewegung der Ladung dndern sich ihre Koordinaten, d. h. ;. Daher
folgt

0o _ 0g owy

ot ory ot
% ist hierin die Geschwindigkeit » der Ladung. Weiterhin ergibt sich daraus,

daB g eine Funktion von  — 7, ist:

e _ b
ory or
Wir haben demnach ’
%: —wvgradp = —divpwv,

da die Geschwindigkeit der Ladung v von 7 unabhéngig ist, d. h. (55,2) ist erfiillt.
In vierdimensionaler Gestalt besagt die Kontinuitatsgleichung das Verschwin-
den der vierdimenionalen Divergenz des Stromvierervektors:
oagr
bak

(55,3)

§ b6. Die zweite Gruppe der MAXWELLschen Gleichungen

Zur Ableitung der Feldgleichungen aus dem Prinzip der kleinsten Wirkung
miissen wir die Bewegung der Ladungen als gegeben voraussetzen und nur die
Potentiale der Felder variieren, die hier die Rolle ,,verallgemeinerter Koordina-
ten* des Systems haben (bei der Herleitung der Bewegungsgleichungen eines

12 EKurzfassung I
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Teilchens haben wir umgekehrt das Feld als gegeben angesehen und die Bahn-
kurve des Teilchens variiert). Die Ableitung wird zweckméaBigerweise vier-
dimensional durchgefiihrt.
Nach dem Gesagten verschwindet die Variation- des ersten Gliedes in (54,5)
und im zweiten darf der Strom j* nicht mitvariiert werden. Somit folgt
68 = — [[ PO A, ._FmaF ]d.Q:O.

Bei der Variation wurde im 2. Glied F** 6F,, = F, 1_61"/5-” beriicksichtigt. Setzen
wir

_ o4, a4,
A
so erhalten wir:
08 = — L [[Liwsa, + Lpo 254, Fr®sa,la0.
c c ' 8x oxs " oy~ ¥

Im zweiten Glied vertauschen wir die Summationsindizes # und » und ersetzen
F»# durch — F#*. Dann sind das zweite und dritte Glied gleich, und wir
erhalten:

1 1. 1 a
= —__ gk [ S
58 = — f{c #od, — L aA,,}dQ
Schreiben wir weiterhin
1 1 2 1 aFuy
ey [ & _ 9 (pw ) il
4n i)x" 6A 47 oz (F78d,) + 4 04, ox¥

und verwenden zur Integration des ersten Gliedes den vierdimensionalen Gauss-
schen Satz (38,3), so erhalten wir:

as___f{ ﬂ+L3F’”}aA a0 -

47 oxr e,

[ F 54, dS,

(56,1)

Unter dem letzten Term versteht man dessen Wert an den Integrationsgrenzen.
Die raumlichen Integrationsgrenzen liegen im Unendlichen, wo das Feld ver-
schwindet. An den Grenzen der Zeitintegration, d. h. zum vorgegebenen An-
fangs- und Endpunkt, muf} die Variation der Potentiale verschwinden, da gemaf}
dem Sinn des Prinzips der kleinsten Wirkung die Potentiale zu diesen Zeitpunk-
ten gegeben sind. Das zweite Glied in (56,1) ist also stets Null, und wir erhalten
die Bedingung fir das Minimum der Wirkung in der Form

f( jn +Lﬂ "F’”)aA A =0.

Wegen der Willkiirlichkeit der Variationen §4, muf} der in Klammern stehende
Integrand verschwinden:
o =L, (56,2)

oxv c
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Wir schreiben diese vier Gleichungen (@ = 0, 1, 2, 3) in dreidimensionaler
Form. Die zweite (v = 1) lautet !

L oF® | eFu | oF* | oF® 4m .

c a ox oy oz c

oder wenn wir die Komponenten von F#* einsetzen

19E, @H,  oH, 4=
, ¢ ot oy oz ¢ Jr

Zusammen mit den fiir 4 = 2, 3 entstehenden Gleichungen kann diese Gleichung
in vektorieller Gestalt geschrieben werden:

1 6E

47,
rOtH—-?E_'_T"' (56,3)

Die erste Gleichung (u = 0) ergibt schlieBlich
divE = 47¢. ' (56,4)

Die Gleichungen (56,3) und (56,4) stellen die gesuchte zweite Gruppe der
MaxweLLschen Gleichungen dar.l)

Zusammen mit der ersten Gruppe bestimmen sie das elektromagnetische Feld
vollstandig und bilden die Grundgleichungen der Theorie dieser Felder, der
Elektrodynamik.

Wir geben nun eine Integralformulierung dieser Gleichungen. Integrieren wir
(56,4) iiber ein beliebiges Raumgebiet, so erhalten wir nach-dem Gaussschen
Satz

[divEdV = ¢ Edf
die Beziehung

PEdf =4z [odV. (56,5)
Der FluB des elektrischen Feldes durch eine geschlossene Oberflache ist also
gleich der mit 4 # multiplizierten Gesamtladung des durch die Oberfliche be-
grenzten Raumgebietes.

Die Integration von (48,3) iiber eine nicht geschlossene Oberfliache liefert mit
dem STokESschen Satz

[rot Hdf = § H dl
die Gleichung

1 0 4z (.
H&:baqu+7J}u. (56,6)
Die GroBe
Lol ' (56,7)
47 ot

1) Die MaxwELLschen Gleichungen fiir das Vakuum mit darin bewegten Punktladungen
wurden von LorENTZ formuliert.

12*
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heilt Verschiebungsstrom. In der Form

4n . 1 oE
9§Hdl =22 (, +E~87)df

geschrieben besagt die Gleicﬁung (56,6), daBl der Wirbel des Magnetfeldes lings
einer beliebigen geschlossenen Kurve, die als Rand irgendeine Flache begrenzt,
gleich der mit 4 z/c multiplizierten Summe des durch die Flache flieBenden
wahren Stromes und des Verschiebungsstromes ist.

Aus den MaxwEeLLschen Gleichungen 148t sich die uns schon bekannte Konti-
nuitatsgleichung ableiten. Bilden wir auf beiden Seiten von (56,3) die Diver-
genz, so folgt

divrotH=22 aivE + 4" divj.
c ot c
Wegen div rot H = 0 und div E = 4 7 p nach (56,4) gelangen wir somit wieder
zu Gleichung (55,2).

§ 67. Energiedichte und Energiestrom

Wir multiplizieren die Gleichung (56,3) mit E, (52,1) mit H und addieren die
beiden erhaltenen Gleichungen:

1 _oE 1 aH
_EZ 4+ _H—=—""jE— (HrotE — ErotH).
cEat c ot c] (H rot B i )

Mit der bekannten vektoranalytischen Formel
divijab] =brota —arotb

schreiben wir diese Beziehung zu

— _(E? 2) — .
2cat(E + H?) ]E div [E H]
oder
o B2 | H?2 . i
< L= e - 57,1
= JE—divS (67,1)

um. Der hier auftretende Vektor

S = %Z[E H] (57,2)

heiflt PoyNTING- Vektor.
Weiter integrieren wir (57,1) iiber irgendein Raumgebiet und wenden auf das
zweite Glied der rechten Seite den Gaussschen Satz an. Es ergibt sich

j Ly = —f]EdV 4§Sdf (57,3)

Erstreckt sich die Integration iiber den ganzen Raum, so verschwindet das
Oberflachenintegral, da das Feld im Unendlichen gegen Null strebt. Ferner
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koénnen wir das Integral [jE dV als Summe Y eoE iiber alle Ladungen im
Felde schreiben und nach (44,7)

d
evE = a@kiu

setzen. (57,3) geht dann in

d ([ B2+ He -
g { f Ly @km} —0 (57,4)

iiber.

Die in Klammern stehende Grofe bleibt daher fiir das aus dem elektromagne-
tischen Feld mit darin sich bewegenden Ladungen bestehende abgeschlossene
System erhalten. Das zweite Glied der Klammer ist die kinetische Energie aller
Teilchen (ihre Ruhenergie ist darin einbegriffen, siehe die Anmerkung auf
Seite 145). Der erste Bestandteil der Klammer ist daher als Eigenenergie des
elektromagnetischen Feldes zu deuten. Die Grofle

E? + H?
8=n

W = 3 (57,5)

die Feldenergie pro Volumeneinheit, ist dann die Energiedichie des elektromagne-
tischen Feldes.

Bei der Integration iiber ein anderes Gebiet verschwindet das Oberflidchen-
integral in (57,3) im allgemeinen nicht und wir miissen diese Gleichungen in der

Form
"’{f E2+H2~dV+Z(&km}=—§Sdf (57.6)

ot 8xn

schreiben, wobei sich das Summenzeichen auf der linken Seite nur auf die Teil-
chen bezieht, die sich innerhalb des betrachteten Gebietes befinden. Links steht
die auf die Zeiteinheit bezogene Anderung der Gesamtenergie von Feld und
Teilchen. Das Integral ¢ S df hat man daher als Energiestrom des Feldes durch
die gesamte Oberfliche des Gebietes zu betrachten, so dafl der PoyNTING-Vektor
S die Dichte dieses Energiestromes ist, d. h. den Energiebetrag angibt, der in der
Zeiteinheit durch das Einheitsoberflichenelement flieB3t.

§ 68. Impulsdichte und Impulsstrom

Ehenso wie die Energie besitzt auch der Impuls des elektromagnetischen Feldes
eine bestimmte rdumlich verteilte Dichte. Den Ausdruck fiir diese Dichte kann
man analog zu der im vorigen Paragraphen durchgefiihrten Ableitung tuber die
Feldstdrken erhalten.

Wir berechnen die zeitliche Ableitung des Integrals

1
fm[EH]dV,
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Wenn wir den Integranden differenzieren und die Ableitungen JE/ot und oH/ot
entsprechend den MaxwegLLschen Gleichungen (52,1) und (56,3) ersetzen, so
erhalten wir:

0 [EHly 1 f[’Eﬂ]dV—kZ:—r-c [i‘iﬂ]dv

ot | 4mec dnc at at
1 1 .
= —E[{[ErotE]-l- [H rot H]} dV——c-~f[]H]dV-

Im ersten Integral wandeln wir den Integranden nach einer Formel der Vektor-
analysis um,

V(@ b) =[arot b] + [brota]l + (al)b + (bV)a,
und erhalten damit:

[E rot E] =—;—I7E2 — (EV)E .
Ferner ersetzen wir

(EV)E = (VE)E — E (VE),

wobei der Term (VE)E so zu verstehen ist, daB der V-Operator auf beide ihm
folgenden Faktoren wirkt. Wenn wir schlieBlich entsprechend der MAXWELL-
schen Gleichung (56,4) VE = div E = 4 7 ¢ setzen, so kénnen wir

[E rot E] =%VE2—(VE)E+47:@E

schreiben. In analoger Weise wandelt man das Produkt [H rot H] um und erhélt,
unter Beriicksichtigung von div H = 0:

(H rot H] = _;. VH: — (VH)H.

Somit folgt

8 [IEH] ;[ 1 (1 o po B
w) inedV = fﬁ{;V(E“FH) (VE)E (VH)H}dV‘

| _f{QE—}-%[jH]}dV. (58,1)

Im Integranden des ersten Integrals wirkt der V-Operator auf alle nach ihm
stehenden Faktoren. GemaB den Lehrsitzen der Vektoranalysis (allgemeine
Formulierung des Gaussschen Satzes) wird dieses Integral in ein Oberflachen-
integral verwandelt, indem man den Operator dV - V' durch das Oberflachen-
element df ersetzt. Das zweite Integral, in dem die Dichte und der Strom der
Ladungen auftreten, schreiben wir um als Summe iiber die punktférmigen
Ladungen, die sich im Innern des vorgegebenen Volumens befinden. Die Glei-
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chung (58,1) kann man somit in der Gestalt

[ [E H) y 1 (E2+ He B _
2 [E8ar = iﬁ{ " 24— B Eap H(de)}

—Xe (E + 1w H]) (58,2)

darstellen. Wird die Integration iiber den gesamten Raum erstreckt, so ver-
schwindet das Integral iiber die (unendlich entfernte) Oberfliche. Der in (58,2)
unter dem Summenzeichen stehende Ausdruck stellt die auf die Ladung wirkende
Kraft dar. Entsprechend der Bewegungsgleichung (44,5) kann man sie durch

die Ableitung ((11_2: des Teilchenimpulses ersetzen. Dann kann man de Gleichung

(58,2) in der Form
o ( [(IEH] ., | B
z {f~4ncdv+2p}—0 (58.,3)

schreiben.

Sie ist offensichtlich Erhaltungssatz fiir den Gesamtimpuls des Teilchen-
systems und des Feldes. Der erste Term in der auftretenden Klammer ist dem-
nach der Impuls des elektromagnetischen Feldes und der Integrand kann als
Impulsdichte angesehen werden; wir bezeichnen sie mit P(m™);

[EH] S

pem) = = (58,4)

Wir sehen, dal3 die Impulsdichte (bis auf den konstanten Faktor 1/c?) mit der
Energiestromdichte des Feldes iibereinstimmt.

Wenn die Integration des linken Teiles von (58,2) iiber ein endliches Volumen

des Feldes durchgefiihrt wird, so verschwindet das Oberflichenintegral nicht.

Wir schreiben es in kompakterer Form, indem wir den dreidimensionalen Tensor

2 2
G {_EiH_ S — B, Ey — H, H,,} (58,5)
47 2
einfithren. Seine Komponenten sind
Ose = g (By + B2 — B2+ Hy + H:— H3), o
il
Ogy'= e (B By + H; Hy)

usw. 3
Der Integrand im Oberflichenintegral von (58,2) ist ein Vektor; mit Hilfe des
Tensors (58,5) schreibt sich seine i-te Komponente in der Form o df,. Somit
erhilt die Vektorgleichung (58,2) der Impulserhaltung in Komponentendar-
stellung die Form

% { f Pem qy 4+ X pi} = s 45 ik Af - (58,6)
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Hieraus wird klar, dal das Integral auf der rechten Seite der Gleichung den
Impulsstrom des Feldes darstellt, der aus dem betrachteten Volumen heraus-
flieBt. Das Produkt o df, ist der Impulsstrom durch das Oberflichenelement
df. Seiner Definition nach zeigt der Vektor df nach auflen in Richtung der
Flichennormalen. Wenn man den Einheitsvektor der Normalen mit N be-
zeichnet, so ist df = Ndf. Damit wird

Oik dfk = oy N df,

Wir sehen, dafl der Vektor mit den Komponenten o Ny die Dichte des Impuls-
stromes in Richtung N darstellt, d. h., es ist der Strom durch die Einheitsflache
senkrecht zu N. Setzen wir o4, aus (58,5) ein, so wird dieser Vektor gleich

411 2
o«

Der Tensor o;; heiBt MAXwWELLscher Spannungstensor. Nach dem weiter oben
Gesagten ist die Komponente ¢, die Stromdichte der i-ten Impulskomponente
in Richtung der Achse 2*. Wie man aus (58,5) sieht, ist der Spannungstensor
symnetrisch (o = Os)-

1 {Ez_Jr_”fN_ E (NE) — H(NII)}. (58,7)
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§ 69. Das Couromssche Gesetz

Fir ein zeitunabhingiges elektrisches (elektrostatisches) Feldnehmen die Max-
weLLschen Gleichungen die Gestalt

divE=4mop, (59,1)

rot E =0 (59,2)
an. Das elektrische Feld leitet sich nur vom skalaren Potential gemif3

E= —grady (59,3)

ab. Setzen wir (59,3) in (59,1) ein, so finden wir die Gleichung, der das Potential
eines elektrostatischen Feldes geniigen muf:

Ap= —4mp. (59,4)

Sie heiBlt PorssoN-Gleichung. Im Vakuum, wo g verschwindet, erfillt das
Potential die LaPLACE-Gleichung

Ap=0. (59,5)

Aus der LarLacEe-Gleichung folgt insbesondere, dafl das Potential weder ein
Maximum noch Minimum besitzen kann. Fiir ein Extremum wére erforderlich,
daB alle ersten Ableitungen von ¢ nach den Koordinaten verschwinden und die
zweiten Ableitungen i d . i s e ein einheitliches Vorzeichen haben. Die

ox? ~ oy® 022
zweite Bedingung ist jedoch unerfiillbar, da dann (59,5) nicht mehr gelten kann.

Wir suchen das von einer Punktladung erzeugte Feld. Aus Symmetrie-
grinden muf} es in jedem Punkte in der Richtung des von der Ladung ausgehen-
den Radiusvektors liegen. Weiter darf aus denselben Griinden der Betrag E des
Feldes nur von der Entfernung R zwischen Aufpunkt und Ladung abhédngen.
Um E zu finden, benutzen wir die Gleichung (59.1) in der Integralform (56,5).
Der FluB} des elektrischen Feldes durch eine Kugelfliche mit dem Radius R um
die Ladung e betrigt 4 # R? E und muf gleich 4 7 e sein. Daraus finden wir

€
E = iis
oder in vektorieller Gestalt

eR
E=—. (59,6)
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Das von einer Punktladung erzeugte Feld ist also umgekehrt proportional dem
Quadrat der Entfernung von der Ladung (CouLoMBsches Gesefz). Das Potential
dieses Feldes ist
e
. 9,7
; (59.7)
Bei einem System von Ladungen ist das von ihnen hervorgerufene Feld nach
dem Superpositionsprinzip gleich der Summe der Felder, die jede einzelne
Ladung erzeugt. Das Potential eines solchen Feldes hat die Gestalt
=yl
s
wo R, die Entfernung von der Ladung e, bis zu dem Punkt bedeutet, an dem
wir das Potential bestimmen wollen. Fiithren wir die Ladungsdichte g ein, so
nimmt diese Gleichung die Gestalt

. =f%dV (59,9)

an, R ist die Entfernung des Volumenelementes d ¥V zum gegebenen Punkt des
Feldes (,,Aufpunkt‘‘).

Setzen wir in (59,4) fir ¢ und ¢ die Werte einer Punktladung, d. h. o = e d(R),
@ = ¢/R, so erhalten wir die Beziehung

A 712_ = —47dR). (59,10)

(59.8)

§ 60. Die elektrostatische Energie eines Systems von Ladungen

Wir wollen nun die potentielle Energie eines Systems von Ladungen bestimmen.
Dazu gehen wir von dem Ausdruck (57,5) fur die Energiedichte des Feldes aus,
der uns fir die gesuchte Energie den Wert

U= f B2 dV
8m
liefert. E ist das von den Ladungen erzeugte Feld, das Integral ist iiber den gan-
zen Raum zu erstrecken. Setzen wir E = — grad ¢ ein, so kénnen wir U folgen-

dermaflen schreiben:
1 1 " 1 .
U=—o [Bgradgdv =— L [aiv@g)av + - [paivEar.

Der erste Term auf der rechten Seite ist nach dem Gaussschen Satz gleich dem
Integral von E @ iiber die das Integrationsgebiet begrenzende Oberfliche. Es
verschwindet, da sich die Volumenintegration iiber den ganzen Raum erstreckt
und das Feld im Unendlichen gegen Null geht. Setzen wir in das zweite Integral
div E = 47 p ein, so ergibt sich der folgende Ausdruck fiir die Energie des
Ladungssystems:

U:%fg(pdV. (60,1)
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Fiir ein System von Punktladungen e, kann man die Integration durch eine
Summierung iiber die Ladungen ersetzen:

1
U= b} 2 €aPas (60,2)

hiéi"in ist @, das Potential, das von allen Ladungen an der Stelle hervorgerufen
wird, wo sich die Ladung e, befindet. ‘
Entsprechend (59,8) sind die Potentiale
€y
AR =

wo R, die Entfernung zwischen den-Ladungen e, und e, bedeutet. Fiir Systeme
punktférmiger Ladungen enthélt dieser Ausdruck ein unendliches Glied, das vom
Potential des Eigenfeldes der Ladung e, herriihrt (das Summenglied mit b = a,
fir das R,, = 0 ist). Entsprechend tritt in dem Ausdruck fir die Energie (60,2)
eine unendliche Konstante auf, die von der gegenseitigen Lage der Ladungen
unabhéngig ist. Dieser Teil der Energie — die potentielle ,,Eigen‘‘-Energie der
Ladungen — ist physikalisch sinnlos (s. weiter unten) und mufl gestrichen wer-
den. Danach bleibt nur die Wechselwirkungsenergie der Ladungen iibrig, die
von deren Lage abhidngig ist. Sie ist gleich

, 1 5
U= 2 2, (60,3)
wo
Po= T 2 , (60,4)
b(%a) “tad

das von allen Ladungen auller e, erzeugte Potential am Punkte der Ladung e,
ist. Wir konnen es auch
r 1 €q €p
U 3 aé'b R (60,5)
schreiben. Insbesondere ist die Wechselwirkungsenergie zweier Ladungen
I € €2
U 7, (60,6)

Wir wenden uns nun wieder der vorher erwiahnten unendlichen Eigenenergie
der mit einer Elementarladung versehenen Teilchen zu. Sie war dadurch ent-
standen, dall wir die Teilchen als punktf6rmig betrachtet haben. Diese Betrach-
tungsweise ist in der klassischen (nicht quantentheoretischen) relativistischen
Theorie schon infolge der grundlegenden Prinzipien der Relativitdtstheorie
unvermeidlich.

Wenn man in der klassischen Theorie von Elementarteilchen spricht, so
meint man Teilchen, deren mechanischer Zustand vollkommen durch die Vor-
gabe aller ihrer Koordinaten und Geschwindigkeiten beschrieben wird. Wenn
ein solches Teilchen ausgedehnt wire, miiite es in jedem Falle als absolut
fester Korper betrachtet werden (d. h. als nicht deformierbarer Kérper), da
mit dem Begriff der Deformation die Méglichkeit zur Verschiebung einzelner
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Korperteile verbundenist. In der relativistischen Mechanik ist aber die Existenz
absolut fester Korper generell unmoglich, was aus den folgenden Uberlegungen
hervorgeht. -

Moge sich der feste Korper durch eine dulere Einwirkung auf irgendeinen
seiner Punkte in Bewegung setzen. Wenn der Korper absolut fest wiare, miilten
sich alle seine Punkte gleichzeitig mit dem Punkt zu bewegen beginnen, der der
Einwirkung ausgesetzt war; im entgegengesetzten Falle wire der Korper defor-
mierbar. Auf Grund der Existenz einer Grenzgeschwindigkeit fiir die Aus-
breitung der Wechselwirkung wird die Einwirkung vom Ausgangspunkt auf die
ibrigen mit endlicher Geschwindigkeit iibertragen, und daher konnen sich nicht
alle Punkte gleichzeitig zu bewegen beginnen. .

Das Elektron miite somit gemdB der Elektrodynamik eine unendliche
,,Eigen‘‘-Energie und folglich auch eine unendliche Masse besitzen. Die physika-
lische Sinnlosigkeit dieses Ergebnisses zeigt, dafl die Elektrodynamik, die eine
logisch geschlossene physikalische Theorie darstellt, beim Ubergang zu hinrei-
chend kleinen Entfernungen widerspruchsvoll wird. Von welcher Groenord-
nung sind nun diese Entfernungen? Es sollte die elektromagnetische Selbst-
energie des Elektrons bei diesenAbstdnden von der Grofenordnung der Ruhmasse
m ¢2 sein. Nehmen wir fur das Elektron einen Radius r, an, so ist seine poten-
tielle Energie e?/r, und aus der Forderung e?/r, ~ m c? finden wir

rom 2. (60,7)
m ¢

Dieser sogenannte ,,Elektronenradius‘‘ r, bestimmt diejenigen Grenzen der
Anwendbarkeit der Elektrodynamik auf das Elektron, die schon aus ihren
eigenen Grundprinzipien folgen. Man mul} jedoch im Auge behalten, dafl die
wirklichen Anwendungsgrenzen der hier dargelegten klassischen Elektrodynamik
infolge der Quantenerscheinungen viel enger gezogen sind.?)

§ 61. Das Feld einer gleichformig bewegten Ladung

Wir suchen das Feld, das von einer mit der Geschwindigkeit V gleichformig
bewegten Ladung e erzeugt wird. Das Bezugssystem K sei unbewegt. Das sich
mit der Ladung bewegende System werde K’ genannt, die Ladung ruhe dabei
im Ursprung von K'. K’ (bzw. e) bewege sich in bezug auf K (mit der Geschwin-
digkeit V) langs der z-Achse, die Achsen y und z seien parallel zu ¥’ und 2’
Zum Zeitpunkt { = 0 mogen die beiden Systeme zusammenfallen. Die im
System K bestimmten Koordinaten der Ladung sind dannz = V¢, y = 2 = 0.
Im System K’ besteht ein elektrostatisches Feld
b eR’
E = W
das magnetische Feld fehlt.

(61,1)

1) Quanteneffekte werden bei Entfernungen der GréSenordnung h/m ¢ wesentlich (h ist
die Prancrsche Konstante).



§ 61. Das Feld einer gleichférmig bewegten Ladung 177

Der Ubergang zum System K wird mit den Formeln (50,5) hergestellt, die
folgende Gestalt annehmen:

B, Hp i (61,2)

":723’ ==t z _V?.
R'aVI - — R? 1/1 - —
c? c?

Wir miissen jetzt R’, 2, y’, 2" durch die Koordinaten z, y, z im System K aus-
driicken.
Aus den Gleichungen der LorENTz-Transformation

xr = 1/] - Zi ’ =Y, 2 =2
62
folgt
7 R*2
R e (61,3)
B
mit
y2 2
R*2=(x_.Vt)2+(1 _F)(yurz). (61,4)
Setzen wir diese Ausdriicke in (61,2) ein, so finden wir
V2\ eR
E=(1 *c_z)”ﬁ’ (61,5)

wobei R der Radiusvektor von der Ladung e zum Aufpunkt z, y, z ist (seine
Komponenten sind x — V ¢, y, 2).

Diesen Ausdruck fiir E kann man umschreiben, indem man den Winkel 0
zwischen der Bewegungsrichtung und der Richtung von R einfiihrt. Offen-
sichtlich ist y2 4+ 22 = R? sin? §, und wir erhalten daher fir R*2:

R*2 — R2(1 — Esinze) .
cz

Fir E folgt also
17
E=%2_— = _ (61,6)

RS 2 3/2 °
= (l - V‘z sin? B)
c

" Bei festen Entfernungen R von der Ladung wichst der Betrag der Feld-
stirke B, wenn 6 von 0 bis /2 zunimmt (bzw. von = auf 7/2 abnimmt). Seinen
kleinsten Wert hat das Feld in den Richtungen parallel zur Bewegung (6 = 0, x);
er betrigt :

E :i(l—f).
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Der Maximalwert wird senkrecht zur Bewegungsrichtung erreicht (0 = x/2):

Bei einer VergréBerung der Geschwindigkeit wird E|| kleiner und E | groBer.
Wir konnen dies anschaulich so ausdriicken, dafl das Feld einer bewegten
Ladung in der Bewegungsrichtung ,,abgeplattet’‘ ist. Fiir nahe bei der Licht-
geschwindigkeit liegende V ist der Nenner in (61,6) in einem kleinen Winkel-
intervall um 6 = 5/2 sehr klein. Die GroBe dieses Intervallsist von der Ordnung

A6 Nl/l B
62

Das elektrische Feld einer schnell bewegten Ladung ist also nur in einem engen
Winkelbereich in der Nihe der Aquatorialebene von Null verschieden. Der

Umfang dieses Bereichs fillt mit wachsendem V wie J/'1 — V2/c2.
Das Magnetfeld im System K ist nach (50,7)

H = i [VE]. (6L,7)

Fiir kleine Geschwindigkeiten V <c¢ ist das elektrische Feld nidherungsweise
durch das gewohnliche CouLomBsche Gesetz E = e R|/R® gegeben und das
Magnetfeld daher

e [VR]
H = T (61,8)
Aufgabe

Man bestimme im System K die Wechselwirkungskraft zwischen zwei Ladungen, die
sich mit den gleichen Geschwindigkeiten V bewegen.

Losung. Die gesuchte Kraft F berechnen wir als die auf die eine Ladung (e,) wirkende
Kraft in dem Feld, das von der anderen Ladung (e,) erzeugt wird. Wegen (61,7) haben wir

e V2 e
F=e¢E+ 71[17112] e (1 - _62_)122 +c_; V(VE,).

Setzen wir hier E, aus (61,6) ein, so erhdlt man fiir die Kraftkomponenten in Bewegungs-
richtung (F,) und senkrecht dazu (F,):

2 2\2
(1 = V_2) giig B (1 - Y?) sin 6
€y €, C €, € C
F, =% . F, =%
2 2 3/2 v 2 2 3,
(l —rV_ssin2 0) % (l —Lsin29)
pe) c?

R ist der Radiusvektor, der von e, nach e, weist, 6 der Winkel zwischen R und V.

§ 62. Das Dipolmoment

Wir untersuchen das Feld eines Systems von Ladungen in Entfernungen, die
groBl im Vergleich zum Durchmesser des Systems sind.
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Das Koordinatensystem wihlen wir so, daB der Ursprung innerhalb des
Systems liegt. Der Radiusvektor der einzelnen Ladungen sei 7,. Das von allen
Ladungen im Punkte mit dem Radiusvektor R, (dem Aufpunkt) hervorgerufene

- Feld ist:

e .

LR A et

(die Summierung erstreckt sich iiber alle Ladungen). R, — r, ist der Radius-
vektor von der Ladung e, zum Aufpunkt.

Dieser Ausdruck ist nun fir groBe R, (R,> 7,) zu untersuchen. Wir ent-
wickeln ihn dazu in eine Reihe nach Potenzen von 7,/R, unter Benutzung der
Formel '

f(Ry — 1) ~ f(Rg) — r grad f(Ry)
(die Operation grad bezieht sich auf die Aufpunktkoordinaten). Bis auf Glieder
hoherer Ordnung haben wir dann

@ = ET:“ — e, grad%o. (62,2)
Die Summe

d= e, (62,3)

wird als Dipolmoment des Systems bezeichnet.

Wesentlich ist die Tatsache, daBl das Dipolmoment von der Wahl des Ko-
ordinatenursprungs unabhingig ist, wenn die Summe J' ¢, aller Ladungen ver-
schwindet. Es seien #, und r, die Radiusvektoren ein und derselben Ladung in
zwei verschiedenen Koordinatensystemen, die durch

r,=1r,+a
verbunden sind (e ist ein beliebiger konstanter Vektor). Ist daher 3 e, = 0, so
ergibt sich fiir das Dipolmoment in beiden Systemen derselbe Wert
d=Jer,=Ye¢gr,+taYe=d.
Speziell fiir ein System aus zwei Ladungen entgegengesetzten Vorzeichens (+ e)
betrigt das Dipolmoment d = e r, wobei 7 der Radiusvektor von der Ladung
— e zur Ladung + e ist.
Bei verschwindender Gesamtladung ist das vom System erzeugte Potential
in grofen Entfernungen

— 1 _ dR,
P = dVRo — Rg (62’4)
Die Feldstéirke ergibt sich zu
- drR, 1 . 1
E = — grad B R grad (dR,) — (dR,) grad i
oder schliefilich
__3(rd)n —d
E = & (62,5)

mit n als Einheitsvektor in Richtung R,.
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Das Potential eines Feldes, das von einem System mit verschwindender
Gesamtladung erzeugt wird, ist also in groBen Entfernungen dem Quadrate und
die Feldstdrke der dritten Potenz der Entfernung umgekehrt proportional. Es
besitzt Axialsymmetrie um die Achse d, die im weiteren die z-Achse des -
Koordinatensystems darstellt. In einer Ebene, die die z-Richtung enthélt, sind die
Komponenten des Vektors E

3 cos?0 — 1 3 sin 6 cos 0
E,=d B E,=d R (62,6)
Die radialen und tangentialen Komponenten in dieser Ebene sind
2 cos 0 sin 6
ER = d Rg N Eo = — d Rg . (62,7)
§ 63. Das Quadrupolmoment

In der Entwicklung des Potentials nach Potenzen von 1/R,
p=¢® £ ¢ f @ 4 ... (63,1)

ist das allgemeine Glied ¢! proportional zu 1/R?*!. Wie wir sahen, wird der
erste Term ¢/® durch die Summe der Ladungen bestimmt, der zweite ¢*) (das
sogenannte Dipolpotential) durch das Dipolmoment.

Der dritte Term der Entwicklung ist

=0 ] e 1

(p()_EZ‘exikaRo. (63,2)
Die Summation erstreckt sich wieder iiber alle Ladungen; wir lassen dabei an
e den Index, der die einzelne Ladung kennzeichnet, fort. z; sind die Kompo-
nenten des Vektors r, X, die des Vektors R,,.
Dieser Beitrag zum Potential wird als Quadrupolpotential bezeichnet. Sind
die Gesamtladung und das Dipolmoment eines Systems Null, so beginnt die
Entwicklung mit diesem Glied ¢/2.

In den Ausdruck (63,2) gehen die 6 GroBen 3 e x; x, ein. Man sieht jedoch
leicht, daB das Feld in Wirklichkeit nicht von 6, sondern nur von 5 unabhéngigen
GroBen abhdngt. Dies ergibt sich daraus, daB die Funktion 1/R, die LAPLACE-
Gleichung erfullen muf3:

1 o2 1

Ad—=08; - —=0.
R, 6‘”@)(,. X, R,

Wir kénnen ¢® in der Form

(p(2)=L2e :cxk-—lrzém e
2 ! 3 X, 0Xy R,

schreiben.
Der Tensor

Dy = X e(3aixe — r* o) , (63,3)
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heillt Quadrupolmoment des Systems. Aus der Definition von Dy folgt, daB die
Summe seiner Diagonalkomponenten Null ergibt:

D” =S 0 . (63)4)

Der symmetrische Tensor D;; hat daher nur 5 unabhéngige Komponenten. Mit
seiner Hilfe konnen wir
Dy o 1

6 0X;0X.R, (68:9)

(p(2) =

schreiben oder, wenn wir die Ableitung ausfiihren,
# 1 _3XX, &,

80X, 0X, R, R: R}

und schlielich, wenn wir beriicksichtigen, daBB wegen (41,4) d;x Dy = Dy; = 0
ist, auch
Dipngn
2) = i 0T
@ SR (63,6)
Wie jeder symmetrische dreidimensionale Tensor kann D;; auf Hauptachsen
transformiert werden. Infolge der Bedingung (63,4) sind dann im allgemeinen
Fall nur zwei der drei Hauptwerte unabhingig. Sind die Ladungen symmetrisch
in bezug auf irgendeine Achse (z-Achse) verteilt!), so ist sie eine Hauptachse des
Tensors. Die Lage der beiden anderen Achsen in der zy-Ebene ist beliebig. Alle
drei Hauptwerte hingen durch

D, = Dw = - %Dzz (6377)

miteinander zusammen. Bezeichnen wir die Komponente D,, mit D (D wird in
diesem Fall einfach Quadrupolmoment genannt), so erhalten wir das Potential in
der Gestalt

D
¢ = 7 B cos? 6—1), (63.8)

wo 0 der Winkel zwischen R, und der z-Achse ist. Man weist auf &hnliche Weise
wie im letzten Paragraphen fir das Dipolmoment nach, dal das Quadrupol-
moment des Systems von der Wahl des Koordinatenursprungs unabhéngig ist,
wenn sowohl die Gesamtladung als auch das Dipolmoment des Systems ver-
schwinden.

Die weiteren Glieder der Entwicklung (63,1) lassen sich nun in analoger Weise
wie (63,2) bilden. Das I-te Glied wird durch einen Tensor I-ten Ranges, den soge-
nannten Tensor des 2!-Polmomentes, bestimmt, der in allen Indizes symmetrisch
ist und bei Kontraktion iiber ein beliebiges Indexpaar verschwindet. Es lat
sich zeigen, daB ein solcher Tensor 2! 4 1 unabhidngige Komponenten hat.

1) Wir betrachten eine Symmetrieachse beliebiger Ordnung groer als 2.

13 XKurzfassung I
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Aufgabe

Man bestimme das Quadrupolmoment eines Ellipsoides mit homogener Ladungsdichte
beziiglich seines Zentrums.
Losung. Wir ersetzen die Summation in (63,3) durch die Integration iiber das Volumen
des Ellipsoides und haben
Dyv=0//S (222 —y* — 22)dz dy dz

usw. Die Integration iiber das Volumen des Ellipsoids kann durch die Integration iiber ein
Kugelvolumen ersetzt werden, wie dies in der Aufgabe 2e des § 25 geschah. Als Ergebnis
finden wir:

Dyp= ;(2a2—b2——c“‘), Dy,,=€e(2b2—a2——cz),
e
Dzz=—5'(262—a2—b2),

wo e = %; -a bcp die Gesamtladung des Ellipsoides ist.

§ 64. Ein System von Ladungen in einem duferen Feld

Ein System von Ladungen befinde sich in einem dufleren Feld mit dem Poten-
tial (). Die potentielle Energie jeder Ladung ist dann e, ¢(1,) und die gesamte
potentielle Energie des Systems betragt

B == 2 i) = (64,1)

Wir wihlen wieder den Ursprung des Koordinatensystems irgendwo innerhalb
der Ladungen. 7, ist in diesen Koordinaten der Radiusvektor der Ladung e,.

Das duflere Feld andere sich, wie wir annehmen wollen, nur wenig auf einer
Strecke von der Grofle des ganzen Systems der Ladungen, es sei also quasi-
homogen beziiglich dieses Systems. Wir konnen dann die Energie U in eine
Potenzreihe nach 7, entwickeln. In dieser Entwicklung

U=U® 4+ U0 4 UD 4 ... (64,2)
ist das erste Glied
U=g,5 ¢ (64,3)

und @, das Potential am Ursprung. In erster Naherung ist die Energie also die
eines Systems, in dem sich alle Ladungen an einem Punkte (im Koordinaten-
anfangspunkt) befinden. .

Das zweite Glied der Entwicklung lautet

om = (gra'd o 2 e,
Mit dem Dipolmoment & des Systems und E, als Feldstirke am Koordinaten-
ursprung gilt

UW = — dE, . (64,4)
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Die Gesamtkraft, die auf das System in einem quasihomogenen duBeren Feld
wirkt, betragt in der betrachteten Naherung

F =E, } ¢, + (grad dE), .

Bei verschwindender Gesamtladung verschwindet auch das erste Glied und es
bleibt
F=dV)E, (64,5)
d. h., die Kraft hiangt von der Ableitung der Feldstirke (am Koordinaten-
ursprung) ab. Das Drehmoment aller auf die Ladungen wirkenden Krafte ist
in erster Naherung

K= 3 [r,- e, E) = [dE,] (64,6)

hangt also von der Feldstarke ab.

Es seien zwei Systeme mit jeweils verschiedenen Gesamtladungen und den
Dipolmomenten d; und d, gegeben, deren Durchmesser klein im Vergleich zu
ihrem Abstand sind. Wir wollen die potentielle Energie U ihrer Wechselwirkung
bestimmen. Man hat dazu ein System als im Felde des anderen befindlich anzu-
sehen und erhélt

U= —d,E,,
wo E, die Feldstirke des ersten Systems ist. Fir E, setzen wir den Ausdruck
(62,5) ein und finden
d,d, —3(d,n)(d,n .
U= 1% 1(231 ) (d, )’ (64,7)
n ist der Einheitsvektor in Richtung der Verbindungslinie beider Systeme.
Falls bei einem System die Summe der Ladungen nicht verschwindet (sondern
e ist), erhalten wir auf entsprechende Weise
dn
U=e¢e T (64,8)
# ist der vom Dipol zur Ladung gerichtete Einheitsvektor.
Das néchste Glied der Entwicklung (64,1) ist
1 2%
(2) — — (]
U 2262}19}"; axtaxk.
(Wie schon im § 63 lassen wir auch hier die Indizes fort, die die einzelnen La-
dungen kennzeichnen.) Die zweiten Ableitungen des Potentials sind am Koordi-
natenursprung zu nehmen. Nun erfiillt ¢ die LAPLACE-Gleichung

% a’(p_

= = Ok
ox}

—=0. :
‘8x¢8xk ‘

Wir kénnen daher

1 o% 1y
U = - g e(zi2e — - Oie1?).
2 oz, oz, ) ' 8 el

13*
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oder schliefllich

D 02
@ — Zik 0o
U 6 69:1 69:,, ' . (64,9)
schreiben.
§ 66. Das zeitunabhingige Magnetfeld

Wir betrachten ein Magnetfeld, das von Ladungen hervorgerufen wird, die
sich zu allen Zeiten in einem endlichen Raumbereich bewegen, wobei ihre Impul-
se auch immer endlich bleiben sollen. Eine solche Bewegung ist stationir, und
wir interessieren uns fiir den zeitlichen Mittelwert des Magnetfeldes. Dieses
mittlere Feld H hangt dann nur noch von den Ortskoordinaten, nicht mehr von
der Zeit ab und ist daher statisch.

Um die Gleichungen zu finden, denen das gemittelte Magnetfeld geniigen muf3,
mitteln wir die MaxwEeLLschen Gleichungen

divH =0, rotH— '%F 47,
c ot

iber die Zeit. Die erste ergibt einfach
divH=0. (65,1)

In der zweiten Gleichung verschwindet der Mittelwert der Ableitung i;_ltE , wie

der jeder Zeitableitung einer Grofle, die sich nur innerhalb eines beschrinkten
Intervalles 4ndern kann.!) Die zweite MaxwELLsche Gleichung hat dann die
Gestalt

rotH = 47”3‘. (65,2)

Diese beiden Gleichungen bestimmen das zeitunabhingige Magnetfeld H.
Das mittlere Vektorpotential fithren wir durch

rotr‘l :ii

ein. Setzen wir esin (65,2) ein, so erhalten wir

grad div 4 — Aj=4”;.

c

1) Es sei f eine derartige GroBe. Dann ist der Mittelwert der Ableitung df/d¢ iiber ein
bestimmtes Zeitintervall 7' ’

T ¢ )
¢v£=if,did,;:£@ —~ 80}
& T @ T
0

Sofern sich f(7') nur innerhalb endlicher Grenzen verindert, strebt dieser Mittelwert bei
unbeschrinkter GroBe 7' tatsdchlich gegen Null.
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Wie wir wissen, ist das Vektorpotential nicht eindeutig bestimmt und kann
daher einer Bedingung unterworfen werden. Wir wihlen es so, daBl

divd =0 (65,3)

gilt. Die Gleichung fiir das Vektorpotential eines statischen Magnetfeldes ge-
winnt dann die Gestalt

44 = -=Zj, (65,4)

Die Losung dieser Gleichung ist leicht zu finden, da (65,4) der PoissoN-Glei-
chung (59,4) fiir das skalare Potential des elektromagnetischen Feldes vollig

entspricht. Anstelle der Ladungsdichte g steht hier die Stromdichte jjc. In
Analogie zur Losung (59,9) der PorssoN-Gleichung konnen wir sofort

A_?fﬁdV (65,5)

schreiben. R ist die Entfernung vom Aufpunkt zum Volumenelement dV.

In (65,5) konnen wir vom Integral zur Summe dadurch iibergehen, dafl wir j
durch g @ ersetzen und alle Ladungen als punktformig ansehen. Dabei hat man
zu beachten, daBl R in dem Integral (65,5) lediglich eine Integrationsvariable ist

und daher der Mittelung nicht unterliegt. Schreiben wir dagegen statt f I%'dV
die Summe }7 % , soist B, hier der Radiusvektor der einzelnen Ladungen, der

a
sich bei ihrer Bewegung dndert. Wir miissen also

— 1 Legv,
A=_X-% (65,6)

setzen, wo iiber den gesamten unter dem Querstrich stehenden Ausdruck zu
mitteln ist. N
Bei bekanntem A ergibt sich fur die Feldstarke

H = rot A = rot lfidV.
c R

Die Operation rot bezieht sich auf die Koordinaten des Aufpunktes. Wir konnen

also rot unter das Integral ziehen; j ist gegeniiber dieser Ableitung eine Kon-
stante. Wenden wir die Formel

rot fa = frote 4 [gradf - a] ,
die fiir einen beliebigen Skalar f und einen beliebigen Vektor e gilt, auf das Pro-
dukt ; 11? an, so finden wir

i_ 1 =%
rotﬁ—[gradf ]]— 7



186 Kapitel XII. Das zeitunabhingige elektromagnetische Feld
und damit

E:if
c

(der Radiusvektor R ist vom Volumenelement d V aus zum Aufpunkt gerichtet).
Dies ist das sogenannte BioT-Savartsche Gesetz.

jR Rlay (65,7)

§ 66. Das magnetische Moment

Hier untersuchen wir das mittlere Magnetfeld, das von einem System stationar

sich bewegender Ladungen erzeugt wird, in groen Entfernungen vom System.
Der Anfangspunkt des Koordinatensystems, das wir benutzen, liege wieder

wie in § 62 innerhalb des Systems der Ladungen; ebenso sei 1, wieder der

Radiusvektor der einzelnen Ladungen und R, der Radiusvektor des Aufpunk-

tes, in dem wir das Feld bestimmen wollen. Dann ist R, — », der Radiusvektor

von der Ladung e, zum Aufpunkt. Nach (65,6) gilt fir das Vektorpotential

s

a='y

¢ Ry — 7 )

(66,1)

Ebenso wie in § 62 entwickeln wir diesen Ausdruck nach Potenzen von »,. Bis
auf Glieder erster Ordnung haben wir (der Index a ist kiirzehalber fortgelassen)

o 1 D A |
A_G_R_O-Zev—CZev(¢VE-).

Im ersten Glied 148t sich

Zei:%Zer

schreiben. Der Mittelwert der zeitlichen Ableitung der sich innerhalb endlicher
Grenzen dndernden GroBe Y e r verschwindet. Fiir A bleibt der Ausdruck

S e ey w SN QT
. _.E,zev(o V-EO-) = w2 ev R
ubrig, den wir wie folgt umformen. Mit ¥ = 7 ergibt sich (da R, ein konstanter
Vektor ist)

1 d

SeRyv)v =5 o Fer(R) + Te[vRy) — (0 Ro)].

Der Mittelwert des ersten Gliedes verschwindet (als Zeitableitung) beim Ein
setzen in den Ausdruck fir A, und wir erhalten

Der Vektor

1
m=_— Se[rv] (66,2)
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wird magnetisches Moment des Systems genannt. Mit ihm folgt
Z=WR.,]=[V i-Tn]. (66,3)

Ausdem Vektorpotential 148t sich leicht die magnetische Feldstérke ermitteln.
Die Formel

rot[ab]= (b V)a—(ap)b + adivb — bdive

ergibt
- — R — .. R — R
H=rot[mR—g°] = mdlvR—g —(m V)R—g.
Weiter ist
divBe — R, grad L + L divR, =0
7~ Rograd g + grivRo =

und
T N , __ 1\ _m 3R, (mR,)
(m V)Ingng(m VYR, + R, (mVI—Z?)_-—‘i’Rg—O’
so daB sich schlieBlich

H 3n (mn) —m

.. 0 Rl (66,4)

ergibt, wo n wieder der Einheitsvektor in der Richtung R,ist. Man erkennt, daB
sich das Magnetfeld durch das magnetische Moment ebenso ausdriickt, wie das
elektrische Feld durch das Dipolmoment (siehe (62,5)).

Haben alle Ladungen des Systems dasselbe Verhéaltnis Ladung zu Masse, so
kénnen wir

m:%Z‘e[rv]=—2;—02m[rv]

schreiben. Ist weiterhin die Geschwindigkeit aller Ladungen » << ¢, so stellt m v
den Impuls p dar, und wir erhalten .

=5 yr =
m—QmCZ'[rp] 2mclVI_ (66,5)

wo M = 3 [r p] der mechanische Drehimpuls des Systems ist. In diesem Falle
ist das Verhdltnis von magnetischem zu mechanischem Moment konstant und
gleich ¢/2 m c.

Aufgabe

Man bestimme das Verhidltnis von magnetischem zu mechanischem Moment fiir ein
aus zwei Ladungen bestehendes System (die Geschwindigkeiten seien klein gegeniiber der
Lichtgeschwindigkeit).

Losung. Wir legen den Koordinatenursprung in den Schwerpunkt der beiden Teilchen
und haben dann m,», 4+ myr, = 0 und p, = — p, = p, wo p der Impuls der Relativ-
bewegung ist. Mit diesen Beziehungen finden wir

1 (e e m,m
m=_ _12 _22 S S W
2¢\m?  ml] my;+ m,
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§ 67. Die Larvor-Priizession

Ein System von Ladungen befinde sich in einem duBleren homogenen magneto-
statischen Feld.
Das Zeitmittel der auf das System wirkenden Kraft

F=xiivHl=5 X% (vH)

verschwindet, da es ein Mittelwert iiber die zeitliche Ableitung einer beschrankt
verdnderlichen Grofle ist. Dagegen ist das Mittel iiber das Drehmoment der
Kraft

A

K=} — [v[vH]]
von Null verschieden. Wir konnen es durch das magnetische Moment des Sy-
stems ausdriicken und schreiben dazu

K=3° (orH) —Hpwr) =3 ° {v(rH) ! HirZ} .

c c 2 dt

Bei der Mittlung ergibt das zweite Glied Null, so dal

K=3"°orH) = Ye{owrH —rvH)

folgt (die letzte Umformung entspricht der bei der Herleitung von (66,3)
durchgefiihrten) oder schlieBlich

K= [mH]. (67,1)
Man beachte die Analogie mit der entsprechenden Formel (64,6) fiir den elek-
trischen Fall.

Wir betrachten nun ein System von gleichartig geladenen Teilchen mit be-
schrinkter Bewegung und mit Geschwindigkeiten » <¢ in einem zentral-
symmetrischen Feld erzeugt von einem unbewegten Teilchen (sagen wir, ein
System von Elektronen im Atom im Feld des Kerns). Nehmen wir an, daf} sich
dieses System in einem schwachen homogenen Magnetfeld befinde.

Bei Abwesenheit eines duleren Feldes wiirde das gesamte mechanische Mo-
ment M des Systems konstant bleiben. Das schwache Magnetfeld fithrt zu
einer langsamen zeitlichen Anderung von M. Betrachten wir den Charakter die-
ser Anderung. Um dabei den EinfluB der schnellverinderlichen Grundbewegung
der Ladungen im System auszuschliefen, mitteln wir M uber die Periodendauer
dieser Bewegung.

Nach einer bekannten Gleichung der Mechanik (s. (27,3)) ist

@ =
wobei K das Drehmoment der auf das System wirkenden duBleren Kraft ist
(gemittelt iiber dasselbe Zeitintervall wie M). Mit (67,1) und (66,5) erhalten wir:

K=[mH)]= ;W'[JVTH].
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Wir kénnen daher schreiben

dM
= = [£2 M) (67,2)

mit

Q=_"_H. (67.3)
2me

Die Gleichung (67,2) besagt, daB der Vektor M (und mit ihm das magnetische
Moment m) mit der Winkelgeschwindigkeit — £2 um die Feldrichtung rotiert.
Dabei bleiben sein Betrag und sein mit dem Feld gebildeter Winkel ungeéndert.
Diese Erscheinung heit LARMOR-Prdzession und die Winkelgeschwindigkeit
(67,3) — LARMOR- Frequenz.

Wir konnen jetzt genauer formulieren, was wir weiter oben unter einem hin-
reichend schwachen Feld verstanden haben: die LARMOR-Frequenz {2 muf klein
sein gegeniiber den Frequenzen, die bei der beschrinkten Eigenbewegung der
Ladungen im System auftreten. Es ist offensichlich, daBl es nur unter solchen
Bedingungen einen Sinn hat die zeitliche Anderung des Moments zu betrachten,
wie dies weiter oben durch Mittelung geschehen ist.
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§ 68. Die Wellengleichung

Das elektromagnetische Feld im Vakuum gehorcht den MaxweLLschen Glei-
chungen, in denen p = 0, j = 0 zu setzen ist. Sie lauten dann

1 oH .
rotE=—7 T divH=0, (68,1)
1 0E .
rot H = B divE=0. (68,2)

Diese Gleichungen konnen von Null verschiedene Losungen besitzen. Das be-
deutet, daBl es auch elektromagnetische Felder bei Abwesenheit von Ladungen
geben kann. '

Ein derartiges elektromagnetisches Feld, das im Vakuum ohne Ladungen
existiert, wird elektromagnetische Welle genannt. Wir wollen hier die Eigen-
schaften dieser Felder untersuchen.

Zunéchst ist zu bemerken, daf ein Feld dieser Art unbedingt verdnderlich sein
mufl. Gilt namlich 0H/ot = 0E/[ot = 0, so gehen (68,1) und (68,2) in die Glei-
chungen (59,1), (59,2) und (65,1), (65,2) fir statische Felder iiber, in denen jedoch
jetzt o und j verschwinden. Dann sind aber auch die durch (59,9) und (65,5)
gegebenen Losungen dieser Gleichungen Null.

Wir leiten nun Gleichungen fiir die Potentiale elektromagnetischer Wellen ab.
Wegen der Nichteindeutigkeit der Potentiale kann man ihnen, wie wir wissen,
immer eine Zusatzbedingung auferlegen. Wir wihlen sie hier so, dall das skalare
Potential verschwindet:

¢g=0. (68,3)
Dann ist
1 24

E=———, H=rotA. (68,4)

Setzen wir diese beiden Ausdriicke in die erste Gleichung von (68,2) ein, finden
wir

1 924
c® at?

rotrot A = — 44 + graddivA = — (68,5)

Obwohl wir bereits eine Bedingung gestellt haben, ist das Vektorpotential 4
immer noch nicht eindeutig, denn man kann zu 4 den Gradienten einer beliebi-
gen zeitunabhingigen Funktion addieren (dabei dndert sich ¢ nicht). Dies gibt
uns die Moglichkeit,

divd=0 (68,6)
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als weitere Bedingung zu fordern. Setzen wir ndmlich E aus (68,4) indivE = 0
ein, so folgt

. 04 o ..
dIVW="atd1VA=0,

d. h., div 4 héngt nur von den Ortskoordinaten ab. div A4 148t sich daher immer
dadurch zum Verschwinden bringen, daBl wir zu A den Gradienten einer geeig-
neten zeitunabhéngigen Funktion hinzufiigen.
(68,5) erhélt dann die Gestalt
1 924

44 - 522 — 0. (68,7)

Diese Gleichung fir das Potential einer elektromagnetischen Welle heit ’ ALEM-
BERT- oder Wellengleichung.

Wenden wir auf (68,7) die Operationen rot und 9/d¢ an, so stellen wir fest, daB3
die Feldstarken E und H ebenfalls der Wellengleichung gehorchen.

§ 69. Ebene Wellen

Wir betrachten den Spezialfall elektromagnetischer Wellen, bei dem das Feld
nur von einer Ortskoordinate, etwa « (und von der Zeit) abhangt. Solche Wellen
werden als eben bezeichnet. Die Feldgleichung lautet dann

*f *f )
W_ c? *(,};2= 0, (69,1)

[ ist eine beliebige Komponente von E oder H.
Um diese Gleichung zu l6sen, schreiben wir sie in der Gestalt

0 [ 4 0
(%_ Cﬁ)(a?+ °a)f= L
und fithren die neuen Veridnderlichen
= x ..

ein mit der Umkehrung

1 c

t=5Mm+8, =5 —§&.
Dann ist

m@_ . i 4 9 o 1/@ 4

%= 2 \at Ca)’ e "é‘(’éﬁ Ca)
und die Wellengleichung erhalt die Gestalt

2
& 0.

EX
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Die Losung hat die Gestalt
[ =hHE) + ),

wobei f; und f, beliebige Funktionen sind.
Die gesuchte Losung lautet daher

Fnfe=2) e+ 2). w02

Es seietwa f, = 0, so daB sich fauf f; (! — z/c) reduziert. Wir wollen uns die
Bedeutung dieser Losung iiberlegen. In jeder Ebene z = const dndert sich das
Feld mit der Zeit, und zu jedem Zeitpunkt hdngt es von z ab. Es besitzt fir alle
diejenigen Ortskoordinaten z und Zeitpunkte ¢ denselben Wert, die die Bedin-
gung ¢t — x/c = const oder

x = const + ¢t

erfilllen. Dies bedeutet: Hat das Feld zu irgendeiner Zeit, etwa ¢ = 0, an einem
beliebigen Raumpunkt x einen bestimmten Wert, so besitzt es nach der Zeit ¢
denselben Wert an einem Punkt, der sich in der Entfernung ¢ ¢ vom urspriing-
lichen Punkt auf der x-Achse befindet. Wir konnen somit sagen, daBl sich die
elektromagnetischen Feldwerte lings der x-Achse mit der Geschwindigkeit ¢
ausbreiten.

fi (¢ — zc) ist daher eine ebene Welle, die auf der z-Achse in positiver Rich-
tung entlanglauft. f, (! + z/c) ist dann offensichtlich eine Welle, die sich in der
umgekehrten Richtung bewegt.

Im vorigen Paragraphen wurde gezeigt, da man die Potentiale einer elektro-
magnetischen Welle immer so wahlen kann, daBl ¢ = 0 und div 4 = 0 gilt.
Wir wollen auch die Potentiale der hier betrachteten ebenen Welle auf diese
Weise festlegen. Die Bedingung div 4 = 0 ergibt

04,

ox ’

da alle GroBen von y und z unabhingig sind. Nach (69,1) haben wir dann auch
24,
ot?
Feld, und wir sehen, dal eine von Null verschiedene Komponente A4, hier die
Existenz eines longitudinalen statischen elektrischen Feldes bedeuten wiirde.
Ein derartiges Feld hitte aber keine Beziehung zu einer Welle und wir setzen
daher A4, = 0.

Das Vektorpotential einer ebenenWelle kann also immersenkrecht zur z-Achse
gewihlt werden, d. h. senkrecht zur Ausbreitungsrichtung dieser Welle.

Eine ebene Welle pflanze sich in Richtung der positiven z-Achse fort. Alle die
Welle charakterisierenden GroBen, insbesondere 4, sind dann nur Funktionen
von ¢ — z[c. Aus der Gleichung

24 A
=0, d. h. 76; = const. Nun ergeben die Ableitungen = das elektrische

1 34
E=_——

cg, H=rot A
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erhalten wir daher

E:-%Ag H=WM=PO—%yA1=—%MWL
(69,3)

wo der Strich die Ableitung nach ¢ — z/c bedeutet und n den Einheitsvektor der
Ausbreitungsrichtung der Welle darstellt. Wir setzen die erste Gleichung in die
zweite ein und finden

H=[nE]. (69,4)

Das elektrische Feld E und das Magnetfeld H einer ebenen Welle stehen somit
senkrecht auf der Ausbreitungsrichtung dieser Welle. Die elektromagnetischen
Wellen werden daher als transversale Wellen bezeichnet. Weiter entnimmt man
aus (69,4), daB die elektrische und magnetische Feldstarke aufeinander senkrecht
stehen und denselben Betrag haben.

Der Energiestrom einer ebenen Welle, d. h. ihr Poy~NTING-Vektor, ist

_° g ° 1
S = 47:[EH]_47!E n—4nH n.

Die Energiestromung erfolgt also in der Ausbreitungsrichtung der Welle. Mit der
E2
Energiedichte W = %(E2 + H?) = T konnen wir

S=cWn : (69,5)

schreiben, in Ubereinstimmung damit, daB sich das Feld mit Lichtgeschwindig-
keit ausbreitet.

Der Impuls des elektromagnetischen Feldes betragt pro Volumeneinheit S/c?,
bei der ebenen Welle also (W /[c) n. Es sei darauf hingewiesen, daB das Verhéltnis
zwischen der Energie W und dem Impuls W/c der Welle dasselbe ist wie bei Teil-
chen, die sich mit Lichtgeschwindigkeit bewegen (siehe (39,12)).

Der Impulsstrom des Feldes ist durch die Komponenten o;; (58,5) des Max-
wELLschen Spannungstensors bestimmt. Wéhlen wir zunéchst als Ausbreitungs-
richtung der Welle die z-Achse, so ergibt sich als einzige von Null verschiedene
Komponente

Opz = w. (69:6)

Auch der Impulsstrom hat daher die Richtung der Wellenausbreitung und ist
gleich der Energiedichte.

Aufgabe

Man bestimme die auf eine Wand (mit dem Reflexionsvermégen R) wirkende Kraft,
wenn an ihr eine elektrische Welle reflektiert wird.

Loésung. Die auf die Flicheneinheit der Wand wirkende Kraft f ist gleich dem Impuls-
strom durch die Fldche, also gleich dem Vektor

fi=0ix Np + 051 N,
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wo N der Normalenvektor der Wandfliche und o4 und o; ;die Komponenten des Tensors
der einfallenden und reflektierten Welle sind. Mit (69,6) erhalten wir

f=Wn(Nn)+4+ Wn'(Nn').

Nach der Definition des Reflexionsvermdégens gilt W/ = R W. Fiihren wir den Einfalls-
winkel 6 (bzw. den mit ihm gleichen Reflexionswinkel) ein, so ergibt sich fiir die Normal-
komponente der Kraftdichte (den sogenannten ,,Lichtdruck«)

f= W1+ R)cos? 6
und fiir die Tangentialkomponente
fi=W(@1 — R)sinfGcosb.

§ 70. Die monochromatische ebene Welle

Wichtige Spezialfille elektromagnetischer Wellen sind diejenigen, bei denen das
Feld eine periodische Funktion der Zeit ist. Sie werden monochromatisch ge-
nannt. In einer monochromatischen Welle hingen alle Groen (das Potential
und die Feldkomponenten) nur durch einen Faktor cos (w ¢ + «) von der Zeit ab.
w ist die Kreisfrequenz der Welle (wir werden sie hier kurz als Frequenz be-
zeichnen).

Bei einer sich lings der z-Achse ausbreitenden ebenen Welle sind die Feld-
komponenten nur Funktionen von¢ — z/c. Eine monochromatische ebene Welle
muB daher ein in ¢ — z/c periodisches Feld besitzen. Das Vektorpotential einer
derartigen Welle 148t sich am bequemsten durch den Realteil einer komplexen'
GrofBe darstellen: )

A = Re {4, e—iet—s)} (70,1)

Hierist A,irgendein konstanter komplexer Vektor. Offensichtlich haben dann
auch die Feldstarken E und H dieser Welle eine entsprechende Gestalt mit der-
selben Frequenz w. Die Groe

27w c

1=z (70.2)

heiBt Wellenlinge; es ist die Periode der Anderung des Feldes in der z-Richtung
zum festen Zeitpunkt ¢.
Der Vektor
w

k=—n (70,3)
wird Wellenvektor genannt (n ist der Einheitsvektor in der Ausbreitungsrichtung
der Welle). Mit ihm konnen wir (70,1) in der Form

A = Re {4, eitkr—t) (70,4)

darstellen, die von der Wahl der Koordinatenachsen unabhingig ist. Die als
Faktor von ¢ in der Potenz auftretende GroBle heifit Phase der Welle.
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Solange wir an unseren Grofen nur lineare Operationen durchfithren, konnen
wir das Re-Zeichen fortlassen und mit den komplexen Groflen selbst arbeiten.!)
Setzen wir

4 = Ao ei(kr—ot)

in (69,3) ein, so erhalten wir damit die Beziehungen zwischen Feldstirke und
Vektorpotential einer ebenen monochromatischen Welle in der Gestalt

E=ikA, H=i[kA]. (70,5)

Wir wollen nun ausfiihrlich die Richtung des Feldes einer monochromatischen
Welle untersuchen, und zwar beziehen wir uns auf das elektrische Feld

E = Re {Eyelkr—0)}

(alles fir das elektrische Feld Gesagte gilt auch fiir das Magnetfeld). E, ist
irgendein komplexer Vektor und sein Quadrat E; irgendeine, im allgemeinen
auch komplexe Zahl Ist das Argument dieser Zahl — 2x (d. h. gilt
EZ = |E2 e 2i%), so hat der durch

E,=be i (70,6)
bestimmte Vektor b dasselbe reelle Quadrat b = |Ej|>. Damit schreiben wir
E = Re {b eitkr—wi-a} (70,7)
Wir setzen b in der Form
b=>b +:1b,

an, wobei b, und b, zwei reelle Vektoren sind. Da das Quadrat b = b2 — b3
+ 2 ¢ b, b, reell ist, mull b, b, =0, d. h. b, zu b, orthogonal sein. Die Richtung
von b, wahlen wir zur y-Achse (die z-Achse ist die Ausbreitungsrichtung). Dann

1) Sind zwei GréBen A(t), B(t) in komplexer Gestalt geschrieben:

A(t) = Ay e—iwt, B(t) = B, e—iot,
8o hat man natiirlich bei der Bildung ihres Produktes nur den Realteil zu benutzen. Inter-
essiert uns aber, wie es hdufig vorkommt, lediglich das Zeitmittel dieses Produktes, so
kann man es als

1

3 Re (A B*)
berechnen. In der Tat ist namlich

Re ARe B = —i—(Ao eint + A¥ elwl) (B, e—ivl 4 B eiot).
Bei der Mittelbildung verschwinden die den Faktor et27®t enthaltenden Glieder, so daB

1 1

ReARe B = , (4, B} + Af B)) = , Re(4 B¥)

bleibt.
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folgt aus (70,7)
E,=bcos(wt —kr+x), }
E,= 4+ bysin(wt —kr+a),
wo + oder — steht, je nachdem, ob b, in die positive oder negative Richtungder
z-Achse zeigt. Aus (70,8) ergibt sich

(70,8)

B B
#t+gE=1. (70,9)
1 2

Es zeigt sich also, daB an jedem Raumpunkt der elektrische Vektor in der zur
Ausbreitungsrichtung der Welle senkrechten Ebene rotiert. Eine solche Welle
heiBt elliptisch polarisiert. Je nachdem, ob das Vorzeichen in (70,8) positiv oder
negativ ist, entspricht diese Rotation der einer sich in die 2-Achse eindrehenden
Rechtsschraube oder verlduft umgekehrt.

Im Falle b, = b, entartet die Ellipse (70,9) in einen Kreis, d. h., der rotierende
Vektor E behilt stindig seine Grofe bei. Die Welle wird dann zirkular polari-
stert genannt. Die Wahl der y- und z-Achse ist dabei offenbar willkiirlich. Das
Verhaltnis zwischen der y- und z-Komponente der komplexen Amplitude E, be-
tragt hier

Bo= 4 (70,10)

wobei die beiden Vorzeichen einer Rotation in Schraubenrichtung bzw. ent-
gegengesetzt entsprechen (rechts und links polarisiertes Licht)?).

Ist schlieBlich b, oder b, Null, so ist das Wellenfeld immer einer festen Rich-
tung parallel (oder antiparallel). In diesem Falle wird die Welle als linear polar:-
siert bezeichnet. Die elliptisch polarisierte Welle kann offensichtlich als Uber-
lagerung von zwei linear polarisierten Wellen betrachtet werden.

§ 71 Der DorrLER-Effekt

Wir kehren zur Definition des Wellenvektors zuriick und fithren den vierdimen-
sionalen Wellenvektor mit den Komponenten

B — (‘: k) (71,1)

cin. DaB diese GroBe tatsidchlich einen Vierervektor bildet, erkennt man daraus,
daf} sie nach Multiplikation mit dem Vierervektor z# einen Skalar, ndmlich die
Phase der Welle

kot =0t —kr. (71,2)
ergibt. Aus (70,3) und (71,1) entnimmt man, dafl das Quadrat des Wellenzahl-
vierervektors verschwindet:

b, k*=0. (71,3)

1) Selbstverstdandlich sollen die Achsen z, y, = wie iiblich ein Rechtssystem bilden.

14 Kurzfassung 1
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Unter Benutzung des Transformationsgesetzes fiir den Wellenvierervektor
kann man auch den sogenannten DoPPLER-Effekt behandeln, d. h. die Ver-
dnderung der Frequenz o der von einer relativ zum Beobachter bewegten
Quelle ausgestrahlten Welle gegeniiber der ,,Eigenfrequenz‘‘ w, dieser Welle, die
im Ruhsystem K, der Quelle gemessen wird.

Essei V die Geschwindigkeit der Quelle, d. h. die Geschwindigkeit des Bezugs-
systems K, relativ zu K. Nach dem allgemeinen Transformationsgesetz eines
Vierervektors gilt

(die Geschwindigkeit von K relativ zu K, ist — V). Setzen wir hier k* = w/c,
k! = kcosx = —(;i cos ein, wo « der im System K bestimmte Winkel zwischen

der Ausbreitungsrichtung der Welle und der Bewegungsrichtung der Quelle ist,
und driicken wir @ durch w, aus, so erhalten wir

C
i (71,4)

Dies ist die gesuchte Gleichung. Fiir V < ¢ ergibt sie, wenn « nicht zu nahe bei
72 liegt,

() Nwo(l+-czcosoc). (71,5)

Im Falle x = /2 haben wir

73 %]
® = W, Vl —a mwo(l — 2_02); (71,6)

hier ist das Frequenzverhéltnis proportional dem Quadrat von ¥V /c.

§ 72. FouriER-Zerlegung

Fiir jede Welle 148t sich eine FouriEr-Zerlegung durchfiithren, d. h., sie 1aBt
sich stets als eine Uberlagerung monochromatischer Wellen mit verschiedenen’
Frequenzen darstellen. Die Art dieser Zerlegung hiangt von der Zeitabhingig-
keit des Feldes ab.

Die eine Gruppe bilden die Fille, in denen die Entwicklung diskrete Frequen-
zen besitzt. Das einfachste Beispiel hierfiir ist die Zerlegung eines rein periodi-
schen (nicht monochromatischen) Feldes. Sie ergibt eine gewohnliche FOURIER-
Reihe und enthélt Frequenzen, die ganzzahlige Vielfache einer ,.Grundfrequenz‘
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wo = 2 x|T sind (7 ist die Periode des Feldes). Wir schreiben sie in der Form

f= 5 facmion | (12,)

(f ist eine beliebige, das Feld beschreibende GroBe). Die Werte der GroBen f, be-
stimmen sich aus f durch die Integrale
T/2

A= ;—, f f(£) eineet dt . (72,2)
—T2
Da die Funktion f{(¢t) reell ist, gilt f_,, = f¥ (72,3)

In allgemeineren Fillen hat man in der Entwicklung auch solche Frequenzen
zuzulassen, die ganzzahlige Vielfache (und dariiber erstreckte Summen) von
mehreren, nicht aufeinander reduzierbaren Grundfrequenzen sind.

Quadrieren wir die Summe (72,1), so verschwindet im Zeitmittel das Produkt
von Gliedern mit verschiedenen Frequenzen, da sie oszillierende Faktoren ent-
halten. Es bleiben nur Glieder der Form f, f , ff,.l2 Das mittlere Quadrat
des Feldes (die mittlere Intensitdt der Welle) ist also gleich der Summe der Inten-
sititen der monochromatischen Komponenten:

o Z Ifal? =2 Z (fal?, (72,4)

. N= —00
(der iber eine Periode gemlttelte Wert von f(t) ist Null: f, = f = 0).

Zu der anderen Gruppe gehoren die Felder, die sich durch ein Fourier-Inte-
gral mit stetig verdnderlichen Frequenzen darstellen lassen. Dazu mul} die
Funktion f(¢) bestimmten Bedingungen geniigen; wir haben es gewohnlich mit
Funktionen zu tun, die fiir { -~ + co verschwinden. Eine Zerlegung dieser Art
hat die Gestalt

f&)= | foe***dof2, (72,5)
wobei sich die FouriErR-Komponenten mittels f(¢) durch
fo= 1 fityei* dt (72,6)
darstellen. B
Die Komponenten mit entgegengesetztem Vorzeichen von w hingen durch
T (72,7)

zusammen. Wir berechnen nun das Integral von f? iiber die gesamte Zeit.
Mit (72,5) und (72,6) erhalten wir

Jra- [} fusfu- [l fremafs

oo —00
do
= ffmf—wﬂ

14*
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oder, wenn wir (72,7) beriicksichtigen,

ffz dt = f|f,,|2dw - f[f,,,l’dw (72,7)

Dadurch driickt sich die Gesamtintensitdt durch die Intensitidt de: Komponen-
ten der FouriER-Wellen aus.

§ 73. Teilweise polarisiertes Licht

Jede monochromatische Welle ist definitionsgemaB polarisiert. Gewohnlich hat
man es jedoch mit Wellen zu tun, die nur anndhernd monochromatisch sind, d. h.
Frequenzen aus einem kleinen Intervall Aw enthalten. Wir betrachten eine
solche Welle mit einer mittleren Frequenz w. Dann laBt sich ihr Feld (im folgen-
den ist dabei immer das elektrische Feld E gemeint) fiir jeden Punkt des Ratumes
in der Form

E = E,(t) e~

schreiben, wobei die komplexe Amplitude E(t) eine langsam verdnderliche
Funktion der Zeit ist (fiir eine streng monochromatische Welle wiare E, = const).
Da E die Polarisation der Welle angibt, bedeutet dies, daB sich an jedem Punkt
der Welle deren Polarisation mit der Zeit éndert. Eine derartige Welle heif3t
teilwetrse polarisiert.

Die Polarisationseigenschaften elektromagnetischer Wellen, insbesondere die
des Lichtes, werden experimentell dadurch untersucht, daf man das Licht durch
bestimmte feste Korper, z. B. durch NicoLsche Prismen, schickt und die Ande-
rung der Intensitdt miBt. Mathematisch bedeutet dies, daB3 mit Hilfe der Werte
von quadratischen Funktionen des Feldes Aussagen iiber die Polarisationseigen-
schaften des Lichtes gemacht werden. Dabei handelt es sich selbstverstdndlich
stets um die zeitlichen Mittelwerte dieser Funktionen.

Eine quadratische Funktion des Feldes besteht aus Gliedern, die zu den Pro-
dukten E; E;, E¥ E} oder E, E} proportional sind. Die Produkte der Gestalt

—24wt ¥ gk _ ok pE 2iot
E.E, = Ey; By et EY B = Ep; Bgy e

enthalten die schnell oszillierenden Faktoren et2i¢t die bei der Mittelung iiber
die Zeit verschwinden. Das Produkt E; E}f = E,; Ef; enthilt keinen solchen
Faktor, sein Mittelwert ist deswegen von Null verschieden. Die Eigenschaften
des teilweise polarisierten Lichtes werden demnach vollstdandig durch den Tensor

Jio = Eo; Egy (73,1)

beschrieben.
Da der Vektor E, stets in der zur Wellenrichtung senkrechten Ebene liegt,
hat der Tensor J;; nur vier Komponenten (in diesem Paragraphen nehmen die
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Indizes %, k nur zwei Werte an: 4, k = 1, 2, sie entsprechen der y- und der z-
Achse, die z-Achse liegt in der Ausbreitungsrichtung der Welle).

Die Summe der Diagonalelemente von J,; (wir bezeichnen sie mit J) ist eine
reelle GroBe — der Mittelwert des Betragquadrates des Vektors E:

=Ty =B B0 . (73,2)

Diese GroBe gibt die durch die Energiestromdichte gemessene Intensitdt der
Welle. Um diese GroBe, die nichts mit den Polarisationseigenschaften zu tun
hat, auszuschlieBen, fithren wir anstelle von J;; den Tensor
Jik
fir den p;; = 1 gilt, ein. Wir bezeichnen ihn als Polarisationstensor.
Aus der Definition (73,1) folgt, daB die Komponenten des Tensors J;;, und
damit auch die von p;;, durch die Beziehungen

Qir = O A (73,4)
verknupft sind, d: h., der Tensor ist hermitesch. Auf Grund dieser Beziehungen
sind die Diagonalelemente g,; und g,, reell, wobei g;; + 05, = 1 gilt, und es ist
05 = 0%%. Der Polarisationstensor wird also insgesamt nur durch drei reelle
Parameter charakterisiert.

Wir wollen nun die Bedingungen untersuchen, die der Tensor g;;, erfiillen mus,
damit das Licht vollstdndig polarisiert ist. In diesem Fall gilt E, = const, und
deswegen haben wir einfach

Jir = J 0 = Eo; B (73,5)

(ohne Mittelung), d. h., die Komponenten des Tensors konnen in der Form eines
Produktes der Komponenten eines konstanten Vektors dargestellt werden. Eine
notwendige und hinreichende Bedingung dafiir ist das Verschwinden der Deter-
minante:

loixl = 011020 — 012001 = 0 . (73,6)

Das Gegenteil dazu istdas nicht polarisierte, sog. natiirlicke Licht. Das voll-
stindige Fehlen der Polarisation bedeutet, daB alle Richtungen (in der Ebene yz)
vollstdndig dquivalent sind. Mit anderen Worten, der Polarisationstensor hat

die Gestalt

1
eir = 5 Gix - (73,7)

Die Determinante ist dabei |g,;| = 1/4.

Ein beliebiger Tensor g;; kann in zwei Teile, in den symmetrischen (beziiglich
der Indizes 7 und k) und in den antisymmetrischen zerlegt werden. Betrachten
wir den Spezialfall des Verschwindens des antisymmetrischen Teiles. Infolge der
Beziehung (73,4) ist der symmetrische Tensor g;;, gleichzeitig auch reell (g;; = o¥,).
Er kann wie jeder symmetrische Tensor auf Hauptachse mit zwei verschiedenen
Hauptwerten, die wir mit 4, und A, bezeichnen, transformiert werden. Die Rich-
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tungen der beiden Hauptachsen stehen aufeinander senkrecht, die Einheits-
vektoren in diese Richtungen bezeichnen wir mit n® und n(®. g,, kann dann in
der Form

0ir = Ay D nd + 2, 02 2P, h+h=1. (73,8)
dargestellt werden. Die GroBen 4, und 4, sind positiv und durchlaufen Werte
von 0 bis 1.

Jeder der beiden Terme in (73,8) hat die Gestalt eines Produktes zweier Kom-
ponenten eines konstanten reellen Vektors (4, n® oder A, n®). Jedes dieser
Glieder entspricht mit anderen Worten linear polarisiertem Licht. Ferner sieht
man, daB in (73,8) keine Terme, die Produkte der Komponenten dieser beiden
Wellen enthalten, auftreten. Das bedeutet, daB man beide Terme als physika-
lisch unabhéngig voneinander oder, wie man sagt, als nichtkohérent betrachten
kann. Sind ndmlich zwei Wellen unabhéngig voneinander, so ist der Mittelwert
des Produktes EV E®) gleich dem Produkt der Mittelwerte jedes Faktors, und
da jeder dieser Mittelwerte gleich Null ist, gilt:

EDE® =0,

Im betrachteten Fall des teilweise polarisierten Lichtes kann man also die
Welle als Uberlagerung zweier nichtkohirenter Wellen (mit Intensititen pro-
portional zu 4, und A,) ansehen, dielinear in zu einander senkrechten Richtungen
polarisiert sind. Im allgemeinen Fall eines komplexen Tensors p;; kann man
zeigen, daB das Licht als Uberlagerung von zwei nichtkohirenten elliptisch
polarisierten Wellen dargestellt werden kann, deren Polarisationsellipsen dhnlich
und aufeinander senkrecht sind.

§ 74. Geometrische Optik

Eine ebene Welle ist durch die Eigenschaft gekennzeichnet, daB ihre Aus-
breitungsrichtung und Amplitude unveranderlich sind. Fiir eine beliebige elek-
tromagnetische Welle gilt das natiirlich nicht mehr.

Man kann jedoch eine nichtebene Welle in vielen Féllen in einem gentigend
kleinen Raumgebiet als eben betrachten. Dazu ist offenbar notig, daB sich Am-
plitude und Richtung der Welle beim Fortschreiten um eine Wellenlénge nur
sehr wenig dndern. Ist die Bedingung erfiillt, so 148t sich die sogenannte Wellen-
fldche einfiihren, deren Punkte (zu einem bestimmten Zeitpunkt) die gleiche
Wellenphase besitzen (die Wellenfliche einer ebenen Welle ist offensichtlich die
zur Ausbreitungsrichtung der Welle senkrechte Ebene). In jedem hinreichend
kleinen Teil des Raumes kann man dann von einer Ausbreitungsrichtung der
Welle als der Normalen zur Wellenflidche sprechen. Man kann dann den Begriff
eines Strahls einfithren, das ist die Linie, deren Tangente in jedem Punkte mit
der Ausbreitungsrichtung der Welle zusammenfllt.

Die Untersuchung der Fortpflanzung elektromagnetischer Wellen unter diesen
Voraussetzungen bildet den Gegenstand der geometrischen Optik. Die geometri-
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sche Optik betrachtet die Ausbreitung elektromagnetischer Wellen, insbesondere
des Lichtes, als eine Ausbreitung von Strahlen, von deren Wellennatur man
vollig absieht, oder anders gesagt, sie entspricht dem Grenzfalle kleiner Wellen-
langen, A — 0.

Wir kommen nun zur Ableitung der Grundgleichung der geometrischen Optik,
die die Richtung der Strahlen bestimmt. Es sei f eine beliebige das Wellenfeld
beschreibende GroBe (etwa die Komponenten von E oder H). Fir eine ebene
monochromatische Welle hat f die Gestalt

f=a eilkr —ot+a) (74,1)

(hier und im folgenden ist stets der Realteil zu nehmen ; wir lassen das Zeichen
Re fort).
Allgemein schreiben wir fir das Feld

f=aév. (74,2)

Ist die Welle nicht eben, die geometrische Optik aber anwendbar, so ist die
Amplitude a im allgemeinen eine Funktion von Ort und Zeit; ferner hat die
Phase 9, das sogenannte Eikonal, nicht mehr die einfache Form wie in (74,1).
Wesentlich ist jedoch, daBl das Eikonal  gro8 ist. Dies ist unmittelbar daraus
ersichtlich, daBl es sich beim Fortschreiten um eine Wellenlinge um den Wert
2 7 andert und die geometrische Optik dem Grenzfall A — O entspricht. '

Fir kleine Raumbereiche und Zeitintervalle kann das Eikonal  in eine Reihe
entwickelt werden. Bis auf Glieder zweiter und héherer Ordnung hat man dann

_ v, .,
V=Yt Tty

(der Koordinatenursprung und der Anfangspunkt der Zeitzéhlung sind im be-
trachteten Raumgebiet und Zeitintervall gewahlt. Die Werte der Ableitungen
beziehen sich auf diese Punkte). Vergleichen wir diesen Ausdruck mit (74,1), so
kénnen wir, da wir in einem geniigend kleinen Raumbereich und Zeitintervall
die Welle als eben ansehen kénnen,
) oy oy
k= E‘ = grad Y, )= — Et_ (74,3)
setzen.
Zur Bestimmung des Wellenvektors verwenden wir die Beziehung k? = w?/c?.
Setzen wir hier k und w aus (74,3) ein, so erhalten wir:
1 g,p\z
wyr =5 (5 (14,4)
Diese Differentialgleichung mit partiellen Ableitungen erster Ordnung heifit
Eikonalgleichung und stellt die Grundgleichung der geometrischen Optik dar.
Die Gleichung (74,4) kann man auch unmittelbar durch den Grenziibergang
A — 0 aus der Wellengleichung herleiten. Das Feld f geniigt der Wellengleichung
1 &
c® gtt *

Af = (74,5)
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Fir die Funktion (74,2) finden wir:

9%  o% o oa oy o ay\2

= w2 W"Hfat?— a2) S
Nun ist das Eikonal in der geometrischen Optik ein grofer Wert. Wir kénnen
daher die ersten drei Terme gegeniiber dem vierten vernachlissigen und erhalten

32f oy 2
Analog finden wir
Af =~ — (Vy)f,
und durch Einsetzen in (74,5) wieder die Gleichung (74,4).

Aus der Form der Eikonalgleichung folgt eine bemerkenswerte Analogie zwi-
schen der geometrischen Optik und der Mechanik materieller Teilchen. In der
Mechanik kann die Bewegungsgleichung der Teilchen in Form der HamIrTON-
J acoB1-Gleichung fiir die Wirkung S (§ 31) aufgestellt werden. Diese Gleichung
ist, wie die Eikonalgleichung, eine Gleichung mit partiellen Ableitungen erster
Ordnung. Dabei hingt die Wirkung S mit dem Impuls p und der HAMILTON-
Funktion § des Teilchens durch

a8 aS
= 7, S;) = —-— —
or at

zusammen. Vergleichen wir diese Formeln mit (74,3), so sehen wir, da3 der
Wellenvektor in der geometrischen Optik die Rolle des Teilchenimpulses der
Mechanik und die Frequenz die Rolle der HamiLToN-Funktion, d. h. der Energie
des Teilchens spielen. Der Betrag £ des Wellenvektors hangt mit der Frequenz
durch k¥ = w/c zusammen. Diese Gleichung entspricht der Beziehung p = €/c
zwischen Energie und Impuls eines Teilchens mit verschwindender Ruhmasse,
das sich mit Lichtgeschwindigkeit bewegt.
Fir ein Teilchen gelten die HamrLToNschen Gleichungen

—_2% _ o OB

=% Uv=f=3 |
Mittels der gefundenen Analogie lassen sich unmittelbar dhnliche Gleichungen
fir die Lichtstrahlen angeben:

. ow . w
k=_a_1" "=ﬁ. (74,6)
Im Vakuumistw = ck,sodaB k = 0,0 =cn gilt (n ist der Einheitsvektor in
der Ausbreitungsrichtung). Wie auch zu verlangen ist, erscheinen somit im
Vakuum die Strahlen als Geraden. Das Licht breitet sich lings dieser Geraden

mit der Geschwindigkeit ¢ aus.?)

1) Da die in bezug auf die Lichtausbreitung im Vakuum angegebenen Gleichungen zu
vorauszusehenden Ergebnissen fithrten, ist es wichtig, daB sich diese Schliisse in ihrer all-
gemeinen Form auch auf die Lichtausbreitung in materiellen Kérpern anwenden lassen.
Namentlich in diesem Falle besteht eine Analogie zur Bewegung von Teilchen in einem
duBeren Kraftfeld.
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§ 5. Grenzen der geometrischen Optik

Nach der Definition einer ebenen monochromatischen Welle ist ihre Amplitude
immer und iiberall dieselbe. Eine solche Welle ist in allen Raumrichtungen un-
endlich weit ausgedehnt und existiert im gesamten Zeitintervall von ¢t = — oo
bis t = + oco. Jede Welle, die eine nicht iiberall und zu jeder Zeit konstante
Amplitude besitzt, ist nur mehr oder weniger monochromatisch. Wir wollen uns
hier mit der Frage beschéftigen, in welchem Grade eine Welle ,,nichtmonochro-
matisch® ist.

Betrachten wir eine elektromagnetische Welle mit einer Amplitude, die in
jedem Raumpunkt eine Funktion der Zeit sein mége. ‘w, sei irgendeine mittlere
Frequenz der Welle. Dann hat das Feld dieser Welle (etwa das elektrische) in
einem bestimmten Punkt die GestaltE(t) e **+!. Dieses Feld ist zwar nicht selbst
monochromatisch, kann jedoch in monochromatische Komponenten zerlegt,
d. h. durch ein Fourier-Integral dargestellt werden. Die Amplitude derjenigen
Komponente dieser Entwicklung, die der Frequenz w entspricht, ist dem Inte-
gral e

I Eyt) eft@—@t d¢

proportional. Der Faktor e(®~ 9! ist eine periodische Funktion mit verschwin-
dendem Mittelwert. Ware E, immer konstant, so hidtte das Integral fiir alle
o =%+ wy den Wert Null. Ist dagegen E(t) zeitabhdngig, dndert sich jedoch auf
einem Zeitabschnitt der GroSe 1 /|w —w0| nur sehr wenig, so ist das Integral nahe-
rungsweise Null, und zwar gilt dies um so genauer, je langsamer sich E, dndert.
Damit das Integral merklich von Null abweicht, muB} sich E(t) in einem Zeit-
intervall der GroBe 1/|w—w,| betrichtlich dndern.

Im folgenden wollen wir mit At das Zeitintervall bezeichnen, in dessen Verlauf
sich die Wellenamplitude an einem Raumpunkt merklich dndert. Aus unseren
Uberlegungen folgt dann, daB die groBte Abweichung der Frequenzen von w,
die in die spektrale Entwicklung der Welle noch mit merklicher Intensitédt ein-
geht, sich aus der Bedingung At ~ l/lw—wo’ bestimmt. Nennen wir das Fre-
quenzintervall (um die mittlere Frequenz w,) in der spektralen Zerlegung Aw,
so gilt also die Beziehung

Aw At ~ 1. . (75,1)
Wir sehen, daBl die Welle in der Tat um so monochromatischer (d. h. 4w um so
kleiner) wird, je groBer At ist, d. h. je langsamer sich die Amplitude der Welle in
einem Raumpunkt éndert.

Beziehungen, die der Gleichung (75,1) entsprechen, lassen sich auch leicht fiir
den Wellenvektor ableiten. Es seien Az, Ay, Az die GréBenordnungen jener Ent-
fernungen lings der Achsen z, y, z, fir die sich die Wellenamplitude betrdchtlich
andert. Fir einen bestimmten Zeitpunkt hat das Wellenfeld als Funktion der
(rdumlichen) Koordinaten die Gestalt

Eo('r) e“‘“ 4 )
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wo k, den Mittelwert des Vektors bezeichnet. Ganz entsprechend der Ableitung
von (75,1) finden wir fir das Intervall Ak der Werte, die in der Entwicklung der
Welle in einem Fourier-Integral auftreten:

Ak, Az ~ 1, Ak, Ay ~ 1, Ak, Az ~ 1. (75,2)

Als Spezialfall betrachten wir eine Welle, die im Verlauf eines endlichen Zeit-
intervalls ausgestrahlt wird. Mit At bezeichnen wir die GroBenordnung dieses
Zeitraumes. Die Amplitude der Welle dndert sich in einem gegebenen Raum-
punkt wihrend der Zeit A¢, in deren Verlauf die Welle ganz iiber diesen Punkt
hinwegstreicht, offensichtlich betrdchtlich. Auf Grund der Beziehung (75,1)
konnen wir daher sagen, dal der Grad der ,,Nichtmonochromatizitat Aw einer
solchen Welle jedenfalls nicht kleiner als 1/4¢ (jedoch offenbar groBer) sein kann:

’ 1
= 75,3
do = B (75,3)
Sind entsprechend Az, Ay, 4z die GréBenordnungen der Wellenausdehnung im
Raum, so finden wir fir die Intervalle der Komponenten des Wellenvektors, die
in der Entwicklung der Welle erscheinen,
1 1
- Ak, >

z~E-

Ak = Ak, >

ZNE: ~Z_?;7

(75,4)

Aus diesen Gleichungen folgt, daB bei einem Lichtbiindel endlicher Breite die
Ausbreitungsrichtung nicht streng konstant sein kann. Legen wir die z-Achse
in die (mittlere) Richtung der Lichtausbreitung im Biindel, so erhalten wir

1 A
6, > % -~ o’ (75,5)
wo 0, gréBenordnungsmiBig die Abweichung des Biindels von der mittleren
Richtung in der zy-Ebene darstellt und A die Wellenlédnge ist.

Weiter beantwortet (75,5) die Frage nach der Begrenzung der Schérfe optischer
Abbildungen. Ein Lichtbiindel, dessen Strahlen sich nach der geometrischen
Optik simtlich in einem Punkte schneiden sollten, liefert in Wirklichkeit das
Bild nicht in Gestalt eines Punktes, sondern in Form einer gewissen Scheibe, fir
deren Durchmesser 4 wir nach (75,5)

1 A

A~ Al (75,6)
haben, wo 0 der Offnungswinkel des Strahlenbiindels ist. Diese Formel ist nicht
nur auf das Bild, sondern auch auf den Gegenstand anwendbar. Es folgt ndm-
lich, dall bei der Beobachtung eines aus einem Punkte austretenden Licht-
biindels sich der Punkt nicht von einem Korper der Groe /0 unterscheidet. Die
Gleichung (75,6) bestimmt daher auch die Grenzen des Aufldsungsvermdigens
eines Mikroskops. Der kleinste Wert von 4, den man fir 6 ~ 1 erreichen kann,
ist 2. Dies steht damit in Einklang, da die Grenzen der geometrischen Optik
durch die Wellenlinge des Lichtes bestimmt werden.
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Aufgabe

Man finde die GréBenordnung der kleinsten Breite eines Lichtbiindels, das aus einem
parallelen Lichtbiindel in der Entfernung ! von einer Blende entsteht.

Loésung. Bezeichnen wir den Durchmesser der Blenden6ffnung mit d, so erhalten wir
aus (75,5) fur den Ablenkungswinkel des Lichtes (Beugungswinkel) einen Wert ~ 4/d,
so daf die Breite des Biindels von der Ordnung d + (A/d) ! ist. Der kleinste Wert dieser

GrofBe ist ~ }/ﬁ .

§ 76. FresneLsche Beugung

Abweichungen von den Gesetzen der geometrischen Optik, die mit der Endlich-
keit der Lichtwellenlinge zusammenhéngen, fithren zur Entstehung von Er-
scheinungen, die als Beugung bezeichnet werden. Solche Erscheinungen kann
man z. B. beobachten, wenn sich Hindernisse auf dem Wege der Lichtaus-
breitung befinden, etwa undurchsichtige Korper (wir bezeichnen sie als Schirme),
oder wenn das Licht durch Offnungen in den Schirmen geht. Wiren die Ge-
setze der geometrischen Optik streng erfiillt, so gibe es hinter den Schirmen
Schattengebiete, die scharf von den Gebieten getrennt waren, auf die Licht fallt.
Die Beugung fiihrt jedoch dazu, daf an Stelle der scharfen Grenzen zwischen
Licht und Schatten dort eine komplizierte Intensititsverteilung des Lichtes
auftritt. Diese Beugungserscheinungen sind um so stérker ausgepragt, je kleiner
die Abmessungen der Schirme oder die Offnungen in ihnen im Vergleich zur
. Wellenlinge sind.

Das Beugungsproblem kann allgemein nur fir schwache Abweichungen von
der geometrischen Optik betrachtet werden. Dadurch wird erstens voraus-
gesetzt, dall alle charakteristischen Abmessungen des Problems (Abmessungen
der Schirme, Entfernungen der Schirme von der Lichtquelle und vom Beobach-
tungspunkt des Lichtes) gro8 im Vergleich zur Wellenldnge sind ; zweitens wer-
den nur kleine Abweichungen des Lichtverlaufs von den durch die geometrische
Optik bestimmten Strahlrichtungen betrachtet.

Es sei irgendein Schirm mit einer Offnung gegeben, durch die Licht von be-
stimmten Quellen hindurchgelangt. Abb. 31 zeigt diesen Schirm im Quer-

o
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schnitt (ausgezogene Linie); das Licht geht von links nach rechts. Mit » be-
zeichnen wir im folgenden eine beliebige Feldkomponente von E oder H. Wir
wollen dabei » als reine Funktion der (rdumlichen) Koordinaten betrachten, d. h.
ohne den die Zeitabhingigkeit bestimmenden Faktor e—'®!. Unsere Aufgabe
besteht in der Bestimmung des Feldes up (und der Lichtintensitdt ~ |up|2) in
einem Beobachtungspunkt P hinter dem Schirm. Als Néherungslosung dieser
Aufgabe kann man in den Féllen, in denen die Abweichungen von der geometri-
schen Optik klein sind, den Wert fiir die Gré8e up in der Offnung selbst so an-
nehmen, wie er bei freier Lichtausbreitung auftreten wiirde, wenn keine Schirme
vorhanden wiren.

Wir fithren irgendeine Fliache S ein, die die Offnung im Schirm schlieBt und
die durch den Rand der Offnung begrenzt wird. (Der Querschnitt der Fliche ist
in Abb. 31 gestrichelt dargestellt.) Diese Fliche zerlegen wir in Elemente df,
die im Vergleich zu den Abmessungen der Offnung klein sind, groB jedoch
relativ zur Wellenldnge des Lichtes. Wir konnen dann jedes dieser Elemente,
durch die das Licht hindurchgelangt, selbst als Lichtquelle ansehen, von der aus
sich das Licht nach allen Seiten hin fortpflanzt. Das Feld im Punkte P ist das
Ergebnis der Uberlagerung aller von den Elementen der Fliche S ausgehenden
Felder (dies ist das sogenannte HuyGENSsche Prinzip).

Das von dem Element df im Punkte P erzeugte Feld ist dem Feldwert » an
der Stelle von df selbst proportional. AuBlerdem ist es zur Fliche df, propor-
tional, die durch Projektion der Fliche df auf die Ebene entsteht, die zur Strahl-
richtung n (des von der Lichtquelle in df ausgehenden Lichtes) senkrecht ist.
Offensichtlich gehen bei beliebiger Form des Gebietes df durch df immer die-
selben Lichtstrahlen (und somit bleibt die Wirkung auf das Feld im Punkt P
gleich), wenn nur die Projektion df, sich nicht dndert.

Ferner andert sich bei der Ausbreitung der Wellen von df zum Punkt P
deren Phase um kR (k ist der Betrag des Wellenvektors des Lichtes und R die
Entfernung von df nach P); daraus ergibt sich der Faktor exp (¢ £R). Die Am-
plitude der Wellen verringert sich in dieser Entfernung um den Faktor 1/R.})
Somit ist der Feldanteil u, jedes Elementes der Fliche S proportional zu
df, - u e’*£/R. Den vollen Betrag up erhilt man durch Integration dieses Aus-
druckes iiber die gesamte Fliche S:

ik R
up= const -f“R dfn - (76,1)

Diese Formel ist der mathematische Ausdruck fir das Hu vycENssche Prinzip.
Wir bemerken, daB das Feld up bei der betrachteten Nédherung nur von der
Form der Randlinie abhéngtund nicht etwa von der Form des Schirmes oder von
dem Material, aus dem er hergestellt wurde.

1) Tatsichlich verringert sich die von einer punktférmigen Quelle ausgehende Intensi-
tit der Welle bei ihrer Ausbreitung proportional 1/R?, da sich der gesamte unverindert
bleibende Energiestrom iiber die Oberfliche verteilt, die wie R? anwichst. Die Intensitdt
wird aber durch das Amplitudenquadrat der Welle bestimmt.
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Befinden sich die Lichtquelle (wir bezeichnen sie mit @) und der Beobach-
tungspunkt P in endlicher Entfernung vom Schirm, so wird der Hauptbeitrag
zum Integral (76,1) nur von einem kleinen Teil der Wellenflidche S, ndmlich dem
Teil in der Néhe der Geraden QP geliefert. Da ndmlich die Abweichung von der
geometrischen Optik vorraussetzungsgemaf nur gering ist, so fallt die in P von
den verschiedenen Punkten der Wellenfliche S herrithrende Lichtintensitédt
sehr rasch mit der Entfernung von dieser Geraden ab, was der Ausbreitung des
Lichtes von der Quelle zum Beobachtungspunkt durch geometrische Strahlen
entspricht. Die Beugungserscheinungen, bei denen fiir die Integration in (76,1)
nur ein kleiner Teil der Wellenflache eine Rolle spielt, werden als FRESNELsche
Beugung bezeichnet.

Wir wollen die FREsNELsche Beugung an einem gradlinig begrenzten Schirm
betrachten. Die Quelle @ und der Beobachtungspunkt P sollen sich in der zz-
Ebene befinden, und die Schirmlinie moge mit der y-Achse zusammenfallen,
wie es in Abb. 32 gezeigt ist. Die Entfernung von der Lichtquelle @ zum Koor-
dinatenursprung sei D,. Mit D, bezeichnen wir die z-Koordinate des Beobach-
tungspunktes P, mit d seinen Abstand von der zy-Ebene, wobei Werte d < 0

Abb. 32 /

Gebieten geometrischen Schattens (unterhalb der xzy-Ebene) entsprechen. Wir
wollen nun die Intensitédtsverteilung des Lichtes in der Nédhe der geometrischen
Schattengrenze untersuchen, d. h. fir (im Vergleich zu D, und D,) kleine Werte
von d.

Als Integrationsfliche in (76,1) wahlen wir die obere Halbebene yz. Wie
schon weiter oben erwdahnt wurde, stammt der Hauptanteil im Integral nur aus
dem Gebiet in der Nahe des Koordinatenursprungs, d. h. aus dem Gebiet (im
Verhiltnis zu D, und D,) kleiner Werte von y und 2. Bei der Berechnung des
Integrals iiber diesen Bereich brauchen nur schnellverdnderliche Exponential-
ausdriicke im Integranden beriicksichtigt zu werden; den vergleichsweise lang-
sam verdnderlichen Faktor 1/R kann man als konstant ansehen.
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Das Feld « der von der Quelle @ ausgehenden Welle ist im Abstand R, propor-
tional zu exp (¢ k R,). Fir Punkte auf der Integrationsflache gilt

” e 1
By=fi# +2+ Dy~ Dot 55 08+ ),
so dafB} hier das Feld
u ~ exp (tk Ry ~ exp (z - —)
ist. Der Abstand zum Beobachtungspunkt ergibt sich aus
e = 1
R =y + (z —d)?® + D ~ Dy + 55, 8 + (= — 9.

Setzen wir diese Ausdriicke in (76,1) ein, so erhalten wir

Up ~ fexp [z k (%quz -~ 2—;)”(2 — d)z)] dz. (76,2)
0

Hier sind alle konstanten (von d unabhéangigen) Faktoren fortgelassen, darunter
auch das Integral iiber dy. Wegen der schnellen Konvergenz des Integrals iiber
dz kann die Integration bis co erstreckt werden (obwohl im Integranden voraus-
gesetzt wurde, da d <€ D,, D, ist).

Der Ausdruck (76,2) 148t sich auch in der Gestalt

P AR a]
. dz BB D) T B,
Up. ~ exp[@ k2(Dp'!’;Dq)] exp |tk —- 1'1 Ly ,I,___L dz
. D—p-*_jq

schreiben. Die Intensitdt des Lichtes wird durch das Quadrat |up|? bestimmt,
aus dem der vor dem Integral stehende Phasenfaktor herausféllt. Eine Sub-
stitution iiberfithrt das Integral in die Gestalt

up ~ [ e"dy, (76,3)
wobei
T
) = M
w=d 2D, (D, + Dy) (76,4)

gesetzt wurde. Die Intensitdt des Lichtes im Beobachtungspunkt ist

oo 2

_IO in?
I—; fe"dn

—w

(76,5)

>

wo I, eine Konstante ist, die (wie man weiter sehen wird) mit der Intensitat in
dem bestrahlten Gebiet iibereinstimmt, das von der Schattengrenze hinreichend
entfernt ist.
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Die Gebiete geometrischen Schattens werden durch negative Werte von w
dargestellt. Wir wollen die Form der Funktion I(w) im Schatten fiir grof3e
Werte von |w| darstellen. Durch partielles Integrieren erhalten wir:

in? . 1 T w? 1 ' T2 d’?
fe" W= T 27',(6 "
el Joo]
Eine wiederholte partielle Integration liefert einen Ausdruck, der zu |w|® um-
gekehrt proportional ist. Behalten wir nur den Term bei, der mit der GroBe |w)
am langsamsten abnimmt, so haben wir

(o)

- 1 . '
e dy ~ e . (76,6)

T 24w

J]
Auf diese Weise erhalten wir fiir die Intensitét (76.5) fiir groBe negative Werte w
folgende asymptotische Formel:
I,

I=1—+. (76,7)
Betrachten wir jetzt das bestrahlte Gebiet mit wo > 0. Wir schreiben:
o) 400 —w o o
fe"”' dy = f el dy fei”z dy = (1 + 1) ]/% —‘/‘ei”2 dy .
—w - 00 —00 ) w

Fiir hinreichend gro3e Werte von w kann man fiir das auf der rechten Seite der
Gleichung stehende Integral die Nédherung (76,6) benutzen. Eine einfache
Rechnung ergibt dann

:Io[1+

1 . 3
—sin (w2 = 1—)] 5 (76,8)
w ]/7[
In dem bestrahlten Gebiet auBerhalb der Schattengrenze hat die Intensitét also
eine unendliche Reihe von Maxima und Minima, so dal das Verhéltnis I//, nach
beiden Seiten um 1 herum schwankt. Die Amplitude dieser Schwankungen ver-
mindert sich mit wachsendem w, und die Orte der Maxima und Minima nidhern
sich einander allméhlich.

Bei kleinem w besitzt die Funktion I(w) qualitativ denselben Charakter
(Abb. 33). Im Gebiet des geometrischen Schattens féllt die Intensitdt monoton

o
f

# ;ZZ;Z;,M” bestrahltes Gebiet

Abb. 33 ]
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mit der Entfernung von der Schattengrenze (auf der Grenze selbst ist /1, = 1/4).
Fiir positive w besitzt die Intensitéit aufeinanderfolgende Maxima und Minima.
Im ersten und groften Maximum ist I/I, = 1,37.

§ 77 FraunHoFERsche Beugung

Fir physikalische Anwendungen spielen diejenigen Beugungserscheinungen
eine grofle Rolle, die beim Auffallen eines parallelen Lichtbiindels auf einen
Schirm entstehen. Als Folge der Beugung geht die Parallelitat verloren und es
tritt Licht auf, das sich in Richtungen ausbreitet, die von der urspriinglichen
Ausbreitungsrichtung verschieden sind. Wir stellen uns die Aufgabe, die Inten-
sitatsverteilung des gestreuten Lichtes in Abhédngigkeit von der Richtungin
groflen Entfernungen hinter dem Schirm zu bestimmen (eine derartige Problem-
stellung entspricht der sogenannten FRAUNHOFERschen Beugung). Dabei be-
schranken wir uns wieder auf den Fall kleiner Abweichungen von der geometri-
schen Optik, d. h., wir nehmen kleine Abweichungen von der urspriinglichen
Strahlrichtung (kleine Beugungswinkel) an.?)

Betrachten wir zum Beispiel die FRAUNHOFERsche Beugung beim senkrechten
Auffall einer ebenen Welle auf einen unendlich ausgedehnten Spalt mit parallelen
Réndern in einem undurchsichtigen Schirm. Wir wahlen die Spaltebene als
yz-Ebene mit der z-Achse in Richtung des Spaltes (Abb. 34 zeigt einen Schnitt
durch den Schirm, dessen Spaltbreite 2a betrigt). Aus Symmetriegriinden ist
es von vornherein klar, daBl das Licht nur in der zy-Ebene abgelenkt wird.

Wir bezeichnen mit %, das Feld hinter dem Schirm, das bei strenger Giltig-
keit der geometrischen Optik dort vorhanden wire. Im vorliegenden Falle stellt

|
<

-a

S ——
>
/ .
I

e T

Abb. 34

") Die gestellte Aufgabe kénnte mit Hilfe der allgemeinen Gleichung (76,1) gelost werden,
wenn man in ihr zum Grenzfall einer unendlich weit vom Schirm entfernten Lichtquelle und
eines unendlich weit gelegenen Beobachtungspunktes itbergeht. Kennzeichnend firr den
betrachteten Fall ist der Umstand, da8 (im Gegensatz zur FrRESNELschen Beugung) in dem
Integral die ganze Wellenflache 8, iiber die sich die Integration erstreckt, wesentlich ist
und nicht nur ein kleiner Teil davon. Es ist jedoch einfacher, die Aufgabe ohne Zuhilfe-
nahme der Gleichung (76,1) neu zu behandeln, wie das weiter unten getan wird.
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es sich als ein aus der ebenen Welle herausgeschnittener unendlich ausgedehnter
Streifen von der Breite 2a dar. In Wirklichkeit kann jedoch eine Welle mit
einer solchen begrenzten Querschnittsflache nicht streng eben sein (vgl. §75).
In ihrer rdumlichen Fourier-Entwicklung treten Komponenten mit Wellen-
vektoren verschiedener Richtungen auf, die die Beugung verursachen.

In jeder zur Ebene des Spaltes parallelen Ebene ist das Feld u, von Null ver-
schieden und im Bereich — a < y < a konstant. Entwickeln wir dieses Feld
im Fourier-Integral nach der Koordinate y, so erhalten wir fiirr die Komponen-
ten dieser Entwicklung

a
. 2
ug = uofe"” dy = %sin qa. (77,1)

Bei kleinen Abweichungen von der geometrischen Optik (kleine g-Werte) kann
man annehmen, dal die Entwicklungskomponenten des Feldes %, mit den Kom-
ponenten des wahren Feldes des gebeugten Lichtes zusammenfallen, so daBl die
Gleichung (77,1) unsere Aufgabe 16st.

. Ist k der Wellenvektor der auffallenden Welle lings der z-Achse, so entspricht
die Komponente u, des gebeugten Lichtes dem Wellenvektor k' = k + ¢q. Im
vorliegenden Falle liegt er in der zy-Ebene und bildet einen kleinen Winkel 6
mit der xz-Achse, ¢ ist durch die Beziehung ¢ =~ k 6 = w 0/c gegeben. Die Inten-
sitdt des in das Intervall dq gestreuten Lichtes ist |uy|% dg proportional. Ver-
wenden wir u, aus (77,1), so erhalten wir folgenden Ausdruck fir die Winkel-
verteilung des gebeugten Lichtes:

I, sin’ka0
nak 62

dI = dé . (77,2)
Diese Verteilung ist so normiert, dal I, die gesamte auf den Spalt fallende
Intensitédt des Lichtes ist!). dZ/df hat als Funktion des Beugungswinkels 6 die
in Abb. 35 gezeichnete Gestalt. Bei einer VergroBerung von 6 beiderseits von
60 = 0 durchlduft die Intensitit eine Reihe von Maxima mit rasch fallender
Hohe. Die Maxima sind durch Minima in den Punkten 6 = 7 n/k @ (n eine ganze
Zahl) voneinander getrennt, in denen die Intensitét zu Null wird. 4

Wir betrachten die FRaAuUNHOFERsche Beugung an zwei Schirmen, die zuein-
ander komplementir sind: Der erste Schirm habe dort die Offnung, wo der an-
dere undurchsichtig ist und umgekehrt. In dhnlicher Weise, wie wir es weiter
oben getan haben, bezeichnen wir mit %’ und #{? das Feld hinter diesen Schir-
men, wie es nach der geometrischen Optik dort vorhanden wire. Da die Offnun-
gen beider Schirme einander zu einer vollstindigen Fliache ergédnzen, stimmt die

1) Davon iiberzeugt man sich leicht mit Hilfe des bekannten Wertes des bestimmten
Integrals =

sinzmd
= de=x.

— 00

15 Xurzfassung I
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Summe % + %2 mit der gesamten auffallenden ebenen Welle iiberein. Diese
Welle hat eine ganz bestimmte Ausbreitungsrichtung, und daher ist ihre Fou-
RIER-Komponente u{" + w? = 0 fiir jedes ¢ & 0. Daraus folgt fiir die Inten-
sititen |u{’|? = [uP)2. Dies bedeutet, daB komplementire Schirme dieselbe
Intensititsverteilung des gebeugten Lichtes ergeben (dies ist das sogenannte
Basingrsche Prinzip).

sinéx’

Abb. 35 X

§ 78. Eigenschwingungen dés Feldes

Wir betrachten ein elektromagnetisches Feld, das sich in einem endlichen
Raumbereich befindet. Zur Vereinfachung der weiteren Rechnungen nehmen
wir an, dafl dieses Gebiet die Form eines rechtwinkligen Parallelepipeds mit
den Seiten A, C, B hat. Alle GroBen, die das Feld in diesem Volumen charak-
terisieren, lassen sich durch eine dreifache Fourrer-Reihe (entsprechend den drei
Koordinaten) darstellen. Wir kénnen diese Entwicklung (etwa fiir das Vektor-
potential) in der Form

A =3 (@ 6+ + af e=ik) (78,1)
ke

schreiben, die die Realitdt der A klar zum Ausdruck bringt. Die Summierung
erstreckt sich iiber alle moglichen Werte des Vektors k, dessen Komponenten in
bekannter Weise die Werte

2an,

2 2
B — 5 _ 2z _2anm,

ky =%, k=% (78,2)

haben konnen, wobei n,, n,, n, positive und negative ganze Zahlen sind. Aus
der Gleichung div A = 0 ergibt sich fiir jedes k

kak = O > ) (7813)
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d. h., die komplexen Vektoren a, stehen auf den entsprechenden Wellenvek-
toren k senkrecht. Die GroBen a, sind Funktionen der Zeit und geniigen der
Gleichung

dk '+‘ ol a; — 0. (78,4)

Werden die Dimensionen A, B, C des betrachteten Gebietes hinreichend grof3
gewihlt, so liegen die benachbarten Werte von k,, k,, k, (fur die n,, %, 2, um
Eins verschieden sind) sehr dicht beieinander. Es ist dann sinnvoll, von der
Zahl der moglichen Werte k,, ky, k; in einem kleinen Intervall Ak,, Ak,, Ak, zu
sprechen.

Da benachbarten Werten von z. B. k, Werte von n, entsprechen, die sich
um 1 unterscheiden, so ist die Anzahl An, der moglichen Werte von k, im Inter-
vall Ak, gleich dem entsprechenden Intervall der n,-Werte. Wir finden auf

diese Weise
A B C
An,=ﬂAkz, An,,=2—ndky, Anz=2—7—£Akz
Die Gesamtzahl An der moglichen Werte des Vektors k, dessen Komponenten in
den Intervallen Ak,, Ak,, Ak, liegen, ist gleich dem Produkt An, An,, An,, d. h.,
es gilt
v

T ear

An Ak, Ak, Ak, (78,5)
worin ¥V = ABC das Volumen des betrachteten Feldbereiches ist.

Hieraus bestimmt man leicht die. Zahl der moglichen Wellenvektoren, deren
Betriage im Intervall Ak und deren Richtungen im Raumwinkelelement Ao
liegen.. Dazu hat man im ,,Raum‘ der k,, k,, k. auf Kugelkoordinaten iiberzu-
gehen und Ak, Ak, Ak, durch das Volumenelement in diesen Koordinaten aus-
zudriicken. Es ergibt sich

14 :

Die Gesamtzahl der moglichen Wellenvektoren mit Betriagen im Intervall Ak
und beliebigen Richtungen (wir schreiben 4  anstelle 4o) ist dann schlieBlich

an = 2—2—2 k2 Ak . (78,7)

Fir die Zeitabhdngigkeit der Vektoren a, ergeben sich einfache periodische
Funktionen mit den Frequenzen w; = ¢ k (siehe (78,4)). Wir stellen die Ent-
wicklung des Feldes als eine Zerlegung nach fortschreitenden ebenen Wellen
dar. Wir setzen die Zeitabhingigkeit fiir jedes @, mit einem Faktor e “‘“* an:

@, ~ e~ iort w,=ck. (78,8)

Jeder einzelne Term in der Summe (78,1) hingt dann nur von der Differenz
k r — ;¢ ab und entspricht einer sich in der k-Richtung ausbreitenden Welle.

16 Xurzfassung I
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Wir berechnen nun die Gesamtenergie

1
=ﬁf(E2+H2)dV

des Feldes im Volumen V in Abhingigkeit von den Groflen a,. Fir das elek-
trische Feld haben wir

) B 1 _ 5 p
E = —?A= _?Z‘(akezkr + af e—ikT) -
k

oder, wenn wir (78,8) beriicksichtigen,
E=1 2 k (ak e‘ikr — a”: e—ikr) . (78,9)
&

Fiir das Magnetfeld H = rot A finden wir
H=1i} (ka,)e* — [kaf)etFr). (78,10)
&

Bei der Berechnung der Quadrate dieser Summen mufl man im Auge behalten,
daB Produkte mit verschiedenen Wellenvektoren k =+ k' bei der Integration iiber
den ganzen Bereich Null ergeben. Glieder dieser Art enthalten ndmlich den
Faktore*i?", ¢ = k + Kk’; ein Integral dariiber, etwa '
4
i £ nzT

f e 4 dx,

0
verschwindet jedoch fiir ganze und von Null verschiedene Zahlen n,. Fiir die
Glieder schlieBlich, bei denen die Exponentialfaktoren herausfallen, ergibt die
Integration uiber dV gerade das Volumen V.

Als Resultat finden wir

=4—I;%’ (B a,af + [kay] (kag]} .

Da @, k = 0 ist, folgt
(ka,) [k af] = k2 a,aff ,
und wir erhalten endgiiltig
kv

E=3GC,, Cp =45 anai . (78,11)
k

Die Gesamtenergie des Feldes ist somit die Summe von Energien €, die jeweils
zu einer einzelnen ebenen Welle gehoren.
Entsprechend berechnen wir den Gesamtimpuls des Feldes

1 1
FdeV=mf[EH]dV
und erhalten

b

k

&

c

. (78,12)

= =



§ 78. Eigenschwingungen des Feldes 217

Dieses Ergebnis war zu erwarten, da uns die Beziehung zwischen Energie und
Impuls ebener Wellen bekannt ist (siehe § 69).

Die Einfithrung der Entwicklung (78,1) bedeutet eine Beschreibung des Feldes
durch eine diskrete Reihe von Verdnderlichen (den Vektoren a@,) anstelle von
stetig verdnderlichen Groflen wie bei Benutzung der in allen Punkten des Rau-
mes gegebenen Potentiale A(z, ¥, 2, t). Wir fithren nun eine Transformation der
Veranderlichen @, durch, die es uns erméglicht, den Feldgleichungen eine den
kanonischen Gleichungen der Mechanik (den HamiLToNschen Gleichungen) ent-
sprechende Gestalt zu geben.

Die reellen ,,kanonischen Variablen‘* Q, und P, seien durch die Gleichungen

V
Qk . V4ncz(ak +a’k) ’

e (78,13)
V .
P,=—1 (Okl/m(ak_ azx) = Qs

definiert.
Die HamirToN-Funktion des Feldes erhalten wir, wenn wir im Energieaus-
druck (78,11) die GroBen a;, durch P, und Q,, ersetzen:

9= g Do = z + (P2 + o} 0}) . (78,14)

Die H amirToNschen Gieichungen 6@/8Pk=Qk fallen mit den Gleichungen

P, = Qk zusammen, die sich so in der Tat als Folge der Bewegungsgleichung
erweisen (dies wurde durch geeignete Wahl des Koeffizienten bei der Trans-

formation (78,13) erreicht). Die Gleichungen 99/0Q, = — Pk fithren zu den
Gleichungen
O+ 0} Q, =0, (78,15)

d. h., sie sind identisch mit den Feldgleichungen.

Jeder der Vektoren Q, und P, steht auf dem Wellenvektor k senkrecht, be-
sitzt also zwei unabhédngige Komponenten. Die Richtung dieser Vektoren ergibt
die Polarisationsrichtung der Welle. Bezeichnen wir die beiden Komponenten
von Q,, in der zu k senkrechten Ebene mit @y, j = 1,2, so haben wir Qf, = Z‘ Q
Eine entsprechende Bez1ehung gilt fir P, Damit folgt dann

H= "2 ks » Orj =5 (Pr; + of Q%)) - (78,16)
j

Wir sehen, daBl die HamMiLToN-Funktion in eine Reihe unabhingiger Terme
zerfillt, von denen jeder nur ein GroBenpaar @ ;, Py, enthilt. Jeder Term
entspricht einer fortschreitenden Welle mit bestimmtem Wellenvektor und be-
stimmter Polarisation. $; hat dabei die Gestalt der HamiLToN-Funktion eines
eindimensionalen harmonischen Oszillators. Die erhaltene Entwicklung des
Feldes 148t sich somit als eine Zerlegung des Feldes in eine Reihe harmonischer
Oszillatoren deuten.

16*






Ausstrahlung elektromagnetischer Wellen XIV

§ 79. Retardierte Potentiale

Wir werden Gleichungen zur Bestimmung des Potentialfeldes ableiten, das durch
bewegte Ladungen verursacht ist. Zu diesem Zweck wiederholen wir die in § 68
durchgefiihrte Ableitung, jedoch ohne die Festsetzung, daB3 die Dichte der La-
dungen und der Strom verschwinden.

Setzen wir
E—_15%4 Ve, H = rot A (79,1)
c ol
in die Gleichung
47 . 1 oE
rot H = T] + &
ein, so erhalten wir
- Aty LA a0 1
rot rot 4 AA + grad div 4 = =i~ 5 om —Fed - .
(79,2)

(im letzten Glied von rechts sind die Operationen grad und 6/d¢ vertauscht).
Als zuséitzliche Bedingung fiir die Potentiale wiahlen wir jetzt die Gleichung

g g 1 ap .

div A }+ = 0; (79,3)
sie wird LorRENTZ-Bedingung genannt, und die ihr geniigenden Potentiale nennt
man Potentiale gemall der LORENTz-Konvention geeicht.!) Die letzten Glieder
auf beiden Seiten von (79,2) heben sich dann wechselseitig auf, und wir kommen
zu der Gleichung

Aa . Lea _ dag (79,4)

ot ar ¢

!) Die Bedingung (79,3) ist allgemeiner als die yn § 68 verwendete Bedingung ¢ = 0,
div A = 0; Potentiale, die der letzteren geniigen, geniigen auch der Bedingung (79,3). Im
Unterschied zu ihr hat die LorENTZ-Bedingung jedoch invarianten Charakter: Potentiale,
die dieser Bedingung in einem Bezugssystem geniigen, geniigen ihr auch in allen anderen
Systemen. Dies wird daraus ersichtlich, daB die Bedingung (79,3) in der vierdimensionalen
invarianten Form

geschrieben werden kann.
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Setzen wir analog (79,1) in die Gleichung div E = 4 7 g ein, so erhalten wir
_ 1
c

9 .
EdlvA—Atp_tirzg,

oder, wenn wir div A aus der Bedingung (79,3) verwenden,
_ 1 &
T

=—4mp. (79,5)

Die Gleichungen (79,4) und (79,5) sind die gesuchten Gleichungen. Fiir ein
zeitunabhingiges Feld ergeben sich die uns schon bekannten Gleichungen
(569,4) und (65,4) und fir ein verdnderliches Feld ohne Ladungen homogene
Wellengleichungen.

Die allgemeine Losung der inhomogenen linearen Gleichungen (79,4) und (79,5)
1aBt sich in bekannter Weise als Summe der allgemeinen Losung der homogenen
Gleichung (also ohne rechte Seiten) und einer speziellen Losung der allgemeinen
Gleichung (mit Inhomogenitédten) darstellen. Um ein solches spezielles Integral
zu finden, teilen wir den ganzen Raum in unendlich kleine Bereiche und bestim-
men das von der Ladung erzeugte Feld, die sich in einem dieser Volumenelemente
befindet. Infolge der Linearitit der Feldgleichungen ist das tatsichliche Feld
gleich der Summe der von allen diesen Elementen hervorgerufenen Felder.

Die Ladungsmenge de in einem bestimmten Volumenelement héngt im allge-
meinen von der Zeit ab. Wéhlen wir den Koordinatenursprung im Volumen-
element, so 1aBt sich die Ladungsdichte p = de(t) 4(R) schreiben, wo R die Ent-
fernung vom Koordinatenanfangspunkt ist. Es ist also die Gleichung

1 o%p _
— T 4 7 de(t) 6(R) (79,6)
zu losen.
Uberall auBerhalb des Ursprunges ist §(R) = 0, und es gilt
1 &%
Ap ———5=0. (79,7)

Offensichtlich muB in dem hier betrachteten Fall p kugelsymmetrisch sein, d. h.
darf nur von R abhidngen. Schreiben wir also den LapPLacE-Operator in Kugel-
koordinaten, so nimmt (79,7) die Gestalt

R? R oR ct ot
- an.
Zur Losung substituieren wir ¢ = l(i:’—t)- . Dann erhalten wir fiir y
Ay 1 &y 0
Rz & a2

Dies ist jedoch die Gleichung ebener Wellen, deren Losung die Gestalt

cenl-2) a2
hat.
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Da wir nur eine spezielle Losung suchen, geniigt es, nur eine der Funktionen f,
und f, zu benutzen. Es ist gewohnlich giinstig, f, = 0 zu setzen (vgl. dazu das
weiter unten gesagte). AuBlerhalb des Koordinatenursprunges hat also das Po-
tential @ immer die Gestalt

R
g= x(t ;T) i (79,8)

Die Funktion y ist hierbei vorlaufig noch willkiirlich; wir wahlen sie so, dafl
sich auch im Koordinatenursprung der richtige Wert des Potentials ergibt. Mit
anderen Worten haben wir y so zu bestimmen, dafl im Koordinatenursprung die
Gleichung (79,6) erfiillt wird. Dies ist durch die Feststellung leicht moglich, daf
fir R — 0 das Potential selbst unendlich groB wird und daher die Ableitungen
nach den Koordinaten rascher wachsen als diejenigen nach der Zeit. Fir R — 0

2
kann man also in der Gleichung (79,6) den Term 61_2"837?' gegeniiber Ag vernach-

lassigen. Dann geht (79,6) in die uns schon bekannte Gleichung (59,10) iber,
die das CouLomBsche Gesetz ergab. In der Nahe des Koordinatenursprunges
muB somit (79,8) in das CovLomssche Gesetz iibergehen, woraus folgt, daB
x(t) = de(t), d. h.

-

Y= g
gilt.

Es ist nunleicht, die Lésung der Gleichung (79,5) fiir eine beliebige Ladungs-
verteilung o(z, y, 2, t) zu erhalten. Dazu geniigt es, in (79,9) de = p dV (mit
dV als Volumenelement) zu schreiben und iiber den ganzen Raum zu integrieren.
Zu der so erhaltenen Losung der inhomogenen Gleichung (79,5) ist noch die all-
gemeine Losung der entsprechenden homogenen Gleichung hinzuzufiigen. Die
allgemeine Losung hat dann die Gestalt :

1 /., R\ ..,
o(r, t) =f§g(r,t - ?—)dV + @, ,
R=r—7r, dV' =d2'dy dv, {79,9)
(Rist die Entfernung vom Volumenelement d ¥V’ zum ,,Beobachtungspunkt®, in

dem die Werte des Potentials gesucht werden, r = (2, ¥, z) und ' = (2, y', 2'))-
Wir werden diesen Ausdruck kurz in der Form

@ =f___'~"—RR/° dv + g, (79,10)

schreiben, wo der Index ¢ — R/c bedeuten soll, dal der Wert von o zum Zeit-
punkt ¢ — R/c zu nehmen ist; den Strich bei d V lassen wir fort.
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Fir das Vektorpotential gilt ganz entsprechend
A=%fi‘“—;”—°dV+Ao. (79,11)

A ist eine Losung der Gleichung (79,4) ohne rechte Seite.

Die Ausdriicke (79,10) und (79,11) (ohne ¢, und A,) werden retardierte Po-
tentiale genannt.

Fir unbewegte Ladungen (d. h. fir eine zeitunabhédngige Dichte p) geht (79,10)
in die uns schon bekannte Gleichung (59,9) fiir das Potential des elektrostatischen
Feldes iiber. (79,11) ergibt bei einer stationiren Bewegung der Ladungen (nach
Mittelung) die Gleichung (65,5) fiir das Vektorpotential eines magnetostatischen
Feldes.

A, und g, in (79,10) und (79,11) sind so zu bestimmen, daB sie den Bedingun-
gen der gestellten Aufgabe geniigen. Es wiirde zur Festlegung offenbar aus-
reichen, Anfangsbedingungen zu stellen, d. h. das Feld zu einem Anfangszeit-
punkt vorzugeben. Gewohnlich hat man es jedoch nicht mit derartigen Anfangs-
bedingungen zu tun. Statt dessen sind Bedingungen in grofen Entfernungen
vom System der Ladungen fiir alle ¢ gegeben. Auf das System treffe etwa eine
dullere Strahlung auf. Dann kann sich das Feld, das als Ergebnis der Wechsel-
wirkung der duBleren Strahlung mit dem System entsteht, vom duBeren Feld nur
durch die vom System ausgehende Strahlung unterscheiden. Eine solche Aus-
strahlung des Systems hat in groBen Entfernungen die Gestalt von Wellen, die
sich in Richtung wachsender R vom System fortbewegen. Diese Bedingung er-
fillen jedoch gerade dieretardierten Potentiale. Sie bilden also das vom System
ausgehende Feld und ¢,, A4, sind mit dem auf das System wirkenden &duBeren
Feld zu identifizieren.

§ 80. Die LienarD-WiEcHERTSchen Potentiale

Wir wollen die Potentiale eines Feldes, das von einer Punktladung, die eine vor-
gegebene Bewegung auf der Trajektorie » = r4(t) vollfithrt, berechnen.

Gemdll den Formeln fir retardierte Potentiale wird das Feld im Beobach-
tungspunkt P(z, y, 2) und zum Zeitpunkt ¢ durch den Bewegungszustand der
Ladung zu dem vorhergehenden:Zeitpunkt ¢" bestimmt, fir den die Ausbrei-
tungszeit des Lichtsignales vom Punkt 74(t’), in dem sich die Ladung befindet,
zum Beobachtungspunkt P gerade mit der Differenz ¢ — ¢’ zusammenfallt.
R(t) = r — 7(t) sei der Radiusvektor der Ladung e im Punkt P. Zusammen mit
7(¢) ist er eine vorgegebene Funktion der Zeit. Der Zeitpunkt ¢’ wird dann durch
die Gleichung

v Py (80,1)
bestimmt.

In dem Bezugssystem, in dem zum Zeitpunkt ¢ das Teilchen ruht, ist das
Feld im Beobachtungspunkt zum Zeitpunkt ¢ durch das CouLomBsche Poten-
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tial gegeben:
e
= =0. 80,2
?=ggy A= (80,2)
Der Ausdruck fiir die Potentiale in einem beliebigen Bezugssystem ergibt sich
daraus, daBl wir einen solchen Vierervektor angeben, der fir die Geschwindig-
keit v = 0 fiir ¢ mit A gerade die Werte (80,2) ergibt. Da gema8 (80,1) ¢ aus
(80,2) in der Form

e

?= c(t —t)

geschrieben werden kann, finden wir fiir den gesuchten Vierervektor

b= B 80,3
A e Ew) . (80,3)
Hier ist u# die Vierergeschwindigkeit der Ladung und R’ ein Vierervektor mit

den Komponenten
R =(c@¢t—t),r—1),

wobei t’, z’, y', 2’ untereinander durch die Beziehung (80,1) verkniipft sind. Diese
hat invarianten Charakter, da sie in der invarianten Form

R R —0 (80,4)

geschrieben werden kann. Wenn wir die Komponenten des Vierervektors (80,3)
in dreidimensionaler Form fiir ein beliebiges Bezugssystem aufschreiben, er-
halten wir fur die Potentiale des Feldes, das durch eine sich beliebig bewegende
Punktladung erzeugt wird, folgende Ausdriicke:

e ev
B ( UR) ) 4= ’(__;,“ﬁ) : (80,5)
R— - ¢ e
c c

Hierbei ist R der Radiusvektor vom Aufenthaltspunkt der Ladung zum Beob-
achtungspunkt P und alle Groflen auf den rechten Seiten der Gleichungen sind
zum Zeitpunkt ¢’, der durch (80,1) definiert ist, zu nehmen. Die Potentiale des
Feldes in der Form (80,5) heien LrENArRD-WIECHERT-Potentiale.

Zur Berechnung der elektrischen und magnetischen Feldstédrke nach den For-
meln

1 64
E= —
c ot

—gradg, H=rotA

sind ¢ und A nach den Aufpunktkoordinaten z, y, z und der Beobachtungszeit ¢
zu differenzieren. Die Gleichungen (80,5) driicken die Potentiale als Funktionen
von ¢’ und erst iber (80,1) als implizite Funktionen von z, y, 2, t aus. Zur Bildung
der notigen Ableitungen hat man also erst nach ¢ zu differenzieren.
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Differenzieren wir die Gleichung R(¢') = ¢(! — ¢') einmal nach ¢ und ein wei-
teres Mal nach 7, so erhalten wir:

8R _ B8R o' _ c-(l . at')
at at’ ot at )’
(80,6)
__ 8R _ OR , , OR _ ,
gradR:a—'_Wgradt—}-a—r— cgradt’ .

Die Ableitung dR/ot’ erhalten wir durch Differenzieren der Identitat R? = R?
und durch die Substitution von dR/ot' = — v(t') (das Minuszeichen ist hier die
Folge des Umstandes, daBl der Radiusvektor R von der Ladung e zum Punkt P
gerichtet ist; die Geschwindigkeit ist die zeitliche Ableitung der Koordinaten der
Ladung). Hieraus erhalten wir:

L ferner ist =
ot F r R’

Setzen wir diese Ergebnisse in die Gleichung (80,6) ein, so finden wir:

¢ R
ey = o
1-2= c(R——)
cR c

(80,7)

Man kann leicht mit diesen Gleichungen die Felder E und H berechnen. Nach
Zwischenrechnungen, die wir fortlassen, gelangt man zu dem Ergebnis

2

b= » ’ & .
E:e(;_%%):,(n—cﬁﬁ Cz(AR_RTT[R [(R~?R)-v]j|,
. (80,8)
H=_[RE]. (80.9)

Hierbei wurde v = dv/0dt’ gesetzt; alle GroBen auf den rechten Seiten sind zum
Zeitpunkt ¢’ zu nehmen. Das Magnetfeld steht bemerkenswerterweise immer
senkrecht auf dem elektrischen.

Das elektrische Feld (80,8) setzt sich aus zwei Bestandteilen mit verschie-
denem Verhalten zusammen. Der erste Term hiangt nur von der Geschwindig-
keit des Teilchens ab (nicht von seiner Beschleunigung) und dndert sich in groien
Entfernungen wie 1/R2. Der zweite, beschleunigungsabhingige Term verhalt
sich fir groBe R wie 1/R. Wir werden spater sehen, daf} dieses letzte Glied mit
der Ausstrahlung elektromagnetischer Wellen durch das Teilchen zusammen-
hingt.

Der erste Term sollte, da er beschleunigungsunabhéngig ist, dem Felde einer
gleichférmig bewegten Ladung entsprechen. Tatsichlich kann man zeigen (wir
werden hier nicht darauf eingehen), dafl das durch diesen Term bestimmte Feld
mit dem Feld von (61,5) identisch ist.
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§ 81. Das Feld eines Systems von Ladungen in groBen Entfernungen

Wir betrachten das Feld, das von einem System bewegter Ladungen in Ent-
fernungen hervorgerufen wird. die gro im Vergleich zum Durchmesser des
Systems sind.

Den Koordinatenanfangspunkt O wéihlen wir an einer beliebigen Stelle inner-
halb der Ladungen. Den Radiusvektor von O zum Beobachtungspunkt P be-
zeichnen wir mit R, den Einheitsvektor in dieser Richtung mit n. Der Radius-
vektor des Ladungselementes de = ¢ dV sei r, den von de nach P gerichteten
Vektor nennen wir R ; offensichtlich ist R = R, — r .

In groBien Entfernungen vom System ist R,>> r und nidherungsweise

R=|Ry,— 7l ~Ry—nr.

Wir setzen dies in die Gleichungen (79,10), (79,11) fiir die retardierten Potentiale
ein. Im Nenner des Integranden kann man r n gegeniiber R, vernachléssigen.
Im Argument ¢ — R/c ist jedoch diese Vernachldssigung im allgemeinen nicht
erlaubt; die Moglichkeit einer solchen Vereinfachung ergibt sich hier nicht aus
der relativen Grole von R,/c und r n/c, sondern bestimmt sich daraus, wie rasch
sich ¢ und j wiahrend der Zeit » n/c 4ndern. Beriicksichtigen wir, dafl bei der
Integration Ry konstant ist und daher aus dem Integral gezogen werden kann, so
finden wir fir die Potentiale des Feldes in groBen Entfernungen von den La-
dungen folgende Ausdriicke:

1
= dv ., 81,1
TR fet_L;» Rl eLD
1
= 9 dIr . 81 2
A CRO_/‘J:_};"-{—!C: ( :)

In geniigend grofien Entfernungen vom System kann das Feld in kleinen
Raumbereichen als ebene Welle betrachtet werden. Dazu ist notig, dal die
Entfernungen nicht nur in bezug auf den Durchmesser des Systems, sondern
auch im Vergleich zu der Linge der vom System ausgestrahlten elektromagne-
tischen Wellen groB3 sind. Dieser Feldbereich wird als Wellenzone der Strahlung
bezeichnet. )

In einer ebenen Welle sind die Felder E und H durch die Beziehung (69,4)
E = [H n] verknupft. Da H = rot A gilt, geniigt schon zur vollstindigen Be-
stimmung des Feldes in der Wellenzone die Berechnung des Vektorpotentials.
Fir eine ebene Welle haben wir H = [A n)/c [Gleichung (69,3)], wo der Punkt
iber A die Ableitung nach der Zeit bedeutet. Bei bekanntem A finden wir
also H und E nach den Formeln!)

H=_[An], E=_[[dn]n]. (81,3)

1) Die Gleichung E — A /c [siehe (69,3)] ist hier nicht anwendbar, da die Potentiale ¢, A
hier nicht die Zusatzbedingung erfiillen, die wir in § 69 fiir sie forderten.
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Es sei darauf hingewiesen, daBl das Feld in grofen Entfernungen der ersten
Potenz der Entfernung R, vom ausstrahlenden System umgekehrt proportional
ist. Es ist ferner zu bemerken, dafl die Zeit in die Ausdriicke (81,1) bis (81,3)
immer in der Kombination ¢ — Ry/c mit der Entfernung R, eingeht.

Die vom System ausgestrahlten elektromagnetischen Wellen fithren eine be-
stimmte Energie mit sich. Der Energiestrom wird durch den Poy~TIiNG-Vektor
gegeben, der in einer ebenen Welle gleich

S=c¢ ﬁz -n
4
ist. Die Intensitdt dI der Strahlung im Raumwinkelelement do ist diejenige
Energiemenge, die in der Zeiteinheit durch das Element df = R} do der Kugel-
oberflache gelangt, deren Zentrum im Koordinatenanfangspunkt liegt und die
einen Radius R, besitzt. Offensichtlich ist diese Menge gleich dem mit df multi-
plizierten Energiestrom S, d. h.

H2
dI = 04—n-R§ do . (81,4)

Da die Feldstirke H umgekehrt proportional zu R, ist, sehen wir, daf die vom
System pro Zeiteinheitin den Raumwinkel do abgestrahlte Energie fiir alle Ent-
fernungen dieselbe ist (bei einem fiir alle Entfernungen gleichen Wert der Dif-
ferenz ¢ — Ry/c). Dies muBl natiirlich so sein, da sich die vom System ausge-
sandte Energie im umliegenden Raum mit der Geschwindigkeit ¢ ausbreitet und
sich nirgends anhdufen oder verschiwnden kann.

§ 82. Dipolstrahlung

Die im Integranden der Ausdriicke (81,1) und (81,2) fir die retardierten Po-
tentiale auftretende Zeit » n/c kann man vernachladssigen, wenn sich innerhalb
dieser Zeit die Ladungsverteilung wenig dndert. Es lassen sich leicht Bedingun-
gen dafiir angeben. 7' sei der GroBenordnung nach die Zeit, in der sich die La-
dungsverteilung des Systems merklich dndert. Die Strahlung dieses Systems
wird offensichtlich eine Periode der Ordnung 7', d. h. eine Frequenz der Gr6Ben-
ordnung 1/7 besitzen. Bezeichnen wir ferner mit a die GroBenordnung der
Systemdurchmesser. Dann ist r n/c ~ a/c. Damit sich die Ladungsverteilung
des Systems in dieser Zeit # n/c nicht bedeutend dndern kann, muB a/c << T sein.
Nun ist ¢ 7' nichts anderes als die Wellenldnge 4 der Strahlung, so dal wir die Be-
dingung @ <€ ¢ T in der Form

a < (82,1

schreiben konnen, d. h., die Systemdurchmesser miissen klein gegeniiber der
Lange der ausgestrahlten Wellen sein.

Die Bedingung laBit sich noch in einer anderen Form schreiben, wenn wir
T ~ afv und daher A ~ c a/v benutzen, wo v die GréBenordnung der Geschwin-
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digkeiten der Ladungen ist. Aus a <A ergibt sich dann
v <o, (82,2)

d. h., die Geschwindigkeiten der Ladungen miissen klein im Vergleich zur Licht-
geschwindigkeit sein.

Wir setzen voraus, dafl diese Bedingung erfiillt ist und wollen nun die Aus-
strahlung in Entfernungen vom System betrachten, die groBl im Vergleich zu
den Wellenlingen sind (und daher auf jeden Fall auch groB gegeniiber den
Systemdimensionen). Wie schon im § 81 gesagt wurde, kann man in solchen
Entfernungen das Feld als ebene Welle betrachten, so daB es fiir seine Be-
stimmung ausreicht, nur das Vektorpotential zu berechnen.

Das Vektorpotential (81,2) hat hier die Gestalt

1 o
4= / e dv, (82,3)

- c
wobei die Zeit ¢ =t — Ry/c nicht mehr von den Integrationsverdnderlichen ab-
hangt. Wir setzen j = p v und schreiben (82,3) in der Gestalt

A= 2 (Zev),

wo sich die Summierung iiber alle Ladungen des Systems erstreckt. Zur Ab-
kirzung lassen wir den Index ¢ fort; alle GroBen auf den rechten Seiten der
Gleichungen sind zum Zeitpunkt ¢ zu nehmen. Nun gilt

Jev= gt_ Jer= d ,
wo d das Dipolmoment des Systems ist. Wir haben somit

1 3
=__d. 82,4
4 cRod (82,4)

Mit Hilfe von (81,3) finden wir das Magnetfeld zu

1

55 [dn], (82,5)

H =

sowie das elektrische Feld

1
c* R,

E—=__[[dn]n]. (82,6)

In der betrachteten Ndherung ist also die Ausstrahlung durch die zweiten
Ableitungen des Dipolmomentes des Systems bestimmt. Eine solche Strahlung
wird als Dipolstrahlung bezeichnet.

Aus d = Y e rfolgtd = ¥ ev. Die Ladungen kénnen also nur dann strahlen,
wenn sie sich beschleunigt bewegen. Sich gleichférmig bewegende Ladungen
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senden keine Strahlung aus. Dies folgt im iibrigen auch unmittelbar aus dem
Relativitétsprinzip, da man eine gleichférmig bewegte Ladung in dem Inertial-
system betrachten kann, in dem sie ruht; eine ruhende Ladung strahlt aber
nicht.

Setzen wir (82,5) in (79,4) ein, so erhalten wir fir die Intensitdt der Dipol-
strahlung
2

i ‘; S sin®0.do, (82,7)

_ 1 1212 do —
dl_m[dn] do =

wo 6 der Winkel zwischen den Vektoren d und n ist. dI ist diejenige Energie-
menge, die vom System in der Zeiteinheit in das Raumwinkelelement do ge-
strahlt wird ; die Richtungsverteilung der Strahlung wird somit durch den Fak-
tor sin?  gegeben.

Mit do = 2 7 sin 6 df erhalten wir nach Integration iiber 6 von 0 bis 7 als
gesamte Ausstrahlung

I= é%d'é . (82,8)

Ist nur eine sich in einem &uBeren Feld bewegende Ladung vorhanden, so
folgt d = e r und d = e w mit w als Beschleunigung der Ladung. Die Gesamt-
ausstrahlung einer bewegten Ladung ist daher

_ 28w

== (82,9)

Die vom System hervorgebrachte Strahlung kann spektral zerlegt werden.
Offensichlich sind fiir das Hervorbringen bestimmter monochromatischer
Strahlungskomponenten ebensolche Komponenten des Dipolmoments des Sy-
stems d(t) verantwortlich. Dabei mufl man die Félle der Zerlegung in eine Reihe
oder in ein FourIiERr-Integral unterscheiden.

Wenn die Ladungen periodische Schwingungen (mit Frequenzen w,) aus-
fithren, mufl man das Dipolmoment (und mit ihm auch die Strahlung des Feldes)
in eine FouriER-Reihe zerlegen. Nach der allgemeinen Formel (72,4) erhédlt man
die Intensitdt der monochromatischen Komponente (mit der Frequenz w = n w,)
aus der Formel fir die mittlere Intensitat der Strahlung

P 3152 (82,10)

indem man das gemittelte Quadrat d? durch das doppelte Quadrat des Moduls
der entsprechenden Fourier-Komponente d,, ersetzt:

4 .
I,=-=\d,>.
o= 5 da]

.

Die FourieEr-Komponente des Vektors d(¢) 1aBt sich durch die Fourier-Kom-
ponente des Vektors d(¢) ausdriicken. Wir erinnern daran, daf sich jeder Term
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des Ausdruckes d(t) aus der zeitlichen Ableitung des entsprechenden Terms des
Ausdruckes d(t) ergeben muB, d. h., es ist

;| a—io dz —twty _ —fw
dwel‘—d—tz-(de“) — wrd, e t®t,
Hieraus folgt
d, = — w?d, : (82,11)
und
_ o 2
I,= 5o dJ? . (82.12)

Mit einer Entwicklung in ein Fourier-Integral hat man es bei der Strahlung
zu tun, die beim Zusammensto geladener Teilchen entsteht (die sogenannte
Bremsstrahlung). Dabei ist von Interesse die gesamte Energiemenge, die
wahrend der StoBdauer ausgestrahlt wurde. Die Energie, die in Form von Wel-
len mit Frequenzen im Intervall zwischen w und w + deo ausgestrahlt wird,
bezeichnen wir mit dE,. Wir erhalten sie nach (72,8) aus der Formel fir die
Gesamtenergie der Strahlung:

_ Fra_ 2 [
A@_fldt_ﬁfd dt (82,13)

indem wir das Integral durch den Ausdruck 2 I(i,,,l2 dw/2 7 ersetzen:

G, =

(82,14)

Ein abgeschlossenes System, das aus Teilchen besteht, bei denen das Ver-
haltnis Ladung zu Masse gleich ist, kann keine (Dipol-)Strahlung aussenden.
In der Tat ist das Dipolmoment eines solchen Systems

d=26r=2’im'r=const2mr,
m

wo const das (fiir alle Teilchen gleiche) Verhéltnis Ladung zu Masse bedeutet.
Nun gilt 3) mr = R 3’ m , mit R als Radiusvektor des Systemschwerpunktes
(es sei daran erinnert, dafl fur alle Geschwmdlgkelten v < c gilt, so daB die nicht-
relativistische Mechanik anwendbar ist); d ist daher der Beschleunigung des
Schwerpunktes proportional und verschwindet, da sich der Schwerpunkt gleich-
formig bewegt.

Wenn die Dipolstrahlung fehlt, muB8 man sich zur Bestimmung der vom
System ausgestrahlten Energie hoheren Termen der Entwicklung des Feld-
potentials nach Potenzen eines kleinen Verhéltnisses a/A zuwenden. In den
nach der Dipolnidherung folgenden Niherungen entsteht eine Strahlung, die
sich als Schwingung des elektrischen Quadrupolmoments und des magnetischen
Moments des Systems erweist.
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Aufgaben?)

1. Man bestimme die Ausstrahlung eines Dipols d, der in einer Ebene mit konstanter
Winkelgeschwindigkeit 2 rotiert.

Losung. Wihlen wir die zy-Ebene als Rotationsebene, so haben wir

dy =dgcos 2t, dy,=d,sin Q¢.
Da diese Funktionen ,,monochromatisch‘‘ sind, ist auch die Ausstrahlung mit der Frequenz
o = £ monochromatisch. Nach (82,7) finden wir fur die Winkelverteilung der (iiber die
Rotationsperiode) gemittelten Ausstrahlung
— 2
I= d_° Q:(l + cos?d) do,
87 c?

wo @ der Winkel zwischen der Richtung n der Strahlung und der z-Achse ist. Die Gesamt-
intensitdt ist
242

3¢¢

2. Man bestimme die Gesamtstrahlung bei frontalem Zusammensto8 zweier sich abstoBen-
der Teilchen.

Lésung. Wenn wir den Koordinatenursprung im Schwerpunkt der Teilchen wéhlen, so
erhalten wir fiir das Dipolmoment des Systems

_,__ex’”z*ez"‘nh,,(i_i)r.

my + My m; My

Die Indizes 1 und 2 beziehen sich dabei auf die beiden Teilchen, » = #; — 7, ist der Radius-

vektor zwischen ihnen und u = m, my/(m; + m,) die reduzierte Masse. Die Bewegungs-
gleichung der Teilchen lautet

~l

d=¢mr | 6r,=

< €6 7T
p=‘uv=12

e; e, > 0). Nach (82,13) ist die Gesamtenergie der Bremsstrahlung

(e 2 oo
2 2
g2 n _al fug 2k 6Ve.ef % o
m,y My 3ct\m; my rh
-0 —o0

Bei frontalem StoB bestimmt man die Geschwindigkeit » der Teilchen aus

po e pvk

2 T r 5 °
WO voo die Geschwindigkeit im Unendlichen ist. Setzen wir im Integral fiir d¢ = dr/v und
ersetzen die Integration iiber d¢ durch die Integration iiber dr von oo bis rmin = 2 e, € /u v

und von 7pjn bis oo, so kénnen wir schreiben:

%:2 E .
” 7)‘5,.0_2e1e2
ur
(o)

1) In allen Aufgaben gilt fir die Geschwindigkeit der Teilchen » Lec.
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Durch Ausrecbnen des Integrals erhalten wir:
som 2% (5 _af
45c%e € \my My
3. Man bestimme die Gesamtstrahlung beim Vorbeifliegen einer Ladung an eirer anderen,

wenn die Geschwindigkeit so groB (gegeniiber der Lichtgeschwindigkeit jedoch noch klein)
ist, dal die Abweichung von der gradlinigen Bewegung als klein angesehen werden kann.

Loésung. Der Ablenkungswinkel ist klein, wenn die kinetische Energie u ¢3/2 im Ver-
gleich zur potentiellen Energie, die die Groflenordnung e, e;/o hat, groB ist, d. h. wenn
29 > e, ey/0 gilt. Bei gradliniger Bewegung mit der Geschwindigkeit vist r — |/ 2 + 12 ¢3,
wobei g den Zielabstand darstellt. Durch Einsetzen in Formel (1) der vorigen Aufgabe und .
Berechnen des Integrals erhalten wir

¢ ~Tlaal(a &)
Bvdpd\my my
4. Man stelle die Formel fiir die Spektralverteilung der Bremsstrahlung fiir den Grenz-
fall kleiner Frequenzen!) auf.

Losung. Im Integral

cO oo
ai'...=f.3i(t)efw: d=p (_el_ _fz_)fi,emzd,
my,  my
= /J

ist die Beschleunigung ¥ nur im Verlauf einer Zeitdauer ~ r merklich von Null verschieden.
Deshalb kann man annehmen, daf bei Frequenzen w < 1/v im Integranden w ¢ < 1 und
dementaprechend '@t x~ 1 ist. Dann erhilt man

[e<]
Jw=ﬂ(i_i)f@d¢=(e_l__‘a_)4p,
My My 0y My
wobei 4p die beim StoB erfolgte Anderung des Impulses p = u v darstellt. Nach {82,14)
ist die in dem Frequenzbereich dw ausgestrahlte Energie
46 =2 (& _ % ¥ uppde
“ " 3ac\m my ) .
Man beachte, daB diese Verteilung frequenzunabhingig ist, d. h., d€,/dw strebt fir w — 0
einem konstanten Grenzwert zu.
6. Man bestimme die Strahlungsintensitét einer Ladung, die sich auf einer Kreisbahn in
einem konstanten homogenen Magnetfeld bewegt.

Lo6sung. Nach Formel (82,9) finden wir:

PO
3 m?2cb
§ 83. Die Strahlung einer schnell hewegten Ladung

Wir betrachten hier ein geladenes Teilchen, das sich in einem duBeren Feld mit
einer Geschwindigkeit bewegt, die im Vergleich zur Lichtgeschwindigkeit nicht
klein ist. Zur Losung dieser Aufgabe ist es giinstig, den LIENARD-WIECHERT-

1) Bei der Spektralverteilung der Bremsstrahlung entfillt der Hauptanteil der In-
tensitdt auf Frequenzen w ~ 1/7, wobei v von der Gro8enordnung der StoBdauer ist. Dem-
entsprechend verstehen wir hier unter kleinen Frequenzen solche, fir die w < 1/z gilt.
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schen Ausdruck (80,8), (80,9) firr das Feld zu benutzen. In groBen Entfernungen
brauchen wir nur den Term mit der niedrigsten Potenz von 1/R beizubehalten
(d. h. den zweiten Term in der Gleichung (80,8)). Fiihren wir den Einheits-
vektor n in der Strahlungsrichtung ein (R = n R), so erhalten wir die Formel

[l 2]

[

E= H=[nE], ' (83,1)

worin alle GroBen auf der rechten Seite zum retardierten Zeitpunktt’ = t—R/c
zu nehmen sind.

Die Intensitit der Ausstrahlung in den Raumwinkel do ist proportional zu E?2
Die sich hieraus ergebende Winkelverteilung ist im allgemeinen ziemlich kom-
pliziert. Im ultrarelativistischen Falle (v nahe bei ¢; 1 — vjc 1) besitzt sie
eine charakteristische Eigentiimlichkeit, die mit dem Vorhandensein hoher Po-
tenzen der Differenz 1 — v m/c in den Nennern der verschiedenen Terme dieses
Ausdrucks zusammenhingt. Die Intensitat ist nimlich in dem kleinen Winkel-
intervall groB, in dem diese Differenz klein ist. Bezeichnen wir mit f den kleinen
Winkel zwischen v und n, so ist

_.v ~ _1 92~l _v’ rl
1—Lcos 6 w1 c+?~?(1 c—2+6>. (83,2)

Diese Differenz ist klein bei

0~V1 --10’:;. (83,3)

Das ultrarelativistische Teilchen strahlt also in seine Bewegungsrichtung, und
zwar in das Winkelintervall (83,3) um die Geschwindigkeitsrichtung.

‘Die im Laufe der Zeit d¢ in das Raumwinkelelement do ausgestrahlte Energie-
menge ist gleich

2

(Z"_n PR do) at . (83,4)

Bei der Berechnung der Strahlungsintensitat mufl man hier jedoch zwei mag-
liche Verfahren zu ihrer Bestimmung unterscheiden.

In (83,4) ist d¢ das Zeitinterval im Moment der Beobachtung, so daB der
Klammerausdruck die Intensitat darstellt, die ein Beobachter in der Zeiteinheit
wahrnimmt. Infolge des Verzogerungseffektes, der bei der Ausbreitung von
Wellen vom strahlenden Teilchen zum Beobachtungspunkt auftritt, fallt das
Intervall d¢ nicht mit dem Zeitintervall di’ zusammen, in dessen Verlauf die
Energie (83,4) von dem sich bewegenden Teilchen ausgestrahlt wurde. Ent-
sprechend (80,7) haben wir

ot ., _no "
it =2 ar = (1 T) dr . (83,5)
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Definiert man die Intensitat als die pro Zeiteinheit ausgestrahlte Energie, so
erhéilt man folgende Gleichung:

dhlgm@_ﬁgmdm (83,6)
4 n c

Fiir v ¢ (wie esim § 82 vorausgesetzt wurde) kann der Faktor 1 — nv/c durch
1 ersetzt werden, so dafl beide Formulierungen fir die Intensitdt iibereinstim-
men.

Aufgabe
Man bestimme die Strahlungsintensitidt ultrarelativistischer Teilchen, die sich auf einer
Kreisbahn in einem konstanten homogenen Magnetfeld bewegen.

Lésung. Bei zueinander senkrechter Beschleunigung und Geschwindigkeit liefert die
Berechnung nach den Formeln (83,1) und (83,6):

(l - ﬁ) sin® 6 cos? @
2 2 2
— Gy 1 A Wl IS

T A3 3 = “\5
xw® (l—?fcos 6) (l—icos >
c c

wo 6 der Winkel zwischen » und » ist und ¢ der azimutale Winkel, den der Vektor n mit
der durch v und w aufgespannten Ebene bildet. Im ultrarelativistischen Falle kommt dem
Bereich kleiner §-Werte die Hauptrolle zu. In diesem Bereich ist

(1 ”2)92

4(1 — =

2 2 2

I=2ew 1 e c* ) scos2f do,

- BT I T
e -2
¢ c?
und das Raumwinkelelement do = sin 6 df dp ~ 6 df dp. Wegen der schnellen Konver-

genz des Integrals iiber d6 kann man die Integration iiber d6 bei der Berechnung der Ge-
samtintensitdt von 0 bis oc ausdehnen. Als Ergebnis erhalten wir:

2 ¢t H?
3 m? 3 (1 - 'u_)
o2
Hier ist auch schon der Ausdruck fiir die Beschleunigung bei der Kreishewegung im Magnet-

feld H eingesetzt:
- TR N
:Hw_gmﬁ I

I=

me ¢ m c?

§ 84. Strahlungsddmpfung

Die Ausstrahlung elektromagnetischer Wellen durch bewegte Ladungen fiihrt
zum Verlust an Energie. Die Riickwirkung dieses Verlustes auf die Bewegung
der Ladungen kann durch Einfithrung entsprechender ,,Dampfungskrafte‘ f in
die Bewegungsgleichungen beschrieben werden.

17 XKurzfassung I
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Wir betrachten ein System von Ladungen, das eine stationire Bewegung mit
nichtrelativistischen Geschwindigkeiten (v < ¢) ausfithrt. Der mittlere Energie-
verlust des Systems (bezogen auf die Zeiteinheit) ist gleich der mittleren Inten-
sitdt der Ausstrahlung (82,10). Wir wéhlen die Krafte f derart, dafl dieser
Energieverlust als mittlere Arbeit dieser Krifte dargestellt werden kann. In der
Zeiteinheit leisten diese Krafte f die Arbeit f v, wobeiv die Geschwindigkeit der
Teilchen ist. Somit kann man

_2 g
Shave = —g5d (84,1)
schreiben (dabei wird iiber alle Teilchen des Systems summiert).
Es ist leicht zu sehen, daf} die Krifte

== (84,2)

dieser Forderung geniigen. Tatséchlich erhalten wir

Z fave =%d§eava =3lcsdd =$_;_(d )_%dz,

Der erste Term, der die vollstindige Ableitung nach der Zeit enthalt, verschwin-
det bei der Mittelung (vgl. die Anmerkung auf Seite 184) und wir erhalten wieder
(84,1). Die Krafte (84,2) bezeichnet man als Strahlungsddmpfung oder LORENTZ-
sche Dampfungskraft.

Eine Strahlungsddmpfung tritt auch auf, wenn sich nur ein Teilchen in einem
dulleren Feld bewegt. In diesem Falle ist d = ¢b und die Bewegungsgleichung
erhalt unter Beriicksichtigung der Krafte (84,2) die Gestalt

) e 2e?..
mv=ceE + - [vH] + ﬁv . (84,3)

Man muBl jedoch im Auge behalten, daBl diese Beschreibung einer ,,Wirkung
der Ladung auf sich selbst** mittels der Dampfungskrafte nicht ganz befriedi-
gend ist und Widerspriiche in sich enthéalt. Tatsdchlich fithrt die Gleichung
(84,3) beim Fehlen eines duBleren Feldes zu

mv=__9v.
3¢t
Sie besitzt auBer der trivialen Losung v = const noch eine Losung, bei der die
Beschleunigung © proportional zu exp (3 m c8 ¢/2 e2) ist, d. h. mit der Zeit un-
beschrankt wachst. Dies bedeutet etwa, dall eine Ladung, die sich durch irgend-
ein Feld bewegt, beim Austritt aus dem Feld sich unbeschriankt selbst beschleu-
nigen wiirde. Die Unsinnigkeit dieses Ergebnlsses zeigt, dafl die Gleichungen
(84,3) nur begrenzt anwendbar sind.

Es kann hier die Frage entstehen, wie die Elektrodynamik, in der doch der
Energieerhaltungssatz gilt, zu einem derartig absurden Ergebnis fithren kann,
nach dem ein freies Teilchen seine Energie unbeschriankt vergroBert. Die
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Losung dieser Schwierigkeit liegt in Wirklichkeit in der schon frither er wihnten
(§ 68) unendlich groBen elektromagnetischen , Eigenmasse* der Elementar-
teilchen. Wenn wir in den Bewegungsgleichungen fiir die Masse der Ladung einen
endlichen Wert benutzen, so schreiben wir ihr damit im wesentlichen formal
eine unendlich groBe negative , Eigenmasse‘ nicht elektromagnetischen Ur-
sprungs zu, die zusammen mit der elektromagnetischen Masse die endliche Masse
des Teilchens ergibt. Die Subtraktion von zwei unendlichen Groéfen ist jedoch
keine mathematisch korrekte Operation; dieses Verfahren fithrt zu einer Reihe
Schwierigkeiten, u. a. zu den hier erwédhnten.

Da die Dampfungskraft nach den angestellten Uberlegungen zu widerspriich-
lichen Ergebnissen fiihrt, ist die Gleichung (84,2) nur dann anwendbar, wenn
diese Kraft klein gegeniiber der Kraft ist, die auf die Ladung von Seiten des
auBeren Feldes wirkt.

§ 86. Streuung an freien Ladungen

Fallt in ein System von Ladungen eine elektromagnetische Welle ein, so ge-
raten die Ladungen unter ihrem Einflu in Bewegung. Diese Bewegung ist
ihrerseits wieder von einer Ausstrahlung nach allen Richtungen begleitet: Es
tritt eine sogenannte Streuung der urspriinglichen Welle auf.

Die Streuung 148t sich zweckméBig durch das Verhéltnis der vom streuenden
System in eine bestimmte Richtung in der Zeiteinheit ausgesandten Energie-
menge zur Dichte des auf das System fallenden Energiestromes charakterisieren.
Dieses Verhiltnis besitzt offensichtlich die Dimensionen einer Fliche und wird
effektiver Streuquerschnitt genannt (vgl. §15).

Es sei dI die vom System in den Raumwinkel do (in einer Sekunde) ausge-
strahlte Energie, wobei auf das System eine Welle mit dem PoyNTING-Vektor S
fallt. Der effektive Streuquerschnitt (in den Raumwinkel do) ist dann

do = (85,1)

| &

die Querstriche iiber den Buchstaben kennzeichnen die zeitliche Mittelung).
Das Integral o von do uber alle Richtungen ist der totale effektive Streu-
querschnitt. ' .

Wir betrachten die Streuung, die eine unbewegte freie Ladung hervorruft.
Auf diese Ladung moge eine linear polarisierte ebene monochromatische Welle
fallen. Das elektrische Feld der Welle 148t sich in der Form

E =E;cos (wt— kr + x)
schreiben.

Wir werden voraussetzen, dal die Geschwindigkeit, die die Ladung durch das
einfallende Wellenfeld erhalt, klein gegeniiber der Lichtgeschwindigkeit ist.
Praktisch wird dies immer erfiillt sein. Als auf die Ladung wirkende Kraft
kénnen wir dann e E ansetzen, wihrend die vom Magnetfeld herrithrende Kraft

17*
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% [v H] vernachldssigbar ist. Auch den EinfluB der Verschiebung der Ladung

bei ihren Schwingungen unter der Wirkung des Feldes kann man hier vernach-
lassigen. Vollfiihrt die Ladung Schwingungen um den Koordinatenursprungs-
punkt, so kann man annehmen, daB auf sie zu jeder Zeit das im Koordinaten-
ursprung befindliche Feld einwirkt, d. h.

E =Ejcos(wt + ).
Da die Bewegungsgleichungen einer Ladung
m1 =eE
lauten und ihr Dipolmoment d = e r ist, folgt

i=%E. (85,2)
m

Zur Berechnung der gestreuten Strahlung benutzen wir die Gleichung (82,7)
fir die Dipolstrahlung; dies ist erlaubt, da die von der Ladung erreichte
Geschwindigkeit als klein angenommen wurde. Wir stellen ferner fest, daB3 die
Frequenz der von der Ladung ausgestrahlten (d. h. von ihr gestreuten) Welle
offensichtlich gleich der Frequenz der einfallenden Welle ist.

Wenn wir (85,2) in (82,7) einsetzen, finden wir

4
dI = 4_7.’%2.5 [En]do . (85,3)

Andererseits ist der PoyNTING-Vektor der einfallenden Welle

_ ¢ 2
S_EE .

Damit erhalten wir fiir den effektiven Streuquerschnitt in den Raumwinkel do:
2
do = (i,) sin® 0 do . (85,4)
m ¢

wo 0 der Winkel zwischen der ,,Streurichtung’ (Vektor ») und der Richtung
des elektrischen Feldes E der einfallenden Welle ist. Wir sehen, daB der effektive
Streuquerschnitt fir eine freie Ladung nicht von der Frequenz abhéngt.

Wir wollen den totalen effektiven Streuquerschnitt ¢ bestimmen. Dazu
legen wir die Polarachse in die Richtung von E. Es ist dann do = sin 6 df dg,
und wenn wir iiber 6 von 0 bis 7 und iiber ¢ bis 2 7 integrieren, finden wir die
sogenannte THOMSONsche Formel

2 \2
a=8_3’_’_(me_02) . (85,5)
Aufgaben

1. Man bestimme den effektiven Streuquerschnitt do fiir die Streuung nichtpolarisierter
Wellen (natiirliches Licht).
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Loésung. Wir miissen (85,4) iiber alle Richtungen des Vektors E in der Ebene mitteln,
die zur Ausbreitungsrichtung der einfallenden Welle (Richtung des Wellenvektors k) senk-
recht ist. Wir wihlen ein Koordinatensystem mit der z-Achse in Richtung von k und der
z-Achse in Richtung von E. Dann ist der Kosinus des Winkels 6 zwischen den Richtungen n
undE, d. h. die Projektion des Einheitsvektors # auf die x-Achse, gleich cos 6 = sin # cos ¢,
wo ¢ und ¢ Polar- und Azimutwinkel beziiglich der der Richtung »n sind. Die Mittelung iiber
alle Richtungen Ein der zu K senkrechten Ebene ist dann einer Mittelung iiber @ dquivalent.
Wir erhalten

sin?f =1 — isin2 4= i(l + cos? &)
2 2
und durch Einsetzen in (85,4)

1/ e \2
do=—(—) Q@+ cos2®)do.
2 \m c?
2. Man bestimme die Frequenz w’ des an einer bewegten Ladung gestreuten Lichtes.
Lésung. In dem Koordinatensystem, in dem das Teilchen ruht (Ruhsystem des Teil-
chens), dndert sich die Frequenz des Lichtes bei der Streuung nicht (w = w’). Ininvarianter
Form 1aBt sich dies

!t — ¢
k,wt =k, ut

schreiben, wobei k* und k'# die Viererwellenvektoren des einfallenden und gestreuten Lichtes
und u# die Vierergeschwindigkeit des Teilchens sind (im Ruhsystem ist nur die Komponente
#° =1 von Null verschieden). Gehen wir jetzt zu einem willkiirlich gewahlten Bezugs-
system iber (in dem sich das Teilchen mit der Geschwindigkeit » bewegt), so konnen wir
diese Gleichung in der Form

w’(l—icos 0'):&)(1—10089)
c

c

schreiben, wo 6 und 6" die Winkel sind, die die einfallende und die gestreute Welle mit der
Richtung von v bilden.

3. Man bestimme den effektiven Streuquerschnitt fiir die Streuung einer linear polarisier-
ten Welle an einer Ladung, die unter dem EinfluBl irgendeiner elastischen Kraft kleine
Schwingungen mit der Frequenz w, ausfiihrt (rdumlicher Oszillator). Dabei ist die Strah-
lungsddmpfung zu beriicksichtigen.

Loésung. Die Bewegungsgleichung der im Felde der einfallenden Welle befindlichen
Ladung ist

5 e ) 2 e?
*+oir=_Eje—tot
o m 3m c?
In der Dampfungskraft (zweiter Term rechts) setzen wir niherungsweise ¥ = — w27;

dann erhalten wir
2 e?
3mc?

= . e :
r-}—yr—}-wgr:;Eoe—'w‘, y = w? .

Fir die erzwupgene Schwingung folgt daraus
e e—tot
r=;;z—E°w2 — @ —iwy
(] Y

Die weitere Berechnung erfolgt so, wie es im Text des Paragraphen angegeben ist (bei der
Berechnung der Mittelwerte der Quadrate komplexer Gréflen ist das in der Anmerkung auf
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Seite 196 Gesagte zu beriicksichtigen). Als Ergebnis fiir den effektiven Streuquerschnitt
erhalten wir

c,_S:r ez \2 w?
3 (w2 — w2)2+w2'y2'

§ 86. Streuung an einem System von Ladungen

Die Streuung elektromagnetischer Wellen an einem System von Ladungen
unterscheidet sich von der Streuung an einer (unbewegten) Ladung vor allem
dadurch, daB8 infolge der vorhandenen Eigenbewegungen der Ladungen des
Systems die Frequenz der gestreuten Strahlung von der der einfallenden Wellen
verschieden sein kann. In die spektrale Entwicklung der gestreuten Strahlung
gehen namlich neben der Frequenz w der einfallenden Welle auch die Frequen-
zen o’ ein, die sich von w um eine beliebige Eigenfrequenz der Bewegung des
streuenden Systems unterscheiden. Eine Streuung mit Frequenzdnderung wird
als inkohdrent bezeichnet im Unterschied zur kohdrenten Streuung ohne Frequenz-
anderung.

Setzen wir das Feld der einfallenden Welle als schwach voraus, so konnen wir
die Stromdichte in der Gestalt j = j, + j' darstellen, wo j, die Stromdichte
beim Fehlen des duBeren Feldes ist und j’ die Stroménderung unter dem Einflu8
der einfallenden Welle. Entsprechend hat auch das Vektorpotential des Systems
die Form A = A, 4 A’, wobei 4, und A’ durch die Strome j, und j° bestimmt
werden. Das Potential A’ beschreibt die am System gestreute Welle und wird
durch den Strom j’ nach-der Formel (81,2) bestimmt:

’ 1 2’
A =R ,,ﬁ_,.:ﬁdV' (86,1)
c c

Wir betrachten die beiden Grenzfille, wo die Frequenz w der gestreuten Wel-
len entweder niedrig oder hoch ist, im Vergleich zu den Haupteigenfrequenzen
des Systems. Letztere sind von der Gréflenordnung w, ~ v/a, wobei v die
Geschwindigkeit der Ladungen im System und a dessen Abmessungen bedeuten.

Ferner werden wir voraussetzen, daf die Geschwindigkeit » << ¢ sei.

Wir beginnen mit dem Fall

. (86,2)

o Lwy~
a

Das gestreute Feld kann sowohl aus kohédrenten als auch aus inkohédrenten An-
teilen bestehen, wir werden hier aber nur die kohédrente Streuung untersuchen.
Bei der Bedingung (86,2) kénnen in der Formel (86,1) die im § 82 gemachten
Vernachlidssigungen vorgenommen werden. Mit anderen Worten, die gestreute
Strahlung wird eine Dipolstrahlung sein. Wenn das so ist, wird die Intensitat
ihrer spektralen Komponente mit der Frequenz v dem Quadrat der FOURIER-
Komponente |d,|2 = w*|d,|? proportional sein, wobei d’ die Anderung des
Dipolmomentes unter der Einwirkung der einfallenden Wellen ist.
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Verschwindet die Gesamtladung des Systems (neutrales Atom oder Molekiil),
so strebt d,, fiir o - 0 gegen einen konstanten Grenzwert (wire die Ladungs-
summe von Null verschieden, so wiirde sich bei w = 0, d. h. im konstanten Feld,
das System als Ganzes in Bewegung setzen). Beikleinem w kann man daher d,,
als frequenzunabhingig ansehen. Dann ist die Intensitidt der gestreuten Welle
und mit ihr auch der effektive Streuquerschnitt zu w* proportional:

Oxon = const - w? . (86,3)

Betrachten wir nun den umgekehrten Fall hoher Frequenzen:
0> wy~ X, (86,4)
a

Auf Grund dieser Bedingung ist die Bewegungsperiode der Ladungen im
System groB3 gegeniiber der Periode der Wellen. Im Verlauf eines Zeitintervalles
von der GroBenordnung einer Wellenperiode kann man daher die Bewegung der
Ladungen als gleichférmig ansehen. Dies bedeutet, dall man bei Betrachtung
der Streuung kurzer Wellen die gegenseitige Wechselwirkung der Ladungen
nicht zu betrachten braucht, d. h. sie als frei ansehen kann.

Bei Berechnung der Geschwindigkeit ’, die eine Ladung im Feld der einfallen-
den Welle erlangt, konnen wir daher jede Ladung des Systems getrennt be-
trachten und ihre Bewegungsgleichung in der Form

mY o E = e E,e~iwt—kn

ds

schreiben, wo k = w mf/c der Wellenvektor der einfallenden Welle ist. Der
Radiusvektor einer Ladung ist natiirlich eine Funktion der Zeit. Im Exponenten
des Exponentialfaktors auf der rechten Seite dieser Gleichung ist die zeitliche
Anderung des ersten Terms groB im Vergleich zu der zeitlichen Anderung des
zweiten (die erste ist gleich w, die zweite von der Ordnung k& ~ v w/c < ®).
Bei der Integration der Bewegungsgleichung kann man daher auf ihrer rechten
Seite »* als konstant annehmen. Dann ist

v = — L Egemiwiokn, (86,5)

Fiir das Vektorpotential der gestreuten Welle haben wir (in groen Entfernungen
vom System), wenn wir in (86,1) vom Integral zur Summe iiber die Ladungen
ibergehen

. 1 ,
=6702(e'v)t_m ot

c c
wobei i’ der Einheitsvektor in der Streurichtung ist. Setzen wir hier (86,5) ein,
so finden wir:

-zqr.

= ’_)E z— -' (86,6)
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g = Kk’ — k ist hier die Differenz der Wellenvektoren der gestreuten Welle
k' = o n'[c und der einfallenden Welle k = o n/c.!) Die Summe in (86,6) ist
jetzt zum Zeitpunkt ¢’ = ¢ — Ry/c zu nehmen, da die Anderung von # in der
Zeit 1 n'[c infolge der angenommenen Kleinheit der Teilchengeschwindigkeiten
vernachlassigt werden kann (den Index ¢’ lassen wir wie iiblich kiirzehalber fort).
Der Absolutwert des Vektors q ist

w . B '
q= 2Tsm 5 (86,7)

wo ¥ der Streuwinkel ist.

Bei der Streuung an einem Atom (oder Molekiil) kann man in der Summe in
(86,6) die Terme, die dem Kern entsprechen, wegen der GrofBe seiner Masse
gegeniiber der Elektronenmasse vernachlissigen. Unten werden wir gerade
diesen Fall im Auge haben, so dal wir den Faktor e?/m aus dem Summenzeichen
herausziehen konnen und unter e und m nun Ladung und Masse des Elektrons
zu verstehen haben.

Fir das Feld H’ der gestreuten Welle finden wir nach (81,3)

’ 3 RD -
H — [Eo"]e"“"(‘—T)e_zZ e—iar (86,8)

c? R". m
Der Energiestrom in das Raumwinkelelement in Richtung n’ ist

c|H'|?
87

o et ’ —i
Rodo—-—-m[Eon]lee 4Tz do .
Teilen wir diesen Ausdruck durch den mittleren Energiestrom c |E0|2]8n der
einfallenden Welle (vgl. die Anmerkung auf Seite 196) und fithren wir den
Winkel 0 zwischen der Feldrichtung E der einfallenden Welle und der Strom-
richtung ein, so finden wir endgiltig den effektiven Streuquerschnitt in der
Form

do = (h:;)z [ Z‘ié’j‘li']iz sin? § do . (86,9)

Der Querstrich bezeichnet die Mittelung iiber die Zeit, d. h. die Mittelung iiber
die Bewegung der Ladungen im System; die Mittelung erfolgte in Hinblick
darauf, daB die Streuung in einem Zeitintervall beobachtet wird, das groB
gegeniiber der Bewegungsperiode der Ladungen im System ist.

Fiir die Wellenldnge der einfallenden Strahlung folgt aus (86,4) die Unglei-
chung A <€a cfv. Je nach der relativen GroBe von 4 und a sind die beiden Grenz-
fille A>> @ und 2 <€a moglich. In beiden Féllen vereinfacht sich die allgemeine
Gleichung (86,9) wesentlich.

1) Genau genommen ist ¥’ = w’ n’/c, wo die Frequenzen w’ der gestreuten Welle von w
zu unterscheiden ist. Die Differenz w’ — w ~ w, kann man jedoch fiir den betrachteten
Fall hoher Frequenzen vernachlidssigen.
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Fiir > aistin (86,9) gr <1,dag ~ 1/Aund 7 ~ a gilt. Ersetzen wir dem-
entsprechend e'?" durch 1, so haben wir

do — 2° (m"'_zcz)z SiHe\Otdon, (86,10)

d. h., die Streuung ist dem Quadrat der Elektronenzahl Z des Atoms propor-
tional. ‘

Wir gehen zum Fall 1 < a iiber. In dém Quadrat der Summe in (86,9) gibt es
neben dem 1 liefernden Absolutbetrag jeden Termes Produkte der Gestalt
¢'9m—74) Bei der Mittelung iiber die Bewegung der Ladungen, d. h. iiber ihre
gegenseitigen Lagen im System, durchlduft die Differenz 1, — 7, Werte in einem
Intervall der GroBenordnung a. Wegen ¢ ~ 1/1 und 1 < a ist der Exponential-
faktor exp ¢ q (r, — 7,) in diesem Intervall eine rasch oszillierende Funktion,
deren Mittelwert verschwindet. Im Fall 2 < a ist daher der effektive Streuquer-
.schnitt gleich

dir = z( "22)2 sin® @ do, (86,11)
m ¢

d. h., porportional zur ersten Potenz der Elektronenzahl Z.

Die effektiven Streuquerschnitte (86,9-11) enthalten sowohl einen kohidrenten
als auch einen inkohdrenten Anteil. Fiir die Bestimmung des effektiven Streu-
querschnittes bei kohirenter Streuung ist derjenige Teil der gestreuten Welle
auszuwihlen, der die Frequenz w besitzt. Der Ausdruck (86,8) fiir das Feld
hingt von der Zeit iiber den Faktor e~*“* ab; ferner hingt auch die Summe
X e7'27 yon der Zeit ab. Die letztgenannte Abhingigkeit fiihrt dazu, daB im
Felde der gestreuten Welle neben der Frequenz w noch andere (wenn auch eng
benachbarte) Frequenzen enthalten sind. Wir erhalten offenbar den Teil des
Feldes, der die Frequenz  besitzt (d. h. von der Zeit nur iiber den Faktor e ~**
abhingt), wenn wir die Summe 3’ ¢~?2" iiber die Zeit mitteln. Der Ausdruck
fir den effektiven Streuquerschnitt bei kohdrenter Streuung doy,, unterscheidet
sich also von dem gesamten Querschnitt do dadurch, dafi anstelle des Mittel.
wertes iiber das Absolutquadrat der Summe das Absolutquadrat des Mittel.
wertes der Summe steht:

doyen = <i;)2 |F(q)[? sin2 0 do (86,12)
mit
Flg) = Y e iam, (86,13)

Die Funktion F(q) heiit Atomformfaktor. Wir weisen darauf hin, daBl dieser
Mittelwert nichts anderes ist, als die raumliche FouriER-Komponente der mitt-
leren Ladungsverteilung o(r) im Atom:

e F(q) = [eo(r)e"1"dV . (86,14)

Das ist leicht einzusehen, wenn man zuerst die nichtgemittelte Dichte o(r) als
Summe iiber -Funktion (vgl. (54,1)) schreibt.
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Fiir > a kénnen wir wieder e~%7 durch 1 ersetzen, so daB
z\2
oy = 2 (7_:72) sin? § do (86,15)

folgt. Vergleichen wir dies mit dem gesamten effektiven Querschnitt (86,10), so
sehen wir, daB doy,, = do, die gesamte Streuung also kohérent ist.

Gilt dagegen A <€ a, so verschwinden bei der Mittelung in (86,13) alle Summen-
glieder (als Mittelwerte von rasch oszillierenden Zeitfunktionen), und es ist
dogen = 0. In diesem Fall ist somit die Streuung vollstindig inkohédrent.
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