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VORWORT

In den bisher von Ihnen durehgearbeiteten Lehrbriefen haben Sie u. a.
verschiedene Zahlenarten (z. B. ganze, rationale, reclle Zahlen) kennen-
gelernt. Der vorliegende Lehrbrief soll Sie mit den komplexen Zahlen ver-
traut machen. Sie werden Thnen bisher im Alltag kaum begegnet sein. Dessen-
ungeachtet sind die komplexen Zahlen nicht allein fiir die Mathematik von
Bedeutung, sondern dienen auch der Praxis als unentbehrliches Instrument
zur Losung vieler Probleme.

Im ersten Kapitel wird in gedriangter Form unter dem besonderen (Gesichts-
punkt der Zahlenbereichserweiterung der Autbau des Zahlensystems ein-
schlieBlich der komplexen Zahlen behandelt. Dieses Kapitel bildet die Grund-
lage fiir ein volles Versténdnis des darauf folgenden Stotfes. Uberdies werden
die hier behandelten Begriffe ein Ausgangspunkt fiir di¢ Einfithrung in die
hohere Mathematik sein. Studieren Sie deshalb dieses Kapitel griindlich,
auch wenn Thnen einiges schon bekannt ist. Zur erfolgreichen Durch-
arbeitung der weiteren Kapitel, insbesondere der Kapitel 4 bis 6, sind sichere
Kenntnisse in der Trigonometrie Voraussetzung. Die Kapitel 5 und 6 sind
vorwiegend fiir die Studierenden der Fachrichtung Elektrotechnik bestimmt.



1 Aufbau des Zahlensystems —~ Erweiterung
von Zahlenbereichen

1.1 Der Bereich der reellen Zahlen

Bei der quadratischen Gleichung treten Fille auf, in denen sich keine reelle
Zahl angeben 14Bt, die die Gleichung erfiillt. Ein cinfaches Beispiel dafiir
ist die Gleichung

2?4+ 4=0.
Die Auflisung nach z fiihrt auf
z =+ 1—4.

Es gibt keine reelle Zahl, deren Quadrat —4 ist. denn das Quadrat einer
reellen Zahl ist stets.positiv. Die Losung ist also unter den reellen Zahlen
nicht zu finden. Andererseits ist aber 4? = (J—4)* = —4 und damit
2 4+4=—14+4=0.
Wird also Vr—-'l als Zahl anerkannt, so hat die quadratische Gleichung eine
Losung. Es fragt sich nur, ob es sinnvoll ist, }—4 als Zahl zu erkliren. In
den reellen Zahlen vorliegt, einfiigen. Der Begriff der Zahl miite einen
neuen Inhalt bekommen. Um Ihnen eine klare Vorstellung von einer solchen
Erwciterung des Zahlbegriffs zu verschaffen, soll zunichst die Entwicklung
des Begrifts der reellen Zahl von den natiirlichen Zahlen her dargestellt
werden.
Durch das Zihlen crgeben sich die Zahlen

1,2, 8 45

.,_L.M.J_..z-.__!__r..?..'.i ¢
Sie sind Zahlen im urspriinglichen Sinne des Wortes, da man mit ihnen
ziihlen kann. Man nennt sie deshalb natiirliche Zahlen.
Als anschauliche Darstellung der natiirlichen Zahlen ist Thnen der Zahlen-
strahl bekannt (Bild 1). Auf ihm sind dic natiirlichen Zahlen in gleichen
Abstinden aufgetragen. Das

o~ . - Zahlen erscheint auf dem
4 1 2 3 4 5 Zahlenstrahl als ein Vorwarts-
Bild 1 schreiten  mit  konstanter

Schrittlinge.

Das Zihlen stcht mit dem Rechnen in engem, wechselseitigem Zusammen-
hang. Fafit man mehrere Zihlschritte zu cinem zusammen, so gelangt man
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zur einfachsten Rechenoperation, der Addition. Liegen mehrere gleiche

Summanden vor, so fithrt das Zusammenfassen dieser gleichen Summanden

zur Multiplikation:

Die Multiplikation gleicher Faktoren fiithrt zumn Potenzieren:
').‘7.')."_)‘__:24.

Addition, Multiplikation und Potenzieren werden als direkte Rechen-
operationen bezeichnet.

Dic Anwendung der dirckten Rechenoperationen gibt keinerlei Veran-
lassung, neue Zahlen cinzufithren. Denn die Addition, die Multiplikation
und das Potenzieren zweier natiirliche Zdhlon liefert stets wieder _eine
natiirliche Zahl. Dic Dmchiuhrunw der dirckten Rochonoperdtmnon ist also
inncrhalb des Bereichs der natiirlichen Zahlen uneingeschrinkt miglich.
Anders ist es bei den indirekten Rechenoperationen. Stehen nur die natiir-
lichen Zahlen zur Verfiigung, so sto8t man bei der Subtraktion auf Schwie-
rigkeiten: Die Aufgabe

a-~h
ist innerhalb des Bereichs der natiirlichen Zahlen nur 1sbar, wenn « > b
ist. (Da dic Null keine natiirliche Zahl ist, ist auch dic Aufgabe # —w«
auggeschlossen.) Soll die Subtraktion uneingeschrinkt durchfiihrbar sein,
so muB der Bereich der natiirlichen Zahlen erweitert werden. Dies geschicht
durch Hinzunchmen der negativen ganzen Zihlen und der Null. Man nennt
don Zahlenbcroich der die pmitivon ganzen (natiirli('}wn) Zahlen, dic nega-

I)(-r Boronch (lor ganzon Adhlon ist emc Eu\ eiterung des Bmemhs der natiir-
lichen Zahlen, da er die natiirlichen Zahlen enthilt.

Die Subtraktion kann als ein Riickwiirtsschreiten auf dem Zahlenstrahl
dargestellt werden. Das gibt Veranlassung, zur Veranschaulichung der nega-
tiven ganzen Zahlen den Zahlenstrahl iiber A hinaus nach links zn ver-
lingern. An die Stelle des alten Punktes A tritt jetzt die Null. Ex entsteht
eine Zahlengerade. In Bild 2 ist die Aufgabe 3 5 -« -2 aulf der
Zahlengeraden dargestellt.




Die Division im Bereich der ganzen Zahlen fithrt auf dhnliche Schwierig-
keiten, wie die Subtraktion im Bereich der natiirlichen Zahlen. Die Aufgahe

. a:h mit h =0
hat im Bereich der ganzen Zahlen nur dann ein Ergebnis, wenn - in @ ent-
halten ist. Die Aufgabe

11:H

hat im Bereich der ganzen Zahlen kein Ergebnis. Soll die Division unein-
geschrankt durchfithrbar sein, so mull der Zahlenbereich erneut erweitert
werden. Man schreibt

43

- 11 .
b= . allgemein a: b = b

. .11 “ S . . - .
und nennt das Krgebnis 5 bzw. ,der Divisionsaufgabe einen Bruch. Die
. r " r .
Gesamtheit aller Zahlen , b ganze Zahl, b == 0) nennt man rationale

- ’ " . « . - .
denn jede ganze Zahl a liBt sich als Bruch - schreiben. Die Gesetze, die

sich fitr das’ Rechnen mit Briichen ergeben, zeigen. dall auch die Division
von Briichen stets wieder einen Bruch, also eine rationale Zahl, ergibt. Die
vorgenommene  Erweiterung geniigt demmach der Forderung, daf die
Division im neuen Bergich uneingeschrinkt durchfiihrbar sein soll. Die
Erweiterung ist also vollstindig.

Die rationalen Zahlen lassen sich auf der Zahlengeraden eindeutig dar-
stellen. Dabei finden Briiche mit dem Nenner &= 1 ihren Platz zwischen den
ganzen Zahlen (Bild 3).

-5 g -1 5 I
3 =5 2 7 0 13 2 z 3
Bild 3

Auch der Bereich der rationalen Zahlen ist noch nicht umfassend genug. um
samtliche Rechenarten uneingeschriinkt durchfithren zu kinnen.
Ahnlich wie dic Division im Bereich der ganzen Zahlen ist das Radizieren
im Bereieh der rationalen Zahlen eciner Einschrinkung unterworfen. Die
Divisionsaufgabe «: b ist nur dann im Bereich der ganzen Zahlen lishar,
wenn A in o« enthalten ist. Entsprechend kann die Wurzel
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nur dann durch eine rationale Zahl angegeben werden, wenn sich « in n
gleiche rationale Faktoren zerlegen 1dBt. Beispiele dafiir sind
! ) I 3 —_
¥ =2 ¥i%h =5, l/-— =
Aber schon 2 ist keine rationale Zahl. Zunichst kann 2 keine ganze Zah!
sein, denn es ist 12 = 1 und 2% = 4. }2'ist aber auch kein Bruch, denn das
Quadrat eines Bruches ist niemals eine ganze Zahl. Das Radizieren fiihrt
also auf Aufgaben, dic im Bereich der rationalen Zahlen nicht 16sbar sind.
Dies zwingt dazu, den Bereich der rationalen Zahlen erneut zu erweitern.

Man nennt jede Zahl, die sich nicht durch einen Bruch % angeben liBt,

irrational (das bedeutet: nichtrational). Dazu gehéren also y2, §b,

'[/:.'fﬁ, }2 + ]/3- usw. und Ausdriicke wie (1 — 1,5) u. &.

Ks gibt auch irrationale Zahlen, die nicht als Wurzel einer rationalen Zahl
geschrieben werden konnen. Dazu gehoren der grofite Teil der Logarithmen,
dic meisten Werte der trigonometrischen Funktionen sowie die Zahl
7w =3,14159... und .di¢ im Kapitel 5 auftretende Zahl e = 2,71828...
Auch 0,1010010001... oder 5,383388333888... sind irrationale Zahlen,
da diese unendlichen Dezimalbriiche keine Periode aufweisen, also nicht in
Briiche umgeschrieben werden kionnen.

Simtliche rationalen und 1rrat10na,len Zahlen ergeben den Berelch der
reellen 7 Zahlen. Rationale und irrationale Zahlen lassen sich gemeinsam
auf der Zahlengeraden darstellen.

1.2 Der Bereich der komplexen Zahlen

Die Erweiterung des Zahlenbereichs fithrte von den natiirlichen Zahlen iiber
die ganzen und die rationalen Zahlen zu den reellen Zahlen. Jede Erweite-
rung wurde durch den jeweils vorliegenden Zahlenbereich und die Bediirf-
nisse der Rechenpraxis vorgeschrieben. Bei den vorgenommenen Erweite-
rungen #nderte sich zwangsldufig der Zahlbegriff. Er wurde umfassender
und gewann an Anwendbarkeit, verlor aber bei jeder Erweiterung an An-
schaulichkeit. Mit den natiirlichen Zahlen kann man zihlen und addieren.
Die Subtraktion jedoch ist eingeschrinkt. Die Einfiihrung der negativen
Zahlen behebt diesen Mangel. Eine negative Zahl 148t sich aber nicht mehr
durch eine Anzahl von Dingen veranschaulichen. Auch die Briiche sind fiir
das Zahlen ungecignet. Thre Deutung als Teile eines Ganzen oder mehrerer
Ganzer stellt neue. Anforderungen an unser Vorstellungsvermogen. Dafiir
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ist die Division im Bereich der rationalen Zahlen uneingeschrinkt durch-
fithrbar, und jede Strecke 148t sich jetzt mit beliebiger Genaunigkeit messen.
Die irrationalen Zahlen stehen dem urspriinglichen Zahlbegriff — wie er
bei den natiirlichen Zahlen vorliegt — noch ferner. Wahrend sich die Briiche
als Teil einer Strecke darstellen lassen (Bild 4), ist fiir irrationale Zahlen
diese Veranschaulichung nicht mehr moglich. Trotzdem sind die irrationalen
Zahlen noch durch Strecken darstellbar. So wird }2 durch die Diagonale
eines Quadrates mit der Seitenlinge 1 dargestellt. Damit ist auch ihr Platz

auf dem Zahlenstrahl eindeutig festge-

-~ § legt (Bild 5). Die weitere Entfernung

vom urspriinglichen Zahlbegriff schafft

‘35 "'L ':35"]‘5"' den Vorteil, daB dem Radizieren nicht

Bild 4 mehr die engen Grenzen gesetzt sind

wie im Bereich der rationalen Zahlen.

I Die Erweiterung des Zahlenbereichs zum

— /\ . -« DBereich der reellen Zahlen kann aber

2 - 0\% Ze 3 noch nicht voll befricdigen, denn Auf-
Bild 5 gaben wie J—4 bleiben weiterhin un-

losbar. Die Forderung, auch fiir Wurzeln
mit geradem Exponenten und negativem Radikanden eine Losung -zuzu-
lassen, zwingt zur erneuten Erweiterung des Zahlenbereichs. Nach den bis-
herigen Erfahrungen wird man allerdings nicht erwarten kénnen, da8 dabei
der Zahlbegriff der alte bleibt. Vielmehr wird der Zahlbegriff wiederum
einen neuen Inhalt hekommen. Unter anderem wird sich zeigen, da8 sich
die neu einzufiihrenden Zahlen nicht mehr auf der Zahlengeraden darstellen
lassen.

Wir betrachten zunichst alle im Bereich der reellen Zahlen nicht losbaren
Quadratwurzeln, wie

S— ——— o 3
i e N T

Sie haben allgemein die Form }J—a, wobei a eine positive reelle Zahl ist.
Diese im Bereich der reellen Zahlen unldsbaren Rechenaufgaben -werden
als neuc Zahlen eingefiihrt. Man nennt sie imaginire Zahlen. (Vergleichen
Sie dieses Vorgehen mit dem, das bei der Erweiterung des Bercichs der

ganzen Zahlen angewendet wurde! Dort wurden die Aufgaben a:b = Z

als neue Zahlen eingefiihrt.) Es muB nun noch festgestellt werden, wie mit
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diesen neuen Zahlen zu rechnen ist. Zunachst 148t sich Y—a nach den Wurzel-
gesetzen noch umformen:
V=i = ja D= fa- =L
Der Ausdruck Ja ist uns bekannt, da @ nach Voraussetzung eine positive
reelle Zahl ist. Wir stellen also fest, daf ]":z ein reellzahliges Vielfaches
von J—1 ist. Es ist zum Beispiel }—4 = 2 —1, also das Zweifache von
}—1. Damit ist die Aufgabe }—a auf die Aufgabe a Y—1 zuriickgefiihrt.
Nach Euler! schreibt man ¢ fiir }"—1 und nennt i die imaginiire Einheit.
Mit dieser Schreibweise ist also
V=i —yI.}=1—2i wnd J—a—ya-y—1—ifa
Nach den Wurzelgesetzen ist
(J—1p =—1,

also gilt als Definition der imaginiren Einheit

?=—1 H

Prigen Sie sich diese Definition fest cin und rechnen Sie 2 =14
-= J—1-}—1 nicht aus, indem Sie Y(—1) (—1) =Y+1 =1 rechnen,
denn eine Wurzel wird nicht quadriert, indem man den Radikanden qua-
driert. Nach der Erklédrung der Wurzel ergibt das Quadrieren einer Quadrat-

wurzel den Radikanden. Also ist
# = (J—1) = —1.

Bereits im 16. Jahrhundert hat der Italiener Cardano mit Quadratwurzeln aus nega-
tiven Zahlen wirklich. gerechnet. Seit dieser Zeit ist auch die Bezeichnung imagindre
Zahlen verbreitet. Sie bedeutet so viel wie eingebildete oder unwirkliche Zahlen. Obwohl
diese Bezeichnung véllig unzutreffend ist — denn es handelt sich ja gerade um wirk-
liche Zahlen, die ebenso wie die reellen Zahlen allen Girundgesetzen der Arithmetik
gehorchen — hat sie sich bis heute erhalten. Die Bezeichnung ,,imaginar* 1a8t erkennen,
welche unklaren Vorstellungen damals mit diesem Begriff noch verbunden waren. Die
cigentliche Entwicklung der Lehre vom Imaginiiren beginnt erst mit dem deutschen
Mathematiker Karl Friedrich GauB (1777 bis 1855), Professor der Mathematik und Lei-
ter der Sternwarte in Gottingen. Heute bereiten die imaginiren Zahlen keinerlei
Schwierigkeiten mehr. Das Rechnen mit imagindren Grofien ist ein ganz unentbehr-
liches Hilfsmittel der Mathematik und Technik geworden.

Die Summe zweier imagindrer Zahlen ist wieder eine imaginire Zahl, z. B.
21 + 31 = Hi.
! Leonhard Euler, 1707 bis 1783, Schweizer Mathematiker; leistete Hervorragendes
auf allen Gebieten der Mathematik.
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Dagegen ist die Summe einer imaginéren und einer reellen Zahl weder reell
noch imaginir. Beispiele dafiir sind:

2451, 4—8i, a-+ b
Diese Summen lassen sich nicht weiter zusammenfassen. Wir miissen sie
ebenfalls als Zahlen unseres neuen Bereichs ansehen, dhnlich wie auch
(m + m) eine Zahl ist. (Binen @hnlichen Fall stellt z. B. (1 + ¥3) im Bereich
der reellen Zahlen dar. Nur wenn fiir J3 niherungsweise eine rationale Zahl,
etwa 1,732, gesetzt wird, laft sich die Summe weiter zu einer rationalen
Zahl zusammenfassen.) Die Zahl

a § bi

hat die Besonderheit, daB sie sich aus einem reellen und einem imaginéren
Summanden zusammensetzt. Sie wird threr zusammengesetzten Form wegen
als komplexe Zahl bv/oichnet Dabei heiBt die reclle Zahl o der Realteil
Gesamthelt aller 7 ahlen o + b1 blldet den Bereich der komplexen thlen
In ihm sind die reellen und die imaginédren Zahlen enthalten. Ist namlich
b =0, so erhalten wir eine reelle Zahl, ist « = 0, so liegt eine imaginire
Zahl vor. Es wird sich zeigen, da8 alle Rechenarten im Bereich der kom-
plexen Zahlen uneingeschriankt durchfithrbar sind. Damit ist die Erweite-
rung des Zablenbereichs mit der Einfiihrung der komplexen Zahlen ab-
geschlossen.
Die reellen Zahlen konnen sémtlich umkehrbar eindeutig auf der Zahlen-
geraden dargestellt werden. Das heiBt, jeder reellen Zabl entspricht genau

imagindre Achse
3i
2i
i
¢ -—
o2 T2 3 % reelte Achse
-i
2i
=3i

Bild 6
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ein Punkt auf der Zahlengeraden, und jedem Punkt auf der Zahlengeraden
entspricht genau eine reelle Zahl. .

Ifiir dic komplexen Zahlen ist die Darstellung auf der Zahlengeraden nicht
mehr moglich, denn jede komplexe Zahl @ + bt ist durch zwei reelle Zahlen
« und b bhestimmt. Jedem Punkt der Zahlengeraden entspricht aber nur
eine reelle Zahl. y

Der Umstand, daf jede komplexe Zahl eindeutig durch ein Zahlenpaar
(n; b) hestimmt ist, gibt Veranlassung, die komplesen Zahlen in einer
Zahlenebene darzustellen. Sie kennen bereits die Darstellung eines Zahlen-
paares (z; y) in einem z y-Koordinatensystem. In der gleichen Weise lassen
sich die komplexen Zahlen in einer komplexen Zahlenebene darstellen. Wir
zcichnen dazu ein Achsenkreuz und bezeichnen die waagerechte Achse als
reelle Achse, die senkrechte als imagi-

nire Achse. imaginiire Achse
Auf der reellen Achse wird die reelle )
Einheit 1, auf der imaginiren Achse & [ ------ Qarbi

dic imagindre Einhcit ¢ abgetragen
(Bild 6). Auf der recllen Achse sind also
alle reellen, auf der imagindren Achse

alleimaginéren Zahlen veranschaulieht. reelle Achse
Die komplexe Zahl @ (- b¢ wird durch Bild 7
A imagindre Achse
'Z*Si?. - &j
4
roo3i
| 2it - - - o3
| : |
1 / |
T2 T, 723 4 5 8 7 otteachse
| |
| -2i i
-5-3 . |
§5-3ig. _ _ _ _ _ _ . 3i X
~4i K
-5i |
-6i} - -4 2-6i

Bild 8



den Punkt dargestellt, der den Abstand ¢ von der imaginiren Achse und
den Abstand b von der reellen Achse hat (Bild 7).

Diese Darstellung der komplexen Zahlen wurde durch Gaufl Allgemeingut
der Mathematik. Die von reeller und imaginérer Achse aufgespannte Ebene
wird deshalb nach ihm GauBsehe Zahlenebene genannt.

In Bild 8 sind die Zahlen 3 + 27, —2 + 5i, —5— 3¢ und 2 — 67 in der
GauBschen Zahlenebene dargestellt.

Zusammenfassung

Aus der Forderung, die Subtraktion uncingeschriankt ausfithren zu kénnen,
ergibt sich die Einfithrung der negativen Zahlen. Die Forderung der un-
eingeschrinkten Division fithrt zur Einfiithrung der gebrochenen Zahlen.
Das Radizieren verlangt die Einfithrung der irrationalen Zahlen. Tn gleicher
‘Weise ergeben sich aus der Anwendung des Radizierens auf negative Radi:
kanden bei geradem Wurzelexponenten die imaginiren Zahlen und damit
schlieBlich der Bereich der komplexen Zahlen. Mit der Kinfithrung der kom-
plexen Zahlen ist dic Erweiterung des Zahlenbereichs abgeschlossen, da die
Anwendung der Rechenarten auf komplexe Zahlen stets wieder komplexe
Zahlen liefert. Zusammenfassend soll noch cinmal eine Ubersicht iiber die
Zablenbereiche gegeben werden.

Komplexe Zahlen

I
reelle Zablen imaginire Zahlen

I
I I
rationale Zahlen irrationale Zahlen
I
| |
ganze Zahlen gebrochene Zahlen

I
natiirliche Zahlen  negative ganze Zahlen, Null

2 Das Rechnen mit imaginiiren Zahlen

Fiir das Rechnen mit komplexen Zahlen gelten die gleichen  Rechengesetze
wie bei den reellen Zahlen. Zu beachten ist lediglich die bei der Eintiihrung
der komplexen Zahlen angefiihrte Definitionsgleichung

2 =—1.

12



Im folgenden soll zundchst die Anwendung der Rechenoperationen auf die
imaginiren Zahlen mit Ausnahme des Radizierens gezeigt werden.
Zur Schreibweise der imagindren Zahlen seinoch gesagt, dafl es an sich gleich-
gilltig ist, ob man a4 oder va schreibt; s ist ein Produkt, dessen Fak-
toren man vertauschen kann. Es ist aber iiblich, ¢ nach dem reellen Faktor zu
schreiben. Um Irrtiimer zu vermeiden, sehreibt man bei Wurzelp allerdings
besser i Ya statt Va - .
Liehrbeispiel 1
Berechmen Sie Y—9 + y—2b + y—4!
lisung:
boo9 ) —25 + J—4 = V9 )—1 + Y20 J—1 + Y3 y—1
=31 451 4 21 = 104

Lehrbeispiel 2 '
Berechnen Sie —a® — —y? + y—22!
I,iiqung
f -2 ——y? + }—2 =wi—yitzi=(z—y+2i
Lehrbeispiel 3
y—121 4+ J—4 —)—169 =117 + 20 — 137 =0
ie Lehrbeispiele zeigen: -

l Die algebraische Summe imaginirer Zahlen ist entweder imaginir

oder gleich Null.

Bevor wir zur Multiplikation imaginéirer Zahlen iibergehen, sollen zunsichst
die Potenzen von % betrachtet werden. Unter Beachtung der Definitions-

gleichung 2 = —1 erhilt man der Reihe nach:
@ = +i |
B=2-7 =—1-4 =—i |
Weiter gilt =22 =(—1)(—1) = +1 i
,;5:7;4,2-':_'_1 . — i ?
ﬁ=Wﬂ=+1H®——1!

7=t = +1-(—1) =—1¢
W=t =(+1)(+) = +1

........................

Sic stellen eine periodische Wiederholung der Werte der Potenzen von ¢
fost.
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Bei den reellen Zahlen wurde wegen

at —

=1 bzw G =at
festgesetzt: a® = 1.
Sollen die Potenzgesetze auch fiir imaginére Zahlen unecingeschriinkt gelten,
so gelangt man ganz entsprechend wegen

it it
11 =] bZW. -ll _—‘—11 1
zu der Definition

0 =1

Mit dieser Definition folgt allgemein fiir die Potenzen von i:

i =41
i4n+1 — +1/ . )
in+r 1 (fir n =0,1,2, ...) (2)
1Intd —= 4

Formel (2) erleichtert das Rechnen mit Potenzen von ¢. Aus ihr folgt:
Addiert oder subtrahiert man im Exponenten ein ganzzahliges Vielfaches
von 4 einer beliebigen Potenz von ¢, so bleibt. der Wert der Potenz erhalten.

Lehrbeispiel 4

79 — {841 — g42+1 — 41 — 4

Lehrbeispiel 5
431 — 428+3 . §47+3 — 43 — __¢

Welche Werte ergeben sich nun fiir die Potenzen von ¢ mit negativem Ex-

. 1
ponenten? Betrachten wir ¢—1 = R
J

Man erweitert entweder den Bruch mit ¢3 und erhilt

12 _°

) R A 14 P
oder multipliziert den Zéhler mit i* (das ist erlaubt, da ¢* = [ ist), und es
ergibt sich

1 7
:

Auch der Satz, daB bei Potenzen von ¢ im Exponenten ein ganzzahliges
Vielfaches von 4 addiert oder subtrahiert werden kann, 148t sich anwenden.
Durch Addition eines entsprechenden Vielfachen von 4 im Exponenten
ergibt sich sofort ein positiver Exponent:

Tl =1 =8 = .
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Lehrbeispiel 6
—10 — j—10-12 2 ]
Liehrbeispiel 7
Revechnen Sie =1 ¢=2, ¢—3, 1= (=3 und —¢/
Lisung:
Itlir ©-1, crhielten Sie —i. Weiter folgt
J—% —j—2+4 _ g2 _ _ 1
=8 — =3t — gl — 44
T =g =0 — 1

i—3 — —5+8 — 3 — ¢
—6 —q—8+8 2 — 1

Im reellen Zahlenbereich konnen die Faktoren eines Produktes vertauscht
werden. Die Anwendung dieses Gesetzes auf Produkte imaginédrer Zahlen
zoigen die nichsten. Lehrbeispiele.
L.ehrbeispiel 8

10i-8-3i=10-8-3-4 = — 240

liehrbeispiel 9

e T T .1 ) .

+ }J—16 V_“")‘ Y20 =004t (=) =—4- =44
I% sei hier nochmals darauf hingewiesen, dafl Sie nicht rechnen kinnen
iy — ST =i |/(—16) (—3) 127 = i].f'?; V=27 =— 4.

l.ehrbeispiel 10

Lehrbeispiel 11
o o B2 30P
Berechnen Ste g5

Ldsung:
8i2(3i)% _ 8i*.35.{5 8.38
817.648 ~ 81.6-¢1* ~ 8L.6
— 47-12+12 _ 440 — 4

21t5—19 — 4412

l.ohrbeispiel 12

: . 1
Berechnen Sie = — ;!
) 3
ldsung:
~|.. — L =9 g1l 9412 1412 8 gl — {95
[ i it
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Aus den Lehrbeispielen haben Sie erkannt, da Produkte und Quotienten
imaginérer Zahlen wieder imaginir oder reell sind.

Ubungen

1. a) 3y=100 b) y—a*h® ¢) 81 V__ 196
2. 0) y—289 — y—196 —y—9 b) Y32 — ;Y1260 + 272
e L e

S

. Begriinden Ste, warum sich der Wert fiir 1™ nicht dndert, wenn Sie im
Exponenten von ¢ ein ganzzahliges Vielfaches von 4 addieren bzw. sub-
trahieren!
a) M4 bh) 19 ¢) 128 d) 133 e) 1—8
=i ) =i ) () i) (i)
1. 9 . N[ 2y —
6.0) (—5i)(=T) W (=F)) or—er=p
d) iV—zy y—zy ) +y—aj—ab

7. Berechnen Sie fiir a > b

Nl

a) ya—byb—a b) Ya—byh—ajp ¢ :T:"é,

/b__:
1.1 1 1. 5. 2093
8.4) 7 +75 D) g3t 5" @iy
Zusammenfassung

Die im Bereich der reellen Zahlen giiltigen Rechengesetze gelten bei Be-
achtung der Definition

?=—1
auch fiir imagindre Zahlen.
Algebraische Summen imaginédrer Zahlen sind entweder wieder imaginér
oder gleich Null. '
Produkte, Quotienten und Potenzen imaginirer Zahlen konnen imaginir
oder reell sein, je nachdem, ob der Exponent von ¢ eine ungerade oder
gerade Zahl ist. ' '

3 Das Rechnen mit komplexen Zahlen

Eine komplexe Zahl ist die Summe einer reellen und einer rein imaginéren
Zahl also
z2=a 4+ b

16



Der Buchstabe 2 soll im folgenden stets eine komplexe Zahl bedeuten.
Bevor wir mit komplexen Zahlen rechnen, sei noch folgendes erklart:

I. Unterscheiden sich zwei komplexe Zahlen nur durch das Vorzeichen
des imagindren Bestandteils, so nennt man sie konjugiert komplex.
z=a+bt und Zz=a—>bt
wind konjugiert komplexe Zahlen.

i Zwel komplexe Zahlen sind dann und nur dann einander gleich, wenn
ihre reellen und imaginiren Bestandteile einander gleich sind. z; =
t, | byt und 2z, = a, + byt sind also nur dann cinander gleich, wenn
a, ¢y und by, = b, ist.

Do zuletzt genannte Behauptung leuchtet IThnen sofort ein, wenn Sie be-
denken, daB jede komplexe Zahl nur durch einen Punkt der GauBschen
Znhlenchene dargestellt wird, der ganz bestimmte Absténde von den beiden
Achren hat.

lL.ohrbeispiel 13
Bilden Sie die konjugiert komplexe Zahl zu z = 3 + 21!

l.dnung:
z=3—21

liehrbeispiel 14

Die beiden komplexen Zahlen z; = a + bt und z, = 5 — 41 sollen einander
ifleich sein. Wie grof sind a und b?

Liwung:

Ubungen
. Wie heiflen die konjugiert komplexen Zahlen zu
a) 2=—044+124, b)z=zx—yi?
10. Bestimmen Sie a und b aus

a) —3+2 =a+bi, b) —(B8+i)=a-+bi, c)3=atbi
d) —i=a+bi, e 0=a-+bil



3.1 Addition und Subtraktion

Es sei nochmals betont, daB alle Rechengesetze, die Sie fiir den Bereich
der reellen Zahlen kennengelernt haben, unter Beriicksichtigung der Defini-
tion (1) auch im Bereich der komplexen Zahlen gelten. Fiir die Addition
gilt das Grundgesetz der Vertauschbarkeit der Summanden. Also kionnen
in der Summe
2y + 29 = (ay + by7) + (a5 + by1)
die reellen bzw. imaginiren Bestandteile jeweils zusammengefat - werden:
2y + 25 = (8y + ap) + (by + by)i.

Das Ergebnis ist wieder eine komplexe Zahl mit dem Realteil (a, + a,)
und dem Imaginérteil (b; + b,).

Fiir die Differenz zweier komplexer Zahlen folgt analog
2y — 2y = (U3 + b17) — (a5 + by7)
= (t; — a5) + (by — by)t.
Das Ergebnis ist eine komplexe Zahl mit dem Realteil (a; — a,) und dem
Imaginirteil (b, — b,).
Es gilt also:
Komplexe Zahlen werden addiert bzw. subtrahiert, indem man die
Real- bzw. Imaginirteile fiir sich addiert bzw. subtrahiert. '

Insbesondere gilt fiir die Summe bzw. Differenz konjugiert komplexer
Zahlen:

(@ 4 b7) 4 (@ — b1) = 2a,
(@ + b?) — (& — be) = 2b1.
Die Summe zweier konjugiert komplexer Zahlen ist reell, ihre Differens
ist imagindr.
Lehrbeispiel 15
Bilden Ste Summe und Differenz fiir
b) 2, =8—Db1, 2z,=>5—31;
c) 2, =—3+41% 2z5=—3—1!
Losung:
a) 23 +2,=0+2)+@2+3)=0+2) +@2+3)i=T7+5bt
23—2=0+2)—2+3)=0—-2)+2—3)i=3—1
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by 2y | 23=(8—5%) +(35—3) =8 +5) +(—>—3)1 =13 —81
5y 2y =08—50)—(0—+-3)=0B8—5)+(—5+3)1=3—2¢

0) 2y b2y =(—841)+(— 3—@)—(—3—3)+(1——1)z=——6

2y—2y =(—3 +1)—(—3 —(—3+3)+1+1)1 =27
(¥, und 2z, sind konjugiert komplexe Zahlen!)

Ubungen
11. Berechnen Ste

a) (—1—12)— (1 +1), b) 11a —5bt) — (6a — 3b3),
¢) (—2a + 37%) + (—2a + 67),
d) (1 +2¢) —(—2 +3%) + (—b + 1) —(5 + 41) — (-—-1 —91)
+ (b — 84),
0) —(2 + 39) — (—2 + 39)/
1:. Wann ist die Summe bzw. Differenz zweier komplexer Zahlen
a) reell,  b) imagindr?

3.2 Multiplikation und Division

3.21 Multiplikation. Summen werden multipliziert, indem man jeden
Summanden des einen Faktors mit jedem Summanden d«s anderen Faktors
multipliziert. Nach diesem Grundgesetz der Multiplikation liefern die
komplexen Zahlen z; = a, + b,% und 2, = a, + byt das Produkt
2y 25 = (@q + by7) (ag + by0)
= a0y + A3by% + @byt + b bzzz
= (@185 — D1by) + (ashy + a,by)s.
Das Produkt zweier komplexer Zahlen ist im allgemeinen wieder eine
komplexe Zahl.
Lehrbeispiel 16
4 1-51)(3—21) =12 + 157 —8i — 102 =12 4+ 77 + 10 =22 + 74
liehrbeispiel 17
(1 1-5t) (5 + 41) =20 + 257 + 164 - 2022 = 20 4- 417 — 20 = 41«
Sie schen aus Lehrbeispiel 17, daB sich bei der Multiplikation komplexer
Zuhlen auch imaginire Produkte ergeben konnen.
liehrbeispiel 18
Berechnen Sie (4 + 57) (5 +4) 2 —1i)!
Lisung:
Nach Lehrbeispiel 17 ist
(4 + 57) (3 + 47) = 414,
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Dies ist noch mit (2 —7) zu multiplizieren. Sie erhalten
(2—0)- 410 =2-417— 41 =821 + 41 = 41 4 824

Lehrbeispiel 19

Berechnen Sie (12 — 51) (2 + 319) (3 — 29)!

Lésung:

Das Produkt der ersten beiden Faktoren lautet

(12 — 57) (2 + 37) = 24 —10¢ + 360 — 1512 = 39 + 26¢.

Die weitere Multiplikation ergibt '

(39 4+ 26¢) (3 —2v) =133 + 2% (3 —27) =13 (9 — 41%) = 169.

In Lehrbeispiel 19 erhielten Sie fiir das Produkt (3 4 2¢) (3 — 21), also
das Produkt zweier konjugiert komplexer Zahlen, ein reelles Ergebnis. Das

gilt fiir jedes Produkt zweier konjugiert komplexer Zahlen:
(@ + bi) (¢ — 1) = a® — b2,

(@ + bi) (@ — bi) = a2 + b2 3)

B Das Produkt konjugiert komplexer Zahlen ist reell.

Die Summe der Quadrate des Realteiles und des Imaginirteiles einer kom-
plexen Zahl wird (nach GauB) Norm der komplexen Zahl genannt.
Formel (3) hat insofern besonderc Bedeutung, als sie Ihnen nunmehr ecin
Mittel in die Hand gibt, auch die Summe zweier Quadrate in ein Produkt
zu zerlegen. Das war im Bereich der reellen Zahlen nicht moglich.

Lehrbeispiel 20

Die folgenden Ausdriicke sind in evn Produkt zu verwandeln!

a) 9u2 ++* b)) x+1

Losung:

a) 9u? + »? stellt die Norm zweier konjugiert komplexer Zahlen dar. Es
gibt zwei Moglichkeiten: Sowohl (3% + v7) und (3w — %) als auch
(v + 3u?) und (v — 3us) haben jeweils die Norm (942 + v?). Es gilt
damit

9u? + 12 = (Bu + vi) Bu — 1)

oder 9u? + 12 = (v + 3ud) (v — Bui).

b) # 4+ 1 kann als Norm der konjugiert komplexen Zahlen (Yo + 4) und
(f* — 1) angesehen werden; es ergibt sich also

z4+1=(r+1)Fr—1).



Die zweite Moglichkeit wire die Verwandlung in
z41=(1+i)a)(1—1ya)

Lohrbeinpiol 21
Verwandeln Sie die Zahl 5 in ein Produkt konjugiert komplexer Zahlen
( Beal wund Imagindgrteil sollen ganze Zahlen sein.)!
Lnng:
i woll die Norm ciner komplexen Zahl darstellen, d. h., die Zahl 5 ist zu-
nivehnt auf die Worm a? + b2 zu bringen. Damlt aund b ganze Zahlen werden,
mehreiben Sie

b=4-1=2+12
Imil ergibt sich nach (3)

5=(2+1)(2—9)
wler nueh 5= "l + 217) (1 — 29).

1,22 Division. Die Division einer komplexen Zahl durch eine reelle Zahl
mueht keine Schwierigkeiten. Eine Summe wird durch eine Zahl dividiert,
indem man jeden Summanden durch diese Zahl dividiert. Nach diesem
tirnndgosotz der Division ist also z. B.

12 +8i 12 | 83 :
- 4 - 4 + _‘i- .".‘.:.__'_—.

e bivision dureh eine komplexe Zahl 148t sich stets auf diesen einfachen
Fall zuriickfithren. Da das Produkt konjugiert komplexer Zahlen reell ist,

wird der Bruch _':_' —; mit der zurh Nenner konjugiert komplexen Zahl
reweiert:
atbi _(a+bi)(c—di
c+di ~ (¢ + di)(c—di)
ac + bei —adi —bde?
2 + daz
(ee 4- bd) + (be—ad) @
=
wc +bd | be-—ad,
PEREPC .

Merken Sie sich:
Bei der. Division komplexer Zahlen wird der Bruch mit der zum
Nenner konjugiert komplexen Zahl erweitert.
an Ergebnis der Division ist wieder eine komplexe Zahl. Auch die Division
Inhrt also aus dem Bereich der komplexen Zahlen nicht heraus.
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Lehrbeispiei 22

2-]-'5!

Berechnen Sie —
?

Lésung:
Sie erweitern den vorliegenden Bruch mit der zum Nenner konjugiert
komplexen Zahl, also mit 3 + 27, und erhalten
2+ @+D(B+2) 6+3i+4i—2 447 4 | 7.
3-2i @B—2)(8+%) Fyz — 18 —@BT@v
Lehrbeispiel 23
5+ 1,13 /
3—2i13

Berechnen Site ——

Loésung:
Nach Erweitern des Bruches mit der konjugiert komplexen Zahl des Nenners
erhalten Sie

B +1¥3) (3 + 2i13) _ 1543418 +10i13—6 _ 9 +13i)3

(B —2iV3) (3 +2i13) 3 + (213) -2

Lehrbeispiel 24
Berechnen Sze i

1~—z
Losung:
Der Hauptnenner der beiden Briiche lautet (1 4 ¢) (1 —¢), -also folgt
1 1 (Q—i)+ 1 +9) 2

+ 1

1=~ Q+n@a—y 1417 =

1+
Lehrbeispiel 25
Bestimmen Ste den reziproken Werl der komplexen Zahl z = a + bi!
Losung:
1 a—bi  a—bi
a+di  (a+bi)(a—bi) @+

d. h., der reziproke Wert einer komplexcn Zahl ist gleich der konjugiert
komplexen Zahl, dividiert durch ihre Norm.

Ubungen
13. a) —4(—2 +1,44) b) 2i(—b+33) ¢) —i(1—1i)
4. a) 5—29)(—3+19) b) B+4)(1—i) ¢) B+112)(B+T7i12)
d) (3 +i72) (12 +413) e) (a —2bi) (2a + bi)
1) (a—iyb) (a + 2iyb)
22



Loa) (a8 B—ey3) b)) (Jz+iVy) Yz —iVy)
1 Zerlegen Sio die folgenden Ausdriicke auf moglichst einfache Weise in ein
vodukt konjugiert komplexer Zahlen!

W) AW | 90 b) gL )m4nm d) 3T )29
11 Nunn etne reclle Zahl eindeutz:g durch ein Produkt konjugiert komplexer

Zohlon dargeslellt werden?

oy BN LA prter)

R 6+iVb

/ . Y

‘) XL d) 5+1:E

1t BiYb 5—1)3
1 3i
m u b .
)|n ' ) 1=

3.3 Potenzieren

Im 1. Kanpitel wurde schon darauf hingewiesen, daB das Potenzieren mit
ponitly gnnzzahligem Exponenten ein Spezialfall des Multiplizierens ist.
Ple w (e Potenz ciner komplexen Zahl ist daher stets wieder eine komplexe
/all

Lohrbeinpiel 26
Hevechnen Ste (2 + 37)2/

Lnung:
I'nter Anwendung der binomischen Formel folgt

Gt 4+ 120+ 92 =4—9 + 120 = —b + 124,

Lohrheispiel 27
Nevechnen Sie (2 £ 42, (2 £ 9)3, (2 +-9)* und (2 &+ 4)8!

Lomung:
V] 1) e 4449 442
a4

Diw dritte Potenz berechnen Sie am zweckmiBigsten unter Zuhilfenahme
len Pukenlschen Dreiecks.
] 8412046243 =84129—6 F 1

24 114
ot L) (24 02 = (34 492 =94 247 + 1642

=74 244



Cx)y=Cx9-2L9
=(—74+240)24 1) =(—14—24) + (=48 F 7)1
=—38 4 414

Lehrbeispiel 28

Es sollen die Potenzen (14 4y fiir n = 1; 2;...;d gebildet werden.

Losung:

(Akip=14i

AL =14+20+2=142i—1
=421

A+93=1430+4+32+3=14+3t—3 F1
=2%2

ALt =021 L)%= (4279 (2t = 4
=—4

AxP =0 L) 0AE£)=(—49HA L9
—— T4

Anmerkung: Weiteres iiber das Potenzieren komplexer Zahlen erfahren Sie in 4.42.

Ubungen
20.a) 3+i122 b) w—iYoR ¢) (u+i}0)® — (u—iYo)?
d) (1+1 1/'3')5x e) (5 + 202 + (2 — iy

1+1, 7 1—3 14+
9
2l a) 7 +1+z b)) im— T

Zusammenfassung

Unter Beachtung der Definitionsgleichung 12 = —1 gelten die Grund-
gesetze des Rechnens mit reellen Zahlen auch fiir die komplexen Zahlen.
Bei der Division komplexer Zahlen ist der Bruch mit dem zum Nenner kon-
jugiert komplexen Wert zu erweitern. Die Summe konjugiert komplexer
Zahlen ist reell, ihre Differenz imaginiir, ihr Produkt positiv reell.

Die Anwendung der Rechenarten anf komplexe Zahlen liefert stets kom-
plexe, imaginére oder reclle Ergebnisse, fithrt also aus dem Bereich der
komplexen Zahlen nicht herans.
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‘t Das Rechnen mit der trigonometrischen Form
der komplexen Zahlen

4.1 Einfiihrung der trigonometrischen Form

Bie lernten im 1. Kapitel die Darstellung der komplexen Zahlen in der GauB-
when Zahlenebene kennen. Dabei wurde jeder einer komplexen Zahl
w | b zugeordnete Punkt P durch seine Abstinde @ und b von den Achsen
fentgelegt.

In gibt aber noch eine zweite Moglichkeit, einen Punkt der Zahlenebene
sindentig anzugeben. Sie verbinden zu diesem Zwecke einen solchen Punkt
I" mit dem Nullpunkt 0 der Achsen (Bild 9) und erkennen: Die Strecke
0P r und der Winkel ¢, um den
()’ pegeniiber dem positiven Teil der
reellen Achse gedreht ist, bestimmen ein- P(a+bi)
wandfrei die Lage des Punktes P und
dnmit die komplexe Zahl a + b4. Dabei

) imaginire Achse

pilt. die Festsetzung, daB eine Drehung ; b
enigegen dem Uhrzeigersinn als mathe- f o
mutisch positive, eine Drehung im ) a reeu:«:hse
Ulhrzeigersinn als mathematisch nega-

tive Drehung anzusehen ist. Bild 9

Nach Cauchy! heifit

r dez absolute Betrag oder der Modul,
@ die Phase oder das Argument der komplexen Zahl.

r und ¢ sind die sogenannten Polarkoordinaten eines Punktes der Zahlen-
chene.

Die komplexe Zahl z = a + b7 kann jetzt auch in ciner anderen Form dar-
gestellt werden, die fiir viele Rechnungen giinstiger ist. Aus Bild 9 148t sich
ablesen:

* — cos b—sin-
y = 089, .-r_ ¥

Also st

a=rcosp, h=rsing (4)

' Cauchy (sprich kohschi), 1789 bis 1869, franzésischer Mathematiker.

o
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Wird (4) in z = a + b4 eingesetzt, so ergibt sich

z=a 4+ bi =r(cosp + ising) ®)

Man nennt 7 (cos@ + ising) die trigonometrische Form der kom-
plexen Zahl; sie wird auch Cauchysche Form genannt. Fiir z = a + b1 ist
die Bezeichnung arithmetische Form iiblich. Beachten Sie stets, daB mit
7 (cos @ 4- ¢ sin ) nur dann die trigonometrische Form vorliegt, wenn bei
cos und sin das gleiche Argument und vor beiden Summanden ein +
steht. Die Ausdriicke 7 (cos 30° 4 ¢ sin 60°) und 7 (cos 20° — ¢ sin 20°)
stellen zwar komplexe Zahlen dar, aber nicht in der trigonometrischen
Form.
Wegen der Periodizitidt der trigonometrischen Funktionen lautet (5) voll-
stindig

(a + b1) = r[cos (p + k- 360°) + 4 - sin (¢ + k - 360°)] (ba)
wobei k eine beliebige ganze Zahl ist, da ¢ ja auch negativ sein kann. Dies
ist die umfassendste Form der komplexen Zahlen. Weil jedoch jede VergriBe-
rung oder Verkleinerung des Arguments ¢ um 360° eine volle Umdrehung
im positiven oder negativen Sinne bedeutet und immer wieder denselben,
die komplexe Zahl darstellenden Punkt ergibt, hat die durch (ba) ausge-
driickte Vieldeutigkeit des Arguments fiir uns zunéchst noch keine Be-
deutung. '
Zur Umrechnung der arithmetischen in die trigonometrische .Form sind
noch zwei Beziehungen aufzustellen. Nach Bild 9 ist

b —_—
tang = — und r = }a?® + b? (6), (7)

Beachten Sie, daB r der Abstand O P, also stets positiv ist.

Um das Argument ¢ eindeutig zu bestimmen, ist das Vorzeichen des Real-
und des Imaginirteiles zu beachten. Veranschaulichen Sie sich daher stets
bei der Bestimmung von ¢, in welchem Quadranten die komplexe Zahl
a + bt liegt. Betrachten Sie dazu die folgende Ubersicht!

Realteil a + — — +
Imaginérteil b + + — _
Quadrant I II III v
@ liegt zwi-

schen 0° u. 90° | 90° u. 180° 180° u. 270° | 270° u. 360°
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In cinfnehen Fillen kommt man auch ohne Formel (6) aus. In den folgenden

Neinpielen geniigt es, sich die Lage der komplexen Zahl durch eine Skizze
en vernnsehaulichen.,
Hovonele:
, @ =0° 25 = —3 @ = 180°
U I @ = 45° zg=—3—31 @ =225°
P @ = 90° 2 =—21 @ = 270°
, (I @ = 135° 2g=3—31 @ = 315°
\vrglmshen Sie dazu Bild 10.
I imagindre Achse
4i9Zs
3i
2i pla
24q / , ’
Z, N 4 Zy
0O~ + " oo —O————
3 2 T 1N 23 reelte Achse
, s ‘ 2i0Zy N N N
Zeor -3i} vZs
Bild 10

Pelnheinpiel 29
Nohethen Sie die komplexe Zahl z = 4 — 31 in der trigonometrischen Form!

Lonnng:

I"m « in die trigonometrische Form zu bringen, haben Sie # und ¢ zu be-
»tinimen. Naeh (7) ist

r=7Ya? + b =16 + 9 =5.

Vi (0) Tolgt
—3

4 = —0.75.

tan ¢ = 7’: =

Imn 4 und b = —3 ist, muB sich fiir @ cin Winkel im IV. Quadranten
viprehen: ‘

@ = 360° — 36°52" = 323°8.
27



Die gewonnenen Werte fiir 7 und ¢ setzen Sie in (5) ein und erhalten
2 =4 — 31 = b (cos 323°8" + 4 sin 323°8').
Lehrbelsplel 30

Die Zahl 5 ist in der tngonomemschen Form der komplexern. Zahlen dar-
zustellen.

Losung:
b liegt auf der reellen Achse. Also ist r = 5, ¢ = 0°. Sie konnen schreiben
' 5 =5 (cos 0° -+ i sin 0°).
Reelle Zahlen, als Sonderfille der komplexen Zahlen, konnen somit auch
in der trigonometrischen Form dargestellt werden. Dasselbe trifft fiir die
rein imagindren Zahlen zu.
Iehrbeispiel 31
Die in der trigonometrischen Form gegebene komplexe Zahl
2 = 4 (cos 135° + 4 sin 135°)
soll in die arithmetische Form wmgewandelt werden.

Losung:

Nach (4) ist

. a=rcosep =4-c08135° =4. ( % ) —272,
b=rsing=4-sin135° =43 /2 =212

Es gilt also
4 (cos 135° + 7 sin 135°) = —2712 + 21 }2.
Lehrbeispiel 32

Die komplexe Zahl z = cos 60° - % sin 30° soll in der arithmetischen und
trigonomelrischen Form dargestelli werden.

Lésung:

Es ist zu beachten, daB z in diesem Fall nicht die trigonometrische Form
darstellt, da die Argumente der cos- und sin-Funktion nicht gleich sind.
Setzen Sie cos 60° = 0,5 und sin 30° = 0.5 in z ein, so ergibt sich

z=05+057}.
Daraus folgt » = 10,52 4 0,52 = 0,5 2 = —}’2.

o liegt im L Qua-dmnten Wegen a = b ist daher ¢ = 45°.

g = y2 (cos 45° + 1 - sin 45°)




lhrheispiel 33
IWelche Beziehungen bestehen zwischen den Betrdgen bzw. Phasenwinkeln der
honjugiert komplexen Zahlen z = a + bt und z = a — b1 ?
lLionung:
Ine Betrige sind gleich, denn es ergibt sich sowohl fiir z als auch fiir
o JE R
I'he die Phasenwinkel folgt:
tan g = ~b—»; tan?p=_—13.
a a
tnn ¢ und tan @ unterscheiden sich nur durch das Vorzeichen. Daher ist
p=2360°—¢ oder @=—¢p. '
Die Phasenwinkel Jkonjugiert komplexer Zahlen liegen also symmetrisch
amir reellen Achse (vgl. Bild 11).

imagindre Achse

Pla+bi)

B

reelle Achse

P'la-bi)
Bild 11
Ubungen
22, Bringen Sie die folgenden komplexen Zahlen auf die irigonomelrische
Form/! )
@) 648 b)—b+12i ¢)—1—i d) >—
e) i f)—9
3. Verwandeln Sie die folgenden komplezen Zahlen in die arithmetische Form
a + bi!
@) cos 150° -+ 4 sin 150° b) 5 (cos 240° + i sin 240°)

¢) 9 (cos 330° 4+ ¢ sin 330°) d) 6 (cos 750° 4+ i sin 750°)
¢) 2(cos 120° + 7 sin 120°)

V3

o] ~.
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4.2 Graphische Addition und Subtraktion

Bei der Anwendung und der graphischen Darstellung der komplexen Zahlen
ist es hidufig zweckmiBig, die komplexen Zahlen nicht durch Punkte in
der GauBschen Zahlenebene, sondern durch gerichtete Strecken darzu-
stellen. Zu diesem Zweck wird der Nullpunkt der Zahlenebene mit dem einer
komplexen Zahl entsprechenden Punkt verbunden und der Endpunkt
dieser Strecke mit einer Spitze versehen. Derartig gerichtete Strecken
in der komplexen Zahlencbene nennt man

A imaginire Achse Zeiger (vgl. Bild 12).
Ein Zeiger ist durch die Angabe der Rich-
z tung, d. h. des Winkels ¢, und der Liinge r
des Zecigers eindeutig bestimmt. Dabei
stellt ¢ den Phasenwinkel oder die Phase

2 und + den absoluten Betrag oder Modul

. -— der komplexen Zahl dar. Zeiger in der
reelle Achse komplexen Zahlenebene werden hiufig

Bild 12 auch als Vektoren bezeichnet. Das ist nicht

exakt. da Vektoren teilweise anderen
Rechengesetzen unterliegen als die hier betrachteten Zeiger. Lediglich bei
Addition und Subtraktion gelten fiir Vektoren und Zeiger gleiche Rechen-
gesetze.
4.21 Addition. Bei der Konstruktion der Resulticrenden zweier Krifte
mittels des Krifteparallelcgramms haben Sie bereits die Addition zweier
Vektoren kennengelernt. Die Addition zweier Zeiger verlduft in der gleichen
Weise. In Bild 13 ist die Addition der beiden komplexen Zahlen

2y =0y + byt und z, =a, 4+ Dyt
durchgefiihrt. \
Die komplexen Zahlen z; und 2z, werden durch die Zeiger O P, und O P,
dargestcllt. Die Parallelen zu den Zeigern durch P, bzw. P, ergeben mit
ihrem Schnittpunkt P den darstellenden Punkt P und mit O P den dar-
stellenden Zeiger der Summe
z =2y + 2y = (ay + ag) + (by +hy) 1.
Zum Beweis fillen Sie von P;, P, und P die Lote P, A,;, Py, und P A
auf die reelle Achse und ziehen P;B OA. Unter Benutzung der Kon-
gruenz der Dreiecke 0 A, P, und P, BP lesen Sie dann ab:
O0A=04,+ A, A =04, +PB=04, +04, = a, +a,,
AP =A4AB + BP = AP, + A,Py =1, + b,
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Man erhilt also den Zeiger der Summe zweier komplexer Zahlen als Diagonale
etnes Parallelogramms, dessen Seiten die Zeiger der beiden Summanden sind.
Aus Bild 13 ist klar ersichtlich, daB Sie zu demselben Ergebnis kommen,

A imagindre Achse o
”/’/ O/I
- R
6 - /'/ / I
z, /
' e s LS
e, / N
2 |°'/ 2 / | g
A Y-—-—,
PR ' I s
./ | l
a A 2
2 1 reelle Achse
fe— a, —=f
2 q, a, —al
2
a,+a, |
Bild 13

wenn Sie entweder O P, oder O P parallel zu sich selbst in dic Lage P,P

hzw.

P, P verschicben. Merken Sie sich:

Zwei komplexe Zahlen werden graphisch addiert, indem man die sie
darstellenden Zeiger so ancinandersetzt, dal der Anfangspunkt des
einen mit dem Endpunkt des anderen zusammentfillt.

Damit ist gleichzeitig das kommutative Gesetz der Addition auch fiir kom-
plexe Zahlen geometrisch bestiitigt:

21tz =2+ 2,
d.h., die Reihenfolge der Sum-
manden hat keinen EinfluB
anf deren Summe. Hat man
drei oder mehr komplexe
Zahlen graphisch zu addieren,
so verfahrt man ganz entspre-
chend. Man figt die Zeiger in
beliebiger Reihenfolge so anein-
ander, daf} immer der Anfang
des einen mit dem Ende des
vorhergehenden zusammenfallt.

—

} imagindre Achse

reelle Achse

Bild 14
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In Bild 14 ist
2=2, 42, +23+ 24
Der Beweis fiir die Richtigkeit des Verfahrens ist leicht zu erbringen, wenn
Sie O P, und O P; mit einzeichnen. Es ist
0Py, =2z, + 2,
OPy =O0P, + 23 =2, + 25 + 23,
OPy,=0Pg+2,=2;+ 25 +25+2,=2.
Der Zeiger z erginzt den Streckenzug OP;...P, zu einem Polygon.
4.22 Subtraktion. Die Subtraktion komplexer Zahlen liBt sich auf dic
Addition zuriickfiithren. Es ist
23— 25 = (@ + by9) — (az + by7)
= (a3 + by1) + (—ay — by1).
Fiir —a, — byt schreiben wir —z,. Es gilt also (wie bei den reellen Zahlen)
23— 2 =23 + (—2).
Die Differenz zweier Zeiger 2z, — 2z, wird gebildet, indem man zu dem
Zeiger z; den Zeiger —z, addiert.

Wie aus Bild 15 zu ersehen ist, hat der Zeiger —z die gleiche Lénge, aber
die entgegengesetzte Richtung wie der Zeiger z. Er ist also einfach zu kon-
struieren. Die Bildung der Differenz z, —z, zeigt Bild 16.

| imaginire Achse § imagindre Achse
. =(a+hi
bib--- lz(ab/) P
| Z4
]
r ) !/
’
| ,
-a : o ’
' -
: a reelle Achse - 'z,-z, reelle Ac
l -
] r .- “
] N 4 s
1 - P
- == -bi 4
~Z=(-a-bi)
Bild 15 Bild 16
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Ubungen
. Addieren und sublrahieren Ste graphisch
«) die konjugiert komplexen Zahlen (a + bt) und (a — bi),
h) die komplexen Zahlen (1 4 27) und (3 —1)!

4.3 Multiplikation und Division

1.31 Multiplikation. Addition und Subtraktion komplexer Zahlen lassen
wich mithelos ausfithren, wenn dic komplexen Zahlen in der arithmetischen
Iform gegeben sind. Dagegen sind Multiplikation und Division leichter aus-
fulirbar, wenn die komplexen Zahlen in der trigonometrischen Form vor-
liegen.
Ik sei
z, =1y (cos ¢, + ¢ sin ¢,),
25 = 7y (COS @y + 1 SIN @y).
Dann ist
"1 2g = 1173 (€08 @, + 1 8in @,) (€08 @, + 1 sin @,)
= 1,73 (COS @, COS @, +  SiN @, COS @, + ¢ COS @, Sin @, + % sin @, sin @,).
Wegen 2 = —1 folgt:
2129 = 1175 [(COS @y €0S @, — Sin @, sin @,) + 2 (sin @, cos @, + cos @, sin @,)].
Nach den Additionstheoremen gilt:
COS @, €08 @y — Sin @, sin g, = cos (p; + P,).
sin @, cos @, + €os @; sin @, = sin (p; + @,).
Mithin ergibt sich fiir das Produkt zweier komplexer Zahlen

242y = 1175 [C0S (@1 + @5) + 7 5in (¢, + @)l (8)

Sie merken sich:

Zwei komplexe Zahlen werden multipliziert, indem man ihre Moduln
multipliziert und ihre Argumente addiert.

Aul diesem Ergebnis beruht die graphische Multiplikation zweier kom-
plexer Zahlen.

Das Produkt 2 = 2, - 2, stellt eine komplexe Zahl mit dem Betrag r = r, - 1,
und dem Argument ¢ =@, + @, dar. Der Betrag » kann mittels des
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Strahlensatzes aus r, und r, konstruiert werden. Dazu schreiben wir die
Gleichung r =r, - r, in der Form

r_r

7y 1°
Es seien O P, und O P, die Zeiger der beiden Faktoren z, und z,. Die Kon-
struktion von (p, + @,), d. h. die Festlegung der Richtung des Produkt-
zeigers z, bietet keine Schwierig-
keiten. Es ist praktisch ein An-
tragen von ¢, an O P, in O.
Zur Ermittlung des Betrages
r =7r,-7, wird auf der-reellen
Achse der Zeiger OE = 1 "abge-
tragen, E mit P, verbunden und
iiber O P, das dem Dreieck OE P,
ahnliche Dreieck O P, P gezeich-
net. Dazuistder Winkel OE P, =&
an OP, in P, anzutragen und
der freie Schenkel mit der Rich-
tungslinie des Produktzeigers zum
Schnitt zu bringen. Dann gilt
nach dem Strahlensatz:

OP:0P,=0B:04,
also OP: 0P, = 0P, : OF..
Daraus folgt

-5 OP,-0OP
OE

O P stellt den Zeiger des gesuchten Produktes z, - z, dar (vgl. Bild 17). Man
kann sich auch das Antragen des Winkels ¢ durch folgende esnfache Produki-
konstruktion ersparen:

Das Dreieck OE P, wird um ¢, in dic Lage 0°'4 B gedreht, so daB
04 =OE in O P, liegt. Durch P, wird die Parallele zu A B bis zum
Schnitt mit der Verlingerung von O B im gesuchten Punkt P gezogen.
Lehrbeispiel 34
Ermitteln Sie graphisch das Produkt der beiden komplexen Zahlen z; = 2 41
und z, =1 + 34/

imagindre Achse P
/

’

I
/1
7

|

l
!
N7 |
‘
l
[

reelle Achse

=Ty 7
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lisung: A imaginire Achse
Zuniichst zeichnen Sie von 0 aus , ”i
vinen Strahl, der mit der reellen i\ |
Achse den Winkel ¢ = @, + @, bil- 1 \ .
ilet. Dann wird das Dreieck OE P, 0 oi
um den Winkel @, gedreht, so da TN
I'in A und P, in B iibergeht. Zeich- \ r Si
nen Sie jetzt eine Parallele durch \ \
—— i \
I’y zu A B, dann ergibt deren Schnitt- \ T4
punkt mit dem durch O unter dem \ N
Winkel @, + @, gezeichneten Strahl \ s 3
den gesuchten Punkt P. Sie konnen \
nhlesen: 8% 1 5 f-~
SR
(2 4+4) (1 +38) = —147i. i\ .
R A,
l.ehrbeispiel 35 \ A\\ -’
Dus Produkt (—3 + 29) (2 — 1) dst v _
o . . + —{ ¥
graphisch zu ermatteln ! -1 E 2 Leelle Achse
liisung: il
In diesem Falle ist ¢, + @, > 360°.

Aus 4.1 wissen Sie, dafl Sie auch den Bild 18

Winkel (p; + ;) — 360° als. Argument des Produktzeigers ansehen diirfen.
/u diesem Argument gelangen Sie unmittelbar, wenn Sie bei der Addition
ntatt @, das im negativen Drehsinn gemessene Argument — @, von oP,
verwenden und an O P, in O antragen. Es ist ¢, — 360° — @, (Bild 19).
Also ist das Argument des Produktzeigers

11 (—95) =03 +[—(360° — )] =9, + (g2 —B60°) = (P +5) —360°.

Nachdem Sie den Zeiger O P des gesuchten Produktes durch die Thnen be-
uchricbene Konstruktion mittels dhnlicher Dreiecke erhalten haben, konnen
Sie sofort ablesen:
(—34+20)(2—1) =—4 470

Die Verwendung des im negativen Drehsinn gemessenen Argumentes von O P, zum
Antragen an O P, ist besonders empfehlenswert, wenn keines der beiden gegebenen
Argumente im I. oder II. Quadranten liegt. In diesem Falle konnen Sie an Stelle der
pegebenen Zeiger auch die gleich groBen, aber entgegengesetzt gerichteten Zeiger zur
P'roduktbildung benutzen, da ja

212y = (=-2)) (—2,)
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A imaginiire Achse
Pi-321)(2-i)] )’ g
_____________ L 7

6i
Si
4i

3i

R-342i) + .
- I
N
\ (prp)-360°

'
|
[
(
f
1
|
[
|
!
I
1
1
|
|
i
|
I
! .
1 [
'

i

~——

-¢ -3 -2 -1

Bild 19

Zur Durchfithrung der graphischen Multiplikation ist man nicht unbedingt
aaf das Dreieck OE P, angewiesen. Wihlt man aunl der reellen Achse
an Stelle von OE = 1 eine beliebige Strecke () E,, = m und fiihrt dic Kon-
struktion mit dem Dreieck O E,, P, in der frither beschrichenen Weise durch
(vgl. Bild 20), so erhdlt man einen Zeiger +. Nach Bild 20 ist

o

r, m’
also gilt

7’ — v),..l._'-l
und wegen ry -1, =17,

o=

m’

Die Wahl von 0 &,, = m bedeutet also cine Konstruktion des Produkt-
zeigers im MaBstab
¥ =1:m.
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1} imagindre Achse

Em reelle Achse

Bild 20

Man erhilt die gesuchten Werte, indem man die aus der Zeichnung. ent-
nommenen Werte mit m multipliziert. Aus dem Punkt P’(a’ - b'7) folgt
damit als Ergebnis der Multiplikation

ma 4 mb'i =a = bi.
Lehrbeispiel 36
Ermatteln Sie graphisch das Produkt (10 — 41) (—5 ~- 71)!
Losung:
Sie zeichnen zuniichst wicder von 0 aus den Strahl, der mit der recllen
Achse den Winkel ¢ = ¢, + ¢, einschlieBt. Da ¢ im 1V.. ¢, im IIl. Qua-
dranten liegt, addieren Sie die Winkel, indem Sie ¢;” = 360° — ¢, von ¢,
subtrahieren. Dannist ¢, — ¢, = ¢, - (360" — ¢ ) = ¢4 + ¢, — 360
2@, + @, (vgl. Bild 21).
Fiir die Konstruktion des Produktzeigers » ist das Dreieck OF P; mit
OE = 1 ungeeignet, da der Produktzeiger r sehr lang wird. Wegen einer
moglichst einfachen und genauen Konstruktion und in Riicksicht auf eine
einfache Umrechnung wihlen Sic OE, = m == 10. Dreieck OE, P, wird
damit rechtwinklig. Den Produktzeiger () konstruieren Sie nun in der
gleichen Weise, wie es in den Lehrbeispiclen 34 und 35 fiir den Produkt-
xeiger O P geschehen ist. Ric lesen ab (Bild 21):

W = -——T7R8 und I = —3.
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Mit m = 10 erhalten Sie daraus
a=10¢"=—78 und b =100 = —50.
Die Losung lautet damit
(10 — 42) (—5 — 71) = —78 — H01.

imagindre Achse

SN

8 U110 reelle Achse
n

1"
/1

Bild 21

Bei der graphischen Multiplikation einer komplexen Zahl z, mit einer

anderen z, wird der Zeiger OP; von z, um den Winkel ¢, in die Lage OB

gedreht und seine Linge r, auf den Wert O P = r,7, gestreckt (bzw. ver-

kiirzt, wenn r, < 1 ist). Es findet eine sogenannte Drehstreckung! statt.

Lehrbeispiel 37

Erliutern Sie das Ergebnis der Multiplikation einer komplexen Zahl

2, =r(cosp + i sing) mit der imagindren Einheil z, = i, und fiihven Sie

die Lisung graphisch durch!

Losung:

Es ist z, = (cos 90° + 7 sin 90°). Fiir das Produkt folgt dann nach (8)
2125 =7 - 1[eos (¢ + 90°) + ¢ sin (¢ + 907)].

! Eine Verkiirzung (Stauchung) wird als negative Streckung aufgefalit.
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Der Zeiger z, = r (cos ¢ + ¢ sing) wird durch die Multiplikation mit ¢ um
90° im mathematisch positiven Sinne gedreht. Eine Streckung findet nicht
statt (Bild 22).
Eine Multiplikation mit ¢ bedeutet cine Drehung des Zeigers um 90°
I im mathematisch positiven Sinne.

/magindre Achse
e \\\
~
Q+2iri c{— - =y S
: N N
N
1\ .
I+2j
|
|
|
|
|
|
/]
-2 raelle Achse

Bild 22

4.32 Division. Auch die Division zweier komplexer Zahlen z; und z,
v . . . . . : .

in trigonometrischer Form fiihrt zu einem einfachen Ergebnis.

Es ist

21 _ n(cosg, + ising,)

2, ry(cosg, + ising,)’

Durch Erweitern mit (cos ¢, — 7 sin @,) erhilt man

2y __ rylcosg, + i sin ;) (cos @, f_i sin q:;)

EN ry (cos® @, - i2 sin? @,)
Wird beriicksichtigt. dal3
2 =—1. coslp, + sinZp, =1, :

g0 ergibt sich

[N

n

: = :~: (cos @, + i sin @,) (cos g, — 1 8in @,).
Das Produkt der beiden Klammern ist
(cos @, cos @, + sin @, sin @,) + 7 (sin @, cos @, — cos @, sin @,).
Nach den Additionstheoremen gilt:

€OS @y COS @, + SiN @, sin g, = €08 (p; — @,).

sin @, €08 ¢, — €08 @, Sin @y, = sin (p; — @,).
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Mithin ist der Quotient zweier komplexer Zahlen

z

A: = :: [cos (¢, — @2) + @ sin (p; — @,)] 9)

Sie merken sich:

Zwei komplexe Zahlen werden dividiert, indem man ihre Moduln
dividiert und ihre Argumente subtrahiert.

Die graphische Division komplexer Zahlen soll nicht durchgefiihrt werden.
Lehrbeispiel 38

. . -4 .
Bilden Sie -él, wenn gegeben ist:
2
z, = 3 (cos 85° + ¢sin 85°), 2, = 2 (cos 25° <+ ¢ sin 25°)/
Das Ergebnis ist auch in der arithmetischen Form anzugeben!

Lésung:
Nach (9) folgt
2 = 3 [cos (85° —25°) - i sin (85> — 25°)].
. 2
? = 2 (cos 60° + v sin 60°).
2 = -
Da cos 60° = ~1~ und sin 60° = 5 ]? ist, folgt fiir die arithmetische Form
N 3 3 . 5
=31 T 78

Lehrbeispiel 39
(fegeben sind die komplexen Zahlen z; =5 (cos 173° + ¢sin 173°) und
2y = 10 (cos 333° + i sin 333°). Bilden Sie a) z, - 75, b) = und geben Sie
die Ergebnisse in der trigonometrischen Form an! :
Lésung:
a) Nach (8) erhalten Sie
2y 29 = 0 - 10 [cos (173° 4 333°) + ¢ sin (173° 4 333°)]
= 50 (cos H06° 4 7 sin HO6)
= 50 (cos 146° + 1 sin 146°).

b) Unter ;\nwondnnv der Formel (9) wird

m ° [eos (173° — 333°) + i sin (173° — 333°)]

= lcos (—160°) + 7 sin (—1607)]}.
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Um ein positives Argument zu erhalten. addieren Sie zu —160° den
Winkel 360°. Das Ergebnis lautet dann:

2 _ L (cos 200° + i sin 200°).
<2 = S S

. . Ubungen
25. Berechnen Sie z, -z, von

a) z; =2 (cos % + 7 sin ’;), z, = 3 (cos 30° + 1 sin 30°);

b) 2y =2—2i, 2z, =4(cosd0° + 4 sin 50°)/

Die Ergebnisse sind in der trigonometrischen Form anzugeben!
26. Losen Sie graphisch (1 + 27) (3 — 21)!
27. Berechnen Sic

a) 2 (cos 112° + 4 sin 112°): (cos 70° + 2 sin 70°),

b) (3 4 44): (cos 30° 4 ¢ sin 30°),

¢) 24: (cos 320° + ¢ sin 320°),

d) —4:(— eos 120° — 4 sin 120°)/

Geben Sie die Ergebnisse tn der trigonometrischen Form an!

N

4.4 Potenzieren und Radizieren

4.41 Lehrsatz von Moivre — Potenzieren. Das Quadrat der komplexen
Zahl
z =r(cos @ + 1 sin ¢)
ist nach Formel (8)
2 =r7-7[cos (¢ + @) + isin(p + @)],
22 =12 (cos 2 @ + ¢ sin 2¢).
2% stellt also eine komplexe Zahl mit dem absoluten Betrag 2 und dem
Argument 2¢ dar. Fiir die dritte Potenz von » (cos@ + ¢ sin @) ergibt
sich nach Formel (8):
23 =927 [cos (2¢ + @) + i sin (2¢ + ¢)],
23 = r3(cos 3¢ + ¢sin 3¢).
Aus dem Vorangegangenen werden Sie schlieBen, daB fiir jeden positiven
ganzen Exponenten gilt:
(I) z» =[r(cos ¢ + 7 sin¢)j* = 1 (cos np + ¢ sin ne).
Unter der Voraussetzung, dall diese Bezichung fiir alle n =1,2,3,4....
richtig ist, wird
2+l = n.r[cos (np + @) + ¢ sin (ng -+ @),
(IT) zm*1 = n*1cos(n + 1)@ +isin(n + 1) ¢].
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Vergleichen Sie Gleichung (I) und (II) miteinander, so erkennen Sie, da
(IT) aus (I) hervorgeht, wenn in (I) n durch (n + 1) ersetzt wird. Das be-
deutet: Ist Gleichung (I) fiir » richtig, dann gilt sie auch fiir (» 4 1). Da
Gleichung (I) fiir » = 3 ausfiihrlich hergeleitet wurde, gilt sie demnach
ebenso fiirn = 3 4+ 1, d. h. n = 4, mithin auch firn =4 +1,d. h. n =5,
allgemein also fiir alle positiven ganzzahligen Exponenten.

Das eben angewandte Beweisverfahren, das in der Mathematik eine groBe
Bedeutung hat, heiBt der Schluf von n auf (n + 1) oder das Beweisver-
fahren der vollstindigen Induktion.

Gleichung (I)

[7 (cos @ + 7 sin @)]* = 17 (coS ne + 1 sin ne) (10)

nimmt fiir » = 1 die T'orm an

(cos @ + 1 sin @) = cos ny + % sin ne (11)

und heiBt dann der Moivresche Lehrsatz!, obwohl diesc Formulierung
des Satzes erst von Euler (1748) eingefithrt worden ist.

Jetzt soll gezeigt werden, daf Formel (10) auch fiir alle negativen ganzzah-
ligen Exponenten gilt.
Es ist
z7n = [r (cos ¢ + @ sin @)]—7
T fr(cosp + isin g)]"
]rn .
™ (cos ng + i sin ng)’

Durch Erweitern ergibt sich

—n — ) (cqs .nq: — z‘sm ne) _
“r® (cos np + 4 sin ne) (cos np —-1 sin nP)

. cosne —isinng
"1 (cos? ng + sin? ne)

Wegen cos? ng + sin® ngp =1 ist
LZTR = Tm (cos Ny — 1 sin ne).

1 Moivre (sprich: moawr), franz. Mathematiker in London (1667 bis 1754).
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Beriicksichtigt man schlieBlich
cos ny = ¢os (—ne) —sin ng = sin (—ne),
so folgt:
27" = [r(cos @ + i sin@)]~" = "7 [cos (—ng) + i sin (—ng)].

Damit ist bewiesen, daB die Potenzformel (10) fiir positive und negative
ganze Exponenien Giltigkeit hat. In 4.42 werden Sie die Erweiterung auf
gebrochene Exponenten kennenlernen.

Lehrbeispiel 40
Bestimmen Sie (3 4 1Y3)4/
Losung:

Sie wenden zur Berechnung die trigonometrische Form der gegebenen
komplexen Zahl an. Es.ist

r=}32 + 13 =y12 = 273;

-
tang =1, ¢ =30°
Also gilt 3 4~1 Y3 =273 (cos 30° + ¢ sin 30°)

und nach (10) (3 + 4 ¥3)% = [2 3 (cos 30° + 1 sin 30°)]4,
(3 + 1 V3)* = (2¥3)* [cos (4 - 30°) + 7 sin (4 - 30°)],
(3 + 1 ¥3)* = 144 (cos 120° + 4 sin 120°).

Daraus folgt:

(3 +iV3) =144 (— 5 + 31 ¥3) = =72 + 2473,
Lehrbeispiel 41
Berechnen Ste (— cos 30° + 4 sin 30°)8! Das Ergebnis ist in der arith-
melischen Form anzugeben!
Losung:
Die gegebene komplexe Zahl liegt nicht in der Normalform vor, da dic
Vorzeichen bei cos 30° und ¢ sin 30° verschieden sind. Sie haben deshalb
erst die Normalform dieser komplexen Zahl zu bestimmen. Es ist

— 05 30° + i sin30° = — 3 V3 + 5 4.

I e (1 % -
r= | (2 13) + (2) =1, tang=— -3-1.-5 @ = 150°.
Fiir dic trigonometrische Form der komplexen Zahl folgt somit:

— cos 30° + ¢ sin 30° = 1 (cos 150° + ¢ sin 150°).
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Fiir die Potenz ergibt sich
(— cos 30° + ¢ sin 30°)¢ = (cos 150° 4 4 sin 150°)&
= ¢os (6 - 150°) + 4 sin (6 - 150°)
= ¢0s 900° 4 ¢ sin 900°
= cos 180° -4 sin 180°.

Setzen Sie fiir cos 180° und sin 180° die entsprechenden Werte ein, dann
folgt:
(—cos30° +¢sin30%)0 = —1 +4-0=—

Ubungen
28. Berechnen Sie
a) (34208 b) (— ; -+ %}’3)3, ¢) (- cos 40- - -1 sin 40°)2/
Die Ergebnisse sind in der arithmetischen Form anzugeben !

4.42 Radizieren. Formel (10) gilt fiir positive und ncgative ganzzahlige
Exponenten. Gelingt es, die Giiltigkeit der Potenzforme! (10) fiir gebrochene
Exponenten nachzuweisen, so ist die Moglichkeit gegeben, jede, beheblge
Waurzel aus einer komplexen Zahl zu ziehen.

1
Gegeben sei die komplexe Zahl r ¢ (cos i; + 1 sin g) Die g-te Potenz ist
nach (10): '

1
T (oos © 2+ isin P\ — &
‘»r (coa H + 2 sin ;1)] =7 (cos @ -+ i sin @).
Man kann also — mit vertauschten Seiten -— schreiben:

1

7(008¢+@Sln¢)—[’l (»cos . + 1 sin q)].

Wird anf beidcu Seiten die g-te Wurzel gezogen, dann erhilt man

1 U

Yricos e+ ising) = |r* (cos & + isin 2|

<
.

1
Vr (cos @ + i sin @) = r ? (cos 3’ + isin »'g»)

1
oder [ (cos @ + vsin@)] ¢ = ( cos % + i sin ?;)
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Potenziert man nun auf beiden Seiten mit p, so ergibt sich
P 1

[r (cos @ + 1 sin )] T = [ (cos L 4+ isin

‘-e.'e

2y,
» p
[ (cosp +ising)]* =1 (cos P p +isin L),

Das ist aber genau die Potenzformel (10) fiir gebrochene Exponenten, also
fir n = % Sie ist nunmehr fiir alle rationalen Exponenten bewiesen nnd
kann durch folgenden Satz ausgedriickt werden:

Eine komplexe Zahl wird mit einer rationalen Zahl potenziert. indem
man ihren Betrag mit dem Exponenten potenziert und ihr Argument
mit dem Exponenten multipliziert.
1:
Da 7 (cos @ + tsin %(p) wieder eine komplexe Zahl ist, licfert das Po-
tenzieren mlt‘ rationalem Exponenten stets wieder eine komplexe Zahl.
Gleichzeitig folgt, daB auch das Radizieren nicht aus dem Bereich der kom-
plexen Zahlen herausfiihrt, denn jede Wurzel 148t sich als Bruchpotenz

schreiben:
1

Ve =2
und nach der Potenzformel (10) berechnen. Es gilt der Satz:

Eine komplexe Zahl wird radiziert, indem man ihren Betrag radiziert
und ihr Argument durch den Wurzelexponenten dividiert.

Nach (da) sind einer komplexen Zahl a + bi unendlich viele Argumente
zugeordnet, die sich jeweils um 360° voneinander unterscheiden. Diese
"Tatsache war bei den bisher behandelten Rechenoperationen ohne EinfluB
‘auf das Ergebnis. Es ist z. B. gleichgiiltig, ob

7 (€os @ -+ ¢ sin @)
-oder rcos (@ + k- 360°) + isin (¢ + k- 360°)]
in die n-te Potenz erhoben wird, wenn # und k ganze Zahlen sind. Die Argu-

mente beider Potenzen unterscheiden sich um # - k - 360°, liefern also die
gleichen trigonometrischen Funktionswerte. ‘

Beim Radizieren einer komplexen Zahl muBl dagegen die Periodizitit der
Winkelfunktionen beriicksichtigt werden.
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Es ist

Va & bi = |7 [cos (p + k- 360°) 1 i sin (¢ + K - 360°)]

='i,;(coscp+k-3eo 4 isin @R 360°)
n

b

Vot %{cos(%-{-k?’eo)—l-?sm( +I.?’ﬂ>

(12)

Werden in (12) "ir k¥ der Reihe nach die n-Werte 0, 1, 2... (n — 1) ein-
gesetzt, so ergeben sich n verschiedene Wurzelwerte, und zwar komplexe

o
Zahlen, deren Argumente sich jewcils um ?%0—- unterscheiden. Fiir k =n

aber ergibt sich der gleiche Wurzelwert wie fiir k = 0, fir k = n 4+ 1 der
gleiche Wurzelwert wie fiir k =1 usw.!

Die Wurzel fiir k = 0 nennt man, falls 0 < ¢ < 360°, den Hauptwert
der Wurzel.

Die n-te Wurzel aus jeder komplexen Zahl (daher auch aus jeder
reellen oder rein imagindren Zahl) hat n verschiedene Werte.

Jeder der n-Wurzelwerte einer komplexen Zahl hat denselben Modul ’i/;,

kann also durch einen Punkt des Kreises mit dem Radius #' — }7 um den
Nullpunkt der Zahlencbene bzw. durch den entsprechenden Zeiger dar-

gestellt werden.2 Dabei hat der Hauptwert der Wurzel das Argument %

Die anderen Wurzelwerte ergeben sich durch Drehung des Hauptwert-

o

zeigers im positiven oder negativen Sinne um jeweils 360
Anders ausgedriickt (vgl. dazu Bild 23):

Die n-Werte der n-ten Wurzel einer komplexen Zahl kénnen durch
die Ecken cines regelméBigen n-Ecks dargestellt werden, das dem
Kreis mit dem Radius ' = }/r—um den Nullpunkt einbeschricben ist,

wobei der Hauptwent der Wurzel das Argumont - besitzt.

1 Fiir negative k ergeben sich die gleichen Wurzelwerte wie fiir positive k, nur in
anderer Reihenfolge.

vn_
2 Als Modul kommt nur der positive reelle Wert von |'r in Frage! Néheres iiber die n-te
Wurzel aus einer reellen Zahl erfahren Sie in Lehrbeispiel 46.
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imaginére Achse

reele Achse

Sk - --

Bild 23
Lehrbeispiel 42

Die dritte Wurzel aus —6 + 217 ist rechnerisch zu ermitteln.
Loésung:

Sie bringen die komplexe Zahl zunichst auf die trigonometrische Form:

r = V62 + (2 ]/—7)2 = Vm =8; tang = 2_—VZ = —0,88192, ¢ = 138°35,4".
Damit ist

—6 + 20 J/7 = 8 [cos (138°35,4" + k- 360°) + i sin (138°35,4" + k - 360°)].
Nach (12) folgt:
: = 35 138°35,4" , , 360° . . [138°35,4 360°
V—6+2@VT=]/8[cos(\—3 +k=3 ) —|—1sm( T + k=3 )]

= 2[cos (46°11,8" + k- 120°) + ¢ sin (46°11,8" + k - 120°)].
Fiir £ = 0 ergibt sich

zy = 2(cos 46°11,8" + ¢ sin 46°11,8")
=1,3844 + 1,4434 4.

Fiir k =1 erhalten Sie
2, = 2 (cos 166°11,8' + ¢ sin 166°11,8")
= 2 (— cos 13°48,2" 4 i sin 13°48,2")
= —1,9422 + 0,47718 1.

47



k =2 liefert

Zg =

2(c

.2(c

=0,

RRe

AI(

0s 286°11,8 - 7 sin

286°11.8')

§ 73°48,2" — v sin 73°48,2")

86 — 1.9206 .

Fiir £ = 3 wiirde folgen:
z4 = 2 (cos 406°11,8" + ¢ sin 406°11,8")
=2 (cos 46°11,8" + ¢ sin 46°11,8").

Es ist also 24 = 2;. Man erhilt fiir &

chen Sic dic Ergebnisse mit Bild 24!

[

imagindre Achse

1 8i

-6

Lehrbeispiel 43

Bestimmen Sie rechnerisch alle Werte von |

Bild 24

Ergebnis graphisch dar!

Losung:
1
Z = — 5

+(3) ‘@

1_V

=1;

Fiir z ergibt sich dann

Z = —

1

48

§ —F

1
2

’b/,

T513

tang = — |3, @ = 120°.

2 keine weiteren Wurzeln. Verglei-

3 reette Achse

und stellen Sie das

}I:S ist auf die trigonometrische Form zu bringen;

%’ 13 = 1[cos (120° + k - 360°) + i sin (120° + L - 360°)].



Nach (12) ist
v | 120° + k- 360° |, . . 120° + k- 360°
l/——z— + —; V3 =11 (cos —— —— Tisin ——4————_)
= ¢0s (30° + k- 90°) + ¢ sin (30° + & - 90°).
Fir k = 0 ergibt sich:

2, = c0s 30° + 7 sin 30° = %}/54- %i.

Fiir k =1 folgt:
2, = c0s (30° + 90°) + ¢ sin (30° + 90°)
— 008 120° + i 8in 120° = — - + 3.

Fiir k = 2 erhalten Sie:
zg = ¢0s (30° 4 180°) + ¢ sin (30° 4 180°)

— €08 210° + ¢5in 210° = — 1 3 —i.

SchlieBlich erhalten Sie fiir k = 3:
24 = 08 (30° + 270°) + ¢ sin (30° + 270°)
= ¢os 300° + 1 sin 300° = % — % V3.

Graphische Darstellung:

Wie Sie erfahren haben, liegen die n-ten Wurzeln einer komplexen Zahl
alle auf einem Kreis um den Nullpunkt der Zahlenebene mit dem Radius

7’ =’i/;, in unserem Fall ¥ = V1. Wegen 7 =¢" =1 liegen sowohl z als
auch die Wurzeln z;, z,, 2; und 2, alle auf dem Einheitskreis und stellen
die Eckpunkte eines Quadrates dar. Der Hauptwert z, der Wurzel hat in
unserem Fall das Argument von 30° und kann somit leicht gezeichnet
werden, indem Sie vom Nullpunkt der Zahlenebene aus einen Strahl unter
einem Winkel von 30° zeichnen. Sein Schnittpunkt mit dem Einheitskreis
ist dann der gesuchte Punkt. Die Wurzelwerte z,, z; und 2z, ergeben sich
durch Drehung des Hauptzeigers um jeweils 90° (Bild 25).

Lehrbeispiel 37 zeigte, daB eine Drehung des Zeigers um 90° eine Multi-
plikation mit ¢ bedeutet. Es mu8 sich also z. B. z, aus z; durch Multipli-
kation mit ¢+ ergeben, d. h. z, =1 2,.
Weiter muB gelten:

23 =1"2 24
Priifen Sie das nach!
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A imaginire Achse

' reelle Achse

Bild 25

Lehrbeispiel 44

Die fiinf Werte von Y11 — 31 sind rechnerisch zu ermitteln! Stellen Sie das
Ergebnis graphisch dar!

Losung:
Es ist
r =7)121 + 9 = J130 ~ 1,627; tang = T—{D’ =—027, ¢=344"45"

Die Werte fiir r und ¢ setzen Sie in (12) ein und erhalten:
Y11 —3: = |'y130 [cos M}r—k;@? +isin 344"4#'_?_693
‘= "{/130 [cos (68°57 + k - 72°) + 4 sin (68°57" + k - 72°)].
Das ergibt fiir
k=0:
2z, = Y130 (cos 68°57 -+ i sin 68°57").
2y ~ 0,584 4 1,5184;

25 = 1130 (cos 140°57 -+ 4 sin 140°57"),
= '}/130 (—cos 39°03" + i sin 39°03"),
2 ~ —1,264 +1,0254;
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z3 = 1130 (cos 212°57 + 4 sin 212°57).
= "1'130 (— cos 32°57" — i sin 32°57').
- — 1,365 — 0,885 73

24 = V130 (cos 284°H7 + 1 sin 284°57'),
= "J/130 (cos 75°03" — i sin 75°03'),
2, 720,420 —1,6724;

zs = J'130 (cos 356°57 + i sin 356°57),
= "Y130 (cos 3°03" — i sin 3°03’),
25 ~ 1,626 — 0,087 1.

imagindre Achse

15 reelle
Achse

i Lt Erldgundy

Bild 26
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Graphische Darstellung:
Die Wurzeln liegen auf dem Kreis mit dem Radius
¥ = r="Y130 = 1,627.

z, liegt auf dem Zeiger, der mit der reellen Achse den Winkel -‘g = 69°
einschlieBt. Die weiteren Wurzeln erhalten Sie durch Drehung des Zeigers
von z; um jeweils 72°. In Bild 26 konnte z wegen der grolen Entfernung
vom Ursprung nicht mit eingezeichnet werden.
Lehrbeispiel 45
Berechnen Sie |81!
Losung: .
87 liegt auf der positiven imagindren Achse. Also ist (Skizze!):

r =28, @ = 90°.
Setzen Sie diese Werte in (12) ein, dann folgt:

nin. 3o 90° + k- 360° sin 90° + k- 360%
i e I O
= 2 [eos (30° + k - 120°) + ¢ sin (30° 4 k - 120°)];

k =0:
z, = 2 (cos 30° +1s1n30°)_]/3+z

reelle Achse

Bild 27



2y = 2[cos (30° + 120°) + 4 sin (30° + 120°)]

= 2 (cos 150° +- 4 sin 150°) = 2 (— cos 30° + 1 sin 30°)
=18+
23 = 2 [cos (30° + 240°) + 4 sin (30° + 240°)]

= 2 (cos 270° 4 ¢ sin 270°) = 2 (cos 90° — ¢ sin 90°)
2y = —20.

Die Ergebnisse sind in Bild 27 dargestellt.

Lehrbeispiel 46
Fiir Y1 sind samtliche Wurzeln zu bestimmen (mit Probe)!
Losung:
Die Zahl 1 liegt auf der reellen Achse. Also gilt

r=1 p = 0°.
Die trigonometrische Form lautet damit

1 = 1[eos (0° + k- 360°) + ¢ sin (0° + & - 360°)].

Nach (12) finden Sie

g 0° + k- 360° | . . 0° 4 k-360°
J1=1 (cos 3 +esin —— —)
k=0: zy = 1(cos 0° +4sin0°) =1
k=1  z=1(cos120° +isin120° = — | + &3
k=2 25 =1(cos240° + isin240°) = — 5 — * 13
Bild 28 zeigt die graphische Dar- | imaginire Achse

stellung der 3. Einheitswurzeln.
Sie liegen auf dem Einheitskreis
und gehen durch Drehen des
Hauptwertzeigers um jeweils 120°
aus dem Hauptwert hervor.

Probe:

Bild 28



N
1 8tz 9 3i .5

s kit (5 + (]
(F+5B—5—59
=1
Ubungen

29. Berechnen Sie
a) Y8—61, b) Y—i, ¢) y—1—1, d) Jcos30° —1sin 30°,
e) V1, 1) V243! .
Geben Sie die Losungen auch in der arithmetischen Form an und stellen
Sie die Ergebnisse graphisch dar!

Zusammenfassung

Jede komplexe Zahl von der Form a + 5% 148t sich auf die trigonometrische
Form r (cos ¢ + 4 sin ¢) bringen. r und ¢ ergeben sich aus r = Ya® + b*
und tan ¢ = —Z—. Aus den Vorzeichen von » und a erkennt man, in welchem
Quadranten ¢ liegt. r heiBt der absolute Betrag oder Modul, ¢ das Argu-
ment der komplexen Zahl.

Die trigonometrische Form ermoglicht die Darstellung der komplexen
Zahlen durch Zeiger und damit eine einfache graphische Durchfiihrung
der Rechenoperationen.

Die graphische Addition komplexer Zahlen wird ausgefiihrt, indem man
die den komplexen Zahlen entsprechenden Zeiger so aneinanderfiigt, da
stets der Anfang des einen mit dem Ende des vorhergehenden zusammen-
fallt. Der Erginzungszeiger im Polygonzug ist die gesuchte Summe.
Die graphische Subtraktion wird auf die Addition zuriickgefiihrt, indem
der Richtungssinn des Subtrahendenzeigers geandert wird.

Die graphische Multiplikation zweier komplexer Zahlen stiitzt sich auf das
rechnerische Ergebnis (8) und bedeutet eine Drehstreckung, bei welcher
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der eine Zeiger mit dem Argument ¢, um das Argument ¢, des anderen
Zeigers gedreht und sein absoluter Betrag r; auf den Wert 7, - r, gestreckt
wird.

Nach (10) hat die n-te Poten.z einer komplexen Zahl r (cos ¢ + sin @) den
Betrag m und das Argument ng. Das gilt fiir alle rationalen Exponenten.
Fiir r =1 geht (10) in den Satz von Moivre (11) iiber.

Aus der Giiltigkeit der Formeln (10) und (11) auch fiir gebrochene Ex-
ponenten ergibt sich unter Beriicksichtigung der Periodizitit der Winkel-
funktionen Formel (12) fiir das Radizieren komplexer Zahlen. Jede n-te

Wurzel hat n verschiedene Werte. Der Wurzelwert mit dem Argument
heiBt der Hauptwert der Wurzel (wenn 0 < ¢ < 360° ist).

Bei der graphischen Darstellung in der GauBischen Zahlenebene ergeben
sich die n-Wurzelwerte als Ecken eines regelmiBigen n-Ecks, das dem

Kreis mit dem Radius 'i/éTum den Nullpunkt der Zahlenebene einbeschrieben
ist, wobei der Zeiger des Wurzelhauptwertes das Argument hat. Um

simtliche n-ten Wurzeln aus einer reellen Zahl zu erhalten, 1st die reelle
Zahl zundehst in die trigonometrische Form umzuwandeln. Die Wurzeln
sind dann nach (12) zu bestimmen.

5 Die Exponentialform der komplexen Zahlen

Neben der Darstellung in der allgemeinen und der trigonometrischen Form
besteht die Moglichkeit, komplexe Zahlen in einer weiteren Form an-
zugeben, was besonders fiir die Anwendung der komplexen Zahlen von Be-
deutung ist. Diese Form der komplexen Zahlen sollen Sie in diesem Kapitel
kennenlernen, wobei hesonders darauf hingawiesen sein soll, daB die dazu
erforderlichen Ableitungen hier nicht in allen Fillen gegeben werden konnen.
Dies ist erst nach Behandlurg der Lehre von den unendlichen Potenzreihen
moglich. Da dic Exponentialform der komplexen Zahlen vorwiegend in der
Elektroteehnik Anwendung findet, ist es zweckmifig, ein anderes Zeichen
fiir die imaginére Einheit cinzufiihren. Damit soll vermicden werden, daB
Verweehslungen zwischen der imaginéren Einheit und dem Momentanwert
des Stromes, det ebenfalls mit ¢ bezeichnet wird, auftreten. Im folgenden
wird deshalb die imaginiire Einheit mit j bezeichnet.
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5.1 Die Eulersche Gleichung

Aus der Funktionslehre wissen Sie, daB eine Funktion, deren Exponent
verdnderlich ist (Beispiel: y = a%), Exponentialfunktion heift. Die Ex--
ponentialfunktion lernten Sie dabei als Umkehrfunktion der logarith-
mischen Funktion kennen. Gehen Sie insbesondere von der legarithmischen
Funktion mit der Basis e aus, d. h. von y = In x, so ergibt sich als Um-
kehrfunktion y = e®. Es ist nun gerade die Exponentialfunktion mit der
Basis e und einem imaginidren bzw. komplexen Exponenten, diec uns die
Maglichkeit gibt, eine komplexe Zahl darzustellen. Wie Sie spater bei der
Behandlung der unendlichen Potenzreihen sehen werden, gilt die Beziehung

ei¢ = cosg + jsing (13)

Dicse Bezichung wurde von Euler aufgestellt und heift Eulersche Glei-
chung.

Multiplizicren Sie die Eulersche Gleichung mit 7, so erhalten Sie
7 ¢f¢ = r(cos ¢ + § sin ).
Eine komplexe Zahl kann somit auch in der Form
z=rel?
geschriechen werden. Dabei stellt r wieder den Betrag der komplexen Zahl
dar, und e’? wird Winkelfaktor genannt.

Damit ergibt sich jetzt die Moglichkeit, jede komplexe Zahl in dreifacher
Form zu schreiben:

z=a+ bj=r(cosp 4+ jsin¢) =rei? (14)

Wegen der Periodizitit der trigonometrischen Funktionen gilt

(I) cose 4+ jsing = cos(p + k- 360°) + jsin (¢ + k- 360°),

(k=0,+1,4+2,...)
Nach Formel (13) ist

cos ¢ + jsin @ = efe
und cos (¢ + k- 360°) + jsin (¢ + k - 360°) = i (p+%-360%
Setzt man das in (I) ein, so folgt

eio = eile+k360% (k= 0,4+ 1,4+ 2,...) (15)
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Das bedeutet: Die Exponentialfunktion mit imagindrem Exponenten hat
die Periode 360° 2 2.
Das gleiche gilt auch bei komplexem Exponenten. Es ist nach (15)
Feie — p eilp+ke360% -
Mit » = e " wird daraus
elar ¢ip — elnr gilp-+k-360°)
elnrtjp — plnr+i(p+k-360% (15&)
Ist r =1, so ergibt sich wieder (15).
Die Exponentialfunktion mit komplexem Exponenten wiederholt ihre
Werte, wenn der Imaginérteil des Exponenten sich um % - 360° & 2kx
(k=0,+1, +2,...) dndert.
z =rei? kann wieder als Zeiger in der komplexen Ebenc dargestellt
werden, wobei 7 die Linge des Zeigers und ¢ den Winkel des Zeigers mit
der positiven reellen Achse bedeutet.
‘Fiir e/¢ wird in der Praxis hiufig eine verkiirzte Schreibweise angewendet. Man schreibt
ele =l und e P = [—e-
|@ wird gelesen ,,Versor ¢**. Im folgenden werden die Ergebnisse teilweise auch in der

Versorschreibweise angegeben. Die Versorsymbole werden nach Kenelly Keénellysche
Formen genannt.

Lehrbeispiel 47
Die komplexe Zahl z = 1 — j soll in der Exponentialform geschrieben w>rd>n
Losung: .

Wie bei der Umrechnung von der allgemeinen in die trigonometrische Form
einer komplexen Zahl haben Sie auch hier zunichst r und ¢ zu bestimmen:
r=11% 4- 12 =32, = 315°.

Setzen Sie die Werte fiir » und ¢ in (14) einl, so ergibt sich

7 =1-—7] =}2ei3° =]2/315°

Hi =3

Geben Sie den Winkel im BogenmalB an, d. h. in unserem Beispiel ¢ = -
so lautet die Losung (in mathematisch einwandfreier Schreibweise):

7T,

., 7
._7':.‘!

w
|
I
-
HE ]
-

! Es ist eigentlich nicht richtig, 315° in den Exponenten ecinzusetzen, da der Exponent
einer Potenz nur eine unbenannte Zahl sein kann. Im Schrifttum hat sich aber diese
Schreibweise eingefiihrt. Denken Sie stets daran, daff die Angabe des Argumentes
im Gradmal zwar iiblich, aber mathematisch falsch ist.

(&1
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Lehrbeispiel 48
Geben Sie z =2¢~ 12 {n der Form a + bj an!
Losung:
Das negative Vorzeichen gehort zum Argument. Es ist also ¢ =
Sie formen nun nach (14) in die trigonometrische Form um:
z = 2 (cos — 30° + j sin — 30°).
Nach Einsetzen der Werte fiir die vorliegenden trigonometrischen Funk-
tionen erhalten Sie '

30°.

2 %2(%-1/3—-7'.0,5),

5.2 Das Rechnen mit der Exponentialform der komplexen Zahl

Mit der exponentiellen Schreibweise der komplexen Zahlen erhalten Sie die
Gesetze des Multiplizierens, Dividierens, Potenzierens und Radizierens
komplexer Zahlen in besonders anschaulicher Form, da das allgemeine
Potenzgesetz am+tn = ama® auch fiir imaginire bzw. komplexe Exponenten
Giiltigkeit hat:

Produkt 2129 =13 eim Ty elp: = r17s af g+ 2
ipr
° z 7€ T .
Quotient A G L Y )
29 rze”" Ty
Potenz 2n = (reig)n = rneing,
L@ + k- 360°
n — n —_— n— 7?—_—"_)_
Wurzel Yz = Yreie TR0 — 7 o

Die hier aufgefiihrten Regeln konnen natiirlich auch mit dem Versorsymbol geschrieben
werden:

2

r
2125 = 1173 [@1 + @5 2 == r: /_{_1;‘_’}_7;_”

2N = M,

n

V2o /‘E.JE,“,.‘ 360°

Fiir das Logarithmieren zur Basis e wiirde sich crgeben

Inz = In(ref?) — Inr -+ Inel ooinr i,
d. h., der Logarithmus einer komplexen Zahl z ist wiederum ecine komplexe Zahl.
Hierauf soll jedoch nicht niher eingegangen werden.
Es wird Thnen nun keine Schwicrigkeiten bereiten, die Rechenoperationen
auf dic komplexen Zahlen in der Jixponentialform anzuwenden. Sie werden
im folgenden schen, daB sich dadurch, daf in der Exponentialform ciner
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komplexen Zahl der Betrag r und das Argument ¢ in getrennten, einglied-
rigen Faktoren enthalten sind, das Rechnen zum Teil betréichtlich verein-
facht. '

Lehrbeispiel 49

Es ist z; = —1 + 20 mit 2, = ¢ 724 zu multiplizieren!
Losung:

Sie verwandeln zunichst z; in die Exponentialform:

r = ','12 + 22 =15b, tan ¢ = -_21 =—2, ¢ =~ 116°34',

also 2, = Vb ei-116°3¢"
Jetzt lautet die Multiplikation

212, ~ /b ei- 11684 o —j-20° — V5 ei-92%3¢ — Vg/g;io?i_
Lehrbeispiel 50 T

Es ist e%2£127 in die lrigonometrische und in die arithmetische Form iiber-
zufiihren.

Losung:
Nach dem allgemeinen Potenzgesetz gilt

e0,2 +1,27 eO,2 ej; 1,27'.
Nach (14) folgt damit

et2+ 127 = e%2 (cos 4 1,2 + jsin 4 1,2)

= e%2 (cos 1,2 4- j sin 1,2).
Aus der Miiller-Tafel (Tafel 9a, S. 75 bis 83) entnehmen Sie
e = 1,221, 1,2 = arc 68°45'.

Also ist 4

e%2 127 — 1,221 (cos 68°45" 4+ § sin 68°45").

Mit
cos 1,2 = 0,3624 und sin 1,2 = 0,9320
erhalten Sie schlieflich
€02 +127 = 1,991 (0,3624 4 0,9320)
= 0,443 + 1,138 (Rechenstab).
In Bild 29 sind die beiden komplexen Zahlen graphisch dargestellt.
Es sollen nun der Reihe nach in (13) fiir ¢ die Winkel 0°, 90°, 180°, 270°
und 360° eingesetzt werden. Sie erhalten:
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Winkel ¢

GradmaB BogenmaB Winkelfaktor
0° 0 e =cosO+jsin0=+1 (=e
.
Y
90° Z 62 = cos g + jsin g =47
180° n ¢ =cosm+jsinmg=—1
3 .
3 3 3 .. 38 . -3
270° —2-»71 e =COS-2—N+7S)II>§H=—-'7=E'
360° 2 €™’ = cos2x +jsin2w = + 1 = e
‘ Demnach kionnen Sie die in
) . .
imagindre Achse (2) bereits entwickelten Po-
e 02H1Y tenzen von ¢ auch so schreiben:

=iz
j2=—1 =e"7
3.
P=—j=e®
7'4= +1 =e2ni

" Wegen der Periodizitdt des
Winkelfaktors (vgl. Formel

-f

- e D

e 0272

Bild 29

tiven: Sinne. Stellen Si

3 (15)) gilt zum Beispiel auch:

2= —1 =e@n+1j
7‘4 — +1 = e2nxj,
(m=0,41,42,...)
Im Kapitel 4.31, Lehrbeispiel
37, zeigte sich, da einer Multi-
plikation mit j eine Drehung
des Zeigers um 90° im posi-
tiven Sinne entspricht. Da
j = ¢1-9° ist, bedeutet somit
cine Multiplikation mit ei-%°
cine Drehung des vorgegebe-
nen Zeigers um 90° im posi-
¢ dhnliche Uberlegungen fiir dic Multiplikation

reslle Achse

;

einer komplexen Zahl mit ef-180° ¢i-270° ypd ei-380° an!

60



Allgemein kann gesagt werden:
Eine Multiplikation mit e/¢ bedeutet geometrisch eine Drenung des
gegebenen Zeigers um den Winkel ¢. Der Betrag bleibt dabei erhalten.

Bild 30 zeigt die Multiplikation der komplexen Zahl z = reie mit j, —1
und —j.

A imagindrs Achse

reelle Achse

\\ ] /'
\
jtyem) h’

\‘ rel%-ji=re it~ ¥)

re’%-1)=re

Bild 30

Ubungen
30. Formen Sie folgende komplexe Zahlen in die Exponentialform wm:
a) z =3 —2j, b) 2z =¥3 4+ §-13!
31. Bringen Sie auf die arithmetische Form:

a) 8301-63°30 b) 0,5e~i-1°  ¢) 3,8c~i 316707
32. Bestimmen Sie -

a) (1 + 3y, b) i3 —7V3,

indem Stie erst in die Exponentialform wmwandeln!
33. Berechnen Sie z = @(%f%@&%}l mit Hilfe der Exponentialform!
Zusammenfassung

Jede komplexe Zahl a + bj kann in die Exponentialform » - ei¢ iibergefiihrt
werden. Die Rechenarten der hoheren Stufen werden fiir komplexe Zahlen
in Exponentialform wesentlich vercinfacht.

Eine Multiplikation mit ei¢ bedcutet geometrisch eine Drehung des ge-
gebenen Zeigers nm den Winkel ¢.

Die Exponentialfunktion mit komplexem Exponenten wiederholt ihre
Werte, wenn der Tmaginérteil des Exponenten um k- 360° wichst.
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6 Anwendungen der komplexen Zahlen

Die Anwendungen der komplexen Zahlen in Physik und Technik sind so
vielseitig, daB in diesem Rahmen nur auf einige Beispicle, die vor allem fiir
den Elektrotechniker wichtig sind, eingegangen werden kann. Weiteres
erfahren Sie in den Lehrbriefen der einzelnen Fachwissenschaften, z. B,
in der Lehrbriefreihe ,,Grundlagen der Elektroteclinik®.

6.1 Symbolische Darstellung periodischer Vorginge
Aus der Physik (Lbf.3) wissen Sie, daf man unter einer harmonischen
Schwingung die senkrechte Projektion einer gleichférmigen Kreishewegung
auf eine gerade Linie versteht. Denkt man sich einen Kreis vom Radius
7, auf dem sich der Punkt P mit der Winkelgeschwindigkeit « entgegen-
gesetzt dem Uhrzeigersinn bewegt, wobei O P mit der z-Achse zum Zeit-
punkt { = 0 einen Winkel ¢ einschlieBt, so ergeben sich fiir die Horizontal-
und die Vertikalprojektion der Strecke OP (vgl. Bild 31)
x =rcos (wt + ¢) und y =rsin (ot + @).
z und y stellen dabei harmonische Schwingungsvorginge dar.
Fiir cinen Zeiger in der komplexen Zahlen-
y 4\ ebene, der mit der Winkelgeschwind'gkeit
o um den Ursprung rotiert und zum Zeit-
punkt ¢{ = 0 mit der rcellen Achse einen
Winkel ¢ /einsehlieBt, ergibt sich (vgl.
Rild 32)
2=r[cos (wt + @) + jsin (vt i )]
oder
z=reilette),

Bild 51 Durch Vergleich mit der allgemeinen

Form z = a + bj folgt:

a =7 cos¥wl + @)

b =rsin (v + @).
Realteil @ und Imaginidrteil b des rotie-
renden Zeigers konnen also als periodische
1\rsintwt+9) Schwingungsvorginge gedeutet werden.
Es ist anch umgekehrt moglich, peri-
odische Schwingungsvorgiange mittels Zei-
Bild 22 ger zu veranschaulichen.

A imaginiire Achse

reelle Achse
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Beispiel:
Der 11:'/[0menta.nwmrt cines Wechselstromes wird durch die Beziehung

i = Incos (0t + ) '
wiedergegeben, wobei I, den Effektivwert, o die Kreisfrequenz und ¢ den
Phasenwinkel darstellt.

Wird zum obigen Momentanwert der imaginiire Anteil jI,, sin (wt + @)
hinzugefiigt, dann kann der Momentanwert des Wechselstromes als sym-
bolische Grifle dargestellt werden.

i=I,cos (ol + @) + jLnsin (0t + @).
Beachten Sic dabei, daf ¢ eine reale, p'hysikalischc GroBe und i eine sym-
bolische komplexe Griffe darstellt. Durch diesen Schritt ergeben sich wesent-
liche Vercinfachungen in der geometrischen Darstellung und bei Berech-
nungen, da es jetzt moglich ist, die entsprechende Grife auch in der Ex-
ponentialform darzustellen:

i=I,ciw+ol = [, eivei

Die erforderliche Rechnung kann nun mit der symbolischen Griée durch-
gefiihrt und die reale, physikalische Grofie aus dem Ergebnis der komplexen
Rechnung zuriickgewonnen werden. Die Riickgewinnung der physikalischen
GroBe als Realteil des komplexen Ergebnisses — der Realteil unserer kom-
plexen GroBe stellte ja die physikalische Grofe dar — ist nur bei Summen
und Differenzen mioglich. Bei Produkten und Quotienten kann das Ergeb-
nis nur in besonderen Fillen (vgl. Lehrbeispicl 51) aus dem Realteil ent-
nommen werden. Naheres dazu erfahren Sic bei Behandlung des ent-
sprechenden Stoffes in der Elektrotechnik. Die Vorteile dieser symbolischen
Darstellungsweise liegen vor allem darin, daB die drei charakteristischen
GroBen (Amplitudenfaktor I,,, Phasenfaktor eie und Zeitfaktor e¢i*f) in
der exponentiellen Schreibweise in getrennten Faktoren enthalten sind
— womit sich wesentlich besser arbeiten 148t — und da8 sich Berechnungen
analog denen der Gleichstromtechnik durchfiihren lassen. Es sind lediglich
fiir die/Ohmschen Widerstinde bzw. Leitwerte komplexe Ausdriicke ein-

/

zusetzen. :

In den niéichsten beiden Abschnitten soll die symbolische Methode an cin-

fachen Beispielen angewandt werden.

1 Inden Anwendungen werden komplexe Zahlen durch Frakturbuchstaben (a, b, R,
@, i,...) gekennzeichnet, ihre Betrige durch |[a|, |b[, |R|, |®], ]i],... oder
durch |a| =a,|b]=20, |R|= R,|®|=GC,|i]|=1,... .
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6.2 Der Widerstands- und Leitwertoperator

Der Widerstand ciner von Wechselstrom durchflossenen Spule soll be-
stimmt werden. Licgt an der Spule die Wechselspannung

U =|U|eilot+a,
so flieBt ein Strom

S = |Qeilet+8),

Der Widerstand ergibt sich dann aus R = g zu

j (@t 4-
go— 1D g,
lg}le](w!+ﬂ) R3]

Man nennt
R =|R|ele
mit [R| = :—g—ll und ¢ = « — § den komplexen Widerstand oder Wider-
standsoperator.
Die allgemeine Form des komplexen Widerstandes ist
R =R, +jR,.

R; nennt man Wirkwiderstand und R, Blindwiderstand.

Der Betrag |R|= :—g—: = VR + R;? stellt den Scheinwiderstand dar.
Der Winkel ¢ wird nach (6) bestimmt:
R, _ Blindwiderstand

tal ¢ = 7 = Scheinwiderstand’

@ ist der Phasenunterschied zwischen Spannung und Strom (vgl. auch
Bild 33).
Lehrbeispiel 51

0 imagimdre Achse Die beiden komplexen Widerstinde R, =
R=RutiR (100 + 2007) Q und R, = (200 + 2005) Q
% seten parallel geschaltet. Bestimmen Ste
g Wirkwiderstand, Blinduiderstand, Wider-
\.e) standsoperator,  Scheinuiderstand  und
JRe Phasenwinkel zwischen Strom wnd Span-
A N nung! '
Re reelle Achse L/OSUNE:
Bild 33 Fiir parallel geschaltete Widerstﬁqde
ilt
g PR (100 + 200)) (208; +200§) ) __ (100 + 2007) (200 + 2005) ¢
T, + 9, T (100 + 2007) + (200 + 2007) 300 + 4007
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Wegen der glatten Zahlenwerte ist es hier zweek- i
miBig, zundchst mit der arithmetischen Form

; : 104Q}f -~ — - —-- R
weiterzurechnen. Es wird 0 .

_10*1 4 25) (2 + 29) _1pe —2 +Ej
R = 102(3 + 4j) Q=10 3+47'Q {,)
=100 222 0 — (72 +104)) 2. IR
Diesem Ergebnis entnehmen Sie den Wirkwider- »
stand mit 72 Q, den Blindwiderstand mit 104 Q R 728 -
(Bild 34).
Bild 34

Zur Ermittlung von Scheinwiderstand und
Phasenwinkel rechnen Sie R =8(9 + 135) Q
in die Exponentialform um. Es ist
r=8y® 1 1 =40/10 ~1265; tanp=1, ¢=>56°183.
Der Widerstandsoperator lautet damit

R = 126,5 e7-35°18.5Q,
Der Scheinwiderstand betrdgt 126,5 Q, der Phasenwinkel 55°18,3".
Bildet man den Kehrwert des komplexen Widerstandes, so ergibt sich der
komplexe Leitwert oder Leitwertoperator &:

1 1. : .
@5 = ﬁ = -I-g—ﬂ—e—’? = I@le_w = Gl + 7G2

G, stellt dabei den Wirkleitwert und G, den Blindleitwert dar.

Fiir den Betrag des komplexen Leitwertes gilt:

|61 = 157 = VO + G2

Lehrbeispiel 52 R,
Bestimmen Sie den komplexen Gesamiwider-

stand, Scheinwiderstand und Phasenwinkel fiir R,

die in Bild 35 dargestellte Schaltung mit den

komplexen Widerstinden: ° :R; -

R, =5e"%°Q R, =10ei-3°Q,
Ry =10e7-0°Q/
Lésung:
Da R, und R, in Reihe und (R, + R,) zu R; parallel liegen, gilt fiir
den gesamten komplexen Widerstand:
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R B+ R) R
(R + R) + Ry
_ (5e/"%° £ 107°3°) 10 67" %°
T Bei % £ 10ei°30° 4 107°%°

Die komplexen GroBen konnen nur in der arithmetischen Form addiert
werden. Sie formen daher um:

R, = bH(cos 60° + jsin 60°) Q = (2,50 + 4,33 §) Q,
R, = 10 (cos 30° + 4§ sin 30°) Q = (8,66 + 5j) Q,
Rs = 10 (cos 50° + j sin 50°) Q = (6,43 + 7,667) Q.
Sie berechnen nun
R, + R, = (11,16 + 9,339) Q,

R, + R, + Ry = (17,59 + 16,999) Q.
Also wird

g — (11,16 + 9,33)) 10e7°50°
= 717,59 + 16,99;

Fiir die weitere Rechnung formen Sie in die Exponentialform um:

T2 = ]/11,162 -+ 9,3? = 14,55, tan Qg = 19{_::;36’ fPi/z — 39054/;

T1213 = ] ].7,592 + 16,5@ = 24,46 tan P23 = %gg, P23 = 44000’.

Es folgt:

14,65 &7 39°5¢". 10 o7 5°
24,46 e/ 4°

Der Scheinwiderstand betrigt |R|= 5,95 Q. Fiir den Phasenwinkel er-
halten Sie ¢ = 45°54'.

R =

Q =595 ei 4% Q.

6.3 Ortskurven

Ist eine GroBe des komplexen Widerstandes R = R + jwL veranderlich,
so fiihrt der Zeiger mit der Verdnderung dieser GroBe eine Bewegung aus.
Sind zum Beispiel R und L konstant und ist w variabel, so liegen die Spitzen
der Zeiger, die sich fiir verschiedene Werte von « ergeben, alle auf einer
Geraden, die parallel zur imagindren Achse liegt und von ihr den Ab-
stand R hat (vgl. Bild 36). Die Gerade, auf der die Zcigerspitzen liegen,
wird als Ortskurve, in diesem Fall als Ortsgerade bezeichnet. Allge-
mein erhilt man Ortskurven, wenn fiir eine Reihe komplexer Zahlen,
die sich z. B. durch Anderung der Frequenz f, des Widerstandes R oder
der Induktivitit L ergeben, die Zeiger gezeichnet und ihre Spitzen durch
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4 imaginire Achse

reelle’ Achse
Bild 36

einen Linienzug verbunden werden. Der
so gefundene Linienzug wird als Orts-
kurve bezeichnet. Eine Ortskurve gibt
also den geometrischen Ort der Spitze
eines Zeigers an, der eine komplexe GroBe
mit veridnderlichem Real- oder verinder-
lichem Imagindrteil darstellt.

Lehrbeispiel 53
Zeichnen Sie die Oriskwree fir R =
(R +100j) Q im Bereich 0 = & <200/

Losung:

Da der Imaginirteil des komplexen Aus-
druckes konstant ist, liegen die Zeiger-
spitzen alle auf einer Parallelen zur re-
ellen Achse (Bild 37).

Ubung

34. Die Widerstinde R, = (100 4 1007) Q und R, = 50jQ sind parallel
geschallet. Bestimmen Sie Widerstandsoperator, Scheinwiderstand und
Phasenwinkel der Schaltung!

A imagindre Achse

100;

/
Zusammenfassung

Periodische Schwingungsvorginge konnen durch komplexe Ausdriicke

symbolisch dargestellt werden.

In der Wechselstromtechnik lassen sich

dadurch Berechnungen analog denen in der Gleichstromtechnik durch-

fiihren.

Unter Ortskurven versteht man dicjenige Kurve, die die Spitze cines varia-

blen Zeigers beschreibt..

5%
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ANTWORTEN UND LOSUNGEN

. a) 304 b) abi ¢) 124
a) 0 b) i 12
3.a) b) —g v

Das Addieren bzw. Subtrahieren eines ganzzahligen Vielfachen von
4, z. B. 4n, im Exponenten von ™ bedeutet eine Multiplikation bzw.
Division mit #4®. Da 44* =1 ist, folgt:

im —im.jtn — jmtan by, im —m;{in — jm—in

a) —1 b) —i ¢) 1 d)s e —i f) —i g)i h) —i i)

. a) — iﬁ b) — ¥ e) fab d) —zye e) abi

20

.a) (a—0b)e b) (¢ — b)3¢ e) —1
a0 b) i

.a)z2=—04—121 b)z==z+y1

10.

a)a=—3;b=2 Dbla=—8 b=—1 ¢)a=3;b=0
d)ae=0;b=—1 e)a=0;b=0

.a) —2(1 +1) b)ba—2bi c¢) —4a+91 d) —1—3¢ e) —61
. Die Summe zweier komplexer Zahlen ist reell (imaginir), wenn die

Imaginérteile (Realteile) dem Betrage nach gleich sind, aber ver-
schiedenes Vorzeichen haben. Ein Sonderfall hierfiir sind konjugiert
komplexe Zahlen.

. a) 8 —5,61 b) —6 — 104 ¢) —1—3
ca) —I3 4117 b) 7414 ¢) 1 4+26iy2

d) b1 e) 2(a® + b%) —3abi f) a® +2b + ai b
.a) 12 b) z +y

). a) (2m + 3ni) (2m — 3ni) oder (3n + 2mi) (3n — 2m 1)

b) (:r + ; yz) (.a: — ; yi) oder (% Y+ ix) (%— y —ix)

¢) (Ym + i ¥n) (Ym —iyn) oder (Yn + 3 ym)(yn—iym)
d) (6 + 1) (6 —1) oder (1 + 67)Y(1 — 61)
e) (b4 21)(5—21) oder (2 + 57) (2 —51)

. Eine reelle Zahl kann nicht eindeutig durch ein Produkt konjugiert

komplexer Zahlen dargestellt werden, da Sie z. B. schreiben konnen



37 =36+ 1=(6+1)(6—1) =1 + 6i)(1—69)
37=25+12=(5 + 20 ¥3) (6 — 24 ¥3) = (23 + 57) (2}3 —b1)
. 14 25 . — 5 4 . = 11 5 .
15 1. 3 ,3. 3 .
19. a) T tgt b) —5 +tgi= ?(—1 + 1)
20. a) 7T+ 63Y2b) 2 —v—2uifo c¢) (6uz—20)ifv d) —8 ¢) 0
21. a) 0 b) —2i
22. a) 6 + 8¢ = 10 (cos 3°8' + 4 sin 53°8")
b) —5 + 124 = 13 (cos 112°37" + 4 sin 112°37")
¢) —1 —1 = 2 (cos 225° + 4 sin 225°)
d) 5 — +¥3 = cos 300° + i sin 300°
e) © = cos 90° + ¢ sin 90°
f) —9 = 9 (cos 180° + 4 sin 180°)
23. a) c0s 160° +isin150° = — 2 Y3 + 540 b) — 3 — i3
O 23—% @33 +3i o —1+i}3
24. a) Sie lesen ab (Bild 38): (¢ + b%) + (@ — b1) = 2a;
(a + bi) — (a — bi) = 2b.

| imagindre Achse

imagindre Achse
bi a Prla+bi) 2 9 P\[ (a+bi)-la-bil]
~ < _Plia+bi)+ta-bij]
-7 reelle Achse
T reelle Achse
Bild 38a, b

b) Sie lesen ab (Bild 39): (1 + 2¢) + (3 —id) =4 + 1;
1+20)—3B—1)=—2+ 31
2b. a) z;2, = 6 (cos 90° -+ ¢ sin 90°)
b) z; = 2 — 21 = 272 (cos 315° -+ ¢ sin 315°)
2,25 = 812 (cos 365° + 4 sin 365°) = 8 2 (¢08 5° + 4 sin 5°)
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[}

imagindre Achse

imagindre Achse
sib---- “1"\ +2i) Pfet+2i)-(3-i)]
; = = =~ -~
it -/~ + — = — — — — —_Spplur2ire-i] R(143i)
1 - '
| /'t
—1 / .
1 2 3 /’ + reelleAchse R 3+
1}
V7
b= o (3-i)
' (R reelle A

Bild 39a, b

26. Sie lesen ab (Bild 40): (1 + 2¢) (3 —2¢) =7 + 41
27. a) 2 (cos 42° + 1 sin 42°)
b) 3 4 41 = 5 (cos 53°8 + ¢ sin 53°8')

21

2a

— 5 (cos 23°8' + 4 sin 23°8")

¢) 29 = 2 (cos 90° + 4 sin 90°), Z! = 2 [eos 130° + ¢ sin 130°]
2
d) —4:(—cos 120° — 4 sin 120°) = 4: (cos 120° - 4 sin 120°),

4 =4 (cos 0° + ¢ sin 0°), Z—‘ = 4 (cos 240° + 1 sin 240°).

4i

3i
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) imaginire Achse
P(T+4i)
R //
< /
R ’
R (1+2i) P !
/
/
/
/
7/
5 6 7 reoueAchse
B (3-2i)
Bild 40



98. a) r =13, tang = 0,6, ¢ =33°4L4"; (3 + 21)° = —2035—828:
b)r=1  tang =—V3, ¢ =120°; (-—-%-{-%Vﬁ)a:l
¢) (—ecos 40° — 4 sin 40°)° = (—1)° (cos 40° + 1 sin 40°)°
= — (cos 360° -+ 4 sin 360°) = —1
29. a) r = 10, tan ¢ = —0,75, @ = 323°%
/8 — 61 = J/10 [cos (64°37,6" -+ & - 72°) + i sin (64°37,6" + k - 72°)[
k=0: 2 =710 (cos 64°37,6' -+ 4 sin 64°37,6')
~ 0,679 + 1,432
k=1: 2z, =}10 (cos 136°37,6' + i sin 136°37,6")
~ —1,152 4 1,088 ¢
k=2: 2z = }10 (cos 208°37,6' + 4 sin 208°37,6")
~ —1,391 — 0,759

i

A imaginére Achse

{0879 ,\572 reelle Achse
, V1 a

'
L
'
'
1
'
1
t
1
]
]
'
]
t
]
'
]
!
i
|
'
]

Bild 41
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k=3 2z, =}10 (cos 280°37,6' + 1 sin 280°37,6')
~ 0,292 — 1,658 ¢
k=4: 2z = }10 (cos 352°37,6' + 4 sin 352°37,6')
~ 1,672 — 0,203 1
Vgl. Bild 41.
Br=1  ¢=270°
Y—t = 1 [eos (135° + k- 180°) + ¢ sin (135° + k - 180°)]
k=0: 2z =1(cos135° + 14 sin 135°)
2y =— % 2+ % 13
k=1: 23=1(cos 315° 4 1 sin 315°)
Zg = % V2 — “1’2‘ 12
Vgl. Bild 42.

\ imaginére Achse

—

reelle Achse

Bild 42

¢)r=1J2, tang =1, @ = 225°
V=1 —i =}y2[cos (75° + k- 120°) + i sin (75° + k - 120°)]
kE=0: 2z =}2(cos7° + isin 75°) ~ 0,291 + 1,085 7
F=1: z3=172(cos 195° + 4 sin 195°) ~ —1,085 — 0.291 ¢



k=2: 2z =}2(cos 315° + 4 sin 315°) ~ 0,793 — 0,793
Vgl. Bild 43.

* imaginére Achse

reelle Achse

-0,291i

~
~

~ 4

-0,793i

Bild 43

d) (cos 30° — ¢ sin 30°) ist zunichst auf die trigonometrische Form
zu bringen:
z = ¢0s 30° — ¢ sin 30° = ;- 13— ; i; r=1, tang = _31 13,
@ = 330°;
z =1 (cos 330° + i sin 330°)
/€08 330° -+ 75in 330° = 1[cos (82030 + k- 90°) 4 i5in (82°30" + k - 90°)]
k=0: 2z, =(cos82°30" 4 1 sin 82°30") =2 0,131 4 0,991 ¢
k=1: z,=(cos172°30" + isin 172°30") ~ —0,991 4 0,131 ¢
k=2: z; =(cos262°30" + 4 sin 262°30") ~ — 0,131 — 0,991 =
k=3: 2z, =/(cos352°30" 4 ¢ sin 352°30") ~ 0,991 — 0,131 ¢
Vgl. Bild 44.

e)r=1  ¢=0°
Vl l[cos (0° + k- 90°) + 4 sin (0° + & - 90°)]
E=0: 2z =cos0°+1isin0°=1
c=1: z,=100890° 4+ ¢sin90° =1
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| imaginéire Achse

23

Bild 44

imagindre Achse
Z2

Bild 45

z, reelleAchse

reelle Achse



k=2: 23 =cos180° + 45in 180° = —1
k=3: z,=-cos270° 4 1sin 270° = —
Vgl. Bild 45.

f) r=243, tang =0, ¢@=0°
1243 = Y243 [cos (0° + & - 72°) + ¢ sin (0° + k - 72°)]

=3 (cos k- 72° 4 ¢ sin k - 72°)
E=0: 2z =3(cos0° +1sin0° =3
k=1: 2z, =3(cos 72° + 7 sin 72°) =~ 0,927 + 2,853¢
k=2: z3=3(cos144° + ¢sin 144°) ~ —2,427 4 1,763
k=3: 2z, =3(cos216° + isin 216°) ~ —2,427 —1,7631
k=4: z5 =3 (cos288° + 1 sin 288°) ~ 0.927 — 2,8531
Vgl. Bild 46.
30. a) z = 3,61 e/ 326°1% — 3,61 ¢~ i-33%1
b) z = 2,45 el #°

\ imaginére Achse

Z2

Z,853i [--===

................... s

reelle Achse

Bild 46



31. a) 37,0 - 74,3]  b) 0,481 —0,138]  c¢) 2,76 + 2,62j
32. a) 105 - Y10 ei- oo

b) V3_”/ = V—2e3(55°+k 60°)
2y ="{12 "% 2 = Y12 oi-115°
2= {iZer 1 o = g eiv s
25 =.li/'ﬁe,'.295° 2g = :i/-ﬁej,%p
j-154938,4° . 270° o
33. z= 268976;94 - g -~ 3040 ef- 248°50.t
s € !

34. R — R, R, (100 +j-100) (505) ~ _ —5000 4 5000 j Q
’ TR, + R, (100 + 1007) + 505 ~° ~ 100 + 1505
Zihler und Nenner sind in der Exponentialform darzustellen:
5000 Y2 e’ " 13°

R= 180 of - 5I8E Q = 39,2 ¢i- ®°414" () (Widerstandsoperator).

Phasenwinkel: ¢ = 78°41,4'
Scheinwiderstand: |R]= 39,2 Q.
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Imaginire Einheit
Definition
Potenzen von 1

Formen

Umrechnung

konjugiert
komplexe Zahlen
Eulersche Gleichung

Periodizitit
Multiplikation
Division

Potenzieren

AN

Radizieren

Formelsammlung

Imaginéire Zahlen
i=7—1
= (J—1)p=—1
in =1 (int2 = _ ]
an+l — 4 jAn+3 — __4

(n=0;+1;+2;...)

Komplexe Zahlen

z=ua 4+ b arithmetische Form
z=r(cosp + ¢singp) trigonometrische Form
z=rew Exponentialform
a'=7cos g r=ya® + b?

b=rsing tantp=—2—

(a = Realteil; b = Imaginirteil; r = Betrag, Mo-

dul; ¢ = Argument, Phase)

z=ua -4 b1 z=a—0W

(@ + b3) (a — bi) = a® + b2

e =cosg +ising

e~ =cosp —ising

cos@ -+ ising = cos(p + k- 360°) -+ ¢sin (¢ + k - 360°)
E=0; +1; +2;...

el = eilet2kn  F —0; 41; 4+2;...

212y =171 - 73 [€0S (P + @) + sin (p; + @)]

Zl - zz = 7‘1 . 7'2 ei(WI'I"Pt)

1= 1 [eos (91 — o) + i5in (91 — )]

2 Mgilp—a)

25 7

2" = r® (cos ny + ¢ sin ng)

Zn = neine )

n— n_r . o L. . o
Ve =2 =V;[cos(% Lk Ejfo ) +isin (% L?;f—o)]

E=0;1;2;...; (n—1)

. k- 360°
(2 ko)
n n

E=0;1;2;...; (n—1)
17
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