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Vorwort

Zum Studium der Theorie linearer Regelungsvorgdnge ist die
Kenntnis einiger einfacher Typen geﬁﬁhnlicher Differential-
gleichungen erforderlich. Normalerweise werden sie im Mathe-
matikstudium an Ingenieurschulen nicht geboten. Es ist Auf-
gabe dieser Lehrbriefe, dem Fernstudenten diese Kenntnisse
zu vermitteln.

Die in der Regelungstechnik auftretenden Funktionen haben
im allgemeinen stetigen Verlauf, sind iiberall differenzier-
bar und haben keine Pole, Deshalb kann auf feinere Unter-
suchungen, Existenz- und Unitdtssétze verzichtet werden.
Solche Betrachtungen sind auch an Ingenieurschulen nicht
angebracht. Wichtiger ist es, daB der Leser einen {berblick
iiber dieses mathematische Gebiet erhdlt. Er soll den physi-
kalisch-technischen Sachverhalt beurteilen konnen, welcher
durch die Differentialgleichungen und ihre Losung beschrie-
ben wird.

Der erste Lehrbrief behandelt zunéchst wiederholend die kom-
plexen Zahlen. Zuséitzlich wird das erginzt, was spiter zum
Verstehen des komplexen Frequenzgenges und der Ortskurve
notwendig ist. Nach einer Einfilhrung in die Problematik der
Differentialgleichungen wird die Differentialgleichung
erster Ordnung behandelt. Fir den Regelungstechniker ist

es auch sehr wichtig, da8 er Differentialgleichungen auf-
stellen kann. Dies wird an mehreren Beigpielen ausfiihrlich
gegeigt, obwohl hierfiir oft mehr Aufwand erforderlich ist,
als zur eigentlichen Losung der Differentialgleichung.

In den folgenden Lehrbriefen werden gewthnliche lineare
Differentialgleichungen zweiter und héherer Ordnung behan-
delt. Dabei nehmen Schwingungsprobleme einen breiten Raum
ein. Einfiihrungen in oft gebrauchte Verfahren, wie Fourier-
Integral und Laplace-Transformation werden dort ebenfalls
gegeben. Natiirlich kann das nur informatorisch geschehen.
Auf mathematische Strenge muB verzichtet werden.

Es ist dem Leser unbedingt zu empfehlen, die Ubungsaufgaben
zu rechnen. Denn zum Verstindnis der Differentialgleichungen



muB man sich an sie gewdhnen. Am SchluB des Lehrbriefes
sind sdmtliche Losungen angegeben.



1. Die komplexe Rechnung

Wdhrend Ihres Studiums der Lehrbriefreihe "Mathematik" ha-
ben Sie im Lehrbrief 5 die komplexen Zahlen kennengelernt.
Bisher hatten sich jedoch fiir sie keine weitergehenden An-
wendungen ergeben. Beli der Behandlung der Differentialglei-
chungen werden diese Kenntnisse hdufig gebraucht. Der weit-
aus grbBte Teil der mathematischen Behandlung regelungs-
technischer Probleme beruht ebenfalls auf der Kenntnis der
komplexen Zahlen. Deshalb sollen Ihre Kenntnisse auf diesem
Gebiet noch einmal zusammengefaBt und erweitert werden.
Lesen Sie die folgenden Kapitel aufmerksam durch.

1.1. Die imaginére Einheit

Es gibt Gleichungen, die sich innerhaldb des Bereiches der
reellen Zahlen nicht losen lassen. So hat z.B. die quadrati-
sche Gleichung

x2 -4 x+13=0

die Losungen
X, =2 q - 9und x, = 2 - q- 9

Die Zehl ﬂ - 9 ist aber im Bereich der reellen Zahlen
nicht enthalten, denn es gibt keine reelle Zghl, deren
Quadrat - 9 ist. Will man auf die Losung der quadratischen
Gleichung nicht verzichten, dann mu8 man eine neue Zahlen-
art einfiihren, nimlich die imagindren Zahlen. Es ist zu-

nédchst
q- 9 = q + 9 V_:_?

Auf die Weise ldBt sich jede Wwurzel mit negativem Radikan-
ten zerlegen:



-2 -

e

Als neue Zshlenart wird nun die imagindire Zahl als Produkt
einer reellen Zahl mit der "imaginiren Einheit® \|- 1 ein-
gefilihrt, wobel die Abkiirzung

.

oder, wie in der Elektrotechnik und Regelungstechnik iiblich,
L

- T

eingefiihrt wird. Wir wollen uns im Hinblick auf das Studium
der Regelungstechnik fiir "j" entscheiden.
Als Definition der imagindren Einheit gilt

'

Rechnen Sie also nicht

o0z qFzean,

Es ergibt sich weiter

R TIP LR L IETNF PR ARSIF L LI PR LA A IR PRPON
Allgemein:

g g, gMe 1y ke 2 Ak 3y
mit k=0;21; 2£2; ... .

1.2. Die komplexe Zahl

Als Losung der quadratischen Gleichung in 1.1. hatte sich

x, = 2+ 3] und x, = 2 -3 3



ergeben. Diese Ldsungen erscheinen als Summe einer reellen
mit einer imagindren Zahl. Das Fluszeichen hat hierbei na-
tiirlich nur symbolische Bedeutung, es bedeutet, daB hier

eine reelle und eine imagindre Zahl verknlipft sind. Eine
Summe im bekennten Sinne 148t sich nicht bilden, da beide
Zahlenarten voneinander verschieden sind.

Eine solche Verkniipfung von reeller und imagindrer Zahl nennt
man eine "komplexe Zahl". Bezeichnen wir sie mit "z", dann
ist ihre allgemeine Form

z2=8a+bj

Dabei nennt man a den Realteil, b (nicht b j t) den Imagi-
néirteil der komplexen Zahl .z.

Die beiden LOsungen einer quudratischen Gleichung unter-
scheiden sich immer - wenn die LOsungen komplex sind -.
durch des Vorzeichen des imeginéren Teiles. Ein solches
komplexes Zahlenpaar nennt man zueinander "konjugiert kom-
plex".

z=8a+b ] z* =a -0 3

Die beiden Zahlen z und z* sind zueinander konjugiert
komplex.

1.3. Die GauBsche Zahlenebene

Zur geometrischen Darstellung einer reellen Zahl benutzt

man die Zahlengerade. Nach Wahl eines Nullpunktes und ei-

nes MaBstabes ist jedem Punkt auf dieser Geraden eine reelle
Zahl zugeordnet und umgekehrt. Will man die komplexen Zah-
len geometrisch darstellen, dann reicht eine Gerade nicht;
denn eine komplexe Zahl ist erst durch zwei Angaben, nim-
lich durch den Realteil und den Imagindrteil eindeutig be-
stimmt. GauB benutzte zur geometrischen Darstellung komplexer
Zahlen die Ebene, die von der reellen Achse (auf der die reel-
len Zahlen aufgetragen werden) und von der hierzu senkrech-
ten imegindren Achse aufgespannt wird.



Die komplexe Zahl

z2 =344 j findet
Jm man in der auf Bild 1

angegebenen Weise.

5 R Beachten Sie, daB
diese komplexe Zah~-

bp-————- +2=3t4j lenebene nichts mit

3t der Ihnen aus der

analytischen Geome-~
trie bekannten
x-y-Ebene zu tun hat.
Es handelt sich hier
un die Darstellung
einer komplexen
Zahl! Offenbar ist
die komplexe Zahl

z -3+ 4 j auch
durch den von O zum Punkt z laufenden Vektor oder Zeiger
eindeutig bestimmt. Geometrisch kann also eine komplexe
Zahl durch einen Vektor veranschaulicht werden.

-
T
wkFgF——— —— —_- ——

Bild 1

1.4. Die vier Grundrechenarten mit komplexen Zahlen

1.41. iddition
By =8, ¢ b1 Js z, = 8, * b2 Js zZ, * 2, =8, ta, (b1 + b2)j

In Worten: Zwei komplexe Zahlen werden addiert, indem man
ihre Realteile und ihre Imagindrteile filir sich addiert.

In der GauBischen Zshlenebene findet man die Summe Z, * 2y,
indem man an den Vektor z, (oder 22) dhnlich wie beim
Kréttedreieck in der Mechanik den Vektor z, (oder z1) an-
hdngt. Der so gefundene Punkt stellt dann die Zahl z2y * 2,
dar. Auch dieser Punkt kann durch einen Vektor gekennzeioh-
net werden. In Bild 2 ist diese Konstruktion am Beispiel
der Zahlen z, =73 ¢ 6 j uné 2, =4 ¢+2] gezeigt. Bild 3



| Jm

8 10 Re

Bild 2
zeigt die Konstruktion fiir drei Zahlen.

1.42. Subtraktion

z2, =8, ¢+b j; 2,=8,+Db, J; z, - z, = a,~8, ¢+ (b1-b2)3

In Worten: Zwei
komplexe Zahlen wer-
den subtrehiert, in-
dem man ihre Realtei-
le und ihre Imagindr-
teile fiir sich sub-
trahiert. In der
GauBschen Zahlenebe-
ne findet man die

Re

Differenz 24 = 2y,
indem man zu 2z, den
negativen Vektor

- 2, addiert.

Bild 3 In Bild 4 ist diese
Konstruktion fiir das
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Beispiel 2z, = 6 +4 j und 2, =4+7 jmitz, -2,=2-73]}
gezeigt.

1.43%. Multiplikation

Hierbei ist zu beachten, da8 32 = - 1; §° = - j usw. ist.

z, 2, = (a1 + b J) (32 + sz) = a,8, - b b + (a b + 8 b1) 3

Re

Bild 4

Zwel komplexe Zahlen werden nach den bekannten Regeln fiir
das Multiplizieren zweier Summen ‘multipliziert.

Die graphische Multiplikation wird mit Hilfe der Eulerschen
Gleichung erkldrt. Dies soll spéter geschehen.

Wichtig ist: Das, Produkt zweier zueinander konjugiert
komplexer Zashlen ist reell:

(a+bdj) (e -Dbj)= a & v? (Rechnen Sie nach!)



1.44. Division

z, _8,* b1 J o (a1 *+ b J) (a2 - b, 3)

%5 -32 * b2 J (a2 *+ b, 3) (azﬂ- b, 3)

a,8, ¢+ b1b2 ' (a2b1 - a1b2) 3
HERY;

a

\

Der wesentliche Schritt zur Berechnung des Quotienten war
die Erweiterung des Bruches mit der zu dem Nenner konju-
giert komplexen Zahl z¥ = a, -baj, wodurch der Nenner
reell wurde. Der Quotient ist wieder eine komplexe Zahl
der Form A + B j, wobei 1

ist.

NS

Auch hier wird die graphische Ausfilhrung im Zusammenhang
mit der Eulerschen Gleichung besprochen.

1.5. Darstellung komplexer Zehlen in Folarkoordinaten

Zur Festlegung einer
komplexen Zahl sind

zwel Grollen notwendig.

Jm In der Darstellung

z2 =8 ¢+ b j waren es
die beiden Zahlen a
und b, Realteil und
Imaginadrteil. han
kann ngch Bild © of-

_—_—(__- lz fenbar a2uch durch den
Ib winkel ¥ des Vektors

(4 ! - z zur reellen Achse

a Re und durch die JIinge

dieses Vektors die



-8 =

Zahl z eindeutig angeben. Den Winkel ¥ und die Lénge r
nennt man die "Polarkoordinaten" der ¥omplexen Zahl z.
Es ist

a=rcosP , b=rsein? .

\

Damit erhidlt man fiilr z = a ¢+ b j die Polarkoordinatendar-
stellung

z=r (cosP + jsin¥f ) (1)

In dieser Darstellung heiBt

r der Modul oder der absolute Betrqg,
¥ das Argument oder die Phase der komplexen Zahl z.

Nach Bild 5 ist

r= Ve +1v2 und ten® =

®lo

1.6. Die Eulersche Gleichung

Unter Verwendung der Reihendarstellung fiir cos 14 ’ sin¥
und e* ergibt sich die Gleichung

ed? - cos? & j sin? (2)

Die Ableitung dieser Formel finden Sie im Lehrbrief
Mathematik IV Bd, 3 auf den Seiten 13/14. Sie soll hier
nicht wiederholt werden. Is ist aber ratsam, wenn Sie
sie noch einmal durchdenlen,

setzt man (2) in (1) ein, dann erhilt man eine weitere
Form der komplexen Zahl z, die fiir unsere spédtere Behand-
lung der Differentialgleichungen, ebenso auch fiir die
mathematische Behandlung der Regelungstechnik aullerordent-
lich wichtig ist:

J¢

zZ=re (3)
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Mit dieser Darstellung ist eine graphische Deutung der
Multiplikation und Division komplexer Zahlen in einfa-
cher Weise moglich.

ify i, iy + %

Multiplikation: z, 2, =Ty € T, e =r,;r,e

Das bedeutet: Die absoluten Betridge multiplizieren sich,
die Argumente addieren sich.

Jm AG
S
<
%
e 2
L%z,
f -
4 Re
Bild 6

Der Vektor z, (oder 22) wird um den Winkel ‘PZ (oder ﬂ )
gedreht, widhrend seine linge r2-ma1 (oder r.l-mal) ver-
groBert wird. Man spricht von einer "Drehstreckung".
Mit Hilfe der Gleichung (2) folgt auch

i+ %)
e =

21 22 = 1‘1 r2

Man braucht dort nur fir r = ry r,, fiir Y =%+ % zu
setzen (siehe Bild 6).
Entsprechend folgt fir die Division:

ry I, [coa (P+%) + sin(‘f,f‘Pz,\J
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P
z r.e ! r, §(%=-%) r
z—;=f; R ='r%[°°sw" # + 3 sintrog)

(Die rechte Seite folgt wieder mit (2))
Potenzieren:

n j? n n jny n
z =(re ) =r e =r (cosn¥ + jsinn¥)

Radizieren:
Vorher eine Bemerkung:

Es ist cos ¥ + j sin¥ = cos (¥+ 2Tk) ¢+ j sin (P+ 27Tk)
deshaldb ist auch

J¥ j (F+ 2Tk)
Z =Tre r e

.

wobei k eine ganze Zahl bedeutet. Der rechte Teil der
Gleichung wdre dann die allgemeinste Darstellung der
komplexen Zahl. Beim'Multiplizieren, Dividieren, Poten-
zieren tritt diese Form nicht in Erscheinung, da immer
nur ganzzehlige Vielfache von 27 auftreten. Beim Redi-
zieren aber folgt:

A ejs‘PfZTrk) 1 1 3P +2mKk)

) =r e n

aE . s

1
=r? [cos (—§—+2;'17K)1-jsin (—Z——’-Q—ALE)]

Diese Formeln haben Sie unter der Bezeichnung "Moivrescher
lehrsatz" kennengelernt.

iilr wollen noch einige Beziehungen angeben:



T
J =
e = cos J%— + J sin I =0+ J1=13
Hiernach gilt also
j s
i=e

(4)

Mit diesem Ergebnis folgt

e ~ . T
jz:e:l J .reJ¢=reJ(W* 2 )

Das bedeutet: Der Vektor einer komplexen Zahl z wird durch
Multiplikation dieser komplexen Zahl mit der imaginéren
Einheit j um 90° in posifiver Richtung gedreht. Dabei
bleibt der absolute Betrag r von z erhalten.Denn
|zl = r hat sich nicht geiéindert.
Entsprechend gilt: Multipliziert man die komplexe Zahl z mit
, dann wird der Vektor um 90° im negativen Sinne ge-
dreht. (Beweisen Sie diese Aussage und beachten Sie hier-
bei die Beziehung -j = %!)

Weiterhin gilt noch

2mJ .
e =co8 2M ¢ jJsin2M: =1+ j 0 =1

Bis hierhin haben Sie das gelesen, was Sie aus dem Stu-
dium des Lehrbriefes 5 iiber komplexe Zahlen wissen sollten.
Haben 8ie beim lesen dieser Seiten Liicken festgesteilt,
dann werden Sie gut daran tun, diese Liicken durch wieder-
holendes Studium der entsprechenden Kapitel des 5. Lehr-
briefes zu beseitigen. Die folgenden Kapitel iiber komplexe
Zahlen gehen iiber den im 5. Lehrbrief behandelten Stoff
hinaus. Sie sind aber besonders fiir die Regelungstechnik
auBerordentlich wichtig.
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1.7. Abhéngigkeit einer komplexen Zahl von einem Parameter

1.71. Ortskurven

In der komplexen Zahl z = a ¢+ b j kOnnen Realteil a und
Imagindrteil b Funktionen einer reellen Verdnderlichen -
wir wollen sie x nennen - sein.

g =ua (x); b =0 (x) und hiermit z = a (x) + b (x) j

1468t man nun x die Werte von -co bis +00 durchlaufen,
dann ergeben sich hierzu die entsprechenden z -~ Werte, die

man in der komplexen Ebene aufsuchen kann. Verbindet man alle

diese I'unkte, dann erhdlt man in der komplexen Ebene eine
Kurve. Wir nennen sie

Jm Ortskurve.
Als Beispiel wihlen wir
a =1x; b= xe, also
zZ =X % x2 J
0t #wir erhalten folgende
IR Wertetabelle:
8t |
! |
I 6t '
' |
([ N
| 4 !
| | |
Fi\et [
| N4 A
.JL- .l'n
~4 =2 0 2 4 Re

Bild 7



X 12 z
-3 9 -3 49
-2 4 -2+ 4
-1 1 -1+ 1
0 0 0
+ 1 1 + 1+ 1
+ 2 4 + 2+ 4]
+ 3 9 +35 4+ 9

Bild 7 zeigt den Verlauf der Kurve.

Die Ortskurven haben natiirlich nichts mit den Ihnen aus
der analytischen Geometrie bekannten Funktionen y = f (x)
gu tun, wenn auch manchmal &hnliche Kurven wie in unserem
Beispiel, wo die Kurve die Form einer Parabel hat, ent-
stehen.Wir haben es hier mit komplexen Zahlen zu tun,

die Funktionen einer reellen Verdnderlichen sind!

Will man eine solche komplexe Funktion in Polarkoordina-
‘ten r und ¥ darstellen, dann werden entsprechend r und ¢
Funktionen der reellen Verdnderlichen x.

r=1r(x); P=¢ (x) und 2(x) = r(x) ejcp )

Beispiel:

r = 0,5 Xx Y = 0,2 x
Jj o2 x
z(x) = 0,5 x e

Bei der Aufstellung der Wertetabelle fiir diése Funktion
rechnet man zweckm#B8ig den Winkel ¥ = 0,2 x in Grad um:

=189 -57,5¢

1
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Bild 8

Danach ergibt sich folgende Wertetabelle:

x r L's

1 0,5 11,5
2 1,0 22,9
3 1,5 34,4
4 2,0 45,8
5 2,5 57,3
6 3,0 68,8
7 3,5 80,2
10 5,0 114,6
12 6,0 137,5
14 740 160,5
16 8,0 183,5

In Bild 8 ist diese Ortskurve gezeichnet. Die ¥Winkel der
Strahlen zur reellen Achse entsprechen den in der ‘ferte-
tabelle angegebenen, desgl. auch die Léngen. Die reelle
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Verénderliche x erscheint nicht als irgendein MaB in der
Darstellung der Ortskurve. Deshalb schreibt men an die ent-
sprechenden Punkte der Kurve die zugehdrigen x-Werte heran.
x wird auch "Kurvenparameter" genannt.

1.72. Darstellung einer Schwingung in komplexer Schreibweise

Es s0ll nun eine ganz spezielle komplexe Funktion von ei-
ner reellen Verdnderlichen betrachtet werden. Die reelle
Veréinderliche sei jetzt die Zeit t, und es sei nur der
Winkel ¥ von ihr sbhéngig, wihrend r konstant bleiben
soll. Fiir ¥ gelte die lineare Beziehung

P=w .toderauch Y=w t+%
Damit lautet die Funktion
jw . (wt + %)
Z=Te oder z =T e

W ist hierbei eine Konstante. Da r nicht von der Zeit ab-
hiéngt und somit eine Konstante ist, ¥ aber mit der Zeit
linear anwédchst, so wird der Zeiger z also ein mit der
' Winkelgeschwindig-
keit w rotierender
Zeiger konstanter
lénge sein. Alle zu
dieser Funktion geho-

YT renden Tunkte in der

«Q’\

Zahlenebene liegen

auf einem Xreis mit
dem Radius r um den
Nullpunkt.

Die zu der gegebenen

Funktion gehorende
Ortskurve ist ein
Kreis um den Null-

Bild 9 punkt.
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Betrachten wir nun Realteil und Imagindrteil dieser Funk-
tion. Nach Bild 9 ist

x =r cosf =r cosw t; y=rsinY? =r sinw t

Sie sehen: jwt
Der Realteil der Funktion z =r e ist eine cos-"
Schwingung, wahrend ihr Imaginiirteil eine sin-Schwingung

darstellt.

5ie werden spiter bei der Behandlung von Dif ferential-
gleichungen sehen, dafBl man diese Eigenschaft bei Schwin-
gungsproblemen mit Vorteil verwendet.

Zu dem Winkel Y muB noch etwas gesagt werden:
Betrachten wir die beiden Vektoren

(wt+ ) jwt

2, =T, e und z, =T, e

Beide laufen mit der gleichen Winkelgeschwindigkeit -
um. Sie haben aber verschiedene Léngen. z, beschreibt
einen Kreis mit dem Radius Tys 25 entsprechend mit dem
Radius T, Hierzu Bild 1o0. Betrachten wir beide Vektoren

dm

YT &>

Bild 1o
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zunidchst in der Anfangslage zur Zeit t = o. Dann ist

iYe 0
e

z2, =T, und Z, =T, € =T,

Der Vektor L2 liegt demnach zur Zeit t = O auf der reellen
Achse, widhrend Z, um den winkel Yo gedreht erscheint.
Betrachtet man nun beide Vektoren zur Zeit t, dann eilt z,
um den Winkel fo dem Vektor Z, voraus.

Die zugehdrigen sin- und cos-Schwingungen lauten dann

fir z,: x, = r, cos (Wt ¢ %); yq =T, sin (wt +¥,)

fiir 2,8 Xy = T, COBW t 3 ¥p = 1) sinw t

Die zu Z4 gehorenden Schwingungen eilen demnach den zu Zy
gendorenden Schwingungen um den Winkel ¥, voraus. Wie Ihnen
bekannt ist, nennt man ¥, die Phasenverschiebung der
Schwingung /ranz #dhnlich liegen die Dinge, wenn 2, die-
Form

ilw t-Y)
Z1=r1e

hat. In diesem Falle eilt 2, dem Vektor 2z, nach.

1.73. Differentiation und Integration

Wir wollen uns nun iiberlegen, welche Bedeutung das Differen-
zieren und Integrieren fiir die Funktion
J(wtf‘ro)

Z =T€¢€

hat.

Es sei daran erinnert, daB die Ortskurve zu dieser PFunk-
tion ein Kreis mit dem Radius r um den Nullpunkt ist.

Sie wissen aus der reellen Analysis, daB'der Differential-
quotient zweierlei Bedeufung hat, die, wie Sie gesehen haben,
letzten Endes dasselbe sind: Der Differentialquotient war
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erkldrt als Grenzwert
%% =y' = lim —é—i—— an der Stelle x

Hierbei war y = £ (x) eine reelle Funktion einer reellen
Veriinderlichen. So lautete die eine Definition des
Differentialquotienten. Die andere hiermit gleichbedeu-
tende Erklérung des Differentialquotienten war

y' ist die Steigung der Tangente an der Funktion
y = f (x) im Punkte x_,
° I(wts+¥)

Als Differentialquctienten der Punktion z = r e
wollen wir den entsprechenden Ausdruck

dz

3T = % =Alim0 -%{— zur Zeit t
1 -

definieren und
wollen uns iber-
Im legen, was die-
se Rechenvor-
schrift bedeu-
- tet. Betrachten
wir Bild 11. z
2+42 sei die Lage
des Zeigers zur
a2 Zeit t. Dabei
a 2 ist t-der Zeit-
punkt, fir den
r der Differen-
tialquotient
/ Re gebildet werden
s0ll. z ¢+ 4 2z
sei die Lage des
Bild 11 Zeigers zur Zeit
t ¢ 4 t. Aus Bild 11 sehen Sie, daB der Zeiger z + 4 g
aus z durch Addition des Zeigers A2z hervorgeht.
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Wir vermerken noch, daB der Zeiger z mit 4 2z den Winkel &
bildet. Nun s0ll A4t —=0 gehen. Das bedeutet, daB der
Zeiger z + 4 z sich immer mehr der Lage des Zeigers z
nlhert, die er schlieBlich im ‘Grenzwert erreicht. Der Vek-
tor 4 z geht bei diesem GrenzprozeB gegen Null. %enn Sie
diesen Grenziibergang anhand des Bildes 11 verfolgen, dann
erkennen Sie, daB der Winkel & gegen 90° geht.

Was ist nach diesen Uberlegungen nun der Grenzwert

dz v
= 2 = lim ?
-84 St=0 :

Z&hler und Nenner gehen gleichzeitig gegen Null. Es er-
gibt sich der unbestimmte Ausdruck % . Sie wissen, daB die-
ser Ausdruck in den meisten Fdllen einen endlichen Wert
besitzt. Wir werden ihn noch ausrechnen.

Da nun 4 z ein komplexer Zeiger ist, so muB i%—% ein

komplexer Zeiger sein, denn nach unserer Voraussetzung

ist A4 t eine reelle Zahl und der Quotient einer komple-

xen und einer reellen Zahl ist komplex. Nach unseren Uber-
legungen steht dieser komplexe Zeiger auf dem Zeiger z

senkrecht. Wenn Sie sich A4 2z zunédchst in dieselbe Rich~
tung wie z zeigend denken, dann erhalten Sie die neue

Lage von %%. indem Sie g% um 90° im positiven Sinne dre-

hen.

Wir kdnnen also féststellen- -

Der Differentialquotient ET der Funktion z =r e v

ist ein Zeiger, der gegeniiber dem Zeiger z um 90 im
positiven Sinne gedreht ist.

Bei rellen Punktionen hatten Sie gesehen, daB der Differen-
tialquotient die Steigung einer Tangente und damit eine
reelle Zahl ist. In unperem Falle aber ist der Differen-
tialquotient ein komplexer Zeiger und keine Richtungsangabe.
%% ist nicht die Tangentensteigung an der Ortskurve! Das
ist auch verstdndlich, wenn Sie bedenken, daB eine Orts-
kurve nichts mit der Darstellung einer reellen Funktion in
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der reellen x-y-Ebene zu tun hat.
Nachdem wir eine geometrische Deutung des Differential-
quotienten gefunden haben, wollen wir ihn nun ausrechnen.

Jut
Zur Zeit t gilt: 2z =r e , und zur Zeit t ¢+ Aot:

Jw (t+4%)
zZ¢+ AzZz=7Te )

Es ist -
Jw (vt + at) Juwt Jw «at
z+ 4z =r1e =T e . e
Jetzt bilden wir:

Jwt Jw . gt Jw t
oz _(z+ 03) -2 _ re e -Tre =
AE *r A - dt

Jw .4t

Jw o ¢ e -1 (
- 1)
=re a4
Jo <« at
Wir entwickeln nun € in eine Reilhe. Ganz all-
gemeln ist
x 2 3
X x x
e =101—!— + T + 3-'— + eee o

Mit Hilfe dieser Reihendarstellung wurde die Eulersche
Gleichung im Lehrbrief 5 iiber komplexe Zahlen hergelei-
tet. Setzen Sie fiir x = jw . 4 t, dann folgt

jw - At . ) 2 . 3
e = 1 ¢ a2 1:41:’(.]4.72;At)*(.]u3;4t) .

Weiter ergibt sich

Jw .+« at < 2 . 3
e -1=JU_1;'£,LJ%;_A_‘7)_,LE%;_A£L,“,
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Wir dividieren durch At:

Ju At > 3 » (2)
e -1 .iw ’j_j_g)_at,(jw) 4t ..
At 1 21 31

Bilden wir nun den Grenzwert

= = 4 2
z-a.-f-lim =3
At = o0

dann wird hiervon der erste Teil von Formel (1), r e Jew- t,
nicht beriihrt, da hierin 42z und 4 t nicht vorkommen.

Es bleibt nur der Grenzwert von Formel (2). In dieser

Reihe bleibt fir gt —e O nur =11+~’- = jw. Bs ergibt

sich also ’

oz Jwt Jwt
1lim =re Jw = jwre = jwz, (3)
at-=0 41t
Jw. t
dehn es war ja z =re .

Dieses Ergebnis hédtten wir auch erhalten, wenn wir sofort
die aus der reellen Analysis bekannten Regeln fiir das Dif-
ferenzieren angewandt hédtten. Es ist ndmlich mit der Substi-
tution x = jw t

dz _dz dx _ d X ax _ x _ Jjw t
F-m- @ Fe dggmre Jw =jure

Das bedeutet:
Bei der auf Seite 18 gegebenen Definition des Differential-
quotienten der Funktion z = f (t)

z = g—% an der Stelle t

diirfen wir die Ableitung in der aus der reellen Analysis
bekannten Weise bilden.
Wir wollen cdas Ergebnis z = J «W . 2z noch etwas genauer
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betrachten.
Die von uns betrachtete Funktion war

jwt
2 =Ir e

Alle unsere Uberlegungen gelteh natiirlich auch fiir
z=red (wt+¥o denn des konstante Glied Yo
f811t beim Differenzieren des Exponenten fort. Fir J
konnen wir nach Seite 11 , Formel (4) auch schreiben

A E

j:
und hiermit wird aus (3) von S.21 :

Jwt jutv 35 I (wt e

Z=Jjwre =wre e = rye

Das bedeutet, dall der Vektor z gegeniiber dem Vektor z
eine Phasenverschiebung von —%; = 9o° im positiveh Dreh-
sinn hat. Der Betrag des Vektors z ist das w~fache des

Vektorbetrages von z, denn es ist
lzl =r und (2] = Wr

(Die senkrechten Striche sind nur eine Abkiirzung. fir
"Betrag"). Die positive Drehung von z gegeniiber z. hatten wir

schon auf Seite 11 erkanni.
jw t
Der Differentialquotient der Funktion z =r e bzw.

J(wte+ Yo)

Z =T e

ist ein Vektor, der auf dem Vektor z senkrecht steht und
dessen gbsoluter Betrag w -mal so groB ist wie der Be-
trag von z.

. _dz ., Jwt B . ) i(wt e
z2=gg=Jwre =J_wz bzw. 2 = jwu r e .

1]

Jjw 2
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Z:jwz
Jm

%o (A

Re

Bild 12

fergleichen Sie hierzu Bild 12.

Nach diesen Uberlegungen ist es nicht mehr schwer, eine
Definition fiir das Integral zu finden. Wir erkléren es
wie auch in der reellen Analysis als Umkehrung der Diffe-
rentiation. Wir wollen das Integral auch wieder nur fiir die
Funktion
jwut J(wte¥y)
zZ=Tre bzw. 2z =T e"

‘

erkléren.

Unter der Funktion 2 = Jf z dt verstehen wir die Funktion,
deren Ableitung z ergibt.
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az  _
-&-_E--Z

Sie konnen nun selber leicht nachpriifen, da8

1 j(wtf‘/’o)

sein muB, indem Sie diese Funktion nach t differenzieren.
1

3ie wissen, daf8 i = - j ist. Wir konnen also schreiben:
3 j(wt"\fo;)
7 = ‘/Nz dt = - - Te

r j(wt?fo) ‘J"‘;L'

=4 — e . e
w

. TC

r J(wtf‘P‘T)’

= ¢ — e °
w

-

wobei fiir - j = e
geschrieben wurde. Das bedeutet:

i(wte %)
Das Integral Z = ;f 2z dt der Funktion z =T e

ist ein Vektor, der gegeniiber dem Vektor z um 900 negativ
gedreht ist und dessen Betrag das 7%— -fache des Betra-
ges von z ist.

j(Utf‘Po) :
Z = Jf z dt = j«l re = 37%7 4

Vergleichen Sie auch hierzu Bild 13.

Wwir haben diese komplexe Schwingungsgleichung ausfiihrlicher
behandelt, da die besprochenen Eigenschaften spéter sehr
oft verwendet werden. Ganz besonders wichtig werden sie

in der Regelungstechnik bei der Darstellung von Regel-
kreisgliedern durch den sog. "Frequenzgang". Machen Sie

sich deshalb mit den eben besprochenen Dingen gut ver-
traut.
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Im
/
4
<
- 00
]
Re
X
Jz-dt=
-1
—JFZ
Bild 13

1.8. Anwendung komplexer Vektoren in der Wechselstrom-
Yechnik

Zum SchluB des Kapitels liber komplexe Zahlen soll Ihnen
noch eine An-
wendung der
komplexen Vek-

— T —-—— toren gezeigt
u Us UL werden.

Aus den Lehr-

o - briefen iiber

J Elektrotech-

nik wird Ihnen
bekannt sein,
Bild 14 a
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Bild 14 v
dm
_ 22
JoL F—~
|
|
/A
C
e |
v
J R Re
Bild 14 ¢

Es 1st dann

Ry = 2% + (w 1)2

dafl man Wechselstrom-
vorgénge graphisch
durch sog. Zeigerdia-
gramme beschreibt.
Betrachten wir gleich
ein Beispiel:
Nach ‘Bild 14 a sei
ein ohmscher Wider-
stand R in Reihe ge-
schaltet mit einer
Drossel der Induktivi-
tdt L. Hierzu zeich~
nen wir das Zeiger-
diagremm fir den
Scheinwiderstand
des Kreises
(Bild 14 b).
Wie Sie wissen,
ergibt sich der
Scheinwiderstand
in diesem Palle
als Diagonale
eines Rechtecks,
dessen eine Seite
dem ohmschen Wi-
derstand R, des-
sen andere Seite
dem induktiven
Blindwiderstand
w L entspricht.

U sei der Effektivwert der angelegten wechselspannung.
J der Effextivwert des Stromes. Dann ist
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U=JR =4 ﬂnz'f(ul.)a.

Wir denken uns nun das Zeigerdiagramm in eine komplexe
Ebene gelegt. Dabei falle R mit der reellen, w1l mit der
1maginﬁrgn Achse zusammen. Dem Zeiger Re entspricht dann
eine komplexe Zahl z mit dem Realteil R und dem Imaginér-
teil L. (Bild 14 ¢)

z=R+ Jwlkl

Die lLénge dieser komplexen Zahl z, das ist ihr aboluter
Betrag, entspricht dem Scheinwiderstand RB der Schaltung:
I's Il

Izll =Ry = “ R + (w L)2

AuBer der Beziehung zwischen Strom und Spannung interes-
siert noch der Phasenwinkel zwischen Strom und Spannung.
Aus dem Zeigerdiagramm ergibt sich

tan ¥ = Jﬁ—%—

Der Winkel ¥ ist aber auch gleich dem Argument der
komplexen Zehl z,
so da8 auch dieser
Winkel durch die
Angabe der komple-

R, R, xen Zahl z bestimmt
to—1_ _ T g S ist.
Bel einem Gleich-
u ! stromkreis nach
J Bild 15, in wel-
- o~

chem zwei ohm-
sche Widerstén-
de in Reihe ge-

schaltet sind,
Bild 15
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berechnet sich der Gesamtwiderstand nach der Kirchhoffschen
Regel aus der Summe der beiden Einzelwiderstinde.

Rges = R1 * 32
Normalerweise ist diese einfache algebraische Addition bei
Wechselstrom nicht erlaubt und zwar immer dann, wenn Blind-
widerstiinde vorhanden sind. Aus dem obigen Beispiel sehen
Sie aber, deB man bei Verwendung komplexer Zshlen wenig-
stens formal auch bei Wechselstrom so rechnen darf. Man

nu8 nur den induktiven Blindwiderstand als imagindre
GriBe auffassen:

By =Jwl

Dann gilt fiir den zunéchst noch komplexen Scheinwider-
stand z unseres obigen Beispieles:

z=Re RL =Re¢+ JWL

Gegeniiber Rechnungen in Gleichstromkreisen kommt jetzt
hinzu, da8 man von z den absoluten Betrag (2| = Re
bilden muB. Diea ist immer dann erforderlich, wenn man
numerische Ergebnisse haben will. Bei allgemeinen Rech-
nungen kann es. oft unterbleiben. Man begniigt sich mit
der als Ergebnis erscheinenden komplexen Zashl.

Aus der Zahl 2 erhilt man in der schon gezeigten Weise
R, und y ,

2 2 WL
R, = lzl = ‘R + (wL)%; tanf = =45-

Betrachten wir noch ein zweites Beispiel:

Nach Bild 16 a sel ein ohmscher Widerstand R in Reihe ge-
schaltet mit einem Kondensator, der Kapazitit C. Es werde
eine Wechselspannung mit dem Effektivwert U angelegt. Wie
groB ist der Effektivwert J des Stromes und welchen Pha-
senwinkel hat er zur Spannung?
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Bild 16 b zeigt

das Zeigerdiagramm.
Es ist hier gleich
in die komplexe
Ebene gezeichnet.

in dem Ihnen bekann-
ten Zeigerdiagrémm

o i——B——ﬂ ergibt sich der
—d

u Ugp Uo==C Scheinwiderstand
der Schaltung als
Diagonale in dem
aus dem ohmschen
Widerstand R und
dem kapazitiven
Blindwiderstand

Bild 16 a ﬁ& bestehenden

Rechteck. Hierbei
ist noch zu be-
achten, daB der
Zeiger vond;% dem
Zeiger von R nach-
eilt, denn die
Spannung iiber dem
Kondensator eilt
dem Strom um 9o°
nach.

Im

In der komplexen
Zahlenebene ent-
spricht nun wieder
dem Scheinwider-
stand der Schal-
tung eine komplexe

Bild 16 b Zahl z, deren Real-
teil der ohmsche Widerstand, deren Imaginérteil der kapa-
zitive Blindwiderstand %;é ist. Der absolute Betrag der
komplexen Zahl z ist wieder der Scheinwiderstand Rs und
das Argument von z ist wieder gleich dem Tangens des
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Phasenwinkels Y zwischen Strom und Spannung:

z=a-;j-w—(17-; R, = (2l = 1112,(7&-)2.

-1
tan ¥ = g5t

Und hiermit erhélt man die Beziehung zwischen den Effek-
tivwerten von Strom und Spannung:

U=ar =3 (224 ()?

Auch dieses Ergebnis iat Ihnen aus der Elektrotechnik be-
kennt. Wir wollen nun die komplexe Zahl 2z unseres letzten
Beispiels

2=R- )5

noch in etwas anderer Form schreiben. Fir - j kennen Sie
die Gleichung

“d=—3-

Hiermit ist

S

In dieser Form geschrieben, erscheint auch hier wieder
die “algebraische" Summe zweler Widerstiinde. R ist der
reelle ohmsche Wirkwiderstand, Hc = 3:33— ist der "ima-
glndre" kapazitive Blindwiderstand.

Nach den beiden bisher betrachteten Beispielen erscheint
die Einfiihrung komplexer Zshlen nicht gerechtfertigt, da
sich nichts Neues ergeben hat und die Ergebnisse unserer
Rechnungen auch sehr einfach aus dem Zeigerdiagramm fol-
gen. Das niichste und letzte Beispiel hierzu soll Ihnen
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aber zeigen, daB8 schon bei recht einfach aussehenden, aus
Reihen- und Parallelschaltung bestehenden Schaltungen die
Anwendung der komplexen Rechnung viel Erleichterung bringt.
Zunédchst aber wollen wir unsere bisherigen Ergebnisse zu-
sammenfassen und ein wenig erweitern.

1n einem Gleichstromkreis errechnet sich der Gesamtwider-
stand einer aus ohmschen Widerstédnden bestehenden Reihen-
schaltung aus der Summe der Einzelwidersténde.

R = R1 + Rz + R3 * oeee o
Bei einer Parallelschaltung ohmscher Widerstidnde ergibt
sich der Gesamtleitwert G aus der Summe der Einzelleit-
werte

G = G1 * Gz + G3 * oo

oder auch, da der Leitwert als reziproker Widerstand de-
finiert ist

1 1 1
S ¢t T ¢+ T F eces o
R1 R2 R3

- B

Diese "Kirchhoffschen Gesetze" gelten auch formal fiir
Wechselstromkreise mit ohmschen Widerstiénden, induktiven
und kapazitiven Blindwiderstédnden, wenn man komplex
rechnet und fir
den ohmschen Widerstand R (= é),
_ _ A1

den induktiven Blindwiderstand Ry = jw L (= G_-) ’

: _ _ 1
den kapazitiven Blindwiderstand R, = 75T (= _U;_)

einsetzt. Der Betrag der so entstehenden komplexen Zahl
g 1st dem Scheinwiderstand der Schaltung gleich:
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wdhrend das Argument von z den Phasenwinkel zwischen
Strom und Spannung angibt.

Wir haben diesen
Satz auch fir
Parallelschal-

R tungen formuliert,
ohne hierauf wei-
ter eingegangen

zu sein. Auch die

beiden oben ge-

(9]

D
-

rechneten Beispie-
le sind natiirlich
J kein Beweis fiir
die Gilltigkeit
Bild 17 bei Reihenschal-
tung.Auf einen
exakten Bewels kam es hier auch gar nicht an. Er liegt

wesentlich tiefer. Wir wollen nun noch ein etwas umfang-
reicheres Beispiel rechnen. Eine Drossel der Induktivi-

tidt L sel in Reihe geschaltet mit einem ohmschen Wider-
stand R. Parallel hierzu liege ein Kondensator der Kspa-
zitdt ¢. (Bila 17).

R und L liegen in Reihe. Deshalb .errechnet sich ihr komple-
xer Scheinwiderstand aus der Summe des "reellen" ohmschen
Wirkwiderstandes R und des "imagindren" induktiven Blind-
widerstandes RL = jw L.

z2, = R+ jwl

Parallel zu dem "komplexen" Widerstand 24 liegt der
"imagindre" kapazitive Widerstand 2z, (wir hatten ihn im
zweiten Beispiel R, genannt) z, = izgﬁ—. Wegen der
Parallelschaltung von z, und 2, gilt fiir den gesamten
wkomplexen" Scheinwiderstand z

= LI, 1
= T, "'2 =fsJwr * JuC

N
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Machen Sie diesen Bruch gleichnamig und bilden Sie seinen
reziproken Wert, dann erhalten Sie die komplexe Zahl

R+ jwl
1 -w2%*1lC ¢+ jw RC

2 =

Der absolute Betrag dieser komplexen 3ehl z ist der Schein-
widerstand Ry der Schaltung nach Bild 17. Wdre jetzt

R = 0, dann wiirde man recht einfache Ausdriicke erhalten,
aus denen die bekannte Resonanzbedingung 751 = LC folgt,
bei welcher innerhalb des Kreises Schwingungen auftreten.
Die elektrische Energie pendelt zwischen Koridensator und
Drossel hin und her. Fiir R ungleich Null werden die Aus-

driicke fir Ry, = / 2/ und fir tan ¥ recht umsténdlich.
Wir wollen deshalb mit Zshlen weiterrechnen.
Es sei

U =220 V (Effektivwert), R = 50053 s L=3H, C= BJuF,
f =50Hz w=2T £ = 1oomr . Gesucht sei der Effektiv-
wert des Stromes.

Nach unserer letzten Formel fiir z ist

500 ¢ j 100 9T 3
1 - 1002 23.8.10~6 + j 100 500.8.10~6

und nach Zuaamhenfassung

500 # 942 J
- 1,37 + 1,26 J

Diese Zahl wird mit der zum Nenner konjugiert komplexen
Zahl erweitert: ’

_ (500 ¢+ 942 -1,37 - 1,26 - -
s = S A = 5 - 55

Hieraus folgt der Phasenwinkel

tm?:%—‘-; ?3-75’30
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d.h. die Spannung U eilt dem Strom J um den Winkel
¥ = 75,3° nach.
Ra ergibt sich aus dem absoluten Betrag von z: Rs = 121

Ry = [145% + 5542 = 573

Aus U =1J Rs ergibt sich

I =g =88 =o0,384 4

An diesem Beispiel konnten Sie sehen, daB eine solche Auf-
gabe sich bei Verwendung komplexer Zahlen recht einfach
ltsen ldBt. Die ganze Rechnung war algebraischer Natur.
Auch schwierigere Beispiele lassen sich nach dieser Me-
thode ganz schematisch rechnen. Aus diesem Grunde hat
sich die komplexe Rechnung in der Elektrotechnik so ein-
geblirgert. Spiter werden wir noch sehen, wie auch die
komplexe Schreibweise der Schwingungen wesentliche Ver-
einfachungen in den Rechnungen bei Schwingungsproblemen
ergibt. Es wird sich an anderer Stelle dann auch eine
genauere Begriindung fiir die soeben besprochene Rechnung
mit komplexen Vektoren ergeben.

Ubungsaufgaben:

1) Zur wiederholung. Gegeben seien die beiden komplexen
Zahlen z2, = - 3+5 j und z, = 2 = Je
Zu bilden ist die Summe, die'Differenz, daszProdukt
. -z s =1
und der Quotient: z, ¢ Zyy 24 Zoy 24 253 %
Summe und Differenz sind auch graphisch zu bilden.

2) Zur Wiederholung. Addieren Sie graphisch
2, =~ 43 z, = 3¢5 j; Z5 = - 2 -3 J; z, = 2

3) Zur Wiederholung. Gegeben seien zwei komplexe Zahlon
Zg = 8y + b Jj und Z, = a5 + b j mit gleichen Iiagi-



4)

5)

6)

7)

8)
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nédrteilen, Ihr Produkt soll rein' imagindr, ihr Quotient
rein reell sein. Unter welchen Bedingungen ist das nur
méglich? '

Zur Wiederholung. Welche Form haben konjugiert
komplexe Zahlen in der Euler-Schreibweise?

Zur Wiederholung. Berechnen Sie den absoluten Betrag
von
z2 = 1
a+bj °

Welche Bedeutung hat das Ergebnis?

Eine Ortskurve sei ein Kreis mit dem Radius r = 3 um
den festen Punkt Z, = 2 #5 j in der komplexen Ebene.
Parameter der Ortskurve sei die Zeit t. Die Winkel-
geschwindigkeit sei w = 0,2 sec™!. wie lautet die
zugehtrige Funktion? Welche Form haben Realteil und
Imagindrteil und was stellen sie dar?

Zeichnen Sie die Ortskurve der Funktion

z = T-?_%—ﬁ—f fiir x zwischen O undeo
a’z v e Jw t
Was ist —s =z firz=re ?
at
Was bedeutet z geometrisch?
! aty _(0)
Was bedeutet E;E =2z geometrisch?
9) Gegeben sei eine
Schaltung nach Bild
18. Es sel R = 1000
R L=5H,c=10luF,
c f = 50 Hz
I Mit Hilfe komple-
xer Zahlen ist
u a) der Scheinwider-
° stand der Schal-
J tung

Bild 18
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b) der Phasenwinkel zwischen Strom und Spannung
c) der Effektivwert des Stromes bei einer Spannung

von 220 V

gu berechnen.
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2. Gewthnliche Differentialgleichungen

2.1. Einfihrung

2.11. Was_ist eine Differentialgleichung?

Sie haben wihrend Ihres Studiums der Mathematiklehrbriefe
verschiedene Arten von Gleichungen kennengelernt. Wir
wollen einige nennen:

Identitlitsgleichungen: z.B. (a ¢+ b)2 = a? +2abs b2

(a ¢+ b)(a - b) = al - v?

und viele andere mehr.

Solche Gleichungen haben die Aufgabe zu zeigen, in wel-
cher Form ein gegebener Ausdruck auch noch anders ge-
schrieben werden kann. Hierzu gehdrt z.B. auch noch der
"binomische Lehrsatz". Er sagt als Identitdtsgleichung
aus:

Flir den Ausdruck (a + b)? kann auch

n-1 n-2 2
al + (?) a be (g) a b ¢+ ...

geschrieben werden.

Sie haben weiterhin Bestimmungsgleichungen kennengelernt3
Das sind Gleichungen, in denen eine oder mehrere unbe-
kannte Zahlen gesucht werden. Hierher gehSren Gleichungen
mit einer oder mit mehreren Unbekannten, quadratische
Gleichungen und Gleichungen hdheren Grades.

Fir uns ist wichtig zu betonen, dafl in den Ihnen bisher
bekannten Bestimmungsgleichungen bisher nur Zuhlen gesucht
wurden. Solche Bestimmungsgleichungen ergeben sich meistens
aus irgendwelchen physikalischen Problemen. Sie haben z.B.
in der Dynamik bei der Behandlung der Kinematik gesehen,
da8 verschiedene Aufgaben auf quadratische Gleichungen
fibhrten, deren Losung dann auch die Losung des physikali-
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schen Problems darstellte. Der Weg zur Gleichung ist dabei
immer der:

Man schreibe alle den untersuchten Vorgang beschreibenden
oder mit ihm im Zusammenhang stehenden Gleithungen auf und
eliminiere alle nicht interessierenden GroBen. Dann lGse man
nach der gesuchten GroB8e auf. Die so entstehende Gleichung
enthdlt dann die gesuchte Losung. Auf diese Weise wird aus
dem physikalischen Problem ein mathematisches, némlich die
Losung der entstandenen Gleichung zu ermitteln. Die sich so
ergebende Losung muB dann wieder physikalisch gedeutet
werden. Was ist nun eine Differentialgleichung? Wir k®nnen
sie auch als eine Bestimmungsgleichung betrachten. Anstelle
einer Zahl ist bei ihnen aber eine Funktion gesucht. Wir
wollen diese gesuchte Funktion zunéchst y nennen. In der
Differentialgleichung kommt y und seine Ableitungen mit
verschieden hoher Ordnung vor. Wegen-der in der Gleichung
vorhandenen Differentialquotienten der gesuchten Funktion

y nennt man eine solche Gleichung eine Differentialglei-
chung.

Wir wollen zundchst einige Beispiele hinschreiben, ohne

uns um deren Entstehung oder Losung zu kiimmern.

2 y' + xy = 0. Hierin ist eine Punktion y = £(x) zu fin-
den, die diese Gleichung erfiillt. _ x2

Eine solche Losung ergidt sich z.B. zuy =e ~ 4 .
Nehmen Sie bitte dieses Ergebnis zunidchst hin. Spéter
werden Sie es ohne weiteres nachrechnen kdnnen.

Setzen Sie das Ergebnis in die gegebene Differential-
gleichung ein, dann erhalten Sie mit

2

-x
y=e & und y'=- —%— e &4

- x2 - 12
-2 —%— e 7'y +Xxe T =0
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Setzt man die errechnete Funktion in die Dgl ein, dann
kommt also tatsichlich Null heraus, wie es die Dgl vor-
schreibt. Wiirden Sie irgendeine beliebige andere Funktion
einsetzen, dann wiirde sich nicht Full ergeben, d.h. diese
Funktion wiirde keine Losung sein.

Probieren Sie das selbst z.B. mit y = x°. '

y' = y. Diese Differentialgleichung ist besonders ein-
fach. Man kann ihr Ergebnis raten. y' = y bedeutet némlich:
Man suche die Funktion y = f(x), deren Differentialquotient
gleich der Funktion selbst ist. Sie kennen eine solche
Funktion, ndmlich

y=e ;3 y'=e

Dies ist eber offenbar nicht die einzige Funktion, welche
die gegebene Differentialgleichung erfiillt. Betrachten’
Sie z.B. die Funktion

x x x
y=2e oder y = 37 e oder allgemein y = C e

und setzen Sie diese Funktion in die gegebene Differen-
tialgleichung ein, dann stellen Sie fest, daB all diese
Funktionen, die sich um die offenbar beliebige Konstante

C unterscheiden, Losungen der gegebenen Differentialglei-
chung sind. Sehr viele physikalische Probleme filhren auf
Differentialgleichungen. (Unter physikalischen Problemen
seien hier auch technische Probleme verstanden, denn
letzten Endes sind alle technischen Probleme physikalischer
Art). Das ist immer dann der Fall; wenn bei einem physika-
lischen Problem der Ablauf eines Geschehens als Funktion
der Zeit, die Anderung einer GrtBe in Abhéngigkeit von der
Zeit oder vom Ort (oder auch von beiden) kurz, wenn eine
Funktion gesucht ist. ’

Dies soll an einem Beispiel erldutert werden:

Der Luftdruck der Erdatmosphére nimmt mit zunehmender

Hohe ab. Gesucht sei die Funktion des Luftdruckes in
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Bild 19

Abhiingigkeit von der Hohe h iiber dem Erdboden.

Nach Bild 19 betrachten wir eine Lufts#dule. Wir denken
uns aus ihr ein Stilick der Lénge 4 h = h2 - h1 heraus-
genommen. Auf Grund seines Gewichtes <G iibt dieses
Stiickchen Luﬁ:sﬁule auf seine Querschnittsfléche in der
Hbhe h1 eine Kraft

46 =PF .y . (hy -h) =Fyp. dn

eus. Hierbel ist ¢ das spezifische Gewicht der Luft. Da
sich natiirlich auch y mit der Hohe h &ndert, missen wir
uns in diese Formel ein mittleres T eingesetzt denken.
Wir kdnnen uns auch néherungsweise in die Formel ¢ =
spez. Gewicht der Luft in der Hbhe h1 eingesetzt denken.
Dann wird die Formel um so genauer, Je kleiner wir 4 h
machen.

Gehen wir nun von der Hohe h.l um & h auf die Hohe h2, dann
nimmt der Luftdruck um den Betrag

4p = AFG=T(h2-h1)=T.Ah




ab, denn AFG ist je nach voriger PFormel der von der

kleinen Luftsédule der Léinge 4 h ausgeilibte Druck. Von dem
Luftdruck P, in der HOhe h1 miiBten wir 4 p abziehen, um
auf den Luftdruck P, in der Hﬁhg h2 = h1 + A h zu kommen.
4 p ist also eine negative Zahl: wenn die Hohe zunimmt
nimmt der Druck ab. Deshalb schreiben wir

4p = - . 4 n, oder als Differentiale dp = - . dh..

Das Minuszeichen folgt auch aus der zu erwartenden Kurve
nach Bild 20. Die Steigung an dieser Kurve %ﬁ ist nega-
tiv. Da dh positiv ist, muB demnach dp negativ sein.

In der Formel dp = - y* dh ist 7+ eine ebenfalls vom Druck
oder auch von der HShe abhéingige GroBSe. Wir miissen sie
deshalb auch noch durch p oder durch h ausdriicken.

Zu diesem Zweck betrachten wir ein bestimmtes Luftgewicht
G. An der Erdoberfléiche hebe es das Volumen Vo und stehe
unter dem Druck j P In der Hohe h habe es das Volumen V
und den Druck p. Dann gilt unter der Voraussetzung konstan-
ter Temperatur das Gesetz von Boyle-Mariotte:

pV=p,V, = const.

Dividieren wir beide Seiten der Gleichung durch das Ge-
wicht G, dann folgt

4 % = P ;2
Es ist
%; = ¥ o das spezifische Gewicht der Luft am Erdboden,
% = o das spezifische Gewicht der Luft in der Hthe h
Es folgt:
2 .o
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und hieraus

T‘_' -%:9— Pe
o

Hiermit und mit dp = - ¥ . dn ergibt sich die Differential-
gleichung fiir die gesuchte Punktion p = f(h):

=-Jo_ a4 Zo_ L.
dp P, p dh oder 'Hﬁ + P, P 0

Aus dem physikalischen Problem, den Luftdruck in beliebi-
ger Hohe zu berechnen ist jetzt ein mathematisches Problem
geworden. Es heiSt: Man suche die Funktion p = f(h), bei
welcher die Summe aus ihrer Ableitung %ﬁ und der mit einem
Faktor (—%f——).multiplizierten Punktion p Null ergibt. wir
werden die Losung dieser Differentialgleichung spéter
berechnen. Jetzt wollen wir ihre Losung nur angeben. Sie
lautet
- Yo h
P=Dpge Po

Ihren Verlauf
zeigt Bild 2o.
Fir h = 0 ergibt
sich der Druck
P = p, am Erd-
boden. Mit zu-
nehmender Hbhe
nimmt der Druck
erst schnell,

-h dann immer léng—
samer ab und wird
theoretisch erst
in unendlich gro-

Bild 20 Ber HOhe Null.,




Bei der Aufstellung der Differentialgleichung hatten wir
mit der Anwendung des Boyle-Mariotteschen Gesetzes die
VYoraussetzung konstanter Temperatur gemacht. Natiirlich
€11t diese Einschrinkung auch flir ‘die angegebene Lbsung.
Plir die Anwendung der Formel heiBt das, daB wir sie nicht
fir allzu groBe H¥henunterschiede anwenden diirfen, da denn
die Temperaturiinderung nicht mehr vernachlédssigt werden
darf.

Aus dieser Bemerkung sehen Sie auch, da8 es wichtig ist,
die Voraussetzungen und Einschréinkungen anzugeben, unter
welchen eine Differentialgleichung aufgestellt wurde. Denn
dieselben Einschrinkungen und Voraussetzungen gelten dann
auch fiir die LYsung der Differentialgleichung. Man wei8
dann auch, wann die errechnete Losung keine Giiltigkeit
hat, bzw. wann sie nur engenkhert gilt.

Es ktnnte nun noch die Frage auftauchen, ob die oben an-
gegebene Lisung der Differentialgleiching die einzig mbg-
liche ist. Es kdnnte doch sein, de8 es noch eine andere
Punktion gibt, die man in die Differentialgleichung ein-
setzen kann, .80 daB8 Null herauskommt. Natiirlich ist mit
dieser zweiten LbYsung eine Funktion gemeint, die sich
nicht durch irgendwelche Umformung aus der ersten Lisung
ergibt. Wenn es eine solche zweite, vielleicht auch noch
dritte, vierte Losung gidbe, dann miiBte man durch zusdédtz-
liche physikalische Uberlegungen die Losung-ermitteln, wel-
che tatstéichlich fiir das gegebene physikalische Problem
gilt.

Mit diesen Problemen haben sich die Mathematiker befaBt.
In sog. Unitéts- oder Eindeutigkeitssidtzen ist nachgewie-
sen worden, deB bestimmte Klassen von Differentialglei-
chungen nur eine allgemeine Losung haben. In der Folge
haben wir es auch nur mit solchen Difft.gl. zu tun. Wie
men solche Eindeutigkeitssdtze beweist, braucht uns in
diesem Zusammenhang nicht zu interessieren. Wir werden
spdter auf solche Probleme nicht mehr eingehen.

Wir haben in unseren Beispielen zunichst auBerordentlich
einfache Differentialgleichungen angefiihrt. Es gibt na-
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‘tiirlich auch wesentlich kompliziertere Gleichungen. Es
gibt verschiedene Gruppen von Difft.-gln., die sich durch
relativ einfache Ansétze losen lassen. Demgegeniiber aber
gibt es auch solche, wo keine einfachen LUsungsverfahren
existieren. Thre Lisung verlangt denn sehr viel Finger-
spitzengefiihl und Geschick, das man sich nur durch héu-
figen Umgang mit diesen Gleichungen erwirbt. Wir haben

in diesen Lehrbriefen mit solchen Differentiaslgleichungen
nichts zu tun. Die Gleichungen, die in der Theorie der
linearen Regelung vorkommen, sind im allgemeinen recht
einfacher Natur und lassen sich durch einfache Ansdtze
l8sen. Da sich bestimmte Typen von Difft.-gleichungen
durch ganz bestimmte Ansétze l8sen lassen, hat man die
verschiedenen Difft.-gleichungen nach ihren Lﬁsuﬁgemﬁg-
lichkeiten eingeteilt.

2.12 Gewdhnliche und partielle Differentialgleichungen

Sie haben widhrend Ihres Studiums im wesentlichen nur
Punktionen .ennengelernt, die von einer Verinderlichen
abhéingen. Z.B.

Yy =m x + n (Gerade) y héngt nur von x ab.

dMFN
N

+ %= = 1 (Ellipse) y hiéngt nur von x ab.
2
a

b
_ ] 2
8 =8,1* vot * t

(Weg in Abhéngigkeit von der Zeit bel Bewegung mit

konstanter Beschleunigung bo)

Der #Veg s hingt nur von der Zeit t ab.

N = UJ (Leistung des elektrischen Stromes J) N hiingt
scheinbar von zwei GrtBen, U und J ab. Man kann
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aber U durch J ausdriicken, was zu der Ihnen be-
kannten Formel N = R J° fihrt. Bei konstantem
Widerstand R héngt N nur noch von J ab. N = £ (J)

Ist nun in einer Differentialgleichung eine Funktion ge-
sucht, die nur von einer Veridnderlichen abhiéngt, dann
nennt man eine solche Gleichung eine

ngewShnliche Differentialgleichung".

Nun gibt es aber Funktionen, die von mehreren unterein-
ander unabhédngigen Veridnderlichen abhéngen. Wir wollen
einige von ihnen nennen.

Das Drehmoment in einem Elektromotor, z.B. einem Gleich-
strom-NebenschluSmotor ergibt sich aus der Formel

Mg =c.$ J (kpm)

Hierin ist ¢ eine Dimensionskonstante, § der vom Feld
erzeugte FluB und J der Ankerstrom. In einem Gleichstrom-
NebenschluBmotor kann men durch entsprechende Schaltung
den Flug & unabhéingig vom Ankerstrom J und den Anker-
strom J unabhédngig vom FluB8 #@ndern. Das vom Motor gelie-
ferte Drehmoment Md hédngt also von zwel unabhiingigen Ver-
énderlichen, J und 9 an.
Als weiteres Beispiel betrachten wir eine Kugel, wie sie
in Bild 21 gezeichnet ist. Zu ihrer Darstellung brauchen
wir drei Dimensionen, x, y und z. Die Gleichung einer
Kugel in diesen Koordinaten lautet

12 * y2 * 22 = r2
Sie 801l hier nicht abgeleitet werden. Versténdlich wird
sle aus der Kreisgleichung



Bild 21

Zu ihr kommt jetzt noch die z~Koordinate hinzu. DaB man
.das Quadrat von z addieren muB3, folgt aus der Symmetrie
der Kugel. Es miissen alle Koordinaten gleichberechtigt
sein.

Wir 1l8sen die Glelchung der Kugel nach z auf:

z = ré - y2 - x2
Jetzt hidngt z nur noch von den beiden Veridnderlichen x
und y ab. Hierbei kdnnen wir x und y ganz beliebig und
unabhéingig voneinander wiéhlen. Zu jedem beliebig gewdhl-
ten Wertepaar (x, y) gehort nach unserer Gleichung ein
ganz bestimmter Wert fir z. Dieser kann reell oder ima-
gindr sein. '
Ist beisplelsweise r = 10, dann lautet die Gleichung
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2z = 100 - y2 - 12
Setzen wir hier eilnige Punkte ein: x = 0; y = O ergibt
z = ¢+ 10 d.h. iiber dem Nullpunkt der x-y-Ebene ergeben
sich die beiden Raumpunkte z = ¢ 10 und z = - 10. Diese
beiden Punkte liegen auf der Kugeloberfléche. x = 23 y = 3
ergibt z = ¢ 9,32. Wdhlen wir x = 7, y = 5, dann ist
z =% 5,1. Alle diese Punkte z liegen auf einer Raumflié-
che, ndmlich der Kugeloberfléche. Wir kdnnten auch
x = 12, y = 20 einsetzen und wiirden erhalten z = & 21 J.
In dem von den Koordinaten x, y, 2z aufgespannten Raume
gibt es nur reelle Raumpunkte. Der imagindre Raumpunkt
2z = 21 j existiert also nicht. Das bédeutet, daB iber
dem Tunkt x = 12 und y = 20 der x-y-Ebene kein zur Kugel-
oberflédche gehbrender Raumpunkt z existiert.

Es gibt auch Funktionen von vier und mehr unabhéngigen
Verinderlichen. Als Beispiel denken wir uns die Tempera-
turverteilung in einem Raume, beispielsweise in einem
Ofen in Abhéngigkeit von der Zeit. Wenn wir die Tempera-
tur T an einem beliebig gewidhlten Punkt des Ofens zur
beliebigen Zeit t aus der als gegeben gedachten Funktion
ermitteln wollten, denn miiBten wir die zu dem beliebigen
Raumpunkt gehdrenden Koordinaten x, y, z einpetzen und
auBerdem miiBten wir noch die vierte unabhiingige Koordinate
t einsetzen. '

Wollte man fiir eine solche Temperaturverteilung die physi-
kalischen Gleichungen aufstellen, dann wiirde man eine
Gleichung erhalten, in welcher die gesuchte Funktion

? =% (x, yy 2, t) mit ihren sog. "partiellen Ableitungen®
nach x, y, 2, t auftritt. Unter einer "partiellen Ablei-
tung" versteht man hierbei die Ableitung einer Funktion
von mehreren Verdnderlichen nach einer dieser VerHnder-
lichen. Man kann z.B. die oben erwdhnte Funktion

—_—
¢ = “ra_xz_yz
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partiell nach x oder auch partiell nach y ableiten. Wenn
man etwa nach y partiell ableitet, dann denkt man sich
hierbeéi x als konstenten Wert. Um eine partielle Ableitung
deutlich zu machen, schreibt men anstelle von "d" das run-
de 9O :

22 -_2y . i
9y 2_.2_ .2

3olche "partiellen Ableitungen" treten dann in den be-
treffenden Differentialgleichungen auf. Man nennt sie
deshaldb "partielle Differentialgleichungen".

Unter "partiellen Differentialgleichungen" versteht man
golche Bestimmungsgleichungen, in denen eine Funkticn
von zwei oder mehr unabhiéngigen Verdnderlichen gesucht
ist.

Diese partiellen Differentialgleichungen kinnen in unserem
Zusammenhang nicht behandelt werden. Sie erfordern ein
gehr tiefgehendes mathematisches Studium. Wir muBten sie
aber nenner, "damit Sie wissen, da3 Sie hieriiber nichts
zu wissen brauchen".

2.13. Einteilung der gewdhnlichen Differentislgleichungen
Y

Die spéter zu besprechenden Losungsverfahren gelten je-
weils fiir ganz bestimmte Typen von Differentialgleichungen.
Um zu entscheiden, welches Losungsverfehren fiir eine be-
stimmte Differentialgleichung in Frage kommt, muB man sie
klassifizieren, d.h. man muB sehen, in welchen Typ diese
Gleichung gehdrt. Wir wollen nun die fiir uns in Frage
kommenden Difft.-gleichungen einteilen.

Zundchst entscheidet man, ob die Difft.gléichung gewdhn-
lich oder partiell ist. Wir haben das in 2.12 besprochen.
Fuir uns kommen nur die gewdhnlichen in Frage. Danach un-
tersucht man, ob die Dgl (so wollen wir in Zukunft Difft.-
gl. abkiirzen) linear ist.
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Die Dgl ist "linear", wenn sie die Form

(n) (n-1)

a, (x) ¥ + a  4(x) ¥

hat, Dabei sind die av(x) und £ (x) gegebene Funktionen
von x., Die Kennzeichen fiir eine lineare Dgl sind

+ 4o + a1(x) y' o+ ao(x)y = £(x)

’

1) die av(x) und £ (x) sind nur von x abhéngig. Sie
konnen auch konstante, von x unabhéngige Zahlen sein.
y oder gar dessen Ableitungen diirfen in ihnen nicht
vorkommen,

2) y(n), y(n-1), «e»¥', y diirfen in der Dgl in keiner -
anderen als in der 1. Potenz vorkommen.

Beispiele: Lineare Dgln sind y' -y = O;

2xXy '"" -xsinx y'+y-= 12

Nichtlineare Dgln sind ¥y o+ yz = X; y'2 +y =0;

yy' +xy=1£(x); y* -siny =0
Die folgenden Definitionen beziehen sich nur auf solche li-
nearen Dgln. Unter den "“"Koeffizienten™ der linearen Dgl wol-
len wir die Beiwerte von y und seinen Ableitungen verstehen.
In der oben angegebenen Dgl sind die Koeffizienten die Fnnk-
tionen (bzw. Konstanten) an(x), an_1(x), .e a1(x), a (x).
Die Punktion f (x) ist kein Koeffizient der linearen Dgl.
Je nachdem, ob diese Koeffizienten nun Funktionen von x
oder aber konstante Zahlen sind, unterscheiden wir "lineare
Dgl mit verédnderlichen oder konstanten Koeffizienten"™.

Die lineare Dgl heiBt eine "gewbhnliche lineare Dgl mit
verdnderlichen Koeffizienten", wenn die Koeffizienten Funk-
tionen von x sind, Sind die Koeffizienten konstante Zahlen,
dann spricht man von einer "“gewshnlichen linearen Dgl mit
konstanten Koeffizienten™. Im letzten Falle miissen alle
Koeffizienten konstant sein,
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Beispiele:

Verdnderliche Koeffizienten:
xy''+2sinxy'+y=x
y''+y' ' +xy=0

Konstante Koeffizienten:

Y'''+ 4y ey + 6y = x2

Danach entscheidet man, ob die gewtdhnliche lineare Dgl
"homogen" ist oder nicht. Die Dgl

an(x)y(n) + o0 + a1(x)y' + ao(x)y = 0 heiB8t "homogen".
Die Dgl
an(x)y(n) + .. + a1(x)y' + ao(x)y = £ (x) heiBt "inhomogen",

Die beiden Dgln unterscheiden sich also dadurch, daB in
der homogenen Dgl f (x) fehlt, widhrend es in der in-
homogenen vorhanden ist. £ (x) wird aush "Stsrfunktion®
genannt.

Eine gewbdhnliche lineare Dgl heiBt hpmogen, wenn sie
keine Storfunktion hat. Andernfalls heiBt sie inhomogen.

SchlieBlich unterscheidet man noch die Ordnung der
Differentialgleichung. Die Ordnung der Dgl ist eine Zahl,
welche mit der hdochsten vorkommenden Ableitung iiberein-
stimmt. Ist z.B. in der Dgl y''' die hochste
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vorhandene Ableitung, dann heiBt die Dgl "von dritter.
Ordnung". Allgemein:

Eine Dgl heiBt "von n-ter Ordnung", wenn

n
E_% die hochste in der Dgl vorkommende
4x” \bleitung ist.

Beispiele:

2y'' #xy' -y =0 1ist von zweiter Ordnung
xy' ¢ x°y = sin x ist von erster Ordnung

Betrachten wir jetzt noch abschlieBend zwei wichtige
Typen von Dgln, mit denen wir uns in diesen Lehrbrie-
fen noch sehr viel beschdftigen miissen:

1) 8, y'' ¢+ 8,y +a,y=f(x)

Das ist eine "gewthnliche, lineare, inhomogene Differen-~
tialgleichung 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten".
In den Anwendungen ist die unabhiéingige Veridnderliche, die
wir hier mit "x" bezeichnet haben, meistens die Zeit t.
Ableitungen nach der Zeit werden zur Unterscheidung

von Ableitungen nach x (einer Liénhge) mit einem Punkt
gekennzeichnet. Man schreibt

%I =y's s =¥y eees oy =y(n)
x dx ax®

Dies sind Ableitungen nach x. Demgegeniiber schreibt man
flir Ableitungen nach der Zeit:

(n)

2 n
a ° d . d «
o=y, = ¥ eeeee g =L =y
as as at

Mit diesen Symbolen schreibt sich die obige Differential-
gleichung mit der Zeit t als unabhiingigé Versnderliches
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a, v e, yee,y=1£(t)

'n dieser Form hat die Difft.-gleichung ein groSes Anwen-
dungsgebiet. In der Mechanik beschreibt man mit ihr freie,
gedémpfte und hermonische Schwingungen, in der Elektro-
technik ist sie die Difft.-gleichung eines RLC-Gliedes
mit Eigenschwingungen, in der Regelungstechnik ist sie
wichtig als Difft.-gleichung eines Regelkreisgliedes 2.
Ordnung, welches man gerne als Ersatzglied fiir schwieri-
gere Regelkreisglieder nimmt. Wir werden im Verlaufe die-
ser Lehrbriefe noch genauer hierauf einzugehen haben.

(n) (a-1)
?) 8,y * Ay, y * oo v uy yeray,y=1£(t)

Daes ist die allgemeine Form einer "gewbhnlichen, linearen,
inhomogenen Differentialgleichung n-ter Ordnung mit kon-
stanten Koeffizienten".

Auf dieser Differentialgleichung baut sich die Theorie
der linearen Regelungsvorgiinge auf. Im Rahmen des Fach-
schulstudiums werden nichtlineare Reglungsvorgénge nicht
behandelt. Die hierzu gehdrenden Dgln sind nichtlinear
und von hBherer Ordnung. Sie brauchen deshalb nicht be-
handelt zu werden. Wir werden die Differentialgleichungen
nur bis zu der eben angegebenen "gewthnlichen, linearen, ’
inhomogenen Differentialgleichung n-ter Ordnung mit kon-
stanten Koeffizienten" kennenlernen.
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Zusammenfassung

Eine Differentialgleichung ist eine Beétimmungsgleichung
fir eine Funktion von einer oder mehreren unabhidngigen
Verédnderlichen. Dabei kommt die gesuchte Funktion in die-
ser Gleichung mit ihren Ableitungen nach den unabhiingigen
Verénderlichen vor. Héngt die gesuchte Funktion nur von
einer unabhéngigen Verdnderlichen ab, dann nennt man die
Dgl "gewdhnlich".

Héngt die gesuchte Punktion von mehreren unabhéngigen
Verdnderlichen ab, dann heiBt die Dgl "partiellr.

Eine gewuvhnliche Dgl heiSt linear, wenn die gesuchte Funk-
tion und ihre Ableitungen in der ersten Potenz vorkommen,
sonst heiBt sie nichtlinear.

Men unterscheidet Dgln mit verdnderlichen und konstanten
Koeffizienten. Sind - die Koeffizienten Funktionen der un-
abhiédngigen Verdnderlichin, dann spricht man von verénder-
lichen Koeffizienten. Sind die Koeffizienten feste Zahlen,
dann spricht man von Dgln mit konstanten Koeffizienten.

Kommt in der Differentialgleichung ein Summand vor, der
weder die gesuchte Funktion noch ihre Ableitungen enthdlt,
der aber eine Funktion der unabhéingigen Vertinderlichen
sein kann, dann nennt man diesen Summanden "Storfunktion".
Ist nun diese Storfunktion identisch Null, dann heiBt die
Dgl "homogen", andernfalls inhomogen.

Iet die htochste in einer Dgl vorkommende Ableitung der ge-
suchten Funktion von n-ter Ordnung, dann heifit auch die
Dgl "von n-ter Ordnung".

Die in der Theorie der linéaren Regelung auftretende Dgl

ist eine "gewohnliche, lineare, inhomogene Differentialglei-

chung n-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten".
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Aufgabgn:
1) Gegeben sei dy + y dx = 0. Was filr ein Typ ergibt
sich, wenn man entsprechend umformt?

2) Gegeben sei NAREN 51%-1 =1
Formen Sie diese Gleichung um und klessifizieren Sie
die Gleichung. was fir ein Typ ergibt sich?

3) Gegeben seien zwei Differentialgleichungen
8, x ¢+x= £(t) und 8,2 ¢32=x
Hieraus ist eine Differentialgleichung durch Elimina-

tion von x zu bilden. Die entstehende Dgl ist zu
kennzeichnen.

2.2. Die Differentialgleichung 1. Ordnung

2.21. Das Richtungsfeld

Wir betrachten eine gewthnliche Differentialgleichung
1. Ordnung. Als Belspiel nehmen wir

xy'-y=0
Diese Dgl ktnnen wir nach y' aufltsen und erhalten

y =%

Wir ktnnen nun y' als dritte Verdnderliche auffassen,
welche durch die beiden Vertinderlichen x und y bestimmt
ist. wiéhlen wir z.B. in der x-y-Ebene den Punkt P, mit
den Koordinaten x = 2, y = 1, dann ergibt sich fiir

y' .'5 = 095
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Diese Gleichung zwischen den Richtungsfektoren. zweier
Geraden kennen Sie aus der ansly:ischen Geometrie. Es ist
die Bedingung dafiir, da8 beide Geraden aufeinander senk-
recht stehen. Dann miissen sich auch die Losungskurven bei-
der Dgin senkrecht schneiden. Die eine Lbsungsschar war
das Geradenblischel durch den Koordinatenursprung.Die an-

dere LOsungsschar mu8 also aus konzentrischen Kreisen um
den Nullpunkt bestehen.

Losungen zu den Aufgaben zu 2.221.

1) y' -y sin x = 0 ergibt

y . sin x dx.

¥y
Hieraus
- cO08 X
y=Ce
2) y' -y = 1 ergibt
—~9Y__ _ ay.

1 ¢y
Die Integration ergibt
x
In (1+y)=x+Cundy=-1¢+Ce
Einsetzen der Rendwerte x = 0, y = 5 ergibt

X
y=-1+6e
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Losungen zu den Aufgaben zu 2.222.
- . - N _ aJ _ L5, 40 R
Ug=Up# Ui Up=JdR; U, =Lgg=gU k=17

Die erste Gleichung differenziert liefert wegen U, =0

(Gleichepannung!)

UB * UL = 0. Es ergibt sich die Gleichung:
ﬁLG%UL=O

Ansatz:

Die charakteristische Gleichung lautet also

= -R
k T

Allgemeine L¥sung:

Im ersten Augenblick liegt die gesamte Spannung Uo an der
Drossel. Deshald ist UL = Uo fiir t = C. Damit ergibt sich
die partikuléire Lbsung

_%t

UL = Uo e

2) Betrachten wir eine Dgl mit vertnderlichen Koeffizien-
ten:

31(1) y' o+ ao(x) y = 0.
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Wiirden wir dén e-Ansatz verwenden, dann mii8Bte er so
aussehens

k(x) x k(x) x
y=Ce 3 7' = C(k'(x) x ¢+ k(x)) e

DaB k eine Funktion von x ist, sieht man aus dem Ergebnis,
welches sich aus der Trennung der Ver#dnderlichen ergibt.
Setzt man y und y' in die Dgl ein, dann erhidlt man nach
Division durch C e k X

a,(x)

31(1) k'(x) x ¢ k(x)) + ao(x) = 0; k'(?) x ¢ k(x) = - E;TET

Die letzte Gleichung ist eine Beatimﬁungsgleichung fir die
Punktion k(x). Dies ist eine lineare inhomogene Dgl. Das
Problem der Lésung der gegebenen Dgl ist also durch den
e-Ansatz schwieriger geworden. Deshalb ist der e-Ansatz
in diesem Falle unbrauchbar,

3) Aus 2 y' #y - 1 =0 folgt mit der Substitution
y-1=12

kx k x
2 z' ¢+ 2z =0, e-Ansatz: z =C e s 2' =Cke
Charakteristische Gleichung:
2k+1=0; k=-0,5
Losung also:
- 0,5 x - 0,5 x
z=y-1=Ce s Yy=1+Ce

Hétte man die Substitution nicht gemacht, denn wiirde man
mit dem e-Ansatz aus der Dgl unmittelbar

) k x k x
2Cke +Ce -1

[}
o
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erhalten. Aus dieser Gleichung kann men C und die e~Funktion
nicht herausdividieren. Man erhdlt keine Bestimmungsglei-
chung fir k.

Losung zu der Aufgabe zu 2.223%.
Aus der gegebenen Dgl folgt
2 2
y'=xy;y=_/ x y© ax + y,

Aus den gegebenen Anfangswerten folgt Yo = 1o
Fir die sukzessive Approximation schreibe man dig
Gleichung in der Form

2,
yn=1f[xyﬁ_1dx.
o

Die erste Nidherung erhalten wir, wenn wir Yo einsetzen:

X X

2
- 2 _ _ p d
y1—1*/xyo dx-19/xdx—1f§—
4]

4
Die 2. Ndherung wird

X X N
‘¥
y2=1f/xyfdx=1ofx(1fx29§—)dx
o 0

x2

y2-1+T+%——9

Mo,
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Losungen gzu der Aufgaben zu 2.231
1) Aua den Gleichungen
U =U, ¢U, U,=JR; U =1
o= "R* L " U A § )
ergibt sich mit
LO
UL =¥ UR die Dgl fiir Uh

B Up e U =0,

Mit der Suvstitution
Un - U0 = y wird die Dgl homogen:
%"ify-o

Mit Hilfe des e-Arsatzes ecgibt sich die allgemeine
L¥sung ’

y= Ug=U,=Ce

Die Anfangsweérte sind UR =0 fiir t = 0, denn im exsten
Augenblick naech dem Einschalten liegt die volle Spannung
an der Drosasel. Daraus ergibt sich die partikuliéire Ldsung

- % "
Up =T, (1 -0 )

Die Funktion hat denselben Verlauf, wie ihn Bild 32 zeigt.



- 121 -

2) Aus y' sin x - y - 5 = O wird mit der Substitution

z2=y+5
z! ainx-z=0;§-§-=sgxx;lnz=1ntan-;-1»lncv

= 1n (C tan -3)

Losungen zu den Aufgaben zu 2.23%2.

1) Es iet u = up # u; up = 1 R; uc=éoderuc=f{idt
u=1R+[ § 4t oder nach Differentiation:
u =R 11
a-{ L 4 U .

Plir eine sinusfbrmige Wechselspannung ist u = U sinw t
und U = Uw cosw t
Damit wird die Dgl

[

Ra%- * %1=Uw cosw t oder mit T =R C

,i.- 1=9R-“’—coawt

ae
*

Die Lésung der homogenen Dgl -g—% + (%) i =0 ist
_3
T
i=Ce

Wir ersetzen C durch C (t), setzen in die inhomogene Dgl
ein und erhalten als Bestimmungsgleichung fiir C (t)
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B

c' (t)=%&e cosw t

C (t) ergibt sich durch Integration. Das Integral erhalten
Sie aus einer Integraltafel (z.B. Dubbel). Es ist

t
coswt +wseinw t T
5 e +o
W -

(= B

c(t):.g_‘f’r

riml—l

Hierin ist ¢ die Integrationskonstante. Die allgemeine
Losung der inhomogenen Dgl ist

(% cosw t ¢+ weinw t) g

_lw
i= 2) +cCce

R(:? rw

Dabei ist ¢ = g ¢ gesetzt worden. Wenn ¢ willkiirlich ist,
dann ist ¢ auch eine willkiirliche Konstante. Die Summe
aus cos- und sin-Funktion formen wir durch Einfiihrung
zweler neuer Zahlen A und ¥ in ein Additionstheorem um:

%:Aain?’; Ww=Acosy .

Dann ist
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Dann wird die allg. LOsung:

= d

i=-g—"‘1?—sin(uot*P)¢»Ce

Im Augenblick des Einschaltens der Spannung u - zur Zeit

t =0 - ist wegen u = U sinWw t auch u = 0, d.h. im ersten
Augenblick kann noch kein Strom flieBen. Dieser Anfangs-
wert fiir i liefert fiir die Integrationskonstante

c=-80C «w

1 ¢ (BC w )2

Dann ist'die partikuliére Losung der Dgl:

1=g%sin(wtrcf)-gc—‘L——2-e

1+ (RCW )

Der zweite Summand klingt ab. Es bleibt der erste Summand.
Aus ihm erhélt man die Beziehungen zwischen den Maximal-
werten von Strom und Spannung:

_Uw u
I=%Fr - 2 T
R™ ¢
w2 g2

Dieses Ergebnis ist aus der Elektrotechnik bekannt.
Piir tan ¥ hatten wir auf Seite 30 gefunden:

ten ¥ = Sl

2) Nach ¢em Ansatz fiir u, ist ‘."c = U cos (ot ++ ). Setzen
wir dies und die beicen Ansiétze in die Dgl ein, dann
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folgti

TUc'ucos(wtfcf’)fUc sin(Wto‘f’):Uo sin wt

Diese Gleichung muB fiir jede beliebige Zeit t gelten, so
auch fir t = O:

T Ucwcos? + T, sincfz 0. Hieraus tan® = - WT = - WRC
Setzen wir in die Gleichung t = - —ufé— ein, dann ist

wt e ‘f= 0]
und es folgt

T Ucw = - Uo sin«f oder

U sing U
o = e o

c - - T >
“1 + (RCW )

Die letzte Formel folgt mit der Beziehung

sin ({ - tan

mittan<{=-wac
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homogenen Dgl addiert wird. Ist die gegebene Anordnung
nun schwingungsfihig, dann ergibt sich diese Schwingung
mit der zugehdrigen Kreisfrequenz (Eigenkreisfrequenz)
schon vollkommen beim Lésen der homogenen Dgl. Der inho-
mogene Anteil, welcher dann noch dazuaddiert wird, &ndert
an dieser Schwingung nur die Achse, um welche die Schwin-
gung stattfindet. An der Frequenz aber wird nichts gedn-
dert. An dem unter 2.3.3.2 gerechneten Beispiel konnen
Sie das erkennen.

Hat die homogene Dgl einer gegebenen Anordnung eine
Schwingung als Losung, dann nennt man diese Schwin-
gung die Eigenschwingung dgf gegebenen Anordnung.

Denn diese Eigenschwingung ist allein eine Folge der ver-
wendeten Bauelemente, sie wird nicht durch die Storfunk-
tion f(t) beeinfluBt, sie ist eine Eigenschaft der gegebe-
nen Anordnung. In den Ubungsaufgaben werden wir u.a. ein
elektrisches Beispiel behandeln, in welchem Sie erkennen
werden, daB die Dinge dort ganz analog liegen.
Diese Tatsachen sind fiir die Regelungstechnik wichtig.
Bei der Untersuchung eines Regelkreises auf Stabilit#t
geniigt es namlich, die homogene Dgl des Regelkreises zu
betrachten. Denn wenn der Regelkreis stabil sein soll,
dann muB die Eigenschwingung des Regelkreises gedéampft
sein, unabhéngig von der Form und GroBe der auftretenden
Storungen. (Auch hier lassen wir den Fall einer sinusfor-
migen Stdrung noch auBer Acht). Sie verstehen jetzt auch
schon, daB eine evtl, vorhandene Instabilit#t eines solchen
Regelkreises nur an der Art der verwendeten Bauelemente
und deren Einstellung (man kénnte z,.B. in Bild 45 die Démp-
fung x einstellbar machen und konnte nach der Bedingung
(2.25) aperiodisches oder schwingendes Ubergangsverhalten
einstellen) abhingt. Die Art und GroBe der im Regelkreis
auftretenden Stdrungen haben auf die Stabilitat oder In-
stabilitat keinen EinfluB. Es sei allerdings nebenbei be-
merkt, daB das nur fiir Regelkreise gilt, deren Bauglie-
der lineares oder wenigstens n&éherungsweise lineares Ver-
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halten zeigen, d.h. zwischen Ejingangs- und AusgangsgrodSen
der einzelnen Regelkreisglieder miissen lineare (propor-
tionale) Beziehungen im Beharrungszustand gelten,

Zu den Anfangsbedingungen muB8 auch noch etwas gesagt wer-
den. In all unseren Beispielen haben wir immer die glei-
chen Anfangsbedingungen gewidhlt: Zur Zeit t = 0 sollte
die gesuchte Funktion und ihre Ableitung Null sein, z.B.
X, =0 und x, = 0 fiir t = 0. Sle diirfen nun nicht etwa
glauben, dies miisse immer so sein. Selbstverstandlich
kann zur Zeit t = O die gesuchte Funktion und ihre Ablei-
tung beliebige und voneinander veraéhiedene Werte anneh-
men. Diese Werte konnen auch fiir einen beliebig anderen
Zeitpunkt vorgeschrieben sein. Das ist auch klar, wenn
man bedenkt, daB durch die Anfangsbedingungen die villig
willkiirlichen Integrationskonstanten festgelegt werden
sollen. Bei unserem mechanischen Beispiel nach Bild 45
wdre es denkbar, daB man in dem Augenblick, wo der Stab I
nach unten bewegt wird, der Masse m einen Sto8 nach oben
(oder unten) erteilt. Die Anfangsbedingungen zur Zeit

t = 0 wiirden dann x, = 0 und ia = v lauten, wobei v der
positive oder negative Zahlenwert der eré¢eilten Geschwin-
digkeit bedeutet. Mit diesen Anfangsbedingungen wiirden
sich dann auch entsprechend andere Werte fiir die Inte-
grationskonstanten ergeben. Man konnte sich beispiels-
weise auch vorstellen, daB die Masse m vor dem Eingangs-
stoB auf den Stab I aus der Ruhelage um einen Betrag e
herausgenommen, festgehalten und im Augenblick des Ein-
gangsstoBes losgelassen wiirde. Dann wire x, = e und ia = 0.
Diese Anfangswerte ergédben wigder andere Integrationskon-
stanten. Man konnte die Masée m aus der Ruhelage heraus-
nehmen und im Augenblick des EingangsstoBes mit der Ge-
schwindigkeit v abstoBen. Dann ware x, =e und ia =v

gur Zelt t = 0. Die Dgl und ihre allgemeine Losung ist
nun so beschaffen, daB all-diese Bewegungsvorginge mit
den verschiedenen Anfangsbediﬁéunggn in ihr enthalten
sind. Das ist auch klar. Denn beim hu{gzsilen der Dgln
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bei all unseren Beispielen wurden die betrachteten Vor-
géinge beschreibenden physikalischen Gleichungen und Ge-
setze benutzt. Diese haben al1geme1ne Giiltigkeit und sind
unabhéangig vom Anfangszustand &es betrachteten Vorganges.
Die partikulédre Losung der Dgl, welche durch Bestimmung
der Integrationskonstanten mit Hilfe der Anfangsbedingun-
gen aus der allgemeinen LOsung hervorgeht, ist dann selbst-
verstédndlich an die gegebenen Anfangsbedingungen gebun-
den und hat fiir andere Anfangswerte keine Gililtigkeit.

In den Ubungsauféaben zu diesem Kapitel ist eine Aufgabe
mit anderen Anfangswerten enthalten.



-73 -

Zusammenfagsung

Die gewshnliche lineare Dgl 2. Ordnung mit konstanten
Koeffizienten lautet

ay X +8a; X+x= £2(t).
ay, &) sind gegebene Zahlwerte, £(t) ist eine bekannte

Funktion der Zeit bzw. eine Konstante.

1. £(t) =0 (Im Text haben wir diesen Fall nicht be-
sonders behandelt). Die Dgl

” . -0
aax+alx+x-
At

ergibt mit dem e-Ansatz x = C e die charakteristische
Gleichung

2 :
ay h + ay )\ + 1

[}
o

und es ist

Die allgemeine Losung der Dgl ist dann

Aqt Aot

X = 01 e + 02 e
Es sind drei Falle zu unterscheiden:

Fall 1) a12/4 - a5 > 0 oder qla > 4 ay. Dann ist die
Wurzel reell,.l1 und A 2 sinq zwel aus a,) und ay be-
rechenbare reelle Zahlen, welche in die allgemeine Lgsung
eingesetzt werden. Danach werden die Integrationskon-
gtanten aus den Anfangsbedingungen bestimmt.
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Im Falle 1) hat die Losung aperiodisches Verhalten.

Fall 2) a12/4 - a5 = 0 oder a12 = 4 a,. Es liegt eine
Doppelwurzel vor. Es ist

‘Die allgemeine Losung lautet dann
!

-t
At 28

x=(01+62t)e =(cl+cat)e

Die Integrationskonstanten werden durch die Anfangswerte
bestimmt. Auch hier ergibt sich noch keine Eigenschwin-
gung. Diese Losung heiBt der "aperiodische Grenzfall',

Fall 3) a12/4 - a5 €0 oder alz < 4a,

A,] und AZ werden jetzt zueinander konjugiert komplex.

mit

=

Die allgemeine Losung lautet

jwot —jwt -t
x=(cle +Cye ) e

Wir fithren zwei neue willkiirliche Konstanten (23 und Cq_
ein durch
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03+04=Clundca-c4=02
Da die Konstanten cl und 02 noch vollig willkiirlich
sind, sind es auch die Konstanten 03 und Cq_, denn sie
lassen sich nach diesen beiden Gleichungen durch cl und
02 berechnen. Wir setzen ein und erhalten

i@t - jwty -Jt
x=[(c3+c4)eJ *(03'°4)°j ]e

(2.75)

Die eckige Klammer ergibt anders zusammengefaBt

Jot - jwt ot - jwt
E...]scj(e + e )+04(e - e

=2 03 cosWt + 2 04;] sin Wt

Da die Koeffizienten von sin Wt und cos Wt in unserem
Falle nur reell sein konnen, wird Cu imaginédr sein miissen,
damit ;](24 wieder reell wird. Das ist ohne weiteres denk-
bar, denn Integrationskonstanten sind beliebige konstante
Zshlen, sie konnen auch imaginér seinl

Bei der letzten Umformung haben wir von den beiden leicht
nachpriifbaren Formeln

i -Jc jok -ja
e + e =2 cos &K und e -e = 2 jsin«

Getrauch gemacht. Jetzt ersetzen wir C3 und 304 erneut

durch zwei willkiirliche Zahlen A und Y nach den Glei-
ochungen

205=A sin y und 2 jC, = A cosy
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Im Gegensatz zu fritheren #hnlichen Rechnungen sind jetzt
A und ¥ Integrationskonstanten, da sie nach den angege-
benen Formeln nur von cl und 02 abhéangen. Wir haben die

Integrationskonstanten 01 und 02 nur umgeschrieben.

Die eckige Klammer wird

[]:-A (coswt sin+ sin@ ¢ cos¢) = A sin (Wt +9)

Wir setzen in (2,75) ein und erhalten als allgemeine Lo-
sung

t
x=Ae sin (Wt + @) (2.76)

A und tf sind jetzt noch aus den Anfangsbedingungen zu
bestimmen. Prither (2.B. (2.56)) wurden solche Zahlen A
und ¢ aus den Koeffizienten der Dgl gebildet und waren
damit keine Integrationskonstanten. AuBerdem waren die
Integrationskonstanten bereits vor der Einfithrung von &
und (fbestimmt worden, Das lag an der Verschiedenheit
der Wege, welche zur Losung der Dgl fiihrt. Dieser letzte
Rechnungsgang hat zweierlei Sinn:

1) soll er Ihnen zeigen, daB der frither eingeschlagene
Weg der Rechnung nicht der einzig mogliche ist und

2) sehen Sie an (2.,76), daB die Sinusschwingung, welche
sich jetzt ergibt, schon in der allgemeinen Losung
liegt und nicht etwa erst durch Beriicksichtigung der
Anfangswerte zustande kommt.

2) £(t) = a = const

Mit der Substitution
y=x - 2a
last sich die Dgl homogen machen:

(33 .
a2y+aly+y=0
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und léaBt sich nach 1) £{t) = O weiter behandeln. Hat man
die allgemeine Lgsung dieser homogernan Dgl, dann muB man
selbstverstidndlieh vor Bestimmung der Integrationskonstan~-
ten die Substitution wieder riickgdngig machen. Die allge-
meinen L&sungen lauten fiir

2
Fall 1) ay > 4 ay
At Aot

xacle +cae + a

Fall 2) a12 = 4a,

a
1
- t
2&2
x=(cl+02t)e + a
2
Pall 3) a1<432
x=Ae sin (Wt + 4) + a

wobei /11 und A 2 im Fall 1) die oben berechneten A -
Werte sind und im Fall 3) A und ¢ Integrationskonstanten,
Jund @ sich aus ay und a, nach S. 74 umben ergebende
Werte sind.

3) £(t) sei nicht konstant

Man lése zunachst die homogene Dgl
Lo d .
32x+a1x+x=0.

Ihre allgemeine Lisung sei X;. Sie berechnet sich wie 1)
£(t) = 0. Dann suche man .eine partikulédre Losung x, der
inhomogenen Dgl. Hierzu verwende man die Ansatze nach

S. 60 (Tabelle). Die allgemeine Lisung der inhomogenen Dgl
ist dann

x=11+xa
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Fall 1) ev.l2 > 4 ay

At t

x=cle 1+c2942+x2
Fall 2) a,° =4 a, I
2a2

x=(cl+02t)e + X,

Fall 3) a,°< 44,

t
x =46 sin(@t +¢9) + x,

Hat die homogene Dgl einer gegebenen Anordnung eine
Sinusschwingung als Losung, dann spricht man von ihrer
"Eigenschwingung". Sie ist allein durch die geratetech-
nische Ausfilhrung der Anordnung bestimmt und von f£(t)
unabhéngig. Die Eigenschwingung ist gedampft, wenn auBer
a, > 0 auch ‘a) > 0 ist, Fehlt in der Dgl das Glied mit

x, ist also a; = 0, dann ist diese Eigenschwingung un-
gedampft. Ist a1< 0, dann ergibt sich eine aufschaukeln-
de Schwingung. Diesen Fall haben wir frither nicht behan-
delt und erwédhnen ihn wegen der Vollstandigkeit.

Aufgaben

1) Gegeben sei die Dgl (2.30) der RLC-Schaltung. U, sel
eine Gleichspannung, welche zur Zeit t = O eingeschaltet
werde. Der Kondensator C sei vorher ungeladen und es
flieBe vorher auch noch kein Strom. Man berechne die par-
tikuléare Losung der Dgl fiir die folgenden vier Fédlle:

6

a) L=1H; C=10""F; R = 4o00® Uy = 100 V
B)L=1H; C=10CF R =_2000% U, = 100 V
¢)L=1H; C=1"5F R =10002 U, =100V
d)L=1H; C=10°%% R= o0 U =100V
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Wie gro8 miiBten im Falle a) und b) die Zeitkonstanten eines
rickwirkungsfreien Zweispeichersystems sein?

@) In Bild 45 sei der Stab I fest eingespannt, so daB er
unbeweglich ist. Dann kann durch den Stab I die Masse m
nicht zu Schwingungen angestoBen werden. Das geschieht
Jetzt dadurch, daB die Masse m um den Betrag X, aus der
Ruhelage genommen und dann losgelassen wird. Wie lautet
in einem solchen Falle die partikulédre Losung bei der Be-
dingung, daB k° & &4 m c ist?

Geben Sie weiterhin ohne Rechnung die partikulédre Losung
fir die Anfangsbedingungen X, = 0 und ia =0 fiirt =0
an,

3) Gegeben sei ein pneumatisches riickwirkungsfreies Zwei-
speichersystem nach Bild 49. Die beiden Zeitkonstanten
seien T1 = T2 = 60 sec. Der Eingangsdruck betrage

p = 100 mm WS und werde zur Zeit t = 0O eingeschaltet.
Der Ausgangsdruck p (1n{2.29)) soll nach 20 sec

Poo = 80 mm WS betragen. Wie groB8 muB der Anfangsdruck
p, zur Zeit t = O im Speicher II sein, wenn auBerdem zur
Zeit t = 0 der Druck Pa in beiden Speichern I und II
gleich sein soll?

4) Gegeben sei noch einmal die mechanische Masse - Feder-
Ordnung.nach Bild 45. Es sei x, = const. m = 0,05 kp o1 sa;
o =1kp L. wie gro8 muB8 k sein, wenn die erste Uber-
schwingung 10 % des Endwertes X, betragen soll?
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2.4 Einige gewthnliche lineare Ditferentialgleichgggen
3, und hoherer Ordnung mit konstanten Koeffizienten

Wir beginnen mit einem Beispiel. Gegeben sei ein elek-
trisches rﬁckwirkungsffeies Dreispeichersystem nach Bild
63 mit den Zeitkonstanten Tl, T2 und TB' Es soll die Dgl
aufgestellt und deren Losung fiir den Fall Ue = const.
berechngt werden.

1 1:1

Bild 63

Wie bei der Ableitung der Dgl (2.19) gelten auch hier fiir
die einzelnen RC-Glieder

Tl Up + UI =U, Ty Upg + UII = UI; T5 U+U-= UiI

Eliminiert man aus diesen Gleichungen UI und UiI' dann
erhélt man die Dgl des riickwirkungsfreien Dreispeicher-
systems

T1T2T3 U+ (TlT2 + ‘1‘1'1‘3 + T2T3) U+ (T1 + TZ + T3) U +

+ U = U (2077)

A
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Damit haben wir eine gewshnliche lineare inhomogene Dgl

3. Ordnung mit konstanten Koeffizienten erhalten.

Um die Dgl zu lésen, verwenden wir auch hier wieder den
e-Ansatz. Das ist jedoch nur méglich, wenn die Dgl homogen
ist. Deshalb machen wir wie frither die Substitution

ysU-Ue
und erﬁalten
L) Al .
'1‘1'1'2'1'3 y + (T,IT2 + '1‘1T3 + T2T3) y+ (T1 + Ty + T3) y+y=0

Mit dem e-Ansatg

At
y=Ce (2.78)

erhalten wir die charakteristische Gleichung 3. Grades

T T A2 4 (T,T, + T,Tx + T,T:) A2 4 (T, + T, + T,) A +

172%3 172 7 T3t %273 12t 3
+1=0 (2.79)

Nun lassen sich Gleichungen 3. Grades im allgemeinen nur
mit sehr viel Rechenaufwand losen. Meistens benutzt man
Niherungsverfahren. (Ein solches werden wir im ndchsten
Beispiel kennen lernen.) In unserem Beispiel jedoch
ktnnen wir uns die umstédndliche Berechnung der Wurzeln
ergparen. Nach der Bemerkung auf 3.29 sind némlich die
Wurzeln der charakteristischen Gleaichung eines Zweispei-
ohersystems gleich den negativ-reziproken Zeitkonstanten,
Dieser Satz gilt auch fiir Drei- und n-Speichersysteme.
Nes konnen Sie in unserem Falle durch Einsetzen in (2.79)
leicht nachpriifen. Demnach waren

A, = A= = - =
1 T, ' "2 T, A5 T
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die Wurzeln der charakteristischen Gleichung (2.79). Mit
(2.78) erhalten wir als allgemeine Losung der homogenen
Dgl

- t/T - t/T - t/T
_ 1 2 3
y = C1 e + C2 e + 03 e

und nach Riicksubstitution y = U - Ue

S P S
T T2 T3

€ + 02 e + C3 e + Ue (2.80)

Dies ist die allgemeine Losung der inhomogenen Dgl (2.77).
In ihr sind jetzt die Integrationskonstanten 01, 02, 03

zu bestimmen. Da es jetzt dreil Zahlen sind, brauchen wir
zu ihrer Berechnung drei Gleichungen und damit drei An-
fangsbedingungen. Nehmen wir an, s seien in Bild 63 alle
drei Kondensatoren vor dem Einschalten von Ue entladen.
Dann wédre zur Zeit t = 0 auch U = UI = UII = Q. Dies

sind schon drei Bedingungen, die uns aber in dieser Form
nichts niitzen, da in der Dgl UI und UII nicht vorkommen.,
Wir miissen deshalb versuchen, UI = 0 und UII =0 filr t =0
durch U auszudriicken.

Aus der oben angefiihrten Gleichung T3 ﬁ +‘U = UII erhalten
wir mit U = 0 und UI =0 fiir t =0 auch U =0 fiir t =0,
Ferner erhalten wir durch Elimination von UII aus den beil-
den Gleichungen T2 UII + UII = UI und T3 U + U = II die
Dgl

T2T3 U + (T2 + T3) U+U =0

Wenn fﬁr t=0 U= UI = 0 und nach dem letzten Ergebnis
auch U = O sein soll, dann muB nach dieser Gleichung auch
U=0 fiir t =0 sein. Damit haben wir die Anfangsbedingun-
gen in einer fiir uns sinnvollen Form erhalten:
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Zur Zeit t =0 sel U =0, U = 0 und U = 0.
Aus (2.,80) erhidlt man

. c - t/T c - t/T c - t/T
U= - Tl e 1. Tg e 2. e © 3 (2.81)
1 2 3
c - t/T c - t/T c -'t/T
6:-—1-29 1,2, 24-—}-ée 3(2.82)
T, T, T4

Aus diesen beiden Gleichungen und aus (2.80) erhdlt man
mit den beiden Anfangsbedingungen das Gleichungssystem

cl + 02 + 03 = - Ue
1 1 1
m C + 7= C + =70C = 0
Tl 1 Ta 2 T5 3
1 1 1
-5 Cl + -3 02 + == 03 = [v]
Tl T2 '.'[‘3

zur Bestimmung der Integrationskonstanten Cl, 02, 03 fir
die gewdhlten Anfangsbedingungen. Es hat nun keinen Zweck
mehr, mit allgemeinen Zahlen Tl’ T2’ T3 weiterzurechnaqn.
Die sich aus dem Gleichungssystem ergebenden Ausdriicke

fiir die Integrationskonstanten sind lang und umstandlich.
Man wiirde jetzt in das Gleichungssystem die Zahlenwerte
fir die Zeitkonstanten Tv einsetzen und die Integrations-
konstanten zahlenmdBig bestimmen. Das bietet keine Schwie-
rigkeiten, da es sich um ein lineares Gleichungssystem
handelt. Falls Ihnen der Umgang mit Determinanten vertraut
ist, dann konnen Sie folgendermaBen weiterrechnen:
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Es sel
U, 1 1 11
D, = e =.Ue71.r'_T_- =-Ug 4
o L 1 2 3
T, Ty 11
F;‘E
1 2 T3
0
T_E',;—Z
2 3
1 -u. 1 |_ 10 :
D, = e =+ U, ol o =+ U, d,
o
o ——
11
Tl '.l'3 _—ET ;‘—2
1 3
1. 0, 1
F T_'é
1. 3
1 1 -u I T N
Dy = ef=-Ug T, T, U, d3
11
T T 11
12 2 7.2
T
1.1,
T_E'T_Z
1 T2

Die dv sind dabei Abkiirzungen fiir die Unterdeterminanten
2. Ordnung.

Ferner sei die Systemdeterminante

D= 1 1 1
1 1 1
"“rl _'1'2 T;‘
1 1 1
Tlé Tf Tf
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Mit Hilfe dieser Determinanten kann man die Ergebnisse
des Gleichungssystems in der Form

D d D a D d

e N 2 -2 =l = - -}
Cp =g =-Ugp 3 Ca=5"=2+U,p53 C53=5=-Ug5
schreiben.

Auch fiir die Determinanten gilt, daB ihre Werte allgemein
ausgedriickt zu recht umstédndlichen Ausdriicken fiihren.
Weiterrechnen hat nur numerisch Sinn. Deshalb schreiben
wir nur noch

.
d, -t/ 4, =-+t/T, d. - t/T
UnUe[l-D—le Lig2e 2.52e - 3’_|(2.35)

Fir diejenigen Leser, welche mit Determinanten nicht ver-
traut sind, sei noch vermerkt, daB die Ausdricke

weiter nichts sind, als die Ergebnisse fiilr Cl, 02, c3
nach obigem Gleichungssystem, wobel allerdings noch Ue
ausgeklammert wurde.

Bild 64
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Den Verlauf von (2.83) zeigt Bild 64. Der Verlauf ist
ganz dhnlich dem von Gleichung (2.45) in Bild 55, Nur
ist dort die Kurve im Anfang etwas steiler. Wir haben sie
zum Vergleich in Bild 64 beide eingezeichnet.

Vergleichen Sie den Rechnungsgang, welcher zur Ldsung der
Dgl 3. Ordnung filhrte, mit dem der entsprechenden Dgl

2, Ordnung unter 2.3.3.1 mit dem Ergebnis 2.45, dann
stellen Sie fest, daB hier nichts grundsdtzlich Neues
hinzugekommen ist. Der e-Ansatz und alle sich aus ihm
ergebenden weliteren Rechnungen bis einschlieSlich der
Bestimmung der Integrationskonstanten ist bei gewdhnlichen
linearen Dgln mit konstanten Koeffizienten prinzipiell
bis 2u beliebig hoher Ordnung anwendbar. Allerdings steigt
mit der Ordnung der Dgl auch der Rechenaufwand sehr gtark
an, Dies macht sich einerseits beim Losen der charakteri-
stischen Gleichung n-ten Grades der Dgl bemerkbar, wel-
ches bei hoherer Ordnung nur néherungsweise moglich ist.
Andererseits nimmt auch die Rechenarbeit bei der Bestim-
mung der Integrationskonstanten sehr stark zu,

Nun ist es in der Regelungstechnik so, daB es nur selten
notwendig ist, eine Dgl héherer Ordnung zu lésen. Es

&ibt dort geniigend Methoden und Kriterien, welche es ge-
statten, die fiir die Regelungstechnik wichtigen Ergeb-
nigse aus den Koeffizienten der Dgl abzulesen und die-

se lassen sich mit verhéltnisméBig wenig Rechenaufwand
verwenden. Eine solche Methode ist z.B. der Frequenz-
gang, den wir noch besprechen werden. Trotzdem muB der
Regelungstechniker natiirlich die Dgln und auch ihre
Lssungen kennen, um vor einer allzu schematischen Hand-
habe sicher zu sein. '

Als néchstes Beispiel wéhlen wir eine Dgl, bei welcher
man die Wurzeln der charakteristischen Gleichung berech-
nen muB8. Gegeben sei die Dgl

X - 9,44 x + 26,24 = O
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Gesucht ist die allgemeine Losung.

Mit dem e-Ansatz x = C e At erhdlt man die charakteri-
stische Gleichung

A3 - 9,48 A + 26,24 = O,

Es miissen Jjetzt die Wurzeln der charakteristischen Glei-
chung berechnet werden. Eine Gleichung 3. Grades hat be-
kanntlich drei Wurzeln., Von diesen muB mindestens eine
Wurzel reell sein, denn die Funktion 3. Grades

y=a,+ al,{ + a212+ a3/13

hat mindestens einen Schnittpunkt mit der A -Achse
(y = 0). Die anderen beiden Wurzeln kdnnen ebenfalls
reell sein, y hat dann insgesamt drei Schnittpunkte mit
der A -Achse. Hat die Funktion y aber nur einen Schnitt-
punkt mit der A-Achse, dann sind die beiden anderen Wur-
zeln zueinander konjugiert komplex. Es ist noch der Fall
denkbar, daB bei drei reallen Wurgeln zwei gleich sind,
d,h., es liegt eine Doppelldsung vor. Die Funktion y hat
dann eine Beriihrungsstelle mit der A-Achse. In Bild 65
sind diese drei Fdlle fiir die Funktion y gezeichnet.
Um nun zunédchst eine Losung zu finden, gehen wir folgen-
dermafBen vor.
Wir schreiben die Gleichung in der Form

A =948 -26,28 (¥V=1, 2, ....)

Viq v

und setzen jetzt fiir :{'1 einen beliebig gewdhlten reellen
Wert in die rechte Seite der Gleichung ein. Wir wéhlen
2.B. 21 = 0. Den sich links ergebenden Wert filr A
nennen wir ’12' -Natiirlich stimmen sie nicht iiberein.
Das wdre nur dann der Fall, wenn wir zufallig eine Wurzel
gewdhlt hatten.
Also
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Bild 65

A2 9,48 A, - 26,24 = 9,44 . O - 26,24 = - 26,24
Ry =-2,97

Jetzt setzen wir rechts in die Gleichung den Wert A 2
ein und erhalten /!3:

A% = 9,44 A, - 26,28 = 9,44 .(-2,97) - 26,24 = - 54,54
As = - 3,79

Jetzt setzen wir 45 ein und so fort:

AJ = - 9,44 . 3,79 - 26,24 = - 62; A, = - 3,96

/153 = - 9,44 . 3,96 - 26,24 = - 63,6; Ag = - 3,99

Ag> = - 9,48 . 3,99 - 26,24 = - 63,9; Ag = - 3,995 - &
AP =-9,48 . 4 -2628=-64 ;Ay=-4
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Damit ktnnen wir das Verfahren abbrechen, da zwischen

"6 und /\7 kein Unterschied mehr besteht. (Wo das Ver-
fahren nicht so glatt aufgeht, rechnet man soweit, his
die noch auftretenden Lnderungen unterhalb der gewiinsch-
ten Genauigkeit liegen.) Sie erkennen in dieser Methode
das "Verfahren der sukgzessiven Approximation" wieder,
welches schon im 1. Lehrbrief fiir die Ldsung einer Dgl
angewandt wurde.

Natiirlich kann man auch nach anderen Verfahren eine L&~
sung der Gleichung dritten Grades finden, z.B, mit dem
Verfahren nach Newton, der "regula falsi", dem Hornerschen
Schema.

Die Durchnumerierung der Indices bei A von 1 bis 7

lagsen wir Jetzt wieder fallen und nennen die so gefun-
dene Lgsung unserer charakteristischen Gleichung

A]. = -4
Eine Gleichung n-ten Grades hat n Wurzeln., Sie seien mit
Al’ 1\2, | o bezeichnet. Man kann die Gleichung n-ten
Crades mit diesen Wurzeln bekanntlich auch in der Form

u°+a1/\+a2/\2+ cee +an)n= (/l-/\l)(/\- 1\2) cee (A=A

schreiben. Diese Gleichung gilt fiir beliebiges A und od sht
etwa nur fir die Wurzeln A= /11 usw. Fiir beliebiges A
sind beide Seiten der Gleichung gleich, wéhrend sie fiir
A= "1’ A= ... A= An auBerdem noch Null werden.
(Sie erkennen das am rechten Teil der Gleichung, in wel-
cher die Paktoren A - A 1 fiir A= /\1, A- /\2 fir

A= 32 usw. Null werden und damit die ganze rechte Seite
vu Null machen).

In unserem Falle also gilt

A - 9,48 A+ 26,24 = ( A- A (A= Ay A /\3) .



wobel "1 = - 4 die oben bestimmte Wurzel, l12 und A 3
die noch zu bestimmenden Wurzeln sind. Multiplizieren wir
die Klammern aus, dann ergibt sich

A3 - 9,48 A + 26,24 = (2.84)
A - (A + A+ '13)112+(J.115+ 115+"-2’\‘,,)"
- )'11243

Wir fiihren jetzt den sog. "Koeffizientenvergleich" durch.
Die beiden Seiten der Gleichung (2.84) sind fiir belie-
biges A gleich, (Die rechte Seite der Gleichung ist nur
eine andere Schreibweise der linken Seite). Das aber ist
nur moglich, wenn die Koeffizienten entsprechender A
Potenzen auf beiden Seiten iibereinstimmen.
A3 nat auf beiden Seiten den Koeffizienten 1.
A% bat links den Kosffizienten 0, rechts A, + A, + A,
Also gilt

.41 + da + '13 =0 (2.85)

Al hat links den Koeffizienten - 9,44, rechts
Ay A+ '{1 /13 + /\2 1\3.
Also gilt
Ay Ay + /{1 /13», A, zl5 = - 9,484 (2,86)

A° (das Absolutglied) hat links + 26,24, rechts
- A A4
Also gilt

Ay A, "3 = + 26,24

Dies sind drei Gleichungen zur Bestimmung von ’\'1, ’la,
P 5+ Natiirlich kenn man mit diesem System von drei

Gleichungen nicht die Gleichung 3. Grades umgehen, denn

die Auflosung dieses Systems nach einer der drei Unbe-
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kannten 11, /12, 113 fihrt wieder auf die urspriingliche
Gleichung dritten Grades. - Da wir nun die Unbekannte A
schon berechnet haben, brauchen wir zur Bestimmung der
zwel restlichen Unbekannten 412 und A, nur noch zwei der
drei Gleichungen. Wir wihlen (2.85) und (2.87) und erhal-
ten mit A1 = - 4 die quadratische Gleichung

1

A2 -4 Ay+656=0 oder auch
1132-4 Ay + 6,56 =0
mit den beiden anderen Ldsungen

Ay=+2+1,63 und Ay=+2-1,63
Unsere Losungen der charakteristischen Gleichung sind
also 11-.-4; Ay =+24+1,6; 115=+2-1,6;1

und nach unserem e-Ansatz wdre die allgemeine L&sung
der gegebenen homogenen Dgl

-4 ¢ +2t+1,6j ¢t +2t-1,6j ¢t
X = Cl e + 02 e + C3 e

-4 t +2t+1,6j5 t+
= C1 e + 12’3 mit 12’3 = 02 e

+2t-1,6j¢t
+ C, e

3

12’3 filhrt, wie wir von friiher wissen, wieder auf eine
Schwingung. Deshalb miiBten wir wieder die langwierigen
Umformungen durchfithren. Jedoch kénnen wir sie umgehen,
denn nach (2.76) konnen wir fiir die sich ergebende
Schwingung sofort
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St
12’3=Ae sin (Wt + 4 )

schreiben. Dabel sind A und ¢ die Integrationskonstanten.
« und @ erhalten wir aus 112 und /‘5. Bs ist

/12/3=+,Jijw =+241,63

(Im Unterschied zu friher schreiben wir jetzt +Ar , da
der Realteil von A /3 Positiv ist). Demnach ist

AJL=+2 ud w=1,6

( = + 2 bedeutet aufklingende Schwingung)
Wir erhalten also
2t
x2’5=Ae sin (1,6 t + 4 )

‘und tur die allgemeine Losung der homogenen Dgl ergibt
sich

-4t 2t
x=Cy e +4Ae sin (1,6 t + ¢4 )
Waren jetzt Anfangsbedingungen gegeben, z.B. durch

x=8a; x=b; x=c firt=0,

dann wiirden wir sundchst aus der allgemeinen Dgl X und X
berechnen und nach Einsetzen der Anfangswerte das Glei-
chungssystem

Cl+Asin'-7
-4Cl+A(2sin‘!+1,6cos‘f)
16Cy + A [(a+ 1,62) sin f + 2:3,2 cos'f]

o
nou

o
1]

ernalten, woraus sich die Integrationskonstanten cl, A
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und ¢ berechnen lasser. Da uns diese Rechnung jedoch kel-
ne neuen Erkenntnisse liefert, soll sie hier nicht weiter
fortgefiihrt werden.

Die allgemeine Losung besteht aus zwei Su.::anden

-4t o2t
Xy =Cy e und x, =24 e sin (1,6 t + 4 )

Xy geht mit wachsendem t gegen Null, Sie lLat deshalb auf
den wesentlichen Verlauf der Funktion x praktisch keinen
EinfluB. x, ist eine Schwingung mit der Xreisfrequenz
ws= 1,6 [s'l] deren Amplitude mit der e-Funktion e
wédchst. Die Schwingung ist also aufschauviielnd. Fiir

t —» o0 geht auch die Amnlitui~ der Schwingung gegen
co. ' _

Fir ein gegebenes mechanisches oder elektrisches System
darf so etwas natiirlich niecht cintreten, da bei einem
Maximalwert von x das System zerstort werdea wiirde.

In unserem Beispiel tritt eine aufklingende Schwingung
auf, Fir allz partikuliren Losungen, bei welchen 02 und
05 nicht Null sind, gilt dann dasselbe, Die Lrt der
Schwingung ist also nicht abhingig von der Wahl der in-

2t

fangsbedingungen, sondern liegt, wie frither schon betont
wurde, nur am geridtetechnischen Aufbau des gegebenen
Systems und dessen Binstellung, und dies wird durca die
Koeffizienten der homogensn Dgl ausgedriickt.

Das Auftreten einer aufklingenden Schwingung haben wir
schon an den Wurzeln der charakteristisciien Gleichung
erkannt. A, = - 4 ist negativ- recll uad ergibt die ab-
.klingende e-Funktion, x) =0C; e S 4T wure A y croser
als Null, 2z.,B., = + 4 gewesen, dann hdtte sich dio mit
der Zeit immer schneller wachsende e-Funktion Xy = C,e
ergeben, welche cebenfalls zur Zerstdrung des 3Systsms

+ 4 %

tikrt, Die Wurzeln k, und k, sind zueinander konjugisrt
komplex und liaben den gemeinsamen itealteil + 2. Jicser
bildet mit t den Exponenten der e-Funktion e 2% in der
Amplitude der Sinusschwingung. Dadurch crgiht =ich das
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Anwachsen der Amplitude mit der Zeit. Hétte sich dieser
Realteil negativ, z.B, - 2 ergeben, dann hiétte e ~ 2t
in der Amplitude gestanden und die Schwingung wédre ge-
dampft gewesen.

Zwel konjugiert komplexe Wurgzeln der charakteristischen
Gleichung ergeben eine Schwingung. Sie ist gedémpft, wenn
der Realteil der Wurzeln negativ und aufklingend, wenn
der Realteil positiv ist. Ist der Realteil Null, dann
ergibt sich eine ungedémpfte Schwingung (konstante Ampli-
tude). Reelle Wurzeln ergeben keine Schwingung, sondern
eine abklingende e-Funktion fiir eine negative und eine
aufklingende e-Funktion fiir eine positive Wurzel,

Diese Verhdltnisse konnen wir in der komplexen Ebene
deuten. Damit die hisung x einer linearen Dgl n-ter Ord-
nung mit konstanten Koeffizienten fiir t -+ <9 zu endli-
chen (stabilen) Werten geht und auch keine Dauerschwin-
gung ausfilhrt, missen die Wurzeln der charekteristischen
Gleichung in der komplexen Ebene alle in der linken Halb-
ebene liegen (neg. Realteill)(Bild 66). Im Bild sind fiir

93

"1

*3

Bild 66
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die verschiedenen von uns besprochenen Falle die mdglichen
Lagen der Wurzeln eingetragen. Es ergeben die Punkte
1 - 1 eine aufschaukelnde Schwingung.
2 eine e-Funktion, nach ©® wachsend
3 = 3 eine ungedampfte Schwingung
4 - 4 eine gedampfte Schwingung
5 eine abklingende e-Funktion.

Sie werden in der Regelungstechnik beim Studium der "Sta-
bilitatskriterien" diese Gedankengénge brauchen,

Die Wurzeln der charakteristischen Gleichung bestimmen
sich aus den Koeffizienten der homogenen Dgl, denn diese
sind auch die Koeffizienten der charakteristischen Glei-
chung. Es miiBte nun auch méglich sein, aus den Koeffi-
zienten der homogenen Dgl auf das Verhalten der Losung zu
schlieB8en und zwar ohne erst die ganze homogene Dgl

lésen zu miissen, was ja bei hoherer Ordnung mit viel Auf-
wand verbunden ist. Dieses Problem wurde von Hurwitz ge-
lost und Sie werden es als Stabilitatskriterium in der
Regelungstechnik kennen lernen. Wir wollen nur einen Teil
desselben angeben:

Wenn nicht alle Koeffizienten der homogenen Dgl von Null
verschieden sind oder wenn nicht alle Koeffizienten gleiches
Vorzelchen haben, dann ist die von der Dgl beschriebene
Anordnung instabil,

In unserem Zusammenhang wollen wir eine Anordnung dann
stabil nennen, wenn in der allgemeinen Losung der homo-
genen Dgl der Anordnung alle als Summanden auftretenden
Funktionen fir t ~» o0 gegen Null oder gegen einen festen
endlichen Wert gehen und wenn evtl. auftretende Schwin-
gungen abklingen. Im anderen Palle nennen wir die Anord-
nung instabil, '

Pir Dgln 1. und 2. Ordnung gilt auch die Umkehrung:
Sind bei einer Dgl 1. und 2, Ordnung alle Koeffizienten
vorhanden und haben sie auch gleiches Vorzeichen, dann
ist die durch die Dgl beschriebene Anordnung stabil.
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Man kann an Beispielen zeigen, daB bei Dgln héherer Ord-
nung trotz vorhandener Koeffizienten mit gleichem Vor-
zeichen Instabilitdt auftritt, d.h. dieses Kriterium
reicht dort nicht aus. Nach Hurwitz muB8 in einem sol-
chen Falle noch eine zusatzliche Determinantenbedingung
erfiillt werden, damit Stabilitdt vorliegt. Wir wollen
diese Bedingung hier nicht besprechen.

In unserem letzten Beispiel fehlte das Glied mit x, sein
Koeffizient ist Null, Auferdem haben die Koeffizienten
von 'x und x verschiedenes Vorzeichen. Demzufolge hatte
die Losung einen instabilen Anteil, Die Amplitude der
Schwingung wéchst mit der Zeit iiber jeden Wert.

Tin anderes Beispiel ist unsere Dgl (2.23). Sie ist von
2. Crdnung und es sind alle Koeffizienten vorhanden

und von gleichem Vorzeichen. In diesem Falle ist die
Anordnung, wie wir gesehen haben, immer stabil, es
treten immer gédiampfte Schwingungen oder gegen einen
festen Viert gehende e-Funktion auf. Wiirden wir aber die
Dampfung wegnehmen, dann ware k = 0 und die Anordnung
ware instabil, denn es ergibt sich jetzt eine ungedémpfte
Schwingung. Wirden wir k hegativ machen (die technische
Realisierung dieses Falles interessiert jetzt nicht),
dann wiirden wir aufklingende Schwingungen erhalten, was
ebenfalls Instabilitdt bedeutut. In diesem Falle wéren
alle Koeffizienten vorhanden, jedoch hatten sie ver-
schiedenes Vorzeichen.
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2.4.2 Dgln hoherer Ordnung

Gewshnliche lineare Dgln mit konstanten Koeffizientsu tre-
ten auch von hoherer Ordnung in der Regelungstechnik haufig
in Erscheinung. Sie entstehen beispielsweise durch Verket-
tung mehrerer Regelkreisglieder. Der Regelungstr.n: "ker
braucht nun im allgemeinen die numerisch explizite Form
der Losung nicht zu kennen. Er muB nur wissen, welche
Lésungsformen moglich sind und ob Stabilitat vorliegt.

Wir kdnnen nach unseren bisherigen Erfahrungen nun an-
geben, welche Losungen moglich sind. Entscheidend isé
dafiir, wie Sie gesehen haben, das Verhalten der Wurzeln
der charakteristischen Gleichung. Es konnen hierbei fol-
gende Fédlle auftreten:

1. Alle Wurzeln sind reell. Dann treten keine Schwingungen
auf. Die allgemeine Losung der homogenen Dgl besteht
aus einer Summe von e-Funktionen mit meellen Exponen-
ten. Im allgemeinen treten so viele Stn .. “2n auf,
wie die Ordnung der Dgl betrédgt. Lautet die horiorene
Dgl

(n) (n-1)

a, X +a, X% t eees + 8y X=0,

dann lautet die allgemeine Losung der homogenen Dgl
ALt Aot At o ]
_ 1 2 " _ “y
X = Cl e + 02 e + caes + Cn e = g_; C' e

Hierbel gilt allerdings die Voraussetzung, dal} alle
Av % 0 und voneinander verschieden sind. Bei Vor-
handensein einer oder mehrerer Doppelwurzeln nat die
Losung eine andere Form. Sie fingen sie im Dedarfs-
falle in Tascienbichern, z.B. Dubbel. is sei an die
Formel (2.66) erin ert, in we.d er fir die Dpl 2,
Ordnung im Falls einer Doppelwurzel die Loesuus anges-
ben wurde. Sind alle Wurzeln der charcstsristischen
Gleichung negativ, dann gehen alle e-Funkbtionen gogen
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Null, es liegt Stabilitét vor. In diesem Falle verhidlt
sich die durch die Dgl beschriebene Anordnung wie ein
riickwirkungsfreies n-Speichersystem. Die Zeitkonstanten
der einzelnen Speicher sind gleich den negativ-rezipro-
ken Wurzeln der charakteristischen Gleichung.

Iet auch nur eine reelle Wurzel positiv, dann liegt
Instabilitdt vor: x widchst mit der Zeit iiber alle Gren-
zen.

Ein Wurzelpaar ist zueinander konjugiert komplex, alle
anderen Wurzeln sind reell. Das konjugiert-komplexe
Wurzelpaar liefert eine Schwingung, deren Kreisfrequeng
gleich dem Imaginérfeil der Wurzeln ist. Sie ist ge-
dampft, wenn der Realteil kleiner als Null, ungedémpft,
wenn der Realteil gleich Null und aufklingend, wenn
der Realteil groBer als Null ist. Die rellen Wurzeln
ergeben wie oben eine Summe von e-Funktionen. Wir
konnen fiir den Fall, daB alle reellen Wurzeln vonein-
ander verschieden sind, die allgemeine Losung der ho-
mogenen Dgl auf die Form ’

St At

t
x=Ae sin('wt+‘-?)+c§e54.34944-...-0-

bringen. Hierin sind A, ¢, c4, 05, eeey Cp die Inte-~
grationskonstanten, ﬁf und @ sind Real- und Imaginar-
teil der konjugiert-komplexen Wurzeln. Liegt eine in- -
ﬁomogene Dgl vor, dann wird zu der allgemeinen Ldsung
der homogenen Dgl noch eine partikulédre Losung der in-
homogenen Dgl addiert, welche man auf dieselbe Weise
finden kann, wie dies fiir Dgln 2., Ordnung beschrie-
ben wurde.

Mehrere Wurzeln der charakteristischen Gleichung
sind zueinander konjugiert-komplex. In diesem Falle
liefert jedes zueinander konjugiert-komplexe Wurzel-
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paar eine Schwingung, so daB die allgemeine Losung
mehrere Schwingungen enth&dlt. Die evtl. noch vor-
handenen reellen Lésungen liefern wieder eine Summe
von e-Funktionen, die fiir negative Wurzeln abklingen.
Pir den Pall von zwel zZueinander konjugiert komplexen
Wurzelpaaren (also vier komplexen Losungen) konnen
wir die allgemeine L&sung der homogenen Dgl in der
Form schreiben

Ayt Aot
x =4, e sin(@,t +Y,) + Aj e sin(w, t +4,) +
1 1 1 2 2t + %2

A

At At
.+05° 6

t
5 g
+cee +...+cne

Im inhomogenen Falle kommt noch eine partikulére Lo-
sung der inhomogenen Dgl hinzu. Bild 67 zeigt Ihnen,

Bild 67
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wie die beidon Schwingungen mit den Kreisfrequenzen
W, und a)é sich iiberlagern. Bild 68 zeigt ein parti-
kulires Integral der homogenen Dgl fiir -den Fall, daB’
auBer zwel konjugiert komplexen Wurzelpaaren noch eihe
negativ-relle Wurzel auftritt. Der Verlauf wird fir -
andere‘Anfangsbedihgungen'nur im Anfang wesentlich
anders, der hauptsichliche Verlauf der Funktion bleibt
bestehen. Ob die gegebene Anordnung, welche durch die

Bild 68

Vgl beschrieben wird, stabil ist, kann durech die Wur-
zeln der charaktsristischen Gleichung bereits ent-
schisden werden. Reelle Wurzeln mﬁséen negativ sein
uni bei komplexen Wurzeln miissen die Realteile negativ
sein. Jn so vorzugehén, bedarf es abdr der Kemntnis
der Wurzeln, welche nur durch mihsame Rechnung zu fin-
itr eind. Wan kann aber, wie schon besprochen, aus den
icienten der Dgl auf die Stabilitit schlieBen,
3 dem Iiurwitz-Verfahren gibt es in der Regelungs-
taernik eine Anzahl verschisdener Veérfahren, um iiber
Stavilitit oder Instabilitdt zu entscheiden. Dort wer-

den Sie auch-einige dieser Verfahren kenner lernen.
divcse sog. "Stabilitidtskriterien" entheben uns der -

k2, gine Dzl neter Ordnung explizit ldsen su miissean.
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Losungen zu den Aufgaben

Losungen zu den Aufgaben zu 2.3.2

1. Es gelten wie beim Beispiel 4 die Gleichungen
U, =Ug +Up + Uy (1); U, = /e (2);

c
U, =LJ (3); Ug=dRrR (4)

Es soll UR berechnet werden. Dazu miissen U, , Uc und J
eliminiert werden. Aus (4): J = UR/R; J = BR/R. Hier-
mit ergibt sich aus (2) U, = UR/RC und aus (3)

U; = L Up/R.

Wir setzen in (1) ein. Dann folgt

Ly ..1_.f
Ue = UR + R Uh + 7 ¢ UR dt oder

" . U
LC UR +RC UR + Uﬁ =RC Ue

Bild 69
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Vergleich mit (2.30) ergibt: Die homogene Dgl ist
die gleiche wie dort, nur die Storfunktion ist ver-
schieden.

Infolge der Verschiebung des freien Federendes um den
Winkel tritt am anderen an der Achse befindlichen
Federende das Moment Mo = C "o auf. Nach einem klei-
nen Augenblick hat sich der Korper um den WinkelYge-
dreht,und damit hat sich auch die Feder um diesen
Winkel ¢ entspannt. Das in diesem Augenblick wirk-
same Drehmoment betrdgt M = M, - cs¥=c¢ o0 - cy.,
Andererseits ist nach dem dynamischen Grundgesetz des
starren Korpers M = O'f Wir erhalten also die Dgl

@‘}arc'f =c ¢,

R, Re
Ue Yar Uegs G CT U
MY | W
-—J
Bild 70

Aus Bild 70 entnehmen wir die Formeln

U, = Upy + Uy (1) Ugy =Ugp + U, (2)

J = Jl + JZ (3) 'UR]. = J Rl (4)
Upo = Jy Ry (5) Uy = Jl/cl (6) und
Uc = J2/02 (7).
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Aus (1) und (2) folgt U, =Up; + Up, + U, (8)
Aus (5) und (7): Up, = B, J, = RO, U, . (9)

Aus (4) und (3): Upy =93 Ry + J2R1. Mit (7) folgt hieraus
. . .
uhfl. = J]_Rl + R162 Uc' Mit (6): URl = Rlclucl + RlcaUc.
() e ] .
Mit (2): URl = RlC]_URa + Rl(;]_uc + Rlcauc und mit (9)
R1 = Ry0RoCp U, + RyC; U, + RiC, U, (10)
Die Gleichungen (9) und (10) werden in (8) eingesetzt.
Man erhélt geordnet
Ry0,B,C, U, + (RyC) + RoCp + RiCo) Uy + U, = U,
Bel dem nicht riickwirkungsfreien Zweispeichersystem sind
dle Koeffizienten anders gebildet als beim riickwirkungs-
frelen System. Deshalb muB sich auch eine andere Lisung
ergeben. Beide Systeme unterscheiden sich also. Mit den
Abkiirzungen Tl = Rlcl, T2 = Rac2 des riickwirkungsfreien
Zweisgpeichersystems und 5[‘12 = R162 lautet die Dgl
4T U, + ('1'1 + Ty + T12) U, + Uc = U,

Der Koeffizient von ﬁc ist belm riickwirkenden System um
'1'12 gréBer als beim riickwirkungsfreien System.
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Lésungen der Aufgaben zu 2.3.3

1)L C U, + R CU,+U, =1U,.

Substitution x = T, - Ue.

LCxXx+RCX+x = 0. Charakteristische Gleichung:
Lc A2,RrRcd +1 =0,

VWurzeln der charakteristischen Gleichung

ba e - s

a) L=1H; C=10"C%F; R = 4000Q

Die Wurzeln werden

A1 = - 27 st

Allgemeine Losung der homogenen Dgl:

-27% t - 3730 t
x = Cl e + Ca e

und /12 = - 3730 gL

Allgemeine Losung der inhomogenen Dgl

-27 t - 3730 t
Uy,=Cy e +Cy 0 + 100V (Ue = 100 V)

- 270 ¢ =373 t

U,=-2%C; e - 3730 Cy e

Anfangswerte Uc = 0 und 6c = O'fﬁr t = 0 ergeben die
Gln 0 =C; + Cy + 100 und 0 = - 270 €y ='3730 C,
Hieraus

¢, = - 107,8 [v] una c, = 7,81 [V]
Partikulére Losung:

: - 27 t - 3730 t]
U, =100 [1 -1,08 e + 0,0781 e

c
Sie hat die Form der Gleichung (2.45) und damit denVer-
lauf nach Bild 55. Da keine Schwingung vorliegt,kann
man die Anordnung durch ein riickwirkungsfreies Zwei-
speichersystem ersetzen. Durch Vergleich unserer
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partikuldren Losung mit (2.45) erhdlt man
T, = 1/270 [8] und T, = 1/3730 [s.]

L=1[H]; C=10"%[F] R = 2000 [a]
Es ergibt sich jetzt die Doppelwurzel

Ay = Ay = - 1000 [s7]
Allgemeine Losung der homogenen Dgl:

A1t - 1000 t
X = (cl + Czt) e = (c1 + cat) e

Allgemeine Losung der inhomogenen Dgl:

- 1000 t
Uc = (cl + Czt) ) + 100 (Ue = 100 V)
K - 1000 t - 1000 ¢
U, = -(C1 + Czt) 1000 +Cye
Mit den Anfangswerten Uc = ﬁc =0 filr t = 0 ergibt

sich
c1 = - 100 und 02 = - 105

Partikuléare Losung der inhomogenen Dgl

- looo t
Uc = 100 [1 -« (1 + looo t) e ]

Auch hier tritt keine Schwingung auf. Verlauf der Funk-
tion prinzipiell wie Bild 55. Zeitkonstanten Tl TZ.
Nach $.29 sind die Zeitkonstanten gleich ven nega-
tiv-reziproken Wurzeln der charakteristischen Glei-
chung:

T1=T2=——%1——= %‘—)— [S]

lan kann also im Palle a) und b) eine Anordrmng nach
Bild 44 benutzen. Die Spannung Uc hat beil der Wahl der
berechneten Zeitkonstanten den gleichen Verlauf in Ab-
héangigkeit von der Zelt wie beil unserem Beispiel.
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3) L= 1[H],c = 10"5[F],R = looo[1]
Die Losungen der chrakteristischen Gleichung werden
Jetzt komplex.

h1/2.-5o018673
Die allgemeine Lisung der inhomogenen Dgl wird

-500 t + 867 jt -50t ~-867 3 ¢t
Uc-cl'e +cae + 100

Jetzt miiBte wieder die Bestimmung der Integrationskon-
stanten folgen. Danach wire wieder die umstandliche
Umformung auf die sich ergebende Schwingung notwendig.
Wir kénnen Jedoch diese langwierige Rechnung wesent-
lich abkiirzen. Wir wissen: Wegen der komplexen Ldsun-~
gen der charakteristischen Gleichung ergibt sich eine
Schwingung. Sie ist geddmpft, da der Realteil von

A.‘ /2 negativ ist und hat die Kreisfrequenz

@ = 867 8" ~. Nach (2,76) kann man fiir die allgemeine
Losung der homogenen Dgl in unserem Falle mit den In-
tegrationskonstanten A und ¢

-.Jt - 500 t

T =Ae sin(@t +¢) = A e sin(867 t + &)
schreiben. Die allgemeine Losung der inhomogenen Dgl
wird

- 500 t
U . =Ace sin (867 t +¢) + 100
Hieraus erhalten wir

. - 500 t
Uc-:A[- 500 e sin (867 t + ) +

- 500 t
+ 867 e cos (867 t + )]

Mit den Anfangswerten U, = O, U, =0 fiir t = O erge-
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ben sich aus Uc und ﬁc die Gleichungen zur Bestimmung
von A und ¢ :

0 =4 sin 4+ 100
G = A - 500 sinf + 867 cos f

Aus der letzten Gleichung folgt

tan ?-%%%-1,733 o= 60° 2

i

und aus der anderen

loo 100
A=-%ng ="~ 5,866 = - 15,5

Damit lautet die partikulire L&sung

- 500 t '3
Uc = - 115,5 ¢ . sin (867 ¢ + —3— ) + 100V
Joetzt ergibt sich also eine Eigenschwingung mit der
Eigenkreisfrequenz @ = 867 [8-1]

Erste Uberschwingung:

I 5es.E
Uv. -0 @ 867

—g = = @ = 0,163

Die erste Uberschwingung betrdgt 16,3 % von Ugy. Da-
durch tritt am Kondensator eins maximale Spannung von
Uo max = Ue + 0,163 Ue = 116,53 V auf,

L=1H C=12°¥F R=0

Die charakteristische Gleichung hat jetzt die rein
imagindre Wurzel

M/al:].o}j

Allgemeine Ldsung der inhomogenen Dgl:
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Da jetzt der Realteil von Al/z Null ist, so besitzt
die sich ergebende Schwingung keine Dampfung (/$= 0)
und die allgemeine L&sung der homogenen Dgl lautet
mit den Integrationskonstanten A und-(f

x =A sin (lococ t + ¢ ) (e =11)
Die allgemeine Losung der inhomogenen Dgl wird
Uc=A sin (looo t + 4 ) + loo

Hieraus

l‘!c = looo A cos (looo t + ¢ )
Mit den Anfangswerten

Uc=o,t'1c=o fiir t = 0 folgt
0 =A sin 4§ + loo
0 = looo A cos ¢

4

Aus der letzten Gleichung: cos 4 =0 und f = —3-

Aus der Gleichung zuvor:

Partikulare Losung:.

Uc = - loo sin(looo t + %) + loo = loo (1 - cos looo t)

U, = loo (1 - cos looo t)
Es liegt jetzt gegeniiber R = looo 2 eine ungedémpfte
Schwingung vor. Sie hat die Eigenkreisfrequenc
@, = looo sl und ist groBer als oben., Den Verlauf
der Funktion zeigt Bild 71. Mit R = O hat die Schaltung



Bild 71

Bild 72

das Aussehen nach Bild ?72. Wegen Ur =0 ist in jedem
Augenblick

Ue = Uc + UL

oder

UL = Ue - Uc = loo - loo + loo cos looo t

= loo cos looo t



Die Spannung an UL hat also gegeniiber Uc eine Phasen-
verschiebung von 180° und schwingt symmetrisch um die
Zeitachse. In jedem Augenblick ist die Summe beider

Bild 73

Spannungen = Ue = const. In Bild 73 ist der Verlauf
beider Spannungen gezeichnet. Eine Betrachtung der
Energieverteilung wirde zeigen; daB die elektrische
Energie zwischen L und C hin- und herpendelt. In
praktischen Fédllen l&aB8t sich natiirlich R = O nicht
verwirklichen. Der durch R flieBende Strom J ent-
wickelt dort Joulesche Warme, welche die Schwingung
wie unter ¢) R = looo 2 abklingen 1l&Bt,

Die vier Falle unseres Beispieles zeigen Ihnen folgen-
des:

R ist in der Dgl nur im Koeffizienten von Uc enthal -
ten. Wir haben diesen Koeffizienten immer kleiner ge-
macht: 4000, 2000, looo und 0 2 . Dabei ging das
Uvergangsverhalten vom aperiodischen Verhalten iiber
den aperiodischen Grenzfall zum gedémpften Schwin-

gen und fir R = 0 schlieBlich zur ungedémpften Schwin-
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gung. Der Koeffizient von ﬁc bestimmt also in unserer
Schreibweise, wo der Koeffizient von Uc zu 1 gemaght
worden war, wesentlich das Ubergangsverhalten. AuBSer-
dem zeigt Ihnen dieses Beispiel, daB die Verh&éltnisse
hier ganz analog denen bei unserer mechanischen Masse-
Feder-Anordnung liegen. Das ist nicht verwunderlich,
denn mathematisch sind die Probleme die gleichen und
miissen demnach auch die gleichen Losungen haben.

Da Jjetzt X, = O‘ist, lautet die Dgl

els
olw

x +x_ =0,

+ a a

a

Fiir den ersten Teil der Aufgabe lauten die Anfangsbe-
dingungen

x, = xao und X, = 0 firt =0,

Charakteristische Gleichung:

%h2+%/1+1=0

Losungen
A = - =K . £ 1lﬁi=-J+Jw
1/2 Zmt m 4mo *

Die allgemeine Losung der homogenen Dgl ist eine
Schwingung der Form

-t

X, o~ Ae s;n(wt+tf)

mit A und ¢ als Integrationskonstanten. Ilieraus

-dt - St
xa=‘\[- Je sir (wt +¢) +we cos(aft+lf)]

.

x =0 fir t =0

w!' ta

R O TS TS S 3



- 112 -

x, =A sin'fundO:A[-Jsin4+wcqs'J]

ao
Hieraus @
tan ¥ = ——
J
Nun ist
’ il
tan ¥ W A

sin ¢ = ;ﬂsa.si oy =  : -
1 + tan“y \ll'fﬂ:
gL

und hiermit

x

Den Verlauf der Lidsung zeigt Bild 74. Vergleichen Sie
Xo

Sl 74

nen Siv, daB die wesentlichen Tei-
agtirmen. Auch ¢ und w sind
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dieselben Ausdriicke. Sie hiéngen nur von m, k und ¢ ab,
wie frither schon betont.

Der zweite Teil der Aufgabe ergibt fir alle t

denn x, =0 und ia =0 fir t = 0 bedeutet, daB die
Masse m nichit aus der Ruhelage herausgenommen und auch
nicht angestoﬁen wird. Sie muB also weiterhin in Ruhe
bleiben, d.h. in diesem Palle ist X, = 0 die parti-
kulare Losung der Dgl. Sie erhalten dieses Ergebnis
natiirlich auch aus der allgemeinen Losung nach Be-
stimmung der Integrationskonstanten mit den vorliegen-
den Anfangswerten.

Man erhalt C1 = 02 = 0 und hiermit auch X, = C fir
jeden beliebigen t-VWert.

Die Dgl lautet

o .
TlTa P+ (T1 + Ta) P+P=p,
Ty =T, = 6o (s]ergibt

3600 p + 120 P + p = p

Substitution: x =p -~ p,

3600 X + 120 X + x = O

Dile charaktaristischie Gleichung hat die Doppelwurzel
A A,., = - /60

v, der ichomogenen

A
s Lgosun
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- t/60
p = (C1 +Cy t) e + P,

und ihr Differentialquotient

, - t/60 1 - t/60
P=02e -(Cl+02t) e

60

Fir t = 20 [s] sei p = p,, = 80 [mn ws]
Aus der ersten Gleichung erhalten wir hiermit

-2
60
80 = (C1 + 20 02) e + loo

oder c1 + 20 02 = - 28

Zur Zeit t = o soll der Druck im Speicher I gleich dem
im Speicher II sein. In diesem Augenblick kann dann
keine Luft iiber die Drossel D2 flieBen, d.h. im Spei-
cher II kann sich der Druck zur Zeit t = O nicht &an-
dern., p = O filr t = o. Dies ist der zweite Anfangs-
wert. Wir erhalten damit als zweite Gleichung

Aus beiden Gleichungen folgt

C1 = - 21 und 02 = - 0,35

Damit lautet die partikuliZre Losung der Dgl

- t/60
P=-(21 + 0,35 t) e + loo

Diese Gleichung gibt den Verlauf des Druckes in
Abhangiskeit von der Zeit an. Zur Zecit t = 0 ist
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- 0/60
p=p, =-(21 + 0,35 ,0) e

+ loo
a

Py =79 [mmWS]

Dieses Beispiel sollte Thnen zeigen, daB8 die Anfangs-
bedingungen auch anderer Art als bisher sein konnen
und daB sie nicht immer in expliziter Form vorliegen
miissen. In unserem Beispiel war eine Bedingung die
Druckgleichheit in beiden Speichern zur Zeit t = O,
Die Bedingungen sind wie die Integrationskonstanten
v6llig willkiirlich, sie miissen nur voneinander unab-
héngig sein, d.h, die eine darf nicht aus der ande-
ren folgen,

Fiir die erste Uberschwingung gilt nach S.44

Jz
w
x, - X
a_"e _,
xe

Laut Aufgabenstellung ist (x, - x,) / x, = 0,1
. dE
w

+
(<]

0,1l =e oder lo = e . Hieraus

JT log lo _
T@ T Tog e =2,31

_ k
J- —2m und @ =

2
Wir setzen diese Werte in % = 2,31 = 5,32 ein
und erhalten N
2 -
k™ & -
4mc - k2 = 5,32

und hieraus
k=1% 0,265 [kp m™* &
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y' ist aber die Tangentenrichtung der gesuchten Funktion
y = £(x). Die gesuchte Funktion hat also an der Stelle
x = 2; y = 1 die Tangentensteigung y' = 0,5. So kann man
fir jeden beliebigen Punkt der x-y-Ebene nach der gegebe-
nen Differentialgleichung eine Steigung ausrechnen.(Aller-
dings gibt es auch Punkte, die keine eindeutige Tangenten-
richtung haben. Fir den Punkt x = O, y = O unseres Bei-
splels ist y' =% , also ein unbestimmter Ausdruck).
Trigt man fiir jeden Punkt der x-y-Ebene, fiir welchen durch
die Dgl eine Steigung_ﬁefiniert ist, die Steiguné ein, dann
erhédlt man ein sog.
"Richtungsfeld".
In Bild 22 haben
wir das Richtungs-

y ‘ feld fiir unser Bei-
spiel.
W\ \ eo} | Wir hatten schon
\ sk | / // /:/ weiter oben betont,
NN \ \ daB eine Dgl eine
~ N \\w7—~777L;ﬁéy7 Bestimmungsglei-
~ \ \_ />/// | ¥=g5 chung fiir eine
— ¥ — Funktion, etwa
~ N — — T _ = ;
E—— e S R A LR NI AD
— /;i/ N\~ — = In der x-y-Ebene
— T\ \ AN ’ ] -
Pz / \\ N\ \ ~ ergibt diese Funk
/;/ / l_ \ ~ tion irgendeine
/ \ \ ~ Kurve. Es ist ohne
v/ \ NN
\\ weiteres klar, da8
{ \ \ \\ diese Kurve auch
in des durch die

Dgl bestimmte
Richtungsfeld pas-
sen muB. Fir unser
Beispiel sind die
Kurven, die in das
nach Bild 22 gege-
Bild 22 bene Richtungsfeld



- 56 =

passen, offenbar alle durch den Koordinatenursprung gehen-
den Geraden. (Zu jedem Punkt der x-y-Ebene gehdrt, wie Sie
sehen, eine ganz bestimmte Gerade. Deshalb gibt es fir
jeden Punkt nach der Dgl auch nur eine ganz bestimmte
Richtung. Nur der Koordinatenursprung gehdrt zu allen
Geraden.
(baran liegt es auch, daB fiir unser Beis piel y' = 4]1( die Rich-
tung im Koordinatenursprung unbestimmt, % war. Dort kbnnen
eben alle Richtungen auftreten).
Wir konnen nun auch eine geometrische Deutung fiir die Lo-
sung einer Dgl geben:
Die Losung einer Dgl ist eine Kurvenschar, welche in
das durch die Dgl gegebene Richtungsfeld paBSt.
Betrachten wir daraufhin noch einmal unser obenstehendes
Beispiel: y' = %. In das Richtungsfeld nach Bild 22 pas-
sen alle Geraden, die durch den Nullpunkt gehen. Die
Gleichung einer solchen Geraden ist

¥y = m x (m = Richtungsfaktor)

Setzen wir hier ein anderes m, etwa m, ein, dann ist auch
dies eine in das Richtungsfeld passende Gerade. Die Dgl
ist offenbar "auf ein bestimmtes m nicht angewiesen".

Sie gilt fir jedes beliebige m. Des bedeutet, da8 m in
der Dgl nicht auftreten darf, denn wirde m in der Dgl auf-
treten,dann wiirde doch die Dgl nur fiir gerade das in der
Dgl vorkommende m gelten. Wollen wir also filr die Gera-
denschar y = m x die Dgl aufstellen, dann miissen wir m
eliminieren. Es ist

y=mxund y' =m, also y = y' x und hieraus

y' =4

Dies ist die Dgl unseres Beispieles. Setzen Sie hier wie-
der y = mx ein, dann erhalten Sie selbstverstidndlich wie-
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der eine Identitit, denn es ist y' = m und % = m. Die gange
Kurvenschar y = m x, d.h. alle Geraden; welche durch y = m x
fir verschiedenes m entstehen, ist also eine Losung der
Dgl.

Wir wollen hierzu noch ein zweites Beispiel betrachten.
In 2.11 hatten wir die Dgl fiir den Luftdruck in Abhiéngig-
keit von der Hthe h iiber dem Erdboden aufgestellt. Sie
lautete: .

%ﬁg——[ﬂ-p

Py

Wir wollen das zugehdrige Richtungsfeld zeichnen. Das
spezifische Gewicht der Luft bei 0° ¢ und 760 Torr betrigt
= 1,293 !g . Der Luftdruck 760 Torr entspricht
m

1,033 . 104 EE .

m
Also ist
Yo . 14222_____1_ = 1,25 1074 (™)
Po 1,033 1o
Hiermit ist

ap _ _ -4 (k
it 1,25 p 10 (;g)

Dae .Richtungsfeld hierzu ist in Bild 23 gezeichnet.
(p entepricht der y-Achse, h der x-Achse). Wie Sie aus der
Dgl sehen, hingt %ﬁ nur von p und nicht von h ab. Deshald
haben alle Punkte auf einer zur h-Achse parallelen Gera-
den dieselbe Steigung. Die Steigung flir alle Punkte mit
P = 4000 E% beispielsweise berechnet sich so:

m

%ﬁ = -1,25 . 4000 . 1074 = _ o5 (kp/m?)

2
- 0,5 (kB[
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0,4

02

Bilad 23
4

oder nach Erweiterung mit 1o

2
dp _ 4 kp/m
R R S )

Nach diesem Ergebnis erhilt man die Steigung fiir p = 4000
kp/m2, indem man durch den Puakt 0,5 . 10° auf der p-Achse
und durch den Punkt 10 0oo m auf der h-Achse eine Gerade
zieht. Alle auf der Linie p = 0,4 . 104 kp/m2 liegenden



- 59 -

Punkte haben dann eine zu dieser Geraden parallele Steigung.
Diese Gerade ist in Bild 23 eingetragen.

In 2.11 hatten wir auch die Losung der Dgl angegeben.

(Wir werden sie spidter noch ausrechnen). Sie lautete

=% 4
P=p,e P,

Nach dieser Funktion ist mit pj = 1,033 . 10* (kp/n?) aie
in Bild 23 gezeichnete Kurve ausgerechnet worden. Sie se-
hén, da8 die Kurve in das Richtungsfeld paB8t. Es gibt aber
sicher noch andere Kurven, die in das Richtungsfeld.
‘hineinpassen. Die charakteristische Form dieser Kurven ist
nach dem Richtungsfeld die gleiche, wie die der gezeich-
neten Kurve. Des erklidrt sich folgendermaBen:
' Wir nehmen einen anderen Ausgangsdruck an. Statt Py =
10330 kp/m widhlen wir etwa Poq = 10000 kp/m . Das spe-
gifische Gewicht der Luft y wird proportional dem Druck
ebenfalls kleiner, so daB8 also der Quotient - densel-
ben Wert von 1,25 . 10~% (n”') bentilt. Schreibln wir fir
) = k, dann ist k eine Zahl, die nicht von P, _sabhéngt.
(Dgnn dndert man po, dann bleibt der Quotient —3Ih_ =k
unveriéindert). °
Hiermit wird die Gleichung fiir die Kurve

-kx
P=D,0

Setgzen wir hier verschiedene 1 ein, deann erhalten wir
auch verschiedene Kurven, die alle in das durch die Dgl
gegebene Richtungsfeld passen. Wir sprechen von einer
"Kurvenschar". Aus dieser Kurvenschar muf die Kurve
herausgesucht werden, die das gegebene physikalische
Problem beschreibt. Das ist die Kurve, die fiir h = 0
den am Erdboden vorhandenen Druck angibt. In Bild 24
ist eine solche Kurvenschar gezeichnet. Ist der Luft-
druck am Boden (h = 0) z.B. p, = 10400 kp/n®, dann gilt
die Kurve, welche diesen "Anfangswert" aufweist.
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10 400
10 300.
10 200
10 100 g\\\\\\\
10 000 \\ h [;J

9900}

Bila 24

In Bild 24 ist diese Kurve hervorgehoben.

Aufgaben:

1) Was filr ein Richtungsfeld hat die Dgl y' = O
2) Was fiir ein Richtungsfeld hat die Dgl y' = x
3) Was flir ein Richtungsfeld hat die Dgl y' = -

diR 9
9

Vergleichen Sie diese Dgl mit der auf S.
besprochenen Dgl y' = %. Was ergibt sich?

2.22. Die lineare homogene Differentialgleichung 1. Ordnung

2.221. Logung durch Trennung der Veriénderlichen

In der linearen Dgl kommen y und seine Ableitungen nur in
der 1. Potenz vor. Weiterhin soll die Dgl homogen sein.
Das bedeutet, daB alle in der Dgl vorkommenden Summanden
y und y' enthalten miissen. Die allgemeine Form einer sol-
chen Dgl ist demzufolge

e, (x) y* te, (x) y=0 (2.1)
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8, (x) bazw. a, (x) sind hierbei Funktionen, die nur von
x abhiingen. (Eine solche Dgl kinnte z.B. x y' -y = 0
sein. Sie ergibt nach y' aufgeldst, die aut S. 54 be-
sprochene Dgl y' = %).

Die Funktionen &, (x) und a, (x) kdnnen natiirlich auch
konstante Zahlenwerte sein. In diesem Falle hédtte die

Dgl "konstante Koeffizienten' Aus obiger Dgl folgt der
Reihe nach

a, (x)

a1(x)%¥=-a°(x)y;%x =~'a—1—m dx

Wir integrieren auf beiden Seiten und erhal ten:

2. (x)
= - -vo = & .
Iny = H:TT;T dx + ¢ (¢ Integrationskonstante). .

Diese Gleichung muB nun nach y aufgeldst werden. Es sei
an folgendes Logarithmengesetz erinnert:

x .
Wenn a = b ist, dann ist x = alog b. Dies wieder in

a¥ = v eingesetzt, liefert

alog b

d.h. logarithmieren und exponieren zur gleichen Basis

hebt sich auf. Setzt man als Basis a = e = 2,71.., dann
schreibt man bekanntlich flir a1og = 1ln. Aus unserer letzten
Gleichung folgt dann

1n b

e =D

Piir b = y folgt dann fiir unser Integrationsergebnis

in 2o () d
y - = x) X c
e =y=e & X

. €
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Schreibt men fir ¢® = ¢ (denn e® kann wie ¢ jeden beliebi-
gen Zahlenwert annehmen), dann folgt als Lésung fir unsere
Dgl:

B, (x)

- d x
=ce /B (X

y (2.2)

Die Integration der Dgl (2.1.) ist also recht einfach
mdglich. Das liegt daran, daB es mdglich war, die Ver-
dnderlichen x und y so zu trennen, daB auf der einen
Seite nur y bzw. dy, auf der anderen Seite nur x bzw. dx
stand. Das ist nicht immer so. Darauf werden wir spiter
noch hinweisen. Die eben gezeigte Integrationsmethode
heiBt "Trennung der Verdnderlichen".

Wir wollen sie gleich an einigen Beispielen zeigen.

1. Beispiel. Wir integrieren die auf Seite 38 ahgegebene
Dgl

2y'+xy=0

Wir wollen die Rechnungen noch einmal im einzelnen durch-
fihren.
Es folgt

2
__ X I <
= 3 dx und integriert 1ln y —*c

<

Beide Seiten als Exponent zu e gesetzt:

y=Ce +
Auf Seite 38 war dieses Ergebnis mit C = 1 angegeben
worden. Was bedeutet run die Konstante C? Sie ktnnen
selbst durch Einsetzen dieser Losung in die Dgl nach-
priifen, daB diese Losung flir jedes beliebige C gilt,
sobald C wirklich nur eine Zahl ist und nicht etwa eine
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Funktion von x! Wdhlen Sie filir C beliebige Bahlenwerte,
z.B. C.= 1; 18; -7; J; O. _ x°

Fir verschiedene Zashlwerte C liefert y = C e Ea
verschiedene Kurven. Wir erhalten eine Kurvenschar. Bei
einem physikalischen Problem muB dann aus dieser Kurven-
schar die spezielle Kurve herausgesucht werden, die das
entsprechende Problem 1l&st.

Eine Losung einer Dgl, die noch die Integrations-
konstante &ls frei wiéhlbare Zahl enthdlt, wird "all-
gemeine Losung" oder "allgemeines Integral" der Dgl
genar - t.

Eire LYsung einer Dgl, welche keine Integrationskon-
stante mehr enthdlt, wo also die Integrationskonstante
schon bestimmt ist, heiBt "partikulére Losung" oder
"partikuléres Integral" der Dgl.

Als néchstes Beispiei betrachten wir die Dgl des Luft-
druckes in Abhédngigkeit von der Hohe iiber dem Erdboden.
Wir haben sie in 2.11. abgeleitet. Sie lautete

Die letzte Gleichung stellt das "allgemeine Integral" der
Dgl dar, denn die Integrationskonstante ist noch vorhanden.
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Die Gleichung stellt eine RKurvenschur der. Aus dieser Kur-
venschar muf nun die Kurve herausgefunden werden, die in
unser Problem paBt. Herrscht am Boden der Luftdruck Por
dann ist die Kurve, die richtige, welche fiir h = 0 den
geforderten Luftdruck p = Pq liefert. Wir setzen den sog.

"Anfangswert" p = Py fir h =0

in die allgemeine Ldsung der Dgl ein und erhalten nach-
einander: '

Py = Ce = C. Also ist C = Py

Damit ist die bisher noch frei widhlbare Integrationskon-

stante des allgemeinen Integrals bestimmt. Aus der s&ll-

gemeinen Losung der Dgl wird damit die partikulédre Losung:
- _Ii_ h

P
o o
P=P,e

Dieses Ergebnis war in 2.11. ohne Ableitung genannt wor-

den. Nach diesem Beispiel sehen Sie folgende Tatsache ohne

weiteres ein:
er%mwﬂmﬁmudu"mhmwuﬂ"ﬂﬂaudw
"allgemeinen Integral" der Dgl ein "partikuléres Inte-
gral".

Als Beispiele haben wir nur solche Funktioren gewdhli, bei
denen die Integration einfach moglich war. Es gibt selbst-
verstdndlich auch Fédlle, bei denen die Integration Schwie-
rigkeiten bereitet, bzw., wo es nicht moglich ist, die
auftretenden Integrale explizit auszurechnen. In solchen
TFillen muB8 man versuchen, durch Reihenentwicklung wenig-
stens ein angenéhertes Ergebnis zu erhalten. Als Beispiel
hierzu diene die Dgl
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X
xy'-ye =0

Nach Trennung der Verdénderlichen, und anschlieflender Inte-
gration erhdlt man

x
1riy=j:— dx ¢+ c
x
Das'Integral Jfg— dx existiert aber als elementare Funk-
tion nicht. Man kann es durch Reihenentwicklung angendéhert
integrieren. Das soll hier jedoch nicht weiter verfolgt
werden.

Aufgaben:

1) Lésen Sie die Dgl y' - y sin x = 0

2) Losen Sie die Dgl y' - y = 1. Gesucht ist die Kurve,
welche durch den Punkt y = 5; x = O geht.

2.222. Losung durch e-Ansatz

Der e-Ansatz hat zunéchst noch wenig Bedeutung,da wir fir
lineare homogene Dgln 1. Ordhung das sehr einfache Losungs-
verfahren durch die Trennung der Verdnderlichen zur Ver-
fiigung haben. Dieses Verfahrern geht fiir diesen Typ von
Dgl immer, wihrend das jetzt zu besprechende Verfahren
durch den e-Ansatz nur dann geht, wenn die Dgl auBerdem
noch konstante Koeffizienten besitzt. Demnach wére das
Verfahren sinnlos. Es hat aber einen groSen Vorteil: es
1d8t sich ohne weiteres auf Dgln hoherer Ordnung iiber-
tragen, wo eine Trennung der Verénderlichen wenn iiber-
haupt, dann nur duBerst umstdndlich moglich ist. Aus die-
sem Grunde wollen wir es hier schon besprechen.

Gegeben sie die Dgl

a,y' +a,y=0 (2.3)
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Zum Unterschied von Gleichung (2.1) sollen jetzt a, und a,
konstant sein.

Sie haben unter 2.221 gesehen, daB die Losung sclcher ho-
mogener linearer Dgln 1. Ordnung immer in Form einer e-
Funktion erschien.

k x
y = Ce (2'4)

C ist hierin die Integrationskonstante, wihrend k eine
Zahl ist, die sich aus den Koeffizienten der Differential-
gleichung ergibt. Wir knnen also bei Dgln der Form (2.3)
die Losung nach (2.4) angeben und konnen dann versuchen,
die Konstente k zu bestimmen. Aus (2.4) folgt durch
Differentiation -

k x
v'q"=Cke

Setzt man dies und (2.4) in (2.3) ein, dann ergibt sich

k x ) k x
a, Cke + a8, Ce =0

x
Ce féllt heraus und es bleibt eine Bestimmungsglei-
chung fiir die Konstante k:

a, k + a, = 0

Diese Bestimmungsgleichung fiir k wird "charakteristische
Gleichung" genannt. Aus ihr folgt

Dies in (2.4) eingesetzt, ergibt die allgemeine Losung der
Dgl (2.3)



y=Ce (2.5)

Dieses Ergebnis
gtimmt mit (2.2)
iiberein, wenn fiir
2, und a, konstan-~
te Zahlen angenom-

men werden.

Wir wollen wieder
einige Beispiele
rechnen. Die Dgln

hierzu wollen wir
erst aufstellen.

1. Entladung eines
Kondensators

Ein Kondensator
Bild 25 ist so geladen,
daB er eine Span-
nung U° besitzt. Er wird iiber einen Widerstand R entladen
(Bild 25).
Gesucht ist der Entladestrom in Abhéngigkeit von der Zeit:
J =1 (%).
Machen wir wédhrend des Entladevorganges eine -"Momentauf-
-nahme", dann gelten folgende Verhiéltnisse: Die Spannung
am Kondensator ist vom Anfangéwert Uo auf den wert U
gefallen und es ist Uc = UR = Spannungsabfall am ohmschen
Widerstand. De nach dem Strom J gefragt ist, miissen wir
versuchen, die Gleichung Uc = UR durch den Strom J auszu-
driicken. Fiir UR gilt UR = J R.
Flir den Kondensator gilt die Kondensatorgleichung
v =38

¢c=¢C"’

wobei Q die ladung des Kondensators bedeutet.
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Sie erinnern sich an die Definition des elekirischen
Stromes J = %% (Strom = ladungsmenge pro Zeiteinheit).
Nun nimmt aber die Ledung Q auf dem Kondensator ab. In-
folgedessen ist 4Q negativ. Wir miissen deshalb

R =-3

setzen.

Sie kdnnen das auch

so einsehen:

Die Ladung Q nimmt

mit der Zeit ab.

Wiirde man Q in Ab-

hidngigkeit von der
g?'<0 7eit auftragen, dann

wiirde sich eine Kur-
ve nach Bild 26
Bild 26 " ergeben. Sie hat
eine negative Stei-
gung, wihrend natlirlich der Strom positiv ist. %% ist
also negativ und da dt immer positiv ist, so muB 4Q negativ
sein.

Mit J = - %% kbonnen wir die Kondensatorgleichung U, = %
auch

g = =2

Ue =3
schreiben.

Aus Uc = UR folgt ﬁc = ﬁR.W1r setzen ein und erhalten:
unter Beachtung von ﬁR = J Rs

- % = J R oder R C 5 +Jd =0

Das ist die Dgl fiir den gesuchten Entladestrom in Ab-
héingigkeit von der Zeit. Wir ltsen sie mit e-Ansatz.
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Er mu8 lauten:

(Die Integrationskonstante nennen wir C, da C die Kapa-
gitédt ist). Eingesetzt in die Dgl:

kt _ kit
RCcT ke +Ce =0

Es bleibt nach Kiirzen die charakteristische Gleichung
fiir k:

RCke+1=0

Aus ihr folgt

Hiermit lautet die allgemeine Losung der Dgl:

_ RC
Jd=Ce

Wir mlissen jetzt die Integrationskonstante C bestimmen.
Dazu brauchen wir die Anfangswerte fiir unser Problem. Im
Augenblick des Einschaltens des Schalters S hat die Span-
nung am Kondensator den Wert Uc = Uo (siehe Aufgabenstel-
lung). Diese Spannung Uo bewirkt im ersten Augenblick
einen Anfangsstrom

d=4d,= ﬁg zur Zeit t = 0
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Setzen wir diese Anfangswerte in die allgemeine LUsung der
Dgl ein, dann ergibt sich

Die partikuldre Losung der Dgl ist hiermit

-
RO

Der Kurvenverlauf
J l dieser Funktion ist
Jo:% in Bild 27 gezeigt.
Ubrigens konnen
Sie selber nach-
rechnen, daB die
Spannung Uc am

Kondensator eben-

falls nach einer

e-Funktion ebnimmt:
Bild 27

it dieser Gleichung kdnnen Sie fiir den Strom J auch
schreiben:

Dann hat das Ergebnis die durch das ohmsche Gesetz éege-
bene Form.
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2. Stab gleicher Zugfestigkeit

Dieses Beispiel ist

aus der Festig-

keitslehre und be-
X handelt folgendes
Problem: An einem
sehr langen Stab,
welcher senkrecht
nach unten aufge-

I DI DIIIINY. VNI

Y F‘ héingt ist, héngt
‘ /ax am unteren Ende
#1094 eine Nutzlast P, .
d{’ Ein beliebiger
Glx) Querschnitt des

Stabes wird durch
die Nutzlast und
durch das Eigenge-
wicht des Stabes
/ an dieser Stelle
|p'l I 4 belastet. Wie muB
der Verlauf des
Querschnittes in
Abhédngigkeit von

Bild 28 der Stablidnge x
aussehen, damit in
jedem -Querschnitt dieselbe Zugspannung 6 zul,auftritt?

Der Stab habe Kreisquerschnitt. wir berechnen den Radius y
des Querschnittes in Abhéngigkeit von x. Bild 28 zeigt den
Stab und die Lage des Koordinatensystems.

6,=F oderP= 0, F
An der Stelle x ist die Gesamtlast P = P, ¢+ G (x)
G (x) sei das Gewicht des Stabes bis zur Stelle x. Es be-
rechnet sich so: Wir denken uns den Stab in lauter kleine
Scheiben der Dicke dx zerlegt. Der Durchmesser einer sol-
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cher Scheibe ist 2 y. Das Gewicht eines Scheibchens ist

d6 (x)= T y2 dx .y ( 7= spez. Gewicht des Stabes)

Dann 1sf das Gewicnt des Stabes bis zur Stelle x gleich
der Summe aller dG (x) bis zur Stelle x:

”
G (x) = frry‘?rdx .
0
Weiter ist der Querschnitt F (x) an der Stelle x
F(x) =1 y2

Die Formulierung unseres Problems sieht denn so .aus:

P o+G (x)

P
F F (x) v zul

und hier eingesetzt:
x

2
Pnfn’a" .‘/; y© dax

7Ty2 )

Hieraus folgt

X
2 - _ 2
TY" Gzu1 = P ¢ 7 / yoax
0

Gesucht war y = £ (x). Wir haben hier eine Bestimmungs-
gleichung fir y. Doch ist dies keine Differentiglglei-
chung, da y nicht mit seiner Ableitung vorkommt. Da y
unter einem Integral vorkommt, nennt man eine solche
Gleichung eine "Integralglleichung". Sie ist in unserem
Falle recht einfach, wir konnen sie durch Differentiation
sofort in eine Dgl iiberfiilhren. Es gibt allerdings auch
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Integralgleichungen, bei denen das nicht moglich ist. Sie
sind wesentlich schwieriger und erfordern ein Gebiet fiir
sich. '

Wir differenzieren also unsere Integralgleichung und er-
halten

2yyme ,n =Ty ¥

y ist der Radius des Stabguerschnittes. Er ist iiberall # O.
Wir dirfen deshalb durch y dividieren. AuBerdem f&dllt noch
7 fort. Wir erhalten:

2 6,4 ¥' =7y oder 26'zu1y' -Fy=0

Dies ist eine gewdhnliche lineare homogene Dgl mit kon-
stanten Koeffizienten. Wir l0sen sie mit dem e-Ansatz:

k x '

y=Ce und y kx

=Cke

Die charakteristische Gleichung wird
26 550 k-7 =0

und

k= —%
26 zul

Die allgemeine LOsung der Dgl ist

T
26

y==Ce zul

Zur Bestimmung der Integrationskonstanten C brauchen wir
Anfangsbedingungen:

An der Stelle x = 0O,also dort, wo die Nutzlast hiéngt, ist
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der Stab durch sein Eigengewicht noch nicht belastet.
Die ganze Spannung im Stab entsteht nur duich die Wir-
kung von Pn' Der Querschnitt Fo muB an dieser Stelle so
beschaffen sein, daB

F = 6 zul ist.

Fo enthédlt den Anfangswert Yo+ Es ist F, = n'yg . Fir Yo
erhdlt men

Pn

Yo = - D —
° T ¢ zul
An der Stelle x = OmuB y =y

° sein. Aus der allgemeinen
Losung der Dgl folgt fiir x = 0

Die Integrationskonstante C ist also gleich Yo+ Das par-
tikuldre Integral der Dgl lautet demnach:

T
_ Pn 2 6zul *
y=2 —_—— " e
u T @ zul

Ihren Verlauf zeigt Bild 28. Das doppelte Vorzeichen be-
deutet, daB es zwei Kurven gibt, dle den Rand des Stabes
angeben. Aus dieser Gleichung konnte man Punkt fiir Punkt
den erforderlichen Durchmesser des Stabes berechnen. Die
Herstellung eines Stabes mit einem solchen stetig ver-
dnderlichen Querschnitt wire auBerordentlich teurer. Des-
halb sieht man von der praktiéchen Verwirklichung solcher
Korperformen ab. Sie haben sich nur bei Stében, die auf
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Biegung belastet werden, durchgesetzt. Dort ist der Verlauf
der Rechnung vollkommen anders und wird dort meistens
unter Vernachlidssigung des Eigengewichtes durchgefiihrt.

Aufgaben:
1) Ein ohmscher Wider-
stand R ist in Reihe
geschaltet mit ei-
ner Drossel der In-
duktivitdt L. (Bild
i Y P 29). Es wird eine
) L Gleichspnnung ange-
Uy legt. Gesucht ist
der Verlauf des

Spannungsabfalles

an der Drossel kurz
nach dem Einschal-

Bild 29 ten der Gleich-
spannung.

2) Warum ist der e-Ansatz fiir lineare homogene Dgl 1. Ord-
nung mit verdnderlichen Koeffizienten nicht brauchbar?

3) Die Dgl 2 y' + y = 1 ist inhomogen. Man kann den e-
Ansatz unmittelbar nicht anwenden. Rechnen Sie nach, warum
das nicht geht. Mit Hilfe einer einfachen Substitution
kann der e-Ansatz jedoch verwendet werden. Schreiben Sie
die Dgl in der Form 2 y' ¢+ y - 1 = 0. Wie kann man die Dgl
mit Hilfe des e-Ansatzes 1dsen?

2.22%. Losung durch sukzessive Approximation

Dieses Verfahren der sukzessiven Approximation - zu deutsch
der schrittweisen Ndherung ist nicht auf Dgl 1. Ordnung
beschfﬁnkt, sondern kann theoretisch bei fast allen Dgln
angewandt werden. Wir wollen es hier schon grundsdtzlich
erldutern. Es soll an einem Beispiel geschehen.

Gegeben sei die Dgl y' = y. Als Anfangswert sei gegeben
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y = 0,5 fir x = O,
Aus der gegebenen Dgl folgt

X

y = —/r y dx ¢+ C

0
Die Integrationskonstante C errechnet sich aus y = 0,5 fir

X = 0. Pir x = O wird das Integral auch Null, da dann obere
und untere Grenze gleich sind.

0,5=04C —=C = 0,5

Es ist also

X
y :f y dx + 0,5 (2'6)
]

Jetzt geben wir in die Dgl irgendeine Funktion hinein.
Diese Punktion kann z.B. eine irgendwie gefundene
Ndherungsldsung der Dgl sein. Wir konnen auch die Funk-
tion Yo = 0,5 - das ist eine Parallele zur x-Achse im
sbstand 0,5 - einsetzen. Sie erfiillt den Anfangswert der
NDgl. Es ist wesentlich, daB nur Funktionen eingesetzt
werden, welche durch den Anfangswert der Dgl gehen. Nun
wird eine neue Funktion y, ausgerechnet nach der Glei-
chung (2.6)

x
y1=o,5¢j yodx=o,5ffo,5dx
4]

0

9 = 0,5 + 0,5 x

4ils néchste Funktion errechnen wir

>
¥y, = 0,5 +‘/r ¥4 dx = 0,5 ¢+ 0,5 ¢ 9*2 x2
0
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Sie sehen gchon, wie das Verfahren lduft. Es 148t sich mit
der Arbeitsweise eines Tischlers vergleichen, der ein Brett
hobelt. Er gibt es in die Maschine, es geht durch und kommt
mit einer Stdrke heraus, die schon nidher an der gewiinschten
Stidrke liegt. Danach geht es wieder durch die Maschine, wo-
bei es sich immer mehr dem gewiinschten "Grenzwert" ndhert,
bis es ihn schlieBlich erreicht. Genauso verfashren wir.

Als erstes "grobes Brett" geben wir eine von der Losung im
allgemeinen noch weit abseits liegende Funktion in die
Gieichung. Heraus kommt dann eine schon etwas bessere
Funktion, die wir wieder hineingeben und so fort. Im
Grehzwert ergibt sich dann die gesuchte Funktion.

Die 3. Nidherung wird

>
¥3 = 0,5 fﬂ/ﬁ Yo dx = 0,5 ¢+ 0,5 x + 952 12 + 22 x3
[+
Die 4. Néherung:
»
¥y = 0,% fjf ¥ dx = 0,5 + 0,5 x' ¢ %{2 x2 + %%2 x3 + %%2 x4
o

Die n-te Niherung wird offenbar

x
Ip = 0,5 fjr Yn-1 dx = 0,5 + 0,5 x ¢ %{2 12 o0 .0* %1% =2
0
= 0,5 T1r xY
Va0

Im Grenzwert erhalten Sie fiir R —=— &

)
v
y = 0,5 3;% T}T x (2.7)

Die in def Summe stehende Reihe ist die Reihenentwicklung
fiir eX. Aus der Losung (2.7) wird
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y = 0,5 e*

Sie konnen die Richtigkeit des Ergebnisses leicht entweder
durch Trennung der Verdnderlichen oder durch e-Ansatz nach-
prifen. Das Ergebnis enthélt keine Integrationskonstante
mehr. Wir haben schon durch das Verfahren die partikulédre
LOsung erhalten.

An der Losung in der Form (2.7) kdnnen wir leicht verfol-
gen, wie das Ergebnis durch die schrittwelse Ndherung zu-
stande kommt. Zwel benachbarte Glieder in der e-Reihe sind
um 8o weniger unterschieden, je weiter hinten sie in der
Reihe stehen. Das ist auch bel jedem anderen Beispiel ei-
ner sukzessiven Approximation so. Je mehr Niéherungen wir
berechnen, um so kleiner werden die Unterschiede der fol-
genden zur vorherjigen Néherung. Oft kann man das Verfahren
schon nach wenigen Schritten abbrechen, da die folgenden
Schritte nur noch sehr kleine Betrége bringen, die unter-
haldb der geforderten Genauigkeit liegen. Natiirlich hat man
denn nur eine Ndherungsldsung der Dgl.

Bild %0 zeigt fiir unser Beispiel, wie die einzelnen Nidhe-
rungen sich immer mehr der genauen Losung néhern.

Es soll noch ein zweites Beispiel gezeigt werden. Gegeben
sei die nichtlineare Dgl

y' - y2 = 1 Anfangswerte: y = O fiir x = 0

Wir schreiben sie in der Form
X

y'=1+ y2 oder integriert y = J[ (1 y2) ax-+ y,
4

Yo bezeichnet die Integrationskonstante. Fir x = 0 soll
y = 0 sein. Flir x = 0 ist das Integral in der letzten
Gleichung Null. Daraus folgt, daB auch Yo = 0 sein muB.
%ir haben jetzt die Anfangswerte der Dgl schon beriick-
sichtigt und gehen bei der Sukzessiven Approximation von
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Yo

Bild 3o
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der Gleichung
X
y = J (1 + y2) dx
0

aus.

Aus dieser Gleichung errechnet sich die n-te Ndherung zu

¥p = f(1 + yi_,) dx

Die erste Nﬁherung ¥q berechnen wir, indem wir fir y, = 0,
den Anfangswert der Dgl einsetzen.

Dann ist
x
¥ = fdx =X
0
2. Ndherung:
)
(1 0x2) ax = x + =
o 3

P
¥p = /(1 ‘r.yg) dx
0
x
y3=](1’yg)dx=/(1fxef%x4f%16) dx
7]

3. Ndherung:
[+

5 7

=xf%x30%x ’%3-1
4. Ndherung:
x

Yy =/(1 * yg) dx = x + 0,33 x o+ 0,133 x5.f 0,054 x7 *
[

0,0134 x? s 0,00258 x" . 0,000326 '3 . 0,0000168 x1°
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An diesem Beispiel sehen Sie, daB8 die Koeffizienten schon
nach der 4. Ndherung recht klein sind.

Die Dgl unseres Beispiels 1ldé8%t sich durch Trennung der
Verdnderlichen exakt 1lUsen.Es ist

——21—5 = dx und nach Integration: arc tan y = x ¢+ C
1+y

tan (x ¢+ C)

~<
]

Fir x = 0 soll y = O sein. Daraus folgt C = O.
y = tan x

ist die partikulire Losung unserer Dgl. Wir wollen den
Funktionswert der exakten Losung y = tan x mit der Néhe-
rungslosung ¥y vergleichen, indem wir beispielsweise x = 1
einsetzen.

Fir y, erhalten Sie y, = 1,53699
4 4

Nach Tabelle ist tan 1 = 1,55741

als Differenz ergibt sich = 0,02042. Dies ist der absolute
Fehler. Der relative Fehler ist

£ = %fg%%%% = 0,0131 oder 1,31 %

PFir technische Rechnungen ist dieser Fehler meistens trag-
bar.

Natiirlich ist es nicht immer so, daB sich nach so wenigen
Schritten schon derartig genaue Werte einstellen. lan muB
dann weitere N#herungen berechnen. Die schlechte Konvergenz
einer Approximation erkennt man daran, daB die sich in der
Reihe ergebenden Koeffizienten nur sehr langsam kleiner
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werden.

Es ist noch etwas zu den Grenzen des Integrals zu sagen,
welches in den einzelnen Schritten vorkommt. Wir hatten in
beiden Beispielen von o bis x integriert. Das lag daran,
daB die Anfangswerte der Dgl fiir x = O vorgeschrieben wa-
ren. S5ind ganz allgemein die Anfangswerte an der Stelle

x = a vorgegeben, dann wird die untere Grenze des Inte-
grals ebenfalls gleich a. Wir werden auf das Verfahren der
schrititweisen Anniéherung noch einmal bei Dgln hdherer Ord-
rung zuriickkommen.

Kufgabes
Berechnen Sie nach der Methode der schrittweisen Néherung
die partikuldre Losung der Dgl

n
(o]

y'-xy2

mit den Anfangswerten y = 1 fiir x = O.
Das Verfahren ist bis zur zweiten Ndherung durchzufiihren.

2.23. Die inhomogene Differentialgleichung 1. Ordnung

2.23%31. Losung durch Substitution

Wir beginnen mit einem Beispiel: Ein Kondensator mit der
Kapazitdt C ist in Reihe mit einem ohmschen Widerstand R
geschaltet (Bild 31). Nach Anlegen einer Gleichspannung

U0 lddt sich der Kondensator iiber den Widerstand auf.
Dadurch steigt der iliber dem Kondensator liegende Spannungs-
abfall. Gesucht ist dieser Spannungsabfall Ué als Tunktion
der Zeit.

N = . = . = '. = —J
Bs gilt Uy = Up + Uy; Up =T R; U, =§;0, =8=4%

Aus der letzten Formel ergibt sich J = C ﬁc und hiermit
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UR =JR=RCU,.

Aus der ersten Formel

u
E:::E::'] ergibt sich mit dem
R letzten Ergebnis:
Uq C——= UE .
R -—J R C Ué + Uc = Uo
R C hat die Dimension
einer Zeit, (sec).
R C U, muB némlich
Bild 31

die Dimension einer
Spannung haben, da es zu einer Spannung Uc addiert wird.
ﬁc hat aber die Dimension (Volt/sec) deshalb muB R C (sec)
sein. Wir kiirzen R C durch den Buchstaben T ab und nennen
T .die Zeitkonstante der Aufladung.

T=RC

Hiermit ergibt sich eine "gewdhnliche, lineare, inhomogene
Dgl erster Ordnung mit konstanten Koeffizienten":

TU, +«U =1

T und U, sind hierin konstante Zahlen. Solche inhomogenen
Dgln lassen sich z.B. durch den &-Ansatz unmittelbar nicht
18sen. Ist aber die Stdérfunktion (in unserem Falle Uo)
konstant, dann lassen sich solche Dgln durch eine ein-
fache Substitution homogen machen.

DaB sich der e-Ansatz nicht unmittelbar anwenden 1l&aB%t,
sehen Sie, wenn Sie mit dem Ansatz

Uo=2Cye /G4 = Integrationskonstente
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iﬁ die Dgl hineingehen. Die charakteristische Gleichung
1dB8t sich nicht bilden, da auf der rechten Seite der ent-
stehenden Gleichung U, steht und C, und die e-Funktion
nicht herausfallen.

In unserem Falle machen wir nun die Substitution

Uc - U° =Yy

Dann ist

U =%
und die Dgl geht in die homogene Dgl
Ty+y=0

iiber.
Wir lYsen sie durch den e-Ansatz y = c

kt
P
(c_2 ist hierin die Integrationskonstante, nicht zu ver-
wechseln mit C der Kapazitét)

Die charakteristische Gleichung lautet
Tke+1=0

und hieraus

Die allgemeine Losung der homogenen Dgl lsutet

Y
T

Indem wir die Substitution wieder riickgiéngig machen, erhal-
ten wir auch die Lésung der inhomogenen Dgl
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-7
Uc = U0 * 02 e

Es bleibt noch die Bestimmung der Integrationskonstanten.
Die im Augenblick des Einschaltens der Spannung U, auf dem
Kondensator vorhandene Spannung sei Null. Dann gilt die
Anfangsbedingung

U, = O firt =0

Lus der allgemeinen Losung der Dgl erhélt man

0 =10, Cy; also C, = = T,
Man erh#dlt als
partikulére Lo-

c sung der Dgl .

-7
U, = U, (1 ~e )
Der Verlauf der
/ l Spannung als
/ Punktion der Zeit

[ ist in Bild 32 ge-

! ) zeigt.

T ' t In der Theorie

der Regelung

werden Sie diese

Funktion als Ubergangsfunktion eines Einspeichersygtems

kennenlernen. ‘

Wir vermerken noch, daB die Zeitkonstante T sich als der

Abschnitt erweist, welchen die Anfangstangente an der

Funktion Uc auf der Geraden Uo liefert. Sie wollen dies

selbst nachrechnen.

Wir wollen unsere Rechnung jetzt allgemein formulieren.

Bild 32
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Gegeben sie die Dgl
51 (x)y'*aoy»-a

a, (x) kann eine beliebige Funktion von x sein, widhrend

e, und a konstante Zahlen sein sollen.

Durch die Substitution
a, y-a=2

wird aus der Dgl mit

a ' = z' oder y' = LAl
oV ~ D A
o
8, (x)
—_— z' 2 =0
86

Diese Dgl ist homogen und kann durch Trennung der Ver-
@nderlichen oder wenn a, = const mit dem e-Ansatz ge-
16st werden.

Sie kénnen das Ergebnis der Trennung der Veridnderlichen
selbst nachrechnen. Es lautet

Hieraus erhalten Sie y = £ (x).

Aufgaben:

1) In 2.222 war in der ersten Aufgabe der Verlauf der
Spannung iiber der Induktivitét L der Schaltung nach
Bild 29 zu berechnen. Berechnen Sie fiir die gleiche
Schaltung zu den gleichen Bedingungen den Verlauf des
Spannungsabfalles iiber dem ~hamschen Widerstand R.
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2) Zu berechnen ist die allgemeine Lidsung der Dgl

y'sinx -y =5

2.2%2. Die Variation der Konstanten

Im vorigen Kapitel hatten wir lineare inhomogene Dgln

1. Ordnung betrachtet, bei denen die Stdrfunktion konstant
war. Von dieser Voraussetzung wollen wir uns jetzt losen
und wollen sehen, wie man das allgemeine Integral der Dgl

8, (x) y' +a, (x) y=1(x)
erhalten kann. 8, (x), a, (x), £ (x) sind dabei beliebige

stetige Funktionen von x. Wir ktnnen die Dgl durch &, (x)
dividieren. Schreiben wir fiir

a, (x)
Com e N C T w 3 RENCE

dann lautet unsere Dgl
y'+p (x) y =q (x) (2.8)
Das Losungsverfahren, welches wir jetzt besprechen wollen,
stammt von Lagrange. Nach ihm 10se man zuerst die homogene
Dgl
y'ep(x)y=0

Die Losung ergibt sich durch Trennung der Verénderlichen:

-Sp (0 ax
e

y=¢C (2.9)
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Das ist die allgemeine Losung der homogenen Dgl. Sie ent-
hdlt die noch frei wdhlbare Integrationskonstante C.

Der wesentliche Gedanke von Lagrange besteht nun darin,
diese Konstante C durch eine Funktion zu ersetzen und zu
versuchen, diese Funktion so zu bestimmen, daB (2.9) eine
Losung der gegebenen inhomogenen Dgl (2.8) wird. Sie diir-
fen fiir diese Methode nicht nach einer logischen Begriin-
dung suchen. Es gibt keinen logischen Weg, der auf diesen
Gedanken fihrt. Lagrange ist sicher erst auf ihn gekommen,
nachdem er sich lange mit Dgln beschédftigt hat. Er hat die-
se Noglichkeit sicherlich mehr "gefilhlsmiédB8ig" gefunden.

Anstelle von C setzen wir also C (x) und erhalten aus
(2.9)

-fp(X)dx

y =C (x) e (2.10)

Zur Bestimmung der Funktion C (x) setzen wir in (2.8) ein.

Dazu brauchen wir auch y': Es ergibt sich aus der Pro-
duktenregel.

—jp(x)dx —fp(x)dx

y'=¢' (x) e - C(x) p(x) e

Diese Gleichung und (2.10) setzen wir in (2.8) ein und
erhalten:

-f p(x)dx - fp(x)dx

-_/p(:
c'(x) e - C(x) p(x) e + p(x) C(x) e

=q (x)

In dieser Gleichung fallen der zweite und dritte Summand
heraus und es bleibt

c' (x) e -[p(x) & =aq (x)
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oder

a
c' (x)=q(1)e‘/p(X) *

Durch Integration ergibt sich hieraus C (x)

¢ (x) =fq (x),efp (x) ax dx + ¢

c ist die sich bei der zweiten Integration .ergebende
Integrationskonstante.

Wir setzen nun dieses Ergebnis in (2.10) ein und erhalten
die allg. Losung der inhomogenen Dgl (2.8):

a - a
y=( fq(x) e fp(l) * dx ¢+ c) e /p(X) * (2.11)

Die partikulére Losung findet man wie frither durch Beriick-
sichtigung der Anfangswerte.

Als Beispiel wollen wir die allgemeine Ldsung. der Dgl
xy' -y=x
berechnen. Zundchst wird die homogene Dgl

xy'-y=0

gellst. Trennung der Verdnderlichen ergibt

und nach Integration:
Iny=1nx+1nC = 1ln (C x)

(Die Integrationskonstante haben wir in der Form "1ln C"
geschrieben. Das ist selbstverstdndlich mtglich. Denken
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Sie zunéichst ¢ als Integrationskonstante geschrieben, dann
kann man mit ¢ = 1n C eine neue Konstante C berechnen;

die genauso willkiirlich ist, wie die Eonstante c.) Es ist
nun

y=Cx
Jetzt wird ¢ durch eine Funktion von x ersetzt:
¥y =¢C (x) x;
hieraus
y'=¢C' (x) x+C (x)
Beide Gleichungen setzen wir in die inhomogene Dgl ein:
xC' (x) x+xC (x)-C(x) x= x3
Nach Streichen des 2. und 3. Summanden bleibt
c' (x) = x

Die Integration ergibt
2
¢ (x) = %— +cC

c ist die Integrationskonstante des letzten Integrals.
Mit y = C (x) x wird die allgemeine Ldsung der inhomo-
genen Dgl

2 . 3
y = (%— +¢c)x= %— +cCcx

Als ndchstes Beispiel behandeln wir eine Reihenschaltung
von ohmschen Widerstand R und Kapazitdt C. Angelegt werde
eine Wechselspannung. Gesucht ist der Spannungsverlauf am
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Kondensator (Bild 33).

Dieses Belspiel ist
fir Gleichspannung
schon in 2.23%1 be-

Ug handelt worden.
o—?— Wir kbnnen die
u C==U dortigen Formeln
o weltgehend iiber-

-3 nehmen. Es gilt

Bild 33

Das ist auch hier die fiir die Schaltung geltende Dgl. Bei
ihrer Aufstellung wurden stets die Augenblickswerte von -
Strom und Spannung benutzt. Sie gelten fiir Gleich- und
Wechselspannung.

Die anliegende Spannung u ist eine. Wechselspannung:

u=U°sint~J ]

Damit wird die Dgl

Tncfuc=aninwt

Zunédchst 16sen wir die homogene Dgl

Durch Trennung der Verénderlichen oder durch e-Ansatz er-
gibt sich
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u, =Ce
Beachten Sie, da8 C die Integrationskonstante und nicht
die Kapazitét ist. Wir brauchen fiir sie keine andere Be-
zeichnung einzufiihren, da in unseren Rechnungen augen-
blicklich die Bezeichnung C als Kapazitdt nicht vorkommt.

C wird nun durch eine Funktion der Zeit ersetzt: C = C(t)

1 A] A

T . . Ly 1
u, = c(t) e 3 ug = c(t) e -F c(t) e

Durch Einsetzen in die inhomogene Dgl erhalten wir:

_t _t _t
. Ly T T
T C(t) e -~ c(t) e c ¢ C(t) e =T, sinw ¢
Es bleibdt
* 7
E(t) =¢ U e sinao t

Diese Funktion muB integriert werden. Aus einer Integral-
tafel entnehmen wir

ax ax
_[9 sin bx dx:&ﬂin bx-bzc% bx .0
a” + b
Danach ergibt sich fir
o, weinw t - cos I T
c(t) =g ( 1 e +c)

_E*wz
T
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Dieses C setzen wir in die ILosung der homogenen Dgl ein
und erhalten das allgemeine Integral der inhomogenen Dgl:

Uo -;- ,}einu t -0 cos ww t ;
u, =g e 1 ) w2 e +c¢c| (2.12)
Tz

Wir wollen etwas vereinfachen, indem wir versuchen, aus
der Summe der sin- und cos-Funktion ein Additionstheorem
zu gewinnen. Um das zu erreichen, gibt es einen oft ange-
wendeten Kunstgriff: wir bestimmen zwei neue Zahlen A

und ¢ aus den beiden Gleichungen

Acos?’ =% u.ndAsinf = W

Bedenken Sie hierbei, daB8 T und AJ als bekannte Zahlen an-
zusehen sind, da von der Schaltung R, C und die Kreis-
frequenz der Vechselspannung 40 bekannt sind. Die Zanlen
A und ‘f lassen sich also bestimmen:

BeJ—r w0 ? tang =wr
n

&R C

Der in (2.12) auftretende Bruch wird nun

A CQS& sin W tA%A sin‘f cosy t = l sin (w t - qf)

und aus (2.12) wird

3|t

]
3|+

sin (Wt-9)e . _;

c
[
1
'-JI (S|
<)
o
—
Sfea
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_;..
= -2 g - i)
=55 sin (wt ) +c T €
2,2
Nun ist T A = ‘ 1+ T"Wund damit wird
_3
Uo UO T
U, = sin(ut-P)fcre

‘1’1‘2@2

Das ist die allgemeine ISsung unserer inhomogenen Dgl.
Jetzt muB die Integrationskonstante bestimmt werden.

Dazu gelten folgende Anfangswerte: Zur Zeit t = 0, d.h.
im Augenblick des Einschaltens der Spannung ist die Span-
nung am Kondensator ebenfalls noch Null, da der Konden-
sator noch keine Yadung hében kann, vorausgesetzt, daB er
vor dem Einschalten entladen war.

Es gilt also

u, = O fir t =0

Pir diese Anfangswerte lolgt aus der allgemeinen Ldsung
der Dgl:

1) U
02— gin(-P)+tc=2
“ 1+ T2 w 2 T
Wegen sin (- ¥ ) = - sin ¥ ist, wenn nach c aufgeldst
wird:
c=—2Lein? Tw (denn sin ¥ = )

q1wr2w2 A“1,T2Q2
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Setzt man hier A ein, dann ergibt sich schlieBlich

Wir erhalten die partikulédre LOsung

t
U U T
u, = —2—— sin(wt-9)+ —————Q-EL—E—— e
c 1' 2.2 : T (e )
1+ T°W Ef w
oder
- ¥
U U
W = ———2 —— gin (wt - f )+ —-1——2——————— e
¢ : ( + w?T)
1+ T°W wT
Diese Losung der Dgl besteht aus zwei Summanden, deren
erster eine reine Sinusschwingung und deren zweiter eine
Abklingfunktion darstellt. Betrachten wir zunéichat den
zweiten Summanden
_3
U, T
—_—)—— e
(n + WT)
FUr t -—eoco geht die e-Funktion e gegen Null.
Der zweite Summand wird also mit der Zeit immer kleiner,
bis er schlieBlich nicht mehr merkbar ist. Denach ist
nur noch der erste Summand
Uo
U= ——2 — gin(w t-9%) (2.13)

q"TZ)"’ 2
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Das ist der Verlauf der Spannung iiber dem Kondensator,

wie er sich schlieBSlich einstellt.

Bild 34 zeigt beide Kurven. Im ersten Augenblick nach dem
Einschalten ist die sich ergebende resultierende Kurve eine
Schwingung, die nicht symmetrisch zur t-Achse liegt. Die
Schwingung erfolgt wdhrend des Einschwingvorganges um die
abklingende e-Funktion als Achse.

Flir den Elektrotechniker ist meistens nur der Verlauf der
Spannung im eingeschwungenern Zustand interessent. Dieser
Spannungsverlauf ist durch (2.13) gegeben. Wir wollen dort
noch T = R C einsetzen. Dann erhalten wir

Yo

u, = sin (ut-?) (2.14)

1+ w %%

Sie ktnnen dieses Ergebnis leicht durch das Zeigerdiagramm

ﬁder durch komplexe Rechnung wie in 1.74 nachpriifen. Bei

kiner solchen Berechnung des Ergebnisses erhalten Sie

‘nicht den Einschwingvorgang. Die Abklingfunktion wird

durch Zeigerdiagramme nicht erfaBt. Um sie zu erhalten,

muBte die Dgl gelost werden. Einen anderen Weg gibt es

nicht. )

Die Berechnung mit Hilfe des Zelgerdiagramms nach Bild

35 wirde ergeben
'Uo als Beziehung zwischen den

a - eff

(3 Effextivwerten.
eff 1 +w 2 R202

Dies ist auch unser Ergebnis. Der Maximalwert von Ue wird
nimlich durch den Koeffizienten der sin-Funktion geliefert
und die Effektivwerte ergeben sich, indem man beidseitig
durch | 2 dividiert.

Weiterhin erhdlt man aus dem Vektordiagramm als Phasen-
winkel zwischen der Kondensatorspannung und der angelegten



Wechselspannung

- 98 -

Bild 35

In unserem Er-
gebnis (2.14)
ist die Phasen-
verschiebung
zwischen der
Kondensator-
spannung u, und
der angelegten
Spannung u gege-
ben durch den
Winkel ¢ im
Argument der
sin-Funktion.

Piir diesen Winkel ¢ hatten wir auf Seite 93 unten
dieselbe Beziehung, wie aus dem Zeigerdiagramm

erhalten.

tan ¢ = wRC

Bild 36 zeigt noch einmal den Verlauf der Spannung U und

LN

Ku

N
>

Bild 36

Q't

den von Uc im
eingeschwunge-
nen Zustand.

Sie haben an die-
sem Beispiel er-
kennen konnen,
deB die Losung
elner Dgl recht
viel Aufwand er-
fordert. Sehr
viel Rechnung
ergibt sich auch
durch die Be-
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stimmung der Integrationskonstanten. Es soll Ihnen nun
‘noch gezelgt werden, wie man fiir solche Probleme mit der
komplexen Rechnung sehr viel schneller zum Ziel kommt.
Dieses Verfahren liefert allerdings nicht den Einschwing-
vorgeng, sondern gibt das Verhalten der Schaltung nach
theoretisch unendlich langer Zeit wieder, ndmlich fiir den
Fall, daB die e-Funktion in der partikuléren Losung unserer
Dgl abgeklungen ist.

Bei dem komplexen Ansatz nimmt man die Form der Losung
schon voraus. Man weiB aus der Erfahrung, da8 die Span-
nung am Kondensator ebenfalls eine Schwingung ist. Ihre
Frequenz ptimmt mit der Freqkenz der angelegten Spannung
U iberein. Jedoch ist eine andere Amplitude zu erwarten.
AuBerdem ist eine Phasenverschiebung zwischen beiden
Spannungen zu erwarten.

Die angelegte Spannung war
u = U° sinw t

Nach 1.72 ist Uo sinw t ﬁer Imagindrteil der komplexen
Punktion

Die zu erwartende Spannung u, mu8 die Form

uc=chin(wtf?)

haben. Damit setzen wir von der Losung schon folgendes
voraus:
1) u, ist sinusférmige Wechselspannung

2) die Prequenz w stimmt mit der Frequenz der ange-
legten Spannung liberein

3) die Spannung u, hat eine andere Amplitude als die
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angelegte Spannung

4) die.Spannung u, hat gegeniiber der angelegten Span-
nung eine Fhasenverschiebung

Die Gliltigkeit dieser Voraussetzungen wird durch die Er-
fehrung bestdtigt. Der Ansatz u, = U, sin (wt+¢@)is
der Imagindrteil der komplexen Funktion

J(wt+ @)
u, =0, e (2.16)

Die Realteile der Funktion (2.15) und (2.16) ergeben die
entsprechenden Cosinusschwingungen.
Wir konnten nun die Funktionen

u="U,8inwt und u, = U, sin (Wt + ?)

in die Dgl der Schaltung T ;c + u, = u einsetzen und
konnten versuchen, Beziehungen fiir die Amplitude U und
den Phasenwinkel zu finden, aus denen sich u, und 14
berechnen lassen. Dieser weg flihrt zum Ziel. Wir werden
ihn in einer Ubungsaufgabe zu diesem Kapitel behandeln.
Wir kdnnen aber auch die komplexen Funktionen (2.15)
und (2.16) einsetzen und ktnnen versuchen, die entspre-
chenden Beziehungen zu erhalten.

Aus (2.16) folgt durch Differentiation:

. j(wtf‘f)
u =0 jw e
c c

Diese Gleichung setzen wir mit (2.15) und(2.16) in die
Dgl T ﬁc +u, =u ein und erhalten

1w t+9) i(wt+9?) jw
+ U =T

T Uc Jw e c © o ©

t

t
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Hierfiir schreiben wir

Jjwt 7 jwt ¢ jw t
TUc;}we e +Uce e =U°e
Jwt .
Es f&dllt nun e heraus, und es bleibt:
iy iy
T Uc Jw e + Uc e = Uo

In dieser Gleichung ist die Zeit nicht mehr enthalten.
Das bedeutet, daB diese Gleichung zu jeder beliebigen
Zeit gilt.

VWir dividieren durch die e-Funktion:

, -39
U, + jw T U, =0, e (2.17)

Die hier stehende Gleichung hat die Form

-9

a+r jb=re

Wir suchen diese komplexe Zahl in der GauBschen Zahlen-
ebene auf. Es wird in Bild 37 gezeigt.

In unserer Gleichung steht rechts die komplexe Za&hl in
rechtwinkligen Koordinaten und links steht dieselbe
komplexe Zahl (zwischen beiden steht das Gleichheitszeichen!
in Polarkoordineten.

Der absolute Betrag von Uc + Jw T U, ist

2 o2
U 1+ W T

J
Der absolute Betrag von U, e 4 ist Uy

Die beiden absoluten Betrége miissen gleich sein. Das be-
deutet
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=0, (1+w 222-0, Y1+0 2532
JIm
-j ¥
Wry = T T T 4Ue
|
l
|
U, Re
Bild 37
Hieraus ergibt sich
1)
_ 0
Uc =

V1 + w2 g2

Dies ist dasselbe Ergeuanis, wie wir es auch aus der par-
tikuldren Ldsung der Dgl erhalten hatten.

Aus Bild 37 erhélt man auch den Phasenwinkel zwischen U,
und U,. In (2.17) ist ¢ im Exponenten von e negativ ein-
getragen. Nach Bild 37 aber ist dieser Winkel positiv

und es ist
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tan f = wREC

Der Winkel - ¢ ist positiv, demzufolge ist ¢ negativ.
Das bedeutet, daB die Spannung u, der Spannung u nach-
eilt. Wir kbnnen jetzt noch unsere Ergebnisse in (2.16)
einsetzen und erhalten

J{lwt+ @) U J(wte+p)
e = e

u, =U 2
2.2

c c

1 ¢+ w c R°C

Das ist die komplexe Schreibweise fiir die am Kondensator
liegende Wechselspannung.

Aus dieser Rechnung haben Sie gesehen, daB die komplexe
Schreibweise fiir Schwingungen offenbar recht vorteilhaft
ist. Man erhiélt denn auf einfache Weise die gewiinschten
Ergebnisse. Allerdings geht der Einschwingvorgang aus
dieser Rechnung nicht hervor.
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Aufgaben:

1) Fir die Schaltung nach Bild 33 ist die Dgl des Stromes
in Abhingigkelt von der Zeit t aufzustellen. Angelegt
wird wie im Beispiel eine Wechselspannung u. Die Dgl
ist durch Variation der Konstanten zu lUsen.

2) Gegeben ist noch einmel die Dgl T u, + u, = u des Bei-
spiels auf Seite91 . Die angelegte Wechselspannung hat
die Form

u=Uo sinw t

Die Losung der Dgl hat die Form

u, = U, sin (wt+9 )

Setzen Sie beide Gleichungen in die Differentielgleichung
ein und versuchen Sie Bedingungen zu finden, welche die
Amplitude U, und den Winkel ¢ der Spannung u
lassen.

c berechnen

Zusammenfassung

Eine gewdhnliche Dgl 1. Ordnung enthdlt x, y, y'. FaBt man
y' als neue Verdnderliche auf, die von x und y abhéngt,
dann wird durch die Dgl jedem Punkt der x-y-Ebene eine
Richtung zugeordnet. Man erhdlt ein sog. Richtungsfeld. .
Geometrisch kann man die allgemeine LOsung einer Dgl als
Kurvenschar deuten, welche in die Dgl paBt.

Eine lineare homogene Dgl mit vertinderlichen Koeffizienten
hat die allgemeine Form

8, (x) y' ¢ a, (x) y=0

Sie 1léBt sich durch Trennung der Verénderlichen integrie-
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ren:

Dazu forme man die Dgl so um, daBl auf der einen Seite nur
Ausdriicke mit y, auf der anderen Seite nur solche mit x
stehen.

Dann 188t sich die Integration durchfiihren:

a,(x)

ao(x) .
= - m_d]{;lﬂy:- mdx*c
a, (x)
- ) g 4=

<k

y=Ce

Hat die lineare homogene Dgl 1. Ordnung konstante Koeffi-
zienten a, und a4 dann 1ld8t sich die Dgl auch durch den
e-Ansatz lvsen: Der Ansatz lautet

k x
y==Ce

Mit ihm erhédlt man eus der Dgl a, y' + a, y = 0 die sog.
charaekteristische Gleichung:

a, k # a, = 0

und hieraus

Wird in einer Losung einer Dgl der Integrationskonstan-
ten durch die Anfangsbedingungen ein bestimmter Wert
erteilt, dann nennt man diese Ltsung der Dgl eine parti-
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kulére Losung oder ein partikuléires Integral. Eine Lisung
mit noch freier Integretionskonstanten heifit allgemeine
L8sung Sder allgemeines Integrel.

Fast alle Dgln lassen sich durch sog. sukzessive Approxi-
metion - d.h. schrittweise Annéherung - losen. Hat man z.B.
eine Dgl 1. Ordnung, dann lYse man sie nach y' auf.

' =% (x, y)
f(x, y) ist debei der Ausdruck, welcher sich nach Auflbsung

der Dgl nach y' ergibt. Er hingt im allgemeinen immer von
x und y ab. Durch elhmaliges Integrieren erhiélt man

x
4/- f (xy y)dx ¢+ C

y:
a
Ist nun filr x = a y = Yo, els Anfangswert vorgeschrieben,
dann folgt
X
y= f f (x, y) ax + y,
a
Jetzt hestimme man eine Funktion y, nach der Gleichung
x,
.V1= f £ (x, yo) dx"yo
Q
Danach
x
yZ—[ £ (x, y1) dx’yo
Q
3
Y3-/ £ (x, }'2) dx"yo
qQ
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Im allgemeinen konvergiert dieses Verfehren und es ergibt
sich im Grenzwert eine partikulédre Losung der Dgl. Man kann
oft die Relhe nach endlich vielen Schritten abbrechen und
hat dann eine Néherungslbsung der gegebenen Dgl.

Die inhomogene Dgl 1. Ordnung léBt sich durch eine ein-
fache Substitution homogen mechen, wenn die Stdrfunktion
und der Koeffizient von y konstant sind:

a1-(x) y'te,y=a8a

Durch die Substitution ajy - a =z, y' = gl
o

wird die Dgl in eine homogene Dgl Uberfiihrt, die man durch
Trennung der Verdnderlichen oder - wenn 2, konstant ist -
durch e-Ansatz ldsen kann.

Hat die Dgl 1. Ordnung die Form
8, (x) y' ¢+ 8, (x) y =% (x),

dann: dividiere man zuniichst durch a, (x) und erhdlt die
Form

a' +p (x)y=aq(x)

(Menchmal ist es allerdings einfacher, von der ersten
Form auszugehen. Die Varietion der Konstanten 1léB8t sich
dann genauso durchfiihren).

Man 16se zundchst die homogene Gleichung

a'+p(x)y=0

durch Trennung der Verdnderlichen oder gegebenenfalls
durch e-Ansatz:

- jf p (x) dx

y=Ce
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Danach ersetze man C durch eine Punktion C (x)

y=c(x)e-fp(x)dx

- d -
y'=¢C' (x)e jrp(x) x - C(x) p(x) e /PP(X) ax

Durch Einsetzen in die inhomogene Dgl erhélt man eine Be-~
stimmungsgleichung fiir C(x):

¢ (x) =fq(x)e/p(X)dxdx+c

.

¢ ist die neue Integrationskonstante.
Hiermit und mit der allgemeinen Losung der homogenen Dgl
folgt die LbYsung der inhomogenen Dgl

y= (/Q(X) e /p(X) Taxve)e -/ ax

Bei Schwingungsproblemen lé8t sich oft die milhsame Aus-
rechnung einer solchen L&sung umgehen, indem man komplex
rechnet.
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Losungen zu den Ubungsaufgaben

Losungen zu 1.

1) z,=-3¢ 53;52,=2-J32,¢2,=-1+4 J
Zy =2, = = 5¢6 )
24 2, ==14+13J
Graphische Losungen z, 1 7
— = - + j
siehe Bild 38 z, 5 5
Jm
L Y k
\ Wz
\ 1
N\
\ 14
<\
TN S &3
N\ 12
N\
N\ \17
N
~% -3 -2 -7 \"I\c” 3 Re
2,
Bild 38

2) Losung in Bild 39

Z =2, 42,2542 =3-2]

3) z, =8, ¢+bj; 2z, =8, +b]
2

- _ B2 - -
Zy Z, = 8,8, - b ¢ (a1 + a?) b. Es soll a8, - b° =0
sein.
z
21 _ 848y + 02 4 (8, - a;) b
2 2 Es soll (8.2 - 8.1)]" = Q

sein.
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Jm

o
N
-
-+
~ v
-+
N
+
N
+

Bild 39
Aus der letzten Bedingung folgt a, = &, oder b = 0

Nach der ersten Bedingung miiBte fiir b = 0 auch e, =8, = 0
sein. Diese Losung ist auch mdglich.
Fir a, = 8, folgt aus der ersten Bedingung, daB

ey =a, = b sein muB.
i¥

=re
z=re 37
2 2 2
&\ _ 1 _a-> g a” ¢+ b
2) z = = '|Zl = =
e e Dy "7 2 (a° & b%)2 c

-1 - 1
Il ‘aZ.bT ,aobjl

F
~
N

]

Die hierzu konjugiert komplexe Zahl ist
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Das Ergebnis erh&lt men in diesem Falle sehr schnell,
indem der absolute Betrag im Nenmer gebildet wird,

6) Ein Punkt auf dem Kreis hat den Vektor z = Zo, * 2,4
(Bild 40)

m
8-
6t 2,
Sh——— —5— 7 —_——
|
4 | 2,42,
|
0
2t
|
7t |
|
. | R .
1 2 3 &4 5 6 Re
Bild 4o

Jw t Jo,2¢
zZ, = 2 +5 3, z,=Te =3 e

also ist

Jo,2 ¢t
z=2+5j¢+3e

Der Realteil dieser Funktion stellt eine cos-Schwingung
um den Punkt Xo =t 2 dar: x = 2 ¢ 3 cos 0,2 t.

Der Imagindrteil der Funktion ergibt eine sin-Schwingung
um den Punkt y, =58 y =5 ¢ 3 sin 0,2 ¢
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7 Die Ortskurve der Funktion z = ’5 $ fir x zwi-

schen O und 0© 1ist ein Halbkreis im 4. Quadranten
nach Bild 41.

Bild 41

Eb ist
|2l = — 2 _ tndtan@P =-2x

‘1 * 4»x2

Hieraus ergeben sich die drei in der Zeichnung einge-
tregenen Punkte: ‘

x = 1,05 lzl= 2,24; @ = - 63,5°
X = 0,5; |zl = 3,54; ¢ = - 45,0°
X = 0,1; Iz} = 4,91; ?=-1,3°
[ X] Jw t
o) 2 1st die zweite Ableitung. Fir z =r e ist

e

% = Jzu 2 T e Jwt

oder szuch z=:j2“’22=-wzz
Der Vektor 7 ist also gegeniiber den Vexidr z um 180° ge-
dreht. Bei n-maligem Differenzieren ist Jor Vektor
dnz/atn gegeniiber dem Vektor z um n-mal 90" -edreht.
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9) Zuerst wird der Gesamtwiderstand berechnet.
4 s = R1 + R

ge c

Hierbei ist R1 Jder Ersatzwiderstand von ohmschen Wider-
stand und Drossel. Er errechnet sich

1 1 1 _1 1 _ 1 : 1
K =ﬁ’h;"§'3ur = Tooo® ¥ T.ZT.50.5

Danach ergibt sich
R1 = T1o ¢ 452
Weiter ist

1 1

R = - = - § . 319
¢ JWC" yomr .5 .10 . 1070 J

ges 1 * Ry =T10 # 452 j - 319 § = T10 + 133 §

- “ 2 2'_
Rges = 710 + 133° = T23%

Zwischen den Effektivwerten von Strom und Spannung gilt
die Beziehung:

J = U _ 220

Der Phasenwinkel zwischen Strom und Spannung ist

tahp = %%% = 0,168; f = IE:E.O.
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Losungen zu den Aufgaben 2.1.

1) dy + y dx = O ergibt y' + y = 0. Dies ist eine ge-
wﬁhniiche lineare homogene Dgl 1. Ordnung mit kon-
stanten Koeffizienten,

2) Aus .;_'. + 20X _ 4 £01gt durch Maltiplikation mit
Xy
xy'+ysinx=xyoderxy'+ (sinx -x)y=0
Dies ist eine gewodhnliche lineare homogene Dgl 1. Ord-
nung mit veradnderlichen Xoeffizienten.

3) at + x = £(t); a2+ z =x; a, ¥+ 2 =%
a, ap Z + (a1 + a2) z2 +2 =17~ (t)

nmn

Dies ist eine gewchnliche lineare inhomogene Dgl
2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten.

Losungen zu den Aufgaben 2.21.

1) Richtungsfeld von y' = O. in jedem Punkt der x - y -
Ebene ist die Steigung = 0. Bild 42 zeigt das Rich-
tungsfeld. Demzufolge sind alle zur x - Achse paral-
lelen Geraden Losungen der Dgl.

Bild 42
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2) Die Dgl y' = x ergibt das Richtungsfeld nach Bild
43+ Es passen alle Parabeln der Form

2
y = %— + C

herein. Sie k6nnen'diese‘Dgl unmittelbar durch Integra-
tion 1l8sen.

J
‘ ¢\ \ 4+ K
Y 371
N2t A
{14 L

Bild 43

3) Die auf Seite 5% besprochene Dgl hieB y' = %. y'=my
ist der Richtungsfaktor der Tangenten an die Kurven
y = £(x).
Tangenfen und Kurven fallen zusammen, da die zu dieser
Dgl gehﬁrenden Losungen alle Geraden durch den Null-
punkt waren. In unserem Beispiel ist y' = - ; = My
Hierbei ist m, der Richtungsfaktor der Tangenten fir
die LOsungen.
Es ist in unserem Falle

m, = -~ —

1 m2
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2.3.3.2 Die Storfunktion f£(t) sei nicht konstant

In der Dgl
a, X+ ay x+x = £(t) (2.69)

sel jetzt im Gegensatz zu 2.3,3.1 £(t) nicht konstant,
sondern mit der Zeit verénderlich. Besonders wichtig
ist hierbei der Fall, daB f£(t) = A sin @, t, also eine
Schringung mit der als bekannt angenommenen Amplitude
A, und der ebenfalls bekannten Frequenz C, ist. Wegen
der Wichtigkeit dieses Falles hat man in der Elektro-
technik und in der Regelungatechnik hierfiir ein eigenes
Verfahren, den Frequenzgang, entwickelt. Wir werden ihn
noch ausfiihrlich begprechen und konnen daher an dieser
Stelle auf den Fall f£(t) = A, 8in Wt verzichten.

Fir die Regelyngstechﬁik ist auBer dem Fall f£(t) = const.,
der unter 2.3.3.1 ausfilhrlich behandelt wurde, noch

£(t) = b, + b;t wichtig. Es handelt sich also um eine
lineare Anstiegsfunktion (Gerade) mit als bekannt anzuse-
hendem bo und bl. Solghe Anstiegsfunktionen sind manchmal
bei der Aufnahme der Ubergangsfunktion von sog. "D-Glie-
dern" wichtig.

Zur Losung der Dgl a, X+ a; X +x = £(t) gibt es mehre-
re Verfahren. Wir wollen das einfachste besprechen. Es
baruht auf folgender Tatsache:

Xy sel das allgemeine Integral der homogenen Dgl

8y X + 8) X + X = 0.

Es laBt sich mit Hilfe des e-Ansatzes berechnen.

X, sel ein partikulédres Integral der inhomogenen Dgl

ay X+ ay x+x=£(t)
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Punktionen schreiben wir diesen Ansatz auf und rechnen
dann ein Beispiel.

£f(t) . Ansatz };./ pcul'. ke laee lnhuJ
a xa =C
b°+b1t x2.=c~°+clt

Aosinﬂt)

X, =b, sin& t + b, cose t
Ajcos R ¢ ) 2 1 2
bt bt
b e X, =C e
° bt 2 bt
a{1 + e ) X, = ¢, + ¢ e

Im Falle Ay sin@ t bzw. Ao cos® t steht im Argument der
segebenen Funktion f(t)‘ wie auch im Argument des Ansatzes
die gleiche Kreisfrequenz 2 . Das ist auch klar, denn wenn ein
System mit der Kreisfrequenz 2 2zu erzwungenen Schwingungen
angeregt wird, dann muB es mit %graelben Kreisfrequenz
schwingen, Im PFalle f£(t) = be unterschei¢ .v sich der
Ansatz nur durch die multiplikative Konstante c. Der Ex-
ponent ist der gleiche.

Der Fall £f(t) = a wurde bereits mit einer anderen Methode
unter 2.3.3.1 ausfiihrlich behrr2eclt und wurde hier nur
erwahnt, um zu zeigen, daB er auch auf diese Weise gerech-
net werden kann, Wir betrachten jetzt ein Zahlenbeispiel.

Gegeben sei noch einmal die mechanische Masse-Feder-An-
ordnung mit Fliissigkeitsd&mpfung nach Bild 45. Es sei

n=2kpm *e? k=2kpm s undc-2k m L,
Dann lautet die Dgl nach (2.23)

Bei der Aufstellung dieser Gleichung war iiber x_nichts
vorausgesetzt worden. (Die Tatsache, daB X, eine Sprung-
funktion sein sollte, spielte erst bei der Losung der

Dgl, nicht aber bei der Aufstellung der Dgl eine Rolle).
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X, kann beliebig sein. Wir wollen jetzt annehmen, daB der
Stab I in Bild 45 mit konstanter Geschwindigkeit v = 0,5
[m/s] nach unten bewegt wird. Bei t = O sel x_ = 0. Dann
ist ’

xg = 0,5t [m]

und die Dgl lautet

[1] 4
+ +
X, + %, x, = 0,5 t

Welche Bewegung X, vollfiihrt die Masse m, wenn ia = 0,
X, = 0 fir t = 0 ist?

Wir 1osen zuerst die homogene Dgl

0 .
x, X, X, = 0

wie es unsere Vorschrift verlangt. (Beachten Sie, daB im
(logensatz zu frither jetzt nicht substituiert wurdel).
hie charakteristische Gleichung lautet

A2+ Ad+1=0

und hat die Losungen
A1/2=-%1%3 3= -0,52+ 0,866 j

hamit lautet die allgemeine Losung der homogenen Dgl

. - °1 ° = 0,5t + 0,866 § t . 02 o = 0,5t - 0,866 j ¢t
datrt ist eine partikuldre Losung der inhomogenen Dgl zu
tindon. £(t) hat die Form b, + by t, wobei in unserem Falle

W, = 0 1st. Nach unserer Tabelle machen wir den Liysungs-
wimate



Xy =C, + 0y t

mit den noch zu bestimmenden Zahlen L und c.
Aus unserem Ansatz folgt

4 -
X, = ¢ und x, = 0.

Wir setzen in die gegebene inhomogene Dgl ein und er-
halten

0+ c) +Cy+ Cy t=0,5%
N e’
(¥2 + X+ Xy = 0,5 t)

Die Gleichung muB fiir jedes beliebige t Giiltigkeit ha-
ben, denn sie wurde aus der Dgl gewonnen, welche Cfiir
jede beliebige Zeit gilt. Z2.B., muB die Gleichung auch
fiir t = O gelten. Setzen wir t = O ein, dann erhalten
wir

ey +t e, = 0

o
Setzen wir z,B. t = 1 ein und beriicksichtigen ¢y + ¢y
dann ergibt sich weiter die Gleichung

¢ = 0,5
Hiermit erhalten wir fiir

ey, = - 0,5
und das partikulédre Integral lautet damit

X, =-0,540,5% (2.72)

Das allgemeine Integral unserer inhomogenen Dgl ist nun
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- 0,5t + 0,866 jt - 0,5t -0,866}
Xg = X) + X5 = Cl [-) + 02 e

- 0,5+ 0,5¢% (2.73)

Jetzt miissen die Konstanten aus den Anfangsbedingungen
berechnet werden. Hierzu ist wieder die iibliche umsténd-
liche Rechenarbeit erforderlich. Wir wollen sie aber an
dem vorliegenden Zahlenbeispiel doch einmal durchfiihren.
s wird vielleicht manche Unklarheit dabei noch besei-
Ligt.

Aus der allgemeinen Losung erhalten wir ia'

- 0,5t +0,866 jt
l. = (-0,5+0,866 j) Cy e

0,5t - 0,866 j t
- (0,5 + 0,866 j) Cy ©

+ 0,5
L4 hd P
Aus T, und X, erhalten wir mit x, = 0 und x, = 0 fiir

| = 0 die Bestimmungsgleichungen fiir die Integrations-
konstanten.

08014‘02-0,5
0 =(-0,5+ 0,866 j) cy - (0,5 + 0,866 §) Cy

+ 0,5
Auas diesen beiden Gleichungen berechnet man
C1 = 0,25 + 00,1444 J und 02 = 0,25 - 0,1444 j

Wir erhalten die partikulare Losung
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-0,5t + 0,866 ¢t

x, = (0,25 + o0,1444 j) e

-0,5t-0,86 j t
+ (0,25 - 0,1444 j) e ~-0,5+0,5%

Diese Gleichung hat eine héchst uniibérsichtliche Form.
Deshalb werden wir versuchen, sie einfacher zu gestalten.
Zundchst schreiben wir sie

x, = " 05"t [0’25 (692866 § t , o - 0,866 § t)

. ’ 0,866 j t - 0,866 j t

+ o,1444 j (e -e )]- 0,5 +0,5¢
Mit den Formeln
ja KLY
e + e =cosd + J sinA + cos8 « - J sind = 2 cos«&
jo - i
e -e =cosA + jJsinak -cos X+ j sinxX =2 j sina

erhalten wir

- 0,5¢
x, =e [0,25 . 2. cos 0,866 t + 0,1444 j,2.j.8in 0,8661;]
- 0,5 +0,5¢

- 0,5¢%
e [0,5 cos 0,866 t - 0,2888 sin 0,866 t]- 0,5+0,5 t

Der Ausdruck in der eckigen Klammer 1l&aB8t sicix nun durch
Einfihrung zweier neuer Zahlen A und @ so ur’:!‘f;vr;r_:a:.:., daB
ein Additionstheorem anwendbar ist.

Wir setzen

0,5 = A cos ¢ und 0,2888 = A sin ¢
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Auf diese Weise erhalten wir

-0,5 t
x =Ae [cos 0,866 t cos@- sin 0,866 t sin4}-0,5 + 0,5 ¢

=0,5 t
=Ae cos (0,866 t +¢) - 0,5 + 0,5 ¢t

Aus den beiden Gleichungen fiir A und ¢ erhalten wir

A= -“0,52 +  0,2888% = 0,577

und tan ¢ = 0,2888/0,5 = 0,578 und ¥ = 30° = U/6

Wir setzen diese Werte in unsere Gleichung fﬁr'xa ein
und erhalten die endgiiltige partikulidre Losung

0,5 t

= 0,577 e

x, cos (0,866 t + ¢ ) - 0,5 + 0,5 t (2.74) -

x besteht aus der Summe der beiden Funktionen 0,577 e o>t
cos (o0,866%t+ ?7) und - 0,5 + 0,5 t. Sie sind in Bild 62
gezeichnet. Durch Addition der Ordinaten ergibt sich die
dick gezeichnete Funktion Xge (In Bild 62 sind die Funk-
tionen nicht maBstabgerecht gezeichnet). Wie Sie sehen,
kommt also auch hier ein Einschwingvorgang zustande,

X, geht theoretisch erst nach unendlich langer Zeit in
die Gerade -~ 0,5 + 0,5 t iiber. In praktischen Anordnungen
kanq X natiirlich nicht beliebig lange auf beliebig groBe
Werte wachsen. Der Bereich, in welchem x  laufen kann,
ist durch die geratetechnische Ausfilhrung festgelegt

und kann durch die Dgl natiirlich nicht erfaBt werden.

Im Verlaufe der Rechnungen zu unsererem letzten Beispiel
wird Ihnen aufgeféllen sein, daB hier von zwci partiku-
laren Lésungen die Rede war. Die eine, (2.72), brauchten
wir, um die allgemeine Losung der inhonxogenen Dgl zu
berechnen, die andere, (2.74), ergab sich nach Bestim-
mung der Integrationskonstanten C1 und 02 in der allge-
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Bild 62

meinen Losung der inhomogenen Dgl. Dieser Sachverhalt

ist verstdndlich. Zunachst einmal kénnen die Integfations-
konstanten c1 und 02 in der allgemeinen Losung der inhomo-
genen Dgl jeden beliebigen Wert annehmen. Das richtet

sich nach den jeweils gestellten Anfangsbedingungen.

Diese konnten z,.B, auch einmal so beschaffen sein, daB
sich C1 = 02 = 0 ergibt. Setzen Sie diese Werte in die
allgemeine Losung der inhomogenen Dgl ein, dann erhalten
Sie unsere erste partikuldre Losung (2.72). Fir unsere
vorlisgenden Anfangsbedingungen ergeben sich aber die oben
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berechneten Werte fir C1 und 02. Sie sind in unserem Falle
ungleich Null und fiihren deshalb auf die andere partikuléa-
re Losung (2.74), welche gleichzeitig die Losung unseres
Problems darstellt.

Die allgemeine Losung der inhomogenen Dgl setzt sich addi-
tiv aus der allgemeinen Losung der homogenen Dgl und
irgendeiner partikuléaren Losung der inhomogenen Dgl zu-
sammen. Eine solche partikulédre Losung ist aber auch
(2.74). Folglich miiBte die allgemeine Losung auch mit ihr
zu bilden sein. Es wdre also auch

- 0,5t +0,86 § ¢t - 0,5t -0,866 §j t
x, = 03 ) + C4 e +
- 0,5t 7
+ 0,577 e cos (0,866 t + == ) - 0,5 + 0,5t (2.75)

eine allgemeine Losung der inhomogenen Dgl. Fiir die Inte-
grationskonstanten der allgemeinen Losung der hom. Dgl
schreiben wir 03 und 04, da sie bel Bestimmung durch die
Anfangswerte jetzt andere Werte annehmen werden als vor-
dem., Diese allgemeine Losung der inhomogenen Dgl sieht
wegen des cos-Anteiles zunéchst anders aus als die oben
gefundene allgemeine Losung (2.73) der inhomogenen Dgl.
Doch man kann durch entsprechende Umformung zeigen, daB
beide Ldsungen letzten Endes gleich sind. Wir wollen hier
darauf verzichten, da diese Rechnung keinen praktischen
Wert hat.

Ubrigens erhalten Sie auch aus der allgemeinen Losung
(2.75) die partikulére Losung (2.74), indem Sie C; =Cy =0
setzen.
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2.3.4 Allgemeine Betrachtungen zur Dgl 2. Ordnung

Nach unseren bisher behandelten Beispielen ist es jetzt
an der Zeit, ein Wort zu dem EinfluB der Storfunktion
£(t) zu sagen. In der Dgl (2.19) war £(t) = U, = const.
Die Losung war gegeben durch (2.45). Ihren Verlauf zeigt
Bild 55. In der Dgl (2.23) war f£(t) = Xq. Fiir die Lo-
sung (2.58), deren Verlauf Bild 59 zeigt, war x, = const.
und fiir die Losung (2.74) war £(t) = by.t. An 4ll diesen
Beispielen konnen Sie erkennen, daB die Losungen der be-~
sprochenen Dgln nach einem bestimmten Ubergangsverhalten,
welches aperiodisch oder geddmpft schwingend sein kann,
sich dem Verlauf der Storfunktion f£(t) ndhern und ihn
nach theoretisch unendlich langer Zeit auch annehmen

bzw. mit £(t) parallel verlaufen, wie in Bild 62.

Die Storfunktion f(t) ist also bei aperiodischem oder
gedampft schwingendem Verhalten fiir den grunds&atzlichen
Verlauf der Losungsfunksion verantwortlich, wéhrénd die
eigentliche Differentialgleichung (der homogene Teil)
dafiir verantwortlich ist, wie der Ubergang des gegebenen
Systems vom Anfangszustand in den neuen, durch f£(t) ge-
gebenen Zustand stattfindet, ob aperiodisch oder schwin-
gend. Diesen Sachverhalt wollen wir am Beispiel der Dgl
(2.23) etwas genauer diskutieren. Zu diesem Zwecke

denken wir uns in Bild 45 die Démpfung weggenommen

(k = 0). Welter stellen wir uns vor, daB in dieser An-
ordnung die Masse derartig klein sei, daB wir sie vernach-
lassigen konr sn (m = 0). Setzen wir in die Dgl (2.23)

m =0 und k = O ein, dann bleibt

und diese Gleichung ist in unserem Falle auch gleich die
Losung der verbleibenden Gleichung, welche jetzt keine
Differentialgleichung mehr ist. I.. x = const., dann
ist auch x, = const., ist Xy = bl t, dann ist auch
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X, = b1 t. In beiden Féllen gibt es kein aperiodisches
oder schwingendes Ubergangsverhalten. X, folgt der Funk-
tion xg sofort nach, Hieraus miissen wir schlieBen, daB
das schwingende oder aperiodische Ubergangsverhalten von
X, durch die Masse m und die Ddampfung k veranlaBSt wird,
welche, wie oben schon erwdhnt, nur im homogenen Teil
der Dgl vorhanden sind., Die Storfunktion f£(t) hat mit m
und k nichts zu tun.

Der eigentliche (mathematische) Grund dafiir liegt daran;
daB die Masse m mit X, die Dampfung k mit x, in die Dgl
eingeht. Hauptverantwortlich fiir das tbergangsverhalten
sind die Differentialquotienten der gesuchten Funktion
Xge Betrachten Sie daraufhin noch einmal den Rechnungsgang
beim Losen der Dgl in 2.3.,3.1, dann sehen Sie, daB die
zur Dgl gehorige charakteristische Gleichung nur dann
eine quadratische wird, wenn~5€a in der Dgl vorhanden
sind. Denn nur dann konnen die Wurzeln (2.46) z.3. zuein-
ander konjugiert komplex werden und nur ein solches kon-
jugiert komplexes Wurzelpaar fithrt auf eine Schwingung,
wie Sie am dortigen Rechnungsgang erkennen konnen.

Der homogene Teil der Differeantialgleichung einer gegebe-
nen (elektrischen oder mechanjschen) Anordnung ist also
fiir das Ubergangsverhalten der Losung verantwortlich,
wihrend die Storfunktion hierauf keinen EinfluB hat. Ist
z.,B. das System schwingungsfdhig, dann wird eine solche
Schwingung sich bei jeder beliebigen Storfunktion f£(t)
bemerkbar machen und zwar immer mit der gleichen, fiir
das System charakteristischen Frequenz, der sog. "“Eigen-
frequenz". (Der Fall, daB f(t) eine Sinusschwingung ist,
s8oll hier zundchst auBer Acht gelassen-werden. Wir wer-
‘den ihn spater ausfiihrlich behandeln). Denn die Losung
der Dgl

.

a9 X + 8 x+x = £(t)

wird ja dadurch &Malten, daB erst die homogene Dgl ge-
166t wird und zu i2r ein partikuldres Integral der in-
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2.3 Die lineare Differentialgleichung 2. Crdnung mit

konstanten Koeffizienten

Wir wollen uns jetzt mit einer Differentiglgleichung be-
fassen, die in der Regelungstechnik eine wichtige Rolle
spielt. Die unabhéngige Verédnderliche ist dabei meistens
die Zeit t. Die abhdngige Veranderliche ist je nach dem
vorliegenden Problem eine Spannung, ein Druck, eine 'Tem-
peratur, eine Drehzahl oder anderes. Wir wollen sie fiir
unsere Betrachtungen "x" nennen. liit diesen Bezeicinungen
hat die lineare Dgl 2. Ordnung mit konstanten Koeffizien-
ten die Form

a25€+a1i+x = £(t) (2.18)

Hierin sind a, und a,) konstante Zahlen. Der Faktor vor x
ist in unserer Schreibweise gleich 1, was durch Division
immer zu erreichen ist. Diese Art der Darstellung ist in
der Regelungstechnik iiblich. f(t) ist eine Funktion der

Zeit, welche sich wie auch die Konstanten a, und a, aus

dem gestellten Problem ergibt.

Beispiel 1: Bild 44 zeigt eine Schaltung, bestehend aus
zwel R-C-Gliedern I und II und einem Verstarker. An I
werde eine Gleichspannung Uo angelegt. Dann wird sich
der Kondensator Cl iber den Widerstand Rl aufladen. Durch
den Verstarker mit dem Verstidrkungsfaktor 1 (UII = UI)
wird die an C1 liegende Spannung an das R-C-Glied II wei-
tergegeben. Der Verstarker dient in dieser Schaltung

nur als Ubertragﬁngsglied. sr soll bewirken, daB dem
R-C-Glied I durch das K-C-Glied II keine Znergie entzogen
wird. (Man spricht auch in diesem Falle, wo der Verstar-



R, 1:1 R,

Bild 44

kungsfaktor 1 ist, von einem Verstarker, da ein solches
Bauglied alle entsprechenden Merkmale haben muB.) Man
nennt diese Anordnung eine "riickwirkungsfreie Schaltung".
Bine an I angelegte Spannung Uo wird verzogert nach II
weitergeleitet und als Uc abgegeben. Wiirde man bei Uc
eine Spannung anlegen, dann wiirde wegen der Ventilwir-
kung des Verstarkers beil Uo nichts splirbar sein, die
Schaltung ist "riickwirkungsfrei", ein Signal wird nur in
einer Richtung durchgelassen.

Solche Anordnungen spielen in der Regelungstechnik eine
wichtige Rolle (z.B. bei elektronischen und pneumatischen
[fodellregelkreisen und Analogrechnern. Auch bei Berech-
nungen von Regelkreisen wird meist Riickwirkungsfreiheit
angenommen. ) )

Um zu der Dgl dieser Schaltﬁng zu kommen, betrachten wir
noch einmal das im ersten Lehrbrief, Seite 32 gerechnete
Beispiel.

Fiir die dort berechnete RC-Schaltung ergab sicn die Dgl

TU +U =U,; T=RC
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Diese Dgl gilt sicherlich auch fiir das RC-Glied I, denn
der Verstarker entzieht keine Energie.

Wenn Sie noch einmal die Aufstellung der Dgl im 1. Lehr-
brief verfolgen, ‘dann werden Sie feststellen, daB von
der Voraussetzung U = const (Gleichspannung) nirgends
Gebrauch gemacht wurde. Das geschah erst bei der Berech-
nung der Losung, die mit der Substitetion.Uc,- U=yb -
gann, Wegen U = const wurde namlich Uc =y, wodurch die
Substitution erst sinnvoll wurde., Die Dgl gilt demnach
auch dann, wenn U eine zeitlich verédnderliche Spannung
ist., Dies aber ist fir das RC-Glied II unserer betrachte-
ten Schaltung der Féll. Die in II hineingehende Spannung
ist UII' Sie ist, da der Verstdrker den Verstdrkungsfak-
tor 1 haben soll, gleich UI‘ Diese aber wachst nach einer
e~-Funktion mit der Zeit an, ist also zeitlich verédnder-
lich., Die aus II herauskommende Spannung ist Uc’ Wenden
wir jetzt die uns schon bekannte Dgl T Uc + Uc = U it
entsprechenden Bezeichnungen auf II an, dann ist

T, Uc + Uc = UII H T, = R2 02
Fir I gilt sinngemasB
Tl UI + UI =U H Tl = Rl Cl

und es ist noch

U =U

II 1

Aus der ersten und dritten dieser Gln ergibt sich

und nach der Zeit differenziert

) ¢ ]
T2 Uc + Uc = UI .



Wir setzen dies in die zweite Gleichung ein und erhal-
ten der Reihe nach

T, (Tzﬂc+Uc)+T2Uc+Uc=U

T, T, U, + (Tl + T2) U, + U, =U (2.19)

1 c

IIiermit haben wir die "Dgl des rickwirkungsfreien Zwei-
speichersystems erhalten. s ist eine gewohnliche lineare
inhomogene Ygl 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten.
Auch hier kann U eine zeitlich verdnderliche Spannung
sein,
Vergletchen Sie die Vgl (2.19) mit der allgemeinen Form
(2.18), dann ergibt sich

UCQX; Tl-Taéaa; T1+T2:’éal; U & f£(t)
Sie erkennen nun auch, was in 2.3.1 gesagt wurde:
a;, a5, £(t) ergeben sich als bekannte Zahlen bzw. Funk-
tionen aus dem gestellten Froblem. Denn in unserem Bei-
spiel sind Rl, RZ’ Cl, 02 und damit auch T1 und T2 als
bekannt anzusehen. Ebenso ist f(t) = U eine aus dem ge-
gebenen i'roblem heraus bekannte Funktion. Sie ist in
unserem Beispiel aus der Wahl der Spannung bestimmt, die
an I angelegt wird. Fir Gleichspannung ist f(t) = U = const.,
fiir WWechselspannung hdtte man £(t) = Uo sin w t zu
setzen.
Von der Dgl (2.19) wollen wir uns fiir spater noch merken,
daB die “eitkonstanten Tl und T2 reelle positive Zahlen
sind, Damit sind es auch die Zahlen a_ und as.
Die LOsung der Dgl werden wir erst spater berechnen.
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Beispiel 2: An einem Stab I befinde sich eine Feder mit
der Federhdrte c. An ihr hénge ein Korper mit der Masse m
und an diesem befinde sich eine Olbremse (Bild 45). Der
Stab I werde nun plotzlich um den Betrag Xg nach unten
bewegt., Was fiir eine Bewegung vollfiihrt die Masse m?

Jir betrachten nun - gewissermaBen als lomentaufnahme -
lie Bewegung dér Masse kurz nach dem BingangsstoB. Bild
45a zeigt die Ruhelage der Anordnung vor dem Eingangs-
stoB. X, = 0; X, = 0. Bild 45b zeigt den Zustand kurz nach
iem ZingangsstoB. Im Augenblick des iingangstoBes wird

iie Feder um den Betrag X gespannt. Wegen ihrer Trag-
aeit folgt die Masse nicht sofort. Kurz danach hat sich
die Feder um den Weg X des Korpers entspannt, so daB die
Feder noch um den Weg Xy - X, gespannt ist. Demzufolge

iibt sie auf die lMasse die Kraft

Pé =c (xe - xa) (2.20)
aus.
JC
I p— =
=Xe
]
C
=0,
I =xg

Bild 45a
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Bild 45b

Die Dampfungskraft berechnet sich aus folgender Uberle-
gung:

Auf den Kolben wirkée die Kraft Pd' Sie erzeugt in der
Fliissigkeit unter dem Kolben den Druck p. Oberhalb des
Kolbens herrscht kein Druck da man gegeniiber p den ge-
ringen Bodendruck der Fliissigkeit vernachlidssigen kann.
Am Uberstromkanal des Kolbens herrscht also die Druck-
differenz p - 0 = p (Bild 46). Pir nicht zu groBe Drucke
kann man annehmen, daB der durch den Uberstromkanal
durchflicBende Fliissigkeitsstrom i dieser Druckdiffe-
renz proportional ist.

i= —ﬁL [cms/s] (2.21)



TN

Bild 46

Hierbei soll R den Strdmungéwiderstand des Kanals charak-
terisieren. Der Strom i sei als die pro sec flieBende
Fliissigkeit'smenge in cm3 definiert. Senkt sich jetzt der
Kolben um den Weg Xgs danq stromt das Volumen

(F = Kolbenfliche) durch den Kanal, da die Fliissigkeit
inkompressibel ist. Differentieren wir diese Gleichung
nach der Zeit, dann ergibt sich

a

.
at =V =Fx,

V ist aber nichts anderes als der Strom i, némlich

die Fliissigkeitsmenge pro sec, die durch den Kanal hin-
durchtriﬁt, wahrend *a = dxa/dt‘die Geschwindigkeit des
Kolbens ist., Aus der Gleichung V = P » ia folyt mit
(2.21)



und

. . 2
a lxa=kx (k = R F°)

a (2.22)

dh. die Dampfungskraft Pd ist der Geschwindigkeit des
Kolbens proportional. Man spricht von "geschwindigkeitspro-
portionaler Dampfung". Sie tritt recht oft auf. Auch
Luft- und Wirbelstromdéampfung rechnet man nach diesem
Gesetz. Als Gegenbeispiel sei die Dampfung durch trocke-
ne Reibung genannt, wo die Dampfungskraft von der Ge-
schwindigkeit nicht oder nur unwesentlich abhéngt.

(DaB Py in Bild 45a nach oben, in Bild 46 aber nach unten
wirkt, erklart sich so: Um den Kolben mit der Geschwin-
digkeit ia in den Zylinder hineinzudriicken, muB eine
Kraft Pd aufgebfacht werden. Diese Kraft wirkt dann auch
entgegengesetzt als Reaktionskraft auf die Masse m).

Fir eine Abwartsbewegung der ilasse m im Bild 45b gilt
folgende Gleichung nach d'Alembert (die Krafte Pc und

Pd sind mit der Richtung anzusetzen, wie sie auf die
liasse m wirkenl)

Pc -P, -mb

a 0

Mit (2.20), {2.22) und b = x_ folgt

a
c (xe - xa) -kx, -mx, = 0
oder
m k - _
c Xat T Xt X, =X, (2.23)

Die in dieser Differentialgleichung gesuchte Funktion
x, = xa(t) ergibt das Weg-Zeit-Gesetz des Bzwegungsab-
laufes der llasse m. Die Losung X, werden wir ebenfalls
spater berechnen. lltwas kann man aber schon jetzt er-
kepnen: Us ist ia die‘Geschwindigkeit und ;a die Be-
schleunigung der Liasse ni. Jer Ansciliauung entnehmen
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wir, daB nach entsprechend langer Zeit (t --oo) x, = 0
und auch 'x'a = 0 ist. Dann wird nach der Dgl (2.23)

len Zustand, wo dies eingetreten ist, nennt man den "Be-
harrungszustand" oder den "stationaren Zustand". In un-
nerem Beispiel ist das Ergebnis X, = Xg selbstverstdnd -
lich.

Wir vergleichen die beiden Dgln (2.23) und (2.19)

‘.
X +X =X
a a e

olg
3
+

olx

Tl '1‘2 Uc + (T1+T2)Uc + Uc =U

L bzw, Uc sind die GroBen, die uns in beiden Dgln interes-
sieren. Es sind die Funktionen, die aus den gegebenen An-
ordnungen "herauskommen". Wir nennen sie deshalb die
"AusgangsgroBen", widhrend X bzw. U die GroBen sind, wel-
oche in die Anordnung "hineingegeben" werden und deshalb
"SingangsgroBen" heiBen.

Wir fragen jetzt:

Wie miissen die Zeitkonstanten Tl und T2 aussehen, damit
die Koeffizienten der Dgl fiir das Zweispeichersystem

die gleichen wie in der Dgl fiir das Masse-Federsystem
pind? Den Sinn dieser Frage werden Sie noch erkennen.

Aus dem Vergleich beider Dgln ergeben sich die Glei-
chungen

m k
Tl T2 =3 und Tl + T2 iy

Die Auflosung nach Tl und T2 ergibt

= -
=+ k k m
Ti2=*3 \,;—c.’r o (2.24)
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Fiir gegebenes m, ¢ und k kann ‘man also T1 und T2 berech-
oen. Was bedeutet dieses Ergebnis? Wie Sie gesehen haben,
sind Tl und.:l‘2 die beiden Zeitkongtanten Rl o cl und
R2 . 02 des riickwirkungsfreien Zweispeichersystems. Di-
mensioniert man nun die R und C so, daB sich die nach
(2.24) berechneten Zeitkonstanten T1 und T, ergeben, dann
sind die beiden Dgln (2.23) und (2.19) miteinander iden-
tisch und miissen, wenn auch die gleichen Anfangsbedingun-
gen gewdéhlt werden, die gleichen Losungen haben. Das aber
bedeutet, daB X, =X, (t) und Uc = Uc(t) denselben Ver-.
lauf haben. Damit ist die Moglichkeit gegeben, das Verhal-
ten des Masse-Federsystems elektrisch nachzubilden. Aller-
dings ist diese Nachbildbarkeit in unserem Falle noch . an
eine Bedingung gebunden. Damit sich die nonstanten
Tl = Rl . C1 und T2 = R2 . 02 tatsachlich geratetechnisch
realisieren lassen, miissen sie reell und positiv sein,
denn imagindre oder negative R und C sind hier nicht denk-
bar. Diese Bedingungen sind erfiillt, wenpn die Wurzeln in
(2.24) reell sind, d.h. wenn nach (2.24)
K2 n 2

T - Z>0 oder k .>4mc (2.25)
ist.
Die Dampfungskonstante k mufl also einen Mindestwert haben.
Wir werden spéater wieder auf diese Bedingung stoBen, wenn
wir die Schwingungsfédhigkeit des Masse-Feder-Systems
betrachten. Es wird sich ergeben, daB bei der Bedingung

(2.25) keine Schwingung des Systems auftreten kann. Damit
wird die Bedingung fiir die Nachbildbarkeit des Masse-
Federsystems durch ein Zweispeichersystem auch anschau-
lich versténdlich: Das Zweispeichersystem kann offenbar
nicht schwingen, denn dazu ware ein Energieau;tausch
zwischen den Speichern'I und II notwendig. Das aber

1ist wegen der Riickwirkungsfreiheif der Schaltung nicht
méglich; Mit einem solchen System kann man also keine
Scawingungen nachbilden,



-1 -

lins Nachbilden irgendwelcher Regelkreisgiieder - auch das
Mamse-Federsystem kommt in der Regelungstechnik z.B. als
lllokfiihrgesténge vor - ist sehr wichtig. Sicher haben

tile schon von sog. Modellregelkrelsen gehort oder gele-
men, Das sind Versuchsaufbauten oder schon fertige ~eria-
Lo, mit denen’ man Regelkreisglieder oder auch ganze Regel-
khreise in ihrem Verhalten "nachbildet", um im Modell den
Punktionsablauf des Regelkreisgliedes oder -kreises 2zu
verfolgen. Im gewissen Sinne gehoren auch die sog.
Analogierechner hierzu.

lJoispiel 3: Pneumatisches rickwirkungsfreies Zweigpei-
ohersystem. Zunédchst betrachten wir die Anorhnung nach
B1l1d 47. Uber eine Drossel D (Kapillarwiderstand) kann
luft in ¢en Behédlter mit dem Volumen V einstromen.

Po '~

Bild 47

¥or der Drossel liegt der Druck Py der auch verédnder-
lich sein kann. Ist im Behadlter der Druck kleiner als
Py dann wird Luft einstromen und der Druck im Beh&lter
wird steigen. Lr habe in dem betrachteten Augenblick
zur Zeit t den Wert Py Die Luftmenge, die pro sec
durch die Drossel flieBt, sei i, [?g/ﬂ

Man kann nun annehmen, daB 11 der Druckdifferenz an der
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Drossel direkt und dem Drosselwiderstand umgekehrt propor-

tional ist:
P, =P
i, = 21 Ecg/s] (2.26)

Dieses Gesetz gilt recht genau, wenn die Druckdifferenz
nicht zu groB ist. R charakterisiere den Drosselwider-
stand. Er wird bestimmt durch die Form der Drossel, und
durch die Z&éhigkeit der Luft. AuBerdem gehen noch Zahlen-
faktoren ein. Die Gleichung (2.26) ist das sog. "Gesetz
von llagen-Poiseuille". Sie finden es in jedem besseren
Physikbuch (z.B. Gerthsen, Ph&sik). Weiterhin ist offen-
bar der Druck P, im GefdB der darin enthaltenen Luftmenge
a3 direkt und dem Volumen Vl umgekehrt proportional. Wir
konnen schreiben

P, = a %l [Fp/cmé]l (2.27)

[

Dabei ist a ein Faktor, der fiir richtige Dimensionen
sorgt. Er miiBte die Dimension [cm] haben, denn q,/V,
hat die Dimension [?p/cm3] .

Weiter ist

dq

= q; = Pro sec in den Behdlter
stromende Luftmenge

[~

i, =

=1
ot

denn in der Zeit dt erhoht sich die Luftmenge im Beh&l-
ter um den Betrag dql. Mit dieser Beziehung folgt aus
(2.27)

e

= 1
a

Oe

1 1

und mit (2.26) ergibt sich

Vi.o_ o1
a

p; = R (py = Py) oder
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L
a B Py +tP =P,

Vl, Ry und a sind fiir unser Beispiel Konstanten, die von
der geratetechnischen Ausfuhrung abhéngen. Sie lassen
sich experimentell bestimmen. Aus der letzten Gleichung
geht folgendes hervor: '

V1 . Rl .

e = P muB die Dimension eines Druckes haben,

da es zu einem Druck Py addiert wird und einen Druck P,
orgibt. p; = dpl/dt hat aber die Dimension [Dmck/sec] .
eshalb muB _l R, die Dimension [sec]haben. Wir kiirzen
demzufolge

v

1
z Bh=T)
ab und bezeichnen T1 wieder als Zeitkonstante. Damit lau-
tet die Dgl des "pneumatischen Einspeichersystems"

Ty By + Py = P, (2.28)

Jetzt betrachten wir ein pneumatisches riickwirkungs-
freies Ubertragungsglied, wie es in Bild 48 gezeigt
iet. Es sind zwei Kammern 1 und 2 vorhanden, die durch .
oine ungespannt aufgehangte Gummimembrawn M getrennt
sind. Die Membran ist mit einer Prallplatte P starr ver-
bunden, welche eine Diise mehr oder weniger offnen kann.
Dadurch kann der Luftdruck in Leitung und Membrankam-
mer 2 gesteuert werden. Anstelle der Stopfbuchse wird
meist eine Membrandurchfiihrung gewdhlt, um die Reibung
in der Stopfbuchse zu vermeiden. Uber die Drocssel D wird
I111fsluft H L zugefithrt,

Wird jetzt ein Druck Py auf die Kammer 1 gegeben, dann
wird die Membran nach rechts gedriickt, die Diise wird
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P ;@I*
e P

A

HL

Bild 48

durch die Prallplatte geschlossen und das MeBgerat zeigt
einen steigenden Druck p{. Wirde nun pl'.grdﬁer als P
werden, dann wiirde die Druckdifferenz die spannungslose
Membran sofort nach links driicken. Dadurch wiirde sich
die Prallplatte 6ffnen und der Druck pl‘ wirde sofort
absinken. Dann hatte Py wieder das Ubergewicht, pl' wiirde
wieder steigen. Zs ist offenbar nur ein Gleichgewichtsfall
vorhanden: die beiden Drucke Py und pl' miissen gleich
sein. Die Wirkung der Anordnung geht nur in einer Rich-
tung vor sich, von 1 nach 2, aber nicht umgekehrt. Wiirde
man von rechts einen Druck pl' einfiihren, dann wiirde an
Py nichts gedndert werden. Dies Verhalten nennen wir
"pilickwirkungsfreie Ubertragung". Die Anordnung iibertrigt
also den Druck riickwirkungsfrei im Verhdltnis 1:1, Es

ist pl' =Py (Wir haben hier ein pneumatisches Ana-
logon zu unserem Verstidrker des 1. Beispiels).
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Bild 49

Die gesamte Schaltung des pneumatischen riickwirkungsfreien
/weispeichersystems zeigt Bild 49. Zunidchst wirkt der Druck
Py auf ein Einspeichersystem I, wie wir es nach Bild 47
besprochen haben. Uber das riickwirkungsfreie (bertra-
gungsglied nach Bild 48 wird ein zweites Zinspeichersystem
11 aufgeladen. Der Druck p wird vom Lanometer Ii angezeigt.
ler vor der Drossel D2 liegende Eingangsdruck fiir II ist
wegen des riickwirkungsfreien Lbertragungsgliedes in jedem
Augenblick gleich dem Ausgangsdruck p; von I. I1 entzieht
| keine Cnergie, da es durch die Hilfsluft HL aufgeladen
wird, I ladt sich also ao auf, als wire das Ubertragungs-
#lied und Speicher II nicht vorhanden. (Sie erkennen

schon die Analogie zu der im Beispiel 1 besprochenen
jchaltung. )

Nie Dgl der gesamten Schaltung ist jetzt sehr einfach
herzuleiten. PFiir beide Speicher I und 1I gilt mit ent-
nprechenden Bezeichnungen die Dgl (2.28). Uber die irt
les Eingangsdruckes p, war dort nichts vorausgesetzt
worden, er kann veranderlich sein,

ipeicher I : Ty Dy + Py = D, (a)
ipeicher I1 : T, b +p =p; ()
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T2 ist hierbei entsprechend wie '1‘1 durch Ra und Va be-
stimmt. Aus (b) folgt durch Differentiation

.o . .
ToPp+pP=p)
Dies und Gleichung (b) setzen wir in (a) ein und erhal-
ten

Ty (T, B +5) + T, 0 +p=p

oder
T, T, B+ (T + T,) b+ p =D, (2.29)

Damit haben wir die Dgl des pneumatischen riickwirkungs-
freien Zweispeichersystems gefunden. Es ist eine lineare
inhomogene Dgl 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten,
Vergleichen wir sie mit der Dgl (2.19), dann sehen wir,
daB sie einander gleichwertig sind. Der einzige Unter-
schied besteht in der gesuchten Funktion. Dort war es
eine Spannung, hier ist es eiﬁ Druck. Der Verlauf der
Kurven U, = Uc(t) und p = p(t) muB bei gleichen Anfangs-
bedingungen und gleichen Zeitkonstanten der gleiche
sein., ¥s ist klar, daB man also auch pneumatisch ein
Verzogerungsglied in seinem Zeitverhalten nachbilden
kann, Es gilt hier das gleiche, was anhand des Beispiels
2 durch Vergleich mit der Dgl (2.19) gesagt wurde.
(Hierauf beruht die kodellnachbildung von Verzoégerungs=-
gliedern beim pneumatischen lodellregelkreis des VEB
Gerate- und Reglerwerkes Teltow, dem auch das Schaltungs-
beispiel nach Bild 49 entnommen wurde.)
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Beispiel 4: Wir betrachten eine RLC-Schaltung nach Bild
50. Es soll die Dgl fiir den Verlauf der Spannung Uc iber
dem Kondensator mit der Kapazitat C fiir eine beliebige
Eingangsspannung Ue (Gleich- oder Yechselspannung) aufge-

stellt werden.

Es ist U, = U, + Uy + U, ; Uch/C; Uy =LJ; U, =
U, U; und J interssieren uns nicht und werden deshalb
eliminiert.
R L
—{ Tl
U! ,C==Uc
o v
Bild 50
Aus U, = 3/C folgt § = C Uy, § = C U,. Hiermit wird
U1 = L.C_Uc und Ur =RC Uc'
Setzen wir diese Gleichungen in Ue = Ur + U1 + Uc ein,
dann folgt
U, =R CU, +LCU, + U,
oder
LCU,+RCU,+U, =0, (2.30)

Dies ist die gesuchte Dgl fiir den

Spannungsverlauf Uc am

Kondensator C. Sie werden spdter sehen, daB fiir ent-
aprechend kleines R Schwingungen auftreten kdonnen. Da-

J R
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mit hat man die iioglichkeit, das liasse-Feder-System
des Beispiels 2 auch fiir den #all elektrisch nachzubil-
den, dal3 dort Schwingungen auftreten. Dies zeigt auch
folgende Rechnung: Damit die Dgl (2.30) der Dgl (2.23)
gleichwertig ist, miissen die Gleichungen

. I =k
LC= 3 und R C=g¢ (2.31)

gelten. L C und m/c haben die Dimension [seca], R C
und k./c haben die Dimension [geé] . Sie kénnen das selbst
leicht 'nachpriifan,

Jie Gleichungen (2.31) lassen sich, wenigstens theore-
tisch, durch entsvrechende Wahl der R, L, C stets er-
fiillen. VWir kdnnen sagen, die Schaltung nach Bild So

ist das elektrische \nalogon zu Bild 45. Dabei entspricht
L der iiasse m, C der reziproken Federhidrte ¢ und R der
Dampfung k.

Mihren wir fir die Dgl (2.30) auch noch die Betrachtung

im stationaren “ustand fir den lall durch, daB Ue eine
Gleichspannung ist., ilach unendlich langer Zeit miissen
alle Spannungsinderungen abgeklungen sein. Jann ist

ﬁc = 0 und ﬁc = 0 und es bleibt

U, =10

o
®

such dieses Brygebnis ist verstidndlich: Bei Gleichheit
seiner Spannung Uc mit der Speisespannung Ue kann der
ilond:nsator keine Ladung mehr aufnehmen. In diesem Falle

¢t oan ihm die gesamte Jingangsspannung.

igniel 5t Gegeben sei 2in unbelasteter fremderregter

cichstromrotor, dessen Schaltung in 3ild 51 gezeigt
’
ist. U, s2i die konstante Irregerspannung, deren Strom
T ’
nstante . apuetfeld erzeugt. Der Anker habe das

wnt @ , den ohmschen WWiderstand R und

Do dniuntivitet L. o dlen inker werde die Gleichspannung
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R L
-0
Y% —J Yo
—0
Bild 51

Uo gelegt. Gesucht ist der Verlauf der iVinkelgeschwin-
digkeit @ nach ifinschalten der Spannung Uo. Reibung und
Luftwiderstand sollen vernachléassigt werden (GroBe lio~
toren).

s gelten folgende Gleichungen:

Md=9'€ = 8@ (K)

€=@ ist hierbei die Winkelbeschleunigung und K, das
wirksame Drehmoment. Aus der ilektrotechnik ist bekannt

Md =°1 . § Jd. (**)

c ist hierbei =2ine Umrechungskonstante, § der ‘.apgnet-
fluB, J der “inkerstrom. ieiter ist

= t K X
Uo-Ur+Ul+Ug \*)
Ur = Spannungsabfall iiber R, U1 = Spannungsabfall iiber

L, US = im Anker induzierte Gegenspannung, welehs da-
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durch zustande kommt, daB8 der Anker sich in einem Maghet-
feld dreht (Dynamowirkung).

v, =JRr; U =1 ¥ Ug=cow @ .

In der letzten Formel ist co eine Umrechnungskonsgtante,
w ist die Windungszahl der Ankerwicklung und w die Win-
kelgeschwindigkeit. (Die induzierte Gegenspannung ist
umso groder, je groBer die Anzahl der Windungen und je
groBer die Winkelgeschwindigkeit ist).

Aus den letzten Formeln folgt mit (***)

U°=JR+LJ+02w-w-§ (+)

Aus (¥ ) und (% X) folgt

8 @ 0@
Ow=¢,97J oderJ:—T und J =
1 cy 013

(®, ¢, @ sind konstant)
Setzen wir die letzten beiden Formeln in (4 ) ein, dann
ergibt sich

@.R . @'L o
. & 4 01 @ +c2'§.(ﬂ’

Uo'clé @

Wir dividieren durch den Koeffizienten c2w§ von &
und erhalten

@ L _w @ R w.0 L. y (2
= 035)
ciep W P 2 ciCo W (i “ WP o

Auch hier esrgibt sich eine lineare inhomogene Difft.gl.
2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten fiir die gesuchte
Funktion @ =@ (t), die das Anlaufverhalten des Gleich-
strom-iiebenschluilmotors charakterisiert.

Betrachten wir auch hier den stationdren Zustand, d.h.
den Zustand, in welchem der liotor seine maximale Dreh-
zahl erreicht hat. &8s ist dann (@ konstant, @ =0 und



@ = 0. Es bleibt

@ U

= —L v,
cp W ] °

was die bekannte Tatsache ausdriickt, daB die Winkelge-
schwindigkeit (Drehzahl) des Motors sich erhcht, wenn
der FluB § verringert wird. Das liegt daran, daB bei
kleinerem Q eine groBere Drehzahl notwendig ist, um
wieder dieselbe Gegenspannung U_ im Anker zu erzeugen.
Denn die Gegenspannung ist es, welche nach Erreichen
einer bestimmten Drehzahl die Spannung Uo kompensiert
(abgesehen vom Spannungsabfall-iiber R), so daB fiir den
angenommenen Fall des idealen Motors kein Strom J mehr
flieBen kann, Dann ist auch nach (XX) My und damit

@ =0, d,h, die Winkelgeschwindigkeit ist konstant. Im
Realfall nimmt der Motor natiirlich noch einen Leerlauf-
strom auf, da die auftretenden Reibungsverluste gedeckt
werden miissen,

Zugammenfassung

Die lineare Dgl 2. Ordnung mit konstanten ‘Koeffizienten
hat die Form

. .

8, X +a) X +X= £(t)

f(t) kann hierbei Null, konstant oder eine Funktion der
leit sein. Ein Beispiel, in welchem f(t) = O ist, haben
wir oben nicht behandelt. Wir kommen aber auf diese Form
noch zuriick. '

Unter den oben abgeleiteten Dgln war auch die eines
ruckwirkungsfrei geschalteten Zweispeichersystems (elek-
trisch und pneumatisch). Sie hatte die Form

T)T, X+ (T) + T,) X ¢ x = £(t)



- 22 -

ierbei war f(t) die Spannung bzw. der Druck am Zingang
es Systems. Wenn Sie noch einmal die Ableitungen der
ntsprechenden Dgln verfolgen, dann erkennen Sie, daB8
irgends von der Annahme Uo bzw. Py = const Gebrauch
emacht wurde. DieDgln gelten demnach auch fiir veridnder-
iches Uo bzw. ) P

enn irgendeine Anordnung auf eine lineare Dgl 2. Ordnung
it konstanten Koeffizienten fiihrt, dann kann man das
erhalten der Anordnung durch ein riickwirkungsfreies
weispeichersystem nachbilden. Das ist aber nur dann
oglich, wenn sich die Koeffizienten a, und a in zwei
ositive reelle Konstanten T1 und T2 umformen lassen,

o daB

Ty T, =a, und T; + T, = a, (a)

st.
1 und T2 sind reell, wenn

2
ay > 4 ay

st.
un miissen T1 und T2 aber auch noch positiv sein. Damit
as der Fall ist, muB wegen (a) auch a, und a, positiv
ein, denn Produkt und Summe zweier positiver Zahlen
onnen auch nur positiv sein. Die Bedingungen fiir die
achbildbarkeit einer Anordnung durch ein rilickwirkungs-
reies Zweispeichersystem sind also

1) al>0, ay » 0 (

w 2 2.34)
2) ay > 4 a,

pater werden Sie sehen, daB unter diesen Bedingungen
ich keine Schwingungen auftreten konnen. Diese Bei-
viele mogen geniigen, Die Dgln hatten immer die Form der
leichung (2.18). Das Auftreten von x und X neben x be-
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deutet, daB die zu einer gegebenen Anordnung gehorende
Dgl das dynamische Verhalten der Anordnung beschreibt,
denn x ist nichts anderes als die zeitliche Anderung von
x und X die von x (etwa Geschwindigkeit und Beschleuni-
gung nach Beispiel 2). Gerade dieses dynamische Verhalten
ist fiir die Regelungstechnik sehr wiéhtig, weil dieses
die Ursache evtl, auftretender Schwingungen und Instabi-
litaten ist. Deshalb werden Sie beim Studium der Rege-
lungstechﬁik immer wieder auf Dgln stolBen.

Aufgaben:

1) Stellen Sie die Dgl fiir den Spannungsverlauf iibei dem
ohmschen wWiderstand der in Bild 50 gegebenen Schal-
tung auf.

2) Ein Korper nach Bild 53 sei mit ililfe einer Achse
durch seinen Schwerpunkt drehbar und reibungsfrei
gelagert. Sein liassentrigheitsmoment, bezoger auf die
Drehachse, éei ® . Ferner sei noch eine Spiratfeder
mit der Federhdrte ¢ als Riickstellfeder angebracht
(Unruhe in einer Uhr). Das System werde dadurch in
Drehschwingungen versetzt, daB das freie federende
plotzlich um den ‘ihkel ¢ tangential auf einer
Kreisbahn verschoben und dann festgehalten wird. Jie
lautet die Dgl fiir diesen Vorgang?

3) Stellen Sie die Dgl fiir Uc der nach Bild 54 pegebe~
nen nicht rilickwirkungsfreien Schaltung auf.



X

Bild 53

Bild 54
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2.3.3 Die_Lbsung der linearen inhomogenen Dgl 2, Ord-

nung mit _konstanten Koeffizienten

2.3.3.1

In der Dgl

ay X + a, x+x=2(t)

sol zundchst f(t) eine Konstante, f£(t) = a. Dann lautet

dis Dgl mit a auf der linken Seite
ay X +a; x+x - a= V]

Wir machen die Substitution

(2.35)

(2.36)

Yle ist nur sinnvoll, wenn a konstant ist. Bilden wir

némlich die Ableitungen

i=y. wnd x =y ,

dann ist in ihnen a nicht mehr vorhanden. Aus der inho-

mogenen wird die homogene Dgl

a, y + ay i +y=0

’

(Vergl. auch 1. Lehrbrief 2.2.3.1)

Diese Dgl laBt sich jetzt mit Hilfe des e-\nczatzes
leicht losen. Der e-Ansatz lautet hier wie friiher

At
y=Ce

Aus ihm folgt

(2.37)

(2.38)
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. At % At
y=CAe und ygc./\.ae
Wir setzen in (2.37) ein und erhalten
At At At
ay C A2, +Alcle +Ce =0

4

Nach Kiirzen bleibt die sog. "charakteristische Gleichung"
a, A2+ a8 A +1=0 (2.39)
2 1

Dies ist eine quadratische Gleichung zur Bestimmung

des A,
Die Losungen sind

A _ a; + 1 a,
1/2

ay (2.40)

Nach dieser Gleichung konnen k 1/2 entweder reell oder
zueinander konjugiert komplex sein., (Der Fall, daB die
Vlurzel Null wird, soll zundchst nicht betrachtet wer-
den). Das richtet sich danach, ob der Radikand positiv
oder negativ ist.

A 1/2 ist reell, wenn ala >4 ay,

A1/2 ist konplex, wenn a12< 4 ay ist,

AuBerdem sehen‘Sie, daB es zwei ll-‘r'ierte, A,' und A 2
gibt, welche die charakteristische Gleichung erfiillen,
Demzufolge gibt es auch zwei Losungen

2, Aot
yl=Cle und y2=Cze

Uberzeugen Sie sich durch Binsetzen von ¥y und Yo in
die Dgl, dal in beiden Pallen Null herauskommt. Hierbei
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nissen Sie naturiich fir ¥4 und ya die nach (2.40) er-
rechneten Werte einsetzen. Lis gilt also

g ° -0
8 ¥y +a Nty =
. .
as yp + a; yé + yé =0

Addieren wir diese beiden Gleichungen, dann ergibt sich
az (Yl + }'2) + al (yl + Y2) + (yl + Yz) =0 (2.41)
s ergibt sich also auch dann Null, wenn wir die Summe
Y=y, %72
In die Dgl einsetzen. Demnach ist auch y eine Losung der

gl (2.37),und wir nennen sie die allgemeine Ldsung der
homogenen Dgl. Sie lautet

(2.42)

Macht man nun die Substitution (2.36) wieder riickgangig,
lann erhdlt man die allgemeine LGsung der inhomogenen
el (2.35)
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a

A N G Ck

x=atC,e "G (2.43)
Hierin sind C1 und 02 beliebige Konstanten, die noch be-
stimmt werden miissen. Das geschieht durch Festlegen der
Anfangsbedingungen. Cl und 02 nennt man die Integrations-
konstanten. Vierden sie bestimmt, dann ergibt sich aus
(2.43) eine "partikulére Losung" der Dgl (2.35). Es ist
noch darauf hinzuweisen, daB jetzt zwel voneingnder un-
abhdngige Anfangsbedingungen aufgestellt werden miissen,
da zwei Konstanten bestimmt werden miissen. Wie das ge-
schieht, werden Sie in den Beispielen sehen,
Zunachst betrachten wir die Dgl des riickwirkungsfreien
Zweispeichersystems nach (2.32)

Ty T, U+ (T + T,) U, + U, = U

Uo sel eine konstante Gleichspannung. Wir machen die
Substitution

und erhalten
Ty T ¥ ¢ (Tl + TZ) y+y=0.
Der e-Ansatz lautet

At At At
y=Ce ; y=C Ae ;y=CA29 .

Jiit diesem Ansdatz erhalten wir aus der;fgl die charak-
teristische Gleichung (in welcher C e v schon gekiirzt
ist)



- 29 -

T, T, AZh (T 4 T, 41 =0,

Ihre Losungen, die Sie leicht nachrecknen kdnnen, lauten

1 1
A omem— s Ay m e
1 Tl T2

ilo sind also reell. Wir vermerken: Die Wurzeln Al und
A2 der charakteristischen Gleichung des Zweispeicher-

nyetems sind gleich den negativ-reziproken Zeitkonstan-

ten der einzelnen Speicher,

linmit erhalten wir die Losung der homogenen Dgl

t t
y = Cl e Tl + 02 e T

n

wnd nach Beseitigung der Substitution
t t

T

U, =U +Cje +Cye (2.44)

JIntzt haben wir die allgemeine Losung der inhomogenen
il, in welcher nun die Integrationskonstanten C1 und

UJ bestimmt werden miissen, Dazu sind zwei Bedingungen
nontwendig. Rein mathematisch sind diese Bedingungen
villlig willkiirlich, da die beiden Integrationskonstan-
tnn jede beliebige Zahl sein konnsn. thysikalisch sind
natiirlich die beiden Bedingungen durch das gestellte
iroblem gegeben. In unserem Falle wollen wir annehmen,
dnl} vor dem‘Einschalten der Spannung U0 beide Kondensa-
loren vollig entladen sind. Dann wiare zur Zeit t = 0 die
«pannung U, = O und auch U; = 0 (3ild 44).

wamit sind zwei Anfangswerte gegeben. Wir hatten diese
“mlingungen natiirlich auch anders wdhlen x¢nnen. Z,B.
hntten wir den Kondensatoren vor Beginmn des .inschaltens
von U° die Spannungen qc.= Uco und UI = U10 erteilen
winnen, Auch in diesem Falle liefert die Dgl die Liierzu



- 30 -

vassende Aufladungskurve des Kondensators 02, denn die
Aufstellung der Dgl gilt ganz allgemein. Dort wurde iber
die Anfangszustdande der Kondensatorspannungen nichts
vorausgesetzt. In unserer Dgl kommt die Spannung Ui
nicht vor. Aus diesem Grunde miissen wir versuchen, die
Bedingung UI = 0 so umzuformen, daB sie durch Uc augBe-
driickt wird. Zu diesem Znde betrachten wir noch einmal
die allein fiir den Kreis II (Bild 44) geltende Dgl.

Sie lautete '

ToUg + Uy =Upp = Ug
oder anders geschrieben
y — )
U, =7 (U; - U
c T2 I c

Dies bedeutet: Die inderungsgeschwindigkeit dc der $pannung
U, am Kondensat or C, ist proportional der an II lie&enden
Spannungsdifferenz UI - Uc.

Im ersten Augenblick sollten nach Voraussetzung die 8n

den Kondensatoren liegenden Spannungep UI = Uc = 0 seln,
Setzen wir diese iierte in unsere umgeformte Dgl ein, dann
folgt, daB auch ﬁc = 0 sein muB. Damit lauten die Asfangs-
bedingungen

Zur Zeit t = 0 ist Uc =0und U, =0,

Aus der fiir verschiedene ilerte von Cy qnd Co sich ergeben-
den Kurvenschar der allgemeinen Losung (2.44) muB pR
lizjenige Kurve herausgesucht werden, welche diese (8~
stallten Anfangsbedingungen erfiillt. Dazu differensi®ren

wir {2.44) nacii der Zeit t und erhalten

t t
. c -T C - T
U = -=L¢ 1 22, 2 (P44 a)
c ’I‘l T2



tiotzen wir nun in (2.44) und (2.44 a) die beiden An-
fangswerte mit t = O ein, dann erhalten wir unter Be-
achtung von e 0 = 1 zwel Bestimmungsgleichungen fir die
Incegratioﬁskonstanten C1 und 02' Sie lauten

0=U,+C;+Cy (aus (2.44)) und

[ (o}
0 = - Tl - Tg (aus (2.44 a)
1 2
Aus ihnen berechnet sich
1 T2
C, ==-Ty 77— U und C, = + ™ U
1 1 T1 - T2 o 2 Tl - T2 o

Nlose Ergebnisse setzen wir in die Losung (2.44) der Dgl
nin und erhalten das partikulidre Integral

t t
T Ty T2 To
U =1U l-T e o tr o ©
e ° 1 2 1 2
(2.45)

M1d 55 zeigt den Verlauf der Funktion (2.45), wie er
ulch nach Aufstellen einer \ertetabelle und Aufzeichnen
nuf Millimeterpapier ergibt.

Wann also an die Schaltung nach Bild 44 eine konstante
tileichspannung Uo plotzlich angelegt wird, so daB sie
~Inen Verlauf nach Bild 56 hat, dann &ndert sich die
pannung U, nach der Funktion (2.45).

"ir die Schaltung nach Bild 44 ist Uo die "Zingangs-~

1 1roBe" und Uc die "Ausgangsgrofe". Die Fuunktion

uﬂ = Uc(t) wird in der Regelungstechnik die "tbergangs-
funktion" der gegebenen Schaltung genannt, da sie zeigt,
win die AusgangsgroBe in den neuen Indwert lberpgehit, wenn
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Ue |
Ut——"—"""—"""——=—
T
Bild 55
u, l}
3
Bild 56

die dingangsgroBe in bestimmter Weise geéndert wird.
Als néachstes Beispiel betrachten wir die Dgl (2.23)

»
X_+
a

ols
olw

ia +x, = X, (2.23)

Der Stab 1 moge ruckartig um die Léange Xq nach unten ge-
driickt werden (Bild 45) und danach konstant bleiben
Bild 57 zeigt den Verlauf von X, in Abhédngigkeit von
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Xe

Bild 57

der Zeit t. Iit

wird

A

i
1

1/2 <

c k
Zm m \4mc'1 (2.46)
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Hier sind nun 2zwei Falle zu unterscheiden.
2
1) ﬁ = > 1. Dann ist die letzte durzel reell und damit
wird auch A reell. Die Bedingung k /4mc > 1 oder
K° > 4 mc stimmt mit der Bedingung (2.25) iiberein.
Das bedeutet, daB in diesem Falle die mechanische
Schwihgungsanordnung durch ein Zweispeichersystem
nach Bild 44 oder 3ild 49 nachgebildet werden kann
und damit den gleichen Losungsverlauf haben muB.
Durch Vergleich der Dgln (2.23) und (2.19) ergidbt
sich fir
m k
1 T2 = 3 und Tl + T2 = 32
Aus diesen beiden Gleichungen felgt T1 und T2, ausge-
drickt durch m, k und c.

2

T ah i X .
1/2 7T 2%¢ 4 o2 c
Die Wurzel ist reell, wenn
K2 n 2
—— > o oder wenn k% > 4mec
4 c

ist. Las aber war unsere obige Bedingung, fiir welche die
Losung gilt. Dann sind auch die Vurzeln der charakteri-
stischen Gleichung reell., AuBerdem erkennen 3ie, daB T1
und Tz,positiv werden, denn die Wurzel ist xleiner als
k/2@, so daB auch im Falle des kkinuszeichens vor der ‘Wur-
zel insgesamt ein positiver ‘Wert herauskommt,

5ie konnen nun <die fﬁr.Tl und T2 errechneten jerte in die
Losung (2.45) des riickwirkungsfreien Zwecispeirersystems
einsetzen und eriialten fiir den rall 1) die ~dsung der
Ugl., 5ie hat denselben Verlsuf wie die dort besprochene
Kurve,
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Natiirlich konnen Sie diese LOsung auch mit dem e-insatz
und den A -iferten (2.46) erhalten. Fithren Sie diese Rech-
nungen durch und vergleichen Sie beide.

Interessant wird fiir uns-der Fall 2, in welchsm die .jur-
vol imagindr wird.

2
Y) ch < 1. Die Wurzel wird imaginir, R.,I. und /12

werden zueinander konjugiert komplex. Die LOsungen
der charakteristischen Gleichung schreiben wir

folgendermaBen:
Aok o+ _ K2
1/2 7 " 2 m 4me
=k _
=-2mn" Y

urch die kleine Umformung unter der Wurzel ist in uer
Intzten Gleichung die Wurzel selbst reell geworden,
‘ur weiteren Rechnung ist es zweckméiBig,'fol_ende Ab-
kiirzungen einzufiihren:

£ =J (2.47)
_ﬁ = W@, (2.,48)
] )
Timit wird
”a/2=-,<f + j@ (2.50)

J1o \bkiirzungen é‘ und @ sind in dsr weileren Kechaung
aln bekannte Zahlen anzusshen, denn Sie lésSen sich
wanh den Gleichungen (2.47) bis (2.4%) aus m, K und ¢
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berechnen. vie allgemeine LOsung ergibt sich nun.aus
dein e-Ansatz mit (2.50).

-t j@t -dt-j@t

x, =X+ Cy e +Cye (2.51)

Zur Bestimmung der kKonstanten C1 und C2 legen wir nun
die Anfangswerte fest:

Zur Zeit t = 0, also im iugenblick des EingangsstoBesfﬁ
habe die iiasse nLdie Lage x, = 0 und aulerdem sei ihre
Geschwindigkeit x, = O. (Das System sei energielos).

Aus (2.51) folgt

-t s jot At - jet
= Cl (-Ar-i- j @) e v + CZ("J' j@)e e

Me
|

(2.52)

. L]
0 folgt aus (2.51) mit x, = 0

n

Fir t
0=xe+Cl+02

und fir t = O mit x, = 0 aus (2.52)
o=cl(-J+jw)+ca(-J-jw)

Aus diesen beiden Gleichungen berechnen wir C1 und 02.
3s ist

liermit folgt aus der zweiten Gleichung

-x, (A @)
2@ =

g8,

Xe .
Cl= -2—(1-J

unﬁ



4
l-j—-w X, ',J‘
02=-xe+xe'T_=°?(l+JT)

biese Werte fiir C; und C, setzen wir in (2.51) ein und
nrhalten die partikulare Losung

S R R T

-Jt-jwt]

1
IS SE

Vlese Funktion 1ld8t sich nicht iiberblicken. Deshalb for-
mon wir sie um., Das geschieht in folgenden Schritten:

1 -dt ‘ j @t -jwt)
e [1oe R L }

(2.53)

Nun ist

jeot  gin @t -Jetr . s
o = coB@t + j sin@t; e = coswt - j sin@t
Dor Ausdruck in der geschweiften Klammer wird hiermit,
wenn Sie diese Ausdriicke in die letzte Gleichung ein-
aotzen, ausmultiplizieren und kiirzen ~

{} =2cosw@Wt + 2 —4-‘5— sin @ t (2,54

l{esen Ausdruck formen wir noch so um, daB8 durch Anwen-
dung eines Additionstheorems eine Vereinfachung moglich
wird. Zu diesem Zwecke bestimmen wir zwei neue Zahlen

A und ¢ aus den beiden Gleichungen

Asing =1 und A cosY =

J
o (2.55)
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s ist dann

2 . 2

A =1+% und tan‘#=7")- (2.56)

In (2.54) ist 1 = A sin J der Koeffizient von cos @ t
und —eo= = A cos ¢ der von sin @ t. Zundchst einmal ist
es einleuchtend, daB die Einfithrung zweier solcher Zah-
len A und 4 mathematisch vollig in Ordnung ist, denn wir
driicken mit ihnen die beiden bekanuten Zahlen & und w
nur durch zwei andere, aus (2.56) zu berechnende Zahlen
aus. (Man konnte z,B., die Zahl lo durch 2 + 8, 2 . 5;

10 . Té' . sin 45% oder noch umstandlicher ausdriicken),

Den Sinn der Einfiihrung von A und 4 sehen Sie ein, wenn
Sie die Gln (2.55) in (2.54) einsetzen. Die Gln (2.55)
sind ndmlich so gewdhlt, daB8 auf (2.54) ein Additions-
theorem anwendbar ist:

{} =2 (cos @t + -—w{ sin@t) = 2 A (coswt sind + sinet cosy)

2As8in (@t +9 )

(2,57)
Anstelle der Gln (2.55) hatten Sie auch

Acosd4Y=1und A sin 4 =

ele,

wihlen konnen. Allerdings hétte sich dann A . cos (wt - ¢,)
ergeben. Dabei hatte ¢ , einen solchen Vert, daB8 die nach
dieser Funktion bestimmte Kurve mit der nach (2.52_) ge~-
gebenen iibereinstimmt. A& . cos (@t - 4,) ware nur eine
andere Form von (2.57).

Wir setzen nun (2.57) in (2.53) ein und erhalten, wenn
wirnoch A nach (2.56) ausdriicken, die iibersichtliche’
Losung der Dgl

." - -Jt
x, = xe[l -1+ ;’; e sin (wt +.1)] (2.58)
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hinses Ergebnis ergibt den Verlauf der gesuchten Funk-
t1on X, = xa(t). Wir wollen es noch etwas genauer unter-
niuchen.

Jund @ sind zwei Zahlen, welche nicht vin der Zeit t
abhiingen und sich aus den gegebenen Werten m, k und c
nach den Formeln (2.47) vis (2.49) berechnen lassen.
+lo stellen also feste Zahlenwerte dar, Damit wird auch
ilo in (2.58) auftretende Wurzel ein fester Zahlenwert.
lar Subtrahend in (2.58)

J2 -4dt

e sin (wt + &)

wlnllt eine Sinusschwingung dar, in welcher

J2 -Jt
1+ 5 e
@
-Jt
dlo Amplitude ist. Viegen e héngt diese Amplitudg,

vou der Zeit t ab. Da die e-Funktion mit wachsendem t
ropon Null geht, so geht auch die Amplitude der Schwin-
rung gegen Null. Fiir t -+ o0 wird also in (2.58) der gan-
vo Subtrahend Null und es bleibt

M 1ld 58 zeigt zunéchst den Verlauf der Funktion

2 -4t

- 1+ 5 e sin (w t + <)

@

ilo ist in (2.58) der Subtrahend in der eckigen Klammer,
dapen (2.55) und (2.56) ist fir t =0 - \[1 + w: . sing=
(for t = 0 ist e ~ < ¥ = 1)

dollen wir jetzt den Verlauf der Funktion (2,58) haben,
dann miissen wir nach (2.58) zu jedem iiert der in 3ild S8
jwweichneten Funktion noch 1 addieren (das ergibt die
vuklige Klémmer),und Jies Mrgebnis muB dann mit xe multi-
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<
(

Bild 58

Bild 59
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.

plielert werden, Durch die Multiplikation mit Xy werden
Aln Ordinaten der Kurve gestreckt. Der charakteristische
Varlauf bleibt bestehen. Den Verlauf von X, zeigt Bild
", Die Kurve beginnt im Nullpunkt mit waagerechter
'angonte, wie es nach den vorgegebenen Anfangsbedingungen
“. = 0 und ia =0 fiir t = 0) auch sein muB8,

e Kreisfrequenz der Schwingung ist w oder pach (2,49)

laraus errechnet sich die Frequenz f und die Schwingungs-
danar vV

Im Argument der Sinusfunktion steht noch der Winkel ¢ ,
Ala 'hasenverschiebung kann man ihn schlecht deuten, da
wir unsere Schwingung nicht mit einer anderen Schwingung
vargleichen. Er sagt einfach aus, daB sin ( wt + ¢ )
fir t = 0 z2u sin ¢4 wird und damit ungleich Null ist.
tanh Bild 59 hat nun die Funktion x, = xa(t) an der
nMalle t = 0 ein Minimum (xa = 0), Die sin-Funktion hat
\hre Bxtremwerte aber an den Stellen wt +4 = - o)

) see 9 odert:%-—%,%—%—
Pilr t = O hat also sin 4@ keinen Extremwert. Aus unseren
lhnrlegungen folgt aber, daB fiir die Funktion X, = xa(t)
an der Stelle t = 0, wo sin (@ t + ) = sin ¢ ist, ein
nlromwert auftritt, Das erklart sich dadurch, daB der
Vurinuf der Punktion xa' nicht nur du}(;h sin (wt + 9 ),
wondern in der ilauptsache durch e ~ sin (@t + ¢ )
twontimmt wird, Durch den EinfluB der e-Funktion erleidet
‘1o pin-Funktion eine Verzerrung, dis eine Verlagerung
mr kxtrema zur Folge hat.
‘mlwt betrachten wir Bild 59 und sehen, daB die Funktion

@ e e



x, um den Endwert xg gedampft schwingt, bis sie den Wert
x, nach unendlich langer Zeit schlieBlich erreipht. Wir
interessieren uns fir die Lage der Extrema von X

Dazu bilden wir dxa/dt = 0, Wir brauchen jedoch nicht
die ganze Funktion (2,58) zu differenzieren, sondern be-
gniigen uns mit dem Anteil, der nur von t abhéngt, denn
wo seine Extrema liegen, miissen auch die von X, liegen.
Wir bilden

gt [e-Jtsin(wt+'&f)] =

-t -
=-4de sin (wt +4) + e .w. cos(wt + 4)= 0,
Hieraus folgt
ten (wt + 9) =3 (2.59)

Aus dieser Gleichung ergeben sich die Zeiten, bei denen
BExtrema auftreten. Nach (2,56) ist tan ¢ = % Danach
ergibt sich

L

tan(wt+~1)=d,

= tan ¢

Als erster Wert fiir t ergibt sich hieraus -

Dieses Ergebnis ist uns bereits bekannt. Bei to =0
liegt ein Minimum von Xge
Der nachste Extremwert liegt bei

e|~\ .

t, =

denn es .ist
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tan (aot1+ §)=¢tan (# +9 ) = tan g = —f?—

(sie kennen die allgemeine Beziehung tan 4 = tan ( 9 +Z)= ...
.=tan (¥ + k¥ ) )

ha bei to = 0 oin Minimum lag, muB bei tl = —%; ein

Naximum liegen, denn zwischen to und tl liegt kein wei-

Lorer Bxtremwert. Danach folgt bei t2 = 26” wieder ein

Minimum, bei 1;3 = }QL ein Maximum und so fort.

ha wir es nun mit einer gedampften Schwingung zu tun ha-
bon, muB das erste Maximum zugleich den groBten Wert lie-
forn, welchen die Funktion x, = xa(t) iiberhaupt annimmt.
Wle Funktion x_ zeigt an dieser Stelle die grioBte Uver-
nchwingung. Als Uberschwingung wollen wir den Ausdruck

infinieren. Offenbar gibt er an, um welchen Wert die Funk-
l.lon Xq iiber den sich nach unendlich langer Zeit ein-
ulollenden Vert Xg iberschwingt bezogen auf x, = l, Er-
#ibt sich hierfir z.B. 0,3, dann bedeutet das, dafl wegen

Xa = %o
___;;—— = 0,3 X, =%, + 0,3 X, ist,

.,h, im ersten Maximum wiirde die Funktion xa um das 0,3~
fnche des Endwertes iiber den Zndwert hinausschwingen.
iMuse Uberschwingung spielt z.B. bei MeBgerédten eine
nroBe Rolle. Wiirde man sie so stark dampfen, daB keine
i horschwingung auftritt, sondern daB sie sich nach Bild
'Yy qauf den iZndwert einstellen, dann wurde der finstell-
vargang léanger dauern, als wenn man Plne Lberschw1ngung
«uliBt, Gibt man die GroBe dieser Uberschwingung vor,
1ann kann man die Starke der Dampfung berechnen.

+Ir konnen nun leicht die Uberschwingung berechnen.
‘unichst erhalten wir aus (2.58)
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i———f— ‘rz e sin ( wt + ¢)

sin (% + &)
Nun ist sin (£ + 4 ) = - sin¥ und aufBerdem ist nach
(2.55) und (2.56)
sin Y = L
14 Ao
w2
Wir erhalten schlieBlich
L
X, =X @
—ax——g =e (2.60)
e

Man sieht aus dieser Formel, daB die Eberschwinguné klei-
ner wird, je groBSer 4 (und nach (2.47) auch k = Démpfung)
und je kleiner die Kreisfrequenz @ der Schwingung gemacht
wird. Das ist auch erkléarlich, denn im Falle grofer
Dampfung kann es nach Fall 1) dazu kommen, daf3 gar keine
Schwirgung mehr auftritt. Andererseits wird bei grolBer.
Prequenz die Uberschwingung dcshalb klein werden, weil

die Masse m fiir eine gro3e Uberschwingung "keine Zeit hat".

Es gibt noch einige andere Beziehungen, die aus (2.58)
folgen, z.B. das sog. "logarithmische Dekrement". 5Sie sind
aber in unserem Zusammenhang nicht so wichtig. Sie kdnnen
das in entsprechenden Lehrbiichern nachlesen.

Einen wichtigen Sonderfall aber wollen wir noch betrach-
ten. In der Dgl (2.23) sei k = 0.
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a a e

ols
+
tal
"
]

(2.61)

as Dampfungsglied ist also Null, Ideal kann man diesen
I'all natiirlich nicht verwirklichen, denn jede Schwin-
wung kommt nach einer gewissen Zeit zur Ruhe, wenn sie
nicht periodisch angeregt wird. Trotzdem spielt dieser
sonderfall in der Praxis eine groBe Rolle. Die Dgl (2.61)
kann in der Regelungstechnik mit entsprechenden Koeffi-
vionten als Dgl eines instabilen Regelkreises auftreten.
Porper weiB man in der Mechanik, daB eine welle mit um- |
Inufender Masse m (Bild 60) wegen der elastischen Eigen-

Bild 6o

wohaft der Welle ein Feder-Masse-System darstellt. Die
tohwingungszahl dieses ungeddmpften Systems stimmt mit
Jor sog. "kritischén Drehzahl" i{iberein. #s gibt fiir
(2.61) noch manch anderes Beispiel.

WMt k = 0 wird nach (2.49)

"
Wir haben damit cine Deutung fiir die dort eingefihrte
snhl apo gefunden., @ ° ist die Kreisfrequenz des unge-
dumpften Systems.

Hleichzeitig sieht man aus {2,49), daB die Kreisfre-
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quenz des gedimpften Systems kleiner ist als die des un-
gedampften Systems, denn

(2.62)

Das gedimpfte System schwingt also langsamer, als das
gleiche System im ungeddmpften Zustande.
it X = 0 ist auch wegen (2.47) J: O und es ist:

-Jt

e =1
Damit ernilt man aus (2.58)

X, = X, [l-sin(wot+"y)]

®
Fir < = 0 wird tan § = —3-9 = 00 und damit o = ¥/2,
also
X <
X, =X, l-s1n(w°t+ 2)]
= x, [1—005 @ t] (2.63)
X

3ild &1
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han Verlauf dieser Funktion zeigt Bild 61. ler Uert von

"a schwingt mit gleichbleibender Amplitude um die 5chwin-
‘ . ’ »

wungsachse Xg - Wie es sein muB, folgt mit @ = 0 aus

(.60)

mdor xa =2 xé im ersten Maximum und damit auch in allen
folgenden.

Wir wollen nun die einzelnen Stufen der Rcchnung nog¢h
winmal ibersichtlich zusammenstellen, da wegen der lang-
winrigen Umformungen der Zusammenhang leicht verloren
itnhen kann,

tlageben sel die gewthnliche lineare inhomogene Dgl. 2.
Urdnung mit konstanten Koeffizienten eines liasse-Feder-
nystems mit Flilissigkeitsdampfung

ojs
+

mit Xy = const.
Mit der Substitution

folgt die homogene Dgl

? + ﬁ + y=0

ols
olx

har Losungsansatz lautet

At

y=Ce

sr liefert die charaxteristische Gleichung



% LN A+1=0

olx

und hieraus

2
k +¥ c k
A’1/2=—2m—‘i—1 Jtnnc'l

Da die Wurzel reell oder imaginédr sein kann, sind jetzt
zwel Falle zu unterscheiden:

1) Wurzel reell., Das ist der Fall, wenn

k? YV 4me
In diesem Falle stimmt die Losung der Dgl mit der Losung
der Dgl des riickwirkungsfreien Zweispeichersystems iiber-
ein. In der dortigen Losung berechne man T1 und '1‘2 aus
den beiden Gleichungen

T, T = m/c und T, + T, = k/c

2) Wurzel imagindr. Das ist der Fall, wenn

x° < 4mc (geringe Démpfung)
Dann kann man mit den Abkiirzungen

" -
k/2m = A und -\lc/m \[1 - K%/tme = @

schreiben

11/2«'-'-4" + i

iit den Anfangsbedingungen X, = 0 und ia =0 fﬁr t =0
folgt nach entsprechender Umformung ' i

2 - J /
xa=xe[l— 1+a%-§e tsin(wt«r‘f)];tan'f-—%
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nan Verlauf dieser Funktion zeigt Bild 55. Es ist eine

;. dampfte Schwingung mit der Kreisfrequenz @, der Fre-
quenz f = @W/2T . Nach theoretisch unendlich langer Zeit
wird X,

X _.

e

Me erste Uberschwingung (1. Maximum) tritt nach der Zeit
tl = -(—;— auf. Die GroBe dieser Uberschwingung berechnet

nich 2zu

X - X - —
-2 __ ¢ .o @
.9
e

13t in der gegebenen Dgl k = 0, d.h, handelt es sich um
ain Masse-Federsystem ohne Dampfung, dann lautet die Dgl

(1) +
xa xa = xe

ol8

Dak =0, my c3 O sind,ist immer k® = 0 <4 m ¢, d.h.

es ergibt sich immer eine Schwingung. Die Losung lautet
tur x, = 0, X, =0 bei t =0

X, xe[l-cos (oot]
Hierbei ist @ vc/m. Da jetzt die Abklingfunktion
® ~ * in der Amplitude des cos-Gliedes nicht vorhanden
ist, handelt es sich hier um eine ungedampfte Schwingung.
Die Masse schwingt (theoretisch) unendlich lange mit
gleicher Amplitude. Ein Vergleich der Kreisfrequenz
der gedampften mit wo der ungedémpften Schwingung er-
gibt sich aus der Beziehung

Es ist

K2 W
1 - 75 d.he w < o

wWa@
o
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Soweit die Zusammenfassung. s gibt nun aber noch einen
dritten Fall, der wegen secines anderen Losungsansatzes
etwas aus dem Rahmen herausfallt. Deshalb wollen wir ihn
zum SchluB unseres Beispieles gesondert behandeln. Wir
Laben die Losungen der Dgl (2.23) fiir die beiden Fdlle
k2 4 me¢ und K° < 4 m c behandelt, *

Was passiert nun, wenn k2 =4 mc ist? Nach (2.46) tritt
in diesem Falle eine Doppelwurzel

ok
’\1= ha"am

auf und die allgemeine Losung der homogenen Dgl

§ + § +y=20

alzs
olw

mii3te bei Anwendung der bisherigen liethode lauten

At At At At
y=20)e 1 +Cye 2" . (c1 + 02) e 1V z2cCe 1

denn offenbar ist auch C1 + 02 = C ebenfalls eine will-
kiirliche Konstante, Wiirden wir so verfahren, dann hatte
die allgemeine Lgsung der homogenen Dgl und mit ihr auch
die allgemeine Losung der inhomogenen Dgl nur eine Inte-
grationskonstante und das ist offenbar nicht moglich.
Wir wollen diesen Fall nicht auf unser letztes Beispiel
beschiranken und gehen deshalb von der allgemeinen Dgl
(2.35)

"+ y + =
as x a; x X a
aug, l.it der Substitution

x ~a=y (a = const)
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.

“ _0
a, y+a; y+y=0.
Der Losungsansatz lautet
At
y=Ce

Damit wird nach Kiirzen von C

a2 At a At At At

4 - a2 A -
ny E;E— e +a T e + e = e (a2 +a," + 1) =
At
=e f(A). (2.64)
Ilierbei ist

£f(A) =52112+ a1/1+ 1

wesetzt worden,

Die Gleichung (2.64) gilt nicht nur fiir die Losungen 11
und A 2 der charakteristischen Gleichung, sondern sie
gilt auch fiir beliebiges, d.h. verdnderliches A . ir
konnen sie nach Adifferenzieren. Dadurch erhalten wir

At

.2
ay gx' :tﬁ (e™ )+ a) g —ople )+ gle 1) =

At At
=t e f(A) + e fr(A)

Offenbar ist nun bei den doppelten Vifferentialquotientien
links die Reihenfolge der Dif ferentiation gleichgiltip.
(Sie konnen sich durch Ausrechnung leicht davew iiberzeu-
genl ) Deshalb kénnen wir auch schreiben
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(=1

aAr °

(._dx.a At)+a1 d (d At)*'a

o

N
n.

I\)

At
teatf(ll)ﬁ»e f'('l)

und nach ausgefiihrter Differentiation nach

2
azi—t-a— (to A%) 4 a, (5o A%) 4t o At op o Ap,
Ate(2) (2.65)

Die charakteristische Gleichung der homogenen Dgl lautet

f(/].)a-a2 /12+a1/1+1=0

Die Lsungen fiir £{(A) = 0 sind

2
Y S S | b N I
1/2 2a, = 4a22 ay

Es 801l jetzt eine Doppelldsung vorliegen. Die Wurgel
ist dann Null und es wird

a
l‘1= )'2=_2;L,2

In (2.65) ist tir A= 4, A £(1)=2(4, ) =0,

denn go ist I\ = Il berechnet worden. Ferner ist
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f'(/l):-di/]—'f(/l)=2a2/1 +a)

a
23 ; ein, dann ergibt sich -
2

Sotzt man hier A 1= A

auch fiir £'( A>1) = 0. (Beachten Sie, daB dies nur im
Falle einer Doppelwurzel giltl). Damit ist die rechte
Seite von (2.65) fiir A= Al = /22 Null und es ist

2 -
azﬁ—a— (t.e'“)»fal gt (te M%) st e At =0

Was bedeutet dieses Ergebnis? Die gegebene Dgl lautete

)
a,y + a1y+y=0

Setzen Sle fiir y den VWert t e At in die Dgl ein, dann

kommt nach unserem Ergebnis ebenfalls Null heraus. Aller-
dings ist das nur dann der Fall, wenn eine loppelwurzel
vorliegt, da sonst die rechte Seite von (2.65) wegen

£1( A ) 4 0 nicht Null wird,

FPir den PFall einer Doppelwurzel der charakteristischen
Gleichung ist

oder allgemeiner

t

o
JEN

y2=02te

ebenfalls eine Losung der homogener Dgl
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Da

ebenfalls eine Losung der homogenen Dgl ist, so lautet
die allgemeine Losung der homogenen Dgl

Aqt At

1 2,t
Y=y, +¥p = C, e +Cy te = (Cl + Cy t) e

(2.66)

Wir wollen das Ergebnis nun auf unsere beiden letzten Bei-
spiele anwenden.

Beispiel 1. Gegeben sei ein riickwirkungsfreies Zwei-
speichersystem mit den Zeitkonstanten T1 = T2 = T. Wie
lautet die Ubergangsfunktion fiir U, = 0, U, = 0 bei t = 07
Nach (2.19) lautet die Dgl

2" . _
T Uc + 27 Uc + Uc - Uo mit Uo = const.
Substitution
y = Uc - Uo ergibt
2 o
Ty +2T7Ty+y=0

it dem Ansatz

folgt die charakteristische Gleichung
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@ A2,271 41 =0,

deren Losung die Doppelwurzel

1
11"'"1"

ist. Wegen ger Doppelwurzel wird nach (2.66) die allge-
meine Ldsung der homogenen Dgl

L
T
y = (cl + G, t) e

und es ist

)
T
U, =U, + (c1 + Gy t) e
Durch Differenzieren folgt
-t -3
. T 1 T
Uc = 02 e - (C1 + Cat) Te

Mit den Anfangswerten U, = 0 und'I'Jc =0 filr t = o folgt

Cy
0 = Uo + Cl und O = 02 - 7

Also ist

o

Cl=-U°und02=

Die partikulare Losung lautet also
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t

. % --T-

=0, 13- e ] (2.67)
Zeichnet man diese Funktion, dann ergibt sich derselbe
Verlauf wie in Bild 55. Vergleichen Sie das Ergebnis
(2.67) mit (2.45) dann sehen Sie, daB sich beide Funk-
tionen unterscheiden. Lassen Sie in (2.45) T, » T, ge-
hen, dann miiBte sich ebenfalls (2.67) ergeben. Das geht
jedoch so ohne weiteres nicht. Im Nenner von (2.45)
erscheint némlich T, - T2. Sieht man genauer hin, dann
erkennt man, daB (2.45) fiir Ty =T, in die unbestimmte
Form 0/0 iibergeht. Durch Grenzwertbildung kann man nach
einigen Umformungen schlieBlich auf (2.67) kommen.

Beispiel 2. Wir betrachten noch einmal

" .
mx_+kx_ +c¢ =
a a Xa ¢ Xe

Es sel

-1 2 -1 -1
m=2km 8 , k=4%kpm s, c=2kpm ,

also

" ° .. .
X 4+
2 x, + 4 a 2 x, = 2 Xy oder x, + 2 X, + X, =X

Subsgtitution:
X, ~x, =Y
y+2y+y=0
Charakteristische Gleichurg

Af+ 2A + 1 = 0

Sie hat die Wurzel
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Ay = Ap=-1

Wegen der Doppelwurzel ist die allgemeine Losung der ho-
mogenen Dgl

-t
y = (C1 + Cat) e

Mit den Anfangsbedingungen x_ = O, ia =0 fir t = 0 folgt

a

X, = Xg [1 -{1+t)e B t] (2.68)

An diesem Ergebnis sehen Sie, daB keine periodische Lo~
sung in Form einer sin- oder cos-Funktion auftritt, wel-
ohe auf einen Schwingungsvorgang schliefsn laB8t. Der Ver-
!auf der Losungsfunktion (2.68) ist dergleiche wie von
(2,67) und ist in Bild 55 gezeichnet. -

Im Palle

K2

=4 mec

%ibt es also keine Schwingung. Der Korper "kriecht"
aperiodisch an seine Endlage xg heran, welchen er nach
theoretisch unendlich langer Zeit erreicht. Den Fall
k2 = 4 m ¢ nennt man den "aperiodischen Grenzfall".

Im Falle
2 Lame

erhalten wir eine oben besprochene‘Sinusschwingung.
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We wird durcﬁ einen noch zu besprechenden Ansatz gefun-

den. Das allgemeine Integral der gegebenen inhomogenen
gl

ay X+ ay x+x = £(t)
|at dann

x=x1+x2

fum Bewelise addieren wir die beiden Gleichungen

a, ;1 + 8y il + Xy = (4]

a5 Xy + 8y X5 + Xy = £(t)

(laut Voraussetzung sollte ja Xy eine Losung der homo-
amion und xa’der inhomogenen Dgl sein).
tw orgibt sich

"y (;1 + ié) +a) (il + ia) + (x) + xz) = £(t)
wan sleht hieran, daB8 der Ausdruck x = Xy + X, eine
| wnung der inhomogenen Dgl sein muB. Die allgemeine
limung Xy der homogenen Dgl enthélt zwei Integrations-
wunntanten, welche in x = Xy + Xy ebenfalls enthalten
s«ind, Durch Xy kommen keine weiteren Integrations-
wnmtanten hinzu, da Xy eine partikuldre Losung der
\nhomogenen Dgl sein soll, Das bedeutet, daB x die all-
wimnine Losung der inhomogenen Dgl sein muB.

vamlt man nach dieser Methode verfahren kann, ist es
wwn allerdings notwendig, ein partikuldres Integral

twy inhomogenen Dgl zu kennen. Um ein solches zu fin-
tun, macht man einen bestimmten Ansatz, der sich nach
tnr Art der gegebenen Funktion f£(t) richtet. Fir einige



