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Vorwort

Die Anwendung mathematisch-statistischer Methoden und die Entwicklung der
Informationstheorie sind im Begriff, zu wichtigen Arbeitsgrundlagen der Nach-
richtentechnik zu werden. An den Bildungsstand des Nachrichtentechnikers
werden daher erhéhte Anforderungen gestellt, von deren Erfillung insbesondere
die Entwicklung moderner Nachrichteniibertragungsverfahren und der weitere
Ausbau der Automatisierungstechnik in der DDR abhiingig sind. Eine wichtige
Voraussetzung fiir eine immer bewuBtere und aktivere Anwendung von sta-
tistischen Methoden und Erkenntnissen der Informationstheorie in der Nach-
richtentechnik ist die Beherrschung der theoretischen Grundlagen der Wahr-
scheinlichkeitsrechnung. Da die mathematische Bildung des Nachrichtentech-
nikers im allgemeinen begrenzt ist, ergibt sich die Notwendigkeit, diesen
Personenkreis anhand von konkreten Beispielen aus seinem Titigkeitsbereich mit
den Prinzipien und Grundbegriffen der Wahrscheinlichkeitsrechnung vertraut zu
machen. Die Beispiele aus der Nachrichtentechnik sind so gewihlt, daB sie dem
Leser anschaulich die theoretischen Zusammenhinge nahebringen, und kénnen
daher keinen Anspruch auf praktische Aktualitit erheben. Manchem mag die
Darstellung zu einfach erscheinen. Es wurde jedoch bewuBt auf kompliziertere
formelmiBige Darstellungen zugunsten von optisch einpridgsamen Schemas ver-
zichtet. Der Nachrichtentechniker soll dadurch wenigstens in die Lage versetzt
werden, die hiufiger auftretenden Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitsrech-
nung verstehen zu kénnen.

Die Anregung, eigens fiir Nachrichtentechniker eine Einfiihrung in die Wahr-
scheinlichkeitsrechnung zu geben, die lediglich Oberschulkenntnisse in Mathe-
matik voraussetzt, entstand 1961 im Anschluff an eine Vortragsreihe des Ver-
fassers unter dem Thema ,,Wahrscheinlichkeitsrechnung — Statistik — Informa-
tion‘‘ anldBlich eines Festkolloquiums zum 15j4hrigen Bestehen der Kammer der
Technik im damaligen Betriebslabor fiir Rundfunk und Fernschen der Deutschen
Post. Es ist das Ziel des vorliegenden Biichleins, mit einfachen Mitteln Grund-
gedanken der Wahrscheinlichkeitsrechnung in einer fiir den Nachrichtentechniker
versténdlichen Sprache méglichst klar herauszuarbeiten.

Hans Poser
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1. Kybernetik und Nachrichtentechnik

Mit der stiirmischen Entwicklung der Kybernetik in den letzten zehn bis zwan-
zig Jahren hat eine neue Epoche der Wissenschaft begonnen, in der entgegen
der Tendenz zu einer immer stiirkeren Spezialisierung der einzelnen Wissensgebiete
cin gemeinsames Anliegen aller wissenschaftlichen Arbeit, die Lehre vom Aufbau
und Zusammenhang belebter und unbelebter Organismen unter dem Aspekt des
Austausches und der Verarbeitung von Informationen, in den Vordergrund ge-
rickt wird. Die Kybernetik beschiftigt sich mit den einheitlichen GesetzmiBig-
keiten von Steuerungsvorgiingen, die in zielgerichteten Einwirkungen auf das
Verhalten komplexer nachrichtenverarbeitender Systeme bestehen. Als Beispiele
hierfiir seien die Nervensysteme von Tieren und Menschen, elektronische Rechen-
automaten und Datenverarbeitungsanlagen sowie automatische Produktions-
anlagen genannt. Nach ihren Anwendungsbereichen unterscheidet man die
technische und die allgemeine Kybernetik. Die technische Kybernetik ist nach
. S. Tsien die Wissenschaft von der Regelung und Steuerung elektrischer und
mechanischer Systeme. Demgegeniiber untersucht die allgemeine Kybernetik die
Verhaltensweisen lebender Organismen. Die grofle praktische Bedeutung der
Kybernetik wird besonders eindrucksvoll auf dem Gebiet der technischen Kyber-
netik offenbar, wo automatische Steuerungsanlagen entwickelt worden sind, mit
deren Hilfe Raketen und Weltraumschiffe unter sehr unregelmiBigen Umwelt-
bedingungen ihren Kurs halten, und solche, die es gestatten, hochwirksame
Produktionsvorginge vollautomatisch durchzufiihren.

Fir die Volkswirtschaft der DDR ist die Entwicklung der Automatisierungs-
technik von erstrangiger Bedeutung. Bei der Umstellung unserer Produktions-
stitten auf vollautomatische Produktionsverfahren hat die Nachrichtentechnik
die Aufgabe, die technische Entwicklung informationsverarbeitender Anlagen
durchzufithren und neue Methoden der Informationsverarbeitung auszuarbeiten.
Dazu ist eine griindliche Vorarbeit erforderlich, und insbesondere sind hohe
Anforderungen an den Bildungsstand der Techniker, Ingenieure und Wissen-
schaftler zu stellen. Der Zugang zu den Problemen der technischen Kybernetik
wird dadurch erschwert, daf sich viele Sachverhalte nur mit Hilfe mathematischer
Formulierungen beschreiben lassen, die fiir den mathematisch Ungeschulten oft
zu unitberwindbaren Schranken werden, die ihn an einem weiteren Eindringen
in dieses Fachgebiet hindern.

Urspriinglich beschiftigte sich die Nachrichtentechnik mit einer méglichst
»getreuen‘ Nachrichteniibertragung. Erst als die Nachrichtenbearbeitung immer
mehr an Bedeutung gewann, wurde die Frage nach dem Wesen einer Nachricht
aktuell. Es ist das Verdienst des amerikanischen Mathematikers und Nach-
richteningenieurs Claude Shannon 1949 in einer Arbeit, in der er sich mit mathe-
matischen Grundlagen der Nachrichtentechnik beschiftigte, den statistischen
Charakter von Nachrichten erkannt zu haben. Damit wurde es mdéglich, die
Begriffe Nachricht und Information exakt zu definieren. Die in ciner Nachiricht
enthaltene Information wurde zu einer meBbaren GroBe, aul der eine ncue
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mathematische Disziplin, die Informationstheorie, aufgebaut werden konnte. Sie
hat die quantitative und strukturelle Erfassung der GesetzmiBigkeiten bei
Nachrichteniibertragungen zum Gegenstand.

Die Anwendung statistischer Begriffsbildungen im Bereich der Nachrichten-
technik besitzt keineswegs nur theoretische Bedeutung. Vielmehr sind in letzter
Zeit die Arbeitsgrundlagen der moderncn Nachrichtentechnik durch zahlreiche
statistische Verfahren und Methoden zur Analyse und Synthese von Nachrichten-
iibertragungssystemen bereichert worden. Es handelt sich hierbei durchweg um
Anwendungen der Wahrscheinlichkeitsrechnung, die sich mit den GesetzméBig-
keiten bei ,,zufilligen‘ Erscheinungen beschiftigt.

Die Kenntnis der Grundbegriffe und Denkweisen der Wahrscheinlichkeits-
rechnung ist fiir alle, die auf dem Gebiet der Nachrichten- oder Funktechnik
titig sind, Voraussetzung fiir ein vertieftes Verstindnis der Vorgiinge in ihrem
eigenen Arbeitsbereich. Es gibt nun zwar zahlreiche gute Lehrbiicher iiber Wahr-
scheinlichkeitsrechnung und mathematische Statistik, der grofite Teil dieser
Literatur ist jedoch ohne spezielle mathematische Vorbildung recht schwierig zu
lesen und nicht fiir den Nachrichtentechniker geschrieben.

Es ist das Ziel des vorliegenden Bandes, eine Einfithrung in die Wahrschein-
lichkeitsrechnung und ihre Anwendungen auf dem Gebiet der Nachrichten-
technik verstdndlich darzubieten. Auf der Grundlage der Oberschulmathematik
kénnen sich Nachrichtentechniker und -ingenieure, Studenten und Funkamateure
clementare Grundkenntnisse der Wahrscheinlichkeitsrechnung und Statistik an-
eignen. Besonderer Wert wird auf eine anschauliche und klare Herausarbeitung
der Grundbegriffe und Grundprinzipien der Wahrscheinlichkeitsrechnung gelegt,
um damit dem Leser den Weg fiir eine eigene Beschiftigung mit der speziellen
Fachliteratur zu ebnen.



2. Einfiihrung in die Wahrseheinlichkeitsrechnung

2.1. Streng kausale und stochastische Gesetzmiiigkeiten

Das Ziel naturwissenschaftlicher Forschung ist, durch Beobachtungen und
Versuche Erscheinungen der realen Welt zu studieren und GesetzmiBigkeiten
aufzudecken, die den Verlauf der untersuchten Erscheinungen bestimmen. Alle
Sinneswahrnehmungen des Menschen und alle MeB- oder Untersuchungsergebnisse,
die AufschluB iiber irgendwelche objektiven Vorginge geben, kénnen als Nach-
richten interpretiert werden. Ein wissenschaftliches Experiment besteht in der
Realisierung einer exakt fixierten Versuchsvorschrift, in der erstens die Beobach-
tungs- oder Versuchsbedingungen méglichst genau festgelegt sind und die zweitens
angibt, was man unter einem Versuchsergebnis zu verstehen hat. Ein Versuchs-
ergebnis bildet somit eine Antwort (Nachricht) auf eine in Form eines wissen-
schaftlichen Experimentes an ein objektives Geschehen (Nachrichtenquelle)
gestellte Frage. In der Wahrscheinlichkeitsrechnung spricht man auch davon,
daB die Realisierung einer Versuchsvorschrift ein Ereignis (Versuchsergebnis,
Nachricht) nach sich zieht. Unter einem Ereignis ist dabei ein nicht niher defi-
nierter Grundbegriff zu verstehen, der lediglich als eine andere Bezeichnung fiir
Versuchsergebnis angesehen werden kann.

Auf dem Gebiet der experimentellen Forschung und insbesondere bei allen
Vorgingen, die fiir die Informationstheorie und Nachrichtentechnik interessant
sind, enthilt eine Versuchsvorschrift nicht alle hinreichenden Bedingungen, durch
die der Ablauf eines beobachteten Vorganges eindeutig bestimmt wird. Infolge
einer Vielzahl praktisch unkontrollierbarer Einfliisse sind bei einer Realisierung
einer Versuchsvorschrift mehrere miteinander unvereinbare Versuchsergebnisse
moglich, von denen aber stets nur ein bestimmtes eintreten kann. Solche Ver-
suchsergebnisse werden als zuféllige Ereignisse bezeichnet. Die Wahrscheinlich-
keitsrechnung ist die Lehre von den GesetzmiBigkeiten bei zufilligen Ercignissen,
den sog. stochastischen GesetzmiBigkeiten.

Im Gegensatz hierzu stehen die streng kausalen GesetzmiBigkeiten. Sie treten
dort auf, wo die Versuchsvorschrift alle fiir das Eintreten cines bestimmten
Ereignisses wesentlichen Versuchsbedingungen enthélt und somit das Ergebnis
einer jeden Realisierung der Versuchsvorschrift schon im voraus festliegt. Das
Versuchsergebnis wird auch als ein sicheres Ereignis bezeichnet.

In den Tafeln 1 und 2 wird anhand von einfachen Beispielen der Unterschied
zwischen streng kausalen und stochastischen GesetzmiBigkeiten veranschaulicht.
Tafel 1 zeigt Beispiele fiir sichere Ereignisse. Die Versuchsvorschriften sind nur
stichwortartig angegeben. Eine vollstindige Formulierung, die auch tatséchlich
das Auftreten der genannten sicheren Ereignisse bei jeder Realisierung der
Versuchsvorschrift garantiert, kann vom Leser selbst vorgenommen werden.

Das dritte Beispiel stellt eine funktionale Abhingigkeit zwischen der Aus-
lenkung y einer Sinusschwingung und der Zeit ¢t dar. Da der Schwingungsverlaul
auf Grund der angegebenen Versuchsvorschrift fiir jeden zukiinftigen Zeitpunkt ¢
eindeutig festgelegt ist, kann ein solcher Schwingungsvorgang nicht Triiger cines
fortlaufenden Informationsflusses sein. Er ist [iir eine Informationsiibertragung
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belanglos, da durch ihn nichts Neues ausgesagt wird. Erst wenn man nach einem
in der Nachrichtentechnik iiblichen Modulationsverfahren die Phase, die Fre-
quenz oder die Amplitude einer Sinusschwingung ,,regellos* indert, wird eine
Information vermittelt.

Tafel 1. Streng kausaler Zusammenhang

Versuchsvorschrift

Sicheres Ereignis

Schlieflen eines Stromkreises
Auflegen eines Telefonhérers

Aussenden einer Sinusschwingung
mit konstanter Amplitude A, kon-

FlieBen des Stromes
Unterbrechung einer Gespriichs-
verbindung

Auslenkung y, zur Zeit {;:

Yo = 4 sin (ot + @)

stanter Frequenz @ und konstanter
Phase ¢

Tafel 2. Stochastischer Zusammenhang

Versuchsvorschrift Zufillige Ereignisse

gerade Augenzahl
ungerade Augenzahl
Augenzahl 6 usw.

Werfen eines Wiirfels

Ertonen des Freizeichens
Erténen des Besetztzeichens

Wihlen einer Telefonnummer

Regelloses Aussenden von
Impulsen

Impuls
kein Impuls

Allein hieran laBt sich folgende Tatsache ermessen: Beim Auftreten von zu-
filligen Erscheinungen widerspiegelt die Versuchsvorschrift nicht mehr die
Gesamtheit aller Ursachen, die fiir das Eintreten eines bestimmten Ereignisses
hinreichend sind. Deshalb kommt den zufilligen Erscheinungen eine auBer-
ordentliche Bedeutung zu.

Es sei nachdriicklich darauf hingewiesen, daf ein zufilliges Ereignis durchaus
kein scltenes Ereignis zu sein braucht. Die wissenschaftliche Verwendung eines
Begriffes (2. 3. Zufall) aus dem alltéglichen Sprachschatz ist im allgemeinen mit
einer Anderung scines Begriffsinhalts verbunden.

Man kénnte daran denken, den Zustand der Unbestimmtheit eines Versuchs-
ergebnisses bei der Realisierung einer Versuchsvorschrift zu beheben, indem man
die Versuchsbedingungen enger faft und damit einen streng kausalen Zusammen-
hang erzwingt. Das ist thcoretisch maéglich, praktisch jedoch nicht.

Wie wir bereits erwiihnt haben, bildet die ,,Regellosigkeit* von Signalen iiber-
haupt erst die Grundvoraussetzung fiir eine jede Informationsiibermittlung.
Zwischen einer Versuchsvorschrift und den bei ihrer Realisierung gewonnenen
vufilligen Ereignissen bestcht ein spezifischer Zusammenhang, der mit zuneh-
mender Anzahl von Realisierungen der Versuchsvorschrift immer deutlicher
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hervortritt. Werden die Versuche unabhingig voneinander gleichzeitig durch-
geliihrt, so spricht man von Massenerscheinungen. Wiederholungsvorginge liegen
vor, wenn es sich um ein zeitliches Nacheinander handelt.

Als mit dem Aufkommen von Funk und Fernsehen im Fernmeldewesen die
Leitungskanile bis an die duBerste Belastungsgrenze mit Nachrichtensignalen
belegt wurden, muBiten die Leitungsgeridusche oder das elektronische Rauschen
immer mehr in die technischen und wissenschaftlichen Betrachtungen einbezogen
werden. Die als Schroteffekt bekannte UnregelmiBigkeit des Elektronenstromes
ist fiir die Nachrichtentechnik von grofier Bedeutung. Im Sinne einer verant-
wortungsbewuBten wissenschaftlichen Arbeit ist das Studium der bei einer
solchen Massenerscheinung auftretenden GesetzméiBigkeiten notwendig und un-
entbehrlich. Das Interesse gilt also nicht der individuellen Bewegung eines
cinzelnen Teilchen, sondern dem Verhalten einer groBen Gesamtheit von Teilchen.
Diese GesetzmifBligkeiten gelten allgemein fiir Betrachtungen von Massen-
erscheinungen.

Innerhalb gewisser Grenzen erweisen sich die GesetzmiBigkeiten bei Massen-
erscheinungen und Wiederholungsvorgingen sogar als unabhingig von den
individuellen Besonderheiten der beteiligten Teilchen. Das Studium von objek-
tiven GesetzmiBigkeiten bei Erscheinungen der realen Welt erfordert mitunter
auch, daBl man von unwesentlichen Einzelheiten absieht. Die Praxis bleibt stets
der Priifstein fiir die Theorie. Es zeigt sich, daB das System der Wahrscheinlich-
keitsrechnung den Erscheinungen, die durch Vorgédnge im Bereich der Elementar-
teilchen hervorgerufen werden, besonders gut angepaBt ist.

Unsere Uberlegungen lassen vor allem klar erkennen, da$ die Grundlage fiir die
Anwendung der Wahrscheinlichkeitsrechnung keinesfalls in der ungeniigenden
Kenntnis der realen Erscheinungen zu suchen ist.

Zur Ilustration der bei Massenerscheinungen auftretenden GesetzméaBigkeiten
sei noch eine bemerkenswerte Episode aus dem Buch von Laplace ,,Versuch
einer Philosophie der Wahrscheinlichkeitsrechnung‘‘ angefiihrt. Betrachtet man
in einer gréBeren Bevolkerungsgruppe das Verhiltnis von Knabengeburten zu
Mid chengeburten, so stellt man fest, daBl es etwa 1:1 betriigt. Diese Gesetz-
miBigkeit ist fiir alle Bereiche des menschlichen Lebens von gréBter Bedeutung.
Eine ernste Stérung des Geschlechtergleichgewichts miiite schwerwiegende
Folgen haben. Laplace hatte durch umfangreiche statistische Untersuchungen
gefunden, daB der Anteil der Knabengeburten an der Gesamtgeburtenzahl in
London, Petersburg, Berlin und auch in ganz Frankreich fast genau

2 _ 0s12
43

betrug. Demgegeniiber ergab sich fiir die Stadt Paris iiber einen Zeitraum von
40 Jahren hinweg (1745—1784) die folgende relative Hiufigkeit der Knaben-
geburten

2 0,510

49 T
Laplace stellte fest, daBl auf Grund der sehr groflen Geburtenzahlen, die von ihin
erfafit worden waren, der Unterschied zwischen den angegebenen Hiufigkeiten
als wesentlich angesehen werden mufite. Er versuchte, cine rklirung fiir dicse

11



Abweichung zu finden. Eine genaue Untersuchung des Archivmaterials zeigte,
daB in die Anzahl aller Geburten in Paris auch alle Findelkinder eingeschlossen
waren. Seine Nachforschungen ergaben, da die Bevélkerung der Pariser Um-
gebung vorwiegend Médchen aussetzte. Diese soziale Erscheinung war damals
in Paris so verbreitet, daf sie das wahre Bild der Geburtenzahl wesentlich beein-
fluBBte. Als Laplace die Findelkinder aus der Zahl der Geburten herausnahm,
zeigte sich eine Ubereinstimmung mit der an anderen Orten beobachteten Hiufig-
keit von Knabengeburten.

2.2, Empirisch-statistischer Zugang zur Wahrscheinlichkeits-
rechnung

Fiir eine moglichst allgemeinverstéindliche Einfithrung in die Wahrscheinlich-
keitsrechnung bietet sich der empirisch statistische Zugang zur Wahrscheinlich-
keitsrechnung an, da er sich mit Hilfe bekannter Vorstellungen entwickeln la8t.
Wir wenden uns zunichst einem einfachen Beispiel zu und werden durch eine
ausfiihrliche Betrachtung hieran die Grundprinzipien der Wahrscheinlichkeits-
rechnung entwickeln.

Beispiel 1:

In einer Telefonzentrale treffen regellos Gespriche iiber vier verschiedene
Leitungen ein. Jedes Gespriich kann nur iiber eine Leitung gefithrt werden. Um
die Auslastung der einzelnen Leitungen zu untersuchen, wurde fiir jede Leitung
getrennt die Anzahl der gefithrten Gespriche registriert. Wie aus der Versuchs-
vorschrift hervorgeht, sind beim Empfang eines Gesprichs folgende vier mit-
cinander unvereinbare, zufillige Ereignisse maglich:

E,: Gespriich iiber Leitung 1,
E,: Gesprich iiber Leitung 2,
Ej: Gesprich iiber Leitung 3,
E,: Gesprich iiber Leitung 44
d. h., ein Gesprich kann stets nur iiber eine Leitung gefithrt werden.

Diese vier Versuchsergebnisse werden auch Elementarereignisse genannt. Wih-
rend eines Zeitraums, in dem die relative Auslastung der vier Leitungen als
konstant angesehen werden soll, wurden die absoluten Haufigkeiten ny, ny, ng
und ny;, mit denen die vier Ereignisse auftreten, durch Einbau von Zihlwerken
bestimmt. Die Bildung der absoluten Haufigkeiten zeigt Bild 1.

Die Gesamtzahl n aller eintreffenden Gespriche ergibt sich aus der Summe
ny + Ny + ng 4+ 1y = n. (1)

In der Tafel 3 sind die beobachteten absoluten Héufigkeiten n; in Abhingigkeit
von der Gesamtzahl n der ankommenden Gespriche zusammengestellt worden.

Die Angabe der absoluten Haufigkeiten allein gibt noch kein klares Bild von
der Eigenart der zulfiilligen Ereignisse. Es empfiehlt sich daher, zu den relativen
Haufigkeiten

H(E) = - @)

iiberzugehen, die sich durch cine Normierung ergeben, indem die absolute Hiufig-
keit eines zufilligen Ereignisses durch die Gesamtzahl der Beobachtungen divi-
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| | |

i ankommende Gespréche

I

! 1 |

£ & £ £
Gespréchs -
Zihlwerke i 7 ’73 n

1 2 3 4.

Leifung

Bild 1. Schematische Darstellung der Bildung von absoluten Héufigkeiten mit
Hilfe von Gesprichszihlwerken

Tafel 3. Absolute Hiufigheiten n;

n ny ny ng ny

50 13 12 11 14
100 27 23 26 24
200 68 42 48 42
400 152 60 102 86
800 272 128 216 184

1000 315 172 308 205
2000 646 404 600 350
4000 | 1364 740 1136 760
8000 [ 2704 1496 2200 1600
10000 | 3331 1849 2798 2022

diert wird. In der Schreibweise I( ;) kommt zum Ausdruck, daB es sich mathe-
matisch gesehen bei der Bildung der relativen Héufigkeiten um eine Mengenfunk-
tion handelt, deren Argumente zufillige Ereignisse sind, wihrend der Wertevorrat
aus rationalen Zahlen zwischen 0 und 1 besteht. Relative Héiufigkeiten werden
im folgenden kurz als Haufigkeiten bezeichnet. In Tafel 4 sind die Hiufigkeiten
H(E,;) eingetragen worden, die sich aus den Werten der Tafel 3 ergeben, indem
die absoluten Iiufigkeiten durch die in der linken Spalte stehenden Gesamt-
zahlen der registrierten Gespréche dividiert worden sind.

Eine quantitative Beschreibung zufilliger Ereignisse durch Hiufigkeiten be-
ruht in einem konkreten Fall auf einem Auszihlen derjenigen Versuche, bei denen
diese Ereignisse eintreten. Es fillt auf, dal mit wachsender Anzahl von Beobach-
tungen die Hiufigkeiten der zufilligen Ereignisse immer weniger schwanken
und in einem gewissen Sinne einem unbekannten, aber festen Wert zustreben.
Man spricht vom Stationdrwerden der Hiufigkeiten. Der Wert, um den die
relativen Héufigkeiten eines zufilligen Ereignisses mit wachsendem n immer
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Tafel 4. Hiufigkeiten H(E;) =

no| H(E) HE) H(E) HE,)
50 0,260 0,240 0,220 0,280
100 0,270 0,230 0,260 0,240
200 0,340 0,210 0,240 0,210
400 0,380 0,150 0,255 0,215
300 0,340 0,160 0,270 0,230
1000 0,315 0,472 0,308 0,205
2000 0,323 0,202 0,300 0,175
4000 0,341 0,185 0,284 0,190
8000 0,338 0,487 0,275 0,200
10000 0,333 0,485 0,280 0,202

weniger schwanken, wird empirische Wahrscheinlichkeit des zufilligen Ereig-
nisses genannt. Bei einer sehr groBen Anzahl von Versuchen kann die beobachtete
Hiaufigkeit eines zufilligen Ereignisses praktisch mit seiner Wahrscheinlichkeit
gleichgesetzt werden. Fiir den Fall der zufilligen Ereignisse E9 wird das Stationiir-

werden der Haufigkeiten im Bild 2 veranschaulicht.

020

H(E)—

a10

o

empirische Wahrsche/n/;ch/(eﬁ__ ad

o

100

n ——

000

Bild 2. Stationirwerden der Hdufigkeiten

Der MaBstab auf der Abszisse wurde logarithmisch unterteilt, um alle an-
gegebenen n-Werte darstellen zu kénnen. Durch eine gestrichelte Linie ist die
empirische Wahrscheinlichkeit, die dem Ereignis Ey auf Grund der gegebenen
Versuchsvorschrift zugeordncet ist, angedeutet. Bild 2 veranschaulicht, daf
stochastische GesetzmiBigkeiten um so strenger erfiillt sind, je groBer die An-
zihl der Einzelereignisse ist. Withrend bei einer einzelnen Beobachtung, einem

14

70000



Versuch oder bei dem Empfang eines Signals nicht feststeht, welches Ereignis
cintreten wird, kann man dennoch Aussagen iiber die Haufigkeitsverteilung der
einzelnen Ereignisse in einer sehr groBen Folge von Beobachtungen machen.

2.2.1. Eigenschaften von Hiufigkeiten

Da bei n voneinander unabhingigen Realisierungen einer Versuchsvorschrift
die absolute Hiufigkeit n(A) eines zufilligen Ereignisses A stets nur einen Wert
zwischen 0 und n annehmen kann, erhilt man aus der Definitionsgleichung (2)
der relativen Hiufigkeiten die Ungleichung

0< H(A) < 1. (3)

Das linke Gleichheitszeichen gilt genau dann, wenn das zufillige Ereignis A bei
keinem der n Versuche eingetreten ist. Ist demgegeniiber 4 bei jeder Reali-
sierung der Versuchsvorschrift beobachtet worden, so trifft die rechte Gleich-
heitsrelation zu.

Betrachtet man nun ein sicheres Ereignis E, das bei jeder Realisierung einer
Versuchsvorschrift eintreten mufl, und ein unmégliches Ereignis #, das bei
keinem Versuch eintreten kann, so folgt aus dem eben Gesagten, daB die Rela-
tionen

H(E) =1
und %
H@) =0

stets erfiillt sind.

2.2.2. Logische Verkniipfungen von zufilligen Ereignissen

Die Méglichkeit, Ereignisse durch logische Operationen miteinander zu ver-
kniipfen, bildet eine wichtige Voraussetzung fiir das Rechnen mit Haufigkeiten
und somit eine wesentliche Grundlage fiir die Wahrscheinlichkeitsrechnung selbst.
Bei den Versuchen und Beobachtungen beschrinkt sich unser Interesse keines-
wegs nur auf die Elementarereignisse, wie wir sie im vorhergehenden Beispiel
kennengelernt haben, sondern man ist auch an neuen Ereignissen interessiert,
die sich mit Hilfe logischer Verkniipfungen gewinnen lassen. Sprachlich sind uns
diese vertraut, denn wir benutzen laufend Bindewérter, um aus gegebenen Aus-
sagen neue zu erhalten. In unserem Beispiel konnte etwa auch nach den Ereig-
nissen

nicht E;: Gesprich nicht iiber Leitung 1,
Eyund Eg: Gesprich gleichzeitig iiber Leitung 2 und Leitung 3 (nach
Voraussetzung unmaéglich),

Ej oder Ej: Gesprich iiber Leitung 2 oder 3
gefragt werden.

Im folgenden lernen wir einige Definitionen logischer Verkniiplungen von
Ereignissen kennen. Der Anschaulichkeit halber betrachten wir folgende Ver-
suchsvorschrift: Aus einem vorgegebenen Quadrat soll ,,blind*‘ cin Punkt aus-
gewiihlt werden. Eine Realisierung dieser Versuchsvorschrift kinnte beispicls-
weise darin bestehen, da mit einem Ball nach einer quadratischen Fliiche ge-
worfen und der Punkt des Auftreffens ermittelt wird. Grundsiitzlich werden nur
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wolehe Wielo gowertot, bei donen der Ball das Quadrat trifft. Wer will, kann
mueh nn daw yreegollono' Aufleuchten cines Punktes auf einem quadratischen
Rudarschirm donken, Das Eintreffen eines zufilligen Ereignisses A besteht nun
darvin, dall der Punkt in einen fiir A charakteristischen Bereich im Quadratinnern
fiil.

Wir beginnen mit den uns schon geldufigen Definitionen eines sicheren und
cines unméglichen Ereignisses.

Sicheres Ereignis E

Ein Ereignis E heiBit sicher, wenn es bei jeder Realisierung der Versuchsvor-
schrift eintreten muB.

Der zu E gehérende charakteristische Bereich umfat die gesamte Quadrat-
fliche. Die Versuchsvorschrift garantiert, daB bei jedem Versuch ein Punkt
dieses Bereiches ausgewihlt wird.

Unmdogliches Ereignis @

Ein Ereignis ¥ heiit unméglich, wenn es bei keiner Realisierung der Versuchs-
vorschrift eintreten kann.

Ein unmégliches Ereignis ist auf Grund der Versuchsvorschrift die Auswahl
eines Punktes auflerhalb des Quadrats oder die gleichzeitige Auswahl zweier
verschiedener Punkte im Quadratinnern.

In Anlehnung an mehrere Lehrbiicher der Wahrscheinlichkeitsrechnung ver-
wenden wir fiir die logischen Verkniipfungsoperationen zwischen Ereignissen
die gleichen Symbole wie fiir die Grundrechenoperationen. Es muBl jedoch von
vornherein nachdriicklich betont werden, daB es sich hierbei um grundverschiedene
Dinge handelt.

Summe zweier Ereignisse

Das Ereignis
A+ B

(lies ,,A oder B‘ bzw. ,,4 plus B*), das im Eintreten von mindestens einem der
Ereignisse A oder B besteht, heiit Summe der Ereignisse A und B.

Im Bild 3 ist die Summe der beiden Ereignisse 4 und B schraffiert dargestellt
worden. Auch in den folgenden Bildern werden die durch logische Verkniipfungen
gewonnenen Ereignisse in der gleichen Weise markiert.

Bild 3. Summe zweier Ereignisse A+ B
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Produkt zweier Ereignisse
Das Ereignis

A-B

(lies ,,4 und gleichzeitig B* bzw. ,,A mal B‘), das im gleichzeitigen Eintreten
der Ereignisse A und B besteht, heiBt das Produkt der Ereignisse A und B.

AB

Bild 4. Produkt zweier Ereignisse
A+ B

Differenz zweier Ereignisse
Das Ereignis

A—-B

Bild 5. Differenz zweier Ereignisse

(hes ,,4 minus B*), das darin besteht, daB das Ereignis A4, aber nicht das Ereig-

nis B eintritt, heiBt Differenz der Ereignisse A und B.

Entgegengesetztes Ereignis

Das zu einem Ereignis A entgegen-
gesetzte Ereignis

4

besteht im Eintreten der Differenz
Il — A zwischen dem sicheren Ereig-
nis £ und dem Ereignis 4.

Bild 6. Entgegengesetztes Ereignis A

2 Poser
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Im Gegensatz zu den bisher betrachteten Verkniipfungsoperationen bringen

die folgenden Definitionen Relationen zwischen zwei Ereignissen zum Aus-
druck.

Enthaltensein eines Ereignisses A in einem Ereignis B
Ein Ereignis A4 ist in einem Ereignis B enthalten:
ACB,

d. h., bei jeder Realisierung der Versuchsvorschrift, bei der A eintritt, tritt auch
B ein. Sehr oft wird hierfiir auch die Sprechweise, das Ereignis A zieht das
Ereignis B nach sich, angewandt.

Gleichheit zweier Ereignisse
Zwei Ereignisse A und B heiBlen gleich

A=B,

wenn A das Ereignis B nach sich zieht und umgekehrt.

B
A
B
Bild 7. Enthaltensein eines Ereig- Bild 8. Unwvereinbarkeit zweier Ereig-
nisses A in einem Ereignis B nisse A und B

Unvereinbarkeit zweier Ereignisse
Zwei Ereignisse A und B heiflen unvereinbar, wenn ihr gleichzeitiges Aul-
treten unméglich ist, d. h.

AB = 9.

Elementarereignis

Ein Ereignis A heiit lilementarereignis, wenn es sich logisch nicht weiter
zerlegen 1aBt, d. h., wenn ¢s kein weiteres mogliches Ereignis enthilt.

Die logischen Verkniipfungen von Ereignissen fithren zu noch komplizierteren
Verbindungen, wenn man anstelle der Ausgangsereignisse gewisse Ereignisse
cinsetzt, dic ihrerseits logische Verkniipfungen von Ereignissen darstellen. Fiir
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das Produkt einer Summe von zwei Ereignissen mit einem dritten Ereignis gilt
das Distributivgesetz.

(A4 C)D= AD + CD. (5)
Ist D gleich der Summe B + C, so folgt
(A+C)(B+C)=AB + AC + CB + CC. (6)

Dieses Resultat entspricht rein formal den Regeln der gewéhnlichen Klammer-
rechnung. Beachtet man, dafl es sich um Verkniipfungsoperationen zwischen
logischen Ereignissen handelt, dann 148t sich der Ausdruck auf der rechten
Seite von Gl. (6) noch weiter vereinfachen. Das Ereignis CC ist nach Definition
des Produktes gleich C. AC und CB sind beide in C enthalten, so dafl die Summe
der letzten drei Glieder gleich C ist. Es gilt demnach:

(A+C)(B+C)=AB +C. (7)

Dem Leser sei empfohlen, sich diese Relationen mittels der vorher genannten
Definitionen anhand einer Skizze zu erliutern. Die Regeln fiir logische Verkniip-
fungen von Ereignissen sind besonders beim Studium elektrischer Netze mit
Relaisschaltungen von Bedeutung.
Beispiel 2 :

Es seien A, B, C und D Netzwerke mit Relaiskontakten. Sie konnen in Reihe,
z. B. AB, oder parallel, z. B. A + B, geschaltet werden. Zwei Netze werden
dann als genau gleich angesehen, wenn sie so aufgebaut sind, daB entweder
durch beide ein Strom fliet oder durch beide nicht.
Es bedeuten:
A ein Netz, das stets eingeschaltet ist, falls A ausgeschaltet ist,
@ ein Netz, durch das kein Strom fliefen kann,
E ein Netz, durch das stets Strom flieBt.

Bild 9 zeigt eine Darstellung der Relation nach Gl (5) in Form von zwei
iiquivalenten Relaisnetzen.

A ——o A oo D o0—r

Bild 9. Darstellung der Relation (A + C)-D = AD + CD durch zwei
gleichwertige Relaisnetze

Man sieht, daB8 sich zwei gleichwertige Reclaisnetze ergeben, wenn cinmal
zuerst A und C parallel und das so entstandene Schema mit D hintercinander
geschaltet wird, oder wenn zum anderen jeweils A mit D und C mit /) in Reihe
und die dabei gewonnenen neuen Systeme parallel geschaltet werden.

Bild 10 veranschaulicht die Relation nach Gl. (7). Werden zwei Systeme hinter-
cinander geschaltet, von denen das erste einer Parallelschaltung von A und C
entspricht und das zweite einer solchen von B und C, so kann das gesamte Netz
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auch durch ein System ersetzt werden, in dem A und B hintereinander ge-
schaltet sind und dieses Schema in einer Parallelschaltung mit C verbunden
wird.

c

Bild 10. Darstellung der Relation (A + C)-(B + C) = AB + C durch
zwei gleichwertige Relaisnetze

Nach diesem kurzen Ausblick auf die Theorie von Relaisnetzen kehren wir
zu unserem ersten Beispiel zuriick. Mit Hilfe der logischen Verkniipfungsopera-
tionen 148t sich aus den Elementarereignissen ein ganzes System von zufilligen
Ereignissen aufbauen, das zu der vorliegenden Versuchsvorschrift gehért. Es
ldBt sich dadurch gewinnen, daBl man aus den vier Elementarereignissen alle
méglichen 0-, 1-, 2-, 3- und 4gliedrigen logischen Summen bildet. In Tafel 5
wird das auf diese Weise erhaltene System von zufilligen Ereignissen, das auch
Ereignisfeld genannt wird, dargestellt.

Tafel 5. Ereignisfeld einer Versuchsvorschrift mit vier Elementar-
ereignissen

Ereignisse des Ereignisfeldes Anzahl
Unmaégliches Ereignis ¢ 1= 3)
Ey, Ey, E3, By 4=(4

4

)
E( + E,, Ey + L3, E\ + E4, Ey + E3, Ey + E;, E3 + E, 6=(3)
)
)

By + Ey + Ey, By + Ey + Eg, By + Ey + By, By + B3+ E; 4 = (3
Sicheres Ereignis E = E; + Ey + E3 + E; 1=}

Summe: 16 = 24

Die Gesamtzahl von 24 Ereignissen unseres Ereignisfeldes ergibt sich aus der
Uberlegung, daB jedes der vier Elementarereignisse in einer logischen Summe
entweder auftreten oder nicht auftreten kann. Die Anzahl der verschiedenen
k-gliedrigen Summen, die sich aus einer Menge von n verschiedenen Elementar-
ereignissen bilden lassen, wird durch den Binomialkoeffizienten

n\_ nn—1).(n—2 . (n—k+1)  nl
(k) - 1.2.3 - k T ki(n —k)! ®)

angegeben. Der Binomialkoeffizient (;:) gibt demnach die Anzahl der verschie-

denen Méglichkeiten an, aus einer Menge von n verschiedenen Elementen k
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auszuwithlen oder anders ausgedriickt, n Pldtze mit & Elementen zu belegen.
Firk = 0 gilt:

(-

In unserem Beispiel erhalten wir nach Gl. (8) fiir die Anzahl aller zweigliedrigen
logischen Summen:

4.
(4) _83 e
2 1.

wie auch der Tafel 5 zu entnehmen ist.

Beispiel 3 :
Man iiberzeuge sich davon, dafl Summe, Differenz und Produkt

a) der Ereignisse A = (E; + E9 + E3)und B = (Ey + E,),

b) der Ereignisse C = (E; + E;) und D = Ej

aus dem Ereignisfeld der Tafel 5 ebenfalls Ereignisse des Ereignisfeldes sind.
Es gilt:

)A+B (Ey + Eg + E3) + (Ey + E) = Ey + Ey + E3+ E, = E
= (Ey + Ey + E3) — (Ey + E)) = Ey + E3
A B = (E + Ey + E3) (Ey + E) = E,y
]))C-I-D (Ey + Ep) + E =E + E3 + E;
= (B + E) — E3 =E + E,
CD — (E, + E,) - Es -

Da alle resultierenden Ereignisse unter den in Tafel 5 aufgefiihrten Ereignissen
wiederzufinden sind, ist die Aufgabe bereits gelost. Dem Leser sei empfohlen,
die hier angegebenen Formeln in logische Aussagen zu iibertragen und sich die
Resultate anschaulich klarzumachen.

Dic Tatsache, daB durch die logischen Operationen der Summen-, Differenz-
und Produktbildung aus Ereignissen eines Ereignisfeldes stets wieder Ereignisse
desselben Ereignisfeldes gewonnen werden, kann zur Delinition eines Ereignis-
feldes benutzt werden.

Definition eines Ereignisfeldes
Ein System von Ereignissen heif3t ein Ereignisfeld, wenn folgende Bedingungen
erfiillt sind :
1. Gehoren zwei Ereignisse
A, B
einem Ereignisfeld an, dann sind auch die Ereignisse
A+ B
A—-B
A - B
Elemente des Ereignisfeldes.

2. Das sichere Ereignis E und das unmagliche Ereignis § gehdren zum Ercignis-
feld.
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Darstellung eines zufdlligen Ereignisses

Gehoren zu einer Versuchsvorschrift n Elementarereignisse, so kann ein be-
liebiges zufilliges Ereignis A, das zu dieser Versuchsvorschrift gehort, stets
durch eine Summe von Elementarereignissen

A=E +E 4+ E_,(0<m<n) 9)

dargestellt werden.

2.2.3. Das Rechnen mit Haufigkeiten

Das Rechnen mit Hiufigkeiten beruht darauf, daBl man die Héufigkeiten der
durch logische Verkniipfungen erhaltenen Ereignisse aus den Hiufigkeiten der
Ausgangsereignisse nach bestimmten Regeln ermitteln kann. Ehe wir darauf im
einzelnen eingehen, sei noch darauf hingewiesen, daB sich natiirlich auch fiir
jedes beliebige Ereignis eines Ereignisfeldes die Haufigkeit gesondert ermitteln
liBt. Das gelingt im Beispiel 1 dadurch, dafl man fiir mehrere Leitungen gemein-
same Zihlwerke anbringt. Bild 11 zeigt schematisch die Schaltung von Ge-
sprichszihlwerken zum Bestimmen der absoluten Hiufigkeiten mehrgliedriger
logischer Summen von Elementarereignissen. A

Zihlwerk Zihlwerk
leitung i — Lleitung ] —L n(Ei+E+E) I—
f—
. T—
[ Zdhiwerk 7 ZGhlwerk
Leitung n(E+) leitung — n(E+E+E4£,)nE) |-
j '
4

Bild 11. Schematische Darstellung von Zihlwerkschaltungen
zur Bestimmung der absoluten Hdufigkeiten mehrgliedriger logischer Summen
von Elementarereignissen im Falle des Beispiels 1

Die Indizes im Bild 11 kénnen nur Werte von 1 bis 4 annehmen. Bei einer
Schaltung treten dariiber hinaus nur voneinander verschiedene Indizes auf.

Additivitiit der Hiufigkeiten
Sind zwei KEreignisse A und B eines Ereignisfeldes miteinander unvereinbar,

d.h. AB = 0, so gilt fiir die absolute Hiufigkeit der logischen Summe beider
Ereignisse in ciner Reihe von n voneinander unabhiéingigen Beobachtungen

n(A + B) = n(A) + n(B), (10)

denn A + B tritt genau dann ein, wenn entweder A oder B eintritt. Dividiert
man die Anzahl derjenigen Versuche, bei denen die Summe A + B eintritt,
durch die Gesamtzahl der Versuche, so erhiillt man die Hiufigkeit:

A+ B
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Aus GI. (10) folgt:
) ot

H(A + B) = ==+ ——.

Auf der rechten Seite stehen die Haufigkeiten von 4 und B, so daBl wir weiter
schreiben kéonnen:

H(A + B) = H(A) + H(B), falls AB =§. (1)

Die Eigenschaft nach Gl. (11) wird als Additivitit der Hiufigkeiten bezeichnet.

Additionsregel fiir zwei beliebige Ereignisse A und B

LiBt man zu, dafB3 die Ereignisse A und B gleichzeitig auftreten kénnen, so
wiirden nach der Rechenvorschrift (11) die Hiufigkeit H(A + B) grofer werden
als es der Versuchszahl entspricht, und zwar dadurch, daB gleichzeitig die
Ereignisse A und B auftreten. Daher muf in Gl. (10) auf der rechten Seite noch
das Korrekturglied —n(AB) angebracht werden.

(A + B) = n(A) + n(B) — n(4B).
Die gesuchte Additionsregel fiir zwei beliebige Ereignisse lautet schlieBlich:
H(A + B) = H(A) + H(B) — H(AB). (12)
Die Gl. (11) ist ein Spezialfall von Gl. (12), der eintritt, wenn (AB) als unmég-
liches Ereignis verausgesetzt wird.

Produkiregel

Die Hiufigkeit des Produktes AB zweier Ereignisse A und B bei n Realisie-
rungen einer Versuchsvorschrift ist gleich dem Quotienten aus der Anzahl n(AB)
der Versuche, bei denen das Produkt AB beobachtet worden ist, und der Gesamt-
anzahl von Versuchen n.

n(ADB)
—

H(AB) = (13)

Setzt man voraus, daBl beide Ereignisse im Laufe der Versuchsreihe mindestens
je einmal aufgetreten sind, was gleichbedeutend damit ist, daB die absoluten
Hiufigkeiten n(A) und n(B) beide von Null verschieden sind, so kann die rechte
Seite der Gl. (13) mit diesen GréBen erweitert werden, woraus wir die Ausdriicke

n(A) n(AB)

H(AB) = == T
und (14)
H(AB) = 'l(n_) ”;3;;)

crhalten. Der erste Faktor auf der rechten Seite ist gleich der Iliufigkeit 1/(A)
bzw. H(B). Auch der zweite Faktor kann als Hiufigkeit interpretiert werden.
Wir brauchen nur von der urspriinglichen Versuchsvorschrift zu ciner neuen
iiberzugehen, indem wir im ersten bzw. zweiten Fall die Bedingung hinzunehmen,
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daB nur solche Versuche gewertet werden sollen, bei denen A bzw. B eingetreten
ist. Um zum Ausdruck bringen zu kénnen, daB das Ereignis AB einmal unter der
Bedingung, dal B eingetreten ist, betrachtet wird, fithren wir fiir das Ereignis
AB die Schreibweise A/B bzw. B/A ein (lies ,,A unter der Bedingung B‘ bzw.
»B unter der Bedingung A‘‘). Die rechten Seiten der Gl. (14) lassen sich somit
als Produkte von sog. unbedingten und bedingten Héaufigkeiten schreiben.
H(AB) = H(A) H(B/A),
(15)
H(AB) = H(B) H(A/B).

Die Gl (15) kann auch als Definitionsgleichung fiir die bedingten Haufigkeiten
aufgefaBt werden. Es gilt:

e _ HAB)
(BI4) =
16
H(AB) (o)
H(A|B) = "B

Auf der rechten Seite stehen jetzt nur Haufigkeiten, die sich auf die urspriing-
liche Versuchsvorschrift beziehen.

Von den Rechenregeln fiir Héufigkeiten wird man praktisch kaum Gebrauch
machen, da die Werte der Héaufigkeiten von der Anzahl der durchgefiihrten
Versuche n abhiingig sind und dariiber hinaus sogar bei konstant gehaltenem n
von Versuchsreihe zu Versuchsreihe schwanken. Es wird dennoch eine aus-
fithrlichere Darstellung der Regeln fiir das Rechnen mit Héiufigkeiten gezeigt,
da diese ein anschauliches Modell fiir die Gesetze der Wahrscheinlichkeits-
rechnung ist.

In der Wahrscheinlichkeitsrechnung bestehen die auf Grund der Variabilitit
der Hiufigkeiten sich ergebenden Schwierigkeiten nicht, da man dort von der
Voraussetzung ausgeht, dafl bei vorgegebener Versuchsvorschrift jedem zu-
falligen Ereignis ein fester Zahlenwert, die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses,
zugeordnet werden kann.

2.3. Definitionen der Wahrscheinlichkeitsrechnung

2.3.1. Grundprinzipien der Wahrscheinlichkeitsrechnung

Wenn wir riickschauend unser bisheriges Vorgehen betrachten, so zeigt sich,
daB wir stillschweigend die Giiltigkeit gewisser Grundprinzipien als gegeben an-
gesehen haben, ohne die unsere Ergebnisse in Frage gestellt wiren. Zum anderen
haben wir einige prinzipielle Resultate gewonnen, die ebenfalls beim Aufbau
einer Wahrscheinlichkeitsrechnung Beachtung finden miissen. Als Grund-
prinzipien der Wahrscheinlichkeitsrechnung sehen wir an:

1. Entscheidbarkeit

Bei einer Realisierung ciner Versuchsvorschrift muB eindeutig entscheidbar
sein, ob ein bestimmtes zufilliges Ereignis, das zu dieser Versuchsvorschrift
gehort, eingetreten ist oder nicht.
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Das Prinzip der Entscheidbarkeit ist sehr wichtig fiir alle Anwendungen der
‘Wabhrscheinlichkeitsrechnung. Es zwingt zu einer klaren Klassifikation der mog-
lichen Versuchsergebnisse. Wo das Prinzip der Entscheidbarkeit nicht gewéhr-
leistet ist, bleibt natiirlich die Aussagekraft der mit Hilfe eines Zihlvorganges
gewonnenen quantitativen Charakterisierung eines zufilligen Ereignisses von
vornherein in Frage gestellt..

2. Wiederholbarkeit

Eine Versuchsvorschrift mufl so geartet sein, daBl sie zumindest prinzipiell
beliebig oft realisierbar ist, d. h., es mul wenigstens theoretisch méglich sein,
eine sehr lange Versuchsreihe von voneinander unabhéngigen gleichartigen Ver-
suchen vorzunehmen.

Das Prinzip der Wiederholbarkeit unterstreicht, daf sich die Wahrscheinlich-
keitsrechnung ausschlieflich mit GesetzmiBigkeiten bei Massenerscheinungen
und Wiederholungsvorgiingen beschiftigt. Haufigkeiten kénnen iiberhaupt erst
dann gebildet werden, wenn mehrere Realisierungen einer Versuchsvorschrift
vorliegen.

3. Existenz eines Ereignisfeldes

Zu jeder Versuchsvorschrift mit k Elementarereignissen gehort ein System von
2k zufilligen Ereignissen, das Ereignisfeld der Versuchsvorschrift. Eine wichtige
Eigenschaft eines Ereignisfeldes ist seine Abgeschlossenheit gegeniiber den logi-
schen Grundoperationen, d. h., durch die Bildung der Summe, des Produktes
und der Differenz zweier Ereignisse aus einem Ereignisfeld erhidlt man wieder
ein Ereignis, das dem Ereignisfeld angehort.

4. Ezistenz einer Wahrscheinlichkeit

Jedem zufilligen Ereignis A aus einem FEreignisfeld ist bei vorgeégebener
Versuchsvorschrift eine feste reelle Zahl

p(4),

die Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreten des Ereignisses A, zugeordnet. Sie
geniigt der Ungleichung:

0< P(4) < 1. (17)

5. Wahrscheinlichkeit des sicheren und des unmoglichen Ereignisses

Ein sicheres Ereignis E, das bei jeder Realisierung der Versuchsvorschrift
eintritt, und cin unmégliches Ereignis #, das bei keiner Realisierung eintreten
kann, besitzen die Wahrscheinlichkeiten:

P(E) =1,
P(9) = 0.

6. Prinzip der Additivitit

Sind A und B zwei miteinander unvereinbare Ereignisse eines Freignisfeldes,
so gilt:

(18)

P(A + B) = P(4) + P(B), AB =49. (19)

Die noch folgenden Grundprinzipien sind fiir alle praktischen Anwendungen der
Wahrscheinlichkeitsrechnung von auBlerordentlicher Bedeutung.
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7. Stationdrwerden der relativen Hdufigkeiten

Die relative Haufigkeit eines Ereignisses A in einer geniigend langen Versuchs-
reihe ist ,,praktisch gleich‘ seiner Wahrscheinlichkeit.

H(A) ~ P(A) (20)

8. Prinzip der praktischen Gew:ifheit

Besitzt ein Ereignis eine Wahrscheinlichkeit nahe bei Eins bzw. Null, so kann
als praktisch gewiBl angenommen werden, daf bei einer einmaligen Realisierung
der Versuchsvorschrift das betreffende Ereignis eintritt bzw. nicht eintritt. Das
heifft mit anderen Worten:

P(A) =~ 1 Dbedeutet, A ist ein praktisch sicheres Ereignis und
P(B) ~ 0 bedeutet, Bist ein praktisch unmdégliches Ereignis.

Wie nahe die Wahrscheinlichkeiten bei Eins bzw. Null liegen miissen, damit ein
Ereignis als praktisch sicher bzw. praktisch unméglich angesehen werden kann,
148t sich generell nicht festlegen. Es hiingt in erster Linie von der Art des be-
treffenden Ereignisses und den SchluBfolgerungen ab, die mit einer solchen Be-
wertung verbunden sind. In den experimentellen Naturwissenschaften haben
sich als kritische Werte fiir ein praktisch sicheres Ereignis Wahrscheinlichkeiten
von 0,95 und 0,99 und fiir ein praktisch unmégliches Ereignis solche von 0,05
und 0,01 eingebiirgert.

Dabei darf nicht auBer acht gelassen werden, daB jedes Ereignis, das eine von
Null verschiedene Wahrscheinlichkeit besitzt und die noch so klein sein mag, bei
jedem Versuch dennoch eintreten kann. In einer Versuchsreihe mit einer hin-

reichend groBen Anzahl von Versuchen wird es sogar mit Sicherheit mindestens
einmal eintreten.

2.3.2. Wahrscheinlichkeitsdefinitionen

Nachdem wir im vierten Grundprinzip festgelegt haben, daB jedem zufiilligen
Ereignis A, das zu einer Versuchsvorschrift gehort, eine Wahrscheinlichkeit
P(A) zugeordnet ist, erhebt sich die Frage, wie sich der Wert dieser Wahrschein-
lichkeit bestimmen ldBt. Es gibt sehr viele Wahrscheinlichkeitsdefinitionen, die
alle durch eine verfeinerte logische Bearbeitung einer Reihe einfacher Beobach-
tungen und zweckmiBiger Verfahren entstanden sind. Die verschiedenen Defini-
tionen lassen sich im wesentlichen in drei Gruppen von Wahrscheinlichkeits-
definitionen einteilen, die jedoch alle vom mathematischen Standpunkt aus
unbefriedigend bleiben. Dies éndert sich erst durch den axiomatischen Aufbau
der Wahrscheinlichkeitsrechnung (Bild 12).

Das Axiomensystem, das im Jahre 1933 von dem sowjetischen Mathematiker
Kolmogorov vorgeschlagen wurde und eine exakte mathematische Wahrschein-
lichkeitstheoric ermoglichte, umfaBt im wesentlichen die vorher angegebenen
Grundprinzipien 3 bis 6, die rein mathematischer Natur sind. Dem interessierten
Leser, der mehr dariiber erfahren méchte, sei das Studium eines modernen Lehr-
buches iiber Wahrscheinlichkeitsrechnung empfohlen.

Subjektive Definition der Walrscheinlichkeit

Die subjektive Definition der Wahrscheinlichkeit steht in engem Zusammen-
hang mit dem Wahrscheinlichkeitsbegriff der Umgangssprache. Sie driickt den
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Uberzeugtheitsgrad des Sprechenden von der Wahrheit oder Falschheit einer
Aussage aus. Die Aussagen

a) es ist ,,sehr wahrscheinlich*‘, daB im Jahre 1966 die ersten Fernsehaufnahmen
von der Oberfliche eines Nachbarplaneten zur Erde gesandt werden und

b) es ist ,,unwahrscheinlich*, daB auf dem Mond Lebewesen existieren,

besitzen nur subjektive Bedeutung. Sie sind entweder wahr oder falsch. Mit ihrer
Widerlegung werden alle vorher ausgesprochenen Einschidtzungen wertlos. Solche
Wahrscheinlichkeitsaussagen stehen im Widerspruch zum Prinzip der Wiederhol-
barkeit und sind daher fiir eine Beschreibung objektiver GesetzméiBigkeiten un-
geeignet.

Axiomatischer
Aufbau

(KOLMOGOROV)

i 1 f
k/?.fsisme Dc}ﬁﬂ/'f/on Statistische Definition
LAPLACE . . (von MISES)
Gleichwahrschein Wahrscheinlichkeits- =" Hiufigkeit
lichkeit rechnung
Subjektive Definition
Uberzeugtheitsgrad

Bild 12. Wahrscheinlichkeitsdefinitionen

Die klassische Definition der Wahrscheinlichkeit

Die klassische Definition der Wahrscheinlichkeit geht von dem Begriff der
Gleichméglichkeit (Gleichwahrscheinlichkeit) von Ereignissen aus, der als Grund-
begriff nicht niher definiert ist.

Beispielsweise werden beim Wiirfeln mit einem Wiirfel, der eine einwandfreie
kubische Gestalt besitzt und aus vollkommen homogenem Material gefertigt ist,
die Augenzahlen 1 bis 6 gleichmégliche Ereignisse sein, denn es besteht infolge der
Symmetrieeigenschaften des Wiirfels kein Grund, anzunehmen, daB eine Seite vor
einer anderen ,,ausgezeichnet‘‘ sei.

Wir betrachten jetzt allgemein eine Versuchsvorschrift, zu der n gleichmagliche
Elementarereignisse

E,E,,..., E,

gehéren und fragen nach der Wahrscheinlichkeit eines zufiilligen Freignisses A,
das dem Ereignisfeld der Versuchsvorschrift entnommen ist. Wie wir bereits
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wissen, kann A nach Gl. (9) stets durch eine Summe von Elementarereignissen
dargestellt werden.

A=E +E, + -+ E .
Der Index m ist eine ganze Zahl zwischen 0 und n.

Die klassische Definition der Wahrscheinlichkeit des Ereignisses A lautet:

P(4) = ': . 1)

Es ist allgemein iiblich, die n gleichwahrscheinlichen Elementarereignisse als méog-
liche Versuchsergebnisse und die m Elementarereignisse, aus denen sich das zu-
fallige Ereignis A zusammensetzt, als fiir A giinstige Versuchsergebnisse zu
bezeichnen. Mit dieser Sprechweise kann die klassische Definition der Wahrschein-
lichkeit nach GI. (21) auch folgendermafBen formuliert werden:

Anzahl der fiir A giinstigen Versuchsergebnisse

P(4) = Anzahl der méglichen Versuchsergebnisse

Offensichtlich ist die klassische Definition der Wahrscheinlichkeit nur bei endlich
vielen méglichen Ereignissen anwendbar. Eine natiirliche Ausdehnung der
klassischen Definition der Wahrscheinlichkeit auf unendliche Ereignisfelder stellt
die geometrische Definition der Wahrscheinlichkeit dar.

Geometrische Wahrscheinlichkeiten

Die klassische Definition der Wahrscheinlichkeit beruht auf der Betrachtung
von endlichen vielen gleichméglichen Ereignissen. Zahlreiche praktische Auf-
gabenstellungen erfordern die Bildung von Wahrscheinlichkeiten auch in solchen
Fillen, bei denen unendlich viele Versuchsergebnisse denkbar sind.

Problemstellung

In einer Ebene sind ein Berejch G und ein Teilbereich g von G vorgegeben
(Bild 13). Beide Bereiche werden als meBbar vorausgesetzt, d. h., sie besitzen im
herkémmlichen Sinne die Flicheninhalte J(G) und J(g).

%

Bild 13. Menge der moglichen Elementarereignisse G und der fiir A giinstigen
Flementarereignisse g im Fall geometrischer Wahrscheinlichkeiten
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Auf Grund einer bestimmten Versuchsvorschrift werde auf ,,gut Gliick* ein Punkt
aus dem Bereich G ausgewihlt. Gefragt wird nach der Wahrscheinlichkeit des
LEreignisses A, dal der Punkt in dem Teilbereich g liegt.

Ein Punkt wird auf ,,gut Gliick** ausgewihlt, bedeutet, jeder beliebige Punkt
von G kann ausgewihlt werden. Die Wahrscheinlichkeit dafiir, da3 er in einen
beliebigen Teilbereich von G {fillt, ist dem Flicheninhalt dieses Teilbereiches
proportional und hiingt nicht von dessen Lage oder Form ab.

Die gesuchte Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreten des Ereignisses A wird
durch den Ausdruck

J
P(4) = % (22)

definiert.

An dieser Stelle sei eine Zwischenbemerkung eingefiigt. Lost man die Gl. (22)
nach J(g) auf und ersetzt P(A) durch die Haufigkeit H(A) des Ereignisses A, die
bei einer sehr groBen Anzahl von Realisierungen der obigen Versuchsvorschrift
gewonnen worden ist, so erhilt man

J(g) = H(A)-J(G)
und somit die Méglichkeit, bei bekanntem Inhalt des Gesamtbereiches und be-
kannter Haufigkeit H(A) den Flicheninhalt J(g) eines vorgegebenen Teilbereiches
zu schitzen. Ein solches Verfahren wird Monte-Carlo-Methode genannt. Man
benétigt dazu in dem geschilderten Fall eine Anlage, die in schneller Folge ,,regel-
los* Punkte aus dem Gesamtbereich auswihlt und dariiber hinaus noch die Ver-
suche registriert, bei denen der Punkt in g liegt.

Im folgenden werden wir Beispiele zur klassischen und geometrischen Defini-
tion der Wahrscheinlichkeit betrachten und auf Besonderheiten bei ihrer Anwen-
dung hinweisen. Ein einfaches Beispiel zeigt zuniichst das prinzipielle Vorgehen.
Beispiel 4

Wie grof} ist beim einmaligen Werfen eines Wiirfels die Wahrscheinlichkeit
dafiir, daf
a) eine gerade Augenzahl und
b) eine Augenzahl grofer als 4
geworfen wird ?

Unter der Annahme, daB es sich um einen idealen Wiirfel handelt, liegen sechs
gleichwahrscheinliche Elementarereignisse

Ela E2’ E3’ Eh ES’ EG

vor, die dem Auftreten der Augenzahlen 1 bis 6 entsprechen. Die Anzahl der
gleichméglichen Versuchsergebnisse betriigt demnach n = 6.

a) Das Ereignis A4, eine gerade Augenzahl zu wiirfeln, kann durch die logische
Summe
A=E + E, + E,
ausgedriickt werden. Die Anzahl der fiir 4 giinstigen Versuchscrgebnisse ist
folglich m = 3. Nach GI. (21) gilt dann:
P(A 3_1
=%~ 7
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b) Bezeichnet man das Ereignis, eine Augenzahl griBer als 4 zu werfen, mit B, so
ergibt sich fiir B die Darstellung:

B = E; + Eq.
Aus m = 2 folgt schlieBlich
P(B) 2 1
6 3

Problemen, bei denen die Elementarereignisse gleichwahrscheinlich sind, be-
gegnet man nur selten. In vielen Fillen gelingt es jedoch, durch eine Verfeinerung
der Versuchsvorschrift zu einer Menge gleichmoglicher Elementarereignisse zu
gelangen, was im folgenden Beispiel veranschaulicht werden soll.

Beispiel 5
Wie grof} sind die Wahrscheinlichkeiten dafiir, mit zwei Wiirfeln die Augén-
summen

2,3,4,...,11 oder 12
zu werfen ?

Zu der Versuchsvorschrift gehoren elf Elementarereignisse Ey bis Eyy, die wir
uns durch Punkte lings einer Geraden dargestellt denken kénnen.

Es handelt sich offenbar nicht um gleichwahrscheinliche Elementarereignisse,
denn jeder wei}, daB beispielsweise die Augensumme 7 wesentlich 6fter eintritt
als die Augensumme 12. Wir konnen uns weiter helfen, indem wir zu einer ver-
feinerten Versuchsvorschrift iibergehen und als Versuchsergebnis das Paar der
Augenzahlen vom ersten und zweiten Wiirfel notieren.

(wi,wj) i,j=1,2,...,6. (23)
Beide Wiirfel sind jetzt markiert zu denken. w; bzaw. w; gibt die Augenzahl i
bzw. j an, die der erste bzw. zweite Wiirfel zeigt. Da nach Gl. (23) zu jedem der
sechs moglichen Versuchsergebnisse des ersten Wiirfels noch sechs mogliche Ver-
suchsergebnisse des zweiten Wiirfels hinzukommen, gibt es im Fall der verfei-
nerten Versuchsvorschrift insgesamt n = 6.6 = 36 Elementarereignisse, die als
gleichwahrscheinlich vorausgesetzt werden kénnen.

Bild 14 zcigt Darstellungen der Menge der Elementarereignisse fiir die ur-
spriingliche und fiir die verfeinerte Versuchsvorschrift.

Die in das Punktegitter (verfeinerte Versuchsvorschrift) eingezeichneten Ver-
bindungsgeraden kennzeichnen Ereignispaare mit gleicher Augensumme. Die
Anzahl derjenigen Punkte, die auf einer solchen Verbindungsgeraden liegen, gibt
dann die Anzahl m der fir die betreffende Augensumme giinstigen Elementar-
ereignisse an. Die gesuchten Wahrscheinlichkeiten betragen demnach:

1 1
P(E,) = 36 P(Eyp) = 36
2 2
P(E;) = 36 P(Ey) = 36
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3 3
P(E) = = P(Eyg) = 36
4 4
P(E;) = % P(Ey) = 36
5 5
P(Ee) = 35 P(Eg) =35
6
P(E7) = %

b b B E B F B E Ey £ K

&r \‘”
5t \
b4
. " 3r
Bild 14. Darstellung der
Menge der Elementar- 2r
ereignisse fiir die urspriing-
liche und fiir die verfeinerte Tr °
Versuchsvorschrift beim
Wiirfeln mit zwei Wiirfeln I

7 3 4 5 ¢
W7_>

()
<}

Man iiberzeugt sich leicht, daB die Summe der Wahrscheinlichkeiten aller Ele-
mentarereignisse 1 ergibt.

Die Schwierigkeiten bei der numerischen Bestimmung der Wahrscheinlich-
keiten nach der klassischen Definition beruht im allgemeinen in der Abzidhlung
der giinstigen und méglichen Versuchsergebnisse. Das soll am Beispiel des Zahlen-
lotto veranschaulicht werden.

Beispiel 6

Man bestimme die Wahrscheinlichkeit dafiir, da3 beim Spielen im Zahlenlotto
dic Ereignisse
Ay : funf richtige Zahlen (Fiinfer)
Ay : vier richtige Zahlen (Vierer)
Ag : drei richtige Zahlen (Dreier)
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Ay : zwei richtige Zahlen (Zweier)

Ay : eine richtige Zahl

Ay : keine richtige Zahl
eintreten.

Bild 15 zeigt die schematische Darstellung eines Lottoscheines.

712 |3(®@|5]6|7[8][910]m]12|13]|m|15
16 |17 [38[19 |20 |21 22 |23 |24 |25 | 26 |27 |28 |29 | 30
31 (323334 |35 | & |37 [ 36|39 |40 (42 |43 | (4517
46 |47 |48 (49|50 |51 | 52|53 | 54 | 55|56 |57 |58 | 59 |60
61|62 |63 |64 65|66 |67 |68 }1[70 7172 |73 | T4 |75
76 77|78 |79 | 8|81 |82 | 38|84 |85 8687|8889 90

.

Bild 15. Muster eines Lottoscheines (O gelochte Zahlen, X gezogene Zahlen)

Die mit einem Kreis O markierten Felder kennzeichnen die von eincm Spieler
gelochten Zahlen, wihrend die in der Sonntagsziehung ermittelten Zahlen durch
Kreuze X dargestellt sind. Der Lottoschein im Bild 15 zeigt den Fall eines
Zweiers, denn von den fiinf gelochten Zahlen sind am Sonntag zwei gezogen
worden. Die Anzahl der méglichen Tips, die alle als gleichwahrscheinlich ange-
sehen werden diirfen, ergibt sich aus der Anzahl der verschiedenen Méglichkeiten,
aus 90 Feldern 5 auszuwihlen. Nach Gl. (8) betrigt die Anzahl der moglichen
Tips:

90-89.88-87-86
90y — —
(@0 = 13345 = 43949268.
Fiir cinen Zweier Ay wird die Abzdhlung der giinstigen Ereignisse ausfiihrlich
erliutert. Das Eintreten von A, setzt voraus, daB zwei von den finf in der
Sonntagszichung ermittelten Zahlen bei der Abgabe des Tipscheins gelocht
worden sind. Das ergibt zunichst

-4

ot

@ =15 =10

-
154

Maglichkeiten. Die restlichen drei Lochungen kénnen jeweils beliebig auf den
85 Feldern verteilt werden, die den nicht gezogenen Zahlen entsprechen. Die An-
zahl der méglichen Belegungen ist: '

_ 85-84-83

8) - __ " _ 98770.
(5°) 1.2.3 8710
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Aus dem Produkt der beiden zuletzt berechneten Anzahlen ergibt sich dann die
Gesamtzahl der fiir das Eintreten des Ereignisses A, giinstigen Tips, die mit my
bezeichnet wird.

my = (85) (§) = 987700.

Im folgenden wird eine Zusammenstellung der m;-Werte fiir die Ereignisse Ag
bis A, gegeben.

ms = (§%) (}) = 1
mi=(){) = 425
mg = ($5)(§) = 35700
my— () () = 987700
my = (§%)(}) = 10123925
my = (85) (3) = 32801517
Summe: n = (20) = 43940268

Die gesuchten Wahrscheinlichkeiten gewinnt man, indem man die m; durch n
dividiert. Die Ergebnisse lauten auf zwei geltende Ziffern abgerundet:

P(45) = 0,000000023
P(A4;) = 0,0000097
P(A3) = 0,00081
P(Ay) = 0,022

P(Ay) = 0,23

P(Ay) = 0,75

Als nichstes wenden wir uns einem instruktiven Beispiel fiir die Unmoglichkeit
zu, auf Grund theoretischer Erwigungen allein zu entscheiden, welche Erschei-
nungen als gleichwahrscheinlich anzusehen sind. In der statistischen Mechanik
interessiert die Frage nach der Wahrscheinlichkeit fiir eine bestimmte Belegung
von N Zellen eines Phasenraumes mit k nicht unterscheidbaren physikalischen
Teilchen. Wir betrachten dazu das niichste Beispiel.

Beispiel 7

‘Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, eine bestimmte ,,Belegung A von
N Kistchen mit k Teilchen zu beobachten, wenn alle ,,Belegungen‘ als gleich-
wahrscheinlich vorausgesetzt werden? Die Anzahl k der Teilchen wird dabei
kleiner als IV vorausgesetzt.

Man kann sich etwa vorstellen, daB die physikalischen Partikel wic cine Hand-
voll Glaskugeln blindlings in IV offenstehende Kastchen geworfen werden und
nach der Wahrscheinlichkeit einer ,,Belegung*‘ A gefragt wird. Dic Losung der
Aufgabe hingt davon ab, welche Versuchsergebnisse (Belegungen) als miglich
angesehen werden.
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- a) In der Maxwell-Boltzmann-Statistik werden alle denkbaren Belegungen als
gleichmoglich angesehen. Da fiir jedes einzelne Teilchen die Moglichkeit besteht,
in eines der V Kistchen zu fallen, sind insgesamt N* Anordnungen méglich, die
alle als gleichwahrscheinlich betrachtet werden. Die gesuchte Wahrscheinlichkeit
betrdgt somit

1
Nk’

P(4) = (24)

Es sind zahlreiche Versuche durchgefithrt worden, um nachzuweisen, daB sich
auch Lichtquanten, Elektronen und andere Elementarteilchen im Einklang mit
diesem Modell verhalten. Es konnte jedoch iiberzeugend nachgewiesen werden,
daB diese Statistik nicht auf diese Teilchen anwendbar ist. In keinem Fall sind
alle N* Anordnungen angeniihert gleichwahrscheinlich.

b) In der Bose-Einstein-Statistik werden nur unterscheidbare Anordnungen
betrachtet. Um hierbei die Anzahl der méglichen Anordnungen abzihlen zu
kénnen, betrachten wir den Fall N = 3 und k = 2. Denkt man sich die Kistchen
lings einer Geraden nebeneinandergestellt, so lassen sich die &uBerlich unter-
scheidbaren Belegungen durch die Lage der Teilchen und die Lage der Trenn-
winde der Kistchen beschreiben. Im Bild 16 sind die verschiedenen Kistchen-
belegungen eingezeichnet und gleichzeitig rechts daneben die Lage der Teilchen
und Trennwiinde lings einer Geraden in gleichen Abstinden in der entsprechenden
Reihenfolge charakterisiert worden.

——t L1 —t++ T 1]
~—t+— [T I-] +——+ LT

T RN K +— [T

Bild 16. Darstellung der unterscheidbaren Anordnungen bei der Belegung von
N = 3 Kiistchen mit k = 2 gleichen Teilchen ( Bose-Einstein-Statistik)

Aus der grafischen Darstellung erkennt man, da die Anzahl der unterscheid-
baren Anordnungen iin Fall der Bose-Einstein-Statistik sich aus der Anzahl der
méglichen Belegungen von N + k — 1 (Summe der Anzahl der Trennwinde und
Teilchen) Plitzen mit Ik Teilchen ergibt. Nach Gl. (8) gilt fiir die gesuchte Anzahl:

(N + ;: - 1) R
i3
und im obigen Fall erhalten wir:

(37 =) = 6.
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Die gesuchte Wahrscheinlichkeit lautet:

1
P(4) = wE ',:_:1) (25)
Dieses Modell gilt fiir Photonen und &hnliche Teilchen. Beim Studium des Atom-
baues trifft man auf Teilchen, die wiederum ein anderes Verhalten zeigen.

¢) In der Fermi-Dirac-Statistik werden alle Belegungen der Kistchen ausge-
schlossen, bei denen zwei oder mehr Teilchen in einem Kistchen beobachtet
werden. Danach handelt es sich nur noch um die Belegung von N Plitzen mit
k Teilchen, deren Anzahl, wie wir wissen, (i" ) betrigt. Die gesuchte Wahrschein-
lichkeit fiir eine bestimmte Belegung lautet:

P(A) = Ni (26)
(k)
Das Verhalten von Elektronen, Neutronen und Protonen 1i8t sich mit diesem
Modell beschreiben.

‘Wir haben bisher drei verschiedene Wahrscheinlichkeitsmodelle kennengelernt.
Die Rechtfertigung eines jeden Modells wird von seiner erfolgreichen Anwendung
bei der Beschreibung physikalischer Erscheinungen und nicht durch theoretische
Erwigungen bestimmt.

Mit der Anwendung der geometrischen Definition der Wahrscheinlichkeit
wollen wir uns im nichsten Beispiel beschiftigen.

Betispiel 8

Zwei Personen verabreden sich, zwischen 18 und 19 Uhr von zwei bestimmten
Sprechstellen Sy und §y aus anzurufen. Beide treffen im genannten Zeitraum auf
»gut Glick® an ihrer Sprechstelle ein und rufen sofort den anderen an. Meldet
sich der Partner nicht, wartet der zuerst eingetroffene eine halbe Stunde und geht
dann weg. Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit P(A) dafiir, daB eine Gespréchs-
verbindung zustande kommt ? Bezeichnet man die Ankunftszeit der ersten Person
in der Sprechstelle S; mit z und die Ankunftszeit der zweiten in der Sprechstelle
Sy mit y, so lassen sich die még-
lichen Kombinationen der Ankunfts- !
zeiten als Punkte eines Quadrates
mit der Kantenlidnge 1 Stunde in der
zy-Ebene darstellen (Bild 17). Der
fir das Zustandekommen eines Ge-
spréches giinstige Bereich ist schraf-
fiert dargestellt. Er enthilt alle
Punkte, bei denen die Ankunfts- ? 1/2
zeiten beider Personen um weniger y
als eine halbe Stunde differieren.

Bild 17. Menge der méglichen und
fiir A giinstigen Elementarereignisse 0 7/2
im Beispiel 8
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Die Fliche des Quadrates ist gleich 1, und der Flicheninhalt des schraffierten
Teilbereiches ergibt sich, indem man von der Fliche des Quadrates die Flichen
der unschraffierten Restbereiche subtrahiert. Die gesuchte Wahrscheinlichkeit
P(A) betrdgt nach Gl. (22):

1
[ p——
4 3

P(4) = — -

Die statistische Definition der Wahrscheinlichkeit

Beim Ubergang von einfachen Beispielen zur Betrachtung komplizierter Auf-
gaben, wie sie auf naturwissenschaftlichen oder besonders auf nachrichtentech-
nischen Gebieten auftreten, st68t die klassische Definition der Wahrscheinlichkeit
auf uniiberwindliche Schwierigkeiten, die prinzipieller Natur sind. Sehr oft ist es
unméoglich, in verniinftiger Weise die gleichméglichen Fille herauszufinden. Eine
iiberzeugende Kritik an den Begriffen der klassischen Wahrscheinlichkeitstheorie
hat von Mises geiibt. Er schlug vor, die klassische Definition der Wahrscheinlich-
keit fallen zu lassen, und fithrte fiir die Wahrscheinlichkeit eines zufélligen Ereig-
nisses 4, das zu einer vorgegebenen Versuchsvorschrift gehort, die statistische
Definition

.on{d)
P(A) = lim ——~ = lim H(A) (27)

n—oo n n—oo

ein. Dem Experiment kommt hierbei eine wesentliche Bedeutung zu. Da die
Definition nach Gl. (27) auf alle wissenschaftlich interessanten Fille anwendbar
ist, wird sie in der Nachrichtentechnik viel verwendet.

Man iibersieht leicht, daB} die statistische Definition der Wahrscheinlichkeit fiir
eine objektive zahlenmiBige Beschreibung gewisser realer Erscheinungen wenig
geeignet ist. In der Tat kann man, bevor nicht unendlich viele Versuche und eine
Limesbildung vorgenommen worden sind, noch nicht einmal von der Wahrschein-
lichkeit eines Ereignisses sprechen.

2.3.3. Einige Siitze der Wahrscheinlichkeitsrechnung

Die Rechenregeln, die wir bei der Betrachtung der Héufigkeiten von zufélligen
Iireignissen gefunden haben, kehren in der Wahrscheinlichkeitsrechnung wieder,
da sie ja an den Eigenschaften von Héaufigkeiten modelliert worden ist. Wir
konnen uns daher im folgenden kurz fassen.

Additionssatz der Wahrscheinlichkeiten fiir zwei beliebige Ereignisse

Die Walrscheinlichkeit der Summe A + B zweier beliebiger Ereignisse eines
Ereignisfeldes ist gleich der Summe der Wahrscheinlichkeiten von 4 und B, ver-
mindert um die Wahrscheinlichkeit fiir das gleichzeitige Eintreten von 4 und B.

P(A + B) = P(A) + P(B) — P(AB). (28)

Dem Ereignis A cines Ercignis{cldes haben wir bei der Betrachtung von logischen
Verkniipfungen zwischen Ercignissen das entgegengesetzte Ereignis 4 = Nicht-4
gegeniibergestellt. Die Summe heider Ereignisse bildet das sichere Ereignis E.

A+ A=E. (29)



Da A und A miteinander unvereinbare Ereignisse sind, gilt:
P(A) + P(A) = 1. (30)

In Verallgemeinerung von Gl. (29) kann E auch in mehrere miteinander unverein-
bare Ereignisse zerlegt werden.

E=A4 4 4 + - + 4, (31)
Es gilt dann:

P(Ay) + P(Ay) + -+ + P(4,) = L. (32)
Die Ereignisse A; in Gl. (31) bilden ein sog. vollstindiges Ereignissystem.

Bedingte Wahrscheinlichkeiten

Bei der Berechnung von Wahrscheinlichkeiten zufélliger Ereignisse sind wir
bisher von einer Versuchsvorschrift ausgegangen, zu der eine Menge méglicher
Elementarereignisse und ein Ereignisfeld gehéren. Man spricht auch von sog.
unbedingten Wahrscheinlichkeiten, wenn auller der vorgegebenen Versuchsvor-
schrift keine weiteren Bedingungen bei der Bildung der Wahrscheinlichkeiten in
Betracht gezogen werden. Wir haben bisher nur unbedingte Wahrscheinlich-
keiten kennengelernt. Es seien A und B zwei miteinander unvereinbare Ereignisse
AB = @. Sehr oft interessiert die Wahrscheinlichkeit des zufalligen Ereignisses A
unter der Bedingung, daB das Ereignis B bereits eingetreten ist. Wir sprechen
dann von einer bedingten Wahrscheinlichkeit.

Bild 18 veranschaulicht diesen Sachverhalt.

3 ¥
- A
Sicheres Freignis E Sicheres Freignis B~ Sicheres Ereignis A
(Ereignisteld F(E)) (Ereignisfeid F(B))  (Ereignisteld F(4))

Bild 18. Bedingte Wahrscheinlichkeiten (Im rechten Bild — sicheres Ereignis 4 —
ist die Bezeichnung A|B in B|A zu dndern!)

Die zusiitzliche Forderung, daB3 das Ereignis B bzw. A eingetreten ist, bedeutet,
das Ereignis £ — B bzw. E — A wird zu einem unméglichen Ereignis. Insheson-
dere kann dann auch das Ereignis A — B bzw. B — A nicht mehr cintroton. Yon
dem Ereignis A bzw. B kann, nachdem das Ereignis B bzw. A cingetreten ist, nur
noch das Ereignis AB eintreten. Damit iibernimmt B bzw. A die Rolle ciner
neuen Menge von Elementarereignissen, aus denen sich ein ncues Lreignisfeld
F(B) bzw. F(A) im Gegensatz zu dem urspriinglichen Ereignisfcld F(E) aufbauen
1iB8t. Das Produkt AB der beiden Ereignisse A und B erscheint als Element von

37



drei verschiedenen Ereignisfeldern. Um diese drei Auffassungen auseinanderhalten
zu konnen, verwenden wir die bereits gelidufigen Schreibweisen:

AB: Produkt von A und B
A/B: A unter der Bedingung B
B/A: B unter der Bedingung A.

Zuniichst sind uns nur die auf dem Ereignisfeld F(E) definierten Wahrscheinlich-
keiten bekannt. Unser Ziel ist es daher, die bedingten Wahrscheinlichkeiten
P(A/B) bzw. P(B[A), die auf dem Ereignisfeld F(B) bzw. F(A) erklirt sind, auf
den Wahrscheinlichkeitsbegriff in F(E) zuriickzufilhren. Man erwartet nach
Bild 8, daf die bedingte Wahrscheinlichkeit P(A4/B) direkt proportional P(AB)
und umgekehrt proportional P(B) sein wird. Entsprechendes gilt fiir P(B/A4). Die
bedingten Wahrscheinlichkeiten werden daher wie folgt definiert.

P(AB) '
P(A[B) = BBy P(B) > 0;
(33)
P(AB
P(BJA) = _;(_A.)_) P(4) > 0.

In der Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit ist die unbedingte Wahr-
scheinlichkeit als Spezialfall B = E bzw. A = E enthalten.

Aus den Definitionen nach Gl. (33) ergibt sich unmittelbar der Multiplikations-
satz fiir Wahrscheinlichkeiten.

Multiplikationssatz der Wahrscheinlichkeiten

Die Wahrscheinlichkeit des Produktes AB zweier Ereignisse ist gleich dem
Produkt der Wahrscheinlichkeit des Ereignisses A bzw. B mit der bedingten
Wahrscheinlichkeit des Ereignisses B bzw. A unter der Bedingung, daf} A bzw. B
cingetreten ist.

P(AB) = P(A)P(B|A) = P(B)P(4/B). (34)

Unabhiingige Ereignisse

Im allgemeinen ist die bedingte Wahrscheinlichkeit P(A4/B) von der unbe-
dingten Wahrscheinlichkeit P(A) verschieden. Hingt jedoch die Wahrscheinlich-
keit fiir das Eintreten des Ereignisses A nicht von dem Eintreten des Ereignisses
I} ab, so sagt man, das Ereignis A4 ist unabhéngig vom Ereignis B. Zwei Ereignisse
A und B heillen voneinander unabhiingig, wenn

P(A|B) = P(A) und P(BJA) = P(B) (35)

gilt, wobei die cine Relation die andere zur Folge hat. Die Unabhéngigkeit zweier
Ereignisse ist demnach eine wechselseitige Eigenschaft.

Der Begriff der Unabhiingigkeit von Ereignissen ist von zentraler Wichtigkeit
fir die Wahrscheinlichkeitsrechnung und ihre Anwendungen. Oft ist es sehr
sch wierig zu entscheiden, ob in einem konkreten Fall unabhingige Ereignisse im
obigen Sinne vorliegen. Das soll an einem Beispiel demonstriert werden. Wir
betrachten das Werfen von zwei Wiirfeln. Werden beide Wiirfel in verschiedenen
Réumen geworfen, so ist diec Augenzahl des einen Wiirfels offenbar unabhingig
von der Augenzahl, die mit dem anderen Wiirfel erzielt worden ist. Die Entschei-
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dung, ob die Augenzahl zweier Wiirfel voneinander unabhiingige Ereignisse sind
oder nicht, fallt wesentlich schwerer, wenn die Wiirfel durch einen Faden mitein-
ander verbunden werden. Ist der Faden sehr lang, dann ist die Abhéngigkeit des
Wurfergebnisses praktisch unbedeutend. Sie nimmt zu, wenn man den Faden
verkiirzt. Wo nun die Grenze zwischen Abhingigkeit und Unabhingigkeit zu
ziehen ist, kann nur mit Hilfe umfangreicher Untersuchungen ermittelt werden.

Multiplikationssatz fiir voneinander unabhingige Ereignisse

Fiir voneinander unabhingige Ereignisse geht der Multiplikationssatz der

Walrscheinlichkeiten nach Gl. (34) iiber in
P(AB) = P(A) P(B).
Beispiel 9
Man priife, ob beim Werfen eines Wiirfels die Ereignisse

A = Ey + E; + Eg (gerade Augenzahl)
und
B = E, + E; + E; (Augenzahl groBer als 3)

voneinander unabhingig sind.

I'iir das Produkt von A und B gilt:
AB = E,. + EG‘

Die Wahrscheinlichkeiten der Ereignisse A, B und AB lauten:

P ! P(B ! P(AB !
(‘)—77 ()—7, ( )—3‘
Daraus folgt:
13 2 13 2
PA/B) = — = —; P(B|4) = — = —.
(4B =g =55 PBIA) ==

(36)

Die Ercignisse A und B sind voneinander abhiingig, da sich die bedingten von den

unbedingten Wahrscheinlichkeiten unterscheiden.
Beispiel 10

Sind beim Werfen mit zwei Wiirfeln die Ereignisse

A =E;+ Ey+ E; + Eg + E;y (ungerade Augenzahl)

und

B = Ey + E;y + Ei5 (Augenzahl9, 10 oder 12)
voneinander abhingig?
Es gilt:
AB = L.
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Die Wahrscheinlichkeiten fiir A, B und AB ergeben sich durch Addition der im
Beispiel 5 bestimmten Wahrscheinlichkeiten der Elementarereignisse. Wir er-
halten:

1 2 1
P(4) = 5 P(B) = P(4B) = .
Daraus folgt:
19 1 19 2
P = = 5s Pl = =2

Die bedingten Wahrscheinlichkeiten stimmen mit den unbedingten Wahrschein-
lichkeiten iiberein, die Ereignisse A und B sind folglich im Sinne der Definition
nach Gl. (35) voneinander unabhiingig.

Formel der totalen Wahrscheinlichkeit

Betrachtet man ein Ereignis B und ein vollstindiges System von Ereignissen
Ay, 49, ..., A,, die paarweise unvereinbar sind und der Relation nach Gl. (31)
geniigen, so kann B als Summe der paarweise unvereinbaren Ereignisse BA; ge-
schrieben werden.

B = BAy + B4y + -+ + BA,.
Nach dem Additionssatz fiir unvereinbare Ereignisse folgt:
P(B) = P(BAy) + P(BAy) + - + P(BAy).

‘Wendet man auf jeden Summanden einzeln den Multiplikationssatz nach Gl. (34)
an, so gewinnt man die Formel der totalen Wahrscheinlichkeit:
P(B) = P(Ay) P(B[Ay) + P(4y) P(B[Ay) + -+ + P(4,) P(B/Ay).
@7

Mit Hilfe von Gl. (37) erhilt man leicht die Bayessche Formel, die bei. Anwen-
dungen der Wahrscheinlichkeitsrechnung von groBer Bedeutung ist.
Der Satz von Bayes

Bilden die Ereignisse A, Ay, ..., A, ein vollstindiges Ereignissystem, und
betrachtet man die bedingte Wahrscheinlichkeit
P(A;B) _ P(4)) P(B/4;)

P(B) P(B)

P(4;/B) = (38)

eines Lreignisses A; des vollstindigen Ereignissystems unter der Bedingung, da8
ein Ereignis B mit positiver Wahrscheinlichkeit eingetreten ist, so kann der
Nenner von Gl. (38) durch die Formel fiir die totale Wahrscheinlichkeit von
Gl (37) ersetzt werden.

P(4;) P(BJA)
(A1) P(BJA,) + P(Ay) P(B[A) + - + P(4,) P(B4,)’
(39)

P(4;/B) =

Die GI. (39) wird Bayessche Formel genannt.
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Beispiel 11
Bei der Untersuchung des Einflusses des Wetters auf einen stoérungsfreien

Rundfunkempfang werden drei verschiedene Wetterlagen A,, 45 und A3 unter-
schieden, die mit den Wahrscheinlichkeiten

P(4;) = 0,5, P(Aj) =03, P(43) = 0,2

auftreten. Bekannt seien auflerdem die bedingten Wahrscheinlichkeiten fiir einen
stérungsfreien Rundfunkempfang B fiir jede einzelne Wetterlage.

P(BJA}) = 1,0, P(B/4;) = 0.8, P(B|dy) = 0,5.

Die angegebenen bedingten Wahrscheinlichkeiten lassen erkennen, daB bei der
Wetterlage A, durchweg ein stérungsfreier Empfang erfolgt, withrend bei A nur
in 80% und bei A3 nur in 509% aller Fille die Sendungen stérungsfrei empfangen
werden. Gefragt wird erstens nach der Wahrscheinlichkeit P(B) eines stérungs-
freien Rundfunkempfangs iiberhaupt und zweitens nach der bedingten Wahr-
scheinlichkeit, daf} eine bestimmte Wetterlage vorliegt, wenn der Rundfunkemp-
fang storungsfrei ist.

Nach der Gl. (37) fiir die totale Wahrscheinlichkeit gilt fiir einen stérungsfreien
Rundfunkempfang:

P(B) = 0,5-1,0 4+ 0,3.0,8 4 0,2.0,5,
P(B) = 0,84.

Ferner erhilt man nach Gl. (39), wenn man beachtet, daB der Nenner gleich dem
cben errechneten Wert ist, die gesuchten bedingten Wahrscheinlichkeiten.

0,5-1,0 25
PR =5 =%
0,3-0,8 12
PUAB) =S5~ @
0,2-0,5 5
PIB) =5 =%

Die drei Ereignisse bilden wiederum ein vollstindiges Ereignissystem, so daB die
" Summe der drei Wahrscheinlichkeiten gleich 1 sein muf}, wovon man sich leicht
iberzeugen kann.

2.4 Zufallsgrofien

Bisher haben wir nur davon Gebrauch gemacht, daf8 die Ergebnisse eines Ver-
suches oder einer Beobachtung klassifizierbare Ereignisse sind, deren Iiufigkeit
in einer Versuchsreihe durch Auszihlen bestimmt werden kann. Man spricht dann
von sog. qualitativen Merkmalen. Sehr oft liegen die Beobachtungsergebnisse
selbst als Zahlenangaben vor, die durch einen MeB- oder Zihlvorgang gewonnen
werden, wie die folgenden Beispiele zeigen:

1. Augenzahl beim Wiirfeln,
2. Anzahl der Telefongespriche, die je Tag an einem Ort gefiihrt werden,
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3. Dauer eines Telefongespriches,
4. Lebensdauer eines nachrichtentechnischen Bauelements und
5. Rauschspannung des Widerstandsrauschens.

Es handelt sich bei den fiinf Beispielen um zufillige Ereignisse, die durch die
Angabe einer reellen Zahl charakterisiert werden. Wie wir spéter sehen werden,
kann fiir eine zahlenmiBige Charakterisierung physikalischer und technischer
Vorginge auch die Angabe mehrerer solcher Zahlen erforderlich sein. Wir be-
schrinken uns zuniéchst auf den eindimensionalen Fall. Durch einen MeB3- oder
Zihlvorgang, der auf ein zufilliges Ereignis angewandt wird, gelangen wir zu
einem quantitativen Merkmal. In der Wahrscheinlichkeitsrechnung ist es iiblich,
von Zufallsgré8en oder Zufallsvariablen zu sprechen. Im Bild 19 wird der Unter-

schied zwischen einem qualitativen Merkmal und einer ZufallsgréBe veranschau-
licht.

Qualitatives Merkmal aug?;gg}grgg’gmw
|

1

]
1
1
! Realisierungen einer Versuchsvorschrift
%\ (Versuche, Beobachtungen, Empfang von Noch%\

I Menge der Elementarereignisse b & £
(Versuchsergebnisse) [ S S B
( MeBB- oder Zdhlvorgang )
Y LU
Werfevorrat: % . X
(reelle Zahlen) ‘ ‘

HE) HE) . . HE) Hiufigkeiten HiX=x) HX=x)). . HX=x,)
PlE) PE) .. PlEa) Wahrscheinlichkeiten PlX=x) P¢x). . P(X=xa)

Bild 19. Veranschaulichung des Unierschiedes zwischen einem qualitativen
Merkmal und einem quantitativen Merkmal (Zufallsgréfe)

Bei den vorhergehenden Beispielen bietet sich die zahlenmiBige Charakteri-
sicrung der Versuchsergebnisse durch einen Mef3- oder Zahlvorgang von selbst an.
Prinzipiell ist sie sogar stets méglich, wenn nur endlich viele Versuchsergebnisse
vorlicgen und man diese numeriert. Betrachtet man eine einfache Alternative A
und 4, z. B. Impuls — kein Impuls, so wird gewdhnlich das Ereignis A durch die
Zahl 1 und 4 durch die Zahl 0 gekennzeichnet. Diese Zuordnung ist nicht zwin-
gend, sondern beruht auf einer willkiirlichen Vereinbarung. Das trifft natiirlich
auch fiir die Augenzahlen bei einem Wiirfel zu. Man kann sich vorstellen, daf3
man anstelle der Augenzahlen z auf den Wiirfelflichen auch 22, z3 oder irgendeine
andere Funktion von 2 anbringen kénnte.

Alle ZufallsgroBlen weisen die gleiche Bauart auf. Sie konnen verschiedenc
reelle Werte annehmen, und man kann bei einem Versuch nie vorhersagen,
welchen Wert die Zufallsgriéfic annimmt, da sich die Werte der ZufallsgréBe regel-
los von Versuch zu Versuch iindern. ZufallsgréBen lassen sich nach ihrem Werte-
vorrat einteilen, der aus der Menge aller derjenigen Werte gebildet wird, die von
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der Zufallsgré8e angenommen werden kénnen. Gibt die Zufallsgrée eine Anzahl
von Gesprichen, Teilchen oder Individuen an, so umfafit ihr Wertevorrat in der
Regel endlich viele natiirliche Zahlen einschlieflich Null, z. B.

0,1,2,...,n—1,n.

Wie die Beispiele 3 bis 5 zeigten, kann der Wertevorrat einer Zufallsgréfe auch
aus unendlich vielen reellen Zahlen bestehen und alle Punkte eines bestimmten
Intervalls der reellen Achse umfassen. Die Angabe des Wertevorrates allein reicht
aber noch nicht aus, um eine Zufallsgréfe eindeutig zu kennzeichnen. Wie dem
Bild 19 zu entnehmen ist, erfordert eine vollstindige Beschreibung einer Zufalls-
grofe noch zusitzliche Angaben dariiber, mit welcher Wahrscheinlichkeit die
Werte ihres Wertevorrates angenommen werden. Im folgenden bezeichnen wir
mit groBen lateinischen Buchstaben X, Y, ... Zufallsgré8en und mit kleinen
lateinischen Buchstaben z,y, ... Werte, die von den ZufallsgréBen angenommen
werden. Die Wahrscheinlichkeiten, mit denen die Elementarereignisse E; und die
aus ihnen gebildeten zufilligen Ereignisse A, B, ... auftreten, iibertragen sich
in natiirlicher Weise auf die Werte der ZufallsgréBen. Ist X die Augenzahl beim
Wiirfeln mit einem Wiirfel, so gilt beispielsweise:

1
P(X=6)=F;

1
P(X<4)=75

2
Pl<X<5)=—.

Betrachtet man als einfache Alternative das Eintreten eines Impulses A und das
Nicht-Eintreten des Impulses .4, wobei die beiden Ereignisse mit den Wahrschein-
lichkeiten p und 1 — p auftreten mégen, so konnen wir schreiben:

P(4) = P(X = 1) = p,
P(A) = P(X =0) =1 — p.

Ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, da8 die Rauschspannung U des Widerstands-
rauschens unter einem vorgegebenen Wert u, liegt, bekannt

P(U < up) = p,
so folgt fiir die Wahrscheinlichkeit des entgegengesetzten Ereignisses
P(UZ=uy) =1—p.

Prinzipiell unterscheidet man, wie bereits angedeutet, nach der Art des Wertvor-
rates zwel Typen von Zufallsgrofen, wobei von Zwischenformen abgeschen
werden soll.

2.4.1.  Diskrete Zufallsgréfen

Eine diskrete ZufallsgroBe X kann nur endlich oder abzihlbar unendlich vicle
Werte z;, z. B. ganze Zahlen, annehmen.
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Die Wahrscheinlichkeiten
P(X =g) = p;, (40)

die sich aus den Wahrscheinlichkeiten der zugehérigen Elementarereignisse er-
geben und im diskreten Fall als positiv vorausgesetzt werden, bilden die Wahr-
scheinlichkeitsverteilung der Zufallsgréfle X. Summiert man iiber alle Punkte des
Wertevorrates, so folgt:

2 pi=1 (41)

Die Wahrscheinlichkeitsverteilung einer ZufallsgroBe kann daher auch als eine
Verteilung einer Gesamtmasse 1 auf die diskreten Punkte z; der 2-Achse inter-
pretiert werden, wobei auf einen Punkt z; die Wahrscheinlichkeitsmasse p; ent-
fallt. Bild 20 zeigt die Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir die Augenzahl X beim
Wiirfeln mit einem Wiirfel.

Hierin sind als Ordinaten die Wahrscheinlichkeiten p; = 1/6 in den Punkten
1,2, ..., 6 aufgetragen.

020¢

1 2 3 4 5 6
Augenzahl x
Bild 20. Wahrscheinlichkeitsverteilung der Augenzahl X
beim Wiirfeln mit einem Wiirfel

2.4.2. Stetige Zufallsgréfen

Eine stetige ZufallsgroBe X kann alle reellen Zahlen aus einem bestimmten
Intervall der reellen Achse, das auch unendlich sein kann, annehmen.

Im Falle ciner stetigen ZufallsgroBe ist die Gesamtmasse 1 kontinuierlich iiber
dic 2-Achse verteilt. Die Form der Wahrscheinlichkeitsverteilung wird durch die
Wahrscheinlichkeitsdichte f(z) beschrieben. Bild 21 zeigt die Darstellung der
Wahrscheinlichkeitsverteilung einer stetigen Zufallsgréfe.

Die Wahrscheinlichkeit dafir, dal die stetige ZufallsgréBe X einen Wert im
Intervall [a, b] annimmt, wird durch die schraffierte Fliche, die durch die Kurve
f(x), die z-Achse und dic Ordinaten in den Punkten a und b begrenzt wird, ge-
kennzeichnet. In einer Gleichung 148t sich dieser Sachverhalt wie folgt aus-
driicken: f

Pa<X<b) = fb/'(z) dz. (42)
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Da die lings der 2-Achse verteilte Gesamtmasse gleich 1ist, muf} die Gesamtfliche
unter der Kurve f(z) einer stetigen Zufallsgrofe X stets gleich 1 sein. Das be-
deutet:

“+ oo
[ f(x)dz = 1. (43)

Im stetigen Fall tritt an die Stelle der Wahrscheinlichkeiten p; einer diskreten
ZufallsgroBe das sog. Wahrscheinlichkeitselement

dP =Pz < X <z + dz) = f(z)dr,
und die Summenbildung ist durch eine Integralbildung zu ersetzen.

fix)

0 a b X
Bild 21. Wahrscheinlichkeitsverteilung einer stetigen Zufallsgrofle X

Die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB eine stetige ZufallsgréBe X eine vorgegebene
reelle Zahl z; annimmt, ist nach Gl. (42) gleich Null, da die obere und untere
Grenze des bestimmten Integrals zusammenfallen. Dennoch ist das Eintreten
eines solchen Ereignisses nicht unméglich, d. h., die Wahrscheinlichkeit Null ist
nicht an die Unmaéglichkeit eines Ereignisses gebunden.

Binomialverteilung
Fiir die Praxis ist die Betrachtung einer Summe von voneinander unabhingigen

diskreten Zufallsgrofen von groBem Interesse. Wir wenden uns folgender Situation
zu: Gegeben seien n Fernsprechanschliisse. Fiir jeden AnschluB besteht die ein-
fache Alternative:

A: es wird ein Gesprach gefilhrt (X; = 1),

A: es wird kein Gesprich gefiihrt (X; = 0).
Fiir jede Sprechstelle sei die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB zu einer bestimmten
Tageszeit ein Gespriich gefiihrt wird,

P(4) = P(X; = 1) = p. (44)

Hieraus folgt:
P(A)=PX;=0=1—-p=gq. (A5)

Es liegen also n Zufallsgréfen X; vor, die alle die gleiche Wahrscheinlichkeits-
verteilung besitzen. Die Wahrscheinlichkeit p, die fiir alle X; konstant ist, wird
Grundwahrscheinlichkeit genannt.
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Die Anzahl derjenigen Gespriche X, die gleichzeitig iiber die n Sprechstellen
zu einem bestimmten Zeitpunkt gefiihrt werden, 148t sich als Summe

X=X +X+ -+ X, (46)

schreiben. Die Versuchsvorschrift fiir die ZufallsgroBe X sieht vor, dafl die Werte
der ZufallsgréBen X; gleichzeitig ermittelt und addiert werden. Auf diese Weise
erscheint die ZufallsgréBe X als Resultat des Zusammenwirkens mehrerer zu-
falliger GroBen. Das kommt auch in der schematischen Darstellung, nach Bild 22,
zum Ausdruck.

HEREE

Summationsglied

X=X+ X4+ Xn
Bild 22. Schematische Darstellung der Summe X von n Zufallsgrofien X;

Die Forderung, dafl die Zufallsgrolen voneinander unabhingig sind, verlangt,
daB keine Gespriche zwischen den betrachteten n Sprechstellen gefithrt werden
und die Leitungskapazitit grol genug ist, um Gespriche von allen n Anschliissen
aus zu ermdglichen.

An dieser Stelle sei darauf hingewiesen, da in der Technik solche Baugruppen,
die verschiedene Eingangssignale entweder addieren, subtrahieren, multiplizieren
oder auch dividieren, immer mehr an Bedeutung gewinnen.

Uns interessiert nun die Frage, wie sich aus der gegebenen Wahrscheinlichkeits-
verteilung der Summanden [Gln. (44) und (45)] die Wahrscheinlichkeitsverteilung
der Summe gewinnen 1id8t. Da die Zufallsgrofen X; nur der Werte 0 und 1 fihig
sind, besteht der Wertevorrat von X aus den Zahlen

0.1,2,...,k, ..., n.

X = It bedeutet, an k Stellen wird gesprochen, wihrend an den restlichen n—k
Stellen kein Gespriich gefiithrt wird. Die Wahrscheinlichkeit, daB an k bestimmten
Sprechstellen gesprochen und an den tbrigen n—k nicht gesprochen wird, ist
nach Gl. (36)
pkqrk,
wenn Unabhingigkeit der ZufallsgréBien X; vorausgesetzt wird.
Nach Gl. (8) gibt es (1) verschiedene Maglichkeiten, von n Sprechstellen aus

I Gespriche zu fithren. Dic Wahrscheinlichkeit dafiir, daB die Summe X der n
ZufallsgréBen X; den Wert &k annimmt, betrigt daher:

PN =k) = (Qpkqt k=01,...,n. (47)
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Die in Gl. (47) angegebene Wahrscheinlichkeitsverteilung von X heift Binomial-
verteilung, da die Wahrscheinlichkeiten P,(X = k) Glieder des Binoms (¢ + p)*
sind. Fiir n = 4 Sprechstellen und einer Grundwahrscheinlichkeit p = 1/3 ergibt
sich nach Gl. (47) folgende Binomialverteilung:

Zahl der gefiihrten Wahrscheinlichkeiten
Gespriche k PuX =k)

0 0,198

1 0,395

2 0,296

3 0,099

4 0,012

Summe: 1,000

Bild 23 zeigt eine grafische Darstellung dieser Binomialverteilung.

04
03t
i
? 02¢
=
<
arf
|
0 1 2 3 4
Kk e
1
Bild 23. Binomialverteilung mit n = 4 und der Grundwahrscheinlichkeit p = 5

Hieraus erkennt man bereits die allgemeine Gestalt einer Binomialverteilung.
Mit wachsendem k nehmen die Wahrscheinlichkeiten zunichst zu, erreichen einen
groBten Wert und werden schlieSlich wieder kleiner. Je weniger sich die Grund-
wahrscheinlichkeit p einer Binomialverteilung von dem Wert 1/2 unterscheidet,
um so symmetrischer ist die zugehorige Wahrscheinlichkeitsverteilung.

Beispiel 12

Eine Fernsprechzentrale A hat Gesprache mit 2000 Fernsprechteilnehmern zu
vermitteln, die einer Zentrale B angeschlossen sind. Die Wahrscheinlichkeit dafiir,
daB eine Leitung von A nach B von einem Teilnehmer wihrend der Iaupt-
geschiftszeit in Anspruch genommen wird, betrage p = 1/30. Gesucht wird die
Wahrscheinlichkeit dafiir, daB zu einem bestimmten Zeitpunkt
a) 50 Gespriche und
b) weniger als 70 Gespriche
gefiihrt werden, wenn man voraussetzt, daB ausreichend viele Leitungen zwischen
A und B vorhanden sind.
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Nach Gl. (47) gilt fiir den Fall:

1150 /99, 1950
a) Pagoo (X = 50) = (25°0) (—) (%) ,

(48)

26? sonor [ L\ (29\2000-F
b PawX <70 = 3 () (55) () -
otk 7 \80) \30

Die numerische Auswertung der rechts stehenden Ausdriicke bereitet erhebliche
Schwierigkeiten. Es ist einfach eine rechnerische Notwendigkeit, handliche Néhe-
rungsformeln fiir die Wahrscheinlichkeiten der Binomialverteilung im Falle
groBer n-Werte zu entwickeln.

Zentraler Grenzwertsatz [ur die Binomialverteilung

Denkt man sich eine diskrete Zufallsgroe, die eine Binomialverteilung nach
Gl. (47) besitzt, durch eine stetige Zufallsgréfle ersetzt, indem man die in den
Punkten k = 0, 1, ..., n konzentrierten Wahrscheinlichkeiten P,(X = k) je-

1
weils gleichmiBig in den Intervallen von k — 5 bis k + 5 ,,verschmiert®, so
hat man die Aussage

P (X =)

im stetigen Fall durch
1 1
Pn(k—7§X§k+—2—). (49)

zu ersetzen. Wird eine Binomialverteilung in diesem Sinne durch eine stetige
Verteilung ersetzt und geht man von k zu der transformierten Grofle

k — np
Vi
iber, die allein von k abhingt, da fiir eine vorgegebene Binomialverteilung n, p
und g konstante GréBen sind, so gilt fir hinreichend groBe n der zentrale Grenz-

wertsatz:
«(k+3)
) -

Pu(X = K) = Pk = V% f 77 w. 1)
JT

u(k-3)

Er besagt, fiir geniigend groB3e n folgt die GréBe u einer standardisierten Normal-
oder GauB3-Verteilung, die {iir weite Teile der Statistik von groBter Bedeutung ist.
Da die standardisierte Gauf}-Verteilung tabelliert vorliegt, bringt der zentrale
Grenzwertsatz.einc wesentliche Erleichterung bei numerischen Rechnungen mit
sich. Fir die Wahrscheinlichkeitsdichte der standardisierten Normalverteilung
fithren wir die Bezeichnung ¢(u) ein.

T -

pu) = —e 2. (52)
25

u(k) = (50)
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Sie zeigt die fiir die Normalverteilung typische Glockenform, ist symmetrisch zu
1 = 0 und erreicht dort ihr Maximum ¢(0) = 0,399.

Den Ausgangspunkt auf unserem Weg zur Normalverteilung bildete die Be-
trachtung einer Summe von voneinander unabhingigen ZufallsgroBen, wie sie im
Bild 22 veranschaulicht worden sind. Dieses Schema trifft nun fiir zahlreiche
statistische Erscheinungen zu, die auf den verschiedensten Gebieten der belebten
und unbelebten Natur beobachtet werden. Sie entstehen durch ein additives Zu-
sammenwirken vieler unabhiingiger, im einzelnen regelloser und unkontrollier-
barer Einfliisse. Hierin ist auch die Erkliarung fiir die grundlegende Rolle zu
suchen, die die Normalverteilung bei zahllosen statistischen Fragen einnimmt.

Dem experimentell arbeitenden Techniker oder Wissenschaftler ist die Normal-
verteilung aus der Fehlertheorie unter der Bezeichnung Fehlerfunktion oder
Fehlerintegral bekannt. Bei sehr vielen praktischen Problemen der Nachrichten-
technik beobachtet man in der Tat Fehler im Sinne von Verfilschungen der Nutz-
signale durch Stérsignale beim Durchlaufen eines Nachrichteniibertragungs-
systems. Die Vermischung von Signalen mit zufilligen Stérungen lings einer
Nachrichtenkette fiihrt zu Abweichungen von den gewiinschten Ausgangssignalen
und zu Fehlern bei der Signalauswertung. In einem Ubertragungskanal treten
neben zufilligen teilweise auch systematische Storungen auf. Ein grofer Teil der
auftretenden zufélligen Storungen kann mit einer praktisch ausreichenden Ge-
nauigkeit durch eine Normalverteilung beschrieben werden. Auch Rauschvor-
ginge in elektronischen Schaltungen, wie beispielsweise das durch die Wirme-
bewegung der Leitungselektronen bedingte Widerstandsrauschen (Schroteffekt),
folgen angeniihert einer Normalverteilung. Man spricht von einem Gaufischen
Rauschen, wenn die Amplituden der Elementarprozesse normalverteilt sind.

Gleichung von Poisson

Die durch die Gln. (50) und (51) gewonnene Approximation ciner Binomial-
verteilung durch eine standardisierte GauB-Verteilung versagt fiir die Grund-
wahrscheinlichkeiten p = 0 und p = 1. Die Ubereinstimmung wird um so
schlechter, je mehr die Grundwahrscheinlichkeit sich diesen Werten néiihert. Bei
vielen Anwendungen interessiert man sich nun aber fiir die Bestimmung der
Wabhrscheinlichkeiten P,(X = k) im Fall sog. ,seltener Ereignissc‘, deren
Grundwahrscheinlichkeit p klein ist. Potsson entwickelte eine Niherungsgleichung,
die speziell fiir den Fall kleiner p-Werte brauchbar ist. Fiir hinrcichend groBe
Werte von n gilt:

ak
Pu(X = k) = @ik = et = P(X = ). (53)

Dabei ist a = np als Konstante aufzufassen. Die durch die rechts stehenden
Wabhrscheinlichkeiten
k

P(X =k = % ea k=012,... (54)

definierte Wahrscheinlichkeitsverteilung heifit Poisson-Verteilung. s gilt:
S P(X = k) = 1.
k=0

49

4 Poser



In der Tafel 9 des Anhangs ist die Poisson-Verteilung fiir einige Werte von a
tabelliert. Die Wahrscheinlichkeiten P(X = k) sind auf vier Dezimalstellen
genau angegeben.

Verteilungsfunktion einer Zufallsgrofle X

Um die verschiedensten ZufallsgréBen einheitlich charakterisieren zu kénnen,
wird in der Wahrscheinlichkeitsrechnung der Begriff einer Verteilungsfunktion
eingefiihrt. Gegeben sei eine ZufallsgroBe X und eine beliebige reelle Zahl 2. Unter
der Verteilungsfunktion F(z) der Zufallsgrofe X versteht man die Wahrschein-
lichkeit dafiir, da8 X einen Wert annimmt, der nicht griofler als die vorgegebene
reelle Zahl z ist.

Flz) = P(X < a). (55)

Ob man neben dem Ungleichheitszeichen noch das Gleichheitszeichen zulaBt, ist
eine Sache der Vereinbarung. Als Wahrscheinlichkeit kann die Verteilungsfunk-
tion F(z) nur Werte zwischen Null und Eins annehmen. Die Bezeichnung Ver-
teilungsfunktion erklirt sich daraus, daB unter n voneinander unabhiingigen Ver-
suchen, bei denen eine ZufallsgréBe X beobachtet wurde, die Anzahl derjenigen
Versuche; bei denen X nicht gréBer als x ausfillt, im Mittel n. F(x) betrigt.

Beispiel 13

Man bestimme die Verteilungsfunktion F(z) der Augenzahl X beim Wiirfeln
mit einem Wiirfel. Die Wahrscheinlichkeitsverteilung von X ist durch

1
P(X =z;) = 5 mit ; =1,2,3,4,5,6
gegeben. IFiir die Verteilungsfunktion F(2) folgt daraus:

0 fir <1
1/6 fir 1<z <2
2/6 fir 2<z<3
F)=P(X<gz)=4 3/6 fir 3<a<4
4/6 fir 4<ax <5
5/6 fir 5<z<6
1 fir 62

Bild 24 zeigl die grafische Darstellung dieser Verteilungsfunktion.

fix)
17 3 4 5 6 X

Bild 24. Verteilungsfunktion der Augenzahl X beim Wiirfeln mit einem Wiirfel
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Die Verteilungsfunktion F(z) ist eine Treppenfunktion mit Sprungstellen in
den Punkten x;. Die Sprunghéhe entspricht dabei den Wahrscheinlichkeiten, mit
denen diese Punkte behaftet sind. An den Sprungstellen sind die Funktionswerte
von F(z) durch Kreise markiert worden.

Betspiel 14

Man gebe eine formelmiBige Darstellung fiir die Verteilungsfunktion ®(u)
einer ZufallsgréBe U, die einer standardisierten Normalverteilung folgt. Die
Wabhrscheinlichkeitsdichte von U lautet nach GI. (52):

u?

W= e 2
@ ]/2_7! .

Die gesuchte Verteilungsfunktion entspricht der Fliche unter der Kurve ¢(u)im

Intervall von — oo bis u.
u

d(u) = P(U < u) =V% f e 2 dv. (56)
T

— oo

Die Werte der Wahrscheinlichkeitsdichte und der Verteilungsfunktion sind in
der Tafel 8 im Anhang aufgefiihrt. Bild 25 zeigt eine Gegeniiberstellung der
Wabhrscheinlichkeitsdichte

U4
und Verteilungsfunktion +04
einer standardisierten Nor-
malverteilung.
Ow) Pw)
3 2 7 0 v 1 2 3
L)
__________________ —7h-=

Bild 25 05/

Gegeniiberstellung der ow
Wahrscheinlichkeits-
dichte @ (u) und der
Verteilungsfunktion
@ (u) einer standardi-
sierten Normalverteilung . ~ .
3 2 7 0 v 1 2 3
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In dieser Darstellung erscheint @(u) als Fliche unter der Kurve @(u) und in der
unteren als Ordinate der Verteilungsfunktion.

Die Bilder 24 und 25 lassen erkennen, daB eine Verteilungsfunktion stets
monoton wachsend, d. h. nicht fallend, ist. Fiir kleine Werte ihres Arguments
verlduft sie nahe bei Null oder nimmt gar den Wert 0 an, und fiir gro8e Werte des
Arguments nihert sie sich dem Wert 1.

Beispiel 15

Wir wenden uns nochmals der im Beispiel 12 beschriebenen Situation zu. Es
wiirde natiirlich viel zu kostspielig und aufwendig sein, fiir jeden der 2000 Fern-
sprechanschliisse eine Leitung zwischen A und B zu installieren. Es reicht prak-
tisch aus, wenn die Anzahl der Leitungen so grof8 gehalten wird, daBl nur einer
von 100 Anrufen keine freie Leitung vorfindet. Das bedeutet, in der Ungleichung

Pogoo(X = k) < 0,01

wird die kleinste Zahl k gesucht, fiir die die Ungleichung gerade noch erfiillt ist.
Sie ist identisch mit der Anzahl der zu installierenden Leitungen. Da es sich bei
der Durchfithrung eines Gespriches um ein seltenes Ereignis (p = 1/30) handelt
und n = 2000 als sehr grol angesehen werden kann, bietet sich die Poisson-
Verteilung mit @ = 2000-1/30 = 66,67 als Approximation fiir den auf der linken
Seite der Ungleichung stehenden Ausdruck an.

P2000(X2 ,(') = P(X g I\”) < 0,01.

Aus einer gegeniiber Tafel 9 (Anhang) weit umfangreicheren Tabelle der Poisson-
Verteilung entnimmt man:

P(X = 87) = 0,0097
und

P(X = 86) = 0,013.
Hieraus folgt, zwischen A und B miissen 87 Leitungen angelegt werden.

Benutzt man anstelle der Poisson-Verteilung die Approximation durch die
Normalverteilung, so geht man folgendermaflen vor:

Pogoo( X = k) = 1 — Poypo(X < k) = 1 — P(n) < 0,01.
Dabei mull die Ungleichung

K 1
= O np
R (57)
Vn pq
erfiillt sein. Betrachtet man anstelle der Ungleichung 1 — ®(u) < 0,01 die ent-
sprechende Gleichung, so crhiilt man die Beziehung:

D(u) = 0,99.
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Aus der Tafel 8 (Anhang) liest man hierzu den Wert
u = 2,33

ab. Lést man die Ungleichung (57) nach k auf und setzt die Werte fiir u, n, p und ¢
ein, so gewinnt man fiir k die Abschitzung:

I = 86.

Praktisch stimmen die mit den beiden Niherungsmethoden gefundenen Werte
iiberein.

2.4.3. Funktionen von Zufallsgréfen
2.4.3.1. Die Beeinflussung von ZufallsgréBen durch Ubertragungsglieder

Das im Bild 22 schematisch dargestellte Summationsglied ist nur ein Spezialfall
eines allgemeinen Ubertragungsgliedes, wie man es in den verschiedensten Formen
in der Nachrichtentechnik verwendet. Hierbei handelt es sich um Baugruppen,
die als Ausgangsgréfle eine Funktion einer oder mehrerer Eingangsgrofen liefern.
Bei einer statistischen Betrachtungsweise interessiert die Verteilung der Aus-
gangsgréBe, wenn in das Ubertragungsglied eine oder mehrere ZufallsgréBen mit
bekannter Verteilung eintreten. Folglich muf} das Verhalten einer Funktion

Y = [(X)

untersucht werden. Y ist selbst wieder eine ZufallsgréBe, da sich die Schwan-
kungen von X auch auf Y iibertragen. Ein niheres Eingehen auf die dabei auf-
tretenden GesetzmiBigkeiten ist im Rahmen unserer Einfithrung in die Wahr-
scheinlichkeitsrechnung nicht moglich. Als Beispiele fiir Ubertragungsglieder
seien genannt:

. linearer Doppelweggleichrichter,

. linearer Einweggleichrichter,

. quadratischer Doppelweggleichrichter,

. unsymmetrischer Begrenzer mit nichtlinearem Arbeitsbereich und
5. symmetrischer Begrenzer mit linearem Arbeitsbereich.

N W N =

Die aufgefiihrten Baugruppen zeigen nur in einzelnen Abschnitten des Arbeits-
bereiches ein lineares Verhalten, wihrend in den anderen Bereichen die Ampli-
tuden des Eingangssignals mit amplitudenabhéngigen Bewertungsfaktoren trans-
formiert werden. Eine schematische Darstellung fiir ein allgemeines Ubertra-
gungsglied zeigt Bild 26.

Die Funktion y = f(z) heiBt statische Kennlinie des Ubertragungssysicms.

X———] y-fw) ————y

Bild 26. Aligemeines Ubertragungsglied




2.4.3.2. ZahlenmaBige Charakterisierung von ZufallsgréBen

Bisher haben wir gelernt, ZufallsgréBen vollstindig durch ihre Wahrscheinlich-
keitsverteilung und Verteilungsfunktion zu beschreiben. Die Praxis erfordert
aber oft gar keine so ins einzelne gehenden Kenntnisse. In vielen Fillen geniigt
es, sich ein ,,grobes Bild* von einer ZufallsgrioBe zu verschaffen. Man gibt sich
mit Angaben iiber die durchschnittliche Gréfe und die Streuung der Werte einer
ZufallsgroBe zufrieden. Dem Nachrichtentechniker und Ingenieur ist die zahlen-
miBige Charakterisierung von Zeitfunktionen durch Mittelwerte in der Wechsel-
stromtechnik schon seit langem vertraut. Der Physiker macht davon in der
Mechanik Gebrauch, indem er Massenverteilungen durch ihre Momente, insbe-
sondere durch den Schwerpunkt und das Trigheitsmoment, beschreibt.

Erwartungswert der Funktion g(X) einer Zufallsgréfe X

Eine Antwort auf die Frage: ,,Wie grof} ist eine ZufallsgroBe ?*‘, gibt der Er-
wartungswert. Er entspricht der Gleichstromkomponente in der Elektrotechnik
und dem Schwerpunkt einer Massenverteilung in der Mechanik. Wir wenden uns
gleich dem allgemeineren Fall des Erwartungswertes einer Funktion g(X) einer
ZufallsgroBe X zu.

Gegeben sind

a) eine diskrete ZufallsgréBe X mit der Wahrscheinlichkeitsverteilung
PX=z)=p;, t=12,... und

b) eine stetige ZufallsgroBe X mit der Wahrscheinlichkeitsdichte f(x),

weiterhin eine Funktion g(X) der ZufallsgréBe X. Der Erwartungswert E{g(X)}
ist definiert durch: '

a) E{g(X)} = > piglw,)- (58)

Die Summation erstreckt sich dabei iiber alle méglichen Werte z; der Zufalls-
groBe X.
+ oo

b) E{gX)} = [ g=)p(x)d=. (59)

— oo

Die Werte g(x) einer ZufallsgréBe g(X) werden bei der Bildung des Erwartungs-
wertes mit Gewichten versehen, die gleich den Wahrscheinlichkeiten bzw. Wahr-
scheinlichkeitsdichten der Punkte x sind. AnschlieBend summiert bzw. integriert
man alle so entstehenden Produkte und dividiert schlieBlich durch die gesamte
Wahrscheinlichkeitsmasse 1. Die Division durch 1 tritt natiirlich in den Glei-
chungen nicht in Erscheinung, so daB bei einer oberflichlichen Betrachtung der
Definitionsgleichungen (58) und (59) der Mittelwertcharakter eines Erwartungs-
wertes nicht sofort ins Auge fallt.

Momente von Zufallsgréfen

Besonderes Interesse gilt der Betrachtung von Erwartungswerten, bei denen
8(X) eine Potenzfunktion von X ist. Dabei unterscheidet man zwei Fille:

8(X) = X
und
8(X) = (X — ¢), ¢ = const.



Der Erwartungswert
E{ Xk} (60)

heiBit k-tes Nullmoment oder ausfiihrlicher k-tes Moment von X beziiglich des
Nullpunktes. Wichtig ist ferner das k-te Moment einer ZufallsgréBe X beziiglich
einer Konstanten c.

E{(X — c)k}. (61)

Die Momente charakterisieren bestimmte Eigenschaften einer Zufallsgré8e. Durch
Vorgabe sémtlicher Momente ist sogar die Verteilungsfunktion einer Zufallsgré e
bestimmt.

Die folgenden Betrachtungen beschrinken sich auf Momente erster und zweiter
Ordnung. Der Techniker und Ingenieur unterscheidet dementsprechend bei der
zahlenmiBigen Beschreibung von Zeitvorgingen lineare und quadratische Mittel-
werte, indem er einmal den zeitlichen Mittelwert z(¢) der Funktion z(t) selbst und
zum anderen den zeitlichen Mittelwert x2(t) des Quadrates z2(¢) der gegebenen
Funktion bildet. Im Falle einer stetigen Funktion gelten folgende Definitions-
gleichungen:

Linearer Mittelwert

+T
J— 1
z(t) = T!me 775 f z(t) dt. (62)
-T
Quadratischer Mittelwert
+T
—_ 1
z2(t) = T!I_tnw 7T f 2(t) dt. (63)
-7

Die Limesbildung bringt zum Ausdruck, daB sich die zahlenméBige Charakteri-
sierung des Verlaufs einer Zeitfunktion z(t) durch den zeitlichen Mittelwert auf
einen hinreichend groflen Zeitraum zu erstrecken hat. Wie bereits erwihnt, be-
sitzt der Mittelwert nach Gl. (62) in der Technik die Bedeutung einer Gleichstrom-
komponente. Sie kann bei vielen Problemen der technischen Kybernetik aufler
acht gelassen werden. Das trifft jedoch nicht fiir die Fernsehtechnik und zahl-
reiche Probleme der Regelungstechnik zu.

Der Ausdruck nach Gl. (63) wird vom Ingenieur als Wechselstromleistung be-
zeichnet. Der Mittelwert iiber das momentane Stromquadrat oder Spannungs-
quadrat stellt streng genommen nur dann die Leistung dar, wenn der Widerstand
genau 1 Q betrigt. Der Leistungsbegriff ist hierbei jedoch so anschaulich und
handlich, daB man ihn auch in iibertragenem Sinne anwendet.

Im folgenden wenden wir uns wieder den dem Ingenieur und Techniker weniger
vertrauten analogen Mittelwertbildungen bei ZufallsgréBen zu.

Erwartungswert oder Mittelwert einer Zufallsgrifie X

Das erste Nullmoment E{X} einer Zufallsgréfie X wird Erwartungswert oder
Mittelwert von X genannt. Haufig wird die Abkiirzung
u = E{X) (64)
verwendet.
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Momente zweiter Ordnung
Das zweite Nullmoment einer Zufallsgréfie X wird vielfach mit

uy = E(X?) (65)

bezeichnet. Es kann als ein Ma8 fiir die Variabilitit der Werte der ZufallsgroBe
um den Nullpunkt aufgefaft werden. Eine wichtige Rolle spielt in der Wahr-
scheinlichkeitsrechnung die Frage, wie stark die Werte einer Zufallsgré8e um den
Erwartungswert u streuen.
Varianz einer Zufallsgrife X

Die Schwankung der Werte einer Zufallsgré68e um den Mittelwert wird durch
das zweite Zentralmoment gemessen. Es wird als Varianz der ZufallsgréBe X
bezeichnet und mit ¢2 abgekiirzt.

o? = E((X — )2}, (66)

Die positive Quadratwurzel aus der Varianz ¢ wird Streuung oder Standard-
abweichung genannt. Durch eine einfache Umformung erhdlt man aus GI. (66)
eine Darstellung der Varianz als Funktion des ersten und zweiten Nullmoments

o2 = py — ul (67)

Die Relation nach Gl. (67) ist in der Mechanik als Steinerscher Verschiebungssatz
b ekannt.
Kovarianz einer zweidimensionalen Zufallsgrife X = (Xy, Xo)

Bereits vorher wurde angedeutet, dafl sehr oft Beobachtungs- oder Versuchs-
ergebnisse in der Angabe von mehreren Zahlen bestehen kénnen. Das ist beispiels-
weise der Fall, wenn man mehrere quantitative Merkmale gleichzeitig an einem
Versuchsobjekt registriert, eine bestimmte zuféllige Erscheinung an verschiedenen
Orten zu einem gemeinsamen Beobachtungszeitpunkt mifit oder einen regellosen
Vorgang zu verschiedenen Zeitpunkten beobachtet. Wir wollen nun Versuchs-
ergebnisse betrachten, die Werte zweier ZufallsgroBlen X; und X, enthalten. Wir
sprechen dann davon, daf} eine zweidimensionale Zufallsgrofe

X = (X, Xy)

vorlicgt. Infolge von gewissen physikalischen oder biologischen Zusammen-
I éingen, die recht verschiedener Natur sein kénnen, bestehen zwischen den Kom-
p onenten ciner zweidimensionalen Zufallsgréfe im allgemeinen gewisse Verkniip-
fungen, die dazu fihren, dal die Kenntnis der Werte der einen Komponente die
W ahrscheinlichkeitsverteilung der anderen beeinflufit. Das bedeutet, eine Kom-
po nente enthiilt im allgemeinen bereits eine Teilinformation iiber die andere. Fiir
jede Komponente X und X, kann getrennt die Varianz bestimmt werden.

of = E{(Xy — )2},
03 = E{(Xy — w)?};

4y und po sind die Erwartungswerte der ZufallsgréBen X; und X,. Eine mégliche
Verkopplung der beiden ZulallsgréBen kommt in der Kovarianz

E((Xy — ) (X3 — m)} (68)



zum Ausdruck. Auf eine formelmiBige Darstellung sei verzichtet. Es sei lediglich
darauf hingewiesen, daBl bei einer zweidimensionalen Zufallsgrofe die in den
Definitionsgleichungen (58) bzw. (59) auftretenden Wahrscheinlichkeiten bzw.
Wahrscheinlichkeitsdichten sich auf Punkte (z, y) der zy-Ebene beziehen und die
Summation bzw. Integration durch eine Doppelsumme bzw. ein Doppelintegral
zu ersetzen sind.

Die Kovarianz nach Gl. (68) kann auch in der Form
E{(X) — m) (Xg — po)} = E{X1 X5} — mpo (69)
geschrieben werden. Der Erwartungswert des Produktes X, X, ist der einfachste

Parameter einer zweidimensionalen ZufallsgréBe, in dem sich die Abhingigkeit
ihrer Komponenten X; und X, widerspiegelt.



3. Auswertung von Mefergebnissen

In den vorhergehenden Abschnitten haben wir uns ausfithrlich mit Zufalls-
groflen und ihrer mathematischen Beschreibung durch Verteilungsfunktionen,
‘Wahrscheinlichkeitsdichten und Erwartungswert beschiftigt. Die zufilligen Er-
eignisse und Zufallsgréfen, mit denen es der Techniker oder der experimentell
arbeitende Naturwissenschaftler zu tun hat, zeigen sich als MeBergebnisse bei
der Realisierung bestimmter Versuchsvorschriften. Um ein genaues Bild von den
Wahrscheinlichkeitsverteilungen und Verteilungsfunktionen der ZufallsgroBen
zu erhalten, miissen wir die Gesamtheit aller unter den gleichen Bedingungen
durchgefiihrten Realisierungen einer Versuchsvorschrift betrachten, deren Zahl
wir uns zumindest prinzipiell beliebig grofl vorstellen. Die Gesamtheit der dabei
erhaltenen MeB- oder Versuchswerte wird Grundgesamtheit genannt. In der
Praxis ist es gewoéhnlich so, daBl man nur endlich viele Realisierungen einer Ver-
suchsvorschrift kennt. Man spricht dann davon, daf} eine Stichprobe aus einer
Grundgesamtheit vorliegt. Daraus ergibt sich die Aufgabe, Wahrscheinlich-
keiten und Momente von ZufallsgroBen mit Hilfe von Stichprobenwerten zu
schitzen. Eine der wichtigsten Aufgaben der mathematischen Statistik besteht
in der Ausarbeitung von solchen Schitzmethoden.

Auch wenn es méglich erscheint, Wahrscheinlichkeiten von vornherein fest-
zulegen, muf} in einem konkreten Fall stets gepriift werden, ob die gewonnenen
Beobachtungsergebnisse auch tatséchlich mit den aufgestellten Hypothesen in
Einklang stehen. Die Giiltigkeit der Annahme, daB alle Augenzahlen eines be-
stimmten Wiirfels gleichwahrscheinlich sind, kann nur mit Hilfe einer Versuchs-
reihe iiberpriift werden. Dieses Vorgehen ist typisch fiir das Gebiet der experimen-
tellen Naturwissenschaften. Das Aufdecken von GesetzmiBigkeiten beginnt mit
dem Aufstellen von Hypothesen, die verschiedenen statistischen Tests unter-
worfen und entweder angenommen oder abgelehnt werden. Jede Entscheidung
basiert auf dem Sammeln von Beobachtungs- und Versuchsergebnissen. Die Aus-
sagen, die bei der Anwendung eines statistischen Priifverfahrens gewonnen
werden, sind stets mit einer gewissen Irrtumswahrscheinlichkeit behaftet und
diirfen nicht mit einer mathematischen Beweisfiihrung verwechselt werden. Wih-
rend ein Gegenbeispiel geniigt, um eine mathematische Behauptung zu wider-
legen, handelt cs sich bei statistischen Entscheidungen darum, gewisse Ereignisse
als praktisch unmdaglich oder als praktisch sicher einzuordnen. Die praktische Un-
maéglichkeit oder GewiBheit ist jedoch nicht mit einer absoluten Unméglichkeit
oder GewiBheit gleichzusctzen. Es kann nicht die Aufgabe dieser Broschiire
sein, die Priifung von Ilypothesen ausfiihrlicher zu behandeln. In den Lehr-
biichern iiber Statistik werden statistische Priifverfahren griindlich beschrieben.

Als wesentliches Ergebnis unserer Uberlegungen halten wir fest, daB sich
statistische Aussagen iiber objektive Sachverhalte nur durch Beobachtungs- oder
Versuchsreihen gewinnen lassen. Die mathematisch-statistische Beschreibung und
zahlenmifige Charakterisierung von Stichprobenwerten einer Zufallsgrofle sind
daher wichtige Aufgaben der Statistik.
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3.1. Hiufigkeitsverteilungen von Mefiwerten

Die Beobachtungs- oder Versuchsergebnisse, die man bei der Untersuchung
eines Merkmals durch mehrmalige Realisierung einer Versuchsvorschrift erhilt,
bilden eine Stichprobe aus einer Grundgesamtheit. Die MeBergebnisse werden
in der Regel in der Reihenfolge ihres Anfalls registriert.

LYy Ty T3y oo oy Tiyeony Tp_1, Ty

Die in chronologischer Folge aufgeschriebenen Stichprobenwerte werden als Ur-
liste bezeichnet und bilden das Rohmaterial fiir eine statistische Bearbeitung.
Triigt man die Stichprobenwerte lings der z-Achse auf, so ergibt sich Bild 27.

-

LI .
X3 Xn X X7 Xn-7 X -Achse

Bild 27. Grafische Darstellung von Stichprobenwerten durch
Auftragen lings der x-Achse

Aus der Abbildung erkennt man, daf die Stichprobenwerte in der Mitte des
Variationsbereiches dichter liegen als nach auflen hin. Ein anschauliches Bild
vom Typ der Verteilung der Stichprobenwerte wird dem Betrachter jedoch nicht
vermittelt. Eine erste Aufgabe der Statistik besteht nun darin, die MeBwerte
geeignet zusammenzufassen, um die Besonderheiten der Stichprobe hervor-
treten zu lassen. Der gesamte Variationsbereich wird in mehrere dquidistante
Klassen eingeteilt. Danach zihlt man aus, wie viele Stichprobenwerte in den ein-
zelnen Klassen vorhanden sind. Ein solches Vorgehen setzt voraus, dal insgesamt
mindestens 25 bis 30 MeBwerte vorliegen. Nach einer Faustregel soll die Anzahl
der Klassen zwischen 8 und 15 liegen. Bild 28 zeigt eine Einteilung in 10 &dqui-
distante Klassen.

0,20,

T

a10F

0 Il . ]L

Xr X X3 Xy Xs X X7 Xg X9 Xp

Haufigkeit

T

Bild 28. Hiufigkeitsverteilung einer Stichprobe (die Stichprobenwerte sind
Jeweils in den Klassenmitten vereinigt zu denken)

Denkt man sich jeweils alle Stichprobenwerte einer Klasse in der Klassenmitie
vereinigt, so konnen die erhaltenen Klassenhiufigkeiten als Ordinaten iiber den
Klassenmitten aufgetragen werden. Die Fehler, die man begeht, indem man die
beobachteten Stichprobenwerte durch die zugehérigen Klassenmitten ersetzt,
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heben sich insgesamt geschen gegenseitig etwa auf. Die Klassenmitten sind theo-
retische Werte, die in der Stichprobe selbst nicht aufzutreten brauchen. Nach
einer Umbezeichnung sind im Bild 28 die Symbole z;, x5, . .., 2 fiir die Klassen-
mitten verwendet worden. Nach der Definition der Hiufigkeiten muf} die Summe
aller Ordinaten im Bild 28 gleich 1 sein.

Wenn eine Stichprobe einer stetigen ZufallsgroBe X vorliegt, wird die Héaulig-
keitsverteilung gewéhnlich in Form eines Sédulendiagramms dargestellt. Streng
genommen wird dann auf der Ordinate nicht mehr die Haufigkeit der Stichproben-
elemente einer Klasse, sondern ihre Hiufigkeitsdichte, d. h. die Hiaufigkeit je
Merkmalseinheit, aufgetragen. Erst durch die Multiplikation mit der Klassen-
breite gelangt man zur Ildufigkeit der Stichprobenwerte einer Klasse. Anschau-
lich bedeutet das, die Hiufigkeit der Elemente einer Klasse wird durch ein Recht-
eck dargestellt. Bild 29 enthilt die Sdulendiagrammdarstellung der Héufigkeits-
verteilung der betrachteten Stichprobe.

0,20

o0l

B S e I U IO N O O O I e

Xq Xz X3 Xy Xs Xs Xq Xg X9 X0

Haufigkeitsdichte

Bild 29. Siulendiagrammdarstellung der Haufigkeitsverteilung einer Stichprobe

Summiert man die Flacheninhalte der einzelnen Siulen, so erhilt man den
Wert 1. Die im Bild 29 angegebene Ordinatenskale gilt nur fiir die Klassen-
breite d = 1.

Eine andere Art der Darstellung, die der Beschreibung von Zufallsgrofen
durch Verteilungsfunktionen entspricht, bietet die sog. Summenhiufigkeitsver-
teilung. Die Summenhéufigkeiten geben an, wie grofl die Hiufigkeit derjenigen
beobachteten Werte ist, die kleiner sind als ein vorgegebener Wert . Man ge-
winnt dic Summenhiufigkeiten durch fortgesetzte Addition der Haufigkeiten.
Sie sind jeweils in den rechten Klassengrenzen aufzutragen. Die letzte Summen-
hiufigkeit ist als Gesamtsumme der einzelnen Hiufigkeiten gleich Eins. Bild 30
zeigt eine Summenhiiufigkeitsverteilung, die der Sidulendiagrammdarstellung des
Bildes 29 entspricht.

Wir sind davon ausgegangen, dafl die Stichprobenwerte durch mehrmaliges
Realisieren einer Versuchsvorschrift, oder anders ausgedriickt, durch eine Folge
voneinander unabhiingiger gleichartiger Versuche gewonnen worden sind. Die
Stichprobe bildet somit einc Teilmenge aus der Gesamtheit aller méglichen Reali-
sierungen einer Zufallsgrofic. Die Stichprobe dient dazu, um Aussagen iiber die
Grundgesamtheit zu erhalten. Die Art und Weise, in der man auf Grund einer
Stichprobe auf die Grundgesamtheit schlieBen kann, hingt vom Verfahren ab,
nach dem dic Stichprobe gewonnen wurde. Unser Vorgehen entspricht einer
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reinen Zufallsauswahl, bei der abgesehen von zufilligen Schwankungen die Héu-
figkeitsverteilung- der Stichprobenwerte ein Abbild der Wahrscheinlichkeitsver-
teilung der untersuchten ZufallsgréBe ist. Je grofler der Stichprobenumfang ist,
desto deutlicher zeichnen sich die wesentlichen Eigenschaften der ZufallsgroB8e
ab (Gesetz der groflen Zahl).

=~
)

Summenhdufigkeit
)
<

0 Xp Xp N Xy X5 Xg Xp Xg Xo Xy

Bild 30. Summenhdufigkeitsverteilung einer Stichprobe

3.2. ZahlenmiiBlige Charakterisierung von Stichproben

Bei der statistischen Bearbeitung vieler praktischer Probleme geniigt es,
anstelle der Héaufigkeitsverteilung der Stichprobenwerte nur gewisse statistische
MaBzahlen zu betrachten. Wie die Haufigkeitsverteilung der Stichprobenwerte
Aussagen iiber die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Grundgesamtheit zuliBt,
so konnen die Stichprobenparameter als Schiitzwerte fiir entsprechende Parameter
der Grundgesamtheit angesehen werden. Die wichtigsten Parameter einer Stich-
probe sind der Mittelwert Z und die Standardabweichung s, die im allgemeinen
auch als Streuung bezeichnet wird. Im folgenden soll die Berechnung beider
statistischer MafBzahlen kurz erldutert werden, um hieran das prinzipielle Vor-
gehen bei der statistischen Beschreibung kompliziertere Phinomene, wie sie uns
in der Nachrichtentechnik entgegentreten, zu erkliren. Wenn auch diese Pro-
bleme infolge eines gewaltigen Rechenaufwandes nicht mehr mit manuellen
Methoden bewiltigt werden konnen, so bleiben doch auch beim Einsatz sehr
leistungsfihiger elektronischer Rechengerite die einzelnen Rechenschritte im
wesentlichen die gleichen.

Mittelwert und Standardabweichung

Von einer ZufallsgroBe X liege eine Stichprobe, die sich aus n Beobachtungs-
werten

zy
Ty

Tn

zusammensetzt, vor. Bildet man die Summe der n Einzelwerte

2%
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so erhilt man eine erste zahlenmiBige Charakterisierung der Stichprobe. Da die
Summe jedoch mit wachsendem Stichprobenumfang wichst, ist sie zunichst
nicht fiir eine quantitative Beschreibung der ZufallsgroBe X geeignet. Indem man
die Summe durch die Anzahl der Beobachtungswerte n dividiert, gewinnt man
den Mittelwert der Stichprobe:

o 2, (70)

Er gibt an, wie grofl die Werte der Stichprobe durchschnittlich sind und ist
gleichzeitig ein Schitzwert fiir den festen, aber im allgemeinen unbekannten
Erwartungswert E{ X} der Zufallsgréle X. Der Mittelwert stellt im Sinne
einer {rither von uns angewandten Bezeichnungsweise das erste Nullmoment der
Stichprobenverteilung dar. Die Bildung des zweiten Nullmoments beruht auf der
Summation der Quadrate aller Einzelwerte einer Stichprobe

PN (71)

Die Berechnung der Summe der Einzelwerte und der Summe der Quadrate der
Einzelwerte ist gewohnlich der Ausgangspunkt fiir weitere statistische Bearbei-
tungen des Beobachtungsmaterials. Mit Hilfe einer vollautomatischen Biiro-
rechenmaschine kénnen beide GréBen in einem Arbeitsgang gewonnen werden.
Durch geeignete Normierungen erhilt man aus ihnen den Mittelwert nach Gl. (70)
und die Stichprobenvarianz nach Gl. (73).

Wir haben schon einmal betont, dafl bei Problemen der Fernsehtechnik und
Regelungstechnik die Gleichstromkomponente, d. h. der arithmetische Mittel-
wert nach Gl (70), nicht vernachléssigt werden darf. Auf unsere Verhiltnisse
ibertragen bedeutet das, anstelle von Gl. (71) mu8 die Summe der Abweichungs-
quadrate der Einzelwerte vom Mittelwert betrachtet werden, fiir die wir ein
eigenes Symbol S, einfithren:

Spe = 3@ — B2 (72)

Die Transformation £ — Z ergibt eine Grofe, deren Mittelwert Null ist. Mittels
einer Durchschnittsbildung gelangt man von Gl. (72) zur Stichprobenvarianz s2.
Da durch die Vorgabe des Mittelwertes % nicht mehr alle n Abweichungsquadrate,
sondern nur noch n — 1 beliebig vorgebbar sind, dividiert man durch n — 1, die
sog. Anzahl von Freiheitsgraden:

oo Sue (73)

n—1

Die Stichprobenvarianz ist ein Schitzwert fiir die Varianz ¢2 der ZufallsgroBe X.
Sie zeichnet sich auf Grund mehrerer Eigenschaften, auf die wir hier nicht ein-
gehen konnen; vor anderen StreuungsmaBen aus. Die positive Quadratwurzel aus
der Stichprobenvarianz wird Standardabweichung, mittlere quadratische Ab-
weichung oder auch Streuung genannt. Im Bild 31 wird die Bildung von Mittel-
wert und Varianz einer Stichprobe in einem Schema veranschaulicht.
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Stichprobenwerte einer ZufallsgriBe X
X

Linear ~ quadratisch

Multiplikator
XX

Summationsglied
Zx Summationsglied
l Zx2
C X I(x-3)?0 >

Bild 31. Schematische Darstellung der Bildung von Mittelwert  und Varianz s
einer Stichprobe

3.2.1. Zahlenmiflige Charakterisierung vonStichproben einer zweidimenstonalen
Zufallsgrife Z = (X, Y)

Es sei X eine ZufallsgroBe am Eingang und Y eine ZufallsgroBe am Ausgang
eines allgemeinen Ubertragungsgliedes oder Nachrichteniibertragungssystems.
Die Ubertragungseigenschaften des Systems kénnen dann durch die zwei-
dimensionale ZufallsgréBe Z = (X, Y) beschrieben werden. Auf dem Weg vom
Eingang bis zum Ausgang eines Nachrichteniibertragungssystems ist eine Nach-
richt im allgemeinen sehr unregelmiBigen Stérungen, dem sog. Rauschen, aus-
gesetzt. Auf diese Weise werden die iibertragenen Nachrichten im allgemeinen
so stark beeinfluBt, daB keine im mathematischen Sinne eindeutige Abhingigkeit
zwischen den Werten von X und Y besteht. Fiir jeden Eingangswert sind in der
Regel mehrere Ausgangswerte moglich und umgekehrt. Die véllig stérungsfreie
Nachrichteniibertragung ist ein Spezialfall, der in der Praxis héchst selten vor-
kommt.

Wir gehen davon aus, daB eine Folge von n Wertepaaren vorliegt, die sich
jeweils aus dem Wert einer zufilligen EingangsgréB8e und dem zugehérigen Wert
der AusgangsgroBe eines Nachrichteniibertragungssystems zusammensetzen :

Ty n
T2 Y2
Tn Yn
Hieraus lassen sich zunichst wie im eindimensionalen Fall folgende Grillen be-

rechnen:

1. die Summen der Einzelwerte
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2. die Summen der Quadrate der Einzelwerte

2 2y
Neben der multiplikativen Verkniipfung der beiden Zufallsgréfen X und Y
mit sich selbst, die in der Bildung der Quadrate 22 und y2 zum Ausdruck kommt,
bietet sich als weitere multiplikative Verkniipfungsmoglichkeit die Produkt-
bildung zy an. Zu den Summen der Quadrate der Einzelwerte tritt dann noch
die Summe der Produkte der Einzelwerte

Sy (74)

hinzu. Wir haben damit eine Gréf8e gewonnen, die den statistischen Zusammen-
hang beider ZufallsgroBen beschreibt. Ersetzt man die Einzelwerte durch ihre
Abweichungen vom zugehorigen Mittelwert, so erhilt man in Analogie zu Gl. (72)
die Summe der Abweichungsprodukte.

Spy=2/@—2)(y — 9. (75)
Dividiert man durch die Anzahl der Freiheitsgrade n-1, so geht der Ausdruck
nach Gl. (75) in die Kovarianz der Stichprobe iiber.

Sy, (76)

8y = .

W p—1
Die Kovarianz bildet den Durchschnittswert der Produkte aus den Abweichungen
der Beobachtungswerte von ihrem Mittelwert.

3.2.2. Korrelationsanalyse

Ziel einer Korrelationsanalyse ist es, die statistische Verwandtschaft zweier
ZufallsgréBen X und Y durch eine Kennziffer zu beschreiben. Eine anschauliche
Vorstellung iiber die gegenseitige Abhingigkeit zweier Zufallsgroffen X und Y
gewinnt man, indem man die als Wertepaare (z;, y;) vorliegenden Stichproben-
ergebnisse als Punkte in ein z, y-Koordinatensystem eintrégt (Bild 32).

Yy

Bild 32. Abhdingigkeit
zweier Zufallsgrofien

X

Die bei der grafischen Darstellung entstehende Punktwolke 1dBt die Art des
Zusammenhanges beider ZufallsgroBen erkennen und kann in vielen Fillen mit
ausreichender Genauigkeit durch cinen Kurvenzug approximiert werden. Die
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Punktwolke im Bild 32 148t im Durchschnitt auf einen linearen Zusammenhang
schlieBen. Mit Hilfe einer Regressionsanalyse ist ihr daher eine Gerade angepaft
worden. Hierauf soll nicht niiher eingegangen werden. Hierbei interessiert nur
die Frage, welche Schliisse mittels der eingefiihrten statistischen Mafzahlen
einer Stichprobe einer zweidimensionalen ZufallsgréBe auf den Grad der Ver-
kniipfung ihrer Komponenten gezogen werden kénnen. Alle Aussagen, die wir im
folgenden machen werden, beziehen sich auf den Grad der linearen Abhiingigkeit
der ZufallsgréBen.

Als MaBle fiir den statistischen Zusammenhang zweier Zufallsgréen haben wir
bisher dic Summe der Abweichungsprodukte §,, und die Kovarianz s;, kennen-
gelernt. Durch eine geeignete Normierung ergibt sich hieraus der von Bravais
eingefiithrte Korrelationskoeffizient r.

r= VL (77)
Szz Sy,
oder s
r= % (78)
828y

Im Nenner von Gl. (78) stehen die aus den x;- bzw. y;-Werten berechneten
Standardabweichungen s, bzw. s,. Der Korrelationskoeffizient ist dimensionslos
und miBt den Grad des linearen Zusammenhangs zweier ZufallsgréB8en.

Die in der Tafel 7 im Anhang angegebenen Héufigkeitstabellen kennzeichnen
cinige typische Fille, die bei der Analyse der Abhingigkeit zweier Zufallsgréfen
auftreten konnen. Es wurde jeweils davon ausgegangen, dal von zwei Merkmalen
X und Y 50 Wertepaare beobachtet worden sind. Da die 2- bzw. y-Werte —2,
—1,0, +1 und +2 je zehnmal auftreten, sind die Mittelwerte Z und § beide
gleich Null. Wendet man die Gl. (72) zur Berechnung von §;; und Sy, an, so
hat man in beiden Fillen die Summe

10-(—2)2 4+ 10-(—1)2 + 10-02 + 10-(+1)% + 10 (+2)2 = 100

zu bestimmen. Es gilt somit durchweg:

S, = 100,
Sy, = 100.
Hieraus folgt:
VS22 S,y = 100. (79)

Die Summe der Abweichungsprodukte S, wird gebildet, indem man fiir jedes
Feld der Hiaufigkeitstabelle das Produkt aus dem zugehérigen 2- und y-Wert
mit der Besetzungszahl z des Feldes multipliziert und anschlieBend iiber alle
Felder summiert. Als Gleichung gilt hierfiir:

Say = D57y, (R0)
Fiir den Korrelationskoeffizienten gilt dann in allen Tabellen:
r= ﬂ (81)
100

Neben den Tabellen sind die Werte fiir S, und r angegeben.
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Die Beispiele zeigen, dafl die Summe X zzy aller Produkte xy den Grad der
linearen Abhingigkeit der beiden ZufallsgréBen X und Y kennzeichnet. Ein
positives Vorzeichen der Summe deutet an, daB mit wachsenden Werten der
einen GriofBe die Werte der anderen im Mittel auch zunehmen. Ein negatives Vor-
zeichen der Summe weist dagegen auf eine gegensinnige Abhiingigkeit beider
GréBen hin, d. h., wenn die eine Gré8e zunimmt, nimmt die andere ab. Beispiele
fir ein gleichsinniges Verhalten sind die Fille d, e und g, wiihrend eine gegen-
sinnige Abhingigkeit in ¢ und f vorliegt. Die Produktbildung ist somit die
Grundlage der gesamten Korrelationstheorie. Der Ubergang zum Korrelations-
koeffizienten entspricht einer geeigneten Normierung.

Der Korrelationskoeffizient r ist so definiert, dafl seine Werte zwischen —1
und +1 liegen. Je niiher der Betrag des Korrelationskoeffizienten bei Eins liegt,
desto stirker ist der Grad der linearen Abhingigkeit ausgepriigt. Besteht eine
vollstandig gleichsinnig lineare Abhingigkeit, so ist r = 1, Beispiel g. Die
Tafel 7 (Anhang) zeigt ebenfalls eine vollstindige, aber gegensinnig lineare
Abhingigkeit, die in dem Wert r = —1 zum Ausdruck kommt. In beiden Fillen
gehort zu einem vorgegebenen z-Wert ein ganz bestimmter y-Wert, d. h., y steht
mit z in einem funktionalen Zusammenhang. Das trifft jedoch auch firr das
Beispiel e zu, obwohl wir fiir den Korrelationskoeffizienten dort nur den Wert
r = 0,80 ermittelt haben.

Hieraus zeigt sich deutlich, dal durch den Korrelationskoeffizienten nur der
Grad der linearen Abhingigkeit gemessen werden kann. r = 0 bedeutet, da§
kein linearer Zusammenhang zwischen beiden Merkmalen besteht, wie dem
Fall a zu entnehmen ist, in dem beide Gréfen X und Y voneinander unabhingig
sind. .

Sind die ZufallsgréBen X und Y voneinander unabhiingig, so ist stets r = 0.
Das Umgekehrte gilt jedoch nicht, wie wir am Beispiel b sehen.

Zusammenfassend 1d68t sich sagen, der Korrelationskoeffizient r miBt lediglich
den Grad einer angenommenen oder in der Natur der untersuchten Erscheinungen
begriindeten linearen Abhiingigkeit. Andere Arten eines Zusammenhanges werden
von ihm nicht erfaBt.

Aufbau einer Korrelationsanalyse

Die Untersuchung der Abhingigkeit zweier ZufallsgréBen X und Y stellt nur
cinen Spezialfall der Analyse von Zusammenhiingen allgemeinerer Art dar, wie
sic hiiufig in der Nachrichtentechnik auftreten. Im nichsten Kapitel werden wir
aufl diese Erscheinungen noch etwas niher eingehen. Zur Vorbereitung der
folgenden Betrachtungen dient eine schematische Darstellung des Ablaufs einer
Korrelationsanalyse (Bild 33).

Die Abbildung zeigt, daB eine Korrelationsanalyse zweier Zufallsgréfien X
und Yin der Praxis stets mit der Registrierung von Beobachtungswerten (Stich-
probenwerten) 2 und y beginnt. Die wichtigsten Glieder des Schemas sind der
Multiplikator fiir dic Produktbildung 2y und das Summationsglied zur Gewinnung
der Summe X xy. Dic iibrigen Operationen bewirken im wesentlichen eine Nor-
mierung, die eine cinheitliche Beurteilung der Ergebnisse von Korrelations-
analysen gestattet.
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4. Stoehastisehe Prozesse

Im letzten Abschnitt unserer Untersuchungen erweitern wir den Bereich der
zufilligen Ereignisse und Zufallsgréfen und dehnen unsere Betrachtungen auf
allgemeinere. Erscheinungen aus, die fiir den Nachrichtentechniker von be-
sonderem Interesse sind. Als Ausgangspunkt fiir unsere Betrachtungen wihlen
wir einen Wiirfelversuch mit zehn Wiirfeln.

Bild 34 zeigt das Ergebnis eines Wurfes mit zehn Wiirfeln, wobei die cinzelnen
Wiirfel numeriert zu denken sind.

X() X2 X3)  XW X5 X() X7 X8 X9  X(10)

w | I 1 ]

Augenzahl
Q

0 1 2 3 4 5 6 7 8 g 10
Wiirfelnummer

Bild 34. Darstellung des Ergebnisses x = (2,4,1,3,6,5,3,5,4,1) cines
Wiirfelversuches mit 10 Wiirfeln

Das Versuchsergebnis umfaft demnach die Realisationen von 10 ZufallsgréBen
X(1), X(2), .., X(10). Uber den Wiirfelnummern ist der Wertevorrat der Zu-
fallsgréfen markiert worden. Das Ergebnis des betrachteten Wurfes ist in Form
von Kreisen eingezeichnet worden. Wihrend die Augenzahlen der zehn Wiirfel
als voneinander unabhiingig angesehen werden kénnen, hat man es im all-
gemeinen mit einer zeitlichen Folge von ZufallsgréBen zu tun, wobei die Wahr-
scheinlichkeitsverteilung der A-ten Zufallsgréfie davon abhiingt, welche Werte
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von den frither eingetretenen Zufallsgréflen angenommen worden sind. Das im
Bild 34 dargestellte Versuchsergebnis kann mathematisch als eine diskrete reelle
Funktion

(1)

mit 2 als Augenzahl und ¢ als Wiirfelnummer aufgefafit werden, die nur in den
isolierten Punkten ¢t = 1,2, ...,10 erklirt ist und dort jeweils einen ganz-
zahligen Wert zwischen 1 und 6 annimmt.

Verbindet man im Bild 34 die beobachteten Augenzahlen der Wiirfel 1 bis 10
durch einen Streckenzug, so erhilt man ein Diagramm, das zur Behandlung
stetiger Prozesse iiberleitet (Bild 35).

6

x(1)—

t —

Bild 35. Diagrammdarstellung des Ergebnisses eines Wiirfelversuches
mit 10 Wiirfeln

Vom Zufall abhiingige Erscheinungen, deren Realisierungen stetige reelle
Funktionen z(t) sind, spielen in der Nachrichtentechnik eine wichtige Rolle.
Bild 36 zeigt eine zufillige stetige Signalfunktion x(z).

Die Untersuchung zufilliger Funktionen gehort zur Theorie der stochastischen
Prozesse. Eine wihrend eines Experiments gewonnene zufillige Funktion x(t)
wird als Realisierung eines stochastischen Prozesses X(t) aufgefaft.

x(fﬂ

Bild 36. Darstellung einer zufilligen stetigen Signalfunktion (1)
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%.1. Definition eines stochastischen Prozesses

Eine Menge von ZufallsgroBen X(t), die von einem Parameter ¢ abhiingen, der
eine gewisse Menge reeller Zahlen durchlduft, heift stochastischer Proze8.

Allgemein ist es iiblich, den auftretenden Parameter ¢ als Zeit zu bezeichnen.
In der Nachrichtentechnik bedeutet der Parameter ¢ tatsichlich die Zeit, in
der eine Erscheinung abliduft. Das trifft fiir akustische, elektrische und elektro-
magnetische Signale zu, fiir die die Zeit die entscheidende unabhiingige Verinder-
liche ist. Der Parameter ¢ kann aber auch irgendeine andere physikalische GroBe
darstellen. Beispielsweise hingt der MeBfehler X bei einer Lingenmessung, die
durch Abfahren einer vorgegebenen Strecke geschieht, von der Linge ¢ der
zuriickgelegten Strecke ab. Unter Umstédnden besitzt £ auch keinerlei physikalische
Bedeutung.

Das Studium von ZufallsgréBen erscheint demnach als ein Spezialfall der
Theorie der stochastischen Prozesse, wie Tafel 6 es zeigt.

Tafel 6. Stochastische Prozesse X(t)

Definitionsbereich Stochastischer ProzeB Versuchsergebnis

ein Punkt ZufallsgriBe eine reelle Zahl z

endlich viele Punkte mehrdimensionale mehrere reelle Zahlen
ZufallsgréBen (T, 29, « v vy 2y)

Intervall stochastischer Prozefl stetige Zufallsfunktion
mit stetiger Zeit x(t)

Eine ZufallsgroBe entspricht in dieser Sicht einer Momentaufnahme aller
Zufallsfunktionen eines stochastischen Prozesses in einem bestimmten Zeitpunkt.
Ein einzelner Stichprobenwert einer Zufallsgré8e kann somit als momentaner
Aussschnitt einer zufélligen Funktion angesehen werden.

4.2, Quantitative Charakterisierung von stochastischen Prozessen

Die Kennzeichnung einer ZufallsgroBle durch Momente kann auch auf die
Menge der ZulallsgroBen eines stochastischen Prozesses ausgedehnt werden. Die
Momente sind dann im allgemeinen ebenfalls Funktionen des Parameters ¢.
Ehe wir auf bestimmte Erwartungswerte stochastischer Prozesse niher eingehen,
wenden wir uns ciner speziellen Klasse stochastischer Prozesse zu.

4.2.1. Stationiire Prozesse

Eine umfangreiche Klasse stochastischer Prozesse bilden die stationiiren Pro-
zesse, deren Theorie in den letzten Jahren entwickelt und in bedeutendem MafRe
in der Nachrichtentheoric angewandt worden ist. Auf stationire Prozesse fiihren
die Analyse der in der Funktechnik auftretenden zufilligen Gerdusche und die
Untersuchung verborgener Periodizititen in der Radioastronomie.

Stationdre Prozesse sind Vorgiinge, deren erzeugender Mechanismus sich mit
der Zeit nicht dndert. Sie weisen daher im Kleinen keine erkennbaren ,,Gesetz-
miBigkeiten“ auf, wihrend sich ihre Eigenschaften im GroBen nicht #ndern.
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Etwas mathematischer ausgedriickt heifit das, daB alle zufilligen Verinderlichen
X(t) eines stationidren Prozesses fiir alle Parameterwerte ¢ entweder die gleichen
oder zumindest einige Momente gemeinsam haben. Das bedeutet, die Erwartungs-
werte eines stationdren stochastischen Prozesses sind zeitunabhingig. Fiir die
Erwartungswerte von X(t) zu den Zeitpunkten ¢, ¢ — 7, 0 gilt demzufolge:

E(X(1)) = E{X(t — 1)} = E(X(0)}. (82)

Fiir den Erwartungswert des Produktes zweier ZufallsgroBen eines stationéren
stochastischen Prozesses, deren zeitlicher Abstand © betrégt, folgt:

E{X(t — 7) X(t)} = E{X(0) X(z)}. (83)

Die zahlenméBige Kennzeichnung stochastischer Prozesse und insbesondere die
Gewinnung von Schitzwerten fiir die Grofen nach Gl. (82) und (83) kénnen in
der MeBtechnik praktisch nicht in der von uns behandelten Weise durchgefiihrt
werden, da im allgemeinen von einem stochastischen ProzeB gar nicht mehrere
Realisierungen vorliegen, sondern nur eine einzige zufillige Funktion registriert
wird. Auf den ersten Blick erscheint somit eine statistische Behandlung zu-
filliger Prozesse in der Nachrichten- und Regelungstechnik nicht moglich zu
sein. Es bleibt praktisch nur der Ausweg, Informationen iiber einen stochasti-
schen ProzeB aus dem zeitlichen Verlauf einer empirisch gewonnenen Zufalls-
funktion zu erhalten. Anstatt viele Vorginge zu einem bestimmten Zeitpunkt
zu registrieren, verfolgt man einen einzigen Vorgang iiber eine sehr lange Zeit.

4.2.2. Stationdre und ergodische Prozesse

Die Bildung des Erwartungswertes einer ZufallsgroBe X(¢,), die eine Moment-
aufnahme eines stochastischen Prozesses darstellt, ergibt im allgemeinen nicht
das gleiche Resultat wie die Bestimmung des zeitlichen Mittelwertes einer ein-
zelnen zufilligen Funktion z(t), die eine Realisierung des betreffenden stocha-
stischen Prozesses ist. Im folgenden betrachten wir nur solche Prozesse, bei
denen die Bildung des Erwartungswertes nach Gl. (64) durch eine entsprechende
Zeitmittelung nach Gl. (62) ersetzt werden kann.

E{X()} =) - (84)

Stochastische Prozesse mit der Eigenschaft nach Gl. (84) heilen stationir und
ergodisch. Die GI. (84) besagt, dal der Durchschnittswert einer grofen Menge
von Beobachtungsergebnissen, die zu einem bestimmten Zeitpunkt gewonnen
worden sind, dem zeitlichen Mittelwert entspricht, der sich aus dem Verhalten
eines einzelnen Elements wihrend eines lingeren Zeitraums ergibt. Das ist eine
starke Einschrinkung. Wenn analysiert werden soll, wie viele Stunden cin Fern-
sehgerit durchschnittlich am Tage eingeschaltet ist, kénnen die Untersuchungen
entweder an einem bestimmten Stichtag in sehr vielen Familien oder in ciner
zufillig ausgewihlten Familie an mehreren Tagen durchgefithrt werden. Dic ge-
wonnenen Mittelwerte brauchen durchaus nicht iibereinzustimmen, da der in
einer Familie iiber einen lingeren Zeitraum gewonnene Wert schr stark von der
beruflichen Tatigkeit und den persénlichen Interessen der betrelfenden Personen
abhiéngt. Man wird erwarten diirfen, da8 der ,,Ergodensatz’’ nach Gl (84) hesser
erfiillt ist, wenn eine iiber einen lingeren Zeitraum beobachtete Einzelerschei-
nung durch das regellose Zusammenwirken einer grofien Zahl von Kinzelfnktoren
hervorgerufen wird. Das elektronische Rauschen, das wir in I‘orm des gleich-
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mifigen Flimmerns am Bildschirm oder des akustischen Rauschens im Laut-
sprecher kennen, ist ein Beispiel fiir einen solchen Vorgang. Das bedeutet, in
der MeBtechnik erhalten wir im Mittel das gleiche Resultat, wenn wir sehr viele
Rauschvorgiinge zur gleichen Zeit, oder wenn wir statt dessen einen Rausch-
vorgang iber einen lingeren Zeitraum verfolgen.

In der Praxis laBt sich die Ubereinstimmung nach Gl. (84) kaum kontrollieren,
da, wie bereits erwidhnt, sehr oft nur eine Realisierung des stochastischen Pro-
zesses vorliegt, aus der sich der auf der linken Seite stehende Erwartungswert
nicht direkt bestimmen 14B8t. Der Ubergang zu den zeitlichen Mittelwerten wird
dadurch erreicht, da man die beobachtete zufillige Funktion in einem sehr
groBlen Zeitintervall mitteln muB, um ausreichende Informationen iiber die
statistischen Eigenschaften eines stochastischen Prozesses zu erhalten.

4.2.3. Korrelationsfunktionen

I Bereich stochastischer Prozesse mufl man bei der Frage nach dem statisti-
schen Zusammenhang zweier Zufallsgrofien, deren zeitlicher Abstand 7 Zeit-
einheiten betrédgt, unterscheiden, ob die beiden Zufallsgréfen zu einem oder zu
zwei verschiedenen stochastischen Prozessen gehéren. Im ersten Fall handelt
es sich um zwei ZufallsgréBen

X(t—1) und X(2) (85)
und im zweiten um die Gegeniiberstellung von

X(t — 1) und Y(1). (86)

Im Bild 37 wird eine beobachtete zufillige Funktion z(t) einmal zusammen mit
einer zeitlich nur wenig verzégerten Funktion z(t — 7;) und zum anderen zu-
sammen mit einer stirker verzégerten Funktion x(t — 1,) dargestellt.

X §

Bild 37. Gegeniiberstellung einer zufilligen Signalfunktion x(t) mit einer aus ihr
durch eine geringe bzw. starke Verzogerung gewonnenen Funktion

4.2.4. Autokorrelations[unlktion

Ein MaB fiir die Abhiingigkeit zweier ZufallsgréBen ist, wie wir bereits fest-
stellten, der Erwartungswert ihres Produktes. Handelt es sich um zwei Zufalls-
groflen eines stochastischen Prozesses, deren zeitlicher Abstand t betridgt, so
erhiilt man den Ausdruck:

E{X(t — 7) X(t)} . (87)
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Im Falle eines stationdren und ergodischen stochastischen Prozesses ist der
Erwartungswert nach Gl. (87) allein von der Zeitdifferenz v abhiingig und kann
durch den zeitlichen Mittelwert einer zufilligen Funktion des Prozesses ersetzt
werden. Wenn man fiir Gl. (87) das Symbol R, () einfiihrt, kann man schreiben:

Rya(z) = E(X(t — 1) X(0)} = 2(t — 1) () - (88)

R, (t) heiBt Autokorrelationsfunktion des stochastischen Prozesses X(t). Sie
wird nach der rechten Seite von Gl. (88) aus dem zeitlichen Mittelwert des Pro-
duktes der momentanen Amplituden (¢t — 7) und z(t) bestimmt, die in einem
gewissen zeitlichen Abstand 7 registriert werden. Die Autokorrelationsfunktion
gibt somit an, wie stark die Zufallsgréofen X(t) eines stationiiren und ergodischen
Prozesses in verschiedenen Zeitabstinden miteinander korreliert sind.

Aus Bild 37 ist zu entnehmen, daf bei einer kurzzeitigen Verzégerung t; zu-
sammengehdorige Ordinaten z(t) und 2(¢t — 7,) noch eine enge Verwandtschaft aui-
weisen, wiihrend bei einer groBeren Verzégerung ro die Bindung zwischen den zu
einem Zeitpunkt zugehérigen Ordinaten immer mehr verlorengeht. Das kommt
auch im Bild 38 zum Ausdruck, das den Verlauf der Autokorrelationsfunktion
fiir einen vollig regellosen ProzeB zeigt.

Ryx (T)
~-- x2(f)

Bild 38. Verlauf der Autokorrelationsfunktion fiir einen ,,vollig regellosen’* Prozef3

Das Maximum der Autokorrelationsfunktion liegt bei © = 0, denn hier liegt die
engste iiberhaupt dénkbare Verkniipfung vor, da die Korrelation einer Zufalls-
groBe mit sich selbst untersucht wird. Aus Gl. (88) folgt:

R, (0) = 2(0) =(t) = Z2(0). (89)

Strebt 7 gegen unendlich, so darf man annehmen, daB die beiden Zufallsgrilien
in Gl (88) voneinander unabhingig sind. Der Erwartungswert des Produkies
wird dann gleich dem Produkt der Erwartungswerte, und es gilt:

R, (c0) = z(t)2~ (90)
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Sind in einem Vorgang periodische Teilkomponenten enthalten, so kehren be-
stimmte Abhiingigkeiten immer wieder. Das bedeutet, daf die Periodizitit einer
Zufallsfunktion auch in ihrer Autokorrelationsfunktion erhalten bleibt. Die
Autokorrelationsfunktion bewertet somit regellose Anteile véllig anders als
periodische. Periodische Teilkomponenten, die in einem regellos erscheinenden
Gesamtvorgang enthalten sind, kénnen daher mittels der Autokorrelationsfunk-
tion aufgedeckt werden.

Zur Beschreibung der meisten praktisch vorkommenden Signalfunktionen
reichen die Autokorrelationsfunktion und die zeitlichen Mittelwerte nach Gln. (62)
und (63) aus. Der Proze der Autokorrelation, der einer Zufallsfunktion eine
»glatte Funktion zuordnet, beschreibt die Struktur eines stochastischen Pro-
zesses, aber er 1ifit keine Riickschliisse auf den Verlauf der Signalfunktion zu.
Zu jeder Autokorrelationsfunktion R, (7) gibt es eine groBe Zahl verschiedener
Signalfunktionen x(t).

4.2.5. Kreuzkorrelationsfunktion

Auf der Konfrontierung der Zufallsgrofen zweier verschiedener stochastischer
Prozesse X(t) und Y(¢) beruht die Bildung der Kreuzkorrelationsfunktion. Sie
mift im Gegensatz zur Autokorrelationsfunktion, die die ,,innere‘‘ Bindung
eines stochastischen Prozesses beschreibt, die ,,iuflere Verwandtschaft der
beiden Prozesse ebenfalls in Abhingigkeit von der Zeitdifferenz .

In Analogie zu Gl. (88) ergibt sich fiir die Kreuzkorrelationsfunktion R, ()
die folgende Darstellung:

R y(z) = E{X(t —7) Y(O)} = 2(t — =) y(t) . (91)

Auf die Behandlung der Eigenschaften einer Kreuzkorrelationsfunktion sei an
dieser Stelle nicht eingegangen.

x(t) yit)

o

Auto- Kreuz—
korrelation korrelation

Verzdgerung Multlplikator
[]

Integrator

(]

———————————————————— - Registriergerdt

Bild 39. Schema eines Korrelationsanalysators
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4.2.6. Korrelationsanalysatoren

Die Gewinnung von Korrelationsfunktionen erfolgt mittels Korrelationsana-
lysatoren. Bild 39 zeigt schematisch den Aufbau eines Korrelationsanaly-
sators.

Wie schnell man die verschiedenen t-Werte bei einer Korrelationsanalyse
erfassen kann, hingt entscheidend von den experimentellen Voraussetzungen
ab. Auf technische Einzelheiten und Probleme beim Aufbau von Korrelations-
analysatoren kann hier nicht niher eingegangen werden.

Die Charakterisierung von Signalfunktionen durch Korrelationsfunktionen hat
in der Nachrichtentechnik ein weites Anwendungsgebiet gefunden und zu einer
wesentlichen Bereicherung ihrer Arbeitsmethoden gefiihrt.



5. Tafelanhang

Tafel 7. Beispiele fiir die Abhingigkeit zweter Zufallsgrofen

Xund Y
a) X
-2 -1 0 +1 42 | Summe
+2 2 2 2 2 2| 10
+1 2 2 2 2 2| 10
Y 0 2 2 2 2 2|10
—1 2 2 2 2 2|10
-2 2 2 2 2 2|10
Summe 10 10 10 10 10| 50
b) X
-2 -1 0 41 42| Summe
+2 5 5] 10
+1 5 5110
Y 0 5 5 10
—1 5 5 10
—2 10 10
Summe 10 10 10 10 10| 50
c) X
- 0 41 42| Summe
+2 (i 4 10
+1 4 2 2 2 10
Y 0 4 4 2 10
—1 2 2 61| 10
-2 2 4 4110
Summe 10 40 10 10 10| 50
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Y

)7

ac
-~

X

-2 —1 0 +1 42| Summe
+2 2 4 4110
+1 2 2 6] 10
0 4 4 2 10
—1 4 2 2 2 10
-2 6 A 10
Summe 10 10 10 10 10| 50
X
-2 —1 0 +1 +2 | Summe
+2 10 10
+1 10 | 10
0 10 10
—1 10 10
—2 10 10
Summe 10 10 10 10 10| 50
X
-2 -1 0 +1 +2 | Summe
+2 10 10
+1 10 10
0 10 10
—1 10 10
e 10 | 10
Summe 10 10 10 10 10| 50
X
-2 —1 0 41 42 | Summe
+2 10 | 10
+1 10 10
0 10 10
—1 10 10
—2 10 10
Summe 10 10 10 10 10| 50

Z’zxy =178
r= 0,78
D zay = 80
r= 0,80
> zzy = —100
r=—1
Z sy = 100

r=1



Tafel 8. Standardisierte Normalverteilung

Wahrscheinlichkeitsdichte:

Verteilungsfunktion:

yof -2
¢(u)= },—Tz f e dv

Teil 1: Wahrscheinlichkeitsdichte @(u) und Verteilungsfunktion @(u) sind in
Abhiingigkeit von u tabelliert.

Teil 2: wist in Abhingigkeit von der Verteilungsfunktion @(u) tabelliert.
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Teil 1

u o(u) D(u) u p(u) D(u)
-3,0 0,0044 0,0014 0,0 0,3989 0,5000
—-2,9 0,0060 0,0019 40,1 0,3970 0,5398
—2,8 0,0079 0,0026 +0,2 0,3910 0,5793
—2,7 0,0104 0,0035 +0,3 0,3814 0,6179
—2,6 0,0136 0,0047 +0,4 0,3683 0,6554
—2,5 0,0175 0,0062 +0,5 0,3521 0,6915
—2,4 0,0224 0,0082 +0,6 0,3332 0,7257
-2,3 0,0283 0,0107 +0,7 0,3123 0,7580
—2,2 0,0355 0,0139 +0,8 0,2897 0,7881
-2,1 0,0440 0,0179 +0,9 0,2661 0,8159
—2,0 0,0540 0,0228 +1,0 0,2420 0,3413
—1,9 0,0656 0,0287 +1,1 0,2179 0,8643
—1,8 0,0790 0,0359 +1,2 0,1942 0,8849
—1,7 0,0940 0,0446 +1,3 0,1714 0,9032
—1,6 0,1109 0,0548 +1,4 0,1497 0,9192
—-1,5 0,1295 0,0663 +1,5 0,1295 0,9332
—1,4 0,1497 0,0808 +1,6 0,1109 0,9452
—-1,3 0,1714 0,0968 +1,7 0,0940 0,9554
—1,2 0,1942 0,1151 +1,8 0,0790 0,9641
—1,1 0,2179 0,1357 +1,9 0,0656 0,9713
—1,0 0,2420 0,1587 +2,0 0,0540 0,9772
—-0,9 0,2661 0,1841 +2,1 0,0440 0,9821
—0,8 0,2897 0,2119 +2,2 0,0355 0,9861
—0,7 0,3123 0,2420 +2,3 0,0283 0,9893
—0,6 0,3332 0,2743 +2,4 0,0224 0,9918
—0,5 0,3521 0,3085 +2,5 0,0175 0,9938
—0,4 0,3683 0,3446 +2,6 0,0136 0,9953
—0,3 0,3814 0,3821 +2,7 0,0104 0,9965
-0,2 0,3910 0,4207 +2,8 0,0079 0,9974
—-0,1 0,3970 0,4602 +2,9 0,0060 0,9981
0,0 0,3989 0,5000 +3,0 0,0044 0,9986
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D(u) u D(u) w D(u) u D(u) u
0,00 — o0 0,31 —0,50 0,62 0,31 0,93 1,48
0,01 —2,33 0,32 —0,47 0,63 0,33 0,94 1,55
0,02 —2,05 0,33 —0,44 0,64 0,36 0,95 1,64
0,03 —1,88 0,34 —0,41 0,65 0,39 0,96 1,75
0,04 —1,75 0,35 —0,39 0,66 0,41 0,97 1,88
0,05 —1,64 0,36 —0,36 0,67 0,44 0,98 2,05
0,06 —1,55 0,37 —0,33 0,68 0,47 0,99 2,33
0,07 —1,48 0,38 —0,31 0,69 0,50 1,00 + 00
0,08 —1,41 0,39 —0,28 0,70 0,52

0,09 —1,34 0,40 —0,25 0,71 0,35

0,10 —1,28 0,41 —0,23 0,72 0,58

0,11 —1,23 0,42 —0,20 0,73 0,61

0,12 —1,18 0,43 —0,18 0,74 0,64

0,13 —1,13 0,44 —0,15 0,75 0,67

0,14 —1,08 0,45 —0,13 0,76 0,71

0,15 —1,04 0,46 —0,10 0,77 0,74

0,16 —0,99 0,47 —0,08 0,78 0,77

0,17 —0,95 0,48 —0,05 0,79 0,31

0,18 —0,92 0,49 —0,03 0,30 0,34

0,19 —0,38 0,50 0,00 0,81 0,88

0,20 —0,34 0,51 0,03 0,32 0,92

0,21 —0,81 0,52 0,05 0,83 0,95

0,22 —-0,77 0,53 0,08 0,84 0,99

0,23 —0,74 0,54 0,10 0,85 1,04

0,24 —0,71 0,55 0,13 0,86 1,08

0,25 —0,67 0,56 0,15 0,37 1,13

0,26 —0,64 0,57 0,18 0,83 1,18

0,27 —0,61 0,58 0,20 0,39 1,23

0,28 —0,58 0,59 0,23 0,90 1,28

0,29 —0,55 0,60 0,25 0,91 1,34

0,30 —0,52 0,61 0,28 0,92 1,41
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Tafel 9. Poisson-Verteilung

Die Wahrscheinlichkeiten

ak —a
P(X =k = e

einer Zufallsgréfle X mit Poisson-Verteilung

a

0,1 0,2 0,3

0,5

0,6

0,7

0,8

0,9

0,9048 0,8187 0,7408
0,0905 0,1637 0,2222
0,0045 0,0164 0,0333
0,0002 0,0011 0,0033

0,0001 0,0003

DA WN = O

Poisson -Verteilung

0,6065
0,3033
0,0758
0,0126
0,0016
0,0002

0,5488
0,3293
0,0988
0,0198
0,0030
0,0004

0,4966
0,3476
0,1217
0,0284
0,0050
0,0007
0,0001

0,4493
0,3595
0,1438
0,0383
0,0077
0,0012
0,0002

0,4066
0,3659
0,1647
0,0494
0,0111
0,0020
0,0003

k

a

1,0 1,5 2,0

2,5

3,0

3,5

4,0

4,5

5,0

0,3679 10,2231 0,1353
0,3679 0,3347 0,2707
0,1839 0,2510 0,2707
0,0613 0,1255 0,1804
0,0453 0,0471 0,0902
0,0031 0,0141 0,0361
0,0005 0,0035 0,0120
0,0001 0,0008 0,0034
0,0001 0,0009

0,0002

© 00 IO U DW=

T el
CU BN W. N = O

0,0821
0,2052
0,2565
0,2138
0,1336
0,0668
0,0278
0,0099
0,0031
0,0009
0,0002

0,0498
0,1494
0,2240
0,2240
0,1680
0,1008
0,0504
0,0216
0,0081
0,0027
0,0008
0,0002
0,0001

0,0302
0,057
0,1850
0,2158
0,1888
0,1322
0,0771
0,0385
0,0169
0,0066
0,0023
0,0007
0,0002
0,0001

0,0183
0,0733
0,1465
0,1954
0,1954
0,1563
0,1042
0,0395
0,0298
0,0132
0,0053
0,0019
0,0006
0,0002
0,0001

0,0111
0,0500
0,1125
0,1687
0,1898
0,1708
0,1281
0,0824
0,0463
0,0232
0,0104
0,0043
0,0016
0,0006
0,0002
0,0001

0,0067
0,0337
0,0842
0,1404
0,1755
0,1755
0,1462
0,1044
0,0653
0,0363
0,0181
0,0082
0,0034
0,0013
0,0005
0,0002
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