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Yorwort

Die Struktur des Lehrbuches blieb erhalten, lediglich die Gliederung in die Teile I, 1T
wurde aufgehoben. Im einzelnen wurden zahlreiche Verbesserungen ausgefiihrt;
das betrifft besonders die Ubungen. Gegeniiber dem 1977 erschienenen Studienbuch
wurden folgende Erginzungen vorgenommen : Es wurden die rationalen Funktionen
in mehreren Unbestimmten aufgenommen, die &quiaffine Geometrie und die spezielle
lineare Gruppe kurz erwihnt und die Beziehungen zwischen den Begriffen ,,alter-
nierend” und ,schiefsymmetrisch® prézisiert. Ferner haben wir den Sturmschen
Satz iiber die Nullstellen reeller Polynome eingefiigt. Dagegen konnten wir uns
nicht entschliefen, die Mengenlehre streng axiomatisch aufzubauen, wie es einer
unser Kritiker forderte; wir betrachten sie als einen Bestandteil der ,naiven*
Logik, die wir wie in jeder Wissenschaft iiblich anwenden, ohne sie néher zu begriin-
den. In diesem Sinne spielt das Kapitel 0, die Einfiithrung, eine besondere Rolle
gegeniiber den anderen; es dient nur der Prizisierung des mathematischen Sprach-
gebrauchs und erhebt nicht den Anspruch einer strengen Einfiihrung in die Grund-
lagen der Mathematik. Gleichfalls muBten wir uns aus Zeit- und Raumgriinden
historischer Kommentare enthalten. Wenn mitunter einzelne Sétze oder Begriffe
nach einem Mathematiker benannt werden, so geschieht das der Tradition folgend
und bedeutet keine Aussage iiber die Quellen. SchlieBlich wurde das Literatur-
verzeichnis aktualisiert; dem Inhaltsverzeichnis wurden Angaben iiber die folgen-
den Bénde 2, ,Moduln und Algebren®, und 3, ,Projektive und Cayley-Kleinsche
Geometrien* angefiigt, die in den néchsten Jahren erscheinen werden.

Wir danken Frau J. KERGER fiir die technische Vorbereitung des Manuskripts
der zweiten Auflage und Frédulein E. ARNDT fiir die wiederum sehr prizise redak-
tionelle Bearbeitung herzlich. Frau I. GR6GER machte uns beim Lesen der Kor-
rekturen auf eine Reihe von Druckfehlern aufmerksam und half, einige Fliichtig-
keiten zu korrigieren, wofiir wir uns verbindlichst bedanken. Dem VEB Druckerei
»Gottfried Wilhelm Leibniz*“ gebiihrt Dank und Anerkennung fiir den sorgfiltigen
Satz und die ausgezeichnete Arbeit bei der Herstellung des Bueches.

Berlin und Moskau, im Juni 1986 A. L. ONISCIK
R. SULANKE



Yorwort zur Studienbuchausgabe

Die Entwicklung der Mathematik in der zweiten Halfte unseres Jahrhunderts 148t
neben einer immer weiter gehenden Aufspaltung in anwendungsorientierte Spezial-
gebiete zweifellos auch die Tendenz erkennen, die fiir die Vielfalt aller Anwendun-
gen grundlegenden klassischen Disziplinen Geometrie, Analysis und Algebra als eine
Einheit zu betrachten und zu einer Synthese dieser Gebiete zu gelangen. Diese
fiir die mathematische Forschung sehr fruchtbare Tendenz zu férdern und sie be-
reits vom ersten Studienjahr an den Mathematikstudenten nahezubringen ist ein
wesentliches Anliegen unseres Lehrbuches. Es beginnt nach einer kurzen Beschrei-
bung der notwendigen mengentheoretischen Begriffe mit einem algebraischen Teil,
den Kapiteln 1 bis 3, in dem die wichtigsten Tatsachen iiber Gruppen, Ringe und
Korper dargestellt sind. Darauf aufbauend fiithren die Kapitel 4 bis 6 von der axio-
matischen Begriindung der Punkt- und Vektorrdaume iiber die affine zur euklidi-
schen Geometrie. Die Beziehungen zur Analysis kommen direkt nur in einigen Bei-
spielen und Bemerkungen zur Sprache; wir waren jedoch bemiiht, durch Stoff-
auswahl und Art, der Darstellung einen groB8en Teil der fiir eine moderne Analysis-
Ausbildung benétigten algebraischen und geometrischen Hilfsmittel bereitzustellen.
Die Traditionen und Erfahrungen in der Grundausbildung der Mathematikstuden-
ten an der Humboldt-Universitdt zu Berlin und der Staatlichen Lomonosov-
Universitit in Moskau sind natiirlich in dieses Lehrbuch eingeflossen. Den Lei-
tungen der genannten Universitdten mochten wir herzlich dafiir danken, dal sie
unser Vorhaben in ihren Freundschaftsvertrag aufnahmen und so unsere Zusam-
menarbeit ermdoglichten.

Fiir eine vielseitige und anwendungsbereite Darlegung der n-dimensionalen
affinen Geometrie iiber einem beliebigen Koérper sind natiirlich einige algebraische
Kenntnisse notwendig. Daher ist der algebraische Teil dem geometrischen voran-
gestellt. Ein Leser, der schneller zur Geometrie vordringen méchte, braucht jedoch
nicht das gesamte algebraische Material durchzuarbeiten; es geniigt, neben der Men-
genlehre (Kapitel 0) die §§1.1, 1.2, 1.4, 2.1, 2.2, 2.9 zu lesen. Die iibrigen beim Auf-
bauder Geometrie benstigtenalgebraischen Hilfsmittelknnenspéiter nachgeholt wer-
den. Durch viele Verweise, ein ausfiihrliches Register und einkurzes Verzeichnis dhn-
licher oder weiterfithrender Literatur bemiihten wir uns, ein Lehrbuch zu schrei-
ben, das zu recht unterschiedlich konzipierten Vorlesungen benutzt werden kann.
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Trotz verhdltnismiBig knapper Darstellung waren der Stoffauswahl durch den
vorgesehenen Umfang enge Grenzen gesetzt. Die Anzahl der Abbildungen und moti-
vierenden einfachen Beispiele wurden auf ein Minimum beschrinkt. Wir méchten
den Leser daher ermuntern, sich selbst Skizzen anzufertigen, einfache Beispiele zu
bilden und durchzurechnen und sich intensiv mit den zahlreich eingefiigten Ubungen
zu beschiftigen, die zum Teil spiter im Haupttext angewandt werden. Die Arbeit
an den Ubungen wird durch Hinweise erleichtert. Wir haben einen Teil der Ubungen
auch dazu benutzt, in kurzer Form wichtiges erginzendes Material bereitzustellen.

Fiir die sorgfiltige Ausfiilhrung der miihevollen Schreibmaschinenarbeit danken
wir Frau BARWOLF und Frau RoHDE. Unser Dank gebiihrt auch Herrn Prof. Dr.
H. REICHARDT, der das Manuskript begutachtete und durch kritische und interes-
sante Bemerkungen zu seiner Verbesserung beitrug. Den Herren Dr. H. GoLLEK
und Dr. J. LEHMANN danken wir fiir ihre sehr schnelle und wertvolle Hilfe bei der
Bogenkorrektur. Die sachkundige und prizise redaktionelle Bearbeitung des
Manuskripts leistete Fraulein E. ARNDT, der wir fiir zahlreiche Ratschige und
Korrekturen herzlich danken.

Berlin und Moskau, im Februar 1976 A. L. ONISGIK
R. SULANKE
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0. Einleitung, Mengenlehre

§1. Einleitung

Ohne erschépfend sein zu wollen, méchten wir in diesen einfiihrenden Bemerkungen
versuchen, den allgemeinen Charakter der mathematischen Disziplinen Algebra
und Geometrie anzudeuten und ihre Wechselbeziehungen, soweit sie den in diesem
Lehrbuch behandelten Stoff betreffen, kurz zu beschreiben.

Dem Anfinger wird die Algebra hiufig als ,,Buchstabenrechnen dargestellt. Das
ist natiirlich nur ein duBeres Erscheinungsbild : Die Buchstaben stehen als Variable
oder Symbole fiir bestimmte mathematische Objekte mit gegebenen Eigenschaften,
und die zwischen ihnen auftretenden mathematischen Relations- oder Operations-
zeichen =, <,—, +, —, - usw. driicken Beziehungen zwischen diesen Objekten aus.
Die Eigenschaften der zu untersuchenden Objekte werden durch eine Reihe von
Axiomen beschrieben, die einige Grundbegriffe des zu betrachtenden Bereiches und
deren Grundeigenschaften fixieren. Aus den Axiomensystemen wird dann die je-
weilige Theorie entwickelt. So werden in der Algebra sogenannte ,algebraische
Strukturen® untersucht ; das sind Mengen, in denen eine oder mehrere Operationen
gegeben sind, welche bestimmte, die jeweilige Struktur charakterisierende Axiome
erfiillen.

In der Algebra haben sich etwa gegen Ende des vorigen Jahrhunderts drei wich-
tige Klassen von algebraischen Strukturen herausgeschilt: die Gruppen, Ringe
und Kérper. Die Entwicklung dieser Strukturen hingt eng mit den Anwendungen
der Mathematik zusammen: Insbesondere war die Frage nach der Losung alge-
braischer Gleichungen ein wichtiger Ausgangspunkt. Zum Beispiel hat die Unter-
suchung der Nullstellen von Polynomen mit zur Entwicklung der Gruppentheorie
gefithrt. Auch heute beruhen viele Ndherungsverfahren der numerischen Mathe-
matik letztlich auf der Losung linearer Gleichungssysteme oder auf Betrachtungen
iiber Polynome.

Andererseits hat man es seit R. DESCARTES und in immer stirkerem MaBe seit Be-
ginn des vorigen Jahrhunderts verstanden, mit Hilfe von Koordinatensystemen,
Vektoren und anderen algebraischen Begriffen geometrische Probleme in alge-
braischer Form darzustellen und mit algebraischen Methoden zu behandeln. Hier-
durch entstand eine intensive Wechselwirkung zwischen Algebra und Geometrie,
die die Entwicklung der modernen Mathematik auch heute noch entscheidend be-
stimmt. Der wichtigste, gleichzeitig geometrische und algebraische Begriff isv
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hier der des Vektorraumes, auf dem bei ,,analytischer” Darstelung die Axiomatik
der Geometrie aufbaut. Wir bemerken, dal man friiher (und oft auch heute
noch) die Koordinaten oder Vektoren anwendende Geometrie als ,,analytische Geo-
metrie* bezeichnete; diesen Namen wollen wir vermeiden, einerseits, weil er eine
irrefiihrende Assoziation zur Analysis hin weckt, und andererseits; weil neuerdings
die geometrische Theorie der analytischen Funktionen mehrerer Variabler mit ihm
bedacht wird.

In unserer Einfithrung erscheint die Geometrie als Anwendungsgebiet der Algebra,
was die Wechselwirkung zwischen beiden Gebieten etwas verschleiert. Man moge
stets beachten, daBl viele algebraische Bereiche, vor allem die grundlegenden Zah-
lenbereiche, eine unmittelbare geometrische Veranschaulichung besitzen und da8
viele algebraische Begriffe im Zusammenhang mit der Losung geometrischer Pro-
bleme entstanden sind. Da8 wir mit den Elementen der Algebra beginnen, hat vor
allem zwei Griinde : Erstens sind die algebraischen Strukturen begrifflich einfacher
zu fassen als die geometrischen, und zweitens sind sie besser geeignet, die abstrakte,
der modernen Mathematik eigene axiomatische Methode herauszuarbeiten. Wir
wollen uns im folgenden bemiihen, die Zusammeénhénge zwischen Algebra und Geo-
metrie hervorzuheben, und dabei nicht auf diesem abstrakten Standpunkt ver-
harren, sondern spitestens von Kapitel 4 an auch die geometrische Anschauung
gehorig zu Worte kommen lassen.

Zum Verstindnis dieses Lehrbuches geniigt die Kenntnis des iiblichen Schul-
stoffes, von dem ausgiebig Gebrauch gemacht wird. Auch die Beweismethode der
vollstindigen Induktion wird als bekannt vorausgesetzt. Einige Bezeichnungen
und Definitionen der Mengenlehre werden im folgenden Paragraphen zusammen-
gestellt.

§ 2. Elemente der Mengenlehre

In diesem Abschnitt behandeln wir die wichtigsten Begriffe und Regeln der Mengen-
lehre. Dabei stellen wir uns auf einen naiven Standpunkt, d. h., wir betrachten
die Mengenlehre als Bestandteil der Logik, die wir als gegeben voraussetzen und
in diesem Buch nicht exakt begriinden. Fiir einen axiomatischen, strengen Aufbau
der Mengenlehre verweisen wir auf D. Krava [1, 2] und fiir eine breitere Erldute-
rung ihrer Grundlagen auf G. ASSER [1].

Schon aus der Elementarinathematik ist bekannt, daB die mathematischen Ob-
jekte uns nicht nur als Individuen gegeniibertreten, sondern in Gesamtheiten or-
ganisiert sind, die man Mengen nennt. Beispiele solcher Mengen, fiir die wir gleich
Bezeichnungen festlegen wollen, da sie sehr hdufig auftreten, sind:

N — die Menge der natiirlichen Zahlen (ohne Null),

N, — die Menge der natiirlichen Zahlen einschlieBlich der Null,
Z — die Menge der ganzen Zahlen,

Q — die Menge der rationalen Zahlen,

R — die Menge der reellen Zahlen,

C - die Menge der komplexen Zahlen (vgl. § 2.3).
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In der Geometrie konnen wir eine Ebene als Menge ihrer Punkte betrachten, wir
koénnen die Menge aller Geraden der Ebene bilden usw.

Im allgemeinen bezeichnen wir Mengen mit groBen Buchstaben, etwa 4, B, ...,
M, ..., X. Die Elemente einer Menge werden hdufig mit kleinen Buchstaben be-
zeichnet; die Schreibweise

acM (1)

bedeutet, daB a Element der Menge M ist; die Verneinung dieser Beziehung wird
durch
a¢ M (2)

(lies: ,,a ist nicht Element von M*) gekennzeichnet.

Der Mengenbegriff und die Elementbeziehung (1) sind Grundbegriffe, die keiner
expliziten Definition unterliegen. Wir stellen uns eine Menge stets als wohlbestimmte
Zusammenfassung ihrer Elemente vor; eine Menge ist gegeben, wenn klar ist, fiir
welche Individuen ¢ die Beziehung (1) gilt, wobei jedes Individuum @ héchstens
einmal in der Menge M vorkommt. Zum Beispiel deutet die Schreibweise N3=
={1,2,3},Ng={0; 1, ..., », ...} an, aus welchen Elementen diese Mengen bestehen;
allgemein definieren wir Mengen durch Angabe ihrer Elemente in geschweiften
Klammern. Besteht eine Menge nur aus endlich vielen Elementen, so kann man sie
durch direkte Angabe definieren; z. B. ist

N,:={1,..,2}) (neN) (3)

die Menge der ersten » natiirlichen Zahlen. Das Zeichen : = bedeutet stets, dal das
links stehende (neue) Symbol durch den rechts stehenden Ausdruck definiert wird,
dessen Bestandteile bereits gegeben (bekannt) sind. Allgemeiner kann man Mengen
durch eine sie charakterisierende Eigenschaft definieren. So bedeutet z. B.

2Z:={m | meZund m=2k, kcZ} 4)
die Menge aller geraden Zahlen. Kiirzer schreibt man dafiir auch

2Z:= {2k} 2; (5)
das angefiigte k€ Z gibt an, daB k die Menge Z durchlduft. Das allgemeine Schema
der Definition einer Menge ist

A:={a| H(a)}; (6)

dabei ist @ das Symbol fiir die Elemente der zu definierenden Menge und H(a) eine
gie eindeutig charakterisierende Bedingung; in Worten bedeutet (6): A4 ist die
Menge aller derjenigen Elemente a, welche die Bedingung H(a) erfiillen. Zum Bei-
spiel ist (3) gleichbedeutend mit N,={a |a€Z und 1 =a=n}.

Definition 1. Wir sagen, die Menge A se: enthalten tn der Menge B oder B ent-
halte 4, in Zeichen 4 £ B (oder auch B2 4), wenn mit a€ 4 auch stets a € B gilt.
Ist dabei 4 + B, so schreiben wir A c B.

Beispiel 1. Es gilt
NcNycZc@QcRcC. (7)
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Beispiel 2. Unter der leeren Menge @ versteht man die Menge, die kein Element
enthilt. Offenbar gilt fiir alle Mengen A4

0S4, AcA. (8)

Den einfachen Beweis der folgenden Eigenschaften der Enthaltenseinsrelation
iiberlassen wir dem Leser:

1. Aus AS B und BSC folgt ACC.
2. Aus AS B und BS A folgt A=B.

Definition 2. Es sei E eine Menge. Unter der Potenzmenge B(E) versteht man
die Menge aller Tetlmengen von E':
P(E):={4 | ASE} . (©)

Nach (8) gilt also @€ R(E), E € P(E). Die Teilmengen von SB(Z) nennt man auch
Mengensysteme.

Ubung 1. Far die Menge N, (vgl. (3)) beweise man: B(N,) enthélt genau 2” Elemente.

Fiir A, B¢B(E) definiert man folgende Mengenoperationen :
1. Durchschnitt von A und B

ANB:={x|z€4 und z€ B}; (10)

gilt speziell AN\ B=9, so heien 4, B disjunkt.
2. Vereinigung von A und B

AUB:={x| z€ A oder z¢ B} . (11)
3. Differenz von A und B
A\B:={z|x€A und z¢ B} . (12)

Ist eine feste Menge E als ,,Grundmenge“ gegeben, so versteht man unter dem
Komplement der Menge A €B(E) die Menge

CA:=E\A. (13)

Fiir die so erkldrten Operationen N, U, \ beweist man leicht folgende Eigen-
schaften

1. die assozvativen Geselze

(ANB)NC=4AN(BNC), (14)

(AUB)UC=A4U(BUC); (15)
2. die distributiven Gesetze

AN(BUC)=(ANBUMALANC), (16)

AU(BNO)={4U ByN(4UC); (17)
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3. die kommutativen Qesetze

ANB=BNA, (18)
AUB=BUA; (19)
4. (ANB)NC=(ANCON\(BNC), (20)
(ANB)UB=AUB. (1)

Auf Grund von (14) und (15) kann man leicht die Definition (10) bzw. (11) auf
endlich viele Mengen ausdehnen; wegen der Assoziativitit kommt es ja nicht auf die
Reihenfolge der Anwendung der Operationen an. Jedoch braucht man sich damit
nicht aufzuhalten, da man leicht die folgende, allgemeine Definition formulieren
kann: ‘

Definition 3. Es sei E eine Menge und € S B(E) ein System von Teilmengen.
Dann heift

N A:={x|zcAfiiralle 4¢S} (22)
4¢6
der Durchschnitt des Mengensystems S und
U d:={zx|esgibt ein A€E mit x€ 4} (23)
4¢c€
die Vereinigung des Mengensystems e.
Man beweist leicht: ( A4 ist die grofte Menge, die tn allen Mengen A €S enthal-

4ec€
ten ist, d. h., gilt fiir eine Menge B die Beziehung BE 4 fiir alle 4 €S, so ist auch

BC n A. Analog st U A die kleinste Menge, die alle Mengen A €S enthilt, d. h.,
€€
gilt BDA fiiralle 4 e@ so ist auch B2 U A. Man sagt, daB ‘B(E) beziiglich der

Ordnungsrelation C ein vollstindiger Verband ez, vgl. Beispiel 15 weiter unten.

Ubung 2. Man beweise fiir §< P(E):
C(,0 4)=U_C4,
A4

€S A€6
C( )~ N C4.
4¢6 4€€

Ein zweiter fundamentaler Begriff, den wir hier nicht explizit definieren wollen,
ist der einer Zuordnung. Um ihn in voller Allgemeinheit beschreiben zu kénnen,
miissen wir den Begriff einer Klasse erldutern. Unter einer Klasse versteht man eine
Gesamtheit mathematischer Objekte, die lediglich durch ihre Eigenschaften, nicht
aber als geschlossene Gesamtheit von Individuen, charakterisiert sind. Jede Menge
konnen wir als eine Klasse betrachten, aber nicht umgekehrt. Zum Beispiel konnen
wir von der Klasse aller Mengen sprechen, nicht aber von der Menge aller Mengen.
Offenbar kénnen wir nédmlich ,alle Mengen“ niemals als eine in sich geschlossene
Gesamtheit von Individuen auffassen; denn durch einen rein gedanklichen Akt
148t sich etwa eine beliebige Anzahl von Mengen reeller Zahlen R;, R,, ... betrach-
2 Onisdik, Algebra 1
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ten, wir kénnen also sinnvoll nicht die Frage stellen, wie viele Exemplare von
Mengen reeller Zahlen es gibt. Haben wir andererseits eine Menge, beispielsweise R,
vor ums, go ist jedes Element dieser Menge, etwa 0 € R, ein Individuum, das einmal
und nur einmal in R vorkommt. Wenn wir hervorheben wollen, daB eine Gesamt-
heit eine Klasse, aber keine Menge ist, so verwenden wir fiir sie hiufig Symbole in
Schreibschrift, beispielsweise N fiir die Klasse aller Mengen. Fiir Klassen bedeutet
die Formel M €ofl, daBl M die of charakterisierende Eigenschaft besitzt, M ¢ oA, daB
dies nicht der Fall ist. Viele der fiir Mengen erklérten Begriffe und Operationen sind
auch fiir Klassen sinnvoll. Zum Beispiel bedeutet o S8, daB aus der of definieren-
den Eigenschaft die 8 definierendefolgt ; die Definitionen (10) bis (13) und die daraus
folgenden Regeln (14) bis (21) sind auch auf Klassen anwendbar. Wir bemerken,
daB die Verwendung von Begriffen wie der ,,Menge aller Mengen* auf Widerspriiche
fithren wiirde, die man in einer axiomatisch begriindeten Mengenlehre (vgl. etwa
D. Krava [2]) vermeiden kann.

Haben wir eine Klasse K und eine Klasse £ mathematischer Objekte, so sprechen
wir von einer Zuordnung ®:K ~£ von & in £, wenn jedem Objekt K ¢ K ein ein-
deutig bestimmtes Objekt L=®(K)€E zugeordnet ist. Wollen wir die Tatsache,
daB L zu K gehort, besonders hervorheben, so schreiben wir ausfiihrlicher

O: K> L=d(K)c €.

Beispiel 3. Es bezeichne M die Klasse aller Mengen. Dann ist B: E¢ M
> P(E) €I eine Zuordnung von M inJN, die jeder Menge ihre Potenzmenge zu-
ordnet.

Beispiel 4. Es seien A, B Mengen. Eine Zuordnung f: a€ A+ b=f(a)€ B, kurz
f: A— B, heiit eine Abbildung von A in B, A heiBt der Definitionsbererch und B
der Wertebereich der Abbildung. Statt Abbildung sagt man haufig auch Funktion.
Die Menge aller Abbildungen von 4 in B bezeichnen wir mit M(4, B); gilt A= B,
so schreiben wir kiirzer M(A4):=M(A, A).

Ist AS R, BSR, so heiBt f eine reelle Funktion einer reellen Variablen; Beispiele
hierfiir sind alle elementaren Funktionen, etwa

z€R— 2"€R (neN),
zeR— e*¢cR,
Z€R— sin z€R  usw.
Gilt y=f(x), so heibt y das Bild von z bes f und z ein Urbild von y bez f.

Beispiel 5. Es sei f: 4~ B eine Abbildung von 4 in B. Wir definieren
MeP(A) > [(M):={{(2))zex € B(B) , (24)
CeP(B)— f~4C):={x | z€A4 und f(z)€C} e P(4) . (25)

Mit jeder Abbildung f: A~ B sind also zwei neue Abbildungen f: (4)-B(B)
und f~1: B(B) ~P(A4) gegeben. DaB die Abbildung (24) mit demselben Buchstaben

bezeichnet wird, fiihrt nicht zu Verwechslungen und ist recht sinnvoll; wendet man
nimlich (24) auf die Einermengen M ={z}€P(4) an, so ist {y}=f({x}) gleich-
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bedeutend mit y=f(z), so daB man (24) als eine Ausdehnung der urspriinglichen
Abbildung f: A -~ B ansehen kann. f(M) heiBit das Bild von M bei der Abbildung f.
Speziell nennt man

Im f:=f(A) (26)
das Bild von f. Man beweist leicht
Hn M)g n (o), (27)
€6 MeS
HHu My=u (M) (BSH(4)).. (28)
€S Me@

Fiir C ¢ ‘B(B) heibt /-1(C) das Urbild der Menge C. Man beachte, da CNIm f=9
mit f~4(C) =90 gleichbedeutend ist. Ist C = {y} einelementig, y € B, so liBt man meist
die geschweiften Klammern fort und nennt f~1(y): =f-4({y}) das Urbild des Elemen-
tes y. Man beachte, dal f~%(y) eine Teilmenge von A4 ist, die auch mehrere Elemente
enthalten kann. Ist beispielsweise f: z€ R — 22€ R, so gilt f~1(y) ={ + V;, - V;}, falls
y=>0 ist, f~1(0)={0} und f~(y) =0 fiir y<0. Man beweist leicht

I n €)= n {40, (29)
Ces CceS

f71(u C\=uU fY0) (BSR(B)). (30)
Ced Ced

" Ubung 3. Man finde ein Beispiel, fir das in (27) f( N M)+ N f(M) ist.
McS McS

Definition 4. Eine Abbildung f: A -~ B heiBt surjektzv (oder. Abbildung auf B),
wenn Im f= B gilt. f heiBit tnjektrv (oder eineindeutrg), wenn jedes y€ B hochstens
ein Urbild z€f~1(y) aus 4 hat, wenn also aus f(z) =f(£) die Gleichheit x=% folgt.
Eine Abbildung f: 4+ B heiit bijektiv (oder umkehrbar), wenn sie injektiv und
surjektiv ist. In diesem Fall hat jedes Element y€ B ein und nur ein Urbild {z}=
=f~%(y) S A, und man definiert die Jnverse Abbildung f~1: B—~A durch

YyeB—> [~Ny): =z, wenn Hx)=y ist. (31)
Beispiel 6. Es sei by€ B fest. Die durch f(z): =b, fiir alle z€ 4 definierte Abbil-
dung heiBit eine konstante Abbildung. Sie ist surjektiv genau dann, wenn B= {b}

einelementig ist, injektiv, wenn A einelementig ist, und bijektiv, wenn beide Men-
gen A, B einelementig sind.

Beispiel 7. Es sei A S B eine Teilmenge. Die durch ¢: € 4+ i(z): =z € B defi-
nierte Abbildung heifit die Einbettung von 4 in B. Eine Einbettung ist stets in-
jektiv, sie ist bijektiv genau dann, wenn 4 = B ist. Man nennt

id:x€d —idy(x):=2c4 (32)

die vdentische Abbildung von A ; sie ist bijektiv. Die bijektiven Abbildungen f: 4 ~4
nennt man auch Transformationen von A.

Beispiel 8. Es sei f: A~ B eine Abbildung und M S 4 eine Teilmenge. Unter
der Einschrinkung f| M von f auf M versteht man die Abbildung /| M: M - B,

2‘
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die auf M mit f iibereinstimmt. Sie ist definiert durch
z€M o f | M(z):=f(x)€B. (33)
Ist f injektiv, so ist auch die Einschriankung f | M injektiv.

Man beachte, daB zur Definition einer Abbildung (Beispiel 4) stets die Angabe
des ins Auge gefafiten Wertebereiches B gehort; sonst wire die Definition des
Begriffes surjektiv nicht sinnvoll. Ist f: 4 — B gegeben und definiert man B:=Im f
und }: 4B durch f(z):=f(z) fiir x€ A4, so ist }: A~ B surjektiv. Da diese Ein-
schrinkung des Wertebereiches jedoch selten notwendig ist, wollen wir fiir f kein
besonderes Symbol einfiihren.

Beispiel 9. Es sei I +0 eine nichtleere Menge, die wir Indexmenge nennen, «€I
variiere in I. Ist jedem « € I ein mathematisches Objekt m, zugeordnet, so schreiben
wir (m,),y und sprechen von der Familie (m,),¢. Die m, konnen dabei einer Menge
oder einer Klasse angehéren oder auch in verschiedenen Mengen oder Klassen
liegen. Formal kénnen wir jede nichtleere Menge A als Familie auffassen, indem wir
(%), 4 schreiben, d. h. 4 =1 als Indexmenge wihlen. In einer beliebigen Familie
(m,)qcr brauchen die Elemente m, jedoch nicht paarweise verschieden zu sein, es
kann m,=my fiir a+ g gelten. :

Beispiel 10. In Beispiel 9 sei I={1, 2} zweielementig. Man nennt dann die
Familien mit I als Indexmenge (geordnete) Paare und schreibt fiir sie (a, b), wenn
1+—>my=a,2— my=>b gilt. Es sei nun (M,, M,) ein Mengenpaar. Unter dem
Produkt M, x M, versteht man die Menge aller Paare (m4, my) mit m € M,, a =1, 2:

M X My:={(my, my) | me€ M, my€ My} . (34)
Die Abbildung
D, (my, mg) €My X My — p,(my, my):=m,EM,, a=1,2, (35)

heiBt die a-te Projektion des Produkts. Die Projektionen sind surjektiv. Die Ur-
bilder, z. B.

Py my) = {m}X MyS M X M,, (36)
analog fiir « =2, heilen Schnitte des Produkts.

Diese Begriffe lassen sich leicht verallgemeinern: Ist (M,),; eine beliebige Men-
genfamilie, so versteht man unter ihrem Produkt

X M¢:={(m¢)¢€, | m, e M,} 37
acl
die Menge aller Familien (m,),c; mit m,€M,. Die Projektionen ps: X M,—~M;
(B€I) und die Schnitte sind analog zum Fall I={1, 2} definiert. el
Beispiel 11. Sind in der Familie (M), ; alle Mengen M,=M, so ist X M,
gleich der Menge M* aller Abbildungen von I in M: el

MI:=M(I, M)={f|f: I -~ M Abbildung}. (38)
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Jeder Familie (m,), .y entspricht umkehrbar eindeutig eine Abbildung f: a €+ f(a)
:=m, € M. Besonders wichtig fiir uns sind folgende drei Fille:
. 1. Es sei I={1, ..., n}, M beliebig. Dann schreibt man M":=M!; die Elemente
von M* sind die n-T'upel (my, ..., m,) mit m, € M. Wenn keine MiBverstdndnisse zu
befiirchten sind, schreiben wir kiirzer (m,) fiir (m;, ..., m,).

2. Es sei I=Ng (oder I=N). Dann ist MNo die Menge der Folgen (m,),cn,=
= (Mg, My, «eey My, ..) Mit Werten in M.

3. Essei I=N,xN,, vgl. (3), und M eine beliebige nichtleere Menge. Die Ele-
mente aus M! sind Abbildungen (7, j)€I— a;€ M, die man in Form einer Tabelle
in runden Klammern aufschreibt:

(/27 BERTTI 77
(a'i,_) = (- e s s o o o .) ; (39)
Qpy oo Qpon

(«;;) ist einfach eine Kurzbezeichnung der rechten Seite von (39). Die Elemente
(a;;) € MT heiflen Matrizen mit n Zeilen und m Spalten aus Elementen von M.

Beispiel 12. Wir betrachten eine Abbildung f: A+ B und ordnen ihr ihren
Graph G,S A X B durch die Definition G;: = {(z, f(x))},¢ 4 zu. G, ist eine naheliegende
Verallgemeinerung der graphischen Darstellung der elementaren Funktionen. Ist
P1: AXB—+A die erste Projektion des Produktes 4 x B, so gilt: p, | Gy: Gy~ A4
ist bijektiv; offenbar ist umgekehrt f durch G; eindeutig bestimmt, vgl. (40). Man
sagt, eine Menge G S A4 x B liegt schlicht iber A, wenn p, | G bijektiv ist. Zu jeder
derartigen Menge G gibt es genau eine Abbildung f mit G =G}, namlich

zed— po((py | @)~ (2))€B. (40)

f ist injektiv genau dann, wenn G; schlicht iiber Im f liegt, d. h. p, | G;: G,—~Im f
bijektiv ist; f ist bijektiv genau dann, wenn G, schlicht iiber 4 und iiber B ist. Aus
dem Gesagten erkennt man, da die Abbildungen f: 4 -~ B mit den tiber 4 schlich-
ten Teilmengen GE A x B identifiziert werden konnen; hdufig benutzt man diese
Tatsache zur Definition der Abbildungen, die so als ein aus dem Mengenbegriff ab-
geleiteter Begriff und nicht als ein Grundbegriff erscheinen.

Beispiel 13. Es sei (M,),.; eine Mengenfamilie, M, ¢ B(E). Dann sind Durch-
schnitt und Vereinigung der Familie analog (22) und (23) definiert:

NM,:={x|xcM, firalle a€cl}, (41)
acl
UM,:={x|esgibt eina€l mit zc M,}. (42)
acl

Beispiel 14. Eine Menge M heiBt endlich, wenn es ein » €N und eine bijektive
Abbildung f: M —~ N, gibt; n heilt die Anzah! der Elemente von.M oder auch die
Michtigkeit von M ; wir schreiben [M|=n. Eine Menge M heillt abzihlbar, wenn es
eine bijektive Abbildung f: M -~N gibt. Man kann beweisen, dal die Menge R der
reellen Zahlen nicht abzéihlbar ist. Fiir die allgemeine Theorie der Michtigkeiten
beliebiger (unendlicher) Mengen verweisen wir auf D. Krava [3], Teil II.
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Wir wollen nun den wichtigen Begriff der Verkniipfung zweier Abbildungen ein-
fiithren.

Definition 5. Es seien f: A—~B und ¢: B—~C zwei Abbilduﬁgen. Unter ihrer
Verkniipfung gof: A - C versteht man die Abbildung

acA— gof(a):=g(f(a))€C .

Analog wird die Verkniipfung allgemeiner Zuordnungen erkliart. Man beachte,
daB die Verkniipfung g of nur fiir solche Zuordnungen g, f definiert ist, fiir die der
Definitionsbereich B von ¢ gleich dem Wertebereich von fist. Es wiirde auch genii-
gen, daB Im f im Definitionsbereich von g enthalten ist. Die Verkniipfung o hat fol-
gende Eigenschaften:

1. Ist f: A~ B eine Abbildung, so gult
foid,=idgof=f.

2. Die Assoziativitit: Fiir f: A~B, g: B—~C und h: C~D qilt
(hog)of=ho(gof) .

Wegen der zweiten Eigenschaft kann man die Klammern bei der Hintereinander-
ausfiihrung von Verkniipfungen auch fortlassen. Die erste Eigenschaft bedeutet,
daB die identischen Abbildungen , Einselemente“ der Verkniipfung sind.

Ubung 4. Es sei f: A +B eine Abbildung. Man beweise: f ist bijektiv genau dann,
wenn Abbildungen k4, hy: B—+A existieren, so daB hyof=id4 und foh,=idp gilt. In
diesem Fall ist by =h,=f—1 die zu f inverse Abbildung.

Hiufig hat man gleichzeitig mehrere Abbildungen zu betrachten, die in ver-
schiedener Weise miteinander verkniipft sind. Um die Beziehungen iibersichtlich
darzustellen, schreibt man die Abbildungen in Form eines Diagramms auf, z. B.

M, h >y M, Iz fa

> M, — M,

b s Ty h

91 ga
N, > N, 3 N,

Die Pfeile bedeuten Abbildungen, an ihrem Anfang steht der Definitionsbereich der
Abbildung und am Ende der Wertebereich der Abbildung. Aufeinanderfolgende
Pfeile gehéren zu Abbildungen, die miteinander verkniipft werden kénnen. Eine
endliche Folge (f4, f3, ..., f,) von Abbildungen heift eine Kette, wenn ihre Verkniip-
fung f,of,_,0...0fy definiert ist; z. B.ist (f,, f, f3) bei dem obigen Diagramm
eine Kette, wiahrend (f;, 7y, g,) keine Kette ist. Ein Diagramm heit kommutativ,
wenn fiir zwei in ihm vorkommende Mengen M, N die Verkniipfung jeder M mit N
verbindenden Abbildungskette dieselbe Abbildung ergibt. Fiir das obige Diagramm
ist die Kommutativitat gleichbedeutend mit den Beziehungen

®ip10fi=g;0m;, 1=1,2;  fy=homg;
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die iibrigen méglichen Identitidten ergeben sich aus diesen. Zum Beispiel kann man
die Eigenschaft 1 der Verkniipfung o durch die Kommutativitét des Diagramms
/

A—— B
id, F iag

a—1L 3B
beschreiben ; das assoziative Gesetz 2 der Verkniipfung wird durch daskommutative
Diagramm

/

A—— » B
gof ] hog

C——-—h—yD

ausgedriickt. Nach Ubung 4 folgt aus der Kommutativitdt des Diagramms

B—" 4

idg f o \idy

B——A
by

daB f bijektiv und hy=hy=F11ist.

Zum Abschlu dieses Paragraphen wollen wir noch den Begriff der Relation ein-
fiihren und uns besonders mit den Aquivalenzrelationen beschiftigen, die ein wich-
tiges Hilfsmittel fiir die Bildung neuer mathematischer Begriffe sind.

Definition 6. Es sei 4 4@ eine nichtleere Menge. Unter einer Relation iiber 4
verstehen wir eine Teilmenge QS A4 X A. Fiir zwei Elemente a, b€ 4 sagt man, sie
stehen in der Relation 2, und schreibt a$2b, falls (a, b) €Q gilt; falls (a, b) ¢ ist,
schreibt man a §b.

Beispiel 15. Eine Relation 2E A x 4 heilt eine Ordnung, wenn sie folgende
Eigenschaften besitzt: 1. Fiir alle ac 4 gilt aQa; 2. gilt aQb und bQa, so ist a=b;
3. aus a02b und bQc folgt aQc. Zum Beispiel ist fiir jede Menge E die Enthaltenseins-
relation S eine Ordnung iiber $B(E); fiir die Zahlenbereiche N, Ny, Z, @, R ist
=eine Ordnung. Es sei [4, <] eine Menge, 4+ und < eine Ordnung iiber 4. Ein
beA heiBlt eine obere (untere) Schranke der Teilmenge M S A, wenn m <b (bzw.
b < m) fiir alle m € M gilt. Eine obere Schranke by (bzw. untere Schranke ¢y) von M
heiBt das Supremum sup M (bzw. das Infimum inf M) von M, wenn by < b (bzw.
b < ¢yp) fiir jede obere (bzw. untere) Schranke b von M gilt. Supremum und In-
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fimum sind offenbar auf Grund ihrer Definition eindeutig bestimmt, brauchen je-
doch im allgemeinen nicht zu existieren, wie man am Beispiel der iiblichen Ord-
nung =iiber der Menge @ der rationalen Zahlen erkennt. Existiert zu beliebigen
a,becA stets aVb:=sup {a, b} und e Ab:=inf {a, b}, so heilt das Paar [4, <] ein
Verband ; existieren sup M und inf M fiir beliebige nichtleere M S A4, M +@, so heifit
[4, <] ein vollstindiger Verband. Wie bereits nach Definition 3 bemerkt, ist [{B(E), &]
ein vollstindiger Verband; das Supremum ist hier die Vereinigung und das
Infimum der Durchschnitt eines Mengensystems. Die reellen Zahlen [R, =] mit der
iiblichen Ordnungsrelation bilden keinen vollstdndigen Verband, weil z. B. inf R
und sup R in R nicht existieren. Bildet man jedoch mit den neuen Symbolen
—eo, + oo die Menge R': = RU { — w, + =} und setzt —«~=a, a= + fiiralle a€¢ Rund
— o= +e0, 50 wird [R’, =] ein vollstindiger Verband.

Man beachte, daBl es bei einer Ordnung < im allgemeinen auch unvergleichbare
Elemente geben kann, d. h. a, b€ A, fiir die weder & <b noch b <a gilt. Erfiillt
eine Ordnungsrelation < neben den Eigenschaften 1 bis 3 noch die Eigenschaft 4:
Fiir beliebige Elemente a, b€ 4 gilt wenigstens eine der Beziehungen a < b oder
b < a, so heiBt < eine lineare Ordnung. Jede linear geordnete Menge [4, <] ist ein
Verband. Die Relation=iiber N, Ny, Z, @, R, R’ ist eine lineare Ordnung. Aus-
fiihrlicher ist die Theorie der Verbdande z. B. in A. G. KuroS§ [2], Abschnitt 4, dar-
gestellt.

Wir bemerken, daBl man die mengentheoretischen Operationen wie Vereinigung,
Differenz, Durchschnitt, Produkt sowie den Begriff der Relation sinngemé auch
auf Klassen anwenden kann, wobei als Ergebnis wiederum Klassen entstehen. Das
trifft insbesondere auf den folgenden grundlegenden Begriff zu:

Definition 7. Eine Relation=iiber 4 heiBt eine Aquivalenzrelation, wenn sie
folgende Eigenschaften besitzt:

1. Fiir alle a€ 4 gilt a =a (Reflexivitit).

2. Aus a=b folgt b=a (a, b€ A) (Symmetrie).

3. Aus a=b und b=c folgt a=c (a, b, c€ A) (Transitrvitit)..

Es sei nun =eine Aquivalenzrelation iiber 4. Fiir jedes a€ A definieren wir die
zu a gehorende dquivalenzklasse & durch

d:={x|z€cAdund z=a}. (43)

Dann gilt

Satz 1. Das System &:=1{d|acA} der Aquivalenzklassen einer Aquivalenz-
relation =iiber A ist eine Klasseneintetlung von A, d. h., es gult:

1. U M=A4.
McS

2. Aus Ml’ Mzeg und M10M2=I=0/Olgt M1=M2.
3. Fiir alle MG gilt M +9.
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Ist umgekehrt exne Klasseneinteilung © mit den Eigenschaften 1, 2 und 3 iiber A ge-
geben, so wird durch

=g:={(a,b) | (a,b)€ A X A, undes gibtein McS mitac M undbc M}  (44)

eine Aquivalenzrelation iber A definiert, deren Klasseneinteilung gerade das vor-
gegebene System & 7st.

Beweis. Aus (43) und Eigenschaft 1 aus Definition 7 folgt a€d, also 4+@ und
A= | d. Wir zeigen die Eigenschaft 2 der Klasseneinteilung. Es sei M;=4 und

[ 13
M,=b. Wegen M,NM,+9 gibt es ein cc4Nb. Nach (43) gilt c=a und c=b.
Aus der Symmetrie-Eigenschaft 2, Definition 7, erhalten wir a=c¢ und c¢=b, und
aus der Transitivitit 3 folgt @ =b und analog b =a. Somit gilt b€d; ist nun z¢€ b be-
liebig, so gilt z=b und b=a, also nach der Transitivitit x=a und nach (43) z<d,
also b S 4. Genauso zeigt man 4Sb, woraus ¢ =b folgt.

Wir beweisen nun die Umkehrung. Essei =g durch (44) definiert. Da U M=4
McS
gilt, gibt es zu jedem e €4 ein M €S mit a € M, und es gilt die Reflexivitit a =g a.

Die Symmetrie 2 aus Definition 7 folgt unmittelbar aus (44). Fiir den Beweis der
Transitivitit 3 sei a=g b und b=gc. Dann gibt es M, M,€S mit a, b€ M, und
b, c€ M,. Folglich gilt b€ M N M40, und aus der Bedingung 2 fiir & folgt M =M,.
Somit sind a, c€ M;=M,€&, also a=gc. Die letzte Behauptung ergibt sich so:
Wegen Eigenschaft 3 ist fiir M €& die Menge M nicht leer, und nach (44) folgt fiir
a€M sofort 4=M. O

Definition 8. Die Menge S < B(A4) der Aquivalenzklassen von 4 nach einer
Aquivalenzrelation =heiBt die Faktormenge A/ = von A nach =. Die Abbildung

p:acA—> deAl= (45)
nennt man die zu =gehérende kanonzsche Abbildung.
Beispiel 16. Es sei f :!A - B eine Abbildung. Dann wird durch
=s1={(a, b) | (a, b)€A4 X A und f(a)=f(b)} (46)

eine Aquivalenzrelation iiber A definiert. Es gibt genau eine Abbildungj: 4/ =,~ B,
fiir die das Diagramm

f

A———B

» f

Al=,

kommutativ wird ; sie ist durch f(d): =f(a) definiert. Ist f surjektiv, so ist f bijektiv,
und man kann 4/=, und B durch die Festsetzung j(4)=4 identifizieren. Dann
gilt p=f. Die Aquivalenzklassen von =, sind die sogenannten Niveaumengen
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f1(x)*0, x€B, von f, d. h. die nichtleeren Urbilder von Einermengen. Es gilt
d=f"1(f(a)); die Aquivalenzrelation = sstimmt genau dann mit der Gleichheit = iiber-
ein, wenn f injektiv ist.

Beispiel 17. Es sei A=R. Wir definieren fiir a, b€ R:a=bmod 2= (,a ist
kongruent b modulo 27“), wenn @ —b=k - 2x fiir ein k€Z gilt. Man beweist leicht,
daB hierdurch eine Aquivalenzrelation gegeben ist. Die Aquivalenzklassen dieser
Relation konnen wir als Niveaumengen der Abbildung

f:teéR — (cost, sin ) €St

erhalten; hierbei bezeichnet S1SR2 den Einheitskreis 22+y2=1 der Ebene
R2=Rx R. Die Urbilder sind f~1((cos ¢, sin ¢)) = {¢ + k2x}; . z. In diesem Sinne sagt
man, daB der orientierte Winkel ¢ zwischen dem Radius (1, 0) und dem Radius

(cos ¢, sin ¢) des Einheitskreises bis auf ein ganzzahliges Vielfaches von 2r eindeutig
bestimmt sei.
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Schon beim elementaren Rechnen haben wir es mit algebraischen Operationen zu
tun, ndmlich mit den Operationen der Addition, der Subtraktion, der Multiplikation-
und der Division von Zahlen. Ein anderes wichtiges Beispiel einer algebraischen
Operation ist die Verkniipfung von Abbildungen, vgl. Definition 0.2.5. In diesem
Kapitel werden wir den fiir die Algebra fundamentalen Begriff einer Menge mit
einer Operation betrachten. Vom Standpunkt der Anwendungen aus sind gewisse
algebraische Operationen mit bestimmten speziellen Eigenschaften, die wir in
§ 1 angeben werden, besonders interessant; sie filhren uns auf den Begriff der
Gruppe, einen der Grundbegriffe der Algebra und iiberhaupt der gesamten Mathe-
matik. Die Gruppentheorie hingt besonders eng mit der Geometrie zusammen, in
der die Gruppen als Transformationsgruppen auftreten. Historisch gesehen begann
die Gruppentheorie mit dem Studium spezieller Transformationsgruppen, nimlich
der Permutationsgruppen.

In §5 schlieBlich behandeln wir kurz Grundbegriffe der Kategorien und Funk-
toren. Dabei gehen wir jedoch auf die eigentliche Theorie der Kategorien nicht ein;
wir begniigen uns damit, anhand von wichtigen Beispielen, etwa der Kategorie der
Mengen oder der Kategorie der Gruppen, die Ansétze dieser Theorie zu motivieren.
Diese wenigen Begriffe geniigen schon, eine fiir die Beschreibung begrifflicher,
struktureller Zusammenhinge geeignete und in der neueren Literatur viel benutzte
Terminologie verstindlich zu machen.

§1. Monoide, Halbgruppen, Gruppen

In diesem Paragraphen fiihren wir den Begriff einer algebraischen Operation in
einer beliebigen Menge ein und betrachten gewisse Klassen von Mengen mit einer
algebraischen Operation.

Definition 1. Es sei M eine nichtleere Menge. Unter einer algebraischen Opera-
tion auf M verstehen wir eine Vorschrift, die jedem geordneten Paar (a, b) aus
Elementen der Menge M ein eindeutig bestimmtes Element a % b derselben Menge
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zuordnet. Anders gesagt ist eine algebraische Operation auf M einfach eine Ab-
bildung von M x M in M. Die Menge M zusammen mit einer auf ihr gegebenen
algebraischen Operation % nennen wir ein Monoid; wir bezeichnen es mit [ M, ]
(oder einfach mit M, wenn klar ist, welche algebraische Operation gerade betrach-
tet wird).

Mit R bezeichnen wir die Menge der reellen Zahlen mit den iiblichen Rechen-
operationen. ‘

Beispiell. M=R,a xb:=a+b.
Beispiel 2. M=R,a xb:=ab.
Beispiel 3. M=R,a *b:=a—b.
Beispiel 4. M=R, a * b:=max (a, b).

Man bemerkt, da man in den Beispielen 1 bis 4 die Menge R der reellen Zahlen
auch durch die Menge @ der rationalen Zahlen oder die Menge: Z der ganzen
Zahlen ersetzen kénnte.

Beispiel 5. Mit der Definition a * b:=a/b ist [R, ] kein Monoid, da die Opera-
tion der Division nicht fiir alle Paare erklirt ist. Ist aber R*:={a | a€R, a+0} die
Menge der von 0 verschiedenen reellen Zahlen, so ist [ R¥*, %] ein Monoid.

Beispiel 6. Es sei M =V die Menge aller Vektoren der Ebene, die von einem
festen Punkt o ausgehen. Setzt man a *b:=a+D, wobei die Vektoren nach der
bekannten Parallelogrammregel addiert werden, so ist [V, *] ein Monoid.

Beispiel 7. Es sei X eine nichtleere Menge und M(X):=M(X, X) die Menge
aller Abbildungen von X in X. Durch die Verkniipfung o der Abbildungen wird
dann [M(X), o] ein Monoid.

Beispiel 8. Punktwevse Operationen fiir Funktionen. Es sei X eine nichtleere
Menge und [H, ] irgendein Monoid. Die Menge M(X, H) aller Abbildungen X —~H
nennt man manchmal auch Menge der H-wertigen Funktionen auf X. Die Opera-
tion  auf H gestattet es nun, eine gleichbezeichnete Operation in der Menge der
H-wertigen Funktionen M(X, H) zu definieren, indem man

(f »9) (2):=f(z) xg(x)  (f, 9 M(X, H), z€ X)

setzt. Man nennt diese Operation ,punktweise®, weil sie in der Ausfithrung der
urspriinglichen Operation * von H fiir die Werte der Funktionen in jedem ,,Punkt*
2€X besteht. Gilt X SR und ist H eines der Monoide von Beispiel 1 bis 3, so er-
geben sich die iiblichen, in der Analysis betrachteten Operationen fiir reelle Funk-
tionen einer reellen Variablen als Spezialfall.

Der Begriff des Monoids ist sehr allgemein und daher inhaltsarm. Im weiteren
werden wir Monoide untersuchen, deren Operation gewissen Bedingungen geniigt.

Definition 2. Ein Monoid [M, ] heiBt eine Halbgruppe, wenn die zugehérige
Operation * assoziativ ist, d. h., wenn

(a*xd)*xc=a*(b=*c) (a, b, ce M)
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gilt. Fiir Halbgruppen bezeichnet man die algebraische Operation gewShnlich als
Multiplikation und schreibt entsprechend ab oder a - b, anstatt a * b; diese S¢hreib-
weise nennt man multiplikativ.

Wir wollen nun eine Eigenschaft der Halbgruppen herleiten, die wir im folgenden
hdufig anzuwenden haben. Es sei ay, ay, ..., a, eine Folge von Elementen der
Halbgruppe M. Um das Produkt dieser Elemente in der durch die Numerierung
gegebenen Anordnung zu bilden, miissen wir eigentlich Klammern setzen, die
angeben, in welcher Reihenfolge wir die Operationen auszufithren wiinschen.
Hier gilt nun

Satz 1. In einer beliebigen Halbgruppe M hingt das Produkt einer Folge a,,ay,...,a,
von Elementen aus M in der durch die Numerierung gegebenen Anordnung nicht von
der Verteilung der Klammern tn dem Produkt ab.

Beweis. Wir fiihren den Beweis durch vollstindige Induktion nach der Anzahl n
der Faktoren. Fiif »=2 ist die Behauptung trivial. Wir beweisen sie fiir » unter
der Annahme, daB sie fiir eine kleinere Anzahl von Faktoren gilt. Ausgehend von
irgendeiner Verteilung der Klammern fithren wir die hierdurch vorgeschriebenen
Multiplikationen schrittweise aus und erhalten als letzten Schritt ein Produkt der
Gestalt (a4 ... ;) (a;44 ... a,) mit 1 =7=n—1. Nach Induktionsvoraussetzung sind
ndmlich die in den Klammern stehenden Produkte eindeutig bestimmt. Von einer
anderen Verteilung der Klammern ausgehend kommen wir analog auf ein Produkt
der Gestalt (ay ... @;) (@; 44 -.- @) mit 1=j=n—1. Es bleibt also

(B vee @) (B 41 oor By) = (A1 on @) (@j4g oo )
zu beweisen. Im Fall =7 ist das klar. Es sei etwa 7<j. Nach Induktionsvoraus-
setzung gilt

Bipgooee By =(C; 14 o0 @) (@ 1y oo By)
und

g oo @;=(ay 0. @) (@44 o0 @;) .

Aus der Assoziativitdt der Multiplikation, die tibrigens mit unserer Behauptung fiir
n=3 iibereinstimmt, erhalten wir bei Anwendung auf die Elemente a=a, ... q;,
b=a;y ...a;, c=0a;,, ... a, die zu zeigende Gleichheit. O

Definition 3. Ein Element e ¢ M heilt neutrales Element (oder Einselement) des
Monoids [M, x], wenn fiir alle ac M

exa=axe=a 3

gilt. Wenn ein neutrales Element existiert, heiit das Monoid [M, *] ein Monoid mat
neutralem Element (mit Evnselement).

Satz 2. Wenn in esnem Monoid evn Einselement existiert, vst es eindeutig bestimmd.

Beweis. Es seien ¢, ¢’ Einselemente des Monoids M. Dann gilt e=e x¢'=¢’. O
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Definition 4. Es sei [ M, x] ein Monoid mit Einselement e und a € M. Ein Element
be M heiBt invers zu a, wenn

axb=bxa=¢

gilt. Wenn ein solches Element b¢ M existiert, heiBt a invertierbar. Die Menge der
invertierbaren Elemente des Monoids M bezeichnen wir mit M*.

Offenbar ist das Element e zu sich selbst invers, also e€ M*. Ist ferner ac M*
und b invers zu a, so ist auch a invers zu b, also be M*.

Satz 3. Es set M eine Halbgruppe mit Einselement. Dann qilt:

1. Fiir jedes a € M* ist das zu a inverse Element eindeutrg bestimmi; man bezeichnet
es mit a1,

2. Sind ay, ..., a € M*, so ist auch ay ... a, ¢ M*, und es gult
(@y o ap)"1=a; "' ...af
Beweis. 1. Es seien b, b’ invers zu a. Dann ist b(ab’) =be =b. Andererseits gilt:
b(ab’) =(ba) b’ =eb’ =b’, also b=D'.
2. Offenbar gilt nach Satz 1

(@1 e ) (07" o a7 ) =ay(on (@ y (e ) aily) ) a7t =e.
Ebenso erhélt man (a; ! ... a;!) (@4 ... ap)=e. O

Wir erwahnen noch folgende Beziehungen, die sich aus dem oben Gesagten er-
geben: ’

e"l=e, (a=)~1=a (ae M*) . (1)
Definiition 5. Ein Monoid [M, ] heiBt kommutativ, wenn
axb=b=xa (a, be M)
gilt.

Beispiele. In den oben angegebenen Beispielen 1, 2 und 6 sind die Monoide
kommutative Halbgruppen mit Einselement. Beispiel 4 ist eine kommutative Halb-
gruppe ohne Einselement. Die Monoide der Beispiele 3 und 5 sind weder assoziativ
noch kommutativ noch besitzen sie ein Einselement. Aus den Eigenschaften der
Verkniipfung von Abbildungen (vgl. § 0.2) erkennt man, daB das Monoid [M(X), o]
aus Beispiel 7 eine Halbgruppe ist; ihr Einselement ist die identische Abbildung
idy. Die Menge M(X)* besteht aus allen umkehrbaren, d. h. den bijektiven Ab-
bildungen von X in X, die wir auch Transformationen von X nennen.

Einer der grundlegenden algebraischen Begriffe, der in vielen Teilen der Mathe-
matik wichtige Anwendungen findet, ist der Begriff einer Gruppe, den wir nun defi-
nieren wollen. '

Definition 6. Unter einer Gruppe versteht man eine Halbgruppe mit Eins-
element, deren simtliche Elemente invertierbar sind.



§ 1. Monoide, Halbgruppen, Gruppen 31

Nach dem oben Gesagten ist eine Gruppe also ein Monoid [G, -], das die folgenden
Eigenschaften besitzt:

1. (ab) c=a(bc) (a, b, ce@).
2. Es existiert ein ¢ €@, fiir das ae =ea =a gilt fiir alle ¢ €G.
3. Fiir jedes a €G existiert ein be@, so daB ab=ba =e gilt.

Das Element ¢ heilt Evnselement und ist eindeutig bestimmt; das Element b in
Eigenschaft 3 ist durch a eindeutig bestimmt, es heiBt das Inverse zu a und wird
mit b=a~1 bezeichnet.

Statt ,kommutative Gruppe‘ sagt man auch abelsche Gruppe.

Beispiel 9. Das Monoid aus Beispiel 1 ist eine abelsche Gruppe, die additive
Gruppe [R,+] der reellen Zahlen. Analog wird die additive Gruppe der ganzen
Zahlen [Z, +] und die der rationalen Zahlen [@, +] definiert. Das Monoid ¥V aus
Beispiel 6 ist ebenfalls eine abelsche Gruppe.

Neben der multiplikativen Schreibweise und Terminologie, wie wir sie fiir be-
liebige Halbgruppen vereinbart haben, wird in der Gruppentheorie auch die ad-
ditive Schreibweise viel angewandt, allerdings nur beir abelschen Gruppen. Beide
Bezeichnungsarten werden durch die entsprechenden Operationen in den Zahlen-
bereichen nahegelegt. Bei der additiven Terminologie wird die Operation mit +und
das neutrale Element, die Null, mit 0 bezeichnet; das zu @ inverse Element
nennt man auch zu a entgegengesetzt und bezeichnet es mit —a; der Division ent-
spricht die Subtraktion, fiir die man zur Abkiirzung

b—a:=b+(-0a)
schreibt (vgl. auch Satz 4 und Formel (5)).

Beispiel 10. Ist M eine beliebige Halbgruppe mit Einselement, so ist die Menge M*
threr invertierbaren Elemente eine Gruppe beziiglich der in M gegebenen Operation
(genauer: deren Einschrinkung auf M* x M*). In der Tat, aus Satz 3, 2., folgt,
daB diese Operation nicht aus M* hinausfiihrt. Nach (1) besitzt M*ein Einselement,
und zu jedem a € M* gibt es ein a~1c M*.

Wenden wir das in Beispiel 10 Ausgefiihrte auf die Halbgruppe aus Beispiel 2 an,
so erhalten wir die multiplikative Gruppe [R*, -] der reellen Zahlen, R¥=R\ {0}.
Sie ist abelsch. Beispiel 7 gibt uns die wichtige Gruppe S(X):= M(X)* aller Trans-
formationen der nichtleeren Menge X.

Ubung 1. Man beweise: Das Monoid M(X, H) aus Beispiel 8 besitzt genau dann
eine der folgenden Eigenschaften: 1. assoziativ zu sein; 2. ein neutrales Element zu
haben; 3. kommutativ zu sein; 4. eine Gruppe zu sein, wenn das Monoid H die ent-
sprechende Eigenschaft besitzt. Enthélt H ein Einselement e, so ist die konstante Funk-
tion e(x) =e¢, z€X, das Einselement des Monoids M(X, H), und es gilt M(X, H)* =
=M(X, H*), wobei das zu f€M(X, H)* inverse Element durch f~(z) =(f(x))~1, z€X,
gegeben wird. (Achtung! Man verwechsle diese Inversenbildung nicht mit der Um-
kehrfunktion f~1 (inversen Abbildung) z. B.in S(H)! Aus dem Zusammenhang wird
immer klar sein, welche Funktion gemeint ist.)
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Aus den oben angegebenen Beispielen erkennt man, daf die Operationen in
Halbgruppen oder Gruppen natiirliche Verallgemeinerungen der Addition und
Multiplikation von Zahlen sind. Die Subtraktion bzw. Division wird in der Ele-
mentarmathematik als Umkehrung der Addition bzw. Multiplikation betrachtet;
es zeigt sich nun, dafl man in einer beliebigen Halbgruppe mit Einselement eine
analoge Umkehrung finden kann:

Satz 4. Es set M eine Halbgruppe mit Einselement, a € M*, b€ M. Dann haben die
Gleichungen

ar=>, ya=>b (2)
n M je eine und nur eine Losung, die entsprechend dve folgende Gestalt hat:
‘ x=a"1b, y=ba~1. (3)
Be weis. Offensichtlich geniigt =a~1b der ersten der Gleichungen (2):
a(a~1b)=(aa"1) b=>b. (4)

Ist andererseits , irgendeine Lésung dieser Gleichung, so erhalten wir aus azy=b
durch Multiplikation mit a~1 von links zy=a~1b. Analog behandelt man die zweite
Gleichung. O

Speziell existieren in einer beliebigen Gruppe @ stets Losungen der Gleichungen
(2), welche eindeutig bestimmt sind und die Gestalt (3) bzw. (4) haben. Die Formeln
(3) und (4) definieren in G' zwei Operationen, die ,,Umkehrungen“ der Multiplikation
sind; man nennt sie entsprechend die linke und rechte Division. Ist G abelsch, so
stimmen beide Operationen iiberein und bestimmen die Operation der Division in G,
die man folgendermafBen schreibt :

b
—=a"t=ba"1. (5)

Aus drucktechnischen Griinden benutzt man fiir den Bruch auch haufig das Symbol

b
b/a statt = Den Bruch b/a kann man in einer beliebigen kommutativen Halb-

gruppe M mit Einselement betrachten; er ist aber nur fiir Paare (a, b) mit a € M*
definiert.

Ubung 2. Es sei M eine Halbgruppe mit Einselement und a€M. Man beweise:
Existieren Losungen der Gleichungen ax =e und ya =e (rechtes und linkes Inverse von a),

so stimmen sie iiberein, und es gilt a ¢ M*. Wenn die Gleichung ax =e fiir beliebiges a
eine Lésung hat, ist M eine Gruppe.

Ubung 8. Man beweise: Besitzen in einer Halbgruppe M beide Gleichungen (2) fir
alle Paare (@, b) wenigstens eine Losung, so ist M eine Gruppe.

Definition 7. Unter der Ordnung evner Gruppe G versteht man ihre Machtigkeit
|@|. Eine Gruppe @ heiBt endlich, wenn ihre Ordnung endlich ist, und unendlich
sonst.

Beispiel 11. Es sei N, ={1, ..., n} die Menge der ersten n natiirlichen Zahlen.
Man setzt S, :=8(N,), vgl. Beispiel 10, und spricht von der symmetrischen Gruppe
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S,,. Ihre Elemente sind die Transformationen von ¥, die man auch Permutationen
nennt. Die Permutationen s€S, beschreibt man durch ihre Wertetabellen:

1 ... n

s=(8(1) s(n)) ’ (6)
Weil e Transformation s bijektiv ist, kommt jedes Element der Menge N, in der
unteren Zeile der Tabelle (6) einmal und nur einmal vor, und umgekehrt ent-
spricht jeder Anordnung der Zahlen aus N, eine eindeutig bestimmte Permuta-
‘tion. Durch vollstindige Induktion beweist man leicht |S,|==!; also ist die Grup-
pe S, endlich. Da die Multiplikation von Permutationen durch die Verkniipfung
von Abbildungen definiert wird, ergibt sich fiir das Produkt ¢ - s zweier Permuta-

tionen
(16 7 ) (st 7 o) = (it - )

Ubung 4. Man beweise, da3 die Gruppe S, fiir n =3 nicht abelsch ist.

Mitunter bendtigen wir eine etwas andere Schreibweise fiir die Permutationen.
Wenn man niamlich in der Tabelle (6) die Spalten in irgendeiner Weise umordnet,
beschreibt die neue Tabelle offenbar dieselbe Permutation

Ty e Uy
= . . N 7
(s(zi) 3(1,,)) (7)
hierbei ist 7y, 7y, ..., %, irgendeine Anordnung der Zahlen 1, 2, ..., n. Hat daher s
die Form (6), so kénnen wir s~1 wie folgt schreiben:

s—1o (s(l) s(n)) .
1 ... n
Wir betrachten nun eine Gruppe G'={ay, ..., a,} der Ordnung n, wobei a,=e sei.
Die Produkte von je zwei Elementen aus G ordnen wir in Form einer Tabelle an, die
man die Gruppentafel der Gruppe G nennt:

(4 a,2 a,- a”

Ay GGy QoQ; Aol

.............. ®)
a; G0 Al oo Gyl

Up Oy oo Qi oo GGy
Die Vorgabe der Gruppentafel bestimmt die Operation der Gruppe @ eindeutig. Die
Anordnung der Elemente in der Gruppentafel ist natiirlich nicht willkiirlich; z. B.

folgt aus Satz 4, daB in jeder Zeile und in jeder Spalte der Tafel (8) jedes Element
der Gruppe @ genau einmal vorkommt.

Ubung 5. Es sei G eine Gruppe der Ordnung n. Man beweise, daB eine quadratische
Tabelle

©)

Apg s CQpp
3 Onidtik, Algebra 1
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mit a;;€G, 4, j =1, ..., », existiert, die folgende Eigenschaften besitzt: 1. In jeder Zeile
und in jeder Spalte der Tabelle (9) kommt jedes Element der Gruppe G genau einmal
vor: 2. es gilt

Qi =i (¢4 k=1, .., n). (10}

Umgekehrt beweise man: Ist eine Tabelle (9) aus Elementen einer Menge G gegeben,
welche die Eigenschaft 1 besitzt, und wird durch (10) eine Operation in G korrekt defi-
niert, so wird G mit der Operation (10) eine Gruppe. (Dabei bedeutet ,korrekt defi-
niert“, daB sich aus (10) immer dasselbe Produkt a - b ergibt, unabhingig davon, in
welcher Zeile man das Element a =a;; aufsucht.)

Ubung 6. Fiir n =2, 3, 4 bestimme man alle moglichen Tabellen aus Elementen der
Menge {ay, ..., @,}, die Gruppentafeln von Gruppen der Ordnung » sind. (Tabellen, die
durch Umnumerierung der Elemente ineinander iibergehen, brauchen wir dabei nicht
zu unterscheiden.)

Der Begriff einer algebraischen Operation kann wesentlich verallgemeinert wer-
den. Es seien 4, M, N beliebige nichtleere Mengen; unter einer Operation kann
man dann eine Abbildung (@, b)€A X M+> a xbeN verstehen, die jedem Paar
(a,b)€AX M ein eindeutig bestimmtes Element a % bcN zuordnet. Derartige
Operationen werden wir im folgenden haufig antreffen. Ist speziell M =N, so sagt
man, daB eine Aktvon der Menge A auf der Menge M gegeben sei. Diese Terminologie
rithrt daher, daB jedem a €A eine Abbildung I, von M in M entspricht, die durch
die Formel I (z)=a * x (x€ M) definiert wird.

Eine andere Verallgemeinerung besteht in Folgendem. Es sei » eine natiirliche
Zahl. Unter einer n-stelligen Operation auf der Menge M versteht man eine beliebige
Abbildung

(@gy vees @) EMP—> c=ay* ... %0, €M . (11)

Die oben betrachteten algebraischen Operationen sind binédr (zweistellig); als Bei-
spiel einer uniren (einstelligen) Operation erwihnen wir die Abbildung a— a~1
in einer beliebigen Gruppe. Im folgenden werden uns noch einige n-stellige Opera-
tionen begegnen, so daB wir hier auf Beispiele verzichten kénnen.

§2. Untergruppen und Homomorphismen

In diesem Paragraphen wollen wir einige wichtige Grundbegriffe der Gruppen-
theorie entwickeln, die es uns gestatten, verschiedene Gruppen miteinander zu ver-
gleichen. Eine einfache Relation zwischen Gruppen kann darin bestehen, daB eine
Gruppe als ,,Untergruppe“ in einer anderen enthalten ist. Hierunter verstehen wir
folgendes:

Definition 1. Eine Teilmenge H der Gruppe G heift eine Untergruppe von G,
wenn H eine Gruppe beziiglich der Einschrankung der auf G X @ gegebenen Multi-
plikation auf H x H ist.

Satz 1. Eine Teilmenge H der Gruppe G ist eine Untergruppe dann und nur dann,
wenn ste die folgenden Bedingungen erfiillt:
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1. H=0;
2. mit a, b€ H ¢ilt auch abe H;
3. mit a€H gilt auch a—1c H.

Beweis. Offenbar besitzt eine beliebige Untergruppe die Eigenschaften 1 bis 3.
Moge umgekehrt die Teilmenge H diese Bedingungen erfiillen. Infolge der Eigen-
schaften 1 und 2 ist [H, - ] ein Monoid. Da die Operation in G assoziativ ist, ist das
Monoid eine Halbgruppe. Wegen der Eigenschaften 2 und 3 gilt mit a€H auch
e=aa~1€H. Offenbar ist e auch Einselement in H. Aus der Eigenschaft 3 ergibt
sich schlieBlich, daB [H, - ] eine Gruppe ist. O

Beispiel 1. In einer beliebigen Gruppe ist die nur aus dem Einselement be-
stehende Teilmenge {e} eine Untergruppe, die man die triviale Untergruppe nennt.

.- Beispiel 2. Jede Gruppe ist Untergruppe in sich selbst. Ist.eine Untergruppe
picht trivial und von der ganzen Gruppe G verschieden, so nennt man sie eine eigent-
liche Untergruppe.

_ :Be'ispiel 3. Die additiven Gruppen Z und @ sind Untergruppen von [R,+],
und Z ist eine Untergruppe von Q.

Beispiel4. Die Menge {1,—1} ist eine Untergruppe in der multiplikativen
Gruppe R*. Ein weiteres Beispiel einer Untergruppe von R* ist die Menge R
allgr,tp:psitiven reellen Zahlen.

‘Beispie] 5. Fiir jedes k€ Z ist die Menge AZ:={km | m€Z} der durch k teil-
baren ganzen Zahlen eine Untergruppe von Z. Es ist bemerkenswert, da8 iiber-
haupt jede nichttriviale Untergruppe von Z diese Gestalt hat:

Satz 2. Jede nichttriviale Untergruppe H c Z hat die Form H =nZ, wober n dre
kleinste natiirliche Zahl vst, die tn H liegt.

Beweis. Wir bemerken zunéchst, da jede nichttriviale Untergruppe Hc Z
wenigstens eine natiirliche Zahl enthilt. In der Tat, gilt m€ H und m =0, so ist
entweder m >0 oder m <0; aber im zweiten Fall ist —m ¢ H und —m >0. Offensicht-
lich existiert in H eine kleinste natiirliche Zahl n. Ist k€ Z und k>0, so folgt induk-
tiv aus nk=n (k—1)+n, daB nk auch in H liegt. Ist k€ Z und k<O, so ist nk=
= —(n(—k))€H, denn es gilt —k=0. Schlieflich ist »0=0¢H. Damit ist ge-
zeigt, dafl die gesamte Untergruppe nZ in H enthalten ist. Wir zeigen, dafl die
Untergruppen H und »Z zusammenfallen. Dazu teilen wir ein beliebiges m ¢ H mit
Rest durch n, d. h., wir stellen es in der Form m=ngq+r, q, 7€Z,0=r<mn, dar.
Da ng in H liegt, gilt auch r=m —ng€ H. Wire nun r=>0, so erhielten wir einen
Widerspruch, da n die kleinste natiirliche Zahl ist, die in H liegt. Also gilt =0 und
m=ngenZ. O '

Ubung 1. Man beweise, daB die Gruppe [R, +] keine nichttrivialen endlichen Unter-
gruppen enthilt und daB die einzige nichttriviale endliche Untergruppe der multipli-
kativen Gruppe R* die Gruppe {1, —1} ist.

Wir wollen nun eine wichtige Untergruppe der symmetrischen Gruppe S, be-
schreiben. Dazu bendtigen wir einige Eigenschaften dieser Gruppe, die auch an sich
3+
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von Interesse sind. Es sei 7, j€N,=({1,2, ..., n}, ?+j. Mit (7 j) bezeichnen wir
die Permutation, die auf N, folgendermaBen wirkt:

Ij fir x=4,
@ )@= fir z=j,
x fir x=1,5.

Anders gesagt ist (¢ j) die Permutation
.. 1 zyn)
@ 7)‘(1 IR &

Diese Permutationen (¢ §) heiBen Transpositionen. Offenbar gilt
@ N~t=G )= 7).

Satz 3. Jedes Element der symmetrischen Gruppe S,, n=2, lipt sich als Produkt
von endlich vielen Transpositionen darstellen.

Beweis. Wir fithren den Beweis durch Induktion nach %. Fiir n =2 gilt der Satz
offensichtlich. Die Behauptung sei schon fiir S,_, bewiesen, und es sei s€¢S,. Wir
unterscheiden die beiden Fille

1. s(n)=mn, 2.8(n)*mn.

Im ersten Fall fiithrt s die Teilmenge N, _, c N, in sich iiber und induziert eine ge-
wisse Permutation s’ €8, _,. Nach Induktionsvoraussetzung gilt

8'=(iy fy) 0w 0 (g Ji)
mit ,, j,€N, _,. Dann gilt aber auch

8=(tq jy)o..o(? fi)»

wobei jetzt die rechts stehenden Transpositionen als Elemente der Gruppe S, be-
trachtet werden. In der Tat fithren die rechts und links stehende Permutation das
Element n€N,, in sich iiber, wihrend sie auf N, _, iibereinstimmen. Im zweiten
Fall betrachten wir die Permutation s;=(s(n) »n)os. Offensichtlich gilt s,(n)=n.
Nach dem bereits Bewiesenen kénnen wir s, als Produkt

81=(2 Jy) 00 (% Jp)
darstellen. Hieraus ergibt sich
s=(8(n) m)~tos =(8(n) m)o(?y jy)o..o(% fi) - O

Man bemerkt unschwer, da8 die Zerlegung einer Permutation in ein Produkt von
Transpositionen nicht eindeutig bestimmt ist; nicht einmal die Anzahl der Fak-
toren einer solchen Zerlegung ist eindeutig bestimmt. Wir werden jedoch gleich
sehen, daB die Eigenschaft dieser Zahl, gerade oder ungerade zu sein, nicht von
der Wahl der Zerlegung abhéngt. Fir eine beliebige Permutation s€S, bezeichne
N(s) die Anzahl der Paare (7, j) €N, X N, fiir die 7 <j und s(v) >s(j) gilt. Diese Zahl
N(s) kann man leicht aus der Gestalt (1.6) einer gegebenen Permutation bestimmen.
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Definition 2. Eine Permutation s€8, heilt gerade, wenn N(s) gerade ist, und
ungerade sonst.

Lemma 1. Es set s€8,, (¢ §) etne beliebige Transposition aus S, und s;=so(¢ j).
Dann ist 8 gerade (bzw. ungerade) genau dann, wenn s, ungerade (bzw. gerade) Vst.

Beweis. Es sei zundchst j=7+1. Dann gilt

1 .. 7 241 .. n ..
“1=(s(1) o 8(3) 8(i+1) ... s(n))°(’ i+1)
1 .. 7 A+l o
_(3(1) v S(z+1) 8(3) ... s(n))'
Man sieht, dal N(s;)=N(s)+1 ist, falls s(z+1)=s(¢) gilt, und N(s;)=N(s)—1
im umgekehrten Fall. Fiir beliebige ¢, j mit 7 <j ist

(@ §)=@ i+1)o..0(j—2 j—1)o(j—1 j)
o(j—2 j—1)o..o(t+1 ?+2)o(z 7+1)
ein Produkt aus 2(j—7) —1 Transpositionen zweier aufeinanderfolgender Zahlen.

Also entsteht s; aus s durch sukzessive Multiplikation einer ungeraden Anzahl
von Transpositionen der Formx (¢ k+1) von rechts, woraus unsere Behauptung

folgt.O

Satz 4. Die Permutation s€S,, n=2, ist dann und nur dann gerade, wenn bei
einer beliebigen Zerlegung von s in etn Produkt von Transpositionen die Anzahl der
Falktoren gerade vst.

Beweis. Fiir eine beliebige Zerlegung von s kann man auch
8= (€0(?y jp))0.e) 0 (B i)
schreiben. Da N(e)=0 gilt, ist N(s) nach Lemma 1 genau dann gerade, wenn die

Anzahl der Faktoren gerade ist. O

Satz 5. Es seten s, t€S,, n=2. Dann ist sot gerade genau dann, wenn entweder
s und t beide gerade oder beide ungerade sind. Mut s€ 8, ist auch s~1 gerade (bzw. un-
gerade).

Beweis. Zerlegen wir s und ¢ irgendwie in Transpositionen, so erhalten wir
durch Multiplikation dieser Zerlegung eine Zerlegung von sotf, wobei die Anzahl
der Faktoren von sot gleich der Summe der Anzahlen der Faktoren von s und ¢
ist. Die erste Behauptung folgt dann unmittelbar aus Satz 4. Die zweite Behaup-
tung ergibt sich aus der ersten und der Bemerkung, dal e=sos~! gerade ist. O

Aus den Sitzen 5 und 1 erhdlt man sofort

Folgerung 1. Die Menge A, aller geraden Permutationen s aus S, ist eine Unter-
gruppe von S,, die man die alternierende Gruppe nennt. 0

Fiir das Weitere ist es zweckmaifig, das Symbol
sgn g:=(—1)¥® (s€8,) (1)
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(lies: ,,Signum von s“) einzufithren. Es gilt sgn =1, wenn s gerade ist, und sgn s =
= —1 im entgegengesetzten Fall. Aus Satz 5 ergibt sich

Folgerung 2. sgn (sot)=sgn s.- sgn ¢, sgn (s~ 1)=sgns. O
. 1
Ubung 2. Man beweise |4, =5 |8l =3 n

Ubung 8. Wir betrachten die folgende Funktion von n Variablen #;€R, 1 =1, ..., n:
f(xb eeey x‘n): = II (xi —2'1) .

1si<j=n

Man beweise, daB3 fiir s €S,
f(x8(1)1 ooy xb(n)) =sgn s f(xb ey xn)
gilt. Hieraus leite man Lemma 1 her.
Ubung 4. Man beweise N(s~1) =N(s).

Ubung 5. Man beweise, daB das Signum einer Permutation s, die in der Form (1.7) ge-
geben ist, nach der Formel sgn s =( —1)?+? bestimmt werden kann, wobei p die Anzahl
der Paare («, f) mit o <f und 4, >1g ist, wihrend ¢ die Anzahl der Paare («, ) bezeich-
net, fiir die « <f und s(i,) >s(ig) gilt.

Wir wollen noch eine Verallgemeinerung des Begriffs einer Transposition defi-
nieren. Es sei (7y, ..., ¢;) ein k-Tupel aus k=1 verschiedenen Elementen von N,,.
Unter dem Symbol (2 ... ¢;) verstehen wir diejenige Permutation s, die folgender-
maBen auf N, definiert ist:

8(2) =79 v, 8(Gp—g) =%,  8(%) =7y,  S() =7

fiir alle j¢ {Zy, ..., 7;}. Eine solche Permutation heiit ein Zyklus der Ldnge k. Zwei
Zyklen heiBen unabhingig, wenn die sie definierenden Tupel elementfremd sind.
Jeder Zyklus der Linge k =1-ist gleich der identischen Permutation (j)=e =idy, .

Ubung 6. Man beweise, daB3 jede Permutation s +e¢ bis auf die Reihenfolge der Fak-
toren eindeutig in ein Produkt paarweise unabhiingiger Zyklen der Liéinge k >1, zer-
legt werden kann. Ferner gilt sgn s =(— 1)*+P~4, wobei p die Anzahl der Faktoren dieser
Zerlegung und g die Anzahl derjenigen Elemente der Menge N, bezeichnet, die be1
Anwendung von s €8, in sich iibergehen.

Es sei nun Sc@ eine beliebige nichtleere Teilmenge einer Gruppe G. Mit [8]
bezeichnen wir die Menge aller derjenigen Elemente a €G, die als ein Produkt der
Form a=a, ... a, darstellbar sind, wobei fiir alle 7 die Faktoren a; oder ihre In-
versen a1 zu S gehoren und €N gilt.

Satz 6. Fir beliebiges nichtleeres SSG ist die Menge [S] eine Untergruppe von G,
die S enthilt. Diese Untergruppe vst die kleinste aller derjenigen Untergruppen, die S
enthalten: Ist H eine Untergruppe von G und gilt SSH, so ist [S1S H.

Beweis. Aus der Definition ergibt sich sofort, daB das Produkt « - b zweier Ele-
mente a, b€[S] wieder in [S] liegt. Nach Satz 1.3 liegt mit a auch das invérse
Element ¢~1in [S]. Da S nicht leer ist und offenbar S S[S] gilt, folgt aus Satz 1, daB
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{S] eine Untergruppe ist. Ist schlieBlich H eine S enthaltende Untergruppe, so mu
H auch alle Inversen zu Elementen von § und daher auch alle in [S] liegenden
Produkte enthalten, womit auch die zweite Behauptung bewiesen ist. O

Definition 3. Die Untergruppe [S] heift die von S erzeugte Untergruppe und S
eine erzeugende Menge von [S]. Ist speziell @ =[S], so heiBt S eine erzeugende Menge
der Gruppe G. Es ist zweckmiBig, [0]: = {e} zu verabreden.

Zum Beispiel ist nach Satz 3 die Menge aller Transpositionen eine erzeugende
Menge der Gruppe S,,.

Ubung 7. Man beweise, da8 S, durch die Menge {(1 2), ..., (r —1 n)} erzeugt wird.
Ubung 8. Man beweise, daB in einer kommutativen Halbgruppe die Regel
As(1) «+- Bs(n) =@y oo Cp

fiir alle s €S, gilt.
Ubung 9. Man beweise, daB 4, durch die Menge {(1 2 38), ..., (1 2 n)} erzeugt wird.

In der Gruppe @ sei nun eine beliebige Familie von Untergruppen (H,), 4 ge-
geben; hierbei sei 4 eine endliche oder unendliche beliebige Indexmenge. Nach
Satz 6 kann man leicht die kleinste Untergruppe der Gruppe @ angeben, die alle

H,, a€A, enthilt; es ist dies H :=[ U H,]. Wir nennen H die von der Familie
a€d
(H,)sca erzeugte Untergruppe. Andererseits konnen wir leicht die groBte Unter-

gruppe bestimmen, die in allen H,, a€ 4, enthalten ist:

Satz 7. Ist (H,),c4 eine beliebige Familie von Untéergruppen der Gruppe G, so vst
der Durchschnitt N H, eine Untergruppe, die in allen H,, a€ A, enthalten vst. Fiir

acd
jede Untergruppe K S @, die die Bedingung K  H, fiir alle a € A erfillt, plt KS N H,.
acd
Beweis. Die erste Behauptung folgt leicht aus Satz 1 und die zweite ist offen-
sichtlich. O

Bemerkung. Mit der in Beispiel 0.2.15 eingefiihrten Terminologie kénnen wir
Satz 7 und die davor stehende Behauptung folgendermafen zusammenfassen: Das
System W(Q): = {H | HSQ Untergruppe} der Untergruppen von G ist beziiglich der Ord-
nung Sern vollstindiger Verband.

Ubung 10. Man beweise, daB [S] gleich dem Durchschnitt aller derjenigen Unter-
gruppen der Gruppe @ ist, die S enthalten.

Wir wollen nun einige Begriffe einfiihren, die im folgenden hiufig gebraucht
werden. Es sei [M, ] irgendein Monoid, und 8, 7 seien Teilmengen von M. Mit
ST bezeichnen wir die Menge aller Produkte der Form ab mit a€S und beT.
Besteht eine der Mengen S, 7' nur aus einem Element, so schreibt man auch
aT=1{a} T bzw. Sb=S8{b}. Ist [M, -] eine Halbgruppe und S;E M, 7=1, ..., r, eine

T
endliche Familie von Teilmengen, so bezeichne [J S;=§8, ... S, die Menge aller Pro-
=1

r
dukte der Form &, ... @, mit ;€S;. Man nennt [J] S; das  Produkt der Teilmengen
84y ey 8,0 i=t
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Wir betrachten schlieSlich den Fall, daB M =G eine abelsche Gruppe ist, in der
wir die Operation additiv schreiben. Hier 148t sich die soeben gegebene Definition
auf eine beliebige Familie (H,);.; von Untergruppen der Gruppe G verallgemeinern.
Unter.der Summe 2, H; der Untergruppen H; versteht man die Menge aller derjeni-

iel
gen Elemente ger die in der Form g=h; +...+h; mit neN, s, €l, i, *7p fiir
a*p, a=1, ..., n, dargestellt werden kénnen. Ein solches Element g schreibt man
auch als formal unendliche Summe g= D, h, mit h,€¢ H; und k;=0 fiir fast alle, d. h.
alle bis auf endlich viele, 7€1. el

Satz 8. Es ser [G,+] eine abelsche Gruppe und (H,); ; eine Familie von Unter-
gruppen H;SG. Dann ist die Summe 3, H; gleich der von der Familie (H,); y erzeug-
ten. Untergruppe. el

Beweis. Es sei H die von der Familie (H,);.; erzeugte Untergruppe. Offenbar
- gilt ZH SH. Gilt umgekehrt heH, so 148t sich k in der Form h=h; +...+h;

mit h €H darstellen, weil die H; Untergruppen sind. Wegen der Kommutativitat

und Assozm,tlwtat der Operatlon und weil die H; Untergruppen sind, kénnen wir
die Summanden, die zu derselben Untergruppe gehﬁren, zusammenfassen und er-
halten h=h; e +h,k, wobei die j; paarweise verschieden sind. Daher gilt
ke H,. O

iel

Bemerkung. Fiir nichtabelsche Gruppen wird eine Verallgemeinerung dieses
Satzes durch Satz 3.2.2 gegeben.

Wir wollen nun Homomorphismen untersuchen, das sind Abbildungen, die mit
den gerade betrachteten Operationen vertauschbar sind. Zuerst definieren wir
Homomorphismen fiir beliebige Monoide und spezialisieren dann auf den Fall der
Gruppen. ’

Definition4. Esseien [M, -]und [N, -] Monoide. Eine Abbildung f: M -+ N heifit
ein Homomorphismus, wenn fiir alle a, be M

f(ab)={(a) - f(b)

gilt. Ein Homomorphismus eines Monoids in sich heifit ein Endomorphismus des
Monoids M.

Beispiel 6. Die Exponentialfunktion f(z)=2% ist ein Homomorphismus der
additiven Gruppe R in die multiplikative Gruppe R*.

Beispiel 7. Die Funktion f(z) = |z| ist ein Endomorphismus des Monoids [R, -].

Beispiel 8. Nach Folgerung 2 ist die durch (1) definierte Abbildung sgn: S, - R*
ein Homomorphismus der Gruppen.

Beispiel 9. Es sei H eine Untergruppe der Gruppe G. Dann ist die durch
acHr i(a):=a €@ definierte Einbettung ern Gruppenhomomorphismus.
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Satz 9. Sind f: M -~ N und g: N-- P Homomorphismen von Monoiden, so ist auch
gof: M~ P ein Homomorphismus. Ist der Homomorphismus f: M-~ N wmkehrbar,
80 18t auch f~1: N-- M ein Homomorphrsmus.

Beweis. Fiir a, be M gilt

(g0/) (ab) =g(f(ab)) =g(f(a) /(b)) =g(/(a)) g(f(B))=(g of) (a) - (gof) () .
Ist f umkehrbar und sind a, b€ N, so gilt

(I~ Ya) - 71(b) =f(f~(a)) - /(/~%(b))=ab .
Wendet man auf diese Gleichung f~1 an, so folgt f~1(a) - f~4(b)=f"¥ab). O

Definition 5. Ein Homomorphismus von Monoiden heifit ein Isomorphismus,
wenn er umkehrbar, d. h. bijektiv, ist. Einen Isomorphismus eines Monoids auf sich
nennt man auch Automorphismus. Zwei Monoide M, N heien 7somorph, wenn es
einen Isomorphismus von M auf N gibt; es kénnen natiirlich mehrere derartige Iso-
morphismen existieren. Ist M isomorph zu N, so schreiben wir M= N,

Satz 10. Die Isomorphie = ist esne Aquivalenzrelation in der Klasse aller Monoide.

Beweis. Offenbar ist die identische Abbildung eines Monoids ein Automorphis-
mus, also M= M. Gilt M= N, so existiert ein Isomorphismus f: M- N. Nach Satz 9
ist f~1: N-M ebenfalls ein Isomorphismus, d. h. N=M. Gilt M=N und N=P
und sind f: M - N und g: N- P entsprechende Isomorphismen, so folgt aus Satz 9,
daB auch gof: M- P ein Isomorphismus ist, also M= P gilt. O

Die Operationen in zwei isomorphen Monoiden besitzen offenbar vollkommen
gleiche algebraische Eigenschaften. Ist z. B. ein Monoid einer Gruppe isomorph, so
ist es selbst eine Gruppe. Daher werden isomorphe Monoide mitunter identifiziert.

Beispiel 10. Der Homomorphismus aus Beispiel 6 bildet [R, +] isomorph auf
die multiplikative Gruppe R, ab (vgl. Beispiel 4).

Beispiel 11. Der Homomorphismus sgn aus Beispiel 8 bildet die Gruppe S,
isomorph auf die Untergruppe {1, —1}S R* ab.

Ubung 11. Man beweise, daB die Menge End M der Endomorphismen eines belie-
bigen Monoids M beziiglich der Verkniipfung o eine Halbgruppe mit Einselement bildet;
die Automorphismen bilden sogar eine Gruppe Aut M. Man bestimme End M und
Aut M fiir die Gruppen M =Z und M =S8,.

Ubung 12. Wir bezeichnen mit Hom (@, H) die Menge aller Homomorphismen G - H
der Monoide. Man beweise: Ist H eine abelsche Gruppe, so ist Hom (G, H) eine Unter-
gruppe der abelschen Gruppe M(G, H) (vgl. Ubung 1.1).

Ubung 13. Man beweise, da S(X) =8,, wobei n =|X]| ist, fiir eine beliebige endliche
Menge X =+ gilt.

Ubung 14. Man beweise, daB8 jede Gruppe der Ordnung 2 zur Gruppe S, und jede
Gruppe der Ordnung 3 zur Gruppe 43 isomorph ist (vgl. Ubung 1.6).

Ubung 15. Man beweise, daB die additive Gruppe Q nicht isomorph ist zur multipli-
kativen Gruppe Q. aller positiven rationalen Zahlen (vgl. Beispiel 6).
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Wir wollen nun die wichtigsten Eigenschaften der Homomorphismen von Grup-
pen herleiten.

Satz 11. Es set f: G-H ein Homomorphismus der Gruppen. Dann gilt f(e)=e
und f(a)~1=f(a~1), a €G. Sind G und H abelsch, so gilt fiir alle a, b€@ die Beziehung
f(a/b) =f(a)/[(b)-

Beweis. Aus e - e=e folgt f(e) - f(e) =f(e). Multipliziert man diese Gleichung von
links mit f(e)~1, so erhdlt man f(e) =e. Wendet man f auf die Gleichung aa=1=
=a~la=e an, so folgt aus dem eben Bewiesenen

f(a) fla=t) =f(a"1) f(a)=e .

Also ist nach Definition des Inversen f(a~1)=f(a)~1. SchlieBlich ist nach
Definition a/b=ab—1, also

f(a/b) =f(a) f(b)~1={(a)/[(b). O

Definition 6. Unter dem Kern des Homomorphismus der Gruppen f: G- H ver-
steht man die Teilmenge Ker f:=f"1(e) SG.

Satz 12. Es sel f: G—~H ein Homomorphismus der Gruppen. Dann st das Bild
Im f=f(G) eine Untergruppe von H. Fiir beliebige ‘Untergruppen H'SH ist das
Urbild {~1(H') SG eine Untergruppe. Speziell ist Ker f exne Untergruppe von G. Ist
schlieflich Q' eine beliebige Untergruppe von G, so st f(G') Untergruppe von H.

Beweis. Wir zeigen, da Im f und f~1(H’) den Bedingungen von Satz 1 geniigen.
Es seien z, y€Im f. Dann gilt 2 =f(a), y=f(b) mit a, beG. Weiter ist zy=f(a) f(b) =
=f(ab) €Im f und nach Satz 11

@ 1=f(a)"t=fla"t)€Im f.

Nach Satz 11 ist ecf~1(H’'). Sind «, bef~1(H’), so gilt f(ab)=f(a) f(b)eH’, also
abef~Y(H'); aus f(a~1)=f(a)"1€H’' folgt a~1€f~1(H’). Die dritte Behauptung des
Satzes folgt aus der ersten wegen f(@')=Im f|G'. O

Satz 13. Der Gruppenhomomorphismus f: G—H ist injektiv dann und nur dann,
wenn Ker f={e} gilt. In diesem Fall ist f exn Isomorphismus von G auf die Gruppe
Im f.

Beweis. Offensichtlich ist der Kern eines injektiven Homomorphismus trivial.
Es sei umgekehrt Ker f={e}. Sind a, b€@ und gilt f(a)=f(b), so ist nach Satz 11
flab—ty=f(a) f(b)~1=e, d. h.ab~1€Ker f. Hieraus folgt ab~1=e, also a=>b; f ist
injektiv. Die zweite Behauptung ist offensichtlich. O '

Folgerung 3. Ein Gruppenhomomorphismus f: G—H vst ein Isomorphismus dunn
und nur dann, wenn Im f=H und Ker f={e} gilt. O

Beispiel 12. Fiir den Homomorphismus sgn aus Beispiel 8 gilt Im sgn={1, -1},
Kersgn=4,.
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§3. Die Ordnung eines Elementes. Zyklische Gruppen

Es sei [G, -| eine Gruppe, a €G. Fir eine beliebige ganze Zahl k€Z definieren wir
die k-te Potenz des Elementes a folgendermaBen:

a%:=e, a¥tl:=qak.q induktiv fiir £=0,1, ...,
und
at:=(a"1)*¥ fiir k¢Z, k<0

-Bei einer additiv geschriebenen Gruppe spricht man vom k-ten Vielfachen statt von
der k-ten Potenz und schreibt ka statt a*. Die entsprechende Definition ist:

0a:=0, (k+1)a:=ka+a induktiv fiir £=0, 1, ...,
und

ka:=(—k) (—a) fir keZ, k<0.

Wir kehren nun wieder zur multiplikativen Schreibweise zuriick und formulie-
ren einige Eigenschaften der Potenz.

Satz 1. a) Fiir festes ac@ ist die Abbildung k> o* ein Homomorphismus der
additiven Gruppe von Z in G, d. h., es gilt

akb =gk . ql. (1)

b) Fiir jeden Gruppenhomomorphismus f:G—H gilt f(a*) = f(a)* fiir alle k¢ Z,acq.

Beweis. Die Behauptung (1) gilt offenbar fiir alle k=0 und /=0. Bei festem
k=0 beweisen wir sie fiir alle positiven I durch vollstindige Induktion: a*++1=
=aktl.g=a*- o' - a=a* - a'+1, Dabei haben wir die Induktionsvoraussetzung und
zweimal die induktive Definition angewandt. Als nidchstes betrachten wir den
Fall k=0,1<0, aber k+1=0. Durch vollstindige Induktion beweist man leicht
al - a~l=efiir alle € Z. Da wir bereits gezeigt haben, daB (1) fiir alle nichtnegativen
k, 1 gilt, erhalten wir aus & +1=0,—1>0 die Beziehung a**! - a~!=a*; aus der eben
erwihnten Identitdt folgt (1) durch Multiplikation der letzten Gleichung mit a'
von links. Ahnlich beweist man die noch ausstehenden Fille. Die Behauptung
b) folgt leicht aus der Definition eines Homomorphismus und Satz 2.11. O

Ubung 1. Man beweise, daB in der Gruppe Z das k-te Vielfache kI mit dem Produkt
der Zahlen kI iibereinstimmt.

Ubung 2. a) Aus ﬁbung 1 und Satz 1, b), leite man her, da fﬁr‘ eine beliebige
Gruppe G

a* =(a*)}, a€@, k,l1cZ, (2)

gilt. — b) Es sei [M, -] eine Halbgruppe mit Einselement. Man beweise : Die in der ersten
Formelzeile des Paragraphen gegebene induktive Definition der Potenz af, a €M,
k €Ny, bleibt auch in diesem Fall sinnvoll, und es gelten die Regeln (1), (2) fiir k, ! €N,.

Man formuliere und beweise die Analoga von Satz 1 und Satz 2 fiir diesen Fall.
by

|
Ubung 3. Man zeige, daB fiir eine abelsche Gruppe G und beliebiges k ¢ Z die durch
a €G > pi(a): =a* €G definierte Abbildung p; ein Endomorphismus von @ ist.
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Fiir ein festes Element a der Gruppe G sind die folgenden Fille méglich:
1. Es gibt ein k>0, k€ Z, mit a¥=e.
2. Es gilt a*+e fiir alle k>0, k€ Z.

Definition 1. Geniigt das Element a ¢G' der Bedingung 1, so heiit die kleinste
der natiirlichen Zahlen k=0, fiir die a*=e gilt, die Ordnung o(a) des Elementes a.
Wenn a der Bedingung 2 geniigt, sagen wir, a sei von unendlicher Ordnung, und
schreiben o(a) = .

Definition 2. Das Bild des Homomorphismus f: k€ Z+> a¥* €@ heit die vom
Element a €G erzeugte zyklische Untzrgruppe der Gruppe G; sie wird mit [a] bezeich-
net. Das Element o heiflt ein erzeugendes Element der Untergruppe [a].

Nach Satz 2.12 ist ndmlich das Bild eines Homomorphismus eine Untergruppe.
Offensichtlich ist [a] die Menge aller ganzzahligen Potenzen des Elementes a und
stimmt daher mit der von der Einermenge {a} erzeugten Untergruppe [{a}] iiberein
(vgl. Satz 2.6).

Satz 2. Es ser @ eine Gruppe, a€G, ncN, o(a)=n. Fiir den Homomorphismus f
aus Definition 2 gilt dann Ker f=nZ, |[a]|=n und [a] ={e, a, ..., a®1}. Ist jedoch
o(a) = o, 80 bildet | die Gruppe Z isomorph auf [a] ab.

Beweis. Nach Satz 2.12 ist Ker f eine Untergruppe von Z. Offenbar ist n die
kleinste natiirliche Zahl, die in Ker f liegt. Daher gilt Ker f=nZ (vgl. Satz 2.2).
Fir k€ Z, k=ng+r mit ¢, r€Z, 0=r<n, gilt a*=f(k)=f(nq) f(r)=f(r) =a". Da jede
ganze Zahl in der angegebenen Form darstellbar ist (Division durch » mit Rest),
gilt [a] ={e, a, ..., a®1}. Zum Beweis von o(a)=|[a]| =% zeigen wir, daB alle diese
Elemente verschieden sind. Angenommen, k und sind ganze Zahlenmit0 sk =l<m=,
fir die a*=q' gilt. Dann ist f(k)=f(), also f(I—k)=e, d.h. I—kéeKer f=nZ.
Aus 0=l—k<n und weil n die Zahl I -k teilt, folgt I=*F.

Es sei nun o(a) = c. Dann ist Ker f={0}. Gilt namlich f(k) =a*=e, so kann nach
Voraussetzung nicht k>0 gelten. Wire etwa k<0, so wire auch f (—k)=a"%=e,
was wegen — k>0 wiederum nicht moglich ist. Somit mu8 k=0 sein. Die Behaup-
tung folgt nun aus Satz 2.13. O

Beispiel 1. Ist s€8, ein Zyklus der Linge k, so ist o(s)=k. Folglich hat die
zyklische Untergruppe [s] die Ordnung k.

Definition 3. Eine Gruppe @ heiBt zyklisch, wenn sie mit einer ihrer zyklischen
Untergruppen iibereinstimmt, d. h., wenn es ein @ €G gibt mit [a] =G'; a heifit dann
ein erzeugendes Element von G.

Beispiel 2. Offenbar gilt Z=[1]; daher ist Z eine unendliche zyklische Gruppe.

Beispiel 3. Es bezeichne d,, die Drehung der euklidischen Ebene E im positiven
Sinne um den festen Punkt o und den Winkel ¢, —<@< +<. Offenbar gilt
dyyy=0,00d,,d ' =d_, dy=idg. Daher bilden die Drehungen d, eine Untergruppe
CZS(E) der Gruppe aller Transformationen der Ebene E, namlich das Bild des
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Homomorphismus ¢€R > d,€8(E). Fiir neN gilt o(d,,,) =n. Die entsprechende
zyklische Untergruppe C,, =[d,,] besteht aus den Drehungen dy, dyp/, +-es & —1y2/ 5
man kann sie auch als die Gruppe derjenigen Drehungen definieren, die ein gewisses
regulires n-Eck mit dem Zentrum in o in sich iiberfithren.

Nach der in § 2 eingefiihrten Terminologie kénnen wir die zyklischen Gruppen
auch als diejenigen Gruppen charakterisieren, die eine erzeugende Menge aus nur
einem Element besitzen. Sie bilden daher eine natiirliche Klasse von Gruppen,
die eine besonders einfache Struktur haben. Wir wollen nun eine Klassifikation aller
zyklischen Gruppen bis auf Isomorphie angeben, d. h.die Klassen isomorpher
zyklischer Gruppen eindeutig kennzeichnen.

Satz 3. Jede unendliche zyklische Gruppe ist vsomorph zur Gruppe Z. Zwer endliche
zyklische Gruppen sind rsomorph dann und nur dann, wenn sie dieselbe Ordnung
haben.

Beweis. Nach Voraussetzung gibt es ein a€G mit [a¢] =G. Ist G unendlich, so
muB nach Satz 2 auch o(a)=c gelten, und der Homomorphismus k€Z+— a*c@
ist ein Isomorphismus. Es sei nun |G| =n und H =[b] eine weitere zyklische Gruppe
derselben Ordnung n. Nach Satz 2 gilt dann o(a) =0(b) =7 und G ={e, q, ..., a® 1},
H={e,b, ..., b"1}. Wir definieren die Abbildung ¢ durch die Formel p(a*)=>* fiir
k=0,1, ..., n—1. Offenbar ist ¢ bijektiv; wir zeigen, daf ¢ ein Isomorphismus ist.
Esseienk, I€Z,0=k<n,0=l<n,und k+l=ng+r, 0 =r<mn, sei die durch Division
von k+1 durch » mit Rest entstehende Darstellung. Dann gilt a*a!=a*+!=a’, also
¢(a*a’) = p(a") =b". Andererseits ist

(p(a") tp(al) =bEpt =pk+l —pr .,
Hieraus ergibt sich die Behauptung. O

Ubung 4. Man zeige, daB jede zyklische Gruppe abelsch ist.
Ubung 5. Man bestimme alle erzeugenden Elemente der Gruppe Z.

Ubung 6. Es sei G =[a] eine zyklische Gruppe der Ordnung 7, b €G. Man beweise die
Aquivalenz der folgenden Aussagen: 1. G =[b]. 2. o(b) =n. 3. Es gilt b =a*, wobei k und n
teilerfremd sind.

Ubung 7. Man beweise, daB der in Ubung 3 definierte Endomorphismus p; im Fall
einer zyklischen Gruppe G der Ordnung n dann und nur dann ein Automorphismus ist,
wenn k und » teilerfremd sind.

Ubung 8. Aus Ubung 2.14 folgt, daB alle Gruppen der Ordnungen 2 und 3 zyklisch sind.
Man beweise, daB3 eine Gruppe der Ordnung 4 entweder zyklisch oder zur ,,Kleinschen
Vierergruppe V isomorph ist, die ausden vier Permutationene, (1 2)o(3 4),(1 3)o(2 4),
(1 4)o(2 3)€S; besteht (vgl. Ubung 1.6).

Satz 4. Jedes homomorphe Bild einer zyklischen Gruppe und jede Untergruppe einer
zyklischen Gruppe sind selbst wieder zyklisch.

Beweis. Es sei G=[a] und ¢: @—@G ein Gruppenhomomorphismus. Dann ist
jedes beIm ¢ in der Form b=g(a*) =¢(a)t, k€ Z, darstellbar, also Im ¢ =[¢(a)].

Es sei nun H eine Untergruppe der zyklischen Gruppe G'=[a]. Wir betrachten
den Homomorphismus f: k> a* der Gruppe Z auf @. Nach Satz 2.12 ist f~1(H)
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eine Untergruppe von Z. Aber aus Satz 2.2 erkennt man, daB jede Untergruppe von
Z zyklisch ist. Nun gilt H=f(f~4(H)); H ist also Bild der zyklischen Untergruppe
/~4(H)c Z bei dem eingeschriankten Homomorphismus f | f~1(H) und ist nach dem
zuerst Bewiesenen selbst zyklisch. O

Ubung 9. Es sei @ =[a] eine zyklische Gruppe der Ordnung n. Man beweise, da8 fiir
jede natiirliche Zahl m, die n teilt, eine einzige Untergruppe H SG der Ordnung m
exigtiert, némlich H =[a"™]; auf diese Weise erhilt man alle Untergruppen von G.

Ubung 10. Es seien @, H zyklische Gruppen. Man zeige, da die Gruppe Hom (G, H)
(vgl. Ubung 2.12) eine zyklische Gruppe ist, bestimme ihre Ordnung und finde ein er-
zeugendes Element.

§ 4. Transformationsgruppen

Es sei X eine nichtleere Menge. In Beispiel 1.10 haben wir die Gruppe S(X) aller
Transformationen der Menge X eingefithrt. Wir wollen nun die Grundbegriffe der
Theorie der Transformationsgruppen darlegen, die sich auf die Untergruppen
von S(X) stiitzt.

Definition 1. Unter einer Wirkung der Gruppe G auf einer nichtleeren Menge X
versteht man eine Abbildung

(@, 2) EGXx X > axcX
der Menge @ x X in X, welche die folgenden Eigensehaften besitzt
1. a(bz)=(ab) x firalle @a,b€cG@ und z€X;
2. ex=x firalle xz¢X.
Wir wollen zuerst eine andere Formulierung dieses Begriffs angeben. Jedem be-
liebigen a € G entspricht eine Abbildung
t,rx€X—>axcX,

und fiir diese Abbildungen sind nach den Eigenschaften 1 und 2 folgende Bezie-
hungen erfiillt:

tll Otb = tdb > (1)
t,=idy . @)
Aus (1) und (2) ergibt sich ¢, 0t,-1=#,-,0t,=idy, d. h., jede Abbildung f, ist bijek-

tiv und daher eine Transformation ¢,€.8(X); ferner gilt ¢,-,=¢;"1. Daher ist nach (1)
die Abbildung

9:a€Gr t,€8(X) (3)
ein Homomorphismus der Gruppe G in die Gruppe S(X). Ist nun umgekehrt ein

Homomorphismus ¢: @ 8(X) gegeben, so erfiillen die Transformationen #,: = ¢(a)
die Eigenschaften (1) und (2), vgl. Satz 2.11. Definieren wir: (a, x)€G XX +—
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—>az:=g(a)(x)€X, so erhalten wir offenbar eine Wirkung der Gruppe G auf X.
Die Vorgabe etner Wirkung der Gruppe G auf der Menge X ist also gleichwertig zur Vor-
gabe eines Homomorphismus G- 8(X).

Beispiel 1. Die Gruppe S(X) und jede ihrer Untergruppen wirkt in natirlicher
Weise auf der Menge X nach der Formel sx=s(x) fiir x€ X, scS8(X). Dabei gilt
t,=s.

Beispiel 2. Fiir jede beliebige Gruppe G kann man die triviale Wirkung von G
auf X durch die Festsetzung azx=z fiir alle a€G, x€ X definieren. Dabei gilt
t,=1dy fiir alle a €@.

Beispiel 3. Es sei @ irgendeine Gruppe. Die Multiplikation von @ ist eine Opera-
tion G X G—@, die den Bedingungen der Definition 1 fiir X =@ geniigt. Hierdurch
ist eine Wirkung der Gruppe G auf sich definiert, fiir die

t(x)=ax (x€@) (4)

gilt. Diese Transformation £,€S5(@) heiit die Linkstranslation um das Element a;
sie wird gewShnlich mit 7, bezeichnet. Die Wirkung selbst nennt man die Wirkung
von G auf sich mit Hilfe der Linkstranslationen.

Beispiel 4. Unter der Rechistranslation um das Element a €G versteht man die
durch

ry(%):=2xa (x€@) (5)

definierte Transformation r, € S(G); nach Satz 1.4 ist », ndmlich bijektiv. Man priift
leicht die Formel

Pap=Tp07, (@, bE@)
nach. Definiert man ¢, durch

by ="g-1 (a'EG) s
so ist die Zuordnung ¢:a€G+— t,€S(Q) ein- Gruppenhomomorphismus. Die ent-
sprechende Wirkung heifit Wirkung von G auf sich mit Hilfe der Rechitstranslationen.
Wir erwihnen noch die Beziehung

lyor,=r ol (a, bEG) ,
die nur eine andere Formulierung des Axioms der Assoziativitét ist.

Beispiel 5. Noch eine Wirkung der Gruppe G auf sich erhdlt man durch die

Definition

ogi=lory=7,-40l, d.h. a(@)=aza"! (x€@) . (6)
Aus (5) und (6) folgt leicht a, oay=xy, d. h., die Zuordnung a+> «, definiert eine

Wirkung von G auf sich, die man die Wirkung mit Hilfe der inneren Automorphismen
nennt; denn es gilt

Satz 1. Diec durch (6) definierte Transformation der Gruppe G vst exn Automorphis-
mus von G (,der zu a gehorige tnnere Automorphismus®). Die tnneren Automorphis-
men bilden eine Untergruppe Int G < Aut G (vgl. Ubung 2.11).
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Beweis. Es gilt «,(zy)=oxya—1=(aza~1) (aya~1) =ay(%) a,(y). Hieraus und
aus Beispiel 5 folgt, daB die Zuordnung @+ z, ein Homomorphismus der
Gruppe G in die Gruppe Aut G ist. Nach Satz 2.12 ist sein Bild eine Untergruppe. O

Definition 2. Die Wirkung der Gruppe G auf X heit effektiv, wenn der zuge-
horige, durch (3) definierte Homomorphismus ¢: G—8(X) injektiv ist. Im allge-
meinen Fall heit die Untergruppe IN:=Xer ¢ c G der Nichteffektivititskern der ge-
gebenen Wirkung.

Aus Satz 2.13 folgt, daB die Gruppe G dann und nur dann effektiv auf X wirkt,
wenn N = {e} gilt; in diesem Fall ist G=Im ¢.

Definition 3. Gegeben sei eine Wirkung von @ auf X. Ein Element € X heilt
Fizpunkt des Elementes a€@, wenn ax=z, d. h. {,(xr)==, gilt. Die Menge aller
derjenigen z€ X, fiir die ¢,(x) =z fiir alle a €@ gilt, wird mit X bezeichnet.

Bemerkung zur Terminologie. Ist etwa durch einen Homomorphismus ¢
nach (3) eine Wirkung von G auf X gegeben, so nennt man das Tripel [G, X, ¢]
eine Transformationsgruppe; ist klar, um welche Wirkung von G auf X es sich
handelt, so spricht man einfach von der Transformationsgruppe [@, X]. Weil die
Transformationsgruppen in der Geometrie ihre wichtigsten Anwendungen finden
und um sich einer anschaulichen Redeweise zu bedienen, nennt man X auch den
Raum der Transformationsgruppe und die Elemente von X Punkte. Leider ist die
Terminologie nicht ganz einheitlich. So wird die im folgenden Satz 2 definierte
stationire Untergruppe G, auch der Stabilisator oder die Isotropiegruppe von x ge-
nannt; statt Fixpunkt sagt man auch stabiler Punkt usw.

Satz 2. Die Menge aller der Elemente a €Q, fiir die ein gegebenes Element x€ X Frizx-
punkt ist, st eine Untergruppe G, von G, die die stationdre Untergruppe des Punktes x
hexft. Es gilt

Guz=2,(G;)  (a€@). (7
Der Nichteffektivititskern der Transformationsgruppe vst
N=nagaG,. (8)
zcX

Beweis. Es gilt (bc) x=b(cx)=bx =z, falls b, c€@, sind. Weiter ist ex=x. Ist
bx=z, so folgt b—1lz=b"1(bxz)==x. Somit erfiillt G, die Bedingungen von Satz 2.1
und ist eine Untergruppe. Wir beweisen nun (7). Gilt bx =z, so ist (aba 1) ax =a(bx) =
=az, d. h. a,(G;) EG,,. Ebenso folgt a1(G,,) EG,, also G,, S a,(G,). Die Gleichung
(8) ergibt sich unmittelbar aus den Definitionen. O

Definition 4. Die Wirkung der Gruppe G auf der Menge X heilt frez, wenn kein
von e verschiedenes Element a€@, a +e, einen Fixpunkt besitzt, d. h., wenn
G, = {e} fiir alle z€ X gilt.

Aus (8) ergibt sich sofort, daB eine frete Wirkung effektiv vst.

Beispiel 6. Die Wirkung einer Gruppe @ auf sich mit Hilfe der linken (bzw.
rechten) Translationen ist stets frei. In der Tat, gilt fiir gewisse a, x€G die Gleichung
ar=z, so fclgt a=e.
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Mit Hilfe der Linkstranslationen beweisen wir nun den folgenden Satz, der zeigt,
welche Rolle die Transformationsgruppen in der allgemeinen Gruppentheorie
spielen.

Satz 3 (Theorem von CAYLEY). Eine beliebige Gruppe G ist 1somorph zu einer
Untergruppe von S(@). Eine beliebige endliche Gruppe G der Ordnung n vst isomorph
zu etner Untergruppe der symmetrischen Gruppe S,,.

Beweis. Die Wirkung der Gruppe @ mit Hilfe der Linkstranslationen auf sich
ist frei und daher effektiv. Somit bildet der zugehorige Homomorphismus ¢: G-~
—-8(G@) die Gruppe @ isomorph auf die Gruppe aller Linkstranslationen ab. Gilt
|G| =n, so existiert ein Isomorphismus g:S(G)—~S, (vgl. Ubung 2.13). Dann ist
B o @ ein Isomorphismus von @ auf eine gewisse Untergruppe von S,. O

Beispiel 7. Wir betrachten die Wirkung der Gruppe G auf sich mit Hilfe der
inneren Automorphismen (Beispiel 5). Ein Element z¢@ ist dann und nur dann
ein Fixpunkt fiir ¢ €@, wenn aza~1=z, d. h.

ar=za ,

gilt. Man sagt, daB zwei derartige Elemente  und a der Gruppe @ kommutieren. Die
stationdre Untergruppe eines Elementes z€@ ist die Menge aller mit z kommutie-
renden Elemente. Sie heiBt der Zentralisator des Elementes x und wird mit Z, be-
zeichnet. Nach (8) ist der Nichteffektivitdtskern der betrachteten Wirkung gleich

N Z,. Diese Untergruppe ist die Menge aller derjenigen Elemente der Gruppe G,
ze@
die mit allen x€G kommutieren; sie heiBt das Zentrum der Gruppe G und wird mit

Z bezeichnet.

Gegeben sei nun eine Transformationsgruppe [@, X]. Wir definieren eine Re-
lation ~ in X folgendermaBen:

y~x: <> es gibt ein €@ mit y=ax. (9)
Satz 4. Die Relation (9) ist eine Aquivalenzrelation in X.

Beweis. Offenbar gilt x=ez, also z~z. Ferner folgt aus y~z,d. h. y=ax
fiirein a €@, daB x=a"1y, also x~y ist. Es seischlieBlich y~z und z~y, und a, €@
seien so beschaffen, daB y=ax und z=by gilt. Dann ist z=>b(ax)=(ba) z, d. h.
z~z. O

Die Aquivalenzklasse des Elementes z¢ X ist die Menge aller Elemente der Ge-
stalt az, wobei a die Gruppe G durchlduft; sie heiBlt der Orbit von z beziiglich der
Wirkung von & und wird mit G(x) (auch Gx) bezeichnet. Aus Satz 4 und Satz 0.2.1
folgt, dafp X disjunkte Vereinigung der Orbits ist. Unter dem Orbitraum X/G ver-
steht man die Faktormenge X/G:= X/~ , vgl. Definition 0.8.

Definition 5. Eine Wirkung der Gruppe G auf X heillt transitiv, wenn fiir be-
liebige =, y€ X ein a €@ existiert mit y =ax, d. h., wenn X der Orbit eines beliebigen
seiner Punkte ist; in diesem Fall nennt man X einen homogenen Raum mat der
Gruppe G. Die Wirkung heit einfach transitiv, wenn sie transitiv und frei ist.

4 Onidtik, Algebra 1
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Beispiel 8. Die natiirliche Wirkung der Gruppe S, auf N, (Beispiel 1) ist tran-
sitiv, aber fiir »>2 nicht einfach transitiv. Die stationire Untergruppe (S,), des
Punktes k€N, ist isomorph zur Gruppe S, _;.

Beispiel 9. Die Wirkungen der Gruppe @ auf sich mit Hilfe der linken bzw.
rechten Translationen (Beispiele 3 und 4) sind einfach transitiv.

Beispiel 10. Die Wirkung der Gruppe G auf sich mit Hilfe der inneren Auto-
morphismen (Beispiel 5) ist nicht transitiv, wenn G = {e} gilt. Der Orbit des Punktes.
¢ €@ ist namlich gleich {e}. In diesem Fall gilt z~y dann und nur dann, wenn ein
a €@ existiert, fiir das

y=aza~1
gilt; derartige Elemente z, y €@ heiBlen konjugiert.

Wir wollen nun einige einfache notwendige und hinreichende Bedingungen fiir die
Transitivitdt und die einfache Transitivitdt einer Transformationsgruppe ange-
ben. Zu jedem beliebigen Element z¢ X definieren wir die Abbildung

Pgi 6€EQ—> pya):=axcX . (10)

Man erkennt leicht Im p, =Gz und p!(x) =G,. Den einfachen Beweis des folgen-
den Satzes iiberlassen wir dem Leser.

Satz 5. Es sei [G, X etne Transformationsgruppe. Dann qult: Fiir alle € X besitzt
die Abbildung p, die Eigenschaft

proly=t,0p, (a€G). (11)

Die Wirkung der Gruppe G auf X st frer dann und nur dann, w2nn p, fir alle x€ X
injektiv ist; ste ist transitiv genau dann, wenn p, fir irgendein x€X surjektiv vst;
sie 1st exnfach transitiv dann und nur dann, wenn p, fir vrgendern x € X bijektrv vst. O

Ubung 1. Man gebe eine geometrische Interpretation der Translationen l4 =74 in der
Gruppe V der Vektoren der Ebene (Beispiel 1.6).

Ubung 2. Es sei f: G »@G eine Abbildung von @ in G, fiir die fo I, =1, of fiir alle a aus
der Gruppe G gilt. Man beweise, dal f dann eine Rechtstranslation ist.

Ubung 8. Mit Hilfe des Theorems von CAYLEY finde man eine Realisierung der zy-
klischen Gruppe der Ordnung n als eine Untergruppe der Gruppe S,,.

Ubung 4. Man beweise, dal die Gruppe der Drehungen C (Beispiel 3.3) einfach tran-
sitiv auf einer Kreislinie mit dem Zentrum o wirkt und da@ die Gruppe C, einfach tran-
sitiv auf der Menge der Ecken eines reguldren n-Ecks wirkt.

Ubung 5. Man zeige, da eine zyklische Untergruppe der Form [(i4 45 ... 1,)]E8»
einfach transitiv auf N, wirkt und daB die Kleinsche Vierergruppe V (Ubung 3.8)
einfach transitiv auf N, wirkt.

Ubung 6. Man beweise Ubung 2.6 mit Hilfe von Satz 4. (Hinweis. Man betrachte
die Orbits [s] 4 fiir ¢ €N,; die Elemente der Orbits, genommen in der durch sukzessive
Anwendung von s entstehenden zyklischen Anordnung, bilden die unabhéngigen Zy-
klen. Gilt [s] © ={¢}, so setze man (2): =e €S,.)
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§5.  Kategorien und Funktoren

In diesem Paragraphen wollen wir einige einfache, jedoch recht abstrakte Begriffe
einfithren, die in der modernen Mathematik hdufig gebraucht werden. Wir benéti-
gen dabei nur die Terminologie der Kategorien und Funktoren; fiir die eigentliche
Theorie verweisen wir auf die Spezialliteratur, vgl. etwa H. ScRUBERT [1]. Der Le-
ser kann diesen Paragraphen zunéchst iiberspringen und spéter bei Bedarf auf
ihn zuriickkommen.

Definition 1. Eine Kategorie [ofl, Hom, o] besteht aus einer Klasse o von
Objekten A, B, ..., X¢ofl, einer Zuordnung Hom, die jedem geordneten Paar
(X, Y)€oA xR eine Menge Hom (X, Y) zuordnet, deren Elemente die Morphismen
von X in Y heiflen, und einer Komposition oder Morphismen, wobei folgende Be-
dingungen erfiillt sind:

1. Ist (X, Y)=*(X,, Yy), so gilt Hom (X, Y)NHom (X,, Yo)=90.

2. Fiir alle Tripel (X, Y, Z) von Objekten ist die Komposition oeine Abbildung

(f, 9)€Hom (X, Y)x Hom (Y, Z)— gof€¢Hom (X, Z) .

3. Die Komposition ist assoziativ, d. h., fiir alle f¢Hom (X, Y), g¢Hom (Y, Z),
heHom (Z, U) gilt

ho(gof)=(hog)of .

4. Zu jedem Objekt X €ofl gibt es ein zugehdoriges Einselement ex, d. h. einen Mor-
phismus ey ¢ Hom (X, X), der fiir alle Y ¢€oA, feHom (¥, X) und gc¢Hom (X, Y)
die Gleichungen

exof=f,  goex=g
erfiillt.

Beispiel 1. Die Klasse ol: =91 aller Mengen wird zu einer Kategorie, wenn wir
als Morphismen feHom (X, Y):=M(X, Y) die Abbildungen f von X in Y und als
Komposition die Verkniipfung der Abbildungen definieren, vgl. Beispiel 0.2.4 und
Definition 0.2.5. Die Einselemente sind dann die identischen Abbildungen ey =idy.
In diesem Sinne spricht man von der Kategorie aller Mengen.

Beispiel 2. Es sei § die Klasse aller Gruppen, Hom (X, .Y) fiir X, Y ¢§die Menge
der Homomorphismen von X in Y und odie Verkniipfung der Homomorphismen.
Nach Satz 2.9 erhalten wir so eine Kategorie, die Kategorie aller Gruppen. Analeg
kann man von der Kategorie aller Monoide sprechen. Die Einselemente ey sind
wieder die identischen Abbildungen; man verwechsle sie nicht mit den Einsele-
menten ¢ € X der multiplikativ geschriebenen Gruppen X € §, die streng genommen
ebenfalls alle unterschiedlich bezeichnet werden miiiten. Man nennt eine Kategorie
B eine Unterkategorie von oA, wenn die Objekte von & auch Objekte ven ofl sind,
fiir die Morphismenmengen Homg(X, Y) S Hom 4 (X, Y) firralle (X, Y)€Bx B gilt
und die Komposition der Morphismen in & die Einschrankung der Komposition der
Mcrphismen in ofl ist. Somit ist die Kategorie der Gruppen eine Unterkategorie der
Kategorie der Monoide, und beide sind Unterkategorien der Kategorie der Mengen.
4*
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Definition 2. Es seicf eine beliebige Kategorie. Ein Morphismus f¢ Hom (X, Y)
heiBt ein Isomorphismus, wenn er ein Inverses g€ Hom (Y, X) besitzt, das ist ein
Morphismus, der

gof=ex und fog=ey
erfiillt. Ein Isomorphismus f¢Hom (X, X) heiBt ein Automorphismus.
Man beweist leicht

Satz 1. Zu jedem Objekt X einer Kategorie R gibt es genau ein Einselement ey;
ex st ein Automorphismus. Zu jedem Isomorphismus f der Kategorie ol gibt es genau
einen inversen Isomorphismus, den man mat f~1 bezeichnet. Fiir jedes Objekt X € ol 15t

Aut (X):={f| feHom (X, X), f Automorphismus}

beziiglich der Komposition oeine Gruppe, die man die Automorphismengruppe von
X nennt; thr Einselement ist ex. O

Zwei Objekte X, Y der Kategorie ol heiBen 7somorph, wenn ein Isomorphismus
J€Hom (X, Y) existiert. Genauso wie Satz 2.10 beweist man, dal die Isomorphre
eine Aquivalenzrelation tn der Klasse der Objekte der Kategorie #st. Unter dem Klas-
sifikationsproblem versteht man die Aufgabe, die Isomorphieklassen dieser Aqui-
valenzrelation aufzuzédhlen und zu beschreiben. Fiir die Kategorie der Gruppen z. B.
ist dieses Problem ungelést. In der Kategorie der Mengen nennt man die Isomor-
phieklassen Mdchtigkeiten, und statt von isomorphen Mengen spricht man von
gleichmiichtigen. Da zwei endliche Mengen genau dann gleichmichtig sind, wenn sie
dieselbe Anzahl von Elementen besitzen, konnen wir die Miachtigkeiten als Verall-
gemeinerungen der natiirlichen Zahlen ansehen (vgl. auch Beispiel 0.2.14).

Beispiel 3. Es bezeichne § die Klasse aller Transformationsgruppen [G, X, ¢],
vgl. Definition 4.1.3. Oft unterdriickt man die explizite Angabe der Wirkung ¢;
man beachte jedoch, daB es in der Regel sehr viele Wirkungen von G iiber X gibt
und daB man sich stets eine bestimmte dieser Wirkungen vorzustellen hat, wenn
man von einer Transformationsgruppe [@, X] spricht. Man nennt (F, f) einen dquz-
varianten Morphismus der Transformationsgruppe [G, X] in die Transformations-
gruppe [H, Y], wenn FcHom (G, H) ein Gruppenhomomorphismus, f¢ M (X, Y)
eine Abbildung ist und fiir alle g€@ das Diagramm

t

. GuLES ¢
(1)
fl tr) lf
Y —5Y
kommutativ ist, d. h.
/(g - 2)="F(g) - f(=) (2)

gilt. Die Komposition zweier d#quivarianter Morphismen

(F,)):16, X]~[H, Y] und (P,p):[H, Y]~[L, 2]
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wird durch die Verkniipfung der Abbildungen erkléirt:
(P,p)o(F, f):=(PoF, pof); @)

(P, p)o(F, [) ist dann ein dquivarianter Morphismus von [@, X] in [L, Z]. Das zu
dem Objekt [G, X] gehérende Einselement ist (idg, idy), und die Komposition (3)
ist assoziativ. Folglich kénnen wir von der Kategorie § der Transformationsgruppen
sprechen. Insbesondere ist der Begriff der Isomorphie fiir Transformationsgruppen
definiert.

Ubung 1. Man beweise: Ein dquivarianter Morphismus (F, f): [@, X]~[H, Y] der
Kategorie § ist ein Isomorphismus dann und nur dann, wenn F und f bijektiv sind, und
es gilt

(F, )~1=(F~1, 7). (4)

Beispiel 4. Es sei G eine bestimmte Gruppe. Wir definieren die Unterkategorie
(@) von § als die Klasse aller Transformationsgruppen der Form [@, X]; als Mor-
phismen werden nur die d&quivarianten Morphismen der Gestalt (idg, f) der Katego-
rie § angesehen. Ein derartiger Morphismus ist also allein durch Angabe der Ab-
bildung f: X Y bestimmt, welche wegen (2) die Bedingung

f(g-2)=g-f(x) (9¢G,zeX) (5)
erfiillen muB; derartige Abbildungen nennt man G-Abbildungen oder G-Invarianten.

Ubung 2. Die Wirkungen einer Gruppe @ auf sich mit Hilfe der Linkstranslationen I,
und mit Hilfe der Rechtstranslationen r,-1 (vgl. die Beispiele 4.3 und 4.4) definieren
zwei Objekte der Kategorie §(G). Man beweise, daB3 diese Objekte isomorph sind.

Man macht sich leicht klar, da man die Kategorien als eine Verallgemeinerung
der Halbgruppen [H, o] mit Einselement betrachten kann (vgl. die Definitionen 1.2,
1.3). In jeder Kategorie ol ist niamlich fir alle X€ofl die Morphismenmenge
Hom (X, X). mit der Operation o eine Halbgruppe mit Einselement ey. Daher
konnen wir eine Halbgruppe H als eine Kategorie betrachten, deren Objektklasse
nur ein einziges Element X enthilt, fiir das H = Hom (X, X)gilt (vgl. auch Ubung5).
Es ist deshalb nicht verwunderlich, daB man auch fiir Kategorien selbst ,,Ho-
momorphismen” hat, die man hier, um sie nicht mit den Morphismen der Kate-
gorien zu verwechseln, Funktoren nennt:

Definition 3. Unter einem kovarianten (bzw. kontravarianten) Funktor T:R-B
der Kategorie ol in die Kategorie & versteht man eine Zuordnung, die jedem Ob-
jekt X €l ein Objekt T(X)€®B und jedem Morphismus feHom, (X, Y) einen
Morphismus Tfc¢Homg (T(X), T(Y)) (bzw. Tf¢ Homg(T(Y), T(X))) zuordnet, so
daB

T(ex)=epc) (6)
und

T (gof)=T(g)o T(f) (7
(bzw.

T (gof)=T(}) > T(g)) (8)

fiir alle f¢ Hom, (X, Y), gcHom (Y, Z), X, ¥, Z¢oA, erfiillt sind.
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Beispiel 5. Ordnen wir jeder Transformationsgruppe [G, X]1€§ die Gruppe
H (@G, X):=G und jedem dquivarianten Morphismus (7, f) der Kategorie § den
Homomorphismus H(F, f):=F zu, so erhalten wir einen kovarianten Funktor
H,:§-G. Analog kénnen wir durch Hy(@, X):=X und Hy(F, f):=f einen ko-
varianten Funktor H,: § -9 von § in die Kategorie der Mengen definieren.

Beispiel 6. Es sei G irgendeine (z. B. multiplikativ geschriebene) ‘Gruppe:
Nach Beispiel 1.8 und Ubung 1.1 wird dann durch G¥:=[M(X, @), -] jeder nicht-
leeren Menge X € 9 eine Gruppe, die Gruppe der Abbildungen von X in G, zuge-
ordnet. Bezeichnet e €G das Einselement von G und setzen wir Q?: = {¢}, so erhalten
wir eine Zuordnung Fg: X € l— GX G der Klasse der Mengen in die Klasse der
Gruppen. Es sei nun g€ M(X, Y). Wir definieren einen Gruppenhomomorphismus
Fo(p): G¥—+GX durch

Fele): 1€GT > [P:=fopeGX. 9
Man beweist leicht, daB die Abbildung (9) wirklich ein Gruppenhomomorphismus
ist, daB
gilt und daB Fg:M—~@ ein kontravarianter Funktor ist: Aus der Beziehung
fPe?=fo(ypop)=(foyp)op folgt ja sofort

Fg(yop)=Fg(p)oF(y) - (11)
Zur Veranschaulichung stellen wir noch die entsprechenden Diagramme gegen-
iiber, wobei wir zur Abkiirzung ¢’:= Fg(p) setzen: '

;/\ / \

7
Yoo (ww)

Beispiel 7. Wir behalten die Bezeichnungen von Beispiel 6 bei, betrachten nun
aber X als fest und G€§ als variabel. Setzen wir fiir 6¢ Hom (G, H)

O4:f€GX— O, f:=00fc HX,
80 zeigt folgende einfache Rechnung, daB 6, c¢Hom (GX, HX) gilt:
bx (/- 9) (@) =60(f - g) (2) =0 (f(2) - g(x)) =6(f(2)) - (g(=))
=04f() - 0*9(“‘) (041 - 649) (%) -
Man beweist leicht, daB die Zuordnung
GeG—>GXcgq, 6¢Hom (G, H)— 6,c¢Hom (GX, HX) ,
einen kovarianten Funktor der Kategorie § in sich definiert.

Die Beispiele 6 und 7 kann man zusammenfassen, indem man sagt, da8 (G, X)¢
€GXM> GX€G, 01> Oy, > ¢', ein Bifunktor sei, der im ersten Argument
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kovariant und im zweiten Argument kontravariant ist. Analog kann man Mult:-
funktoren von endlich vielen Argumenten betrachten.

Ubung 3. Man beweise: Ordnet man jeder Menge X ihre Potenzmenge P(X) und
jeder Abbildung f€ M(X, Y) ihre ebenso bezeichnete Ausdehnung féM(PB(X), B(Y))
(vgl. (0.2.24)) zu, so entsteht ein kovarianter Funktor von & in dll. Analog definiert
die Zuordnung

XeM—> PX)eM,  feEM(X, Y) > f~1eM(B(Y), B(X)),
nach (0.2.25) einen kontravarianten Funktor von 9l in sich.

Ubung 4. Man beweise, daf3 die folgenden Zuordnungen v kovariante Funktoren der
Kategorie G in die Kategorie § sind: Fiir jede Gruppe G bezeichne 7(G) die Transforma-
tionsgruppe [@, G}, fiir die die Wirkung von G entweder iiber die Linkstranslationen
oder die Rechtstranslationen oder iiber die inneren Automorphismen von G definiert
ist (vgl. die Beispiele 4.3 bis 4.5); fiir jeden Homomorphismus g€ Hom (G, H) wird z(p)
durch z(p): =(¢p, p) definiert.

Ubung 5. Es sei I eine Klasse mit einer Operation fog, die nicht notwendig fiir
alle Paare f, g €91 definiert zu sein braucht. Eine derartige Operation o heilt assoziativ,
wenn fiir beliebige f, g, k €9 folgende Bedingung erfiillt ist: Sind fog und gohk oder
fog und (f og) ok oder goh und f o(g ok) definiert, so sind auch die iibrigen zwei der vier
Produkte fog, gok, (fog) ok und fo(goh) definiert, und es gilt (f og) ok =fo(goh). Ein
Element ¢ €91 heillt eine Einheit, wenn eof =f und goe =g fiir alle diejenigen f, g €9
gelten, fiir die eof und g oe definiert sind. Es bezeichne & die Klasse aller Einheiten von
9. Ein Element f€IN heilt invertierbar, wenn ein g €N existiert, fiir das fog €8 und
gof €& gilt. — a) Fiir eine beliebige Kategorie [f, Hom, 0] betrachten wir die Klasse
Mm: = lLrJ&)z Hom (X, Y) aller Morphismen der Kategorie mit der Operation o. Man be-
weise, da3 o eine assoziative Operation ist, daB} & ={ex}x ¢t gilt und daB ein f €I dann
und nur dann invertierbar ist, wenn f ein Isomorphismus ist. — b) Es sei umgekehrt 9
eine Klasse mit einer nicht notwendig iiberall definierten Operation o, welche die fol-
genden Eigenschaften besitzen moge: 1. die Operation oist assoziativ; 2. fiir jedes f€JI
existieren Einheiten e, e’ €8, so dal eof und foe’ definiert (und gleich f) sind; 3. fiir
beliebige e, e’ € & ist die Klasse Mor (e, ¢’) aller derjenigen f € IN, fiir die ¢’ of und f oe defi-
niert sind, eine Menge. Man beweise, dal [§, Mor, 0] eine Kategorie ist. Falls die Opera-
tion o fiir alle f, g €9 definiert ist, ist [N, 0] eine Halbgruppe mit Einselement.

Nach Ubung 5 konnen die Kategorien also auch als Klassen definiert werden,
in denen eine nicht notwendig iiberall definierte algebraische Operation gegeben
ist, welche die Eigenschaften 1 bis3 besitzt. In dieser Sprache sind die kovarianten
(bzw. kontravarianten) Funktoren dann Zuordnungen = zwischen Klassen, welche
Einheiten in Einheiten iiberfithren und die Bedingung 7 (fog)=1(f) o7(g) (bzw.
7 (fog) =7(g) o7(f)) erfiillen. Abschliefend sei bemerkt, da eine Kategorie, in der
alle Morphismen invertierbar, d. h. Isomorphismen sind, ein Gruppoid heilt. Ist
[oA, Hom, o] eine beliebige Kategorie und bezeichnen wir mit Iso (X, Y)&
S Hom (X, Y) die Menge aller Isomorphismen f: X+ Y, so ist [of], Iso, 0] eine Un-
terkategorie, die sogar ein Gruppoid ist. Da in einem Gruppoid alle Morphismen in-
vertierbar sind, konnen wir die Gruppoide als Verallgemeinerungen der Gruppen
betrachten.



2. ‘Ringe und Korper

Im ersten Kapitel betrachteten wir Monoide, das sind Mengen mit einer Operation.
Dieses Kapitel ist eine Einfiihrung in die Theorie der Ringe und Korper, das sind
Mengen, in denen zwei algebraische Operationen mit gewissen Eigenschaften ge-
geben sind. Der Begriff eines Ringes ist komplizierter als der einer Gruppe; jedoch
wird er vielen Lesern eher vertraut sein, da er eine direkte Verallgemeinerung der
Bereiche der ganzen, der rationalen und der reellen Zahlen mit den beiden Opera-
tionen der Addition und der Multiplikation ist. Ein anderes wichtiges Beispiel ist
der Ring der Polynome. Die Untersuchung dieses Ringes hingt eng mit der Auf-
gabe, die Losungen algebraischer Gleichungen zu bestimmen, zusammen, die eine
der Quellen fiir die Entstehung der modernen Algebra darstellt. Wir werden speziell
die Frage nach der Anzahl und der Lage der reellen Nullstellen eines Polynoms
mit reellen Koeffizienten behandeln und das Kapitel mit einer Methode zur Lésung
linearer Gleichungssysteme abschlie8en. -

§1.  Definition und einfachste Eigenschaften der Ringe

Definition 1. Ein Tripel [4, +, -] einer Menge 4 mit zwei algebraischen Operatio-
nen, der Addition +und der Multiplikation -, heiBt ein Ring, wenn folgende Bedin-
gungen erfiillt sind: _

1. [A, +] ist eine abelsche Gruppe;

2. es gelten die Distributivgesetze

a (b+c)=ab+ac, (b+c)ea=ba+ca (a,b,ceA).

Die Gruppe [4, +] heiflt die additive Gruppe des Ringes, ihre Null heit die Null
des Ringes. Fiir die additive Gruppe gelten natiirlich alle Definitionen und Siatze
der Theorie der abelschen Gruppen; speziell ist in jedem Ring die Operation der
Subtraktion erkldrt: a —b=a+(—b) (vgl. §1.1).

Ein Ring [4, +, -] heilt assoziativ, wenn die Multiplikation assoziativ, d. h.
[4, -] eine Halbgruppe ist, und kommutativ, wenn die Multiplikation kommutativ
ist. Wenn in [4, -] ein Einselement e existiert, sprechen wir von einem Ring mit
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Einselement; die Menge der invertierbaren Elemente von [A4, -] wird mit 4* be-
zeichnet; wir nennen ihre Elemente die invertierbaren Elemente des Ringes.

Wir wollen nun einige einfache Eigenschaften der Ringe beweisen, die unmittelbar
aus den Definitionen folgen. Zunéchst bemerken wir, daf} [A4*, -] fiir einen asso-
ziativen Ring 4 mit Einselement eine Gruppe ist (vgl. Beispiel 1.1.10), welche die
multiplikative Gruppe des Ringes A4 heiBt.

Definiert man die Links- und Rechtstranslationen in einem Ring analog zu
(1.4.4) bzw. (1.4.5) im Fall einer Gruppe

l(x)=ax, 74(%) =2a (xed),

so kénnen wir die Distributivgesetze auch folgendermagen schreiben:
I (b +e)= 1a(b) +1(c), 7a (b+c) =7,(b) +74(¢) (a, b, c€4);

sie driicken also aus, da8 I, und r, Endomorphismen der additiven Gruppe des

Ringes 4 sind.

Satz 1. In einem beliebigen Ring A gelten die Beziehungen

a0=0a=0, :
a(—b)=(—a) b= —ab,
@ (b—c)=ab—ac,
(b—c)a=ba—ca

(a, b, ced).

Beweis. Man wende Satz 1.2.11 auf die Endomorphismen ,, 7, der additiven
Gruppe 4 an. O

Satz 2. Ist A ein Ring mit Einselement e, A + {0}, so qilt 0¢ A*.

Beweis. Angenommen, die Behauptung sei falsch. Dann wiirde sich aus Satz 1
die Identitdt e=0 - 0~1=0 ergeben. Multiplizieren wir diese Gleichung von rechts
mit einem beliebigen a€4, so folgt a=ea=0-a=0, was der Voraussetzung
A+ {0} widerspricht. O

Ubung 1. Fiir einen beliebigen Ring 4 beweise man
(ma) (nd) =(mn) (ad) (m,neZ;a,bcd).

Beispiel 1. Die Mengen Z, @, R mit den iiblichen Operationen der Addition
und Multiplikation sind kommutative, assoziative Ringe mit Einselement. Die ad-
ditiven und multiplikativen Gruppen dieser Ringe betrachteten wir schon in § 1.1.
Speziell gilt Z*={1,—1}. '

Beispiel 2. Es sei M(X, R) die Menge der auf einem Intervall X SR definier-
ten reellwertigen Funktionen. Dann wird M(X, R) bei punktweiser Definition der
Addition und Multiplikation (vgl. Beispiel 1.1.8) ein kommutativer, assoziativer
Ring mit dem Einselement e: e(x) =1 (€ X). Dieses Beispiel 1d8t sich leicht ver-
allgemeinern: Ist 4 ein Ring und X eine nichtleere Menge, so wird die Menge
M(X, A)aller Abbildungen X — 4 bei punktweiser Definition der Addition und der
Multiplikation zu einem Ring.

/
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Beispiel 3. Es sei [G, +] eine abelsche Gruppe und End G die Gruppe ihrer
Endomorphismen (vgl. Ubung1.2.12). Nach Satz 1.2.9 ist in End G eine Operationo,
die Verkniipfung der Endomorphismen, definiert. Nehmen wir diese als Multipli-
kation, so wird End @G ein assoziativer Ring mit Einselement, der sogenannte Endo-
morphismenring der abelschen Gruppe G. Zum Beweis braucht man nur die Distri-
butivgesetze zu tiberpriifen. Wir beweisen z. B.

folg+h)=fog+fok  (f,9,h€End@).
Fiir beliebiges x€@ gilt

(folg+h)) () =F(g(x) +h(2)) =f(g(x)) + f(~(x))
=(fog) (z)+(foh) (x)=(fog+foh) (2).

Beispiel 4. Es sei X irgendeine Menge und ‘B(X) die Menge ihrer Teilmengen.
In B(X) betrachten wir die Operation der symmetrischen Differenz

YAZ=(YN\2)U(Z\Y) (Y, ZeP(X))

als ,,Addition“ und die Durchschnittsbildung Y NZ als ,,Multiplikation“. Mit diesen
Operationen wird B(X) ein kommutativer, assoziativer Ring mit Einselement.
X eB(X) ist das Einselement und die leere Menge 0 ¢SB(X) die Null des Ringes.
Man beachte, daB [PB(X),U,N] fiir [X|+0,1 kein Ring ist, obwohl sogar zwei
Distributivgesetze gelten, vgl. (0.2.16), (0.2.17).

Definition 2. Es sei 4 ein beliebiger Ring. Ein Element a € 4 heifit ein linker
{bzw. rechter) Nullteiler, wenn @ +0 gilt und ein b€ 4, b=+0, existiert, so da « - b=0
(bzw. b - «=0) ist. Ein Ring A heiBt nullteilerfrei, wenn in 4 weder rechte noch
linke Nullteiler existieren.

Die Ringe Z, @, R sind nullteilerfrei; der Ring M(X, R) aus Beispiel 2 besitzt
offenbar Nullteiler, wenn X mehr als ein Element enthilt.

Offenbar ist ein Ring nullteilerfrei, wenn er keine rechten oder keine linken Null-
teiler enthilt. Aus Definition 2 ist ersichtlich, daBl ein Element €4 genau dann
linker (bzw. rechter) Nullteiler ist, wenn der Endomorphismus I, (bzw.r,) der
Gruppe [4, +] einen von Null verschiedenen Kern hat. Nach Satz 1.2.13 ist also a
genau dann nicht linker (bzw. rechter) Nullteiler, wenn I, (bzw. r;) injektiv ist.
Hieraus folgt unmittelbar

Satz 3. In einem nullteilerfreien Ring A ¢ilt die folgende Kiirzungsregel: Aus
ab;=ab, (oder bja =bya) und a+0, a, b, by€ 4, folgt by=by. O

Es sei nun 4 ein assoziativer Ring mit Einselement. Wir erwéhnten bereits, dal3
in diesem Fall [A*, -] eine Gruppe ist. Durch die Multiplikation in 4 ist eine Abbil-
dung (%, a)€A*x Ar> ua €A definiert, die eine Wirkung von A* iiber 4 ist. Die
dieser Wirkung entsprechenden Transformationen f, (v € A*) sind die Linkstrans-
lationen I,. Analog 148t sich eine Wirkung der Gruppe 4A* iiber 4 mit Hilfe der
Rechtstranslationen definieren.
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Definition 3. Die Elemente a, b eines Ringes 4 mit Einselement heien asso-
zivert — wir schreiben hierfiir a~b—, wenn ein Element u€ A* existiert, so daB
b =wua gilt.

Satz 4. In etnem assoziativen Ring mit Einselement ist die Assoziiertheit ~ eine
Aquivalenzrelation. Die Aquivalenzklasse des Einselementes e ist gleich A*. Die Ele-
mente u€ A* sind weder rechte noch linke Nullteiler.

Beweis. Die Assoziiertheit ist gerade die durch die Wirkung von A* iiber 4
mit Hilfe der Linkstranslationen erzeugte Aquivalenzrelation (vgl. Satz 1.4.4).
Offenbar gilt « ~ e genau dann, wenn « € 4* ist. Da fiir € 4* die , und 7, als Trans-
formationen der entsprechenden Wirkungen bijektiv sind, kann ¢ weder rechter
noch linker Nullteiler sein. O

Fiir den Ring der ganzen Zahlen Z beispielsweise ist Z*={1,—1}, so daB in Z
die Beziehung a~b genau dann gilt, wenn b= +a ist.

Natiirlich definiert auch die Wirkung r,, a € A*, mit Hilfe der Rechtstranslationen
eine Aquivalenzrelation iiber 4. Wenn 4 ein kommutativer Ring ist, stimmen beide
Relationen iiberein, und mit diesem Fall werden wir uns im folgenden hauptséichlich
beschéftigen.

Definition 4. Eine Teilmenge B des Ringes 4 heilit ein Unierring, wenn B be-
ziiglich der Einschrdnkung der iiber 4 definierten Operationen ein Ring ist.

Man erkennt leicht (vgl. Satz 1.2.1), daB eine Teilmenge BS A evn Unterring ist
genau dann, wenn die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

1. [B, +] ist eine Untergruppe der additiven Gruppe [4,+];

2. fiir beliebige a, be B gilt a - b€ B.

Zum Beispiel ist Z Unterring von @ und von R, und @ ist Unterring von R.
Offenbar ist jeder Unterring eines nullteilerfreien Ringes ebenfalls nullteilerfrei.

Definition 5. Es seien 4, B Ringe. Eine Abbildung f: A-— B heillt ein Ring-
homomorphismus, wenn f gleichzeitig Homomorphismus der additiven Gruppen
[A4,+]-[B,+] und der multiplikativen Monoide [4, -]-[B, -] ist, d. h., wenn fol-
gende Bedingungen erfiillt sind:

1. f(a+b)=f(a)+£(b),

Ay .
2. f(a-b)=f(a) - f(b) } (a,bed)
Aus Satz 1.2.9 folgt leicht

Satz 5. Sind f: A~ B und g: B~C Ringhomomorphismen, so ist auch gof: A-~C
ein Ringhomomorphismus. Ist der Ringhomomorphismus f: A—~ B umkehrbar, so ist
auch f~1: B~ A ein Ringhomomorphismus. O

Definition 6. Ein bijektiver (d. h.umkehrbarer) Ringhomomorphismus f: 4 ~ B
heiBt ein Isomorphismus. Wenn ein derartiger Isomorphismus existiert, heilen die
Ringe 4 und B vsomorph, in Zeichen: A= B. Die Homomorphismen f: A~A4
heiBen auch Endomorphismen, und die Isomorphismen von 4 auf sich werden Auto-
morphismen genannt. -
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Ist f: A~ B ein Isomorphismus, so ist auch f~1: B+A4 ein Isomorphismus. Die
Relation = ist eine Aquivalenzrelation in der Klasse aller Ringe (vgl. Satz 1.2.10).
Man beweist leicht, daB die Klasse aller Ringe mit den Ringhomomorphismen als
Morphismen und deren Verkniipfung o als Komposition eine Kategorie bildet, vgl.
Satz 1.5.1 und die darauf folgenden Bemerkungen.

Beispiel 5. Es sei 4 ein Ring mit Einselement e. Dann ist die Abbildung
@: k€ Z> ke € A ein Ringhomomorphismus (vgl. Ubung 1 und Satz 1.3.1).

Ubung 2. Man finde Isomorphismen, die a) End ([Z, +]) = Z und b) End S, = P({z})
beweisen.

Ubung 3. Man zeige: Ist f ein Ringhomomorphismus von R in sich, so ist entweder
J(z) =0 fir alle z €R oder f=idg.

Definition 7. Unter dem Kern des Ringhomomorphismus f: A+ B versteht

man den Kern Ker f=f-1(0) des entsprechenden Homomorphismus der additiven
Gruppen.

Satz 6. Es sei f: A~ B ein Ringhomomorphismus. Dann sind das Bild Im f=
=f(A)S B und der Kern Ker f S A Unterringe.

Beweis. NachSatz1.2.12 sind Im f und Ker f Untergruppen der entsprechenden
additiven Gruppen. Sind z, y€Im f, so gilt x=f(a), y=f(b) fiir gewisse a, b€ 4. Also
ist auch z - y=f(a) f(b) =f(a - b) €Im f. Sind ferner a, b € Ker f, so gilt nach Satz 1

fla - b)={(a) {(b)=0,
d.h.a-beKerf. O

Folgerung 1. Ist Ker =0, so ist f ein Isomorphismus des Ringes A auf den Ring
Im f. Ein Ringhomomorphismus f: A— B ist etn Isomorphismus dann und nur dann,
wenn Ker f=0 und Im f=B gilt. O

Ubung 4. Es sei 4 ein Ring mit Einselement ¢ und f: 4 - B ein Ringhomomorphis-
mus. Dann ist f(e) Einselement des Ringes B, wenn eine der beiden Bedingungen erfiillt
ist: 1. Im /=B oder 2. Im f +{0}, B ist nullteilerfrei und besitzt ein Einselement.

Definition 8. Es sei 4 ein Ring mit Einselement e. Ist die Ordnung O(e) von e
in der additiven Gruppe [4, +] unendlich, so sagen wir, A habe die Charakteristik O,
und schreiben char 4 =0; ist O(e) endlich, so definieren wir char 4:=0(e).

Satz 8. Ist A ein nullteilerfreier Ring mit Einselement, so tst char A =0, oder
char A ist eine Primzahl.

Beweis. Ist m=char A+0 und m=0(e) keine Primzahl, so gibt es eine echte
Zerlegung m=r - smit 1 <7 <m, 1 <8<m, und nach Ubung 1 gilt (re) (se) = (rs) (ee) =
=me =0. Andererseits ist re +0, se +0, und wir erhielten Nullteiler im Widerspruch
zur Voraussetzung. 0O

Beispiel 6. Offenbar gilt char Z =char @ =char R=0. Fiir den Ring P(X) aus

Beispiel 4 gilt char B(X)=2. In § 2 werden wir Beispiele fiir Ringe mit beliebiger
Charakteristik angeben. '
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Ubung 5. Es sei 4 ein nullteilerfreier Ring mit Einselement. Man beweise, daB alle
von Null verschiedenen Elemente dieselbe Ordnung (in der additiven Gruppe [4, +])
haben.

Ubung 6. Man beweise, daB jeder Ring 4 mit char 4 =0 einen zum Ring der ganzen
Zahlen Z isomorphen Unterring enthilt.

§2. Korper, Schiefkorper, Integrititshereiche

In diesem Paragraphen wollen wir zunéchst bestimmte Klassen von Ringen unter-
suchen, in denen eine zur Multiplikation inverse Operation, die Division, existiert.

Definition 1. Ein Ring K heifit ein Schiefkérper, wenn folgende Bedingungen
erfiillt sind:

1. K+{0};
2. K ist ein assoziativer Ring mit Einselement;
3. K¥=K\{0}.
Wenn auBerdem die Bedingung
4. K kommutativ

erfiillt ist, heiBt K ein Kdrper.

Ist K ein Korper, so ist die multiplikative Gruppe K* =K\ {0} abelsch. Nach
Satz 1.4 ist jeder Schiefkorper nullteilerfrei. In einem Korper ist die Operation
der Division (b, a) € K X K*—~b/a€ K fiir Elemente a +0 definiert (vgl. (1.1.5)).

Beispiel 1. Die Ringe @, R sind Kérper. Der Ring Z ist kein Kérper, da Be-
dingung 3 nicht erfiillt ist.

Beispiel 2. Der Ring B({x}) der Teilmengen einer einelementigen Menge {x} ist
ein Korper, der nur die beiden Elemente 0 =9 und e={x} enthilt (Beispiel 1.4).
Wenn X wenigstens zwei Elemente enthilt, hat (X) Nullteiler und ist daher kein
Schiefkorper.

Als Beispiel fiir einen nichtkommutativen Schiefkérper werden wir im néichsten
Paragraphen die Quaternionen kennenlernen. Es sei bemerkt, daB auBerhalb der
§§ 2.1, 2.2 der Begriff des Schiefkérpers in dieser Einfithrung nur in den Ubungen
gelegentlich benétigt wird.

Definition 2. Eine Teilmenge L des Kérpers K heifit ein Teilkorper, wenn L
beziiglich der Einschrinkungen der iiber K definierten algebraischen Operationen
ein Korper ist. In diesem Fall sagt man auch, daB K eine Erweiterung von L ist
(analog fiir Schiefkérper).

Zum Beispiel ist der Korper R der reellen Zahlen eine Erweiterung des Kérpers @
der rationalen Zahlen.
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Satz 1. Eine Teilmenge LEK ist ein Teilkirper dann und nur dann, wenn die
folgenden Bedingungen erfillt sind:

1. L ist ein Unterring von K;
2. L+{0};
3. gilt ac L und a0, so ist auch a=1¢ L.

Beweis. Die Notwendigkeit der Bedingungen ist klar. Es mége umgekehrt L die
Bedingungen 1 bis 3 erfiillen. Dann ist L ein assoziativer und kommutativer Ring,
und es gibt ein a € L, @ +0. Nach Bedingung 3 ist auch a~1¢ L, und weil L ein Unter-
ring ist, enthilt er die Einheit e=a - a~1. Nach Bedlngung3 ist L*=L\ {0}, d. h.,
L ist ein Korper. O

Wir wollen nun Homomorphismen eines Kérpers untersuchen. Fir sie gilt der
folgende Satz, dessen Aussage man mit dem in Ubung 8 beschriebenen Beispiel
vergleichen moége:

Satz 2. Es sev K exn Korper, B ein Ring und f: K- B etn Ringhomomorphismus.
Dann tst entweder Imi f = {0}, oder f ist injektiv und bildet K isomorph auf den Unter-
ring Im fS B ab, der etn Korper ust.

Beweis. Angenommen, es ist Im f3{0}. Dann existiert ein a € K mit f(a)=0.
Wir behaupten, dal in diesem Fall Ker f={0} gilt. Ware ndamlich d€Ker f, b=+0,
so folgt aus a=> - (a/b) nach Satz 1.1 f(a)=f(b) - f (a/b)=0 im Widerspruch zu
f(a) 0. Aus Ker f={0} erhalten wir nach Folgerung 1.1, dal f den Kérper X iso-
morph auf den Unterring Im f abbildet. Aber offensichtlich ist jeder Ring, der
einem Korper isomorph ist, selbst ein Korper. O

Wie bereits bemerkt wurde, ist in einem Kérper die Division durch von 0 ver-
schiedene Elemente stets ausfiihrbar. In einem beliebigen Ring dagegen hat man
stattdessen nur den Begriff der Teilbarkeit. Um nicht rechte und linke Teilbarkeit
unterscheiden zu miissen, wollen wir jetzt voraussetzen, dafl der Ring kommutativ
sei.

Definition 4. Es sei 4 ein kommutativer Ring und a, b€ A. Man sagt, a teile b,
oder b ist etn Vielfaches von a, wenn ein c€ A existiert, so daBl b=uac gilt, d. h., die
Gleichung

ax=>b (1)
l6sbar ist. In diesem Fall schreiben wir a | b; die Verneinung ,a teilt nicht b“

driicken wir durch a1b aus.

Die Menge aller derjenigen Elemente des Ringes 4, die durch ein gegebenes Ele-
ment a geteilt werden, ist gleich dem Bild vonl,; wir bezeichnen siemit a4:=Iml, =
= {ax}, 4. Die Eigenschaft « | b ist also dquivalent zu bcad.

Satz 4. Die Teilbarkeitsrelation in einem kommutativen Ring A besitzt folgende
Eigenschaften:

1. Ausa|bund a|c folgta | (b+c);

2. ausa |b folgt a | (—Db);
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. 18t A assozialiv, so folgt aus a | b auch a | be fiir alle c€ A;
18t A assozialiv, so folgt aus a | b und b | ¢ die Beziehung a | c;

QU W

. tst A exn Ring mit Einselement, so ist a € A* dann und nur dann, wenn a | e gilt.

6. ist A etn Ring mit Einselement, so folgt aus a,bc A und a~b,daf a|b und
b | gilt.

Beweis. Die Eigenschaften 1 und 2 gelten, weil 4 =Im [, eine Untergruppe
von [A,+] ist, vgl. Satz 1.2.12. Die Eigenschaft 3 folgt unmittelbar aus der Asso-
ziativitat. Wir beweisen Eigenschaft 4. Aus a | b und b | ¢ folgt die Existenz von
Elementen a’, b'€4 mit b=aa’ und ¢=>bb". Nach dem assoziativen Gesetz gilt
c=(aa’) b’ =a(a’d’), d. h. a | c. Die Eigenschaft 5 ist offensichtlich. Wir beweisen
Eigenschaft 6. Aus a~b folgt die Existenz eines u€A* mit b=wua, alsoa | b. Da
die Relation ~ symmetrisch ist, folgt ebenso b | ¢. O

Wir wollen nun eine recht natiirliche Klasse von Ringen definieren, die alle in
Satz 4 formulierten Teilbarkeitseigenschaften besitzen und fiir die auBlerdem die
Loésung der Gleichung (1) mit @ +0, wenn sie existiert, eindeutig bestimmt ist.

Definition 5. Ein Ring A4 heilt ein Integrititsbereich, wenn er folgende Eigen-
schaften besitzt: A4 3{0}, 4 ist kommutativ, assoziativ, nullteilerfrei und hat ein
Einselement.

Beispiel 3. Jeder Korper ist ein Integritédtshereich. Der Ring der ganzen Zahlen
Z ist ein Integrititsbereich, aber kein Kérper.

Nach Satz 1.3 hat eine Gleichung der Form (1), falls =0 gilt, h6chstens eine
Losung. Gilt also in einem Integritdtsbereich a | b, @ +0, so gibt es genau ein Ele-
ment c€A mit b=ac.

Definition 6. Ist 4 ein Integritdtsbereich, a€4, a +0, b=ac, so nennen wir
das eindeutig bestimmte Element ¢ den Quotienten von b durch ¢ und schreiben
c=b/a.

Wenn A ein Korper ist, stimmt diese Definition mit den iiblichen, bei der Division
verwendeten Bezeichnungen iiberein.

Satz 5. Ist A ein Integrititsbereich, so sind fiir a, be A folgende Aussagen dqui-
valent:

1. a~b;

2. a|bundb|a;

3. ed=0bA4.

Beweis. Die Aquivalenz der Aussagen 2 und 3 ergibt sich aus Satz 4, Eigenschaft
4. Nach Satz 4, 6., gilt mit Aussage 1 auch Aussage 2. Wir beweisen nun die Um-
kehrung. Es gelte @ | b und b | . Dann gibt es a’, b’ €4 mit a =bb’, b=aa’. Wir er-
halten also a =(aa’) b’ =a(a’d’). Ist ¢ =0, so muBl wegen a | b auch b=0 sein, und da-
her gilt a~b. Wenn ¢ =0 gilt, kénnen wir die eben bewiesene Identitit durch a
kiirzen und erhalten o'd’ =¢; somit gilt a’, b’ € A* und a~b. O

Definiticn 7. Es seien a, b Eleniente des Ringes 4. Ein Element d€ A heilt
gemeinsamer Teiler der Elemente a, b, wenn d | @ und d | b gilt. Ein Element d¢€ 4
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heiBt gréfter gemeinsamer Teiler (Abkiirzung ggT) von @ und b, wenn d gemein-
samer Teiler ist und d, | 4 fiir jeden gemeinsamen Teiler d, von a, b gilt.

In einem beliebigen Ring brauchen grofte gemeinsame Teiler nicht zu existieren
(vgl. Beispiel 5.4). Im folgenden werden wir einige Klassen von Ringen angeben,
in denen der ggT stets existiert. Zunidchst wollen wir nur eine Eindeutigkeitsaus-
sage beweisen:

Satz 6. Ist A ein Integrititsbereich, a, bc A, und sind d, d’ ggT von a und b, so
giltd~d’'. Mit anderen Worten: Der ggT vst bis auf Assoziverthert eindeutig bestimmd.

Beweis. Ist d ggT von a und b und gilt d~d’, so ist auch d’ ggT von @ und b,
wie man leicht aus Satz 4, 6., erhilt. Es seien umgekehrt d und d’ ggT von a und b.
Dann gilt offenbar d | d’ und d’ | d, nach Satz 5 also d~d’'. O

Im Sinne dieser Eindeutigkeitsaussage spricht man auch von dem gg7T der Ele-
mente a, b und bezeichnet ihn mit (a, b).

Ubung 1. Die Definition des ggT laBt sich leicht auf n Elemente ay, ..., @, eines
Ringes 4 ausdehnen. Ein Element d¢4 heiBt ggT der Elemente aj, ..., a;, wenn
d | a; fir 1 =1, ..., n gilt und wenn fiir alle d&’, fiir die d’ | a;, 2 =1, ..., n, gilt, auch d’ | d
erfiillt ist. Offenbar gilt das Analogon von Satz 6 auch in diesem Fall; fiir den ggT
schreibt man entsprechend d =(ay, ..., @,). Man beweise : Existiert fiir je zwei Elemente
a, b des Ringes A der ggT, so existiert er auch fiir je n Elemente ay, ..., a, €4, n=1.
(Hinweis. Man betrachte die Folge dy =(a,, a;), dy =(dy, a3), .., dn_1 =(d,_2, a,) und be-
weise dy_1 =(ay, ..., @p).)

Offenbar sind die invertierbaren Elemente gemeinsame Teiler von zwei beliebigen
Elementen a, bc A. Haben zwei Elemente a, b keine anderen gemeinsamen Teiler,
80 nennt man sie relattv prim (oder terlerfremd) und schreibt dafiir (a, b) =e.

Ubung 2. Es seien a, b €4, 4 Integritdtsbereich, @ +0, b +0 und d =(a, b). Man be-
weise (a/d, b/d) =e.
~ Definition 8. Ein Element p des Ringes A heift ein Primelement, wenn es fol-
gende Eigenschaften besitzt: 1. p+0; 2. p¢ A*; 3. wenn a | p, so gilt ac4* oder
a~p.
Satz 7. Es sev A Integrititsbereich, p€ AN\ A*, p+0. Wir behaupten: p ist Prim-
element genau dann, wenn a€ A* oder be A* fiir jede Zerlegung p=ab gilt. Ein zu
einem Primelement assozviertes Element ist ebenfalls prim.

Beweis. Es sei p prim und p=ab. Ist a¢ 4¥, so ist a~p, d. h. p=ab=au mit
ucAd*. Aus p=+0 folgt a=+0, und wir kénnen diese Gleichung durch a kiirzen.
Es folgt b=u¢ A*. Umgekehrt besitze p die Eigenschaft aus Satz 7. Gilt a | p, so
folgt p=ab mit beA. Also ist a€ A* oder be A*, und im zweiten Fall gilt a~p.
Die zweite Behauptung ergibt sich aus der Tatsache, daB assoziierte Elemente die-
selben Teiler haben. O

Beispiel 4. Die Primelemente des Ringes Z sind die gew6hnlichen Primzahlen
p=2,3,5,7,11, ... und die dazu negativen p= -2, —3, -5, ...

Satz 8. Ist pc A Primelement, so gilt fiir jedes a € A entweder p | a oder (p, a) =e.
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Beweis. Sind p und a nicht teilerfremd, so existiert ein ,echter gemeinsamer
Teiler d¢ A*. Da p prim ist, folgt d~p, und aus d | a folgt p [a. O

Zum AbschluB dieses Paragraphen wollen wir eine interessante Folge von Ringen
untersuchen, die sogenannten Restklassenringe. Es sei n+0 eine feste natiirliche
Zahl. Wir sagen, zwei ganze Zahlen a, b¢ Z seien kongruent modulo n, und schreiben

a=bmodn,

wenn 7 | @ —b gilt. Diese Beziehung ist eine Aquivalenzrelation im Ring Z. Offen:
bar ist sie reflexiv und symmetrisch. Wir beweisen die Transitivitit. Es sei
a=bmodn und b=cmodn, also n|a—b und n|b—c. Aus a—c=(a—b)+(b—c)
folgt n | @ —c¢, d. h. a=¢ mod n.

Wir bezeichnen mit 7 die Aquivalenzklasse unserer Kongruenzrelation, zu der
m gehért, d. h.-die Menge aller derjenigen ganzen Zahlen, die zu m kongruent sind.
Hierdurch wird Z in ein System paarweise disjunkter Aquivalenzklassen zerlegt
(vgl. Satz 0.2.1). Wir wollen zeigen, daB die Klasseneinteilung gerade aus den n
Klassen 0,1 ..., n—1 besteht. In der Tat, gilt0=i<j=n—1,s0ist 0<j—i=n—1,
also 7 1 j—1%, und somit j%+ mod n. Somit sind die angegebenen Aquivalenzklassen
alle verschieden. Es bleibt zu zeigen, da jede ganze Zahl m¢Z in einer dieser
Klassen liegt. Das folgt aus dem bekannten Satz iiber die Division mit Rest:
Ist m eine ganze Zahl und n >0 eine natiirliche Zahl, so gibt es eindeutig bestimmte
ganze Zahlen g, r mit 0 =r<n so, da m=q - n+r gilt. Aus der letzten Gleichung
folgt m=r mod n, d. h. m€7. Man beweist leicht: Es gilt m=m" mod » dann und
nur dann, wenn m und m’ bei Division durch n denselben Rest r=r" ergeben.
Hieraus erklirt sich die Bezeichnung Restklassen modulo %, die wir im folgenden
verwenden. L

Mit Z, bezeichnen wir die Menge {0, I, ...,m—1} der Restklassen modulo .
In Z, fithren wir durch

E+li=k+1, Ek-l:=k-1 (% 1€Z) (2)
eine Addition und eine Multiplikation ein; es ist zu zeigen, daf} diese Definitionen
korrekt, d.h.unabhidngig von der Auswahl der Vertreter sind: Es seien ky=Fk,
1,=1, d. h. ky—k=nz, I, —l=ny mit z, ycZ. Dann gilt '

ki+li=k+1l+n (z+y)=k+Imodn,
ky-liy=k-l+n(xl+yk+nx-y)=k-lmodn.
Den recht einfachen Beweis des folgenden Satzes wollen wir dem Leser iiberlassen:

Satz 9. Die durch (2) definierten Operationen verwandeln in in einen kommutat:-
ven, assoziativen Ring mit Einselement 1, und die kanonische Abbildung meZ —
M€ Z, ist ein Ringhomomorphismus. O

Definition 9. Der durch Satz 9 definierte Ring Z, heiBt der Restklassenring
modulo n.
5 Onidtik, Algebra 1
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Satz 10. Folgende Aussagen sind dquivalent:
1. n ist etne Primzahl;

2. Z,, vst esn Integrititsbereich;

3. Z, st ein Korper.

Beweis. Wir verwenden die folgende Eigenschaft der ganzen Zahlen (sie ist ein
Spezialfall von Satz 5.4): Ist p eine Primzahl und gilt p | ab, a, b€Z, so gilt p | a
oder p | b. Es sei nun 7 prim; wir zeigen, daB Z,, nullteilerfrei ist. Aus % -[=k - =0
folgt ndmlich n | k - I, also nach der eben formulierten Eigenschaft » | k oder = | I,
d. h. =0 oder I =0. Ist n>1 nicht prim, so gibt es eine echte Zerlegung n=r - s
mit 1 <r<n, 1 <8<mn, also 7 - §=0, #+0, §+0, d. h., 7, § sind Nullteiler. Z,= {0} ist
ebenfalls kein Integritdtsbereich. Es bleibt zu zeigen, daB aus der Aussage 2 die
Aussage 3 folgt; denn die Umkehrung ist trivial. Hierfiir geniigt es zu beweisen,
daB jedes a€Z,, a+0, invertierbar ist. Multiplizieren wir alle Elemente aus Z,

mit a, 8o erhalten wir die Restklassen @ - 0, @ - 1, ..., @ + (n—1). Alle diese Klassen
sind verschieden; denn aus ak=al, a +0, folgt k=1, weil Z,, ein Integrititsbereich
ist. Da die Anzahl dieser Klassen gleich n ist, ergibt sich der ganze Ring Z,; es
existiert also ein k mit ak =1, also k=a~1. O

Wenn » prim ist, nennt man Z, auch den Restklassenkirper modulo n.

- Ubung 3. Man beweise, daB char Z, == gilt und daB [Z,, +] eine zyklische Gruppe
der Ordnung = ist.

Ubung 4. Man beweise, da8 jeder Ring der Charakteristik n mit Einselement einen
zu Z, isomorphen Unterring enthélt; jeder Korper der Charakteristik p (p prim) ent-
hiilt einen zu Z, isomorphen Teilkorper; jeder Kérper der Charakteristik 0 enthiilt einen
zu Q isomorphen Teilkérper.

Ubung 5. Man beweise, da8 die Aquivalenzrelation =mod n durch eine Wirkung der
Gruppe Z iiber sich definiert werden kann (vgl. Satz 1.4.4).

Ubung 6. Man zeige, da ein endlicher Integrititsbereich stets ein Korper ist.

Ubung 7. Ein Korper K, heit Primkirper, wenn er keinen echten Teilkérper
Lc K, besitzt. Man zeige: Jeder Korper K enthélt genau einen Primkorper K, und
dieser liegt in jedem Teilkérper L c K. Dabei ist K, zu einem der Kérper Q, Z,, p prim,.
isomorph; es gilt char K =p (bzw. =0) genau dann, wenn K,=Z, (bzw. = Q) ist. Alle
Teilkorper des Korpers K haben folglich dieselbe Charakteristik.

Ubung 8. Es sei K ein Korper. In der Menge K X K der Paare fiihren wir die Opera-
tionen +, - durch komponentenweise Definition ein:
(a, b) +(c, d): =(a +¢c,b+d), (a,Dd)- (c, d):=(ac, bd) .
Man beweise: a) [KX K, +, °] ist ‘ein Ring (vgl. Beispiel 1.2). — b) [K X K, +, -] ist kein.
Korper. — ¢) Die Abbildung f: a€K > (a, 0) €K XK ist ein Ringhomomorphismus,
Im f ist ein Korper, und jedes von 0 verschiedene Element aus Im f ist ein Nullteiler
in K XK, besitzt also in K X K kein Inverses. (Man beachte, da3 das Einselement von

K XK nicht in Im f liegt.)

Ubung 9. Es sei K ein Kérper und 4 SK, A4 {0}, ein Unterring von K. Man be-
weise: Ist ¢ ein Einselement in 4, so ist & gleich dem Einselement ¢ von K (vgl. da-
gegen Ubung 8¢)).
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§3. Komplexe Zahlen

Die komplexen Zahlen verdanken ihre Entstehung dem Umstand, daB viele alge-
braische Gleichungen mit reellen Koeffizienten keine reellen Losungen besitzen.
Das einfachste Beispiel ist die Gleichung

22+1=0. (1)

Wir stellen uns nun die Aufgabe, eine Erweiterung K des Kérpers R zu konstruie-
ren, in der die Gleichung (1) 16sbar ist. Hierdurch ist K nicht eindeutig bestimmt ;
fordert man jedoch, daB K eine kleinste derartige Erweiterung ist, so ist K bis auf
einen Isomorphismus eindeutig festgelegt.

Zuerst wollen wir direkt einen Korper mit den erforderlichen Eigenschaften an-
geben. Wir gehen von der Menge C=R xR der geordneten Paare (a, b) reeller
Zahlen aus und definieren in ihr komponentenweise die Addition

(@, b)+(c, d):=(a+c, b+d). (2)
Man erkennt leicht, dafl € hierdurch eine abelsche Gruppe mit dem Nullelement
0=(0, 0) wird; ferner gilt —(a, b)=(—a, —b). Die Multiplikation definieren wir
in C folgendermaflen:

(@, b) - (¢, d):=(ac—bd, ad +bc) . 3)

Satz 1. Durch die Operationen (2), (3) wird C exn Korper. Sein Einselement ist
(1, 0), und das zu (a, b) =0 inverse Element hat die Gestalt

(a b)-i =(L __b) (4)
? a?+b2’ a2+b2)"
Beweis. Offenbar ist die Multiplikation kommutativ. Die Assoziativitit ergibt
sich durch etwas umstdndliches Nachrechnen:
((a,d) « (¢, d)) (P, q)=(ac—bd, ad +bc) (p, q)
=((ac —bd) p —(ad + bc) g, (ac —bd) q + (ad +be) p)
= (acp — bdp — adq — beq, acqg —bdq + adp + bep)
=(a (ep—dg) —b (cq +dp), a (cq +dp) +b(cp —dg))
=(a, b) (cp—dg, cq+dp)=(a, b) (¢, d) * (p, 9)) -
Die Nachpriifung des distributiven Gesetzes iiberlassen wir dem Leser. Aus (3)
folgt (1, 0) (¢, d) =(c, d). SchlieBlich rechnet man mit Hilfe von (3) leicht aus, da

b (=2, =2 V=10
| (a, b) m,mli—( »0)
ist. O

Nun wollen wir zeigen, daf wir C in recht natiirlicher Weise als eine Erweiterung
von R auffassen kénnen:

Satz 2. Die Abbildung

a:a€R—> a(a):=(a, 0)€C

b*
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18t ein Isomorphismus von R auf den Teilkirper R:=Im « c C. Identifizieren wir
R und R mit Hilfe des 1somorphismus « und definieren wir

ir=(0,1),

80 konnen wir jede komplexe Zahl (a, b) € C in der Gestalt
(a, b)=06+bi (a, b€R)

schreiben, und es gilt
i241=0.

Der Kérper C ist eine minimale Erweiterung des Kérpers R, d. h., fiir jeden Tezlkorper
LS C folgt aus RS L entweder L=R oder L=C.

Beweis. Aus (2) und (3) folgt sofort, daB « ein Ringhomomorphismus ist. Offen-
bar gilt Ker a =0, d. h., « ist injektiv und bildet R isomorph auf R ab (Folgerung
1.1); hierbei ist R= {(a, 0) | a€ R}. Offenbar ist R ein Teilkorper von C. Nach Aus-
filhrung der im Satz beschriebenen Identifikation folgt sofort (e, b)=a +bi und
i24+1=0. Zum Beweis der Minimalitét betrachten wir irgendeinen Teilkérper L
mit RELESC. Angenommen, es sei R+ L. Dann existiert ein Element ¢ +bicL
mit b=+0. Aus a,bcRc L folgt bi=(a+bi)—acL und i=b-{(bi)€L. Dann muB
aber fiir beliebige ¢, d€ R auch ¢+di€ L sein, d. h., es gilt L=C. O

Definition 1. Der nach Satz 1 konstruierte Kérper € heif3t der Korper der kom-
plexen Zahlen. Ist z=a +bi eine komplexe Zahl, so heiit R(z):=a€R der Realieil
und I(z):=be€R der Imagindrteil von 2. Die komplexen Zahlen mit R(z)=0 heifien
imagindr.

Wie schon in Satz 2 identifizieren wir im folgenden stets R mit dem Teilkérper
RcC vermoge a€R—> a(a)=a+0i=a€C. Statt 2=(a, b) benutzt man im allge-
meinen die Schreibweise z=a +bi. Jetzt wollen wir zeigen, da die im Satz 2 an-
gegebenen Eigenschaften den Korper der komplexen Zahlen bis auf einen Iso-
morphismus eindeutig bestimmen.

Satz 3. Es sei K eine Erweiterung des Korpers R, die folgende Eigenschaften besitzt:

1. Es existiert ein j€ K mit §2= —1;

2. K ist exne minimale Erweiterung von R, d.h., ist LS K ein Teilkorper mit
REL, so gilt L=R oder L=K.

Dann gibt es genau ernen Isomorphismus f: C—~K mat f | R=idg und f(i)=j.

Beweis. Wenn f: C—~K ein derartiger Isomorphismus sein soll, muB notwendig
f(@+bi)=f(a)+/(b) - f(i)=a+bj gelten, es gibt also hochstens einen derartigen
Isomorphismus. Definieren wir f durch f (@ +bi): =a +bj, so folgt leicht f (21 +2,) =
=f(24) +f(z5) ; wir priifen die Multiplikativitit nach:

f (& +bi) (c +di)) =f ((ac —bd) + (ad + bc) i) = (ac —bd) + (ad +be) j
=(a+b) (c+dj)=f (a +bi) - f (c+di) -
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Dabei haben wir j2= —1 angewandt. Offenbar gilt f | R=idg und f(i) =j, speziell
also Im f+0. Daher wird € isomorph auf den Teilkorper L:=Im f<S K abgebildet
(Satz 2.2). Offenbar gilt RELC K und L=+ R, dennesist f(i)=j ¢ L\ R, weil j2= —1
ist und die Gleichung (1) in R keine Lésung besitzt. Nach Eigenschaft 2 folgt L= K,
und f: C~ K ist ein Isomorphismus. O

Wir wollen nun die einfachsten Eigenschaften des Kérpers der komplexen Zah-
len herleiten. Zuerst geben wir eine geometrische Interpretation an. Wir wihlen
in der Ebene ein festes, kartesisches Koordinatensystem (vgl. § 4.1). Der kom-
plexen Zahl z =a +bi € C ordnen wir den Punkt p mit den Koordinaten (a, b), a, b€R,
zu. Offenbar erhalten wir so eine bijektive Abbildung von € auf die Ebene. Oft ist es

zweckmaifig, statt der Punkte p der Ebene die entsprechenden Ortsvektoren o?z
beziiglich des Ursprungs o zu betrachten. Bei dieser Abbildung gehen 1 und i in die
auf den Koordinatenachsen liegenden Einheitsvektoren iiber (Abb.1). Aus der

12
5 Zz=a+bi
i /9
/?:
by
Arg2
I o a i b Abb. 1
.H

elementaren Geometrie ist wohlbekannt, daf die Addition von zwei Ortsvektoren
komponentenweise erfolgt. Wir kénnen also feststellen, dal die Zuordnung z€ C+—

- o;e V ein Isomorphismus der additiven Gruppe von € auf die Gruppe V der
Vektoren der Ebene ist (vgl. Beispiel 1.1.6). Damit erhalten wir eine geometrische
Interpretation der Addition der komplexen Zahlen. Zur geometrischen Interpreta-
tion der Multiplikation miissen wir zunédchst zwei neue Begriffe einfiihren:

Definition 2. Unter dem Betrag |z| der komplexen Zahl z verstehen wir die
Lange des z entsprechenden Ortsvektors:

z=a+bicC— |z|:=]/a2+b2€R

(nach dem Satz von PyTHAGORAS). Unter dem Argument von z€ C* — Schreibweise
Arg z — verstehen wir den Winkel zwischen der positiven Abszisse (der reellen
Achse) und dem z entsprechenden Ortsvektor; Arg z ist bis auf ein ganzzahliges
Vielfaches von 2x eindeutig bestimmt (vgl. Beispiel 0.2.17), falls z+0 gilt; fir
2=0 wird Arg z nicht definiert.
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Offenbar gilt

cos (Arg z) =a/|z|, 8in (Arg z) =b/|7|,
also
z=|z| (cos (Arg z) +i sin (Arg z)) (2€C*) .

Diese sogenannte trigonometrische Schreibweise der komplexen Zahlen ist ein-
deutig in dem folgenden Sinne: Ist z2€ C* und '

z=r (cos ¢ +1sin ¢), 7, p€R, r=0, (B)
so gilt r=|z| >0 und ¢ = Arg 2, wie man sofo_tt nachrechnet.
Eine geometrische Deutung der Multiplikation enthélt der folgende
Satz 4. Betrag und Argument besitzen folgende Eigenschaften:
jowl=lel - ol (2, w€C), (6)
Arg (z - w) =Arg 2+ Arg w (2, we C¥) . (7N

Beweis. Fiir z=0 oder w=0 gilt (6) trivialerweise. Es seien also z, w¢c C*, und
es gelte »
2=|z| (cos ¢ +1 sin @), w=|w| (cos y+isin p)
mit ¢ =Arg 2, y=Arg w. Multiplikation ergibt unter Beriicksichtigung der Addi-
tionstheoreme fiir die Winkelfunktionen
2w =|z| |w| (cos (p+y)+igin (¢ 4;1/))).
Aus der oben bereits bemerkten Eindeutigkeit der trigonometrischen Schreib-

weise folgen sofort (6) und (7). O

Aus Satz 4 erhilt man sofort eine Moglichkeit zur geometrischen Konstruktion
des Produkts zw: In Abb. 2 sind die Dreiecke (0, 1, z) und (0, %, zw) dhnlich.
Wir zeigen

Satz 5. Fiir 26 C* und nec Z gilt

|2 = |2|?, Argz"=n Argz.
zwW

"
2w\

"T jwm
' z
1zi
Agz Abb. 2
o 1
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Beweis. Fiir n=0 ist. die Behauptung trivial. Fiir n >0 ergibt sie sich leicht
durch Induktion aus Satz 4. Nach (4) gilt mit ¢ =Arg z

1 Co 1 -
z‘1=W(|zlcos ¢ —i|z| sin q))=ﬂ (cos (—¢) +isin (—¢));

das ist aber die Behauptung fiir » = —1. Ist schlieBlich n € Z eine beliebige negative
Zahl, so gilt 2" =(z~1)!7, und hieraus folgt
2% =z~ 1™ = (|| )" = 2|,
Argz» =Arg (z~1)=|n| Argz~1= —|n| Arg z=n Arg z. O
Folgerung 1 (Formel von MOIVRE). Ghlt z=|z| (cos ¢ +i8in ¢) und ne Z, s
folgt
2" =|2|® (cos np +i sin ng). O
Die bewiesenen Eigenschaften der Multiplikation der komplexen Zahlen ge;
statten eine gruppentheoretische Deutung. Zum Beispiel besagt die Gleichung (6),
daB die Abbildung u:z€ C*— [z|€R, ein Homomorphismus der multiplikativen
Gruppe C*in die Gruppe R ist. Daher ist die erste Behauptung von Satz 5 einfach
ein Spezialfall des Satzes 1.3.1b). Nach Satz 1.2.12 ist der Kern S1:=Ker u eine

Untergruppe von C¥; sie besteht aus allen z2€ € mit |2| =1 und wird geometrisch
als Kreis vom Radius 1 mit dem Zentrum 0 dargestellt.

Bemerkung. Aus der geometrischen Deutung der Addition folgt sofort, dafl
|z +w| = z| + |w|

fiir alle 2z, we € gilt. Offenbar ist auch stets |z| =0, und es gilt |z| =0 dann und nur
dann, wenn z=0 ist. Hieraus und aus (6) folgt, daB der Betrag alle Eigenschaften
einer Norm (vgl. § 6.1) erfiillt.

Ubung 1. Man beweise, daB die Abbildung
A:2€C* > dy g, €C

ein Homomorphismus von C* auf die Gruppe C der Drehungen der Ebene um 0 ist
(vgl. Beispiel 1.3.3). Man bestimme Ker 7 und zeige, daB3 1 die Gruppe S1=Ker ,uCC*
isomorph auf C a.bblldet

Ubung 2. Man benutze den Isomorphismus §1=C von Ubung 1, um die natiirliche
Wirkung von C iiber der Ebene mittels der Multiplikation komplexer Zahlen zu be-
schreiben.

Eine wichtige Rolle in der Theorie der komplexen Zahlen spielt die Abbildung
z=a+bicCr— z:=a-bicC (a,beR),"

die jeder komplexen Zahl z ihre konjugierte Z zuordnet. Geometrisch bedeutet die
Abbildung z—Z die Spiegelung an der Abszissenachse. Offenbar gilt

1z] =1z|, Argz=—Argz.
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Satz 6. Die Abbildung z€ €+ z€C ist ein Automorphismus des Kérpers C, d. k.,
es qult
Ztw=2z+w, Zw =% (z, weC).

Beweis. Aus z=z folgt, daB die Abbildung umkehrbar, also bijektiv ist. Die Ver-
tauschbarkeit mit den Rechenoperationen ergibt sich unmittelbar aus den Defi-
nitionen. O

Ubung 3. Es sei y ein Endomorphismus des Korpers C, der R in sich iiberfiihrt.
Man beweise: Dann gilt entweder y(z) =0 fiir alle z€C, oder es gilt y =idc oder y(z) =2
fiir alle z€C. (Hinweis. Man wende Ubung 1.3 an.)

Nach Satz 2 ist die Gleichung #2+1=0 im Kérper € losbar. Wie wir spéter
sehen werden, hat in € jedes Polynom Nullstellen. Wir wollen nun die Lsungen
der Gleichung 2"®=c (€N, c€ C) bestimmen, die man die n-ten Wurzeln aus c
nennt. Wenn ¢ =1 ist, spricht man von den n-ten Einheitswurzeln. Gilt ¢ =0, so gibt
es nur die Losung £ =0; es geniigt also, den Fall ¢+:0 zu betrachten.

Satz 7. Es gibt genau n verschiedene n-te Einheitswurzeln, ndmlich
&2 =cos (2nk/n) +isin (2nk/n)  (k=0,1,..,n—1).

Die Menge K,,:={eg, &4, -.., £,_1} 18t eine zyklische Untergruppe von C*, die von &,
erzeugt wird.

Beweis. Fiir z¢C gilt 2"=1 genau dann, wenn |2[*=1 und = Arg z=2nk gilt
fiir ein gewisses k€ Z (Satz 5). Hierausfolgt 2| =1 und Argz=2xk/n mit k€ Z, d. h.

z2=g¢g,:=cos (2nk/n) +1i sin (2nk/n) (keZ). (8)

Die Gleichung (8) beschreibt also die Menge K,,. Offenbar gilt ¢, =¢ fiir k¢ Z, und
somit ist K, die von &, erzeugte zyklische Untergruppe von C*. Nun gilt o(e;) =n;
in der Tat ist ¢} =1, wihrend 0<2xl/n<2x fir 0 <l<mn gilt, also e =g=+1. Nach
Satz 1.3.2 sind die Zahlen ¢, k=0, 1, ..., » —1, paarweise verschleden, und ihre
Vereinigung ist K,. O

Folgerung 2. Fiir jedes ncN und c€C* existieren genau n verschiedene n-te
Wurzeln aus c.

Beweis. Wir setzen ¢:=Arg ¢ und b=m (cos (¢/n) +1 sin (¢/n)). Nach Folge-
rung 1 gilt b* =c. Daher existiert wenigstens eine Losung der Gleichung 2% =c. Es
sei nun b]-: =bs’-, §=0,1, ..., n—1. Diese Zahlen sind paarweise verschieden; denn
aus b;=b; folgt ¢;=¢;, also =j. Andererseits hat jede Wurzel aus ¢ die Gestalt be;;
denn aus a,"—c folgt (a./b)" =1, d. h. a/b=¢; fiir ein gewisses j. O

Ubung 4. Man beweise, das der Homomorphismus 4 aus Ubung 1 die Untergruppe K,
isomorph auf die Untergruppe C, c C abbildet (vgl. Beispiel 1.3.3).

Ubung 5. Mit Hilfe des Ergebnisses von Ubung 1.3.6 bestimme man die n-ten Ein-
heitswurzeln ¢;, die K, erzeugen: [¢;] =K, ; sie heillen primitive Einheitswurzeln.

Ubung 6. Man beweise, daB die n-ten Einheitswurzeln in der Ebene durch die Ecken
eines reguléiren n-Ecks mit dem Zentrum 0 dargestellt werden; eine der Ecken ist 1.
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Ubung 7. Man beweise, da8 die Menge {K,}n¢cN alle endlichen Untergruppen von C*
enthilt.

Ubung 8. Man zeige, daB U K, eine abzihlbare (iiberall dichte) Untergruppe in
81 ist. n=1

Zum AbschluB dieses Paragraphen wollen wir als ein interessantes Beispiel den
Schiefkérper der Quaternionen einfithren. Es sei H:=Cx C die Menge der geord-
neten Paare (z, w) komplexer Zahlen. In H definieren wir die Addition wieder kom-
ponentenweise durch

(%, v) +(w, 2): =(u+w, v+2) (9)
und die Multiplikation durch

(u, v) - (w, 2):=(uw — Zv, zu +oD) . (10)
Offenbar ist [H, +, -] ein Ring; wir werden sehen, daB er sogar ein Schiefkérper

ist. Man nennt ihn den Schiefkorper der Quaternionen.

Ubung 9. Man zeige, da8 H assoziativ, aber nicht kommutativ ist; das Element
(1, 0) ist Einselement von H.

Man erkennt leicht, dafl die Abbildung 8: z€ €+ B(z):=(z, 0)€H ein injektiver
Ringhomomorphismus ist. Daher kénnen wir mittels § den Kérper € mit dem Un-
terring aller Elemente der Form (z, 0) von H identifizieren. Dabei wird R mit dem
Unterring aller Elemente der Form (a, 0), a € R, von H identifiziert. Wir definieren
nun die sogenannten imaginiren Einheiten

i:=(i,0), i:=(0, 1), k:=(0)i)'
Ubung 10. Man verifiziere die Gleichung
(a +bi, ¢ +di) =a +bi +cj +dk (a, b, ¢, d€R)

und zeige, da die Multiplikationstabelle der Elemente i, j, k folgendermaBen aus-
sieht:

| i i k
i -1 k —j
i -k -1 i
k i - -1

Fiir ein beliebiges Quaternion ¢=(z, w)=a +bi+cj+dk definieren wir den Betrag
durch

lgl:=VIzl2+ [w]2 = }a2 +b2 +c2 +d?
und das konjugierte Quaternion § durch
§:=(Z,—w)=a—-bi—cj—dk.
Ubung 11. Man Beweise die folgenden Regeln:
1. g +g3=g1 +

2. 192 =429,
3. g3=aq9=I91%
4. |q192] =lg4l lgal

(9 91, g2€H) .
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Aus Ubung 11 folgt unmittelbar, daB der Ring H ein Schiefkorper ist. In der
Tat, fiir g¢H und ¢ +0 gilt |g| >0; daher ist das Element §/|q|2 wohldefiniert, es ist
invers zu q. )

Ubung 12. Man zeige, daB die Elemente +1,+i,+j, tk eine Untergruppe von H*
bilden. .

Aus (9) und (10) ist ersichtlich, daB der Schiefkérper H aus dem Kérper der kom-
plexen Zahlen nach demselben Prinzip definiert wurde wie € aus dem Kérper der
reellen Zahlen. Wendet man dieses ,,Verdopplungsprinzip®“ noch einmal auf den
Schiefkorper H an, so erhilt man einen neuen Ring O mit Einselement, den Ring der
Oktaven, auch Cayleysche Zahlen genannt. Fiir ihn gilt O*=0\ {0}, aber er ist
weder kommutativ noch assoziativ. Versucht man das Prinzip noch einmal an-
zuwenden, so erhilt man schon keinen Ring mehr, in dem alle Elemente aufler der
Null umkehrbar wiren; vgl. hierzu I. L. KanToRr und A. S. SoLoDOVNIKOV [1].

§4.  Polynomringe

In diesem Paragraphen wollen wir Polynomringe mit Koeffizienten in einem Inte-
grititsbereich definieren und untersuchen. Die Frage nach der Bestimmung der
Nullstellen eines Polynoms wurde noch im vorigen Jahrhundert als Grundaufgabe
der Algebra betrachtet. In der Algebra werden die Polynome nicht als Funktionen,
wie in der Elementarmathematik iiblich, definiert, sondern durch eine formale
Konstruktion eines gewissen Ringes. In den wichtigsten klassischen Fillen sind
beide Definitionen dquivalent; iiber endlichen Ringen, z. B. den Restklassenkdor-
pern, ist die algebraische Definition reichhaltiger (vgl. Beispiel 1 weiter unten).

Definition 1. Es sei 4 ein Integritidtsbereich. Unter einem Polynom iiber A
verstehen wir eine unendliche Folge «=(ag, &, ..., @, -..), @;€ A fiir alle 1€Ny, in der
alle bis auf endlich viele Glieder a; gleich 0 sind. Das Polynom 0=(0, 0, ..., 0, ...),
in dem alle Glieder 0 sind, heiBt das Nullpolynom. Ist «+0, so gibt es genau ein
n€Ng mit a, +0 und a;=0 fiir ¥>=; n heiBt der Grad des Polynoms und wird mit
gr @ bezeichnet. Fiir «=0 wird gr nicht definiert. Die Menge aller Polynome be-
zeichnen wir mit A[z].

Bemerkung. Die von der iiblichen abweichende Bezeichnung der Polynome
ist nur zur Klirung der begrifflichen Zusammenhinge notwendig; nach Einfiihrung
der Unbestimmten x kénnen wir durch (4) (siehe unten) zu der bekannten Schreib-
weise iibergehen. Man beachte, daB « keine Variable ist! Offenbar hitten wir A[x]
auch als Menge aller endlichen Folgen (a, ay, ..., a,), a,+0, nENy, definieren
koénnen; jedoch lassen sich die einzufiihrenden Operationen in der yon uns bevor-
zugten ,,formal unendlichen* Schreibweise einfacher formulieren. '

Wir wollen nun die Operationen der Addition und Multiplikation in A[x] defi-
nieren. Es sei

a=(ao, Gey veey Gy ...), [3=(bo, bi’ ceny bi N ...) .
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Dann setzen wir

¢+ﬂ:=(ao+bo, a1+b1, veoy ai+bi y ...) ,

@ B:=(Cp, Cpy oy ;5 -..) Mt c;i= D azb;. (1)
k+l=i

Man beweist leicht, daB « +8, « - § wieder Polynome sind.

Satz 1. Es sei A ein Integrititsbereich. Die Menge A[x] mat den durch (1) defi-
nierten Operationen 18t dann wieder ein Integritiitsbereich. Die Teilmenge der Poly-
nome der Form (a, 0,0, ..., 0, ...), a € 4, ¥st etn 2u A isomorpher Unterring von A[z].
Es gt

gr(z+p)=max(gra,grh) (a6 «+f=0), (2)
gr(z-p)=gra+grf (z, 8+0) . (3)

Beweis. Man bemerkt sofort, daB [A[«], +] eine abelsche Gruppe mit dem Poly-
nom 0 als Nullelement ist. Die Kommutativitit der Multiplikation ist ebenfalls
leicht einzusehen. Wir beweisen die Assoziativitit. Es seien a, § wie oben und
Y=(Cgs Cqy ++ey C;5 «oo). Wir setzen (af) v=(uqy, uy, ...), « () =(vg, ¥4, ...). Nach (1)
gilt

u= 2 ( 2 ablag= 2 abo= 2 « 2 bg =7, .
L+k=r i+j=l iti+k=r i+m=r j+k=m
Der Beweis der Distributivitit ist trivial. Somit ist A[«] ein assoziativer, kommu-
tativer Ring. Man priift leicht nach, daB (e, 0, ..., 0, ...) sein Einselement ist und da8
die Abbildung f:a€Ad— (4,0, ..., 0,..)€A[x] ein injektiver Homomorphismus
ist, der 4 isomorph auf den im Satz angegebenen Unterring abbildet.

Die Verifikation von (2) ist trivial, wir beweisen (3). Es seien a, f und a - f=
=(Cps €1y ++» G4 ) Wie in (1) definiert, n =gr a, m =gr g. Nach Definition (1) gilt
¢; =0 fiir k>n+m, da in jedem Summanden von ¢; wenigstens ein Faktor 0 ist.
Weiter folgt ¢, , ,,=a, * b,,+0; denn 4 enthilt keine Nullteiler. Somit ist gr « - g=
=m +n. Hieraus folgt aber auch « - 0 fiir «+0 und g+0, so daB A[x] ebenfalls
keine Nullteiler hat. O

Im weiteren werden wir das Element « € A mit dem Polynom

f(e)=(a, 0, ..., 0, ...)

identifizieren, so dafl 4 — A[«] ein Unterring ist. Wir bemerken noch, daBl man den
Ring A[x] ebenso ausgehend von einem beliebigen Ring A4 definieren kann. Dann
impliziert die Kommutativitidt, Assoziativitidt, Existenz eines Einselements bzw.
Nullteilerfreiheit von A die entsprechende Eigenschaft des Polynomringes A[x].

Folgerung 1. Es gilt A[x]*=4*.

Beweis. Da das Einselement ¢ € 4 auch Einselement von A[x] ist, gilt A*CS A[x]*.
Es sei nun a€A[z]*. Dann existiert ein a~1€ 4[], so daB aa~1=e gilt. Aus (3)
folgt gr «+gr a~1=gr e=0, und daher muBl gr «=0, also a€ 4 sein; offenbar ist
dann auch ac4*. O
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Wir definieren nun die Unbestimmte x durch

z:=(0,¢,0,..,0,..).
Es gilt
2= (dgg, Dyps ooy Bz 5 +o2)
mit
0 fir 7=k,

d“’zle fir =k i, kN

Zunichst gilt das fiir k=1 wegen z=2x!, fiir k>1 beweist man es durch vollstindige
Induktion nach k. Setzen wir schlieSlich noch

x0:=e,

80 konnen wir jedes Polynom a=(ay, ay, ..., @,, 0, ...) vom Grad gra=n in der
tiblichen Form
L .
a= D exi=apt+ag+.. +aa" (4)
i=0
schreiben. Verlangen wir noch gr a=n, d. h. @, +0, so ist die Schreibweise (4)
durch « eindeutig bestimmt. Im weiteren werden wir diese Bezeichnung benutzen.
Die oben gegebenen Definitionen fiir die Addition und Multiplikation der Poly-
nome sind weiter nichts als die bekannten Rechenregeln der Elementarmathematik
fiir Ausdriicke der Gestalt (4).

Ubung 1. Wir bezeichnen mit A[[x]] die Menge aller Folgen a =(ag, ay, ..., Gj, --.)
mit a;€4, A ein Integritdtsbereich. Man beweise, da8 die Operationen (1) A[[z]] in
einen Integrititsbereich verwandeln, der A[z] als Unterring enthilt. Ein Element
a € A[[x]] ist invertierbar genau dann, wenn ay€A* gilt. A[[z]] heiBt der Ring der for-
malen Potenzreihen tber A; seine Elemente schreibt man gewohnlich in der Form

a= 2 axi=ag+ax+... +azt +...
t=0

Wir wollen nun einige wichtige Eigenschaften der Polynomringe beweisen.

Satz 2 (Satz iiber die Division mit Rest). Es set A ein Integrititsbereich und
a, peA[z], B=by+bx+...+b,a", b, € A*. Dann existieren Polynome y, é € A[x], so
dap

a=fy+6 mit 6=0 oder gré<grf=n (5)

gult; die Polynome y, 8 sind hierdurch exndeutig bestimmd.

Beweis. Wir beweisen zuerst die Existenz einer Darstellung (5). Ist a =0, so
kann man offenbar y =6 =0 setzen. Fiir a +=0 fithren wir den Beweis durch Induk-
tion nach gr a; dabei denken wir uns g fest. Angenommen, fiir alle « mit gr a<m
sei die Existenz bereits bewiesen. Es sei gra=m und a=ay+ax+... +a,2™.
Gilt m<mn, so setzen wir einfach y=0, §=a. Falls m=n ist, betrachten wir das
Polynom

d=a—(a,/b,) 2" "8 .
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Offenbar gilt grd<m. Nach Induktionsannahme gibt es 7, § € A[x] mit G=87 +
46,6 =0 oder gr § <n. Hieraus erhalten wir

@ =G +(ty/by) 2™ "B =B (7 +(a/by) 2™ ")+ .

Setzen wir nun y =7 +(a,/b,) ™", =4, so resultiert (5).

Wir zeigen nun die Eindeutigkeit der Darstellung. Angenommen, auBer (5)
gelte noch a=pgy,+6; mit 6,=0 oder gr 6;<n. Dann folgt 6—8,=8 (y4—7). Ist
y1=19, so folgt 6=46,. Gilt y;+7y, so ist gr (8 (y,—7))=gr f=n nach (3), wihrend
nach (2) gr (8 (y1—7))=gr (6 —8,) <n gelten miiBte, so dall wir einen Widerspruch
bekdmen. 0O

Definition 2. Das Polynom é aus der Darstellung (5) heiBt der Rest und das
Polynom y der Quotient bei Division von a durch g.

Offensichtlich gilt g | « genau dann, wenn 6 =0 gilt. Man bemerkt, daB der Be-
weis von Satz 2 einen Algorithmus zur Berechnung von y und  enthilt, ndmlich
das aus der Elementarmathematik bekannte Verfahren zur Division zweier Poly-
nome. Ist f=x—c, c€A, so kann man die Division auch nach dem Hornerschen
Schema durchfiihren, das wir nun beschreiben wollen.

Satz 3. Es sei a=a@+a@" 1 +...+a, und f=2x—c, a;, ¢ Elemente des Integri-
titsbereiches A. Dann lassen sich die Koeffizienten des Quotienten y=cqa®~!+
+c@”2+..+¢,_, und der Rest rc A rekursiv nach den folgenden Formeln be-
rechnen:

Co = Qy,
61=Cco +a1,
........... (6)

Cp—q1=CCp_og+ay_g,
T=CCph_y+ay.
_Beweis. Nach Satz 2 gibt es eine Darstellung
a=(x—c)y+4d (7

mit =0 oder gr § =0. Somit gilt §=rc 4. Vergleichen wir die Koeffizienten auf
der rechten und linken Seite von (7) — man beachte die von (4) abweichende,
ebenfalls gebrauchliche Numerierung der Koeffizienten —, so erhalten wir

ap=0Cp
ai=ci—cci_1 (7/21, ...,n—l),
a”=r—ccn_1 N

woraus (6) folgt. O

Wir wollen nun die Polynome von einem anderen Gesichtspunkt aus betrachten.
Jedem Polynom « € A[x] werden wir eine Funktion ¢€ 4 — a(c) € 4 zuordnen; aller-
dings ist diese Zuordnung im allgemeinen weder injektiv noch surjektiv, speziell
konnen verschiedene Polynome dieselbe Funktion ergeben (vgl. Beispiel 1 weiter
unten).
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Definition 3. Es sei a=ag+ax+...+a,2"c A[z] und ccA. Das Element
a(c):=ag+ac+...+a,tcA ’

heiBt der Wert des Polynoms « an der Stelle c. Ein Element ¢ € A heifit eine Nullstelle
des Polynoms a oder eine Wurzel der Gleichung a(z) =0, wenn a(c) =0 gilt.

Satz 4. Es sei c€A fest. Dann st die Abbildung «€ A[z]— «(c)€A ein Ring-
homomorphismus von A[x] auf A, dessen Einschrinkung auf Ac Alx] die Ideptitit
ergibt.

Beweis. Es ist zu zeigen, daB fiir beliebige «, 8 € A[z] die Gleichungen

(a+B) (c)=alc) +B(c),  (aB) (c)=x(c) - Alc)
gelten. Es seien a= 2 a’, = 2 bjel. Die erste Beziehung ist trivial. Wir zeigen
die zweite, die unmitti,elbar aus (jl) folgt:

af(c)= %‘, (iHZ:‘,k ab;) k= g abgciti= (iz ac) (; bf) =a(c) B(c) .
Die letzte Behauptung ist offensichtlich. O

Bemerkung. Satz 4 gilt fiir jeden assoziativen, kommutativen Ring 4.

Satz 5 (Theorem von BEzovutT). Es sei A etn Integrititsbereich, a€ A[x], c€A.
Dann vt der Wert a(c) gleich dem Rest von a bei Division durch x —c. Das Element ¢
18t exne Nullstelle von a dann und nur dann, wenn x—c | « gilt.

Beweis. Nach Satz 2 gilt (7) mit §=r€ A. Setzen wir hier x=¢ ein, d. h., be-
stimmen wir auf der rechten und linken Seite den Wert des Polynoms an der Stellec,
so folgt aus Satz 4 a(c)=(c—c) y(c) +d(c) =r. Daher gilt a(c) =0 genau dann, wenn
r=0 ist, d. h.,, wenn z—c¢ | a gilt. O

Definition 4. Die natiirliche Zahl k€ N heit Vielfachheit der Nullstelle c des Poly-
noms a, wenn (z—c)¥ | a und (z—c)¥+! { a gilt. Ist die Vielfachheit k=1, so heit ¢
eine mehrfache und im Fall k=1 eine einfache Nullstelle von a; formal zweckmaig
ist es, ¢ eine Nullstelle der Vielfachheit 0 von a zu nennen, wenn a(c) %0 ist.

Es ist klar, da8 fiir die Vielfachheit k einer Nullstelle von a +0 stets k =gr « gilt.

Satz 6. Ein Element c des Integrititsbereichs A vst Nullstelle der Vielfachhert k des
Polynoms « genau dann, wenn

a=(x—c)k B mit Plc)+0 (8)
gilt.

Beweis. Ist ¢ Nullstelle der Vielfachheit %, so folgt aus der Definition, daB ein
BeA[x] mit a=(x—c)* B existiert. Wire f(c) =0, so erhielten wir z—c |8, d. h.
(z—c)¥+! | a, was nicht méglich ist. Gilt umgekehrt (8), so folgt (z—c)¥ | @, z—c 1 8.
Wiirde nun (z —c)¥+! das Polynom « teilen, so gidbe es eine Darstellung der Form
a=(xz—c)¥+! y. Da A[z] ein Integrititsbereich ist (Satz 1), folgt aus (zx—c)kt! y=
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=(z—c)* B, daB f=(z—c) y ist (Kiirzen durch (z—c)¥). Das wire aber ein Wider-
spruch zu g(c)+0. O

Satz 7. Es set A exn Integritiitsbereich, a € A[x], a+0, und ¢, 2=1, ..., r, seten
verschiedene Nullstellen von a; c; habe die Vielfackheit k;. Dann gibt es eine Darstellung

a=(z—c)H ... (a:—c,)" B 9

mit e Alx], B(c;) +0 fiir =1, ..., r. Ferner gilt

4
> k;=gra;
i=t

ein Polynom a0 kann also hichstens gr a verschiedene Nullstellen besitzen.

Beweis. Wir fiihren den Beweis von Satz 7 durch Induktion nach r. Der Fall
r=1 ist durch Satz 6 erledigt. Die Behauptung sei bereits fiir r —1 verschiedene
Nullstellen bewiesen. Dann gilt

a=(@—c) . (@—c,_ )18, Plc)+0  firi=1,.,r—1.
Aus Satz 4 folgt

0= a(cr) = (6' —ci)kl oo (cr _cr—i)kr—l B(cr) H
und da die Nullstellen alle verschieden sind, ergibt sich f(c,) =0. Es sei I die Viel-
fachheit der Nullstelle ¢, fiir 8, d. h. f=(z—c,) 8, f(c,) +0. Offenbar gilt auch
Blc,) +0fiirt=1, ..., r—1. Es bleibt =k, zu zeigen. Jedenfalls gilt a = (:c—c,)k' » mit
(z—c,) 19, also auch

(2=c,)" y=(z—c)t . (5=, )" (@0, B

Da k, die Vielfachheit der Nullstelle ¢, ist, muB I =k, gelten; wire nun l<k,, so
kiirzen wir die Gleichung durch (z —c,) und erhalten aus (x—c,)k' - y=(:::—c,)"i

(:::—c,_l)"'—i B nach Einsetzen von ¢, den Widerspruch f(c,) =0. Damit ist (9)
bewiesen. Aus (3) folgt

i=1

r r
gra= 2 k;+grf= D k;. O
i=1

Folgerung 2. Es set A ein Integrititsbereich a, f€ A[x] und r>max (gr «, gr f).
Wenn r verschiedene Elemente cy, ..., ¢, € A existieren, fir die a(c;)=p(c;), T=1, ..., 7,
qilt, ist a=p.

Beweis. Wir betrachten y=a—pg. Nach Satz 4 gilt y(c;)=0 fir ¢=1, ..., 7.
Daher mufl y=0 sein; denn sonst wire gr y=max (gr a, gr f) <7 und wir erhielten
einen Widerspruch zu Satz 7. O

Folgerung 3. Fiir einen unendlichen Integrititsbereich A ist die Abbildung A[x]—~
~M(A), die jedem acA[x] die entsprechende Funktion c€ A a(c)€A zuordnet,
injektiv.
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Beweis. Wenn «(c)=p(c) fiir alle ccAd gilt, gilt diese Gleichung speziell fiir
r>max (gr «, gr ) Elemente, da ja 4 unendlich ist, und die Behauptung ergibt
sich aus Folgerung 2. O

Betrachtet man M(A) nach Beispiel 1.2 als Funktionenring, so erkennt man mit
Hilfe von Satz 4 sofort, daB die in Folgerung 3 definierte Abblldung ein injektiver
Ringhomomorphismus ist, der A[z] in M(A4) einbettet.

Beispiel 1. Das folgende Beispiel zeigt, daB im Fall eines endlichen Ringes 4
ein Polynom nicht eindeutig durch die ihm entsprechende Funktion bestimmt wird :
Es sei 4={cy, ..., ¢;}. Dann ist ay=(x —cy) ... (x—c;)*+0, wihrend ay(c) =0 fiir alle
c€ A gilt. Fir A=1Z, gilt beispielsweise ay=22—x=22+2.

Ubung 2. Man beweise, daB fiir einen endlichen Integritéitsbereich 4 der Kern des
oben betrachteten Ringhomomorphismus A[z] -~M(A) gleich der Menge «yA[x] aller
durch «; teilbaren Polynome ist.

Ubung 3. Man zeige, daB jeder Ringhomomorphismus f: A[x] ~A4 mit f| A =id,
von der Form f(x) =a(c) ist, wobei c € 4 ein festes Element ist.

In der niachsten Ubung, deren Durchfiihrung wir dem Leser sehr empfehlen, be-
handeln wir zwei wichtige, klassische Interpolationsformeln.

Ubung 4. Es sei 4 ein Kérper, und ¢y, ¢y, ..., ¢, seien n +1 verschiedene Elemente
aus A, ferner seien b;, i =0, 1, ..., n, Elemente aus 4. Man beweise : Es gibt ein Polynom
o € A[x] mit a(c;) =b; fir 2=0, 1, ..., n. (Hinweis. a) Eine Lésung stellt die Interpola-
tionsformel von Lagrange dar:

a= 3 b (z —co) (£ —¢) .o (B —Ci-1) (X —Cit1) .o (X —C5)
= ; .
i=0  (ci—co) (ci—¢4) - (€i —Ci—q) (€i —Cit1) oo (€;—Cn)
b) Ein anderes Interpolationsverfahren geht von der Newtonschen Interpolationsformel

aus:

a=rg+ry (x—co) +r3 (X —cp) (T —c1) +... +75 ( —cp) (T —c1) .. (¥ —Cn-1)
fiir die die Koeffizienten rekursiv durch sukzessives Auswerten der Bedingung a(c;) =b;
zu bestimmen sind. Aus a(cg) =bg folgt durch Einsetzen von x =c¢, sofort ry=by. Sind
T0s T4 +++y Ti—1 bereits bestimmt, so erhélt man r; sofort aus

a(c;) =b; =7 +74 (6; —¢o) +72 (65 —Cp) (¢; —¢1) +-.. +7i(c;i —Cp) ... (€5 —Ci—y) .

Die angegebenen Interpolationsformeln haben wichtige Anwendungen in der numeri-
schen Mathematik. Mit ihrer Hilfe 148t sich ein Polynom vom Grad =n bestimmen, das
fiir die Argumente cy, ¢4, ..., ¢, dieselben Werte wie eine Funktion ¢ annimmt, die nur
an diesen Stellen bekannt ist. Man kann dann die Funktion ¢ mit einer gewissen Ge-
nauigkeit durch das Interpolationspolynom a ersetzen. Dieses Verfahren nennt man auch
parabolische Interpolation.)

Wir wenden uns nun wieder Satz 7 zu und betrachten den Fall, da8 Z k;=gra
i=1

ist; nach (3) muf dann fiir den Faktor g aus (9) gr f=0 gelten, d. h. =ac4.
Dann wird « vollstindig in Linearfaktoren x —c, zerlegt:

a=a (:o:_—cl)‘kl ee (x.—c,)k", acd; (10)

man nennt 4 in diesem Fall einen Zerfillungsring fiir das Polynom «. Wir wollen
zeigen, daB die Zerlegung (10) bis auf die Reihenfolge der Faktoren eindeutig be-
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stimmt ist. In der Tat, ist

a=b(x—d)" ... (x—d,)" (11)
irgendeine Zerlegung von « in Linearfaktoren, wobei b, d;€ 4 gilt und dy, ..., d, ver-
schiedene Elemente sind, so ist d; eine Nullstelle von «, muB also unter den ¢; vor-

kommen. Setzen wir y,-:=a/(:c—di)li, 8o gilt y,(d;) %0, d. h., I; ist gleich der Viel-
fachheit von d,. Das geht aber nur, wenn die Faktoren in (10) und (11) sich hdchstens
in der Reihenfolge unterscheiden. Betrachten wir noch die iibliche Darstellung

a=ag+ax+... +a,z"

von a, n=gr a, so ergibt der Vergleich der hochsten Koeffizienten a, =a =b, womit
die Eindeutigkeit von (10) bewiesen ist. Es zeigt sich, daB man statt (10) auch

a=a, (x—c)™ ... (z—c,)" (12)

schreiben kann. Eine andere, oft niitzliche Darstellung erhilt man folgendermafBen:
Es sei by, ..., b, eine Folge von Nullstellen von « aus einem Zerfallungsring 4, wobei
in dieser Folge der Wert jeder Nullstelle von « so oft auftritt, wie ihre Vielfachheit
angibt. Dann wird aus (12)

a=a, (x—by) ... (x-b,), a,€4,a,+0. (13)

Satz 8 (Satz von VIETA). Es sei A evn Zerfillungsring des Polynoms a =ay+a,x +
+... +a,2" Ist dann by, ..., b, eine Folge von Nullstellen von «, in der jede Nullstelle
80 oft vorkommt, wie thre Vielfachheit angibt, so gqilt

Gy_1= —@, (by+...+b,),

Gy o =0y (biby+bbs+...+b,_,b,),

ap=(—1)""Fa, (bby ... by +bDy .. by —1bp g 11 (14)
+oetbp b 1o o By),

a°=( “—l)n a'nbi ...b” .

Der Beweis ergibt sich leicht durch Koeffizientenvergleich aus (13). O

Zum AbschluB dieses Paragraphen wollen wir noch die ,,Taylor-Entwicklung*
eines Polynoms und den damit zusammenhingenden Begriff der Ableitung be-
trachten.

Satz 9. Es sei A evn Integritiitsbereich, c€ A und a€ A[z]. Dann gibt es eine und
nur exne Darstellung von « tn der Form

a=bo+b1 (x—0)+u.+b" (z—'c)" (15)
mit n=gra, b;cA.

Beweis. Die Existenz einer Zerlegung (15) beweisen wir durch vollstindige
Induktion nach gr «. Fiir e =0 oder gr « =0 ist die Behauptung trivial. Angenom-
6 Onistik, Algebra 1
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men, sie sei schon fiir alle Polynome vom Grade =n —1 bewiesen, und es sei gr a ==.
Nach Satz 2 gibt es eine Darstellung @ = (z —c¢) g+ by mit byc A. Danngiltgr f=n—1
(nach Satz 1), und wir kénnen fiir 8 eine Darstellung der Form (15) finden:

B=by+by (x—c)+...+b, (x—c)*~!

mit b;€A. Hieraus folgt (15). Die Eindeutigkeit beweisen wir ebenfalls durch
Induktion nach gr «. Ist « in der Form (15) dargestellt, so folgt wieder a =(z —c) g+
+ by, p wie oben. Nach Satz 2 sind g und by durch « und ¢ eindeutig bestimmt. Aus
der Induktionsvoraussetzung folgt dann, daB die b;, =1, ..., n, ebenfalls eindeutig
bestimmt sind. O

Aus dem Beweis von Satz 9 ist ersichtlich, da man die Koeffizienten b; als Folge
der Reste bei der Teilung von « durch z—¢, dann bei Division des Quotienten g
dieser Teilung durch z —¢ usw. erhalten kann. Diese Divisionen lassen sich mittels:
des Hornerschen Schemas ausfiihren (Satz 3).

Folgerung 4. Evn Element ¢ des Integrititsbereiches A ist Nullstelle der Vielfach-
heit 'k des Polynoms a€A[z], wenn vn der Darstellung (15) by=by=...=b,_, =0
und b0 gilt. O

Definition 5. Unter der Ableitung a’ des Polynoms
a= D, agt=ag+ax+... +a,z"
iz0
versteht man das Polynom
a':= 2 taxi~t=a.+2a,z+... +na,z" 1.
>0
Wir setzen rekursiv a®®:=al—1, a®:=a und nennen a® die i-te Ableitung von
a (iENo).
Satz 10. Die Ablettung eines Polynoms hat folgende Evgenschaften:
1. (a+p) =a"+§;
2. (ap) =a'B+af';
3. (a*) =ka*—1a’;
4. Qilt gr a=>0, so vst gr a’=(gra a)—1 oder a'=0; falls char A =0 ist, gilt stets
gra’'=(gra)—1.
Beweis. Die Behauptung 1 ist trivial. Zum Beweis der zweiten Behauptung setzen
wir a= Z axt, = 2 bz/. Dann gilt

(af)' = Zk( 3 ap)#i= 3 ( 3 GHia

k>0 t+j=k k>0 +3—k
(1 > wb ¥+ Z( ,7b,)x" ‘=a'ﬁ+aﬂ'.
I:>0 +i=k k>0 \i+i=k

Die Eigenschaft 3 erhilt man leicht aus der Eigenschaft 2 durch vollstindige In~
duktion. SchlieBlich folgt die Eigenschaft 4 aus Ubung 1.5. O
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- Satz 11: Fir einen Integrititsbereich A, a€A[x], ceA betrachten wir:die Dar-
stellung (15). Dann g:lt

Ca®e)=k!b,  (k=0,1,..). (16)

Das Element c ist mehrfache Wurzel von « genau dann, wenn a(c)=a'(c)=0 gilt. Ist
char 4=0, so ist ¢ Nullstelle der Vielfachheit I von « dann und nur dann, wenn
a®(c)=0 fir £=0,1,..,1—1 und a®(c)*=0 qilt. Ist A sogar ein Kérper mit
char 4=0, so kann man (15) auch folgendermaPen schreiben:

a= a(c)+ ( z—¢)+:. +——(:c oM. (17)

" Beweis. Die Formel (16) ergibf sich leicht durch sukzessive Differentiation von
(15) unter Anwendung von Satz 10. Die Behauptungen iiber die Vielfachheiten
ergeben sich aus Folgerung 4. O

Die Formel (17) heiBt die Taylor- Entwicklung des Polynoms a an der Stelle c.

§ b. Euklidische Ringe

In diesem Paragraphen betrachten wir eine Klasse von Integrititsbereichen, in
denen es ein Analogon der Division mit Rest gibt, die wir fiir die ganzen Zahlen
und die Polynomringe iiber beliebigen Koérpern bereits kennen. Viele Sidtze der
elementaren Arithmetik gelten in derartigen Ringen.

 Definition 1. Ein Integritatsbereich 4 heiBt ein euklidischer Ring, wenn fiir ihn
eine Funktion w: A\ {0}~N, gegeben ist, die die folgenden Eigenschaften besitzt:

1. Sind a, beA4 und ist b+0, so gibt es Elémente ¢, €A mit a=bc+r, wobei
r=0 oder w(r) <w(b) gilt;

2. ist 5+0 und a | b, so gilt w(a) =w(b).

Beispiel 1. Es sei 4 =Z. Wir setzen w(a): = |a|. Die Eigenschaft 1 folgt aus dem
bekannten Satz iiber die Division mit Rest fiir die ganzen Zahlen, den man folgen-
dermafen formulieren kann: Sind a, b€Z und gilt b=0, so existieren (eindeutig
bestimmte) Zahlen ¢, r € Z mit e =bc +r, wobei 0 =r<|b| gilt. Die Eigenschaft 2 ist
offenbar erfiillt.

Beispiel 2. Es sei 4= K[z], K ein beliebiger Korper. Wir definieren fiir « € K[«],
a+0: w(x):=gr «. Die Eigenschaft 1 folgt aus Satz 4.2, die Eigenschaft 2 aus
Satz 4.1, (3)..

Beispiel 3. Ein beliebiger Kérper ist ein euklidischer Ring; es geniigt, w(a): =1
fiir @ € K* zu setzen.

Ubung 1. Es sei A der Ring der ganzen GauBschen Zahlen, d. h. der Unterring der

Zahlen der Gestalt a +bi, a, b€ Z, von C. Wir definieren w(z): = |z|2 fiir z€ 4. Man zeige,
daf3 A ein euklidischer Ring ist.

6*
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.. Ubung 2. Man zeige, daB die Existenz eines Einselementes aus den iibrigen Axiomen
eines euklidischen Ringes folgt.

Satz 1. Es sev A ein euklidischer Ring. Dann gibt es fiir beliebige Elemente a, be 4
evnen ggT.

; .ngeis. Ist a =b=0, so ist offenbar 0 =(0, 0). Ist etwa b=+0, dahp gilt
a=bci+r; mit #,=0 oder w(r)<w(d).
Ist 7,+0, 8o erhalten wir I
b=rey+ry mit r,=0 oder w(ry)<w(ry) .

Gilt 79+0, so konnen wir r; durch r, teilen und dieses Verfahren fortsetzen er
erhalten auf diese Weise eine Folge von Gleichungen

a =bey+ry,
b =7'102+7'2,
Ty=ToC3+73,
1=T03 1173 (1)

........

Th—3=Tk—2Ck—1tTk—1
Tp—2=Tp_1C+ 7,

wobei w(b) >w(r,) >w(ry) >...>w(r,_,)>w(r;) gilt, falls r,+=0 ist. Da w(b)EN,
ist fiir b€ AN\ {0}, muB8 das Verfahren nach endlich vielen Schritten abbrechen,
d. h., einmal muB der Rest gleich O sein. Dies sei bei der (k4 1)-ten Division
der Fall, d. h., es gelte

Th—1 ="gCk 41 - (2)
W1r beweisen 7, =(a, b). Nach (2) gllt 7+ | 7,4 Betrachten wir die Folge (1) und
wenden Satz 2.4 an, so erhalten wir schrittweise 7, | r, fiir I<k und schlieBlich
#; | b, ;. | a. Somit ist 7, ein gemeinsamer Teiler. Ist schlieBlich d irgendein gemein-
samer Teiler von a und b und schreiben wir (1) in der Gestalt

ry=a—be,,

ro= b—r €2,

Ta=7"q—T7T
3=T1—TC3, (3)

Th—1=Tp—3 " Tp—2Ck—1 »

Te=Tk—2"Tk—1C > .
so folgt schrittweise d |ry, ..., d [ 7, womit unsere Behauptung bewiesen ist. O
Das im Beweis von Satz 1 enthaltene Verfahren zur Bestimmung des ggT heiBt
der euklidische Algorithmus.
Folgerung 1. Es seien a, b A und d=(a, b), wobei A en euklidischer’ Rzng ist.
Dann g?bt es 2 vEA mit it
‘ d=au+bv. (4)
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Beweis. Nach Satz 2.6 ist d assoziiert zu 7;. Daher geniigt es, die Behauptung fiir
rp 2u beweisen. Die letzte der Gleichungen (3) driickt », durch r,_; und r,_, aus.
Setzen wir fiir , _; den Ausdruck aus der dariiber stehenden Gleichung ein, so ist 7,
aus r,_, und r;_, kombiniert. Durchlaufen wir auf diese Weise die Gleichungen (3)
von unten nach oben, so erhalten wir die gesuchte Darstellung der Form (4). o

Satz 2. Es set A ein euklidischer Ring, a,b, c€ A und d=(a, b). Wir behaupten:
Es qilt d | ¢ dann und nur dann, wenn r, s€ A existieren mit

c=ar+bs. (5)
@Gilt hierber b+0, so laft sich r so wihlen, daf r=0 oder w(r) <w(b) ist.

Beweis. Aus Satz 2.4 folgt sofort: Wenn r und s existieren, fiir die (5) gilt, dann
gilt auch d | c. Es sei umgekehrt d | ¢ und ¢, =c¢/d. Nach Folgerung 1 gibt es u, v€ 4
mit (4). Multiplizieren wir (4) mit ¢4, so erhalten wir

c=auc,+bvc, .

Dabher ist (5) mit r =uc,, s =vc, erfiillt. Es seien nun 7, s beliebig so gewahlt, daB (5)
gilt. Dann gibt es Elemente 7, g€ 4 mit r =bg +r,, wobei r, =0 oder w(r,) <w(b) gilt.
Setzén wir die letzte Gleichung in (5) ein, so folgt

c=a (bg+r)+bs=ar;+b(s+aq),
womit Satz 2 bewiesen ist. [

Folgerung 2. Zwer Elemente a, b aus etnem euklidischen Ring sind teilerfremd
genay dann, wenn es u, vE€A gibt mit au+bv=e, O

Satz 3. Es set A ein euklidischer Ring, a, b, c€ A, und es gelte ¢ | ab und (a, c) =e.
Dann folgt c | b.

Beweis. Nach Folgerung 2 gibt es u-und v mit e = au + cv. Multiplizieren wir diese
Gleichung mit b, so folgt b=(ab) « +cbv. Wegen ¢ | ab erhalten wir die Behauptung
aus Satz 2.4. O

Ubung 3. Ein Element m € 4 heiBt kleinstes gemeinsame Vielfache (kgV) von a, b€ 4,
wenn a | m und b | m und fiir alle m; mit a | m; und b | my; auch m | m, gilt. Man zeige:
Ist A4 ein Integntatsberelch so ist das kgV bis auf Assoziiertheit eindeutig bestimmt.
Wenn A ein euklidischer Ring ist, existiert das kgV m fiir beheblge Elemente a, b€A4,
und es gilt ab ~m(a, b).

Ubung 4. Es sei 4 =K[z], K ein Korper, w =gr. Man beweise: Gilt unter Vorausset-
zung des zweiten Teiles von Satz 2 gr ¢ <gr a +gr b, so gilt auch gr s <gr a oder s =0.

Ubung 5. Es seien die Bedingungen des zweiten Teils von Satz 2 erfiillt. Man beweise:
Es gibt Elemente r, s € 4 so, daB (5) mit » =0 oder w(r) <w(b/d) gilt; ist K ein Kérper und
A =K][z], so sind 7, 8 hierdurch eindeutig bestimmmt.

Wir wollen nun den Beweis dafiir ansteuern, da8 sich in einem euklidischen Ring
jedes Element in Primfaktoren zerlegen 1a8t. Zur Vorbereitung heweisen wir zu-
nichst Satz 4 und Lemma 1.
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Satz 4. Es seien p, a,€ A fiir 1=1, ..., 8, A ein euklidischer Ring, p prim, und es
gelte p | ay ... a,. Dann gilt auch p | a; fiir ein 2.

Beweis. Fir s=1 ist die Behauptung trivial. Angenommen, sie sei schon fir
s—1 Faktoren bewiesen. Nach Satz 2.8 gilt p | a, oder (p, a,) =e. Im ersten Fall
sind wir fertig, im zweiten folgt aus Satz 3 p | a, ... @,_,. Nach Induktionsvoraus-
setzung gilt p | @, fiir ein ¢ mit 1 =s=s—-1. O

Lemma 1. Es seien a, b von Null verschiedene Elemente des euklidischen Ringes 4.
Gilt a ~Db, so ist w(a) =w(b). Falls w(a)=w(b).-und a | b gult, ist a ~b.

Beweis. Die erste Behauptung ist eine einfache Folgerung aus Bedingung 2 von
Definition 1. Es sei nun ¢ | b und w(a) =w(b). Wir zeigen, da dann auch b | « gilt,
womit nach Satz 2.5 unsere Behauptung bewiesen ist. Dazu betrachten wir die
Darstellung a=bc+7 mit ¢,7€A4,7=0 oder w(r)<w(b). Falls r+0 ist, erhalten
wir aus r=a —bc die Bezichung « |7, also w(b)>w(r)=w(a) im Widerspruch z
w(a)=w(b). O

Satz 5 (Satz iiber die Zerlegung in Primfaktoren). Es se7 A evn euklidischer Ring.
Jedes von O verschiedene Element acA lift sich als Produkt von anelcmenten
p;€ A darstellen: :

a=py D, - (6)
Drese Darstellung vst eindeutig in dem folgenden Sinne: Ist

a=g; g )

irgendeine Zerlegung von a in Primelemente q;, so gilt s =t, und nach einer geeigneten
Umnumerierung der Elemente q; gilt p;~ q;.

Bemerkung. Gilt a € A*, 80 sei a =ae formal als Zerlegung in Primfaktoren ver-
standen. Wir benutzen die Verabredung, da8 ein Produkt aus s =0 Faktoren gleich
dem Einselement e ist, '

Beweis. Die Existenz einer Zerlegung (6) zeigen wir durch Induktion nach w(a).
Angenommen, die Existenz sei schon fiir alle a’ mit w(a’)<n gezeigt, und es sei
w(a) =n. Ist a ein Primelement, so ist die Existenz von (6) trivial. Anderenfalls gilt
a=bc mit b, c§ A*. Nach Lemma 1 ist w(b)<n w(c)<mn, und wir kénnen nach
Induktionsvoraussetzung die Elemente b, ¢ in Primfaktoren zerlegen: b=p, .. <P
€=p, 4 ... P;. Die Multiplikation dieser Zerlegungen ergibt (6).

Die Emdeutlgkelt beweisen wir durch Induktion nach der Anzahl s der Faktoren
von (6). Ist s=1, so ist @ prim, und daher gilt ¢ ~a, g5 ... ¢,€ A* bei geelgneter
Numerierung der ¢;, Wenn nun ein Element ¢ ein invertierbares Element c€A4*
teilt, muB es selbst invertierbar sein; denn wir haben e =cc~1=gbc™1, also ¢~1=bé 1.
Da die ¢; Primelemente sind, muB also =1 und a=p,=g¢, gelten. Angenommen,
die Behauptung sei schon fiir Zerlegungen (6) mit s —1 Faktoren bewiesen. Aus.(6)
und (7) folgt p, | ¢ ... ¢, Nach Satz 4 erhalten wir p, | g, bei geeigneter Numerierung
der Elemente ¢;. Da p,§4* und ¢, prim ist, gilt p,~g, also g,=p,c mit ccA*.
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Kiirzen wir die Gleichung p, ... p,_,p,=4¢; ... (¢,—1¢) P, durch p,, sofolgt p, ... p,_, =

=g« (,_4¢). Weil nun ¢,_,c prim ist, kénnen wir auf diese Zerlegungen die In-
duktionsvoraussetzung anwenden. Wir erhalten { —1=s—1 und p;~¢; nach einer
geeigneten Umnumerierung. O

Beispiel 4. Es sei A4 die Menge aller komplexen Zahlen der Form z=a+b V§i,
@, beZ. Man priift leicht nach, daB 4 ein Unterring von € ist; 4 ist offenbar ein
Integritdtsbereich. Wir wollen zeigen, daB es in 4 zwei Elemente gibt, die keinen
geT besitzen, und daB die Primfaktorzerlegung in A nicht eindeutig ist. Daraus
folgt speziell, da8 4 kein euklidischer Ring sein kann. Wie man leicht erkennt, ist
A*={—1,+1} gleich der Menge aller z€ 4 mit |z| =1. Hieraus folgt: Gilt z€ 4 und
|z] =2, so ist z ein Primelement. Bis auf Assoziierte sind das die Elemente 2 und

1+ Vg i. Offenbar gilt4=2-2=(1 + ]/?Ti) (1- V:?i), und folglichist 4 nicht eindeutig
in Primfaktoren zerlegbar. Die gemeinsamen Teiler der Elemente z=4 (1 +i V?T),
w=4 (1—13) sind (bis auf Assoziierte) 2, 1+i 3, 4,2/(1+i }/3). Wegen2 { 1+i /3
besitzen z und w keinen ggT.

Ubung 6. Man beweise, da3 im Ring 4 von Beispiel 4 jedes a +0 eine Zerlegung in
Primfaktoren besitzt.

Ubung 7. Es sei P die additive Halbgruppe der Zahlen a/2* mit a, k €Ny. Mit 4 be-
zeichnen wir den Unterring des Ringes M(]0,-[, R) (vgl. Beispiel 1.2), der aus den

k
Funktionen Z axz", a; €R, p; € P, k €N, besteht. Man beweise: a) A4 ist ein Integritdts-

=1
bereich. — b) A* =R*. — ¢) Alle Teiler f von €A haben die Gestalt f =az?, a¢R¥*,
p€P, p=1. — d) Das Element x €A besitzt keine Zerlegung in Primfaktoren,

Es sei 4 ein euklidischer Ring, p ein Primelement und a€ 4, a+0. Unter der
Vielfachheit von p in @ verstehen wir diejenige Zahl kecN,, fiir die p* | @, aber
Pkt { a gilt.

Satz 6. In einem euklidischen Ring sind folgende Aussagen dquivalent:

1. Die Vielfachheit des Primelementes p tn o ist k.

2. a=p*b, und es gilt p 1 b.

3. In der Primfaktorzerlegung von a gibt es genau k Primfaktoren, die zu p assozi-
tert sind. '

Beweis. Es sei die erste Aussage erfiillt. Dann gilt a =p*b. Wire p | b, so hiitten
wir p*+1 | a, was der Aussage 1 widerspricht. Ist umgekehrt die zweite Aussage
wahr, so gilt p* | «. Wire p**! | a, so hitten wir a =p*h=p*+ic mit cc 4. Hieraus
folgte p | b, was nicht mdoglich ist. Somit sind die Aussagen 1 und 2 dquivalent.
Wir leiten die dritte Aussage aus der zweiten her. Es gilt b=p, ... p,, wobei die p;
prim sind. Wegen p { b folgt p,=p fiir =1, ..., s. Folglich kommen in der Zerle-
gung a=p*p, ... p, genau k zu p assoziierte Faktoren vor. Der Beweis der zweiten
Aussage aus der dritten ist trivial. O

Folgerung 3. Jedes Element a des euklidischen Ringes A, a0, ist in der Form

a=cp§1 pf’, r=0, (8)
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darstellbar, wobei cc A* gilt, die p; paarweise nickt assoziterte Primelemente und die k;
thre Vielfachheiten tn a sind. O

Beispiel 5. Aus Beispiel 2.4 folgt, daB im Fall A=Z in (8) ¢=+1 und (8) die
eindeutige Primfaktorzerlegung einer ganzen Zahl ist.

Beispiel 6. Es sei A= K[z], wobei K irgendein Integritdtsbereich ist. Ein Poly-
nom @€ K[z] heiBt irreduzibel, wenn gr ¢ =0 gilt und ¢ nicht echt zerlegbar ist,
d. h., es gibt keine Darstellung ¢ =8y mit gr §=0, gr y>=0. Ist K ein Korper, so
ist @ irreduzibel genau dann, wenn ¢ Primelement des Ringes K[z] ist. Jedes Poly-
nom vom Grad 1 ist irreduzibel. Fiir c€ K ist die Vielfachheit des irreduziblen
Polynoms z—c¢ in einem Polynom «¢€ K[x] gleich der Vielfachheit der Nullstelle
¢ von a. Ist gr ¢>1 und ¢ irreduzibel, so besitzt ¢ keine Nullstelle, wie sofort aus
dem Satz von Brzout (Satz 4.5) folgt. Ist gr ¢ gleich 2 oder 3 und ist K ein Kérper,
so gilt hiervon auch die Umkehrung. Zum Beispiel ist das Polynom x2?+1 irreduzibel
in R[z], also erst recht in @[z] oder in Z[x]. Das Polynom x3—2 ist irreduzibel in
Q[z], aber reduzibel in R[z].

Es sei nun wieder K ein Kérper. Ein Polynom « € K[z] heiBt reduziert, wenn sein
hochster Koeffizient a, =e ist. Offenbar ist jedes Polynom a+0 zu einem eindeutig
bestimmten reduzierten Polynom assoziiert. Aus (8) folgt leicht, da man jedes
Polynom vom Grad = in der Form

L

a=a,,p‘;1 “ D, 9)

darstellen kann, wobei die p; verschiedene irreduzible reduzierte Polynome und die
k;€N sind; diese Darstellung ist bis auf die Reihenfolge der Faktoren eindeutig.
Wenn K ein Zerfallungskérper von a ist, stimmt die Zerlegung (9) mit der Dar-
stellung (4.10) iiberein, deren Eindeutigkeit in § 4 auf andere Art bewiesen wurde.

Ubung 8. Man beweise, daB ein euklidischer Ring dann und nur dann ein Kérper ist,
wenn er keine Primelemente enthilt.

Ubung 9. Man beweise, da die Ringe Z und K[x], K Kérper, eine unendliche Menge
nicht assoziierter Primelemente enthalten. (Hinweis. Man zeige: Sind py, ..., p, ¢ 4%,
so gilt p; { py ... ps+1 fiir i =1, ..., 8.)

Wir wollen nun mit Hilfe der Primfaktoren und ihrer Vielfachheiten ein Teilbar-
keitskriterium formulieren.

Satz 7. Sind a, b von 0 verschiedene Elemente des euklidischen Ringes A, so gilt
a | b dann und nur dann, wenn fiir jedes Primelement p€ A die Vielfachheit in a
kleiner oder gleich der Vielfachheit in b 7st.

Beweis. Die Notwendigkeit der Bedingung ist klar; denn wenn £k die Vielfach-
heit von p in a ist, gilt p* | a, also auch p* | b, und daher muf} die Vielfachheit in b
groBer oder gleich & sein. Es sei nun umgekehrt a,=cp'f1 pf’. Nach Vorausset-
zung gilt b=dp:1 p,"pi’;';‘ pi' mit ¢, d€A*, k;=1; fir i=1,..,r, ;>0 fir
j=r. Hieraus folgt b=(d/c) a,p,i‘ k. pl'—k"pi'ﬁ‘ p:‘, d.h.a|b O

r
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Es sei nun P eine Menge von Primelementen des Ringes A, die aus jeder Klasse
assoziierter Primelemente genau einen Vertreter enthilt, beispielsweise die Menge
aller positiven Primzahlen aus Z oder die Menge aller reduzierten irreduziblen
Polynome aus K[z]. Fiir jedes Element a +0 des euklidischen Ringes A bezeichnen
wir mit k,(a) die Vielfachheit von p in a. Dann gilt k,(a) =0 fiir fast alle p€ P, und
wir kénnen statt (8) auch ein formalunendliches Produkt schreiben, in dem fast
alle Faktoren 1 sind:

a=c J] p7®  (a+0,ce4%). (10)
pepP

Satz 7 lautet dann:
a | b~ fir alle pc P gilt ky(a) =k, (b) .

Satz 8. Es seien a,b von O verschiedene Elemente eines euklidischen Ringes.
Dann gilt fiir thren ggT

( a, b) — II pmin(kp(a),kp(b)) . ( 11 )
PEP

Der Beweis folgt unmittelbar aus Satz 7. O

Folgerung 4. Es qilt (a, b)=e¢ dann und nur dann, wenn ¢ und b keine gemein-
samen Primfaktoren besilzen. O

Hat der euklidische Ring A die Eigenschaft, daB fiir jedes a 0, & € A nur endlich
viele b mit w(b) <w(a) existieren (z. B. fiir 4 =Z oder 4 = K[«] fiir einen endlichen
Korper K), so 18t sich aus Satz 8 ein Algorithmus zur Bestimmung des ggT ge-
winnen.

Ubung 10. Man verallgemeinere Satz 8 auf den Fall von endlich vielen Elementen.
Ubung 11. Man beweise (vgl. Ubung 3)
kgv {a, b} —_ H pm‘(kp(a)pkp(b»
PeP

fiir a, b aus einem euklidischen Rir;g A.

AbschlieBend betrachten wir noch einige spezielle Eigenschaften der Ringe
K[z], wenn K ein Korper ist. Ist L2 K eine Erweiterung des Korpers K, so ergibt
sich eine natiirliche Einbettung des Ringes K[«] in den Ring L{x].

Satz 9. Ist L Erweiterungskorper von K, so st K[x] Unterring von L[x]. Sind
a, BEK[x], f+0 und B | « tn L[x], so qilt a/B € K[x], d. h. B | « tn K[x]. Fiir y, 8 € K[x]
18t der ggT (y, 8) in K[z] gleich dem ggT (y, 6) tn L[x].

Beweis. Die erste Behauptung ist offensichtlich. Aus der Eindeutigkeitsaus-
sage des Satzes 4.2 iiber die Division mit Rest folgt, daf das Ergebnis der Division
von « durch g nicht davon abhéngt, ob wir « und f§ als Polynom iiber K oder iiber L
betrachten. Speziell folgt aus § | a iiber L auch a/g € K[«]. Die letzte Behauptung er-
gibt sich aus Satz 1, weil die Anwendung des euklidischen Algorithmus auf zwei
Elemente p, § von K[z] nicht aus K[«] hinausfiihrt. O
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Fiir einen Korper K der Charakteristik 0 geben wir nun ein Verfahren zur Be-
stimmung der Vielfachheit eines irreduziblen Faktors in einem Polynom a € K[z]
an, das sich auf den Begriff der Ableitung stiitzt. Fiir irreduzible Faktoren ersten
Grades haben wir das schon im Satz 4.11 getan.

Satz 10. Es set K ein Korper, a€K[z], a’+0 und ¢ ein irreduzibles Polynom.
Hat ¢ die Vielfachheit k>0 in a und die Vielfachheit k' in ', so ist k' =k —1. Gilt
char K=0, so ist k' =k —1.

Beweis. Nach Satz 6 gilt a = g*g, wobei ¢ { § ist. Nach Satz 4.10 ist
o' = k" 1o’ + ¢ =gk~ (ke'B+9f) -
Somit gilt ¢¥F~! | a’, also &’ =k —1. Ist char K =0, so gilt kp'8=(ke) ¢'f~¢'B. Aus
gr ¢’ <gr ¢ folgt ¢ 1 ¢'. Nach Satz 4 gilt ¢ 1 k¢’8 und daher auch ¢ 1 (ko'f+@p’).
Wenden wir wieder Satz 6 an, so ergibt sich unsere Behauptung. O
Folgerung 5. Ist K ein Korper der Charakteristik 0, so ist die Vielfuchheit des

wrreduziblen Polynoms ¢ in a € K[z], a+0, gleich derjenigen Zahl k, fiir die ¢ | a®—1),
aber ¢ 1 a® gilt. O

Ubung 12. Es sei K ein Korper, a €K[z], o’ +0. Man beweise: a) Ein irreduzibler
Faktor ¢ von a hat eine Vielfachheit k >1 genau dann, wenn ¢ | a’ gilt; b) das Poly-
nom a/(«, «’) hat keine mehrfachen irreduziblen Faktoren; seine irreduziblen Faktoren
stimmen bis auf Assoziiertheit mit denen von « iiberein.

§ 6. Faktormonoide, Quotientenkdrper

In diesem Paragraphen entwickeln wir ein Verfahren, einen beliebigen Integritéts-
bereich zu einem Korper, dem Quotientenkérper des Integritéitsbereiches, zu er-
weitern. Als Modell fiir diese Konstruktion dient die Erweiterung des Ringes der
ganzen Zahlen zum Kérper der rationalen Zahlen. Zunichst wollen wir jedoch einen
allgemeinen Begriff einfiihren, den wir auch im néchsten Kapitel benétigen.

Definition 1. Es sei [M, %] ein Monoid und ~ eine Aquivalenzrelation in M.
Man sagt, die Aquivalenzrelation ~ sei vertrdglich mit der Operation *, wenn aus
ay~ay und by ~b, die Beziehung a, * by ~a, * by folgt.

Wir setzen voraus, daB die Bedingungen der Definition 1 erfiillt sind, und defi-
nieren in der Faktormenge M : = M/ ~eine Operation durch die Formel

@xb:=axb (a,beM); 1)
hierbei bezeichnet @ die Aquivalenzklasse von a €M (vgl. (0.2.43)).

Satz 1. Unter den Bedingungen der Definition 1 wird durch (1) eine algebraische
Operation in M definiert. Die kanonische Abbildung p: M —~ M ist ein Homomorphis-
mus der Monotde. Ist [ M, x] assoziativ (bzw. kommutativ), so st cuch [ M, %] assoziatvv
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(baw. kommutativ). Enthilt M ein Einselement e, so ist & Einselement von M. Gilt
ac M*, 30 ist ¢ M*, und es gilt (@)~1=(a"1).

Beweis. Aus Definition 1 folgt, daB die rechte Seite nur von den Aquivalenz-

klassen @, b und nicht von der Wahl der Vertreter a, b abhidngt. Somit ist (M, %] ein
kcrrekt definiertes Monoid. Die Gleichung (1) kann man auch in der Form

p(a) * p(b)=p (a *b)

schreiben, die ausdriickt, daB p ein Homomorphismus der Monoide ist. Die iibrigen
Behauptungen ergeben sich unmittelbar aus der Definition. O

Definition 2. Das durch Satz 1 definierte Monoid [ M, *] heiBt das Faktormonoid
von [ M, %] nach der Aquivalenzrelation ~.

Als Beispiel fiir die Definition 2 erinnern wir an die Konstruktion der Rest-
klassenringe Z,, vgl. Definition 2.9.

Es sei A ein Integrititsbereich. Wir betrachten die Menge A=A4x(A4\{0}).
In A definieren wir die folgende Relation:

(ag, by) ~(ag, by), wenn aby=asb, ist. (2)

Diese Relation ist eine Aquivalenzrelation. Offenbar ist sie reflexiv und symmetrisch ;
wir zeigen die Transitivitdt. Gilt (a4, b;) ~(ay, by) und (@g, by) ~ (a3, b3), so ist

a1b2=a/2b1 N (3)
a,2b3 =a3b2 . (4)

Multiplizieren wir (3) mit b3 und (4) mit b,, so folgt absbs =asbb,. Weil by +0 ist,
konnen wir diese Gleichung durch b, kiirzen und erhalten ab;=asb,, also (a4, by) ~
~ (a3, bs).

Wir bezeichnen mit Q(4) die Faktormenge 4/ ~.In Q(4) wollen wir die Operatio-
nen der Addition und Multiplikation so einfiihren, daBl Q(A) ein A erweiternder
Korper wird. Dazu definieren wir zunéchst zwei Operationen in 4, wobei wir uns
an der elementaren Bruchrechnung orientieren ((@, b) entspricht a/b im Fall der
ganzen Zahlen!):

(@, b) + (¢, d): =(ad +be, bd), (a, b) - (¢, d): =(ac, bd) . (5)

Sind b0, d+0, so ist auch bd+0; daher sind die Definitionen (5) korrekt. Un-
mittelbar aus den Definitionen folgt, daB [A4, +] und [4, -] kommutative Halb-
gruppen mit dem Nullelement (0, ¢) bzw. dem Einselement (e, ) sind. Wir bewei-
sen, daB die Operationen (5) mit der Aquivalenzrelation ~ vertriglich sind. Dazu
geniigt es — wegen der Kommutativitdt der Operationen in 4 — zu zeigen, da3 aus
(a, b) N(a": b')

(a, b) +(c, d) ~(a’, b') +(c, ), (a, b) - (¢, &) ~(a’, b') - (c, d) (6)
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folgt. Diese Formeln beweist man durch einfache Rechnungen, beispielsweise
(ad +bc) (b'd) =ab'd?+ beb'd =a'bd? + beb'd = (a’'d + b'c) (bd) .

Aus Satz 1 ergibt sich, dal die Operationen aus A4 auf Q(4) iibertragen werden.
Nach (1) gelten fiir die Operationen in @(4) folgende Formeln:

(,0) +(c,d)=(ad +bc, bd),  (a,b) - (c, d) =(ac, bd) . (7)
Satz 2. Ist A ein Integrititsbereich, so wird die Menge Q(A) mit den Operationen
(7) exn Korper.
' Beweis. Aus Satz 1 folgt, daB [@(4),+] und [Q(A), ‘] kommutative Halbgrup-
pen mit dem Nullelement (0, ¢) bzw. dem Einselement (e, ¢) sind. Zum Beweis,
-daB [@(A), +] eine Gruppe ist, bemerken wir, da8

(a, b) +(—a, b)=(0, b2)=(0, ¢)

gilt. Setzen wir nun voraus, da8 (e, b)+(0, ¢) ist, dann gilt a=+0, also (b, a)€ 4.
Wir erhalten

(a, b) * (b, a) =(ab, ba)=(e, ),
d. h., alle von 0 verschiedenen Elemente sind invertierbar. Es bleibt zu beweisen,
daB das distributive Gesetz erfiillt ist. Nun gilt

((a, B) +(c, @) (u, v) =(ad +be, bd) (u, v)=((ad +be) u, bdv) ,

{a, b) (u, v) +(c, d) (u, v) = (an, bv) + (cu, dv) = (audv + cubv, bdv2)

= ((ad + be) uv, bdv?) .

Da die beiden erhaltenen Paare offenbar dquivalent sind, ist unsere Behauptung
bewiesen. [

~ Wir wollen nun zeigen, daB der konstruierte Korper @(A) den Integritidtsbereich
erweitert und aus den Quotienten der Elemente von 4 (in @(A)) besteht. Dazu
betrachten wir die Abbildung
f:a€A — f(a):=(a, e)€Q(4).
Satz 3. Die Abbildung f bildet den Integrititsbereich A isomorph auf einen Unler-
ring von Q(A) ab. Identifiziert man A und Im f mit Hilfe der Abbildung f, so gilt

(a, b)=a/b fiir a, bc A, b=+0.
Beweis. Wir zeigen, daB f ein Ringhomomorphismus ist. Es gilt
f(@+b)=(a+b, e)=(a, ) +(b, ) =f(a) +/(b) ,
f(a-b)=(abe) =(a,e)-(b,e)=f(a)f(b).

Weiter ist Ker f=0. Ist ndmlich f(a) = (a, €) =(0, e), so gilt « =0. Nach Folgerung 1.1
bildet f den Ring A isomorph auf den Unterring Im f ab, der aus allen Klassen
der Form (a, ) besteht. Identifizieren wir a und (a, ¢). dann gilt fiir a, b€ 4, b+0

alb=ab~1=(a, e) (b, €)~1=(a,e) - (¢, b)=(a, b). O




§ 6. Faktormonoide, Quotientenkdrper 93

Definition 3. Der Koérper Q(A4) heilt der Quotientenkérper des Integritéts-
bereiches A. Diese Bezeichnung steht mit Definition 2.6 in Einklang. Gilt ndmlich
a=bc fiira, b, c in 4, b+0, so ist c=a/b auch in Q(4).

Der Kérper Q(4) ist ein minimaler Korper, der den Ring A enthdlt, d. h.; gilt
AZSK<Q(4) und ist K Teilkérper, so ist K=Q(A4). In der Tat, mit-a, b4, b+0
gilt ab—1¢ K, aber die Menge dieser Elemente ist schon @(4) (Satz 3). Wir wollen
nun zeigen, daB diese Eigenschaft Q(4) charakterisiert.

Satz 4. Es sev L ein Korper, der den Integrititsbereich A als Unterring enthilt;
ferner gelte: Ist K S L Teilkorper mit AS K, so 1s¢t K=L. Dann existiert exn Iso-
morphismus f: Q(A)~L mit f| A=id,, Im f=L.

Beweis. Wir definieren f durch f(a/b): =a/b fiir a, b€ A, b+0, wobei die Division
rechts in L ausgefiihrt wird. Diese Definition hingt offenbar nicht von der Wahl
der Darstellung des Quotienten ab: Ist a'/b'=a/b, so gilt a=a'=0 oder a’ =ac,
b’ =be mit @, a’, b, b’ € A4, c€ L, also f(a’/b’) =f(a/b). f ist ein Homomorphismus:

a c\  fad+bc\ ad+bc a ¢
f 3*7)-’ 5 )" 5 vt

analog fiir die Multiplikation. Offenbar gilt f(e)=f (%)=a fiir a€A. Somit ist

Agfm f+0. Nach Satz 2.2 ist f injektiv und Im f ein Kérper. Wegen ASIm fS
S L mub Im f=L gelten. O

Beispiel 1. Es gilt Q(Z)=@: Der Quotientenkorper des Ringes der ganzen
Zahlen ist der Korper der rationalen Zahlen.

Beispiel 2. Es sei K ein beliebiger Kéiper. Dann heifit K(z):=Q(K[z]) der
Korper der rationalen Funktionen ilber K (man beachte, daB im allgemeinen diese
Bezeichnung irrefiihrend ist, vgl. Definition 5 und Ubung 5 weiter unten).

Ubung 1. Man beweise: Ist K ein Korper, so gilt Q(K) =K.

Ubung 2. Man beweise: Ist A ein Integrititsbereich, so gilt Q(A[x]) =Q(4) (x) (vgl.
Beispiel 2).

Bis zum SchluB dieses Paragraphen werden wir Quotientenkérper Q(4) von
euklidischen Ringen 4 untersuchen, wobei wir vor allem die Beispiele 1 und 2 vor
Augen haben.

Satz 5. Es sev A evn euklidischer Ring. Dann kann man jedes ¢ €Q(A) in der Form
e=a/b, a,beAd mit (a, b)=e, b0, (8)

darstellen; die Elemente a, b sind in A bis auf exnen gemeinsamen invertierbaren Faktor
evndeutig bestimmid.

Beweis. Es sei g=u/v, u, v€A4, v+0. Nach Satz 5.1 existiert der ggT d=(u, v),
und wegen v +0 gilt d +0. Die Elemente a =u/d, b=v/d+0 des Ringes 4 sind teiler-
fremd (Ubung 2.2), und es gilt offenbar g =a/b. Ist nun ¢ =a’/b’ eine andere Dar-
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stellung der Form (8), so folgt ab’ =a'b. Hieraus ergibt sich nach Satz 5.3 b'| b’ und
b’ | b. Nach Satz 2.5 ist daher b’ =bc mit c€ A*, und wir erhalten abc =a'b. Kiirzen
durch =0 ergibt ' =ac. O

Definition 3. Eine Darstellung der Form (8) nennt man Darstellung von p als
unkiirzbarer Bruch.

Definition 4. Es sei 4 ein euklidischer Ring. Ein Element geQ(A) heifit ein
einfacher Bruch (oder Partialbruch), wenn g in der Form

Q:fu,/pk, u=+0, (9)
darstellbar ist, wobei p ein Primelement von 4, k€N und u €4 mit w(u) <w(p) ist.

Man bemerke, dal der Bruch (9) unkiirzbar ist. In der Tat gilt p { « wegen der
Eigenschaft 2 aus Definition 5.1. Nach Folgerung 5.4 ist also (p*, u)=e. Unser
nichstes Ziel ist der Beweis des folgenden Satzes:

Satz 6. Es ser A ein euklidischer Ring. Dann 1ipt sich jedes Element p€Q(A) als
Summe etnes Elementes aus A und einiger einfacher Briiche mit paarweise nicht assozi-
terten Nennern darstellen. '

Beweis. Fiir ein von 0 verschiedenes Element c€ A bezeichne i(c) die Anzahl
der Primfaktoren in der Primfaktorzerlegung des Elementes c; fiir ¢ € A* setzen wir
A(c)=0. Wir beweisen die Existenz der geforderten Darstellung durch Induktion
nach A(b), wenn g¢=a/b eine Darstellung von p als unkiirzbarer Bruch ist. Dabei
wird sich herausstellen, da die Nenner der einfachen Briiche unserer gesuchten
Darstellung Teiler von b sind.

Fiir A(b) =0 ist unsere Behauptung offenbar erfiillt. Angenommen, sie sie schon
fiir alle ¢ mit A(b) <n bewiesen. Wir betrachten ein ¢ mit 4(b) =n. Es sei p ein Prim-
teiler von b mit der Vielfachheit k>0. Dann gilt b=p¥c mit (p, ¢) =e. Nach Satz 5.2
existieren u, v€ A mit

a=cu+pv,

wobei =0 oder w(u)<w(p) gilt. Da p=a/b ein unkiirzbarer Bruch ist, haben wir
? 1 a, so daB w+0 sein muB. Multiplizieren wir diese Gleichung mit b~1, so folgt

o=a/b=u/p* +v/(p*~1c) .

Der erste Summand ist ein einfacher Bruch. Es sei o' =v/p*~!c=a’/b’ eine Dar-
stellung des zweiten Summanden als unkiirzbarer Bruch. Aus dem Beweis von
Satz 5 erkennt man, daB b’ =p*—1c/(v, p*~1c) gilt; also ist A(b')=A(p*~ic)=n—1.
Folglich kdnnen wir ¢’ nach Induktionsvoraussetzung als Summe eines Elementes
von A und gewisser einfacher Briiche darstellen, die paarweise nicht assoziierte
Nenner haben, welche b’ und folglich auch b teilen. Diese Nenner kénnen nicht zu
p* assoziiert sein; denn es gilt p* 1 b'. O

Satz 7. Es sev A=K[xz], K ein Korper. Dann ist die in Satz 6 beschriebene Dar-
stellung der Elemente des Korpers Q(A)= K(x) eindeutig.

Beweis. Angenommen, wir hitten zwei verschiedene Darstellungen des Elemen-
tes o. Bringen wir alle Glieder auf eine Seite und fassen die einfachen Briiche mit
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assoziierten Nennern zusammen — hierbei entsteht nach Satz 4.1 entweder 0 oder
ein einfacher Bruch mit demselben Nenner —, so erhalten wir eine nichttriviale
Darstellung der Null in der Form

@ +oy++0,=0, (10)

wobei a € K[z] und die g; einfache Briiche mit paarweise nicht assoziierten Nennern
sind. Es seien p,, ..., p, alle paarweise nicht assoziierten Primelemente, die in den

Nennern der g; auftreten, und k,, ..., k, ihre hochsten vorkommenden Potenzen.

Speziell sei 91=u/pf1 mit gr w<gr p,. Multiplizieren wir (10) mit pf‘-lpgz D,

so erhalten wir eine Gleichung der Gestalt
k k
up,? ... p,*

+8=0,
Py

fiir die fcK[z] gilt. Somit miite p,| up;c2 p’:' gelten, was Satz 5.4 wider-
spricht. 3 '

Wir bemerken, da man die in Satz 6 beschriebene Zerlegung im Fall K(z) auch
Partialbruchzerlegung der rationalen Funktionen nennt. Sie hat viele Anwendungen,
z. B. fiir K =R bei der Integration der rationalen Funktionen.

Ubung 3. Fiir den Korper der rationalen Zahlen ist die Zerlegung in einfache Briiche
nicht eindeutig; z. B. gilt 2/9=1/3 +(—1)/9. Man kann die Eindeutigkeit jedoch er-
zwingen, indem man nur positive einfache Briiche, also solche mit 0 <wu <p, zuldBt.
Man beweise, dal jede rationale Zahl eindeutig als Summe einer ganzen Zahl und
einiger positiver einfacher Briiche mit verschiedenen positiven Nennern dargestellt
werden kann.

Ubung 4. Es sei K ein Korper. Man beweise, da jedes Element p € K(z) als Summe
@ =0 + @4 darstellbar ist, wobei gq € K[z] gilt und g4 die Form gy =a/f mit a, § € K[z] und
a=0 oder gr a <gr f besitzt. Eine solche Darstellung ist eindeutig. Man formuliere
und beweise eine analoge Eigenschaft fiir den Korper Q.

Wenn der Korper K unendlich ist, kann man die in Beispiel 2 angegebene algebra-
ische Konstruktion von K(z) vermeiden und den Koérper der rationalen , Funk-.
tionen“ als Menge von wirklichen Funktionen definieren.

Definition 5. Eine Funktion g, deren Definitionsbereich und Wertemenge in
K liegen, heiflt rational, wenn es Polynome a, 8 € K[] gibt, so daB o fiir alle ¢ € K mit
Blc) +0 definiert ist und

e(c)=a(c)/B(c) fir ceK, p(c)+0, (11)

gilt. Zwei rationale Funktionen werden als gleich betrachtet, wenn sie auf dem
Durchschnitt ihrer Definitionsbereiche iibereinstimmen. Man definiert die Opera-
tionen der Addition und der Multiplikation der rationalen Funktionen element-
weise fiir alle die ¢ € K, die im Durchschnitt der Definitionsbereiche der beiden Sum-
manden bzw. Faktoren liegen.

Ubung 5. Man beweise, daf fiir einen unendlichen Kérper K die rationalen Funk-
tionen im Sinne der Definition 5 einen Kérper bilden. Ist K unendlich, so ist die Zu-
ordnung ¢ —> a/f € K(x), «, f nach (11), ein Isomorphismus dieses Koérpers auf den im
Beispiel 2 beschriebenen Quotientenkorper K(x).
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§7. Polynome in mehreren Unbestimmten. Symmetrische Polynome

Es sei 4 ein Integrititsbereich. In § 4 konstruierten wir den zu 4 gehérenden Poly-
nomring A[z], der wiederum ein Integrititsbereich ist. Wiederholen wir mit diesem
Integritdtsbereich dieselbe Konstruktion, so erhalten wir einen neuen Integritéts-
bereich A[z, y]:=A[z] [y]. Verallgemeinern wir dieses Verfahren, so kommen wir
auf folgende rekursive Definition:

Definition 1. 1. Es sei A[z,] der zum Integrititsbereich 4 gehérende Polynom-
ring. 2. Fir n=2, 3, ... sei
Alzy, ..., 2,]:=A[zy, ..., 2,_4] [2,] .

Der Integritatsbereich A[x,, ..., z,,] heiBt Polynomring in n Unbestimmien x,, ..., 2,
tiber A.

Aus Satz 4.1 und Folgerung 4.1 erhilt man leicht durch vollstindige Induktion:

Satz 1. Ist A evn Integritiitsbereich, so ist auch A[xz, ..., x,) exn Integrititsbereich.
Es qibt kanonische Einbettungen
Ac A[zj]c A[zy, x5]c...c A[zy, ..., Z]C... .
Ferner gilt
Alzy, ..., z,]*=A* O
Speziell zeigt die Relation
Alzy, ..., z;_ ] [x] =A[=zy, ..., z]c A[=y, ..., 2,] , »
daB8 man z;, 1 =7=n, als Element des Ringes 4[z,, ..., 2,] betrachten kann. Jedes

n-Tupel (k,, ..., k,) von Zahlen k;€N, bestimmt ein Element

£y

... x:"EA[xi, ey Tyl

Satz 2. Jedes Element ac A[z,, ..., z,] lipt sich eindeutig vn der Form
oa= Z ah__.kn:t:‘ .o x:” (1)
ki""'kﬁ

darstellen, wobet ay, , €A gilt, (ky, ..., k,) die Menge Ny durchliuft und hochstens
endlich viele der Koeffizienten ay, ;. von O verschieden sind.

Beweis. Wir zeigen die Existenz der Darstellung (1) durch Induktion nach n.
Fiir n=1 ergibt sich die Behauptung aus (4.4). Angenommen, sie sei schon fiir

Alzy, ..., ¢, _,] bewiesen. Wir stellen das Polynom a € A[z, ..., %, _,] [#,] inder Form
(4.4) dar:

= %a zin
@x= k”n’

kp=0
wobei a; € A[z, ..., 7, _4] ist. Nach Induktionsvoraussetzung gilt
= ko a1
X = 2 k. ke kg1 o TnZg s

k‘,...,k" -1
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wo nur endlich vielea, , ., ungleich 0 sind. Durch Einsetzen in die vorstehende
Formel erhalten wir die gesuchte Darstellung. '
Die Eindeutigkeit der Darstellung (1) beweisen wir ebenfalls durch Induktion

nach n. Fiir n =1 ist die Behauptung offensichtlich (vgl. § 4). Angenommen, sie sei
schon fiir n —1 bewiesen, und es sei

ky K
a= 2 by k% oo T
Efreenskiy
eine neben (1) existierende Darstellung von «. Dann gilt

.k k, k.

1 n—1 n

2 2 Oy i@ Tt )xn

T Kgyebip g

_ =y kn—1\ ,*n

- Z Z bkl...k”_lk”xi e Ty ) Ty
kp Eqyenkp —1q

Hieraus folgt, daB die rechts und links stehenden inneren Summen fiir alle &, ent-
sprechend gleich sein miissen:

7R S Ky Ep_1
2 Uy gy kg Ty o Tp2y = 2 bkl...kn_iknxi e Tpg
Eyenrbipy —q Epyerkp —1
und nach Induktionsvoraussetzung ist ay, . &, =be,. k, _, TUr alle kq, ., by _y,
k.. O
Definition 2. Ein Element der Gestalt

k.
p=azl .. zn

n

acA,a+0,
heiBt ein Monom. Unter dem Grad des Monoms versteht man die Zahl
gru=kit+..+k,.

Monome mit demselben n-Tupel (k,, ..., &,) heiBen dhnlich. Die in der Darstellung (1)
vorkommenden Monome heifen die Glieder des Polynoms a. Ein Polynom « heiBt
homogen vom Grad m, wenn alle seine Glieder denselben Grad m haben. Im allge-
meinen Fall versteht man unter dem Grad des beliebigen Polynoms « +0

gra:=maxgru,
wobei u alle Glieder des Polynoms « durchléuft.

Ubung 1. Es sei 4 ein Integritdtsbereich. Man beweise fiir a, 8 € A[z, ..., Z,]
gr(o-pB)=gra+grf (x+0, B%0) . .
Ubung 2. Man beweise, daB jedes Polynom eindeutig als Summe homogener Poly-
nome verschiedener Grade dargestellt werden kann.
Fiir n =1 sind die Glieder eines Polynoms durch ihren Grad in natiirlicher Weise
geordnet. Ist jedoch n>1, so reicht der Grad nicht aus, um eine Reihenfolge der

Glieder festzulegen. Im weiteren werden wir die sogenannte lexikographische Ord-
nung bendtigen, die wir nun beschreiben wollen.

Definition 3. Es sei N? die Menge aller n-Tupel (ky, ..., k,) mit &N,
i=1, ..., n. Die lexikographische Ordnung vn N? wird folgendermaBen definiert: Es
7 Oni#dik, Algebra 1
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gelte

(kg ooes Keg)=(Tg5 o0y L) 5
wenn ein < existiert, so daB ky=I,, ..., k;_,;=I;_, und k;=1I gilt. Die entspre-
chende Ordnung der Monome heif3t ebenfalls lexitkographisch.

Satz 3. Die lextkographische Ordnung in N% ist eine lineare Ordnung, d. h., es
gelten '

1. Fir zwer n-Tupel o,, 7, N¥ ¢ilt eine und nur eine der Relationen o,>1,,
0, =1, oder 7,>a,.

2. Ist o, =0, und o,>1, fir g,, o,, 1,€NB, so gilt auch o,>1, (Transitivitit).

Beweis. Die Eigenschaft 1 folgt unmittelbar aus der Definition und der linearen
Ordnung der natiirlichen Zahlen. Wir beweisen die Eigenschaft 2. Es sei g,=
=(Tygy cees T)s Op =(84, ooes 8,) und 7,,=(ty, ..., &,). Dann gibt es nach Voraussetzung
solche natiirlichen Zahlen 7, j, 1 =%, j=n, mit

TI=84y eees T34 =8;_1» 7;>8;,
81=t‘, ey 3,-_1 =t’-_1, 8’>t’ .

Es sei k=min (¢, j). Offenbar gilt ry=8,=t, ..., 7, _1 =8 _ ;=84 _, und r, =8, =4,
wobei in wenigstens einer der letzten beiden Ungleichungen das Zeichen>stehen
muB. Folglich ist r,=¢,, ..., 7,y =8 _, und r,>#, d. h. g, >7,. O

Folgerung 1. In jeder nichtleeren, endlichen Teilmenge von N% existiert ein im
Sinne der lexikographischen Ordnung groptes Element. Analog gibt es in jedem von 0
verschiedenen Polynom ein lexikographisch hichstes Monom. 0O

Satz 4. Es seien py, po, vy, o€ Alzy, ..., 2,] Monome, und es gelte p,>u, und
entweder vy=>v, oder es seten vy, vy dhnlich. Dann qult auch pw,>pswy. Das hichste
Glied des Produktes zweier von 0 verschiedemer Polynome 1st glezch dem Produkt
threr hochsten Glieder.

. . Bk !

Beweis. Es seien py=cgy! .. 2% py=cyzd ... 2, vi=dgd .2 vy=
= d.2Y In i
=dyx,! ... 2;*. Dann gilt

kp+Py
n

— k1 +py In+p
ﬂivi—cid‘xi e T, 'n .

und MoV = C2dzxil +ay e &,
Eine einfache Abschitzung unter Beachtung von (ky, ..., &,,)) = Iy, «ees 1) (D45 oo0s Pp) =

=(qy, ..., ¢,) ergibt die erste Behauptung. Zum Beweis der zweiten Behauptung
zerlegen wir die Polynome a, f€ A[z;, ..., 2,] in paarweise nicht é&hnliche Monome

a=po+ gyt +py, B=vo+vi+..+v,,
wobei pug>p, fiir =1, ..., » und vy>; fiir j=1, ..., v gelte. Es folgt

*f = poo+ ZI1 By + Z sov;+ Z 2 uy; (2)

1=1fmi
Die Zerlegung des Polynoms af in paarweise nicht dhnliche Monome erhiilt man
durch Zusammenfassen der dhnlichen Glieder in (2). Aus dem ersten Teil des.
Satzes folgt, daB ugvo hoher ist als alle iibrigen Summanden in (2). O
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Man beachte, da} die lexikographische Ordnung der Glieder eines Polynoms nicht
unmittelbar mit seinem Grad zusammenhédngt. Das hochste Glied eines Polynoms «
kann einen kleineren Grad als « haben.

Analog wie bei den Polynomen in einer Unbestimmten kann man jedem Polynom
a€A[z,, ..., 2,] eine Funktion der Variablen z,, ..., 2, die den Ring 4 durchlaufen,
mit Werten in 4 zuordnen. Es ist jedoch niitzlich, eine etwas allgemeinere Situa-
tion zu betrachten. Es sei B ein assoziativer und kommutativer Ring, der 4 als
Unterring enthilt, beispielsweise B=4 oder B ein Polynomring iiber 4, und
by, ..., b, € B. Hat a die Gestalt (1), so setzen wir

alby, ., by)i= 3 @y g byt Bn. (3)
Eyyky

Satz 5. Es set AS B Unterring, B assoziativer und kommutativer Ring, cy, ..., ¢, € B
feste Elemente. Dann ist dve Abbildung

a€A[zg, ..., Tu]> alcy, ..., ¢,) €B

ein Ringhomomorphismus, dessen Einschrinkung auf A die Identitit vst. Umgekehrt
gibt es fiir einen beliebigen Ringhomomorphismus f: A[z,, ..., 2,1 B mit f | A=id,
etndeutig besttmmie Elemente cy, ..., ¢, € B so, daf

f(d) =a(ci) eeey 0”) (a EA[x,, cooy xn])
qult.
Beweis. Es sei

p= 3 by g2 20
4y

ebenfalls ein Polynom aus A[z;, ..., x,]. Dann gilt
a-f= 2 ( 2 Gy, zi...z,,) AR i

Myy... .My ki +ll =my

Nach (3) ist fiir ¢;€ B fest, 7=1, ..., n:

@ ﬂ(cis ooy cn) = 2 ( 2 a‘kl...k”bli...ln) G'lni oo cnm”

Mmy,...,My,

=afCygy ouey €y) * B(Cgs ees C) ©

Ahnlich beweist man (a+8) (G4, «vvy Cp) =&(Cqy +ery €5) +B(Cgs uvs €p)-

Bezeichnen wir mit g: A[zy, ..., 2,] B den gerade betrachteten Homomorphis-
mus, so gilt g(x;) =¢;; die Elemente c; sind also durch g eindeutig bestimmt.

Es sei nun umgekehrt ein Homomorphismus f: 4[z;, ..., 2,]~B mit f | A=id,
gegeben. Wir setzen ¢;:=f(x;) € B, =1, ..., n. Ist a € 4[«;, ..., %,] durch (1) gegeben,
7‘
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so folgt
flay=" 3 Hon,.a,) H@)™ o flag)n
"1' "‘n
kl Zk @,.. anf cﬁ":a(cl, vy €) - G
ek

Ubung 3. Es sei B ein beliebiger assoziativer und kommutativer Ring und ¢: 4 -~ B
ein Ringhomomorphismus. Man beweise, daB fiir beliebige ¢, ..., ¢, € B ein und nur ein
Ringhomomorphismus f: A[zy, ..., ;] B existiert, fiir den f| A=¢ und f(x;) =c;,
i=1, ..., n, gilt.

Ubung 4. Es seien B und C zwei assoziative und kommutative Ringe, die 4 als
Unterring enthalten. Ferner sei ¢: B —+C ein Ringhomomorphismus mit ¢ | 4 =id 4.
Man beweise: Fiir alle ¢y, ..., ¢, € B und a € A[xy, ..., ,] gilt

P(ale, .y €a)) =a(@(cy), -.., Plen)) -
Satz 6. Der Integrititsbereich A sei unendlich, und es seien «, f€ Az, ..., x,]. Gilt
dann a(cy, ..., ¢y) =pB(Cy, --., ;) fiir beliebige cy, ..., ¢, €A, s0 ist a=p.

Beweis. Nach Satz 5 geniigt es zu zeigen, daB «a=0 aus a(cy, ..., ¢,) =0 fiir alle
€4y «ey €y €A folgt. Wir fiihren den Beweis durch Induktion nach . Fiir n=1 ist
unsere Behauptung durch Folgerung 4.3 bewiesen. Angenommen, sie sei fiir den
Ring A[z,, ..., z,_,] giiltig. Wir schreiben a € 4[zy, ..., z,] in der Gestalt

m .
a= 2 a,
i=0
mit a;€ A[z4, ..., 2, _,]. Aus Satz 5 folgt

a(ci, vony G”) = a,’(cb eoey cn—l) cfl =0

e

)

fiir alle ¢y, ..., ¢, € A. Wir fixieren nun ¢y, ..., ¢, _, € 4 und betrachten das von diesen
Elementen abhingende Polynom der einen Unbestimmten z,,:

B= Z {(Cgs vons Cpg) T+

Offenbar gilt (c) =0 fiir alle ¢c 4, so daB #=0 gilt. Daraus folgt (cy, ..., Cn—1)=0
fir 2=0,1, ..., m und beliebige ¢,,...,c,_;€A4. Nach Induktionsvoraussetzung
muB «;=0, 7=0, 1, ..., m, also auch «=0 gelten. O

Der letzte Teil dieses Paragraphen ist der wichtigen Klasse der symmetrischen
Polynome gewidmet. Beispiele solcher Polynome haben wir schon in § 4 kennen-
gelernt; sie stehen auf der rechten Seite der Formel (4.14) von VieTa. Um die sym-
metrischen Polynome zu definieren, betrachten wir zuerst eine natiirliche Wirkung
der symmetrischen Gruppe S, iiber A[z,, ..., z,], ndmlich die Permutation der
Unbestimmten z;: ‘

Fiir beliebige s€.S, und € 4[zy, ..., z,] definieren wir

Sat *a( (1), “eey xs(”))EA[xb coey x”] . (4)
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Nach (3) erhalten wir also sz aus «, indem wir die Unbestimmte z; durch z,;, er-
setzen. (Hier ist B= A[x,, ..., ), b;=2,;;.)

Satz 7. Die Formel (4) definiert exne Wirkung der Gruppe S, iber Alxy, ..., 2,].
Fiir jedes s€ 8, vst die Abbildung a > sa etn Automorphismus des Ringes Alz,, ..., x,].

Beweis. Es seien s, t€8,, a€ A[zy, ..., z,]. Dann gilt

8(ta) = 8(a(Tyry » ++s Zrny)) = (W%y(1y 5 w0 Tyemy)) Bty 5 o005 Lomy)
=a(Zyqqy) » s Tageeny)) = % Lsotqty » ++> Tootemy) =(801) & .
Offenbar gilt ex =«. Somit sind alle Bedingungen der Definition 1.4.1 erfiillt.
Nach Satz 5 ist die Abbildung ¢,: « — s fiir beliebige s€S,, ein Endomorphismus
des Ringes A[zy, ..., x,]. Wie in § 1.4 gezeigt wurde, ist ¢, bijektiv und daher ein
Automorphismus. O

Definition 4. Ein Polynom « € 4[z,, ..., 2,] heilt symmetrisch, wenn sa =a fiir
alle s€8, gilt. Die Menge aller symmetrischen Polynome wird mit A[z,, ..., z,]s,
bezeichnet.

Folgerung 2. Das Polynom o« ist symmetrisch dann und nur denn, wenn sa=a
fiir jede Transposition s€S, gilt.

Der Beweis ergibt sich unmittelbar aus Satz 7 und Satz 1.2.3. O

Folgerung 3. Die symmetrischen Polynome bilden einen Unterring von
Alzy, ..., z,], der A enthdlt.

Beweis. Offenbar gilt 4S A[z,, ..., x,]s,. Es seien nun « und g symmetrisch
und s€8,. Nach Satz 5 ist s(a+pf)=sa+s8f=a+8, s(af)=8a - sf=a - f. Somit
sind «+f und « - g symmetrisch; wegen s (—a)= —sa ist mit « auch —a sym-
metrisch. O :

Unsere Aufgabe besteht nun darin, die Struktur des Ringes der symmetrischen
Polynome zu untersuchen.

Definition 5. Unter den elementarsymmetrischen Polynomen aus A[z, ..., %,]
versteht man die folgenden n Polynome:

01:=x1+x2+...+xn »
0'2:=x1x2+x1x3+-..+xzx3+...-'rxn_lxn )

0'3: =x1x213 +x1x2x,. + .. +xn_2xn_1x” N

O'n_l = xlx2 0o xn_l +x1x2 veo xn_«_,xn + e +x2x3 “e xn N

Un:=x1x2 .o xn . .
Eine allgemeine Formel fiir die Definition der elementarsymmetrischen Polynome
ist

o= > Ty oen Ty k=1, ..,mn.
1si<..<ip=n
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Man iiberzeugt sich leicht davon, daB die Polynome o alle symmetrisch sind.
Mit Hilfe der o, kann man die Formel (4.14) von VIETA in der Gestalt
ak=a,,(-—l)”"‘ a"_k(bi, eoey b”), k=0, 1, ceoy 'n"'l 5 (5)

schreiben.

Aus Folgerung 3 ist offensichtlich, daB jeder Ausdruck, den man aus oy, ..., o,
und Elementen von 4 durch die Operationen der Addition und Multiplikation bil-
det, wieder ein symmetrisches Polynom ist. Anders gesagt:-Ist g€ A[x;, ..., z,], so

gilt oy, ..., 0,) EA[Zy, «.., Zys, -

Satz 8 (Hauptsatz iiber symmetrische Polynome). Jedes symmetrische Polynom «
n n Unbestimmten diber A kann man evndeutig als Polynom in den elementarsym-
metrischen Polynomen o, ..., 0, schreiben. Anders ausgedriickt, die Abbildung

BeA[zy, ..., x,] > Bloy, ..., 0,)€A[zy, ..., x,,]sn
18t exn Isomorphismus dieser Ringe.
Beweis. Wir fithren den Beweis iiber zwei Hilfssitze.

Lemma 1. Es ser y:cx’f‘ xﬁ" das hochste Glied eines symmetrischen Poly-
noms a. Dann qilt b =...=k,.

Beweis. Angenommen, es existiert ein ¢ mit k;<#%; . Wir nehmen die Trans-
position (¢ 7+1) und bilden a=(¢ ¢+ 1) a. Folglich muB « auch das Glied

.. k ki ki k, & K ki k
(P 741) p=cxt o a2 x L P =cr)t Lot L2 )

enthalten. Aus unserer Annahme folgt (¢ 7 +1) p>u, und x kann nicht das hichste
Glied sein. O
Lemma 2. Das hochste Glied des Polynoms ari‘ ai", l;eNy, 7=1, ..., n, hat
die Gestalt 4 12 gyt tln xi”; es bestimmt exndeutig die Zahlen 14, ..., 1,,.
Beweis. Offensichtlich ist das héchste Glied von o; das Element z; ... z;, Nun
wendet man Satz 4 an und erhdlt die erste Behauptung. Die zweite Behauptung
folgt aus der Tatsache, daB8 das Gleichungssystem
Li+l+..+l, =k,
L+ +l,=k,

die eindeutig bestimmte Lésung
ll=kl_ki+1 (i=1, eoey n—l), ln=k

besitzt. O

Wir beweisen nun Satz 8. Es sei «+0 und cx’;‘ x:" das hochste Glied von «.
Nach Lemma 1 gilt k=%, . Fiir das symmetrische Polynom

— agi1—k2 kp —1 —ky_kn
Y1=0C0y e 0,70 o,
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stimmt das hchste Glied mit dem hdchsten Glied des Polynoms « iiberein. Also ist
ay=a—Ccy, ein symmetrisches Polynom, das 0 ist oder dessen hochstes Glied nie-
driger als das von a ist. Gilt a;+0, so kénnen wir diese Uberlegung wiederholen;
wir kommen in endlich vielen Schritten zum Ende des Verfahrens, wenn wir zei-
gen kénnen, daB nur endlich viele (m, ..., m,) ENg existieren mit m,=...=m, und
(my, ..., my)<(ky, ..., k,). Aber fiir derartige n-Tupel gilt m;=m =k, =1, ..., n.
Somit gibt es hochstens (k;+1)® derartige Tupel. Aus dem Beweis ist klar, daB es
endlich viele Monome p,, ..., g, € A[z,, ..., ,] gibt mit

A= (04 oy Tp) — oo — (G gy oeey 0) =0 .
Setzen wir f=p+... +u,, so folgt a =p(ay, ..., 0,) .
Es bleibt die Eindeutigkeit zu zeigen, d. h., die Injektivitit des Homomorphismus
B B(oy, ..., 0,) soll nachgewiesen werden. Wir zeigen, daB der Kern 0 ist. Es
sei €Az, ..., 2,] ein Element des Kerns, d. h. §(ay, ..., 0,) =0. Angenommen, es
ist #=+0. Wir schreiben nun # als Summe paarweise nicht &hnlicher Monome
B=uq+... + . Dann gilt

B(ay, ooy 0) =ps(04, oo, 0,) + oo + (0, -.., 0,) .
Nach Lemma 2 sind die héchsten Glieder der Polynome uay, ..., 0,) ebenfalls
paarweise nicht dhnlich. Nach Folgerung 1 gibt es unter diesen Gliedern ein h6chstes.
Folglich enthilt das Polynom B(oy, ..., 0,) ein von 0 verschiedenes Glied, was un-
moglich ist, es muB also =0 sein. O
Folgerung 4. Es set p€ K[z], K ein Korper, gr o=>1, und L ein Erweiterungs-
korper von K, iiber dem ¢ zerfillt. Es seien cy, ..., ¢, € L die Nullstellen von ¢, wobei

jede Nullstelle so oft auftriit, wie thre Vielfachheit angibt. Dann gilt fiir jedes symme-
trische Polynom a€ K[z, ..., x”]s”

a(ci, eeey Gn) EK.

Beweis. Nach Satz 8 gibt es ein g€ K[z, ..., #,] mit a=p(oy, ..., 0,). Hieraus
folgt leicht (vgl. Satz 5 oder Ubung 3) a(cy, ..., €,) =B(G((Cyy +ovs Cp)s +ovs Tp(C1y +ovs €4))-
Nach (5) gilt o;(cy, ..., ¢,) € K und somit auch a(cy, ..., ¢,)€K. O

Beispiel 1. Wir betrachten das Polynom
o= J[ (z;—=)
I=i<j=n
Man priift leicht nach (vgl. Ubung 1.2.3), daB é symmetrisch ist. Aus Satz 8 folgt
die Existenz eines Polynoms 4¢€ Z[z,, ..., z,], fiir das
é=4(—o0y, 09 ..., (—1)" 0,)

gilt. Die Polynome é und 4 kann man auch als Elemente des Ringes A[z,, ..., z,]
iiber einen beliebigen Integritétsbereich 4 ansehen. Betrachten wir das Polynom

g=a"+c@" 1 +..+c, (6)
mit den Nullstellen by, ..., b, aus einem Zerfdllungsring 4 von ¢, so folgt aus (5)
A(ci’ veey C") =6(bx, seey b") = H (bi~b7')2' (7)

i<j
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(Man beachte die von Satz 4.8 abweichende Bezeichnung der Koeffizienten von ¢
in (6).) Das Element (7) des Ringes 4 heifit die Diskriminante des Polynoms ¢.
Offensichtlich gilt A(c, ..., ¢,) =0 genau dann, wenn @ mehrfache Nullstellen be-
sitzt.

Ubuné 5. Man berechne das Polynom 4 fiir n =2 und n =3.
Ubung 6. Die syr;lmetrischen Polynome
sk:=x’f+...+a:ﬁ, k=1,2, ...,
heilen die Potenzsummen. a) Man beweise die folgenden Newtonschen Formeln:
S —8;_10y +8p_90g — e + (=1L gi0p_y +(—1)F ko, =0 fiir k=n,
Sp —8;_104 +8;-269 —... +(—1)" 84_p0, =0 fi;r k>n.

b) Man driicke mit Hilfe dieser Formeln die Potenzsummen s, und s; durch die elemen-
tarsymmetrischen Polynome aus. — ¢) Es sei K ein Korper der Charakteristik 0. Man be-
weise: Die Abbildung

BEK[xy, ..., Tz] > B(S15 oo $n) €Ky, .., zn]Sn
ist ein Isomorphismus, d. h., Satz 8 bleibt tiber dem Korper K bei Ersetzung der o;
durch die s;, 7 =1, ..., n, giiltig.

Beispiel 2. Es sei K ein Korper. Dann wird der Quotientenkorper des Poly-
nomringes Klz, ..., z,],

K(zygy ooy 2,): =Q(K[24, ..., ,]) (8)

der nach Satz 1 und Satz 6.2 definiert ist, der Korper der rationalen Funktionen in
den n Unbestimmien zy, ..., x, dber K genannt. Fir n=1 stimmt diese Definition
mit Beispiel 6.2 iiberein. Die folgende Ubung verallgemeinert Ubung 6.5:

Ubung 7. Es sei K ein unendlicher Kérper und f€K(z, ..., 2;). Wir ordnen f folgen-
dermafBen eine Funktion f zu: Der Definitionsbereich von f sei

D;:={(c;) €K" | es gibt a, B € K[z, ..., ;] mit f =a/f und B(cy, ..., ¢,;) £0}; (9)

fir jedes (c;) €D; setzen wir ety ey €2) =a(Cqy uey Ca)/B(E4ss ooy €;). Man beweise: a)

fley, -5 ¢p) hdngt nicht von der Wahl der Darstellung (9) ab. — b) Fiir beliebige f,
g€K(zy, ..., x;) gelten

9+D,ND,=D,,SD,,,, (10)
Dy =KE™\f~1(0). (11)

¢) Bei Einschrdnkung auf geeignete Definitionsbereiche der, Gestalt Dy, k€ K(xy, ..., ®,),
gelten

'/_—’ - - pr— - ~

Ftg=f13, t-9=fg (1) =1f. (12)
Dabei ist f =0 genau dann, wenn f =0 ist, und offenbar gilt 1 =1. Im Sinne von b) ist also
die Zuordnung f > f fiir unendliche Kérper ein Isomorphismus von K(zy, ..., x,) auf den

Korper der rationalen Funktionen aus K” in K.

Ubung 8. Man verallgemeinere (4) und Definition 4 auf K(x), ..., #,) und zeige:
Gilt char K =0, so ist K(zy, ..., %4)s,, kanonisch isomorph zu Q(K[zy, -.., %,lg,). Hieraus

folgt: Jede symmetrische rationale Funktion f¢K(wy, ..., Zn)s, 148t sich als rationale
Funktion der elementarsymmetrischen Polynome oy, ..., 0, schreiben.
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§8. Polynome iiber den Kirpern der komplexen und reellen Zahlen

In diesem Paragraphen betrachten wir den Ring K[z] mit K =C oder K =R. Hier
lassen sich die irreduziblen Polynome vollstindig beschreiben. Grundlage dafiir ist
der sogenannte , Fundamentalsatz der Algebra* von C. F. Gauss:

Satz 1. Jedes Polynom « € Clz] mit gr « >0 besitzt tm Korper € eine Nullstelle.

Einen Beweis dieses Satzes werden wir im nichsten Kapitel geben. Wir wollen
jetzt einige wichtige Folgerungen aus ihm herleiten.

Folgerung 1. Der Ké'rpér C ust Zerfillungsring fiir jedes Polynom «¢ Clz] mat
gr a=>0.

" Beweis. Esseien ¢y, ..., ¢, alle verschiedenen Nullstellen des Polynoms a, ky, ...., k,
ihre Vielfachheiten. Wir betrachten die Darstellung (4.9) von a. Offenbar kann g
keine Nullstellen haben. Nach Satz 1 ist also gr =0, und es gilt (4.10). O

Folgerung 2. Jedes Polynom a € C[x], a +0, ist exndeutig (bis auf die Rethenfolge
der Faktoren) in der Form
a=a(@—c)! .. (x—c,)", e fir ixj,
darstellbar; hier bezeichnet a € C den hichsten Koeffizienten von a, ¢;€ C sind die ver-
schiedenen Nullstellen von a und k;€ N <hre Vielfachheiten, 1=1, ...,7, ré Ng. O

Folgerung 3. Ein Polynom iiber dem Korper C ist irreduzibel genau dann, wenn
setn Grad 1 ist. O

Folgerung 4. Die etnfachen Briiche des Korpers C(x) haben die Gestalt a (x —c)~*
mit a,c€C, a0, keN. O

Wir wollen nun Polynome mit reellen Koeffizienten betrachten. Aus der Ein-
bettung R[z]c C[«] ergibt sich folgende wichtige Eigenschaft ihrer Nullstellen:

Satz 2. Es set a€ R[z] und c€ C evne Nullstelle von a. Dann ist thre konjugrierte
Zahl ¢ ebenfalls exne Nullstelle von a.

Beweis. Sind g; die Koeffizienten von «, so gilt
O=a(c)=ag+ac+...+a,c™
Aus Satz 3.6 folgt

0=0=a(c)=@y+@E+... +&,"=ayg+ag+..+a,t";
denn wegen a;€R ist ¢;=a;. O
Satz 3. Ein Polynom «€R[x] ist irreduzibel dann und nur dann, wenn es ent-

weder ein Polynom ersten Grades ist eder wenn a etn Polynom zweiten Grades ist, das
kevne reellen. Nullstellen besitzt.

Beweis. Dall die angegebenen Polynome irreduzibel siﬁd, wurde bereits in
Beispiel 5.6 bewiesen. Es sei umgekehrt « € R[«] irreduzibel. Wegen gr >0 hat a
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nach Satz 1 eine Nullstelle c€ C. Gilt c€ R, so folgt aus Satz 4.5
e=(zx—c)f, BER[z]. (1

Da « irreduzibel ist, muB gr #=0 sein. Im Fall c¢ R ist ¢ +¢ eine weitere Nullstelle
von « in C. Daher gilt

a=(x—c)(z-2)y, yeCla],
a=(x2—(c+¢) x+c) y.

Wegen c¢+c=2R(c)€R und cc=|c|2€R liegt das Polynom x2—(c+&)x+cé in
R[], und nach Satz 5.9 gilt daher auch y¢R[z]. Weil « irreduzibel ist, muB
gr y=0, d. h. « ein Polynom zweiten Grades ohne reelle Nullstellen sein. ]

Folgerung 5. Jedes Polynom a € R[x], a=+0, ist eindeutig (bis auf die Reihenfolge
der Faktoren) vn der Form

a=a(x—c) ... (x—c,)"' (@2+p+q)t ... (a2 +p,x +q,)l‘

darstellbar; hierbe? bezeichnen acR, a0, den hichsten Koeffizienten, r€N die
Anzahl der verschiedenen reellen Nullstellen, scN, die Anzahl der verschiedenen ir-
reduziblen Teiler zweiten Grades, kj, 1;€ N <hre Vielfachheiten, und es gilt c;, p; ¢;€R,
P} <4q fiir j=1, .., 8. O

Folgerung 6. Die exnfachen Briiche des Kirpers R(x) haben die Gestalt

a axr+b

——=  oder ———— t k ,
@—off T iiprigf ™ keN.abopgcR

und p2<4q; hierber ist a +0 bzw. ax +b+0. O

Die Berechnung der Nullstellen eines reellen oder komplexen Polynoms ist eine
fiir die Anwendungen sehr wichtige, aber keineswegs immer einfache Aufgabe.
Fiir n =2, 3, 4 gibt es explizite Formeln, die wir hier nicht herleiten wollen. Fiir
n =2 sind sie aus der Elementarmathematik bekannt (siehe auch Lemma 3.5.1), fiir
n=3 gelten die Formeln von CARDANO und fiir »=4 die von FERRARI. Fiir Poly-
nome vom Grad=5 kann man mit Hilfe der Theorie von E. Garois (vgl. etwa
R. KOCHENDORFFER [1]) beweisen, daB keine expliziten Formeln existieren, die es
gestatten, die Nullstellen eines allgemeinen Polynoms mit Hilfe von Radikalen
(Wurzelausdriicken) zu berechnen; in der Praxis werden fiir » =3 meist Ndherungs-
methoden zur Berechnung der Nulistellen angewandt (vgl. I. S. BERESIN und
N. P. SHIDEOW [1]). In diesem Paragraphen wollen wir nur einige einfache Satze
iiber die Lage der reellen Nullstellen eines reellen Polynoms herleiten, die fiir die
Bestimmung der Nullstellen niitzlich sein konnen.

Satz 4. Es set p=ay+a&+ ... +a,x® ein reelles Polynom, a,;€R, a, >0 und we-
nigstens ein a;<0. Mit A bezeichnen wir das Maximum der Betrdige der negativen
Koeffizienten von ¢ und mit k die grofte Zahl, fiir die a; <0 gilt. Dann ist jede reelle
Nullstelle von @ kleiner als

M:=1+""Y4Ta, .
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Beweis. Wir ersetzen die Koeffizienten @y, ay, ...,a; durch —A4 und die
@ 415 -y Gy _q durch 0. Dann gilt fiir jedes ¢>1
ple)=—A (1 +c+... +cF) +a,ct
ki1 Ack+t A
o1 " Tl Te—1-

Fiir ¢>1 folgt durch Streichen des letzten' Summanden

=a,c"—A

Ack+t A
¢)>a.c" — =0L'+i n—k—1_ "~
#le) > o—1 (a”c c—l)

- cL tla (c—1 k — ' a. (¢ k_ 4
: + n—k—1 A n—
( n( ) ¢ l) c 1 ( n( 1) ) M

Ist nun ¢= M, so gilt ¢>1 und (¢ —1)*~*=A4/a,, also ¢(c)=0. O

Satz 5. Es ser o€ R[x] und n=gr ¢. Fiir ein gewisses M ¢ R, M =0, gelte p®)(M) =
=0, k=0,1, ..., n—1, und ¢™(M)>0 (d. k. a,>0). Dann ist jede reelle Nullstelle
des Polynoms ¢ klevner oder gleich M.

Beweis. Aus der Taylor:Entwicklung (4.17) im Punkt M ersieht man unmit-
telbar, daB ¢(c) =0 fiir c>M gilt. O

Bemerkung. Will man eine untere Schranke fiir die reellen Nullstellen des
Polynoms ¢ finden, so betrachtet man das Polynom ¢(—z) und bestimmt fiir
dieses eine obere Schranke M’; um die Sitze 4 oder 5 anwenden zu konnen, muf
man eventuell ¢( —x) mit —1 multiplizieren, wodurch die Nullstellen nicht ge-
dndert werden. Dann ist offenbar m = — M’ eine untere Schranke.

Ubung 1. Es sei M >0 groBer als alle reellen Nullstellen des Polynoms ¢ =ag +az +
+ .. +a,z™ und M, >0 gréBer als alle Nullstellen des Polynoms y =a, +a,_1x +... + agz™.
Man beweise, da3 alle positiven Nullstellen des Polynoms ¢ in dem offenen Intervall
1M1, M[ liegen.

Der folgende Satz gibt eine einfache Abschitzung fiir die Anzahl der positiven
Nullstellen eines reellen Polynoms. Dabei verstehen wir unter ,, Anzahl der Null-
stellen — im Unterschied zu ,,Anzahl der verschiedenen Nullstellen“ — stets, daB
jede Nullstelle so oft gezihlt wird, wie ihre Vielfachheit angibt.

Satz 6 (Zeichenregel von DESCARTES). Es set ¢p=ag+ax+...+a,2" a;€R,
a, +0, ein reelles Polynom, p(¢) die Anzahl der positiven Nullstellen des Polynoms ¢
und q(p) die Anzahl der Vorzeichenwechsel in der Folge seiner Koeffizienten
(&g, &4, +o, ay). Dann gilt p(p) =q(p), und g(p) — p(p) 18t eine gerade Zahl.

Beweis. Offenbar gilt p(—¢)=2(p) und ¢( —¢)=¢(p); daher kdnnen wir a, >0
voraussetzen. Wir nehmen ferner an, daB die Zahl 0 eine k-fache (k=0) Null-
stelle von ¢ sei. Dann gilt ag=a,=...=a;_, =0, a; +0, und ¢ =2*y, wobei y=a, +
+ap @+ ... +ayat~F ist. Offensichtlich ist wieder p(@)=p(y) und g¢(p)=g(y), so
daB wir o. B. d. A. ay=¢(0) +0 voraussetzen konnen. Zuerst zeigen wir, da p(g)
und g(p) beide gerade oder beide ungerade sind. Wegen a, >0 gilt ¢(c)=>0 fiir
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geniigend groBes ¢. Hieraus folgt: ¢(p) ist gerade genau dann, wenn ¢(0)=ay=>0
gilt, und das ist dann und nur dann der Fall, wenn die Funktion ¢ auf ]0,e[ eine
gerade Anzahl Mal das Vorzeichen dndert. Da ein Polynom stetig ist (hier machen
wir von speziellen Eigenschaften der reellen Zahlen Gebrauch, die in der Analysis
bewiesen werden) kann eine Vorzeichendnderung nur an einer Nullstelle eintreten.
Es sei also b eine Nullstelle der Vielfachheit k. Dann gilt ¢=(x —b)* g und B(b) +0.
Hieraus erkennt man: ¢ dndert an der Nullstelle b sein Vorzeichen genau dann,
wenn k ungerade ist. Somit ist p(¢) gerade genau dann, wenn ¢ die positive z-Achse
10, eine gerade Anzahl Mal schneidet.

Wir beweisen nun p(¢) = ¢(¢) durch Induktion nach n=gr ¢. Angenommen, dies
sei schon fiir alle Polynome vom Grad =n—1 bewiesen, und es sei gr ¢=n. Dann
gilt fiir die Ableitung gr ¢’'=n—1, und aus der Induktionsvoraussetzung folgt
p(@')=q(¢’). Es seien nun ¢j<cy<...<c, alle verschiedenen, positiven Nullstellen
von ¢ und k;, ¢=1, ..., r, ihre Vielfachheiten. Aus Satz 4.11 ergibt sich, daf} die
Nullstelle ¢; eine Nullstelle der Vielfachheit k;—1 von ¢’ ist. Ferner erhilt man
aus dem in der Analysis bekannten Satz von RoLLE, daB zwischen zwei Nullstellen
von ¢ wenigstens eine Nullstelle von ¢’ liegen muB. Also gilt

P#)= 3 (ki=1)+r=1=plg)~1 .

Aus der Gestalt des Polynoms ¢’ folgt ¢(¢') =¢(¢). Somit erhalten wir
ple)—1=p(¢")=9(¢")=4(9) -

Aus p(p)=q(p)+1 ergibt sich nun p(p)=q(p); denn nach dem zuerst Bewiesenen
kann der Fall p(p) =¢(¢) +1 nicht eintreten. O

Folgerung 7. Die Anzahl der negativen Nullstellen eines reellen Polynoms ¢ st
nicht grofer als q(y), wober y:=g@(—z) gesetzt wurde; diese Anzahl ist gerade genau
dann, wenn g(y) gerade vst. O

Satz 7. Ist R ein Zerfillungskorper des Polynoms ¢, so gilt p(e)=q(p), und die
Anzahl der negativen Nullstellen vst gleich q(y) mit yp:=¢( —x).

Beweis. Wie beim Beweis von Satz 6 konnen wir wieder ¢(0)+0 annehmen.
Dann gilt p(e) + p(y) =n, n:=gr ¢. Aus Satz 6 und Folgerung 7 erhalten wir ¢(¢) +
+¢(v) =n. Aber andererseits mufl g(¢) + ¢(y) =n gelten; schreibt man ndmlichinden
fiir die Bestimmung von ¢(¢) bzw. g(y) mafgeblichen Folgen

Gy Ugy voey Ay (2)
bzw.

Qgy — @45 X35 «eey ( -1 )na’n (3)
fiir die a;, die 0 sind, irgendeine von 0 verschiedene Zahl hin, so kann sich die An-
zahl der Vorzeichenwechsel héchstens vergroBern. Wir kénnen daher a,+0 fiir
i=0, 1, ..., n annehmen. Nun dndert sich in (2) beim ¢-ten Ubergang das Vorzeichen
genau dann, wenn es sich in (3) nicht dndert, so daf in diesem Fall ¢(¢) +¢(y)=n
gilt. Somit folgt ¢(¢)+gq(y)=n allgemein, und es muB nach Satz 6 p(¢)=g(p)
und - p(y) =q(y) sein. O



§ 8. Polynome iiber den Korpern der komplexen und reellen Zahlen 109

Der folgende Satz gibt die Mdoglichkeit, die Anzahl der verschiedenen reellen
Nullstellen eines reellen Polynoms g€ R[z] zu ermitteln.

Satz 8 (Satz von STurM). Es ser ¢ € R[x], 9 0. Wir sefzen ¢y: =9, p: =9  und
bestimmen mit Hilfe des euklidischen Algorithmus (§ 5) eine endliche Folge von Poly-
nomen @; aus

Po=V1P1— P2 PL=V2F2— P2 o0y Pr—1 = ViPh (4)

Fiir a€ R mit g(a) +0 set w(a) die Anzakl der Vorzeichenwechsel in der Folge (p;(a)),
§=0, ..., k, in der die Nullen ¢;(a)=0 fortzulassen sind. Dann gilt: Fiir jedes Inter-
vall I={xeR | b=x=c}, fir das p(b) =0 und (c) 0 gelten, vst die Anzahl der ver-
schiedenen, in I liegenden Nullstellen von ¢ gleich w(b) —w(c).

Beweis. Nach dem Beweis von Satz 5.1 ist ¢, der ggT von ¢ und ¢’; ¢, teilt
somit alle qo, (Dabei stort es nicht, daB wir die Reste in (4) mit entgegengesetztem
Vorzeichen genommen haben.) Somit ist wegen ¢(a)+0 die Anzahl w(a) der Vor-
zeichenwechsel in der Folge (¢;(a)) und in der Folge (u;(a)) mit u;: =g,/ ¢; dieselbe,
und es gilt g;(a) =0 genau dann, wenn ua)=0 gilt, j=0, ..., k—1; ferner ist y, =1.
Wir betrachten die Folge (u;(a)) in Abhingigkeit von a. Aus der Analysis ist be-
kannt, daB jedes Polynom eine stetige Funktion ist; daher dndert u;(x) sein Vor-
zeichen hochstens an einer Nullstelle von u;. Die simtlichen Nullstellen der Poly-
nome y; teilen Rin endlich viele Intervalle ein, und die Anzahl w(a) kann sich héch-
stens dann dndern, wenn a eine dieser Nullstellen iiberstreicht. Es sei etwa uy(a) 0
und g;(a) =0 fiir ein j mit 0 <j<%. Dann miissen ¢;(a) =0 und sowohl ¢;_,(a)=+0
als auch @; ,(a)=+0 sein; wire das nicht so, so wiren wegen (4) alle ¢,(a) mit =35
gleich 0, was zu dem Widerspruch ¢(a) =0 fithren wiirde. Daher sind auch in der
Folge (u;(a)), =0, ..., k, niemals zwei benachbarte Glieder gleichzeitig 0. Da aus
(4) bei Division durch ¢, speziell u;_(a) = —pu; ,(a) folgt, &ndert sich w(a) an einer
Nullstelle @ von y;, fiir die @(a)+0 gilt, nicht. Es bleibt der Fall zu betrachten,
daB ¢(a)=puo(a) =0 gilt. Dann ist ¢ eine Nullstelle einer gewissen Ordnung p€N
von ¢. Nach Division von

po=(@—0a)?p, @=p(x—a?~'f+(x—a)?f
durch ¢, folgt
to=(x—a) By, b1=pBit(z—a)py

mit B4(a) +0, also auch u(a)+0. Unabhingig vom Vorzeichen von 8,(a) folgt hier-
aus w(a—e)=w(a+e)+1 fiir geniigend kleines e>0; denn die Werte der u;a)
fiir j>0 tragen nicht zur Anderung von w bei, was wegen u(a)+0 genauso wie
im Fall py(a)+0 folgt. Daraus ergibt sich sofort die Behauptung. [

"Bemerkung. Die konstruierte Folge (g;), =0, ..., k, wird auch eine Sturm-
sche Rethe fiir ¢ genannt. Interessiert man sich fiir die Anzahl aller verschiedenen
reellen Nullstellen von ¢, so geniigt es, die hochsten Koeffizienten der Polynome

n;
<p,~=a,'x ]+ .es
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zu betrachten. Weil fiir geniigend groBe c€ R das Vorzeichen von g(c) gleich dem
von a; ist, erhdlt man w(c) als Anzahl der Vorzeichenwechsel in der Folge
(@g, @4, ..., &;) und analog w(b) fiir geniigend kleine negative b als Anzahl der Vor-
zeichenwechsel in der Folge (ao( —1)", a,(—1)™, ..., a,(—1)"¥), so daB sich die
Berechnung spezieller Werte ¢;(b), ¢;(c) eriibrigt.

§ 9.  Lineare Gleichungssysteme. GauBscher Algorithmus

Das Thema dieses Paragraphen ist die Untersuchung linearer Gleichungssysteme.
Diese Gleichungssysteme sind fiir die Anwendungen von groer Wichtigkeit ; viele
Verfahren der numerischen Mathematik fithren auf die Losung derartiger Systeme.
Thre Theorie ist ein wichtiger Teil der linearen Algebra, die wir in den Kapiteln 4
bis 6 im Zusammenhang mit der Geometrie darstellen wollen. Der in diesem Para-
graphen zu beschreibende GauBische Algorithmus jedoch ist eine rein algebraische
Angelegenheit ; er stiitzt sich allein auf die Rechenregeln in einem Kérper.

Definition 1. Es sei K ein Korper. Ein lineares Gleichungssystem aus m Qleichun-
gen mit n Unbekannten hat die Form

..................

(1)

a“x1+aﬂx2+...+amx"=b1, }

@ Ty + Qo ®o + oo + @2, =b,

wobei a;;, b€ K gilt fiir 1=1, ..., m, j=1, ..., » und die z;, j=1, ..., n, Unbestimmte
sind. Das System (1) heit homogen, wenn alle b; gleich 0 sind. Die Matrix (vgl.
(0.2.39))

Agq A4p o Oy
(aij) =1 ¢+ ¢ ¢ 0t
Qnt Fgn2 oo+ O

heiBt die Matriz des Systems (1), und die Matrix

Agg @9 oo am bi
(ai]' bt)=( I )

Ay Ay e O
seine erweiterte Matriz. Ein n-Tupel (¢;)=(cy, ..., ¢,) €K™ von Elementen ¢;€ K
heifit eine Lésung des Systems (1), wenn bei Einsetzen z;=c¢;, j=1, ..., n, die
Gleichungen

n
2 a0=b;, 1=1,..,m, (2)
j=1

erfiillt sind. Das System (1) heiBt lésbar, wenn wenigstens eine Ldsung (c;) € K™
existiert, und unlésbar sonst.

Beispiel 1. Ein homogenes System ist stets 16sbar; denn es besitzt die triviale
Lésung ¢;=0, j=1, ..., n.
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Offenbar ist ein lineares Gleichungssystem durch Angabe seiner erweiterten Ma-
trix vollstindig bestimmt ; die Gleichungen entsprechen den Zeilen der Matrix, die
Koeffizienten bei derselben Unbekannten (man sagt hier aus naheliegenden
Griinden ,,Unbekannte“ statt ,,Unbestimmte*) fiillen jeweils eine Spalte, und die
rechte Seite fiillt die letzte, (n+1)-te Spalte. Im folgenden werden wir mit den
Gleichungen elementare Operationen ausfithren. Diese iibertragen sich entspre-
ehend auf die Zeilen der Matrix (und umgekehrt). Die Matrixschreibweise ist oft
kiirzer und iibersichtlicher.

Definition 2. Zwei lineare Gleichungssysteme mit » Unbekannten iiber dem
Korper K heifilen dquivalent, wenn sie dieselbe Losungsmenge besitzen.

Speziell sind alle unlésbaren Gleichungssysteme mit n Unbekannten dquivalent.
Der GauBsche Algorithmus besteht nun darin, das gegebene Gleichungssystem (1)
durch elementare Umformungen in ein dquivalentes Gleichungssystem zu ver-
wandeln, dessen Losungsmenge man unmittelbar angeben kann.

Definition 3. Unter einer elementaren Umformung eines linearen Gleichungs-
systems (bzw. einer Matrix mit Elementen aus K) versteht man jede der folgenden
Operationen:

I. Vertauschung zweier Gleichungen (bzw. Zeilen);

II. Multiplikation der I-ten Gleichung (bzw. aller Elemente der I-ten Zeile) mit
c€K und Addition zur ¢-ten Gleichung (bzw. zum entsprechenden Element der
i-ten Zeile) fiir 7=1I. Fiir die neue i-te Gleichung (bzw. Zeile) gilt also

dij=aij+wl’-, Bi=bi+cbl’ Z#l; (3)
alle iibrigen Gleichungen (bzw. Zeilen), auch die I-te, bleiben ungeiindert. ‘

II1. Die Multiplikation einer Gleichung (bzw. aller Elemente einer Zeile) mit
ccK*,

Satz 1. Bei etner elementaren Umformung geht ein lmeares Gleichungssystem (1)
in ern dquivalentes System iiber.

Beweis. Fiir die Umformungen vom Typ I oder III ist die Behauptung trivial.
Wir betrachten eine Umformung vom Typ II. Es sei (¢y, ..., ¢,) eine Losung von (1).
Denken wir uns die ¢; eingesetzt, multiplizieren die I-te Gleichung mit ¢ und ad-
dieren sie zur i-ten, so folgt

Ziduc,— 2 a;c;i+c 21', ayc;=b;+cb,=b; .
1=

Somit erfiillt (c;) auch das umgeformte System. Dafl jede Losung des neuen Sy-
stems auch Lésung des urspriinglichen ist, folgt ebenso; denn wegen 731 erhalten
wir durch a;;=d,;—cay;, b;=b;—cb; das alte System aus dem neuen wiederum durch
eine Operation vom Typ II. O

Wir wenden nun die elementaren Umformungen mit dem Ziel an, die linke Seite
von (1) auf eine einfache Gestalt zu brlngen Der Kiirze halber schreiben wir nur
die Matrix des Systems hin; man beachte jedoch, daB bei der praktischen Durch-
fithrung alle Operationen mit der erweiterten Matrix auszufiihren sind.
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Definition 4. Eine Matrix vom Typ m, n mit Elementen aus K heilt eine Stu-
fenmatriz, wenn sie die Gestalt

[0 . €ty Gyt Cuky  Ciytt o Ctk, Ci 41 - Cpn |
0..0 0 e Coky Cokgt+Cop, Cof 41+ Con
0..0 0 .0 0 Ok, Crip+1+ Crn 4)
0..0 0 0 0 0 0 0

(0.0 0 o 0 o 0 .0 _

mit 1=k;<..<k,=n, 0=r=m und ci,v.i=l=0 fiir =1, ..., r besitzt. Sie heilt eine
spezielle Stufenmatriz, wenn aullerdem noch

ey, =0 fir I<7i und ¢y =1
gilt.

Satz 2. Jede Matrix mit Elementen aus K kann durch elementare Umformungen in
eine spezielle Stufenmatriz verwandelt werden.

Beweis. Wir zeigen zuerst, daB wir die Matrix (a;;) durch elementare Umfor-
mungen in eine Stufenmatrix verwandeln kénnen. Wenn alle Elemente der Matrix 0
sind, ist sie spezielle Stufenmatrix mit r =0. Andernfalls sei k, die kleinste Spalten-
nummer, fiir die ein a; +0 vorhanden ist. Durch eine Zeilenvertauschung kénnen
wir erreichen, daB a;, +0 gilt. Multiplizieren wir nun nacheinander die erste Zeile
mit —a; /a;; und addieren sie jeweils elementweise zur j-ten, j>1, so erhalten
wir eine Matrix der Gestalt

0 . 0 agp, Gz qq o Gtp
0..0 0 a,

0.0 O  Gppiy-e &

Mit der Matrix, die aus den letzten m —1 Zeilen von (G;) besteht, verfahren wir
analog. Nach endlich vielen Schritten kommen wir zu einer Stufenmatrix, wie man
durch vollstindige Induktion nach der Anzahl m der Zeilen sofort erkennt.

Um nun aus einer Matrix der Form (4) eine spezielle Stufenmatrix herzustellen,
wenden wir folgende elementare Umformungen an: Wir multiplizieren die r-te
Zeile mit —cy, /o, und addieren sie zur I-ten fiir alle {<r; hierdurch stehen in

der k,-ten Spalte auler ¢, nur Nullen. Multiplizieren wir die r-te Zeile mit c,‘k:,

so geht ¢, in ¢, =1 iiber. Danach verfahren wir analog mit der k,_,-ten Spalte
usw. 0.

Wir wenden uns nun wieder den linearen Gleichungssystemen zu. Da sich bei
elementaren Umformungen, d. h. bei dem im Beweis von Satz 2 beschriebenen
GaupPschen Algorithmus, die Lésungsmenge nicht dndert, kénnen wir die Matrix des
Systems in eine spezielle Stufenmatrix tiberfithren und das so entstehende dqui-
valente System losen. Es ergibt sich
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Satz 3. Es sei ein lineares Gleichungssystem (1) aus m Gleichungen mit n Unbe-
kannten und Kceffizienten aus esnem Korper K gegeben. Dann kinnen wir es durch
Anwendung elementarer Umformungen nach dem im Beweis von Satz 2 beschriebenen
Gaupschen Algorithmus in ein dquivalentes Gleichungssystem verwandeln, dessen
Matriz spezielle Stufenform hat.

Fiir die Lisung etnes derartigen linearen (leichungssystems mit der erweiterten
Matriz

FO O W YT U WSOV T SR T
0..00 L oGogypr o 0 Gyp oy o Gy by
0..0 0 w0 0 wol Gpoyy e Gy b, ()
0..00 00 .0 0 0 b,

0..0 0 0 0 00 0 b, |

gibt es folgende Moglichkeiten: .
a) Es gibt ein b, +0, 1 >r. Dann ist das Systein unlosbar.
b) Es gilt b, , y =...=b,, =0. Dann schreiben wir das System vn der Gestalt

By =01 =0y 11T 41— e Oy 11Ty 41 T oo O 11T 41~ o BtnT 5
o =b2 —az'k2+ixk2+1 — .o —a2'k'+‘zk'+1 = ees -—-az,,x,, N (6)

g, =b, Ok 1%k, 41 oo T Ty Ty

Setzt man fir die links nicht vorkommenden Unbekannten x;, j+ky, ..., k,, beliebige
Werte c;€ K ein, so erhilt man aus (6) die Werte der ibrigen Unbekannten x,=c,
I=1, ..., r. Die Menge aller derart entstehenden n-Tupel (c;) € K™ ist die Losungsmenge
des Systems. Die Losung ist exndeutig bestimmt dann und nur dann, wenn r=n tst. 0O

Folgerung 1. Gilt in (1) m<mn, so ist das System (1) unlésbar oder es gibt mehr als
eine’ Losung. Speziell hat jedes homogene System mit m<n wenigstens eine nmichi-
triviale Losung. O

Die willkiirlich wahlbaren Unbekannten x;, j+%;, ..., k,, nennt man auch freie
Unbekannte oder Parameter.

Ubung 1. Man beweise: Ist K ein unendlicher Korper und hat (1) mehr als eine Lo-
sung, so hat (1) unendlich viele Losungen. Falls K endlich ist, bestimme man fiir ein
lésbares System (1) die Anzahl der Lésungen in Abhéngigkeit von n und 7.

8 Onistik, Algebra 1



3. Faktorgruppen und Faktorringe

In diesem Kapitel wollen wir die Theorie der Gruppen, Ringe und Kérper fort-
setzen. Die wesentlichen, hier einzufithrenden Grundbegriffe sind die der Faktor-
gruppe und des Faktorringes; sie hingen eng mit den Homomorphismen der Grup-
pen und Ringe zusammen, vgl. die Homomorphiesétze in § 1 und § 3. Mittels der
Faktorringe kann man insbesondere Erweiterungen eines Koérpers konstruieren,
in welchen ein iiber diesem Korper gegebenes Polynom zerfillt. Auf diesem Wege
werden wir einen Beweis des Fundamentalsatzes der Algebra (Satz 2.8.1) erhalten,
den wir ja nachzutragen haben. Wir betrachten weiter die wichtige Klasse der
Hauptidealringe, welche die euklidischen Ringe als Teilklasse enthalt.

§1. Nebenklassen nach einer Untergruppe. Faktorgruppen

Es sei G eine beliebige Gruppe und H S@ eine Untergruppe. Mit Hilfe von H wollen
wir nun zwei im allgemeinen verschiedene Aquivalenzrelationen auf @ definieren.
Fiir a, bc@ setzen wir

a=gb, falls b lacH;
ag=>b, falls ab-lcH.

Satz 1. Die Relationen =g und g= sind Aquivalenzrelationen auf G.

Beweis. Wir ordnen jedem k€ H die Transformation #,:=7,-, der Gruppe G zu.
Da t,,,=4, ot gilt, erhalten wir eine Wirkung von H iiber der Menge G, vgl.
Beispiel 1.4.4. Die Beschreibung der mit dieser Wirkung verkniipften Aquivalenz-
relation nach (1.4.9) stimmt mit der Definition von =g iiberein; in cer Tat,a=5b
gilt genau dann, wenn ein h€¢H mit b~la=h existiert, d. h., wenn a=>bh=¢;1(b)
gilt. Analog ist z=die Aquivalenzrelation, die zu der durch ¢,=1,, h € H, definierten
Wirkung von H iiber G gehért. O

Nach Satz 1 zerfallt also @ in die Aquivalenzklassen nach der Relation =y (und
analog nach der Relation z=). Die Aquivalenzklasse des Elementes a €@ beziiglich
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= g ist gleich dem Orbit von a unter der Wirkung der Rechtstranslationen 7,, h € H,
d. h. gleich der Menge aH : = {ah}, . g, in Ubereinstimmung mit derin § 1.2 eingefiihr-
ten Bezeichnung.

Definition 1. Die Menge aH heifit die Linksnebenklasse des Elementes a €@
nach der Untergruppe H. Die Menge aller Linksnebenklassen, d. h. die Faktor-
menge G/ =g, wird mit G/H bezeichnet und die Faktormenge von G nach H ge-
nannt. Analog werden die Rechtsnebenklassen Ha definiert, die die Aquivalenz-
klassen der Relation 5= sind; die Menge der Rechtsnebenklassen wird mitunter
‘mit H\@ bezeichnet. Ist G/H endlich, so nennt man die Anzahl |/H| den Index
der Untergruppe H in @ und schreibt (G : H):=|G/H|.

Beispiel 1. Es sei G=2Z, H=nZ, wobei n¢N eine feste natiirliche Zahl ist.
Die Relationen =g und z=stimmen hier iiberein, da Z abelsch ist; sie fallen mit
der Relation=mod n zusammen (§ 2.2). Daher gilt G/H=2Z, und (G: H)=n.

Beispiel 2. Es sei G=8,,, H=A4,,. Aus Satz 1.2.5 folgt, daB fir s, t€S,, die Re-
lation s=5t (oder s y=t) dann und nur dann erfiillt ist, wenn sgn s=sgn ¢ gilt,
wenn also s und ¢ entweder beide gerade oder beide ungerade sind. Daher besteht
S,/A, aus zwei Elementen: der Klasse der geraden Permutationen und der der
ungeraden. Es gilt (S,: 4,)=2.

Beispiel 3. Es sei G=C¥* und K, die Gruppe der n-ten Einheitswurzeln (vgl.
Satz 2.3.7). Die Nebenklasse wK,, eines beliebigen Elementes w¢ C* ist die Menge
der n-ten Wurzeln aus w".

Wir betrachten im folgenden hauptséichlich die Linksnebenklassen einer Gruppe @
nach einer Untergruppe H. Es bezeichne p: g€G—~gH cG/H die kanonische Ab-
bildung. Fiir jedes g€@ definieren wir eine Abbildung I,: G/H ~G/H so, daB das
Diagramm

by
G — G
P l lp

9
kommutatrv wird, d. h., wir setzen

la(aH):z(ga) H. (1)

Satz 2. Die Abbildung g€G— 1,€S(G/H) definiert eine transitive Wirkung von
G auf der Menge G/H. Die stationdre Untergruppe des Elementes eH = H € G/H st die
Untergruppe H. Das oben angegebene Diagramm st kommutativ.

Beweis. Offenbar gilt I,=idgg und l;,=1;0l,. Zum Beweis der Transitivitéit
bemerken wir, daB fiir beliebiges a €@ die Beziehung aH = (H) gilt, d. h., jedes
aH €G/H liegt im Orbit von eH =H. Weiter gilt I, (H)=H dann und nur dann,
wenn gH =H, also wenn g€H ist. Die letzte Behauptung folgt unmittelbar aus
der Definition. O
8*
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Als Folgerung aus diesen allgemeinen Betrachtungen beweisen wir einen klas-
sischen Satz iiber endliche Gruppen:

Satz 3 (Satz von LAGRANGE). Es set G eine endliche Gruppe und H S@Q eine Un-
tergruppe. Dann gilt
@=@:H)-|Hl.
Beweis. Wir betrachten die Zerlegung von G in die Linksnebenklassen nach H.
Da aH=I(H) und I, bijektiv ist, folgt |aH|=|H|, d. h., alle Linksnebenklassen

haben dieselbe Anzahl von Elementen. Aus der Definition von (G : H) ergibt sich
die Behauptung. O

Folgerung 1. Ist G evne endliche Gruppe und g€@, so gilt o(g) | |G|.

Beweis. Nach Satz 1.3.2 gilt o(g) =|[g]|, und aus Satz 3 folgt |[g]| | |G|. O

Folgerung 2. Jede endliche Gruppe G von Primzahlordnung ist zyklisch.

Beweis. Die Primzahl p sei die Ordnung von G. Es sei a +¢ ein Element von G.
Dann gilt o(a)>1 und o(a) | p, also o(a) =p. Daher ist |[a]|=|G|=p, und somit
[e1=G. O

Ubung 1. Man definiere mit Hilfe der Inversion a > a~1 von @ eine bijektive Abbil-
dung von G/H auf H\G. Ist speziell G/H endlich, so gilt |H\G| =|G/H| =(G : H).

Ubung2. Es sei p€N eine Primzahl. Man beweise, daB alle von 0 verschiedenen
Elemente des Korpers Z, (und nur diese) Nullstellen des Polynoms z?-1—1 iiber Z,
sind. Hieraus leite man den ,,Kleinen Satz von Fermat* ab:

pla?~1—-1 firalle a€Z mit (a,p)=1

Ferner beweise man den Satz von Wilson: p | (p—1)!+1. (Hinweis. Man schliele uber
die Nullstellen von zP~1—1¢€Z[x].)

Im Fall G=Z, H=nZ haben wir in § 2.2 die Menge Z,=2Z/nZ in eine Gruppe
(sogar einen Ring) verwandelt, indem wir die Operationen aus Z mit Hilfe der
kanonischen Abbildung auf Z, iibertrugen. Dieses Verfahren haben wir in § 2.6,
Definition 2.6.1 und Satz 2.6.1, auf beliebige Monoide verallgemeinert. Wir wol-
len nun die analoge Frage fiir eine Gruppe G und eine Aquivalenzrelation =g
untersuchen. Es erweist sich, daB diese Relation im allgemeinen nicht mit der
Gruppenoperation vertriglich ist; nur fiir gewisse Untergruppen, die sogenannten
Normalteiler, ist das der Fall.

Definition 2. Eine Untergruppe H SG heifit ein Normalteiler von G, wenn fiir
alle h€H simtliche zu k konjugierten Elemente wieder zu H gehdren, d. h., fiir
alle k€ H und alle g€@ gilt ghg~1c H.

Satz 4. Fiir eine Untergruppe H SG sind die folgenden Eigenschaften dquivalent:
. H ist Normalteiler;

. fiir alle g€@ gilt a)(H)=H

. es gult gH = Hg fiir alle g€@G;

. die Aquivalenzrelationen g=und= g stimmen iiberein;

. die Aquivalenzrelation = g ist mit der Gruppenoperation in G vertraglich.

QU B W DD =
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Beweis. Zunichst bemerken wir, da H genau dann Normalteiler ist, wenn H
bei allen inneren Automorphismen «,, g€G, invariant bleibt:

o (H)=gHg~'=H;

aus der Definition folgt namlich gHg~tS H fiir alle ¢; wenden wir hierauf den in-
versen Automorphismus an, so ergibt sich H Sg~1Hg fiir alle g, also auch fiir g~1,
was HSgHg—1 und somit gHg~1=H ergibt. Die Umkehrung ist trivial. Offenbar
ist die Eigenschaft 2 dquivalent zu der Eigenschaft 3; denn es gilt gHg—1=H fiir
alle g genau dann, wenn gH = Hyg fiir alle g erfiillt ist; man braucht nur die Rechts-
translation 7, bzw. r;-! anzuwenden. Die Aquivalenz der Eigenschaften 3 und 4
folgt unmittelbar, da zwei Aquivalenzrelationen genau dann iibereinstimmen, wenn
sie dieselbe Einteilung in Aquivalenzklassen definieren.

Wir zeigen nun, daf die Eigenschaft 5 aus der Eigenschaft 3 folgt. Es sei ay= g b,
und @y= g by. Dann existieren h,, hy€ H derart, daB a;=bk, und ay,=byh, gilt. Hier-
aus ergibt sich a@y=b(hby) hy. Nun ist kb, € Hby=b,H ; also gibt es ein k€ H mit
k sby =byhy. Setzen wir das in unser Produkt ein, so resultiert a,ay="bb, (k3 - ky), und
es gilt hy - hoc H, d. h. ay@,=pg bb,. Umgekehrt folgt die Eigenschaft 1 aus der
Eigenschaft 5; denn multiplizieren wir fiir €@, k€ H die beiden Aquivalenzen
gh=gg, 97 1=gg}, so erhalten wir ghg~t=ge, d. h. ghg~1€H. O

Wegen der Eigenschaft 2 werden die Normalteiler mitunter auch tnveriante Un-
tergruppen genannt.

Nach Satz 2.6.1 und der Eigenschaft 5 der Normalteiler ist in der Faktormenge
G/H eine Operation erklirt, die wir genauso wie die Operation in G bezeichnen; bei
multiplikativer Schreibweise gilt also fiir das Produkt in G/H

(aH) (bH)=abH . (2)

Aus Satz 2.6.1 folgt ebenfalls, dal das Monoid [G/H, -] eine Gruppe ist; ihr Eins-
element ist eH = H, und das zu aH tnverse Element ist

(aH)"1=0~1H .
Die kanonische Abbildung p: G —~G/H st ein Homomorphismus.

Definition 2. Es sei H ein Normalteiler der Gruppe G. Dann heiBt die durch
(2) erkliarte Gruppe [G/H, -] die Faktorgruppe von G nach H.

Beispiel 4. In einer beliebigen Gruppe G sind die Untergruppen {¢} und G Nor-
malteiler. Man erkennt leicht, da die Nebenklassen nach der trivialen Unter-
gruppe {e} die einelementigen Teilmengen von @ sind. Daher kann man G und G/{e}
mittels der kanonischen Abbildung identifizieren. Die Faktormenge G/G dagegen
enthilt nur ein Element.

Beispiel 5. In einer abelschen Gruppe @ ist jede Untergruppe ein Normalteiler
und bestimmt daher eine ebenfalls abelsche Faktorgruppe G/H. Als Beispiel er-
wihnen wir die in § 2.2 definierten additiven Gruppen Z,=Z/nZ. Schreibt man
die Gruppenoperation in G als Addition, so wird auch in G/H die additive Schreib-
weise benutzt; anstelle von aH schreibt man entsprechend e + H.
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Ubung 3. Man beweise, da8 die Untergruppe H S, die aus allen den Permutationen
8 mit 8(n) =n besteht, fiir » >2 kein Normalteiler ist.

Ubung 4. Man bestimme alle Untergruppen von S5 und stelle fest, welche von diesen
Normalteiler sind.

Ubung 5. Man zeige, daBl die Kleinsche Vierergruppe ¥ (vgl. Ubung 1.3.8) Normal-
teiler in S; ist.

Ubung 6. Man beweise: Ist H Untergruppe in G und gilt (G : H) =2, so ist H ein
Normalteiler.

ﬁﬁung 7. Man zeige: Ist H Normalteiler in G, so stimmt das Produkt der Nebenklas-
gen im Sinne der Formel (2) mit dem Produkt der Teilmengen aH, bH nach der in § 1.2
vor Satz 1.2.8 gegebenen Definition iiberein.

Ubung 8. Unter dem Kommutator [a,b] zweier Elemente a,b einer beliebigen
Gruppe @ versteht man das Element [a, b]: =aba~1b~1€G; die Kommutatorgruppe K SG
wird als die von allen moglichen Kommutatoren erzeugte Untergruppe definiert. Man
beweise, dal K ein Normalteiler in G ist. Ist N S@G ein beliebiger Normalteiler von G, so
ist die Faktorgruppe G/N abelsch dann und nur dann, wenn K SN gilt.

Ubung 9. Man beweise, daB 4, die Kommutatorgruppe von S, und V die Kom-
mutatorgruppe von 4, ist.

Satz 5. Es sei f: G~ H ein surjektiver Homomorphismus. Ist N Normalteiler in G,
8o ist f(N) Normalteiler in H. Eine Untergruppe BS H ist Normalteiler in H dann
und nur dann, wenn =1 B) Normalteiler in G ist.

Beweis. Ist NS@Q Untergruppe, so ist auch f(N)SH eine Untergruppe vgl.
Satz 1.2.12. Da f surjektiv ist, existiert fiir jedes Element & ¢ H ein g €G mit h = /(g
Fiir a € N gilt

kf(a) h=1={(g) f(a) f(g)~t=F(gag~1) Ef(N) ,
weil gag~1€ N ist. Es sei nun BS H ein Normalteiler in H. Wieder nach Satz 1.2.12
ist f~1(B) S @ eine Untergruppe. Ist f~1(B) ein Normalteiler, so ist auch B = f(f~1(B))
ein Normalteiler nach dem eben Bewiesenen. Es sei umgekehrt B ein Normalteiler
in H, g€G und a€f~1(B). Dann gilt

flgag=) ={(g) f(a) f(9)~*€ B,
da f(a)€ B ist. Also ist gag—1€f~14(B), d. h., f~4(B) ist Normalteiler in G. O

Der Zusammenhang zwischen Homomorphismen und Faktorgruppen wird durch
den folgenden einfachen, aber sehr wichtigen Satz hergestellt:

Satz 6 (Homomorphlesatz) Es sei f: @~H ein Qruppenhomomorphismus und
N=Kerf,G=Imf. Dann ist N ein Normalteiler in G, und es gibt einen eindeutig
bestimmiten Isomorphismus f: G/N —~@, fiir den das Diagramm

G————»G’CH

\ /‘ 3)

QN
kommutativ wird, d. h., f=Fo p gilt.
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Beweis. Betrachten wir f als Homomorphismus von @ in G, so ist f surjektiv.
Daher kénnen wir Satz 5 auf den Normalteiler {¢}SG anwenden; es folgt, daB
N =f~1(e) Normalteiler in G ist. Wenn nun uberhaupt ein Homomorphismus §
existiert, der (3) kommutativ macht, dann muB

fle) =19 )
gelten; denn p: G—~G/N ist ja die kanonische Abbildung. Damit ist die eindeutige
Bestimmtheit von f gezeigt. Wir wollen nun (4) als Definition von f betrachten.
Dann ist zuerst zu zeigen, daB f nicht von der Wahl des Reprisentanten g€gN ab-
hingt. In der Tat, es gilt gN =¢'N dann und nur dann, wenn ein a € N mit g=g'a
existiert, und das ist dann und nur dann der Fall, wenn g’ ~1g€ N, d. h. f(g'~1g) =e,
also f(g') =/(g) gilt. Damit ist auch die Injektivitit von f bewiesen: Aus f(aN)=
=F(bN) folgt f(@)=f(b), d. h.b~tacf~1(e)=N, also aN =bN. Da J(G/N)=(@) =G
gilt, ist f surjektiv. Es bleibt zu zeigen, daB f ein Gruppenhomomorphismus ist:

f((aN) - (bN)) =f(abN) =f(ab) =f(a) - /(b) =F(aN) - F(bN) .

Folgerung 3. Die Untergruppe N SG vst Narmalteiler dann und nur dann, wenn
sie Kern exnes Homomorphismus 2st. [

Folgerung 4 (2. Isomorphiesatz1)). Es ser f: G—~H ein surjektiver Gruppen-
homomorphismus und K evn Normalteiler in H. Dann existiert evn eindeutrg bestimm-
ter Isomorphismus f: G/f~\(K)~H/K derart, daf das Diagramm

¢ nm

Pl p
G/f~4K) ——HIK

kommutativ wird; hier bezeichnen p und p’ die kanonischen Abbildungen.

’

Beweis. Die Kommutativitdt bedeutet p’of=fop. Wir setzen f,:=p of.
Dann ist f; ein Homomorphismus, und es gilt Ker f,=f~1(K); inder Tat gilt Ker f;=
=f~YKer p’) =f~Y K). Da f und p’ surjektiv sind, muB auch f, surjektiv sein. Nach
Satz 6 gibt es genau einen Isomorphismus f mit p’of=f,=fop. O

Es sei bemerkt, daB man Satz 6 und Folgerung 4 hiufig benutzt, um sich Modelle

fiir Faktorgruppen zu beschaffen. Ist ndmlich N S@ ein Normalteiler und f: G ~H
ein Homomorphismus mit Ker =N, so gilt G/N =Im f.

Beispiel 6. Mit Hilfe des Homomorphismus sgn: S, ~{—1, 1} erhilt man aus
Satz 6 leicht, daf 4, Normalteiler in S, ist und die Isomorphie S,/4, ={—1,1}
besteht (vgl. Beispiel 2).

Ubung 10. Man zeige, daB8 folgende Isomorphien bestehen (Bezeichnungen nach
§2.3):

C*/St=R,; C*/R,=S1; C*/R*=S1;
C*/K,=C¥*; S1/K, =S1; KpnlKy,=Ky .

1) Der unter dem Namen ,1. Isomorphiesatz®“ bekannte Satz wird auf S. 121f.
formuliert und bewiesen.
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Zum Abschluf} des Paragraphen wollen wir ein Analogon von Satz 6 beweisen, das
eine allgemeine Beschreibung der transitiven Transformationsgruppen ergibt.
Es sei G eine Gruppe. Nach Satz 2 gehort zu jeder Untergruppe H S@ eine transi-
tive Wirkung von G auf der Faktormenge G/H. Wir wollen jetzt zeigen, daB sich
jede transitive Wirkung auf diese Weise darstellen laBt.

Satz 7. Es seien [, X] eine transitive Transformationsgruppe, xg€ X evn beliebiger,
fest gewdihlter Punkt, H=G@, seine stationire Untergruppe und p, : g€G— gr € X
die bereits durch (1.4.10) definierte Abbildung. Dann existiert eine bijektive Abbil-
dung P, : G/H -+ X, so daf das Diagramm

2% ,x
A /e °
)i

kommutativ wird (p — kanonische Abbildung). Bezeichnet I, die Transformation in
G/H und t, die Transformation in X, so st fiir jedes g €@ das Diagramm

I
G/H -.G/H
S @
x L x
kommutativ.

Beweis. Wir betrachten die Abbildung p, : G~ X und zeigen, daB die Urbilder
p;o‘(a:) der Punkte xz€ X gerade die Linksnebenklassen von G nach H sind. Da G
auf X transitiv wirkt, ist p, surjektiv (Satz 1.4.5). Es geniigt also zu zeigen, daB
P2,(a) =p,,(b) dann und nur dann gilt, wenn a=py b ist. Nun ist p, (a)=p,(b) ge-
nau dann, wenn axy= bz, d. h. b~laxy=1x,, also b~1a €@, = H gilt. Danach ist klar,
dag p, die bijektive Abbildung p, durch p,(aH):=az, eindeutig bestimmt, wo-
bei das Diagramm (5) offenbar kommutativ wird. Die Kommutativitdt von (6)
ergibt sich aus (1) und (1.4.11) durch eine einfache Rechnung: Fiir alle a €@,
g€q gilt

Pz, olg(a’H) =1_7zo(g“H) =(ga) zo=g(ax) = L oz')zo(aH) . a

Satz 7 zeigt: Man kann G/H und X durch p,, identifizieren, wobei diese Identifi-
kation nur von der Wahl des Punktes z, abhingt; wegen der Kommutativitét
des Diagramms (6) geht dabei die Wirkung von @ auf G/H in die Wirkung von @
auf X iiber. In diesem Sinne ist p, als Isomorphismus der G-Transformations-
gruppen [G, G/H] und [G, X] anzusehen, vgl. die Beispiele 1.5.3., 1.5.4 und Ubung
1.5.1.

Ubung 11. Es sei [@, X] eine transitive Transformationsgruppe und H =@,, die sta-
tiondre Untergruppe des Punktes ;. Man beweise: Die Nebenklasse aH besteht aus al-
len den g €@, fiir die g - g =a - x, gilt, und die Nebenklasse Ha ist die Menge aller der-
jenigen g €G, fiir die g(a~1x) =z, d. h. g~ 12y =61z, gilt.
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Ubung 12. Man beweise, daB der Nichteffektivitdtskern (Definition 1.4.2) einer

Transformationsgruppe [@, X] ein Normalteiler in G ist. Speziell ist das Zentrum Zg einer
" Gruppe G (Beispiel 1.4.7) ein Normalteiler in G. Man beweise @/Zg =~ Int G (vgl. Satz1.4.1).

Ubung 13. Unter den Voraussetzungen der Ubung 11 beweise man, daB der
Nichteffektivitatskern-der grote Normalteiler der Gruppe @ ist, der in G, enthalten ist.

Ubung 14. Es seien G eine Gruppe und H,, H, SG Untergruppen. Man beweise die
Aquivalenz der folgenden Bedingungen: 1. Die Untergruppe. Hy SG wirkt transitiv
auf G/Hy. — 2.G@=H, - H,. — 3.G =H,H,. — 4. Die Untergruppe H, SG wirkt transitiv
auf G/H,.

Ubung 15.Essei ¥ S{1, ..., n} eine nichtleere Teilmenge und SY die Menge aller der-
jenigen s €8, fiir die s(b) =b fiir alle b ¢ Y gilt. Man zeige, da3 SY eine Untergruppe von
S, ist und daB S{ 28(Y) =S,y gilt. Fir eine beliebige natiirliche Zahl £ mit 0 <k<n
bezeichne %, ; die Menge aller geordneten Kombinationen zu je k aus der Menge {1, ..., n}.
Man betrachte die in naheliegender Weise zu definierende Transformationsgruppe
[Sn, Un k], zeige, daBl sie transitiv ist und folgere hieraus |, ;| =n!/(n —k)!.

Ubung 16. Es sei G eine endliche Gruppe. Fiir a €@ bezeichne K, die Klasse der zu a
konjugierten Elemente. Man beweise |K,| | |@|. Hieraus leite man ab: Wenn |G| =p* gilt
mit p Primzahl und k >0, so ist das Zentrum Zg =+ {e}.

. r

Ubung 17. Essei@ eine endliche Gruppe und G = U K;die Zerlegung von G in die ver-
i=1

schiedenen Klassen konjugierter Elemente. Aus jeder Klasse K; wihlen wir einen Ver-

treter a; und bezeichnen mit m;: = IZail die Ordnung des Zentralisators von a;, ¢ =1, ..., 7.

r
Man beweise, da3 3 1/m;=1 gilt.
i=1
Ubung 18. Es seien [G, X] eine Transformationsgruppe, @ und X endlich, und X: =
:={x€X | gxr=x}. Man beweise die Formel von Cauchy- Burnside fiir die Anzahl der
Orbits:

1
IX/Q| =1 ”% 1Xol - (7)

(Hinweis. Sind Y, ZcX invariante Teilmengen mit X =Y UZ, YNZ =@, und gilt (7)
fiir die Transformationsgruppen [@G, Y1), [@, Z], so gilt (7) auch fiir [@, X]. Hierdurch
kann man die Aufgabe auf den transitiven Fall zuriickfiihren, auf den Satz 7 anwendbar
ist.)

§2. Produkte von Untergruppen. Direkte Produkte

Es seien @ eine Gruppe und H, N &G Untergruppen. Dann ist das Produkt H - NS
E@ eine Teilmenge, aber im allgemeinen keine Untergruppe von G. Andererseits
kann man die von den Untergruppen H und N erzeugte Untergruppe [H UN] bil-
den, vgl. §1.2. Satz 1.2.8 besagt, daB fiir abelsche Gruppen H - N und [HUJN]
iibereinstimmen. Wir wollen nun eine allgemeine Situation beschreiben, in der diese
Gleichheit ebenfalls gilt.

Satz 1 (1. Isomorphiesatz). Es seien H eine Untergruppe und N ein Normalteiler
der Gruppe Q. Dann qilt [HUN]=H - N. Die Untergruppe HNN st Normalteiler
in H, und es besteht die Isomorphie

H/HNN=HN/N . (1)
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Beweis. Nach Satz 1.4 gilt gN =Ny fiir alle g€@G. Hieraus folgt HN =NH fiir
eine beliebige Teilmenge H SG. Offenbar ist HEHN, NSHN. Nach Satz 1.2.6
geniigt es, fiir den Beweis von [H UN]=HN zu zeigen, daBl HN eine Untergruppe
ist; denn offenbar gilt HN S[H U N]. Esseienh, hy¢ Hund ay,a9€ N. Nach Satz 1.4
gibt es ein a3 € N mit ahy=hyas. Daher gilt (hya)) (hyaq) =h hyaqsa € HN. Weiter ist
(h@y)~t=a7h;'€e NH=HN. Damit ist die erste Behauptung bewiesen. Zum Be-
weis der zwelten Behauptung betrachten wir den kanonischen Homomorphismus
p:G@—+G/N. Seine Einschrinkung p:=p | H ist ein im allgemeinen nicht surjektiver
Homomorphismus von H in G/N. Offenbar gilt Ker p=HNKer p=HNN. Nach
Satz 1.6 ist HN N Normalteiler in H, und es gilt Im p= {hN}, g =H/HNN. Weiter
sei ¢:=p | HN. Dann ist ¢: HN -~G/N ein Homomorphismus mit Im ¢=Im p und
Ker g=Ker p=NS HN. Somit folgt analog Im p=HN/N, d. h. (1). O

Wir betrachten nun eine beliebige, nicht notwendig endliche Familie (H,);.; von
Untergruppen einer Gruppe G. Unter der Voraussetzung, da8 alle H; Normalteiler

sind, bezeichnen wir mit [ H; die Menge aller derjenigen Elemente g€@G, die als
i€l

endliche Produkte der Form g¢g=g; ...g; mit k€N, g; €H, 1, +7; fir a+p,

1=a, =k, darstellbar sind. Der folgende Satz verallgemeinert Satz 1.2.8:

Satz 2. Die Menge I[ H; ist ein Normalteiler der Gruppe G. Sie sttmmt mit der
icl
Untergruppe iiberein, die von der Familie (H);cy erzeugt wird. Ist I={1, ..., m}
endlich, so gilt

Il H;= ]] H,=H,..H,
i€l
Bewels Wir betrachten zuerst den Fall I={1, ..., m} endlich. Da H, ... H, =

=(H,..H,_,) - H, gilt; erhdlt man aus Satz 1 lelcht durch vollstindige Induk-
tion, da.B H 1+ H,, eine Untergruppe von G ist. Wir bemerken, daB fiir eine beliebige
Permutation sES die Identitdt Hyyy ... Hyyy=H, ... H,, gilt. In der Tat kénnen
wir jede Permutation als Produkt von Transpositionen benachbarter Zahlen dar-
stellen (Ubung 1.2.7), und nach Satz 1 hiéngt das Produkt zweier benachbarter
Normalteiler nicht von ihrer Reihenfolge ab.

Wir kommen nun zum allgemeinen Fall. Es seien a,b¢ [[ H;, d=a; ...a;,
i€l

b=b;, ... b;, wobei a; €H,,b; € 5 gilt und alle %, (und j;) voneinander verschie-

den sind. Durch Hmzufugen von Fa.ktoren, die gleich e sind, kénnen wir stets er-

reichen, daBl k=l gilt und {7, ..., 3 }=1{jy ..., i} ist. Dann ist aEH . H;

1,]"
bEH .. H; und nach dem eben Bewiesenen H., ..H =H; H; eine Unter-

3 Y i gy ot
gruppe von G. Daher gllt ab eH - H; S ]] H,. Aus demselben Grunde ist auch
a”1eH; S ]] H; (vgl. Sa.tzl 1 3) Sormt geniigt ]] H, den Bedingungen von

Satz 1. 2 1 und 1st elne Untergruppe. Weil diese Untergruppe alle H,, 7¢I, enthilt
und in der von der Familie (H;);; erzeugten Untergruppe enthalten ist, muf sie
gleich dieser Untergruppe sein (vgl. Satz 1.2.6). Um zu zeigen, dal die Untergruppe
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II H; ein Normalteiler ist, betrachten wir den zu einem beliebigen Element ge@
iel
gehdrenden inneren Automorphismus «;,. Da alle H; Normalteiler sind, gilt fiir
a=ai1 Y aike H H’i’ a,iEEHia, daB

iel

av(a) =aa(ai1) .or ag(aik)EHil .o Hikg H Hi

iel
ist; denn es gilt o (a,;) €, (H;)=H, fiir alle 1€¢1. O

Wir wollen nun den Begriff des direkten Produktes von Normalteilern einfiih-
ren. Dabei konnen wir annehmen, dafl das Produkt die ganze Gruppe @ ist; sonst
liefe sich anstelle von @ die von der Familie (H,);.; erzeugte Untergruppe be-
trachten.

Definition 1. Es sei G eine Gruppe und (G;);c; eine Familie von Untergrup-
pen G;SG. Man sagt, daB G Produkt der Untergruppen G sei, wenn alle G; Nor-
malteiler in @ sind und G= [] G, ist. Die Gruppe G hei3t direkies Produkt der Fa-

i€l
milie (&;);; von Untergruppen G;SG, wenn folgende Bedingungen erfiillt sind:

1. Es ist ab=ba fiir alle a€G;, beG), i+4, 1, j€1;

2. jedes g€@G 1Bt sich his auf die Reihenfolge der Faktoren eindeutig als formal
unendliches Produkt g= JJ g; darstellen, wobei g,€G; gilt und g;=e fiir fast alle
1€l ist. el

Der folgende Satz zeigt, daB die Zerlegung in ein direktes Produkt von Unter-
gruppen auch ein Produkt von Normalteilern ist. Er enthélt ein Kriterium dafiir,
daB eine Gruppe in ein direktes Produkt einer gegebenen Familie von Untergrup-
pen zerfillt.

Satz 3. Es sei (G;);; esne Familie von Untergruppen der Gruppe G. Dafiir daf G
direktes Produkt der Familie (G);cy ist, sind die folgenden Bedingungen 1, 2 und eine
der Bedingungen 3a), 3b) notwendig und hinreichend:

1. Jedes G,, i1, ist Normalteiler in G;

2. @ wird durch die Familie der Untergruppen (G;);c erzeugt;

3a). Ist e=g; - 9y mat gt,EGi,’ i, fir a%p,a, f=1,..,k so gilt g, =¢
fir a=1, ..., k.

3b). Fur alle jeI gilt G;N [[ G;={e}.

i%]

Beweis. Es sei @ direktes Produkt der Untergruppen G;. Dann ist die Eigen-
schaft 2 offensichtlich. Zum Beweis der Eigenschaft 1 geniigt es, «,(G;) =G, fir alle
g€G und 7€1 zu zeigen. Wegen einer Eigenschaft der inneren Automorphlsmen o,
(vgl. Beispiel 1.4.5) und der schon bewiesenen Eigenschaft 2 geniigt es, die Inklu-
sion « (G €6, fiir alle gEG’ j€I, zu beweisen. Fiir diesen Fall folgt sie aber sofort
aus der Bedmgung 1 von Definition 1. Die Eigenschaft 3a) schlieBlich ist ein Spe-
zialfall der Eindeutigkeitsaussage von Definition 1.

Wir beweisen, daB aus den Eigenschaften 1 und 3a) die Eigenschaft 3b) folgt.
Es sei geG;N J] G;. Dann gilt g=g; Lo Gig wobei die 7,+j und voneinander ver-

i%]
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schieden sind und gi‘EGi‘, a=1, .., k, gilt. Hieraus folgt e=g;, - g'-kg‘i mit
¢~ 1€G;. Dann muB aber nach 3a) g=e gelten.

Es seien nun die Bedingungen 1, 2 und 3b) erfiillt. AusSatz 2 folgt dann G= []G;.

iel

Wir beweisen die Bedingung 1 von Definition 1. Zunéchst erhalten wir a,use der
Bedmgung 3b) die Beziehung G;NG; = {e} tiir ¢ +j. Fiir a €G;, b€G;, t +j, betrachten
wir den Kommutator c=aba~1-1. Weil G; ein Normalteiler ist, erhalten wir
c=(aba~1) b-1€G;; analog ist c=a(ba.‘1b‘1)€G,-, also c€G;NG; und somit ¢ =e. Das
bedeutet aber ab=ba.

Aus dem Bewiesenen folgt, daf jedes g€@ in Form eines formal unendlichen
Produktes g= [] g;, 9;€G;, darstellbar ist, das nicht von der Reihenfolge der Fak-

el
toren abhiingt Es bleibt die Eindeutigkeit dieser Darstellung zu zeigen. Hierzu
sei g= ]I g;, 9; €G;, ebenfalls eine formal unendliche Darstellung von g. Da die

Elemente verschiedener Untergruppen G; miteinander kommutieren, erhalten wir
die Gleichung g;9!= JJ (9;~'g;). Nach der Bedingung 3b) mu8 somit gjg~!=e,
i%j
d. h. g;=g; fiir alle jeI gelten. O
Bemerkung. Ist I={1, ..., m} endlich, so ldft sich die Bedingung 3b) zu der
folgenden Bedingung abschwiéchen:
3c). Es gilt G;N ]I G, ={e} fiir alle j=2, .

In der Tat, aus der Bedmgung 3¢) folgt ebenfalls, da G;NG;= {e} fiir 7+ ist, und
daraus erhdlt man wie oben die Bedingung 1 von Deflmtlon 1. Es bleibt die Em-,

deutigkeit der Produktdarstellung zu zeigen. Angenommen, es sei g= ]I 9;= H g;
i=1 =1
und es ga.be ein j, 1 <7<m mit g;+¢; und g;= g, fir i=j5+1, ..., m. Dann folgt

91 9;=9y ... 95 und g,='.=g7 Folglich muB j>1 sein. In diesem Fall erhalten wir
aber durch e=gig~' = ]I (9;~'g;) einen Widerspruch zu der Bedingung 3¢).

Folgerung 1. Ist G=G, - G, exn direktes Produkt, so gilt G/G=G,.
Beweis. Da Gy Normalteiler ist, kénnen wir Satz 1 anwenden. Aus G,NG;= {e}
fOlgt G/Gl EGzl{e} =G2. (m)
Beispiel 1. Die Gruppe R¥ ist das direkte Produkt
R*=R, - {-1,1}.
Beispiel 2. Die Eindeutigkeit der Darstellung z = ge® fiir z€ C* (§ 2.3) ergibt
sofort das direkte Produkt
C*=R, - S
Beispiel 3. Fiir abelsche, additiv geschriebene Gruppen spricht man auch von
der Summe (bzw. der direkten Summe) der Untergruppen @; und schreibt (vgl. §1.2)

r
G=G4+..+G,= D G; bzw. G= 2 G;.
i=1 sel
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Um auszudriicken, daB eine Summe direkt ist, benutzt man das Symbol & :
G=6,0..00,= ¢ G, bw. G=gG,.
=1 {34
Zum Beispiel ist die Gruppe V der Vektoren der Ebene (Beispiel 1.1.6) gleich der

direkten Summe V =L,®L,, wobei L; die Untergruppe derjenigen Vektoren ist,
die zu einer Geraden H,; durch o gehéren, H+ H,, o der Koordinatenursprung.

Ubung 1. Es seien G eine Gruppe und G; @, ¢ =1, ..., r, Untergruppen, die alle mit
eventueller Ausnahme einer einzigen Normalteiler in ¢ sind. Man beweise, da3 dann

[u &;| =6 ... 6, gilt.

Ubung 2. Man zeige, daB die Normalteiler einer beliebigen Gruppe G beziiglich der
Ordnung € einen vollsténdigen Verband (Teilverband des Verbandes aller Untergrup-
pen) bilden; vgl. Satz 1.2.7 und die darauf folgende Bemerkung.

Ubung 3. Es seien G =H - N, H eine Untergruppe, N ein Normalteiler in @. Sind die
Elemente g €& eindeutig in der Form g =ha, h€H, a¢ N, darstellbar (was zur Bedingung
HNON ={e} gleichwertig ist), so heit G ein halbdirektes Produkt von H und N. Aus
Satz 1 folgt in diesern Fall H =«G/N. Man zeige, daB S;=H - V, H die stationéire Unter-
gruppe des Elementes 4, V die Kleinsche Vierergruppe, ein halbdirektes Produkt ist.
Hieraus leite man S;/V = S3 her.

Der Begriff eines direkten Produktes gestattet noch einen anderen Zugang, den
wir jetzt darlegen wollen.

Definition 2. Esseien [M,, -], 7=1, ..., r, beliebige Monoide. Unter dem direkten

Produkt der Monoide M, ..., M, versteht man die Menge M : = X M, =M,x ..xM,
versehen mit der folgenden Operatlon

(®g o0 Zp) * (Y5 o0y Yp) 1 =21 Ypy oy " Yy) -
Zum Monoid [M, -] gehéren die i-ten Projektionen
7w (T ooy X,) EM > w2y, ooy ) =125, =1, ..,7r.

Besitzt jedes Monoid M, ein Einselement e, so kénnen wir noch die ¢-ten Injektionen
¢; definieren:

i €My o(x)=(e, oy €, X5 5, oo, ) EM, 1=1, ..., 7;
hier steht x; an der ¢-ten Stelle des r-Tupels.
Satz 4. Sind die [M;, -] Monoide, so sind die Projektionen n;: M —~M; (nach

Definition 2) Homomorphismen. Sind alle M; kommutativ oder assoziativ, so besiizt
auch M die entsprechende Eigenschaft. Besitzen alle M, Einselemente e, so 13t (e, ..., €)

r
das Einselement von M, und es gilt M*= X M¥* sowie
i=1

(%4, ooy ) 1= (2t ooy 271 L

Unter diesen Voraussetzungen sind die Abbildungen ; injektive Homomorphismen.
Sind schlieflich alle M; Gruppen, so ist auch M eine Gruppe.

Den sehr einfachen Beweis iiberlassen wir dem Leser. O
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Beispiel 4. Die additive Gruppe [C, +] der komplexen Zahlen ist direktes Pro-
dukt zweier reeller additiver Gruppen [R, +].

Wir wollen nun zeigen, daB fiir Gruppen G, die Begriffe der direkten Produkte
nach Definition 1 und Definition 2 im wesentlichen iibereinstimmen.

Satz 5. Es seten G, 1=1, ..., r, Gruppen. Dann ist G:= X G; das direkte Produkt

(vm Sinne von Definition 1) der UntefgruppenG = %(Gl) CG’ 1= ., 7. Ist umgekehrt
G -direkies Produkt seiner Untergruppen H, i=1, ..., 7, im Smne der Definition 1,
r
so gibt es einen und nur einen Isomorphismus ¢: G~H= X H;mit ¢ | H;=y,.
i=1

Beweis. Offenbar gilt (g4, ..., §,)=(g1, € s €) * (€, F2, €, ey €) oo (€, €, ooy €, 9,) =
=1,(gy) --- t,(g,). Folglich ist G@=@G,...G,. Es ist klar, daB alle Elemente ac@,,
b€ @;, i+, kommutieren, d. h. ab=ba erfiillen. Sind nun k;€G; so beschaffen, daB
(915 s §,)=hyq ... h, ist, so haben die k; die Gestalt k;=(e, ..., ¢, a; ¢, ..., ¢) mit
a;€G;, und es folgt (g, ..., 9,) =(ay, ..., a,), also a;=g;. Die Darstellung ist also ein-
deutig, und die Gy, ..., G, erfiillen alle Bedingungen der Definition 1.

Es sei nun umgekehrt G=H, ... H, ein direktes Produkt. Soll ¢ ein Isomorphis-
mus mit ¢ | H;=y; sein, so muBl notwendig ¢(g):=(gy, ..., ¢,) fir g=¢4 ... 9,, g;€H,;,
gesetzt werden, wie unmittelbar aus der Definition eines Homomorphismus folgt.
Aus der Eindeutigkeit der Darstellungen ergibt sich sofort die Bijektivitit von ¢;
die Homomorphie-Eigenschaft folgt aus

P(gh) = (91 g " By oo by) = @(g by ... g,R))
=(gih1 oo G 1) = (915 s 9;) * (Ryy ey B) =9(9) - @(R) . D
Ubung 4. Es selen Q;,i=1, ..., r, Gruppen und H;cq; Norma.lteilex in G;. Man be-
weise, dafl H = X H; ein Normalteiler in @ = X @; ist und G/H =~ X Q;/H; gilt.

=1 =1

Ubung 5. Es seien H,, H, endliche Untergruppen einer beheblgen Gruppe Q. Man be-
beweise: |H,H,| =|H,|- |H,|/|H{NH,. (Hinweis. Man betrachte die Wirkung der

Gruppe Hy X H, auf G mit Hilfe der Transformationen ¢, 3,y =1, © r{,‘, h;€H;1=1,2.))
Ubung 6. Es seien @ eine endliche Gruppe und H; £G, ¢ =1, ..., r, Normalteiler in G';

dabei gelte G = H H;. Man beweise: Dieses Produkt ist direkt dann und nur dann, wenn.
Gl = H |Hj| gllt

i=1

Ubung 7. Es seien Gy, @, Gruppen, g;€G;, i =1, 2, g =(g1, g2) €G1 XGy. Man zeige:
o(g) ist endlich dann und nur dann, wenn o(g,) und o(g,) endlich sind; in diesem Fall ist
o(g) das kleinste gemeinsame Vielfache von o(g;) und o(gs).

Ubung 8. Es seien G4, G; nichttriviale Gruppen. Man beweise, daB die Gruppe G4 XG,
genau dann zyklisch ist, wenn G| und G, endliche zyklische Gruppen mit zueinander
teilerfremden Ordnungen sind. Hieraus leite man ab: Ist n = pf‘ p’:' die Zerlegung
von n €N in seine Primfaktoren, p;=p; fiir ¢=+j, so gilt die Isomorphie der additiven.
Gruppen der Restklassenringe

z, .%Zplii Xoee prf, .
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(Bemerkung. Da zyklische Gruppen derselben Ordnung isomorph sind (Satz 1.3.3),
gilt diese Isomorphie auch fiir beliebige zyklische Gruppen der entsprechenden Ord-
nungen, vgl. Ubung 2.2.3.)

Ubung 9. Es sei @ eine gewisse Gruppe, H SZg eine im Zentrum von @ liegende zy-
klische Untergruppe der Ordnung n und G/H eine zyklische Gruppe der Ordnung m.
Man beweise: Sind m und » teilerfremd, so ist G zyklisch. Hieraus leite man ab, da3 eine
beliebige abelsche Gruppe der Ordnung p; ... p,, wobei die p; verschiedene Primzahlen
sind, zyklisch ist.

Ubung 10. Es sei p eine Primzahl. Man beweise: Ist G eine beliebige Gruppe der

- Ordnung p?, so ist G abelsch und dabei entweder zyklisch oder direktes Produkt zweier

zyklischer Untergruppen der Ordnung p. (Hinweis. Mit Hilfe von Ubung 1.16 zeige

man, dafl ein a €Zg; existiert mit o(a) =p; auf G/[a] wende man dann Folgerung 1.2 an.

Wir bemerken, daB Ubung 2.3.12 ein Beispiel einer nichtabelschen Gruppe der Ord-
nung 8 enthélt.)

Ubung 11. Wir betrachten eine Zerlegung {1, ..., n} = U Y; in nichtleere, paarweise
i=1

disjunkte Teilmengen Y ;. Mit sY L¥r pezeichnen wir die Menge aller derjenigen

s €8y, fir die s(Y;)=Y;, i=1, ..., r, gilt. Man beweige, daf S,lf 1-¥r oine Untergruppe
von S, ist, die eine Darstellung als direktes Produkt ’

r
S{],...,Y,-: H S,l:l

=1
(vgl. Ubung 1.15) besitzt. Man bestimme |S¥ 17|,

Ubung 12. Es sei n= Z n;, n;€ N. Wir bezeichnen mit %,,,.,, die Menge aller
moéglichen Zerlegungen der Menge {1, ..., n} der Form
{l sery n}= U Yi9 |Y,~|=n,~, ’i=1, ey T
Man betrachte S, als transitive Transformationsgruppe der Menge %n,,...n, und be-

weise
n!

Ixul,....n,' =’n1! . nr! .

Ubung 13. Es seien @, H Gruppen. Man beweise, daB eine Abbildung f: @ -~H genau
dann ein Homomorphismus ist, wenn ihr Graph I';: ={(g, f(9))}scc eine Untergruppe
von G X H ist.

§3. Ideale und Faktorringe

In diesem Paragraphen wollen wir fiir die Theorie der Ringe ein Analogon des
in §1 fiir die Gruppen Dargelegten entwickeln. Die Rolle der Normalteiler iiber-
nehmen hier Unterringe spezieller Art, die Ideale, die wir nun definieren:

Definition 1. Eine Teilmenge B des Ringes A heift ein Ideal, wenn 1. B eine
Untergruppe der additiven Gruppe von 4 ist und 2. fiir beliebige a€4 und b€ B
stets ab € B und ba € B gilt.
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Offenbar ist jedes Ideal ein Unterring; denn wegen der Bedingung 2 ist natiirlich
B- BSB.

Beispiel 1. Es sei 4 ein assoziativer und kommutativer Ring und a€ 4. Dann
ist die Menge a4 aller durch a teilbaren Elemente von A einIdeal, wie man leicht
mit Hilfe von Satz 2.2.4 beweist. Dieses Ideal wird das von a erzeugte Hauptideal
des Ringes 4 genannt, a heilt ein erzeugendes Element von aA. Ist 4 ein Ring mit
Einselement, so gilt a €a4. Aus Satz 2.2.5 folgt, daB in einem Integritdtsbereich das
erzeugende Element eines Hauptideals bis auf Assoziiertheit eindeutig bestimmt ist.

Beispiel 2. Es sei 4 =2Z[z]. Man iiberpriift leicht, daB die Menge B aller Poly-
nome der Form ay+ax+...+a,z" mit 2 | gy ein Ideal in A ist. Dieses Ideal ist
kein Hauptideal. Wire niamlich B=a4 mit a€ 4, so miiite « | 2 gelten; denn es
ist 2¢€ B. Nach Satz 2.4.1 miiBte daher gr « =0 sein, also a = +1 oder +2. Das fiihrt
jedoch auf einen Widerspruch.

Beispiel 3. Es sei 4 der Ring aller stetigen Funktionen auf dem Intervall [a, b]
mit Werten in R. Fiir c€[a, b] ist die Menge B aller Funktionen f€ A mit f(c)=0
ein Ideal in 4.

Beispiel 4. In einem beliebigen Ring 4 sind die Teilmengen {0} und 4 Ideale. Ist
A ein Kérper, so gibt es auBler diesen beiden keine anderen Ideale. Ist ndmlich
IS A Ideal des Korpers 4 und existiert ein @ +0 in I, dann ist auch b= (b/a) a €I fiir
alle b€ A4 ; und somit gilt I=A4.

Satz 1. Es set A ein Ring und B eine Untergruppe der additiven Gruppe von A.
Dann 18t die Relation = g mit der Multiplikation in A vertriglich dann und nur dann,
wenn B ein Ideal tn A 7st. ‘

Beweis. Es sei B ein Ideal. Dann folgt aus a;= 5 b, und ay= g b,, d. h. also mit
ci:=a‘~—b"€B, )
g g= (bl +Ci) (b2 +02) =b1b2+ (b1+0‘) Cy +0‘b2 .
Nach Definition eines Ideals gilt (b +c¢4) ¢5 +¢4b,€ B, also a4ay= 5 bby. Umgekehrt
sei nun =z mit der Multiplikation in 4 vertréglich. Fiir a€ 4 und b¢ B folgt dann

a=ga und b=30, also ab=5a0=0 und ba =5z 0a =0. Daher liegen ab und ba in
B, B ist somit ein Ideal. O

Fiir jedes Ideal B des Ringes A ist nach Satz 1 und Satz 2.6.1 in der Faktor-
gruppe A/B eine Multiplikation durch

(ai+ B) -(a2+B):=aiaZ+B (1)

erklirt, und es gilt
Satz 2. Es sei A ein Ring und BC A evn Ideal. Die Mulivplikation (1) und dve
Addition der Faktorgruppe A/ B verwandeln A/B in einen Ring. Die kanonische Ab-
bildung p: A ~ A/ B ist ein Ringhomomorphismus. Wenn A assoziativ oder kommuta-

tiv vst, besitzt auch A/ B diese Eigenschaft. Ist A ein Ring mit Evnselement e, so iste + B
Einselement des Ringes A/B.
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Beweis. Fiir beliebige a,, a,€4 gilt (a,+ B)+(ay+ B)=(ay+a,) + B. Fiir bec 4
folgt dann nach (1) :
((@y+ B)+(az+ B)) (b+ B)=(as+ay) b+ B=ab+ab+ B
=(ad+ B) +(ad + B)
Analog beweist man die andere Distributivitdtsbedingung. Der Rest der Behauptung
ergibt sich aus Satz 2.6.1. O

Definition 2. Ist B ein Ideal des Ringes 4, so heiBt der nach Satz 2 gegebene
Ring [4/B, +, -] der Faktorring von A nach B.

Beispiel 5. Der Faktorring Z/nZ, n€N, ist der Restklassenring Z,, modulo n
(vgl. Definition 2.2.9).

Satz 3 (Homomorphiesatz fiir Ringe). Es se? f: 4 — B ein Ringhomomorphismus,
I=Ker f und B=1Im f. Dann ist I ein Ideal in A, und es gibt einen eindeutig be-
stimmten Ringisomorphismus f: A/I —~B, fiir den das Diagramm

/

A— _»BcC B

A,/

kommutativ ist.

Beweis. Offenbar ist I eine Untergruppe von [4, +]; wegen f (a - b) =f(a) - f(b) =
=0 fiir a€4 und b€l und der analogen Beziehung f(ba) =0 folgt, daB I ein Ideal
ist. Wenn das obige Diagramm kommutativ sein soll, muB f mit dem schon in Satz
1.6 definierten Gruppenisomorphismus iibereinstimmen:

fla+l)=fa) (acd).
Es bleibt nur zu zeigen, da8 f auch ein Homomorphismus fiir die Multiplikation ist:

f((@y+1) (ag+ 1)) = (as05+ I) =f (ay * ap) =f(ay) - f(a)
=flay+I)-flay+I). O

Ubung 1. Man formuliere und beweise fiir Ringe die Analoga von Satz 1.5 und Fol-
gerung 1.4.

Ubung 2. Es sei 4 ein assoziativer und kommutativer Ring mit Einselement. Man
beweise: Gibt es in 4 keine Ideale auBler {0} und A4, so ist 4 ein Koérper. Ferner zeige
man: Ist I +A ein maximales, echtes Ideal von A, d. h., folgt aus I &SI, S A, I, Ideal,
daB I, =I oder I, =4 gilt, so ist der Faktorring A/I ein Kérper, und umgekehrt.

Ubung 3. Es seien 4 ein Ring, B ein Unterring und I ein Ideal in 4. Man beweise das
folgende Analogon von Satz 2.1: B + I ist ein Unterring in 4, I N B ist ein Idealin B, und
es gilt BIINB=(B+I)M.

Ubung 4. Man beweise, daB die Ideale eines beliebigen Ringes einen vollsténdigen
Verband bilden.

9 Onidtik, Algebra 1
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Ubung 6. Man beweise den folgenden Homomorphiesatz fiir Monoide: Esgei f: M -N
ein Homomorphismus der Monoide und ~die durch die Abbildung f in M definierte
Aquivalenzrelation. Dann ist die Relation ~ mit der Operation in M vertrédglich, und
es gibt einen eindeutig bestimmten Isomorphismus f: M/~ -+N =1Im {, fiir den fop=f
gilt; hierbei bezeichnet p: M -~ M/ ~die kanonische Abbildung.

Zum Abschlufl dieses Paragraphen wollen wir noch kurz die Begriffe ,direktes
Produkt* und ,direkte Summe“ fiir Ringe beschreiben.

Definition 3. Es sei (4;);y eine Familie von Unterringen des Ringes 4. Man
sagt, A sei direkte Summe der Unterringe A;, wenn 1. A= @ A, eine Zerlegung der
’ iel
additiven Gruppe von 4 in die direkte Summe der additiven Untergruppen 4; ist
und 2. stets ab=0 gilt fiir a€ 4;, b€ 4; und 73, ¢, jel.

r
Ubung 6. Es sei A= ® A4; eine Zerlegung der additiven Gruppe des Ringes 4 in
i=1 :
eine direkte Summe von Untergruppen. Man beweise, daf} diese Zerlegung eine direkte
Summe von Unterringen dann und nur dann ist, wenn alle 4; Ideale in A4 sind.

Es seien nun 44, ..., 4, beliebige Ringe. Wir betrachten das direkte Produkt
r
A:= X A; der additiven Gruppen 4,. Nach Definition 2.2 wird durch die Multi-

i=1
plikationen in den Ringen 4; eine Multiplikation in 4 bestimmt. Man priift leicht
nach, daB [4, +, -] ein Ring ist. Dieser Ring heifit das direkte Produkt der Ringe
4;, 1=1, ..., r. Die in § 2 definierten Abbildungen ¢,: A, —~A sind injektive Ring-
homomorphismen; ¢, bildet also den Ring 4, isomorph auf den Unterring 4, =
={(0, ..., 0, a;,0, ...,0) | a, €4;} S 4 ab.

4
Ubung 7. Man beweise, da3 der Ring 4 = X A;in die direkte Summe der Unter-

i=1
ringe 4;, i=1, ..., r, zerfallt. Umgekehrt, zerfillt ein Ring 4 in eine direkte Summe
seiner Unterringe Bj, ..., B,, so gibt es einen eindeutig bestimmten Ringisomorphis-
r
mus ¢: 4 +B:= X By, so daBl ¢ | By =y fiir k =1, ..., r gilt.
i=1
Ubung 8. Man beweise, daB ein direktes Produkt zweier von {0} verschiedener Ringe
stets Nullteiler besitzt (vgl. Ubung 2.2.8).

Ubung 9. Es sei X eine'Menge aus n >0 Elementen und 4 ein beliebiger Ring. Man
beweise, daB der Ring M(X, 4) (vgl. Beispiel 2.1.2) isomorph zum direkten Produkt
von n Exemplaren des Ringes A ist.

Ubung 10. Man beweise, daB die in Ubung 2.8 festgestellte Isomorphie der additiven.
Gruppen der Restklassenringe sogar eine Ringisomorphie ist.

§4. Hauptidealringe

In diesem Paragraphen betrachten wir die wichtige Klasse der Hauptidealringe,.
die Verallgemeinerungen der euklidischen Ringe sind.

Definition 1. Unter einem Hauptidealring versteht man einen Integritits-
bereich, dessen Ideale simtlich Hauptideale sind.
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Beispiel 1. Jeder euklidische Ring A ist ein Hauptidealring. In der Tat, sei IS A
ein Ideal, I + {0}, dann gibt es in I ein Element ay=+0, so daB w(ay) =w(a) fiir alle
a€l, a=+0, gilt. Aus der Definition eines Ideals folgt unmittelbar agd SI. Anderer-
seits sei b€l. Da A ein euklidischer Ring ist, gibt es g, 7€ 4, so daB b=ayg +r gilt
mit =0 oder w(r)<w(ay). Nun ist r=b—agg€l, und deshalb kann w(r)<w(ag)
nicht eintreten; es gilt also b=gag€aed.

Beispiel 2. Der Ring Z[z] ist ein Integritdtsbereich, aber kein Hauptideal-
ring, vgl. Beispiel 3.2.
~ Wir wollen als erstes beweisen, dal in einem Hauptidealring der ggT (grofSite
gemeinsame Teiler) stets existiert. Es sei zundchst A4 ein beliebiger, assoziativer und
kommutativer Ring, und es seien ay, ..., a,€ A. Wir definieren die Untergruppe

I:=01A+...+G’A

der additiven Gruppe von 4. Die Untergruppe I besteht aus allen Elementen der
Form aby+... +a,b,, b,¢ A. Man priift leicht nach, vgl. Ubung 3.4, daB I ein Ideal
in 4 ist. Wenn A4 ein Einselement enthdlt, gilt a;€I fir i=1, ..., r.

Satz 1. Es sei A ein Hauptidealring. Dann ¢ibt es zu je r Elementer a,, ..., a,€ A
einen ggT d=(ay, ..., a,), r€N. Daber vst d das bis auf Assoziiertheit endeutig be-
stimmie erzeugende Element des Ideals I =a,4 +...+a,A. Es gibt also b;c A so, daf

d=agd,+...+a,b,
gilt.

Beweis. Da I ein Ideal ist, gibt es ein d € A mit I =dA. Wegen a; €1 folgt d | a;. Ist
andererseits d,€4 und gilt d, | a; fiir =1, ..., 7, so teilt d, jedes Element aus I,
also gilt auch d, | @ (vgl. Satz 2.2.4). Die Eindeutigkeitsaussage folgt aus Beispiel
3.1. 0O

Folgerung 1. Die Elemente ay, ..., a, sind teilerfremd dann und nur .da,nn, wenn
by, ..., b, € A existieren, so daf
ab;+..+ab.=e
gilt.
Beweis. Ist e=(ay, ..., @,), 0 gibt es nach Satz 1 eine Darstellung der geforderten

Art. Ist umgekehrt (ay, ..., a,) =d e, 8o gilt d { ¢, also e¢I, d. h., eine solche Dar-
stellung existiert nicht. O

Folgerung 2. Es ser A exn Hauptidealring, und es seien a, b, c€ A, (a, c)=e und
¢|ab. Dann gilt ¢ | b. O

Folgerung 3. Es set A ein Hauptidealring und p€A ein Primelement. Gilt
| @y ... a, fiir gewisse Elemente ay, ..., a,€ A4, so gibt es exn © mit p | a;.
Der Beweis dieser Folgerungen ist wortlich der von Satz 2.5.3 bzw. 2.5.4.

Satz 2. Es sei A etn Hauptidealring. Dann gibt es fiir jedes a€ A, a=+0, a¢ A*,
eine Darstellung als Produkt von Primelementen des Ringes A. Diese Darstellung ist
bis auf die Rethenfolge der Faktoren und bis auf Assoziiertheit eindeutig.

9'
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Beweis. Die erste Behauptung beweisen wir indirekt. Angenommen, es gibt ein
Element ay€ A\ A*, ay+0, so daB fiir a; keine Zerlegung in Primfaktoren existiert.
Dann kann a, nicht Primelement sein, es besitzt daher eine echte Zerlegung ag=
=ad, a;, be A\ 4%, a,+0, b+=0. Wiirde nun fiir ¢, und b eine Zerlegung in Prim-
faktoren existieren, so ergibe das sofort eine Primfaktorzerlegung von ay Also
sei etwa a, nicht in Primfaktoren zerlegbar. Da a4 und @, nicht assoziiert sind, gilt
ayd C a,A. Setzen wir diese Uberlegung fort, so erhalten wir eine unendliche, mono-
ton aufsteigende Kette von Hauptidealen

aoAcaiAc cadcae; JAC.. (l)
EssgeiI:= U a;A. Man priift leicht nach, daB I ein Ideal ist. Daher gibt esein d €7 '

mit I = dA Da.nn muB aber auch ein 7 existieren mit dca;4,s0 daB I =dASa;AST
gilt, also I =a,A. Das ist aber ein Widerspruch zur Unendlichkeit der Kette (1) Die
Eindeutigkeitsaussage beweist man ebenso wie fiir Satz 2.5.5, wobei man Folge-
rung 3 benutzt. O

Ubung 1. Man beweise, daB der Ring der formalen Potenzreihen K[[x]] iiber einem

Korper K (Ubung 2.4.1) ein Hauptidealring ist. Weiter bestimme man alle Primele-
mente von K[[z]] und gebe fiir beliebiges a € K[[z]] die Zerlegung in Primfaktoren an.

Ubung 2. Man beweise, daB ein Hauptxdealrmg ein Korper ist dann und nur dann,
wenn er keine Primelemente enthilt.

Satz 3. Es ser A ein Hauptidealring und a€d, a=+0. Dann sind folgende Aus-
sagen dquivalent:

1. a 18t esin Primelement;
2. A/aAd 7ist exn Korper;
3. A/aA 7st ern Integrititsberevch.

Beweis. Wir zeigen zuerst, dal die zweite Aussage aus der ersten folgt. Nach
Satz 3.2 ist A/aA ein assoziativer und kommutativer Ring mit Einselement, hierbei
gilt e+ad=+0+ad; wire nimlich e=_, 0, so wire ecad, also a |e, d. h.ac4¥;
a wire kein Primelement. Wir zeigen, daB jedes von O verschiedene Element aus
A/aA invertierbar ist. Es sei also bc 4, b+ad +ad. Dann gilt a 1 b, und da a prim
ist, folgt (a, b)=e (Satz 2.2.8). Nach Folgerung 1 existieren u, v€ 4 mit bu +av=e,
also bu+av=,, bu=_, e. Somit gilt u+ad =(b+ad)"1

Der SchluB von der zweiten auf die dritte Aussage ist trivial. Es bleibt zu zeigen,
daB die erste Aussage aus der dritten folgt. Es sei also 4/a4 ein Integritdtsbereich.
Dann enthilt A/ad ein von O verschiedenes Element, und es folgt a¢ A*. An-
genommen, wir hitten eine Zerlegung a =bc mit b, c€ A. Dann gilt 0=, , bc, und
da A/aA Integritdtsbereich ist, muBl b=,, 0 oder c=,, 0 sein. Es seietwa b=,,0,
d. h.bcad. Dann gilt a | b, und wegen b | a ist a~b und c€ A*. Daher ist a ein
Primelement. O

Fiir A=1Z sind Satz 3 und Satz 2.2.10 identisch. Ein anderer wichtiger Spezial-
fall, ndmlich 4 =K[z], K ein Korper, wird im n#chsten Paragraphen behandelt.

: ﬁbung 3. Es sei A ein Integrititsbereich. Man beweise, daB 4[] ein Hauptidealring
ist dann und nur dann, wenn 4 ein Koérper ist.
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§ b. Adjunktion der Nullstellen eines Polynoms.
Beweis des GauBschen Fundamentalsatzes der Algebra

Es sei K ein Korper und ¢€ K[#] ein irreduzibles Polynom. Gilt gr ¢ =1, so hat ¢
keine Nullstellen in K. Mit Hilfe der Ergebnisse von § 4 wollen wir nun eine Er-
weiterung L des Korpers K konstruieren, in der ¢ eine Nullstelle besitzt. Als An-
wendung beweisen wir den GauBschen Satz, daBl jedes Polynom iiber € eine Null-
stelle in € besitzt.

Satz 1. Es sei K ein Korper und ¢ € K[z) ein irreduzibles Polynom, n=gr ¢p=>1.
Dann existiert ein Erweiterungskorper LD K und ein Element (€L mit folgenden
Evgenschaften:

1. ¢(£)=0.

2. Jedes Element b€ L vst exndeutig vn der Gestalt

b=bo+bl+...+b,_L*1 (1)

mit b€ K, =0, ..., n—1, darstellbar.
3. Ist LS L exn Unterring mit KU {{}S Ly, so ¢ilt L,=L.

Beweis. Da ¢ ein Primelement ist, mu nach Satz 4.3 der Ring L:= K[z]/I mit
I:=@K[x] ein Korper sein. Offenbar gilt fir alle a€1,-a+0, daBl gra=n=>1 ist;
also ist KNI ={0}. Daher induziert der kanonische Homomorphismus p: K[z]-+L
den injektiven Homomorphismus p | K. Sein Bild p(K) besteht aus allen Klassen
der Form e +1I mit a€ K ; es ist ein Teilkorper von L. Identifizieren wir a € K mit
a +I¢€Ltiralle a€ K, so wird L eine Erweiterung von K. Daher ist auch K[z]E L[],
und wir kdnnen ¢ als Polynom iiber L betrachten. Nach dieser Identifizierung kon-
nen wir sehr einfach den kanonischen Homomorphismus p: K[z] - L beschreiben.
Es sei namlich p(x)={. Dann gilt fiir = 3, b,2” offenbar

p(8)=2 p(b,) p(x)’=Z bl €L,
also

BC)=pB)=B+1, PeK[a]. (2)
Speziell ist 0 =p(¢)=¢({). Daher ist { eine Nullstelle von ¢ iiber L, d. h., es gilt
Eigenschaft 1.

Die zweite Behauptung ergibt sich sofort durch Division mit Rest in K[z] (Satz

2.4.2). Es sei b=p(B)cL. Fiir fc K[x] erhalten wir nach Division durch ¢: =
=a - @+y mit a, y€K[«], y=0 oder gr y<n. Somit gilt wegen p(p)=0

n—1
b=p(B)=p(r)= 2, el
i=0
das ist aber eine Darstellung der Form (1). Angenommen, wir hitten zwei derartige
Darstellungen, etwa (1) und die eben angegebene. Dann gilt

0=b0—60+(b1—01) C+"‘+(bﬂ—l —Cn_l) Cn—l .
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Wir hitten also ein Polynom

n—1 o
v=3. (b—c) #cKlz]
1=
mit p(y) =9({)=0, also ycI=9¢K[x], d. h. ¢ | p. Wire y+0, so erhielten wir einen
Widerspruch zu gr ¢ >gry. Also muB =0, d. h.b;=¢; fiir 7=0, ..., n—1, sein.
Die dritte Behauptung folgt unmittelbar aus der zweiten. O

Definition 1. Der im Beweis von Satz 1 konstruierte Koérper L heit der durch
Adjunktion einer Nullstelle von ¢ entstehende Erweiterungskorper von K.

Wir wollen nun Satz 1 durch die folgende Eindeutigkeitsaussage erginzen:

Satz 2. Es seien K exn Korper, ¢ € K[] ein trreduzibles Polynom vom Grade n>1,
M ein Erwesterungskorper von K, der eine Nullstelle ¢ von ¢ enthalte. Dann qibt es
evnen Isomorphismus der 7n Satz 1 angegebenen Erwesterung L von K auf einen Teil-
korper LS M mit den folgenden Eigenschaften:

1. Es gilt f | K =idg.

2. f({)=c.

3. Jedes Element b L, besitzt exne und nur esne Darstellung der Form b=by+bc +
+ue+b, 4?1 mit b€ K.

4. Enthilt M keinen echten Teilkorper, der K und ¢ umfapt, so gilt Li=M.

Beweis. Nach Satz 2.4.4 ist die Abbildung
g: a€K[z]—> g(a):=a(c)eM

ein Ringhomomorphismus. Wir wollen zeigen, daBl Ker g=1I:=¢K[x] gilt. Aus
¢(c) =0 folgt p€Ker g und somit I SKer ¢g. Da nun L ein Korper ist, erhielten wir
aus I +Ker g, weil p(Ker ¢)+{0} ein Ideal in L ist, daB p(Ker g) =L gelten muB
(Beispiel 3.4). Dann gibt es zu jedem «€K[z] ein fc¢Ker g mit p(x)=p(B), also
ein y€I mit a=f+y, und aus ISKer g erhielten wir g(a)=0 fiir alle a€ K[x],
was jedoch g(x)=a fiir a=a€ K widerspricht. Somit mufl I =Ker ¢ gelten. Nach
dem Homomorphiesatz 3.3 ist die durch f:=g, d. h.

a+I€L> f(a+1I):=g(a)=alc), x€K[x],
definierte Abbildung ein Isomorphismus auf L:=Im g. Wegen der Identifiziesung
a=a+1I fir a€cK gilt fla)=a(c)=a, womit die erste Behauptung bewiesen ist.
Aus f(§)=f (z+I)==(c) =c ergibt sich die Eigenschaft 2. Die Behauptung 3 folgt
aus der Eigenschaft 2 von Satz 1, und die Behauptung 4 ist offensichtlich. O
Beispiel 1. Es sei K=R und ¢ =22+1. Durch Satz 1 erhalten wir ein von dem

in § 2.3 angegebenen verschiedenes Verfahren zur Konstruktion von C. Den Satz 2
kann man als eine Verallgemeinerung von Satz 2.3.3 betrachten.

Ubung 1. Unter Anwendung von Satz 1 konstruiere man Koérper mit 4, 8 und 9
Elementen.

Satz 3. Es sei K ein Korper und a€ K[x] ein beliebiges Polynom mit gr « >0.
Dann gibt es einen Erweiterungskiorper von K, iiber dem a zerfillt.
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Beweis. Wir fiihren den Beweis durch vollstindige Induktion nach gr «. Fiir
gra=1 ist K selbst Zerfdllungskoérper fiir «. Die Behauptung sei schon fiir Poly-
nome vom Grad » —1 bewiesen, und es sei gr « =n. Nach Satz 2.5.5 (oder 4.2) gibt es
eine Darstellung von « als Produkt von Primfaktoren a=g, ... ¢,. Nach Satz 1
konstruieren wir eine Erweiterung L2 K, indem wir, falls gr ¢,>1 ist, eine Null-
stelle { von ¢, adjungieren. Offenbar gilt «({)=0, also a=(z—{) p mit g€ L[z],
gr f=n—1 (vgl. Satz 2.4.5). Nach Induktionsvoraussetzung gibt es nun eine Er-
weiterung M von L, in der g zerfillt. Offenbar zerfillt dann auch « in M. O

AbschlieBend wollen wir nun den ,Fundamentalsatz der Algebra“ von C.F.
Gauss (Satz 2.8.1) beweisen. Der Beweis wird iiber zwei Hilfssédtze gefiihrt.

Lemma 1. Jedes Polynom vom GQrad 2 iiber € hat zwei komplexe Nullstellen.

1 \2
Beweis. Wir kénnen a=22+px+q setzen. Im Fall 4g=p?2 ist a=(x+-§p) ;

es hat daher eine Nullstelle der Vielfachheit 2. Falls p2—4¢+0 ist, bezeichne

Jp2—4q eine der nach Folgerung 2.3.2 existierenden beiden komplexen Quadrat-
wurzeln aus p2 —4q. Dann gilt offenbar

p 1 p 1 —
a=(x+—2— -3 Vp1—4q) (x+-§— +3 }/p2—4q) . O
Lemma 2. Jedes Polynom a€ R[] vom Grad gr a >0 besitzt eine Nullstelle in C.

Beweis. Es sei n=gr a=2Fp, wobei k=0 und p eine ungerade Zahl ist. Wir
beweisen das Lemma durch Induktion nach k. Es sei zuerst £=0, d. h. » ungerade.
Dann hat « sogar eine reelle Nullstelle: Ist etwa das hochste Glied «, =0, so nimmt
« fiir geniigend groBe ¢ positive Werte a(c) und fiir geniigend kleine ¢ negative Werte
an; da « eine auf R stetige Funktion bestimmt, muB sie auch fiir ein gewisses
¢o€R den Wert 0 annehmen.

Nehmen wir nun an, daf Lemma 2 schon fiir alle Polynome mit einem Grad der
Form 2¥—1p, p ungerade, bewiesen sei. Es sei € R[] ein Polynom mit gr « =2Fp,
das wir auch als Polynom iiber € betrachten konnen. Nach Satz 3 existiert eine
Erweiterung K2 C2R, in der a zerfillt. Es seien uy, ..., u,, n=2%p, die Nullstellen
von « in K. Fiir ein beliebiges, aber festes ¢ € R definieren wir die Elemente

v =wu+c (u+u) €K, 1=i<j=n.
Wir betrachten nun den Ring R[yy, ..., ¥,_4,] der reellen Polynome in den
5 " (n—1) Unbestimmten y,y, ..., 9,1, und wollen zuerst folgende Behauptung

beweisen: Ist y€R[yy, ..., y”_i_”]sn(”_“ ,, €in symmetrisches Polynom, so gilt
Y(V12s +ees Un_1,n) €R. Zu diesem Zweck betrachten wir den Homomorphismus

f: Rlyg, - yn—i,n] ~R[zy, .., 2],
der durch die Bedingungen
fla)=a fir a€R und f(y;)=2;:=22;+c (7;+%))
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bestimmt wird (vgl. Satz 2.7.5). Ist nun y ein symmetrisches Polynom der y;;, so
ist f(y) ein symmetrisches Polynom in den z;; in der Tat, ist (k 1) €8S, eine Transposi-
tion, so bestimmt sie eine Permutation der z;;, also eine Permutation 83, €S, 12+
Man erkennt leicht, z. B. aus Ubung 2.7.4, da8

(k 1) f(») =f(su?)s 7€R[y, -, yn—l,n] P

gilt. Ist also y symmetrisch, so erhalten wir (k 1) f(y) =f(y), und aus Félgerung 2.7.2
ergibt sich, daB f(y) symmetrisch ist.
Offenbar gilt fiir ein beliebiges ¥ € R[y g, -, Yp_1,4]

(V125 +es vn—-l,n) =f(y) (wg, -5 uy) ,

vgl. wieder Ubung 2.7.4. Mit y ist auch f(y) symmetrisch, also ist f(v) (w4, .., U,)
reell, da die u; Nullstellen des reellen Polynoms a sind, vgl. Folgerung 2.7.4.
Nun betrachten wir das Polynom
B:= I (z—vy)
i=i<j=s

iiber K. Nach Satz 2.4.8 haben seine Koeffizienten die Gestalt ( — 1)¥a,(vy3, ..., Uy —1 »)s
wobei o, die elementarsymmetrischen Polynome in den Unbestimmten y,; sind.
Nach dem eben Bewiesenen sind diese Koeffizienten reell, d. h., es gilt ¢ R[z].
Fiir den Grad von g erhalten wir

gr =" ol @t ap 1)) =21y,

wobei ¢ eine ungerade Zahl ist. Also hat g nach Induktionsvoraussetzung wenig-
stens eine komplexe Nullstelle. Damit finden wir fiir jede reelle Zahl ¢ wenigstens
ein Paar (7, j), 7<j, mit v;;€ C. Da die Anzahl dieser Paare endlich ist, gibt es c,
¢'€R, c=*c’, derart, daBl (bei geeigneter Numerierung)

V1a(€) =uqup+e (uy+uy)€C,

Vp(¢') =ugug+¢ (ug+up)€C
gilt. Hieraus folgt leicht a:=u;+u,€ C und b:=uu,€ C; die uy, u, sind also Null-
stellen des komplexen Polynoms ¢ =(x—u,) (£ —uy) =22—ax+b€ C[z]. Da ¢ nach

Lemma 1 bereits zwei komplexe Nullstellen hat, miissen diese nach Satz 2.4.7 mit
4, Uy iibereinstimmen, d. h., es gilt u,, u,€C. O

”
Nun kénnen wir leicht den Fundamentalsatz beweisen. Es sei a= 3 a;z¢ ein
i=0
beliebiges Polynom aus C[z]. Wir betrachten gleichzeitig das Polynom

n .
&:= D, axt
=0

und setzen 8:=ad. Dann gilt 8¢ R[], wie man sofort aus der Formel fiir die Koef-
fizienten eines Produktes erkennt,

bk= z a,d, .
1+i=k
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Nach Satz 2.3.6 ist
b= 2 a@i= 2 da;=b,.
it+i=k i+ji=k
Aus Lemma 2 ergibt sich die Existenz einer komplexen Nullstelle ¢ von §. Nun gilt
aber g(c) =a(c) &(¢) =0. Ist a(c) =0, so sind wir fertig, andernfalls gilt @(c) =0. Dann
ist aber ¢ eine Nullstelle von «; denn es gilt

R(E) =g+ BT +vor + CGuEP =Bg+ B+ e +Bpc® =&(¢)=0 . O



4. Punkt- und Vektorriume

In diesem Kapitel beginnen wir mit dem Aufbau der affinen Geometrie. Wichtige
Begriffe der affinen Geometrie sind Punkte, Geraden, Ebenen, Vektoren, Skalare
(das sind Elemente eines vorgegebenen Korpers K), Parallelitit u. a. m. Begriffe wie
Lingen und Winkel, die enger mit den reellen Zahlen zusammenhéngen, werden erst
in der euklidischen Geometrie in Kapitel 6 behandelt, das jedoch sehr stark auf der
affinen Geometrie aufbaut. Bei der von uns gewihlten Axiomatik erscheint die
affine Geometrie als eine Transformationsgruppe, bei der die Vektoren als Transla-
tionen (Parallelverschiebungen) iiber dem affinen Punktraum wirken. Daher wird
zundchst in den §§ 1 und 2 der Begriff des Vektorraumes entwickelt, der nicht nur
fiir die Geometrie, sondern auch fiir die Algebra und die moderne Analysis von
grundlegender Bedeutung ist. In § 3 werden dann die affinen Punktriume axioma-
tisch charakterisiert, die Geraden werden definiert, und erste geometrische Er-
gebnisse wie der Strahlensatz und die Beschreibung der Homothetien werden ent-
wickelt. Mit der Einfiihrung der Dimension in § 4 schlieBen wir die Axiomatik der
affinen Geometrie ab; wir betrachten natiirlich wegen der wichtigen Anwendungen
von vornherein n-dimensionale affine Punkt- und Vektorrdume iiber einem be-
liebigen Kérper K; dem Anfianger sei empfohlen, sich zunéchst alles fiir den Fall
K =R und » =3 vorzustellen. Nach Definition der Punkt- und Vektorkoordinaten in
§ 4 werden schlieBlich in den §§ 5 und 6 die k-dimensionalen Ebenen und ihre Lage-
eigenschaften untersucht. Besonders an den Dimensionssétzen des § 6 wird klar,
daB es keine Schwierigkeiten bereitet, sich mit Hilfe algebraischer Methoden die
n-dimensionalen Rdaume zu veranschaulichen. Die §§ 7 und 8 sind dem Volumen-
und Determinantenbegriff gewidmet. Die Determinanten besitzen wichtige An-
wendungen in allen Zweigen der Mathematik. Als ein erstes Anwendungsbeispiel
beweisen wir die Cramersche Regel fiir die Auflésung eines linearen Gleichungs-
systems.
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§1. Translationen. Dehnungen. Vektoren

In diesem einleitenden Paragraphen wollen wir an einige anschauliche Tatsachen
aus der elementaren Geometrie erinnern, die uns als Ausgangspunkt fiir den axio-
matischen Aufbau der Punkt- und Vektorrdume dienen sollen. Ziel der Betrachtun-
gen ist die Herausarbeitung des Begriffes eines Vektorraumes iiber einem Kérper K.
Die Elementargeometrie ist fiir uns nur ein heuristisches Hilfsmittel, um den Be-’
griff des Vektorraumes zu motivieren; ist dieser Begriff einmal gewonnen, so a8t

- sich aus ihm umgekehrt die gesamte Geometrie und viele ihrer Verallgemeinerungen
herleiten, was zum Teil im folgenden ausgefiihrt wird.

Mit A® bezeichnen wir den Punktraum, dessen Geometrie wir beschreiben wollen;
die natiirliche Zahl n ist dabei kein Exponent, sondern nur ein oberer Index, der die
Dimension des betrachteten Raumes angibt. Fiir uns sind im Moment nur die fol-
genden Fille wichtig: Der nulldimensionale Raum A° besteht aus einem einzigen
Punkt A9={o}, der eindimensionale Raum ist eine Gerade, der zweidimensionale
Raum eine Ebene, und der dreidimensionale Raum ist unser Anschauungsraum.
Mit a, b, ..., z, y, 2€ A" bezeichnen wir die Elemente dieser Raume, die wir Punkte
nennen.

Die Dimension % driickt dabei nur die folgende, fiir das weitere wichtige Tatsache
aus: Es gibt sogenannte kartesische Koordinatensysteme, d. h. bijektive Abbildungen

¢: z€A" — p(x)=(£y, ..., §,) ERP, 1)

die jedem Punkt ¢ A" ein n-Tupel reeller Zahlen §,¢R, 7=1, ..., n, zuordnen und
in den uns interessierenden Fillen folgendermaflen definiert sind: Fiir » =0 setzen
wir R0={0} und wihlen fiir ¢ die Abbildung ¢(0)=0; fiir n=1 wihlen wir einen
Punkt o€ A1, dem wir die Zahl 0¢ R zuordnen, einen Punkt a € 41, a +0, dem wir
die 1 zuordnen, und definieren die Funktion ¢, indem wir durch Streckenabtragen
und Teilen die Skala mit den Grundpunkten o, « auf der Geraden A! konstruieren
(»,Zahlenstrahl®“); im Fall =2 wihlen wir einen Punkt 0€ 42 und zwei durch ihn
gehende Geraden, auf denen wir Skalen mit den Grundpunkten o und a, bzw. a,
konstruieren; die Koordinate £; des Punktes x¢ A2 ist dann der Skalenwert seiner
Parallelprojektion auf die &-Achse (=1, 2) (Abb. 3). Ahnlich definiert man die

X(C]» :2)

Abb. 3

Koordinaten im A3, indem man wieder von einem Ursprung o€ A3 ausgeht, durch
ihn drei verschiedene Geraden, die Acksen des Systems, zieht und auf diesen je eine
Skala einfiihrt; dabei sollen diese drei Geraden nicht in einer Ebene liegen. Dann
bestimmen je zwei der Geraden eine Ebene durch o, die wir entsprechend die &;, &,-
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Ebene usw. nennen. Ziehen wir nun durch den beliebigen Punkt z¢€ A3 die zur
&,, £5-Ebene parallele Ebene und schneiden sie mit der £;-Achse, so erhalten wir als
Skalenwert des Schnittpunktes die dritte Koordinate 3 von z und analog die an-
deren Koordinaten (Abb. 4).

X(Zu!z.la)
& l
i//
T g (£,£2,0)
i Abb. 4
(4 1.4

Fiir den Rest dieses Paragraphen denken wir uns nun ein beliebiges Koordinaten-
system, etwa in der Ebene A2, gegeben. Dann kénnen wir alle geometrischen Opera-
tionen und Uberlegungen auf Rechnungen mit den n-Tupeln ¢(z) = (£;) € R® zuriick-
fithren. Wir erinnern daran, da [R", +] als direktes Produkt von abelschen Grup-
pen selbst wieder eine abelsche Gruppe ist, vgl. Beispiel 3.2.3. Die Addition erfolgt
dabei ,komponentenweise“:

(Eb ey En)"'(nb ey "71;) =(51+7h, hAH] §n+nn) . (2)

Wir kénnen, da wir das Koordinatensystem festhalten, die Ebene direkt mit R2
identifizieren, indem wir x=@(x)=(&,, §,) setzen. Weil die Gruppe R2 abelsch ist,
ist jede Rechtstranslation auch eine Linkstranslation (vgl. § 1.4), und wir sprechen
einfach von den Translationen der Gruppe. Somit wirkt R? iiber A2= R?2 einfach
transitiv als Gruppe der durch die Operation + definierten Translationen, und diese
Translationen stimmen mit den in der Geometrie auch als Parallelverschiebungen
bezeichneten Transformationen der Ebene iiberein.

Die Translationen nennt man hiufig auch ,,Vektoren des A"“. Statt ,,Ausfiihren
der Translation“ sagt man dann , Abtragen des Vektors“. Eine Translation ver-
anschaulicht man sich durch einen von z nach ¢(z) gezogenen Pfeil. Der Hinterein-
anderausfithrung der Translationen entspricht die ,,geometrische Addition der
Vektoren“, die natiirlich wieder abelsch ist. Mit diesen Bezeichnungen konnen wir
das bisher Festgestellte folgendermafBen zusammenfassen:

Die Vektoren bilden eine abelsche Gruppe, die einfach transitiv auf dem A" (n=2)
wirkt.

Fiir viele geometrische Anwendungen benétigt man noch die Multiplikation eines
Vektors mit einer Zahl. Zum Beispiel definiert man eine Dehnung d; um den Faktor
A=+0 mit dem Fixpunkt o, dem , Dehnungszentrum®, mit Hilfe der Koordinaten
folgendermafen:

x=(&y, &) €A2> o' =dy(x): = (54, §4) € A2
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Hierbei geht jede Strecke (a, b) in eine parallele Strecke (a’, b’) iiber und wird dabei
um den Faktor 4 gedehnt. Es ist nun zweckméBig, die Multiplikation der einzel-
nen Koordinaten mit 4 als Multiplikation des Vektors (§;) mit der Zahl Aaufzufassen,
was auf folgende Definition fiihrt:

(6 HERmX Ri> (£ 2:=(43) €R® (3)

(komponentenwerse Multiplikation eines n-Tupelvektors mit einer Zahl). Man priift
leicht nach, daB fiir sie die folgenden Rechenregeln gelten:

() +(m) A=(&) A+(m;) 2, 4)
(5) A+p) =) A+(E) (5)
GaHe =E)A-w, (6)
(61 =(&) ()

fiir alle (;), (7;) € R* und 4, u€ R. Zusammenfassend konnen wir feststellen:

Im Raum R" der n-Tupelvektoren (§;) ist eine komponentenweise Addition +durch
(2) erklirt, beziiglich der [R®, +] (als direktes Produkt abelscher Gruppen) eine abelsche
Gruppe rst. Bei komponentenwerser Definition der Multiplikation eines n-Tupelvektors
(&;) € R® mat esner Zahl A€ R nach (3) gelten die Rechenregeln (4) bus (7).

Ubung 1. Es sei D ein assoziativer Ring mit Einselement und D* der Raum der
n-Tupel (&), §;€D, i=1, ..., n. Man zeige: a) Wird die Addition in D® durch (2) defi-
niert, so wird [D", +] eine abelsche Gruppe. — b) Definiert man die Multiplikation mit
Elementen 4 €D analog (3), so sind die Regeln (4) bis (7) erfiillt.

Ubung 2. Unter den Voraussetzungen von Ubung 1 bezeichne D* die multiplikative
Gruppe von D. Wirdefinieren fiir 4 € D* die Dehnungen r;: D* D" durch ry(&;): =(&;) 1~1.
a) Man beweise: Die Zuordnung A€D* > r; €S(D") definiert fiir n =1 eine effektive
Transformationsgruppe [D*, D*] (vgl. Definition 1.4.2). — b) Weil 0=(0, ..., 0) ¢D"
Fixpunkt fiir alle ; ist, gilt D¥*(0) ={0}. Folglich ist auch [D*, D"\ {0}] eine Transforma-
tionsgruppe. Man beweise: Ist D ein Integritdtsbereich, so wirkt D* frei iber D™\ {0}.
SchlieBlich gebe man ein Beispiel dafiir an, daB D* nicht frei iiber D™\ {0} wirkt.

§2. Vektorrdume

In diesem Paragraphen wollen wir nun die in § 1 in einem anschaulichen Spezialfall
beschriebene Vektoralgebra wesentlich verallgemeinern und vor allem durch ein
Axiomensystem beschreiben. Wie die unten angefiihrten Beispiele zeigen, erhilt
sie dadurch einen bedeutend erweiterten Anwendungsbereich, der so geometrisch-
anschaulichen Betrachtungen zuginglich wird. Im néchsten Paragraphen werden
wir dann mit Hilfe des Vektorbegriffes die affine Geometrie begriinden.

Definition 1. Ein Tripel [V, +,K] heiBt ein Vekiorraum iiber dem Kérper K
wenn die folgenden Eigenschaften erfiillt sind:

(V1) Das Paar [V, +] ist eine abelsche Gruppe (Definition 1.1.6);
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(V2) K ist ein Korper (vgl. § 2.2), und es ist eine Operation

(t, YeEVXK —>1d€V 1)
gegeben, die den folgenden Bedingungen geniigt :

(t+y)i=gi+9a, (2)
t@A+pu)=tA+ys, 3)
(D) p =t(n), 4)
tl =X (5)

fir alle x, )€V und 4, ucK .

Wir bemerken, dafl wir in dieser Definition und im folgenden das Einselement
des gerade betrachteten Korpers K mit dem Symbol 1 bezeichnen; Verwechslungen
mit der natiirlichen Zahl 1 sind nicht zu befiirchten.

Beispiel 1. Es sei K ein beliebiger Korper. Dann ist der Raum der n-Tupel
(&,)€ K™ als n-fache direkte Summe

KoKo..0K (6)
i
der abelschen additiven Gruppe [K, +] des Kérpers wieder eine abelsche Gruppe..
Definiert man analog zu (1.3) (mit K anstatt R) eine Operation (1), so gelten wieder
die Regeln (1.4) bis (1.7), die hier mit (2) bis (5) iibereinstimmen. Daher ist K" ein
Vektorraum iiber K, den wir den n-Tupel- Raum iiber K nennen.

Beispiel 2. Ist V= {0} die nur aus dem Nullelement bestehende triviale abelsche.
Gruppe, so erfiillt pA=p die Bedingungen (2) bis (5), und wir erhalten den trivialen
Vektorraum KO iiber K, der nur aus dem Nullvektor o besteht. Somit ist K* fiir alle
natiirlichen Zahlen n =0 definiert.

Beispiel 3. Als Spezialfall von Beispiel 1 haben wir: Jeder Kirper K = K1 kann.
als Vektorraum iiber sich selbst betrachtet werden.

Beispiel 4. Es sei M +0 eine nichtleere Menge, K ein Kérper und K¥ die Menge
aller Abbildungen von M in K (vgl. Beispiel 0.2.11). Definieren wir die Addition.
zweier Abbildungen f, g€ K¥ bzw. die Multiplikation von f€ K¥ mit einem 1€ K'
wie iiblich argumentweise durch '

(f+9) (2):=f(2) +9(=) , (7)
(fA) (z):=f(x) 4 (8)

fiir alle z€ M, so wird [KM, +, K] ein Vektorraum iiber K. Beachtet man, da8 ein.
n-Tupel (§;)€ K" als Abbildung ¢+ §; der Menge {1, 2, ..., n} in K aufgefaBt wer-
den kann und daf hierbei die Operationen (7) und (8) mit den entsprechenden
Operationen fiir n-Tupel iibereinstimmen, so erkennt man, da die n-Tupel-Vektor-
rdume Spezialfdlle von Beispiel 4 sind.
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Beispiel 5. Nimmt man als [V, +] die additive Gruppe des Polynomringes K[z]
iiber dem Kéorper K und als Operation von K iiber K[z] die Multiplikation

(a2, A)€K[x] x‘K- > a, Az’ € K[x] , 9)
so wird K[z] ein Vektorraum iiber K.

Fiir die Addition + eines Vektorraumes gelten natiirlich alle Rechenregeln einer
abelschen Gruppe. Aus den Distributivgesetzen (2), (3) erhdlt man leicht durch voll-
stdndige Induktion

(25)2-2aw. (10)

222—2(21) (11)

i=1
Satz 1. Ist [V,+, K] etn Vektorraum, teV,AcK, so qilt xA=0 gena.u dann,
wenn £ =0 oder A=0 1ist.

Beweis. Fir beliebige £€V und A€ X gilt tA=(g +0) =14+ 04 nach (2); durch
Subtraktion von g folgt pA=p0. Analog beweist man aus (3) 0 =po. Ist umgekehrt
tA=0 und 4%0, so folgt nach dem eben Bewiesenen unter Anwendung von (4)
und (5) p=0A"1=(gd)1-1=g1=1g, also g=0. O

Definition 2. Eine Teilmenge W des Vektorraumes V heiBt ein Unterraum von
V, wenn W eine Untergruppe von [V, +] ist und mit £¢W und A€ K stets tAcW
gilt. Ein Unterraum W ist also eine in bezug auf die Vektoroperationen abgeschlos-
sene, nicht leere Teilmenge ; W ist natiirlich selbst wieder ein Vektorraum iiber K.
Man beweist leicht

Satz 2. Ist (W), eine Familie von Unterriumen des Vektorraumes V, so ist auch

der Durchschnitt N W, ein Unterraum von V. O
el

Der triviale Unterraum {0} besteht nur aus dem Nullvektor. Jeder Vektorraum ¥V
ist natiirlich Unterraum von sich. Betrachten wir das Beispiel 4 fiir den Fall K =R
oder C und M etwa ein Intervall von R, so folgt aus elementaren Sétzen der Ana-
lysis, daB die Menge der stetigen (bzw. differenzierbaren) Funktionen ein Unter-
raum des Vektorraumes aller Funktionen auf dem Intervall M ist. Die Menge der
Polynome vom Grad =n ist ein Unterraum des Vektorraumes aller Polynome iiber
K (Beispiel ).

Definition 3. Es sei M eine beliebige Teilmenge des Vektorraumes V. Unter der
Uinearen Hiille (M) von M verstehen wir den Durchschnitt des Systems aller der
Unterrdume WEV, die M enthalten:

QM= n W. (12)

MEW
W Unterraum

Satz 3. Die lineare Hiille {(M) von M 1ist der kleinste Unterraum von V, der M
enthdlt. Die Zuordnung M cP(V)— Q(M)eP(V) st ein Hiillenoperator, d. h., es
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gelten die Beziehungen

M), (13)
aus MS N folgt (M) SY(N) (14)
LM =L(M) . (15)

Beweis. Nach Satz 2 ist (M) stets ein Unterraum, und aus der Definition 3 er-
gibt sich sofort (13). Bezeichnet (M) das System aller Unterrdume von V, die M
enthalten, so gilt offenbar: Aus M SN folgt W(M)2W(N), und hieraus ergibt sich
(14). Wegen (13) gilt (M) S L(L(M)), und weil &(M) selbst ein Unterraum ist, gilt
QM) eW((M)); aus Definition 3 erhidlt man daher

YBM)N= n WEUM).
WeB(2(M))
Aus den letzten beiden Relationen ergibt sich (15). Ist W irgendein Unterraum, der
M enthilt, d. h. WeB(M), so gilt natiirlich Y(M)SW, da (M) der Durchschnitt
aller derartigen W ist ; weil (M) selbst ein Unterraum ist, ist also (M) der kleinste
Unterraum, der M enthdlt. O

Folgerung 1. Eine Teilmenge M SV ist ein Unterraum genau dann, wenn
M=8M) qlt. O

Wir wollen nun die lineare Hiille mit Hilfe der Linearkombinationen beschreiben.
Es sei M SV eine beliebige Menge von Vektoren. Ein Vektor ¢ heit Linearkomb:-
nation aus M, wenn es endlich viele Elemente 1;€ K und Vektoren m;cM gibt,
so daB

k
= 21 m;A; (16)
1=

gilt. Benutzen wir die Menge M als Indexmenge und betrachten nur die Familien
(Am)mear € KM, fiir die alle bis auf endlich viele 4, gleich 0 sind, so kénnen wir
jede Linearkombination aus M auch in Gestalt einer formal unendlichen Summe
I= 2 mi,, Ay, =0 fiir fast alle me M , %))
meM
schreiben. Wir beweisen

Satz 4. Die lineare Hiille (M) ist gleich der Menge aller Linearkombinationen
aus M.

Beweis. Fiir den Beweis bezeichne M’ die Menge aller Linearkombinationen aus
M. Ist WS V ein Unterraum, der M enthilt, so gilt auch M’ SW; denn die Vektor-
operationen fiihren nicht aus W hinaus. Speziell gilt M’ S (M). Andererseits gilt
McSM', denn jedes xeM ist Linearkombination g=x1 aus M. Folglich gilt
YM)S Q(M'). Wir zeigen nun, daBl M’ selbst ein Unterraum ist; nach Folgerung 1
gilt dann {(M’)=2M’', und unser Satz ist bewiesen. Zunichst einmal gilt M’ +9,
denn es ist stets p € M’, wie man erkennt, wenn man in (17) alle 4, =0 setzt. Ferner
gilt: Ist '

t=2Zmi, €M’ und Y= Fmu, e,
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8o ist auch
T+y=2m A, +tpg) €M,
und mit «€ K ist auch

Ta= Y mAx)eM’.
Aus dem folgenden Lemma ergibt sich sofort die Behauptung.

Lemma 1. Es sei V etn Vektorraum iiber K und MV eine Teilmenge. M st
Unterraum von V dann und nur dann, wenn folgende drev Bedingungen erfiillt sind:

10, M =+0.

20, M3t 1, 9€M qilt auch x+yeM.

30. Ist teM und a€ K, so gilt gac M.

Beweis. Die Notwendigkeit dieser Bedingungen ist offensichtlich. Fiir die Um-
kehrung bleibt wegen 3% nur zu zeigen, daB M eine Untergruppe von [V, +] ist.
Nach 10 und 20 geniigt es hierzu zu beweisen, daB mit r€M auch —geM gilt.
Wegen t+g(—1)=g (1 —1)=r 0=p hat man

(-1)=-g, (18)
und die Behauptung resultiert aus 30. O

Wir betrachten nun das System 11 aller Unterrdume des Vektorraumes V. Die
mengentheoretische Enthaltenseinsrelation S definiert eine Ordnung in 1, beziiglich
der der triviale Unterraum p (= {0}; Abkiirzung) das kleinste und V selbst das grépte
Element ist. Nach Satz 2 ist in I eine Operation N definiert, die jeder Familie (W), ;,
W, cll, den Durchschniit ﬂ W€l zuordnet; dieses ist nach der bekannten Durch-

schnittseigenschaft das emdeutzg bestimmte grifte Element aus W, das kleiner oder
gleich allen Elementen W, der Familie ist. Wie man sich leicht an Beispielen, etwa
in K", klarmacht, ist die Vereinigung zweier Unterrdume im allgemeinen kein
Unterraum. Mit Hilfe der linearen Hiille kann man sich jedoch ein Analogon fiir die
Vereinigung verschaffen, was in der folgenden Definition geschieht:

Definition 4. Es sei ¥V ein Vektorraum und (W,);.; eine Familie von Unter-
riumen W;C V. Unter der Summe der Familie (W,);; versteht man den Unter-
raum

ZW,-::B(U Wi). (19)

iel il
Nach Satz 3ist 5 W, der kleinste Unterraum, der alle Unterriume der Familie (W;); eI

1€l .
enthdlt. In Analogie zum Verband der Untergruppen einer Gruppe G (vgl. § 1.2)
kann man das iiber 11 Bewiesene auch in dem folgenden Satz zusammenfassen:

Satz 5. Das System W der Unterriume eines Velktorraumes V ist beziiglich der
Ordnung S ein vollstindiger Verband. O

10 Oniddik, Algebra 1
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Ubung 1. Es sei V ein Vektorraum iiber K und M c V. Man beweise

- 2 ming= 2 m(—im), (20)
meM meM

2 Mim+ 2 Mpm= 2 M (Am+4m), (21)

meM meM meM

Ic( > mlm)a= > m(kAma), x €K, keZ. (22)
meM meM

(Man gehe auf (16) zuriick und wende vollsténdige Induktion an.)

Ubung 2. Es sei M eine beliebige Menge, M +@, und K ein Koérper. Man -beweise,
daB die folgenden Teilmengen Unterrdume von K¥ sind:

a) W:={(A4)icyu | (4;) €K¥ und 2; =0 fiir fast alle s € M};
b) fiir N c M sei W(N):={(4) | (4;) €K¥ und 4; =0 fiir alle i ¢N}.

Ubung 3. Wir betrachten den Polynomring K[x] iiber dem Kérper K. Es sei g € K[z}
und (g):={h | h€K[x] und g teilt h}. Man beweise, daB (g) ein Unterraum des Vektor-
raumes K[z] ist; (g) ist auch ein Unterring ohne Einselement. Gibt es auch Unterringe
z. B. von R[z], die keine Unterrdume sind ?

Ubung 4. Es sei (W;);cs eine Familie von Unterrdumen W;c V. Man beweise: 3 W;
iel
ist die Menge aller derjenigen ¢ €V, die eine Darstellung als formal unendliche Summe
= t; w; €W, tv; =0 fiir fast alle ¢ €I, besitzen; mit anderen Worten, die Definition
el

(19) stimmt mit dem Begriff der Summe der additiven Untergruppen [W;, +] iiberein,
vgl. § 1.2, Fiir endlich viele Vektorrdume bezeichnet man die Summe oft auch mit

(]

k
Wi=W,+...+W;. (23)
=1

Ubung 5. Wir betrachten das System [U, +, N] der Unterrdume eines Vektorraumes
V mit den Operationen der Addition +und der Durchschnittsbildung N. Man beweise,
da} die Operationen +,N assoziativ und kommutativ sind und ein Null- bzw. Eins-
element besitzen. Nur die neutralen Elemente besitzen ein Inverses. Anhand von Bei-
spielen zeige man, daB keines der beiden denkbaren Distributivgesetze gilt. Man erkennt.
jedoch sofort )

(Wo+U)N(Wy+U)2(W,NW,) + U, (24)
(WoNU) +(W,NU)S(W,+W,)NU. (26)

Ubung 6. Es sei Vein Vektorraum, M SV und N S V. Man beweise : Es gilt N S (M)
dann und nur dann, wenn (M) =& (M UN) erfiillt ist. Hieraus folgt: Es ist fiir Unter-
ridume W, U SV die Gleichung W + U = U genau dann erfiillt, wenn W S U gilt.

Ubung 7. Man beweise: Ist V ein Vektorraum iiber K und K ein Erweiterungs-
kérper von L, so ist [V, +,L] mit derselben Addition und der wegen L S K definierten
Multiplikation (g, 2) €V XL > gA€V ein Vektorraum iiber L. Speziell ist K ein Vektor-
raum iiber L; z. B. ist € ein Vektorraum iiber R und R ein Vektorraum iiber Q. Ent-
steht [V, +, L] auf die beschriebene Weise aus [V, +,K], so sagt man, [V, +, L] werde
durch Einschrankung auf L aus [V, +, K] gebildet. Ist speziell K =C und L =R, so
heiBt [V, +, R] die Reellifizierung von [V, +, C]; die Reellifizierung von V wird mit.
7V bezeichnet.
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§3. Axiome der affinen Geometrie

Bei den Uberlegungen in § 1 haben wir uns auf gewisse Fakten aus der Elementar-
geometrie, namlich die Existenz von Koordinatensystemen, gestiitzt, die wir bisher
nicht streng begriindet haben. Fiir die axiomatische Begriindung der Geometrie
gibt es zwei methodisch ganz verschiedene Wege, die unter den Bezeichnungen
,Synthetische“ und ,,analytische“ Geometrie bekannt sind. Wahrend man in der
synthetischen Geometrie von den geometrischen Grundbegriffen Punkt, Gerade,
Ebene ausgeht und deren Schnitt- und Lageeigenschaften axiomatisiert, woraus
man dann die ,Zahlen“ durch eine geometrische Konstruktion einer Skala auf
einer Geraden und damit auch die Existenz von Koordinatensystemen herleitet,
geht man in der analytischen Geometrie von einem gegebenen Korper K aus, dessen
Elemente a, g, ..., (€ K die Zahlen oder ,,Skalare“ der Geometrie sind. Fiir die
Geometrie des Anschauungsraumes ist fiir K der Kérper der reellen Zahlen zu
nehmen; um jedoch die aus der geometrischen Anschauung gewonnenen Erkennt-
nisse auch in mehr abstrakte Bereiche der Algebra und Analysis zu iibertragen, ist
es zweckméBig, von einem beliebigen Kérper K auszugehen und sich nicht auf das
Dreidimensionale zu beschranken. Wir gehen hier den analytischen Weg (der bes-
ser der ,algebraische* heiflen sollte; jedoch ist die ,algebraische” Geometrie eine
zwar verwandte, jedoch vie] tiefer liegende und andere mathematische Disziplin),
der kiirzer ist und schneller zu den Anwendungen hinfiihrt. Entsprechend den le-
diglich der Motivierung dienenden Uberlegungen von § 1 gehen wir dabei von den
Grundbegriffen Punkt, Vektor und Skalar aus; die Vektoren sind als Translationen
des Punktraumes zu interpretieren, und der Kérper der Skalare geht in den Begriff
des Vektorraumes ein.

Definition 1. Unter einer affinen Geometrie versteht man ein Tripel [4, V, K]
von drei Grundmengen, fiir die die folgenden Axiome erfiillt sind :
(I) In K sind zwei Operationen +und - erklirt, beziiglich derer K ein Korper
ist (vgl. § 2.2).
(IT) V ist ein Vektorraum iiber dem Korper K ; dabei mégen die Bezeichnungen
und Axiome von Definition 2.1 erfiillt sein.
(I1I1) Das Paar [V, A] ist eine einfach transitive Transformationsgruppe (vgl.
§1.4). A heilt affiner Punktraum, seine Elemente a, b, c, ...,2€A die
Puynkte der affinen Geometrie.

Im Unterschied zu Definition 1.4.1 ist fiir die Wirkung von V iiber A4 eine ab-
weichende Schreibweise iiblich und zweckméaBig, die wir nun erldutern wollen.
Da [V, +] abelsch ist, schreiben wir auch die Wirkung additiv, und zwar von rechts.
Es ist also eine Abbildung

+:(z, ) EAX V> y=2+1cA (1)
gegeben, fiir die nach Definition 1.4.1 gilt:

1. (x+a)+b=z+(a+b), =zcd, a,beV, (2)

2. z+0=2, zcA; (3)

10*
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r

hier ist 0 € ¥V der Nullvektor. Die Ausfiilhrung der Operation (1) nennt man auch
Abtragen des Vektors t am Punkt x. Wegen der einfachen Transitivitit (Definition
1.4.5) hat die Wirkung von V iiber 4 noch die folgende Eigenschaft:

Zu jedem geordneten Paar (x, y)€AXA gibt es genau einen Vekior teV, so daB
y=x+¢ qlt; mit anderen Worten: Wir haben eine Abbildung

(z, y)€cAxX A~ g:xer mit y=z+zy, (4)
die jedem geordneten Paar (z, y) €A X A den Ortsvektor zy von z nach y zuordnet.

Man beachte, da durch Definition 1 dem Zeichen +eine dreifache Bedeutung
zugeordnet wird. Duroh die verschiedenartige Bezeichnung der Elemente der
Grundmengen A4, ¥V, K werden Verwechslungen ausgeschlossen. Wie die nachfolgen-
den Rechenregeln zeigen, ist diese Bezeichnungsweise sehr zweckmaBig.

Fiir jedes a€ V¥ wird durch

ti:x€At(z):=2+acA (8)

eine bijektive Abbildung von A4 auf sich definiert, die die Translation f, um den
Vektor a heiBt. Aus den Grundeigenschaften einer Transformationsgruppe §1.4,
(1), (2), ergibt sich sofort

Loty=tiip, b=id,, tl=t_g, (6)
und wegen der Kommutativitit der Addition in ¥ folgt

tat5=lp+a- ()
Weiter gilt:

Aus t,=id, folgt a=0, 8

d. h., die Gruppe V der Vektoren wirkt effektiv iiber A. Aus ¢, =id 4 folgt fiir ein
beliebiges x€ A die Beziehung x=x +a; wegen (3) und der Eindeutigkeit des Orts-

vektors ist a =z =0. Aus (6) und (8) folgt
Satz 1. Die durch (5) definierte Zuordnung a — t, ist esn Isomorphismus der addi-

tiven Gruppe des Vektorraumes V auf eine Untergmppe der Gruppe aller Transfor-
mationen von A, die man die Translationsgruppe T(A):={{,};cy nennt. O

Bemerkung. V wirkt frei iiber 4, d. h., wenn eine Translation ¢, einen Fixpunlct
%o, L4(%g) =y, besitzt, ist a =0 (vgl. Definition 1.4.4): ‘

y=z+aezy=a, (9)
r=1+aeTT=0=0. (10)
Man beweist leicht die folgenden Rechenregeln fiir die Bildung der Ortsvektoren:
P1Py +DyPy+ oo+ Dy 9Py g + P 1Pr =P1P > (11)
9p=—pq (12)

(p+a) (g+b)=pg+b—a. (13)
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Aus der einfachen Transitivitit von V iiber 4 folgt sofort

Satz 2. Es sei 0€ A ein beliebiger, fester Punkt. Dann definiert

Dy 2€A > Py(z):=o0xcV (14)
eine brjektive Abbildung; die Umkehrung von P vst
DilireV>Ori(r)=0+12€A. O (15)

Beispiel 1. Satz 2 legt folgendes Beispiel einer affinen Geometrie nahe: Es sei V
ein Vektorraum iiber K. Wir setzen A=V und betrachten das Tripel [V, V, K].
Die Axiome (I), (II) der Definition einer affinen Geometrie sind offenbar erfiillt;
um (III) zu gewihrleisten, definieren wir die Abbildung (1) mittels der Addition
inV:

+:(L Y)EAXV=VXV—>r+ycA=V. (16)
Da die Gleichung b=a+¢ in V eindeutig 16sbar ist —[V, +] ist eine Gruppe —,
ist die durch (16) definierte Wirkung von V iiber sich einfach transitiv. Als Spezial-
fille erhalten wir die affinen Geometrien [ K®, K®, K] fiir jeden Korper K und alle
natiirlichen Zahlen n=0, 1, ... Fir K =R haben wir diese Geometrien schon in.
§ 1 betrachtet.

Zum Abschlufl dieses Paragraphen wollen wir noch einige geometrische Grund-
begriffe behandeln, fiir die die ,,Dimension“ des affinen Raumes, die wir erst im
nichsten Paragraphen einfiilhren werden, nicht wesentlich ist.

Definition 2. Es seien a€ A4 und a€V, a +o, feste, beliebige Elemente. Unter
der Geraden H=H(a, a) durch den Punkt ¢ tn Richtung des Vektors a verstehen wir
die Punktmenge

H(a, a):={x | z=a+ar,7€K}. (17)

Wir erhalten also die Gerade H(a, a), indem wir den vom Vektor a erzeugten Unter-
raum £({a}) an dem Punkt a antragen. Es gilt

Lemma 1. Die Abbildung
1€Kr> a(v)=a+arc H (18)
st exne brjektive Abbildung des Korpers K auf die Gerade H.
Beweis. Nach Definition von H ist die Abbildung surjektiv. Aus z=a +ar =

=a +ar, folgt av,=ar,=ax, also ary—ary=a (v —7,) =0. Wegen a +0 erhalten wir
aus Satz 2.1 ry=7, und somit ist (18) auch injektiv. O

Die Abbildung (18) nennt man eine Parameterdarstellung der Geraden H mit dem
affinen Parameter v€ K ; denkt man sich an jeden Punkt x¢H seinen Parameter
angeschrieben, so entsteht die affine Skala auf H mit dem Nullpunkt ¢« =2(0) und
dem Einheitspunkt a +a=x(1).

Satz 3. Durch zwet verschiedene Punkte ay, a €A geht genau etne Gerade, namlich
H(ag, ay):=H(aq, agay) - {19)
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Beweis. Wihlen wir auf der Geraden (19) den affinen Parameter entsprechend
(18), so werden ay, @ Null- bzw. Einheitspunkt der affinen Skala auf H und liegen
daher auf H, womit die Existenz bewiesen ist. Es sei nun Hy=H(b, b) irgendeine
Gerade mit a;€ Hy, =0, 1, und H die durch (19) definierte Gerade. Wir zeigen
zuerst HE H,. Wegen a,;€ H,, gibt esElemente «;€ K, so daB a,=b +ba; gilt. Hieraus
folgt @ya; =b (ay—ay) =by mit y =a;—ag+0 wegen ag+ay. Fiir beliebiges z cH gilt
& =ag+a,a;7=b+b (ay+y7)€H,. Andererseits ist b=ayd;y~! und daher b=ay—
—aya; y~lagc H. Hieraus ergibt sich analog zu dem eben Bewiesenen HoSH. O

Aus dem Beweis ersehen wir, daB sich H und H, als Punktmengen nicht unter-
scheiden; definieren wir auf ihnen den durch ihre erzeugenden Elemente bestimm-
ten affinen Parameter, so erhalten wir lediglich zwei Parameterdarstellungen der-
selben Geraden. Allgemein gilt

Satz 4. Sind v, o die dem Punkt xcH(a, a)=H(b, b) beziiglich der durch a,a
bzw. b, b bestimmien affinen Skalen zugeordneten Werte der affinen Parameter:

r=a+ar=>b+bo, 7,0¢K, (20)
"80 ¢ibt es von x ¢ H unabhingige Skalare a, y € K mit
o=y71+a, y#*0. (21)

Dabei ist a =o(a) der Parameterwert von a in der o-Skala, und y +0 ist durch a =by
bestimmd.

Beweis. Wegen acH gibt es nach Lemma 1 genau ein « €K mit a=>b+ba.

Hieraus folgt ab= —ba. Analog gibt es wegen a+a€¢H genau ein S€K mit
a+a=>b+bp. Somit gilt

a=ab+bp=b (f—a)=by

mit y+0 wegen a=0. Setzen wir die gefundenen Ausdriicke fiir ¢ und a in die
erste der Gleichungen (20) ein, so folgt x=b+b (yr +«) =b +bo, und nach Lemma 1
gilt (21). Die durch (21) gegebene Zuordnung zwischen zwei affinen Skalen ist bi-
jektiv; man nennt sie eine affine Parametertransformation. 0O

Drei Punkte z,y, 2€A heilen kollinear, wenn es eine Gerade Hc A gibt mit
{z, y,2}SH. Wenn es in A wenigstens zwei Punkte gibt und je drei Punkte kolli-
near sind, ist A selbst eine Gerade. Ein geordnetes Paar (a, b) von Punkten heifit
eine Strecke, ein (k+1)-Tupel (pg, Py, .., P) heiBt ein Streckenzug mit den Ecken p;
und den Endpunkten p,, p;; die Strecken (p;, p;1+4), ©=0, 1, ..., k—1, sind die Strek-
ken des Streckenzuges und die Geraden H(p;, p;, ) seine Seiten; dabei haben wir
stillschweigend vorausgesetzt, daB p;+p;,, gilt; eine Strecke, deren beide Punkte
zusammenfallen, heit auch ausgeartet. Ein Streckenzug mit py=p, heilt ein
k-Eck oder ein Polygon.

Bemerkung. Im Fall K=R ist neben den Kérperoperationen noch eine Ord-
nung =gegeben. In diesem Fall definiert man eine Strecke (@, b) meist als die Menge

{x |'m=a+a-l;t, 0=v=1} derjenigen Punkte x der Geraden H(a, b), die zwischen a



§ 3. Axiome der affinen Geometrie 151

und b liegen. Bei einem beliebigen Korper, z. B. im Fall K =C, wire eine derartige
Definition sinnlos. Auch Skizzen sind streng genommen nur auf den Fall K=R
anwendbar; sie konnen bei beliebigem K nur als Schemata angesehen werden.

Definition 3. Zwei Punktmengen M, N S A heilen parallel, in Zeichen M || N,
wenn es einen Vektor b¢V gibt mit

N=t(M)=M+b:={x+b},cy, (22)

wobei die letzte Gleichung nur die anschauliche Schreibweise M +b definieren mége.
Zwei Streckenziige (Pg, Py, -+ Di)s (905 915 +++> Q) heiBen parallel, wenn es ein beV
gibt mit ¢;=p,+b fiir =0, 1, ..., k. Aus Axiom (IIT) folgt sofort, daB die Relation |
eine Aquivalenzrelation ist.

Definition 4. In 4 gebe es wenigstens drei nicht kollineare Punkte, d. h., 4
enthalte wenigstens zwei Geraden. Eine Abbildung f: A -~ A heift eine Homothetze,
wenn f(H) || H fiir jede Gerade Hc A4 gilt.

Ist H eine Gerade und H’ || H, so ist auch H' eine Gerade; in der Tat, hat H die
Parameterdarstellung (18), gilt H' =¢;(H) und *=a +arcH, so folgt
tg(z) =(a +ar) +b=(a+b) +ar=ty(a) +arcH(tz(a), a) ,
also H' =t,(H) S H(t5(a), a); analog gilt’
t—B(H(tB(a')s a)) EH(G, a) =H .
Wenden wir hierauf ¢, an, so folgt H(ty(a), a) St,(H)=H’, also
ts(H(a, a)) =H(ty(a), a) .

Somit fiihrt jede Homothetie Geraden wieder in Geraden iiber. Wir betrachten
auBer den Translationen noch die Dehnungen d, , mit dem Fixpunkt a € A und dem
Dehnungsfaktor A€ K, 2+0:

dy1: 2€A> dy4(v):=a+azicA. (23)

Man zeigt leicht, etwa mit Hilfe des unten bewiesenen Lemmas 2, da Translatio-
nen und Dehnungen Homothetien sind. Wie wir sehen werden, ist umgekehrt jede
Homothetie eine Translation oder eine Dehnung.

Lemma 2. Die Geraden H=H(a, a) und Hy=H(b, b) sind parallel genau dann,
wenn es ein A€ K gubt mit a =bA.

Beweis. Es sei c€ V mit ¢,(H)=H),. Die Bilder des Null- und des Einheitspunktes
der affinen Skala von H liegen in Hj; daher gibt es Elemente a, € K mit a+¢=
=b+ba und @ +a+c=>b+bp mit a =g, weil ¢, bijektiv ist. Hieraus folgt b+bs=>b +

+ba+a, also a=Db (8 —«). Es sei umgekehrt q =bA. Wir setzen ¢ =¢;l; und behaupten
t.(H)=H,. In der Tat gilt fiir xcH

t(r)=a+ar+c=b+bircH, .

Somit ist ¢ ,(H) S H); wegen a+0p ist aber auch 4+0, und daher ist jeder Punkt von
H,, Bild eines Punktes von H. O
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Folgerung 1. Durch jeden Punkt be A geht genau eine zu H=H(a, a) parallele
Gerade, namlich H(b, a); zwe: zueinander parallele Geraden H, H, H || H,, mit
HNHy=+9 sind gleich. O

Lemma 3. Drei Punkte z, y, z€ A sind kollinear genau dann, wenn es zwer Ele-
mente a, €K gibt mit @ =0 oder $+0, so daf

Tya+rzf=0 (24)
qilt.
Beweis. Esseien z, y, z¢H(a, a) kollinear. Ist etwa z =2z, so gilt :E;;/ c0+2z-1 =p,

und (24) ist mit #=1 =0 erfiillt. Wir konnen also annehmen, daf} alle drei Punkte
verschieden sind. Dann gibt es drei verschiedene Elemente ¢, 5, { € K mit z=a+a¢,
y=a+an, z=a+al. Durch eine leichte Rechnungfolgt zy (n—&)~1+zz (§ —¢)~1=0p.
Ist umgekehrt (24) erfiillt und etwa g0, so gilt rz=—zyap1,alsoz=2— zyap-1e
€H(z, y), falls z+y ist; der Fall z=y ist trivial. O

Es sei f: A—+~A eine Homothetie und z, y, 2€ A seien nicht kollinear. Aus der
Definition 4 der Homothetien und Lemma 2 folgt die Existenz von drei Skalaren
A, p, v€K mit

@) [@) =22, [y [&)=yzp, [(@) [(y)=zy». (25)
Wegen f(z) /(z) = f(z) /(9) +/(3) /(z) erhalten wir
TeA=ayv+yzp=(Ty+yz) 4.

Hieraus folgt xy (A—»)+yz (A—p)=0. Da die Punkte z, y, z nicht kollinear sind,
muB nach Lemma 3 in (25) A=u=v» gelten. Wenn andererseits z, y, 2€ H kollinear
sind, wihlen wir in 4 einen Punkt ¢ mit a¢ ¢ H und betrachten die nicht kollinearen
Tripel (z, y, a), (a, y, z). Da in beiden Tripeln die Punkte a, y vorkommen, miissen
die ,,Dehnungsfaktoren® beider Tripel iibereinstimmen. Wir bemerken noch, da
der gemeinsame Dehnungsfaktor A=p=» von (25) von 0 verschieden sein muf;
sonst wiirde f(A4) in einen Punkt ausarten, und das Bild keiner Geraden kénnte eine
Gerade sein. Damit ist bewiesen:

Lemma4. Im affinen Raum A méogen drei nicht kollineare Punkte existieren. Dann
gehort zu jeder Homothetie f: A~ A ein eindeutig bestimmter Dehnungsfaktor 2+0,
A€ K, so daP fiir x, yc A stets

f(=x) f(y) =zyaA (26)
qilt. O

Folgerung 2. Eine Homothetie f: A~ A vst durch Angabe thres Dehnungsfaktors
A%0,A¢K, und des Bildes f(a) eines einzigen Punktes a€A eindeutig bestimmt;
nach (26) gilt dann ndmlich fiir beliebiges x€ A

f()=f(a) +azi. O (27)

Folgerung 3. Die Homothetien sind bijektiv; sie bilden beziiglich der Verkniipfung
ovon Abbildungen eine Gruppe von Transformationen von A.
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Beweis. Setzen wir in (27) y=f(z), b=f(a), so erhalten wir fiir die inverse Ab-
bildung /~!
f~Uy)=z=a+byd™!, a=f71(d). (28)
Diese Formel hat dieselbe Gestalt wie (27); es geniigt also zu zeigen, da8 jede Zu-
ordnung f: A—+A der Form (27) mit A+0 eine Homothetie ist. In der Tat gilt
[=tzody,,  [Ti=t_godyy-, (29)

und diese Abbildungen sind als Verkniipfung einer Dehnung und einer Transla-
tion Homothetien. Aus Definition 4 erhélt man nun unmittelbar die Gruppeneigen-
schaft. O

Die Beziehung (29) zeigt, da man jede Homothetie als Verkniipfung einer Deh-
nung und einer Translation darstellen kann; um unser Ziel zu erreichen, fragen wir
nach den Fixpunkten ¢, f(¢) =c, der Homothetie f. Es sei zundchst A=1. Dann gilt
nach (27)

/(x)=b+a—,57=a+(;i)+a}=x+¢;z=tﬁ(x) s

d. h., f ist eine Translation. Wenn diese einen Fixpunkt hat, ist sie nach (10) die
Identitdt. Es sei nun A+1. Aus

c=f(c) =b+acieac =aTI;+a_,5/1
<6 (1 —3)=abec=a+ab (1 —1)-1
folgt, daB f in diesem Fall genau einen Fixpunkt ¢ besitzt. Wenden wir Folgerung 2
fiir a=c an, so erhalten wir f(x)=c+¢Z4, d. h. f=d.; Damit ist der folgende Satz
bewiesen:

Satz 5. In A mogen drer nicht kollineare Punkte existieren. Dann ist jede Homothetie
von A eine Translation oder eine Dehnung: sie ist eine Translation genau dann, wenn
thr Dehnungsfaktor gleich 1 7st. O

Zwei nicht ausgeartete Strecken (a, b), (a’, b') heiBlen homothetisch, wenn es eine
Homothetie f: A—~A gibt mit f(a)=a’, f(b)=>b". In Analogie zu Definition 3 ist
auch klar, was man unter homothetischen Mengen oder homothetischen Strecken-
ztigen zu verstehen hat. Wenn (a, b) zu (a’, b’) homothetisch ist, miissen die Geraden
H(a, b), H(a’, b') zueinander parallel sein, und nach Lemma 2 gibt es dann ein
AcK, A+0, mit a71;’=a_l;l. Gilt umgekehrt diese Relation, so ist z€A+—> f(z):=
:=a’ +axAcA die Definition einer Homothetie, die (@, b) in (a', b') tberfiihrt; nach
Folgerung 2 ist sie eindeutig bestimmt. Also gilt

Lemma 5. Zwer nicht ausgeartete Strecken (a, b), (a’, b’) sind genau dann homo-
thetisch, wenn exn A€ K, A+0, existiert mit a’_l:' =a,—l;2. O

Ist @=*b, so ist der Skalar 4 offenbar eindeutig bestimmt. Wir nennen ihn das
Streckenverhiltnis der homothetischen Strecken und schreiben

—> =
. A=(a’, b")/(a, b)=a'b'/ab . (30)
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Man beachte, daB das Streckenverhiltnis nur fiir homothetische Strecken defi-
niert ist ; es hat in der affinen Geometrie keinen Sinn, von der ,,Lidnge* einer Strecke
zu sprechen. Die Gleichung (30) bleibt fiir a’ =3’ sinnvoll; dieser Fall wird durch
4=0 charakterisiert. Ist a +0 und b€g({a}), so gibt es einen eindeutig bestimmten
Skalar A€ K mit b=a4; man schreibt dann auch 2A=0/a und spricht vom Verhdlinis
der Vektoren b, a. Mit Hilfe der so erklirten Begriffe konnen wir den folgenden
»Strahlensatz beweisen: '

Satz 6. Es seien a, xy, x4, Yo, Y1€A fiinf verschiedene Punkte, z,€H(a, xy) =H,
y1€H(a, yo)=H', H+H'. Dann sind die folgenden drev Aussagen dquivalent:

a) H(zg, yo) || H(x4, yy)-

b) Die Strecken (xy, ¥o), (21, Y1) stnd homothetisch, d. h., es gibt ein A€ K mit z,y; =
=Z YA

c) Es gilt (a, z9)/(a, %) =(a, y1)/(a, Yo) -
Ist etne dieser Aussagen erfiillt, so gult

(24, Y1)/ (%0, Yo) = (@, 1)/ (@, To) =(a, Y1)/ (@, Yo) =4 . (31)

Beweis. Die Aquivalenz von a) und b) folgt unmittelbar aus Lemma 2 und
Lemma 5. Wir beweisen b)=>c). Wegen x,cH(a, %), y,€H(a, y,) gibt es o, v€ K mit

2y=a+azy0, yy=a+ay, d. h. o=(a, 2)/(a, 79), T=(a, y)/(a, o). Aus b) folgt
T (Y, =TeYod =T,a +aY, = (Tol +ayg)A=ToG 0 +ay,t.

Also gilt auch az, (6 —4) =d—y‘°, (r—A4). Weil die Geraden H, H' nach Voraussetzung
verschieden sind, sind die Punkte a, x,, 9, nicht kollinear, und naoch Lemma 3 muB88
daher 1=0 =7 gelten. Damit ist ¢) bewiesen und gleichzeitig, da aus b) die Glei-
chung (31) folgt. Es bleibt ¢) = b) zu zeigen. Nach ¢) gelten fiir ein gewisses ¢ K
die Gleichungen az; =ax,4 und ay; =ayy4. Durch Subtraktion der ersten von der
zweiten dieser Gleichungen folgt ,y, =794, d. h. die Aussage b). O

Ubung 1. Ist a +b, x c¢H(a, b), so ist 7(x) =(a, )/(a, b) der affine Parameter von H mit
7(a) =0 und 7(b) =1 (Deutung des affinen Parameters als Streckenverhéltnis).

ﬁbung 2. Ein Viereck (s, p, g, r, 8) heilt eigentlich, wenn je drei seiner Eckpunkte
nicht kollinear sind; es heiBt ein Parallelogramm, wenn pg +78 =o gilt; die Geraden
H(p, r), H(q, s) heiBen die Diagonalen des eigentlichen Vierecks. Man beweise: a) Das
Viereck ist ein Parallelogramm genau dann, wenn qr +sp=o gilt. — b) Es sei char K +2.
Ein eigentliches Viereck ist ein Parallelogramm genau dann, wenn der Schnittpunkt
a:=H(p, r)N H(q, 8) der Diagonalen existiert und die Strecken (p, 7), (¢, 8) halbiert,
d. h., wenn die Gleichungen pr= 2pa und g5 =2qa gelten.

Ubung 3. Es sei wieder [4, V, K] eine beliebige affine Geometrie. Man beweise:
Eine Abbildung f: A —A ist eine Translation dann und nur dann, wenn (a, b) || (f(a), (b))
fiir alle Strecken (a, b) von A, a+b, gilt. Jede Translation ist durch das Bild eines
einzigen Punktes eindeutig bestimmt.

Ubung 4. Es seien D =(py, py, p3s) und D’ =(qy, g3, ¢3) zwei Dreiecke des affinen
Raumes A aus je drei nicht kollinearen Punkten, deren Seiten (p;, p;), (¢, ¢;) homo-
thetisch sind fiir 1=¢<j=3. Man zeige: Esgibt eine Homothetie f: A -A mit f(D) =D’,
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Ubung 5. Es bezeichne $(A4) die Gruppe der Homothetien eines affinen Raumes A4,
in dem drei nicht kellineare Punkte existieren; der Korper K der affinen Geometrie
moge wenigstens drei Elemente enthalten. Es sei o €4 ein fester Punkt, und d;: A -4
bezeichne die Dehnung mit dem Fixpunkt o und dem Faktor 1€K*. Man beweise:
a) Die Menge der Dehnungen ®,: ={d;}1c g« < (A) ist eine Untergruppe von H(4). —
b) Die Menge der Translationen ¥(A)c $(A) ist ein Normalteiler von $(A4). — ¢) Die
Gruppe 9(A) ist ein halbdirektes Produkt H(A4) =T(4) - D, (vgl. Ubung 3.2.3). — d) Die
Untergruppe ®, ist kein Normalteiler von $(A). — e) Die Kommutatorgruppe von
9(A) ist gleich I(A) (vgl. Ubung 3.1.8). — f) Man bestimme fiir beliebiges f€ H(A) den
Zentralisator Z; von f und zeige, dal das Zentrum Zg4, trivial ist (vgl. Beispiel 1.4.7). —
g) Die Gruppen K*, ®, und $(A4)/T(A) sind isomorph (vgl. Satz 3.1.6). — h) Die Trans-
formationsgruppen [$(A4), A] und [H(A4), H(A)/D,] sind isomorph (vgl. Satz 3.1.7).

§4. Lineare Unabhiingigkeit. Dimension

Unsere néichste Aufgabe ist es, den Begriff der Dimension, der in § 1 nur anschaulich
betrachtet wurde, in die Axiomatik der affinen Geometrie einzufiigen. Dazu geniigt
es, die Dimension eines Vektorraumes zu definieren. Zuerst formulieren wir eine
sehr leicht einzusehende Eigenschaft der Vektorrdume der n-Tupel K*:

Lemma 1. Es set K® der Vektorraum der n-Tupel iiber einem Kérper K, n€N,.
Dann gibt es n Vektoren, ndmlich

;=(0,..,0,1,0,..,00cK"  i=1,.,7n, (1)
i

mit den folgenden Eigenschaften:
1. Jeder Vektor ¢ =(&;)€ K besitzt eine Darstellung als Linearkombination der e;:

n
=2 ef;. (2)
i=1
2. Ist x=em;= el so qilt §=n; fiir i=1, ..., n, d. h., die Koeffizienten &
der Linearkombination sind eindeutig bestimmt.
Beweis. Nach Beispiel 2.1 und (1.3) gilt
ef,=00,..,0,¢,0,..,0). 3)
Die Behauptung folgt nun aus dem Additionsgesetz (1.2) in K*. O
Die Frage nach der Existenz und Eindeutigkeit von Darstellungen der Gestalt (2)
in beliebigen Vektorrdumen fiihrt uns auf die folgenden Definitionen:
Definition 1. Es sei ¥ ein Vektorraum iiber K. Die Menge M SV heifit eine
erzeugende Menge von V, wenn die lineare Hiille (M) =V ist.
Ist M erzeugende Menge, so ist auch jede groBere Menge M’'2M erzeugend.

Definition 2. Eine Teilmenge M SV heiit linear unabhingig, wenn fiir jedes
L €Q(M) genau eine Darstellung

t= 2 méy, (4)

meM
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als formal unendliche Linearkombination aus M existiert; fiir £ € 2( M) sind also die
Koeffizienten & eindeutig bestimmt. Offenbar gilt: Ist M'S M und M linear un-
abhiingig, so ist auch M’ linear unabhingig.

Lemma 2. Eine Menge M CV ist linear unabhingig genau dann, wenn der Null-
vektor nur trivial aus M linear kombinierbar ist, d. h., wenn aus 0= 2, mi, stets
Ay =0 fiir alle me M folgt. meM

Beweis. Wenn M linear unabhingig ist, besitzt jeder Vektor aus (M) genau
eine Darstellung (4); fiir den Nullvektor muB das also die triviale Darstellung mit
A, =0 fiir alle m € M sein. Ist umgekehrt M linear abhéingig, so gibt es einen Vektor
L€Q(M), der zwei verschiedene Darstellungen =2 mn, =2 mé, besitzt. Da
N+ & fiir wenigstens ein me M gelten muB, ergibt sich durch Subtraktion eine
nichttriviale Darstellung des Nullvektors

D= 2 m (nm_Em) - 0
meM
Beispiel 1. Die Menge M ={e,|7=1, ..., n}c K* ist nach Lemma 1 eine linear
unabhingige erzeugende Menge. Fiir einen beliebigen Vektorraum V¥ ist die leere
Menge stets linear unabhéngig. Eine Einermenge M ={m} ist genau dann linear
abhingig, wenn m=p ist. Nach Lemma 3.3 und Lemma 2 sind die drei Punkte

«, y, 2€ A genau dann kollinear, wenn die Menge {zy, xz} linear abhiingig ist. Nach
Lemma 3.2 sind die Geraden H(a, a), H(b, b) parallel genau dann, wenn {a, b} linear
abhingig ist. Aus Lemma 2 folgt

Folgerung 1. Eine Menge M SV, die mehr als exn Element enthilt, 7st genau dann
linear abhiingig, wenn sich einer der Vektoren meM durch die anderen linear kombi-
nieren lLifft. O

Satz 1. Es sei V ein Vektorraum iiber K, M S V. Die Menge M ist eine maximale
linear unabhingige Menge genau dann, wenn M eine minimale erzeugende Menge ust.

Beweis. Es sei M maximale linear unabhingige Menge. Wegen M S Q(M)
geniigt es, fiir jedes £ € V\ M zu zeigen, daBl r€Q(M) gilt. Da M maximale linear
unabhingige Menge ist, ist M’'=M U {x} linear abhidngig. Daher gibt es eine nicht-
triviale Darstellung des Nullvektors

o=gf+ X mi,.

meM

Hier muB aber £3-0 sein, weil p sonst schon nichttrivial aus M linear kombinierbar
wire, was der linearen Unabhingigkeit von M widerspricht. Somit gilt

r=- Z msz—l’ (5)

meM

d. h., M ist eine erzeugende Menge. Wire M nicht minimal, so gidbe es eine erzeu-
gende Menge Myc M. Dann wire jedes a € M\ M, schon aus M, linear kombinier-
bar, und nach Folgerung 1 wire M linear abhidngig im Widerspruch zur Vorausset-
zung. Es sei nun umgekehrt M eine minimale erzeugende Menge. Wire M linear
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abhiingig, so konnte man nach Folgerung 1 einen der Vektoren ¢¢M durch die
iibrigen linear ausdriicken. Setzt man in jeder Linearkombination (4) fiir ¢ diesen
Ausdruck ein, so erkennt man, daB schon M\ {c} eine erzeugende Menge wire, was
der Minimalitdt von M widerspricht. Somit ist M linear unabhingig. Wire M nun
nicht maximale linear unabhiingige Menge, so giibe es einen Vektor b€ V\ M mit
MU {b} linear unabhingig; nach Folgerung 1 lieBe sich dann b nicht aus M linear
kombinieren, und M konnte entgegen der Voraussetzung keine erzeugende Menge
sein. O

Definition 3. Eine minimale erzeugende Menge oder, was dasselbe ist, eine
maximale linear unabhéngige Menge heiBt eine Basis des Vektorraumes V. Ein Vek-
torraum V heiBt endlichdimensional, wenn er eine Basis aus endlich vielen Elemen-
ten besitzt, und unendlichdimensional andernfalls.

‘Wir iibergehen die Frage nach der Existenz einer Basis in einem beliebigen Vek-
torraum (vgl. Ubung 7) und beweisen

Satz 2. Es ser V ein endlichdimensionaler Vektorraum iiber K, B={by, ..., b, } eine
Basis von V und M ={c,, ..., ¢;} eine linear unabhingige Menge. Dann qilt k=n.
Jede Basis von V enthdilt dieselbe Anzahl n von Elementen. '

Beweis. Wir zeigen ¥ =n. Hieraus erhidlt man sofort die zweite Behauptung;
denn wenn M ebenfalls eine Basis ist, dann mufl auch n==%, also n=Fk gelten. Da
B eine Basis ist, kénnen wir jedes ¢,€ M durch die b; linear kombinieren:

¢.= 2 by - (6)
i=1

Setzen wir diese Ausdriicke in eine Linearkombination des Nullvektors aus den ¢,
ein, so folgt
k n k
0= 21 cu"ta = .21 bi 21 y'iaga
a= 1= a=

genau dann, wenn

k
> Viebe=0 fiir 7=1,..,7n (7
=1 *
gilt. Wiire nun die Anzahl £ der Unbekannten &, gré8er als die Anzahl n der Glei-
chungen, so hitte das homogene lineare Gleichungssystem (7) nach dem GauB8-
schen Algorithmus wenigstens eine nichttriviale Losung (vgl. Folgerung 2.9.1), was
der vorausgesetzten linearen Unabhingigkeit von M widerspriche. Alsoist k=n. O

Bemerkung. Einen anderen Beweis dieses Satzes, der vom GauBschen Algo-
rithmus nicht Gebrauch macht, erhilt man leicht aus dem Steinitzschen Austausch-
satz (vgl. § 6).

Definition 4. Es sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum iiber K. Enthilt
eine Basis von V genau n Elemente, so nennen wir V n-dimensional und schreiben
dim V=n oder V=V". Ist V unendlichdimensional, so schreiben wir dim ¥V =,
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Auf Grund von Satz 2 hingt dim ¥ nicht von der Wahl der Basis von ¥ ab. Eine
affine Geometrie [A, V, K] bzw. ein affiner Raum A (=A") heiflt n-dimensional,
wenn der zugehérige Vektorraum n-dimensional ist. Haufig driickt man die Forde-
rung, daB ein Vektorraum n-dimensional sei, auch durch ein-Dimensionsaxiom aus,
das folgendermagBen lautet:

Dimensionsaxiom. a) In V" gibt es eine Menge {by, ..., b, } aus n linear unab-
hingigen Vektoren. b) Jede Menge, die mehr als n Vektoren enthdlt, ist linear abhingig.

Folgerung 2. Ein Vektorraum V erfiillt genau dann das Dimensionsaxiom mit der
Dimension n, wenn er eine Basis aus n Elementen besttzt.

Beweis. Wenn V das Dimensionsaxiom erfiillt, ist die Menge {by, ..., b,} eine
maximale linear unabhingige Menge, d. h. eine Basis aus n Elementen. Wenn um-
gekehrt eine Basis aus » Elementen existiert, ist Teil a) des Dimensionsaxioms er-
fiillt. Nach Satz 2 kann es aber keine linear unabhéngige Menge mit mehr als »
Elementen geben, und somit gilt auch b). O ‘

Fol gerung 3. Es sei V ein beliebiger Vektorraum iiber K. Eine Teilmenge BSV
18t Basis genau dann, wenn sie cine linear unabhingige erzeugende Menge vst.

Beweis. Auf Grund von Definition 3 und Satz 1 ist die Bedingung notwendig. Ist
andererseits B linear unabhingige erzeugende Menge, so mul B auch minimale
erzeugende Menge, d. h. Basis sein; denn wenn ‘s eine kleinere erzeugende Menge
Byc B giibe, miiBte sich einer der Vektoren aus B durch die anderen linear aus-
driicken lassen, was wegen Folgerung 1 unmdglich ist. O

Aus Lemma 1 erhilt man sofort

Folgerung 4. Die Menge {e,, ..., ¢,} des Vektorraumes K*, e; definiert durch (1),
18t etne Basis, die wir die Standardbasis von K™ nennen. Daher gilt

dim K*=n. 0O

Wir kénnen nun leicht Vektorkoordinaten in einem Vektorraum V* definieren.
Unter einem n-Bein (oder Repére) von V" verstehen wir eine geordnete Basis
(b4, -, b,), d. h. eine Folge aus n linear unabhingigen Vektoren; hiufig sagt man
statt ,n-Bein“ ebenfalls ,Basis“. Ist K der zugrunde liegende Korper, so wird
durch

p:t= 2 b Vi (§)cKn )
1=1

eine bijektive Abbildung definiert, die jedem Vektor re V" das n-Tupel (§;)€ K"
seiner Vektorkoordinaten beziiglich des n-Beins (b;) zuordnet. Man beachte, da8 die
Koordinaten nicht nur von der Basis, sondern auch von der gewihlten Anordnung,
d. h. von dem n-Bein abhingen.

Im Fall des n-dimensionalen affinen Punktraumes A" verstehen wir unter einem
n-Bein oder Repére ein Tupel (o; by, ..., b,), bestehend aus einem beliebigen fest
gewahlten Punkt o € A und einem n-Bein des zugehorigen Vektorraumes ¥*. Nach
Satz 3.2 gehort zu dem Punkt o eine bijektive Abbildung @y: A" -~ V*. Verkniipfen
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wir sie mit-der Abbildung (9), so erhalten wir die Abbildung y=¢o®,: A® > K",
n

viz=0+ D, b €A" > y(z):= ()€ K", (10)
i=1

die jedem Punkt x€ A" das n-Tupel (§;) € K* seiner Punktkoordinaten beziiglich des
n-Beins (0; by, ..., b,) zuordnet. Die Punktkoordinaten von z sind also gleich den
Vektorkoordinaten des Ortsvektors ox. Die Punkte o, a;:=0+b;,7=1, ..., n, heifen
die Qrundpunkte des Koordinatensystems, o sein Ursprung und die Geraden

.H;=H{o, a;) seine Achsen (vgl. Abb. 3). Man nennt die so definierten Koordinaten-
systeme auch affin oder kartesisch. Damit haben wir den in § 1 aus der Anschauung
gewonnenen kartesischen Koordinaten eine prizise axiomatische Grundlage ge-
geben und die Axiomatik der affinen Geometrie abgeschlossen.

Beispiel 2. Wir betrachten einen eindimensionalen Vektorraum V1. Ist a=bp,
so ist {a} eine Basis von V! (vgl. Beispiel 1), und die einzige Koordinate ¢ eines be-
liebigen Vektors p€V ist gleich dem Vektorverhiltnis £ =g/a. Es sei nun A! ein
eindimensionaler affiner Raum mit dem Vektorraum ¥1, a € A1 ein beliebiger Punkt.
Dann ist A1=H(a, a), und die einzige Punktkoordinate des beliebigen Punktes
z€ Al ist gleich seinem affinen Parameter beziiglich der durch @ und a+a be-
stimmten affinen Skala; die durch (3.18) beschriebene Abbildung ist die Inverse
der Koordinatenabbildung y im Fall n=1.

Als Spezialisierung des Begriffes der direkten Summe einer Familie von Unter-
gruppen einer abelschen Gruppe (vgl. Beispiel 3.2.3) behandeln wir noch die direkte
Summe von Unterrdumen eines Vektorraumes:

Definition 5. Es sei ¥V ein Vektorraum und (W,),.; eine Familie von Unter-
rdumen von V. Man sagt, V sei direkte Summe der (W,),; und schreibt hierfiir

vV=0W, (11)
el
wenn V= W, die Summe der W, ist (vgl. (2.19) und Ubung 2.4) und jedes tc ¥V
el
h6chstens eine Darstellung als formal unendliche Summe
t=21 mit geW, (12)
134

besitzt. Das durch g€V eindeutig bestimmte. Element ¢, =1,(x)€W, heilt die
Komponente von x in W, bei der direkten Summenzerlegung (11). Fiir endliche
Familien schreibt man statt (11)

V=W1®...®Wk . (13)
Den folgenden Satz kann man auch aus Satz 3.2.3 herleiten:

Satz 3. Es set (W,),¢; eine Familie von Unterrdumen von V und V= 3, W,. Diese

Summe st direkt dann und nur dann, wenn el
W,ND W,={0} firalle x€l (14)
134

=%
gilt.
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Beweis. Ist die Summe nicht direkt, so gibt es ein £€ V¥, das zwei verschiedene
Darstellungen g= 3 g, = 3, I, besitzt. Es sei etwa g, +I,. Dann gilt

113 4 134
0=1=£,¢—i‘,‘EW,‘ﬂ ZWt ’
(13 ¢
%

und daher gilt (14) nicht. Ist umgekehrt (14) nicht erfiillt, so gibt es einx€I und ein
L+0 mit
LEW,.N 2 W,,

13 4
tkEx

und dieses g besitzt gewiBl zwei verschiedene Darstellungen =g, und g= X 1. O
t¥x
Beispiel 3. Essei (a;), 2=1, ..., n, eine Basis von ¥®. Dann ist ¥» direkte Summe
der zugehorigen Koordinatenachsen:

Ve = 'é L{a;)) . (15)

Bemerkung. Gilt bei einer direkten Summenzerlegung (12) und analog f) = >y,
so folgt A= (rA) und g+9= 2 (£, +9,). Bei einer direkten Summendarstellung
erfolgen die Vektoroperationen also komponentenweise.

Folgerung 5. Ist dim V=n<o und gilt V=& W, so ist

174
dim V=32 dimW,. (16)
sl

Beweis. Es geniigt, nur die nichttrivialen Summanden W,+ {0} zu betrachten.
Wegen der Existenz und Eindeutigkeit der Darstellungen (12) ergibt sich sofort,
daB die Vereinigungsmenge der Basen der W, eine Basis von V ist. Da wegen (14)
diese Basen der W, paarweise disjunkt sein miissen, folgt-(16). O

Ubung 1. Man beweise, daB die durch (9) definierte Abbildung ¢ linear ist, d. h., sie
besitzt die folgenden Eigenschaften:
P(a+b) =p(a) +¢(b),  @(ad) =g(a) 1.

Ubung 2. Es sei V ein Vektorraum iiber dem kleinsten Koérper K ={0, 1}. Man be-
weise: Eine Menge M ={a, b} SV aus zwei Elementen ist genau dann linear unabhéngig,
wenn sie nicht den Nullvektor enthélt.

Eine leichte, aber nicht unwichtige Verallgemeinerung der Definition einer li-
near unabhéngigen Menge ist

Definition 6. Es sei ¥V ein Vektorraum iiber K, I eine Indexmenge. Die Vektor-
familie (c,),c;, ¢, €V, heiBt linear unabhingig, wenn jeder Vektor g€V hochstens
eine Darstellung als (formal unendliche) Linearkombination der Gestalt =2 c§,
besitzt. sel

Ubung 3. Man beweise: a) Jede Teilfamilie (c,)xcs, J SI, einer linear unabhéingigen
Familie ist selbst linear unabhéngig. — b) Gilt ¢, =c; fiir ein Paar ¢ 4, so ist (¢,),c s linear
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abhingig. — ¢) Ist die Familie (¢,),cr linear unabhéngig, so ist es auch die Menge {¢,},cr. —
d) Man zeige an einem Beispiel, daBl die Umkehrung von ¢) nicht gilt. — e) Man formu-
liere und beweise die Analoga von Lemma 2 und Folgerung 1 fiir Familien von Vek-
toren. o

Ubung 4. Man zeige: Der Vektorraum K von Beispiel 2.4 ist n-dimensional ge-
nau dann, wenn |M| =n gilt, und unendlichdimensional, falls M unendlich ist.

Ubung 5. Man zeige: Die Menge {z* | k€ N} ist eine Basis des Vektorraumes K[x],
vgl. Beispiel 2.5; es gilt also dim K[x] =.

I'jb'}lng 6. Es sei K[[z]] der Ring der formalen Potenzreihen iiber einemn Korper K,
vgl. Ubung 2.4.1. Man beweise: K[[x]] ist ein unendlichdimensionaler Vektorraum
iiber K.

Ubung 7. Es sei ¥ ein Vektorraum iiber K, M SD SV, M linear unabhingig, und D
eine erzeugende Menge. Mit ¥ bezeichnen wir das System der linear unabhiingigen
Mengen L mit M S L S D. Man zeige: a) ¥ ist beziiglich der Ordnung Sinduktiv, genauer:
Ist Ty ST und T, linear geordnet, so ist auch. U L€T. — b) Nach dem Lemma von

LeZo

ZorN (Satz von KURATOWSKI-ZORN; vgl. etwa A. G. KuroS§ [2] oder S. Lang [1])
folgt aus a), daB in ¥ ein maximales Element B existiert. Man beweise: B ist eine
Basis von V. — ¢) Folgerung. Fiir M =0 und D =V ergibt sich: In V existiert eine
Basis. — d) Man beweise: Zwei Basen By, B, von ¥V haben stets die gleiche Madchtigkeit.
(Hinweis. Fiir unendliche Michtigkeiten schlieBe man indirekt. Ist | By| <|B,|, so stelle
man jedes b € By mittels einer endlichen Menge Mg S B, dar. Die Vereinigung U Mp S B,
hat dieselbe Méchtigkeit wie B; und ist erzeugende Menge.) beB,

Ubung 8. Ein Korper K heilt endliche Erweiterung des Korpers L, wenn K 2L eine
Erweiterung und dimy K endlich ist; dabei bedeutet dimy K die Dimension von K, be-
trachtet als Vektorraum iiber L (vgl. Ubung 2.7); dim; K wird auch der Korpergrad
von K tber L genannt. Man beweise: Ist ¥ ein endlichdimensionaler Vektorraum iiber K
und K eine endliche Erweiterung von L, so ist ¥ auch ein endlichdimensionaler Vektor-
raum iiber L, und es gilt

dimL V=dim1( V- dimL K.
Ist beispielsweise V ein n-dimensionaler Vektorraum iiber C, so ist seine Reellifizierung
7V ein 2n-dimensionaler Vektorraum iiber R; aus einer Basis {a;}, k=1, ..., n, von V
iiber C erhalten wir.durch {ay, a;}, k=1, ..., n, ¢ =Y=1, eine Basis von rV.

Ubung 9. Man beweise: Ist K ein endlicher Kérper, d. h. |[K|€ N, und char K =p,
so gibt es ein k€N mit |K|=p*: Die Michtigkeit eines endlichen Korpers ist eine Po-
tenz seiner Charakteristik.

§ 6. k-Ebenen

Die Definition 3.2 einer Geraden kann man auch so beschreiben: Man bilde den
von einem Vektor a €V, a0, erzeugten eindimensionalen Vektorraum W1=g({a})
und mit ihm den W1-Orbit des Punktes a€ A4, fiir den folgende Bezeichnung ver-
einbart wird:

a+W:={x|rxcAund x=a+10, WEW}. 1)

Diese Definition (1) ist fiir jeden Punkt a€A und sogar fiir jede Vektormenge
W c V sinnvoll; denkt man sich z. B. fiir W einen zweidimensionalen Vektorraum

11 Onistik, Algebra 1
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des dreidimensionalen Anschauungsraumes (§1) eingesetzt, so erhélt man eine
Ebene. Die Definition einer allgemeinen Ebene ist

Definition,1. Es sei [4, V, K] eine affine Geometrie. Eine nichtleere Punkt-
menge Hc A heiit eine Ebene, wenn es einen Unterraum Wc ¥V gibt, so daB H der
W-Orbit (1) eines seiner Punkte a ¢ H ist. Wir verwenden statt (1) auch die folgenden
Bezeichnungen:

H(a,W):=a+W, H(a; ¢y, ovy ¢) i =+ L({Cqy --o» C})
und nennen H die von ¢ und W bzw. die von @ und {¢,},_;, ., aufgespannie Ebene.

Beispiel1.Ist W= {o}dertriviale Unterraum, so gilt a + W= {a}. Fiir W=g({a}),

a=+0, erhalten wir die Geraden

H(a,a)=a+%({a}) (a%0). (2)
Setzt man W=V, so gilt fiir alle a €A die Beziehung A=a+V; der affine Raum
ist also selbst eine Ebene. Man beachte, da in Definition 1 von der Dimension:
abstrahiert wird (vgl. Definition 2 und die darauf folgende Bemerkung).

Lemma 1. Es seten a, b€ A und U, W Unterriiume von V. Dann gilta + W=b+ U

dann und nur dann, wenn W=U und J)EW 281,

Beweis. Es seien die beiden Orbits gleich. Wahlt man u=p€ U, so gibt es ein
weW mit b=a+1p, also a_l;=m€W. Analog zeigt man a_l;e U. Ist nun g€W be-
liebig, so gibt es.ein b€ U mit z=a+x=>b+D, also g=¢;l;+bEU, und daher gilt
WS U. Analog folgt USW und somit W= U. Es sei umgekehrt U=W und c;I;GW.
Dann folgt b=a+a—5€a+W, und nach einer Eigenschaft des Orbits ist a + W=
=b+W, vgl. Satz 1.4.4. O

Nach Lemma 1 gehort also zu jeder Ebene ein eindeutig bestimmier Unterraum,
dessen Orbit sie ist. Daher ist die folgende Definition sinnvoll:

Definition 2. Unter der Dimension einer Ebene H=a+W versteht man die
Dimension des zugehorigen Vektorraumes W. Statt k-dimensionaler Ebene sagt
man auch k-Ebene und schreibt H=HF oder dim H=k%.

Bemerkung. 0-Ebenen sind Punkte, 1-Ebenen sind Geraden und 2-Ebenen die
»gewohnlichen“ Ebenen des 43. Im Fall des dreidimensionalen Raumes sprechen
wir von Punkten, Geraden und Ebenen immer im Sinne der Dimensionen 0, 1, 2.
Die (n—1)-Ebenen eines n-dimensionalen affinen Raumes nennt man auch Hyper-
ebenen.

Lemma 2. Es ses WS V" ein Unierraum eines n-dimensionalen Vektorraumes.
Dann gilt

0=dim W=n; (3)

dabei gqilt dim W=0 genau dann, wenn W= {0} der triviale Unterraum ist, und
dim W=n genau dann, wenn W="V" ist.
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Der Beweis folgt unmittelbar aus der Bemerkung, da8 eine linear unabhiingige
Teilmenge {b;, ..., b,}CW auch linear unabhingige Teilmenge von V ist, vgl.
Lemma 4.2. 0O

Satz 1. Es set [A"*, V*, K] etne n-dimensionale affine Geometrie. Dann gilt:
a) Zu jeder k-Ebene HC A" gibt es einen exndeutig bestimmien Unterraum WS V7,
0=k=mn, so daf H*=a +WF¥ fiir beliebiges a ¢ H* ¢ilt, und zwar ist W* gleich
V(H):={(zy | z, yeH), (4)

der zu der Punkimenge H=HE® gehérenden Vektormenge.
b) Es qilt H* = A" genau dann, wenn k=mn ist.
¢) Eine Punktmenge H S A" 18t etne k-Ebene dann und nur dann, wenn [H, V(H), K]

mit den aus [A®, V", K] sich durch Einschrinkung ergebenden Operationen eine
k-dimensionale affine Geomelrie ist.

d) Im A* gibt es k-Ebenen fiir k=0, 1, ..., n.

Beweis. Wegen der Lemmata 1, 2 ist fiir a) nur noch zu zeigen: Ist H=a +W
eine k-Ebene, so gilt W= V(H). In der Tat, sind z, y€H, so gilt nach der Orbit-
eigenschaft z+W=y+W=H, und nach Lemma 1 ist zycW, also V(H)g_W.
Umgekehrt, aus g €W folgt z=a + g cH und somit ¢ =ax € V(H), also W= V(H).

b) folgt unmittelbar aus Lemma 2.

Fiir den Beweis von ¢) sei H eine k-Ebene. Dann sind nach a) die Axiome (I), (II)
und das Dimensionsaxiom dim V(H) =k erfiillt. Weil H der V(H)-Orbit eines Punk-
tes a cH ist, wirkt V(H) transitiv iiber H, und weil die Wirkung von V iiber A ein-
fach transitiv ist, gilt das auch fiir die Wirkung von V(H) iiber H. Ist umgekehrt
[H, V(H), K] eine k-dimensionale affine Geometrie, so ist V(H) ein k-dimensionaler
Vektorraum und H=a + V(H) fiir beliebiges a €¢H eine k-Ebene.

Der Beweis von d) resultiert aus dem folgenden
Beispiel 2. Essei (0; ay, ..., a,,) €in n-Bein des A” und a € A" ein beliebiger Punkt.
Fiir je k Vektoren des n-Beins definieren wir
Wii"'ik: = 8({a11 g seoy aik}), 1 §i1< Yy <1:k§n .
Dann ist a+W; . eine durch den Punkt a gehende k-Ebene, die man eine Ko-

A
ordinatenebene durch e nennt. (Abb. 4 zeigt die Koordinatenebenen durch einen

Punkt z € A3; sie schneiden sich in den Koordinatengeraden durch diesen Punkt.) O
Aus Satz 1 und Lemma 2 erhidlt man unmittelbar
Folgerung 1. a) Fiir Unterriume WS U gilt dim W=dim U.
b) Fiir Ebenen HEM gilt dim H=dim M.
c) Das Gleichheitszeichen gilt genaw dann, wenn U=W (bzw. H=M) 1s8t. O

Definition 3. Es seien M, HE A Ebenen. M heit parallel zu H, in Zeichen
M || H, wenn V(M)CS V(H) gilt.

11*
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Zum' Beispiel sind die Koordinatenachsen o+W; o *=1, ., ¥, zu den Koordi-
natenebenen «+W; ., parallel. Eine Koordmatenebene b+W iy 18t gemau
dann zu der Koordinatenebene a+W e parallel, wenn {jy, ..., 7m} {T1 vees U}

gilt (vgl. Beispiel 2). Man beachte, daB d1e Definition 3 nicht eine Spezialisierung
der Definition 3.3 -paralleler Punktmengen ist: Sind zwei Ebenen im Sinne der
Definition 3.3 parallel, so: sind sie es auch.im Sinne der Definition 3, aber nicht
umgekehrt, vgl. Ubung 8. Einige einfache Eigenscha.ften der Parallelitdt enthalt.

Folgerung 2. a) Die Relation || vst reflexiv und tmnsztw, d.h., es gzlt H|H, und
aus N | M und M || H folgt N.|| H.

b) Aus M | H folgt dim M =dim H.

¢) Bezeichnet H(k, n) die Menge der k-Ebenen des n-dimensionalen Punktraumes
A", so ist || iber H(k, n) eine Aquivalenzrelation; denn es gilt fiir M, NcH(k, n):

M || Nkt V(MF) = V(NF) .

d) Ist M=b+U und H=a+W, U, WSV Uniterriume, und M || H, so gilt eni-
weder MSH oder MNH =0; dabet tritt die erste Moglichkeit genau. dann ein, wenn

J)EW 28t.

e) Ist W"C V" ein fester Unterraum, so ist die Menge aller W-Orbits {a +Wky, 4
gerade eine’ Aquivalenzklasse der in c) angegebenen Aquivalenzrelation. O

Nach Satz 1, ¢), ist jede k-Ebene H¥* =a + WF¥ ein k-dimensionaler affiner Raum.
Ist also (By, ..., by,) ein k-Bein von W%, so ist (a; by, ..., b;) ein k-Bein von H¥. Die
Punktkoordinaten des Punktes x € H beziiglich des k-Beins (a; by, ..., b;) nennt man
seine - Parameter, um Verwechslungen mit den Punktkoordinaten von z beziiglich
eines n-Beins (0; aj, ..., ,) des umgebenden affinen Raumes A" zu vermeiden, vgl
(4.10). Analog zu (3.18) ist also

k :
(Tgs werr Tp) EK¥ > =0t + D, b7, CHE (8)
x=1

eine bijektive: Abbildung, die man die Parameterdarstellung von H¥ beziiglich des
k-Beins (a; by, ..., b,) nennt; (v,)€K* heiBen die Parameter von z. Im Fall n=£k
kénnen wir (o; ay, ..., a,)=(a; by, ..., b,) setzen; dann stimmen die Parameter (z;)
mit den Punktkoordinaten (£;) iiberein, und (5) ist die zu (4.10) inverse Abbildung.
Wir betrachten nun wieder den allgemeinen Fall H* S A" und wollen die Para-
meterdarstellung (5) durchdie Punktkoordinaten bezughch des n-Beins (0; ay, ....,a,)

des A™ ausdriicken. Durch die Zerlegungen

= Z ae;, b= Z Qi (6)
i=t o=t
werden die Punktkoordinaten («;) € K® von @ und die Vektorkoordinaten (8;,) € K®
von b,, x=1, ..., k, bestimmt. Sind (§; )EK" die Punktkoordmaten des variablen

Punktes xEH" so gilt

Za,&-Za,(¢+Zﬂw ) ()

=1
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Da die Vektorkoordinaten von oz eindeutig bestimmt sind, ®rhélt man durch Ko-
effizientenvergleich die Parameterdarstellung einer k-Ebzne des A™ vn Koordinaten-
form:

k
Ei=a;+ 2 Buts (Z=1, .., n). 8)
#=1

Aus (5) entsteht also (8), wenn man in jedem Glied zu den Koordinaten iibergeht.
Man beachte, dafl nicht jede Abbildung der Gestalt (5) (bzw. (8)) als Bildmenge
eine k-Ebene hat; dazu ist die lineare Unabhingigkeit von {by, ..., b;} notwendig
und hinreichend.

Satz 2. Es sei [A, V, K] eine affine Geometrie und {H,},.; eine Familie von
Ebenen H,C A beliebiger Dimension. Dann ist der Durchschnitt NH, leer oder eine

Ebene mit dem zugehiorigen Vektorraum el
V(NH)=NVH) (firnH+0). 9)
el eI

Beweis. Es sei W,:=V(H,) und a€ NH,. Nach Satz 1, a), gilt dann H,=a +W,.
Wir setzen U:= NW, und beweisen
el

NH,=a+U. (10)
el
Ist nimlich x€ NH,, so gilt axcW, fiir alle vcI und somit azc U, also x=a+
+axca+U. Ist andererseits zca+U, so gilt axcU= NW,ESW, und daher
x=a+axca+W,=H, fir alle .1, also z¢ N\H,. O

Definition 4. Es sei BC A eine beliebige, nichtleere Punktmenge eines affinen
Raumes. Die von B aufgespannte Ebene H(B) wird definiert durch
H(B):= n H. (11)
" BcHca
H Ebene
Fiir B=0 setzen wir H(9): =0. Dann kénnen wir H als eine Abbildung H: (4) ~
-%B(A) betrachten. Es gilt.

Folgerung 3. Die von B+0 aufgespannte Ebene ist die kleinste Ebene, die B
enthdlt. Dve Zuordnung B¢ ‘R(A)— H(B)€R(A) ist esn Hilllenoperator, d. h., es gel-
ten die Beziehungen

BCH(B), (12)
aus CSB folg¢ H(C)SH(B), (13)
H(H(B))=H(B) . (14)

Eine nichtleere Punktmenge B ist esne Ebene dann und nur dann, wenn B =H(B) gilt.

Der Beweis ist eine fast wortliche Ubertragung des Beweises von Satz 2.3 mit
Ersetzung des Wortes ,,Unterraum* durch ,Ebene“. O
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Satz 3. Es sei B+0 eine Terlmenge des affinen Raumes A, b€ B und V(B) die zu
B gehorende Vektormenge (vgl. (4)). Dann gult

H(B)=b+&(V(B)) . (15)

Beweis. Wir definieren die Ebene M:=b+ &(V(B)) und beweisen H(B)=M.

Ist c€ B, so ist l;:e V(B) und o=b+b7>€M, also BEM. Aus Folgerung 3 resultiert
H(B)SH(M)=M. Fiir den Beweis der umgekehrten Relation MSH(B) geniigt
es zu zeigen: Ist H irgendeine Ebene mit BS H, so gilt auch M S H. Aus der Defini-
tion der Vektormengen (4) folgt unmittelbar V(B)S V(H). Wegen der Mono-
tonie des Hiillenoperators & und weil V(H) schon ein Unterraum ist (Satz 1), gilt

L(V(B)) S L(V(H))=V(H) (16)

(vgl. Folgerung 2.1). Aus der Definition von M schlieBt man nun MSb+ V(H)=H;
denn es ist b¢ BSH. O
Man erhilt also die von einer Punktmenge BES A aufgespannte Ebene, indem

man erst alle Vektoren b?, b, c€ B, bildet, von dieser Menge V(B) die lineare Hiille
nimmt und diese an einen beliebigen Punkt b€ B antrégt. Daher ist V(B) eine er-
zeugende Menge des Vektorraumes von H(B). Enthilt B mindestens zwei Punkte,

80 ist jedoch V(B) keinesfalls minimal. Sind némlich b, ¢, d€ B, so ist od =bd —b;
wir erhalten also schon eine erzeugende Menge, wenn wir alle Vektoren der Form

—
bec, by, c€ B, b, fest, zusammenfassen:

—
B(V(B) =8({boc}.cn)  (bo€ B fest) . (17)
Aus diesen Uberlegungen und Folgerung 4.3 ergibt sich sofort

Folgerung 4. Es sei B={by, by, ..., b} = A eine Menge aus k+1 Punkten. Dann
gilt dim H(B) =k, wobe: das Gleichheitszeichen genau dann zutrifft, wenn die Folge

—_
(bob;); <1, 1 linear unabhingig ist. O

Definition 5. Man sagt, die k+1 Punkte bo, by, ..., by hitten allgemeine Lage,
wenn die Vektorfolge (b;l,)i)i 1,..,% linear unabhingig ist. Offenbar gilt

Folgerung 5. Auf jeder k-Ebene gibt es k+1 Punkte in allgemeiner Lage, wihrend
je U ihrer Punkte, 1>k +1, nicht in allgemeiner Lage sind. Durch je k+1 Punkte in
allgemeiner Lage geht eine und nur eine k-Ebene. 0O

Beispiel 3. Die Grundpunkte p,, p;=py+D; eines k-Beins sind stets in all-
gemeiner Lage. Jede Teilmenge B’ S B einer Menge B von Punkten in allgemeiner
Lage, B’ =+, ist selbst in allgemeiner Lage. Die Grundpunkte einer affinen Skala
einer Geraden, die Ecken eines Dreiecks oder die Ecken eines Tetraeders befinden
sich in allgemeiner Lage.

Ubung 1. Im affinen Punktraum A" iiber R gebe man eine Menge M =@ an, die keine
Ebene ist und fiir die V(M) (nach (4)) ein k-dimensionaler Unterraum von V" ist.
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Ubung 2. Es sei (0; q;) ein n-Bein des A", (&;) seien die zugehérigen Punktkoordi-
naten, 9, ;€ K, wenigstens ein ;+0. Man beweise, daB die Menge der Punkte

n
z=0+ D a;§;€4",
t=1
deren Koordinaten der linearen Gleichung
n
2 Biki=vy (18)
t=1

geniigen, eine Hyperebene ist. (Hinweis. Ist etwa 8, +0, so ergeben sich schon n—1 der
Gleichungen (8) durch die Festsetzung &, =7, (x =1, ..., n —1); die n-te erhilt man aus
diesen und durch Umstellung von (18). Man bilde nach (6) die Vektoren b, und beweise
deren lineare Unabhingigkeit.) Nach Satz 2 1d8t sich also die Losungsmenge eines 16s-
baren linearen Gleichungssystems (vgl. § 2.9) als eine Ebene des affinen Raumes K"
(vgl. Beispiel 3.1) geometrisch deuten.

Ubung 3. Es sei eine Abbildung

k
f: () EKF > x=a+ 3 b,1,6A"
=1

x
der Gestalt (5), aber ohne Voraussetzung der linearen Unabhingigkeit der b, gegeben.
Man beweise, daB f(K*) eine I-Ebene fiir ein gewisses [=Fk ist.

Ubung 4. Es sei [A", V", K] eine affine Geometrie, n =2, char K +2. Man beweise:
Eine Punktmenge H c A", H +, ist eine Ebene dann und nur dann, wenn mit je zwei
Punkten p, g € H auch die Verbindungsgerade H(p, ¢) in H enthalten ist. (Hinweis. Man
beweise zuerst, da die Vektormenge V(H) von H ein Unterraum von V" ist.) Ferner
zeige man an einem Gegenbeispiel, daB im Fall char K =2 diese Behauptung falsch ist.

Ubung 5. Es sei [4, V, K] eine affine Geometrie. Ein Paar (p, 1) €4 X K nennen wir
einen Massepunkt mit der Masse A. Es sei (M, p):=((pi, #1))i=0,1,...x eine endliche
k

Familie von Massepunkten mit der Gesamtmasse u = > p;+0. a) Man beweise: Der
durch i=0

k
08:=p~1 3 opypy (19)
t=0
definierte Punkt 8 hingt nicht von der Wahl des Punktes 0 €A ab; s heit der Schwer-
k
punkt der Massepunkte (M, u). Setzen wir v; =u;/u, so gilt X »;=1, und auf Grund

unseres Ergebnisses ist die Definition 1=0
ok k
s:= X pw; mit Fy;=1 (20)
t=0 =0

einer Linearkombination von k +1 Punkten mit der Koeffizientensumme 1 sinnvoll. Im
Fall K=R und p;=0 erhalten wir den physikalischen Begriff des Schwerpunktes
von k +1 Massepunkten. Ist char K =0, so heit

k
s=(k+1)~13 p; (21
1=0

der affine Schwerpunkt der Punkte p;, ¢ =0, 1, ..., k, die man sich als Massepunkte mit
der Masse u; =1 vorstellt. — b) Es sei

k k
S(0r p1y s 20 =1 8 = 3 po0 €K, 3 vi= 1} (22)
. =l =
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die Menge aller moglichen Schwerpunkte, die durch Belegung der Punkte p; mit den Mas-
sen v; der Gesamtmasse 1 entstehen. Man beweise S(pg, Py, --+s k) =H({Pos P15 +++» Pi})- —
c¢) Man beweise: In der Darstellung (20) sind die Koeffizienten »; fiir jedes
s €H({po, p1 --+» Pr}) eindeutig bestimmt genau dann, wenn die Punkte {p,, p1, ..., Pr}
allgemeine Lage haben. In diesem Fall nennt man die Menge {p,, py, ..., Px} auch ein
k-Simplex, die Folge (py, Py, --., Pk) €in geordnetes k-Simplex und die Tupel (vq, vy, ..., ¥¢) €
€K*+1 die baryzentrischen Koordinaten des Punktes s ¢ H({p,, py, ---, pr}) beziiglich des
k-Simplex (pqg, P4, -, Px)- — d) Man betrachte den Fall K =R, & =n =2 und mache sich
die in Abb. 5 angedeuteten Vorzeichen der Koeffizienten »; klar.

v,-0 Abb. 5

Ubung 6. Es seien M =((p;, #:))i=0,4,..0> N =((gj> ¥}))j=0,1,..; zwei Familien von
Massepunkten und M oN die durch Aneinanderreihung von M und N entstehende Fa -
milie; dabei seien die Gesamtmassen u, » und u +» alle von 0 verschieden. Dann kann
man den Schwerpunkt der Familie M oN bilden, indem man die Schwerpunkte der
Familien M und N mit den Massen u bzw. » belegt und von diesen beiden Massepunkten
den Schwerpunkt bildet:

8 (M oN) =(u+v)~4 (s(M) p+3(N) v) . (23)

b) Es sei B ={pq, Py, .-, Pr} €in k-Simplex. Unter der i-ten Seite B; des k-Simplex B ver-
steht man das (k—1)-Simplex B; = B\ {pi}. Essei 8;: =s(B;) der affine Schwerpunkt der
Seite B; (char K =0); er hingt offenbar nicht von der Wahl der Reihenfolge der Punkte
von B; ab. Man beweise : Die Verbindungsgeraden H(p;, s;) gehen alle durch den Schwer-
punkt s=s(B) des k-Simplex B, der die Strecken (p;, ;) im Verhiltnis 1/k teilt:

i)_,;:.s—sri + k. (Das ist eine Verallgemeinerung des Satzes iiber die Seitenhalbierenden
eines Dreiecks; mit Hilfe von a) finde man andere Verallgemeinerungen.) — ¢) Man zeige
unter der Voraussetzung char K =0: Das k-Simplex (8g, 81, ..., S) ist zu (g, Py, -+ Pk)
homothetisch, d. h., es gibt eine Homothetie f€ 9(A) mit f(p;) =s;, ¢=0, 1, ..., k. —d)
Man verallgemeinere die Aussagen b) und c¢) auf beliebige endliche Punktfolgen
(Po> P15 +++» Pr)s k€N, eines affinen Raumes A" (Bemerkung. Im Fall dim 4 =1 ist
die Definition 3.4 der Homothetien nicht anwendbar. Daher definiert man in diesem
Fall die Gruppe $(A) durch §(A): =T (A) - Dy; man zeigt leicht, daB H(A!) eine Gruppe
ist, fiir die die Aussagen von Ubung 3.5 giiltig sind.)

Ubung 7. Es sei char K 2. Man beweise: Die Mittelpunkte der Seiten eines eigent-
lichen Vierecks des affinen Raumes bilden ein Parallelogramm (vgl. Ubung 3.2).
(Bemerkung. Unter dem Mittelpunkt einer Strecke (a, b) versteht man in der affinen

Geometrie ihren affinen Schwerpunkt s=a +a_l;/2.)
Ubung 8. Man beweise: a) Sind M, H S 4 Ebenen und gilt M | H (nach Definition 3),

so gibt es ein a € Vmit (M) SH. — b) Sind M*, H* SA Ebenen derselben Dimension %,
so gilt M | H* (nach Definition 3) genau dann, wenn ein a € V existiert mit ¢q(M*) = H*
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§ 6. Dimensionssitze und Steinitzscher Austauschsatz

Es seien H¥, M'S A zwei Ebenen eines affinen Raumes A iiber einem beliebigen
Korper K. Die kleinste Ebene, die H* UM! enthilt, heifit die Verbindungsebene
von H* und M'. Bezeichnen wir sie mit H* VM, so ist nach Definition 5.4

H:VM':=H (H-UM?) . 1)

Wir stellen uns fiir diesen Paragraphen die Aufgabe, die Dimension der Verbin-
.dungsebene zu untersuchen. Es ist anschaulich klar, dal sie von der Dimension des
Durchschnitts H¥NM' abhingen wird; je grofier der Durchschnitt ist, um so
kleiner wird die Verbindungsebene sein. Diese Erwartung bestitigt sich in der
Tat, wenn HF und M’ sich schneiden, d. h. H* N M+ gilt. Falls die Ebenen sich
nicht schneiden, mufl man eine etwas feinere Untersuchung anstellen. Wir orien-
tieren uns an einigen Beispielen im A43. Sind H¥, M' Punkte, so ist ihre Verbin-
dungsgerade auch die Verbindungsebene. Es seien nun H!, M! Geraden, z. B. die
Kanten eines Wiirfels (Abb. 6); H, und H, schneiden sich, ihre Verbindungsebene
C? ist zweidimensional; M; und H, sind parallel, ihre Verbindungsebene B2 ist

Hy

‘CZ

H,

‘Az

M Abb. 6
o "’1

M,

ebenfalls zweidimensional; M, und H, sind windschief, d. h., sie schneiden sich
nicht und sind nicht parallel, ihre Verbindungsebene ist der ganze Raum A3, Fiir
eine Ebene und eine Gerade gibt es im A3 folgende Lagemdéglichkeiten: H,c B2,
H;NA2={0} oder HiNA2=0, in dem letzten Fall gilt notwendig H, || A2. Fir
Ebenen des A3 gibt es nur zwei Moglichkeiten: Entweder sie schneiden sich in
einer Geraden, oder sie sind parallel. Alle diese Aussagen werden sich als Spezial-
fille der in diesem Paragraphen herzuleitenden Sitze ergeben. Wir betrachten
nun zuerst den Fall sich schneidender Ebenen und beweisen

Satz 1. Es set HEN\M'=+@. Bezeichnet wie in (5.4) V(L) den zu der Ebene L ge-
horigen Vektorraum (Satz 5.1, c)), so gilt

V(HNM)=V(H) N VM), (2)
VHVM)=V(H)+ V(M) . (3)

Beweis. Man beachte, daB die Dimension der Ebenen bei diesem Beweis keine
Rolle spielt, sie kann sogar unendlich sein. Die Formel (2) ist ein Spezialfall von



170 4. Punkt- und Vektorraume

(5.9). Zum Beweis von (3) setzen wir zur Abkiirzung U:= V(H), W:= V(M) und de-
finieren den Unterraum P:=U+W={r=u+w |ucU,wecW}, vgl. Ubung 24.
Nach Voraussetzung existiert ein Punkt a € HNM. .Definieren wir L:=a+P,
so ergibt sich (3) unmittelbar aus HVM =L. Zum Beweis dieser Identitit beachten
wir USP, woraus H=a+USa+P=L folgt. Analog gilt MSL, also HUMCSL
und nach Folgerung 5.3 auch HYMEL. Zum Beweis der umgekehrten Relation
LS HVM betrachten wir eine beliebige Ebene N mit HUMZE N. Wegen der Mono-
tonie der Bildung der Vektormenge gilt U=V(H)SV (HUM)S V(N) und analog
WS V(N). Da V(N) als Vektormenge einer Ebene ein Unterraum ist, folgt P=
=U+WESV(N), also L=e¢+PSa+V(N)=N; denn es gilt acHNMcN. Also
ist L in der Tat die kleinste Ebene, die HUM enthilt. O

Satz 1 reduziert unsere Aufgabe fiir den Fall HNM =6 auf ein Problem fiir die
Unterrdume U, WS V. Zur Bestimmung der Dimension eines Unterraumes miis-
sen wir eine Basis des Unterraumes finden. Wir wollen nun eine Basis von U+ W so
wihlen, daB gleichzeitig geeignete ihrer Teilmengen Basen von U, W bzw. UNW
sind. Die Moglichkeit dieser Basisanpassung liegt in dem folgenden wichtigen
Satz, der sehr viele Anwendungen besitzt:

Satz 2 (Steinitzscher Austauschsatz. Es sei V ein Vektorraum iiber dem Korper
K, B eine Basis von V und Cp={c¢y, ..., 4}V eine linear unabhdngige Menge.
Dann gibt es eine Teilmenge aus k Elementen B,={b,, ..., b} S B, so daf

Bj:=(B\B,)UC, (4)

wieder eine Basis von V ist.

Beweis. Wir fithren den Beweis durch Induktion nach k. Fiir k=0 ist die
Behauptung trivial. Angenommen, der Satz sei schon fiir ¥—1 bewiesen.
Wir zerlegen Cp,=C;_,U{c;}. Nach Induktionsannahme gibt es eine Basis B;_, =
=(B\B;_1)UC,_,; denn O, _, istalsTeilmenge einer linear unabhingigen Menge
selbst linear unabhingig. Unsere Aufgabe besteht nun darin, den Vektor ¢; gegen
einen Vektor aus B\ B;_, auszutauschen. Dazu betrachten wir die Basisdarstellung
von ;, beziiglich der Basis By _,

k-1
Cg = Z bcs + clfl . (5)

BEB\By _y 2=1

Da C, linear unabhingig ist, muB wenigstens einer der Koeffizienten {; dieser Dar-
stellung von 0 verschieden sein. Wir wihlen ein solches b,=b¢ B\ B;_,, setzen
B,:=B,_,U{b,} und definieren die Vektormenge B; nach (4). Zuerst zeigen wir,
daB By linear unabhéngig ist. Es sei also

k

o= 2 bog+ 2o, (6)

be B\ By i=1

eine Linearkombination des Nullvektors durch Vektoren aus B;. Setzen wir in (6)
fiir ¢, den Ausdruck (5) ein und ordnen nach den Elementen der Basis By _,, so er-
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gibt sich die Darstellung

k-1
o= 2 b (op+mls) +bumls, + 2 €1 (n+ ) (7
beB\B; k—1

des Nullvektors, die trivial sein muB. Wegen {5, +0 muB 5, =0 gelten, und (6)

reduziert sich auf eine Linearkombination aus der Menge (B\ B,)UC,_, S B;_,,
die als Teilmenge einer Basis linear unabhingig ist, so daB also iiberhaupt alle
Koeffizientenin (6) gleich 0 sind. Alsletztesist noch zu zeigen, daB By eine erzeugende
Menge ist. Bringen wir in (5) alle Glieder der rechten Seite aufier blg, auf die

linke und dividieren durch Cﬁk’ so erhalten wir b, als Linearkombination aus B,':,
d. h. b, € &(By). Andererseits gilt (B\ B;) UC,_, S B; S &(B;) und daher
Bj_1 =(B\By) U {b}UC,_ S8(By).
Weil B,_, eine Basis ist, folgt V=(B,_,)S¥(B)=V. O
Folgerung 1 (Basiserginzungssatz). Ist Ufc V* ein k-dimensionaler Unter-

raum des n-dimensionalen Vektorraumes V® und C, c U* eine Bastis von U¥, so gibt es
eine Basis B von V* mat C.C B.

Zum Beweis nehme man irgendeine Basis von ¥™ und tausche eine geeignete
Teilmenge gegen C,, aus. O

Bemerkung. Beachtet man das Resultat von Ubung 4.7, so erkennt man, daB
Folgerung 1 auch fiir unendlichdimensionale Vektorraume ¥ (und endlichdimen-
sionale U¥) gilt.

Satz 3. Es seien U*, W'CV endlichdimensionale Unterrdume. Dann gilt
dim (U* + W) +dim (U* "W =dim U* 4+dim W, (8)

Beweis. Es sei etwa s=dim UNW und t=dim U+W. Wir wihlen eine Basis
{ay, ..., a,} von UNW, erginzen sie einerseits durch {b, ,, ..., b} zu einer Basis von
U und andererseits durch {¢, 4, ..., ¢;} zu einer Basis von W. Mit diesen Vektoren
bilden wir die Folge

(@1 eons Oy Bg gy oo By Cogs 0oy €) 9)

und beweisen, daB sie linear unabhingig ist (Ubung 4.3). In der Tat, es sei

D—Za“ + Z b8, + Z Ca¥a (10)

x=8+1 A=8+1

eine Linearkombination des Nullvektors aus der Folge (9). Dann liegt der Vektor

L= Zaa“ + Z bB,.=— Z (VY21 (11)

o=1 x=8+1 A=8+1

im Durchschnitt UNW SW. Weil nun {ay, ..., a,, ¢y, ..., ¢;} eine Basis von W und
die Teilmenge {ay, ..., a,} eine Basis von UNW ist, muB g schon aus dieser Teil-
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menge linear kombinierbar sein, woraus wegen (11) ,=0, also r=0p, folgt. Weil
nun die Vektoren {ay, ..., a,, b, .4, -.., b} eine Basis von U bilden, miissen auch die
Koeffizienten «,, 8, alle gleich 0 sein. Andererseits erzeugt die Folge (9) den Unter-
raum U+W; denn sie entsteht durch Vereinigung der Basen der Summanden
U, W. Somit ist (9) eine Basis fiir U+ W, und es folgt die Behauptungt=k+1—s. O

Wir wenden uns nun wieder den Ebenen zu und beweisen zuerst folgendes Kri-
terium:

Lemma1. Es sei A ein affiner Punkiraum und H=a + U, M=b+W seien Ebenen
i A. Dann g¢ilt

HNM+9 o abcU+W. (12)

Beweis. Es seic€ HNM. Dann gibt es Vektorenu€ U, o € W mit c=a +u=>= +1tv,

also a,_l;=u—mEU+W. Ist andererseits a?l;zu—mEU+W, 80 folgt J5+m=u,
also a+u=b+wcHNM. O

Satz 4. Bs seien H*, M endlichdimensionale Ebenen des affinen Punktraumes A.
Dann gilt:

a) Ist HEFNM!=+0, so ist

dim H*VM!=dim HF +dim M’ —dim H* "M . (13)
b) Wenn HENM' =0 gilt, vst
dim H* VM =dim H* + dim M —dim U¥NW!+1; (14)

hierbei bezeichnen U* und W' die Vektorriume von H¥ bzw. M' .

Beweis. Teil a) des Satzes foigt unmittelbar aus Satz 1 und der Dimensions-
formel (8) fiir Vektorrdgume. Fiir den Beweis von b) zeigen wir zuerst folgendes:
Ist H=0¢+ U und M=b+W, so qult

HVM=a+(8({ab}) + U+W) . (15)
Es sei namlich P:=8({(_1,;)})+U+IV. Wegen {a}U{}UHUMCSHVM gilt PS

SVHVM), also a+PSHVM. Andererseits ist H=a+ USa+P wegenUZP,

M=b+W=(a+ab)+WCa+P wegen abcP, WCP. Somit gilt HUMCa+P,
und damit ist HYM=a +P. Zum Beweis von (14) ist dim P zu berechnen. Wegen
HNM=9 gilt nach Lemma 1 c;;)e U+ W, also 0 =t=¢;;) und 8({0..5}) N(U+W)={o}.
Aus (8) folgt dim P=dim (U +W)+1. Wendet man nun die Dimensionsformel (8)
noch einmal auf U+W an, so erhéilt man (14). O

Durch (13) bzw. (14) hingen die Dimensionen dim H*VM! und dim UFNW!
zusammen. Ist der umgebende affine Raum n-dimensional, H¥*, M'C A", so gilt
auflerdem

0=dim H*VM!=n . (16)
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Anhand von geeignet gewihlten Koordinatenebenen zeigt man leicht, daB alle den
Beziehungen (13), (14) und (16) geniigenden Fille wirklich vorkommen. Fiir die
folgenden Beispiele kniipfen wir an Beispiel 5.2 an und definieren mit b=o0+a,

M, o i=o0+W, . H; ;:=b+W; .. (17)

Wir verabreden noch die folgende Redeweise: Zwei Ebenen M, H heilen windschief
zuevnander, wenn MNH =0 gilt und weder H zu M noch M zu H paralle] ist.

Beispiel 1. Ist H'={a} ein Punkt und M’ eine l-Ebene, so gilt {a}VM'=M!
genau dann, wenn a € M! ist, und dim {a}VM*=1+1 sonst.

Beispiel 2. Fir n=2 betrachten wir zwei Geraden. Es gibt folgende Méglich-
keiten (Abb. 6): M;NM,= {0}, sich schneidende Geraden; M, || H, disjunkte par-
allele Geraden; falls n=3 ist, noch windschiefe Geraden M, H, Wegen
dim (H1VM1!) =3 ergeben sich auch fiir groBe n keine weiteren Lagemoglichkeiten.
Fir die Dimensionen der Verbindungsebenen erhalten wir entsprechend:
dim M,VM,=dim M,VH =2, dim M,VH,=3.

Beispiel 3. Fir eine 2-Ebene und eine Gerade gibt es die'Lagem('igl‘ichkeit-en':
1. M\EM,,, dim M,VM ;=2 (n=2);

2. M3NM5= {0}, dim M3VM ;=3 (n=3);

3. HHNM;,=9,H || My, dim H,VM,;,=3 (n=3);

4. Hj; windschief zu My, dim H3VM;,=4 (n=4).

Beispiel 4. Im A", n =5, sind (My, Hy;) und (M,,, H3;) je ein zueinander wind-
schiefes 2-Ebenenpaar; dabei gilt

dim M, VHy =4,  dim My VHy =5 . (18)

Ubung 1. In Verallgemeinerung der Beispiele 1 bis 4 zeige man, da jeder der (13),
(14), (16) geniigenden Fille mit Hilfe geeigneter Ebenen der Form (17) realisiert wer-
den kann.

Ubung 2. Ankniipfend an Beispiel 5.2 betrachten wir die beliebigen Koordinaten-
ebenen M(a),‘"_,-k: =a+W,, . fir a€A”. a) Man beweise fiir N =M(a);,...;, und L=

=M(b)j,..;;: Istc€ENNL, so gilt
LNN=M(c)ii,...ii} NGgndp und  LVN=M(c),,... 5} Uty i)

(Man beachte, daB M(‘a),:i._.i,r nur vbn der Menge {iy, ..., %} und nicht von der Folge ab-

hingt, so da die angegebenen Ausdriicke sinnvoll sind.) — b) Ist LNN =@, so gilt:
LyN ist eine Koordinatenebene dann und nur dann, wenn eine Koordinatenlinie
M(c); existiert mit LN M(c); @ und NN M(c); +90.

Ubung 3. Es sei K ein Korper und P, c K[«] der Vektorraum der Polynome iiber K
vom Grade =n. Fiir Elemente «,€ K definieren wir durch W(ay, ..., a,) die Menge aller
derjenigen Polynome f¢P,, fiir die f(x,) =0 gilt fir ¢=1, 2, ..., 7. a) Man beweise:
W(oy, ..., &) ist ein Unterraum von P,. — b) Man finde eine Basis B’ von W(ay, ..., a,)
und ergéinze sie zu einer Basis B2 B’ von P,. — ¢) Fiir zwei derartige Unterrdume be-
stimme man die Dimension dim (W(ay, ..., &;) + W(By, ..., 5)). (Hinweis. Fiir diese Auf-
gabe beachte man Beispiel 2.5.) '
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Ubung 4. Es sei V* ein n-dimensionaler Vektorraum iiber K. Man beweise: Ist
Wc V" ein echter Unterraum, so gibt es eine Basis {bj}, 1=1, ...,n, von V* mit
{b}NW =9.

Ubung 5. Es seien U, W SV Unterridume des Vektorraumes V, und es gelte dim U +
+dim W =dim V <e. Man beweise, daB die folgenden Aussa.gen dquivalent sind:

1. UNW={o0}; — 2. U+W=V; — 3. U und W sind 3 plementire Unter-
rdume, d. h., es gilt
V=UoW, (19)

vgl. Definition 4.4.5.

Ubung 6. Es sei UZV ein Unterraum und dim V <. Man zeige, da in V ein zu U
komplementirer Unterraum W von V existiert.

Ubung 7. Man beweise Folgerung 1 und Satz 3 ohne Benutzung des Steinitzschen
Austauschsatzes aus den Ergebnissen von § 4.

§%. Volumen und Determinanten

In diesem Paragraphen wird der Begriff des Volumens eines Parallelepipeds, auf
den sich letztlich alle allgemeineren Volumenbegriffe stiitzen, in die affine Geometrie
eingefiihrt. Einfache geometrische Eigenschaften des Volumens, die wir uns am
Beispiel des Flicheninhalts von Parallelogrammen veranschaulichen kénnen, fiih-
ren uns auf den Begriff der Determinante, die ein algebraischer Ausdruck fiir die
Berechnung des Volumens ist. Die Determinanten finden nicht nur in der Geome--
trie, sondern in fast allen Gebieten der Mathematik wichtige Anwendungen.

Wir betrachten eine n-dimensionale affine Geometrie [A®, ¥*, K]. Zur anschau-
lichen Motivierung wollen wir besonders an den Fall n=2 und K =R denken. Es.
sei po€A®, und by, ..., b, seien n Vektoren aus ¥*. Das Tupel

IT=1I(py; b;) €A® X (V)" (1)
heiBt ein Parallelepiped des A*. Die 2"* Punkte

p p0+ sz t’ 81':0’ 19 7:=1) ey My
=1
heifien die Eckpunkte des Parallelepipeds. Im Fall K =R versteht man unter dem.
von (pg; b;) aufgespannten Parallelepiped héufig auch die Punktmenge

_’
Q(H):={xlpox= b, 0=¢, sl}CA"

die offenbar durch IT eindeutig bestimmt ist. Man beachte jedoch, daB es bei der
Definition (1) von IT auf die Reihenfolge der Vektoren b; ankommt ; will man den
Unterschied betonen, so nennt man (1) ein orientvertes Parallelepiped. Wir wollen.
im folgenden stets die Definition (1) zugrunde legen. Offenbar ist jedes n-Bein des:
A" ein Parallelepiped, aber nicht umgekehrt. Ein Parallelepiped II heit ausgeartet,,
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wenn die Vektoren (b;) linear abhiingig sind. Fiir n =1 erhalten wir die Strecken
und fiir n=2 die Parallelogramme als Spezialfille unserer Definition. Bei einer
Translation ¢,: x€A*—> z+a €A™ ist das Bild eines Parallelepipeds wieder ein
Parallelepiped, und zwar gilt

tI1(pg; b;) =11 (po+a; b;) . (2)

Das Volumen etnes Parallelepipeds I1 ist ein Element v(I1)€ K. Aus der Elementar-
geometrie entnehmen wir die folgende sehr natiirliche Forderung: Das Volumen
o(IT) dndert sich bei Translationen nicht:

v(t(IT) =o(I) . @)

Da wir durch a= E; den Eckpunkt p, in jeden beliebigen anderen Punkt g€ A®
parallel verschieben kénnen, folgt aus (3), daB das Volumen nicht von dem Punkt
Po, sondern nur von den IT aufspannenden Vektoren (b;) abhdngen kann. Fiir die
Volumenfunktion ist die folgende Schreibweise iiblich:

’U(H.(Po§ bl)) = [bb ooy bn] . (4)

Definition 1. Unter einer Volumenfunktion iiber einem Vektorraum ¥* versteht
man eine Abbildung (xy, ..., X,) €(V*)* >[1y, ..., £,] €K, die jedem n-Tupel von
Vektoren aus ¥* ein Element aus K, das von ihnen aufgespannte Volumen, zu-
ordnet und die folgenden Eigenschaften besitzt:

(I) Es gibt n Vektoren (e;), deren Volumen 1 ist:
[eg s p]=1". (5)

(II) Die Volumenfunktion ist linear in jedem Argument, d. h., es gelten fiir
=1, ..., n, alle A€ K und alle g;, 1);€ V* die folgenden Rechenregeln:

(X1 oo Liks voes Tl =[gl: ooy Lip wees Lnl * 4, (6)
[gb Rt Ei"'oi’ bacd En] =[Ei’ ey Lip eory En] +[§1’ ooy t)i’ LAt Gn] . (7)

(ITII) Wenn irgend zwei der Argumente gleich sind, ist das Volumen 0: Aus
t;=1;=c fiir 75 folgt [gy, ..., £,] =0, d. h.
(€1 o0 € 00 € ooy L] =0 . (8)
d i
Zur Motivierung dieser Definition bemerken wir folgendes: (I) bedeutet die Exi-
stenz eines Einheitsvolumens; hierdurch wird gesichert, daB das Volumen nicht
identisch gleich 0 sein kann. Wegen (6) konnte man (5) auch durch diese letzte Eigen-

b & 1\
a

4
%

Abb. 7

4
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schaft ersetzen. Die Forderung (IT) bedeutet eine Dehnungseigenschaft (6) des Vo-
lumens und seine Additivitdt (7); fiir n=2 zeigt Abb. 7, wie das groBe Parallelo-
gramm durch Translation des Dreiecks A aus den beiden kleinen entsteht. Wenn
zwei der Vektoren gleich sind, ist das Parallelepiped ausgeartet, und sein Volumen
soll daher 0 sein.

Wihrend in der Elementargeometrie das Volumen in der Regel als eine nicht-
negative Zahl definiert wird, folgt aus (II), daB eine Volumenfunktion stets auch
negative Werte annimmt (K =R). Um diesen Unterschied hervorzuheben, spricht
man vom orientierten Volumen v(II); es wird z. B. bei der Begriindung des Inte-
grals angewandt. Das elementare Volumen erhilt man durch Ubergang zum ab-
soluten Betrag |v(IT)|; dabei geht jedoch die Eigenschaft (II) verloren. Im folgen-
den gehen wir stets von dem Volumenbegriff der Definition 1 aus.

Als erste Aufgabe haben wir die Frage nach Existenz und Eindeutigkeit von
Volumenfunktionen zu klaren. Zunichst nehmen wir an, daB eine Volumenfunk-
tion gegeben sei, und leiten aus den Forderungen (I) bis (III) die Determinante
her. Indem wir die Determinante (17) zur Definition der Volumenfunktion ver-
wenden und fiir sie die Eigenschaften (I) bis (III) verifizieren, beweisen wir die
Existenz. .

Satz 1. Eine Volumenfunktion indert thren Wert nicht, wenn man zu einem Argu-
ment t; das Vielfache g, A€ K, eines anderen Argumentes addiert:

(B oo Tit B oo jp oo Tl =[E1s co0r Tip wo0s Tp womr Tn, 17 9)

Der Beweis folgt unmittelbar aus (ITI) und (IIT). O
1..n
J1+In
[, s £i,]=580 (P) - [Eg, s Eul » (10)

wober sgn (P) das Signum der Permutation P bedeutet.

Satz 2. Es ser P=( )ES,. eine Permutation. Dann gult

Beweis. Da sich jede Permutation als Produkt von Transpositionen darstel-
len laBt (vgl. § 1.2), geniigt es zu zeigen: Bei einer Vertauschung zweier Argumente
andert das Volumen setn Vorzeichen. Weil alle Argumente der Volumenfunktion
die gleiche Rolle spielen, geniigt es, irgend zwei, z. B. die beiden ersten, zu be-
trachten. Nach (7) und (8) gilt

0=[a+Dh, a_+b, o]
=[a, a, ...] +[a, b, ...]+[b, a, ...] +[6, B, ...] .

Wieder nach (8) sind die beiden duBeren Glieder auf der rechten Seite dieser
Gleichung 0, und es folgt

[a, b, ...]=—=[b, a, ...] (11)
woraus sich die Behauptung ergibt. O

Aus Formel (10) erkennt man, daB bei gegebener Volumenfunktion das Volumen
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des Parallelepipeds nur unwesentlich, nimlich um einen Faktor +1, von der Rei-
henfolge der Vektoren b; abhingt.

Es sei nun (ay, ..., a,) ein festes n-Bein von V™. Wir stellen die variablen Vektoren
T;€V", 1=1, ..., n, beziiglich dieses n-Beins dar: '

n
Li= 2 b - (12)
k=1

Diese Ausdriicke setzen wir in die Volumenfunktion ein und vertauschen unter Be-
nutzung der Linearitdt (II) die Bildung des Volumens mit der Addition (Regel (7))
und der Multiplikation mit Elementen aus K (Regel (6)). Es folgt

n
[Zp oo Bal= 2 [ e G ] &gy e E,,n” . (13)
kyyersky=1
Die Indizes %; durchlaufen bei dieser Summation unabhingig voneinander die
Werte 1, 2, ..., n. Wir brauchen also nur noch die Werte der Volumenfunktion
lag,, ..., ;] fiir die Basisvektoren zu betrachten. Sind in diesem Ausdruck zwei

Argumente gleich, so ist er nach (III) gleich 0 und braucht bei der Summation
nicht beriicksichtigt zu werden. Es bleiben also in (13) hochstens die Glieder iibrig,
fiir die (ky, ..., k,) eine Permutation von (1, ..., n) ist, und auf diese konnen wir
(10) anwenden. Dann ergibt sich :

1 ..n
wes Lal=lay, o - X AP
[Z1s «+s Tal lag, - an]PeZS"sgn (ki k‘n) kql knn (14)
Die Summe auf der rechten Seite dieser Formel ist gerade die Determinante. Dazu
erinnern wir an den Begriff einer Matrix, vgl. Beispiel 0.2.11, 3., und fiihren fol-
gende Bezeichnungen ein:

Definition 2. Es sei D ein assoziativer Ring. Die Abbildungen
(@ ))ENZX Ny d,;€D (15)
stellen wir in Form einer Matrixz dar:

Ay dyy o dyy

doy dyy ... d
(daj) — 21 22 2n . (16)

................

At Qo -+ o

Mit M, (D) bezeichnen wir die Menge aller Matrizen mit m Zeilen und =
Spalten und Elementen aus D. Ist m=mn, so heilt die Matrix quadratisch; wir
setzen M, (D):=M,, (D). .

Definition 3. Es sei D ein assoziativer und kommutativer Ring. Dann wird
durch

(d;) €M, (D) > det (dy;): = PZS sgn (P)d; s .. d; (17)
€5p

12 Onistik, Algebra 1
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1..n

wobei P= (? €8, alle Permutationen der Ordnung n durchlduft, jeder
1..0 n,

quadratischen Matrix aus M,(D) ein Element aus D zugeordnet, das man ihre
Determinante nennt.

Der fiir uns wichtigste Fall ist der, da D=K ein Korper ist. Bilden wir aus:
(12) die Matrix (&;;) €M, (K), indem wir das n-Tupel der Vektorkoordinaten von g;
als 2-te Spalte dieser Matrix wihlen, so erhalten wir aus der schon bewiesenen
Formel (14)

Satz 3. Es sei [y, ..., L,] etne Volumenfunktion iiber dem Vektorraum V* und (q;)
ein n-Bein von V. Bezeichnet (§,;) €M, (K) die durch (12) eindeutig bestimmte Ma-
trixz der Vektorkoordinaten der (¢;), so gilt

[El’ veey I“]=[aj, eeey (I,,] det (fk’i)’ D (18)

Bemerkung. Statt der runden Klammern in (16) verwendet man auch hdufig
zwei senkrechte Striche auf jeder Seite der Tabelle. Schreibt man im Fall einer
quadratischen Matrix statt der runden Klammern je einen senkrechten Strich, so
meint man die Determinante dieser Matrix.

Beispiel 1. Fiir n=1 ist det (§;;)=¢,, einfach das einzige Element dieser Ma~-
trix. Fir n=2 gilt

£y ¢

5;1 5;2 =81 —Sadén . (19)
Fiir n=3 1aB¢ sich die Determinante nach der Sarrusschen Regel ebenfalls leicht
direkt berechnen. Man schreibe die ersten beiden Spalten rechts neben die Matrix
und ziehe alle sechs durch die drei Zeilen gehenden schrigen Linien:

det (E,-j) =

& 12 PrITy A& - 12

Bildet man nun die Produkte der je drei durch die Striche verbundenen Elemente,.
versieht sie mit den angegebenen Vorzeichen und summiert, so erhidlt man die
Determinante im Fall n=3:

det (§3;) =& 1190833+ §348 10803 + $a18 308 3 — Saib b 13 — € 14630das — Eaif 1ofas - (20)

Fiir groflere n werden wir im néchsten Paragraphen rationelle Verfahren zur Be-
rechnung der Determinante angeben ; man beachte, daf die Anzahl der Summanden
in (17) gleich n! ist. Zunédchst beweisen wir eine wichtige Eigenschaft der Volumen-
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funktionen, die ein Kriterium fiir die lineare Unabhéngigkeit von » Vektoren des V*
darstellt:

Satz 4. Bs set [Ly, ..., Ln] eine Volumenfunktion iber V*. Dann sind die folgenden
drev Aussugen dquivalent:

1. Die Vektorfolge (by, ..., b,) ist linear abhingig.
2. [by, «.vy b,1=0.
3. Ist (By;) dve Matrix der Vektorkoordinaten von (b;) beziiglich irgendeines n- Beins
(az), so gilt
det (8,)=0.

Beweis. Sind die (b;) linear abhingig, so kénnen wir eines von ihnen, etwa b,,
durch die iibrigen linear kombinieren:

b= 3} b.A, . (21)
a=2

Setzen wir das in die Volumenfunktion ein und benutzen ihre Eigenschaften (IT)
und (III), so folgt

(B4, s B,1= 3 [B,, By orey B,1 2, =0 . (22)
a=2

Damit gilt 2. Sind umgekehrt die (b,) linear unabhingig, so bilden sie selbst eine
Basis, und wir konnen in (18) a;=b; setzen. Wire nun [by, ..., b,]=0, so wiirde
die Volumenfunktion identisch gleich O sein, was der Eigenschaft (I) von Defi-
nition 1 widerspriche. Daher sind die Aussagen 1 und 2 dquivalent. Die Aquiva-
lenz der Aussagen 2 und 3 ergibt sich sofort aus (18), wenn man beachtet, da8 fiir das
n-Bein (q;) nach dem schon Bewiesenen [qy, ..., a,] von 0 verschieden ist. O

Nun ist es leicht, den Satz iiber die Existenz und Eindeutigkeit einer Volumen-
funktion zu beweisen:

Satz 5. Es set (a;,) etn n-Bein des Vektorraumes V*. Dann ¢gibt es eine und nur eine
Volumenfunktion, namlich

[Z1 s Tal:=det (&) , (23)
fir die [a4, ..., a,]1=1 gilt. Hierbe: bezeichnet (§,;) €M, (K) die Matriz der Vektor-
koordinaten der t; beziiglich threr Basisdarstellungen (12) vm n-Bein ().

Beweis. Wenn eine Volumenfunktion mit den geforderten Eigenschaften exi-
stiert, muB sie nach Satz 3, (18), notwendig die Gestalt (23) besitzen; sie ist daher
eindeutig bestimmt. Wir betrachten nun (23) als Definition der Volumenfunktion
und weisen nach, daB sie die Eigenschaften (I) bis (III) besitzt. Zum Beweis von (I)
stellen wir die Vektoren a; im n-Bein (a;) dar: ‘

n
a;= 1221 a5 0; - (24)

12#
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Hierbei bezeiohnet 8,; das Kronecker-Symbol, das durch

8;:=1 fir k=7, Op;:=0 fiir k<7 (25)
definiert wird; die zugehérige Matrix heiBt die Einheitsmatriz. Sie hat die Gestalt
10 .. 0
R I | @)
00 1

Setzt man ihre Elemente in die Definitionsgleichung (17) der Determinante ein,
so erkennt man, daB nur ein einziger von Q verschiedener Summand iibrig bleibt,

namlich der, der zur identischen Permutation (i :) gehort, und dieser ist 1.
Also gilt

[ag, .., ag] =det (8;)=1. (27)
Zum Beweis von (II) bemerken wir zuerst, da8 man die Eigenschaften der Homo-
genatit (6) und der Additivitit (7) in einer einzigen Formel, der Linearitit

(15 oo DAH30, vy Ll =[Tpo vo0s B5 oty Tal A+[Es wos G oos Tp] 0 (28)
® J 12

ausdriicken kann, die fiir alle Argumente 7=1, ..., n, a.lle‘).-, p€K und beliebige
Vektoren g, 1), 3 € V™ gelten muBl. Da alle Argumente die gleiche Rolle spielen, ge-
niigt es, (28) etwa fiir das erste Argument zu beweisen. Setzen wir £, =124 +3u und
sind

D= o 3= 3 ok (29)
k=1 k=1

die Baéisdarstellungen von 1) bzw. 3 in dem n-Bein (a;), so gilt fiir die Vektorkoordi-
naten des ersten Arguments

Sepp=mA+ln . (30)

Setzen wir nun die Vektorkoordinaten in die Definition (17) der Determinante ein,
so folgt unmittelbar (II):

(94 +534, L2, +oos Lal = 2 580 (P) (g A+, 8) Epp - St
=( 3 sgn (P) ng Spop oor &1 n) 4
+( > sgn (P) Ck15k22 e Epn)
=[9, L2 - Lal A+[5 Ty oo Tal &5

Zum Beweis von (III) geniigt es wieder, etwa die ersten beiden Argumente zu be-
trachten. Es sei also £y=g;=1 mit der Basisdarstellung (30). Multiplizieren wir
123 .. 'n)

jede Permutation P¢S, von rechts mit der Transposition 7' = (2 13 .. m
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so erhalten wir die bijektive Abbildung

1 2 ..n , 12 ..n
P=(k, ky .. k,,) €8y~ P'=PT= (k, ky ... k,,)es"‘ (31)
Durchldauft also P die Untergruppe A4, der geraden Permutationen, so durchlduft
die Menge {P, P’} ganz S,,; denn die Abbildung (31) ordnet jeder geraden Permuta-
tion eine ungerade zu und umgekehrt. Beachten wir nun sgn (P) +sgn (P’)=0, so

fo]_gt

(9, 9, T35 s Ll = 2 sgn (P) ﬂklﬂkz'fkaa .
PES,

= 3 (sgn (P)+5gn (P') My fugs - £x,0=0. O
PcA,
DPamit ist Satz 5 bewiesen. Den Kern des Existenzbeweises kénnen wir auch fol-
gendermafen zusammenfassen:

Folgerung 1. Betrachten wir die Determinante als Funktion threr n Spaltenvek-
toren ;= (8p)p=1,..n € K", 80 st sie die Volumenfunktion iiber den Vektorraum K*, die
dem Standard-n-Bein (e;) (vgl. Folgerung 4.4) das Volumen 1 zuordnet. O

Folgerung 2. Zwei Volumenfunktionen iiber demselben Vektorraum V* wunter-
scheiden sich nur durch einen konstanten Faktor x€ K, x+0.

Beweis. Es bezeichne [ry, ..., £,] bzw. ((Zy, s £,)) je eine Volumenfunktion
iiber ¥*, und (a;) sei ein beliebiges n-Bein. Nach Satz 3, (18), und Satz 4 haben wir
fiir beliebige ¢;cV*

((zl’ seey ’xn)) = ((ai’ seey an)) det (fki)=x[!b sesy ‘gn] (32)
mit
H=((01, N )V [ PY a,]. O (33)

Das Volumen ist also in der affinen Geometrie nicht eindeutig definiert, sondern
nur bis auf einen konstanten Faktor. Wegen Folgerung 2 gilt jedoch

Folgerung 3. Das Volumenverhilinis v(I1(p, b;))/v(II(g, ¢;)) zweier orientierter
Paralleleprpede hingt nicht von der Auswahl der Volumenfunktion ab. O

Bemerkung. Fiir den Vektorraum W?* einer k-Ebene H* S A" kénnen wir na-
tiirlich ebenfalls eine Volumenfunktion definieren. Gehért das orientierte Parallel-
epiped II, der Dimension k zu H* und analog IT; zu der parallelen k-Ebene H'%
mit demselben Vektorraum W%, so ist das Volumenverhiltnis »(IT)/v(II’) beziiglich
einer Volumenfunktion von W¥ wohldefiniert und unabhingig von der Auswahl
dieser Volumenfunktion (bei v»(II')#+0). Im Fall k=1 erhalten wir das schon in
§ 3 betrachtete Streckenverhdltnis homothetischer Strecken. Liegen die k-dimen-
sionalen Purallelepipede micht in zueinander parallelen k-Ebenen, so ist ein Vergleich
der Volumina tn der affinen Geometrie nicht moglich.
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Ubung 1. Es seien H* =H(a; by, ..., bg), M'=H(b; ¢y, ..., ¢;) zwei Ebenen des A"
mit k+1=n—1. Man beweise: Gilt

[ab, by, ..., by, €1y ey €] 0, (34)

so sind H¥, M! windschief zueinander, und es ist V(H*) N V(M') ={o0}. Hiervon gilt auch
die Umkehrung.

Als Anwendung wollen wir noch den Begriff der Orientierung fiir reelle Punkt-
und Vektorriume erkldren. Zwei n-Beine (a;), (b;) des n-dimensionalen Vektor-
raumes ¥, heiflen gleichorientiert, in Zeichen (a;)~ (b;), wenn beziiglich irgend-
einer Volumenfunktion

[ab ooy an]/[Bb ey bn] =0 (35)
gilt, und entgegengesetzt orientiert sonst.

Ubung 2. Man beweise: Die Relation (35) ist unabhingig von der Wahl der Volumen-
funktion. Sie ist eine Aquivalenzrelation. Die Menge aller n-Beine zerfillt in genau zwei
Aquivalenzklassen.

Definition 4. Ein reeller Vektorraum ¥ heillt orientiert, wenn in ihm eine der
beiden Aquivalenzklassen als Menge der positiv orientierten n-Beine ausgezeichnet
ist. Jede derartige Klasse heiBt eine Orientierung von ¥». Ein reeller affiner Punkt-
raum heiflt orientiert, wenn der zugehérige Vektorraum orientiert ist.

Beispiel 2. Im Fall n=1 entsprechen die beiden Orientierungen den mdéglichen
Durchlaufungsrichtungen der Gerade A!. Fiir die Ebene n =2 sind die beiden 2-Beine
der Abb. 8 entgegengesetzt orientiert; man nimmt gewéhnlich die durch a) ge-

1223 oy
L"i B \ Abb.8
a) b)

gebene Orientierung der Zeichenebene als positiv an. Im A3 nennt man positiv
zumeist die Orientierung, die der Reihenfolge Daumen, Zeigefinger, Mittelfinger der
rechten Hand entspricht (Abb. 9a); die Orientierung verallgemeinert also die
Unterscheidung von rechts und links auf beliebige Dimensionen.

(4 .
3 (27] u, 3
, | Abb. 9

w w
a) b)

Ubung 3. Es sei (a;) ein n-Bein des reellen Vektorraumes V". Man beweise: a) Ist
8:4 1> 8; eine Permutation s€S, und gilt b;=a,, so ist (b,)~(a,) genau dann, wenn

sgn 8 =1 gilt. — b) Ist b; =a;e;, so ist (b;) ~(a;) genau dann, wenn ]] &;>0 gilt (¢; +0). —
c) Allgemeiner, ist

b= Z B
k=1
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die Darstellung von b; in der Basis (ag), so ist (b;) ~(a;) genau dann, wenn det (f;;) >0
gilt.

Ubung 4. Es sei D ein assoziativer, kommutativer Ring und D" die Menge der n-Tu-
pel aus Elementen von D. Man beweise: a) Die durch Definition 3 definierte Deter-
minante, betrachtet als Funktion der Spalten-n-Tupel, hat die Eigenschaften (II),
(III) einer Volumenfunktion iiber D"; dabei sind die Operationen iiber D® wie in Beispiel
1 erklédrt. Besitzt D ein Einselement, so gilt auch Eigenschaft (I). — b) Es gelten die
Analoga von Satz 1 und Satz 2. — ¢) Man zeige an einem Beispiel, daB das Analogon
von Satz 4 nicht mehr gilt. — d) Fiir einen Integritétsbereich D formuliere und beweise
man das Analogon von Satz 4. (Hinweis. Man gehe zum Quotientenkérper iiber (vgl.
§ 2.6). Falls die Losung noch nicht gelingt, lese man erst den néchsten Paragraphen.)

§8. Eigenschaften von Determinanten und Methoden
zu ihrer Berechnung

In diesem Paragraphen betrachten wir Determinanten von Matrizen mit Elementen
aus einem Kérper K oder einem assoziativen, kommutativen Ring D. Eine Matrix
(B;;) EMy(D) heiBt eine obere (bzw.untere) Dreijecksmatriz, wenn ;=0 gilt fir
1=>j (bzw. fiir 7 <j). Eine Matrix, die sowohl obere als auch untere Dreiecksmatrix
ist, heilt eine Diagonalmatriz. Die Menge der Stellen (7, j) der Matrix, fiir die ¢=3
ist, nennt man die Hauptdiagonale. Fiir Dreiecksmatrizen ist die Berechnung der
Determinante besonders einfach:

Satz 1. Es sei (B;;) €M, (K) eine Dreiecksmatriz. Dann ist det (8;;) das Produkt
der tn der Hauptdiagonale stehenden Elemente:

det (ﬂij) =P11" Boz v Bun - (1)
Beweis. Wir betrachten etwa eine obere Dreiecksmatrix

B Bz - Bin
0" b - b
0 0 ..B
Sind alle Summanden auf der rechten Seite der Definition (7.17) der Determinante

0, so ist die Determinante selbst und auch die rechte Seite von (1) gleich 0, und die
Behauptung ist richtig. Es sei nun g ; ... Bipn ein von O verschiedener Summand.

2

Wir zeigen, da dann notwendig k,=1, ..., k, =n gelten muB. Dazu bemerken wir,
daB in jedem beliebigen Summanden von (7.17) aus jeder Zeile und aus jeder
Spalte der Matrix genau ein Element als Faktor vorkommt; die Determinante
wird durch Summation iiber alle derartigen, noch mit dem entsprechenden Vor-
zeichen versehenen Produkte gebildet. Da nun ;=0 ist fiir k=7, mufl der erste
Faktor unseres Produktes B, sein. Es sei schon k=1, ..., k,=s bewiesen. Ist
s<m, so muB auch k, ; =s+1 gelten; denn die Zahlen 1, ..., s kommen nach In-
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duktionsvoraussetzung in der Permutation

1L.n)_(1.s.n

ky o Ky, 1.8 ..k,
bereits vor, und im Fall £, , ; > s+ 1 wiire der Summand 0. Weil die identische Permu-
tation das Signum 1 hat, gilt (1). Den Fall einer unteren Dreiecksmatrix kann man

analog erledigen; er ergibt sich aber auch als eine einfache Folgerung aus dem schon
Bewiesenen und dem néchsten Satz. O

Definition 1. Es sei (8,;) €M,, ,,(D) eine Matrix vom Typ (m, n) mit Elementen
aus der beliebigen Menge D. Unter der zu (8,;) transponierten Matriz (B,;)' € M, (D)
versteht man die durch Umklappen an der Hauptdiagonale entstehende Matrix,
deren j-te Zeile gleich der j-ten Spalte der urspriinglichen Matrix ist:

(ﬂaj)':z()’ja) mit Yia* = Paj> (a, j)EmeNn' (3)

Der Ubergang zur transponierten Matrix ist also eine bijektive Abbildung
":Mpy o(D) ~M,, (D) mit der Eigenschaft

(Be)"” =(Bej) - (4)
Satz 2. Es sei D ein kommutativer, assoziativer Ring. Dann gilt fiir alle (8;;) € M, (D)
det (B;;)' =det (B;;) - (5)

Beweis. Aus (3) und (7.17) erhalten wir fiir die Determinante der transponier-
ten Matrix
det (B;) = 2 sgn (P) By, - By, - (6)
PeSy
Vertauschen wir nun in jedem Summanden die Reihenfolge der Faktoren so, dal

(jg +es ) > (1, ..., ») in die natiirliche Anordnung iibergeht, d. h., wenden wir auf

. . 1..m\. . 1..n .
sie die zu P= ( . ) inverse Permutation P~1= ( k k ) an, so erhalten wir
1 e n i cee 'n

wegen sgn (P)=sgn (P~1) und Byjy Bui, =Pry1 -+ Beyn gerade den Ausdruck (7.17)
fiir det (8;;). O

Aus Folgerung 7.1 und Satz 2 erhalten wir unmittelbar die entsprechende Aus-
sage fiir die Determinante als Funktion der Zeilenvektoren:

Folgerung 1. Betrachten wir die Determinante als Funktion threr n Zeilenvektoren
3=51)iz1,.. 2 E K", s0 Vst sie die Volumenfunktion iiber dem Vektorraum K®, die
dem Standard-n-Bein (e;) das Volumen 1 zuordnet. O

Nun kénnen wir leicht eine Methode zur Berechnung der Determinanten angeben.
Aus Satz 7.1, Folgerung 7.1 und der eben bewiesenen Folgerung 1 ergibt sich

Folgerung 2. Eine Determinante det (8;;), (B;;) €M, (K), dndert thren Wert nicht,
wenn man eine mit etnem Element A€ K multiplizierte Zeile (bzw. Spalte) zu einer
anderen Zeile (bzw. Spalte) von (B;;) addiert. O
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Mit Hilfe dieser Operationen kann man analog wie beim GauBschen Algorithmus
(vgl. Satz 2.9.2) die Matrix auf Dreiecksgestalt bringen und dann nach Satz 1 den
Wert der Determinante leicht bestimmen. Die elementaren Umformungen (I) und
(II) aus Definition 2.9.3, die wir zur Umwandlung in eine Stufenmatrix (2.9.4) be-
nétigten, entsprechen der Vertauschung von Zeilen, wobei natiirlich die auftreten-
den Vorzeichendnderungen der Determinante beriicksichtigt werden miissen, und
den nach Folgerung 2 den Wert einer Determinante nicht d&ndernden Umfor-
mungen. Die Operation (III) wurde nur zur Herstellung der speziellen Stufenma-
trix gebraucht; auf sie k6nnen wir daher verzichten. Man beachte, daB in (2.9.4)
stets kezg, e=1, ..., r, gilt, so daB (2.9.4) im Fall m=n eine obere Dreiecksmatrix
ist. Gegeniiber dem GauBschen Algorithmus kann man hier die Operationen nach
Belieben auf die Zeilen oder Spalten anwenden; dasselbe gilt fiir die Rechenregeln
(7.6) und (7.7). SchlieBlich erhélt man aus Satz 7.4, daB eine Determinante O ist,
wenn in einer Zeile (bzw. Spalte) nur Nullen stehen, oder allgemeiner, wenn zwischen
ihren Zeilen (bzw. Spalten) eine lineare Abhdngigkeit besteht. Kombinieren wir
Satz 2 mit Satz 7.4, so ergibt sich

Folgerung 3. Sind in einer Matrix (f;) €M, (K) die Zeilenvektoren linear ab-
hiingig, so sind es auch die Spaltenvektoren, und umgekehrt. O

Ein weiteres Hilfsmittel zur Berechnung von Determinanten liefert uns der
Laplacesche Entwicklungssatz, dessen Formulierung wir folgende Definition voraus-
schicken:

Definition 2. Es sei (f,;) € M,, 4(D) eine Matrix mit Elementen aus einem asso-
ziativen Ring D, k eine natiirliche Zahl mit 1 =k=min (m, n), und p,, g, seien
natiirliche Zahlen mit

1=pj<..<pp=m, l=qi<..<q=n. (7)
Dann heif3t

ﬂ?ﬂl pﬂlﬂg ﬂplﬂk

’31’201 ﬂPzﬂz ﬂ1’2¢k (8)

.................

M (pi pk):=
9 - D

ﬂ?kql ﬂm,-ﬂz ﬂpqu

ein Minor k-ter Ordnung der Matrix (B,;). Der Minor (8) wird also gebildet, indem
man in der Matrix (8,;) alle Zeilen und Spalten streicht, deren Nummern von den p,
bzw. ¢, verschieden sind; die restlichen Elemente bilden dann eine quadratische
Matrix der Ordnung k, deren Determinante der Minor ist. Ist (8;)€M,(D) eine
quadratische Matrix und sind ry<...<7,_; bzw. 8;<...<s,_; gerade die natiirli-
chen Zahlen mit 1=r,, 8,=n, die in den Folgen (7) nicht vorkommen, so heifit

o (pl p,,):=M(r1 r,,_k) )

qq - Qg 84 eee Spu—k

der zu M (g 1o 2; ') komplementire Minor. Ist schlieBlich D ein kommutativer
1 eee k
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assoziativer Ring, so heifit

k
Py - D o (P1 e Di E0xtad
A =M —1)*=1 10

(!11 . !Zk) (11 91:)( ) a0

die Adjunkte (auch das algebraische Komplement) des Minors M (p L zq) ")
/3
Diese auf den ersten Blick etwas kiinstliche Definition wird folgendermaBen

gerechtfertigt: Héilt man fiir (g;;) € M, (D) ein Produkt, beispielsweise Bpyay -+ ﬂpm,'
das als Summand in den Minor (8) eingeht, fest, und betrachtet alle diejenigen
Summanden der Determinante (7.17) det (8;;), die es als Faktor enthalten, so ist die
Summe aller dieser Terme gleich

. [P Pk
gy - g M (q1 qk) ’

Summiert man nun iiber alle derartigen Ausdriicke, die zu dem Minor (8) gehoren,
so entsteht ein Produkt der Form

:tM Py - pk) - M (pl e pk) ,
qy - q1 - %
wobei allerdings zum Beweis der Richtigkeit dieser Aussage noch die Betrachtung
der Vorzeichen der einzelnen Summanden gehért. Jedenfalls machen diese Uber-
legungen schon die Behauptung des allgemeinen Laplaceschen Entwicklungssatzes

plausibel, der es gestattet, die Berechnung einer Determinante auf die Berechnung
von Determinanten niedrigerer Ordnung zuriickzufiihren:

Satz 3. Es sev D ein kommutativer assoziativer Ring und (B;;) € M, (D) eine quadra-
tische Matriz der Ordnung n. Ferner seien p, natiirliche Zahlen mit 1 =py<...<p,=n.
Dann qilt die folgende Formel fiir die Entwicklung einer Determinante nach den
Zeilen py, ..., Py:

Py - Py Py - Pi
det (8;;) = M | ) . 1
(ﬁ”) 1§q1<..2‘<qk§n (q1 oo qk) (ql e G ( )
Beweis. Wir betrachten zuerst den Spezialfall einer Matrix der Gestalt
k

B.y O )
g PR 12
(Biy) = ( e (12)

fiir die also g,;=0 gilt fiir a=1, ..., k und A=k +1, ..., n. Fiir sie beweisen wir die
Formel

det(i::: ﬁw) det (8,,) - det (B,5) . (13)

Da fiir eine Matrix der Form (12) alle Minoren der Gestalt M (; - F ) auller dem

4 e q’l?
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einen M (i k) gleich 0 sind —sie enthalten ja wenigstens eine Spalte aus lauter

Nullen — ist (13) gerade ein Spezialfall von (11) bei Entwicklung der Determinante
der Matrix (12) nach den ersten k Zeilen. Zum Beweis von (13) brauchen wir nur
alle die Permutationen P €S, zu betrachten, bei denen die Zahlen 1, ..., ¥ und dem-
zufolge auch die Zahlen k+1, ..., » untereinander permutiert werden; denn alle
anderen Summanden von (7.17) sind wegen der speziellen Form (12) gleich 0.
Diese Permutationen P lassen sich aber als Produkt zweier Permutationen Q=
= (1 K ) €8, und Q':(L+1 - ) €8, _;schreiben, wobei wir uns diese Grup-
Ay e Oy Kppy oo %

pen als diejenigen Untergruppen von S, realisiert denken, die die letzten n—k
bzw. die ersten k Zahlen der Folge 1, ..., n fest lassen. Aus P=@ - ' ergibt sich

sgn (P)=sgn (Q) - sgn (Q"); (14)

setzen wir das in (7.17) ein und beriicksichtigen, daB wir nur noch iiber die P=@ - @’
zu summieren haben, fiir die Q€S; und Q' €S, _; beliebig sind, so folgt aus der
Kommutativitdt der Multiplikation in D

det’ (ﬂw) = Z Sgn (Q) ﬂall soe ﬂakk sgn (Q,) ﬂ"k+lk+1 soe ﬁx"'n

Q GS];,Q’GS”_,:

=< 2. 5gn (Q) Bayy -~ ﬁakk) : ( 2 sgn(Q) ﬂxk+1k+1 ﬂn”n) ,

QESy Q' €Sy i

womit (13) bewiesen ist. Wir bemerken noch, daB bei einer Matrix der Gestalt (12)
die Elemente f,, des linken unteren Blockes keinen EinfluB auf den Wert der
Determinante haben, wir kénnen sie also z. B. gleich 0 setzen.

Wir wenden uns nun dem allgemeinen Fall zu. Fiir eine beliebige Permutation

P= (; ;") betrachten wir die Zahlen Tpys ++o Tppr die, in ihre natiirliche Reihen-
1 .o n

folge gebracht, uns die Kombination ¢;<...<g; der Zahlen 1, ..., n ergeben; offen-

bar gehort zu jeder Permutation P€S, eine und nur eine derartige Kombination.

Gehen wir unter Beriicksichtigung von (5) von der Formel (6) fiir die Determinante

aus, 8o bedeuten die Zahlen g, gerade die Nummern der Spalten, in denen die

Elemente sy e . stehen, die in den zur Permutation P gehérenden Sum-
Pyp, Piipy . g

manden von (6) eingehen. Wir betrachten jetzt nur die Terme von (6), die dieselbe
Kombination g;, ..., g; ergeben, und behaupten, daB ihre Summe gerade der Sum-

mand
o (P1 Pk) .4 (P Pk)
91 - G 1 - G
von (11) ist. Aus der Summation iiber alle diese zu den Kombinationen gy, ..., g;
gehérenden Teilsummen folgt dann die Behauptung des Satzes.

In der Tat, markieren wir in der Matrix die Stellen (p,, ¢,), an denen die Ele-
mente stehen, die sich an unserer Teilsumme beteiligen, so erhalten wir das Schema
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4y [/ {3
| | |
Py —X X—
Pg —X X X—
! | !
l | I
Pr | —X X X—
| | |

Da in jedem Summanden unserer Determinante aus jeder Zeile und jeder Spalte
genau ein Element vorkommt, dndert sich der Wert der Teilsumme nicht, wenn
wir in den gekennzeichneten Zeilen und Spalten die durch Striche angedeuteten
Elemente durch Nullen ersetzen. Wir denken uns das ausgefithrt und kénnen nun
durch geeignete Vertauschung der Zeilen und Spalten die spezielle Gestalt (12) er-
reichen. Die p,-te Zeile wird durch p,—1 Vertauschungen mit der jeweils davor
stehenden in die erste Zeile iiberfiihrt, die p,-te durch p, —2 Vertauschungen in die
zweite usw., bis schlieBlich die p,-te Zeile durch p; —k Vertauschungen in die k-te
Zeile iibergangen ist. Analog verfahren wir mit den Spalten. Dann haben wir ins-
gesamt

% x
2(Ptg)-22a (15)
a=1 e=1
Vertauschungen ausgefiihrt und eine Matrix der Form (12) hergestellt. Links oben
steht die Matrix des Minors M (;’ 1o P ") und rechts unten die Matrix des komple-

1 .o qk
mentiren Mincrs. Die Anwendung von (13) und Beriicksichtigung der Anzahl der

Vertauschungen (15) ergibt nach Definition 2 gerade die Behauptung iiber die Teil-
summe. [

Folgerung 4. Unter den Voraussetzungen von Satz 3 gilt die folgende Formel fiir
die Entwicklung einer Determinante nach den Spalten py, ..., py:

det (8;;) = S M (91 91:) 4 (91 Qk) . (16)

1sgy<..<gp=n  \P1 e P Py e Py

Der Beweis ergibt sich sofort durch Anwendung von Satz 3 auf die transponierte
Matrix und Satz 2. O

Von besonderer Wichtigkeit ist der Fall k=1. Hier gilt

M (5) —8,, - (17)
Entsprechend schreiben wir fiir die Adjunkte des Elementes g,

dpi=4 () =1y () 18)
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Folgerung 5. Unter den Voraussetzungen von Satz 3 gelten die folgenden Formeln
(19) bzw. (20) fiir die Entwicklung einer Determinante nach der p-ten Zeile bzw. p-ten
Spalte:

lﬁrquq =6rp det (ﬁ:’;‘) ’ (19)
a=

21 ﬂqrqu = 6rp det (ﬂo‘i) . (20)
q=

Beweis. Fiir r=p ist §,,=1, und es steht nach (17), (18) ein Spezialfall der
Formel (11) bzw. (16) da. Ist aber z. B. in (19) r+p, so entspricht die linke Seite
nach dem eben Bewiesenen der Entwicklung nach der p-ten Zeile derjenigen Deter-
minante, die aus der urspriinglichen entsteht, indem man die p-te Zeile durch die
r-te ersetzt. Diese Determinante ist aber 0, da sie zwei gleiche Zeilen besitzt. Fiir
7+ p ist aber auch die rechte Seite 0 (vgl. (7.25)). O

Die Formeln (19), (20) nennt man ebenfalls den Laplaceschen Entwicklungssatz.
Wir wollen sie zum Beweis der Cramerschen Regel anwenden:

Satz 4. Es sev K ein Korper, f;;, ;€K und
n
2 ﬂiﬁxf=7i’ =1, .., n, (21)
=1

ein lineares Gleichungssystem aus n Gleichungen fiir n Unbekannte. Ist seine Deter-
minante

d:=det (8;)+0, (22)
so hat das System (21) eine und nur eine Losung x;=d,;/d, wobei d; die Determinante

derjenigen Matriz ist, die aus (B;;) durch Ersetzen der j-ten Spalte durch die rechte
Seite (y;) von (21) entsteht:

Bu o Brj—1 Y1 Brivr - B
dyi= 5?1 ﬂ2,7;—1 7’:2 132.7:'“ ﬁa?n ) 23)

Bus o Bai-t ¥n Bajer o Bam
Beweis. Nach Satz 7.4, angewandt auf die Spaltenvektoren der Matrix (8;;) aus
Vn=Kn, ergibt sich deren lineare Unabhingigkeit. Sie bilden daher eine Basis.
Die Koeffizienten der Basisdarstellung des Spaltenvektors (y;) sind die eindeutig be-
stimmte Losung von (21). Es bleibt x;=d,/d zu verifizieren. Durch Entwicklung

von (23) nach der j-ten Spalte folgt nach (20)

n
a=
Multiplizieren wir diese Gleichung mit §;; und summieren iiber j, so folgt nach (19)

n . n n n
2 Bydi= 2, vq 2, Bijdgi= 2 Vebig - d=vi" d.
=1 =15 ey

Division durch d ergibt die Lésung. O
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Bemerkung. Zur rationellen Berechnung von Determinanten empfiehlt sich
eine Kombination der nach Folgerung 2 geschilderten Methode mit dem Laplace-
schen Entwicklungssatz. Zur Ubung mége man viele Zahlenbeispiele auf verschie-
dene Weise berechnen.

Ubung 1. Man beweise die Umkehrung von Satz 4: Hat das Gleichungssystem (21)
genau eine Losung, so gilt det (B8;;) +0.

Ubung 2. Es sei
n
.Zlﬂaiwj =VYar a=1, ceey ME=N, (25)
j=

ein System aus m Gleichungen mit n Unbekannten iiber einem Koérper K. Man beweise:
Besitzt die Matrix (f,;) einen von 0 verschiedenen Minor m-ter Ordnung, so ist (25) 16s-
bar, und die Lésungsmenge hingt von n —m willkiirlich wihlbaren Parametern # €K,
k=m+1, ..., n, ab.

Ubung 8. Im A" seien n + 1 Punkte a,, » =0, 1, ..., n, gegeben, und es seien ()i =1,....,n
die Koordinaten von g, in dem n-Bein (0; g;). Man beweise: Die Menge {a,| » =0, 1, ..., n}
ist ¢n allgemeiner Lage genau dann, wenn die Determinante

1 1 e 1
x40 &4y xin +0 (26)
ano i nn

ist (vgl. Definition 5.5).

Ubung 4. Es sei Hr—1=H(a; by, ..., ba—1) CA™ eine Hyperebene, (a;) bzw. (8;),
j=1, ..,n,¢=1, ..., n—1, geien die Koordinaten von a bzw. b, beziiglich (0; a;). Man be-
weise: Durch

1 0 we O 1
o Pu o Pim-1 & -0 (27
| @ Pn1 .o ﬁn,n—l &, |

ist eine lineare Gleichung gegeben, die H"—1 als Lésungsmenge hat (vgl. Ubung 5.2). Man
finde analog eine Gleichung einer Hyperebene H7—1=H(a,, ..., a,) CA", die von n
Punkten ¢n allgemeiner Lage aufgespannt wird. Speziell gebe man Gleichungen fiir die
Koordinatenhyperebenen durch einen Punkt a €A™ an (vgl. Ubung 6.2). Man stelle
jede k-dimensionale Koordinatenebene als Durchschnitt von n —k Koordinatenhyper-
ebenen dar und finde ein diese k-Ebene charakterisierendes Gleichungssystem.

Ubung 5. Man beweise

1 1 v 1
Ty k) e oTp
x2 :c% e a2 = I (zrj—=) (28)
n 1=si<j=n
an—1 gn—1 an—1
2 n

(Vandermondesche Determinante). Hieraus folgere man: Ist V” ein Vektorraum iiber
einem unendlichen Korper K, so gibt es eine Folge (¢,),¢N, ¢4 €V?, so daB alle n-Tupel
(c,,i, ees c,,”), Uy <...<Wg, aus n Vektoren dieser Folge linear unabhingig sind.
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Ubung 6. Es seien K ein Kérper, vy, ..., v, und wy, ..., w, Unbestimmte iiber K. Wir
betrachten die Polynome in der weiteren Unbestimmten x:

fv(z) =v0zn +’Uixﬂ—1 + e + V0, v =('Uo, ey ’Un) ’
fo(®) =wee™ +w@®—1 +... +wp, w = (W, «..s W) -

Unter der Resultante der Polynome f,, f,, versteht man die Determinante mit n +m
Zeilen

Y% Y Vn
Yo Vg Vn m
. Vg Vg oo Yy
R(fy, f):= Wy Wy ... Wp (29)
Wy wy Wi
----------- n
Wog Wy e Wp

(Die leeren Stellen sind durch Nullen zu fiillen.) Setzt man v =(¢y, ..., ¢3), w =(dg, ..., dp),
¢;, d. € K die Koeffizienten von Polynomen f. bzw. f3 aus K[z] ein, so heiit R(c, d): =
: = R(f., f4) ebenfalls die Resultante der Polynome f., f;. Man beweise: a) Das Polynom
R(v, w) hat ganzzahlige Koeffizienten und ist homogen vom Grad » in w und vom
Grad m in v, d. h., es gilt R(zv, w) =2z"R(v, w) und R(v, zw) =2"R(v, w); seine Darstel-
lung als Summe von Monomen enthélt das Monom vfu®. — b) Es gilt R(c, d) =0 dann
und nur dann, wenn ¢y =dy =0 ist oder wenn die Polynome f,, /4 einen gemeinsamen Tei-
ler g € K[x] mit gr ¢ =1 haben. (Hinweis. Man zeige zuerst: Wenn ¢, oder d, ungleich 0
ist, haben f. und f; genau dann einen gemeinsamen Teiler g, gr g =1, wenn es Polynome
h, k€ K[x] gibt mit gr h=m —1, gr h=n—1 und f.k =fzh. Diese Gleichung liefert (durch
Koeffizientenvergleich) ein homogenes Gleichungssystem aus n +m Gleichungen fiir die
unbekannten Koeffizienten von k und %, dessen Determinante leicht auf die Form
(29) gebracht werden kann.) — ¢) Es seien K ein Zerfdllungskorper von f. und fg, &i,..., &,
die Wurzeln von f; und 7y, ..., 7, die Wurzeln von f;. Man beweise

n m
Rie, &) =cpdt [T T (§i-1a) - (30)
i 1

t=1 a=

(Hinweis. Man betrachte die &;, 7, als Unbestimmte und zeige, da R(c, d) durch
&;—n, teilbar ist. Ferner beachte man, da R in den &; und in den 7, symmetrisch ist,
vgl. § 2.7.) — d) Ist 4d(cy, ..., ¢;) die Diskriminante des Polynoms f. (mit ¢o=1), vgl.
Beispiel 2.7.1, so gilt '

Ny ® _
R(f., ;) =(—1) (1 o5 €a)5 (31)
hierbei bezeichnet ' die Ableitung des Polynoms f.

Ubung 7. Es sei (f;;) €M,(K). Man beweise: Es gilt det (8;) +0 dann und nur dann,
wenn (f;;) durch Anwendung der elementaren Operationen (I) bis (III) auf die Zeilen
in die Einheitsmatrix (8;;) € M,(K) iibergefiihrt werden kann. Wendet man diese Opera-
tionen auf die Gleichungen eines Systems (21) an, so erscheint die Losung (im Fall
det (B;;) +0) als rechte Seite des umgeformten Systems.



b. Affine Geometrie

Dieses Kapitel beginnen wir mit der Untersuchung der affinen Abbildungen, das
sind Abbildungen zwischen Punktriumen, die Parallelitit und Streckenverhilt-
nisse ungedndert lassen. Jeder affinen Abbildung entspricht eine eindeutig be-
stimmte lineare Abbildung der zugehdrigen Vektorraume. Umgekehrt kann man
jede lineare Abbildung als eine spezielle affine Abbildung geometrisch interpre-
tieren. Damit ist die Untersuchung der affinen Abbildungen auf die der linearen
Abbildungen reduziert, die den wichtigsten Gegenstand dieses Kapitels bilden.
Vom algebraischen Standpunkt aus sind die linearen Abbildungen spezielle Homo-
morphismen der additiven Gruppen der Vektorrdume. Hierdurch gibt es viele
Analogien und Beziehungen zur Gruppentheorie. Aus den begrifflich leicht zu be-
herrschenden Operationen mit linearen Abbildungen gewinnen wir durch Ubergang
zu den Koordinatendarstellungen alle Operationen der Matrixalgebra. Das Rechnen
mit Matrizen ist das wichtigste Hilfsmittel fiir den weiteren Aufbau der Geometrie;
dieser Kalkiil wird dariiber hinaus in allen Gebieten der Mathematik und in den
Anwendungen viel benutzt. Wir behandeln damit die Theorie der linearen Glei-
chungssysteme und ihre geometrischen Deutungen, die dualen Vektoren, die Koor-
dinatentransformationen, die Jordansche Normalform eines aufspaltenden linearen
Endomorphismus und die affine Klassifikation der Quadriken. Dabei werden gleich-
zeitig die allgemeinen Grundziige des Problems der Klassifikation der Elemente
2€X des Raumes X einer Transformationsgruppe [, X] gegeniiber der Wirkung
von @ sowie die Beziehungen zwischen Invarianten und Koordinatentransforma-
tionen herausgearbeitet.

§1. Affine Abbildungen

Definition 1. Es seien [A4, ¥, K] und [B, W, K] zwei affine Geometrien iiber
demselben Korper K. Eine Abbildung f: A~ B heiBt affin, wenn sie die folgende
Eigenschaft besitzt: Sind p, ¢, 7, s€A4 und gilt fiir ein 1¢ K die Beziehung

rs=pgl, (1)
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so gilt fiir die Bildpunkte ebenfalls

1(r) [(8)=f(®) /(q) 4 . . , (2)
Beispiel 1. Die identische Abbildung id,, die Translationen ¢, (4.3.5), die Deh-
nungen (4.3.23) und damit iiberhaupt alle Homothetien (4.3.27) sind affine Abbil-
dungen. Man iiberpriife durch eine leichte Rechnung, daB sie die Bedingungen der
Definition 1 erfiillen.

Beispiel 2. Die konstanten Abbildungen f: x€ A f(x) =by€ B sind ebenfalls
affin; die Gleichung (2) reduziert sich fiir sie auf die triviale p =pA.

Die geometrische Deutung der affinen Abbildungen resultiert aus dem folgenden
Satz:

Satz 1. Jede affine Abbildung f: A —~ B besitzt die folgenden Eigenschaften:

1. Sind p,q€A, p+q, 2wei Punkte, die dasselbe Bild p’=f(q)€ B besitzen, so
28t das Bild f(H(p, q))={p’}, und das Bild f(H,) jeder zu H(p, q) parallelen Geraden
H, || H(p, q) besteht ebenfalls aus einem ernzigen Punkt.

2. Gilt dagegen /(p)= P’ ;i=q"_= f(g), so ist das Bild

f(H(p, 9)) =H(f(p), () (3)

der von den Punkten p, q aufgespannten Geraden H(p, q) die von den Bildpunkten auf-
gespannte Gerade H' =H(p’, q'), und die Bilder von. zu H(p, q). parallelen Geraden
H, || H(p, q) sind zum Bild H' parallele Geraden:

Wenn H, | H(p, q), so f(Ho) || f(H(p, q))- (4)

3. Gilt wieder f(p)+f(q) und ist (r, s) eine 2u (p, ) homothetische Strecke, so sind
auch die Bildstrecken zueinander homothetisch, und das Streckenverhilinis ist gleich:

(f(r), f(o‘))/(f @), (9}=(r, 8)/(p, ) - (5)

Erfiillt umgekehrt eine Abbildung f: A~B des affinen Raumes A in den a//men
Raum B die Eigenschaften 1 und 3, so wt sie affin.

Beweis. Zu 1. Sind r, s€H,, so erglbt sxch aus Lemma 4.3.2 rs =pga fiir ein
gewisses A€ K. Nach Definition 1 gilt dann wegen f(p) =f(q) die Beziehung Wé} =

=1(p) /() 2=0, also {f(r)} = {f(s)} =f(Hy). — Zu 2. Essei o ¢ K beliebigund z=p + pgo
ein belleblger Punkt aus H (p, q). Dann gilt pz =pgo, also nach Definition Im =
=p' q o oder f(x)=p’ +p "o, also f(H(p, q)) SH(p', ¢'). Da €K beliebig. war,
kommt jeder Punkt von H(p', ¢') wirklich als Blldpunkt eines Punktes xc¢H(p, q)
vor, und es gilt (3). Ist schlieBlich Hy=H(r, s), r+s, eine zu H(p, q) parallele
Gerade, so gilt nach Lemma 4.3.2 rs=gpgi mit' 1+0, also nach Definition 1
W;) =;’§’A %+ 0 und somit f(r) # f(s). Nach dem schon Bewiesenen und Lemma 4.3.2
ist f(Hp) =H(f(r), {(s)) | H(', ¢')=F(H(p, q)). Die Eigenschaft 3 ergibt sich unmittel-
bar aus Definition 1, Lemma 4.3.5 und der Definition (4.3.30) des Streckenverhélt-
13 Oni¥tik, Algebra 1



194 5. Affine Geometrie !

nisses. — Zum Beweis der Umkehrung seien p, g, 7, s€ A mit 78 =pga. Ist p=g, so ist
r=s, also f(r)=f(s), und (2) ist wegen o =04 erfiillt. Ist p3+¢q und r=s, so ist A=0,
und (2) ist wieder trivial wegen o =17;0. Esseialso p+qgundr=+s.Wenn dann f(p) =
=f(q) gilt, folgt aus der Eigenschaft 1 {f(r)}={f(s)}=/f(H(r, 8)), also (2) in der Ge-
stalt 0 =pA. Ist schlieBlich f(p)=f(q), so ergibt sich die Beziehung (2) unmittelbar
aus der Eigenschaft 3, (5), Lemma 4.3.5 und (4.3.30). O

Folgerung 1. Eine injektive Abbildung f: A~ B st genau dann affin, wenn sie
homothetische Strecken wieder in homothetische Strecken iiberfiihrt und das Strecken-
verhdltnis daber invariant bleibt (d. h., (5) gilt). O

Bemerkung. Die Ubung 8 enthilt eine schwichere Bedingung fiir die Charak-
terisierung der affinen Abbildungen. Da die Bewegungen der Elementargeometrie
injektive Abbildungen sind, die Lingen invariant lassen, lassen sie erst recht
Streckenverhdltnisse invariant und sind daher spezielle affine Abbildungen (vgl.
Ubung 6.2.13). Sie werden im niichsten Kapitel systematisch untersucht. Schon
Beispiel 1 zeigt, daB es noch andere affine Abbildungen gibt.

Satz 2. Sind A, B, C affine Riume iiber K, f: A—~B und g: B—~C affine Ab-
bildungen, so ist auch gof: A—C eine affine Abbildung. Ist | bijektive affine Ab-
bildung, so 18t auch f~1: B —+A affin.

.Be'wé'isf Die erste Behauptung ergibt sich unmittelbar durch zweimalige An-
wendung der Definition 1. Es sei nun f affin und bijektiv. Das Bild des Punktes
2€A bezeichnen wir mit 2’ =f(z) € B; es gilt also x=f-1(z’). Es seien p’, ¢’, 7', '€ B’
beliebig mit 7’8’ =p’g 4. Wir definieren den Punkt ¢:=r+pgicA. Da f affin ist,
gilt ¢’=7' +p'q'A=¢, was wegen Definition 1 unmittelbar aus 7¢=pga, T =r's =
=p'qA folgt. Somit ist f~1(r') f~Y8') = f~4p') f~4q’)4, d. h., f~1ist affin. O

Folgerung 2. Die Klasse der affinen Riume iiber demselben Grundkorper K mit
den affinen Abbildungen als Morphismen ist eine Kategorie, die wir die affine Kate-
gorie iiber K nennen. 0O

Definition 2. Unter einer affinen Transformation von A versteht man eine
bijektive affine Abbildung f: A - A.Die Menge (A) der affinen Transformationen
von A bildet beziiglich der Operation der Verkniipfung o von Abbildungen eine
Gruppe, die affine Gruppe von A, vgl. Satz 1.5.1.

Folgerung 3. Das Paar [N(A), A] ist beziiglich der durch die Anwendung der
Abbildungen definierten Wirkung

(f, ) €A(A)x A > f(z) €A (6)

eine effektive und transitive Transformationsgruppe (vgl. die Definiticnen 1.4.2 und
1.4.5).

Da niamlich %(A4) nach Beispiel 1 alle Translationen enthilt, die ja nach § 4.3
einfach transitiv iiber 4 wirken, muB erst recht %(A) transitiv sein. O
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Die Menge der affinen Abbildungen von 4 in B wollen wir mit
A4, B):={f | f: A— B affine Abbildung} (7

bezeichnen. Wenn nicht ausdriicklich etwas anderes gesagt wird, wollen wir im
folgenden stets annehmen, daB die betrachteten Punkt- und Vektorrdume den-
selben G’rundlcorper K haben.
Es seien nun V, W die Vektorraume von A bzw. B und 1e€N(A, B). Gilt rs= pq,
80 folgt aus (2) mit A=1 unmittelbar f(r) f(s) =f(p) f(¢), und daher kénnen wir durch
_ die folgende Definition jeder affinen Abbildung f € (A, B) eine eindeutig bestimmte
Abbildung der zugehérigen Vektorrdume zuordnen:

£=pgEV—> a(z):=f(p) f(Q)EW-‘ 8)

Satz 3. Es set feN(A, B). Dann wird durch (8) eine Abbildung a:V W definiert,
die folgende Eigenschaften besitzt:

a(gA)=a(x) A firalle geV, AcK, 9)
o (t+y)=a(t)+a(y) firalle g,HeV. (10)
Beweis. Nach der obigen Bemerkung hingt a(g) nicht von der Wahl der Punkte

», ¢ mit ffq:g ab; wir konnen z. B. einen beliebigen Punkt o€ A fixieren und er-
halten

a(g)=f(0) f (0+Y) . (11)
Zum Beweis von (9) sei etwa = pq und r=p + 1__)51. Dann gilt pr =pgA, und aus
(2) und (8) folgt a(xd)=f(p) f(r)=f(p) flg) A=a(f)A. Zum Beweis von (10) sei
£=pg, ) =gr. Dann gilt £+ =pg+gr=pr, und aus (8) ergibt sich

a (x+9)=/(®) f(r)=f(®) [(9) +[g) [(r) =a(E) +a(y). O

Definition 3. Eine Abbildung a: V—~W des Vektorraumes V in den Vektor-
raum W mit den Eigenschaften (9) und (10) heit linear oder ein Operator.

Diese Eigenschaften lassen sich auch dquivalent durch die eine Formel
a (tA+yu)=a(x) A+a(y) p firalle g,yevy, A ueK (12)

ausdriicken. Die Linearitidtseigenschaft ist uns schon bei der Definition 4.7.1,
Eigenschaft (II), der Volumenfunktion begegnet. Die folgenden beiden Sitze zei-
gen zusammen mit Satz 3, daB die Untersuchung der affinen Abbildungen im
wesentlichen auf die Untersuchung der linearen Abbildungen zuriickgefiihrt wer-
den kann.

Satz 4. Es seien A, B affine Rdume mit den Vektorrdumen V bzw. W, peA,
p' € Bund a: VW eine lineare Abbildung. Dann ¢ibt es genau eine affine Abbildung
f: A—B mit f(p)=p’, fiir die

a(zy) =f(z) f(y) (13)

13¢
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fiir alle , ye A gilt (d. h. fiir die die vorgegebene Abbildung a gerade die zu f gehorige
lineare Abbildung vst), ndmlich

fr2eA> f(z):=p +a(pr)EB. (14)

Beweis. Aus f(z)=/(p)+f(p) /(), (13) und f(p)=p’ erhalten wir sofort die
Gestalt (14) der affinen Abbildung; sie ist also durch die Vorgaben eindeutig be-
stimmt. Zum Beweis der Existenz ist zu zelgen daB (14) eine die Bedingungen er-
fiillende affine Abblldung ist. st z= p, also pr=0, so folgt aus der Linearitit von
a sofort a(p) =0, also aus (14) f(p)=p’. Sind Welt,er z, y€ A beliebig, so gilt

1(2) (y) = (&' +a(p2)) (P’ +a(py)) =a(py) —a(px)
=a (py —p)=a(zy) ,
vgl. (4.3.13); denn wegen der Linearitédt von a gilt
a () —1)=a(h)—al(r) . (15)

Also erfiillt die durch (14) definierte’ Abbildung auch die Bedingung (13). Um zu

zeigen, daB- f affin ist, betrachten wir die Punkte z, y, 7, s€¢ A mit @:i.’s).. Da f
die Bedingung (13) erfiillt, folgt

(@) f(y) =a(zy) =a (750) =a(73)A=f(r) f(s) A. O

Beispiel 3. Nach Beispiel 4.3.1 kénnen wir die Vektorrdume V, W auch als
affine Rdume betrachten. Ist a: ¥V —~W linear, so gilt a(o)=0.€ W= B, und die Glei-
chung (14) reduziert sich auf f(x)=a(x); im Sinne dieses Belsplels sind also die
linearen Abbildungen spezielle affine Abbildungen.

Beispiel4. Essei A=Bund f¢ (4, A). Gilt fiir ein p€ A die Glelchung /(p)
80 heift p ein Fizpunkt von f. (14) spezialisiert sich auf '

f(@)=p +a(pz) , (16)

und aus den Sitzen 3 und 4 folgt, daB die affinen Abbildungen f: A-+A mit dem
Fixpunkt p und die linearen Abbildungen a: V-V einander umkehrbar eindeutig
entsprechen. Allgemeiner gilt

Satz 5. Es ses fcA(A, A) eine beliebige affine Abbildung von A in sich, p€A ein
-beliebig ausgewdihlter Punkt und q=f(p). Dann gibt es einen eindeutig bestimmien
Vektor a€V und eine eindeutig bestimmie affine Abbildung /0 mat dem Fizpunkt p,
80 daf f=t,0f, gult.

Beweis. Wenn f=¢,0f, eine solche Zerlegung ist, folgt
g=f(p)=t;0fo(P)=ti(p)=p+a;

also ist a=pg eindeutig bestimmt. Aus f=t,o0fo=1t, 09, ergibt sich durch Multi-
plikation mit ¢ =¢_g von links sofort fy=g,. Die Existenz der Zerlegung ergibt
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sich aus (14) und (16) nach
f(@)=q+a(pz) =p+a(P2) + By =t o fo(®) ,
wobei fo(x) =p +a(pz) dieselbe lineare Abbildung a wie f besitzt. O

- Ubung 1. Essei f: A - B affin und M S A eine Ebene mit dem Vektorraum U = V(M).
Dann ist auch die Einschriankung f| M: M - B affin, und fiir die zu f bzw. f | M ge-
horenden linearen Abbildungen a; bzw. asm gilt

anm=a; | V(M).. (17

Ubung 2. a) Es seien eine Hyperebene B"c A%#+! und ein Vektor p, p ¢ V(B"), ge-‘
geben. Man beweise, dafl jede Gerade in Richtung p die Hyperebene B™ in genau einem
Punkt schneidet und dafl die Abbildung

fizeAn+l > a’: = B"NH(z, p) ¢ B (18)

affin ist; sie heift die Parallelprojektion in Richtung p von An+1 guf B*. — b) Es sei f wie
in (18) definiert und Nc A7+1 eine Ebene. Man beweise: f | N ist injektiv genau dann,
wenn p ¢ V(N) gilt.

Ubung 3. Man beweise: Ist f: An+1-»A%+1 eine affine Abbildung mit den folgenden
Eigenschaften: 1°. Es gibt eine Hyperebene B"c A®+1 mit f(x) =z fiir alle x€B";
20, f ist nicht injektiv; dann ist f eine Parallelprojektion von - A*+1 auf B™.

Ubung 4. Es sei K =R, H=H(o; a,, a;) und H’ seien zwei zweidimensionale Ebenen
des A3 und z€ A3\ (HUH’) ein nicht in diesen Ebenen liegender Punkt. Ferner sei
IIc H ein Parallelogramm mit der folgenden Eigenschaft: Fiir jedes x €IT schneidet die
Gerade H(z, x) die Ebene H’ in genau einem Punkt: @’ =¢(x). (p nennt man auch eine
Zeéntralprojektion mit dem Zentrum z.) Man beweise: Es gibt genau dann eine affine
Abbildung f: H—~H’ mit f | II =¢, wenn H und H’ parallel sind.

Beispiel 5. Fiir eine beliebige Menge A+® heifit eine Abbildung f: 4 +4
inwvolutiv (oder eine Involution), wenn f2=id, gilt; hierbei ist f2:=fof. Aus Ubung
0.2.4 folgt sofort, daB jede Involution bijektiv ist und f~1=f gilt. Wir bemerken
nochfolgendeleicht zu beweisende Eigenschaft der Involutionen: Sind f,g: 4 -4 In-
volutionen, so ist fog genau dann eine Involution, wenn fog=gof gilt. Es sei nun
[A42, V2, K] eine affine Ebene, char K 2. Wir wihlen ein 2-Bein (0; a;, 5) von A2

und definieren die Abbildung f: A2~ A2 folgendermaBen: Ist ox =a,+a,¢,, so sei

f(@):=0+ad—ask,. (19)
Man beweist leicht, daB f eine affine Involution ist; ihre Fixpunktmenge
C,:={x | v€A und f(z) =2} ' (20)

ist die Gerade C,=H(o,a,). Man nennt f die Schrigspiegelung an der Geraden
H(o, a;) tn Richtung a,. Eine andere affine Involution ist

8,t €A > 8,(x):=0—0xCA; ‘ (21)

sie heifit die Spiegelung am Punkt o und stimmt offenbar mit der Dehnung d, _,
iiberein, vgl. (4.3.23). ‘ '
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Ubung 5. Man beweise, daB durch (19) eine affine Involution f mit C; =H(o, a;) defi:
niert wird. In Analogie zu (19) definiere man in A3 a) Schrigspiegelungen an einer
Ebene H2=H(o; a,, a5) in Richtung a; und b) Schrigspiegelungen an einer Geraden
H?! =H(o, a,) in Richtung des Unterraums W2 = &({a,, a3}), wobei (0; a4, as, a;) ein Repére
des A3 gei. Man definiere diese Abbildungen so, dafl sie affine Involutionen mit der
Fixpunktmenge H?2 bzw. H! sind.

Ubung 6. Es sei f: A —~A eine affine Abbildung. Man beweise: Die Fixpunktmenge C
ist leer oder eine Ebene C;S A4, 0=dim C;=dim A. Man charakterisiere im Fall C;+
den Vektorraum V(C;) von C; mit Hilfe der zu f gehtrenden linearen Abbildung a =ay.

Ubung 7. a) Es sei char K+2 und f: 4 ~A eine affine Involution. Man beweise
C; 9, d. h,, f hat wenigstens einen Fixpunkt. — b) Ist char K=2 und 0 <dim 4 <,
80 gibt es stets eine affine Involution f: A -A ohne Fixpunkte.

Ubung 8. Es seien A4, B affine Punktrdume iiber einem Korper K, der wenigstens
drei Elemente enthiilt. Man zeige: Eine Abbildung f: A - B ist genau dann affin, wenn
fiir p, ¢, 8 €A mit p +¢ und ps =g A stets auch f(p) f(8) =f(p) f(g) 4 gilt. (Hinweis. Zum

Beweis der Bedingung von Definition 1 betrachte man zuerst den Fall 4 +1 und denke
an die Figur des Strahlensatzes 4.3.6.)

§2. Lineare Abbildungen

Im vorigen Paragraphen haben wir die affinen Abbildungen auf die linearen (Defi-
nition 1.3) zuriickgefiihrt. Deswegen und vor allem wegen der fundamentalen
Bedeutung der linearen Abbildungen fiir die Anwendungen der Algebra in Analysis
und Geometrie sollen diese jetzt von einem iiberwiegend algebraischen Standpunkt
aus betrachtet werden. Die Eigenschaft (1.10) der Definition der linearen Abbil-
dungen besagt, daB sie Homomorphismen der Vektorgruppe [V, +] sind (vgl.
§ 1.2); daher ergeben sich viele Parallelen der Theorie der Vektorriume zur Theo-
rie der abelschen Gruppen. Zuerst werden einige sehr allgemeine Begriffe und Eigen-
schaften der linearen Abbildungen behandelt, die auch fiir unendlichdimensionale
Vektorriume wichtig sind. Danach betrachten wir besonders die linearen Abbil-
dungen zwischen endlichdimensionalen Vektorrdumen, die im folgenden im Vor-
dergrund stehen werden. Im néchsten Paragraphen wenden wir die erhaltenen Er-
gebnisse dann auf die affinen Abbildungen an.

Beispiel 1. Die identische Abbildung idy eines Vektorraums ¥ ist linear. Ist
WCV ein Unterraum, so ist die Einbettung ¢: W -V linear. Die Dehnungen eines
Vektorraumes ¥V um einen Faktor Ac K

d: gV dy(r):=tAeV (1)

sind linear. Die triviale lineare Abbildung (Nullabbildung), die jedem g€ ¥ den Null-
vektor o(z) =0 € W zuordnet, ist ebenfalls linear.

Unmittelbar aus der Definition 1.3 verifiziert man

Satz 1. 10, Sind a: V-W und b: WU linear, so ist auch boa: VU linear.
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20, Ist a: V +W linear und bijektiv, so vst auch a=1: WV linear.

30, Ist a: VW linear und UCV ein Unterraum, so it auch die Einschrinkung
a|U: U~W linear. O

Definition 1. Mit I(V, W) bezeichnen wir die Menge der linearen Abbildungen
von ¥V in W. Die Elemente von L(V):=L(V, V) heilen lineare Endomorphismen, die
bijektiven linearen Abbildungen lineare Isomorphismen. Nach Satz 1 bilden die
linearen Automorphismen, d.h.die bijektiven Endomorphismen, eine Gruppe
GL(V)c L(V), die man die lineare Gruppe des Vektorraumes V nennt.

Folgerung 1. Die Klasse der Vektorriume iiber demselben Grundkorper K mit
den linearen Abbildungen als Morphismen ist eine Kategorie, die ,Kategorie der
Vektorrdume iiber K“. 0O

Satz 2. Es se? ac L(V, W). Ist V'CV evn Unterraum, so ist auch das Bild a(V')C
C W ein Unterraum. Ist W W ein Unterraum, so ist auch das Urbild a~\(W')CV
ein Unterraum.

Zum Beweis verifiziere man unmittelbar aus Definition 1.3 die Bedingungen
von Lemma 4.2.1. O

Definition 2. Unter dem Bild von a€L(V, W) versteht man Im a:=a(V) und
unter dem Kern von a

Kera:=a"1p). (2

Folgerung 2. Fiir ac L(V, W) sind Im a "W und Ker aCV Unterrdume. Die
Abbildung a 7st surjektiv genau dann, wenn Im a =W, und injektiv genau dann, wenn
Kera=ost. O

Ganz analog zum Begriff der Faktorgruppe (vgl. Definition 3.1.2), des Faktor-
ringes (vgl. Definition 3.3.2) und der im Zusammenhang mit diesen behandelten
Homomorphiesiitze sind die entsprechenden Begriffe und Sitze iiber Vektorrdume,
deren Beweise wir dem Leser iiberlassen wollen.

Satz 3. Es ses W V ein Unterraum. Dann wird durch die Definition
a=b(W):oa-becW (3)

eine qu'valenzrelatz’on n V erklirt; die A'quivalenzklassen stnd die Nebenklassen
[al=a+WCV. In der Menge V/W der Aquivalenzklassen wird durch vertreterweise
Erklirung der Operationen

[a]+([b]:=[a+D], (4)
[a] 2:=[ad] (A€K) (8)

die Struktur eines Vektorraumes [V/W,+, K] iiber K definiert, der der Faktorraum
von V nach dem Unterraum W heift. Die kanonische Abbildung n: L€V [f]€V/W,
die jedem L€V seine Aquivalenzklasse ()€ V/W zuordmet, ist linear, und es gilt
Kerx=W. O
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Bemerkung. Nach Beispiel 4.3.1 konnen wir den Vektorraum V auch als Punkt-
raum der affinen Geometrie [V, V, K] betrachten. Dann stimmt die Einteilung von
V in die Aquivalenzklassen a+W mit der in Folgerung 4.5.2, e) angegebenen
Zerlegung in die W-Orbits iiberein.

Satz 4 (Homomorphiesatz fiir Vektorrdume). Ist a €L(V, W), so gibt es etnen ka-
nonischen linearen Isomorphismus ¢: V/Ker a—~Im a derart, dap das Diagramm

V—2 >+ Im ac W
n é (6)
V/Kera

kommutativ ist, namlich

d([z])=a(zr). O (7)

Folgerung 3. In der Menge V/W der Aquivalenzklassen von V nach. W gibt es ge-
nau eine Vektorrawmstruktur derart, dap die kanonische Abbildung n linear ist und
Ker n=W gilt, nimlich die in Satz 3 definierte.

Zum Beweis von Folgerung 3 bezeichne ¥ die Menge V/W, versehen mit irgend-
einer den Forderungen geniigenden Vektorraumstruktur iiber K. Das (6) entspre-
chende Diagramm ist dann

R T iy
V———V

7 @ (8)

V/Ker n

und wegen Ker n=W ist #=idy,y der kanonische Isomorphismus nach Satz 4,
der zeigt, daf die Vektorraumstruktur von ¥ mit der von V/W iibereinstimmt. [

Es sei nun V* ein endlichdimensionaler Vektorraum und (a;) eine Basis von
V#, 7=1, ..., n. Fir einen beliebigen Vektorraum W und a € L(V*, W) erhalten wir
aus der Linearitdt durch Anwendung der Abbildung a auf die Basisdarstellung
eines variablen Vektors

Zaf eVms a(r)= 3 alag EicW . (9)
i=1

Satz 5. Es sei (a;) eine Basis des Vektorraumes V* und (c;), v=1, ..., n, etne Folge
von Vektoren des Vektorraumes W. Dann gibt es eine und nur eine lineare Abbildung
a€L(V?, W), fiir die ¢;das Bild des Basisvektors a; ist:

ala) =c; . . (10)
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- Beweis. Setzen wir (10) in (9) ein, so folgt a(r) = Z ¢;$;; die Abbildung a ist also
i=1

durch die Bilder einer Basis eindeutig bestimmt. Betrachten wir nun diese letzte
Gleichung als Definition der Abbildung a, so folgt durch eine leichte Rechnung
deren Linearitat:

a’(gl’l't):“)_ Z ¢ (5'1'"’71” (Zcz t) +(_i1 cini) I

=a(x) A+a(y) p;
dabei bezeichnen 7; die Vektorkoordinaten von 1) beziiglich (a;). O
Die in diesem Satz enthaltene Methode der Definition linearer Abbildungen nennt

man auch ,, Prinzip der linearen Fortsetzung“. Wir wollen aus ihm nun eine Reihe
einfacher, aber wichtiger Folgerungen ziehen.

Folgerung 4. Die in Satz 5 definierte lineare Abbildung vst exn linearer Isomor-
phismus dann und nur dann, wenn (¢;), t=1, ..., n, eine Basis von W ist.

Beweis. Ist @ ein Isomorphismus, so ist @ surjektiv, und wegen

n n
T= zaifiev'—’ a(r)= 2 cf €W (11)

=1

ist {c;} erzeugende Menge von W. Aus Z ¢;4; =0 folgt 0= a(a,) 4;=a(> a;4;),
i=1
und da @ injektiv ist, muB > a;4,=0 sein. Weil nun (a;) eine Basis ist, miissen alle

A;=0 sein. Ist umgekehrt (c;) eine Basis von W, so ist a injektiv und surjektiv
und daher ein linearer Isomorphismus. 0O

Folgerung 5. Es seien V, W Vektorrdume iiber K,dim V<oo, ac L(V, W).
Dann gilt

dim Im ¢ =min (dim V, dim W), (12)
ujpd a 18t ein linearer Isomorphismus dann und nur dann, wenn
| dim V=dim Im ¢ =dim W (13)
gult. O

Folgerung 6. Zwe? endlichdimensionale Vektorrdume V, W iiber demselben Kérper
K sind genau dann isomorph, wenn dim V=dim W ¢ilt. O

Beispiel 2. Die durch (4.4.9) definierte Koordinatenabbildung ist ein Isomor-
phismus zwischen ¥* und dem n-Tupel-Raum K*; vgl. Ubung 4.4.1. Die Vektor-
rdaume K", n¢€ N,, sind also ein vollstdindiges Reprasentantensystem fir die Iso-
morphieklassen endlichdimensionaler Vektorrdume iiber K.

Bemerkungen. 1°. Es gibt im allgemeinen keinen kanonischen Isomorphismus
zwischen gleichdimensionalen Vektorrdumen; der nach Satz 5 definierte Isomor-
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phismus hiangt ja von der willkiirlichen Auswahl der n-Beine (q;), (¢;) von ¥V bzw. W
ab. — 20, Wie bei allen algebraischen Strukturen iibertrigt ein Isomorphismus
zwischen Vektorrdumen alle nur auf die Grundbegriffe und Axiome zuriickzufiihren-
den Eigenschaften (vgl. den Beweis von Folgerung 4); von dieser Tatsache werden
wir im folgenden haufig stillschweigend Gebrauch machen. — 8°. Aus Ubung 4.4.7
erhilt man durch eine leichte Verallgemeinerung des Prinzips der linearen Fort-
setzung auf den unendlichdimensionalen Fall folgendes Resultat: Zwe: Vektor-
raume V, W iiber demselben Korper K sind genau dann vsomorph, wenn ihre Basen
dieselbe Michtigkeit haben.

Beispiel 3. Wir betrachten einen Vektorraum ¥ iiber K. Es sei (a;) ein festes
Repére, und (¢;) durchlaufe alle Repéres von V. Es sei g diejenige lineare Abbildung,
fir die g(a;) =c; gilt. Dann durchlduft g die lineare Gruppe von ¥*, und die Zu-
ordnung (¢c;) —> g ist eine bijektive Abbildung der Menge aller Repéres von ¥* auf die
lineare Gruppe GL(V*). Hierdurch ist eine Veranschaulichung der linearen Gruppe
gegeben.

Definition 3. Es sei a cL(V®, W). Unter dem Rang von a versteht man
rga:=dim Ima.. (14)

Lemma 1. Es ser acL(V"®, W™). Dann ¢qilt rg a=r dann und nur dann, wenn
Basen {a;} von V* und {b,} von W™ mit den folgenden Eigenschaften existieren:

10, Im “':'2({51' coey br}) ’ (15)
20, Ker a=8({a, 11, -+ 0z}) » (16)
30. a(a,)=b, fir e=1,..r. (17)

Beweis. Es sei n —s=dim Ker a. Wir wihlen zuerst eine Basis von Ker a, die
wir mit {a,,, ..., a,} bezeichnen. Nach dem Basisergénzungssatz Folgerung 4.6.1
konnen wir sie zu einer Basis {qa;}, 7=1, ..., n, von ¥V* erginzen. Es sei bazza(ae)

8
fiir g=1, ..., 8. Wegen a(a,)=0 fiir x>s erhalten wir aus (9) sofort a(r)=2} beEe,
=1

e
so daB {by, ..., b,} eine erzeugende Menge fiir Im « ist und r =s gilt. Wir zeigen, da
{by, ..., b,} auch linear unabhingig ist. Aus

D=jbe ezi a’(ae) le=a' ( é: aez'e)

e=1 e=1 e=1

L
folgt nimlich 2 a,4,cKer a=8({a,,, ..., a,}), und weil {a;} eine Basis von ¥*
e=1

ist, muB 2, a,4, =0 und somit auch 2,=0 fiir g=1, ..., s gelten. Daher ist {by, ..., b,}
e=1

eine Basis von Im a, und es folgt s=r. Erginzen wir {b,, ..., b,} noch zu einer Basis
{b,}, =1, ..., m, von W™, so sind die Eigenschaften 19 bis 39 erfiillt. Die Umkeh-
rung der Behauptung ist trivial. O
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Beispiel 4. Eine lineare Abbildung p€L(V) heiit eine Projektion, wenn p2=
=pop=0p gilt. Fiir jede Projektion ist V die direkte Summe (Definition 4.4.5) von
Im p und Ker p:

V=Imp® Kerp. (18)

In der Tat, es sei £ €V beliebig. Wir setzen 3 =g —p(r). Dann ist 3€Ker p; denn es
ist

p(3)=p(t) —pXt) =p(t) —p(r) =0 .
Die Gleichung ¢ =p(z) +3 zeigt, daB ¥ die Summe von Im p und Ker p ist. Anderer-
seits ist diese Summe auch direkt; denn fiir § €Im pNKer p gibt es ein €V mit
9 =p(), und es gilt

0 =p(y) =pAz) =p(r)=Y -
Umgekehrt beweist man leicht: Ist V= g W, direkte Summe der Familie (W) ,p

el
von Unterrdumen und ist p,: L€ Vi1, € W, die Abbildung, die jedem g€V seine Kom-
ponente tn W, zuordnet (vgl. (4.4.12)), so vt p, etne Projektion. Als Spezialfall er-

n
hilt man die Projektionen eines Vektors g =D, a5; auf die Koordinatenachsen
i=1

teV pr):=af€8({a;}) - (19)

Im allgemeinen gilt fiir a € L(V) natiirlich nicht (18). Aus Lemma 1 ergibt sich je-
doch sofort

Folgerung 7. Ist n=dim V< und a c L(V, W), so gilt
n=dim V=dim Im a +dim Ker a . (20)
Folgerung 8. Es sei n=dim V=dim W < und ac L(V, W). Dann ¢:lt
a injektivera surjektivera bijektry.
Zum Beweis von Folgerung 7 beachte man, da man W durch Im a ersetzen kann
und (12) gilt; fiir Folgerung 8 beachte man Folgerung 2. O
Ubung 1. Es sei a: V-+W eine lineare Abbildung und M SV eine Teilmenge. Man be-
weise: a) a(¥(M)) = &(a(M)). — b) Fiir alle N ¢ B(W) gilt L(a—{(N)) Sa~1(Q(N)). —c) Fiir
alle NeB(W) mit N SIma gilt L(aYN))=a"1(&(N)). — d) Es gilt L(a~YN))=
=a~1(&(N)) fiir alle N € (W) dann und nur dann, wenn a ein Isomorphismus ist oder
wenn V ={o} gilt.
Ubung 2. Es sei V ein Vektorraum, a € L(V) und 1€ K. Wir definieren
Up:={tcV]|ar=14}. (21)

Man beweise: Uj ist ein Unterraum von V, und a | U, ist die Dehnung der Vektoren aus
Uj; um den Faktor 4. :

Definition 4. Es sei a € L(¥). Gilt fiir ein 1€ K, da der Unterraum U, (nach
(21)) nicht trivial ist : U, = {0}, so heiBt 1 ein Eigenwert von a, U, der zum Eigenwert
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A gehérende Eigenunterraum, und die ¢ € U, mit +p heilen Eigenvektoren von
zum- Eigenwert 4.

Zum Beispiel folgt fiir A=0 sofort
=Kera (a€ L(V)) . (22)

Die in Definition 4 eingefiihrten Begriffe werden im folgenden eine wichtige Rolle
spielen. Dasselbe gilt fiir die in Ubung 3 formulierten, einfachen Eigenschaften
dieser Begriffe:

" Ubung 3. Mit den Bezeichnungen und Voraussetzungen von Ubung 2 und Defini-
tion 4 beweise man: a) Fiir Ay, A,/u €K, gilt U; N U, ={o}. — b) Es seien 4, ..., 4, paar-
weise verschiedene Eigenwerte von a und g, Eigenvektoren zu 4, ¢ =1, ..., 7. Dann ist

die Menge {1y, ..., L} linear unabhiingig, und die Summe z Ul ist direkt. — ¢) Gilt
e=1
dim ¥V =n und beSItzt a €L(V) genau n verschiedene Eigenwerte 4;, so ist dim U, =1,

und es gilt V" = @ U, (Hinweis. Zum Beweis von b) wende man vollsténdige Induk-

tion nach r an und filhre den Induktionsschluf3 indirekt.)

Ubung 4. Es sei V2 ein zweidimensionaler Vektorraum iiber R. Wir betrachten die
nach Satz 5 durch die Bilder einer Basis {a;, a;} von V2 eindeutig bestimmte lineare
Abbildung a, fiir die a(a;) =a, und a(a;) =—a, gilt. Man beweise, daf diese Abbildung
keinen Eigenwert A €R besitzt.

'Ubung 5. Es sei a €L(V) eine Involution. Man beweise: a) Ist A € K Eigenwert von a,
80 gilt A=e¢ oder A =—e¢, e die Eins des Korpers. — b) Unter der zusétzlichen Voraus-
setzung char K +2 gilt V=U,® U_,, d. h., V ist direkte Summe der Eigenunterrdume
zu den Eigenwerten te. Fiir U_, ={0} folgt @ =idy, und fiir U, ={0} ergibt sich die Ab-
bildung s: t €V +— —g€V (Spiegelung an o). — ¢) Man zeige anhand eines Beispiels, daf3
die Behauptung b) im Fall char K =2 nicht zu gelten braucht.

Ubung 6. Unter den Voraussetzungen von Ubung 5 und char K +2 beweise man:
Sind U,, U_, die Eigenunterrdume von @ und ist b€L(V) ebenfalls eine Involution,
80 ist @ ob eine Involution genau dann, wenn b(U,) =U,und b(U _¢) = U _¢gilt. (Hinweis.
Man beachte die Bemerkungen in Beispiel 1.5.)

‘Ubung 7. Es sei [4", V", K] eine n-dimensionale affine Geometrie mit char K + 2.
Man beweise: Ist f: A® -~ A™ eine affine Involution, so ist f entweder die Identitdt oder
die Splegelung an einem Punkt p €A™ oder eine Schrigspiegelung an einer k-Ebene
Cy/=p +WF* in Richtung eines Unterraumes Ur—*CV mit W" eUnr—k=V" (Vgl. Bei-
splel 1.5, Ubung 1 7.)

Ubung 8. Es sei W SV ein Unterraum des Vektorraumes V, dim ¥ <. Man beweise
dim V/W = dlm V—-dim W. (23)

Man nennt dim V/W dle Kodzmenswn von Win V; falls dim V unendllch aber dim V/W
endlich ist, heifit W ein Unterraum endlicher Kodvmemnon m =dim V/W

: Ubung 9. Die Darstellung eines Vektorraumes V als direkte Summe seiner Unter-
rdume (Definition 4.4.5) entspricht der Definition 3.2.1 fiir Gruppen. Wir wollen in
dieser Ubung die¢ direkte Summe von r beliebigen Vektorrdumen V;, i=1, ..., r, iiber
dem Korper K defmxeren, die nicht als Unterrdume eines Vektorraumes gegeben sein
miissen. Dazu gehen wir vom Produkt der die Vektorraumstruktur tragenden Mengen
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' o
V:=X V; aus. Man beweise: a) Uber V gibt es eine eindeutig bestimmte Vektor-
i=1
raumstruktur [V, +, K], beziiglich der alle Projektionen p;: v =(9;) €V > pi(v) =€V},
k=1, ..., r, lineare Abbildungen sind. Man nennt daher v, +, K] die direkte Summc der
Vektorraume V; und schreibt

r
V=gV;. (24)
i=1
(Hinweis. Man erinnere sich an Satz 3.2.4.) — b) Es ist leicht zu sehen, da8 die in a) ge-
gebene Definition der direkten Summe mit Definition 4.4.5 vertréglich ist. Dazu be-
trachte man die Injektionen

L EteVl > ’i(gi): =(°) wery 0y Liy 0y eey °)€V> (25)

verifiziere, dafl sie injektive lineare Abbildungén sind, formuliere und beweise das
Analogon von Satz 3.2.5.

Ubung 10. Es sei V ein Vektorraum iiber R und i =y — 1 €C die imaginére Einheit.
Wir bilden den zu V iiber R isomorphen Vektorraum VWi:={vi|b€V}; hierbei sei
pi+wi: =(b + ) i und (vi) «: =vai (x €R). SchlieBlich betrachten wir die direkte Summe
cV:=V @Vi; ¢V ist zunichst ein Vektorraum iiber R; jedes tv €cV ist eindeutig in der
Form w =g +9i, 1, ) €V, darstellbar. Man beweise: a) Mit der in ¢V schon definierten
Addition und der durch

v,
zm_ii?yi?é } wz: =(xf —vy) +(xn +y).iccV

definierten Multiplikation mit Skalaren z€C wird [cV, 4+, C] ein Vektorraum iiber C,
der die Komplexifizierung cV des reellen Vektorraumes V heiBt. Da andererseits jeder
Vektorraum W iiber € auch ein Vektorraum iiber R ist (Ubung 4.2.7), miissen wir bei
vielen Begriffen angeben, welchen Skalarbereich wir gerade betrachten; wir sprechen
von R-linearen oder C-linearen Abbildungen, von reeller Dimension dimp W oder
komplexer Dimension dim¢ W usw. — b) Es gilt dimg ¢V =dimgp V. — ¢) Ferner gilt
r(cV)=V®r Vi, also dimg r(cV)=2 dimg V. Komplexifizierung .und Reellifizierung
sind nicht zueinander inverse Operationen!

§3. Anwendungen auf die affinen Abbildungen

Wir kniipfen an die durch Satz 1.3 gegebene Zuordnung

D: feA(Ar, B™) — D(f) =a,cL(V", W™) 1)
mit

a/(z9)=1(=) 1(9) (2)

an, die jeder affinen Abbildung die entsprechende lineare Abbildung der zu den
affinen Riumen gehdrenden Vektorrdume zuordnet, und beginnen mit einigen
Belspxelen

Beispiel 1. Ist =i, eine Translablon, 8o ist a;=idy. In der Tat, nach (2) ist
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@(@):(z +a) (y+a) =y fiir alle z, yc A. Fiir a=p ist t, =id 4, und es folgt
aq,=idy  (V der Vektorraum von 4). (3)

Beispiel 2. Den Dehnungen (4.3.23) d,;,a des Punktraumes A entsprechen die
Dehnungen (2.1) d; des zugehédrigen Vektorraumes V:

f=dp,"—> aj=d1; (4)

denn es gilt /(x) /(3) = (p +F%3) (p+Pyd) =ZyA.

Beispiel 3. Den konstanten affinen Abbildungen (Beispiel 1.2) entspricht die
Nullabbildung (Beispiel 2.1) der zugehorigen Vektorraume.

Aus der Formel (1.14) ergibt sich leicht, dafl zu den Beispielen 1 bis 3 auch die
folgenden Umkehrungen gelten: Ist a, die Identitét idy, die Dehnung d, mit 140, 1
bzw. die Nullabbildung, so ist f eine Translation bzw. eine Dehnung von A4 bzw.
eine konstante Abbildung. Zum Beweis beachte manauch den Beweis von Satz 4.3.5.

Satz 1. Die Zuordnung, die jedem affinen Punktraum A* den zugehorigen Vektor-
raum V* und jeder affinen Abbildung f die zugehiorige lineare Abbildung a; nach (1)
zuordnet, 18t ein kovartanter Funktor der affinen Kategorie iiber dem Korper K in die
Kategorie der Vektorraume iber K, d. h., es gelten (3) und

Ggoy=08,0a, . (5)

Beweis. Es ist nur noch (5) zu zeigen. Diese Gleichung ergibt sich unmittelbar
aus Satz 1.2 und (2):

0y of(2Y) = 9(F(2)) §(F(¥)) = a,(f() (%)) =a,(aZy)) . O

Folgerung 1. a) Die affine Abbildung fcUA(A, B) tst injektiv bzw. surjektiv bzw.
bijektiv dann und nur dann, wenn die zugeordnete lineare Abbildung a, die entsprechende
Eigenschaft besitzt. — b) Ist f bijektiv, so gilt

arj—‘ = (aj)_‘. (6)
c¢) Ist dim A=dim B=n<, 30 gilt
[ injektiverf surjektiverf bijektiv .
Beweis. a) ergibt sich sofort aus (2) wegen
1(2) = /(D) +ay(p%) . (7)

b) folgt wie bei jedem Fur;ktor aus (3) und (8). — c¢) ergibt sich aus a) und Folge-
rung 2.8. 0O

Satz 2. Es seien f, g€U(A, B). Dann gilt a,=a, dann und nur dann, wenn ein
Vektor a aus dem Vektorraum W von B existiert mit f=t, og.
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Beweis. Es sei p€A, p'=f(p) und ¢'=g(p). Mit a:=a,=a, erhalten wir f(z)=
=p’ +a(pz) und g(z) =¢' +a(pr) aus (7). Hieraus folgt fiir alle 2¢ A

1(2)=(g' +a(p®)) +4P =t 09(x)
mit a=q'—p7. Die Umkehrung ergibt sich sofort aus (5) und Beispiel 1. O

Folgerung 2. Es set A(A) die Gruppe der affinen Transformationen von A und
T(A) cA(A) die Untergruppe der Translationen (Satz 4.3.1). Dann ist @: feN(A)—
> &(f)=a, GL(V), V der Vektorraum von A, ein Homomorphismus von A(A) auf
die lineare Gruppe GL(V) mit dem Kern T(A). Daher ist T(A) ein Normalteiler von
‘U(A), und es besteht ein kanonischer Isomorphismus der Gruppen

GL(V)=AA)/Z(A) . (8)

Beweis. Wegen (5) ist @ eine Homomorphie. Nach Satz 1.4 konnen wir die Abbil-
dung a € GL(V) beliebig vorgeben; somit ist @ surjektiv. Ist @(f)=idy, so ist nach
(3) und Satz 2 f=t,0id =1, eine Translation, also Ker ®=3(4). Der Rest der
Behauptung folgt aus dem Homomorphiesatz fiir Gruppen, Satz 3.1.6. O

Satz 3. Es sei A ein affiner Punktraum mit dem Vektorraum V und o€ A, ferner
zet Iy N(A) die Isotropiegruppe des Punktes o. Dann wird durch

a€GL(V)—> [,€], mit f[,():=0+a(0Z) (9)
en Isomorphismus von GL(V) auf I, definiert, und es gilt
SNT(A)={id,}. F(A)o Fpr=WA(A) . (10)

Beweis. Nach (7) ist f, eine affine Abbildung mit f,(0)=o0, also f €I, Nach
Satz 1.4 kann man jedes f €5, in der Form (9) darstellen, also ist die Abbildung (9)
surjektiv. Wegen @(f,)=a ist @ |3, die Inverse der Abbildung (9); also ist sie bi-
jektiv und, weil @ ein Homomorphismus ist, ein Isomorphismus. Die erste der
Beziehungen (10) ist trivial, und die zweite ist durch Satz 1.5 bereits bewiesen. O

Bemerkung. Wegen Folgerung 2 und (10) ist %(A) halbdirektes Produkt von
Qo= GL(V) und I(4), vgl. Ubung 3.2.3. Identifizieren wir Jy= GL(V) mittels (9),
0 erhalten wir einen Isomorphismus der Transformationsgruppen [A(A4), A] und
[QI(A), A(A4)/GL(V)], vgl. Satz 3.1.7.

Ahnlich, wie wir in § 2 die linearen Abbildungen durch die Bilder einer Basis
charakterisieren konnten, wollen wir jetzt die affinen Abbildungen durch die Bilder
von n+1 Punkten in allgemeiner Lage beschreiben.

Satz 4. Es sei (p;), 1=0,1, ..., n, eine Folge aus n+1 Punkten p;cA* in all-
gemeiner Lage und (g;) eine beliebige Punktfolge aus n+1 Punkten des affinen Rau-
mes B iiber demselben Kérper K. Dann qilt: a) Es existiert genau eine affine Abbil-
dung f: A* -~ B mit f(p;,) =¢; fiir 1=0, ..., n. — b) [ ist injektiv dann und nur dann,
wenn die Punktfolge (q;) ebenfalls in allgemeiner Lage ist. — c) f ist surjektiv dann
und nur dann, wenn die von {q;} erzeugte Ebene H({q;}) =B vst.
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Beweis. a) Nach Definition 4.5.5 sind die Vektoren a;=pgp;, ?=1, ..., n, linear
unabhingig und bilden daher eine Basis des zu A® gehérenden Vektorraumes V™.
Wenn f die gesuchte affine Abbildung ist, muB notwendig fiir die zugehérige lineare
Abbildung

a(a;) = 9o i=1,..,n, (11)

sein. Umgekehrt wird durch (11) nach Satz 2.5 eindeutig eine lineare Abbildung
a;von ¥7in den Vektorraum W von B definiert, und diese bestimmt zusammen mit
f(po) =g nach Satz 1.4 eindeutig die gesuchte affine Abbildung. — b) Nach Folge-
rung 1 ist f injektiv genau dann, wenn a; injektiv, also Ker a,=0 und wegen Folge-
rung 2.7 dim Im ;=7 gilt. Da die Menge {gog;};—1,...» 1M a, erzeugt, muB sie linear
unabhingig sein und aus n Vektoren bestehen. — ¢) f ist surjektiv genau dann,
wenn a; surjektiv ist, und das ist dquivalent zu L({g0g;};) =W. Setzt man in Satz
4.5.3 b=go und B={g;};,. a» S0 folgt nach (4.5.17) die Behauptung. O

Folgerung 3. Die affine Abbildung f: A® -~ B™ st exn Isomorphismus dann und
nur dann, wenn n=m ist und n+1 Punkte p,c A® in allgemeiner Lage wieder in
n+1 Punkte q;=f(p;), ©=0, ..., n, tn allgemeiner Lage iibergehen. O

Folgerung 4. Zwei affine Punkirdume A™, B™ iber demselben Kérper K sind
genau dann 1somorph, wenn n=m gilt. 0O

‘Beispiel 4. Fassen wir nach Beispiel 4.3.1 den n-Tupelraum K*® als n-dimensio-
nalen affinen Raum iiber K auf, so ist die Koordinatenabbildung (4.4.10) ein Iso-
morphismus von 4® auf K*; die affinen Rdume K® sind also ein vollstdndiges Re-
priasentantensystem fiir die Isomorphieklassen der endlichdimensionalen affinen
Réume iiber K.

Beispiel 5. Im A® kénnen wir fiir n=1 jede Strecke in jede Strecke, fiir n=2
jedes Dreieck in jedes Dreieck, fiir » =3 jedes Tetraeder in jedes Tetraeder durch
eine affine Transformation iiberfiihren, wobei die Reihenfolge, in der die Eckpunkte
p; von 4 in die Eckpunkte ¢; von f(4) iibergehen sollen, noch beliebig vorgegeben
werden kann. So gibt es (n+1)! verschiedene affine Transformationen, die eine
Punktmenge B A® aus n+1 Punkten in allgemeiner Lage in sich transformieren:
f(B) = B; sie entsprechen den Permutationen dieser Menge. Analog zu Beispiel 2.3
macht man sich leicht klar, daB die Menge aller Folgen (g;) aus n+1 Punkten in
allgemeiner Lage des affinen Raumes A" zur Veranschaulichung der affinen Gruppe
A(A*) dienen kann.

Die affinen Isomorphismen iibertragen alle affinen, d. h. aus den Axiomen der
affinen Geometrie folgenden Eigenschaften, ,sie lassen diese invariant®. Es er-
gibt sich die Frage, welche affinen Eigenschaften bei allgemeinen, nicht notwendig
injektiven affinen Abbildungen erhalten bleiben. Hieriiber geben die folgenden
Satze Auskunft.

Satz 5. Es ser fcA(A, B) und H(p, UYZ A die von p€A und dem Unterraum U
aufgespannte Ebene. Dann gilt

f(H(p, U)=Hf(p), a{U)) . (12)
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Beweis. Ist y=f(z), x=p+ucH(p, U), so ist ue U und

y=£(p) +/(p) () =f(p) + agu) €H(f(p), a(U)) .

Umgekehrt, ist y=f(p)+3, 3 =a/u)€a{U), ucU, so ist x=p-+u ein Punkt aus
H(p, U) mit f(z)=y, und es gilt (12). O

Aus Satz 2.2 und Folgerung 2.5 erhélt man unmittelbar

Folgerung 5. Unter den Voraussetzungen von Satz 5 gilt: a) Das Bild exner Ebene
st wieder eine Ebene, und es ist

dim f(H(p, U))=dim H(p, U) . (13)
b) Ist f injektiv, so gilt tn (13) das Glevchhestszeichen.
¢) dim f(4)=min (dim 4, dim B). O (14)

Aus der Definition der Parallelitit und Satz 5 folgt

Folgerung 6. Ist feA(A, B) und sind H;, Hy,c A parallele Ebenen, so sind auch
die Bilder parallel: f(H)) || f{(H,). O

Satz 6. s set feN(A, B) und M S A eine Punktmenge. Fiir das Bild der von M
aufgespannten Ebene gilt
JH(M))=H({(M)) . (15)
Beweis. Fiir M =¢ ist die Behauptung des Satzes trivial. Nach Satz 4.5.3 gilt
fiir ein be M die Darstellung H(M)=>b+Q(V(M)), V(M) die Vektormenge von
M. Aus (12) folgt f(H(M)) = H(f(b), a;(&(V(M)))). Nach Ubung 2.1 ist a,(L(V(M))) =
=8(a(V(2))). Aus (2) und der Definition (4.5.4) der Vektormenge erhilt man
a(V(M))=V({(M)) . (16)
Setzt man die erhaltenen Identitdten ein, so ergibt sich wieder aus Satz 4.5.3
f(H(3M)) =H(f(b), V(f(M))) =H(f(M)) . O
Folgerung 7. Es set fcU(A, B) und H;, H,S A seien Ebenen. Dann gilt fiir die
Verbindungsebene -
f(HVH,) ={(H,)Vf(H) . O 17
Wir iiberlassen dem Leser die Beweise der folgenden Sétze iiber die Urbilder von
Ebenen:
Satz 7. Es sei feN(A, B) und H=H(q, U)S B eine Ebene. Dann st f~{H)=0,
oder fiir ein beliebiges p € f~1(H) gilt
~{H)=H(p, a7 (U)). O (18)
Folgerung 8. Sind bev den Voraussetzungen von Satz 7 Hy, Hyc B Ebenen mat
H, | Hy und gilt {~4(H,)+0 fir i=1, 2, so ist
[7XHY) | f~4H,) . O (19)
14 Onis&ik, Algebra 1
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Ubung 1. Man zeige: Fiir n=2 gibt es eine affine Transformation feA(4A™), die
keinen Fixpunkt hat und keine Translation ist.

Ubung 2. Es sei A" ein n-dimensionaler affiner Raum iiber einem Korper K mit
char K =0, B: ={p,, py, ..., Pn} CA™ eine Menge aus n + 1 Punkten in allgemeiner Lage
und JC A(A") die stationiire Untergruppe der Menge B, d. h. §: ={f € A(4") | f(B) = B}.
Offenbar ist § isomorph zur symmetrischen Gruppe Sy +1. Man bestimme den einzigen
Punkt x9€A?", der bei allen Transformationen f¢S fest bleibt: f(zg) =z, fiir alle f€$.
(Hinweis. Man beachte Ubung 4.5.5.)

Ubung 3. Es sei B* CA" eine k-Ebene des affinen Punktraumes A”. Nach Satz 4.5.1
ist dann B¥ ebenfalls ein affiner Punktraum. Man beweise: a) Ist f: A® A" eine affine
Abbildung und gilt f(B¥) S B*, so ist f | B* eine affine Abbildung von B* in sich. —
b) Ist g: B* - B* eine beliebige affine Abbildung, so gibt es eine affine Abbildung f: A* -
—~A"™ mit f| B*¥=g; hierbei kann man sogar zusitzlich f(A4") S B* fordern. — c) Ist
g € U(B*), so gibt es eine bijektive Abbildung f€A(A™) mit f | Bf =g.

Ubung 4. Es seien A", B™ affine Punktrdume, H1 S A", M!S B™ zwei Geraden und
{a4, ..., a;} SHY, {by, ..., b} SM! zwei Mengen aus lauter verschiedenen Punkten,
r €N, r =3. Es gibt eine affine Abbildung f: A" -~ B™ mit f(a;) =b; fiiri=1, ..., r dann und
nur dann, wenn fiir ¢ =3, ..., » stets

b, _aia,
El;; ayaz
gilt.
Ubung 5. Man zeige: Die affine Gruppe %(A”) ist im Fall n >0, | K| %2, nicht abelsch.

Ubung 6. a) Es seien V ein Vektorraum, a, b €¢L(V) und @ ob =idy. Man beweise,
daB a bijektiv ist und b=a~1 gilt. — b) Es seien A ein affiner Raum, f, g: A - A affine
Abbildungen und fog=id4. Man zeige wieder g =f~1, f bijektiv. — ¢) Man gebe ein Bei-
spiel fiir eine Menge M und zwei Abbildungen g, f: M —-M an, fiir die f og =idm, aber
nicht g =f-1 gilt.

§4. Endomorphismenalgebra und Matrizenalgebra

Gegenstand dieses Paragraphen ist die Begriindung der Matrizenrechnung. Die
Theorie der Matrizen ist ein wichtiges Hilfsmittel fiir die Losung geometrischer
Probleme. Die Bedeutung dieser Theorie geht jedoch weit tiber die Geometrie hin-
aus; es gibt wohl kaum eine mathematische Disziplin, in der die Matrizen keine
Anwendung finden.

In diesem Paragraphen wollen wir durchweg voraussetzen, daBl ein Koérper K
gegeben sei; V, W, ..., seien endlichdimensionale Vektorraume iiber K. Jeder
linearen Abbildung wollen wir umkehrbar eindeutig eine vcn den Basen in ¥V, W
abhingende Matrix aus Elementen von K zuordnen. Neben der Verkniipfung o
werden wir noch eine Addition +fiir die linearen Abbildvngen einfiithren; beziiglich
dieser Operationen wird L(V) ein Ring, besser gesagt, eine Algebra, vgl. Definition7.
Die oben erwihnte bijektive Zuordnung iibersetzt diese Algebren-Struktur iso-
morph in die betrachteten Matrizenmengen, und die so entstehenden Operationen
fiir die Matrizen bilden die Grundlage der Matrizenrechnung.
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Definition 1. Mit M,,,(K), oder kurz M,,,, bezeichnen wir die Menge der
Matrizen

a a R/ 2
(@)= "2 )L ek (1)
Om1 Oy -+ Oy

Wir werden, wenn nichts anderes gesagt ist, immer voraussetzen, dafl die Indizes
%, §, k, 1 die Werte 1, ..., » und die Indizes a, §, ¥, ... die Werte 1, ..., m durchlaufen.
(Zur allgemeinen Definition einer Matrix vgl. Beispiel 0.2.11, Definition 4.7.2.)

Definition 2. Es seien V*, W™ Vektorrdume iiber K, (a;) Basis von V*, (b,)
Basis von W™ und a € L(V"*, W™). Setzen wir

m
a(a;)= 2 ba,  i=1,.,mn, (2)
a=1
so entsteht eine Matrix (a,;) € M,, ,(K), die man die Matrix von a beziiglich der Basen

(a;), (b,) nennt.

Satz 1. Es seien die Voraussetzungen der Defination 2 erfiillt. Dann ist die Abbil-
dung
a €EL(V", W™) > (a,;) € My, ( K) 3)
bijektiv.
Beweis. Nach Satz 2.5 ist jede lineare Abbildung durch die Bilder ¢;=a(a;) einer
Basis eindeutig bestimmt. Da die Spalten der Matrix (a,;) aus den Koordinaten der

Bildvektoren ¢; bestehen, gibt es zu jeder Matrix eine und nur eine lineare Abbil-
dung, namlich die durch

¢= Z baa’ai (4)
und (2) gegebene. O

Beispiel 1. Der Nullabbildung a(x)=no fiir alle £ € V* entspricht die Nullmatriz
(@) =(0), d. h. a,;=0 fiir alle «, 7.

Beispiel 2. Es sei a € L(V", W™) mit rg a =r. Wir wihlen die Basen (qa;), (b,) wie
in Lemma 2.1. Dann hat a'die Matrix

10..0 0..0
[0

1..0 0..0
@)=, .1 0..0[r (%)
0. .. 0 0..0
7

d. h.a =1 fir a=7=1, ..., und a,;=0 sonst.
14+
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Lemma 2.1 besagt, da man zu jeder Abbildung @ vom Rang r die beiden Basen
(a;), (b,) so wihlen kann, daB die Matrix (a,;) von a die nur von rg a abhingige
Gestalt (5) hat.

Beispiel 3. Es sei e=id , die identische Abbildung von. V. Dann gilt fiir jede
Basis (a;) von V* die Beziehung e(a;) =q;; die Matrix von e ist also die Einheits-
matrix (4.7.26)

e=id > (3;), (6)
d;; das Kronecker-Symbol (4.7.25). Offenbar ist (6) ein Spezialfall von (5).
Beispiel 4. Es sei m=n. In diesem Fall schreibt man zur Abkiirzung
M, (K): =M, (K) . (7

Die Matrizen (a;;) €M,,(K) heiBen quadratisch (mit n Zeilen). Als Spezialfall von (3)
erhalten wir die Abbildung

GEL(V™) > (a5) €M,(K) (8)

bei Wahl einer einzigen Basis (a;) =(b,) von V*»=W™. Man beachte, da8 es durch
Wahl einer einzigen Basis im allgemeinen nicht moglich ist, die Matrix eines linearen
Endomorphismus auf die Gestalt (5) zu bringen. Zum Beispiel hat jede Dehnung
d,(1) =12 bei jeder Basis (a;) von V" die Matrix '

A0 ... 0
041 ... 0

(@)= . . . . |=(28;). (9)
00 ... 2

Beispiel 5. Es sei a € L(V*) ein Endomorphismus, der eine Basis (a;) aus lauter
Eigenvektoren (Definition 2.4) besitzt: a(a;) =a;4;. In dieser Basis hat die Matrix
von a Diagonalform (§ 4.8):

(@) =(A;) (10)

mit den Eigenwerten in der Hauptdiagonalen. Endomorphismen, fiir die eine
Basis aus Eigenvektoren existiert, heiBen diagonalisierbar. Das Ergebnis von Ubung
2.3, ¢), kann man auch so formulieren: Hat ein Endomorphismus a € L(V?) n ver-
schiedene Eigenwerte, so ist er diagonalisierbar.

Ubung 1. Man zeige: a) Der Operator a€¢L(V") ist diagonalisierbar genau dann,
r

wenn V" = @ U,, gilt, wobei Uli die Eigenunterrdume der verschiedenen Eigenwerte 4;
i=1 .

von a sind. — b) Der Rang des diagonalisierbaren Operators a ist gleich der Anzahl der

von 0 verschiedenen Elemente auf der Hauptdiagonalen der Matrix von a in einer Basis

aus Eigenvektoren von a.

Ubung 2. Es sei a ¢ L(V") und char K +2. Man beweise: a ist eine Involution genau
dann, wenn es eine Basis (a;) von V*” gibt, beziiglich der die Matrix von a folgende Ge-
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stalt hat:
(a;;) =(€§657'), &= 1 fiir i= l, ceey 8
gi=—-1 fiir i=8+1,..,n. (11)

Definition 3. Es sei a ¢ L(V). Ein Unterraum US V heiBt snvariant bei a, wenn
a(U)C U gilt.

Beispiel 6. Die Eigenunterrdume U, (Definition 2.4) eines Endomorphismus a
sind invariante Unterrdume. '

Ubung 3. Es sei a ¢ L(V). Man beweise: Ker a und Im a sind bei a invariante Unter-
raume.

Ubung 4. Es sei a ¢L(V"). Man beweise: a) Ist a diagonalisierbar, so ist ein Unter-

4
raum W &V dann und nur dann bei @ invariant, wenn W= & WNU,, gilt, vgl. Ubung
i=1
1a). — b) Sind e, b € L(V") diagonalisierbar und gilt @ ob =b oe, dann gibt es eine Basis
von V7, deren Vektoren Eigenvektoren von a und von b sind. Man verallgemeinere
dieses Ergebnis auf eine beliebige Menge M S L(V) von paarweise kommutierenden
Operatoren. o

Definition 4. Eine Folge von Unterrdumen
ch...C U”=Vn, dim U,‘:i, (12)
heiBlt eine Flagge von V*. Eine Basis (a;) von V* heiflit der Flagge angepaft, wenn
2({01, ceny az})= Ui’ Z—_—l, vesy ’n, (13)
gilt.
Ubung 5. Man beweise: Zu jeder Flagge (U;) von V" gibt es eine angepaBte Basis.
Ubung 6. Es sei a ¢ L(V*). Wir sagen, a lift die Flagge (U;) invariant, wenn a(U;) S U;
fiir ¢ =1, ..., n gilt. Man beweise: Es gibt zu a €L(V") eine invariante Flagge dann und

nur dann, wenn eine Basis (a;) von V" existiert, beziiglich der die Matrix (a;;) von a
Dreiecksgestalt hat:

ayy a2 @43 ... Qain
Qgg Q3 ... Q24
(ai) = Q33 ... Qa3n (14)
0
Qpp

Wir kehren nun wieder zum allgemeinen Fall zuriick und wollen die bereits in
den einleitenden Bemerkungen angekiindigte Addition sowie eine Multiplikation
mit einem Skalar a« € K punktweise definieren (vgl. Beispiel 1.1.8):

-Definition 5. Es seien a, b€ L(V, W), € K. Wir definieren fiir alle geV
(a+d) (x):=a(x) +b(r) , (15)
(aa) (¥):=a(g) . (16)

Satz 2. Mt den Operationen (15) und (16) wird [L (V, W), +, K] ein Vektorraum
iiber K.
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Beweis. Man beweist leicht, daB [L(V, W), +] eine abelsche Gruppe ist mit der
Nullabbildung als 0 und dem inversen ( —a) () = —a(E); denn mit « und b ist auch
a +b wieder linear, und mit € K, e € L(V, W) gilt auch aa € L(V, W). Es bleiben die
Bedingungen (4.2.2) bis (4.2.5) der Definition 4.2.1 eines Vektorraumes zu iiber-
priifen. Diese folgen leicht aus den entsprechenden’ Eigenschaften von W. Wir
zeigen z. B. die Distributivitét:

((a+b) ) (£)=(a+b) (5) @=(a(r) +b(z))
=a(p)a+b(x) 2 =(az) (t) +(be) (¢) = (az +ba) (¢) -

Da diese Beziehung fiir alle g gilt, erhalten wir (¢ +b) « =a« +ba. Analog beweist
man die restlichen Bedingungen. O

Wir bemerken, daB Satz 2 ein Analogon zu Ubung 1.2.12 darstellt, man beachte
hierzu Beispiel 4.2.4. Weiter erkennt man, daB fiir die Richtigkeit von Satz 2 keine
Voraussetzungen iiber die Dimensionen von ¥V und W gemacht werden miissen.
Wir wollen Satz 2 nun auf den Fall endlichdimensionaler Vektorrdume speziali-
sieren.

Satz 3. Gzt dim V*=n, dim W™ =m, so ist
dim L(V® W™ =n - m; (17)

die Abbildung (3) ist ein Isomorphismus von L(V®, W™) auf den Vektorraum
M,, .(K)=K™", der sich bev Auffassung der Matrizen als (m - n)-Tupel ergibt.

Beweis. Offenbar geniigt es, die zweite Behauptung zu beweisen (vgl. Folge-
rung 4.4.4). Wir wihlen Basen (a;) von V* und (b,) von W™. Nach Satz 1 ist (3)
bijektiv. Wir berechnen die Matrix von (@ +b) aus den Matrizen (a,;) von a und
(b,;) von b. Nach (15) gilt

(a + b) (ai) =a(ai) + b(ai) = Z bua’ai + Z babui = Z ba (aai + bui) . (18)
Somit ist
(aai) + (bai) = (aai +_b¢i) (19)

die zu a +b gehérende Matrix; (19) entspricht aber der komponentenweisen Addi-
tion in K™", Analog zeigt man, da zur Abbildung al, a € L(V", W™), AcK, die
Matrix

(@g5) A2 =(agi4) (20)

gehort, die der komponentenweisen Multiplikation eines (m - n)-Tupels mit einem
Skalar A€ K entspricht. O

Folgerung 1. M,, ,(K) ist mit den Operationen (19), (20) evn zu K™ isomorpher
Vektorraum iiber K ; ein natiirlicher Isomorphismus wird durch

(aai)enm’n(K) > (EI)EK‘M”’ 1 §I§.m n,
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mat

£

it =410 =1, ..,n, 8=0,1,..,m—1, (21)
gegeben. O
Folgerung 2. Die nach Satz 1 durch
€.i(;): =0,0; (22)

definierten m - n Elemente e, ;€ L(V", W™) bilden eine Basis von L(V™, Wm); sie
heift die zu den Basen (a;) von V" und (b,) von W™ gehérende Basvsvon L(V*, W™). O

Zum Beweis von Folgerung 2 ist nur zu bemerken, daB die Matrizen von e,; in
bezug auf (a;), (b,) gerade der kanonischen Basis von K™" entsprechen; die zu e,;
gehorende Matrix enthédlt nur ein einziges von O verschiedenes Element, nim-
lich die Eins in der «-ten Zeile und :-ten Spalte. Es ergibt sich unmittelbar:

Folgerung 3. Die Elemente a,; der zur Abbildung a € L(V?, W™) nach Satz 1 ge-
horenden Matrix sind dive Koordinaten von a beziiglich der in Folgerung 2 beschriebenen
Basis (e,;) von L(V", W™). O

Ubung 7. Man betrachte den Vektorraum V3 des dreidimensionalen affinen Raumes
A3 iiber R, wihle eine Basis (a;) =(b,) und mache sich die geometrische Bedeutung der

linearen Endomorphismen e;, i, j=1, 2, 3, anhand des zugehorigen Koordinaten-
systems klar.

Nach der Addition wollen wir nun die durch die Verkniipfung der linearen Ab-
bildungen (vgl. Satz 2.1) gegebene Operation in den Matrizen ausdriicken. Es seien
V", Wn, XP Vektorriume mit den Basen {a;}c V", {b,}c W™ und {c,}c X?; die
Indizes x, 4, 4 mogen die Werte 1, ..., p annehmen. Ferner sei a € L(V*, W™) eine
Abbildung mit der Matrix (a,;)€M,,, , b€ L(W™, X?) eine Abbildung mit der Ma-
trix (b,,) €M, - Wir setzen ¢:=boa. Dann gilt ¢€ L(V*, X?); wir wollen die nach
Satz 1 eindeutig bestimmte Matrix (c,;)€M,, von ¢ beziiglich der Basen (a;), (c,)
finden. Nach unseren Voraussetzungen gilt neben (2) auch

b(b) =3 C,b,e - (23)

Wenden wir b auf (2) an und beachten die Linearitit, so folgt aus (23)
b oa(ai) = 2 b(ba) a’ai: Z cn Z bxnaaizc(ai) = Z cncni . (24)

Da die Basisdarstellungen die Vektorkoordinaten eindeutig bestimmen, ergibt sich
durch Vergleich der Koeffizienten bei ¢, :

m
Cy; = Zlbxcaai’ 7¢=1, ey Dy 1:_—"1, ey N (25)

Die Gleichung (25) legt nun folgende Definition nahe.

Definition 6. Fiir (b,,)€M,,, und (a,)€M,,, definieren wir als Produkt die
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Matrix
(Ci) = (bua) * (a55) € Mp,a > (26)
deren Elemente c,; durch (25) definiert sind.
Damit gilt

Satz 4. Ist c=boacL(V*, X?), acL(V*, Wm), bc L(W™, X?), so ist die Matriz
von ¢ beziiglich der Basen (q;), (C,) vorn V* bzw. X? gleich dem Produkt der Matrizen
von b beziiglich (b,), (c,) und von a beziglich (a;), (b,). Fiir die Multiplikation der
linearen Abbildungen gelten die distributiven Gesetze

bo(a+d)=boa+bod, (27)

(b+b)oa=boa+boa (28)
und die Regel

(bA)oa=bo(ad)=(boa) i, icK, (29)

die bei Ubergang zu den zugehérigen Maitrizen die entsprechenden Rechenregeln der
Matrizenalgebra ergeben:

(b:u) ((a-i) + (d“)) = (bam) (aui) + (bxa) (dai) ’ (27,)
((bna) + (Bna)) (a'n') = (bxc) (a’n') + (Bzu) (a'n') ] (28’)
((bnn) '1) (an') = (bmx) ((aai) ;') = ((bam) (a’n')) a. (29')

Ausg der Assoziativitit der Verkniipfung von Abbildungen folgt weiter das assoziative
Gesetz der Matrizenmultiplikation:

((Cox) * (Bra)) * (@ei) = (Cou) * ((bra) * (@as)) - . (30)

Beweis. Die erste Behauptung erhilt man sofort aus Definition 6. Die Bezie-
hungen (27) bis (29) ergeben sich durch unmittelbares Nachrechnen; wirzeigen etwa
(27): Fir alle eV gilt

bo(a+a) (r)=b ((a+4) (x))=b (a(r) + 4(x)) -
=b(a(r)) +b(4(r)) =boa(g) +bod(y)
=(boa+bod) () -

Weil die Beziehungen zwischen Matrizen und linearen Abbildungen bijektiv sind
und die Operationen wie bei einem Isomorphismus ineinander iibergehen, folgen die
Rechenregeln fiir die Matrizen unmittelbar aus den entsprechenden fiir lineare
Abbildungen. O

Ubung 8. Man beweise die Rechenregeln (27’) bis (29°) und (30) direkt aus (19), (20)
und Definition 6, ohne die Beziehungen zu den linearen Abbildungen anzuwenden.
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Die Beziehungen (27) bis (29) kann man auch durch die Redeweise kennzeich-
nen, daB die Multiplikation der linearen Abbildungen eine bilineare Operation ist,
d. h., da8

bo(ai+dp)=(boa)A+(bod)p, (31)
(bA+bu)oca=(boa) A+ (boa) u (32)
gelten. Eine entsprechende Bemerkung gilt fiir die Matrizenmultiplikation.

Bekanntlich wirken die identischen Abbildungen stets als Einselemente der Ver-
kniipfung. Aus

idy ca=aoidy=a (33)
ergibt sich wegen der Isomorphie zur Matrizenmultiplikation nach Beispiel 3:
(8ap) (@) = (ag;) (8;5) (34)

wobei (8,5)€M,, und (§;;)€M,, die entsprechenden Einheitsmatrizen sind; hier-
durch ist ihr Name gerechtfertigt.

Man beachte, dafl die Multiplikationund die Addition der Matrizen iiber im all-
gemeinen verschiedenen Mengen operieren. Die Addition ist nur fir Matrizen gles-
chen Typs definiert

+ My XM M, (35)

wihrend fiir die Multiplikation die Anzahl der Spalten des linken Faktors gleich der
Anzahl der Zeilen des rechten sern muf:

My XMy =M, (36)

nach (25) wird ja das Element c,; durch elementweise Multiplikation des x-ten
Zeilen-m-Tupels von (b,,) mit dem ?-ten Spalten-m-Tupel von (a,;) und nachfolgen-
den Addition der so entstehenden Produkte b,.a,;, «=1, ..., m, gebildet. Man
spricht daher auch von Zeslen-Spalten- Multiplikation der Matrizen. Analog ist ja auch
die Verkniipfung der Abbildungen nur definiert, wenn der Bildraum der rechten im
Definitionsraum der linken enthalten ist. Beide Operationen (35) und (36) sind
jedoch gleichzeitig im Fall p=m=n erklirt, d. h. in der Menge M,, der quadrati-
schen Matrizen mit n Zeilen. Diesem Fall, der dem Raum L(V*) der Endomor-
phismen entspricht, wollen wir uns nun zuwenden.

Die Beziehungen (27), (28) und die Assoziativitit der Verkniipfung gestatten
uns sofort zu sagen, dal [L(V), +, o] ein assoziativer Ring mit Einselement e =id,,
ist. Jedoch wird dabei weder die Vektorraumstruktur noch die Beziehung (29) be-
riicksichtigt. Um auch diese Strukturen mit zu erfassen, formulieren wir den auch
fir die Anwendungen sehr wichtigen, in vielen Varianten vorkommenden Begriff
einer Algebra:

Definition 7. Eine Struktur [4, +, K, o] heiBt eine Algebra, wenn folgende Be-
dingungen erfiillt sind: 1. [A4,+, K] ist ein Vektorraum iiber dem Korper K.
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2. 0: AXA—~A ist eine multiplikativ geschriebene, bilineare Operation iiber A,
fiir die also (31) und (32) mit @, 4, b, b€ A, u, A€ K gelten.

Folgerung 4. Vergift man in einer Algebra den Korper K und die Multiplikation
mat Elementen uc K, so entsteht etn Ring [A,+,0]. O

Nach Folgerung 4 sind also die Begriffe und Resultate der Ringtheorie auf die
Algebren anwendbar. Wir sprechen in diesem Sinne von kommutativen und asso-
ziativen Algebren, Algebren mit Einselement, der Gruppe A* der invertierbarer
Elemente usw. In diesem Sinne erhilt man sofort aus den bisher bewiesenen Sétzen:

Satz 5. Die Menge L(V) der Endomorphismen eines Vektorraumes V bildet mit den
wn Satz 2 betrachteten Operationen und der Verkniipfung o eine assoziative Algebra
[L(V), +,K, o] mit Einselement e=idy. O

Folgerung 5. Die Menge M, (K) der quadratischen Matrizen mit n Zeilen und
Werten in einem Korper K ist eine assoziative Algebra mit Einselement; sie it vso-
morph zur Algebra L(V™), V* ein n-dimensionaler Vektorraum iiber K. O

Definition 8. [L(V),+, K,o] heiBt die Endomorphismenalgebra des Vektor-
raumes V, und [M,(K), +, K, -] heit Matrizenalgebra der n-zeiligen quadratischen
Matrizen.

Die vielen Anwendungsmaoglichkeiten des Algebrenbegriffs mégen durch eine
Reihe von Beispielen illustriert werden.

Beispiel 7. Es sei M 0 eine Menge und K ein Kérper. Dann ist die Menge KM
der Abbildungen von M in K eine assoziative, kommutative Algebra mit Eins-
element, wenn die Operationen wie iiblich punktweise definiert werden. Nach Bei-
spiel 4.2.4 ist nimlich K ein Vektorraum, und die Multiplikation wird durch

/- g9(@):=f(a) - g(z)  (weM)

erkliart. Ist beispielsweise M ein offenes Intervall M =(a, })S R und setzen wir
K =R, so sind auch die Mengen der stetigen oder differenzierbaren Funktionen
Algebren, und zwar ,,Unteralgebren® von RM,

Beispiel 8. Die Polynomringe in einer oder mehreren Unbestimmten mit Koeffi-
zienten aus einem Korper K sind nullteilerfreie, assoziative und kommutative Al-
gebren mit Einselement (vgl. Beispiel 4.2.5). Das gleiche gilt auch vom Ring der
formalen Potenzreihen K[[«]] iiber einem Korper K (vgl. Ubung 4.4.6).

Beispiel 9. Eine Algebra A, in der jedes von 0 verschiedene Element ein In-
verses besitzt, d. h. A*=A\{o} gilt, heit eine Divisionsalgebra, vgl. §8.9. Jeder
Korper kann als Divisionsalgebra iiber sich selbst aufgefat werden. Die komplexen
Zahlen bilden eine zweidimensionale, die Quaternionen eine vierdimensionale
Divisionsalgebra iiber R. Die Bemerkung zum SchluB von § 2.3 besagt, daB Di-
visionsalgebren iiber R nur fiir die Dimensionen 1, 2, 4 und 8 existieren.

.Wir wollen uns nun wieder den Endomorphismenalgebren zuwenden und emp-
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fehlen dem Leser, die folgende Ubungsaufgabe (durch Ubergang zu den isomorphen
Matrizenalgebren) zu losen:

Ubung 9. Man beweise: a) Die Algebra L(V?) ist im allgemeinen weder kommutativ
noch nullteilerfrei. — b) Sind a, b € L(V™) diagonalisierbar und gilt @ ob =b oa, so sind
auch a +b und a ob diagonalisierbar (vgl. Ubung 4).

Als nichstes wollen wir ein Kriterium fiir die Invertierbarkeit einer linearen
Abbildung « € L(V™) herleiten und eine Methode zur Berechnung des inversen Ele-
mentes angeben. Wir gehen dabei etwas allgemeiner vor, indem wir a € L(V", W")
betrachten; im Fall n+m existieren ja keine linearen Isomorphismen (vgl. Folge-
rung 2.6).

Satz 6. Hs sei (a;)€M,(K) die Matriz der linearen Abbildung acL(V*, W")
beziiglich der Basen (a;), (b;). Die Abbildung « ist ein Isomorphismus genau dann,
wenn det (a;)+0 gilt.

Beweis. Nach Folgerung 2.4 ist @ ein Isomorphismus genau dann, wenn die Bil-
der (a(qa;)) der Basis (a;) eine Basis von W" sind. Nach Satz 4.7.4 ist das genau dann
der Fall, wenn det (a;)+0 gilt. O

Eine Formel zur Berechnung einer inversen Matrix ergibt sich sofort aus dem
Laplaceschen Entwicklungssatz in der Form (4.8.19). Da (9;;) das Einselement von
M, (K) ist, erhalten wir fiir die unbekannten Koeffizienten §;; der Matrix (§,;) = (a;;) ~1
aus (a,,) (§,p) =(8,,) das Gleichungssystem

Z rq qp rp) T, p=1, ey N . (37)

Bezeichnet nun (4,)€M,(K) die Matrix der Adjunkten unserer Matrix (a,;), so
folgt aus Formel (4.8.19)

(arq) (qu)' = (6rp) det (“ii) >

dabei beachte man die Definition 4.8.1 der transponierten Matrix. Der Ubergang
zur transponierten Matrix ist notwendig, weil in (4.8.19) die Summation sich bei
beiden Faktoren iiber den zweiten, d. h. den Spaltenindex, erstreckt; um Uber-
einstimmung mit (25) zu erzielen, miissen wir den rechten Faktor transponieren.
Ist die Matrix (a;;) invertierbar, so muBl nach Satz 6 ihre Determinante ungleich
0 sein (Isomorphle von L(V* und M,(K)), und es ergibt sich (vgl. auch Ubung
134d))

Folgerung 6. Eine Matrix (a;)€M,(K) st invertierbar genau dann, wenn
det (a;)+0 gilt. In diesem Fall berechnet man die inverse Matriz (a;)~1 nach der

Formel
_ 4; Y
(aii) 1= ( let (a'ij_)) ’ (38)

wobei A;; dve durch (4.8.18) definierte Adjunkte des Elementes ay; ist. O
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Folgerung 7. Die Menge
GL(n, K):={(a;;) | (a;;) €M, (K) mit det (a;) +0}

18t evne Gruppe beziiglich der Matrizenmultiplikation; ist"V* ein beliebiger n-dimen-
sionaler Vektorraum iber K, so gilt

GL(V*) =GL(n, K) . (39)

Beweis. Bei Einfiihrung einer Basis ist (8) nach Folgerung 5 ein Isomorphismus
der Algebren L(V") =M, (K); hierbei muB

L(V")*=GL(V*)=GL(n, K)=M,(K)*
sein. O

Beispiel 10. Koordinatendarstellung einer lincaren Abbildung. Esseia ¢ L(V*, W™),
(a;) Basis von V*, (b,) Basis von W™ und (a,;) die Matrix von a. Essei = 3 a,§;€ V"
und y)=a(g)= 2, b,7,. Aus (2) folgt J

Zb.ﬂ.=“(£)=a(zas§i)—2a(0 '5 Zb Zan i

Koeffizientenvergleich ergibt die Koordinatendarstellung von a

Qs a=1, .., m. 40
ai ‘l

Betrachten wir nun (7,) als S-pa,ltenvektor, d. h. (n,)€M,, ; und analog (§,) €M, ,,
8o kénnen wir (40) sofort als Matrizenprodukt schreiben:

(na) = (@3) () - (41)

Nach Folgerung 3 ist die Matrix (a,;) gerade Koordinatenmatrix von a; die Formel
(41) geht also aus der (koordinatenfreien) Gleichung ) =a(g) durch Ubergang zu
den entsprechenden Koordinatenmatrizen fast automatisch hervor. Dieser Uber-
gang wird beim praktischen Rechnen mit linearen Abbildungen stindig benutzt.
Gilt beispielsweise m=n und definieren wir im Fall einer invertierbaren Matrix

(aij) € Mn

(@) :=(a;) ™ (42)
(man beachte: a sind die Elemente der inversen Matrix, nicht die Inversen der
Elemente der \Iatrlx'), so erhilt man im Fall eines Isomorphismus a: V*—+W?" die
Umkehrung a¢~1: W”—¥" in den Koordinaten durch Multiplikation mit (a;)~1
von links:

(@)~ (m) = (%)) (43)
d. h.

§=2 i,1)'1 (44)
i
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Beispiel 11. Man beachte, daB die Matrizenoperationen unabhingig von den
linearen Abbildungen definierte Rechenvorschriften darstellen. Diese Definitionen
lassen sich auch auf viel allgemeinere Bereiche als nur auf Korper anwenden; fiir die
Elemente der Matrix miissen nur die in den Definitionen auftretenden Operationen
definiert sein (vgl. Ubung 10). Das ist z. B. auch der Fall, wenn die linke Matrix
eines Produktes aus Vektoren und die rechte aus Skalaren besteht; beispielsweise
konnen wir die Spaltenmatrizen aus Vektoren (a;), (a(a;)), (b,) bilden. Dann
wird (2) zu

(aa;) =(b,)" (a,;) - " (45)

Ubung 10. Es sei D ein beliebiger Ring und M,(D) die Menge der n-zeiligen quadra-
tischen Matrizen aus D. Dann bleiben die Definitionen (19), (20) und (25), also auch
Definition 6, sinnvoll. Man beweise: a) M,(D) ist wiederum ein Ring. — b) Besitzt D ein
Einselement, so gilt das auch fiir M,(D). — ¢) Ist D assoziativ, so ist auch M,(D) asso-
ziativ. (Aus Ubung 9 ist klar, da M,(D) weder kommutativ noch nullteilerfrei sein
muB, auch wenn D diese Eigenschaften besitzt.)

Ubung 11. Es sei K ein Korper. Wir betrachten die Abbildung

f: IEKF—)(g g) EMy(K) .

Man beweise: a) f ist ein Ringhomomorphismus, Im f ist ein Unterring von My(K), aber
es gilt e =(d) ¢Im f, und kein Element a €Im f besitzt in My(K) ein Inverses. — b) Das

Element é=f(1) = ( 1 0) it Binselement in Im f, und beziiglich dieses Einselementes ist

0 o0
Im f ein Korper, vgl. Satz 2.2.2. — ¢) Man beweise : Fiir einen beliebigen Ring D existiert

in My(D) ein zu D isomorpher Unterring D; wenn D ein Einselement 1 € D besitzt, kann
man den Isomorphismus f: D -M,(D) so wihlen, daB f(D*) S M,(D)* gilt.

Um diesen langen Paragraphen endlich abschlieBen zu kénnen, miissen wir noch
den Produktsatz der Matrizenrechnung beweisen. Hierzu gehen wir von einer ein-
fachen geometrischen Fragestellung aus: Es sei V" ein n-dimensionaler Vektor-
raum iiber K, in dem eine Volumenfunktion gegeben sei; nach § 4.7 gibt es also
ein n-Bein (a;) von V* mit dem Volumen [ay, ..., a,] =1, so daB fiir beliebige Vek-
toren b; mit den Basisdarstellungen

b=2ap; j=1,.,n, (46)
die Beziehung
[blx eeey bn] =det (ﬁii) (47)

gilt. Wir betrachten nun den linearen Endomorphismus ¢ € L(V") und fragen nach
dem Volumen des Bildparallelepipeds [a(by), ..., a(b,)]. Fiir die Koordinatendar-
stellung von a(b;) erhalten wir nach (2)
a(b;) = 2 a(a;) B;;= ; a; 2 ey -
% 1

Offenbar ist die Koordinatenmatrix der Bildvektoren die Produktmatrix

(cy) 1 =(ay) (Bij) » (48)



222 5. Affine Geometrie

und aus (47) folgt
[a(by), ..., a(b,)] =det ((a;;) (By5)) - (49)
Andererseits erhalten wir aus den Eigenschaften der Volumenfunktion und (46)

[a(bi): sy a’(bn)] = . 2 [a'(cil)a eeey a’(ain)] ﬂinl oo ﬂt‘ln

Uy seensty

=[a(01), e a(an)] Z sgn (P) ﬂz‘ll ﬂ'inn; (50)
PeSy,

hier haben wir (4.7.10) angewandt. Nach der Definition der Matrix (a;;) als Koordi-
natenmatrix der Bildvektoren folgt wegen [ay, ..., a,]=1

[a(ay), ..., a(a,)] =det (a;) , (61)

und die Summe auf der rechten Seite von (50) ist det (8;;). Der Vergleich von (49)
und (50) gibt also .

Satz 7 (Produktsatz). Fiir (a;), (B;;) €M, (K) gilt
det ((a;;) (By)) =det (a;;) det (B;) . O (52)
Weiter ergibt sich aus (47) und (50)

Satz 8. Ist ac L(V", W") und sind iber V", W" Volumenfunktionen gegeben, so
gilt fir alle Parallelepipede (b;) aus V* und n-Beine (a;) von V*
[b4, <oy Byl
[ag, - a,]

18t speziell a ein linearer Isomorphismus, so bleiben die Volumenverhdltnisse von
Parallelepipeden invariant.

[a(By), ..., a(b,)] =[a(ay), ..., a(ay,)] (53)

Beweis. Im Fall [ay, ..., a,] =1 sind (53) und (50) identisch. Falls [ay, ..., a,] +1
ist, gilt statt (47) det (8;)=[by, ..., b,)/[ay, .., a,], und hieraus folgt die Behaup-
tung. O

Wir bemerken, daB die zu Satz 8 analoge Behauptung auch fiir affine Abbil-
dungen gilt; man braucht nur zu den zugehdrigen linearen Abbildungen iiberzu-
gehen (man beachte die Bemerkungen zu Beginn von § 4.7). Damit resultiert aus
Satz 8 folgende wichtige Verallgemeinerung des Satzes iiber die Invarianz der
Streckenverhéltnisse:

Satz 9. Es seien A", B™ affine Riume, f: A" ~B™ eine affine Abbildung und IT*,
IT* zwei k-dimensionale Parallelepipede von A", die nicht ausgeartet sind und in
parallelen k-Ebenen liegen:

H(IT;) || H(IT*) . (54)

Dann sind f(IT*) und f(IT¥) entweder beide ausgeartet, oder sie sind beide nicht aus-
geartet, und es gilt fiir thr Volumenverhdltnis

o(FITR)) o (f(IT5)) = o(IT*)/v(ITf) . (65)
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Beweis. Wir betrachten den gemeinsamen Vektorraum W*SV* von
H(IT%) | H(IT}). Es sei adie zu f gehorende lineare Abbildung. Ist a; | W* nicht in-
jektiv, so gilt rg (a, | W*)=dim ,(W*)<k, und beide Bildparallelepipede sind aus-
geartet. Gilt andererseits rg (a, | W¥) =%, so folgt die Behauptung sofort aus Satz 8
bei Anwendung auf die I7* und IT* definierenden Vekterfolgen. O

Bemerkung. Wegen Folgerung 4.7.2 kommt es bei der Betrachtung der Volu-
menverhiltnisse nicht auf die Wahl der Volumenfunktion iiber W¥ an.

Ubung 12. Man beweise fiir die Transponierte (vgl. Definition 4.8.1) des Produkts
zweier Matrizen :

((bmz) (aui)), =(a¢i), (bmx),' (56)

Ubung 13. Es seien K ein Korper, V ein Vektorraum iiber K, (aq;) €M, (K),
(byj) EM, (V) eine Matrix mit Vektoren als Elementen, und (z,.) eine Matrix vom
Typ p, m mit Unbestimmten z,, als Elementen. Aus (25), (26) ist ersichtlich, da die
Produkte (z,,) (@aj) (Cxa) (@4j) flir (c,,) € M, (V) analog zu Definition 6 sinnvoll definiert.
sind. a) Man beweise: Ist m =n und det (a;;) +0, so existiert genau eine Losung (z,;) =
=(Cxi) EM, (V) der Gleichung (z,;) (2i;) =(b,;). — b) Bildet man die zusammengesetzte

Matrix
a,-j
b,;

mit n+p Zeilen und n Spalten, die durch Untereinanderschreiben von (a;) und (b,;)
entsteht, so kann man unter den Voraussetzungen von a) die Losung gewinnen, indem
man die zusammengesetzte Matrix durch Anwendung der elementaren Umformungen
(I) bis (III) auf die Spalten so abdndert, dafl die ersten n Zeilen zur Einheitsmatrix
(0;5) EM,(K) werden; die letzten p Zeilen der umgeformten Matrix enthalten dann die
Loésung. — ¢) Im Fall V=K gelten zu a), b) analoge Aussagen fiir die Matrizengleichung
(@5) (@jx) =(bix), (bix) €My 5(K); man prézisiere dies und wende es zur Auflésung eines
linearen Gleichungssystems der Form (4.8.21) mit von 0 verschiedener Determinante
an. — d) Mittels b) oder c¢) erhdlt man im Fall p =n und (b;;) =(d;;) ein Verfahren zur
Bestimmung der Inversen einer Matrix, welches rechnerisch einfacher ist als die An-
wendung von (38).

Ubung 14. Durch eine direkte Rechnung beweise man, da8 der Produktsatz (Satz 7)
auch fiir Matrizen (ay;), (i) € Ma(D) mit Elementen aus einem assoziativen, kommutati-
ven Ring D gilt. (Hinweis. Man wende Ubung 4.7.4a) an). — Man zeige: Ist D ein
assoziativer, kommutativer Ring mit Einselement, so gilt (a;) € M,(D)* dann und nur
dann, wenn det (a; ) € D* ist, und dann gilt (38), vgl. Ubung 10.

Ubung 15. Man betrachte den Kérper K =Z, und beweise: a) Die affine Gruppe
A(AY) (fir K =Z,) ist abelsch. — b) Man stelle die Gruppentafel fiir GL(2, Z,) auf und
zeige, da3 %A(A?2) nicht abelsch ist (vgl. Ubung 3.5).

T 8
Ubung 16. Es seien V=@ V:O, WwWr=¢g W;nd Darstellungen von V" und W™ als
e=1 o=1
direkte Summe von Unterrdumen, p,: V" +V, (bzw. ps: W” +~W,) und ¢,:V, > V" (bzw.
ty: W, ~Wm™) die zugehérigen Projektionen und Injektionen (Ubung 2.9). Man zeige:
a) Jede lineare Abbildung a € L(V", W™) 148t sich eindeutig in der Gestalt

a= 3 150450p, mit AgcL(Vy, W)
%0

darstellen. (Hinweis. Man beachte die leicht zu beweisende Beziehung p, o1, =4,, idv,.)
— b) Eine Basis (a;) von V”* heit der direkten Summenzerlegung von V* angepapt,
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wenn sie Vereinigung von Basen der Summanden V, ist. Es seien in V", W™ und in
t
U* = @ U¥* den direkten Summenzerlegungen angepaf3te Basen gegeben. Wir kénnen

=1
dann die Matrix (a,) von a €L(V*", W™) (und analog (b.s) von b €L(W™, U¥)) in Ge-
stalt einer Blockmatrix schreiben:

my

dabei denken wir uns die Basen fest gegeben und identifizieren zur Vereinfachung der
Schreibweise die linearen Abbildungen A4,, und die ihnen entsprechenden Matrizen
AUOEM'"q-"Q' Man zeige, daB fiir die Blockmatrix (Cy,) von c¢=boacL(V", U*) die
Formel

8
Crg = 3 By,0 Aag
o=1

gilt, (B,,) die Blockmatrix von b; diese Formel verallgemeinert (25). Man verallgemei-
nere analog (19) und (20) zu Operationen fiir Blockmatrizen und mache sich klar, da8 fiir
das Rechnen mit Blockmatrizen die zu (27’) bis (29’) sowie (30) analogen Formeln
gelten. — ¢) Wir betrachten L(V"). Man beweise: Die Menge P: ={a | a €L(V"), a(V,) S
SV, ¢=1, .., r} der Endomorphismen, welche die gegebene direkte Summendarstel-
lung von V" invariant lassen, ist eine Unteralgebra (d. h. Unterraum und Unterring) der
Endomorphismenalgebra L(V?"); die Gruppe P* der invertierbaren Elemente von P

. . r
ist isomorph zu dem direkten Produkt linearer Gruppen P* = ]I GL(n,K). Ein Endo-
e=1

morphismus a € L(V*) gehort zu P dann und nur dann, wenn die zu einer angepaSten
Basis gehorende Blockmatrix von a quasidiagonal ist, d. h. 4,, =0 ist fiir ¢ +¢ (0 ist die
Nullmatrix).

Ubung 17. Eine Blockmatrix (4g0) heiBt quadratisch zerlegt, wenn r =s und m, =n,,
o =1, ..., r, gelten. Eine quadratisch zerlegte Blockmatrix heilt obere (bzw. untere) quasi-
Dreiecksmatriz, wenn A,, =0 fiir ¢ >¢ (bzw. fiir ¢ <o) gilt. Man beweise: a) Fiir eine

T
quasi-Dreiecksmatrix (4,,) ist det (4,,) = J] det 4,. — b) Die oberen (bzw. unteren)
)

quasi-Dreiecksmatrizen eines festen quadratischen Zerlegungstyps (ny, ..., n,) bilden
eine Unteralgebra von M,(K). Welche Eigenschaft charakterisiert eine isomorphe
Unteralgebra der Endomorphismenalgebra L(V")?

Ubung 18. Man beweise: Die Reellifizierung der Matrizenalgebra M,(C) (vgl. Ubung
4.2.7) ist isomorph zur Unteralgebra €o5n c Mgn(R) der Blockmatrizen der Gestalt

(g “ﬁ) mit A, BEMy(R).

(Hinweis. Fiir (zjz) € M,(C) setze man (2j3) =4 + Bi mit 4 =(R(zy)), B =(I(z)), vgl.
Definition 2.3.1.) Analog ist GL(n, C) zur Untergruppe der invertierbaren Blockmatri-
zen €3, c GL(2n, R) isomorph.

Ubung 19. Es seien a € L(V*) und W¥*c V" ein bei a invarianter Unterraum. Dann
gilt b: =a | W* ¢ L(W*). Man zeige, da8 durch ¢(x + W) =a(z) + W ein Operator die Formel
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c€L(V/W) korrekt definiert wird. Ist (q;), ¢=1, ..., n, eine Basis von V" derart, da8
a. €W* fiir « =1, ..., k gilt, so konnen wir die Matrix von a beziiglich dieser Basis als
quadratische Blockmatrix (a;;) =(4y), 0, 0 =1, 2, ny =my =k, ny =mg =n —k schreiben;
man zeige, daB dabei 4,y die Matrix von b beziglich (a,), a=1, ..., k, ist; A,, ist die
Matrix von ¢ beziiglich der Basis (a, + W), x =k +1,...,n, von V/W, und es gilt 4, =0.

§5. Ranghbestimmung. Lineare Gleichungssysteme

In Definition 2.3 haben wir bereits den Rang einer linearen Abbildung
rg a:=dim Im a eingefiihrt. Etwas allgemeiner definieren wir:

Definition 1. Es sei ¥ ein Vektorraum iiber K und MCV eine Teilmenge.
Unter dem Rang von M versteht man

rg (M):=dim (M) . (1)
Beispiel 1. Fiir eine lineare Abbildung a€L(V", W™) gilt nach Definition 2.3
rga:=rg (a(V*))=dim Ima . (2)

Beispiel 2. Wir betrachten eine Matrix (a,;) € M,, ,(K) und ordnen ihr die Menge
{(@gq)y «+s (@)Y= K™ ihrer Spaltenvektoren zu. Unter dem Rang von (a,;) versteht
man

rg (aai)::rg {(a’ai)’ esey (a'an)} . (3)

Man kénnte analog statt der Menge der Spaltenvektoren auch die Zeilenvektoren
betrachten. Wir werden weiter unten zeigen (vgl. Satz 3), daB wir dabei denselben
Rang bekommen, so daB eine Unterscheidung der Begriffe nicht nétig ist.

Ubung 1. a) Man zeige, daB alle oben betrachteten Rangbegriffe sich dem folgenden
unterordnen lassen: Es sei X eine Menge, f: X -V eine Abbildung. Untér dem Rang von
f versteht man rg f: =dim &(f(X)). — b) Man beweise: Ist M SV eine endliche Menge
oder ist dim V <, so gilt rg (M) =7 dann und nur dann, wenn r die Anzahl der Vektoren
einer maximalen linear unabhingigen Teilmenge B &M ist.

Aus der Definition (3) und Ubung 1b) erhalten wir sofort eine Aussage iiber den
Rang einer Matrix, die oft zur Definition des Ranges benutzt wird:

Folgerung 1. Der Rang einer Matriz ust gleich r genau dann, wenn es eine linear
unabhingige Folge aus r Spaltenvekioren der Matriz gibt und jede Folge aus r+1
ihrer Spaltenvektoren linear abhingig vst. O

Beispiel 3. Der Rang einer Stufenmatrix der Form (2.9.4) ist gleich . Zum Be-
weis betrachten wir die Spalten dieser Matrix als m-Tupelvektoren ¢;: =(c,;) € K™,
=1, .., n. Da die letzten m —r Komponenten alle 0 sind, folgt {cy, ..., ¢}
cL({ey, .-, ©,}), Wobei g,, =1, ..., 7, die ersten r Vektoren der Standardbasis des
K™ sind, vgl. Folgerung 4.4.4. Also gilt rg (¢,;) =7. Andererseits sind die Vektoren
15 Onikdik, Algebra 1
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Cty> +» Oz, linear unabhiingig; ihre Determinante beziiglich der Basis (e,), e=1,....,7,
von &(ey, ..., ¢,) ist némlich ¢, - Cory -+ Cpk, +0, Vgl Satz 4.7.4 und Satz 4.8.1.

Weil aus PC M nach (4.2.14) &(P)CQ(M) und damit auch rg (P)=rg (M) folgt,
ergibt sich r=rg {cy,, ..., ¢, } =718 (€3) =7.

Wir wollen nun folgende nicht allzu schwierige, aber sehr wichtige Aufgabe be-
handeln: Wie bestimmt man den Rang einer linearen Abbildung a¢L(V"®, Wm)?
Ein Spezialfall wird bereits durch Satz 4.6 beantwortet: Der Rang von a ¢ L(V", W")
ist gleich » genau dann, wenn det (4;;) +0 fiir die Matrix (a;;) von & gilt. Als ersten
Schritt wollen wir auch die allgemeine Aufgabe auf die Matrix von @ zuriickfiihren.

Satz 1. Es set a € L(V®, W™), (a;) eine Basis von V", (b,) etne Basis von W™ und
(@y;) die Matriz von a beziiglich dieser Basen. Dann gilt

g a=rg (ay;) - (4)

Beweis. Nach (2) ist rg a gleich dim Im a. Nun wird Im ¢ von den Vektoren
a(a;), 1=1, ..., n, erzeugt (vgl. (2.9)). Der Ubergang zur Basisdarstellung von a(a;)
beziiglich (b,) ergibt die Spaltenvektoren der Matrix (a,;) nach (4.2). Bekannt-
lich ist der Ubergang von den Vektoren zu den Vektorkoordinaten Wm - K™ ein
linearer Isomorphismus (vgl. Beispiel 2.2). Dabei geht Im @ als lineare Hiille der
Folge (a(ay), ..., a(a,)) in die lineare Hiille der Folge der Spaltenvektoren iiber,
deren Dimensionen somit iibereinstimmen. 0O

Satz 1 fiithrt unsere Aufgabe auf die Bestimmung des Ranges einer Matrix zuriick.
Das gelingt analog zum Gauflschen Algorithmus:

Satz 2 A. Es set (a,;) €M,, ,(K). Wendet man die elementaren Umformungen (I),
(II), (IXIX) mach Definition 2.9.3 auf die Zeilenvektoren der Matrix (a,;) an, so dndert
sich der Rang der Matrixz nicht.

Beweis. Wir betrachten den K™ als Vektorraum, der die Spaltenvektoren ent-
hilt, und zeigen, daB die elementaren Umformungen auf Isomorphismen des K™
hinauslaufen. Da sich bei Isomorphismen die Dimensionen von Unterrdumen nicht
dndern, folgt hieraus die Behauptung. Wir betrachten zuerst die Operation (I).
Dabei erfihrt jeder Spaltenvektor die Transformation

71 M
e - "ﬁ
t) = E — t) = s 5
77.;9 Na
im, Nm,

das entspricht dem durch
e, fir y=4,
¢(ey)= €s fiir y=x, (5)
e, fir y+a,p
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gegebenen Isomorphismus von K™. Die Operation (II) lduft analog auf den folgen-
den Isomorphismus hinaus:

ey =l tere fir y=a,

= 6
" e, fir y+a; ©)

dabei ist ¢c€ K und g eine feste Zahl, $+a. In der Tat, betrachten wir einen belie-
bigen Spaltenvektor (7,), so erfahrt er durch ¢ gerade eine Transformation vom

Typ (II):
w2 em,)= 2 v(e,) n,= 2 e,1n,+(e,+ex) 1,
7 Y

y+a
=2 e, +es(np+en,) - (7)
r+B

Die Abbildung (6) fiithrt also auf die Multiplikation der «-ten Zeile mit ¢ und ihre
Addition zur g-ten Zeile. Offenbar ist auch ¢ ein Isomorphismus; denn die Deter-
minante der durch (6) bestimmten Matrix von y ist 1. Analog wird die Operation
(III) durch den Isomorphismus (mit c€ K*)

_fe.c fir y=a,

b(e,) = \e (8)
?

fir y=*a
bewirkt. O

Um den Rang einer Matrix zu bestimmen, fithrt man sie durch Anwendung der
elementaren Umformungen (I), (IT) in Stufenform iiber; (III) wurde nur zur Nor-
mierung cek":l, o=1,.., 7, bei der Herstellung einer speziellen Stufenmatrix
benotigt. Aus dieser Form (2.9.4) liest man dann nach Beispiel 3 den Rang unmittel-
bar ab. Haufig ist es giinstig, die elementaren Umformungen nicht nur auf die Zei-
len, sondern auch auf die Spalten der Matrix anzuwenden. Diese Methode wird
durch den folgenden Satz gerechtfertigt:

Satz 2 B. Wendet man die elementaren Umformungen (1), (II), (III) auf die Spal-
ten einer Matriz (a,;) €M, ,(K) an, so dndert sich ithr Rang nicht.

Beweis. Der Beweis lduft auf sehr einfache geometrische Uberlegungen iiber die
lineare Hiille U der endlichen Vektorfolge (¢4, ..., ¢,) der Spaltenvektoren hinaus.
Offenbar d@ndert sich diese lineare Hiille nicht, wenn man die Reihenfolge zweier
Vektoren vertauscht (Operation (I)) oder einen Vektor mit einem Skalar ¢=+0
multipliziert (Operation (III)). Die Operation (II) bedeutet Ersetzung z.B. von ¢,

durch €;=¢;+¢yc, c€ K. Offenbar ist ¢4€U,also fJ:=8(E,, Cgs «oes €,) S U. Ande-

rerseits ist ¢q=C;y— o€ U, also analog UC U, und somit U= U. Da sich sogar die
lineare Hiille nicht dndert, gilt das erst recht fiir ihre Dimension. O

Nun ist es leicht, den schon in Beispiel 2 angekiindigten Sachverhalt zu bewei-
sen, daB man den Rang einer Matrix analog auch iiber die Zeilen definieren kann.
Da bei Ubergang zur transponierten Matrix die Zeilen in die Spalten iibergehen und
umgekehrt die Spalten in die Zeilen, folgt unsere Behauptung unmittelbar aus
15+



228 5. Affine Geometrie

Satz 3. Fiir jede Matriz (a,;) €M, ,(K) gilt
T8 (t1g5) =18 (@gy)"-

Beweis. Wir kénnen fiir unsere Behauptung o. B. d. A. voraussetzen, daB die
Matrix spezielle Stufenform hat, denn bei Ausfithrung der Operationen (I) bis (III)
etwa auf die Zeilen dndert sich nach Satz 2A nicht der Rang von (a,;) und nach
Satz 2B nicht der Rang von (a,;)’, deren Spalten ja gerade die Zeilén von (a,;) sind.
Nach Beispiel 2 ist der Rang der Spaltenfolge der Stufenmatrix (2.9.4) gleich r. Wir
zeigen, daB auch der Rang der Zeilenfolge von (2.9.4) gleich r ist. Dazu wenden wir
die Operation (II) auf die Spalten folgendermaBen an: Wir multiplizieren zuerst die
ki-te Spalte mit —cy, und addieren zur I-ten, I>£;. Da ¢, =1 gilt, erhalt die erste
Zeile die Form

ek‘=(0) cooy 0, 1, 0, coey 0) .
k

Die iibrigen Zeilen der Matrix dndern sich dabei nicht; wir arbeiten analog die
zweite, . . ., r-te Zeile ab und erhalten die Matrix

0...010 .iiuiiiiiiiiiinnnnnnnnns 0
0........ 010 ... iiiiiiennnnns 0
................................. . (9)
1 010 ....... 0
0 i it i i et c e 0

ky Egoverennn.n k,

Die Zeilenfolge dieser Matrix besteht aus den Vektoren (ekl, s s 05 vy 0) mit
ky<...<k, des K", welche offenbar den Rang r hat. O

Folgerung 2. Der Rang einer Matrix (a,;)€M,, (K) 18t gleich der maximalen
Anzahl linear unabhdngiger Zeilen. O

Aus dem Beweis von Satz 3 wird auch die Richtigkeit der folgenden Behauptung
klar:

Folgerung 3. Der Rang einer Matrix (a,)€EM,, (K) st gleich r genau dann,
wenn man sie durch Anwendung der elementaren Umformungen (I) bis (111) auf die
Spalten und auf die Zeilen in die Form (9) oder, noch spezieller, tn die Form (4.5),
iiberfiihren kann, also in eine Matrix, die nur r Einsen und sonst nur Nullen ent-
hdlt, wobei tn jeder Spalte und vn jeder Zeile hochstens eine 1 steht. O

Durch die vorangehenden Sitze ist die gestellte Aufgabe vollig erledigt. Wir
wollen jedoch abschlieBend zum Thema Rangbestimmung noch ein vor allem fiir
theoretische Untersuchungen niitzliches Kriterium fiir den Rang einer Matrix her-
leiten. Dazu erinnere man sich zundchst an die Definition 4.8.2 der Minoren einer
Matrix. Es gilt:

~ Satz 4. Es sei (a,;) €M, 4(K). Dann qilt 1g (a,;) =7 dann und nur dann, wenn
(@g;) eimen von O verschiedemen Minor r-ter Ordnung besitzt, wihrend alle Minoren
der Ordnung r +1 glevch 0 sind.
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Beweis. Wir zerlegen den Beweis in mehrere Schritte. — 1. Schritt. Gibt es
in (a,;) einen Minor r-ter Ordnung M, =0, so gilt rg (a,;)=r. In der Tat, seien

o. B. d. A. die ersten r Spalten am Minor beteiligt, d. h. M,=M(p1‘ 2:’) Dann

miissen diese linear unabhéngig sein; denn eine lineare Abhingigkeit der vollen
Spalten in K™ wiirde die lineare Abhingigkeit der Spalten des Minors nach sich
ziehen, woraus nach Satz 4.7.4 M_ =0 folgen wiirde. — 2. Schritt. Gilt rg (a,;) =7,
so gibt es einen Minor 7-ter Ordnung M, +0. Zum Beweis kénnen wir o. B. d. A.
annehmen, dafl die ersten r Spalten der Matrix linear unabhéngig sind. Dann hat
die Teilmatrix (a,,) €M,, ,(K), e=1, ..., 7, den Rang r. Nach Folgerung 2 hat diese
Matrix auch r linear unabhingige Zeilen; der Minor M, aus diesen Zeilen ist dann
wieder nach Satz 4.7.4 von 0 verschieden; er ist auch der gesuchte Minor M,+0
der Ausgangsmatrix. — 3. Schritt. Nun ist es leicht, den Satz zu beweisen: Gilt
1g (@,4) =7, so gibt es nach dem zweiten Schritt einen Minor M, %0, und nach dem
ersten Schritt miissen alle Minoren M;, k>r, verschwinden. Umgekehrt, gilt die
Bedingung des Satzes, so ist nach dem ersten Schritt rg (a,;)=r. Nach dem zweiten
Schritt mufl aber rg (a,;)<r+1 sein; denn alle Minoren (r +1)-ter Ordnung ver-
schwinden. O

Waihrend wir im ersten Teil des Paragraphen eine algebraische Methode, nimlich
den GaufBischen Algorithmus, heranzogen, um das geometrische Problem der Be-
stimmung von rg ¢ =dim Im ¢ zu 16sen, wollen wir nun mit Hilfe geometrischer
Uberlegungen die Hauptsitze der Theorie der linearen Gleichungssysteme bewei-
sen. Zunichst wollen wir das allgemeine lineare Gleichungssystem (2.9.1) in Ma-
trixform schreiben. Dazu fiihren wir den Spaltenvektor (z;);_; , der Unbekann-

ten x; und den Spaltenvektor (b,),_;,. €K™ ein; nach Definiticn der Matrizen-
multiplikation ist dann (2.9.1) dquivalent zu

(@) (2;)=(b,) - (10)

Der Vergleich mit (4.41) legt nun folgende geometrische Interpretation von (10)
nahe: Wir betrachten (x;) als variablen Vektor aus K, (a,;) als Matrix der linearen
Abbildung

a: (2;) €K™ > (y,):=(ay) (z;) €K™, (11)

wobei die Vektorraume K", K™ als Riume von Spaltenvektoren K"=M, ,,
Km=M,, , aufgefaBlt und auf ihre Standardbasen bezogen werden. (Wir kénnten
analog (a,;) als Matrix einer linearen Abbildung a: V* V™ beziiglich geeigneter
Basen deuten.) Die Auflésung des linearen Gleichungssystems (10) erhdlt dann
folgende geometrische Interpretation: Gegeben seien die lineare Abbildung (11)
und ein fester Vektor (b,) € K™. Man bestimme das volle Urbild

a=1d,)={(5;) | (5,) €K™, a(§;)=(b,)} - (12)
Aus dieser Interpre.tation erhdlt man sofort den ,,1. Hauptsatz“:

Satz 5 (Kriterium von KRONECKER-CAPELLI). Ein lineares Gleichungssystem
(2.9.1) st losbar dann und nur dann, wenn der Rang der Matriz des Systems und
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der Rang der erweiterten Matrix iibereinstimmen:

1g (@,;) =18 (a4;b,) - (13)

Beweis. Das System ist 16sbar genau dann, wenn (b,) iiberhaupt ein Urbild be-
sitzt, d. h., (b,) €Im @ gilt. Nach (2.9) wird Im a von den Bildern der Basis (e;) von
K™ erzeugt; diese Bilder sind aber gerade die n Spaltenvektoren der Matrix (a,;):

@1;
a(ei)=( 5 ) ’ ’l:=1, ey N (14)

i

Nun ist (b,) eine Linearkombination dieser Vektoren genau dann, wenn der Rang
der Vektormenge {a(e;)};_, ., durch Hinzufiigen von (b,) nicht erhoht wird, d. h.,
wenn (13) gilt. (Vgl. Ubung 4.2.6.) O

Um nun die Urbildmenge a~4(b,), das ist die Losungsmenge des Gleichungs-
systems (2.9.1), zu erhalten, erinnern wir an den Homomorphiesatz 2.4 fiir Vektor-
rdume. Ist nimlich b€Im ¢ und a €V ein Vektor mit a(a) =b, so folgt aus dem Dia-
gramm (2.6) sofort

e b)=a+KeraV. (15)

Man erhilt also das ganze Urbild ¢~1(b), indem man zu irgendeinem seiner Ele-
mente a alle Vektoren aus dem Urbild a~1(9) =Ker a addiert. Nun ist Ker a die
Lésungsmenge des homogenen Systems

(ag;) (%) =0, (16)

das aus (2.9.1) entsteht, wenn man die b, der rechten Seite durch Nullen ersetzt.
Man nennt es das zugehdrige homogene System. Aus dieser Interpretation und Fol-
gerung 2.7 ergibt sich fiir die Losung eines homogenen Systems (2. Hauptsatz):

Satz 6. Ist in dem homogenen System (16) von m Gleichungen in den n Unbekannten
#;, =1, ..., n, der Rang rg (a,;) =7, 80 ist die Losungsmenge des Systems exn (n —r)-
dimensionaler Unterraum des Vektorraumes K®.

Beweis. Ein homogenes System ist stets trivial loshar. Die Behauptung folgt aus
Folgerung 2.7 und Satz 1. O

Die Formel (15) ergibt, in die Sprache der linearen Gleichungssysteme iibersetzt,
den folgenden 3. Hauptsatz:

Satz 7. Es ses (2.9.1) (oder (10)) ein losbares lineares Gleichungssystem aus m Gler-
chungen mit n Unbekannten; dabei gelte rg (a,;)=r. Dann hingt die Losungsmenge
(12) des Systems von n —r Parametern t,, x=1, ..., n —7, ab. Genauer gilt: Ist (;) € K"
irgendeine Lisung des Systems (2.9.1) und bezeichnen die n-Tupel (B;,)€cK™,
%=1, .., n—r, esne Basis der Losungsmenge des zugehirigen homogenen Systems,
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80 18t
n—r

§i=a;+ 2 Bute  t=1,..,m,  t€K, %))
x=1

die Losungsmenge des Systems (2.9.1). O

Man erhilt also alle Lsungen eines (16sharen) inhomogenen Systems, indem man
zu irgendeiner seiner Losungen alle Losungen des zugehorigen homogenen Systems
addiert. Vergleicht man (17) mit (4.5.8), so liegt eine Interpretation der Lésungs-
menge eines inhomogenen Systems als k-Ebene, k=% —r, des n-dimensionalen
affinen Raumes K”* (Beispiel 4.3.1) nahe; hierauf werden wir im niichsten Para-
graphen zuriickkommen.

Es sei bemerkt, daB die praktische Lésung eines linearen Gleichungssystems in
der Regel mit Hilfe des Gaullschen Algorithmus erfolgt. Die Bedeutung der Sitze 5
bis 7 liegt also eher in der Klarung des theoretischen Hintergrundes dieses Algorith-
mus. Wir vergleichen sie daher noch mit dem Satz 2.9.3. Der Fall a) dieses Satzes
entspricht einem unldsbaren, Fall b) einem 16sbaren System. Der GauBsche Algorith-
mus liefert also von selbst die Entscheidung, ob das System lésbar ist oder nicht.
Nach Beispiel 3 ist # der Rang der Matrix (a,;), und (2.9.6) entspricht der Parameter-
darstellung (17) der Losungsmenge. Nach einer Umnumerierung der Unbekannten
kénnen wir o. B. d. A. k;=1, ..., k,=r annehmen. Die Gleichungen (2.9.6) kénnen
wir dann in der Gestalt

n—r
Ee=ae+”z=:1ﬂ”t,‘, o=1,..,7, (18)
& =t,_,, o=7r+1,..,n,
16sen, wobei einige Umbezeichnungen vorgenommen werden. (18) ist offenbar ein
Spezialfall von (17). Der Gauische Algorithmus erledigt natiirlich auch die Rang-
bestimmung ,,von selbst.

Beispiel 4. Besteht das Gleichungssystem aus einer einzigen Gleichung
04%q+ e+ 0%, =b (19)

und sind nicht alle a; gleich 0, so ist das System stets losbar. Gilt etwa @, +0, so
koénnen wir die Lésungsmenge sofort hinschreiben:

(20)

Beispiel 5. Eine einfache Verallgemeinerung von Beispiel 4 erhilt man folgen-
dermaflen: Es sei (2.9.1) ein Gleichungssystem vom Rang r =rg (a,;) =m=n; dabei
sei 0. B. d. A. der Minor
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a‘l,n—m+1 al,n—m+.": e Gy

et (@ypmis) = Gon-m+1 %2n—m+2 o Goq |+0. (21)

[2)

mn—m+1 @

mn-m+2 . Omn

Dann ist das System stets 16sbar, und wir kénnen die Lisungsmenge in der Form

5n—3n+1 b.l ty
E:p =(“"';l,n—m+v)_i b:v "(a'nt) t-:; ) (22)
En bm \.tn—m
E.=t,, t=1,.,n-m, pov=1,.,m,

schreiben; dabeiist (a,,_,,,) "1 die Inverse der den Minor (21) definierenden Matrix,
und (a,,)€M,,, _,, ist die aus den ersten n —m Spalten von (a,;) bestehende Teil-
matrix.

Ubung 2. a) Man beweise die Behauptung von Beispiel 5 mit Hilfe der Cramerschen

Regel, Satz 4.8.4. — b) Man beweise die Cramersche Regel als Spezialfall der Behaup-
tung von Beispiel 5.

Ubung 3. Man beweise fiir den Rang des Produkts zweier Matrizen

18 ((bax) (@) =min (rg (bex), T8 (i) - (23)
Ubung 4. Es sei (b,i) €Mp (K), (a;) € GL(n, K), (cg,) € GL(m, K). Man beweise

rg (bes) =rg ((¢ga) (bai) (asf)) -
Ubung 5. Man beweise, daB aus einer maximalen linear unabhéngigen Menge von

Spalten der Matrix (@,;) € Mp,,(K) bei den Unformungen aus Satz 2A wieder eine maxi-
male linear unabhéngige Menge von Spalten der umgeformten Matrix entsteht.

Ubung 6. Es sei (au) €M, (K), rg (a,;) =r. Dann bilden die zu einem von 0 ver-
schiedenen Minor r-ter Ordnung der Matrix gehdérenden Spalten (bzw. Zeilen) der
Matrix (a,;) eine maximale linear unabhéngige Spaltenfolge (bzw. Zeilenfolge).

§ 6. Duale Vektorrdume

In diesem Paragraphen wollen wir einen besonders fiir die Anwendungen der linea-
ren Algebra in der Analysis wichtigen Spezialfall der linearen Abbildungen, nim-
lich die Linearformen oder dualen Vektoren, betrachten. Unter dem zu einem Vek-
torraum V iiber K dualen Raum V' versteht man den Vektorraum

V':=L(V, K) (1)

der linearen Abbildungen von V in K (vgl. Satz 4.2), dessen Elemente man auch
Linearformen oder duale Vektoren nennt. Aus den Ergebnissen von § 4 folgt leicht

. Satz 1. Ist V* exn Vektorraum iiber K, dim V*=mn, so qilt auch dim V' =n. Zu
jeder Basis (a;) von V™ gehirt eine eindeutig bestimmte Basis (u;) von V' derart, daf

u;(a;) =6;; 2)
gilt.
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Beweis. Die Dimensionsbehauptung ist ein Spezialfall von Satz 4.3; denn K =W
ist eindimensional. In diesem Vektorraum besteht die Standardbasis aus dem ein-
zigen Element e =1. Deshalb ist Formel (2) ein Spezialfall von (4.22); die zweite
Behauptung ergibt sich aus der Folgerung 4.2. O

Die durch (2) bestimmte Basis (11;) heiBt die zu (a;) duale Basis. Wir wollen noch
einen Beweis ihrer Basiseigenschaften angeben. Zunichst bemerken wir, daf fiir
alle ge¥V® ’

=2 afoup) =5 @=L .0 (3)

gilt, d. h., die Linearform u; ordnet dem Vektor ¢ seine i-te Komponente beziiglich
der Basis (a;) zu (anschaulich: Koordinate der Parallelprojektion von g auf die
i-te Achse). Da die u; als lineare Abbildungen durch die Werte auf einer Basis ein-
deutig bestimmt sind, erhalten wir nach Satz 2.5 n wohlbestimmte duale Vektoren.
Diese erzeugen den V’. Ist ndmlich p€V’ irgendeine Linearform, so gilt fiir alle
t€V* nach (3)
n n
o(r)= 2 o(a) &= 2 vau(r); 4)
i=1 =1
dabei wurde
v;:=0(ay), t=1, .., n (5)

gesetzt. Die v; sind nach (4) gerade die Koordinaten von b beziiglich 11;; denn (4)
gilt ja fiir alle g, und wir haben p= > u,. Daher ist {u;} eine erzeugende Menge.

%
Andererseits ist {i1;} linear unabhingig; denn aus > u;4; =o folgt
i
2 udfa) =2 uya;) ;=2 8;4,=4=0
K2 1 1

fiir j=1, ..., n. Damit ist noch einmal ein Beweis von Satz 1 erbracht. Die Bezie-
hungen (4) und (5) konnen wir zu der Beziehung

Dzzn uivi@b(a,-)z'vi (’I:=1, ceey n) (6)

i=1

zusammenfassen, die zu (3) analog ist. Bevor wir die allgemeinen Betrachtungen
fortsetzen, geben wir zunéchst einige Beispiele:

Beispiel 1. Es sei [4®, V", K] eine n-dimensionale affine Geometrie. Wir wihlen
einen Punkt 0€ A% und ein v €V’, 9 3 0. Dann beschreibt

b(oz)=c, cckK,
eine Schar paralleler Hyperebenen; in der Tat erhalten wir beziiglich eines n-Beins

(0; a;) fir o= > a;z; sofort die lineare Gleichung
i

2, 0%;=¢
i
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(vgl. Beispiel 5.4, (5.20) ist eine Parameterdarstellung der Hyperebene). Durchliuft
¢ den Korper K, so sind die entstehenden Hyperebenen parallel und disjunkt. Der
Vektorraum der Hyperebenen ist namlich fiir alle diese Ebenen derselbe: Ist

b(g?v) =c und b(&’/) =¢, so gilt fiir den beliebigen Vektor ?y der Hyperebene
b(zy) =D (oy —ok) =1(0y) —0(0%) =0 .
Die Vektorkoordinaten &; von zy= 3 a; geniigen also fiir alle Hyperebenen der
i

zugehdrigen homogenen Gleichung
> n
b(zy)= 2 v5=0.
i=1
Jedem dualen Vektor b=p entspricht also — als Schar seiner Niveauflichen —
eine Schar paralleler Hyperebenen. Offenbar bestimmen b und i, 240, dieselbe,
Schar. Wir erinnern daran, daB wir speziell die affine Geometrie [V, ¥*, K] be-

trachten konnen, vgl. Beispiel 4.3.1. Im Raum ¥”=A4" ist ein Punkt, ndmlich der
Vektor o, ausgezeichnet. Man beweist' leicht

Ubung 1. In der affinen Geometrie [V*, ¥*, K] wird durch die Gleichung
(z) =1 M

jedem dualen Vektor v € V', b + 0, eine eindeutig bestimmte, nicht durch das ,,Zentrum*
o gehende Hyperebene zugeordnet (nichtzentrale Hyperebene). Diese Beziehung zwi-
schen V"\ {0} und der Menge aller nichtzentralen Hyperebenen ist bijektiv.

Beispiel 2. Es sei[a, b] c R ein Intervall und V die Menge aller auf [a, b] beliebig
oft stetig differenzierbaren Funktionen. In der Analysis wird bewiesen, daB8 ¥V ein
Vektorraum iiber R (nicht endlicher Dimension) ist. Wir geben einige Beispiele
dualer Vektoren an, die man in diesem Fall auch ,, Funktionale” nennt.

1. Fiir z€[a, b], = fest, setzen wir
gt FEV > f@)ER.. (8)
2. Fiir n€N bezeichne /™ die n-te Ableitung von f. Es sei z€[a, b]. Wir setzen

o [EV > (@) R . (9)

3. Es sei p(x) eine iiber [, b] integrierbare Funktion. Wir setzen
b
I,:feV [f(x) p(z) dz€R. (10)
a

Ubung 2. Es sei K ein Korper. Wir betrachten den Polynomring V: = K[z] als Vek-
torraum iiber K. Man beweise die Vektorraumisomorphie V'’ = K([[«]] (Ring der formalen
Potenzreihen, vgl. Ubung 2.4.1, Ubung 4.4.6).

Beispiel 2 und Ubung 2 lehren, daB die Untersuchung von ¥’ im unendlichdimen-
sionalen Fall bedeutend komplizierter ist als fiir endlichdimensionale Vektorrdume.
Daher wollen wir uns im folgenden auf diese beschrinken; die unendlichdimensio-
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nalen Vektorriume und ihre dualen Ridume werden unter Hinzuziehung topologi-
scher Hilfsmittel in der Funktionalanalysis untersucht.

Satz 1 zeigt, daB fiir dim V'<e die Rdume ¥ und ¥V’ zueinander isomorph sind.
Es ist jedoch kein Isomorphismus zwischen ihnen in natiirlicher Weise gegeben, so
daB wir die Rdume nicht miteinander identifizieren konnen. Bilden wir nun das
Dual (V')’ des dualen Raumes, so zeigt der folgende Satz 2, daB (V') =V gesetzt
werden kann. Vorerst bemerken wir jedoch

Ubung 3. Fir den Vektorraum ¥ von Ubung 2 zeige man im Fall eines endlichen
Korpers K, da8 ¥’ nicht isomorph zu V ist.

Satz 2. Es set V etn Vektorraum iiber K, dim V < oo, und V' setn Dual. Dann wird
jedem t €V durch die Definition
eV~ (0] 1):=p(x)eK (11)
evne Linearform iiber V' zugeordnet. Diese Zuordnung ist ein kanonischer linearer
Isomorphismus @, mit dessen Hilfe wir V und (V') identifizieren:
V=(V). (12)
Beweis. Zunichst bemerken wir, daB in (11) g als fest, p€ ¥’ als variabel anzu-
sehen ist. Die Schreibweise ist wegen der v6lligen Symmetrie von ¥ und V' zweck-
miBig. Nach dem Beweis unseres Satzes 2 haben wir dann das Recht, (11) als soge-

nanntes Skalarprodukt eines Vektors und eines dualen Veltors anzusehen und ganz
nach Belieben

(o [ £)=(z | v)=b(x) =1(b) (13)

zu schreiben. Zum Beweis ist zunichst einmal auf Grund der Definition 4.5 klar,
daB ¢(z) (v) linear in v ist, d. h. ¢(x) €(V’)’ gilt. Ebenso leicht folgt, daB ¢: V (V')
eine lineare Abbildung ist. Wir haben namlich fir g, )€V, 0eV’, 4, u€ K

P(rA+9u) (b) =0 (xA+Yu)=10(r) 1+0(Y) u
=g(r) (0) A+(h) (0) p=((x) 1 +¢(Y) u) () .

Da dim V=dim V’'=dim (V’)' <« nach Satz 1 gilt, ist nach Folgerung 2.8 der

Beweis erbracht, wenn wir Ker ¢ ={0} zeigen. Das ist aber leicht einzusehen:

Aus ¢(1) =0 folgt p(x) =0 fiir alle peV'. Ist r= 3 a; eine Basisdarstellung von ¢
i

und (1) die zu (a;) duale Basis, so konnen wir speziell b =u; einsetzen und erhalten
nach (3) u,(x)=¢;=0, also g=0. O

Die Beziehung zwischen ¥” und V' ist also véllig symmetrisch. Wir wollen als
nichstes eine Relation zwischen den Unterraumen von ¥V und V' herstellen. -

Definition 1. Es sei ¥V ein Vektorraum iiber KX, WV ein Unterraum. Unter
dem Annullator WL von W versteht man den Unterraum

Wi:={p|vcV und (b | g)=0fiiralle rcW}. (14)
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Satz 3. Unter den Voraussetzungen von Definition 1 ist WL exn Unterraum von V'.
Qilt dim V=n< e und dim W=Ek, so ist dim WL =n—k.

Beweis. Die erste Behauptung ist trivial. Fiir die zweite wihlen wir die Basis
{a;}c V" so, daBl &({ay, ..., a;}) =WP* gilt. Dann ist WL =Q({uy 4, ..., Up}), {U;} die
zu {q;} duale Basis. O

Ubung 4. Unter den Voraussetzungen von Satz 3 zeige man: a) Gilt W, S W, so ist
WL 2WL. —b) Ist dim V <, so gilt

(WLL =W, (15)
(Wo+ W)L =WLNWL, (16)
(WoNW)L =WL+WL. (17)

Beispiel 3. Ein lineares Gleichungssystem (2.9.1) konnen wir auch noch anders
als in § 5 geometrisch interpretieren. Beziehen wir nimlich einen Vektor €V und
einen dualen Vektor p €V’ auf zueinander duale Basen:

E=Za¢§i, 'D=Zuivi,
? ?
so folgt in diesen Koordinaten nach (2)

(0] 2)=2 (u;]a) ;=2 ;. (18)

Y]
Deuten wir nun die z; in (2.9.1) als Koordinaten eines Punktes z beziiglich eines

affinen n-Beins (0; a;) und die (a,);_;, q, « fest, als Koordinaten eines dualen Vek-
tors v,

D,:= U, a,;, (19)

it

(]

so ist (2.9.1) dquivalent zu dem System

(v, | 5§)=b,, a=1,..,m. (20)

Setzen wir nun v, #0, a=1, ..., m, voraus — die Gleichungen, fiir die v,=0 und
b, =0 ist, konnen wir ja fortlassen, und wenn 9, =0, aber b, +0 gilt, ist das System
unlésbar —, so erscheint die Lésungsmenge von (2.9.1) als Durchschnitt der m durch
die Gleichungen (20) beschriebenen Hyperebenen. Das System ist genau dann 16s-
bar, wenn der Durchschnitt nicht leer ist; in diesem Fall ist (5.17) oder in koordi-
natenfreier Schreibweise

n—r
z=a+ D bt, t,eK, (21)
x=1

die Parameterdarstellung des Durchschnittes; dabei sind by, ..., b, _, als Basis des
Annullators von £({9y, ..., 0,}) linear unabhingig.

Beispiel 4. Es sei umgekehrt die Parameterdarstellung (21) einer k-Ebene
(k=mn—r) gegeben. Wir zeigen, da man diese k-Ebene als Losung eines Systems
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(20) von r=n—%k linearen Gleichungen darstellen kann. Dazu geniigt es, den
Annullator WLV’ des Vektorraumes W* der Ebene durch Lésung des homogenen
Systems vom Rang &

(]6,)=0, x=1,..k, (22)

zu bestimmen, d. h. r linear unabhingige Losungen v, ..., v, von (22) zu finden.
Dann folgt aus (21) durch Bilden der Ortsvektoren beziiglich o und skalare Multi-
plikation mit o,

(10, | 0%) =¢,:= (10, | 04),  @=1,...,r=n—k. (23)

Geht man zu den Koordinaten iiber, so erhilt man ein lineares Gleichungssystem
aus r Gleichungen mit » Unbekannten vom Rang . Man nennt dieses oder auch (23)
eine implizite Darstellung der k-Ebene. Den Ubergang zur impliziten Darstellung, den
man auch durch Auflésen von (5.17) nach den ¢, bewerkstelligen kann, nennt man
»Elimination der Parameter.

Ubung 5. Es sei (0; a;) ein festes n-Bein des affinen Raumes A" und H* CA" eine
k-Ebene, k =n —r, mit der Parameterdarstellung (5.17). Fiir die Matrix (8;,) € My sei
der Minor

det (Ba)ax=1,.,k*0.

Man beweise: Die k-Ebene H¥ besitzt dann eine und nur eine Darstellung der Form

k
Ty =g+ 2, by, o=k+1,..,n. (24)

%=1

Die Darstellung (24) konnen wir gleichzeitig als implizite oder als Parameterdarstel-
lung von H* auffassen; fiir die zweite Moglichkeit ist nur z, =t,, x =1, ..., k, einzuset-
zen. Die Zahlen ag, b, €K, 0 =k +1, ..., n, x=1, ..., k, sind als Koordinaten der k-Ebene
in dem betrachteten Bezugssystem (o; a;) anzusehen. Die Voraussetzung iiber die De-
terminante bedeutet: Stellt man den Vektorraum V" von A" in der Form

V=W, oW,, W =28({ay, ..., ax}), Wy =8({ak+1, .y a})
dar, so bestimmt diese Zerlegung eine Projektion
pyixcA” >0z €V > pm(o_;:) EW,
= p1(®): =0 +pwi(ox) €Ho ; (26)

dabei ist Hg=H(o; ay, ..., az) (vgl. Beispiel 2.4); dann gilt: p, | H*: H¥ —Hp ist ein
affiner Isomorphismus. Man sagt in diesem Fall: HF* projiziert sich eineindeutig auf H{
oder ,liegt schlicht iiber Hg “.

Wir wollen nun jeder linearen Abbildung a€L(V, W) ihre transponierte Ab-
bildung o' € L(W’, V') zuordnen. Dazu beginnen wir mit einem einfachen geome-
trischen Beispiel.

Beispiel 5. Es sei ac L(V, W). In W sei ein Unterraum P als Annullator eines
endlichdimensionalen Unterraumes U*C W’ definiert: P:=U*LCW. Ist also
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{0y, ..., 0;} eine Basis von U¥, so gilt

pePe(v, | y) =0, x=1,.,k. (26)
Wir fragen nach dem Urbild a~4P), das wir ebenfalls implizit charakterisieren
wollen. Offenbar gilt:

t€a~Y(P)=a(z) EPe (v, | a(r)) =0, x=1,.,k. (27)

Der Ausdruck (v, | a(r)) aus Gleichung (27) ist linear in g als Verkettung derlinearen
Abbildungen a: V—+W und v,: W—K; er stellt daher eine lineare Abbildung von
Vin K, also ein Element aus V' dar. (27) ist ein lineares Gleichungssystem, dessen
Lésungsmenge a~1(P) ist. Diese Betrachtungen fithren uns auf die folgende Defi-
nition:

Definition 2. Es sei a ¢ L(V, W). Dann ist jedem 9 ¢ W’ durch
(@d|x):=(]ag) (zeV) (28)

ein eindeutig bestimmtes Element a'p € V' zugeordnet. Die Abbildung a': W'~ V'
heiBt die zu a transponierte Abbildung.

Bevor wir die Eigenschaften der transponierten Abbildungen niher untersuchen,
wollen wir zuerst Beispiel 5 zu Ende fithren. Unter Beriicksichtigung von Defini-
tion 2 folgt aus (27):

tca~{(P)e(a’y, | £)=0, x=1,..,k; (264a)
ist also PCW Losungsmenge des mit v, € W’ gebildeten Gleichungssystems (26),

so wird das Urbild e¢~{(P) durch das analoge, mit a'p, gebildete homogene Glei-
chungssystem (26a) beschrieben.

Ubung 6. Es seien a €L(V, W) und U SW’. Man beweise
a~YULl)=a'(U)L. (29)

Satz 4. Die in Definition 2 definierte Abbildung a' vst linear. Ist a surjektiv, so vst
a' injektiv. Fiir a, be L(V, W) und ac K gilt

(@+b) =a’ +b’, (30)

(aa) =a’a. (31)
Ist schlieflich a € L(V, W) und be L(W, X)), so ¢ilt

(boa)' =a’ob’. (32)

Beweis. Fir p,ine W’ und 4, €K gilt
(¢’ (02 +1op) | ¥)=(0A+wp | a)=(b | aX) 2+ (0 | a) 4
=(a'(0) 2] ¥) +(a’(0) p | ) =(a'(0) 2+3'(10) 4 | )
fiir alle g€ V. Daher miissen diese Linearformen iibereinstimmen:

a' (DA+op)=p'(v) A+a'(t0) p,
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und die erste Behauptung ist bewiesen. Zum Beweis der zweiten geniigt es, Ker a’ =
= {0} zu zeigen. Es gilt sogar allgemeiner

Ker a'=(Im a)l. (33)

In der Tat, es gilt p€Ker a’, d. h. a’(9) =0 dann und nur dann, wenn fiir alle eV
die Gleichung (a’(v) | £) = (b | eg) =0 gilt, also p €Im el ist. Aus Im a =W folgt aber
Ker o’ = WL = {p}. Die Beziehungen (30), (31) ergeben sich durch einfaches Zuriick-
gehen auf die Definitionen. Wir beweisen noch (32). In der Tat gilt fiir alle €V und
3 X’

((boa) 3 | £)=(3 | boa(r))=(3 | bla(x))) =(b'(3) | a(x))
=(a'(b'(3)) | ) =(a'0b'(3) | £)»
also (boa)’ (3)=a’ob’(3). O

Beachtet man noch die triviale Beziehung (idy)’ =idy., so ergibt sich aus (32)
sofort (vgl. Definition 1.5.3) '

Folgerung 1. Die Zuordnung V— V', a+—> a’ ist etn kontravarianter Funktor der
Kategorie der Vektorriume iiber dem Korper K in sich. O

Wir wollen nun wieder voraussetzen, daf die betrachteten Vektorrdume V="V",
W =W endlichdimensional sind. Dann kénnen wir Satz 4 durch die folgende Aus-
sage vervollstidndigen:

Satz 5. Es seren V", W™ endlichdimensionale Vektorriume iber K. Dann 18t die
Zuordnung

0:acL(V", WP)—> o' ¢ L(W', V') (34)

ein kanonischer Isomorphismus der Vektorriume.

Beweis. Wegen (30), (31) ist 6 eine lineare Abbildung. Nach dim L(V*", W)=
=dim L(W’, V’')=nm geniigt es, Ker6={0} zu zeigen (vgl. Folgerung 2.8). Aus
6(a)=a’=o folgt (a'v | £) =(0 | ag) =0 fiir alle p¢ W’ und alle g€ V. Wenn (v | 3) =0
gilt fiir alle p € W', muB 3=p sein; das folgt z. B. aus (3), wenn man fiir p die Vek-
toren einer dualen Basis einsetzt. Somit gilt a(g)=p fiir alle g€V, d. h., a ist die
Nullabbildung. O

Satz 6. Unter den Voraussetzungen von Satz 5 gilt:

a) Ist a injektiv, so vst a’ surjektiv.

b) (a')' =a. (35)

Beweis. Zum Beweis von a) setzen wir Wy:=Im @ und wihlen einen komple-
mentdren Unterraum W, so, dal W=W,® W, gilt; das ist nach dem Basiser-

gianzungssatz Folgerung 4.6.1 jedenfalls moglich. Dann ist a: V-~ W, ein Isomor-
phismus. Fiir u€ V' definieren wir v € W’ folgendermafen:

(o |3):=@|a"1pre3) (3EW);
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dabei ist pry die Projektion pry: W —W,. Offenbar gilt

(e'w | g)=(w | ag)=(u| a"ta(r))=(u | 1)

fiir alle € V; denn wegen a € W, folgt pry (ag) =ax. Daher muB o'ty =u sein, und
weil 1t beliebig war, ist a’ surjektiv.

Nun beweisen wir b). Nach Satz 2 haben wir (V') =V, (W')' =W,also (a'): V-W
fir a€ L(V, W). Weiter gilt fiir alle xcV,wecW’

((a") £ W) =(z | ¢') =(ax | W) .

‘Da dies fiir alle v gilt, folgt wie beim Beweis von Satz 5 (a’)’ (x) =a(z) fiir alle g€V,
also (a’)'=a. O

Satz 7. Fir acL(V", W™) sei (a,;)€M,, ,(K) die Matriz beziiglich der Basen (a;)
von V™, (b,) von W™. Dann hat o’ beziiglich der entsprechenden dualen Basen (u;) von
V' bzw. (tv,) von W’ die zu (a,;) transponierte Matriz (b;,) = (a4;) € My o K)-

Beweis. Nach (4.2) machen wir fiir die Matrix von ¢’ den Ansatz

a'(ma) = Z u,b,-,, a=1,..,m. . (36)
T

Wenden wir diese Linearform auf a; an, so folgt aus (2)

(a’(m,) | ag) = 2 (u; | ap) b =by, -

Andererseits erhalten wir aus der Definition von &’ und aus (4.2)
(a’'(m,) | az) = (10, | a(az)) = g. (10, | bp) agr =0,y -

Somit gilt by, =a,. O
Folgerung 2. Fiir die Transponierte des Produkts zweier Matrizen ¢ilt
((bml) (aai))' =(a’ai)' (bka)" (37)

Zum Beweis geniigt es, die Matrizen als lineare Abbildungen zu deuten (vgl.
(5.11)) und Satz 7 auf (32) anzuwenden. O

Ubung 7. Es sei V” ein endlichdimensionaler Vektorraum, ¥V’ sein Dual, (a;) eine
Basis von V%, (v;) eine Basis von V’. Man beweise die Aquivalenz der folgenden Aus-
sagen: 1. (a;) und (b;) sind zueinander duale Basen. — 2. Sind ¢ = 2 aé;und u =2 bju;

7 i
die Basisdarstellungen beliebiger Elemente r€V und u€V’, so gilt (u | r) =23 ui;. —

?
3. Firalle ¢ =3 a;6; € Vgilt () =&;, i =1, ..., n. —4. Fiiralle u = 3 bju; € V'gilt u(q;) =u;,
j=1, ., n. : 7

Ubung 8. Fiir a e L(V"*, W™) beweise man
Im a’ =(Ker a)l. (38)
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§7. Koordinatentransformationen. Invarianten

Haufig ist es bei theoretischen Uberlegungen und vor allem bei technischen oder
physikalischen Anwendungen notwendig, ein Koordinatensystem der geometri-
schen Situation so anzupassen, daB die Gleichungen und damit auch die auszu-
filhrenden Rechnungen mdoglichst einfach werden. Man vergleiche hierzu etwa die
Beispiele 4.2, 4.5 und die Ubungen 4.2, 4.6. In diesem Paragraphen sollen nun die
dabei oft niitzlichen Koordinatentransformationen, d.h.die Anderungen der
Koordinaten beim Ubergang zu einem neuen Koordinatensystem, systematisch
untersucht werden. ‘

Wir beginnen mit den Vektorkoordinaten. Es sei ¥™ ein n-dimensionaler Vektor-
raum iiber K. Mit (a;) und (G;) bezeichnen wir zwei Basen des V". Jeder Vektor
1€ V™ besitzt dann die Basisdarstellungen

I=Zae'5i=zﬁi§ir (1)

wobei (&;) bzw. (£;) die Vektorkoordinaten von g beziiglich (a;) bzw. (d;) sind. Wir

fragen, wie sich die ,,neuen“ Koordinaten é,« durch die alten &; ausdriicken. Dazu
stellen wir die alten Basisvektoren q; in der neuen Basis dar:

a;= 2 Gy » 2)
7

Dadurch ist die Matrix («;)€M,(K) eindeutig bestimmt; sie heiBt die Matriz der
Koordinatentransformation. Da die (a,) linear unabhéngig sind, folgt (vgl. Satz 4.7.4)

“det (a;:)+0, d.h. (a;)€GL(n, K). (3)
Setzt man nun (2) in (1) ein, so folgt aus i
r= Zj:&j Zz: b= ; at; (4)
durch Koeffizientenvergleich wegen der Eindeutigkeit der Basisdarstellung

n
E]-: 2 “jifi’ 7.=1, ey (5)
i=1

Wir wollen wieder zur Matrixschreibweise iibergehen und betrachten die Spalten-
vektoren (&), (§;) sowie die Basisspalten (d;), (a;), vgl. Beispiel 4.11. Dann ist (5)
dquivalent zu

(&) =(a;) (§) , (6)
und (2) ist mit den Basiszeilen (a;)’ zu schreiben:

(@) =(;)" () - )
Gehen wir auch hier zu den Basisspalten iiber, so folgt

(a;) = (@)’ (&7‘) . (8)

16 Oniddik, Algebra 1
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Wollen wir nun noch die neue Basis auf die linke Seite bringen und durch die alte
ausdriicken, so miissen wir mit (a;;)'~! von links multiplizieren. Zuerst definie-
ren wir

Definition 1. Fiir (a;)€GL(n, K) sei
(i5)*:=(az) ~1; (9)
(@;)* heilt die zu (a;) kontragrediente Matrix.
Diese Definition ist wegen det (a;;)’ =det (;;) +0 offenbar sinnvoll. Damit gilt
() = (@j)* (@) (10)
und der Vergleich von {6) und (10) gibt uns die folgende Merkregel:
Die Basisvektoren transformieren sich kontragredient zu den Vektorkoordinaten.

Wir gehen nun zum dualen Raum ¥’ iiber und betrachten die zu (a;) bzw. (d;)
dualen Basen (u;) bzw. (i1;). Aus (6.3) und (5) folgt

n n
() =&= Dafi= Jaulz) . (11)
i=1 i=1
Da (11) fiir alle g€V gilt, erhalten wir
n
ii;= Zla’.iui, i=1,.,m, (12)
oder in Matrixschreibweise mit (i1;), (1;) als Spalten:
(1) = (=5) (1) - (13)
Beachten wir nun die leicht zu beweisende Formel (Ubung 1)
() *)* = (as;) (14)

so erhalten wir nach der oben angegebenen Merkregel, angewandt auf V’, fiir die
Transformation der Koordinaten eines beliebigen dualen VektorsueVv’,

u=Zu,~ /,':Zﬁ{ﬁi, (15)
1 1
die Beziehung
() = (o) * () (16)
Somit gilt

Satz 1. Bei einer Transformation der Vektorkoordinaten mit der Matriz (a;;)
€GL (n, K) gelten die Formeln (6), (10), (12), (16); dabei zieht jede dieser Formeln die
-anderen nach sich. O

Ubung 1. Man beweise: Die Abbildung
() €GL(n, K) — (ay)* €GL(n, K) (17
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ist ein involutiver Automorphismus der Gruppe GL(n, K), d. h., es gilt (14) und

(o) (Bi))* = (@i5)* (Bja)*. (18)
Ubung 2. Man beweise fiir («;) € GL(n, K)
((oi5)) =1 = (i) 7Y)". (19)

Beispiel 1. Wir betrachten eine lineare Abbildung e € L(V*, W™). Beziiglich der
Basen (a;) von ¥* und (b,) von W™ habe sie die Koordinatendarstellung (4.41).
Analog erhalten wir beziiglich der ,,neuen“ Basen (6,) von W™ und (4;) von V* die
Koordinatendarstellung derselben Abbildung a in der Gestalt

(f]n) = (d«xi) (Ez) . (20)
Setzen wir fiir die Koordinatentransformation in Wm

(9a) = (Bay) (1) (21)
oder invers dazu

(1) = (Bay) ™1 (710) (22)

und setzen das mit der zu (6) inversen Transformation in (4.41) ein, so folgt

(Bey) ™1 (A1) = (@) (@)1 (£,
und nach Multiplikation mit (ﬁ,y) von links ergibt sich

(fle) = (Bay) (@) (@;5) 4 (&) - (23)

Da (£;) das Koordinaten-n-Tupel von g und (#,) das von a(r) in den jeweils neuen
Koordinaten ist, ist auch (23) die Koordinatendarstellung von a in den neuen Ko-
ordinaten. Weil nun die Matrix einer linearen Abbildung durch die gewadhlten Basen
eindeutig bestimmt ist (Satz4.1), folgt durch Vergleich mit (20) das Transformations-
gesetz der Matrix einer linearen Abbildung:

(dni) = (ﬂay) (ayj) (a]'i)_l‘ (24)

Satz 2. Die lineare Abbildung a€ L(V") habe beziiglich der Basis (a;) die Matrix
(a;;) und beziiglich der Basis (4;) die Matrix (4;). Ist (x;) die durch (2) bestimmie
Matriz der Koordinatentransformation, so gilt

(855) = (@) (agy) (o)1 (25)
Daber vst
det (G,;) =det (a;;) . (26)
Definiert man die Spur von (ay) €M, (K) durch
r (ay): Z Wy > (27)
so gilt auch
Tr (8) =Tr (ay) - (28)

16*
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Beweis. Die Beziehung (25) ist ein Spezialfall der bereits bewiesenen Formel (24).
Die Formel (26) ergibt sich sofort aus dem Produktsatz 4.7 und (25). Wir beweisen
(28). Nach (25) gilt

n

n
2= 2 aglu = 2, a4 2 ay =D by =2, ay -
io1 iEl=1 PR il %

Dabei haben wir mit Ez‘,,- die Elemente der Matrix («;;)~1 bezeichnet und die (4.37)
entsprechende Beziehung

2 Eag = 2, oy =0y (29)
1 (]

angewandt. O
Satz 2 berechtigt uns zu der folgenden Definition:

Definition 2.1st (a;;) € M, (K) die Matrix deslinearen Endomorphismus a € L(V?),
o sei durch .

N(a):=det (a;), (30)
Tr(a):=Tr (a;) (31)

?

die Norm N(a) und die Spur (englisch ,trace“) Tr(a) definiert.

Die Definition 2 ist ein erstes Beispiel fiir das allgemeine Verfahren, durch Unter-
suchung der Koordinatentransformationen von den Koordinaten unabhingige, dem
geometrischen Objekt selbst zukommende GriBen oder Eigenschaften zu gewin-
nen. Die Koordinaten geben ja nur die relative Beziehung zu dem gerade zufillig
betrachteten Koordinatensystem an; geometrisch bedeutungsvolle Grofen da-
gegen diirfen nicht von dieser zufilligen Wahl der Koordinaten abhingen. Die
Norm N(a) findet ihre geometrische Deutung als Dehnungsverhiltnis. Aus (4.53)
folgt némlich fiir ein beliebiges n-Bein (b;):

’ [a(bl)r () a(bn)] =N(a’) [bb eeey bn] (32)
wegen
[a(ay), ..., alay)] =det (ay) [ag, -..p 6,] -

Im Fall N(a) +0 ist das Volumen des Bildparallelepipeds um den festen Faktor N(a)
gegeniiber dem Urbild gedehnt; gilt N(a)=0, so ist der lineare Endomorphismus
ausgeartet, d. h.rg (a)<n, und die Bilder aller n-dimensionalen Parallelepipede
sind ausgeartet, haben also das Volumen 0. Soll also das Volumen jedes Parallel-
epipeds bei der linearen Abbildung a € L(V") invariant bleiben, so mul N(a) =1 sein,
und umgekehrt. Die Menge

SL(V"):={acL(V") | N(a)=1}

ist ein Normalteiler in GL(V™) (vgl. Ubung 3); sie ist isomorph zur Untergruppe
SL(n, K)cGL(n, K) der invertierbaren Matrizen mit der Determinante 1. Die
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Gruppen SL(V") und SL(n, K) werden spezielle lineare Gruppen genannt. Fiir die
Spur gibt es keine so einfache geometrische Deutung.
Ubung 3. Fiir a, b€ L(V?"), a € K, beweise man
N(a ob) =N(a) - N(b), (33)
N(ax) =N(a) a™. (34)
N | GL(V?) ist also ein Homomorphismus von GL(V?") in K* mit dem Kern SL(V").
Ubung 4. Man beweise, da Tr ¢ L(V")’ gilt. Ferner zeige man fiir a, b ¢ L(V?)
Tr(a ob) =Tr(boa) . (35)
Wir wollen nun die Transformation der Punktkoordinaten in einem affinen Raum
behandeln. Dazu betrachten wir wieder zwei n-Beine (0; a;) und (d; G;) des A%;

(%;) bzw. (z;) seien die entsprechenden Punktkoordinaten des Punktes z€A”".
Dann gilt

- PN - a -
o‘x=zaix,=60+;:;=za,~¢,+ Zaixi .
\ i T i

Hierbei sind die («;) die Koordinaten des alten Ursprungs o im neuen n-Bein (4; 4,).
Wenden wir (2) auf die letzte Summe an, so folgt
2 6;8= 2 8; (& + 2 ;%)

) (]

7

und der Koeffizientenvergleich gibt das Transformationsgesetz der affinen Punkt-
koordinaten:

:l:]-=at_,,-+

aﬁxi > det (aﬂ) *0 . (36)

NVE

1

Gehen wir wieder zur Matrixschreibweise iiber, so folgt

(;) = () + (@) (%) - (37)
Hieraus erhilt man leicht die inverse Koordinatentransformation
(20;) = (245) =1 ((£5) — (=) - (38)

Beispiel 2. Wir betrachten eine Hyperebene H"—! c A® in ihrer impliziten Dar-
stellung

(| o%)=c,

uevV’,u=+o, cc K. Beziiglich des n-Beins (0; a;) habe sie die Gleichung
2 uE=c
B

oder in Matrixform

(w))' () =c¢. (39)
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Dabei gilt (%;), (%;) €M, 1(K). Setzen wir (38) in (39) ein, so felgt nach einer ein-
fachen Rechnung

(25)" (o) =1 (&) =+ (u)" (@)™ (o) -
Vergleichen wir diese Gleichung mit dem (39) entsprechenden Ausdruck in den

neuen Koordinaten ()" (£;)=¢, so erhalten wir fiir die Koeffizienten ;¢ der
Hyperebenengleichung das folgende Transformationsgesetz:

() = (ox55)* (), E=c+((a;)* (u)) (%) . (40)
Die erste Gleichung reproduziert natiirlich das Transformationsgesetz (16) der

—
Koordi_na.te_n eines dualen Vektors; die zweite resultiert aus der Translation do des
Ursprungs. Ist speziell 0=4, so gilt (;)=(0) und é=c.

Beispiel 3. Koordinatendarstellung einer affinen Abbildung. Wir betrachten eine
affine Abbildung f€U(A", B™). Es sei a die zugehorige lineare Abbildung. In 4"
und B™ wihlen wir ein n-Bein (0; a;) bzw. ein m-Bein (p; b,) und betrachten die zu-
gehorigen Punktkoordinaten. Nach Satz 1.4 konnen wir f in der Form

y=1(x) =f(0) +a(0%) (41)

darstellen. Bezeichnen wir mit (y,) die Koordinaten von y und mit (a,) die Koordi-
naten von f(o) beziiglich (p;b,), so folgt aus der Koordinatendarstellung (4.40)
bzw. (4.41) der linearen Abbildung ¢ (mit (x;) statt (£;)) sofort die Koordinaten-
darstellung der affinen Abbildung:

Yo =0yt D, Ay, a=1,..,m, (42)

oder in Matrixform
(ya) :‘(a’a) +(a’¢i) (xz) . (43)

Man erkennt wie in Beispiel 4.10 den engen Zusammenhang von (41) und (43): Die
Beziehung (43) entsteht aus(41), indem man einfach gliedweise zu den Koordinaten
iibergeht. Die Matrizen (a,), (@,;) konnen wir als Koordinaten der affinen Abbildung f
betrachten.

Ist speziell A®=B™, so werden wir in (42), (43) j statt « schreiben und in der
Regel (0; a;) =(p; b;) annehmen. Wenn £ invertierbar ist — dafiir ist nach Folgerung
3.1 und Satz 4.6 die Bedingung det (a;;) +0 notwendig und hinreichend —, kénnen
wir aus (43) sofort die Koordinatendarstellung der Umkehrung x=f-1(y) be-
rechnen; es folgt

() = (@)1 () — (@) - ) (44)

Wir iiberlassen dem Leser die Herleitung des Transformationsgesetzes fiir die
Koordinaten (a,), (@,;) einer affinen Abbildung:

Ubung 5. Ist (37) eine Koordinatentransformation im A" und (§.) =(Bz) +(Bey) (%)
eine Koordinatentransformation im B™, so gilt fiir die Koordinaten (d,), (d,) der
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affinen Abbildung (41) das Transformationsgestz (24) und
(éa) =(ﬁa) +(B¢y) (ay) —(ﬁay) (aﬂ) (aii) -t (ai) . (45)
Wir wollen nun eine wichtige Beziehung zwischen Automorphismen und Koordi-

natentransformationen diskutieren. Vergleicht man die Koordinatendarstellung
einer affinen Transformation fe(4"),

() =(a;) + (@) (2;), det (a;)*0, (46)

und die affine Koordinatentransformation (37), so erkennt man sofort, dal beide
Formeln bis auf einige Bezeichnungen iibereinstimmen. Diese formale Uberein-
stimmung hat folgenden inhaltlichen Hintergrund : Transformieren wir das n-Bein
(0; &;) ebenfalls durch £, d. h., setzen wir (4; 4;)=(f(0); a(a;)), so gilt (4,)=(x,),
d. h., die neuen Koordinaten des Bildpunktes sind gleich den alten des Urbild-

n
punktes: Aus x=0+ 2, az; folgt ja sofort
i=1

y=/(x)=f(0) +

i

inve

n

ag(a;) z; =6+ Zi az;, .

i=
also x;=7;: In dem mitbewegten Koordinatensystem bleiben die Koordinaten des
bewegten Punktes konstant. Man spricht in diesem Sinne vom Mqitschleppen des
Koordinatensystems. Zum Beispiel kann man sich vorstellen, daB ein Flugzeug ein
starr mit ihm verbundenes Koordinatensystem mitschleppt ; alle fest mit dem Flug-
zeug gekoppelten, sich mitbewegenden Gegenstéinde haben in ihm konstante Ko-
ordinaten. Jedem Automorphismus haben wir auf diese Weise eine Koordinaten-
transformation zugeordnet; man weist leicht nach, daBB diese Zuordnung bijektiv
ist. Sind umgekehrt zwei Koordinatensysteme mit den n-Beinen (0; a;) bzw. (6; §;)
gegeben, so wissen wir nach Satz 2.5 und Satz 3.4, da8l genau ein affiner Automor-
phismus f mit f(0) =46, ada;) =a; existiert; er wird wieder durch (g,) =(x;) beschrie-
ben. Man nennt diese mit Hilfe zweier n-Beine definierte Abbildung auch Zuordnung
durch gleiche Koordinaten; sie ist in unserem Fall stets ein affiner Automorphismus.
Analog sind die Verhiltnisse bei den linearen Automorphismen.

Zum Abschluf dieses Paragraphen wollen wir noch den fiir alle geometrischen
Untersuchungen grundlegenden und sehr allgemeinen Begriff einer Invarianten
definieren.

Definition 3. Es sei [G, X] eine Transformationsgruppe und M =0 eine Menge.
Eine Funktion I: X -~ M heiit eine Invariante, wenn fiir alle g€G und z€ X
1(gz) = I(x) (47)

gilt.
Beispiel 4. Wir beginnen ganz unsystematisch mit einem Beispiel aus der Ele-

mentargeometrie. Es sei @ die Gruppe der euklidischen Bewegungen (einschlieB-
lich der Spiegelungen) der Ebene E, und X:=X E der Raum der k-Tupel von
k
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Punkten (p,, ..., p,), ,€E. Die Wirkung von @ sei iiber X durch

9(Pys o5 D)2 = (9P, - 9D2) (48)
definiert. Bezeichnet g(x, ¥) den Abstand zweier Punkte der Ebene, so sind

Iaﬁ(pb s Pp)t =9(pv pﬁ)i' l=a<f=k, (49)

offenbar Invarianten. Man kann elementargeometrisch beweisen, d#B folgender
Satz gilt: Zwei Punktfolgen (p;, ..., p;), (¢4, ..., ;) sind kongruent, d. h., es gibt ein
g€@Q mit g(py, ..., Pp) =(g4, --+» ¢;) genau dann, wenn

Lp(py ooy 2) =1 p(q4, <o, @) fiir 1=a<pf=k

gilt. Die Invarianten I g, also alle Abstinde o(p,, ps), charakterisieren die Punkt-
folge bis auf die Lage in der Ebene eindeutig.

Definition 4. Es sei N=+0 eine Indexmenge und {,}, .y eine Menge von In-
varianten von [@, X]. Die Menge {I,}, . heiit ein vollstindiges Invariantensystem
von [G, X], wenn folgendes gilt:

Fiir z, yc X ist  G-dquivalent zu y (vgl. Definition (1.4.9)) dann und nur dann,
wenn I, (x)=1,(y) fiir alle x€ N gilt.

Beispiel 4 besagt also, daB {I,};<,p=i in vollstindiges Invariantensystem
ist. Zum Beispiel ist ein Dreieck durch seine Seitenldngen bis auf Kongruenz ein-
deutig bestimmt. Es ist eine Grundaufgabe der Geometrie, geometrische Figuren
oder Objekte durch vollstindige Invariantensysteme zu charakterisieren.

Beispiel 5. Es sei @ transitiv iiber X. Dann gibt es nur die trivialen Invarianten
I(z) =konstant.

Beispiel 6. Es sei X =L(V*, W™), G = GL(V*)x GL(W™), und die Wirkung von
Q iiber X sei definiert durch

(91 92) - @i =gp0a0gt. (50)
Dann ist bereits die Invariante » =rg a allein ein vollstdndiges Invariantensystem.
Das folgt aus Lemma 2.1. Es sei rg a =rg b=7. Nach dem Lemma finden wir Ba-
sen (q;), (b,) bzw. (4,), (i),) so, daB a bzw. b beziiglich dieser Basen die Normal-
form (4.5) hat. Es sei g, der lineare Automorphismus von V%, der (q;) in (d;) iiber-
fithrt, und ¢, der lineare Automorphismus von Wm, der (b,) in (i),) iiberfiihrt.
Dann gilt fiir g=(g,, ¢)

g a=g20aog;l=b,

wie man unmittelbar durch Anwenden dieser linearen Abbildungen auf die Basis
(@) erkennt.

Beispiel 7. Aus Satz 4.9 folgt speziell, daf das Volumenverhéltnis zweier par-
allel liegender, nicht ausgearteter, kZ-dimensionaler Parallelepipede eine Invariante
bei affinen Transformationen des A® (1 =k =n) ist, kurz eine affine Invariante. Man
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bemerkt, daB wir den Raum X der Transformationsgruppe nicht angegeben und die
Invariante daher auch nicht streng definiert haben, auch die Wirkung von %(A")
iiber X wurde nicht beschrieben. Es ist aber klar, wie das zu erledigen ist: X ist die
Menge aller Paare (I1%, IT%) nicht ausgearteter, k-dimensionaler Parallelepipede des
A*. Die Wirkung der affinen Gruppe %(A") wird durch die iiber A* auf X definiert:

9Ty, IT3): = (gIT5, gIT3)

Die Invariante I wird folgendermafen definiert: I(IT%, IT%):=o(I1%)/v(IT%), wenn
IT%, IT% in parallelen k-Ebenen liegen, und I(I1%, IT) =0 sonst. Man beweist leicht,
daB I eine Invariante ist.

Hiufig haben wir in der Geometrie die in der folgenden Definition beschriebene
Situation.

Definition 5. Es sei [@, X] eine Transformationsgruppe und M eine Menge.
Eine Menge @ von Abbildungen ¢: X +M heillt ein [@, X] angepaBter Atlas mit
Werten in M, und die Elemente ¢ €® heiflen die Karten oder die Koordinatensystene
des Atlasses, wenn folgende Eigenschaften erfiillt sind:

1. Jedes pc® ist eine bijektive Abbildung ¢: X - M.
2. Sind ¢, p, €D, so gibt es genau ein g€@G mit

P2=91°9 . (51)
3. Fiir p€® und g€@ gilt auch poged.

Offenbar bilden die Vektorkoordinatensysteme eines Vektorraumes V" einen
[GL(V"), V"] angepaBten Atlas mit Werten in M = K® die Punktkoordinaten-
systeme eines affinen Raumes A” einen [Y(A"), A"] angepaBten Atlas mit Werten
in K*; Beispiel 4.4 beschreibt einen L(V") angepaBten Atlas mit Werten in M,,(K)
usw.

Ubung 6. Es sei @ ein [@, X] angepaBter Atlas mit Werten in M. Man beweise:
a) Zu jedem ¢, €D, @, fest, definiert g €G > @: =@, 0g €D eine bijektive Abbildung von
G auf @. — b) Durch

(9, m) €EG XM > g - m: =go(gpo~(m)) (52)

wird eine Wirkung von @ iiber M definiert, fiir die [G, M] eine zu [G, X] isomorphe
Transformationsgruppe wird. — ¢) Ist f: M -H eine Funktion auf M mit Werten in
einer Menge H, die folgende Eigenschaft besitzt: Fiir alle 2 € X gilt f(pi(z)) =f(p2(z))
fiir alle @y, ¢, €D, so wird durch I(z): =f(p(z)) fiir z€X und beliebiges ¢ €D eine In-
variante von [@, X] definiert. (Nach diesem Schema ist zum Beispiel Definition 2 ge-
bildet.)

Unter der Klassifikation der Elemente des Raumes X einer Transformations-
gruppe (@, X] versteht man die Aufzihlung aller Orbits durch die Angabe eines
vollstindigen Invariantensystems. Haufig geht man dabei so vor, dal man aus
jedem Orbit einen eindeutig bestimmten Reprisentanten als sogenannte Normal-
form auszeichnet. Dazu wird oft ein angepaBter Atlas benutzt. Es sei gy€®P eine
beliebige, fest gewihlte Karte. Dann bilden die Mengen {py(G)}, ¢y eine Klassen-
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einteilung von M ; durch ¢, wird ja die Einteilung von X in Orbits nach Satz 1.4.4
iibertragen; die Klasseneinteilung von M ist iibrigens durch die in Ubung 6 defi-
nierte Wirkung von @ iiber M erzeugt. In jeder Klasse gy(Gx) wahlen wir einen
Reprisentanten, den wir eine Normalform nennen. Es sei MyS M die Normal-
formenmenge; offenbar bestimmt die kanonische Abbildung #: M - M/ ~ durch
7w | My: My—~M/ ~ eine Bijektion. Es gilt nun der folgende Satz:

Satz 3. Es sei [G, X] eine Transformationsgruppe, @ ein angepafter Atlas mat
Werten in, M, My< M eine Normalformenmenge. Donn gilt fiir x, yc X :

X ~g Yy < es existieren Koordinatensysteme @4, po €D derart,

daf () = @o(y) € M gilt.

Beweis. Es sei z~ 4 y. Dann existiert ein ¢,€® mit ¢(x) € M. Weiter sei gcq so
gewihlt, daB g(z) =y gilt. Dann ist gy =@ 09~1€ P, und wir haben @,(y) =¢,(g~1y) =
=g (x) € My. Umgekehrt, ist ¢(x) =@q(y) € M,, so wihlen wir ein g mit py=¢,0g.
Es folgt ¢4(2) =¢4(gy). Da ¢, bijektiv ist, erhalten wir x=gy, also x~g5y. O

Folgerung 1. Unter den Voraussetzungen von Satz 3 gilt: Die Abbildung
2€X — N(x): = Normalform von ¢(x)=(n | My)~1omogp(x)c M,

18t unabhingig von der Wahl der Karte p €D; sie ist eine Invariante von (G, X], die
bereats allevn ein vollstindiges Invariantensystem bildet.

Beweis. Nach Satz 3 haben G-dquivalente Punkte z, y€ X dieselbe Normalform,
d. h., N(x) ist eine Invariante. Weil in jedem G-Orbit von M genau eine Normal-
form m € M liegt, ist # durch Angabe der Normalform bis auf G-Aquivalenz ein-
deutig bestimmt. [

Bisher haben wir nur fiir Beispiel 6 die Klassifizierung iiber die Normalform
durchgefiihrt. Die Menge M ist hier die Menge der Matrizen M,, ,(K), und M ist die
Menge der Matrizen der Form (4.5) fiir 0 =r =min (m, n). Es gibt also nur endlich
viele Aquivalenzklassen linearer Abbildungen von ¥* in W™, die durch ihren Rang
klassifiziert werden. Die Verfahren zur Rangbestimmung aus § 5 gestatten es, zu
jeder gegebenen linearen Abbildung die Normalform zu bestimmen. Im allgemeinen
Fall lauft das Klassifikationsproblem also auf zwei Teilaufgaben hinaus:

1. Aufgabe: Auffinden eines vollstindigen Invariantensystems oder einer Normal-
formenmenge.

2. Aufgabe: Angabe von Algorithmen zur Berechnung der Invarianten des ge-
wdhlten Systems bzw. zur Bestimmung der Normalform.

Fiir viele Transformationsgruppen sind diese Probleme sehr kompliziert. Wir
werden in den folgenden Paragraphen einige derartige Klassifikationen durch-
fithren.
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§8. Die Jordansche Normalform linearer Endomorphismen

Wir betrachten in diesem Paragraphen die Endemorphismenalgebra L:=L(V?")
eines n-dimensionalen Vektorraumes ¥. Uber ihr wirkt die Gruppe G:=GL(V?)
folgendermafen:

(9, a)€GXL — ay(a):=goaog~1€cL. (1)

Zwei Endomorphismen ¢ und b, die G-dquivalent im Sinne dieser Wirkung sind,
heiflen dhnlich. Es gilt also, die Endcmorphismen im Sinne vcn § 7 zu klassifizieren.
Fiir den Fall K =C gelingt das durch die Bestim:mung der Jordanschen Normal-
form.

Nach Satz 4.1 und Beispiel 4.4 liuft unsere Aufgabe etwas vage ausgedriickt
darauf hinaus, zu jedem a €L eine Basis (a;) von V" so zu finden, da die Matrix
von a in dieser Basis ,,méglichst einfach® wird. Gehen wir ndmlich von (1) zu den
Matrizen (a;;) von a und (;z) von g iiber, so resultiert das Transformationsgesetz
(7.25). Aus den ,méglichst einfachen® Matrizen ist dann die Normalformenmenge
zu bilden. Will man das Schema aus § 7 anwenden, so ist M:=M,(K), und der an-
gepaBte Atlas @ ist die Menge der durch die Basen von ¥” bestimmten Abbildungen
L —~ M nach Satz 4.1. Die Transformationsgruppe [G, L] ist isomorph zu [GL(n, K),
M, (K)] mit der Wirkung (7.25) (vgl. Ubung 7.6, b)), und wir haben eine Normal-
formenmenge M,S M, (K) geeignet zu finden. Im ersten Teil des Paragraphen
werden wir die wichtigsten Invarianten der linearen Endomorphismen bestimmen
und anschlieBend die Jordansche Normalform herleiten. Zuerst erinnern wir an die
Definition 2.4 der Eigenwerte und Eigenvektoren: Ein Element 1€ K ist Eigenwert
des Endomorphismus a € L, wenn ein e€ V, e 0, existiert mit ae =e4; der Vektor e
ist dann ein Eigenvektor von a zum Eigenwert 4. Nach Ubung 2.2 und Beispiel 4.6
sind die Eigenunterrdume :

Uy:={teV|ar=14} (2)
bei ¢ invariante Unterrdume von V. Man beweist leicht :

Lemma 1. Ist A Eigenwert von a €L, so st A auch Eigenwert von «(a)=goaog~!
fiir beliebige g €@.

Beweis. Der Vektor ge ist ungleich o, da g ein Automorphismus ist, und es gilt
a,(a) ge=gag~Iige=gae =ged. O

Die Eigenwerte sind also mit den Endomorphismen invariant verkniipft. Wie wir
wissen, brauchen jedoch Eigenwerte nicht zu existieren (vgl. Ubung 2.4). Um das
Problem der Existenz der Eigenwerte zu untersuchen, setzen wir e:=id, und be-
merken, dafl ae =el zu

(a—ed)e=0 ®3)
dquivalent ist. Somit ist 4 Eigenwert von ¢ genau dann, wenn

Ker (¢ —ed) + {0} (4)
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gilt; und das ist genau dann der Fall, wenn a —e4 kein Automorphismus ist (vgl.
Folgerung 2.8), also wenn

det (a —ed)=0 (5)
gilt. Wir nennen
2o(7): =det (a —ex) (6)
das charakteristische Polynom von a und zeigen
Satz 1. Fir jedes a € L=L(V*) ist y,(x) € K[x] exn Polynom n-ten Grades: es hat
die Gestelt
2@ =(— 1) (@ —d@* 1 +dpa 2 — ... +(—1)" d,,) (7)
mat
d,=Tra und d,=N(a). (8)
Za() t8t eine Invariante des Endomorphismus. A ist Eigenwert genau dann, wenn
2s(2) =0 gilt.
Beweis. Aus der Definition der Determinante folgt

d,= A M(zl l") k=1, .., n; (9)
1sij<..<ipsn (g U

denn wir miissen alle Faktoren von(—1)?~¥2%~k in der Determinante sammeln. Die

in (9) vorkommenden Minoren heilen die Hauptminoren der Ordnung k; sie liegen

symmetrisch zur Hauptdiagonalen (vgl. (4.8.8)). Fiir das hochste Glied erhalten wir

(—1)*2® aus dem Produkt der Elemente der Hauptdiagonale; d,= a ist die
ptdiag 1=

Summe der Hauptminoren erster Ordnung, und das letzte Glied d,, erglbt sich aus

=x,(0)=det a. Die Behauptung iiber die Invarianz folgt durch eine einfache
Rechnung aus dem Produktsatz 4.7: gag—1—ex=g (a —ex) g~1, also durch Uber-
gang zur Determinante:

2a(Z) = Zagra(®) - (10)

Der Produktsatz wurde fiir Matrizen mit Elementen aus einem Korper bewiesen; er
ist daher auch hier anwendbar, weil die Elemente der Matrix von @ — ez im Polynom-
ring K[z] liegen, der in seinem Quotientenkérper K(x) enthalten ist. Andererseits
gilt der Produktsatz auch unter allgemeineren Voraussetzungen, vgl. Ubung 4.14.
Die letzte Behauptung folgt unmittelbar aus (5). O

Die Existenz der Eigenwerte ist gesichert, wenn K ein Zerfillungskérper von
2q() ist. Die Jordansche Normalform bezieht sich gerade auf diesen Fall.

Definition 1. Ein Endomorphismus a €L heiflit aufspaltend, wenn K ein Zer-
fallungskoérper von yx4(x) ist, d. h., wenn

za@)= IT (3 —2) (11)
i=1

gilt, 4; €K die (nicht notwendig verschiedenen) Eigenwerte von a.
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Wir betrachten nun zuerst einen Spezialfall, nimlich einen nilpotenten Endo-
morphismus:

Definition 2. Ein b€ L(V™) heiBt nilpotent, wenn ein k€N existiert mit b* =0.

Ubung 1. Man beweise, daB jeder Endomorphismus b, der bei geeigneter Basgis eine
Matrix der Form

0
81 0 0

(bi) = €2 -, o mit &=0 oder ¢=1 (12)
0 T en-1 0

besitzt, nilpotent ist. Allgemeiner: Jede untere (oder obere) Dreiecksmatrix mit lauter
Nullen auf der Hauptdiagonale ist nilpotent.

Wir werden beweisen, daB umgekehrt jeder nilpotente Endomorphismus bei
geeigneter Basis eine Matrix der Form (12) besitzt; (12) ist im wesentlichen die
Jordansche Normalform eines nilpotenten Endomorphismus. Die Jordansche
Normalform eines beliebigen aufspaltenden a € L 148t sich auf die nilpotenten Endo-
morphismen zuriickfiihren. Zunichst wollen wir zeigen, dafl jeder Endomorphismus
in einen nilpotenten und einen bijektiven Bestandteil zerlegt werden kann.

Definition 3. Es sei acL(V*). Wir sagen, a spaltet in die Endomorphismen
a4, ..., @ auf, wenn es eine direkte Zerlegung

V=M, o...0M,, (13)

in bei @ invariante Unterrinme M,,aM,=M,, gibt (vgl. Definition 4.3), wobei

a IMF flll' u=v,
- 14
% | ML, {0 fir p#+v;p,v=1,..,m, (14)
gilt. In diesem Fall schreiben wir
a=a;®...0a, . (15)

Offenbar spaltet jeder Endomorphismus a, der eine Darstellung (13) von V* als
direkte Summe invariant 148t, in die durch (14) definierten Summanden auf; ein
a, heiBt brjektiv, wenn a, | M, bijektiv ist.

Satz 2. Jeder Endomorphismus a € L(V") spaltet in einen nilpotenten Bestandterl ay
und einen bijektiven Bestandieil a, auf: a =ay®ay. Diese Bestandteile sind eindeutig
bestvmmid.

Beweis. Wir zeigen zuerst die Existenz der Aufspaltung. Dazu definieren wir
U;:=Kera’, (16)
W;:=Ima?, 1=0,1,.. 17

Dann gilt
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Lemma 2. Es gibt eine Zahl k€N, so daf
Uy={p}cU,c..cU,=U, fir l=k (18)
gilt. Ferner sind die U, be? a invariant; es gilt sogar
aU,cU,;_,. (19)

Beweis. Fiir ge U, gilt a’t =0, also auch a‘+! g =p, und somit U;c U, . Es sei -
k die kleinste natiirliche Zahl mit U, = U, ,, dieser Fall muf} ja wegen dim V"=
=n< - einmal eintreten. Wir zeigen durch Induktion nach s, da8 dann U, ,=U,
fiir alle s=1 gilt. Angenommen, es sei schon U;= U, fiir ein I>k gezeigt, und es
sei g€U;,,. Dann gilt «'*!g=0, also axeU,=U,, und daher a**+!r=p. Somit
ist £€Uy,,=U,. Zum Beweis von (19) sei £€ U;. Dann ist a‘g =a’~!(ag)=0n, also
aycU;_;. Aus (18) und (19) folgt die Behauptung iiber die Invarianz. O

Lemma 3. Es gult fiir die Zahl k von Lemma 2
Wy=V"oW >..0W, =W, fir l=k. (20)
Ferner sind die W, bet a invariant, es gilt sogar
aW,=W,,, . (21)

Beweis. Gilt cW,, so existiert ein y)€V mit f=a')=ai~1 (ay), also ist auch
t€W,_,. Offenbar muBl die Folge einmal abbrechen. Nach Folgerung 2.7 haben
wir fiir alle ¢

dim U;+dim W;=n. (22)

Somit muf} sie genau an der Stelle & abbrechen. Ist €W, so gilt =afy, also
agy=a'*1y), und daher aW,S W, ,. Ist umgekehrt €W, ,, so folgt r=aiti(y)=
=a(a') und aheW;. O
Wir beweisen nun Satz 2. Zunéchst folgt aus (21) und (20)
aW, =Wy, =W, .

Dabher ist a | W, surjektiv und somit bijektiv (vgl. Folgerung 2.8). Weiter ist a | U,
nilpotent ; denn offenbar gilt a* | U,=(a | U,)*=0. Es bleibt

Vr=U, oW, (23)

zu zeigen. Wegen (22) und der Dimensionsformel (4.6.8) geniigt es, U, N W, = {0}
zu beweisen. Es sei ¢ U,NW,. Wegen rcU,=Kera* gilt a*z=0, und weil
ok | W,=(a | W,)* bijektiv ist, muB wegen ¢ W, auch =p sein. Die Einschrin-
kungen von @ auf U, und W, bestimmen die Aufspaltung e =a,®a, mit den gefor-
derten Eigenschaften.

Es bleibt die Eindeutigkeit zu beweisen. Dazu sei a =@, ®a, ebenfalls eine Auf-

spaltung von ¢ mit V*"=U@W, welche die geforderten Eigenschaften besitzt.
Wir behaupten: Es gilt

UCSU, und WCW, (24)
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fiir das k nach Lemma 2. Aus Dimensionsgriinden mu dann wegen V*=UoW =
=U,®W, sogar U=U, und W =W, gelten, und die Zerlegungen a=a,®a,=
=dy®a, stimmen iiberein. Wegen « | W bijektiv gilt o'W =W S W, fiir alle 1Ny,
also auch WS W,.. Zum Beweis der ersten Relation (24) stellen wir g € Uin der Form
L=1%o+L, entsprechend der Zerlegung V= U, ®W, dar. Dann gilt a¥(g) =al(x,) +
+ak(x4) =0 fiir geniigend groBes!;denn ¢ | Uist nilpotent. Aus der Aufspaltung (15)
folgt ndmlich wegen

a,oa,=0 fir p=*y (25)
und (14) sofort die Aufspaltung (beziiglich (13))

di=ai®..dal,, 1eNg. (26)

Da wir jetzt die direkte Summe V"= U, & W, betrachten, muB speziell a}(g,) = sein,
und weil a | W, bijektiv ist, folgt ¥;=p, d. h. t=1£,€U,. O

Bevor wir zur Definition einer Jordanschen Normalform kommen, ist es zweck-
miBig, sich die Bedeutung der Aufspaltung eines Endomorphismus in eine direkte
Summe anhand der folgenden einfachen Ubung klarzumachen:

Ubung 2. Es sei V"=B?’@®C°®... dW" eine Aufspaltung von V” in eine direkte
Summe bei a € L(V?") invarianter Unterrdume. Passen wir dann die Basis von V” dieser
Zerlegung an, d. h., setzen wir sie aus den Basen (b,)a=1,...,b, (€,)y=1,....c» ++» (gl =1,...w
zusammen, so hat die Matrix von a beziiglich dieser Basis die Form

’ 27)

wobei die Matrizen (b,g) € My, (cy5) €M, ..., (Wos) € My, hintereinander lings der Haupt-
diagonale gruppiert sind, b +c¢ +... +w =n gilt und alle iibrigen Elemente in der Matrix
(27) gleich 0 sind. Gelingt es umgekehrt, zu einem Endomorphismus eine Basis (a;) von V*
zu finden, beziiglich der die Matrix die Form (27) hat, so spaltet a beziiglich der Unter-
réume BY: = 8(“17 ey Ap)s Ce: = 2(ab+1, cees Qb 4c)y oo WY = 2(“n—w+1, vesy Gp) auf.

Nun wollen wir definieren, was wir unter der Jordanschen Normalform eines be-
liebigen aufspaltenden Endomorphismus verstehen.

Definition 4. Unter einem Jordanschen Kdistchen der Ordnung k verstehen wir
eine Matrix der Form

/4 0

D,(3):= 1 eM(K) . (28)
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Unter einer Jordanschen Matrix verstehen wir eine Matrix, die aus lings der Haupt-
diagonale aneinandergereihten Jordanschen Késtchen besteht, wihrend alle anderen
Elemente 0 sind:

A 0 0
1
0 1 1
1
L (29)
0 1 2
i G
i1
0 0 1 A,,,
Wir schreiben zur Abkiirzung dafiir auch
Dy (29) 0
D, (4
ke _2) (30)
0 "Dy ()

Beispiel 1. Ein Endomorphismus a€L(¥V?) ist diagonalisierbar (Beispiel 4.5)
genau dann, wenn eine Basis existiert, fiir die seine Matrix Jordansche Normalform
aus n Kédstchen der Ordnung k,=...=%, =1 besitzt.

Folgerung 1. G7bt es zu ac L(V?") evne Basis, beziiglich der seine Matrix Jordan-
sche Normalform (29) hat, so ist & aufspaltend, und das charakteristische Polynom
von a hat die Form

Yal2) = I_'I: (-2 O (31)

Der Beweis von Folgerung 1 ergibt sich sofort aus der Dreiecksgestalt der Jor-
danschen Normalform, vgl. Satz 4.8.1. Wir kehren nun wieder zu den nilpotenten
Endomorphismen zuriick und beweisen

Satz 3. Evn Endomorphismus b€ L(V™) ist nilpotent dann und nur dann, wenn es
eine Basis (a;) von V" so gibt, daf die Matriz (b;) von b Jordansche Normalform
(30) mat Ag=...=2,,=0 und
k=1 (32)

ky=...=k,

IV
v

besitzt.
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Beweis. Die eine Richtung des Satzes ist trivial (vgl. Ubung 1). Fiir den Beweis
der Existenz der Jordanschen Normalform von b betrachten wir die im Lemma 3
angegebene Folge (20). Da b nilpotent ist, muB in der Zerlegung von Satz 2 b=b,
by=o0, d. h. W, ={po} gelten. Wir fithren den Beweis durch vollstindige Induktion
nach n=dim V. Fir =0 und n=1 ist die Behauptung trivial. Angenommen,
sie sei schon fiir alle m <n bewiesen. Wir betrachten den Endomorphismusb: =b| W,.
Offenbar ist b ebenfalls nilpotent. Wir kénnen eine Basis ay, ..., a, , von W, finden,

n;:=dim W, beziiglich der b Jordansche Normalform mit 4,=0 hat. Es seien
D,;l, e D,;ﬁ die Jordanschen Kistchen von b. Zu jedem Kistchen gehort der-
jenige Basisvektor g, dessen Bild b(ae”) die Koordinaten der ersten Spalte des
p-ten Kistchens besitzt. Wegen G, € W,=bV gibt es Vektoren by, ..., b;, mit b(b,) =
=0, 1= 1, ..., . Wir behaupten

1. Die Vektoren by, ..., ba, ay, ..., a,, sind linear unabhingig.

In der Tat, wire
m "y
2b.8,+ 2an=0, (33)
p=1 y=1
go folgte durch Anwendung von b
m ny
Zlae,‘f ut 21; b(a,) n,=0 . (34)
B= v=

Da b(a,)=a,, oder b(a,) =0 gilt — weil ja die Basis (a,) zur Jordanschen Normal-
form vonb gehért —, miissen in (34) alle Koeffizienten an den von o verschiedenen
Vektoren verschwinden; denn diese sind Teil der Basis (a,), »=1, ..., ny, von W,.
Speziell sind alle §,=0. Dann folgt aber wegen (33), daB auch alle 7, gleich 0 sind.

2. Aus jedem Kdstchen D,;.“ von b entsteht ein Kdstchen D,;“ +1vonb.
Das folgt sofort aus der Wahl der Vektoren b, ; denn es gilt
b(by) =aql" b(a ) ae +15 > b(al”) =0,
q; der letzte Vektor zum Kistchen D,, ,u=1, .. ,'m
u iz

Wir bezeichnen nun die in 1. angegebenen Vektoren mit (cy, ..., €4 15) in der

Reihenfolge der Kistchen. Dann gilt k, =k, +1, also k,=...=k;=2; denn die An-
zahl der Kistchen blieb ja bisher dieselbe. Es werden in der Folge (c;) alle letzten
Vektoren Oy, p= 1, ...,7, der Kastchen entfernt; es sei (c, ) die ubrlgblelbende

Tellfolge Nach Konstruktlon dieser Teilfolge gilt fiir ihre llneare Hiille W,:=
:=8({,}:
3.5 W~’1: ﬁq-w1 st exn Isomorphismus.

Die Dimensionen dieser Riume sind nimlich gleich, b | W, ist offenbar sur-

17 Onisdik, Algebra 1
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jektiv. Folglich ist
V=W,eKer b; (35)

denn wegen b | W, injektiv folgt W, Ker b= {o}, und es gilt dim Ker b=n —dim W,
nach Folgerung 2.7. In Ker b liegen speziell die vorhin weggelassenen letzten Vekto-
ren der Kistchen; diese sind als Teilmenge einer Basis linear unabhingig. Wir er-
ginzen. sie zu einer Basis von Ker b; esseien ¢, , .1, -, C, diese erginzenden Vek-
toren. Da sie in Ker b liegen, bestimmen sie jeder ein Jordansches Kistchen D,(0),
d. h. eine 0 in der Hauptdiagonale. Damit ist die Existenz der Jordanschen
Normalform fiir nilpotente b bewiesen; man macht sich leicht klar, dal der Be-
weis ein effektives Verfahren zur Bestimmung der Jordanschen Normalform durch
Abarbeiten der Riume W,;=Im b, beginnend mit W, _,, enthilt. O

Nun kénnen wir leicht den allgemeinen Fall erledigen.

“Satz 4. Es sei a € L(V™) ein aufspaltender Endomorphismus. Dann gilt: 1. Es gibt
eine Basis (a;) von V*, beziiglich der die Matriz (a;) von a Jordansche Normalform
(29) besttzt. — 2. Die Jordansche Normalform ist durch a bis auf die Reihenfolge der
Kstchen D,,”().,,) eindeutig bestimmi. — 3. Ein Endomorphismus @ ist genau dann
dhnlich zu a, wenn G ebenfalls aufspaltend ist und dieselbe Jordansche Normalform (bis
auf die Rethenfolge der Kistchen) wie a besitzt.

Beweis. Wir fithren den Existenzbeweis durch Induktion nach n =dim V*. Fiir
n=0, 1 ist die Behauptung trivial. Angenommen, sie sei schon fiir alle Dimensionen
<n bewiesen. Da a aufspaltend ist, gibt es einen Eigenwert 1€ K von a. Wir defi-
nieren b:=a —eld und betrachten die Zerlegung V"= U, ® W, nach Satz 2 von b.
Diese Zerlegung ist auch bei a invariant; denn es gilt a =b+e¢4, und el liBt jeden
Unterraum invariant. Da 1 ein Eigenwert von a ist, gilt Ker b= {0}, also U=+ {0}
und dim W, <n. Nach Induktionsvoraussetzung kénnen wir a | W, in Jordanscher
Normalform darstellen. Aus Satz 3 erhalten wir eine Jordansche Normalform von
b | Uy, und beziiglich derselben Basis von U, folgt, daB a | U,=b | U, +e | Ui
ebenfallsJordansche Normalform mit 4 statt 0 auf allen Stellen der Hauptdiagonale
hat. Wir bemerken, daBl a | W, nicht den Eigenwert 4 besitzen kann, da b | W, bi-
jektiv, also Ker (b | W)= {0} gilt.

Zum Beweis der Eindeutigkeit bemerken wir, daB V* in die durch (36) definier-
ten Nilunterriume U, zu den verschiedenen Eigenwerten 4,, 0=1, ..., 8, 4,% 4, fiir
o+, aufspaltet; diese Unterrdume sind gerade die U, von b,=a —el,:

U,:={geV" | es existiert esn LEN mit (a —ed,) =0} . (36)
Das folgt durch fortgesetzte Abspaltung der U, wie beim Beweis der ersten Behaup -

tung. Die U, sind nach (36) und Satz 1 durch a eindeutig bestimmt, und es gilt die
bei a invariante Aufspaltung

8
V=9 U,. (37)

o=1
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Folglich ist auch a,=a | U, und somit der auf U, nilpotente Endomorphismus
b,=a,—¢€,A, e,=idvq, eindeutig bestimmt. Wegen Folgerung 1 geniigt es also
zu zeigen, daf die Folge (32) durch den nilpotenten Endomorphismus b eindeutig
bestimmt ist. Wir betrachten also nur noch einen derartigen Endomorphismus. Es
bezeichne », die Anzahl der Kistchen in einer Jordanschen Normalform von b,
deren Liange =1 ist ; wir zeigen, da8 die », durch b eindeutig bestimmt sind ; damit ist
auch die Folge (32) eindeutig bestimmt; denn % —w,,ist die Anzahl der k, mit
k,=1 der Folge. Nun sind offenbar die W;=Im bi durch b eindeutig bestimmt,
somit anch n;:=dim W, Eine leichte Uberlegung anhand der speziellen Normal-
form eines nilpotenten Endomorphismus zeigt uns

Ny=n—v1=n—m, Nyg=N —Vg— Vg, ...

‘und allgemein

i
ni=’n— 21". (38)
=1

Hieraus folgt aber
V=M~ 7 (39)

Es bleibt die dritte Behauptung zu zeigen. Die ist aber nach den Erérterungen
am Schluf von § 7 klar: Sind zwei Endomorphismen a, dhnlich, so sind sie beide
aufspaltend nach Satz 1. Hat @ in der Basis (a;) Jordansche Normalform und gilt
3=a,a), so hat @ in (ga;) dieselbe Jordansche Normalform; denn G hat in dieser
Basis dieselbe Matrix wie a beziiglich (a;). Haben umgekehrt ¢ und @ beziiglich (a;)
bzw. (@;) dieselbe Matrix (z. B. dieselbe Jordansche Normalform) und ist (ga;) =(@,),
so gilt a)(a)=a. O ‘

Folgerung 2. Es se; K =C. Dann st jeder Endomorphismus a € L(V*") aufspal-
tend. Zwei Endomorphismen a, G € L(V") sind genau dann dhnlich, wenn sie dieselbe
‘Jordansche Normalform (bis auf die Reihenfolge der Jordanschen Kdistchen) be-
sitzen.

‘Zum Beweis geniigt es, den Fundamentalsatz der Algebra (Folgerung 2.8.1 und
§ 3.5) anzuwenden. Offenbar geniigt es vorauszusetzen, dal K algebraisch abge-
schlossen ist, d. h., daB jedes Polynom f¢€ K[«] iiber K zerfillt. Durch Folgerung 2
ist das Klassifikationsproblem fiir die Transformationsgruppe [ GL(¥V"), L(V*)] und
K = C vollkommen gelost; die Jordanschen Kistchen bzw. die sie bestimmenden
Paare (4,, k,) sind ein vollstindiges Invariantensystem. O -

Ubung 3. Es sei a €L(V") und (a;) eine Basis von V", beziiglich der (a;;) Jordansche
Normalform hat. Man bestimme Ker a, Im a, U, W, und die Aufspaltung a=a,®ay
nach Satz 2 durch Angabe geeigneter Basen dieser Rédume.

Ubung 4. Man betrachte den Endomorphismus von Ubung 2.4, aber iiber K =C,
und bestimme seine Jordansche Normalform.

Ubung 5. Unter den Bedingungen der Ubung 4.19 zeige man, da8 y, =y - x. gilt.
17
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Hieraus schliefe man: Ist W der Eigenunterraum U, von a, so ist dim U, kleiner oder
gleich der Vijelfachheit der Nullstelle 4 des Polynoms y,.

Ubung 6. Es sei K ein beliebiger Korper und a € L(V"). Man beweise: a ist nilpotent
dann und nur dann, wenn y,(x) =( —z)" gilt.

Ubung 7. Es sei K=C und § die Menge aller affinen Abbildungen von A" in sich,
A(A™) die Gruppe der affinen Automorphismen. Man klassifiziere die affinen Abbll-
dungen gegeniiber der Wirkung (f, g) € A(A™) X & +—> fgf~1€GF.

Ubung 8. Es sei V™ ein Vektorraum iiber € und a € L(V"). Man beweise: Gilt a™ =e,

m,—
so ist a diagonalisierbar, und die Eigenwerte von a sind m-te Einheitswurzeln _]/l .

Ub ung 9. Man beweise, da Summe und Produkt zweier kommutieren&er, nilpo-
tenter Operatoren a, b € L(V) wieder nilpotente Operatoren sind.

Ubung 10. Es sei a ¢L(V") ein aufspaltender Endomorphismus. Man beweise: Es
existieren ein nilpotenter Operator b und ein diagonalisierbarer Operator s derart, da3
bos=s0b und a=s+b gelten; durch diese Bedingungen sind s und b eindeutig be-
stimmt. (Hinweis. Fiir den Beweis der Eindeutigkeit beachte man die Ubungen 9 und
4.9, b).)

§9. Symmetrische Bilinearformen. Hermitesche Formen.
Affine Klassifikation der Quadriken

In diesem Paragraphen betrachten wir einen n-dimensionalen affinen Raum A"
iiber einem Kérper K. Fiir die Geometrie der Ebene und des Raumes sind dabei
besonders die Fille K =R und n=2, 3 interessant. Bei vielen Anwendungen der
Geometrie in der Analysis und in der Physik benstigt man auch héherdimensionale
Ridume und Betrachtungen iiber dem komplexen Zahlkérper €. Die klassische
Definition der Quadrik lautet folgendermafen: Es sei (0; a;) ein n-Bein des A®, und
(x;) seien die zugehorigen Punktkoordinaten. Unter einer Quadrik @ versteht man
die Menge aller Punkte z¢€ A", deren Koordinaten z; einer quadratischen Gleichung

Zlq,,xx+ Zq,x +¢=0 (1)
%] =

mit g;;, ¢; gckK genugen wobei die erste Summe, das quadratische Glied, nicht fiir
alle zc A" gleich 0 sein soll. Wir werden weiter unten eine von den Koordinaten
freie Definition der Quadriken geben. Es ist eine interessante Aufgabe, die ver-
schiedenen Arten von Quadriken geometrisch zu beschreiben. Die affine Gruppe
A(A") transformiert Quadriken wieder in Quadriken; daher lauft unsere Aufgabe
auf die affine Klassifikation der Quadriken hinaus. Zunéchst erinnern wir an einige
Beispiele aus der Elementargeometrie.

Beispiel 1. K=R, n=2, ay, ay, a, p>0.
a) Ellipse mit Zentrum in o:
(z/a)?+(2y/az)?—1=0. (2)
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b) Hyperbel mit Zentrum in o:

(2/ay)? —(2y/ay)2—1=0 . ®3)
¢) Parabel mit Scheitelpunkt o: _‘

(21)2+2p2, =0 @
d) Paar sich schneidender Geraden:

(@121)2 — (a979)2=0 . (5)

e) Paar paralleler Geraden:
2} —a?2=0. (6)

f) Doppelt zihlende Gerade:

22=0. (7)
g) Der Punkt o:
2+22=0. (8)

h) Imaginire Quadriken. Die Gleichungen
#2+xi+a=0, a=0, (9)
oder
22+a=0, =0, (10)

haben keine reellen Losungen. Wegen R c € kénnen wir (9) und (10) jedoch auch als
Gleichungen im zweidimensionalen affinen Raum A2 iiber C deuten. Hier existie-
ren Losungen. Man nennt diese Quadriken daher im Fall K = R tmagindr.

Zwei Mengen M,, M,< A" heiBen affin-kongruent, wenn es eine affine Transfor-
mation feW(A") gibt mit f(M,)=M, Da wir aus jeder Transformationsgruppe
[@, X] sofort eine induzierte Transformationsgruppe [G, B(X)] erhalten (vermoge
der durch (0.2.24) zu definierenden Wirkung), ist die affine Kongruenz eine Aqui-
valenzrelation, die zum Begriff der Kongruenz von Figuren in der Elementar-
geometrie analog ist. Als Spezialfall der allgemeinen Theorie der Quadriken wird
sich ergeben, dafl jede Quadrik Q<A2 zu einer der angegebenen Quadriken (2)
bis (10) affin-kongruent ist. Dabei kénnen wir sogar noch a;=a,=p=a=1 an-
nehmen. Hierdurch wird das Klassifikationsproblem gelést. Auflerdem werden wir
ein Verfahren angeben, um die Klassifikation tatsichlich auszufiihren. In unserem
Spezialfall bedeutet das, die folgende Aufgabe zu l6sen: Gegeben sei eine quadra-
tische Gleichung in z;, z,:

9119’%+2912z1x2+€122”§+91x1+_92x2+4=0 s (11)

wobei ¢;;, ¢;, € R gilt und wenigstens einer der Koeffizienten gy, g9, g2 +0 ist.
Man bestimme diejenige der Quadriken (2) bis (10), zu der (11) affin-kongruent ist.
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Ubung 1. Man betrachte die Gleichungen (9) und (10) im Fall K =C, a¢R, bestimme
die Menge ihrer Lésungen @ c €2 und zeige, dal diese Mengen verachieden sind.

Ubung 2. Man beweise unter den Voraussetzungen von Beispiel 1, daB man in den
Gleichungen (2) bis (10) a¢; =a; =a =2p =1 setzen kann. Das bedeutet: Alle Quadriken
@, die zu einer festen dieser Gleichungen bei verschiedenen positiven Parametern a,, a,,
a bzw. p gehoren, sind affin-kongruent. Zum Beispiel sind alle Ellipsen affin-kongruent
zum ,,Einheitskreis®. ’

Ubung 3. In der Elementargeometrie nennt man die ebenen Quadriken auch Kegel-
schnitte. Unter einem Kegel versteht man eine Quadrik des dreidimensionalen reellen
affinen Raumes, deren Gleichung durch geeignete Wahl der Koordinaten auf die Form

xf+x§ —a2=0 (12)

gebracht werden kann. Es sei nun H2c A3 eine beliebige Ebene und @ der durch (12) be-
schriebene Kegel. Man beweise: Der Durchschnitt H2N@ ist eine Quadrik in H2. Ferner
untersuche man, welche der in Beispiel 1 angegebenen Quadriken man wirklich als
Kegelschnitte H2NQ erhilt. (Hinweis. Man unterscheide die Koordinaten in H? und
A3! Wenn die Lésung des zweiten Teiles der Aufgabe jetzt noch nicht gelingt, ver-
suche man es nach dem Studium dieses Paragraphen noch einmal.)

Fiir die koordinatenfreie Definition der Quadriken benétigen wir den Begriff
einer symmetrischen Bilinearform.

Definition 1, Es sei V ein Vektorraum iiber K. Unter einer Bilinearform ver-
steht man eine Abbildung

b: (5, 9)eVXVi> bz, p)ekK, (13)
die linear in jedem Argument ist. Fir , € K und g, y;€V gilt also

b (ria+ 128, 9)=bLs H) x +b(x2» ) B, (14)

b (¢, 9y +12B) =b(E, 1) @ +b(L, H2) B . (15)
Eine Bilinearform heit symmetrisch, wenn fiir alle ¢, eV

b(z, v) =b(y, z) (16)

gilt.

Definition 2. Es sei [4", V*, K] eine affine Geometrie iiber dem Kérper K.
Unter einer Quadrik Q< A" versteht man die Menge derjenigen Punkte xcA4”,
deren Ortsvektoren beziiglich eines festen Punktes 0€. A" einer Gleichung der Form

b(o%, 0%) +b(ox) +g=0 (1
geniigen; hierbei ist 40 eine symmetrische Bilinearform iiber ¥, p€ ¥’ ein dualer

Vektor und g€ K.

Wir werden bald zeigen, daB die im zweiten Absatz dieses Paragraphen gegebene
Definition einer Quadrik als Lésungsmenge von (1) zu Definition 2 dquivalent ist,
jedenfalls fiir Korper mit char K +2. Zunichst bemerken wir jedoch, daBl die
Wahl des Ursprungs o¢A” nicht wesentlich ist. Es sei etwa 6+o0 ein anderer Ur-



§ 9. Symmetrische Bilinearformen. Hermitesche Formen 263

sprung. Dann gilt
- > — —
ox=00+06x=a+6x (18)
-—

mit a:=06. Setzen wir das in (17) ein, so folgt

- —> —> —>
b(oz, éx) + 2b(a, éz) +v(éx) +b(a, a) +v(a) +¢=0,

also
b(E;, E;)+6(5;)+Q=0 (19)
mit
b(r)=0(z) +2b(a, 1), (20)
d=>ba,a)+v(a)+gq. (21)

Die Eigenschaft, Quadrik zu sein, hingt also nicht von der Wahl des Ursprungs ab;
bei einer Translation 6 =0+a des Ursprungs bleibt die Bilinearform b ungeindert,
wihrend b und ¢ sich nach (20) bzw. (21) transformieren.

Satz 1. Evne Bilinearform b ist durch thre Werte auf evner Basis (a;) von V*
b:=bla, ), ¥j=1,..,n, (22)

eindeutig bestimmt. Ist eine Matriz (by;) € M,(K) gegeben, so gibt es eine und nur evne
Bilinearform b: VX V"~ K, deren Matrix beziiglich (a;) gerade (b;;) vst, d. h., fiir die
(22) gilt (Prinzip der linearen Fortsetzung).

Beweis. Der Beweis folgt wie bei den linearen Abbildungen aus der Linearitét,
nach der fiir g =2 a;, h)= 2 a;
i 7

b(z, ) = 21 biiéin; (23)

ii=
gilt. O
Folgerung 1. Evne Bilinearform ist symmetrisch dann und nur dann, wenn
b;;=b;; fiir alle 7<j, 1=7,j=n, (24)
erfiillt 7st. O

Definition 3. Es bezeichne Ly(V) die Menge aller Bilinearformen, Ly(V¥), die
Teilmenge der symmetrischen Bilinearformen und Ly(V), die Teilmenge der alter-
nierenden Bilinearformen; eine Bilinearform b heifit alternierend, wenn fiir alle
1134

b(z, 1) =0 (25)

gilt.
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Wie beim Beweis von (4.7.11) erkennt man, da jede alternierende Bilinear-
form b auch schiefsymmetrisch ist, d. h.

b(x, 9)+b(y, r)=0 firalle g, yeV (26)

gilt. Offenbar ergibt sich aus (26) fiir x =1) die Beziehung 2b(z, 1) =0, so daB im Fall
char K %2 jede schiefsymmetrische Form auch alternierend ist. Nach (22) ist eine
Bilinearform b alternierend genau dann, wenn ihre Koordinatenmatriz (by;) die
Gleichungen

erfiillt; falls char K =2 ist, folgt b;=0 fiir =4 aus den ersten Gleichungen von
(27). Als Beispiel einer alternierenden Bilinearform erwahnen wir eine Volumen-
funktion (g, )€ V2X V2 [, hl€ K. Der Beweis des folgenden Satzes ist so ein-
fach, daB wir ihn dem Leser iiberlassen.

Satz 2. Ly(V) ist evn Vektorraum beziiglich der argumentwerse erkldrten Operationen:
Fiir b‘, bz, béLz( V) ser

(by+by) (L, 9):=by(L, H) +bo(2, 1) ,

(ba) (£, 9):=b(x, ) a, €K, ,neV. (28).
Die Riume Lo(V),, Ly(V), sind Unterriume von LyV), und wenn char K +2 7st,
gilt

Ly(V)=LyV) © Ly(V), . -(29)
Ist dim V=n<o, so gilt

L’n;—l)_ s dim Ly(V),= m_—l)

dim Ly(V)=n2, dim Ly(¥),= 5

Zu jeder Basis (a;) von V* gehirt eine eindeutig bestimmte Basis von Ly(V*"), fiir die
(b;;) €M, (K) (nach (22)) dic Koordinatenmatriz von b ist. O

Wie wir sehen, macht der Fall char K =2 gewisse Schwierigkeiten. Die direkte
Zerlegung (29) wird namlich durch die Formel

1 1
b(t, 9) =5 (B(&, 9) +d(Y, 1)) +5 &z, ) -d, 1) (30)

gegeben, die wir nur im Fall char K #+2 hinschreiben konnen. Daher soll von nun
an ohne besondere Erwéhnung die

Voraussetzung: char K %2 (31)

gelten, die auch fiir den folgenden Satz wesentlich ist.

Definition 4. Fiirbe Ly(V) definieren wir die zugehorige quadratische Form durch
br):=b(r, ¥),  TEV. (32)
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Satz 3. Die Abbildung, die jeder symmetrischen Bilinearform thre quadratische
Form zuordnet, ist injektiv.

-Beweis. In der Tat, ist b(g) die durch (32) definierte quadratische Form, so gilt

1
bz, 9)= 7 Bz+1)-bz—p) . O (33)

Nun ist es leicht, die Aquivalenz von (1) und (17) zu beweisen. Gehen wir nim-
lich in (17) zur Koordinatendarstellung iiber, wobei die Spaltenvektoren (z;), (¢;)
die Koordinaten von oz bzw. b sind, so ist (17) dquivalent zu

Zbyrai+ 2 g +9=0;
(%] [
das ist aber eine Gleichung der Form (1). Um von (1) zu (17) zu kommen, bemer-

ken wir, daB wir o. B. d. A. ¢;;=¢;; annehmen konnen; ersetzen wir ndmlich die g;;
durch ' ‘

1
bij:=5(2y+ ;) » (34)

so dndert sich die Losungsmenge @ der Gleichung (1) nicht. Damit kénnen wir
(g;;) =(b;;) als Matrix von b und (g;) als Koordinatenvektor von v auffassen und er-
halten (17) aus (1). Fiir unsere Zwecke niitzlich ist auch der Ubergang zur Matrix-
schreibweise :

b(x, )= (&) (by) (m) - (35)
Gehen wir damit in (17) ein, so erhalten wir die zu (1) dquivalente Gleichung
()" (gi5) () +4g:)’ (2) +9=0, (36)

die fiir viele Rechnungen bequem ist. Die Transformationsgesetze (20) und (21)
schreiben sich mit dem Spaltenvektor («;) der Koordinaten von a beziiglich (a;)
dann so:

(@) = (@)’ +2=)’ (g5) » (87)
G ="(a;)" (gs5) (@;) +(g;)’ (@;)+q - (38)

Damit ist gleichzeitig das Transformationsgesetz der Gleichung evner Quadrik bei
esner Translation des Ursprungs gegeben. Wir untersuchen noch das Transforma-
tionsgesetz der Koordinaten (b;) einer Bilinearform und der Gleichung einer Qua-
drik bei einer Koordinatentransformation mit der Matrix («;):

(€)= (ay) (&) . (39)
Gehen wir mit der zu (39) inversen Gleichung in (35) ein, so folgt
bz, ) =(8) (@i)* (bz) (o)1 () = (§)" (Bar) () - (40)

D.la. die (b;) nach Satz 1 durch b und (d,-) eindeutig bestimmt sind, folgt
(bis) = (@i5)* (bz) (@)1 (41)
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als Transformationsgesetz der Koordinaten einer Bilinearform. Man beachte den
Unterschied zum Transformationsgesetz (7.25) der Koordinaten eines linearen
Endomorphismus. Gehen wir mit (41) und dem Transformationsgesetz (7.16) der
Koordinaten eines dualen Vektors in (36) ein, so erhalten wir bei der (39) entspre-
chenden Transformation der Punktkoordinaten:

(%) (ds) (£) +(ds) (£)+¢=0

mit
(i) = (xir)* (@) (2)" L, (42)
G)=(a)* (@), d=9- (43)

Durch zu dem Fall der linearen Abbildungen ganz analoge Uberlegungen und
Rechnungen stellt man fest:

Satz 4. [GL(V™), Ly(V™)] vst eine Transformationsgruppe mat der Wirkung
(9, D) EGL(V™) X Lo(V™) — gb€ Ly(V") ,
(90) (5, 9):=blg~'t, 971), L YeV. (44)

Die Transformationen 1,: b+ gb sind lineare Automorphismen der in Satz 2 ange-
gebenen Vektorraumstruktur von Ly(V™), welche die Unterrdume Lo(V"), und Ly(V"),
invariant lassen. Bel festem Koordinatensystem Vst die Matrix (c;;) von ¢:=gb durch

(¢i5) = (g:x)* (byy) (941 (45)
gegeben; (g;;) und (b;;) die Matriz mm‘g bzw. von b. Die durch Satz 1 definierten, von
den Basen (a;) von V" abhingigen Abbildungen b€ Ly(V") > (b;)cM,(K) bilden
einen der Transformationsgruppe [GL(V™), Ly(V*)] angepaften Atlas (analog fiir
L2(V”)m L2(V")¢)' a

Folgerung 2. Der Rang von b,

rgb:=rg (b;), (46)
18t unabhingig von der Wahl der Koordinaten; er ist etne Invariante der Transfor-
mationsgruppe [GL(V™), Ly(V")].

Zum Beweis geniigt es, an Ubung 5.4 zu erinnern; ein anderer Beweis folgt un-
mittelbar aus Lemma 1 (siehe unten). O

Ubung 4. Esseif:x+—>y=o0 +g(35:) + a eine affine Transformation von 4%, g ¢ GL(V™),
a V", Man beweise: Das Bild f(Q) der durch (17) definierten Quadrik @ ist wieder eine
Quadrik Q. Man finde eine Gleichung fiir @ =f(Q).

Wir wollen nun dasKlassifikationsproblem fiir dieQuadriken in Angriff nehmen
und beweisen zuerst einen wichtigen Satz fiir Bilinearformen.

Satz 5. Es sev be Ly(V?), eine symmetrische Bilinearform iber V*. Dann gibt es

eine Basis (a;) von V", beziiglich der die Koordinatenmatriz (b;;) von b Diagonalge-
stalt hat.
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Beweis. Ist =0, so ist b;;=0 fiir alle Basen (a,) und 7, j=1, ..., n. Da hier die
Behauptung trivial ist, konnen wir b+0 voraussetzen. Aus (33) folgt, daB es dann
auch einen Vektor geben muB — wir nennen ihn q, —, fiir den b(a,; a,) +0 gilt.
‘Wir betrachten den Unterraum

WZ{E I EEV, b(am E)':O}' (47)

Da b linear ist in x, ist die Abbildung ¢+~ to(x):=b(a,, ) ein Element tpcV".
Aus (a,)=b(a,, a,)*+0 folgt tv =0, und (47) definiert den Annullator von &(iv);
W=28(w)L (vgl. Satz 6.3). Somit gilt dim W=n—1. Nun ist b;:=b| WXW
ebenfalls eine symmetrische Bilinearform b, € L,(W),, und wir kénnen unseren Satz
leicht durch Induktion beweisen. Fiir n =0, 1 ist der Satz trivial. Wegen dim W=
=n—1 finden wir nach Induktionsvoraussetzung eine Basis (ay, ..., a,_;) von W
mit b(a,, ag) =0 fir a+p, «, f=1,..,2—1. Aus der Definition von a, folgt
b(a,, a,)=0 fir «=1, ..., n—1. Wegen b(a,, a,)*+0 gilt a,¢W, und daher ist
{a;), t=1, ..., n, eine Basis von ¥V mit der gewiinschten Eigenschaft. Man beachte,
daB genau rg b Elemente der Hauptdiagonale von O verschieden sind. Der Be-
weis zeigt, daB man durch schrittweisen Abbau der Dimension eine geeignete Basis
{a;) durch Lésen homogener linearer Gleichungssysteme effektiv bestimmen
kann. O

Folgerung 3. Fir K=C sind zwei symmetrische Bilinearformen b, b¢cLy(V™)s
dann und nur dann GL(V*)-dquivalent, wenn rg b=rg b gilt.

Beweis. Die Notwendigkeit der Bedingung ist trivial (Folgerung 2). Es sei nun
rg (b) =7. Wir betrachten eine Basis (qa;), fiir die (b;;) die Gestalt

(b;)= 2, mit 1,+0,¢=1, .., 7,

0

besitzt; nach Satz 5 konnen wir ndmlich die a; so wihlen, da8 (b;;) Diagonalform
hat, und durch eine geeignete Numerierung der Basisvektoren erhalten wir die an-
gegebene Gestalt. Wir definieren nun die Basis (b;) durch eine einfache Normierung:

be:=aJV1_e, e=1, .., b,:=a,, o=r+1, ..., n;

hierbei ist VIQ eine der beiden in C existierenden Wurzeln (vgl. Folgerung 2.3.2)
Dann gilt
boe:=b(b, b,) =1, e=1,..,r,

und b,,=0 sonst. Daher hat beziiglich (b;) die Matrix (8;) der Bilinearform b die
Normalform
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1

(b;j)= 0 . (48)

" Ebenso finden wir fiir b eine entsprechende Basis (b,), beziiglich der b dieselbe
Normalform (48) hat, und dann gilth = gb, wobei g die Transformation mit g(b;) =Ab‘-
ist (,,Mitschleppen der Koordinaten“). 0

" Die symmetrischen Bilinearformen iiber C werden also einfach durch ihren Rang

klassifiziert; es gibt n+1 verschiedene Klassen entsprechend den Werten rg b=r,
0=7r=n. Im Reellen ist die Situation etwas komplizierter:

Satz 6 (Tragheitssatz von SYLVESTER). Im Fall K = R existiert zu jeder symmetri-
schen Bilinearform b¢c Ly(V*), eine Basis (b;) derart, daf die Matrix (b;) die folgende
Normalfarm besitzt:

-1

(b= . : (49)

Zwei Bilinearformen b,b¢Ly(V"), sind genau dann GL(V*)-iquivalent, wenn sie
dieselbe Normalform besitzen.

Beweis. Die Existenz einer Basis mit (49) ergibt sich genauso wie fiir K=C
in Folgerung 3; der einzige Unterschied ist, daf§ wir be:zae/l/m setzen miissen,
da in R die Wurzel nur fiir nicht negative Zahlen existiert. Man erhilt dann
b(b,, b,)=+1. Durch eine Umnumerierung der Basiselemente kénnen wir die
Gestalt (49) erreichen. Als niichstes wollen wir beweisen, daBl die Anzahl ! der Ele-
mente —1 in der Hauptdiagonale von (49) durch b eindeutig bestimmt ist und nicht
von der Wahl der Basis (b;) abhdngt. Damit ist der Beweis von Satz 6 im wesent-
lichen abgeschlossen: Zwei Bilinearformen mit derselben Normalform sind offen-
bar dquivalent (,,Zuordnung durch gleiche Koordinaten“), und zwei dquivalente
Bilinearformen haben dieselbe Normalform (,,Mitschleppen der Koordinaten®).
Wir erinnern daran, daB der Rang r=rg b nach Folgerung 2 eine Invariante und
daher mit ! auch die Anzahl » —! der Elemente b;=1 eindeutig bestimmt ist. Zum
Nachweis der Eindeutigkeit von ! formulieren wir zuerst ein allgemeines Lemma:
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Lemma 1. Es sei b€ Ly(V?) (K beliebig). Dann wird durch .

Woy:={zeV™ | b(x, ) =0 fiir alle n e V"} (50)
ewn Unterraum der Dimension

dim Wy=n—rgb (51)
definiert.

Beweis. Es sei (b;;) die Matrix vonb bezﬁgiich einer beliebigen Basis (a;). Ein

Vektor = Za,E liegt in Wy genau dann, wenn Zb,,&m, 0 fiir alle y = Za,n,e v,
=1

d. h. alle (n;) €K™ gnlt. Setzt man fiir (7;) die Elemente der Standardbasis e, =
=(8;) €K™, k=1, ..., n, ein, so folgt:

EEW‘)@ 2 b,,,f,,':O fill‘ j=1, . (3
t=1

Aus Satz 5.6 ergibt sich die Behauptung. 0O

Definition 5. Die Zahl » —rg b heiBt der Defekt von b, und der durch (50) defi-
nierte Unterraum heiBt der Defektunterraum. Eine Bilinearform heiBit nicht aus-
geartet, wenn n=rg b, d. h. W,={o} gilt.

Offenbar ist b genau dann nicht ausgeartet, wenn fiir die Matrix (b;;) von b be-
ziiglich einer beliebigen Basis§

ist.
Definition 6. Es sei K=R. Eine Bilinearform b€ Ly(V"), heiit positiv (bzw.

negativ) semidefinit, wenn b(x, )=0 (bzw. =0) fiir alle xc ¥V gilt. Eine positiv
(negativ) semidefinite Bilinearform b heiBt positiv (bzw. negativ) definit, wenn gilt:

b(r, ) =0er=0. (53)

Nun koénnen wir die eindeutige Bestimmtheit von ! beweisen. Es sei W, S V"
ein Unterraum maximaler Dimension mit der Eigenschaft,da b | W, X W . positiv
definit ist. Analog bezeichne W_ einen Unterraum maximaler Dimension, fiir den
b | W_X W_ negativ definit ist. Wenn b in irgendeiner Basis die Normalform (49)
besitzt, gilt offenbar

dim W_=l, dim W, =r-1; (54)
denn b ist auf &({by, ..., b;}) negativ definit. Wir behaupten, dal
V=w_oW,_oW, (55)

gilt. Es sei g (Wy+W_ )N W_. Wegen € W_ ist b(z, £) =0, und wegen tc Wy+ W
folgt r=ro+r+ mit rocWo, r, €W, und b(y, £) =b(r, £+)=0, also b(g; ¥)=
Da geW_ ist, muB nach (563) r=o sein. Ferner gilt W\ W, ={p}, denn wegen
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TEW, ist b(x, ) =0, und wegen ¢ € W, folgt hieraus g =p. Nach der auf Satz 3.2.3
folgenden Bemerkung (vgl. auch Beispiel 3.2.3) ist die Summe W_+ W, + W,
tatsichlich direkt. Aus (54) erhalten wir fiir die Dimension (vgl. (4.4.16))

n=dim (W_+ W, +Wye=l+(r-l)+(n—r)=n.
Damit ist (55) bewiesen; ferner ist klar, daB diese Ungleichung und (54)
dim W_=! (56)

nach sich ziehen. Wir haben ! somit eindeutig und uhabhﬁ,ngig von der Wahl der
Basis als Dimension von W_ charakterisiert. O

Definition 7. Die im Fall K=R nach Satz 6 der symmetrischen Bilinear-
form b eindeutig zugeordnete Zahl ! heiBt ihr Index. Ist 0 <l<rgb, so heifit b
ndefinit.

Folgerung 4. Fiir K=R sind zwer Formen b, beLy(V*), genau dann GL(V*")-
dquivalent, wenn sie denselben Rang und denselben Index haben. Eine Form b ist
positiv (bzw. negativ) definit dann und nur dann, wenn rgb=n und (b)=0 (bzw.
Ub)=n) gilt. O

Ubung 5. Es sei K =R, bcLy(V?),, rgb=n und b indefinit. Man beweise: Es gibt
Vektoren g €V?", ¢ +0, mit b(z, g) =0.

Bevor wir uns der affinen Klassifikation der Quadriken zuwenden, beweisen wir
noch einen einfachen Satz, der auch selbstindiges Interesse verdient:

Satz 7. Es set b€ Ly(V*"),. Dann wird durch
gy L€V (1) €V’

mat

(#o(E) | 9):=0(z, 1) _ (67)
eine lineare Abbildung ¢,€ L(V", V') definiert, fiir die

Py =P (58)
gilt. Umgekehrt bestimmt jede Abbildung @ € L(V, V') mit der Eigenschaft (58) durch

by(z, 9):=(9(z) | ) (59)

eine symmetrische Bilinearform b,€Ly(V*"),, wobe: b% =b und Po, =9 gilt. Die
durch (57) definierte Abbildung ¢, hat als Kern den Defektunterraum von b

Wy=Ker ¢, , (60)
und fir das Bild von @, gilt
Im g, =Wjg. (61)

Beweis. Offenbar ist ¢,(r) linear in 1), d. h. ¢,(z) € V', und auBerdem linear in {,
d.h. g, e L(V", V'). Wir zeigen, daB (58) gilt: @,: (V') =V-+V’ ist definiert
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durch (vgl. (6.28))

(1 93(3)) = (2p(x) | 3)=(E, 3) =03, T) = (9s(3) | T)

fir alle ¢, 3¢V, und hieraus folgt (58). Umgekehrt ist die Symmetrie der durch (59)
definierten Bilinearform eine Folge von (58). Wir bemerken, dal ¢, und b in jeder
Basis (a;) dieselbe Matrix (b;) besitzen, ebenso ¢ und b,. Hieraus folgen b, =b

und Po, =9 Zum Beweis von (60) sei z€Ker ¢, d. h. g(xr)=0. Dann folgt

(pp(2) 1 9)=0b(x, v) =0 fiir alle €V, d. h. L€ W, und umgekehrt. Ist schlieBlich
D =g(x), 80 gilt (0] 9) =(y(X) | H) =b(x, y) =0 fiir alle )€ W, also ist Im ¢, S W.
Andererseits gilt

dim Im @, =7 —dim Ker g,=n—(n—r)=r=dim W,
wobei wir (60) und Satz 6.3 anwenden. Hieraus folgt (61). O
Wir kehren nun wieder zu den Quadriken zuriick und definieren:

Definition 8. Eine Quadrik QCA” heiBt zentral, wenn ein Punkt o€ A”* exi-
stiert, so daB mit 2€Q auch 2’ =0 —o0x€Q gilt; in diesem Fall heiBt o ein Zentrum
von Q.

Beispiel 3. Es seien z,, z,, 3 affine Punktkoordinaten des 43. Dann definiert
die Gleichung 22+ 22=a2, a€ K, a+0, eine Quadrik, fiir die alle Punkte mit den
Koordinaten (0, 0, t), € K, Zentren sind. (Diese Quadrik nennt man einen ellipt:-
schen Zylinder.)

Satz 8. Fiir die durch (17) definierte Quadrik sind folgende Aussagen dquivalent:
1. Q st zentral.

2. Wy, W, der Defektunterraum von b.

3. Es gibt etnen Punkt 6€ A*, bezogen auf den Q durch eine Gleichung der Form

- —
b(6z, 6x) +q=0 (62)
definiert wrrd.

Beweis. Wir beweisen die Aquivalenz durch die Schliisse 2.=3.=1.=2. Wegen
p€Wg =Im ¢, nach (61) ist auch —9/2€Im ¢,; also gibt es ein a €V mit g,(a)=
= —p/2. Nach (20) erhalten wir bei der Translation des Ursprungsd =o +a die Bezie-
hungﬁ =D +2¢,(a) =0, und hierausfolgt die Bedingung 3. Der Schlu3.=1. ist trivial:
dist ein Zentrum. Um 1.=2. zu zeigen, nehmen wir 9¢ W3- an und beweisen, daB Q
dann nicht zentral sein kann. Wegen p¢ Wy finden wir ein g€ W, mit p(g)+0.
Dann gibt es zu jedem 1) € V" ein eindeutig bestimmtes 1€ K so, dal der Punkt z
mit oz =1 + ¢ in Q liegt. (Geometrische Deutung: Jede Gerade parallel zu g schnei-
det @ in genau einem Punkt.) Wegen ¢ € W, gilt ndmlich

by + 14 §+E4) +0(9) +0(g) + g =b(1), ) +0(h) +g+0(z) ,
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und der letzte Ausdruck gleich 0 gesetzt, bestimmt A€ K eindeutig. Da b+0 gilt,
kénnen wir gewiB ein 1) € V mit b(Y), §)) + ¢+0 finden. Bestimmen wir den zugehori-

gen Punkt z€Q mit 3: =3>z=t) +14, 50 gilt 2’ =0 —02¢Q; denn wegen 0oz = —3folgte
aus b (—3, —3) =b(3, 3) und 2’ €Q sofort v(3) =0, was wegen b(3, 3) +¢=b(Y, 1)) +¢+0
nicht maglich ist. Daher kann der Punkt 0€ A" kein Zentrum von @ sein. Weil o
ganz beliebig war, kann folglich iiberhaupt kein Punkt des A® Zentrum von @ sein,
d. h., @ ist nicht zentral; man beachte, daB die Bedingung 2 wegen (19) und (61)
unabhingig von der Wahl des Ursprungs o ist. O

Folgerung 5. Hat eine Quadrik Q eine Darstellung (17) mit rg b=dim A" =n,
80 18t Q zentral.

Zum Beweis geniigt es zu bemerken, da in diesem Fall Wi =V’ gilt. Man be-
achte jedoch, daBl auch hier @ =0 gelten kann (vgl. (9)). O

Ubung 6. Es sei Q +6 definiert durch (17). Man beweise: a) Der Punkt o ist Zen-
trum von @ dann und nur dann, wenn b =o gilt. (Hinweis. Falls b + 0 ist, wihle man
eine Basis von V" so, daB v(g) =&, die n-te Komponente von g wird, und zeige indirekt,
daB3 o dann kein Zentrum sein kann.) — b) Ist W, der Defektunterraum von b und o
ein Zentrum von @, so ist die Ebene o + W, die Menge aller Zentren von @; im Fall

n
rg b=n ist also das Zentrum eindeutig bestimmt. — c) Ist 3 b;xw;+q =0 die Glei-
hi=1
chung einer Quadrik @ bezogen auf ein Zentrum o, so éndert sich dlese Gleichung bei
der Wahl eines anderen Zentrums o von @ als Ursprung nicht.

Satz 9. Es sev A" evn affiner Raum iiber einem Korper K mit char K +2." Dann
lipt sich zu jeder Quadrik (17) exn n-Bein (0; a;) so angeben, daf die Koordinaten-
darstellung von (17) eine der folgenden ist:

O 3 asl-1-0; (63)
=1

@ 3 aa=o; (64)
a=1

(III) é iaitz,, =0, (65)

Daber gilt 4,40 und r=rgb.

Beweis. Nach Satz 5 konnen wir zunichst einmal die angegebene Diagonal-
gestalt von b durch eine geeignete Wahl der q, erreichen. Ist @ zentral, so ergibt sich
beziiglich eines Zentrums o die Gestalt (63) oder (64) aus (62), je nachdem, ob g0
oder ¢=0 gilt. Im ersten Fall multiplizieren wir die Gleichung mit —g¢~1, um auf
(63) zu kommen. Im nichtzentralen Fall ist 9¢ W. Bei der gewihlten Basis gilt
also fiir @ eine Gleichung der Form -

ZM+ZM+ 5 9%, +4=0, (66)
e=r+1

wobei wenigstens ein g, +0 ist. Wegen 4,+0 konnen wir die Translation des Ur-
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sprungs

. q .
x,=x,+§§-, £,=2,

ausfiihren. Dann nimmt (66) die Form

r n
Sad+ 3 gt,+4=0 (67)
a=1 e=r+1
an, wobei wir durch geeignete Numerierung der Koordinaten g, , ; +0 voraussetzen
konnen. Wir erhalten dann durch die affine. Koordinatentransformation

n
;=% fir T#r+1, Z = 2 oty (68)
e=r+1
die Gestalt (65); die Determinante der Koordinatentransformation (68) ist ndmlich
gleich ¢, ,+0. O

Es ist klar, daB innerhalb einer der Typen (I), (II) oder (III) dieselbe Quadrik
je nach Wahl der n-Beine durch verschiedene Gleichungen beschrieben werden
kann, oder, anders ausgedriickt: Es kann der Fall eintreten, daB zwei Quadriken
von demselben Typ, aber mit verschiedenen 4,, affin-kongruent sind. Wir beweisen
jedoch, daB Quadriken verschiedener Typen nicht affin-kongruent sein kénnen:

Satz 10. Zwei affin-kongruente Quadriken Q,QC A™ haben denselben Typ (I), (II)
oder (III) (aus Satz 9). Dabes hat Q den Typ (II1) genau dann, wenn Q nicht zentral
1st, den Typ (1) genau dann, wenn Q zentral st und kein Zentrum z von Q auf Q liegt,
und den Typ (II) genau dann, wenn Q zentral vst und ein Zentrum z€Q existiert; in
diesem Fall liegt jedes Zentrum auf Q.

Beweis. Offenbar folgt die erste Behauptung aus der zweiten; denn der Begriff
Zentrum ist affin invariant, und die Fille schlieBen sich gegenseitig aus. Ist @ vom
Typ (III), soist v =u, ., § Wy ; dennesgilt Wy=({a, , , ..., a,})und u, ., a,, ) =1,
wobei (u;) die zu (a;) duale Basis ist. Eine Quadrik vom Typ (II) hat 0€Q als Zen-
trum, und nach Ubung 6c) liegt jedes Zentrum z von @ auf Q. Eine Quadrik vom
Typ (I) hat o als Zentrum, wobei 0¢ @ gilt; nach dem eben Bewiesenen kann dann
aber kein Zentrum von @ auf @ liegen. Weil unsere Fallunterscheidung eine voll-
stdndige Disjunktion ist, ergibt sich die Behauptung. O

Schon im Fall K =R braucht eine Gleichung der Form (17) keine Lisung z€ A"
zu haben; im Fall K=@ ist es noch schwieriger, sich einen Uberblick iiber alle
rationalen Punkte einer Quadrik zu verschaffen, dieses Problem und seine Ver-
allgemeinerungen werden in der Zahlentheorie und der algebraischen Geometrie
behandelt. Fiir die Kérper K=R, C konnen wir jedoch leicht die affine Klassifi-
kation der Quadriken durchfiihren.

Satz 11. Im Fall K=R konnen wir jede Quadrik Q S A" bei geeigneter Wahl der
affinen Punktkoordinaten durch eine Gleichung in einer der folgenden Normalformen

18 Onistik, Algebra 1
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charakterisieren:
l r
O -2+ D 2p—1=0, 0=l=r, 1=r=n; (69)
’ a=1 = f=l+1
1 r
am - X2+ X x=0, 0=l=r/2, 1=r=n; (70)
a=1 B=l+1
l 7
(I1T) -2+ X ap+z,,,=0, 0=Il=r/2, l=r=n—1. (71)
a=1 B=l+1

Die Quadriken vom Typ (I) mit r =1 und nur diese sind vmagindr. Zwei nicht imagi-
nire Quadriken sind genau dann affin-kongruent, wenn sie dieselbe Normalform
haben, d. h., Typennummer N = (1), (II), (III), Rang r und Index 1 sind unter den
angegebenen Einschrinkungen ein vollstindiges Invariantensystem der nicht imagi-
niren Quadriken. Im Fall K =C sind zwei! Quadriken genau dann affin-kongruent,
wenn ste.wn Typennummer und Rang iibereinstimmen.

Beweis. Die Existenz der Normalform folgt fiir X =R unmittelbar aus Satz 6
und Satz 9 und fir K=C aus Folgerung 3 und Satz 9; die Normalformen fiir
K =C sind (69), (70), (71) mit 7=0. Im Fall K =R ist noch zu bemerken, da8 wir
aus (64) durch Multiplikation der Gleichung mit —1 o. B. d. A. zu l=7/2 kommen
konnen; fiir (65) erreichen wir das durch Multiplikation mit —1 und die affine
Koordinatentransformation #; =z; fiir ¢+7+1 und «,,,= —=,,,. Die zweite Be-
hauptung folgt unmittelbar aus der Gestalt der Normalformen. Wenn zwei Quadri-
ken dieselbe Normalform besitzen, sind sie offenbar affin-kongruent (Zuordnung
durch gleiche Koordinaten). Fiir die Umkehrung dieses Sachverhaltes geniigt es.
wegen Satz 10 zu zeigen, daB nie zwei Quadriken desselben Typs, aber mit ver-
schiedenen r oder ! affin-kongruent sein kénnen. Dazu ist es nétig, die Zahlen 7,17
geometrisch, d. h.unabhingig von den Koordinaten und der Wahl der @ be-
stimmenden Gleichung, zu charakterisieren. Fiir den Rang r gelingt das durch das
folgende allgemeine Lemma, welches die in Satz 10 gegebene grobe Klassifikation
im Fall eines beliebigen Korpers K, char K #2, weiter verfeinert:

Lemma 2. Es set K ein Koérper, char K +2, QS A", Q+0, eine Quadrik vom
Typ N =(I), (II), (III) (vgl. Satz 9),

s:=n—r, falls N=(I),(II), und s:=n—-r-—1, falls N=(III)

gilt, A" ein affiner Raum iiber K mit dem Vektorraum V. Dann ist s die mazimale.
Dimension eines Unterraumes WSV derart, daf fiir alle ac W

t,(Q)=Q+a=@
gilt.

Beweis. Es sei (0; a;) ein n-Bein des A", fiir das die Gleichung von @ eine der in
Satz 9 angegebenen Normalformen hat. Dann ist W¢:1=8({a, ., ..., a,}) = W, fiir
N=(I), (II) und W*:=28({a, g, - a,}) fiir N=(III) ein Unterraum mit der ge-
forderten Eigenschaft. (Man nennt die Quadriken mit s=0 zylindrisch und die
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s-Ebenen z-+ W? fiir 2€Q ihre Erzeugenden.) Es bleibt zu zeigen, daB es keinen
groBeren derartigen Unterraum gibt., Wir beweisen sogar: Gilt a¢W?, so ist
t,(Q) +Q. Fiir die zentralen Quadriken ist das einfach: Aus ¢,(Q) =@ folgt, daf auch
die Menge der Zentren von @ in sich iibergehen mu8; nach Ubung 6b) muB also
t, (0+Wy)=0+W,, also acWy=W? sein. Den Fall N =(III) erledigen wir durch
eine kleine Rechnung. Es seien («;) die Koordinaten eines Vektors a mit ¢,(Q)=@.
Ist also z€@), so muB auch z+a €@ sein, d. h., die Koordinaten miissen (65) erfiillen.
Hieraus folgt,

r r

ci=—a  — 2 Zﬁa§=2 > AgTgag
B=1 p=1

muB fiir alle z €Q gelten. Der Punkt 0€Q ergibt ¢ =0, und die Punkte mit den Koor-

dinaten x, ;= —2, z5=1 und 2;=0 fiir 7+7+1, g fiihren auf Aas=0, also «3=0,

p=1,..,r. Wegen ¢=0 folgt schlieBlich «,,,=0, und wir erhalten acW*. O

Weil klar ist, daf affin-kongruente Quadriken denselben Wert s, also auch den-
selben Rang r besitzen, ist » eine affine Invariante der Quadrik, und damit ist
Satz 11 fiir K =C bewiesen.

Um den Fall K=R abzuschlieBen, miissen wir noch fiir  eine invariante geo-
metrische Deutung finden. Da r schon als affin invariant nachgewiesen wurde,
geniigt es, fiir jeden Typ und jedes r eine ! eindeutig bestimmende geometrische
Eigenschaft anzugeben. Das geschieht in der folgenden Ubung, deren Ausfiihrung
wir dem Leser empfehlen. O

Ubung 7. Es sei K =R. Man beweise: a) Ist @ eine Quadrik vom Typ (I) und Rang 7,
80 ist m:=n —r +! die maximale Dimension einer Ebene H, die durch ein Zentrum
0€Q geht und zu @ disjunkt ist; offenbar bestimmt x;431=...=2,=0 eine derartige
Ebene. — b) Fiir eine Quadrik vom Typ (II) ist m: =r —! die maximale Dimension einer
Ebene H durch ein Zentrum o, fiir die HNQ ={o} gilt; ) =... =2; =2y 41 =... =2, =0 be-
stimmt eine derartige Ebene. — ¢) Fiir eine Quadrik vom Typ (III) gibt es eine Hyper-
ebene H*—1C A" so, dal @:=QNH2—1SH"—1 eine Quadrik vom Rang », Typ (I)
und Index r —! in H»—1 ist; x, +1 =1 bestimmt eine derartige Hyperebene; jede durch
eine beliebige Ebene P c A" ausgeschnittene Quadrik PNQ hat einen Index I'=r-1.
(Hinweis. Man benutze Satz 6 und den Dimensionssatz 4.6.3; ferner beachte man
Ubung 6¢).)

Ubung 8. Man beweise, da8 die in Beispiel 1 mit a@; =a; =a=2p =1 (vgl. Ubung 2)
beschriebenen Quadriken eine vollstédndige Serie der affinen Normalformen der ebenen
reellen Quadriken darstellen.

Ubung 9. Es sei @ eine Quadrik mit der Gleichung (1), wobei g;; =g;; gelte. Man be-
weise: @ ist zentral genau dann, wenn

g (g:j, i) =78 (¢57)» i=1, ., n,
gilt.

Beispiel 2. Wir wollen die Klassifikation nach Satz 11 fir K=R und =3
ausfithren (vgl. Abb. 10).

I. Zentrale Quadriken vom Typ (I).

L3. r=3 —nicht ausgeartete zentrale Quadriken
18+
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TypL31 Typl3.2

@y
ap a3
Typ .21 Typ .20 Abb.10
13.0: a}+a2+a2=1, Ellipsoid;
131: —22+2%+2%=1, einschaliges Hyperboloid ;
13.2: —a2—a2+a2=1, 2weischaliges Hyperbolord;
1.33. —22—2%—2}=1, imaginir
Lr. r <3 —ausgeartete (zylindrische) zentrale Quadriken;

1.2.0: 22+a%=1, elliptischer Zylinder;

I21: —a?+a2=1, .hyperbolz'sclwr Zylinder;

1.2.2.: —a}—a?=1, imaginir;

1.1.0: a?=1, Paar paralleler Ebenen;

I11: —a%=1, imaginir.

II. Zentrale konische Quadriken

I1.3.0: a2 +a}+2%=0, Punkt;

I13.1: —a2+af+2%=0, Kegel;

I1.2.0: «?%+a%=0, Gerade (x3-Achse);

II.2.1: —22+22=0, Paar sich schneidender Ebenen;

I1.1.0: a2=0, doppelt zihlende Ebene.
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II1. Parabolische Quadriken

IT1.2.0: % +22+23=0, elliptisches Paraboloid;
1I1.2.1: —22% + a2 + 23 =0, hyperbolisches Paraboloid;
1I1.1.0: 22+ 2, =0, parabolischer Zylinder.

AbschlieBend wollen wir noch einen fiir die Anwendungen in der Analysis beson-
ders wichtigen Begriff einfithren:

Definition 9. Es sei V ein Vektorraum iiber C. Eine Abbildung
ki (g, 9)€VXV> h(x,9)€C
heiBt eine hermitesche Form, wenn sie folgende Eigenschaften besitzt:
1. k(xyy) ist linear in {.
2. Es gilt fiir alle z, y €V

k(y, 1) =Mz, v) - (72)
Folgerung 6. Fiir jede hermitesche Form gelten

R(E, 91+12) =h(E, §1) +(E, 92) » (73)

h(x, 92)=h(t, 1) 2, (74)

hx, x)ER firalle 1t,9,9,, 19,6V und 2¢C. O ('75)

.Sa,tz 12. Es sez V* exn n-dimensionaler Vektorraum iiber € und h evne hermatesche
Form iiber V*. Dann gehort zu jeder Basis (a;) von V* die durch h eindeutig bestimmte
Matrix

(hij): = (R(a; a;)) €M, (C); (76)
diese Matrix ist hermitesch, d. h., sie erfiillt
(hy)' = (k) . (77)

Umgekehrt gehort zu jeder hermiteschen Matriz (h;;) bei gegebener Basis (a;) genau evne
hermitesche Form h, ndmlich

h(t,9):= Zlhiifi’_?j (78)

4=

fir g=2 0, 9=2am;eV*". O

Der Beweis ist analog zu dem von Satz 1. Das Analogon zu Satz 2 formulieren
wir in der folgenden Ubungsaufgabe:

Ubung 10. Man beweise: Durch die analog (28) mit « € R definierten Operationen
wird die Menge (V") der hermiteschen Formen ein Vektorraum iiber R. Es gilt
dim (V") =n2.
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Wie in (32) kénnen wir die zu der hermiteschen Form gehorende quadratische
hermitesche Funktion

teV> h(r):=h(t, )R (19)
bilden. Analog zu (33) ist dann die fiir jede hermitesche Form giiltige Formel:

1
h(z, 9) =7 [A(E+9) —h(r 1) +i (h(z +iy) —k (x-iy))] . (80)

Wir kénnen eine Wirkung von GL(V*) iiber §(¥") durch
(a, Bye GL(V™) x (V™) > ah€H(V") mit
ah(x, ) :=h(a"1x, a™1p) {(81)

definieren und mit Hilfe von (80) die Analoga von Satz 5 und Satz 6 beweisen, was
wir dem Leser iiberlassen wollen. Zusammenfassend formulieren wir

Satz 13. Es sev h eine hermatesche Form iiber dem n-dimensionalen komplexen
Vektorraum V™. Dann g¢ibt es exne Basis (a;) von V*, beziiglich der die hermatesche
Form h eine Matrix (k;;) der Form (49) hat; Rang r=rg (h;;) und der Index -l von h,
d. h. die Anzahl der —1 in der Matriz (49), bilden ern vollstindiges Invariantensy-
stem der Transformationsgruppe [GL(V?), H(V")] mit der Wirkung (81). O

Bemerkung. Aus der Gestalt der Normalform ergibt sich unmittelbar, daf die
Definitionen 5, 6, 7 auch fiir hermitesche Formen sinnvoll sind. Die Theorie der
bilinearen Formen iiber R und der hermiteschen Formen iiber C ist weitgehend
analog. Zum Beispiel gilt fiir beide folgendes Kriterium fiir die Definitheit (vgl.
F. R. GANTMACHER [1]): Eine hermitesche Form (bzw. symmetrische Bilinearforin
dber R) ist genau dann positiv definit, wenn alle sogenannten Hauptminoren

M ( 1 ;), 1=p=n=dim V dhrer Matriz beziiglich einer beliebigen Basis von V"
(vgl. (4.8.8)) positiv sind.

Ubung 11. Man beweise: a) Ein zu Lemma 1 analoges Lemma gilt fiir den
durch WO: ={g eV | b(y, ) =0 fiir alle y€V"} definierten Unterraum. — b) Im allge-
meinen ist WO*WO. — ¢) Man formuliere und beweise Analoga zu Satz 7 in den Fillen,
daB die Abbildung ¢ fiir alternierende oder fiir beliebige Bilinearformen definiert wird.

Ubung 12. Es sei b€Ly(V") und US V" ein Unterraum. Wir definieren W(U): =
={geV" | b(u, ) =0 fiir alle u cU}. Man beweise: a) W(U) ist ein Unterraum von V7,
fiir dessen Dimension dim W(U)=n —dim U gilt; das Gleichheitszeichen steht hier
genau dann fiir alle U, wenn b nicht ausgeartet ist. — b) b | UXU ist genau dann nicht
ausgeartet, wenn V* =U @ W(U) gilt.

Ubung 13. Es sei K ein Korper und b€Ly(V"), eine alternierende Bilinearform
iiber dem n-dimensionalen Vektorraum V" mit dem Kérper K. Man beweise: Der Rang
rg b ist stets gerade, und zwei alternierende Bilinearformen sind genau dann GL(V™)-
dquivalent, wenn sie denselben Rang haben (vgl. Satz 4). Hinweis. Man zeige, daf es
eine Basis (a;) von V" gibt, beziiglich der die Matrix von b € Ly(V"), die folgende Normal-
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form hat:
0 1
1o g
""" Lot
-10
)= (82)
o i 0t
1 0 2r
) Y




6. Euklidische Geometrie

In diesem Kapitel wollen wir die elementare Geometrie durch Einfiihrung eines
Skalarproduktes abschlieen, das es erméglicht, die noch fehlenden Grundbegriffe
wie Linge und Winkel, Metrik, Orthogonalitit, Bewegungen und anderes zu defi-
nieren und im Fall K =R, »=3 die euklidische Geometrie des Anschauungsraumes
durch Spezialisierung der affinen Geometrie herzuleiten. Fiir die wichtige Klasse
der selbstadjungierten Operatoren werden wir ihre orthogonale Normalform
bestimmen; diese Operatoren sind simtlich diagonalisierbar. Als Anwendung er-
halten wir hieraus die euklidische Klassifikation der Quadriken. Fiir die Funktional-
analysis ist die Ausdehnung eines Teils der Ergebnisse auf den Grundkérper K =C
der komplexen Zahlen von Bedeutung. Das geschieht durch die Einfiihrung der
unitdren Rdume, die wir soweit wie moglich und notwendig parallel zu den euklidi-
suchen Vektorrdumen behandeln.

§1. Euklidische und unitire Riume

Wir beginnen mit einigen heuristischen Vorbemerkungen, fiir die wir die Elementar-
geometrie als bekannt voraussetzen. Dazu gehen wir wie in § 4.1 von dem natiir-
lichen Koordinatensystem im Raum R3 der reellen Tripel aus. Deuten wir dieses
Koordinatensystem euklidisch, so werden wir voraussetzen, daff auf den Achsen
dieselbe MaBeinheit gewidhlt wurde und da sie paarweise aufeinander senkrecht
stehen (vgl. Abb. 4). Durch zweimalige Anwendung des Satzes von PYTHAGORAS
erhalten wir fiir den Abstand g(o, x) des Punktes x = (&,, &5, £3) € R3 vom Ursprung o:

oo, z)2 =63+ &%+ £2. (1)
Betrachten wir nun in der Ebene R2 zwei Einheitsvektoren

1= &),  Y=(mypm), E+E=ni+nj=1,
dann gibt es eindeutig bestimmte Winkel ¢, v, 0=¢, v <2z, mit

§,=cosp, &,=sing; Ny=co8Yy, My=siny.
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Fiir den Winkel a =y —¢ zwischen g und 1) erhalten wir nach dem Additions-
theorem fiir den Kosinus

cos a=£my+Eqmy . (2)

Die beiden Ausdriicke (1), (2) und viele andere geometrische Uberlegungen fiihrten
darauf, daB die Funktion

(5 9)ER xR (5, 9):= 3 EmeR 3)

%

fiir die Begriindung der euklidischen Geometrie von grundlegender Bedeutung ist.
Zum Beispiel kénnen wir statt (1) nun g(o, x)2=<35:, 35:) und statt (2) cos a=(g, 1))
schreiben. Es ist ganz offensichtlich, daB die Funktion (3) die folgenden Eigenschaf-
ten besitzt:

1. Die Abbildung { , ) ist bilinear (Definition 5.9.1);

2. die Bilinearform ( , ) vst symmetrisch:

<£’ t)>=(t)» E)) LY ev;

3. die Bilinearform { , ) ist positiv definit (Definition 5.9.6), d. k., es qlt (g, £)=0
und (g, £)=0 dann und nur dann, wenn §=op vst.

Aus den Sitzen 5.9.5 und 5.9.6 folgt leicht, daB es umgekehrt zu jeder Bilinear-
form ( , ) eines n-dimensionalen Vektorraumes ¥* iiber R, welche die Eigenschaf-
ten 1 bis 3 besitzt, ein Vektorkoordinatensystem im ¥* gibt, in dem ( , )die Normal-
form (3) besitzt. Da man aus einem derartigen Koordinatensystem, wie wir oben
andeuteten, die Grundbegriffe der euklidischen Geometrie ablesen kann, wird man
vermuten, daB die Einschrankung auf den Kérper K = R und die Hinzunahme eines
Skalarproduktes ( , ) mit den Eigenschaften 1 bis 3 zu den Axiomen einer affinen
Geometrie (Definition 4.3.1) es bereits gestatten, die euklidische Geometrie zu be-
griinden. Es ist dabei wegen der zahlreichen Anwendungen wieder zweckmiBig,
die Dimension nicht auf den Fall n =3 einzuschrinken. Auch der unendlichdimen-
sionale Fall ist von groBer Wichtigkeit fiir die Analysis.

Wir beginnen nun mit der exakten Durchfiihrung dieses Programms und defi-
nieren:

Definition 1. Es sei ¥V ein Vektorraum iiber R. Ein Tripel [V, R, { , )] heiBt ein
euklidischer Vektorraum und ( , ) ein Skalarprodukt iiber ¥, wenn ( , ) eine sym-
metrische, positiv definite Bilinearform iiber V ist; sie erfiillt also die oben angege-
benen Eigenschaften 1 bis 3. Ein Quadrupel [E, V, R, ( , )] heit eine euklidische
Geometrie, wenn [E, V, R] eine affine Geometrie und [V, R, { , )] ein euklidischer
Vektorraum ist; E wird euklidischer Raum genannt.

Aus der Definition ist klar, daB alle Ergebnisse der affinen Geometrie auch in der
euklidischen Geometrie giiltig bleiben. Speziell konnen wir von der Dimension des
euklidischen Raumes sprechen; wir nennen E n-dimensional, n€Ngy oder n=co,
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und schreiben E =E" oder dim E=n, wenn dim ¥V =n gilt. Fiir die einfachen Be-
trachtungen in diesem Paragraphen benétigen wir jedoch keine Dimensionsvoraus-
setzungen; sie gelten auch im Fall dim E=«. Da viele Begriffshildungen und
Beweise im euklidischen und unitéren Fall analog sind, ist es zweckméiBig, auch
die unitdren Raume schon jetzt zu definieren:

Definition 2. Ein Tripel [V, C, { , )] heiBt ein unitdrer Raum, wenn [V, C] ein
Vektorraum iiber € und ( , ): VXV ~C eine positiv definite, hermitesche Form
tiber Vist; ( , ) heiBt ein Skalarprodukt- iiber V.

Im folgenden wollen wir jedoch unter einem unitiren Raum schlechthin entweder,
wenn K =C ist, einen unitiren Raum nach Definition 2, oder, wenn K =R ist,
einen euklidischen Vektorraum verstehen. Haufig werden wir die Sétze nur fiir den
Fall K =C beweisen; im Fall K =R gilt dann fast derselbe Beweis mit einigen Ver-
einfachungen.

Aus der Definition 5.9.9 einer hermiteschen Form folgt, daB das Skalarprodukt
eines unitdren Raumes iiber € durch die folgenden Eigenschaften charakterisiert
wird:

‘1. a) (g, ) ist linear in g.
1. b) (x, ) ist konjugriert-linear in v, d. h., es gilt fiir £, 9, €V, 24, 2,€C

(E D21 +9229) = D9 Z1+(T 92 22 - 4)
2. Es gilt fiir alle g, peV
® 0= 1) - (8)

3. Es gilt die Eigenschaft 3 von Definition 1.
Die letzte Forderung ist sinnvoll, weil aus (5) sofort (g, r)€R folgt.

Beispiel 1. Es sei ¥ =R der eindimensionale reelle Vektorraum. Dann ist das
gewdShnliche Produkt (a, 8)— (, f): =« - 8 gleichzeitig ein Skalarprodukt. Fiir
V=Cist (z, w)€CX C+> 2z - weC ein Skalarprodukt.

Beispiel 2. Es sei ¥V der Raum der stetigen, auf einem a:bgeschlossenen, be-
schrinkten Intervall [«, f]c R definierten Funktionen mit Werten in R (bzw. C).
Dann wird ¥ durch die Definition

B
(L 9eVXV (}, g):= ff-gdxek

(bzw. {yq):= fﬁf-gd:ce C)

ein unitdrer Vektorraum. Dieses Beispiel besitzt viele Varianten und Verallgemei-
nerungen, die in der Funktionalanalysis untersucht werden.
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Ubung 1. Man beweise, daB es in einem n-dimensionalen unitiren Raum V™ stets eine
Basis (a;) gibt, beziiglich der das Skalarprodukt der Vektoren ¢ = Z‘, a;§; und = 2 am;
die Koordinatendarstellung

(E’ t)) = % 5"']!’. (6)

besitzt. Umgekehrt, ist (a;) eine Basis in ¥ und definiert man eine Funktion ( , ):
V22X V*» -C durch (6), so wird [V*, C, ( , )] ein unitdrer Raum. (Hinweis. Man be-
achte die Sitze 5.9.12, 5.9.13.)

~ Satz 1. Es ser V evn unitiirer Vektorraum und WSV exn Unterraum. Dann ist
(, Y| WxW ein Skalarprodulkt iiber W. 0O

Der Beweis von Satz 1 ist trivial. Im folgenden werden wir fiir Unterrdume im-
mer die durch ( , ) | Wx W definierte unitdre Struktur betrachten. Fiir den Auf-
bau der euklidischen Geometrie ist die Ungleichung von Cauchy-Schwarz- Bunja-
kovskij, die wir beweisen wollen, von grundlegender Bedeutung:

Satz 2. Es sex V ein unitdirer Vektorraum. Dann gilt fir alle ¢, H €V

Kg, IE=(L ©) 9, h); (7)
das Gleichheitszeichen gilt vn (7) genau dann, wenn g, Y) linear abhingig sind.

Beweis. Wir betrachten nur den Fall K =C. Wegen der positiven Definitheit
ist fiir alle z€ C

0=(t—2 £ -9 =& 1) —(5 ) E—Y, B 2+, h) 23 . (8)

Gilt ) =0, 80 sind in (7) beide Seiten 0, und g, t) sind linear abhingig. Es sei also
1) +0. Wir setzen z=(Z, 1)/(p, 1)) und erhalten die Ungleichung (7) durch eine ein-
fache Rechnung unter Beriicksichtigung von (5) und z - 2= 2|2 fiir alle z2€ C. Sind
%, y linear unabhiingig, so gilt wegen der Eigenschaft 3 fiir alle z¢ € in (8) und folg-
lich auch in (7) das Zeichen <. Sind g, t) linear abhéngig, so gibt es wegen ) %0 ein
¢€C mit g =yc; es folgt

<8, MI2=(Z, £)? le|2=(L, D2 ec=(t, D) ®H, H) . O
Wir definieren nun die Norm |x| eines Vektors g eines unitdren Raumes ¥ durch
teVe gl =y DER; 9

statt Norm sagt man auch ,, Betrag* oder ,,Linge“. Man spricht allgemein von einem
normierten Vektorraum V (mit K =R oder K=C), wenn iiber ¥V eine Funktion
L€V — |z] €R gegeben ist, welche die folgenden Eigenschaften besitzt :

1. Fiir alle €V ¢ilt || =0; dabes vst x| =0 dann und nur dann, wenn =0 st
2. Fiir alle eV und 2€ K (=R, C) gilt

|zl =%l |2
3. Fiir alle ¢, )€V gilt die Dreiecksungleichung

lz+yl=lgl+yl- (10)
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Diese drei Eigenschaften haben eine unmittelbar einleuchtende geometrische
Bedeutung. Wir beweisen

Satz 3. In einem unitiren Vektorraum erfiillt die durch (9) definverte Funktion die
Eigenschaften 1 bis 3 einer Norm: gilt in (10) das Gleichheitszeichen, so sind g, 1) linear
abhdngig. '

Beweis. Die Eigenschaft 1 der Norm ergibt sich unmittelbar aus der positiven
Definitheit, Eigenschaft 3, des Skalarproduktes. Aus (rz, xz)=(I, 1) 2Z=g|? |2|2
erhilt man Eigenschaft 2. Zum Beweis von Eigenschaft 3 benutzen wir die Un-
gleichung (7):

lE+912=Ce+Y, g+ =12+ 192 +<E 9) + G, 1)
=[tP+192+2R(x, b)) -

Nun ist fiir jede komplexe Zahl z offenbar

R(z) = |2] =V R¥2) + I*(z); (11)
also gilt

R(CE v)) = K%, 91 - (12)
Schreiben wir die Cauchy-Schwarz-Bunjakovskijsche Ungleichung in der Form

I I =1xl 19l (13)

so folgt aus dem oben Bewiesenen, daB |g +1|2=(]g]| + |y|)? gilt, wobei das Gleich-
heitszeichen genau dann eintritt, wenn in (12) und in (13) das Gleichheitszeichen
steht, also wenn R((x, 1))) =(&, §) =0 ist und g, 1) linear abhéngig sind. O

Die Norm ‘erlaubt es uns, in naheliegender Weise eine Metrik oder Abstands-
funktion o iiber V einzufithren. Der Begriff eines metrischen Raumes ist einer der
Grundbegriffe der allgemeinen Topologie; unter einem metrischen Raum versteht.
man ein Paar [M, o], in dem M =@ eine nichtleere Menge und ¢: M x M —R eine
Funktion ist, welche die folgenden Eigenschaften besitzt:

1. o(z, y) =0; o(2, y) =0 dann und nur dann, wenn x =y ist (positive Definithert);
2. o(z, y) =oly, x) (Symmetrie);
3. o(=, 2) =o(x, y) + 0¥, 2); z, y, 2€ M (Dreiecksungleichung).
Satz 4. Es set V exn normierter Vektorraum. Dann wird durch
ez )=y -zl (14)
eine Metrik iiber V definiert.

Beweis. Die Eigenschaft 1 folgt aus der positiven Definitheit der Norm. Die
Eigenschaft 2 ergibt sich nach oy, 1) =|t—i =) —1) (-1)|=Iy —z|=e(z, y) aus
der Eigenschaft 2 der Norm, und die Dreiecksungleichung folgt aus 3 —r=(3—1) +

+(9 —2) und (10). O
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Folgerung 1. In einem euklidischen Punktraum E wird durch

oz, 9):=Izyl, =z, ycE, (15)
eine Metrik definvert. O

Zum Beweis geniigt es, einen Ursprung o €E zu fixieren und auf g(z, y) = 9(35:, 32/)
Satz 4 anzuwenden. (15) entspricht dem Begriff des Abstandes zweier Punkte aus
der Elementargeometrie.

Ubung 2. Es seien z, y, z drei verschiedene Punkte des euklidischen Raumes. Man
beweise: Gilt o(z, z) =¢(=, ¥) +o(y, z), so sind z, y, z kollinear. An einem Beispiel zeige
man, daB die Umkehrung dieses Satzes falsch ist. (Man iiberzeuge sich davon, da3 die
Beziehung o(z, z) =¢(z, ¥) +e(y, 2) damit gleichbedeutend ist, da8 z zwischen z und y
liegt, im Sinne einer beliebigen, auf der Geraden H(z, y) durch eine reelle Skala defi-
nierten linearen Ordnung.)

Es seien nun , §) € ¥V zwei von o verschiedene Vektoren eines euklidischen Vektor-
raumes. Dann erhalten wir aus (13) wegen || || +0

€75
1= <y, 16
EI e
es gibt also genau einen Wert ¢, fiir den
LYy .
cosSp=—>— mit O=¢p=x 17
= Tal ol P ()

gilt; @ heilt der Winkel zwischen g und ).

Es ist klar, daB man die Winkel zwischen zwei sich schneidenden Geraden, einer
Geraden und einer sie schneidenden Ebene und andere in der Elementargeometrie
auftretende Winkel auf den soeben definierten Winkelbegriff zuriickfiihren kann.
In § 3 werden wir noch den orientierten Winkel zwischen zwei Vektoren kennen-
lernen.

Ubung 3. Es seien g, ), 3 drei Vektoren des euklidischen Vektorraumes V, fiir die
Izl =19l =13 und |y —g| =2x| gelten. Man beweise (3 —t, 3 — ) =0. (Hinweis. Sind die
drei Vektoren verschieden, so ist die Behauptung der ,,Satz des THALES“ der Ele-
mentargeometrie.) '

Ubung 4. Man beweise, daB die Definition (17) von cos ¢ mit der bekannten Defini-
tion des Kosinus cos ¢ =Ankathete/Hypotenuse vertriglich ist.

Ubung 5. Man beweise den Kosinussatz c2=a2+b2 —2ab cos y fiir ein Dreieck mit
den Seitenlingen a, b, ¢ und dem der Seite ¢ gegeniiberliegenden Winkel .
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§2. Orthogonalitit

Bereits in der Elementargeometrie wird deutlich, daB neben dem gestreckten Win-
kel a =7 auch der rechte Winkel « =7/2 eine besondere Bedeutung besitzt. Etwas
allgemeiner als Rechtwinkligkeit ist der Begriff der Orthogonalitét, der auch im
Fall K =C giiltig ist: '

Definition 1. Es sei V ein unitirer Raum. Die Vektoren ¢, §) € V heiflen zuein-
ander orthogonal, wenn (g, 1)=0 gilt. Zwei Unterrdume U, WEV heiflen zuein-
ander orthogonal, wenn fiir alle €U und y€W die Beziehung (g, §)=0 gilt; in
diesem Fall schreiben wir auch (U, W)=0.

In einem euklidischen Vektorraum sind also g, 1) genau dann zueinander ortho-
gonal, wenn g oder ) gleich o sind oder, im Fall ¢ +0, 1) +0, wenn sie aufeinander
senkrecht stehen. '

Beispiel 1. Es sei V* ein n-dimensionaler unitdrer Raum und (a;) eine beliebige
Basis von ¥*. Nach (5.9.76), (5.9.78) hat das Skalarprodukt die Basisdarstellung

im Fall K=C: &Y= 2 957 (1)
=1
und im Fall K =R: & 9= nZ giigini ’ (2)
i’j=1

wobei (£;) bzw. (n,) die Koordinaten von g bzw. ) sind und

g:;:=<a; a;) (3)
gilt. Im Fall K = R erhalten wir fiir g;; nach (1.17)

9:;=1a;| |a;| cos ay; , (4)

wobei «;; der Winkel zwischen q; und q; ist. Es folgt: Eine Basis des unitdren Rau-
mes V” besteht genau dann aus paarweise orthogonalen Vektoren, wenn die Ma-
trix (g;;) der Koordinatendarstellung des Skalarproduktes Diagonalform hat, wenn
also g;; =0 fiir 77 gilt.

Definition 2. Eine Vektorfamilie (a;);c; heiBt orthonormiert, wenn fiir alle

i, jel
(@, a;) =8 ®)
gilt. Speziell heiflt ein Vektor a normiert (oder ein Einheitsvektor), wenn ja| =1 gilt.

Satz 1. Es sei (a;);¢r etne Familic paarweise orthogonaler, von 0 verschiedener
Vektoren des unitiren Raumes V. Dann st (a,) linear unabhdngig.

Beweis. Es sei p= 3 a;4; eine formal unendliche Linearkombination. Skalare
Multiplikation mit a; von rechts ergibt 0=(o, a;)=(a;, a;) 4. Wegen a;+0 gilt
(aj, ;) %0, und es folgt 4,=0 fiir alle jeI. O
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Beispiel 2. Aus Beispiel'1 erkennt man sofort : Eine Basis (a;) des unitdren Rau-
mes V* ist orthonormiert gensau dann, wenn die Koordinatendarstellung des
Skalarpreduktes die Normalform (1.3) bzw. (1.6) hat.

Ubung 1. Es sei V* ein n-dimensionaler unitérer Raum. Man beweise: Eine Basis (a;)

von V" ist orthonormiert genau dann, wenn man die Vektorkoordinaten (§;) jedes be-
n

liebigen Vektors ¢ =3, a;§;€ V" durch
i=1

§i=(x, a;) (6)

bestimmen kann. ((x, a;) =|z| cos (g, a;) ist im Fall K =R und |a;] =1 die Linge der
orthogonalen Projektion von ¢ auf die a;-Achse.)

Aus §5.9 folgt die Existenz orthonormierter Basen in endlichdimensionalen
unitdren Rdumen. Das fiir die Konstruktion angegebene Verfahren ist jedoch nur
im endlichdimensionalen Fall zweckmiBig. Wir wollen nun ein von ERHARHD
ScHMIDT stammendes Orthogonalisierungsverfahren herleiten, bei dem aus einer
linear unabhingigen, endlichen oder abzdhlbaren Vektorfamilie (q;) iterativ eine
orthonormierte Vektorfamilie (e;) konstruiert wird, €N. Dazu beweisen wir zuerst
einen Hilfssatz, der auch selbstéindiges Interesse verdient:

Lemma 1. Es sei WECV ein k-dimensionaler Unterraum des unitiren Raumes V.
Dann gibt es zu jedem g€V eine und nur evne Darstellung

T=%+Ey mit YEWr und (g, W¥)=0; (7)

ist (e,) eine orthonormierte Basis von WE, so gilt

k
To= glle.@, e, - (8)

Beweis. Wir bemerken zuerst, daB man g, die Projektion von ¢ auf W*und x, das

k
Lot von ¢ auf W* nennt. Zum Beweis setzen wir go= D e,&,. Dann folgt wegen
& WH=0 =

(X1 ) =CX —%0s €:) =(E, €,) —(To» €,) =0

fiir a=1, ..., k. Nach (6) mu8 also &, =(z, e,) gelten, d. h., £, und r, sind eindeutig
bestimmt. Definiert man g, durch (8), so gilt o€ W¥, und men verifiziert sofort
(L —Zo e,)=0 fiir alle a=1, ..., k, also auch (g, W¥)=0. O

Ubung 2. Unter den Voraussetzungen von Lemma 1 beweise man: Ist £ =1, + 1) eine
beliebige Darstellung von g mit )€ W¥, so gilt || =|z,|; das Gleichheitszeichen trifft
hier genau dann zu, wenn 5, =%, gleich dem Lot von t auf W¥ ist.

Ubung 3. Es sei E ein euklidischer Punktraum, H* c E eine k-dimensionale Ebene
und « €E. Man beweise : Es gibt genau ein absolutes Minimum y, der Funktion y ¢ H¥ >

—> f(y): =e(y, «); der Punkt y, ist derjenige Punkt von HF, fiir den 3/—05 zu dem Vektor-.
raum W¥ von H¥ orthogonal ist. (Man nennt y, den FuBpunkt des Lotes g:m von z auf H*
und g(z, H¥): = |yox| den Abstand von z und HF).
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Satz 2. Es sei V ein unitirer Raum und (qa;) eine endliche oder abzihlbare linear
unabhingige Familie, a,€ V. Dann gibt es etne und nur eine orthonormierte Familie
(e;), ;€ V, mit den folgenden Eigenschaften:

j

efi%?*w i=1,2, .., m, ..., (9)
1=

Bi€R, p;=0. (10)

Beweis. Fir j=1 lautet die Gleichung (9): e;=ayu. Aus (10) folgt e, =1=
=|ay| p44, also pyy=|a,y|1; denn es ist a;+0, da (a;) linear unabhéngig ist. Offen-
bar ist ¢,:=a,/|a,| ein eindeutig bestimmter, (9) und (10) erfiillender Vektor. An-
genommen, e, ..., ¢, seien schon eindeutig bestimmte, den Forderungen des
Satzes geniigende Vektoren. Fiir den Beweis der Existenz des Vektors e, , setzen
wir We:=8({ay, ..., a;}); dann gilt dim W¥=%k wegen der linearen Unabhin-
gigkeit der (a;), und aus (9) und Satz 1 ergibt sich W*=&({e,, ..., e;}). Der Vektor
€41 sei das nach Lemma 1 eindeutig bestimmte Lot von a, ., auf W¥; aus (8) folgt

&
€yt =0y — Z:Ie¢<ak+1’ e - (11)

Weil das Lot g, eines Vektors £ auf W¥ genau dann gleich o ist, wenn g€ W¥* gilt,
muB €,,,+0 sein; sonst wiren ja (ay, ..., O, ;) linear abhingig. Fiir den Betrag
von €, erhalten wir nach einer leichten Rechnung:

k k
Cra1r €o1)=COpr1 Qprr) —2 2 gy ps €2+ 21 [Kag+15 €2
=

a=1

also

X k

(€41l =(|al:+1|2_ Zx g+ 15 e‘l)p)m_ (12)
Offenbar ist

k
Qpi1— 2 al0pi1s €2
a=1 (13)

€117 % 172
(|ak+1|2“ 2 K415 e¢>12)
a=1

der gesuchte Vektor; er ist normiert, nach Definition e, ; =€, 1/|€; | als Produkt
des Lotes von a; ., auf W* mit einer reellen Zahl orthogonal zu W#, also auch zu
allen e,, a=1, .., k, und er erfiillt (9) und (10) fiir j =%+ 1. Betrachten wir ndmlich
(9) fiir j=1, ..., k, so erhalten wir die Matrix (u;;) € M,(C) der Darstellung der Basis
(eg, .., ;) von W¥ in der Basis (ay, ..., a;). Nach (9), (10) ist (u;;) eine Dreiecks-

matrix mit ’

k
det (Pi5)=jﬂl #i;=0 . (14)

Daher kénnen wir umgekehrt die e, durch die a; mit Hilfe der inversen Matrix
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(p;;)~1 ausdriicken und damit in (13) eingehen. Weil sich hierbei der Koeffizient von
Q341 Dicht dndert, erhalten wir

E+1
ek+1=z'iai#i,k+1» Bertk+1= €4 q] 710 (15)
=

Zum Beweis der Eindeutigkeit nehmen wir an, daB b, , ebenfalls ein Vektor sei,
fiir den (ey, ..., €, Dz, ,) eine orthonormierte Familie ist und (9), (10) erfiillt sind.
Nach (9)ist dann by, , € W5+1:=Q({ay, ..., a;,,}); da (ey, ..., €., ,) Wwegen Satz 1 und
(9) eine orthonormierte Basis von W¥+! ist, ergibt sich eine eindeutig bestimmte
Basisdarstellung

k+1

byt =AZ B, .
=1

Aus (bk+1’ e,>=0, a:‘l, L] k’ fO]gf: ﬂ,=<bk+1, e.)=0 fiir a=1, ceny k. SOlnlt gllt
by41=€s 16 B:=P 1. Setzen wir (15)in diese Gleichung ein, so ergibt sich fiir den
Koeffizienten »,, , der Darstellung von b, , in der Basis (ay, ..., a3 ,)

Ve+1 =I‘k+1,k+1ﬂ ’

und hieraus folgt S=1v; . ,/p; 441 €R, f>0. Andererseits ist b, , ; normiert, es gilt
also 1=1b, . |=1€x, .| 18] =||. Damit muB aber g=1, also b, ,, =e;,, gelten. O

Folgerung 1. Es set WS V", 0=k=n, etn Unterraum des n-dimensionalen
unitiren Raumes V*. Dann gibt es eine orthonormierte Basis (e;), i=1, ..., n, von
V#, s0 daB (ey, ..., €;) eine orthonormierte Basis von W¥ ist. Jede orthonormierte Folge
(€45 «-» €), £=0, von Vektoren des V* laft sich zu einer orthonormierten Basis des Vn
erginzen.

Zum Beweis geniigt es, eine Basis (a;) von V* mit W% =g({ay, ..., q;}) zu wihlen
(Basisergidnzungssatz, Folgerung 4.6.1) und diese nach E. ScHMIDT zu orthogonali-
sieren. Aus (9) erhidlt man L({ay, ..., a;}) =8&({ey, ..., &,}). Speziell gibt der Fall
k=n uns einen neuen, von § 5.9 unabhingigen Beweis der Existenz einer ortho-
normierten Basis von V*. Zum Beweis der zweiten Behauptung orthogonalisiere man
eine Basis der Form (ey, ..., €, Oz, -, 0,); die ersten k& Vektoren bleiben dabei
ungedndert. O

Definition 3. Es sei WS V ein Unterraum des unitdren Raumes V. Dann heifit
Wl:={x|z€Vund (g, W)=0} (16)
d as orthogonale Komplement des Unterraumes W.
Folgerung 2. Es sex WSV, V unitir und dim W==£k <co. Dann g:lt
V=Weo WL. A7)
Der Beweis folgt unmittelbar aus Lemma 1 und Definition 3. O

Beispiel 3. Es sei ¥* ein n-dimensionaler euklidischer Vektorraum. Nach Satz
19 Oniktik, Algebra 1
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5.9.7 entspricht jedem g € ¥* die Linearform ¢(g) mit

(P(x) [9):=C ) - (18)

Man erkennt sofort: Die Abbildung ¢€¥V*— @(x)€V* ist ein durch das Skalar-
produkt eindeutig bestimmter linearer Isomorphismus auf den dualen Raum ¥V*'.
Wir kénnen also im euklidischen Fall ¥* und V*' identifizieren, indem wir ¢(g) =1
setzen. Dann gilt nach (18) ‘

(x19) = 9); (19)

das Skalarprodukt stimmt mit dem Wert der Linearform g an der Stelle {) iiberein.
Hierausfolgt: Der Annullator wird mit dem orthogonalen Komplement identifiziert
(vgl. Definition 5.6.1). Damit ist die Bezeichnung aus Definition 3 gerechtfertigt,
und man erkennt die Giiltigkeit der Beziehungen (5.6.15) bis (5.6.17) fiir das ortho-
gonale Komplement.

Beispiel 4. Es sei nun K =C und V* ein unitirer Raum. In diesem Fall liefert
uns (18) nicht ein Element von ¥*'; denn die rechte Seite ist konjugiert-linear in ),
vgl. (1.4). Man erkennt nun leicht: Ist ¥* ein Vektorraum iiber C, so wird die
Menge V' aller konjugiert-linearen Abbildungen f: V—~C bei argumentweiser Defi-
nition der Operationen ein Vektorraum iiber C. Es ist nicht schwer, die Resultate
aus § 5.6 mit kleinen Modifikationen auf das konjugierte Dual ¥ zu iibertragen. In
Analogie zu Beispiel 3 ergibt sich: Fiir einen unitiren Vektorraum ¥ iiber C defi-
niert (18) einen linearen Isomorphismus ¢: V2~ V", mit dessen Hilfe man diese
Riume identifizieren kann. Daher 1iBt sich die Betrachtung von V' iibergehen.
Andererseits kann man jedem Vektor v des unitdren Raumes V eine lineare Funk-
tion p() € V' durch p(v) (x):=(g, v) zuordnen. Gilt dim ¥V <, so0 ist p bijektiv und
konjugiert-linear, d. h., es gilt y(ba) =y(p) @, so daB eine Identifizierung von ¥ und
V'’ nicht méglich ist; jedoch kann man wegen der Bijektivitdt von y die Betrach-
tung der dualen Vektoren auch hier vermeiden.

Definition 4. Es seien ¥V, W unitidre Vektorrdume iiber demselben Korper K
(=R oder C). Eine Abbildung a: V —~W heit unitir im Fall K =C oder orthogonal
im Fall K =R, wenn a linear ist und fiir alle ¢, y€V

(ay, a9) =(L, ) (20)

gilt. Die Abbildung a heilt ein Isomorphismus der unitiren Rdiume, wenn sie bi-
jektiv und unitér (bzw. orthogonal) ist.

Folgerung 3. Jede unitdre (orthogonale) Abbildung ist injektiv. Jede derartige Ab-
bildung zwischen Rdiumen gleicher, endlicher Dimension ist exn Isomorphismus der
unitdren Riaume. O

Definition 5. Unter orthogonalen kartesischen Punkt- bzw. Vektorkoordinaten
versteht man kartesische Punkt- bzw. Vektorkoordinaten eines euklidischen
Punktraumes bzw. eines unitdren Raumes, deren nm-Bein-Vektoren eine ortho-
normierte Basis bilden.
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Satz 3. Zwei endlichdimensionale, unitire Riume V, W iiber demselben Kérper sind
isomorph genau dann, wenn dim V=dim W glt.

Beweis. Die Notwendigkeit der Bedingung ist trivial. Ist umgekehrt dim V=
=dim W=n, so kdnnen wir nach Folgerung 1 (fiir k=) in V und W ortho-
normierte n-Beine finden, die entsprechende orthogonale kartesische Koordinaten
(§;) bzw. (£;) bestimmen. Da dann das Skalarprodukt in beiden Raumen die Nor-
malform (1.3) bzw. (1.6) hat, ist die Zuordnung durch gleiche Koordinaten (£;) = ()
ein Isomorphismus (vgl. § 5.7):

(p(x), 9())= Z Efi=2¢m=@ Y. D

Folgerung 4. Die Menge der unitiren bzw. orthogonalen Abbildungen des n-dimen-
sionalen unitiren bzw. euklidischen Vektorraumes V" vn sich bildet eine Untergruppe
der linearen Gruppe GL(V*"); sie heift die unitire Gruppe U(n) im Fall K = C bzw. die
orthogonale Gruppe O(n) im Fall K=R. 0O

Der Beweis von Folgerung 4 ergibt sich einfach aus Definition 4 und Folgerung 3.
Eine Beschreibung der Gruppen O(n) und U(n) durch Matrizengruppen liefert der
folgende

Satz 4. Es sev V* etn unstirer Vektorraum und (e;) etne orthonormierte Basis von
Vr. Eine lineare Abbildung a € L(V") ist genau dann unitir (bzw. orthogonal), wenn
fiir die Matriz (a;;) von a beziiglich (e;)

(a5)"'=(@y)’ (K=C) (21)
bzw. '
(@)~ 1=(ay) (K=R) (22)

gilt.
Beweis. Wir betrachten etwa den Fall K =C. Aus

G(ej) = Z e.iaij
?
folgt durch Bildung des Skalarproduktes

(a(e)), a(er)) = 2 i@y =(e) €)= - (23)

In Matrixschreibweise lantet diese Beziehung (a;;)' (@;) = (;;). Geht man in dieser
Gleichung zu den konjugiert-komplexen Matrizen iiber, so folgt (21). Gilt umge-
kehrt (21), so erhalten wir daraus (23), d. h., das Bild (a(e;)) der orthonormierten
Basis (e;) ist wieder orthonormiert. Der Beweis des Satzes ergibt sich aus dem
folgenden

Lemma 2. Eine lineare Abbildung o€ L(V*) des unitiren Raumes V* ist genau
dann unitir (orthogonal), wenn das Bild (a(e;)) evner orthonormierten Basis (e;) wieder
orthonormaert ist. Zu zwe? orthonormierten Basen (e;), (€;) gibt es genau einen unitiren
(orthogonalen) Isomorphismus « mit a(e;)=¢€; =1, ..., n.

19*
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Beweis. Nach (20) ist die Bedingung offenbar notwendig. Ist sie erfiillt, so gilt
fir g=2ed;, p=2 em;
? 1

(@(D), aln)) = Z (ale,), aley) &= 2 8567 = 2 §di=C5, 1) »
1) Y} 1

d. h., @ ist unitir. Die zweite Behauptung folgt unmittelbar aus der ersten und

Satz 5.2.,5. O

In jeder festen, orthonormierten Basis erhalten wir also einen Isomorphismus von
U(n) bzw. O(n) auf eine gewisse Matrizengruppe, die man, wenn keine Verwechse-
lungen zu befiirchten sind, durch dasselbe Symbol bezeichnet und ebenfalls die
unitdre bzw. orthogonale Gruppe nennt. Eine Matrix (a;) € GL(n, C) heillt unitdr,
wenn (a;)€U(n) gilt; jede der folgenden Bedingungen ist dafiir notwendig und
hinreichend:

Zaﬁdik:&ik’ j’ k=1) ey N5 (24)
(@)~ =(a5)"; (25)
(@;)*=(a;) . (26)

Analog heiBit eine Matrix (a;) € GL(n, R) orthogonal, wenn (a;;) € O(n) gilt; hierzu
ist jede der folgenden Bedingungen #quivalent:

Z @it =0, §, k=1, .., 7m; (27
(a;)~T=(a;)"; (28)
(@;))*=(a;;) - (29)

Ubung 4. Die Bedingungen (24) bzw. (27) driicken aus, daB die Spaltenvektoren der
Matrix orthonormiert sind in dem unitéren n-Tupel-Raum €" bzw. R* (vgl. (1.6) bzw.
(1.3)). Man beweise, da@ die Bedingung (24) bzw. (27) auch zu der Bedingung

Sajari=0u, G k=1, ..,n, (30)
bzw. '
z;o“fzﬂl:i =0j1, i, k=1, ..,n, (31)
dquivalent ist, welche die Orthonormiertheit der Zeilenvektoren der Matrix ausdriickt.
Aus (25) und (28) erhilt man sofort
Folgerung 5. Fiir jede unitire bzw. orthogonale Matrix gilt |det(a;;)| =1; fiir
(@;;) €O(n) gibt es also nur die beiden Moglichkeiten det (a;;)= +1.
Die Mengen (vgl. Definition 5.7.2)
SO(n):={a | a€0(n) und N(a)=1}, (32)
SU(n):={a | a€U(n) und N(a)=1} (33)
heiBen die spezielle orthogonale bzw. die spezielle unitire Gruppe.
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Ubung 5. Man beweise, da8 SO(n) und SU(n) Untergruppen von O(n) bzw. von
U(n) sind. Ferner beweise man folgende Beziehungen fiir die Matrizengruppen:

O(n) SU(n) SGL(n, C), (34)
SO(n) =O(n)NSU(n) , (35)
O(n) =U(n) NGL(n, R) . (36)

(Hinweis. Man benutze die durch Rc € induzierten Einbettungen R* c C*, GL(n, R)C
cGL(n, C).) '

Ubung 6. Es sei K =R oder €. Man beweise: Die Menge 4(n, K) der oberen Dreiecks-
matrizen mit von 0 verschiedenen Elementen in der Hauptdiagonale ist eine Unter-
gruppe von GL(n, K); ebenso die Menge 4.,(n, K)c4(n, K) der oberen Dreiecks-
matrizen, fiir die alle Elemente der Hauptdiagonale reell und positiv sind. Ferner
zeige man, daB

GL(n, C)=U(n) - 44(n, C),  U(r)Nd.(n, C)={e}, (37)
GL(n, R)=0(n) - 4,(n, R),  O(n)N4,(n, R)={e}, (38)

gelten; mit anderen Worten, jede komplexe (reelle), quadratische Matrix vom Rang n
besitzt eine und nur eine Darstellung als Produkt einer unitéren (bzw. orthogonalen)
Matrix und einer oberen Dreiecksmatrix aus 4 +(n, €) (bzw. 4 4(n, R)). (Hinweis. Man
wende Satz 2 an; ferner beachte man Ubung 5.4.6.)

Es ist nun leicht, die euklidische Gruppe zu definieren. Eine affine Transforma-
tion f des euklidischen Punktraumes E® heiBt euklidisch oder eine Bewegung, wenn
sie den Abstand invariant 1aBt:

e(f(x)’ f(y)) =o(=, Y), x, yEE’. . (39)

Die Menge der euklidischen Transformationen wird mit (n) bezeichnet. Wir be-
merken, daB bei der Definition einer Bewegung auf die Bedingung, f sei affin, ver-
zichtet werden kann (vgl. Ubung 13).

Satz 5. Es sei E* ein n-dimensionaler euklidischer Punktraum. Dann ist §(n)
eine Untergruppe der Gruppe W(n) der affinen Transformationen von E™. Eine affine
Transformation fEN(n) ist genau dann euklidisch, wenn die zugeordnete lineare
Abbildung ag: V™~ V" orthogonal ist.

Beweis. Die erste Behauptung ergibt sich sofort aus der Definition. Zum Beweis
der zweiten beachten wir, daB nach (39) und (1.15) fiir alle z, y¢E" die Beziehung

lag(zy)| = 1/(@) ()| = |zy]

gelten muB; da wir jeden Vektor in der Form g=:?g)/ darstellen kénnen, ist (39)
dquivalent zu der Bedingung, daB a, die Norm erhilt:

[}

lag(r)| =1zl {fiiralle reV™. (40)

Wenn also a; orthogonal ist, ist f euklidisoh. Gilt umgekehrt (40), so ist auch a,
orthogonal; denn nach (5.9.33) mit ( , ) statt b folgt aus (40) unmittelbar (20). O
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Folgerung 6. Die Gruppe I(E")=[V*", +] der Translationen ist ein Normalieiler
von E(n), und es gilt

€(n)=0(n) - ZT(E"),  OMm)NZI(E")={e}, (41)

d. k., €(n) ist halbdirektes Produkt von O(n) mit T(E); daber tst O(n) die Isotropie-
gruppe etnes Punktes o cE* (vgl. Folgerung 5.3.2 und Satz 5.3.3). O

Nach Folgerung 6 und den allgemeinen Eigenschaften der affinen Transforma-
tionen kénnen wir also beziiglich eines Ursprungs o€ E* jede euklidische Transfor-
mation in der Form

f(z)=0+a/ox) +a,  xzcEM, (42)

mit a,€O(n), a € V* darstellen. Ist (0;e;) ein orthonormiertes n-Bein, so erhalten
wir die Koordinatendarstellung von f in der Form

Yi= 2 @%; +a; 1=1,..,n, (43)
j

mit (a;) orthogonal. Fiir die Beschreibung der euklidischen Transformationen
kommt es also vor allem auf die Untersuchung der orthogonalen Abbildungen an.
Es gilt

Satz 6. Ist A ein Eigenwert eines unitiren oder orthogonalen Automorphismus, so
gilt |A| =1; die exnzig moglichen reellen Eigenwerte stnd also +1.

Beweis. In der Tat folgt aus a(r) =4 und |a(z)|=]z| |A|=|g| sowie g =0 sofort
1A]=1. O

Beispiel 5. Die Spiegelungen an einer k-Ebene sind euklidische (bzw. ortho-
gonale) Transformationen. Fiir sie gilt V" =W¢® W¥*L mit den Eigenunterrdumen
Wi=W, WiL=W_,, also a(g)=¢ fir reW¥ a(r)=—x fir g€¢W_, und der
Koordinatendarstellung

Y =Ty, a=1, ..k,
Y= —%,, x=k+1,..,n.

Beispiel 6. Im Fall n=1 ist jede unitire Abbildung eine Multiplikation z€ C—
+> zelt ¢ C; die unitire Gruppe U(1) ist also gleich der multiplikativen Gruppe §?
der komplexen Zahlen vom Betrag 1. Aus (36) folgt O(1)={1,—-1} fir n=1.
Die Gruppen SO(1)=SU(1)= {1} sind trivial.

In den folgenden wichtigen Beispielen wollen wir die euklidischen Transforma-
tionen der Ebene E2? und des Raumes E3 beschreihen. Dazu beginnen wir mit den
orthogonalen Transformationen.

Beispiel 7. Ist (a;) €0(2), so ergibt (27) fiir j=k=1 die Beziehung a}, +a3, =1.
Es gibt also einen eindeutig bestimmten Winkel ¢, 0 =@ <27, mit

aq4=co8 @, aqq=sin ¢ .
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Aus (27) fir j=1, k=2 folgt dann
G 49 COS @ + Qgg sin ¢=0 ’

und daher muB ay,= —¢8in @, asyy =t cos ¢ fiir ein t€ R gelten. Die Beziehung (27)
fir j=k=2 ergibt sofort {2=1, also {=+1. Die Matrizen fiir den Fall t= +1,

cosp —sin g (a4
sin ¢ cos ¢’

hahen die Determinante +1; (44) stellt eine Drehung der Ebene um den Winkel ¢
‘mit dem Fixpunkt o dar. Da die Matrizen fiir t= —1,

cos ¢ sin ¢
45
(sin ¢ —cos ¢p) ’ (45)

die Determinante —1 haben, besteht SO(2) aus allen Matrizen der Form (44). Be-
zeichnet d;, die zugehorige Drehung der Ebene, so gilt

4 gy = 0 (46)

P11+ @2

wobei mit den Winkeln mod 2« zu rechnen ist; es folgt die Isomorphie
SO0(2)=81, (47)
speziell ist SO(2) abelsclll. (Vgl. Beispiel 1.3.3 und Ubung 2.3.1.)

Ubung 7. Man beweise: a) Die Drehung dy mit der Matrix (44) hat nur fiir ¢ =0,
d. h. dy=idy2 und ¢ == (Spiegelung an o) reelle Eigenwerte. — b) Jede orthogonale
Abbildung von V2, die beziiglich eines orthonormierten 2-Beines eine Matrix der Form
(45) besitzt, hat die reellen Eigenwerte +1, —1; man kann daher eine Basis so finden,
dafB sie in dieser die Darstellung nach Beispiel 5 mit k =1, n =2 besitzt.

Ubung 8. Man beweise: O(2) ist nicht abelsch.

Nach Ubung 7 ist also jede euklidische Bewegung der Ebene die Verkniipfung einer
Translation mit einer Drehung oder einer Spiegelung an einer Geraden.

Beispiel 8. Wir betrachten nun O(3). Da das charakteristische Polynom y,(t)
fiir jede Matrix aus M3(R) ein reelles Polynom dritten Grades ist, hat z,(¢f) (nach
Folgerung 2.8.5) wenigstens eine reelle Nullstelle, die im Fall a € O(3) nur gleich
+1 sein kann. Wir bemerken zuerst folgenden wichtigen Hilfssatz:

Lemma 3. Ist a € L(V*") unitir oder orthogonal und WS V" ein gegen a invarianter
Unterraum, so ist auch WL bei a invariant. Sind A, u verschiedene Eigenwerte von a,
so sind die zugehorigen Eigenunterriume W,, W, zueinander orthogonal.

Beweis. Offenbar ist a | W ebenfalls orthogonal und daher ein Automorphismus.
Gilt nun (g, W)=0, so folgt (ar, aW)=(ax, W)=0, also axc WL fiir ;¢ WL. Zum
Beweis der zweiten Behauptung sei xcW,, )€ W,. Dann gilt

& ) =(ag, ah) =2u(x, H) -

Nach Satz 6 ist A=ef®, u=e¥, also 1-u=e@~P 1, da sonst 1=y wire. Somit
muB (g, 1))=0 sein, woraus (W,, W,)=0 folgt. O
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Wir setzen nun die Betrachtungen zum Beispiel 8 fort. Es bezeichne W,, A=
= +1,—1, den Eigenunterraum von e € 0(3) zum Eigenwert 4. Folgende Fallunter-
scheidung bietet sich an:

1. Fall. W =0, W_,+0. In diesem Fall kann kein nicht reeller Eigenwert exi-
stieren, da die nicht reellen Nullstellen eines reellen Polynoms stets in Paaren
konjugiert-komplexer auftreten (Satz 2.8.2). Ist e, ein Einheitsvektor aus W, und
e; ein Einheitsvektor aus W_,, so sind e,, e; linear unabhingig, U2: =g({e,, e3}) ist
ein zweidimensionaler invarianter Unterraum, und U2L ist nach Lemma 3 ein ein-
dimensionaler invarianter Unterraum. Es sei e, ein Einheitsvektor aus U21; da
a | U2L ebenfalls orthogonal ist, mufl nach Beispiel 6 e,€ Wy oder e,€ W_, gelten.
Ebenfalls nach Lemma 3 ist (W;, W_)=0, so daB W_;=W} gelten muB und (e;)
ein orthonormiertes 3-Bein ist. Es gibt also bis auf die Numerierung der Koordi-
natenachsen nur die folgenden Fille:

1 0 1 0
a) (a;)= ( 1 ), b) (by)= ( -1 ) ; (48
0 -1 0 ~1

die erste Matrix definiert eine Spiegelung an der e,, e;-Ebene und die zweite eine
Spiegelung an der ez-Achse. (Im Unterschied zu den Schrigspiegelungen (Ubung
5.2.7) versteht man in der euklidischen Geometrie unter Spiegelungen stets die
Involutionen beziiglich der orthogonalen Zerlegungen V#=W?%+ WL, das sind
also spezielle Schrigspiegelungen, vgl. auch Ubung 5.4.2.)

2. Fall. W +p0, W_,;=0. In diesem Fall kann dim W,;=3 sein — dann ist
a=idy; —, oder es mufl dim W ;=1 sein. Der Fall dim W,;=2 ist nicht mdéglich,
wenn —1 kein Eigenwert ist (Satz 2.8.2). Es sei nun e3 ein Einheitsvektor aus W,.
Dann ist £({e3}) ein invarianter Unterraum, und folglich ist auch der dazu ortho-
gonale Unterraum W2:=g({e3})l invariant. Da a | W2 orthogonal ist, k6nnen wir
Beispiel 7 heranziehen: In einer beliebigen orthogonalen Basis (¢4, e;) von W2 mufl
a | W2 die Darstellung (44) oder (45) haben. Nach Ubung 7 kann aber nur (44)
eintreten; denn aus (45) folgt, daB —1 Eigenwert von a | W2, also auch von a ist.
Wir erhalten:

Eine orthogonale Transformation des V3, die nicht den Eigenwert —1 besitzt, ist die
Identitit oder eine Drehung um eine feste Achse; wihlen wir diese als e3-Achse, so hat a
in einem sonst beliebigen orthonormierten 3-Bein (e;) etne Matrix der Form

cosp —sing 0
(a,-,-) = (sin @ cos¢@ O); (49).
0 0 1

@ ist der Drehwinkel; wegen W_,;=p muB hier ¢ &= © mod 2= sein.

3.Fall. W,=o0, W_+0. Wie im zweiten Fall schlieBt man, da nur dim W_,=3
oder dim W_,=1 moglich ist. Dann ist

a) dim W_,=3:
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1 0
(@) =( —1 ) (50)
0 -1

bei beliebiger Wahl des 3-Beins (¢;); a ist die Spiegelung an 0. Ganz analoge Uber-
[egungen wie im zweiten Fall ergeben

b) dim W_,=1:

cosp —sing 0
(b)) = (sin ® ©0S¢Q 0) ; (51)
0 0 -1

eine solche Transformation nennt man eine Drehspiegelung, weil gleichzeitig in der
€4, e;-Ebene gedreht und an ihr gespiegelt wird.

.

Man beachte, dal der Fall 1a) und der Fall 3a) in (51) enthalten sind, wenn man
alle Werte von ¢ zuldfit. Man braucht nur ¢ =0, = zu setzen. Numeriert man im
Fall 1b) die Achsen geeignet um, so kann man ihn als Spezialfall von (49) ansehen,
und zwar fiir ¢ ==. Daher konnen wir zusammenfassend feststellen :

Eine orthogonale Transformation a€SO(3) vst stets exne Drehung, d. h., sie kann
bet geesgneter Wahl der Achsen in der Form (49) dargestellt werden; gilt a € O(3)\ SO(3),
80 ist & evne Drehspiegelung, die bet geeigneter Wahl der Achsen vn der Form (51) dar-
gestellt wird.

Es ist nun leicht, auch die Bewegungen f ¢E(n), n =2, 3, zu beschreiben. Fiir be -
liebiges 7 €N nennt man fe@(n) eine eigentliche bzw. uneigentliche Bewegung, je
nachdem, ob det a,=1 oder det a,= —1 gilt (Folgerung 5). Fiir eine feinere Ein-
teilung ist es zweckmiBig, die Fixpunktmenge (vgl. Ubung 5.1.6)

M= (& | 2<E", f(2) =)

zu betrachten. Stellt man unter Benutzung der schon angegebenen Matrizendar-
stellungen von a; und der Verkniipfung mit einer beliebigen Translation das sich
aus (43) mit y;==; ergebende Gleichungssystem auf und diskutiert die Losungs-
moglichkeiten, so erhidlt man folgende Fille:

n =2, eigentliche Bewegungen, f=+idg,"
1. M;=90«f Translation,
2. M, = {xy} einpunktigef Drehung um .

Mit zy=o0 als Ursprung ist dann die Koordinatendarstellung von f von der Form
(vgl. (44))

Y4 =72, COS @+, Sin @, Yo= —xSin ¢+ 25 COS P . (562)
n =2, uneigentliche Bewegungen:
3. M;=H! Gerade<f Spiegelung an der Geraden H.
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Wahlt man H! als e,-Achse, so gilt
Y1=%y,  Y=—2. (83)
4. M;=0«=f Gleitspiegelung:
Y1=21+a5, Yo=-2p  (a1%0); (54)

hierbei ist e, c W, e, W_, gewiihlt; der Ursprung liegt auf der einzigen Geraden
HicE2 fiir die f(H!)=H! gilt.

n=3, eigentliche Bewegungen, f=idg.:
1. M;=0, a,=idysef Translation.
2. M,;=0, a;+idysef Schraubung:

Yg= —%,8in p+xyCOS @,
Y3=x3+a3,  a3=*0;

Y= CO8 p+X,8in @,
|

dabei hat a; die Matrix (49), es€¢ Wy, W_,= {0} fiir ¢ +=; der Ursprung o ist auf
der Schraubachse gewdhlt; das ist die einzige Gerade Hic E3, fiir die f(H!y=H!
gilt.

3. M,=H'«{ ist Drehung um die Gerade H!.

Wihlt man e;€ Wi und o€ HY, so hat f eine Darstellung (55) mit a3 =0.
n=3, uneigentliche Bewegungen:
4. M= {my}<>f ist Drehspiegelung:

Yp= —x(Sin p+x9CO8 P, (56)
Y= —o3.
Dabei wurde 0 =2, in den Fixpunkt gelegt und e;€ W_, gewihlt; es gilt 0 <¢ <2=.

5. M,= H2&f ist Spiegelung an der Ebene H?:

Y =24 COS ¢p+:i:2 sing, }

Y=y, Y2 =2, Ys= —23. (57)
Dabei gilt o c H?, e3¢ W_,.
6. M,=0<«f ist Gleitspiegelung:
Yy1==21tay,  Yo==%y  Ys=-—x3  (a1%0). (88)

Hier ist eg€¢ W_, gewahlt, o liegt in der einzigen Ebene H2? mit f(H?)=H? und H?
orthogonal zu ej, e; hat die Richtung des Translationsvektors.

Fiir die Herleitung dieser vollstdndigen Fallunterscheidung diskutieren wir etwa
den Fall n =3, f uneigentliche Bewegung. Wahlen wir e3¢ W_,, so hat a,eine Matrix
der Gestalt (51); nach Verkniipfung mit einer Translation erhalten wir die Koordi-
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natendarstellung von f:

Y=, co8 p+ay8in p+ay, (59)
Y= —T, 8in ¢+ 2, oS P +ay, (60)
Y3= —x3+as. (61)

Schreiben wir statt (61) ys3—(as/2)= —(x3—(a3/2)), so erkennt man, daB man
durch die Koordinatentransformation #£,=x,, £y=1,, £3=23—(as/2) statt (61)
sogar

schreiben kann. Wir betrachten nun die Gleichungen (59), (60) fiir sich allein; sie
stellen eine eigentliche Bewegung g der e, e;-Ebene E? dar. Die Bedingungen fiir
einen Fixpunkt von ¢ lauten y; ==z, 7=1, 2, d. h.

x4 (1 —cos p) —x, Sin p=ay, } (63)

24 8in @ + 25 (1 —cos p)=a, .

Die Determinante dieses linearen Gleichungssystems ist 2 (1 —cos¢); fiir
¢+0 mod 2n gibt es also genau einen Fixpunkt x,. Legen wir den Ursprung in
diesen Fixpunkt, so gilt y=o0 (in bezug auf E?), und (59), (60) gehen in (52) iiber;
(52) und (62) ergeben aber gerade (56). Hieraus erkennt man, daB o€ E; der einzige
Fixpunkt ist und der Fall 4 vorliegt.

Im Fall =0 mod 2= erhalten wir wegen (62) fiir f die Koordinatendarstellung
Y1=21+ay,  Yp=2ry+a;  Ys3=—723. (64)

Es gibt nun zwei einander ausschlieBende Méglichkeiten: Entweder der Transla-
tionsvektor @ mit den Koordinaten (a,, ay, 0) ist gleich o oder a+p. Der Fall
a=p fithrt sofort auf (57); im Fall a=o0 148t sich a =ea,; mit a;>0 erreichen, da
¢4, ey beliebig (orthonormiert) in W, gewidhlt werden kénnen, und es resultiert
Fall 6. Weil die Fille einander ausschlieBen, gelten die ausgesprochenen Behaup-
tungen.

Wir wollen abschlieBend noch die unitire Gruppe U(n) betrachten und den fol-
genden Satz beweisen.

Satz 7. Zu jeder unitiren Abbildung acU(n) gibt es eine orthonormierte Basis (e;)
des unitiren Raumes V*, so daf die Matrix (a;;) von o die Form

ele 0
elaa

(@)= . » %4€R, (65)
0 .el'”
besitzt.
20 Onisdik, Algebra 1
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Beweis. Da hier K=C ist, existiert ein Eigenwert 1 von a, der wegen Satz 6
die Form A=ei®, «,€R, besitzt. Dann ist Wi:=g({e,}), e, ein Eigenvektor zu ei®t
vom Betrag |¢;|=1, ein bei @ invarianter Unterraum, und nach Lemma 3 ist auch
Wil invariant. In WIL finden wir einen Eigenvektor e, zu einem Eigenwert ei*z
usw. Ein einfacher InduktionsschluB beweist die Behauptung. O

Ubung 9. Man beweise: Die Menge aller Matrizen der Gestalt (65) ist eine Unter-
gruppe der Matrixgruppe U(n); sie ist zur Torusgruppe T™ isomorph und daher abelsch;
T™ ist definiert als das n-fache direkte Produkt der Gruppe T': =38! der komplexen
Zahlen vom Betrag 1 mit sich selbst.

Ubung 10. Man beweise, da man jede Matrix (@) €U(2) in der Gestalt
() = efcosx  —e?sina
1) =\e¥ gin « el¢ cos a
mit 0=a=n/2 darstellen kann, wobei « =0 oder a =7/2 oder § —y =6 —& mod 2r erfiillt
sein muB,

Ubung 11. Man beweise, da man jeden orthogonalen Operator a €0(n) in bezug
auf eine geeignete Basis des euklidischen Vektorraumes V" durch eine Matrix der Ge-
stalt

Do(ay) 1
D(Gz) 0

" D(ay)
1

0

darstellen kann; hier bezeichnet D(a;) die Matrix (44) mit ¢ =«;. Man betrachte die bei a
invarianten Unterrdume und deute das Resultat geometrisch.

Ubung 12. Man zeige: Zu jedem a € SO(n) existiert eine zur Torusgruppe Tk, (n/2) —
—1 <k=n/2, isomorphe Untergruppe T*C SO(n) mit a ¢ T*.

Ubung 13. Esseien E*, B¥ euklidische Punktrdume und f: E” --BF eine Abbildung, die
(39) erfiillt. Man beweise, daB f dann affin ist und n =k gilt. Eine den Abstand erhaltende
Abbildung f: E* ~E™ ist eine Bewegung. (Hinweis. Man benutze Ubung 1.2, um die Be-
dingung von Ubung 5.1.8 nachzuweisen.)

§3.  Orientierung. Volumen. Vektorprodukt

In diesem Paragraphen betrachten wir euklidische Punkt- und Vektorrdume
[E*, V", R, { , )]. Wihlen wir in ¥* zwei orthonormierte n-Beine (e;), (€,), so ist
die Matrix der Darstellung

é:; = Z €% (1)



§ 3. Orientierung. Volumen. Vektorprodukt 301

orthogonal; denn das ist ja die Matrix der linearen Abbildung a € L(V*) mit a(e;,) =
=@;, t=1, ..., n, beziiglich der Basis (e;), und diese muB nach Satz 2.4 orthogonal
sein. Nach Lemma 2.2 gilt folgendes: Ist (e;) eine feste orthonormierte Basis des
V*, so ist die Zuordnung

(a;) €0(n)— (éj)' 1=(e;)’ (a;) €D, @)

eine bijektive Abbildung von O(n) auf die Menge £,, aller orthonormierten n-Beine
des Vektorraumes V*, so dal wir uns die orthogonalen Abbildungen durch die zu-
gehorigen orthonormierten n-Beine veranschaulichen kénnen.

In der euklidischen Geometrie werden wir nur orthogonale, kartesische Koordi-
natensysteme betrachten. Es ist klar, dal die Gesamtheit der orthogonalen Punkt-
koordinatensysteme einen der euklidischen Geometrie [§(n), E*] angepaten Atlas
bilden; Entsprechendes gilt fiir die Vektorkoordinaten und die Transformations-
gruppe [O(n), V*] (vgl. Definition 5.7.5). Die Formeln (5.7.6), (5.7.10) fiir die Trans-
formation der Vektorkoordinaten und der Basisvektoren bleibt erhalten; da nach
obigem die Matrix («;;) € O(n) ist, transformieren sich wegen (a;) = (a;)* (nach (2.29))
Basisvektoren und Vektorkoordinaten mit derselben Matrix.

Nach Beispiel 2.3 kénnen wir ¥* und V*' vermége (2.18) identifizieren. Die Ortho-
gonalititsrelationen (g;, ;) =4,; besagen, daf jede orthogonale Basis zu sich selbst
dual ist. Daher stimmen die Transformationsformeln fiir die duale Basis und die
dualen Vektorkoordinaten (5.7.13), (5.7.16) mit den entsprechenden des Raumes V*
iiberein, d. h., alle erfolgen mit derselben Matrix. Analog bleibt die Formel (5.7.36)
fiir die Transformation der orthogonalen Punktkoordinaten erhalten, es ist nur
(@;;)€0(n) zu beachten. Fiir die Orientierung von V" und E* (Definition 4.7.4)
ergibt sich aus Folgerung 2.5 unmittelbar

Satz 1. Zwet orthonormierte n-Beine (e,), (&;) des euklidischen Vektorraumes V"
sind gleich orientiert genau dann, wenn fiir die durch (1) bestimmte Matriz (a;) € SO(n),
also det (a;;) =1 gilt; (e;), (8;) €D, sind daher genau dann gleich orientiert, wenn i,
dieselbe Volumenfunktion s

n
(215 s TRl =det (§;) fiir 1= Def;evVn, i=1,.,n, (3)
i=1
bestvmmen. 0O

Wenn wir von dem (orientierten) Volumen in einem orientierten euklidischen
Raum sprechen, meinen wir stets das durch (3) eindeutig bestimmte, von der Wahl
der positiv orientierten Basis (e;) unabhingige Volumen; ist der euklidische Raum
nicht orientiert, so verstehen wir unter dem (nicht orientierten) Volumen die stets
nicht negative, von der Wahl der orthonormierten Basis (e;) unabhingige Funk-
ticn T T

«

’v(gis ooy xn):= |det (Eu)l . (4)
Wiahrend
v(ey, ..., 6,)=1 -fiir alle (e;) €D, (5)
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gilt, zerfillt £, in die beiden Klassen der positiv bzw. negativ orientierten n-Beine
des orientierten V*:

0,=9;UD,, (¢,)€D; (bzw. D;):e[ey, ..., e,]=1 (bzw.—1) . (6)
Waihlen wir (e;) positiv orientiert, so folgt aus (2) die bijektive Abbildung
(a;)) ESO(n) — (8,)€D; . (7

Wenn («;;) die Matrix der orthogonalen Transformation «€O(n) ist, bedeutet (7),
daB die Elemente a€SO0(n) gleich orientierte n-Beine wieder in gleich orientierte
iiberfithren; man erkennt allgemeiner, dal ein Element a € GL(V™) die Orientierung
erhdlt, wenn die Norm N(a)=0 ist, vgl. (5.7.32) fiir K=R.

Das Skalarprodukt des euklidischen Vektorraumes bestimmt somit eine Volu-
menfunktion bis auf das Vorzeichen, das durch Vorgabe einer Orientierung fest-
gelegt wird. Bildet man die Determinante des Matrizenproduktes () (§;)’, so folgt
gus Satz 4.8.2 und (1.3)

(2 v L) o (EoLw

U(Eb ey En)2= (E2: El) <£2’ EZ) <E2l E») ; (8)

.......................

<£m Ei) (gm 32) oo (En’ En)

det ((z;, ;) heiBt die Gramsche Determinante der Vektoren gy, ..., L,. Da m=n
Vektoren (x,),_s,.m» des V" immer in einem m-dimensionalen Unterraum liegen,
der selbst ein euklidischer Vektorraum ist (vgl. Satz 1.1), erhalten wir

Folgerung 1. Es set V ein euklidischer Vektorraum beliebiger Dimension und
meN, m=dim V. Dann wird durch

’0(21, eeey Em)2 =det ((Ea’ Eﬂ))a,ﬂ:l,...,m (9)

jedem m-Tupel von Vektoren t,€V eine nichinegative Zahl v(Ly, ..., L,)2€R zu-
geordnet, die gleich dem Quadrat des Volumens des von gy, ..., L,, aufgespannten
Parallelepipeds vst. Die Vektoren ti, ..., I, stnd linear abhingig genau dann, wenn
det ((r,, £p)) =0 gult. Die Gramsche Determinante (9) Vst invariant gegeniiber ortho-
gonalen Transformationen a€O(n):

det ({az,, azs)) =det ((X,, Lg)) - O (10)

Man beachte, daB in der euklidischen Geometrie m-dimensionale Volumina fiir
alle m-Parallelepipede II™, 0 <m =mn, definiert sind; sie sind bis auf das Vorzeichen
eindeutig bestimmt. Im Unterschied zur affinen Geometrie, in der nur Volumen-
verhiltnisse parallel liegender Parallelepipede einen invarianten Sinn haben (vgl.
Satz 5.4.9), kénnen wir in der euklidischen Geometrie Volumina beliebig zuein-
ander liegender Parallelepipede miteinander vergleichen.

Beispiel 1. Es sei Wmc V" ein orientierter Unterraum des Vektorraumes V=,
0 <m <mn. Dann sind die Orientierungen von WL und die von ¥" einander umkehr-
bar eindeutig durch folgende Vertraglichkeiisbedingung zugeordnet: Ist (e,),
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a=1, ..., m, ein positrv orientiertes m-Bein von W™ und (e,), x=m+1, ..., n, ein
positiv orientiertes (n—m)-Bein von WmL, so set (e;), 1=1, ..., n, ein positiv orien-
tiertes n- Bein von V7,

Sind die Orientierungen von W™, Wml, V*» so gewihlt, daB die Vertriglichkeits-
bedingung erfiillt ist, so nennen wir diese Rdume vertrdglich orientiert. Man beweist
leicht fiir die zu den vertréiglichen Orientierungen gehérenden Volumenfunktionen:
Gilt ¢, e W™, a=1, ..., m, und g, W™, x=m+1, ..., n, 80 ist

[gb soey En] =[21, ooy Em] [Im+l’ ey En] . (11)

Mit Hilfe der Gramschen Determinante beweist man leicht die analoge Formel fiir
die nicht orientierten Volumina

V(L15 o0s Ln) =Lt o5 Lan) * ATt 1s =0 Ln) (12)

Beispiel 2. Wir gehen von einer k-Ebene H*=H(a, W*)CE", 0<k<n, aus
und wollen das Lot y_o'x von einem Punkt x ¢ E* auf H* bestimmen, vgl. Ubung 2.3.
Nach Lemma 2.1 ist gizy_o)x der durch (W%, y_0>x)=0, yo€HE, d. h. der durch die
orthogonale Zerlegung a_5:=a—y>0+%>x, ayo€ WE, yor € WEL eindeutig definierte
Vektor; er hingt wegen a, yo€ H* nicht von der Wahl des Bezugspunktes a ¢ H*
ab. Es sei (v,) eine beliebige, nicht notwendig orthonormierte Basis von W¥*. Die

Bedingung (W%, y_o?c)zo ist dquivalent zu (v, %’x):O fir 2=1, ..., k. Aus y_‘;xz

—> —> . —> L . .
=ax —ay, erhalten wir wegen ayo= D, tv,7,€ W* das lineare Gleichungssystem

k
(mm E?)/O>= §l<mv mﬁ) 'lﬁ:<m¢’ ;:)!:), a=1,..,k. (13)

Nach Folgerung 1 gilt det ({iv,, 1v5)) +0, und die Anwendung der Cramerschen
Regel ergibt uns die Koordinaten 7, der orthogonalen Projektion E;/O von ax auf W¥:

Ne =D¢/v(ml9 L] rnk)2
mit
(104, 105) .. (04, 10,_;) {10y, E{t) (04, 10,4 1) - {10y, 10,)
D,= {109, 104) ... {10y, w,_y) (my, az) (10, W,41) - (102 mk> . (14)

.............................................

—_
(0 10)) o (04, 10,_1) (g, 32) (04, 10,41) . (103, 10 |
Das Lot erhdlt man aus %’x:t_ﬁ— > .7, und den Abstand o(x, H¥)= |£x|
bestimmt man aus der Formel (15) der folgenden Ubung (mit gl=gz;x, T =E§:).
Ubung 1. Man zeige: Mit den Voraussetzungen und Bezeichnungen von Lemma 2.1
(im Fall K = R) gilt bei einer beliebigen Basis (1v,) von W¥ fiir die Liénge des Lotes r; von
Lt €V® auf Wk :

|£1| =v(mls veey 10, E)/v(ml’ sy ml:) ’ (15)
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d. h., |g|? ist Quotient zweier Gramscher Determinanten. (Hinweis. (15) entspricht
der bekannten Formel Héhe =Volumen/Grundfliche fiir das Volumen eines Quaders.)

Ubung 2. a) Unter den Voraussetzungen von Folgerung 1 beweise man die Un-
gleichung

V(T oo :m)’spl_l (B Tu) (16)

und zeige, da8 das Gleichheitszeichen dann und nur dann gilt, wenn die Vektoren g,
paarweise orthogonal sind oder wenigstens ein g, =0 ist. — b) Man gebe eine geometrische
Deutung fiir (16) an. — ¢) Man beweise fiir eine beliebige Matrix (a;;) € M,(R) die Hada-
mardsche Ungleichung

det (a;)?= 11( b a,,) (17)
j=1\i=1

und gebe ein Kriterium dafiir an, daB in (17) das Gleichheitszeichen gilt.

Ubung 3. Man beweise die Cauchy-Schwarz-Bunjakovskijsche Ungleichung (Satz
1.2) mit Hilfe von Folgerung 1.

Wir benétigen nun folgenden Hilfssatz:

Lemma 1. Es seien b,€V? a=1, ..., m=n, Vektoren des euklidischen Vektor-
raumes V* und (b,,) €M,,_; ,(R) eine Matriz. Dann gibt es genau einen Vektor nc 1™
80, dap fiir alle x € V* die Gleichung

(bb E) <62’ E) <bm’ 2)

.....................

gilt. Dabez 2st

n= ZBAl.e“({bv--- b)) (19)

a=1

wobei A,, die Adjunkten der ersten Zeile der vn (18) stehenden Matrix bezeichnen.

Beweis. Offenbar ist die rechte Seite von (18) eine in glineare Funktion f: ¥» - R,
d. h. feV*'. Benutzen wir den kanonischen Isomorphismus ¢ aus Beispiel 2.3 zur
Identifizierung von ¥” und V", so erhalten wir den eindeutig bestimmten Vektor
n=¢ " 4f). Aus dem Laplaceschen Entwicklungssatz folgt bei Entwicklung von (18)
nach der ersten Zeile

D=3 600 4=( 3 0 1),

und weil diese Gleichung fiir alle ¢ € ¥ gilt, folgt (19). O

Die Beziehung (19) kénnen wir auch als formale Definition von 1 auffassen und
in der Gestalt
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by b, . by ‘

_|bu B e by

.................

(20)
bm—-l,l bm—l,2 . bm—l,m
schreiben. Man bemerkt, daB man (20) auch nach der Formel (4.7.17) der Defini-

tion der Determinanten berechnen kann.

Ubung 4 (Orthogonalisierung nach G. Szead). Es sei (a;), az €V, eine linear unab-
hiéngige Familie des euklidischen Vektorraumes V und Gy:=v(ay, ..., a;)2. Man be-
weise, daB die nach Satz 2.2 eindeutig bestimmte orthonormierte Familie (e;) durch

ay Qs e Qg
o=t ep=| 00 1) (A, ag) e (O, 1) (@, - G)-V2 (21)

(alt—iy ai) (ak—i) a2> eee <ak—1» ak>

gegeben wird.

Es sei V" ein orientierter euklidischer Vektorraum und [ , ..., ] die zu der Orien-
tierung gehorende Volumenfunktion. Wir betrachtenn —1 Vektoren ¢y, ..., ¢,_, €V™.
Offenbar ist die Abbildung

EEI’"H [cp coey cn—l’ E]ER (22)

linear in . Wie beim Beweis von Lemma 1 schlieBen wir auf die Existenz eines ein-
deutig bestimmten Vektors ¢4X... X¢,_; €¥", der durch die Bedingung

(14X oo XCppy D =[Cqy eees Cp_yp ] fiir alle geP= (23)

charakterisiert wird ; er heiBt das Vektorprodukt von ¢y, ..., ¢, _,. Das Vektorprodukt
ist also eine (n —1)-stellige Operation auf V7, vgl. (1.1.11).

Satz 2. Es sei V™ ein orventierter euklidischer Vektorraum und n>1. Dann hat das
durch (23) bestimmie Vektorprodukt die folgenden Eigznschaften:

1. Di: Abbildung (Cy, «.., C_1) EX V2> €1 X oo X 0,1 € V7 st multilinear.

n—1

2. Diese Abbildung ist schiefsymmetrisch, d. h., es gilt

Cay X oo X €, =8gM (P) ¢4 X oo xe, _,

fiir jede Permutation P=(1 n_l)eS,,_l.

G‘_ con an_l

3. Es qult ¢y X ... XC,_y =0 dann und nur dann, wenn (¢4, ..., C,_,) linear abhingig
2st.

4. ¢y X e XC,—1 28t orthogonal zu jedem Faktor c,:
€4X e XCyoys €)=0, a=1,..,n—1.

5. [€4 e xcn—ll =0(Cq v, Cro1)
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6. Ist (Cyy oo Cp_q) linear unabhingig, soist (Cy, <.y Cp_yg5 €4 X oee X Cpyq) €TNE POSULLV
orientierte Basis.

7. Fiir jedes a€O(n) gilt acyX ... XAC,_1=a (C1X ... X ¢y _1) N(a).

Beweis. Die Behauptungen 1, 2 und 4 ergeben sich unmittelbar aus den definie-
renden Eigenschaften (I) bis (III) einer Volumenfunktion, vgl. Definition 4.7.1.
Zum Beweis der Eigenschaft 3 stiitzen wir uns auf Satz 4.7.4: Ist (¢4, ..., €,_;)
linear abhingig, so ist fiir alle g€ ¥* auch (cy, ..., ¢,_;, ) linear abhingig, also
[€4s +ees Cp—1> L] =0, die Abbildung (22) ist die Nullform, und folglichist ¢, X ..: X ¢, _, =
=p0. Ist umgekehrt (¢4, ..., ¢,_;) linear unabhingig, so kénnen wir diese Folge durch
einen Vektor g € ¥” zu einem n-Bein ergénzen, dessen Volumen natiirlich von 0 ver-
schieden ist; nach (23) muB dann auch ¢;X...X¢,_; *+0 gelten. Die Behauptung 6
folgt aus der Eigenschaft 3 durch Einsetzen von g=¢;X...X¢,_; in (23). Ist
(€45 +o» ¢y—4) linear abhingig, so gilt Eigenschaft 5 wegen der Eigenschaft 3 und
Folgerung 1. Andererseits konnen wir, falls (¢, ..., ¢,_,) linear unabhéngig ist, nach
Folgerung 2.1 eine positiv orientierte, orthonormierte Basis (e;) so finden, daB
Wn=1:=8({¢y, --r Cp—y}) = 8({€4; -+ €, _;}) gilt. Nach der Eigenschaft 4 erhalten wir

D:=C4X... XCy_y=6,b;dennesist dim W"= —11 =1.Indieser Basisgilt mit ¢, = Z €V

wegen y,, =0 i=1
0
B2=(0, D) =[Cgy ey Gy D] =| 7°° 0 =b det (y,) ,
0 . 0b

a, f=1,..,n—1,

also |v|=|b| =|det (y,)| =v(Cy, ++vs C4—1). Zum Beweis der Behauptung 7 erhalten
wir aus (23) und (5.7.32)

@cyX .. Xac,_y, ry=[acy, ..., ac,_y, a(a=1g)] =[cy, «vey oy, a~1g] N(a)
={C4 X e XCpys 71E) N(a)=<a (€4X e XCy_yq), ) N(a);

zum Beweis der letzten Gleichung haben wir noch die Invarianz des Skalarproduktes
bei Anwendung von @ €O(n) benutzt. Da diese Beziehungen fiir alle g€ V" gelten,
erhalten wir durch Vergleich des ersten und letzten Gliedes dieser Gleichungskette
die Behauptung. Die Eigenschaft 7 driickt aus, daf das Vektorprodukt eine
SO(n)-Abbildung ist, vgl. Beispiel 1.5.4. O

Beispiel 3. Fiir n=2 ist das Vektorprodukt eine einstellige Operation, fiir die
man mitunter ¢€ V2 ¢l € V2 schreibt. Aus den Eigenschaften 4, 5, 6 aus Satz 2
ergibt sich

€ cty=0, Jc/=]ct], [, ct]=0 fir c+o; (24)

hierdurch ist ¢L eindeutig bestimmt. Man beweist leicht, daf die Zuordnung ¢+ ¢l
mit der Drehung d,, €SO(2) iibereinstimmt, in einer orthogonalen Basis (e, ;)
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gilt
c=egysteyy€V2i> el =egyi—eqp V2. (25)
Ubung 5. Man beweise: a) Das Vektorprodukt von V" ist durch die Eigenschaften
4,5, 6 aus Satz 2 bereits eindeutig bestimmt. — b) Ist (e;) eine positiv orientierte,

orthonormierte Basis von V" und sind ¢, =32 e;y;, die Basisdarstellungen der Vektoren
Ca» @ =1, ..., n — 1, 80 gilt analog (20) i

Y11 Y12 Vim—1 €&

V22 - V2,0 — €s
cix...xc,,_1=?2‘ :/22 :n 1 2. (26)

7;7:1 7.'7:2 oo 5’n,n—1 én
Beispiel 4. Die Ergebnisse der Ubung 5 fithren auf zwei zu der gegebenen dqui-
valente Definitionen des Vektorprodukts, die vor allem im Fall » =3 haufig benutzt
werden. Hier besagt a), daBl axb ein zu a und b orthogonaler Vektor ist; seine
Linge ist gleich dem Flicheninhalt des von a und b aufgespannten Parallelo-

gramms, und wenn axb=+p gilt, ist (a, b, a xb) ein positiv orientiertes 3-Bein;
es gilt also die Rechtehandregel vgl. Abb. 9a (S. 182) mit a, X @y =a3. Die Formel (26)

fithrt mit a= Z e, b= 2 e;f; auf

i=1

axb=e; (af3 —asfy) +es (2381 —a4B3) +e3 (a4 —asfy) (27)

Ubung 6. Im Fall n=3 ist X: (a, b) — a Xb eine Operation auf V3. Man beweise:
a) [V3, +, R, X] ist eine Algebra (Definition 5.4.7). — b) Die Operation X ist weder kom-
mutativ noch assoziativ, vielmehr gilt

bXa=—axbh, (28)
(axXb) Xc+(bXc)Xa+(cXa)Xb=o a, b, ceV3. (29)

(Hinweis. Man wiihle eine orthonormierte Basis und beweise die Jacobi-Identitit (29)
zuerst fiir die Basisvektoren.) — c¢) Es gelten die Relationen

{ag X ag, by Xba) =(ay, by) (a3, by) —(ay, ba) (as, by), (30)

(ag X a) X a3 ={ay, az) az—{ay, az) ay, (31)

(a3 X ag) X (by X by) =[ay, by, bs] az—[as, by, bs] a; . (32)
Ubung 7. Man beweise: In einem orientierten euklidischen Vektorraum V" gilt

[as, «..s 0z] [By, ..., By] =det ({a; b;)), t,i=1,.,n. (33)

Beispiel 5. Orientierte Winkel. Durch (1.17) ist der Winkel ¢ nur modulo = be-
stimmt ; denn ¢ und 2% — @ haben denselben Kosinus. Aus (16) erhalten wir in einer
orientierten Ebene fir m=n=2

[yl _

IEI 19l
Hieraus und aus (1.16) folgt sofort : Zu jedem Paar (g, 1)) von o verschiedener Vektoren
des orventierten V2 gibt es genau einen Winkel ¢, 0 =¢<2x, so daf

08 = (&9 und sincp—M (35)

Tel Tyl Izl 19l

=1, L, )*F0. (34)
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gilt; @ heiBt der orientierte Winkel von (g, 1)). Man beachte, daB ¢ von der Reihen-
folge der Vektoren abhingt. Es ist nicht schwer, das aus der Schule bekannte Addie-
ren und Subtrahieren von Winkeln zu begriinden; man rechnet mit den Winkeln
wie in der additiven Gruppe R/2xZ (Rechnen modulo 2=).

Ubung 8. Es seien b, n Einheitsvektoren des orientierten ¥2. Man beweise: Der
orientierte Winkel von (b, n) ist gleich ¢ genau dann, wenn n =5 cos ¢ + b1 sin ¢ gilt.

Ubung 9. Es seien (p;), (¢i), 2 =1, 2, 3, Tripel aus Punkten der euklidischen Ebene.
Man gebe eine notwendige und hinreichende Bedingung dafiir an, da$ eine eigentliche
Bewegung f der Ebene existiert, fiir die f(p;) =¢;, 1 =1, 2, 3, gilt.

Beispiel 6. Es sei H*"1=H(a; vy, ..., mn_l)cE” eine durch das (n —1)-Bein
(wy, ..., 10,,_,) orientierte Hyperebene des orientierten euklidischen Raumes E”.
Dann heiflt der Vektor

NI=10yX . X0, _ /|10 X o X0, _4] (36)

der Normaleneinhertsvektor der orientierten Hyperebene H?~1; nach Beispiel 1 ist
die Orientierung von H?~1 umgekehrt durch die Vorgabe von 1 eindeutig bestimmt.
Im nichtorientierten Fall bezeichnet man jeden der beiden Einheitsvektoren
+neWwnr—1L Wr-1 der Vektorraum von H"~1, als Normaleneinheitsvektor. Es sei
nun o€E” ein Ursprungspunkt. Dann ist € H*~! genau dann, wenn

{0z, my=p (37)

mit p: =<3¢;, n) gilt: (37) heiBt die Hessesche Normalform der Gleichung der orien-
tierten Hyperebene H"~1. Wegen der Identifizierung ¥»=¥"' erhalten wir die
Hessesche Normalform (in orthogonalen kartesischen Koordinaten z;) einfach durch

n
Normierung einér beliebigen Gleichung (a, ozy= X agz;=c, a+0, der Hyperebene
durch |a|=(2 af)“?: t=1 '
B

n=a/lale, p=dlale, e=+1; (38)

die Wahl des Vorzeichens ¢ entscheidet bei orientiertem E" iiber die Orientierung
von H*—!, Jede Hyperebene des E" zerlegt den E” in zwei abgeschlossene Halb-
raume

H*:={z|(az,my=0}, H-:={z|(@z,n=0} (acH), (39)

die man den duperen (bzw. inneren) Halbraum nennt. Offenbar gilt H+* NH~-=H""1,
Im Fall » =2 kénnen wir 1t in der Form n=e, cos ¢ +e, sin ¢ schreiben; dann er-
gibt (37) die Hessesche Normalform der Geradengleichung fiir HICE? in der Ge-
stalt

2, CO8p+xysing=p, (40)

vgl. Abb. 11. Es sei nun z¢E” ein beliebiger Punkt und yo€ H*~! der FuBpunkt
des Lotes von z auf H*~1, vgl. Ubung 2.3. Dann gilt

Yor =nd(H" 1, 7); (41)
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H! x

8(H"~1, z) heiBlt der orientierte Abstand von x und H"—1. Offenbar ist |6(H" !, x)|
gleich dem Abstand g(z, H?~1), und es gilt: Der orientierte Abstand ist positiv fiir
@€H+\ H*~1, nicht positiv fir 2¢H~ und 0 fir zcH~!. Aus 8=(n, yox)=
=(n, y_ot))+(n, o_;:) folgt wegen yo€ H*—1 und (37)

S(H*1, z) =(n, ox)—p; (42)

das ist eine sehr einfache Formel zur Bestimmung des Abstandes eines Punktes von
einer Hyperebene. Speziell gilt —p =86(H"1, 0), woraus sich die geometrische Deu-
tung der Zahl p ergibt: |p| ist der Abstand o(o, H* 1), und es ist p =0 dann und nur
dann, wenn o im inneren Halbraum H~ liegt.

Beispiel 7. Die Matrix (2.44) durchlduft die Gruppe SO(2), wenn der Dreh-
winkel zwischen 0 und 2« variiert; man kann also (2.44) als eine Parameterdarstel-
lung von SO(2) auffassen. Fiir n>2 lassen sich analoge Parameterdarstellungen ge-
winnen; man kann zeigen, daB n (n —1)/2 Parameter nétig sind, um SO(n) zu be-
schreiben. Fiir n =3 verfahrt man folgendermaBen: Es sei a € SO(3) die eigentliche
Drehung mit

€;=ale)= D ep;;,  1=1,2,3; (43)

2

e

hier seien (e;), (€;) zwei rechtsorientierte orthonormierte Dreibeine des Vektor-
raumes V3. Die Matrix («;) von ¢ in der Basis (e;) stimmt mit ihrer Matrix in der
Basis (¢;) iiberein, wie man unmittelbar durch Anwenden der Abbildung a auf (43)
feststellt. Die Abbildung a zerlegen wir nun eindeutig in ein Produkt von drei Ab-
bildungen: 1°. Die Abbildung «, lasse den Vektor ¢, fest und drehe e, in die é,, ,-
Ebene; ihre Matrix beziiglich (¢,) ist

10 0
aq: O, [¢{o]] 191 —sin ’01 ) 0§'l91<1t ;
0 sin cos ¥

#, ist durch die Ungleichung eindeutig bestimmt. 20, Es bezeichne e; =aj(e;). Die
Drehung a, lasse €; fest und drehe in der é,, é;-Ebene den Vektor e; in den Vektor é,:
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cosd¥, —sind, O
Gy sin 192 cos ‘02 0 s 0= 192< 2m.
0 0 1

30. Es sei e;’ =a,(e;); speziell gilt also e;’ =¢,. Die Drehung a; lasse é, fest und drehe
e, in den Vektor é,; dann muB auch a3(e;") =é; gelten, da wir nur rechtsorientierte
Dreibeine und eigentliche Bewegungen betrachten:as(e;’) =as(e;’ X ;') =€, X €3=23.
Die Matrix von aj beziiglich (¢;) hat dieselbe Gestalt wie die von @, mit einem Win-
kel #;, 0=93<2n. Durch Multiplikation der Matrizen der drei Abbildungen a;
erhilt man die Matrix (a;;) der Abbildung @ =a30a,0a, beziiglich (e;) und beziig-
lich (e;):

(“ji) =
cos —sin &, cos ¥, sin 9 sin 9
008 #38in ¥4 cos Py cos P, cos P} —sindysin ¥y —cos P, cos P, sind,—sin g cosdy |,
sin d#38in 9y sin ¥4 cos Py cos ¥+ cosdys8ind; —sin H; cos #y8in 4+ cosd, cos P,

0=0,<m, 0=0,<2m, 0=08;<2m; (44)

die in ihr vorkommenden, eindeutig bestimmten Winkel #,, #,, #3 nennt man die
Eulerschen Winkel der eigentlichen Drehung « beziiglich des Dreibeins (e;).

§ 4. Selbstadjungierte Qperatoren

Zunichst sei bemerkt, dafl man, besonders in der Analysis, statt ,lineare Abbildung*
auch ,,Operator* sagt. Durch Definition 5.6.2 haben wir jedem Operator a ¢ L(V, W)
den transponierten Operator a'€ L(W’, V') der zugehérigen dualen Riume zuge-
ordnet. Da wir im euklidischen Fall die dualen Rdume mit den Vektorrdumen iden-
tifizieren kénnen (Beispiel 2.3), ist der transponierte Operator auch als Element
a € L(W™, V"), m, n <o, aufzufassen. Nach (2.19) und (5.6.28) gilt dann fiir alle
teV,neWw

(E’ “'t» = <a'g: n. (1)

Bei dieser Identifizierung nennt man o’ auch den zu a adjungrerten Operator. Wir
kénnten nun die Eigenschaften der adjungierten Operatoren im euklidischen Fall
(K =R) unmittelbar aus §5.6 iibertragen. Da jedoch im unitdren Fall (K=C)
die Verhidltnisse etwas anders liegen (vgl. Beispiel 2.4), ziehen wir es vor, hier eine
von der Theorie der dualen Rdume unabhingige Darstellung zu geben, die sich
direkt auf das Skalarprodukt stiitzt. Dadurch konnen wir den unitdren und euklidi-
schen Fall einheitlich behandeln. Man erinnere sich an die Verabredung nach Defi-
nition 1.2.

Definition 1. Es seien V, W unitire Ridume, K=R, C. und a€cL(V, W). Ein
Operator o’ € L(W, V) heiit zu a adjungiert, wenn fiir alle g€V, ) €W die Gleichung
(1) erfiillt ist.
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Satz 1. Es seien V™, W™ endlichdimensionale unitire Riume. Dann gibt es zu
jedem a €L(V", W™) genau einen adjungierten Operator a’ € L(W™, V"), Hat a beziig-
lich der orthonormierten Basen (e;) von V" und (b,) von W™ die Matriz (a,;), so hat a’
beziiglich dveser Basen vm Fall K = C die konjugiert-transponierte Matriz (@,;)’ und tm
Fall K =R die transponierte Matrix (a,;)’ .

Beweis. Wir fiihren den Beweis fiir K=C. Es gilt a(ek)—- Zbaaak Fir o’

machen wir den Ansatz a’(bg)= 2 e;b;s- Gehen wir damit in (1) ein, so folgt

(e @' (b)) =bys =(a(ey), 5,3} =g -
Daher gilt fiir die Matrix von o’

big=dp; , 2
d. h., die adjungierte Abbildung a’ ist durch a eindeutig bestimmt und ihre Matrix
hat die im Satz angegebene Form. Definiert man a’ duroh Angabe seiner Matrix

mit den Elementen (2), so priift man durch eine einfache Rechnung nach, da8l a’ zu
a adjungiert ist. O

Folgerung 1. Die durch
acL(V?, W™)— o' ¢ L(W™, V1), (3)

o' die zu a adjungrerte Abbildung der unitiren Raume W™, V*, definierte Abbildung
18t bujektiv und konjugiert-linear; vm einzelnen gelten

(@+b) =& +b', (4)
, fa'ax im Fall K=C,

(ae) ={a'a wm Fall K=R, x€K, (5)

(a’)' =a, (6)

(boa) =a’ob’ (beL(Wm, U¥)), )

Ker o' =(Im a)l. (8)

Den Beweis kann man durch Ubergang zu den Matrizen nach Satz 1 oder analog
zum Beweis von Satz 5.6.4 fithren. O

Definition 2. Ein Operator a ¢ L(V) des unitiren Vektorraumes V in sich heilt
selbstadjungiert, wenn fiir alle ¢, peV

(ag, 9) = ay) 9)
gilt. Statt selbstadjungiert sagt man auch symmetrisch im Fall K = R und hermaitesch
im Fall K =C. Entsprechend heit ein Operator schiefsymmetrisch im Fall K=R
und schiefhermitesch im Fall K =C, wenn fiir alle ¢, )V

(ag, ) +<x, ah)=0, (10)
d. h.a’= —a, gilt.
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Folgerung 2. Es set V" ein endlichdimensionaler unitirer Vektorraum. Ein
Operator a €L(V™) ist selbstadjungiert genau dann, wenn seine Matrix (a;) beziiglich
einer beliebigen orthonormierten Basis im Fall K = C hermitesch und vm Fall K=R
symmetrisch 1st; & 18t schiefhermitesch, wenn (a;;) schiefhermitesch ist, d. h.

(aﬁ)'= _(d‘tj)’ al80 aifz _dﬁ’ i, j=1, ey N ’ (11)
gilt, und schiefsymmetrisch genau dann, wenn (a;;) schiefsymmetrisch ist, d. h.
(aij)’= —(ai"), aléo aji +aij=0, i, jzl, ey N, (12)

qilt. Jeder Operator a € L(V*) besitzt eine eindeutig bestimmie Zzrlegung
1 no 1 ,
a=_2_(a+a,)+§(a—a) (13)

in exnen.hermiteschen (bzw. symmetrischen) und exnen schiefhermiteschen (bzw. schief-
symmetrischen) Bestandteil. O

Satz 2. Zu jedem selbstadjungierten Operator a € L(V™) eines endlichdimensionalen
unitdren Raumes gibt es evne orthonormierte Basis (b;) von V", beziiglich der die Matrix
(az) von a Diagonalform hat. Alle Eigenwerte von a sind reell.

Beweis. Es sei (a;;) die Matrix von a beziiglich einer orthonormierten Basis. Die
Eigenwerte von e sind die Nullstellen des charakteristischen Polynoms yx,(¢)=
=det (a;—1d;). Da jede reelle symmetrische Matrix (a;)€M,(R)c M, (C) auch
hermitesch ist, geniigt es, hermitesche Operatoren zu betrachten; wir interpretieren
die reelle Matrix (a;) als Operator (a;)€L(C") des hermiteschen Raumes C* mit
dem Skalarprodukt (1.6). Es sei nun A€ C ein Eigenwert des hermiteschen Opera-
tors @ und g ein Eigenvektor von ¢ zum Eigenwert 4. Dann gilt

(ax, ) =Xz, 1)=(L, a)=Xz, ¥) »

und wegen t=+0 folgt, daB A=41 reell ist. Zum Beweis von Satz 2 benétigen wir
noch

Lemma 1. Es set V* exn unitirer Raum, a € L(V") und WS V" ein bet a in-
vartanter Unterraum. Dann ist WL bei a’ tnvariant. Wenn also a selbstadjungriert oder
schiefhermitesch im Fall K = C oder schiefsymmetrisch im Fall K = R ist, dann ist mit
W auch WL bei a invariant.

Beweis. Fiir alle ¢ WL und alle yeW gilt (a't, 1)) =(x, ayh)=0, und somit ist
mit g€ Wl auch a'yx ¢ Wl. Die zweite Behauptung folgt wegen ¢’ =a bzw.a'= —a
unmittelbar aus der ersten. O

Nun ist es leicht, den Beweis von Satz 2 durch vollstindige Induktion nach der
Dimension 7 zu fiihren. Angenommen, die Behauptung sei schon fiir alle W™ mit
m<n bewiesen. Nach dem Fundamentalsatz der Algebra existiert ein Eigenwert 1
von a€L(V"), und weil a selbstadjungiert ist, gilt Ac¢ R. Wir finden daher einen
Eigenvektor b, € V" zum Eigenwert 4, fiir den wir |b,| =1 annehmen kénnen. Dann
ist W1:=2({d,}) invariant, und wegen Lemma 1 ist auch Wil bei a invariant.
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Offenbar ist auch a | WL selbstadjungiert, und wegen dim Wil =n—1 finden wir
nach Induktionsannahme in Wil eine Basis (b,), 2=1, ..., n —1, aus orthonormier-
ten Eigenvektoren von a | Wil. Dann ist (b, ..., b, _;, D,) eine orthonormierte Basis
aus Eigenvektoren von a. O

Folgerung 3. Die Eigenunterriume U,, U,, A=+ u, eines selbstadjungierten Opera-
tors a sind paarweise orthogonal. Die Dimension dim U, st gleick der Vielfachheit der
Nullstelle A tn x (). O

Unter einem reellen Unterraum eines komplexen Vektorraumes V versteht man
einen Unterraum der Reellifizierung ¥, vgl. Ubung 4.2.7, das ist also eine nicht-
leere, beziiglich Linearkombinationen mit reellen Koeffizienten abgeschlossene
Teilmenge von V. Unter Beachtung von (1) ergibt sich

Folgerung 4. Die Teilmenge L (V") der selbstadjungierten Operatorzn des uni-
tiren Raumes V" ist ein reeller Unterraum von L(V™), der ber unitiren Transforma-
tionen invariant bletbt. Zwei Operatoren aus L V") sind U(n)-idquivalent im Fall K = C
(bzw. O(n)-dquivalent vm Fall K=R) genau dann, wenn thre charakteristischen
Polynome iibereinstimmen.

Beweis. Die Wirkung von U(n) iiber L(V*) ist die Einschrankung der Wirkung
von GL(V™), d. h., es gilt «)(a)=goaog~!, vgl. (5.8.1). Die Behauptung iiber die
Invarianz von L,(V*) folgt unmittelbar aus Definition 2. Nach Satz 5.8.1 sind die
charakteristischen Polynome invariant; die von ihnen bestimmten Eigenwerte, fiir
die wir noch i,=...=2, voraussetzen kénnen, bilden gerade die Diagonalelemente
der Diagonalform von @ in einer geeigneten orthonormierten Basis (Satz 2). Sind
nun @, 4€L, (V") mit z,(¢)=7;(t) und sind (d;) bzw. (67-) Basen, die orthonormiert
sind und fiir die @ bzw. @ Diagonalform mit der Gr68e nach geordneten Eigenwerten in
der Hauptdiagonale haben, so miissen diese Diagonalmatrizen iibereinstimmen. Die

durch g(b;) = Ab,- bestimmte unitdre Transformation ergibt die Aquivalenz al@)=d. O

Die beschriebene Theorie liefert auch die Hilfsmittel zur Herstellung der Normal-
Jorm: Man bestimme die Nullstellen des charakteristischen Polynoms, 16se die homo-
genen Gleichungssysteme fiir die Eigenunterrdume U, zu den verschiedenen
Eigenwerten 4 und wihle in jedem von ihnen eine orthonormierte Basis, z. B. durch
Orthogonalisierung einer beliebigen Basis von U,. Nach Folgerung 3 entsteht so
eine orthonormierte Basis von V* aus Eigenvektoren von a, deren Koordinaten
gerade die Spalten der Matrix der unitdren Transformation g ergeben, welche die
Transformation auf Normalform bewirkt.

Ubung 1. Man beweise: Die Menge der Diagonalmatrizen (4;0;;) mit lauter reellen
Elementen 4;=...=4, ist eine Normalformenmenge der Transformationsgruppe
[U(n), Ly(V™)] bzw. [O(n), L,(V")], vgl. Satz 5.7.3.

Ubung 2. Es sei K=C und L(V") die Menge der schiefhermiteschen Operatoren
des unitdren Raumes ¥V*. Man beweise: a) Ly, (V") ist ein bei U(n) invarianter reeller
Unterraum von L(V"). — b) Fiir jedes a € Ly(V™®) sind alle von 0 verschiedenen Eigen-
werte A; rein imaginér, d. h., es gilt 4;=ia;, a;j€R, j=1,...,n,i2=—-1. —¢) Zu jedem
a €L, (V™) gibt es eine orthonormierte Basis (b;) von V7, beziiglich der die Matrix von a
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Diagonalform (ia;d;) mit «;€R, o) =... =a, besitzt; die Menge aller dieser Matrizen ist
eine Normalformenmenge der Transformationsgruppe [U(n), L,(V™)].

Ubung 3. Im Fall K =R beweise man fiir den Raum L,(V") der schiefsymmetri-
schen Operatoren des euklidischen Vektorraumes V" und die Gruppe O(n) anstelle
von U(n) die zu a), b) von Ubung 2 analogen Aussagen. Ferner zeige man, da8 die
unten angegebenen Matrizen der Gestalt (14) eine Normalformenmenge der Trans-
formationsgruppe [O(n), L,(V")] bilden. Hinweis. Man betrachte die Komplexifi-
zierung ¢V” =V + V2 - i von V?, vgl. Ubung 5.2.10. Das Skalarprodukt von V* dehnen
wir zu einem hermiteschen Skalarprodukt auf ¢c¥V" aus, indem wir (g, yi)= —(g, y)i=
= —(zi, v) und (i, Yi) =(z, Y), 1, Y €V, setzen. Fiir a € L(V) erhalten wir durch lineare
Ausdehnung a(ti) =a(z) i einen auf ¢V definierten schiefhermiteschen Operator; dazu ge-
niigt es zu beachten, dal eine orthonormierte Basis von ¥V auch eine orthonormierte
Basis des unitéiren Raumes ¢V ist, und Folgerung 2 anzuwenden. Da die Eigenwerte
A=+0 von a alle rein imagindr sind und das charakteristische Polynom von a reelle
Koeffizienten hat, miissen diese Eigenwerte in Paaren 1 =ia, A = —ia auftreten (Satz
2.8.2). Ist 3 =g + yi€cV ein Eigenvektor zu 4, so ist 3 =g — yi ein Eigenvektor zu . Man
beweist leicht, daB fiir A +0 die Vektoren g, §) € V orthogonal sind, bei geeigneter Nor-
mierung von 3 beide die Linge 1 haben und a(r) = — ya, a(l)) =z« gelten; wegen g, €V
spannen I, 1) einen zweidimensionalen, invarianten reellen Unterraum W, SV auf,
fiir den a | W, bezogen auf g, t) die Normalform

0 o

—-a O
besitzt. Aus Lemma 1 erhidlt man durch einen einfachen InduktionsschluB3, daB es eine
orthonormierte Basis (e;) von V gibt, fiir welche die Matrix (a;;) von a folgende Normal-

form hat; a, f, ..., ¥ sind dabei die Imaginérteile der Eigenwerte von a unter Beriick-
sichtigung ihrer Vielfachheiten:

0 a: 0
—a 0:
0p:
-0
. (14)
0y
-y 0
............. g .
0 ‘.O

Ubung 4. Es sei V" unitér und a € L(V). Man beweise: a) b: =a’ oaist selbstadjungiert,
alle Eigenwerte von b sind nichtnegativ, und es gilt Ker a =Ker b. — b) Es gibt eine
Darstellung a =uog, u €U(n), g€ Ly(V), alle Eigenwerte von g nichtnegativ; dabei ist g
und im Fall a € GL(V) auch u eindeutig bestimmt. (Hinweis. Man betrachte eine ortho-
normierte Basis aus Eigenvektoren (e;) von b; b(e;) =eA;. Die Vektoren a(e) geniigen
dann der Beziehung {(a(e;), a(e;)) =4;04. Durch Normierung und eventuell Erginzung
dieser orthogonalen Vektoren findet man eine gewisse orthonormierte Basis (;) von V.
Dann sind u mit u(e;) =& und g mit g(e;) = Yisex, YA, =0, Faktoren der gesuchten Zer-
legung. Jedes g, das den Forderungen geniigt, erfiillt g2 =b. Hieraus folgt die Eindeutig-
keitsaussage.) — ¢) Im Fall K =R beweise man die Existenz und analoge Eindeutigkeits-
eigenschaften der Darstellung a =u og mit g € Ly(V), u €0(n), g mit nichtnegativen Eigen-
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werten. Ferner zeige man das analoge Ergebnis fiir Darstellungen der Form a =gow,
gELL(V), ueU(n).

Ubung 5. Es sei V" ein unitidrer Raum, W™ und U* Unterraume, 1=m =k <n. Die
Zerlegung V =U + UL definiert eine Projektion py: ¥V —U; wir setzen p: =p, | W™ Man
beweise: a) p’op: W—W ist selbstadjungiert, und fiir die Eigenwerte 4,, a =1, ..., m,
von' p’op gilt 0=a,=1. — b) Kerp=Kerp' op=WNU. — Man setzt cos p,=V2,,
0=g,=7%/2, und nennt ¢, die Winkel zwischen W und UL. — c) Ist (Wg, Ug) ein weiteres
Paar von Unterrdumen, so gibt es genau dann ein g c¢U(n) mit gWy=W und gU,=U,
wenn die Winkel ¢, zwischen Wy und Uyl mit den Winkeln ¢, zwischen W und UL un-
ter Beriicksichtigung der Vielfachheiten iibereinstimmen. (Hinweis. Weil U(n) iiber
den k-dimensionalen Unterrdumen von V transitiv wirkt, kann man o. B.d. A. Uy=U
annehmen. Man passe die orthogonale Basis von U, UL an die orthogonalen Projek-

tionen der Eigenvektoren von p’op (bzw. p6 ope) an und erhilt nach eventueller Er-
ginzung zwei orthonormierte Basen (a;) bzw. (ag;) von V, welche durch g(ap;)=aj,
j=1, ..., n, die gesuchte Transformation liefern.) Man macht sich leicht klar, da8 ein
entsprechendes Resultat auch fiir den euklidischen Vektorraum ¥ gilt.

§ 6. Euklidische Klassifikation der Quadriken

In diesem Paragraphen wollen wir die folgende Frage behandeln : Es seien Q, Q zwei
Quadriken des euklidischen Raumes E*. Wann sind diese Quadriken kongruent,
d. h., wann gibt es eine Bewegung f€E(n) mit /(Q) =Q? Offenbar ist das der Fall,
wenn esorthonormierte n-Beine (0; e;) bzw. (8, )desE®derart gibt, daBQ und@ beziig-
lich (o; e;) bzw. (8; &;) durch Gleichungen mit entsprechend gleichen Koeffizienten
definiert werden kénnen; die durch f: (o; e;) — /8; ;) bestimmte Bewegung leistet
dann f(Q) =Q (Zuordnung durch gleiche Koordinaten, vgl. §5.7). Wir werden
also auf folgendes Problem gefiihrt: Wann lassen sich zwei quadratische Gleichun-
gen (5.9.1) oder in Matrixschreibweise (5.9.36) durch eine orthogonale kartesische
Transformation der Koordinaten und durch Multiplikation mit einer Zahlc€ R, ¢ +0,
ineinander iiberfithren? Diese Klassifikationsaufgabe fiir die quadratischen Glei-
chungen wird durch Satz 2 gelost. Wegen E(n)cU(n) gelten fiir die Koordinaten-
transformation und die Transformation der Koeffizienten der Gleichungen die
Formeln der affinen Geometrie, insbesondere also (37), (38), (42) und (43) aus §5.9,
wobei jedoch nur orthogonale Matrizen (;;) auftreten, da wir nur orthonormierte
n-Beine ineinander transformieren kénnen.

Wie in der affinen Geometrie untersuchen wir zuerst das Transformationsgesetz
fiir die Matrix (g;;) einer symmetrischen Bilinearform. Wegen (x;)cO(n) gilt
(@) = ()%, und aus (5.9.42) folgt

(4s5) = (i) (qaa) (2z5) "1 (1)

Ein Vergleich mit dem Transformationsgesetz (5.7.25) der Matrix eines linearen
Operators zeigt, daB fiir («;) €O(n) beide Transformationsgesetze iibereinstimmen.
Ubersetzen wir daher Satz 4.2 in die Matrixsprache, so ergibt sich unmittelbar:

21 Onisdik, Algebra 1
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Satz 1. Es set V" ein euklidiccher Vektorraum und b: V* x V"~ R eine symmetre-
sche Bilinearform. Ist (e;) irgendeine orthonormierte Basis und (by):= (b(e;, e;)) die
Matriz von b beziiglich (e;), so vst das charakteristische Polynom

2p(t) 1 =det (b;; —15;;) (2)

unabhdngig von der Wahl der orthonormierten Basis (e;), und die Eigenwerte
A, 2y(2;) =0, sind alle reell. Es gibt exne orthonormierte Basis (d;) von V*, so daf

b(d;, b)) =405, ¥, j=1,.,m, (3)

qult; die Matrixz der Form b beziiglich (d;) hat also Diagonalform mit den Eigenwerten A;
auf der Hauptdiagonale. Zwer symmetrische Bilinearformen sind genau dann O(n)-
dquivalent, wenn thre charaktervstischen Polynome iibereinstimmen. 0O

Man beachte, daB das charakteristische Polynom einer Bilinearform im allge-
meinen nur bei orthogonalen Transformationen invariant bleibt, wie man unmittel-
bar durch Vergleich von Satz 1 mit dem Tragheitssatz 5.9.6 erkennt ; einen direkten
Invarianzbeweis kann man analog zu Satz 5.8.1 auf Grund von (1) fithren. Die enge
Beziehung zwischen der euklidischen Theorie der symmetrischen Bilinearformen
und den selbstadjungierten Operatoren wird auch durch die am Schlufl des Para-
graphen angegebene Ubung 1 beleuchtet.

Ist (b;) eine orthonormierte Basis, beziiglich der die Matrix von b Diagonalform
hat, so nennt man die Richtungen von b,;, =1, ..., n, Hauptrichtungen der Bilinear-
form; eine Koordinatentransformation, die die Diagonalform herstellt, nennt man
auch Hauptachsentransformation. Man beachte, dafi die Hauptrichtungen durch die
Bilinearform genau dann eindeutig bestimmt sind, wenn alle Eigenwerte die Viel-
fachheit 1 haben. Fiir die Durchfiihrung der Hauptachsentransformation gilt na-
tiirlich wieder das nach dem Beweis von Folgerung 4.4 Bemerkte.

Satz 2. Es seien z; orthogonale kartesische Punktkoordinaten des euklidischen
Raumes V*. Die GQleichung

(%) (g) (%) + (@) (=) +¢=0, (25)" =(g3;) » (4)
erner Quadrik Qc E* kann durch eine orthogonale Koordinatentransformation
(#;) = (o) () + (=), (a;)€O0(n) , (5)

und Normierung, d. h. Multiplikation mit einer Zahl c=+0, c€R, auf etne und nur
etne der folgenden Normalformen gebracht werden:

M Sad-1=0, (6)
a=1

(I1) z';z,z3=0 mit =1, (7y
a=1

r
(1) 222 42,4, =0; (8)
1



§ 5. Euklidische Klassifikation der Quadriken 317

daber gelten:
a) 4, %0, a=1, .., r=1g(g;), r=1; 9)
b) 4, =...=4,; (10)

¢) in den Fillen (I1) und (I1II) vst die Anzahl | der negativen 2, kleiner oder gleich
7/2; wenn l=7/2 und @ die kleinste Zahl mit |A,|*|4,_,, ;| ist, sei |4, =>4, _o 4 |-

Beweis. Zum Beweis der Existenz der Normalform brauchen wir nur dem Be-
weis von Satz 5.9.9 zu folgen. Ist Q zentral, so legen wir o in ein Zentrum und er-
reichen (g;) = (0). Die Hauptachsentransformation fiir die Matrix (g;;) liefert bei ge-
eigneter Numerierung der Achsen und Normierung di¢ Typen (I) oder (II), wobei
a), b) und ¢) erfiillt sind. Ist @ nicht zentral, so fithren wir zuerst die Hauptachsen-
transformation aus und erhalten eine Gleichung der Form (5.9.66), woraus wir
durch eine Translation auf (5.9.67) kommen. Da die Transformation (5.9.68) nicht
orthogonal ist, miissen wir das Verfahren hier etwas abidndern, um durch eine eukli-
dische Transformation die Normalform (III) herzustellen. Wir setzen

n
x, ==, a=1,..,7, 2 =u"1 3 g%, (11)
e=r+1
mit
n 2 1/2
y:=( > qo) +0; (12)
e=r+1

denn sonst wire die Quadrik zentral. Die Matrix aus r + 1 orthonormierten Spalten-
vektoren des R”

1 0 0 0
0 1 .o
o .10 )
. 0 % 1,41 mit @,y ,1=pu"1g, e=r+1,..,m,

0 0 .. 0 a,q,
erginzen wir durch Hinzufiigen geeigneter Spaltenvektoren zu einer orthogonalen
Matrix («;;) € O(n); das ist nach Folgerung 2.1 mdglich. Setzen wir

n
To= D gy e=r+2, ., 70, (13)
o=r+1

so folgt nach Ausfithrung der durch (11) und (13) bestimmten Transformation

2 A2+ pay =0, (14)
e=1

Division durch g fiihrt auf die Form (III). Zum Beweis der Eindeutigkeit bemerken
wir zuerst, da wegen der Bedingungen a), b), ¢) bzw. wegen der Form der Glei-
chungen eine Normierung nicht mehr méglich ist. Wie schon durch Satz 5.9.10 be-
21e
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wiesen, lassen sich Gleichungen verschiedener Typen (I), (II), (III), nicht einmal
durch eine affine Koordinatentransformation, also erst recht mnicht durch eine
euklidische, ineinander iiberfiihren. Da bei einer euklidischen Transformation die
charakteristischen Polynome der quadratischen Bestandteile der Gleichungen in-
variant bleiben, lassen sich auch Gleichungen desselben Typs, aber mit verschie-
denen r oder 4, nicht ineinander transformieren. O

Mit Hilfe von Satz 2 148t sich die euklidische Klassifikation der Quadriken leicht
durchfiihren. Jede Klasse affin-kongruenter Quadriken spaltet in der Regel in eine
unendliche Menge euklidischer Klassen auf, welche durch die Konstanten 4, ..., 4,
beschrieben werden. So sind z. B. alle Ellipsoide

(f_‘)2+... +(ﬂ)2=1 (15)
(2] a,,

affin-kongruent ; euklidisch jedoch unterscheiden sie sich durch ihre Halbachsen
a;:=(4;)~Y2 (vgl. Abb. 12). Sind alle «; gleich derselben Zahl a, so erhalten wir als
Spezialfall die Gleichung einer Hypersphdre vom Radius a. Wir empfehlen dem

a5}

)

G X a,
u; Abb. 12

Leser die Durchfiihrung der Klassifikation vor allem fiir » =2, 3 im einzelnen; hier-
bei kann man sich an der affinen Klassifikation orientieren und hat dann nur die
euklidische Aufspaltung der affinen Klassen zu untersuchen. Das folgende Beispiel
weist auf eine gewisse Schwierigkeit hin.

Beispiel 1. Die Gleichungen
22+222=0, O<l=1, (16)

etwa gedacht iiber dem E3, sind fiir verschiedene Werte von 2, nicht §(3)-dquivalent,
obwohl sie alle dieselbe Quadrik, némlich den in die xz3-Achse ausgearteten Kegel
24=27=0 beschreiben. \

Um also von der Klassifikation der Gleichungen auf die Klassifikation der Quadri-
ken zu kommen, mufl man noch untersuchen, wann zwei verschiedene der Normal-
formen der Gleichungen kongruente Quadriken bestimmen; denn die Ubereinstim-
mung der Normalformen ihrer Gleichungen ist hinreichend, aber, wie Beispiel 1
zeigt, nicht notwendig fiir die Kongrpenz der Quadriken. Wir nennen eine Quadrik
Qc A* degeneriert, wenn sie schon in einer k-Ebene H¥, k<n —1, des affinen (bzw.
euklidischen) Raumes A” liegt. Man macht sich leicht klar, daB nur die imagindren
Quadriken (Typ (I), alle 4,=0) und die doppelt zihlenden Ebenen, das sind die
Quadriken vom Typ (II) mit 4,>0 fiir a=1, ..., 7 im Fall r=2 degeneriert sind.
Aus Ubung 3 erhilt man
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Satz 3. Zwei nicht degenerierte Quadriken des euklidischen Raumes E* sind genau
dann kongruent, wenn thre Gleichungen dieselbe Normalform aus Satz 2 haben. 0O

Ubung 1. Es sei V” ein unitdrer Raum, K =R, C. Fiir K =C sei L, ,(V") die Menge
der Abbildungen b: ¥* X V" »C, die im ersten Argument linear und im zweiten konju-
giert-linear sind. Man beweisge: a) Die Menge L, (V") ist ein Vektorraum iiber C, und
die Abbildung

D:acL(V") > b, €L (V™) mit  by(z, v): =(ax, v) (17)

ist ein Isomorphismus der Vektorrdume. — b) im Fall K =R ist die analog definierte
Abbildung ®: L(V?) -~LyV") von L(V*) auf die Menge der Bilinearformen (Definition
5.9.3) ebenfalls ein Isomorphismus der Vektorrdume. — ¢) Die Rdume L (V") (bzw.
Ly(V™) sind GL(V")-Transformationsgruppen mit der Wirkung

gb(t» t)) =b(g-lg’ g'it))’ L t)evn’ (18)

fiir g e GL(V™) und b €Ly (V") (bzw. Ly(V")). Schrinkt man diese Wirkung und ebenso
die Wirkung (5.8.1) von GL(V™) iiber L(V") auf U(n) (bzw. O(n)) ein, so wird & ein
U(n)-Isomorphismus (bzw. O(n)-Isomorphismus) der Transformationsgruppen (vgl.
Beispiel 1.5.4). — d) @ | Ly(V™) ist ein U(n)-Isomorphismus (bzw. O(n)-Isomorphismus)
des Raumes der selbstadjungierten Operatoren auf den Raum (V") der hermiteschen
Formen (bzw. Ly(V™"), der symmetrischen Bilinearformen). Hieraus und aus Satz 4.2
leite man die unitdre Normalform

r
> A&, O%AjeR,  A=..=4, r=1gb, (19)
i=1

der hermiteschen Formen und Satz 1 her. Zwei hermitesche Formen sind genau dann
U(n)-dquivalent, wenn die aus ihren Matrizen beziiglich irgendwelcher orthonormierter
n-Beine gebildeten charakteristischen Polynome (2) iibereinstimmen.

Ubung 2. Man beweise, daB3 @ | L,,(V") ebenfalls ein U(n)-Isomorphismus auf den
ree:len Vektorraum der schiefhermiteschen Formen L, ;(V?*), C L, 4(V™) ist; dabei hei3t
eine Form b € Ly (V") schiefhermitesch, wenn

gilt. Aus Ubung 4.2 leite man eine unitére Normalform fiir die schiefhermiteschen For-
men her. Analoges zeige man fiir K =R und @ | L,(V"), V" euklidisch; aus Ubung 4.3
erhdlt man dann eine orthogonale Normalform der schiefsymmetrischen Bilinear-
formen.

Ubung 3. Offenbar ist der Begriff degenerierte Quadrik schon in der affinen Geome-
trie sinnvoll. Wir betrachten einen reellen, affinen Raum A" mit den kartesischen Punkt-
koordinaten (z;). Man beweise: Zwei Gleichungen der Form (5.9.1) mit den Koeffizisn-
ten gy, ¢i, ¢ bzw. §yj» Gi» § und g4 =gji, §ij =ji» % j =1, ..., n, nicht alle gq;; (bzw. i)
gleich 0, bestimmen genau dann dieselbe nicht degenerierte Quadrik @ cA”, wenn
es eine Zahl 4 € R mit g +0 und

éi;’ =qijl, éi =qil, é =qu, %, 7 =1,.,n, (21)
gibt. (Hinweis. Die Bedingung ist offenbar hinreichend. Fiir den Beweis der Not-
wendigkeit iiberzeugt man sich anhand der in § 5.9 hergeleiteten Transformations-
formeln davon, da8 die Bedingung (21) bei Transformation der affinen Koordinaten
(z;) (simultan in beiden Gleichungen) und Normierung der Gleichungen erhalten
bleibt. Fiir n =1, 2 beweist man die Behauptung direkt; dabei kann man o. B. d. A.
eine der Gleichungen als Normalform annehmen. Fiir » =3 fithrt man den Beweis durch
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vollsta.ndnge Induktion: Man lege das n-Bein (o; a;) des A" so, dafl a;:=o0+q;€Q,
t=1, .., mn, und 0¢Q gllt Es sei H; die Koordinaten-Hyperebene z; =0 und @;: =Q NH;.
Man zeigt, daB die @; in H; nicht degeneriert sind. Ein Blick auf die Gleichungen von
drei der Q; schlieBt die Induktion ab.) — Zum Beweis von Satz 3 beachte man, daB3 die
Zuordnung ,nichtdegenerierte Quadrik @ —> Gleichung* bei gegebenem Koordinaten-
system bis auf einen Faktor eindeutig ist, und wende Satz 2 an.

Ubung 4. Es sei q(x): =b(z, 1), b eine hermitesche Form (bzw. symmetrische Bilinear-
form) auf dem unitdren Vektorraum V*. Man beweise: a)

min {g(z) | |x| =1} =min {4 | 2 Eigenwert von b},
max {g(z) | [t]| =1} =max {4 | A Eigenwert von b} .

f) Im Fall K =R leite man die zu (5.8.5) analoge charakteristische Gleichung x(1) =
fiir die Eigenwerte durch Betrachtung eines Extremalproblems mit Nebenbedingungen
her (Lagrangesche Multiplikatorenregel, vgl. ein Lehrbuch der Analysis). Weiter sei @
eine zentrale Quadrik des euklidischen Raumes E™ mit dem Zentrum o. Man diskutiere
das Extremalproblem g(o, ) =Extremum unter der Nebenbedingung x €Q.

Zum Abschlufl dieses Paragraphen méchten wir noch mit einigen Bemerkungen
auf das Erlanger Programm von FErLIx KiLEIN [1] eingehen, das einen grofen
EinfluB auf die Entwicklung der Geometrie hatte. Die in diesen ,,Vergleichenden
Betrachtungen iiber neuere geometrische Forschungen* aus dem Jahre 1872 aufge-
stellten Grundsétze lassen sich etwa folgendermaBen zusammenfassen:

1. Zu jedsr Geometrie gehort eine entsprechende Automorphismengruppe, die Gruppe
derjenigen Transformationen des Raumes X, ber denen die gerade untersuchten geo-
metrischen Eigenschaften ungedindert bleiben.

II. Es sei eine Transformationsgruppe gegeben; die geometrischen Eigenschaften der
transformierten Gebilde sind dann gerade diejenigen, die bei allen Transformationen
der Gruppe invariant bleiben.

Im Sinne von I haben wir die affine Gruppe (n), die euklidische Gruppe &(n)
und die Gruppe SE(n):=8S0(n) - T(E") der orientierungserhaltenden euklidischen
Bewegungen gebildet, vgl. Folgerung 2.6, (2.39) und Satz 3.1. Man bemerkt die
Inklusionen A(n) >E(n)>SE(n). Den zweiten Grundsatz haben wir z. B.bei der
Untersuchung der Quadriken angewandt: Die affine Geometrie der Quadriken be-
deutet die Aufstellung eines vollstindigen Invariantensystems gegeniiber affinen
Transformationen, und ihre euklidische Geometrie lauft auf ihre euklidische Klassi-
fikation hinaus. Natiirlich lassen sich viele geometrische Eigenschaften der Qua-
driken sowohl in der affinen als auch in der euklidischen Geometrie angeben, die hier
nicht einmal erwihnt wurden; diese haben jedoch einen mehr speziellen und be-
schreibenden Charakter. Nach der Lésung des Klassifikationsproblems lassen sich
viele Fragen iiber die gerade betrachteten geometrischen Objekte oft recht einfach
beantworten, es ist als die Grundaufgabe der Geometrie einer Transformations-
gruppe anzusehen (vgl. § 5.7).

Wir vergleichen nun verschiedene Geometrien derselben Objektmenge, d. h.
Transformationsgruppen [G, X], [H, X] iiber derselben Menge X, wobei wir G, Hc
c8(X) annehmen kénnen (Beispiel 1.4.1; man beachte, daB auch im allgemeinen
Fall die Wirkung einer beliebigen Gruppe G iiber X nur iiber das Bild ¢(@) des die
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Wirkung von @ iiber X definierenden Homomorphismus ¢ (1.4.3) realisiert wird).
Nach F. KpLEIN gilt die leicht zu verifizierende Feststellung

II1. Ist fiir eine Grundmenge X von geometrischen Objekten die Gruppe GO H, so
18t jede G-Invarianie auch eine H-Invariante.

Je groBer die Gruppe einer Transformationsgruppe iiber X ist, desto allgemeiner
ist ihre Geometrie und desto kleiner ist die Menge ihrer Invarianten. Zum Beispiel
ist die affine Geometrie (bei K = R) in diesem Sinne allgemeiner als die euklidische ;

.in der euklidischen Geometrie sind die Hauptachsen einer Quadrik invariant, und
in der affinen ist das nicht der Fall; z. B. sind alle Ellipsen affin, aber nicht eukli-
disch dquivalent. Zwischen der euklidischen und der affinen liegt die dquiaffine
Geometrie; gibt man in einem affinen Raum eine Volumenfunktion vor, so wird
die dquiaffine Gruppe als die Menge aller derjenigen affinen Transformationen
f definiert, die die Volumenfunktion invariant lassen; diese Bedingung ist nach
(5.7.32) dquivalent zu N(a;) =1. Hier wurde Grundsatz I angewandt. Nach Grund-
satz IT untersucht die dquiaffine Geometrie diejenigen Eigenschaften, die bei der
dquiaffinen Gruppe invariant bleiben; natiirlich ist jede affine Eigenschaft auch
dquiaffin und euklidisch invariant, aber nicht umgekehrt (Grundsatz III).

Die Durchfithrung dieser Grundsitze benutzte F. KLEIN zur Einteilung der Geo-
metrien nach ihren Bewegungsgruppen. Die Bedeutung dieser Prinzipien wird
allerdings erst voll sichtbar, wenn man die Geometrie vom projektiven Stand-
punkt aus betreibt, den wir in Band 3 entwickeln wollen.

Eine konsequente Ausgestaltung der F. Kleinschen Gedanken in der modernen
Terminologie fithrt auf die in § 1.5 behandelten Kategorien; als Geometrie einer
Gruppe G kann man die Kategorie §(G) der. Transformationsgruppen [@, X] (G fest)
mit den G-Invarianten als Morphismen ansehen (Beispiel 1.5.4). Die vergleichenden
Betrachtungen verschiedener Geometrien lassen sich in der Kategorie § aller Trans-
formationsgruppen mit den dquivarianten Morphismen, Beispiel 1.5.3, anstellen.
Man erkennt schlieBlich, daB die zuerst im Erlanger Programm ausgefiihrten Be-
trachtungen eine weit iiber die Geometrie hinausreichende Bedeutung gewonnen
haben: In jeder Kategorie gehért zu jeder Objektmenge X die Automorphismen-
gruppe Aut(X), vgl. Satz 1.5.1, die eine Transformationsgruppe von X ist. Die
Kategorien aber sind der sehr allgemeine Rahmen, in dem sich die Mathematik
heute unterbringen 148t.
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—, indefinite 270

—, nicht ausgeartete 269
—, schiefsymmetrische 264
—, semidefinite 269

—, symmetrische 262
Blockmatrix 224

—, quadratisch zerlegte 224
Bruch, einfacher 94

—, unkiirzbarer 94

Cayleysche Zahlen 74
Charakteristik 60
Cramersche Regel 189

Darstellung, implizite, einer k-Ebene 237
Defekt 269

Defektunterraum 269

Definitheit, positive 278
Definitionsbereich 28

Dehnung 140, 151, 206

Dehnungsfaktor 152

DESCARTES, R. 13, 107

Determinante 178

—, Gramsche 302
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Diagonale 154
Diagonalmatrix 183
Diagramm, kommutatives 22
Differenz 16

—, symmetrische 58
Dimension 139, 157

— einer Ebene 162
Dimensionsaxiom 158
Diskriminante 104, 191
Distributivgesetz 56
Division mit Rest 65, 76, 83
Divisionsalgebra 218
Drehspiegelung 297, 298
Drehung 295, 298
Dreiecksmatrix 183, 213
Dreiecksungleichung 283
Durchschnitt 16

Ebene 162

—, von B aufgespannte 165
— n, parallele 163

— n, windschiefe 173
Ecke 150

Eckpunkt 174
Eigenunterraum 204
Eigenvektor 204, 251
Eigenwert 203, 251
Einbettung 19
Einheitsmatrix 180, 217
Einheitsvektor 286
Einheitswurzeln, n-te 72
—, primitive 72

Einschrinkung einer Abbildung 19

— eines Vektorraumes 146
Einselement 29

— e einer Kategorie 51
Element 15

—, entgegengesetztes 31
—, erzeugendes 44, 128
—, inverses 30

—, invertierbares 30

—, neutrales 29

— e, assoziierte 59

— o, kommutierende 49
— e, konjugierte 50

— o, relativ prime 64

— o, teilerfremde 64

— e, unvergleichbare 24
Elimination 237

Ellipse 260

Ellipsoid 276, 318
Endomorphismenalgebra 218
Endomorphismenring 58
Endomorphismus 40

—, dhnlicher 251

Endomorphismus aufspaltender 252, 253

—, diagonalisierbarer 212
—, linearer 199

—, nilpotenter 253

— von Ringen 59
Enthaltensein 15

Entwicklungssatz von LAPLACE 186

Erweiterung 61
—, endliche 161
Erweiterungskérper 133
Erzeugende 275

Faktorgruppe 117
Faktormenge 25, 115
Faktormonoid 91
Faktorraum 199
Faktorring 129

Familie 20

Fixpunkt 48, 196
Flagge 213

Folge 21

Form, hermitesche 277, 319
—, quadratische 264

—, schiefhermitesche 319

Formel von CAucHY-BURNSIDE 121

— von Mo1vgrE 71

Fundamentalsatz der Algebra 105, 135

Funktion 18

—, rationale 95

Funktional 234

Funktor, kontravarianter 53
—, kovarianter 53
FuBpunkt 287

G-Abbildungen 53
Gavrois, E. 106

Gauss, C. F. 105, 110, 135
Geometrie, affine 147
—, analytische 147

—, dquiaffine 321

—, euklidische 281

—, synthetische 147
Gerade 149

— n, windschiefe 169
Gesetz, assoziatives 16
—, distributives 16

—, kommutatives 17
ggT 64, 84, 131
Gleichungssystem 110
—, équivalentes 111

—, homogenes 110, 230
—, lineares 110, 229, 236
—, lé6sbares 110
Gleitspiegelung 298
Glieder eines Polynoms 97
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Grad eines Monoms 97 Indexmenge 20
— eines Polynoms 74, 97 Infimum 23
Grundpunkte 159 Injektion 125
Gruppe 30 Integritédtsbereich 63
—, abelsche 31 Interpolation, parabolische 80
—, additive, eines Ringes 56 Interpolationsformel von LAGRANGE 80
—, affine 194 — von NEwTOXN 80
—, alternierende 37 Invariante 53, 247
—, dquiaffine 321 Invariantensystem, vollsténdiges 248
—, endliche 32 Inverse 31
— der invertierbaren Elemente 31 Involution 197
—, lineare 199 Isomorphiesatz, erster 121
—, multiplikative, eines Ringes 57 —, zweiter 119
—, orthogonale 291 Isomorphismen in Kategorien 52
—, spezielle lineare 245 Isomorphismus 52
—, — orthogonale 292 —, linearer 199
—, — unitdre 292 — von Ringen 59
—, symmetrische 32
—, unitdre 291 Jacobi-Identitdat 307
—, zyklische 44 Jordansches Kistchen 255
Gruppenhomomorphismus 40
Gruppentafel 33 Karte 249
Gruppoid 35 Kategorie 51
—, affine 194
Halbachse 318 — aller Gruppen 51
Halbgruppe 28 — aller Mengen 51
Halbraum 308 — der Transformationsgruppen 53
Hauptachsentransformation 316 — der Vektorraume 199
Hauptdiagonale 183 Kegel 262, 276
Hauptideal 128 Kegelschnitt 262
Hauptidealring 130 Kern 42, 199
Hauptminoren 252 — eines Ringhomomeorphismus 60
Hauptrichtungen 316 Kette von Abbildungen 22
Hauptsdtze iiber lineare Gleichungs- kgV 85
systeme 229, 230 Klasse 17
Homogenitdt 180 Klasseneinteilung 24
Homomorphiesatz fiir Gruppen 118 Klassifikation 249
— fiir Monoide 130 KrEIN, F. 320
— fiir Ringe 129 Kommutator 118
Homomorphismus von Monoiden 40 Kommutatorgruppe 118
Homothetie 151 Komplement 16
homothetisch 153 —, algebraisches 186
Hornersches Schema 77 —, orthogonales 289
Hiille, lineare 143 Komplexifizierung 205
Hiillenoperator 143, 165 Komponente 159
Hyperbel 261 Komposition 51
Hyperboloid 276 Kongruenz, affine 261
Hyperebene 162 — modulo n 65
Hypersphire 318 Koordinaten, baryzentrische 168
— einer linearen Abbildung 220
Ideal 127 — einer k-Ebene 237
—, maximales 129 Koordinatenebene 163
Imaginérteil 68 Koordinatensystem, kartesisches 139, 159
Index 270 Koordinatentransformation 241, 301

— einer Untergruppe 115 Korper 61
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Korper algebraisch abgeschlossener 259
— der komplexen Zahlen 68

— der rationalen Funktionen 93, 104
Korpergrad 161

Kosinussatz 285

Kriterium von KRONECKER-CAPELLI 229
Kronecker-Symbol 180

Kiirzungsregel 58

Linge 283
Laplacescher Entwicklungssatz 189
— —, allgemeiner 186
Lemma von ZorN 161
Linearfaktoren 80
Linearform 232
Linearitdt 180
Linearkombination 144
— von Punkten 167
Linksnebenklasse 115
Linkstranslation 47
Loésung 110

—, triviale 110
Losungsmenge 113

Lot 287

Michtigkeit 21, 52
Massenpunkt 167

Matrix 21, 110, 177, 211
—, erweiterte 110

—, hermitesche 277

—, inverse 219, 220

—, Jordansche 256

—, kontragrediente 242

— der Koordinatentransformation 241
—, orthogonale 292

—, quadratische 177, 212
—, quasidiagonale 224

—, schiefhermitesche 312
—, schiefsymmetrische 312
—, transponierte 184

—, unitdre 292
Matrizenalgebra 218
Menge 14

— von Abbildungen 20

—, abzéhlbare 21

—, endliche 21

—, erzeugende 39, 155

—, leere 16

—, linear unabhingige 155
—, gleichméchtige 52
Mengensystem 17

—; Durchschnitt 17

—; Vereinigung 17

Metrik 284

Minor, komplementérer 185

Minor k-ter Ordnung 185

Mitschleppen des Koordinatensystems 247
Mittelpunkt 168

Monoid 28

—, kommutatives 30

Monome 97

—, dhnliche 97

Morphismen 51

—, dquivariante 52

Multifunktor 55

n-Bein 158

—, positiv orientiertes 182
— e, gleichorientierte 182
Newtonsche Formeln 104
Nichteffektivitdtskern 48
Nilunterraum 258
Niveaumengen 25

Norm 283

— einer Matrix 244
Normaleéneinheitsvektor 308
Normalform 250

—, Hessesche 308

—, Jordansche 256
Normalteiler 116
n-Tupel 21

n-Tupelraum 142

Null 31

Nullmatrix 211
Nullpolynom 74
Nullstelle 78

—, einfache 78

Nullteiler 58

Oktaven 74

Operation, algebraische 27
—, assoziative 28

—, bilineare 217

—, n-stellige 34

—, punktweise 28
Operator 195, 310

—, adjungierter 310

—, hermitescher 311

—, schiefhermitescher 311
—, schiefsymmetrischer 311
—, selbstadjungierter 311
—, symmetrischer 311
Orbit 49

Orbitraum 49

Ordnung 23

— eines Elementes 44

— einer Gruppe 32

—, induktive 161

—, lexikographische 97
—, lineare 24
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Orientierung 182

—, vertrigliche 302

Orthogonalisierung nach EREARD ScEMIDT
287

— nach G. Szeco 305

Orthogonalitit 286

Ortsvektor 148

Paar, geordnetes 20

Parabel 261

Paraboloid 277

Parallelepiped 174

—, ausgeartetes 174

—, orientiertes 174

Parallelitdt 151
Parallelogramm 154, 175
Parallelprojektion 197
Parameter 164

—, affiner 149

—, freie 113
Parameterdarstellung einer Geraden 149
— einer k-Ebene 164, 165
Parametertransformation, affine 150
Partialbruch 94
Partialbruchzerlegung 95
Permutation 33

—, gerade, ungerade 37
Polygon 150

Polynom 74

—, charakteristisches 252

—, elementarsymmetrisches 101
—, homogenes 97

—, irreduzibles 88

—, reduziertes 88

—, symmetrisches 101
Polynomring 75

— in n Unbestimmten 96
Potenz, k-te 43

Potenzmenge 16

Potenzreihe, formale 76
Potenzsummen 104
Primelement 64
Primmfaktorzerlegung 86, 131
Primkorper 66

Prinzip der linearen Fortsetzung 201, 263
Produkt, direktes, von Monoiden 125
—, —, von Ringen 130

—, — von Untergruppen 123
—, formal unendliches 89

—, halbdirektes 125, 207

— von Matrizen 215

— von Mengen 20

— von Teilmengen 39

— von Untergruppen 123
Produktsatz 222

Programm, Erlanger 320
Projektion 20, 125, 203

—, orthogonale 287

Punkt 147

— e, in allgemeiner Lage 166, 190
— e, kollineare 150, 285
Punktkoordinaten 159, 245

—, orthogonale kartesische 290
Punktraum 139

—, affiner 147

—, orientierter 182

Quadrik 260, 262

—, degenerierte 318

—, imaginéire 261

—, konische 276

—, parabolische 277

—, zentrale 271

—, zylindrische 274, 276
Quasi-Dreiecksmatrix 224
Quaternion, konjugiertes 73
—en 73

Quotient 63, 77
Quotientenkorper 93

Rang 202, 225

— einer Bilinearform 266

Raum, euklidischer 281

—, homogener 49

—, metrischer 284 -

—, unitédrer 282

Realteil 68

Rechtehandregel 182, 307

Rechtsnebenklasse 115

Rechtstranslation 47

Reellifizierung 146

Reflexivitidt 24

Relation 23

Repére 158

Rest 77

Restklasse modulo n 65

Restklassenkorper modulo n 66

Restklassenringe 65

Resultante 191

Ring 56

—, assoziativer 56

— mit Einselement 56

—, euklidischer 83

—, kommutativer 56

—, nullteilerfreier 58

— der ganzen GauBschen Zahlen 83

— der formalen Potenzreihen 76, 132, 161,
234

Ringhomomorphismus 59
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Sarrussche Regel 178

Satz, kleiner, von FERMAT 116
— von KURATOWSKI-ZORN 161
— von LAGRANGE 116

— von STURM 109

— von THALES 285

— von ViETA 81, 102

— von WiLsoN 116
Schiefkérper 61

— der Quaternionen 73
schlicht 21, 237

Schnitt 20

Schréigspiegelung 197, 204
Schranke, untere, obere 23
Schraubachse 298
Schraubung 298
Schreibweise, additive 31

—, formal unendliche 74

—, multiplikative 29
Schwerpunkt 167

—, affiner 167

Seite 150

Signum einer Permutation 38
Simplex 168

Skala, affine 149

Skalar 147

Skalarprodukt 235, 281, 282
Spiegelung 296

— an einer k-Ebene 294

— am Punkt 197, 204

Spur 244

Stabilisator 48

Standardbasis 158 -
Steinitzscher Austauschsatz 170
Strahlensatz 154

Strecke 150, 175

—, ausgeartete 150
Streckenverhdltnis 153, 181
Streckenzug 150
Stufenmatrix 112

—, spezielle 112

Sturmsche Reihe 109

Summe von Untergruppen 40, 124
— von Unterrdumen 145

—, direkte, von Untergruppen 124
—, —, von Unterrdumen 159
—, —, von Unterringen 130

—, —, von Vektorrdumen 205
—, formal unendliche 40, 144
Supremum 23

Symmetrie 24

Taylor-Entwicklung 83
Teiler 62
—, gemeinsamer 63

Teiler, gro3ter gemeinsamer 64
Teilkorper 61

Teilmenge 16

Theorem von BezouT 78

— von CAYLEY 49

Torusgruppe 300

Trigheitssatz von SYLVESTER 268
Transformation 19

—, affine 194

—, euklidische 293
Transformationsgruppe 48
Transitivitdt einer Relation 24
— einer Wirkung 49
Translation 148
Translationsgruppe 148
Transposition 36

Umformung, elementare 111 °
Unabhéngigkeit, lineare 155
Unbestimmte 76

Ungleichung von  CAUCHY-SCHEWARZ-

BunJAROVSKIJ 283, 304
— von HADAMARD 304
Unteralgebra 224
Untergruppe 34
—, eigentliche 35
—, invariante 117
—, stationdre 48
—, triviale 35
—, von § erzeugte 39
—, zyklische 44
Unterkategorie 51
Unterraum 143
—, invarianter 213
— endlicher Kodimension 204
—, reeller 313
Unterrdume, komplementére 174
Unterring 59
Urbild 18
Urbildmenge 19
Ursprung 139, 159

Vandermondesche Determinante 190
Vektor 140, 147

—, dualer 232

—, normierter 286

Vektorfamilie, linear unabhéngige 160
—, orthonormierte 286
Vektorkoordinaten 158, 290
Vektorprodukt 305

Vektorraum 141

—, dualer 232

—, endlichdimensionaler 157

—, euklidischer 281

—, normierter 283
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Vektorraum orientierter 182

—, trivialer 142

Verband, vollstandiger 24, 145
Verbindungsebene 169
Vereinigung 16

Verhiiltnis paralleler Vektoren 154
Verkniipfung 22

Vielfaches 62

—, k-tes 43

—, kleinstes gemeinsames 85
Vielfachheit 78, 87

Viereck 154

—, eigentliches 154

Vierergruppe, Kleinsche 45, 118, 125
Volumen 175, 301

—, orientiertes 176
Volumenfunktion 175
Volumenverhdltnis 181, 222

Wert 78

Wertebereich 18
Winkel 285, 315

—, Eulersche 310

—, orientierter 307
Wirkung 46

—, effektive 48

—, einfach transitive 49

Wirkung freie 48

— einer Gruppe 46

—, natiirliche 47

—, transitive 49

—, triviale 47

Wurzeln einer Gleichung 78
—, n-te 72

Zahl, Cayleysche 74

—, ganze GaufBsche 83

—, imagindére 68

—, komplexe 68

—, konjugiert komplexe 71
Zeichenregel von DESCARTES 107
Zeilen-Spalten-Multiplikation 217
Zentralisator eines Elementes 49
Zentralprojektion 197

Zentrum einer Gruppe 49

— einer Quadrik 271
Zerfdllungsring 80

Zuordnung 18

— durch gleiche Koordinaten 247
Zwischenrelation 150

Zyklen der Léinge k 38

—, unabhéngige 38

Zylinder 271, 276

—, parabolischer 277






