


Churgin · Formeln - und was dann? 



I VEB VERLAG TECHNIK BERLIN 



J.CHURGIN

Formeln-

und was dann? 

Gespräche eines Mathematikers 

mit Biologen und 

Nachrichtentechnikern, Ärzten 

und Teclmologen, Geologen nnd 

Okonomen, mit Menschen 

verschiedener Fachgebiete und 

Interessen über die Mathematik 

und ihre Beziehungen 

zu den anderen Wissenschaften 



Originaltitel: 

R. Xypnrn
Hy lI': ITO?
113,n;ATEJibCTBO QR BJIRCM „MoJio;o,a.11 ruap;o.1rn" 1967

Übersetzt von Dr. H. Heckcndorff, Karl-Marx-Stadt 

Bearbeitet von Dr. H. Heckendorff und Ing. K.-H. Rumpf, Jlerlin 

Lektor: Doris Netz 
DK: 51 
ES: 19 B, 20 K 2 
Bestell-Nr.: 0/3/4283 
Copyright 1970 by VEB Verlag Technik Berlin 
VLN 201. Dg.-Nr. 370/6/70 Deutsche Demokratische Hcpublik 
Gesamtherstellung: Druckerei Fortschritt Erfurt 
Einbandgestaltung: Kurt Beckert 



Inhaltsverzeichnis 

Einige \Vorte an die Leser .......................................... . 
Gespräch mit einem Physiologen im September ....................... . 
Gespräch mit dem Physiologen im Winter ........................... . 
Ein fast vergessenes Gespräch mit einem Ingenieur der Nachrichtentechnik 
Noch einige Worle an Sie, lieber Leser ............................... . 

Wie denken Sie fiber die Mathematik? ............................... . 
\Vns ist nun wirklich Mathematik? ..................... , . , .......... . 
Eine nicht unnütze historische Abschweifung ......................... . 

Figuren aul einem Stnek Gummi .................................... . 
l\lat.hcmatik und Kunst ............................................ . 
Slctige Verformungen ............................................. . 
Eine merkwiirdigc Fläche .......................................... . 
Der Graph ....................................................... . 

Zahlen und Punkte ................................................ . 

Der Sattel ........................................................ . 
Ext.remum ............................................... , ....... . 
Extremale Kurven ................................................ . 
Leonhard Euler .................................................. . 
Seifenblasen ...................................................... . 

Wie sieht ein l\fathematlker aus? ................................... . 
Woher kommen die Axiome? 
Zwei Denkarten ..................... , ............................ . 
Induktion und vollsländige Induktion ............................... . 
Die dramatische Geschichte des Problems der Lösung von Gleichungen .... . 

Gesprüeh mit einem Technologen .................................... . 
Was heißt besser? ................................................ . 
Dus Kriterium ................................................... . 
\Venn die Ente den Schwanz hebt. steckt der Kopf im Wasser .......... . 
Die Nähe ........................................................ . 
Musja und Pusja ................................................. . 
Kein schreckliches Integral ........................................ . 
Raum, Abstand, Norm ............................................ . 
\Vie Fachausdrücke enlstehen ...................................... . 

7 

9 

15 

18 

22 

24 
25 
26 

:JO 

33 

34 

38 

,a 

;;1 

63 

68 

75 

76 

78 

81 

82 

8:l 
87 

90 

95 

98 
101 

103 
101, 
106 

108 

111 

117 

5 



Was wird nun mit den Aufgaben des Technologen? .................... 1Hl 
Diplom-Ingenieur Pfiffig sucht eine neu<' Arbeitsstell<' .................. 120 
Das Modell . . . . . . . . . . . . . . . . . . . • . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 125 
Das mathematische Modell .......................................... 127 
Ereignisse und ihre Modelle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 130 
Wozu ist ein mathematisches Modell iiL<'rhaupt nötig,' ................. 134 
\Vic erhält man ein mathematisches Modell för die Destillation drs Erdöls:' . 141 

Wahrseheiollch hat Ihnen dieses Bm·h gelollen? . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 143 

Wie es dazu karn .................................................. 145 
Der Fall und der :Zufall . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 146 
Die Wahrscheinlichkeit . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 147 
Sie haben einen Versuch gemacht. :Xa und,' ........................... 149 
Gespräch mit einem Doktoranden . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 152 
Der Experimentator und der Statistiker . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 156 
Wir müssen eine Entscheidung fällen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 159 
Intuition: Geburtstage . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 161 
Intuition: Glück - Pech ........................................... 165

Irrfahrt . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 170 
Der Detrunkene erblickt seinen z„rhkumpan .......................... 178 
Der irrende Schiiler ................................................ 17!) 
Die Sprache . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 181, 

Information . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 189 

Gedächtnis und Kode .............................................. 191 
Was ist Jas, Information;• . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1!)7 
Ein quantitatives Maß ............................................. :WO 
Durchlaßfähigkeit . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 203 
Kodierung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 205 
Modell der Sprache und Informationsübertragung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 208 
Das \Vichtigste der Theorie der Tnformationsiibertrngung ............... 209 
Wns wird mit dem Inhalt? .......................................... 210 

\Vas können mathematische .!\lasehinen? .............................. 213 

Gespräch mit einem Psychiater ...................................... 217 
Zeichenerkennung ................................................. 22J 
Technische Diagnostik . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 229 
Etwas über medizinische Diagnostik ................................. 2J7 
Ist es nicht :m der Zeit, den Arzt durch ,•ine diagnostizierende Maschine 
zu ersetzen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . :!.r.O 
Was ist unser Lehen? Eiu Spiel ... . .................................. 242 
Am runden Tisch mit Freunden . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 249 
Ein letztes Wort an Sie, verehrter Leser .............................. 250 

6 



Einige Worte an die Leser 

lch spreche gern und schreibe weniger gern. Dieser Begriff des „Spre­
chens" hat viele Synonyme: ein Gespräch führen, sich unterhalten, 
miteinander reden. 
Im Gespräch spürt man ständig die Resonanz bei den Gesprächsparlnern, 
es ist, modern ausgedrückt, Rückkopplung vorhanden. 
Seit zwanzig Jahren führe ich Gespräche mit lngenieUl'en, Physiologeu, 
Xrzten, Geologen und Ökonomen - mit Menschen verschiedener Berufe, 
. \ nsichten und Fähigkeiten. Ich halte Vorträge und führe Seminare durch. 
Wir unterhalten uns an einem Tisch, den man nicht immer als rund 
bezeichnen kann. Wir bemühen uns zwar, diesen Tisch zu einem „runden" 
zu machen, doch zu Anfang s Loßen wir uns tüchtig an seinen „ Ecken". 
In den Gesprächen geht es oft um Probleme und Schwierigkeiten in wissen­
schaftlichen Disziplinen, über die ich mitunter so wenig weiß, daß ich 
mich nicht einmal für einen Dilettanten halten kann. 
Irgendwie hat es sich eingebürgert, zu sagen, eine Vorlesung wird „ge­
lesen'·. Eine Vorlesung- muß aber ein „Gespräch" mit den Hörern sein; 
wenn sie gelesen wird, selbst wenn das ohne Manuskript geschieht, so ist 
es meist unbefriedigend oder langweilig, zuhören zu müssen, und somiL 
auch nahezu nutzlos. Deshalb bemühe ich mich als professioneller Redner 
stets, wäln·end einer Vorlesung oder eines Vortrags mit den Zuhiirern ins 
Gespräch zu kommen. 
Die Vorbel'Citung eine1· zweistündigen Vorlesung kostet ,·iele Stunden 
Zeit, trotzdem kann ich nicht. bis in alle Einzelheiten festlegen, was ich 
sagen werde - das hängt auch sehr vom Auditorium ab. 
Sicher hat es ein Redner im Fernsehen schwer: Man kann doch eine11 
Witz nicht sich selbst erzählen oder Fragen stellen, ohne darauf wenig­
stens in den Augen der Hörer eine Antwort zu finden. 
Genauso fehlt heim Schreiben eines Buches die Rückkopplung; es fällt 
mir schwer, mich an einen mir unbekannten Leser zu wenden. Deshalb 
wertlc ich mich hier vor Ihnen mit meinen Freunden unterhalten, die 
Physiologen, Ärzte, Ingenieure oder Geologen sind. Ich werde mit ihnen 
über �Iathcmatik sprechen. Solche Gespräche gab es viele und wird es 
auch in Zukunft geben. 
Wenn ich in ein Gebiet der \Vissenschaft, Technik oder Kunst etwas tiefer 
eindringen will. so kann ich längere Zeit Literatur wälzen und auch recht 
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trockene Studien treiben. Ich kann aber auch einen Fachmann fragen, der 
mir mit ßegeisterung von seinen P1·oblemen und Schwierigkeiten erzählen 
wird. Auf diese Weise kann ich schnell meine Neugier befriedigen, ohne 
meine angeborene Bequemlichkeit überwinden zu müssen. 
Ich unterhalte mich deshalb gern mit Fachleuten der verschiedenen 
Wissensgebiete. 
Doch warum wenden sich diese Fachleute an mich, den ;\lathematiker? -
Man sagt, daß gegenwärtig ein gewaltiger „Prozeß der Mathematisierung" 
der verschiedensten wissenschaftlichen Disziplinen stattfindet. Solche 
Ansichten werden von Presse und Rundfunk sowie der populären und 
sogar der ernsthaften wissenschaftlichen Literatur verbreitet. Allerdings 
haben die meisten eine sehr verschwommene Vorstellung von diesem 
Prozeß: Die einen glauben, daß die Mathematiker Gleichungen angeben 
müßten, die in allen Lebenslagen zu gebrauchen sind; die anderen meinen, 
daß die Computer das Denken fü1· den Menschen übernehmen könnten 
und hoffen deswegen, in den gewohnten Bahnen schlecht organisierter 
Denkweisen verbleiben zu können; die dritten setzen nüchtern auf eine 
den realen Möglichkeiten der Mathematiker entsprechende Hilfe. 
Die �fathcmatik kann natürlich nicht alle Probleme lösen. Sie ist aber ein 
wichtiges Hilfsmittel aller wissenschaftlichen Disziplinen, wenn man sie 
gekonnt und korrekt anwendet. Mit der Anwendung mathematischer 
Methoden ist es nicht anders als mit allen Dingen des täglichen Lebens: 
Um guten Hackepeter zu bekommen, müssen Sie das richtige Messer in 
den Fleischwolf einsetzen, in der richtigen fiichtung drehen und vor allen 
Dingen einwandfreie Rohstoffe verwenden. Verfahren Sie anders, so er­
wartet Sie eine Enttäuschung, für die Sie natürlich nicht den Fleischwolf 
verantwortlich machen können. 
Es ist sehr wichtig, daß sich der Anwender der \fathematik zunächst mit 
der Theorie vertraut macht. Er muß sich mit den Waffen aus ihrem Arse­
nal ausrüsten oder zumindest wissen, wo er diese Waffen finden und ein­
set7.en kann. Der Anwender der Mathematik kann andererseits abe!' auch 
Hinweise für ihre weitere Entwicklung geben, indem er dem Mathemati­
ker seine ungelösten Probleme darlegt. 
Nach den ersten freundschaftlichen Gesprächen zwischen Fachleuten ver· 
schiedener Gebiete kommt es oft zu einem Kreu7.en der Klingen, (iinem 
Kampf. Das ähnelt der Entwicklung der Handlung in einem Roman: 
Zuerst sind die Verliebten glücklich und zufrieden miteinander - jeder 
spricht von sich und hört den anderen nicht. Später. im gemeinsamen 
Leben, kämpfen die Partner miteinander um eine angemessene Position, 
um die Behauptung des eigenen Standpunktes. Schließlich kommt es :,:u 
einem geteilten Sieg beider, wenn das gegenseitige Verstiindnis einsetzt. 
Mir gefällt das Ringen der Fachleute verschiedener Disziplinen. Wenn 
dann nach langem Kampf, von dem jetzt die Rede sein wird, die niil'hst.e 
Etappe einsetzt, arbeiten der Mathematiker und der Vertrete!' des anderen 
Wissensgebiets zusammen. Sie lösen dann �emeinsam ihre Probleme, und 
die Arbeit trägt dann für beide Seiten mit1111 Lcr reiche Früchte. 
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\Veun Ihnen, verehrler Leser, diese Gespräche interessant und nützlich 
erscheinen, dann hat es sich gelohnt, sie Ihnen aufzuschreiben. 

Gespräch mit einem Physiologen im September 

Der goldene Herbsl ist ewiges Thema der Dichter und Maler. Über ihn ist 
viel Schönes zu Papier gebracht worden. Für mich allerdings wie für alle, 
die mit der Schule zu tun haben, ist der Hei·bst Beginn eines neuen Jahres. 
Es kommen neue Menschen, neue Aufgaben und neue Probleme. 
An meinem Tisch sitzt ein junger, fähiger Physiologe; keine Berühmtheit, 
doch jemand, der seine Wissenschaft beherrscht und zu arbeiten versteht. 
Er sucht nach neuen \Vegcn und Ideen, er benötigt neue Resultate. Die 
Unlerhaltung mit ihm ist interessant. 

Ich: Womit beschäftigen sie sich? 
Er: Ich studiere die IH'imären Reaktionen in der Sehzone der Hirn­
rinde der Katze, die durch Lichtreize vor dem Auge hervorgerufen 
werden. 

Bildl 

Ich weiß bereits, wie die Sache aussieht: In den Kopf der Katze werden 
dünne nadelförmige Elektroden eingeführt, und damit werden die bio­
elektrischen Aktionspotentiale abgetastet. Diese Potentiale kann man 
auf dem Bildschirm eines Oszillogtafen beobachten oder fotografieren, 
wie das die obere Kurve im Bild 1 zeigt; die untere, periodische Kurve 
dient als Zeitmaßstab. 
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Ich: Und etwas konkreter? 
Er: Die Intensität der Lichtreize kann mau ündern. Es zeigt sich. 
daß sich dabei auch Amplitude und Form der positiven und nega ti­
ven Halbwelle der erregten Aktionspotentiale ändern. 
Ich: Na und? 

Wie wenig kann man doch auf dem Papier wiedergeben! Die Betonung 
dieser beiden Wörter enthält so viele zusätzliche Tnformationen. Hier 
drückt sie interessiertes Abwarten aus. 

Er: Was heißt - na und? Wir haben eine Lestimmte Abhängigkeit 
zwischen der Intensität der Lichtreize und der Parameter der Reak­
tionen im Gehirn beobachtet. 

Beachten Sie - eine bestimmte Abhängigkeit. Was könnte das bedeuten'.' 

Ich: Was für eine Abhängigkeit haben Sie beobachtet? 
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Er: Mit wachsender Intensität nimmt die Amplitude der Aktiom­
potentiale zunächst schnell zu, dann langsamer und bleibt schließlich 
auf einer bestimmten Höhe. 
Ich: Das ist sehr schön. Was möchten Sie denn da noch von miri' 
Er: Ich möchte gern die mathematische Beschreibung dieser Ab­
hängigkeit bekommen. 
I eh: Und wozu brauchen Sie diese Beschreibung? 
Er: Was heißt - wozu? Sind Sie etwa gegen die Anwendung der 
\tathematik in der Biologie? 
Ich: Nein, ganz und gar nicht, ich bin sehr dafür! Sie verstehen nn ter 
der mathematischen Beschreibung eine Formel? 
Er: Natürlich! 
Ich: Was werden Sie denn mit dieser Formel tun, wenn ich sie Ihnen 
aufstelle? 
Er: Stellen Sie sie bitte auf. Wir führen dann zu ihrer Prüfung eine 
Versuchsreihe durch. 
Ich: Sagen Sie, ändern sich die Reaktionen von Katze zu }{atze? 
Er: Qualitativ ändert sich nichts. 
Ich: Aber eine Formel kann man nicht qualitati,· aufschreiben. For­
meln sind Ausdruck quantitativer Verhältnisse. 
Er: Es geht uns gerade um die quantitativen :\bhängigkeiten. 
Ich: Das habe ich schon so ungefähr verstan<l<'n. Stehen die Tier<' 
während des Versuchs unter Narkose? 
Er: Meist arbeite ich mit narkotisierten Tieren. 
Ich: Wenn man nun die Dosierung des Narkotikums ode1· das um­
kotisierende Mittel ändert, ändern sich da auch die Reaktionen? 
Er: Ja, quantitativ ändern sie sich; qualitati,· bleiben sie jedoch 
gleich. 
Ich: Und wenn man die Versuche mit ein und derselben Katze über 
längere Zeit ausführt, erweist sich dabei das Bild ebenfalls als nicht 
konstant? 



Er: Ja. AHer<lings iu unterschiedlichem Maß, doch Yieles ändert 
sich. Möglicherweise setzt eine Gewöhnung ein. Außerdem ändert 
sich ja auch die Tiefe der Narkose während des Versuchs. 
Ich: Warum bezeichnen Sie dann die Abhängigkeit zwischen der 
Intensität der Lichtreize und den Reaktionen als eine bestimmte? 
Er: Vielleicht habe ich mich nicht exakt genug ausgedrückt. Wozu 
diese Wortklauberei? leh wollte sagen, daß eine gewisse .\hhüngig· 
keit vorhanden ist. 
Ich: Das ist keine Wo1·tklauberei. Das Cravitationsgesetz d1·ückt z.

8. die bestimmte Abhängigkeit zwischen den Massen zweier Körper,
dem Abstand zwischen ihnen und der· Anziehungskraft aus. Doch in
dem von Ihnen betrachteten Prozeß ist ,·orläufig keine bestimmte,
klare Abhängigkeit zwischen der Intensität des Li<'ht1·eizes und der
Reaktion des Gehirns zu e1·kennen.
Er: Doch immerhin, wenn man die Intensität erhöht, su erhöht sich
in der Regel auch die Amplitude der beiden Halbwellen der Aktions·
potentiale.
Ich: Das ist noch weit entfernt von bestimmte1· .\bhüngigkeit. -
Was wollen Sie eigentlich untersuchen:•
Er: Akademiemitglied A. (oder Professor B. oder der bekannte aus·
ländisehe Wissenschaftler C.) hat eine Methode zur Messung der
Aktionsströme in der Hörzone des Gehirns angegeben. Er und seine
Mitarbeiter arbeiteten mit Kaninchen und unte1·suchten den Hör·
apparat. Unser Chef hat die Aufgabe gestellt, den Sehapparat näher
zu betrachten. Wir sind es gewöhnt, mit Katzen zu arbeiten, obwohl
man mit ihnen mehr Scherereien hat.

\Venn man sich statt einer direkten Antwort auf eiue Frage auf Autori· 
täten beruft, wird es mir immer etwas unangenehm zumute. Ich stelle mir 
bildlich vor: ein muffiges Zimmer, ein Tier auf dem Tisch und einige 
Dutzend Geräte sind eingeschaltet. Ein Schleifenoszillog1·af zeichnet 
gleichzeitig fünfzehn und mehr Kurven auf: Blutdruck, Atemrhythmus, 
die Bioströme aus verschiedenen Hirnbereichen usw. Eine ganze Gruppe 
von Leuten führt mehrere Stunden lang ein exaktes Experiment durch. 
Danach wird das niedliche Versuchskaninchen in den '.\1ülleimer gewor· 
fcn; nach einer gewissen Zeit landen auch die meterlangen Aufzeichnungen 
dort, denn nicht immer existiert eine genaue Vorstellung darüber, was 
man mit ihnen anfangen könnte. Meine Stimme bekommt inzwischen 
einen metallischen Klang. 

Ich: Welche Frage wollen Sie mit Ihrer Unte1·suchung eigentlich 
beantworten? 
Er (gereizt): Ich habe Ihnen doch gesagt, daß mich rlie Abhängig· 
keit der Parameter der primären Reaktion yon der Intensität der 
Lichtreize interessiert. 
Ich (bissig): Nehmen wir au, Sie wüi·den diese Abhänf[igkeil bereits 
kennen, eine Formel sei aufgestellt. Und nun? 
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Er (noch gereizter): Ich habe Ihnen doch gerade erklärt, daß Akade­
miemitglied A .... 
Ich (ihn unterbrechend): Aber welche Aufgabe hat diese Kapazität 
gelöst? 
Er (herablassend): Akademiemitglied A. hal den Einfluß der Inten­
sität eines Schallreizes auf die primäre Heaktion in <ler Hörzone der 
Hirnrinde untersucht. 
Ich: �Ieines Erachtens isl das in dieser Formulierung keine mathe­
matische Aufgabe, sondern ein Thema für eine Beschreibung in 
Worten. Was hat er denn für eine Formel aufgestellt? 
Hr: Wo denken Sie hin! Akademiemitglied A. ist ein Wissenschaft­
ler der alten Schule, ein Gegner der Anwendung der Mathematik in 
der ßiologie. Von Formeln kann da keine Rede sein! Er ist der Mei­
nung, daß es die Aufgabe des Physiologen ist, eine Erscheinung zu 
beschreiben. 
Ich: Zu beschreiben oder zu erklären? 
Er: ln der klassischen Physiologie erklärt man natürlich auch die 
Erscheinungen, doch nur beschreibend. 
Ich: Und wie muß man lhrer Meinung nach eine Erscheinung er­
kli.iren? 
Er: Das muß exakt geschehen. Deshalb habe ich Sie ja auch darum 
gebelen, mir bei de1· Aufstellung einer Formel behilflich zu sein. 
Ich: Wissen Sie, ich bin kein Verehre1· der klassischen Physiologie. 
Jedenfalls fiel es mir immer sehr schwer, Bücher über Physiologie zu 
lesen. Sie enthalten sehr viele Fakten, <lie vom Standpunkt <les 
Mathematikers aus gesehen recht willkürlich ausgelegt werden. Doch 
was Sie da vorschlagen, ist nicht viel besser. 
Er: Wie soll ich das verstehen? 
Ich: Ich werde ein Beispiel anführen. Die Blätter verschiedener 
Pflanzen unterscheiden sich durch ilue Form, und niemand wird ein 
Ahornblatt mit einem Birkenblatt verwechseln. Nun nehmen wir 
ein Bügeleisen, bügeln <las Ahornblatt glatt (wir machen es eben) und 
umfahren das Blatt mit einem Bleistift. Wir erhalten auf dem Papier 
eine Km·ve. Mit einiger Anstrengung kann man die Gleichung dieser 
Kurve aufstellen. Der berühmte Descartes, von dem die Methode 
stammt, <lie Lage eines Punktes durch seine Koordinaten anzugeben 
- eine der größten Entdeckungen der Menschheit -, untersuchte
z. B. eine Kurve mit der poetischen ßezeichnung „Blütenblatt des
Jasmin". Die Gleichung dieser Kurve ist

x3 + y3 = 3axy. 

Im Bild 2 sehen Sie diese Kurve, verehrter Leser. Das Stück der Kurve 
im ersten Quadranten hat tatsächlich etwas .\hnlichkeit mit einem Blatt. 
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Er: Ich weiß nicht ... 
Ich: Das ist es ja gerade. Es existiert sogar eine Menge Litemtm· über 
<lie Bestimmung von Kurven, die Blattformen beschreiben. Viele 



J 3 

x+ y=3axy 

X Bild2 

Wissenschaftler haben sich damit beschäftigt, von Descarte.� bis in 
unsere Tage. Am En<le des vorigen Jahrhunderts hat der deutsche 
Mathematiker L. Habenicht ein ganzes Werk verfaßt unter dem 
Titel „Analyse der Formen von Blättern". Daß diese Arbeit für die 
Biologie von Nutzen war, kann man kaum behaupten. 
Meines Erachlens kompromittieren derartige Spielereien die Anwen­
dung der Mathematik in der Biologie. Aus diesen Formeln kann man 
keine Schlußfolgerungen ziehen, die nützlich wären für die Botanik, 
für die Erklärung de1· Natur. Nicht nur deshalb, weil sich die ßlätter 
ein und desselben Gewächses in ihrer Form etwas unterscheiden un<l 
die Formeln nur näherungsweise die Blattformen beschreiben. Außer­
dem müßte man noch beachten, daß Blätter keine ebenen Figuren 
sind, sondern gekrümmte Flächen. 
Mit einem Wort, die Formeln allein sind nicht die Mathematik 
genausowenig sind die bloßen Noten die Musik. 
Er: Sie haben mich verwirrL! 
Ich: Kehren wir zurück zur Physiologie. Die Untersuchung des Ein­
flusses der Intensität eines Schallreizes auf die primären Reaktionen 
in der Hörzone der Hirnrinde kann nicht der Zweck, sondern nur 
eine Zwischenetappe einer Arbeit sein. \,Velche Aufgabe ist denn zu 
lösen? 
Er: Die Elektrophysiologen beherrschen heute die Methode des 
Abtastens von Biopotentialen des Gehirns, sowohl von großen Grup-
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peu von Zellen als auch Yon einzelnen � eu1·ouen. Wir untersuchen 
die Reaktionen großer Gruppen von Zellen in der Hirnrinde auf ver­
schiedene Reize. 
feit: Wenn Akademiemitglied A. noch nicht geboren wilre oder sich 
mit Botanik beschäftigen würde und diese neue �fethodc des Ab­
tastens der Biopotentiale bereits im Standar<lkurs der Elektrophysio­
logie gelehrt würde, würden Sie sich dann trolzdem mit diesem Thema 
beschäftigen? 
Er: Ja, wenn wir uns dabei noch in demselben Zustand der Unkennt­
nis über die Prozesse der Hirntätigkeit befinden würden, täten wir 
genau das gleiche. 
Ich: Was erfahren Sie über die Tätigkeit des Gehirns, wenn Sie die 
primären Reaktionen registrieren? Alles ist gut und schön, doch 
welche Aufgaben lösen Sie eigentlich wirklich? 
Er: Wir untersuchen den Zusammenhang zwischen de1· Intensität 
eines Lichtreizes und den Parametern der primären Reak1ion. Sehen 
Sie selbsl. 

Er zeigt mir eine ;\ilenge Fotos, wir crö1·tern diese ausgiebig und streiten, 
streiten ... 

I eh: Meine Meinung ist, daß zwischen den beiden Sie in teress1erenden 
Größen - der Intensität des Lichtreizes und den Parametern der 
primären Reaktion - gar kein direkter eindeutiger Zusammenhang 
besteht. Die Dauer der Reaktion hängt noch von vielen anderen 
Faktoren ab, deren Einfluß Sie während des Versuchs nicht konstant 
halten können. Der Zusammenhang zwischen den Parametern des 
Reizes und der Reaktion ist in Ihrem Fall statistischer, wahrschein­
lichkeitstheoretischer Art. Deshalb kann man eine Formel für einen 
direkten Zusammenhang gar nicht angeben. 
Die Sache ist allerdings die, daß Sie das auch gar nicht brauchen. Es 
ist zumindest unvernünftig, einfach so den Zusammenhang zwischen 
irgendwelchen Größen untersuchen zu wollen. Sie müßten Versuche 
anstellen, um Antwort auf eine bestimmte Frage zu bekommen, eine 
Hypothese aufstellen und zu ihrer Prüfung das Experiment heran­
ziehen. Sie verfahren schließlich auch so, gestehen sich das nur nicht 
genügend klar ein. Ich schlage Ihnen eine Pause für eine gewisse 
Zeit vor. Versuchen Sie, die Aufgabe klar zu formulieren, die Sie 
lösen wollen. 
Er: Gut, ich werde darüber nachdenken. - Sie haben mich allzu 
hart an die Wand gedrückt. Im Kreise der Physiologen ist es vorläufig 
noch nicht üblich. so grob und schroff die unhöfliche Frage „Na und? 
zu stellen. 

Vielleicht haben Sie verehrter Leser, den Eindruck gewonnen, meiu 
Gesprächspartner sei begriffsstutzig oder kennt sich schlecht aus auf dem 
Gebiet seiner Wissenschaft? Oder Sie sind zu der Meinung gelangt, die 
Neurophysiologie sei eine Wissenschaft zweiter Klasse? 
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Weder das eine noch <las andere trifft zu. Der Neurophysiologe, wie der 
Biologe überhaupt, hat es mit dem lebenden Organismus zu tun. Jedes 
lebende Objekt, sei es ein Lebewesen oder einfach eine lebende Zelle, ist 
unvergleichlich komplizierter als irgendeine vom Menschen gebaute 
�laschine. Einen lebenden Organismus kann man nicht in seine Einzel­
teile zerlegen und jedes Teil für sich untersuchen - alle Prozesse im 
01·ganismus bedingen sich gegenseitig. 
:Vlan kann sagen, daß der lebende Organismus im Unterschied zu allen 
bis jetzt künstlich geschaffenen Maschinen oder Systemen ein System 
mit sehr vielen, praktisch unendlich vielen Freiheitsgraden (wenn man 
diesen Begriff in einem vernünftigen Sinn auffaßt) ist. 
Daher befindet sich der Biologe in einer schwierigen Situation, und eben 
deshalb ist die Biologie erst unlängst vom passiven Beobachten der 
Natur zum aktiven Experiment auf breiter Front übergegangen. Gegen­
wärtig ist man auf der Suche nach neuen, vollkommeneren Untersuchungs­
methoden. Erst in jüngster Zeit ist endgültig klar geworden, daß das 
Studium des Lebenden eine Vielfalt mathematischer Methoden erfordert, 
daß neue mathematische Methoden nötig sind, die den komplizierten 
biologischen Aufgaben entsprechen. 
Die Überlegenheit des Mathematikers in diesem und anderen Gesprächen 
ist nur scheinbar, äußerlich - angreifen ist leichter als sich zu vertei­
digen. 
Der Mathematiker kann eine reale Hilfe und nicht nur eine oberflächliche 
Kritik erst dann geben, weim er sich die Grundlagen des entsprechenden 
Zweiges der Wissenschaft, in diesem Fall der Neurophysiologie, ange­
eignet hat. Nur dann kann man von ihm nützliche neue Ideen, die Er­
fassung der Fragestellung und richtige Schlußfolgerungen in dem für ihn 
neuen Gebiet erwarten. 

Gespräch mit dem Physiologen im Winter 

Seit dem ersten Gespräch mit dem Physiologen im September sind einige 
Monate vergangen. Wir haben uns vielmals getroffen, die Anlage der 
Versuche und ihre Ergebnisse erörtert und uns gestritten, gestritten ... 
Ich bin während der Versuche im Laboratorium gewesen, habe auch an 
den Hebeln gedreht und die armen Tiere bemitleidet. Wieder und wieder 
habe ich beharrlich ein und dieselben Fragen sowohl an den befreundeten 
Physiologen als auch an seine Arbeitskollegen gerichtet. Wir haben ein 
regelmäßiges Seminar eingerichtet. Nach und nach bildete sich eine 
gemeinsame Sprache heraus, und wir schienen zum Verständnis des Zieles, 
dem die Versuche dienten, und zu einer klaren Formulierung der Aufga· 
benstellung gekommen zu sein. 

fch: Worum geht es heute? Haben Sie neue Ergebnisse? 
l�r: Ergebnisse habe ich, doch Neuigkeiten nicht. Mit scheint jedoch, 
daß man die Aufgabenstellung nun klar formulieren kann. 
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Ich: Zum wievielteu Male? 
Er: Ich hoffe, zum letzten Mal! 
Ich: Oho! Berichten Sie! 
Er: Das Gehirn verarbeitet mit Hilfe des Sehappal'ats Lichtreize 
Unsere Aufgabe ist es, zu verstehen, wie dies vonstatten geht. 
Ich: Darüber sprochen wir bereits. Ausschlaggebend sind jedoch 
nicht die Reize, sondern die Information, deren Träger sie sind. 
Er: Gerade das meinte ich. 
Ich: Welche Parameter des Lichtreizes sind 'frügel' von lnforma tion :' 
lir: Das ist leider nicht genau bekannt. 
Ich: Deswegen müssen wir diese Parameter zuniichst einmal erraten 
und unsere Vermutung überprüfen. 
Er: Zweifelsohne ist der wichtigste Parameter <lic Leuchtdichte, die 
lntensitä t des Lichtreizes. Da ein gewisser statistischer Zusammen­
hang zwischen der Intensität des Lichtreizes und der Amplitude 
der primären Reaktion besteht - damit waren Sie bereits eiu,·e1·­
standen -, sind wir auf dem richtigen \Vege, wenn wil' diesen unter­
suchen. 
Ich: Ja, offenbar liegt hier ein recht enger statistischer Zusammen­
hang vor. Trotzdem, was hedeutet das? Es hat den :\ nschein, daß 
einzelne Zellen der Sehzone der Hirnl'iude auf den Licht reiz reagieren, 
und daß die Reaktion immer dieselbe Intensität hat. Im Versuch 
wird die Summe der Aktionsströme vieler Zellen einer bestimmten 
Zone registriert. Die Erhöhung der Suwme der ,\ktionsströme hei 
Anwachsen der Intensität des Lichtreizes beruht offensichtlieh dar­
auf, daß mit wachsender Intensität der lh•izung die Anzahl der 
reagierenden Zellen zunimmt. 
Er: Offenbar ist das so. 
Ich: Die Zellen reagieren jedoch nicht gleichzeitig;> 

Er: Nein. Bei verschiedenen Typen von Zellen ist die Verzögerung 
zwischen Reizung und Reaktion nicht einheitlich, man sagt, daß die 
Zellen verschiedene Latenzzeit haben. Außel'dem reagieren die \'er­
schiedenen Zellentypen auch nicht gleichartig. Jede Zelle sendet 
nach der Reizung eine Serie von Impulsen aus. Die Anzahl der Im­
pulse und die Intervalle zwischen ihnen sind jedoch bei den ver­
schiedenen Zellentypen unterschiedlich. 
Ich: Das bedeutet, daß diese Impulsserien ,·erschiedene Information 
übertragen. Sagen Sie bitte, reagiert in Wirkliehkeit eine jede Zelle 
immer gleichmäßig auf <lie Erregung, sind also für eine bestimmte 
Zelle die Anzahl der Impulse und die Intervnlle zwischen ihnen un­
veränderliche Größen;> 
Er: Es sieht so aus. Jedenfalls in erster Näherung, wie Sie sagen. 
Allerdings, wenn man eine einzelne Zelle durch eine in sie eingeführte 
Elektrode mehrmals reizt, ändert sich das Bild. Aber das ist viel­
leicht nicht charakteristisch für eine Zelle, die sich gemeinsam mit 
anderen in normalen Verhältnissen befindet. 



Ich: Wieviel Ausl'eden es doch in der Physiologie gibt! 
l:"r: Sie haben es ja hiel' auch nichL mit einem Fleischwolf zu tun, der 
aus einem Dutzend Teilen besteht, und bei dem sofort klar ist, was 
passierl, wenn man schneller dreht! 
Ich: Das habe ich schon verstanden, Sie rennen offene Türen ein! 
Das Wirkungsp1·i11zip des Fleischwolfs ist Hingst geklärt. Doch in der 
Physiologie sind die Prinzipien nicht geklärt, und deshalb zieht sie 
mit'h auch an. - Also, wegen der Streuung der Latenzzeiten und der 
Anzahl und Form der Impulse der einzelnen Zellen sind nicht nur 
die pl'imären Aklionsströme unterschiedlich, sondern es ändert sich 
die gesamle Reaktion mit der Erregung. Ist es nicht so? 
F:r: .Ja, genau so. Doch wegen der intensiven Spontanaklivitiit de!' 
Cehimz!'llen bildet sich eine spürbare Autorhythmizität der Hirn­
rinde aus, die sichl bar wird, wenn keine Reizung vorhanden ist. 
Der ,.S<'hwanz·' der gesamten Reaktion gehl in dieser Grunderregung 
verloren, er läßt si<'h nicht aussondern. 
Ich: Warum denn nicht? Ich denke, das müßte gerade möglich sein. 
Dazu führt eine sehr einfache Überlegung. Die Au torhythmizität ist 
das Ergebnis der Sponlanaktivität des Gehirns. Wenn man annimmt, 
daß die Prozesse der Spontanaktivilüt der verschiedenen Zellen oder 
Zellgruppen unabhängig voneinander verlaufen oder nur schwach 
voneinande1· abhängig sind, so kann man einzelne entfernt gelegene 
Abschnitte des Prozesses als unabhängig ansehen. Das bedeutet 
aher, daß sich, wen11 wir z. B. einhundert solcher Abschnitte über­
einanderlegcn 1111d sum111iel'en, Cast Null ergeben muß. 
1�·,._. Versuche mit der Autorhythmizilüt sind gemacht worden. Es 
lreten bestimrnle periodische Prozesse auf. Sie wissen sicher, daß es 
.x-Wcllen, ß-Wcllen und y-Wellcn gibt. 
Ich: Abe,· diese Prozesse verlaufen doch wohl langsam irn Vergleich 
zu den von uns bclral'hteten Reaktionen. 
Er: Ja, recht langsam. 
Ich: Dann wollen wir doch einmal versuchen, Informationen über 
<las \'erhalten des „Schwanzes" der Heaktion auf einen Lichtimpuls 
zu erhalten, indem wir eine Gruppe von, sagen wir, einhundert 
her\'orgernfencn Reaktionen statistisch auswerten. \Vir zeichnen sie 
auf, legen die Anfangspunkte der ReakLionen (oder die Zeitpunkte 
der Reizung) jeweils übereinander und summieren dann auf. Die 
Komponenle der Spontanakti,·itüt wird dabei im wesentlichen aus­
geschaltet, wiihrend die durch den Reiz erzeugte Akli\'iliil erhalten 
blt•ibt. Das isl (•it1e in der N nchrichten lechnik gebriiuc:hliche Metho<le, 
um schwache Signale von S Löru11gen zu trennen. 
Er: \Vie di<' \' ersuche durchzuführen sind, kann ich mir vorstellen. 
Doch wie soll man die Ergebnisse bearbeiten? üas ist doch sehr auf­
wendig! 
Ich: Ja, von Hand geht das nieht. Doch hier kann man bereits vor­
handene l<'chnisl'he Hilfsmittel ausnutzen. Die stetigen Kurven 
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müsseu in diskrete Oaten umgesetzt und auf einem elektronischen 
lledrner bearbeitet werden. 
Hr: Versuchen wir es, der vorgeschlagene \Veg ist sehr verlockend. 

Wir haben die notwendigen Arbeiten durchgeführt und interessante Er­
gebnisse erzielt. Ich werde hier nicht ausführlich darüber lJerichten, denn 
die Ergebnisse waren nicht der größte Erfolg. Wir sind zu gegenseitigem 
Verständnis gelangt und fanden auch eine Basis für unsere gemeinsame 
Arbeit. Als nächste Aufgabe stellten wir die Frage, auf welche Parameter 
des Lichtreizes das Gehirn reagiert. Der Mathematiker konnte dem Phy­
siologen mit einer Methode zur Gewinnung der notwendigen Information 
aus den Beobachtungen zu Hilfe kommen. Dabei erwies es sich, daß 
nicht die Formeln, sondern die Ideen und die \lethoden das Wichtigste 
waren. 
lch habe nur von der ersten Etappe der gemeinsamen Arbeit berichtet, 
nnd es liegt mir fern, die erhaltenen Resultate zu überschätzen. 
Wir mußten feststellen, daß das Problem nicht nur <larin bestand, die Para­
meter des Reizes, auf die der Sehapparat reagiert, zu untersuchen, sondern 
daß es bedeutend komplizierter und tiefer ist. Inzwischen wurde gekliirl: 
Bevor die Reize verarbeitet werden können, muß das System „wissen", 
wozu dies nötig ist. Nur dann kann es die Parameter vernünftig auswiih­
len, auf die es zu reagieren hat. Nur unter dieser Bedingung wird der Reiz 
eine für das System nützliche Information tragen und nicht einfach als 
irgendeine Störung aufgefaßt werden. 
Der lebende Organismus hat eine recht große Anzahl von Aufgaben zu 
lösen. Offensichtlich muß er sich jeweils auf die konkrete Aufgabe, die zu 
lösen ist, einstellen. Später werden wir diesen wichtigen Fragenkreis noch 
einmal berühren. 

Ein fast vergessenes Gespräch mit einem Ingenieur der Naehriehten­
teehnik 

üieses Gespräch hat vor längerc1· Zeit stattgefunden. Zufällig wurde ich 
«laran erinnert, als ich auf alte Aufzeichnungen stieß. 
Ein qualifizierter Ingenieur, Spezialist für Empfangsanlagen. hatte mich 
um Rat gebeten. Er war ein ausgezeichneter Entwickler un«I hatte, wie 
man sagt, ,,ein Gefühl für eine Schaltung". Seine mathematische Vor­
bildung war auch nicht schlecht. Wir kannten uns bereits seit Beginn 
seiner Aspirantur; ich hatte bei den Aspiranten Mathemalik zu lehren 
und lernte gleichzeitig bei ihnen Nachrichtentechnik. 
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Er: Könnten Sie mir nicht helfen, ein Integral zu hcrcdmen? 
Ich: Zeigen Sie mal her! Oho! Woher haben Sie solch eine lange und 
komplizierte Formel? 
Er: Sie hat sich so ergehen. 
Ich: Vielleicht ist Ihnen hei der Ableitung ein Fehler unterlaufen? 



Er: !\ein. Ich habe alles mehrfach nachgeprüft, uud immer komme 
ich auf dieses komplizierte Integral. Handbücher helfen nicht weiter, 
sie enthalten derartige Integrale nicht. 
Ich: Entschuldigen Sie bitte, ich habe vergessen, womit Sie sich 
beschäftigen ? 
Er: Ich untersuche die Rauschanfälligkeit eines Systems „Filter­
De Lektor-Filter". 
Ich: Das ist ein sehr interessantes Thema. Aber bei welcher konkre­
ten :\ufgabe ergibt sich solch ein Riesenintegral? 
Er: Sie glauben nicht, daß sich solch eine Formel ergibt? Bitte, ich 
kann ihnen sofort sämtliche Ableitungen bringen, überzeugen Sie 
sich selbst! 
Ich: Nein, nicht nötig, ich glaube es fast. Aber ich glaube nicht, daß 
Sie das Richtige tun. Solche komplizierten Formeln dürften bei de,· 
Lösung ihrer Aufgabe nicht auftreten. 
Er (gekränkt): Was heißt - dürften nicht? Diese Formel ergibt sich, 
wenn man einen idealen linearen Detektor betrachtet. Ich habe doch 
eben auf Ihren Rat hin die Kennlinie der realen Röhre durch die der 
idealen ersetzt! 

Hier entsann ich mich, daß er wirklich etwa zwei Monate vor diesem 
Gespräch zu mir gekommen war mit der Bitte, ihm eine analytisch be­
queme Formel anzugeben, mit der er der Kennlinie des idealen Detektors 
möglichst nahe kommt. Ich hatte ihm, ohne in das Wesen der Sache ein-
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zudringen, geraten, die im Bild 3 dargestellte Funktion zu benutzen. Und 
nun wurde offensichtlich, daß die Rechnung in diesem Fall sehr kompli­
ziert wurde. 
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Ich: Nehmeu Sie es mir nicht übel, hier bin ich offenbar schuld. Ver­
suchen wir einmal das Wesen des Problems zu erfassen. Was für eine 
Aufgabe wollen Sie lösen? 
Er: Auf den Eingang des Systems „Filter-Detekto1·-Filter" treffe 
gleichzeitig ein Nutzsignal geringer Bandbreite und ein Störsignal. 
Zu bestimmen ist das Verhältnis Nutzspannung zu Stiirspannung, 
also der Störabstand am Ausgang des Kanals. 
Ich: Angenommen, Sie hätten den Störabstand berechnet. Und nun? 
Er: Was heißt - und nun? 
Ich: Was werden Sie mit diesem Yerhältnis tun? 
Er: Versuchen, es zu erhöhen! 
Ich: Das ist schon eher eine Sache. Wenn ich Sie richtig verstanden 
habe, wollen Sie <lie Parameter des Systems so bestimmen, daß der 
Störabstand möglichst groß wird. Stimmt das? 
Er: Ja! 
Ich: Und was kann man im System ändern, welche Parameler haben 
Sie in der Hand? 
/!,r: Wenn wir die Filter als gegeben ansehen, kann nur noch die 
Kennlinie des Detektors geändert werden. 
Ich: Mit welcher Genauigkeit läßt sich diese Kennlinie in der Praxis 
realisieren ? 
Er: Ich möchte die Aufgabe gern in allgemeiner Form lösen. 
Ich: Wie verfahren Sie denn praktisch? Das System arbeitet doch 
wohl schon? 
Er: Natürlich arbeitet es. Dei· DeLektor ist eine Elektronenröhre. In 
der Schaltung sind zwei Potentiometer vorgesehen, durch die sich 
die Kennlinie des Detektors variieren läßt. Die günstigsten Kenn­
werte werden einfach experimentell ermittelt. 
Ich: Was verstehen Sie unter der Lösung der Aufgabe in allgemeiner 
Form? 
Er: Ich möchte Formeln aufstellen, nach denen die Vorgänge im 
System ablaufen. 
I eh: Die Formeln müssen ,·on Ihren Ausgangsparametern abhängen. 
Was nützt Ihnen eine Formel mit absoluter Genaui�kcil, wenn Sie 
die Ausgangsgrößen sowieso nicht genau vorgeben können? 
Er: Aber das soll doch in meine Dissertation eingehen! Dort muß ich 
mathematische Theorie bringen, sonst heiß l es, daß ich keine solide 
Arbeit geleistet habe. 
Ich: Und nur aus diesem Grund berechnen Sie das Integral? 
Er: Wenn ich nicht diese Dissertation schreiben müßte, hätte ich 
mich vielleicht gar nicht so sehr mit dieser Sache besd1äftigt; dazu 
hätte ich ga1· keine Zeit. Andererseits jedol'h, wenn man bequeme 



Formeln hat, kann man sofort sehen, was wovon abhängt. Man kann 
das System mit den günstigsten Parametern bauen, und derart u. U. 
die Störanfälligkeit wesentlich verringern. 
Ich: Sie meinen also, daß auch die Theorie von Nutzen sein kann? 
Er: Wenn die Beziehungen nicht zu kompliziert sind, zweifellos! 
Ich: Dann lohnt es sich also, sich damit zu befassen. Mit welcher 
Gennuigkcit kann man die Detektorkennlinie realisieren? 
Er: Nun, sagen wir, mit etwa 10/0!
I eh: Und ohne Beschönigung? 
Er: Ich glaube, daß wir höchstens50/0 Genauigkeit garantieren können.
Ich: Das kommt wohl der vVahrheit näher! Über welches Intervall 
streuen <lie Eingangsspannungen? 
Er: Theol'elisch über ein unendliches Intervall, wenn man Normal­
verteilung für <lie Störungen voraussetzt. 
Ich: Die Theorie ist gut und schön, doch wie sieht es in Wirklichkeit 
aus? 
Er: Praktisch trelcn keine Spannungen auf, die über die Grenzen von 
-1 V bis + 1 V hinausgehen.
Ich: Das ist schon konkreter. Formulieren wir nun die Aufgabe: Die
Form der Kennlinie des Detektors ist im Intervall von -1 V bis
+ 1 V so zu wählen, daß sie der im Bild 3 dargestellten Funktion
ähnelt und in diesem Intervall eine Genauigkeit von mindestens 5%
erreicht. Ich glaube, daß man dabei mit einem Polynom nicht allzu
hohen Grades auskommt, sagen wir vierlen oder sechsten Grades.
Er: Oh! Dann wären sämtliche Ableitungen wesentlich einfacher,
und die Beziehungen zwischen den Parametern wären vollauf zu
überschauen.
I eh: Na tiirlich !
Er: Allerdings befürchte ich da Einwände memes Chefs. Er wird
sagen, das sähe zu primitiv aus!
Ich: Sagen Sie, wohnen Sie weit weg von Ihrem Institut? Wieviel
Zeit brauchen Sie für den Weg?
Er: Ich wohne im Zentrum, für den Weg zur Arbeit benötige ich
etwa 45 bis 50 Minuten. Wieso?
Ich: Sie sind ein Spezialist der Mikrosekundentechnik. Könnten
Sie ihre Wegzeit auf die Mikrosekunde genau bestimmen?
Er: Ja. Doch das hätte wenig Sinn!
Ich: Ich glaube auch, daß es keinen Sinn hat, obwohl es prinzipiell
möglich ist. Die Analogie zu Ihrer Aufgabe ist offensichtlich!
Er: Ja ... Also, was für ein Polynom müßte ich nehmen?
Ich: Gut, ich werde es berechnen. Kommen Sie in ein paar Stunden
wieder!

Das entsprechende Polynom war schnell aufgestellt. Seine Kurve zeigt 
Bild 4 .Das Problem liegt nicht bei der Aufstellung des Polynoms, sondern 
im allgemeinen Herangehen an solche Aufgaben. 
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Bild 4 

Derartige Gespräche führten mich zu der Erkenntnis, daß der Mathe­
matiker bei Konsultationen durch Fachleute anderer Wissensgebiete in 
das Wesen ihrer Aufgaben eindringen muß und nicht. einfach Fragen 
beantworten darf. 

Noch einige Worte an Sie, lieber Leser 

Sie wurden Zeuge und, wie ich hoffe, Teilnehmer an Gesprächen eines 
l\lathematikers mit einem Biologen und mit einem Ingenieur. Spät.er 
werden wir Dialoge mit Fachleuten anderer Wissensgebiete führen. Sie 
alle benötigten die Hilfe des Mathematikers. Doch von dieser Hilfe - wie 
von der Mathematik selbst - hatten sie sehr verschiedene Vorstellungen. 
Unsere Standpunkte über das Wesen der Mathematik und die Möglich­
keiten ihrer Anwendung in anderen Zweigen der Wissenschaft stimmten 
nicht immer überein. 
i\ nschließend werde ich Ihnen etwas über die Mathematik selbst be­
richten. Vieles von dem, was ich meinen Freunden - den Ingenieuren, 
Physiologen, Ärzten, Geologen und Ökonomen - erzählt habe, gebe ich 
Ihnen nun zusammengefaßt wieder. Sie werden nicht an einem Lehrgang 
der Mathematik teilnehmen, sondern nur an einem Spaziergang. Sie 
sollen nur Ideen und Methoden durch kleine Erzählungen kennenlernen. 
Nirgends wird etwas bewiesen, und Sie können ohne Papier und Bleistift 
weiterlesen ! Ich möchte Ihnen zeigen, womit sich die Mathematiker gegen-
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wiirtig beschäftigen, und welchen S land wir heute erreicht haben. Na­
Lürlich kann ich Ihnen nicht über alles erzählen, was es in <ler Mathematik 
gibl. Ich werde jedoch versuchen, Ihnen einen Überblick über verschie­
dene und Sl'heinbar gar nicht zusammenhängende mathematische Theo­
rien und ihre Anwendung zu vermitteln. 
l\lanche Leser blättern gern zunächst in den letzten Seiten eines Buches. 
Einige Abschnitte dieses Buches stützen sich aber auf vorhergehende. 
Wenn Sie elwas nicht verstehen, weil Sie das Vorangegangene nicht 
gelesen haben, so schimpfen Sie bitte nicht gleich auf den Autor. Machen 
Sie erst den Versuch, das Buch von vorn zu lesen! 
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Wie denken Sie über die Mathematik ? 

In der Schule liebt man meist nicht die Wissenschaften, sondern clie 
Lehrer. Vor kurzem hielt ich eine Vorlesung vor Abiturienten, die sich 
au einer technischen Hochschule beworben hatten. Es waren etwa 500 
Kandidaten versammelt. Auf die F1·age: ,, \Ver von Ihnen hatte in der 
Schule das vach l\'Inthematik besonders gern?" hoben etwa '.WO die Hand. 
Auf die Frnge: ,,\Vem hat iu der Schule der Mathematiklehrer besonders 
gefallen:'" erhuben sich ebenfalls 150 bis 200 Hände. Als ich jedoch die­
jenigen LaL, die Hand zu heben, denen in der Schule die Mathematik 
gefallen hat, der Mathematiklehrer hingegen nicht, meldeten sieh von den 
zweihundert Liebhabern der Mathematik nur noch vier. 
Die meisten Schulabgänger und mitunter sogar Absolventen von Hoch­
schulen vergessen gewöhnlich bald nicht nur alle vermittelten Fakten der 
höheren Mathematik, sondern häufig auch die mathematischen Methoden 
selbst. Nur mit Mühe können sie mit den verbliebenen l\fathematikkennt­
nissen arbeiten und können nicht erklären, welchen N ulzen sie von der 
Mathematik haben.1) Sie erinnern sich aber an ungerechte Noten, an 
spaßhafte, 1·ührende oder dramatische Episoden während des Unle!'­
richts und sehließlich noch an gewisse Lehrsätze, die ihnen größere Un­
annehmlichkeiten bereitet haben. Häufig nehmen sie einen der folgenden 
zwei entgegengesetzten Standpunkte ein. 
Der erste dieser Standpunkte läuft auf großmütige Geringschätzung 
hinaus: ,,Die Mathematik, <las ist so eine superlangweilige Wissenschaft., 
in de!' man laufend irgend etwas rechnen muß, wie in einer Buchhaltung. 
\Ver hat schon was davon, wenn er seine kostbare Zeit mit einer Aufgabe 
über das Umgießen von \Vasser aus einem Gefüß in ein anderes vergeudet? 
Diese Zeit könnte man bedeutend besser verwerten! ,vozu soll man mit 
IIilfe eines komplizierten Verfahrens die dritte Seite eines Dreiecks aus 
zwei gegebenen Seiten und dem Winkel zwischen ihnen bestimmen? 
Erstens ist es viel einfacher, den Winkel und die bekannten Seilen auf 
einem Blatt Papier abzutragen und dann die dritte Seite mit dem Lineal 
abzumessen, und zweitens braucht das sowieso keiner ···" 

1) Siclwr würe l'S sl'hr nu!schlußrr!ich, hC'sorakrs auch itn Zu�nnun<'nhnng mit dt•m hüufiirc•n 
Umbau dt·r Lchrplüne un den SchulPn, durch t'inc statistische Erhrlmng :t.u kliirt•n, was bl'i tfrn 
r.heinalig1·n Sl'lliilern naf'h 5, 10 oder 15 Jalul'n noch voUI Sd111lwiss1•n iihrigg,·hlil'l.,cn ist, was 
sie norh können, WRS ihnen ihrrr Mc•inung nnl'l1 groß1•n NutzPn gPhrachl hat und w:-is voll­
kon11nc11 unnülz odt=>r gar schfüllich war. 
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Der zweile Standpunkt ist durch ein hochachtungsvolles Zittern vor der 
Mathematik gekennzeichnet: ,,Mathematik? ·· · O! · · · Das ist so etwas 
ganz Kompliziertes und Schwieriges, Unverständliches und Unzugäng­
liches für gewöhnliche Sterbliche. Nur Auserwählte - Talente und Ge­
nies - können sich damit wirklich befassen, einander irgendwelche 
übermenschlichen Aufgaben stellen und sogar deren Lösungen finden." 
Sowohl die einen als auch die anderen sind davon überzeugt, daß die 
Mathematik aus Algebra, Geometrie und Trigonometrie, vielleicht noch 
aus irgendeiner höheren Mathematik bestehl. Die letztere besteht in der 
Vorslellung aus unendlich vielen Formeln - geheimnisvollen oder nutz­
losen, je nachdem, welchen der beiden Standpunkte der Befragte ein­
nimmt. 
Die Arithmetik wird gewöhnlich nicht mit zur Mathematik gerechnet, sie 
ist irgendwie mit der frühen Kindheit verbunden und ebenso banal wie 
das Alphabet, das Schönschreiben oder die Masern. 

Was ist nun wirklich Mathematik? 

Alle Schulweisheit iindert sich im Lauf der Zeit: Meine Eltern haben 
„Thür" und „Thor" geschrieben, in ihrer Schule kamen die Namen von 
Marx und Lenin, Ruthe1ford und Einstein, Gorki und Majakowski, Dar­
win und Popow nicht vor. Jedoch, die euklidische Geometrie, den Satz 
des Pythagoras, die Lösungsformel für quadratische Gleichungen und das 
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Additionstheorem für die Sinusfunktion haben die Yäler bereits gelernl, 
lernen die Kinder und werden auch die Enkel lernen. Das erweckt den 
Eindruck der Unveränderlichkeit und Verkniicherung der MaLhematik, 
ihrer Abgeschliffenheit und Vollkommenheit. 
Stellen Sie sich vor, wie die Physik und die Astronomie im 17. Jahrhundert 
ausgesehen haben, vor der Entdeckung des Massenanziehungsgesetzes 
und der Grundgesetze der Bewegung - der berühmten drei Newlonschen 
Gesetze -, vor der Entdeckung der Elekt1·izilät und de1· elektroma­
gnetischen Induktion, vor Coulomb, Volta, Ampere Ullll Faraday. 
Noch leichter ist es für den Chemiker, sich den Zusland seiner Wissen­
schaft im 17. Jahrhundert vorzustellen, vor Lomo11os.rnwund Lavoi.�irr, oder 
für den Biologen und Mediziner, vor der Entdeckung des Miki-oskops. 
Die Gelehrten wußten aber im 17. Jahrhundert bereits faktisch alles, was 
heute in den Schulbüchern über Geometrie und Algebrn steht, und sogar 
bedeutend mehr. Viele Tatsachen, die in den Lehrbüchern enthalten 
sind, waren im wesentliehen schon Euklid im 3 . .Jahrhundert v. u. Z. 
bekannt. 
Das bedrückende Alter der traditionellen Schulmathematik, das fast an 
das einer Religion grenzt, ist auch der Ausgangspunkt für die Schluß­
folgerungen über die Vollkommenheit und Verknöchel'Ung der Mathe­
matik. 
Diese Schlußfolgerungen entsprechen jedoch nicht den Tatsachen. In den 
letzten 300 Jahren, besonders im letzten Jahrhundert, entwickelte sich 
die Mathematik stürmisch. Ich werde Ihnen zeigen, daß die Mathematik 
ganz und gar nicht das ist, was man mitunter den Schülern in abge­
droschener und langweiliger Form darbietet. 
Was ist nun aber wirklich Mathematik? 
Man kann E11gels zitieren: ,,Die Mathematik ist die Wissenschaft, die die 
räumlichen Formen und die quantitativen Beziehungen der realen 
Umwelt zum Gegenstand hat." Man kann aber auch einen Aphorismus 
von Duvid Hilbert, dem größten deutschen Mathematiker um die Jahr­
hundertwende, benutzen: ,,Mathematik ist das, was kompetente Leute 
darunter verstehen." 
Für das richtige Verständnis einer Wissenschaft ist es notwendig, ihren 
Einflußbereich zumindest in grober Form zu umreißen sowie ihren 
Gegenstand und ihre Methoden zu beschreiben. 
Es wird mir nicht gelingen, Gegenstand und Methode der Mathematik in 
diesem kleinen Büchlein hinreichend ausführlich zu betrachten. Obwohl 
die Methode der Mathematik mein Hauptanliegen ist, ist auc·h der Cegcn­
stand der l\luthematik, wie wir sehen werden, von �roßem Interesse. 

Eine nicht unnütze historische Abschweifung 

Schon sehr frühzeitig in der Menschheitsgeschichte entstand das Zählen. 
Die Bedürfnisse des Teilens der Beute, des Tausches und des Handels 
mit den produzierten Gütern führten zur Entwicklung <ler Arithmetik. 
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Irgendwo in der Finsternis der Jahrhunderte wurde spüter die Geon�tric 
als Land,·ermessungslehre geboren. Allerdings trennte sie sich schon vor 
elwa zweieinhalb Jahrtausenden durch die Arbeiten der Geometer des 
alten Griechenlands von der Vermessungslehre. Sie verwandelte sich in 
die Wissenschaft von den räumlichen Beziehungen und Formen der 
Kifrper. Sie basiert auf einigen Axiomen (ohne Beweis angenommene Aus­
gangsthesen) und Lehrsätzen (aus den Axiomen in folgerichtiger, deduk­
tiver Weise abgeleitete Schlußfolgerungen) und ist so einwandfrei und 
vollkommen, daß im Verlauf von mehr als zwei Jahrtausenden (bis zum 
Anfang des 19. Jahrhunderts) keinerlei Xnderungcn in ihren Grundlagen 
vorgenommen wurden. 
Die komplizierten Aufgaben des Handels und der Wirtschaft führten zu 
Gleichungen, in denen Buchstaben verwendet werden, und damit zu den 
ersten Ansät:.r.en der Algebra, zu der Lehre von den Gleichungen. Schon 
im Altertum konnte man Gleichungen ersten Grades und die heute bei 
den Schülern so unbeliebten quadratischen Gleichungen lösen. 
Die l\fenschheit machte große Anstrengungen, um Gleichungen höheren 
Grades zu lösen. Erst im .16. Jahrhundert gelingt die Lösung von Glei­
chungen dritten und vierten Grades. Noch weitere drei Jahrhunderte 
bemühen sich die Mathematiker vergebens um die Lösung von Glei­
chungen höheren als vierten Grades. Über dieses Problem und seine 
dramatische Geschichte werde ich noch ausführlich berichten. 
Die Erfordernisse der Mathematik führten den be1·ühmte11 Philosophen, 
Naturwissenschaftler und Mathematiker Rene Descartes in der Mitte des 
'17. Jahrhunderts, genauer im Jahr 1637, dazu, Algebra und Geometrie 
zu vereinigen und algebraische Methoden in der Geometrie zu benutzen. 
So wurde die analytische Geometrie geschaffen, in der Geraden, Ebenen, 
Kreise und andere Kurven und Flächen als Gleichungen im rechtwink­
ligen oder kartesischen Koordinatensystem erscheinen. 
Im Bild G sind eine Gerade und ein Kreis mit dem Radius r und dem 
Mittelpunkt im Koordinatenanfang dargestellt. Ihre Gleichungen sind 
in kartesischen Koordinaten angegeben. Spätei· wollen wir ausführlich 
über Koordinatensysteme sprechen, da wir sie noch brauchen wercltm. 
Die Schaffung der analytischen Geometrie war der erste Schritt der 
Mathematik nach vorn, nachdem sie viele Jahrhunderte nicht von der 
Stelle gekommen war. Gegen Ende des 17. Jahrhunderts, das sich be­
deutender Fortschritte in der Entwicklung der Astronomie, der Geo­
däsie, der Mechanik und der Physik rühmen kann, entwickelten der 
geniale Engländer Isaak Newton und unabhängig von ihm der berühmte 
deutsche Gelehrte Gottfried Leibniz die Differential- und Integralrechnung. 
Damit war der grundlegende mathematische Apparat der klassischen 
Physik geschaffen. Die Differential- und Integralrechnung ermöglichte 
die Schaffung der Theorie der Differential- und Integralgleichungen 
der mathematischen Physik. 
Diese neuen Kapitel der Mathematik, vereinigt in der „Höheren Ana­
lysis", verhalfen der Physik, der Mechanik, der Chemie und den ver-
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wandten Disziplinen zu so vielen Siegen, daß man sie nicht alle aufführen 
kann. Hierhin gehören z. B. die Bewegung von Maschinen und Fahr­
zeugen, von Geschossen und Flugzeugen, von Gestirnen und Raketen, die 
Elektrizität und das Radio, die Spektralanalyse und die Wettervorher­
sage. Und die Geometrie? Am Anfang des 19. Jahrhunderts konnte man 
nach den Triumphen der analytischen und der Differentialgeometrie das 
Fundament der Geometrie, ihre Postulate, einer näheren Analyse unter­
ziehen. 
Nikolai Lobatschewskij, der große russische Mathematiker, unte1"Warf das 
System der Geometrie des Euklid einer kritischen Betrachtung und 
änderte insbesondere das berühmte fünfte Postulat über die Parallelen 
ab. Dieses fünfte Postulat lautet: ,, Durch jeden Punkt einer Ebene, der 
nicht auf einer in dieser Ebene gegebenen Geraden liegt, kann man zu 
dieser Geraden eine Parallele ziehen, und zwar nur eine." N. Lobat­
schewskij ersetzte in diesem Postulat die Behauptung über genau eine 
parallele Gerade zu einer gegebenen durch die Annahme, daß man durch 
einen solchen Punkt mindestens zwei parallele Geraden legen kann. 
Obwohl diese Annahme unserer Intuition widerspricht, darf man nicht 
vergessen, daß sich eben diese Intuition auf unsere Beobachtungen 
stützt, und beobachten können wir die Parallelität praktisch nur auf 
sehr kleinen Abschnitten der Ebene. Deshalb ist es von vornherein gar 
nicht so klar, was geschieht, wenn wir uns die Gemden nach beideu 
Seiten ins Unendliche fortgesetzt denken. 
Diese Theorie, die die Bezeichnung „nichteuklidische Geometrie" oder 
Lobatschewskijsche Geometrie erhielt, wurde von vielen Zeitgenossen 
nicht verstanden. Später allerdings wurden noch andere „nichteukli-
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dische Geometrien" entwickelt. Sie erwies sich, was die Hauptsache ist, 
als die mathematische Basis, auf die sich zu Beginn des 20 . .Jahrhunderts 
die Untersuchungen <les realen physikalischen llaumes stützten. Diese 
Untersuchungen fanden in der Schaffung der beriihmten llelativitäts­
theorie durch Albert fünstein ihre Krönung. 
Das Pa1·allelenpostulat E11J,lids hat die Aufmerksamkeit der Mathe­
matiker viele Jahrhunderte hindurch auf sich gelenkt. Es wurden -
insbesondere auch von den großen arabischen Mathematikern des Mittel­
alters - \'iele Versuche unternommen, zu zeigen, daß es einfach eine 
Folgerung aus den e1·sten vier Postulaten isl. Ungefäln· zu1· gleichen Zeit 
wie Lobatsclww.vl,·ij überzeugte sich der ungarische Leutnant Johann 
Bolyai von der Unbeweisbarkeit <les Parallelenpostulats von Euklid 
und beschäftigte sich mit dem Aufbau einer Geometrie auf ueuer Grund­
lage. Auch der g1·oße G,m(J hat in einem Brief an den Vater \'Oll Johann 
Bolyai mitgeteilt, daß er bereits früher üher diese Probleme nachgedacht 
und eine Basis für die nichteuklidsche <_;eometrie gefunden habe, jedoch 
zu Lebzeiten solch 1·c,·olutionäre und sensationelle Resultate nicht 
publizieren woUe. 
Viele mathematische Disziplinen haben sich aus den inneren Bedürf­
nissen der Mathematik heraus entwickelt und erwiesen sich später zur 
Lösung ,·on physikalischen, technischen und naturwissenschaftlichen 
Problemen als überaus nützlich. So dient z. B. die mathematische Logik, 
mit der die Mathematik auf eine feste, widerspruchsreire Grundlage 
gebracht wurde, heute als ein wichtiges Hilfsmittel der Digitaltechnik bei 
der Entwicklung digitaler numerischer Anlagen. Sie ist außerdem eines 
der wichtigsten Teile des mathematischen Apparats der Kybernetik. 
In den letzten drei Jahrzehnten führte die weitere Entwicklung der 
algebrnisl'hen Theorie, die Feststellung tiefliegender Beziehungen zwi­
schen der Algebra und der Höheren Analysis zu großen Erfolgen de1· 
sogenannten Fuuktionalanalysis. Durch einen ih1·er Begründer, den 
sowjetischen Mathematiker J. Gelfand, wurde in ihr de1· mathematische 
,\pparat der modernen Physik erkannt. 
Ich könnte über die Entwicklung sehr vieler mathematischer Theorien 
berichten. Das würde jedoch zu weit führen. Deshalb werden wir uns nur 
über einige Theorien etwas ausführlicher unterhalten. 
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Figuren auf einem Stück Gummi 

Beginnen wir mit dem sicher schon ofl verwünschten Dreieck. Wenn man 
eine Menge bestimmter Objekte studieren will, so sucht man entweder 
nach gemeinsamen Eigenschaften dieser Objekte oder man versucht zu 
verstehen, wodurch sie sich unterscheiden. 
Was haben die beiden im Bild 7 dargestellten Dreiecke gemeinsam i' 
Eigentlich nur, <laß Leide Dreiecke sind, d. h., sie haben drei Winkel, die 
von <lrei Strecken gebildet werden. Aus dieser Gemeinsamkeit folgen 
weitere gemeinsame Eigenschaften: Die Summe ihrer Innenwinkel ist 
gleich zwei Hechten; ihre Fläche läßt sich ausdrücken als das halbe 
Produkt einer beliebigen Seite mit der entsprechenden Höhe. Sicher 
erinnern Sie sich yon ihrer Schulzeit her noch an eine ganze Reihe von 
Sätzen über Dreiecke. 
Was haben nun die Figuren im Bild 8 gemeinsam? Sie sind aus Strecken 
gebildet, sie haben eine ungerade Anzahl von Ecken, un<l das ist offenbar 
auch schon alles. Und wie ist es mit den Figuren im Bild D? Obwohl sie 
durch irgend etwas einander ähnlich sind, ist es bereits schwieriger, ihre 
gemeinsamen Eigenschaften herauszustellen. 

JJitd 7 

ilild 8 
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Bild 10 

Kehren wir zurück zum Dreieck. Im Bild 10 ist von einem Dreieck ein 
iihnliches D1·eicck abgeschnitten, d. h. ein Drf!ieck, das ebenso große 
Winkel wie das ursprüngliche hat. Die beiden Dreiecke besitzen dann 
außer den gemeinsamen Eigenseharten aller Dreiecke auch noch Ähn­
lichkeit. 
Wir nehmen ein Stück Gummi und zeichnen unser.e ähnlichen Dreiecke 
darauf (Bild 11). Wenn man den Gummi in seiner Länge dehnt, so ändern 
sich zwar die Dreiecke; sie bleiben aher immer noch einander ähnlich 
(Bild 12).1) Somit ist die Ähnlichkeit eine Eigenschaft, die bei gleich­
mäßiger Ausdehnung in einer bestimmten Richtung erhalten bleibt. 
Wenn der Gummistreifen jedoch inhomogen ist oder nicht gleichmäßig 
ausgezogen wird, so kann aus dem Dreieck so etwas werden, wie im Bild 
13 z-11 sehen is 1. Seine Seiten sind schon nicht mehr geradlinig, doch irgend 
etwns Gemeinsames mit den vorangehenden Figuren ist geblieben. Dieses 
,,Etwas'· zn cl'fassen, wäre interessant. 
Dol'h warum sollten wir den C�ummi nur 11ach einer Richtung ausziehen? 
Wir nehmc11 ein Stück dünnen ebenen Gummi und zeichnen unsere 
iihnlichen Dreiecke darauf (Bild 14.). Nun ziehen wir an verschiedenen 
Sniten unterschiedlich stark, so als ob wir z.B. eine Trommel bespannen 
wollten. \Vas wir erhalten, ist etwas, das der Zeichnung eines dreijäh­
rigen Kindes ähnelt (Bild 15). Eine gewisse Gemeinsamkeit zwischen den 
Bildern 1./i und J!'i ist aber immel'hin erhalten geblieben. Die Figuren im 
Rild 15 sind gewissermaßen eine Karikatur der Dreiecke von Bild 14, 
aber auch sie haben Ecken, und die Dreiecke haben sich nicht etwa über­
L'inandergeschoben. Und was wird, wenn wir auf dem Gummi zwei 

1) \Vir woll(•n hit•r Jayun absehen, <lafJ das Gummistiic:k l'l wa� srhmah.•1· wird, wenn wir es in die 
l.ii11g,· zi1•lu•11. 
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Bild 11 Bild 12 Uild H 

Bild 14 Bild J{J 
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Bild u; Bild 17 

amöbenförmige Figuren aufmaleu, eine kompakte und eine mit einem 
Loch in <ler Mitte (Bild Lö), und den Gummi wieder „auf eine Trommel 
spannen''? Die „Amöben" bleiben „Amöben", <loch auch das Loch 
bleibt; wenn wir nichts zerreißen, kann uns keine Dehnung davon 
befreien. 
;\ach diesen Beobachtungen müßten wir nun versuchen, zu verstehen, 
wodurch sich alle diese Transformationen des Gummistücks auszeichnen. 

llathematik und Kunst 

Die Mathematik geht so ähnlich vor wie die Kunst; sie greift Erschei­
nungen der realen Umwelt auf, vereint analoge Ereignisse, Prozesse 
oder Fakten und verallgemeinert sie. Der bekannte Schauspieler und 
l{ünstler Sergej W. Obraszow führt manchmal Puppen vor. Hündchen, 
Kätzchen, Löwen oder Hasen veranschaulichen irgendwelche komischen, 
rührenden oder schlechten Eigenschaften der Menschen. Die Puppen 
werden <lurch Kugeln auf <len Fingern o<ler einfach durch <lie Finger 
selbst dargestellt. Mit Hilfe dieser primitiven Mittel unterstreicht S.

Obras:,ow das Markante im Benehmen und im Charakter der Menschen, 
in ihren Beziehungen zueinander. Nachdem die Kunst solcherart die 
. -\ na logie gezeigt ha L, häl l sie ein und sagt den Zuschauern, daß sie sich 
den Best selbst hinzu<lenken mögen. 
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Doch beim ;\fathematikcr beginnt die .\rbeit erst, wenn er in einer mi1-
unter langen und schwierigen Beobachtung etwas Wichtiges oder All­
gemeines bemerkt hat, das eine ganze Klasse von Erscheinungen <'harnk­
terisiert. Er hat genau zu formulieren, welche Eigenschaften ihn in teres­
sieren, ein Schema zu schaffen und dieses genau zu studieren, um dann 
schließlich noch nachzupriifen, ob die von ihm geschaffene Theorie der 
Wirklichkeit enlspricht. 

Stetige Verformungen 

Im vorigen Beispiel haben wir fcstges teilt, daß bei Verformungen der 
Ebene wie etwa der willkürlichen Verzerrung eines Stücks Gummi gewisse 
Eigenschaften der Figuren erhalten bleiben. Der Mathematiker nennt 
derartige Verformungen stetige Transformationen. Das Wort stetig be­
deutet dabei, daß nahe beieinander gelegene Punkte nach der Trans­
formation wieder nahe beieinander liegen und daß eine Linie wieder in 
eine Linie übergeht. Es ist leicht einzusehen, daß zwei sich schneidende 
Linien sich auch nach der Transformation schneiden werden; sich niehl 
schneidende werden sich auch nach der Transformation nicht st'hneiden. 
Eine Figur mit einem Loch kann nicht in eine Figu1· ohne Loch oder ei1w 
mit zwei Löchern übergehen, denn dazu wäre eine Klebestelle oder ci11 
Riß nötig, also eine Ve�letzung der Stetigkeit. 

/Jiul 18 Biul 19 
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Bild 21 

Diese Betrachtungen sin<l ein Ausgangspunkt der Topologie, einer Wis­
senschaft, die die Eigenschaften der geometrischen Figuren herausstellt, 
<lie sich bei stetigen Transformationen nicht ändern. 
Welcher Unterschied besteht zwischen dem Ballon und dem Kringel 
(Bilder 18 und :19)? Was haben die Gurke und die Kugel (Bilder 20 und 
21) gemeinsam?
Wäre die Gurke aus Gummi, so könnte man sie durch Aufblasen in die
Form einer Kugel bringen, jedoch auf keinen Fall zu einem Kringel
machen. ,\nde1·erseits ist von diesem Standpunkt aus ein Kringel das
gleil'he wie eine Kugel mit Griff (Bild 22) oder eine Hantel.
Kehren wir zurück zu den Transformationen in der Ebene.
Wir zeichnen eine Katze (Bild 23) und legen eine waagerechte Gerade
hindurch (Bild 21). Drücken wir die gesamte Figur in Richtung auf diese
Gerade gleid11niißig zusammen, so erhalten wir ebenfalls eine Katze,
<loch eine dickere. Da bei werden sämtliche Punkte der Figur ,·ersetzt,
ausgenommen die Puukte auf der Geraden, die an ihrem alten Platz
bleiben. �un nehmen wir innerhalb der Figur einen beliebigen Punkt O
und drehen die Katze um diesen Punkt (Bild 25). Dann bleibt bei dieser
Transformation nur der Punkt O fest, alle anderen werden versetzt.
Schließlich wiihlen wir einen neuen Punkt O und fassen ihn als Xhnlich­
keitszentrum auf. .\uf den verschiedenen Strahlen vom Punkt O aus
stauchen wir <lie Katzenfigur zusammen, jedoch nicht gleichmiißig,

35 



Bild 22 

Biul 23 
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sondern mit unterschiedlichem Maßstab in den einzelnen Richtungen. 
Deu \foßstaLsfaktor 1{ für die einzelnen Richtungen berechnen wir z. B. 
nus 

1,: = L .
:! + cos rp

wc1111 rp den Winkel zwischen dem jeweiligen Strahl und der Horizontalen 
bedeutet. Was wir erhalten, ist nur noch eine Karikatur der Katze 
(Bild 2ö) .. \lle Pu11kte sind versetzt, lediglich <ler Punkt O ist fest ge� 
blieben. 
Wir führen nun mit dieser Karikatur noch eine Parallelverschiebung aus 
(Bild 27), jedoch so, dnß sie innerhalb der Ausgangsfigur bleibt. 
Die zwei nacheinander ausgeführten Transformationen - die ungleich­
mäßige S Lauchung und die Parallelverschiebung - kann man als eine 
einzige Transformation der Katze in ihr Inneres betrachten. 
Was meinen Sie, verehrter Leser, bleibt bei dieser Transformation wenig­
stens ein Punkt auf der Katzenfigur in seiner ursprünglichen Lage oder 
werden sämtliche Punkte versetzt? 
Wir nehmen wieder ein Stück Gummi, ziehen es nach den verschiedensten 
llichtungen aus, wie es gerade kommt, und zeichnen jetzt die Katze auf 
den gespannten Gummi. Danach lassen wir los, so daß der Gummi in 
seine ursprüngliche Form zurückkehrt. Dabei zieht sich auch die Katze 
zusammen; sie wird innerhalb der alten Katze liegen und ein vollkommen 
neues .\ussehen annehmen (Bild 28). 

/ 

llild ;?.j Bild :!fi 
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Bild 2, Bild 28 

Es ist sehr wahrscheinlich, daß auch Sie, verehrter J ,cser, mir nicht wider­
sprechen würden, wenn ich behaupte, daß sämtliche Punkte der Katzl' 
in eine neue Lage gerückt sind. Kein einziger Punkt auf der gesamte11 
Katzenfigur ist noch dort, wo er vor der Transformation war. Jedenfal),; 
habe ich bis jetzt noch niemanden getroffen, der nicht ztmifrhst dies(· 
Meinung mit großem �achdruck verteidigt hätte. 
Hier führt uns jedoch unsere Intuition irre. Die Behauptuni,.r. daß sämt­
liche Punkte der Figur an einen ncm•n Platz gerückt sind, stimmt ni1·h1. 
Sondern: Bei jeder stetigen Punkttransformation einer solehcn Fii,.rur i11 
ihr Inneres bleibt wenigstens ein Punkt fest.1)
Dieser berühmte Fixpunktsatz wurde zu Beginn des 20. Jahrhunderts 
,·on Boll und Brarur bewiesen. Er spielt bei vielen Frai,.rcn der Topo­
logie und der Analysis eine wichtige Rolle, besonders bei der l_:ntPrs11-
chung der Bewegung dynamischer Sy�teme. 

Eine merkwürdige Fläche 

Die Fakultät für Mathematik und Mechanik der Moskauer Uni,·crsitüt 
hat sich unlängst ein Fakultätsemblem zugelegt. Die Skizze diese� 
Emblems sehen Sie im Bild 29. Auf ihm sind ein Koordinatennetz. ein 
lntegralzeichen und ein verschlung(•nes Band - das Möbiu�sPhe Band 
da rges teilt. 

1) Das gilt für alle rl,rnrn l'igur<'u
i 

<li<' mnn dun·h �tl·lige Tl'ansformation :111:-- 1·i111·111 1,n·i:­
:1Lkiten kann, sowif.' in :-.n.ilogc·r '\\'risc für all(• riiumlich('n Figun·u. die stNi� n·rforrnl<' 1...:w.:1·111 
darstdll'n. 
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Kleben wir die Enden eines Papierstreifens zusammen, ohne sie zu ,·er­
<lrchen, so erhalten wir einen Zylinder. Auf die Außenseite zeichnen wir 
horizontale Linien, auf die Innenseite vertikale (Bild 30). Dann führen 
wir <las folgende Gedankenexperiment aus: 

Wir lassen eine Ameise auf der äußeren Seite der �fontclfläche des Zylin­
ders entlangkriechen, und \'erbieten ihr, über den Rand zu klettern. Sie 
möge sich auf den mittleren Linien bewegen. Nach einer gewissen Zeit 
kommt sie zu dem Punkt zurück, von dem sie ausgegangen ist (wie di<• 
Schiffe Magellnn.� nach der Erdumsegrlun:z). 
Ein Deckel, ein Hut oder ein Autorcift·u haben. wie Sie wissen, eine 
:\ußen- und eine Innenseite. Es scheint außer jedem Zweifel zu stehen, 
<laß jede beliebige Fläche zwei Seiten hat, von <Jer wir die eine als Auße11-
11nd die andere als Innenseite bezeichnen. ""if• kiinnlc es andPrs sein? 
Wir nehmen einen neuen Papierstreifen, h<•zeichnen seine Ecken mit 
.,tßCD und zeichnen auf die Vorder- und Rückseite horizontale Linien 
Ycrschiedener Farbe und kleben seine Enden nach einer halben Um­
drehung zusammen. Punkt A wird also mit Punkt lJ und Punkt B mit 
Punkt C zusammengeklebt (Bild 31). Lassen wir nun die Ameise auf 
Pine1· Linie entlang marschieren, so werden Sie überrascht sein: Die 
Ameise bewegt sich auf Linien verschiedener Farbe, die der Vorder­
und der Hürkseite des Papierstreifens entsprechen, ohne irgendwo den 

Hand zu überklettem. Sie läuft plötzlich mit 
den Beinen nach oben: trotzdem kehrt sie zum 
Ausgangspunkt zurück, allerdings muß sie dabei 
eine Strecke durchlaufen, die der doppelten 
Länge des Papierstreifens entspricht. 

Bild 29 

Bild ,W 
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1 1 
B 8 

I I 

1 

1 1 1 

\ l \ DC D 
Bild 31 

Die erhaltene Fläche ist also recht sonJerbar: Linien verschiedener 
Farbe gehen ineinander über; sie liegen also auf ein und derselben Seite. 
Wir könnten die Linien auch einfarbig zeichnen, denn diese Fläche hat 
nur eine Seite! Unsere Behauptung, daß jede beliebige Fläche zwei Seiten 
hat, ist also falsch! 
Die Figur, die wir erhalten haben, ist das Möbiussche Band, das Möbins

im Jahre 1858 entdeckt hat. Es besitzt noch andere ungewöhnliche 
Eigenschaften. 
Ein Zylindermantel hat zwei Bänder, einen oberen und einen unteren. 
Das Möbiussche Band hat nur einen! 
Schneiden wir einen Zylindermantel (Bild 30) längs seiner Mittellinie auL 
so entstehen offensichtlich zwei Zylinder. Doch, was ergibt sich, wenn 
man ein Möbiussches Band längs seiner Mittellinie aufschneidet? Glanh­
würdig sind folgende Antworten: 

L Es ergeben sich zwei Möbiussche Bänder. 
2. Es ergehen sich zwei Zylinder.
3. Es ergibt sich ein Zylinder.
4. Es ergibt sich ein �löbiussches Band.
5. Es ergeben sich zwei verschlungene Ringe.

Suchen Sie bitte aus diesen fünf Antworlen die nach Ihrer Meinun!! 
richtige aus oder schlagen Sie eine neue vor. Nun kleben Sie sich bitte ein 
Möbiussches Band. Das dauert nur einige Minuten, un<l sie werden es 
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nicht bereuen. Schneiden Sie Ihr Band längs der Mittellinie auf, un<l 
s Lellen Sie fest, ob sich das ergeben hat, was Sie erwarteten! Danach schnei­
den Sie di� erhaltenen Streifen nochmals längs der Mittellinien auf. Es 
ist kaum anzunehmen, daß sich auch jetzt noch die Figuren ergeben, die 
Sie erwartet haben ... 
Uer Reichtum an geometrischen Figuren ist durch die alten griechischen 
Geometer längst nicht ausgeschöpft worden. Er ist keineswegs auf Viel­
ecke, Kegel und Pyramiden beschränkt, sondern unendlich und wird 
aurh noch gegenwärtig intensiv studiert. 

Hild :3:! 

Noch etwas müssen wir feststellen. Die scheinbar unzweifelhafte Be­
hauptung, daß jede Fläche zwei Seiten hat, erwies sich als falsch. Des­
wegen lassen sich die so sehr korrekten Mathematiker nicht nur von 
ihrem bloßen Vergnügen leiten, wenn sie zu jeder Behauptung einen lo­
gisch einwandfreien Beweis fordern. Sie tun das auch zur Prüfung von 
Tatsachen, die uns offensichtlich scheinen, weil sich diese bei einer 
genauen Überprüfung manchmal als unrichtig erweisen. 

Der Graph 

:\ uf einer Eisenbahnkarte oder einem Stadtplan (Bild 33) werden die 
Bahnstrecken bzw. Straßen der Stadt durch ein Netz aus Linien darge­
stellt. Jede Linie verbindet zwei Punkte, die Knoten genannt werden. Ein 
Xetz aus Punkten und den zugehörigen Verbindungslinien trägt den 
,,vornehmen" Namen Graph. 
Der Plan des Wasserleitungsnetzes einer Stadt ist ebenfalls ein Graph. 
Im Unterschied zum Straßenverkehr kann das Wasser in den Leitungen 
jedoch nur in einer Richtung fließen. Vermerkt man auf den Kanten (Ver­
bindungslinien) des Graphen die Bewegungsrichtung des Wassers durch 
Pf eile, so erhält man einen gerichteten oder orientierten Graphen (Bild 34). 
Wegen des immer stärker werdenden Straßenverkehrs erklärt man immer 
mehr Straßen zu Einbahnstraßen. Deutet man im Stadtplan die Ver­
kehrsrichtung dieser Straßen durch Pfeile an, während die in beiden 



. . t 
� 

• 

Jli(,I :::; 

Uiltf :; I 

llichlungen befahrenen StraUen ohne Pfeil hlciheu, so ed1ält 11rn11 ('ine11 
gemischten Graphen (Bild 35). 
Die Ergebnisse eines Schad1L11miers kann man ebenfalls in Form einl', 
Graphen darstellen (Bild 3G). Man zeichnet n11[ dem Papier für j,•drn 
Turnierteilnehmer einen K rris u11d Lezeielmet die Kreise mit den SI al'I · 
nummern der Teilnehmer. Das Ergebuis eines jeden Spiels wird durd, 
eine Kante dargestellt, die die Kreise der Spielei· Yerbindet. Eine Pfeil­
spitze zeigt vom Gewinner zum Verlierer. Endet das Spiel llemis, ,o 
wird an die Kante kein Pfeil gemacht. 
Am Ende des Turniers ist jeder Kreis mit jedem anderen \'erbunden. Ein 
solcher Graph heißt vollständig. Gewinner des Turniers ist der Spieler. 
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Hild 3.5 

/Jild ,36 

\"Oll dessen Kreis die meisten Pfeile wegführen. \\"enn nlle Teilnehmer 
jeweils zwei Partien gegeneinander zu bestreiten haben (wl'iß und schwarz). 
so muß man jeweils zwei Kanten ziehen. Bild 36 zeigt die SiLuation, in der 
außer dem vie1·ten und dem sechsten alle Teilnehmer je zwei Partien ge­
spielt haben, der vierLe und sechste jedoch nur eine. Den ersten Platz 
hält zu diesem Zeitpunkt der Teilnehmer Nummer zwei. 
\Jan könnte vermuten, daß die nicht durch Kreise gekennzeichneten 
Schnittpunkte der Kanten des Graphen auch irgend etwas bedeuten. Sie 
haben jedoch keinerlei Bedeutung. Das macht man sich am besten da­
durch klar, dnll man sich den Graphen im Baum vorstellt: dann schneiden 
sich seine Kanten nicht. Die Kanten eines Graphen brauchen auch nicht 
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unbedingt geradlinig zu sein. So sind die Graphen in den Bildern 36 und 
37 in dem Sinne gleich, daß einer durch eine stetige Transformation in den 
anderen übergeführt werden kann. Solche Graphen nennen die Mathe­
matiker isomorph. 
Es ist übrigens nicht immer gleichgültig, ob man einen Graphen so zeich­
nen kann, daß sich seine Kanten nicht schneiden. So ist z. B. das Schalt­
bild eines Rundfunkempfängers ein Graph, dessen Knoten die Wider­
stände, Kondensatoren, Röhren usw. sind, während die Leitungen die 
Kanten sind. Hier ist es unwesentlich, ob sich die gezeichneten Kanten 

Bild 3i 

schneiden oder nicht. Bei der praktischen Realisierung de1· Schaltung 
schneiden sich die Leitungen nicht; man kann sie übereinanderlegen und 
Kurzschlüsse durch Isolation verhindern. 
In den letzten Jahren werden jedoch immer mehr gedruckte Schaltungen 
verwendet. Eine gedruckte Schaltung besteht aus einer mi L Bauelementen 
bestückten Leiterplatte, auf der die dem Schaltbild entsprechenden 
Leitungszüge verlaufen. Dabei ist es wichtig, daß man die Knoten des 
Graphen (de1· Schaltung) durch sie nicht schneidende Linien verbinden 
kann. 
Es gibt also Fälle, in denen es notwendig ist, einen gegebenen Graphen 
in der Ebene so darzustellen, daß sich seine Kanten nu1· in den Knoten 
schneiden. Wenn das möglich ist, heißt der Graph eben. Man kann eine 
YlcLhode angeben, nach der entschieden werden kann, ob ein Graph eben 
ist oder nicht. Das ist eine füi· die Praxis wichtige Aufgabe. 
Bei de1· Einrichtung von Einbahnstraßen in einer Stad L muß die Verkehrs­
polizei die Verkehrsrichtungen so festlegen, daß es keine S teilen gibt, zu 
denen man überhaupt nicht gelangen oder von denen man nicht mehr 
weiterfahren kann. So kann man z. B. im Bild 38 von A nach B fahren, 
jedoch nicht von B nach A. Derartige Aufgabenstellungen können wir 
bereits als allgemeine Aufgabe über die Struktur eines geriehleten ebenen 
Graphen formulieren. 
Natürlich würde die Verkehrspolizei zu Recht kritisiert werden, wenn sie 
die Verkehrsregeln nur nach den Gesetzen der Graphentheorie aufstellen 
würde. 
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Bild 38 

Die Lenkung des Verkehrs in einer großen Stadt ist eine sehr schwierige 
Aufgabe, die wegen des Anwachsens der Anzahl der Fahrzeuge von Jahr 
zu Jahr komplizierter wird. Immerhin ist es aber eine mathematische 
Aufgabe, die eng mit der Graphentheorie zusammenhängt, jedoch nicht 
nur mit dieser. 
Sie haben sicher schon Glossen gelesen, in denen kritisiert wird, daß man 
Badeanzüge in die Arktis schickt oder daß sich eine Sendung Spaten z. B. 
von Rostock nach Suhl mit einer Sendung gleicher Spaten von Suhl nach 
Rostock kreuzt. Solche Glossen sind oft sehr geistreich geschrieben, doch 
die Autoren können meist, wenn man sie fragt, wie die Mängel abzu­
stellen seien, nu1· vorschlagen, die Verantwortlichen zur Rechenschaft zu 
ziehen. Aber wie kann man es besser machen? Natürlich, unqualifizierte 
Mitarbeiter bringen manchmal etwas durcheinander, doch meist liegt 
das Problem tiefer. Die Planung des Transports und die Lagerhaltung 
sind komplizierte Aufgaben, und ein Fuhrparkleiter oder ein Lagerver­
walter sind gar nicht immer ohne weiteres in der Lage, sie zu lösen. 
Die Graphentheorie in \'erbindung mit einigen anderen mathematischen 
Disziplinen gibt die Möglichkeit, solche Aufgaben zu lösen. Ich werde 
einmal kurz das \\'esen der Transportoptimierung erläutern. 
Die Zeiten ändern sich, und, sagen wir, in der Stadt Surbagan, deren 
Entstehen wir der Phantasie des utopischen Schriftstellers Alexander Grin
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verdanken, wird intensiv gebaut. Eine Schule, ein Institut für Hochsee­
schiffahrt, ein scchzchnstöckiges Wohnhaus und ein Hafen sollen zur 
gleichen Zeil entstehen. ln der :\Tähc der Stadt gibt es drei Werke für 
Baumaterial. Doch die Baustellen sind weit voneinander entfernt und 
befinden sich außerdem in \·crschiedenen Entfernungen von den Werken. 
Der Veranlworlliche für die Versorgung der Baustellen muß den Trans­
port des Baumaterials so organisieren, daß der :\1atcrialbedarf der 
Baustellen gedeckt wird und die recht beträchtlichen Transportkosten 
von den Werken :rn den Baustellen möglichst niedrig bleiben. Diese Auf­
gabe ist prinzipiell lösbar; man braucht dazu jedoch Erfahrung und yor 
allem solide mathematische Kenntnisse und die moderne Hcchentechnik. 
insbesondere wenn die Anzahl der Baustellen und Werke größer ist. Ich 
werde nun den Lösungsweg dieser Aufgabe skizzieren. 
Wir stellen einen gerichteten Graph auf, in dem die Werke mit den Ziffern 
1, 2 und 3 bezeichnet sind und die Baustellen die Buchstaben S (Schule), 
I (Institut), W (Wohnhaus) und H (Hafen) tragen; von den Werken zu 
allen Baustellen sind Kanten gezogen (Bild 39), die mit Zahlen versehen 
sind, die die relativen Transportkosten einer Einheit Fracht auf dem 
betreffenden \Veg angeben. 
Die Lösung der Aufgabe scheint zunächst offensichtlich zu sein: Der 
Schulneubau ist am günstigsten durch das Werk Nr. 1 zu versorgen, die 
Baustelle Hafen durch das Werk Nr. 2. Der Institutsneubau kann so-
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wohl vom Werk Nr. l als auch vom Werk Nr. 2 versorgt werden; die 
Baustelle des Wohnhauses kann man durch das Werk Nr. 2 oder das 
\\'erk �r. 3 beliefern lassen. Es hat den Anschein, daß man das Werk Nr. 3 
übe1·huupt nicht benötigt. 
Doch �o einfach liegen die Dinge in Wirklichkeit nicht. 
Stellen Sie sich vor, daß die drei Werke einen unterschiedlichen Produk­
tionsausstoß haben und ihre Gesamtproduktion den Bedarf der Baustel­
len gerade deckt. Außerdem möge das Werk Nr. 3 den höchsten Ausstol.l 
haben un<l Werk Nr. 2 den geringsten. Derartige Bedingungen erschweren 
die Lösung der Aufgabe bedeutend. Trotzdem kann man durch Betrach­
tung der möglichen Varianten die Lösung finden, die die Versorgung der 
Baust<•llcn bei minimalen Transportkosten garantiert . 
. -\us dem vorstehenden Beispiel kann man eine Erkenntnis ableiten: Plant 
man den Transport nur „über den Daumen", so führt das unweigerlich 
zu Störungen in der Versorgung, besonders wenn die Gesamtmenge des 
erzeugten Materials den Bedarf nicht wesentlich übersteigt. Die Benut­
zung der günstigsten Variante des Transports kann außerdem riesige 
Einsparnngen bringen. 
\"un wollen wir noch eine Klasse von Aufgaben betrachten, die auf Pro­
bleme der Graphentheorie hinauslaufen. In einem Ort leben einige (11) 
junge Damen, die gern heiraten möchten, und einige (m) ledige junge 
;\,länncr. 
Die Mädchen sind wählerisch, und jedem gefallen nur wenige Kandidaten. 
Wie kann man es nun einrichten, daß jede der Schönen einen für sich 
annehmbaren Ehegatten erhält? 
Die Anzahl der Mädchen muß geringer oder darf höchstens gleich der der 
jungen Männer (n � m) sein, und diese Voraussetzung erschwert das 
Leben ungemein. Aber es können noch mehr Schwierigkeiten auftreten. 
Wenn fünf Mädchen nur die ersten zwei von vielen Kandidaten gefallen, 
so ist die Aufgabe, alle fünf zu verheiraten, unlösbar. 
Eine günstige Situation wird durch Bild 40 illustriert. Die von den Mäd­
«·hen ausgehenden Pfeile weisen auf die jungen Männer, die ihr Herz er­
obrrn künnten. 
Eigentlich müßten wir allen jungen Leuten unseres Bildes wohlklingende 
�amen gehen, doch ist es einfacher, sie durchzunumerieren. In der dar­
gestellten Situation können wir alle Mädchen glücklich machen. Die erste 
Zahl sei die� ummer des Mädchens und die zweite die des jungen Mannes; 
man kann nun fünf Paare bilden: (1, 1); (2, 2); (3, 5); (4, 3); (S, 6). 
Wie es im Leben häufig vorkommt, ist derjenige, der den meisten �läd­
chcn gefiel, niimlich der Vierte, übriggeblieben. Wir könnten unsere 
jungen Leute auch in anderen Kombinationen verheiraten. Dabei haben 
wir allerdings die Interessen der Männer sowie die alltäglichen Konflikte 
durch Eifersucht, Eitelkeit und andere Gründe, die häufig die Stimmung 
und manchmal das g-anze Leben verderben, nicht berücksichtigt. 
Wenn die Anzahl der jungen Leute sehr groß ist und sich ihre Interessen 
in komplizierter Weise überschneiden, so ist es gar nicht so einfach, alle 
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Bild 40 
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glücklich zu machen. Man kann jedoch die Bedingungen angeben, die die 
Existenz einer Lösung der gestellten Aufgabe garantieren. Ich will Sie 
nicht mit der Formulierung des entsprechenden Satzes ermüden, sondem 
werde Ihnen ein anderes, weniger dramatisches l\lodell derselben mathe­
matischen Situation vorführen. 
Stellen Sie sich eine Werkhalle mit n verschiedenen l\laschinen und m

Arbeitern (n< m) vor. Die Bedienung jeder Maschine ist nur einigen 
Arbeitern entsprechend ihrer Qualifikation möglich. Welche Vorausset­
zungen müssen erfüllt sein, damit die Bedienung sämtlicher Maschinen 
gewährleistet ist? Die Lösung dieser Aufgabe ist, wie man sieht, der 
Lösung der Aufgabe über die Bildung der jungen Paare iiquirnlent. 
Ähnlich ist die Situation, wenn Arbeitskräfte möglichst rationell ein­
gesetzt werden sollen. Angenommen, wir haben n Mitarbeiter und ebenso 
viele Arbeiten; jeder Mitarbeiter kann jede der Arbeiten ,·errichten, doch 
die Leistungen sind unterschiedlich. Wenn aij die Leistung a (in gewissen 
Maßeinheiten) bei der Erfüllung der Arbeit l\'ummer j durch den :llit­
arbeiter Nummer i ist, dann ist z. B. a24 die Leistung des Mitarbeiter, 
Nr. 2 bei der Arbeit Nr. 4. Es ist vorteilhaft, die Mi tarbei tcr so einzu­
setzen, daß sie alle mit hoher Effektivität arbeiten. Diese Situation winl 
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durch Bild lil illustriert. Als Kennziffer für die Arbeit des gesamten 
Kollektivs der Mitarbeiter kann man die Summe der Leistungen nehmen. 
Dann ist für die Situation im Bild 4.1 die 

Gesamtleistung = <i12 + a24 + a31 + a43 

Die Aufgabe des günstigsten Einsatzes der Mitarbeiter wird durch die 
AI"beitseinteilung gelöst, bei der die Gesamtleistung maximal wird. 
:\lan kiinnte die Arbeit eines Kollektivs auch an der Effektivität des 
schwächsten l\litarbeiters messen. 
Die Aufgabe des günstigsten Einsatzes der Mitnrbeiter besteht dann 
darin, den schwächsten Mitarbeiter am wirksnmsten einzusetzen. Das 
läßt sich so formulieren: Die Arbeit ist so aufzuteilen, daß die kleinste 
Leistung- ihren größten Wert hat. Die kleinste Leistung muß also größer 
sein als die kleinste Leistung bei irgendeiner anderen Aufteilung. In der 
Sprache der Graphentheorie würde sich das folgendermaßen ausdrücken 
Jassen: Angenommen, a31 sei die kleinste Leistung im Graphen (Bild 41). 
�lan kann nun die Arbeiten anders aufteilen, z. 13. so, daß sich die Lei­
stungen a11, a23, a32 und a,.,. ergeben. Ist nun a44 die kleinste Leistung, 
a44 abeI" größer als a3„ so ist die zweite Arbeitseinteilung der ersten vor­
zuziehen. Die Aufgabe besteht also darin, die Anordnung der Pfeile so zu 
bestimmen, daß die kleinste der jeweils vier auftretenden Zahlen für die 
Leistungen maximal ist. 

Bikl 41 
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Die oplirnale Yarianle kann bei Jer \'Orstehenden Aufgabe, bei drm 
bereits betrachl.eten Transportproblem und einer Heihe weiterer .\ul'­
gaben in der Praxis na türlil'h nicht dureh Probieren gefunden werden. 
Man benulzl die Methoden de1· Spieltheorie und der linearen bzw. nicht­
linearen Optimierung und findet so einen systematischen Lösungsweg. 
der auch den Einsatz von Rechenautomaten ermöglicht. 
Die Graphentheorie wird heute in den verschiedensten (;ehieten vo11 
Wissenschaft und 'fcl'hnik benutzt. Ein wichtiges .\nW('tHlungsgebiet isl 
die Netzwerkplanung. Ursprünglich hatte ich di� .\bsieht, einen .\bsehnit I 
darüber zu schreiben. J n letzter Zeit ist jedoch so viel darüber geschrieben 
worden, daU ich die mir zur Verfügtrng stehenden Seiten lieber benutzc11 
will, um iibcr weniger bekannte Probleme zn sprechen. 
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Zahlen und Punkte 

Fii1· die wl'i l!'l'('II Hctrar:!11 ungen wcnlen ('llllg(• ganz elementare Grund­
begriffe clcr anal�·tisclte11 CeomeLrie henötigl. Ich bille um Verzeihung, 
wenn ich diese zuniil'hst kurz darlege. Es könnte ja sein, daß die Mathe­
matik lwi cle111 Pi1H'11 oder anclcren Leser in ,kr Schule zu kurz gekommen 
ist, oder daB sei1w :\la Lhematikkenn tnissc sd1011 Hingst in V ergcssenhci t 
gcra l!'ll sind. Sic- ki.i1111en diesen .\ bsehnitt sicher ohne wc-i Lercs über­
,pr111g<·11. 
Entla11g den .\11tosLraUe11 und Eisenl,ah11li11ie11 stehen in rcgelmiiBigc11 
.\hstiindPn l,ilornetcrstcine, auf dent'n die EntfPrnung ,·on einem .\u,­
ga11gspu11kt. angegeben ist. In anderen Ländern ist es teilweise iihlid1, 
lliuweissehilder a11fz11stellcn, diP außerdem an1·h die Entfernung zum 
Endpunkt a11gPhc11 (füldli2). llier l,c,g<•gnen wir der t•iufachsten ;\Iö:dich­
k<•i 1, die l .agc ,·011 Punk te11 auf rine1· Li nie (nicht 1111 hcding t einer ( ;eradeu J 
d11rd1 Zahlen zu kennzeichnen. Dabei kann man die Zahl auf' dem I..:ilo-
111elc1·slei11 als l.;oordinate cles PnnkLes auffassen, wobei als :\fullpunkt 
dPs Bez11gss�·stems (Koordinalcns�·sLem) der .\usgang-spnnkt der Straße 
11nd dPr J,;.ilo1>1PlPr als ;\Iaßeinht•it dienen. 

/Jild J:! 
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Es \\'urd<• bereits e1·wiih11t, daß man die Lage von Punkten in der Ebene 
durch karLesisdie Koordinaten angeben kann. 
Die Lage ,·on Punkten auf einer beliebigen Fläche liißt sieh in ähnlicl1e1· 
Weise durch Zahlen beschreiben .. \ls der legendäre Kapitän Nemo die 
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Lage seines „N autilius" auf der Erdoberfläche angeben wollt<>, berechnete 
er die geographische Länge und Breite.f) 
Wir zeichnen ein kartesisches Koordinatensystem auf ein Stück Gummi -
also ein rechtwinkliges Netz mit einem bestimmten Einheitsschritt. Um 
von einem beliebigen Punkt des Netzes zu einem beliebigen anderen zu 
gelangen, muß man, wenn man sich auf den Linien des Netzes be­
wegen will, zunächst ein Stück auf einer ausgezogenen „Straße" zurück­
legen und dann auf einer gestrichelten (Bild li3). Man könnte natürlich 
auch zuerst die gestrichelte Richtung einschlagen und dann die ausgezo­
gene, das ändert nichts an der Sache. 
Jetzt deformieren wir das Gummistück durch eine beliebige stetige Trans­
formation. Das erhaltene krummlinige Netz ist ebenfalls ein Koordinaten­
system: Auch hier hat man für die Fahrt von einem Punkt des Netzes 
zu einem anderen zunächst eine ausgezogene, nun jcdoeh nicht melll' 
gerndlinige „Straße" zu benutzen und dann eine gestrichelte (Bild lili). 
Ganz analog sieht die Sache im Raum aus. Um die Lage einer im Haum 
hängenden Glühlampe anzugeben, sind drei Zahlenangaben nötig: z. ß. 
die Entfernung des Punktes der Decke, an dem die Lampe befestigt ist. 
von zwei senkrechten Wänden und die Länge des Leitungsdrahtes (Bild 
'i5). Diese Zahlen sind kartesische Koordinaten im Raum. 
\Venn der Kapitän Nemo die Lage des „Nautilius" im Raum angeben 
will, muß er außer der geographischen Länge und Breite auch die 
Tauchtiefe bestimmen. Diese drei Zahlen sind ebenfalls Koordinaten im 
Raum. 
In der Astronomie ist es üblich, die Lage von Himmelskörpern, bezogen 
auf die Erde, durch drei Koordinaten zu kennzeichnen: durch zwei 

') ./. Ferne (1820-1905): ,,Zwanzigtausend �foilrn unter dem Meer". 
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Winkel - die Deklination und die Hekluszension - und diP En1rern1111g 
von der Erde. 
Mit Ililfe eines Koor<linatensyslcms können wi1· hclichige geo111etris1·l11· 
Aufgah<'n in der Sprache der Zahlen ausdrücken. Fiir ein geometrisches 
Cebildc erscheint eine äquivalente Zahlenme11ge. 
So entsprich! z. B. dem .\hschni lt der Zahlengeraden zwisrl1e11 d!•n zwPi 
Punk l en mi L den Koordina lcn :r1 = 2 und :r2 = 7 .:-; ( Bild 'ifl) die .\leng-c 
aller Zahlen .r, die den zwei Ungleichungen 

g-enügcn. 

.r � � und .r� 7,;i 

Es is l üblich, diese zwei l; 11gleil' hung·1•n zusanunc11z11f assen: 

� � .1' � 7.:> 

�. X t
1 ) � ' 1 1 5 5 1 1 • 

I � J ... G ' 7 ' ' 
0 X 

Bild HJ 

Oas Einheilsquadrat in der Ehc1H'. d!•sst•n Ecken cl11reh die Pnnkll' mil 
den l�oordinaten (O; 0); (l; 0): (0: 1) und (1; 1) gegehe11 sind. wird durl'h 
die l\lenge der Zahlenpaa1·e (.r, y) dargestellt, ,Iic• den folgt•nd1•n Ll11gl<'i­
rhunge11 genügen (Bild 47): 

O�.r� .I; O�y�J 

Die gesamle Geometrie kann mau also analytisch darleg1•n, l,q�inncnd 
<lamil, dal.l man ci11Pm P11nkt der Geraden eine Zahl (.r) zuonlrH'l. ei1ll'm 
Punkt der Ebene ein Zahlenpaar (.r, y) und t•im•111 P11nkt i111 Ba11111 drei 

y 

.!,T 
,. 

fO,OJ 
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Zahlen (x, y, :;). Eine Kreisfläche vom Hadius 5 mit dem ]Vlittelpunkt im 
Punkt (:!, 3) ist dann nichts anderes als die Menge der Zahlen (.-r, y), die 
der Ungleichung 

(.'!; - :!f + (y - :1)1;;:;;; 52 

genügen. Eine Ebene im Baum, die durcl1 den Koonlinatenursprung geht, 
ist einfach die '.\(enge der Zahlentripel (x, y, .:), die der l;Jeichung 

a:r + by + cz = 0 

genügen, wobei a, b und c hestimmlc konstante Zahlen sind. 
Wid11ig ist die völlige Äquinilcnz des geomelrisrhen und des analytischen 
S1a11dpunktes: Ceometrische (;ebildc lassen sich analytisch durch Clei­
clrnngen oder L.:ngleit"hungcn hcsl'hreiben, während sich analytische llc­
zieliungen in F01·m von Ku1Ten, Fliicheu oder Figu1·en darstellen lassen. 
Das analy1ische Herangehen an geometrische Aufgaben gil.,t z.B. dem 
,\rzl die Möglid1keit, verschiedene Daten eines Menschen anschaulich 
darzuslellen. So kann bcispielswC'isc die Körpergröße auf einer Geraden 
abgclragen wPrden. 
Bei .\l<'ssung der l,ürpcrgröße li und des c:ewirhts p entspricht jedem 
�lcnsd1en ein Punkt in der Ebene mit den Koordinaten (h, p). \Vird noch 
zusiilzlirh das Altert angegeben, so erfolgt die Kennzeichnung im Raum 
durl'l1 t•inen P1111kt.111i 1. den Koordinaten (h, p, t). 
Doeh wie kann man verfahren, wenn der Mensch durch viele Parameter 
l'haraklcrisierl wird: Körpergröße /i, (;ewicht p, .\lter t, Hrustumf'ang Q, 
Druckkraft der linken und rcC'hten Iland {1 und (2, Sel1sehiirfc r? Vor­
stehend sind sieben Größen vorgegeben worden. Eine anschauliche geo­
mcl 1·ische Darst elhmg seheint nicht mehr möglich zu sein. 
Talsiil'hlieh ist jedoch eine analoge geometrische Betrachtung weit ver­
hreitct: ;\lan faßt die Menge der Kombinationen von \·ier Zahlen (x, y, z, t) 
als l..;:oCH·dina Leu ,·on Punkten im vierdimensionalen Haum auf; die Kombi­
na I io11en von sieben Zahlen (x, !/, z, /., 11, 1•, w) werden als Koordinaten 
von Punk1t>n im siebendimensionalen .Raum aufgefaßt. Derart kann 
man nll1• Kornbinnlionen ,·on n Zahlen (a· 1 , x2, • •• , Xn) als Punkte im 
11-dimcnsionalen Jlaum ansehen.
Solch eine Aul'l'assung wird bei jedem, der erstmalig damit in ßcrührung
ko111rnl, nuf Befremden stoßen: Was bedeutet vierdimensionaler Raum?
\Vi<' kann man sich Punkle im ,·ierdimensionalen H.aum vorstellen?
\\"ir nehmen ein dünnes Clasrohr, dessen Durl'iunesser gerade so groß ist,
daß �ine .-\ meise hindurehpal.l t, und lassen <las Insekt hinein. Wenn die
.\ rncise zurül'k will, muß sie rückwärts kriechen. Lassen wir von der
andcren Seite no<"h eine zweite Ameise hinein, so können die beiden
Ameisen niC"ht aneinander ,·orbei (ßild '18). So traurig ist das Leben im
eindimensionalen Haum - auf einer Linie!
Nun lassen wir die zwei ,\meisen auf dem Tisch oder der Oberfläche eines
Kürbis urnhe1·spazieren. Sie können sich in hcliebige1· Richtung bewegen,
Hindernisse umgehen usw. (Hild 119). Für sie bedeutet das Leben auf einer
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Bild 48 

Bild 49 

Bild 50 

Fläche im zweidimensionalen Raum - bereils die große Freiheit. 
Allerdings giLL es auch hier gewisseSchwierigkeiteu: Zwei Ameisen, die z. U. 
durch einen Bach voneinander getrennt sind, können niemals zu,ammen­
kommen. Man sagt, daß ein Hahn, den man in einen mit weißer Farbe 
gezogenen Kreis stellt, unentschlossen d.irin herumlaurcn würde und 
nicht darauf käme, die Kreislinie einfach zu überschreiten. Wenn man 
sich in die Lage des Hahnes hineindenkt, kann man sich vorstellen. daß 
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Bild 51 

Bild 52 

ta Lsächlich allerhand ,\ uffassungsgabe und Mut dazugehören, um aus 
dem zweidimensionalen Raum in den dreidimensionalen zu gehen. 
Eine Libelle hat es schon besser als eine Ameise - sie kann einen Bach 
einfach überfliegen. Die Libelle lebt im dreidimensionalen Raum, und 
eine geschlossene Linie auf einer Fläche stellt für sie kein Hindernis dar. 
Setzt man die Libelle jedoch in ein Glas und deckt es zu, so sitzt auch sie 
in der Klemme: Sie kann nicht herausfliegen. Eine geschlossene Fläche 
(die Oberfläche des Glasgefäßes) teilt ihren dreidimensionalen Lebens­
raum in zwei Teile - ein Inneres und ein Äußeres -, ähnlich wie eine 
geschlossene Kurve den Lebensraum der Ameise - die Fläche - in zwei 
Teile zerlegt. 
Übrigens wird eine Fläche nicht durch jede daraufgezeichnele geschlossene 
Kurve in zwei Teile zerlegt, so daß die Ameise nicht von einem Teil in den 
anderen käme, ohne die Kurve zu überschreiten. Als Beispiel kann der 
Kringel im Bild 52 dienen: Die gestrichelte Linie zerlegt seine Oberfläche 
in zwei Teile, die ausgezogene Linie jedoch nicht. 
Überlegen Sie selbst einmal: Wie sieht es auf der Kugel mit drei Griffen 
im Bild 53 oder auf dem Möbiusschen Band aus? Allerdings gibt es auf 
jeder Fläche geschlossene Kurven, die sie in zwei Teile, ein Äußeres und 
ein Inneres zerlegen. Das ist für uns hier wesentlich. 
Stellen Sie sich nun ein Wesen vor, das im vierdimensionalen Raum lebt. 
Für ein solches Tier ist das geschlossene Glas kein Hindernis, es zerlegt 
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seinen LcLeusraum nicht in zwei Teile. Das Wesen „iiberflicgl." dns Gins 
einfach, indem es sich der vierten Dimension bedient. 
Beachten Sie, lieber Leser, <laß wir se!Lst nicht im drcicli111ensionalcn, 
sondern im vierdimensionalen Raum leben; seine Koordina tcn sind die 
drei Ortskoordinaten x, y, z und die Zeit t. Diese l�oorclinnlen sind aller­
dings nicht gleichwertig: Während für x, y und z hclieLigc Werte zulässig 
sind, können wir uns in der Zeit t nur \'Orwärls bewegen. ln diesem \'icr­
dimensionalcn Raum gelangen wir aus einem geschlossenen Zimmer 
heraus, ohne die Tür oder die Fenster zu Lenutzen, wenn wir die vierte 
l�oordinate - die Zeil - Lenutzen.Bewcgen wir uns nur in dieser vierten 
Koordinate und lassen wir die drei anderen un ,·criindcrt, so können wir 
uns irgendwann in einer anderen Situation bcf"inden und nus dem Zirn1m·1· 
lteraustrel.cn, z.B. wenn das llans uuscinandcrbriickclt 11nd die Zimnwr­
wiincle für uns keine Grenze mehr sind. 
Dieser Zustand braucht nicht sehr bald einzutreten, uns gehl. es nur um 
die prinzipielle Möglichkeit. 
Die Situation wird noch deutlicher, wenn wir zulassen, daU wir uns nur 
cler ZeiLarhsc aurh nnch der anderen Seite, rückwürts, bewegen können. 
Denselben Punkt (:r, y, z) innerhalb des verschlossenen Zimmers hnben 
früher nicht die ·wände, der FußLuden und die De('ke eingcsl'hlossen, sie 
waren noch gar nicht da. Bewegen wir uns also zuniichst.11111· auf der Zeit­
achse zurück, su können wir zu einem gewissen Zei Lpu n kt nus dem ,·e1·­
schlossenen Zimmer heraustreten. 
vVir wollen noch etwas Lei den mehrdimensionalen \Velten verbleiben. 
ln der Ebene (im zweidimensionalen H.aum) ist eine Kreislinie mit. clem 
Haclius r un<l dem ;\littelpunkt im Koordinnlcnnrsprun!,( (Bild 54.) gegC'­
hcn durch die Gleichung 

:i:2 + y2 = r2 

Das Annlogon zum Kreis in der Ebene ist die Kugelflüche im dreidimen­
sionalen Rnurn. Liegt der Mittelpunkt im Koordinalenurspmng und wird 
der fiadius mit r bezeichnet (Bild 55), so lautet die Gleil'hung der Kngel­
fliiche 

x2 + y2 + z2 = r2 
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c;chl mnn vom drcidinwnsionalen zum ,·ierdimensionalen f-1.aum übel', 
so liegt es nahe, als Kugetrlächc mit dem Radius rund dem Mittelpunkt 
im Koonlinalenursprnng die „dreidimensionale Fläche'' zu bezeicl111en, 
die der c;Ieil·hung 

X�+ .'/ + Z� +tl = /'� 

genügt. 

Ein Küken, das im dreidimensionalen Haurn lebl, kann nidit ans dem Ei 
s('hliipfcn, ohne die S('hale aurzupicken. Genausowenig kann ein vier­
dimensionales Küken aus einer \'ierd i mensionalen Kugel einfod1 heraus­
lrelen. 
Um aus der vienlimensionalen Kugel herauszukommen, muß sie das 
Küken aurpieken. Kann es sil'h jedod1 im fünfdimensionalen Raum 
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bewegen, so könnte es aus einer vierdimensionalen Kugel einfach heraus· 
treten. Die Eierschale müßte aber in diesem Fall eine fünfdimensionalc 
Kugelfläche sein und keine vierdimensionale, denn die letztere könnte 
das Embryo nicht von allen Seiten bedecken. (Genausowenig wie eine 
zweidimensionale Kreislinie ein dreidimensionales Küken einhüllen kann.) 
Das fünfdimensionale Embryo in einer vierdimensionalen Eierschale 
würde von seinen fünfdimensionalen Feinden aufgefressen sein, be\'or 
es überhaupt zum Küken heranwachsen könnte. 
Natürlich bereitet es Schwierigkeiten, sich eine vierdimensionale Kugel 
praktisch vorzustellen oder diese aufzuzeichnen, wenn man nicht eine 
Darstellung durch eine Gleichung benutzt. \Venn man es genau nimmt, 
zeichnen Sie aber auch eine dreidimensionale Kugel nicht in den drei­
dimensionalen Raum, sondern nur die Projektion dieser Kugel in die 
Ebene des zweidimensionalen Zeichenpapiers. Ein beliebiges dreidimen· 
sionales Gebilde können Sie durch Grundriß, Aufriß und Seitenriß, also 
in drei Projektionen eindeutig im Zweidimensionalen darstellen. Wer 
hindert Sie daran, ein vierdimensionales Gebilde in den dreidimensio­
nalen Raum oder in die Ebene zu projizieren? 
Grund-, Auf- und Seitenriß einer dreidimensionalen Kugel sind Kreise 
auf dem Zeichenpapier. Die entsprechenden senkrechten Parallelpro­
jektionen einer vierdimensionalen Kugel sind vier dreidimensionale 
Kugeln, die man dann nochmals auf Zeichenpapier projizieren kann. 
Nun wollen wir den mehrdimensionalen Raum noch von einer anderen 
Seite her betrachten. Ein beliebiger Punkt teilt eine Gerade in zwei 
Halbgeraden ohne gemeinsame Punkte. 
Eine Ebene läßt sich nicht durch einen Punkt in zwei Teile zerlegen. 
Doch eine beliebige Gerade teilt die Ebene in zwei Halbebenen. Eine 
Ameise, die von einem Teil in den anderen will, muß die trennende 
Gerade überschreiten. 
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Für die Teilung des dreidimensionalen Raumes reicht eine Gerade nicht 
mehr aus. Eine beliebige Ebene teilt ihn aber ohne weiteres in zwei Halb­
räume. Wenn es der Libelle einfällt, von einem Halbraum in den anderen 
:.m fliegen, muß sie die trennende Ebene durchqueren. 
Analog kann der vierdimensionale Raum nicht durch eine zweidimen­
sionale Ebene zerlegt werden. Er läßt sich jedoch in zwei Halbräume 
zerlegen, wenn ma_n ihn mit einer beliebigen dreidimensionalen „Hyper­
ebene" teilt, also mit einem dreidimensionalen Raum, der sich in dem 
,·ierdimensionalen Raum befindet. 
Ein ..-icrdimensionaler Raum enthält also Unterräume verschiedener 
Dimensionen: dreidimensionale Hyperebenen, zweidimensionale Ebenen, 
eindimensionale gerade Linien und nulldimensionale Punkte. 
Im n-dimensionnlen Raum gibt es analog Hyperebenen verschiedener 
Dimensionen, von den nulldimensionalen (Punkten) bis zu den (n-1)­
dimensionalen. Doch nur die (n-1)-dimensionalen Hyperebenen zerlegen 
den n-dimensionalen Raum in zwei Teile. Wir hatten bereits festgestellt, 
daß die Menge aller Punkte der Ebene, für die die Ungleichungen 

Ü� X� 1; ()� y� 1 

gelten, ein Quadrat bildet. Seine Ecken sind die Punkte mit den Koordi­
naten (O;O), (0;1), (1;0), (1;1). 
Im dreidimensionalen Raum ist der Würfel die analoge Figur zum Quadrat. 
Er läßt sich als die Menge der Punkte (x, y, z) des Raumes betrachten, bei 
denen alle drei Koordinaten zwischen Null und Eins liegen. 
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Die Ecken des Würfels sind die Punkte, ,lereu Koor<li11alc11 entwC'dcr 
Null oder Eins sind ( Bild 57). Wie man leicht feststell 1, �ibl es acht Ecke 11, 
jede hat drei Koordinaten: (O;O;O), (O;O; 1), (O; l;O). (O; 1; 1), (L;0:01. 
(1;0;1), (L;l.;O), (.L;1;1). 
Jm vierdimensionalen H.aum läßt sich der (,·ierdi111e11sio11alc) Würfel als 
die Menge de1· Punkte (x, !}, .::, t) betrachten, deren ,·ier Koor1linatc11 
zwischen Sull und Eins liegen. Die Ecken dieses Würfels si11,I <lie Pnnklt>. 
deren Koordinaten entweder Null oder Eins sind, also (O;O;O;O), (0:0: 
O; l), (O;O; J.;O), (O;O; J; 1.), (ü; 1;0;0) usw. 
Wieviel Ecken hat ein vie1·dimensionaler Wtitfol ;> 
Diese Frage kaun man beaulwol'len, ohne erst alle möglidw11 Eckp1111kll' 
aufzuschreiben. Wir wissen bereits, daß der dreidimensionale Wiirl'cl 
acht Ecken hat. Das ist gerade die Anzahl <ler möglichen Ko111bina1ione11 
aus Nullen und Einsen zu je drei Elementen. Die Anzahl der El'k<'n des 
vierdimensionalen \Vürfels erhiilt man, wenn man an dies,• Tripel eine 
weitere Stelle, entweder eine .\'ull oder eine Eins, anschließt. Der ,·i{'r­
dimensionale Würfel hat also doppelt soviel Ecken wie der <lrei<li11H•11-
sionale, nämlich .1 (i. \\'ir fassen zusammen: Der zweidimensionale „ \I\" ii r­
fcl", <las Quadrat, hat li = :P Eeken; der dreidi mensionnle Würfel ha I 
8 = '.!:J El'ken; det· vierdimensionale „ Würfel" hat i(i = '.!1 Ecken. 
Es ist jetzt nieht mehr schwc1· einz11schen, daß der Einheitswürfel i 111 
11-dimensionalen Raum aus der !\lenge <ler Punkte besteht, deren Koor­
dinaten zwischen Snll und Eins liegen. Ecken dieses Würfels sind all,·
Punk lt', deren l,oordina ten entweder Nullen oder Einsen sind. 1 )j„
.\tizahl der möglichen Kombinatiom1n, d. h. die _\nznl1I dl•r Eckc11 d1•s
11.-<limensionalcn \\'iidels, betriigt '.!".
Diese Tatsachen sowie die .\lethode zur Bestimmung der .\nzahl dt>r
mügliehen Ko111hina1io11c11 aus n Nullen und Einsen wt>nlen uns spiill'I'
bei <ler ErürLerun;.{ einiger anderer Fragen von J\'utzen sein.
llie1· hat einer meine1· Fre11nde, dem ich das Manuskript zu les<'n gab, au
den Rand geschrieben: ,,Wozu?" - Seine deutliche Unzufriedenheit isl
zu spüren. - ,,Es sind keinerlei Schlußfolgerungen oder Hinweise ii IH'r
den :\'utzen der auf diesen Seilen <liskulierten Ideen für die Praxis. ilic
\Viss1•nschaft oder das Leben zn finden.·· 
Haben Sie biuc elwas Geduld, ieh beginne doch gerade e1·st. In d1•11 fol­
genden Abschnitten werde ich den mehrdimensionalen Raum seht• ofl
benutzen müssen und die (;runclbegriffe der analytis,·hen Geometri,•
ohne nochmalige Erläuterung Ycrwenden.
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Der Sattel 

S1ellen Sie sieh eine sd1öne (;ehirgslandschaft vor: sanfte Tiilcr und steile 
Cipfel, enge Talkrssel 1md schmale Pässe. Die Fläche eines Gebirges liil.l L 
,il'h anf verschiedene Weise beschreiben. Es ist zwar nicht besondc1·s 
poetisch, do!'h ,·on großem \Vert, <laß sich die Gebirgsflüche auch in 
:111aly1is<'her Form durch eine Gleichung 

.:; = /{.1', !I)

darstellen lüß 1, worin.:; <lie ,·erlikale Koordinate und .r, y die Koor<lina l1•11 
in der horizontalen Ebene sind (Bild 58). üen Gipfeln entsprechen diP 
.\laximalwcrtc der Funktion .:; = f (x, y), den Tiilcrn die ;\finimalwcrte. 
Befinden Sie sich auf einem Cipfel, so führen alle Wege abwürts, sind Sie 
in einein Talkessel, so slcigL jccler beliebige \Vcg an. Diese :\Iaximal- und 
.\!inimalstellen der Fläche werden bald Cegenstnnd unserer besonderen 
.\nfmerksamkeit sein. \Vcnn Sie sich in irgendeinem nnde1·cn Pnukt der 
Flüche befinden, können Sie ganz nach Wunsch absteigen oder aufsteigen. 
Sie kii11ne11 - zumindest theoretisch - Ihren \Veg auch so legen, <lal.l 
Sie auf gleicher Ilöhe bleiben. Solche Wege ergeben sieh als SchniL1.lini<•11 
der Fliichc miL horizontalen Ebenen. Projizieren Sie diese Wege auf ci1H' 
�cmeinsame horizontale Ebene, so erhalten Sie dil' Höhenlinien (Bild i:"i!J). 
DiP Höhl'nlinien werden häufig in geographische Karten eingetragen; a11 
die cinzehwn· Linien wird die jeweilige Höhe über dem :\fecresspi<'g-el 
�es1· hriPben. 
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Biul .i.9 

Ein Rotationsellipsoid ist eine Figur, die durch Rotation einer Ellipse um 
eine der Symmetrieachsen entsteht. Jede Ellipse hat eine große und eine 
kleine Symmetrieachse. Bei Rotation um die große Achse entsteht ein 
langgezogenes Rotationsellipsoid, das einer Gurke ähnelt; bei Rotation 
um die kleine Achse ergibt sich ein plattgedrücktes Rotationsellipsoid, 
das einer Diskusscheibe oder einem zusammengedrückten Ball ähnlich 
sieht. 
Wählen wir auf der Ellipsoidoberfläche einen beliebigen Punkt P, so 
können wir stets mit Hilfe einer Ebene von dem Ellipsoid eine kleine 
„Kappe" abschneiden, derart, daß der Punkt P auf dieser Kappe liegt 
und die Ausmaße der Kappe recht klein sind (der Mathematiker sagt, 
kleiner als eine beliebige vorgegebene Zahl). 
Ein Punkt P auf einer beliebigen Fläche heißt elliptisch, wenn man um 
diesen Punkt durch eine Ebene eine „Kappe" von dem Körper abschnei­
den kann. Auf einer Fläche brauchen bei weitem nicht alle Punkte cllip-

Uild 60 

64 



Lisch zu sein. Sie werden sich sehr bald davon überzeugen. Man kann den 
elliptischen Puukt auch noch anders definieren. Wir ziehen alle mög­
lichen Ebenen durch den Punkt selbst. Der Punkt P ist elliplisch, wenn 
es unter diesen Ebenen wenigstens eine gibt, so daß die Fläche in einer 
gewissen Umgebung des Punktes ganz auf einer Seite der Ebene liegt. 
Kehren wir nun zur Gebirgslandschaft zurück. Außer den Gipfeln und 
Talkesseln interessieren uns die Pässe besonders. Ein Gebirgspaß ähnelt 
seiner Form nach einem Reitsattel (Bild 60). Auf den beiden absteigenden 
Seiten des Passes kennzeichnen wir jeweils einen Punkt A und B (Bild 61). 
\'on A nach B kann man auF verschiedenen Wegen gelangen; einige sind 
als punktierte Linien eingezeichnet. Jede punktierte Linie hat einen 
höchsten Punkt, der durch einen kleinen Kreis markiert ist. Unter allen 
\\'cgen von A nach B muß es einen geben, dessen höchster Punkt tiefer 
liegt als Lei allen anderen. Dieser Weg ist fett punktiert gezeichnet. 
,\11alog hat jeder Weg von C nach D einen tiefsten Punkt. Der Weg, 
dessen tiefster Punkt höher liegt als bei allen anderen, ist im Bild 61 fett 
ausgezogen dargestellt. 
Der höchste Punkt der fetten punktierten Linie fällt mit dem tiefsten 
Punkt der fetten ausgezogenen Linie zusammen. Ein solcher Punkt wird 
Sat Lelpunkl genannt. 
Man könnte einen Sattelpunkt auch auf folgende Weise beschreiben, die 
,·ielleicht anschaulicher ist. J n der Umgebung eines Sattelpunktes kann 
man durch keine Ebene eine Kappe von der Fläche abschneiden. Zieht 
man durch einen Sattelpunkt Ebenen, so schneiden diese im Gegensatz 
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:wm dliptischen Punkt stets die Flüche in jedt>r 1101'h so kleinen Um­
gebunp: dt>s Sattelpunktes so, daß sich auf hciden Seiten der Eh1'nen Teill' 
der Fläl'hc hdindcu. Eine Flüclw knnn nwhrere Satlclpunkte haben. so 
wie es im Cebirge nwhrerc Pässe p:ehen kann. 
Gestatten Sie eine Frap:c, n�rehrler Leser. Ka1111 es auf einPr Fliiche sehr 
viele Sattelpunkte gcbrn? Kann eine FliidH' nn1· ans Sattelpunkten 
bestehen? \Venn nicht, kann es auf einem hegrenzl.en S1ii1·k t>iner Flädw 
unendlich viele Sattelpunkte gchPn ;> 
Bevor Sie weiterlesen, denken Sie bitte über diese F1·agen etwas nad1: 
versuchen Sie, sich die entsprechende Situation vorzustellen. 
Die Antwort ist einfach. Sehen Sie sich den Flnschenhals im Hild (l2 m1. 
Sämtliche Punkle des llalses sind Sattelpunkte. Auch eine unendliche 
Fläche, de1·en sämtliche Punkte Snttelpunkle sind, kann man sich u11-
schwe1' vorstellen. Man läßt z. B. eine Hyperbel mit der Gleichung­
:t:2 - y2 

= 1 um die y-:\chse 1·otieren (Bild 63). Die entstehende Fläche.
das Rotationshyperboloid, besteht nur aus Sattelpunkten. Das Hyper­
boloid ist die cinfaehste Fliiche mit dieser Eip:ensdiaft. Deshalb werden 
die Sattelpunk le auch hyperbolische Punkte µ-enann t. Fliichen, die -
wie das Hyperboloid - nur aus Sattelpunklen lws1elw11. spielen in vielen 
.\nwendungen eine große Rolle. 
\Vir nehmen eine ebene Membrnn, wie wir siez. B. im T<•l„ronhörer haben, 
spannen den Rand an Pinigen StE>llen fest ein und hiingen an em1gen 
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andrrl'n SLclll'11 klrinc Lasten an (Bild 64). Nach Abklingen einiger un­
,·crnwidlidH'r .\11fa11gss<"hwingungcn nimmt die Membran die Form eine!' 
Flüdie aus laulC'r Sal.lelpunkten an. Es läßt sich maLhemaLisch beweisen, 
daU ein!' helil'bige Deformation des Handcs einer ebenen l\1embran alle 
inrwrcn l'unklc zu SalLelpunkLen macht. 
Erwiir111c11 wir \"C'rschic<lene Teile des H.andes einer }lcrnbran unter­
sl·hiedlieh stark, jc•doch so, daß die \Vifrmestrürne konslant hlcihen, so 
srrllL sieh halcl ein TernperaturglPichgewieht ein: der einlretende \Värme­
sl rom ist gleich dem austretenden. 
'l'l'iigt man die Temperatur in den einzelnen Mcmhranpunklen in verti­
kaler Hichtung über der Membran als Liingen ab, so ergibt sich als 
.. Tc> mpcratmflüd1c;. wiederum eine Flüche aus lauter Sat Lclpunkten.
Die Unlrrs11ch11ng der Flüchen ans lauter Sattelpunkten steht in enge" 
J-kzichung zur Hydrodynamik, zur Elektrostatik und zu einigen anderen
wichtigen l;ehieLen der Wissenschaft.
Die Form der eingespannten Membran wird durch eine Lösung de1·
Laplacesdwu Differentialgleichung beschrieben. (Der :\Tame des berühm­
ten l.aplar-,· wird später noch mehrmals auftauchen.) Dieselbe Gleichung
beschreibL aud1 den Prozeß dPr wirlH'lfreicn Strömung einer inkompres­
siblen Flüssigkeit, die Wärmeströmung, die VerLeilung der Krüftc im
elPktroslnlisd1en Fekl, den Strnrnrlul;I, <lie Diffusion l'ines in \Vasscr
geli.ist1'11 Salzes und viele andcrP Erschcinung-cn und Prozesse. Stets
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stellen <lie Lösungsfunktionen der Gleichung Flächen aus laulcr Sallcl­
punk1en dar. Deshalb ist die Untersuchung solcher Flächen für die ,·er­
schiedensten Gebiete der Wissenschaft und Technik \'Oll großer Be­
deutung. 

Extrem um 

Das Wort Extremum umfaßt die Begriffe „Maxin,um" un<l „Minimum". 
so wie das Wort Eltem ein Sammelbegriff für Vater und i\lutter ist. Jn 
Extremwertaufgaben sind Maxima oder Minima zu bestimmen. Auf 
solche Aufgaben stoßen wir vielerorts. Man kann ohne Übertreibung 
sagen: Sämtliche Aufgaben, die der lebende Organismus löst, sind Extrem· 
werlaufgaben. 
[n <ler Tat, wir streben stets nach größtem Effekt, bemühen uns, eine 
.\rbeil in der kürzesten Zeit oder mit minimalem Energieverbrauch zu 
erledigen; wir versuchen, ein Maximum an Befriedigung oder ein Mini­
mum an Unannehmlichkeiten zu erhalten. 
In sämtlichen Bewegungsaufgaben geht es um Extremwer1e. Wenn sich 
ein Lebewesen von einem Ort zu einem anderen beweg!, so sucht es de11 
kürzesten Weg; es bemüht sich, möglichst schnell zu dem neuen Ort zu 
gelangen oder unter möglichst geringer Kraftanstrengung. 
Wenn ein Mensch einfach auf der Stelle steht, löst er sländig eine Extrem­
wertaufgabe. Er muß ständig das Gleichgewicht halten, um nil'ht umzu­
fallen. Ein scheinbar unbeweglich stehender Mensch bewegt sich sliindig 
etwas; er sucht nach der Gleichgewichtsstellung. Zu diesem i11teressanten 
Problem kehren wir später zurück, um es ausführlicher zu behandeln. 
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Beginnen wir unser Gespräch über ExtremwerLaufgaben mit einem 
Problem aus <le1· LufLfahrt. Während des Fluges wirken auf ein Flugzeug 
vers1·hieclene Störgrüßen ein, die sich mit der Zeit ändern: Die Masse des 
Flugzeugs verri ngcrt sich un Lerwcgs durch den Treibstoff verbrauch; der 
Wiml wirkL stündig ein; in verschiedenen Höhen ist die Dichte der Atmos­
phiirc unterschiedlich usw. 
Es soll z. U. <le1· Treibstoffverbrauch, bezogen auf den zurückgelegten 
Weg gegenüber der Erde, minimiert werden. Der Treibstoffverbrauch 
wird durch Änderung der Drehzahl des Motors gesteuert. \Venn man 
a1111im111L, daß die Störgrößen konstant sind und sich die Steuergröße 
\·ollkummen in der Hand des Piloten befindet, so hat die Funktion Treil>­
stol'J\-crbraud1 r in Abhängigkeit \·on der \1utordrehzahl V das Aus­
sehen der im Ailcl ö6 dargestellten Parabel. 
Die Entstehung der Kurve kann man leicht erläutern: Bei klcine1· wer­
deu<lc1· Umdrel�ungszahl sinkt die Leistung ab. Deswegen muß der An­
slcllwinkcl des Flugzeugs vergrößert werden. Dadurch wachsen die 
aerorl�·namischcn Verluste; mit ihnen steigt der Treibstoffverbrauch an. 
B<'i \"ergrüßerung der l.'.mdrehungszahl des i\foLors wachsen die Verluste 
durch den Luftwiderstand, was ebenfalls zu höherem Treibstoffverbrauch 
führt. Es muß also einen opLimalen Wert für die Umdrehungszahl des 
.\lotors geben, bei dem der Treibstofh-erbrauch minimal ist. 
Der Pilot hat auße1·dem die l\löglichkeil. den Steigungswinkel U der 
Luftsl'hraube zu ändern. (Der Steigungswinkel ist der Winkel, den die 
Luftschrauhenblätter mit der Drehebene bilden.) \Venn alle anderen 
Bedingungen gleich bleiben, also auch die Drehzahl des Motors konstant. 
ist. lwt die uns interessierende Funktion Treibstoff\'erbrauch r in Ab-
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hängigkeit ,·om Steigungswi11kt•I C eLenfalls die Form l'Üter l'ar:ihel. 
Bei ,·erschiedenen Werten d.cr Drehzahl bleibt der Chamkter clif',er 
.Kurve nhalte11, es iindern s.ieh lt·diglid1 die Parameter. Im Bild (i7 ist 
die ,\hhiingigkeil zwischen U und r Iiir dit' l>rf'hzahlen 1 ·,. 1 ·� und r:: 
darges teilt. 
Uer Trcibs1offverhrand1 r, IH'zogp11 auf den zurii<:kgdq[IPll \\'<'g, i,1 
somit eine Funktion der zwei \"arialil1•11 C und V. Zur ll<·,<1i111mu11g de, 
minimalen Treibstoffverbrauehs isl also das Minimum Pi11er F1111ktio11 
Z\n•ier Variabler zu bestimmeu, die geomelrisch d1m:h eine Fliklw dal'· 
gestellt wird. In unserem Fall ähnelt die Fläche einer Tas�t·. nnd d1•111 
l�xtrP111wert des Trcibstofh-erhrauchs cnlspri<"ht ihl' lil'f�Lcr 1'1111k1 
1Bild li8) . 
. \laximum 1111d .\lininmm sind zwei ilPµ-riffe, die u11Ln•1111linr zusam11w11-
g-ehürPn: Drehen wir unsere t.asscnähnliche Flüche 11111, so <'l'hal 1<•11 wir 
eine Fliirhc, die einem Jlut ähnelt. Der höchste Punkt (da, ;\(axi11111m) dt>, 
Jfnles war Yorher der tiefste P1111k1 (das ;\]inimum) der 'J'assP. :-;in<! wi1· 
auf dem Cipfel eines Herges, so kann uns ein Beolrn('hl1•r gl«•ichz1•i1ig a11 
dt•r tiefsl<'11 Tiefe eines Kessels seht•n. wenn ei11 St•e in dPr .\iil1c i�L, in d1•111 
Jp1· Berg gespiegelt. wird. Deshalh srn·et:hcu wir auc-h sl ii 11dig \"Oll d<•1· 
Bestimmung des Extremwerlr.s 1111<1 nicht des Mn ... i11111111s odl'r .\lini­
.mu rns. 
Bt>i der A bteufung einer Bohrunµ- mit Hilfe einer llohrl urliinc en lstchen 
1•henfalls Extremwcrtuufgaben, die de,· ,·orstehcnd belra('hl1•1r.n .\11rgal)(' 
iihneln. Eine Bohrung kann tüglich Hunderte Tonnen Erdiil liefern, wPn11 
sie fündig geworden ist. Das .\htenreu einer Bohrung- kos 11'1 Yide l1111ul<'l"I-
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I au send l\lal'k. Eine \' l'rkürzung der Bohl'zci ll'n Ll'ing-t Jl('dcutcndcn 
iikonomisd1f'n ( :cwinn. Sie liifh sieh durch Erhiihung df'I' \"ortl'iebs­
lcistung el'l'eid1en. 
Bei der .\bte11r1111g mit eine!' BohrLurLine wil'll das Spiilmitlel 11111e1· Druck 
in das Bohrg<'sliinge gegeben. Das Spülmitlel treibt den Bohrer an, der 
das Ceslein al,lwul. und fördert gl1)ichzcitig das Bohrgnt an die Obcr­
J'liiehe. 
Der si,·h drl'111•11de Bohrmeißel hant. das t:eslcin aL, wenn auf ihn ein 
Druck wirkt. Dul'dt Yergrüßer1111g des Druckes Hißt sieh die \'01·trieLs­
leistung erhöht•11. _\IJerdinµ-s sind dieser Erhölrnng- ( :renzen µ-eselzt, denn 
bei sehr hoh<'m Dmck liegt der ßohrmPißel zu fest am Ceslein an, die 
Drehzahl H'1Ti11gcr1. sich, und die \'ortriehsleislnng sinkt ah. DicFnnktion 
\' orlricbsleislung in ,\ hhüngigkeit ,·mn Hohnll'uck J> ha 1: das .\ usschen 
1•incr Parabel. 
.\lit ihrer l litre kann 111an den Bohl'llrul'k lies1i111111l'll. für den die Yor­
t ricLsleistung maximal wird. 
In dieser Form ist die .\ufgabe jedoeh allznsehr ,·Neinfachl. Tatsiichlich 
liiingt die Yol'trirhsleisLung nocl1 vo11 vielen andPreu Einr!ußgrößen ab. 
111 erster Linie ist sie auch vo11 del' l\lcnll'e des die Bohrturbine dul'ch­
fliPUenden Spülmillels aLhiingig: Eine Erhiihung der durch die Tm·hine 
µ-cpumpten Fliissigkeitsmenge führt znr Erhöl1u11g der Jhd1zahl des 
Bohrers und damit de1· Vortriebsleistung·. 
Die Erdrinde ist inhomogen, sie iihnelt einem BHit terteiggebäck aus 
einel' Menge \'On Schichten untersd1iedlil'i1e1· S truk l nr. Es ist einleuch­
tend, daU die \' ortrichsleistung auch stark von der Hiirle des Ces Leins 
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abhängt. Die YortriebsleisLung ist somit bereits eine Funktion YOn drei 
Variablen. 
Bei der Darstellung einer Funktion von drei Veränderlichen versagen die 
gewohnten geometrischen Vorstellungen - wir befinden uns im Yicrdi­
mensionalen H.aum. Doch auch hier haben Begriffe, die sich analog zum 
tiefsten Punkt eines Tals oder höchsten Punkt eines Gipfels bilden lassen. 
eine wohlumrissene Bedeulung. 
Die Vortriebsleistung hängt tatsächlich nicht nur von drei, sondern Yon 
einer viel größeren Anzahl ,·on Variablen ab. So wird z. B. die Drehzahl 
des Bohrers nicht nur von der Durchflußmenge der Boluspülung, sondern 
auch von der Konsistenz der Flüssigkeit beslimmL. Der Bohrmeißel wird 
während des Betriebes abgenutzt, und sein Zustand hat wesentlichen 
Einfluß auf die Vortriebsleistung usw. Deshalb isL die Bestimmung dcl" 
maximal miiglichen Vortriebsleistung eine maLhematische Extremwert­
aufgabe einer Funktion von vielen Veränderlichen. 
Wenn die funktionale Abhängigkeit zwischen den Variablen bekannt ist, 
kann man das Extremum der Funktionswerle und der Werte der Vari­
ablen, für die das Extremum erreicht wird, mit den herkiimmlichen 
mathematischen Methoden bestimmen. Diese Methoden sind in jedem 
Lehrbuch der Analysis zu finden. Nach einigen nicht schwierigen Ope­
rationen ist die Aufgabe auf die Lösung eines Gleichungssystems zurück­
geführt. Gewöhnlich enthält das System soviel Gleichungen wie Unbe­
knnnte; es kann jedoch eine recht komplizierte Form haben. 
Vielleicht erinnern Sie sich an dieser Stelle, verehrter Leser, wieviel 
Schwierigkeiten es bereiten kann, eine Gleichung mit nur eine,· Unbe­
kannten .zu lösen, wenn es sich nicht gerade um eine quadratische Glei­
chung, sondern um eine komplizierte1·e goniometrische oder Exponen­
tialgleichung handelt. 
Sicher ist Ihnen ,·on Ihrer Schulzeit her im Gedächtnis geblieben, wie man 
so etwas macht: Man muß versuchen, geeignete Substitutionen zu finden, 
neue Variable so einzuführen, daß man eine lineare oder eine quadra­
tische Gleichung erhält. Hier muß ich Sie jedoch enttäuschen, denn mit 
solchen Methoden haben Sie nur bei den Aufgaben aus dem Schulbuch 
Glück. Tatsächlich sind die Fälle sehr selten, bei denen man durch Sub­
sLitution eine quadratische Gleichung erhält, so selten, daß es sieh gar 
nicht lohnt, nach einer geeigneLcn Substitution zu suchen, wenn sieh 
nicht sofort eine anbietet. 
Es gibt nämlich auch Gleichungen, die sich gar nicht nach der Unbe­
kannten auflösen lassen. Für solche Gleichungen läßt sich keine Lösungs­
formel angeben. Als Beispiel dafür kann neben den algebraischen Glei­
chungen höheren als vierten Grades auch die Gleichung 

a"' 
- ax = 0

dienen. Eine Lösung läßt sich leicht erraten: x = 1. Doch eine explizite 
Formel für alle Lösungen gibt es nicht, und die zweite Lösung (diese 
Gleichung hat genau zwei Lösungen) läßt sich nicht explizit angeben. 
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Sie wissen sicher, daß sich bereits algebraische Gleichungen dritten und 
Yie1·ten Grades im allgemeinen nicht auf quadratische Gleichungen 
zurückführen lassen und ihre Lösung viel Mühe bereitet. 
Doch kelll'eu wir zurück zur Extremwertberechnung. Der \-Veg desjenigen, 
der eine Exlrcmwertaufgabe lösen will, kann sehr dornenvoll sein. Dabei 
künnen, wie das folgende Beispiel zeigt, bereits prinzipielle Schwierig­
keiten auftreten. 
Stellen Sie sich vor, die größte ganze Zahl sei zu bestimmen. Ich behauplc 
und beweise im Gegensatz zum gesunden Menschenverstand, daß 1 die 
größte ganze Zahl ist . 
. \ ngenommen, die größte ganze Zahl sei größer als 1. Wir wollen sie mi I 
.V bezeichnen (sagen wir, N = 2). Dann ist jedoch N2 größer als 1Y 
('.!.1 = 4 ist tatsächlich größer als 2), und N2 ist ebenfalls eine ganze Zahl. 
_'\)so kann 1\' nicht größte ganze Zahl sein. Doch das Quadrat von 1 isl 
nicht größer als 1 (l2 = 1). Also ist 1 größte ganze Zahl! 
Solch ein Unfug kommt zustande, weil wir angenommen haben, es gcl,e 
eine größte ganze Zahl, die Extremwertaufgabe habe also eine Lösung. 
Tatsächlich existiert jedoch keine Lösung, da die Menge der ganzen 
Zahlen gegen Unendlich geht. 
\'aeh einer treffenden Bemerkung des deutschen Mathematikers Haus­

dorf{ kann man aus der Annahme, daß zwei mal zwei fünf ist, folgern, dn ß 
es Hexen gibt. Im allgemeinen folgt aus einer beliebigen falschen Behaup­
tung eine beliebige andere falsche Aussage. 
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Das hetrachtete Beispiel und die sil'h daraus ergebenden Schlußfolgl'· 
rungen sind offenbal' für alle von Wichtigkeit, die sil'h mit theoretischer 
ode1· experimenteller wissenschaftlicher Arbeit beschäftigen. (;eht man 
von einer falschen Ausgangsposition aus oder henutzt man fehlerhafte 
Üherleguniren, so können selbst bei noch so exaktl'r :\ rbcit falsche oder 
sogar paradoxe Schlußfolgerungen entstehen. Oft rel l.et dann der gcs111HI!' 
\[ensche1n·crsland <lie Situation, doch auf ihn kann man sich auch nichl 
immer verluss!'n. (Da,·on wird später noch die Hede sein, wenn ich aus­
führlicher über die 1\i-heitsruethoden des !\fathematikers sprechen wNd1•.; 
\\"ir wollen annehmen, daß die notwendige Untersuchung dnr<"hg-dührl 
uud die Existenz einer Lösung bewiesen sei, die gcfundc11e Clcid11111g· 
alier so kompliziert ist, daß man sie nicht ohne weilC'rcs lösen kann. \\·a� 
kann man in solch einer Situation tun? \[an grl'ift zu N äherungs111ethoden 
zur Lösung Yon t:leichungen. Hier gibt es anal�·Liscl1e und grafisl'hc Ver· 
fahrc11. IIat rnan z.B. diC' Gleichung 

2·"- 2x= 0 

zu lösen, so zeichnet mau in einem Koordinatensys\1•111 di<> hl'idcn F1111k­
lionc11 !! = 2x und y = 2x. Die gesuchten Lösungen .T1 und :r2 sind di,· 
Abszissen der Schnittpunkte der heidl'n Kurven (Bild 70J. Selhstn'r· 
ständlich liefert das grafische Ynfahren die Lösung nur mit ei,wr lw­
g-renzten Genauigkeit, doch es kann einen \\'eg zur exaklen•11 :111aly-
1ischcn Niiherungsbestimmung der gesuchten Lösung zeigen. 
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.\lit einem Wort, für Funktionen vou 1•i1wr Yrritnderlichen sieht die Sache 
gar nil'ht so sl'hlecht aus; dir <_;Jeichunir läßt sich numerisch lösen. Ilat 
man jedoch ein Gleichungssystem mit einer großen Anzahl von Unbc-­
kannten zu lösen, so können dicSrhwierigkeiten ins Unermeßliche steigen, 
seihst hei nur näherungsweiser Lösung. l n solch einem Fall helfen uns 
heule <lic elektronischen Rechner. Allerrlings können sie mH·h nid1t in 
jeder Situation hc-lfen. 
Schützen Sie di1• Lage selbst ein: Ein elektronischer Rechner, der '.WOOO 
Operntionen in der Sekunde ausführen kann, benötigt für die Lösun11: 
Pines einfachen linearen algebraischen Gleichungssystems aus 100 Glei­
d1unge11 mit JOO Unbekannten eine Stunde! Zur Bestimmung der Para­
meter für die maximale Vortriebsleistung bei der Abteu[ung einer Boh­
rung benötigt man die Lösung jedoch sehr schnell, binnen weniger Se­
kunden od1•1· .\Iinuten. Üenn bald befindet man sich schon wiede1· in einer 
ganz anderen Situation - man kommt in eine andere Gesteinsschicht, das 
Bohrgerät hat. sirh abgenutzt usw. - und die erhaltenen Ergc-hnissl' 
haben keinen \V1•rt mehr. 
\Vas kann man hier tun'.' - üavon wir<l noch die Hede sein. 

Extremale Kurvrn 

Will man auf kiirzt•stem \Veg von der TiiI· zum Fenster gelangen, so muß 
man sil'h auf ei1wr gl'raden Linie bewegen. Befinden sich jedoch viele 
.\löbel im Zimmer. die sich nicht wegschit>ben lassen. so isl clm· kiirzcstl' 
Weg bereits sl'hwicriger zu finden . 
. \ngenomm<'n. wir hahen vom 1raclitiondl1•n Punkt .1 zum nicht wenii.rt'r 
I radi1io11ell1•11 Punkt H zu gehen, wohei es zwei \Vt>gt• i.ribt.: <'inen geraden, 
dod1 sl'hW<'I' ht>gPhhan•n, und t>int>n g't'wu111ll'nl'n, lang<'n, dafür alwr 
IPidtter begl'l1baren. Dei· gerade Weg ist kürzer, dol'h dil'ker S1"hlnrn111 
<'rsehwert jede Fortbewegung. Ist di<• .\ufgabe gestellt. ,·011 .l na<'h H auf 
d1•111 kürzesten \\"eg zu gehen, so muß man durch den Sl'hla111rn wat1•11. 
bt jcdol'h nal'h 111ini111aler Zeit oder 111inirnal1•r Kra[tanslr1•ng-ung- gc­
l"ragl, so wird man <'inen Lmweg wiihll'n. 
\"or de1· lles1i1111111111g des giinstigst1'11 \\"t'j!<'S aus 1•i1wr Menge miiglid1er 
\\'qre ist also g-1•11a11 zu fonnulit'l'en, in wd!'ltc111 Sinn dc-r ausgewiihltc 
\\'eg- ht•ssei· spin soll als die anderl'n. 
Es isl nil'ht sel11· s!'hwit>rig, abzuwiiir<'n. wie man auf kürzestem \\"eg ,·011 
der Tiir znm Ft•nsler irelangl. \\'ic findet man nher den kiirzt•sten \\"cg 
,·om 1.;ipfel eines Herges, z. B. des Elbrus, zu seinem Fuf.l :' Die A ntworl 
aul" diese Fragt' ist gar nicht so offensichtlich. Ein hlin<IPs Pford liisl diP 
.\nfgabe, ohnt• ,·.irl zu überlegen: Es ireht iranz einfach immer die Hich­
lnnir, die am sll'ibten abfällt. Genauso yerhiilt sil'h das herabfließende 
Wasser. 
l nteressant ist die .,physikalische" Lösung dieser ,\ufgabe: Stellen Sie 
sieh rine beliPhigt• glatte Oberflüche vor. Wir wollen nol'h annehrrwn, daf.l 
si1! konvex st>i (wie eine Kugcloh<'rrliit>lw). Spannt man zwischen zwei 
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Punkten dieser Fläche einen dünnen Gummi, so liegt er auf der kürzesten 
Verbindungslinie der Punkte. 
Hat man jedoch die kürzeste Autostraße auf einen Berg zu legen, wobei 
die Steigerung nicht mehr als, sagen wir, 50/0 betragen darf, so wird die 
Aufgabe der Bestimmung dieses Weges schon komplizierter. 
Die Tiere und auch die Menschen lösen die Aufgabe der Bestimmung d6 
optimalen Weges oder, wie die Mathematiker sagen, der Extremalen, 
nicht immer richtig. 
Man hat mir erzählt, daß ein Hund, der einem Hasen nachjagt, in jedem 
Moment direkt auf den Hasen zuläuft. So kann er den Hasen zwar fani,reu, 
wenn er schneller laufen kann als der Hase, doch nicht in der kürzesl­
möglichen Zeit. Will er das in kürzester Zeit schaffen, so muß er seine 
Taktik ändern: Er darf nicht auf den Punkt zulaufen, in dem sich de1· 
Hase im betreffenden Moment befindet, sondern muß seine Richtung auf 
einen Punkt einstellen, in dem der Hase in einer gewissen Zeit sein wird. 
Den Jägern und den Artilleristen ist diese Taktik genau bekannt. Sie 
schießen zwar auch oft daneben, doch das passiert, weil si<.> den Treff­
punkt von Geschoß und Ziel nicht richtig berechnet haben. 
Viele wichtige Aufgaben aus Naturwissenschaft und Tedrnik führen auf 
das Bestimmen der Extremalen. Der Teil der Mathematik, de1· sich damit 
beschäftigt, trägt die Bezeichnung „ Variationsrechnunl:!". 
Obwohl einige Aufgaben dieses Gebietes schon durch die Geomete1· dr� 
Altertums gelöst wurden, konnte sich die Variationsrechnung erst auf d('r 
Basis der Differential- und Integralrechnung systematisch entwickeln. 
Sie wurde in der Mitte des 18. Jahrhunderts durch Leonhard Enler ge­
schaffen. Neue Probleme der Physik und der Technik, besonders de1· 
Automatisierung und der Kybernetik, führten zur Sl'l1affung neuer 
Methoden in der Variationsrechnung, die in letzter Zeit in einer stür­
mischen Weiterentwicklung begriffen sind. 

Leonhard Euler 

Ich habe nicht die Absicht, eine Geschichte der Mathematik zu schreiben. 
Nachdem ich jedoch Leonhard Enler erwähnt habe, ist die Versuchun� 
sehr groß, etwas mehr über diesen vielseitigen Menschen zu erzählen, der 
aus der an Talenten reichen mathematischen Welt herausragt. 
l�nler wurde im Jahre 1707 in Basel in der Familie eines Pastors geboren. 
Sein Vater war ein Mensch mit sehr vielseitigen Kenntnissen. Seine be­
sondere Liebe galt der Mathematik. Er bereitete den Sohn auf die gei�t­
liche Laufbahn vor, versäumte jedoch nicht, ihm eine umfassende All­
gemeinbildung zu vermitteln. Schon als Schüler des Bascler Gymnasiums 
besuchte der junge Euler in der Freizeit die Vorlesungen des berühmten 
Mathematikers Johann Bernoulli, der ihn auch zum Studium schwieri!!Pr 
mathematischer Bücher anregte. 
Mit zwanzig Jahren hatte Leonhard Enler bereits Theologie, Medizin und 
östliche Sprachen studiert. 1727 wurde er an den Lehrstuhl für Physioln-
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�ie der Pelersburger Akademie berufen, nachdem seine Kandidatur für 
den Lehrstuhl für Physik an der Baselcr UniversiLät abgelehnt worden 
war. Zu dieser Zeit hatte er bereits bedeutende Leistungen in der Mathe­
matik und der Physik vollbracht: So war z. B. seine Arbeit über die 
.\nordnung der Masten auf einem Schiff von der Pariser Akademie 
�edruckL und sehr ehrenhaft rezensiert worden. 
J n Petersburg lebte Euler viele Jahre. lm Jahre J n9 wurde er Professor 
für Physik an der Petersburger Akademie, und ein Jahr spä Ler über­
nahm er den Lehrstuhl für Mathematik, den er bis 1741 innehatte. Zu 
dieser Zeit gerieten in Rußland die Wissenschaften in Verfall; die zari­
stische Verwal Lung erschwerte jegliche wissenschaftliche Tätigkeit. 
Deshalb nahm er eine Einladung Friedrichs des Zweiten nach Berlin an 
und wurde Direktor der Klasse für Mathematik der Preußischen Aka­
demie der Wissenschaften. i 76G kehrle Euler nach Petersburg zurück, 
wo er bis zu seinem Tode blieb. 
Uie Schaffenskraft ßulers war sehr groß. Etwa 900 wissenschaftliche 
Arbeiten aus seiner Feder sind bekannt. Seine Interessen reichten sehr 
weit, und seine Arbeiten hatten grundlegende Bedeutung. So hat erz. B. 
in der Astronomie die Theorie der Mondbewegung bis zur praktischen 
.\nwendung geführt; bedeutende Beiträge zur Hydrodynamik und Optik, 
zur Nautik und Kartographie, zur Ballistik und Zahlentheorie tragen 
seinen Namen. Die Funktionentheorie, die Theorie der gewöhnlichen 
und der partiellen Differentialgleichungen sowie die schon erwähnte 

Bild 'il 
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\" ariationsrechnung gehen auf Ji,t!er zurück .. \ ußer<lcm hat l�1der :\r­
hciLcn über Theologie, :\ledizin, Physiologie, :\1usik und andere \

Y

issPns­
gebiete geschrieben. Charakteristisch für alle ,\rhPiten Ji,tlers ist di,· 
konkrete Aufgabenstellung und die .\usführung bis zur .\nwendharkt>il. 
1111 Jahre 1736 verlor f,"11.ler ein .\uge. Man sagt, daß f'I' dan>r eine um­
fangreiche mathematische .\rbeit innerhalb dreier Tage ausgeführt hat, 
für <lie andere Professoren einige .\lonatc \'eranschlagtl'n. Dot'h das hielt 
seine wissenschaftlichen Arbeiten nicht im geringsten auf. .\ls er knrz 
nach seiner Rückkehr nach Petersburg das zweite Auge einhiißtl', 
behielt er seine Schaffenskrart; er <liklierte seinem Sohn und seirwn 
Schülern seine Arbeiten. Sogar noch an seinem Todestage, dem 18. Sep­
tember 1783, beschäftigte er sich mit astronomischen Berechnungen. 
\"nr dem ersten Weltkrieg hat die Schweizer Gesellschaft der .'fatur­
forscher auf internationale \' eranlassung mit <ler Herausgabe <ler l ;c­
sammelten \Verke Eulers begonnen. Ursprünglich waren etwa '10 Biin<le 
geplant. Inzwischen sind 50 Biinde veröffentlicht, und jetzt Sl'hälzl man. 
daß der (]esarntumfang etwa '.WO Bände betragen wird. 

Seifenblasen 

Die Variationsrechnung liefert den mathematischen Apparat für einen 
großen Aufgabenkreis. l\lit ihrer l lilre kann man nicht nur <len kürzesteu 
\Veg vom PunkL A zum PunkL H bestimmen, sondem noch viele andere 
Exlrcmwertaufgaben lösen. 
Es isL allgemein bekannt, daß unter allen ebenen Figuren, die gleil'hen 
Umrang haben, der Kreis die größle FliiC"he einnimmt. Im dreidimen­
sionalen H.aum hat die Kugel unter allen Figuren mit gleicher Oberfläche 
das größte Yolumen. Umgekehrt - von allen geomeLrischen Figuren mit 
gleichem Volumen besitzt die Kugel <lie kleinste Oberfläche. Eben deshalb 
sin<l Seifenblasen kugelförmig. 
\Vir wollen nun einige weniger offensid1Llid1c Probleme betrachten. Ein 
Kreis begrenzt eine Flüche, z. B. clie Oberfläche eines Eimers. Von allen 
Flächen, die durch eine Kreislinie begrenzt werden, haL der elwne Kreis 
die kleinste Fläl'he. Wir verbiegen nun die Grenzlinie so, <laß nicht mehr 
alle Punkle in einer Ebene liegen. Es gibt sehr Yiele Flüchen, deren Um­
randung so aussieht. \Vie findet man aber hier die Fläche, die von allen 
möglichen die geringste Größe hat? Das ist bereits eine sehwierige .\uf­
gabe, und ihre Lösung erfordert die Anwendung der Methocll'n der 
Variationsrechnung. Es zeigt sieh - und auch das hat l�nlrr bewiesen-, 
daß die Minimalfläche in jedem Punkt satt.eHörmig ist. 
Interessant ist aud1 die physikalische Lösung dieser Aufgabe. \Vir formen 
die Umrandung aus dünnem Messingdraht un1l tauchen sie in Seifen­
wasser. (Seifenlösung ist eine Flüssigkei L mit geringer Oberflächcn�pan­
II ung.) Die Drahtschleife wird dann ,·011 einer dünnen Seifenhaut bespannt, 
deren Fläche minimal ist. Hei diesen Überlegungen \'ernachliissigen wir 
z.B. die Schwerlo-aft und helral'hten nur die dl'I' Oherfliil'lrenspnnnung
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Jlild 7:; 

dC'r Seifcnliisung entsprechende Kraft. Das <_;leichgcwicht wird cncichL 
Wl'nn die Fläche der Seifenhaut minimal ist, da dabei die durch die Ober­
fliiehenspannu11g Ledingle potentielle Energie minimal wird. 
Sie haben sicher nod1 nicht vergessen, was für ein Ver·gnügen Ihnen das 
Spiel mit Scifenhlasrn Lercitet hat. Riskieren Sie eine Rückkehr in !lil· 
h'.indheil und führen Sie einige Experimente mit Seifenlösung durch! 1 ) 
Löten Sie aus weid1cm Draht einen Ring mit zwei Griffen (dann könm�11 
Sie die Sl'hlcil'c nnch Belieben tmnsformieren) und tauchen Sie ihn in di1i 
Scifcnlös1111g. Der Hing wird von einer ebenen Seifenfläche überspannt. 
Jetzt ddormier<•n Sie den Hing langsam. Es zeigt sich, daß man bei 

J) Ein giiusli�t·s lh•zt•pl fiir soh·h <"im· Lösung: iO g rt>inf' trock�nf' Okinscire w('rclcn in 500 µ: 
d,·slilli,·rkm \\'ass,·r gdüsl. Jn\'db (;-) Tl'ik tkr l.ösnng w<·r<kn mit 11 TPilim Glyzerin vc1·­
misl.'11t. l)k llrahlschldf<-, dit.• l'ing,·tauchl wird, durf nicht schl' groß sein, höchstens 10 ... 1 !'; em 
im Durl'l1m1•ss1·r. 
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stetigem Verbiegen des Ringes die Seifenhaut, die, auf <len Ring gespannt, 
eine zweiseitige Membran ist, in die Form eines einsei1igen Möhiusschen 
Bandes bringen kann (Bild 73). Das ist sehr verwunderlieh, <la <lie Aus­
gangsfläche und die erhaltene Fläche topologisch nicht äquivalent sind! 
Biegt man den Hing zu der im Bild 74 dargestellten Raumkurve, so lassen 
sich auf eine solche Figur drei verschiedene Minimalflächen aufspannen. 
Die letzte ist nicht einfach zusammenhängend (sie hat zwei Öffnungen), 
w1ihrend <lic ersten zwei einfach zusammenhängend sind. Das bedeu tel, 
sie lassen sich ohne Risse zu einem Punkt zusammenziehen (wenn der 
Ring aus Gummi wäre). 
Alle diese hübschen geometrischen Figuren dienen nicht nur der 1isthe­
tischen Bewunderung. Minimalflächen sind am stabilsten, und diese 
Eigenschaft wird in der Technik bei statischen Konstruktionen ausge· 
nutzt. 
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Wie sieht ein Mathematiker aus? 

l n Jen vorangegangenen Abschnit Len habe ich J hnen ern1ges über den 
( ;egensland der Wissenschaft MaLhematik berichtet. Doch - die Mathe­
matik wird von l\lathematikem betrieben, und das Interesse für diese 
mysteriösen Individuen, die eine solche Wissenschaft meistern, ist nur 
11aLürlich. 
Ein iilterer Gelehrter wird häul'ig mit einem wallenden Harl dargestellt, 
auf einer Stehleiter sitzend und in yerstaubLen Büchern lesend. Mathc­
rnaLiker stellt man sil'h dagegen oft jünger vor. Statistisch ist das nicht 
unrichtig, denn berühmte Mathematiker konnten mitunter schon mit 
:20 Jahren bedeu Lende wissensclwJtliche Erfolge auf weisen, die sie ver­
dien tcrmaßen berühmt machten. Aus irgendeinem Grund werden ;\fathe­
matiker manchmal als langhaarige und liederlich gekleidete, zerzauste, 
kurzsichtige und zerstreute Person unbestimmten Alters dargestellt, die. 
wenn sie nicht gera<le in den \Volken schweben, die Leute auf der Straße 
anrempeln oder in irgendeiner Ecke in unbequemer Stellung sitzen und 
komplizierten Gedanken nachhängen. 
il'h kann nicht abstreiten, daß es auch solche Mathematiker gibt. Doch 
muß il'h Sie sogleich enttäuschen: Solche meist sehr jungen „Wunder­
kinder" wollen sich nur interessant machen. T n Wirklichkeit sind es 
normale Menschen, und zu \Vunderkindern wurden sie nur durch eitle 
Y erw and le oder wenig gebildete Freunde gemacht, die ihnen besser 
ordentlich die Haare geschnitten, den Kopf gewasc·hen und sie ausgelacht 
hä ttcn. Mir gefällt die Definition: Ein Wunderkind - das ist ein normales 
Kind unnormaler Eltern. 
Es gibt noch einen anderen „Gelehrtentyp" - die Gestalt des trockenen 
weltfremden Paukers, der alles buchstäblich genommen wissen will und 
sinnloses Auswendiglernen von Lehrsätzen und Lösungen nach einem 
genau vorgegebenen Plan verlangt. Solche Menschen sind davon über­
zeugt, daß die Wissenschaft langweilig sein muß, sonst ist es keine Wis­
senschaft. Man trifft sie auch unter den Mathematikern hin und wieder 
an, doch nur als traurige Karrikaturen dieses Berufs. 
In Wirklichkeit gibt es aber auch unter den Mathematikern viele auf­
geschlossene Menschen, Jie sich auch für die schönen Künste oder den 
Sport interessieren. Man findet Modehelden, Hansdampfs und Herzens­
brecher, auch hübsche Puppen sind in ihren Reihen. 
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Worin unterscheidet sich aber danu der Mathematiker ,·,,m :\letliziner, 
Uiologen oder Ökonomen� Der Hauptun terschic<l besteht, wie mir scheint, 
in den Methoden des wissenschaftlichens Denkens. 

\V ober kommen die Axiome? 

Viele :\lenschen stellen sich uutcr der Mathematik eine deduktive Wis�en­
sehaft vor, in der die Theoreme, Resultate und Fakten mit Hilfe logischer 
Übe1-legungen erhalten werden, ausgehend von einigen Wl'nigen Axiomen 
(Grundannahmen), die offensichtlich scheinen und einfad1 keines Uewei­
ses bedüden. 
Bis zu einem gewissen Grad ist <las zutreffend, obwohl ieh noch C'inige 
kritische Bemerkungen zur scheinbaren Offensichtliehkeit der Axiome 
machen muß. Das ist jedoch nur die eine Seile der SachP. 
\\"oh} jeder hat von der Schule her eine bestimmte \"orstellung, wit' die 
dedukti,·e \fothemat.ik aufgebaut. wird; diese Vorstellung ist allerdings 
wegen der begrenzten schulischen ;\fogliehkeiten meist etwas verzerrt. Irh 
möch Le nun etwas bei einer anderen Seite der Sache \'erwcilcn, dem induk­
tiven Herangehen beim Aufbau jeder mathema1ische11 Theorie. den 
Geburts- und Sterbeprozessen der mathematischen TIH'oricn. 
}Ian kann der .Weinung sein, daß eine mathematische Theorie folgender­
maßen aufgebaut wird: Der ;\lnthematiker denkt sfrh gewisse Aus�nngs-
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thesen - 1\ xiome- aus, prüft ihre Widerspruchsfreiheit und Unab­
hi:ingigkei t. 11nd1 (andernfalls würde aus ihnen nichts Vernünftiges folgen) 
und zieht dann aus ihnen verschiedene Schlußfolgerungen, entweder zu 
seinem rC'inen Vergnügen oder um z.B. das Verzeichnis seiner wissen­
Sl'haftlid1t•11 .\rbeiten zu vergrößern. 
Soleh einr :\lcinung sieht zwar primitiv aus, es gibt aber bis zum heutigen 
Tage �lenschen, die auf diesem Standpunkt stehen. Zu ihnen gehören 
nicht nur solche, die von der Mathematik sehr wenig wissen, sondern 
sogar einigt• Fachleute, die die Anwendung der Mathematik in den Natur­
wissenschaften propagieren. 
In Wirklichkeit denkt sich der Mathematiker nicht einfach irgendein 
.-\.xiomens,·stem aus und baut daraus Theorien ohne Ziel und ohne Sinn. 
Jede verniinftige mathematische Theorie spiegelt die reale Wirklichkeit 
wider: Dei· \Iathematiker schematisiert, idealisiert und ordnet <lie realen 
Ersch1•inungen, wrnn er die Ausgangsthesen seiner Theorie aufst<•llt. Die 
:,,i,·hh1ßfolg1•1·1mgen, die er zieht, ,·ergleicht er mit den Erscheinungen der 
\\" i rklil' h kPi L 

Zwei Denkarten 

In der ,vissenschal't bedienen wir uns, wie auch im Leben, des Denkens, 
der Cberlegnn:r. Es giht zwei Typen ,·on Überlegungen: beweisende und 
nil'hthcwrisC'nclc, aher überzeugende. Letztere nennt man Plausibilitäts­
l,p[1·nchtungPn l ). 
l'lau�ibilitiilshetrachlungen stützen sich auf Induktion, Analogien, Beob­
al'htuni.wn, H�·polhesen und Experimente, also auf Methoden, die allen 
-� aturwissenschaftlern geläufig sind.
llil'r ist nicht von der vollständigen (mathematischen) Induktion die Rede, 
mit deren Hilfe der binomische Lehrsatz in der Schule bewiesen wird, 
sondern von dc1· gewöhnlichen Induktion, der .\hleitung allgemeiner 
( :esetzmüßigkeiten aus <le1· Beobachtung spezieller Erscheinungen. 
I Uit• 2,ToU,•11 ,1ulh<•mulikf'r ,vart·n sich sttts. über den CntC'rscl1i(•d zwischen Bt�weiseu und 
Plausihililitt .... lH"t1·ad1tungc-11 im klurcn, insbcsondc1·e auch über <lic Rolle der Plausibilitäts­
lwt1·ad11t111g1·n in all('n Zwt•igt'll dt.•r \ViSSl'nschaft, nicht zul<.•tzt in der schöpferischen .Arbeit des 
\[ntlH'11wtik,·1·,. Zn cli<>:,;mn Th«.ima ist sowohl von den Klassikc1·n als auch von Z<.·itgcnossen 
vi<•I gt•::-:1:.;·t wol'dt.•11. Tr<.•ffr11d si11d dksc Frngcn in zwei vorzüglichen Büchern d<.•s in dPr USA 
tütigen gn,U,•n 1111:;::1risch1!ll ),{athrmatikcrs und P:idagogcn G. Polya dnrgt.•stcllt. 
Uas erst1! llul'h, da:,. sil-h vor alk1n an Lehrer und Studierende dl'l' Mathematik wcnd<.•I. ist 
unt�T tfo1n Titt'l .. .Sdrnl1• J,·s Dt·nkcns11 in d<.'utschcr Sprache in1 A. Franckc Verlag, Bern (1949, 
!t)li :::.<'it,•11) c• 1·sl'11kncn. Eine crwl'itcrtc Ausgabe wurde in1 Jahre 1061> nls Übersetzung aus dem 
E11�1lsch<.•n in1 Birkhiiusl'r Vcrlng, Basel uuci Stullgarl, unter dein Titel ,,Von1 Lösen n1alhe· 
malisch<.'l' .:\ulg:1lu•n" hl'rnusgl'lH"i.lCht. Hi('rill wl"rden nnhnnd schuhnnthe1nntischer Probleme 
dit• ÜbC'J'kf?nng-c•n clal'g1•s1rllt, diP nötig si1ul, um die Lösu11g d1H"r Aufgabe zu finden� etwas zu 
lll'wdsen u111I .Sd1Hi.sse zu ziPhen. 
lla� :t.WC'ihi IJ111"11 ht'ißL „M•1them:1tics o.n<l plausible r1·soning11 (Matheinutik und pl:msiblt•s 
.,l'111if'Jlt•n). Es ist im .Jahre 1954 in 7.Wl'i Ründc-n im Vcrlug Prin<.'<.'Lon Univcrsity Press t•rschk· 
11,·11 .:!SO und J 88 S1·itc•11). In di<'scn Bünden werden auch Problcinc rlt·r höheren Mathc•ma l i'k, 
,l.·r ;\ualysis, ,Irr Variatio11srPChnung und d<.•r \VuhrschcinlichkC'ilsrcchnung betrachtet. llil' 
alli!t'llll'illl'll, iiln·1· t.lrn ganzen Text verstreuten C h<'rlcgungen bczit.'l1t•n sich auch auf hcliehigc 
a11dPr1• Zwr.igt• d<'r \\"iss,•nscha(t. 
l>i1• Bf'z(•il'11111111g „ Plausil,ilitätsbctrachtung" bzw .. ,plausibks .Schl!l'ßC'n" stamml offenbar 
v1111 t,". Polya. llrr iillPT'1' Ausdruck „lnduk1ion" wird in �in(•111 etwns wPilt•r<'n Sinn g1•Ju·.n1d11. 
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L'nscre mathemaLischen Kenntnisse sind durch Beweise gesichert. Aber, 
<ler Weg zu diesen Kenntnissen führt über Plausibilitätsbetraehl11ngen. 
:Mau geht von gewissen Voraussetzungen aus und stü lzt sich auf A nuah­
mcn und VermuLUngen. Diese Annahmen können so zu,·crlässig wie die 
Newlonschen Cesetze oder das Periodensystem :lfe,ufelejews sein, odPr 
weniger zuverlässig wie die modernen Hypothesen über die Entwicklung 
<les Universums oder die Entstehung des Lebens auf der Erde, bei denPn 
irgendein neuer Fakt alles über den Haufen werfen kann. 
Die Ableitung des Pythagoreischen Lehrsatzes oder des Lösungswegs für 
quadratis1·he Clcichungen sind IJeweisende Überlegungen. Die induktiven 
Gründe, die für die Hichtigkeit des Gra,·itationsgcsetzes oder des Massen­
wirkungsgesetzes sprechen, oder die Darwinsche Theorie der nat iirli1·he11 
Auslese sind Plausibilitätsbetrachtungen. Sie stützen sich auf die ßeoh­
achtung einer beschränkten ,\nzahl von Experimenten und sind deshall, 
l\lutmaßungen, wenn auch geniale. 
Plausibilitätsbetrachtungen und nicht Beweise sind die Ü lwrlegungen des 
.\rztes, der eine Diagnose stellt, die Überlegungen Sherlok Holmes, <ler 
den Spuren eines Verbrechers folgt, die dokumentaris!"h Lelegten Aus­
sagen über das Leben im Römischen Heich, die stalisLiseh begründeten 
Angaben des Ökonomen über den Nutzen oder Schaden der Einfühmn:.; 
des Leistungslohnes. Der Beweis unterscheidet sich von der Plausihilitiits­
betrachtung wie ein Fakt ,·on einer Vermutung. Ein Beweis i�t si!'hC'r. 
cnclgültig und unbestreitbar. Eine Plausibilitätsbctrachlung ist ni..111. 
immer richtig, sie kann umstritten und manchmal riskant sein. 
Beweise sind ein wichtiger Bestandteil der Mathematik; jerlo<'h ist auch 
jede beliebige andere Wissenschaft von beweisenden Betraehl 1111gl'll dnr!'h­
drungen. 
Wenn man den Satz des Pythagoras einwandfrei beweist, so erfährt man 
nichts Neues; man erfährt lediglich, daß die Hypothese „Das Hypo­
tenusenquadrat ist gleich der Summe der Kathetenquadra1e·· richtig 
ist. 
Das Neue enthielt die Hypothese. Sie mußte zunächst C'rraten werden, 
bevor man beginnen konnte, sie zu beweisen. Die Beweise lidem uns also 
keine neuen Erkenntnisse über unsere Umwelt. Alles NC'uc. was wir er­
fahren, entstammt PlausibilitätsLeLrachtnngen. 
In der Mathematik ist genügend genau geklärt, was ein Bl'weis ist. Die 
Beweismethoden und die Begriffe der Strenge und. der Genauigkeit cler 
Schlüsse ändem sich im Lauf der Jahrhunderte. Jeder Mathematiker 
weiß, auf welchem i\"iveau wir uns in der modernen !\fothcmatik hefin­
den. 
Bei Plausibilitätsbctrachtungen gibt es keine Normen, keine Theorie, die 
etwa der Logik des Beweisens entspräche; trotzdem werden sie von jedem 
Naturwissenschaftler gebraucht wie die Luft zum Atmen - ohne sie wiire 
keine Wissenschaft denkbar. 
Man wird kaum ein Verfahren zum Auffinden \"On Nem·m entwi!'keln 
können, dazu ist die Vielfalt der menschlichen In<iividualitiit zu groß. 
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Wie viele andere .-\rLen menschlicher Tätigkeit lernt man das AnsLellen 
von l'lausibilitätsbeLraehLungen durch Nachahmung und durch prak­
tische Ü buug. 
Auf Grund iluer Beson<lcrheiLen ist die Mathematik vorzüglich geeignet, 
um das Anstellen von Plausibilit.ätsbetrachtungen zu erlernen. Eine 
fertige maLhematisehe Theorie scheint ein nur mit Beweisen operierendes 
System zu sein. Jedoch die Schaffung einer solchen Theorie verliiufL in 
der Mathemalik genauso wie in einer beliebigen anderen Wissenschaft. 
Bevor man irgendeine Behauptung beweisen kann, muß man sie ent­
decken, erraten; man muß eine Vermu Lung haben. 
Jn eiuem strengen Beweis muß man begründete, beweiskräftige Schlüsse 
,·ou unbegründeten Annahmen unterscheiden. In der Plausibilitäts­
betrachLung ist die Unterscheidung zwischen mehr oder weniger ver­
nünftigen Auuahmen nötig, die Belegung der Vermutung durch die vor­
handenen Fakten, das bedingungslose Suchen nach Fakten, die der Ver­
mutung widersprechen, das Gegenüberstellen und das erneu Le Ü herlegen. 
AbsiehLlil'h habe ich die Suche nach Fakten, die der Vermutung wider­
sprechen, betont. Im tüglicheu Leben trifft man nicht immer das Bestre­
ben, unbedingt nach der \Vahrheit zu suchen: Unkenntnis stört mitunter 
nicht die Bequcmlid1keit, wiihren<l Kenntnis unerwünschte Entschei­
dungen notwendig machen kann. l n der \Vissenschaft können aber 
Selbstzufriedenheit und der Glaube an die eigene Unfehlbarkeit zur 
h:n tastrophe führen. 
Die folgenden ßeispi-ele sollen Ihnen zeigen, zu welchen Tmgschli.issen 
leichtrertige Plausibilitätsbetrachtungen führen können. 
Wenn wir eine h.üd1cnschabe auf den Tisch setzen und mit den Fingern 
auf den Tisl'h klopfen, liiuft diese weg. Setzen wir eine Küchenschabe, die 
ihre Beine n•tforen hat, auf den Tisch, und klopfen wieder, so läurt diese 
nil'ht wei.r. :\lso: Die Küchenschabe hört mit den Beinen! Diese Schluß­
folgerung sieht. wie ein Witz aus. Jedoch vor gar nicht allzu langer Zeit 
wurde noch behauptet, daß die Erkrankung eines Menschen an Cholera, 
Crippe oder Typhus eine Strafe Gottes sei. Später erkannte man sie als 
Folge der .\ nslecknng durch Übertragung von Mikroben oder Viren. 
Ein Meisterst ü<'k „ wissenschaftlicher" Plausibilitätsbetrachtung und 
in t.ellek Lueller Hochniisigkeit, mit dem sich die Pioniere der Raumfahrt 
auseinanderzusetzen hatten, findet sich in dem Artikel eines gewissen 
Professors A. U. ßccerton aus <lern Jahre 1926: 
„ Die überaus dumme Idee eines Schusses zum Mond ist ein Beispiel der 
grenzenlosen Absurditäten, zu denen im Ergebnis der erschreckend engen 
Spezialisierung- Wissenschaftler gelangen, die in gedankendichten Zellen 
in viilliger Isolierung voneinander arbeiten. Versuchen wir einmal, diese 
J dec kritisch zu nnalysieren. Damit ein Geschoß die Schwerkraft der Erde 
überwinden kann, muß es eine Anfangsgeschwindigkeit von mindestens 
J 1. km/s haben. Die äquivalente Wärmeenergie für ein Gramm des Ge­
schosses beträgt. für diese Geschwindigkeit mindestens 15180 Kalorien ... 
Die Energie des Nitroglyzerins - des brisantesten Sprengstoffs, den wir 
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besitzen - ist geringer als 1500 Kalorien je (;ramm. Dc1m:ufolge besitzt 
dieser Sprengstoff nur 1/10 der Energie, die er henöt.igen würde, nur um
sich selbst von der Erde abzusetzen, sogar ohne Berücksichligung it·gend­
welcher zusätzlicher Belastung ... 
Daraus geht hervor, daß die Idee von Grund auf unrealistisch ist ... " 
Dieses Zitat verdient eine ausführlicherelBetrachtung, um festzustellen, 
wie es kommen konnte, daß diese „erschreckende Spezialisierung"" den 
ehrwürdigen Proressor so seh1· in die Irre geführt hat. 
Sein erster Fehler verbirgt sich in dem Satz: Die Energie des �itrogly· 
zerius - des brisantesten Sprengstoffs ... Es müßte jedem klar sein, tlnß 
wir von einem Raketentreibstoff Energie verlangen und nicht Brisauz, 
schnelles Freiwerden der Energie. Nitroglyzerin und ähnliche Spreng­
stoffe enthalten je Gewichtseinheit weniger Energie als eine Mischuni,r au� 
Kerosin und flüssigem Sauerstoff. Das wurde bereits von Ziollww.�l.i und 
Goddard vor vielen Jahren erkannt. 
Der zweile Fehler ßecertons ist noch weniger verzeihlich. Soll doch das 
:'>Jitroglycerin ruhig nur 1/10 der Energie besitzen, die zur Überwindung
der Schwerkraft nölig ist. Das bedeutet lediglich, daß zum Auflassen 
eines Kilogramms Nutzlast in den Kosmos zehn Kilogramm Nilrogly­
zerin erforderlich sind. 
Der Treibstoff selbst braucht gar nicht unseren Planeten zu ,·e1fassen; er 
kann in der l',;ähe der Erdoberfläche verausgabt werden - das \Vescn 
der Sache besteht darin, daß der Nutzlast die nötige Energie vermillelt 
wird .. \.ls 33 Jahre nach der Erklärung Professor Becertons über <lie U nmög­
lichkci t kosmischer Flüge Lunik II startete, wurde der größte Teil des 
aus mehreren Tonnen Kerosin und flüssigem Sauerstoff bestehenden 
Treibstoffs unweit der Erdoberfläche verbraucht, doch eine halbe Tonne 
Xutzlast erreichte das Meer des Regens auf dem Mond. 
Wir wollen keine Zeit mehr darauf verwenden, Plausibililiitsbet1·ach­
tungen zu analysieren, die sich auf die Bewegung von Rauml'lugkörpern 
oder irgendwelche anderen Probleme beziehen. Ich wollte lediidich zeigen, 
<laß auch das Anslellen ,-on PlausibiliLätsbetrachtungen gar 11ieht so ein­
fach ist.

Die Überzeugung-skrnft \"Oll Plausibilitätsbetrachtungen ist in den ein­
zelnen Zweigen der Wissenschaft unterschiedlich. In der Physik gibt es 
recht überzeugende Schlüsse; in der Medizin ist die Beweiskraft \"Oll 
Plausibili tä tsbetrach tungen oft recht gering. 
Unter Jen l\fathematikern geht eine Anekdote um: 
„Der Physiker nimmt an", so sagt der Mathematiker, ,,60 sei durch alle 
ganzen Zahlen teilbar. Er bemerkt, daß 60 durch .1, 2, 3, 4, 5 und G teil­
bar ist. Er prüft noch einige andere Zahlen nach, z. H. 10, 15, 20 und :m, 
die er, wie er sagt, zufällig ausgewählt hat. Daß() auch durch diese Zahlen 
teilbar ist, beLrachLet er die experimentellen Daten fiir seine Annahme 
als ausreichend." 
,,Ja. sehen Sie sich doch einmal den Ingenieur an", e11 tgcgnet dc•r Physiker. 
,, Der Ingenieur nimmt an, daß alle ungeraden Zahlen Primzahlen seien. 
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Er stellt fesl, daß die .l eine Primzahl ist. Dann kommen 3, 5 und 7, alles 
zweifellos Primzahlen. Dana<"h komml die 9. Diese ist ein unangenehmer 
Fall, denn sie ist offenba1· keine Primzahl. Doch 1 l und J3 sind wieder 
Pl'imzahlen. Er kehrt nun zur 9 zurück un<l kommt zu dem Schluß, 
daß das abweid1l'JH1e Ergebnis bei der 9 auf einen Fehler beim Experiment 
zurü1·kzuführcn sei." 
„Oho··, sagt der J ngcnieur, ,,nehmen Sie mal den Arzt. Er gesta LLet einem 
l1offnu11gslos Nierenkranken, Borschtsch zu essen, und der Kranke wird 
gesund. Der Arzt schreibt soforl eine wissenschaftliche Arbeit über die 
1-ll'ilcrfolge von Borschtsch bei Nierenerkrankungen. Dann gibt er einem
anderen Nic1·c11kranken Borschtsch, und dieser stirbt. Auf den Dl'uck­
fahncn korrigie1·t der ,\ rzt: Borsd1tsch hilft in 500/0 aller Fälle." 
.,Ja. wie Ycrfiihrt denn der Mathematiker?" sagt der Arzt. 
,,,\uf die Frage. wie man einen Löwen in der \Vüste fängt, definierl er 
erst ei11111al, was es heißt, einen Liiwen zu fangen. Er sagt, daß man den 
Löwen Yon si<"h dur!'h ein Giuer abLrennen muß. Dann setzt er sich selbst 
in cint'n l(Hfig, und der Löwe ist laut Definition gefangen!" 
l\lir s<"heinl, daß diese Anekdote recht treffend zeigt, daß der Wahrheits­
gehalt der Schlüsse in den einzelnen Zweigen der \Vissenschaft unter­
schicdli<"h ist. Das ist jedoch im allgemeinen uichL die Schuld der Fach­
leute. soudem eher deren :\Iißgesl'hick. Die Schwierigkeiten beim Experi­
mc111 ierc11 si 11d z. ß. in <ler Medizin mi tu II ter so groß, daß es fast unmöglich 
ist, spezielle \"ersuehe iu mehrrachcn Wiederholungen auszuführen. Des­
halb muß man sich mit den vorhandenen Daten begnügen. Allerdings ist 
die Lage nicht immer so hoff1111ngslos; hiiufig läßt sich die Überzeugungs­
kraft und der Wahrheitsgehalt der Schlußfolgerungen erhöhen, wenn die 
Plausibilitätsbetrachtungen möglichst gul angestellt werden. 
Die angeführten Beispiele zPigen, daß die l ndukt.ion zu Fehlschlüssen 
führen kann. Das ist aber nicht immer so, denn sonst wäre sie als Methode 
sehon längst verworfen. 
Ich möchte hervorheben, <laß in der :\fathcmatik Induktion und Analogie. 
Experiment und ßeobaeht1111g ebensooft benutzt werden wie in den ande­
ren \\"issenschaften. 

Induktion und vollständige Induktion 1)

Induktion ist die Erkenntnis allgemeiner Gesetze durch Beobachtung 
und Gegenüberstellung ,·on Spezialfällen. Die Methode der Induktion 
wird in allen Wissenschaften benutzt, u. a. auch in der Mathematik. Die 
mathematische, oder, wie sie genannt wird, ,·ollständige Induktion da­
!?egen wird nur YOn den Mathematikern beim Beweis von Sätzen ganz 
bestimmter Art. benutzt. Allerdin!!s gibt es oft Verwechslungen in der 
Terminologie, auf die ich später no<"h eingehen werde. Immerhin bestehen 
zwischen der Induktion und der n,llständigen Induktion gewisse Be-

l) lli,·:o,·r Abschnitt sllitzt sich in hed1•utr11dem .\laße auf das S('hon "en\-·ühntc Buch von G. 

l'ulyo: .,:"\chule d"s lh•nk1·ns". 
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ziehungcn. Deswegen wollen wir beide Methoden an ernem Beispiel 
demonstrieren. 
Wir stellen fest, <laß auf der linken Seite der Gleichung 

1 + 8 + 27 + 64 = JOO 

die Kuben der Zahlen 1, 2, 3, li stehen und daß die rechte Seite 1_•inc 
Quadratzahl ist. Nun schreiben wir diese interessante Gleichung in der 
Form 

Sie, verehrter Leser, könnten der Meinung sein, daß es hier nichts J ntcr­
essantes gibt: Was bedeutet es schon, daß <lic Summe irgendwelcher 
Kubikzahlen gleich irgendeiner Quadratzahl ist! Hier ist ein günstiger 
Moment für Sie, mich zu fragen: ,,Na und?" 
Vor einigen Jahren habe ich in einer Vorlesung über ganze Funktionen ein­
mal geäußert.: ,,Beachten Sie das unerwartete und bemerkenswerte 
Ergebnis.'· Einer <lcr Hörer, der gelangweilt die Vorlesung nachschrieb. 
bemerkte stumpfsinnig: ,, \Vic denn, befehlen Sie, daß wir uns wundern 
sollen?" Hier war ich es, der sich wunderte. Ein wissenschaftlich tätiger 
Mensch muß jeden uncnvartetcn Fakt oder jeden unerwarteten Gedanken 
mit Verwundernng aufnehmen, andernfalls ist er kein Wissenschaftler, 
sondern nur ein Stümper. Neugier, gesunde '.'l'cugier, und Wißbegierde 
führen den \Vissenschaftler von Aufgabe zu Aufgabe, und ein \Vissen­
schaftler, der die Fähigkeit verloren hat, sich zu wundern und sich an 
neuen Erkenntnissen zu begeistern, wird kaum etwas� eucs entdecken. 
Einer unserer großen Physiker hat einmal im Scherz gesagt, daß wisse11-
schaftliche ,\i-beit die Befriedigung <ler J\'eugier <les WissenschnfLlers auf 
Staatskosten sei. Man kann diesen Gedanken weiterführen und sagen, daU 
die Schauspielerei die Befriedigung der Eitelkeit des Schauspielers auf 
Kosten der Zuschauer sei. Für die Gesellschaft ist wichtig, daß die Arbci I 
- in der Wissenschaft wie in der Kunst - den anderen l\fonschen im
Endeffekt Nutzen bringt.
Verstehen Sie mich bitte richtig, lieber Leser. Ich bin keineswegs der
Meinung, daß eine derartige Neugier immer und in gleichem Maße fiir
alle Zweige der Wissenschaft notwendig ist. \.Venn Sie die hier beha111lel1t•
Frage nicht interessiert, können Sie gern zum nächsten Abschnitt über­
gehen. Das Problem, zu dem wir jetzt zurückkehren wollen, soll lediglich
die Methode der Jnduktion demonstrieren.
Kommt es öfter vor, daß die Summe der l\.uben einer Reihe aufeinander­
folgender Zahlen eine Quadratzahl ist? Wie kann das zustande kommen?
\Venn wir die Frage so stellen, sind wir in genau derselben Lage wie der
Naturwissenschaftler, der, nachdem er erstmalig eine bestimmte PflanzP
oder eine bestimmte Folge der Gesteinsschichten gefunden hat, die FragP
nach der Verallgemeinerungsfähigkeit stellt. In unserem Beispiel bezid1t
sich diese Frage auf die Summe der Kuben der natül'lichen Zahlen

l3+ 23 + ... + n
3 
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Zu dieser allgemeinen Fragestellung sind wir ausgehend vom „Spezialfall" 
11 = 4 gelangt. 
Was können wir zur Klärung unserer Frage unternehmen? Zunächst ver­
fahren wir so, wie der Natu1·wissenschaftler verfahren würde: \Vir unter­
suehen weitere Spezialfälle. Die Spezialfälle n = 2 und n = 3 sind ein­
foeher als der zuerst betrachtete. Der Fall n = 5 folgt danach. Der 
Konsequenz und de1· Vollständigkeit halber fügen wir noch den Fall n = 1 
hinzu. 
Wenn wir die Gleichungen sorgfältig notieren, wie der Geologe seine 
Gesteinsproben ausbreiten würde, so erhalten wir die folgende Tafel: 

1 1= p 

L+ 8 9= 32

1 + 8 + '27 36= 52 

1 + 8 + 27 + (Vi 100= 102 

l + 8 + '27 + (Vi + 125 = 225 = 152 

Es ist kaum anzunehmen, daß alle diese Summen von Kuben aufeinander­
folgender Zahlen nur zufällig Quadratzahlen sind. In einer derartigen 
Situation würde der Naturwissenschaftler wenig Zweifel daran hegen, daß 
die Beobachtungen eine allgemeine Gesetzmäßigkeit ausdrücken, die 
dnrl'h die Induktion fast bewiesen ist. Der Mathematiker drückt sich 
zurückhallender aus, obwohl er innerlich vielleicht genauso denkt. Er 
sagt, <laß der induktiYe Schluß den folgenden Satz nahelegt: Die Summe 
der Kuben der Zahlen 1 bis n ist eine Quadratzahl. 
\\'ir gelangen zu <ler Vermutung, daß eine bemerkenswerte, etwas rätsel­
hafte Gesetzmäßigkeit existiert. Warum muß die Summe der Kuben auf­
einanderfolgende1· Zahlen gerade eine Quadratzahl sein? 
Wie wü1·cle der Naturwissenschaftler in einem derartigen Fall yerfahren :• 
Er würde seine Vermutung weiter nach verschiedenen Richtungen unter­
suchen und zusätzliche experimentelle Daten sammeln. \Venn wir 
diesen Weg einschlagen wollen, müßten wir die Fällen = 6, n = 7 usw. 
naehprüfen. 
lle1· Naturwissenschaftler könnte sich jedoch ebenso wieder den Fakten 
zuwenden, die ihn auf seine Vermutung gebracht haben. Er würde sie 
sorgfältig vergleichen, versuchen, eine tiefere Gesetzmäßigkeit herauszu­
finden oder irgendwelche zusätzlichen Analogien festzustellen. In genau 
derselben Richtung führen wir unsere Untersuchung weiter. 
Wir kehren zu unserer Tafel zurück und betrachten die Fälle n = L 2, 3, 
li, 5 nochmals. Warum ist die Summe der Kuben eine Quadratzahl? Wns 
kann man über die Quadratzahlen aussagen? Die Wurzeln der Quadrate 
sind t, 3, G, IO, 15. Was kann man über sie sagen? Existiert hier irgend­
l'ine Gesetzmäßigkeit, eine zusätzliche Analogie? Es scheint jedenfalls so, 
als ob sie nach einer bestimmten Gesetzmäßigkeit zunehmen. Wie sieht 
diese Gesetzmäßigkeit aus? Es erweist sich, daß die Differenz zwischen 

89 



aufeinanderfolgenden \Vnrzeln zunimmt. In dei· Tat, es isl 

3 - l = 2; 1.i - ;3 = 3; 10 - G = '1; 15 - HI = 5 
Die Gcsetzmiißigkeit, nach der diese Differenzen zunehmen, fiillt sofo1·t 
nuf. Nach dem wir nirsehie<lene Varianten durchprobiert haben, gelangt•n 
wir schließlich zu der Feststellung, daß die Zahlen J, 3, G, HI, 15 der 
folgenden Geselzmäßigkeit genügen: 

1= 1 
3= 1 + 2 
G=l.+2+3 

Hl=1+2+3+4 
15=1+2.+3+'1+5 

Wenn diese Gesetzmäßigkeit allgemeinen Charakter trügt (es ist kaum 
zu glauben, daß es nicht so ist), erhält der ,·on uns ,·crnrntcl<' Satz bei·eils 
eine exaktere Form. Für n = 1, 2, 3, ... gilt 

!3+ 2a+ 33+ ... + n3= (l+ 2+ :3+ ... + 11)2
Ich will nicht beim Gang de1· weileren Überlegungen verweilen, sondern 
lediglich, um Sie, verehrte Leser, nicht im Ungewissen zu lassen, die en<l­
gtiltige Formel angeben: 

13+ 23+ 33+ ···+ n3= r�-(ntJ)-r
Wenn man die mathematische Methode der vollständigcu I nduklion be­
herrscht, wird man ohne \1ühe den formulie1·ten Satz beweisen können. 
Oie hier gezeigte Gesetzmäßigkeit wurde durch Induktion entdeckt. Der 
Gang der Überlegungen ist hier zwar etwas einseitig und unvollkommen 
dargestellt. Er kommt jedoch der Wirklichkeit nahe und vermittelt eine 
Vorstellung über die Anwendung der Induktion. Durch sie werden Gesclz­
mäßigkeiten und Zusammenhänge aufgedeckt, die durch äußere Erschei­
nungen verdeckt sind. Ihre bekanntesten Mittel sind Verallgemeinerung, 
Spezialisierung und Analogie. 
Induktive Überlegungen an bedeutend inhaltsreicherem Material, das 
mehr Findigkeit und Auffass,ungsgabe erfordert, machen einen großen 
Teil der Arbeit des Mathematikers aus. 

Die dramatische Geschichte des Problems der Lösung von Gleichungen 
Die Tatsache, daß induktive Schlußfolgerungen und Analogien nieht 
immer zu richtigen Ergebnissen führen, ist wohlbekannt. In diesem Zu­
sammenhang gibt es in der Mathematik selbst einen interessanten Fall, 
den ich bereits früher erwähnt habe, das Problem der Li.isung algehrn­
ischer Gleichungen. Ich hatte bereits bemerkt, daß die Mal hematiker 
im Verlauf von 300 Jahren, bis zum Beginn des 19. Jahrhunderts, Vf'I'-
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suchten, eine Lösungsrormcl für algebraische Gleichungen höheren als 
Yierten Grades zu finden, z. B. für die allgemeine Gleichung fünften 
Grades 

in der ai, nb 11;:. a4 und a5 beliebige Koeffizienten sind. Sie suchten nach 
einer Formel, die die Wurzeln dieser Gleichung durch ihre Koeffizienten, 
die nur durch die Operationen Addieren, Subtrahieren, Multiplizieren, 
Di,·idieren und Radizieren miteinande1· verbunden sind, ausdrückt. 
Gerade die Induktion war es, die sie veranlaßte, in dieser Richtung zu 
arbeiten, denn für Gleichungen bis zum vierten Grad einschließlich waren 
�olchc Formeln gefunden worden, und diese waren der Menschheit auch 
nicht gerade in den Schoß gefallen. Außerdem hatte Gaaß gezeigt, daß 
eine algebraische Gleichung stets Lösungen besitzt, und zwar genau so 
, i.ele, wie ihr Grad angibt. Erst die genialen Gedanken von Abel und 
( .'nlois konnten das Problem klüren. 
Zu Beginn des 19. Jahrhunderts beschäftigte sich der junge norwegische 
Mathematiker Niets Ifenrik Abel mit dieser :\ufgabe. Er schien die allge­
meine Lösung der algebraischen Gleichung fünften Grades gefonden zu 
haben. Nach der Freude kam jedoch die Enttäuschung: Als er seine 
Berechnungen gewissenhaft prüfte, kam ein Fehler zum Vorschein. Lange 
und hartnäckige Überlegungen führten ihn auf ein ganz anderes Ergebnis: 
.\lgebraische Gleichungen höheren als vierten Grades lassen sich im all­
gemeinen nicht in Radikalen lösen. Abel hat diese Behauptung bewiesen. 
Sein Salz stellt den Wendepunkt bei der Lösung des Problems dar. 
Der Name Abel nimmt einen Ehrenplatz in der Mathematik ein. Seine 
.\rbeiten auf dem Gebiet der .\nalysis sind tiefgründig und vielseitig. 
Obwohl Abel von den großen europäischen Mathematikern bereits zu 
Lebzeiten anerkannt und geachtet wurde, verstarb er im .\.lter von 27 
Jahren in völliger Armut an Tuberkulose.1) 
Etwa zur gleichen Zeit „fand" der junge Evariste Galois eine Lösung der 
Gleichung fünften Grades. Er mußte ebenso wie Abel eine tiefe Ent­
tiiuschung hinnehmen, als er in seinen Überlegungen einen Fehler ent­
deckte. Auch er hatte die Kraft, die Arbeit an diesem Problem fortzu­
setzen. 
l u dem kurzen und stürmischen Leben von Gtilois kam alles unerwartet: 
Begeisterung für die Mathematik und aktive Teilnahme am politischen 
Leben, völliger Einbruch in der Mathematikprüfung bei der Aufnahme in 
die Polytechnische Schule, Ausschluß aus der Normalschule (Equole 
Normale) aus politischen Gründen, Gefängnishaft und Tod im Duell, als 
er noch nicht 21 Jahre alt war. Trotzdem hat Evtiriste Galois eine wahr­
hafte Umwälzung in der \Vissenschaft ,·oll bracht. 

1) CJ,..-r das tragische Lehen ..-lbrls giht C'S t.•in in1c-ressanll'S Buch von 0. Ore: ,,:Xids H<'nrik 
.\bC'l.11 Moskau: Fisma1gis 19ti1. Xicht wc-nigt·r inleressant sind diC'folgenck·n Hüch«·r über Galois: 
L. lnfrld: ,,Evarisl(' Galois, wen die Götter Jit'l,C'nu und _l. Dalma: ,,Evariste Galois - fi<•vo­
lulionfir und .Mntlu·nwliker" mit cin<'n1 :Xachwo1·1 \'On -L Jaglom. Auf dil'srm Nachwort hasiPrt 
der .\hsC"hnilt iilwr Galois. 
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Das Schicksal seiner Arbeiten ist ebenfalls ungewöhnlich. Zu seinen Leb­
zeiten wurden sie nicht beachtet; nach seinem To<le waren sie bald völlig 
in Vergessenheit geraten. Erst ein halbes Jahrhundert später wurden sie 
wieder entdeckt. Sie hatten dann einen großen Einfluß auf <lie Entwick­
lung der Mathematik. Seine Arbeiten waren nicht sehr umfangreich; 1lil' 
uns bekannten Werke Gcilois umfassen nicht mehr als sechzig Seiten. Ihr 
Studium macht große Mühe, da Galois eine große Abneigung gegen aus­
führliche Darlegungen hatte; seine Formulierungen sind überaus knapp. 
Beim Lösen algebraischer Gleichungen ging Evari.�te Calois einen völlig 
neuen Weg. Er untersuchte den allgemeinsten Fall algebraischer Glei­
chungen beliebigen Grades. \Vir wollen zunächst feststellen, daß es dem 
Physiker, Chemiker oder Ingenieur im konkreten Fall gar nicht auf die 
exakte Lösung der Gleichung ankommt. Er verlangt vom Mathematik<'r 
lediglich Näherungsverfahren zur Bestimmung der \Vurzeln seiner Glei­
chung. Mit Hilfe der modernen Rechentechnik kann man die Näherungs­
lösungen mit bclieLigerGnauigkeit erhalten. Für das Studium allgemeiner 
Gleichungen, deren Koeffizienten mit Buchstaben bezeichnet sind, sind 
die Näherungsmethoden jedoch unzulänglich. 
Man kann eine allgemeine algebraische Gleichung aufschreiben und ihre 
unbekannten Lösungen durch Buchstaben ausdrücken. üie erste Ent­
deckung Galois bestand darin, daß er den Grad der Unbestimmtheit der 
Lösungen verringerte, indem er einige allgemeine Beziehungen aufst.ellle. 
denen die Wurzeln genügen müssen. Beispiel einer solchen Beziehung isl: 
Jede Wurzel ist eine bestimmte Funktion zweier anderer. 
Der Name Galois ist also nicht durch spezielle Lösungen von C:leich1111gc11 
höheren Grades berühmt gewonlen, sondern durch <lie allgemrincn 
Methoden, die er für das Studium der Eigenschaften solcher Cleichunge11 
geschaffen hat. Das Hauptverdienst von Galois - des Schöpfers der 
modernen höheren Algebra und einer der Urheber der modernen Mathe­
matik überhaupt - besteht in der Benutzung des allgemeinen Begriffes 
der Gruppe bei der gestellten konkreten Aufgabe. 
In der Mathematik wird eine Gesamtheit von Elementen beliebiger �atur. 
für die eine Operation, Gruppenaddition genannt, definiert ist, �ls Gruppe 
bezeichnet. Diese Operation ordnet je zwei Elementen a und b der Gruppl' 
ein drittes Element c der Gruppe zu. Man schreibt dafür auch a + b = c 
und nennt das Ergebnis Summe, obwohl die Operation + im allgemeinen 
nicht die gewöhnliche Addition von Zahlen ist, da a, b, c gar keine Zahlen 
zu sein brauchen. Man verlangt lediglich einige allgemeine Regeln für die 
Gruppenoperation, die gewissen Gesetzen der Arithmetik ähneln. So muß 
z. B. für drei beliebige Elemente a, b, c der Gruppe stets das „assoziatfre
Gesetz" (n + b) + c = a + (b + c) erfüllt sein; manchmal verlangt man
auch die Gültigkeit des „kommutativen Gesetzes" <i + b = b + a.
Zahlen, Funktionen, Drehungen oder andere Bewegungen können eine
Gruppe bilden. Am günstigsten ist es allerdings, abstrakte Gruppen zu
betrachten, deren Elemente mathematische Symbole sind, deren Bedeu­
tung bis zu einem gewissen Grad nicht konkretisiert wird. Der Hauptwert
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des Gruppenbegriffes besteht gerade in seiner außerordentlichen Allge­
meinheit. In der Mathematik und ihren Anwendungen sowie bei den ver­
schiedensten Problemen der anderen Wissenschaften ist es überaus vor­
teilhaft, die Gruppeneigenschaften auf bestimmte GesamLheiLen von zu 
untersuchenden Objekten anzuwC'mlen. Das gibt z. H. die Möglichkeit, 
Teilgebiete der Mathematik, die früher sehr weit voneinander entrernt 
,..J1ienen, zu verbinden und einheitlich zu betrachLen. 
Ein wichtiges Beispiel einer Gruppe ist die sogenannte Permutations­
:,:-rnppe. üie Schüler einer Klasse haben eine bestimmte Sitzordnung. 
Werden einige Schüler umgesetzt, so findet eine Umordnung statt, oder, 
wie die l\lathematiker sagen, eine Permutation. Selbst\'erständlich 
hrauehen bei einer Permutation nicht alle SC'hüler ihre Plätze :,m wechseln . 
. \ls Summe zweier Permutationen (Umsetzungen) wird man das bezeieh­
nt•n, was sich ergibt, wenn man zunächst die erste Umsetzung vornimmt 
und dann die zweite. Bei einer solchen Definition der „Summe zweier 
Permutationen'' bilden die Permutationen selbst eine Gruppe. 
Dieses Beispiel lii(h sich weiter ausbauen. Die Schüler einer Klasse un Ler­
,cheiden sich in gewissen Merkmalen voneinander: Es gibt Jungen und 
.\liidchen, gute SC'hiiler und schlechte, undisziplinierte und Musterknaben, 
kurzsichtige und weitsichtige. Bei der Aufteilung der Schüler auf die 
(Hinke des Klassenzimmers bedingen diese Unterschiede bestimmte Ein­
,;chränkungen der Sitzordnung. So müssen kurzsichtige Schüler möglichst 
weit vorn sitzen, zwei Rowdys dürfen nicht auf einer Bank sitzen, usw. 
Die Gesamtheit der Permutationen unter Berücksichtigung dieser For­
,lerungen bildet ebenfalls eine Gruppe, deren Aussehen in starkem Maß 
,·on der konkreten Zusammensetzung der Klasse abhängt. In einer anderen 
Klasse hat man normalerweise eine andere Permutationsgruppe. VC'r­
t•infacheud kann m:rn die für eine Klasse charakteristische Gruppe als 
l;alois-Gruppe der Klasse bezeichnen. 
Bei der Untersuchung von Gleichungen ist Galoi.� analog vorgegangen. 
Slntt der Schüler einer Klasse nahm er die Wurzeln einer bestimmten 
nlgebraischen Cleichung. Diese sind durch bestimmte algebraische Be­
ziehungen miteinandC'r verbunden (eine \\'urzcl kann die Summe zweier 
anderer sein, usw.). 
(;'alois ordnete jeder Gleichung die Permulationsgruppe ihrer Wurzeln zu, 
wobei nur die zugelassen sind, bei denen die Beziehungen zwischen den 
\\iurzeln erhalten hleiben. Die Untersuchung dieser Gruppe erlaubt viele 
;\ ussagen übc1· die Wurzeln selbst. Wenn die Galois-Gruppe einer algebrai· 
,1·hen Gleidumg einige bestimmte, leicht nachprüfbare Eigenschaften 
l1t•sitzt (solche Gruppen heißen auflösbar), so ist die Gleichung in Radi­
kalen lösbar, d. h., ihre Wurzeln können mit Hilfe einer Formel durch 
die Koefrizienten ausgedrückt werden, die nur durch die Operationen 
.\ddieren, Subtrahieren, Multiplizieren, Dividieren, Potenzieren und Ra­
dizieren miteinander verhunden sind. l'm zu entscheiden, ob eine gege­
uene Gleichung- in Hadikalen lösbar ist, hat man nur il1re Galois-Gruppe 
aufzustellen 111111 zu prüfen, ob diese auFlösbar ist oder nicht. 
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Damil hal G11lui.� die Fmgc, wann eine algebraische Cleidmng in Radi­
kalen lösbar ist, vollständig beantwortet. 
�ach de1· ,,Neuentdeckung'' der Arbeiten von Galois in der zweiten Hälfte 
<les vorigen Jahrhunderts begannen die neuen Methoden in alle Zweige 
dc1· Mathematik einzudringen. Gegenwärtig ist der Begriff der Gruppe 
neben dem der Zahl, der Menge, der Funktion und der Trnnsforma 1 ion 
einer der Hauptbegriffe der modcrenen Mathematik. 
Von Differentialgleichungen, die eine große Rolle in der Mathematik 
spielen, war bereits die Rede. Ihre Untersuchung und Lösung ist kompli-
7.ierter als die von algebraischen Gleichungen. Nach dem von Galois vor­
gezeichneten \Veg kann man jeder Differentialgleichung eine Gruppe 
zuordnun, die der (�alois-Gruppe bei den algebraischen Gleichungen ent­
spril'ht. Diese Methode, die nuf den norwegischen Mathematiker Sop/111.� 
Lic zurückgeht, erlaubt die .\ ufdeckung wiehtige1· und lieflieirender 
EigensC"haften von Dirfercntialgleichungen. 
Die Einführung des Gmppenbegriffes in die Geomel l'ic ve1·ä1ulerte die�r!' 
Gebiet der Mathematik in bedeutendem Maß. Der lwriihmle deutsche 
.\1athematikci· Felix A"lei11 01·<l11ele im .Jahre 1872 jed1•111 Teilgebiet d1•1" 
(;eomet.rie eine Gruppe zu und erklärte das Studium dm· Eigenschaften 
dieser (:ruppcn zur Ha11pta11J'gahe der Ce01nc1riP. 
Im weite,·en erwiesen sich dir�e Jdeen von Lie 1111d A"/ci11 als iibPrau� 
nützlich für die verschiedrnsten Tcil!{ebiete der \[atht'nrnlik und dt�r 
mathematischen Physik, besonders für die moderne Quanlenphysilc 
Ucute ist der mathematische Apparat der Grnppenl hcoric eines drr 
Hnuptinstrumenle der 1hcoretisd1cn Physik. 
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Gespräch mit einem Teclmolouen 

\\'ir haben bereits festgestellt, <laß Gespräche zwischen Mathernatikem 
1111d Spezialisten anderer Wissensgebiete beide Seiten bereichern. Außer­
dem kann die gemeinsame Arbeit durchaus zu bedeutenden ökonomischen 
Erµ-ebnissen führen. Ein derartiges Gespräch hatte ich mit einem auf dem 
( ;Phiet der Erdölverarbeitung tätigen Technologen. 

Er: Könn len Sie uns eine mathematische Beschreibung des techno­
lof(isd1cn Prozesses der Destillation des Erdöls liefern? 
fch: Das ist offensichtlich eine schwierige Aufgabe. Wenn ich miPh 
nicht irre, handelt es sich um einen komplizierten Prozeß? 
lfr: .In, der Prozeß ist rel'l1t kompliziert. 
Ich: Beschreiben Sie ihn mir hitte, wenigstens in Übersichtsform. 
Rr: Das Hohöl µ-clang-t zunüchst in eine Entsalzungsanlage, wo der 
Tlnuptanteil des Wassers und damit des Salzes ausgeschieden wird. 
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Darauf kommt das Erdöl in die erste Fraktionskolonne, wo durch 
Erwärmen die leichtesten Fraktionen ausgeschieden werden. Der 
Rückstand wird weiter erwärmt, und es wer<len weitere Fraktionen 
ausgeschieden. Dieser Prozeß wird in einer Wasser<lampfatmosphäre 
einigemal wiederholt. 

Man zeigt mir das Blockschema des automatisierteu Teils dieses Prozcssc's. 
Es ist in recht kleinem Maßstab auf einer Tafel YOn .L m Höhe und J m 
Länge dargestellt. Man kann sich natürlich nicht schnell darin zurceht­
finden. Einige Tage nach diesem Gespräch war ich im Erdölverarheitungs­
werk: Kugeln von 10 m Durchmesser, mit einem Betonmantel versehen 
- die Entsalzungsanlagen; 30 bis 40 m lange glänzende Frnktiom­
kolonnen; Gasöfen, die eine Temperatur von einigen hun<lert Crad er­
zeugen; Schaltwarten, in denen mehr als zwanzig Gerüte Druck, Tempe­
ratur und andere Kennziffern registrieren; Entfernungen von mehreren
hundert Metern von einer Anlage zur anderen ... Ich habe diese .\nlaµ-c
schon mehr als einmal auf Bildern und in der Wochenschau g-eselwn.
Steht man jedoch inmitten eines solchen Werkes, so sieht alles noch µ-C'­
waltiger und respekteinflößcnder aus. Aber kehren wir zurück zu 11n�l'l'l'111
Gespräch.
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Ich: Durch wieviel Parameter wird der Prozeß Lestimml :• 
Er: Das kann ich nicht genau sagen; man müßte sie einmal ziihlen. 
Jedenfalls sind es etwa einhundert. Darunter sind allerdings aucl1 
solche, die keine besondere Aufmerksamkeit erfordern, weil es k«liµ-­
lich darauf ankommt, ihren Wert in bestimmten weiten G1·cnzen zu 
halten. 
Ich: Und was ergibt sich schließlich am Ende'.' 
Er: Man erhält die verschiedenen Fraktionen ,·011 <lcn ]Pid1 len 
Benzinen bis zu den Ölen. 
Ich: Was wollen Sie eigentlich erreichen? 
b'r: Wir brauchen eine mathematische Beschreibung des Lecl111olo­
gischen Prozesses! 
Ich: Wozu? 
Er: \Vir müssen <len Prozeß steuern! 
Ich: Sie steuern ihn doch bereits jetzt! 
Er: Ja, jedoch nicht besonders gut, eher irgendwie, <lamil alle� 
einigermaßen normal abläuft. Könnte man den technolog-isehen 
Prozeß aber um nur iD/0 verbessern, so ergäbe dies bereits einen 
großen ökonomischen Nutzen. 
Ich: Das heißt also, daß jetzt nach Augenmaß gearbeitet wird:' 
Er: Nun - nicht ganz nach Augenmaß! 
Ich: Immerhin löst der Fahrer der Anlage viele Fragen a11r Cr1111d 
seiner Erfahrung und nach seinem Gutdünken? 
Er: Ja, das kommt der Wahrheit nahe. 
I eh: \Vas will denn der Anlagenfahrer erreichen :l Ist 1is ci m•r oder 
sind es einige? 



Er: Es sind mehrere. Jeder muß versuchen, die Größen, die er steuert, 
so einzuslcllen, daß der technologische Prozeß innerhalb gewisser 
Grenzen \'erliiuft. 
Ich: Hai das Ausgangsprodukt - das Erdöl - eine homogene 
Zusammensetzung oder ändert sich diese ständig? 
Er: Das Rohöl besteht aus einigen hundert Kohlenwasserstoffen. 
Ihr prozentualer Anteil schwankt erheblich. Das Werk erhält jedoch 
entweder über längere Zeit ein und dasselbe Öl oder es trifft spezielle 
Vorkehrungen, um die Zusammensetzung des Rohstoffes möglichst 
konstant zu halten. 
Ich: Darf man also in erster Näherung die Zusammensetzung des 
Rohöls als konstant ansehen? 
Er: Ja, etwa! 
Ich: Irgendwelche variablen Kenngrößen des Rohöls muß man wohl 
berücksichtigen? 
Er: Ja, natürlich. So spielt z. B. die Temperatur des Rohöls eine sehr 
große Rolle. Deshalb wird es vor der Verarbeitung vorgewärmt. 
Ich: Schön. Wieviel Kennwerte des Rohöls beachtet denn der Tech­
nologe? Ich meine solche Kennwerte, die wirklich Einfluß auf die 
Verarbeitung des Röhols haben. 
Er: Außer der Temperatur sind die Zuflußmenge je Minute und 
manchmal auch die Dichte zu berücksichtigen. 
Ich: Wir können also annehmen, daß das Rohöl am Eingang des 
Systems durch drei Kennwerte beschrieben wird, also durch drei 
Zahlen. Versuchen wir nun in analoger \Veise das Endprodukt zu 
beschreiben. 
Er: Als E�dpro<lukte der Erdölverarbeitung entstehen verschiedene 
Benzine, Leuchtöle, Dieselöl, Schmieröle usw. Wir haben etwa zehn 
Endprodukte. 
Ich: Und die Eigenschaften eines jeden lassen sich durch eine �ahl 
charakterisieren? 
l�r: Wo denken Sie hin. Jedes Erzeugnis wird durch mehrere Kenn­
werte beschrieben. Für die Eigenschaften z. B. des ßenzins sind die 
Oktanzahl, der Heizwert und die Dichte von ßedeutung. 
Ich: Das befriedigt mich nicht. Welche Kennwerte muß man an­
geben, um die wichtigsten Eigenschaften der Endprodukte zu cha­
rakterisieren? 
Rr: Sie alle aufzuzählen, würde lange dauern. Ich glaube, für den 
Anfang käme mnn mit etwa zwanzig Größen aus. 
Ich: Stellen wir uns die Situation vor. Wir haben einen technolo­
gischen Prozeß, der durch drei Eingangsgrößen, zwanzig Ausgangs­
größen und etwa hundert Parameter beschrieben wird. Was für eine 
Aufgabe ist zu lösen? 
Er: Der technologische Prozeß soll mnthematisch beschrieben werden. 
Ich: Eine schöne Sache! Sie wollen ein mathematisches Modell für 
e111en so komplizierten Prozeß haben. Wie steilen Sie sich diese 
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Beschreibung vor? Wünschen Sie ern Gleichungssystem, das diese 
130 Größen Yerbindet? 
Er: Ja, das wäre wünschenswert. 
Ich: Sind denn die Zusammenhänge zwischen den einzelnen Größen 
bekannt? 
Er: Qualitativ schon. 
Ich: Was heißt - qualitativ? In welchem Zusammenhang stehen 
z. B. die Dichte des Rohöls und der Siedepunkt de,· leichten Frak­
tionen?
Er: Solche Details sind uns nicht bekannt. Wir wissen nur, dall bei
einer El'i,öhung der Dichte des Rohöls die Tcmperatm· des Siede­
punkts zunimmt.
Ich: Wie soll ich ein Gleichungssystem aufstellen, wenn die Zu8a111-
menhänge zwischen den Kennwerten nicht bekannt sind?
/,;r; \Vcnn ich die Antwort auf diese Frage wüßte, wfü·e ich nicht zu
Ihnen gekommen!
Ich: Leider bin ich auch nicht allwissend! Nehmen wir aber einmal
an, ich hätte irgendwie die Zusammenhänge aufgedeckt und die
Gleichungen aufgestellt. Und nun?
Er: Wie soll ich das verstehen - und nun? Wenn wir die Gleichungen
hätten, könnten wir sie zur Optimierung der Technologie benutze11.
Ich: Das ist klar. Was wollen Sie eigentlich optimieren?
Er: Ich sagte dneh - die Technologie.
Ich: Nein, das ist lediglich ein Mittel zum Zweck. Zn optimieren sind
die Kennwerte des Endprodukts. Und welche Kcnnwnle sind spezi­
ell zu op timicren?
r.;;r: Nach Möglichkeit alle!
Ich: Das ist si-cher wünschenswert, doch leider unmiiglich. Wenn wir
z. B. die Kennwerte des entstehenden Dieselöls optimieren, müssen
wir die der übrigen Endprodukte veruachlässigcn.
Er: .Ja, manchmal \'erfährt man auch so!
Ich: Die übrigen Endprodukte können mit verschiedcnt•u An lcilen
auftreten. Welche von ihnen sind am meisteu erwünscht?
ßr: Das ist verschieden, die Anfo,·derungen iindcrn sich. Diese Frage
wird Ihnen kaum ein Technologe in allgemeiner Form beantworten
können.
Ich: Ohne An Lwort auf diese Fragen kann man die Optimierung·s­
aufgabc nicht formulieren. Nun wollen wir die Silnat.ion doch ersl
einmal ausführlicher klären.

Was heißt besser? 

Sieher kennen Sie die spaßhafte Redewendung: Lieher reich und gesund 
als arm und krank. Das erstere ist natürlich besser! 
Doch was ist besser, reich und krank zu sein oder arm und gesund? Auf 
diese Fra,:rc kann nrnn nicht sofort antworten, man wird cr�t einmal clen 
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genauen lnhalt der Begriffe reich und arm, gesund un<l krank wissen 
wolleu. Danach entsteht eine noch schwierigere Frage: Was heißt besser? 
Häurig findet man Redewendungen, die einer Sache verschiedene Ziele 
zuschreiben. Ich halle die Verwendung solcher Ausdrücke für falsch, da 
sich kein Festumrissener Sinn ergibt; man kann nicht mehrere Ziele gleich­
zeitig zulassen. 
i'vlöglicherweisc stimmen Sie mit mir nicht überein. Sie werden z. B. sagen, 
daß ein Mensch im Sport und in der Wissenschaft gleichzeitig große Er­
folge efl'ingen kann. Ein Betrieb kann seinen Plan in mehreren Kenn­
zirfern übererfüllen. Ich werde mich bemühen, die Widersprüchlichkeit 
dieser Problematik aufzuzeigen. 
Beginnen wir mit <ler Betrachtung der Planerfüllung. Stellen Sie sich 
zwei gleiche Betriebe vor, die Damen- und Herrenfahrräder produzieren. 
Wir wollen sie ,,\Volga" und „Desna" nennen. Sie sollen beide im Monat 
900 Herren- und 600 Damenfahrräder herstellen. Angenommen, in einem 
Monat hat <ler erste Betrieb 1000 Herren-und 550 Damenfahrräder gebaut, 
der zweite hingegen 800 Herreu- und 800 Damenfahrräder. 
Beide Betriebe haben nach der Stückzahl den Plan übererfüllt und nach 
dem Sortiment nicht erfüllt. allerdings in unterschiedlichen Artikeln. 
Welcher Betrieb hat. besser gearbeitet? Die Frage nach dem besseren 
Betrieb ist noch schwieriger zu beantworten, wenn man zur Beurteilung 

Tafel 1. Pla11rrfiillun{! des Fahrradwalrs „ lVol{!a" 

Fahrräder Anzahl Bruttoproduk I ion Allgemeine 

Plan lst Plan Ist 
Kennzirfer 

(in Mark) 

Herrenräder 900 10()0 1000-200 
0 = 200000 
0 

Damenriider üOO 550 00 550-180 A=9li,5 00 
C'l 99000 -

lnsgcsrunt 1500 1550 299000 

Ta{l'l 2. Pl"11cr{iill11ng des Fahrl'lulwerhs „TJesna" 

Fahrriider Anzahl Ilruttopruduktion Allgemeine 

Plan Ist Plan Ist 
Kennziffer 

(in Mark) 

llcrre111·äder 900 800 800-200
0 

= 160000 0 
0 

1 )amcnrädcr 600 800 00 800-180 A=9li,O 
00 
C'l = 144000 

Insgesamt 1500 1600 304000 
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der Planerfüllung weitere Kennziffern hinzuzieht, z. B. die Qualität, deu 
Lohnfonds, den Materialverbrauch usw. 
Das Problem läßt sich nur lösen, wenn man eine allgemeine Kennziffer 
einführt, die die Arbeit der Betriebe charakterisiert, uud nach dieser ver­
gleicht. So kann man die Arbeit der Betriebe z. B. nach dem Produktions­
volumen beurteilen; dann ist auch der Monatsplan in Mark vorzugeben. 
Angenommen, ein Herrenfahrrad kostet 200 Mark und ein Damenfahrrad 
180 Mark. Dann ist die Planauflage für beide Betriebe 

900 · 200 + 600 · 180 = 288 000 Mark 

Jetzt braucht man keine sortimentsgerechte Planerfüllung zu verlangen. 
In unserem Beispiel beträgt das Produktionsvolumen des ersten Werks 
1000 · 200 + 550 · 180 = 299 000 Mark und des zweiten 800 · 200 + 800 
· 180 = 304 000 Mark.
Das zweite Werk hat demnach eine höhere Gesamtproduktion und somit
besser gearbeitet.
Man könnte zur Beurteilung der Betriebe auch irgendeine andere Kenn­
ziffer bilden, die das Sortiment berücksichtigt.
So könnte man als Anreiz zur sortimentsgerechten Planerfüllung unter
Berücksichtigung des Produktionsvolumens die Kennziffer A = D · n
wählen, in der D die prozentuale Erreichung des vorgegebenen Gesamt­
volumens bedeutet und n folgendermaßen bestimmt wird:

1. Wenn der Plan sortimentsgerecht erfüllt ist, wird n = 1. 
2. Ist der Plan bei einem der zwei zu produzierenden Artikel nicht erfüllt,

so wird n = m1/m, wobei m die Planauflage dieses Artikels und m1 die 
tatsächlich produzierte Menge ist.

3. Ist der Plan bei beiden Artikeln nicht erfüllt, so wird n = ede, wobei e
die Planauflage für beide Artikel und e1 die tatsächlich produzierte
Menge ist.

Bei Planerfüllung ist A = 100; bei Übererfüllung wird die Kennziffer 
A > 100. 
Im betrachteten Fall ergibt sich für den ersten Betrieb A = 9'1,5 und für 
den zweiten Betrieb A = 94,0. Nach der letztgenannten Kennziffer hat 
der erste Betrieb besser gearbeitet als der zweite; beide haben den Plan 
nicht erfüllt. 
Man kann beliebig viele solcher Kennziffern bilden und jedesmal zu 
einem anderen Ergebnis kommen. 
Wie findet man aber die zweckmäßigste Kennziffer? Diese Frage läßt 
sich nicht beantworten, da es keine vernünftige Antwort für alle vor­
kommenden Fälle geben kann. 
Versuchen Sie einmal die Frage zu beantworten: Welches Verkehrsmittel 
ist das beste - die Eisenbahn, das Flugzeug, der Dampfer oder der Maul­
esel? Die Antwort hängt von der Situation ab. Für eine weite Reise ist 
das Flugzeug am günstigsten; in die nächstgelegene Stadt kommt man 
am schnellsten mit der Bahn; für eine Hochzeitsreise ist der Dampfer 
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sehr schün und in den Bergen kann <ler Maulesel das geeignete Verkehrs­
mittel sein. 

Das Kriterium 

Im vorher betrachLeten Beispiel wurde gczcigL, daß die \\"nhl des besten 
Transportmittels von der jeweiligen Situation abhängt. Für die Hoch­
zeitsreise bietet z. B. ein komfortables Schiff die bequemsten Lebens­
bedingungen sowie eine intime und romantische Umgebung. Jungver­
mählte haben es meist nicht eilig, irgendein bestimmtes Ziel zu erreichen. 
Hier können allerdings die \' orzüge des Schiffes gegenüber der Eisenbahn 
schlecht quantitati \' angegeben werden. 
Zur Lüsung von Optimierungsaufgaben ist es je<loch unumgänglich, die 
verschiedenen möglichen Varianten quantitativ zu vergleichen. Deshalb 
ist die Fähigkeit, quanLiLntiv I<i-iterien exakt zu formulieren, sehr wich­
tig. 
Kommen wir zurück auf das Problem, vom Punkt . -1 zum Punkt B zu 
gelangen, wenn <ler direkte Weg morasLig ist. Wir können die Aufgabe 
folgen<lermaßen formulieren: Aus allen Wegen, die A mit B verbinden 
und <len Morast umgehen, ist der kürzeste auszuwählen, Hier ist das 
Kriterium, nach dem die \Vege verglichen werden, ihre Lünge . 
. \lan könnte die Aufgabe auch anders stellen: Aus allen Wegen von A

nach H ist der auszuwählen, für den mau zu Fuß die kürzeste Zeit braucht. 
Das Kriterium, nach dem jetzt die Wege verglichen werden, ist die Zeit. 
Es ist durchaus möglich, daß sich bei beiden Aufgabenstellungen ein und 
derselbe Weg ergibt, z. B. die punktierte Linie im Rild 78. Die Aufgabcn­
sLellungen sind jedoch nicht identisch. Zunächst unterscheidet sich das 
Angebot an Wegen, ans denen der beste gewählt wird. Bei der Mini­
mierung der Zeit muß man alle Wege von A nach B betrachten, bei der 
Minimierung der Liingc nur diejenigen, die nicht durch den Morast. 
führen. 

Bild 77 
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Außerdem können die Aufgabeu ,·erschiedcne Lösungen haben. lsL z. B. 
der Morast an einer Stelle so schmal, daß ihn ein Fußgänger einfach über­
springen kann, so kann man den küI"zesLe11 Weg entlang der gestrichelten 
Linie wählen. 
Kehren wir nun zu unseI"em Beispiel des Abteufens einer Bohrung zurück. 
\Vir wollten die maximal mögliche Vortriebsleistung beim Anlegen eine,· 
Erdölbohrung Lestimmen. 
\Varum streben wir nach eine1· maximalen \"ol'triebsleistung? Die Ant­
wort scheint offensichtlich zu sein: Je größer die Vortriebsleistung, um 
so schneller ist die Bohrung fertiggestellt, und jeder Tag Zeitgewinn ka1111 

hunderte Tonnen Erdöl bedcuLen. 
Diese .\ntwort erweist sich aber als falsch. Die kürzeste Zeitdauer für <li1· 
Fertigstellung der Bohrung muß sich nicht bei der maximalen Vortriebs­
leistung ergeben. Je höher die Vortriebsleistung der Bohrturbine bei 
gleichbleibenden anderen Bedingungen ist, um so kleiner ist der erreich­
bare Vortrieb, bis der Bohrmeißel abgenutzt ist und ausµ-ewechselt 
werden muß. Hierzu ist das gesamte Bohrgestänge hochzuziehen, manch­
mal aus einer Tiefe von einigen Kilometeru, und das erfordert viel Zeit. 
Unwillkürlich kommt einem da der im Straßenverkehr so aktuelle Sloga11 
,,Nimm Dir Zeit und nicht das Leben" in den Sinn. 
Wir müssen also die Aufgabenstellung ändern: Die Vortriebsleistung ist 
so zu wählen, daß die Bohrung in kürzester Zeit fertiggestellt ist. 
Sie sehen: eine andere Aufgabenstellung - ein anderes Kriterium. Da� 
Kriterium für die Arbeit des Bohrtrnpps ist jetzt die 1iesnmtzeit bis zul' 
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Fertigstellung der Bohrung. Die Aufgabe besteht in der Minimierung 
dieser Zeit. Die optimale Vortriebsleistung im Sinne des neuen Kriteriums 
wirr! unter der maximal möglicheu liegen. 

Wt•nn die Ente den Schwanz hebt, steckt der Kopf im Wasser 

In Jen uishcr betrach tete11 Aufgaben wurde das Kriterium durch eine 
Variable angegeben. Die Optimierungsaufgabe bestand darin, den Ex­
tremwert für das zu bel.ra!'htende Kriterium zu finden. Doch - kann mau 
wirklich ein Kriterium angeben, das g-leichzeitig mehrere l<cn nziffern 
en thiilt :' 
Kann man nieht - im Gegensatz zum bereits betrachteten 13eispiel -
die .\1·bci1 der Bet1·iebe gleichzeitig nach der Gesamtproduktion und der 
sortime11 tsg-erechten Plauerfüllung vergleichen? Man kann !loch auch das 
.Extremum fü1· eine Funk Lion von mehreren Variablen bestimme 11, g-ennuso 
wie Iür eine F1111ktio11 ,·on einer Variablen! 
Eine solche Frnge wird - en twccler in ,·ei·deckter oder auch in offene,· 
Form - hänrig gestellt. Bei ihrer Beantwortung muß man vor allem 
zeigen, daß es sich tatsächlich um ganz verschiedene Aufgabenstellungen 
handelt. Stclle11 Sie sich zwei Knirpse auf einer Kinderschaukel vor (Bilrl 
79). \Ve1111 einer nach oben steigt, sinkt der andere. ßeide wollen aber 

ga11z oben seiu. Sie behe1Tscheu 11och nicht die Weisl1eit: ,,Wenn die E111e 
de11 Schwanz hebt, steckt der Kopf im Wasser; hebt sie den l{opf - so 
si11kt der Sd,wnnz nach unten", deshalb freuen sie sich, wenn es aufwärts 
�eht, und ,n·i11c11, wen11 sie nud1 unten sinken. Doch �ic können es auf 
keine \Veis,· l'tTl'iehen, clnß sie sich beide gleichzeitig im höchsten Punkt 
Lefindl'11. 



Bild 80 

Die Summe ihrer Abs Lände von der Erde isl immel' dieselbe; sie ist gleich 
dem doppelLen Abstand des Stützpunktes des Schaukelbalkens von dl.'r 
Erde. Ihre Höhen über der Erde sind also keine unabhängigen Größen, 
sondern abhängige; die Summe der Höhen ist konstant. Wenn der eine 
nach oben steigt, muß notwendigerweise der andere nach unten sinken. 
Es ist schwierig, den beiden Kindern (abe1· nicht nur Kindern) klarzu­
machen, daß Mäßigung die optimale Verhaltensweise ist.1) Das Beste,
was beide gleichzeitig erreichen können, ist die gleiche Höhe (Bild 80\. 
Nun ist zwar keiner der Knirpse begeistert; wahrscheinlil'h weint al>er 
auch keiner. Fassen wir die Schlußfolge1•trngen zus:unmen: Wt•nn wir von 
der Bestimmung des Extremums einer Funktion von mchl'cren Variahlc-11 
sprechen, setzen wir stillschweigend ,·oraus, daß diese Val'iablcn vonein­
ander unabhängig sind, daß man also eine beliebige von ihnen verändel'II 
kann, ohne daß sich dabei gleichzeitig die Werte einer anderen iindl.'rn. 
Handelt es sich jedoch um eine Extremwerlbestimmung bei abhän1.dgf'n 
Variablen, so sind die Abhängigkeiten zu beriicksichligen. Hier stoßen wi1· 
auf den Begriff des bedingten Extremwerts. 
Gehl es um ein quantitatives Kriterium zum Ve,·gleieh mehrerer Objekte, 
so darf dieses Kriterium nur eine Variable haben. Die Werte der Variablen 
charakterisieren die einzelnen Objekte, und die Objekte werden verglichen, 
indem die Werte einander gegenübergestellt werden. Haben zwei Objekte 
dieselben \Verte, so sind sie gleichwertig. Nur unter den vorgenannten 
Voraussetzungen hat es überhaupt Sinn, die Auf�abe del' Bestimmung­
des optimalen Objekts zu stellen. 

Die Nähe 

Es ist sehr schwierig, ein quantitatives Kriterium für Jen Grad der 
menschlichen Nähe aufzustellen, sowohl für das geistige Nahestehen als 

1) llcr Dichter Shukowskij hat irgendwo cin1nal gl•sagt: 11 )liißigung i�L dos lwstc t_;clagt•." 
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auch für die menschliche Nähe, die erstes Gesprächsthema der Sechzehn­
jährigen ist, wenn es ihnen gelungen ist, einen nicht jugendfreien fran­
zösischen oder italienischen Film anzusehen. 
Wir wollen jetzt bei dem .\spekt der Nähe etwas verweilen, für den sich 
ein quantitatives Kriterium einführen läßt. Man spricht von nahen geo­
logischen Epochen und nahe gelegenen Städten. Was bedeutet das? 
Sind zwei Städte nahe gelegen, wenn die Entfernung zwischen ihnen 
200 km bctriigt? Sind zwei Erdzeitalter, die durch 200 Millionen Jahre 
voneinander getrennt sind, einander nahe oder fern? Der aufmerksame 
Leser wird sofort die Gegenfrage stellen: Nahe oder fern im Vergleich 
wozu? 
Die Erdzeitalter werden in Millionen Jahren gemessen; wenn die Zeit 
zwischen zwei Epochen geringer ist als die Dauer der Epochen selbst, 
kann man von nahe gelegenen Erdzeitaltern sprechen. 
Die Entfernung zwischen zwei Städten kann einige wenige, hunderte oder 
gar tausende Kilometer betragen. Die Entfernung zwischen Berlin und 
l\foskau ist groß im Vergleich zur Entfernung zwischen Berlin und Dres­
den; im V crgleich zur Entfernung zwischen Berlin und Wladiwostok ist 
sie jedoch klein. Der Begriff der Nähe hängt also von der jeweiligen Situ­
ation ab. 
Es ist klar, daß man zu1· Bestimmung der Entfornung zweier Punkte eine 
'.\foßeinheit für die Liingc haben muß. Doch das ist für die Oerinition des 
Begriffes der Nähe noch nicht ausreichend. Man muß noch angehen, 
wozu man die Entfernung in Beziehung setzt. Manchmal handelt es sich 
11111· um einen Vergleich von Entfernungen, wie im eben betrachteten 
Beispiel. In anderen Fällen kann der Vergleich, wie sich bald zeigen wird, 
viel schwieriger werden. 
Sie, verehrter Leser, werden meinen, daß Sie aus diesen ganzen trivialen 
Überlegungen nichts Neues erfahren haben. Jch bin fast mit Ihnen ein­
Yerstanden. Können Sie mir aber sagen, welche der beiden Kurven im 
Bild 81 der horizontalen Achse näher liegt, die gestrichelte oder die 
punktierte? 
Ich glaube, Sie befinden sich nun in derselben schwierigen Situation wie 
der Vater eines Zwillingspaares, de1· nur einen der Zwillinge zum Fußball 
mitnehmen kann, natürlich denjenigen, der sich am besten geführt hat. 
Der eine hat die ganze \Voche nicht essen wollen, sich zweimal geweigert, 
die Zähne zu putzen und an den Fingernägeln gekaut. Der andere hat sich 
die ganze Woche tadellos benommen; doch am Sonnabend hat er mit 
Hilfe einer speziell dazu konstruierten Vorrichtung aus Spiegeln, Rohren 
und Hebeln den ganzen ,\bend die ältere Schwester beobachtet, als deren 
F1·e1111d zu Besuch war. Versuchen Sie nun zu sagen, wer mit zum Fußball 
darf! 
Der Leser, der die vorigen .\bschnitte aufmerksam gelesen hat., wird 
überlegen antwo1·tcn: ,,Die Antwort auf diese Frage wurde bereits früher 
gegeben - wir müssen ein Kriterium einführen, in unserem Fall ein 
Kriterium fiir die Nähe zweier Kuryen." 
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EinvPrstanden, Joch was für Kriterien ka1111 man fiir die Nähe von Kur­
,·en vorschlagen? 

Musja und Pusja 

Die Nachbarinuen Musja un<l Pusja sind gule Fl'eundinnen. Sie wohnen 
außerdem nahe beieinander und haben ähnlich klingende Vornamen -
sie unterscheiden sich ledigli.-h im ersten Buchstaben. 
\-lusja und Pusja kommen gemeinsam ,·on der ,\rbeil zurück. Sie öffue11 
ihre Wohnungstüren und schalten das Licht ein. Die re�olulcrc Musja 
macht sofort das Licht im Korridor, im Wohnzimmer. in der Kiiclae und 
im Bad an, das Hadio wird auf Yolle Lautstärke eingestclll, und sie 
beginnt, das Abendessen zuzubereiten. 
Pusja setzt sich erst einmal in Hube iu den großen Sc�scl, 11111 eine spa1111e11-
de Erzählung über die Schädlichkeil ,·on Fleischgerichten in der Zeit­
schrift „Deine Cesundheit·' zu leseu. 
Mn!'ja hört sich die Sendung des Fra1wnfunks an. l)pr ak111dle S<'hlager 

Zweimal zwei ist Yier, 
Bleib gesund und trink Kefir'. 
Gehst Du nachher aus dem Haus, 
Mach noch schnell die Lampen aus 

erreicht sein Ziel, und Musja löscht das Lidtt im Wohnzimmer, im Korri­
dor und im Bad. ßalcl i�L die Frauensendung zu Ende. und sie schaltet den 
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Radioapparat aus. Es klopft, Pusja komml. Sie wollte, nachdem sie sich 
erholt hat, bügeln und hat das Bügeleisen eingeschaltet. DaLei ist in ihrer 
Wohnung die Sicherung durchgebrannt. Musja lädt Pusja zu sich ein. Ilis 
die Männer vom Fußball kommen, ist niemand da, der die l:rsache des 
Kurzschlusses suchen und die Sicherungen auswechseln kann. Nachdem 
sie die neuesten Strickmuster erörtert haben, setzen sie sich vor den 
Fernsehapparat, um am internationalen Fußballspiel teilzunehmen. Das 
hilft ihnen, sich die Zeit zu verkürzen, und gibt ihnen die Möglichkeit, sich 
mit ihren Männern über das Spiel zu unterhalten. 
In den Bildern 82 und 83 kann man den Verbrauch an Elektroenergie in 
den Wohnungen von Musja und Pusja verfolgen. Auf der horizontalen 
Achse ist die Zeit abgetragen und in vertikaler Richtung der jeweilige 
Energieverbrauch. 
Als Pusja das defekte Bügeleisen eingeschaltet hat, kam es zum Kurz· 
schluß; die aufgenommene Energiemenge stieg sehr stark an, und die 
Sicherung brannte durch. Die Kurve sank auf Null ab. 
Will man nun den Energieverbrauch einschätzen, so kann man das min­
destens auf zweierlei Weise: 
Die Zählerstände von Musja und Pusja haben sich um einen Betrag geän· 
dert, der der Größe der Flächen unter den Kurven in den Bildern 82 und 
83 proportional ist. Die Fläche unter der Kurve von Musja ist größer, 
demzufolge liegt also die Kurve von Pusja insii;esamt nüher an der 
horizontalen Achse (der Nullinie). 
Vergleicht man jedoch die Kurven nach ihrem maximalen Wert (gerade 
darauf reagieren die Sicherungen), so ist die Kurve von Pusja bedeutend 
höher als die von Musja, und nach diesem Kriterium liegt die Kurve von 
Musja näher an der horizontalen Achse. 

Kein schreckliches Integral 

Ich erwähnte die Fläche unter einer Kurve. Der genaue Leser wird dabei 
eine Erklärung vermißt haben: In der Elementargeometrie wird nur der 
Flächeninhalt von Figuren bestimmt, die durch Strecken begrenzt sind, 
während es sich hier um Flächen handelt, die ,·on beliebigen Kurven 
begrenzt werden können. In der Schule wird zwar auch die Fläche des 
Kreises durch Grenzübergang ,·on den Flächen einbeschriebener und um­
beschriebener Vielecke ausgehend bestimmt; 1111exakte Schlüsse mit dem 
schlecht gefaßten Begriff des Grenzwertes verschleiern jedoch nm· das 
Wesen der Sache. 
Zur Bestimmung des FlächeninhalLs einer ebenen Figur, also eines Teils 
der Ebene, der durch eine Kurve begrenzt wird, braucht man bestimmte 
Rechenregeln. Diese Rechenregeln kann man nur herleiten, wenn man 
einige Kenntnisse der Theorie der Grenzwerte hat. 
Ich werde im folgenden versuchen, einige Grundideen und einfache 
Tatsachen darzulegen, ohne die Theorie der Grenzwerte zu he­
nutzen. 
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In erster Linie wolle11 wir uns damit beschäftigen, wie man den Flächen­
inhalt unter einer Km·ve, wie sie z. B. im Bild 84 dargestellt ist, bestim­
men kann. Die Fläche wird durch den Abschnitt a � x � b auf der 
x-Achse, die Kurve y = f(x) und zwei zur y-Achse parallele Strecken durch
die Punkte x = a und x = b begrenzt. Die Grundidee zur Berechnung
<les Flächeninhalts S besteht darin, daß man die Ausgangskurve durch
eine im Bild 84 ebenfalls dargestellte Treppenkurve ersetzt.
Die Flächeninhalte der einzelnen so erhaltenen Rechtecke lassen sich
leicht bestimmen. ihre Summe ist etwa gleich dem gesuchten Flächen­
inhalt unter der Klll'vc. Je schmaler die Rechtecke gemacht werden (dabei
nimmt natürlich ihre Anzahl zu), um so mehr kommt die Summe ihrer
Flächeninhalte dem gesuchten Flächeninhalt nahe.
Bei weiterem Anwachsen der Anzahl der Rechtecke (wobei ihre Breite
immer geringer wird) nähert sich ihr Flächeninhalt immer mehr dem
gesuchten Flächeninhalt. Man sagt: Die Summe ihrer Flächeninhalte
strebt gegen einen Grenzwert, den Flächeninhalt S unter der Kurve
y = f(x), für den wir uns interessieren. Er heißt bestimmtes Integral der
Funktion y = f(x) über das Intervall (a, b) und wird bezeichnet mit

b 

S= f f(x) dx
a 

Das Zeichen f für das Integral stammt vorn Anfangsbuchstaben S des 
Wortes Summe und wurde von Leibniz eingeführt, der gleichzeitig mit 
Newton die Integralrechnung geschaffen hat. Vor allem Leibniz verdan­
ken wir fast sämtliche Symbole und Bezeichnungen der Integral- un<l 
Differentialrechnung. Die Buchstaben oberhalb und unterhalb des Sym­
bols f deuten auf Anfang und Ende des Intervalls hin, über dem der 
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Flächeninhalt beslimml wird. Mit <lx isl nid11. <las Produkt von d und :1 

bezeichnet, sondern dx ist als geschlossenes Symbol anzusehen. Es trägt 
die ßezeichn1t111,( Differential. 
Falls Sie nun glauben, verehrter Leser, Sie hätten hil•rn1it bereits das 
Wesen der Integralrechnung kcnnengelcrn 1, so mul.\ ich Sie leider ent­
täuschen und auf spezielle Literatur verweisen. Wir brauchen aber für 
unsere weiteren lletrachtungen 1lie J ntcgralrechnung nich l. 
Bei komplizierten Kurven bietet <lie Integralrechnung nur Näherungs­
verfahren zur Bestimmung der Flächeninhalte. Wenn Sie ei11mal einen 
Flächeninhalt zu bestimmen haben und es Ihnen nicht auf sehr große 
Genauigkeit ankommt, können Sie ein einfaches Verfahren anwenden. 
Nehmen Sie ein rechteckiges Blatt Papier und bestimmen Sie den Flächen­
inhalt aus Länge und Breite. Danach stellen Sie das Gewicht des Papier­
bogens auf einer genauen Waage fest. Nun zeichne11 Sie Hue Figur auf 
das Papier, schneiden sie sauber aus und wiegen sie auf derselben \Vaage. 
Ich glaube, die weiteren Operationen mit den erhaltenen Werten sind 
Ihnen klar. Die beschriebene Methode stellt ein sehr gutes l'\ äherungsver­
fahren zur Berechnung bestimmter Integrale dar; natürlich ist die Genau­
igkeit nicht sehr groß. Für größere Genauigkei Leu muß man sich auf die 
Methoden der .\nalysis stützen und <lie Rechnungen auf einem elektro­
nischen Rechner ausführen. 
Bevor wir unser Gespräch über die Berechnung des Flächeninhalts ebener 
Figuren abschließen, möchte ich noch feststellen, daß es manchmal 
günstig ist, auch vom negali,·en Flächeninhalt zu sprechen. Befindet sich 
die begrenzende Kurve unterhalb der x-Achse, so sieht man den Flächen­
inhalt als negativ an (llild 85). Das ist auch verständlich: Die Werte der 
Funktion y = {(x) sind hier negativ, während man die Grundseile der 
krummlinigen Fläche auf <ler x-Achse in positiver Richtung orientiert. 
Schneidet die Kun·e y = {(x) die x-Achse, so ist <ler Teil der Fläche ober­
halb der x-Achse positiv, während der Teil der Fläche unterhalu der 
x-Achse negativ ist (Bild 86). Für die durch <lie x-Achse und die Sinus­
kurve im Intervall O � x � 2n eingeschlossene Fläche ergibt sich der

y 

0 

y Bild 8.'i 

110 



Bild 8fi 

l 
y 

+ 
l 

0 Bild 87 

r
-

\\"crt Null, da der posiLi\'e und der negative Teil der Fläche gleich groß 
�ind (Bild 87).

Raum, Abstand, Norm 

Viele Wörter unserer Sprache haben mehrere Bedeutungen; manche er­
halten auch mit der Zeit einen neuen Inhalt. Der Begriff „Masse" für 
eine große Menge irgendwelcher Dinge hat auch die Bedeutung eines 
dickflüssigen Breis (z. B. Teermasse, Klebemasse). Außerdem stellt er 
einen wichtigen physikalischen Grundbegriff dar. 
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In analoger \Veise verwendet man den Begriff „Raum" für die Hüume i11 
einem Haus (z. D. die Zimmer) oder auch mit einer wesenLlich allgemeine­
ren Bedeutung. Wir haben bereits vom mehrdimensionalen Raum - der 
Verallgemeinerung des gewöhnlichen Raumes - gesprochen.Jetzt möchte 
ich auf eine weitere Verallgemeinerung hinweisen, die eng mit dem Begriff 
der Nähe zusammenhängt. 
Jedem ist bekannt, daß in unserem Raum der kürzeste Abstand zwischen 
zwei Punkten P und Q durch die Länge der geraden Verbindungslinie 
angegeben wird. Wir leben aber nicht irgendwo, sondern auf der Erde, 
und die Erde ist näherungsweise eine Kugel. Deshalb kann man den kürze­
sten Abstand z.B. zwischen Berlin und Alma-Ata nicht mit Hilfe einer 
geraden Verbindungslinie messen, sondern auf einem Großkreisbogen. 
Diese kürzeste Verbindung längs des Großkreisbogens könnte allerdings 
nur das Flugzeug benutzen. Fährt man mit der Eisenbahn, so hat man 
als Entfernung zwischen Berlin und Alma-Ata die Länge der Eisenbahn­
linie anzusehen, deren Trassen z. B. die Wüsten umgehen. Die Entfernung 
zwischen den beiden Städten längs der Eisenbahnlinie ist bedeutend 
größer als längs des Großkreisbogens. 
In der Stadt mißt man die Entfernung zwischen der Wohnung und der 
Arbeitsstelle nicht längs der Luftlinie, sondern entlang den Straßen, die 
von der Wohnung zur Arbeitsstelle führen. 
Diese Entfernung ist für den Fußgänger meist kleiner als für den Auto­
fahrer: Der Fußgänger kann einen Park durchqueren; er braucht auch nicht 
auf Einbahnstraßen zu achten. Außerdem geben wir die Entfcmung 
zwischen der Wohnung und der Arbeitsstelle oft nicht in Kilometern an, 
sondern wir nennen die Zeit, die wir für den Weg brauchen. 
Stellen wir uns einmal ein Drahtgestell in Form eines Würfels vor. Eine 
Ameise, die von einer Ecke zur gegenüberliegenden will, muß die Kanten 
des Würfels entlanglaufen. Demzufolge ist für sie die Summe der Länge 
der Kante11, auf denen sie entlangzugehen hat, der Abstand zweier Eck­
punkte. 
Im Abschnitt über Musja und Pusja wurde die Frage der Nähe der bei­
den Kurven noch nicht endgültig geklärt. \Vir müssen uns eine Methode 
ausdenken, nach der wir den Abstand zwischen zwei Kurven messen 
können. 
Das alles zwingt den Mathematiker nachzudenken: Welche gemeinsamen 
Eigenschaften haben alle diese verschiedenen Abstandsbegriffe? Einige 
Überlegungen führen uns zu den Haupteigenschaften: 
Der Abstand zwischen zwei Punkten P und Q ist nie negati\'; er beträgt 
nur dann Null, wenn P und Q zusammenfallen. Wir wollen den Abstand 
zwischen P und Q mit r(P, Q) bezeichnen. Im gewöhnlichen Baum ist der 
AbstandvonPnachQder gleiche wieder vonQnachP:r(J>, Q) = r(Q,P). 
Diese Eigenschaft wird als Symmetrie bezeichnet. Glauben Sie nur nicht, 
daß sie immer erfüllt sein muß. Der Weg von der Wohnung zur Gast­
stätte ist oft viel kürzer als der von der Gaststätte zur Wohnungstür! In 
einer Stadt mit Einbahnstraßen ist der \Veg für ein Auto von l' nach Q 
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nicht der gleiche wie dci· von Q nach P. Zunächst wollen wir aber derartige 
unsymmetrische Situationen außer acht lassen. 
Schließlich ist die Beziehung, die zwischen den Seilen eines Dreiecks 
besteht, die wichtigste Eigenschaft des Abstandsbegriffes: Die Summe 
zweier Drl'ieckseiten isL nie kleiner als die dritte Seite. Das läßt sich 
folgendermaßen schreiben, wenn P, Q und S beliebige Punkte <les 1\aumcs 
sind: 

r(J'. (.!,\ � r(I>, S) + r(Q, S) 

Diese Ungleichung wii-d ab Dreiecksungleichung bezeichnet. Stellen Sie sich 
,·or, Sie verfügen über eine gewisse Menge von Objekten beliebiger Art. 
Diese Objekte können Punkte der Ebene oder des zehndimensionalen 
Raumes, Vektoren oder Polynome, Funktionen oder Transformationen 
sein. Aus diesen Ohjekteu konstruieren wir einen neuen Raum. Wir be­
zeichnen unsere Objekte einfach als Punkte des neuen Raumes und kenn­
zeichnen sie durl'h Croßhuchstaben. Das führt zu keinerlei Komplikati­
onen. Wi1· g-ehen miL den Elementen unseres konstruierten Raumes (die 
z. B. Funktionen oder T1·11nsformationen darstellen)' genauso um wie mit
den Punktrn im gewöhnlichen Raum . .Jetzt wollen wir definieren, was
ein metrisclu.•r Haum ist (d. h., ein Raum mit einer Metrik - einem Ab­
standsbegriff). Das ist Pin Raum, der aus einer Menge irgendwelcher
Elemente besteht uni! i11 dem für zwei beliebige Elemente J> und Q eine
reelle Zahl r(P, Q) definiert ist, die Abstan<l genanut wird un(I den folgen­
den zwei Hcdingungl'n genügt:
Erstens gilL r(P, Q) = 0 genau danu, wenn die Punkte P und Q zusammen­
fallen. ZwcitPm gilt für drei beliebige Punkte P, Q und S die lwreits
angegebene Dreiecksungleichung.
( :eltcn für einen .\ bstandsbegriff diese zwei Beziehungen, so ka1111 man
damus leid1l die Nichtnegati,·ität, die Symmetrie un<l viele andere
Eigenschaft<•n ableitcn. Uer Abstandsbegriff gibt uns die �1öglichkeit,
Pin Kriterium fiir die 1\"ähe zweier betrachteter Objekte zu finden.
Im folgenden können Sie sich davon überzeugen, wie allgemein der ein­
geführte Begriff des metrischen Raumes isl und was man damit anfangen
kann. Selzen wir zuniichst voraus, daß die Punkte P, Q und S unseres
metrischen Raunll's Funktionen y = p(t); y = q(t); y = .�(t) sind, <lie alle
iibcr einem bestimmten ZPilinten·all a ::;;;; t ::;;;; b definiert sind. In der
\fonge diese1· Funktioncn lii(h sich ein Abstandsbegriff auf verschiedene
Weise ci11fiih1·e11. \Tclunen wir als konkretes Beispiel die Kurven, die den
Energieverbrauch YOD Musja und Pusja beschreiben. Als Abstand zwischen
den Funktionen kiinnen wir das :Maximum der Differenz der Kur\"(�11
betrachten (dic absolute Größe - der Abstand darf nicht negativ sein).
Bild 88 zeigt die Funktionskurven y = p(t) und y = q(t), Bild 89 .ihre
Differenz i11 tlen einzelnen Punkten und Bild 90 den absoluten Betrag
dieser Differenz. Der größte Wert der letzten Kurve wurde als Abstand
zwischen cl1•n Funktionen eingeführt. Dieser Abstandsbegriff ist zweck­
mäßig bei dt>1' Renrtcilnng des Stromverbrauchs, wenn es darum· geht,
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festzustellen, bei welcher Kurve die Gefahr größer ist, daß <lie Sicherung 
,lurchbrennt. 
Wollen wir sparsam mit der Elektroenergie umgehen, wählen wir ab 
Abstan<l zwischen den Funktionen die Größe rler im ßild 90 srhraffierll'll 
Fläche. Die Formel dafür sieht folgendermaßen aus: 

b 

r(P, Q) = f lp(t) - q(t)I dt
a 

Ich hoffe, Sie nehmen diese Formel bereits gelassen hin, andereufalls 
können Sie sie einfach übersehen. 
Für beide Abstandsbegriffe - das Maximum des absoluten Helrages der 
Differenz der Kurven und dns Integral über den .\bsolutuetra� der 
Differenz - sind die beiden Axiome für einen metrischen Hnum erfüllt. 
Wenn Sie mir das nicht glauben wollen, können Sie sich leicht seihst davon 
überzeugen 
.\limmt man als Auslan<l zweier Punkte auf der Kugel die Länge des enl· 
sprechenden Großkreisbogens, so sind ebenfalls die Axiome des metrischeu 
Haumes erfüllt, und die Kugelfläche erweist sich bei dieser Abstands­
definition als metrischer Raum. 
Einen Raum stellt man sich oft als riesengroß und allumfassend vor.,\ her 
der metrische Raum, den wir kennengelernt haben, kau11 aus nur drei 
Punkten, z. B. den Ecken irgendeines Dreiecks, bestehen. Wenn wir die 
Eckpunkte eines Dreiecks mit P, Q, S bezeichnen und als Abstand 
zwischen ihnen jeweils die Länge der Verbindungsstrecke definieren, sind 
beide Axiome des metrischen Raumes erfüllt. Der Abstand zwisehcn 

1.14 



t 

a 

ßi/.d 89 

r(RQ) ____ 
_

s. 
115 



zwei Punkten ist genau dann gleich Null, wenn sie zusammenfallen, und 
die Dreiecksungleichung gilt trivialerweise. Weiter ist nichts nötig, die 
drei Punkte sind bereits ein metrischer Raum! 
Später werde ich noch ein anderes ungewöhnliches Beispiel für einen 
metrischen Raum bringen. 
Möglicherweise erweckt die Verwendung des Begriffes H.aum für eine 
Menge aus nur drei einzelnen Punkten bei Ihnen den Verdacht, daß bei 
der Verallgemeinerung des Raumbegriffes nicht die wesentlichslen Eigen­
schaften dessen, was man gemeinhin unter Raum versteht, benutzt 
wurden. Im gewöhnlichen Raum kann man z. ß. Vektoren addieren oder 
mit einer reellen Zahl multiplizieren und erhält dabei neue Vektoren 
desselben Raumes. Im metrischen Raum braucht das nicht erfüllt zu 
sein, wie man an dem bet1·achteten Beispiel des metrischen Raumes aus 
nur drei Punkten erkennt. 
Man könnte einen neuen Raum auch so konstruieren, daß die Addition 
der Elemente und die Multiplikation mit reellen Zahlen ausführbar 
bleiben. Dann bleiben die gewöhnlichen Eigenschaften dieser Operationen 
erhalten, insbesondere bilden die Elemente des Raumes dann bezüglich 
der Addition eine Gruppe, von der im Zusammenhang mit den großen 
Entdeckungen von Evariste Galois die Rede war. Ein solcher Raum heißt 
linearer Raum. Der Raum der ebenen Vektoren ist beispielsweise mit der 
gewöhnlichen Vektoraddition und mit der Multiplikation eines Vektors 
mit Zahlen linear. Die Menge aller Polynome mit reellen KoeFrizienten 
bildet ebenfalls einen linearen Raum. In der Tat, die Summe zweif'r 
Polynome ist wieder ein Polynom, und ein Polynom bleibt ein Polynom, 
wenn man es mit eine1· Zahl multipliziert. 
Vektoren haben eine bestimmte Länge. Läßt mau die Vektoren im Koordi­
natenanfangspunkt beginnen, so ist die Länge eines Vektors ni<'hts anderes 
als der Abstand zwischen dem Endpunkt des Vektors und dem Null­
punkt - dem Koordinatenm·spmng. 
Führt man im linearen Raum einen Abstandsbegriff ein, so erhiilt man 
einen Raum, der sowohl linear als auch metrisch ist. Solche Räume heißen 
lineare normierte Räume oder Banachräume (nach dem großen polnischen 
Mathematiker Stefan Bmwch, einem der Schöpfer der Funktionalanalysis, 
der im Jahr 1945 verstorben ist). 
Im linearen normierten Raum giht es etwas Entsprechendes wie die Längl' 
eines Vektors. Bezeichnet der Buchstabe P ein beliebiges Element de� 
Raumes und O das Nullelement, so ist die Länge des Elementes P dcl' 
Abstand r(P, 0) zwischen den Elementen P und 0. Diese Zahl heißt Norm 
des Elementes und wird mit IIPII bezeichnet. 
Führt man zuerst den Begriff der Norm ein, so kann man als Abstand 
zwischen zwei Elementen P und Q die l\"orm ihrer Differenz IIP - QII 
benutzen. Im Raum der z. B. im Intervall a � t � b definierten Funk­
tionen läßt sich die l\"orm in verschiedener Weise definieren. Man könnt(' 
etwa den maximalen Betrag 11{11 = max lf(t)I der Funktionswerte i111 
Intervall a � t � b als Norm der Funktion einführen. Mit der so defi-
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nicrlen Norm und der üblichen Addition von Funktionen und der 
Multiplikation von Funktionen mit Zahlen erhält man einen linearen 
normierten Funktionenraum, von dem man sagt, er sei unendlichdimen­
sional. 

Wie Fachausdrücke entstehen 

An dieser Stelle erlaube ich mir eine Abschweifung vom Thema. Man kann 
sie zwar nicht als lyrische Abschweifung bezeichnen, doch hoffe ich, sie 
kompensiert die Mühen, die Sie mit den Formeln und langen Betrach­
tungen des vorigen Abschnitts hatten. 
Es ist völlig be1·echtigt, zu fragen, warum die Norm - das Analogon zur 
Länge eines Vektors - Norm genannt wird. Das wäre nur ein Spezialfall 
der allgemeinen Frage, wie überhaupt Fachausdrücke entstehen. 
In der neuesten Ausgabe des Duden findet man unter Norm: ,,Norm, die, 
-, -en (1. Hegel, Richlschnur, Musterbeispiel, Einheitsmuster; Vorbild; 
Vorschrift, Standard - 2. Techn, Wirtsch Größenvorschrift, Leistungs· 
soll - 3. Buchw Bogensignatur) (lat)". 
ln gewissem Sinne entspricht das unter 2. Genannte dem von uns ein­
geführten NormLegriff, obwohl die Norm einer Funktion natürlich eine 
ganz andere Bedeutung hat als eine Arbeitsnorm oder die Norm der 
Brotrationen, die es einmal auf Brotkarten gab. 
Die Mathematiker hahen eine Vorliebe für Wörter, die vom Wort „Norm" 
abgeleitet sind. Es gibt Normalräume, Normaloperatoren, Normalteiler, 
Normalverteilung, Normalgleichungen und einfach Normalen. Dabei hat 
man es in allen Fällen mit grundverschiedenen Dingen zu tun, die ver­
schiedenen Gebieten der Mathematik entnommen sind. 
Das Gegenteil eines normalen Menschen ist ein unnormaler (gewöhnlich 
ist allerdings unklar, was <las bedeutet!). In der Mathematik gibt es aber 
keine unnonnalen Gleichungen, unnormalen Verteilungen oder unnor­
malen Operatoren. 
Es ist allgemein so, <laß sich ein Wissenschaftler, der einen neuen Fach­
ausdruck einführt, wenig darum kümmert, ob das betreffende Wort ein 
Antonym - ein Wort mit entgegengesetzter Bedeutung - hat. Es gibt 
z. B. gewöhnliche Differentialgleichungen, doch keine ungewöhnlichen!
Als gewöh11lichc Differentialgleichungen werden solche bezeichnet, bei
denen die zu bestimmende Funktion eine Funktion einer unabhängigen
Variablen ist; Differentialgleichungen für Funktionen mehrerer Variabler
heißen partielle Differentialgleichungen und nicht ungewöhnliche Diffe­
rentialgleichungen!
In de1· Mathematik werden rechteckige Tabellen als Matrizen bezeichnet.
Ein Beispiel einer ,\latrix ist:
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Die einzelnen Elemente der Tabelle können Zahlen, Buchstal.,en oder 
Funktionen sein. Wie Sie sehen, ähnelt die Bezeichnung der der typo­
graphischen Matrizen für den Schriftguß (hier lautet der Singular jedoch 
Matrize), obwohl es eine ganz andere Sache ist. 
Nehmen wir eine quadratische Matrix, die soviel Zeilen wie Spalten hat: 

(:: �: ::) a3 b3 C3 

Die Summe der Diagoualelemente a1 + b2 + ca wird als Spur der Matrix 
l.,ezeichnet. Man wird schwerlich eine Analogie zu dem bekannten Ge­
brauch des Wortes „Spur" finden, zur Spur im Schnee, zur Spur eines 
Verbrechens usw. 
Vor nicht allzulanger Zeit hat der bekannte amerikanische Mathematiker 
J. L. Doob, Spezialist auf dem Gebiet der Wahrscheinlichkeitsrechnung,
einen neuen Begriff für bestimmte Zufallsprozesse eingeführt, den des
Martingals. Die entsprechende Definition in dem Buch „Stochastische
Prozesse" von J. L Doob lautet:
„Ein Zufallsprozef.l {xi, t E 1'} heißt Martingal, wenn für jedes t E 1' gilt
E {lx11} < oo und wenn für beliebige n � 1 und t1 < t2< ... < tn+t mit
Wahrscheinlichkeit l gilt

E{x,.+
1
lx,

1
, • • •  , xi.} = Xt,," 

Vor einigen Jahren war Professor Doob in Moskau und hat an der Mos­
kauer Universität einen Vortrag gehalten. Danach wurde ihm von einigeu 
Zuhörern die Frage gP,stellt, woher der Ausdruck Martingal stamme. 
Obwohl Professor Doob seinen Vortrag in Russisch gehalten hatte, reichte 
sein Wortschatz für die Antwort auf diese Frage nicht aus. Er malte eine 
pferdeähnliche Figur an die Tafel, zog eine ovale Linie um den dürreu 
Hals, die offenbar ein Kumt darstellen sollte, legte die Kreide beiseite. 
zeigte mit dem Finger auf diese Stelle und sagte:,, Das ist ein Martingal ... 
und auch das, was ich vorher als Martingal definiert habe." 
Mir hat diese forsche Art gefallen, neue Begriffe einzuführen: Sie erübrigt 
jede Rechtfertigung und Erklärung vor den peniblen Kollegen, welche 
komplizierten Gründe gerade diese und keine andere Bezeichnung nahe­
legen. Ein Begriff erwirbt bereits seine Existenzberechtigung, wenn er 
gut klingt und sich leicht einprägt. 
Genauso ist das \Vort Kybernetik entstanden: Der Begriff ist durch 
Norbert Wiener eingeführt worden, hat sich eingebürgert und verdrängt 
nach und nach alle anderen langen umschreibe'lden Wortkombinationen 
für den Gegenstand dieses Fachgebietes. 
Auch hier kann sich kaum jemand etwas anderes unter dem Inhalt dieses 
Wortes vorstellen, denn die altgriechische Sprache l.,eherrschen nur noch 
wenige Menschen auf der Erde. 
Natürlich muß die Einführung eines neuen Begriffes etwas mehr begrün­
det sein als durch den Wunsch des Autors, in die Geschichte einzugehen. 
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L>ic hetl'achtelen Objekte oder Erscheinungen müssen so wichtig sein, 
daß sie eine neue ßezcichnung verdienen. Die ßezeichnung gebührt dem 
Gegenstand und nicht dem ruhmsüchtigen Autor! 

Was wird nun mit den Aufgaben des Technologen? 

Im Ccspräeh mit dem Technologen für Erdölverarbeitung haLLeu sich 
drei Aufgaben ergehen: 

1. Es soll ein Kriterium angegeben werden, nach dem die Güte des Ver­
;ubeitungsprozcsses beurteilt werden kann

·• Es sollte ein mathematisches Modell für den Verarbeitungsprozeß ge­
schaffen werden

:J. Auf Grund des Gütekriteriums und des mathematischen Modells soll
<·in Algorithmus für die Steuerung des Prozesses angegeben werden

Leider können wir uns noch nicht rühmen, die Aufgaben gelöst zu haben. 
Wir haben es mit recht schwierigen Problemen zu tun, und auch in der 
Literatur ist noch keine vollständige Lösung zu finden. Die Grundideen, 
die zur Lösung der Aufgaben führen könnten, sind über den Prozeß der 
Erdölverarbeitung hinaus für die Steuerung vieler technologischer Pro­
zesse von Bedeutung. Deshalb werde ich mich lediglich mit den Grund­
ideen auseinandersetzen, ohne ausführlich auf die möglichen "Wege zur 
Lösung unserer konkreten Aufgaben einzugehen. 
Beginnen wir mit der Auswahl eines Kriteriums zur Beurteilung der Güte 
des Verarbeitungsprozesses. Der Mathematiker kann gewöhnlich nicht 
sagen, nach welchen Gesichtspunkten man ein Kriterium auszuwiihlen 
hat . 
. ,Die .\ uswahl eines Gütekriteriums ist Aufgabe des Technologen, wenn 
nicht des Werkdirektors selbst" - so lautet das Hauptargument des 
Mathematikers, mit dessen Hilfe er das Schlachtfeld in Ehren zu ver­
lassen sucht. 
Natürlich kann man vom Mathematiker nicht die genaue Kenntnis der 
Technologie des Verarbeitungsprozesses verlangen oder ein ausreichendes 
Ver�tändnis für die komplizierten Beziehungen des Betriebes zu den 
Zulieferern und den Verbrauchern. Aber gerade davon hängt die Wirk­
�amkeit der Strategie und die Auswahl des Gütekriteriums ab (ich habe 
das Wort „Strategie" vielleicht etwas zu früh gebraucht, später wird der 
Inhalt <les Begl'iffes exakt erklärt werden; hier wollen wir das Wort im 
üblichen Sinne auffassen) . 
. \uch die Verantwortlichen des Betriebes bzw. die Technologen befinden 
sich in keiner guten Lage: Sie müssen ein Gütekriterium finden und den 
Mathematiker zufriedenstellen, der ein exaktes Gütekriterium haben will 
und an den Formulierungen herumnörgelt. Wie soll aber der arme Tech­
nologe mit den überspitzt genauen mathematischen Formulierungen 
zurecht kommen, wenn er es seit Jahren gewöhnt ist, nur mit technolo­
p:ischen RegriFfen umzugehen? 
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Deshalb muß entweder der Technologe zum Mathematiker werden oder 
der Mathematiker zum Technologen, oder beide Seiten müssen gut zu­
sammenarbeiten. Die ersten zwei Wege sind zwa1· sicher, doch schwe1· 
zu verwirklichen. Die dritte Variante würde mit geringstem Aufwand 
für beide Partner zum Erfolg führen. 
Hier scheint es mi1· angebracht, den Mathematikei· aufzufordern, an die 
Basis, in die Produktion, zu gehen. Nein, keinesfalls, um sich dort eine 
Lebensstellung zu suchen! Es lohnt sich aber für ihn, einige Wochen regel­
mäßig den Betrieb aufzusuchen, sich mit den Fachleuten zu unterhalten 
und nach und nach aus ihnen alle die Angaben „herauszuholen", die er 
zur Formulierung des Gütekriteriums braucht. Aber auch die Fachleute 
müssen den Mathematiker wohlwollend empfangen und im Trubel der 
täglichen Sorgen die Zeit finden, um ihm die Probleme ausführlich dar­
zulegen und zu erklären. Zweifellos erweist sich hier das Prinzip „ Lieber 
einmal sehen als hundertmal hören" als richtig. 
Entschuldigen Sie die vielen Schlagworte, verehrter Leser, ich komme 
jetzt zur Sache. Ich werde Ihnen jedoch nicht über das berichten, was 
sich in irgendeinem bestimmten Betrieb abspielt, sondern an einem Bei­
spiel erläutern, wie man ein Kriterium aufstellt. 

Diplom-Ingenieur Pfiffig sucht eine neue Arbeitsstelle 

Fritz Pfiffig, Diplom-Ingenieur für Automatisierung, ist nicht mehr zu­
frieden mit dem Betrieb, in dem er arbeitet: Die Arbeitsorganisation isL 
schlecht; es bleibt ihm keine Zeit, um sich im Fachgebiet weiterzubilden; 
der Chef hat einen schwierigen Charakter und auf eine Wohnung besteht 
kaum .\ussicht. Er wendet sich an Freunde und Bekannte und erhält 
nach einiger Zeit fünf Angebote. 
Im Nördlichen Kombinat für Milchkonservierungsanlagen (NÖKOMI) 
wird in der Meß- und Prüfgeräteabteilung an einem Projekt zur numeri­
schen Steuerung des Betriebes gearbeitet. Dort haben sich junge Leute 
der Sache angenommen, sind mit Begeisterung dabei, machen nachts noch 
Berechnungen, wälzen Literatur und brauchen dringend einen Auto­
matisierungsspezialisten. Von Freizeit kann keine Rede sein, von einer 
Wohnung auch nicht. Die Direktion glaubt nicht an die Möglichkeit der 
numC'rischen Steuerung des Betriebes; ihr geht es nur darurn, irgendwie 
de11 Plan zu schaffen ... 
Die Abteilungsleiter im Staat.liehen Konstruktionsbüro (SKB), im Zen­
tralen KonstruktionsbÜl"o (ZKH) und im Werk für mathematische \fa­
sehinen und Apparate (MAMASCHA) erzählen statt einer Antwort auf 
die Frage, womit er sich zu beschäftigen hätte, ausführlich über Zuwen­
dungen für langjährige Betriebszugehörigkeit, über Prämien und üLer 
den betriebseigenen Sportclub. Von Studienkollegen erfährt er unter dem 
Siegel der Verschwiegenheit, daß man sich im SBK zur Zeit damit be­
schäftigt, kleine Regler für Klimaanlagen zu entwickeln; das ZKB sattelt 
aus irgendeinem Grund von Elektronik auf Pneumatik um, und im 
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:\1AMASCHA wird ein Gerät auf Vibrationsstabilität untersucht, das ein 
ande1·cs Werk produziert, wobei das Öffnen der Geräte verboten ist. 
Dafür gibt es in MAMASCHA die Möglichkeit einer Aspirantur. Im ver· 
gangenen Jahr waren noch Plätze frei, da fähige Mitarbeiter von den 
Chefs nicht weggelassen und unfähige von den zur Betreuung gewonne· 
nen Professoren nicht genommen wurden. 
Mit der Wohnungsfrage ist es am besten im ZKB bestellt. Dort wird Lald 
ein Haus fertig. Natürlich wird man als Neuer kaum damit rechnen 
können, in diesem Haus eine \Vohnung zu bekommen .. \lan <larf aber 
annehmen, daß durch den Hausbau alle dringlichen und superdringlichcn 
Fälle erledigt werden, so daß man eine Wohnung auf gewöhnlichem Wege 
erhält. 
Im SKB und im MAMASCHA verspricht man eine Wohnung, doch nicht 
sein· fest, man betont mehr das \Vort „Leistung für den Betrieb" ... 
Im Forschungsinstitut zur Untersuchung des Einflusses von Strahlen auf 
die lebende Natur (FINZUN) ist alles umgekehrt. In der Abteilung dieses 
neuen lnstitu Ls, in der eine Stelle frei ist, untersucht ein Doktor der 
Biologie den Einfluß von Hochfrequenz auf das Wachstum von Champi­
gnons. Er klagt über den geringen Automatisierungsgrad. Da im lnstitu t 
keinerlei technische Ausrüstung vorhanden ist, muß man sie vollkommen 
neu schaffen. Dabei verspricht sich der Biologe Hilfe von einem Spezia­
listen aus dem Institut für .\utomal.isierung, mit dem er zusammen auf 
die .Jagd geht. Im FINZUN wird ein um 30% höheres Gehalt als für die 
übrigen Stellen geboten, und es besteht bei günstiger Entwicklung die 
Möglichkeit, in ein bis zwei Jahren eine selbständige Abteilung für Auto· 
matisierung zu schaffen. 
Für den Weg zum Iostitut würde man etwa zwei Stunden benötigen, un<l 
die Perspektive des dreimaligen Umsteigens und eines Fußmarsches von 
zwei Kilometern bei trübem Matschwetter oder grimmiger Kälte ist nicht 
gerade rosig. Das FINZUN will jedoch auch ein Wohnhaus bauen. 
Die Freundin von Diplom-Ingenieur Pfiffig, Liesa, arbeitet im SKB. 
Würde er auch dort arbeiten, so könnte er sie wohl mit soviel Aufmerk­
samkeit umgeben, daß kein andere,· an sie herankommt. Würde er im 
FINZUN anfangen, so könnte er sie höchstens zweimal in der Woche 
treffen. Wenn er sich jedoch schnell zur Heirat entscheiden könnte, be­
stände die Möglichkeit, daß auch sie zum FINZUN überwechselt. 
Wofür würden Sie sich entscheiden? Der Jungingenieur Pfiffig wußte es 
trotz aller Pfiffigkeit auch nicht. Er bat einen befreundeten Kybernetiker 
um Rat. Dieser hörte sich nicht erst lange alle Varianten, Feinheiten, 
seelischen Ergüsse und karrieristischen Träumereien an, sondern schlug 
vor, eine Tabelle aufzustellen. 
In die Spaltenüberschriften trug er die einzelnen Institutionen ein, die 
bereit waren, den neuen Mitarbeiter aufzunehmen. Vor die Spalten 
schrieb er die Hauptpunkte, von denen für Pfiffig die Wahl der neuen 
Arbeitsstelle abhing. Die Tabelle wurde zeilenweise ausgefüllt, an jede 
Stelle knm ein Punktwert zwischen null und zehn Punkten. Das war 

121 



wesentlich leichter, als die Situation im ganzen zu überblicken. U rtcilen 
Sie selbst! 
Am interessantesten schien die Arbeit im FlNZUN; sie hatte zwar keine 
großen Maßstäbe zu bieten, war aber immerhin eine selbständige Arbeit. 
Sie erhielt die höchste Punktzahl -10. Im NÖKOMI gibt es auch inter­
essante Arbeit, doch der Hauptteil wird von Programmierern und Spezia­
listen für numerische Berechnungen ausgeführt, während <le1· Auto­
matisierungsingenieur nur eine Nebenrolle spielt. Uafür i:(iht es 8 Punkte. 

Tafel J. Punktbewert11ng für die Stellensuche des Dipl.om-lngenie11rs Pfiffig 
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Promotion X4 1 1 6 8 ' .IO "ti 
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Aussichten auf 
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Kriterium K - gewogene 
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Im SKB, im ZKB und im MAMASCHA zeigt man keine koukrcte Auf­
gabenstellung, sondern vorläufig nur die „Katze im Sack". Die interessan­
teste Arbeit hat, wenn man den Studienkollegen glauben kann, vielleichl 
das ZKB zu bieten - die Probleme der Pneumatik scheinen Perspektive 
zu haben (jedenfalls hat der berühmte Professor M. Aiscrman in einem 
öffentlichen Vortrag so etwas gesagt). Allerdings ist noch nicht entschie­
den, ob Diplom-Ingenieur Pfiffig zur Pneumatik kommt oder nicht, mau 
könnte es auf alle Fälle versuchen. Also erhalten SKB und MAMASCHA 
2 Punkte, und ZKB erhält 5 Punkte. 
Die Leiter der Abteilungen sind Pfiffig nicht gut bekannt. Einige Infor­
mationen über sie sind aber vorhanden. 
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lm ,�ÖKOi\11 ist der Leiler der Grnppe, die für die Einführung der nume­
rischen S tcuerung arbeitet, ein lebhafter, energischer Mensch. Er hat die 
Hochschule zwei Jahre vor Pfiffig verlassen. Die Leute reden zwar gut 
über ihn, er kann aber auch noch nicht allzuviel, also kann man von ihm 
anch nicht ,·iC'l lernen. ßewertung - 7 Punkte. 
Der voraussich1lichc Chef im SKB ist ein fiustere1· Mensch, der km·z vor 
der Heule sieht. Das Gespräch mit ihm hat keinen guten Eindruck hinter­
lass!'n, ouwohl schwer zn sagen ist, worin dieser schlechte Eindruck be­
steht. Er soll zwar niemand etwas Böses tun, doch sehr kleinlich sein. So 
wurden 5 Punkte angesetzl. 
Im Z:KU gelang es nicht, mit eiern unmittell.,aren Vorgesetzten zu sprechen 
- !'l' war nuf einer lii11g-eren Dienstreise. Dem Vernehmen nach soll er
keinen einfachen Charakter haben, ehrgeizig sein und ein schlechtes Ver­
hältnis zu dE'n höheren Chefs haben. Das ist 4 Punkte wert.
Dei· Doktor der Biolog-ie ist bärtig, umgänglich, spricht drei Sprachen und
kennt alle und jeden. Er hat grandiose Perspektiven ausgemalt - die
Champignons sin<l hloß der .\nfang; offenbar läßt sich das Wachstum
jeglicher Pflanzeu in Gewiirhshüusern bedeutend beschleunigen. Die
l\leinungen über ihu sind gut. Er ist aber selten an seinem Arbeitsplatz,
fährt oft ins .\ usland, ist Mitglied aller möglichen Wissenschaftlichen
HäL!' usw. Jn der A111omatisierung kann man von ihm natürlich nichts
Jemen, doch auf Hilfe kann man rechnen. Das ist gut - 9 Punkte. So
entstanden die Zahlen in der Zeile „ Vorgesetzter".
Das Gehalt ist auße1· im F 1 :-J ZU i\' überall etwa dasselbe: SOU bis 1000 Mark
im Monat. Allerdings gibt es im SKB und ZKB häufig Prämien, und das
macht im Mittel noch 100 }lark im Monat zusätzlich aus. Im MAMASCHA
gibt es Prämien quartalsweise, und zwar recht hohe, es ergeben sich im
:\litte! je Monat 200 Mark. Im FINZUN handelt es sich um die Planstelle
eines Gruppenleiters mit :L200 Mark im Monat. Bewertet man dieses
Gehalt mit 10 Punkten, so lassen sich leicht auch die übrigen Punktzahlen
ansetzen.
Der Wohnung am nüchsten gelegen ist das NÖKOi\ll, man benötigt nur
10 Minuten Fußweg. Zum SKB und zum MAMASCHA sind es etwa
liO Minuten, zum MAMASCHA muß man von der Metro in den Autobus
umsteigen. Bis zum ZKB sind es 25 Minuten mit dem Obus; zum FINZUN
benötigt man zwei Stunden. Die Punktzahlen für diese Zeile sind klar.
Liesa ist konsequent dagegen, daß Pfiffig zum SKB geht, wo sie selbst
arbeitet; ihr gefällt es dort nicht so recht, und sie möchte auch gern die
S teile wechseln. Sie schlägt ZK B als Arbeitsstelle vor, dort wären die
Perspektiven günstig. Sie wohnt in der Nähe des ZKB, und im Fall einer
Heirat könnten sie gut bei ihren Eltern wohnen. Sie ist gegen das FI NZUI\",
denn sie möchte nicht so weit von ihren Eltern wegziehen. In der Tabelle
erscheinen neue Zahlen.
So überlegten sich die Freunde auch die anderen Zahlen, schätzten die
Arbeitskollektive ein, die Möglichkeiten zur Promotion, die Chancen für
das Aufsteigen, die sportlichen Möglichkeiten und die Aussichten auf
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eine Wohnung. Die entsprechenden Punkte sind III die Tabelle einge· 
tragen. 
Nun werden die Zahlen in den einzelnen Spalten addiert, und für jede 
Arbeitsstelle ergibt sich eine Punktzahl. Es stellL sich heraus, daß ZK B 
und FINZUN bedeutende Vorzüge gegenüber den anderen haben (s. 

Zeile „Summe"). Das ZKB hat einen Punkt voraus, und Pfiffig müßle 
das ZKB als die Arbeitsstelle mit den meisten Vorzügen wählen. 
Es ist jedoch noch eine wichtige Überlegung anzustellen. Nicht alle zehu 
Zeilen der Tabelle haben für Pfiffig denselben Wert. So haben beispiels­
weise die Aufstiegsmöglichkeiten im Moment des Arbeitsstellenwechsels 
ein bedeutend geringeres Gewicht als die Art der Arbeit oder die Liisung 
des Wohnungsproblems. Deshalb werden f.ür die verschiedenen Zeilen 
der Tabelle Gewichtsfaktoren eingeführt. Diese Faktoren könnte man 
nach einem 10-PunkteSystcm aufstellen. Wir werden die Wichtigkeit der 
einzelnen Zeilen in Prozent angeben; dies entspricht eine1· Aufteilung Yon 
100 Punkten. 
Die Gewichtsfaktoren sind nach subjektiven Gesichtspunkten zu ver­
teilen. Zweifel ruft lediglich der Faktor hervor, der die Meinung von 
Liesa zum Ausdruck bringt. Pfiffig mißt dieser Meinung jedoch kein 
großes Gewicht bei, dn die Frage einer Heirat noch gar nicht entschieden 
ist. 
Das Gütekriterium [( für die ver·schiedenen Varianten der \Vahl der neuen 
Arbeitsstelle ist also nicht einfach die Summe S = x1 + .1:2 + · · · + :r10, 
sondern die gewogene Summe K = a1X1 + a2x2 + · · · + n1oX10· 

Für die von Pfiffig festgelegten Faktoren, die den Grad seiner Interessierl­
heit an den einzelnen Dingen ausdrücken, hat die gewogene Summe die 
Form K = 15x1 + 12x2 + 12x3 + 10x,. + J0.1:5 + Sxo + 15:i:, + Sxs 
+ 5x9 + 5x10.
Das Ergebnis ist in der letzten Zeile der Tafel 3 angegeben. Es ist nach
wie vor zu erkennen, daß ZKB und Fll\'ZUN bedeutende Vorzül,!e gegen­
über den anderen Arbeitsstellen haben. FINZUN liegt aber jetzt weit vor
ZKB, um etwa 150/o. Nun fällt Pfiffig die Entscheidung, zum FINZUN
zu gehen.
Der Gang der Überlegungen zur Aufstellung eines Gütekriteriums ist in 
vielen Aufgaben vollkommen analog. Wenn irgendwelche Kennziffern
objektiv gemessen werden können - wie im vorstehenden Beispiel dns
Gehalt -, so sind sie zu benutzen. Wenn die Kennziffern subjekti,· fest­
gelegt werden, so ist auf den Rat eines Experten oder die Einschätzung
der interessierten Stelle zurückzugreifen. Wenn wir ein Gütekriterium
für die Erdölverarbeitung aufstellen wollen, so können wir z. B. den
Gewinn zugrunde legen, den das Werk erzielt. Die verschiedenen bei der
Verarbeitung entstehenden Fraktionen, Benzine, Gasolin, Rakctentreih­
stoff usw., sind die Kenngrößen, und die Gewichtsfaktoren sind die Werks­
abgabepreise. Außerdem sind die Kosten für die Rohstoffe, die Elektro­
energie, die Heizung, den Lohnfonds des Betriebes und andere Ausgaben
zu berücksichtigen. Wir werden allerdings bald feststellen, c.laß selbst bei
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eiuem scheinbar so leicht faßbaren Kriterium wie <lem Gewinn bedeutende 
Schwierigkeiten entstehen können. Es kann vorteilhaft sein, den Prozeß 
für verschiedene Betriebsteile unterschiedlich zu führen. Für den einen 
Uetriebsteil kann die Erzeugung leichter Fraktionen ökonomischer sein, 
<la in den dort vorhandenen Anlagen die geringsten Verluste auftreten, 
während die Anlagen eines anderen Betriebsteils einen höheren Gewinn 
bringen, wenn weniger leichte Fraktionen entstehen. Die Werkleitung 
muß die Interessen der einzelnen Betriebsteile in Einklang bringen. 
Ein Giilekriterium für das gesamte Werk (beispielsweise nach dem Ge­
winn) muß nicht unlwdingt den Interessen der Volkswirtschaft ent­
sprechen. Das kann \'erschiedene Gründe haben. So kann z. B. ein \Verk 
auf Grund <ler Gewinnoptimierung die Benzinproduktion erhöhen wollen, 
während aber gerade vor allem schwere Erdölprodukte benötigt wei·den. 
Das Gütekriterium, nach dem die Produktion optimiert wird, muß auch 
den Interessen <ler Volkswirtschaft gerecht werden. Deshalb muß die 
Produktion so geplant werden, daß alle Teile des Landes mit deu not­
wendigen Erdölprodukten versorgt werden und die Transportkosten zu 
den Verbrauchern möglichst gering sind. 
;\lan könnte noch Yiele Faktoren anführen, die die Wahl eines Güte­
kriteriums erschweren. Wir wollen es bei den gezeigten Beispielen be­
wenden lassen. 

Das Modell 

Ein Spielzeugauto ist das Modell eines wirklichen Aulos, <las Bild eines 
Filmstars ist das Modell <les Filmstars selbst. Ein Objekt un<l sein Modell 
haben etwas Gemeinsames, sie stimmen jedoch nie ganz überein. Die 
Bilder des Filmstars ,·on vom und im Profil sind verschiedene Modelle. 
Sie können Briefmarkenformat haben oder die ganze Fassade eines Hauses 
einnehmen. 
Ein Luftballon kann sowohl das ;\lodell der Erdkugel als auch <las eines 
Tennisballs sein. In der Himmelsmechanik dient häufig ein Punkt, dem 
die Masse der Erdkugel zugeschrieben wird, als Modell <ler Erde. 
Es ist klar, dal.l man den Tennisball ebenso als Modell für den Luftballon 
ansehen kann. Ist aber ein wirkliches Auto auch das Modell eines Spiel­
zeugautos? Oder ist etwa der Filmstar nur ein Modell seines Reklame­
fotos? 1 eh bin der Meinung, daß es sinn voll ist, diese Fragen zu bejahen . 
. \ls .\-Iodcll eines Objektes, eines Prozesses oder einer Erscheinung be­
zrichnen wir ein anderes Objekt, einen anderen Prozeß oder eine andere 
Erschc>inunµ, wenn gewisse gemeinsame Züge vorhanden sind. Gewöhn­
lich versteht sieh dabei von selbst, daß das Modell das betrachtete Objekt 
, creinfacht darstellt. Es ist jedoch nicht immer leicht, dem Begriff 
„ vereinfacht" einen genauen Sinn zu geben, da tatsächlich alle Objekte 
und Erscheinungen unendlich kompliziert sind; sie werden lediglich mit 
unterschiedlichem Genauigkeitsgrad betrachtet. Das Modell wird in 
dieser Betrachtung zu einem wechselseitigen Begriff. Den Tennisball 
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kann man als Modell des Luftballons ansehen, andererseits kann der 
Luftballon als Modell eines Tennisballs dienen. \' on <liescm S tnndpunk I 
aus ist auch der Filmstar ein Modell seines Reklamebildes, und ein wirk­
liches Auto ist Modell des Spielzcugaut.os, denn stets lassen sich am Spiel­
zeugauto gewisse Eigenschaften bemerken, die da� lntsä„hliche Auto nil'hl 
besitzt. 
Wenn wir also für ein bestimmtes Objekt ein Modell bauen wollen, müssen 
wir genau verabreden, welche Eigenschaften des .\usgangsob,jektes mo­
delliert werden sollen. 
Nicht nur Objekte lassen sich mo<lellieren, sondern auch Prozesse und 
Erscheinungen. Das Spiel auf <ler Mundharmonika modelliert den Solo­
gesa11g und <las Spiel auf der Orgel eiuen ,·iclstimmigen Chor. Die Zube­
reitung des Mittagessens kann Modell für viele technologische Prozesse 
sein. Ein Junge, der auf einem Steckenpferd reitet, modelliert einige 
Eigenschaften des Fluges eines großen Flugzeugs. 
Die Modellierung dient seit langem als Hilfsmittel beim S Ludi um <lcr 
verschiedensten Erscheinungen. In der Technik greift man alltiiglieh auf 
sie zurück, und sie dringt auch immer weiter in die Biologie, die Psycho­
logie und die Ökonomie ein. An Modellen werden die Eigenschaften ,·011 

Schiffskörpern untersucht. Das Verhallen von Flugzeugmodellen im 
Windkanal gibt Hinweise für die Konstruktion von Flugzeugen. ßci der 
Projektierung von \Vasserkraftwerken, Brücken und nnrlrrcn großen 



llauwel'ken werden zunächst Modelle untersucht, die diese Anlagen im vel'­
kleinerten Maßstab darslellen. Jm Schiffbau, Flugzeugbau und Raketen­
bau sind Modelle cilll' übliche Sache. Diese physikalische Modellierung 
stützt sich auf die i\l111lichkeitslehre. 
Kraftfahrei', Piloten und Kosmonauten werden an Modellen von �heue­
rnngssystemen ausgebildet. Diese Modelle haben keine geometrische Ähn­
lichkeit meh1· zu dem, was modelliert wird; hier kommt es auf die Analogie 
in der Funktion der entsprechenden Anlagen an. 
\'on großel' Wichtigkeit sind auch die Verhaltensmodelle. 
Claude Sha1111on (von dem noch die Rede sein wird) baute eine künstliche 
.\laus, der sich bestimmte zweckmäßige Verhaltensweisen beibringen 
ließen. Später wurden noch viele derartige Modelle gebaut. 
Für die Modellierung der Funktionen eines bestimmten (lebenden oder 
unbelebten) Objektes we1·den häufig elektronische oder pneumatische 
Modelle benulzt. lhl"C Funktion beruht auf der fdentität der mathema­
lis..Iw11 Bcsrhrcih1111g der Prozesse im Objekt und im Modell. Solche 
�lodelle werden i11 i111111e1· größerem Umfang angewendet. Zu ihrer En l­
wicklung benötigt man jedoch eine mathematische Beschreibung des 
Objektes, des Proze��es hzw. de1· Erscheinunp:. 

llas mathematische llodell 

„Ein rechteckiger Spielplatz ist von eiuem Zaun umgeben. Uie Länge des 
Platzes ist um .15 m größer als seine B1·eite. Die Summe der zwei langen 
Seiten hctriigt 80 111. Die Län:;re des Zaunes ist zu bestimmen." 
::-idtatlc, dalJ manehe Spielplätze eingezäunt sind, doch offenbar ist das 
notwendig. ,1it de1· übrigen Situation hatten jedoch weder ich noch meine 
nächsten Verwandten je etwas zu tun. Leider trifft man in den Schul­
büchern allcuthalben noeh solche sinnlosen.\ nfgaben au. Der erste Schritt, 
den der Schüler zu ilu·er Lösung zu gehen hat, besteht darin, die Aufgabe 
.,a11sci11anderzunehme11", um herauszustellen, welche Größen und welche 
BPziehungen zwischen ihnen gegeben sind und welche Größen oder Be­
zicl11111gen bestimmt werden müssen. Auf diese Weise erhält er eine mathe­
rnalis<'he Heschreibung der Situation. Der zweite Schritt besteht aus del' 
Suche nach einem passenderen mathematischen Modell, der Einführung 
�y111holis..!1er Bezciehnungen und der Aufstellung mathematischer Glei­
l'hungen. Wir bezeichnen die Länge des Rechtecks mit x und seine Breite 
mi1 !/· Dann lanlen clie Bedingungen der .\ufgabe: 

.r = !/ + 1 :i ; '!. .1' = 80 

Zu hestimrncn ist 

'!..v+ '!. y 

Es ist klar, daf.l eine solehe Formulierung der .\ufgabe eiufacher und 
übcrsid1tlirlu'r ist als eine Formuliel'Ung in Worten: Das Aufstellen von 
1; leiclrn ug<'n ist eine hequeme :\1et hode, 11 m Pi ne mathematische Beschrei-
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bung, ein mathematisches Modell, zu erhalten. Ein anderes mathemali­
sches Modell derselben Situation bekäme man, wenn man riir die Koeffi­
zienten Buchstabenbezeichnungen einfüh1·en würde. 
Das Modell würde lauten: Gegeben ist a1x + b1 y = c1 und a2.'l' = c�.

Gesucht wird Ax + By. 
Die Koeffizienten sind beliebige gegebene Zahlen. Um <lie Lösung einer 
konkreten Aufgabe zu erhalten, hat man nur in die entsprechende End­
formel konkrete Zahlenwerte einzusetzen. 
Als Modell der Erdkugel dient manchmal einfach ein Massepunkt, in dem 
man sich die Masse der Erde vereinigt denkt. In anderen Fiillen nimmt 
man als Modell der Erde eine Kugel mit der Gleichung x� + y� + :;� = R� 
(wo R "'=' 6400 km ist und der Koordinatenanfangspunkt in das Zent1·um 
der Erdkugel gelegt wird); wenn es notwendig ist, betrachtet man die 
Erde als Geoid (eine an den Polen abgeplattete Kugel), dessen Gleichung 
komplizierter ist als die der Kugel. 
fn Abhängigkeit von der Aufgabe sieht man die Erde als homogenen 
Körper an, als Festkörper mit variabler Dichte oder als Körper, der vou 
einer Flüssigkeitsschicht bedeckt wird. Jede Situation wird durch ein 
mathematisches Modell beschrieben. Wenn wir z. ß. die t:ezcitcn unter­
suchen wollen, dann ist es natürlich illusorisch, eine mal hematisd1e ße­
schreibung der Erdkugel ohne Berücksichtigung dessen zu geben, <laß 
bedeutende Teile der Erdoberfläche von Wasser bedeckt sind 1111d der 
Mond Anziehungskräfte auf die Erde ausübt. 

Bild 9:! 
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l>as zweite Ncwlunsl'he Grundgesetz der Mechanik ( der Impulssatz) lautet:
Das Produkt aus der Masse eines Körpers und der ßeschleunigung, die er
cdiihrl, ist gleil'li der Summe der wirkenden Kräfle. Der Einfachheit
halber wollen wil' uns darauf beschränken, die Kräfte und die Bewegung
längs einer geraden Linie zu betrachten. \Venn m die Masse des Körpers,
/J der Betrag der Beschleunigung und F die Summe der wirkenden Kräfte
sind, so läßt sich das malhematische Modell für den Zusammenhang
zwischen Masse, Beschleunigung und den wirkenden Kräften ausdrücken
durch die Gleichung

111b=F (1) 

Dieses mathemaliscl1e Modell beschreibt die entsprechenden physika­
lischen ErsC"hcinungen recht gut, wenn die Geschwindigkeiten der Körper 
relali\' klein sind. Es ist bekannt, daß man die Masse der Körper als von 
der Geschwindigkeit unabhängig ansehen kann, wenn diese klein im 
Vel'gleich zur Lichtgeschwindigkeit ist. Wenn jedoch die Geschwindigkeit 
der Körper in die Größenordnung der Lichtgeschwindigkeit kommt, be­
schreibt das durch Newton gegebene mathematische Modell die Situation 
unzulänglich, und es treten große Abweichungen zu den im Versuch 
gemessenen Werten auf. Um ein exakteres Modell zu bauen, wird der 
Begriff der Ableitung einer Funktion benötigt. 
Verehrter Leser, wenn Sie die Formeln immer noch zum Gähnen anregen 
und den Wunsch aufkommen lassen, das Buch in die Ecke zu werfen, 
wenn Ihnen die Geschwindigkeit des Flugzeugs IL 62 als höchstes der 
Gefühle ausreicht und Sie keine Reise zu fernen Planeten beabsichtigen, 
und wenn Sie die Relativitätstheorie Einsteins nicht weiter interessiert, 
können Sie die folgenden Absätze und die dahinterstehenden Gedanken 
einfach überspringen. 
Den Begriff der Ableitung werde ich nicht ausführlich erläutern, sondern 
lediglich die Symbolik erklären. Die Geschwindigkeit eines Körpers sei 
v = v(t), das Zeitdifferential ( d. h. die Änderungsgröße der Zeit) ist dt, 
und d v ist das zugehörige Geschwindigkeitsdifferential. Die Beschleuni­
gung des Körpers zum Zeitpunkt t wird gegeben durch den Ausdruck 

dv 
b(t) = 

dt (2) 

Die rechte Seite heißt Ableitung der Geschwindigkeit nach der Zeit. In 
dem von uns betrachteten Problem spielt der Begriff der „Bewegungs­
größe" eine wichtige Rolle. Als Bewegungsgröße bezeichnet man das 
Produkt m v aus Masse und Geschwindigkeit des Körpers. Dann läßt 
sich das angeführte Newtonsche Gesetz auch in der Form 

d(mi,)_ = F
clt (3) 

schreiben, d. h., die Ableitung der Bewegungsgröße nach der Zeit ist gleich 
der Summe der wirkenden Kräfte. 
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Weun die Masse nicht von der Geschwindigkeit (und somit nicht von der 
Zeit) abhängt, ist 

d(m·c) Jv 
= m ---- = mb 

dt <lt 

unJ es gilt das ursprüngliche mathematische Modell Gl. (1). 

('i) 

Kommt <ler Betrag der Geschwindigkeit in die Nähe <ler Lichtgeschwi11-
Jigkeit, so hängt nach der Einsteinsehen fielatiYitiil �• hroric die Masse von 
Jer Geschwindigkeit ab: 

mo 

1n=-v -- V�: 
1-

., 

c-

Hierin ist mo die Ruhemasse des Körpers und c <lie Li,-htgeschwindigkciL 
im Vakuum. 
Nun kann man in GI. (3) die Masse m nicht mehr ,·or das Ableitungs­
zeichen nehmen, und als mathematisches Modell für den Zusammenhang 
zwischen Masse, Geschwindigkeit und wirkender Kraft in der l\foehanik. 
in der die Relativitätstheorie gilt, dient GI. (3) zusammen mit GI. (5). 
( �l. (3) stellt die einfachste Differentialgleichung dnr. Sie brauchen jedoch 
nicht zu erschrecken, ich habe nicht die Absicht, Sie auf die gefährliche 
Reise durch das Dickicht der Differen Lialreclmunl! oder gar de.r Differen­
tialgleichungen zu führer. (Differentialgleichungen sind Gleichungen, in 
denen außer den u11bekannten Funktionen auch deren Ableitungen vor­
kommen). Die Differentialgleichungen sind in der Physik, Chemie und 
anderen Wissensgebieten Hauptelement der mathematischen Modelle de1· 
verschiedensten Erscheinungen, in denen die Dynamik (Yerfinderung) der 
eingehenden Größen zu berücksiehtigen ist. 

Ereignisse und ihre Modelle 

„Folgt daraus, daß alle roten gekochten Krebse tol sind und alle toten 
roten Krebse gekocht sind, daß tote gekochte Krebse immer rol sind?" 
Sie werden sich natürlich selbst in dieser dramatischen Situation zurecht­
finden wollen, verehrter Leser, und sicher mit Hilfe des gesunden Men­
schenverstandes und der elementaren Logik schnell :rnf die gestellte Frage 
antworten. 
Der Mathematiker läßt sich jedoch nicht darauf ein, sich mit solch einer 
Wortklauberei auseinanderzusetzen und die Vielzahl der Varianten durch­
zuprobicren, in der man sich leicht verlieren kann. Er würde die Ereignis­
algebra anwenden, über die ich jetzt berichten werdl.', 
Wir beLrachten eine Gesamtheit oder Menge von irgendwelchen Objekten. 
Gegenständen oder Elementen. Für die folgenden Erörterungen ist es 
gleichgültig, ob die auftretenden Mengen endlich oder unendlich sind, oh 
sie aus Krebsen, schönen Mädchen, den Wegen vom Punkt A zum Punkt 
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H, Spielkarten oder aus allen Punkten der Ebene bestehen. Es ist lediglich 
wichtig, daß es sich um homogene Elemente handelt. 
Ferner s Lellen wir uns den Begriff „ Versuch" in allgemeiner Form vor. 
Versuche können natul'\vissenschaftliche Experimente sein, sie können 
aber auch im Geben von Skatkarten bestehen, in der Auswahl schöner 
Mädchen als Mannequins für ein Modehaus, in der Wahl der Wege, die 
kürzer als drei Kilometer sind, in der Festlegung einer Menge von Punkten 
auf der Ebene oder auch darin, daß man überprüft, ob die aus dem Topf 
genommenen Krebse rot sind. 
Die Resultate der Versuche oder Beobachtungen wollen wir Ereignisse 
11e11nen. Bei der Überprüfung einer Gruppe aus zehn Krebsen kann es 
sich erweisen, daß drei davon rot sind - das ist ein Ereignis. Ein nicht 
weniger bedeutendes Ereignis wäre es, im Skat einen Grand ouvert zu 
bekommen, Sie würden dies sofort laut bekanntgeben. Nebenbei bemerkt, 
das wäre schon wieder ein neues Ereignis! 
Ein Ereignis ist also für uns gleichbedeutend damit, daß im Ergebnis des 
Versuchs eine gewisse Menge von Ausgangselementen auftritt, also eine 
Teilmenge. Die einzelnen Elemente der Ausgangsgesamtheit wollen wir 
Elementarereignisse nennen. 
Jedes Ereignis besteht dann also aus einer gewissen Menge von Elementar­
ereignissen. 
Jetzt ist es an der Zeit, einige Operationen mit deu Ereignissen einzu­
führen. Die zwei Ereignisse A und B kann man zu neuen Ereignissen ver­
binden: zum Produkt A·B und zur Summe A + 13. Das Produkt A·B

ist das Ereignis, das aus den Elementarereignissen besteht, die sowohl zu 
A als auch zu B gehören; die Summe A + B sind sämtliche Elementar­
ereignisse, die entweder zu A oder zu B o<ler zu A und B gehören. 
Das Ereignis A sei das Auftreten eines Punktes im senkrecht schraffierten 
Bereich vom Bild 911 und das Ereignis B eins Auftreten eines Punktes im 
waagereeht schraffierten Bereich. 
Für das Produkt A · B (abgekürzt auch einfach mit AB bezeichnet) gilt 
dann der doppelt schraffierte Bereich, während für die Summe A + B

alles Schraffierte gilt - im Bild 94 durch eine fette Linie eingefaßt. 
Zunächst erscheint es ungerechtfertigt, die wohlbekannten Begriffe 
Summt> und Produkt in irgendeinem anderen Sinn zu gebrauchen. Die 
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Bild 94 

Bezeichnungen haben sich aber auch hier für Ereignisse und Mengen ein­
gebürgert, und man kann sich an sie genausogut gewöhnen wie an die 
gewöhnlichen arithmetischen Operationen, wenn man einige Übung im 
Umgang mit Mengen hat. 
Wenn das Ereignis A das Ereignis B einschließt (das wird symbolisch 
durch B C A ausgedrückt), so gilt (Bild 95) 

A+ B= A und A·B= B

Insbesondere ist für jedes Ereignis A

A+A = A und A·A= A

Das widerspricht natürlich den gewohnten Regeln für die Addition und 
Multiplikation bei den Zahlen, doch man kann sich damit trösten, daß 
ich es sicher nicht gebracht hätte, wenn es nichts Neues wiire. 
ln der Aufgabe über die roten Krebse, die uns besonders interessierten, 
bezeichnen wir mit T die Menge der toten Krebse, mit G die Menge der 
gekochten und mit R die Menge der roten Krebse. 
Rote Krebse können gekocht sein, aber auch uugekocht. Im Bild 96 ist 
<lie Menge G durch senkrechte Linien schraffiert und die Menge R durch 
waagerechte. Die Menge CR, die sowohl senkrecht als auch waagerecht 
schraffiert ist, entspricht den gekochten roten Krebsen. 
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Oa laut Bedingung alle roten gekochten Krehse tot sind, muß die Menge T
aller toten Krebse die Menge CR einschließen. Das läßt sich in der Form 
GR C T schreiben. Diese Situation ist im Bild 97 dargestellt, in dem die 
Menge 1' durch schräge Linien schraffiert ist. Das Gebiet, das durch alle 
drei Schraffierungsarten bedeckt wird, ist das Produkt GRT und ent­
spricht den gekochten, roten, toten Krebsen. Der nur waagerecht und 
schräg schraffierte Bereich entspricht den roten und toten, jedoch nicht 
gekochten Krebsen. 
So ist die allgemeine Situation. Nun müssen wir noch die zweite Bedingung 
der Aufgabe berücksichtigen, die aussagt, daß alle roten toten Krebse 
gekocht sind. Demzufolge kann es keine roten und toten, jedoch unge­
kochten Krebse geben; d. h., der nur schräg und waagerecht schraffierte 
Bereich muß ausgeschlossen werden. Im Ergebnis gelangen wir zu der im 
Bild 98 gezeigten endgültigen Darstellung. 
Dieses Bild stellt die vollständige Lösung unserer Aufgabe dar. Die 
Existenz eines nur durch senkrechte und schräge Linien schraffierten 
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Bereiches beweist uämlich, daß es in der beschriebenen Si tun liuu tote 
gekochte Krebse geben kann, die nicht rot sind. Aus den Ucdingungeu, 
daß alle roten gekochten Krebse tot und alle roten toten Krebse gekocht 
sind, folgt also nicht, daß alle toten gekochten Krebse rot sind. 
Formal ließe sich das so schreiben: Aus RG C 1' und RTC G folgt nicht 
TG CR. Das ist kurz und klar, nicht walir? 
Das alles zeigt, daß die Ereignisalgebra, von der Sie jetzt einen Teil 
kennengelernt haben, <lie Möglichkeit gibt, mathematische Modelle nicht 
nur mit Hilfe der gewöhnlichen Vorstellungen der elementaren Algebra 
und der Analysis zu bauen. Nebenbei bemerkt, die Bilder 94 bis 98 sind 
Modelle der betrachteten Ereignisse! 
Die Ereignisalgebra wird oft der Booleschen Algebra (nach dem englischen 
Mathematiker (les 19. Jahrhunderts Georg Boole) oder der symbolischen 
Logik gleichgesetzt. Die moderne Wahrscheinlichkeitstheorie stützt sich 
auf die Grundlagen der Booleschen Algebra. Zur Lösung viele1· technischer 
Probleme - z. B. zur Synthese von Relaisschaltungen, in der Theorie 
der Ziffernrechner und der Theorie der endlichen Auto ma tc 11 - wird 
diese Algebra ebenfalls benutzt. 

Wozu ist ein mathematisches Modell überhaupt nötig? 

Zweifellos sind die Verfolgung einer Rakete mit einer Radaranlage, das 
Anlegen eines Boh1·lochs oder der Erdölverarbeitungsprozeß bedeutend 
einfacher als das gewöhnliche Laufen. Am Laufen sind Hunderte von 
Muskeln und Millionen von Zellen des lebenden Organismus beteiligt. 
J e<le der Zellen ist für sich ein so komplizierter Organismus, daß die 
mathematische Beschreibung ihrer Lebenstätigkeit der Wissenschaft bis 
jetzt noch nicht gelungen ist. 
Ungeachtet dessen sind Katzen, Elefanten un<l auch wir Menschen in der 
Lage, zu laufen, zu essen und Laute von sich zu geben, ohne dnl3 vorher 
ein mathematisches Modell des betreffenden \" organgs konstruiert werden 
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111111.lle. Aul.lcnlem bewegen sich sämlliche lebenden Organismen aucl1 
ohne der:ntig,· \fodelle überaus exakt und mit geringem ökonomisehem 
.\ ufwand ! 
N achdcm i<'h die�e Zeilen geschrieben hatte, habe ich den .F

ederhalter 
hinge.leg L und ihn dann wieder aufgenommen. Wie läuft der Mechanismus 
dieser schei11ha1· �o einfaehen Bewegung aL? ltene Descartes, der Schöpfer 
d,!r analyLisC"hen c;eometrie, war nicht nur Mathematiker, sondern auch 
ein großer ;\! al urphilosoph und eine sehr interessan Le und gebildete 
PersiinlichkPil. ET war genau wie wir LestreLt, die Natur zu verstehen und 
,olehe erslaunlichen Dinge wie die zielgerichteten Bewegungen der Lebe­
wesen zu erkliin·11. llen Reflex des Zurückziehens der Hand bei einer 
schmerzhaflP11 Erregung erklärte Descartes folgendermaßen: Bei der Er-
1·egu11g durl'h Jen Sdrnwrz wird im Nerv ein Seil gezogen, das im Gehim 
dn, e11lsprcd1cnde \'pntil öffnet. Nun gelangt durch ein Röhrensystem 
das Nern�nga, in den entspreehenden Muskel; dieser wird aufgefüllt, und 
dnd url' h wird seliließlich seine Verkürzung verursacht. 
Eine solche Erkliirnng kommt uns heute naiv vor. Descartes lebte jedoch 
in der ersten lliilftc dPs 17. Jahrhunderts, als die Elektrizität noch nicht 
beknnnt war. lJe,wl'gen konnte er noch nichts von den Bioströmen ahne11. 
Damals war die Blütezeit der Uhren, der größten m<'chanischen Maschi,wn 
jener Zeit, und deshalb konnte sich Descartes viele Dinge noch nicht vor­
stellen, die heule die Kinder bereits in den Schulbüchern finden. lmmel'­
hin ist das De�!'artessche l\lodell das ers tc Modell des Reflexbogens mit 
seinen sämtlichen Hauptelementen. 
Im dritten Viertel des 19. Jahrhunderts veröffentlichte der große Pl1ysio­
log<' Jf. S„tschenov seine .\rbei t „ Die Reflexe des Gehirns". Er nahm an, 
dal.l iihnlich :,rc:utcte lleflexe die Grundlage der Nerventätigkeit des 
Menschen und der Tiere bilden. Später untersuchten der berühmte Pawlo11• 
1111.I andere bedeutende Physiologen die Heflexe experimentell. .\ur /. 



Pawlow geht die Entdeckung und Unlersuchung dc1· bedingten H.eflexe 
zurück - der Antwortreaktion auf eine Erregung, die durch oftmalig-C's 
Wiedediolen eintrainiert wird. 
Die Physiologen der Pawlowschen Schule würden auf die Frage, wie es 
mir gelingt, den Federhalter mit der Hand vom Tisch zn nehmen, antwor­
ten, daß im Zentralnervensystem - in meinem Gehirn - der Befehl 
entsteht, den Federhalter vom Tisch zu nehmen; dieser Befehl wird über 
das periphere Nervensystem an die Muskeln weitergeleitet, rlie sich ent­
sprechend verkürzen oder strecken, und so nehme ich den Federhalter 
vom Tisch. 
Mit Hilfe dieses Modells gelingt es allerdings nicht, eine l\eihe von Er­
scheinungen zu erklären, die bei Bewegungen aurtreten, und viele krank­
hafte Erscheinungen sind in diesem Schema überhaupt nicht vorstellbar. 
J m Jahre 194.8 erschien das Buch „Kybernetik, oder Steuemng und Naeh­
richtenübertragung im Lebewesen und in der Maschine" des g1·oßc11 
amerikanischen Mathematikers Norbert Wiener. Das Erscheinen dieses 
Buches war eins der wichtigsten wissenschaftlichen Ereignisse der Mitte 
des 20. Jahrhunderts. N. Wierwr schlägt darin ein neues Modell der Heflex­
bewegung vor. 
Schon vor dem zweiten Weltkrieg interessierte sich N. Wie,wr für die 
allgemeinen methodischen Fragen, die die verschiedenen Wissenschaften 
verbinden, besonders auch für die allgemeinen Probleme der Physiologie'. 
Während des zweiten Weltkrieges hatte N. Wiener mit Problemen de1· 
Funkortung zu tun. Er sah den tieferen Zusammenhang, der zwischen 
der Verfolgung eines beweglichen Zieles mit Hilfe des Radars und der 
Bewegung der Lebewesen besteht: Jn beiden Fällen ist eine llückkopp­
lung festzustellen, eine ständige Verarbeitung des Fehlersignals, der 
Abweichung. 
Um den Federhalter zu nehmen, muß sich zunächst in meinem Gehirn 
ein bestimmter Befehl ausbilden, der das Ziel der Bewegung und die 
Anfangshandlungen enthält. Danach bewege ich meine Hand in bestimm­
ter Richtung und erhalte ständig Signale, inwieweit ich mich dem Ziel 
genähert habe. Ich vergleiche das Erreichte ständig mit der Aufgabe, und 
es bildet sich ein Signal über die Abweichung aus. Die Aufgabe - den 
Federhalter zu nehmen - ist erfüllt, wenn die Abweichung zu Null ge­
macht ist. J eh habe also bei der Ausführung der Bewegung die Abweichung 
ständig zu verkleinern. Mit Hilfe des Wienerschen Modelles werden vi<'i<' 
Erscheinungen verständlich, die sich vorher nicht el'klären ließen. 
Auf die Rolle der Rückkopplung bei der Erklärung der BewegungC'n 
wurde von Physiologen bereits früher hingewiesen. So z. B. hat der be­
rühmte sowjetische Physiologe N. A. Bernstein, einer der ersten Propa­
gandisten der Kybernetik in der Sowjetunion, bereits 1928 entsprechende 
Ideen publiziert. Er kann somit zu den Urviitern der Kybernetik geziihlt 
werden. 
Zu den - leider - zahlreichen Krankheiten des Nervensystems gehört. 
auch der Intentionstremor, eine Krankheit, die häufig mit Sl'hädcn am 
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Kleinhim zusammenhäng l. Ein an Jn tentionstremor Leidender greift 
heim Versuch einer zielbewußLen Handlung, wie beim Ergreifen eines auf 
,lern Tisch liegen<leu Fededialte1·s, am Ziel vorbei: Die Hand unterliegt 
einem starken Zittern, uns er nicht unter die Kontrolle seines Bewußt­
seins bringen kann. Derarligc Erscheinungen lassen sich im Schema Jer 
Hertexe nicht erklären. ßetl'achtet man sie jedoch vom Standpunkt der 
H.ückkopplung, so findet man für das ungewollte Zittern der Hand eine
einleuchtende- Ei·klärung. In der Regelungstechnik begegnet man auch
derartigen Erscheinungen in schlecht eingestellten Regelungssystemen,
Jort werden sie als Üherregelung bezeichnet.
Es haue zunächst den Anschein, daß das Modell N. Wieners universal sei.
Im Zeitalter der Automatisierung und der Computer stellen sich viele
untl'r <lem menschlichen Cehirn einen g1·oßen, überaus rationell gebauten
Rce hcnau toma ten vor .
. \ber selbst das Wienerschc Modell ist offenbar noch zu primitiv. Um das
zu vcl'(leullichen, werde ich üher eine Versuchsreihe berichten, die der
talenlierte sowjclische Physiologe V. Gurfr:nkel über den stehenden Men­
schen anges Lell t hat.
Stellen Sie bitte das folgende Experiment an, verehrter Leser: Legen Sie
I h1·en Arm so, daß der Ellenbogen auf dem Tisch liegt und die geöffnete
Hand frei hembhängt, und beobachten Sie Ihre Finger. Sie werden ein
ununterbrochenes Zittern bemerken, das Tremor genannt wird. Die Phy­
siologen hielten diesen Tremor für zufällige Schwingungen, ähnlich dem
Hausehen im Radiogerät.
Zur Untersuchung der Haltung eines stehenden Menschen lassen sich
sehr intercssanle Versuche anstellen, beispielsweise folgender: Ein Mensch
stellt sich auf eine Platlform, die so eingerichtet ist, daß jede Verlagerung
des Schwerpunktes registriert wird. Die Versuchsperson wird aufgefordert,
slillznstehen, und sie hat auch den Eindruck, daß sie völlig unbeweglich
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steht. Der Schwerpunkt der \"ersuchsperson befindet sich aber trotzdem 
in ständiger Bewegung. Die Registrierung dieser Bewe:,r1111g ergibt <'ine 
chaotische Kurve. Aus diesen scheinbar völliir u11regelmül.ligcn Schwin­
gungen lassen sich jedoch bestimmte Frequenzen aus�ondcrn. DarunlC'r 
sind Schwingungen mit einer Frequenz von 8 bis .1 :! Hz uud einer ,\rnpli­
tude von 0,1 mm, mit einer Frequenz von 1. Hz und einer ,\mplitude von 
2 bis 3 mm und Schwingungen mit einer Frequenz ,·on ei11er Schwinµ-ung 
je Minute und einer Amplitude his zu :LO mm. Derartige Schwingungen 
lassen sich nicht mit der Theorit• der Rückkopplung l'rkliirP11. 
Bei einer zielgerichteten Bewegung ist die Rückkopplung zur Kontrolle 
und Korrektur der Bewegung notwendig. Ein stillstehender \lc11seh hätt<' 
aber eigentlich dieses Wanken gar nicht nöti1?, und die Rückkopplung 
wäre überflüssi!:( , Andererseits hat der !'tche11clc Mensch nicht nur zu

stehen, er muß auch in ständiger Bereitschaft sciu. von 1ler stehenden 
Haltung zu den verschiedensten Bewegungen überzugehen. 
Ein unbeweglich stehender Mensch hat eine große Anzahl ,·on Freiheit.,­
graden. Das von den Muskeln erfaßte Knochen{!crii�t. und die :!8 Wir)J('I 
der Wirbelsäule, von denen jeder drei Freiheits{!radc hat, ergeben im­
gesamt über hundert Freiheitsgrade. Sie Ycrleihen dem \.ll'nschen seine 
hohe Manövrierfähigkeit. Ein Stehender kann, sobald ('S nötig ist. in ein1· 
beliebige Richtung gehen, sich fallenlassen oder springen. 
Für solch einen schnellen Übergang aus einer Haltung in eiue andere muf.i 
irgendein spezieller l\fochnnismus existieren. Dieser muß den Urganis1nu� 
in stiindige Bereitschaft zu beliebigen Xnderungen der H al l1111g verset­
zen. 
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Bei einer \'ersuchsperson entdeckte Gurf'inkel, daß dil' Geräte keinen 
Ausschlag zeigen. Eine Untersuchung der Plattform und der Apparatul' 
hrachle keinen Defekt zum Vorschein. Daraufhin sah man sich die Ve1·­
s11chsperson näher an. Es stellte sich heraus, daß ein Schütze auf der 
Plattform stand, ein Meister des Schießsports. Als er aufgefordert wurde, 
stillzusLehen, schwnnkle er nur so wenig, <laß die Appar�tur die Schwin­
gungen nicht registrieren konnte. Bei der w<'iteren l.:ntersuclrnng stellt«' 
sich heraus, dal.l auch ande1·e Schützen in g1·oßnrtiger \\'eise ihre Hal­
tung-srcflcxe steuem und sie während <les Zielcns aussehnlten können. 
Wenn ein auf der J>lnttform stehencler Schütze zielte, registrierten die 
Geräte eine Yeningerung der Amplitude der Schwingungen des Sdiwer­
punktes auf ein Z<'hntel un<l weniger. 
Jetzt können wir au<"h eine Hypothese ühe1· <leu speziellen Mechanismus 
aufstellen, de1· dem Organismus die Möglichkeit giLt, eine beliebige Jlal­
tuni: beizubehalten ode1· von einer Haltung zu einer anderen überzugehen . 
. \Jan stellt sich die Haltungs-, Lage- und Stellreflexe als einen ständig 
wirkenden S11..!1med1anismus für die Gleirhirewiehtslage des stehende11 
\knschen \"Or. Sie sorgen gleichzeitig für die �1ögli("ltkeit Pirws schnelleu 
Ülwrgangs von einer Haltung zu einer aud<'l'en. 
Es ist anzunehmen, daß Jieser Suchmechanismus ei11er der uni,·crsellsten 
und vollkommensten Mechanismen der lebenden :Xatm· ist. Die Biene 
yollführt auf der Suche mwh Nektar eine äußerlich 1111geordnete Flug­
bewegung; ein Hund bewegt sich ungeordnet hin uncl her, wenn er eine 
Spur sucht; bei der Betmehtung eines Gegenstandes werden die Augen 
ständiir in iiußPrlich ungeordneter Weise in verschiedene Richtungen 
;!clenkt. Der Sud1111el'hanismus ermöglicht den lebenden Organismen, <lie 
vieHältigen .\ufgaben des Vcrweilens in einer bestimmten Haltung oder 
einer Lngeiindcrung zu li.isen und vor allem Extremwertbestimmungen 
auszuführen. (In stehC'ndcr Haltung muß sich der Schwerpunkt des Kör­
pers im extremalen, im höchsten Punkt befinden, un1l die Stellreflexe 
garantieren, daß der Körper in der Nähe dies.er Gleichgewichtslage
bleibt.) 
Nun ist die Fmge naheliegend, ob mau solch einen Suchmechanismus 
nich l aud1 zm· S teuerunir in technischen Systemen henu tzen kann. 
S tdlcn Sie sich ,·or, daß Sie in finsterer� acht von <ler Höhe eines Berges 
nach unten gehe11 müssen. Beim Aufstieg am Tage schien der Weg glatt 
und eben zu sein. Beim nächtlichen Abstieg beme1·ken Sie ständig irgend­
welehe Unebenheiten und Löcher, die zu einem Sturz führen können. 
:\ach<lem Sie Ihren gesamten Vorrat an Kraftausdrücken aufgebraucht 
haben, macheu Sie jeden Schritt sehr vorsichtig. Sie setzen das Bein 
et was nach rechts, nach links un<l nach vorn und wählen so den günstig­
sten \Vcg nach unten. Die Schritte wählen Sie klein, da Sie bei langen 
Schritten da� Cleichgewicht verlieren können. Auch diese� Suchen nach 
dem \,Veg ist eine ExtremwertLestimmung. 
:\uf diese Art kann man auch <las Minimum (odel' Maximumj einer Funk­
ti,rn zweier Yariabler :: = f(x, y) oder in der S�H'ache der Geometrie 
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das einer „Oberfläche" nach Bild 102 suchen. Wir tragen ein quadra­
tisches Gitter auf die horizontale xy-Ehene auf; die Seitenlänge der 
Quadrate sei h. Die Kreuzungspunkte des Gitters sollen Knoten heißen. 
Da wir auf dem Gitter entlangschreiten werden, sagen wir, das Gitte1· 
habe die Schrittweite h. 
Wir wählen einen beliebigen Knoten Qo aus und bezei..Jmen den 
Punkt auf der „Tasse", der Q0 entspricht, mit P0. Nun machen wir einen 
Schritt zu jeweils einem der Nachbarpunkte Q1, Qi, Qa bzw. Q4 und wäh­
len aus den zugehörigen Punkten P01, P02, P03 bzw. Po, auf der „Tasse" 
den aus, der am tiefsten liegt, z. B. P02. Diesen vergleichen wir mit dem 
Ausgangspunkt P0 . Liegt P0 höher als P02, 

so setzen wir die Suche nach 
tieferen Punkten fort, indem wir zu den noch nicht ausgewählten Narh­
barpunkten von Q2 übergehen. Liegt jedoch Po tiefer als Po2 und demzu­
folge auch tiefer als die vier zu P0 benachbarten Funktionswerte in den 
GiLLerpunkten, so ist der Suchprozeß beendet. Wenn die Funktion ein 
Minimum hat, so führt uns dieser Suchprozeß zum Minimum der Funktion 
oder, genauer gesagt, zu einem Punkt in der Nähe des Minimums. Natü1·­
lich sind hierbei noch viele Feinheiten zu beachten. Die Abweichung vom 
tatsächlichen Minimum hiingt von der Schrittweite h und von der Funk­
tion selbst ab. \Vir wollen uns das Leben jedoch nicht durch pessimistische 
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,,\Venn" und .,Aber" erschweren ... l\Iir kam es lediglich darauf an, zu 
zeigen, daß es Methoden gibt, mit denen man sich auch ohne mathema­
tisches Modell an den Extremwert einer Funktion herantasten kann. 
Bei solch einem Suchverfahren für das Minimum kommt es gar nicht 
darauf an, die Funktion z = f(x, y) zu kennen; man braucht lediglich 
eine Methode zur Bestimmung der Funktionswerte in den Knotenpunkten 
des Gitters mit der Schrittweite h. Mit Hilfe des Suchverfahrens kann man 
also. ohne ein mathematisches Modell zu haben, ein Objekt oder einen 
Prozeß näherungsweise optimal steuern. 

Wie erhält man ein mathematisches Modell für die Destillation des 

Erdöls? 

Jetzt wollen wir das Problem der Aufstellung eines mathematischen 
Modells für den technologischen Prozeß der Destillation des Erdöls er­
örtern. 
Alles, was sich in den Fraktionskolonnen, Wärmeaustauschern, Öfen und 
anderen Aggregaten abspielt, unterliegt natürlich den physikalischen 
und d1emisehen Gesclzen. Demzufolge ist alles sehr einfach: Wir brauchen 
nu1· die Beziehungen aurzuschreiben, die sich aus diesen Gesetzen ergeben 
und die den Zusammenhang zwischen den uns interessierenden Größen 
ausdrücken, und auf dem Papier erscheint unser Traum - das mathe­
matische Modell. 
Genauso einfaeh ist es, sagt Anton Tschechow, eine Skulptur zu machen: 
l\lan braucht nur einen genügend großen Steinklotz zu nehmen und alles 
Ühedlüssige wegzuschlagen. 
Sie werden vielleicht annehmen, ich wolle die Wissenschaft kompromit­
tieren und in Ihnen Zweifel säen, ob wir irgendwelche wichtigen Naturge­
setze noch nicht kennen. Nichts dergleichen, alle Naturgesetze, die zur 
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Aufstellung der gewünschten Gleichungen nötig sind, hat die Menschheit 
bereits entdeckt. Die Gesclze zur Herstellung einer Skulptur sind aber 
auch bekannt, und doch ist es gar uicht so einfach, aurh nur die Stiefel 
eines g1·oßen Mannes aus dem Stein herauszumeißeln! 
Erinnern Sie sich an unser Gespräch mit dem Technologen. Uet· Frak­
tionsprozeß des Erdöls - die Zerlegung des Erdöls in die verschiedenen 
Komponenten (Benzin, Heizöl usw.) - wird Lei starker Vereinfachung 
durch über hundert miteinander verknüpfter Variablen beschrieben. 
Seihst im statischen Fall, d. h. im Gleichgewicht, ist es nicht einfach. 
alle diese Größen zu berücksichtigen, und für die Festlegung eines Algo­
rithmus zur optimalen Sleuerung des Prozesses hat man die dynamischen 
Gleichungen aufzustellen. Die Prozesse in den Kolonnen sind niehl bis in 
alle Einzelheiten bekannt. Die Schwierigkeit besteht dariu, die Darstel­
lung der Prozesse so geschickt zu vereinfachen, daß die Gleichungen 
einerseits nicht allzu kompliziert sind und anderersei Ls dem Prozeß hin­
reichend genau entsprechen (in dem Sinne, in dem wir das h-ühe1· be­
trachtet haben). 
Noch ein Problem tritt auf: Wir müssen alle möglichen fremden Ei11-
flüsse berücksichtigen. Die Zusammensetzung des Hohöls kann sich iin­
dern, die Lufttemperatur oder der Luftdruck steigt oder fällt usw. 
Alle diese zufälligen Änderungen ergehen sich unabhängig vom techno­
logischen Prozeß; sie müssen jedoch berücksichtigt und möglichst kom­
pensiert werden. Da auch das mathematische Modell den technologischen 
Prozeß nur näherungsweise beschreibt, werden immer irgendwelche Ab­
weichungen auftreten, und man muß jederzeit die Möglichkeit haben, 
die Steuergrößen zu korrigieren. 
Die Konstruktion eines mathematischen Modells, das aus irgendwelchen 
Grundgleichungen des technologischen Prozesses besteht, bietet noch 
nicht die Möglichkeit, den technologischen Prozeß optimal zu steuern. 
lm mathematischen Modell hat man außerdem nod1 den Einfluß des 
Zufalls zu berücksichtigen, eine schnelle Heaktion auf unvorhergesehene 
Veränderungen zu garantieren und eine gute Ste1wrung bei den ver­
schiedensten Abweichungen, Ungenauigkeiten und Fehlern zu gewähr­
leisten. Dazu sind noch andere mathematische Methoden nötig, ,·on denen 
im folgenden die Rede sein wird. 
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Wahrscheinlich 
hat Ihnen dieses Buch gefallen? 

\Venu Sie, ,·erchrt,·1· Leser, bis zu c..licsc!' Stelle gelesen und Jas Uuch nicht 
an irgend jemand verschenkt oc..lcr in die hin tcre Reihe des Bücherschranks 
gestellt haben, wo tlie Folianten und Brosehüren herumstehen, die zu 
schade zum \\'egwcrfou sind und sich nu!' aus Zeit- und Bequemlichkeits­
grüu<lcn noch nicht im .\utiquariat befinden, so ist es sehr wahrscheinlich, 
daß Sie es bis zum Ende lesen werden. 
Zwei Ehegatten wollen ausgehen. Er steht a11gezoge11 im Korridor, sie gibt 
der Tochter die vorletzten Vel'iialtensmaßregeln und beginnt die passende 
Halskette zu suchen. �un ist er geneigt, eine Verspiitung für rerht wahr­
scheinlich zu halten, während sie vom Gegenteil überzeugt ist. 
In clc1· Umgangssprache vel'stehcn wir unter \Vahrscheinlichkeit so etwas 
wie eine Einschätzung der Chancen, eine Annahme oder eine Vermutung. 
Die \Vahrscheinliehkeit, dUl'ch irgend etwas überrascht zu werden, sich 
mit Scharlach anzustecken oder zu spät zum Zug zu kommen, schätzen 
wir subjekti,· ein. abhüngig von unserem Charakter, unseren Fähig­
keiten, unserer momentanen Laune, von der Information, über die wir 
n•rfügen, und vom g-esnu<lcn Menschenverstand. 
Die Leute klagen oft über ihr schlechtes Gedächtnis, ihre angegriffene 
Gesundheit oder ihr Pech, doch niemals über mangelnden Verstand. Aber 
die Chaneen in iq:rcndeiner Situation schätzen sie völlig unterschiedlich 
t�LLI • •  • 

Der große französische .\fathematike1· ]c,'mil Borel bemerkt in seinem 
kurzen, aber interessanten Buch ,,\Vahrscheinlichkeit und Sicherheit'': 
„Es ist bekaun l. daß die Kenntnisse de,· l\fonschen die Bezeichnung 
Wissenschaft. i11 Abhüngigkeit davon verdienen, welche Rolle in diesen 
Kenntnissen die Zahl spielt." Und bei den verschiedensten Fragen der 
.\aturwissens('hnft, Technik, Ökonomie, Soziologie usw. ist es tatsächlich 
notwendig, <>in ohjektives Maß für die Wahrscheinlichkeit des Eintretens 
11ines Ereignisses zu haben. Hier einige Beispiele! 
I u der Leninstraßc in Moskau wird Eis verkauft. Steht dort nur ein Eis­
wagen, so bildet sich davor eine Schlange. Die Leute, die keine Zeit oder 
Lust halwn, iu der Schlange zu warten, sind verärgert und werden kein 
Eis kaufen. Es g-ehen Küufer verloren, und die Einnahme sinkt. Stellt man 
jedoch 20 Eiswagen auf, so sind die Verkäufer nicht ausreichend besehäf­
til! l, denn so viele Käufer, wie sie bedienen könnten, gibt es auch wieder 
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nicht. Wie viele Eiswagen muß man nun aufstellen? Bei der Beantwor­
tung dieser Fmge muß man natürlich auch die Jahreszeit und das Weller 
berücksichtigen, <lie einen großen Einfluß auf die Nachfrage nach Eis 
haben. 
Sie kaufen ein Radiogerät, einen Kühlschrank oder eine Uhr und erhalten 
Garantie auf ein Jahr, eineinhalb Jahre, zwei Jahre o<l. dgl. Welchen 
Wert hat der Garantieschein für Sie? 
Natürlich werden Ihr in der Garantiezeit ausgefallener Kühlschrank oder 
Ihre stehengebliebene Uhr in einer Garantiewerksta tl kostenlos repariert. 
Doch das allein ist für Sie nicht sehr interessant: Sie haben sich in Un­
kosten gestürzt und wollen eine Uhr tragen, an <ler Sie jede1·zeit <lie Zei L 
ablesen können. Sie lesen die Garantieverpflichtung des Herstellel'\verkes 
durch und glauben, daß es wenig wahrscheinlich ist, daß die Uhr schon 
während der Garantiezeit stehenbleibL. Warum aber nennt <las Werk 
eine Garantiezeit von eineinhalb Jahren? Inwieweit ist eine Uhr mit der 
Garantiezeit von zwei Jahren zuverlässiger? 
In einer Poliklinik werden täglich etwa 50 Patienten wegen Grippe krank­
geschrieben. An einem Tag komml es plötzlich zu 72 Krankschreibungen. 
Muß man das als Beginn einer Grippeepidemie ansehen und entsprechende 
Vorbeugungsmaßnahmen veranlassen, oder kann man das auch noch als 
Zufall ansehen? 
Auf derartige Probleme, in denen der Zufall eine große Rolle spielt, kann 
man überall stoßen. Häufig kann man nicht nur die Zufälligkeit eines 
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Ereignisses konslalie1·eu, sondern auch die BestimmLheit des Eintretens 
oder Nichteint1·etens dieses El'eignisses abschätzen. Eine solche Abschät­
zung wird ausgedrückt durch Worte folgender Art: ,,Die Wahrscheinlich­
keit ciafiir. daB heim Werfen eines symmetrischen Geldstücks \Vappen 
fiilll, ist glcid1 1 : :.!". Oder: ,, Die Wahrscheinlil'hkeit, in der Straßenbahn 
eine Fahrkarte mit einer geradzahligcn Nummer zu bekommen, ist gleich 
1: 2; die Walu·scheinlichkeit dafür, daß die Nummer mit der Ziffer 7 
endet, ist gleich :1 : :LO." I>iese Zahlen für die Wahrscheinlichkeiten er­
geben sich aus offcusiclrtlichen Symmctrievorstellungen, aus der Gleich­
möglichkeit der versl'hie1\enen Ereignisse. Mit einer derartigen (�leich-
111üglil'hkcit t!er Ereignisse hat man es auch beim Kartenspiel und heim 
Würfeln zu 1 nn. Der Ausgangspunkt der \Vahrscheinlichkeitsreclmung, 
der Wissc11s1·har1 üL1•r die zufälligen Erscheinungen und ihre Cesetz­
müUigkcitt•n. ist g-eracl1• in den Aufgahen iibl'r Glücksspiele zn suchen. 

Wie es dazu kam 

Der .\nfaug d!'r Wahrsl'heinlichkeitsrel'hnunii lag im J9 . .Jahrhundert. 
Ihre G r1111<llaiicn wurden durch die auch auf anderen Gebieten der Wissen­
schaft. h1•kanntc11 \VissC'nschaftler Pascal, /J11,yge11s, Fermat und v01· 
allem Jacob lll'mon/li1 ) g-eschaffen. Obwohl sie sich nur mit Aufgaben 
iihcr (;Iiil'ksspidt> hesd1iiftigtcn, spürten diese berühmten Gelehrten 
doch die g-roUe 11aturphilosophische Bedeutung der Wahrscheinlichkeits­
rechnung 
.-\llerdings konn ,,. ei111• H.cihc von Aufgaben nicht gelöst werden. Vor 
all1�m hli<:•h 11nbPa11 t.worl.et, welche \' oraussctzungen edüllt sein müssen, 
damil. die klassische \\'ahrschcinlichkcitsrechnung anwendbar ist. Die 
Frage nach dC'n Bedingungen fiir die Anwendbarkeit dieses oder jenes 
111athemal is1·h1•n S1·hemas oder mathematischen Modells ist durchaus 
11ieht g-cgcns tanclslos. und die U nbestirnmtheit in den C rund begriffen 
Pi11n Tht•oric fiihrlP s1·ho11 oFI zu dramalischen Situationen. 
Im Jahre 181� faf.lie der große Astronom, Physiker und Mathematikei' 
l.aplac<' in seinem B11f'h ,,\'ersueh einer Philosophie der Wahrscheinlich­
kPiL" di<' s<'i1wrzeitig

-P11 Erfolge der \Vahrseheinli<'hkeitsrcehnung zu­
sammen und n•riirr1•111lichte glei1·hzeit.ig seine eigPnen fundamentalen 
Erkenn tnisst'. 
l)oeh nC'l11•11 wil'htig·en 111a1liematis<"he11 Erkeu11111issen und deren _-\n­
wendung-1•11 i11 den :.'llal1HwissPnschafl.Pn zeigt dieses \\'erk Laplace.� auch
.\nwe11d11111,t<'H der \\'ahrscheinlichkeitsrechnung in der Moral, auf die
\\'ahrsl'll<'i11li<'hkPil der Hi1·htigkeit. von Zeugenaussagen, auf ,·oraus­
sichtlil'he \\'ahlcrgdmissc. auf yoraussieht.liche Versammlungsbeschlüsse
und auf die BC'urteilung cier Cerechtigkeit von Gericht.sentsrhcidungen.
Die Willkiir der Einschätzung und die Cnmüglichkeit eine� objektiven

J) .Jacob ll,•r11,mlli w;u· pju Mhstl't•ilcr von Lt•iluti:. 1,l'i dt>1' Sclrnlfu11g der ( :r111ullaJ?••n d1·r :\ 11:i· 
Jysi�. Er isl dr1· IH'ka11nlcsll! \"t•rll'Plt'l' th..- Srhwrizr1· (;drhrh•nramilic Jl,•rm,11lli. ;1us drr 1·U (!1 
�roUt• }lnlh1•malik1•r hC"r\·org,•ganA"t'II sin(t. 
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8estimmung der Wahrscheinlichkeit führten dazu, daß die Wahrschein­
lichkeitsrechnung in der Mitte des 19. Jahrhunderts nicht ernst genommen 
wurde, man hielt sie für eine besondere Art der mathematischen Unter­
haltung. 
Erst dem Cenie des russischen Akademiemitglieds P. l. Tschebyscheff 
�elang es, die nicht zur Sache gehörenden Dinge auszusondern und die 
Wahrscheinlichkeitsrechnung zu einer exakten mathematischen Wissen­
schaft mit eigener Theorie und einem spezifischen mathematischen Appa­
rat zu machen. Diesen Fragen widmete Tscheby.�cheff lediglich vier Arti­
kel, die er mit großen Pausen zwischen 1845 und 1887 veröffentlichte. 
Ihre Bedeutung für die Wissenschaft ist sehr groß. - r.enug der Ge­
schichte, kehren wir zum Wesen der Sache zurück! 

Der Fall und der Zufall 

Am Strand von Gagra tatenlos zu liegen ist recht langweilig. Wir nehmen 
einen Kindereimer, werfen eine Handvoll Kieselsteine hinein und wct Ll'n. 
ob im Eimer, sagen wir, weniger als 100 Kiesel sind. 
Eine Wette beschäftigt irgendwie die Gedanken und entfacht die währen.! 
des Winters eingeschlafenen Leidenschaften. Das Ereignis, das darin 
besteht, ,Jaß sich im Eimer weniger als einhundert KiesPlsteinc hdinden, 
ist zufällig. 
:\fan könnte auch eine Wette darüber abschlieUen, wekhe Mannschaft die 
nächste \Veltmeisterschaft im Volleyball gewinnen wird. Der Gewinn d!'r 
Weltmeisterschaft ist ebenfalls ein zufälliges Ereignis. Doch zwischen 
beiden Ereignissen besteht ein wesentlicher Unterschied. 
Oer Versuch mit den Kieselsteinen läßt sich vielmals unter den gleichen 
Bedingungen wiederholen, denn entlang dem Strande liegen sehr viele 
dieser Kieselsteine. Für derartige Situationen ist die statistische Stabili­
tät charakteristisch, die die Gesetzmäßigkeit von Erscheinungen wider­
spiegelt, die in großer Anzahl auftreten. 
Der Gewinn einer \Veltmeisterschaft ist ein Ereignis :,.:a11z anderer Art: 
Die Spiele lassen sich uicht beliebig oft unter den gleirhcn Bedingungen 
wiederholen, denn im folgenden Jah1· werden andere .\lannschaften teil­
uehmen, die alten Mannschaften werden in anderer Form srin, die Spiell' 
werden in einem anderen Land ausgetragen usw. 
Derartige Ereignisse sind zwar auch zufällig (sie können eintreten oder 
auch nicht, und es läßt sich nicht mit Sicherheit vorhrrsa:,.:en, welche 
.!\1annschaft Weltmeister wird), doch sie zeichnen sich nicht durch sta­
tistische Stabilität aus. 
Die letztgenannten zufälligen Ereignisse werden in der Wahrscheinlieh­
keitsrechnung nicht betrachtet, jedoch beginnen sich Mathematiker ande­
rer Spezialrichtungen damit zu beschäftigen. Gegenwärtig versucht man 
auch Situationen wie das Volleyballspiel, die Wechselbeziehungen zwischen 
\Varenproduzenten und Verbrauchern usw. mathematisch zu durch­
dringen. Davon wird noch die Rede sein; kehren wir jt>tzt zur \\'ahr-

J4ß 



scheinlichkei tsl'echnung zurück, einer Wissenschaft, <lie sich mit zufälligen 
El'scheinungen mit Massencharakter, mit statistisch stabilen Ereignissen 
beschäftigt. 

Die W ahl'scheinlichkeit 

Es ist für Sie sicher offensichtlich, daß <lie Wahrscheinlichkeit dafür, aus 
einem 32 Karten umfassenden gut <lurchgemischten Kartenspiel das 
Kreuz-,\s zu ziehen, gleich 1: 32 ist, denn man hätte mit gleicher Wahr­
scheinlichkeit auch jede andere der 32 Karten ziehen können. Wenn 
hintereinander ein As, eine Zehn und ein König gezogen werden, so ist 
das ebenfalls ein zufälliges Ereignis. Wir wollen nun die Wahrscheinlich­
keit dafiir berechnen, daß aus einem gut durchgemischten Spiel diese drei 
Karten in dieser Reihenfolge gezogen werden. Die Wahrscheinlichkeit 
für das Ziehen eines :\sses (im Spiel gibt es vier Asse) ist 4: 32. Wenn ein 
As gezogen ist, verbleiben noch 31 Karten und das Ereignis, eine der vier 
Zehnen zu ziehen, hat die Wahrscheinlichkeit 4: 31. Schließlich soll aus 
den verbleibenden Karten einer der vier Könige gezogen werden; die 
Wahrscheinlichkeit dafür ist 4: 30. Zur Ermittlung der Wahrscheinlich­
keit für das reihenfolgegerechte Ziehen der Karten As - Zehn - König 
sind die drei Zahlen zu multiplizieren, und die gesuchte Wahrscheinlich­
keit. wird 

1. .,. .,. 

32 . :ü . :10 
= 0,002J 3 

Das ist eine recht geringe Wahrscheinlichkeit, un<l die Freude ist ver­
ständlich, wenn dem Versuch solch ein Erfolg beschieden ist. 
Wir teilen einen Volleyballplatz in zwei gleiche Teile und werfen von 
irgendwo her mit verbundenen Augen auf gut Glück einen Ball auf den 
Platz. Wenn wir voraussetzen, daß der Ball in jedem Fall auf den Platz 
fällt (und nie daneben), dann ist die Wahrscheinlichkeit für das Aufsetzen 
des Balls in einer bestimmten Hälfte gleich 1: 2, und die Wahrscheinlich­
keit dafür, daß <ler Ball in eine auf dem Platz befindliche Pfütze fällt, ist 
gleich dem Verhältnis der Fläche der Pfütze zur Fläche des ganzen Plat­
zes. 
Wie kann man aLcl' die Wahrscheinlichkeit fül' Zahl oder Wappen 
beim Werfen eines unsymmetrischen, schiefen Geldstücks bestimmen? 
Wie berechnet man die Wahrscheinlichkeit dafür, daß ein am Strand von 
l;ag-ra auf gut ( :lück aufgenommener Kieselstein weniger als 20 g wiegt? 
Es wäre keine besonders kluge Idee, sämtliche Kieselsteine am Strand zu 
wiegen und das Verhältnis del' Anzahl derer, die weniger als 20 g wiegen, 
zur Gesamtzahl zu bilden, nicht nur wegen der UnrealiLät eines solchen 
Vorhabens, sondern auch deswegen, weil nicht alle Steine gleiche Chancen 
haben, ausgewählt zu werden. 
Wie kann man die Wahrscheinlichkeit dafür bestimmen, Jaß eine Glüh­
lampe nicht \'Or tausend Stunden Brenndauer durchbrennt? Auch hier 
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wäre offenbar die Empfehlung nicht a11gebrad1t, erst ei11mal sii111tlid11• 
( �lühlampen auszuprobieren und dann das Verhiil1 nis aus der Anzahl der 
Lampen, 1lie liinger als tausend Stunden halten, und 1\er <:csa111tzahl zu 
bilden. 
Trotzdem muß man aber annehmen, daß aueh für die zulelzl aufgefiihrlt'n 
Ereignisse eine ganz bestimmte \\'ahrschcinliehkeit ('Xistierl. Die \Vahr­
scheinlichkeit ist ein objektiver Kennwert der Ereignisse. der unabhiingig 
von unserer Beziehung zu ihm ist. Das \'orhandenseiu einer \V::ihrschPin­
lichkeit bei den bcl.rachtelen Ereignisseu ist n�rgleichbar mit dem \"or­
h::in<lcnsein von Masse und Geschwindigkeit lwi einem Ki.irpPc J\fass1• und 
(:eschwindigkeit sind objektiv existierende Criil.len, die das hclr::11·hlelL' 
Objekt eharakterisicrcn. \Vir kii1111en siP jedoch nicht mil ahsolulPr (:e­
nauigkeit, sondern lediglid1 ausrci1·hend gm1a11 niHwrnng-sweise heslim-
111en. Ebenso kann man Pin i\"äherungsYerfah1·p11 zu1· lleslimm1mg der 
Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses angehen. 
\\"ollen wir die \Vahrscheinlichkeil. für \Vappe11 b1:i111 \\'crf1·11 Pi1ws 1111-
symmet.rischen Geldstücks Lcstimmcn, so führ1•11 wir Pinc gl'iil.lere .\nzahl 
,·on \Viirfen aus, sagen wir 11, und zäl1le11. i11 wie\'iel Füllen das \\'appeu 
oLPn ist. \Venn <lies bei m \:Vürfen dn Fall isl, dann i,;I das \"crhält.nis 
m: 11, die l'elative Häufigkeit des En·ignisses .. Wappp11"". ein i\'iil1er1rngs­
wcl't Hi,· Jic gesuchte \VahrschcinliehkeiL 
Da man also die Wahrscheinlichkeit nil'hL immer auf Crnnd irgendwelcher 
Üherleguugen hercchncn kanu, heispielsweis<' aur Crund ,·011 S�,mmelrie-
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betrachtungen oder aus der Gleichmöglichkeit aller Versuchsergebnisse, 
benutzt man auch die Möglichkeit ihrer Ermittlung über die relative 
Häufigkeit. Uns tröstet dabei, daß ein so ermittelter Wert bei Erhöhung 
der Anzahl n der Versuche immer genauer realisiert wird. Obwohl das 
einleuchtend ist, müssen wir den genauen Sinn dieser Behauptung einer 
weiteren Betrachtung unterziehen. 

Sie haben einen Versuch gemacht. Na und? 

Was heißt „Na und?" - werden Sie sagen. Eine g1·oße Arbeit ist beendet, 
und es liegen ,·iele Meßwerte vor. 
Das ist lobenswert, sage ich. Sie können alle diese Meßwerte in den Arbeits­
bericht aufnehmen. Das ist aber nur die eine Seite der Sache. Anderer­
seits sind auf Grund der Meßwerte Schlußfolgemngen zu ziehen, und das 
ist gar nicht so einfach. 
Das Ergebnis des Versuchs kann entweder eine qualitative Aussage sein, 
etwa wie folgt: ,,Bei der Injektion von Adrenalin erhöht sich der Blut­
druck", oder eine quantitative Beschreibung der Situation, z. B.: ,,Bei 
der Injektion von :1. cm3 Adrenalin erhöhte sich bei vier von fünf Ver­
suchskaninchen «ler Blutdruck um ... ". 
Zum Ergebnis eines Versuchs gehören immer gewisse quantitative An­
gaben, zumindest über die Anzahl der durchgeführten Expei·imente. In 
den meisten Fällen läßt sich auch das Ergebnis des Versuchs quantitativ 
beschreiben. Diese Beschreibung setzt eine mathematische Bearbeitung 
der Versuchsergehnissc voraus. 
Stellen Sie sich eine geologische Expedition vor, die den .\uftrag ha1, 
A pa ti tlngcrstä tten zu erkunden. Während der Arbeit s tößt die Expedition 
auf Diamanten, Gold und Uranerz, läßt jedoch das alles unbeachtet, da 
sie Apatit zu su('hen hat. Es wird kaum möglich sein, diese - vorsichtig 
ausged1·ückt - Verschwendung zu rechtfertigen. Wodurch unterscheidet 
sich aber der Physiologe von der geologischen Expedition, wenn er um­
fangreiche und schwierige experimentelle Arbeiten ausführt und nur ein 
Körnchen der erhaltenen Information nutzt? 

\ 
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Erinnern Sie sich an unsere Gespräche mit dem Physiologen am Anfang 
des Buches! Der Schleifenoszillograf bietet offenbar die Möglichkeit, sehr 
viel Information über die Lebenstätigkeit der Versuchskaninchen zu er­
fassen. Als Ergebnis werden jedoch hauptsächlich einige qualitative Fest­
stellungen ausgewiesen, wie: ,,Nach der Injektion von Adrenalin erhöhte 
sich der Blutdruck." Die ganze übrige Information wird nicht verarbeitet; 
sie geht also verloren. 
Bei der Bearbeitung und Interpretation von Versuchsmaterial muß man 
fast immer die Methoden der Wahrscheinlichkeitsrechnung und der ma the­
matischen Statistik heranziehen. Die Wahrscheinlichkeitsrechnung dient 
als theoretische Grundlage der mathematischen Statistik. In den Lehr­
büchern der Wahrscheinlichkeitsrechnung und der mathematischen Sta­
tistik wird gezeigt, daß die mathematische Statistik die wissenschaft­
lichen Methoden zur statistischen Beobachtung und Analyse des ReoL­
ach tungsma terials liefert. 
Insbesondere wenn die Anzahl der Versuche klein ist, kann man recht 
verschiedene Schlußfolgerungen ziehen. Der berühmte Physiker N iels 
Bohr hat einmal sehr treffend gesagt: ,,Bei einer endlichen Menge von 
Experimenten und einer unendlichen Menge von Theorien existiert immer 
eine unendliche Menge von Theorien, die den endlich vielen Experimenten 
genügt." 
Noch einmal möchte ich betonen, daß man mit Schlußfolgerungen aus 
statistischen Auswertungen sehr vorsichtig sein muß. Es ist nicht immer 
klar, ob die Resultate die aufl?estellte Hypothese bestätigen oder nur dem 
Spiel des Zufalls entstammen. 
Ich führe ein Beispiel an. Zur Heilung einer gefährlichen Krankheit kann 
man zwei Methoden benutzen; wir wollen sie „alte Methode" und „neue 
Methode" nennen. Die Ergebnisse der Behandlungen über einen gewissen 
Zeitraum sind in Tafel 4 zusammengefaßt. 

Tafel 4. Verg1.eich zweier Heilmethoden 

Patienten- Tödliche 
anzahl Ausgänge 

Alte Methode 9 6 

Neue Methode 11 2 

Insgesamt 20 8 

Über-
lebende 

3 

9 

12 

Todesfälle 
i11 % 

6 
9�67 

2 

11 
� 18 

Aus Tafel 4 folgt, daß die Anzahl der tödlichen Ausgänge bei der neuen 
Methode bedeutend geringer als bei der alten ist. Wenn wir etwas nach­
denken, können wir jedoch durchaus bezweifeln, ob die Anzahl der Beob­
achtungen groß genug ist, um uns von der Richtigkeit der erhaltenen 
Prozentzahlen zu überzeugen. 
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\Viircn beispielsweise beide Methoden gleich wirksam oder hätten beide 
überhaupt keinen Einfluß auf den Ausgang der Krankheit, so hätte da� 
in Tafel 4 wiedergegebene Ereignis die Wahrscheinlichkeit 1: 25. (Mit der· 
selben Wahrscheinlichkeit ist die Nummer einer Straßenbahnfahrkarte 
dnrch 25 teilbar, d. h., die zwei letzten Ziffem sind 00, 25, 50 oder 75.) 
Obwohl die Ergebnisse sehr für die neue Methode sprechen, würde ich sie 
für noch nicht so überzeugend halten, um den generellen Übergang zur 
neuen Methode anzuweisen. Würde ich jedoch erkranken und hätte ich 
die Möglichkeit, zwischen den beiden Methoden zu wählen, so würde ich 
die neue Methode vorziehen. Aber das ist keine Frage der \,Vahrschein· 
lichkeitsrechnung, sondern geht auf eine andere Wissenschaft zurück, vou 
der noch die Rede sein wird. 
Häufig kommen falsche Schlußfolgerungen dadurch zustande, daß der 
Experimentator eine Reihe von Versuchsergebnissen einfach wegläßt und 
bestimmte extreme Punkte nicht aufnimmt, weil ihm scheint, daß sie 
nicht den \'crsuchsbedingungen entsprechen. Oft macht sich dabei be· 
wuil t oder unbewußt der Wunsch geltend, eine bestimmte Hypothese zu 
rechtfertigen, rler gerade diese unerwünschten Ergebnisse widersprechen 
würden. Natürlich können auch einmal offensichtliche Fehlmessungen 
auftreten, doch ohne triftigen Grund darf man nicht einfach irgendwelche 
l>a ten weglassen.
Der sowjetische Physiker Kapiza hat in einer Gedenkrede zu Ehren
lfotherf ords einmal gesagt:
,.Das Studium der Kernprozesse bei Zusammenstößen enthält bis zum
heutigen Tage eine schwache Stelle - die Notwendigkeit einer statisti­
schen Auswertung der Versuchsergebnisse. Es ist wohlbekannt, daß bei
der Ableitung einer allgemeinen Gesetzmäßigkeit auf Grund statistischer
Daten bei einer beschränkten Anzahl von Beobachtungen größte Vor·
sieht. geboten ist. Irgendwer hat zur Anwendung der Statistik einmal
gesagt:
,,Es gibt drei :\rten von Lügen: Notlügen, gemeine Lügen und die Sta­
tistik. "1)
Allerdings ging es dabei um die Anwendung der Statistik auf gesellschaft·
liehe Prozesse: in einem gewissen Umfang kann man das jedoch auch auf
die Anwendung der Statistik in der Physik beziehen. Auf keinem anderen
( :ebiet der Physik wurden so viele grobe Fehler und falsche Entdeckungen
gemacht, wie bei der statistischen Auswertung der bei Kernzusammen­
stößen gesammelten statistischen Daten. Bis in unsere Zeit hinein wurden
fast jiihrlich Entdeckungen neuer Teilchen, Elemente oder Resonanz­
stufen bekannt, die sich dann als Fehlmeldungen erwiesen.
Hntherford wußte sehr gut, welche Gefahr die nicht objektive lnterpre·
tation experimenteller Daten statistischen Charakters in sich birgt, wenn

1) n.1•on �\lisr.s ziti<'rl in sl'inrn1 lwkr1.nnten Uuch „Wahrscheinlichkeit, Statistik und W::i.hrheil11 

(2. Auflag(', ,vien: 1931i) den Englündcr Sir Francis Gallon: ,,Es gibt drei ArlCn von Lügen: 
l. di,• .!\'oLlüg('. dir. vcr1:cihlirh ist;::!. die grn1C'inc LügC', fiir die {"S keine Entschuldigung giht, 
un,I 3. uic Statistik." (J. Ch.) 
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der Wissenschaftler ein gewünschtes Resultat bekommen müehte. Sla­
tistische Daten bearbeitete er mit größter Vorsicht; intei·cssant ist die 
Methode, nach der er vorging. Die numerischen Reehnungen führl.cn 
gewöhnlich Studenten aus, die nicht wußten, worin der \'ersuch bestand. 
Die auf Grund der erhaltenen Punkte zu zeichnenden Kurven wurden 
von Mitarbeitern angefe1·tigt, die nicht wußten, was sich ergeben muß. 
Soweit ich mich erinnere, haben sowohl Hutherford als auch seine Schüler 
nicht eine einzige Fehlen tdecknng gemacht, während derr,n Anzahl in 
anderen Laboratorir,n nicht gering war."1) 
Die Methoden der mathematischen Statistik müssen also gekonnt und 
sehr überlegt angewendet werden, damit sie ein nützliches und jederzeit 
anwendbares Mittel zur Bearbeitung von Beobachtungsergehnissen sind. 
Ich sagte, daß man in der Physiologie und Medizin manchmal recht ver­
schwenderisch mit Versuchsergebnissen umgeht, <lall man ihnen im Ver­
gleich zu den bestehenden Möglichkeiten sehr wenige Informationen ent­
nimmt. Diese Feststellung bezieht sich in slarkem Maß auch auf die 
Geologie und die Geophysik, die Chemie und die Technik. Es ist natürlich 
nicht immer das Verschulden des Experimentators, wenn die Versuchs­
ergebnisse nicht genügend ausgewertet werden: Man muß nicht nur die 
statistischen Methoden beherrschen, sondern auch die technischen Ein­
richtungen besitzen, die zur Bearbeitung erforderlich sind. 
Die Entschlüsselung eines Elektro-Enzephalogramms oder die komplexe 
Interpretation der bei einer Erdölbohrung gewonnenen geophysikalischen 
Daten erfordert nicht nur einen großen Rechenaufwand, sondern auch 
komplizierte Algorithmen. lliedür sind die üblichen mechanischen Rechen­
maschinen nicht mehr ausreichend; man benötigt die moderne elektro­
nische Rechentechnik, am besten einen Schnellrechner, der die Versuchs­
daten automatisch aufnimmt und die Ergebnisse sofort in Form vo11 
Tabellen oder Kurven ausgibt. 
Nicht nur die Auswertungsmethode, sondern auch die Deutung der 
Ergebnisse erfordert ein tiefes und unvoreingenommenes Eindringen i11 
das betrachtete Problem. Die Rechner allein genügen nicht; sie müssen 
auf bestimmte Fragestellungen antworten, und diese Fragen exakt zu 
formulieren ist gerade das schwierigste. J s t es nicht so? 

Gespräch mit einem Doktoranden 

Zu mir kommt ein Doktorand. Er ist ein erfaln·euer Ingenieur, hat in 
seine Dissertation bereits Yiel Arbeit investiert, Material gesammelt und 
viele Versuche durchgeführt. Nun meint er, daß es an der Zeit wiire, die 
Fakten zu systematisieren und Schlußfolgerungen zu ziehen. 

Er: Ich möchte Sie gern einmal konsultieren. Ich habe einen Labor­
,·ersuch zur Untersuchung der Festigkeit verschiedener Plastrohre 
aufgebaut und eine Reihe von Versuchen angestellt. Nun möchte id1 

1) Zeitschl'ift „Novij mir" (lflü6) Nr. 8, S. 209 
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wissen, ob il'h noch weitere Versuche anstellen muß oder ob die erhal­
tenen Ergehnissc ausreichen. 
Ich: \Vo�n ansl'eichen :1 
Er: Zn Schlußfolgel'ungen über <lie Festigkeit der Plastrohre un tei·

den verschiedenen Ucdingungen. 
Ich: Erlüu lern Sie bitte ausFührlieher, welches Ziel Sie sich gestcll t 
haben. 

Er zeigt mir Tabellen mit den Resultaten. Jeder Versuch zog sich übe1· 
mehrere Wochen hin. Nach der Aufgabenstellung sollte der günstigste 
Kunststoff für Rohrleitungen ausgewählt werden, durch die Erdöl untel' 
Oruck gepumpt wird. Während der Versuche wurden die Rohre einige 
Wochen einem bestimmten Druck ausgesetzt; danach wurden sie in einer 
speziellen Maschine auf�e1·issen, und die zum Zerreißen notwendige Kraft 
wurde gemessen. Die Überreste der Rohre wurden nach dem Versuch 
weggeworfen. 

Ich: Warum haben Sie die Versuche nicht alle gleich lange durch­
geführt? 
Er: Meine Versul'hsmethodik hat. zum Ziel, möglichst schnell zu 
Schlußfolgerungen über die Festigkeit der Rohre zu gelangen. Es 
sollte die A hhängigkeit zwischen der Zeitdauer der Belastung der 
Rohre und <l1)r uotwendigen Zerreißfestigkeit festgestellt werden. 
Diese .\bhängigkcit habe ich über eine Dauer von zehn Wochen 
expei·im<'ntcll untersucht, und für den weiteren Verlauf kann ich sie 
dann mi L Hilfe l heoretischer Überlegungen extrapolieren. 
Ich: Bei einem solchen Herangehen können die Angaben über die 
Zerreißfestigkeit der Rohre nach einem, zwei oder drei .Jahren Be­
nutzung fehlerhaft werden :1 
Er: Ja; durch den Vergleich verschiedener Plastsorten ist es jedoch 
möglich zu entsl'hciden, ob ein Kunststoff einem anderen vorzuziehen 
ist. Ein Hohr müßte viele Monate oder Jahre belastet werden, um zu 
einer exakten Aussage zu gelangen. Ich kann aber nicht so lange 
warten, um die Qualität. der ,·erschiedcnen Rohrtypen zu beur­
teilen. 
Ich: NuLürlich, die Dissertation soll möglichst schnell verteidigt 
werden! 
Er: Sie können guL lachen: Ein Mathematiker beweist einige Sätze 
und verteidigt dann seine Arbeit. \Vir müssen aber experimentell 
.Resultate sammeln. Dabei geht viel Zeit verloren. 
Ich: Ju, zur schnellen Fertigstellung einer Dissertation sind theo-
1·etische Fragen besser geeignet, wenn sie nicht zu schwierig sind. 
'.\lebenbei bemerkt: Man kann auch bei theoretischen Fragen hängen­
bleiben. Für Sie scheint es also offensichtlich zu sein, daß Ihre Ver­
suchsanordnung zu entscheiden erlaubt, welche Plastsorte die größte 
Zerreißfestigkeit hat. Mir ist das vorläufig gar nicht offensichtlich ..• 
'.\fehmcn wir nber an, Ihre Hypothese sei richtig. Nach welchen 
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Zeitabschnitten messen Sie die Zerreißfestigkeit, und wieviel Rolm' 
untersuchen Sie gleichzeitig? 
Er: Ich kann 20 Rohrstücke einlegen und nehme alle zwei Wochen 
5 Stück heraus. Leider kann ich keine größere Menge gleichzeitig 
erproben - die Anlage erlaubt es nicht. 
Ich: Worin besteht nun Ihre Frage? 
Er: Ich habe bisher Versuchsserien für drei Rohrtypen durchgeführt. 
Ist das ausreichend, oder muß ich weitere Versuche anstellen? 
Ich: Besitzt nach Ihren bisher durchgefüh1·ten Ve1·suchen ein Rohr­
typ besondere Vorteile? Können Sie beispielsweise zeigen, daß nach 
zweimonatiger Belastung bei dem einen, besseren Hohrtyp die 
Zerreißfestigkeit nur um .10/0 gesunken ist und bei den anderen um 
ganze 20%? 
Er: Wo denken Sie hin! Sehen Sie sich die Tabellen an. Die Werte 
haben alle ungeführ die gleiche Größenordnung. Beim Vergleich der 
Mittelwe1·te scheint mir allerdings die erste Plastsorte um etwa 50°/0 

besser zu sein als die anderen. Und Rohre aus diesem Plast hätten 
dann auch eine um 500/0 höhere Lebensdauer; das würde Millionen 
an Einsparungen bedeuten. 
Ich: Wieviel kosten Ihre Versuche? 
Er: Warum wollen wir uns auf Ökonomie einlassen? Beschäftigen 
wir uns lieber mit der Statistik. 
Ich: Stellen Sie sich vor, daß Ihnen die Gallenblase entfernt werden 
müßte. Es gibt zwei Chirurgen, die Sie operieren können. Der eine 
hat 10 Operationen ausgeführt, davon 9 erfolgreich, der andere hat 
bereits 100 Operationen gemacht und 90 erfolgreich. Welchen würden 
Sie vorziehen ? 
Er: Selbstverständlich den zweiten, jedoch ... 
Ich: Wenn beim zweiten aber nur 85 von 100 Operationen erfolgrciclt 
verlaufen sind? 
Er: Ich weiß nicht recht, vielleicht doch den zweiten, er hat immer­
hin mehr Erfahrung! 
Ich: Ich will Sie von der Angst um den Ausgang der Operation 
befreien. Nehmen wir an, daß wir zwei gute Schützen haben. Der 
eine hat 9 von 10 möglichen Treffern, der andere 85 von 100 mög­
lichen, welcher verdient den Lorbeerkranz des besseren Schützen? 
Er: Ich bin zu Ihnen gekommen, um Antwort auf meine Fragen zu 
erhalten, und Sie tischen mir neue auf. Das ist gegen die Spielregeln. 
Ich: Nicht doch, ich will Ihnen nur helfen, Ihre Fragen richtig zu 
formulieren. Da Ihnen aber dieser Weg nicht gefällt, will ich versuchen, 
auf Ihre nichtgestellten Fragen zu antworten. Wir haben es hier mit 
mehreren Fragen zu tun. Versuchen wir sie einzeln aurzuführen. 
Die er.�te Frage. Wieviel Versuche muß man fahren, um völlig davon 
überzeugt zu sein, daß der aus den Versuchen erhaltene l\littelwe1·t 
mit dem tatsächlichen Wert der Zerreißfestigkeit übereinstimmt'.' 
Diese Frage läßt sich exakt beantworten - unendlich viele! 



Er: Wie denn - unendlich viele? 
Ich: Jede Messung ist mit einem Fehler behaftet, dessen Größe 
unbekannt ist und sich von Versuch zu Versuch ändern kann. Das 
arithmetische Mittel aus den erhaltenen Werten wird deshalb immer 
einen Fehler aufweisen, wenn wir endlich viele Versuche ausführen. 
Natürlich nimmt die Fehlergröße des Mittelwerts mit der Anzahl der 
Versuche ab, wenn die Fehler rein zufällig sind und die Versuche unter 
gleichbleibenden Bedingungen stattfinden. Sie läßt sich jedoch bei 
endlicher Anzahl de1· Versuche nie zu Null machen. Daraus ergibt sich 
die zweite Frage. Was kann man bei 5, 10 oder 1000 Versuchen 
garan Liercn? Sie haben mehr Vertrauen zu einem Chirurgen, der 
90 von 100 Operationen erfolgreich ausgeführt hat, Sie trauen ihm 
mehr Erfahrung zu (ein richtiges Wort!). Das Vertrauen zur Be­
hauptunµ-: ,,Der Chirurg führt 90% der Operationen erfolgreich 
aus!" ist also unterschiedlich: Es ist größer bei 90 von 100 und 
kleiner bei 9 von 10 erfolgreichen Operationen. Ihnen ist bestimmt 
intuitiv klar, was ein Vertrauensfaktor ist? 
Er: Ja, wie kann man ihn aber ermitteln? 
Ich: Das kann auf verschiedene Weise geschehen. (.; l'Ob ausgedrückt, 
das isl der Preis, den Sie für stärker gesicherte Ergebnisse zahlen 
müssen. Dieser Preis kann durch die Anzahl der notwendigen Ver­
suche bei Berücksichtigung ihrer Genauigkeit ausgedrückt werden; 
er läßt sich auch in Geld oder noch anders angeben. Hier berühren 
sich die Statistik und die Ökonomie, obwohl Sie beide gern trennen 
möchten. 
J�r: Ja, ich verstehe. Wie habe ich mich aber zu verhalten? 
Ich: Da,·on wird später die Rede sein. Ich wilJ erst einmal die Fragen 
formulieren. Sie haben aus irgendeinem Grund jeweils fünf Probe­
stücke in gleichen Zeitabständen herausgenommen. Tatsächlich 
ändert sich die von Ihnen untersuchte Zerreißfestigkeit jedoch 
nicht linear mit der Zeit; eher ist der Zusammenhang hyperbel­
Iörmig oder exponentiell, das hieße y = 2-«1 (t - die Zeit; y - die 
Festigkeit; � - ein Zahlenfaktor). Der entscheidende Teil dieser 
Kurve ist der Anfangsabschnitt. Daraus ergibt sich noch eine Frage. 
Die dritte Frage. Zu welchen Zeitpunkten ist es am zweckmäßigsten, 
die Messungen der Zerreißfestigkeit durchzuführen, und wieviel 
Rohre sind jedesmal zu nehmen? Diese Frage kann auf verschiedene 
Weise gestellt werden. Man kann annehmen, daß die Anzahl der zur 
Verfügung stehenden Rohrstücke sowie die Zeitdauer zur Durch­
führung aller Versuche von vornherein festgelegt sind. Dann besteht 
die Aufgabe darin, die Zeitpunkte für die Messungen und die Anzahl 
der jeweils zu prüfenden Rohre so festzulegen, daß sich ein maxima­
ler Vertrauensfaktor ergibt. Man kann aber auch den zu erreichenden 
Vertrauensfaktor vorgeben und die Gesamtkosten für sämtliche 
Versuche minimisieren. Die Aufgabe läßt sich auch noch auf ver­
schiedene andere Arten lösen. 
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Er: Nun bin ich völlig ratlos ... Wie habe ich mi,·h den nun zu 
verhalten? 

Wir haben die Aufgabe entsprerhend formuliert, der Versuch wurde 
geplant, und nach zwei Monaten lagen die Ergebnisse ,·or. Ich werde 
nicht ausführlicher bei diese1· speziellen :\ u rgu hc ,·erweilen. 

Der Experimentator und der Statistiker 

Das Gespräch mit dem Doktoranden macht die allgemeine SituaLion 
deutlich, in der sich jemand befindet, der eine experimentelle Unter­
suchung durchführt. \Vir wollen nun die in diesem Cespriic-h berührten 
Fragen etwas ausführlicher behandeln. 
Die Experimentatoren bitten selten die StatisLiker um Hilfe. Meist lw­
arbeiten sie ihre Beobachtungsergebnisse selbst, so gut sie es können. Die 
Schlußfolgerungen sind manchmal einfach phantastisch, ich erwähnte 
das bereits. Es gibt aber noch weitere Probleme. Die Ergebnisse eines 
Versuchs, ihre Aussagekraft und ihr Informationsgehalt hängen stark 
davon ab, wie der Versuch durchgeführt wird; zu welchen Zeitpunkten 
gemessen wird, wie viele Messungen gemacht werden und in welchen 
Punkten, wie die Werte der Parameter oder Einflußgrößen gewählt 
werden, die sich in der Hand des Experimentators befinden usw. Man 
könnte noch sehr viele Frage- und Ausrufesätze anführen. Offenbar mul.l 
der Mathematiker dem Experimentator zu Hilfe kommen, um ihn in 
Ehren aus dem Gewirr dieser peinlichen Fragen zu rellen. 
Wie hat man sich zu verhalten? Ganz einfach: \Venn man selbst nid1t 
,·ersiert ist, muß man sich an den Statistiker um Hilfe wenden. Nicht 
erst, wenn die Versuche abgeschlossen sind, sondern zn neginn der 
Arbeit. Oft macht sich der Experimentator bei der Planung eines Ver­
suchs wenig Gedanken darüber, wie er später aus den \'ersuchsergeb­
nissen möglichst viel Information über die zu untersu!'hende Ersl'heinung­
gewinnen kann. Dafür würde sich aber der Slatistiker in erster LiniP 
interessieren. Er müßte den Versuch planen, die.-\ nznhl t!er notwendigen 
Messungen festlegen, ihre Ausführung durchdenken und sich auch darum 
kümmern, daß die Daten in einer für rlie unmit.telhnre Bearbeitung 
bequemen Form aufgezeichnet werden. Er würde den Experimentator 
laufend „stiiren" und die Beachtung der verschiedenen sdwinbar un­
wesentlichen Bedingungen fordern. Doch dafür ginge die Bearbeitung 
und Auswertung der Versuchsergebnisse dann �ehr S<'hnell und wirksam 
vonstatten. 
Ein Biologe, der den Einfluß einer Stmhlung aur weil.le Mäuse unte1·­
suchen will, nimmt 30 Miiuse und bildet aus ihnen zwei Gruppen: eine 
Kontrollgruppe mit z.B. 10 Mäusen und eine \'ersul'hsgruppe mit :W 
Mäusen. Diese 20 Miiuse teilt er in 5 Gruppen zu je !i '.\Hiusen ein. Jcd1• 
Gruppe aus 4 Miiusen wird einer bestimmten Strahlendosis ansgeselzl. 
Scheinbar ist alles in Ordnung, er hat eine Kon1.rollgruppP und ei11P 
Versuchsgruppe. Der Statistiker würde alle ,Iäuse rnil !'J11111mern ,·N-
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sehen und unter Benutzung- einer Tabelle miL Zufallszahlen, ohne die 
Mäuse anzusehen, bestimmen, welche Nummern in welche Gruppe 
kommen. DamiL s<'hließL Cl' nicht nur das hewußte Vorziehen bestimmter 
�Iäuse aus (z. B. <ler kräftig-slen füi· die stiirkstc Bestrahlung), sondern 
auch das unbewußte. 
Die Versuchsobjekll• 111iisse11 im allgemeiuen ,·öllig zufällig ausgewählt 
werden, damit aul'h nid1t die geringste lJrsachu für Fehlschlüsse be­
steht. 
Diese Feststellungen beziehen sich auch auf unbelebte Gegenstände. Als 
Beispiel wollen wfr die Organisalion de1· Gütekontrolle in einem Werk 
fü1· Elektronenröhren betrachten. 
(;ütekennzifrer ist die Lelw11sdauer der Röhren. Das Werk möge in einem 
Monat 50000 Röhren eines Typs herstellen, deren Lebensdauer bei 
nnunterln·ochenem Betrieb 500 Stunden (also über 20 Tage) betragen 
muß. Nun soll die ,\ufgul,e der <:ütekont.rolle für die 50000 Röhren 
gclüst wt•rdcn. 
Zur Kontl'Olle de1· Lebcusdaucr de1· llöhrcn wird eine beslimmle Anzahl, 
eine Stichprobe, ausg-ewiihlt, auf den Prüfstand gebracht und 20 Tage 
belastet. \Viihrend die�er Zeil ,·erbleibL der gesamte Röhrenposten im 
Werk. Es könnte ja sein, daß die Röhren nicl;L cler Forderung nach 500
Stunden Lebc11sdaue1· genügen. Und es gibt viele Röhrentypen; die 
Lager sind miL fertiger Produktion vollgestopft. Eine schlimme Lage ... 
\Venn man stichprobenweise kontrolliert, ist es wichtig zu wissen, 
wieviel Hölucn gep1·üft werden müssen 1111d wann das Ergebnis als 
befriedigend ang-csehen werden kann. 
\"or etwa 15 Jahren begegnete ich in einem Betrieb diesem Problem. Der 
;\Jonatspl'Oduktion ,·on :WOOO bis zu LOOOOO llöhren eines Typs entnahm 
man JO Höhren und LeLrieb sie 500 Stunden lang auf dem Prüfstand. 
\\'enn innerhalb <lieser Frist keine der JO Röhren \'Crsagle, wurde der 
Posten als qualitätsgerecht angenommen. Hielt jedoch nur eine llöhre 
der Prüfung nicht stand, so gab man Alarm, und es wurden die Gründe 
Hir diesen so hohen (!) .\ussdwß gesucht und schleunigst Maßnahmen 
zur Senkung des .\usschusses ergriffen. 
}(an kann aber unschwm· be1·echnen, daß lici ci11e1· derartigen :\1cthodc 
die \Valll'sdieiulichkeit dafür, daß dem Yerbraucher ein ga11z miserabler 
Röhr<'npostcn ausgeliefert wird, recht groß ist. Enthält der Posten 5°;41 
.\11ssd111ß, sind also von 100000 Röhren 5000 nicht in Ordnung, so sind 
lici zufiilligcr Auswahl alle 10 Röhren der Stichprobe mit einer Wah1·­
�chci111ichkeit n1n O,G einwandfrei. Das bedeutet, daß im Mittel 60 Posten 
,·011 HIO angenommen werden, selbst bei 50/0 .\usschuß. Sogar bei einer 
tatsäd1li<'hen ;\ ussdmßquote von 100/0 werden nach diesem Kontroll­
,·erfahren 3'1 ,·on 100 Posten als einwandfrei angenommen. Der Ve1·­
braueher wird mit solch einer schlechten Güte kaum zufrieden sein. 
Es ist natürlich nicht guL, wenn sich derart unzuverlässige llöhren im 
Fernsehgerät oder Radioapparat befinden. Aber hier bleibt die Sache auf 
einige Kraftausdrücke an die Adresse des Röhrenwerks und den Garan-
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tieumtausch de,· Röhren heschriinkt. Die Flüche werden meist nur zu 
Hause ausgesprochen, und der Direktor des Werkes kann in Huhe angeln 
fahren. Ist aber der Verbraucher ein anderer Betrieb, der die Röhren für 
irgendwelche Spezialgeräte benutzt, die mit hunderten oder noch mehr 
Röhren bestückt sind, so kann es sehr ernste Unannehmlichkeiten 
geben. 
Wir wollen hier nur eine Näherungsbetrachtung anstellen. Sind in dem 
betrachteten Röhrenposten 10% Ausschuß und sind <lie Ausfälle gleich­
mäßig über die 500 Stunden verteilt, so ist die Wahrscheinlichkeit für 
den Ausfall einer beliebigen Röhre im \'erlauf eines Tages etwa 0,005. 
Nehmen wir an, daß ein Gerät zur automatischen Steucrn11g irgendeines 
Prozesses 300 Röhren enthält. Die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses. 
daß im Verlauf eines Tages keine der 300 Röhren ausfällt, ist etwa 
(1-0,005)300 = 0,995�00""' 0,2. Die Wahrscheinlichkeit dafiir, daß im 
Verlauf eines Tages wenigstens eine Röhre ausfällt, ist dann 1-11.2 = 
0,8. 
Wenn der Ausfall nur einer Röhre zu Fehlern in der Funktion oder zum 
Ausfall eines ganzen Geräts führt, ergibt sich aus unserer Überschlags­
rechnung ein katastrophales Bild: Im Mittel wird das Geriit nur an 2 von 
10 Tagen ohne Störungen arbeiten. Nur Selbstmörder würden sich z.B. 
in ein .Flugzeug setzen, das mit solch einem Gerät ausgerüstet. ist. 
Kehren wir zurück zur Frage der Entnahme einer Stichprobe für die 
Gütekontrolle. Stellen wir uns einmal vor, das \Vcrk wolle nur seinen Plan 
erfüllen, und für die Qualität übernimmt der Betrieb keine besondere 
Verantwortung. In solch einem Fall werden die Ve1·treter des Werkes 
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bewußt o<ler unbewutit rnöglichst gute Röhren zur Gütekontrolle senden. 
Wenn z. B. die Tagschicht bessere Röhren fertigt als die Nachtschicht, 
wird man von der Tagschicht hergestellte Röhren auswählen; wenn 
gewisse .\rbeitsgänge von Hand ausgeführt werden, ist es günstig, nur 
von erfahrenen Facharbeitern bearbeitete Röhren zur Gütekontrolle 
:tu geben. Bei einer solchen Gütekontrolle müßte der Verbraucher noch 
schlechtere Hiihren in Kauf nehmen! 
Natürlich ist fü1· eine Gütekontrolle eine Stichprobe von 10 Röhren meist 
bei weitem nicht aus1·eichend. Nun entstehen aber organisatorische 
Probleme: Es gibt ,·iele Röhrentypen. Nimmt man von jedem Posten 
z. B. 1000 Röhren für :!O Tage auf den Prüfstand, so sind riesige Prüf­
räume nötig. Außerdem benötigt man viel Elektroenergie, und die
llöhren wandern vom Prüfstand auf den Schrotthaufen oder können nur
noch stark prcisgesenkt abgesetzt werden. Das alles führt zu hohen
l'roduktionsverlusten.
Ein Statistiker wiiI·dc zunächst fordern, daß <lie zu prüfenden Röhren
:tufällig ausgewählt werden. Außerdem ließe sich auch das Verfahren
selbst bedeu tenrl Yervollkommnen.
Die Statistiker kennen heute schon vorteilhaftere Verfahren zur Ent­
scheidung über .\.nnahrne oder Zurückweisung der Posten.
Stop! 1\chtcn Sie auf die hervorgehobenen Begriffe! Bis jetzt war von
ihnen nur so nebenbei die Rede, wir wollen uns jetzt direkt mit der Ent­
scheidungstheorie besehäftigen.

Wir müssen eine Entscheidung fällen 

Entscheidungen hat jeder von uns auf Schritt und Tritt zu fällen. Die 
Leiter von Betrieben uud Laboratorien, die Mitglieder der Regierung, 
Pionicl'leitet· und Brigadiere haben z. B. organisatorische Entscheidungen 
w fällen. Der Arzl fällt eine Entscheidung, wenn er eine Diagnose stellt, 
ein Hezept verordnet, sich für eine Behandlungsmethode ausspricht oder 
einen Patienten krankschreibt. Ein Kraftfahrer oder ein Pilot entscheidet, 
wenn er einen bcslimmten \Veg zu seinem Ziel festlegt oder diesen ändert, 
wenn er Gas gibt oder auf die Bremse tritt. Der Wissenschaftler trifft 
eine Entscheidung, wenn er eine Versuchsmethodik festlegt oder den 
Beweis fiir einen Lehrsatz auf bestimmte Weise führt. 
Wenn wir zum Stelldichein oder zum Standesamt gehen oder zum Ge­
richt, treffen wir ,·orher eine Entscheidung, die jedoch leider nicht immer 
gut dm·ch<la,·ht ist! Es kann allerdings auch in anderen Situationen 
vorkommen, dal.l tlic gefällten Entscheidungen nicht aus1·eichend be­
gründet sintl und auf einer schlechten Basis ruhen. Das muß nicht unbe­
<lingt an Leiehtsinn oder mangelnder Weisheit liegen, die Ursache kann 
auch ungenügende Information sein. 
Wenn die vorhandene Information unzuverlässig und nicht ausreichend 
ist, ist man gezwungen, eine Entscheidung „auf Verdaeht" zu fällen und 
sich nur das unglückselige Gefühl zu verlassen. Entscheidungen werden 
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oft unter den Bedingungen völliger l_:nbestimmtheit gelrnfr<'n. l>it• 
:\lessungen oder Untersuchungen werden unter der Bedingung der 
Unbestimmtheit durchgeführt und nur selten (um nicht zu sagt•n - lll<'!

dienen sie als Anlaß zur Durchführung und .\uswc-rtung Yon Ve1·sul'he11. 
Jeder wissenschaftlich Tätige - der Physiker, der Ingenieur, der:\ rzt und 
der Soziologe - stellt Versuche an und zieht aus ihnen Schlul.Holge­
rungen mit unvollständiget Tnformation und unter dem EinfluL-1 des 
Zufalls, also unter der Bedingung einer gewissen Unbestimrnthcil. Di<' 
Schlußfolgerung - Ents<"heidung - kann verschiedener Art sein: in 
einem bestimmten Gebiet <'ine Bohrung anzulegen; ein Gebiet als erd­
ölfündig zu bezeichnen; Streptomyzin als wirksames Mittel gegen Lun­
genentzündung anzusehen, einen Posten H.undfunkröhren amrnnehmc-n. 
wenn in einer Stichprobe aus 50 Röhren höl"hstens zwt•i den Gütean­
sprüchen nicht entsprechen; die Lichtgeschwindigkeit im \'akuum zu 
2,99793· 1010 cm/s anzunehmen; zu behaupten, ein neues Elementar­
teilchen entdeckt zu haben; zu einer neuen Fo1·m des iikonomischen 
Ilehcls für die Mitarbeiter dm· Betriebe überzugehen; die Auf11al1111e­
zirrern für das Fernstudium an den Technischen Hod1sd111lcn auf ein 
Fünftel zu senken. 
Damit man aus einer Menge möglicher Entschci<l1111gl'II die optimal,.· 
oder zumindest eine nahezu optimale auswiihlen kann, mu13 man be­
stimmte Regeln für diese Auswahl kennen und sieh ,·011 diesen leitf'11 
lassen. 
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llcnte ist die Wissenschaft bereits in der Lage, in Yielen Fällen die 
Hegeln oder, wie es jelzt zu sagen üblich ist, die Strategie für die Auswahl 
der optimalen Entscheidung anzugeben. In anderen Fällen existiert eine 
derartige Strategie noch nicht; es gibt aber bestimmte Empfehlungen, wie 
man die Fragen am besten formuliert, ein passendes mathematisches 
Mo1lell für die zu betrachtende Situation wählt und die Eigenschaften 
des Modells untersuch!. 
Die l'roblt•11H• der E111sd1eidungsthcorie hängen eng mit einigen anderen 
mathematischen Cehieten zusammen. Dazu gehören die Spieltheorie, die 
Theorie der Opti111icrn11g, speziell der optimalen Planung und Leitung 
und a11de1·1-, nicht zuletzt die \Vahrscheinlichkeitsrcchnung und mathe­
nrntisl'he Slatistik. 
Die mathemalisl'hc Statistik beschäftigt sich nicht nur mit Methoden 
zur .-\uswerlung experimenteller Untersuchungen, sondern liefert auch 
:\lethodcn zur Auswahl von Entscheidungen, wenn die Unsicherheit, 
unter der die Entscheidung zu treCfen ist, statistisch stabilen Charakter 
hat. 
i\lan muß sich natürlil'h eingestehen, daß die Auswahl einer Entscheidung 
11id1t nur auf stalistisehen Überlegungen beruhen kann. Es ist Ihnen 
sicher ganz nud gai· nil'ht gleichgültig, ob sich in :1.0 von 100 Fällen ein 
Schiilcr heim Liisen einer Rechenaufgabe irrt, ein <:eologe, der eine 
Schi1·h1 als 1•1·dülfü11dig hczcichnet, oder ein Chirnrg, dem Sie Jhr Leben 
a 11 vertrauen. 
Es ist für Sie sicher interessant zu wissen, oh eine unzuverlässige Röhre 
in Ihr Fernsehgerät kommt ode1· in ein Cerät des Flugzeugs, mit dem Sie 
fliegen wollen. Dol"h die Wahrscheinlichkeit dafür, daß die llöhre nur 
eine Stunde funktioniert, isl. in beiden Fällen dieselbe! 
Der Statistiker, der Hegeh1 für eine Entscheidung angibt, und der Experi­
menlnlor, der diese Regeln benutzt, müssen die Folgen ihrer Entschei­
dung kennen: Bei eine1· falschen Entscheidung kann ein Verlust an 
,\le11s1:henlehen und großen \Verten eintreten, ein ZeitYerlust die Folge 
sein nde1· ein guter Huf eingebüßt werden. Deshalb sollte man keine 
;\lii he s1·he11en. 11 m gute Regeln für Entsclwirluugen aufzustellen. 
kh sprnl'h davon, daß Entscheidungen nicht nur in der \Vissenschaft 
verlangt werden, sondern auch von jedem einzelnen im tiiglichen Leben. 
Und Si1•, ,·erelu·ter Leser, entscheiden gar nicht so schlcchl, denn sonst 
würden Sie jetzt kaum die Zeit, Gelegenheit und Muße haben, dieses 
Buch zn )psen. Sie \'erlassen sich dnbei auf Ihren gesunden Menschen­
vl'rslancl 11ncl die Intuition, die Sie selten in die Irre führen. Doch wir 
wollen Sie anschließend einer kleinen Prürung unterziehen. 

Intuition: Gt>burtstage 

Wenn der Celmrtstag eines Ihrer Bekannten mit Ihrem zusammenfällt 
(sell,st, w1•1111 er Ciinr�ig wird und Sie dreißig), halten Sie das für einen 
,,g-anz großen Zufall". 1 ('h kannte Verliebte, die sich an ihrem gemein-

J 1 1.hurgi11 1Gl 



samen Ceburtstag kennengelernt hatten. Schon den gemeinsamen Ge­
burtstag betrachteten sie als Wink des Schicksals! Und daß sie sich 
gerade an diesem Tage kennengelernt hatten, war doppeltes Omen! 
Stellen Sie sich einen Hörsaal vor, in dem einige hundcrt Hörcr sitzen. 
Wir führen folgendes Gedankenexperiment aus: Wi1• befragen sämtliche 
Anwesenden nach ihren Geburtstagen und notieren. wie oft jeweils zwei, 
drei, vier usw. an ein und demselben Tag Geburtstag hahen. Vorher 
schließen wir eine \Vette ab, das macht die Sache intcrl'ssanter. Ich 
zahle lhneu 5 Mark, wenn im Hörsaal nicht wenigstens zwei Personen 
gemeinsam Geburtstag haben, und Sie zahlen mi1· 5 Mark, wenn im 
Hörsaal wenigstens zwei Personen an ein und demselben Tn� Gehurtstag 
feiern. 
Wieviel Personen müssen im Hörsaal sein, damit unsere Wette reell ist, 
d. h. damit wir beide die gleichen Chancen zum Gewinnen haben? Wenn
367 Personen im Hörsaal sitzen, so gibt es mit Sicherheit zwei mit µ-e­
meinsamem Geburtstag, und Sie befinden sich in aussichtsloser Position.
Ein Jahr kann höchstens 366 Tage haben, und es kann im äußersten Fall
vorkommen, Jaß bei 366 Personen jeder an einem anderen Tag Ge­
burtstag hat (am 1. Januar, am 2. Januar usw. bis zum 31. Dezember).
Doch für die 367. Person bleibt kein Tag frei, und er muß mit jemanden
gemeinsam feiern. Sind andererseits im Hörsaal nur zwei - Sie und
ich -, so sind die Chancen recht gering, daß wir an ein und demselben
Tag Geburtstag feiern, nnd ich habe wenig Aussicht. die fiinf Mark zu
gewinnen.
I eh bitte Sie, zunächst die vorstehend gestellte Frage nach der .Anzahl der
Personen im Hörsaal zu beantworten (im Verlauf von f1 Minuten), ohne
,Iie folgenden Seiten zu lesen. Merken Sie sich die Zahl. die Sie als Antwort
festgelegt haben.
Man erhält durch eine einfache Rechnung leicht die exakte Antwort.
Zur Erläuterung der Methode betrachten wir zunfichst eine einfache
:\ufgabe.
Wir schreihen das Wort MÄUSLEIN aur J>appc. zerschneiden das
Pappstück in kleine Quadrate mit jeweils einem Buchstaben, drehen
die Buchstaben nach unten, wie beim Dominospiel (Bild 109), und
vermisehen die Pappstücke.· Jetzt nehmen wir nacheinander einzelne
Buchstaben auf und setzen sie in der Reihenfolg-e ,]es AuCnehmens anein­
ander.
Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit dafür, daß dic nachf'in:rndn aufge­
nommenen Buchstaben das \-Vort EIS ergeben?
Wenn wir annehmen, daß die Buchstaben gut. durd1gcxni�eh1 sind und 
nlle die gleiche Chance haben, gezogen zu werden, läßt sich die Wahr­
scheinlichkeit leicht berechnen. Die \,Vahrscheinlichkeit, zuerst das E
zu ziehen, ist gleich J :8 (das E steht auf einem ,ler acht Pappquadrate).
;\ us den restlichen sieben Quadraten kann man mit der Wahrschein­
lichkeit L: 7 Jen Buchstaben I ziehen und schließlirh aus den ,·erblei­
benden sechs mit der \Vahrscheinlichkeit 1.:6 das S. Wir erhalten damiL
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für die Wahrscheinlichkeit des Wortes EIS 

l l 1 

8 7 6:::::: 
0,003

Bild 109 

Das ist eine recht kleine Wahrscheinlichkeit. 
.Jetzt wollen wir zu unserer Wette zurückkehren. In meinen Vorlesungen 
über die Wahrscheinlichkeitsberechnung habe ich die Frage, die ich an 
Sie gerichtet habe, auch öfter meinen Zuhörern gestellt. Es gab die ver­
schiedensten Antworten: 100 Personen, 150, 183 (das ist gerade 366:2).
Weniger als 50 hat nie jemand genannt. Danach haben wir die Geburts­
tage der im Hörsaal Anwesenden festgestellt (das nimmt weniger Zeit in 
Anspruch, als man zunächst meint), un1l bei einem Auditorium von 80, 
50 oder nur 30 Personen fanden sich fast immer einige mit gemeinsamem 
Geburtstag. Auf die Hörer macht das einen �ehr großen Eindruck. 
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l\nn wollen wir die Rechnung ausführen. Wir berechnen zunächst die 
Wahrscheinlichkeil für das entgegengesetzte Ereignis, daß n Personen 
verschiedene Geburtstage haben. Der Einfachheit halber legen wir das 
Jahr mit 365 Tagen zugrunde. Femer setzen wir voraus, daß jeder der
365 Tage gleichwahrscheinlich für einen Geburtstag ist.
Die erste Person darf an einem beliebigen Tag geboren sein, ohne daß sie 
zusammen mit einer anderen Person Geburtstag haben kann: 
365 :365 = 1. Die Wahrscheinlichkeit dafür, daß die zweite Person nicht 
zusammen mit der ersten, sondern an einem anderen Tag 11churt.slag hat, 
ist 364:365 (denn einer der 365 Tage ist schon von der ersten Person
besetzt). Uie Wahrscheinlichkeit für die dritte Person, 11id1t mit der 
ersten oder zweiten gemeinsam Geburtstag zu haben, ist :363: 365. Der
wcilere Ansatz ist offensichtlich. Die Wahrscheinlichkeit des gemein­
samen Eintretens der n Ereignisse, d. h. die Wahrscheinlichkeit dafür, 
<lall allen Personen verschiedene Geburtstage haben, berechnet sich zu 

365 364 363 365 - (n - l) 
Qn = 365. 365 . 365.. ... . . :füs -·· -

Die ,vahrscheinlichkeit des uns interessierenden Ereignisses - wenig­
stens zwei Personen haben an ein und demselben Tag Geburtstag - ist 

Pn
= 1-Qn 

Tafel,;. Wahrscheinlichkeiten für Geburtstage an ein wul de1nseU1en 
Tag 

Anzahl der 
Personen 
lt 

:, 
10 

15 
20 

21 
22 
2:1 

2'1 
2:i 
:10 

40 

fiO 
60 

70 
80 
!)0 

100 
12:; 
HiO 
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Wahrscheinlichkeit des 
Zusammcnfallens \vt•nig­
stens zweier Geburtstage 
Pn 

0,027 
0,117 
0,253 
0,411 
0,441, 
0,476 

0,507 

0,538 
O,:"i6!) 
0,706 
0,891 
0,970 
0,994 

Niihcrungswl'is<•s Ver­
hältnis der Einsiitzc ill'i 
einer reellen \Vl'lte 

70: 100 

80: 100 

fit : 100 
jfü: 100 

116: 100 
1:rl :100

2�2: 100 
8fü: 100

:1:1: 1 
1ü9:1 

1200: 1. 
12000: l 

160000: l 
33.10:, : 1 
31- f0!1 : 1
45, 1014: 1



Hechnel man Pn für verschiedene n aus, so erhält man die Zahlen der 
zweiten Spalle \'On Tafel 5. Die dritte Spalte gibt für dieselben n an, in 
weld1em \' erhältnis die Wetteinsätze für eine reelle 'Wette stehen müßten, 
bei der die Chancen fiir die beiden Partner gleich groß sind. Wie mau 
leicht sich t, ist dieses Verhältnis 

Aus Tafel 5 entnimmt man, <laß die Antwort auf unsere am Anfang 
dieses Abschnitts gestellte Frage verblüffend ist: Unsere Wette ist bei 
gleichen Einsätzen etwa reell, wenn 23 Personen im Hörsaal sind. Die 
Walu·schcinlichkeit dafür, daß alle Personen verschiedene Geburtstage 
haben, ist dann ungerähr die gleiche wie clie, daß die Geburtstage ,·on 
wenigstens zwei Personen zusammenfallen. Bei :LOO anwesenden Per­
sonen ist unsere Welle nur dann reell, wenn ich :{300 000·5 Mark gegen 
Ihre 5 Mark setzen wür<le. 

Intuition: Glück - Pech 

Verspätungen, Niederlagen, unerwünschte Begegnungen, Unglück in der 
Liebe, schlechtes Wetter und schlechtes Beißen der Fische beim Angeln 
,·ergiften das Leben der Menschheit. Während das schlechte Wetter 
o<ler das schlechte Beißen der Fische nicht auf das persönliche Konto 
des einzelnen Menschen kommen, sind Yerspätungen, Niederlagen oder 
Unglück in der Liebe schon Ihr eigenes Pech. Man sagt zwar, daß jemand 
ein ( ;lückspilz sei und ein anderer eine Pechsträhne habe. Das scheinen 
abe1· nur poetische Re<lewendungen zu sein! \Venn Sie jedoch in Ihrem 
c;edächtnis nachforsl'hen, wcr<len Sie sicher auch feststellen, <laß es in 
Ihrem Leben ausgesprochene Erfolgsperioden un<l Pechsträhnen gab. 
Ilabeu Sie etwa weniger in den Vordergrund tretende Ereignisse ,·er­
gessen oder gibt es tatsächlich Erfolgspe1-iodeu und Pechsträhnen? Ich 
will mir da1·üher kein Urteil erlauben; mau müßte erst einmal über 
md11·e1·e Jahre l'l'llsthafte Beobal'l1tungcn anstellen und vor allen Dingen 
<lefiniel'e11, was C lück und was Pech ist. Für Glücksspiele, aber auch fül' 
ernsthaftu :\ufgahen aus der Theorie de1· Diffusion, kann man die Be­
griffe Pcl'h od<'t' ( ;l(lck exakt definieren und genau untersuchen, inwie­
weit unsul'e inluiti\'en Yorstullungen der tatsächlichen Sachlage enl­
sprerhen. 
In Tafel 6 siu<l die beim 'v\."erfen eines l�ehlstücks erzielten Ergebnisse 
angegeben. Jede zweistellige Zahl gibt. an, wie oft bei jeweils 100 Würfen 
Wappen anfgelretcn ist.; die Gesamtanzahl der Würfe betrug 10 000. In 
del' ers Len Spalte sind dil• X ummern <ler V m·suchc angegeben, in der letzten 
die .\nzahl ,·on Wappen in der jeweiligen Serie zu 1000 \Vürfen. Die 
(;esamtanzahl ues Auftretens ,·on Wappen betrug 4979. Diese Zahl wir<I 
in Ihnen sicher keine Zweifel her,·orrufPn: Offonbar ist ,las Geldstfü·k 
wirklich sy111mclrisch. 
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Tafel 6. Ergebnisse des „Zahl-Wappen-Spiels'· 

Anzahl der 

1 

Anzahl der Wappen Gesamtanzahl 
Würfe <ler \Vappen 

Obis 1000 54 46 53 55 46 54 41 48 51 53 501 
bis 2000 48 46 40 53 litt 49 48 54 5;1 45 485 
bis 3000 43 52 ;:;8 51 '.:",j jO 52 50 5:1 49 50U 
bis 4000 58 60 M 55 50 48 47 57 52 55 536 
bis 5000 48 51 51 49 44 52 50 46 53 41 485 
bis 6000 49 50 4;:; 52 52 48 47 47 47 51 488 
bis 7000 45 17 41 51 49 59 50 j5 53 50 500 
bis 8000 53 52 46 52 44 51 48 51 46 54 497 
bis 9000 45 47 46 52 47 48 59 57 45 48 li91i 

bis 10000 47 41 :'i1 48 5!) ,jl :;:! ,i:j 39 41 484 

Obis 10000 
1 

4979 

Hetrachten Sie nuu nochmals Tafel G! Nach kürzerer oder liingerer 
aufmerksamer Betrachtung werden Sie mir die alte .Frage stellen: ,,Na 
und?" Ich möchte Ihnen ein Zahl-Wappen-Spiel vorschlagen. Laden Sie 
Ihren Freund oder Ihre Freundin ein und holen Sie ein beliebiges Geld­
stück aus der Tasche, möglichst das größte und schwerste. Sie (oder Ihr 
Partner) beginnen und werfen das Geldstück hoch. Wir wollen der Ein­
fachheit halber annehmen, daß Sie in gleichen Zeitabständen werfen. 
Fällt Wappen, so gewinnen Sie, und lhr Partner zahlt Ihnen eine11 
Pfennig; fällt Zahl, so zahlen Sie einen Pfenni� an Ihren Spielpartner. 
(;lauben Sie nicht, daß ich Sie auf die schiefe ßahn eines Glücksspieler� 
bringen will. Ich habe bewußt einen so kleinen Einsatz vorgeschlagen, 
damit sie nicht hankrott werden orll•r Ihre Aufregung über Verlust odC'r 
Gewinn nicht die wissenschaftliche Seite der Frage überschattet. 
Es ist ein klare Sache, Zahl und Wappen werden sich unregelmäßig 
abwechseln. Sie interessiert aber nicht, ob bei einem bestimmten Wurf, 
beispielsweise beim zweihundertsten, Zahl oder \\"appen auftritt, sondern 
vielmehr die verlorene oder gewonn·ene Summe bis zum betrachteten 
Zeitpunkt, also bis zum 200. Wurf. Von diesem Cesamtumsatz soll im 
folgenden die Rede sein und nicl1L da,·on, ob Sie in einem bestimmten 
Zeitpunkt gerade einen Pfennig gewinnen oder ,·erlieren. 
Stellen Sie sich vor, Ihr Partner führt gerade die Würfe aus, und Sie sind 
schon 200 Würfe lang nur auf der Verlustseite (Sie gewinnen zwar immer 
einmal etwas zurück, haben aber in der Summe immer nur minus). 
(;tauben Sie, daß Sie einfach Pech habeu oder verdiich tigeu Sie l hre11 
Partner der Falschspielerei? Wenn Sie an der Ehrlichkeit. 1 hres Spiel­
partners nicht zweifeln können, ist daun vielleicht. das Geldstück an 
dieser Ungerechtigkeit !;Chuld, und Sie müssen es gegen ein andere� 
auswechseln? Vielleicht scheinen Ihnen aber 200 Würfe zu wenig, 11111 
sich in eine Diskussion über Gerechtigkeit und Ungerechtigkeit einzu­
lassen? 
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lhre gute Laune i,t hiu. Sie lassen sich aber lhren Arger und Ihren 
Verdacht 11ichL aumerken und spielen weiter. Sie sind schon bei 1000 
Würfen ang-Plangl und sind immer noch auf der Verlustseite. Wie schät­
zen Sie jclzt die Situation ein? Sie beginnen spätestens jetzt, Ihren 
\litspieler zn ,·erdächtigeu. Doch, verzeihen Sie, was gibt Ihnen Anlaß 
zu einem Verdacht? Das l;eldstück ist symmetrisch, Ilu· l\Iitspieler 
verhält sich korrekt, bei jedem Wurf haben Zahl und Wappen die glei­
che Chani:e. Ihr gesunder Menschenverstand sagt Ihnen, daß bei einer 
genügend langen Serie nm Würfen jeder Spieler etwa die gleiche Zeit 
gewinnen und verlieren müßte. 
Das klingt zwar überzeugend, ist aher ein völliger Fehlschluß! 
Wir wollen jeweils den Spieler als führend bezeichnen, der im betrach­
teten Zeitpunkt gewonnen hat, d. h. Pfennige des anderen auf seiner 
Seite hat. Es erweist sich nun, daß ein \Vechsel in der Führung hedeuten<l 
seltener eintritt als uns das die InLuition - der „gesunde Menschen­
\'erstand"' - sagt. Die Wurfserien können beliebig lang sein; am wahr­
scheinlich, len ist, daß die Führung überhaupt nicht wechselt; nur ein 
einziger Wechsel der Führung ist wahrscheinlicher als zwei; zwei sind 
wahrscheinlicher als <lrei usw. 
Ein Untersud1ungsrichter oder Psychologe müßte die meisten Spieler 
als Gaunl'r einstufen und die meisten Geldstücke für unsymmetrisch 
halten. Wiederholt man das Spiel mit 1000 verschiedenen Geldstücken 
und marht mit jedem 10 000 Würfe, so wird sich bei den meisten der 
1000 Spiell' das gleiche Bild ergeben: Ein Spieler übernimmt die Führung 
und behält sie fast die ganze Zeit. Nur bei sehr wenigen Spielen wird die 
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Führung laufend wechseln, so wie das unserer Jntuilion nach sein müßt,·, 
wenn das Geldstück symmetrisch ist. 
Der Anschaulichkeit halber wollen wir Jen Ablauf des Spiels in einer 
Kurve darstellen. Auf der horizontalen Achse tragen wir die \Vürfe ab, 
auf der vertikalen jeweils die Anzahl der gewonnenen Pfennige des eine11 
Spielers. Bild 110 zeigt eine typische Kurve für soleh ein Spiel. 
l:lei unserem Spiel muß jedem Führnngsweehsel ein ljnentschied1•11 
\'Orausgehen, d. h. eine Situation, in <ler keiner etwas gewonnen ha 1. 
Nicht jedes Unentschieden kündigt einen Führungswechsel an, das 
geschieht nm· mit <ler Wahrscheinlichkeit 1: 1. Sie wenlen sie her der 
folgenden intuitiven Behauptung nicht widerspreclwn: Wi1·ft man das 
Geldstück in gleichen Zeitabständen, so wird es an zwei Tagen doppel1 
so viele Unentschieden gehen wie an l'inem Tag. Dol"h das slimml aurlt 
nicht! 
Es zeigt sich, daß <lie Anzahl der Unentschieden Dill" mit der Quadrat­
wurzel aus der Zeit wächst, erst nach vier Tagen i.:iht PS doppelt so Yiele 
Unentschieden wie am ersten Tag, wenn man u11un lcrbnH" hen spit'l1. 
Das ist natürlich schwer zu glauben. \'ielleichl ülwrzcui.:en Sie :-iher 
Zahlen? Ich muß dazu einen BegrifF der Wahrsch!'inlichk1•itsrechnung. 
den Medianwert, einführen. 
In 1ler Anatomie wird als Me<lia11ehene die Symmetrieebene 1les mensd1-
licheu Körpers bezeichnet, d. h. die Ebene, die durch die Mitte des 
Kürpers geht. In <ler Wahrscheinliehkeitsrechnung halbil'rl der Median­
wert (abgekürzt Me) eine Wahrscheinlichkeitsverteilung. (Die Wahr­
scheinlichkeit für \Ve1·te, die kleiner oder gleich Mc sind, und die Wahr­
scheinliehkeit für Werte größer oder i.:Ieirh l\le sind mind.-steus jewC>ils 
gleich L: 2.) 
fn der .\ufgahe über <las Zusammenfallen der C:ch11rlstag1• :,ring es gnad1· 
um den Medianwert der Anzahl von Personen, Lei denen w1mii.:stcns zw.-i 
gemeinsamen Geburtstag haben. Dieser Werl lag l'twa lu•i :!:l. 
lli1i Rechnung zeigt, daß der Medianwert (also ein gewiss1•1· \frLtelwerl) 
dCI· Anzahl der Unentschieden bei :1.0000 Würfen des (;(•ldstücks G7 
hctriigt, während sich für eine :\lillion Würfe der �1.-dianwl'rl (i7!j ergib!. 
also nur das Zehnfaehe und nicht das Hundert.fiwht>, wit> 1111111 nach dem 
.,gesunden Menschenverstand" annehmen sollte. 
Zur Bestätigung dieser unserer Intuition so z11wide1faufo111lcn Erj!d•­
nissc werde ich einige experimentelle Daten anführen. Sie e.ntstammP.11. 
wie übrigens fast das i.:esamt.e Material dies1•s .\ hschnit I s, ,lern :zrof.1-
nrtigcn Burh ,·ou H'. Fella „Einführung in die \\'ahriwhcinlichkei1s-
1"echnung und ihre Anwendungen", Verlag .J. \Viley and Sous. N!'w 
York. 
Kt>hrcn wir für einen Augenblick zur Tafel (i am .\ufang diL•s1.•s Abschnit ls 
zurück, zu der Sie sagten: ,,l\'a und'.'" Dil'sc Tnrcl ist a11r Grund eines 
latsiichlich durchgcfü hrten \' ersuchs en ls ta11d1•11. 
Um ein Cel<lstück LOOOOmal zu werfen, hcniitiµ- 1. man 10 his IG Stundl'n. 
Frller hal sich 11aliirlid1 nicht die Zeit i.:cnommcn. 11111 Pin Ccldstiid, 
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hochzuwerfc11, wie das z. B. Buffon vor 300 Jahren gemacht hat. Statt 
ein Gcldsliiek zu werfen, kann man einen beliebigen anderen Versuch 
mil zwei glciehwahrselwinlichen Ausgängen nehmen. Derartige Versuche 
lassen sich Lcson<lers leid1L mit Hilfe einer elektronischen Rechenma· 
schine ausfü lir1•11. :\ustcllc von Zahl un<l Wappen werden die Binär· 
zahlen O und l. mit gleichen \Vahrscheinlichkeiten erzeugt. Ein Rechen· 
automal. hcniitigt für 10000 Würfe weniger als eine Minute. Die Er· 
gebnissc eines solehen \' ersuchs sind in Tafel 7 wiedergegeben. Tafel 7

zeigt, welches Bild sfrh fiir die Führungswechsel während des Experi· 
ments ergab. frh werde die Terminologie Zahl-Wappen beibehalten. 

'liifel i. VNl,111{ ,fos ,,:l.alil- Wappen-Spiels" 

Erstn Spider in Fiihrung Zweiter Spieler in Führung 

l•:rst,· 7�01,, Wiil·f,· 
Folgende 8 \V ül'fe 

Folgende '2 \Viirfo 
Folgende 54 Würfe 

Folge11tfo :10 \\'iirfe 
Folgende:! Würfe 

Folgentle lit'\ Wn..r„ 
Folgende G Würf" 

Folgende :!Oliü \Viirfe 

\\"iihrend der 10000 Wüde hatte <ler erste Spieler bei 9930 Wül'fen die 
Führung und <ler zweite nur hei 70 Würfen. 
Sie sehen, daß der crslc Spieler großes „Glück" gehabt hat. Solch ein 
Bild ist keine .\ usnahmeerscheinung, sondern eher die Regel, allerdings 
kann das „Cliick" auch anf dc1· Seite <lcs zweiten Spielers sein. Im Mittel 
ist es Lei einem ,·on zehn Spielen sogar so, daß einer der Spieler noch 
111ch1· ,,Pech" hat als in unserem Beispiel der zweite Spieler. 
Bild I J t zeigt eine KurYe, die den Verlauf eines derartigen Spiels \"eran· 
sl'haulicht. :\nf der horizontalen Achse sind die \Vürfe abgelragen und 
aur <ler H�rtikall'n der SL11111l <les ersten Spiele1·s, also die Anzahl der 
jeweils g"l'wo111iem•11 ode1· \"erlorenen Pfennige. Im Verlauf des Spiels 
l1"elP11 1/i:! UuPnlsehie<lcn auf; nur hei 78 von ihnen kommt es zu einem 
Führnngswcd1sel. 111 dem zu .\nfaug heschriehencn Versuch gab es 14 
llnent�chictlPn und H Fiihrungsweehscl. :Wan kann berechnen, daß hei 
10000 Würren die \\"ahrsl'heinlid1keit fiir mehr als JliO Unentschieden 
:.rleich O,l!i71111d diP \Vnhrsd1cinlic·hki,it für WC'niger als 15 Unentschieden 
�)eich 0, 11.5 hctriigl. 
Fast alle in diesem .-\bsclmitt dargelegten Ergebnisse stehen nicht mit 
unserer Intuition im Einklang! frh weiß nicht, ob es Sie tröstet, doch es 
sich I in d1!r Ta I so aus, als oh der \Vechscl \"On Erfolgsperioden und Pech· 
slriihnen gar nil'hts )1psonderes ist, son<lPrn Pi1w (:esetzmäßigkeil dar· 
slcllt. 
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Vor etwa 300 Jahren erblickte der Holländer Antony van Leeuu:enhoech:, 

an und für sich ein selbstzufriedener Dilettant, doch ein äußerst wißbP­
gieriger und hartnäckiger Mensch, zum ersten Mal das Lehen durch die 
Linsen des von ihm selbst geschaffenen Mikroskops. Im Regenwassel' 
tummelten sich kleine Lebewesen, hundertmal kleiner als die dem bloßen 
Auge sichtbaren Wesen!- so schreibt Paul d11 Kruif in seinem berühmten 
Buch „Mikrobenj äger". 
150 Jahre nach der Entdeckung Leeuwe11hoeck.� betrachtete der englische
Botaniker Robert Brown das Leben durrh das Okula1· des damals schon 
recht vollkommenen Mikroskops. Die umcgelrnäl3igcn Sp1·ii11ge und 
Tänze der kleinen Blütenstaubteilchen erregten seine Aufmerksamkeit. 
Brown war ein gebildeter Wissenschaftler; er wußte, daß er keine Lebe­
wesen, sondern im Wasser schwimmende Staubtrilchcn beobachtete. 
Zur Erklärung der Ursache der von ihm entdeckten Rewegungcn der 
Staubteilchen im Wasser untersuchte er das \'erhalten der Teilchen cin«•r 
riesigen Anzahl von Gegenständen, darunter sogar eines Bruchstiich 
einer Sphinx. Selbst als er ein Stück Quarz mit einem dnrrh Wasser 
ausgefüllten Hohlraum unter das Mikroskop legte, bemerkte er im Hohl­
raum die chaotische Bewegung der im \Vasser· sd1wchcn<le11 Teileheu. 
Das \Vasscr befand sich sicher schon sehr lange in dem abgeschlossenr11 
Hohlraum, und doch tanzten die Teilchen, wie er es aurh sonst heolo­
achtet hatte. Das war im Jahre 1827. 
Die Erklärung der ungeor<lneten Bewegungen <ler klei11r.n Teilchen iu 
der Flüssigkeit war nicht leicht. Die Cnivcrsalität des Effekts machlP 
auf Brown großen Eindruck, und er glaubte eine d«·ml'nlare Ll'hensfor111 
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gefunden zu habeu, die sowohl der organischen als auch der anorgani­
schen Materie eigen ist. 
ln der zweiten Hälfte des 19. J ahrhuudert� brachen nacheinander 
mehrere Hypothesen zusammen, die die Brownsche Bewegung mit 
irgendeiner elektrischen Kraft, einem Verdampfen der Flüssigkeit oder 
mit mechanischen Stößen in Verbindung brachten. Die Brownsche 
Bewegung wurde in völliger Finsternis und auch nach mehrstündiger 
Erwürmung unverändert beobachtet. Schließlich wurde klar, daß die 
Brownsche Bewegung eine Erscheinung ,·on grundlegender Bedeutung 
ist. 
Heute meint man, daß die Ursache der beschriebenen Erscheinung in der 
umegelmäßigen Bombardierung der Teilchen dureh die Moleküle der 
angrenzenden .Flüssigkeit zn suchen ist. Zur exakten und eindeutigen 
Klärung des Problems kam es aber erst durch das Genie von Einstein. 

Wir· wollen uns mit einigen bei der Brownschen Bewegung auftretenden 
Fragen befassen. \Vir wissen bereits, wie man a11 eine solche Aufgabe 
heranzugehen hat: Zunächst ist ein leicht faßliche� Modell aufzustellen, 
auf dessen Grundlage das mathematische Modell geschaffen werden kann. 
Ein in einer Flüssigkeit schwebendes Teilchen wird von allen Seiten 
durch Flüssigkeitsmoleküle angestoßen. Die Kraft der einzelnen Stöße 
ist verschieden, dn sich die Moleküle mit unterschiedlichen Geschwin­
digkeiten bewegen und ihre Bewegungsrichtung zufällig ist. Die Chancen 
eines Stoßes nin rechts oder links, von oben oder unten sind gleich. Die 
c\.nznhl der Zusammenstöße des Teilchens mit den Molekülen ist sehr 
groß, in der Crößenordnung von 101

4 je Sekunde. Allerdings sind die 
genauen Werte für die Anzahl der Zusammenstöße und die Geschwin­
digkeiten der Moleküle für den Aufbau des Modells nicht wesentlich. 
Wir wollen ein Zeitintervall betrachten, das relativ groß ist im Vergleich 
zur Zeitdauer zwischen zwei Zusammenstößen, und ,·ersuchen, die Lage­
äuderung des Teilchens während dieser Zeit zu bestimmen. 
Uazu stellen wir uns zunächst ein Modell her. \Vir nehmen yereinfachend 
an: J. die Geschwindigkeiten aller Teilchen haben denselben Betrag; 
2. die Zeit zwischen zwei Zusammenstößen i�t immer dieselbe (wenn in
der Sekunde JQ1" Zusammenstöße auftreten, wollen wir also annehmen,
daß die Zeit zwischen zwei Zusammenstößen 10-14 s betrügt); als Maß­
einheit auf der Zeitachse wählen wir diesen Zeitabsclmitt; 3. die in der
Flüssigkeit schwebenden Teilchen sind kugelförmig.
Die Gleichmöglichkeit der verschiedenen Bcwegungsril'htungcn der Mole­
küle drüekt sich folgendermaßen aus: Die Wahrscheinlichkeiten dafür,
Jaß ein !\lolekül auf eines ,·on zwei Flächenstücken gleieher Größe (jedoch
nicht unbcdingt gleicher Form!) auf einer Kugeloberfläche trifft, sind
für beide Flächenstücke gleich. Uie Wahrsrheinlirhkeit des Auftreffen,
eines Moleküls auf ein KugeHlächenstück i�t gleich dem \"erhältnis der
Gröl3e dieses Flächenstücks zur Gesamtoherfli:irhe der Kugel. Eine
solche Wahrscheinlirh kPi t�Hrteilung wird fll, caeich, erteilung be­
zeichnet.
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Außerdem wollen wir yoraussetzen, daß die Ereignisse, die im .\ uf­
t1·effen von Flüssigkeitsmolekülen auf sich nicht überschneidende Ober­
flächenstürke bestehen, statistisch unabhängig voneinander sind. Unter 
diesen Voraussetzungen hängt ein Schrill des Teilchens in der Flüssigkeit 
nicht vom vorhergehenden ab; die Schritte hnhen immer die gleiche 
Größe, ihre Hichtung ist zufällig und gleicll\'erleilL (selbstverständlich 
wird in unserem Modell die Wirkung der Schwerkraft auf dns Teilchen 
vernachlässigt). 
\Vir wollen nun ,·om dreidimensionalen .\Iodcll zum zwridimensionalen 
übergehen. Das Verhalten des Teilchens in der Ebene ähnelt nun dem 
Gang eines Betrunkenen über den Marktplatz. Er kann sich kaum auf 
den Beinen halten, und jeder Schritt geht zufälli!(' nach irgendeiner Seite, 
mit gleichen Chancen für jede Richtung. Die Hichtung des folgenden 
Schrittes hängt nicht von den vorangehcndc>n ah. Einen solchen Betrun­
kenen wollen wir volltrunken nennen. 
Wo wird er sich naC'h einer gewissen Zeit befinden? Dns weiß wcdc1· er, 
noch können wii- es \'orhersagen, wenn wir nicht Y<'t·mutcn wollen, dnß e1· 
schnell unter das erste beste Auto und danach in ein Krankenhaus kommt. 
Doch wir wollen die Hand über ihn halten, da er uns als gutes Modell für 
die Brownsd1e Bewegung dient. Wir könnten ihu zwar durch einen Floh 
ersetzen, der in einem leeren Saal hcrumhüpft. in dem ni..J1ts seine be­
sondere Aufmerksamkeit erregt . .-\llerdings ist dann Jie ( ;crahr, unser 
Modell zu verlieren, noch größer! 
Ein Volltrunkener ist in der Lage, sid1 in II Sl'i1ritten irgendwohin zu 
bewegen, nnd mnn kann abs('hiitzen, wie wc>it er �ich vom Ausgangspunkt 
entfernt. Die Entfernung !!n zwischen dem .\usgangspunkt />

0 und dem 
Endpunkt P„ seines Weges (nach II Schritten) ist natürlich eine zufällige 
Größe. Doch wie i!l'oß ist der J\littelwerl. l!n <li<'sl'r Entfemung? 

p„ 
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Die C röße i!n lällt sich auf (;runcl unserer Voraussetzungen berechnen. 
Bevor wir das tun, möchtt• iC'h jedoch unser Modell noch mehr verein­
fachen (vereinfachen bedeutet hier: die Anzahl der Koordinaten ode1· 
Freiheitsgrade verringern). 
Stellen wir uns den Belnmkenen in einein (•ngen Korridor vor, in dem er 
nur YOrwärts oder rü('kwärls kann. Sein Verhalten soll jedoch so wie 
,·orher sein: Er macht jeden Sehritt unabhängig vom vorangehenden und 
schreitet mit derselben WahrsC'heinlichkeit vorwärts oder rückwärts. Uie 
Schritte sollen alle die gleiche Länge l haben, und mit jedem Schritt 
entfernt er sich vo11 seinem Ausgangspunkt Po um die Größe l mit der 
Wahrscheinli<'hkeit 1 :2, hzw. er nähert si('lt ihm mit der Wahrschein­
lichkeit 'l:2. 
Uns inLeressiert nach wie ,·or, wie weit �ich der Betrunkene von seinem 
A usgangsp1mkt entfernt. Der lletmnkene im Korridor ist ein Modell für 
die eindimensionale zufällige T rrfahrt des Teilchens; der Gang des Be­
trnnkenen über den 11arktplatz ist ein Modell der zweidimensionalen 
Irrfahrt, während die Brownsche Bewegung des S Laubteilchens in der 
Fliissigkei l das Modell für eine dreidimensionale Irrfahrt ist. 
Das ,lodell d!'r eindimensionalen Irrfahrt läßt sich durch U mformulie­
rung auf das Modell des Zahl-Wappen-Spiels zurückführen, das wir 
hereits erörtert haben. ·wenn Sie ein symmetrisches Geldstück werfen 
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und Ihr Spielpartner bei Wappen l Pfennige an Sie zahlt, während Sie 
bei Zahl l Pfennige an ihn auszahlen, so ist Ihr Gewinn oder Verlns t nach 
n Würfen gleich der mit l multiplizierten Differenz der Anzahl von 
Wappen und Zahl. Zahlenmäßig ist das dann gerade gleich der Entfer­
nung, die der Betrunkene in n Schritten zurücklegt; damit ist also die 
zurückgelegte Entfernung gleich der mit der Schrittweite multiplizierten 
Differenz der Vorwärts- und Rückwärtsschritte. 
Sie erinnern sich bestimmt noch daran, wie erstaunt Sie waren, als Sie 
die Ergebnisse unserer Betrachtungen zur Führung und zur Anzahl der 
Unentschieden im Zahl-Wappen-Spiel erfuhren. Xhnliche Ergebnisse 
erhält man auch hier. 
Da die Wahrscheinlichkeiten für die Schritte nach beiden Richtungen 
gleich und die einzelnen Schritte unabhängig voneinander sind, werden 
im Mittel gleich viele Vorwärts- und Rückwärtsschritte g-emacht; dem­
zufolge ist die mittlere Entfernung, die der Betrunkene auf dem Korridor 
zurücklegt, gleich O; ein Yolltrunkener bleibt also im Mittel am Aus­
gangspunkt. 
Ich will erläutern, was das bedeutet. Wir verfolgen eine große Anzahl 
irrfahrender Teilchen. Für jedes Teilchen registrieren wir die Lage, in 
der es sich nach n Schritten befindet, bezogen auf den jeweiligen Aus­
gangspunkt. Nach n Schritten haben wir sowohl positive als auch nega­
tive Zahlen registriert. Der Mittelwert dieser Zahlen (d. h. ihre durch die 
Anzahl der betraehteten Teilchen dividierte Summe) ist jedoch nahe bei 
Null. Der Mathematiker sagt, der Mittelwert (oder, wie es in der Wahr­
scheinliehkeitsrechnung heißt, der Erwartungswert) der durch das Teil­
chen in n Schritten zurückgelegten Entfernung ist Null. Uns interessieren 
jedoch die möglichen Abweichungen vom Mittelwert. 
In der Sprache des Zahl-Wappen-Spiels heißt das, daß der Erwartungs­
wert des Gewinns für jeden der Spieler gleich Null ist. Wir interessieren 
uns jedoch für die Größe des immerhin möglichen Gewinns. 
Der von der Ausgangslage Po bis zum n-ten Schritt zurückgelegte Wei; 
wurde mit f!n bezeichnet. Er kann sowohl in positiver als auch in nega­
tiver Richtung liegen. Es erscheint naheliegend, den absoluten Betrag 
der Größe f!n zu betrachten (oder anders ausgedrückt, den (;cwinn eines 
Spielers). Für die Rechnung ist es jedoch bequemer, eine andere positive 
Größe zu benutzen, das Quadrat der zurückgelegten Entfernung e� 
(das Quadrat des Gewinns). 
Wenn die aufeinanderfolgenden Schritte (oder aufeinanderfolgenden 
Würfe des Geldstücks) unabhängig voneinander sind, kann man bewei­
sen, daß der Erwartungswert der Größe e! (d. h. der Mittelwert dieser 
Größe, wenn man eine große Anzahl umherirrender Teilchen beobachtet) 
der Anzahl der Schritte proportional ist. Genauer ausgedrückt: ßezcichnet 
man den Erwartungswert der Größe e!, wie das in der Physik üblich 
ist, mit e!, so ist 

e� = nP 



Wenn in der Zeiteinheit k Sprünge der Größe ± l auftreten, so ist der 
Mittelwert der Auslenkung der Teilchen aus der Anfangslage e; in der 
Zeit t dicse1· Zeit proportional: 

Diese Größe enthält als Dimension das Quadrat der Längeneinheit; für 
uns wä1·e es bequemer, ein lineares Maß zu haben (Zentimeter statt 
Quadratzentimeler). Die entsprechende Größe für die Auslenkung in n

Schritten ist nun 

Die analoge Größe für die Auslenkung des Teilchens in der Zeit t ist dann 

Die Proportionalität der Auslenkung des Teilchens zur Wurzel aus der 
.\nzahl der Schritte y-;; (oder {t") (und nicht zur Anzahl der Schritte II 

selbst) ist ein fundamentales Ergebnis bei der Untersuchung derartiger 
statistischer Erscheinungen. Schätzt man die Gewinnchancen beim 
Zahl-Wappen-Spiel ein, so kann man sagen, daß die typische Gewinn­
größe (oder Verlustgröße) bei n Würfen des Geldstücks proportional y,i 
ist. Sie erinnern sich sicher, daß die Anzahl der Unentschieden ebenfalls 
proportional l'� war. 
Das Modell der Irrfahrt erlaubt eine Vielzahl von Interpretationen. Wenn 
am Ende des Arbeitstags die Autos das Zentrum einer großen Stadt ver­
lassen, kann man die Fahrten der Autos ebenfalls als zufällig ansehen. 
Nehmen Sie mir die Hypothese nicht übel, daß auch Ihr Lebensweg vom 
Zufall bestimmt ist, die Hypothese, daß unsere Fortbewegung auf dem 
Lebensweg einer „Irrfahrt" gleicht! Wir werden dieses mathematische 
?\lodell auf andere Menschen anwenden, deren Lebensweg sich nicht 
mit unserem kreuzt. 
Die menschliche Eitelkeit kann manchmal paradoxe Formen annehmen, 
z. R. bei der recht inhaltslosen Polemik zur Frage, ob Maschinen denken
können. Nicht an die mathematische Denkweise gewöhnte Leute ver­
teidigen das alleinige Recht des Menschen auf das Denken bis zur Heiser­
keit, ohne sich die Mühe zu machen, den Streitgegenstand und die Aus­
gangsbegrifre exakt zu formulieren (z. B. die Begriffe „Maschine",
,,denken" und „können").
Kehren wir jedoch zum Autostrom am Ende des Arbeitstages zurück.
Für den Straßenbauingenieur oder den Mathematiker, der das Problem
der T ,enkung des Verkehrsflusses zu lösen hat, ist es sinnvoll, mit der
zurii.lligen lrdahrt als einfachstem Modell für die Bewegung der Autos
zu beginnen. Es ist einfacher, den Weg eines jeden einzelnen Autos als
zuriilli� anzu�chen, als zu Yersuchen, ihn vorherzubestimmen (obwohl es
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für den Autofahrer selbst natürlich kein Zufall ist, wohin er fährt). Ein 
solches Modell ist zumindest, wie man sagt, als erste Näherung annehm­
bar. Später sind eventuell Korrekturen nötig. 
Betrachtet man den Straßenverkehr als statistische Erscheinung (ge­
wissermaßen als Diffusionsproblem), so kann man die Kenngrößen fiil' 
die Verkehrswege näherungsweise bestimmen, <lie das ungchindt•rtc 
Fortkommen in den Hauptverkehrszeiten garantieren! Wt•nn Sie auf 
dem Nachhauseweg mit einer Geschwindigkeit ,·on liO km/h stalt mit 
15 km/h vorwärtskommen und nicht aus der Haut zu Jahren brauchl'n, 
weil Sie an jeder Verkehrsampel warten müssen, wird Ihr unangenehmes 
Gefühl gegenüber der beleidigcn<len .\nnahme, daß Ihr Wt•g rein zurällig 
und nicht durchdacht ist, siche1· etwas gemindert. 
\Venn Sie eine T-förmige Kreuzung anfahren, müssen Sit\ 1•11tweder nal'h 
rechts oder nach links abbiegen. Für unser Modell isL es am einfachsten, 
die A bbiegerichtung als zufällig anzunehmen und vornuszusetzen, daß 
die Abbicge1·ichtung eines Autos nicht von de1· des vo1·herfahrenden 
abhängt. Ferner wollen wir annehmen, daß die Wahrsl'heinlirhkciLen für 
das Abbiegen nach links und nach rechts <liesclhen sind. Mit Hilfe dieses 
Modells können wir quantitaLi,· abschätzen, um wieviel die .\.nzahl der 
Rechtsabbieger die .\.nzahl der Linksabbieger überschrcitl'n kann. Diese 
Aufgabenstellung entspricht völlig der über das Verhalten eines Betrun­
kenen im engen Korridor oder 1ler :\ bschätzung des möglil'hen (;cwinns 
im „Zahl-Wappen-Spiel". 
Ich hatte bereiLs auf das Diffusionsproblem hingewiesen. Die J)ifrusion 
der Atome oder Moleküle kann man anhand genau dcsselhen Modells 
stmlie1·en. Beobal'hten wir die Bewegung eines Gasrnolekiils. Man kann 
das natürlich tatsächlich nicht, doch ich rechne mit Ihrer Phantasie! 
Das betrachtete l\folekül bewegt sich frei dm·ch den Ha11111. Ps wird 
durch nichts behinde1·t. Plötzlich stößt es auf seinem Weg mit ci1w111 
anderen zusammen, und beide fliegen nach verschiedenen Seiten aus­
einander. Das gleiche Bild können Sie beim ZusammenstoU zweier 
Billardkugeln heobachten, lediglich mit dem Unterschied, daß sich die 
llillardkugeln in der Ebene bewegen un<l die Moleküle im J\aum. Es kommt 
sehr häufig zu Zusammenstößen von Molekülen (bei nornrnlem Druck). l)jp 
mittlere Entfernung zwischen zwei ZusammenstößC'11, die aus versliind­
lichen Gründen freie Weglänge heißt, ist eine bcstinunll', kleine Größe. 
Nun wollen wir uns vorstellen, daß die Entfe1·nungen zwischen den 
Zusammenstößen immer gleirh sind und mit der freien Wegliingc über­
einstimmen. Dann ähnelt die Bewegung unseres ;\loleküls dem Verhalten 
des Volltrunkenen auf dem Marktplatz: Es bewegt sich in Schritten 
bestimmter Weite, die Richtung eines jeden Srhrilles ist zuriillig und 
gleichverteilt, und der nachfolgende Schritt hiingt nicht vom vorher­
�chenden ab. Der Unterschied besteht nur darin, daß sich der Betrunkene 
auf einem ebenen Platz bewegt und das Molekül im Haum. Das hindert uns 
jedoch nieht, nach derselben Methode Jen Weg d<•s Mol<•kiils in einer 
bestimmten Zeit zu berechnen. 
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llild 111 

Die Elckl rum•11 1•i11es Küi·pers sind an der \\:iinncbcwegung der Materie 
hPtPiligt. Bc•lral'htcn wir beispielsweise einen Schwingkreis, der nur aus 
ho111le11�alor. Wiclersland und Spule hestl'lll. Die \Viirmebewegung der 
Elcklrnne11 ri.rt auf den Konclcmatorflächen eine sich mit der Zeit nach 
1 :rii!Jc 111111 \"urzeil'hen iindernde elek1rische Ladung her,·or und indu­
l'.icrt in cler Spnlc einen clektrisd1en Strom. Den \leehanismus dieses 
Vorgangs kanu man sich folgcnclermaßen vorstellen: Die ungeordnete 
\Värmehewegm1g- der Elektronen im Sehwing-kreis ist sehr kleinen, nach 
1 :riil.le uncl \" orzc•iC'hen häu rig wechselnden elektris,·hcn Stromstößen -
kurzzcilig wirkl'ncl1•11 Plektrnrnotorischen KriHtcn - iiqui\'alcnl. Dicsc• 
dmoliscl11•11 S,·hwin:r11ni:ren der Ladung und des Stroms als dckl.risl'III' 
Flukl11a1io11 lra:rl'n clie Bezeichnung thcrmisC'hes Ha11sC'hen. 
Der Pegel dl's th1•r111isd1e11 l\ausl'hcns ist sein· niedrig. Er hii11gl nm der.· 
Temperatur, dc•r Bnndbreill' 1111d dem \Viclcrslandsw�rl ah. Ei;1st,•in hat, 
\"Oll all:r1•nll'irw11 i'illl'rleg1111gen ausgehend. das Yorha11densein dieser 
Ersrheinung- n>rl11·r:rcsagl; erst '.W .Jnhre spiilcr gdang es, sie expcri-
111c11IPII nachzuweisc>11. 
Eine a11aloi:re Ersl'hei111111g kann man in Elektronenröhren he0Lad1tc11. 
Die iu dc•r Z,•ill'inlwit zur .\11ode gclan:rencle Elektronenmenge u1111•r­
li,•gt 1111rcgt•l111iif.lig«-11 Sl'hwankungen. Rei Stromstiirken iu der Größe11-
onl111111g ,·011 1 mA gda11gc11 in der Sekunde etwa ·1orn Elektrone11 von 
dPr KatotlP zur :\nocle; diP für das Ühertrclen he11ötiglc Zeit hcitriigl 
f'lwa w-i, s. l>il' Ahwl'il'hung-e11 ,·0111 rniHlere11 .. Elcklronenstt·om" wer­
d1•11 als S1·hroli>rl'1•k1 hezcichne-r. 
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Auch den Schroteffekt kann man mit Hilfe des bereits bekannten Modell!" 
der Brownschen Bewegung untersuchen. 
Durch das thermische Rauschen in den Leitern und den SchroLeffekt, die 
sich prinzipiell nicht beseitigen lassen, ist die Reichweite \'Oll Funkwr­
bindungen (hierzu gehören z. 8. auch die Funkortun::r 1111<1 das Fel'll-
sehen) begrenzt. 
Vor 20 bis 25 Jahren interessierte sich kaum eiu Nachrichten- oder �aYi­
gationsingenieur für wahrscheinlichkeitstheoretische Methoden. In den 
letzten Jahren sind diese zu einem der wichtigsten lliH�mittcl im Nach­
richtenwesen und in der Automatisierungstechnik geworden. 

Der Betrunkene erblickt seinen Zechkumpan 

Ein Betrunkener in einem Konidor erblickt plötzlich am anderen Ende 
des Korridors seinen Zechkumpan. Die Widersp1·üche, Jie ihn hin und 
her reißen, sind offensichtlich. Er macht nach wie ,·or zufällige Schrille 
vorwärts und rückwärts. Jetzt zieht es ihn jedoch mehr zur Seite seines 
Kumpans hin. Erführtzwarseine der Größe nach gleichen Schritte nach wie 
vor zufällig und unabhängig voneinander aus, die Wahrscheinlichkeit p 
für einen Vorwärtsschritt ist jetzt jedoch größer als die Wahrschein­
lichkeit q = 1-p für einen Rückwärtsschritt. In dieser Situation wird 
der Betrunkene im Mittel nicht mehr auf der Stelle bleiben, sondern er 
wird sich allmählich, wenn auch langsam, vorwärtsbewegen. 
Diese mittlere Vorwärtsbewegung ist dem Produkt der Schritt.weite uud 
der Differenz der Wahrscheinlichkeiten p und q propurtional.1) 
Natürlich gilt auch hier unser Hauptinteresse nicht dem Uetmnkenen -
er dient uns lediglich als Modell einer eindimensionalen lt-rfahrt, bei der 
eine Kraft vorhanden ist, die bewirkt, daß Vorwiirtsschritte des Teil­
chens häufiger auftreten als Rückwärtsschritte. 
Man kann nicht nur den Mittelwert der Entfernung des Teilchens von d(,r 
Ausgangslage nach n Schritten bestimmen, sondern auch ein :\laß für diP 
typischen Abweichungen von diesem Mittelwert finden. Diese sind 
!genau wie bei der symmetrischen Irrfahrt) der Quadrnlwurzel aus der
Anzahl der Schritte und der Wurzel aus dem Produkt der Wnhrsclwin­
lfrhkeiten für die Vorwärts- und Rückwärtsschritte proporLional.2)

1) Der Mittelwr.rt (Erwartnngswerl) der Yorwürtsb,·wcgung in n Schritten h<-tl':igt ., = 
tp - q) ln. 
\Venn f!S tlen Betrunkenen sehr zu sl'in<•nt Z1•l·hku1upan zieht (p = 0,9), so hcträgt dl'r l\Iil tt•l­
wert bei 100 Schritten S = (0,9 - 0,1) · 100 l = 80 l. Wenn d,·r Dran� 7.11111 (�rsinnun�.!0,­
genosscn nichl so stark ist (p = O,!H), so ist für 100 Schritte S = ;O,�t - IIA!t) , 100 l = :! 1. 

') l)er Mittelwert der quadrierten n1ögliclwn .Abweichungen des Teilchens, <las unabhün(!'i��· 
Schritte der Größe l mit der Wnhrschl'inlichkcil p nach der einen Richtung und mil df'r \Y:d11·­
scheinlicl1keit q nach df'r nndcrcn Richtung ausführt, ist e! = 4 pqnl2• 
Drmzufolge ergibt sich nls M.aß für die typisrlien . .\ bweichungrn von1 :\1i1t,�Jwt•rl 

]e!=2lypcjn. 
Fiir dit! sy111mC'trischP Irrfahrt rnit p = f/ = 1/2 �cht die letzte Formel in di•.' h1•r1•ils h,:k:111nte 
Forinel iibPt': 

1
/-1--1- yn 

I e• = 2 l ! -- · -- . n = 2 l = lJI". 
" . 2 :! :! 
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Die unsymmetrische lrrfalll't ist ein gutes mathematisches Modell für 
viele Prozesse. ln vielen Fällen kann man den in der Aufgabe über das 
Abbiegen an einer T-förmigen Kreuzung betrachteten Straßenverkehr 
als unsymmetrische Irrfahrt ansehen, denn es werden unterschiedlich 
viele Autofahrer auf dem Nachhauseweg in die eine und die andere 
Richtung abbiegen. Die Wahrscheinlichkeiten kann man einfach aus 
einer Beobachtung des Verkehrsstroms ermitteln. 
Von größter Wichtigkeit sind Diffusionsprobleme bei Teilchen (Atome, 
:\loleküle, Staubteilchen), die sich in einer Strömung bestimmter Rich­
tung befinden. Als Beispiel einer solchen Erscheinung kann die Diffusion 
von Gasionen innerhalb eines elektrischen Feldes dienen. Sie läßt sich 
ebenfalls am mathematischen Modell der unsymmetrischen Irrfahrt 
untersuchen. Hier ist die betrachtete Irrfahrt zwar zweidimensional, 
manchmal sogar dreidimensional. Das führt aber nur zu unbedeutenden 
Komplikationen, auf die ich nicht näher eingehe. 

Der irrende Schüler 

In den vorangegangenen Abschnitten konnte das irrfahrende Teilchen 
mit jedem Schritt nur zu den Nachbarpunkten übergehen. Es ist vou 
großem praktischen Interesse, auch ein ausgelasseneres Teilchen zu be­
trachten, das gleichzeitig zwei, drei oder mehrere Punkte weit springen 
kann. 
Wir wenden uns einem anderen .'\lodell zu. Ein Schüler möge in einer 
i\fathemaLikarbeit eine beliebige Zensur von 1 bis 5 erhalten können. 
Solc·he Arbeiten werden einmal wöchentlich geschrieben. Jede Woche 
wird neuer Lehrstoff behandelt, deshalb wollen wir das Ergebnis einer 
jeden Arbeit als unnbhängig vom vorhergehenden ansehen. Außerdem 
setzen wir voraus, daß die Ergebnisse zufällig sind und jede Note eine 
bestimmte Wahrscheinliehkeit hat. Wir wollen die in Tafel 8 wiederge­
gebene \Vahrscheinlichkeitsverteilung annehmen. 

Tafel 8. 1Vahrschei11lichl,eite11 für die Ze11Sure11 eines 
Schülers 

Zensur 1 

Wahrscheinlichkeit 0,1 0,2 0,:1 0,2 () ') 

i'iatürlich werden Sie sofort dagegen protestieren, daß der Ausgang einer 
Kontrollarbeit bei Ihrem Kind zufällig- und unabhängig von den vorher­
gehenden Arbeiten sein soll (Sie wissen ja die t�ründe für das Mißge­
schick ihres Lieblings!). Bitte haben Sie ein wenig Geduld. Ich we1·de 
spiiter die Abhängigkeit des Ergebnisses einer Arbeit von denen der 
vorhergehenden berücksichtigen. Außerdem muß gesagt werden, daß 
das Ergebnis einer Kontrollarbeit in einem gewissen Maß immer zufällig 
ist. Die Hauptsache ist jedoch, daß es für uns bequemer, leichter und 
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zweckmäßiger ist, den Ausgang der :\rbeit als zufällig anzusehen (ähnlich 
wie das Abbiegen der Autos) und nicht die vielen Crümle zu untersuchen, 
die Einfluß auf das Ergebnis haben können. Wenn wir nur das Ausmaß 
der Katastrophe abschätzen wollen, zu der die Leistungen des Schülers 
führen können, um rechtzeitige Maßnahmen gegen die Hafüjahreszensur 
Vier oder Fünf oder eine Wiederholungsprüfung zu ergreifen, so ist die 
berechnete Prognose selbst unter unseren einschriinkenden Voraus­
setzungen durchaus ausreichend. 
Es ist günstiger, eine andere Terminoloizie zu benutzPn. J eh werde von 
den Zuständen eines Sysll'llls sprechen und annehmen, daß sich das 
System jeweils in einem bestimmten aus einer Menge möglicher Zu­
stände befinden kann. Mit jedem Schritt kann es ,·on einem Zustand in 
irg1mdeinen anderen übE'rgehen. Das SystE'm ist der Schüler, seine Zu­
stände sind die wöchentlichen Zensm·en, und der Obergang von einem 
Zustand zu einem anderen ist de1· Übergang zu einer neuen Zensur. 
l Im Mißverständnisse zu vermeiden: Der Obergang zu einet• neuen 
Zensur soll auch dann Ühergang heißen, wenn si<'h die Zensu1· nieht 
iindcrt. Wir sprechen dann jedn!'h vo11 einem Ühergang in denselben 
Zustand. Von diesem Standpunkt aus ,·erläuft das Leben des Sc·hiilers 
sd1r stumpfsinnig, ohne irgendwelche besonderen ( :dühle, die l .ob odl'I' 
Tadel auslösen. 
Der Übergang von einem Zusta1ul in einen anderen Zustand erfolgt 
e11 tsprechend der Wahrscheinlichkeitsverteilung tler Zustiincie - der 
Zensuren. Man kann ihn als Irrfahrt in der Menge der miigli1·he11 Z11-
stiinde ansehen. 
,\m anschaulichsten ist es, ei111· solche Irrfahrt a11ha11d einer KnrvP 
darzustellen (Bild 115). Auf der horizontalen At'hse sill(I die Übcrgiingc 
n bgetragen, also die Zeitpunkte, zu denen der S!'hiilcr seine \Vochcn­
zensuren erhält. Ich habe einfach die N ummem der \Vot'hen abgetrngen: 
es ist gleichgültig, in wel1:hcm Maßstab man die Zeil mißt. Auf der ver­
tikalen Achse sind die Zemuren abgetragen. die Nurnm(•rn der Znsliinde 
des Systems. Eine solehe bt•liebige Kurye hedeutel dann t•int• Folge von 
Wochenzensuren, doch die \Vahrschcinlichkeilen fiir dil' einzt•lm•n 
Kurven sind im nllgcnH'inen nicht dieselben. 

s-

4 
,1---.l-�-l--.�-"l�-+-'��1--+--+-.1'--+"-Hl''+-�--��w, 

1 2. 1 � i � 7 8 9 10 II 12. 
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Es gibt verschiedene Möglichkeiten, die Zensur für das Halbjahres- oder 
das Jahreszeugnis festzulegen. Die Zensur ist ein Kriterium, <las den 
Schüler als zurückbleibend, mittelmäßig, gut oder sehr gut einschätzt. 
Verschiedene Lehrer benutzen dabei unterschiedliche Kriterien. Am 
einfachsten ist es für den Lehrer, den ;\littelwert zu nehmen: Die Ze11-
sm·en werden aufsummiert. und durch ihre .\ nzahl geteilt. 
Der Zensurendurchschnitt charakterisiert natürlich die Leistung <les 
Schülers in <ler ahg-elaufcnen Periode. Bei ein und denselben \Vahrschein­
lichkeiten gemäß Tafel 8 können sich jedoch verschiedene Durchschnitte 
für das Halbjahr ergehen. Es ist nicht ausgeschlossen, <lal.l ein Schüler 
in jeder Woche eine '1 erhält (die Wahrscheinlichkeit dafür ist immer 
0,2), dann ist seine Durchschnittszensur '1. Ich erinnere an unsere Vor­
a11ssetz1111gcn: Jede Zensur ist zufällig, unabhängig von den vorher­
gehenden, und sie e1·gibt sich nach einer bestimmten Wahrscheinlich­
keits ,·crteilung. 
Deshalb is1 die Halbjahreszensur eine zufällige Größe, wfr wollen sie 
mit ,i: bezeichnen. Der Erwartungswert, d. h. der Mittelwert ,r für das 
Halbjahr, ist füt· unsere Wahrscheinlichkeitsverteilung 

x = .I · 0,1 + 2 · 0,2 + 3 · 0,3 + 4 · 0,2 + !) • 0,2 = 3,2 

Schüler, bei denen die \Vahrscheinlichkeitsverteilung für die einzelnen 
Zcnslll'en nach Tafel 8 zutrifft, werden also im Mittel eine 3 als Zensur 
erhalten. Jm „Mittel" bedeutet hie1· lediglich, daß sich für eine große 
Anzahl, z. B. LOOO, solcher Schüle1· ein arithmetisches Mittel für die 
Zensuren um 3,2 ergibt. Die einzelnen Schüler können ganz verschiedene 
Noten au[ den Zeugnissen haben. Es kann durl'haus passie1·en, daß ein 
Schüle1· bei zehn aufeinanderfolgenden . '1-beiten nicht schlechter als mit 
3 abschneidet! Die Wahrscheinlichkeit für solch eine angenehme Situ­
ation liißt sich folgendermaßen bestimmen: Die Wahrscheinlichkeit für 
eine 1, eine 2 odei· eine 3 ist 0,1 + 0,2 + 0,3 = 0,6. Die Wahrschein­
lichkeit dafür, daß dieses Ereignis bei 10 unabhängigen Versuchen ein­
tritt, ist 0,fi10,::,:, 0,006. Deshalb kann man damit rechnen, daß im Mittel 
(j von 1000 Schülern unverdient gut abschneiden. Man kann auch die 
mittlere Anzahl der Schüler (von den 1000) berechnen, die es in allen 
Arbeiten nur zn einer 4 oder 5 bringen. 
Bitte beachten Sie, daß das vo1·stehen<le Resultat nicht bedeutet, daß 
die \Vahrschciulichkcit für eine Durchschnittszensur 3 und besser 0,006 
ist. Diese Wahrscheinlichkeit ist größer (sie wurde yorstehend auch gar 
nicht berechnet), ein sogar einige Fünfen oder Vieren durch eine genügend 
große Anzahl von Einsen oder Zweien ausgegli<'hen werden können. Dei· 
Durchschnitt der ersten zehn Noten aus Bild J L5 ist 2,5, obwohl eine 5 
und eine 4 dabei ist. Man kann berechnen, daß die Wahrscheinlichkeit 
für einen Du 1·chschnitt schlechter als 3,5 etwa 0,23 ist, während sie für 
einen Ourchschnilt. besser als 2,5 etwa 0,04 beträgt. Unser Schüler hat 
also keine geringen Chancen, <lie Unannehmlichkeiten einer '1 oder 5 
auf dem Zeugnis über sich ergehen lassen zu müssen. 
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Ein nachlässiger Schüler wird sich freuen, seine schlechten Zensuren 
durch die recht große Wahrscheinlichkeit der ebenso schlechten Zen­
sierung eines besseren Schülers rechtfertigen zu können. Diese Befriedi­
gung wollen wir ihm aber nicht geben. Seine Aufgabe ist es, die \Vahr­
scheinlichkeitsverteilung für die verschiedenen Zensuren so zu verändern, 
daß die Wahrscheinlichkeit für eine 4 oder 5 im Zeugnis sehr klein wird. 
Dazu hat er im Mathematikunterricht ordentlich aufzupassen und seine 
Hausarbeiten sorgfältig zu erledigen. 
Es wird selten vorkommen, daß der Lehrer einfach den Durchschnitt 
aus den vorliegenden Zensuren als Halbjahreszensur verwendet. Ein 
solches formales Herangehen gäbe ihm nicht die Möglichkeit, einen 
Leistungsanstieg zu berücksichtigen, wenn ein Schüler das am Anfang 
Versäumte aufholt. Außerdem hängen tatsächlich die folgenden Zen­
suren stark von den vorangegangenen ab, denn die logischen Beziehungen 
zwischen den einzelnen Gebieten der :Mathematik, der Glaube des Schü­
lers an seine Kraft, die Voreingenommenheit des Lehrers und andere 
Ursachen wirken sich doch recht stark aus. Obwohl man die Ergebnisse 
einer Mathematikarbeit nicht ,·orhersagen kann, muß man doch ihre 
Abhängigkeit von den Zensuren der vorhergehenden Arbeiten berück­
sichtigen. Wenn ein Schüler gerade eine Fünf geschrieben hat, ist die 
Wahrscheinlichkeit dafür sehr gering, daß er in der folgenden Arbeit 
eine Eins bekommen wird. 
ln unserer Terminologie heißt es, daß die nachfolgenden Zustände von 
den vorangehenden abhängen, die Wahrscheinlichkeiten für die ein­
zelnen Zustände zu einem bestimmten Zeitpunkt l1iingen davon ab, 
welcher Zustand im vorangehenden Schritt vorlag. 
Sie vermuten völlig zu Recht, daß jede Zensur nicht nur zufallsbedingt 
ist, sondern auch vom gesamten vorherigen Entwicklungsgang des 
Schülers, von seinen mathematischen (und nicht nur seinen mathe­
matischen!) Erfolgen und Mißerfolgen abhängt. Wir müssen uns aber 
vorläufig mit einem primitiveren Modell begnügen und werden annf'h­
men, daß die Wahrscheinlichkeiten der nachfolgenden Zustände, sprich 
Zensuren, nur von den jeweiligen Zuständen im vorangehenden Schritt 
abhängen. Bei einem solchen Modell kann man die Wahrsehcinlichkeilen 

Tafel 9. Übergangswahrscheinlichlceiten für die 
Leistungen eines Schülers 

Vorangehende N achfolgcnde Zustände 
Zustände 

2 1 3 4 5 

1 0,4 0,3 0,1 0,1 0,1 
2 0,3 0,3 0 '),- 0,1 0,1 
3 0,1 0,2 0,4 0 '),-

0,1 
4 0,1 0,1 0,2 0,4 0 ').� 
5 0,1 0,1 0,1 0,2 0,5 
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der Zensuren in Abhängigkeit von den vorangehenden Zensuren in einer 
Tabelle angeben. Das Beispiel einer solchen Tabelle sehen Sie in Tafel 9. 
Die 0,2 am Schnittpunkt der zweiten Zeile mit der dritten Spalte be­
deutet, daß die Wahrscheinlichkeit eines Übergangs vom Zustand 2 in 
den Zustand 3 gleieh 0,2 ist. Für unseren Schüler heißt das, daß er mit 
der Wahrscheinlichkeit 0,2 in der nachfolgenden Mathematikarbeit eine 
Drei bekommt, wenn er in der vorangegangenen Arbeit eine Zwei hatte. 
Die Mathematiker schreiben bei solch einer Tabelle die Nummern der 
Zustünde links und oben nicht mit, sondern geben nur die ,vahrschein­
lichkcitstahelle an: 

c
0,3 0,1 0,1 0,) 

0,3 0,3 0,2 0,1 0,1 

0.1 0,1 0,-'t 0,2 0,1 

0,1 O,J 0,2 0,4 0,2 

0,1 0, 1 0,1 0,2 0,5 

E� sei daran erinnert, daß eine derartige Tabelle Matrix genannt wird. 
l m vorliegenden Fall heißen die Elemente der Matrix, die einzelnen 
Zahlen, Übergangswahrscheinlichkeiten und die Tabelle selbst Über-
gangsmatrix. 
Die Übcrgan�swahrscheinlichkeiten lassen sich auch anschaulich mit 
Hitre eines (;raphen darstellen. Die Kreise (Knoten) bezeichnen die 
Zustünde, die Pfeile die Übergänge ,·on einem Zustand zum anderen, 
die Zahlen an den Pfeilen die Wahrscheinlichkeiten der Übergänge. 
l m Bild I JG sind nur die Übergänge aus den Zuständen 2 und 5 in alle 
and(•rcn «larg-estellt. Die übrigen Pfeile sind zur Erleichterung der Über­
sieht nicht ci11gezeichnet. 
Die ;\lathematiker schreiben aus Bequemlichkeit oder aus Tra(li tion 
nicht die Nummern der Zustände, sondern bezeichnen die Zustände 
durch Buchstaben mit irgendwelchen Indizes. 
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Tn unserem Beispiel haben wir fünf Zustiinde; wir können sie miL E1, 1,;1, 

l�:i, E„ und E5 bezeil-hnen. Der Sl'hülcr befindeL sieb also i 111 Zus Land /�·�· 
wenn er eine Zwei bekomm!. Erhält der Schüler nacheinander die im 
Bild 115 angegehcnen Zensuren, so kann man tlil•sc auch als Kcll1· 
<larslellen: 

Die Ühe1·gangswal1l'schcinlichkci1cn wcr1lcn dm·d1 1lic Olu·r�anl-(Slllatrix 
angegeben. 
:\ls erster unle1·sud11.e zu Beginn unseres Jahrhundcrls .1. .1. .\larko/1', ein 
bekann Lc1· russisl'hcr Mathematiker, Schüler P. L. Tscheby .w;heff.�, die Kel­
ten z11fälligc1· Ereignisse oder, in unserer Terminologie ausgc•driil'kl, di1• 
Ketten der Ühergängc des Systems \'On einem Zustan<l in den ande1·cn. 
Schon das Beispiel der Zensuren zeigt die Unzulänglichkeiten ei1ws l\lo­
ddls mit unabhiingigcn Ausgängen der Versuche riir die Beschreih11111.r 
des Wechsels der Zustände in einem System. In dc1· :\Ichrzahl der Auf­
gabenstellungen aus der Physik und den Naturwiss1ms1·hafl.en hiingt d1•1· 
zukünftige Zustand eines Systems auch da,·on ah, in wt'ld1c111 Zusland 
sich das Syslem gegenwärtig befindet. 
Diese Abhiingigkeil braucht nicht eindeutig zu sein: Das S�·stem kann 
sich nach einer gewissen Zeit in einem von ,·e1·s1·hiedenc11 miiglidw11 
Zuständen hcfinden; die \Vahrscheinliehkeite11 rlPr ,·crschicdenen z11-
künrtigen Zustände hiingen jedoch gewöhnlich \'0111 gegenwiirlig1•n ah. 
Wenn die \Vahrschcinlichkeiten des Übergangs eines Syslems ans 1•incm 
Zustand in einen anderen nur \'Om unmittelbar ,·orangehenden Zustand 
ahhiingen, so wird eine Folge dieser Ühergiingc cinl'adw \larkoffsclw 
Kette genannt. Hängen die ÜLergangswahrs1·heinlichkeilen ,·on k voran­
gehenden Zuständen ab, so spricht man von einer \farkorfschen KcllP 
k-t.er Ordnung.

Die Sprache 

Der bekannte Physiker Gi/Jb.�, einer ,ler Schöpfer der stalislischen Me­
chanik, war ein sehr verschlossener ;\1ensch. Er sag Le sdti•n etwas auf 
den Sitzungen des Wissenschaftlichen llates der U�ivcrsiliil. .\uf cinl'r 
der Sitzungen ging es um die Frage, oh in den neuen Lehrpliincn der 
Mathematik oder den Fremdsprachen mehr llaum gcgcbc•n werden soll. 
Hier hat Gibbs erstmalig sein Schweigen gcbrod1en. SPi1w Hc>de hcstand 
ans nur drei \Vorten: ,,Mathematik ist Sprache!" 
In gewissem Sinn gilt au<'h die Umkehrung, nnd id1 werde• Ihnen jetzt 
von einem mathematischen Modell der lebenden Sprache he1frhtcn. Für 
die Übertragung eines nur aus Buchstahen bestehenden den tsd1e11 
Telegrammt�xtes benötigt man '27 Zeichen. ii, ii, ii und ß werden clureh 
ae, u.e und sz wiedergegeben, so <laß insgesamt :W ZeichC'n fiir clic Hurh­
stahen gehmucht werden. Ferner hcdarf es eines Symbols zu1· Kc1111-
zeichnung des \,Vortzwisd1enraums, wir wollen es mil .,-" lwzciehnen. 
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l>as ci11fad1sle J\lodell <lct• Sprache ist die Aneinanderreihung von Buch­
staben. die zufiillig und mit gleichen Wahrscheinlichkeiten erscheinen.
Auf 27 glcid1 aussehenden Karten sind die 27 Zeichen au fgcschriebcn.
llie Karten wel'dcn gut durehgemischt, auf gut Clück winl eine Karte
gezogen m11l der enlsprechende Buchstabe notiert.. Die gezogene Karte
wird wiede1· u11lergemis<'ht, der nächste Ruchstabe wird gezogen und a11
dl'n vorangegangenen gefügt. \Venu die }(arte mit,,-" gezogen wird, ist
<las End(• eines Worts e1Tcicht. Bei einem solchen Versuch wurde der i111
Bild 117 wiedPrgcgchene Salz „gedichtct"1 ). 
Dieser Salz iihnclt. in keiner Weise unserer Sprache. Die hauptsächliche
I 'rsadH' ist sil'h<'r darin zu suchen, daß die Buchstaben der deutschen
Spra,·lw nicht alle die gleiche Häufigkeit haben, daß sowohl in Goethes
„ Faust" als anch im lliirchen „Schneewittchen" oder im „ Lehrbuch der 
Zoologie" der Bul'hstabe X bedeutend seltener Yorkommt als die Buch­
st ahe� E und N. Der häufigste Buchstabe der deutschen Spra1:he ist das 
E, de1· seltenste das Y. Tafel 10 enthält die relativen Häufigkeiten (die 
niihernngsweisc gleich den Wahrscheinlichkeiten sind) der einzelnen 
B11l'hstahe11 de1· deutsehen Schl'iftsprachc. 
Die 11iichsLlwssere Niiheruug an die deutsche Sprache ergibt sich, wenn 
man die Buchstaben zwar auch zufällig zieht, jedoch mit den Wahr­
scheiulichkeit1•11, mit denen sie in der natürlichen Sprache auftreten. Das 
kann man realisieren. indem man 10000 Karten entsprechend den rela­
tiven l liiufiµ-keitcn nach Tafel 10 mit Buchstaben versieht. 
So müßte auf � 11 Karlen das O stehen, auf 172 das M, auf 1442 stünde 
.,-" (der Vvortzwisrhenraum oder ein Satzzeichen) usw. Dann könnte 

·raf'el 10. llii11f igkeiten der H11c'1,,talxm tll'r deutsclum
.\"chrift.,11mclie

lluch­
stah1· 

II 

s 

a 
,1 
L 
II 

h 

1 

" 
... 

llc-laLiv<' 
Jliiurigk1!iL 

0, 1442 
0.1"'10 
0,0�(i:i 
O,O(Viü 

O,Ofi2K 
O.OG2:!
0.0:,flli
0,0!i/i(i
o.o,,:w

ll,0'122
o,o:_lül

0,0::Vi!i
0,0255
0,0:!:3(i

Buch- RelaLivc 
stahe lläufigkcit 

0 0,02 li 
m 0,0172 
b O,OJ:18 
w 0,011:i 
z 0,0092 
V o,oow 
f 0,0078 
k 0,0071 

p 0,0067 
0,0028 

X 0,0008 

q 0,000:i 

y 0,0000 

1) Dil! rnssi:iwhspral'liig1•n Hf'ispil'lc wur1l�11 durch entsprt-chcnde deutschsprachige ersetzt, die 
dPm Buch vo11 /•. F,·11: J nform.aLionstJu�ori<·, A.ka.de1uie-Vt•rlag, llerlin (1963) entnommen sind. 
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man <len bereits beschriebenen Versuch nochmals ausführen, indem man 
die Karten gut durchmischt und nacheinander zieht. 
Solch ein kompliziertes Experiment ist aber gar nicht nötig. }lau ka1111 

ein beliebiges deutsches Buch nehmen und daraus Buchstaben zufällig 
wählen (z. 8. den sechsten Buchstaben einer jeden Zeile). Im Bil<l L18 i�l 
ein Satz wiedergegeben, der auf diese \Veise entstanden ist. 

MOTCFBfWQK NJRBUEJQ PHLYNDUBAFW 

Bild 117 

EME 

GKNEET 

ERS 

TfTBL 

BTZENFNFNDBGD 

Bild 118 

Bild 119 
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,\ uch dieser Satz hat wenig Ähnlichkeit mit unserer Sprache. Das ist 
verständlich: In der Sprnche existieren enge Beziehungen zwischen be­
nachbarten Buchstaben. Die Buchstabenkombinationen QQ oderQC treten 
überhaupt nicht auf, dafür jedoch ER oder IS sehr oft. Die aufeinander­
folgenden Buchstaben wurden aber unabhängig voneinander gezogen. 
Wenn man nur die Abhiingigkeiten zwischen benachbarten Buchstaben 
berücksichtigt, kann man die Sprache durch eine einfache Markoffsche 
Ketle beschreiben. Die Übergangswahrscheinlichkeiten für die ver­
schiedenen möglichen Buchstaben, die auf einen gegebenen Buchstaben 
folgen können, sind verschieden groß. So ist die Wahrscheinlichkeit für 
M->- E wesentlich größer als für M _,. T, und die Wahrscheinlichkeit für 
Q � Q ist offenbar Null, denn die Kombination QQ gibt es in der deut­
schen Sprache praktisch niehL. Bei Berücksichtigung der Abhängigkeiten 
zwischen benachbarten Buchstaben ergibt sich im Versuch beispielsweise 
der Satz im Bild 119. Ei· ist unserer Sprache schon bedeutend ähnlicher. 
Beriicksiehtigt man die Beziehungen zwischen je drei aufeinanderfol­
genden Buchstaben unsr,J"er Sprache, so erhält man eine noch bessere 
Näherung, wie das Bild l :W zeigt. Schließlich ergibt die Berücksichtigung 
der Beziehungen zwischen Yier Buchstaben ein Modell der Sprache in 
Form einer Markoffschen h:ette dritter Ordnung. Man erhält nun z. B. 
den Satz im Bild 121. 

PLANZEUDGES PHlN INE UNDEN VERBEICHT 

GES AUF ES SO UNG GAN DICH WANDERSO 

Bild .120 

ICH FOLGEMAESZIG BIS STEHEN DISPONIN 

Bild 121 
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Dieser Satz ist wie die zwei vorangehen<leu <ler deutsdwn Sprache be­
reits sehr ähnlich. Wenn Ihnen jemand den letzten Satz sagen würde, 
würden Sie gai· nicht sofo1·t bemerken, daß es irl{en<lwelcher Unsinn ist. 
Sie würden zunächst vei·snl'hen, seinen Sinn zu verstehen! 
Spätestens jetzt werden Sie, verehrter Leser, die Frage stellen: ,,Na und?" 
Natürlich kann man beliebig viele unsinnige Siitze komponiei·en, die in 
ihrer Struktur .Ier SpraC"hr nahekommen. Doch warnm sollte man <lazu 
Zeit aufwenden? 
Ich könnte entgegnen: Sie haben damit ein Modell <ler deulschcn Schrift­
sprache. Doch Modcllr baut man nicht einfach um ihrer selbst willen, 
sondern zu einem bestimmten Zweck. Jetzl muß ich .ins Ziel erläulcl'll, 
dem das Modell der Spl'ache dienen soll; jedoch nicht gleich im nächsten 
Abschnitt, denn zum Verständnis des Wesens dm· Sache 11111ß erst noch 
etwas über die Informationstheorie gesagl ,,·tmle11. 
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Information 

Das Erkennen der allumfassenden Bedeutung der llückkopplung und 
der lnforma tionsübertragung bei S teuernngspl'f1blemen brachte Norbert

l\1iener auf die Idee. die Steuuung in der Tcrhnik, in der lebenden Natur 
und in der (;cscllsrhaft von einem einheitlichen (;esichtspnnkt aus zu 
hctraehten. 
Cber die llül'kkoppl11ng- haben wir uns bereits unterhalten. Nun will ich 
('iniges aus dl'r Informationstheorie herichten. 
,,Füt· morg-cn wird wc<'hselnde Bewölkung mit zeitweiligen Regen­
schauern l'rwartet; sl'hwal'lie bis mäßige \Vindt> aus wechselnden Rich­
tungen .. :· 
Diese N achrichl wird über deu Telegraf, den H.undfunk, die Zeitung und 
das Telefon und auf viele andere Arten übertragen. Es ist gleichgültig, 
auf welche Weise Sie den Wetterbericht erfahrt•n, für Sie ist lediglich der 
Inhalt wil'htig. Die physikalischen Träger der Nachril'ht können sehr 
H!rschieden sei11: elektrischer Strom, elektromagnetische \Vellen, Buch­
staben aur dem Papier, Schallwellen usw. \Vas habrn alle diese Träger 
gemein? Sie tragen ein und dieselbe Information. 
Oas Telefon klingelt - Sie erhalten die Information, daß Sie jemand zu 
sprel'hen wünscht. Sie nehmen den llürer (in der Fachsprache: Hand­
apparat) ah und melden si<'h. 

Bild 122 
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Sie berühren den heißen Teekessel - fluchen und ziehen die Hand 
zurück. Die modernen Erkenntnisse über deu .\.blauf des Schmerzre­
flexes hatte ich bereits erläutert. Jetzt soll es uns lediglich auf die Fest­
stellungen ankommen, daß die Information über die Verbrennung der 
Haut über die Nervenstränge zum Gehirn gelangt und dort verarbeitet 
wird. Im Gehirn wird ein neues Signal erzeugt; dieses gelangt über die 
Nervenstränge zu den Muskeln, und Sie ziehen Ihre Hand zurück. 
Fische tauschen mit Hilfe ,·on Ultrasrhafüchwingungen im Wasser 
gegenseitig Informationen aus (sie „sprechen" miteinander!); Fleder­
mäuse orientieren sich im Raum durch Ultraschallortung. 
Auf erstaunliche Weise vollzieht sich der Informationsaustausch bei 
den Bienen. Wenn eine Biene das „Schlaraffenland" entdeckt hat, in dem 
sich der ganze Schwarm am Nektar duftender Blüten laben kann, kehrt 
sie zum Stock zurück und tanzt: Die Figuren ihres Tanzes enthalten die 
Information üher Richtung und Entfernung des gefundenen Blüten­
feldes. Das ist durch scharfsinnige Versuche bcleg t. 
Das Leben eines jeden Organismus ist von einem inlcnsiven Informa­
tionsaustausch mit der Umwelt begleitet. Bei höher organisierten Lebe­
wesen kommt ein gezielter we,:hselseitiger Informationsfluß zwischen den 
Organismen hinzu. 
In einen Automaten wird ,·or Betriebsbeginn die erforderliche Infor­
mation eingegeben - das Programm .. \ußprdcm erhält der Automat 
laufend Information über die Meßergebnisse an den erzeugten Teilen. 
Wenn eine Toleranzgrenze erreicht wird, gibt es eine Information über 
die notwendige Neueinstellung des Automaten. 

Bild 123 
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llei der automatischen Steuerung eines Flugzeugs wird die Information 
über die Lage <les Flugzeugs im Raum und die meteorologischen Be· 
dingungen zum A utopilo Len übertragen und dort mit dem vorgeschriebe· 
nen Kurs ,·erglichen. Im Ergebnis entsteht die Information über die not· 
wendigen Korrekturen der Lage des Flugzeugs und dessen Kurs. 
Die LeiLung eines Betriebes benutzt zu ihrer Arbeit Information über 
,·orhan<lenc Hohstoffe und Halbfertigprodukte, über die betriebsbe­
reiten und in Reparatur befindlichen Betriebsanlagen, über die Arbeits· 
krMtcsituation usw., sie orientiert sich an einem vorgegebenen Produk­
tionsplan, der als eine gespeicherte Information anzusehen ist. lnfor· 
mation ist also überall; sämtliche Steuerungs· und Regelungssysteme 
enLhalLcn Nachrichtenkanfile, auf denen Information übertragen wird. 
Durch Einschalten eines roten Lichtes kann man einen Zug anhalten; 
(lurch einen Knopfdruck wird eine Presse von mehreren Tonnen in 
Hewegung gesetzt; ein Satz des Kommandierenden kann eine Salve aus 
,·ielen tausend Gesch(itzen ausliisen. 
In den betrachteten Beispielen nimmt die zum Empfänger gelangende 
:'Jachricht nur zwei Bedeutungen an: rot - grün, eingeschaltet - aus· 
g-eschal tet. Das ist die einfachs Le lnforma Lion; sie ist die Antwort auf 
eine Frage, die man mit „Ja" oder „Nein" beantworten kann. 
Der Emprünger weiß die Antwort vorher nicht, denn sonst würde er gar 
keine Information empfangen. Vom Standpunkt des Empfängers aus ist 
die Antwort auf solch eine Frage zufällig; ihm ist vorher nicht bekannt, 
welche der zwei möglichen .\ntworten er empfangen wird. 
Die Verkehrsampel für den Straßenverkehr hat drei Farben: Rot, Gelb 
1111«1 Grün. Die Nachrieht, die dem Autofahrer übermittelt wird, kann 
drei Bedeutungen haben: ,,Halt", ,,Achtung", ,,Straße frei". 
Bei der Übertragung der Buchstaben auf dem Fernschreiber hat jedes 
Zeichen eine von insgesamt 27 möglichen Bedeutungen. Wir können 
übrigens auch, unsere andere Terminologie benutzend, sagen, daß im 
Ergebnis des Versuchs (des Empfangs eines Buchstaben) einer der mög· 
liehen Versul'hsausg-änge eingetreten ist (z.B. wurde der Buchstabe R 
(•mpfangen). 
Es gibt auch Versuche, <lie eine so große Anzahl von Ausgängen ermög· 
liehen, daß es einfacher ist, sie als Versuche mit unendlich vielen Aus· 
gängen zu betrachten. Beispielsweise gibt es für das Relief einer Schall· 
platte bei der Aufzeichnung von Musik praktisch unendlich viele mög· 
liehe Varianten. Der Empfünger weiß vorher nicht, welcher Ausga�g 
Pinti·eten wird; für ihn ist die .\ntwort ein zufälliges Ereignis. 

Gedächtnis und Kode 

Information kann man speichern. Das Wesen <les gesamten Lernpro· 
zesses besteht in einer Speicherung von Information. Information wird 
in Büchem, Zeitschriften, Fragebogen, in Bildern und architektonischen 
Denkmälern, auf Notenpapier, Schallplatten oder Magnetband gespei· 
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chert. In elektronischen Hcchenmaschinen µ-iht es spezielle Eimfrh­
tungen zum Speichern der Information; bestimmte Information wird 
über längere ZeitriiuuH' gcspei,,hert, z.B. die .\11sgangsdatc11; es giht 
aber auch K urzzeit:speichcr, in denen z. B. die Ergebnisse von Zwischen­
rechnungen nur so lange aufgehohen wrrde11. his die• he1refrendr Rech­
nung beendet ist. 
Im Gehirn der Lebewesen und vor allem des Mensdw11 ist cl1•r Mecha­
nismus des Gedächtnisses (des Speichers!) sehr kompliziert und ,·i,•1-
seitig. Seine Erforschung slri,kt noch in den .\11fiingP11. Einige der (;p­
Jiichtniseinril"htungen des Mens!'hen iih11rln den S1widae1·pi11richt11nge11 
einer· elektronischen Hechenmasl'hine; es g-iht ahe1· nt11·h stark nhwei­
chcnde Elemente. 
In den \'erschicdem•11 Speichersystemen wird dir l 11forma1io11 auf , ...... 
schiedene \V eise dargestellt. Zeichen auf Papier, Hi llcn in tll'r Sc hall­
pla tt:e, Erregungszusliinde (erregt - 11icht erregt) eines HPlais oder l'irll'r 
Nervenzelle sind einig-e de1· Yerschiedenen Arten, i11 denen l11formatio11 
dargestellt werden kar111. Ein und dieselbe Information k.11111 au[ vl'r· 
schictlene \V1·ise dargestellt werden: Die Zahl 5 Hil.lt sieh d11rd1 ,·rrschit•· 
dene Ziffernzeichen (5, V), in Buchstaben (fii11I') oder dmTh die Fin!!l'l' 
einer Hand ausdrücken. 
Von besonderer \\'ichtigkeit ist tfü• h11Prs.-lieitlhal'k1•i1 dt•r lnrormation. 
Ein Versuchsausgang muß sil'her ,·om a11tlrrP11 1111IPrs1·hil'dt•11 wenll'n 
kiinnen; die Nachrichten müssen si.-h Pindc11ti!! a11sP.i11a11dPrhalte11 lassP11. 
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Zur Speicherung oder Übertragung der Dezimalziffern benötigt man zehn 
,·erschiedene Symbole. Es ist gleichgültig, ob man arabische oder rö­
mische Ziffernzeichen, eine Aufzeichnung in Worten, Folgen von elek­
trischen Impulsen oder irgendwelche anderen Symbole verwendet. 
Die Darstellung der mögliehen Versuchsausgänge (oder der möglichen 
,\ ntworten, der möglichen Nachrichten) in bestimmter, verabredeter 
Form heißt Kode. Der Prozeß der Darstellung der Information selbst 
in irgendeiner Form wird Kodierung genannt. 
Information kann man in bestimmter, verabredeter Form darstellen, 
also kodieren, und man kann sie speichern. Für uns ist jetzt wesentlich: 

l11f orm.ation l,ann man übertragen. 

Nach einem etwas abgewandelten Aphorismus von D. Thomson kann man 
sagen, daß man Information wie Geld speichern kann, doch Nutzen 
bringen beide nur dann, wenn man sie ausgibt. Ausgeben heißt über­
tragen! 
üer Wetterbericht von vorgestern ist uninteressant; sich von einem 
unerfahrenen Arzt behandeln zu lassen oder sich in ein Auto zu setzen, 
dessen Fahrei· betrunken ist, ist gefährlich - die Information muß zur 
1·echten Zeit vorliegen und zuverlässig sein. 
Wenn ein Hcdner oder ein Gesprächspartner zu schnell spricht, kann der 
Zuhörer nicht folgen, er kann die Information nicht zuverlässig, ein­
deutig aufnehmen. Bei jeder Art der Übertragung und der Aufnahme von 
Information sind die Zuverlässigkeit, d. h das sichere Erkennen der 
übertragenen Nachrichten, und die Geschwindigkeit der l nformations­
übert,·agung einander widersprechende Forderungen. Deshalb entsteht 
beim Entwurf eines beliebigen Informationsübertragungssystems die 
Frage: Wie muß man die Informationsübertragung realisieren, damit den 
beiden Hauptforderungen möglichst gut Hechnung getragen wird? 
Erschwerend kommt hinzu, daß in jedem Nachrichtenkanal Störungen 
wirken. 
Wenn in einem llaum großer Lärm herrscht, ist es schon schwierig, sich 
mit dem Nachbarn zu unterhalten; es ist fast unmöglich, dem Vortrag 
eines Redners zu folgen. 
Ich erwähnte bereits, daß bei allen Formen der elektrischen Übermitt­
lung von Nachrichten stets ein Rauschen auftritt, <las den Empfang 
stört. Der Pegel dieses llauschens im Nachrichtenkanal läßt sich zwar 
klein halten, doch prinzipiell niemals ganz beseitigen. 
,\ußerdem wird das Leben ohnehin durch viele Störungen anderer Art 
erschwert. Im llundfunkgerät entstehen Störungen durch Sender be­
nachbarter Wellenlängen, durch atmosphärische Entladungen, durch 
vorbeifahrende Straßenbahnen, durch Röntgenanlagen usw. Im ange­
regten Telefongespräch mit Ihrer Erbtante hören Sie (und die Tante!) 
plötzlich lautes Schimpfen, das aus dem benachbarten Kanal in Ihre 
Leitung gerät, oder Sie hören ein schreckliches Ileulen und Pfeifen, weil 
die Verstärker nicht richtig eingepegelt sind. 
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Sender _._._.__.- ____ _

Störungen JJild 125 

Bei der ÜberLragung telegrafischer Nachrichten ,·e1-fiilsche11 Störungen 
die Buchstaben, und auf die telegrafische Anfrage nach dem Ergehen 
lhrer verreisten minderjährigen Tochter erhalten Sie die 1degrafische 
.'\.ntwort: ,,KEINE SORGE - BIN :vlUTTER"! Nur Pin fehlender 
Punkt (-. entspricht n; - entsp1·icht t) hat. das \\'ort ,.munter" ve1·­
fälscht! Die Entstellung von nm· einem Buchstaben kann Sie bereits in 
Verwirrung bringen ... In der Presse entstehen ebenfalls Drnckfehler 
auf Grund der Wirkung verschiedener „ßausl'hquellen". Sämtliclll' 
denkbaren Systeme zur Informationsübertragung werden durch alle 
möglichen Störungen beeinflußt, die in der Technik .. Rauschen" ge­
nannt werden. 
Die verschiedenen Informationsiibcrlragungen lassen sieh auf den ersten 
Blick in ein einfaches Schema bringen, das im Bild 125 dargestellt ist. 
lm Nachrichtenkanal werden die Signale ,·om Sender zum Empfängp,· 
übertragen. Sie sind der Träger der Information. 
Wie kann man einen fehlerfreien, sicheren Transport der zu ü lwrmi tteln­
den Nachrichten gewährleisten ? 
Die nachfolgende Plausibili tä tsbetrach Lung scheint zun1ic hs L offen­
sichtlich und einfach zu sein: Die falsche Entschlüsselung einer Nachricht 
heruht auf einer Verfälschung der Signale durch S l.iirungcn im i\' ach­
richtenkanal. Man muß also die Störung beseitigen. am hestC'n an der 
Stelle, an der sie entsteht. Man kann auch ein anderes \'erfahren zur 
Übertragung der Signale suchen, bei dem die Sil-(nalc nicht rlnrch Stö­
rungen entstellt werden. \Venn das nicht möglich ist. 111111.1 man die 
Stärke des Signals vergrößern. Wenn Sie sehr laut schreirn, kiinnen Sie 
sich selbst in einem lauten Zimmer bemerkbar machen. Sie werden 
zwar keine Liebeserklärung abgeben, immerhin kiimwn Sie a Lc1· z. B. ein 
Treffen vereinbaren. 
Seit der Erfindung des Telegrafen in cler :'\1itLe des 19 . .Jahrhunderts 
dienten die vorstehenden Überlegungen his zur Mittr unsere� .Jnhrhnn-
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dcrts als Leitstern <lc1· lngenieu1·e; auf sie stützten sich <lie Konstrukteure 
von Telefon und Telegraf, von Rundfunk und Fernsehen. 
Ungeachtet aller riesigen Aufwendungen und der bedeutenden Erfolge 
auf diesem Weg stört das Rauschen weiterhin den Empfang. Sie haben 
sicher schon erfahren können, daß es mitunter sogar sehr stört. 
Wir müssen aber ständig die Reichweite der Nachrichtenübertragung 
erhöhen. Es reicht schon nicht mehr aus, Informationen aus Moskau nach 
Wladiwostok oder zum Mond zu übertragen. Bereits vor einigen Jahren 
mußte eine Nachrichtenverbindung mit einem Raumschiff im Gebiet der 
Venus hcq;estcllt werden ... Dei· Erhöhung der Leistung ist eine Grenze 
gesetzt, denn wir können nicht mit beliebig hoher Leistung aus einem 
Raumschiff seudcu! 
.\ud1 an die Funko1·tung werden immer höhere Ansprüche gestellt. 
Heute wii-d gefordert, <laß auch schnellfliegende Flugzeuge und Raketen 
1·echtzeitig erkannt wer<lcu. Bei der Steuerung komplizierter Objekte, z.B. 
ganzer technologischer Prozesse, kommt es darauf an, die Parameter 
immer genauer zu erfassen und in die Steuereinrichtung zu übertragen, 
ohne dabei (.;enauigkeit zu verlieren. Die Exaktheit der Übertragung 
wird allerdings durch das Rauschen beeiu trächtigt. 
\Vic man sieht, sind nicht nur im kosmischen Raum, sondern auch auf 
unserem Planeten gute Nachrichtenverhindungcn eine teure Sache, und 
wir müssen Jemen, f nformntiou schnell, sicher und billig zu übertragen. 
Ist es aber wirklich so wichtig, daß der Empfänger nur unverzerrte 
Signale erhält;> 
Auf dem Bahnhof gibt der Dispatcher über die Lautsprecheranlage die 
Abfahrt eines Zuges bekannt. Mitunter ähnelt seine Stimme kaum noch 
der eines Menschen, und man kann nicht mehr erkennen, ob ein Mann 
oder eine Frau s1n·icht. Trotzdem erfahren wir, von welchem Bahnsteig 
unser Zug abfährt. Das übertragene Signal - die menschliche Rede __:_ 
wird sehr stark verzel'l't, doch die fü1· uns wichtige Information erhalten 
wir trotzdem. 
Die Aufgabe besteht also nicht in der unverzerrten \Viedergabe der 
Signale, sondern in der richtigen Wiedergabe der übertragenen Infor­
mation. Dieser einfache, jedoch sehr wichtige Tatbestand wurde erst 
vor weniger als 20 Jahren klar erkannt und für praktische Zwecke 
nutzba1· gemacht. 
Übrigens haben wfr hie1· wieder ein Beispiel für eine recht überzeugende 
Plausibilitiitsbetrachtung, die sich später als falsch erwies. Die Sende­
leistung ist bei der Nachrichtenübertragung nicht das allein Entschei­
dende! 
Im Jahre 1948 erschienen zwei Aufsätze Claude Shannons, des bekannten 
amerikanischen Mathematikers und Ingenieurs, die e1· unter dem Titel 
,,Mathematische Theorie der Nachrichtenübermittlung" zusammen­
faßte. Ühe1· die Shannonsche Theorie werde ich später berichten. Hier 
will ich lediglich bemerken, daß Shannon die Probleme der Informa­
tionsübertragung in Nachrichtenkanälen richtig erkannte und formulierte. 
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l m  Bild 125 ist einiges vergessen worden: \Venn man den Absendet· und 
den Empfänger der Information noch berücksichtigt, el'i1ült man das 
im Bild 126 dargestellte Schema. N achrichlenquelle oder Absende,· Lin 
z. H. ich, wenn ich ein Telegramm aufgebe, einen Freund anrufe oder
meine Mitarbeiter veranlasse, eine bestimmte Arbeit schnell auszuführen.
Zur Übertragung muß die Nachricht kodiert, also in eine übertragbare
Form gebracht werden. Das Telegramm kodiere ich durch Buchstaben
auf dem Papier, über das Telefon kann ich mich mit Hilfe elektrischer
Schwingungen verständigen, und meine Mitarbeiter kann ich durch eine
vielsagende Geste zur schnelleren Arbeit anregen.
Der Telegrafist kodiert mein Telegramm nochmals und bringt es in <li<'
Form elektrischer Stromstöße. Diese Signale werden über den Nach­
richtenkanal - das Kabel - gesendet. Auf der Empfangsseite gelangen
die Signale in die Oekodie1·eimichLung, wo sie in Buchstaben zurück­
verwandelt werden. Das Telegramm gelangt nun zum Empfänger.
Heim Telefongespräch ist das Mikrofon die Kodiereinrichtung-, i11 der die
Schallschwingungen in elektrische Schwingungen umgewandelt. werden.
Die Dekodiereinrichtung ist das Telefon meines Freundes. Dort we1·de11
die elektrischen Schwingungen in mechanische Schwingungen de1· .\lem­
hran umgewandelt.
An den Beispielen und dem dargestellten Schema ist erkennbar, <lal;! der
Konstrukteur nicht nur auf Sende- und Empfangsanlage Einflnl:I hat,
sondern aueh auf die Kodier- und Dekodiereinrichtung-. Er kann die
l{odierunµ·s- und Dekodieru11gsmE>thode nach seinem Ermessen wühlen.
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Hier entstehen <lie wichtigen Fragen: Kann man eine fehlerfreie Über­
tragung überhaupt erreichen? Wie wählt man Kodes für eine fehlerfreie 
Informationsübertragung aus? 

Was ist das, Information? 

Im vorangehenden habe ich vielfach das Wort „Information" benutzt, 
ohne etwas über <len konkreten Inhalt zu sagen, den dieses Wort hat. Sie 
wissen sicher, was unter diesem Begriff zu verstehen ist, obwohl Sie kaum 
in <ler Lage sein werden, es genau zu definieren. Das ist verständlich, 
denn es ist gar nicht so einfach, einen geläufigen Begriff zu definieren. 
Es besteht immer die Gefahr, sich in allgemeinen Worten zu verlieren. 
Gewöhnlich meint man, wenn man von den Informationseigenschaften 
eines bestimmten Prozesses oder einer bestimmten Erscheinung spricht, 
die Eigenschaften, die der energetischen oder massemäßigen Charak­
terisierung in gewissem Sinn gegenübergestellt werden. Es ist uns gleich­
gültig, auf welche Weise wir den Wetterbericht erfahren haben, aus der 
Zeitung, dem Rundfunk oder anderswo her. 
Information ist keine Masse und auch keine Energie. Selbstverständlich 
wird zur Übertragung von Information Energie benötigt. Diese Energie 
charakterisiert jedoch die übertragene Information weder quantitativ 
noch qualitativ: Auf ein Wort eines Kommandierenden hin kann ein 
Krieg ausgelöst werden, ein Sirenensignal kann den Betrieb eines Werkes 
oder sogar einer ganzen Stadt stoppen. Dabei kann die für das auslö­
sende Signal benötigte Energiemenge recht klein sein. 
Die Information ist jedoch ebenfalls eine objektive Kenngröße materieller 
Prozesse wie die Masse und die Energie. Während sich die Wissenschaft 
mit den Begriffen Masse und Energie schon seit langem beschäftigt, begann 
das systernatisl'he Studium der Information erst vor etwa 20 Jahren. 
Bis jetzt haben die Mathematiker den Begriff „Information" noch nicht 
so allseitig umfassend definiert, daß er als Grundlage für den Aufbau einer 
Informationstheorie dienen könnte, obwohl schon fruchtbare Versuche 
in dieser Hinsicht gemacht wurden. 
\Venn man heute von der Informationstheorie spricht, versteht man 
darunter meist, mehr oder weniger deutlich ausgesprochen, die vor etwa 
zwanzig Jahren von Shannon entwickelten Ideen. Die von Shannnn

begründete Richtung bezieht sich jedoch nicht allgemein auf die Infor­
mation, sondern auf das Problem der Übertragung von Information in 
Nachrichtenkanälen. Für dieses Gebiet stellt sie eine einheitliche wissen­
schaftliche Disziplin dar. Nach den benutzten mathematischen Methoden 
gehört die Theorie der Informationsübertragung zur Wahrscheinlich­
keitsrechnung. Sie ist schon jetzt eines ihrer Kapitel, und zwar ein sehr 
nützliches und inhaltsreiches. 
Zunächst werde ich etwas über die Probleme sagen, die mit der lnfor­
mationsübertrag-ung auf Nach1·ichtenkanälen zusammenhängen. Danach 
werde ich kurz einige andere Fragen berühren. 
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Manchmal spricht man z. B. von überraschender, wertvoller oder auch 
wertloser lnfo1·maliou. Sokhe Ausdrücke charnktcrisieren die lufor­
mation nicht mengenmäßig. Es wäre aber sehr nützlich, eine quantitaLi,·e 
Kennziffer fiir die hiformation zu hab<m. 
Wenn wir davon sprechen, daß eine Na<'hricht ,·icl oder wenig Infor­
mation enthält, vergleichen wir die Informationen mengenmäßiir, ähnlich 
wie wir das Gewicht, die Läu!!P oder die Kosten von irgendwelchen 
C:egenständeu vergleichen. 
Versuchen wir nun, uns ein quantitatl\·es Maß für diP lnro1·mal.ion aus­
zudenken. Hier haben Sie vier Mitteilungen: 

1. Beim Werfen eines Geldstücks fiel Wappen.
'..!. Die Schranken sind geschlossen.
3. Ich habe eine Tochter bekommen.
4. Die Numme1· des Straßenhahnfahrschcins endet mit de1· Zirfe1· 7.

Köunen Sie mi1·sagen, welchenlieser Sätze die meiste luforma tionenthält :' 
Auf solch eine hinterlistige Frage werden Sie kaum antworten können. 
Für mich ist z. B. die Geburt meiner Tochter ein großes Ereignis, Sie 
wird das kaum sonderlich berühren. Wenn Sie entgegen allen Warnungen 
,,Zahl - Wappen" um Geld spielen, so wird für Sie das Fallen des Wap­
pens Freude oder Verdruß bringen - eine Information, deren Ausmaß 
sich noch mit dem Einsatz ändern kann. Wenn Sie es eilig hnhen und zu 
einer Verabredung wollen, aber yor geschlossenen Schranken stehen, so 
kann solch eine Information Ärger und Enttäuschung bedeuten. 
Die Antwort auf meine Frage hängt, wie sieh zeigt, vom Standpunkt. 
ab. Welchen Standpunkt hat nun aber ein Konstrukteur von Nach­
richtenanlagen, z.B. von Telegrafeuanlagen? Der subjektive Inhalt der 
zu übertragenden Information hat für ihn keinerlei Bedeutung. Er muß 
ein Übertragungssystem schaffen, über das man die Nachricht von der 
Cehurt meiner Tochter möglichst fehlerfrei übertragen kann, unabhängig 
davon, wie sehr diese Nachricht den Empfänger erfreut. 
Eines der Verdienste von Shannon besteht gerade darin, cineu Begriff 
für die Informationsmenge geschaffen zu haben, der in der Nachrichten­
technik brauchbar ist. Der Inhalt der Information hat für die Über­
tragung durch den Nnchrirhtenkanal keinerlei Bedeutung. Der Begriff 
der Informationsmenge muß sich nlso auf andere Kennzeichen der üher-
1 ragenen Nachrichten slülzen. 
Kehren wir zu der Frage zurück, welche der vier Mitteilnngcn die meiste 
Information enthält. 
Bei den ersten drei Mitteiluug·en sind nur jeweils zwei Varianten der 
Aussage möglich: Zahl - Wappen. off<'n - geschlossen, Junge - !\Iiid­
chen. Für die Übertragung sokh einer :1\-littcilung braucht man nur zwei 
Symbole, z. B. 0 oder 1, plus oder minus. Das ist offenbar die einfachst,• 
Information, sie ist in jedem Versuch mit zwei Ausgängen enthnltcn. 
Sofort müssen wir feststellen, daß in einem Versuch mit nur einem mög­
lichen .\usgang gar keine Information enthalten ist. Ein Erwachsener 
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crführl lll'ispielswl'isc niehts Neues aus der Mitteilung, daß, wc1111 heute 
.\littwoeh isL morgen Donnerstag sein wil'<l. 
Die N umnwr des S Lraßenhnhnfahrscheins kann auf ei11e beliebige der 
ZiFfern n•n O his 9 enden, und somit hat die letzte unserer ;\litteilungen 
10 mö1.dielw Yarianten. Deslwlb braucht man, um jeden möglichen 
Ausgan� <ll's Versuchs, der in der Feststellung der Endziffer des Fahr­
scheins hesteht, ühertragen zu können, mindestens 10 ,·erschiedene 
Symbole. \Vill man aber einen deutschsprachigen Text ii hertragen, 
hmucht man minclcslem '27 ,·erschicdene Symbole. 
Der Koust.rukteu r für '.\' a('hrichtenü bertragungssys lerne in Leressiert sich 
also in erster Linie für die Anzahl der möglichen Varianten der Nachricht 
oder die .\.uzahl der möglichen Versuchsausgänge. 
Denken Sir jetzt an die Aufgabe über das Zusammenfallen von Geburts­
tagen zurül'k. \Vemt Sie den ersten besten, den Sie treffen, fragen, wann 
<�r Gebm·ts Lag lw t (zweckmäßigerweise einen Bekannten; wer weiß, was 
ei11 Unbekannter ,·011 Ihnen denken würde ... ), und feststellen, daß Sie 
gemeinsam Geburtslng haben, so schätzen Sie die erhaltene Information 
sehr hoch ciu. \Venn es sich erweist, daß Ihre Geburtstage nicht zusam­
menfallen, so sehen Sie eine solche Information als nicht sehr bedeutend 
an; eine solche Antwort haLen Sie Inst mit Sicherheit erwartet. 
Im Versuch mit dem Werfen eines symmetrischen Geldstücks müßte die 
quantitative Größe der Information für das Auftreten von Zahl dieselbe 
wie bei Wappen sein: Die Chancen für das Auftreten von Zahl und Wap­
pen sind gleich groß. Den subjektiven Charakter der Ausgänge, z. B. 
Wappen - Gewinn, Zahl - Verlust, wollen wir ausschließen. 
Nun stellen wir fest: Die Information über die Geburt eines Mädchens 
(urtd keines Jungen) und über das Auftreten von Wappen (und nicht 
Zahl) wird man ,·ernünftigerweise durch dieselbe Maßzahl ausdrücken, 
denn die Unbestimmtheit des Ausgangs ist in beiden Fällen dieselbe: 
Die Walu·scheinli<"hkcit des Auftretens von \Vappen und der Geburt 
Pin es Mädchens sind gleich groß, und zwar 1: 2.1) 
Beim einmaligen Werfen eines Geldstücks ist die Unbestimmtheit des 
,\usgangs bedeutend größer als bei der Feststellung, daß die Geburtstage 
zweier Personen nicht übereinstimmen. Die Informationsmenge, die man 
erhält, wenn Wappen fällt, muß man höher einschätzen als die Infor­
mation ühe1· das Nichtzusn rnmenu·effen zweier Geburtstage, anderer­
seits aht•r nicd rigcr als die J nforma tion über das Zusammen treffen der 
l;eburtstaµ·t•. 
Die Infor111atiu11sme11ge, tlie eine zu übertragende Nachricht enthält, 
wirtl also durch die i\fonge aller möglichen Nachrichten un<l die \Vahr­
st'heinlichkeit ihres Auftretens bestimmt. Sie hängt nicht vom l nhall 
tle1· l\achrich t ab. Das ist die grundlegende Idee der N achrichtenü ht·1·­
trngungstheorie ,·un Shannon.

l) In drn VC'r�C'11i,·d1·1u·u historischen Pl•riod1·11 iilufrrt sich das Verhältnis dc•r Geburtenzahlen 
von Jun�i'n zn Müdd,en zwm· l'Lwns. Bei einer grobt•n Bl•trachtung kHnn man die Wehrschein� 
li«:hk«'ilrn d,•r, :,•hurl 1•it1l'S �fädchens ckr der G�lnll't Pinl's Jungen mit j1• l /'1. gleichsetzen. 
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Ein quantitati\'es Maß 

Die Wahl eines Verkehrsmittels (Auto, Bahn, Flugzeug) für eine Reise 
von einer Stadt in eine andere hängt nicht von der genauen Entfernung 
zwischen diesen Städten ab (97 km oder 5'172 km), sondern davon, ob es 
sich um einige zehn, einige hundert oder einige tausend Kilometer han­
delt. Oft kommt es nicht auf den exakten Wert einer bestimmten Größe 
an, sondern nur auf die Größenordnung, d. h. auf die Anzahl der Stellen 
in der gewöhnlichen dezimalen Schreibweise. So liegt die Zahl 5'172 
zwischen 1000 = 103 und 10000 = 104

• Es ist einfach zu sagen, daß die 
Zahl 5'172 die Größenordnung 104 hat. Wenn wir uns an die Logarithmen 
erinnern, so wissen wir, daß man statt 103 <5472 < 10" auch 3 < lg 5472 < 4 
schreiben kann. Wir sehen, daß es angebracht isl, die Größenordnung 
von Zahlen im logarithmischen Maßstab anzugeben. 
In der Informationstheorie benutzt man gewöhnlich nicht das dezimale, 
sondern das duale Zahlensystem, in dem es nur die Ziffern ;\/ ull und Eins 
gibt. Wie bereits am Ende des Abschnitts über den mehrdimensionalen 
Raum gezeigt wurde, ist die Anzahl aller möglichen Kombinationen eines 
dualen Ausdrucks mit n Stellen 2n. 
Auch im Dualzahlensystem wird die Größenordnung einer Zahl im 
logarithmischen Maßstab angegeben, denn n ist gleich dem Logarithmus 
von 2n. Hier verwendet man jedoch nicht die üblichen Zehnerlogarithmen, 
sondern Logarithmen zur Basis 2. Im ersten Gespräch mit dem Physio­
logen ging es um einen der vollkommensten Mechanismen der Natur -
den Sehapparat des Menschen und der Tiere. Er muß die großen in der 
Natur auftretenden Leuchtdichte.unterschiede verarbeiten können. 
Nachfolgend sind einige Beispiele von Leuchtdirhtcn aufgeführt: 
Leuchtdichte des nächtlichen Himmels ohne :\fondschein: 1,5 Stilb 
Leuchtdichte des l\Ietallfadens einer Glühlampe: :WO Stilb 
Leuchtdichte der Sonne: J ,5 .. · 105 Stilb 
Mit dem ungeschützten ,\uge in die Sonne zu sehen ist schmerzhaft. 
Weniger hell leuchtende Gegenstände kann man betrachten und sogar 
deren Leuchtdichten unterscheiden. Die Physiologen haben festgestellt, 
daß das Auge einen sehr großen Leuchtdichtebereich mit Sicherheit ver­
arbeiten kann. 
Einen so großen Bereich kann der Sehapparat nur vermöge eines log­
arithmischen Maßslabs bewältigen. Versuche haben bestätigt, daß das 
Auge tatsächlich eine logarithmische Empfindlichkeitskurve hat. 
Zum Aufschreiben einer dreistelligen dezimalen Zahl benötigt man für 
jede der drei Stellen ein Symbol aus dem Vorrat von zehn Symbolen, ,·on 
denen jedes eine von zehn möglichen Bedeutungen hat. Will man diese 
Zahl über einen Nachrichtenkanal übertragen, so benötigt man eben­
falls zehn verschiedene zur Übertragung geeignete Symbole, die der 
Darstellung der dreistelligen Zahl in gewöhnlichen Ziffern entsprechen. 
Eine dreistellige dezimale Zahl hat im Dualzahlensystcm maximal zehn 
Stellen, denn 210 = 1024. Man benötigt aber nur noch einen Vorrat von 
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zwei Symbolen. Im Telegrafenkode werden nur zwei unterschiedliche 
Signale, z. ß. Stromfluß und Pause, zur Übertragung der Information 
benutzt. Deswegen ist das Dualzahlensystem hier vorteilhaft. 
Schon im Jahr 1928 hatte Hartley vorgeschlagen, für die Messung einer 
im Nachrichtenkanal übertragenen Informationsmenge ein logarith­
misches Maß zu benutzen. Shannon ging bedeutend weiter - er berück­
sichtigte auch noch die Wahrscheinlichkeiten der einzelnen Informa­
tionen. 
Wenn in einer Nachricht keinerlei Unbestimmtheit enthalten ist, ihr 
Inhalt also von vornherein bekannt ist (z.B.: ein geworfener Stein fällt 
auf die Erde zurück!), so enthält sie keinerlei Information, und die In­
formationsmenge ist Null. 
Die Chancen (die Wahrscheinlichkeiten) irgendwelcher Nachrichten, 
übertragen zu werden, können mehr oder weniger groß sein. Je geringer 
die Wahrscheinlichkeit für die Übertragung einer bestimmten Nachricht 
ist, um so höher ist die Informationsmenge, die sie enthält. Dieser Sach­
verhalt muß auch bei der Definition der Informationsmenge berück­
sichtigt werden. Die Informationsmenge muß größer werden, wenn sich 
die Wahrscheinlichkeit des Eintreffens einer Nachricht verringert. 
Trifft eine bestimmte Nachricht zweimal, dreimal oder noch öfter ein, 
und sind die Übermittlungen unabhängig voneinander, so muß sich die 
Informationsmenge verdoppeln, verdreifachen usw. 
Für das Einkommen eines Arbeiters im Leistungslohn ist der mittlere 
Tagesverdienst und nicht der Verdienst an irgendeinem zufällig betrach­
teten Tag maßgebend. Genauso ist in der Informationstheorie nicht die 
Informationsmenge wesentlich, die sich bei der zufälligen Übermittlung 
irgendeiner Nachricht ergibt (im Sinne der Wahrscheinlichkeitsrechnung), 
sondern die mittlere Informationsmenge. 
Da die Übermittlung einer bestimmten Nachricht zufällig ist und einer 
bestimmten Wahrscheinlichkeitsverteilung genügt, muß man als Mittel­
wert die uns bereits bekannte mathematische Erwartung verwenden. 
Wenn der Vorrat der möglichen Nachrichten lediglich aus zwei Nach-
1-ichten mit den Wahrscheinlichkeiten P1 und P2 besteht (dabei ist stets
P1 + P2 = 1), dann ist nach Shannon die mittlere Informationsmenge,
die man in dieser Situation bei der Übertragung einer Nachricht erhält

l = - Pi log P1 - P2 log P2 

(die Minuszeichen stehen hier, damit die Informationsmenge pos1t1v 
wird; die Wahrscheinlichkeiten P sind Zahlen, die kleiner als Eins sind, 
und ihre Logarithmen sind demnach negativ). 
Bei dieser Definition ist gewährleistet, daß sich die Informationsmenge bei 
zweifacher unabhängiger Übertragung einer Nachricht verdoppelt, bei 
dreifacher Übertragung verdreifacht usw. 
Verlangt man von dem einzuführenden Begriff der Informationsmenge 
noch einige weitere naheliegende Eigenschaften, so muß man ein log­
arithmisches Maß für die Informationsmenge wählen. Das ist der Inhalt 

201 



H 

I.O 

O.Q 

o., 

0.] 

O.b

0.5 

0.'I 

03 

O.? 

0.1 

BIT 

l/ 
-- ! �� ' 

/ i\. 
r 

J 
' 

/ ! ! ! \ 
I ' 
' 1 \ tr I w 

I \ ·-
� I ' 

SL Bild J:!i 

0,1 0.1 0.'3 0:4 C.� O.t, 0.7 0.8 0.9 1,0 

eines Satzes \"On Shannon. Ich will Ihre Aufmerksamkeit nicht mit seinem 
Beweis belasten. Er ist zwar elementar, aber sehr lang.1) 
Jonglieren wir nun ein wenig mit unserer letzten Form<'I. Da P2 

1-J.\ ist, können wir sie in die folgende Gestalt bringen:

1 = -P1 log P1 - (l - P1} log (1.-- /\) 

Jetzt ist I nur noch Funktiou einer \'eräudt•I'lichcu, der Wahrsl'heinlich· 
keit P1 • Man kann diese Funktion ohne viel Mühl' i:rafis..!1 clarslcllen.
wenn man sich an die Definition des Logarithmus erinnert ocll•r Tahelle11 
benutzt. Aus Bild 127 ist �ofort ersichtlich, daß die J nforma 1io11sme11gc 
nur dann gleich Null ist, wenn entweder P1 = 0 oder P1 = 1 isl. Das 
bedeutet, naß entweder die erste Nachricht niemals cintriffl uucl dem· 
zufolge bei jedem beliebigen \"ersuch immer nur di<• zweite. ocln (hci 
1\ = 1), <laß immer die erslc Na<'hrichl eint1·ifft. 
Eine solche SituaLion wüt·dl' be<leulcn, daß man latsächlieh nnr l'iue 
Nachricht hat, daß also gar keine Un hcsti mmthcit im Versnl'h \"orhanden 
ist. Der Empfang einer dC'r11rli!{PH :\a('hrichl lid<'rt. also a11<'h kein«· 
Information. 

1) Auch hier rechne ich n1it Jhr1·111 \'l•rlrUUl'H. \\'t•11n Jhrf" \\"ißhl'gknlr jt•t.lol"ll iih(•r t.kn Hah11w11 
dfrses Buches hinausgeht, kÖluwn Sie hci Shaunon Jwchle.st•n otlt•r in gP11iigf>nd ,·1t·m1·ntarrr 
Form im Buch von A. Al .. laglom, und./. 1lf. Jaglom .,\Vahrsclu•inlichk,•il nnrl lnrnrmalion'· 
(deutsche Übersetzung im YEH DP-utschf'r \'rrla.g ckr Vfl�!oil'nschaftcn, i!J(i!'l). Clirigr.ns steht 
der Bcwt'is bei Shnnnnn im Anhang, und df'r entsprC'cJwuclt• � li ciPs Kupitl•l!"I 11 IH•i drn Jagloms 
ist kleingedruckt. Das Lcdcutct g1·,,·m111lidl, daU dir .\ 11sriihru11g1•11 nlf'hr 1111 1kn tH•d:mtisr.lu.·11 
Leser adrt.•ssicrt. sind. 
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Die größte Informationsmenge ergibt sich bei J\ = 1: '.!. Das Eintreffeu 
ucider Nachrichten ist dann gleichwahrscheinlich. Hier lieg·t im Yersuchs­
ausgang die gröUte U nhestimmtheit, und deshalb schützen wir hier die 
crhalteue Information am höehsten ein. Bei Benutzung ,·on Logarithmen 
zur Basis 2 ergibt. sich Lei />1 = 1:2 ein Wert ,·on l = L 
Wenden wir uns nun Versuchen mit mehreren möglichen .\usgängen zn. 
\Venn eine Nachricht aus Buchstaben besteht, so erscheint als elemcn­
ta1·e1· Versuchsausgang ein Buchstahe. Im deutschen .\lphabet gibt es 27 
Zeichen (einschl. des Wortzwiiwhe11ra11111s). Die mittlere Information, die 
uns ein Zeiehen liefert, ist 

l = -Pi log f>
1 - P2 log P2 - ... - 1'11 log P27 

Hierin bedeuten Pi , P2, . .  · ,  Pn die Wahrscheinlichkeiten des .\uftrelc11s 
der Zeichen mit den entsp1·echcnden Nummern. 
Die größte Informationsmenge ergibt sich, wenn alle Zeiche11 die gleiche 
Wahrscheinlichkeit des .\uflretens haben. 
Wie die Sache allgemein aussieht, wird ] hnen nun sicher klar sein. ich 
möchte lediglich noch uemerken, daß der \laximahvert der Informations­
menge bei einer Menge \'Oll II möglichen �arhrichten dann erreicht wird, 
wenn ,lic \.Yahrscheinlichkeiten für die Übertragung bei allen dieseu 
N:whrichten die gleiche G1·iißc 1/n haben. Dann ist 

lmax = log n. 

,\n ,lieser Gleichung 1irkennt man, daß bei Erhöhung der Anzahl der 
möglichen Narhrichkn <lic mittlere Informationsmenge nur langsam 
wächst. 

Durehlaßfähigkeit 

Die zwischen, sagen wir, Berlin und Erfu1·1. verkehrenden Güterzüge 
transportieren Frachten von der einen Stadt zur anderen. Man kan11 
,·ie]e Waggons an eine Lokomotive anhängen und damit die vom Zu!{ 
transportierte Frachtmenge erhöhen; nun sinkt aber die Reisegeschwin­
digkeit. Es ist naheliegend, die maximale Frachtmenge (in Tonnen), die 
sich auf ei11e1· Hal111strerke in der Stunde transportieren läßt, als Maß für 
deren Durchlaßfähigkeit zu verwenden. Man muß also die Frachtmenge 
ermitteln, die sich bei möglichst günstiger Verteilung der Frachten aur 
die Züge ttlld bei hestmöglicher Gestaltung des Fahrplans befördern 
läßt. 
Für die Informationsübertragung im �aC'hrichtenkanal gelten ähnliche 
Überlegungen. Der Einfachheit halber wollen wir eine Telegrafenlinie 
mit den zw<'i Elementarsignalen Stromfluß und Pause betrachten. Mit 
Hilfe dieser beiden Elementarsignale lassen sich Ruchstahen, Ziffern und 
be]iehige andere Symbole übe1·tragen. So wird z. ß. heim Telegrafenkode 
für Fernschreiber jedes Zeichen durch eine Kombination aus fünf Ele­
mentarsignalen gebildet. 
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Die Elementarsignale sind ähnlich wie die beladenen Eisenbahngüter­
wagen Träger der zu übertragenden Information. Die Informations­
menge, mit der sich ein Elementarsignal „beladen" liißt, ist am größten. 
wenn das Auftreten der Elementarsignale gleichwahrschcinlich ist. Die 
Elementarsignale haben eine bestimmte zeitliche Dauer. Deshalb ist die 
Informationsmenge begrenzt, die sich in der Zeiteinheit durch den Kanal 
übertragen läßt. Als Maß für die Durchlaßfähigkeit eines Nachrichten­
kanals wird man die maximale Informationsmenge ansehen, die sich in 
der Zeiteinheit über den Kanal übertragen läßt. 
ßeim Eisenbahntransport geht ein Teil der Fracht verloren, z. 8. durch 
Zugunglücke und Naturkatastl'Ophen, durch Unachtsamkeit usw. Wenn 
derartige Verluste häufig eintreten würden, müßte man sie bei der 
Zusammenstellung der Züge und der Aufstellung der Fahrpläne berück­
sichtigen. Eine derartige Situation kann beispielsweise in Kriegszeiten 
eintreten, wenn die Züge häufigen feindlichen Angriffen ausgesetzt 
sind. 
Selbst beim Auftreten von Verlusten kann man die Durchlaßfähigkeit 
einer Bahnstrecke ermitteln. Sie ist na Lürlich geringer als die Durch)aß­
fähigkeit, wenn keine Verluste auftreten. 
Eine analoge Situation liegt beim Nachrichtenkanal vor: Im Kanal 
wirkende Störungen entstellen die zu übertragenden Signale, und im 
Ergebnis geht ein Teil der Information verloren. Auch hier läßt sich de1· 
Begriff der Durchlaßfähigkeit des Kanals aufrechterhalten: Sie wird 
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bestimmt durch die maximale Informationsmenge, die sich im Mittel in 
der Zeiteinheit über den gestörten Kanal übertragen läßt. 
Uie Durchlaßfähigkeit des gestörten Kanals wird also durch die Anzahl 
und die Dauer der Elementarsignale und durch die Wahrscheinlichkeit, 
mit der sie durch Störungen entstellt werden (d. h. die Wahrscheinlichkeit 
dafür, daß ein Elementarsignal gesendet und statt dessen ein anderes 
empfangen wird) bestimmt. Sie hängt von nichts weiter ab. 

Kodierung 

Sicher werden Sie auch bei einer schlechten Fernsprechverbindung alles 
mitbekommen, was Ihnen Ihr Gesprächspartner mitteilen will, wenn er 
es nur genügend oft wiederholt. Doch dann dauert das Gespräch sehr 
lange. Das gleiche gilt auch für den Telegrafen und andere Informations­
übertragungssysteme. Die mehrfache Wiederholung der Nachrichten 
gibt die Möglichkeit der zuverlässigen Übertragung. Dabei sinkt aller­
<lings die Übertragungsgeschwindigkeit stark. 
Betrachten wir nun einige Beispiele für Kodes. Allgemein bekannt isl 
das Mo1·sc-Alphabet, bei dem die Buchstaben durch Folgen von Punkten 
(,,O") und Strichen (,,1 ") dargestellt werden. Hier sind einige Beispiele 
für Kodegruppen im Morse-Alphabet: 

Buchstabe A B C D 
Kode 01 1000 1010 100 

E 
0 

F 
0010 

G 
110 

Sie erinnern sich sicher an die in Tafel 10 wiedergegebenen Wahrschein­
lichkeiten, mit denen die einzelnen Buchstaben in der deutschen Sprache 
auftreten. Im Morse-Alphabet bestehen die Kodegruppen aus unter­
schiedlich vielen Symbolen; durch einen Vergleich können Sie feststellen, 
daß häufig auftretende Buchstaben kurze Kodegruppen haben. 
Im bereits erwähnten Telegrafen-Alphabet für den Fernschreiber haben 
alle Kodegruppen die gleiche Anzahl von Symbolen. Einige Beispiele füt· 
Kodegruppen im Telegrafen-Alphabet sind: 

Buchstabe A ß C D 
Kode 0001 t 11001 01110 01001 

E 
00001 

F 
01101 

G 
11010 

Solche Kodes heißen gleichmäßig, weil im Gegensatz zu den ungleich­
mäßigen Kodes (wie dem Morsekode) alle Kodegruppen die gleiche 
Länge haben. 
Der Vorteil der ungleichmäßigen Kodes ist offensichtlich: man hat zur 
Übertragung von häufig vorkommenden Nachrichten (Buchstabe E!) 
nicht die gleiche Zeit zu verwenden wie zur Übertragung von seltener 
auftretenden Nachrichten (Buchstabe F!). Dafür besitzen die gleich­
müßigen Kodes andere Vorzüge. 
Bei der Übertragung der Kodegruppen muß man sorgrältig auf ihre 
Trennung achten, damit kein völliger Wirrwarr entsteht. ßeim Morse­
,\lphabet trennt man die Kodegruppen durch Zwischenriiume. Geht bei-

205 



Bil.d 12!J 

spielsweisc im Worl DA (10001) der Zwischenraum verloren, so kann man 
die erhaltene Folge L0001 fälschlich z.B. als NU (10 001), als N IT (10 00 J) 
oder als TV (10001) dechiffrieren. 
:Man kann einen ungleichmäßigen Binärkode aber auch ohne Zwischen­
riiume aufstellen. Die Idee hesteht darin, daß man keine Kodegruppen 
verwendet, deren Anfänge bereits selbständige Kodcgruppen sind. Die 
möglichen Kodegruppen kann man mit Hilfe eines Graphenbaums aus­
wählen. An die zwei oberen Knoten schreiben wir O und 1 (Bild 129). Rci 
jeder Verzweigung nach unten schreiben wir an den linken Knoten eine 
O und an den rechten eine 1. Somit stehen hinter dem n-ten Schritt alle 
2n Kombinationen zur Verfügung. 
Den Kode ohne Zwischenräume bauen wir nach dem folgenden Algo­
rithmus: Wenn wi1· eine bestimmte Kodegruppe bereits benutzt haben, 
sagen wir 010, so bleibt der ganze weitere Teil des Baumes, de1· sich 
von diesem Knoten aus verzweigt, unberücksichligt. Im Beispiel nach 
Rild 129 sind die benutzten Knoten durch einen Punkt im Kreis ge­
kennzeichnet und die benutzten Kanten fett ausgezogen. Auf diese 
Weise kann man die erforderlichen nicht verwechselharcn Kodegruppen 
bilden. 
In den vorstehend beschriebenen Kodes wird jeder zu übertragende 
Buchstabe einzeln kodiert. Derartige Kodes kann man den jeweiligen 
Erfordernissen entsprechend bilden. So lassen sich günstige z. B. selbst-

206 



Bild 130 

kontrollierende oder selbstkorrigierende Kodes angeben, bei deren 
Verwen<lung- etwa auftreten<le Übertragungsfehler erkannt oder sogar 
korrigiert werden können. 
Glückwunschtelegramme, z.B. zum Neuen Jahr, werden zu ermäßigten 
<Jebühren übermittelt. �Ian muß dann aus einer Reihe von Standard­
texten einen passenden auswählen. Es ist nicht nötig, den gesamten Text 
eines solchen Telegramms zu übertragen. Man muß nur die Adresse des 
Empfängers und die Chiffre des gewünschten Textes übermitteln. Des­
wegen kann man die Gebühren senken. 
Dienstliche Mitteilungen, z. B. über Bankoperationen, lassen sich meist 
auch in eine S Landardform bringen. Bei der Übertragung solcher Nach­
ril'hten hat die Zuverlässigkeit der Übermittlung entscheidende Bedeu­
tung. Dnrum empfiehlt es sich, die Chiffre mehrfach zu übertragen. 
Wir haben bereits die Struktur unserer Sprache erörtert und festgestellt, 
dal.l nicht alle möglichen Buchstabenkombinationen, sondern vor allem 
einige bestimmte verwendet werden. 
Sie kennen sicher <las Wortspiel, mit dem sich Schüler und Studenten 
während uninteressanter Unterrichtsstunden oder Vorlesungen die Zeit 
vertreiben. Aus den Buchstaben eines bestimmten Wortes sind alle 
möglichen anderen sinnvollen Wörter zu bilden. Aus einem langen 
Wort wie „Elektrifizierung" entstehen derart etwa 200 andere sinnvolle 
Wörter! 
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Ich will die Bedingungen etwas ändern. Wir nehmen drei Buchstaben, 
z. B. A, K, R, und bilden aus ihnen alle möglichen Wörter. Hierfür gibt
es 33 

= 27 Möglichkeiten, die nachfolgend aufgeführt sind. Diejenigen.
die in der deutschen Sprache einen Sinn haben, sind durch Großbuch­
staben hervorgehoben:

aaa kaa raa 
aak kak rak 
AAR KAR RAR 

aka kka rka 
akk kkk rkk 
akr kkr rkr 
ara kra rra 
ark krk rrk 
arr krr rrr 

Von den 27 Wörtern sind lediglich drei sinnvoll! 
Die Anzahl der Wörter in unserer Sprache beträgt etwa 100000; dic 
Anzahl aller möglichen siebenbuchstabigen Wörter aus den 26 Buch­
staben des deutschen Alphabets ist offensichtlich 267, das sind mehr als 
8 Milliarden! In der deutschen Sprache gibt es aber auch Wörter aus 10, 
12, 15 und mehr Buchstaben! Bei der Bildung der Wörter wird also nur 
ein kleiner Teil der möglichen Buchstabenkombinationen benutzt; auf 
l\fülionen sinnloser Wörter kommt nur ein sinnvolles! 

Modell der Sprache und Informationsübertragung 

Im Modell der Sprache in Form einer Markoffschen Kette hingen die 
Wahrscheinlichkeiten des jeweils nachfolgenden Buchstabens von den 
vorangegangenen Buchstabenkombinationen ab. Mit Hilfe der Über­
gangswahrscheinlichkeiten kann man die Wahrscheinlichkeiten für die 
verschiedenen mehrbuchstabigen Nachrichten berechnen. Unter den 
möglichen zehnbuchstabigen Wörtern gibt es solche wie aqcuhxsyer, für 
die die Wahrscheinlichkeit, auf dem Telegrafen übertragen zu werden. 
praktisch Null ist und solche wie gratuliere, die in Telegrammen mit 
recht großer Wahrscheinlichkeit vorkommen. 
Ich werde weiterhin alle Nachrichten in zwei Kategorien einteilen: hoch­
wahrscheinliche und wenigwahrscheinliche. Obwohl eine solche Ein­
teilung nur bedingt gültig ist, kann man ihr doch einen wohlumrissenen 
Sinn geben. Das Wesentliche besteht darin, daß nicht nur die Wahr­
scheinlichkeit eines jeden Wortes der geringwahrscheinlichen Gruppe 
klein ist, sondern sogar die Summe der Wahrscheinlichkeiten für alle 
Wörter dieser Gruppe. 
Shannon betrachtet die Übertragung von Nachrichten, die eine einfache 
Markoffsche Kette bilden. 
Markoffsche Ketten treten nicht nur in der menschlichen Sprache auf. 
Die Folge der Steuerbefehle irgendeines Aggregats, de1· Prozeß des 

208 



Yerlaufs einer Krankheit, die ,\ufeinanderfolge chemischer Umwand­
lungen u. ä. können häufig mit Hilfe Markoffscher Ketten beschrieben 
werden. 
Ihnen ist sicher auch schon die Möglichkeit eingefallen, die Kodierung 
einzelner Buchstaben durch die Kodierung ganzer Wörter, oder, besser 
gesagt, ganzer Ulöcke von Zeichen zu ersetzen. 
Ist die Zeichenfolge am Eingang des Nacluichtenkanals eine Markoffsche 
Kette, so zerfällt bei Betrachtung genügend langer Blöcke von Zeichen 
die l\fonge der Naclu·ichlen in eine relativ kleine Gruppe hochwahrschein­
licher Nachrichten, deren Übertragung wichtig ist, und in eine relativ 
g1·oße Gruppe geringwahrscheinlicher Nachrichten, deren Übertragung 
weniger wichtig ist. Sie brauchen u. U. gar nicht übertragen zu werden, 
so gering ist die Wahrscheinlichkeit ihres Auftretens. 
Jetzt ist die Kodierungsmethode für die Gruppe der hochwahrschein­
lichen Wörter zu wählen. Wir gehen dabei davon aus, daß die Kodierung 
günstiger wird, wenn längere Ketten von Zeichen gleichzeitig kodiert 
werden. 

Das Wichtigste der Theorie der Informationsübertragung 

Wenn die Frachtmenge, die im Mittel in der Stunde angeliefert wird, die 
Durchlaßfähigkeit der Bahnstrecke nicht übersteigt, läßt sich die Fracht 
abtransportier·en. Im anderen Fall können nicht alle Güter befördert 
werden; sie werden sich nach und nach zu großen Mengen ansammeln, 
und schließlich sind besondere Maßnahmen nötig, um die gesamte Fracht 
doch noch zu befördern. 
Ein analoges Bild kann man bei der Informationsübertragung im Nach­
richtenkanal beobachten. Wenn die mittlere lnformaLionsmenge, die in 
der Zeiteinheit auf den Eingang des Nachrichtenkanals gelangt, kleiner 
ist als die Kanalkapazität, so kann die gesamte Information über den 
Kanal übertragen werden. Übersteigt die in der Zeiteinheit auf den 
Kanal gelangende Informationsmenge die Kanalkapazität, ist eine Über­
tragung der gesamten Information unmöglich. 
Diese Behauptung scheint auf den ersten Blick offensichtlich zu sein. Ich 
erinnere jedoch daran, daß im Kanal Störungen wirken, die die über­
tragenen Signale auf zufällige Weise entsLellen. Deshalb können bei 
näherem Überlegen Zweifel daran entstehen, daß beim gestörten Kanal 
eine fehlerfreie Übertragung der Information möglich ist. 
Zur Klärung sei zunächst daran erinnert, daß zwar ein Teil der Signale 
entstellt wird, doch trotz der zufälligen Störungen wird eine gewisse 
Information übertrugen. Die Kanalkapazität war gerade als die maximal 
mögliche Informationsmenge, die sich unter Berücksichtigung der 
Störnngen in de1· Zeiteinheit übertragen läßt, definiert. 
Um jedoch eine der Kanalkapazität entsprechende Informationsmenge 
übertragen zu können, ist eine entsprechende Kodierung nötig. Der Kode 
ist so zu wählen, <laß die Information, auch wenn einzelne Signale ent-
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stellt werden, eindeutig entziffert werden kann. Dazn kann man z. B. 
längere Blöcke kodieren und nicht einzelne Zeichen oder Buchstaben. 
Um genau zu sein, muß man noch eine Bemerkung machen: Zur Reali­
sierung einer näherungsweise idealen Kodierung wä1·1>n recht lange 
Nachrichten auf einmal zu kodieren, was technisch schwPr zu verwirk­
lichen isl. Wie schwierig wäre es, sämtliche im Vel'!auf eine� Tages ab­
gesandtPn Telegramme als eine Nachricht zu ko,lieren! 

Bild J;H 

.vlit der Erhöhung der Sicherheit der Übertragung, 11. h. mil der Ver­
ringerung der Anzahl der Übertragungsfehler wit-d die Kodierung kom­
plizierter. Diese wichtige Idee und die Theorie. die die Möglichkeit einer 
solchen Kodierung begründet, sowie einige Konstruktionsmethoden für 
Kodes stammen von Shannon. Wie sind die Kodes aufzustellen, die die 
Shannonschen Ideen verwirklichen:' Es gibt Yiele Verfahren zur Ent­
wicklung solcher Kodes. Im letzten .Jahrzehnt sind auf dem Gebiet der 
Theorie der fehlererkennenden und fehlerkorrigierenden Kodes beach­
tenswerte Erfolge erzielt worden. 
Die Aufstellung solcher Kodes ist eine interessante mathematische 
Aufgabe. Viele l{odierungsmethoden sind elementar u11d in teressanl. 
Es würde zuviel Raum einnehmen, um über sie zu herichten. Vor 
allem habe ich schon so übermäßig lange Ihre Aufnwrksamkeit für die 
ProblPme der Informationsübertragung in Anspruch gcnnmmrn. 

Was wird mit dem Inhalt? 

Wenn Sie nicht. Konstrukteur von Nachrichtensystemen ,,.ind, sondcm 
1ler glückliche Vater, ist für Sie die Geburt eines :\läd,·hens oder eines 
Jungen keinesfalls ein und dieselbe Information. Fiir Si<' isl. der Inhalt. 
die Bedeutung der erhaltenen Nachricht wichtiger ah ihre Wahrschein­
lichkeit für ,Jen Konstrukteur. Es ist schwer, hi�r mit Ihnen nicht eine1· 
Meinung zu sein. Wie könnte man aber ein Maß fiir den Inhalt, den We1·t 
oder die \Vichtigkeit einer Nachricht einführen? \\ie kann man dir 
uedcu tungsmiißigc oder, wie man sie auch nennt, ,-em:1111 i�l'he Infor­
mation untersuehen? Ist das überhaupt möglich? 
Die Nachricht über clie Entdeckung eines neuen An1ibio1ik11ms hat für 
ein IGrnl, tlas ireradl' huchstahirren kann, fiir Pinl'n S,·hiil,·r dl'r JH'Hll1Pn 
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Klasse, fü1· einen Mikrobiologiestudenten und für einen führenden Spe­
zialisten auf dem ( ;ehiet der Antibiotika sehr unterschiedlichen Infor­
mationswert. Für die verschiedenen Empfänger kann also eine Infor­
mation von unterschiedlichem ,vert sein. 
ln der statistischen Informationstheorie, von der in den vorangegangenen 
Abschnitten ausführlich die Rede war, wird angenommen, daß der 
Empfänger in der Lage ist, die gesamte Informationsmenge, die im Nach­
richtenkanal übertragen wird, zu erfassen; gerade diese größtmögliche 
lnfonnationsmenge wurde dort betrachtet. Es ging also um die poten­
tielle Möglichkeit, aus einer gegebenen � achricht eine gewisse Infor­
mationsmenge zu entnehmen, und nicht darum, welche Information 
irgendein Empfänger eine1· zu ihm gelangenden Nachricht entnimmt . 
. \ndererscits hängt die Fiihigkeit, einer �achricht Information zu ent­
nehmen, davon al,, über welchen Yorrat an Kenntnissen der Empfänge1· 
der i'i aehricht verfüg 1. Gerade deshalb enthält die Nachricht über die 
Ent1leckung eines neuen .,\ ntibiotikums unterschiedliche Information 
für das Kind, den Oberschüler, den Studenten oder den Spezialisten. 
Wir wollen uns den Vorrat an Ausgangsinformation, über den der Emp­
fänger verfügt, in Fo1·m eines \Vörterbuchs yorstellen, das nicht nur die 
Wörter enthält, sondern auch llie Beziehungen zwischen ihnen. \Venn 
also die Wö1·ter „Schüler" und „Buch" in diesem Lexikon stehen, ist 
auch die Beziehung zwischen ihnen aufgeführt: Der Schüler liest ein 
ßuch, oder der Schüle1· hat ein Buch; in keinem Fall liest das Buch den 
Schüler od. dgl. 
Der Autor des hier 1largelegteu Zugangs zum Studium <le1· semantischen 
11trormat.io11, der sowjetische \1athematiker J. Schreider, hat dieses 
Lexikon Tesaurus genannt. Das ist ein griechisehes Wort und bedeutet 
so viel wie Schatz, doch das ist unwesentlich, wie wir bereits im Abschnitl 
über das Entstehen von Fachausdrücken bemerkten. Da der Tesaurus 
beim Kind, beim Oberschüle1·, beim Studenten und Leim Spezialisten 
unterschiedlich ist, ist die Nachricht übl'r die \Virksamkeit von Strep­
tomyzin bei der Jleilung vo11 l .ungencntzündung für sie von unter­
sd1iedlichem Informationswert. Das Kiml kann eine solche Information 
überhaupt nicht aurnehmen (deshalb ist die Informationsmenge gleich 
Null); der Oberschüler empfängt weniger Information als der Student, der 
gerade die Plrnrmakologie studiert, und der Spezialist erhält keine 
Information aus dieser Nachricht, da ihm diese Tatsache lüngst bekannt 
ist. Das Maß der erhaltenen Information hängt also von der Größe (der 
Entwicklung) des Tesaurus des Empfängers ab. Stellt. man die lnfor­
ma Linnsmengc in Abhängigkeit vom Tesaurus grafisch <la1·, so sieht die 
Kul'\·e wie die positive Halbschwingung ei11�r Sinuskurve aus. Dns 
Maximum entspricht dem Empfänger, dessen Tcsaurus gerade so weil. 
entwickelt ist, daß er die empfongent" Information aufnehmen kann. 
andererseits jedoch nicht so weit, daß sie für ihn nichts i\eues bietet. 
,venn eine Nachricht zum Empfänger gdangt, ändert sich sein Tesaurus 
irgendwie. Die größte Änderung ,·ollzieh1 �id1 im genügend vorbereiteten 
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Empfänger, der jedoch noch nicht so weit ausgebildet ist, daß die Nach­
richt für ihn etwas Bekanntes darstellt oder offensichtlich ist. Derart kann 
man den Grad der Änderung des Tesaurus als ein MaU für die Information 
ansehen, die ein bestimmter Empfänger mit der Nachridit erhält (oder 
als Maß der Information, die - bezogen auf den gegebenen Empfänger -
in der Nachricht enthalten ist). 
Vorläufig ist nur ein Anfang in dieser neuen schwici·igcn Forsd1ungsril'h­
tung gemacht worden. Nach fast zwanzigjährigem Triumph der statisti­
schen Informationstheorie hat sich jetzt eine neue, hoffnungsvolle U11ter­
suchungs1·ichtung aufgetan, die es auch erlaubt, die inhaltliche Bedeu­
tung der Nachrichten zu berücksichtigen. Das verspricht neue Ei·folge in 
der hol'hintercssanten Wissenschaft von der Information. 
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Was können 

mathematische Maschinen? 

.\uf den Tilelseiten der Illustrierten oder populär-wissenschaftlichen 
Zeitschriften sind manchmal hübsche Mädchen in modernen Sesseln am 
S teuerpulL \"011 elektronischen Rechenmaschinen abgebildet. Aus dem 
Text geht hervor, daß die Maschine die Arbeit Tausender Rechner machL, 
daß sie arithmetische Operationen mit sagenhafter Geschwindigkeit und 
einmaliger Exaktheit ausführt. Für sie gibt es keine Schwierigkeiten und 
l lindernissc ... 
Das ist eine schlechte Heklame ! Genausowenig wie das Mädchen löst der 
Hed1enautoma t die A ufgabcn, denn diese werden tatsächlich von den 
i\lathemaLikern gcliist! Nicht nur die zwei oder drei, die das Programm 
aufgestellt haben, sind beteiligt, obwohl ihr Anteil mitunter groß und 
ihre ArbeiL nicht leicht ist. In der Lösung jeder Aufgabe wird das Genie 
vieler Genera Linnen großer Mathema Liker sichtbar, darunter auch unserer 
Zeitgenossen. 
Wenn die elektronische Hechentecl111ik lediglich die Arbeit der Bankan­
gestellten und Kassiererinnen verbessern sollte, würde man keine Maschi­
;1cn benötigen, die Tausende oder Millionen Operationen in der Sekunde 
ausführen können. Diese Arbeit könnten bedeutend kleinere und billigere 
c:eriite verrichten. Wichtig ist, daß sich die Möglichkeit bietet, qualitativ 
11eue .\ufgahen lösen zu können. Sämtliche drei Milliarden Erdbewohner 
würden es nicht fertigbringen, mit Hilfe von mechanischen fiechenma­
schincn die Bahnkurve einer Hakele während des Fluges zu berechnen. 
Eine elektronische Hechenmaschine löst die Aufgabe ohne weiteres. 
\\"ir wollen jetzt von den MöglichkciLen moderner mathematischer 
Maschinen sprechen. Absichtlich habe ich die Begriffe „elektronisch" und 
„schnellreehnend" vermieden, denn es gibt z. B. auch hydraulische und 
pneumatische Maschinen, und die Geschwindigkeit ist nicht immer das 
Wichtigste. So kann man beispielsweise in der chemischen Industrie elek­
tronische Einrich t u11gen nicht überall benutzen; ein zufälliger Kurzschluß 
oder ein kleiner Funken könnte eine Explosion oder einen Brand aus­
lösen. Außerdem laufen die Vorgänge hier relativ langsam ab. Gegen­
wiirtig entsteht ein neuer Zweig der Wissenschaft, die Pneumonik. Sämt­
liehe arithrnctisehen und logischen Operationen, die die elektronische 
ßechenmaschincelektrisch löst, müssen in pneumatischen Rechenanlagen 
mit Hilfe ,·on Luftströmen realisiert werden, wobei man mit einem Luft-
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druck arbeitet, der sich nur wenig vom Normaldruck unterscheidet. 
Glauben Sie bitte nicht, dflß ich sie davon überzeugen will, dnß die Ge­
schwindigkeit bei mnthematischen \faschincn nicht wichtig ist. 
Ökonomische .\.ufgaben, beispielsweise die Aufstellung <les Monats- o<ler 
J nhresplans eines Betriebes o<ler des Volkswirtschaftsplans eines ganzen 
Landes, erfordern das Durchrechnen einer großen Anzahl von Varianten 
und die Auswahl der optimalen. Allerdings ist es von der allgemeinen 
Theorie bis zur praktischen Yerwirklichung ein weiter Weg. Gegenwiirtig 
arbeiten viele Mathematiker und Ökonomen an <ler Einführung mathc­
mntischer Methoden und mathematischer l\laschinen in die Ökonomie. 
Die Schwierigkeiten sind sehr groß, ,·or allem auch die nu merisehen. Viele 
ökonomische Aufgaben werden mit Methoden der mathematischen Opti­
mierung gelöst. Dabei besteht die lineare Optimierung als mathematisch 
einfachste Art in der Lösung linearer algebraischer Gleichungen und Un­
gleichungen. 
Das aus der Schule bekannte System zweier linearer Gleichungen mit 
zwei Unbekannten, beispielsweise 

5x1 + 4x2= 25 

2x1 - 6x2= - 9 

läßt sich in 2 bis 3 Zeilen lösen. Dazu könnte man die erste Gleichung mit 
2 und die zweite mit 5 multiplizieren, die zweite von der ersten abziehen, 
mit Hilfe von Addition und Division ergibt sich x2 = 2,5; diesen Wert 
setzt man in die zweite Gleichung ein und erhält nach einer Subtraktion 
und einer Division x1 = 3. Hier sind lediglich 9 Multiplikationen bzw. 
Divisionen und 6 Additionen bzw. Subtraktionen notwendig, also ins­
gesamt 15 arithmetische Operationen. 
Hat man jedoch ein System aus 800 Gleichungen mit 800 Unbekannten, 
so erfordert die Lösung bereits 250 Millionen arithmetische Operationen! 
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Hei de1· llntprsudn111g vieler F!'ageu in Ökonomie und Technik ergeben 
sich A11fµ-ahe11 mit l'inem noch größei·en Umfang an H.echenarbeit. Hier 
isl natürlid1 eine hohe Hechengeschwindigkeit von entscheidender Redeu­
tung, dariil11.•1· hinaus werden Speicher mit großer KapaziLüt sowie spezi­
elle .\Iethoden zur Beschleunigung der Programmierung benötigl. 
Mau kann den mathematischen Maschinen nicht nur einfache Hechen­
a,·beit, sondern auch andersarlige Aufträge erteilen. Heute schon kann 
man viele Siitzc der Elementargeometrie, sogar solche, die nicht in den 
Schulbüchern stehen oder der Menscheit vielleicht noch nicht einmal 
bekannt sind, auf mathematischen Maschinen beweisen; dafür existieren 
die erfordcdichen Programme. 
Dem Ausl'hein nach unterscheidet sich der Beweis von Lehrsätzen prin­
zipiell von den arithmetischen und logischen Operationen, die Leim Löse11 
von laeichungen ausgeführt werden. Tatsächlich führen aber mathema­
tische Maschinen nur arithmetische und elementare logische Operationen, 
Ordnungsoperationen, Vergleich von Zahlen und Auswahloperationen 
(z. B. die Auswahl der größten Zahl aus einer Gruppe von Zahlen) aus. 
Für den Bew<'is von Sätzen und zur Durchführung beweisender Über­
legungen sind jedoeh andere Operationen gar nicht notwendig. 
Man kann malhematischen Maschinen sogar aufgehen, Musik zu kompo­
nieren. Uer Mathematiker und Musiker R. Saripov hat sich mit der ModPl­
lierung- musikalischer schöpferischer Arbeit auf universellen mathemali­
schen l\lasehineu besehäftigt. Er untersuchte einige allgemeine Gesetz­
miißigkeiten dl'S Komponierens und slellte ein entsprechendes Programm 
für eine malh<'nH1tisrhc Maschine auf. Die l\foschine hat nach diesem Pro­
gramm !\lusik „komponiert'\ kh habe diese Musik gehört - einige ver­
nünflige Cellostücke, ein paar davon haben mir sogar gefallen. Freilich, 
wenn man diese Stücke hört, hat man den Eindruck, bereils hekanuk 
:\l usik zu hören. Doch das kann einem auch manchmal im Konzert eines 
lebenden Komponisten passieren ... 
Wie mi1· scheint, entsprechen die Illustrationen A. Block.v zu diesem Buch 
recht g-11 t dessen Zielstellung. An dieser S teile jedoch hat er sich hinreißen 
lassen, und, wie Sie sehen, in den Bildern 133, 134 und 146 Roboter 
darg-estell 1. 1 m Bild rn3 sind nicht nur der Komponist und der Ausführe11-
d1� \'<'rlausrht, sondl'rn, was noch wichtiger ist, auch die Arbeit Saripovs 
wird entslellt wiedergegeben. Seine Leistung besteht in der Aufstellung 
eines P1·ogramms zur Komposilion von Musik, nach dem die Maschine 
11i11e Folge \'On Ziffern ausdrückt, die die Noten nach einem bestimmten 
l,ode darstellen. Die Aufgabe des Musikanten besteht lediglich in der 
Wiedergabe des Musikstücks. 
lu der wissenschaftlichen Öffentlichkeit wird die Frage der Nutzung 
mathematisl'hcr Maschinen zur Erhöhung der Effektivität des Lehrpro­
zesses breit diskutiert. Für mich bestehen in <lieser Frage keinerlei 
Zweifel: Die ,·crnünftige Anwendung von Lernmaschinen hat zweifellos 
große Vorteil<'. In die Lehre dringen aber neue Methoden recht langsam 
e111. 
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Vorlesungen werden heute noch genauso wie vor Hunderten von Jahren 
gehalten. Ich schreibe die Formeln mit Kreide an die Tafel, wische die 
Tafel mit einem Lappen ab, diktiere Definitionen, die jeder Student dem 
Lehrbuch entnehmen kann und erobere die Aufmerksamkeit. des Audi­
toriums durch die bekannlc Politik mit „Zucker und Peitsl'he": Einer­
seits erzähle ich Anekdoten oder „Geschichten aus dem Leben'', anderer­
seits unterbreche ich sich munter unterhaltende i\'lii<lehen durch eine 
giftige Bemerkung und mache junge l\fanner liicherlich, die naeh einem 
für das Selbststudium vorgesehenen, aber stürmisch verbrachten Ahend 
im Hörsaal einschlafen. In der Prüfung muß il'h einem SLudenten in einer 
halben Stunde oder sogar einer ganzen beweisen, daß er eine sehlecl11c 
Zensur gerel'ht verdient hat, obwohl mir die Zensur nach einigen J\,tinuten 
klar ist. Der Student darf aber nicht glauben, daß er seine Fii nf nur erhi:ilt, 
weil er zufällig unglückliche Fragen gezogen hat, er muß von seinem 
Nichtkönnen überzeugt werden. 
Man überträgt bereits gegenwärtig l\foschinen das Abnehmen von Prü­
fungen, und die gesammelten Erfahrungen sind offenbar ni(·ht schlech1. 
Die Angst vor dem Prüfenden verschwindet, und man kann ihn nicht. d<'r 
Ungerechtigkeit bezichtigen: Die Maschine gibt die Zensur in :\ bhiingig­
keit von der Anzahl der richtigen und falschen Antworten un(I vom 
Schwierigkeitsgrad der gestellten Fragen. Erfolge gibt es auch bei der 
Anwendung mathematischer Maschinen im Lernprozeß seihst.; man darf 
hoffen, daß die bereits gemachten Schritte nur ein Anfang sind. 
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Die Mathematiker haben auf Maschinen das Schachspiel und andere 
Spiele programmiert, z. ß. Domino und einfache Kartenspiele. Den Leser 
wird sicher inte1·essieren, wer diese fröhliche Unterhaltung der Mathe­
malikcr bezahlt! Die Programmierung eines Spiels, z. ß. des Schachspiels, 
ist j<'do!'h keine Unterhaltung, sondern die Mo<lellierung der intellektu­
ellen Tätigkcil des l\Ienschen. 
1;cgenwärtig wird der Aufstellung von Programmen für Übersetzungen 
aus einer Sprache in eine andere viel Aufme1·ksamkeit gewidmet. Auch 
hier könnte man sieh wieder fragen, ob es nicht billiger wäre, einen Üher­
sclzer einzustellen. Heule ist das gewiß noch so, doch wahrscheinlich 
kommt bald die Zeil, in der eine maschinelle Überselzung billiger und 
vor allem schneller sein wird. Außerdem ist die Programmierung der 
mnschincllen Übersetzung ebenfalls eine Modellierung der intellektuellen 
Tii1igkeit des Menschen. Und was kann für uns von größerem Interesse 
sein als wir selbst? 

GPspräeh mit Pinem Psychiater 

Es gibt kein intercssan tcrcs Forschungsobjekt als den Menschen . .Jeder 
l'syehinler stiißt auf eine erstaunliche Vielfalt menschlicher Charaktere 
und auf inleressanle .\bweichungen von den gewöhnlichen Denknormen. 
Wenn ein Psychiater in der Lage ist, das alles zu sehen und zu erzählen, 
so wird es kaum eine interessantere Erzählung geben als diese. 
ll'h habe Cliiek gchabl: Ein Freund unserer Familie, ein talentierter 
Psyehiater und iiußerst wißbegieriger Mensch, hat uns im Verlauf vieler 
Jahre über die wichtigsten Ereignisse in seiner Praxis auf dem laufenden 
gehalten. \Venn man noch hinzufügt, daß der Psychiater eine reizende 
Frau und ein großartiger Erzähler ist, so hatte ich dreifaches Glück. 
:\[ein Interesse für Kybernetik, Biologie und Medizin blieb ihr nicht un­
hckannl. Obwohl ich ihr über meine Gespräche mit Biologen und Medi­
zinern berichtet hatte, schien ihr bis vor kurzem, daß sich kybernetische 
'.\lc1hoden in der Psychiatrie nicht anwenden ließen. Vor einiger Zeit kam 
es nun zu folgendem Gespräch: 

P.�ychiater: leh möC"hte mich gern mit Ihnen über meine Arbeit
beralcn.
Ich: Mit Vergnügen! Welchen Nutzen erwarten Sie?
P: ld1 muß meine Arbeit irgendwie kritisch durchdenken und um­
organisieren. Wie Sie wissen, beschäftige ich mich mit den sogenann­
ten I m·ohllions- oder Alterspsychosen. Ich habe jetzt die Katam­
nesen1 ) meiner früheren Patienten zusammengetragen. Damit ergibt
sich die Möglichkeit, den Verlauf der Krankheiten in Abhängigkeit
von der Zeil zu \'erfolgen. Dieses Material ist irgendwie zu bearbeiten.
lch: Was heißt - bearbeiten?

1) Annmn("st� - YorgrschiC'hll' Piner Krankheit bis zum Moment der Behandlung, Katamm:sc -
�.\ usgang <Irr "rankh�it, Verlauf nnch Beginn der Behandlung. 
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P: Es sin<l Schlußfolgemngen zu ziehen. Jctzl ist ersi('htlich, ob ich 
vot• 10 bis .t5 Jahren die Diagnosen richtig gestellt habe. 
Ich: Angenommen, wir berechnen den Anteil der richtig gestellten 
Diagnosen in Prozent. \Vas haben wir <la ,·on? Mir scheint, im bestC'n 
Fall gelingt es uns lediglich, lhre Qualifikation als PsychiaLcr zu 
jener Zeit zu beurLC'ilen. Man könnte <lann die Frage stellen, ob Sie 
vor 15 Jahren Ihr Gehalt zu Hecht bekommen haben, wenn viele 
Diagnosen falsch waren, oder eine Nachredmun� zu Ihren t:unsten 
verlangen, wenn der Anteil der Fehldiagnosen nur klein war. :\ller· 
dings ist hier die Hoffnung auf Erfolg gering! 
P: Machen Sie bitte keine Späße, meine Frage wm ernst gemeinL. 
lch: Sagen Sie bitte, ob man den Anteil der Fchldiagnqsen ahsolut 
sicher bestimmen kann! Ieh meine die Zu,·erliissigkcit der' Diagnosen 
zum gegebenen Zeitpunkt! 
P: In irgendeiner britischen medizinischen Fa<'hzcitschrift begann 
ein Artikel über Psychiatrie folgendermaßen: 
„Der Neurastheniker ist ein Subjekt, dns Luftschlösser baut. Der 
Schizophreniker ist ein Mensch, <ler in einem dieser Sl'hlösscr wohnt. 
Der Psychiater kassiert die Pacht und die \tiete bei beiden." 
Sie sehen, daß der Autor Neurastheniker und Schizophreniker unter­
scheidet; doch er achtet die Möglichkeiten des Jnrli,·iduums, sil'h 
zunächst ein Luftschloß zu bauen und sich dann darin einzuquar­
tieren. 
Wir wollen ernst bleiben: es ist sehr schwierig, eine zuverlässige 
Diagnose zu stellen. Vor kurzem habe ich eine meiner Patientinnen 
meinem wissenschaftlichen Chef vorgestellt; wir konnten nicht zu 



einer Meinung kommen, oL die Patientin an �chizophrenie ode,· au 
Psychopathie leidet. 
Ich: Es gibt aber aueh Fälle, in denen die Diagnose eindeutig ist? 
P: Ja, recht häufig . .Jedenfalls gelangen qualifizierte Psychiater eiu 
und derselben Schule in der Regel zu denselben Diagnosen. 
lch: Was ändert sich denn, wenn eine andere Diagnose gestellt wird:• 
Bessert sich dadurch der Zustand des Patienten? 
/> : \Vohl kaum. Die Behandlungsmethode kann aber anders aus­
sehen. 
Ich: \Vieviel ve1·schiedene Diagnosen kann e,; bei den von Ihnen 
untersuchten Krankheiten, deren Symptome doch sehr ähnlich sind, 
überhaupt geben:' 
P: Wir diagnostizieren viele Krankheiten. Bei den Psychosen des 
späten .\lters, mit denen ich mich beschäftige, kann man sieben 
unterscheidbare klinische Formen feststellen. Das sind die praktisch 
diagnostizierliaren Krankheiten. ßci einer tieferen und feineren Ana­
lyse kann man, wenn man kasuistisch vorgeht, vermutlich mehr als 
20 verschiedene Krankheiten unterscheiden. 
Ich: Jede Krankheit hat ihre besondere Behandlungsmethode, oder 
gibt es wenige1· Behandlungsmethoden als Krankheiten? 
P: Vorliiufig haben wir noch nicht für jede Erkrankung eine besondere 
Behandlungsmethode. Es gibt weniger Methoden als Krankheiten. 
Ich: \Vozu sind dann mehr Diai:rnosC'n nötii:r als es Behandlungs­
methoden gibt:' 
P: üas ist �ine schwierige Frage. Vielleicht werden wir später einmal 
mehr Behandlung-smcthoclen haben. In den letzten zehn Jahren hat 
sich ein neues \\'isscnsgcbict entwickelt, ein Grenzgebiet zwischen 
Psychiatrie und Pharmakologie, die sogenannte Psychopharmakolo­
gie. Die _.\ nzahl der ucusynthesierten psychopharmakologischen 
Präparate wiichst ständig. In der klinischen Praxis werden sie in 
reiner Fonn und iu Kombinationen angewendet; ihre 'Wirkung ist 
manchmal frappierend, manchmal ungenügend. Die Kliniker wenden 
sich immer neuen Kombinationen zu. Es ist klar, daß wir nach und 
nach lernen, die Präparate besser und genauer zu wählen, und es ist 
nicht au�gcschlosscn, daß bald einer genau und rechtzeitig gestellten 
Diagnose eine ganz bestimmte Behandlungsmethode entsprechen 
wird. Deshalb ist heute die frühzeitige Diagnostik eine aktuelle Auf­
gabe. In späteren Stadien der Erkrankungen ist die Diagnose zwar 
offensichtlich, jedoch die Behandlung fast erfolglos. 
Ich: Gut! Nehmen wir an, daß es Ihnen gelungen ist, die Diagnosen 
mit dem Ausgang der Krankheit bei den Patienten zu vergleichen, 
die Sie behandelt haben. Na und? 
P: Das ist es ja gerade, dieses „Na und nun?" In der Psychiatrie sind 
viele derartiger beschreibender Arbeiten erschienen. Vielleicht ist die 
Zeit für einige wesentliche und objektive Verallgemeinerungen ge­
kommen, damit die charakteristischen Besonderheiten des frühen 
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Krankheitsstadiums, die zu dem einen oder anderen Ausgang der 
Krankheit führen, sicher e1·kannt werden können. 
Ich: Wozu ist das nötig, wenn der Weg zum Höhepunkt der l�rank­
heit nicht von Ihnen abhängt? 
P: Halt, das stimmt nicht! Bei einer richtigen Diagnose kann die 
Heilung beeinflußt werden. Außerdem haL eine richLige Diagnose 
häufig allergrößte Bedeutung für das Schicksal des Krnnken, z. B. 
bei gerichtspsychiatrischen Gutachten. 
Von der Diagnose des Zustands des Untersuehten hängt die Fe�l­
stellung seiner Zurechnungsfähigkeit oder Unzurechnungsfähigkei I 
ab. Diese Feststellung hat strafrechtliche und zh·ile Bedeutung. So 
kann ein Angeklagter nur dann verurteilt werden, wenn er zum Zeit­
punkt des Verbrechens zurechnungsfähig war. Einern anderen Men­
schen kann das Recht abgesprochen werden, Kinder zu erziehen odt>r 
eine Ehe einzugehen, wenn seine Unzurechnungsfiihigkeit festf!estellt 
wird. 
Ich: Ja, das sind ernste Probleme. ,\her wie werden Sie denn jelzt 
damit fertig? 
J> : In den gewöhnlichen Fällen stellt ein erfahrener Psychin ter
eine einwandfreie Diagnose. Leider gibt es nuch mehr als genügend 
ungewöhnliche Fälle. Ich hatte beispielsweise einen Patienten zn 
konsultieren, der wegen wiederholter Reehtsverletzungen bereit,; 
in mehreren Instanzen gerichtspsychiatrisch untersucht worden war. 
Die Diagnose schwankte zwischen Psychopathie und Schizophrenie 
und dementsprechend zwischen Zurechnungsfähigkeit und C nzu­
rechnungsfähigkeit. 
Ich: Einen Moment, habe ich rerht verstanden: Schizophrenie i,t 
eine Krankheit und Psychopathie nur eine psychische Abart. die 
nicht als Krankheit gilt? 
P: Uei Schizophrenie, einer recht verbreiteten Krankheit, verli<'l'I 
der Mensch weitgehend die Fähigkeit zu denken, zu fühlen und zu 
handeln. Diese drei Fähigkeiten bilden im Normalfall eine Einhei 1. 
Verliert der Mensch diese Einheit, so kommt es zur Spaltung, zur 
Zersplitterung (Schizophrenie - Spaltung der Person). Der Schizu­
phreniker kann also keine Verantwortung für seine Handlung-en 
tragen. 
Bei der Störung der psychischen Tätigkeit, die als Psyehopathie 
bezeichnet wird, können die Patienten ihre Handlungen steuern, si(• 
haben sich unter Kontrolle. Verstehen Sie, hier ist die Rede Yon 
einem differentiellen Abgrenzen komplizierter Syndrome; die dia­
gnostischen Abweichungen können bedingt sein durch verschieden­
artige Auslegung einzelner Symptome. 
Ich: Leider weiß ich nicht, was ein Syndrom ist! 
P: Ein Syndrom ist ein bestimmtes Zusammentreffen ve1·sehiedenf'I' 
Symptome, manchmal sagt man, ein Symptomkomplex, der eine 
bestimmte Krankheit kennzeichnet. 



Icli: Das ist schon verständlicher. Aus wie vielen Symptomen besteht 
ein Syndrom? 
I': Das ist unterschiedlich, drei, fünf oder auch zehn. 
Ich: Der Zustand eines Patienten wird durch einen ganz bestimmten 
Symptomkomplex charakterisiert, in dem jedes Symptom eine genau 
bestimmbare Bedeutung hat? 
P: Eine mehr· oder weniger bestimmte! 
Ich: Das verstehe ich nicht. Versuchen wir die Situation zu verein­
faehen. Wir wollen annehmen, daß jedes Symptom binär ist, d. h. 
nur zwei Werte annehmen kann. Der Untersuchte kann cntwede1· 
erregt sein oder nicht, eifersüchtig sein oder nicht! 
P: (.;ut, allerdings würde das die Situation übermäßig vereinfachen! 
Ich: Ihnen scheint das zu einfach zu sein. Wollen wir etwas rechnen! 
Wenn ein Symptomkomplex aus JO Symptomen besteht, so gibt es 
210 = 1024 mögliche Varianten. Je<le dieser· Varianten läßt sich
beschreiben, bedeutet etwas Bestimmtes! 
P: Woher haben Sie die vielen Varianten? 
Icli: ,\ha! Sie sagen, ich würde die Situation übermäßig vereinfachen. 
Machen wir uns die Sache klar! Angenommen, wir haben drei binäre 
Charakteristiken: Mann - Frau; erregt- nicht erregt; eifersüchtig -
nicht eiforsüchtig. Das entsprechende Schema zeigt Bild 135. Hier 
sind alle l\foglichkeiten aufgeführt. \Vie sie sehen, verdoppelt sich 
bei jedem Schritt die Anzahl der \" arianten. Deshalb gibt es bei drei 
Symptomen 2:1 = 8 Varianten, bei Jü Symptomen 210 

= 1024 Vari­
anten. 
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P: Ja, jetzt habe ich es verstanden. Ich hahe mir nicht \'orstelle11 
können, daß es so viele Yarianten gibt! 
Ich: \Vas machen Sie nun, wie entwirren Sie diese Situation? 
P: Das kann ich nicht. sofort sagen, ieh rechne selten! 
Ich: Keine Angst, es müssen nicht alle Varianten auftreten. La!­
sächlich können es becleulend weniger sein. 
P: Ja, natürlich'. 
Ich: \\"ie lassen sich aber <lie wesentlidien Syrnµtomkomplexe ,·on 
den unwesentlichen unterscheiden? 
P: Wir machen das irgendwie anders. Die Kraukheitshcschreihuui.r 
umfaßt in der Psychiatrie etwa 15 bis 20 Schreibmaschinenseilen. 
Wenn sie gut geschrieben sind, kann man sich den Pntienten his i11 
die kleinsten Einzelheiten vorstellen. 
Ich: Wozu ist das nötig? 
P: Die Menschen sind verschieden, und ml<'h die ( ;eistcskrankhei1c11 
verlaufen sehr unterschiedlich. 
Ich: Es gibt aber auch verschiedene Psyehiater. Angenommen, Duslo­
jew.,kij, Tolstoi, Tschechow. Tendrjalw1c uncl Nekra.,.w1w hiiLLen Psy­
chiatrie studiert und wür<len ein und denselben Kranken beschreiben, 
sähe das nicht sehr verschieden aus? Ich gewinne fast den Einclml'.k, 
Jaß die Psychiatrie keine Wissenschaft, somlern eher eine Kun�t ist! 
P: Ja, die Psychiati·ie ist heute tatsächlich fast eine A bnrt der Kumt! 
Deshalb frage ich Sie auch, was man dn tun kann! llir ist klar, datl 
man die Frage irgendwie anders stellen muß, «loch wie, das kan11 ich 
mir schlecht vorstellen. 
Ich: Wie viele Symptome werden in ei11e1· Krankheitsbes!'hreibun!! 
nufgeführt? 
P: Viele, sehr viele. ll'h kann es gar nicht so ohne weiteres sagen, 
wie viele! 
lch: Versuchen wir folgendermaßen ym·zugt'hen: Sie stellen einen 
ausführlichen Fragebogen auf, meinetwegen mit mehreren hundert 
Fragen. Eine Reihe ,·on Anlworten sind Znhh•n, beispielsweise das 
Alter, de1· Blutdruck usw. Bei den Symptomen, die sich nicht in 
Znhlen messen lassen, aber binärer Natur sind, setzen wir 1 und 0. 
Wenn ein Symptom unterschiedlich bewertet werden kann, messen 
wir es meinetwegen in einem VierpunkLes�·stem; eine stiirke1·e Det.ai­
Jierung wird kaum nötig sein. Gerade in de1· Einschätzung der Details 
gehen ja rlie Meinungen ,lcr .\rzte auseinander; deshalb ist es mt>ines 
Erachten� besser, wenn die Charakterisi<'rtmg gröber ist. 
P: Stopp! Das ist ein neues \foment - je gröber, um so besse1·. Wir· 
bemüh<'n 1111, immer, nn�<'l'e Untersu1•l11111ge11 möglichst fein anzu­
legen! 
Ich: Und dnnn finden Si<' :keine Überl'inslimmung in den Einsl'hi�L­
zungen! 
P: Ja, in der Tat. llielimen wir also an, ich hiitle solch einen Frag·,·­
hogen nufgestellt! ]\' a und? 



Ich: Dann nehmen Sie einige huu<lerl. Patienten, von denen Ihnen 
alles bekannt isl, sowohl <lie Krankheitsgeschichte als auch deren 
,\usgang. Für diese füllen Sie den Fragebogen aus. Dann versuchen 
wil' eine kybernelisl'he diagnostische Methode, ein Programm zur 
Zei1·hcuerkennu11g, anzuwenden. 
P: Was b1·ingt das ein? 
Ich: Zunächst kann man so lernen, automatisch Diagnosen zu stellen; 
außel'(lcm kann mau die Signifikanz oder den Informationsgehalt der 
verschie<lcueu Symptome und Charakteristiken herausfinden. 
P: Das ist doch eine Hiesenarbeit! 
Ich: (�esd1enkt wii·d nichts! 
I': \"e1·snl'iwn wir es 

Z.-iehenerkt"nnung 

Das Sdrnchspiel, das Komponieren einer Melodie, das Lösen von Glei­
chungen oder das Beweisen eines Lehrsatzes sind Tätigkeiten, die mathe­
matische Maschinen nach bestimmten Regl'ln, die aus Folgen arithme­
I ischcr und logischer Operationen bestehen, ausführen können. Diese 
Hcgeln- das P1·ogramm - werden vom Menschen aufgestellt. Können sich 
111athematisdw Maschinen, ähnlich wie die Menschen, ein solches Pro­
�ramm zum Erreichen eines bestimmten Zieles auch selbst aufstellen oder 
kiinnen sie ohne ein vom Menschen auf:restelltes ausführliches Programm 
�a1· nichls ;' 
lliese Frn!!c kann gegenwä1·lig noch nicht ahschließend beantwortet 
we1·dc11. Yor allem von Biologen, Medizinern und anderen Vertretern 
humanitiire1· Wissenschaften wird das Monopol des Lebenden für die 
Aufstellung von Programmen für ein zielgerichtetes Verhalten, d. h. die 
Übe1·lege11hcit des Lebenden gegenübe1· der Maschine, verteidigt. Dabei 
,·ersLBht man unter dem \Vort Maschine etwas, das von Menschenhand mit 
Hilf,, Yon Hammer, Meißel 11111! Lötkolben gesehaffen worden ist. 
Was sagen die Ma1 hematiker? Hier ist die Meinung des großen Mathe­
matikers und Piidagog-en G. Polya, desse11 :'\ame bereits früher erwähnt 
wurde. In einem Bnl'h ,,.\fothcmatik nnd plausibles Schließen" sl'hreibt 
..-r: 

.. Es war ,·011 .\nl'a111-! au klar, Jaß diese beiden l.h,ukarten (gemeint ist 
Beweisen und plausiLles Sl'l1lieBen. J. Ch.) ,·erschiedene Aufgaben haben. 
\'011 .\11fa11g au s,·hiencn sie ,·erschiedeu zu sein: Die Heweise schienen 
,qwas Ucstim11111·s. End!!ültiges, Maschincnähnliches zu sein, wiihrend 
die Plausibili1.ä·1sLc1rnrlrt1111:ren einen unklaren, bedingten, spezifisch 
111e11sehlicl1t•11 Eindruek 1•1·wcckten. Jetzt können wii· den Unterschied 
deutliche!' sehen. [m Gegensatz zur beweisenden Folgerung läßt. der 
plausible Sehluß einen wesentlichen Punkt offen: die „Kraft" oder das 
1_;ewid11 des Schlusses. Dieses Gewicht braucht nicht nur von den ge­
klärten Uewegg1·ünden abzuhängen, von solchen, die irgendwie ausge­
clriickt wenlen kii1rne11. Es kann auch yon ungeklärten, unausgespro-
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ebenen Gründen abhängen, die irgendwo im Unterbewußlsein des Men­
schen liegen, der den Schluß ausführt. Der Mensch hat ein U n terbewulh­
sein, die Maschine nicht. Tatsächlich, Sie können eine Maschine bauen, <lie 
für Sie beweisende Schlüsse ausführt; ich bin aber der Meinung, <laß Sie 
niemals eine Maschine bauen können, die Plausibililätsbetrachtungcn 
anstellt." 
G. Polya glaubte also vor etwas mehr als zehn Jahren nicht, daß ma11 ,·on
der Maschine plausible Schlüsse ausführen lassen kann. Heute wissen
wir, daß sich G. Polya geirrt hat: J\fan kann eine Maschine auch lehren,
Plausibilitätsbetrachtungen anzustellen, und an manchen S teilen hat sie
bereits ihren Meister übertroffen.
Die Situation ist kompliziert; deshalb will ich etwas weiler ausholen:
Einen Säugling lehrt man zunächst, Papa, Mama und Oma zu unter­
scheiden. Man wiederholt ihm laufend die Wörter Papa, Mama, Oma und
zeigt dabei auf die entsprechenden Personen. Doch die Mama sieht
jedesmal anders aus: aus dem Frisiersalon o<ler dem Bett gekommen,
munter oder abgespannt, mal in dem einen Kleid, mal in einem anderen.
und immer ist es Mama. Dasselbe bezieht sich auf den Papa. Da kommt
eine Person mit dunklen Haaren (wie der Vater sie hat) und beugt sich
zum Kind. Das Kind lallt freudig „Papa", aber die Mutte1· sagt - ,,On­
kel". Das Kind muß nun lernen, seinen Vater yon diesem Onkel und
von allen anderen Onkel zu unterscheiden. Wie br-ingt es das fertig:'
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Wie :;eht der Prozeß des Lernens und des Erkennens der Onkel, Tanten, 
Ka tzeu, Elefanten und Autos vor sich? Wie funktionie1·t dieser Mecha­
nismus? Vorläufig ist uns darüber nichts Genaues bekannt.! 
Wodurch unterscheidet sich ein weibliches Porträt von einem männ­
lichen, wie ein Erlenblatt ,·on einem Birkenblatt? Tatsächlich sieht kein 
Rirkenblatt wie das ande1·e aus, sie sind sieh nnr ähnlich! Jst es möglich, 
,·inl'r mathematischen Maschine beizuhringen, alle Objekte ill Klassen 
iihnlil'her Objekte zu unterteilen, genauso wie es die Kinder lernen, 
Buchstaben zu lesen, <lie ,·on Ye1·schiedenen Leuten geschrieben wurden 
und deshalb nicht in genau derselben \Yeise geschrieben sind, o,ler wie 
es «Iie 1rzle lernen, Uiagnosen zu stellen, obwohl es auf der \\'e1t keine 
zwei Yöllig g-leichm·tige Memchen und \"iHlig glcidw1·tige K1·ankheiten 
�il,t? Man kann der Maschine nicht einmal ein vo1·her formalisiertes 
Kritc1·ium geben, nach dem sie «Iie Klassifizierung ,·ornehmen kann, 
denn uns stehen lediglich einige Exemplare von Objekten aus d·en ver­
schiedenen !,lassen zur Yerfii�ung, z. H. zehn Erlenblätter und ein 
Dutzend Birkenbliit t er. 
Das gleiche PmlilPm ist auch hei de1· Konstruktion eines Automaten zum 
Lesen eines hand- oder rnaschinengcst·hriebenen Textes, beim Aufstellen 
eines Programms J"ii r eine mathematische Maschine, die das Stadium 
einer Schizophrenie klassifizieren oder Krebs diagnostizieren soll, zu 
liisen. Solche An tomat,�n modellieren Denkfunktionen! 
Die ersten .\utomaten zur E1·kennung optischer Zeichen wa1·en wie der 
Sehapparat der Lebewesen aufgebaut. Dieser ist eine der vollkommensten 
und ersla1111lid1st1•11 Schöpfungen ller Natur, eines tler kompliziertesten 
S�·stl'mt•. Auf der Netzhaut des menschlichen Auges befinden sich etwa 
130 Millionen Jichlempfindlirhc Zellen - Stäbchen und Zäpfchen. �ach 
diesen Rezeptoren (Zellen, die die Heizung aufnehmen) kommen noch 
einige Sehichten anderer Zellen. Sie yerarbciten die auftretenden Signale 
in ko111plizie1·ter \Veise und �chi„ken sie zum Gehirn. Dort werden sie 
weite1· Yeral'11t�itC'l. Uicscr Prnzeß ist noch nicht endgültig geklärt. Die 
n1rhamle11e11 \lodelle erlauben nur eine sehr grobe Vorstellung von 
,liesem komplizierten Apparat. 
Eine1· de1· Pioniere de1· Modelliemng ,·on Uenkfunktionen durch s\uto­
maten, der amerikanisehe Ingenieur F. Ro.�enblatt, prägte für die Auto­
maten, die Funktionen neurophysiologischer Systeme modellie1·en, den 
Namen Perzeptron. Das \Vort kommt vom lateinischen pereeptio, was 
,oYiel wie .\uffassen, Begreifen hedeutet. 
I eh werde nicht iiher die Theorie der Perzeptrons herichteu, auch nicht 
über die Schaffung solcher Modelle durch den Menschen. Die Ideen, auf 
denen die Funktion tlt>r n•rsehiedenen Perzeptrons bernht, sind sehr 
interessant; ihre praktische Realisierung für hinreichend komplizierte 
Aufgaben stößt abl'1' yorläufig noch auf bedcu l ende Schwierigkeiten. 
Viele Forscher, die sich mit dem Problem der Modellierung der Zeichen­
C'l'kennnng beschiiftigten, bt>gannen mit der Suche nach neuen \Vegen. 
Über ei11Pn da\'011 werde ich jetzt berichten. 
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Jm Bild 137 sin1l zw<'i 1-i:lasscn ,·on H1•1·h1cck1•11 tlari.ws1el11. l,:111n man 
eine l\lasehi1w lehren, lled1teckc zu klassifiziere11 :' Stellen wir 1lie .\uf­
gahe konkret! Zunikhst werden I hneu 1111r 1lie i111 Hil<I dargcstellte11 
acht Hechtecke gezeigt. Dann erhalten Sie Pill neues Hcd1t<'1·k, 1las uichl 
diesen acht aufg-czeirhneten entnommen wnrdl'. Können Sie einf'n Algo­
ritl11n11s (eine Hegel) vorschlag-en, na('h dem jedes neue Hcehteek <'in­
deutil,!' in die Klasse J oder II eingeordnet WC'nlen kann :i 
Sie werden sagen, ilal.l sich eine solche Hegel sehr lei1·h1 formulieren lül.11. 
Wir haben lit•gcnd<.' und stehende H.el'!1tccke. Yi1•1l<.'ich1 haben Sie 1·cehl: 
wie wollen Sie aber der ?\lasehinc die Beg-riffo liel,!CIHl und s1ehe111l er­
klären? Das ist gar nicht so schwierig. \\'ir füh1·c11 Bezeiehnn11g-en ein: 
x1 sei die Breite des Hcchtecks, :i·2 seine Höhe. D:mn l'rgihl si1·h fiir die 
H.echteckc der Klasse I und TI die folg1mde Tafel:

Klasse I Klasse J l 

:r1 X:! ....
:r:! 

:i 2 J :i 

5 J 2 ;) 

(i ;i ;3 ' 

� ., 
/1 8 l. ., 
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�11 wi1· die l'uukLe x1, .i:2, die ,liesen Zahlenpaa1·e11 c11lspreche11, 
.arlesisehcn Koon.linalPnsyslem ab (Bild 138). Die Punkte, die 
tecken der Klasse l entsprechen, sind dUl'ch kleine Kreise 
., uud di1!je11ige11, die der Klasse lJ entsp1·echcn, durch dünne 
1. Ma11 kann eine Linie ziehen, die uie zwei Mengen, <lie Kreuze
ulle11, 1 renu t. Das ka1111 eine beliebige Linie sein, die zwischen
:chen 1111!1 den Nullen liegt. Im llild 138 sind zwei der mög·
m111111gsliuien t)ingrzeichnd - eine dünne ausgezogeue ge­
Linie und eine folle Gerade.
�t sich die Regel z111· Eiit01·dnung von H.echleckeu in die zwci
innli„h au. Ein llechteek wi1·d zur Klasse I gezählt, wenn der
rechelllle Punkt (.t:1, x2) iu das Gebiet l fällt, und zur Klasse II, 
PunkL i11 das Gebiet II fällt. 
11an hcispicls,Hise den Algo1ühmus, der durch die dünne 
e Tn•1111u11gslinie gegeben ist, so werdeu <lie im Bild 13!) da1·­
Hcl' h lecke folgendermaßen klassifizierl: Zur 1, lasse l werden 
:1·ke (L, L), (1, 2), (2, 2) und (9, 3) gezählt, zur I<lasse 11 die 
(4, 5), (5, 5), (6, 5). 

1an jedoch den durch die Celle Get·ade gegebenen .\lg·orithmus, 
alle sieben Hechtecke vom Bild 139 zu1· .Klasse I gerechnet. 

gefallen ll1neH die gewühlten Hegeln 11i('l1L ;> Sie werden na­
)rleg1·11 lächel11: Jhuen war sofort klar, daß mau als Treuuuugs­
;erade zu m•l1111e11 hat, und zwar gerade die Winkelhalbierende 
n Winkels. 1..11 habe sie zum SpuU gestrichelt eingczcichnel:. 
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zur !<lasse I 

1 1 2 9 

02 10 20 3 

t zur K!asse II. II iftl /:l.'I 

4 6 5 

5 5 
5 

l ltr üLcrlegcrws .1,ächclu wiirdc soforl Ycrschwi111lc11, wc1111 i,·lr sage11 
wiird1•, daß zur I,lassc I alle Sl'hraffi1,r·tc11 ll11d111!1·kc ,·om Bild 1;17 1111d 
;,.nr Klass,1 ll alle niehtschrafficl'L<'II gehür1m solll'n. \Vic wii1·de11 Si,! da 
die 1 :n.•11ze zwischen den KlassP11 ziPhcn :' 
SI dll'11 wir die wcscutlichcu EigP11schafte11 eines Klnssifizi1•nrngsalgo­
ri t.hmus z11sa1111111!11! Zuniichsl WPl'lh\11 1lie Hcd1le1·ke in zwei Kategorie11 
PingPl••ilt. Ei11ige H1·,·htel'k11 w1!r1lc11 ,·1111 .\nfong au gezeigt. (diP i111 Hild 
l:J7 d,11·g1istclltP11). lla1111 wit-d ci,w Tr1111111111gsregd g-cwähh (d11rd1 di,! 
Tre11111111gsliuie i111 Bild J:l8), und damit ist der L1•mp1·ozel.l l11•c111lt-t. 
Danadt werden Ul'Ue Hed,teckc n,rgcleg-1. Mit Hilf„ tl,•r l{l'gd w,•nh·11 
,lic neuen H.ech1P1·k1· ldassifi,dert, also i11 n:rscl1i1!d11111• l...:.lass,•11 <'inge­
ordnet in Abhängigkeit danrn, uh die ihnen Plltsi,n·dw11d,·11 1'1111k11· auf 
der einen oder der a11derc11 Seite der Tre11111111gsli11i,1 li<'gP11. 
N uu kii1111en wir die a usgcw iihlte Regel ins Examen "" h111e11. V 011 seinew 
.\ usgang soll unsere Ei11sd1ätzung der «: ii t.e d,·1· g'f'W ii hl 1(•11 Hegel a h­
häng-cn. Natürlich miis�t!II wir sdhs1 ,·,>11 j,•dc111 zur l'riH11111! n>rgelegt<'11 
llecht1·1·k vou vornhe1· .. i11 wisseu, zu welcher Kla�st! es 1!•·l,ii1·L, tl1•1111 .t„r 
Prüfoude muß ja selbst die richtig1i .\11Lwort wissen! N1111 kü1111c11 wir 
auf t:r11111l tler Anzahl <l<'r F„hJer hci dm· l'riif1111g- l'i11 l lrt<'il iilwr tli,· 
Güte der gewählten Regel ah;.rPheu . 
.Jetzt wolleu wit- die Priiruug- d1uddiilu·e11. Z11r l'riil'1111g <ler t:ütc 1lcr 
beiden von uns gewiihlLen Klassifizierungs1·cgel11 ( d1•1· gekl'iimmlc11 
Linie und der Fct 1·e11 c:er:ide11\ wer1le11 sieben H.erhtceke ,·!lrg-elegt. die 



im Bil1l 1:1!1 daq.,:cstcllt siud. Es ist vorher Dl'ka11nl, flaU die RechlPcke 
(9, 3) und (6, :-i) zui· Klasse I gehören, di,i Rechtecke (1, 2) und '1, 5) zur 
Klasse, JJ, uni! di<' Qunrlratfl (1, ·1), (2, 2) unrl (i'i, :-i) kiinnfln in jflrle rler 
heidl'n Klassen eing-eordnct wnden. 
Bei der Klassifiziemng nach der Regel ,,!!ekriirnrnt,, Liuie" werden rli,, 
llflchtecke (9, �}), (1, :1), (2, 2) und (1, 2) zur Klasse I g1•zählt und rlic
l\crhtecke ('1, ;>), (6, i'i), (5, 5) zur Klasse II (Bild 1:�fl). Die Klassifiziernn� 
11ach <li1:sc1· R<':,.:d fiihrt. zu zwPi Fehl1wn: Die R<•d111-rkP (1, 2) und (11, 5) 
sind nirht richtig eingrstnl'I. 
IIPi d1•r Klassifizicrnn:,.r mit J lilfe der Hegel „fotl.c 1 ;i,rad1�" gclanµ-eu alle 
sid,nn l'riifun:,.:srcl'htt>l'ke in die Klasse J. und es t rcten ebenfalls zwf!i 
Fehler auf. Die Hrl'hlc•ck,, (1. :!) und (4, 5) sind nicht rid1tig t>ingeorrlnel. 
IJrtcilt man also 1111r n,lf'h dem Ergehnis 1lieser Priifnng, so sind heide 
Klassifiziernngsreµ-1•111 :,.:IPid1 1-(ll t (ncler s,·hle1·ht), ,len II sie fii hren z11 r 
1-(leichen Fehleranzahl. 
Wir müssen jedoch J,eriicksic· h I igen. daß das Vorlegi,11 ,·on Quadraten 
zu rinm· P1·üf11ng ,·on Reditecken :111f ihre Lage, P-hcnso u11rnrli1mäßig ist., 
,, iP dns Vorle�en fies Fotos eines gu l. rnsicrte11 Beatles zur PriH11ng vo11 
l'm'll'iitfotos auf das 1.;cschlerht der pol'triitiert.cn Personen. Df'shall, 
111iissen clic Qnaclrall• aus dem PriHungsmaterial lwl'n11sge11omme11 
werden. 
�i,• sehen also, claf.l die Wahl einer T1·en111111gsregd \'OIII Material ahliiiugt; 
außrrrlem gibt es dif! Miiglirhkeil, sieh ,·ersrhiedcne Tr<'nnu11gslinien zu 
zielwn. 
l,;t die Tre11111111g in Klassen etwa keine Plausihili1.iitslrntrad1t.11ng '.' frh 
WPrd1• jNzt iiher Klassifizier1mgsa11fgaben berichten (iiber 11wlmisehc 
und medizinische Dingnoslik), die typisl'llC Brispiele fiir plnusihle Schliis­
se sind. 

Trtihnisehe Hiagnostik 

Zunäc·hsl. soll die Redr von clc-r tcchnisl'hen Diagnostik sein. Als erstes 
wollen wil' flas Prohlf'm hctrachtcn. \'01" dem 1ler (;eolog<' oder c;eophy­
sikrr heim .\nleg!'n einc•r Ercliilhoh1·u11:,.: stehl. .le tiefer das Er<Hil lagert, 
um so l,(et·inger sin,I seine Spuren an der Ercloberfliil'lw 1111d 11 111 so schwic­
rigPr ist. !'s zu enlclel'ken. DPslialh g1·eifen die 1:cophysiker zu den vflr­
schiede11ste11 Methoden, 11111 di,, Eigensdtnftcn 1lcr tieferliegenden 1 ;e­
steinsschichten zu erkunden. Sir messen 11n<l untersuchen (;ravitations-, 
..Jl'kt.rische 111111 magnetische Fclcln, Strnhlnngen verschiedener Art., 
,•lastisl'he seismische Schwingungen, 1li<' 1l11rch Explosionen hervorge­
r11 frn ,,·,•rden. Geochemische Methoden erlauben, geringste Mengen der 
1-(t!suehten Borlenschiitze oder sie hPgleitenrler Stoffe na<'hznweisen. 
Soldt<' 1 · 111nsuclnmg<'n werden an fler Luft, auf der Erde uncl unter <ler 
Erde - in ::-chiichtc11 und Bohrliichem - angestP-lh. 
Der Gl'olog11 oder Geophysikrr hat anf fliese Weise ,·iele iuJirekte Daten 
z11 srinl'r V rrfiig,rng-. nie�f' l n forma tion ist jedor.h sf'hr sr.hwer \'erwertbar. 
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Keine dieser Erkundungsmethoden gibl dem 1;eologen eine cindcnlige 
.'\ntwort nuf die Frnge, ob die betreffende Schi1·h1. Erdiil c111hiil1. 
Diese Siluation ähnelt der eines Unk1·s1tehungsri«"l11ers, der nur 1;r11nd 
indirekter Bcweisstiicke die Schuld eines Angeklagten heurteilrn rn11B. 
Kein einzelnes Beweisstück ist nls Schuld beweis ausreichend; in ihr(•r 
(:esnmtheit legen sie den \'p1·brt-l'her jPdoch eindeutig rcs1. 
Auch vor dem Geopl1ysiker steht mil11111cr eine iihnlid1 schwi1�rigc Auf­
gabe: Auf (�rund einer großen 1\nznhl von Messungen 1111d and1•rcr An­
gaben über qualitative ChnrakterisLiken muß er ein Urlcil ab1,r1'hen, ob 
tlie betrachtete SPhicht crdölfündig ist oder nil'hl. 
Ein solches Urteil, odr-r, wie wir früher gesagt haben, eine soldw Ent­
scheidung hat crnsthnrtc Folgen. Wenn seine Entscheidung laull'I, dil' 
Schicht enthält Erdöl, dann wird die Bohrung angelegt, das Bohrlol'h 
zementiert und der aus dem Bohrloch nufstcigende Flüssigkeitsslrom 
hcLrachl et, der aus der porösen Gcsteinssehicht kom rn 1. \Venn dit>sP 
FliissigkeiL Erdöl ist, dann ist alles in Ür<:lnung. Wenn es aber kein Erdiil 
ist, son<lrrn Wasser? Dann waren dir fiir die Bohrung anrl,(cwendP1c ZPil, 
das Geld und die Arbeit vif'ler Menscl1en ,·c,·g-r.hens. Oil' VPrluslc sind 
hedeut.enrl! Eine Bohrung von 4 bis fi km Tiere dnn!'rl ungPfiihr Pin .Jnhr 
und kosle t  etwa eine Viertelmillion '.\1.ark. 
\Vcnn die Entscheidung getroffen wird, die poriisc S1·hi1·h1 enl.hiilt nur 
Wasser, wiihrend sie tatsiichlich mit Erdi'il angereicherl ist, so sind die 
Verluste noch hiihC'r: l\fillit111!'n Tonnen wertvollen E1·diils hleihcn unter 
der Erde. 
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\Viihrend der Durchfühmng de1· Bohrung werden rnelll'ere Größen ge­
messen, die die Ändemng des einen oder nnderen Parameters längs der 
Bohrmtg- ang-1•hPn (z. B. <lie Änderung der e!Pktrischen Leitfähigkeit. des 
t:csleins). 
l)jr, Ceophysikcr haben verschiedene [ n Lerpret.a Lionsmethoden für dir,
g-eophysikalischr,n Pammeter sowie l\fothoden zur komplexr,n lnter­
JH'clalion von zwei ode1· sogar drei Parametern dr,r GesteinsschiehL aus­
ge:ubC'ilet. Dadnreh wird zwar die Zuverlässigkeit der Interpretation
erhöht, es gibt nbm· noch keine Möglichkeit, sichere Entscheidungen zu
l'iillen. Selbst in relaLiv lei('ht überschaubaren Gebieten, beispielsweise in
Tntarien, werdr,n G his ß0;0 Fehlentscheidungen getroffen. Es gibt aber 
:1nrh Gr,hiete, in dP111•n <lic ,\nzahl der Fehlentscheidungen wesentlich 
höher isL Da\'011 winl noch die l\r,de sein. 
Die gleil'hzeitige Interpretation \'On zehn und mehr Parametern durch 
den CeologPn isL unmiigli('h. Eine solche Aufgabe übersteigt bei weitem 
dil' \lögli('hkeill•n 1les menschlichen Gedächtnisses, die der Analyse und 
Syn llwse sowie der h>gis1·hen un,l arithmetischen Operationen beim 
l>11rch11111s1m·n der Varianten, d. h. die menschlichen Möglichkeiten zur
l11fnrmalions\'<'rarheitn11g. Die Schwierigkeit der Aufgabe der Erdöl-
11rkund1111g 1111d ihre Wichtigkeit sind, glaube ich, ausreichend erklärt.
1 ;ehPn wir nun :111 ilu·e Lösung.
l>N �lensch kann vielfältigere Arbeit ausführen als ein Kran. Ein Kran
kann jedoch viele Tonnen heben, wiihrend selbst die Rekordhalter in der
Sd1wr,rathlctik kPine 300 kg hcwiilligen. Ebenso ist die Sachlage bei der
l<'l'lruischen DingnosLik, z. R. d1•r lnt<'rpretation der geophysikalischen
Messungen. Die mathernntische !\fasclrine kann solch eine Arbeit besser,
schneller nnd wirksamer ausführ1111 als de,· Mensch. So wie wir die lie­
genden nud qchenden Rechtecke mit Hilfe von Znhlenpnaren (Länge
und Breite) beschrieben haben. müssen ·wir die Er<lschichten durch
Zahlen beschreiben.
\Vcnn 12 Parnmeter, also 12 Zahlen .1:1, x2, .. ·, x12, gemessen werden, so 
ka11n man (.Ti, :r2, ... , x12) als Koordinaten eines Punktes P im zwölf<li­
mcnsionalcn Raum auffassen, drr einer Gesteinsschicht mit diesen
l'arnrnetC't'W<)rten entspricht. Ich hoffe, Sie erschrecken nicht mehr vor
dem mehrdimensionalen Raum und vor einer so großen Anzahl von
Koordinaten. Versuchen Sie nicht, sich in Gedanken in <liesen Raum zu
,·ersetzen; es genügt, wenn Sie sieh die folgende Sachlage im gewöhn­
liclwn dr·cidimensionnlerr l\aum vo1·stellen und sich gelassen sagen, daß
i 111 zwölf dimensionalen odr,r zweihnndertdimensionalen Raum alles analog
aussieht. Wir wollen den Haum als Parameterraum bezeichnen. Jeder
Satz ,·on Messungen der gcwiihlt<'n 12 Param<'ler, dir, die Schichten des
untersuchten Reviers elrarakterisi<'rcn, soll als Punkt im Parameter­
r:111111 dargr,�lelll werden. Die \ienge aller „erdölfündigen" Punkte bildet.
irrr 1\:111111 ein gewisses Cehi<'I, 1las wir mit dem Iluchstahr,n E (Erdöl)
hez<'iclrrrcn wollen. Die Punkte, die di<' nicht öl halt igen poriisen Schichten,
die kercn S1·l1i1·lr1en, ,·h:unkterisiPren, hil<len ehenfnlls. ein gewisses
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(�cbiet im Paramelel'l'aum, das wir mit L hPzcid11H�11 wollen. \Vns meinen 
Sie - werden rlic Gebiete J<: nnd L gemrinsnmc Punkte lrnhcn. wer<le11 
sie sich iiberschneiden :• 
Die :\11twort ist hir•r nir·ht einrleutig; alles hiingL da,·on ab. wie dir z11 
messenden Parameter gewiihh sin,I. :\ngPnommrn, es würdPn n11r ,lrci 
Parameter gemessen - die l\lä,·htigkrit der S,·hicht (ihre Dicke). die 
Plektrische LeitriihigkPil, die durl'h ei1w 2,25-m-Sonde gemessen wird. 
und die relative Amplitude der l'ot,•nliale der Eig-Pnpolnrisatio11 - so 
hätten die Gehiete J<: und /, gemeiusam,� Punkte. de1111 dirs,i drei l'arn­
meter gestattcn nicht immer di,i IJntf'rschcid1111g- ,·011 Erdiil und Wasser. 
Würden nur die Ln;.renmgs I if'f c der Schich 1, i hrc Miil'!1tigkeit nnd dir 
Porosität (<l. h. die n•lativcn .\bmessungen d1•s Haumes zwischen dl'11 
l'csten Teilchen, die mil Fliissigkeit :rngercic,hert sl'in können) µ-1\mrssf'11. 
so wären die Gebiete Rund /. iihe1·ha11pl nirht unlPrsl'lwidhar. 
Oie erdölfündigen Schichten untrrsPlwidcn sich lal.siid1lid1 sehr \\'l'Sl'III· 

lieh von den leeren: Sie enthaltrm Öl 11nrl die anr!Pr1•11 ni1·h1. l)j„ wesPn1-
liche Hypothese besteht darin, daU 11i11 Satz ,·011 l'nr:urn,tPrn 1•xisticr1, 
mit dessen Hilfe sich erdölfündige Sd1ichte11 ,·011 l1•11rc11 111111•1·srllt'ide11 
lnss1111. Ein solcher Salz von P:irametem kann sehr g-rnl.l und sc,hw1•1 
zugänglich für Messungen sein, dod1 rxistif'r1•n muß Pr lws1i1111111, dr.1111 
wir wissen genau, daß Erdöl und \\'asscr 11il'hl. dassellu) sind. 
\Venn die l'aramcll:r günstig gewiihlt sind, liegPn die 1;c>hie11• /� und J, 
in ,·ersl'hicdrnen Teilen des Raumes und kiinn,•n d11n·h cinr Fliic,l1<• ,·on-
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ci11a11Jc1· gctrc1111L wc1·Jc11. Diese Sachlage scheu Sie im BilJ Jld. lm 
zwülfdi111e11sionale11 Haum sid1L alles analog aus, uur <lie Trc11n1111gs­
l'liiche isl j,Hzl dftlimcnsional. 
\Yil' wollen z1111iid1st an11eh111c11, Jal.l alles klappt: Die l'anuueLei· koJ111Lcn 
:;iinslig gewühlt wm·<len, 1111d <lic Gebielc H nn<l L im Pal'amete1Tau111 
lassen sich lrc1111c11. \Vcnn uns die <_;ebicLe 1� uu<l L genau bekannt 
wii1·e11, liefJc �i,·I, tlic T1·cnnungsfHichc lcichl angeben. 111 Wir-klichkeit 
kc11ne11 wir alwr nur 1lie Meßwerte, Jie aus einigen schon angelegten 
Hohl'U11gcn sl.a111111en 1111tl die ErgeLnisse der Erprnlmng dieser Bohr­
löd1er. In ,i.�r gco111c1ris,·hcn Sprache ausgedriickt, \'el'fügeu wir nur 
iilier einige 1;r11ppc11 ,·011 l'unklen in den 1:ebieten E uud L, und weite!' 
ist 1111:; 11ichls IJl'kannl. ;\ur aur diese Daten :i:urückgrr.ifeud, müsse11 wir 
lernen, liclichige a11de1·c St"ltich1en zu klassirizie1·en, die in <ler Folge 
a11flrel1!n künne11, d. 11., wir rnüsseu <lie <lcn Schichten e11tsprechen<le11 
l 11111kk 1•ntwed1�r in das 1;d,iet l� oder in das 1:ebict /, einol'Clnen . 
. J,·tzl. isl. logisd1 klar, ,Jal.l wi1· g1\na11�0 nirgehen 111iissen wie bei 11<!11 
llechtecken. Die <.:ruppc dt•1· 1111s z111· \"cr[iigung slehe11dc11 Punkte aus 
dem t:ebit•L /� zerlegen wir in zwei T1•ile. Dasselbe machen wir mit den 
Punkten aus tleru ( :ebicl. L. Wir nehmen je eine U11Lergr11ppe aus H un<l 
aus /, und lw1111 Lze11 sie zum .\urbau der Trenn1111gsfläche, der Enlschei­
.Juugsrcgcl. ()icsc 1'1111k1 mengen s1clle11 das Ld11·Hrnterial dar. Oie rest­
lichen Punkte Lc1111lze11 wir zur IJeurtcilung der (:iilt� tlcr aufgebauten 
1\egcl, d. h. zm· l'riil"ung; sit! hiltle11 das Prüfungs111alerial. 
llie c11tschcitlentlc Fra;:,· hcsleht jelzl darin, wie die Entscheidu11gs­
r1•g1•l - tlin Tn!111111ngsrliit·hc - aurgestellt. wird. Die gmviihlte Methode 
111111.1 natürlich 11i,·ht nur die prinzipielle Möglichkeit <lcr Anfstcllu11g­
ci11c1· E11Lschcitlnngs1·egd garantieren, sondern auch il11·e .\nfstclluug in 
hilll'eidu!ud k111·z1•r Zeit 111ul die rolgende Klassifizierung tles Prüfungs-
111atc1-ials 111il gcrini.:er Fehleranzahl. Diese Forderungen sind eina111lcr 
widersprechend: .J c cinfadier die Form der Tre11111111gsflächc ist, lllll so 
leichter liith sie sil'h aurs1.l'llc11. ( :leicltzcitig kann eine einfache Fo1·111 
der T1·c1111u11gsrliiclw eine hohe! Feltlern11zahl bc<leuteu. Zu,· Verdeut­
lichung kön111:n din Bilder l 'i2 uuol J'i:� <licneu; eine beliebige (�erndc -
1•ine C'infodw Hegel - tn:11111 sc·lilcchlc1· nls eine Kurn•, tlic Ku1·ve eines 
Pulyno111s d1·it lcn (; radcs. 
ich hali,: lh11c11 nil'hl: die Walu·hcit gesagl, , e!'d1rl.cl' Leser, als ich fest­
s Lellte, daß bei der Aufstellung der Entscheirlungs1·egel nich ls wci Lcr 
hekan11I. isl als tlie Menge der als Lehrmalerial diencuden Punkte. Na­
I ürlich stehen uns außer den Lehrpunk Leu keine weiteren Punkte im 
l'arnmel.enaum zu1· Vediigung. Es ex:islicrt aber doch noch etwas, ohuc 
das alle 1111se1·c Schlußfolgcrunge11 kcincdei Perspektive halicn: tlie 
statistische Stabilität. Das \Vetter, clit• in zehn Jahren crFo1·derliclw 
.\nzahl an Lehrt•rn oder die Anzahl tlcl' Lungc11kl'l�bscl'krankunge11 
lassen sich auf (;1·und dcl' vol'tlngegangeuen Erfahrungen nur 1111tcr t!er 
rorausselz1111g, <laß im folgenden „etwas Ähnliches cinlreffc11" wird, 
Yorhcrsngen, nlso unlcr tlcr Vorausselznng clc-s rorhuntle11sei11s einer be-
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slim111te11 \Vahrscheinlichk<'itsverleilung bei der :Menge der betrachteten 
(; röUen. 
Für das \\"p1ter ist das die Verteilung \"Oll Druck, Tempemtur, Feuch­
tigkeit usw.; fiir den Lehrerhedarf ist es die Yerteiln11g der geborenen 
Ki11,lcr und a11derer (; röl.le11, die die Anzahl der Ki11<le1· in zehn J ahreu 
bestiu11111•11. Zur \"orliersage der \Vi1·ksamkeit der gewühlten Entschei­
dungsregel. d. h. zur \"orlwrsagc der .\nzahl der Fehlentscheidungen bei 
dPr KlassifiziPrn11g rPi1·ht die Kenntnis 1ler Fehleranzahl im Prüfmaterial 
111wh uicht aus. \1a11 mul.l sieh 110..!1 da,·on überzeugen, dal;I in der Folge 
,,clwas ."\.l111li..!1<·s l'intrefren" wird, d. h., man muB ,·01·aussetzen können, 
dal.l die ,\l,•11g<! der zn klassifizierenden Ohjekte ei11Pr uns zwar unbe­
kann lC'll, 1lo..l1 ganz bcslimmten festen \\"uhrsehcinlichkeitsycrteihmg 
gPn iig l. E1·s 1. a II f 1ler C n1 ndlagc diesc1· \" orausse Lzung ka n11 mau eine 
statistisdu• l'rognos<' aufstelll'n. Wir hatten hcreits früher criirlert, daß 
nicht alh· zufiillh:·cn Ereignisse stalistis('h slubil sind. 
\\"iihrend 111a11 di,\ E1·h1lwi1 dt•r Unters1·hrift auf ei11em Sehc1·k (gegen­
ii l11·r der Fiils1·h11ng) rni I Hilfe eines J >rogra 111111s zur Z1•idienerkennu ng 
111it Erfolg p1·iift•11 kann, da hit•r t•iiie exakte statistisl'hc .\ufgabe vor­
li1•g1, ka11n man l'in l"rleil iil)('r einen \"<•rbrct·l11•r nidll 11ad1 einem dPr­
artig,·n l'rogrnrnm fiill1•n. 
ll'h wt•rdt• ni1·h1 ül>l'r die müglid1en Ye1·fahre11 zur .\ufstellung der Eut­
s1·hcid11ngsr1•gt•l11 hci dm· Zcil'hcm·l'kl'nnung- l1erirhlen, ohwolil man die 
1•n lspr1•1·ll('11den Mt•I linden elemen l ar darl,•µ·1•11 ku1111. das würde zn,·iel 
J >lalz t•in11C"l11nen. 11"11 111iid11c lcdiglil'h lw111crken, tlaf:I die nns zur Yer­
füg1111g s1ehcn1le11 Parameter ui1·h1. die �\liiglit'hk1•it hielcn, ,lic Ohjekle 
i1111111·r l'indcu tig zu klassifizi1wen. llt·i jeder Entscheidungsregel können 
also h·lrle1· :iufLrete11. Man lrnnn abc1· stets die Regel so wählen. daU 
cirw minimale Fehlernnzahl gcwiihrleistct ist. 
Dil' Sa,·hlagc wird dnrd, Hihl H.4 ,·erdeutlieht. Die Berei1·lw E und /, 
iill<'rsd111cidcn si<'h. Im Fall d<'I' (aeirh,·e1·teilung für das .\.uftreten von 
1'11nk1t·n aus d!'11 Ccl,il'lcn Rund L g-amntiert die durch die ausgezogene 
Linie 1,("Pgebe,u• E111 sd1eidungsreg1•l eine licdeutcnd geringere Fehler­
anzahl als t!ic Hegd, 1li11 dl't' ges I rid1eltcn Linie entsprich1. 
Es isl. sd11n•r zu sagen, wann die Benutzung derartiger Erkc111111ngs­
proµ-ra111111e gercl'htfertigt ist. ;\lanehmal kann sie einem SehieUen mit 
1..;.anoncn auf Spalzeu gl«!il'hko1111uen; andererseits kiinnen die Schwierig­
kt>ilt•n IH"i 1lt•r Cewinnunµ- der niitigen Daten so groß sein, daß die .\n­
w1•1Hlu11g der ,·o,·gcsehlagenen _M<•thodeu unzweckmäßig ist. 
Dil' lfon11tzu11g- nrn Erkcnnung-sprogramnwu hei der kornplexen lnter­
prl'lalio11 gcoph�·sikaliselll'r Messungen fiir die Erdölerkundung hat bc­
de11le1ule Erfolg-c g-chraeht. Jn dC"n fiir die .,mens,·hliche Interpretation·' 
gut geeigneten tatarischen He,·icren machten die Geophysiker 5 his 60/0 
F1•hler. Die I nterprel ation dessclhen ?lfot1•rials mit Hilfe der mat hema­
tisl'he11 .Maschine M-20 und eines Programms zur Zcichencrk1111111111g 
erg-ab eine Fehleranzahl von etwa .L 11/0• Bei d1rn l '.n1 ersuch1111g-en im Erd­
ölrc,·icr nm Shetybai Lrafcn die dort tii1igen ( ;cophysikcr :-JG0/0 Fehl-
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cnls('hcid1111gt•11: selbst hochqualifizier·te (�cophysiker kamen untei· Aus-
1111tzung der modC'rnsten �Iethoden und Mittel der „menschlichen Inter­
prelation'' zu mrhr als 20"/o Fehlurteilen. Die maschinelle Bearbeitung 
desselben l\laterials mit lliHe eines Programms zur Zeichenerkennung 
t'rgah nur 611, 0 Ft,hlC'I'. Sie sehen, der Effekt ist erheblich! 
Es isl her\"(1rz11liebt•n, daLI bei der Interpretation der geophysikalischen 
Daten mil Hilfe eines Programms zur Zeichenerkennung die mathcma­
tisd1c �las('hitw lediglich für die Aufstellung de1· Klassifizierungsrcgcl 
henulzt wird. Danach läuft die ganze Klassifizierung nur noch auf die 
.\lnhiplikation und Addition von Zahlen hinaus. Die Werte der an der 
Schichl gPmesscncn Pa1·ameter sind in bestimmter Reihenfolge anzu­
ordnen; jeder der \\'erte wird mit einem entsprechenden Koeffizienten 
multipliziert, und die erhaltenen Zahlen werden addiert. Ist die Summe 
größer als einP n,rgegebene Zahl (die auch Schwelle genannt wird), so 
wird angenommen, daß die betrachtete Schicht erdölhaltig ist. 
Heute werd1•11 die maschinellen Methoden der Interpretation der geo­
physikalisehen Daten bei der Erdölerkundung in de1· Praxis bereits in 
großem Maßstab angewandt. 

Et\\'as über mt-dizinisehe Diagnostik 

üic ,\rbcit in de1· Diagnostik psychischer Krnnkheiten und Scrven­
krankheitC'n hat erst begonnen. Es ist schwierig, vorauszusagen, ob die 
vorgesehlagcm•n l\lethodcn hier zu brauchbaren Lösungen führen werden. 
Die Sammlun!! zn,·t•rliissigen Ausgangsmaterials über Hunderte von 
Patienten, ht'i dPr sehr ,·iele Fragen zu beantworten sind, ist recht 
auhve111lig. D1•r Fragebogen, von dem im Gespräch mit dem Psychiater 
die ll<'dc war. wurde in mehreren Varianten aufgestellt. Einer davon 
cnlhiih :l:lO S�·mptome. Es ist noch unbekannt, wicYiele da\'Oll für die 
l)ingnoslik dC'r Srhizophreni<' wesentlich sind.
Bevor id1 über andere .\nfgnhen der mcdizinisehen Dingnostik berichte,
hci dcn1•n diP Anwendung von Programmen zur Zeichenerkennung zu
bestimmtl•n Edolgen [.(cfiihrt hat, müssen wir klar umreißen, welche
.\ufgaben der Dia{,(nostik hier in Frage kommen.
Die Diagnose einer Krankheit ist ein sehr komplizierter geistiger Prozeß.
Der Arzl muß sich auf Grund der Beschwerden des Patienten, der Be­
fragung und der llntcrsuchnng ein Bild von der möglicherweise vorlie­
g-cndC'n Erkrankung maehen. Durch zusiilzlichc Untersuchungen muß er
seine VorsLPllnngen priizisicren und schließlich eine Heilungsmethode
wiihlcn, die er u. C. entsprcdwnd dem Verlauf der Krankheit korrigieren
muß.
\Vcnn ein Patient: über Sehme1·zcn in der Hand klagt, so kann das durch
rinc Erkrankung des Nen·ensystems, durch Störungen in der Tätigkeit
des Blu1g-eHißs�·stcms, dnrrh Muskelerkrankungen usw. bedingt sein.
Vorliiufig ist nicht bekannt, wie mnn au solche allgemeinen Fragen der
Diagnostik mit HiHc mal hematist'hcr Methoden herankommt. Zum
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gegcnwiütigcn Zeitpunkt geben die Methoden der Zeidic11erkenm111g­
nur die Möglichkeit, Aufgaben der differenzieren<len Diagnostik zu 
formalisieren und zu lösen. \Vas damit gemeint ist, erklüre ich jetzt 
etwas genauer. 
Jn der klinischen Praxis wird die Gesamtheit der Erkrankungen d1m·h 
den Arzt relativ leicht in sich deutlich voneinander unlerscheidc11de 
Gruppen eingeteilt. Jede dieser Gruppen hesLeht aus einigen Krank­
heiten, die von untereinander ähnlichen Symptomen begleitet werden. 
Nach dieser groben Einteilung entsteht die Aufgabe, die entsprechende 
Krankheit innerhalb der Gruppe zu bestimmen - 1lie Aufgabe der 
Differenzierung. Gerade die differenzierende Diagnostik ist mitunter 
selbst für hochqualifizierte Kliniker mit erheblichen Schwierigkeiten 
verbunden. Deshalb müssen oft mehrere Fachärzte mitl•i11ander beraLcn. 
Auch diese kollektive Erörterung führt nicht immer zur Heltung des 
Patienten. Die Bürde der Verantwortung für eine falsche Entscheidung 
ist jedoch für ein Kollektiv weniger schwer. Sie werden verstehen, daß 
das ebenfalls von Bedeutung ist, wenn Sie sich an unsere Überlegungen 
über die Wahl eines Kriteriums und über das Treffen einer Entscheidung 
erinnern. 
Die Erörternng der Probleme der differenzierenden Diagnostik im 
Rahmen dieses ßuches deutet uicht auf irgendeinen ticfe1·en Zusammen· 
hang zwischen der Differentialrechnung und der differenzierenden 
Diagnostik hin. Differenzierung bedeutet die ZeI"legung eines Ganzen in 
Teile, die Aufgliederung in einfache Elemente. Ob die Elemente abstraktl' 
Intervalle auf der Zahlengeraden darstellen oder ganz konkrete Krank­
heiten, ist Sache der Autoren <lieser Faehausdrücke, die in beiden Spe­
:,,:ialrichtungen vom Differenzieren sprechen. Wenn Sie den Abschnitt 
über das Entstehen von Fachausdrücken ausgelassen haben sollten, 
könncu Sie schnell zurückblättern! Yergessen Sie jedoch nicht, hier übe1· 
die rliffe1·enzierende Diagnostik weiterzulesen, das Interessanteste be· 
�im1 t gerade erst! 
Die Anwendung der l\lethoden der Zeichenerkennung :wf die differeu· 
:,,:ierende Diagnostik von Krankheiten erfordert zunächst die Feststell1111g 
der charakteristischen Symptome bzw. Syndrome. \Venn die Symptome 
festgestellt sind und genügend Lehr- und Prüfmaterial gesammelt ist. 
cl. h. Angaben über eine große Anzahl von Patienten mit den zn diffe·
renzierenden Krankheiten zusammengetragen sind, wird mit Hilfe der
l\laschine die Entscheidungsregel au !'gestellt und dann in <ler Praxis
angewandt.
So�vohl in der Sowjetunion als auch in anderen Ländern sind viele Ar­
beiten über die Anwendung der Methoden der Zeichenerkennung bei
der Diagnostik von Krankheiten erschienen. Ich kann zwar nicht über
alle berichten, möchte Sie aber, verehrter Leser, von ihrer Wirksamkeit
überzeugen. Als Beispiel führe ich eine Arbeit an, die ein Leningra<lcr
Kollektiv ausgeführt hat, das aus einigen Kybernetikern. die Programme
l'ür die Zeichenerkennung aufgestellt haben, mul einigen Nenrologe11
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besteht. Ich kann nicht sagen, ob diese Arbeit die eindrucksvollste11 
Ergebnisse geliefert hat; ich habe sie le<liglich deshalb gewählt, weil mir 
<lie Autoren persönlich bekannt sin<l. 
Störungen des Blutkreislaufs im Gehirn können sowohl zu Gehirnblu­
tungen als auch zur Aufweichung der Hirnmasse führen. Ihre Ursachen 
sind unterschiedlicher Natur. Die Aufweichung <ler Hirnmasse wird 
hüufig <lurch Thrombosen im Gehirn hervorgerufen. Zur Beseitigung der 
Thrombosen werden Antikoagulate in llen Blutkreislauf <les Kranken 
eingeführt, also Stoffe, die der Blutgerinnung entgegenwirken. Bei 
Blutungen werden entgegengesetzt wirkende Mittel eingeführt - Koa­
gulate, die die Blutgerinnung fördern und den weiteren Blutaustritt aus 
den Blutgefüßcn in die Hirnmasse verhindern. 
Fehler bei der differenzierenden Diagnostik dieser beiden Krankheiten 
können für den Patienten verhängnisvolle Folgen haben. Wird bei einer 
Aufweichung der Hirnmasse folschlicherweise Gehirnblutung diagnosti­
ziert, und dem Patienten ein gerinnungsförderndes :t\Iittel verschrieben, 
so wird die Ausbildung der Thrombose verstärkt. Die Unterbrechung der 
Durchblutung weiter Teile des Gehirns führt zu deren Zerstörung, und 
der Patient kann sterben. Wird andererseits eine Gehirnblutung nicht 
erkannt und dem Patienten ein gerinnungshemmendes Medikament 
verschrieben, so kann sich die Blutung verschlimmern. 
Die Lösung solch einer ,\ ufgabe der differenzierenden Diagnostik stellt 
sogar erfahrene Kliniker - Neurologen - vor große Schwierigkeiten. 
Häufig ist der Anteil der Fehlurteile oder der unbestimmten Diagnosen 
sehr groß. Die Leningrader Kybernetiker und Neurologen (A. Franzus, 
J. Tonkonogij und ihre Mitarbeiter) untersuchten 278 Fälle klinisch. Sie
führten anatomische Beobachtungen der Gehirnblutung und der Em­
bolie durch, die im Ergebnis eines Insults bei hypertonischen Erkran­
kungen, infolge Arteriosklerose oder rheumatischen Vaskulits entstanden
waren. Wie ein Vergleich der Ergebnisse der ärztlichen Diagnosen in der
Klinik mit den Daten einer folgenden pathologoanatomisehen Unter­
suchung zeigte, betrug die .\nzahl der richtigen ärztlichen Diagnosen
750/0 , die Anzahl der unbestimmten Fälle 13% und die Anzahl der Fehl­
diagnosen 12%. Eine unbestimmte Diagnose, bei der die Ärzte zu keinem
Urteil gelangen können, ist für den Patienten fast dasselbe wie eine
f'ehldiagnose, denn es werden keine entsprechenden Maßnahmen zur
Heilung eingeleitet, und cler Kranke kann sterben.
Es wirkt befremdend, daß der Anteil der richtigen Diagnosen bei so
verbreiteten Krankheiten so niedrig ist, zumal die erforderlichen thera·
peutischen Maßnahmen gerade entgegengesetzt sind. Man muß jedoch
berüeksiehtigen, daß die äußeren Erscheinungen in beiden Fällen sehr
ähnlich sind.
So werden beispielsweise Bewußtlosigkei L und Erbrechen für Anzeichen
der Gehirnblutung gehallen. Aber die gleichen Symptome werden manch­
mal auch bei der Embolie beobachtet. Rote, blutige Färbung der Hirn­
und Rückenmarkflüssigkeit werden als charakteristisch für die Gehirn-
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blutung angesehen, während Fad,losigkei L als Zeiehc11 der Embolie gil 1. 
Nicht selten trelcn aber auch bei der (;ehirnblutuug keine Xnderungcn 
in der Färbung ein . .Jedes dieser Anzeichen kann also bei beiden betrach­
teten Krankheiten auftreten, Offenbar besteht. der einzige Weg zur 
Erhöhung der Zuverlässigkeit der Diagnosen in dl'r komplexen üia­
gnostik sämtlicher Symptome. 
Die Leningrader Wissenschaftle1· haben bei dci· A nweu<lung der MeLhodm1 
<ler Zeichenerkennung 25 Krankheitssymptome berücksichtigt. Als Lehr­
material dienten 100 von den 278 zur Verfügung stehenden Fällen, und 
eine Prüfung am restlichen l\laterial ergab, daß die masrhinelle Diagno­
stik zu 880/0 richtiger Urteile führte. Wie Sie sehen, konnlc die Zuver­
lässigkeit der DiagnosLik durch die Anwendung mathematischer Metho­
den bedeutend erhöht werdt>n: von 75 auf 880/0. Anges l rcbt werden 
natürlich t000/0 richtiger Diagnosen. Bisher wurden jedoch erst. die ersten 
Schritte getan .. '\ußerdem kann es sein, daß die beobachtelen SympLome 
für eine eindeutige Diagnostik nicht ausreichend sind und noch andere 
Symptome berücksichtigt oder zusätzliche L:ntersuchungsmclhoden an­
gewandt werden müssen. Der Arzt l,enutzt bedeutend mehr Informati­
onen, als sich aus den 2!i S:vmptornnn ergehen, die in die mathematische 
Maschine eingegeben wurden. Er sieht den Patienten und heurteilt 
manches intuitiv. Vergleichbare Möglichkeiten auch für die Maschine zu 
schaffen, ist sehr schwierig, denn die Ärzte können wie ,·ielc andere 
Menschen nicht immer ihre Beweggründe analysieren, aur deren Grund­
laire sit> ihl'e Entscheirlnnge11 treffen. 

Ist es nicht an dt!r Zeit, den Arzt dur,�h eine diagnostizil.'rende l\lasehinl' 
zu ersetzen ? 

Wenn die mathematischen Methoden einen höheren AnLeil riehtiger 
Diagnosen liefern, ist es da nicht an der Zeit, auf die Xrzte zu vei·zichten 
und Mathematiker mit <lcr medizinischen Diagnostik zu beauftragen? 
Ich glaube, daß die Xrzte rnhig schlafen können! Man darf nieh L anneh­
men, daß die,\ ufgabe der Xrzte nur im Stellen der Diagnosen besteht. Sie 
haben die noch schwierigere.\ nfirahe, die Kranken zu heilen, wichtige Pro­
bleme der Prophylaxe und vielt>andere Probleme der Medizin zu lösen. 
Yielleicht kann man aber wenigstens den Ärzten die Diagnostik abneh­
men und sie den mathematischen Maschinen übertragen? 
Ohne Arzt ist die maschiuelle Diairnostik nicht möglich, denn der Arzt 
muß die für eine Krankheit wichtigen Symptome erkennen. \Vl'nn er sich 
auch manchmal hei der Einsl'hätzung der Wichtigkeit eines Symptoms 
irrt, so bedeutet das keinesfalls, daß man ihn ganz ausschalten kann. Im 
Gegenteil, die diagnostizieren<len Maschinen erh•il'htern und \'erhessern 
die Arheit des Arztes. Hier liegt jedoch eine ( ;erah,·, deretwegeu ich 
diesen scheinbar unnötigen Abschnitt einµ-efügt habe. 
In Wirklichkeit ist der Mensch - der Arzt - eine hervorragende diagno­
stizierende „Maschine"! Ich hoffe, daß sich die jhzte durch einen der-
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artigen V crg-lei..!1 nich l gekränkt fühlt>n, son<leru ihn als höchstes Lob 
auffassen .. \llcrdings isl ein Yorbehalt. nölig: Her Arzt muß den Kranken 
11id1t nur heoha1·h1cn, c1· dal"f nicht nur ansehen und anhören, er muß 
,rnch sehen und hören können. 
lt-lt ha Lte Cclcgenhcit., mit B. F •. \ "ot.�chal über Jie Fragen Jc1· medizi­
nis(·hcn Diagnostik zu sprechen, eirwm hervol'l'agen<len Therapeuten, 
crndierten \Vissc11sl'haftler unil klugen Menschen. Er entwirft nicht nur 
(_;eriite für medizi11isl'he Cntcrsnchungcn, sondern stellt sie auch gern 
seihst her. Er ist akti,·er Propagandist der neuen Technik in der Medizin 
u1Hl Vorsitzender vide1· 1uaßgebende1· Kommissionen auf diesem Gebiet. 
Deshalb ist seine Meinung übe1· die Rolle der Elektronik in der :VIedizin 
l)('sonde1·s interessant. Er behauptet, ,Iüß ,lie dektronischen und kyber­
rH•lischen Geräte zum l,.\"egenwärligen Zeitpunkt dem Arzt mitunter nicht 
helfen, so11<lem eher schaden. Der .\.rzt ,·crliißt sich mehr auf die elekt1·0-
11isd1en Geriile als auf seine C'igcnen .\ugen und Ohren. Statt den Kranken 
ordentlich abzuhorclwn und ahzuklopfen, betrachtet er das Elektrokardi­
ogranun und sieht es als Crteil oln hiichsten lnslanz an. Xhnliche Be­
rncrkuugcn beziehen sich a11<'h auf beliebige andere Uutersuchungs­
mf'thoden, bei dl'nen der Arzt iu rleu llintf'rgrund gedrängt wird. 
Ich möchte die \rzlc ganz und ga1· nicht aufruFen, die neuen Untersu­
o·hungsmethoden zu igno1·icren und zu den guten alten Methoden des 
Landarzlcs zurückzukehren; mir gebt es ledigliclr darmn, zur Nutzung 
aller Möglichkcilcn hei de1· Diagnose von Iüankheiten auFzufordern. Die 
:\ugen, die Hände und die Ohren des Arztes sind ,·on der ,\lalur geschaf­
r«•nc hcn·orragende Geräte! Deshalb sind nicht Xrzte durch \faschinen und 
\faschine11 dur..Jr :\rzte zu ersetzen: sie müssen heidP dm· \fo<lizin dienen. 
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Was ist unser Leben? Ein Spiel ••• 

So beginnt die bekannte, aus lauter Aphorismen bestehende Arie des 
Hermann in der Oper „Pique Dame". 
Obwohl andere Aphorismen dieser Arie ernsthafte Zweifel auslösen, ist es 
unmöglich, sich mit dieser Aussage nicht einYerstanden zu erklären. 
Im Lauf unseres Lebens begegnen wir nicht selten Situationen, in denen 
die Beteiligten verschiedene Interessen haben und verschiedene Wege 
zur Erreichung ihrer Ziele gehen. Ich habe absil'htlich gesagt. - Ziele und 
nicht Ziel, da es beliebig viele Beteiligte gibt und jeder sein Ziel hat. 
Derartige Situationen werden häufig Konflikt genannt, und das mathe­
matische Modell dafür wird als Spiel bezeichnet. Jetzt verstehen Si,'. 
sicher, wie richtig der erste Satz in der Arie <les Hermann ist, obwohl d1·1· 
Autor des Librettos sicher etwas anderes gemeint hat! 
Erinnern wir uns an eine andere dramatische Situation, das Duell Len�­
kijs und Onegins: 

Das Paar wirft rasch die Mäntel ab, 
Snrezkij, schweigsam wie ein Grab, 
Hat zweiunddreißig Schritt vermesse11. 
Die Gegner wählen ihren Stand 
Und harr'n, die Waffen in der Hand. 
,,Jetzt los!" 
Und bittren Ernstes schreiten 
Zwei Feinde, stumm in kalter Ruh, 
Den Lauf gesenkt, Yon beiden Seiten 
Vier Schritte aufeinander zu. 
Vier Schritte, die zum Jenseits führen. 
Dann hebt in stetem A \'ancieren, 
Onegin, schweigend wie zuvor, 
Ganz langsam sein Pistol empor. 
Fünf Schritt noch sind zurückzulegen. 
Jetzt hat auch Lenskij haltgemacht. 
Legt an und zielt - da plötzlich kracht 
Onegins Schuß ... mit dumpfen Schlägen 
Entschied das Los: der Diehter wankt, 
Sein Arm versagt, die \Vaffe schwankt, 
Still hebt er seine Hand zum Herzen 
Und fällt. Sein mattes Auge spricht 
Von sanftem Sterben ohne Schmerzen.1)

Die Duellanten hatten verschiedene Ziele. Es ist anzunehmen, daß Lemkij 
<ler Möglichkeit:, sterben zu müssen, kaltblütiµ- gegenüberstand, er wollte 
den Beleidiger bestrafen; Onegin bemühte sich, sein Leben zu e1-h:11Len 
un<l hatte auch kein J nteresse, den Gegner umzubringen. Sie durften jeder 
nur einen Schuß abgeben; jeder konnte, dem anderen entgegengehend, 

1) Nach A. S. Puschkin, Gesammelt� Werke in 6 Bänden. Aufbau-Verlag 19Ci4. 
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heim erstt•11 Schrit.l, bPim zweiten, dritten usw. his zur Barrinrc seinen 
Sdmß abfenern. Jedel' konnte also seinen Schußmoment wählen oder, 
wie man in i1er mathematischen Spieltheorie sagt, eine von sechzehn 
Strategien wählP11. 
Wenden wir um einer Aufg-abe zu, <lie auch einen dramatischen Einschlag 
hat. <loch gewöhnlich nicht zu so katastrophalen Folgen führt wie ein 
Duell - der VertPicligung einer Dissertation. Das einfachste mathemati­
sche Modell findet man, wenn man die Situation, in der sich Doktorand 
und Gutachter befinden. als ein Spiel betrachtet. Bei gröbster Betrach­
lung dieses Spiels hat der Doktorand zwei Strategien zur Verfügung -
er kann eine gute oder eine schlechte Dissertation ablicfem; dem Gut­
achte1· stehen ebenfalls zwei Strategien zur Verfügung - er kann ein 
positives odt•r ein negatives (;utachten abgeben. 
Für den Doktoranden ist es einfacher, eine schlechte Dissertation zu 
schreiben; dann ist aber ein negatives Gutachten wahrscheinlicher, und 
er würde sein Ziel - den Doktorgrad zu erhalten - nicht erreichen. 
Fiit· den (;ularhter ist es am leichtesten, die Arbeit nur kurz durchzu· 
hliil.lcrn und ein positi\'rs Gutachten zu schreiben. Schreibt er allerdings 
ein positives (;utacht<'n rür eine miserable Arbeit und kommt das bei del' 
Mfentlicheu \" c>rteidigung- zum Vorschein, so wird sein wissenschaftliche!" 
Huf untergraben. Der Doktorand weiß nicht, welche Strategie der Gut­
achter wählen wird. Er hat. seine Lage allseitig einzuschätzen und die 
SLrntcgic zu wühlen. 
Jeder der Spieler kann für sich irgendeine <ler für ihn möglichen Strategien 
wählen. Jede Gruppe \'On möglichen Strulcgien (eine Gruppe für jeden 
Spieler!) wollen wir Situation nennen. In der betrachteten Aufgabe isl 
z.B. die Situation möglich, daß der Doktorand die Strategie gewählt hat,
eine schlechte Di�sertation zu schreiben, und der Gutachter die Strategie,
1•in ucgatin•s Cntnchlen abzugeben. 
Man kann C'in 1pinntitati\'es Kriterium einführen - ein Maß für die Vor­
leilc, die jede der miigliclwn Situationen bietet. Der Spieler muß für eine
schlechte Wahl drr Strategie zahlen und gewinnt bei guter \Vahl der
Strategil'. Drshalh wird dieses l\foß häufig Gewinn genannt. Das Spiel
fiiln·t na1ürlid1 ni<"ht immer zu Gewinnen; wenn Ihnen irgendeine Situa·
lion einen Verlust itcbracht hat, so entspricht das einem negativen Ge­
winn. !\lanchmal wird d1•r Verlust. als Maß für <lie (;.ütc der Strategie
brnutzt; dann entspricht l'iner erFolgrciehen Situation, die zum Gewinn
fiihrt, ein negnti\'er Verlus1.
111 unseren BcispiPlen sind die Cewinnc des eineu Spielers keinesfall den 
\'cl'lus11•n des anderen Spielers gleich, so daß sich ihre Interessen zwar 
11id11 widcrsprccl1c>n, wie das z. 11. hci Clücksspielen de,· Fall ist, jedod1
a11d1 nichl. 11it•sdhen sind.
Wir befinden uns ebcnralls in einem Spiel, \'erehrter Leser! Das sind 
meine Stralq.:icn: Ich schreibe ein gutes, ein mittelmüßiges oder ein
miserables Bud1. Ihre Slrategien sind: Sie lesen <las Buch in allen Einzel­
lwitcn. Sie ,Phen c>s :111rmcrksam durch, oder Sie blättern es nur ober-
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l'lii<-hlid1 durdi. Das ist ein sogenanntes 3 X ::J-Spid, d('nll ich hahe <ll'Pi 
Strategien und Sie ebenfalls drei. 
W('nll Sie uoch dem Lesen des Buches eine begeisterlr. Pinr kiihll' odPr 
eine niederschmetternde Rezension schreiben, es na,·h tlnm l>11rd1sd1<'11 
in die Erke werfen oder \'erwandten schenken, so hnbc it·h 11a..J1 wil' yor 
tln,i Strategien, Sie jedoch serhs . .letzt handelt es sich 11111 ein :l X l.i-Spit•I! 
l II unserem Spiel bezahlen Sie an der Kasse der Rurhhan<llu ng. in dt•r Si,• 
das Hueh kauren: dannch wenden Sie Zeit fiir das L,:sen 11111': rü1· 111id1 
kann eine nega1inJ Hezension nachteilig sein, auch in dPm Fall, in dt,111 
ich dPr Meinung- hin, Pin gules Buch gcs,·hrieben zn halu,11. l>eshalh 
wollen wil' anrh weilerhin von Gewinnen und \'erlusl.1•11 spr1•1·l11•11. \Yi,· 
Sie seht•n. !iahen wir in unserem Spiel auf rt•t·hl unt.ersd1iedlidw \Veise zu 
zahlen. die (:ewi111w in ein und demsdhen Spiel können also riir die Yl'r­
sd1iPdenen Spieler in 1111Lerschiedlichen Einheiten gemessen wt'rden . 
.Jedes Spiel zweier Personen mit einer ,•nrllichC'n ,\ nznhl ,·011 SI rn t.egiP11 
liißt sich am hcqucrnsten in Form Pine1· Tafel. einer Malrix. darslt•lkn. 
wohri dil' Zeilen den Stroteg-icn tles ersten SpiPle1·s nn,l dil' Spahcn dl'n 

'/'a{Pl .ll. ,;·,iwinne des Doktoranden 

PositivPs 1_; nl.achten 

-"egativPs f;utachtcn 

Gute 

l lissNl n l in11 

,, 

_,. 

Schlt•chte 
I lisspr•tat i1111 

-2

Stral.t•gicn des zweiten entsprcd1cn. f11 Tafel I L s,·h,_•11 Sit• ,•1 11t• soll'ill' 
\1atrix für das 2 X 2-Spicl zwisrhen Doktoran(l nnd Gutnl'i1lc\r. 
Oie Zahlen in der :\lalrix sollen hier den Gewinn des Doklora11dP11 f'iir 
jmle Si111111ion hcdeulen. Diese Gewinne sind natiirlieh in lwdinglPII Ein­
heilen anA'egeben, denn wir wissen ,·orliiurig noch ni.c·hl, wie wir cli1• 
Hcgeislerung des Dokl<H'at1tlcn hci gllit·klit•hem Ausgang- clcr Verleidigung· 
oder seint>n Kummer heim Dm·chfollen quontituti,· ans,lrii<'kC'n kiinnen. 
Die ( :1•winnmatrix für <lcn ( ;utachter kann Yöllig anders a11ssl'hcn, z. B. 
so wie in Tafel l2. Es ist hercits klar, wnrnm cler \' erlnst dt•s 1 :ntachtl'rs 
ho<"h ist, wenn er eine schlechte Dissertal ion gut rinsd,ii I z1. Ein n<'gn l iY<'s 

'lt1fid /.'!. (;1iwi1111e de.� Gttlad,t.1ir" 

Positiv,,s (; ntachtcn 

·.\lc,gatin•s 1:111ncht.Prt
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(;utc 
Diss<'rl n lion 

J 

-'• 

S,·hh•rhl.P 
Diss,•1·1 a I i1111 
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Cutal'hLe11 fül' eine schled1Lc .\rLeit un<l womöglich gar für eine gute 
ahz11gebon, ist. für ihn nicht angenehm: In <ler Hegel haben es die Leute 
nid1tgel'II, in der Holle des Sachharn aurzutreten, den man bestellt, wenn 
ein Huhn zu schladllen ist. \Venn es dem (.;utachter nicht gelingt, sich 
rel'hlzeilig- aus de1· .\ffiire zu ziehen und er eine negative Einschätzung 
sd11·ciLe11 111118, cdci<let aud1 er ei11en gewissen V crlust. Für diesen Fall 
habe ieh de11 1 ;t•winn durch die Zahl - 3 angegeben. Die günstigste 
Situatio11 für den Gntnehter ist ein positi,·es Gutachten zu einer guten 
Disserlalion, deshalb ist hier sein Gewinn positi,·; er ist zwar nicht sehr 
groß, clol'h es ist in11nerhin ein l.�ewinn. Wenn man sich nun die Matrix 
aufmerksam ansieht, wird ve1·stiindlid1, warum es gewöhnlich so schwierig 
ist, ei11P11 l:111ad1te1· für eine Dissertation zu finden. 
In unserem Beispiel können (;cwinn (und Verlust) nur in bedingten Ein­
heiten angegehl'll werden. Bei vielen Gliil'ksspielen und bei der lJnter­
s11rh11ng- vieler iikonomischer F1·agen wird der Gewinn in Geld ausgedrückt; 
hei ted111isehe11 Prnbh•men kiinnen die Ve1·luste z. B. llcparaturzciten 
oder S Lillstandszl'i 1t•n dC'r .\nlaf.(en sein. Dil' Gewinne können also in den 
,·erschic<lcnslen Ei11!11•i1c11 ausgedrückt werden. 
Ein Spiel kann beliebig Yiele Beteiligte haben. In unserem Spiel, vereh1·ter 
Leser, wird es sicher viele Ti>ilnehmer geben, die Leser dieses Bu..J1cs. Es 
wird sicher so sein, daß die einzelnen Leser verschiedene Interessen, unter­
schiedliche Vorbildung und 1111LP1·sd1iedliche Ziele haben. Die einen wollen 
aus dem Bu<'h etwas Neues und \Vichligcs erfahren, <lie anderen wollen 
sil'h einfach von ihre1· eigenen.\ 1·beit etwas ablenken lassen, die dritten ... 
Ich glaube, wir l,rauclwn nicht alle(�ründe zu suchen, die uns zum Lesen 
l'incs Buches bewegen. Jd, kann nueh nicht immer erklären, warum ich 
ein B11d1 iiher 1:l'll«'I ik oder Anhilekt.ur lese. das mir gem<le in die Hände 
g-erät. 
.'licht immer braucht Pint' einzelne Pe1·son als Spielteilnehmer aufzu­
treten. Bt•im Fußballspiel sieht man die beiden Mannscharten als Ganzes 
als Spidbetcilig- le an. im Kri1'g- sin<l in Abhängigkeit von der Sachlage 
g-anze S Laa1en oder S laa Lengrnppen odp1· einzelne .\ rmeegruppierungen 
die Beleilig- tcn dl'S Spiels. 
Das Zid des Spiels isl fiit· je11P11 Bcteilig-ten die \Vahl einer solchen Stra­
lcgie, hci der sl'in 1 �Pwinn möglichst hoch isl. Alles wäre r<'cht einfach, 
wenn dem Spiclp1· b<•kannt wäre, wekhe Strategie die anderen Teilnehmer 
g-ewählt hahen. In 1li1·s1•m Fall braul'ht. er nur die Situationen durl'hzu­
sehc11, zu d1•11l'n dil' ,·011 den anderen Teilnehmern gewählten Strategien 
rühren. um riir si1·h sdhsl diP Strategie zu wählen. <lie ihm den maximalen 
1;ewinn �cwiihrleisll'l. J)pr Spieler weiß jedorh nicht, wekhc Strategie 
seine 1 :cg-11er g-ewiihlt hab<'u. 1_;eradc darin Lesteht die Schwierigkeit, das 
I nt.ercsse nntl ni:1111�h111al nul'h das Risiko dt•s Spiels. 
Von allen miig-lil'lH•n �piden sind <lie mit zwei Teilnehmern, deren Jntc­
rcssen cntg-egeng-1'SPlzt sind, am cinrachsten: J n je<le1· Partie des Spiels ist. 
.Ier Verlust dl'S einen Spielers gleich dem C1•wiirn (mit. entgegengesetzten 
\'orz<!il'hcn) des ai11lercn. Solche Spiele werden manchmal antagonistische 
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Spiele genannt. Ich werde den letzten Ausdl'Uck jedoch nicht benutzen, 
um keine Verwirrung mit Begriffen der Philosophie zu sL.ifLe11, die, wie 
Sie sehen, auch in der Mathematik auftreten. Die Summe de1· Gewinne 
beider Spieler (des Gewinnes und des Verlustes als negativer Gewinn) isl 
stets gleich Null. Deshalb wollen wir solche Spiele :',l11llsnmmenspielc 
nennen. 
Die Bedingung, daß das Spiel die Summe Null hat, Lc<leutct eine wesent­
liche Einschränkung. Sogar bei so ernsten Konflikten wie kricgerisd1e11 
braucht sie nicht erfüJlt zu sein - der Verlust der einen Seite braucht 
durchaus nicht gleich dem Gewinn der anderen zu sein, da die Verluste 
der beiden Seiten, wie wir bereits wissen, sogar in n•1·schiedC'nen Ein­
heiten ausgedrückt sein können. 
Es ist offensichtlich, daß es bei Nullsummenspielen nicht notwendi:,: isl. 
die Gewinne beider Spieler anzugeben. Deshalb ist ein solches Spiel 
bereits durch die Aufzählung der Strategien beider Spieler in einer ein­
zigen Gewinnmatrix gegeben. 
Wir setzen voraus, daß ein bestimmtes Spiel ,·orgegehen ist; die S lrute­
gien At , A2, ... , Am des ersten Spielers und Bi , B�, ... , Bn des zweiten 
Spielers seien bekannt, ebenso die \Verte aij, die den Gewinn des Spielers 
A (bzw. den Verlust des Spielers B) bedeuten, wenn die Spieler die Stra­
tegien A; und Bj wählen. Die Matrix des Spiels hat das fol!!PIHlC' :\ ussehcn: 

�I B1 B2 JJ„ 

A1 au an t11„ 

A2 a21 a::!'2 fl'.!n 

(lmn 

Wie kann man die Lösung des Spiels finden 7 
Für jeden Spieler bedeutet Lösung die Festlegung einer solehcn Hand­
lungsweise, bei der sein mittlerer Gewinn über eiue große Anzahl \'On 
Spielen maximal ist. Es muß jedoch noch gesagt wCI·den, daß wir Leide 
Spieler für gleichmäßig „schlau" oder gleichmäßig „dumm" halten -
jeder kann mit demselben Erfolg alle möglichen Situationen übersehen 
und die Ausmaße von Katastrophen abschätzen. Wir wollen noch ver­
abreden, daß die für die bevorstehende Partie des Spiels gewiihltc Stm­
tegie jedes Spielers dem Gegner nicht bekannt ist. 
Wenn beide Spieler der Spieltheorie gemäß handeln, werden sie jedesmal 
eine solche Strategie wählen, bei der sich ein maximal miiglicher <:ewinn 
bei ungünstigster Handlungsweise des Gegners ergibt. 
Ein Nullsummenspiel kann man z.B. als Wnhl eines 1'1111ktcs auf der 
Erdoberfläche deuten, wenn man die Strategie des Spiders A als Wahl 
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<lel' gl'og-rarischen BrciLc und <lie des Spielers B als Wahl der geogra­
fischen Liinge des Punktes auffaßt. Die Höhe des Gewinnes läßt sich 
als Höhe des gewühlten Punktes über dem Meeresspiegel auffassen. Wenn 
«las Relief der betrerfenden Gegen<l auf der Erdoberfläehe eine Gebirgs· 
keLte in Richtung des Breitenkreises mit einem relativ niedrigen Paß ist, 
�o entspricht die uns inleressierende Situation gerade dem Sattelpunkt -
dem Minimax. Deshalb heißt eine solche Strategie auch Minimax-Strategie. 
Fiir den Spieler B isl die Minimax-Strategie am günstigsten, d. h., er 
stellt zuniichst für jede seiner Strategien Bi (jede Spalte der Matrix) den 
grüßten Wert fesL, d. h. den jeweils größtmöglichen Gewinn des Cegners A, 
und er wählt die kleinste dieser Maximalzahlen. Die zugehörige Strategie, 
die den maximalen Gewinn des Cegners minimal hält, garantiert ihm, daß 
er bei für ihn ungünstigster Handlungsweise des Gegners am wenigsten 
verliert. Für den Spielei· A ist die Maximin-Strategie optimal, d. h. die 
Strategie, die sich ergibt, wenn er den minimalen Gewinn liei jeder seiner 
Strategien (Minimalzahlen de1· Zeilen der Matrix) maximiert. Man kann 
beweisen, daß das Maximin niemals größer als das Minimax sein kann. 
Wenn sie zmammenfallen, hat das Spiel einen Sattelpunkt, der gleich­
zeitig Maximin für den einen Spieler und Minimax für den anderen ist. 
Dieser gemeinsame \Vert ,·on größtem Minimalgewinn und kleinstem 
\raximah·erlust heißt dann Wert des· Spiels, der eine ganz bestimmte 
Zahl aij der Matl'ix ist. 
Wenn ein Spiel einen Sattelpunkt hat und einer der Spieler wählt die 
dazugehörige Strategi«', so ist es für den anderen am günstigsten, auch 
die Strategie zu wählen, bei der der Sattelpunkt auftritt - eine beliebige 
andere Stralegie würde seine Verluste nur erhöhen. 
Die optimalen Strategien, die dem Sattelpunkt entsprechen, heißen reine 
Stralcgieu. Wenn ein Spiel einen Sattelpunkt hat, ist es sinnlos, zu ver­
suchen, seine Absichten vor dem Mitspieler zu verbergen - am sinn­
vollslcn ist es für beide Spieler (natürlich immer unter der Annahme, daß 
der Gegner genau so schlau ist), immer nur einzig und allein die reine 
S tra Legie zu wählen. Wenn das Spiel keinen Sattelpunkt hat, gibt es keine 
reine optimale Strategie für die Spieler. Die Lösung des Spiels (d. h. die 
Bestimmung der optimalen Verhaltensweise der Spieler) ist dann kompli­
zierter; die Spielei· müssen sich dann auf die eigenen Überlegungen und 
den Zufall stützen. Wie J. v. Neumann bewiesen hat, gibt es jedoch bei 
jedem Spiel mit endlich vielen Strategien eine Lösung. Im jetzt vorliegen­
den Fnll ist die optimale Verhaltensweise der Wechsel der Strategien von 
Par1ie zu Partie, wobei die Strategie zufällig gewählt wird, doch mit ganz 
bestimmten zu berücksichtigenden \Vahrscheinlichkeiten für die ver­
schiedenen Strategien. Diese Wahrscheinlichkeiten können berechnet 
werden, wenn die Matrix des Spiels gegeben ist. Ein derartiges Vorgehen 
bezeichnet man als gemischte Strategie. 
Damit diese Überlegungen nicht „in der Luft hängen", wollen wir wieder 
ein „Zahl-Wappen-Spiel" betrachten, jedoch vorher die Spielregeln än­
dern. Das Spiel möge dai·in bestehen, daß Sie ein Geldstück auf denTisch 
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legen und mit de1· Hand zudecken. Ihr Ceguer 111uß raten, ob Zahl oder 
Wappen oben ist. \Vcnn er richtig geraten hat. zahlen Sie ihm einen 
Pfennig. wf'nn nirht. zahlt. <'l' an SiE>. Die Matrix des Spiels ist. sehr ein· 
fach: 

-1 +I

+I. -1

In diesem Fall ist das \liuimax (<l. h. das Mini11111111 der ;\laxima jeder 
Zeile) + l, während das .\laximin - 1 ist. Das Spiel hal also keinen 
Sattelpunkt. 
� ach welcher S Lratcgie werden Sie vorgehen? Die einfachstl' :\löglichkcit 
wiire, das Geldstück immer mit derselben Seite nach ohen zu legen, z. B. 
immer \Vappen zu haheu. Das würde abe1· 1 hr Gcg11e1· sehr bald heraus· 
bekommen und stiindig gewinnen . .\Iöglich wiire, sagen wir, immer ah· 
wechselnd Zahl und Wappen zu legen. Doch anch das würde der Cegncr 
schnell entdecken, und Sie gerieten wieder auf die Verliercrseite. \Ve1111 
Sie die Regel des Wechsel11s von Zahl und \\'appt>n noch so kompliziert 
machen, wird ein aufmerksamc1· (;pgner SiP dod1 Pin rnal lwra11sheko111me11 
und Sie schlieUlich ruinierr.n. 
Dem.Gegner mul3 also die :\liiglil'hkeit gP1w11111u•11 wer<leu, aus dem Ver· 
lauf des Spiel,. ir:zcndwl'iche nii Lzlichen l II forn1a I ionen iihcr Ihre .\ bsich­
len für «.lit� Zukunft �chöpfen zu können. Dazu miissen Ihre Entscheidun­
gen bei jedem Schl'il.l. zufällig und 11nabhän1.dir �Pin .. \uße,·dcm muß das 
.\uftauchen ,on Zahl un«I \Vappe11 glei<"hwnhrsdlt'inlich sein. Es ist nicht 
schwer, sieh «lavon zu iiherzeugen, daß aul'h für Ihren ( :cµ- 111•1· die optimal«• 
St.rategi1• dal'in besteht. Znhl un«I \\"appen unahhiingig ,·on den einz1•lnen 
Spielen zu nennen, und zwar mit gh·i«·hen \\ahrs«·heinli«·hkeiLen. Im 
heschriebem•n Spiel ist ps also das hes tP. was dic Gf'gner tun können, fiir 
ihre jeweilil!r Entsl'lwi«hmg hintrr «!«•111 Hii«·k1•11 rin :mdcl'f'S Geldsltick 
zu werfen. 
Das schein l paradox zu sein: :\i,·h I Pin zielbewnlhes Verhalten wir<l 
empfohlen, sondern eins 11ad1 dem \Vill<'11 des Zufalls, ohne den Versland 
walten zu lassen. Eine gründliche ÜhPrlPg-1111µ- zl'igt indessen, daß das 
nicht p:ll'adox. sondern Yielmel11·11nerwal't1•1 ist. lind das ist nichts Außer­
gewöhnliches; im Yed:rnf unseres ganzen l.1•l11•11s 1•rfalue11 wir Yiclt• Ycr­
nünftige Dinge, von denen wir Yorher kein«' .\h111111g ha11e11. 
Obwohl unsere Schlußfolgerung nicht sehl' aussid11s\'111l nussieht, hal die 
Spieltheorie sehon heutP eine Reihe wi<"htiger Erfolge zu Ycrzeiehncn. 
z.B. bei der .\nalysc, «l1•s Verhaltens ,·on LPhewesPn. \'Oll :\Ie11schen oder
sozialen Gruppen in der liesellsehaft, hei <ln Wahl der optimah-n Hand­
lungsweise in einer Konflik1 situation mit tmYollsl iindiger J n rormation
sowie bei <le1· l.ösun:.( ökonomiselier, jn ris I is1°hl'1·, lwt richswirt sehafl­
licher und andPrcr P1·oblem«". Die Erfolµ-c df'r SpiPI I hPorie hcstehen aller­
dings weniger in der Lösun:r konkret.er .\11rµ-al11•11, als viPlmehr darin, daß 
sie den �[ensche11. dif' mil sPhr ,.,,,wi"kcllPn ProhlE>nu•n zn 11111 haben, eine
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gewisse Orientiernng gihl, nach der sie in komplizierten Konfliktsituati­
onen einen Überblick gewinnen können . 
. \m ,\nfani; des Buches führten uns <lie (;cspräclw mit dem Physiologen 
zu dem Sl'hluß, daß sich der Organismus häufig umzustellen (seinen 
Zustand zu ändern) hat. um die Menge dei· ,·ielgestaltigen Aufgaben zu 
lösen, die aur seinem Lebensweg auftreten. Die Modellierung der An­
passung des lebenden Organismus an die äußeren Bedingungen zur E1·­
fül111ng bestimmter Aufgaben, d. h. die Modelliernng zielgerichteten Ver­
hallens, geht jetzt den Weg über die Spieltheorie. \fan spricht über das 
Spielen ,·on :\ u toma ten gegeneinander und ihr Spielen gegen die „ Natur". 
d. h. übe1· die Anpassung des Automaten an Einwirkungen von außen,
deren Ursachen nicht nm ihm abhängen.
Hier sind die hcr\'orragenden :\ rbeiten des unlängst verstorbenen talen­
tierten sowjetischen Wissenschaftlers 1H. L. Zetlin über das Verhalten
,·on .\ntoma Lcn in „zufälliger Umwelt", das Schachspiel mathematischer
Maschinrn gegen den J\fons(·hen und gegeneinander, die Modellierung
ükonomischer Tathestiinde und vieles andere zu erwähnen. Der gesamte
Fragenkreis ist sehr inle1·essant: und aussichtsreich. Darüber kann ich
jedoch nit'hl ausrührlidwr herichten, denn wir müssen zum Schluß
kommen.
Da i!'h mir die .\ufgabe gestellt habe, Ihre Aufmerksamkeit auf einige
.\ hschniL te der }lathematik zu lenken, die Ihnen von unmittelbarem
�ulzen sein köm,en, ernprehle ich Ihnen, sich mit <ler maLhematischeu
Spieltheorie bei Celeg('nheit etwas gründlicher zn heschäfti:zPn.

Am runden Tis1•h mit Freunden 

Die ersten Lese,· dieses Buches waren mein(' 1-'r('llltdP. Einige haben 
wenige Ahs('hnil te gelPsen, an<lere große Teile. manche das gesamte 
l\1anusk1·ipl. Die einen sagten, dieses und jenes wäre etwas langatmig, und 
ieh begann zu kürzen. Die anderen bemerkten, daß gewisse Stellen zu 
knapp und sd1wPr vcrstiindlieh wären. und ich erweiterte die entsprechen­
den Stellen. Vorsichtige mHI Hörtiche lenkten meine Aufmerksamkeit auf 
den mant'hmal zu seharfen Ton und auf unangebrachte .\nsdrüeke; Ent­
sc-hiedcnerc <•mpfahlen nicht: nur, die Schärfe der Polemik zu helassen, 
sondern sie noch zu verst'härfen. 
Einmal haben wir das Manuskript. zu ,·iert. erörtert. Der erste forderte, 
die Dialoge herauszunehmen - ihm schien diese Form für ein solches 
But'h ni<"h l angebracht zu sein; der zweite hestand darauf, sie zu belassen, 
na<'h seinen \\'orten verleihen sie Klarheit; der dritte hem<>rktr., daß meine 
Gesprächspartner bei diesen Dialogen weniger gut als ich abschneiden, 
und das kiinnte man dem Autor als Hervorhebung der eigenen Person an­
rerhnen. Der zweite Cesprächspart.ner entgegnete: ,,Obwohl „Gullivers 
Reisen" in der ersten Person im Singular geschrieben sind, ist noch nie­
mand auf den Gedanken gekommen, daß J. Swift selbst mit den gelehrten 
:\1ii11nern der Großen Akademie von Lagado gesprochen hätte. Um so 
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weniger wird sich der Leser dieses Buches hin tcrgangen fü lilen." Darauf 
kam die spöLLische Bemerkung, daß sich der drille Gespl'ächspartner 
ol'fenbar selbsL wiedererkennt, wie er im Dialog den Kürzeren zieht. Wo­
rauf dieser antwortete, daß dieses Gespriich gar nichL mit ihm staLtfand; 
er hätte sich nie mit der Analyse des Sehens beschiifLigt. 
Sie stritten noch lange, wer recht hätte und worin, ohne mich zu Wort 
kommen zu lassen. Als sie sich meiner erinnerten und fragten, was ich 
mir dabei gedacht habe, bemerkte der zweite Ccsprärhspartncr, daß der 
Streit doch eigentlich die Unwichtigkeit der Person in der Polemik und 
die Nützlichkeit der Polemik selbsL gezeigt habe. Gemeinsam beschlossen 
wir schließlich, die Dialoge beizubehalten. 
Die Arbeit am Uuch hat viel Zeit erforderl. und id1 wollte dieses \'ul'­
haben mehrmals aufgeben. Meine Freunde und Verwandten ermunterten 
mich immer wieder. Sie hatten sich nicht nur meine Klagen anzuhören, 
sondern zuletzt auch noch das Manuskript zu lesen und ihr Urteil abzu­
geben. Sie haben alle zum Gelingen beigetragen. \Vcnn Sie, verehrter 
Leser, bis zu diesem Abschnitt gelangt sind und liie anderen wenigstens 
durchgesehen haben, sind ihre guten Absichten und ihre Mühe schon 
belohnt. Ich wollte eigentlich jedem einzelnen an dieser S teile namentlich 
danken. Als ich versuchte, das Verzeichnis derer aufzustellen, die mir mit 
nützlichen Hinweisen zur Seite gestanden haben, mußte ich feststellen, 
daß es so viele waren, daß ich sie nicht namentlich nennen kann. Ich 
hoffe, sie verzeihen mir das Fehlen eines persönlichen Dnnkes an jeden 
einzelnen. 

Ein letztes Wort an Sie, verelirter Leser 

Der Autor muß wissen, warum er ein Buch geschrieben und vom armen 
Leser die Zeit zum Durchlesen oder wenigstens zum oberflächlichen 
Durchblättern gefordert hat. 
Dieses Buch soll keine Fibel und erst recht kein Lehrbuch der modernen 
Mathematik zum Selbstunterricht sein. Es ist für diejenigen geschrieben. 
für die sich die Mathematik hinter einem dichten Nebelschleier rnn For­
meln, Kurven, Formulierungen und Beweisen \'erbirgt. Diesen Nebel zu 
durchschauen ist schwierig. Man kann schließlich nicht schwimmen oder 
ein Instrument spielen lernen, wenn man nur zuschaut, wie es andere 
machen. Genauso ist es ohne selbständige Arbeit unmöglich, die mathe­
matischen Methoden zu erlernen, die verschiedenen Gebiete der �fothe­
matik zu beherrschen und die Mathematik anzuwenden. 
Ich wollte Ihnen, verehrter Leser, eine Hilfe bieten, damit Sie erkcnneu 
können, daß sich hinter diesem Nebelschleier tatsächlich verständliche, 
interessante und nützliche Dinge verbergen. Sicher ist es mir nur gelungen, 
eine kleine Bresche zu schlagen. Sie haben nur Fragmente gesehen, mög­
licherweise nicht einmal die eindrucksvollsten. Kann man aber, wenn mau 
nur durch einen Spalt in den Kulissen schaut oder eine Sinronie mit 
einem Kofferradioapparat hört, einen wirklichen Kunslgenuß empfinden? 
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lch wciLl 11ieht, ob es mir gelungen ist, Ihnen die Größe und Bedeutung 
!ler Mathematik zu zeigen und illl' das Siegel des (�eheimnisvollen und
Unzugiinglichen zu nehmen. \Venn Sie wollen, antworten Sie dem Autor
oder dem Verlag auf diese Frage.
Wenn Sie sich über den Autor beschweren wollen, tun Sie das bitte mil
,\achsicht, ich habe mi1· immerhin Mühe gegeben, Ihnen über die ersten
Klippen der Mathematik hinwegzuhelfen.
Zum Schluß möchte il'h noch einmal drei verschiedene Definitionen de,·
Wissenschaft Mathematik, die von großen Gelehrten stammen, angeben.
Friedrich J�'11gel.�: ,,Mathematik ist die Wissenschaft, welche die räum­
liehen Formen und die quantitativen Beziehungen der realen Umwelt
zum Gegenstand hat."
/Jat'id llilbert: ,,Mathematik ist das, was kompetente Leute darunter
verstehen.''
ff illard Gibbs: ,, Mathematik ist Sprache."
lm Sommer 19ß6 fand in Moskau der IV. Internationale Mathematiker­
kongreß statt. Dort w111·de erstmalig eine Sektion über mathematische
Probleme der Steuerungs- und Regelungssysteme gebildet. Der Nestor
de1· sowjetischen Schule der Wahrscheinlichkeitsrechnung und Begründer
der modernen Wahrsd1cinlichkeitstheorie A. N. Kolmogoroff sagte auf
der Eröffnungssitzung dieser Sektion: ,,Die Mathematik ist das, womit
die Menschen die Natur und sich selbst steuern."
Uie Menschen sind trivialerweise gezwungen, ihre Handlungen zu steuern,
sie wollen Herr über die Natur sein und auch andere Menschen anleiten.
Deshalb besteht ihre optimale Strategie offenbar darin, sich entweder
mathematische Methoden anzueignen ode1· mit den Mathematikern zu­
�ammenzuarbeiten.
Wenn Sie die in diesem Buch enthaltenen Gebote befolgen und sich zum
Glauben an die Mathematik bekennen, so können auch Sie die so viel­
deutige und gleichzeitig f'indeut.ig \'erstiindliche Frage stellen: ,,Na und?"
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ZUM AUTOR 

Der Doktor der physikalisch-mathematischen Wissen­
schaften Jakov lssevic Churgin hat sich mit vielen Dingen 
beschäftigt. Er war sowohl Dispatcher eines Groß­
betriebes als auch wissenschaftlicher Mitarbeiter meh­
rerer führender Institute für Nachrichtentechnik sowie 
Lehrer an verschiedenen Hochschulen. Zur Zeit ist er 
Professor am Moskauer Gubkin-lnstitut für Erdölchemie 
und Gasindustrie. 

Die Themen seiner wissenschaftlichen Arbeiten umfassen 
Fragen der reinen und der angewandten Mathematik, 
der Nachrichtentechnik, der Informationstheorie, der 
Kybernetik, der Neurophysiologie und der Diagnostik. 

Prof. Dr. Churgin ist der Meinung, daß er in seiner Arbeit 
immer in derselben Richtung geblieben ist. 

Das vorliegende Buch ist die erste Arbeit des Autors, die 
an einen breiten Leserkreis gerichtet ist. 
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