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Einige Worte an die Leser

wr

Ich spreche gern und schreibe weniger gern. Dieser Begriff des ,,Spre-
chens'‘ hat viele Synonyme: ein Gesprich fiihren, sich unterhalten,
iiteinander reden.

Im Gespriich spiirt man stiindig die Resonanz bei den Gesprachspartnern,
¢s ist, modern ausgedriickt, Riickkopplung vorhanden.

Seit zwanzig Jahren fiihre ich Gespriche mit Ingenicuren, Physiologen,
Arzten, Geologen und Okonomen — mit Menschen verschiedener Berufe,
Ansichten und Idhigkeiten. Ich halte Vortriige und fiithre Seminare durch.
Wir unterhalten uns an einem Tisch, den man nicht immer als rund
bezeichnen kann. Wir bemiihen uns zwar, diesen Tisch zu einem ,,runden‘
zu machen, doch zu Anfang sto8en wir uns tiichtig an seinen ,,Ecken®.
In den Gesprichen geht es oft um Probleme und Schwierigkeiten in wissen-
schaftlichen Disziplinen, {iber die ich mitunter so wenig wei}, dal} ich
mich nicht einmal fiir einen Dilettanten halten kann.

Irgendwie hat es sich eingebiirgert, zu sagen, eine Vorlesung wird ,,ge-
lesen‘". Eine Vorlesung mufl aber ein ,,Gesprich® mit den Hérern sein;
wenn sie gelesen wird, selbst wenn das ohne Manuskript geschieht, so ist
es meist unbelriedigend oder langweilig, zuhéren zu miissen, und somit
auch nahezu nutzlos. Deshalb bemiihe ich mich als professioneller Redner
stets, withrend einer Vorlesung oder eines Vortrags mit den Zuhérern ins
Gesprich zu kommen.

Die Vorbereitung einer zweistiindigen Vorlesung kostet viele Stunden
Zeit, trotzdem kann ich nicht bis in alle Einzelheiten festlegen, was ich
sagen werde — das hingt auch sehr vom Auditorium ab.

Sicher hat es ein Redner iin Fernsechen schwer: Man kann doch einen
Witz nicht sich selbst erzihlen oder I'ragen stellen, ohne darauf wenig-
stens in den Augen der Horer eine Antwort zu finden.

Genauso fehlt beim Schreiben eines Buches die Riickkopplung; es filit
mir schwer, mich an einen mir unbekannten Leser zu wenden. Deshalb
werde ich mich hier vor Thnen mit meinen I“reunden unterhalten, die
Physiologen, Arzte, Ingenieure oder Geologen sind. Ich werde mit ihnen
iiber Mathematik sprechen. Solche Cespriiche gab es viele und wird es
auch in Zukunft geben.

Wenn ich in ein Gebiet der Wissenschaft, Technik oder Kunst etwas tiefer
eindringen will, so kann ich lingere Zeit Literatur wilzen und auch recht
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trockene Studien treiben. Ich kann aber auch einen IFachmann fragen, der
mir mit Begeisterung von scinen Problemen und Schwierigkeiten erzihlen
wird. Aul diese Weise kann ich schnell meine Neugier belriedigen, ohne
meine angeborene Bequemlichkeit iiberwinden zu iniissen.

Ich unterhalte mich deshalb gern mit Fachleuten der verschiedenen
Wissensgebiete.

Doch warum wenden sich diese ['achleute an mich, den Mathematiker? —
Man sagt, dall gegenwiirtig ein gewaltiger ,,Prozel der Mathematisierung™
der verschiedensten wissenschaflllichen Disziplinen stattfindet. Solche
Ansichten werden von Presse und Rundfunk sowie der populiren und
sogar der ernsthalten wissenschaltlichen Literatur verbreitet. Allerdings
haben die meisten eine sehr verschwommene Vorstellung von diesem
ProzeB: Die einen glauben, daB die Mathematiker Gleichungen angeben
ruiiBten, die in allen Lebenslagen zu gebrauchen sind; die anderen meinen,
daB die Computer das Denken fiir den Menschen iibernehmen kénnten
und hoffen deswegen, in den gewohnten Bahnen schlecht organisierter
Denkweisen verbleiben zu kénnen; die dritten setzen niichtern auf eine
den realen Moglichkeiten der Mathemaltiker entsprechende Hille.

Dic Mathematik kann natiirlich nicht alle Probleme l6sen. Sic ist aber ein
wichtiges Hilfsmittel aller wissenschaftlichen Disziplinen, wenn man sie
gekonnt und korrekt anwendet. Mit der Anwendung mathematischer
Methoden ist es nicht anders als mit allen Dingen des téglichen Lebens:
Um guten Hackepeter zu bekommen, miissen Sie das richlige Messer in
den Fleischwoll einsetzen, in der richtigen Richtung drehen und vor allen
Dingen einwandfreie Rohstoffe verwenden. Verfahren Sic anders, so er-
wartet Sie eine Enttiuschung, fiir die Sie natiirlich nicht den Ileischwolf
verantwortlich machen kénnen.

Es ist sehr wichtig, daB sich der Anwender der Mathematik zunichst mit
der Theorie vertraut macht. Er muB sich mit den Waffen aus ihrem Arse-
nal ausriisten oder zumindest wissen, wo er diese Waffen finden und ein-
setzen kann. Der Anwender der Mathematik kann andererseits aber auch
IHinweise [iir ihre weitere Entwicklung geben, indem er dem Mathemati-
ker scine ungelésten Probleme darlegt.

Nach den ersten freundschaftlichen Gesprichen zwischen Fachleuten ver-
schiedener Gebiete kommt es oft zu einem IKreuzen der Klingen, cinem
Kampf. Das &hnelt der Entwicklung der Handlung in einem Roman:
Zuerst sind die Verliebten gliicklich und zufrieden miteinander — jeder
spricht von sich und hort den anderen nicht. Spiiter. im gemeinsamen
Leben, kimpfen die Partner miteinander um eine angemessene Position,
um dic Behauptung des cigenen Standpunktes. SchlieBlich kommt es zu
einem geteilten Sieg beider, wenn das gegenseitige Verstiindnis einsclzl.
Mir gefillt das Ringen der Fachleute verschiedener Disziplinen. Wenn
dann nach langem Kampf, von dem jetzt die Rede sein wird, die niichste
Etappe cinsetzt, arbeilen der Mathematiker und der Vertreter des anderen
Wissensgebiets zusammen. Sie lésen dann gemeinsam ihre Probleme, und
die Arbeit triigt dann fiir beide Seiten mitunter reiche Friichte.
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Weun lhnen, verehrter Leser, diese Gespriche interessant und niitzlich
erscheinen, dann hat cs sich gelohnt, sie [hnen aufzuschreiben.

Gespriich mit einem Physiologen im September

Der goldene Herbst ist ewiges Thema der Dichter und Maler. Uber ihn ist
viel Schénes zu Papier gebracht worden. Fiir mich allerdings wie [fiir alle,
die mit der Schule zu tun haben, ist der Herbst Beginn eines neuen Jahres.
Es kommen neue Menschen, neue Aufgaben und neue Probleme.

An meinem Yisch sitzt ein junger, fahiger Physiologe; keine Berithmtheit,
doch jemand, der seine Wissenschalt beherrscht und zu arbeiten versteht.
Er sucht nach neuen Wegen und Ideen, cr benétigt neue Resultate. Die
Unlerhaltung mit ihm ist interessant.

Ich: Womit beschiiltigen sie sich?

Er: lch studiere die primiiren Reaktionen in der Sehzone der Hirn-
rinde der Katze, die durch Lichtreize vor dem Augc hervorgerufen
werden.

Ich weif} bereits, wie die Sache aussieht: In den Kopf der Katze werden
diinne nadelférmige Elektroden eingefiihrt, und damit werden die bio-
elektrischen Aktionspotentiale abgetastet. Diese Potentiale kann man
auf dem Bildschirm cines Oszillografen beobachten oder {otografieren,
wie das die obere Kurve im Bild 1 zeigt; die untere, pcriodische Kurve
dient als ZeitmaBstab.



Ich: Und etwas konkreter?

Er: Die Intensitit der Lichtreize kann man iindern. Iis zeigt sich.
daB sich dabei auch Amplitude und Form der positiven und negati-
ven Halbwelle der erregten Aktionspotentiale édndern.

Ich: Na und?

Wie wenig kann man doch auf dem Papier wiedergeben! Die Betonung
dieser beiden Wérter enthiilt so viele zusiitzliche Informationen. Hier
driickt sie interessiertes Abwarten aus.

Er: Was heiBt — na und ? Wir haben eine bestimmte Abhingigkeit
zwischen der Intensitit der Lichtreize und der Parameter der Reak-
tionen im Gehirn beobachtet.

Beachten Sie — cine bestimmte Abhingigkeit. Was kénnte das bedeuten ?
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Ich: Was [iir cine Abhingigkeit haben Sie beobachtet?

Er: Mit wachsender Intensitit nimmt die Amplitude der Aktions-
potentiale zunichst schnell zu, dann langsamer und bleibt schlieBlich
auf einer bestimmten Héhe.

Ich : Das ist sehr schon. Was méchten Sic denn da noch von mir?
Er: Ich méchte gern die mathematische Beschreibung dieser Ab-
hingigkeit bekommen.

Ich: Und wozu brauchen Sie diese Beschreibung ?

Er: Was heiBt — wozu? Sind Sie etwa gegen die Anwendung der
Mathematik in der Biologie?

Ich: Nein, ganz und gar nicht, ich bin sehr dafiir! Sie verstehen unter
der mathematischen Beschreibung eine Formel ?

Er: Natiirlich!

Ich: Was werden Sie denn mit dieser Formel tun, wenn ich sie 1hnen
aufstelle?

Er: Stellen Sie sie bitte auf. Wir fiihren dann zu ihrer Priifung eine
Versuchsreihe durch.

Ich: Sagen Sie, dndern sich die Reaktionen von Katze zu Katze?
Er: Qualitativ dndert sich nichts.

Ich: Aber eine Formel kann man nicht qualitativ aufschreiben. IFor-
meln sind Ausdruck quantitativer Verhiltnisse.

Er: Es geht uns gerade um die quantitativen Abhingigkeiten.
Ich: Das habe ich schon so ungefihr verstanden. Stehen die Tiere
wihrend des Versuchs unter Narkose?

Er: Meist arbeite ich mit narkotisierten Tieren.

Ich: Wenn man nun die Dosierung des Narkotikums oder das nar-
kotisierende Mittel dindert, iindern sich da auch die Reaktionen?
Er: Ja, quantitativ dndern sie sich; qualitativ bleiben sie jedoch
gleich.

Ich: Und wenn man die Versuche mit ein und derselben Katze iiber
lingere Zeit ausfiihrt, erweist sich dabei das Bild ebenfalls als nicht
konstant ?



Er: Ja. Allerdings in unlerschiedlichem MaB, doch vieles iindert
sich. Moglicherweise setzt eine Gewohnung ein. Aullerdem iindert
sich ja auch die 'liefe der Narkose wihrend des Versuchs.

Ich: Warum bezeichnen Sie dann diec Abhiéngigkeit zwischen der
Intensitit der Lichtreize und den Reaktionen als eine bestimmte ?
Er: Vielleicht habe ich mich nicht exakt genug ausgedriickt. Wozu
dicse Wortklauberei ? Ich wollte sagen, daB eine gewisse .\bhiingig-
keit vorhanden ist.

Ich: Das ist keine Wortklauberei. Das Gravitationsgesetz driickt z.
B. die bestimmte Abhingigkeil zwischen den Massen zweier Korper,
dem Abstand zwischen ihnen und der Anziehungskraft aus. Doch in
dem von lhnen betrachtelen ProzeB ist vorldufig keine bestimmte,
klare Abhingigkeit zwischen der Intensitit des Lichtreizes und der
Reaktion des Gehirns zu erkennen.

Er: Doch immerhin, wenn man die Intensitit erhoht, so erhéht sich
in der Regel auch dic Amplitude der beiden IIalbwellen der Aktions-
polentiale.

Ich: Das ist noch weit entfernt von bestimmter .\bhingigkeit. —
Was wollen Sie eigentlich untersuchen ?

Er: Akademiemitglied A. (oder Professor B. oder der hekannte aus-
lindische Wissenschaftler C.) hat einc Methode zur Messung der
Aktionsstréome in der Horzone des Gehirns angegeben. Er und seine
Mitarbeiter arbeiteten mit Kaninchen und untersuchten den Hor-
apparat. Unser Chef hat die Aufgabe gestellt, den Schapparat ndher
zu betrachten. Wir sind es gewohnt, mit KKatzen zu arbeiten, obwohl
man mit ihnen mehr Scherereien hat.

Wenn man sich statt einer direkten Antwort aul eine Frage auf Autori-
titen berult, wird es mir immer etwas unangenehm zumute. Ich stelle mir
bildlich vor: ein muffiges Zimmer, ein Tier auf dem Tisch und einige
Dutzend Geriite sind eingeschaltet. Ein Schleifenoszillograf zeichnet
gleichzeitig fiinfzehn und mehr Kurven auf: Blutdruck, Atemrhythmus,
die Biostrome aus verschiedenen Hirnbereichen usw. Eine ganze Gruppe
von Leuten fiihrt mehrere Stunden lang ein exaktes Experiment durch.
Danach wird das niedliche Versuchskaninchen in den Miilleimer gewor-
fen; nach einergewissen Zeit landen auch die meterlangen Aufzeichnungen
dort, denn nicht immer exisliert eine genaue Vorstellung dariiber, was
man mit ihnen anfangen kionnte. Meine Stimme bekommt inzwischen
einen metallischen Klang.

Ich: Welche Frage wollen Sie mit lhrer Untersuchung eigentlich
beanlworten ?

Er (gercizt): Ich habe Thnen doch gesagt, daB mich die Abhingig-
keit der Parameter der primiren Reaktion von der Intensitit der
Lichtreize interessiert.

Ich (bissig): Nehmen wir an, Sie wiirden diese Abhingigkeil bereits
kennen, eine Formel sei aufgestellt. Und nun?
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Er (noch gereizter): Ich habe Ihnen doch gerade erklirt, daB Akade-
miemitglied A. ...

Ich (ihn unterbrechend): Aber welche Aufgabe hat diese Kapazitiit
gelost ?

Er (herablassend): Akademiemitglied A. hat den EinfluB der Inten-
sitiit eines Schallreizes aul die primire Reaktion in der Hérzone der
Hirnrinde untersucht.

Ich : Meines Erachtens ist das in dieser Formulierung keine mathe-
matische Aufgabe, sondern ein Thema [iir eine Beschreibung in
Worten. Was hat er denn [liir eine [Formel aufgestellt?

Ikr: Wo denken Sie hin! Akademiemitglied A. ist ein Wissenschalt-
ler der alten Schule, ein Gegner der Anwendung der Mathematik in
der Biologie. Von Formeln kann da keine Rede sein! Er ist der Mei-
nung, daf} es die Aufgabc des Physiologen ist, eine Erscheinung zu
beschreiben.

Ich : Zu beschreiben oder zu crkliren ?

Lr: ln der klassischen Physiologie erklirt man natiirlich auch die
Erscheinungen, doch nur beschreibend.

Ich: Und wie muB man lhrer Meinung nach eine Erscheinung er-
kliiren ?

Er: Das muB exakt geschehen. Deshalb habe ich Sie ja auch darum
gebelen, mir bei der Aufstellung ciner Formel behilflich zu sein.
Ich: Wissen Sie, ich bin kein Verehrer der klassischen Physiologie.
Jedenl[alls fiel es mir immer sehr schwer, Biicher iiber Physiologie zu
lesen. Sie enthalten sehr viele Fakten, die vom Standpunkt des
Mathematikers aus gesehen recht willkiirlich ausgelegt werden. Doch
was Sie da vorschlagen, ist nicht viel besser.

Er: Wie soll ich das verstehen?

Ich: Ich werde ein Beispiel anfithren. Die Blitter verschiedener
Pflanzen unterscheciden sich durch ihre Form, und niemand wird ein
Ahornblatt mit einem Birkenblatt verwechseln. Nun nehmen wir
ein Biigeleisen, biigeln das Ahornblatt glatt (wir machen cs eben) und
umfahren das Blatt mit einem Bleistift. Wir erhalten aul dem Papier
eine Kurve. Mit einiger Anstrengung kann man die Gleichung dieser
Kurve aufstellen. Der beriihmic Descartes, von dem die Methode
stammt, die Lage eines Punktes durch seine Koordinaten anzugeben
— eine der groBten Entdeckungen der Menschheit —, untersuchte
z. B. einc Kurve mit der poetischen Bezeichnung ,,Bliitenblatt des
Jasmin®. Die Gleichung dieser Kurve ist

23+ = Baxzy.
Im Bild 2 sehen Sie diese Kurve, verehrter !_Jeser. Das Stiick der Kurve
im ersten Quadranten hat tatsiichlich etwas Ahnlichkeit mit einem Blatt.

Er: Ich weiB nicht ...
Ich: Dasist es ja gerade. Es existicrt sogar eine Menge Literatur iiber
die Bestimmung von Kurven, die Blattformen besclireiben. Viele
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Wissenschaftler haben sich damit beschiftigt, von Descartes bis in
unsere Tage. Am Linde des vorigen Jahrhunderts hat der deutsche
Mathematiker L. Habenicht ein ganzes Werk verlaBt unter dem
Titel ,,Analyse der IFormen von Blittern*. DaB diese Arbeit fiir die
Biologie von Nutzen war, kann man kaumn behaupten.

Mcines Erachlens kompromittieren derartige Spielereien die Anwen-
dung der Mathematik in der Biologie. Aus diesen Formeln kann man
keine SchluBfolgerungen ziehen, die niitzlich wiren fiir die Botanik,
fiir die Erklirung der Natur. Nicht nur deshalb, weil sich die Bliitter
ein und desselben Gewiichses in ihrer Form etwas unterscheiden und
die Formeln nur nidherungsweise die Blattformen beschreiben. AuBler-
dem miiBte man noch beachten, dal Blitter keine ebenen Figuren
sind, sondern gekriimmte Flichen.

Mit einem Wort, die Formeln allein sind nicht die Mathematik —
genausowenig sind die bloBen Noten die Musik.

Er: Sie haben mich verwirrt!

Ich: Kehren wir zuriick zur Physiologie. Die Untersuchung des Lin-
flusses der Intensitiit eines Schallreizes auf die primiren Reaktionen
in der Horzone der Hirnrinde kann nicht der Zweck, sondern nur
eine Zwischenetappe einer Arbeit sein. Welche Aufgabe ist denn zu
lésen ?

Er: Die Elektrophysiologen Dbeherrschen heute die Methode des
Abtastens von Biopotentialen des Gehirns, sowohl von groBen Grup-
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pen von Zellen als auch von einzelnen Neurouen. Wir untersuchen
die Reaktionen groBer GGruppen von Zellen in der Hirnrinde auf ver-
schiedenc Reize.

Ich: Wenn Akademiemitglied A. noch nicht geboren wiire oder sich
mit Botanik beschiftigen wiirde und diese neue Methode des Ab-
tastens der Biopotentiale bereits im Standardkurs der Elektrophysio-
logie gelehrt wiirde, wiirden Sie sich dann tro1zdem mit diesem Thema
beschiiftigen ?

Er: Ja, wenn wir uns dabei noch in demselben Zustand der Unkennt-
nis iiber die Prozesse der Hirntitigkeit befinden wiirden, tiiten wir
genau das gleiche.

Ich: Was crfahren Sie iiber die Titigkeit des Gehirns, wenn Sie die
primiren Reaktionen registrieren? Alles ist gut und schén, doch
welche Aufgaben lésen Sie eigentlich wirklich?

Er: Wir untersuchen den Zusammenhang zwischen der Intensitit
eines Lichtreizes und den Parametern der primiren Reaklion. Sehen
Sie selbsi.

Er zeigt mir eine Menge Fotos, wir crortern diese ausgiebig und streiten,
streiten . ..

Ich : Meine Meinung ist, daB zwischen den beiden Sie interessierenden
GroéBen — der Intensitdt des Lichtreizes und den Parametern der
primiren Reaktion — gar kein direkter eindeutiger Zusammenhang
besteht. Die Dauer der Reaktion hingt noch von vielen anderen
Faktoren ab, deren Einf{luB Sie wihrend des Versuchs nicht konstant
halten kénnen. Der Zusammenhang zwischen den Parametern des
Reizes und der Reaktion ist in IThrem Fall statistischer, wahrschein-
lichkeitstheoretischer Art. Deshalb kann man eine FFormel fiir einen
direkten Zusammenhang gar nicht angeben.

Die Sache ist allerdings die, daB Sie das auch gar nicht brauchen. Es
ist zumindest unverniinftig, einfach so den Zusammenhang zwischen
irgendwelchen GréBen untersuchen zu wollen. Sie miiten Versuche
anstellen, um Antwort auf eine bestimmte Frage zu bekommen, eine
Hypothese aufstellen und zu ihrer Priifung das Experiment heran-
ziehen. Sie verfahren schlieBlich auch so, gestehen sich das nur nicht
geniigend klar ein. Ich schlage Ihnen eine Pause fiir eine gewisse
Zeit vor. Versuchen Sie, die Aufgabe klar zu formulieren, die Sie
l6sen wollen.

Er: Gut, ich werde dariiber nachdenken. — Sie haben mich allzu
hartan die Wand gedriickt. Im Kreise der Physiologen ist es vorliufig
noch nicht iiblich. so grob und schroff die unhéfliche I'rage ,,Na und ?
zu stellen.

Vielleicht haben Sie verehrter Leser, den Lindruck gewonnen, mein
Gespriichspartner sei begriffsstutzig oder kennt sich schlecht aus aul dem
Gebiet seiner Wissenschaft? Oder Sie sind zu der Meinung gelangt, dic
Neurophysiologic sei eine Wissenschaft zweiter Klasse?
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Weder das eine noch das andere trifft zu. Der Neurophysiologe, wie der
Biologe iiberhaupt, hat es mit dem lebenden Organismus zu tun. Jedes
lebende Objekt, sei es ein Lebewesen oder einfach eine lebende Zelle, ist
unvergleichlich komplizierter als irgendeine vom Menschen gebaute
Maschine. Einen lebenden Organismus kann man nicht in seine Einzel-
teile zerlegen und jedes Teil fiir sich untersuchen — alle Prozesse im
Organismus bedingen sich gegenseitig.

Man kann sagen, daB der lebende Organismus im Unterschied zu allen
bis jelzt kiinstlich geschaffenen Maschinen oder Systemen ein System
mit sehr vielen, praktisch unendlich vielen I‘reiheitsgraden (wenn man
diesen Begriff in einem verniinftigen Sinn auffaBt) ist.

Daher befindet sich der Biologe in einer schwierigen Situation, und eben
deshalb ist die Biologie erst unlingst vom passiven Beobachten der
Natur zum aktiven Experiment auf breiter Front iibergegangen. Gegen-
wirtig ist man auf derSuche nach neuen, vollkommeneren Untersuchungs-
methoden. Erst in jiingster Zeit ist endgiiltig klar geworden, daB das
Studium des l.ebenden cine Vielfalt mathematischer Methoden erlordert,
daB neue mathematische Methoden nétig sind, die den komplizierten
biolcgischen Aufgaben entsprechen.

Die Uberlegenheit des Mathematikers in diesem und anderen Gesprichen
ist nur scheinbar, duBerlich — angreilen ist leichter als sich zu vertei-
digen.

Der Mathematiker kann eine reale Hilfe und nicht nur eine oberflichliche
Kritik erst dann geben, wenn er sich die Grundlagen des entsprechenden
Zweiges der Wissenschaft, in diesem Fall der Neurophysiologie, ange-
eignet hat. Nur dann kann man von ihm niitzliche neue Ideen, die Er-
fassung der IFragestellung und richtige SchluBfolgerungen in dem fiir ihn
neuen Gebiel erwarten.

Gespriich mit dem Physiologen im Winter

Seil dem ersten Gesprich mit dem Physiologen im September sind einige
Monate vergangen. Wir haben uns vielmals getroffen, die Anlage der
Versuche und ihre Ergebnisse erortert und uns gestritten, gestritten ...
Ich bin wiithrend der Versuche im Laboratorium gewesen, habe auch an
den Hebeln gedreht und die armen Tiere bemitleidet. Wieder und wieder
habe ich beharrlich ein und dieselben Fragen sowohl an den befreundeten
Physiologen als auch an seine Arbeitskollegen gerichtet. Wir haben ein
regelmiiBiges Seminar eingerichtet. Nach und nach bildete sich eine
gemeinsame Sprache heraus, und wir schienen zum Verstéindnis des Zieles,
dem die Versuche dienten, und zu einer klaren Formulierung der Aulga-
benstellung gekommen zu sein.

Ich: Worum geht es heute? Haben Sie neue Ergebnisse ?
Lir : Ergebnisse habe ich, doch Neuigkeiten nicht. Mit scheint jedoch,
daB man die Aufgabenstellung nun klar formulieren kann.
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Ich: Zum wievielten Male?

Er: Ich hoffe, zum lelzten Mal!

Ich: Oho! Berichten Sie!

Er: Das Gehirn verarbeitet mit Hilfe des Sehapparats Lichtreize
Unsere Aufgabe ist es, zu verstehen, wie dies vonstatten geht.

Ich: Dariiber sprachen wir bereits. Ausschlaggebend sind jedoch
nicht die Reize, sondern die Information, deren Triiger sie sind.
Er: Gerade das meinte ich.

Ich : Welche Parameter des Lichtreizes sind T'riiger von Information ?
Lr: Das ist leider nicht genau bekannt.

Ich: Deswegen miissen wir diese Parameter zuniichst cinmal erraten
und unsere Vermutung iiberpriifen.

ir : Zweifelsohne ist der wichtigste Parameter dic Leuchtdichte, dic
Intensitit des Lichtreizes. Da ein gewisser statistischer Zusammen-
hang zwischen der Intensitiit des Lichtreizes und der Amplitude

der primiren Reaktion besteht — damit waren Sie bereits ciuver-
standen —, sind wir auf dem richtigen Wege, wenn wir diesen unter-
suchen.

Ich: Ja, offenbar liegt hier cin recht enger statistischer Zusammen-
hang vor. I'rotzdem, was hedeutet das? }s hat den Anschein, dal
einzelne Zellen der Sehzone der Hirnrinde auf den Lichtreiz reagieren,
und daB die Reaktion immer diesclbe Intensitdt hat. lm Versuch
wird die Summe der Aktionsstrome vieler Zellen ciner bestimmten
Zone registriert. Die Erhéhung der Summe der \ktionsstréome bei
Anwachsen der Intensitiit des Lichtreizes berulit offensichtlich dar-
auf, daB mit wachscnder Intensitit der Reizung die Anzahl der
reagicrenden Zellen zunimmt.

r: Offenbar ist das so.

Ich : Die Zellen reagieren jedoch nicht gleichzeitig ?

Er: Nein. Bei verschiedenen Typen von Zecllen ist die Verzogerung
zwischen Reizung und Reaktion nicht einheitlich, man sagt, daB die
Zellen verschiedene Latenzzeit haben. AuBerdemn reagicren die ver-
schiedenen Zellentypen auch nicht gleichartig. Jede Zelle sendet
nach der Reizung eine Serie von Impulsen aus. Die Anzahl der Im-
pulse und die Intervalle zwischen ihnen sind jedoch bei den ver-
schiedenen Zellentypen unterschiedlich.

Ich: Das bedeutet, daB diese Impulsserien verschiedene 1nformation
iibertragen. Sagen Sie bitte, reagiert in Wirklichkeit cine jede Zelle
immer gleichmiBig auf die Erregung, sind also fiir eine bestimmte
Zelle die Anzahl der Impulse und die Intervalle zwischen ihnen un-
veriinderliche GroBen ?

Er: Es sieht so aus. Jedenfalls in erster Ndherung, wie Sie sagen.
Allerdings, wenn man eine einzelne Zelle durch eine in sie eingefiihrte
Elektrode mehrmals reizt, dndert sich das Bild. Aber das ist viel-
leicht nicht charakteristisch fiir eine Zelle, die sich gemeinsam mit
anderen in normalen Verhiiltnissen befindet.



Ich: Wieviel Ausreden es doch in der Physiologie gibt!

Lr: Sie haben es ja hier auch nichl mit einem Fleischwoll zu tun, der
aus einem Dutzend Teilen besteht, und bei dem solort klar ist, was
passierl, wenn man schneller dreht!

Ich: Das habe ich schon verstanden, Sie rennen offene Tiiren ein!
Das Wirkungsprinzip des Fleischwolfs ist liingst geklidrt. Doch in der
Physiologie sind dic Prinzipien nicht geklirt, und deshalb zieht sie
mich auch an. — Also, wegen der Strecuung der Latenzzeiten und der
Anzahl und Form der Impulse der einzclnen Zellen sind nicht nur
die primiiren Aklionsstréme unterschiedlich, sondern es indert sich
dic gesamle Reaktion mit der Erregung. Ist es nicht so?

Er: Ja, genau so. Doch wegen der intensiven Spontanakiivitiit der
Gehirnzellen bildet sich cine spiirbare Autorhythmizitit der Hirn-
rinde aus, die sichtbar wird, wenn keinc Reizung vorhauden ist.
Der ..Schwanz'* der gesamten Reaktion gehlin dieser Grunderregung
verloren, er liBt sich nicht aussondern.

Ich: Warum denn nicht? Ich denke, das miite gecrade moglich sein.
Dazu fiihrt eine sehr einfache Uberlegung. Die Autorhythmizitit ist
das Ergebnis der Spontanaktivitiit des Gehirns. Wenn man annimmt,
daB die Prozesse der Spontanaktiviliit der verschiedenen Zellen oder
Zellgruppen unabhingig voneinander verlaufen oder nur schwach
voneinander abhiingig sind, so kann man einzelne entlcrnt gelegene
Abschnitte des Prozesses als unabhingig anschen. Das bedeutel
aber, dafl sich, wenn wir z. B. einhundert solcher Abschnitte iiber-
einanderlegen und summieren, fast Null ergeben muf.

Ir: Versuche mit der Autorhythmizitit sind gemacht worden. Iis
irclen bestimnle periodische Prozesse aul. Sie wissen sicher, daB es
o-Wellen, g-Wellen und y-Wellen gibt.

Ich : Aber diese Prozesse verlaufen doch wohl langsam im Vergleich
zu den von uns betrachteten Reaklionen.

Er: Ja, recht langsam.

Ich: Dann wollen wir doch einmal versuchen, Informationen iiber
das Verhalten des ,.Schwanzes* der Reaktion auf einen Lichtimpuls
zu erhalten, indem wir eine Gruppe von, sagen wir, einhundert
hervorgerulenen Reaktionen slatistisch auswerten. Wir zeichnen sie
aul, legen diec Anfangspunkte der Reaktionen (oder die Zeitpunkie
der Reizung) jewcils iibereinander und summicren dann aufl. Die
Kowponente der Spontanaktivitiit wird dabei im wesentlichen aus-
geschaltel, wiihrend dic durch den Reiz erzeugte Aklivilil erhalten
bleibt. Dasist cinein der Nachrichtentechnik gebriuchliche Metlhode,
um schwache Signale von Stérungen zu lrennen,

Er: Wie die Versuche durchzuliihren sind, kann ich mir vorstellen.
Doch wie soll man die Ergebnisse hearbeilen? Das ist doch sehr aul-
wendig!

Ich: Ja, von Hand geht das nicht. Doch hier kann man bereits vor-
handene technische Hillsmittel ausnutzen. Die stetigen Iurven
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niissen in diskrete Daten umgesetzt und aul cinern elektronischen
Rechner bearbeitet werden.
Er: Versuchen wir es, der vorgeschlagene Weg ist sehr verlockend.

Wir haben die notwendigen Arbeiten durchgeliihrt und interessante Er-
gebnisse erzielt. Ich werde hier nicht ausfiilirlich dariiber berichten, denn
die Ergebnisse waren nicht der gréte Erfolg. Wir sind zu gegenseiligcin
Verstindnis gelangt und fanden auch eine Basis fiir unsere gemeinsame
Arbeit. Als nichste Aufgabe stellten wir die Frage, aul welche Parameter
des Lichtreizes das Gehirn reagiert. Der Mathematiker konnte dem Phy-
siologen mit einer Methode zur Gewinnung der notwendigen Inlormation
aus den Beobachtungen zu Hilfe kommen. Dabei erwies es sich, daBl
nicht die Formeln, sondern die Ideen und die Methoden das Wichtigste
waren.

Ich habe nur von der ersten Etappe der gemeinsamen Arbeit berichtet,
und es liegt mir lern, die erhaltenen Resultate zu iiberschitzen.
WirinuBten feststellen, daB das Problem nichLnur darin bestand, die Para-
meter des Reizes, auf die der Sehapparat reagiert, zu untersuchen, sondern
daB es bedeutend komplizierter und tiefer ist. Inzwischen wurde gekliirt:
Bevor die Reize verarbeitet werden kénnen, muf3 das System ,,wissen,
wozu dies notig ist. Nur dann kann es die Parameter verniinftig auswiih-
len, auf die es zu reagieren hat. Nur unter dieser Bedingung wird der Reiz
eine fiir das System niitzliche Information tragen und nicht einfach als
irgendeine Storung aufgefalit werden.

Der lebende Organismus hat eine recht groBe Anzahl von Aufgaben zu
losen. Offensichtlich muB er sich jeweils auf die konkrete Aufgabe, die zu
16senist, einstellen. Spéter werden wir diesen wichtigen Fragenkreis noch
einmal beriihren.

Ein fast vergessenes Gespriich mit einem Ingenieur der Nachrichten-
technik

Dieses Gespriich hat vor lingerer Zeit stattgefunden. Zulillig wurde ich
daran erinnert, als ich auf alte Aufzeichnungen stieB.

Ein qualifizierter Ingenieur, Spezialist fiir Empfangsanlagen. hatte mich
um Rat gebeten. Er war ein ausgezeichneler Entwickler und hatlte, wie
man sagt, ,,ein Gefiihl fiir eine Schaltung‘. Seine mathematische Vor-
bildung war auch nicht schlecht. Wir kannten uns bereils seit I3eginn
seiner Aspirantur; ich hatte bei den Aspiranten Mathemalik zu lehren
und lernte gleichzeitig bei ihnen Nachrichtentechnik.

Er: Konnten Sie mir nicht helfen, ein Integral zu berechnen?

Ich : Zeigen Sie mal her! Oho! Woher haben Sie solch eine lange und
komplizierte Formel ?

Er: Sie hat sich so ergeben.

Iech : Vielleicht ist Thnen hei der Ableitung ein Fehler unterlaufen ?
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Lr: Nein. Ich habe alles mehrfach nachgepriilt, und immer komme
ich aul dieses komplizierte Integral. Handbiicher helfen nicht weiter,
sie enLhalten derartige Integrale nicht.

Ich: Entschuldigen Sie bitte, ich habe vergessen, womit Sie sich
beschiftigen?

Er: Ich untersuche die Rauschanfilligkeit cines Systems ,,Filter-
Delektor-Filter*.

Ich : Das ist ein sehr interessantes Thema. Aber bei welcher konkre-
ten Aulgabe ergibt sich solch ein Riesenintegral ?

Lr: Sie glauben nicht, daB sich solch eine Formel ergibt? Bitte, ich
kann ihnen sofort simtliche Ableitungen bringen, iiberzeugen Sie
sich selbst!

Ich : Nein, nicht nétig, ich glaube es [ast. Aber ich glaube nicht, dal
Sie das Richtige tun. Solche komplizierten Formeln diirften bei der
l.osung ihrer Aufgabe nicht auftreten.

Fr (gekrinkt): Was heiBt — diir[ten nicht ? Diese Formel ergibt sich,
wenn man einen idealen linearen Detektor betrachtet. Ich habe doch
eben auf Ihren Rat hin die Kennlinie der realen Réhre durch die der
idealen ersetzt!

Hier entsann ich mich, daB er wirklich etwa zwei Monate vor diesem
Gesprich zu mir gekommen war mit der Bitte, ihm eine analytisch be-
queme [Formel anzugeben, mit der er der Kennlinie des idealen Detektors
moglichst nahe kommt. Ich hatte ihm, ohne in das Wesen der Sache ein-
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zudringen, geraten, die im Bild 3 dargestellte Funktion zu benutzen. Und
nun wurde offensichtlich, dal die Rechnung in diesem IFall sehr kompli-
ziert wurde.

20

Ich : Nehmen Sie es mir nicht iibel, hier bin ich offenbar schuld. Ver-
suchen wir einmal das Wesen des Problems zu erfassen. Was fiir cine
Aufgabe wollen Sie lésen ?

Er: Auf den Eingang des Systems ,,Filter-Detektor-Filter* trefle
gleichzeitig ein Nutzsignal geringer Bandbreite und ein Stérsignal.
Zu bestimmen ist das Verhiltnis Nutzspannung zu Stérspannung,
also der Storabstand am Ausgang des Kanals.

Ich: Angenommen, Sie hiitten den Stérabstand berechnet. Und nun ?
Er: Was heiBt — und nun?

Ich: Was werden Sie mit diesem Verhiiltnis tun?

Er: Versuchen, es zu erhéhen!

Ich: Das ist schon eher eine Sache. Wenn ich Sie richtig verstanden
habe, wollen Sie die Parameter des Systems so bestimmen, daf3 der
Stérabstand moglichst grof wird. Stimmt das?

Er: Ja!

Ich: Und was kann man im System iindern, welche Parameler haben
Sie in der Hand?

Er: Wenn wir die Filter als gegeben ansehen, kann nur noch die
Kennlinie des Detektors geindert werden.

Ich: Mit welcher Genauigkeit 1dBt sich diese Kennlinie in der Praxis
realisieren ?

Er: Ich méchte die Aufgabe gern in allgemeiner Form l6sen.

Ich: Wie verlahren Sie denn praktisch? Das System arbeitet doch
wohl schon?

Er: Natiirlich arbeitet es. Der Delektor ist eine Elektronenrshre. In
der Schaltung sind zwei Potentiometer vorgesehen, durch die sich
die Kennlinie des Detcktors variieren liBt. Die giinstigsten Kenn-
werte werden einfach experimentell ermittelt.

Ich: Was verslehen Sie unter der Lésung der Aufgabe in allgemeiner
Form?

Lr: lch méchte Formeln aulstellen, nach denen die Vorginge im
System ablaufen.

Ich: Die Formeln miissen von Thren Ausgangsparametern abhiingen.
Was niitzt Thnen eine IFormel mit absoluter Genauigkeil, wenn Sic
die AusgangsgréBen sowieso nicht genau vorgeben konnen?

Er: Aber das soll doch in meine Dissertation cingehen! Dort muB ich
mathematische Theorie bringen, sonst heciBL es, dall ich keine solide
Arbeit geleistet habe.

Ich: Und nur aus diecsem Grund berechnen Sie das Integral ?

Er: Wenn ich nicht diese Dissertation schreiben miite, hiitte ich
mich vielleicht gar nicht so sehr mit dieser Sache beschiiltigt; dazu
hiitte ich gar kcine Zeit. Andererseits jedoch, wenn man bequeme



Formeln hat, kann man sofort sehen, was wovon abhiingt. Man kann

das System mit den giinstigsten Parametern bauen, und derart u. U.

die Storanfilligkeit wesentlich verringern.

Ich: Sie meinen also, daB auch die Theorie von Nutzen sein kann?

Er: Wenn die Beziehungen nicht zu kompliziert sind, zweifellos!

Ich: Nann lohnt es sich also, sich damit zu befassen. Mit welcher

Genauigkeit kann man die Detektorkennlinie realisieren ?

Lr: Nun, sagen wir, mit etwa 10/,!

Ich: Und ohne Beschénigung?

Er:Ichglaube, daf wir héchstens5%, Genauigkeitgarantieren kénnen.

Ich: Das kommt wohl der Wahrheit niher! Uber welches Intervall

streucn die Eingangsspannungen?

Er: Theorelisch iiber ein unendliches Intervall, wenn man Normal-

verteilung fiir die Stérungen voraussetzt.

Ich: Die Theorie ist gut und schén, doch wie sieht es in Wirklichkeit
- aus?

Er: Praktisch treten keine Spannungen aul, die iiber die Grenzen von

—1 V bis 41 V hinausgehen.

Ich: Das ist schon konkreter. Formulieren wir nun die Aufgabe: Die

Form der Kennlinie des Detektors ist im Intervall von —1 V bis

41V so zu wihlen, daB sie der im Bild 3 dargestellten Funktion

dhnelt und in diesem Intervall eine Genauigkeit von mindestens 59,

errcicht. Ich glaube, da man dabei mit einem Polynom nicht allzu

hohen Grades auskommt, sagen wir vierten oder sechsten Grades.

Er: Oh! Dann wiren simtliche Ableitungen wesentlich einfacher,

und die Beziehungen zwischen den Parametern wiren vollauf zu

iiberschauen.

Ich: Natiirlich!

Er: Allerdings befiirchte ich da Einwinde meines Chels. Er wird

sagen, das sidhe zu primitiv aus!

Ich: Sagen Sie, wohnen Sie weit weg von lhrem Institut? Wieviel

Zeit brauchen Sie fiir den Weg?

Er: Ich wohne im Zentrum, fiir den Weg zur Arbeit benétige ich

etwa 45 bis 50 Minuten. Wieso ?

Ich: Sie sind ein Spezialist der Mikrosekundentechnik. Kénnten

Sie ihre Wegzeit auf die Mikrosekunde genau bestimmen ?

Er: Ja. Doch das hitte wenig Sinn!

Ich: Ich glaube auch, daB es keinen Sinn hat, obwohl es prinzipiell

moglich ist. Die Analogie zu lhrer Aufgabe ist offensichtlich!

Er: Ja ... Also, was fiir ein Polynom miiite ich nehmen?

Ich : Gut, ich werde es berechnen. Kommen Sie in ein paar Stunden

wieder!

Das cntsprechende Polynom war schnell aufgestellt. Seine Kurve zeigt
Bild 4 .Das Problem liegt nicht bei der Aufstellung des Polynoms, sondern
im allgemeinen Herangehen an solche Aufgaben.
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Derartige Gespriche fithrten mich zu der Erkenntnis, daB der Mathe-
matiker bei Konsultationen durch Fachleute anderer Wissensgebiete in
das Wesen ihrer Aufgaben eindringen mufl und nicht einfach IFragen
beantworten darf.

Noch einige Worte an Sie, lieber Leser

Sie wurden Zeuge und, wie ich hoffe, Teilnehmer an Gesprichen eines
Mathematikers mit einem Biologen und mit einem Ingenieur. Spiter
werden wir Dialoge mit FFachleuten anderer Wissensgebiete fiihren. Sic
alle benétigten die Hilfe des Mathematikers. Doch von dieser Hille — wie
von der Mathematik selbst — hatten sie sehr verschiedene Vorstellungen.
Unsere Standpunkte iiber das Wesen der Mathematik und die Maéglich-
keiten ihrer Anwendung in anderen Zweigen der Wissenschaft stimmten
nicht immer iberein.

AnschlieBend werde ich lhnen etwas iiber die Mathematik selbst be-
richten. Vieles von dem, was ich meinen Freunden — den Ingenieuren,
Physiologen, Arzten, Geologen und Okonomen — erzihlit habe, gebe ich
Ilhnen nun zusammengefa3t wieder. Sie werden nicht an einem Lehrgang
der Mathematik teilnehmen, sondern nur an einem Spaziergang. Sie
sullen nur Ideen und Methoden durch kleine Erzdhlungen kennenlernen.
Nirgends wird etwas bewiesen, und Sie kinnen ohne Papier und Bleistift
weiterlesen ! Ich méchtelhnen zeigen, womit sich die Mathematiker gegen-
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wiirlig beschiiltigen, und welchen Stand wir heute erreicht haben. Na-
tirlich kann ich Thnen nicht iiber alles erziihlen, was es in der Mathematik
gibt. Ich werde jedoch versuchen, Thnen einen Uberblick iiber verschie-
dene und scheinbar gar nicht zusammenhingende mathematische Theo-
rien und ihre Anwendung zu vermitteln.

Manche Leser blittern gern zuniichst in den letzten Seiten eines Buches.
Einige Abschnitte dieses Buches stiitzen sich aber auf vorhergehende.
Wenn Sie elwas nicht verstehen, weil Sie das Vorangegangene nicht
celesen haben, so schimpfen Sie bitte nicht gleich auf den Autor. Machen
Sie erst den Versuch, das Buch von vorn zu lesen!
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Wie denken Sie iiber die Mathematik ?

In der Schule liebt man meist nicht die Wissenschaften, sondern die
Lehrer. Vor kurzem hiclt ich eine Vorlesung vor Abiturienten, die sich
an ciner technischen Hochschule beworben hatten. Es waren ctwa 500
Kandidaten versaminclt. Auf die Irage: ,,\Ver von Thnen hatte in der
Schule das [Fach Mathematik besonders gern ?** hoben etwa 200 dic Hand.
Aul die Frage: ,,\Vem hat in der Schule der Mathematiklehrer besonders
gelallen 2** erhoben sich ebenfalls 150 bis 200 Hénde. Als ich jedoch dic-
jenigen bat, die Hland zu heben, denen in der Schule dic Mathematik
gelallen hat, der Mathematiklehrer hingegen nicht, meldeten sich von den
zweihundert Liebhabern der Mathematik nur noch vier.

Die meisten Schulabginger und mitunter sogar Absolventen von Hoch-
schulen vergessen gewdhnlich bald nicht nur alle vermittelten IFakten der
héheren Mathematik, sondern hiufig auch die mathematischen Methoden
selbst. Nur mit Miihe kénnen sie mit den verbliebenen Mathematikkennt-
nisscn arbeiten und kénnen nicht erkliren, welchen Nulzen sie von der
Mathematik haben.!) Sie erinnern sich aber an ungercchie Noten, an
spaBhafte, rithrende oder dramatische Episoden wihrend des Unler-
richts und schlieBlich noch an gewisse Lehrsitze, die ihnen groBere Un-
annchmlichkeiten bereitet haben. Héufig nehmen sie einen der folgenden
zwel entgegengeselzlen Standpunkte ein.

Der erste dieser Standpunkte lduft auf groBmiitige Geringschiitzung
hinaus: ,,Dic Mathematik, das ist so eine superlangweilige Wissenschall,
in der man laufend irgend etwas rechnen muf}, wie in einer Buchhaltung.
Wer hat schon was davon, wenn er seinc kostbare Zeit mit einer Aulgabe
iiber das UUmgieBen von Wasser aus cinem Gefiif} in cin anderes vergeudet ?
Diese Zeit konnte man bedeutend besser verwerten! Wozu soll man 1nit
Ililfc eines komplizierten Verfahrens die dritte Seite eines Dreiccks aus
zwei gegebenen Seiten und dem Winkel zwischen ihnen bestimmen?
Erstens ist es viel einfacher, den Winkel und die bekannlen Sciten aufl
einem BlatL Papier abzutragen und dann die dritte Scitec mit dem Lineal
abzumessen, und zweitens braucht das sowieso keiner ---**

1) Sicher wiire es schr aufschlufBircich, besonders auch imn Zusammenhang mit dem hiiofigen
Umbau der Lebrpliine an den Schulen, durch cine statistische Erhebung zu kliiven, was bei den
chemaligen Schitlern nach 5, 10 oder 15 Jahren noch vom Sehulwissen iibriggeblicben ist, was

sic noch kénnen, was ihnen ihrer Mcinung nach groBen Nutzen gebracht hat und was voll-
kominen unniitz oder gar schiidlich war.

24



! m”nw"mmua""""wur“"'nu
- J SPgi 4 aig?

h r ’mm‘m mum,.‘n 2”"4 féogfe ‘Q

0

““““ m l” J ‘ "'u"'u””
',':'
5

Der zweile Standpunkt ist durch ein hochachtungsvolles Zittern vor der
Mathematik gekennzeichnet: ,,Mathematik? .-+ O! :-- Das ist so etwas
ganz Kompliziertes und Schwieriges, Unverstindliches und Unzugéng-
liches fiir gewéhnliche Sterbliche. Nur Auserwiihlte — Talente und Ge-
nies — konnen sich damit wirklich befassen, einander irgendwelche
ibermenschlichen Aufgaben stellen und sogar deren Losungen [inden.
Sowohl die einen als auch die anderen sind davon iiberzeugt, daB die
Mathematik aus Algebra, Geometrie und Trigonometrie, vielleicht noch
aus irgendeiner hoheren Mathematik bestehl. Die letztere besteht in der
Vorslellung aus unendlich vielen IFormeln — geheimnisvollen oder nutz-
losen, je nachdem, welchen der beiden Standpunkte der Belragte ein-
nimmlt.

Die Arithmetik wird gewihnlich nicht mit zur Mathematik gerechnet, sie
ist irgendwie mit der {rithen Kindheit verbunden und ebenso banal wie
das Alphabet, das Schonschreiben oder die Masern.

Bild 5

Was ist nun wirklich Mathematik ?

Alle Schulweisheit iindert sich im Lauf der Zeit: Meine Eltern haben
» Thiir* und ,,Thor** geschrieben, in ihrer Schule kamen die Namen von
Marx und Lenin, Rutherford und Einstein, Gorki und Majakowski, Dar-
win und Popow nicht vor. Jedoch, die euklidische Geometrie, den Satz
des Pythagoras, die Losungsformel fiir quadratische Gleichungen und das
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Additionstheorem fiir die Sinusfunktion haben die Viiter bereits gelernt,
lernen die Kinder und werden auch die Enkel lernen. Das erweckt den
Eindruck der Unveridnderlichkeit und Verkniécherung der Mathematik,
ihrer Abgeschliffenheit und Vollkommenbheit.

Stellen Sie sich vor, wie die Physik und die Astronomie im |7. Jahrhundert
ausgeschen haben, vor der Entdeckung des Massenanzichungsgesetzes
und der Grundgesetze der Bewegung — der beriihmten drei Newlonschen
Geselze —, vor der Entdeckung der Elektrizitit und der clektroma-
gnetischen Induktion, vor Coulomb, Volta, Ampére und Faraday.

Noch leichter ist es fiir den Chemiker, sich den Zustand seiner Wissen-
schaftim 17. Jahrhundert vorzustellen, vor Lomonossowund Lavoisier, oder
fiir den Biologen und Mediziner, vor der Entdeckung des Mikroskops.
Die Gelehrten wuBBten aber im 17. Jahrhundert bereits [aktisch alles, was
heute in den Schulbiichern iiber Geometrie und Algebra steht, und sogar
bedeutend mehr. Viele Tatsachen, die in den Lehrbiichern enthalten
sind, waren im wesenllichen schon Xuklid im 3. Jahrhundert v. u. Z.
bekannt.

Das bedriickende Alter der traditionellen Schulmathematik, das fast an
das einer Religion grenzt, ist auch der Ausgangspunkt fiir die SchluB-
folgerungen iiber die Vollkommenheit und Verknicherung der Mathe-
matik.

Diese SchluBlfolgerungen entsprechen jedoch nicht den Tatsachen. In den
letzten 300 Jahren, besonders im letzten Jahrhundert, enlwickelle sich
die Mathematik stiirmisch. Ich werde Ihnen zeigen, dafl die Mathematik
ganz und gar nicht das ist, was man mitunler den Schiilern in abge-
droschener und langweiliger Form darbietet.

Was ist nun aber wirklich Mathematik ?

Man kann Engels zitieren: ,,Die Mathematik ist die Wissenschalt, die dic
ridumlichen Formen und die quantitativen Beziehungen der realen
Umwelt zum Gegenstand hat.* Man kann aber auch einen Aphorismus
von Duwvid Hilbert, dem grofiten deutschen Mathemaliker um die Jahr-
hundertwende, benutzen: ,.Mathematik ist das, was kompetenle l.eute
darunter verstehen.**

Fiir das richtige Verstandnis einer Wissenschaft ist es notwendig, ihren
EinfluBbereich zumindest in grober Form zu umreilen sowie ihren
Gegenstand und ihre Methoden zu beschreiben.

Es wird mir nicht gelingen, Gegenstand und Methode der Mathematik in
diesem kleinen Biichlein hinreichend ausfiihrlich zu betrachten. Obwohl
die Methode der Mathematik mein Hauptanliegen ist, ist auch der Gegen-
stand der Mathematik, wie wir sehen werden, von groBem Interesse.

Eine nicht unniitze historische Abschweifung

Schon sehr friihzeitig in der Menschheitsgeschichte entstand das Zihlen.
Die Bediirfnisse des Teilens der Beute, des Tausches und des Handels
mit den produzierten Giitern fithrten zur Entwicklung der Arithmetik.
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Irgendwo in der IFinsternis der Jahrhunderte wurde spiiter die Geomgtrie
als Landvermessungslehre geboren. Allerdings trennte sie sich schon vor
elwa zweieinhalb Jahrtausenden durch die Arbeiten der Geometer des
alten Gricchenlands von der Vermessungslehre. Sie verwandelte sich in
die Wissenschaft von den riiumlichen Beziehungen und Formen der
Korper. Sie basiert auf cinigen Axiomen (oline Beweis angenommene Aus-
gangsthesen) und Lehrsitzen (aus den Axiomen in folgerichtiger, deduk-
tiver Weisc abgelcitete SchluBfolgerungen) und ist so einwandlrei und
vollkommen, daB im Verlauf von mehr als zwei Jahrtausenden (bis zum
Anflang des 19. Jahrhunderts) keinerlei Anderungen in ihren Grundlagen
vorgenommen wurden.

Die komplizierten Aufgaben des Handels und der Wirtschaft fiihrten zu
Gleichungen, in denen Buchstaben verwendet werden, und damit zu den
ersten Ansilzen der Algebra, zu der Lehre von den Gleichungen. Schon
im Altertum konnte man Gleichungen ersten Grades und die heute bei
den Schiilern so unbeliebten quadratischen Gleichungen lsen.

Die Menschheit machte groBc Anstrengungen, um Gleichungen héheren
Grades zu l6sen. Erst im 16. Jahrhundert gelingt die Lésung von Glei-
chungen dritten und vierten Grades. Noch weitere drei Jahrhunderte
bemiihen sich die Mathematiker vergebens um die Lésung von Glei-
chungen héheren als vierten Grades. Uber dieses Problem und seine
dramatische Geschichte werde ich noch ausfiihrlich berichten.

Die Erfordernisse der Mathematik fiihrten den beriihmten Philosophen,
Naturwissenschafiler und Mathematiker Rene Descartes in der Mitte des
17. Jahrhunderts, genauer im Jahr 1637, dazu, Algebra und Geometrie
zu vereinigen und algebraische Methoden in der Geometrie zu benutzen.
So wurde die analytische Geometrie geschaffen, in der Geraden, Ebenen,
Kreise und andere Kurven und Flichen als Gleichungen im rechtwink-
ligen oder kartesischen Koordinatensystem erscheinen.

Im Bild G sind eine Gerade und ein Kreis mit dem Radius r und dem
Mittelpunkt im Koordinatenanfang dargestellt. Thre Gleichungen sind
in kartesischen Koordinaten angegcben. Spéter wollen wir ausfiihrlich
iiber Koordinatensysteme sprechen, da wir sie noch brauchen werdesi.
Die Schaffung der analytischen Geometrie war der erste Schritt der
Mathematik nach vorn, nachdem sie viele Jahrhunderte nicht von der
Stelle gekommen war. Gegen Ende des 17. Jahrhunderts, das sich be-
deutender [ortschritte in der Entwicklung der Astronomie, der Geo-
diisie, der Mechanik und der Physik rilhmen kann, entwickelten der
geniale Englander Isaak Newton und unabhingig von ihm der beriihmte
deutsche Gelehrte Gottfried Leibniz die Differential- und Integralrechnung.
Damit war der grundlegende mathematische Apparat der klassischen
Physik geschaffen. Die Differential- und Integralrechnung erméglichte
die Schaffung der Theorie der Differential- und Integralgleichungen
der mathematischen Physik.

Diese neuen Kapitel der Mathematik, vereinigt in der ,,Héheren Ana-
lysis‘‘, verhallen der Physik, der Mechanik, der Chemie und den ver-
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Bild 6

wandten Disziplinen zu so vielen Siegen, daB man sie nicht alle auffiihren
kann. Hierhin gehéren z. B. die Bewegung von Maschinen und Fahr-
zeugen, von Geschossen und Flugzeugen, von Gestirnen und Raketen, die
Elektrizitit und das Radio, die Spektralanalyse und die Wettervorher-
sage. Und die Geometrie? Am Anfang des 19. Jahrhunderts konnte man
nach den Triumphen der analytischen und der Dilferentialzeometrie das
Fundament der Geometrie, ihre Postulate, einer niheren Analyse unter-
ziehen.

Nikolat Lobatschewsktj, der groBe russische Mathematiker, unterwarf das
System der Geometrie des FEuklid einer kritischen Betrachtung und
dnderte insbesondere das beriihmte fiin[te Postulat iiber die Parallelen
ab. Dieses fiinfte Postulat lautet: ,,Durch jeden Punkt einer Ebene, der
nicht auf einer in dieser [Ebene gegebenen Geraden liegt, kann man zu
dieser Geraden eine Parallele ziehen, und zwar nur eine.”” N. Lobat-
schewskij ersetzte in diesem Postulat die Behauptung iiber genau eine
parallele Gerade zu einer gegebenen durch die Annahme, daBl man durch
einen solchen Punkt mindestens zwei parallele Geraden legen kann.
Obwohl diese Annahme unserer Intuition widerspricht, darf man nicht
vergessen, daB sich eben diese Intuition aul unsere Beobachtungen
stiitzt, und beobachlen kénnen wir die Parallelitit praktisch nur auf
sehr kleinen Abschnitten der Ebene. Deshalb ist es von vornherein gar
nicht so klar, was geschieht, wenn wir uns diec Geraden nach beiden
Seiten ins Unendliche fortgesetzt denken.

Diese Theorie, die die Bezeichnung ,,nichteuklidische Geometrie* oder
Lobatschewskijsche Geometrie erhielt, wurde von vielen Zeitgenossen
nicht verstanden. Spiiter allerdings wurden noch andere ,,nichteukli-
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dische Geometrien‘‘ entwickelt. Sie erwies sich, was die Hauptsache ist,
als die mathematische Basis, auf die sich zu Beginn des 20. Jahrhunderts
die Unlersuchungen des realen physikalischen Raumes stiitzten. Diese
Untersuchungen fanden in der Schaffung der beriihmten Relativitéts-
theorie durch Albert Einstein ihre Krénung.

Das Parallelenpostulat Fuklids hat die Aufmerksamkeit der Mathe-
matiker viele Jahrhunderte hindurch aul sich gelenki. Es wurden —
insbesondere auch von den grofen arabischen Mathematikern des Mittel-
alters — viele Versuche unternommen, zu zeigen. dafl es einfach cine
Folgerung aus den ersten vier Postulaten ist. Ungefdhe zur gleichen Zeit
wie Lobatschewshij iiberzeugte sich der ungarische Leutnant Johann
Bolyai von der Unbeweisbarkeit des Parallclenpostulats von Euklid
und beschiftigte sich mit dem Aufbau eincr Geometrie aul neuer Grund-
lage. Auch der grofle Gauf hat in einem Brief an den Vater vou Johann
Bolyat mitgeteilt, daB er bereits [riiher iiber dicse Probleme nachgedacht
und eine Basis [iir dic nichteuklidsche (ieometrie gefunden habe, jedoch
zu Lebzeciten solch revolutioniire und sensationclle Resultate nicht
publizieren wolle.

Viele mathematische Disziplinen haben sich aus den inneren Bediirf-
nissen der Mathematik heraus entwickelt und erwiesen sich spiter zur
[.dsung von physikalischen, technischen und naturwissenschaftlichen
Problemen als iiberaus niitzlich. So dient z. B. die mathematische Logik,
mit der die Mathematik auf eine feste, widerspruchsreile Grundlage
gebracht wurde, heute als ein wichtiges Hilfsmittel der Digitaltechnik bei
der Entwicklung digitaler numerischer Anlagen. Sie ist aulerdem eines
der wichligsten Tcile des mathematischen Apparats der Kybernetik.

In den letzten drei Jahrzehnten fiihrte die weitere Entwicklung der
algebraischen Theorie, die Feststellung tiefliegender Beziehungen zwi-
schen der Algebra und der Héheren Analysis zu groen Erfolgen der
sogenannlen Funktionalanalysis. Durch einen ihrer DBegriinder, den
sowjetlischen Mathematiker J. Gelfand, wurde in ihr der mathematische
Apparat der modernen Physik erkannt.

Ich konnte iiber die intwicklung sehr vieler mathematischer Theorien
berichten. Das wiirde jedoch zu weit fiihren. Deshalb werden wir uns nur
iiber einige Theorien ctwas auslithrlicher unterhalten.
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Figuren auf einem Stiick Gummi

\ 4

Beginnen wir mit dem sicher schon oL verwiinschten Dreieck. Wenn man
eine Menge bestimmter Objekte studieren will, so sucht man entweder
nach gemeinsamen Eigenschaften dieser Objekte oder man versucht zu
verstehen, wodurch sie sich unterscheiden.

Was haben die beiden im Bild 7 dargestellten Dreiecke gemeinsam?
Eigentlich nur, daB beide Dreiecke sind, d.h., sie haben drei Winkel, dic
von drei Strecken gebildet werden. Aus dieser Gemeinsamkeit folgen
weilere gemeinsame Eigenschaften: Die Summe ihrer Innenwinkel ist
gleich zwei Rechten; ihre Fliche ldBt sich ausdriicken als das halbe
Produkt einer beliebigen Seite mit der entsprechenden Héhe. Sicher
erinnern Sie sich von ihrer Schulzeit her noch an eine ganze Reihe von
Sétzen iiber Dreiecke.

Was haben nun die Figuren im Bild 8 gemeinsam ? Sie sind aus Strecken
gebildet, sie haben eine ungerade Anzahl von Ecken, und das ist offenbar
auch schon alles. Und wie ist es mit den Figuren im Bild 9? Obwohl sic
durch irgend etwas einander dhnlich sind, ist es bereits schwieriger, ihre
gemeinsamen Eigenschaften herauszustellen.
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Bild 10

Kehren wir zuriick zuin Dreieck. Im Bild 10 ist von einem Dreieck ein
iihnliches Dreiecck abgeschnitten, d. h. ein Drecieck, das ebenso groBe
Winkel wie das urspriingliche hat. Die beiden Dreiecke besitzen dann
auBer den gemeinsamen Figenschaften aller Dreiecke auch noch Ahn-
lichkeit.

Wir nehmen ein Stiick Guinmi und zeichnen unsere dhnlichen Dreiecke
darauf (Bild 11). Wenn man den Gummi in seiner Linge dehnt, so éindern
sich zwar die Dreiecke; sie bleiben aher immer noch einander dhnlich
(Bild 12).!) Somit ist die Ahnlichkeit eine Eigenschaft, die bei gleich-
miBiger Ausdehnung in einer bestimmten Richtung erhalten bleibt.
Wenn der Gummistreifen jedoch inhomogen ist oder nicht gleichmiaBig
ausgezogen wird, so kann aus dem Dreieck so etwas werden, wie im Bild
13 zu sehen ist. Seine Seiten sind schon nicht mehr geradlinig, doch irgend
etwas (iemeinsames mit den vorangehenden Figuren ist geblicben. Dieses
,Jilwas*" zu crfassen, wiire interessant.

Doch warum sollten wir den Gummi nur nach einer Richtung ausziehen ?
Wir nehmen ein Stiick diinnen ebenen Gummi und zeichnen unsere
iihnlichen Dreiecke darauf (Bild 14). Nun ziehen wir an verschiedenen
Seciten unterschiedlich stark, so als ob wir z. B. eine I'rommel bespannen
wollten. Was wir erhalten, ist etwas, das der Zeichnung eines dreijih-
rigen Kindes iihnelt (Bild 15). Eine gewisse Gemeinsamkeit zwischen den
Bildern 14 und 15 ist aber immerhin erhalten geblieben. Die Figuren im
Bild 15 sind gewissermaBen eine IKarikatur der Dreiecke von Bild 14,
aber auch sic haben Ecken, und die Dreiecke haben sich nicht etwa iiber-
cinandergeschoben. Und was wird, wenn wir aul dem Gummi zwei

1) Wir wollen hier davoa absehen, dufl das Gummistiick otwas schmaler wird, wenn wir s in die
Linge zichen,
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Bid 13

Bild 12

Bild 11

Bild 14
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Bild 16

amobenlormige IFiguren aulmaleun, eine kompakte und eine mit einem
Loch in der Mitte (Bild 16), und den Gummi wieder ,,auf eine Trommel
spannen’‘? Die ,,Amében bleiben ,,Amében‘’, doch auch das Loch
bleibt; wenn wir nichts zerreiBen, kann uns keine Dehnung davon
belreien.

Nach diesen Beobachtungen miiBten wir nun versuchen, zu verstehen,
wodurch sich alle diese I'ransformationen des Gummistiicks auszeichnen.

Mathematik und Kunst

Die Mathematik geht so iihnlich vor wie die Kunst; sie greift Erschei-
nungen der realen Umwelt auf, vereint analoge lLreignisse, Prozesse
oder IFakten und verallgemeinert sie. Der bekannte Schauspieler und
Kiinstler Sergej W. Obraszow fiihrt manchmal Puppen vor. Hiindchen,
Kiitzchen, Lowen oder Hasen veranschaulichen irgendwelche komischen,
rithrenden oder schlechten Eigenschaften der Menschen. Die Puppen
werden durch Kugeln auf den Fingern oder einfach durch die Finger
selbst dargestellt. Mit Hilfe dieser primitiven Mittel unterstreicht S.
Obraszow das Markante im Benehmen und im Charakter der Menschen,
in ihren Bezichungen zucinander. Nachdem die Kunst solcherart die
Analogie gezeigt hat, hill sie ein und sagt den Zuschauern, daB sie sich
den Itest sclbst hinzudenken mogen.
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Doch beim Mathematiker beginnt die Arbeit erst, wenn er in einer mii-
unter langen und schwierigen Beobachtung ctwas Wichtiges oder All-
gemeines bemerkt hat, das eine ganze Klasse von Erscheinungen chariak-
terisiert. Kr hat genau zu formulieren, welche Figenschaften ihn interes-
siecren, ein Schema zu schaffen und dieses genau zu studieren, um dann
schlieBlich noch nachzupriifen, ob die von ihm geschalfene Theorie der
Wirklichkeit entspricht.

Stetige Verformungen

Im vorigen Beispiel haben wir festgestellt, daBB bei Verformungen der
Ebene wie etwa der willkiirlichen Verzerrung cines Stiicks Gummi gewisse
Eigenschaften der Figuren erhalten bleiben. Der Mathemaliker nennt
derartige Verformungen sletige T'ransformationen. Das Wort stelig be-
deutet dabei, dal nahe beieinander gelegene Punkte nach der Trans-
formation wieder nahe beieinander liegen und daf} einc Linic wieder in
einc Linie iibergeht. Ls ist leicht einzusehen, daB zwei sich schneidende
Linien sich auch nach der ‘I'ransformation schneiden werden; sich nichli
schueidende werden sich auch nach der I'ransformation nicht schneiden.
Eine Figur mit einem Loch kann nicht in eine Figur ohne Loch oder eine
mit zwei Liochern iibergehen, denn dazu wiire eine Klebestelle oder cin
RiB notig, also eine Verletzung der Steligkeit.

\“'.\\. Sohmaew
\\\\\

Bild 18 Bild 19
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Bild 21

Diese Betrachtungen sind ein Ausgangspunkt der Topologie, einer Wis-

senschall, die die Eigenschaften der geometrischen Figuren herausstellt,

die sich bei stetigen Transformationen nicht éndern.

Welcher Unterschied besteht zwischen dem Ballon und dem Kringel
(Bilder 18 und 19)? Was haben die Gurke und die Kugel (Bilder 20 und
21) gemeinsam ?

Wire die Gurke aus Gummi, so kénnte man sie durch Aufblasen in die
Form einer Kugel bringen, jedoch auf keinen Fall zu einem Kringel
machen. Andererseits ist von diesem Standpunkt aus ein Kringel das
gleiche wic eine Kugel mit Griff (Bild 22) oder eine Ilantel.

Kchren wir zuriick zu den Transflormationen in der Ebene.

Wir zeichnen eine Katze (Bild 23) und legen eine waagcrechte Gerade
hindurch (Bild 24). Driicken wir die gesamte Figur in Richtung auf diese
Gerade gleichmiiiz zusammen, so erhalten wir ebenlfalls eine Katze,
doch cine dickere. Dabei werden siamtliche Punkte der Figur versetzt,
ausgenommen dic Punkte aul der Geraden, die an ihrem alten Platz
bleiben. Nun uchmen wir innerhalb der Figur cinen beliebigen Punkt 0
und drehen dic Katze um diesen Punkt (Bild 25). Dann bleibt bei dieser
Transforination nur der Punkt O fest, alle anderen werden versetzt.
SchlicBlich wiillen wir eincn neuen Punkt 0 und fassen ilhn als Ahnlich-
keitszentrum auf. Aul den verschiedencn Strahlen vom Iunkt 0 aus
stauchen wir die Kalzenligur zusammen, jedoch nicht gleichmiBig,
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Bild 22

Bild 23 Bild 24
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sondern mit unterschiedlichem MaBstab in den einzelnen Richtungen.
Den Mabstabsfaktor A [ir die einzelnen Richtungen berechnen wir z. B.
aus

. L
N == _
24 cosg

wenn @den Winkel zwischen dem jeweiligen Strahl und der Horizontalen
bedcutet. Was wir erhalten, ist nur noch eine Karikatur der Katze
(Bild 26). \lle Punkte sind versetzt, lediglich der Punkt 0 ist fest ge-
blieben.

Wir fithren nun mit dieser Karikatur noch eine Parallelverschiebung aus
(Bild 27), jedoch so, daB sie innerhalb der Ausgangsligur bleibt.

Dic zwei nacheinander ausgefiihrten I'ransformationen — die ungleich-
miBige Stauchung und die Parallelverschiebung — kann man als eine

einzige Iransformation der Katze in ihr Inneres betrachten.

\Was meincn Sie, verehrter Leser, bleibt bei dieser Transformation wenig-
stens ein Punkt auf der Katzenfigur in sciner urspriinglichen Lage oder
werden sdmtliche Punkte versetzt?

Wir nehmen wieder ein Stiick Gummi, ziehen es nach den verschiedensten
Richtungen aus, wie es gerade kommt, und zeichnen jetzt die Katze auf
den gespannten Gummi. Danach lassen wir los, so daBl der Gummi in
scine urspriingliche Form zuriickkehrt. Dabei zieht sich auch die Katze
zusammen; sie wird innerhalb der alten Katze liegen und ein vollkommen
neues Aussehen annehmen (Bild 28).

Bid 25 Bild 26
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Bild 27 Bild 2§

LEsist sehr wahrscheinlich, daBl auch Sie, verehrter I.cser, mir nicht wider-
sprechen wiirden, wenn ich behaupte, daB simtliche Punkte der Katze
in eine neue Lage geriickt sind. Kein einziger Punkt auf der gesamten
Katzenfigur ist noch dort, wo er vor der Transformation war. Jedenfall~
habe ich bis jetzt noch niemanden getroffen, der nicht zuniichst dicse
Meinung mit groBem Nachdruck verteidigt hitte.

Hier fiihrt uns jedoch unsere Intuition irre. Die Behauptung. daB simi-
liche Punkte der Figur an cinen neuen Platz geriickt sind, stimmt nichi.
Sondern: Bei jeder stetigen Punkttransformation einer solchen IFigur in
ihr Inneres bleibt wenigstens ein Punkt fest.!)

Dicser beriihmte Fixpunktsatz wurde zu Beginn des 20. Jahrhunderts
von Boll und Brauer bewiesen. Er spielt bei vielen I'ragen der Topo-
logic und der Analysis eine wichtige Rolle, besonders bei der Untersu-
chung der Bewegung dynamischer Svsteme.

Eine merkwiirdige Fliiche

Die Fakultit fiir Mathematik und Mechanik der Moskauer Universitii
hat sich unlingst ein Fakultitsemblem zugelegt. Die Skizze dieses
Emblems sehen Sie im Bild 29. Auf ihm sind ein Koordinatennetz. ein
Integralzeichen und ein verschlungenes Band — das Mébiussche Band —
dargestellt.

1) Das gilt fiir alle chenen Figuren, die man durch stetige Transformation aus cinem Kreis
ableiten kann, sewic in anuloger Weise fir alle riilumlichen Figuren, die stetig verformite Kuweln
darstellen,
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Kleben wir die Enden eines Papierstreilens zusammen, ohne sie zu ver-
drchen, so erhalten wir cinen Zylinder. Auf die Aullenscite zeichnen wir
horizontale Linien, aul die Innenseite vertikale (Bild 30). Dann fiithren
wir das folgende Gedankenexperiment aus:

Wir lassen cine Ameise auf der &uBercn Seite der Mantelfliiche des Zylin-
ders entlangkriechen, und verbieten ihr, iiber den Rand zu klettern. Sic
moge sich auf den mittleren Linien bewegen. Nach einer gewissen Zeit
kommt sie zu dem Punkt zuriick, von dem sie ausgegangen ist (wie dic
Schille Aagellans nach der Erdumsegelung).

I<in Deckel, ein Hut oder ein Autorcilen haben. wie Sie wissen, cine
AuBlen- und eine Innenseite. Es scheint auller jedem Zweilel zu stehen,
daB3 jede belicbige I'liche zwei Seiten hat, von der wir die cine als Aullen-
und die andere als Innenseite bezeichnen. Wie kinnte es anders sein ?
Wir nehmen einen neuen Papierstreifen, hezeichnen seine licken mit
ABCD und zeichnen auf die Vorder- und Riickseite horizontale Linien
verschiedener IFarbe und kleben scine Enden nach einer halben Um-
drehung zusammen. Punkt A wird also mit Punkt D und Punkt B mit
Punkt C zusammengeklebt (Bild 31). l.assen wir nun die Ameise auf
ciner Linie centlang marschieren, so werden Sie iiberrascht sein: Die
Ameise bewegt sich aul Linien verschiedener Farbe, die der Vorder-
und der Riickseite des Papierstreilens entsprechen, ohne irgendwo den
Rand zu iiberklettern. Sie liuflt plétzlich mit
den Beinen nach oben: trotzdem kehrt sie zum
Ausgangspunkt zuriick, allerdings muf} sic dabei
cine Strecke durchlaulen, die der doppelten
Linge des Papierstreilens entspricht.

Bild 29

.~ [ Bild 30
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c \I\\DC 5 Bild 31

Die erhaltene Iliche ist also recht sonderbar: Linien verschiedener
Farbe gehen ineinander iiber; sie liegen also auf ein und derselben Seite.
Wir kénnten die Linien auch einfarbig zeichnen, denn diese Fliche hat
nur eine Seite! Unsere Behauptung, daf} jede beliebige Fliche zwei Sciten
hat, ist also falsch!

Die Figur, die wir erhalten haben, ist das Mobiussche Band, das AMdbins
im Jahre 1858 entdeckt hat. Es besitzt noch andere ungewéhnliche
Eigenschaften.

Ein Zylindermantel hat zwei Riinder, einen oberen und cinen unteren.
Das Mébiussche Band hat nur einen!

Schneiden wir einen Zylindermantel (Bild 30) lings seiner Mittellinie aul.
so entstehen olfensichtlich zwei Zylinder. Doch, was ergibt sich, wenn
man ein Mébiussches Band lings seiner Mittellinie aufschneidet ? Glauh-
wiirdig sind folgende Antworten:

1. Es ergeben sich zwei Mébiussche Biinder.
2. Es ergeben sich zwei Zylinder.

3. Es ergibt sich ein Zylinder.

4. Es ergibt sich ein Mobiussches Band.

5. Es ergeben sich zwei verschlungene Ringe.

Suchen Sie bitte aus diesen [iinf Antworlen die nach Ihrer Meinung
richtige aus oder schlagen Sie eine neue vor. Nun kleben Sie sich bitte ein
Mébiussches Band. Das dauert nur einige Minuten, und sie werden es
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nicht bereuen. Schneciden Sie Thr Band lings der Mittellinie auf, und
stellen Sie fest, obsich das ergeben hat, was Sie erwarteten! Danach schnei-
den Sie die erhaltenen Streifen nochmals lings der Mittellinien auf. Es
ist kaum anzunehmen, daB sich auch jetzt noch die Figuren ergeben, die
Sie erwartet haben ...

Der Reichtum an geometrischen Figuren ist durch die alten griechischen
Geometer lingst nicht ausgeschopft worden. Er ist keineswegs auf Viel-
ecke, IKegel und Pyramiden beschrinkt, sondern unendlich und wird
auch noch gegenwiirtig intensiv studiert.

Bild 32

Noch etwas miissen wir leststellen. Die scheinbar unzweifelhafte Be-
hauptung, daB jede Fliche zwei Seiten hat, erwies sich als falsch. Des-
wegen lassen sich die so sehr korrekten Mathematiker nicht nur von
ihrem bloBen Vergniigen leiten, wenn sie zu jeder Behauptung einen lo-
gisch einwandlreien Beweis fordern. Sie tun das auch zur Priifung von
Tatsachen, die uns offensichtlich scheinen, weil sich diese bei einer
genauen Uberpriifung manchmal als unrichtig erweisen.

Der Graph

Auf einer Eisenbahnkarte oder einem Stadtplan (Bild 33) werden die
Bahnstrecken bzw. StraBen der Stadt durch ein Netz aus Linien darge-
stellt. Jede Linie verbindet zwei Punkte, die Knoten genannt werden. Ein
Netz aus Punkten und den zugehorigen Verbindungslinien trigt den
,vornehmen‘ Namen Graph.

Der Plan des Wasserleitungsnetzes einer Stadt ist ebenfalls ein Graph.
Im Unterschied zum StraBenverkehr kann das Wasser in den Leitungen
jedoch nurin einer Richtung flieBen. Vermerkt man auf den Kanten (Ver-
bindungslinien) des Graphen die Bewegungsrichtung des Wassers durch
Pfeile, so erhidlt man einen gerichteten oder orientierten Graphen (Bild 34).
Wegen des immer stirker werdenden StraBenverkehrs erkldrt man immer
mehr Straflen zu EinbahnstraBen. Deutet man im Stadtplan die Ver-
kehrsrichtung dieser StraBen durch Pfeile an, wihrend die in beiden
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Richtungen befahrenen Strallen ohne ’fcil bleiben, so erhilt man cinen
vemischten Graphen (Bild 35).

Die Ergebnisse eines Schachturniers kann man ebenlalls in Form eines
Graphen darstellen (Bild 36). Man zeichnet aul dem Papier [iir jeden
‘['urnierteilnehmer einen IKreis und bezeichnet die Kreise mit den Stari-
nummern der Teilnehmer. Das Lirgebuis eines jeden Spiels wird durch
eine Kante dargestellt, die dic Kreise der Spieler verbindet. Einc Pleil-
spitze zeigt vom Gewinner zum Verlierer. Llindet das Spiel Remis, so
wird an die Kante kein Plcil gemacht.

Am Ende des Turniers ist jeder Kreis mit jedem andercn verbunden. Lin
solcher Graph heift vollstiindig. Gewinner des Turniers ist der Spieler.
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& 9 Bild 35

Bild 36

von dessen Kreis die meisten Pfeile wegfithren. Wenn alle Teilnehmer
Jeweils zwei Partien gegeneinander zu bestreiten haben (weill und schwarz).
s0 muBl man jeweils zwei Kanten ziehen. Bild 36 zcigt die Situation, in dev
auBer dem vierten und dem sechsten alle Teilnelimer je zwei Partien ge-
spielt haben, der vierte und sechste jedoch nur cine. Den ersten Platz
hialt zu diesem Zeilpunkt der Teilnehmer Nummer zwei.

Man kénnte vermuten, daB die nicht durch Kreise gekennzeichneten
Schnittpunkte der Kanten des Graphen auch irgend etwas bedeuten. Sic
haben jedoch keinerlei Bedeutung. Das macht man sich am besten da-
durch klar, daBl man sich den Graphen im Raum vorstellt: dann schneiden
sich seine Kanten nicht. Die I{anten eines Graphen brauchen auch nicht
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unbedingt geradlinig zu sein. So sind die Graphen in den Bildern 36 und
37 in dem Sinne gleich, daB einer durch eine stetige I'ransformationin den
anderen iibergefiihrt werden kann. Solche Graphen nennen die Mathe-
matiker isomorph.

Es ist iibrigens nicht immer gleichgiiltig, ob man einen Graphen so zeich-
nen kann, daB sich seine Kanten nicht schneiden. So ist z. B. das Schali-
bild eines Rundfunkempfingers ein Graph, dessen Knoten die Wider-
stinde, Kondensatoren, Réhren usw. sind, wihrend die Leitungen dic
Kanten sind. Hier ist es unwesentlich, ob sich die gezeichneten Kanten

7 3
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S 4 Bild 3i

schnciden oder nicht. Bei der praktischen Realisierung der Schaltung
schneiden sich die Leitungen nicht; man kann sie iibereinanderlegen und
Kurzschliisse durch Isolation verhindern.

In den letzten Jahren werden jedoch immer mehr gedruckte Schaltungen
verwendel. Eine gedruckte Schaltung besteht aus einer mil Bauelementen
bestiickten Leiterplatte, auf der die dem Schaltbild entsprechenden
Leitungsziige verlaufen. Dabei ist es wichtig, daB man die Knoten des
Graphen (der Schaltung) durch sie nicht schneidende Linien verbinden
kann.

Es gibt also liille, in dencn es notwendig ist, einen gegebenen Graphen
in der Ebene so darzustellen, daB sich seine Kanten nur in den Knoten
schneiden. Wenn das méglich ist, heiBt der Graph eben. Man kann einc
Mcthode angeben, nach der entschieden werden kann, ob ein Graph eben
ist oder nicht. Das ist eine fiir die Praxis wichtige Aufgabe.

Bei der Einrichtung von EinbahnstraBen in einer Stadl mul} die Verkehrs-
polizei die Verkehrsrichtungen so festlegen, daB es keine Stellen gibt, zu
denen man iiberhaupt nicht gelangen oder von denen man nicht mehr
weiterfahren kann. So kann man z. B. im Bild 38 von 4 nach B fahren,
jedoch nicht von B nach A. Derartige Aufgabenstellungen kinnen wir
bereits als allgemeine Aufgabe iiber die Struktur eines gerichieten ebenen
Graphen formulieren.

Natiirlich wiirde die Verkehrspolizei zu Recht kritisiert werden, wenn sie
die Verkehrsregeln nur nach den Gesetzen der Graphentheorie aufstellen
wiirde.

44



{4
/o=
%N

> Q0 —
/ B

Die Lenkung des Verkehrs in einer groBen Stadt ist eine sehr schwierige
Aufgabe, die wegen des Anwachsens der Anzahl der Fahrzeuge von Jahr
zu Jahr komplizierter wird. Immerhin ist es aber eine mathematische
Aufgabe, die eng mit der Graphentheorie zusammenhiingt, jedoch nicht
nur mit dieser.
Sie haben sicher schon Glossen gelesen, in denen kritisiert wird, da man
Badeanziige in die Arktis schickt oder daB sich eine Sendung Spaten z. B.
von Rostock nach Suhl mit einer Sendung gleicher Spaten von Suhl nach
Rostock kreuzt. Solche Glossen sind oft sehr geistreich geschrieben, doch
die Autoren kénnen meist, wenn man sie fragt, wie die Mingel abzu-
stellen seien, nur vorschlagen, die Verantwortlichen zur Rechenschaflt zu
ziehen. Aber wie kann man es besser machen ? Natiirlich, unqualifizierte
Mitarbeiter bringen manchmal etwas durcheinander, doch meist liegt
das Problem tiefer. Die Planung des Transports und die Lagerhaltung
sind komplizierte Aufgaben, und ein Fuhrparkleiter oder ein Lagerver-
walter sind gar nicht immer ohne weileres in der Lage, sie zu lésen.
Die Graphentheorie in Verbindung mit einigen anderen mathematischen
Disziplinen gibt die Moéglichkeit, solche Aufgaben zu lésen. Ich werde
einmal kurz das Wesen der Transportoptimierung erliiutern.
Die Zeiten dndern sich, und, sagen wir, in der Stadt Surbagan, deren
Entstehen wir der Phantasie des utopischen Schriltstellers Alexander Grin

Bild 38
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verdanken, wird intensiv gebaut. Eine Schule, ein Institut fir Hochsee-
schiffahrt, ein sechzehnstiéckiges Wohnhaus und ein Halen sollen zur
gleichen Zcil entstehen. In der Nihe der Stadt gibt es drei Werke fiir
Baumaterial. Doch die Baustellen sind weit voneinander entfernt und
befinden sich auBerdem in verschiedenen Entlernungen von den Werken.
Der Veranlworlliche fiir die Versorgung der Baustellen muB den Trans-
port des Baumaterials so organisieren, daB der Materialbedarf der
Baustellen gedeckt wird und die recht betriichtlichen Transportkosten
von den Werken zu den Baustellen moglichst niedrig bleiben. Diese Aul-
gabe ist prinzipiell 16sbar; man braucht dazu jedoch Erfahrung und vor
allem solide mathematische Kenntnisse und die moderne Rechentechnik.
insbesondere wenn dic Anzahl der Baustellen und Werke grioBer ist. Ich
werde nun den Losungsweg dieser Aulgabe skizzieren.

Wir stellen einen gerichteten Graph auf, in dem die Werke mit den Ziffern
1, 2 und 3 bezeichnet sind und die Baustellen die Buchstaben § (Schule),
I (Institut), W (Wohnhaus) und H (Halen) tragen; von den Werken zu
allen Baustellen sind IKanten gezogen (Bild 39), die mit Zahlen versehen
sind, die die relativen Transportkosten einer Einheit Fracht auf dem
betreffenden Weg angeben.

Die Losung der Aufgabe scheint zuniichst offensichtlich zu sein: Der
Schulneubau ist am giinstigsten durch das Werk Nr. 1 zu versorgen, die
Baustelle Hafen durch das Werk Nr. 2. Der Institutsneubau kann so-

Bild 39
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wohl vom Werk Nr. | als auch vom Werk Nr. 2 versorgt werden; die
Baustelle des Wohnhauses kann man durch das Werk Nr. 2 oder das
Werk Nr. 3 beliefern lassen. Es hat den Anschein, daBl man das Werk Nr. 3
iiberhaupt nicht benétigt.

Doch so einfach liegen die Dinge in Wirklichkeit nicht.

Stellen Sie sich vor, daB die drei Werke einen unterschiedlichen Produk-
tionsausstoB haben und ihre Gesamtproduktion den Bedarf der Baustel-
len gerade deckt. AuBerdem mége das Werk Nr. 3 den hichsten Ausstol}
haben und Werk Nr. 2 den geringsten. Derartige Bedingungen erschweren
die Losung der Aufgabe bedeutend. Trotzdem kann man durch Betrach-
tung der moglichen Varianten die Losung linden, die die Versorgung der
Baustellen bei minimalen Transportkosten garantiert.

Aus dem vorstehenden Beispiel kann man eine Erkenntnis ableiten: Plant
man den Transport nur ,,iiber den Daumen®, so fiihrt das unweigerlich
zu Slérungen in der Versorgung, besonders wenn die Gesamtmenge des
erzeugten Maltcrials den Bedarf nicht wesentlich iibersteigt. Die Benut-
zung der giinstigsten Variante des Transports kann auBerdem riesige
Finsparungen bringen.

Nun wollen wir noch eine Klasse von Aufgaben betrachten, die auf Pro-
bleme der Graphentheorie hinauslaufen. In einem Ort leben einige (1)
junge Damen, die gern heiraten méchten, und einige (m) ledige junge
Minncr.

Die Madchen sind wihlerisch, und jedem gelallen nur wenige Kandidaten.
Wie kann man es nun einrichten, daBl jede der Schénen einen [iir sich
annelhmbarcn Ehegatten erhilt?

Die Anzahl der Mddchen muB} geringer oder darf hochstens gleich der der
jungen Minner (n < m) sein, und diese Voraussetzung erschwert das
Leben ungemein. Aber es konnen noch mehr Schwierigkeiten auftreten.
Wenn fiinf Miidchen nur die ersten zwei von vielen Kandidaten gefallen,
so ist die Aufgabe, alle fiinf zu verheiraten, unldsbar.

Fine giinstige Situation wird durch Bild 40 illustriert. Die von den Miad-
chen ausgehenden Pleile weisen auf die jungen Minner, die ihr Herz er-
obern kinnten.

Eigentlich miiBten wir allen jungen Leuten unseres Bildes wohlklingende
Namen geben, doch ist es einfacher, sie durchzunumerieren. In der dar-
gestcllten Situation kénnen wir alle Miidchen gliicklich machen. Die erste
Zahl sei dic Nummer des Mddchens und dic zweite die des jungen Mannes;
man kann nun fiinf Paare bilden: (1, 1); (2, 2); (3, 5); (4, 3); (9, 6).

Wie es im l.eben hiiufig vorkommt, ist derjenige, der den meisten Mid-
chen gefliel, niimlich der Vierte, ibriggeblieben. Wir kénnten unsere
jungen Leute auch in anderen Kombinationen verheiraten. Dabei haben
wir allerdings dic Interessen der Minner sowie die alltiiglichen Konflikte
durch Eifersucht, Eitelkeit und andere Griinde, die hiufig die Stimmung
und manchmal das ganze¢ Leben verderben, nicht beriicksichtigt.

Wenn die Anzahl der jungen Leute sehr groB ist und sich ilire Intercssen
in komplizierter Weise iiberschneiden, so ist es gar nicht so einfach, alle
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gliicklich zu machen. Man kann jedoch die Bedingungen angeben, die die
Existenz einer Losung der gestellten Aufgabe garantieren. Ich will Sie
nicht mit der Formulierung des entsprechenden Satzes ermiiden, sondern
werde lhnen ein anderes, weniger dramatisches Modell derselben mathe-
matischen Situation vorfiihren.

Stellen Sie sich eine Werkhalle mit n verschiedenen Maschinen und m
Arbeitern (n< m) vor. Die Bedienung jeder Maschine ist nur einigen
Arbeitern entsprechend ihrer Qualifikation méglich. Welche Vorausset-
zungen miissen erliillt sein, damit die Bedienung simtlicher Maschinen
gewihrleistet ist? Die Losung dieser Aufgabe ist, wie man sieht, der
Losung der Aufgabe iiber die Bildung der jungen Paare iiquivalent.
Ahnlich ist die Situation, wenn Arbeitskrifte moglichst rationell ein-
gesetzt werden sollen. Angenommen, wir haben n Mitarbeiter und ebenso
viele Arbeiten; jeder Mitarbeiter kann jede der Arbeiten verrichten, doch
die Leistungen sind unterschiedlich. Wenn a,; die Leistung a (in gewissen
MaBeinheiten) bei der Erfiillung der Arbeit Nummer j durch den Mit-
arbeiter Nummer ¢ ist, dann ist z. B. ay; die Leistung des Mitarbeilers
Nr. 2 bei der Arbeit Nr. 4. Es ist vorteilhalt, die Mitarbeiter so cinzu-
setzen, daB sie alle mit hoher Effektivitit arbeiten. Diese Situation wird
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durch Bild 41 illustriert. Als Kennziffer fiir die Arbeit des gesamten
Kollektivs der Mitarbeiter kann man die Summe der Leistungen nehmen.
Dann ist fiir die Situation im Bild 41 die

Gesamlleistung = a2 + ay + a3 + ag3

Die Aufgabe des giinstigsten Einsatzes der Mitarbeiter wird durch die
Arbeitseinteilung gelost, bei der die Gesamtleistung maximal wird.

Man kiinnte die Arbeil eines Kollektivs auch an der Effektivitdt des
schwiichsten Mitarbeiters messen.

Die Aulgabe des giinstigsten Einsatzes der Mitarbeiter besteht dann
darin, den schwichsten Mitarbeiter am wirksamsten einzusetzen. Das
liiBt sich so formulieren: Die Arbeit ist so aufzuteilen, daBl die kleinste
Leistung ihren groBten Wert hat. Die kleinste Leistung muB also gréBer
sein als die kleinste Leistung bei irgendeiner anderen Aufteilung. In der
Sprache der Graphentheorie wiirde sich das folgendermaBen ausdriicken
lassen: Angenommen, a3 sei die kleinste Leistung im Graphen (Bild 41).
Man kann nun die Arbeiten anders aufteilen, z. BB. so, daB sich die Lei-
stungen a4, @23, az und a4, ergeben. Ist nun ay4 die kleinste Leistung,
a,; aber groBer als agy, so ist die zweite Arbeitseinteilung der ersten vor-
zuziehen. Die Aufgabe besteht also darin, die Anordnung der Pfeile so zu
bestimmen, daB die kleinste der jeweils vier auftretenden Zahlen fiir die
Leistungen maximal ist.

g . 57
g 0 ® 2'
g % B 5
R =
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Die oplimale Variante kann bei der vorstehenden Aufgabe, bei dem
bereits betrachicten Transportproblem und einer Ilcihe weiterer \ul-
gaben in der Praxis natiirlich nicht durch Probieren gefunden werden.
Man benuizt die Methoden der Spielthcorie und der lincaren bzw. nichlt-
lincaren Optlimicrung und findet so einen systematischen Lisungsweg.
der auch den Einsatz von Rechenautomaten ermdglicht.

Die Graphentheorie wird heute in den verschiedensten (ichielten von
Wissenschalt und Technik benutzt. Ein wichtiges Anwendungsgebiet s
die Netzwerkplanung. Urspriinglich hatte ich die Absicht, einen Abschniti
dariiber zu schreiben. In letzter Zeit ist jedoch so viel dariiber geschrieben
worden, daf} ich die mir zur Verfiigung stchenden Seiten licher benutzen
will, um (iber weniger bekannte Probleme zu sprechen.
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Zahlen und Punkte

Fiir die wetteren Betrachtungen werden cinige ganz elemnentare (irund-
begriffe der analytischen Geometrie benitigl. Ich bitte um Verzeihung,
wenn ich diese zuniichst kurz darlege. Is kénnte ja sein, dal die Mathe-
matik bet dem einen oder anderen Leser in der Schule zu kurz gekommen
ist, oder daly seine Mathematikkenntnisse schon liingst in Vergessenheit
geralen sind. Sie kinnen diesen \bschnitt sicher ohne weiteres iiber-
springen.

Endang den Nutostrallen und LEisenbahnlinien stehen in regelmil3igen
Abstéiinden Nilometersteine, aul denen die Entfernung von einem M\us-
gangspunkt angegeben ist. In anderen Lindern ist es teilweise iblich,
Hinweisschilder aulzustellen, die auBBerdem anch die Entlernung zum
Endpunkt angeben (Bild 42). Hier begegnen wir der einfachsten Moglich-
keit, die Lage von Punkten aul einer Linie (nicht unbedingt einer Geradeu)
durch Zahlen zu kennzeichnen. Dabei kann man die Zahl aufl dem Kilo-
ineterstein als Koovdinate des Punktes aulfassen, wobel als Nullpunkt
des Bezugssystems (Koordinatensvstem) der Nusgangspunkt der Siralle
und der |\|Imn('|v| als MaBeinhent dienen.

£
__%/@\r

Bid 42

Iis wurde bereits erwiilmt, daBl man die Lage von Punkten in der Ebene
durch kartesische Koordinaten angeben kann.,

Die Lage von Punkten auf einer beliebigen Fliche LiBt sich in dhnlicher
Weise durch Zahlen beschreiben. Als der legendire Kapitin Nemo die
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Lage seines ,,Nautilius** auf der Erdoberfliche angeben wollte, berechnete
er die geographische Linge und Breite.!)

Wir zeichnen ein kartesisches I{oordinatensystem auf ein Stiick Gummi —
also ein rechiwinkliges Netz mit einecm bestimmten Einheitsschritt. Um
von einem beliebigen Punkt des Netzes zu einem belicbigen anderen zu
gelangen, muB man, wenn man sich auf den Linien des Netzes be-
wegen will, zunéchst ein Stiick auf einer ausgezogenen ,,Strale* zuriick-
legen und dann auf einer gestrichelten (Bild 43). Man kinnte natiirlich
auch zuerst die gestrichelte Richtung cinschlagen und dann die ausgezo-
gene, das dndert nichts an der Sache.

Jetzt deformieren wir das Gummistiick durch eine beliebige stetige Trans-
formation. Das erhaltene krummlinige Netz ist ebenfalls ein Koordinaten-
system: Auch hier hat man fiir die Fahrt von einem Punkt des Netzes
zu einem anderen zunichst eine ausgezogene, nun jedoch nicht mehr
geradlinige ,,StraBe’‘ zu benutzen und dann eine gestrichelte (Bild 44).
Ganz analog sieht die Sache im Raum aus. Um die Lage einer im Raum
hingenden Glithlampe anzugeben, sind drei Zahlenangaben nitig: z. B.
die Entfernung des Punktes der Decke, an dem dic Lampe befestigt ist.
von zwei senkrechten Winden und die Linge des Leitungsdrahtes (Bild
45). Diese Zahlen sind kartesische Koordinaten iin Raum.

Wenn der Kapitin Nemo die Lage des ,,Nautilius* im Raum angeben
will, muB8 er auler der geographischen Linge und Breite auch die
Tauchtiefe bestimmen. Dicse drei Zahlen sind ebenlalls Koordinaten im
Raum.

In der Astronomie ist es iiblich, die l.age von Himmelskérpern, bezogen
auf die Erde, durch drei Koordinaten zu kennzeichnen: durch zwei

1) J.Verne (1820 —1905): ,,Zwanzigtauscnd Meilen unter dem Mecer*'.
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Winkel — die Deklination und die Rektaszension — und die Entlernung
von der Erde.

Mit Ililfe eincs Koordinatensystems kinnen wir belichige geometrische
Aufgaben in der Sprache der Zahlen ausdriicken. Fiir ein geometrisches
Gebilde erscheint cine dquivalente Zahlenmenge.

So entspricht z. B. dem Abschnitt der Zahlengeraden zwischen den zwei
Punkien mit den Koordinaten ay = 2 und x2 = 7.5 (Bild 46) die Menge
aller Zahlen v, die den zwei Ungleichungen

=2 und =75

reniigen.
Es ist iiblich, diese zwel Ungleichungen zusammenzulassen:

2€a4<75H
X, xi
¢ 2 3 4 5§ 6 7 ¢ g x

Bid 46

Das Linheitsquadrat in der Ebene. dessen Lcken durch die Pnnkte mit
den Koordinaten (0; 0); (15 0); (0: 1) und (15 1) gegehen sind. wird dureh
dic Menge der Zahlenpaare (v, y) dargestellt, die den folgenden Unglei-
chungen geniigen (Bild 47):

Osagl; 02y |

Die gesamle Geometrie kann man also analytisch darlegen, heginnend
damil, dall man cinem Punkt der Geraden cine Zahl () zuordnel. einem
Punkt der IZbene ein Zahlenpaar (r, y) und eincm Punkt im Rauww drei

x Bild 47



Zallen (z, y, z). Eine Kreis[liiche vom Radius 9 mit dem Mittelpunkt im
Punkt (2, 3) ist dann nichts anderes als die Menge der Zahlen (x, y), dic
der Ungleichung

(x—2)*+ (y— 3)*< 5

geniigen. Eine LEbene im Raum, die durch den Koorvdinatenursprung geht,
ist einfach dic Menge der Zahlentripel (v, y. ), die der Gleichung

ar+ by+ cz=0

geniigen, wobei @, b und ¢ bestimmlte konstante Zahlen sind.

Wichlig ist die vollige Aquivalenz des geomelrischen und des analytischen
Standpunktes: Geometrische Gebilde lassen sich analytisch durch Glei-
chungen oder Unglcichungen beschreiben, wihrend sich analylische Be-
ziehungen in IForm von Kurven, I'lichen oder Figuren darstellen lassen.
Das analytische lerangehen an geometrische Aulgaben gibt z. B. dem
Arzt die Moglichkeit, verschiedene Daten eines Menschen aunschaulich
darzustellen. So kann beispielsweise die KorpergroBBe auf einer Geraden
abgetragen werden.

Bei Messung der KérpergroBe i und des Gewichts p entspricht jedem
Menschen ein Punkt in der Ebene mit den Koordinaten (h, p). Wird noch
zusiilzlich das Alter ¢ angegeben, so crfolgt die Kennzeichnung im Raum
durch einen Punkt mit den Koordinaten (h, p, t).

Doch wie kann man verlahren, wenn der Mensch durch viele Parameter
charakterisiert wird: KorpergroBBe i, Gewicht p, Alter ¢, Brustumlang Q,
Druckkralt der linken und rechten ITand fy und [y, Schschiirfe r? Vor-
stehend sind sieben GroBen vorgegeben worden. Eine anschauliche geo-
melrische Darstellung scheint nicht mehr imoglich zu sein.

Tatsiichlich ist jedoch eine analoge geometrische BetrachLung weit ver-
breitet: Man [allL die Menge der Kombinationen von vier Zahlen (z, v, z, ¢)
als Koordinalen von Punkten im vierdimensionalen Raum aufl; dic Kombi-
nalionen von sicben Zahlen (z, y, z. ¢, n, v, w) werden als Koordinaten
von Punkien im sicbendimensionalen Raum aufgelafit. Derart kann
man alle Kombinationen von n Zahlen (24,23, ..., x,) als Punkte im
n-dimensionalen Raum anschen.

Solch eine Aulfassung wird bei jedem, der erstmalig damit in Beriihrung
kommt, aul Befremden stollen: Was bedeutel vierdimensionaler Raum?
Wie kann man sich Punkte im vierdimensionalen Raum vorstellen ?
Wir nehmen cin diinnes Glasrohr, dessen Durchinesser gerade so grol} ist,
daB cine Ameise hindurchpaBt, und lassen das Insckt hincin. Wenn die
Ameise zuriick will, mul} sie riickwirts kricchen. Lassen wir von der
anderen Seite noch eine zweite Ameise hinein, so kéonnen die beiden
Ameisen nicht aneinander vorbei (Bild 48). So traurig ist das Leben im
eindimensionalen Raum — auf einer Linie!

Nun lassen wir die zwei Ameisen auf dem Tisch oder der Oberfliche eines
Kiirbis umherspazieren. Sie konnen sich in beliebiger Richtung bewegen,
IHindernisse umgehen usw. (Bild 49). I'iir sie bedcutet das Leben auf einer
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Bild 50

Fliche — im zweidimensionalen Raum — bereits die groBle Ireiheit.
Allerdings gibtes auch hier gewisseSchwierigkeiten: Zwei Ameisen, diez. B.
durch einen Bach voneinander getrennt sind, kénnen niemals zusammen-
kommen. Man sagt, dal ein Hahn, den man in einen mit weiller [‘arbe
gezogenen Kreis stellt, unentschlossen darin herumlaufen wiirde und
nicht darauf kiime, die Kreislinie einfach zu iiberschreiten. Weun man
sich in die l.age des Hahnes hineindenkt, kann man sich vorstellen. daf}
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Bild 51

Z 7.
Bild 52

tatsichlich allerhand Auffassungsgabe und Mut dazugehéren, um aus
dem zweidimensionalen Raum in den dreidimensionalen zu gehen.

LEine Libelle hat es schon besser als eine Ameise — sie kann einen Bach
einfach iiberfliegen. Die Libelle lebt im dreidimensionalen Raum, und
cine geschlossene Linie auf einer Fliiche stellt fiir sie kein Hindernis dar.
Setzt man die Libellc jedoch in ein Glas und deckt es zu, so sitzt auch sie
in der Klemme: Sie kann nicht herausfliegen. Eine geschlossene Fliche
(die Oberfliche des GlasgefiBies) teilt ihren dreidimensionalen Lebens-
raum in zwei Teile — ein Inneres und ein AuBeres —, dhnlich wie eine
geschlossene Kurve den Lebensraum der Ameise — die Fliche — in zwei
Teile zerlegt.

Ubrigens wird eine Flache nicht durch jede daraufgezeichnete geschlossene
Kurve in zwei Teile zerlegt, so dal die Ameise nicht von einem Teil in den
anderen kime, ohne die Kurve zu iiberschreiten. Als Beispiel kann der
Kringel im Bild 52 dienen: Die gestrichelte Linie zerlegt seine Oberfliche
in zwei Teile, die ausgezogene Linie jedoch nicht.

Uberlegen Sie selbst einmal: Wie sieht es auf der Kugel mit drei Griffen
im Bild 53 oder auf dem Mébiusschen Band aus? Allerdings gibt es auf
jeder Fliche geschlossene Kurven, die sie in zwei Teile, ein Auieres und
ein Inneres zerlegen. Das ist fiir uns hier wesentlich.

Stellen Sie sich nun ein Wesen vor, das im vierdimensionalen Raum lebt.
Fiir ein solches Tier ist das geschlossene Glas kein Hindernis, es zerlegt

57



Bid 53

scinen Lebeusraum nicht in zwei Teile. Das Wesen ,,iiberfliegL™ das Glas
cinfach, indem es sich der vierten Dimension bedient.

Beachten Sie, lieber Ieser, dal wir selbst nicht im dreidimensionalen,
sondern im vierdimensionalen Raum leben; seine Koordinalen sind die
drei Ortskoordinaten z, 7, z und die Zeit t. Diese IXoordinaten sind aller-
dings nicht gleichwertig: Wihrend fiir z, y und z beliebige Werte zulissig
sind, konnen wir uns in der Zeit ¢t nur vorwiirts bewegen. In diesein vier-
dimensionalen Raum gelangen wir aus cinem geschlossenen Zimmer
heraus, ohne die l'iir oder die IFenster zu benutzen, wenn wir die vierte
Koordinate — die Zeil — benutzen.Bewegen wir uns nur in dieser vierten
Koordinate und lassen wir die drei anderen unveriindert, so kénnen wir
uns irgendwann in einer anderen Situation belinden und aus dem Zimmer
heraustrelen, z. B. weun das 1laus auseinanderbrockelt und die Zimmer-
wiinde [iir uns keine (Grenze mehr sind.

Dieser Zustand braucht nicht sehr bald einzutreten, uns geht es nur um
die prinzipielle Moglichkeit.

Die Situation wird noch deutlicher, wenn wir zulassen, dal} wir uns auf
der Zeitachse auch nach der anderen Seite, riickwiirts, bewegen kinnen.
Denselben Punkt (x, 3, z) innerhalb des verschlossenen Zimmers haben
friiher nicht die Wiinde, der FuBboden und die Decke eingeschlossen, sic
waren noch gar nicht da. Bewegen wir uns also zuniichst nur auf der Zeit-
achse zuriick, so konnen wir zu einem gewissen Zeilpunkt aus dem ver-
schlossenen Zimmer heraustreten.

Wir wollen noch etwas bei den mehrdimensionalen Welten verbleiben.
In der Ebene (im zwcidimensionalen Raum) ist eine Kreislinie mit dem
Radius r und dem Mittelpunkt im Koordinatenursprung (13ild 54) ge
ben durch die Gleichung

!',:(‘-

Al yl= g2

Das Analogon zum Kreis in der Ebenc ist die IKugelfliiche im dreidimen-
sionalen Rauin. Liegt der Mittelpunkt im Koordinatenursprung und wird
der Radius mit r bezeichnet (Bild 55), so lautet die Gleichung der Ku
fliche

zel-
12+ y2+ 2= p2
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Gelit man vom dreidimensionalen zum vierdimensionalen Raum iber,
so liegt es nahe, als Kugellliche mit dem Radius r und dem Mittelpunkt
im Koordinatenursprung die ,,dreidimensionale Fliche zu bezcichnen,
die der Gleichung

a4 .l/'-’ + 22+t =2

venlgt,

l<in Kiiken, das im dreidimensionalen Raum lebt, kann nicht aus dem Ji
schiliiplen, ohne dic Schale aulzupicken. (Genausowenig kann ein vier-
dimensionales Kiken aus einer vierdimensionalen Kugel einfach heraus-
lrelen.

Um aus der vierdimensionalen Kugel herauszukommen, muf} sie das
Kiiken aufpicken. Kann es sich jedoch im finfdimensionalen Raum
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bewegen, so kénnte es aus einer vierdimensionalen Kugel einfach heraus-
treten. Die Eierschale miite aber in diesem Fall eine fiinfdimensionale
Kugelfliche sein und keine vierdimensionale, denn die letztere kénnte
das Embryo nicht von allen Seiten bedecken. (Genausowenig wie einc
zweidimensionale Kreislinie ein dreidimensionales Kiiken einhiillen kann.)
Das fiinfdimensionale Embryo in einer vierdimensionalen Eierschale
wiirde von seinen [infdimensionalen Feinden aufgefressen sein, bevor
es iberhaupt zum Kiiken heranwachsen kénnte.

Natiirlich bereitet es Schwierigkeiten, sich eine vierdimensionale Kugel
praktisch vorzustellen oder diese aufzuzeichnen, wenn man nicht eine
Darstellung durch eine Gleichung benutzt. Wenn man es genau nimmt,
zeichnen Sie aber auch eine dreidimensionale Kugel nicht in den drei-
dimensionalen Raum, sondern nur die Projektion dieser Kugel in die
Ebenc des zweidimensionalen Zeichenpapiers. Ein beliebiges dreidimen-
sionales Gebilde kénnen Sie durch GrundriB, Aufri und SeitenriB3, also
in drei Projektionen eindeutig im Zweidimensionalen darstellen. \Wer
hindert Sie daran, ein vierdimensionales Gebilde in den dreidimensio-
nalen Raum oder in die Ebene zu projizieren ?

Grund-, Auf- und SeitenriB einer dreidimensionalen Kugel sind Kreise
auf dem Zeichenpapier. Die entsprechenden senkrechten Parallelpro-
jektionen einer vierdimensionalen Kugel sind vier dreidimensionale
Kugeln, die man dann nochmals auf Zeichenpapier projizieren kann.
Nun wollen wir den mehrdimensionalen Raum noch von einer anderen
Seite her betrachten. Ein beliebiger Punkt teilt eine Gerade in zwei
Halhgeraden ohne gemeinsame Punkte.

Eine Ebenc 1dBt sich nicht durch einen Punkt in zwei Teile zerlegen.
Doch eine beliebige Gerade teilt die Ebene in zwei Halbebenen. Eine
Ameise, die von einem Teil in den anderen will, muB die trennende
Gerade iiberschreiten.
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Fir die Teilung des dreidimensionalen Raumes reicht eine Gerade nicht
mehr aus. Eine beliebige Ebene teilt ihn aber ohne weiteres in zwei Halb-
riume. Wenn es der Libelle einfillt, von einem Halbraum in den anderen
zu fliegen, muf} sie die trennende Ebene durchqueren.

Analog kann der vierdimensionale Raum nicht durch eine zweidimen-
sionale Ebene zerlegt werden. Er lit sich jedoch in zwei Halbrdume
zerlegen, wenn man ihn mit einer beliebigen dreidimensionalen ,,Hyper-
ebene’’ teilt, also mit einem dreidimensionalen Raum, der sich in dem
vierdimensionalen Raum befindet.

Ein vicrdimensionaler Raum enthiilt also Unterrdume verschiedener
Dimensionen: dreidimensionale Hyperebenen, zweidimensionale Ebenen,
eindimensionale gerade Linien und nulldimensionale Punkte.

Im n-dimensionalen Raum gibt es analog Hyperebenen verschiedener
Dimensionen, von den nulldimensionalen (Punkten) bis zu den (n-1)-
dimensionalen. Doch nur die (rn-1)-dimensionalen Hyperebenen zerlegen
den n-dimensionalen Raum in zwei Teile. Wir hatten bereits festgestellt,
dal} die Menge aller Punkte der Ebene, fiir die die Ungleichungen

0sass1; 0<ys!

celten, ein Quadrat bildet. Seine Ecken sind die Punkte mit den Koordi-
naten (0;0), (05 1), (1;0), (1;1).

Im dreidimensionalen Raum ist der Wiirfel die analoge Figur zum Quadrat.
ErldBtsich als die Menge der Punkte (z, %, z) des Raumes betrachten, bei
denen alle drei Koordinaten zwischen Null und Eins liegen.
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Dic Ecken des Wiirfels sind die Punkte, deren Koordinalen entweder
Null oder Eins sind (Bild 57). Wie man leicht feststellt, gibt es acht Ecken,
jede hat drei Koordinaten: (0;0;0), (0;051), (051;0). (05151), (L;0:0,
(1;0;1), (1;150), (L;151).

Im vierdimensionalen Raum ldBU sich der (vierdimensionale) Wirlel als
die Mcnge der Punkte (z, y, 3, t) betrachien, deren vier Koordinalen
zwischen Null und Lins liegen. Dice licken dieses Wiirlels sind die Pankte.
deren Koordinaten entweder Null oder Lins sind, also (0;050;0), (D:0:
0;1), (0;0;1;0), (0;0;1; 1), (0;1;0;0) usw.

Wieviel Ecken hat ein vierdimensionaler Wiirfel ?

Dicse Frage kann man beanlworten, ohne erst alle moglichen Eckpunkie
aulzuschreiben. Wir wissen bereits, dal der dreidimensionale Wiirlel
acht Kcken hat. Das isL gerade die Anzahl der moglichen Kombinationen
aus Nullen und Einsen zu jc drei Elementen. Die Anzall der Iicken des
vierdimensionalen Wiirlels erhilt man, wenn man an diese Tripel cine
weitere Stelle, entweder eine Null oder eine Kins, anschlieBt. Der vier-
dimensionale Wiirfel hat also doppelt soviel Ecken wie der dreidimen-
sionale, nimlich 16. Wir fassen zusammen: Der zweidimensionale ,, Wiir-
fel”, das Quadrat, hat 4 = 2* licken; der dreidimensionale Wiirfel hai
8 = 23 [icken; der vierdimensionale ., Wirfel* hat 16 = 2% Fcken.

Es ist jetzt nicht mehr schwer einzuschen, dafl der Finheitswiirfel im
n-dimensionalen Raum aus der Menge der Punkte besteht, deren Koor-
dinaten zwischen Null und Eins liegen. licken dieses Wiirlels sind alle
Punkte, deren Koordinaten entweder Nullen oder Iinsen sind. Die
Anzahl der moglichen Kombinationen, d. h. die \nzahl der Lcken des
n-dimeusionalen Wiirfels, betrigt 27,

Diesc Tatsachen sowic diec Methode zur Bestimmung der Anzahl der
moglichen Kombinationeu aus n Nullen und Einsen werden uns spiiter
bei der ErirLerung einiger anderer Fragen von Nutzen sein.

llier hat einer meiner Freunde, dem ich das Manuskript zu lesen gab, an
den Rand geschrieben: ,,Wozu ?** — Seine deutliche Unzufriedenheil ist
zu spiiren. — ,,Es sind keinerlei SchluBfolgerungen oder Tlinweise iiber
den Nutzen der aufl diesen Seiten diskulierten Ideen fiir dic Praxis. die
Wissenschalt oder das Leben zn finden.™

Haben Sie bitle etwas Geduld, ich beginne doch gerade erst. [n den fol-
genden Abschnitten werde ich den mehrdimensionalen Raum sehr ofl
benutzen miissen und die Grundbegriffe der analytischen Geometrie
ohne nochmalige lirlduterung verwenden.
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Der Sattel

Stellen Sie sich eine schone Gebirgslandschalt vor: sanfte Tiller und steile
Giplel, enge Talkessel und schinale Piisse. Die IFlache eines Gebirges Lilit
sich anf verschiedene Weise beschreiben. Es ist zwar nicht besonders
poetisch, doch von groflem \Wert, daB sich die Gebirgsfliche auch in
aualytischer Form durch eine Gleichung

z= (v, )

darstellen Lif3t, worin s die vertikale Koordinate und v, y die Koordinaten
in der horizontalen Ebene sind (Bild 58). Den Gipleln entsprechen die
Maximalwerte der Funktion = = f (2, y), den Tilern die Minimalwerte.
Belinden Sie sich auf einem Gipfel, so fiihren alle Wege abwiirts, sind Sie
in einem Talkessel, so steigt jeder beliebige Weg an. Diese Maximal- und
Minimalstellen der Fliche werden bald Gegenstand unserer besonderen
Anfmerksamkeit sein. Wenn Sie sich in irgendeinem anderen Punkt der
Iliche belinden, konnen Sie ganz nach Wunsch absteigen oder aulsteigen.
Sie kimnen — zumindest theoretisch — Thren Weg auch so legen, dali
Sie auf gleicher I1ohe bleiben. Solche Wege ergeben sich als Schnittlinien
der Fliche mit horizontalen Ebenen. Projizieren Sie diese Wege aul eine
agemeinsame horizontale J<bene, so erhalten Sie die I16henlinien (Bild 59).
Dic Hohenlinien werden hiulig in geographische Karten cingetragen; an
die cinzelnen' Linien wird die jeweilige Hohe iiber dem Meeresspiegel
seschrieben.

Bild 58
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Bild 59

Ein Rotationsellipsoid ist eine Figur, die durch Rotation einer Ellipsc um
eine der Symmetrieachsen entsteht. Jede Ellipse hat eine groe und eine
kleine Symmetrieachse. Bei Rotation um die groBe Achse entsteht ein
langgezogenes Rotationsellipsoid, das einer Gurke dhnelt; bei Rotation
um die kleine Achse ergibt sich ein plattgedriicktes Rotationsellipsoid,
das einer Diskusscheibe oder einem zusammengedriickten Ball dhnlich
sieht.

Wihlen wir auf der Ellipsoidoberfliche einen beliebigen Punkt P, so
konnen wir stets mit Hilfe einer Ebene von dem Ellipsoid eine kleine
»,Jappe‘ abschneiden, derart, da der Punkt P auf dieser Kappe liegt
und die AusmalBe der Kappe recht klein sind (der Mathematiker sagt,
kleiner als eine beliebige vorgegebene Zahl).

Ein Punkt P auf einer beliebigen Fliche heilt elliptisch, wenn man um
diesen Punkt durch eine Ebene eine ,,Kappe‘* von dem Kérper abschnei-
den kann. Auf einer Fliche brauchen bei weitem nicht alle Punkte ellip-

Bild 60
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Lisch zu sein. Sie werden sich sehr bald davon iitberzeugen. Man kann den
elliptischen Punkt auch noch anders definieren. Wir ziehen alle mog-
lichen Ebenen durch den Punkt selbst. Der Punkt P ist ellipLisch, wenn
es unter diesen Ebenen wenigstens eine gibt, so daBl die I'liche in einer
cewissen Umgcbung des Punktes ganz auf einer Seite der Ebene liegt.
Kchren wir nun zur Gebirgslandschaft zuriick. AuBler den Gipfeln und
‘T'alkesseln interessieren uns die Pisse besonders. Ein GebirgspaB dhnelt
seiner Form nach einem Reitsattel (Bild 60). Auf den beiden absteigenden
Seiten des Passes kennzeichnen wir jeweils einen Punkt 4 und B (Bild 61).
Von A nach B kann man auf verschiedenen Wegen gelangen; einige sind
als punktierte Linien eingezeichnet. Jede punktierte Linie hat einen
hiochsten Punkt, der durch einen kleinen Kreis markiert ist. Unter allen
Wegen von A nach B mul} es einen geben, dessen hochster Punkt tiefer
liegt als bei allen anderen. Dieser Weg ist fett punktiert gezcichnet.
Analog hat jeder Weg von C nach D einen tiefsten Punkt. Der Weg,
dessen tiefster Punkt héher liegt als bei allen anderen, ist im Bild 61 fett
ausgezogen dargestcllt.

Der hochste Punkt der fetten punktierten Linie fillt mit dem tielsten
Punkt der fetten ausgezogenen Linie zusammen. Ein solcher Punkt wird
Sattelpunkt genannt.

Man kénnte einen Sattelpunkt auch auf folgende Weise beschreiben, die
vielleicht anschaulicher ist. In der Umgebung eines Sattelpunktes kann
man durch keine Ebene eine Kappe von der Flache abschneiden. Zieht
man durch einen Sattelpunkt Ebenen, so schneiden diese im Gegensatz
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zum clliptischen Punkt stets die Fliche in jeder noch so kleinen Um-
gebung des Sattelpunktes so, daB} sich auf beiden Seiten der libenen Teile
der Fliiche bhefinden. Eine Fliiche kann mehrere Sattelpunkte haben. so
wie es im (icbirge mehrere Pésse geben kann.

(iestatten Sie eine I'rage, verehrier Lescer. Kanu es auf ciner Fliiche sehr
vicle Sattelpunkte geben? Kann cine Fliiche nur aus Sattelpunkten
bestehen? Wenn nicht, kann es auf einem begrvenzien Stiick einer Fliche
unendlich viele Sattelpunkte geben?

Bevor Sie weiterlesen, denken Sie bitte iiber diese Fragen etwas nach:
versuchen Sie, sich die entsprechende Situation vorzustellen.

Die Antwort ist einfach. Sehen Sie sich den Flaschenhals im Bild 62 an.
Simtliche Punkte des Ilalses sind Sattelpunkte. Auch eine unendliche
Fliche, deren siamiliche Punkte Sattelpunkte sind, kann man sich un-
schwer vorstellen. Man lifit z. B. cine Hyperbel mit der Gleichung
22 — y? = 1 um die y-Achse rotieren (Bild 63). Die entstehende Fliche.
das Rotationshyperboloid, besteht nur aus Sattelpunkten. Das Hyper-
boloid ist dic cinfachste Fliche mit dieser Eigenschalt, Deshalb werden
die Sattelpunkte auch hyperbolische Punkte genannt. Klichen, die —
wie das Hyperboloid — nur aus Sattelpunkten hesiehen. spiclen in viclen
Anwendungen eine grof3e Rolle.

Wir nehmen einc ebene Membran, wie wir sie z. B. im Telefonhérer haben,
spunnen den Rand an ecinigen Stellen fest ein und hiingen an einigen

Bild 62 Bild 63
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anderen Stellen kleine Lasten an (Bild 64). Nach Abklingen einiger un-
vermeidlicher Anfangsschwingungen nimmt die Membran die IForm einer
Fliiche aus lauter Satlelpunkten an. Es Lillt sich mathemalisch beweisen,
dalj eine beliebige Deformation des Randes einer ebenen Membran alle
inneren Punkte zu Sattelpunkten macht.

Frwiirmen wir verschiedene Teile des Randes ciner Membran unter-
schiedlich stark, jedoch so, daB die Wirmestréme konslant blciben, so
stellt sicli bald ein Temperaturgleichgewicht ein: der eintretende Warme-
strom ist gleich dem austretenden.

Triigt man die Temperatur in den einzelnen Membranpunklen in verti-
kaler Richtung iiber der Membran als Liingen ab, so ergibt sich als
.Temperaturfliche* wiederum eine Fliiche aus lauter Sattlelpunkten.
Die Untersuchung der Fliichen ans lauter Sattelpunkten steht in enger
Bezichung zur Hydrodynamik, zur Elektrostatik und zu einigen anderen
wichtigen Gebieten der Wissenschalft.

Die FForm der eingespannten Membran wird durch eine Lidsung der
Laplaceschen Dillerentialgleichung beschrieben. (Der Name des beriihm-
ten Laplace wird spiiter noch mehrmals auftauchen.) Dieselbe Gleichung
beschreibt auch den Prozel der wirbellreien Stromung einer inkompres-
siblen Fliissigkeit, die Wiirmestromung, die Verteilung der Kriifte im
elektrostatischen Feld, den Stromflul, die Diffusion cines in Wasser
gelosten Salzes und viele andere Erscheinungen und Prozesse. Stets
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stellen die Losungsfunktionen der Gleichung Flichen aus lauter Sattel-
punkien dar. Deshalb ist die Untersuchung solcher Flichen fiir die ver-
schiedensten Gebiete der Wissenschaft und Technik von groBer Be-
deutung.

Extremum

Das Wort Extremum umfaBt die Begriffe ,,Maxin.um* und ,,Minimum-.
so wie das Wort Eltern ecin Sammelbegriff fiir Vater und Mutter ist. In
Extremwertaufgaben sind Maxima oder Minima zu bestimmen. Auf
solche Aufgaben stoBen wir vielerorts. Man kann ohne Ubertreibung
sagen: Simtliche Aufgaben, die der lebende Organismus 1st, sind Extrem-
werlaulgaben.

[n der Tat, wir streben stets nach groBtem Effekt, bemiihen uns, eine
Arbeil in der kiirzesten Zeit oder mit minimalem Enecrgieverbrauch zu
erledigen; wir versuchen, ein Maximum an Belriedigung oder cin Mini-
mum an Unannehmlichkeiten zu erhalten.

In similichen Bewegungsaufgaben geht es um Lxtremwerte. Wenn sich
ein Lebewesen von einem Ort zu cinem anderen bewegl, so sucht es den
kiirzesten Weg; es bemiiht sich, moglichst schnell zu dem neuen Orl zu
gelangen oder unter moglichst geringer Kraftanstrengung.

Wenn ein Mensch einfach auf der Stelle sieht, 16st er stiindig eine Ii.xtrem-
wertaufgabe. Er muB stindig das Gleichgewicht halien, um nicht umzu-
fallen. Ein scheinbar unbeweglich stehender Mensch bewegt sich stindig
etwas; er sucht nach der Gleichgewichtsstellung. Zu diesem interessanten
Problem kehren wir spiter zuriick, um es ausliihrlicher zu behandeln.

Bild 65
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Beginnen wir unser Gespriich iiber Extremwertaufgaben mit einem
Problem aus der Lultfahrt. Wiahrend des Fluges wirken auf ein Flugzeug
verschiedene Storgroflen ein, die sich mit der Zeit dndern: Die Masse des
Flugzcugs verringert sich unterwegs durch den Treibstoffverbrauch; der
Wind wirkt stiindig ein; in verschiedenen Hohen ist die Dichte der Atmos-
phiirc unterschiedlich usw.

Es soll z. B. der Treibstoffverbrauch, bezogen auf den zuriickgelegten
Weg gegeniiber der Erde, minimiert werden. Der Treibstoffverbrauch
wird durch Anderung der Drehzahl des Motors gesteuerl. Wenn man
annimmt, dall die Storgrolen konstant sind und sich die Steuergriofle
vollkommen in der Hand des Piloten belindet, so hat die Funktion Treib-
stollverbrauch r in Abhingigkeit von der Motordrehzahl V' das Aus-
schen der im Bild 66 dargestcllten Parabel.

Dic Entstehung der Kurve kann man leicht erldutern: Bei klciner wer-
dender Umdrehungszahl sinkt die Leistung ab. Deswegen mul} der An-
stellwinkel des Ilugzeugs vergrollert werden. Dadurch wachsen die
aerodynamischen Verluste; mit ihnen steigt der Treibstolfverbrauch an.
Bei VergroBerung der Umdrehungszahl des Motors wachsen die Verluste
durch den Lultwiderstand, was eben[alls zu hoherem Treibstoffverbrauch
fithrt. Es muf} also einen optimalen Wert fiir dic Umdrehungszahl des
Motors geben, bei dem der Treibstoflverbrauch minimal ist.

Der Pilot hat aullerdem die Moglichkeil. den Steigungswinkel U der
Lultschraube zu dndern. (Der Steigungswinkel ist der Winkel, den die
Luftschraubenbliitter mit der Drehebene bilden.) Wenn alle anderen
Bedingungen gleich bleiben, also auch die Drehzahl des Motors konstant.
ist. hat die uns interessierende l'unktion Treibstolfverbrauchr in Ab-

A

r

y4 \/ Bild 66

69



[
[
|
|
Usopt 111 Upopt \ ,

iy y A A

0° \U,opt

hiingigkeit vomn Steigungswinkel U ebenlalls die IForm ciner Parabel.
Bei verschicdenen Werten der Drehzahl bleibt der Charakter dieser
Kurve crhalten. es iindern sich lediglich die Paramcter. Tin Bild 67 ist
dic Abhiingigkeil zwischen 7 und r fiir die Drehzahlen Vi Vo und 17
dargestellt.

Der Treibstolfverbranch r, hezogen aul den zuriickgeleglen Weg, ist
somil eine Funkuon der zwei Variablen U und V. Zur Bestimmung des
minimalen Treibstoffverbrauchs ist also das Minimum einer Funktion
zweier Variabler zu bestimmen, die geometrisch durch eine Flache dar-
weslellt wird. In unsercin Fall &hnelt dic Iliche ciner Tasse. und dem
lixtrcinwert des Treibstoffverbrauchs entspricht ihr tielster Punkt
(Bild 68).

-Maximumund Minhmum sind zwei Begrilfe, die untrennbar zusammen-
wehiren: Drehen wir unsere tasseniihnliche IFliiche um, so erhalten wir
eine IFliiche, dic einem TTut dhnelt. Der hochste Punkt (dis Maximum) des
Jutes war vorher der tielste Punkt (das Minimum) der Tasse. Sind wir
auf dem Gipfel eines Berges, so kann uns cin Beobachter gleichzeitig an
der tiefsten Tiele eines Kessels sehen. wenn ein See in der Nithe ist, in dem
der Berg gespiegelt wird. Deshalb sprechen wir auch stiindig von der
Bestiminung des Lxtremwertes und nicht des Maximums oder Mini-
mumns.

Bei der Abteufung einer Bohrung mit Hilfe einer Bohrturbine entstehen
chenlalls Extremwertaulgaben, die der vorstehend hetrachteten Nulgabe
iihneln. Eine Bohrung kann tiiglich Munderte Tonncun Lirdil liefern, wenn
sie fiindig geworden ist. Das .\bteulcu einer Bohrung kostet viele hundert-
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Bild 68

tausend Mark. Eine Verkitrzung der Bolrzeiten bringt bedeutenden
okonomischen Gewinn. Sie Lifit sich durch LErhihung der Vortriebs-
leistung crreichen.

Bei der Abtenfung mit einer Bohrturbine wird das Spiilmittelunter Druck
in das Bolirgestiinge gegeben. Das Spilmittel treibt den Bohrer an, der
das Gestein abbaul, und férdert gleichzeitig das Bohrgut an die Ober-
[Liche.

Der sich drehende Bohrmeiflel bant das Gestein ab, wenn auf ihn ein
Druck wirkt. Dureh VergroBerung des Druckes LiBt sich die Vortriebs-
leistung erhéhen. Mllerdings sind dieser Erhéhung Girenzen geselzt, denn
bei sehr hohem Druck liegt der BohrmeiBlel zu fest am Gestein an, die
Drehzahl verringert sich, und die Vortriebsleistnng sinkt ab. Die [Funktion
Vortriebsleistung in Abhiingigkeit vom Bolivdruck 2 hat das \usschen
ciner Parabel.

Mit ihrer llilfe kann man den Bohrdruck bestimmen. fiie den die Vor-
tricbsleistung maximal wird.

In dieser Form ist die \ufgabe jedoch allzusehr vereinfacht. Tatsiichlich
hiingt die Vortriehsleistung noch von vielen andereu EinfluBgréBen ab.
In erster linie ist sie auch von der Menge des die Bohrturbine durch-
(licBenden Spiilmittels abhiingig: Eine lirhéhung der durch die Turbine
gepumpten Fliissigkeitsmenge fithet znr lrhohung der Drehzahl des
Bohrers und damit der Vortriebsleistung.

Die lrdrinde ist inhomogen, sie iihnelt einem Bliitterteiggebiick aus
ciner Menge von Schichten unterschiedlicher Strukine. Fs ist einleuch-
tend, daB} die Vortrichsleistung auch stark von der Hiirte des Gesteins
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abhingt. Die Vortriebsleistung ist somit bereits eine Funktion von drei
Variablen.

Bei der Darstellung ciner Funktion von drei Verdnderlichen versagen die
cewohnten geometrischen Vorstellungen — wir befinden uns im vierdi-
mensionalen Raum. Doch auch hier hahen Begrilfe, die sich analog zuin
tiefsten Punkt eines Tals oder héchsten Punkt eines Gipfels bilden lassen.
eine wohlumrissene Bedeutung.

Die Vortriebsleistung hingt tatséchlich nicht nur von drei, sondern von
einer vicl groBeren Anzahl von Variablen ab. So wird z. B. die Drehzahl
des Bohrers nicht nur von der DurchfluBmenge der Bohrspiilung, sondern
auch von der Konsistenz der Fliissigkeit bestimmt. Der Bohrmeilel wird
wihrend des Betriebes abgenutzt, und sein Zustand hat wesentlichen
EiufluB auf die Vortriebsleistung usw. Deshalb isL die Bestimmung der
maximal moglichen Vortriebsleistung eine mathematische Extremwert-
aufgabe einer Funktion von vielen Verinderlichen.

Wenn die funktionale Abhéngigkeit zwischen den Variablen hekannt ist,
kann man das Extremum der Funktionswerle und der Werte der Vari-
ablen, fiir die das Extremum erreicht wird, mit den herkémmlichen
mathematischen Methoden bestimmen. Diese Methoden sind in jedem
l.ehrbuch der Analysis zu finden. Nach cinigen nicht schwierigen Ope-
rationen ist die Aufgabe auf die L.6sung eines Gleichungssystems zuriick-
gefilhrt. Gewdhnlich enthilt das System soviel Gleichungen wie Unbe-
kannte; es kann jedoch eine recht komplizierte Form haben.

Vielleicht erinnern Sie sich an dieser Stelle, verehrter Lescr, wieviel
Schwierigkeiten es bereiten kann, eine Gleichung mit nur ciner Unbe-
kannten zu lésen, wenn es sich nicht gerade um eine quadratische Glei-
chung, sondern um eine kompliziertere goniometrische oder Exponen-
uialgleichung handelt.

Sicherist Thnen von Ihrer Schulzeit her im Gedichtnis geblieben, wie man
so elwas macht: Man muB} versuchen, geeignete Substitutionen zu finden,
neue Variable so einzufiihren, daB man eine lineare oder eine quadra-
tische Gleichung erhiilt. Hier muf} ich Sie jedoch enttiiuschen, denn mit
solchen Methoden haben Sie nur bei den Aufgaben aus dem Schulbuch
Gliick. Tatsiachlich sind die Fille sehr selten, bei denen man durch Sub-
stitution eine quadratische Gleichung erhilt, so sclten, dall es sich gar
nicht lohnt, nach einer geeignelen Substitution zu suchen, wenn sich
nicht sofort eine anbictet.

Es gibt ndamlich auch Gleichungen, die sich gar nicht nach der Unbe-
kannten auflésen lassen. Fiir solche Gleichungen 14Bt sich keine Losungs-
formel angeben. Als Beispiel dafiir kann neben den algebraischen Glei-
chungen héheren als vierten Grades auch die Gleichung

a*—ar =0

dienen. Eine Losung lift sich leicht erraten: x = 1. Doch eine explizile
Formel fiir alle Losungen gibt es nicht, und die zweite Losung (diese
Gleichung hat genau zwei Losungen) ldf3t sich nicht explizit angeben.

72



Sie wissen sicher, dal} sich bereits algebraische Gleichungen dritten und
vierten Grades im allgemeinen nicht auf quadratische Gleichungen
zuriickfiihren lassen und ihre Loésung viel Miihe bereitet.

Doch kehren wir zuriick zur Extremwertberechnung. Der Weg desjenigen,
der eine Extremwertaulgabe l6sen will, kann sehr dornenvoll sein. Dabei
kionnen, wie das folgende Beispiel zeigt, bereits prinzipielle Schwierig-
keilen aultreten.

Stellen Sie sich vor, die gré8te ganze Zahl sei zu bestimmen. Ich behaupte
und beweise im Gegensatz zum gesunden Menschenverstand, daBl | die
zroBie ganze Zahl ist.

Angenommen, die groBte ganze Zahl sei groBer als 1. Wir wollen sie mil
N bezeichnen (sagen wir, N = 2). Dann ist jedoch N? groBer als
(2* = 4 ist tatsiichlich gréBer als 2), und N2 ist ebenfalls eine ganze Zahl.
Also kann N nicht gréBte ganze Zahl sein. Doch das Quadrat von 1 ist
nicht groBer als | (12 = 1). Also ist 1 groBte ganze Zahl!

Solch ein Unfug kommt zustande, weil wir angenommen haben, es gche
cine groBte ganze Zahl, die Extremwertaufgabe habe also eine Lésung.
Tatsédchlich existiert jedoch keine Lésung, da die Menge der ganzen
Zahlen gegen Unendlich geht.

Nach einer treflenden Bemerkung des deutschen Mathematikers Haus-
dorff kann man aus der Annahme, daBl zwei mal zwei fiinf ist, folgern, daf}
¢s Hexen gibt. Im allgemeinen folgt aus einer beliebigen falschen Behaup-
tung eine beliebige andere falsche Aussage.

Bild 69
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Das hetrachtete Beispiel und die sich daraus ergebenden SchluBfolge-
rungen sind offenbar fir alle von Wichtigkeit, die sich mit theoretischer
oder experimenteller wissenschaftlicher Arbeit beschiftigen. (eht man
von ciner falschen Ausgangsposition aus oder henutzt man fehlerhalte
Uberlegungen, so kénnen selbst bei noch so exakter Arbeit falsche oder
sogar paradoxe SchluBfolgerungen entstehen. Oft rettet dann der gesimde
Menschenverstand die Situation, doch auf ihn kann man sich auch nicht
immer verlassen. (Davon wird spéter noch die lede sein, wenn ich aus-
fiihelicher iiber die Arbeitsmethoden des Mathematikers sprechen werde.;
Wir wollen annchmen, da dic notwendige Untersuchung durchgeliilirt
und dic Existenz einer Losung bewiesen sei, dic gefundene Gleichung
aber so kompliziert ist, daf} inan sie nichit ohne weileres losen kann, Was
kann man in solch einer Situation tun ? Mangreilt zu Ndhernngsmethoden
zur Losung von Gleichungen. Hier gibt es analylische und graflische Ver-
[ahren. [Tat man z. B. die Gleichung
2 —2g=0

zu losen, so zeichnet man in cinem Koordinatensystem die beiden Funk-
tionen y = 2% und y = 22. Die gesuchten Lésungen a; und z; sind die
Abszissen der Schnittpunkte der beiden Kurven (Bild 70). Selbstver-
stindlich liefert das grafische Verfahren die Lésung nur mit einer be-
urenzten Genauigkeit, doch es kann einen Weg zur exakleren analy-
tischen Niherungsbestimmung der gesuchten Losung zeigen.

—
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Mit einem Wort, fiir Funktionen von ciner Veriinderlichen sicht die Sache
gar nicht so schlecht aus; die Gleichung laBt sich numerisch lésen. ITat
man jedoch ein Gleichungssystem mit einer groBen Anzahl von Unbe-
kannten zu lésen, so konnen die Schwierigkeiten ins UnermeBliche steigen,
selbst heil nur niitherungsweiser Losung. In solch einem Fall helfen uns
heute die elektronischen Rechner. Allerdings kénnen sie auch nicht in
jeder Situation hellen.

Schiitzen Sie die Lage selbst ein: Ein elektronischer Rechner, der 20000
Operationen in der Sckunde ausfiithren kann, benétigt fiir dic l.osung
cines einfachen linearen algebraischen Gleichungssystems aus 100 Glei-
chungen mit 100 Unbekannten ¢ine Stunde! Zur Bestimmung der Para-
meter [iir die maximale Vortriebsleistung bei der Abteulung einer Boh-
rung beunitigt man die Losung jedoch sehr schnell, binnen weniger Se-
kunden oder Minuten. Denn bald befindet man sich schon wieder in einer
ganz anderen Situalion — man kommt in eine andere Gesteinsschicht, das
Bohrgeriit hat sich abgenutzt usw. — und die crhaltenen Ergehnisse
haben keinen Wert mehr.

Was kann an hier tun? — Davon wird noch die Rede sein.

Extremale Kurven

Will man auf kiivzestem Weg von der Tiir zum Fenster gelangen, so mull
man sich aul einer geraden Linie bewegen. Belinden sich jedoch viele
Mobel im Zimmer. die sich nicht wegschieben lassen. so ist der kiirzeste
Weg bereits schwicriger zu finden.

Angenommen. wir haben vom traditionellen Punkt -1 zum nieht weniger
traditionellen Punkt 3 zu gehen, wobei es zwei Wege gibl: cinen geraden,
doch schwer begehhaven, und ecinen gewundenen, langen, dafiir aber
leichter begehbaven. Der gerade Weg ist kiirzer, doch dicker Schlamm
erschwert jede Forlbewegung. Ist die Aulgabe gestellt. von .t nach B aufl
dem kiirzesten Weg zu gehen, so muBB man durch den Schlammm waten.
Ist jedoch nach minimaler Zeit oder minimaler Kraltanstrengung
lragt, so wird man cinen Umnweg withlen.

Vor der Bestimmung des giinstigsten Weges aus einer Menge moglicher
Wege ist also genau zu formulieren, in welchem Sinn der ausgewiihlte
Weg hesser scin soll als die anderen.

I£s 181 nicht sehr sehwierig, abzuwiigen. wie man auf kitrzester Weg von
der Tiie znm IFenster gelangt. Wie findet man aber den kiirzesten Weg
vom Gipfel eines Berges, z. B. des Elbrus, zu seinem Full ? Die Anlworl
aul diese I'rage ist gar nicht so offensichtlich. Fin blindes Pferd lost die
Anfgabe, ohne viel zu iiberlegen: Es geht ganz einfach immer die Rich-
tnng, die am steilsten abfillt. Genauso verhilt sich das herabflieBende
\Wasser.

Interessant ist dic ..physikalische” Lésung dieser Aufgabe: Stellen Sie
sich eine belichige glatte Oberfliche vor. Wir wollen noch annchmen, dall
sie konvex sei (wie cine Kugeloberlliiche). Spannt man zwischen zwei

re-
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Punkten dieser Fliche einen diinnen Gummi, so liegt er aul der kiirzesten
Verbindungslinie der Punkte.

Hat man jedoch die kiirzeste Autostralle auf einen Berg zu legen, wolei
die Steigerung nicht mehr als, sagen wir, 5%y betragen darf, so wird dic
Aufgabe der Bestimmung dieses Weges schon komplizierter.

Die Tiere und auch die Menschen l6sen die Aufgabe der Bestimmung des
optimalen Weges oder, wie die Mathematiker sagen, der Extremalen,
nicht immer richtig.

Man hat mir erzihlt, dal ein Hund, der einem Hasen nachjagt, in jedem
Moment direkt auf den Hasen zuliduft. So kann er den l{asen zwar fangen,
wenn er schneller laufen kann als der Hase, doch nicht in der kiirzest-
moglichen Zeit. Will er das in kiirzester Zcit schalfen, so muf} er seinc
Taktik dndern: Er darf nicht auf den Punkt zulaufen, in dem sich der
[{ase im betreffenden Moment befindet, sondern muf} seine Richtung auf
einen Punkt einstellen, in dem der Hase in einer gewissen Zeit scin wird.
Den Jidgern und den Artilleristen ist diese Taktik genau bekannt. Sic
schieBen zwar auch oft daneben, doch das passiert, weil sie den T'rell-
punkt von GeschoBl und Ziel nicht richtig berechnet haben.

Viele wichtige Aufgaben aus Naturwissenschalt und Technik fiihren aul
das Bestimmen der Extremalen. Der Teil der Mathemalik, der sich damit
beschiiftigt, triigt die Bezeichnung ,,Variationsrechnung®.

Obwohl einige Aufgaben dieses Gebietes schon durch dic (ieometer desx
Altertums gelést wurden, konnte sich die Variationsrechnung erst auf der
Basis der Differential- und Integralrechnung systematisch entwickeln.
Sie wurde in der Mitte des 18. Jahrhunderts durch Leonhard Luler ge-
schaffen. Neue Probleme der Physik und der Technik, besonders der
Automatisierung und der Kybernetik, fiihrten zur Schallung neuer
Methoden in der Variationsrechnung, die in letzter Zeit in einer stiir-
mischen Weiterentwicklung begriffen sind.

Leonhard Euler

Ich habe nicht die Absicht, eine Geschichte der Matheinatik zu schreiben.
Nachdem ich jedoch Leorhard Euler crwihnt habe, ist die Versuchung
sehr groB, etwas mehr iiber diesen vielseitigen Menschen zu erzihlen, der
aus der an Talenten rcichen mathematischen Welt herausragt.

suler wurde im Jahre 1707 in Basel in der Familie eines Pastors geboren.
Sein Vater war ein Mensch mit sehr vielseitigen Kenntnissen. Seine be-
sondere Liebe galt der Mathematik. Er bereitele den Sohn aul die geist-
liche Laufbahn vor, versiumte jedoch nicht, ihm cine umfassende All-
gemeinbildung zu vermitteln. Schon als Schiiler des Bascler Gymnasiums
besuchte der junge Euler in der Freizeit die Vorlesungen des beriihmten
Mathematikers Johann Bernoulli, der ihn auch zum Studium schwieriger
mathematischer Biicher anregte.

Mit zwanzig Jahren hatte Leonhard Euler bereits Theologie, Medizin und
ostliche Sprachen studiert. 1727 wurde er an den Lehrstuhl fiir Physiolo-
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vie der Pelersburger Akademie berufen, nachdem seine Kandidatur fiir
den Lehrstuhl fiir Physik an der Baseler Universildt abgelehnt worden
war. Zu dieser Zeit hatte er bereits bedeutende Leistungen in der Mathe-
matik und der Physik vollbracht: So war z. B. seine Arbeit iiber die
Anordnung der Masten auf einem Schiff von der Pariser Akademie
vedruckl und sehr ehrenhaft rezensiert worden.

In Petersburg lebte Euler viele Jahre. 1m Jahre 1729 wurde er Professor
lir Physik an der Petersburger Akademie, und ein Jahr spiiler iber-
nahm er den Lehrstuhl [iir Mathematik, den er bis 1741 innehatte. Zu
dieser Zeit gerieten in RuBland die Wissenschaften in Verfall; die zari-
stische Verwallung erschwerte jegliche wissenschaftliche Tatigkeit.
Deshalb nahm er eine Einladung IFriedrichs des Zweiten nach Berlin an
und wurde Direktor der Klasse fiir Mathematik der PreuBischen Aka-
demie der Wissenschalten. 1766 kehrle Euwler nach Petersburg zuriick,
wo er bis zu seinem Tode blieb.

Die Schaffenskraft Lulers war sehr grofi. Iitwa 900 wissenschaltliche
Arbeiten aus seiner [Feder sind bekannt. Seine Interessen reichten sehr
weit, und seine Arbeiten hatten grundlegende Bedeutung. So hat er z. B.
in der Astronomie die Theorie der Mondbewegung bis zur praktischen
Anwendung gefiihrt; bedeutende Beitriige zur Hydrodynamik und Optik,
zur Nautik und Kartographie, zur Ballistik und Zahlentheorie tragen
seinen Namen. Die Funktionentheorie, die Theorie der gewiéhnlichen
und der partiellen Differentialgleichungen sowie die schon erwéhnte
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Variationsrechnung gehen aul Ffuler zuriick. NuBerdem hat fader Ar-
beiten iiber Theologie, Medizin, Physiologie, Musik und andere Wissens-
gebiete geschrieben. Charakteristisch fir alle Arbeiten [ulers ist die
konkrete Aufgabenstellung und die \usfithrung bis zur Anwendbarkeit.
Im Jahre 1736 verlor Kuler ein Auge. Man sagt, dall er davor eine um-
fangreiche mathematische \rbeil innerhalb dreier Tage ausgeliihrt hat,
[ir die andere Professoren einige Monate veranschlagien. Doch das hielt
seine wissenschaltlichen Arbeiten nicht im geringsten auf. \ls er kurz
nach seiner Riickkehr nach Pelersburg das zweite \uge einbiil3te.
behielt er seine Schalfenskralt; er diklierte seinem Sohn und seinen
Schiilern seine Arbeiten. Sogar noch an seinem Todeslage, dem 18. Sep-
tember 1783, beschiftigte er sich mit astronomischen Berechnungen.
Vor dem ersten Weltkrieg hat die Schweizer CGesellschalt der Natur-
forscher auf internationale Veranlassung mit der Herausgabe der Ge-
sammellen Werke Eulers begonnen. Urspriinglich waren etwa 40 Bénde
geplant. Inzwischen sind 50 Biinde veréffentlicht, und jelzt schiitzt man.
dal} der Gesaminmfang etwa 200 Binde betragen wird.

Seifenblasen

Die Variationsrechnung liefert den mathematischen Apparat [iir einen
grollen Aufgabenkreis. Mit ihrer 1 lilfe kann man nicht nur den kiirzesten
Weg vom Punkt A zum PPunkt B bestiminen, sondern noch viele andere
Extremwertaufgaben losen.

Es ist allgemein hekannt, dall unter allen ebenen Figuren, die gleichen
Umflang haben, der Kreis die gréfite Fliiche einnimmt. [m dreidimen-
sionalen Raum hat die Kugel unter allen Figuren mit gleicher Oberfliche
das gréBte Volumen. Umgekehrt — von allen geometrischen Figuren mit
gleichem Volumen besitzt die Kugel dic kleinste Oberflache. lben deshalb
sind Seilenblasen kugelférmig.

Wir wollen nun einige weniger offensichtliche Probleme betrachten. Ein
Kreis begrenzt eine Iliiche, z. B. die Oberfliche eines Eimers. Von allen
Flichen, die durch eine Kreislinic begrenzt werden, hat der chene Kreis
die kleinste Fliche. Wir verbiegen nun die Grenzlinie so, daB nicht mehr
alle Punkte in einer l£bene liegen. 1is gibt sehr viele Klichen, deren Um-
randung so aussieht. Wie findet man aber hier die Fliche, die von allen
moglichen die geringste GGroBBe hat? Das ist bereits cine schwierige \uf-
gabe, und ihre Losung erfordert dic Anwendung der Methoden der
Variationsrechnung. Es zeigt sich — und auch das hat Xuler bewiesen —,
daf} die Minimalfliche in jedem Punkt sattell6rmig ist.

Interessant ist auch die phvsikalische Losung dieser Aulgabe. Wir [ormen
die Umrandung aus diinnem Messingdraht und tauchen sie in Seifen-
wasser. (Seifenlésung ist eine Fliissigkeit mit geringer Oberllichenspan-
nung.) Die Drahtschleife wird dann von ciner diinnen Seifenhaut bespannt,
deren Fliache minimal ist. Bei diesen Uberlegungen vernachlissigen wir
z. B. die Schwerkraft und betrachten nur die der Oberllichenspannung
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der Seifenlisung entsprechende Kraft. Das Gleichgewicht wird erreicht,
wenn die IFliche der Sceilenhaut minimal ist, da dabei die durch die Ober-
[liichenspannung bedingte potentielle Energie minimal wird.

Sie haben sicher noch nicht vergessen, was fiir ein Vergniigen Ihnen das
Spiel mit Scifenblasen bereitet hat. Riskieren Sie eine Riickkehr in die
Kindheit und fiihren Sic cinige Experimente mil Seifenlésung dureh!!)
Liten Sie aus weichem Draht einen Ring mit zwei Griffen (dann kinnen
Sie die Schleile nach Belicben transformieren) und tauchen Sie ihn in die
Scifenldésung. Der Ring wird von ciner ebenen Seilenfliiche iiberspannt.
Jetzt deformicren Sie den Ring langsam. Es zeigl sich, da man bei

) Lin giinstiges Rezept Tir soleh cine Losung: 10 g reine trockene Olcinscife werden in 500 ¢
illiertem Wasser gelost. Jeweils 15 Teile der Losang werden mit 11 Teilen Glyzerin ver-
mischt. Die Dealitsehleife, die cingetaucht wird, darf niclit sehir gro@ scin, hochstens 10 -« 15 em
im Durchmesser.

des
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stetigem Verbiegen des Ringes die Seifenhaut, die, auf den Ring gespannt,
cine zweiseitige Membran ist, in die Form cines einseiligen Mobiusschen
Bandes bringen kann (Bild 73). Das ist sehr verwunderlich, da die Aus-
gangsfliche und die erhaltene I'lache topologisch nicht dquivalent sind!
Biegt man den Ring zu der im Bild 74 dargestellten Raumkurve, so lassen
sich auf eine solche Figur drei verschiedene Minimalflachen aufspannen.
Die letzte ist nicht einfach zusammenhingend (sie hat zwei Offnungen),
wiihrend dic ersten zwei einfach zusammenhingend sind. Das bedeutel,
sie lassen sich ohne Risse zu einem Punkt zusammenziehen (wenn der
Ring aus Gummi wiire).

Alle diese hiibschen geometrischen Figuren dienen nicht nur der iisthe-
tischen Bewunderung. Minimalflichen sind am stabilsten, und diese

Eigenschaft wird in der Technik bei statischen Konstruktionen ausge-
nutzt.
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Wie sieht ein Mathematiker aus ?

In den vorangegangenen Abschnitten habe ich lhnen einiges iiber den
(iegensltand der Wissenschalt MaLlhematik berichtet. Doch — die Mathe-
matik wird von Mathematikern betrieben, und das Interesse fiir diese
mysteriésen Individuen, die cine solche Wissenschalt meistern, ist nur
natiirlich.

Lin iilterer Gelehrter wird hiiulig mit e¢inem wallenden Barl dargestellt,
auf einer Sichleiter sitzend und in verstaublen Biichern lesend. Mathe-
maliker stellt man sich dagegen oft jiinger vor. Statistisch ist das nicht
unrichtig, denn berithmte Mathematiker konnten mitunter schon mit
20 Jahren bedeulende wissenschaltliche Erfolge aulweisen, die sie ver-
dientermallen beriihmt machten. Aus irgendeinem Girund werden Mathe-
inatiker manchmal als langhaarige und liederlich gekleidete, zerzauste,
kurzsichtige und zerstrcute Person unbestimmlen Alters dargestellt, die.
wenn sie nicht gerade in den Wolken schweben, die Leute auf der Stralle
anrempeln oder in irgendeiner Ecke in unbequemer Stellung sitzen und
komplizierten Gedanken nachhiingen.

ich kann nicht abstreiten, daB es auch solche Mathematiker gibt. Doch
mul} ich Sie sogleich enttiuschen: Solche meist sehr jungen ,,Wunder-
kinder* wollen sich nur interessant machen. Tn Wirklichkeit sind es
normale Menschen, und zu Wunderkindern wurden sie nur durch eitle
Verwandte oder wenig gebildete Freunde gemacht, die ihnen besser
ordentlich die Haare geschnitten, den Kopf gewaschen und sie ausgelacht
hiitten. Mir geféllt die Delinition: Ein Wunderkind — das ist ein normales
Kind unnormaler Eltern.

Es gibt noch einen anderen ,,Gelehrtentyp” — die Gestalt des trockenen
weltfremden Paukers, der alles buchstidblich genommen wissen will und
sinnloses Auswendiglernen von Lehrsdtzen und Lésungen nach einem
genau vorgegebenen Plan verlangt. Solche Menschen sind davon iiber-
zeugt, daB die Wissenschaft langweilig sein muB, sonst ist es keine Wis-
senschaft. Man trifft sie auch unter den Mathematikern hin und wieder
an, doch nur als traurige Karrikaturen dieses Berufs.

In Wirklichkeit gibt es aber auch unter den Mathematikern viele auf-
geschlossene Menschen, die sich auch fiir die schonen Kiinste oder den
Sport interessicren. Man {indet Modehelden, Hansdampfs und Herzens-
brecher, auch hiibsche Puppen sind in ihren Reihen.
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Worin unterscheidet sich aber danu der Mathematiker vom Mediziner,
Biologen oder Okonomen ? Der Hauplunterschied besteht, wie mirscheint,
in den Methoden des wissenschaltlichens Denkens.

Woher kommen die Axiome ?

Viele Menschen stellen sich unter der Mathematik eine deduktive Wissen-
schaft vor, in der die 'I'heoreme, Resultate und IFakten mit Hilfe logischer
Uberlegungen erhalten werden, ausgehend von cinigen wenigen Axiomen
(Grundannahmen), dic offensichtlich scheinen und einfach Keines Bewei-
ses bediirfen.

Bis zu einem gewissen Grad ist das zutreffend, obwoll ich noch ecinige
kritischc Bemerkungen zur scheinbaren Olfensichtlichkeit der Axiome
machen muf}. Das ist jedoch nur die eine Seile der Sache.

Wohl jeder hat von der Schule her cine bestimmte Vorstellung, wie die
deduktlive Mathematik auflgebaut wird; diese Vorstelluny ist allerdings
wegen der begrenzten schulischen Moglichkeiten meist etwas verzerrt. Ich
méchte nun etwas bei einer anderen Seite der Sache verweilen, dem induk-
tiven Ilerangehen beim Aufbau jeder mathematischen Theorie. den
Geburts- und Sterbeprozessen der mathematischen Theorien.

Man kann der Meinung sein, dal} einc mathematische T'heorie folgender-
maflen aufgebaut wird: Der Mathematiker denkt sich gewisse Ausgangs-
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thesen — Axiome— aus, priift ihre Widerspruchsfreiheit und Unab-
hingigkeit nach (andernfalls wiirde aus ihnen nichts Verniinftiges folgen)
und zieht dann aus ihnen verschiedene SchluBfolgerungen, entweder zu
seinem reinen Vergniigen oder um z. B. das Verzeichnis seiner wissen-
schaftlichen \rbeiten zu vergroflern.

Solch eine Mcinung sieht zwar primitiv aus, es gibt aber bis zum heutigen
‘Tage Menschen, die auf diesem Standpunkt stehen. Zu ihnen gehéren
nicht nur solche, die von der Mathematik sehr wenig wissen, sondern
sogar einige [Fachleute, die die Anwendung der Mathematik in den Natur-
wissenschalten propagieren.

In Wirklichkeit denkt sich der Mathematiker nicht einlach irgendein
Axiomensystem aus und baut daraus Theorien ohnc Ziel und ohne Sinn.
Jede verniinltige mathematische Theorie spiegelt die reale Wirklichkeit
wider: Der Mathematiker schematisiert, idealisiert und ordnet die realen
Erscheinungen, wenn er dic Ausgangsthesen seiner Theorie aufstcllt. Dic
SchluBfolgerungen, die er zieht, vergleicht er mit den Erscheinungen der
Wirklichkeit.

Zwei Denkarten

In der Wissenschalt bedienen wir uns, wie auch im Leben, des Denkens,
der Uberlegung. Es gibt zwei Typen von Uberlegungen: beweisende und
nichtheweisende, aber iiberzeugende. Letztere nennt man Plausibilitéts-
hetrachtungent).

Plausibilitiitsbetrachtungen stiitzen sich auf Induktion, Analogien, Beob-
achtungen, Hypothesen und Experimente, also auf Methoden, die allen
Naturwissenschaltlern gelidufig sind.

Llier istnicht von der vollstindigen (mathematischen) Induktion die Rede,
mit deren Hilfe der binomische I.ehrsatz in der Schule bewiesen wird,
sondern von der gewdhnlichen Induktion, der Ableitung allgemeciner
Giesetzmiilligkeiten aus der Beobachtung spezieller Jirscheinungen.

' Die arotien Mathemaliker waren sich stets Gber den Unterschied zwischen Beweisen und
Plausibilitiitsbetrachtungen im klaren, insbesondere auch dber dic Rolle der Plausibilitiits-
betrachtungen in allen Zweigen der Wissenschaft, nicht zuletzt in der schéplerischen Arbeit des
Mathenatikers, Zu diesem Thema ist sowohl von den Klassikern als auch vou Zcitgenossen
viel gesagt worden. Treffend sind diese Fragen in zwei vorziglichen Biichern des in der USA
tiitigen groten nngurischen Mathematikers und Piidagogen G. Polya dargestellt.

Das erste Buch, das sich vor allem an Lehrer und Studierende der Mathematik wendet, ist
unter dem Titel ..8¢hule des Denkens*' in deutseher Sprache im A, Francke Verlag, Bern (1949,
246 Seiten) erschicnen, Eine erweiterte Ausgabe wurde im Jahre 1966 als Uberselzung aus dem
Eunglischen im Birkhiiuser Verlag, Basel und Siuttgart, unter demn Titel ,,Vom Lésen mathe-
malischer Aufgaben® herausgebracht. Mierin werden anhand sehulinathematischer Probleme
die Uberlegungen dargestelll, die nétig sind, um dic Lésung ciner Aufgabe zu finden, etwas zu
beweisen und Sehliisse zu zichen. -

Nas zweile Bueh heiBi ,,Mathematics and plausible resoning'* (Mathematik und plausibles
SehlieBen), Es ist im Jahre 1954 in zwei Binden im Verlag Princeton University Press erschic-
250 und 188 Seit In dicsen Biinden werden auch Problcine der héheren Mathemalik,
Jder Analysis, dev Variationsrechnung und der Wahrscheinlichkeitsrechnung betrachtet. Die
allzemeinen, iiber den ganzen Text verstreuten U berlegangen beziehen sich auch auf belichige
andere Zweige der Wissenschaft.

Die Bezeichunng ,, Plausibilitiitsbetrachtung® bzw. .,plausibles SchlieBen*t stamml olfenbar
von G, Palya. Der dillere Ausdruck ,,Induktion’ wird in cincin etwas weileren Sinn gebranchi.
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Unscre mathemaltischen Kenntnisse sind durch Beweise gesichert. Aber,
der \Weg zu diesen Kenntnissen [iihrt iiber ’lausibilititsbetrachiungen.
Man geht von gewissen Voraussetzungen aus und stiilzt sich aul Annah-
men und Vermutungen. Diese Annahmen konnen so zuverlissig wie die
Newlonschen Gesetze oder das Deriodensystem AMendelejews scin, oder
weniger zuverlissig wie die modernen Hypothesen iiber die Iintwicklung
des Universums oder die Entstchung des Lebens auf der Lirde, bei denen
irgendein neucr I'akt alles iiber den IHHaufen werfen kann.
Die Ableitung des Pythagoreischen ehrsatzes oder des Losungswegs fiir
quadratJS( he Gleichungen sind bewcisende Uberlegun-ren Dic induktiven
Griinde, die fir die Richtigkeit des Gravitationsgesetzes oder des Massen-
wirkungsgescizes sprechen, oder dic Darwinsche Theorie der natiirlichen
Auslese sind Plausibilitétsbetrachtungen. Sie stiitzen sich auf die Beob-
achtung ciner beschrinkten Anzahl von Experimenten und sind deshalb
\lutmaBungcn, wenn auch geniale.
Plausibilitatshetrachtungen und nicht Beweisc sind die U'berlegungen des
Arztes, der eine Diagnose stelll, die Uberlegungen Sherlok Holmca der
den Spuren cines \erbrcchers folgt, die dokumentarisch belegten Aus-
sagen iiber das Leben im Rémischen Reich, dic statistisch begriindeten
Angaben des Okonomen iiber den Nutzen oder Schaden der Einliihrunyg
des Leistungslohnes. Der Beweis unterscheidet sich von der Plausibilitits-
betrachtung wie ein Fakt von einer Vermutung. Lin Beweis ist sicher.
endgiiltic und unbestreitbar. Eine Plausibilitdtsbetrachtung ist nicht
immer richtig, sie kann umstritlen und manchmal riskant sein.
Beweise sind ein wichtiger Bestandtcil der Mathematik: jedoch ist auch
jede belicbige andercWissenschaft von beweisenden Betrachtungen durch-
drungen.
Wenn man den Satz des Pythagoras einwandfrei beweist, so erfilirt man
nichts Neues; man crfihrt lediglich, dafl dic Hypothese ..D)as Hypo-
tenusenquadrat ist gleich der Summe der Kathetenquadrate™ richtig
ist.
Das Neue cnthielt die Hypothese. Sie muBite zunéchst erraten werden,
bevor man beginnen konnte, sie zu bewcisen. Die Beweise licfern uns also
keine neuen Erkenntnisse iiber unsere Umwelt. Alles Neue. was wir er-
fahren, entstammt Plausibilitiitsbelrachtungen.
In der Mathematik ist geniigend genau geklirt, was cin Beweis ist. Die
Beweismethoden und die Begrilfe der Strenge und der Genauigkeit der
Schliisse dndern sich im Lauf der Jahrhunderte. Jeder Mathematiker
weill, auf welchem Niveau wir uns in der modernen Mathematik befin-
den.
Bei Plausibilitatsbetrachtungen gibt cs keine Normen, keine Theorie, dic
etwa der Logik des Beweisens entspriiche; trotzdem werden sic von jedemn
Naturwissenschaftler gebraucht wie die Lult zum Atmen — ohne sie wiire
keine Wissenschaft denkbar.
Man wird kaum ein Verfahren zum Auffinden von Neuem entwickeln
konnen, dazu ist die Vielfalt der menschlichen Individualitiit zu grol.
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Wie vicle andere Arten menschlicher Tétigkeil lernt man das Anstellen
von Plausibilitidtsbetrachtungen durch Nachahmung und durch prak-
tische Ubung.

Auf Grund ihrer Besondcrheiten ist die Mathematik vorziiglich gecignet,
um das Anslicllen von Plausibilitiitsbetrachtungen zu crlerncn. Eine
[ertige inathematische Theorie scheint ein nur mit Bewcisen opericrendes
Svstem zu scin. Jedoch die Schallung einer solchen Theorie verliiult in
der Mathematik genauso wie in einer beliebigen anderen Wissenschalt.
Bevor man irgendeinc Behauptung beweisen kann, muBf man sie ent-
decken, erraten; man muBl eine Vermulung haben.

In ciuem strengen Beweis mufl man begriindete, beweiskrifltige Schliissc
von unbegriindeten Annahmen unterscheiden. In der Plausibilitiits-
betrachtung ist die Unterscheidung zwischen mehr oder weniger ver-
niinftigen Annahmen nétig, dic Belegung der Vermutung durch die vor-
handenen Faklen, das bedingungslose Suchen nach FFakten, dic derv Ver-
mutung widersprechen, das Gegeniiberstellen und das erneute Uberlegen.
Absichtlich habe ich die Suche nach Fakten, dic der Vermutung wider-
sprechen, betont. Tm tiglichen Leben trilft man nicht immer das Bestre-
ben, unbedingt nach der Wahrheit zu suchen: Unkenntnis stort mitunter
nicht die Bequemlichkeit, wihrend Kenntnis unerwiinschte Entschei-
dungen notwendig machen kann. In der Wissenschaflt kénnen aber
Sclbstzufricdenheit und der Glaube an dic eigene Unlehlbarkeit zur
Katastrophe [iihren.

Die folgenden Beispiele sollen Thnen zeigen, zu welchen Trugschliissen
leichtfertige Plausibilititsbetrachtungen fiithren konnen.

Wenn wir eine Kiichenschabe auf den Tisch setzen und mit den Fingern
aul den Tisch klopfen, Liiuft diese weg. Sctzen wir cine Kiichenschabe, die
ithre Beine verloren hat, auf den Tisch, und kloplen wieder, so lduft diese
nicht weg. Also: Die Kiichenschabe hirt mit den Beinen! Diese SchluB-
folgerung sicht wie ein Witz aus. Jedoch vor gar nicht allzu langer Zeit
wurde noch behauptet, dafl die Erkrankung eines Menschen an Cholera,
Grippe oder Typhus cine Strafe Gotles sei. Spiter erkannte man sie als
Folge der Anstecknng durch Ubertragung von Mikroben oder Viren.
Liin Meisterstiick ,,wissenschaftlicher’ Plausibilitdtsbetrachtung und
intelleklueller Hochniisigkeit, mit dem sich die Pioniere der Raumlahrt
auscinanderzusetzen hatten, [indet sich in dem Artikel eincs gewissen
Prolessors A. U. Becerton aus dem Jahre 1926:

,+Die iiberaus dumme Idee eines Schusses zum Mond ist ein Beispiel der
grenzenlosen Absurdititen, zu denen im Ergebnis der erschreckend engen
Spezialisicrung Wissenschaltler gelangen, die in gedankendichten Zellen
in villicer Isolierung voneinander arbeiten. Versuchen wir einmal, diese
Idec kritisch zu analysieren. Damit ein Gescholl die Schwerkraft der Erde
iiberwinden kann, mull es eine Anfangsgeschwindigkeit von mindestens
11 km/s haben. Die iiquivalente Wirmeenergie fiir ein Gramm des Ge-
schosses betriigt fiir diese Geschwindigkeit mindestens 15 180 Kalorien . ..
Die Iinergie des Nitroglyzerins — des brisantesten Sprengstolfs, den wir
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besitzen — ist geringer als 1500 Kalorien je Gramm. Demzufolge besilzt
dieser Sprengstoff nur 1/, der Energie, dic cr bendtigen wiirde, nur um
sich selbst von der Erde abzusetzen, sogar ohne Beriicksichliguug irgend-
welcher zusidtzlicher Belastung ...

Daraus geht hervor, daB die Idce von Grund auf unrealistisch ist ...
Dieses Zitat verdient eine ausfiihrlichere|Betrachtung, um festzustellen,
wie es kommen konnte, dall diese ,,erschreckende Spezialisierung” den
ehrwiirdigen Prolessor so sehr in die Irre gefiihrt hat.

Sein erster Fehler verbirgt sich in dem Satz: Die Energie des Nitrogly-
zerius — des brisantesten Sprengstoffs ... Es miite jedem klar sein, af}
wir von einem Raketentreibsto{f Energie verlangen und nicht Brisane,
schnelles Frciwerden der Energie. Nitroglyzerin und ihnliche Spreng-
stolfe enthalten jec Gewichtseinheit weniger Energie als eine Mischung aus
Kerosin und fliissigem Sauerstoff. Das wurde bereits von Ziolkowsl:t und
Goddard vor vielen Jahren erkannt.

Der zweile IFehler Becertons ist noch weniger verzeihlich. Soll doch das
Nitroglycerin ruhig nur !/;o der Energie besitzen, die zur Uberwindung
der Schwerkralt nélig ist. Das bedcutet lediglich, daB zum Aullassen
cines Kilogramms Nutzlast in den Kosmos zehn Kilogramm Nitrogly-
zerin erforderlich sind.

Der Treibstoff sclbst braucht gar nicht unseren Plancten zu verlassen; cr
kann in der Nihe der Erdoberfliche verausgabt werden — das Wescn
der Sache besteht darin, daB der Nutzlast die notige linergie vermittelt
wird. \ls 33 Juhre nach der Erklirung Professor Becertons iiber die Unmog-
lichkeit kosmischer Fliige Lunik II startete, wurde der groBite Teil des
aus mehreren Tonnen Kerosin und fliissigem Sauerstoff bestchenden
Treibstoffs unweit der Frdoberfliche verbraucht, doch eine halbe Tonne
Nulzlast erreichtle das Meer des Regens auf dem Mond.

Wir wollen keine Zeit mehr darauf verwenden, Plausibilitiitsbetrach-
tungen zu analysieren, die sich auf die Bewegung von Raum{lugkérpern
oder irgendwelche andereu I’robleme beziehen. Ich wollte lediglich zeigen,
daB auch das Anstellen von Plausibilitdtsbetrachtungen gar nicht so ein-
fach ist.

Die Uberzeugungskraft von Plausibilitatsbetrachtungen ist in den ein-
zelnen Zweigen der Wissenschaft unterschiedlich. In der Physik gibt es
recht iiberzeugende Schliisse; in der Medizin ist die Beweciskraft von
Plausibilitatsbetrachtungen oft recht gering.

Unter den Mathematikern gcht eine Anekdote um:

.,Der Physiker nimmt an‘‘, so sagt der Mathcmatiker, ,,G0 sei durch alle
ganzen Zahlen tecilbar. Er bemerkt, daBl GO durch 1, 2, 3, 4, 5 und G teil-
barist. Er priilt noch einige andere Zahlen nach, z. 3. 10, 15, 20 und 30,
die er, wic er sagt, zufillig ausgewihlt hat. Da 60 auch durch diese Zahlen
teilbar ist, betrachtet er die experimentellen Daten [iir seine Annahme
als ausreichend.

»Ja. sehen Sie sich doch einmal den Ingenieur an®’, entgegnet der Physiker.
,»»Der Ingenieur nimmt an, daB alle ungeraden Zahlen Primzahlen seicn.
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Ior stellt fest, daf} die L cine Primzahl ist. Dann kommen 3, 5 und 7, alles
zweilellos Primzahlen. Danach komml die 9. Diese ist ein unangenehmer
Iall, denn sie ist olfenbar keine Primzahl. Doch 1L und 13 sind wieder
Primzahlen. Er kehrt nun zur 9 zuriick und kommt zu dem SchluB,
daB das abweichende Ergebnis bei der 9 auf einen IFehler beim Experiment
zuriickzufiihren sei.*

,Oho™, sagt der Ingenieur, ,,nchmen Sic mal den Arzt. Lir gestallet einem
lioffnungslos Nicrenkranken, Borschtsch zu essen, und der Kranke wird
gesund. Der Arzt schreibl sofort eine wissenschaftliche Arbeit iiber die
Heilerfolge von Borschtsch bei Nierenerkrankungen. Dann gibt er einem
anderen Nierenkranken Borschisch, und dieser stirbt. Aul den Druck-
fahnen korrigiert der Arzt: Borschtsch hillt in 50%, aller Fiille.**

.Ja. wie verfiihrt denn der Mathematiker ?** sagt der Arzt.

»Aul die I'rage. wic man einen Lowen in der Wiiste fiingt, delinierl er
erst einmal, was es heifit, einen Liwen zu fangen. Er sagt, daB mnan den
Lowen von sich durch ein Gitter abtrennen mufl. Dann setzL cr sich selbst
in cinen Kiilig, und der Lowe ist laut Delinition gefangen!

Mir scheint, daB} diese Anekdote recht trelfend zeigt, dal der Wahrheits-
gchalt der Schliisse in den einzelnen Zweigen der Wissenschaft unter-
schiedlich ist. Das ist jedoch im allgemeinen nicht die Schuld der Fach-
leute. sondern eher deren MiBgeschick. Die Schwicerigkeiten beim Experi-
menlicren sind z. B. in der Medizin mitunter so groB, daB ¢s fast unmoglich
ist, spezielle Versuche in mehrfachen Wicderholungen auszufiihren. Des-
hall, mufl man sich mit den vorhandenen Daten begniigen. Allerdings ist
die l.age nicht immer so hoffmungslos; hiiufig 1aBt sich dic Uberzeugungs-
kraft und der Wahrheitsgehalt der SchiuBfolgerungen erhéhen, wenn die
Plausibilitidtsbetrachtungen mdglichst gut angestellt werden.

Die angefiihrten Beispicle zeigen, daBl die Induktion zu Fehlschliissen
fiihren kann. Das ist aber nicht immer so, denn sonst wiire sie als Methode
schon lingst verworfen.

Ich mochte hervorheben, daf in der Mathematik Induktion und Analogie.
IExperiment und Beobachtung ebensooft benutzt werden wie in den ande-
ren Wissenschaften.

Induktion und vollstiindige Induktion!)

Induktion ist die Erkenntnis allgemeiner Gesetze durch Beobachtung
und Gegeniiberstellung von Spezialfillen. Die Methode der Induktion
wird In allen Wissenschaften benutzt, u. a. auch in der Mathematik. Die
mathematische, oder, wic sie genannt wird, vollstindige Induktion da-
gegen wird nur von den Mathematikern beim Beweis von Sédtzen ganz
bestimmter Art benutzt. Allerdings gibt cs oft Verwechslungen in der
Terminologie, auf die ich spiiter noch eingehen werde. Immerhin bestehen
zwischen der Induktion und der vollstiindigen Induktion gewisse Be-

1y Dirser Absehnitt stiitzt sich in bedeutendem Mafle auf das schon ‘erwiiinte Buch von G.
Polya: . Schule des Denkens*t,
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ziehungen. Deswegen wollen wir beide Methoden an einem Beispicl
demonstrieren.
Wir stellen fest, daf3 auf der linken Seite der Gleichung

1+ 8+ 27+ 64= 100

die Kuben der Zahlen 1, 2, 3, 4 stehen und daB3 die rechte Seite cine
Quadratzahl ist. Nun schreiben wir diese interessante Gleichung in der
IForm

194 284 334 43= 102

Sie, verehrter Leser, konnten der Meinung scin, daB es hier nichts Inter-
essantes gibt: Was bedeutet cs schon, dafl die Summe irgendwelcher
Kubikzahlen gleich irgendciner Quadratzahl ist! Iier ist ein giinstiger
Moment fiir Sie, mich zu fragen: ,,Na und ?*

Vor einigen Jahren habe ichin einer Vorlesung iiber ganze [Funktionen ein-
mal geduller.: ,,Beachten Sie das unerwartete und bemerkenswerte
Ergebnis.”” Einer der Horer, der gelangweilt die Vorlesung nachschrieb.
bemerkte stumpfsinnig: ,,Wie denn, belehlen Sie, daB wir uns wundern
sollen ?* Ilicr war ich es, der sich wunderte. Ein wissenschaftlich titiger
Mensch muf} jeden unerwarteten IFakt oder jeden unerwarteten Gedanken
mit Verwunderung aufnehmen, andernfalls ist er kein Wissenschaltler,
sondern nur ein Stiimper. Ncugier, gesunde Ncugier, und WiBbegicrde
fiihren den Wissenschaftler von Aufgabe zu Aufgabe, und ein Wissen-
schaftler, der die [Fihigkeit verloren hat, sich zu wunderu und sich an
neuen Erkenntnissen zu begeistern, wird kaum etwas Neues entdecken.
Einer unsercr grolen Physiker hat einmal im Scherz gesagt, dafl wissen-
schaftliche Arbeit die Befriedigung der Necugier des Wissenschaltlers aul
Staatskosten sei. Man kann diesen Gedanken weiterfiihren und sagen, dal}
die Schauspielcrei die Befriedigung der Litelkeit des Schauspiclers auf
Kosten der Zuschauer sei. Fiir die Gesellschaft isL wichtig, daB die Arbeil
— in der Wissenschaft wie in der Kunst — den anderen Menschen im
IEndeffekt Nutzen bringt.

Verstehen Sie mich bitte richtig, lieber Lescr. Ich bin keinesweygs der
Meinung, daB eine derartige Necugier immer und in gleichem MaBe [iir
alle Zweige der Wissenschall notwendig ist. Wenn Sie die hier behandelte
Frage nicht interessiert, konnen Sie gern zum néchsten Abschnitt iiber-
gehen. Das Problem, zu dem wir jetzt zuriickkehren wollen, soll lediglich
dic Methode der Induktion demoustricren.

KKommt es 6[ter vor, dafl die Summe der kuben ciner Reihe auleinander-
folgender Zahlen cine Quadratzahl ist ? Wie kann das zustande kommen ?
Wenn wir dic Frage so stellen, sind wir in genau dersclben Lage wic der
Naturwissenschafiler, der, nachdem er erstmalig eine bestimmite Pllanze
oder eine bestimmte [Folge der Gesteinsschichten gefunden hat, dic I'rage
nach der Verallgemeinerungsfihigkeit stellt. In unscrem Beispiel bezicht
sich diese [Frage auf dic Summe der Kuben der natiirlichen Zahlen

134 234 oo 4+ 3
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Zu diescr allgemeinen Fragestellung sind wir ausgehend vom ,,Spezialfall*
n = 4 gelangt.

Was konnen wir zur Klirung unserer Frage unternehmen ? Zuniichst ver-
[ahren wir so, wic der Naturwissenschaftler verfahren wiirde: Wir unter-
suchen weitere Spezialfille. Die Spezialfille n = 2 und n = 3 sind ein-
facher als der zuerst betrachtete. Der Fall n =5 folgt danach. Der
Konsequenz und der Vollstindigkeit halber [iigen wir noch den Falln = 1
hiuzu.

Wenn wir die Gleichungen sorgfiltig notieren, wie der Geologe seinc
Gesteiusproben ausbreiten wiirde, so erhalten wir die folgende Talel:

1 = 1= 1*
148 = 9= 3
1+ 8+ 27 = 36= 6
14 84 27 + 64 = 100= 102

1+ 8+ 27+ 64+ 125 = 225= 152

I2s ist kaum anzunehmen, daB alle diese Summen von Kuben aulcinander-
folgender Zahlen nur zufliillig Quadratzahlen sind. In einer derartigen
Situation wiirde der Naturwissenschaftler wenig Zweifel daran hegen, dal}
dic Beobachtungen eine allgemeine GesetzmiBigkeit ausdriicken, die
durch die Induktion fast bewiesen ist. Der Mathematiker driickt sich
zuriickhaltiender aus, obwohl er innerlich vielleicht genauso denkt. Er
sagtl, daB der induktive SchluB den folgenden Satz nahelegL: Die Summe
der Kuben der Zahlen 1 bis n ist eine Quadratzahl.

Wir gelangen zu der Vermutung, dall eine bemerkenswerte, etwas riitsel-
haflte GesetzmiiBigkeit cxistiert. Warum muf} die Summe der Kuben aul-
cinanderlolgender Zahlen gerade eine Quadratzahl sein ?

Wie wiirde der Naturwissenschaltlerin einem derartigen [Fall ver[ahren?
lir wiirde seine Vermutung weiter nach verschiedenen Richtungeun unter-
suchen und zusiitzliche experimentelle Daten sammeln. Wenn wir
dicsen Weg einschlagen wollen, miiBten wir die Fille n = 6, n = 7 usw.
nachpriilen.

Der Naturwissenschafltler konnte sich jedoch ebenso wieder den Fakten
zuwenden, dic ihn auf seine Vermutung gebracht haben. Er wiirde sic
sorgfiltig vergleichen, versuchen, eine tiefere GesetzmiBigkeit herauszu-
linden oder irgendwelche zusédtzlichen Analogien festzustellen. In genau
derselben Richtung fiithren wir unsere Untersuchung weiter.

\Wir kehren zu unserer Talel zuriick und betrachten die Fille n = 1. 2, 3,
4, 5 nochmals. Warum ist die Summe der Kuben eine Quadratzahl ? Was
kann man iiber die Quadratzahlen aussagen ? Die Wurzeln der Quadrate
sind 1, 3, 6, 10, 15. Was kann man iiber sie sagen ? Existiert hier irgend-
cine GesetzmiiBigkeit, einc zusiitzliche Analogie ? Es scheint jedenfalls so,
als ob sie nach einer bestimmten GesetzmiBigkeit zunehmen. Wie sieht
diese GesetzmibBigkeit aus? Es erweist sich, daB die Differenz zwischen
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aufeinanderfolgenden Wurzeln zunimmt. In der Tal, es ist
3—1=2; 6-3=3; 10—-G=4; 15— 10=25

Die GesetzmiiBigkeit, nach der diese Differenzen zunchmen, [illt sofurt
auf. Nachdem wir verschiedene Varianten durchprobiert haben, gelangen
wir schlieBlich zu der Ieststellung, daB die Zahlen 1, 3, G, 10, L5 der
folzenden GeselzmiiBigkeit geniigen:

1=1
3=1+2
6=1+2+3

10=1+2+3+4
15=14+24+3+4+5
Wenn diese GesetzmiiBigkeit allgemeinen Charakter triigt (es ist kaum

zu glauben, daB es nicht so ist), erhilt der von uns vermultete Satz bereils
cine exaktere Form. I'ir n = 1, 2, 3, ... gilt

B4 2434 o4 n8= (1424 34 -+ n)?

Ich will nicht beim Gang der weiteren Uberlegungen verweilen, sondern
lediglich, um Sie, verchrte Leser, nicht im Ungewissen zu lassen, die end-
giiltige IYormel angeben:

134 234 33+ o4 n3= [’E(.n:-l)]z
Wenn man die mathematische Methode der vollstindigen Induktion be-
herrscht, wird man ohne Miihe den [ormulierten Satz beweisen kénuen.
Die hier gezeigte GesetzmiiBigkeit wurde durch Induktion entdeckt. Der
Gang der Uberlegungen ist hier zwar etwas einseitig und unvollkommen
dargestellt. Er kommt jedoch der Wirklichkeit nahe und vermittelt eine
Vorstellung iiber die Anwendung der Induktion. Durch sie werden Gesclz-
miBigkeiten und Zusammenhinge aufgedeckt, die durch dullere lirschei-
nungen verdeckt sind. Thre bekanntesten Mittel sind Verallgemeinerung,
Spezialisierung und Analogie.
Induktive Uberlegungen an bedeutend inhaltsreicherem Material, das
mehr Findigkeit und Auffassungsgabe erfordert, machen ecinen groBcen
Teil der Arbeit des Mathematikers aus.

Die dramatische Geschichte des Problems der Lésung von Gleichungen

Die Tatsache, daB induktive SchluBfolgerungen und Analogien nicht
immer zu richtigen Ergebnissen fiihren, ist wohlbekannt. In diesem Zu-
sammenhang gibt es in der Mathematik selbst einen intercssanten Fall,
den ich bereits frither erwidhnt habe, das Problem der l.ésung algebra-
ischer Gleichungen. Ich hatte bereits bemerkt, da dic Mathematiker
im Verlaul von 300 Jahren, bis zum Beginn des 19. Jahrhunderts, ver-
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suchten, eine l.dsungsformel fiir algebraische Gleichungen héheren als
vierten Grades zu [inden, z. B. [liir die allgemeine Gleichung fiinflen
Grades

B+ art+ et + a3t + ara + a;=0

in der @y, a3, ay. a4 und ag beliebige Koellizienten sind. Sie suchten nach
einer IFormel, dic dic Wurzeln dieser Gleichung durch ihre Koel(izienten,
die nur durch die Operationen Addicren, Subtrahieren, Multiplizieren,
Dividieren und Radizieren miteinander verbunden sind, ausdriickt.
Gerade die Induktion war es, die sie veranlate, in dieser Richtung zu
arbeiten, denn fiir Gleichungen bis zum vierten Grad einschlieBlich waren
solche Formeln gelunden worden, und diese waren der Menschheit auch
nicht gerade in den Schof gefallen. AuBerdem hatte Gauf} gezeigt, dall
eine algebraische Gleichung stets Losungen besitzt, und zwar genau so
viele, wie ihr Grad angibt. Erst die genialen Gedanken von Abel und
/nlois konnten das Problem kliren.

Zu Beginn des 19. Jahrhunderts beschiilligte sich der junge norwegische
Mathematiker Niels Henrik Abel mit dieser Aufgabe. Er schien die allge-
meinc Losung der algebraischen Gleichung [iinften Grades gelunden zu
haben. Nach der Freude kam jedoch die Enttiuschung: Als er seine
Bercchnungen gewissenhaft priifte, kam ein Fehler zum Vorschein. l.ange
und hartniickige Uberlegungen [iihrten ihn auf ein ganz anderes Ergebnis:
Algebraische Gleichungen héheren als vierten Grades lassen sich im all-
gemeinen nicht in Radikalen l6sen. Abel hat diesc Behauptung bewiesen.
Sein Salz stellt den Wendepunkt bei der Losung des Problermns dar.

Der Name Abel nimmt cinen Ehrenplalz in der Mathematik ein. Seine
Arbeiten aul dem Gebiet der .\nalysis sind tiefgriindig und vielseitig.
Obwohl Abel von den groBen curopidischen Mathematikern bereits zu
lLiebzeiten anerkannt und geachtet wurde, verstarb er im Alter von 27
Jahren in vélliger Armut an Tuberkulose.!)

Iltwa zur gleichen Zeit ,,fand* der junge Evariste Galois eine Lésung der
Gleichung fiinften Grades. Er muBlte ebenso wie Abel cine ticfe Lnt-
tiuschung hinnehmen, als er in seinen Uberlegungen einen Iehler ent-
deckte. Auch er hatte die Kraft, die Arbeit an diesem Problem fortzu-
setzen.

In dem kurzen und stiirmischen Leben von Galois kam alles unerwartet:
Begeisterung fiir die Mathematik und aktive Teilnahme am politischen
Leben, vélliger Einbruch in der Mathematikpriifung bei der Aufnahme in
die Polytechnische Schule, Ausschlufl aus der Normalschule (Equole
Normale) aus politischen Griinden, Gefingnishaft und Tod im Duell, als
er noch nicht 21 Jahre alt war. Trotzdem hat Kvariste Galois eine wahr-
halte Umwilzung in der Wissenschaft vollbracht.

b)) Cher das tragische I.chen Abels gibt es cin interessanles Buch von 0. Ore: ,,Nivls Henrik
Abecl.* Moskau: Fismatgis 1961. Nicht wenigerinteressant sind dicfolgenden Biicher iiber Galois:
L. Infeld: ,,Evarisie Galois, wen die Gétter lichen' und 1. Dalma: ,,Evariste Galois — Revo-
lutioniir und Mathemaliker mit cinem Nachwort von _L. Jaglom. Aul dicsemm Nachwaort basiert
der Abschnitt iiber Galois.
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Das Schicksal seiner Arbeiten ist cbenfalls ungewéhnlich. Zu seinen Leb-
zciten wurden sie nicht beachtet; nach seinem Tode waren sic bald véllig
in Vergessenheit geraten. Lirst ein halbes Jahrhundert spiter wurden sie
wieder entdeckt. Sic hatten dann einen groBen EinfluB auf die Entwick-
lung der Mathematik. Seine Arbeiten waren nicht sehr umlangreich; dic
uns bekannten Werke Galois umfassen nicht mehr als sechzig Seiten. lhr
Studium macht groBBe Miihe, da Galois eine groe Abncigung gegen aus-
fithrliche Darlegungen hatte; seine I'ormulierungen sind iiberaus knapp.
Beim Losen algebraischer Gleichungen ging Lwvariste Galots einen vollig
neuen Weg. Er untersuchte den allgemcinsten Fall algebraischer Glei-
chungen beliebigen Grades. Wir wollen zunichst feststellen, dal es dem
Physiker, Chemiker oder Ingenieur im konkreten IFall gar nicht auf dic
exakte Losung der Gleichung ankommt. Er verlangt vom Mathematiker
lediglich Niherungsverfahren zur Bestimmung der Wurzeln seiner Glei-
chung. Mit Hilfe der modernen Rechentechnik kann man die Ndherungs-
l6sungen mit beliebiger Gnauigkeit erhalten. Fiir das Studium allgemeiner
Gleichungen, deren Koeflizienten mit Buchstaben bezeichnet sind, sind
die Niherungsmethoden jedoch unzulinglich.

Man kann eine allgemeine algcbraische Gleichung aufschreiben und ihre
unbekannten Losungen durch Buchstaben ausdriicken. Die erste Ent-
deckung Galois bestand darin, daB er den Grad der Unbestimmtheit der
Losungen verringerte, indem cr einige allgemeine Beziehungen aulstellte.
denen die Wurzeln geniigen miissen. Beispicl einer solchen Bezichung ist:
Jede Wurzel ist eine bestimmlc Funktion zwecier anderer.

Der Name Galots ist also nicht durch spezielle Losungen von Gleichungen
héheren Grades beriihmli geworden, sondern durch die allgemeinen
Methoden, die er fiir das Studium der Eigenschaften solcher Gleichungen
geschaffen hat. Das Hauptverdienst von Galots — des Schéplers der
modernen héheren Algebra und einer der Urheber der modernen Mathe-
matik iiberhaupt — besteht in der Benutzung des allgemcinen Begrilles
der Gruppe bei der gestellten konkreten Aulgabe.

In der Mathemalik wird eine Gesamtheit von Elementen beliebiger Natur.
fiir die eine Operation, Gruppenaddition genannt, definiert ist, als Gruppe
bezeichnet. Diese Operation ordnet je zwei Elementen 2 und b der Gruppc
ein drittes Element ¢ der Gruppe zu. Man schreibt dafiir auch a + b = ¢
und nennt das Ergebnis Summe, obwohl die Operation + im allgemeinen
nicht die gewohnliche Addition von Zahlen ist, da a, b, ¢ gar keine Zahlen
zu sein brauchen. Man verlangt lediglich cinige allzemeine Regeln [iir die
Gruppenoperation, die gewissen Gesetzen der Arithmetik éihneln. So muBl
z. B. lir drei beliebige Elemente @, b, ¢ der Gruppe stels das ,,assoziative
Gesetz'“ (a + b) + ¢ = a + (b + c) erfiillt scin; manchmal verlangt man
auch die Giiltigkeit des ,,kommutativen Gesetzes* « + b = b + a.
Zahlen, IFunktionen, Drehungen oder andere Bewegungen kénnen cine
Gruppe bilden. Am giinstigsten ist es allerdings, abstrakte Gruppen zu
betrachten, deren Elemente mathematische Symbole sind, deren Bedeu-
tung bis zu einem gewissen Grad nicht konkretisiert wird. Der Hauptwert
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des Gruppenbegrifles besteht gerade in seiner auBlerordentlichen Allge-
meinheit. In der Mathematik und ihren Anwendungen sowie bei den ver-
schiedensten Problemen der anderen Wissenschaften ist es iiberaus vor-
teilhaft, die Gruppeneigenschaften auf bestimmte GesamlLheiten von zu
untersuchenden Objekten anzuwenden. Das gibt z. B. die Méglichkeit,
‘Teilgcbiete der Mathematik, die [rither sehr weit voneinander entlernt
schienen, zu verbinden und einheitlich zu betrachien.

Ein wichtiges Beispiel einer Gruppe ist die sogenanntc Permutations-
sruppe. Die Schiiler einer Klasse haben eine bestimmte Sitzordnung.
Werden einige Schiiler umgesetzt, so findet eine Umordnung statt, oder,
wic dic Mathematiker sagen, eine Permutation. Selbstverstindlich
rauchen hei einer Permutation nicht alle Schiiler ihre Plitze zu wechseln.
Als Summe zweier Permutationen (Umsetzungen) wird man das bezeich-
nen, was sich ergibt, wenn man zuniichst die erste Umsetzung vornimmt
und dann die zweite. Bel einer solchen Delinition der ,,Summe zweier
Permutationen** bilden die Permutationen selbst eine Gruppe.

Dieses Beispiel lilit sich weiter ausbauen. Die Schiiler einer Klasse unter-
scheiden sich in gewissen Merkmalen voneinander: Es gibt Jungen und
Miidchen, gute Schiilerund schlechte, undisziplinierte und Musterknaben,
kurzsichtige und weitsichtige. Bei der Aufteilung der Schiiler auf die
Biinke des Klassenzimmers bedingen diese Unterschiede bestimmte Ein-
schrinkungen der Sitzordnung. So miissen kurzsichtige Schiiler méglichst
weit vorn silzen, zwei Rowdys diirfen nicht auf einer Bank sitzen, usw.
Die Gesamtheit der Permutationen unter Beriicksichtigung dieser For-
derungen bildel ebenfalls eine Giruppe, deren Aussehen in starkem Mal
von derkonkreten Zusammensetzung der INlasse abhéingt. In einer anderen
Klasse hat man normalerweise eine andere Permutationsgruppe. Ver-
cinfachend kann man die fiir eine Klasse charakteristische Gruppe als
Galois-Gruppe der Klasse bezeichnen.

Bei der Untersuchung von Gleichungen ist Galois analog vorgegangen.
Siatt der Schiiler einer Klasse nahm er die Wurzeln einer bestiminten
algebraischen (ileichung. Diese sind durch bestimmte algebraische Be-
ziehungen miteinander verbunden (eine Wurzel kann die Summe zweier
anderer scin, usw.).

(ialois ordncte jeder Gleichung dic Permulationsgruppe ihrer Wurzeln zu,
wobei nur dic zugelassen sind, bei denen die Beziehungen zwischen den
\Wurzeln erhalten bleiben. Die Untersuchung dieser Gruppe erlaubt viele
Aussagen iiber dieWurzeln selbst. Wenn die Galois-Giruppe einer algebrai-
schen Gleichung einige bestimmte, leicht nachpriifbare Iligenschaften
hesitzt (solche Gruppen heiBen auflésbar), so ist die Gleichung in Radi-
kulen l6sbar, d. h., ihre Wurzeln kénnen mit Hilfe einer Formel durch
die Koelfizienten ausgedriickt werden, die nur durch die Operationen
Addieren, Subtrahieren, Multiplizieren, Dividicren, Potenzieren und Ra-
dizieren miteinander verbunden sind. Um zu entscheiden, ob eine gege-
bene Gleichung in Radikalen lésbar ist, hat man nur ihre Galois-Gruppe
aufzustellen und zu priifen, ob diese auflosbar ist oder nicht.
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Damil hat Galots die Frage, wann eine algebraische Gleichung in Radi-
kalen lésbav ist, vollstindig beantwortet.

Nach der ,,Ncucntdeckung® der Arbeiten von Galois in der zweiten Hiillte
des vorigen Jahrhunderts begannen die neuen Methoden in alle Zweige
der Mathematik einzudringen. Gegenwiirtig ist der Degrilf der Gruppe
neben dem der Zahl, der Menge, der Funktion und der Trvansformation
ciner derv llauptbegriffe der inodcrenen Mathematik.

Von Dilferentialgleichungen, die eine groBe Rolle in der Mathematik
spielen, war bereits die Rede. Ihre Untersuchung und Lisung ist kompli-
zierter als die von algebraischen Gleichungen. Nach dem von Galois vor-
gezeiclmeten Weg kann man jeder Differentialgleichung eine Gruppe
zuorduen, die der (ralois-Gruppe bei den algebraischen Gleichungen ent-
sprichi. Diese Methode, die aufl den norwegischen Mathematiker Sophus
Lie zuriickgeht, erlaubt die .\ufdeckung wichtiger und tielliegender
“igenschaften von Differentialgleichungen.

Die Einfiihrung des Gruppenbegriffes in die Geometrie verinderie dieses
(sebiet der Mathematik in bedeutendem MaB. Der beviihmle deutsche
Mathematiker Feliz Alein ovdunete im Jahre 1872 jedem Teilgebict der
(teometrie einc Gruppe zu und crklirte das Studium der Figenschaften
dieser (sruppen zur Hauptanlgabe der (Geomelrie.

Im weiteren crwiesen sich diesc Ideen von Lie und Rlein als iiberaus
niitzlich fiir die verschiedensten Teilgebiete der Mathematik und der
mathematischen Physik, besonders fiir die modernc Quantenphysik.
lHeute ist der mathematische Apparat der (Gruppentheoric eines der
Hauptinstrumente der theoretischen Physik.
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Gesprich mit einem Technologen

Wir haben bereits festgestellt, daB Gespriche zwischen Mathematikern
und Spezialisten anderer Wissensgebiete beide Seiten bereichern. Aufler-
(dem kann die gemeinsame Arbeit durchaus zu bedeutenden 6konomischen
lirgebnissen [iihren. Ein derartiges Gesprich hatte ich mit einem auf dem
tichiet der Erdélverarbeitung titigen Technologen.

Iir: Kionnlen Sie uns eine mathematische Beschreibung des techno-
logischen Prozesses der Destillation des Erdéls liefern ?

Ich : Das ist offensichtlich eine schwierige Aufgabe. Wenn ich mich
nicht irre, handelt es sich um einen komplizierten Prozef3 ?

Ir: Ja, der ProzeB ist recht kompliziert.

Ich : Beschreiben Sie ihn mir bitte, wenigstens in Ubersichtsform.
Er: Das Rohil gelangt zuniichst in eine Entsalzungsanlage, wo der
Hauptanteil des Wassers und damit des Salzes ausgeschieden wird.
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Darauf kommt das Erdél in die erste Fraktionskolonne, wo durch
Erwirmen die leichtesten Fraktionen ausgeschieden werden. Der
Riickstand wird weiter erwirmt, und es werden weitere Fraktionen
ausgeschieden. Dieser Proze8 wird in einer Wasserdampfatmosphire
einigemal wiederholt.

Man zeigt mir das Blockschema des automatisierten Teils dieses Prozesses.

is ist in recht kleinem MaBstab auf einer Tafel von | m Hiéhe und 5 m
Liange dargestellt. Man kann sich natiirlich nicht schnell darin zurecht-
{inden. LLinige Tage nach diesem Gesprich warich im Erdélverarheitungs-
werk: Kugeln von 10 m Durchmesser, mit einem Betonmantel verschen
— die Entsalzungsanlagen; 30 bis 40 m lange glinzende FFraktions-
kolonnen; Gaséfen, die eine l'emperatur von einigen hundert Grad er-
zeugen; Schaltwarlen, in denen mehr als zwanzig Geriite Druck, Tempe-
ratur und andere Kennziffern registrieren; Entfernungen von melreren
hundert Metern von einer Anlage zur anderen ... Ich habe diesc \nlage
schon mehr als einmal aul Bildern und in der Wochenschau gesehen.
Steht man jedoch inmitten eines solchen Werkes, so sieht alles noch ge-
waltiger und respekteinfléBcender aus. Aber kehren wir zuriick zu nnserem
Gespriich.

Ich: Durch wieviel Parameter wird der Prozel3 bestimml?

Er: Das kann ich nicht genau sagen; man miiBlLe sie einmal ziihlen.
Jedenfalls sind es elwa einhundert. Darunter sind allerdings auch
solche, die keine besondere Aufmerksamkeit crfordern, weil es ledig-
lich darauf ankommt, ihren Wert in bestimmlen weiten Grenzen zu
halten.

Ich: Und was ergibt sich schlieBlich am Endc?

Er: Man erhilt die verschiedenen Fraktionen — von den leichten
Benzinen bis zu den Olen.

Ich: Was wollen Sie eigentlich erreichen ?

Lr: Wir brauchen eine mathematische Beschreibung des technolo-
gischen Prozesses!

Ich: Wozu?

Er: Wir miissen den ProzeB steuern!

Ich : Sie steuern ihn doch bereits jetzt!

Er: Ja, jedoch nicht besonders gut, eher irgendwie, damit alles
einigermafen normal abliuft. Kénnte man den technologischen
ProzeB aber um nur 19/ verbessern, so ergiibe dies bereits cincn
groBen 6konomischen Nutzen.

Ich: Das heilt also, daB jetzt nach Augenmal gearbeitel wird !
Er: Nun — nicht ganz nach Augenmaf!

Ich: Immerhin 16st der Fahrer der Anlage viele I'ragen aul Grund
seiner Erfahrung und nach seinem Gutdiinken?

Er: Ja, das kommt der Wahrheit nahe.

Ich: Was will denn der Anlagenfahrer erreichen? Ist es einer oder
sind es cinige ?
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Fr: Essind mehrere. Jeder muBl versuchen, die GréBen, die er steuert,
so einzustcllen, daB der technologische ProzeB innerhalb gewisser
Grenzen verliuft.

Ich: Hat das Ausgangsprodukt — das Erdol — eine homogene
Zusammensetzung oder iindert sich diese stindig?

Er: Das Rohol besteht aus einigen hundert Kohlenwasserstoflen.
Ihr prozentualer Anteil schwankt erheblich. Das Werk erhiilt jedoch
entweder iiber lingere Zeit ein und dasselbe Ol oder es trif[t spezielle
Vorkehrungen, um die Zusammensetzung des Rohstoffes moglichst
konstant zu halten. '

Ich: Darf man also in erster Ndherung die Zusammensetzung des
Rohéls als konstant ansehen ?

LEr: Ja, ctwa!

Ich : Irgendwelche variablen KenngroBen des Rohéls muB8 man wohl
beriicksichtigen ?

Er: Ja, natiirlich. So spielt z. B. die Temperatur des Rohéls eine sehr
groBe Rolle. Deshalb wird es vor der Verarbeitung vorgewirmt.
Ich : Schon. Wieviel Kennwerte des Rohdls beachtet denn der Tech-
nologe? Ich meine solche Kennwerte, die wirklich Einflul auf die
Verarbeitung des Réhols haben.

Er: AuBer der Temperatur sind die ZulluBmenge je Minute und
manchmal auch die Dichte zu beriicksichtigen.

Icl: Wir konnen also annehmen, daB das Rohél am Eingang des
Systems durch drei Kennwerte beschrieben wird, also durch drei
Zahlen. Versuchen wir nun in analoger Weise das Endprodukt zu
beschreiben.

Er: Als Endprodukte der Erdolverarbeitung entstehen verschiedene
Benzine, Leuchtole, Dieselol, Schmierdle usw. Wir haben etwa zehn
Endprodukte.

Ich: Und die Eigenschalten eines jeden lassen sich durch cine Zahl
charakterisieren ?

kr: Wo denken Sie hin. Jedes Erzeugnis wird durch mehrere Kenn-
werte beschrieben. IFiir die Eigenschaften z. B. des Benzins sind die
Oktanzall, der Heizwert und die Dichte von Bedeutung.

Ich: Das belriedigt mich nicht. Welche Kennwerte mul man an-
geben, um die wichtigsten Eigenschaften der Endprodukte zu cha-
rakterisieren ?

Er: Sie alle aufzuzihlen, wiirde lange dauern. Ich glaube, fiir den
Anlang kime man mit etwa zwanzig Gré8en aus.

Ich: Stellen wir uns die Situation vor. Wir haben einen technolo-
gischen ProzeB, der durch drei EingangsgroBen, zwanzig Ausgangs-
groBen und etwa hundert Parameter beschrieben wird. Was fiir eine
Aulgabe ist zu 16sen ?

Fr : Der technologische ProzeB soll mathematisch beschriebenwerden.
Ich : Eine schone Sache! Sie wollen ein mathematisches Modell fiir
einen so komplizierten ProzeB haben. Wie stellen Sie sich diese
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Beschreibung vor? Wiinschen Sie ein Gleichungssystem, das dicse
130 GroBen verbindet?

Er: Ja, das wiirc wiinschenswert.

lch: Sind denn die Zusammenhiinge zwischen den einzelnen GroBen
bekannt?

Er: Qualitativ schon.

Ich: Was heiBt — qualitativ? In welchem Znsamimenhang stehen
z. B. die Dichte des Rohéls und der Siedepunkt der leichten [Frak-
tionen ?

Er: Solche Details sind uns nicht bekannt. Wir wissen nur, da} bei
ciner Erhohung der Dichte des Rohéls dic Temperatur des Siede-
punkls zunimmt.

Ich : Wie soll ich ein Gleichungssystem aufstellen, wenn die Zusan-
menhinge zwischen den Kennwerten nicht bekannt sind?

sr : Wenn ich dic Antwort auf diese Frage wiiBte, wiire ich nicht zu
Ihnen gekommen!

Ich : Leider bin ich auch nicht allwissend! Nehmen wir aber einmal
an, ich hitte irgendwie die Zusammenhiinge aufgedeckt und die
Gleichungen aufgestellt. Und nun?

Er: Wie sollich das verstehen — und nun? Wenn wir die Gleichungen
hitten, kénnten wir sie zur Optimierung der Technologic benutzen.
Ich: Das ist klar. Was wollen Sie eigentlich optimieren ?

Er: Ich sagte doch — die Technologie.

Ich: Nein, das ist lediglich ein Mittel zum Zweck. Zu optimieren sind
die Kennwerte des Endprodukts. Und welche Kennwerte sind spezi-
ell zu optimicren?

Er: Nach Méglichkeit alle!

Ich : Das ist sicher wiinschenswert, doch leider unmiglich. Wenn wir
z. B. die Kennwerte des entstehenden Dieselols optimieren, miissen
wir die der iibrigen Endprodukte vernachlissigen.

Er: Ja, manchmal verlihrt man auch so!

Ich: Die iibrigen Endprodukte kiinnen mit verschiedenen Anteilen
aultreten. Welche von ihnen sind am meisten erwiinscht?

Er: Das ist verschieden, die Anforderungen iindern sich. Diese IFragc
wird Thnen kaum ein Technologe in allgemeiner ['orm beantworten
kénnen.

Ich: Ohne Aniwort aul diese IFragen kann mnan die Optimierungs-
aufzabe nicht formulieren. Nun wollen wir die Sitnation doch erst
einmal ausfiihrlicher kliren.

Was heilit besser ?

Sicher kennen Sie die spaBhafte Redewendung: Lieher reich und gesund
als arm nnd krank. Das erstere ist natiirlich besser!

Doch was ist besser, reich und krank zu sein oder arm und gesund? Auf
diese I'rage kann man nichl solort antworten, man wird crst cinmal den
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genauen Inhalt der Begriffe reich und arm, gesund und krank wissen
wollen. Danach entsteht eine noch schwierigere I'rage: Was heif3t besser?
Hiulig findet man Redewendungen, die einer Sache verschiedene Ziele
zuschreiben. Ich halle die Verwendung solcher Ausdriicke fiir falsch, da
sich kein festumrissener Sinn ergibt; man kann nicht mehrere Ziele gleich-
zeitig zulassen.

Méglicherweisc stimmen Sie mit mir nicht iiberein. Sie werden z. B. sagen,
daB cin Mensch im Sport und in der Wissenschaft gleichzeitig groe Er-
[olge erringen kann. Fin Betrieb kann seinen Plan in mehreren Kenn-
zillern iibererfiillen. Ich werde mich bemiihen, die Widerspriichlichkeit
dieser Problematik aulzuzeigen.

Beginnen wir mit der Betrachtung der Planerfiillung. Stellen Sie sich
zwei gleiche Betriebe vor, die Damen- und Herrenfahrrider produzieren.
Wir wollen sie ,,Wolga*‘ und ,,Desna‘‘ nennen. Sie sollen beide im Monat
900 Herren- und 600 Damenfahrrider herstellen. Angenommen, in einem
Monat hat der erste Betrieb 1000 Herren- und 550 Damenfahrrider gebaut,
der zweite hingegen 800 Herren- und 800 Damenlahrréder.

Beide Betriebe haben nach der Stiickzahl den Plan iibererfiillt und nach
dem Sortiment nicht erfiillt. allerdings in unterschiedlichen Artikeln.
Welcher Betrieb hat besser gearbeitet? Die I‘'rage nach dem besseren
Betrieb ist noch schwieriger zu beantworten, wenn man zur Beurteilung

Tafel 1. Planerfiillung des Fahrradwerks ,,\Wolga*

Fahrrider Anzahl Bruttoproduktion Allgemeinc
Plan  Ist Plan Ist Kennzilfer
(in Mark)
Herrenrider 900 1000 = 1000- 200
3 = 200000
Damenrider 600 350 3 550- 180 A =945
« = 99000
Insgesamt 1500 1550 299000

Tafel 2. Planerfiilllung des Fahrradwerks ,,Desna‘*

Fabrrider Anzahl Bruttoproduktion Allgemcine
Plan  Ist Plan Ist Kennzilfer
(in Mark)

Herrencider 900 800 o 800-200
S = 160000

Damenriider 600 800 2 800-180 | A = 94,0
N = 144000

Insgesamt 1500 1600 304000
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der Planerfiillung weitere Kennzilfern hinzuzieht. z. B. die Qualitit, den
Lohnfonds, den Materialverbrauch usw.

Das Problem ldBt sich nur l6sen, wenn man eine allgemeine Kennziller
einfiihrt, die die Arbeit der Betriebe charakterisiert, und nach dieser ver-
gleicht. So kann man die Arbeit der Betriebe z. B. nach dem Produktions-
volumen beurteilen; dann ist auch der Monatsplan in Mark vorzugeben.
Angenommen, ein Herrenfahrrad kostet 200 Mark und ein Damenfahrrad
180 Mark. Dann ist die Planauflage fiir beide Betriebe

900-200 + 600-180 = 288000 Mark

Jetzt braucht man keine sortimentsgerechte Planerfiillung zu verlangen.
In unserem Beispiel betrigt das Produktionsvolumen des ersten Werks
1000-200 + 550180 = 299000 Mark und des zweciten 800-200 + 800
-180 = 304000 Mark.

Das zweite Werk hat demnach eine héhere Gesamtproduktion und somit
besser gearbeitet.

Man kénnte zur Beurteilung der Betriebe auch irgendeine andere Kenn-
ziffer bilden, die das Sortiment beriicksichtigt.

So kénnte man als Anreiz zur sortimentsgerechten Planerfiillung unter
Beriicksichtigung des Produktionsvolumens die Kennziffer A = D-n
wihlen, in der D die prozentuale Erreichung des vorgegebenen Gesamt-
volumens bedeutet und n folgendermaBen bestimmt wird:

1. Wenn der Plan sortimentsgerecht erfiillt ist, wird n = 1.

2. Ist der Plan bei einem der zwei zu produzierenden Artikel nicht erfiillt,
so wird n = m,/m, wobei m die Planauflage dieses Artikels und m, die
tatsdchlich produzierte Menge ist.

3. Ist der Plan bei beiden Artikeln nicht erfiillt, so wird n = eqfe, wobei e
die Planauflage fiir beide Artikel und e; die tatsdchlich produzierte
Menge ist.

Bei Planerfiillung ist A = 100; bei Ubererfiillung wird die Kennziffer
A > 100.

Im betrachteten [Fall ergibt sich fiir den ersten Betrieb .4 = 94,5 und {iir
den zweiten Betrieb A = 94,0. Nach der letztgenannten Kennzilfer hat
der erste Betrieb besser gearbeitet als der zweite; beide haben den Plan
nicht erfiillt.

Man kann beliebig viele solcher Kennziffern bilden und jedesmal zu
einem anderen Ergebnis kommen.

Wie findet man aber die zweckmiBigste Kennziller? Diese l‘rage laBt
sich nicht beantworten, da es keine verniinltige Antlwort [iir alle vor-
kommenden Fille geben kann.

Versuchen Sie einmal die Frage zu beantworten: Welches Verkehrsmittel
ist das beste — die isenbahn, das Flugzeug, der Dampfer oder der Maul-
esel? Die Antwort hingt von der Situation ab. Fiir eine weite Reise ist
das Flugzeug am giinstigsten; in die nichstgelegene Stadt kommt man
am schnellsten mit der Bahn; fiir eine Hochzeitsreise ist der Dampler
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sehr schon und in den Bergen kann der Maulesel das gceignete Verkehrs-
mittel sein.

Das Kriterium

Im vorher betrachteten Beispiel wurde gezeigt, dall die Wahl des besten
Transportmittels von der jeweiligen Situation abhingt. IFiir die Hoch-
zcitsreise bietet z. B. ein komlortables Schiff die bequemsten Lebens-
bedingungen sowie einc intime und romantische Umgebung. Jungver-
méihlte haben es meist nicht eilig, irgendein bestimmtes Ziel zu erreichen.
Hier konnen allerdings die Vorziige des Schiffes gegeniiber der Eisenbahn
schlecht quantitativ angegeben werden.

Zur Losung von Optimierungsaufgaben ist es jedoch unumginglich, die
verschiedenen moglichen Varianten quantitativ zu vergleichen. Deshalb
ist die Fihigkeit, quantitativ Kriterien exakt zu formulieren, sehr wich-
lig.

Kommen wir zuriick auf das Problem, vom Punkt 4 zum Punkt B zu
gelangen, wenn der direkte Weg morastig ist. Wir kénnen die Aufgabe
l[olgendermaBen forinulieren: Aus allen Wegen, die A mit B verbinden
und den Morast umgehen, ist der kiirzeste auszuwiihlen, Hier ist das
Kriterium, nach dem die Wege verglichen werden, ihre Liinge.

Man konnte die Aufgabe auch anders stellen: Aus allen Wegen von A
nach Bist der auszuwiihlen, fiir den mau zu IFuB die kiirzeste Zeit braucht.
Das Kriterium, nach dem jetzt dic Wege verglichen werden, ist die Zeit.
Es ist durchaus méglich, daB sich bei beiden Aufgabenstcllungen ein und
derselbe Weg ergibt, z. B. die punktierte Linie im Bild 78. Die Aufgaben-
stellungen sind jedoch nicht identisch. Zunichst unterscheidet sich das
Angebot an Wegen, aus denen der beste gewihlt wird. Bei der Mini-
mierung der Zeit muBl man alle Wege von 4 nach B betrachten, bei der
Minimierung der Liinge nur diejenigen, die nicht durch den Morast
fiihren.

Uil
,”lll’lllll

Bild 77

101



AuBerdem kénnen die Aufgaben verschiedene Losungen haben. Ist z. B.
der Morast an einer Stelle so schmal, daB ihn ein FuBgénger einfach iiber-
springen kann, so kann man den kiivzesten \Veg entlang der gestrichelten
Linie wiihlen.

Kehren wir nun zu unserem Beispiel des Abteufens einer Bohrung zuriick.
Wir wollten die maximal mogliche Vortriebsleistung beim Anlegen einer
Erdélbohrung bestimmen.

Warum streben wir nach ciner maximalen Vortriebsleistung? Die Aunt-
wort scheint offensichtlich zu sein: Je gréBer die Vortriebsleistung, um
so schneller ist die Bohrung fertiggestellt, und jeder Tag Zeitgewinn kaun
hunderte Tonnen Erdél bedculen.

Diese .\ntwort erweist sich aber als falsch. Die kiirzeste Zeitdauer fiir dic
Fertigstellung der Bohrung muB sich nicht bei der maximalen Vortriebs-
leistung ergeben. Je héher die Vortricbsleistung der Bohrturbine bei
gleichbleibenden anderen Bedingungen ist, um so kleiner ist der erreich-
bare Vortrieb, bis der Bohrmeilel abgenutzt ist und ausgewechselt
werden muBl. Hierzu ist das gesamte Bohrgestiinge hochzuziehen, manch-
mal aus einer Tiefe von einigen Kilometern, und das erfordert viel Zeit.
Unwillkiirlich kommt einem da der im StraBenverkchr so aktuelle Slogan
,»Nimm Dir Zeit und nicht das Leben‘* in den Sinn.

Wir miissen also die Aufgabenstellung iindern: Die Vortriebsleistung ist
so zu wiihlen, daBl die Bohrung in kiirzester Zeit [ertiggestellt ist.

Sie sehen: eine andere Aufgabenstellung — cin anderes Kriterium. Das
Kriterium fiir die Arbeit des Bohrtrupps ist jetzL die Gesamlzcit bis zur
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Iertigstellung der Bohrung. Diec Aulgabe besteht in der Minimierung
dieser Zeit. Die optimale Vortriebsleistung im Sinne des neueu Kriteriums
wird unter (er maximal méglichen liegen.

Wenn die Ente den Schwanz hebt, steckt der Kopf im Wasser

In den bisher betrachteten Aulgaben wurde das Kriterium durch eine
Variable angegeben. Die Oplimierungsaulgabe bestand darin, den Ex-
tremwert {ir das zu belrachtende Kriterium zu finden. Doch — kann man
wirklich ein Kriterium angeben, das gleichzeitig mehrere Kennziffern
enthiilt ?

Kann man nicht — 1in Gegensalz zum bereits betrachteten Beispiel —
die \rbeil der Betriebe gleichzeitig nach der Gesamtproduktion und der
sortimentsgercchten Planerliillung vergleichen ? Man kann doch auch das
Extremuin [ir eine I'unktion von mehreren Variablen bestimmen, genauso
wie {ir eine I'unktion von einer Variablen!

Eine solche I'rage wird — entweder in verdeckter oder auch in olfener
IForm — hiiulig gestellt. Bei ihrer Beantwortung mufl man vor allem

zeigen, daf} es sich tatsdchlich um ganz verschiedene Aufgabenstellungen
handelt. Stellen Sie sich zwei Knirpse auf einer Kinderschaukel vor (Bild
79). Wenn ciner nach oben steigt, sinkt der andere. Beide wollen aber

Bild 79

ganz oben seiu. Sie beherrscheu noch nicht die Weisleit: ,, Wenn dic Ente
den Schwanz hebt, steckt der Kopf im Wasser; hebt sie den Kopl — so
sinkt der Srhwanz nach unten‘‘, deshalb freuen sie sich, wenn es aufwiirts
weht, und weinen, wenn sie nach unten sinken. Doch sic kénnen es auf
keine Weise errcichen, dal sie sich beide gleichzeitig im héchsten Punkt
belinden.
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Bild 80

Die Summe ihrer Abstiinde von der Erde ist immer dieselbe; sie ist gleich
dem doppellten Abstand des Stiitzpunktes des Schaukelbalkens von der
Erde. Ihre Hohen iiber der Erde sind also keine unabhingigen Grifen,
sondern abhingige; die Summe der Héhen ist konstant. Wenn der cine
nach oben steigt, mull notwendigerweise der andere nach unten sinken.
Es ist schwierig, den beiden Kindern (aber nicht nur Kindern) klarzu-
machen, daB MiiBigung die optimale Verhaltensweise ist.!) Das Beste,
was beide gleichzeitig erreichen konnen, ist die gleiche Hohe (Bild 80).
Nun ist zwar keiner der Knirpse begeistert; wahrscheinlich weint aber
auch keiner. Fassen wir dic SchluBfolgerungen zusammen: Wean wir von
der Bestimmung des Extremums einer Funktion von mehreren Variahlen
sprechen, setzen wir stillschweigend voraus, da diese Variablen vonein-
ander unabhiingig sind, da man also eine beliebige von ihnen veréindern
kann, ohne daB sich dabei gleichzeitig die Werte einer andcren iindern.
Handelt es sich jedoch um einec Extremwertbestimmung bei abhiingigen
Variablen, so sind die Abhéngigkeiten zu bheriicksichligen. Hier stoBen wir
aul den Begriff des bedingten lixtremwerts.

Gelil es um ein quantitatives Kriterium zum Vergleich mehrerer Objekte,
so darf dieses Kriterium nur cine Variable haben. Dic Werte der Variablen
charakterisiercn die einzelnen Objekte, und die Objekte werden verglichen,
indem die Werte einander gegeniibergestellt werden. Haben zwei Objekte
diesclben Werte, so sind sie gleichwertig. Nur unter den vorgenannten
Voraussetzungen hat es iiberhaupt Sinn, die Aufzabe der Bestimmung
des optimalen Objekts zu stellen.

Die Niihe

Es ist sehr schwierig, ein quantitatives Kriterium fiir den Grad der
menschlichen Néhe aufzustellen, sowohl fiir das geistigze Nahestehen als

') Der Dichter Shukowskij hat irgendwo cinmal gesagt: ,,Miiigung isL das beste Gelage.
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auch [iir dic menschliche Niihe, dic erstes Gespriichsthema der Sechzehn-
jahrigen ist, wenn cs ihnen gelungen ist, einen nicht jugendfreien [ran-
zisischen oder italienischen Film anzusehen.

Wir wollen jelzt bei dem Aspekt der Nihe etwas verweilen, fiir den sich
ein quantitatives Kriterium einfithren ld8t. Man spricht von nahen geo-
logischen lipochen und nahe gelegenen Stidten. Was bedeutet das?
Sind zwei Stiidte nahe gelegen, wenn die Entfernung zwischen ihnen
200 km betriigt ? Sind zwei Erdzeitalter, die durch 200 Millionen Jahre
voneinander getrennt sind, einander nahe oder fern? Der aufmerksame
Leser wird sofort die Gegenfrage stellen: Nahe oder fern im Vergleich
wozu ?

Die Erdzeitalter werden in Millionen Jahren gemessen; wenn die Zeit
zwischen zwei Epochen geringer ist als die Dauer der Epochen selbst,
kann man von nahe gelegenen Erdzeitaltern sprechen.

Dic Entfernung zwischen zwei Stidten kann einige wenige, hunderte oder
sar tausende Kilometer betragen. Die Entfernung zwischen Berlin und
Moskau ist groB im Vergleich zur Entfernung zwischen Berlin und Dres-
den; im Vergleich zur Entfernung zwischen Berlin und Wladiwostok ist
sie jedoch klein. Der Begriff der Néhe hiingt also von der jeweiligen Situ-
alion ab.

Fsist klar, daB man zur Bestimmung der Entfernung zweier Punkte eine
MaBeinheit fiir die Liinge haben muB. Doch das ist fiir die Delinition des
Begriffes der Nihe noch nicht ausreichend. Man muBl noch angeben,
wozu man die Entlernung in Beziehung setzt. Manchmal handelt es sich
nur um cinen Vergleich von Entfernungen, wie im eben betrachteten
Beispiel. In anderen Fillen kann der Vergleich, wie sich bald zeigen wird,
viel schwieriger werden.

Sie, verehrter Leser, werden meinen, daB Sic aus diesen ganzen trivialen
Uberlegungen nichts Neues erfahren haben. Ich bin fast mit lhnen ein-
verstanden. Kénnen Sie mir aber sagen, welche der beiden Kurven im
Bild 81 der horizontalen Achsc niher liegt, die gestrichelte oder die
punktierte?

Ich glaube, Sie befinden sich nun in dersclben schwierigen Situation wie
der Vater cines Zwillingspaares, der nur einen der Zwillinge zum FuBball
mitnchmen kann, natiirlich denjenigen, der sich am besten gefiihrt hat.
Der cinc hat die ganze Woche nicht essen wollen, sich zweimal geweigert,
die Zihne zu putzen und an den Fingernégeln gekaut. Der andere hat sich
die ganze Woche tadellos benommen; doch am Sonnabend hat er mit
Hilfe einer speziell dazu konstruicrten Vorrichtung aus Spiegeln, Rohren
und Hebeln den ganzen Abend die dltere Schwester beobachitct, als deren
I'reund zu Besuch war. Versuchen Sic nun zu sagen, wer mit zum FuBball
darf!

Der Lescr, der die vorigen .\bschnitte aufmerksamn gelesen hat, wird
iiberlegen antworlen: ,,Die Antwort auf diese Frage wurde bereits friiher
regeben — wir miissen cin Kriterium einfiihren, in unserem Fall ein
Kriterium fiir die Niihe zweier Kurven.*
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Einverstanden, doch was fiir Kriterien kann man fir die Nihe von Kur-
ven vorschlagen?

Musja und Pusja

Die Nachbarinnen Musja und Pusja sind gute I'reundinnen. Sie wohnen
auBerdem nahe beieinander und haben dhnlich klingende Vornamen —
sie unterscheiden sich lediglich im ersten Buchstaben.

Musja und Pusja kommen gemeinsam von der Arbeil zuriick. Sie éffnen
ihre Wohnungstiiren und schalten das Licht ein. Die resolutere Musja
macht solort das Licht im Korridor, im Wohnzimmer, in der Kiiche und
im Bad an, das Radio wird aul volle Lautstiicke eingestellt, und sie
beginnt, das Abendessen zuzubereiten.

Pusja setzt sich erst einmal in Ruhe in den groBen Sessel, umeine spannen-
de Erziéhlung iiber die Schidlichkeil von Fleischgerichten in der Zeit-
schrilt ,,Deine (iesundheit’‘ zu lesen.

Musja héort sich die Sendung des I'ranenfunks an. Dev aktuelle Schlager

Zweimal zwel ist vier,
Bleib gesund und trink Kefir!

Gehst Du nachher aus dem Haus,
Mach noch schnell die Lampen aus . ..

erreicht sein Ziel, und Musja l6scht das Licht imm Wohnzimmer, im Korri-
dor und im Bad. Bald ist die I'rauensendung zu Ende. und sie schaltet den
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Radioapparat aus. Es klop[t, Pusja kommt. Sic wollte, nachdem sie sich
erholt hat, biigeln und hat das Biigeleisen eingeschaltet. Dabei ist in ihrer
Wohnung die Sicherung durchgebrannt. Musja lddt Pusja zu sich ein. Bis
die Miinner vom FuBlball kommen, ist niemand da, der die Ursache des
Kurzschlusses suchen und die Sicherungen auswechseln kann. Nachdem
sie die neuesten Strickmuster erértert haben, setzen sie sich vor deu
Fernsehapparat, um am internationalen FuBballspiel teilzunehmen. Das
hilft ihnen, sich die Zeit zu verkiirzen, und gibt ihnen die Méglichkeit, sich
mit ihren Minnern iiber das Spiel zu unterhalten.

In den Bildern 82 und 83 kann man den Verbrauch an Elektroenergie in
den Wohnungen von Musja und Pusja verlolgen. Auf der horizontalen
Achse ist die Zeit abgetragen und in vertikaler Richtung der jeweilige
Energieverbrauch.

Als Pusja das defekte Biigeleisen eingeschaltet hat, kam es zum Kurz-
schluB; die aufgenommene Energiemenge stieg sehr stark an, und die
Sicherung brannte durch. Die Kurve sank auf Null ab.

Will man nun den Energieverbrauch einschitzen, so kann man das min-
destens auf zweierlei Weise:

Die Zihlerstinde von Musja und Pusja haben sich um einen Betrag gedn-
dert, der der GréBe der Flichen unter den Kurven in den Bildern 82 und
83 proportional ist. Die Fliache unter der Kurve von Musja ist gréBer,
demzufolge liegt also die Kurve von Pusja insgesamt niiher an der
horizontalen Achse (der Nullinie).

Vergleicht man jedoch die Kurven nach ihrem maximalen Wert (gerade
darauf reagieren die Sicherungen), so ist die Kurve von Pusja bedeutend
hoher als die von Musja, und nach diesem Kriterium liegt dic Kurve von
Musja niher an der horizontalen Achsc.

Kein schreckliches Integral

Ich erwiihnte die Fliche unter einer Kurve. Der genaue Leser wird dabei
eine Erkldrung vermiBt haben: In der Elementargeometric wird nur der
Fldcheninhalt von Figuren bestimmt, die durch Strecken begrenzt sind,
wihrend es sich hier um Flichen handelt, diec von beliebigen Kurven
begrenzt werden kénnen. In der Schule wird zwar auch die Fliche des
Kreises durch Grenziibergang von den Flichen einbeschriebener und um-
beschriebener Vielecke ausgehend bestimmt; unexakte Schliisse mit dem
schlecht gefaBten Begriff des Grenzwertes verschleiern jedoch nur das
Wesen der Sache.

Zur Bestimmung des Flicheninhalls einer ebenen Figur, also eines Teils
der Ebene, der durch eine Kurve begrenzt wird, braucht man bestimmte
Rechenregeln. Diese Rechenregeln kann man nur herleiten, wenn man
einige Kenntnisse der Theorie der Grenzwerte hat.

Ich werde im folgenden versuchen, ecinige Grundideen und einfache
Tatsachen darzulegen, ohne die Theorie der Grenzwerte zu he-
nutzen.
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In erster Linie wollen wir uns damit beschiftigen, wie man den Flichen-
inhalt unter einer Kurve, wie sie z. B. im Bild 84 dargestellt ist, bestim-
men kann. Die Fliche wird durch den Abschnitt ¢ <z < b aul der
z-Achse, die Kurvey = f(z) und zwei zur y-Achse parallele Strecken durch
die Punkte £ = @ und £ = b begrenzt. Die Grundidee zur Berechnung
des Flicheninhalts § besteht darin, daB man die Ausgangskurve durch
eine im Bild 84 ebenfalls dargestellte Treppenkurve ersetzt.

Die Flicheninhalte der einzelnen so erhaltenen Rechtecke lassen sich
leicht bestimmen. lhre Summe ist etwa gleich dem gesuchten Flichen-
inhalt unter der Kurve. Je schmaler die Rechtecke gemacht werden (dabei
nimmt natiirlich ihre Anzahl zu), um so mehr kommt die Summe ihrer
Flacheninhalte dem gesuchten Flicheninhalt nahe.

Bei weiterem Anwachsen der Anzahl der Rechtecke (wobei ihre Breite
immer geringer wird) nihert sich ihr Flicheninhalt immer mehr dem
gesuchien Fliacheninhalt. Man sagt: Die Summe ihrer Flicheninhalte
strebt gegen cinen Grenzwert, den Flicheninhalt § unter der Kurve
y = [(z), liir den wir uns interessieren. Er heiBt bestimmtes Integral der
Funktion y = f(z) iiber das Intervall (a, ) und wird bezeichnet mit

b
S= ff(:r,) dz

Das Zeichen [ fiir das Integral stammt vom Anfangsbuchstaben S des
Wortes Summe und wurde von Leibniz eingeliihrt, der gleichzeitig mit
Newton die Integralrechnung geschaffen hat. Vor allem Leibniz verdan-
ken wir fast simtliche Symbole und Bezeichnungen der Integral- und
Dilferentialrechnung. Die Buchstaben oberhalb und unterhalb des Sym-
bols [ deuten auf Anfang und Ende des Intervalls hin, iiber dem der
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Flacheninhalt bestimml wird. Mit dz ist nicht das Produkt von d und o
bezeichnet, sondern dz ist als geschlossenes Symbol anzusehen. lis trigt
die Bezeichnung Dillerential.

Falls Sie nun glauben, verehrter Leser, Sic hitten hiermit bereits das
Wesen der Integralrechnung kennengelernt, so muly ich Sie leider ent-
tduschen und auf spezielle Literatur verweisen. Wir brauchen aber fiir
unsere weiteren Betrachtungen die Integralrechnung nicht.

Bei komplizierten Kurven bietet die Inlegralrechnung nur Niherungs-
verfahren zur Bestimmung der Flicheninhaltc. Wenn Sie cinmal einen
Flicheninhalt zu bestimmen haben und es Thnen nicht aul sehr groBe
Genauigkeit ankommt, kénnen Sie ein einfaches Verfahren anwenden.
Nehmen Sie ein rechteckiges Blatt Papier und bestimmen Sie den Flichen-
inhalt aus Linge und Breite. Danach stellen Sie das Gewicht des Papier-
bogens auf einer genauen Waage fest. Nun zeichnen Sie Ihre Figur aul
das Papier, schneiden sie sauber aus und wiegen sie auf derselben Waage.
Ich glaube, die weiteren Operationen mit den erhaltenen Werten sind
Thnen klar. Die beschriebene Methode stellt ein sehr gutes Niiherungsver-
fahren zur Berechnung bestimmter Integrale dar; natiirlich ist die Genau-
igkeit nicht sehr groB. I'iir gréBere Genauigkeilen mul man sich auf die
Methoden der .\nalysis stiitzen und die Rechnungen auf einem elektro-
nischen Rechner ausfiihren.

Bevor wir unser Gesprich iiber die Berechnung des I'licheninhalts ebener
Figuren abschlieBen, mochte ich noch feststellen, dal es manchmal
giinstig ist, auch vom negaltiven Flicheninhalt zu sprechen. Befindet sich
die begrenzende Kurve unterhalb der z-Achse, so sieht man den Flichen-
inhalt als negativ an (13ild 85). Das ist auch verstindlich: Die Werte der
Funktion y = f(z) sind hier negativ, wihrend man die Grundseile der
krummlinigen Fliche auf der z-Achse in positiver Richtung orientiert.
Schneidet die Kurve y = [(2) die z-Achse, so ist der Teil der Fliche ober-
halb der z-Achse positiv, wihrend der Teil der Fliche unterhalb der
z-Achse negativ ist (Bild 86). Fiir die durch die z-Achse und die Sinus-
kurve im Intervall 0 £z < 27 eingeschlossene Fliche ergibt sich der
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Wert Null, da der positive und der negative Teil der Fliche gleich grof}
sind (Bild 87).

Raum, Abstand, Norm

Viele Worler unserer Sprache haben mehrere Bedeutungen; manche er-
halten auch mit der Zeit einen neuen Inhalt. Der Begriff ,,Masse'‘ fiir
eine grole Menge irgendwelcher Dinge hat auch die Bedeutung eines
dicklliissigen Breis (z. B. Teermasse, Klebemasse). AuBlerdem stellt er
einen wichtigen physikalischen Grundbegriff dar.
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In analoger Weise verwendet man den Begriff ,,Raum‘* fiir die Réiiume in
einem Haus (z. B. die Zimmer) oder auch mit einer wesentlich allgemeine-
ren Bedeutung. Wir haben bereits vom mehrdimensionalen Raum — der
Verallgemeinerung des gewiohnlichen Raumes — gesprochen. Jetzt mochte
ich auf eine weitere Verallgemeinerung hinweisen, die eng mit dem Begrilf
der Nihe zusammenhingt.

Jedem ist bekannt, daB in unserem Raum der kiirzeste Abstand zwischen
zwei Punkten P und Q durch die Linge der geraden Verbindungslinie
angegeben wird. Wir leben aber nicht irgendwo, sondern auf der Erde,
und die Erdeist ndherungsweise eine Kugel. Deshalb kann man den kiirze-
sten Abstand z. B. zwischen Berlin und Alma-Ata nicht mit llilfe einer
geraden Verbindungslinie messen, sondern auf einem GroBkreisbogen.
Diese kiirzeste Verbindung lings des GroBkreisbogens kénnte allerdings
nur das Flugzeug benutzen. Fihrt man mit der Eisenbahn, so hat man
als Entfernung zwischen Berlin und Alma-Ata die Linge der Eisenbahn-
linie anzusehen, deren Trassen z. B. die Wiisten umgehen. Die Entfernung
zwischen den beiden Stidten lings der Eisenbahnlinie ist bedeutend
groBer als lings des GroBkreisbogens.

In der Stadt miBt man die Entfernung zwischen der Wohnung und der
Arbeitsstelle nicht lings der Luftlinie, sondern entlang den Stralen, die
von der Wohnung zur Arbeitsstelle fiihren.

Diese Entfernung ist fiir den FuBginger meist kleiner als fiir den Auto-
fahrer: Derl'uBgingerkann einen Park durchqueren;er braucht auchnicht
aul EinbahnstraBen zu achten. AuBerdem geben wir dic Entlernung
zwischen der Wohnung und der Arbcitsstelle oft nicht in Kilometern an,
sondern wir nennen die Zeit, dic wir fiir den Weg brauchen.

Stellen wir uns einmal ein Drahigestell in Form eines Wiirfels vor. Eine
Ameise, dic von einer Ecke zur gegeniiberliegenden will, muBl die Kanten
des Wiirlels entlanglaufen. Demzufolge ist fiir sie die Summe der Linge
der Kaniten, aufl denen sie entlangzugehen hat, der Abstand zweicr Eck-
punkte.

Im Abschnitt iiber Musja und Pusja wurde die Frage der Nihe der bei-
den Kurven noch nicht endgiiltig gekldart. Wir miissen uns eine Methode
ausdenken, nach der wir den Abstand zwischen zwei Kurven messen
koénnen.

Das alles zwingt den Mathematiker nachzudenken: Welche gemeinsamen
Eigenschalten haben alle diese verschiedenen Abstandsbegriffe? LEinige
Uberlegungen fiihren uns zu den Haupteigenschaften:

Der Abstand zwischen zwei Punkten P und @ ist nie negativ; er betrigt
nur dann Null, wenn P und Q zusammenfallen. Wir wollen den Abstand
zwischen  und Q mit r(P, Q) bezeichnen. Im gewéhnlichen Raum ist der
Abstand von P nach Q der gleiche wieder von Q nach P: r(P, Q) = r(Q, P).
Diese Eigenschaft wird als Symmetrie bezeichnet. Glauben Sie nur nicht,
daB sie immer erliillt sein muB. Der Weg von der Wohnung zur Gast-
stitte ist oft viel kiirzer als der von der Gaststétte zur Wohnungstiir! In
einer Stadt mit EinbahnstraBen ist der Weg fiir ein Auto von /I’ nach ¢
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nichtdergleiche wie der von Q nach P. Zunichst wollen wir aber derartige
unsymmetrische Situationen auller acht lassen.

SchlieBlich ist die Beziehung, dic zwischen den Seilen eines Dreiecks
hesteht, die wichtigste Eigenschalt des Abstandsbegriffes: Die Summe
zweier Drcicckseiten isL nie kleiner als die dritte Seite. Das ldBt sich
folgendermalicn schreiben, wenn P, Q und S beliebige Punkte des Raumes
sind:

PO (P, 5)+ r(Q. S)

DieseUngleichung wird als Dreiecksungleichung bezeichnet. Stellen Sie sich
vor, Sie verfiigen iiber einc gewissc Menge von Objekten beliebiger Art.
Diese Objektec kénnen Punkte der libene oder des zehndimensionalen
Raumes, Vektoren oder Polynome, Funktionen oder Transformationen
sein. Aus diesen Objekicn konstruicren wir einen neuen Raum. Wir be-
zcichnen unsere Objekte einfach als Punkte des neuen Raumes und kenn-
zeichnen sie durch GroBhuchstaben. Das fiihrt zu keincrlei Komplikati-
unen. Wir gehen mit den Elementen unseres konstruierten Raumes (dic
z. B. I'unktionen oder Transformationen darstellen) genauso um wic mit
den Punkten im gewéhnlichen Raum. Jetzt wollen wir definieren, was
ein metrischer Raum ist (d. h., ein Raum mit eincer Metrik — einem Ab-
standsbegrill). Das ist c¢in Raum, der aus einer Menge irgendwelcher
Illemente besteht und in dem fiir zwei beliebige Elemente /> und Q eine
reclle Zahl r(P, Q) definiertist, die Abstand genannt wird und den folgen-
den zwei Bedingungen geniigt:

Erstens gilt r(P, Q) = 0 genau dann, wenn die Punkte P’ und @ zusammen-
fallen. Zweitens gilt fir drei beliebige Punkte P, ) und $ die bereits
angegebene Dreiccksungleichung.

Giclten fiir cinen \bstandsbegriff diese zwei Beziehungen, so kann man
daraus leicht diec Nichtnegativitit, die Symmetrie und viele anderc
lligenschaften ableiten. Der Abstandsbegriff gibt uns dic Maglichkeil,
cin Kriterium fiir die Nidhe zweier betrachteter Objckte zu finden.

Im folgenden kiénnen Sie sich davon iiberzcugen, wie allgemein der cin-
geflithrie Begriff des metrischen Raumes ist und was man damit anfangen
kann. Selzen wir zuniichst voraus, dal die 'unkte P, Q und § unscres
metrischen Raumes Funktionen y = p(t); y = q(t); ¥y = s(¢) sind, die alle
itber einem bestimmnten Zcilintervall @ <t < b definiert sind. In der
Menge diescr Funktionen liB¢ sich ein Abstandsbegriff auf verschiedenc
Weise cinfiihren. Nehmen wir als konkretes Beispiel die Kurven, die den
“nergicverbrauch von Musja und Pusja beschreiben. Als Abstand zwischen
den Funktionen konnen wir das Maximum der Differenz der Kurven
betrachten (die absolute Gréle — der Abstand darf nicht negativ sein).
Bild 88 zeigt dic IFunktionskurven y = p(t) und y = ¢(¢), Bild 89 .ihre
Differenz in den einzelnen Punkten uod Bild 90 den absoluten Betrag
dieser Differenz. Der groite Wert der letzten Kurve wurde als Abstand
zwischen den Funktionen eingeliihrt. Dieser Abstandsbegriff ist zweck-
miBig bei der Beurlcilung des Stromverhrauchs, wenn es darum gehlt,
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Bild 58

\
a p = 7/

Iestzuslellen, bei welcher Kurve die Gefahr griofier ist, dal die Sicheruny
Jdurchbrennt.

Wollen wir sparsam mit der Elektroenergie umgehen, wihlen wir als
Abstand zwischen den Funktionen die GréBe der im Bild 90 schraffierten
Fliache. Die Formel dafiir sieht folgendermalien aus:

b
(P, Q)= [ Ip(t) — qlt)| de

Ich hoffe, Sie nehmen diese Forinel bereits gelassen hin, anderenfulls
kénnen Sie sie einfach iibersehen.

)iir beide Abstandsbegriffe — das Maximum des absoluten Belrages der
Differenz der Kurven und das Integral iiber den Absolutbetrag der
Differenz — sind die beiden Axiome fiir einen metrischen Raum erfilit.
Wenn Sie mir das nicht glauben wollen, kénnen Sie sich leicht sclbst davon
iiberzeugen,

Nimmt man als Abstand zweier Punkte auf der KKugel die Linge des ent-
sprechenden GroBkreisbogens, so sind ebenfalls die Axiome des metrischen
Raumes erliillt, und die Kugelfliche erweist sich bei dieser Abstands-
Jefinition als metrischer Raum.

Einen Raum stellt man sich oft als riesengroB und allumlassend vor. Aber
der metrische Raum, den wir kennengelernt haben, kann aus nur drei
Punkten, z. B. den Ecken irgendeines Dreiecks, bestehen. Wenn wir die
Eckpunkte eines Dreiecks mit P, @, S bezeichnen und als Abstand
zwischen ihnen jeweils die Linge der Verbindungsstrecke definieren, sind
beide Axiome des metrischen Raumes erfiillt. Der Abstand zwischen
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zwei Punkten ist genau dann gleich Null, wenn sie zusammenfallen, und
die Dreiecksungleichung gilt trivialerweise. Weiter ist nichts nétig, die
drei Punkte sind bereits ein metrischer Raum!

Spiter werde ich noch ein anderes ungewdhnliches Beispiel fiir einen
metrischen Raum bringen.

Moglicherweise erweckt die Verwendung des Begriffes Jtaum fiir einc
Menge aus nur drei einzelnen Punkten bei Ihnen den Verdacht, dal} bei
der Verallgemeinerung des Raumbegriffes nicht die wesentlichslen Eigen-
schaften dessen, was man gemeinhin unter Raum versteht, benutzt
wurden. Im gewohnlichen Raum kann man z. B. Vektoren addieren oder
mit einer reellen Zahl multiplizieren und erhilt dabei neue Vektoren
desselben Raumes. Im metrischen Raum braucht das nicht erfiillt zu
sein, wie man an dem betrachteten Beispiel des metrischen Raumes aus
nur drei Punkten erkennt.

Man konnte einen neuen Raum auch so konstruieren, dal die Addition
der Elemente und die Multiplikation mit reellen Zahlen ausfiihrbar
bleiben. Dann bleiben die gewéhnlichen Eigenschaften dieser Operationen
erhalten, insbesondere bilden die Elemente des Raumes dann beziiglich
der Addition eine Gruppe, von der im Zusammenhang mit den grofen
Entdeckungen von Evariste Galois die Rede war. Ein solcher Raum heil}t
linearer Raum. Der Raum der ebenen Vektoren ist beispielsweise mit der
gewdhnlichen Vektoraddition und mit der Multiplikation eines Vektors
mit Zahlen linear. Die Menge aller Polynome mit reellen NKocflizienten
bildet ebenfalls einen linearen Raum. In der Tat, die Summe zweier
Polynome ist wieder ein Polynom, und ein Polynom bleibt ein Polynom,
wenn man es mit einer Zahl multipliziert.

Vektoren haben eine bestimmte Liange. LiBt man die Vektorenim Koordi-
natenanfangspunkt beginnen, soist die Linge eines Vektors nichts anderes
als der Abstand zwischen dem Endpunkt des Yektors und dem Null-
punkt — dem Koordinatenursprung.

Fiihrt man im linearen Raum einen Abstandsbegriff ein, so erhiilt inan
einen Raum, der sowohl linear als auch metrisch ist. Solche Raume heiflen
lineare normierte Riume oder Banachriume (nach dem groBen polnischen
Mathematiker Stefan Banach, einem der Schopfler der Funktionalanalysis.
der im Jahr 1945 verstorben ist).

Im linearen normierten Raum gibt es etwas IEntsprechendes wic die Liinge
eines Vektors. Bezeichnet der Buchstabe P ein bcliebiges Flement des
Raumes und O das Nullelement, so ist die Linge des Elcmentes P der
Abstand r(P, O) zwischen den Llementen P und O. Diese Zahl heilt Norm
des Elementes und wird mit || P|| bezeichnet.

Fihrt man zuerst den Begriff der Norm ein, so kann man als Abstand
zwischen zwei Elementen P und @ die Norm ihrer Differenz ||P — (|
benutzen. Im Raum der z. B. im Intervall a < ¢ < b definierten Funk-
tionen laBt sich die Norm in verschiedener Weise definieren. Man konnte
etwa den maximalen Betrag ||f|| = max [f(t)] der Funktionswerte im
Intervall @ ¢ < b als Norm der Funktion einfithren. Mit der so deli-
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nicrten Norm und der iiblichen Addition von Funktionen und der
Multiplikation von Funktionen mit Zahlen erhilt man einen linearen
normierten I'unktionenraum, von dem man sagt, er sei unendlichdimen-
sional.

Wie Fachausdriicke entstehen

An diescr Stelle erlaube ich mir eine Abschweifung vom Thema. Man kann
sie zwar nicht als lyrische Abschweifung bezeichnen, doch hoffe ich, sie
kompensiert die Miihen, die Sie mit den Formeln und langen Betrach-
tungen des vorigen Abschnitts hatten.

Es ist véllig berechtigt, zu fragen, warum die Norm — das Analogon zur
Linge eines Vektors — Norm genannt wird. Das wire nur ein Spezialfall
der allgemeinen Frage, wie iiberhaupt Fachausdriicke entstehen.

In der neuesten Ausgabe des Duden findet man unter Norm: ,,Norm, die,
—, -en (1. Regel, Richtschnur, Musterbeispiel, Einheitsmuster; Vorbild;
Vorschrilt, Standard — 2. Techn, Wirtsch GréBenvorschrift, Leistungs-
soll — 3. Buchw Bogensignatur) (lat)*‘.

In gewissem Sinnc entspricht das unter 2. Genannte dem von uns ein-
gefiihrten Normbegriff, obwohl die Norm einer Funktion natiirlich eine
ranz andcre Bedeulung hat als eine Arbeitsnorm oder die Norm der
Brotrationen, die e¢s einmal auf Brotkarten gab.

Dic Mathematiker hahen eine Vorliebe fiir Wérter, die vom Wort ,,Norm**
abgecleitet sind. Es gibt Normalrdume, Normaloperatoren, Normalteiler,
Normalverteilung, Normalgleichungen und einfach Normalen. Dabei hat
man es in allen IFéllen mit grundverschiedenen Dingen zu tun, die ver-
schiedenen Gebieten der Mathematik entnommen sind.

Das Gegenteil eines normalen Menschen ist ein unnormaler (gewéhnlich
ist allerdings unklar, was das bedcutet!). In der Mathematik gibt es aber
keine unnormalen Gleichungen, unnormalen Verteilungen oder unnor-
malen Operaloren.

Es ist allgemein so, daB sich ein Wissenschaltler, der einen neuen Fach-
ausdruck einfiihrt, wenig darum kiimmert, ob das betreffende Wort ein
Antonym — ein Wort mit entgegengesetzter Bedeutung — hat. Es gibt
z. B. gewdhnliche Diflerentialgleichungen, doch keine ungewéhnlichen!
Als gewdhnliche Differentialgleichungen werden solche bezeichnet, bei
denen die zu bestimmendc Funktion eine Funktion einer unabhingigen
Variablen ist; Differentialgleichungen fiir Funktionen mehrerer Variabler
heiBen partielle Differentialgleichungen und nicht ungewéhnliche Diffe-
rentialgleichungen!

In der Mathematik werden rechteckige Tabellen als Matrizen bezeichnet.
Ein Beispiel ciner Matrix ist:

aq bi Cq dl
a b2 () df_)
as b;} C3 d3
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Die einzelnen Illemente der Tabelle konnen Zahlen, Buchstaben oder
Funktionen sein. Wie Sie sehen, dhnelt die Bezeichnung der der typo-
graphischen Matrizen fiir den Schriftguf} (hier lautet der Singular jedoch
Matrize), obwohl es eine ganz andere Sache ist.

Nehmen wir eine quadratische Matrix, die soviel Zeilen wie Spalten hat:

ay by ¢
a b-g Cy
az by c

Die Summe der Diagonalelemente agy + by + ¢3 wird als Spur der Matrix
bezeichnet. Man wird schwerlich eine Analogie zu dem bekannten Ge-
brauch des Wortes ,,Spur'* finden, zur Spur im Schnee, zur Spur eines
Verbrechens usw.

Vor nicht allzulanger Zeit hat der bekannte amerikanische Mathematiker
J. L. Doob, Spezialist auf dem Gebiet der Wahrscheinlichkeitsrechnung.
einen neuen Begriff fiir bestimmte Zulallsprozesse eingefiihrt, den des
Martingals. Die entsprechende Definition in dem Buch ,,Stochastische
Prozesse'* von J. L. Doob lautet:

,,Ein Zufallsprozef} {z,, ¢t € 7'} heilt Martingal, wenn fiir jedes ¢t € T gilt
E {|z,|} < oo und wenn fiir beliebige n = 1 und {1, << ... <ip4q mil
Wahrscheinlichkeit 1 gilt

< 13
E{x,n"|x,!, vy x[_] = I,

Vor einigen Jahren war Professor Doob in Moskau und hat an der Mos-
kauer Universitiit einen Vortrag gehalten. Danach wurde ihm von einigen
Zuhirern die krage gestellt, woher der Ausdruck Martingal stamme.
Obwohl Professor Doob seinen Vortrag in Russisch gehalten hatte, reichte
sein Wortschatz [iir die Antwort aul diese Frage nicht aus. Er malte eine
plerdeiéhnliche Figur an die Tafel, zog eine ovale Linic um den diirren
Hals, die offenbar ein Kumt darstellen sollte, legte die Kreide beiseite.
zeigte mit dem Finger auf diese Stelle und sagte:,,Das ist ein Martingal. . .
und auch das, was ich vorher als Martingal defliniert habe.

Mir hat diese forsche Art gefallen, neue Begrifle einzuliihren: Sic eriibrigt
jede Rechtfertigung und Erklédrung vor den peniblen Kollegen, welche
komplizierten Griinde gerade diese und keine andere Bezeichnung nahe-
legen. Ein Begriff erwirbt bereits seine Existenzberechtigung, wenn er
gut klingt und sich leicht einprigt.

Genauso ist das Wort Kybernetik entstanden: Der Begriff ist durch
Norbert Wiener eingefiihrt worden, hat sich eingebiirgert und verdriingt
nach und nach alle anderen langen umschreibenden Wortkombinationen
fiir den Gegenstand dieses Fachgebietes.

Auch hier kann sich kaum jemand etwas anderes unter dem Inhalt dieses
Wortes vorstellen, denn die altgriechische Sprache beherrschen nur noch
wenige Menschen auf der Erde.

Natiirlich muf} die Einfithrung eines neuen Begriffes etwas mehr begriin-
det sein als durch den Wunsch des Autors, in die Geschichte einzugehen.
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Die betrachieten Objekte oder Lirscheinungen miissen so wichtig sein,
dal} sie einc neue Bezcichnung verdienen. Die Bezeichnung gehiihrt dem
Gegenstand und nicht dem ruhmsiichtigen Autor!

Was wird nun mit den Aufgaben des Technologen ?

Im Gesprich mit dem Technologen [iir lirdélverarbeitung hatten sich
drei Aulgaben ergeben:

I. Lis soll ein Krilerium angegeben werden, nach dem die Giite des Ver-
arbeitungsprozesses beurteilt werden kann

2. Es sollte ein mathematisches Modell fiir den VerarbeitungsprozeB ge-
schaflen werden

3. Auf Grund des Giitekriteriums und des mathematischen Modells soll
cin Algoritlinus fir die Steuerung des Prozesses angegeben werden

Leider kénnen wir uns noch nicht rithmen, die Aufgaben gelést zu haben.
Wir haben es mit recht schwierigen Problemen zu tun, und auch in der
Literatur ist noch keine vollstindige Losung zu finden. Die Grundideen,
die zur Lisung der Aulgaben fithren kénnten, sind iiber den ProzeB der
Lirdélverarbeitung hinaus [iir die Steuerung vieler technologischer Pro-
zesse von Bedeutung. Deshalb werde ich mich lediglich mit den Grund-
ideen auscinandersetzen, ohne ausliihrlich auf die méglichen Wege zur
Losung unserer konkreten Aufgaben einzugehen.

Beginnen wir mit der Auswahl eines Kriteriums zur Beurteilung der Giite
des Verarbeitungsprozesses. Der Mathematiker kann gewéhnlich nicht
sagen, nach welchen Gesichtspunkten man ein Kriterium auszuwiihlen
hat.

.»»Die \uswall eines Giitekriteriums ist Aufgabe des Technologen, wenn
nicht des Werkdirektors selbst® — so lautet das Hauptargument des
Mathematikers, mit dessen Hilfe er das Schlachtfeld in Ehren zu ver-
lassen sucht.

Natiirlich kann man vom Mathematiker nicht die genaue Kenntnis der
'I'echnologie des Verarbeitungsprozesses verlangen oder ein ausreichendes
Verstdndnis [iir die komplizierten Beziehungen des Betriebes zu den
Zulieferern und den Verbrauchern. Aber gerade davon hiingt die Wirk-
samkeit der Strategie und die Auswahl des Giitekriteriums ab (ich habe
das Worl ,,Strategie’‘ vielleicht etwas zu friih gebraucht, spiter wird der
Inhalt des Begriffes exakt erkliart werden; hier wollen wir das Wort im
iiblichen Sinne auffassen).

Auch die Verantwortlichen des Betriebes bzw. die Technologen befinden
sich in keiner guten Lage: Sie miissen ein Giitekriterium finden und den
Mathemaliker zufriedenstellen, der ein exaktes Giitekriterium haben will
und an den Formulierungen herumnérgelt. Wie soll aber der arme Tech-
nologe mit den iiberspitzt genauen mathematischen Formulierungen
zurecht kommen, wenn er es seit Jahren gewéhnt ist, nur mit technolo-
gischen Begriffen umzugehen ?
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Deshalb muf} entweder der Technologe zum Mathematiker werden oder
der Mathematiker zum Technologen, oder beide Seiten miissen gut zu-
sammenarbeiten. Die ersten zwei Wege sind zwar sicher, doch schwer
zu verwirklichen. Die dritte Variante wiirde mit geringstem Aufwand
fiiv beide Partner zum Erfolg fiihren.

Hier scheint es mir angebracht, den Mathematiker aulzulordern, an die
Basis, in die Produktion, zu gehen. Nein, keineslalls, um sich dort eine
[.ehensstellung zu suchen! Es lohnt sich aber [iir ihn, einige Wochen regel-
miilig den Betrieb aufzusuchen, sich mit den Fachleuten zu unterhalten
und nach und nach aus ihnen alle die Angaben ,,herauszuholen*, die er
zur Formulierung des Giitekriteriums braucht. Aber auch die Fachleute
miissen den Mathematiker wohlwollend empfangen und im Trubel der
tiaglichen Sorgen die Zeit finden, um ihm die Probleme ausfiihrlich dar-
zulegen und zu erkliiren. Zweifellos erweist sich hier das Prinzip ,,Licber
einmal sehen als hundertmal héoren* als richtig.

Entschuldigen Sie die vielen Schlagworte, verehrter Leser, ich komme
jetzt zur Sache. Ich werde Ihnen jedoch nicht iiber das berichten, was
sich in irgendeinem bestimmten Betrieb abspielt, sondern an cinem Bei-
spiel erldutern, wie man ein Kriterium aufstellt.

Diplom-Ingenieur Pfiffig sucht eine neue Arbeitsstelle

Fritz Pliflig, Diplom-Ingenieur fiir Automatisierung, ist nicht mehr zu-
[rieden mit dem Betrieb, in dem er arbeitet: Die Arbeitsorganisation ist
schlecht; es bleibt ihm keine Zeit, um sich im Fachgebiet weiterzubilden;
der Chef hat einen schwierigen Charakter und aul eine Wohnung besteht
kaum .\ussicht. Er wendet sich an Freunde und Bekannte und erhiilt
nach einiger Zeit fiin[ Angebote.

Im Noérdlichen Kombinat fiir Milchkonservierungsanlagen (NOIKOMI)
wird in der MeB- und Priifgeridteabteilung an einem Projekt zur numeri-
schen Steuerung des Betriebes gearbeitet. Dort haben sich junge Leute
der Sache angenommen, sind mit Begeisterung dabei, machen nachts noch
Bercchnungen, wiilzen Literatur und brauchen dringend einen Auto-
malisierungsspezialisten. Von Freizeit kann keine Rede sein, von einer
Wohnung auch nicht. Die Direktion glaubt nicht an die Moglichkeit der
numecrischen Steuerung des Betriebes; ihr geht es nur darurm, irgendwie
den Plan zu schaffen ...

Die Abteilungsleiter im Staatlichen Konstruktionsbiiro (SKB), im Zen-
tralen Konstruktionsbiiro (ZKB) und im Werk fiir mathematische Ma-
schinen und Apparate (MAMASCHA) erzihlen slatt einer Antwort auf
dic I'rage, womit er sich zu beschiiltigen hiitte, ausfiihrlich iiber Zuwen-
dungen fir langjdhrige Betriebszugehérigkeit, iiber Primien und iiber
den betriebseigenen Sportclub. Von Studienkollegen erfihrt er unter dem
Siegel der Verschwiegenheit, daB man sich im SBK zur Zeit damit be-
schiiltigt, kleine Regler fiir Klimaanlagen zu entwickeln; das ZKB sattelt
aus irgendeinem Grund von Elektronik auf Pneumatik um, und im
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MAMASCHA wird ein Gerit auf Vibrationsstabilitit untersucht, das ein
anderes Werk produziert, wobei das Offnen der Gerite verboten ist.
Dafiir gibt es in MAMASCHA die Méglichkeit einer Aspirantur. Im ver-
gangenen Jahr waren noch Plitze [rei, da fihige Mitarbeiter von den
Chefs nicht weggelassen und unfihige von den zur Betreuung gewonne-
nen Professoren nicht genommen wurden.

Mit der Wohnungsfrage ist es am besten im ZKB bestellt. Dort wird bald
ein Haus fertig. Natiirlich wird man als Neuer kaum damit rechnen
konnen, in diesem Haus eine Wohnung zu bekommen. Man darf aber
annehmen, daB durch den Hausbau alle dringlichen und superdringlichen
Fille erledigt werden, so daB man eine Wohnung auf gewhnlichem Wege
erhilt.

Im SKB und im MAMASCHA verspricht man eine Wohnung, doch nicht
sehr fest, man betont mehr das Wort ,,Leistung [iir den Betrieb* ...
Im Forschungsinstitut zur Untersuchung des Einflusses von Strahlen auf
die lebende Natur (FINZUN) ist alles umgekehrt. In der Abtcilung dieses
neuen Instituls, in der eine Stelle frei ist, untersucht ein Doktor der
Biologie den Linfluf von Hochirequenz auf das Wachstum von Champi-
gnons. Er klagt iiber den geringen Automatisierungsgrad. Da im Institut
keinerlei technische Ausriistung vorhanden ist, muBl man sie vollkommen
neu schaffen. Dabei verspricht sich der Biologe Hilfe von einem Spezia-
listen aus dem Institut fiir .\utomalisierung, mit dem er zusammen aul
die Jagd geht. Im FINZUN wird ein um 309/, héheres Gehalt als fiir die
iibrigen Stellen geboten, und es hesteht bei giinstiger Entwicklung die
Maéglichkeit, in ein bis zwei Jahren eine selbstédndige Abteilung fiir Auto-
matisierung zu schaffen.

Fiir den Weg zum Institut wiirde man etwa zwei Stunden henétigen, und
die Perspektive des dreimaligen Umsteigens und eines FuBmarsches von
zwei Kilometern bei triibem Matschwetter oder grimmiger Kilte ist nicht
gerade rosig. Das FINZUN will jedoch auch ein Wohnhaus bauen.

Die Il'reundin von Diplom-Ingenieur PIliffig, Liesa, arbeitet im SKB.
Wiirde er auch dort arbeiten, so kénnte er sie wohl mit soviel Aufmerk-
samkeit umgeben, daB kein anderer an sie herankommt. Wiirde er im
IFFINZUN anfangen, so kinnte er sie hochstens zweimal in der Woche
treffen. Wenn er sich jedoch schnell zur Heirat entscheiden kionnte, be-
stinde die Moglichkeit, daB auch sie zum FINZUN iiberwechselt.
Woliir wiirden Sie sich entscheiden ? Der Jungingenieur Pfiffig wuBte es
trotz aller Pfilfigkeit auch nicht. Er bat einen befreundeten Kybernetiker
um Rat. Dieser horte sich nicht erst lange alle Varianten, Feinheiten,
seelischen Ergiisse und karrieristischen Triumereien an, sondern schlug
vor, eine Tabelle aufzustellen.

In die Spalteniiberschriften trug er die einzelnen Institutionen ein, die
bereit waren, den neuen Mitarbeiter aufzunehmen. Vor die Spalten
schrieb er die Hauptpunkte, von denen fiir Pfiffig die Wahl der neuen
Arbeitsstelle abhing. Die Tabelle wurde zeilenweise ausgefiillt, an jede
Stelle kam ein Punktwert zwischen null und zehn Punkten. Das war
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wesentlich leichter, als die Situation im ganzen zu iiberblicken. Urteilen
Sie selbst!

Am interessantesten schien die Arbeit im FINZUN; sie hatte zwar keine
groBen MaBstiibe zu bieten, war aber immerhin eine selbstindige Arbeit.
Sie erhielt die hochste Punktzahl — 10. Im NOKOMI gibt es auch inter-
essante Arbeil, doch der Hauptteil wird von Programmierern und Spezia-
listen fiir numerische Berechnungen ausgefiihrt, wihrend der Auto-
matisierungsingenieur nur cine Nebenrolle spielt. Daliir giht es 8 Punkte.

Tafel 3. Punktbewertung fir die Stellensuche des Diplom-Ingenieurs P[fiffig

Fd wn
- Y
. = |, | |&=
[=1 — = 7] n
? |lo |z |z |2 |2 |& |33
/m 4 A N = - & mo
Arbeit Ty 8 2 5 2 10 15 | a
Vorgesetzter ) 7 ) 4 2 Y 12 | ay
Kollektiv T3 10 2 6 2 8 12 | ay
Aussichten auf
Promotion x4 1 1 6 8 7 10 | a,
Matcrielle Bedin-
gungen (Gehalt,
Pramien usw.) Ty 7 8 9 10 10 | ay
Aufstiegsmoglichkeiten| 2 ) 5 2 7 8 | ag
Aussichten auf
Wohnung Ty 1 3 9 5 10 15 | ag
Wegzcit zur Arbeit g 10 4 6 3 1 8 |
Sport Ty 2 2 10 2 5 3 | ay
Licsa E7T)) 5 1 10 B 1 K a0
Summe § 53 32 69 40 68
Kriterium K — gewogene
Summe 550 | 342 | 638 | 398 | 768

[m SKB, im ZKB und im MAMASCHA zeigt man keinc¢ konkrete Auf-
gabenstellung, sondern vorlidufig nur die ,, Katze im Sack‘. Die interessan-
teste Arbeit hat, wenn man den Studienkollegen glauben kann, vielleicht
das ZKB zu bieten — die Probleme der Pneumatik scheinen Perspektive
zu haben (jedenfalls hat der berilhmte Professor M. Aiserman in einem
offentlichen Vortrag so etwas gesagt). Allerdings ist noch nicht entschie-
den, ob Diplom-Ingenieur Pfiffig zur Pneumatik kommt oder nicht, man
kénnte es auf alle Fille versuchen. Also erhalten SKB und MAMASCHA
2 Punkte, und ZKB erhilt 5 Punkte.

Die Leiter der Abteilungen sind Pfiffig nicht gut bekannt. Einige Infor-
mationen iiber sie sind aber vorhanden.

122



Im NOKONMII ist der Leiter der Gruppe, die fiir die Linliihrung der nume-
rischen Stcuerung arbeitet, ein lebhalter, energischer Mensch. Er hat die
Hochschule zwei Jahre vor Plilfig verlassen. Die Leute reden zwar gut
iiber ihu, er kann aber auch noch nicht allzuviel, also kann man von ihm
anch nicht vicl lernen. Bewertung — 7 Punkte.

Der voraussiclitliche Chef im SKB ist ein finsterer Mensch, der kurz vor
der Rente steht. Das Gespriach mit ihm hat keinen guten Eindruck hinter-
lassen, obwohl schwer zu sagen ist, worin dieser schlechte Eindruck be-
steht. IXr soll zwar niemand etwas I3ises tun, doch sehr kleinlich sein. So
wurden 5 Punkie angesetz!.

Im ZIKB gelang es nicht, mit dem unmittelbaren Vorgesetzten zu sprechen
— er war aul eciner liingeren Dienstreise. Dem Vernehmen nach soll er
keinen einfachen Charakter haben, ehrgeizig sein und ein schlechtes Ver-
hiiltnis zu den hoheren Cheis haben. Das ist 4 Punkte wert.

Der Doktor der Biologie ist biirtig, umgiinglich, spricht drei Sprachen und
kenut alle und jeden. Er hal grandiose Perspektiven ausgemalt — die
Champignons sind bloB der \nfang; offenbar laBt sich das Wachstum
jeglicher Pflanzen in Gewiichshiiusern bedeutend beschleunigen. Die
Meinungen iiber ihn sind gut. Er ist aber selten an seinem Arbeitsplatz,
fahrt oft ins Nusland. ist Mitglied aller méglichen Wissenschaftlichen
Rite usw. In der Automalisierung kann man von ihm natiirlich nichts
lernen, doch auf Ilille kann man rechnen. Das ist gut — 9 Punkte. So
entstanden die Zahlen in der Zeile ,,Vorgesetzter*.

Das Gehaltist auller im IFINZUN iiberall etwa dasselbe: 80U0bis 1000 Mark
im Monat. Allerdings gibt es im SIXB und ZKB hiufig Priamien, und das
machtim Mittel noch 100 Mark im Monat zusitzlich aus. Im MAMASCHA
gibt es Primien quartalsweise, und zwar recht hohe, es ergeben sich im
Mittel je Monat 200 Mark. Im IFINZUN handelt es sich um die Planstelle
eines Gruppenleiters mit 1200 Mark im Monat. Bewertet man dieses
Gehalt mit 10 Punkten, so lassen sich leicht auch die iibrigen Punktzahlen
ansetzen.

Der Wohnung am niichsten gelegen ist das NOIKOMI, man benétigt nur
10 Minuten Fuflweg. Zum SKB und zum MAMASCHA sind es etwa
40 Minuten, zum MAMASCHA muBl man von der Metro in den Autobus
umsteigen. Bis zum ZKB sind es 25 Minuten mit dem Obus; zum FINZUN
benétigt man zwei Stunden. Die Puunktzahlen fiir diese Zeile sind klar.
Liesa ist konsequent dagegen, daB PIliffig zum SKB geht, wo sie selbst
arbeitet; ihr gefillt es dort nicht so recht, und sie méchte auch gern die
Stelle wechseln. Sie schligt ZKB als Arbeitsstelle vor, dort wiren die
Perspektiven giinstig. Sie wohnt in der Nihe des ZKB, und im Fall einer
Heiratkonnten siegut beiihren Eltern wohnen. Sieistgegen das FINZUN,
denn sie mochte nicht so weit von ihren Eltern wegziehen. In der Tabelle
erscheinen ncue Zahlen.

So iiberlegten sich die Freunde auch die anderen Zahlen, schitzten die
Arbeitskollektive ein, die Méglichkeiten zur Promotion, die Chancen fiir
das Aufsteigen, die sportlichen Moglichkeiten und die Aussichten auf
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eine Wohnung. Die entsprechenden Punkte sind in die Tabelle einge-
tragen.

Nun werden die Zahlen in den einzclnen Spalten addiert, und fiir jede
Arbeitsstelle ergibt sich einc Punktzahl. Es stellt sich heraus, da ZKB
und FINZUN bedeutende Vorziige gegeniiber den anderen haben (s.
Zeile ,,Summe‘‘). Das ZKB hat einen Punkt voraus, und Pliffig miiliic
das ZKB als die Arbeitsstclle mit den meisten Vorziigen wihlen.

Es ist jedoch noch eine wichtige Uberlegung anzustellen. Nicht alle zehn
Zeilen der Tabelle haben [iir Pfiffig denselben Wert. So haben beispiels-
weise die Aulstiegsmoglichkeiten im Moment des Arbeitsstellenwechsels
ein bedeutend geringeres Gewicht als die Art der Arbeit oder die Lisung
des Wohnungsproblems. Deshalb werden [iir die verschiedenen Zeilen
der Tabelle Gewichtsfaktoren eingefiihrt. Diese IFaktoren kdénnte mun
nach einem 10-Punkte System aufstellen. Wir werden die Wichtigkeit der
einzelnen Zeilen in Prozent angeben; dies entspricht einer Aufteilung von
100 Punkten.

Die Gewichtsfaktoren sind nach subjektiven Gesichtspunkten zu ver-
teilen. Zweifel ruflt lediglich der Faktor hervor, der die Meinung von
Liesa zum Ausdruck bringt. Plilfig miBt dieser Meinung jedoch kein
groBBes Gewicht bei, da die Frage einer Heirat noch gar nicht entschieden
1st.

Das Giitekriterium K fiir die verschiedenen Varianten der Wahl der neuen
Arbeitsstelle ist also nicht einfach die Summe § = 2y 4+ a2 + -+ 4+ 110,
sondern die gewogene Summe K = a1y + ayrs + -+ + a10z10.

Fiir die von Pfilfig festgelegten [Faktoren, die den Grad seiner Interessiert-
heit an den einzelnen Dingen ausdriicken, hat die gewogene Summe die
Form K = 15zy + 1225 + 1223 + 10x; + 10x5 + 8z¢ + 15a2; + 8xy
+ 5$9 + 5.’):10.

Das Ergebnis ist in der letzten Zeile der Talel 3 angegeben. Es ist nach
wie vor zu erkennen, da ZKB und FINZUN bedeutende Vorziige gegen-
iiber den anderen Arbeitsstellen haben. FINZUN licgt aber jetzt weit vor
ZKB, um etwa 15%,. Nun fillt Pfiffig die Enischeidung, zum FINZUN
zu gehen.

Der Gang der Uberlegungen zur Aufstellung eines Giitckriteriums ist in
vielen Aufgaben vollkommen analog. Wenn irgendwelche Kennzilfern
objektiv gemessen werden konnen — wie im vorstehenden Beispiel das
Gehalt —, so sind sie zu benutzen. Wenn die Kennzilfern subjcktiv fest-
gelegt werden, so ist auf den Rat eines Experten oder die Einschiitzung
der interessierten Stelle zuriickzugreifen. Wenn wir cin Giitekriterium
fir die Erdélverarbeitung aulstellen wollen, so kénnen wir z. B. den
Gewinn zugrunde legen, den das Werk erzielt. Die verschiedenen bei der
Verarbeitung entstehenden FFraktionen, Benzine, Gasolin, Rakctentreib-
stoff usw., sind die KenngroBen, und die Gewichtsfakloren sind die Werks-
abgabepreise. AuBerdem sind die Kosten fiir die Rohstofle, die Elektro-
energie, die Heizung, den Lohnfonds des Betriebes und andere Ausgaben
zu beriicksichtigen. Wir werden allerdings bald feststellen, dal} selbst bei
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cinem scheinbar so leicht fabaren Kriterium wie dem Gewinn bedeutende
Schwierigkeiten entstehen kénnen. Es kann vorteilhaft sein, den Proze
fiir verschiedene Betriebsteile unterschiedlich zu fiihren. Fiir den einen
Betriebsteil kann die Erzeugung leichter I‘raktionen 6konomischer sein,
da in den dort vorhandenen Anlagen die geringsten Verluste auftreten,
wiihrend die Anlagen cines anderen Betriebsteils einen héheren Gewinn
bringen, wenn weniger leichte Fraktionen entstehen. Die Werkleitung
mul die Interessen der cinzelnen Betriebstcile in Einklang bringen.

Ein Giulekriterium fiir das gesamtc Werk (beispielsweise nach dem Ge-
winn) muB nicht unbedingt den Interessen der Volkswirtschaft ent-
sprechen. Das kann verschiedene Griinde haben. So kann z. B. ein Werk
auf Grund der Gewinnoptimierung die Benzinproduktion erhhen wollen,
wiihrend aber gerade vor allem schwere Erdélprodukte bendtigt werden.
Das Giitekriterium, nach dem die Produktion optimiert wird, mufl auch
den Interessen der Volkswirtschaft gerecht werden. Deshalb mnufl die
Produktion so geplant werden, dall alle Teile des Landes mit den not-
wendigen Erdélprodukten versorgt werden und die Transportkosten zu
den Verbrauchern moglichst gering sind.

Man kénnle noch viele Faktoren anfiihren, die die Wahl eines Giite-
kriteriums erschweren. Wir wollen es bci den gezeigten Beispielen be-
wenden lassen.

Das Modell

Lin Spielzeugaulo ist das Modell eines wirklichen Aulos, das Bild eines
Filmstars ist das Modell des Filmstars selbst. Ein Objekt und sein Modell
haben etwas Gemeinsames, sie stimmen jedoch nie ganz iiberein. Die
Bilder des Filmstars von vorn und im Profil sind verschiedene Modelle.
Siekonnen Briefmarkenformat haben oder die ganze Fassadc eines 11auses
cinnehmen.

Ein Luftballon kann sowohl das Modell der lirdkugel als auch das eines
Tennisballs scin. In der Himmelsmechanik dient hiufig ein Punkt, dem
die Massc der Erdkugel zugeschrieben wird, als Modell der Erde.

Es ist klar, dal man den Tennisball ebenso als Modell fiir den Luftballon
ansehen kann. Ist aber cin wirkliches Auto auch das Modell eines Spiel-
zeugautos ? Oder ist etwa der Filmstar nur ein Modell seines Reklame-
fotos ? Ich bin der Meinung, daf} cs sinnvoll ist, diese Fragen zu bejahen.
Mls Modell eines Objeklcs, eines Prozesses oder einer Lrscheinung be-
zeichnen wir c¢in anderes Objekt, einen anderen Prozel oder eine andere
Isrscheinung, wenn gewisse gemeinsame Ziige vorhanden sind. Gewohn-
lich versteht sich dabei von selbst, dall das Modell das betrachtete Objekt
vereinfacht darstellt. Es ist jedoch nicht immer leicht, dem Begriff
. vereinfacht* einen genauen Sinn zu geben, da tatsichlich alle Objekte
und Erscheinungen unendlich kompliziert sind; sie werden lediglich mit
unterschiedlichem Genauigkeitsgrad betrachtet. Das Modell wird in
dieser Betrachtung zu einem wechselseitigen Begriff. Den Tennisball
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Bild 91

kann man als Modell des Luftballons anschen, audererseits kann der
Luftballon als Modell eines Tennisballs dienen. Von diesem Standpunki
aus ist auch der Filmstar ein Modell scines Reklamebildes, und ein wirk-
liches Auto ist Modell des Spielzcugautos, denn stets lassen sich am Spiel-
zeugaulo gewisse Eigenschaften bemerken, die das tatséchliche Auto nicht
besitzt.

Wenn wir also fiir ein bestimintes Objekt ein Modell bauen wollen, miissen
wir genau verabreden, welche Eigenschaften des \usgangsobjektes mo-
delliert werden sollen.

Nicht nur Objekte lassen sich modellieren, sondern auch PProzesse und
Lirscheinungen. Das Spiel auf der Mundharmonika modelliert den Solo-
gesang und das Spiel auf der Orgel einen viclstimmigen Chor. Die Zube-
reitung des Mittagessens kann Modell fiir viele technologische Prozesse
sein. Ein Junge, der auf einem Steckenplerd reitet, modelliert einige
Eigenschaften des I7luges eines groBen I'lugzeugs.

Die Modellierung dient seit langem als Hilfsmittel beim Studium der
verschiedensten Erscheinungen. In der Technik greift man alltiglich auf
sie zuriick, und sie dringt auch immer weiter in die Biologie, die Psycho-
logie und die Okonomie ein. An Modellen werden die Eigenscliaften von
Schiffskérpern untersucht. Das Verhallten von I'lugzeugmodecllen im
Windkanal gibt Hinweise fiir die IConstruktion von Flugzcugen. Bei der
Projektierung von Wasserkraftwerken, Briicken und anderen groBen
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Bauwerken werden zuniichst Modelle untersucht, die diese Anlagen i ver-
kleinerten MaBstab darstellen. Jm Schiffbau, Flugzeugbau und Raketen-
bau sind Modelle ciue iibliche Sache. Diese physikalische Modellierung
stiitzt sich auf die Alulichkeitslehre.

Kraltfahrer, Piloten und Kosmonauten werden an Modellen von Steue-
rungssystemen ausgebildet. Diese Modelle haben keine geometrische Ahn-
lichkeit mehr zu dem, was modelliert wird ; hicr kommt es auf die Analogie
in der I'unktion der entsprechenden Anlagen an.

Von groBer Wichtigkeit sind auch die Verhaltensmodelle.

Claude Shannon (von dem noch die Rede sein wird) baute eine kiinstliche
Maus, der sich bestimmte zweckmiBige Verhaltensweisen beibringen
lieBen. Spiler wurden noch viele derartige Modelle gebaut.

I'iir ie Modellierung der Funktionen eines bestimmten (lebenden oder
unbelebten) Objektes werden hiiufig elekironische oder pneumatische
Modclle benutzt. Ihre ['unktion beruht aul der Identitit der mathema-
tschen Beschreibung der Prozesse im Objekt und im Modell. Solche
Modelle werden in immer grollerem Umfang angewendet. Zu ihrer Ent-
wicklung benétigt man jedoch eine mathemalische Beschreibung des
Objektes, des Prozesses hzw. der Erscheinung.

Das mathematische Modell

»-Isin rechieckiger Spielplalz ist von einem Zaun umgeben. Die Linge des
Plaizes ist um 15 m groBer als scine Breite. Dic Summe der zwei langen
Seiten betriigt 80 m. Die Linge des Zaunes ist zu bestimmen.*

Sehade, dall manche Spielplitze eingezdunt sind, doch offenbar ist das
notwendig. Mit der iibrigen Situation hatten jedoch weder ich noch meine
niichsten Verwandten je ctwas zu tun. Leider trifft man in den Schul-
biichern alleuthalben noch solche sinnlosen Aufgaben au. Der erste Schritt,
den der Schiiler zu ihrer Losung zu gehen hat, besteht darin, die Aufgabe
Lauscinanderzunehmen’’, um herauszustellen, welche GréBen und welche
Bezichungen zwischen ihnen gegeben sind und welche GréBen oder Be-
zichungen bestimmt werden miissen. Auf diese Weise erhiilt er eine mathe-
malise lu, Beschreibung der Situation. Der zweite Schritt besteht aus dec
Suche nach cinem passenderen mathematischen Modell, der Einfiithrung
symbolischer BBezeichnungen und der Aufstellung mathematischer Glei-
chungen. Wir bezeichnen die Linge des Rechtecks mit z und seine Breite
mit y. Dann lauten die Bedingungen der Aufgabe:

x=y+ 15; 22=80)
Zu hestimmen isl
Ju+ 2y

Iss ist klar, daB eine solche Formulierung der Aulgabe cinlacher und
iibersichlicher ist als eine I'ormulierung in Worten: Das Aufstellen von
tileichungen ist eine bequeme Methode, um cine mathematische Beschrei-
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bung, ein mathematisches Modell, zu crhalten. Liin anderes mathemati-
sches Modell derselben Situation bekime man, wenn man (iir dic Koeffi-
zienten Buchstabenbezeichnungen einfiihren wiirde.

Das Modell wiirde lauten: Gegeben ist a;t + by = ¢; und asx = c..
Gesucht wird Az + By.

Die Koeffizienten sind beliebige gegebene Zahlen. Um die Lésung ciner
konkreten Aufgabe zu erhalten, hat man nur in dic entsprechende End-
formel konkrete Zahlenwerte cinzusetzen.

Als Modell der Erdkugel dient manchmal einfach ein Massepunkt, in dem
man sich die Masse der Erde vereinigt denkt. In anderen Iiillen nimmt
man als Modell der Erde ecine Kugel mit der Gleichung z* + 3* + s = R*
(wo R =~ 6400 km ist und der Koordinatenanfangspunkt in das Zentrum
der Erdkugel gelegt wird); wenn es notwendig ist, betrachict man die
Erde als Geoid (einc an den Polen abgeplattete Kugel), dessen Gleichung
komplizierter ist als die der Kugel.

[n Abhingigkeit von der Aufgabe sieht man die Lrde als homogenen
Kérper an, als Festkérper mit variabler Dichte oder als Kérper, der von
einer Fliissigkeitsschicht bedeckt wird. Jede Situation wird durch ein
mathematisches Modell beschrieben. Wenn wir z. B. die Gezeiten unter-
suchen wollen, dann ist es natiirlich illusorisch, cine mathematische Be-
schreibung der Erdkugel ohne Beriicksichtigung dessen zu geben, dabi
bedeutende Teile der Erdoberfliche von Wasser bedeckt sind und der
Mond Anziehungskrifte auf die Erde ausiibt.

Bild 92
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Das zweile Newlonschie Grundgesetz der Mechanik (der Impulssatz) lautet:
Das Produkt aus der Masse cines Korpers und der Beschleunigung, die er
crlihrt, ist gleich der Summe der wirkenden Krifte. Der Einfachheit
halber wollen wir uns darauf beschrinken, die Kréfte und die Bewegung
lings einer geraden Linie zu betrachten. Wenn m die Masse des Korpers,
b der Belrag der Beschleunigung und /* die Summe der wirkenden Krifte
sind, so 1Bt sich das mathematische Modell fiir den Zusammenhang
zwischen Masse, Beschleunigung und den wirkenden Krilten ausdriicken
durch die Gleichung

mb=F (1)

Dieses mathemalische Modell beschreibt die entsprechenden physika-
lischen Erscheinungen recht gut, wenn die Geschwindigkeiten der Kérper
relativ klein sind. Es ist bekannt, daB man die Masse der Kérper als von
der Geschwindigkeit unabhingig ansehen kann, wenn diese klein im
Vergleich zur Lichtgeschwindigkeit ist. Wenn jedoch die Geschwindigkeit
der Korper in die GroBenordnung der Lichtgeschwindigkeit kommt, be-
schreibt das durch Newton gegebene mathematische Modell die Situation
unzulinglich, und es treten groBe Abweichungen zu den im Versuch
gemessenen Werten auf. Um ein exakteres Modell zu bauen, wird der
Begriff der Ableitung einer Funktion benétigt.
Verehrter Leser, wenn Sie die Formeln immer noch zum Géhnen anregen
und den Wunsch aufkommen lassen, das Buch in die Ecke zu werfen,
wenn lhnen die Geschwindigkeit des Flugzeugs IL 62 als hochstes der
Geliihle ausreicht und Sie keine Reise zu fernen Planeten beabsichtigen,
und wenn Sic dic Relativitiitstheorie Einsteins nicht weiter interessiert,
konnen Sie die folgenden Absidtze und die dahinterstehenden Gedanken
einfach iiberspringen.
Den Begrill der Ableitung werde ich nicht ausfiihrlich erldutern, sondern
lediglich die Symbolik erkliren. Die Geschwindigkeit eines Kérpers sei
v=1(t), das Zeitdifferential (d. h. die AnderungsgroBe der Zeit) ist d¢,
und dv ist das zugehorige Geschwindigkeitsdifferential. Die Beschleuni-
gung des Korpers zum Zeitpunkt ¢ wird gegeben durch den Ausdruck
dv
b =5 @

Die rechtie Seite heiBt Ableitung der Geschwindigkeit nach der Zeit. In
dem von uns betrachteten Problem spielt der Begriff der ,,Bewegungs-
groBe* cine wichtige Rolle. Als BewegungsgroBe bezeichnet man das
Produkt m v aus Masse und Geschwindigkeit des Kérpers. Dann ldBt
sich das angefiihrte Newtonsche Gesetz auch in der Form

d(mv)

aw = F (3)

schreiben, d.h., die Ableitung der Bewegungsgré8e nach der Zeit ist gleich
der Summe der wirkenden Krifte.
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Wenn die Masse nicht von der Geschwindigkeit {und somit nicht von der

Zeit) abhiingt, ist
d(mv) dv

=m - = A
de m di mb (4

und es gilt das urspriingliche mathematische Modell Gl. (1}.

Kommt der Betrag der Geschwindigkeit in die Nihe der Lichtgeschwin-

digkeit, so hiingt nach der Einsteinschen Relativitiitstheorie dieMasse von

der Geschwindigkeit ab:

m= —— \5)

A
Hierin ist m¢ die Ruhemasse des IKiérpers und ¢ die Lichtgeschwindigkeit
im Vakuum.
Nun kann man in Gl (3) die Masse m nicht mehr vor das Ableitungs-
zeichen nehmen, und als mathematisches Modell fiir den Zusammenhang
zwischen Masse, Geschwindigkeit und wirkender Kraft in der Mechanik.
in der die Relativititstheorie gilt, dient Gl. (3) zusammen mit Gl. (5).
Gil. (3) stellt die einfachste Differentialgleichung dar. Sic brauchen jedoch
nicht zu erschrecken, ich habe nicht die Absicht, Sie auf die gefihrliche
Reise durch das Dickicht der Dilferentialrechnung oder gar der Dilleren-
tialgleichungen zu fiihrer (Differentialgleichungen sind Gleichungen, in
denen auBer den unbekannten Funktionen auch deren Ableitungen vor-
kommen). Die Differentialgleichungen sind in der Physik. Chemie und
anderen Wissensgebieten Hauptelement der mathematischen Modelle der
verschiedensten Erscheinungen, in denen dic Dynamik (Verinderung) der
eingehenden GréBen zu beriicksichtigen ist.

Ereignisse und ihre Modelle

,»Folgt daraus, dal alle roten gekochten Krebse toL sind und alle toten
roten I(rebse gekocht sind, daB tote gekochte I{rebse immer rot sind ?*‘
Sie werdecn sich natiirlich selbst in dieser dramatischen Situation zurecht-
finden wollen, verchrter Leser, und sicher mit Hille des gesunden Men-
schenverstandes und der elementaren Logik schnell auf die gestcllte I'rage
antworten.

Der Mathematiker 1408t sich jedoch nicht darauf ein, sich it solch ciner
Wortklauberei auseinanderzusetzen und die Viclzahl der Varianten durch-
zuprobieren, in der man sich leicht verlieren kann. Er wiirde die Freignis-
algebra anwenden, iiber die ich jetzt berichten werde.

Wir belrachten eine Gesamtheit oder Menge von irgendwelchen Objekten.
Gegenstinden oder Elementen. Fiir die folgenden Erérterungen ist es
gleichgiiltig, ob die auftretenden Mengen endlich oder unendlich sind, oh
sie aus Krebsen, schénen Midchen, den Wegen vom Punkt A zum Punkt
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B, Spielkarten oder aus allen Punkien der Ebene bestehen. Esist lediglich
wichtig, daB es sich umn homogenc Elementc handelt.

Ferner stellen wir uns den Begrill ,,Versuch® in allgemeiner Form vor.
Versuche konnen naturwissenschaftliche Experimente sein, sie kounen
aber auch im Geben von Skatkarten bestehen, in der Auswahl schoner
Midchen als Mannequins fiir ein Modehaus, in der Wahl der Wege, die
kiirzerals drei Kilometersind, in der Festlegung einer Menge von Punkten
aul der Ebene oder auch darin, daB man iiberpriift, ob dic aus dem Topf
genommenen Krebse rot sind.

Die Resultate der Versuche oder Beobachtungen wollen wir Ereignisse
neuncn. Bei der Uberpriifung einer Gruppe aus zehn Krebsen kann es
sich erweisen, daB drei davon rot sind — das ist ein Ereignis. Ein nicht
weniger bedeutendes Ereignis wiirc es, im Skat einen Grand ouvert zu
bekommien, Sic wiirden dies sofort laut bekanntgeben. Nebenbei bemerkt,
das wiire schon wieder ein neues Ereignis!

Ein Ereignis ist also fiir uns gleichbedeutend damit, daB im Lrgebnis des
Versuchs eine gewisse Menge von Ausgangselementen aultritt, also eine
Teilmenge. Die cinzelnen Elemente der Ausgangsgesamtheit wollen wir
Flementarereignisse nennen.

Jedes Ereignis besteht dann also aus einer gewissen Menge von Elementar-
ereignissen.

Jelzt isl es an der Zeit, cinige Operationen mit den Lreignissen einzu-
fiihren. Die zwei Ereignisse .1 und B kann man zu neuen Ereignissen ver-
binden: zum Produkt A-B und zur Summe A + B. Das Produkt A-B
ist das LEreignis, das aus den Elementarereignissen besteht, die sowohl zu
A als auch zu B gehéren; die Summe A + B sind sdmtliche Elementar-
ereignisse, die entweder zu A oder zu B oder zu A und B gehéren.

Das Ereignis A sei das Auftreten eines Punktes im senkrecht schraffierten
Bereich vom Bild 94 und das Ereignis B das Aultreten eines Punktes im
waagerecht schralfierten Bereich.

Fiir das Produkt A-B (abgekiirzt auch einfach mit 4B bezeichnet) gilt
dann der doppelt schrallicrte Bereich, wiihrend fiir die Summe A 4+ B
alles Schraflicrte gilt — im Bild 94 durch eine fette Linie eingefaBt.
Zunichst erscheint es ungerechtfertigt, die wohlbekannten Begriffe
Summe und Produkt in irgendeinem andercn Sinn zu gebrauchen. Die
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Bild 94

Bild 95

Bezeichnungen haben sich aber auch hier fiir lireignisse und Mengen ein-
gebiirgert, und man kann sich an sie genausogut gewohnen wie an die
gewdhnlichen arithmetischen Operationen, wenn man einige Ubung im
Umgang mit Mengen hat.

Wenn das Ereignis A das Ereignis B einschlieBt (das wird symbolisch
durch B C A ausgedriickt), so gilt (Bild 95)

A+ B=A und A-B=B
Insbesondere ist fiir jedes Ereignis A
A+A=A und A-A=4A

Das widerspricht natiirlich den gewohnten Regeln fiir die Addition und
Multiplikation bei den Zahlen, doch man kann sich damit trésten, daB
ich es sicher nicht gebracht hiitte, wenn es nichts Neues wiire.

In der Aufgabe iiber die roten Krebse, die uns besonders intcressierten,
bezeichnen wir mit 7' die Menge der toten Krebse, mit G die Menge der
gekochten und mit R die Menge der roten Krebse.

Rote Krebse kionnen gekocht sein, aber auch ungekocht. Im Bild 96 ist
die Menge G durch senkrechte Linien schraffiert und die Menge R durch
waagerechte. Die Menge GR, die sowohl senkrecht als auch waagerecht
schraffiert ist, entspricht den gekochten roten Krebsen.
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Da laut Bedingung alle roten gekochten Krebse tot sind, mufl die Menge T
aller toten Krebse die Menge GR einschlieBen. Das 148t sich in der Form
GR C T schreiben. Diese Situation ist iin Bild 97 dargestellt, in dem die
Menge 7' durch schrige Linien schraffiert ist. Das Gebiet, das durch alle
drei Schraffierungsarten bedeckt wird, ist das Produkt GRT und ent-
spricht den gekochten, roten, toten Krebsen. Der nur waagerecht und
schrig schraffieric Bereich entspricht den roten und toten, jedoch nicht
gekochten Krebsen.

Soist die allgemeine Situation. Nun miissen wir noch die zweite Bedingung
der Aufgabe beriicksichtigen, die aussagt, daB alle roten toten Krebse
gekocht sind. Demzufolge kann es keine roten und toten, jedoch unge-
kochten Krebse geben; d. h., der nur schrig und waagerecht schraffierte
Bercich muf} ausgeschlossen werden. Im Ergebnis gelangen wir zu der im
Bild 98 gezeigtlen endgiiltigen Darstellung.

Dieses Bild stellt die vollstindige Losung unserer Aufgabe dar. Die
Existenz eines nur durch senkrechie und schrige Linien schraffierten
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Bild 98

Bereiches beweist ndamlich, daB es in der beschriebenen Situation tote
gekochte Krebse geben kann, die nicht rot sind. Aus den Bedingungen,
daB alle roten gekochten Krebse tot und alle roten toten Krebse gekocht
sind, folgt also nicht, daB} alle toten gekochten Krebse rot sind.

Formal lieBe sich das so schreiben: Aus RG C 7' und RT C G folgt nicht
TG CR. Das ist kurz und klar, nicht walir?

Das alles zeigt, daB die Ereignisalgebra, von der Sie jetzt einen 'Teil
kennengelernt haben, die Moglichkeit gibt, mathematische Modelle nicht
nur mit Hilfe der gew6hnlichen Vorstellungen der elementaren Algebra
und der Analysis zu bauen. Nebenbei bemerkt, die Bilder 94 bis 98 sind
Modelle der betrachteten Ereignisse!

Die Ereignisalgebra wird oft der Booleschen Algebra (nach dem englischen
Mathematiker des 19. Jahrhunderts Georg Boole) oder der symbolischen
Logik gleichgesetzt. Die moderne Wahrscheinlichkeitstheorie stiitzt sich
auf die Grundlagen der Booleschen Algebra. Zur Lésung vieler technischer
Probleme — z. B. zur Synthese von Relaisschaltungen, in der Theorie
der Ziffernrechner und der Theorie der endlichen Automaten — wird
diese Algebra ebenfalls benutzt.

Wozu ist ein mathematisches Modell iiberhaupt nétig ?

Zweifellos sind die Verfolgung einer Rakele mit einer Radaranlage, das
Anlegen eines Bohrlochs oder der Erdélverarbeitungsprozel bedeutend
einfacher als das gewohnliche Laufen. Am Laufen sind Hunderte von
Muskeln und Millionen von Zellen des lebenden Organismus beteiligt.
Jede der Zellen ist fiir sich ein so komplizierter Organismus, daB} die
mathematische Beschreibung ihrer Lebenstitigkeit der Wissenschalt bis
jetzt noch nicht gelungen ist.

Ungeachtet dessen sind Katzen, Elefanten und auch wir Menschen in der
Lage, zu laufen, zu essen und Laute von sich zu geben, ohne dal} vorher
ein mathematisches Modell des betreffenden Vorgangs konstruiert werden
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mubite. Aulierdem bewegen sich sdmltliche lebenden Organismen auch
ohne derartige Mudelle ibcraus exakt und mit geringem $konomischem
Aufwand!

Nachdem ich diese Zeilen geschrieben hatte, habe ich den Federhalter
hingelegt und ihn dann wieder aulgenommen. Wie liuft der Mechanismus
dieser scheinbar so einfachen Bewegung ab? René Descartes, der Schopfer
der analylischen Geometrie, war nicht nur Mathematiker, sondern auch
ein groBer Naturphilosoph und eine sehr interessante und gebildete
Personlichkeil. 14y war genau wie wir bestrebt, die Natur zu verstehen und
solche erstaunlichen Dinge wie dic zielgerichteten Bewegungen der Lebe-
wesen zu erkliiren. Den Rellex des Zuriickziehens der Hand bei einer
schmerzhaften Erregung erklirte Descartes lolgendermaBen: Bei der Iir-
regung durch den Schimerz wird im Nerv ein Seil gezogen, das im Gehirn
das entsprechende Ventil 6ffuet. Nun gelangt durch ein Réhrensystem
das Nervengas in den entsprechenden Muskel; dieser wird aufgelillt, und
dadurch wird schlieBBlich seine Verkiirzung verursacht.

Iine solche lirklirung kommt uns heute naiv vor. Descartes lebte jedoch
in der ersten 1LI[1e des 17. Jahrhunderts, als die Elektrizitidt noch nicht
bekannt war. Deswegen konnte er nochnichts von den Biostrémen ahnen.
Damals war dic Blitezeit dee Uhren, dergréliten mechanischen Maschinen
jener Zeit, und deshalb konnte sich Descartes viele Dinge noch nicht vor-
stellen, die heule die Kinder bereits in den Schulbiichern finden. Irnmer-
hin ist das Descartessche Modell das erste Modell des Reflexbogens mit
scinen simtlichen Hauptelementen.

Im dritten Viertel des 19. Jahrhunderts verétfentlichte der grolle Plysio-
loge M. Setschenov seine Arbeit ,,Die Reflexe des Gehirns®. Er nahm an,
dal} dhnlich geartete IRellexe die Grundlage der Nerventitigkeit des
Menschen und der'liere bilden. Spdteruntersuchtender berihmte Pawlow
undld andere bedeutende Physiologen die IRellexe experimentell. Aul /.
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Pawlow gcht die Entdeckung und Untersuchung der bedingten Rellexe
zuriick — der Autwortreaktion auf eine Erregung, die durch oftmaliges
Wiederholen eintrainiert wird.

Die Physiologen der Pawlowschen Schule wiirden auf die I'rage, wie ¢s
mir gelmcrt den IFederhalter mit der Hand vom Tisch zn nchmen, antwor-
ten, daB im Zentralnervensystem — in mcinem Gehirn — der Belehl
entsteht, den Federhalter vom Tisch zu nehmen; dieser Befehl wird iiber
das periphere Nervensystem an die Muskeln weitergelcitet, dic sich ent-
sprechend verkiirzen oder strecken, und so nehme ich den Federhaller
vom Tisch.

Mit Hilfe dieses Modells gelingt es allerdings nicht, eine lieihe von Lr-
scheinungen zu erkliren, die bei Bewegungen aufltreten, und viele krank-
hafte Erscheinuugen sind in diesem Schema iiberhaupt nicht vorstellbar.
Im Jahre 1948 erschien das Buch ,,Kybernetlk oder bteuerung und Nach-
richteniibertragung im Lebewesen und in der Maschine** des groBen
amerikanischen Mathematikers Norbert Wiener. Das Lrscheinen diescs
Buches war eins der wichtigsten wissenschaftlichen Lreignisse der Mitie
des 20. Jahrhunderts. .V. Wiener schligt darin ein neues Modell der Reflex-
bewegung vor.

Schon vor dem zweiten Weltkrieg interessierte sich V. Wicner fiir die
allgemeinen methodischen Iragen, die die verschiedenen Wissenschaften
verbinden, besonders auch fiir die allgemeinen PProbleme der Physiologic.
Wiihrend des zweiten Weltkrieges hatte N. Wiener mit Problemen der
Funkortung zu tun. Er sah den tieferen Zusammenhang. der zwischen
der Verfolgung eines beweglichen Zicles mit Hilfe des Radars und der
Bewegung der Lebewesen besteht: In beiden Fiillen ist cine Riickkopp-
lung festzustellen, eine stindige Verarbeitung des Fehlersignals, der
Abweichung.

Um den Federhalter zu nchmen, muB sich zuniichst in meincin Gehirn
ein bestimmier Befehl ausbilden, der das Zicl der Bewegung und die
Anfangshandlungen enthilt. Danach bewege ich meine Hand in bestimm-
ter Richtung und erhalte stindig Signale, inwieweit ich mich dem Ziel
geniihert habe. Ich vergleiche das Erreichte stindig mit der Aufgabe, und
es bildet sich ein Signal iiber die Abweichung aus. Die Aufgabe — den
Federhalter zu nehmen — ist erfiillt, wenn die .—\bwelchung zu Null ge-
macht ist. Ich habe also bei der Ausfiihrung der Bewegung die Abweichuung
stindig zu verkleinern. Mit Hilfe des Wienerschen Modelles werden vicle
Erscheinungen verstiindlich, die sich vorher nicht erkliren lieBen.

Auf die Rolle der Riickkopplung bei der Erklirung der Bewegungen
wurde von Physiologen bereits frither hingewiesen. So z. B. hat der be-
riihmte sowjetische Physiologe N. A. Bernstein, einer der ersten Propa-
gandisten der Kybernetik in der Sowjetunion, bereits 1928 entsprechende
[deen publiziert. Er kann somit zu den Urviitern der Kybernetik gezihlt
werden.

Zu den — leider — zahlreichen Krankheiten des Nervensyslems gehort
auch der Intentionstremor, eine Krankheit, die hiufig mit Schiden am
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Kleinhirn zusammenhiingt. Ein an Intentionstremor Leidender greift
heim Versuch einer zielbewuBten Handlung, wie beim Ergreilen eines auf
dem Tisch licgenden IFederhalters, am Ziel vorbei: Die Hand unterliegt
einem slarken Zittern, das er nichl unter die Kontrolle seines Bewuft-
seins bringen kann. Derartige Erscheinungen lassen sich im Schema der
Reflexe nicht erkliren. Betrachtet man sie jedoch vom Standpunkt der
Riickkopplung, so findet man fiir das ungewollte Zittern der Hand eine
einleuchlende Lrklirung. In der Regelungstechnik begegnet man auch
derartigen lirscheinungen in schlecht eingestellten Regelungssystemen,
dort werden sie als Uberrcgelung bezeichnet.

Iis hatie zunichst den A nschein, daBl das Modell N. Wieners universal sei.
Im Zeitalter der Automalisierung und der Computer stellen sich viele
unter dem menschlichen Gehirn einen groBen, iiberaus rationell gebauten
Rechenaulomaten vor.

Aber selbst das Wienersche Modell ist offenbar noch zu primitiv. Um das
zu verdeutlichen, werde ich iiber eine Versuchsreihe berichten, die der
talentierte sowjctlische Physiologe V. Gurfinkel iiber den stehenden Men-
schen angeslellt hat.

Stellen Sie bitte das [olgende Experiment an, verehrter Leser: Legen Sie
Thren Arm so, da der Ellenbogen auf dem Tisch liegt und die gedfinete
Hand frei herabhiingt, und beobachten Sie Thre Finger. Sie werden ein
ununterbrochenes Zittern bemerken, das Tremor genannt wird. Die Phy-
siologen hielten diesen Tremor fiir zulillige Schwingungen, dhnlich dem
Rauschen im Radiogerit.

Zur Untersuchung der Haltung eines stehenden Menschen lassen sich
sehr intercssanle Versuche anstellen, beispielsweise [olgender: Ein Mensch
stellt sich aul eine Plattform, die so eingerichtet ist, daB jede Verlagerung
des Schwerpunktces registriert wird. Die Versuchsperson wird aufgefordert,
stillzustehen, und sie hat auch den Eindruck, daf sie véllig unbeweglich

Bild 100
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steht. Der Schwerpunkt der Versuchsperson befindet sich aber trotzdem
in stindiger Bewegung. Die Registrierung dieser Bewegung ergibi cine
chaotische Kurve. Aus diesen scheinbar villig unregelmiillizen Schwin-
gungen lassen sich jedoch bestimmmte I'requenzen aussondern. Darunter
sind Schwingungen mit einer I'requenz von 8 bis 12 Hz wud ciner Ampli-
tude von 0.1 inm, mit einer I'requenz von 1 I1z und eince Amplitude von
2 bis 3 mm und Schwingungen mit einer Frequenz von einer Schwingung
je Minute und einer Amplitude his zu 10 mm. Derartigze Schwingungen
lassen sich nicht mit der Theorie der Riickkopplung erkliiren.

Bei ciner zielgerichteten Bewegung ist die Riickkopplung zur Kontrolle
und Korrektur der Bewegung notwendig. Ein stillstehender Mensch hitte
aber eigentlich dieses Wanken gar nicht nétig. und die Riickkopplung
wire iiberfliissig. Andererseits hat der stehende Mensch nicht nur zu
stehen, er muB auch in stindiger Bereilschalt sciu. von der stehenden
Haltung zu den verschiedensten Bewegungen iiberzugchen.

Ein unbeweglich stehender Mensch hat eine groBe \nzahl von IFreiheits-
graden. Das von den Muskeln erfate Knochengeriisl. und die 28 Wirbel
der Wirbelsidule, von denen jeder drei Freilieitsgrade hat, ergeben ins-
gesamt iiber hundert Freiheitsgrade. Sie verleihen dem Menschen seine
hohe Manévrierfidhigkeit. Ein Stehender kann, sobald es nitig ist. in eine
beliebige Richtung gehen, sich fallenlassen oder springen.

Fiir solch einen schnellen Ubergang aus einer Haltung in eine andere inuli
irgendein spezieller Mechanismus existieren. Dieser muBl den Urganismus
in stiindige Bereitschaft zu heliebigen .\nderungen der Hallung verset-
zen.
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I3ei einer Versuchsperson entdeckle Gurfinkel, daBl die Gerite keinen
Ausschlag zeigen. Eine Untersuchung der Plattform und der Apparatur
brachte keinen Defekt zum Vorschein. Daraufhin sah man sich die Ver-
suchsperson niiher an. Es stellte sich heraus, daB ein Schiitze auf der
Plattform stand, cin Meister des SchieBsports. Als er aufgefordert wurde,
stillzustehen, schwankte er nur so wenig, daB die Apparatur die Schwin-
gungen nicht registricren konnte. Bei der weiteren Untersuchung stellte
sich heraus, dal} auch andere Schiilzen in groBartiger Weise ihre Hal-
tungsrellexe steuern und sie wihrend des Zielens ausschalten kénnen.
Wenn ein aul dev Plattform stehender Schiitze zielle, registrierten die
Geriite eine Verringerung der Amplitude der Schwingungen des Schwer-
punktes auf cin Zchntel und weniger.

Jetzt konnen wir auch eine Hypothese iiber den speziellen Mechanismus
aulstellen, der dem Organismus die Moglichkeit gibt, eine beliebige Ilal-
tung beizubehalten oder von einer Haltung zu einer anderen iiberzugehen.
Man stellt sich die IHaltungs-, Tage- und Stellreflexe als einen stiindig
wirkenden Suchmechanismus fiir die Gleichgewichtslage des stehenden
Menschen vor. Sie sorgen gleichzeitig fiir die Moglichkeit cines schnellen
Ubergangs von einer Haltung zu einer anderen.

IXs ist anzunchmen, daB dieser Suchmechanismus einer der universellsten
und vollkommensten Mechanismen der lebenden Natur ist. Die Biene
volllithrt aul der Suche nach Nektar cine duBerlich ungeordnete Flug-
bewegung; ein Hund bewegt sich ungeordnet hin und her, wenn er eine
Spur sucht; bei der Belrachtung eines Gegenstandes werden die Augen
stindig in iiubevlich ungeordneter Weise in verschiedene Richtungen
aelenkt. Der Suchmechanismus erméglicht den lebenden Organismen, die
vielfdltigen \ulgaben des Verweilens in einer bestimmten Haltung oder
ciner Lageiinderung zu lisen und vor allem LExtremwerthestimmungen
auszufithren. (In stehender 1laltung muB sich der Sechwerpunkt des Kor-
pers im extremalen, im héchsten Punkt befinden, und die Stellreflexe
garaniicren, daB der Korper in der Nihe dieser Gleichgewichtslage
bleibt.) .

Nun ist die I'rage naheliegend, ob man solch einen Suchmechanismus
nicht auch zur Steuerung in technischen Systemen bhenutzen kann.
Stellen Sie sich vor, daB Sie in [insterer Nacht von dev Hohe eines Berges
nach unten gehen miissen. Beim Aufsticg am Tage schien der Weg glatt
und cben zu scin. Beim nichtlichen Abstieg bemerken Sie stindig irgend-
welche Unebenheiten und Locher, die zu cinem Sturz fithren kénnen.
Nachdem Sic Ihren gesamten Vorrat an Kraftausdriicken aufgebraucht
haben, machen Sie jeden Schritt sehr vorsichtig. Sie setzen das Bein
ctwas nach rechts, nach links und nach vorn und wihlen so den giinstig-
sten Weg nach unten. Die Schritte wihlen Sie klein, da Sie bei langen
Schritten dax Gleichgewicht verlieren kénnen. Auch dieses Suchen nach
dem Weg ist eine Extremwertbestimmung.

Auf diese Art kann man auch das Minimum (oder Maximum) einer Funk-
tion zweier Variabler = = f(z, ) oder in der Sprache der Geometrie
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Bild 102

das einer ,,Oberfliche’* nach Bild 102 suchen. Wir tragen ein quadra-
tisches Gitter auf die horizontale zy-Ebene auf; die Seitenlinge der
Quadrate sei h. Die Kreuzungspunkte des Gitters sollen Knoten heifen.
Da wir auf dem Gitter entlangschreiten werden, sagen wir, das Gitter
habe die Schritiweite A.

Wir wihlen einen beliebigen Knoten @y aus und bezeiclinen den
Punkt auf der ,,Tasse, der Qg cntspricht, mit Po. Nun machen wir einen
Schritt zu jeweils einem der Nachbarpunkte Q,, (), Q3 bzw. Q; und wiih-
len aus den zugehorigen Punkten Py, Pgy, Pg3 bzw. Py auf der ,,Tassc*
den aus, der am tiefsten liegt, z. B. Pga. Diesen vergleichen wir mit dem
Ausgangspunkt P,. Liegt Po héher als Py, so setzen wir die Suche nach
tieferen Punkten fort, indem wir zu den noch nicht ausgewihlten Nach-
barpunkten von (. iibergehen. Liegt jedoch Py tiefer als Py» und demzu-
folge auch tiefer als die vier zu Py benachbarten Funktionswerte in den
Gilterpunkten, so ist der Suchprozel beendet. Wenn die Funktion ein
Minimum hat, so fiihrt uns dieser Suchprozel zum Minimum der Funktion
oder, genauer gesagt, zu einem Punkt in der Nihe des Minimums. Natiir-
lich sind hierbei noch viele Feinheiten zu beachten. Dic Abweichung vom
tatsiichlichen Minimum hiingt von der Schrittweite h und von der Funk-
tion selbst ab. \Vir wollen uns das Leben jedoch nicht durch pessimistische
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,,Wenn* und .,Aber" erschweren ... Mir kam es lcdiglich darauf an, zu
zeigen, daB es Methoden gibt, mit denen man sich auch ohne mathema-
tisches Modell an den Extremwert einer Funktion herantasten kann.
Bei solch einem Suchverfahren fiir das Minimum kommt es gar nicht
darauf an, die Funktion z = f(z, y) zu kennen; man braucht lediglich
cine Methode zur Bestimmung der Funktionswerte in den IXnotenpunkten
des Gitters mit der Schrittweite h. Mit Hille des Suchverfahrens kann man
also. ohne ein mathematisches Modell zu haben, ein Objekt oder einen
ProzeB niherungsweise optimal steuern.

Wie erhiilt man ein mathematisches Modell fiir die Destillation des
Erdols ?

Jetzt wollen wir das Problem der Aufstellung eines mathematischen
Modells fiir den technologischen Prozel der Destillation des Erdéls er-
ortern.

Alles, was sich in den Fraktionskolonnen, Wirmeaustauschern, Ofen und
anderen Aggregalen abspielt, unterliegt natiirlich den physikalischen
und chemischen Gesclzen. Demzulolge ist alles sehr einfach: Wir brauchen
nur die Beziehungen aufzuschreiben, die sich aus diesen Gesetzen ergeben
und die den Zusammenhang zwischen den uns interessierenden Grofen
ausdriicken, und auf dem Papier erscheint unser Traum — das mathe-
matische Modell.

Genauso einfach ist es, sagt Anton T'schechow, eine Skulptur zu machen:
Man braucht nur einen geniigend groBen Steinklotz zu nehmen und alles
Uberfliissige wegzuschlagen.

Sie werden vielleicht annehmen, ich wolle die Wissenschaft kompromit-
tieren und in l1hnen Zweifel siien, ob wir irgendwelche wichtigen Naturge-
setze noch nicht kennen. Nichts dergleichen, alle Naturgesetze, die zur
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Aulstellung der gewiinschten Gleichungen nétig sind, hat die Menschheit
bereits entdeckt. Die Gesclze zur Ilerstellung einer Skulptur sind aber
auch bekannt, und doch ist es gar nicht so einfach, auch nur die Stielel
eines groBen Mannes aus dem Stein herauszumeieln!

Erinnern Sie sich an unser Gespriich mit dem Technologen. Der Frak-
tionsprozel3 des Erdéols — die Zerlegung des Erdéls in die verschiedenen
Komponenten (Benzin, Heizél usw.) — wird bei starker Vercinfachung
durch iiber hundert miteinander verkniipfter Variablen beschrieben.
Selbst im statischen Fall, d. h. im Gleichgewichl, ist es nicht einfach.
alle diese GroBen zu beriicksichtigen, und fiir die Festlegung eines Algo-
rithmus zur optimalen Steuerung des Prozesses hat man die dynamischen
Gleichungen aufzustellen. Die Prozesse in den Kolonnen sind nicht bis in
alle Einzelheiten bekannt. Die Schwierigkeit besteht darin, die Darstel-
lung der Prozesse so geschickt zu vereinfachen, daB die Glcichungen
einerseits nicht allzu kompliziert sind und andererseils dem ProzeB hin-
reichend genau entsprechen (in dem Sinne, in dem wir das [rither be-
trachtet haben).

Noch ein Problem tritt auf: Wir miissen alle méglichen fremden Kin-
fliisse beriicksichtigen. Die Zusammensetzung des Rohéls kann sich éin-
dern, die Lufttemperatur oder der Lultdruck steigt oder fiillt usw.
Alle diese zufiilligen Anderungen ergeben sich unabhiingig vom techno-
logischen ProzeB; sie miissen jedoch beriicksichtigt und méglichst kom-
pensiert werden. Da anch das mathematische Modell den technologischen
ProzeB nur niherungsweisc beschreibt, werden immer irgendwelche Ab-
weichungen auftrcten, und man mull jederzeit die Moglichkeit haben,
die Steuergr6Ben zu korrigieren.

Die Konstruktion eines mathematischen Modells, das aus irgendwelchen
Grundgleichungen des tcchnologischen Prozesses besteht, bietet noch
nicht die Moglichkeit, den technologischen ProzeB optimal zu steuern.
Im mathematischen Modell hat man auBerdem noch den EinfluB des
Zulalls zu beriicksichtigen, eine schnelle Reaktion aul unvorhergesehenc
Veriinderungen zu garantieren und einc gute Stencrung bei den ver-
schiedensten Abweichungen, Ungenauigkeiten und l‘chlern zu gewihr-
leisten. Dazu sind noch andere mathematische Mcthoden nétig, von denen
im folgenden die Rede scin wird.
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Wahrsecheinlich
hat Thnen dieses Buch gefallen ?

Wenu Sie, verehrier Leser, bis zu dieser Stelle gelesen und das Buch nicht
anirgend jemand verschenkt oderin die hintcre Reihe des Biicherschranks
gestellt haben, wo die lolianten und Broschiiren herumstehen, die zu
schade zum Wegwerfeu sind und sich nur aus Zeit- und Bequemlichkeits-
griinden noch nicht im \ntiquariat befinden, so ist es sehr wahrscheinlich,
daB Sic es bis zum Ende lesen werden.

Zwei Ehcgatien wollen ausgehen. Erstehl angezogen im Korridor, sie gibt
der Toclhter die vorletzten Verhaltensmafiregeln und beginnt die passende
Halskette zu suchen. Nun ist cr geneigt, eine Verspiitung fiir recht wahr-
scheinlich zu halten, wiihrend sie vom Gegenteil tiberzeugt ist.

In Jder Umgangssprache verstchen wir unter Wahrscheinlichkeit so etwas
wie eine [iinschiitzung der Chancen, einc Annahme oder cinc Vermutung.
Dic Wahrscheinlichkeit, durch irgend etwas iiberrascht zu werden, sich
mit Scharlach anzustecken oder zu spit zum Zug zu kommen, schitzen
wir subjekliv ein. abhiingig von unserem Charakter, unseren I‘dhig-
keilen, unsercr momentancn Laune, von der Information, iiber die wir
verfigen, und vom gesnuden Menschenverstand.

)ie Leute klagen oft iber ihr schlechtes Gedichtnis, ihre angegrilfene
Gesundheit oder ihr Pech, doch niemals iiber mangelnden Verstand. Aber
die Chancen in irgendeiner Situation schitzen sie vollig unterschiedlich
cin ...

Der groBc [ranzisische Mathematiker [smil Borel bemerkt in seincm
kurzen, aber interessanten Buch ,,Wahrscheinlichkeit und Sicherheit‘':
.-Es ist bekannt. daB die Kenntnisse der Menschen die Bezeichnung
Wissenschalt in Abhéingigkeit davon verdienen, welche Rolle in diesen
Kenntnissen die Zahl spielt.** Und bei den verschiedensten l'ragen der
Naturwissenschalt, Technik, Okonomie, Soziologie usw. ist es tatséchlich
notwendig, ein ohjcktives MaB fiir die Wahrscheinlichkeit des Eintretens
cines Freignisses zu haben. Hier einige Beispiele!

In der Leninstrace in Moskau wird Eis verkauft. Steht dort nur ein Eis-
wagen, so bildet sich davor eine Schlange. Die Leute, die keine Zeit oder
Lust haben, in der Schlange zu warten, sind verirgert und werden kein
Fis kaufen. s gchen Kiiufer verloren, und die Einnahme sinkt. Stellt man
jedoch 20 Liswagen aul, so sind die Verkiufer nicht ausreichend beschiif-
tigl, denn so viele Kiiufer, wie sie bedienen konnten, gibt es auch wieder
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nicht. Wie viele Eiswagen mufl man nun auflstellen? Bei der Beantwor-
tung dieser I'rage muB man natiirlich auch die Jahreszeit und das Wetter
beriicksichtigen, die einen groBen LEinfluB auf die Nachfrage nach Lis
haben.

Sie kaufen ein Radiogerit, einen Kiihlschrank oder eine Uhr und erhalten
Garantie aul ein Jahr, eineinhalb Jahre, zwei Jahre od. dgl. Welchen
Wert hat der Garantieschein fiir Sie?

Natiirlich werden Ihr in der Garantiezeit ausgelallener Kiihlschrank oder
Ihre stehengebliebene Uhr in einer Garantiewerkstatt kostenlos reparierl.
Doch das allein ist fiir Sie nicht sehr interessant: Sic haben sich in Un-
kosten gestiirzt und wollen eine Uhr tragen, an der Sie jederzeit die Zetl
ablesen kénnen. Sie lesen die Garantieverpllichtung des Herstellerwerkes
durch und glauben, daB es wenig wahrscheinlich ist, daB die Uhr schon
wihrend der Garantiezeit stehenbleibt. Warum aber nennt das Werk
eine Garantiezeit von eineinhalb Jahren? Inwieweit ist eine Uhr mit der
Garantiezeit von zwei Jahren zuverldssiger?

In einer Poliklinik werden tiglich etwa 50 Patienten wegen Grippe krank-
geschrieben. An einem Tag komml es plétzlich zu 72 Krankschreibungen.
MuB man das als Beginn einer Grippeepidemie ansehen und entsprechende
VorbeugungsmaBnahmen veranlassen, oder kann man das auch noch als
Zufall ansehen ?

Auf derartige Probleme, in denen der Zu(all eine groBe Rolle spielt, kann
man iiberall stoBen. Hauflig kann man nicht nur die Zufilligkeit eines
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Ereignisses konslaliercn, sondern auch die Bestimmtheit des Eintretens
oder Nichteintretens dieses Freignisses abschiitzen. Eine solche Abschiit-
zung wird ausgedriickt durch Worte folgender Art: ,,Die Wahrscheinlich-
keit dafiir. dalh beim Werlen eines symmetrischen Geldstiicks Wappen
fallt, ist gleich 1: 2%, Oder: ,,Die Wahrscheinlichkeit, in der StraBenbahn
cine I'ahrkarte mit einer geradzahligen Nummer zu bekommen, ist gleich
1 :2; die Wahrscheinlichkeit dafiir, daf§ dic Nummer mit der Ziffer 7
endet, ist gleich 1:10.* Diese Zahlen fiir die Wahrscheinlichkeiten er-
svcben sich aus offensichtlichen Symetrievorstellungen, aus der Gleich-
méglichkeit der verschiedenen Ereignisse. Mit einer derartigen Gleich-
méglichkeit der Ercignisse hat man es auch beim Kartenspiel und beim
Wiirfeln zu tun. Der Ausgangspunkt der Wahrscheinlichkeitsrechnung,
der Wissenschall iiber die zulilligen Erscheinungen und ihre Gesetz-
miiligkeiten. ist gerade in den Aufgaben iiber Gliicksspiele zu suchen.

Wie es dazu kam

Der Anfang der Wahrscheinlichkeitsrechnung lag im 19. Jahrhundert.
Ihre Grundlagen wurden durch die auch auf anderen Gebieten der Wissen-
schaft bekannten Wissenschaltler Pascal, Huygens, 1'ermat und vor
allem Jacob Bernowdli') geschalfen. Obwohl sie sich nur mit Aufgaben
iiber Gliicksspiele beschiiftigten, spiirten diese beriihmten (elehrten
doch die grofie naturphilosophische Bedeutung der Wahrscheinlichkeits-
rechnung,

Allerdings konntie cine Reihe von Aufgaben nicht geldst werden. Vor
allem blieh unbeantwortet, welche Voraussetzungen erfiillt sein miissen,
damil die klassische Wahrschceinlichkeitsrechnung anwendbar ist. Die
I'rage nach den Bedingungen fiir die Anwendbarkeit dieses oder jenes
mathematischen Schemas oder mathematischen Modells ist durchaus
nicht gegenstandslos. und die Unbestimmtheit in den Grundbegriffen
ciner Theorie fiithrte schon ofl zu dramatischen Situationen.

Im Jahre 1812 fafite der grofic Astronom, Physiker und Mathematiker
Laplace in seinem Bueh ,,Versuch einer Philosophie der Wahrscheinlich-
keit die scinerzeitigen Iirfolge der Wahrscheinlichkeitsrechnung  zu-
sammen und verdflfentlichte gleichzeitlig seine cigenen fundamentalen
I'rkenntnisse.

Doch neben wichtigen mathematischen Krkeuntnissen und deren An-
wendungen in den Naturwissenschalten zeigt dieses Werk Laplaces auch
Anwendungen der Wahrscheinlichkeitsrechnung in der Moral, auf dic
Wahrscheinlichkeit der Richtigkeit von Zeugenaussagen, aul voraus-
sichtliche Wahlergebnisse. auf voraussichtliche Versammlungsheschliisse
und auf die Beurteilung der Gerechligkeit von Gerichtsents¢heidungen.
Die Willkiir der Einschitzung und die Unmoglichkeil einet objektiven

Yy Juacob Bernoulli - cin Mitstreiter von Leibnis bei der Sehaflung der Grindlagen der Ana-
[ Erist der be nleste Vertreter der Sehweizer GelehrlenBamilie JSernoulli. aus dev elf (!,
wroie Mathemaliker hervorgegangen sind.
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Bestimnmung der Wahrscheinlichkeit fithrten dazu, daB die Wahrschein-
lichkeitsrechnung in der Mitte des 19. Jahrhunderts nicht ernst genommen
wurde, man hielt sie [iir eine besonderec Art der mathematischen Unter-
haltung.

Erst dem Genie des russischen Akademiemitglieds P. L. T'schebyscheff
gelang es, die nicht zur Sache gehérenden Dinge auszusondern und die
Wahrscheinlichkeitsrechnung zu einer exakten mathematischen Wissen-
schaft mit eigener Theorie und cinem spezilischen mathematischen Appa-
rat zu machen. Diesen I'ragen widmete Tschebyscheff lediglich vier Arui-
kel, die er mit groBen Pausen zwischen 1845 und 1887 verdflentlichte.
Ihre Bedeutung fiir dic Wissenschalt ist sehr groB. — (ienug der Ge-
schichte, kehren wir zum Wescn der Sache zuriick!

Der Fall und der Zufall

Am Strand von Gagra tatenlos zu liegen ist recht langweilig. Wir nehmen
einen Kindereimer, werfen eine Handvoll Kieselsteine hinein und wetten.
ob im Eimer, sagen wir, weniger als 100 Kiesel sind.

Fine Wette beschiiftigt irgendwie die Gedanken und entfacht dic wiahrend
des Winters eingeschlafenen Leidenschaften. Das Ereignis, das darin
hesteht, daB sich im Eimer weniger als einhundert Kieselsteine belinden,
ist zufillig.

Man konnte auch eine Wette dariiber abschliel3en, wel:he Mannschalt die
niachste Weltmeisterschaft im Volleyball gewinnen wird. Der Gewinn der
Weltmeisterschaft ist ebenfalls ein zufilliges Ereignis. Doch zwischen
beiden Ereignissen besteht ein wesentlicher Unterschied.

Der Versuch mit den Kieselsteinen 1d8t sich vielmals unter den gleichen
Bedingungen wiederholen, denn entlang dem Strande liegen sehr viele
dicser Kieselsteine. Fiir derartige Situationen ist die statistische Stabili-
tat charakteristisch, die die GesetzmiBigkeit von Erscheinungen wider-
spiegelt, die in groBer Anzahl auftreten.

Der Gewinn einer Weltmeisterschaft ist ein Ereignis ganz anderer Art:
Die Spiele lassen sich nicht beliebig oft unter den gleichen Bedingungen
wiederholen, denn im folgenden Jahr werden andere Mannschalten teil-
uchmen, die alten Mannschaften werden in anderer Form sein, die Spiele
werden in einem anderen l.and ausgetragen usw.

Derartige Ereignisse sind zwar auch zufillig (sie konnen eintreten oder
auch nicht, und es laBt sich nicht mit Sicherheit vorhersagen, welche
Mannschaft Weltmeister wird), doch sie zeichnen sich nicht durch sta-
tistische Stabilitat aus.

Die letztgenannten zufilligen Ereignisse werden in der Wahrscheinlich-
keitsrechnung nicht betrachtet, jedoch beginnen sich Mathematiker ande-
rer Spezialrichtungen damit zu beschiftigen. Gegenwiirtig versucht man
auchSituationen wie dasVolleyballspiel, dieWechselbcziehungen zwischen
Warenproduzenten und Verbrauchern usw. mathematisch zu durch-
dringen. Davon wird noch die Rede sein; kehren wir jetzt zur Wahr-
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scheinlichkeitsrechnung zuriick, einer Wissenschaft, diesich mit zufilligen
Erscheinungen mit Massencharakter, mit statistisch stabilen Ereignissen
beschiiltigt.

Die Wahrscheinlichkeit

Es ist [liir Sie sicher offensichtlich, daBl die Wahrscheinlichkeit dafiir, aus
einem 32 Karten umfassenden gut durchgemischten Kartenspiel das
Kreuz-A\s zu zichen, gleich 1: 32 ist, denn man hitte mit gleicher Wahr-
scheinlichkeit auch jede andere der 32 Karten ziehen kénnen. Wenn
hintereinander ein As, eine Zehn und ein Konig gezogen werden, so ist
das ebenfalls ein zufilliges Ereignis. Wir wollen nun die Wahrscheinlich-
keit dafiir berechnen, dall aus einem gut durchgemischten Spiel diese drei
Karten in dieser Reihenfolge gezogen werden. Die Wahrscheinlichkeit
fir das Ziehen eines Asses (im Spiel gibt es vier Asse) ist 4: 32. Wenn ein
As gezogen ist, verbleiben noch 31 Karten und das Ereignis, eine der vier
Zehnen zu ziehen, hat die Wahrscheinlichkeit 4: 31. SchlieBlich soll aus
den verblcibenden Karten einer der vier Konige gezogen werden; die
Wahrscheinlichkeit dafiir ist 4: 30. Zur Ermittlung der Wahrscheinlich-
keit fiir das reihenlolgegerechte Ziehen der Karten As - Zehn — Kénig
sind die drei Zahlen zu multiplizieren, und die gesuchte Wahrscheinlich-
keit wird

h A 4

PN - DI

32 3L 30 0,00213
Das ist eine recht geringe Wahrscheinlichkeit, und die Freude ist ver-
stiindlich, wenn dem Versuch solch ein Erfolg beschieden ist.
Wir teilen einen Volleyballplatz in zwei gleiche Teile und werfen von
irgendwo her mit verbundenen Augen auf gut Gliick einen Ball auf den
Platz. Wenn wir voraussetzen, daB der Ball in jedem Fall auf den Platz
fillt (und nie daneben), dann ist die Wahrscheinlichkeit fiir das Aufsetzen
des Balls in einer bestimmten I1ilfte gleich 1: 2, und die Wahrscheinlich-
keit daliir, daB der Ball in eine aul dem Platz befindliche P’fiitze fillt, ist
gleich dem Verhiltnis der Iliche der Pfiitze zur Fliche des ganzen Plat-
zes.
Wie kaun man aber die Wahrscheinlichkeit [iir Zahl oder Wappen
beim Werfen eincs unsymmetrischen, schielen Geldstiicks bestimmen ?
Wie berechnet man die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB ein am Strand von
Gagra auf gut Gliick aulgenommener Kieselstein weniger als 20 g wiegt?
Es wiire keine besonders kluge Idee, simtliche Kieselsteinc am Strand zu
wiegen und das Verhiltnis der Anzahl derer, die weniger als 20 g wiegen,
zur Gesamizahl zu bilden, nicht nur wegen der Unrealilit eines solchen
Vorhabens, sondern auch deswegen, weil nicht alle Steine gleiche Chancen
haben, ausgewiihlt zu werden.
Wie kann man die Wahrscheinlichkeit dafiir bestirninen, daB eine Gliih-
lampe nicht vor tausend Stunden Brenndauer durchbrennt? Auch hier
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wire offenbar dic Empfehlung nicht angebracht, erst cinmal siimtliche
Glithlampen auszuprobieren und dann das Verhiiltnis aus der Anzahl der
L.ampen, die liinger als tausend Stunden halten, und der Gesamizahl zu
bilden.

Trotzdem mufl man aber annchmen, da3 auch lir dic zuletzt aulgelithrten
Iireignisse eine ganz bestimmte Walrscheinlichkeit existiert. Die Walir-
scheinlichkeit ist ein objekliver Kennwert der Lireignisse. der unabhiingig
von unserer Beziehung zu ihm ist. Das Vorhandensein einer Wahrschein-
lichkeit bei den beirachteten Ereignissen ist vergleichbar it dem Vor-
handensein von Masse und Geschwindigkeit bei einem Karper: Masse und
Gieschwindigkeil sind objektiv existicrende Grifllen, die das betrachtete
Objekt charaktervisieren. Wir kinnen sie jedoch nicht mit absoluter Ge-
nauigkeit, sondern lediglich ausreichend genau nitherungsweise bestim-
men. Ebenso kann man ein Niherungsverfahren zur Bestimmung der
Wahrscheinlichkeit eines Freignisses angeben.

Wollen wir die Walirscheinlichkeit fir Wappen beim Werlen eines un-
symmetrischen Geldstiicks bestimmen, so fihren wir cine groliere Anzahl
von Wiirfen aus, sagen wir n, und ziililen. in wieviel IMillen das Wappen
oben ist. Wenn dies ber m Wiirfen der 19all ist, dann ist das Verhilinis
m: n, die relative Hiuligkeit des Ereignisses .. Wappen™, ein Nitherungs-
wert fiir dic gesuchte Wahrscheiulichkeit.

Da man also die Walirscheinlichkeit nicht immer auf Grund irgendwelcher
Uberlegungen herechnen kanu, beispiclsweise aul Grund vou Syvinmetrie-
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betrachtungen oder aus der Gleichméglichkeit aller Versuchsergebnisse,
benutzt man auch die Moglichkeit ihrer Ermittlung iiber die relative
Hauligkeit. Uns Lrostet dabei, daB ein so ermittelter Wert bei Erhéhung
der Anzahl n der Versuche immer genauer realisiert wird. Obwohl das
einleuchtend ist, miissen wir den genauen Sinn dieser Behauptung einer
weiteren Betrachtung unterziehen.

Sie haben einen Versuch gemacht. Na und ?

Was heit ,,Naund ?*° — werden Sie sagen. Eine groBe Arbeit ist beendet,
und es liegen viele McBwerte vor.

Das ist lobenswert, sage ich. Sie konnen alle diese MeBwerte in den Arbeits-
bericht aufnchmen. Das ist aber nur die cinc Seite der Sache. Anderer-
seits sind aufl Grund der MeBwerte SchluBfolgerungen zu zichen, und das
ist gar nicht so einfach.

Das Frgebnis des Versuchs kann entweder eine qualitative Aussage sein,
etwa wie folgt: ,,Bei der Injektion von Adrenalin erhéht sich der Blut-
druck®’, oder cine quantitative Beschreibung der Situation, z. B.: ,,Bei
der Injektion von 1 ¢m? Adrenalin erhéhte sich bei vier von fiinf Ver-
suchskaninchen der Blutdruck um .. .“

Zum Ergebnis eines Versuchs gehéren immer gewisse quantitative An-
gaben, zumindest itber die Anzahl der durchgefiihrten Experimente. In
den meisten Fillen liBt sich auch das Ergebnis des Versuchs quantitativ
beschreiben. Diese Beschreibung setzt eine mathematische Bearbeitung
der Versuchsergebnisse voraus.

Stellen Sic sich eine geologische Expedition vor, die den Auftrag hat,
Apatitlagerstiitlen zu erkunden. Wihrend der Arbeit st6Bt die Expedition
auf Diamanten, Gold und Uranerz, 148t jedoch das alles unbeachtet, da
sie Apatit zu suchen hat. Es wird kaum maglich sein, diesc — vorsichtig
ausgedriickt — Verschwendung zu rechtfertigen. Wodurch unterscheidet
sich aber der Physiologe von der geologischen Expedition, wenn er um-
fangreiche und schwierige experimentelle Arbeiten ausfithrt und nur ein
Kérnchen der erhaltenen Information nutzt?

: =F .
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Erinnern Sie sich an unsere Gespriche mit dem Physiologen am Anfang
des Buches! Der Schleifenoszillograf bietet offenbar die Méglichkeit, sehr
viel Information iiber die Lebenstiitigkeit der Versuchskaninchen zu er-
fassen. Als Ergebnis werden jedoch hauptsichlich einige qualitative Fest-
stellungen ausgewiesen, wie: ,,Nach der Injektion von Adrenalin erhéhte
sich der Blutdruck.*‘ Die ganze iibrige Information wird nicht verarbeitet;
sie geht also verloren.

Bei der Bearbeitung und Interpretation von Versuchsmaterial mu8 man
fastimmer die Methoden der Wahrscheinlichkeitsrechnung und der mathe-
matischen Statistik heranziehen. Die Wahrscheinlichkeitsrechnung dient
als theoretische Grundlage der mathematischen Statistik. In den Lehr-
biichern der Wahrscheinlichkeitsrechnung und der mathematischen Sta-
tistik wird gezeigt, daB die mathematische Statistik die wissenschaft-
lichen Methoden zur statistischen Beobachtung und Analyse des Beob-
achtungsmaterials liefert.

[nsbesondere wenn die Anzahl der Versuche klein ist, kann man recht
verschiedene SchluBfolgerungen ziehen. Der beriihmte Physiker Niels
Bohr hat einmal sehr treffend gesagt: ,,Bei einer endlichen Menge von
Experimenten und einer unendlichen Menge von Theorien existiertimmer
eine unendliche Menge von Theorien, die den endlich vielen Experimenten
geniigt.

Noch einmal méchte ich betonen, daB man mit SchluBfolgerungen aus
statistischen Auswertungen sehr vorsichtig sein muBl. Es ist nicht immer
klar, ob die Resultate die aufgestellte Hypothese bestitigen oder nur dem
Spiel des Zufalls entstammen.

Ich fiihre ein Beispiel an. Zur Heilung einer gefihrlichen Krankheit kann
man zwel Methoden benutzen; wir wollen sie ,,alte Methode‘* und ,,neue
Methode nennen. Die Ergebnisse der Behandlungen iiber einen gewissen
Zeitraum sind in Tafel 4 zusammengefaBt.

Tafel 4. Vergleich zweier Heilmethoden

Patiecnten-  Tédliche Uber- Todeslille
anzahl Ausginge  lcbende in 0/
6
Alte Methode 9 6 3 9 2 67
2
Neue Methode 11 2 9 1 218
Insgesamt 20 8 12

Aus Tafel 4 folgt, daB die Anzahl der tédlichen Ausginge beider neuen
Methode bedeutend geringer als bei der alien ist. Wenn wir etwas nach-
denken, konnen wir jedoch durchaus bezweifeln, ob die Anzahl der Beob-
achtungen groB genug ist, um uns von der Richtigkeit der erhaltenen
Prozentzahlen zu iiberzeugen.
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Wiiren beispielsweise beide Methoden gleich wirksam oder hétten beide
iiberhaupt keinen EinfluB auf den Ausgang der Krankheit, so hitte das
in Talel 4 wiedergegebene Ereignis die Wahrscheinlichkeit 1: 25. (Mit der-
selben Wahrscheinlichkeit ist die Nummer einer StraBenbahnfahrkartc
durch 25 teilbar. d.h., die zwei letzten Ziffern sind 00, 25, 50 oder 75.)
Obwohl die Ergebnisse sehr fiir die neue Methode sprechen, wiirde ich sie
fir noch nicht so iiberzeugend halten, um den generellen Ubergang zur
neuen Methode anzuweisen. Wiirde ich jedoch erkranken und hitte ich
die Méglichkeit, zwischen den beiden Methoden zu wihlen, so wiirde ich
die neue Methode vorziehen. Aber das ist keine Frage der Wahrschein-
lichkeitsrechnung, sondern geht auf eine andere Wissenschaft zuriick, von
der noch die Rede sein wird.

Héufig kommen falsche SchluBfolgerungen dadurch zustande, daf3 der
Experimentator eine Reihe von Versuchsergebnissen einfach weglda3t und
bestimmte extreme Punkte nicht aufnimmt, weil ihm scheint, daB3 sie
nicht den Versuchsbedingungen entsprechen. Oft macht sich dabei be-
wullt oder unbewul3t der Wunsch geltend, eine bestimmte Hypothese zu
rechtlertigen, der gerade diese unerwiinschten Ergebnisse widersprechen
wiirden. Natiirlich kénnen auch einmal offensichtliche Fehlmessungen
aultreten, doch ohne triftigen Grund darf man nicht einfach irgendwelche
Daten weglassen.

Der sowjetische Physiker Kapiza hat in einer (Gedenkrede zu Ehren
Rutherfords einmal gesagt:

,.Das Studium der Kernprozesse bei ZusammenstéBen enthilt bis zum
heutigen Tage eine schwache Stelle — die Notwendigkeit einer statisti-
schen Auswerlung der Versuchsergebnisse. s ist wohlbekannt, daB3 bei
der Ableitung einer allgemeinen GesetzmiBigkeit auf Grund statistischer
Daten bei einer beschrinkten Anzahl von Beobachtungen groBte Vor-
sichl gcboten ist. Irgendwer hat zur Anwendung der Statistik einmal
gesagt:

»Es gibt drei Arten von Liigen: Notliigen, gemeine Liigen und die Sta-
tistik.”1)

Allerdings ging es dabei um die Anwendung der Statistik auf gesellschaft-
liche Prozesse: iu einem gewissen Umfang kann man das jedoch auch aul
dic Anwendung der Statistik in der Physik beziehen. Auf keinem anderen
(icbiet der Physik wurden so viele grobe Fehler und falsche Entdeckungen
gemacht, wie bei der statistischen Auswertung der bei Kernzusammen-
stollen gesammelten statistischen Daten. Bis in unsere Zeit hinein wurden
fast jihrlich Entdeckungen neuer Teilchen, Elemente oder Resonanz-
stulen bekannt, die sich dann als Fehlmeldungen erwiesen.

Rutherford wuBte sehr gut, welche Gefahr die nicht objektive Interpre-
tation experimenteller aten statistischen Charakters in sich birgt, wenn

1) It. von Mises zitierlin scinem bekannten Buch ,, Wahrscheinlichkeit, Statistik und Wahrheil*
(2. Aullage, Wien: 1936) den Engliinder Sir Francis Galton: ,,Es gibt drei Arteén von Liigen:
1. die Notlige. die verzeihlich ist; 2. die gemeine Liige, fiir dic ¢s keine Entschuldigung giht,
und 3. dic Statistik.** (J. Ch.)
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der Wissenschaltler ein gewiinschtes Resultat bekommen méchte. Sta-
tistische Daten bearbeitete er mit groBter Vorsicht; interessant ist die
Methode, nach der er vorging. Die numerischen Rechnungen [iihrien
gewohnlich Studenten aus, die nicht wuBten, worin der Versuch bestand.
Die auf Grund der erhaltenen ’unkte zu zeichnenden Kurven wurden
von Mitarbeitern angefertigt, die nicht wuBten, was sich ergeben muf.
Sowecit ich mich erinnere, haben sowohl Rutherford als auch scine Schiiler
nicht eine cinzige Fehlentdeckung gemacht, wiihrend deren Anzahl in
anderen Laboratoricn nicht gering war.*1)

Die Methoden der mathematischen Statistik miissen also gekonnt und
sehr iiberlegt angewendet werden, damit sie ein niitzliches und jederzeit
anwendbares Mittel zur Bearbeitung von Beobachtungsergebnissen sind.
Ich sagte, daB man in der Physiologie und Medizin manchmal recht ver-
schwenderisch mit Versuchsergebnissen umgeht, daff man ihnen im Ver-
gleich zu den bestehenden Moglichkeiten sehr wenige Informationen ent-
nimmt. Diese Feststellung bezieht sich in starkem MaB auch auf die
Geologie und die Geophysik, die Chemie und die Technik. Es ist natiirlich
nicht immer das Verschulden des lixperimentators, wenn die Versuchs-
ergebnisse nicht geniigend ausgewertet werden: Man mnuf} nicht nur die
statistischen Methoden beherrschen, sondern auch die technischen Ein-
richtungen besitzen, dic zur Bearbeitung erforderlich sind.

Die Entschliisselung eines Elektro-Enzephalogramms oder die komplexe
Interpretation der bei ciner Erdélbohrung gewonnenen geophysikalischen
Daten crfordert nicht nur eincn groBen Rechenaufwand, sondern auch
komplizierte Algorithmen. Hierfiirsind die iiblichen mechanischen Rechen-
maschinen nicht mehr ausreichend; man benétigt dic moderne elektro-
nische Rechentechnik, am besten einen Schnellrechner, der die Versuchs-
daten automatisch aufnimmt und die Ergebnisse sofort in Form von
Tabellen oder Kurven ausgibt.

Nicht nur die Auswertungsmethode, sondern auch die Deutung der
Ergebnisse erfordert ein tiefes und unvoreingenommenes Eindringen in
das betrachtete Problem. Die Rechner allein geniigen nicht; sie miissen
auf bestimmte Fragestellungen antworten, und diese I'ragen exakt zu
formulieren ist gerade das schwierigste. Ist es nicht so?

Gespriich mit einem Doktoranden

Zu mir kommt ein Doktorand. Er ist ein erfahrener Ingenieur, hat in
seine Dissertation bereits viel Arbeit investiert, Malerial gesammelt und
viele Versuche durchgefiihrt. Nun meint er, daB es an der Zeit wiire, die
Fakten zu systematisieren und SchluBfolgerungen zu zichen.

Er: Ich mochte Sie gern einmal konsultieren. Ich habe einen Labor-
versuch zur Untersuchung der Festigkeit verschiedener Plastrohre
aufgebaut und eine Reihe von Versuchen angestellt. Nun méchte ich

1) Zeitschrift ,,Novij mir'* (1966) Nr. 8, S. 209
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wissen, ob ich noch weitlere Versuche anstellen muBl oder ob die erhal-
tenen Ergebnisse ausreichen.

Ich: Wozu ausreichen?

r: Zu SchluBfolgerungen iiber die Festigkeit der Plastrohre unter
den verschiedenen Bedingungen.

Ich : Lrliutern Sie bitte ausfiihrlicher, welches Ziel Sie sich gestellt
haben.

kr zeigt mir Tabellen mit den Resultaten. Jeder Versuch zog sich iiber
mehrere Wochen hin. Nach der Aufgabenstellung sollte der giinstigste
Kunststoff fiir Rohrleitungen ausgewiihlt werden, durch die Erdél unter
Druck gepumpt wird. Wihrend der Versuche wurden die Rohre einige
Wochen einem bestimmten Druck ausgesetzt; danach wurden sie in einer
speziellen Maschine aufgerissen, und die zum Zerreien notwendige Krafi
wurde gemessen. Die Uberreste der Rohre wurden nach dem Versuch
weggeworfen.

Ich: Warun haben Sie die Versuche nicht alle gleich lange durch-
gefithrt?

Er: Meine Versuchsmethodik hat zum Ziel, méglichst schnell zu
SchluBfolgerungen iiber die Festigkeit der Rohre zu gelangen. Es
sollte die ADbhiingigkeit zwischen der Zeitdauer der Belastung der
Rohre und der notwendigen ZerreiBfestigkeit festgestellt werden.
Dicse Abhiingigkeit habe ich iiber eine Dauer von zehn Wochen
experimentell untersucht, und liir den weiteren Verlauf kann ich sie
dann mit Ililfe theoretischer Uberlegungen extrapolieren.

Ich: Bei einem solchen Herangehen kénnen die Angaben iiber die
ZerreiBfestigkeit der Rohre nach einem, zwei oder drei Jahren Be-
nutzung f{ehlerhaft werden?

Er: Ja; durch den Vergleich verschiedener Plastsorten ist es jedoch
méglich zu entscheiden, ob ein Kunststoff einem anderen vorzuziehen
ist. Ein Rohr miiBte vicle Monate oder Jahre belastet werden, um zu
ciner exakien Aussage zu gelangen. Ich kann aber nicht so lange
warten, um die Qualitét der verschiedenen Rohrtypen zu beur-
teilen.

Ich: Natiirlich, die Dissertation soll méglichst schnell verteidigt
werden!

Er: Sic konnen gul lachen: Ein Mathematiker beweist einige Sitze
und verteidigt dann seine Arbeit. Wir miissen aber experimentell
Resultate sammeln. Dabei geht viel Zeit verloren.

Ich: Ja, zur schnellen Fertigstellung einer Dissertation sind theo-
retische Fragen besser geeignet, wenn sie nicht zu schwierig sind.
Nebenbei bemerkt: Man kann auchbei theoretischen Fragen hingen-
bleiben. Fiir Sie scheint es also offensichtlich zu sein, da3 1hre Ver-
suchsanordnung zu entscheiden erlaubt, welche Plastsorte die gréBte
Zerrcillestigkeit hat. Mir ist das vorldufig gar nicht offensichtlich ...
Nehmen wir aber an, Thre Hypothese sei richtig. Nach welchen
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Zeitabschnitten messen Sie die ZerreiBfestigkeit, und wieviel Rolhre
untersuchen Sie gleichzeitig ?

Er: Ich kann 20 Rohrstiicke einlegen und nehme alle zwei Wochen
5 Stiick heraus. Leider kann ich keine groBere Menge gleichzeitig
erproben — die Anlage erlaubt es nicht.

Ich: Worin besteht nun Ihre Frage?

LEr: Ich habe bisher Versuchsserien fiir drei Rohrtypen durchgefiihrt.
Ist das ausreichend, oder muB ich weitere Versuche anstellen ?

Ich : Besitzt nach Ihren bisher durchgefiihrten Versuchen ein Rohr-
typ besondere Vorteile? Konnen Sie beispielsweise zeigen, daB nach
zweimonatiger Belastung bei dem einen, besseren Ilohrtyp die
ZerreiB[estigkeit nur um 19/, gesunken ist und bei den anderen um
ganze 200/, ?

Lr: Wo denken Sie hin! Sehen Sie sich die Tabellen an. Die Werte
haben alle ungefiihr die gleiche GroBenordnung. Beim Vergleich der
Mittelwerte scheint mir allerdings die erste Plastsorte um etwa 509,
besser zu sein als die anderen. Und Rohre aus diesem Plast hitten
dann auch eine um 509, hohere Lebensdauer; das wiirde Millionen
an Einsparungen bedeuten.

Ich: Wieviel kosten lhre Versuche?

Er: Warum wollen wir uns auf Okonomie einlassen ? Beschiftigen
wir uns lieber mit der Statistik.

Ich : Stellen Sie sich vor, daB Ihnen die Gallenblasc entfernt werden
miiBte. Es gibt zwei Chirurgen, die Sie operieren konnen. Der eine
hat 10 Operationen ausgeliihrt, davon 9 erfolgreich, der andere hat
bereits 100 Operationen gemacht und 90 erfolgreich. \Velchen wiirden
Sie vorziehen ?

Er: Selbstverstiindlich den zweiten, jedoch ...

Ich: Wenn beim zweiten aber nur 85 von 100 Operationen erfolgreich
verlaufen sind ?

Er: Ich weiB nicht recht, vielleicht doch den zweiten, er hat immer-
hin mehr Erfahrung!

Ich: Ich will Sie von der Angst um den Ausgang der Operation
befreien. Nehmen wir an, dafl wir zwei gute Schiitzen haben. Der
eine hat 9 von 10 méglichen Treffern, der andere 85 von 100 mig-
lichen, welcher verdient den Lorbeerkranz des besseren Schiitzen?
Er: Ich bin zu Thnen gekommen, um Antwort auf meine Fragen zu
erhalten, und Sie tischen mir neue auf. Das ist gegen die Spielregeln.
Ich: Nicht doch, ich will Ihnen nur helfen, lhre I'ragen richtig zu
formulieren, Dalhnen aber dieser Weg nichtgefillt, willich versuchen,
auf Ihre nichtgestellten IFragen zu antworten. Wir haben es hier mit
mehreren Fragen zu tun. Versuchen wir sie einzeln aulzufiihren.
Die erste Frage. Wieviel Versuche mull man fahren, um véllig davon
iiberzeugt zu sein, daB der aus den Versuchen erhaltene Mittelwert
mit dem tatsdchlichen Wert der ZerreiBfestigkeit iibereinstimmt?
Diese Frage 1aBt sich exakt beantworten — unendlich viele!



Er: Wie denn — unendlich viele?

Ich: Jede Mcssung ist mit einem Fehler behaftet, dessen GroBe
unbekannt ist und sich von Versuch zu Versuch dndern kann. Das
arithmelische Mittel aus den erhaltenen Werten wird deshalb immer
einen I‘ehler aufweisen, wenn wir endlich viele Versuche ausfiihren.
Natiirlich nimmt die FehlergroBe des Mittelwerts mit der Anzahl der
Versuche ab, wenn die IFehler rein zuliillig sind und die Versuche unter
gleichbleibenden Bedingungen stattfinden. Sie 148t sich jedoch bei
endlicher Anzahl der Versuche nie zu Null machen. Daraus ergibtsich
die zweite Frage. Was kann man bei 5, 10 oder 1000 Versuchen
garantieren? Sie haben melr Vertrauen zu einem Chirurgen, der
90 von 100 Operationen erfolgreich ausgefiihrt hat, Sie trauen ihm
mehr Erfahrung zu (ein richtiges Wort!). Das Vertrauen zur Be-
hauptung: ,,Der Chirurg fiithrt 909, der Operationen erfolgreich
aus!* ist also unterschiedlich: Es ist gré8er bei 90 von 100 und
kleiner bei 9 von 10 erfolgreichen Operationen. Thnen ist bestimmt
intuitiv klar, was ein Vertrauensfaktor ist?

Er: Ja, wie kann man ihn aber ermitteln ?

Ich : Das kann auf verschiedene Weise geschehen. (irob ausgedriickt,
das ist der Preis, den Sie fiir stirker gesicherte Ergebnisse zahlen
miissen. Dieser Preis kann durch die Anzahl der notwendigen Ver-
suche bei Beriicksichtigung ihrer Genauigkeit ausgedriickt werden;
er liiBt sich auch in Geld oder noch anders angeben. Hier beriihren
sich die Statistik und die Okonomie, obwohl Sie beide gern trennen
méchten.

lor : Ja, ich verstehe. Wie habe ich mich aber zu verhalten ?

Ich: Davon wird spiter die Rede sein. Ich will erst einmal die Fragen
formulieren. Sie haben aus irgendeinem Grund jeweils fiinf Probe-
stiicke in gleichen Zeitabstinden herausgenommen. Tatsichlich
iindert sich die von Ihnen untersuchte Zerreifestigkeit jedoch
nicht linear mit der Zeit; eher ist der Zusammenhang hyperbel-
formig oder exponentiell, das hieBe y = 27% (¢ — die Zeit; y — die
Festigkeit; & — ein Zahlenfaktor). Der entscheidende Teil dieser
Kurve ist der Anfangsabschnitt. Daraus ergibt sich noch eine Frage.
Die dritte I'rage. Zu welchen Zeitpunkten ist es am zweckmiBigsten,
die Messungen der Zerreillfestigkeit durchzufiihren, und wieviel
Rohre sind jedesmal zu nchmen ? Diese Frage kann auf verschiedene
Weise gestellt werden. Man kann annehmen, dal3 die Anzahl der zur
Verfiigung stehenden Rohrstiicke sowie dic Zeitdauer zur Durch-
fiihrung aller Versuche von vornherein {estgelegt sind. Dann besteht
die Aulgabe darin, die Zeitpunkte fiir die Messungen und die Anzahl
der jeweils zu priifenden Rohre so festzulegen, daB sich ein maxima-
ler Vertrauensfaktor ergibt. Man kann aber auch den zu erreichenden
Vertrauensfaktor vorgeben und die Gesamtkosten [iir sdmtliche
Versuche minimisieren. Die Aufgabe ldBt sich auch noch auf ver-
schiedene andere Arten l6sen.

155



Er: Nun bin ich véllig ratlos ... Wie habe ich mich den nun zu
verhalten ?

Wir haben die Aufgabe entsprechend formuliert, der Versuch wurde
geplant, und nach zwei Monaten lagen die Iirgebnisse vor. Ich werde
nicht ausfiihrlicher bei dieser speziellen Aulgahe verweilen.

Der Experimentator und der Statistiker

Das Gesprich mit dem Doktoranden macht die allgemeine Situalion
deutlich, in der sich jemand befindet, der eine experimentelle Unter-
suchung durchfiihrt. Wir wollen nun die in diesem Gespriich beriihrten
Fragen etwas ausfiihrlicher behandeln.

Die Experimentatoren bitten selten die Statistiker um IIilfe. Meist be-
arbeiten sie ihre Beobachtungsergebnisse selbst, so gut sic es kénnen. Die
SchluBfolgerungen sind manchmal einfach phantastisch, ich erwihnte
das bereits. Es gibt aber noch weitere Probleme. Die Ergebnisse eines
Versuchs, ihre Aussagekraft und ihr Informationsgehalt hiingen stark
davon ab, wie der Versuch durchgefiihrt wird; zu welchen Zeitpunkten
gemessen wird, wie viele Messungen gemacht werden und in welchen
Punkten, wie die Werte der Parameter oder FEinfluBgroBen gewihlt
werden, die sich in der Hand des Experimentators befinden usw. Man
konnte noch sehr viele Frage- und Ausrufesidtze anfithren. Offenbar muf}
der Mathematiker dem Experimentator zu Hilfe kommen, um ihn in
Ehren aus dem Gewirr dieser peinlichen Fragen zu relien.

Wie hat man sich zu verhalten? Ganz einlach: Wenn man selbst nicht
versiert ist, mul man sich an den Statistiker um Ilille wenden. Nicht
erst, wenn die Versuche abgeschlossen sind, sondern zn Beginn der
Arbeit. Oft macht sich der Experimentator bei der Planung cines Ver-
suchs wenig Gedanken dariiber, wic er spiiter aus den Versuchsergeb-
nissen moglichst viel Information iiber die zu untersuchende Erscheinung
gewinnen kann. Dafiir wiirde sich aber der Statistiker in erster Linie
interessieren. Er miiBte den Versuch planen, die Anzahl der nolwendigen
Messungen festlegen, ihre Ausfiihrung durchdenken und sich auch darum
kiimmern, daB8 dic Daten in einer fiir die unmilielbare Bearbeitung
bequemen Form aufgezeichnet werden. Er wiirde den l{xperimentator
laufend ,,stiiren‘‘ und die Beachtung der verschiedenen scheinbar un-
wesentlichen Bedingungen [ordern. Doch dalfiir ginge die Bearbeitung
und Auswertung der Versuchsergebnisse dann sehr schnell und wirksamn
vonsiatten.

Ein Biologe, der den EinfluB ciner Strahlung aul weille Miuse unter-
suchen will, nimmt 30 Miiuse und bildet aus ihnen zwei Gruppen: ecine
Kontrollgruppe mit z. B. 10 Miusen und cine Versuchsgruppe mit 20
Miusen. Diese 20 Miiuse teilt er in 5 Gruppen zu je 4 Méusen ein. Jede
Gruppe aus 4 Miiusen wird einer bestimmten Strahlendosis ausgesctzt.
Scheinbar ist alles in Ordnung, er hat eine Kontrollgruppe und eine
Versuchsgruppe. Der Statistiker wiirde alle Mause mit Nummern ver-
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sehen und unter Benulzung ciner Tabelle mil Zufallszahlen, ohne dic
Maiuse anzusehen, bestimmen, welche Nummern in welche Gruppe
kommen. Damilt schlieBt cr nicht nur das hewuBte Vorziehen bestimmter
Miiuse aus («. B. der kriiltigsten fiir die stiirkste Bestrahlung), sondern
auch das unbewuBte.

Die Versuchsobjekie miissen in allgemeinen vollig zufillig ausgewiihlt
werden, damit auch nicht die geringste Ursache fiir Fehlschliisse be-
steht.

Dicse Feststellungen beziehen sich auch auf unbelehbte Gegenstinde. Als
Beispiel wollen wir die Orgunisalion der Giitckontrolle in cinem Werk
fir Elektronenréhren betrachten.

Giitekennziffer ist die [.ebensdauer der Rohren. Das Werk moge in einem
Monat 50000 Réhren eines Typs herstellen, deren Lebensdauer bei
ununterbrochenem Betrieb 500 Stunden (also iiber 20 Tage) betragen
mull. Nun soll die Aufgabe der Giitekontrolle fiir die 50000 Réhren
gelost werden.

Zur Kontrolle der Lebensdauer der IRohren wird eine bestimmte Anzahl,
cine Stichprobe, ausgewiihlt, aul den Priilstand gebracht und 20 Tage
belastet. Wiihrend dieser Zeit verbleibt der gesamte Rohrenposten im
Werk. s kénnte ja sein, daBl die Rohren nicht der Forderung nach 500
Stunden Lebensdauer geniigen. Und es gibt vicle Rohrentypen; die
Lager sind mit [ertiger Produktion vollgestopft. Eine schlimme Lage ...
Wenn man stichprobenwecise kontrolliert, ist es wichtig zu wissen,
wicviel Réhren gepriift werden miissen wnd wann das Iirgebnis als
belriedigend angeschen werden kann.

Vor etwa 15 Juhren begegnelte ich in einem Belrieb diesemn Problem. Der
Monatsproduktion von 20000 bis zu L00000 Réhren eines I'yps entnahm
man 10 Réhren und betrichb sie 500 Stunden lang aul dem Priifstand.
Wenn innerhalb dieser IFrist keine der 10 Rohren versagte, wurde der
Posten als qualitiitsgerecht angenommen. ITielt jedoch nur eine Réhre
der Priifung nicht stand, so gab man Alarm, und es wurden die Griinde
fiir diesen so hohen (!) Ausschull gesucht und schleunigst MaBnahmen
zur Senkuny des \usschusses ergriffen.

Man kann aber unschwer berechnen, da lei einer derartigen Mecthode
die Wahrscheinlichkeit daliir, daB dem Verbraucher ein ganz miscrabler
Réhrenposten ausgelielert wird, recht groB ist. Enthilt der Posten 5%,
Ausschull, sind also von 100000 Réhren 5000 nicht in Ordnung, so sind
bei zuliilliger Auswahl alle 10 Rohren der Stichprobe mit einer Wahe-
scheinlichkeit von 0,6 einwand[rei. Das bedeutet, da3 im Mittel GO Posten
von 100 angenommen werden, selbst bei 5%y AusschuB. Sogar bei ciner
tatsiichlichen AusschuBquote von 1094, werden nach diesem Kontroll-
verfahren 34 von 100 Posten als einwandfrei angenommen. Der Ver-
braucher wird mit solch einer schlechten Giite kaum zulrieden scin.

IZs ist natiirlich nicht gul, wenn sich derart unzuverlissige Réhren im
I'‘ernsehgerit oder Radioapparat befinden. Aber hicr bleibt die Sache auf
cinige Kraltausdriicke an die Adresse des Rohrenwerks und den Garan-
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tieumtausch der Réhren beschrinkt. Die I'liiche werden meist nur zu
Hause ausgesprochen, und der Direktor des Werkes kann in Ruhe angeln
fahren. Ist aber der Verbraucher ein anderer Betrieb, der die Réhren fiir
irgendwelche Spezialgerite benutzt, dic mit hunderten oder noch mehr
Roéhren bestiickt sind, so kann es sehr ernste Unannchmlichkeiten
geben.

Wir wollen hier nur eine Ndherungsbetrachtung anstellen. Sind in dem
betrachteten Réhrenposten 109, AusschuB und sind die Austfiille gleich-
maBig iiber die 500 Stunden verteilt, so ist die Wahrscheinlichkeit fiir
den Ausfall einer beliebigen Réhre im Verlauf eines Tages etwa 0,005.
Nehmen wir an, daB ein Geriit zur automatischen Steucrung irgendeines
Prozesses 300 Réhren enthilt. Die Wahrscheinlichkeit des Freignisses.
daB im Verlauf eines Tages keine der 300 Réhren ausfillt, ist etwa
(1—0,005)300 = (,995%0 ~; (,2, Die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB im
Verlauf eines Tages wenigstens eine Roéhre ausfillt, ist dann 1—0.2 =
0,8.

Wenn der Ausfall nur einer Réhre zu Fehlern in der l'unktion oder zum
Ausfall eines ganzen Geriits fiihrt, ergibt sich aus unserer Uberschlags-
rechnung ein katastrophales Bild: Im Mittel wird das Geriit nur an 2 von
10 Tagen ohne Stérungen arbeiten. Nur Sclbstmérder wiirden sich z. B.
in ein Flugzeug setzen, das mit solch einem Geriit ausgeriistet ist.
Kehren wir zuriick zur Frage der Entnahme einer Stichprobe [iir dic
Giitekontrolle.Stellen wir uns einmal vor, das Werk wolle nur seinen Plan
erfiillen, und [fiir die Qualitiit iibernimmt der Betrieb keine besondere
Verantwortung. In solch einem Fall werden die Vertreter des \Werkes
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bewuBt oder unbewuliL méglichst gute Rohren zur Giitekontrolle senden.
Wenn z. B, die Tagschicht bessere Rohren fertigt als die Nachtschicht,
wird man von der Tagschicht hergestellte Réhren auswihlen; wenn
sewisse Arbeitsginge von Iand ausgefiihrt werden, ist es giinstig, nur
von erfahrenen Facharbeitern bearbeitete Réhren zur Giitekontrolle
zu geben. Bei einer solchen Giitckontrolle miiBte der Verbraucher noch
schlechtere RRishren in Kauf nehmen!

Natiirlich ist [iiv einc Giitekontrolle einc Stichprobe von 10 Réhren meist
bei weitemn nicht ausreichend. Nun entstehen aber organisatorische
Probleme: lis gibt viele Réhrentypen. Nimmt man von jedem Posten
«. B. 1000 Roéhren [iir 20 Tage auf den Priifstand, so sind riesige Priif-
riume noilig. AuBerdem lenétigt man viel Elektroenergie, und die
Réhren wandern vom Priifstand auf den Schrotthaufen oder kénnen nur
noch stark preisgesenkt abgesetzt werden. Das alles fiihrt zu hohen
Produktionsverlusten.

Ein Stalstiker wiirde zuniichst fordern, dall die zu priilenden Réhren
zufdllig ausgewihlt werden. AuBerdem lieBe sich auch das Verfahren
selbst bedeutend vervollkommnen.

Die Statistiker kennen heute schon vorteilhaftere Verfahren zur Ent-
schetdung iiber Annahme oder Zuriickweisung der Posten.

Stop! Achten Sie auf die hervorgehobenen Begriffe! Bis jetzt war von
ihnen nur 50 nebenbei die Rede, wir wollen uns jetzt direkt mit der Ent-
scheidungstheorie beschiftigen.

Wir miissen eine Entseheidung fiillen

Iintscheidungen hat jeder von uns auf Schritt und Tritt zu fillen. Dic
Leiter von Betrieben und Laboratorien, die Mitglieder der Regierung,
Pionicrleiter und Brigadiere haben z. B. organisatorische Entscheidungen
zu [iillen. Der Arz\ [illt eine Entscheidung, wenn er eine Diagnose stellt,
ein Rezept verordnet, sich fiir eine Behandlungsmethode ausspricht oder
cinen Patienten krankschreibt. Ein Kralt[ahrer oder ein Pilot entscheidet,
wenn er cinen bestimmten Weg zu seinem Ziel festlegt oder diesen éndert,
wenn er Gas gibt oder auf die Bremse tritt. Der Wissenschaftler trifft
eine Entscheidung, wenn er eine Versuchsmethodik festlegt oder den
Bewecis [iir einen Lehrsatz auf bestimmte Weise fiihrt.

Wenn wir zuin Stelldichein oder zum Standesamt gehen oder zum Ge-
richt, trellen wir vorher eine Entscheidung, die jedoch leider nicht immer
gut durchdacht ist! Es kann allerdings auch in anderen Situationen
vorkommen. dall dic geléllten Entscheidungen nicht ausreichend be-
griindet sind und auf einer schlechten Basis ruhen. Das muB nicht unbe-
dingt an l.eichtsinn oder mangelnder Weisheit liegen, die Ursache kann
auch ungeniigende Information sein.

Wenn die vorhandene Information unzuverlissig und nicht ausreichend
ist, ist man gezwungen, eine Entscheidung ,,aul Verdacht® zu [illen und
sich aul das ungliickselige Gefiihl zu verlassen. Entscheidungen werden

159



Stondes-| | Geicht
amt

Bild 108

oft unter den Bedingungen vélliger Unbestimmiheit getroffen. Die
Messungen oder Untersuchungen werden unter der Bedingung der
Unbestimmtheit durchgelithrt und nur selten (um nicht zu sagen — nie)
dienen sie als AulaB zur Durchfithrung und Auswertung von Versuchen.
Jeder wissenschaftlich Titige — der Physiker. der Ingenieur, der Arztund
der Soziologe — stellt Versuche an und zieht aus ihnen Schlullfolge-
rungen mit unvollstindiget Tnformation und unter dem Einflufi des
Zulalls, also unter der Bedingung ciner gewissen Unbestimmtheil. Die
SchluBfolgerung — Eutscheidung — kann verschiedcner Art sein: in
cinem bestimmten Gebiet cine Bohrung anzulegen; ein (iebiet als erd-
olfiindig zu bezeichnen; Streptomyzin als wirksames Mittel gegen l.un-
genentziindung anzusehen, einen Posten Rundfunkrihren anzunehmen.
wenn in einer Stichprobe aus 50 Réhren hichstens zwei den Giitean-
spriichen nicht entsprechen; die Lichtgeschwindigkeit im Vakuum zu
2,99793-101° cm/s anzunehmen; zu behaupten, cin neues lilemenlar-
teilchen centdeckt zu haben; zu einer neuen IForm des ékonomischen
Ilebels fiir die Mitarbeiter der Betriebe iiberzugehen; die Aufnahme-
ziffern fir das Fernstudium an den Technischen IMochschulen aul ein
Iiinftel zu senken.

Damit man aus einer Menge maoglicher Lintscheidungen die optimale
oder zumindest eine nahezu optimale auswithlen kann, mull man be-
stimmte Regeln fiir diese Auswahl kennen und sich von diesen leiten
lassen.
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teute ist die Wissenschaft bereits in der Lage, in vielen Fillen die
Regeln oder, wie es jelzt zu sagen iiblich ist, die Stralcgie fiir dic Auswahl
der optimalen Entscheidung anzugeben. In anderen Fillen existiert eine
derartige Stralegie noch nicht; es gibt aber bestimmte Emplehlungen, wie
man di¢ Fragen am besten formuliert, ein passendes mathematisches
Modell fiir die zu betrachiende Situation wihlt und dic Eigenschaften
des Modells untersuchi.

Die Probleme der EEntscheidungstheorie hingen eng mit cinigen anderen
mathematischen Gebielen zusammen. Dazu gehéren die Spieltheorie, die
Theorie der Optimierung, speziell der optimalen Planung und Leitung
und andere, nicht zuletzt die Wahrscheinlichkeitsrechnung und mathe-
malische Siatistik.

Dic mathematische Staltistik beschiftigt sich nicht nur mit Mcthoden
zur Auswerlung experimenteller Untersuchungen, sondern liefert auch
Mcthoden zur Auswahl von Lntscheidungen, wenn die Unsicherheit,
unter der dic intscheidung zu trelfen ist, statistisch stabilen Charakter
hat.

Man muB sich natiirlich cingestehen, daf die Auswahl ciner Entscheidung
nicht nur auf statistischen Uberlegungen beruhen kann. Es ist IThnen
sicher ganz uud gar nicht gleichgiiltig, ob sich in 10 von 100 Fillen cin
Schiiler beim l.isen ciner Rechenaufgabe irrt, ein (icologe, der eine
Schichi als evddllindig bezeichnet, oder cin Chirurg, dem Sie Ihr Leben
anvertrauen.

Es ist fiir Sie sicher interessant zu wissen, ob cine unzuverliissige Réhre
in Ihr Fernsehgeriat kommt oder in ein Geriit des Flugzeugs, mit dem Sie
fliczen wollen. Doch die Wahrscheinlichkeit dafiir, dall die Réhre nur
eince Stunde funktionicert, ist in beiden Fillen dieselbe!

Der Statistiker, der Regeln fiir eine Entscheidung angibt, und der Experi-
mentator, der diese Regeln benulzt, miissen die Folgen ihrer Entschei-
dung kenncn: Bei einer [alschen Entscheidung kann ein Verlust an
Menschenleben und grollen Werten eintreten, ein Zeitverlust die Folge
sein oder cin guter Ruf eingebiiBt werden. Deshalb sollte man keine
Miihe scheuen. um gute Regeln fiir Entscheidungen aufzustellen.

Ich sprach davon, daB Entscheidungen nicht nur in der Wissenschalt
verlangt werden, sondern auch von jedem einzelnen im tiiglichen Leben.
Und Sie, verehvter Leser, entscheiden gar nicht so schlechl, denn sonst
wiirden Sic jetzt kaum die Zeit, Gelegenheit und MuBe haben, dieses
Buch zu lesen. Sie verlassen sich dabei auf Thren gesunden Menschen-
verstand und die Intuition, die Sie selten in die Irre fithren. Doch wir
wollen Sie anschlicBend einer kleinen Priifung unterziehen,

Intuition: Geburistage

Wenn der Geburtstag cines Ihrer Bekannten mit Threm zusammenfillt
(selbst, wenn er [iinfzig wird und Sie dreciBig), halten Sie das [iir einen
meanz groflen Zufall”. [eh kannte Verliebte, die sich an ihrem gemein-
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samen (ieburtstag kennengelernt hatten. Schon den gemecinsamen Ge-
burtstag betrachteten sie als Wink des Schicksals! Und daB sie sich
gerade an diesem Tage kennengelernt hatten, war doppeltes Omen!
Stellen Sie sich einen Horsaal vor, in dem cinige hundert Hérer sitzen.
Wir fiithren folgendes Gedankenexperiment aus: Wir befragen simtliche
Anwesenden nach ihren Geburtstagen und notieren. wie oft jeweils zwei,
drei, vier usw. an ein und demselben Tag (Geburtstag haben. Vorher
schlieBen wir eine Wette ab, das macht die Sache interessanter. Ich
zahle Thnen 5 Mark, wenn im Hérsaal nicht wenigstens zwei Personen
gemeinsam Geburtstag haben, und Sie zahlen mir 5 Mark, wenn im
Horsaal wenigstens zwei Personen an ein und demselben Tayg Gebhurtstag
feiern.

Wieviel Personen miissen im Hérsaal sein, damit unsere Wette reell ist,
d.h. damit wir beide die gleichen Chancen zum Gewinnen haben? Wenn
367 Personen im Hérsaal sitzen, so gibt es mit Sicherheit zwei mit ge-
meinsamem Geburtstag, und Sie befinden sich in aussichtsloser Position.
Kin Jahr kann héchstens 366 Tage haben, und es kann im duBersten Fall
vorkommen, da bei 366 Personen jeder an einem anderen Tag Ge-
burtstag hat (am 1. Januar, am 2. Januar usw. bis zum 3!. Dezember).
Doch fiir die 367. Person bleibt kein Tag frei, und er muB mit jemanden
gemeinsam feiern. Sind andererseits im Hérsaal nur zwei — Sie und
ich —, so sind die Chancen recht gering, daB wir an cin und demselben
Tag Geburtstag feiern, und ich habe wenig Aussicht. die fiinf Mark zu
gewinnen.

Ich bitte Sie, zunichst die vorstehend gestellte Frage nach der Anzahl der
Personen im Hérsaal zu beantworten (im Verlaul von 5 Minuten), ohne
die folgenden Seiten zu lesen. Merken Sie sich die Zahl. dic Sie als Antwort
lesigelegt haben.

Man erhilt durch cine einfache Rechnung leicht die exakte Antwort.
Zur Erliuterung der Methode betrachten wir zuniichst eine einfache
Aulgabe.

Wir schreiben das Wort MAUSLEIN auf Pappe. zerschneiden das
Pappstiick in kleine Quadrate mit jeweils einem Buchstaben, drehen
die Buchstaben nach unten, wie beim Dominospiel (Bild 109), und
vermischen die Pappstiicke. Jetzt nehmen wir nacheinander einzelne
Buchstaben auf und setzen sie in der Reihenfolge des Aufnchmens anein-
ander.

Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dal die nacheinander aulge-
nommenen Buchstaben das Wort EIS ergeben?

Wenn wir annchmen, daB die Buchstaben gut durchgemischt sind und
alle die gleiche Chance haben, gezogen zu werden, liBt sich die Wahr-
scheinlichkeit leicht berechnen. Die Wahrvscheinlichkeit, zuerst das [
zu zichen, ist gleich 1:8 (das E steht aul cinem der acht Pappquadrate).
Aus den restlichen sieben Quadraten kann man mit der Wahrschein-
lichkeit 1:7 den Buchstaben I ziehen und schlieBlich aus den verblei-
benden sechs mit der Wahrscheinlichkeit 1:6 das S. Wir erhalten damit
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fiir die Wahrscheinlichkeit des Wortes EIS
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8 76~ 0,003

Das ist eine recht kleine Wahrscheinlichkeit.

Jetzt wollen wir zu unserer Wette zuriickkehren. In meinen Vorlesungen
iiber die Wahrscheinlichkeitsberechnung habe ich die Frage, die ich an
Sie gerichtet habe, auch 6fter meinen Zuhorern gestellt. Es gab die ver-
schiedensten Antworten: 100 Personen, 150, 183 (das ist gerade 366:2).
Weniger als 50 hat nie jemand genannt. Danach haben wir die Geburts-
tage der im Hérsaal Anwesenden festgestellt (das nimmt weniger Zeit in
Anspruch, als man zunichst meint), und bei einem Auditorium von 80,
50 oder nur 30 Personen fanden sich fast immer einige mit gemeinsamem
Geburtstag. Auf dic Hirer macht das einen sehr groBen Findruck.
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Nnn wollen wir die Rechnung ausliihren. Wir berechnen zunichst die
Wahrscheinlichkeit fiir das entgegengesetzte Ereignis, daB n Personen
verschiedene Geburtstage haben. Der Einfachheit halber legen wir das
Jahr mit 365 Tagen zugrunde. Ferner selzen wir voraus, daB jeder der
365 Tage gleichwahrscheinlich fiir einen Geburtstag ist.

Die erste Person darl an einem beliebigen Tag geboren scin, ohne daB sie
zusammen mit einer anderen Person Geburtstag haben kann:

365:365 = 1. Die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB die zweite ’erson nicht
zusammen mit der ersten, sondern an einem anderen Tag (Geburtstag hat,
ist 364:365 (denn einer der 365 Tage ist schon von der ersten P’crson
besetzt). Die Wahrscheinlichkeit fiir die dritte Person, nicht mit der
ersien oder zweilen gemeinsam Geburtstag zu haben, ist 363:365. Der
weilere Ansatz ist offensichtlich. Die Wahrscheinlichkeit des gemein-
samen Eintrelens der n Ereignisse, d. h. die Wahrscheinlichkeit dafiir,
daf} alle n Personen verschiedene Geburtstage haben, berechnet sich zu

365 364 363  365— (n—1)
©n= 1365365 365 © 365

Die Wahrscheinlichkeit des uns interessierenden Ereignisses — wenig-
stens zwei Personen haben an ein und demselben Tag GGeburtstag — ist
Pp,=1-0,

Tafel 3. Wahrscheinlichkeiten fiir Geburistage an ein und demselhen
Tag

Anzahl der Wahrscheinlichkeit des  Niihcrungsweises Ver-

Personen Zusammenfallens wenig-  hiltnis der Finsiitze bei
n stens zweier Geburtstage einer recllen Wette
Pn
H 0,027
10 0,117
15 0,253
20 0,411 70 :100
21 0,444 80 : 100
22 0,476 91 :100
23 0,507 103 : 100
24 0,538 116 : 100
25 0,569 132 :100
30 0,706 242 :100
40 0,891 819 :100
50 0,970 33 :1
60 0,994 169 :1
70 1200 :1
80 12000:1
90 160000 :1
100 33-10° :1
125 31-10% :1
150 45-10%:1



Rechnet man P, lir verschiedene n aus, so erhillt nan die Zahlen der
zweiten Spalte von Tafel 5. Die dritte Spalte gibt fiir dieselben n an, in
welchem Verhiilinis die Wetteinsiiize [iir eine reelle Wette stehen miiBien,
bei der dic Chancen fiir die beiden Partner gleich groB sind. Wie man
leicht sicht, ist dieses Verhiltnis

Pp: (1= Py)

Aus Tafel 5 entnimml man, da die Antwort auf unsere am Anfang
dieses Abschnitts gestellte Frage verbliiffend ist: Unserc Wette ist bei
gleichen Einsdtzen etwa reell, wenn 23 Personen im Ilérsaal sind. Die
Walirscheinlichkeit dafiir, daB alle Personen verschiedene Geburtistage
haben, ist dann ungelihr die gleiche wie die, daB die Geburtstage von
wenigstens zwei Personen zusammenfallen. Bei 100 anwesenden Per-
sonen isL unserc Wetle nur dann reell, wenn ich 3300000-5 Mark gegen
Ihre 5 Mark setzen wiirde.

Intuition: Gliick — Pech

Verspilungen, Nicderlagen, unerwiinschte Begegnungen, Ungliick in der
Liebe, schlechtes Wetter und schlechtes BeiBen der Fische beim Angeln
vergiften das Leben der Menschheit. Wihrend das schlechte Wetter
oder das schlechte BeiBen der Fische nicht auf das personliche Konto
des einzelnen Menschen kommen, sind Verspitungen, Niederlagen oder
Ungliick in der Liebe schon Ihr eigenes Pech. Man sagl zwar, daB jemand
ein Gliickspilz sei und cin anderer eine Pechstrihne habe. Das scheinen
aber nur poetische Redewendungen zu sein! Wenn Sie jedoch in Threm
Gediichinis nachforschen, werden Sie sicher auch feststellen, daB es in
Ihrem [.eben ausgesprochene Erfolgsperioden und Pechstrihnen gab.
[laben Sie etwa weniger in den Vordergrund tretende Ereignisse ver-
gessen oder gibt ¢s tatsdchlich Erfolgsperioden und Pechstriihnen? Ich
will mir dariiber kein Urteil erlauben; man miiBte erst einmal iiber
mchrere Jahre ernsthalte Beobachtungen anstellen und vor allen Dingen
definieren, was Gliick und was Pech ist. Fiir Gliicksspiele, aber auch fiir
ernsthafte Aufgaben aus der Theorie der Diffusion, kann man die Be-
grilfe Pech oder Gliick exakt deflinieren und genau untersuchen, inwie-
weit unscre intuitiven Vorstellungen der tatsichlichen Sachlage ent-
sprechen.

In Tafel 6 sind die beim Werlen eines Geldstiicks crziellen Ergebnisse
angegeben. Jede zweistellige Zahl gibt an, wic oft bei jeweils 100 Wiirfen
Wappen aufgetrelen ist; die Gesamtanzahl der Wiirfe betrug 10000. In
der crsten Spalte sind dic Nummern der Versuche angegeben, in derletzicen
die Anzahl von Wappen in der jeweiligen Serie zu 1000 Wiirfen. Die
Gesamtanzahl des Auftretens von Wappen betrug 4979. Diese Zahl wird
in Thnen sicher keine Zweifel hervorrnlen: Offenbar ist das Geldstiick
wirklich symmetrisch.
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Tafel 6. Ergebnisse des ,,Zahl-Wappen-Spiels*

Anzahl der Anzahl der Wappen Gesamtanzahl
Wiirfe der Wappen
0 bis 1000 54 46 53 55 46 54 41 48 51 53 501

bis 2000 48 46 40 53 49 49 48 54 B3 45 485

bis 3000 43 52 538 51 51 50 52 50 53 49 509

bis 4000 58 60 54 55 50 48 47 57 52 35 536

bis 5000 48 51 51 49 44 52 50 46 53 41| 485

bis 6000 49 50 45 H2 52 4R 4T 4T 47 51 488

bis 7000 45 47 41 51 49 59 50 55 53 50 500

bis 8000 53 52 46 52 44 51 48 351 46 54 497

bis 9000 45 47 46 52 47 48 39 57 45 48 A94

bis 10000 47 41 51 48 59 51 52 55 39 41 484

0 bis 10000 4979

Betrachten Sie nun nochmals Tafel G! Nach kiirzercr oder liingerer
aufmerksamer Betrachtung werden Sie mir die alte Frage stellen: ,,Na
und ?** Ich méchte Thnen ein Zahl-Wappen-Spiel vorschlagen. Laden Sic
lhren Freund oder Ihre Freundin ein und holen Sie ein beliebiges Geld-
stiick aus der Tasche, méglichst das groBte und schwerste. Sie (oder Ihr
Partner) beginnen und werfen das Geldstiick hoch. Wir wollen der Ein-
fachheit halber annehmen, daB Sie in gleichen Zeitabstinden werfen.
Fillt Wappen, so gewinnen Sie, und lhr Partner zahlt Ihnen einen
Plennig; fillt Zahl, so zahlen Sie einen Pfennig an lhren Spielpartner.
(;lauben Sie nicht, daB ich Sie auf die schiefe Bahn cines Gliicksspielers
bringen will. Ich habe bewuBt einen so kleinen Einsatz vorgeschlagen,
damit sie nichit bankrott werden oder Thre Aufregung iiber Verlust oder
Gewinn nicht die wissenschaftliche Seite der I'rage iiberschattet.

Es ist ein klare Sache, Zahl und Wappen werden sich unregelmiBig
abwechseln. Sie interessiert aber nicht, ob bei einem bestimmten Wurl,
beispielsweise beim zweihundertsten, Zahl oder Wappen auftritt, sondern
vielmehr die verlorene oder gewonnene Summe bis zum betrachtetlen
Zeitpunkt, also bis zum 200. Wurl. Von diescm (iesamtumsatz soll im
folgenden die Rede sein und nicht davon, ob Sie in einem bestimmten
Zeitpunkt gerade einen Pfennig gewinnen oder verlieren.

Stellen Sie sich vor, lhr Partner fiihrt gerade die Wiirfe aus, und Sie sind
schon 200 Wiirfe lang nur auf der Verlustseite (Sie gewinnen zwar immer
einmal etwas zuriick, haben aber in der Summe immer nur minus).
Glauben Sie, daB Sie einfach Pech haben oder verdiichligen Sie lhren
Partner der l'alschspielerei? Wenn Sie an der Ehrlichkeit Ihres Spiel-
partners nicht zweileln konnen, ist dann vielleicht das CGeldstiick an
dieser Ungerechtigkeit schuld, und Sie iniissen es gegen ein anderes
auswechseln ? Vielleicht scheinen Ihnen aber 200 Wiirfe zu wenig, um
sich in eine Diskussion iiber Gerechtigkeit und Ungerechtigkeit einzu-
lassen ?
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lhre gute l.aune ist hin. Sie lassen sich aber lhren Arger und lhren
Verdacht nicht anmerken und spielen weiter. Sie sind schon bei 1000
Wiirfen angelangt und sind immer noch auf der Verlustseite. Wie schit-
zen Sie jelzt die Situation ein? Sie beginnen spétestens jetzt, lhren
Mitspieler zu verdiichtigen. Doch, verzeihen Sie, was gibt lhnen Anlafl
zu einem Verdacht? Das Geldstiick ist symmetrisch, Thr Mitspieler
verhiilt sich korrekt, bei jedem Wurf haben Zahl und Wappen die glei-
che Chance. Thr gesunder Menschenverstand sagt Thnen, daB bei einer
geniigend langen Serie von Wiirfen jeder Spieler etwa die gleiche Zeit
gewinnen und verlieren miiB3te.

Das klingl zwar iiberzeugend, ist aber ein vélliger FehlschluB3!

Wir wollen jeweils den Spieler als fiihrend bezeichnen, der im betrach-
teten Zeitpunkt gewonnen hat, d. h. Pfennige des anderen auf seiner
Seite hat. Es erweist sich nun, daB cin Wechsel in der Fiihrung hedeutend
seltener eintritt als uns das die Intuition — der ,,gesunde Menschen-
verstand” — sagt. Die Wurfserien kénnen beliebig lang sein; am wahr-
scheinlichsten ist, daB die Fihrung iiberhaupt nicht wechselt; nur ein
cinziger Wechsel der IFFithrung ist wahrscheinlicher als zwei; zwei sind
wahrscheinlicher als drei usw.

Ein Untersuchungsrichter oder Psychologe miilfite die mecisten Spieler
als Gauner einstufen und die meisten Geldstiicke fiir unsymmetrisch
halten. Wiederholt man das Spiel mit 1000 verschiedenen Geldstiicken
und macht mit jedem 10000 Wiirfe, so wird sich bei den meisten der
1000 Spiele das gleiche Bild ergeben: Ein Spicler iibernimmt die Fiihrung
und behilt sie fast die ganze Zeit. Nur bei sehr wenigen Spielen wird die
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IYihrung laufend wechseln, so wie das unserer Intuition nach sein miibte,
wenn das Geldstiick symmetrisch ist.

Der Anschaulichkeit halber wollen wir den Ablaul des Spicls in einer
Kurve darstellen. Auf der horizontalen Achse tragen wir die Wiirfe ab,
auf der vertikalen jeweils die Anzahl der gewonnenen Plennige des einen
Spielers. Bild 110 zeigt eine typische Kurve fiir solch ¢in Spiel.

Bei unserem Spiel muBl jedem Iithrungswechsel ein Unentschieden
vorausgehen, d. h. eine Situation, in der keiner etwas gewonnen hal.
Nicht jedes Unentischieden kiindigt cinen l‘iihrungswechsel an, das
geschieht nur mit der Wahrscheinlichkeit L:2. Sie werden sicher der
folgenden intuitiven Behauptung nicht widersprechen: Wirft man das
Geldstiick in gleichen Zeitabstidnden, so wird es an zwei 'I'agen doppell
so viele Unentschieden geben wie an einem Tag. Doch das stimmt auch
nicht!

Iis zeigt sich, daB die Anzahl der Unentschieden nur mit der Quadrat-
wurzel aus der Zeit wichst, erst nach vier Tagen gibt es doppelt so viele
Unentschieden wie am ersten Tag. wenn man ununterbrochen spielt.
Das ist natiirlich schwer zu glauben. Vielleicht iiberzeugen Sie aber
Zahlen? Ich muB dazu einen Begriff der Wahrscheinlichkeitsrechnung.
den Medianwert, cinfiihren.

In der Anatomie wird als Medianebene die Symmetriecbene des mensch-
lichen Korpers bezeichnet, d. h. die lXbene, dic durch die Mitte des
Korpers geht. In der Wahrscheinlichkeitsrechnung halbiert der Median-
wert (abgekiirzt Me) cine Wahrscheinlichkeitsverteilung. (Die Wahr-
scheinlichkeit fiir Werte, die kleiner oder gleich Me sind, und die Wahr-
scheinlichkeit fiir Werte grier oder gleich Me sind mindestens jeweils
gleich 1:2.)

In der Nufgabe iiber das Zusammenfallen der Gehurtstage ging es gerade
umn den Medianwert der Anzahl von Personen, bei denen wenigstens zwel
gemeinsamen Geburtstag haben. Dieser Werl lag ctwa bei 23.

Die Rechnung zeigt, daB der Medianwert (also ein gewisser Mittelwerl)
der Anzahl der Unentschieden bei 10000 Wiirfen des CGeldsticks 67
betriigl, wiithrend sich fiir eine Million Wiirfe der Medianwert 674 ergibi.
also nur das Zehnfache und nicht das Hundertfache, wie mman nach dem
wgesunden Menschenverstand annehmen sollte.

Zur Bestitigung dieser unscrer Intuition so zuwiderlaufenden Ergeb-
nissc werde ich cinige experimentelle Daten anfiihren. Sie entstammen.
wie iibrigens fast das gesamiec Material dieses Abschnitis, dem grofi-
arligen Buch von W. Feller ,,Einfilhrung in dic Wahrscheinlichkeits-
rechnung und ihre Anwendungen*, Verlag J. Wiley and Sons. New
York.

IKehren wir fiir cinen Augenblick zur Tafel G am Anfang dieses Abschnitis
zuriick, zu der Sie sagten: ,,Na und ?** Diese Talel ist aul Grund ecines
tatsiichlich durchgeliihrten Versuchs entstanden.

UUm ein Geldstiick 10000mal zu werfen, benitigh man 10 bis 15 Stunden.
Feller hat sich natiirlich nicht die Zeit genommen. nmn cin Geldstiick
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hochzuwerfen, wie das z. B. Buffon vor 300 Jahren gemacht hat. Statt
ein Geldstiick zu werfen, kann man einen beliebigen anderen Versuch
mil zwei gleichwahrscheinlichen Ausgiingen nehmen. Derartige Versuche
lassen sich besonders leicht mit Ililfe ciner elektronischen Rechenma-
schine ausfiihven. Aunstelle von Zahl und Wappen werden die Binér-
zahlen 0 und | mit gleichen Wahrscheinlichkeiten erzeugt. Ein Rechen-
automal benitigt fir 10000 Wiirfe weniger als eine Minute. Die Er-
gebnisse cines solchen Versuchs sind in Tafel 7 wiedergegeben. Tafel 7
zcigt, welches Bild sich fiir die Ifiihrungswechsel wiihrend des Experi-
ments ergab. Ich werde dic Terminologie Zahl-Wappen beibehalten.

Tafel 7. Verlanf des ., Zahl-Wappen-Spiels*

Erster Spicler in I'ithrung Zweciter Spieler in Fiihrung

lieste 7804 Wiicfe

Folgende 8 \Viirfe
FFolgende 2 Wiirle

Folgende 54 Wiirfe
Folgende 30 Wiirle

Folgende 2 Wiirle
Folgende 48 Wiirfe

Folgende G Wiirfe
IF'olgende 2046 Wiirfe

Wiihrend der L0000 Wiirlfe hatte der erste Spieler bei 9930 Wiirfen die
I“iihrung und der zweite nur bei 70 Wiirfen.

Sie sehen, daBl der erste Spieler groBes ,,Gliick*" gehabt hat. Solch ein
Bild ist keine \usnahmeerscheinung, sondern cher die Regel, allerdings
kann das ,,Gliick® auch auf der Seite des zweiten Spielers sein. Im Mittel
ist es bei einem von zehn Spielen sogar so, daf einer der Spieler noch
mehr ,,Pech® hat als in unscrem Beispiel der zweite Spieler.

Bild 111 zcigt eine Kurve, die den Verlauf eines derartigen Spiels veran-
schaulicht. Anf der horizontalen Achsc sind die Wiirfe abgelragen und
aul der vertikalen der Stand des ersten Spielers, also die Anzahl der
jeweils gewonnenen oder verlorenen Plennige. Im Verlauf des Spiels
treten 142 Unentschieden auf; nur bei 78 von ihnen kommt es zu einem
Fihrungswechsel. In dem zu Anfang beschriebencn Versuch gab es 14
Unentschicden und 8 Fiihrungswechsel. Man kann berechnen, dal bei
10000 Wiirfen die \Wahrscheinlichkeit [iir mehr als 140 Unentschieden
gleich 0,157 und die Wahrscheinlichkeit fiir weniger als 15 Unentschieden
gleich 0,115 betrigt.

FFast alle in diesern Abschuitt dargelegien Ergebnisse stehen nicht mit
unserer Intuition im Einklang! Ich weiB nicht, ob es Sie tréstet, doch es
siechtin der Tal so aus, als ob der Wechsel von Erfolgsperioden und Pech-
striilhnen gar nichts hesonderes ist, sondern cine GiesetzmiiBigkeit dar-
stellt.
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Vor etwa 300 Jahren erblickte der Hollinder Antony van Leeuwenhoeck,
an und fiir sich ein selbstzufriedener Dilettant, doch ein #uBlerst wilbe-
gieriger und hartnickiger Mensch, zum ersten Mal das Lehen durch die
Linsen des von ihm selbst geschaffenen Mikroskops. Im Regenwasser
tummelten sich kleine Lebewesen, hundertmal kleiner als die dem bloBen
Auge sichtbaren Wesen!— so schreibt Paul de Kruif in seinem berithmten
Buch ,,Mikrobenjiger*.

150 Jahre nach der Entdeckung Leeuwenhoecks betrachiete der englische
Botaniker Robert Brown das Leben durch das Okular des damals schon
recht vollkommenen Mikroskops. Die unregelmilligen Spriinge und
Tinze der kleinen Bliitenstaubteilchen erregten seine Aulmerksamkeit.
Brown war ein gebildeter Wissenschaftler; er wulite. dal er keine l.ebe-
wesen, sondern im Wasser schwimmende Staubteilchen beobachtete.
Zur Erklirung der Ursache der von ihm entdeckien Bewegungen der
Staubteilchen im Wasser untersuchte er das Verhalten der Teilchen ciner
riesigen Anzahl von Gegenstinden, darunter sogar cines Bruchstiicks
einer Sphinx. Selbst als er ein Stiick Quarz mit cinem durch Wasser
ausgefiillten Hohlraum unter das Mikroskop legte, bemerktc er im Hohl-
raum die chaotische Bewegung der im Wasser schwebenden Teilchen.
Das Wasser befand sich sicher schon sehr lange in dem abgeschlossenen
Hohlraum, und doch tanzten die Teilchen, wie er es auch sonst heol-
achtet hatte. Das war im Jahre 1827.

Die Erklirung der ungeordneten Bewecgungen der kleinen Teilchen in
der Flissigkeit war nicht leicht. Die Universalitiit des 1iflekts machie
auf Brown groflen Eindruck, und er glaubte eine clementare Lebensform
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gefunden zu haben, die sowohl der organischen als auch der anorgani-
schen Materie eigen ist.

In der zweiten Hilfte des 19. Jahrhunderts bruchen nacheinander
mehrere Hypothesen zusummen, die die Brownsche Bewegung mit
irgendeiner elektrischen Kraft, einem Verdampfen der Fliissigkeit oder
mit mechanischen St6Ben in Verbindung brachten. Die Brownsche
Bewegung wurde in vélliger Finsternis und auch nach mehrstiindiger
Erwiirmung unverindert beobachtet. SchlieBlich wurde klar, daB die
Brownsche Bewegung eine Erscheinung von grundlegender Bedeutung
1st.

Heute meint man, daB die Ursache der beschricbenen Erscheinung in der
unregelmiiigen Bombardiernng der Teilchen durch die Molekiile der
angrenzenden Kliissigkeit zu suchen ist. Zur exakten und eindeutigen
Klirung des Problems kam es aber erst durch das Genie von Einstein.
Wir wollen uns mit einigen bei der Brownschen Bewegung auftretenden
Fragen befassen. Wir wissen bereits, wie man an eine solche Aufgabe
heranzugehen hat: Zuniichst ist ein leicht faBliches Modell aufzustellen,
auf dessen Grundlage das mathematische Modell geschaffen werden kann.
Ein in einer Fliissigkeit schwebendes Teilchen wird von allen Seiten
durch Fliissigkeitsmolekiile angestoBen. Die Kraft der einzelnen StiBe
ist verschieden, da sich die Molekiile mit unterschiedlichen Geschwin-
digkeiten bewegen und ihre Bewegungsrichtung zufillig ist. Die Chancen
eines StoBes von rechts oder links, von oben oder unten sind gleich. Die
Anzahl der ZusammenstéBe des Teilchens mit den Molekiilen ist sehr
groB, in der GréBenordnung von 10! je Sekunde. Allerdings sind die
genauen Werte fiir die Anzahl der Zusammenst6Be und die Geschwin-
digkeiten der Molekiile fiir den Aufbau des Modells nicht wesentlich.
Wir wollen ein Zeitintervall betrachten, das relativ grol ist im Vergleich
zur Zeitdauer zwischen zwei ZusammenstdBen, und versuchen, die Lage-
dnderung des Teilchens wiihrend dieser Zeit zu bestimmen.

Dazu stellen wir uns zuniichst ein Modell her. Wir nehmen vereinfachend
an: 1. die Geschwindigkeiten aller Teilchen haben denselben Betrag;
2. die Zeit zwischen zwei ZusammenstdBen ist immer dieselbe (wenn in
der Sekunde 101 ZusammenstoBe auftreten, wollen wir also annehmen,
daB die Zeit zwischen zwei Zusammenst6Ben 10~14 s betriigt); als MaB-
einheit auf der Zeitachse wihlen wir diesen Zeitabschinitt; 3. die in der
Fliissigkeit schwebenden Teilchen sind kugeliérmig.

Die Gleichmiglichkeit der verschiedenen Bewegungsrichtungen der Mole-
kiile driickt sich folgendermaBen aus: Die Wahrscheinlichkeiten dafiir,
daB ein Molekiil auf eines von zwei Flichenstiicken gleicher GréBe (jedoch
nicht unbedingt gleicher I‘orm!) auf einer Kugeloberfliche trifft, sind
fir beide Flichenstiicke gleich. Die Wahrscheinlichkeit des Auftreffens
eines Molckiils auf ein Kugelllichenstiick ist gleich dem Verhiiltnis der
Grolle dieses Ilichenstiicks zur Gesamtober[liche der Kugel. Eine
solche Wahrscheinlichkeitsverteilung wird al<  Gleichyerteilung  be-
zeichnet.
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AuBerdem wollen wir voraussetzen, dafl die Ereignisse, die im Auf-
trelfen von Fliissigkeitsmolekiilen aul sich nicht iberschneidende Ober-
flachenstiicke bestehen, statistisch unabhiingig voneinander sind. Unter
diesen Vorausselzungen hingt ein Schritt des Teilchens in der Fliissigkeit
nicht vom vorhergehenden ab; die Schritte haben immer die gleiche
GroBe, ihre Richtung ist zufillig und gleichverteilt (selbstverstindlich
wird in unserem Modell die Wirkung der Schwerkraflt aufl das Teilchen
vernachlissigt).

Wir wollen nun vom dreidimensionalen Modell zum zweidimensionalen
tibergehen. Das Verhalten des Teilchens in der Kbene iibnelt nun dem
(rang eines Betrunkenen iiber den Marktplatz. Er kann sich kaum auf
den Beinen halten, und jeder Schritt geht zufillig nach irgendeiner Seite,
mit gleichen Chancen fiir jede Richtung. Die Richtung des folgenden
Schrittes hdangt nicht von den vorangehenden ab. Iinen solchen Betrun-
kenen wollen wir volltrunken nennen.

Wo wird er sich nach ciner gewissen Zeit belinden? Nas weill weder er,
noch kénnen wir es vorhersagen, wenn wir nicht vermuten wollen, daB er
schnellunterdaserstebeste Autounddanachin cin Krankenhaus kommt.
Doch wir wollen die Hand iiber ihn halten, da er uns als gutes Modell fiir
die Brownsche Bewegung dient. Wir konnten ihu zwar durch einen Iloh
ersetzen, der in einem leeren Saal herumhiiplt. in dem nichts seine be-
sondere Aufmerksamkeit erregt. Allerdings ist dann die Gefahr, unser
Modell zu verlieren, noch grifer!

Ein Volltrunkener ist in der Lage, sich in # Schritten irgendwohin zu
bewegen, und man kann abschiitzen, wie weil er sich vom Ausgangspunkt
entfernt. Die Entlernung g, zwischen dem .\usgangspunkt /’; und dem
Endpunkt P, seines Weges (nach n Schritten) ist natiirlich cine zuféllige
GroBe. Doch wie grof ist der Mittelwert g, dieser Entlernung ?

Bid 112

172



Dic Groe g, ldBt sich aul Grund unserer Voraussetzungen berechnen.
Bevor wir das tun, mochte ich jedoch unser Modell noch mchr verein-
fachen (vercinfachen bedcutet hier: die Anzahl der Koordinaten oder
Freiheitsgrade verringern).

Stellen wir uns den Betrunkenen in einein cugen Korridor vor, in dem er
nur vorwirts oder riickwiirts kann. Sein Verhalten soll jedoch so wic
vorher sein: Iir macht jeden Schritt unabhingig vom vorangehenden und
schreitet mit dersclben Wahrseheinlichkeit vorwiirts oder riickwiirts. Die
Schritte sollen alle die gleiche Linge ! haben, und mit jedem Schritt
entfernt er sich von seinem Ausgangspunkt Py um die Grofe { mit der
Wahrscheinlichkeit 1:2, hzw. er niihert sich thm mit der Wahrschein-
lichkeit 1:2.

Uns interessiert nach wie vor, wie weit sich der Betrunkene von seinem
Ausgangspunkt entlernt. Der Betrunkene im Korridor ist ein Modell fiir
die eindimensionale zuliillige Trrfahrt des Teilchens; der Gang des Be-
trunkenen iiber den Marktiplatz ist ein Modell der zweidimensionalen
Irrfahrt, wihrend die Brownsche Bewegung des Staubteilchens in der
I'liissigkeit das Modell fiir eine dreidimensionale Irrfahrt ist.

Das Modell der eindimensionalen Irrfahrt LBt sich durch Umformulie-
ruang auf das Modcll des Zahl-Wappen-Spiels zuriickfiihren, das wir
bereits erdrtert haben. Wenn Sie ein symmetrisches Geldstiick werfen
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und lhr Spielpartner bei Wappen ([ Pfennige an Sie zahlt, wihrend Sie
bei Zahl I Pfennige an ihn auszahlen, so ist lhr Gewinn oder Verlust nach
n Wirfen gleich der mit [ multiplizierten Differenz der Anzahl von
Wappen und Zahl. ZahlenmiiBig ist das dann gerade gleich der Entler-
nung, die der Betrunkene in n Schritten zuriicklegt; damit ist also die
zuriickgelegte Entfernung gleich der mit der Schrittweite multiplizierten
Differenz der Vorwirts- und Riickwirtsschritte.

Sie erinnern sich bestimmt noch daran, wie erstaunt Sie waren, als Sie
die Ergebnisse unserer Betrachtungen zur Fiihrung und zur Anzahl der
Unentschieden im Zahl-Wappen-Spiel erfuhren. Ahnliche Ergebnisse
erhilt man auch hier.

Da die Wahrscheinlichkeiten [iir die Schritte nach beiden Richtungen
gleich und die einzelnen Schritte unabhingig voneinander sind, werden
im Mittel gleich viele Vorwirts- und Riickwirtsschritte gemacht; dem-
zufolge ist die mittlere Entfernung, die der Betrunkene auf dem Korridor
zuriicklegt, gleich 0; ein Volltrunkener bleibt also im Mittel am Aus-
gangspunkt.

Ich will erliutern, was das bedeutet. Wir verfolgen eine grofe Anzahl
irrfahrender Teilchen. ['iir jedes Teilchen registrieren wir die Lage, in
der es sich nach n Schritten befindet, bezogen auf den jeweiligen Aus-
gangspunkt. Nach n Schritten haben wir sowohl positive als auch nega-
tive Zahlen registriert. Der Mittelwert dieser Zahlen (d. h. ihre durch die
Anzahl der betrachteten Teilchen dividierte Summe) ist jedoch nahe bei
Null. Der Mathematiker sagt, der Mittelwert (oder, wie es in der Wahr-
scheinlichkeitsrechnung heiBit, der Erwartungswert) der durch das Teil-
chen in n Schritten zuriickgelegten Entfernung ist Null. Uns interessieren
jedoch die moglichen Abweichungen vom Mittelwert.

In der Sprache des Zahl-Wappen-Spiels heit das, daB der Erwartungs-
wert des Gewinns fiir jeden der Spieler gleich Null ist. Wir interessieren
uns jedoch fiir die GroBe des immerhin moglichen Gewinns.

Der von der Ausgangslage Pg bis zum n-ten Schritt zuriickgelegte Weg
wurde mit g, bezeichnet. Er kann sowohl in positiver als auch in nega-
tiver Richtung liegen. Es erscheint naheliegend, den absoluten Betrag
der GroBe p, zu betrachten (oder anders ausgedriickt, den GGewinn eines
Spielers). Fiir die Rechnung ist es jedoch bequemer, eine andere positive
GroBe zu benutzen, das Quadrat der zuriickgelegten Entfernung o2
(das Quadrat des Gewinns).

Wenn die aufeinanderfolgenden Schritte (oder aufeinanderfolgenden
Wiirfe des Geldstiicks) unabhingig voneinander sind, kann man bewei-
sen, da der Erwartungswert der GroBe p2 (d. h. der Mittelwert dieser
(:ro8e, wenn man eine groBe Anzahl umherirrender Teilchen beobachtel)
der Anzahl derSchritte proportional ist. Genauer ausgedriickt: Bezcichnet
man den Erwartungswert der GroBe g2, wie das in der Physik iiblich

ist, mit @2, so ist

= ar
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Wenn in der Zeitcinheit A Spriinge der Grof8e -1 auftreten, so ist der

Mittelwert der Auslenkung der Teilchen aus der Anfangslage o} in der
Zeit t dicser Zeit proportional:

of = htl?

Diese Groe enthilt als Dimension das Quadrat der Liingeneinheit; fiir
uns wire es bequemer, ein lineares Ma zu haben (Zentimeter statt
Quadratzentimeler). Die entsprechende GréBe fiir die Auslenkung in n
Schritten ist nun

Ve = Vo

Die analoge GroBe fiir dic Auslenkung des Teilchens in der Zeit ¢ ist dann

Vo = Ykl
Die Proportionalitit der Auslenkung des ‘T'eilchens zur Wurzel aus der

Anzahl der Schritte ]/E (oder }/?) (und nicht zur Anzahl der Schritte »
selbst) ist ein fundamentales Ergebnis bei der Untersuchung derartiger
statistischer Erschcinungen. Schitzt man die Gewinnchancen beim
Zahl-Wappen-Spiel ein, so kann man sagen, dall die typische Gewinn-

grofe (oder Verlustgrole) bei n Wiirfen des Geldstiicks proportional }/;
ist. Sie erinnern sich sicher, daBl die Anzahl der Unentschieden ebenfalls

proportional V; war.

Das Modell der Irrfahrt erlaubt eine Vielzahl von Interpretationen. Wenn
am Ende des Arbeitstags die Autos das Zentrum einer groBen Stadt ver-
lassen, kann man die Fahrten der Autos ebenfalls als zufillig ansehen.
Nehmen Sie mir dic Hypothese nicht iibel, daB auch Ihr Lebensweg vom
Zufall bestimmt ist, die Hypothese, daB unsere Fortbewegung auf dem
Lebensweg einer ,,Irrfahrt* gleicht! Wir werden dieses mathematische
Modell auf andere Menschen anwenden, deren Lebensweg sich nicht
init unserem kreuzt.

Die menschliche Llitelkeit kann manchmal paradoxe [Formen annehmen,
z.B. bei der recht inhaltslosen Polemik zur Frage, ob Maschinen denken
konnen. Nicht an die mathematische Denkweise gewohnte Leute ver-
teidigen das alleinige Recht des Menschen auf das Denken bis zur Heiser-
keit, ohne sich die Miihe zu machen, den Streitgegenstand und die Aus-
gangsbegriffe c¢cxakt zu formulieren (z. B. die Begriffe ,,Maschine®,
»denken‘‘ und ,,kénnen*).

IKchren wir jedoch zum Autostrom am Ende des Arbeitstages zuriick.
[Fiir den StraBenbauingenieur oder den Mathematiker, der das Problem
der T.enkung des Verkehrsflusses zu losen hat, ist es sinnvoll, mit der
zuliilligen Irrfahrt als einfachstem Modell fiir die Bewegung der Autos
zu beginnen. Es ist einfacher, den Weg eines jeden einzelnen Autos als
zulilllig anzusehen, als zu versuchen, ihn vorherzubestimmen (obwohl es
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fiir den Autofahrer selbst natiirlich kein Zufall ist, wohin er fdhrt). Kin
solches Modell ist zumindest, wie man sagt, als erste Niihcrung annchm-
bar. Spéter sind eventuell Korrekturen nétig.

Betrachtet man den Straflenverkehr als statistische lirscheinung (ge-
wissermaflen als Diffusionsproblem), so kann man die KenngriéBen fiir
die Verkehrswege niherungsweise bestimmen, die das ungchinderte
Fortkommen in den Hauptverkehrszeiten garanticren! Wenn Sie aufl
dem Nachhauseweg mit einer Geschwindigkeit von 40 km/h statt mit
15 km/h vorwirtskommen und nicht aus der Haut zu [ahren brauchen,
weil Sie an jeder Verkehrsampel warten miissen, wird lhr unangenchmes
Gieliihl gegeniiber der beleidigenden Annahme, dafl Thr Weg rein zuléllig
und nicht durchdacht ist, sicher etwas gemindert.

Wenn Sie eine I'-[6rmige Kreuzung anfahren, miissen Sic entweder nach
rechts oder nach links abbicgen. Fiir unser Modell ist es amn cinfachsten,
die ADbbiegerichtung als zufillig anzunehmen und vorauszusetzen, daf}
die Abbicgerichtung eines Autos nicht von der des vorherfahrenden
abhingt. Ferncer wollen wir annehmen, da3 die Wahrscheinlichkeiten fir
das Abbiegen nach links und nach rechts dieselben sind. Mit Hille dieses
Modells kénnen wir quantitativ abschiitzen, um wieviel die Anzahl der
Rechtsabbieger die Anzahl der Linksabbieger iiberschreiten kann. Diese
Aufgabenstellung entspricht villig der iiber das Verhalten eines Betrun-
kenen im cngen Korridor oder der Abschiitzung des méglichen Gewinns
im ,,Zahl-Wappen-Spiel*.

Ich hatte bereits auf das Diffusionsproblem hingewicsen. Die Dilfusion
der Atome oder Molekiile kann man anhand genau desselben Modells
studieren. Beobachten wir die Bewegung eines Gasmolekiils. Man kann
das natiirlich tatsdachlich nicht, doch ich rechne mit lhrer PPhantasic!
Das betrachtete Molekiil bewegt sich frei durch den BRaum. es wired
durch nichts bchindert. Plétzlich si6Bt es aul seinem Weg mitl cinem
anderen zusammen, und beide fliegen nach verschiedenen Secilen aus-
einander. Das gleiche Bild kénnen Sic beim Zusammenstoll zweicer
Billardkugeln beobachten, lediglich mit dem Unterschied, daB sich dic
Billardkugeln in der Ebene bewegen und die Molekiile im Raum. Iis kommi
sehr hdufig zu Zusammensté8en von Molekiilen (bei normalem Druck). Die
mittlere Entfernung zwischen zwei Zusammenstéfien, die aus verstiind-
lichen Griinden freie Weglinge heiBt, ist eine bestinunte, kleine GriBe.
Nun wollen wir uns vorstellen, daB die Lntlernungen zwischen den
ZusammenstéBen immer gleich sind und mit der [reien Wegliinge iiber-
einstimmen. Dann dhnelt die Bewegung unseres Molckiils dem Verhalten
des Volltrunkenen aufl dem Marktplatz: IXs bewegt sich in Schritten
bestimmter Weite, die Richtung cines jeden Schrittes ist zulillig und
gleichverteilt, und der nachfolgende Schriti hiingt nicht vom vorher-
gehenden ab. Der Unterschied besteht nur darin, daB sich der Belrunkene
auf einem ebenen Platz bewegt und das Molekiil im Raum. Das hindert uns
jedoch nichti, nach derselben Methode den Weg des Molcekiils in einer
bestimmten Zeit zu berechnen.
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Bild 114

Dic Elektronen cines Korpers sind an der Wiirinebewegung der Materie
heteiligt. Betvachten wir beispielsweise einen Schwingkreis, der nur aus
Kondensator. Widerstand und Spule besteht. Diec Wiirmebewegung der
llektronen rult auf den Kondensatorflichen eine sich it der Zeit nach
Grifle und Vorzeichen iindernde elekirische l.adung hervor und indu-
ziert in der Spule einen clektrischen Strom. Den Mechanismus dieses
Vorgangs kann man sich folgendermaBlen vorstellen: Die ungeordnete
Wirmebewegung der Elektronen im Schwingkreis ist sehr kleinen, nach
Grille und Vorzeichen hiulig wechselnden clektrischen StromstéBen —
kurzzeitig wirkenden clektromotorischen Kriiften — diquivalent. Diese
chaotischen Schwingungen der Ladung und des Stroms als elektrische
Flukwation teagen die Bezeichnung thermisches Rauschen.

Der Pegel des thermischen Rauschens ist sehr niedrig. Er hingt von der
Temperatur, der Bandbreite und dem Widerstandswert ah. Ecnstein hat,
von allgemeinen (Therlegungen ausgehend. das Vorhandensein dieser
Ilrscheinung vorhergesagl; erst 20 Jahre spiiter gelang es, sie experi-
mentell nachzuweisen.

Iline analoge Frscheimng kann man in Elekironenréhren heobachten.
Die in der Zeiteinheit zur Anode gelangende Elektronenmenge unter-
liegt waregelmiBligen Schwanknngen. Bei Stromstiirken in der Gréflen-
ordmung von | mA gelangen in der Sckunde etwa 10'6 Illekironen von
der Katode zur Anode; die fir das Ubertreten benotigle Zeit betriigt
elwa 10775, Die Abhweichungen vom mittleren . Flekironenstrom wer-
den als Schroteffekt hezeichuet.
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Auch den Schroteffekt kann man mit Hilfe des bereits bekannten Modells
der Brownschen Bewegung untersuchen.

Durch das thermische Rauschen in den Leitern und den Schrotelfekt. die
sich prinzipiell nicht beseitigen lassen, ist die Reichweite von Funkver-
bindungen (hierzu gehdren z. B. auch die Funkortung und das Fern-
sehen) begrenzt.

Vor 20 bis 25 Jahren interessierte sich kaum ein Nachrichten- oder Navi-
gationsingenieur fiir wahrscheinlichkeitstheoretische Methoden. In den
letzten Jahren sind diese zu einem der wichtigsten Ilillsmittel im Nach-
richtenwesen und in der Automatisierungstechnik geworden.

Der Betrunkene erblickt seinen Zechkumpan

Ein Betrunkener in einem Korridor erblickt plotzlich ain anderen Fnde
des Korridors seinen Zechkumpan. Die Widerspriiche, diec ihn hin und
her reiBen, sind offensichtlich. Er macht nach wie vor zulillige Schritte
vorwiirts und riickwiirts. Jetzt zieht es ihn jedoch melr zur Seite seines
Kumpanshin. Erfiihrtzwarseine der GréBe nach gleichenSchritte nach wie
vor zufillig und unabhingig voneinander aus, die Wahrscheinlichkeil p
fiir einen Vorwirtsschritt ist jetzt jedoch gréBer als die Wahlrschein-
lichkeit ¢ = 1—p fiir einen Riickwiirtsschritt. In dieser Situation wird
der Betrunkene im Mittel nicht mehr auf der Stelle bleiben, sondern er
wird sich allmihlich, wenn auch langsam, vorwiirtsbhewegen.

Diese mittlere Vorwiirtsbewegung ist dem Produkt der Schrittweite uud
der Differenz der Wahrscheinlichkeiten p und g proportional.t)
Natiirlich gilt auch hier unser Hauptinteresse nicht dem Betrunkenen —
er dient uns lediglich als Modell einer eindimensionalen Ivrfahrt, bei der
cine Kraft vorhanden ist, die bewirkt, daB Vorwiirtsschritte des Teil-
chens hiufiger auftreten als Riickwiirtsschritte.

Man kann nicht nur den Mittelwert der Entfernung des Teilchens von der
Ausgangslage nach n Schritten bestimmen, sondern auch ein MaB fiir die
typischen Abweichungen von diesem Mittelwert finden. Diese sind
genau wie bei der symmetrischen Irrfahrt) der Quadralwurzel aus der
Anzahl der Schritte und der Wurzel aus dem Produkt der Wahrschein-
lichkeiten fiir die Vorwiirts- und Riickwiirtsschritte proportional.?)

1) Der Mittelwert (Erwartungswert) der Vorwiirtsbewegung in n Schritten betriigt & =
tp — q) ln.
Wenn ¢s den Betrunkcenen schr zu scinem Zechkumpan zieht (p = 0,9), so betriigt der Mittel-
wert bei 100 Schritten § = (0,9 — 0,4) - 1004 = 80!. Wenn dev Drang zum Gesinnungs-
genossen nicht so stark ist (p = 0,51), so ist fiilr 100 Schrittc S = (0,31 — 0.49) . 1007 =2 1.
?) Der Mittelwert der quadrierien moéglichen Abweichungen des Teilchens, das unabhiingige
Schritie der Grétle I mit der Wahrscheinlichkeit p nach der einen Richtung und mit der Wiihv-
scheinlichkeit ¢ nach der anderen Richtung ausfiihrt, ist @3 = 4 pgni.
Demzufolge ergibt sich als MaB fiir die typischen A bweichungen vom Mittelwerl

]f el =2 l'V])qn.
Fiir die symmetrische Ierfahrt mit p = g = 1/2 geht dic letzte Forme) in die hereits bekannte
Formel iiber:

—_—

. / 1 ]/n
le: =21|_/-2—-—i--n=_’l 9 =l]/u.
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Die unsymmetrische Irrfahrt ist ein gules mathematisches Modell fiir
viele Prozesse. In vielen Fillen kann man den in der Aufgabe iiber das
Abbiegen an einer T-férmigen Kreuzung betrachteten Straenverkehr
als unsymmetrische Irrfahrt ansehen, denn es werden unterschiedlich
viele Autofahrer auf dem Nachhauseweg in die eine und die andere
Richtung abbiegen. Die Wahrscheinlichkeiten kann man einfach aus
einer Beobachtung des Verkehrsstroms ermitteln.

Von gréBter Wichtigkeit sind Diffusionsprobleme bei Teilchen (Atome,
Molekiile, Staubteilchen), die sich in einer Strémung bestimmter Rich-
tung belinden. Als Beispiel einer solchen Erscheinung kann die Diffusion
von Gasionen innerhalb cines elektrischen Feldes dienen. Sie 1Bt sich
ebenlalls am mathematischen Modell der unsymmetrischen Irrfahrt
untersuchen. Hier ist die betrachtete Irrfahrt zwar zweidimensional,
manchmal sogar dreidimensional. Das fiihrt aber nur zu unbedeutenden
Komplikationen, auf die ich nicht niher eingehe.

Der irrende Schiiler

In den vorangegangenen Abschnitten konnte das irrfahrende Teilchen
mit jedem Schritt nur zu den Nachbarpunkten iibergehen. Es ist von
groBem praktischen Interesse, auch ein ausgelasseneres Teilchen zu be-
trachten, das gleichzeitig zwei, drei oder mehrere Punkte weit springen
kann.

Wir wenden uns einem anderen Modell zu. Lin Schiiler mége in einer
Mathemalikarbeit eine beliebige Zensur von 1 bis 5 erhalten kénnen.
Solche Arbeiten werden einmal wochentlich geschrieben. Jede Woche
wird ncuer Lehrstoff behandelt, deshalb wollen wir das Ergebnis einer
jeden Arbeit als unabhiingig vom vorhergehenden ansehen. Aullerdem
setzen wir voraus, daB die Ergebnisse zufillig sind und jede Note eine
bestimmte Wahrscheinlichkeit hat. Wir wollen die in Tafel 8 wiederge-
gebene Wahrscheinlichkeitsverteilung annehmen.

Tafel 8. Wahrscheinlichkeiten fiir die Zensuren eines

Schiilers
Zensur 1 2 3 4 3
Wahrsclieinlichkeit 0,1 02 03 09,2 0,2

Natiirlich werden Sie sofort dagegen protestieren, dal der Ausgang einer
Kontrollarbeit bei [hrem Kind zufillig und unabhingig von den vorher-
gehenden Arbeiten sein soll (Sie wissen ja dic Griinde fiir das MiBge-
schick ihres Lieblings!). Bitte haben Sie cin wenig Geduld. Ich werde
spiiter die Abhingigkeit des Ergebnisses einer Arbeit von denen der
vorhergehenden beriicksichtigen. AuBerdem muB gesagt werden, dal
das LErgebnis einer Kontrollarbeit in einem gewissen Mall immer zufillig
ist. Die Haupisache ist jedoch. daB es fiir uns bequemer, leichter und
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zweckmiBiger ist, den Ausgang der Arbeit als zulillig anzusehen (ihnlich
wie das Abbiegen der Autos) und nicht die vielen Griinde zu untersuchen,
die EinfluB auf das Ergebnis haben konnen. Wenn wir nur das AusmaB
der Katastrophe abschitzen wollen, zu der die Leistungen des Schiilers
fiihren kénnen, um rechtzeitige MaBnahmen gegen die albjahreszensur
Vier oder Fiinf oder eine Wiederholungspriifung zu ergreifen, so ist die
berechnete I’rognose selbst unter unseren einschriinkenden Voraus-
sctzungen durchaus ausreichend.

Es ist giinstiger, eine andere Terminologie zu benutzen. Ich werde von
den Zustinden eines Systems sprechen und annehmen, daB sich das
System jewcils in einem bestimmten aus einer Menge moglicher Zu-
stinde befinden kann. Mit jedem Schritt kann es von einem Zustand in
irgendeinen anderen iibergehen. Das System ist der Schiiler, seine Zu-
stinde sind dic wochentlichen Zensuren, und der Ubergang von cinem
Zustand zu einem anderen ist der Ubergang zu eciner ncuen Zensur.

Um MiBverstindnisse zu vermeiden: Der Ubergang zu ciner neuen
Zensur soll auch dann Ubergang heiBen, wenn sich die Zensur nicht
iindert. Wir sprechen dann jedoch von einem Ubergang in denselben
Zustand. Von diesem Standpunkt aus verliuft das Leben des Schiilers
sehr stumpfsinnig, ohne irgendwelche besonderen Gelihle, die Lob oder
F'adel auslésen.

Der Ubergang von eincin Zustand in einen anderen Zustand erfolgt
entsprechend der Wahrscheinlichkeitsverteilung der Zustinde — der
Zcnsuren. Man kann ihn als Irrfahrt in der Menge der niglichen Zu-
stiinde ansehen.

Am anschaulichsten ist es, eine solche Irrfahrt anhand einer Karve
darzustellen (Bild 115). Auf der horizontalen Achse sind die Ubergiinge
abgetragen, also die Zeitpunkte, zu denen der Schiiler scine Wochen-
zensuren erhilt. Ich habe einfach dic Nummern der Wochen abgetragen:
es ist gleichgiiltig, in welchcin MaBstab man dic Zeil miBt. Auf der ver-
tikalen Achse sind die Zensuren abgetragen. die Nummern der Zustiinde
des Systems. Kine solche beliebige Kurve bedeutet dann cine IFolge von
Wochenzensuren, doch die Wahrscheinlichkeiten fiir die cinzelnen
Kurven sind im allgemeinen nicht dieselben.

s —- -
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Es gibt verschicdene Moglichkeiten, die Zensur fur das ITalbjahres- oder
das Jahreszcugnis festzulegen. Die Zensur ist ein Kriterium, das den
Schiiler als zuriickbleibend, mittelmiBig, gut oder sehr gut einschatzt.
Verschiedene Lchrer benutzen dabei unterschiedliche ICriterien. Am
einfachsten isl es fiir den [.ehrer, den Mittelwert zu nehmen: Die Zen-
suren werden aulsummiert und durch ihre Anzahl geteilt.

Der Zecnsurendurchschnitt charakterisiert natiirlich die Leistung des
Schiilers in der abgelaulenen Periode. Bei ein und denselben Wahrschein-
lichkeiten gemiB T'afel 8 kénnen sich jedoch verschiedene Durchschnitte
fir das Halbjahr ergeben. Es ist nicht ausgeschlossen, dal3 ein Schiiler
in jeder Woche cine 4 erhidlt (die Wahrscheinlichkeit dafiir ist immer
0,2), dann ist seine Durchschnittszensur 4. 1ch erinnere an unsere Yor-
aussctzungen: Jede Zensur ist zulillig, unabhingig von den vorher-
gehenden, und sie ergibt sich nach einer bestimmten Wahrsclieinlich-
keitsverteilung.

Deshall ist die Halbjahreszensur eine zufillige Grille, wir wollen sie
mit @ bezcichnen. Der Erwartungswert, d. h. der Mittelwert z fiir das
Halbjahr, ist fiir unsere Wahrscheinlichkeitsverteilung

T=10142-0243-03+4-024+5-0,2=32

Schiiler, bei denen die Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir die einzelnen
Zensuren nach Taflel 8 zutrifft, werden also im Mittel eine 3 als Zensur
erhalten. Tm ,,Mittel’ bedeutct hier lediglich, daBl sich fiir eine groBe
Anzahl, z. B. 1000, solcher Schiiler ein arithmetisches Mittel fiir dic
Zcensuren um 3,2 ergibt. Dic cinzelnen Schiiler kénnen ganz verschiedene
Noten aul den Zeugnissen haben. Es kann durchaus passieren, daB ein
Schiiler bei zehn aufeinanderfolgenden .\rbeiten nicht schlechter als mit
3 abschneidel! Die Wahrscheinlichkeit fiir solch eine angenehme Situ-
ation liBL sich folgendermaBen bestimmen: Die Wahrscheinlichkeit fiir
eine [, eine 2 oder cine 3 ist 0,1 + 0,2 4+ 0,3 = 0,6. Die Wahrschein-
lichkeit daliir, daB dieses Ereignis bei 10 unabhingigen Versuchen ein-
tritt, ist 0,6'0 =~ 0,006. Deshalb kann man damit rechnen, daB im Mittel
6 von 1000 Schiilern unverdient gut abschneiden. Man kann auch die
mittlere Anzahl der Schiiler (von den 1000) berechnen, die es in allen
Arbciten nur zu einer 4 oder 5 bhringen.

Bitte beachten Sie, daB das vorstehende Resultat nicht bedeutet, daB
dic Wahrscheinlichkeit fiir cine Durchschnittszensur 3 und besser 0,006
ist. Diese Wahrscheinlichkeit ist gréBer (sie wurde vorstehend auch gar
nicht berechnet), da sogar cinige Fiinfen oder Vieren durch eine geniigend
groBe Anzahl von Einsen oder Zweien ausgeglichen werden kénnen. Der
Durchschnitt der ersten zehn Noten aus Bild 115 ist 2,5, obwohl eine 5
und eine 4 dabei ist. Man kann berechnen, dall die Wahrscheinlichkeit
fiir einen Durchschnitt schlechter als 3,5 etwa 0,23 ist, wiihrend sie fiir
einen Durchschnitt besser als 2,5 ctwa 0,04 betrigt. Unser Schiiler hat
also keine geringen Chancen, die Unannehmlichkeiten einer 4 oder 5
auf dem Zeugnis iiber sich ergehen lassen zu miissen.
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Ein nachldssiger Schiiler wird sich freuen, seine schlechten Zensuren
durch die recht groBe Wahrscheinlichkeit der ebenso schlechten Zen-
sierung eines besseren Schiilers rechtfertizen zu konnen. Diese Befriedi-
gung wollen wir ihm aber nicht geben. Seine Aufgable ist es, die Wahr-
scheinlichkeitsverteilung liir die verschiedenen Zensuren so zu verindern,
daB die Wahrscheinlichkeit fiir eine 4 oder 5 im Zeugnis sehr klein wird.
Dazu hat er im Mathematikunterricht ordentlich aufzupassen und scine
Hausarbeiten sorgfiltig zu erledigen.

Es wird selten vorkommen, daBB der Lehrer einfach den Durchschnitt
aus den vorliegenden Zensuren als Halbjahreszensur verwendet. Ein
solches formales Herangehen gibe ihm nicht die Méglichkeit, einen
Leistungsanstieg zu beriicksichtigen, wenn ein Schiiler das am Anfang
Versdumte aufholt. AuBerdem hingen tatsiichlich die folgenden Zen-
suren stark von den vorangegangenen ab, denn die logischen Beziehungen
zwischen den einzelnen Gebieten der Mathematik, der Glaube des Schii-
lers an seine Kraft, die Voreingenommenheit des Lehrers und andere
Ursachen wirken sich doch recht stark aus. Obwohl man die Ergebnisse
einer Mathematikarbeit nicht vorhersagen kann, muB man doch ihre
Abhingigkeit von den Zensuren der vorhergehenden Arbeiten beriick-
sichtigen. Wenn ein Schiiler gerade eine Fiinf geschrieben hat, ist die
Wahrscheinlichkeit dafiir sehr gering, daB er in der folgenden Arbeit
eine Eins bekommen wird.

In unserer Terminologie heiBt es, daB die nachfolgenden Zustinde von
den vorangehenden abhingen, die Wahrscheinlichkeiten fiir die cin-
zelnen Zustinde zu einem bestimmten Zeitpunkt hiingen davon ab,
welcher Zustand im vorangehenden Schritt vorlag.

Sie vermuten véllig zu Recht, daB jede Zensur nicht nur zuflallsbedingt
ist, sondern auch vom gesamten vorherigen Entwicklungsgang des
Schiilers, von seinen mathematischen (und nicht nur seinen mathe-
matischen!) Erfolgen und MiBerfolgen abhingt. Wir miissen uns aber
vorldufig mit einem primitiveren Modell begniigen und werden anneh-
men, daBB die Wahrscheinlichkeiten der nachfolgenden Zustinde, sprich
Zensuren, nur von den jeweiligen Zustinden im vorangehenden Schritt
abhingen. Bei einem solchen Modell kann man die Wahrscheinlichkeilen

Tafel 9. Ubergangswahrscheinlichieiten fiir die
Leistungen eines Schiilers

Vorangehende Nachfolgende Zustiinde

Zustiinde 1 9 3 4 5

1 4 03 01 01 0,1
2 03 03 02 01 0,1
3 01 02 04 0,2 0,1
4 01 01 02 0,4 0,2
5 o1 o1 01 0,2 0,5
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der Zensuren in Abhingigkeit von den vorangehenden Zensuren in einer
Tabelleangcben. Das Beispiel einer solchen Tabelle sehen Siein Tafel 9.

Dic 0,2 am Schnittpunkt der zweiten Zeile mit der dritten Spalte be-
deutet, daB die Wahrscheinlichkeit eines Ubergangs vom Zustand 2 in
den Zustand 3 gleich 0,2 ist. Fiir unseren Schiiler heiBt das, daB er mit
der Wahrscheinlichkeit 0,2 in der nachfolgenden Mathematikarbeit eine
Drei bekommt, wenn er in der vorangegangenen Arbeit eine Zwei hatte.
Diec Mathematiker schreiben bei solch einer Tabelle die Nummern der
Zustiinde links und oben nicht mit, sondern geben nur die Wahrschein-
lichkeitstabelle an:

0 i 03 o1 01 01
0.3 03 02 01 01
01 02 04 02 01
o1 01 02 04 02
01 ot 01 02 05

Es sei daran erinnert, daB eine derartige Tabelle Matrix genannt wird.
Im vorliegenden I'all hcien die Elemente der Matrix, die einzelnen
Zahlen, Ubergangswahrscheinlichkeiten und die Tabelle selbst Uber-
gangsmatrix.

Die Ubergangswahrscheinlichkeiten lassen sich auch anschaulich mit
Hilfe eines (iraphen darstellen. Die Ireise (IKnoten) bezeichnen dic
Zustiinde, dic Pfeile die Uberginge von eincm Zusland zum anderen,
die Zahlen an den Pfeilen die Wahrscheinlichkeiten der Uberginge.

Im Bild 116 sind nur die Ubergiinge aus den Zustinden 2 und 5 in alle
anderen dargestellt. Die ibrigen Pleile sind zur Erleichterung der Uber-
sicht nicht cingezeichnet.

Die Mathematiker schreiben aus Bequemlichkeit oder aus 'T'radition
nicht die Nummern der Zustinde, sondern bezcichnen die Zustinde
durch Buchstaben mit irgendwelchen Indizes.

< o
Bild 116
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In unserem Beispicl haben wir [liinf Zustiinde; wir konnen sie mil Ey, /9,

v, 2, und Ej bezeichnen. Der Schiiler belindet sich also im Zustand /2.
wenn er cine Zwei bekommt. Erhilt der Schiiler nacheinander dic im
Bild 115 angegebenen Zensuren, so kann inan diese auch als Kette
darstellen:

':2—> IL";—P 1L|—> IL/,—> E3—> [’;5-> l’,_r—> I‘:z--» /‘..| o

Die Ubergangswahrscheinlichkeiten werden durch die Ubergangsmatrix
angegcben.

Als erster untersuchle zu Beginn unseres Jahrhunderts .1. 1. Markoff, ein
bekannter russischer Mathematiker, Schiiler P. L. T'schebyscheffs, die Xet-
ten zulilliger Ereignisse oder, in unscrer Terminologie ausgedriickt, die
Ketten der Uberginge des Systems von cinem Zustand in den anderen.
Schon das Beispiel der Zcnsuren zeigt die Unzuliinglichkeiten cines Mo-
dells it unabhiingigen Ausgiingen der Versuche fiir die Beschreibung
des Wechsels der Zustiinde in einem System. In der Mchrzahl der Aul-
gabenstellungen aus der Pbysik und den Naturwissenschalten hiingt der
zukiinftige Zustand eines Systems auch davon ab, in welchem Zustand
sich das Syslem gegenwiirtig befindet.

Dicse Abhiingigkeit braucht nicht eindeutig zu scin: Das Svstem kann
sich nach ciner gewissen Zeit in einem von verschiedenen miglichen
Zustiinden Dbeflinden; die Wahrscheinlichkeiten der verschiedenen zu-
kiinftigen Zustinde hiingen jedoch gewohnlich vom gegenwiirtigen ab.
Wenn die Wahrscheinlichkeiten des Ubergangs cines Syslems ans cinem
Zustand in cinen andercn nur vom unmittelbar vorangchenden Zustand
abhiingen, so wird eine Folge dieser Ubergiinge cinlache Markollsche
Kette genannl. Hingen die Ubergangswahrscheinlichkeiten von k voran-
gehenden Zustinden ab, so spricht man von einer Markolfschen Kette
k-ter Ordnung.

Die Sprache

Der bekannte Physiker Gibbs, einer der Schéopfer der statistischen Me-
chanik, war ein sehr verschlossener Mensch. Er sagle selten etwas aul
den Sitzungen des Wissenschaltlichen Rates der Universitiit. \ul einer
der Sitzungen ging e¢s um die Frage, ob in den neuen l.chrplinen der
Mathematik oder den Fremdsprachen mehr Raum gegeben werden soll.
Hier hat Gibbs erstmalig sein Schweigen gebrochen. Seine Rede bestand
ans nur drei Worlen: ,,Mathematik ist Sprache!*

In gewissem Sinn gilt auch die Umkehrang, und ich werde lhnen jetzt
von einem mathematischen Modell der lebenden Sprache berichiten. Fiir
die Uberlragung eines nur aus Buchstaben bestehenden dentschen
Telegrammtextes benétigt man 27 Zeichen. &, 6, it und 8 werden durch
ae, ue und sz wiedergegeben, so dal} insgesamt 20 Zeichen [iir dic Buch-
staben gebraucht werden. Ferner hedarf es cines Symbols zur Kenn-
zeichnung des Worlzwischenraums, wir wollen es mit .,—"" hezeichnen.
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Das cinfachste Modell der Sprache ist die Aneinanderreihung von Buch-
staben. die zufliillig und mit gleichen Wahrscheinlichkeiten erscheinen.

Aul 27 gleich ausschenden Karten sind die 27 Zeichen aufgeschrieben.
Nie Karten werden gut duvchgemischt, auf gut Gliick wird eine Karte
gezogen und der entsprechende Buchstabe notiert. Die gezogene Karte
wird wieder untergemischt, der nichste Buchstabe wird gezogen und an
den vorangegangenen geliigt. Wenn die Karte mit ,,—* gezogen wird, ist
das linde eines Worls errcicht. Bei einem solchen Versuch wurde der im
Bild 117 wicdergegebene Satz .,gedichtett).

Dieser Salz iihnelt in keiner Weise unserer Sprache. Die hauptsiichliche
Ursache ist sicher darin zu suchen, daB3 die Buchstaben der deutschen
Sprache nicht alle die gleiche Hiufigkeit haben, dall sowohl in Goethes
SJIaust®t als anch im Miirchen ,,Schneewittchen® oder im ,.Lehrbuch der
Zoologie** der Buchstabe X bedcutend seltener vorkommt als die Buch-
staben 1< und N. Der hiiufigste Buchstabe der deutschen Sprache ist das
I%, der seltenste das Y. Talel 10 enthilt die relativen Hiuligkeiten (die
nithernngsweise gleich den Wahrscheinlichkeiten sind) der einzelnen
Buchstaben der deutschen Schriftsprache.

Dic uniichstbessere Niiheruug an die deutsche Sprache ergibt sich, wenn
man die Buchstaben zwar auch zulillig zicht, jedoch mit den Wahr-
scheiulichkeiten, mit denen sie in der natiirlichen Sprache auftreten. Das
kann man realisieren. indem man 10000 Karten entsprechend den rela-
tiven | liufigkeiten nach Talel 10 mit Buchstaben versieht.

So miiBte aul 211 Karten das O stehen, auf 172 das M, auf 1442 stiinde
»—"* (der Wortzwischenraum oder ein Satzzeichen) usw. Dann kénnte

Tafel 10. Hiiufigkeiten der Buchstaben der deutschen

Schriftsprache

Buch- Relative Buch- Relative
stabe Tiuligkeit stabe  lliuligkeit
— 0,1442 o 0,021

o 0,1440 m 0,0172

n 0,0865 b 0,01:38

s 0,0646 w 0,0413

i 0,0628 z 0,0092

r 0.0622 v 0,0079

i 0.0594 f 0,0078

1l 0,0546 k 0,0071

L 0.0536 ) 0,0067

" 0,0422 ] 0,0028

h 0,0361 x 0,0008

| 0,0345 q 0,0005

¢ 0,0255 v 0,0000

» 0.0236

1 Die russisehsprachigen Beispicle wurden durch entsprechende deutschsprachige crsctzt, dic
dem Buch von 2. Fey: informmationstheorie, Akademie-Verlag, Berlin (1963) entnommen sind.
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man den bereits beschricbenen Versuch nochmals ausfiihrcn, indemn 1nan
die Karten gut durchmischt und nacheinander zieht.

Solch ein kompliziertes Experiment ist aber gar nicht nétig. Man kann
ein beliebiges deutsches Buch nehmen und daraus Buchstaben zufillig
wiihlen (z. B. den sechsten Buchstaben ciner jeden Zeile). Im Bild 118 ist
ein Satz wiedergegeben, der auf diese Weise entstanden ist.

MOTCFBIWGK NJRBUEJQ PHLYNDUBAFW

L

Bild 117

EME
GKNEET
ERS
TITBL
BTZENFNFNDBGD
Bild 118
AUSZ KEINU WONDINGLIN DUFRN
ISAR STEISBERER ITEHM ANORER
Bild 119
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Auch dieser Saiz hat wenig Ahnlichkeit mit unserer Sprache. Das ist
verstdndlich: In der Sprache existieren enge Bezichungen zwischen be-
nachbartenBuchstaben. )ie BuchstabenkombinationenQQ oderQCtreten
iiberhaupt nicht auf, dafiir jedoch ER oder IS sehr oft. Die aufeinander-
folgenden Buchstaben wiurden aber unabhiingig voneinander gezogen.

Wenn man nur die Abhiingigkeiten zwischen benachbarten Buchstaben
beriicksichigt, kann man die Sprache durch eine einfache Markoffsche
Kette beschreiben. Die Ubergangswahrscheinlichkeiten fiir die ver-
schiedenen moglichen Buchstaben, die auf einen gegebenen Buchstaben
folgen kénnen, sind verschieden groB. So ist die Wahrscheinlichkeit fiir
M — Ii wesentlich groBer als fiir M — T, und die Wahrscheinlichkeit [iir
Q — Q ist offenbar Null, denn die Kombination QQ gibt es in der deut-
schen Sprache praktisch nicht. Bei Beriicksichtigung der Abhéngigkeiten
zwischen benachbarten Buchstaben ergibt sich im Versuch beispielsweise
derSatz im Bild 119. Erist unserer Sprache schon bedeutend dhnlicher.

Beriicksichtigt man die Beziehungen zwischen je drei aufeinanderfol-
genden Buchstaben unserer Sprache, so erhilt man eine noch bessere
Niherung, wie das Bild 120 zeigt. SchlieBlich ergibt die Beriicksichtigung
der Beziehungen zwischen vier Buchstaben ein Modell der Sprache in
I‘'orm einer Markollschen Kette dritter Ordnung. Man erhélt nun z. B.

den Satzim Bild (21,

PLANZEUDGES PHIN INE UNDEN VERBEICHT
GES AUF ES SO UNG GAN DICH WANDERSO

e
0

Bild 120

ICH FOLGEMAESZIG BIS STEHEN DISPONIN

Bild 121
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Dieser Satz ist wic die zwei vorangchenden der deutschen Sprache be-
reits schr dhnlich. Wenn Ihunen jemand den letzten Satlz sagen wiirde,
wiirden Sie gar nicht sofort bemerken, daBl es irgendwelcher Unsinn ist.
Sie wiirden zuniichst versuchen, seinen Sinn zu verstchen!

Spiitestens jetzt werden Sie, verchrter Leser, dic Frage stellen: ,,Naund ?**
Natiirlich kann man belichig viele unsinnige Siitze komponicren, die in
ihrer Struktur der Sprache nahekommen. Doch warum solllte man dazu
Zcit aufwenden?

Ich kénnte entgegnen: Sie haben damil ein Modell der deutschen Schrift-
sprache. Doch Modelle baut man nicht einfach um ihrer selbst willen,
sondern zu einem bestimmten Zweck. Jetzt mull ich das Ziel erliutern,
dem das Modell der Sprache dienen soll; jedoch nicht gleich im niichsten
Abschnitt, denn zuin Verstindnis des Weseuns der Sache mul erst noch
etwas iiber die Informationsthcorie gesagl werden.
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Information

L/

Das Lrkennen der allumnfassenden Bedeutung der Riickkopplung und
der Informationsiibertragung bei Steuerungsproblemen brachte Norbert
WWiener aul dic ldee. die Steuerung in der Technik, in der lebenden Natur
und in der Gesellsehaft von einem einheitlichen (esichtspnnkt aus zu
betrachten.

(‘ber die Riickkopplung haben wir uns bereits unterhalten. Nun will ich
ciniges aus der Informationstheorie berichten.

LIae morgen wird wechselnde Bewdlkung mit zeitweiligen Regen-
schauern erwartet; schwache bis méiflige Winde aus wechselnden Rich-
tungen ...”

Diese Nachricht wird iiber den Telegraf, den Rundlunk, die Zeitung und
das Telelon und aul viele andere Arten iibertragen. Es ist gleichgiiltig,
auf welche Weise Sie den Wetterbericht erfahren, fiir Sie ist lediglich der
Inhalt wichtig. Die physikalischen Triiger der Nachricht kionnen sehr
verschieden sein: clektrischer Strom, elektromagnetische Wellen, Buch-
staben aul dem P’apier, Schallwellen usw. Was haben alle dicse Triger
gemein ? Sie tragen ein und dieselbe Information.

Das Telelon klingelt — Sie crhalten die Information, da Sie jemand zu
sprechen wiinscht. Sie nehmen den llérer (in der Fachsprache: Hand-
apparat) ab und melden sich.

\
N

7 \N

1 0
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Sie beriihren den heiflen Teekessel — fluchen und ziehen die Hand
zuriick. Die modernen Erkenntnisse iiber den .Ablauf des Schmerzre-
flexes hatte ich bereits erldutert. Jetzi soll es uns lediglich auf die Fest-
stellungen ankommen, daB die Information iiber die Verbrennung der
Haut iiber die Nervenstringe zum Gehirn gelangt und dort verarbeitet
wird. Im Gehirn wird ein neues Signal erzeugt; dieses gelangt iiber die
Nervenstringe zu den Muskeln, und Sie ziehen Thre Hand zuriick.
Fische tauschen mit Hilfe von Ultraschallschwingungen im Wasser
gegenseitig Informationen aus (sie ,,sprechen‘ miteinander!); Fleder-
miuse orientieren sich im Raum durch Ultraschallortung.

Auf erstaunliche Weise vollzieht sich der Tnformationsaustausch bei
den Bienen. Wenn eine Biene das,,Schlaraffenland‘‘ entdeckt hat, in dem
sich der ganze Schwarm am Nektar duftender Bliiten laben kann, kehrt
sie zum Stock zuriick und tanzt: Die Figuren ihres Tanzes enthalten die
Information iiher Richtung und Entfernung des gefundenen Bliiten-
feldes. Das ist durch scharfsinnige Versuche belegt.

Das Leben eines jeden Organismus ist von einem inlensiven Informa-
tionsaustausch mit der Umwelt begleitet. Bei héher organisierten Lebe-
wesen kommt ein gezielter wechselseitiger TnformationsfluBl zwischen den
Organismen hinzu.

In einen Automaten wird vor Betriebsbeginn die erforderliche Infor-
mation eingegeben — das Programm. AuBerdem erhilt der Automat
laufend Information iiber die MeBergebnisse an den erzengten Teilen.
Wenn eine Toleranzgrenze erreicht wird, gibt es eine Information iiber
die notwendige Neueinstellung des Automaten.

Bild 123
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Bei der automatischen Steuerung cines Flugzeugs wird die Information
iiber die Lage des I'lugzeugs im Raum und die meteorologischen Be-
dingungen zum Autopilolen iibertragen und dort mit dem vorgeschriebe-
nen Kurs verglichen. Im Ergebnis entsteht die Information iiber die not-
wendigen Korrcktuven der Lage des Flugzeugs und dessen Kurs.

Die Leilung eines Betriebes benutzt zu ihrer Arbeit Information iiber
vorhandenc Rohstoffe und Halbfertigprodukte, iiber die betriebsbe-
rciten und in Reparatur befindlichen Betriebsanlagen, iiber die Arbeits-
kriftesituation usw., sic orientiert sich an einem vorgegebenen Produk-
tionsplan, der als cine gespeicherte Information anzusehen ist. Infor-
mation ist also iiberall; sdmtliche Steuerungs- und Regelungssysteme
enthalten Nachrichtenkaniile, auf denen Information iibertragen wird.
Durch Einschalten cines roten Lichtes kann man einen Zug anhalten;
durch einen Knopfdruck wird eine Presse von mehreren Tonnen in
Bewegung gesetzt; ein Satz des Kommandierenden kann eine Salve aus
vielen tausend Geschiitzen auslasen.

In den betrachteten LBeispielen nimmt die zum Empfinger gelangende
Nachricht nur zwei Bedeutungen an: rot — griin, eingeschaltet — aus-
zeschaltet. Das ist die einfachsle Information; sie ist die Antwort auf
eine Frage, dic mnan mit ..Ja* oder ,,Nein‘ beantworten kann.

Der Empfiinger weil die Antwort vorher nicht, denn sonst wiirde er gar
keine Information emplangen. Vom Standpunkt des Empfingers aus ist
die Antwort auf solch eine I'rage zufillig; ihm ist vorher nicht bekannt,
welche der zwei méglichen \ntworten er empfangen wird.

Die Verkehrsampel fiir den StraBenverkehr hat drei Farben: Rot, Gelb
und Griin. Die Nachricht, dic dem Autolahrer iibermittelt wird, kann
drei Bedeutungen haben: ,,Halt", ,,Achtung®, ,,StraBe frei*.

Bei der Ubertragung der Buchstaben auf dem Fernschreiber hat jedes
Zeichen cine von insgesamt 27 moglichen Bedeutungen. Wir kénnen
iibrigens auch, unsere andere Terminologie benutzend, sagen, daB im
Ergebnis des Versuchs (des Empfangs eines Buchstaben) einer der még-
lichen Versuchsausginge eingetreten ist (z. B. wurde der Buchstabe R
empfangen).

Es gibt auch Versuche, die einc so groe Anzahl von Ausgiingen ermég-
lichen, daB es einfacher ist, sie als Versuche mit unendlich vielen Aus-
sdngen zu betrachten. Beispielsweise gibt es fiir das Relief einer Schall-
platte bei der Aufzeichnung von Musik praktisch unendlich viele mog-
liche Varianten. Der Empfiinger weil vorher nicht, welcher Ausgang
eintreten wird; [iir ihn ist die \ntwort ein zulilliges Ereignis.

(Gediichtnis und Kode

Information kann man speichern. Das Wesen des gesamten Lernpro-
zesses hesteht in einer Speicherung von Information. Information wird
in Biichern, Zeitschriften, Fragebogen, in Bildern und architektonischen
Denkmailern, auf Notenpapier, Schallplatten oder Magnetband gespei-
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j Bild 124
chert. In clektronischen RRechenmaschinen giht es spezielle Einrich-
tungen zum Speichern der Information; bestimmte Information wird
iiber lingerc Zeitriume gespeichert, z. B. die \usgangsdaten; es gili
aber auch Kurzzeitspeicher, in denen z. BB. dic Lrgebnisse von Zwischen-
rechnungen nur so lange aufgehohen werden. his dic hetreffende Rech-
nung beendet ist.

Im Gehirn der Lebewesen und vor allem des Menschen ist der Mecha-
nismus des Gedéchtnisses (des Speichers!) sehr kompliziert und viel-
seitig. Seine Erforschung siecki noch in den Anfiingen. Einige der Ge-
diichtniseinrichtungen des Menschen dhneln den Speichereinrichtungen
einer clektronischen Nechenmaschine; es gibt aber auch stark abwei-
chende Elemente.

In den verschicdenen Speichersystiemen wird die Information aul ver-
schiedene Weise dargestellt. Zeichen auf Papier. Rillen in der Schall-
platte, Erregungszustiinde (erregt — nicht erregt) eines Relais oder einer
Nervenzelle sind einige der verschiedenen Arten, in denen Inlformation
dargestellt werden kann. Ein und dieselbe [nformation kann aul ver-
schiedene Weise dargestellt werden: Die Zahl 5 LifiL sich dureh verschie-
dene Ziffernzeichen (5, V), in Buchstaben (fiinl) oder durch die Finger
einer Hand ausdriicken.

Von besondcrer Wichtigkeit ist die Unterscheidbarkeit der Tnformation.
Ein Versuchsausgang mufl sicher vom anderen unterschicden werden
kinnen; die Nachrichten miissen sich eindentig anseinanderbalten lassen.

192



Zur Speicherung oder Ubertragung der Dezimalziffern benétigt man zehn
verschiedene Symbole. Es ist gleichgiiltig, ob man arabische oder ré-
mische Zilfernzeichen, eine Aufzeichnung in Worten, Folgen von elek-
trischen Impulsen oder irgendwelche anderen Symbole verwendet.

Die Darstellung der moglichen Versuchsausginge (oder der moglichen
Antworten, der méglichen Nachrichten) in bestimmter, verabredeter
I‘orm heit Kode. Der ProzeB der Darstellung der Information selbst
in irgendeiner Form wird Kodierung genannt.

Information kann man in bestimmter, verabredeter Form darstellen,
also kodieren, und man kann sie speichern. I'iir uns ist jetzt wesentlich:

Information kann man ibertragen.

Nach einem etwas abgewandelten Aphorismus von D. Thomson kann man
sagen, dall man Information wie Geld speichern kann, doch Nutzen
bringen beide nur dann, wenn man sie ausgibt. Ausgeben heillt iiber-
tragen!

Der Wetterbericht von vorgestern ist uninteressant; sich von einem
unerfahrenen Arzt behandeln zu lassen oder sich in ein Auto zu setzen,
dessen Fahrer betrunken ist, ist gefihrlich — die Information mull zur
rechten Zeit vorliegen und zuverlissig scin.

Wenn ein Redner oder ein Gespriachspartner zu schnell spricht, kann der
Zuhorer nicht folgen, er kann die Information nicht zuverlissig, ein-
deutig aulnehmen. Bei jeder Art der Ubertragung und der Aufnahme von
Information sind die Zuverlissigkeit, d. h das sichere Erkennen der
iibertragenen Nachrichten, und die Geschwindigkeit der Informations-
iibertragung einander widersprechende Forderungen. Deshalb entsteht
beim Entwurf eines beliebigen Informationsiibertragungssystems die
I'rage: Wie muBl man die Informationsiibertragung realisieren, damit den
beiden llauptforderungen moglichst gut Rechnung getragen wird ?
Erschwerend kommt hinzu, dalB in jedem Nachrichtenkanal Stérungen
wirken.

Wenn in cinem Raum groBer Lirmn herrscht, ist es schon schwierig, sich
mit dem Nachbarn zu unterhalten; es ist fast unmoéglich, dem Vortrag
cines Redners zu folgen.

Ich erwihnte bereits, daB bei allen Formen der elektrischen Ubermitt-
lung von Nachrichten stets ein Rauschen auftritt, das den Empfang
stort. Der Pegel dieses Rauschens im Nachrichtenkanal ldBt sich zwar
klein halten, doch prinzipiell niemals ganz beseitigen.

Aullerdem wird das Leben ohnehin durch viele Stérungen anderer Art
erschwert. Im Rundfunkgeriit entstehen Stérungen durch Sender be-
nachbarter Wellenliingen, durch atmosphirische Entladungen, durch
vorbeifahrende Straenbahnen, durch Réntgenanlagen usw. lm ange-
regien Telelongesprich mit lhrer Erbtante hiren Sie (und die Tante!)
plotzlich lautes Schimpfen, das aus dem benachbarten Kanal in Ihre
Leitung gerviit, oder Sie héren ein schreckliches Ilculen und Pleilen, weil
die Verstirker nicht richtig eingepegelt sind.
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Stdrungen Bild 125

Bei der Ubertragung telegrafischer Nachrichten verfilschen Stérungen
die Buchstaben, und auf die telegrafische Anfrage nach dem Ergehen
Ihrer verreisten minderjihrigen Tochter erhalten Sie die 1elegrafische
Antwort: ,,KEINE SORGE — BIN MUTTER“! Nur cin fchlender
Punkt (-. entspricht n; — entspricht t) hat das Wort ..munter ver-
falscht! Die Entstellung von nur cinem Buchstaben kann Sie bereits in
Verwirrung bringen ... In der Presse cntstehen ebenfalls Druckflehler
auf Grund der Wirkung verschiedener ,,Rauschquellen*. Samtliche
denkbaren Systeme zur Informationsiibertragung werden durch alle
moglichen Stérungen beeinfluBt, die in der Technik ..Rauschen* ge-
nannt werden.

Die verschiedenen Informationsiiberiragungen lassen sich aufl den ersten
Blick in ein einfaches Schema bringen, das im Bild 125 dargestellt ist.

Im Nachrichtenkanal werden die Signale vom Sender zum Emplinger
iibertragen. Sie sind der Triiger der Information.

Wie kann man einen [ehler[reien, sicheren I'ransport der zu iibermitteln-
den Nachrichten gewiihrleisten ?

Die nachfolgende Plausibilititsbetrachtung scheint zuniichst offen-
sichtlich und einfach zu sein: Die falsche Entschliissclung einer Nachricht
beruht auf einer Verlilschung der Signale durch Stérungen im Nach-
richtenkanal. Man muB} also die Stérung bescitigzen. am hesten an der
Stelle, an der sie entsteht. Man kann auch ein anderes Verfahren zur
Ubertragung der Signale suchen, bei dem die Signale nicht dnrch Sté-
rungen cntstellt werden. Wenn das nicht moglich ist. mul} man die
Stiirke des Signals vergroBern. Wenn Sie sehr laut schreien, kinnen Sic
sich selbst in einem lauten Zimmer bemerkbar machen. Sic werden
zwar keine Licbeserklarung abgeben, immerhin kénnen Sie aber z. B. ein
Treffen vereinbaren.

Seit der Erfindung des Teclegrafen in der Mitte des 19. Jahrhunderts
dienten die vorstehenden Uberlegungen bhis zur Mitte unseres Jahrhun-
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derts als Leitstern der Ingenieure; auf sie stiilzlen sich die Konstrukteure
von T'elefon und 'l'elegral, von Rundfunk und Fernsehen.

Ungeachtet aller riesigen Aufwendungen und der bedeutenden Erfolge
aul diesemm Weg stoért das Rauschen weiterhin den Empfang. Sie haben
sicher schon erfahren kénnen, daB es mitunter sogar sehr stért.

Wir miissen aber stiindig die Reichweite der Nachrichteniibertragung
erhéhen. s reicht schon nicht inehr aus, Informationen aus Moskau nach
Wladiwostok oder zum Mond zu iibertragen. Bereits vor einigen Jahren
muBte eine Nachrichtenverbindung mit einem Raumschiff im Gebiet der
Venus hergestellt werden. .. Der Erhéhung der Leistung ist eine Grenze
geselzt, denn wir kénnen nicht mit beliebig hoher Leistung aus einem
Raumschiff senden!

Auch an die Il‘unkortung werden immer héhere Anspriiche gestelll.
Heule wird gefordert, dal auch schnellflliegende IFlugzeuge und Raketen
rechtzeitig erkannt werden. Bei der Steuerung komplizierter Objekte, z.B.
ganzer Llechnologischer Prozesse, kommt es daraul an, die Parameter
immer genauer zu erfasscn und in die Steuereinrichtung zu iibertragen,
ohne dabei Genauigkeit zu verlicren. Die Exaktheit der Ubertragung
wird allerdings durch das Rauschen beeintrachtigt.

Wic man sieht, sind nicht nur imn kosmischen Raum, sondern auch aul
unserem Planeten gute Nachrichtenverbindungen eine teure Sache, und
wir miissen lernen, Information schnell, sicher und billig zu iibertragen.
Ist es aber wirklich so wichtig, dafl der Empfinger nur unverzerrte
Signale erhiilt?

Aul demn Bahnhof gibt der Dispatcher iiber die Lautsprecheranlage die
Abfahrt eines Zuges bekannl. Mitunter éhnelt seine Stimme kaum noch
der eines Menschen, und man kann nicht mehr erkennen, ob ein Mann
oder einc I'rau spricht. Trotzdem erfahren wir, von welchem Bahnsteig
unser Zug abfiihrt. Das iibertragene Signal — die menschliche Rede —
wird schr stark verzerrt, doch die fiir uns wichtige Information erhalten
wir trotzdem.

Diec Aufgabe besteht also nicht in der unverzerrten Wiedergabe der
Signale, sondern in der richtigen Wiedergabe der iibertragenen Infor-
malion. Dieser ecinfache, jedoch sehr wichtige Tatbestand wurde erst
vor weniger als 20 Jahren klar erkannl und [ir praktische Zwecke
nutzbar gemacht.

Ubrigens haben wir hier wieder ein Beispiel fiir eine recht iiberzeugende
Plausibilitiitsbetrachtung, die sich spiiter als falsch erwies. Die Sende-
leistung ist bei der Nachrichteniibertragung nicht das allein Entschei-
dende!

Im Jahre 1948 erschiencn zwei Aulsitze Claude Shannons, des bekannten
amerikanischen Mathematikers und Ingenieurs, die er unter dem Titel
,,Mathematische Theorie der Nachrichteniibermittlung’ zusammen-
faBte. Uber die Shannonsche Theorie werde ich spiter berichten. Hier
will ich lediglich bemerken, dall Sharnon die Probleme der Informa-
tionsiibertragung in Nachrichtenkanilenrichtig erkannteund formulierte.
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Im Bild 125 ist einiges vergessen worden: Wenn man den Absender und
den Empliinger der Information noch beriicksichtigt, erhiilt man das
im Bild 126 dargestellte Schema. Nachrichtenquelle oder Absender bin
z. B. ich, wenu ich ein Telegramm aufgebe, einen I‘reund anrufe oder
meine Mitarbeiter veranlasse, eine bestimmte Arbeil schnell auszuliihren.
Zur Ubertragung muB die Nachricht kodiert, also in einc iibertragbare
IForm gebracht werden. Das Telegramm kodiere ich durch Buchstaben
auf dem Papier, iiber das Telelon kann ich mich mit Hille elektrischer
Schwingungen verstindigen, und meine Mitarbeiter kann ich durch eine
vielsagende Geste zur schnelleren Arbeit anregen.

Der Telegrafist kodiert mein Telegramm nochmals und bringt es in dic
Form elektrischer StromstéBe. Diese Signale werden iiber den Nach-
richtenkanal — das Kabel — gesendet. Auf der Empfangsseite gelangen
die Signale in die Nekodiereinrichlung, wo sie in Buchstaben zuriick-
verwandelt werden. Das Telegramm gelangt nun zum Emplinger.

Beim Telefongesprich ist das Mikrofon die Kodiereinrichlung, in der die
Schallschwingungen in elektrische Schwingungen umgewandell werden.
Die Dekodiercinrichtung ist das Telefon meines I'reundes. Dort werden
die elektrischen Schwingungen in mechanische Schwingungen der Mem-
bran umgewandelt.

An den Beispielen und dem dargestellten Schema ist erkennbar, dali dec
Konstrukteur nicht nur auf Sende- und Empfangsanlage Einflull hat,
sondern auch auf die Kodier- und Dekodiereinvichtung. 1ir kann die
Kodierungs- und Dekodierungsmethode nach seinem Jirmessen wiihlen.
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Hier entstehen die wichtigen Fragen: Kann man eine fehlerireie Uber-
tragung iiberhaupt erreichen? Wie wihlt man Kodes fiir eine {ehlerfreie
Informationsiibertragung aus?

Was ist das, Information ?

Im vorangehenden habe ich vielfach das Wort ,,Information* benutzt,
ohne elwas iiber den konkreten Inhalt zu sagen, den dieses Wort hat. Sie
wissen sicher, was unter diesem Begriff zu verstehen ist, obwohl Sie kaum
in der Lage scin werden, es genau zu definieren. Das ist verstiindlich,
denn es ist gar nicht so einfach, einen geldufigen Begrifl zu definieren.
Es besteht immer die Gefahr, sich in allgemeinen Worlen zu verlieren.
Gewohnlich meint man, wenn man von den Informationseigenschaften
eines beslimmten Prozesses oder einer bestimmten Erscheinung spricht,
die Eigenschafien, die der energetischen oder massemiBigen Charak-
terisierung in gewissem Sinn gegeniibergestellt werden. Es ist uns gleich-
giiltig, aul welche Weise wir den Wetterbericht erfahren haben, aus der
Zeitung, dem Rundfunk oder anderswo her.

Information ist keine Masse und auch keine Energie. Selbstverstindlich
wird zur Ubertragung von Information Energie benotigt. Diese Energie
charakterisiert jedoch die iibertragene Information weder quantitativ
noch qualitativ. Aul ein Wort eines Kommandierenden hin kann ein
Krieg ausgelost werden, ein Sirenensignal kann den Betrieb eines Werkes
oder sogar einer ganzen Stadt stoppen. Dabei kann die fiir das auslé-
sende Signal benétigte Energiemenge recht klein sein.

Die Information ist jedoch ebenfalls eineobjektive KenngroBe materieller
Prozesse wie die Masse und die Energie. Wihrend sich die Wissenschaft
mit den Begriffen Masse und Encrgie schon seit langem beschiftigt, begann
das systematische Studium der Information erst vor etwa 20 Jahren.

Bis jetzt haben die Mathematiker den Begriff ,,Information‘ noch nicht
so allseitig umlassend definiert, daB er als Grundlage fiir den Aufbau einer
Informationstheorie dienen kénnte, obwohl schon fruchtbare Versuche
in dieser Hinsicht gemacht wurden.

Wenn man heute von der Informationstheorie spricht, versteht man
darunter meist, mehr oder weniger deutlich ausgesprochen, die vor etwa
zwanzig Jahren von Shannon entwickelten Ideen. Die von Shannon
begriindete Richtung bezieht sich jedoch nicht allgemein auf die Infor-
mation, sondern auf das Problem der Ubertragung von Information in
Nachrichtenkaniilen. Fiir dieses Gebiet stellt sie eine einheitliche wissen-
schaftliche Disziplin dar. Nach den benutzten mathematischen Methoden
gehort die Theorie der Informationsiibertragung zur Wahrscheinlich-
keitsrechnung. Sic ist schon jetzt eines ihrer Kapitel, und zwar ein sehr
niitzliches und inhaltsreiches.

Zuniichst werde ich etwas iiber die Probleme sagen, die mit der Inlor-
mationsiibertragung auf Nachrichtenkanilen zusammenhingen. Danach
werde ich kurz cinige andere Fragen beriihren.

197



Manchmal spricht man z. B. von iiberraschender, wertvoller odcr auch
wertloser Information. Solche :\usdriicke charvakterisieren die Iufor-
mation nicht mengenmiiBig. Es wire aber sehr niitzlich, cine quantitative
Kennziffer [iir dic Information zu haben.

Wenn wir davon sprechen, daB eine Nachricht viel oder wenig I[ufor-
mation enthilt, vergleichen wir die [nformationen mengenmaBig, dhalich
wie wir das Gewicht, dic Linge oder die Kosten von irgendwelchen
Gegenstinden vergleichen.

Versuchen wir nun, uns ein quantitatives Ma8 fiir die Information aus-
zudenken. Hicr haben Sie vier Mitteilungen:

1. Beim Werfen eines Geldstiicks fiel Wappen.

2. Die Schranken sind geschlossen.

3. Ich habe eine Tochter bekommen.

4. Die Nummer des StraBenbahnfahrscheins endet mit der Zilfer 7.

Koéunen Sie mirsagen, welcher dieser Sitze die wneiste Informationenthilt?
Auf solch cine hinterlistige Frage werden Sie kaum antworlen kinnen.
I'iir mich ist z. B. die Geburt meiner Tochter ein groBces Ereignis, Sic
wird das kaum sonderlich beriihren. Wenn Sie entgegen allen Warnungen
,»Zahl — Wappen‘‘ um Geld spielen, so wird fiir Sie das Fallen des Wap-
pens Freude oder VerdruB bringen — eine Information, deren Ausmaf
sich noch mit dem Einsatz #indern kann. Wenn Sie es eilig haben und zu
einer Verabredung wollen, aber vor geschlossenen Schranken stehen, so
kann solch eine Information Arger und Enttiuschung bedeuten.

Die Antwort auf meine Frage hingt, wie sich zeigt, vom Standpunkt
ab. Welchen Standpunkt hat nun aber ein Konstrukteur von Nach-
richtenanlagen, z. B. von Telegrafenanlagen? Der subjektive Inhalt der
zu iibertragenden Information hat fiir ihn kcinerlei Bedeutung. Er muf3
ein Ubertragungssystem schallen, iiber das man dic Nachricht von der
Geburt meiner Tochter moglichst fehlerfrei iibertragen kann, unabhingig
davon, wie sehr diese Nachricht den Empfinger erfreut.

Eines der Verdienste von Shannon besteht gerade darin, cinen Begriff
fiir die Informationsmenge geschaffen zu haben, der in der Nachrichten-
technik brauchbar ist. Der Inhalt der Information hat fiic dic Uber-
tragung durch den Nachrichtenkanal keinerlei Bedeutung. Der Begrill
der Informationsmenge muB sich also auf andere Kennzeichen der iiber-
tragenen Nachrichten sliitzen.

Kehren wir zu der Frage zuriick, welche der vier Mitteilnngen dic meiste
Information enthilt.

Bei den ersten drei Mitteilungen sind nur jeweils zwei Varianlen der
Aussage moglich: Zahl — Wappen. offen — geschlossen, Junge — Miid-
chen. Fiir die Ubertragung solch einer Mittcilung braucht man nur zwei
Symbole, z. B. 0 oder 1, plus oder minus. Das ist offenbar die einfachste
Information, sie ist in jedem Versuch mit zwei Ausgéingen enthalten.
Sofort miissen wir feststellen, daB in eincin Versuch mit nur einem mog-
lichen Ausgang gar keince Information enthalten ist. Fin Erwachsener
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erfithel beispielsweise nichts Neues aus der Mitteilung, daB, wenn heute
Mittwoch ist, morgen Donnerstag sein wird.

Nie Nummer des SiraBenbahnfahrscheins kann aul eine helichige der
Ziffern von 0 bis 9 enden, und somit hat die letzte unserer Mitteilungen
10 mogliche Varianten. Deshalb braucht man, um jeden moglichen
Ausgang des Versuchs, der in der Feststellung der Endzilfer des Fahr-
scheins hesteht, iibertragen zu koénnen, mindestens 10 verschiedene
Svmbole. Will man aber cinen deutschsprachigen Text iibertragen.
hraucht man mindestens 27 verschiedene Symbole.

Der Konstrukteur fiir Nachrichteniibertragungssysteme interessiert sich
also in erster Linie fiir die Anzahl der méglichen Varianten der Nachricht
oder die Anzahl der moglichen Versuchsausgénge.

Denken Sic jetzt an die Aufgabe iiber das Zusammenfallen von Geburts-
tagen zuriick. Wenn Sic den ersten besten, den Sie treffen, fragen, wann
cr Geburtstag hat (zweckmiBigerweise einen Bekannten; wer weil, was
ein Unbekannter von IThnen denken wiirde ...), und feststellen, daB Sie
gemeinsam Geburtstag haben. so schitzen Sie die erhaltene Information
schr hoch cin. Wenn es sich erweist, daB Thre Geburtstage nicht zusam-
menfallen, so sehen Sie eine solche Information als nicht sehr bedeutend
an; eine solche Antwort haben Sic fast mit Sicherheit erwartet.

Im Versuch mit dem Werfen eines symmetrischen Geldstiicks miite die
quantitative GroBe der Information fiir das Auftreten von Zahl dieselbe
wie bei Wappen sein: Die Chancen fiir das Auftreten von Zahl und Wap-
pen sind gleich groB. Den subjektiven Charakter der Ausgédnge, z. B.
Wappen — Gewinn, Zahl — Verlust, wollen wir ausschlieBen.

Nun stellen wir fest: Die Information iiber die Geburt eines Mddchens
{und keines Jungen) und iiber das Auftreten von Wappen (und nicht
Zahl) wird man verniinftigerweise durch dieselbe MaBzall ausdriicken,
denn die Unbestimmtheit des Ausgangs ist in beiden Fillen dieselbe:
NDie Walirscheinlichkeit des Auftretens von Wappen und der Geburt
cines Miidchens sind gleich groB, und zwar 1:2.1)

Beim einmaligen Werfen eines Geldstiicks ist die Unbestimmtheit des
Ausgangs bedculend griBer als bei der Feststellung, daB die Geburtstage
zweiler Personen nicht iibereinstimmen. Die Informationsmenge, die man
erhilt, wenn Wappen [illt, mull man hoher einschitzen als die Infor-
mation iiber das Nichtzusammentreffen zweier Geburistage, anderer-
seits aber niedriger als dic Information iiber das Zusammentreffen der
Geburtstage.

Die Inforwmationsmenge, die eine zu iibertragende Nachricht enthilt,
wird also durch die Menge aller méglichen Nachrichten und die Wahr-
scheinlichkeit ihives Aufltretens hestimmt. Sie hdngt nicht vom Inhali
der Nachricht ab. Das ist die grundlegende Idce der Nachrichteniiber-
tragungstheorie von Shannon.

1) In den verschiedenen historischen Perioden éndert sich das Verhéltnis der Geburtenzahlen
von Jungen zn Miidchen zwar elwas. Bei einer groben Betrachtung kann man die Wahrschein-
lichkeiten der Geburt eines Midchens der der Geburt cines Jungen mit je 172 gleichsetzen.
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Ein quantitatives MaB

Die Wahl eines Verkehrsmittels (Auto, Bahn, Flugzeug) fiir eine Reise
von einer Stadt in eine andere hingt nicht von der genauen Entfernung
zwischen diesen Stidten ab (97 km oder 5472 km), sondern davon, ob es
sich um einige zehn, einige hundert oder einige tausend Kilometer han-
delt. Oft kommt es nicht auf den exakten Wert einer bestimmten Groe
an, sondern nur auf die GroBenordnung, d. h. auf die Anzahl der Stellen
in der gewdhnlichen dezimalen Schreibweise. So liegt die Zahl 5472
zwischen 1000 = 103 und 10000 = 10% Es ist cinfach zu sagen, daB dic
Zahl 5472 die GréBenordnung 104 hat. Wenn wir uns an die Logarithmen
erinnern, so wissen wir, dal man statt103 <5472 <10% auch 3<Ig 5472 < 4
schreiben kann. Wir sehen, daBl es angebracht isi, die GréBenordnung
von Zahlen im logarithmischen MaBstab anzugeben.

In der Informationstheorie benutzt man gewéhnlich nicht das dezimale,
sondern das duale Zahlensystem, in dem c¢s nur die Ziffern Null und Eins
gibt. Wie bereits am Ende des Abschnitts iiber den mehrdimensionalen
Raum gezeigt wurde, ist die Anzahl aller méglichen Kombinationen eines
dualen Ausdrucks mit n Stellen 27,

Auch im Dualzahlensystem wird die GroBcenordnung einer Zahl im
logarithmischen MaBstab angegeben, denn n ist gleich dem Logarithmus
von 2". Hier verwendet man jedoch nicht die iiblichen Zehnerlogarithmen,
sondern Logarithmen zur Basis 2. Im ersten Gesprich mit dem Physio-
logen ging es um einen der vollkommensten Mechanismen der Natur —
den Sehapparat des Menschen und der Tiere. Er muB die groBen in der
Natur auftretenden Leuchtdichteunterschiede verarbeiten kannen.
Nachfolgend sind einige Beispiele von Leuchtdichten aufgeliihrt:

Leuchtdichte des nichtlichen Himmels ohne Mondschein: 1,5 Stilb
Leuchtdichte des Metallfadens einer Gliithlampe: 200 Stilb
Leuchtdichte der Sonne: 1,5 .- 105Sulb

Mit dem ungeschiitzten Auge in die Sonne zu sehen ist schmerzhaft.
Weniger hell leuchtende Gegenstinde kann man betrachten und sogar
deren Leuchtdichten unterscheiden. Die Physiologen haben festgestellt,
daB das Auge einen sehr groBen Leuchtdichtebereich mit Sicherheit ver-
arbeiten kann.

Einen so groBen Bereich kann der Sehapparat nur vermége eines log-
arithmischen MaBstabs bewiltigen. Versuche haben bestiitigt, daB das
Auge tatsiichlich eine logarithmische Empfindlichkeitskurve hat.

Zum Aulschreiben einer dreistelligen dezimalen Zahl benétigt man fiir
jede der drei Stellen ein Symbol aus dem Vorrat von zehn Symbolen, von
denen jedes eine von zehn moglichen Bedeutungen hat. Will man diese
Zahl iiber einen Nachrichtenkanal iibertragen, so benétigt man eben-
falls zehn verschiedene zur Ubertragung geeignete Symbole, die der
Darstellung der dreistelligen Zahl in gewéhnlichen Ziffern entsprechen.
Eine dreistellige dezimale Zahl hat im Dualzahlensystem maximal zehn
Stellen, denn 210 = 1024. Man benétigt aber nur noch einen Vorrat von
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zwei Symbolen. Im Telegrafenkode werden nur zwei unterschiedliche
Signale, z. B. Strom{luB und Pause, zur Ubertragung der Information
benutzt. Deswegen ist das Dualzahlensystem hier vorteilhaft.

Schon im Jahr 1928 hatte Hartley vorgeschlagen, fiir die Messung einer
im Nachrichtenkanal iibertragenen Informationsmenge ein logarith-
misches MaB zu benutzen. Shannon ging bedeutend weiter — er beriick-
sichtigte auch noch die Wahrscheinlichkeiten der einzelnen Informa-
tionen.

Wenn in einer Nachricht keinerlei Unbestimmtheit enthalten ist, ihr
Inhalt also von vornherein bekannt ist (z. B.: ein geworfener Stein fallt
auf die Erde zuriick!), so enthilt sie keinerlei Information, und die In-
formationsmenge ist Null.

Die Chancen (die Wahrscheinlichkeiten) irgendwelcher Nachrichten,
iibertragen zu werden, konnen mehr oder weniger groB sein. Je geringer
die Wahrscheinlichkeit fiir die Ubertragung einer bestimmten Nachricht
ist, um so hoher ist die Informationsmenge, die sie enthilt. Dieser Sach-
verhalt muB auch bei der Definition der Informationsmenge beriick-
sichtigt werden. Die Informationsmenge muBl gréBer werden, wenn sich
die Wahrscheinlichkeit des Eintreffens einer Nachricht verringert.
Trifft eine bestimmte Nachricht zweimal, dreimal oder noch é6fter ein,
und sind die Ubermittlungen unabhingig voneinander, so muB sich die
Informationsmenge verdoppeln, verdreifachen usw.

IYiir das Einkommen eines Arbeiters im Leistungslohn ist der mittlere
Tagesverdienst und nicht der Verdienst an irgendeinem zufillig betrach-
teten Tag maBgebend. Genauso ist in der Informationstheorie nicht die
Informationsmenge wesentlich, die sich bei der zufilligen Ubermittlung
irgendeiner Nachricht ergibt (im Sinne der Wahrscheinlichkeitsrechnung),
sondern die mittlere Informationsmenge.

Da die Ubermittlung einer bestimmten Nachricht zufillig ist und einer
bestimmten Wahrscheinlichkeitsverteilung geniigt, mu3 man als Mittel-
wert die uns bereits bekannte mathematische Erwartung verwenden.
Wenn der Vorrat der moglichen Nachrichten lediglich aus zwei Nach-
richten mit den Wahrscheinlichkeiten Py und P; besteht (dabei ist stets
Py + P, = 1), dann ist nach Shannon die mittlere Informationsmenge,
die man in dieser Situation bei der Ubertragung einer Nachricht erhilt

= _Pl lOg 1)1 - Pg lOg P2

(die Minuszeichen stehen hier, damit die Informationsmenge positiv
wird; die Wahrscheinlichkeiten P sind Zahlen, die kleiner als Eins sind,
und ihre Logarithmen sind demnach negativ).

Bei dieser Definition ist gewihrleistet, daB sich die Informationsmenge bei
zweilacher unabhingiger Ubertragung einer Nachricht verdoppelt, bei
dreifacher Ubertragung verdreifacht usw.

Verlangt man von dem einzufiihrenden Begriff der Informationsmenge
noch einige weitere naheliegende Eigenschaften, so mul man ein log-
arithmisches MaB fiir die Informationsmenge wihlen. Das ist der Inhalt
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eines Satzes von Shannon. )ch will Ihre Aufmerksamkeit nicht mit seinem
Beweis belasten. Er ist zwar elementar, aber sehr lang.!)
Jonglieren wir nun ein wenig mil unserer letzten Formel. Da Py =
1—P, ist, kénnen wir sic in die folgende Gestalt bringen:

= —Pylog Pi— (1 Py)log (L= 1)

Jetzt ist I nur noch Funktion einer Veranderlichen, der Wahrsceheinlich-
keit P;. Man kann diese Funktion ohne vicl Miithe gralisch darstellen.
wenn man sich an die Definition des Logarithmus erinnert oder Tabellen
benutzt. Aus Bild 127 ist sofort ersichtlich, daB die Informationsinenge
nur dann gleich Null ist, wenn entweder Py = 0 oder Py = 1 isi. Das
bedeutet, daf3 cntweder die erste Nachricht niemals cintrifft und dem-
zufolge bei jedem beliebigen Versuch immer nur die zweite. oder (bei
Py = 1), daBl immer die erste Nachricht eintrifft.

Eine solche Situalion wiirde bedeutlen, dafl man tatsiichlich nnr cine
Nachricht hat, daB also gar keine Unbestimmtheit im Versuch vorhanden
ist. Der Empfang einer derartigen Nachricht liefert also auch keine
Information.

1) Auch hier rechne ich mit Ihrem Vertrauen. Wenn 1hre Wihegicerde jedoch iiber den Rahmen
dicses Buches hinausgceht, konnen Sie bei Shannon nachlesen oder in geniigend elementarer
Form im Buch von A. M. Jaglom und J. M. Jaglom .,Wahrscheinlichkeit und 1nformation*
(dcutsche Ubersetzung im VER Deutscher Verlag der Wissenschaften, 1965). Chrigens steht
der Beweis bei Shannon im Anhang, und der entsprechende § 4 des Kapitels 1T bei den Jagloms

ist klcingedruckt. Das bedeutet gewdlmlich, dalt dic Aasfitheungen mehr an den pedantisehen
Leser adressicrt sind.
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Die groBte Informationsmenge ergibt sich bei ; = 1:2. Das Eintreffen
beider Nachrichten ist dann gleichwahrscheinlich. Hier liegt im Versuchs-
ausgang die grolite Unbestimmtheit, und deshalb schiitzen wir hier die
crhaltene Information am héchsten cin. Bei Benutzung von Logarithmen
zur Basis 2 ergibt sich bei ; = 1:2 ein Wert von ] = 1.

Wenden wir uns nun Versuchen mit mehrercn mndglichen \usgingen zu.
Wenn eine Nachrichit aus Buchstaben besteht, so erscheint als elemen-
taver Versuchsausgang ein Buchstabe. [m deutschen \\lphabet gibt es 27
Zeichen (einschl. des Wortzwischenraums). Die mittlere Information, die
uns ein Zeichen liefert, ist

I=—Pilog Py — Pylog Py— -+ — Py;log Pos

Hierin bedeuten Py, P, ---, Poq; die Wahrscheinlichkeiten des Auftretens
der Zeichen mit den entsprechenden Nummern.

Die gréBte Informationsmenge ergibt sich, wenn alle Zeichen die gleiche
Wabhrscheinlichkeit des \uftretens haben.

Wie die Sache allgemein aussieht, wird Thnen nun sicher klar sein. Ich
michte lediglich noch bemerken, dal der Maximalwert der Informations-
menge bei einer Menge von n méglichen Nachrichten dann erreicht wird,
wenn die Wahrscheinlichkeiten fiir die Ubertragung bei allen diesen
Nachrichten die gleiche CiréB¢ 1/n haben. Dann ist

Linax=log n.

An dieser Gleichung erkennt man, dall bei Erhéhung der Anzahl der
moglichen Nachrichten die mittlere Informationsmenge nur langsam
wiichst.

Durchlalfihigkeit

Die zwischen, sagen wir, Berlin und Erfurt verkehrenden Giiterziige
transportieren Frachten von der einen Stadl zur anderen. Man kann
viele Waggons an eine L.okomotive anhiéngen und damil die vom Zug
transportierte F'rachtmenge erhéhen; nun sinkt aber die Reisegeschwin-
digkeit. Es ist naheliegend, die maximale Frachtmenge (in Tonnen), dic
sich auf ciner Bahustrecke in der Stunde transportieren 1d08t, als MaB fiir
deren DurchlaBfahigkeit zu verwenden. Man muf} also die Frachtmenge
ermitteln, dic sich bei méglichst giinstiger Verteilung der Frachten aul
die Ziige und bei hestmoglicher Gestaltung des Fahrplans beférdern
laBt.

Firr die Informationsiibertragung im Nachrichtenkanal gelten ihnliche
Oberlegungen. Der Einfachheit halber wollen wir eine Telegrafenlinie
nit den zwei Elementarsignalen Stromfluf und Pause betrachten. Mit
Hilfe dieser heiden Elementarsignale lassen sich Buchstaben, Ziffern und
beliehige andere Symbole iibertragen. So wird z. B. beim Telegraflenkode
fiir Fernschreiber jedes Zeichen durch eine Kombination aus finf Ele-
mentarsignalen gebildet.
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Die Elementarsignale sind dhnlich wie die beladenen lLisenbahngiiter-
wagen Triger der zu iibertragenden Information. Die Informations-
menge, mit der sich ein Elementarsignal ,,beladen* lii31, ist am gréften.
wenn das Aultreten der Elementarsignale gleichwahrscheinlich ist. Die
Elementarsignale haben eine bestimmtc zeitliche Dauer. Deshalb ist die
Informationsmenge begrenzt, die sich in der Zeiteinheit durch den Kanal
iibertragen ldBt. Als Maf8 fir die DurchlaBldhigkeit eines Nachrichten-
kanals wird man die maximale Informationsmenge ansehen, die sich in
der Zeiteinheit iiber den Kanal iibertragen laBt.

Beim Eisenbahntransport geht ein Teil der Fracht verloren, z. B. durch
Zugungliicke und Naturkatastrophen, durch Unachtsamkeit usw. Wenn
derartige Verluste hiufig eintreten wiirden, miifte man sie bei der
Zusammenstellung der Ziige und der Aufstellung der Fahrpline beriick-
sichtigen. Eine derartige Situation kann beispielsweise in Kriegszeiten
eintreten, wenn die Ziige hiufigen [leindlichen Angriffen ausgesetzt
sind.

Selbst beim Aultreten von Verlusten kann man die DurchlaBfahigkeit
einer Bahnstrecke ermitteln. Sie ist naltiirlich geringer als die DurchlaB-
fahigkeit, wenn keine Verluste auftreten.

Eine analoge Situation liegt beim Nachrichtenkanal vor: Im Kanal
wirkende Stdrungen entstellen die zu iibertragenden Signale, und im
Ergebnis geht ein Teil der Information verloren. Auch hier liBt sich der
Begriff der DurchlaBfahigkeit des Kanals aufrechterhalten: Sie wird
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bestimmt durch die maximale Informationsmenge, die sich im Mittel in
der Zeiteinheit iiber den gestorten Kanal iibertragen 14Bt.

Die DurchlaBfihigkeit des gestorten Kanals wird also durch die Anzahl
und die Dauer der Elementarsignale und durch die Wahrscheinlichkeit,
mit der sic durch Stérungen entstellt werden (d. h. die Wahrscheinlichkeit
dafiir, daB ein Elementarsignal gesendet und statt dessen ein anderes
empfangen wird) bestimmt. Sie hingt von nichts weiter ab.

Kodierung

Sicher werden Sic auch bei einer schlechten Fernsprechverbindung alles
mitbekommen, was Thnen Ihr Gespriachspartner mitteilen will, wenn er
es nur geniigend oft wiederholt. Doch dann dauert das Gesprich sehr
lange. Das gleiche gilt auch fiir den Telegralen und andere Informations-
iibertragungssysteme. Die mehrfache Wiederholung der Nachrichten
gibt die Moglichkeit der zuverldssigen Ubertragung. Dabei sinkt aller-
dings die Ubertragungsgeschwindigkeit stark.

Betrachten wir nun einige Beispiele [iir Kodes. Allgemein bekannt ist
das Morsc-Alphabet, bei dem die Buchstaben durch Folgen von Punkten
(»0*) und Strichen (,,1‘) dargestellt werden. HHier sind einige Beispiele
lir Kodegruppen im Morse-Alphabet:

Buchstabe A B C D E I G
IKode 01 1000 1010 100 0 0010 110

Sie erinnern sich sicher an die in Tafel 10 wiedergegebenen Wahrschein-
lichkeiten, mit denen die einzelnen Buchstaben in der deutschen Sprache
aultreten. Im Morse-Alphabet bestehen die Kodegruppen aus unter-
schiedlich vielen Symbolen; durch einen Vergleich kénnen Sie feststellen,
daB hiufig aultretende Buchstaben kurze Kodegruppen haben.

Im bereits erwiihnten Telegrafen-Alphabet f{iir den Fernschreiber haben
alle Kodegruppen die gleiche Anzahl von Symbolen. Einige Beispiele [iiv
Kodegruppen im ‘Telegrafen-Alphabet sind:

Buchstabe A B C D E F G
Kode 00011 1100L 01110 01004 00001 01101 11010

Solche Kodes heiBen gleichmiBig, weil im Gegensatz zu den ungleich-
miBigen Kodes (wie dem Morsekode) alle Kodegruppen die gleiche
Linge haben.

Der Vorteil der ungleichmiBigen Kodes ist offensichtlich: man hat zur
Ubertragung von hiufig vorkommenden Nachrichten (Buchstabe E!)
nicht die gleiche Zeit zu verwenden wie zur Ubertragung von seltener
auftretenden Nachrichten (Buchstabe F!). Dafiir besitzen die gleich-
miiBigen Kodes andere Vorziige.

Bei der Ubertragung der Kodegruppen muB man sorgliltig auf ihre
Trennung achten, damit kein vélliger Wirrwarr entsteht. Beim Morse-
Alphabet trennt man die Kodegruppen durch Zwischenriiume. Geht bei-
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spielsweise im Worl DA (10001) der Zwischenraum verloren, so kann man
die erhaltene Folge 10001 filschlich z. B. als NU (10 001), als NIT (10 00 1)
oder als TV (10001) dechiffrieren.

Man kann einen ungleichmiBigen Biniirkode aber auch ohne Zwischen-
rilume aufstellen. Die Idee besteht darin, daB man keine Kodegruppen
verwendet, deren Anfinge bereits selbstindige Kodegruppen sind. Die
moglichen Kodegruppen kann man mit Hilfe eines Graphenbaums aus-
wihlen. An die zwei oberen Knoten schreiben wir 0 und 1 (Bild 129). Bei
jeder Verzweigung nach unten schreiben wir an den linken Knoten einc
0 und an den rechten eine 1. Somit stehen hinter dem n-ten Schritt alle
27 Kombinationen zur Verfiigung.

Den Kode ohne Zwischenriume bauen wir nach dem folgenden Algo-
rithmus: Wenn wir eine bestimmte Kodegruppe bereits benutzt haben,
sagen wir 010, so bleibt der ganze weitere I'cil des Baumes, der sich
von diesem Knoten aus verzweigt, unberiicksichligt. Im Beispiel nach
Bild 129 sind die benutzten Knoten durch einen Punkt im Kreis ge-
kennzeichnet und die benutzten Kanten fett ausgezogen. Auf diese
Weise kann man die erforderlichen nicht verwechselbaren Kodegruppen
bilden.

In den vorstehend beschriebenen Kodes wird jeder zu iibertragende
Buchstabe einzeln kodiert. Derartige Kodes kann man den jeweiligen
Erfordernissen entsprechend bilden. So lassen sich giinstige z. B3. selbst-
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kontrollierende oder selbstkorrigierende Kodes angcben, bei deren
Verwendung etwa aultretende Ubertragungsfehler erkannt oder sogar
korrigiert werden kénnen.

Gliickwunschtelegrainme, z. B. zum Neuen Jahr, werden zu ermiBigten
Gebiihren iibermittelt. Man muB dann aus einer Reihe von Standard-
texten einen passenden auswéhlen. Es ist nicht nétig, den gesamten Text
eines solchen Telegramms zu iibertragen. Man muB nur die Adresse des
Empféngers und die Chiflre des gewiinschten Textes iibermitteln. Des-
wegen kann man die Gebiihren senken.

Dienstliche Mitteilungen, z. B. iiber Bankoperationen, lassen sich meist
auch in eine Standardform bringen. Bei der Ubertragung solcher Nach-
richten hat die Zuverlissigkeit der Ubermittlung entscheidende Bedeu-
tung. Darum cinpfiehlt es sich, die Chiffre mehrfach zu iibertragen.

Wir haben bereits die Struktur unserer Sprache erortert und festgestellt,
dal} nicht alle moéglichen Buchstabenkombinationen, sondern vor allem
cinige bestimmte verwendet werden.

Sie kennen sicher das Wortspiel, mit dem sich Schiiler und Studenten
wilirend uninteressanter Unterrichtsstunden oder Vorlesungen die Zeit
vertrciben. Aus den Buchstaben eines bestiminten Wortes sind alle
moglichen anderen sinnvollen Worter zu bilden. Aus einem langen
Wort wie ,.Illektrifizierung‘* entstehen derart etwa 200 andere sinnvolle
Worter!
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Ich will die Bedingungen etwas éndern. Wir nehmen drei Buchstaben,
z. B. A, K, R, und bilden aus ihnen alle méglichen Wérter. Hierfiir gibt
es 33 = 27 Moglichkeiten, die nachfolgend aufgefiihrt sind. Diejenigen.
die in der deutschen Sprache einen Sinn haben, sind durch GroBbuch-
staben hervorgehoben:

aaa kaa raa
aak kak rak
AAR KAR RAR
aka kka rka
akk kkk rkk
akr kkr rkr
ara kra rra
ark krk rrk
arr krr rrr

Von den 27 Wértern sind lediglich drei sinnvoll!

Die Anzahl der Waorter in unserer Sprache betridgt etwa 100000; dic
Anzahl aller méglichen siebenbuchstabigen Warter aus den 26 Buch-
staben des deutschen Alphabets ist offensichtlich 267, das sind mehr als
8 Milliarden! In der deutschen Sprache gibt es aber auch Waorter aus 10,
12, 15 und mehr Buchstaben! Bei der Bildung der Wérter wird also nur
ein kleiner Tcil der méglichen Buchstabenkombinationen benutzt; auf
Millionen sinnloser Wérter kommt nur ein sinnvolles!

Modell der Sprache und Informationsiibertragung

Im Modell der Sprache in Form einer Markoffschen Ketle hingen die
Wahrscheinlichkeiten des jeweils nachfolgenden Buchstabens von den
vorangegangenen Buchstabenkombinationen ab. Mit Hille der Uber-
gangswahrscheinlichkeiten kann man die Wahrscheinlichkeiten fiir die
verschiedenen mehrbuchstabigen Nachrichten berechnen. Unter den
moglichen zehnbuchstabigen Wértern gibt es solche wie aqcuhxsyer, fir
die die Wahrscheinlichkeit, auf dem Telegralen iibertragen zu werden.
praktisch Null ist und solche wie gratuliere, die in Telegrammen mit
recht groer Wahrscheinlichkeit vorkommen.

Ich werde weiterhin alle Nachrichten in zwei Kategorien einteilen: hoch-
wahrscheinliche und wenigwahrscheinliche. Obwohl eine solche LEin-
teilung nur bedingt giiltig ist, kann man ihr doch einen wohlumrissencen
Sinn geben. Das Wesentliche besteht darin, daB nicht nur die Wahr-
scheinlichkeit eines jeden Wortes der geringwahrscheinlichen Gruppe
klein ist, sondern sogar die Summe der Wahrscheinlichkeiten fiir alle
Woérter dieser Gruppe.

Shannon betrachtet die Ubertragung von Nachrichten, die cine einfache
Markoffsche Kette bilden.

Markoffsche Ketten treten nicht nur in der menschlichen Sprache aul.
Die Folge der Stcuerbefehle irgendeines Aggregats, der I’roze des
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Verlaufs einer Krankheit, die Auleinanderfolge chemischer Umwand-
lungen u. . kénnen héulig mit Ilille Markoffscher Ketten beschrieben
werden.

Ihnen ist sicher auch schon die Méglichkeit eingelallen, die Kodierung
einzelner Buchstaben durch die Kodierung ganzer Wérter, oder, besser
gesagl, ganzer Blocke von Zeichen zu ersetzen.

Ist die Zeichen(olge am Eingang des Nachrichtenkanals eine Markolfsche
Kette, so zerfiillL bei Betrachtung geniigend langer Blocke von Zeichen
die Menge der Nachrichten in eine relativ kleine Gruppe hochwahrschein-
licher Nachrichten, deren Ubertragung wichtig ist, und in eine relativ
groBe Gruppe geringwahrscheinlicher Nachrichten, deren Ubertragung
weniger wichtig ist. Sie brauchen u. U. gar nicht iibertragen zu werden,
so gering ist die Wahrscheinlichkeit ihres Auftretens.

Jelzt ist die Kodierungsmethode [iir die Gruppe der hochwahrschein-
lichen Worter zu wihlen. Wir gehen dabei davon aus, daB die Kodierung
giinstiger wird, wenn lingere Ketten von Zeichen gleichzeitig kodiert
werden,

Das Wichtigste der Theorie der Informationsiibertragung

Wenn die I'rachtmenge, die im Mittel in der Stunde angelielert wird, dic
DurchlaBlihigkeit der Bahnstrecke nicht iibersteigt, 148t sich die Fracht
abtransporticren. Im anderen Fall kénnen nicht alle Giiter beférdert
werden; sie werden sich nach und nach zu groBen Mengen ansammeln,
und schlieBlich sind besondere MaBnahmen nétig, um die gesamte I'racht
doch noch zu bel6rdern.

Ein analoges Bild kann man bei der Informationsiibertragung im Nach-
richtenkanal beobachten. Wenn die mittlere Informationsmenge, die in
der Zeiteinheit auf den LEingang des Nachrichtenkanals gelangt, kleiner
ist als die Kanalkapazilit, so kann die gesamte Information iiber den
Kanal ibertragen werden. Ubersteigt die in der Zeiteinheit auf den
Kanal gelangende Informationsmenge die Kanalkapazitit, ist eine Uber-
tragung der gesamten Information unméglich.

Diese Behauptung scheint auf den ersten Blick offensichtlich zu sein. Ich
erinnere jedoch daran, daB im Kanal Stérungen wirken, die die iiber-
tragenen Signale aul zufillige Weise entstellen. Deshalb kénnen bei
niherem Uberlegen Zweifel daran entstehen, daB beim gestorten Kanal
eine [ehler[reie Ubertragung der Information méglich ist.

Zur Klirung sei zuniichst daran erinnert, daB zwar ein Teil der Signale
entstellt wird, doch trotz der zufilligen Stérungen wird eine gewisse
Information iibertragen. Die Kanalkapazitiit war gerade als die maximal
mogliche Informationsmenge, die sich unter Beriicksichtigung der
Stérungen in der Zeiteinheit iibertragen 1dBt, definiert.

Um jedoch cine der Kanalkapazitit entsprechende Informationsmenge
iibertragen zu kénnen, ist eine entsprechende Kodierung nétig. Der Kode
ist so zu wihlen, daB die Information, auch wenn einzelne Signale ent-
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stellt werden, eindeutig entziffert werden kann. Dazu kann man z. B.
lingerc Blocke kodieren und nicht cinzelne Zcichen oder Buchstaben.
UJmn genau zu sein, muB man noch eine Bemerkung machen: Zur Reali-
sierung einer nidherungsweise idealen Kodierung wiiren recht lange
Nachrichten auf einmal zu kodieren, was technisch schwer zu verwirk-
lichen ist. Wie schwierig wire es, siimtlichec im Verlauf eines Tages ab-
gesandten Telegramme als eine Nachricht zu kodieren!

Bild 131

Mit der Erhohung der Sicherheit der Ubertragung, d.h. mit der Ver-
vingerung der Anzahl der Ubertragungsfehler wird die Kodiecung kom-
plizierter. Diese wichtige ldee und die Theoric. die die Moglichkeit einer
solchen Kodierung begriindet, sowie einige Konstruktlionsmethoden [iir
Kodes stammen von Shannon. Wie sind dic Kodes aufzustellen, die die
Shannonschen Ideen verwirklichen? Es gibt vicle Verfahren zur Int-
wicklung solcher Kodes. Im letzten Jahrzchnt sind auf dein Gebiet der
Theorie der fehlererkenncnden und fehlerkorrigicrenden Kodes beach-
tenswerte Erfolge crzielt worden.

Die Aufstellung solcher Kodes ist eine interessante malhematische
Aufgabe. Viele Kodierungsmethoden sind elementar und interessani.
Fs wiirde zuviel Raum einnehmen, um iiber sie zu bherichten. Vor
allem habe ich schon so iibermiBig lange IThre Aufmerksamkeit fiir die
Probleme der Informationsiibertragung in Anspruch genommen.

Was wird mit dem Inhalt?

Wenn Sic nicht. Konstrukteur vou Nachrichtensystemen sind, sondern
der gliickliche Vater, ist fiir Sie die Geburt eines Midchens oder eines
Jungen keineslalls ein und dieselbe Information. IFiir Sie isi. der Inhalt.
die Bedeutung der erhaltenen Nachricht wichtiger als ihre Wahrschein-
lichkeit fiir den Konstrukteur. Es ist schwer, hier mit Ihnen nicht einer
Meinung zu scin. Wie konnte man aber ein Mal} fiir den Inhalt, den Wert
oder die Wichtigkeit einer Nachricht einfiihren? Wie kann man die
LedcutungsmiiBige oder, wie mman sie auch nennt, semantische Infor-
mation untersuchen? Ist das iiberhaupt moglich?

NDie Nachricht iiber die Iintdeckung eines neuen Antibiotikums hat fir
ein Kind, das gerade buchstabieren kann, fiir eimen Schiiler der nennten
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Klasse, [iir einen Mikrobiologiestudenten und fiir einen fiithrenden Spe-
zialisten auf dem (iehiet der Antibiotika sehr unterschiedlichen Infor-
mationswert. I'iir die verschiedenen Empfiinger kann also eine Infor-
mation von unterschiedlichem Wert scin.

In der statistischen Informationsthcorie, von der in den vorangegangenen
Abschnitten ausfiihrlich die Rede war, wird angenommen, da der
Emplinger in der Lage ist, die gesamte Informationsmenge, die im Nach-
richtenkanal iibertragen wird, zu erfassen; gerade diese grotmogliche
Informationsmenge wurde dort betrachtet. Es ging also um die poten-
tielle Méglichkeit, aus ciner gegebenen Nachricht eine gewisse Infor-
mationsimenge zu eninehmen, und nicht darum, welche Information
irgendein Empfinger einer zu ihm gelangenden Nachricht entnimmt.
Andererscits hingt die Viihigkeit, einer Nachricht Information zu ent-
nehmen, davon ab, iiber welchen Vorrat an Kenntnissen der Empfinger
der Nachricht verfiigi. Gerade deshalb enthilt die Nachricht iiber die
Entdeckung eines neuen Antibiotikums unterschiedliche Information
fiir das Kind, den Oberschiiler, den Studenten oder den Spezialisten.
Wir wollen uns den Vorrat an Ausgangsinformation, iiber den der Emp-
finger verfiigt, in I'orm cines \Vorterbuchs vorstellen, das nicht nur die
Worter enthilt, sondern auch Jie Beziehungen zwischen ihnen. Wenn
also die Waorter ,,Schiiler* und ,,Buch‘ in diesem Lexikon stehen, ist
auch die Beziehung zwischen ihnen aufgefiithrt: Der Schiiler liest ein
Buch, oder der Schiiler hat ein Buch; in keinem Fall liest das Buch den
Schiiler od. dgl.

Der Autor des hier dargelegten Zugaungs zuin Studium der semantischen
Julormation, der sowjetische Mathematiker J. Schreider, hat dieses
Lexikon Tesaurus genannt. Das ist ein griechisches Wort und bedeutet
so viel wie Schatz, doch das ist unwesentlich, wie wir bereits im Abschnitt
iiber das Entstehen von IFachausdriicken bemerkten. Da der Tesaurus
beim Kind, beim Oberschiiler, beim Studenten und beim Spezialisten
unterschiedlich ist, ist die Nachricht iiber die Wirksamkeit von Strep-
tomyzin bei der Ileilung von l.ungenentziindung fiir sie von unter-
schiedlichem Informationswert. Das Kind kann eine solche Information
iiberhaupt nicht aulnehmen (deshalb ist die Informationsmenge gleich
Null); der Oberschiiler erupféingt weniger Information als der Student, der
gerade die Pharmakologie studiert, und der Spezialist erhilt keine
Information aus dieser Nachricht, da ihm diese Tatsache liingst bekannt
ist. Das MaB der erhaltenen Information hiingt also von der GréBe (der
Entwicklung) des Tesaurus des Empliingers ab. Stellt man die Infor-
mationsmenge in Abhéngigkeit voin Tesaurus grafisch dar, so sieht die
Kurve wie diec positive Ilalbschwingung einer Sinuskurve aus. Das
Maximum entspricht dem Empfinger, dessen Tesaurus gerade so weil
entwickelt ist, daB er die empfangene Information aufnehmen kann.
andererscits jedoch nicht so weit, daB sie fiir ihn nichts Neues bietet.
Wenn cine Nachricht zurn Empfinger gelangt, éindert sich sein Tesaurus
irgendwie. Die groBte Anderung vollzieht sich im geniigend vorbereiteten
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Empfinger, der jedoch noch nicht so weit ausgebildet ist, dall die Nach-
richt fiirihn etwas Bekanntes darstellt oder offensichilichist. Derart kann
man den Grad der Anderung des I'esaurus als ein Maf} fiir die Information
ansehen, die ein bestimmter Emplinger mit der Nachricht erhilt (oder
als MaB der Information, die — bezogen auf den gegebenen Emplinger —
in der Nachricht enthalten ist).

Vorliufig ist nur ein Anfang in dieser neuen schwicrigen Forschungsrich-
tung gemacht worden. Nach fast zwanzigjdhrigem Triumph der statisti-
schen Informationstheorie hat sich jetzt eine neue, hoflnungsvolle Unter-
suchungsrichtung aufgetan, dic es auch erlaubt, die inhaltliche Bedeu-
tung der Nachrichten zu beriicksichtigen. Das versprichl neue Lefolge in
der hochinteressanten Wissenschalt von der Information.
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Was konnen
mathematische Maschinen ?

Auf den Titelseiten der Illustrierten oder populdr-wissenschaftlichen
Zeitschrilten sind mianchmal hiibsche Middchen in modernen Sesseln am
Steuerpull von elektronischen Rechenmaschinen abgebildet. Aus dem
Textgeht hervor, daBl die Maschine die Arbeit Tausender Rechner machi,
daB sie arithmetische Operationen mit sagenhafter Geschwindigkeit und
einmaliger Iixaktheit ausfihrt. I7ir sie gibt es keine Schwierigkeiten und
llindernisse . ..

Das ist eine schlechte Reklame! Genausowenig wie das Miidchen 16st der
Rechenautomat die Aulgaben, denn diese werden tatsiichlich von den
Mathematikern gelist! Nicht nur die zwei oder drei, die das Programm
aufgestellt haben, sind beteiligt, obwohl ihr Anteil mitunter groB und
ihre Arbeit nicht leicht ist. In der Losung jeder Aufgabe wird das Genie
vieler Generalionen groBer Mathematikersichtbar, darunter auch unserer
Zcilgenossen.

Wenn die clektronische Rechentechnik lediglich die Arbeit der Bankan-
gestellten und Kassiererinnen verbessern sollte, wiirde man keine Maschi-
nen benotigen, die Tausende oder Millionen Operationen in der Sekunde
ausliihren konnen. Diese Arbeit konnten bedeutend kleinere und billigere
Geriite verrichten. Wichtig ist, daB sich dic Moglichkeit bielet, qualitativ
neue Aufgaben losen zu konnen. Simtliche drei Milliarden Erdbewohner
wiirden es nicht ferligbringen, mit Hille von mechanischen Rechenma-
schinen die Bahnkurve ciner Rakete wihrend des Fluges zu berechnen.
Eine elektronische Rechenmaschine 16st die Aufgabe ohne weiteres.

Wir wollen jetzt von den Moglichkeiten moderner mathematischer
Maschinen sprechen. Absichtlich habe ich die Begrilfe ,,elektronisch‘ und
»schnellrechnend*’ vermieden, denn es gibt z. B. auch hydraulische und
pncumalische Maschinen, und die Geschwindigkeit ist nicht immer das
Wichtigste. So kann man beispiclsweise in der chemischen Industrie elek-
tronische Linrichtungen nicht tberall benutzen; ein zufilliger KurzschluB
oder ein kleiner Funken kénnte eine Explosion oder einen Brand aus-
losen. AuBerdem laulen die Vorgidnge hier relativ langsam ab. Gegen-
wiirtig entsteht ein neuer Zweig der Wissenschalt, die Pneumonik. Simt-
liche arithmelischen und logischen Operationen, die die elektronische
Rechenmaschine elektrisch 16st, miissen in pneumatischen Rechenanlagen
mit Hille von Lultstrimen rcalisiert werden, wobei man mit einem Lult-
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druck arbeitet, der sich nur wenig vom Normaldruck unterscheidet.
Glauben Sie bitte nicht, daB ich sie davon iiberzeugen will, daB die Ge-
schwindigkeit bei mathematischen Maschinen nicht wichlig ist.
Okonomische Aufgaben, beispielsweise die Aufstellung des Monats- oder
Jahresplans eines Betriebes oder des Volkswirtschaftsplans eines ganzen
Landes, erfordern das Durchrechnen einer groBen Anzahl von Varianten
und die Auswahl der optimalen. Allerdings ist es von der allgemeinen
Theorie bis zur praktischen Verwirklichung cin weiter Weg. Gegenwiirtig
arbeiten viele Mathematiker und Okonomen an der Eiunfiihrung mathe-
matischer Methoden und mathematischer Maschinen in die Okonomie.
Die Schwierigkeiten sind sehr groB, vor allem auch die numerischen. Viele
okonomische Aufgaben werden mit Methoden der mathematischen Opti-
micrung gelost. Dabei besteht die lineare Optimierung als mathematisch
einfachste Art in der Losung linearer algebraischer Gleichungen und Un-
gleichungen.

Das aus der Schule bekannte System zweier linearer Gleichungen mit
zwei Unbekannten, beispielsweise

S5z1+ 4xh=25
2171— 6.‘1:2= -9

148t sich in 2 bis 3 Zeilen 16sen. NDazu kénntie man die erste Gleichung mit
2 und die zweite mit 5 multiplizieren, die zweite von der ersten abziehen,
mit Hilfe von Addition und Division ergibt sich z; = 2,5; diesen Wert
setzt man in die zweite Gleichung ein und erhilt nach einer Subtraktion
und einer Division £y = 3. Hier sind lediglich 9 Multiplikationen bzw.
Divisionen und 6 Additionen bzw. Subtraktionen notwendig, also ins-
gesamt 15 arithmetische Operationen.

Hat man jedoch ein System aus 800 Gleichungen mit 800 Unbekannten,
so erfordert die Losung bereits 250 Millionen arithmetische Operationen!
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Bei der Untersuchung vieler Fragen in Okonomie und Technik crgeben
sich Aufgaben mit cinem noch gréoBeren Umfang an Rechenarbeit. Hier
ist natiirlich eine hohe Rechengeschwindigkeit von entscheidender Bedeu-
tung, dariiber hinaus werden Speicher mit groer Kapaziliit sowic spezi-
clle Methoden zur Beschleunigung der Programmierung benétigt.

Man kann den mathematischen Maschinen nicht nur einfache Itechen-
arbeit, sondern auch andersartige Auftrige erteilen. Ileute schon kann
man viele Siitze der lilementargeometrie, sogar solche, die nicht in den
Schulbiichern stehen oder der Menscheit vielleicht noch nicht cinmal
bekannt sind, aul mathematischen Maschinen beweisen; dafiir existieren
dic erforderlichen Programme.

Dem Aunschein nach unterscheidet sich der Beweis von Lehrsitzen prin-
zipiell von den arithmetischen und logischen Operationen, die beim Losen
von Gleichungen ausgefiihrt werden. T'atsichlich fiihren aber mathema-
tische Maschinen nur arithmetische und elementare logische Opcrationen,
Ordnungsoperationen, Vergleich von Zahlen und Auswahloperationen
(z. B. die Auswahl der groBten Zahl aus einer Gruppe von Zahlen) aus.
Fir den Beweis von Sitzen und zur Durchfiihrung beweisender Uber-
legungen sind jedoch andere Operationen gar nicht notwendig.

Man kann mathematischen Maschinen sogar aufgeben, Musik zu kompo-
nicren. Der Mathematiker und Musiker R. Saripov hat sich mit der Model-
lierung musikalischer schopferischer Arbeit aul universellen mathemali-
schen Maschinen beschiiftigt. Er untersuchte einige allgemeine Gesctz-
miiBigkeiten des Komponierens und stellte ein entsprechendes Programm
[iir einc mathemalische Maschine auf. Die Maschine hat nach diesem Pro-
gramm Musik , . komponiert*’. Ich habe diese Musik gehért — einige ver-
niinftige Cellostiicke, cin paar davon haben mir sogar gelallen. Freilich,
wenn man diese Stiicke hort, hat man den Eindruck, bereits bekannte
Musik zu hiren. Doch das kann cinemn auch manchmal im Kounzert eines
lecbenden Komponisten passieren . ..

Wie mir scheinl, entsprechen die Illustrationen A. Blocks zu diescm Buch
recht gut dessen Zielstellung. An dieser Stclle jedoch hat er sich hinreiBlen
lassen, und, wie Sic sehen, in den Bildern 133, 134 und 146 Roboter
dargestellt. Im Bild 133 sind nicht nur der Komponist und der Ausfiithren-
de verlauscht, sondern, was noch wichtiger ist, auch die Arbeit Saripovs
wird entstellt wiedergegeben. Seine Leistung besteht in der Aufstellung
cines Programms zur Komposition von Musik, nach dem die Maschine
cine Folge von Ziflern ausdriickt, die die Noten nach einem bestimmten
Node darstellen. Die Aulgabe des Musikanten besteht lediglich in der
Wiedergabe des Musikstiicks.

In der wissenschaltlichen Offentlichkeit wird die Frage der Nutzung
mathematischer Maschinen zur Erhéhung der Effektivitit des Lehrpro-
zesses Dbreit diskutiert. Fiir mich bestehen in dieser Frage keinerlei
Ziweifel: Die verniinftige Anwendung von Lernmaschinen hat zweifellos
grole Vorteile. In die Lehre dringen aber neue Methoden recht langsam
ein.

215



——
e ——
—
——
——
———
oo00000

- 4

¢ o000 0 8 o )

O\

a
o v e o 8% L —~ —

Bild 133

Vorlesungen werden heute noch genauso wie vor Hunderten von Jahren
gehalten. Ich schreibe die IFormeln mit Kreide an die Talel, wische die
‘I'afel mit einem Lappen ab, diktiere Definitionen, die jeder Student dem
Lehrbuch entnehmen kann und erobere die Aulmerksamkeil des Audi-
toriums durch die bekannte Politik mit ,,Zucker und Peitsche™: Einer-
seits erzihle ich Anekdoten oder ,,GGeschichten aus dem Leben™, anderer-
seits unterbreche ich sich munter unterhaltende Miidchen durch cine
giltige Bemerkung und mache junge Minner licherlich, die nach einem
fiir das Selbststudium vorgeschenen, aber stiirmisch verbrachten Abend
im Hérsaal einschlafen. In der Priifung muB} ich einem Studenten in ciner
halben Stunde oder sogar einer ganzen beweisen, dall cr eine schlechie
Zensur gerecht verdient hat, obwohl mir die Zensur nach cinigen Minuten
klarist. Der Student darfl aber nicht glauben, daB er seine Fiinf nur erhiilt,
weil er zulillig ungliickliche Fragen gezogen hat, er mull von scinem
Nichtkénnen iiberzeugt werden.

Man iibertrigt bereits gegenwirtig Maschinen das Abnchmen von Prii-
fungen, und die gesammelten Erlahrungen sind offenbar nicht schlechi.
Die Angst vor dem Priifenden verschwindet, und man kann ihn nicht der
Ungerechtigkeit bezichtigen: Die Maschine gibt die Zensur in Abhiingig-
keit von der Anzahl der richtigen und falschen Antworten und vom
Schwierigkeitsgrad der gestellien I‘ragen. Frfolge gibt es auch bei der
Anwendung mathematischer Maschinen im Lernproze selbst; man darf
hoffen, dal die bereits gemachten Schritte nur ein Anlang sind.
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Die Mathematiker haben auf Maschinen das Schachspiel und andere
Spiele programmicrt, z. B. Domino und einfache Kartenspiele. Den Leser
wird sicher interessieren, wer diese [rohliche Unterhaltung der Mathe-
matiker bezahlt! Die Programmierung eines Spiels, z. B. des Schachspiels,
ist jedoch keine Unterhaltung, sondern die Modellierung der intellektu-
ellen Tiugkeil des Menschen.

Gegenwiirtig wird der Aufstellung von Programmen fiir Ubersetzungen
aus einer Sprache in eine andere viel Aufmerksamkeit gewidmet. Auch
hicer kénnte man sich wieder fragen, ob es nicht billiger wire, einen Uber-
selzer einzustellen. Hecute ist das gewi noch so, doch wahrscheinlich
kommt bald die Zcil, in der cine maschinelle Uberselzung billiger und
vor allem schneller sein wird. AuBerdem ist die Programmierung der
maschincllen Ubersetzung ebenfalls eine Modellierung der intellektuellen
Titigkeit des Menschen. Und was kann [iir uns von grélerem Interesse
scin als wir selbst?

Gespriich mit einem Psychiater

Iis gibt kein interessantercs Forschungsobjekt als den Menschen. Jeder
Psychiater stoBt auf eine erstaunliche Vielfalt menschlicher Charaktere
und auf interessante .\bweichungen von den gewdhnlichen Denknormen.
Wenn ein Psychiater in der Lage ist, das alles zu sehen und zu erzihlen,
so wird es kaum einc interessantere Erziihlung geben als diese.

leh habe Gliick gehabi: Ein Freund unserer Familie, ein talentierter
Psvehiater und éuBerst wiBbegieriger Mensch, hat uns im Verlaul vieler
Jahre iiber dic wichtigsten Ercignisse in sciner Praxis auf dem laufenden
gchalten. \Wenn man noch hinzufiigt, daB der Psychiater eine reizende
FFrau und ein groBartiger Erzihler ist, so hatte ich dreifaches Gliick.
Mein Interesse [iir Kybernetik, Biologie und Medizin blieb ihr nicht un-
bekannt. Obwohl ich ihr iiber meine Gespriache mit Biologen und Medi-
vinern berichtet hatle, schien ihr bis vor kurzem, daB sich kybernetische
Methoden in der Psychiatrie nicht anwenden lieBen. Vor einiger Zeit kam
cs nun zu [olgendem Gesprich:

Psychiater: lch méchte mich gern mit Thnen iiber meine Arbeit
beraten.

Ich : Mit Vergniigen! Welchen Nutzen erwarten Sie?

P: 1ch muB meine Arbeit irgendwie kritisch durchdenken und um-
organisieren. Wie Sie wissen, beschiftige ich mich mit den sogenann-
ten Involulions- oder Alterspsychosen. Ich habe jetzt die Katam-
nesen') meincr [ritheren Patienten zusammengetragen. Damit ergibt
sich die Moglichkeit, den Verlauf der Krankheiten in Abhingigkeit
von der Zeil zu verfolgen. Dieses Material ist irgendwie zu bearbeiten.
Ich: Was heit — bearbeiten?

1) Anamnese — Vorgeschichle ciner Krankhcit bis zum Moment der Behundlung, Katamnese —
Ausgang der Krankheit, Verlaul nach Beginn der Behandlung.
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Bild 134

P Es sind SchluBfolgerungen zu zichen. Jetzl ist ersichtlich, ob ich
vor 10 bis 15 Jahren dic Diagnosen richtig gestellt habe.

Ich: Angenommen, wir berechnen den Anteil der richtig gestellten
Diagnosen in Prozent. Was haben wir davon ? Mir scheint, im besten
IFall gelingt es uns lediglich, lhre Qualilikation als Psychiater zu
jener Zeit zu beurtcilen. Man kdnnte dann die I'rage stcllen, ob Sie
vor 15 Jahren Thr Gchalt zu Recht beckoinmen haben, wenn viele
Diagnosen falsch waren, oder einc Nachrechnung zu lhren (Gunsten
verlangen, wenn der Anteil der Fehldiagnosen nur klein war. Aller-
dings ist hier die Hollnung auf Erfolg gering!

P : Machen Sie bitle keine Spifle, me¢ine Frage war ernst gemeint.
Ich: Sagen Sie bitte, ob man den Anteil der l'chldmunqsen ahsolut
sicher bestimmen kann! Ich meine die Zuverlissigkeit der Diagnoscn
zum gegebenen Zeitpunkt!

P: In irgendeiner britischen medizinischen I'achzeitschrift begann
ein Artikel iiber Psychiatrie folgendermalien:

s, Der Neurastheniker ist ein Subjekt, das Luftschlosser baut. Der
Schizophreniker ist ein Mensch, der in cinem dieser Schlisser wohnt.
Der Psychiater kassiert die Pacht und die Micte bei beiden.

Sie sehen, da3 der Autor Neurastheniker und Schizophreniker unter-
scheidet; doch er achtet die Miglichkeiten des Individuums, sich
zunichst ein LuftschloB zu bauen und sich dann darin einzuquar-
tieren.

Wir wollen ernst bleiben: es ist sehr schwicrig, einc zuverlissige
Diagnose zu stellen. Vor kurzem habe ich eine meiner Patientinnen
meinem wissenschafltlichen Chef vorgestellt; wir konnten nicht zu



ciner Meinung kommean, ob die Paticntin an Schizophrenie oder aun
Psychopathie leidet.

Ich: Es gibt aber auch Fille, in denen die Diagnose eindeutig ist ?
P: Ja, recht hiufig. Jedenfalls gelangen qualifizierte I>sychiater ein
und derselben Schule in der Regel zu denselben Diagnosen.

Ich: Was dndert sich denn, wenn eine andere Diagnose gestellt wird ?
Bessert sich dadurch der Zustand des Patienten ?

P’: Wohl kaum. Diec Behandlungsmethode kann aber anders aus-
sehen.

Ich: Wieviel verschiedene Diagnosen kann c¢s bei den von Ihnen
untersuchten Krankheiten, deren Symptome docli sehr dhnlich sind,
iiberhaupt geben?

P: Wir diagnostizieren viele Krankheiten. Bei den Psychosen des
spiten \lters, mit denen ich mich beschiftige, kann man sieben
unterscheidbare klinische IFormen feststellen. Das sind die praktisch
diagnostizierbaren Ikrankheiten. Bei einer tieferen und feineren Ana-
lyse kann man, wenn man kasuistisch vorgeht. vermutlich mehr als
20 verschiedene Krankheiten unterscheiden.

Ich : Jede Krankheit hat ihre besondere Behandlungsmethode, oder
gibt es weniger Behandlungsmethoden als Krankheiten ?

P :Vorliiufig haben wir noch nicht fiir jede Erkrankung einebesondere
Behandlungsmethode. Es gibt weniger Methoden als Krankheiten.
Ich: Wozu sind dann mehr Diagnosen ndtig als es Behandlungs-
methoden gibt?

P : Das ist eine schwierige I'rage. Vielleicht werden wir spiter einmal
mehr Behandlungsmethoden haben. In den letzten zehn Jahren hat
sich ein ncues Wissensgebict entwickelt. ein Grenzgebiet zwischen
Psychiatric und Pharmakologie, die sogenannte Psychopharmakolo-
gie. Die Anzahl der ncusynthesierten psychopharmakologischen
Priiparate wiichst stindig. In der klinischen Praxis werden sie in
reiner IForn und in Kombinationen angewendet; ihre Wirkung ist
manchmal frappierend, manchmal ungeniigend. Die Kliniker wenden
sich immer necuen Kombinationen zu. Es ist klar, da3 wir nach und
nach lernen, die Priaparate besser und genauer zu wihlen, und es ist
nicht ausgeschlossen, daB bald einer genau und rechtzeitig gestellten
Diagnose eine ganz bestimmte Behandlungsmethode entsprechen
wird. Deshalb ist heute die friihzeitige Diagnostik eine aktuelle Auf-
gabe. In spiiteren Stadien der Erkrankungen ist die Diagnose zwar
offensichtlich, jedoch die Behandlung fast erfolglos.

Ich: Gut! Nchmen wir an, daB es Ihnen gelungen ist, die Diagnosen
mit dem Ausgang der Krankheit bei den Patienten zu vergleichen,
die Sie behandelt haben. Na und?

P : Dasist es ja gerade, dieses ,,Na und nun?*‘ In der Psychiatrie sind
viele derartiger beschreibender Arbeiten erschienen. Vielleichl ist die
Zeit liir cinige wesentliche und objektive Verallgemeinerungen ge-
kommen, damit die charakteristischen Besonderheiten des frithen
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Krankheitsstadiums, die zu dem einen oder anderen Ausgang der
Krankheit fiihren, sicher erkannt werden kénnen.

Ich : Wozu ist das notig, wenn der Weg zum Hohepunkt der Krank-
heit nicht von Thnen abhiingt?

P: Halt, das stimmt nicht! Bei einer richtigen Diagnose kann die
Heilung beeinfluBt werden. AuBerdem hal cine richlige Diagnose
hiufig allergroBte Bedeutung fiir das Schicksal des Kranken, z. B.
bei gerichtspsychiatrischen Gutachten.

Von der Diagnose des Zustands des Untersuchten hiingt die Fesi-
stellung seiner Zurechnungsfihigkeit oder Unzurechnungsfahigkeil
ab. Diese Feststellung hat stralrechtliche und zivile Bedeutung. So
kann ein Angeklagter nur dann verurteilt werden, wenn er zum Zeil-
punkt des Verbrechens zurechnungsfiahig war. Einem anderen Men-
schen kann das Recht abgesprochen werden, Kinder zu erzichen oder
eine Ehe einzugehen, wenn seine Unzurechnungs(ihigkeit festgestelll
wird.

Ich: Ja, das sind ernste Probleme. :\ber wie werden Sie denn jelzt
damit fertig?

P: In den gewoéhnlichen Fillen stellt cin erfahrener D’svchiater
eine einwand(reie Diagnose. Leider gibt es auch mehr als geniigend
ungewdhnliche Fille. Ich hatte beispielsweise einen Patienten zn
konsultieren, der wegen wiederholter Rechtsverletzungen bereits
in mehreren Instanzen gerichtspsychiatrisch untersucht worden war.
Die Diagnose schwankte zwischen Psychopathie und Schizophrenic
und dementsprechend zwischen Zurechnungsfihigkeit und Unzu-
rechnungsfihigkeit.

Ich: Einen Moment, habe ich recht verstanden: Schizophrenie ist
eine Krankheit und Psychopathie nur eine psychische Abart. die
nicht als Krankheit gilt?

P: Bei Schizophrenie, einer recht verbreiteten Krankheit, verlicrl
der Mensch weitgehend die [Fahigkeit zu denken, zu fithlen und zu
handeln. Diese drei Fiihigkeiten bilden im Normalfall eine Einheit.
Verliert der Mensch diese LEinheit, so kommt es zur Spaltung, zur
Zersplitterung (Schizophrenie — Spaltung der Person). Der Schizo-
phreniker kann also keine Verantwortung fiir seine Haundlungen
tragen.

Bei der Storung der psychischen Titigkeit, die als Psychopathie
bezeichnet wird, konnen die Patienten ihre Handlungen steuern, si¢
haben sich unter Kontrolle. Verstehen Sie, hier ist die Rede von
einem differentiellen Abgrenzen komplizierter Syndrome; die dia-
gnostischen Abweichungen kénnen bedingt sein durch verschieden-
artige Auslegung einzelner Symptome.

Ich: Leider weiB ich nicht, was ein Syndrom ist!

P: Ein Syndrom ist ein bestimmtes Zusammentrelfen verschiedener
Symptome, manchmal sagt man, cin Symptomkomplex, der eine
bestimmte Krankheit kenuzeichnet.



Icl : Das ist schon verstdndlicher. Aus wie vielen Symptomen besteht
ein Syndrom ?

/’: Das isL unterschiedlich, drei, fiinf oder auch zehn.

Ich : Der Zustand eines Patienten wird durch einen ganz bestimmten
Symptomkomplex charakterisiert, in dem jedes Sympiom eine genau
bestimmbare Bedeutung hat?

P: Eine mehr oder weniger bestimmete!

Ich : Das verstehe ich nicht. Versuchen wir die Situation zu verein-
fachen. Wir wollen annehmen, dafl jedes Symptom binir ist, d. h.
nur zwei Werte annehmen kann. Der Untersuchte kann entweder
errcgt sein oder nicht, eifersiichlig sein oder nicht!

P: Gut, allerdings wiirde das die Situation iiberm#Big vereinfachen!
Ich : 1hnen scheint das zu einfach zu sein. Wollen wir etwas rechnen!
Weun cin Symptomkomplex aus 10 Symptomen besteht, so gibt es
210 = 1024 mégliche Varianten. Jede dieser Varianlten laft sich
beschreiben, bedeutet etwas Bestimmles!

P: Woher haben Sie die vielen Varianten?

Ich: Nha!Sie sagen, ich wiirde die Situation iibermiBig vereinfachen.
Machen wir uns die Sache klar! Angenommen, wir haben drei binire
Charakteristiken: Mann — Frau; erregt — nicht erregt; cifersiichtig —
nicht eifersiichtig. Das entsprechende Schema zeigt Bild 135. Hier
sind alle Moglichkeiten aufgeliihrt. Wie sic sehen, verdoppelt sich
bei jedem Schritt die Anzahl der Varianten. Deshalb gibt es bei drei
Syvmptomen 2! = 8 Varianten, bei 10 Symptomen 2!* = 1024 Vari-

/N /N

erregt nicht erregt erregt nicht erregt
eifersiichti nicnt  eifer- nicht Af eifer-  °
! eifer- Siichtig gifer- aifer- eifer-  siichtig :::‘::
; siichti iichti iichti o
silchtig g  siichtig siichtig siichtig

Bild 135
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P: Ja, jetzL habe ich es verstanden. lch habe mir nicht vorstellen
konnen, daB es so viele Varianten gibt!

Ich: Was machen Sie nun, wie entwirren Sie diese Situation?

P: Das kann ich nicht sofort sagen, ich rechne selten!

Ich: Keine Angst, es miissen nicht alle Varianten auftreten. tat-
sichlich konnen es bedeutend weniger sein.

P : Ja, natiirlich!

Ich: \Wie lassen sich aber die wesentlichen Syinptomkomplexe von
den unwesentlichen unterscheiden ?

P: Wir machen das irgendwie anders. Die Krankheitsheschreibuny
umfaBt in der Psychiatrie etwa 15 bis 20 Schreibmaschinenseiten.
Wenn sie gut geschrieben sind, kann man sich den Patienten bis in
die kleinsten Einzelheiten vorstellen.

Ich: Wozu ist das notig?

P: Die Menschen sind verschieden, und auch die Gieisteskrankheiten
verlaufen sehr unterschiedlich.

Ich: Esgibt aber auch verschiedene Psychiater. Angenommen, Dosto-
Jewskij, Tolstoi, Tschechow. Tendrjakow und Nekrassow hiitten Psy-
chiatrie studiert und wiirden ein und denselben IKKranken beschreiben,
sithe das nicht sehr verschieden aus? Ich gewinne fast den Eindruck,
daB die Psychiatrie keine Wissenschaft, sondern eher einc IXunst ist!
P :Ja, die Psychiatrie ist heute tatsidchlich fast eine Abart der IKunst!
Deshalb frage ich Sie auch, was man da tun kann! Mir ist klar, dal}
man die Frage irgendwie andecrs stellen muB, doch wie, das kann ich
mir schlecht vorstellen.

Ich: Wie viele Svmptome werden in einer Ikrankheitsbeschreibung
aufgefiihrt?

P: Viele, sehr viele. Ich kann es gar nicht so ohne weiteres sagen,
wie viele!

Ich: Versuchen wir folgendermaBen vorzugehen: Sie stellen einen
ausfithrlichen Fragebogen auf, meinetwegen mit mechreren hundert
I'ragen. Lline Reihe von Antlworten sind Zahlen, beispiclsweise das
Alter, der Blutdruck usw. Bei den Symptomen, die sich nicht in
Zahlen inessen lassen, aber binédrer Natur sind, setzen wir 1 und 0.
Wenn ein Symptom unterschiedlich bewertet werden kann, messen
wir es meinetwegen in einem Vierpunklesvstem; eine stiirkere Detai-
lierung wird kaum nétig sein. Gerade in der Einschétzunyg der Delails
gehen ja die Meinungen der Arzte auscinander; deshalb ist es meines
Erachtens besser, wenn die Charakterisicrung grober ist.

P: Stopp! Das ist ein neues Moment — je griber, um so besser. Wir
bemiihen nns immer, unsere Uintersuchungen méglichst fein anzu-
legen!

Ich: Und dann finden Sic keine Ubercinstimung in den Einschiit-
zungen!

P: Ja, in der Tat. Nelimen wir also an, ich hiitte solch einen Fraye-
bogen aulgestellt! Na und?
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Ieh: Dann nehmen Sic einige hundert Patienten, von denen Thnen
alles bekannt ist, sowohl die Krankheitsgeschichte als auch deren
Ausgang. Iiir diese [liillen Sie den Fragebogen aus. Dann versuchen
wir eine kybernetische diagnostische Methode, cin Programm zur
Zcichenerkennung, anzuwenden.

P: Was bringt das ein?

Ich : Zuniichst kann man so lernen, automatisch Diagnosen zu stellen;
auBerdem kann man die Signifikanz oder den Informationsgehalt der
verschiedenen Symptome und Charakteristiken herausfinden.

P: Das ist doch eine Riesenarbeit!

Ich : Geschenkl wird nichts!

P: Versuchen wires . ..

Zeichenerkennung

Das Schachspiel, das Komponieren einer Melodie, das Lisen von Glei-
chungen oder das Bewcisen eines Lehrsatzes sind Titigkeiten, die mathe-
matische Maschinen nach bestimmten Regeln, die aus Folgen arithme-
tischer und logischer Operationen bestehen, ausfiilhren kénnen. Diese
Recgeln - das Programm — werden vom Mcenschen aufgestellt. Kénnen sich
mathemalische Maschinen, iihnlich wie die Menschen, ein solches Pro-
gyramm zum Lrreichen eines bestimmten Zicles auch selbst aulstellen oder
konnen sie ohne ein vom Menschen aufgestelltes ausfiihrliches Programm
var nichts?

Diese I'rage kann gegenwiirlig noch nicht abschlieBend beantwortet
werden. Yor allem von Biologen, Medizinern und anderen Vertretern
humanitiirer Wissenschaflten wird das Monopol des Lebenden fiir die
Auflstellung von Programmen [iir ein zielgerichtetes Verhalten, d. h. die
Uberlegenheit des Lebenden gegeniiber der Maschine, verteidigt. Dabei
versLeht man unter dem Wort Maschine etwas, das von Menschenhand mit
Hilfe von Hammer, Meiel und Lotkolben geschalfen worden ist.

Was sagen die Mathematiker? Hier ist die Meinung des groBen Mathe-
matikers und Piidagogen G. Polya, dessen Name bereits {rither erwiihnt
wurde. In cinem Buch ,,Mathematik und plausibles SchlieBen‘ schreibt
er:

<Es war von Anlang an klar, daB diese beiden Denkarten (gemeint ist
Bewcisen und plausibles Schlieen. J. Ch.) verschicdene Aufgaben haben.
Von Anfang an schienen sie verschieden zu sein: Dic Beweise schienen
etwas Bestimmies. Endgiiltiges, Maschinenihnliches zu scin, wiihrend
die Plausibilititsbetrachtungen einen unklaren, bedingten, spezifisch
menschlichen Eindrack erweckten. Jetzt konnen wir den Unterschied
deutlicher sehen. [ Gegensatz zur beweisenden Folgerung 1iBt der
plausible SchluB cinen wesentlichen Punkt olfen: die ,,Kralt* oder das
Gewicht des Schlusses. Dieses (Gewicht braucht nicht nur von den ge-
klirten Beweggriinden abzuhiingen, von solchen, die irgendwie ausge-
driickt werden kinnen. Fs kann auch von nngeklirten, unausgespro-
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Bild 136

chenen Griinden abhingen, die irgendwo im UnterbewuBtsein des Men-
schen liegen, der den SchluB ausfiihrt. Der Mensch hat ein Unterbewufit-
sein, die Maschine nicht. Tatsidchlich, Sie kénnen eine Maschine bauen, die
fiir Sie beweisende Schliisse ausfiihrt; ich bin aber der Meinung, daB Sic
niemals eine Maschine bauen kénnen, die Plausibilititsbetrachtungen
anstellt.*

G. Polya glaubte also vor etwas mehr als zehn Jahren nicht, da man von
der Maschine plausible Schliisse ausfiihren lassen kann. Heute wissen
wir, daB sich G. Polya geirrt hat: Man kann eine Maschine auch lehren,
Plausibilitdtsbetrachtungen anzustellen, und an manchen Stellen hat sie
bereits ihren Meister iibertroffen.

Die Situation ist kompliziert; deshalb will ich etwas weiler ausholen:
Einen Sidugling lehrt man zunichst, Papa, Mama und Oma zu unter-
scheiden. Man wiederholt ihm laufend die Woérter Papa, Mama, Oma und
zeigt dabei auf die entsprechenden Personen. Doch die Mama sieht
jedesmal anders aus: aus dem Frisiersalon oder dem Bett gekommen,
munter oder abgespannt, mal in dem einen Kleid, inal in einem anderen.
und immer ist es Mama. Dasselbe bezieht sich aufl den Papa. Da komml
eine Person mit dunklen Haaren (wie der Vater sic hat) und beugt sich
zum Kind. Das Kind lallt freudig ,,Papa‘‘, aber die Mutter sagt — ,,On-
kel“. Das Kind muB nun lernen, seinen Vater von diesem Onkel und
von allen anderen Onkel zu unterscheiden. Wie bringt es das fertig?
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Wie geht der ProzeB des Lernens und des Erkennens der Onkel, Tanten,
Kalzen, Elefanten und Autos vor sich? Wie funktioniert dieser Mecha-
nismus ? Vorldufig ist uns dariiber nichts Genaues bekanni!

Wodureh unterscheidet sich ein weibliches Portrit von einem minn-
lichen, wic ein Erlenblatt von einem Birkenblatt? Tatsichlich sicht kein
Birkenblatt wie das andere aus, sie sind sich nur dhnlich! Ist es méglich,
ciner mathematischen Maschine beizubringen, alle Objckte in Klassen
ilmlicher Objekie zu unterteilen, genauso wie es die Kinder lernen,
Buchstaben zu lesen, die von verschiedenen Leuten geschrieben wurden
und deshalb nicht in genau derselben Weise geschrieben sind. oder wie
es die Arzle lernen, Diagnosen zu stellen, obwohl es auf der Welt keinc
zwei vollig gleichartige Menschen und villig gleichartige Krankheiten
¢ibt? Man kann der Maschine nicht einmal ein vorher formalisiertes
Kriterium geben, nach dem sie die Klassifizierung vornehmen kann,
denn uns stehen lediglich einige I:xemplare von Objekten aus den ver-
schicdenen Klassen zur Verliigung, z. B. zehn Erlenblitter und ein
Dutzend Birkenbliitier.

Das gleiche Problem ist auch bei der Konstruktion eines Automaten zum
Lesen cines hand- oder inaschinengeschriebenen Textes, beim Aufstellen
cines Programins [iic cinc mathematische Maschine, die das Stadium
ciner Schizophrenic klassifizicren oder Krebs diagnostizieren soll, zu
losen. Solche Automaten inodellieren Denkfunktionen!

Die ersten .\utomaten zur Erkennung optischer Zeichen waren wie der
Schapparat der Lebewesen aufgebaut. Dieser ist cine der vollkommensten
und erstaunlichsten Schépfungen der Natur, eines der kompliziertesten
Svsteme. Aul der Netzhaut des menschlichen Auges befinden sich etwa
130 Millionen lichtempfindliche Zellen — Stibchen und Zidpfchen. Nach
diesen Rezeploren (Zellen, die die Reizung aufnehmen) kommen noch
einige Schichten anderer Zellen. Sie verarbeiten die auftretenden Signale
in komplizierter Weise und schicken sie zum Gehirn. Dort werden sie
weiter verarbeitel. Diescr Prozel ist noch nicht endgiiltig gekliirt. Die
vorhaudenen Modelle crlauben nur cine sehr grobe Vorstellung von
diesem komplizierien Apparat.

Einer der Pionierc der Modellierung von Denkfunktionen durch Auto-
maten, der amerikanische Ingenieur F. Rosenblatt, prigte fiir die Auto-
maten, die l‘unktionen neurophysiologischer Systeme modellieren, den
Namen Perzeptron. Das Wort kommt vom lateinischen perceptio, was
soviel wie .\uffassen, Begreifen bedeutet.

Ich werde nicht iiher die Theorie der Perzeptrons herichten, auch nicht
iiber die Schaffung solcher Modelle durch den Menschen. Die Ideen, auf
denen die Funktion der verschiedenen Perzeptrons beruht, sind sehr
interessant; ihre praktische Realisierung fiir hinreichend komplizierte
Aulgaben stoBt aber vorldulig noch auf bedeulende Schwierigkeiten.
Viele IForscher, dic sich mit dem Problem der Modellierung der Zeichen-
crkennnng beschiiftigien, begannen mit der Suche nach neuen Wegen.
Cber einen davon werde ich jetzt berichien.
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Klasse IT

Bild 1337

Im Bild 137 sind zwei Klassen von Rechtecken dargestelll, Kann man
eine Maschine lehren, Rechtecke zu klassifizieren ? Stellen wir die Aul-
gahe konkret! Zuniichst werden Ihnen nur die im Bild dargestellten
acht Rechtecke gezeigt. Dann erhalien Sie c¢in nenex RRechteck, das nicln
diesen acht aufgezeichneten entnommen wurde. Konnen Sie cinen Algo-
rithmus (cine Regel) vorschlagen., nach dem jedes neue Rechteck cin-
deutip in dic Klasse I oder 11 eingeordnet werden kann?

Sic werden sagen, dal sich cine solche Regel sehr leicht {ormulieren Ll
Wir haben licgende und stehende Rechtecke. Vielleicht haben Sie rechit:
wie wollen Sie aber der Maschine die Begriffe liegend und steheund er-
kliren? Das ist gar nicht so schwierig. Wir fiihren Bezeichnnngen cin:
zy sei dic Breite des Itechtecks, x5 scine Hohe. Dann ergibi sich fiir dic
Rechtecke der Klasse [ und TI dic folgende Tafel:

Klasse 1 Klasse Tl

&y X, RN T
3 2 1 3
5 1 2 b
6 3 3 7
8 3 4 8
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> Bid 138

en wir die Puukle ay, 43, die diesen Zahlenpaaren entsprechen,
artesischen Noordinatensystem ab (Bild 138). Dic Punkte, die
tecken der Klasse 1l entsprechen, sind durch kleine Kreise
» uud dicjenigen, die der Klasse 11 entsprechen, durch diinne
t. Mau kann cine Linie ziehen, dic die zwei Mengen, die Kreuze
ullen, trenut. Das kann ciue belicbige Linie sein, dic zwischen
rchen und den Nullen liegt. Im Bild 138 sind zwei der inig-
:nnungslinien cingezeichnel — eine dilnne ausgezogene ge-
Linic und cine fetie Gerade.
2t sich dic Regel zur Linordnung von Rechlecken in die zwei
irmlich an. Lin Rechteck wird zur Klasse I geziihlt, wenn der
vechende Punkt (x4, 23) in das Gebiet I [illt, und zur Klasse 11,
Punkt in das Gebict 11 fallt.
nan heispielsweise den Algorithmus, der durch dic dinne
¢ ‘Trennungslinic gegeben ist, so werden dic im Bild 139 dar-
Reehtecke folgendermaflen klassifiziert: Zur Klasse | werden
weke (L, 1), (1, 2), (2,2) und (9, 3) gezihlt, zur Klasse 11 die
(4 5), (5. 5, (6, 5)-
1an jedoch den durch die [ette Gerade gegebenen Nlgorithmus,
alle sicben Rechitecke vomn Bild 139 zue Klasse | gerechnet.
gelallen Thnen die gewiihlten Regeln nichl? Sie werden na-
srlegen licheln: 1Thuen war sofort klar, dall man als ‘Treunungs-
serade zu nehmen hat, und zwar gerade die Winkelhalbierende
n Winkels. leh habe sie zun Spall gestrichelt cingezeichnet.
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zur Klasse I

zur Klasse [ Rild 139

The iiberlegenes Licheln witrde sofort verschwinden, wenn el sagen
wiirde, dall zur Klassc | alle schrafficrien Rechtecke vom Rild 137 und
«ur Klasse [l alle nichischraffierten gehioren sollen. Wie wiirden Sie da
die Grenze zwischen den Klassen ziechen?

Stellen wir die wesentlichen Eigenschalten cines Klassilizierungsalgo-
vithmus zusannen! Zuniichst werden die Rechtecke in zwei Kategorien
cingeteilt. Einige Rechtecke werden von Anfung an gezeigl (die im Bild
137 dargestellten). Dann wird cine Trennungseegel gewidhlt (duveh die
Trennmuugslinic i Bild 138), wad damit ist der Lernprozeli beendet,
Danach werden ncue Rechiecke vorvgelegt. Mit Hille der Regel werden
diec neuen Rechtecke klassifiziert, also in verschicdene Klassen einge-
ardnet in Abhidngigkeit davon, ob die ihnen entsprechenden Punkte auf
der ¢inen oder der anderen Seite der Trennungslinice liegen.

Nun kinnen wir die ausgewiihlte Regel ins Exiamen nelhinen. Yon scinem
Ausgang soll unserc Eimschiilzung dev Gitle der gewithlten Regel ab-
hdngen. Naltiirlich wiissen wir selbst von jedem zar Priilung vorgelegten
Rechteck von vornhercin wissen, zu welcher Klasse es gehirt, denn der
Priifende muB ja selbst die richtige Antwort wissen! Nun kéunen wir
auf Grund der Anzahl der 1ehler hei der Pritfung ein Urteil diber die
Giite der gewithlten Regel abgehen.

Jetzt wollen wir die Priifung durchfitheen. Zar Prithang der Giite der
beiden von uns gewiihlten Klassifizicrungsregeln (der gekriimmlten
linie und der feiren (reraden} werden sieben Rechtecke vorgelegt. dic
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im Bild 139 dargestellt sind. s ist vorher bekannt, dall die Rechiecke
(9, 3) und (6, 5) zur Klasse I gehéren, die Rechiecke (1, 2) und 4, 3) zur
Klasse 1, und die Quadrate (1, 1), (2. 2) und (5, 5) kiinnen in jede der
beiden Klassen eingeordunet werden.

Bei der Klassifizierung nach der Regel ,,gekritmmie Linic™ werden die
Rechtecke (9, 3), {1, 1), (2, 2) und (1, 2) zur Klasse | gezihlt und die
Rechtecke (4, D), (6, B), (5, B) zur Klasse I (Bild 139). Die Klassifizierung
nach dieser Regel fiithet zu zwei I'ehlern: Die Rechtecke (1, 2) und (6, 5)
sind nicht richtig eingesinl.

Bei der Klassifiziernng mit !ilfe der Negel ,fette Gerade® gelangen alle
sichben Priifungsrechtecke in die Klasse I. und es treten chenfalls zwei
Iehler auf. Die Rechiecke (1. 2) und (4, 5) sind nicht richtig eingeordnel.
Urteilt man also nur nach dem Ergebnis dieser Priifung, so sind beide
Klassifizierungsregeln gleich gut (oder schlecht), denn sie fithren zue
vleichen Fehleranzahl.

Wir miissen jedoch beriicksichligen. dafi das Vorlegen von Quadraten
zu einer Priifung von Rechtecken anf ihre Lage ebenso wnrechimiiBig ist,
wie das Vorlegen des Fotos cines gul rasierten Beatles zur Priiflung von
Portriitfotos auf das Geschlecht der portriitierten Personen. Deshall
miissen die Qnadrate ans dem  Priifungsmaterial  heransgenommen
werden.

Sie schen also, dall die Walill einer Trennungsregel vomn Material abhiing;
auBlerdem gibt es die Maglichkeit, sich verschiedene Trennungslinien zu
ziehen.

st die Trennung in Klassen etwa keine Plausibilitiitshetrachitung ? Ieh
werde jetzt iiher Klassifiziernngsaufgaben berichten (iiber technische
und medizinische Diagnosiik), die typische Beispiele fiir plausible Schliis-
se sind,

Technische Diagnostik

Zunichsi soll die Rede von der technischen Diagnostik sein. Als erstes
wollen wir das Problem betrachten. vor dem der (ieologe oder Geophy-
siker heim Anlegen einer Frdilbohivung steht. Je tiefer das lirddl lager,
um so geringer sind seine Spuren an der Erdoberfliiche nnd i so schwie-
riger ist. es zu entdecken. Deshalh greifen die (icophysiker zu den ver-
schiedensten Methoden, um dic Eigenschaften der ticferliegenden (ie-
steinsschichten zn erkunden. Sie messen nnd untersuchen Gravitations-,
clektrische und magnelische Felder, Strahlungen verschiedener Ari,
clastische seismische Schwingungen, die durch Ixplosionen hervorge-
rufen werden. Geochemische Mcthoden erlauben, geringste Mengen der
vesuchten Bodenschiitze oder sie begleitender Stoffe nachzuweisen.
Solche Untersuchungen werden an der Tuft, auf der Erde und unter der
Frde — in Schidchten und Bohrlochern — angestellt.

Ner Geologe oder Geophysiker hat anf diese Weise viele indirekte Daten
7n seiner Verfiigung. Diese Information ist jedoch sehr schwer verwerthar.
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Bitd 140

Kecine dieser Erkundungsmetboden gibt dem Geologen cine cindentige
Antwort auf die Frage, ob die betreffende Schicht Erdil enthiilt.

NDiese Situation dhnelt der cines Untersuchungsrichiers, der aul Grund
indirckter Beweisstiicke dic Schuld cines Angcklagten beurteilen muf.
Kein einzelnes Beweisstiick ist als Schuldbeweis ansreichend; in ihrer
Gesamiheit legen sie den Verbrecher jedoch eindentig fest.

Auch vor dem Geophysiker steht mitunter eine iihnlich schwicrige Auf-
gabe: Auf Grund ciner groen Anzahl von Messungen nnd anderer An-
gaben iiber qualitative Charakteristiken muf er cin Urteil abgehen, ob
die betrachtete Schicht erdélliindig ist oder nichi.

Ein solches Urteil, oder, wie wir frither gesagt haben, cine solche IEnt-
scheidung hat crnsthafic Folgen. Wenn seine ntscheidung lautet, die
Schicht enthilt Erdél, dann wird die Bohrung angelegt, das Bohrloch
zementiert und der aus dem Bohrloch aufsteigende TFliissigkeitssirom
bhetrachiet, der aus der pordsen Gesteinsschicht kommit. Wenn diese
I'liissigkeit Erdél ist, dann ist alles in Ovdnung. Wenn es aber kein lirdil
ist, sondern Wasser? Dann waren dic fiir die Bohrung aufgewendete Zeii,
das Geld und die Arbeit vieler Menschen vergehens. Die Yerluste sind
bedeutend! Eine Bohrung von 4 bis 5 km ‘Tiefe danert ungefiihe ein Jahr
und kostc L etwa eine Viertelmillion Mark.

Wenn die Entscheidung getroflen wird, die porisse Schicht enthiilt nur
Wasser, wiithrend sie tatsiichlich mit Iirdél angereichert ist, so sind die
Verluste noch hither: Millionen Tonnen wertvollen Frdils hleiben unter
der Erde.
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Wiihrend der Durchliilhirung der Bohrung werden mehrere Groflen ge-
messen, die die Anderung des einen oder anderen Paramelers lings der
Bohrung angehen (2. B. die Anderung der elektrischen Leitfihigkeit des
Gesleins),

Die Geophysiker haben verschiedene Inlerpretationsmethoden fiir dic
geophysikalischen Parameter sowie Methoden zur komplexen Inter-
pretation von zwei oder sogar drei Parametern der Gesteinsschichl aus-
gearbeitet. Dadurch wird zwar die Zuverlédssigkeit der Interpretation
crhoht, es gibt aber noch keine Méglichkeit, sichere Entscheidungen zu
liillen. Selbst in relativ leicht tiberschaubaren Gebieten, beispielsweise in
Tatarien, werden 5 bhis 6%, Fchlentscheidungen getroffen. Es gibt aber
aunch Gebiete, in denen die Anzahl der Fehlentscheidungen wesentlich
héher ist. Davon wivd noch die Rede sein.

Dic gleichzeitige Interpretation von zehn und mehr Paramnetern durch
den Geologen ist unmiiglich. Eine solche Aufgabe iibersicigt bei weitem
die Moglichkeiten des menschlichen Gedéchtnisses, die der Analyse und
Synthese sowic der logischen und arithmetischen Operationen beim
Durchmustern der Varianten, d. h. die menschlichen Méglichkeiten zuv
Informationsverarbeitung. Die Schwierigkeit der Aufgabe der Erdél-
crkundung und ihre Wichtigkeit sind, glaube ich, ausreichend erklirt.
Giehen wir nun an ihre [.6sung.

Der Mensch kann vielfiiltigere Arbeit ausliihren als ein Kran. Ein Kran
kann jedoch viele Tonnen heben, wiithrend selbst dic Rekordhalter in der
Schwerathletik keine 300 kg bhewiiliigen. Ebenso ist die Sachlage bei der
technisehen Diagnostik, z. B. der Interpretation der geophysikalischen
Messungen. Die mathematische Maschine kann solch eine Arbeit besser,
schneller und wirksamer ausfliithren als der Mensch. So wie wir die lie-
cenden und stechenden Rechtecke mit Ililfe von Zahlenpaaren (Liinge
und Breite) beschrieben haben. miissen wir die 1irdschichten durch
Zahlen beschreiben.

Wenn {2 Parameter, also 12 Zahlen x4, 3, -+, %12, gemessen werden, so
kann man (v, &, +--, T42) als Koordinaten eines Punktes P im zwdlfdi-
mensionalen Raum auffassen, der einer Gesteinsschicht mit diesen
PParameterwerten entspricht. Ich hoffe, Sie erschrecken nicht mehr vor
dem mchrdimensionalen Raum und vor einer so groBen Anzahl von
Koordinaten. Versuchen Sie nicht, sich in Gedanken in diecsen Raum zu
versclzen; es geniigt, weun Sie sich die folgende Sachlage im gewéhn-
lichen dreidimensionalen Raumn vorstellen und sich gelassen sagen, dafl
im zwolfdimensionalen odcr zweithundertdimensionalen Raum alles analog
aussieht. Wir wollen den Raum als Parameterraum bezeichnen. Jeder
Satz von Messungen der gewiihlten 12 Parameter, die die Schichten des
untersuchten Reviers charakterisieren, soll als Punkt im Parameter-
aum dargestellt werden. Die Menge aller ..erdblliindigen‘ Punkte bildet.
im Baum cin gewisses Gebiel, das wir mit dem Buchstaben £ (Erdél)
hezeichnen wollen. Die Punkte, die die nicht 6lhaltigen porisen Schichten,
diec leeren Seliichien, charakterisicren, bilden ebenfalls .cin gewisses
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Gebiet iin Paramelerraum, das wir mit L hezeichnen wollen. Was meinen
Sie — werden die Gebiete £ nnd L gemeinsame PPunkte haben. werden
sie sich iiberschneiden ?

Die Antwort ist hier nicht cindeutig; alles hiingt davon ab. wie die zn
messenden Parameter gewiihlt sind. Angenommen, es wiirden nor drei
Parameter gemessen — die Michtigkeit. der Schicht (ihre Dicke). die
clektrische Leitlithigkeit, die durch cine 2,25-m-Sonde gemessen wird,
und die relative Amplitude der ’otentiale der Figenpolarisation — so
hiitten die Gebiete K und /. gemeinsame Punkte. denn diese drei Para-
meter gestatten nicht immer die Unterscheidnng von Kedol und Wasser.
Wiirden nur die lagerungstiefe der Schicht, ihre Michtigkeit nnd die
Povositit (d. h. die relativen \bmessungen des Raumes zwischen den
festen Teilchen, die it ITliissigkeit angercichert sein kinnen) gemessen.
so wiiren die Gebiete 2 und /. itherhaupt nicht unterscheidbae.

Die erdolfiindigen Schichten unterseheiden sich tatsichlich sehr wesent-
lich von den leeren: Sie enthalten O und die anderen nicht, Die weseni-
liche llypothese besteht darin, dal} ein Satz von Parametern existiert,
mit dessen Hille sich erdélfiindige Schichten von leeren unterscheiden
lassen. Ein solcher Satz von Parametern kann sehr groli und schwes
zugiinglich fiiv Messungen sein, doch existieren mufl er bhestimmi, denn
wir wissen genau, dafl Erdél und Wasser nichi dasselhe sind.

Wenn dic Parameler giinstig gewiihlt sind, liegen die Gebiete /5 und /.
in verschiedenen Teilen des Rammes und kiinnen durch eine I'liiche von-
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cinander getrenut werden. Diese Sachlage schen Sie im Bild 141, I
zwilldimensionalen Raum sicht alles analog aus, nur die Trennungs-
[liiche ist jetzt elfdimensional.

Wir wollen zmiiichst annchmen, dali alles klappt: Die Parameter konnten
giinstig gewithlt werden, und die Gebiete £ nnd L im Parameterraum
lassen sich trennen. Wenn uns die Gebicte /£ und L genau bekannt
wiiren, lieBe sich die Trennungsfliche leicht angeben. L Wirklichkeit.
kennen wir aber nur die MeBwerte, die aus cinigen schon angelegten
Bohrungen stimmen nnd die Ergebnisse der Ervprobung dieser Bohr-
locher. In der geometrischen Sprache ausgedriickt, verfigen wir nur
iiber cinige Gruppen von Punkten in den Gebieten £ und L, und weiter
istuns nichts bekannt, Nure aul diese Daten zuriickgreifend, miissen wir
lernen, belichige andere Schichten zu klassifizieren, die in der Lolge
anftreten kénnen, d. h., wir missen die den Schicliten entsprechenden
PPunkte entweder in das Gebiet 16 oder in das Gebiet L cinordnen.

Jetzv ist Jogisele ke, Jdall wir genauso vorgehen miissen wie bei den
Rechtecken. Die Gruppe dev wns zue Verliigung stehenden Punkte aus
dem Gebiet /5 zevlegen wir in zwei Teile. Dasselbe machen wir mit den
Punkten aus dem Gebict L. Wir nclunen je eine Untergruppe aus 5 und
aus Lound benntzen sie zum Aufbau der ‘Urennungs{liche, der Lnlschei-
dungsregel. Diese Punktmengen stellen das Lehrinaterial dar. Die rest-
lichen Punkte bemntzen wir zur Beurteilung der Giite der aufgebauten
Regel, d. h. zur Priilung; sie bilden das Prilungsmaterial.

Dic entscheidende Frage hesteht jetzt davin, wie die Entscheidungs-
regel — die Tremmngsiliiche — aufgestellt wird. Die gewiihilte Mcthode
mull natirlich nicht nur die prinzipiclle Méglichkeit der Anfstellung
ciner Fatscheidungsvegel garvanticren, sondern auch ilwe Anfstellung in
hinreichend kurzer Zeit wwd die folgende Klassifizierung des Prifungs-
materials mit geringer Fehleranzahl. Diese Forderungen sind cinander
widersprechend: Je cinlacher die Form der ‘Fremmmgsfliche ist, um so
leichter LBt sic sich aufstellen. Gleichzeitig kann cine cinfache Form
der Trennungsfliiche cine hohe Fehleranzahl bedeuten. Zur Verdeut-
lichung kénnen die Bilder 142 und 143 dienen; eine beliebige Gerade —
cine cinfache Regel — trennt sehlechter als cine Kurve, dic Kurve cines
Polynoms dreitten Grades.

Ieh habe Thnen nicht die Wahieheit gesagt, vereheter Leser, als ich fest-
stellte, daB bei der Aufstellung der Lntscheidungsregel nichis weiter
bekanut ist als dic Menge der als Lehrmaterial dienenden Punkte. Na-
tiirlich stchen uns auBer den l.ebrpunkien keine weiteren PPunkle im
Pavameterraum zur Verfiiggung. Lis existicrt aber doch noch etwas, ohne
das alle unsere SchluBfolgerungen keinevlet Perspektive haben: die
stalistische Stabilitit. Das Wetter, dic in zehn Jahren erforderliche
Anzahl an Leheern oder die Anzahl der Lungenkrebserkrankungen
lassen sich aul Grund der vorangegangenen LErlahrungen nur anter der
Voraussclzung, daBl im folgenden ,,etwas Ahnliches cintreffen® wird,
vorhersagen, also unter der Vorausscizang des Vorhandenseins ciner be-
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stimmten Wahrscheinlichkeitsverteilung bei der Menge der betrachteten
Grolen.

Iiir das Wetter ist das die Yerteilung von Druck, Temperatur, Feuch-
tigkeit usw.; lir den Lehrerbedarf ist es dic Verteilnng der geborenen
Kinder und andecer Griolien, die die Anzahl der Kinder in zehn Jahren
bestiutmen. Zur Vorhersage der Wirksamkeit der gewiiblien Entschei-
dungsregel. d. h. zur Vorhersage der Anzahl der Fehlentscheidungen bei
der Klassifizierung reicht die Kenntnis der Fehleranzahl imn Priifmaterial
noch nicht aus. Man mul) sich noch davon iiberzeugen, dali in der Folge
setwas Alinliches eintrelfen®® wird, d. h., man mul} voraussctzen kénnen,
dalh die Menge der zn klassifizicrenden Ohjekte einer uns zwar unbe-
kannten, doch ganz bestimmien festen Wahrscheinlichkeitsverteiling
geniigt. LEest aul der Grundlage dieser Voraussetzung kann mau eine
statistische Prognose aulstellen. Wir hatten bereits [rither eroriert, daB
nicht alle zufilligen Joreignisse statistisch stabil sind.

Wiihrend uan die Echtheit der Untersehrift aul einem Scheck (gegen-
iiher der Fiilschung) miu Iille cines Programns zur Zeichenerkennung
mit Erfolg priifen kann, da hicer cine exakte statistische Nulgabe vor-
liegt, kann man cin Urteil iiber cinen Verbrecher nicht nach einem der-
artigen Programm [illen,

teh werde nicht @ber die moglichen Verfalwen zur Aufstellung der Ent-
scheidungsregeln bei der Zeichenerkennung berichten, obwolil man die
entsprechenden Methoden elementar darlegen kann, das wiirde znviel
Platz cinnehmen. Ieh micehte lediglich bemerken, dafi die nns zur Ver-
ligung stchenden Parameter nicht die Maoglichkeit bieten, die Objekte
immer cindeutig zu klassifizieren. Bei jedee Iintscheidungsregel kénnen
also Fehler auftreten. Man kann aber stets dic Regel so wiihlen. dal}
cine minimale Fehleranzahl gewiihrleistet ist.

Die Sachlage wird dorch Bild 144 verdeutlicht. Die Bereiche K und L
iiherschneiden sich. Im Fall dev Gleichverteilung fiir das \uftreten von
Punkien aus den Gebicten £ und L garantiert die durch die ausgezogene
Linie gegebene Enischeidungsregel cine bedeutend geringere Fehler-
anzahl als die Regel, die der gestrichelten Linie entsprichi.

Es ist schwer zu sagen, wann dic Benutzung derartigee lirkennnngs-
programme gevechtfertigt ist. Manchmal kann sie einem Schiellen mit
Kanonen aufl Spatzeu gleichkonmen ; andererseits kinnen die Schwierig-
keiten bei der Gewinnung der nitigen Daten so groBl sein, daB die .\n-
wendung der vorgeschlagenen Methoden unzweckmaiBig is1.

Die Bemirtzung von lirkennungsprogrammen bei der komplexen Inter-
pretation geophysikalischer Messungen fiire die Erdélerkundung hat be-
deutende Erfolge gebracht. In den fiir die .,menschliche Interpretation®
gut gecigneten tatarischen Revieren machien die Geophysiker 5 bis 6%,
Fehler. Die Interpretation desselben Materials mit Hille der mathema-
tischen Maschine M-20 und eines Programms zur Zeichenerkennung
ergab eine Fehleranzahl von etwa 1%,. Bei den Uniersuchingen im Erd-
olrevier von Shetybai trafen die dort tiitigen (reophysiker 359/, Fehl-
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entscheidungen: selbst hochqualilizierte Geophysiker kamen unter Aus-
nutzung der modernsten Methoden und Mittel der ,,menschlichen Inter-
pretation® zu mehr als 209, Fehlurteilen. Die maschinelle Bearbeitung
desselben Materials mit [Tilfe eines Programms zur Zcichenerkennung
crgah nur G IFehler. Sie sehen, der Liffekt ist erheblich!

s ist hervorzulheben, dall bei der Interpretation der geophysikalischen
Paten mit Hille cines Programms zur Zeichenerkennung die mathema-
tische Maschine lediglich fiir die Aufstellung der Klassifizierungsregel
henulzt wird. Danach lduft die ganze Klassifizicrung nur noch aufl die
Mnluplikation und Addition von Zahlen hinaus. Die Werte der an der
Schicht gemessenen Parameter sind in bestimmter Reihenlolge anzu-
ordnen; jeder der \Werte wird mit einem entsprechenden Koeflizienten
multipliziert, und die crhaltenen Zahlen werden addiert. Ist die Summe
groBer als eine vorgegebene Zahl (dic auch Schwelle genannt wird), so
wird angenommen, daB die betrachtete Schicht erdélhaltig ist.

Heute werden die maschinellen Methoden der Interpretation der geo-
physikalischen Daten bei der Erdélerkundung in der Praxis bereits in
groBem MaBstab angewandl.

Etwas iiber medizinische Diagnostik

Die Arbeit in der Diagnostik psychischer Krankheiten und Nerven-
krankheiten hat erst begonnen. Es ist schwierig, vorauszusagen, ob dic
vorgeschlagenen Methoden hier zu brauchbaren l.osungen fiihren werden.
Dic Sammlung zunverlissigen Ausgangsmaterials iber Hunderte von
Patienten, bei der sehr viele FFragen zu beantworten sind, ist recht
aulwendig. Der Fragebogen, von dem im Gespriich mit dem Psychiater
die Rede war. wurde in mchreren Varianten aulgestellt. Einer davon
enthilt 130 Svimptome. Es ist noch unbekannt, wieviele davon [iir die
Diagnosiik der Schizophrenie wesentlich sind.

Bevor ich iiber andere \ufgaben der medizinischen Diagnostik berichte,
hei denen die Anwendung von Programmen zur Zeichenerkennung zu
bestimmien Frfolgen gefiithrt hat, miissen wir klar umreilen, welche
Aufgaben der Diagnostik hier in Frage kommen.

Dic Diagnose ciner Krankheil ist ein sehr komplizierter geistiger P’rozeB.
Der Arzt muB sich auf Grund der Beschwerden des Patienten, der Be-
fragung und der Untersuchung cin Bild von der moglicherweise vorlie-
genden Erkrankung machen. Durch zusiitzliche Untersuchungen mul} er
seine Vorstellnngen priizisicren und schlieBlich eine Heilungsmethode
wiihlen, die er u. U. entsprechend dem Verlaul der Krankheit korrigieren
mub.

Wenn cin Patient iiber Schmerzen in der Hand klagt, so kann das durch
cine Erkrankung des Nervensystems, durch Stérungen in der Titigkeit
des BlutgeliBsystems, durch Muskelerkrankungen usw. bedingt sein.
Vorliulig ist nicht bekannt, wie man an solche allgemeinen Fragen der
Diagnostik mit Hilfe mathematischer Methoden herankommt. Zum
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gegenwiirtigen Zeitpunkt geben die Methoden der Zeichenerkennung
nur die Moglichkeit, Aufgaben der differenzierenden Diagnostik zu
formalisieren und zu lésen. Was damit gemeint ist, erkliire ich jetzt
ctwas genauer.

In der klinischen Praxis wird die Gesamtheit der Lrkrankungen durch
den Arzt relativ leicht in sich deutlich voneinander unterscheidende
Gruppen eingeteilt. Jede dieser Gruppen besleht aus cinigen Krank-
heiten, die von untereinander dhnlichen Symptomen begleitet werden.
Nach dieser groben Einteilung entsteht die Aufgabe, die entsprechende
Krankheit innerhalb der Gruppe zu bestimmen — die Aulgabe der
Differenzicrung. Gerade die differcnzierende Diagnostik ist mitunter
selbst fiir hochqualifizierte Kliniker mit crheblichen Schwierigkeiten
verbunden. Deshalb miissen oft mehrere 1'achidrzte mitcinander beraten.
Auch diese kollektive Erorterung fithrt nicht immer zur Rettung des
Patienten. Die Biirde der Verantwortung fiir eine falsche Entscheidung
ist jedoch firr ein Kollektiv weniger schwer. Sic werden verstehen, daf}
das ebenfalls von Bedcutung ist, wenn Sic sich an unsere Uberlegungen
iiber die Wahl eines Kriteriums und iiber das Treffen einer LEntscheidung
erinnern.

Die Erorierung der Probleme der differenzierenden Diagnostik im
Rahmen dieses Buches deutet nicht auf irgendeinen ticleren Zusammen-
hang zwischen der Differentialrechnung und der differenzicrenden
Diagnostik hin. Differenzierung bedeutet die Zerlegung eines Ganzen in
"l'eile, die Aufglicderung in einfache Elemente. Ob die Elemente abstrakte
Intervalle auf der Zahlengeraden darstellen oder ganz konkrete Krank-
heiten, ist Sache der Autoren dieser IFachausdriicke, die in beiden Spe-
«ialrichtungen vom Dilferenzicren sprechen. Wenn Sic den Abschnitt
iiber das Entstehen von IFachausdriicken ausgelassen haben sollten,
konnen Sie schnell zuriickbliittern! Vergessen Sie jedoch nicht, hier iiber
die diffcrenzicrende Diagnostik weiterzulesen, das Intercssanteste be-
ginn|, gerade erst!

Nie Anwendung der Methoden der Zcichenerkennung auf die differen-
zjerende Diagnostik von Krankheiten erfordert zuniichst die Feststellung
der charakteristischen Symptome bzw. Syndrome. Wenn die Symptome
[estgestellt sind und geniigend Lehr- und Priifmaterial gesimmelt ist.
d. h. Angaben iiber eine groBe Anzahl von Patienten mit den zn diffe-
renzierenden Krankheiten zusammengetragen sind, wird mit Hille der
Maschine die Iintscheidungsregel aulgestellt und dann in der Draxis
angewandi.

Sowoll in der Sowjetunion als auch in anderen Liindern sind viele Ar-
beiten iiber die Anwendung der Methoden der Zeichenerkennung bei
der Diagnostik von Krankheiten erschienen. Ich kann zwar nicht iiber
alle berichten, méchte Sie aber, verchrter Leser, von ihrer Wirksamkeit
iiberzeugen. Als Beispiel fiihre ich eine Arbeit an, dic cin Leningradcr
Kollektiv ausgefiihrt hat, das aus einigen Kybernetikern. die Programme
fir die Zeichenerkennung aulgestellt haben, und einigen Nenrologen
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besteht. 1ch kann nicht sagen, ob diese Arbeit die eindrucksvollsten
Ergebnisse geliefert hat; ich habe sie lediglich deshalb gewihlt, weil mir
die Autoren persinlich bekannt sind.

Storungen des Blutkreislaufs im Gehirn kénnen sowohl zu Gehirnblu-
tungen als auch zur Aufweichung der Hirnmasse fithren. Ihre Ursachen
sind unterschiedlicher Natur. Die Aufweichung der Hirnmasse wird
hiiufig durch Thrombosen im Gehirn hervorgerufen. Zur Beseitigung der
Thrombosen werden Antikoagulate in den Blutkreislauf des Kranken
eingefiihrt, also Stoffe, die der Blutgerinnung entgegenwirken. Bei
Blutungen werden entgegengesetzt wirkende Mittel eingeliihrt — Koa-
gulate, die die Blutgerinnung {6rdern und den weiteren Blutaustritt aus
den Blulgeliflcn in dic Hirnmasse verhindern.

Fehler bei der diflercnzierenden Diagnostik dieser beiden Krankheiten
konnen fiir den Patienten verhidngnisvolle Folgen haben. Wird bei einer
Aufweichung der Hirnmasse [iilschlicherweise Gehirnblutung diagnosti-
ziert, und dem Patienten ein gerinnungsférderndes Mittel verschrieben,
so wird dic Ausbildung der Thrombose verstirkt. Die Unterbrechung der
Durchblutung weiter Teile des Gehirns fiihrt zu deren Zerstérung, und
der Patient kann sterben. Wird andererscits eine Gehirnblutung nicht
erkannt und dem Patienten ein gerinnungshemmendes Medikament
verschricben, so kann sich die Blutung verschlimmern.

Die I.osung solch einer Aufgabe der differenzierenden Diagnostik stellt
sogar erlahrene Kliniker — Neurologen — vor grofle Schwierigkeiten.
Hiulig ist der Anteil der Fehlurteile oder der unbestimmten Diagnosen
sehr grol. Die Leningrader Kybernetiker und Neurologen (A. Franzus,
J. Tonkonogij und ihre Mitarbeiter) untersuchten 278 Fille klinisch. Sie
fiihrten analomische Beobachtungen der Gehirnblutung und der Em-
bolie durch, die im LErgcbnis eines Insults bei hypertonischen Erkran-
kungen, infolge Arteriosklerose oder rheumatischen Vaskulits entstanden
waren. Wie ein Vergleich der Ergebnisse der érztlichen Diagnosen in der
Klinik mit den Daten einer [olgenden pathologoanatomischen Unter-
suchung zcigte, betrug die Anzahl der richtigen drztlichen Diagnosen
759, die Anzahl der unbestimmten Fille 139, und die Anzahl der Fehl-
diagnosen 129/,. Eine unbestimmte Diagnose, bei der die Arzte zu keinem
Urteil gelangen konnen, ist fiir den Patienten fast dasselbe wie eine
Fchldiagnose, denn es werden keine entsprechenden Maflnahmen zur
Heilung eingelcitet, und der Kranke kann sterben.

Es wirkt befrcmdend, dal der Anteil der richtigen Diagnosen bei so
verbreiteten Krankheiten so niedrig ist, zumal die erforderlichen thera-
peutischen Maflnahmen gerade enlgegengesetzt sind. Man muf} jedoch
beriicksichtigen, daB die duBeren Erscheinungen in beiden Fillen sehr
dhnlich sind.

So werden beispielsweise BewuBtlosigkeit und Erbrechen fiir Anzeichen
der Gehirnblutung gchalten. Aber die gleichen Symptome werden manch-
mal auch bei der Embolie beobachtet. Rote, blutige Fiarbung der Hirn-
und Riickenmarkfliissigkeit werden als charakteristisch fiir die Gehirn-
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blutung angeschen, wihrend Farblosigkeil als Zeichen der Embolie gili.
Nicht selten treten aber auch bei der Gehirnblutung keine Anderungen
in der Fiirbung ein. Jedes dieser Anzeichen kann also bei beiden betrach-
teten Krankheiten auftreten, Offenbar besteht der einzige Weg zur
Erhéhung der Zuverldssigkeit der Diagnosen in der komplexen Dia-
gnostik siimtlicher Symptome.

Die Leningrader Wissenschaftler haben bei der Anwendung der Methoden
der Zeichenerkennung 25 Krankheitssymptome beriicksichtigt. Als Lehr-
material dienten 100 von den 278 zur Verfiigung stehenden l‘illen. und
eine Priifung am restlichen Material ergab, daB dic maschinelle Diagno-
stik zu 889 richtiger Urteile fiihrie. Wie Sie sehen, konnle die Zuver-
ldssigkeit der Diagnostik durch die Anwendung mathematischer Metho-
den bedeutend erhéht werden: von 75 auf 88Y/,. Angesircbt werden
natiirlich 100%; richtiger Diagnosen. Bisher wurden jedoch erst die ersten
Schritte getan. Auflerdem kann es sein. dafl dic beobachteten Symptome
fir eine eindeutige Diagnostik nicht ausrcichend sind und noch andere
Symptome beriicksichtigt oder zusitzliche Untersuchungsmcthoden an-
gewandt werden miissen. Der Arzt henutzt bedeutend mehr Informati-
onen, als sich aus den 25 Symptomen ergeben. die in dic mathematische
Maschine eingegebcn wurden. Er sieht den Patienten und heurteilt
manches intuitiv. Vergleichbare Méglichkeiten auch fiir die Maschine zu
schaffen, ist sehr schwierig, denn die Arzte kénnen wie viele andere
Menschen nicht immer ihre Beweggriinde analysieren, aul deren Grund-
lage sie ithre Entscheidungen treffen.

Ist es nicht an der Zeit, den Arzt durch eine diagnostizierende Maschine
zu ersetzen ?

Wenn die mathematischen Methoden einen héheren Anteil richtiger
Diagnosen liefern, isL es da nicht an der Zeit, auf die Avzte zu verzichten
und Mathematiker mit der medizinischen Diagnostik zu beaultragen?
Ich glaube, daB die Arzte rnhig schlafen kénnen! Man darl nicht annch-
men, daB die Aufgabe der Arzte nur im Stellen der Diagnosen besteht. Sie
haben die noch schwierigere \ nfgahe, die Kranken zu heilen, wichtige Pro-
bleme der Prophylaxe und viele andere Probleme der Medizin zulgsen.
Vielleicht kann man aber wenigstens den Arzten dic Diagnostik abneh-
men und sie den mathematischen Maschinen iibertragen ?

Ohne Arzt ist dic maschinelle Diagnostik nicht méglich, denn der Arzt
muf} die fiir eine Krankheit wichtigen Symptome erkennen. Wenn ersich
anch manchmal bei der Einschitzung der Wiclhtigkeit eines Symptoms
irrt, so bedeutet das keinesfalls, da man ihn gauz ausschalten kann. Im
Gegenteil, die diagnostizierenden Maschinen erleichtern und verhessern
die Arbeit des Arztes. Hier liegt jedoch cine Gelahr, deretwegeu ich
diesen scheinbar unnétigen Abschnitt eingeliigt habe.

I'n Wirklichkeit ist der Mensch — der Arzt — eine hervorragende diagno-
stizierende ,,Maschine‘‘! Ich hoffe, daB sich die Arzte durch einen der-
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artigen Vergleich nicht gekrankt fithlen. sondern ihn als héchstes Lob
anffassen. Allerdings ist cin Vorbehalt nétig: Der Arzt muf} den Kranken
nicht nur beobachten, er darfl nicht nur ansehen und anhéren, er muB
auch sehen und horen kénnen.

Il batte Gelegenheit, mit B. K. Votschal iiber die I‘ragen der medizi-
nischen Diagnostik zu sprechen, einem hervorragenden Therapeuten,
crudierten Wisscuschafltler und klugen Menschen. Er entwirft nicht nur
Geriite lir medizinische Untersuchungen, sondern stellt sie auch gern
selbst her. Er ist aktiver Propagandist der neuen Technik in der Medizin
und Vorsitzender vicler maBgebender Xommissionen auf diesem Gebiet.
Deshalb ist seine Meinung iiber die Rolle der Elektronik in der Medizin
besonders interessant. Er behauptet, daf} die clektronischen und kyber-
netischen Geriite zum gegenwiirtigen Zeitpunkt dem Arzt mitunter nicht
hellen, sondern eher schaden. Der Arzt verliiBBt sich mehr aufl die elektvo-
nischen Geriite als auf seine eigenen \ugen und Ohren. Statt den Kranken
ordentlich abzuhorchen und .Ih/uklnpl’en betrachtet er das lilektrokardi-
ogramun und sieht ¢s als Urteil der hischsten Instanz an. Ahnliche Be-
merkungen bezieben sich anch aufl beliebige andere Untersuchungs-
mmethoden, bei denen der Arzt in den llintergrund gedriingt wird.

Ich méchte die Arzte ganz und gar nicht aufrufen, die neuen Untersu-
chungsmethoden zu ignoricren und zu den guten alten Methoden des
Landarzies zuriickzukehren; mir geht es lediglich darumn, zur Nutzung
aller Méglichkeiten bei der Dlannuse von Krankheiten aufzufordern. Die
Augen, du, Ilinde und die Olll'eu des Arztes sind von der Natur geschaf-
fene hervorragende Geriite! Deshalb sind nicht Arzte durch .\Iaschmen und
Maschinen durch Xrzte zu ersetzen: sie miissen heide der Medizin dienen.
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Was ist unser Leben ? Ein Spiel ...

So beginnt die bekannte, aus lauter Aphorismen bestehende Arie des
Hermann in der Oper ,,Pique Dame*.

Obwohl andere Aphorismen dieser Arie ernsthafte Zweifel auslisen, ist es
unmdéglich, sich mit dieser Aussage nicht einverstanden zu erkliren.

Im Laul unseres Lebens begegnen wir nicht selten Situationen, in denen
die Beteiligten verschiedene Interessen haben und verschiedene Wege
zur Erreichung ihrer Ziele gehen. Ich habe absichtlich gesagt — Ziele und
nicht Ziel, da es beliebig viele Beteiligte gibt und jeder sein Ziel hat.
Derartige Situationen werden hiulig Konflikt genannt, und das mathe-
matische Modell dafiir wird als Spiel bezeichnet. Jetzt verstehen Si:
sicher, wie richtig der erste Satz in der Arie des Hermann ist, obwohl der
Autor des Librettos sicher etwas anderes gecmeint hat!

Erinnern wir uns an eine andere dramatische Situation, das Duecll l.ens-
kijs und Onegins:

Das Paar wirft rasch dic Miintel ab,
Sarezkij, schweigsam wie ein Grab,

Hat zweiunddreiBig Schritt vermessen.
Die Gegner wihlen ihren Stand

Und harr’n, die Waffen in der Hand.
»»Jetzt los!é

Und bittren Ernstes schreiten

Zwei Feinde, stumm in kalter Ruh,

Den Lauf gesenkt, von beiden Seiten
Vier Schritte aufeinander zu.

Vier Schritte, die zum Jenseits fiihren.
Dann hebt in stetem Avancieren,
Onegin, schweigend wie zuvor,

Ganz langsam sein Pistol empor.

Fiinf Schritt noch sind zuriickzulegen.
Jetzt hat auch Lenskij haltgemacht.
Legt an und zielt — da plstzlich kracht
Onegins SchuB ... mit dumpfen Schligen
Entschied das Los: der Dichter wankt,
Sein Arm versagt, die Waffe schwankt,
Still hebt er scine Hand zum Herzen
Und fillt. Sein mattes Auge spricht
Von sanftem Sterben ohne Schmerzen.!)

Die Duellanten hatten verschiedene Ziele. Es ist anzunehmen, daf} [.enskij
der Moglichkeit, sterben zu miissen, kaltbliitiz gegeniiberstand, cr wollte
den Beleidiger bestrafen; Onegin bemiihte sich, sein Leben zu crhalien
und hatte auch kein Interesse, den Gegner umzubringen. Sie durften jeder
nur einen SchuB abgeben; jeder konnte. dem anderen enlgegengehend.

1) Nach A. S. Puschkin, Gesammclie Werke in 6 Biinden. Aulbau-Verlag 1964,
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beim ersten Schritt, beim zweiten, dritten usw. bis zur Barricre seinen
SchuB abfeucrn. Jeder konnte also seinen Schullmoment wihlen oder,
wie man in der mathemalischen Spieltheoric sagt, eine von sechzehn
Strategien wihlen.

Wenden wir uns ciner \ufgabe zu, die auch einen dramalischen Einschlag
hat. doch gewohnlich nicht zu so katastrophalen Folgen fiihrt wic ein
Duell — der Verteidigung einer Dissertation. Das einfachste mathemati-
sche Modell [indet man, wenn man die Situation, in der sich Doktorand
und Gutachter befinden. als ein Spiel belrachtet. Bei grobster Betrach-
tung dieses Spiels hat der Doktorand zwei Strategien zur Verfiigung —
er kann cine gute oder eine schlechte Dissertation ablielern; dem Gut-
achter stchen chenfalls zwei Strategien zur Verfiigung — er kann ein
posilives oder ein negatives (Gutachten abgeben.

Fir den Doktoranden ist es einfacher, eine schlechte Dissertation zu
schreiben; dann ist aber cin negatives Gutachten wahrscheinlicher, und
cr wiirde sein Ziel — den Doktorgrad zu erhalten — nicht erreichen.
Iiir den Gulachter ist es am leichicesten, die Arbeit nur kurz durchzu-
hliittern und ein positives Gutachten zu schreiben. Schreibt er allerdings
ein positives (Gulachten [iir eine miserable Arbeit und kommt das bei der
dffentlicheu Verteidigung zum Vorschein, so wird sein wissenschaftlicher
Ruf untergraben. Der Doktorand weiB nicht, welche Strategie der Gut-
achter wiihlen wird. Er hat seine Lage allscitig einzuschitzen und die
Stralegie zu wiihlen.

Jeder der Spieler kann fiir sich irgendeine der fiirihn moglichen Strategien
wiihlen. Jede Gruppe von dglichen Stratlegien (eine Gruppe fir jeden
Spicler!) wollen wir Situation nennen. In der betrachteten Aufgabe isl
«. B. die Siluation mdoglich, daB der Doktorand die Strategie gewihlt hat.
ciue schlechte Dissertation zu schreiben, und der Gutachter die Strategie,
ein negatives Gutachten abzugeben.

Man kann ecin quantitatives Kriterium cinfilhren — ein MaB fiir die Vor-
teile, die jede der miglichen Situationen bictet. Der Spicler inuB fiir cine
schlechte Wahl der Stralegie zahlen und gewinnt bei guter Wahl der
Strategic. Deshalb wird dieses MaB héulig Gewinn genannt. Das Spiel
fiithrt nativlich nicht immer zu Gewinnen; wenn Thnen irgendeine Situa-
tion einen Yerlust gebracht hat, so entspricht das einem negativen Ge-
winn. Manchmal wird der Verlust als MaB fiir die Giite der Strategic
benutzt; dann entspricht ciner erfolgreichen Situation, die zum Gewinn
fiihrt, ein negaltiver Verlusi.

In unseren Beispiclen sind die Gewinnc des eineu Spielers keinesfall den
Verlusten des anderen Spielers gleich, so daB sich ihre Interessen zwar
uicht widersprechen, wie das z. B. bei Gliicksspielen der Fall ist, jedoch
aunch nicht dieselben sind.

Wir befinden uns ebenfalls in einem Spiel, verehrter leser! Das sind
meine Stralegien: Ieh schreibe ein gutes, cin mitlelmiiBiges oder ein
miserables Bueli. Thre Strategien sind: Sie lesen das Buch in allen Einzel-
heiten. Sie schen es anlfmerksam durch, oder Sie bldttern es nur ober-

243



(liichlieh durch. Das ist ein sogenanntes 3 X 3-Spiel, denu ich habe drei
Strategicn und Sic ebenlalls drei.

Wenn Sie nach dem I.esen des Buches cine begeisterte. cine kiihle oder
cine nicderschmetternde Rezension schreiben, ¢s nach dem Durchschen
in die Ecke werfen oder Verwandten schenken, so habe ich nach wie vor
drei Strategicn, Sic jedoch sechs. Jetzt handelt es sich um ein 3 X G-Spiel!
In unserem Spicl bezahlen Sie an der Kasse der Buchhandlung. in der Sie
das Buch kauflen: danach wenden Sie Zeit fiir das Lesen aul: fiie mich
kann eine negative Rezension nachteilig sein, auch in dem Fall, in dem
ich der Mcinung bin. ein gules Buch geschricben zn haben. Deshalh
wollen wir anch weilerhin von Gewinnen und Verlusten sprechen. Wie
Sie sehen. haben wir in unserem Spiel aut recht unterschiedliche Weise zu
zahlen. die Gewinne in ein und demsclben Spiel kénnen also [liiv die ver-
sehiedenen Spicler in unterschiedlichen Kinheiten gemessen werden.
Jedes Spiel zweier Personen mit ciner endlichen Anzahl von Strategicn
liiBt sich am bequemsten in Form ciner Talel. einer Matrix. darstellen,
wohei die Zeilen den Strategien des ersten Spiclers und die Spalten den

Tafel 11. Gewinne des Doktoranden

Strategien des (Gute Schlechte
. . Doktoranden issertats iesortali
Strategien Dissertation Dissertation
des Gutachiers
Positives Gutachten A 3
Negatives Gutachten —A —2

Strategien des zweiten entsprechen. In Talel 1L schen Sie eine solche
Matrix fiir das 2 X 2-Spiel zwischen Doktorand nnd Gutachter.

NDic Zahlen in der Mairix sollen hier den Gewinn des Doktoranden fiir
jede Situation hedeulen. Diese Gewinne sind natiiclich in bedingten 1in-
heilen angegeben, denn wir wissen vorliufig noch nichi, wie wir die
Begeisterung des Doktoranden bei gliicklichem: Ausgang der Verteidigung
oder scinen Kummer beim Durchfallen quantitativ ausdriicken kinnen.
Die Gewinnmatrix fiir den Gutachter kann vollig anders anssehen, 7. B.
so wie in ‘T'afel 12. Iis ist bereits klar, warum der Verlust des Gntachiers
hochist, wenn er eine schlechte Dissertation gut einschiitzt. Ein negatives

Tafel 12. Gewinne des Gulacliers

Strategicn des Gute Sehleehte
Strategien Doktoranden| Dissertation Dissertation
des Gutachters
Positives Gutachten 1 -3
Negatives Gulachten —4 —5
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Gutachten [iirv eine schlechie Arbeit und woméglich gar fiir eine gute
abzugeben, ist [iir ihn nicht angenehm: In der Regel haben es die l.eute
nichtgern, in der Rolle des Nachharn aulzutreten, den man bestellt, wenn
cin Huhn zu schlachten ist. Wenn es dem Gutachter nicht gelingt, sich
rechlzeilig aus der \[léive zu ziehen und er eine negative Einschitzung
schreiben muB, cerleidet auch er einen gewissen Verlust. Fiir diesen IFall
habe ich den Gewinn durch die Zahl — 3 angegeben. Die giinstigste
Situation fiir den Gnlachter ist ein positives Gutachten zu einer guten
Dissertation, deshalb ist hier sein Gewinn positiv; er ist zwar nicht sehr
agroB, doch es ist innmerhin ¢ein (rewinn. Wenn man sich nun die Matrix
aulmerksamansieht, wird verstiindlich, warum es gewéhnlich so schwierig
ist, einen Gutachter fiir eine Dissertation zu finden.

In unserem Beispicel konnen Gewinn (und Verlust) nur in bedingten Ein-
heiten angegzeben werden. Bei vielen Gliicksspielen und bei der Unter-
suchung vieler dkonomischer IFragen wird der Gewinnin Geld ausgedriickt;
bet technischen Problemen kinnen die Verluste z. B. Reparatlurzeiten
ader Stillstandszeiten der Anlagen sein. Die Gewinne kénnen also in den
verschiedensten Einlieiten ausgedriickt werden.

IZin Spiel kann beliebig viele Beteiligte haben. In unserem Spiel, verehrter
l.eser, wird es sicher viele Teilnchmer geben, die Leser dieses Buches. s
wird sicher so sein, daB die einzelnen Leser verschiedene Interessen, unter-
schiedliche Vorbildung und nnterschiedliche Ziele haben. Die einen wollen
aus dem Buch etwas Neues und Wichliges erfahren, die anderen wollen
sich einfach vonihrereigenen \vrbeitetwas ablenkenlassen, diedritten . . .
Ich glaube, wir brauchen nicht alle Griinde zu suchen, die uns zum Lesen
cines Buches bewegen. Ieh kann auch nicht immer erkliren, warum ich
cin Buch iiber Genetik oder Architektur lese. das mir gerade in die Hénde
geriit.

Nicht immer braucht eine einzelne Person als Spielteilnehmer aufzu-
treten. Beim FuB3ballspiel sieht man die beiden Mannschaften als Ganzes
als Spiclbeteiligie an. im Krieg sind in Abhiingigkeit von der Sachlage
ganze Staaten oder Staatengruppen oder einzelne Armeegruppierungen
die Beteiligten des Spiels.

Nas Ziel des Spiels ist [iir jeden Beteiligten die Wahl einer solchen Stra-
tegie, bei der sein Gewinn méglichst hoch ist. Alles wire recht einfach,
wenn dem Spicler bekannt wiire, welche Strategie die anderen Teilnehmer
wewithlt. haben. In diesemn FFall braucht er nur die Situationen durchzu-
sehen, zu denen die von den anderen Teilnchmern gewihlten Strategien
fihren. um lite sich selhst die Strategie zu wiihlen. die ihm den maximalen
Gewinn gewiihirleistel. Der Spieler weiB jedoch nicht, welche Strategie
seine Gegner gewithlt habeu. Gerade darin besteht die Schwierigkeit, das
Interesse nnd manchmal auch das Risiko des Spiels.

Von allen miglichen Spiclen sind die mit zwei Teilnchmern, deren Inte-
ressen entgegengesetzt sind, am einfachsten: Injeder Partie des Spiels ist.
der Verlust des einen Spielers gleich dem Gewinn (mit entgegengesetzten
Vorzeichen) des anderen. Solehe Spiele werden manchmal antagonistische
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Spiele genannt. Ich werde den letzten Ausdruck jedoch nicht benulzen,
um keine Verwirrung mit Begriffen der Philosophie zu slillen, die, wic
Sie sehen, auch in der Mathematik auftreten. Die Summe der Gewinne
beider Spieler (des Gewinnes und des Verlustes als negativer Gewinn) is|
stets gleich Null. Deshalb wollen wir solche Spiele Nullsnmmenspielc
nennen.

Die Bedingung, daB das Spiel die Summe Null hat, bedeutet eine wesent-
liche Einschrinkung. Sogar bei so ernsten Konfliktien wie kricgerischen
braucht sie nicht erliillt zu sein — der Verlust der cinen Seite braucht
durchaus nicht gleich dem Gewinn der anderen zu scin, da die Verluste
der beiden Seiten, wie wir bereits wissen, sogar in verschiedenen Ein-
heiten ausgedriickt sein kénnen.

Es ist offensichtlich, daB es bei Nullsummenspiclen nicht notwendiy ist.
die Gewinne beider Spieler anzugeben. Deshalb ist ein solches Spiel
bereits durch die Aufzihlung der Strategien beider Spieler in ciner cin-
zigen Gewinnmatrix gegeben.

Wir setzen voraus, daB ein bestimmtes Spicl vorgegeben ist; die Strate-
gien Ay, Ay, ..., A, des ersien Spielers und 3y, B., ..., I3, des zweiten
Spielers seien bekannt, ebenso die Werte a;;, dic den Gewinn des Spiclers
4 (bzw. den Verlust des Spiclers B) bedeuten, wenn dic Spieler die Stra-
tegien A; und B; wiihlen. Die Matrix des Spiels hat das folgende Ausschen:

B
N B, B cee By
A 1 a4 42 (y,
Ay asy axn sy,
Am amt T2 Uun

Wie kann man die Loésung des Spiels finden?

Fiir jeden Spieler bedeutet Losung die Festlegung ciner solchen Iland-
lungsweise, bei der sein mittlerer Gewinn iiber eine groBe Anzahl von
Spielen maximal ist. Es muB jedoch noch gesagt werden, daB wir beide
Spieler fiir gleichmiiBig ,,schlau* oder gleichmiBig ,,dumm‘ halten —
jeder kann mit demselben Erfolg alle méglichen Situationen iiberschen
und die AusmaBe von Katastrophen abschidtzen. Wir wollen noch ver-
abreden, daB die fiir die bevorstehende Partie des Spiels gewiihlte Stra-
tegie jedes Spielers dem Gegner nicht bekannt ist.

Wenn beide Spicler der Spieltheorie gemiB handeln, werden sie jedesmal
eine solche Strategic wiihlen, bei der sich ein maximal maglicher (iewinn
bei ungiinstigster Handlungsweise des Gegners ergibl.

Ein Nullsummenspiel kann man z. B. als Wahl eines Punktes auf der
Erdoberfliche dcuten, wenn man die Strategie des Spiclers A als Wahl
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der geogralischen Breite und dic des Spielers B als Wahl der geogra-
fischen Liinge des Punktes auffaBt. Die Hohe des Gewinnes laBt sich
als Hohe des gewiihlicn Punktes iiber dem Meeresspicgel auflassen. Wenn
das Relicf der betrelfenden Gegend auf der Erdoberfliche eine Gebirgs-
kette in Richtung des Breitenkreises mit einem relativ niedrigen PaB ist,
so entspricht die uns interessierende Situation gerade dem Sattelpunkt —
dem Minimax. Deshalb heiBt eine solche Strategic auch Minimax-Strategie.
Iiir den Spieler B ist dic Minimax-Stralegie am giinstigsten, d. h., er
stellt zuniichst [ir jede seiner Strategien B (jede Spalte der Matrix) den
groBten Wert fest, d.h. den jeweils groBtmoglichen Gewinn des Gegners A,
und er wiihlt die kleinste dicser Maximalzahlen. Die zugehoérige Strategie,
die den maximalen Gewinn des (Gegners minimal hilt, garantiert ihm, daB
er bei [iir ihn ungiinstigster Handlungsweise des Gegners am wenigsten
verliert. Fiir den Spieler A ist die Maximin-Strategie optimal, d. h. die
Strategie, die sich ergibt, wenn er den minimalen Gewinn bei jeder seiner
Strategicn (Minimalzahlen der Zeilen der Matrix) maximiert. Man kann
beweisen, dafi das Maximin niemals gréBer als das Minimax sein kann.
Wenn sic zusammenfallen, hat das Spiel cinen Sattelpunkt, der gleich-
zcitig Maximin fiir den einen Spicler und Minimax fiir den anderen ist.
Dieser gecmeinsame Wert von gréBtem Minimalgewinn und kleinstem
Maximalverlust heiBt dann Wert des Spiels, der eine ganz bestimmte
Zahl a;; der Matrix ist.

Wenn ein Spiel einen Sattelpunkt hat und einer der Spieler wihlt die
dazugehorige Strategie, so ist es fiir den anderen am giinstigsten, auch
die Strategie zu wihlen, bei der der Sattelpunkt aufiritt — eine beliebige
andere Stratlegie wiirde seine Verluste nur erhéhen.

Die optimalen Strategien, die dem Sattelpunkt entsprechen, heilen reine
Strategicn. Wenn ein Spiel einen Sattelpunkt hat, ist es sinnlos, zu ver-
suchen, seine Absichten vor dem Mitspieler zu verbergen — am sinn-
vollsten ist es fiir beide Spieler (natiirlich immer unter der Annahme, daB3
der Gegner genau so schlau ist), immer nur einzig und allein die reine
Stralegie zu wiithlen. Wenn das Spiel keinen Sattelpunkt hat, gibt es keine
reine optimale Strategie fiir die Spieler. Die Losung des Spiels (d. h. die
Bestimmung der optimalen Verhaltensweise der Spieler) ist dann kompli-
zierter; die Spieler miissen sich dann auf die eigenen Uberlegungen und
den Zufall stiitzen. Wie J. v. Neumann bewiesen hat, gibt es jedoch bei
jedem Spiel mit endlich vielen Strategien eine Lésung. Im jetzt vorliegen-
den Fall ist dic optimale Verhaltensweise der Wechsel der Strategien von
Pariie zu Partic, wobei die Strategie zufillig gewihlt wird, doch mit ganz
bestimmien zu beriicksichtigzenden Wahrscheinlichkeiten fiir die ver-
schiedenen Strategien. Diese Wahrscheinlichkeiten kénnen berechnet
werden, wenn die Matrix des Spiels gegeben ist. Ein derartiges Vorgehen
bezeichnet man als gemischte Strategie.

Damit diese Uberlegungen nicht ,,in der Luft hingen*, wollen wir wieder
ein ,,Zahl-Wappen-Spiel* betrachtcn, jedoch vorher die Spielregeln iin-
dern. Das Spicl mdge darin bestehen, daB Sie ein Geldstiick auf denTisch
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legen und mit der Iland zudecken. lhr Gegner mull raten, ob Zahl oder
Wappen oben ist. Wenn er richtig geraten hat. zahlen Sie ihm einen
Pfennig. wenn nicht. zahlt er an Sie. Die Matrix des Spiels ist sehr ein-
fach:

—1 +
+1 —1

In diesem Fall ist das Minimax (d. h. das Minimum der Maxima jeder
Zeile) + 1, wiihrend das Maximin — I ist. Das Spicl hat also keinen
Sattelpunkt.

Nach welcher Strategie werden Sie vorgehen ? Die einlachste Moglichkeit
wiire, das Geldstiick immer mit derselben Seite nach ohen zu legen, z. 3.
immer Wappen zu haben. Das wiirde aber lhr Gegner sehr bald heraus-
beckommen und stiindig gewinnen. Moglich wiive, sagen wir, immer ab-
wechselnd Zahl und Wappen zu legen. Doch auch das wiirde der Gegner
schnell entdecken, und Sie gericten wieder aul die Verliercrscite. Wenn
Sic die Regel des Wechselns von Zahl und Wappen noch so kompliziert
machen, wird ein aufmerksamecr Gegner Sie doch einmal heransbekommen
und Sie schliellich ruinieren.

Dem Gegner mull also die Maglichkeit genommen werden, aus dem Ver-
laul des Spiels irgendwelche niitzlichen Informationen iiber Thre Absich-
ten fiir die Zukunft schopfen zu kénnen. Dazu miissen Ihre I<ntscheidun-
gen bei jedem Schritt zulillig und unabhiingig sein. AuBervdem mull das
Auftauchen von Zahl und Wappen gleichwahvscheinlich sein. s ist nicht
schwer,sich davon zu iiberzeugen, dal auch fiie Lhren Gegner dic optimale
Strategie darvin besteht. Zabhl und Wappen unabhiingig von den einzelnen
Spielen zu nennen, und zwar mit. gleichen Wahescheinlichkeiten. Im
beschriebenen Spicl ist es also das beste. was die Gegner tun kénnen, fiir
ihre jeweilige Entscheidung hinter dem Riicken ein anderes Geldstiick
zu werlen.

Nas scheint paradox zu sein: Nicht ein zielbewuBtes Verhalten wird
emplohlen, sondern eins nach dem Willen des Zufalls, ohne den Versland
walten zu lassen. Eine griindliche Uberlegung zeigt indessen, daB das
nicht paradox. sondern vielimehr unerwartet ist. Uind das ist nichts Aufler-
gewohnliches; im Verlaul unserves ganzen l.ehens erfahren wir viele ver-
niinftige Dinge, von denen wir vorher keine \hnung hatten.

Obwohl unsere SchluBfolgerung nicht sehr aussichisvoll aussieht, hat die
Spieltheorie schon heute eine Reihe wichtiger Lrfolge zu verzeichnen.
z. 3. bei der \nalyse des Verhaltens von Lehewesen. von Menschen oder
sozialen Gruppen in der Gesellschalt, bei der Wahl der optimalen Hand-
lungsweisc in einer Konflikisituation mit unvollstiindiger Information
sowie bei der l.6sung ékonomischer, juristischer, betvicbswirtschalt-
licher und anderer Probleme. Die Lrfolge der Spieltheorie bestehen aller-
dings weniger in der Lésung konkreter Aufgaben, als vielmehr darin, dafl
sie den Menschen. die mit sehr verwickelten Problenien zu tun haben, eine
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gewisse Orientierung gibt, nach der sic in komplizierten Konfliktsituati-
onen cinen Uberblick gewinnen kénnen.

Am Anlang des Buches fiithrten uns die Gesprache mit dem Physiologen
zu dem SchluB, daB sich der Organismus hiufig umzustellen (seinen
Zustand zu iindern) hat. um die Menge der vielgestaltigen Aufgaben zu
losen, dic auf seinem l.cbensweg auftreten. Die Modellierung der An-
passung des lebenden Organismus an die duBeren Bedingungen zur Ev-
[iillang bestimmiter Aufgaben, d. h. die Modellierung ziclgerichteten Ver-
haltens, geht jetzt den Weg iiber die Spieltheorie. Man spricht iiber das
Spielen von Automalten gegeneinander und ihr Spielen gegen die ,,Natur®,
d. h. iiber die Anpassung des Automaten an Einwirkungen von auBen,
dcren Ursachen nicht von ihm abhingen.

Hier sind die hervorragenden Arbeiten des unldngst verstorbenen talen-
tierten sowjctischen Wissenschaltlers M. L. Zetlin iiber das Verhalten
von \ntomalen in ,,zufélliger Umwelt‘‘, das Schachspicl mathematischer
Maschinen gegen den Menschen und gegeneinander. die Modellierung
édkonomischer Tathestiinde und vieles andere zu erwdhnen. Der gesamte
Fragenkreis ist schr interessant und aussichtsreich. Dariiber kann ich
jedoch nicht ausfibrlicher berichten, denn wir miissen zum SchluBl
kommen.

Da ich mir die \ulgabe gestellt habe, lhre Aufmerksamkeit aufl einige
Abschnitte der Mathematik zu lenken. die Thnen von unmittelbarem
Nutzen scin konnen, emplehle ich Thnen, sich it der mathematischen
Spieltheorie bei Gielegenheit etwas griindlicher zn beschiiltigen.

Am runden Tiseh mit Freunden

Dic ersten Leser dieses Buches waren wmeine I‘reunde. Kinige haben
wenige Abschnilte gelesen, andere groBe Teile. manche das gesamte
Manuskript. Die einen sagten, dieses und jenes wiire etwas langatmig, und
ich begann zu kiirzen. Die anderen hemerkten, daB gewisse Stellen zu
knapp und schwer verstiindlich wiiren. und ich erweiterte die entsprechen-
den Stellen. Vorsichtige und Héfliche lenkten meine Aufmerksamkeit auf
den manchmal zu scharfen Ton und aufl unangebrachte Ansdriicke; Ent-
schiedenere empflahlen nicht nur, die Schirfe der Polemik zu helassen,
sondern sic noch zu verschirlen.

Einmal haben wir das Manuskript zu viert erértert. Der erste forderte,
die Dialoge herauszunchmen — ihm schien diese IForm fiir ein solches
Buch nicht angebracht zu sein; der zweite bestand daraul, sie zu belassen,
nach seinen Worlen verleihen sie Klarheit: der dritte hemerkte, daB meine
Gesprichspariner bei diesen Dialogen weniger gut als ich abschneiden,
und das kiinnte man dem Autor als Hervorhebung der eigenen PPerson an-
rechnen. Ner zweite Gesprichspartner entgegnete: ,,Obwohl ,,Gullivers
Reisen® in der ersten Person im Singular geschrieben sind, ist noch nie-
mand aul den Gedanken geckommen. daB J. Swift selbst mit den gelehrten
Miunern der GroBen Akademie von Lagado gesprochen hidtte. Um so
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weniger wird sich der Leser dieses Buches hintergangen [ihlen.” Daraul
kam die spéttische Bemerkung, daB sich der dritte Gespriachspartner
olfenbar selbst wiedererkennt, wie er im Dialog den Kiirzeren zieht. Wo-
rauf dieser antwortete, daB dieses Gespriich gar nicht mit ihm stattfand;
er hiitte sich nie mit der Analyse des Schens beschiiltigt.

Sie stritten noch lange, wer recht hitte und worin, ohne mich zu Wort
kommen zu lassen. Als sie sich meiner erinnerten und fragten, was ich
mir dabei gedacht habe, bemerkte der zweite Gesprachspartner, daB der
Streit doch eigentlich die Unwichtigkeit der Person in der Polemik und
die Niitzlichkeit der Polemik selbst gezeigt habe. Gemeinsam beschlossen
wir schlieBlich, die Dialoge beizubehalten.

Die Arbeit am Buch hat viel Zeit erfordert. und ich wollte dieses Vor-
haben mehrmals aufgeben. Meine FFreunde und Verwandten ermunterten
mich immer wieder. Sie hatten sich nicht nur meine Klagen anzuhéren,
sondern zuletzt auch noch das Manuskript zu lesen und ihr Urteil abzu-
geben. Sie haben alle zum Gelingen beigetragen. Wenn Sie, verchrter
Leser, bis zu diesem Abschnitt gelangt sind und die anderen wenigstens
durchgesehen haben, sind ihre guten Absichten und ihre Miihe schon
belohnt. Ich wollte eigentlich jedem einzelnen an dieser Stellc namentlich
danken. Als ich versuchte, das Verzeichnis derer aufzustellen, die mir mit
niitzlichen Hinweisen zur Seite gestanden haben, muBte ich feststellen,
daB es so viele waren, daB ich sie nicht namentlich nennen kann. Ich
hoffe, sie verzeihen mir das Fehlen eines persénlichen Nankes an jeden
cinzelnen.

Ein letztes Wort an Sie, verehrter Leser

Der Autor muB wissen, warum er ein Buch geschrieben und vom armen
Leser die Zeit zum Durchlesen oder wenigstens zum oberflichlichen
Durchblédttern gefordert hat.

Dieses Buch soll keine Fibel und erst recht kein Lehrbuch der modernen
Mathematik zum Selbstunterricht sein. Es ist [iir diejenigen geschrieben.
fiir die sich die Mathematik hinter einem dichten Nebelschleier von For-
meln, Kurven, Formulierungen und Beweisen verbirgt. Diesen Nebel zu
durchschauen ist schwierig. Man kann schlieBlich nicht schwimmen oder
ein Instrument spielen lernen, wenn man nur zuschaut, wie es andere
machen. Genauso ist es ohne selbstdndige Arbeit unmaglich, die mathe-
matischen Methoden zu erlernen, die verschiedenen Gebiete der Mathe-
matik zu beherrschen und die Mathematik anzuwenden.

Ich wollte Ihnen, verehrter Leser, eine Hilfe bieten, damit Sie erkcnnen
konnen, daB sich hinter diesem Nebelschleier tatsiichlich verstindliche,
interessante und niitzliche Dinge verbergen. Sicher ist es mir nur gelungen,
eine kleine Bresche zu schlagen. Sie haben nur I'ragmente gesehen, mog-
licherweise nicht cinmal die eindrucksvollsten. Kann man aber, wenn man
nur durch einen Spalt in den Kulissen schaut oder eine Sinfonie mil
einem Kofferradioapparat hért, einen wirklichen KunsigenuBl empfinden?
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Ich weild nicht, ob es mir gelungen ist, IThnen die Gréflc und Bedeutung
der Mathemaltik zu zcigen und ihr das Siegel des (Geheimnisvollen und
Unzugiinglichen zu nchmen. Wenn Sie wollen, antworten Sie dem Autor
oder dem Verlag auf diese Frage.

Wenn Sie sich iiber den \utor beschweren wollen, tun Sie das bitte mit
Nachsicht, ich habe mir immerhin Miihe gegeben, Ihnen iiber die ersten
Klippen der Mathemalik hinwegzuhelfen.

Zum Schlufl méchte ich noch einmal drei verschiedene Decfinitionen der
WissenschaltMathematik, die von groBen Gelehrten stammen, angeben.
Friedrich Lngels: ,,Mathematik ist die Wissenschaft, welche die rium-
lichen Formen und die quantitativen Beziehungen der realen Umwelt
zum Gegenstand hat.”

David Hilbert: ,,Mathematik ist das, was kompetente Leute darunter
verstehen.*

Willard Gibbs : ,,Mathematik ist Sprache.*

Im Sommer 1966 fand in Moskau der IV. Internationale Mathematiker-
kongreB statt. Dort wurde erstmalig eine Scktion iiber mathematische
Probleme der Stecuerungs- und Regelungssysteme gebildet. Der Nestor
der sowjetischen Schule der Wahrscheinlichkeitsrechnung und Begriinder
der modernen Walrscheinlichkeitstheorie A. N. Kolmogoroff sagte aul
der Erdlfnungssitzung dieser Sektion: ,,Die Mathematik ist das, womit
die Menschen die Natur und sich selbst steuern.**

Die Menschen sind trivialerweise gezwungen, ihre Handlungen zu steuern,
sie wollen Herr iiber die Natur sein und auch andere Menschen anleiten.
Deshallb besteht ihre optimale Strategie offenbar darin, sich entweder
mathematische Methoden anzueignen oder mit den Mathematikern zu-
sammenzuarbeiten.

Wenn Sie die in diesem Buch enthaltencn Gebote befolgen und sich zum
Glauben an die Mathematik bekennen, so kénnen auch Sie die so viel-
deulige und gleichzeitig cindentig verstiindliche Frage stellen: ,,Na und ?*
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ZUM AUTOR

Der Doktor der physikalisch-mathematischen Wissen-
schaften Jakov Issevic Churgin hat sich mit vielen Dingen
beschdftigt. Er war sowohl Dispatcher eines GroB-
betriebes als auch wissenschaftlicher Mitarbeiter meh-
rerer fuhrender Institute fir Nachrichtentechnik sowie
Lehrer an verschiedenen Hochschulen. Zur Zeit ist er
Professor am Moskauer Gubkin-Institut fur Erdélchemie
und Gasindustrie.

Die Themen seiner wissenschaftlichen Arbeiten umfassen
Fragen der reinen und der angewandten Mathematik,
der Nachrichtentechnik, der Informationstheorie, der
Kybernetik, der Neurophysiologie und der Diagnostik.

Prof. Dr. Churgin ist der Meinung, daB er in seiner Arbeit
immer in derselben Richtung geblieben ist.

Das vorliegende Buch ist die erste Arbeit des Autors, die
an einen breiten Leserkreis gerichtet ist.
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