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Vorwort

Die Geometrie hat von Anbeginn eine besondere Rolle als Ubungsfeld fiir neue
wissenschaftliche Methoden und Denkweisen gespielt. Den Griechen lieferte sie das
Material fiir den ersten Versuch einer deduktiven Theorie. Die Untersuchungen iiber
die Unabhingigkeit des Parallelenaxioms bildeten den Ausgangspunkt fiir die heute
meist als ,,Grundlagen der Mathematik®, ,,mathematische Logik® oder ,,Meta-
mathematik‘ bezeichnete Methodologie der deduktiven Wissenschaften. Die Elemen-
targeometrie ist wegen der Anschaulichkeit ihver Sachverhalte und der Fiille ihrer
jedermann vertrauten Begriffe auch ein beliebtes Beispielmaterial fiir die Technik
des Definierens und Beweisens in formalisierten Sprachen geworden.

Der Leser wiirde auch ohne dieses Vorwort bald bemerken, daf3 es auch in diesem
Buch nicht primér um Geometrie selbst geht, sondern darum, recht allgemeine und
sehr aktuelle Ziige der gegenwirtigen mathematischen Forschung am Beispiel der
geometrischen Konstruktionen zu erldutern. Die klassische Theorie der geometri-
schen Konstruktionen hat sich im wesentlichen darauf beschrinkt, mit meist alge-
braischen Methoden diejenigen Punkte (einer euklidischen, projektiven, hyper-
bolischen o. 4. Ebene) zu charakterisieren, die mit bestimmten Konstruktionsmitteln
aus gegebenen Punkten erhalten werden konnen. Ihre Resultate geben einerseits
Anla zu allgemeinen Methoden zur Lésung von (l6sbaren) Konstruktionsaufgaben
und ermdglichen es andererseits, die Unldsbarkeit gewisser Konstruktionsaufgaben
mit bestimmten Instrumenten zu beweisen. Einsichtige Geometer haben jedoch
schon seit EURLID gespiirt, da} die Losung von Konstruktionsaufgaben viel mehr
mit dem Fiihren von Beweisen als mit wirklichem Konstruieren zu tun hat: Lost
man eine Konstruktionsaufgabe, so hat man dabei mehreres zu beweisen, zumindest,
dafl das Resultat der Konstruktion wirklich die verlangten Eigenschaften hat. Kann
man andererseits zum Beispiel eine Konstruktion der Parallelen durch einen ge-
gebenen Punkt zu einer gegebenen Geraden angeben, so hat man damit doch wohl
die Existenz einer solchen Parallelen bewiesen? Im vorliegenden Buch wird erstmals



6 Vorwort

systematisch dieser beweistheoretische Aspekt der geometrischen Konstruktionen
untersucht. Gleichzeitig wird prézisiert, in welchem Sinne exakte Konstruktions-
beschreibungen Algorithmen eines bestimmten Typs sind und welche Rolle die will-
kiirliche Wahl von Hilfspunkten bei Konstruktionen spielt. Insofern unterscheidet
sich dieses Buch grundsdtzlich von allen #lteren und neueren Lehrbiichern zum
Thema ,,Geometrische Konstruktionen®. In bezug auf die Mannigfaltigkeit geometri-
scher Beispiele und Einzelresultate ist keine auch nur annéhernde Vollsténdigkeit an-
gestrebt worden. Jedoch wird so viel an Fakten aus der klassischen Theorie der geo-
metrischen Konstruktionen vermittelt, wie nach Ansicht des Verfassers heute zur
Allgemeinbildung eines geometrisch interessierten Mathematikers gehdren sollte.

Im ersten Teil sind alle fiir die eigentliche Theorie benétigten Hilfsmittel und
Kenntnisse aus anderen Gebieten der Mathematik zusammengestellt, so dafl das
Buch bereits Lesern mit geringen mathematischen Vorkenntnissen zugénglich ist.
Jedoch wurden Dinge, die bei den meisten Lesern als bekannt vorausgesetzt wer-
‘den kénnen, gedringt und weitgehend ohne Beweise behandelt, wihrend einige we-
niger geldufige Gebiete ausfiihrlich dargestellt wurden. Weitgehend neu ist in diesem
Teil insbesondere das Konzept der nichtelementaren Sprache und Theorie und die hier-
auf aufgebaute allgemeine Theorie der Definitionen in formalisierten Sprachen.

Die Kapitel 7 und 8 des zweiten Teils bilden das Kernstiick der (bisher unverdffent-
lichten) eigenen Arbeiten des Verfassers iiber den Zusammenhang zwischen zwei bis-
‘her voneinander unabhingigen Gebieten aktueller mathematischer Forschung: der
Semantik beliebiger Programmiersprachen einerseits und der Logik. konstruktiver
Beweise andererseits. Im dritten Teil werden einige Teilgebiete der klassischen Theorie
der geometrischen Konstruktionen vom Standpunkt der im zweiten Teil dargelegten
allgemeinen Theorie neu aufgebaut. Der geplante zweite Band wird sich dariiber
hinaus mit folgenden Themen beschiftigen :

— Konstruktionen auf nichteuklidischen Fldchen, insbesondere auf Kugelober-
flichen und in hyperbolischen Ebenen,

— Optimierung geometrischer Konstruktionen,

— Konstruktionen mit beschrinkten Instrumenten und in beschrinkten Teilen
euklidischer Ebenen,

— Néherungskonstruktionen.

Ich bin mir dessen bewuBlt, dafl der nun vorliegende erste Band weit mehr Fragen
aufwirft, als er beantwortet. Moge er viele Leser anregen, an der Beantwortung dieser
Fragen und der Tilgung von Mingeln mitzuwirken, insbesondere die Grundgedanken
auf andere Gebiete der Mathematik zu iibertragen. Dank schulde ich vor allem
meinem verehrten Lehrer und Freund, Herrn Prof. Dr. G. ASSER, ohne dessen Forde-
rung dieses Buch weder begonnen noch beendet worden wire. Mein Dank gilt
weiterhin dem VEB Deutscher Verlag der Wissenschaften, insbesondere der
Lektorin, Frau Dipl.-Math. K. BRATZ, sowie den Mitarbeitern des VEB Druckhaus
»Maxim Gorki“ fiir ihre sorgfiltige Arbeit.

Stralsund, im April 1973 PETER SCHREIBER
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1. Mengen, Relationen, Abbildungen

Es wird vorausgesetzt, dall der Leser mit den Grundbegriffen der Mengenlehre ver-
traut ist. Die folgende summarische Behandlung dient der Abgrenzung der benétigten
Begriffe. und der Verstdndigung iiber die verwendeten Bezeichnungen.

Die Bezeichnung x € M bedeutet: Das (materielle oder abstrakte) Ding z ist
Element der Menge M ; x ¢ M bedeutet: x ist nicht Element von M ; z;,...,x, € M
bedeutet: x; € M und ... und z, € M. Firr Mengen M, N gilt M = N genau dann,
wenn M und N die gleichen Elemente enthalten. Eine Menge ist also durch Angabe
ihrer Elemente eindeutig bestimmt und unabhingig von der zufilligen Beschreibung
dieser Elemente oder der Reihenfolge ihrer Aufzihlung. Mit {x: E(x)} bezeichnen wir
die Menge aller Dinge «, die die Eigenschaft % (x) haben. Endliche Mengen (und nur
solche) kénnen auch durch vollstindige Aufzihlung ihrer Elemente angegeben wer-
den: {#y, %, ..., z,} ist die Menge, die die Elemente z,, z,, ..., z, und keine anderen
enthilt. In einer solchen Aufzdhlung diirfen Elemente mehrfach vorkommen, ob-
wohl man dies in der Regel vermeidet, sie werden dann aber nur einmal als Element
der betreffenden Menge gewertet. Die Bezeichnung M & N bedeutet: Die Menge M
ist Teilmenge der Menge N, d. h., jedes Element von M ist auch Element von N.
Insbesondere ist stets M & M. Dagegen bedeutet M — N: M ist echte Teilmenge
von N,d.h. M & N und M =+ N.

Es zeigt sich, da} die uneingeschrinkte Bildung von Mengen, d. h. die Zusammen-
fassung aller Dinge mit einer irgendwie formulierbaren gemeinsamen Eigenschaft zu
einer Menge, zu logischen Widerspriichen fiihrt. In der axiomatischen Mengenlehre
wird ausfiihrlich untersucht, wie man die Mengenbildung einschrinken mu8, um
diese Widerspriiche zu vermeiden und gleichzeitig die praktische Handhabung der
Mengenlehre nicht wesentlich zu behindern. Insbesondere gibt es eine Reihe von un-
problematischen Mengen, z. B. alle endlichen Mengen (darunter die leere Menge @,
die kein Element enthilt), die Menge der natiirlichen Zahlen und andere Mengen,
die in der Mathematik eine wichtige Rolle spielen, sowie eine Reihe von Operationen
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im Bereich der Mengen, deren Anwendung erfahrungsgemi8 nicht zu Widerspriichen
fithrt. Die fiir uns wichtigsten Operationen dieser Art sind:

M UN:={x:x€Moderxc N}  (Vereinigung),

MNN:={x:2€ Mund z € N} (Durchschnitt),

M\ N :={x:2€ Mund xz ¢ N} (Differenz),

2M :={N: N & M} (Potenzmenge).
-Ist M ein Mengensystem, d. h. eine Menge, deren Elemente selbst Mengen sind, so sei

UM := {z: Es gibt esin N, so daf3 € N und N € M},
N M := {x: Fiir alle N gilt: Wenn N € M, so x € N}, falls M & 2.

Ist M = {N: E(N)}, so schreiben wir zuweilen \J N fiir U M und analog N N fiir
N M. | E(N) E(N)

Sind 2, z,, ..., Z, beliebige nicht notwendig verschiedene Dinge, so kann man aus
ihnen das geordmete System (xy,...,x,) (hdufig n-tupel und in den Spezialfillen
n =2, 3,4 geordnetes Paar, Tripel bzw. Quadrupel genannt) bilden. Diese neuen
Objekte sind so zu verstehen, daB (z,, ..., x,;) durch Angabe seiner Komponenten
%y, ..., %, und deren Reihenfolge eindeutig bestimmt ist, d. h.

(1) (@1 oevs ) = Y1y « -+, Yn) genau dann, wenn x; = y; firi =1, ..., n.2)
Aus Mengen M., ..., M, kann nun das kartesische Produkt gebildet werden:
My X ooo X My 2= {(2y, e0, @) %y € My und ... und 2, € My},
insbesondere _
M» :=Jll><M><---><Jl{ﬁirn = 2.

n-mal
Fir 1 £ £, 9 < » sind die Mengen
(M3 X oo X M) X (Mysy X o X M),
(MyX--- X M) X (Mg Xoo X M),
M, XX M,

im allgemeinen?) paarweise verschieden, jedoch vermége der umkehrbar eindeutigen
Zuordnung

(@15 +e0s 20, @esss oees %)) © (@15 200 %))y @jas - 205 @)

& (@1, e Ty)

1) Vom Standpunkt der axiomatischen Mengenlehre erfordert die Bildung von n-tupeln keinen
neuen Grundbegriff. Man kann analog zu v, n usw. auf mannigfache Weise n-stellige Mengen-
’ operationen (,...,) definieren, so daB (1) gilt. Die konkret benutzte Definition kann aber, sobald
man mit ihrer Hilfe (1) bewiesen hat, wieder ,,vergessen‘‘ werden, da man immer nur (1) benutzt.
%) Fir welches § eventuell (M X -+ X M;) X (Mjyy X +++ X M) = My X -+ X M, ist,
hiingt von der speziellen Wahl einer Definition fiir n-tupel ab (vgl. 1)), die im allgemeinen in-
duktiv aus einer Definition des Begriffs des geordneten Paares abgeleitet wird.
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zwischen ihren Elementen als nicht wesentlich verschieden anzusehen. Wir werden
diese Mengen im folgenden hiufig stillschweigend identifizieren, d. h. die eine durch
die andere ersetzen.

Eine beliebige Teilmenge von M; X:-+X M, heillt eine- M, X:-- X M,-Relation.
Die Teilmengen von M™ nennen wir n-stellige Relationen in M. Zweistellige Relationen
heien auch bindre Relationen. In manchen Zusammenhingen ist es zweckmafig,

Teilmengen von M als einstellige Relationen in M anzusehen.
Ist R eine M, X--- X M,-Relation (n = 2), = eine Permutation der Zahlen 1, ..., n,

so sel
R™ 1= {(Xrq1ys ++ +» Taqm))+ (@15 -+, ) € R}

R~ ist-dann eine M, X+ X M ,,)-Relation. Insbesondere heifit R* im Fall n = 2,
(1) = 2, 7(2) = 1 die zu R inverse Relation und wird auch mit R-! bezeichnet.

Ist R eine Relation und M eine Menge (eventuell kartesisches Produkt gewisser
anderer Mengen), so heifit die Relation R X M eine formale Ausdehnung der Relation
R. Sie ist eine Relation, deren Stellenzahl gegeniiber R um & erhoht ist, wenn M ein
k-faches kartesisches Produkt ist. Ist M bekannt, so kann man offenbar R aus
R X M zuriickgewinnen. Daher ist die formale Ausdehnung in diesem Fall als nicht
wesentlich verschieden von R anzusehen. Da auch alle permutierten Relationen
R” im wesentlichen die gleiche Information wie R enthalten, kann man unter Beriick-
sichtigung der entsprechenden Identifikationen zu je endlich vielen Relationen ein
kartesisches Mengenprodukt P finden, so daf alle diese Relationen als Teilmengen
von P aufgefaflt werden kénnen.

Es sei R eine binidre Relation in M, d. h. R & M2. Wir definieren:
R reflexiv in M :«<> Fiir alle x € M gilt: (z, x) € R,
R irreflexiv in M :<> Fiir kein x € M gilt: (x, x) € R,
R symmetrisch :<> Fiir alle x, y gilt: Wenn (z, y) € R, so (y, x) € R,
R antisymmetrisch <> Fir alle x, y gilt: Wenn (x,y) € R und (y,x) € R, so x =y,
R transitiv :«> Fiir alle x, y, z gilt: Wenn (x, y) € R und (y,2) € R, so (z,z2) € R,
R vergleichend in M <> Fiir alle x,y € M gilt: (x,y) € R oder (y, x) € R oder x = y,
R reflexive Ordnung in M :<> R reflexiv in M und R antisymmetrisch und transitiv,
R irreflexive Ordnung in. M <> R irreflexiv in M und R transitiv
R reflexive Totalordnung in M :<> R reflexive Ordnung in M und R vergleichend in M,
R irreflexive Tolalordnung in M :<> R irreflexive Ordnung in M und R vergleichend in M,

R Aquivalenzrelation in M :<> R reflexiv in M und R symmetrisch und transitiv.

Ist R eine reflexive Ordnung in M, so ist B \ {(x, z): « € M} eine irreflexive Ord-
nung in M. Ist R’ eine irreflexive Ordnung in M, so ist B’ U {(x, x): x € M} eine
reflexive Ordnung in M. Beim Ubergang in beiden Richtungen gehen Totalordnungen
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in Totalordnungen iiber. Wir sprechen im folgenden von der reflexiven bzw. ir-
reflexiven Form ein und derselben Ordnung. Konkrete Ordnungsrelationen werden
meist durch < (reflexiv), << (irreflexiv) oder dhnlich gestaltete Zeichen notiert, d. h.,

man schreibt z. B. z < y statt (z, y) € R. Analog benutzen wir ~, =, A und &hn-
(R) .
liche Zeichen fiir spezielle Aquivalenzrelationen.

Ist R eine Aquivalenzrelation in M, so sei Z® := {y: (x,y) € R} fiir x € M die Aquiva-
lenzklasse von x beziiglich R. Falls aus dem Zusammenhang hervorgeht, um welche
Aquivalenzrelation es sich handelt, schreiben wir kurz Z und Aquivalenzklasse. Das
Mengensystem Mz := {Z:x € M} ist dann eine sogenannte Zerlegung der Menge M,
d. h., es gilt

UMg=M; N=+9 fir Nc Mg; ANB=g fiir 4, B¢ Mgmit A =+ B.

Ist umgekehrt Z eine Zerlegung von-M, d. h. ein Mengensystem mit diesen drei Eigen-
schaften, so ist

Ry :={(x, y): es existiert esn A € Z, so dafp x,y € A}

eine Aquivalenzrelation in M. Dabei gilt My, = Z und R;;, = R, d. h., die Zerlegun-
gen einer Menge entsprechen umkehrbar eindeutig den Aquivalenzrelationen in
dieser Menge.

Eine zweistellige M X N-Relation R heit eine Abbildung aus M in N oder eine
partielle M —> N-Operation, wenn es zu jedem x € M hochstens einy € N mit (z, y) € R
gibt. Ist R Abbildung, so schreiben wir statt (z, y) € R auch y = R(x). Ist F eine Ab-
bildung aus M in N, so sei

Dy = {x: es existiert evn y mit (x, y) € F} (Definitionsbereich von F);
Wy := {y: es existiert ein x mit (x, y) € F} (Wertebereich von F).

Ist Dp = M, so nennen wir F eine Abbildung von M (statt aus M) bzw. lassen das
Beiwort partiell fort, falls wir F als Operation bezeichnen. Ist Wy = N, so nennen wir
F eine Abbildung auf N (statt in N). Ist F eine Abbildung, so kann F-! als Relation
immer gebildet werden. Ist -1 ebenfalls eine Abbildung, so heillt F eine eineindeutige
bzw. umkehrbar eindeutige Abbildung und F-! die zu F inverse Abbildung.

Neben den Operationen bzw. Abbildungen, die nach obiger Definition immer ein-
deutig sind, bendtigen wir im folgenden manchmal sogenannte endlichvieldeutige
Operationen. Hierunter verstehen wir eine bindre Relation F' mit der Eigenschaft,
daB zu jedem x hochstens endlich viele y mit (z, y) € F existieren. Sind ¥y, ..., y, die
samtlichen y mit (z, y) € F, so schreiben wir zuweilen F(x) = {y,, ..., ¥,} und sinn-
gemil y € F(x) statt (z, y) € F. Dahinter steckt der Sachverhalt, daBl man jede end-
lichvieldeutige M — N-Operation auch als eine Abbildung aus M in die Menge der
nichtleeren endlichen Teilmengen von N auffassen kann.

Die Begriffe Definitions- und Wertebereich iibertragen sich wortlich auf endlich-
vieldeutige Operationen. Die Verkettung (Hintereinanderausfihrung) definieren wir fiir
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endlichvieldeutige Operationen ¥, G durch
F .G :={(x,2): es existiert ein y mit (x, y) € G und (y, z) € F}.

Die iibliche Verkettung von Abbildungen ergibt sich hieraus als Spezialfall.

Unter einer n-stelligen Abbildung bzw. Operation verstehen wir eine Abbildung
aus einer Menge der Form M, X --- X M,. Insbesondere bezeichnen wir eine Abbildung
aus M* in M kurz als n-stellige (partielle) Operation ¢n M. Unter Benutzung spezieller
Namen fiir die Elemente der beteiligten Mengen verwenden wir zuweilen auch Rede-
weisen wie ,,Punkt? - Geraden-Operation® und &hnliche. Hiermit ist gemeint, dafl
es sich in bezug auf eine bestimmte Ebene um eine P2 — (-Operation handelt, wobei
P die Menge aller Punkte und G die Menge aller Geraden dieser Ebene ist.

Es seien M, ..., M, beliebige nichtleere paarweise disjunkte Mengen. Eine Relation
im Bereich dieser Mengen ist eine Relation B mit R & M; X« X M;, fir ge-
wisse ¢y, ..., 7 € {1, ..., n}. Das k-tupel (¢4, ..., ¢;) heiBt dann die Signatur s(R) von R.
Analog sei fiir eine (partielle) M; X.--X M;, — M;-Operation F im Bereich dieser
Mengen die Signatur s(#) durch (44, ..., t; §) definiert. Fiir ¢ € M; (j = n) sei schliel3-
lich s(c) die Zahl j.

Sind R,, ..., R,, Relationen, F, ..., F, partielle Operationen im Bereich der Men-

n
gen M,,..., M, und ¢,, ..., ¢, Elemente aus U M;, so heif3t
: i=1

@ == (Ml’ ooy Mn, -Rl) coey .Rm, Fl) ooy Fp, cl, ceoy Cq)

eine n-sortige Struktur (iiber den Grund- oder Tn'igermengen M,,...,M,). Dabei ist
auch m = 0, p = 0, ¢ = 0 zugelassen, jedoch sei immey wenigstens eine dieser Zahlen
von Null verschieden. Die Signatur einer derartigen Struktur wird definiert durch

$(©) = (n, My Dy @, S(By)y ooes S(Biy), S(Fy), ves S(Fp), 8(C1)5 o+ s(cq)).
Es seien
@ = (Ml’ coey Mn;Rl, ey .Rm, Fl) sy Fp, 01, coey Cq),

/ /. 4 4 4 / 4 /
@’ - (.Ml, o..,Mn,Rl, --o,Rm’Fl, ccon, 01’ ooy cq)

n n
Strukturen gleicher Signatur. Eine eineindeutige Abbildung ¢ von U M; auf U M;
heilt ein Isomorphismus von & auf &', wenn gilt: i=1 i=1
(1) Fir¢ =1, ..., n ist die Einschrinkung von ¢ auf M; eine eineindeutige Ab-
bildung von M; auf M;.
(2) Fir ¢ =1,...,m gilt: Ist s(B;) = s(RB}) = (4,...,%) und x; € M;, fir
9=1,...,k 80i1st (x,, ..., %) € R; genau dann, wenn (tp(wl), cen (p(x,,)) € R;.
(3) Fir ¢ =1,...,p gilt: Ist s(F;) = s(F;) = (41, ..., %; ) und z; € M;, fiir
9 =1, ...;k, so existiert F;(z,, ..., z;) genau dann, wenn F§(<p(xl), cens <p(xk))
existiert, und im Fall der Existenz ist Fi(p(z,), ..., p(z)) = o(Fi(@y, - ).
4) Fir:=1,...,q git: p(c;) = ¢
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(Der Leser iiberpriife, daB (3) sich als Spezialfall von (2) ergibt, wenn man die k-
stellige partielle Operation F;, wie oben erklirt, als (£ -- 1)-stellige Relation auf-
faf3t.)

Die Struktur & heilt isomorph zur Struktur &', wenn ein Isomorphismus von &
auf &' existiert. Es gilt:

() Die identische Abbildung von G M; auf sich ist ein Isomorphismus von &
auf &. i=1

(6) Ist ¢ ein Isomorphismus von € auf &’, so ist ¢~ ein Isomorphismus von &’
auf &.

(7) Ist ¢ ein Isomorphismus von &€ auf &’ und p ein Isomorphismus von &’

auf &', 8o ist p o @ ein Isomorphismus von & auf &".

(5), (6), (7) bedeuten zusammen, dafl die Isomorphie in jeder Menge von Strukturen
eine Aquivalenzrelation ist. Insbesondere berechtigt (6) dazu, (ohne Beriicksichtigung
der Reihenfolge) von zueinander isomorphen Strukturen zu sprechen.

Isomorphe Strukturen sind vom Standpunkt der Mathematik nicht wesentlich
verschieden. Diesen Satz kann man als implizite Definition der Bedeutung des
Wortes ,,wesentlich* auffassen, andererseits aber auch als eine Charakterisierung der
Mathematik gegeniiber anderen Wissenschaften, denn gerade das Abstrahieren von
der konkreten Beschaffenheit der betrachteten Dinge ist entscheidend fiir die Ab-
grenzung der mathematischen Methode in der Wissenschaft.

Beispiel. Es sei € irgendeine euklidische Ebene, P die Menge ihrer Punkte, ¢
die Menge ihrer Geraden, wobei eine Gerade zunédchst nicht notwendig als Menge der
auf ihr liegenden Punkte aufzufassen ist, sondern als ein Ding einer ,,zweiten Sorte
von Dingen®, das zu den Dingen erster Sorte, den Punkten, in der durch ,liegt auf*
ausgedriickten sogenannten Inzidenzrelation R stehen kann. (P, G, R) ist eine Struk-
tur der Signatur s = (2, 1,0,0,(1, 1)): Fir g€ G sei § := {p: p€ P und p liegt auf g},
und es sei G := {§ : g € G}. Offenbar ist (P, @, €) ebenfalls eine Struktur der Signatur s.
Wir definieren nun eine Abbildung ¢ durch ¢(p) := p fiir p € P und ¢(g9) := g fir
g € G. Unter der Voraussetzung

(8) Auf jeder Geraden g liegen wenigstens zwei Punkte, und durch je zwei Punkte
geht hochstens eine Gerade

kénnen wir zeigen, daB ¢ die Menge G eineindeutig auf @ abbildet: Ist némlich
@(9;) = g und ¢(g,) = g, so seien p,, p, zwei verschiedene auf g, liegende Punkte.
Dann ist p; € § und p, € 7, und wegen ¢(g,) = g liegen auch p, und p, auf g,. Da g,
und g, demnach zwei verschiedene Punkte gemeinsam haben, ist g; = g,. Aus der
Definition von ¢ fiir Geraden folgt nun unmittelbar: Fiir beliebige p ¢ P und g€ G
liegt » auf g genau dann, wenn ¢(p) € ¢(g9), d. h., ¢ ist ein Isomorphismus von
(P, @, R) auf (P, G, ). Dieses Beispiel lehrt, daB man in einer beliebigen geometri-
schen Theorie die Geraden als Mengen von Punkten und die Relation , liegt auf* als
Elementbeziehung auffassen kann, sofern nur die Voraussetzung (8) erfiillt ist.
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Die ebene euklidische Geometrie und dhnliche Teilgebiete der Mathematik, mit denent
wir uns im folgenden beschiftigen werden, sind axiomatische Theorien, d. h., ihre
Aussagen betreffen gewisse Dinge, z. B. Punkte, Geraden, Kreise, die in gewissen
Relationen stehen kénnen, z. B. Inzidenz, Kongruenz. Was fiir Dinge die Punkte und
Geraden sind, ist fiir die Geometrie selbst unwesentlich. Desgleichen wird in der
Geometrie nicht erkldrt, was es bedeutet, dafl ein Punkt auf einer Geraden liegt usw.
Die Bedeutung der Objektgrundbegriffe (z. B. Punkt, Gerade) und der Grundrelatio-
nen (z. B. Inzidenz, Kongruenz) wird lediglich in gewissem Mafle implizit durch
Axiome festgelegt, d. h. durch gewisse als giiltig vorausgesetzte Aussagen iiber die
Grundbegriffe. Alle und nur die Aussagen, die durch logisches Schlieen (Beweisen)
aus den Axiomen erhalten werden kénnen, sind Satze der betreffenden axiomatischen
Theorie. Insbesondere gehdren die Axiome zu diesen Sitzen. Eine axiomatische
Theorie kann mit einiger Berechtigung mit der Menge ihrer Sétze identifiziert werden,
und von diesem (heute in der Metamathematik weitgehend akzeptierten) Standpunkt
ist die spezielle Wahl der Axiome relativ unerheblich. Die Axiome dienen lediglich
dazu, die Sitze der betreffenden Theorie (z. B. durch fortlaufendes Beweisen) zu
erzeugen. Jedes andere System von Sitzen iiber die betrachteten Grundbegriffe, aus
dem die gleichen Sétze bewiesen werden kdénnen, kann als gleichwertiges Axiomen-
system benutzt werden. In diesem Kapitel wird unter anderem dargelegt werden,
daB und in welcher Weise sogar die Auswahl der Grundbegriffe einer axiomatischen
Theorie innerhalb weiter Grenzen willkiirlich ist. Das Hauptziel des Kapitels besteht
jedoch darin, die fiir das Verstdndnis der axiomatischen Methode grundlegenden
Begriffe ,,Menge aller unter Benutzung eines festen Systems von Grundbegriffen
formulierbaren Aussagen® und ,,logische Schluflfolgerung zu prézisieren.

9 Schreiber, Konsfruktionen
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!

2.1.  Aussagen und Aussageformen

Eine Aussage ist eine im weiteren Sinn sprachliche (im folgenden immer schriftliche)
Widerspiegelung eines mdglichen Sachverhalts. Dabei bedeutet ,,moglich®, da8 eine
Aussage wahr oder falsch sein kann. Es werden jedoch nur solche Widerspiegelungen
als Aussagen bezeichnet, die (infolge hinreichend priziser Formulierung bzw. unter
Beriicksichtigung vorher getroffener Vereinbarungen iiber die Bedeutung der ver-
wendeten Sprachbestandteile) genau einen der beiden Wahrheitswerte W (wahr) oder
F (falsch) haben. (Es ist nicht verlangt, da man von jeder Aussage effektiv fest-
stellen kann, ob sie wahr oder falsch ist!)

Eine einfache kombinatorische Betrachtung lehrt, dafl es fiir n = 1 im Bereich
(W, F} der Wahrheitswerte 22" verschiedene n-stellige Operationen gibt. Diese
Operationen werden gewohnlich Wahrhestsfunktionen oder Boolesche Funktionen ge-
nannt. Jeder von ihnen entspricht eine n-stellige Verkniipfung von Teilaussagen zu
einer Gesamtaussage, deren Wahrheit bzw. Falschheit nicht vom konkreten Inhalt
der verwendeten Teilaussagen, sondern nur (in der durch die vorgegebene Boolesche
Funktion geregelten Weise) von der Wahrheit bzw. Falschheit der ersten bis n-ten
verkniipften Teilaussagen abhingt. Umgekehrt entspricht jeder derartigen Regel,
nach der man je n beliebige Aussagen zu einer Gesamtaussage verkniipfen kann
(extensionale Aussagenverbindung) eine Boolesche Funktion. Durch sprachliche
Partikel, wie z. B. ,nicht®, ,,und®, ,,oder*, ,,wenn, so*, ,,genau dann, wenn®, ,ent-
weder oder usw., realisierte extensionale Aussagenverbindungen sind dguivalent,
wenn sie sprachliche Darstellungen der gleichen Booleschen Funktion sind. Als Bei-
spiele geben wir die Wertetabellen der einstelligen Negation -1 (nicht) und der
zweistelligen Booleschen Funktionen Konjunktion A (und), Alternative v (oder),
Implikation — (wenn so) und Aquivalenz <> (genau dann, wenn) an, die man auch
als klassische Wahrheitsfunktionen bezeichnet:

I T A Y — <>

|14 F WwW|WwW | W W 14
F w W,F | F w F F
F,W | F w w F

F,.F | F F w w

Die relative Armut unserer Umgangssprache an weiteren, insbesondere an hdoher-
stelligen extensionalen Aussagenverbindungen findet ihre Erklirung dadurch, da8
man jede Boolesche Funktion durch Superposition der fiinf oben angegebenen Funk-
tionen (sogar schon durch Superposition von Negation und Konjunktion) erzeugen
kann. So ist z. B. ,,wenn A, so B dquivalent zu ,,B oder nicht A*“; ,,A oder B* d4qui-
valent zu ,,nicht (nicht A und nicht B)“. In einfachen Fillen handhaben wir der-
artige aussagenlogische Aquivalenzen meist intuitiv richtig, bzw. die Fihigkeit,
solche Aquivalenzen intuitiv zu erkennen, wird als MaB fiir die Entwicklung des
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logischen Denkvermdgens angesehen. Man kann jedoch nach Kenntnis der Werte-
tabellen der Booleschen Grundfunktionen die Frage der Aquivalenz von Aussagen--
verbindungen immer (in einfachen wie in beliebig komplizierten Fillen) durch Auf-
stellen und Vergleichen der vollstdndigen Wertetabellen beider Seiten entscheiden.

Zu den praktisch wichtigen aussagenlogischen Aquivalenzen gehort eine Anzahl
von Regeln, die entsprechenden arithmetischen Regeln analog sind:

,»A und B dquivalent ,,B und A* (Kommutativitit der Konjunktion);
,»A oder B dquivalent ,,B oder A (Kommutativitat der Alternative);

,»A und (B und C)* dquivalent ,,(A und B) und C* (4ssoziativitit der Konjunktion,
analog Assoziativitit der Alternative);

»»A und (B oder C) dquivalent ,,(A und B) oder (A und C)*,
,,A oder (B und-C)‘“ dquivalent ,,(A oder B) und (A oder C)*‘ (Distributivgesetze).

Die Assoziativgesetze fiir Konjunktion und Alternative rechtfertigen (analog zur
Arithmetik) die Bildung von Aussagen der Form ,,A; und A, und ... und A,“ bzw.
»A; oder A, oder ... oder A,*“. Die konjunktive bzw. alternative Verkniipfung von
mehr als zwei Teilaussagen ohne sprachlich ausgedriickte oder auch nur gedachte
Klammern gehort zu den Dingen, die wir in der Umgangssprache intuitiv richtig
handhaben. |

Eine Awussageform ist ein sprachliches Gebilde, das gewisse freie Variablen enthilt,
wobei zu jeder dieser freien Variablen (die mehrfach in der Aussageform vorkommen
kénnen) eine bestimmte Menge von fiir sie einsetzbaren Dingen als Variabilitdts-
bereich gehort, so da bei jeder Einsetzung je eines solchen Dinges (bzw. seines
Namens) fiir jede Variable eine Aussage entsteht. Eine Aussageform heilit n-stellig,
wenn in ihr genau n verschiedene freie Variablen vorkommen. Es ist zweckmiBig,
Aussagen als spezielle (0-stellige) Aussageformen anzusehen.

Enthilt die Aussageform A genau die verschiedenen freien Variablen x,,..., x,
und ist fiir ¢ = 1, ..., n die Menge M; der Variabilititsbereich der Variablen x;, so
kann A als eine spezielle sprachliche Darstellung derjenigen Relation By, & M, X -
X M, aufgefalt werden, die aus allen und nur den (z,, ..., x,) € M; X--- X M, be-
steht, fiir die A wahr ist. Zur eindeutigen Festlegung der durch eine Aussageform A
dargestellten Relation R, ist genau genommen noch eine zusidtzliche Vereinbarung
iiber die Reihenfolge der Argumente von R, (etwa nach dem jeweils ersten Vor-
kommen der entsprechenden Variablen in A, von links beginnend) erforderlich.
Andernfalls stellt A zugleich mit R, auch alle daraus durch Stellenpermutation her-
vorgehenden Relationen R} dar (vgl. Kap. 1).

Aussageformen, in denen die gleichen Variablen vorkommen, heiBen dquivalent,
wenn sie die gleiche Relation darstellen. Zum Beispiel sind in bezug auf die Punkte
und Geraden einer bestimmten Ebene die Aussageformen ,,p € g, ,,p liegt auf g*,
»,der Punkt p liegt auf der Geraden g*‘ und ,,g geht durch p* dquivalent.

PAS
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Eine Abbildung « von M; X--- X M, in die Zweiermenge {W, F} der beiden Wahr-
heitswerte heifit ein n-stelliges Attribut oder Pradikat (auf M, X---X M,). Ist
R S M, X---X M, eine Relation, so ist die durch

- W, falls (2, ..., %,) € R,
@ Tn) =\ B oalls (@, ., ) € (M X X M) \ R,

definierte Abbildung ein Attribut. Ist « ein Attribut auf M; X..-X M,, so ist R,
t={(®1, ..., Xy): (21, «.., ;) = W} eine Relation. Offenbar gilt: R,,= R und ap, = «,
d. h., Relationen in M, X -.- X M, und Attribute auf dieser Menge entsprechen ein-
ander umkehrbar eindeutig und sind nur mengentheoretisch verschiedene Prazi-
sierungen des gleichen Abstraktums.!) Es ist klar, in welchem Sinn eine n-stellige
Aussageform zugleich mit einer Relation auch ein Attribut darstellt. Wir werden
die Begriffe Relation und Attribut im folgenden nebeneinander gebrauchen.

Wir behandeln nun in vorlidufiger Form einige Moglichkeiten, aus einer festen An-
zahl beliebiger Aussageformen neue Aussageformen zu bilden.

Variablenumbenennung. Ist x eine in der Aussageform A frei vorkommende
Variable und y eine Variable, die in A nicht vorkommt, so entsteht eine zu A dqui-
valente Aussageform, wenn man die Variable x an allen Stellen ihres Vorkommens in
A duyrch y ersetzt und y den gleichen Variabilitdtsbereich zuordnet wie vorher x.
Auf diese Weise entsteht z. B. aus der Aussageform

(1) »,die Strecke p,p, ist der Strecke psp, kongruent*,

in der der Variabilitédtsbereich der vier frei vorkommenden Variablen p,, ps, Ps, Ps
die Menge aller Punkte einer gewissen Ebene ist, die Aussageform

»die Strecke p,pg ist der Strecke p;p, kongruent‘‘.

Dabei ist der Variablen pg ebenfalls die Menge der Punkte der betrachteten Ebene als
Variabilitdtsbereich zuzuordnen. Beide Aussageformen sind dquivalent. Sie stellen
die gleiche vierstellige Punktrelation, ndmlich die sogenannte (Strecken-) Kongruenz
dar.

Variablengleichsetzung. Sind x und y in A vorkommende freie Variable mit
dem gleichen Variabilitdtsbereich, so entsteht eine neue Aussageform A’, wenn man
in A iiberall x durch y ersetzt. Im Unterschied zur Variablenumbenennung ist jedoch
A’ nicht zu A dquivalent, insbesondere ist die Stellenzahl von A’ um 1 niedriger als die
von A. Auf diese Weise entsteht aus der Aussageform (1) zum Beispiel die dreistellige
Aussageform

,,die Strecke p,p, ist der Strecke p,p, kongruent.

Man bemerke, dafl die durch diese Aussageform dargestellte Relation nach iiblichem
Sprachgebrauch u. a. auch durch die Aussageform

,,der Punkt p, ist von p, und p, gleich weit entfernt*

1) Vgl. den Zusammenhang zwischen Aquivalenzrelationen und Zerlegungen.



2. Axiomatische Theorien 21

dargestellt wird, die nicht durch Variablengleichsetzung aus einer anderen Aussage-
form erhaltlich ist.

Konstanteneinsetzung. Ist x eine in A frei vorkommende Variable und ¢ der
Name eines bestimmten Dinges aus dem Variabilitdtsbereich von x, so entsteht aus
A eine (wiederum in der Stellenzahl um 1 erniedrigte) Aussageform A’, wenn man in
A iiberall x durch c ersetzt. Ist speziell A eine einstellige Aussageform, so ist A’ bereits
eine Aussage. Ist zum Beispiel vereinbart worden, mit p, einen bestimmten Punkt
der betrachteten Ebene zu bezeichnen, so entsteht aus (1) u. a. die dreistellige Aus-
sageform

,,die Strecke p,p, ist der Strecke p;p, kongruent‘.

Im téglichen Leben werden die meisten Aussagen durch Einsetzen von Konstanten
fiir alle urspriinglich in den Aussageformen vorkommenden Variablen gebildet, zum
Beispiel ,,Fritz ist dlter als Hans* aus ,,x ist dlter als y*.

Aussagenlogische Verkniipfung. Ist A eine Aussageform, so ist auch ,,nicht
A eine Aussageform. Sind A; und A, Aussageformen, so sind auch ,,A; und A,“,
»»A; oder A,%, ,,wenn A,, so A, und ,,A, genau dann, wenn A,‘‘ usw. Aussageformen.
Auf Grund der Erzeugbarkeit aller Booleschen Funktionen mittels Konjunktion und
Negation geniigt es offenbar im Prinzip, die ersten beiden Spezialfille zu betrachten.
Aus den Aussageformen ,,p, liegt auf g;*, ,,g, ist parallel zu g,*‘ entsteht zum Beispiel
durch aussagenlogische Verkniipfung die Aussageform

,wenn g, zu g, parallel ist, so liegt p, auf g,“,

worin lediglich im Interesse sprachlicher Glitte die Reihenfolge einiger Worte ver-
tauscht wurde.

Quantifizierung. Kommen in der Aussageform A die Variablen x, x,,..., X,
und keine weiteren frei vor, so kann man aus A die beiden Aussageformen

2) ,fur alle x gilt A,
(3) ,,6s gibt ein x, so daB A*

bilden. (2) heit Generalisierung von A beziiglich x, (3) heiBt Partikularisierung von
A beziiglich x. Generalisierung und Partikularisierung bezeichnen wir mit dem ge-
meinsamen Namen Quantifizierung. Die Variable x kommt zwar in (2) und (3) noch
vor (sogar jeweils einmal mehr als in A), jedoch nicht mehr frei: Setzt man nimlich
fir x,, ..., X, je ein Ding aus dem zugehorigen Variabilitdtsbereich ein, so sind (2)
und (3) schon Aussagen (iiber den Variabilitidtsbereich von x). Zum Beispiel entsteht
aus der Aussageform

,wenn p auf g liegt, hat g mit k zwei Punkte gemeinsam®,
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in der der Variabilitdtsbereich der frei vorkommenden Variablen p bzw. g bzw. k
die Menge aller Punkte bzw. aller Geraden bzw. aller Kreise einer bestimmten Ebene

ist, durch Generalisierung beziiglich. g die zweistellige Aussageform

,.fiir alle g gilt: wenn p auf g liegt, so hat g mit k zwei Punkte gemeinsam .

DaB hierin die Variable g nicht mehr frei vorkommt, also nicht mehr zu denjenigen
Variablen gehort, iiber deren Bedeutung man verfiigen muBl, um zu einer Aussage zu
gelangen, erkennt man hier auch daran, dal man eine dquivalente Aussageform an-
geben kann, in der g iiberhaupt nicht mehr vorkommt, ndmlich

,»alle Geraden durch den Punkt p schneiden k in zwei Punkten®,

oder vollig anders formuliert, aber in euklidischen Ebenen dquivalent:
,,der Punkt p liegt im Innern des Kreises k*.

Zusiatzlich zu der im Normalfall unmif3verstdndlichen Bedeutung der Aussageformen
(2) und (3) vereinbaren wir: Ist der Variabilitdtsbereich von x die leere Menge, so
sei (2) bei jeder Einsetzung fiir x,,...,x, wahr und (3) bei jeder Einsetzung fiir
X, ..., X, falsch.

2.2.  Formalisierte Sprachen

Eine n-sortige formalisierte Sprache & ist eine Menge von Zeichenreihen, die Ausdriicke
genannt werden und in einer normierten Form simtliche mit Hilfe eines vorgegebenen
Systems von Grundbegriffen formulierbaren Aussageformen darstellen. Eine formali-
sierte Sprache wird gegeben durch ihre Basis #, das System der verwendeten Grund-
begriffe. Exakt ist & ein Tripel (4, &F, %), wobei A eine endliche Menge von Attri-
butensymbolen, # eine endliche Menge von Operationssymbolen und % eine endliche
Menge von Konstantensymbolen ist. (Zwei der drei Bestandteile einer Basis kénnen
auch leer sein.) Fiir die folgenden allgemeinen Betrachtungen ist eine normierte
Schreibweise der Symbole zweckmiBig und zwar:

Aié--ix zur Bezeichnung einer k-stelligen Relation zwischen Dingen der
1-ten, ..., 3-ten Sorte (34, ...,% € {1,...,%});

Fj:i gur Bezeichnung einer k-stelligen Operation, wobei die ersten k
oberen Indizes die Sorten der Argumentwerte angeben und der abgetrennte
letzte Index die Sorte des Resultats angibt (¢4, ...,%,7 € {1, ...,7});

d, zur Bezeichnung eines speziellen Dinges der j-ten Sorte (1 < § < n).

In Analogie zu den Relationen, Operationen und Konstanten werden wir das System
der oberen Indizes eines Grundsymbols als dessen Signatur bezeichnen. Der eventuell
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auftretende untere Index dient zur Unterscheldung verschiedener Symbole der
gleichen Signatur.

AuBer den in der Basis der Sprache aufgefiihrten Grundsymbolen der drei oben auf-
gefiihrten Arten, deren Anzahl und Signatur von Sprache zu Sprache verschieden
sind, verwenden wir folgende weitere Grundzeichen zum Aufbau der Sprache & (%):

Fiir jede der 1nsgesamt in den Signaturen der Basiselemente Vorkommende
Sortennummer § = 1, ..., » abzdhlbar viele Variablen

x{), X{, xg, cee

zur Bezeichnung von Dingen der j-ten Sorte (in konkreten Fillen benutzen wir
spezielle Bezeichnungen, z. B. p; als Variablen fiir Punkte, g; als Variablen fiir Ge-
raden, k; als Variablen fiir Kreise ...),

ferner die Zeichen y

=, B, A, V, =, <>, /\, V, (,) und s (Komma)

zur Bezeichnung der Identitdt, der fiinf in Abschnitt 2.1. behandelten aussagen-
logischen Funktionen, der Quantoren ,,Fiir alle” bzw. ,,Es gibt ein‘ sowie fiir ofga-
nisatorische Zwecke (Klammer auf, Klammer zu, Komma). '

Aus der Menge aller Zeichenreihen, die aus den genannten Grundzeichen gebildet
werden koénnen, sondern wir zundchst durch eine induktive Definition die Menge
T HH) aller Terme der Sorte j (beziiglich der Basis &) aus, d. h. derjenigen Formeln,
die spéter durch Objekte der j-ten Sorte interpretiert werden:

(1) a) x] liegt in (%) fiir jede Sortennummer j=1,...,2und ¢ =0, 1, 2, ...,
¢/ liegt in 7% 4%) fiir alle ¢ der Basis &,
b) Fi-iwi(t,, ..., t;) liegt in TH(R), falls
Fiz--iej zur Basis & gehért und t, in 7% () liegt fir x =1, ..., k.

n
Mit 7 (#) bezeichnen wir die Menge U J /(%) aller Terme der betrachteten Sprache.

i=1
Nun definieren wir — wiederum induktiv — die Menge ¥ (%) aller Ausdriicke der
durch # gegebenen Sprache:

(2) a) t; = t, liegt in (%) fiir je zwei Terme t,, t, der gleichen Sorte;
A;'.l-j""‘(tl, .oos ty) liegt in F(F), falls Ab-ix zur Basis & gehért und fiir
r =1, ..., k die Zeichenreihe t, ein Term der Sorte i, ist.
b) Mit H liegt auch " H in £ (#), und mit H,, H, liegen auch (H, A H,),
(H, vH,), (H, >H,), (H, < H,) in £ (%); liegt H(x]) in &(#) und kommt
die Variable x] in H(xJ) vollfrei vor, d. h., kommt x} in H(x}) an wenigstens
einer Stelle vor und kommen die Kombinationen Ax{ und Vx} in
H(x}) nicht vor, so liegen auch A xJH(x}) und V xJH(x}) in #(%).

Die Ausdriicke der Formen t, = t, und Al-#(t,, ..., t,) heiflen pridikative Aus-
driicke. Alle iibrigen Ausdriicke der Sprache entstehen aus priadikativen Ausdriicken
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durch aussagenlogische Verkniipfung und Quantifizierung. Die hier zunichst ge-
wihlte normierte Schreibweise der priadikativen Ausdriicke dient hauptsichlich
dazu, Betrachtungen iiber beliebige formalisierte Sprachen in technisch bequemer
Weise formulieren zu kénnen. In konkreten Fillen wird man auch zum Aufbau for-
malisierter Sprachen traditionelle oder signifikante Symbole benutzen, z. B. € fiir
die Inzidenz, || fiir die Parallelitit, ~ fiir die Kongruenz. Die priadikativen Ausdriicke
haben dann die Gestalt p; € g;, g; || g, PiP; =2 PP, Wir werden im folgenden hiufig
auch pridikative Ausdriicke unter Benutzung von Wértern der deutschen Sprache
bilden, z. B. p;, ps, ps kollinear, g, schneidet g,. Es ist dabei gleichgiiltig, ob man
solche pridikativen Sprachbestandteile als nachtriglich durch Vereinbarung ein-
gefithrte Modifizierungen bzw. Abkiirzungen einer formalisierten Sprache mit nor-
mierten Symbolen auffafit oder sich die allgemeine Definition der formalisierten
Sprachen fiir den konkreten Fall so abgewandelt denkt, dafl die tatséchlich benutzte
Sprache selbst eine formalisierte Sprache im strengen Sinn ist.

2.3.  Interpretationen, Modelle, elementare und nichtelementare
Theorien

Unter einer Interpretation w einer n-sortigen formalisierten Sprache % verstehen wir
eine Abbildung, die jeder in den Signaturen der Basissymbole vorkommenden Sorte
7(1 =7 = n) eine nichtleere Menge M; = w(j), ferner jedem Basiselement eine Re-
lation bzw. partielle Operation bzw. Konstante entsprechender Signatur im Bereich
der Mengen M; zuordnet. Dabei setzen wir voraus, daf die Mengen M, ..., M,
paarweise disjunkt sind. In konkreten Féllen wird eine Interpretation meist gleich
als Struktur, d. h. in der Form

(M5, ..., My, 0(Ay), .oy 0(An), O(Fy), - 0(Fp), 0(ey), -, 0(cy))

angegeben. Eine solche Schreibweise ist natiirlich nur dann zulissig, wenn aus dem Zu-
sammenhang unmiBverstindlich hervorgeht, welche Variablensorte durch die Ele-
mente welcher Menge, welches Attributensymbol durch welches Attribut usw. inter-
pretiert werden soll. Durch eine Interpretation bekommen die zunichst bedeutungs-
losen Ausdriicke einer formalisierten Sprache den Charakter von Aussageformen.
Dieser Sachverhalt wird in den Anwendungen héufig dadurch verschleiert, da man bei
der Aufstellung einer formalisierten Sprache schon an eine ganz bestimmte Inter-
pretation denkt.

Unter einer Belegung beziiglich einer Interpretation w verstehen wir eine Abbil-
dung f, die jeder Variablen x] ein Element f(x}) aus w(j) zuordnet. Wir definieren nun
induktiv zunichst den Wert, den ein Term t aus I (%) eventuell bei der Belegung f
beziiglich{ der Interpretation w annimmt, als dasjenige Ding Wert(t, w, f) aus einem
der Grundbereiche M; = w(j), das die Zeichenreihe t bezeichnet, wenn man die
darin vorkommenden Konstanten- und Operationssymbole gemiB » und die darin
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vorkommenden Variablen geméB f interpretiert:

(1) a) Wert(x], w, f) 1= f(xl); Wert(cl, w, f) := w(cl).
b) Wert(Fia-iri(t,, ..., t), o, f)
1= (R iwd) (Wert(ty, o, f), ..., Wert(ty, o, f)),
falls Wert(t;, o, f) filr : = 1,..., k existiert und die (eventuell nur partielle)
Operation o (Fi-+i7) an der betreffenden Stelle definiert ist.

Kommen in t genau die verschiedenen Variablen x;, ..., X, vor (deren Sorten und
‘'spezielle untere Indizes wir hier auler acht lassen), so hingt Wert(t, w, f) nur von den
Werten der Belegung f fiir x, ..., X, ab. Dies kann man leicht durch Induktion tiber
die Kompliziertheit von t (d. h. entsprechend Definition 2.2. (1)) nachweisen. Bei

der Interpretation w stellt dann t die durch
Wert(t, w, f), falls dieser existiert,
nicht definiert sonst

W (b) (@15 +00, ) 1= {

beschriebene partielle Operation w(t) im Bereich der Mengen w(j) dar, wobei fiir f
eine beliebige Belegung mit f(x;) = #; (# = 1, ..., ») zu nehmen ist.

Wir definieren nun analog das einem Ausdruck H aus & (%) bei der Interpretation
w zugeordnete Attribut w(H), indem wir zunichst (induktiv entsprechend Definition
2.2.(2)) den Wahrheitswert Wert(H, w, f) definieren, den w(H) bei der durch die Bele-
gung f beschriebenen Einsetzung von Dingen fiir die Variablen von H annimmt:

W, falls Wert(ty, o, f), Werl(t,, o, f) existieren
(2) a) Wert(ty = t5, w, f) : = und gleich sind,

F in allen anderen Fillen;
(W, falls fiir ¢ =1,...,k die Werte

. x; = Wert(t;, w, f) existieren und
Weq’t(A::L..zk(tl, ceny tk)) w, f) = J (;1, cen xk) € w(A‘:;;...ik)’

F in allen anderen Fillen.

b) Ist schon Wert(H;, w, f) (und Wert(H,, o, ]‘)) definiert, so erhilt man
Wert(1 Hy, w, f), Wert((Hl AHy), o, f), Web*t((Hl v H,), w, f), Wert((H1 —
H,), o, f) und We'rt((I-I1 « H,), o, f) durch Anwendung der jeweiligen
Booleschen Funktion (vgl. deren Wertetabellen in Abschnitt 2.1) auf
Wert(Hy, o, f) (und Wert(H,, o, f)), d. h. zum Beispiel Wert(1 Hy, o, f) =W
genau dann, wenn Wert(H,, o, f) = F usw. Es sei Wert(H(wa), w, f) bereits
fiir alle Belegungen f definiert. Ist f eine Belegung und ¥y € w(j), so sei

xi
f <y’> die durch

) x] | =), falls x + x/,
f<y> (®) == {y, falls x = x/
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definierte Belegung. Dann sei
Wert(A xIH(x), w, fl=w

genau dann, wenn

]
Wert(H(Xg), , | <zi>) = W fiir alle y € w(j),

Wert(V xIH(x)), o, f) = W

genau dann, wenn

]
Wert(H(XZ:), w, f<;‘>) = W fiir wenigstens ein y € w(j).

Enthilt ein Ausdruck H einen Teilausdruck der Form A xH'(x) oder V xH'(x),
so heiflt H'(x) der Wirkungsbereich der davorstehenden Quantifizierung A x bzw.
V x. Zu jedem Vorkommen einer Quantifizierung A x oder V x in einem Ausdruck
gehoért — wie man zeigen kann — ein eindeutig bestimmter Wirkungsbereich. Kommt
eine Variable x in H an wenigstens einer Stelle vor, so daB unmittelbar davor weder
A noch V steht, und liegt diese Stelle auch nicht im Wirkungsbereich einer Quanti-
fizierung A x oder V x, so sagen wir, daB x in H an dieser Stelle frei vorkommt. Ist H

ein Ausdruck, in dem genau die Variablen x;, ..., X, frei vorkommen, so hingt — wie
man leicht zeigt — Wert(H, w, f) nur von f(xy), ..., f(X,) ab, so daB in diesem Fall
w(H) ein n-stelliges Attribut ist. )

Kommt x in H vollfrei vor, so kommt x in H erst recht frei vor. Das Beispiel
(/\ xA(X) A B(x)) zeigt, daB die Umkehrung hiervon nicht allgemein richtig ist: Im
betrachteten Fall kommt x innerhalb B(x) frei vor, ist jedoch insgesamt nicht vollfrei.
Durch geeignete Umbenennungen der gebundenen Variablen (an der Stelle A x
bzw. V x ihrer Quantifizierung und an allen Stellen im zugehérigen Wirkungsbereich),
wodurch sich nach obiger Bemerkung das durch H dargestellte Attribut w(H) nicht
dndert, kann man immer erreichen, daf} alle frei vorkommenden Variablen vollfrei
vorkommen. Zur Vereinfachung der Formulierungen nehmen wir im folgenden an,
daf alle betrachteten Ausdriicke von dieser Art sind. Die Schreibweise H(x;, ..., X,)
bedeutet dann, daB in H die Variablen x,, ..., X, vollfrei und keine weiteren Variablen
frei vorkommen, so dafl H(x,, ..., X,) bei jeder Interpretation w ein n-stelliges Attri-
but darstellt.

Ein Ausdruck H einer Sprache & = % (%) heiit abgeschlossen, wenn in H keine
Variablen frei vorkommen. Die Menge aller abgeschlossenen Ausdriicke von & wird

mit & bezeichnet. Ist H € Z, so ist Wert(H, o) (:= WertH, w, f)) unabhingig von f,
d. h., H stellt eine Aussage iiber die durch die Interpretation w gegebene Struktur

dar.
Eine Interpretation w bzw. die durch sie gegebene Struktur heilt ein Modell fiir-
eine gegebene Menge Z von abgeschlossenen Ausdriicken, wenn Wert(H, w) = W
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fir alle H ¢ Z. Eine Menge £ von abgeschlossenen Ausdriicken heif3t (elementm');
widerspruchsfrei, wenn & wenigstens ein Modell besitzt.
Wir kommen nun zu der angekiindigten Prézisierung des Begriffes ,logische

SchluBfolgerung®. Fiir & S & sei
FUZ) := {H: H € & und Wert(H, w) = W in allen Modellen » von &},

d. h., ein Ausdruck H liegt genau dann in der Folgerungsmenge FI(%Z’), wenn H bei
jeder Interpretation der in & vorkommenden Grundbegriffe, bei der alle Voraus-
setzungen aus Z zu wahren Aussagen werden, ebenfalls zu einer wahren Aussage
wird. Fir H € FI(Z) sagen wir auch: H folgt (elementar) aus &. Fiir die Operation F!
im Bereich der Mengen von abgeschlossenen Ausdriicken einer Sprache & gilt u. a.

(3) Z < FUZ), fiir alle S &,
wenn & S ¥, so FI(Z) S FU®X), fiir alle ¥, ¥ S P,
FYFUZ)) = FUZ) fii alle Z S .

Die Menge FI(@) besteht aus allen denjenigen abgeschlossenen Ausdriicken, die ohne
(inhaltliche) Voraussetzungen, d. h. allein auf Grund ihrer logischen Struktur gelten.
Zu ihnen gehdren insbesondere alle Ausdriicke, die auf Grund ihres aussagenlogischen
Aufbaus stets wahr sind, aber z. B. auch Ausdriicke der Form (/\ xH(x) -V xH(x))
usw.

Unter einem Axiomensystem verstehen wir eine endliche oder wenigstens durch
gewisse Schemata beschreibbare unendliche Menge Z von abgeschlossenen Aus-
driicken einer Sprache . Die Menge 9 = FI(%Z) heillt die durch & gegebene elementare
Theorie. Zwei Axiomensysteme &'y, &, definieren die gleiche -elementare Theorie
genau dann, wenn FI(%;) = FUZ',). Aus (3) erhilt man leicht, daf das genau dann der
Fall ist, wenn &, & FUZ,) und &, & FUZ,). Dies prizisiert die in der Einleitung
zu diesem Kapitel gemachten Bemerkungen iiber die relative Willkiirlichkeit der
Wahl von Axiomensystemen zur Erzeugung einer elementaren Theorie.

Ein Axiomensystem & heille (elementar) kategorisch, wenn es bis auf Isomorphie
nur ein einziges Modell besitzt, d. h., wenn je zwei seiner Modelle isomorph sind. In
vielen Bereichen der Mathematik besteht das Ziel einer axiomatischen Begriindung
darin, eine bestimmte Struktur & (z. B. die natiirlichen Zahlen, die reellen Zahlen,
die euklidische Ebene) implizit durch Axiome zu charakterisieren, d. h. eine formali-
sierte Sprache & fiir & und ein Axiomensystem X in dieser Sprache so anzugeben, da@}
& bis auf Isomorphie das einzige Modell fiir & ist, mithin FI(%) die Menge der in &%
formulievrbaren und in & giiltigen Aussagen wird. Ein wesentliches Resultat der
mathematischen Grundlagenforschung (Satz von LOWENHEIM-SKOLEM) besagt nun
aber, daf} eine elementare Theorie, die ein Modell mit wenigstens einem unendlichen
Grundbereich besitzt, nicht kategorisch sein kann. Um zu axiomatischen Charakte-
risierungen unendlicher Strukturen zu kommen, muB man daher den Bereich der zu-
lissigen Interpretationen einer Sprache einschrinken. Dadurch &ndert sich der
Begriff des Modells und der Begriff des Folgerns.
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Ist & eine Sprache und o eine beliebige nichtleere Klasse von Interpretationen von
&, die mit einer beliebigen Interpretation auch alle dazu isomorphen Interpretatio-
nen enthilt, so heilt das Paar (&, o) eine nichtelementare Sprache. Eine Interpretation
aus der Klasse o bezeichnen wir auch als eine (beziiglich o) zuldssige Interpretation von
& oder kurz als eine g-Interpretation von &. Ist eine o- Interpretation von % ein Modell
des Axiomensystems A4 & &, so bezeichnen wir sie als ein o-Modell von 4. In kon-
kreten Beispielen wird eine Klasse o meist durch eine ,,Beschreibung‘‘ der o-Inter-
pretationen angegeben werden. Eine solche Beschreibung werden wir haufig still-
schweigend mit der Klasse der beschriebenen Interpretationen identifizieren und o
daher auch als eine Interpretationseinschrinkung oder Interpretationsvorschrift fiir'#
bezeichnen. Beziiglich beliebiger Sprachen % sei stets ¢, die Klasse aller Interpretatio-
nen von . Der Begriff der nichtelementaren Sprache (&, 64) stimmt dann im wesent-
lichen mit dem vorher behandelten Begriff der elementaren Sprache .# iiberein.

Fiir beliebige nichtelementare Sprachen (<, ¢) und Mengen & < & sei

Flo(Z) := {H: H € & und Wert(H, w) = W fiir alle o-Modelle o von Z}.

Die Operation FI° im Bereich der Mengen von abgeschlossenen Ausdriicken der
Sprache & bezeichnen wir als o-Folgern tn der Sprache & bzw. als Folgern in der nichi-
elementaren Sprache (<, o). Offenbar ist das elementare Folgern Fl(= Fl°) ein
Spezialfall des nichtelementaren Folgerns. Die fiir FI formulierten Sitze (3) gelten
jedoch fiir beliebiges Fl° ebenfalls. Sind (&, ¢;) und (<, 6,) nichtelementare Sprachen
mit der gleichen Ausdrucksmenge . und o; & o, (Wir nennen dann o, eine Ver-
schérfung von a,), so gilt fiir beliebige & S & stets FIou(Z) S Flv(%), also ins-
besondere FI(Z') S FI°(Z) fiir beliebige o.

Eine Interpretationsvorschrift o fiir eine Sprache & heilt eine elementar charakteri-
sierbare Klasse, wenn es eine Menge A = & gibt, so daB ¢ die Klasse aller Modelle von
& ist. Insbesondere heiBt eine durch ein endliches Axiomensystem .o/ (also auch durch
ein einzelnes Axiom, ndmlich die Konjunktion der endlich vielen Axiome) elementar
charakterisierbare Klasse eine elementare Klasse.l) Ist ¢ eine durch das Axiomen-
system 7 elementar charakterisierbare Klasse von Interpretationen der Sprache &,
so ist offenbar Fl°(%) = FUZ U A) fiir beliebige Mengen & < &, d. h., in diesem Fall
ist das nichtelementare Folgern prinzipiell entbehrlich. Zum Beispiel ist schon das
elementare Folgern eigentlich nichtelementar wegen der Vereinbarung, dafl das
Zeichen = nicht durch beliebige zweistellige Relationen, sondern nur durch die Identi-
tat interpretiert werden darf. Diese Interpretationsvorschrift ist ,,unwesentlich®, da
man zu jeder Sprache & ein System .# () von identitdtstheoretischen Axiomen an-
gebenkann, so daB fiiralle = & dieMenge FI(%') mit derMenge FI' (% U # (& )) iber-
einstimmt, wobei FI' dasjenige Folgern bezeichnet, bei dem auch das Zeichen
,»="* durch eine beliebige zweistellige Relation interpretiert werden kann.

1) Siehe hierzu A. Tarskri, Some notions and methods on the borderline of algebra and meta-
mathematics, Proceedings of the internat. congress of mathematicians 1950, Vol. I, p. 705—720,
sowie J. L. BeLL and A. B. Stomson, Models and Ultraproducts, North Holland Publ. Comp.
1969.

/
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Ein Tripel (&, o, &), wobei (&, o) eine nichtelementare Sprache und & S & ein
Axiomensystem ist, definiert die nichtelementare Theorie 7 = Fl°(Z’). Dabei heifit das
Axiomensystem &' o-kategorisch, wenn & bis auf Isomorphie nur ein einziges ¢-Modell
besitzt.

Beispiele.
1. Kommen in einer Sprache & neben Variablen x; Variable M; und priadikative

Ausdriicke der Form x; € M; vor, so ist damit stillschweigend folgende Interpretations-
vorschrift ¢; verbunden:

Als Grundbereich fiir die Dinge der Sorte M; ist bet einer beliebigen o,-Interpretation
von & die Potenzmenge des Grundbereichs der Dinge der Sorte x; zu nehmen und € st
durch die Elementrelation der in der Metatheorie benutzten Mengenlehre zu tnterpre-
tieren.

Das klassische Beispiel einer ¢,-kategorischen Theorie ist die axiomatische Charak-
terisierung der natiirlichen Zahlen nach PEANO:

Zur Formalisierung bendtigen wir Variable n; fiir natiirliche Zahlen und Variable M;
fiir Mengen von natiirlichen Zahlen, das zweistellige Priadikatensymbol €, ein ein-
stelliges Operationssymbol ’ fiir die Nachfolgeoperation und eine Konstante o fiir
eine spezielle natiirliche Zahl, d. h. die Basis # = ({€}, {'}, {o}). In der Sprache (%)
lauten dann die Axiome Peanos:

An; V n, nj = n,, 1)

A n; An, (n] = n; —n, = n,),

aVn n =o,

/\M,((o €M, AAny(n; €M, —ny; € M,)) - Any n, GMI).

Der Kategorizitdtsbeweis wird gefiithrt, indem man unter wesentlicher Benutzung
des letzten (Induktions-)Axioms und der nichtelementaren Interpretation des darin
vorkommenden €-Symbols induktiv einen Isomorphismus zwischen zwei beliebigen
Modellen konstruiert.

2. Treten im folgenden in einer formalisierten Sprache neben Variablen x; (y;, p;, - --)
Variable X;(Y;, P;,...) und pradikative Ausdriicke der Form x; € X,(y; € Y, p; € Py,...)
auf, so ist damit stillschweigend folgende Vorschrift verbunden (die betreffende
Sprache ist also als nichtelementar aufzufassen): |

Die mit X; bezeichneten Dinge sind endliche Mengen von Dingen der Sorte x;, und €
1st durch die Elementrelation zu interpretieren.

Das zu dieser Vorschrift gehdrige nichtelementare Folgern bezeichnet man als
schwache Logik zweiter Stufe.

1) Dieses Axiom entfillt bei sonst iiblichen Formalisierungen, da dort in der Regel keine Inter-
pretation von Operationssymbolen durch partielle Operationen zugelassen wird.
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3. Treten im folgenden in einer formalisierten Sprache neben Variablen x; Variable
@; und Terme der Form ¢;(x;) auf, so ist damit stillschweigend folgende Vorschrift

verbunden :

Die @; sind als eindeutige Abbildungen der Menge M der Dinge der Sorte X; in sich zu .
interpretieren, @;(X;) ist als zweistelliges Operationssymbol mit den Argumenten ¢; und
x, aufzufassen und durch diejenige Operation F zu interpretieren, die durch F(f, y)
:= f(y) beschrieben wird, so daf der Term @;(x;) tnsgesamt die ibliche Bedeutung hat.

Eine Klasse etwas komplizierterer Beispiele nichtelementarer Sprachen wird aus-
fithrlich in Abschnitt 8.4. behandelt.

Die Definition des elementaren bzw. o-Folgerns liefert unmittelbar eine Methode
fiir den Nachweis, daB ein gewisser Ausdruck H € & nicht aus einer Menge & & &
(0-) folgt : Man gebe ein (o-) Modell fiir Z an, in dem H nicht gilt. Existiert ein solches
Modell, so heit H unabhingig von &. Zum Beispiel wurde die Unabhéngigkeit des
sogenannten Parallelenaxioms von den iibrigen Voraussetzungen der euklidischen
Geometrie durch Angabe einer Interpretation der Grundbegriffe der euklidischen
Geometrie gefiihrt, bei der das Parallelenaxiom falsch wird, aber alle iibrigen Axiome
gelten. (Dieser historisch erste Unabhingigkeitsbeweis hat wesentlich zur Klirung
des Wesens der axiomatischen Methode beigetragen.) Leider liefert die Definition
des (o-) Folgerns keinerlei Anhaltspunkte dafiir, wie im konkreten Fall stichhaltige
Folgerungen zu fiihren sind. Riickgang auf die Definition wiirde ja bedeuten, simt-
liche (0-) Modelle des untersuchten Axiomensystems daraufhin zu priifen, ob die
Behauptung in ihnen gilt. Meist hat man jedoch keinen Uberblick iiber simtliche
Modelle eines Axiomensystems. In der mathematischen Logik wird gezeigt, dal sich
das elementare Folgern gleichwertig durch ein formales (d. h. mit den Ausdriicken
ohne Bezug auf deren méogliche Bedeutung operierendes) ,,Beweisen‘‘ mittels logischer
Auxiome und endlich vieler Ableitungsregeln ersetzen 148t. Als Beispiel einer solchen
SchluBregel (deren Begriindung sich aus dem Wertverlauf der Implikation ergibt)
sei genannt:

Sind H,, H,; € & und (H; — H,) sowie H, aus & S & ableitbar, so ist auch H, aus &
ableitbar (Abtrennungsregel bzw. ,;modus ponens*‘).

Fiir nichtelementare Arten des Folgerns existiert jedoch im allgemeinen ein solcher
gleichwertiger ,,Beweiskalkiil* nachweisbar nicht. Wir werden uns im folgenden, wie
allgemein iiblich, auch beim elementaren Folgern nicht auf formale SchluBiregeln
stiitzen, sondern weiterhin ,,inhaltlich‘‘ schlieen. Der erfahrene Mathematiker be-
geht dabei nur selten Fehler, und seine Sicherheit ist um so gréBer, je besser seine
Einsicht in die in diesem Kapitel in aller Kiirze skizzierten Zusammenhinge und je
umfassender sein Uberblick iiber mégliche Nichtstandardmodelle der untersuchten
Theorie ist.

Das Folgern verlduft im allgemeinen so, daBl man sich zum Beweis von H ¢ FI(?
(Z) ein beliebiges (o-) Modell © von & vorstellt und zeigt, dafl H in & gilt. Die Schwie-
rigkeit besteht darin, bei diesem Beweis eben nur diejenigen Eigenschaften von &
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zu benutzen, die ausdriicklich (durch ¢ und %) vorausgesetzt sind. Die Unterschei-
dung zwischen den Termen und Ausdriicken der benutzten Sprache einerseits und
den durch sie bei einer beliebigen Interpretation w und einer beliebigen Belegung f
dargestellten Dingen bzw. Sachverhalten Wert(t, w, f) bzw. Wert(H, w, f) andererseits
wird dabei im folgenden dadurch zum Ausdruck gebracht werden, dafl letztere mit
den gleichen Symbolen wie t und H selbst, jedoch kursiv geschrieben werden. Wir
werden also z. B. einen Beweis fiir die Aussage A X(HI(X) — Hz(x)) einer formali-
sierten Theorie mit den Worten beginnen : Es sei  ein beliebiges Ding mit der Eigen-
schaft H,(x). Die Beachtung oder Nichtbeachtung dieses typographischen Unter-
schiedes sei dem Leser anheimgestellt.

2.4.  Abkiirzungen in formalisierten Sprachen

Zur Vereinfachung der Schreibweise von Ausdriicken formalisierter Sprachen be-
nutzen wir im folgenden eine Reihe von Abkiirzungsregeln.

1. Die AuBlenklammern fertiger Ausdriicke werden weggelassen. Die zweistelligen
Booleschen Funktoren <>, —, v, A haben in der angegebenen Reihenfolge zu-
nehmende Bindekraft. Es steht also z. B.

H, < H, — H, fiir (H; < (H, - Hy)),
H, A H, - Hy v H, fiir ((H; A Hy) - (H, v H,)).
Unter Berufung auf die Assoziativitat der Alternative und der Konjunktion schrei-
ben wir H, v Hy v ... v H, bzw. H; A Hy A-.. A H,, statt (-~-(H1 v Hy)vHy)v---v Hn)
bzw. (---(Hl AH) AHZ) Ao A H,,) oder dquivalenter Umklammerungen.

Bei der Formulierung von konkreten Axiomen und Sitzen in konkreten formali-
sierten Sprachen lassen wir hiufig dulere Generalisierungen fort. Es ist also z. B.

P1 == P, — V g(p; auf g A p, auf g)
als Abkiirzung des abgeschlossenen Ausdrucks

A Py A pa(pr + p2 — V g(py auf g A p, auf g))

zu verstehen, falls aus dem Zusammenhang hervorgeht, daf es sich um die Formu-
lierung eines Axioms bzw. Satzes handelt.

Zur bequemeren Formulierung der folgenden Vereinbarungen sehen wir von der
eventuellen Mehrsortigkeit der betrachteten Sprachen ab, d. h., wir benutzen x;, y;, ...
sozusagen als ,,Variable fiir Variable. Statt x; A x,A - Ax,H(x,, ..., X,) schreiben
wir kurz

ANxy o X H(Xy, ... X5),
analog
Vzx, - x,H(xy, ... Xp).
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Bei allgemeinen Erérterungen werden wir hiufig

A xH(X) statt A x; - X, H(Xy, o005 Xp)
bzw.
V xH(x) statt Vx, --- x,H(xy, ..., X;)

schreiben. Ist es erforderlich, die in H vollfrei vorkommenden Variablen in zwei oder
mehr Arten zu trennen, so schreiben wir H(x, y) und dhnlich, also z. B. AxVyH(x, y).
Ist X zunichst ohne Angabe der Anzahl und Sorte seiner Komponenten benutzt
worden, so bedeutet im weiteren x* die ¢-te Komponente von x und #(x) die Anzahl
der Komponenten von x. Es ist also stets x = x1... x"%), _

Waihrend die bisherigen Vereinbarungen einen mehr technischen Charakter hatten,
kommt den folgenden Ausfiithrungen, obwohl auch sie — formal betrachtet — von
Abkiirzungen handeln, grundséitzliche Bedeutung zu.

2. Unter wesentlicher Benutzung der Identitdt werden in elementaren Sprachen
einige Wendungen formulierbar, deren logischer Charakter den beiden Quantoren
dhnlich ist. Da sie hdufig vorkommen, fiihren wir gleichzeitig mit ihrer Besprechung
abkiirzende Symbole fiir sie ein:

Es gibt wenigstens n verschiedene Dinge mit der Eigenschaft H:
V,xH(x) i< Vx - x,,(H(xl) A oA H(x,)
AXy XA er AKX A cer A Xy T Xp)e

(Dabei ist == natiirlich kein zusétzliches Relationssymbol, sondérn x; 5= x; steht
fur 1X; = X,-).

Es gibt genau n verschiedene Dinge mit der Eigenschaft H:
Vil xH(x) 1o V, xH(X) A 1 V,,; XH(X).

Spezialfall: V! xH(x) :<> V xH(x) A 1 V, xH(x).

Sind x, y Variablentupel gleicher Linge, so bedeutet

X=y > X1=:y1/\.../\xﬂ(x)=y1lw)
und
XFYy:e1x=y.

In Verallgemeinerung der oben definierten Quantoren V, x, V, !! x definieren wir:
Vo XH(X) 1o VX - VX, (H(xy) A --- A H(x,)
AXy F=XgA e AXy =X, A 0r AXpyk x,,),
V,IIxH(X) i<V, xH(X) A 1 Vup XH(X),
insbesondere gilt:
VIIXH(x) <> VXH(X) A 1V, xH(X).
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2.5.  Definitionen in formalisierten Sprachen

Die Sdtze inhaltlicher (d. h. nicht formalisierter) geometrischer Theorien, wie zum
Beispiel der ebenen affinen, projektiven oder euklidischen Geometrie, handeln von
einer so grofen Zahl von Objektarten (z. B. Punkte, Geraden, Kreise, Strecken,
Strablen, Winkel, Dreiecke, Halbebenen, ...) und Relationen bzw. Operationen im
Bereich dieser Objektarten (z. B. Inzidenz, Anordnung, Kongruenz, Parallelitit,
Schneiden ; Lot, Schnittpunkt, Mittelpunkt, Parallele, ...), dall man zu sehr uniiber-
sichtlichen formalisierten Theorien mit sehr vielen Axiomen kommt, wenn man alle
diese Begriffe von Anfang an in die Formalisierung einbeziehen will. AuBerdem
lassen sich zu jeder Liste von elementargeometrischen Begriffen sicher weitere Be-
griffe angeben, die ebenfalls Gegenstand der Geometrie sind und noch nicht beriick-
sichtigt wurden. Der iibliche Weg in solchen Fiéllen besteht darin, von wenigen
Grundbegriffen auszugehen und alle iibrigen interessierenden Begriffe nach und nach
durch Definitionen einzufiihren, wobei die angestrebten Sitze iiber diese Begriffe
unter Benutzung der Definitionen und der Axiome iiber die Grundbegriffe bewiesen
werden. Die mit der definitorischen Erweiterung von formalisierten Sprachen zu-
sammenhingenden Grundlagenfragen sind bisher vorwiegend fiir den Spezialfall der
Definition von Relationen (zum Teil auch von Konstanten und vollen Operationen)
in einsortigen elementaren Sprachen untersucht worden. Da dies einerseits fiir die
Belange der Geometrie und insbesondere fiir die Belange dieses Buches viel zu
speziell ist, andererseits die meisten Schwierigkeiten einer allgemeineren Behandlung
formalisierter Definitionen durch die hier ausreichende rein semantische Betrach-
tungsweise’ vermieden werden konnen, stellen wir im folgenden eine neue, sehr all-
gemeine Definition des Begriffs definitorische Spracherweiterung zur Diskussion.
Diese Definition (die sich mdglicherweise bei weiteren Untersuchungen als zu all-
gemein erweisen kann) umfaflt alle bisher behandelten Spezialfille und auch alle in
diesem Buch benétigten Félle. Die letzten werden anschlieBend ausfiihrlich be-
handelt.

Sind (&3, 01) und (s, 05) nichtelementare Sprachen, so heilt (#,, 0,) eine Erweite-
rung von (¥;,0,), wenn %, &%, und die Einschréinkung einer beliebigen ¢,-Inter-
pretation o’ von &, auf &, eine ¢,-Interpretation w dieser Sprache ist. Dabei heifit &,
eine Erweiterung erster bzw. zweiter Art von &, je nachdem, ob in &, nur mehy Rela-
tions- bzw. Operations- bzw. Konstantensymbole oder auch mehr Variablensorten
als in %; vorkommen.

Eine Erweiterung (erster bzw. zweiter Art) (&5, 0,) einer Sprache (&, a;) heilit
eine definitorische Erweiterung erster bzw. zweiter Art von (&, o), wenn gilt:

a) o, ist eine solche Verschirfung von ¢; in bezug auf die in &, zusitzlich vorkom-
menden Sprachbestandteile, daf} sich jede ¢;-Interpretation w von #; in emdeutlger
Weise zu einer o,-Interpretation o’ von %, fortsetzen 1aft.

b) Es gibt eine Riickiibersetzung der abgeschlossenen Ausdriicke der Sprache %,
in die Sprache #;, d.h. eine Abbildung f von %, in &; mit f(H) = H fiir alle

3 Schreiber, Konstruktionen
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H € ? 1 und
Wert(H, ') = Wert({(H), ') (= Wert(f(H), »))
fiir jede o,-Interpretation o’ von %, und jeden abgeschlossenen Ausdruck H € Z,.

(Gleichwertig ist Wert(H < f(H), w') = W fiir jeden abgeschlossenen Ausdruck
H € %, und jede o,-Interpretation o’ von %,.)

Die Forderung a) bedeutet etwa: Eine Definition besteht im Ubergang zu einer
erweiterten Sprache unter gleichzeitiger Angabe einer Interpretationsvorschrift fiir
die definitorisch. eingefiihrten Sprachbestandteile, so dafl deren Bedeutung bei einer
beliebigen o,-Interpretation der urspriinglichen Sprache eindeutig mitfixiert ist. Die
Forderung b) bedeutet etwa : Eine definitorische Spracherweiterung mu8 in dem Sinne
prinzipiell entbehrlich sein, dal man zu jedem abgeschlossenen Ausdruck der er-.
weiterten Sprache einen ,,gleichbedeutenden‘‘ abgeschlossenen Ausdruck der urspriin-
lichen Sprache angeben kann. Aus b) folgt insbesondere, dafl fiir jedes Axiomen-
system & < &, der erweiterten Sprache (speziell fiir jedes & S .%,) die Menge Fl"l(f(ﬁt" )
der Folgerungen, die man in &, aus den Riickiibersetzungen der Axiome ziehen kann,
mit der Menge f(Fl"’(Q“ )) der Riickiibersetzungen aller Folgerungen iibereinstimmt,
die man in der erweiterten Sprache erhilt. Die Forderung a) allein wire zum Beispiel
erfiillt, wenn man eine beliebige Sprache durch Variable n; und pradikative Ausdriicke
der Form n; < n; erweitert und festlegt, daB die n; durch natiirliche Zahlen und ,,<
durch die iibliche Anordnung der natiirlichen Zahlen interpretiert werden sollen. In
diesem Fall wird aber die Forderung b) in der Regel nicht erfiillt sein, und eine solche
Spracherweiterung wird man daher nicht als definitorisch ansehen. Es sei aber be-
merkt, daf} der durch b) zum Ausdruck gebrachte Aspekt der definitorischen Sprach-
erweiterungen eigentlich erst bei metatheoretischen Untersuchungen (etwa Aqui-
valenz von Theorien mit verschiedenen Grundbegriffen) eine Rolle spielt, wihrend
man beim effektiven Aufbau einer formalisierten Theorie aus einem Axiomensystem
zunichst nur die Eigenschaft a) der Definitionen benutzt. Ob es im konkreten Fall
gelingt, alle interessierenden Begriffe mit Hilfe des gewihlten Systems von Grund-
begriffen zu definieren, ist in 8hnlicher Weise ein Kriterium fiir deren ,,Vollstéindig-
keit‘‘, wie die Folgerbarkeit aller Sidtze der inhaltlich vorgegebenen Theorie ein
Kriterium fiir die Vollstindigkeit des gewadhlten Axiomensystems ist.

Wie bereits in Abschnitt 2.3. bemerkt wurde, kann eine Interpretationsvorschrift
in manchen Fillen durch ein Axiomensystem ersetzt, d.h. eine nichtelementare
Theorie auf eine elementare Theorie zuriickgefithrt werden. In allen im folgenden
explizit behandelten Fillen definitorischer Spracherweiterung kann die primér mit
den eingefithrten Sprachbestandteilen verbundene Interpretationsvorschrift durch
sogenannte Einfiihrungsaxiome fiir diese Sprachbestandteile ersetzt werden. Die suk-
zessive Anreicherung der Sprache unter gleichzeitiger Verstirkung des urspriing-
lichen Axiomensystems durch die Einfiihrungsaxiome fiir die jeweils definierten
Begriffe liefert dann als Endresultat gerade das zu Beginn dieses Abschnitts skizzierte
»,Ungetiim* einer formalisierten Theorie mit sehr vielen Grundbegriffen und sehr
vielen Axiomen.
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Definition von Relationen

Wir haben bereits festgestellt, daB ein Ausdruck H(x, ..., X,) einer formalisierten
Sprache &, in dem genau die Variablen x,, ..., x, (voll)frei vorkommen, bei jeder
Interpretation w der Sprache ¥ den Charakter einer Aussageform bekommt, d. h.
eine wohlbestimmte n-stellige Relation w(H) darstellt. Durch Definitionen nach dem
Schema

(1) R(xy, .0y Xp) 1< H(xy, oo0y Xp)

wird im folgenden zum Ausdruck gebracht, daf die betrachtete Sprache &% durch das
n-stellige Attributensymbol R (d. h. priadikative Ausdriicke der Form R(xy, ..., X,))
erweitert und gleichzeitig die bisherige Interpretationsvorschrift (eventuell o,) da-
durch ergédnzt wird, daB R durch die Relation w(H) interpretiert werden soll. Eine
Riickiibersetzung (d. h. Elimination des neuen Sprachbestandteils R) ist bei dieser
Art von Definitionen nicht nur fiir abgeschlossene, sondern sogar fiir beliebige Aus-
driicke mdglich. Man hat nur jeden Teilausdruck der Form R(x;, .., X;,) durch den
gleichbedeutenden Ausdruck H(x;, ..., x;,) zu ersetzen, wobei allerdings eventuell
eine Umbenennung der in H vorkommenden gebundenen Variablen nétig ist. Die
Interpretationsvorschrift fiir das definitorisch eingefiihrte Symbol R kann offenbar
gleichwertig durch das Einfiithrungsaxiom

(2) A Xy oo Xn(R(Xh se0y Xn) g H(Xl’ seey X,,))

fiir R ersetzt werden. Gilt umgekehrt in einer formalisierten Theorie fiir eine der be-
betrachteten Grundrelationen R ein Satz der Form (2), wobei R nicht in H vorkommt,
so ist R offenbar als Grundbegriff der Theorie entbehrlich.

Beispiele. Im folgenden bezeichne .#; stets die Grundsprache der ebenen Inzidenz-
geometrie mit Punktvariablen p;, Geradenvariablen g; und priadikativen Ausdriicken
der drei Formen p; = p;, g; = g;, P; € g;. Wir definieren:

(3) P1, Ps; 3 kollinear ;< V g(p; € g AP, €gAPs €8);
(4) P1> P2, Ps nicht kollinear :<> -1 p,, ps, p; kollinear;

(5) g1llg:= VPP EZADER);
g1 )l 82 = g1 |l g2V g1 = g (gelesen: g, parallel oder gleich gy).

(3) ist ein typischer Fall einer zu Abkiirzungszwecken eingefiihrten Definition; (4)
zeigt, wie man durch hinreichend viele Definitionen auch in formalisierten Sprachen
so etwas wie ,,sprachliche Glitte erreichen kann; (5) wirft das Problem der ,,richtigen
Definition auf: Natiirlich ist es sinnlos zu fragen, ob eine formal korrekte Definition
nach dem Schema (1) richtig oder falsch ist. Hiufig sucht man jedoch fiir einen in-
haltlich bereits vorliegenden Begriff eine Definition mittels einer vorgegebenen
formalisierten Grundsprache. In diesem Fall besteht die Gefahr, daBl der formal
definierte Begriff sich nicht genau mit demjenigen deckt, den man definieren wollte
bzw. der iiblicherweise mit der gewdhlten Bezeichnung versehen wird. (5) ist eine

3*
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,-richtige‘ Definition der Parallelitit in der ebenen Geometrie, deckt sich aber z. B.
nicht mit dem inhaltlichen Parallelitatsbegriff in der rdumlichen Geometrie. (Hier
miiBte man etwa definieren:

gillge i Velgicenga=e)A 1V p(pEgiADE L),

wobei e eine Variable fiir Ebenen ist und ,,=*“ das Liegen einer Geraden in einer
Ebene bezeichnet.)

Oft braucht man eine Schar von dhnlich definierten Relationen, die sich im wesent-
lichen nur durch die Stellenzahl unterscheiden, z. B.
X,, X, X3 paarweise verschieden :<> x, =}= X, A X1 3= X3 A X, & Xg;

X;, Xp, X3, X4 paarweise verschieden :<> x; = X, A X; = X3 A X; = X,

AXy = X3 A Xy o X4 A X3 5 Xy

In solchen Fillen faBt man, soweit, es ohne Mif3verstdndnisse moglich ist, unendlich
viele Einzeldefinitionen zu einem Schema zusammen, z. B.
X;, ..+ X, paarweise verschieden :<> X; == X, A -+ A X; == X, A X, == X3
Ao AXg =X A s AXpy = Xy
P1s -+« Py Kollinear :<> V g(p; €Eg A ++- Ap, € 8);
g1, «++s g, koinzident :<> V p(p € gy A - AP E gu);
P15 +++» Pn in allgemeiner Lage :<
| P1, P2s Ps nicht kollineay A --.
A P15 P2, P Dicht kollinear
A P1s Pss Pa nicht kollinear A ---
A P15 P3, Pn nicht kollinear A ---
A Pp—gs Pu-1, Pr nicht kollinear.
Analog definiert man ,,g;, ..., g, in allgemeiner Lage, indem man Kollinearitit
durch Koinzidenz ersetzt. In allen solchen Fillen kann man das Schema durch eine
induktive Definition ersetzen. ‘
Beispiel.
X, Xy, X3 Paarweise verschieden :< X; == X, A X; &= X3 A Xp 3= X3;
Xy, «++y Xp41 Paarweise verschieden :<
Xy, ..+, X, paarweise verschieden

A Xg, «vey Xpe1 Paarweise verschieden A x; &= X,,4.
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Definition von (partiellen) Operationen und Konstanten

Unter einer bedingten eindeutigen Exz’stenzaussage (kurz BEE) verstehen wir einen
abgeschlossenen Ausdruck der Form

©)  Ax(Hix) > VIyHy(x, v)

(dabei miissen nicht notwendig alle Variablen x in H;(x) bzw. in H,(x, y) vorkommen,
jedoch miissen alle Variablen X in wenigstens einem dieser beiden Teilausdriicke voll-
frei vorkommen). Unter einer unbedingten eindeutigen Existenzaussage (kurz UEE)
verstehen wir einen abgeschlossenen Ausdruck der Form

(7) Ax V1 yH,(, v).

Da jeder Ausdruck der Form (7) dem Ausdruck A x(x =x— VIl yH,(x, y)) derv Form
(6) logisch gleichwertig ist, wollen wir die UEE als Spezialfille von BEE ansehen,
obwohl sie es als Zeichenreihen natiirlich nicht sind. Mit &hnlicher Motivierung be-
trachten wir absolute eindeutige Existenzaussagen (kurz AEE), d. h. abgeschlossene

Ausdriicke der Form

(8) VI yH(y)

als Spezialfille (n(x) = 0) der UEE und damit der BEE.

Gilt in einer in der Sprache (%, o) formulierten Theorie " die BEE (6), so kann man
in jedem Modell von 7~ diejenige partielle Operation F betrachten, die fiir alle & mit
H, (@) definiert ist und jedem solchen n(x)-Tupel dasjenige y zuordnet, fiir welches
H,(x, y) gilt. Durch Definitionen nach dem Schema

9) F(x) := yH,(x, y), falls H,(x)
y
(gelesen: dasjenige v, fiir welches Hy(x, y) gilt),

die durch die Giiltigkeit von (6) in der betrachteten Theorie gerechtfertigt sein miissen,
bzw. nach dem Schema

F(x) := yHo(x, y),

die durch die Giiltigkeit von (7) gerechtfertigt sein miissen, bringen wir im folgenden
zum Ausdruck, daf} die benutzte Sprache & durch das in % noch nicht vorkommende
Operationssymbol F erweitert!) und gleichzeitig die bestehende Interpretationsvor-
schrift ¢ wie folgt ergéinzt wird:

(10) F st durch die oben beschriebene partielle Operation F zu interpretieren.

Ein gewisser Widerspruch zwischen dieser Definitionsmethode und dem oben ein-
gefiihrten allgemeinen Definitionsbegriff besteht darin, daB hier zunéchst nicht jede
o-Interpretation w von & eindeutig zu einer Interpretation von F fortgesetzt werden

1) Bei allgemeinen Betrachtungen werden wir die nach (9) definierte Operation immer mit
Fg, 5, bezeichnen.
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kann, sondern dies nur fiir solche w mdoglich ist, die (6) wahr machen. Das kann man
am einfachsten dadurch beheben, dal man noch zusétzlich festlegt:

(11) Falls (6) bes der betreffenden Interpretation w nicht gilt, ist ¥ durch die nirgends
definierte Operation zu interpretieren.

Die Klasse aller o-Interpretationen, die (10) bzw. (11) erfiillen, bezeichnen wir als ¢
und erhalten somit als Ergebnis der definitorischen Erweiterung die nichtelementare
Sprache (&, ¢’), wobei die Basis von &’ die um das Operationssymbol F erweiterte
Basis von & ist. (10) und (11) konnen offenbar durch das Einfithrungsaxiom

(12)  Axy(FE) =y < HaHx) A H(x,Y))

fir F ersetzt werden, wobei H die BEE (6) bezeichnet. Betrachtet man nun eine
Theorie 7, in der H gilt, so kann das Konjunktionsglied H in (12) weggelassen werden,
und nur in solchen Fillen werden wir (9) anwenden. Fiir Interpretationen der Sprache,
(&#,0), bei denen H falsch ist, folgt hingegen aus (12) sofort, daB es kein 2, y mit
F(®) = y gibt.

Gilt in einer Theorie J fiir einen der Operations-Grundbegriffe F' eine Aussage der
Form

A xy(F(x) =y < H(x, y)),

wobei F im Ausdruck H(x, y) nicht vorkommt, so gilt in 4~ auch die BEE
Ax(VyH(x, y) — V!! yH(x, y)s

und die aut Grund dieser BEE definierbare Operation stimmt offenbar mit F iiber-
ein, d. h., F ist als Grundbegriff entbehrlich.

Beispiel. Wir legen wieder die Sprache der ebenen Inzidenzgeometrie zugrunde.
In der ebenen affinen bzw. auch projektiven Geometrie gilt die in dieser Sprache
formulierbare BEE

A pipa(ps = p2— V1lg(p: € g A p; € 8)).

Auf Grund dieser BEE kann man ,,die Gerade durch p,, p,* als eine partielle Punkt?
— Geraden-Operation definitorisch einfiihren, fiir die wir, abweichend vom iiblichen
Gebrauch, aus spiter zu erliuternden: Griinden das Operationssymbol L, wahlen:

L(py, pe) 1= 1g(p1 €Eg A Ps €g), falls p; == p,.

Wir behaupten nun, dal (wie bei den definitorisch eingefiihrten Attributensym-
bolen) nicht nur jeder abgeschlossene sondern jeder Ausdruck H der erweiterten
Sprache (&', ¢') in einen gleichbedeutenden Ausdruck [H] der urspriinglichen Sprache
(&, o) zuriickiibersetzt werden kann, so da8 gilt:

(13) [H] enthdlt die gleichen (voll)freien Variablen wie H. (Insbesondere ist also
[H] genau dann abgeschlossen, wenn H abgeschlossen ist).
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(14) Fiir jede o’-Interpretation w von &', bei der die der Definition von F zugrunde
liegende BEE (6) wahr wird, und fiir jede Belegung [ beziiglich o gilt
Wert([H), w, f) = Wert(H, w, f), d.h., [H] und H stellen die gleiche Relation
und im Fall der Abgeschlossenheit gleichwertige Aussagen dar.

Wir 16sen das Eliminationsproblem fiir F, indem wir zu jedem Ausdruck H € &,
der F wenigstens einmal enthélt, einen Ausdruck [H] angeben, der (13) und (14) er-
fiillt und in dem F wenigstens einmal weniger vorkommt als in H. Nach endlich vielen
Schritten erhilt man dann offenbar einen solchen Ausdruck [H], in dem F nicht mehr
vorkommt. Zur Konstruktion von [H] zu gegebenem H fixieren wir in H einen be-
stimmten innersten Term der Form F(t,, ..., t,), d. h. einen derartigen in H als Teil-
zeichenreihe enthaltenen Term, bei dem in t,, ..., t, das Operationssymbol F nicht
mehr vorkommt. In H ist das fixierte Vorkommen in einem bestimmten pradikativen
Teilausdruck H* enthalten. Mit H** bezeichnen wir einen Ausdruck, der aus H* ent-
steht, wenn man den fixierten Term F(t,, ..., t,) durch eine Variable y entsprechen-
der Sorte ersetzt, die in H nicht vorkommt. Dann erhilt man [H], indem man in H
den fixierten prédikativen Teilausdruck H* durch den Ausdruck

Hl (t’b e t-’n) AV Y(Hz(tl, A RS tm Y) A H**)
ersetzt.
Es sei bemerkt, daf die Bedeutung des aus einem Ausdruck H gewonnenen F-freien
Ausdrucks [H] davon abhéngig ist, welche Sprachbestandteile als pridikativ an-
gesehen werden. Zum Beispiel gilt:

[1Ps €L(ps, p2)] = 7 (p1 =P AV E(p1 €E AP €GAD; €8)),s
d. h.

71 P3 € L(p1, P2) <> P1 = P2 V Pi1, P2, P3 nicht kollinear;

verwenden wir jedoch neben € auch ¢ als Grundbegriff, so ist p; ¢ L(p,, p,) ein pridi-
kativer Ausdruck, und es gilt:

1 [P3¢L(P1,P2)]=P1 *PzAVg(I)legApzegAP3¢g),
. h.

Ps ¢L(P1, P2) <> P1 == P2 A P1, P2, P3 nicht kollinear.

Tatédschlich ist der Sprachgebrauch in der Mathematik in allen Fillen, in denen par-
tielle Operationen auftreten (und das betrifft nicht nur definitorisch eingefiihrte!),
nicht einheitlich.') Zu unserem Beispiel werden gewifl einige Geometer die Ansicht
vertreten, dafl die Aussageform ,,p, liegt nicht auf der Geraden durch p,, p,* ins-
besondere dann wahr ist, wenn gar keine eindeutig bestimmte Gerade durch p,, p,
existiert (das entspricht der ersten Bedeutungsvariante), wihrend andere meinen
werden, dall man in diesem Fall gar nicht von der Geraden durch p,, p, sprechen
darf, daB also die zitierte Redeweise die Voraussetzung p, == p, impliziert (das ent-

1) Vgl. G. PickErT, Projektive Ebenen, Springer-Verlag, Berlin—Gottingen—Heidelberg
1955, S. 5.
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spricht der zweiten Bedeutungsvariante). Wir werden im folgenden die Bedeutung
von Ausdriicken, in denen partielle Operationen auftreten, immer auf die effektiv
hingeschriebene Formulierung beziehen, also z. B. ¢ und == als einheitliche Attri-
butensymbole auffassen und, wenn anderes gemeint ist, ausdriicklich -1 p; € L(p;, ps)
bzw. 11 g, = L(p,, p2) usw. schreiben. Analog gilt:

181 | L(p1, po) < 1 (P +P2AVE(P1€GAP E€EGAL | 8)
Wollen wir aber zum Ausdruck bringen

P1FPAVEMPIEGAD EgAE ]l g),

so fithren wir definitorisch ein neues Zeichen j fiir ,,nichtparallel* ein und schreiben

g1 4 L(p1, Pe)-
Einige verbreitete Definitionsmethoden fiir (partielle) Operationen ordnen sich

dem oben behandelten Definitionsprinzip als Spezialfille unter:

Definition durch Swperposition

Sind F; und F, Operationssymbole der betrachteten Sprache, wobei F, einstellig ist
und die Argumentsorte von F, mit der Bildsorte von F, iibereinstimmt, und kommt
das Symbol K3 noch nicht in der Sprache vor, so ist die nach dem Schema

Fy(x) := Fz(Fl(X))
definierte partielle Operation identisch mit der durch
Fx) :=wV z(Fl(x) =z A Fy(z) = y), falls V yz(Fl(x) =z A Fy(z) = y)

definierten Operation. Die Aufstellung der zugehérigen BEE sei dem Leser iiber-
lassen.

Definition durch Fallunterscheidung
Die nach dem Schema

Fo(x) :— F,(x), falls H(x),
o) 2= Fy(x), falls 7 H(x),

definierte Operation F,; (wobei F; und F, Operationssymbole der betrachteten Sprache
mit gleichen Argument- und Bildsorten sind und F, in der Sprache noch nicht vor-
kommt), ist identisch mit der durch

Fy(x) 1= oy((Hx) A Fy(x) = y) v (1 Hx) A Fy(x) = y)),

falls V y((H(x) A Fy(x) = y) v (7 Hx) A Fa(x) = y))
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definierten Operation. Analoges gilt fiir andere Formen der Definition durch Fall-
unterscheidung, z. B. '

¥ . F(x), falls H(x),
3(®) *= 1 Licht definiert sonst.

Definition durch Unterdriickung fiktiver Argumente

Gilt fiir die (partielle) Operation F der betrachteten Spi'ache & in einer in & formu-
lierten Theorie

A XYI_Yz(V 2B (X, Y1) = 2 AV 2,F (X, 35) = 2, > F(x, y1) = F(x, Y2)),

so ist die Definition einer Operation F, (F, ein nicht in & vorkommendesiSymbol)
nach dem Schema

Fy(x) :=F(x, y), y beliebig
gerechtfertigt. Die so definierte Operation ist identisch mit der durch
Fy(x) := 1zVyF(X,y) = z, falls V yzF(x, y) = z,

definierten Operation. |

Weitgehend analog zur Definition von (partiellen) Operationen auf Grund von
in der betrachteten Theorie giiltigen BEE ist die Definition von Konstanten auf Grund
von in der betrachteten Theorie giiltigen AEE, die wir hier nur der Vollstindigkeit
halber kurz erwidhnen, da Konstanten in den iiblichen elementargeometrischen
Theorien auf Grund einer gewissen Homogenitét ihrer Modelle nicht definierbay sind.
Gilt in einer Theorie die AEE (8), so bringt eine Definition nach dem Schema

¢ := yH(y)
zum Ausdruck, daB die Sprache durch die Konstante ¢ und die Interpretationsvor-
schrift dadurch erweitert wird, daBl ¢ bei beliebigen zuldssigen Interpretationen w
durch dasjenige Ding ¢ zu interpretieren ist, fiir welches Wert(H(y),'w_, f) =W,
wenn f(y) = c.

Wihrend die bisher behandelten Definitionsmethoden in unserer Terminologie zu
definitorischen Erweiterungen erster Art fithren, kommen wir nun zu einer speziell
fir die Geometrie charakteristischen Definitionsmethode, die zu Erweiterungen
zweiter Art, d. h. zur Einbeziehung neuer Sorten von Grunddingen in die Sprache
fiihrt. Es sei aber betont, daf} diese Methode die definitorischen Erweiterungen zweiter
Art keineswegs ausschopft.

Definitorische Einfiihrung von Familien definierbarer Mengen als Dinge neuer Sorte

Sind H; (x) und H,(x,'y) Ausdriicke einer Sprache &, so kann man bei einer beliebigen
Interpretation von & fiir jedes System & von Dingen mit der Eigenschaft H,(x) die
Menge M(x) = {y: H,(x, y)} bilden. Dabei ist die Einschrinkung der Bildung von
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. M(x) auf solche & mit der Eigenschaft H,(ax) von der Sache her offenbar nicht nétig,

jedoch zur Nachbildung gewisser inhaltlich vorliegender Begriffsbildungen zweck-
mafig (vgl. die folgenden Beispiele). Unter Bezug auf diese Vorstellung ist es sinnvoll,
pridikative Ausdriicke der Form y € M(x) als Abkiirzung bzw. gleichbedeutende
Schreibweise fiir H,(x) A Hy(x, y) zu benutzen. Dies ist jedoch zunichst noch ein
Spezialfall der definitorischen Einfiihrung von Relationssymbolen:

y € M(x) :< H;(x) A Hy(x, y).

Es sei betont, dal die ,,Terme* M(x) und das ,,zweistellige Relationssymbol® € in
diesem Stadium noch keine selbstindige Bedeutung haben, sondern y € M(x) als
unzerlegbare Symbolik fiir eine (x, y)-Relation aufzufassen ist. Diese Situation d4ndert
sich grundlegend, wenn man Variable neuer Sorte, etwa «;, fiir die Mengen M () ein-
fithrt, d. h. die Sprache . durch pridikative Ausdriicke der Form y; € «; und die be-
stehende Interpretationsvorschrift durch die Festsetzung erweitert, daf die «; in
der angegebenen Weise und das zweistellige Symbol € durch die Elementrelation zu
interpretieren ist. Will man diese Interpretationsvorschrift durch ein gleichwertiges
Axiomensystem ersetzen, so ist erstens axiomatisch zu sichern, dafl die «; Mengen,
d. h. durch ihre Elemente eindeutig bestimmt sind :

A oc,-oc,-yk((yk €Eu; <>y €)= o; = oc,-) (Extensvonalititsaxiom).
Zweitens ist zu sichern, daBl zu jedem & mit H,(x) ein x mit &« = M (x) existiert:
A X(Hl (xX) >V aAy(y € a — Hy(x, y)) (M engenbildungsaxiom).

Drittens ist zu sichern, dal aufler den M (x) mit H,(a) keine weiteren Dinge unter den
mit «; bezeichneten Dingen vorkommen:

N o;V x(Hy(x) A A y(y € aj <> Hy(x, y)).

Eine Riickiibersetzung in die Sprache . ist nun fiir beliebige Ausdriicke offenbar
nicht mehr méglich, jedoch kann jede quantifizierte Variable & nach dem Prinzip

V oaH(x) <> Vx(Hy(x) A H¥), A aH(x) < A x(H,(x) — H*)

eliminiert werden, wobei x ein System von Variablen entsprechender Sorte ist, die in
H nicht vorkommen, und H* dadurch aus H entsteht, daB man alle darin vorkom-
menden pridikativen Ausdriicke der Form y; € « durch H,(x, y;) ersetzt. Insbesondere
kann auf diese Weise zu jedem abgeschlossenen Ausdruck der erweiterten Sprache
ein gleichbedeutender Ausdruck der Sprache % konstruiert werden.

In der durch «; und € erweiterten Sprache . kann man jetzt die Terme M(x) (im
folgenden Mengenterme genannt), die urspriinglich keine selbstindige Bedeutung
hatten, korrekt einfithren. Auf Grund des Extensionalitdts- und Mengenbildungs-
axioms fiir «; gilt die BEE

Ax(Hy(x) = V! a A y(y € & <> Hy(x, y)).
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Daher ist die Definition
M(x) := tx A y(y € & «— Hy(x, y)), falls H,(x)
gerechtfertigt.

Beispiele.
Definitorische Einfiihrung der Geraden und der Inzidenz:

Wir gehen von einer Formalisierung der ebenen euklidischen Geometrie aus, in
der Geraden und Inzidenz nicht zu den Grundbegriffen gehoren, jedoch diejenige
dreistellige Punktrelation, die durch die Aussageform ,,p, liegt zwischen p; und p;
(auf einer gemeinsamen Geraden)‘ beschrieben und in der formalisierten Sprache im
folgenden kurz mit (p;, ps, ps) bezeichnet wird. Mittels dieser Zwischenrelation ist die
Kollinearitdt definierbar:

D1, P2» Ps kollinear <> p; = p, v p; = PsV Pz = P3 V (P1, Pa» Ps)
V (P25 P3s> P1) V (P3> P15 P2)-

Wir fithren nun neue Variable g; fiir die Punktmengen

(15) L(p1, P2) := {Ps: P1, P2, P3 kollinear}, falls p, == p,,

d. h. pridikative Ausdriicke der Form p; € g; ein. Wiirden wir in (15) die Einschréin-
kung p; == p, fallen lassen, so bekdmen wir in Gestalt der Mengen L(p, p) auch. die
gesamte Ebene in den Bereich der ,,Geraden‘. In der durch g; und € erweiterten
Sprache ist nun die Operation L in der bereits behandelten Weise definierbar.

Definitorische Einfithrung der Kreise und der Punkt-Kreis-Inzidenz:

Wie iiblich bezeichne ,,=~‘ die vierstellige Punktrelation Kongruenz der ebenen
euklidischen Geometrie. Wir fithren neue Variable k; fiir die als Punktmengen definier-
baren Kreise

Z(P1; P2 Ps) *= {Pa‘ P1Ps = P:Ps}; falls p, = ps,

ein. (Liefe man hier die Einschrinkung p, = p; fallen, so bekdme man in Gestalt
der Mengen Z(p,; p,, p.) auch alle einpunktigen Mengen in den Variabilitdtsbereich
der Kreisvariablen.) In der durch priadikative Ausdriicke der Form p; € k; erweiterten
Sprache ist nun die Operation Z, die je drei Punkten p,, p,, p; mit p, & p; den Kreis
vom Radius p,p; um den Mittelpunkt p, zuordnet, definierbar:

Z(p1; Pas Ps) = tk /A py(Ps € kK <> p1py = P5Ps), falls p, == ps.
Als Beispiel fiir die mogliche Riickiibersetzung abgeschlossener Ausdriicke diene:

A P1P2Ps(P1> P> Ps nicht kollinear — V k(p; € k A p, € k A p; € k))
<> A p1PsPs(P1; Pas Ps nicht kollinear —

V P4PsPe(Ps == Ps A PiPs = PsPs A P2Ps = PsPe A PsPa = PsPe))-
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Wegen ihrer hiufigen Anwendung behandeln wir noch die Ubertragung von Rela-
tionen auf Aquivalenzklassen, die sich als Kombination bereits behandelter Defini-
tionsmethoden erweist. Ist H(x,y) ein Ausdruck einer Sprache.#, dessen vollfreie
Variable beide von gleicher Sorte sind, so konnen nach dem eben behandelten
Prinzip neue Variable a; fiir die Mengen M () := {y: H(x, y)} eingefiihrt werden. Ist
in einer in & formulierten Theorie 7~ die durch H dargestellte Relation eine Aquivalenz-
relation, d. h. gilt in 7

Axyz{H(x, %) A (H(x, y) > Hiy, 0) A (H(x, y) 7 Hy, 2) > H(x, 2)),

so ist die iibliche Bezeichnung der Aquivalenzklassen beziiglich dieser Relation ein
Spezialfall der Definition von Mengentermen:

% :=waAyly€a« Hx, ¥))-
Gilt nun in J fiir einen gewissen anderen Ausdruck H'(x, z)
A xyz(H'(x, 2) A H(x, y) - H'(y, 2)),

so kann die durch H' dargestellte Relation durch ,,reprasentantenweise Definition‘
von den Dingen der Sorte x auf die Dinge der Sorte a, d. h. auf die Aqulvalenzklassen
beziiglich H, iibertragen werden:

(16) R(a, z) 1o V x(x € a A H'(x, 7).
Kiirzer kann man die Definition von R natiirlich in der Form
R(X, z) <> H'(x, z)

schreiben, aber die Form (16) 146t erkennen, daf} es sich nicht um ein neues Defini-
tionsprinzip sondern um einen Spezialfall bereits behandelter Definitionsschemata
handelt.

Beispiel. Zunichst definieren wir eine ,,ungerichtete Strecke* als Menge ihrer
Endpunkte:

PiP: :={P:p =Pp1 VD = ps}.

In der euklidischen Geometrie ist die Kongruenz ,,=* eine Aquivalenzrelation im
Berelch der ungerichteten Strecken. Die zugehorlgen Aquivalenzklassen Pip;
= {PsPs: P1P: = PsPs} bezeichnen wir als freie Strecken oder auch als abstrakte Strecken-

langen Wir definieren ferner eine zweistellige Relation ,, < ‘ im Bereich der ungerichte-
ten Strecken durch

PiPz = PsPs 1> Py = Po v V P5(P1P2 = PsPs A (Pss Pss Pa)) V P1Ps = PaDye

Fiir die so definierte Relation gilt in der euklidischen Geometrie

P1P2 = P3Ps A P1Py = P1P2 A P3Py = PsPs —> PPy < P3Pi-.
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Auf Grund dieses Satzes kann man ,,<‘“ durch repriasentantenweise Definition von
den ungerichteten Strecken auf deren abstrakte Langen tibertragen, wobei wir das-
selbe Zeichen ,,<‘ benutzen kénnen:

P1Pz = PsPa <> P1P: = PsP4
bzw., falls die Sprache durch Variable a; fiir freie Strecken erweitert wurde,
a; = a; i<> V P1PsPsPa(P1P: = a; A D3Pz = 3; A P1P2 = P3Pa)-

Pridikative Ausdriicke der Form a; =< a; haben kein Analogon mehy in der urspriing-
lichen Sprache, abgeschlossene Ausdriicke koénnen jedoch riickiibersetzt werden,
z. B.

Najag(a; = 8V ay = )
<> A P1P2PsPa(P1P2 = P3Ps V PsPs = P1D2)
. <> N\ P1P:PsPa(P1P2 = PsPs V PsPs = P1Ps)
« A P1P2P3P4(P1 = Pa vV V ps(P1P2 = P3Ps A (Ps> Pss Ps)) V Ps = D4
Vv V pg(PsPs = P1Ps A (P15 Pes P2)) V P1P2 = P3P4)-

Bemerkung diber die Aquivalenz formalisierter Theorien mit verschiedenen Grund-
begriffen

Sind I, = Fl°v(%,) und I, = FI*y(%',) Theorien, die in den eventuell verschiedenen
nichtelementaren Sprachen (&;,0,) bzw. (&,,0,) formuliert sind, so heiit 77, eine
Teiltheorie (im weiteren Sinn) von J 5, wenn eine definitorische Erweiterung (&', ¢')
von (¥, d,) existiert, so daB I, S FI'(%,) ist, d. h., wenn die Grundbegriffe von 7,
inJ , definierbar sind und die Axiome von 77, (bezogen auf diein 7", definierten Grund-
begriffe) aus den Axiomen von .7, folgen.

Theorien .77, und J, heiflen dquivalent, wenn jede im oben definierten Sinn eine
Teiltheorie der anderen ist. Die so definierte Aquivalenz von Theorien ist tatsichlich
reflexiv, transitiv und symmetrisch. Unter einer Theorie tm weiteren Sinn wollen wir
daher eine Aquivalenzklasse von Theorien verstehen. Es ist also z. B. die ,,ebene
euklidische Geometrie*, aufgefaft als Theorie im weiteren Sinn, ein von der speziellen
Wahl von Grundbegriffen und Axiomen unabhingiges Abstraktum, jedoch konkret
immer durch einen Représentanten, d. h. mit Hilfe einer ganz bestimmten formali-
sierten Sprache (eventuell nebst Interpretationsvorschrift) und eines ganz bestimm-
ten in dieser Sprache formulierten Axiomensystems anzugeben.

Eine Theorie im weiteren Sinn heilt elementar, wenn sie wenigstens einen elemen-
taren Reprisentanten besitzt. Auf Grund dieser Festsetzung definiert auch ein in
einer nichtelementaren Sprache formuliertes Axiomensystem eine im weiteren Sinn
elementare Theorie, wenn die Interpretationsvorschrift durch ein Axiomensystem
ersetzt werden kann. Insbesondere fiihren alle in diesem Abschnitt behandelten Defi-
nitionsprinzipien von elementaren Theorien zu elementaren Theorien, da die Inter-
pretationsvorschrift fiir die definierten Sprachbestandteile jeweils durch Einfithrungs-
axiome ersetzt werden kann.
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Sind M,, ..., M, nichtleere, paarweise disjunkte Mengen, so bezeichne S(M;, ..., M,)
n
die Menge aller eineindeutigen Abbildungen von U M; auf sich, die jede der Men-

t=1
gen M; (i = 1, ..., n) aufsichabbilden. Beziiglich der durch (¢ o ) () := @(p(x))defi-
nierten binidren Operation ,,0¢ (Verkettung) ist die Menge S(M,, ..., M,) eine Grup-
pe, d. h., es gilt:
(la)  Fir alle 1, @5, @3 € S(My, -, M) ist (g1 © @3) © P3 = @1 © (2 © P3)-
(1Db) Es gibt ein Element « € S(M,, ..., M,), so daf fir alle p € S(M,, ..., M,) gilt:
pot=¢. |
n
(Hierdurch ist ¢ eindeutig als die ¢dentische Abbildung von U M; auf sich charakteri-
siert.) i=1
(1c) Zu jedem ¢ € S(M,, ..., M,) existiert ein p € S(M,, ..., M,), so dafB poy =.1.
(Hierdurch ist p eindeutig als die zu ¢ inverse Abbildung ¢! charakterisiert.)

Eine Teilmenge G der Menge S(M,, ..., M,) heilit eine Untergruppe der Gruppe
(S(M 1y ooy Mp), o), wenn G mit der Einschrinkung der Operation ,,o* auf Elemente
von G wieder eine Gruppe ist. Dies ist genau dann der Fall, wenn gilt:

(2a) Ist @,y € G, so ist auch ¢ oy € G.
(2b) Ist ¢ € G, s0 ist auch ¢~ € G.
(2¢) G 4.
(Aus (2a, b, c) folgt ¢ € G.)
Wir erinnern daran (vgl. Kap. 1), daB wir unter einer Relation im Bereich. der

Mengen M,, ..., M, eine beliebige Teilmenge R eines kartesischen Produkts der
Form M; X -+ X M;, (4,...,%, =n) und unter einer (partiellen) Operation im
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Bereich der Mengen M,, ..., M, eine Abbildung aus einem derartigen kartesischen
Produkt in eine der Mengen M; (1 < ¢ = n) verstehen.

Unter Bezug auf die im vorigen Kapitel behandelten Definitionsmethoden fiihren
wir hier den Begriff der Mengenabbildung im Bereich der Mengen M., ..., M, ein.
Unter einer solchen wollen wir eine Abbildung aus einem kartesischen Produkt der
" Form M; X -+ X My (iy,...,% = n) in die Potenzmenge einer der Mengen M;
(1 =< ¢ < n) verstehen. Als Sammelnamen fiir Relationen, Operationen und Mengen-
abbildungen im Bereich der Mengen M, ..., M, sowie Konstanten tvm Bereich dieser

n
Mengen (d. h. Elemente von U M;) benutzen wir im folgenden den Ausdruck Objekt
i=1
im Bereich der Mengen M, ..., M,. Diese Bezeichnung soll zugleich andeuten, da@
viele der folgenden Formulierungen auch dann ihre Giiltigkeit behalten, wenn man
unter Objekten im Bereich der Mengen M 1 -+, M, noch weitere hier nicht explizit
behandelte Mengen versteht, die unter Verwendung mengentheoretischer Konstruk-
tionsprinzipien aus den Mengen M, ..., M, bzw. ihren Elementen gebildet sind.

n
Die bisher fiir Elemente von U M; definierten Abbildungen der Gruppe S(M,,...,M,)

: t=1
konnen auf beliebige andere Objekte im Bereich der Mengen M,, ..., M,, diestets
Mengen M von gewissen Dingen y sind, durch die Definition "

o(M) :={p(y): y € M}

erweitert werden. Insbesondere sei fiir eine Relation R
P(R) 1= {(‘p(wl)) seey ‘p(xk)): (Z15 o205 Tpe) € R})

fiir eine Operation F (insbesondere.fiir eine Mengenabbildung)

o(F) 1= {((@1), ..., 9(@2), 9¥)): (@1, - 24, Y) € FY,
d. h.

o(F) (@), ..., p(@r) = @(F (@1, ..., 7).

Ein Objekt M im Bereich der Mengen M, ..., M, heilt beziiglich einer Abbildung
p € S(My, ..., M) invariant, wenn @(M) = M gilt. Invariant beziiglich der Abbil-
dung ¢ € S(M,, ..., M,) ist insbesondere

— eine Relation R im Bereich der Mengen M,, ..., M, genau dann, wenn (, ..., %)
€ R genau dann, wenn (tp(xl), coes t;o(wk)) € R;

— eine Operation F im Bereich der Mengen M|, ..., M, genau dann, wenn F(cp(svl),
ooy <p(xk)) genau dann existiert, wenn F(z,, ..., ;) existiert und im Fall der Exi-
stenz stets F(qo(xl), ceo q)(xk)) = qo(F(xl, ooy xk)) ist;

— eine Konstante ¢ im Bereich der Mengen M, ..., M, genau dann, wenn ¢(c) = ¢
18t ;

— eine Mengenabbildung M im Bereich der Mengen M,, ..., M, genau dann, wenn
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M (qo(xl), cers (p(xk)) genau dann existiert, wenn M(x,, ..., z;) existiert und im Fall
der Existenz stets gilt:

M(cp(xl), oo r,v(xk)) = {qn(m): x € My, ... :z:,,)}.
Ist M ein beliebiges Objekt im Bereich der Mengen M, ..., M,, so ist die Menge
QM) = {p: 9 € S(My, ..., M,) und M ist beziiglich p invariant}
eine Untergruppe von S(M,, ..., M,), wie man an Hand der Bedingungen (2a, b, c)
leicht nachpriift. Da allgemein der Durchschnitt eines nichtleeren Systems von Unter-
.gruppen einer Gruppe wieder eine Untergruppe dieser Gruppeist, ist fiir ein beliebiges
nichtleeres System I von Objekten im Bereich der Mengen M,, ..., M, die Menge

I) := {g: 9 € S(My, ..., M) und alle Elemente von I sind beziiglich ¢ invariant}

=N G(M)
Mel
eine Untergruppe von S(M,, ..., M,). Ist umgekehrt G eine beliebige Untergruppe

von S(M,, ..., M,), so bezeichne I(G) die Menge aller beziiglich aller Abbildungen aus
G invarianten Objekte im Bereich der Mengen M, ..., M,.

Ist G eine Untergruppe von S8(M,, ..., M,) und R eine beliebige Relation im Bereich
der Mengen M,, ..., M,, so geniigt es fiir den Nachweis, da R zu I(G) gehort, die
. Implikation

(xl, ) xk) € R— (99(1171), ooy q’(mk)) €ER

fiir beliebige ¢ € G zu zeigen. Deren Anwendung auf ¢! statt ¢ und auf ((p(xl), oo
(%)) statt (21, ..., ;) ergibt die Umkehrung. Analog vereinfacht sich der Nachweis
der Invarianz einer (partiellen) Operation bzw. Mengenabbildung beziiglich einer
Gruppe G.

Offenbar gilt fiir beliebige Untergruppen @, Gy, G, von S(M,, ..., M,) und beliebige
Mengen I, I, I, von Objekten im Bereich der Mengen M, ..., M,
(3a) Ist Gy S G,, so0ist I(G,) S I(G).
(3b) Ist I, & I,, so ist G(I,) & G(I,).
(3¢) G S G(1(@)).
3d) I<I(G)).

Es sei nun

S =My,.... Mp; By, ..., Rp, Fr, ..., Fp,cq, ..., ¢)
eine Struktur (vgl. Kap. 1), d. h., M, ..., M, sind paarweise disjunkte nichtleere
Mengen, R, ..., R, sind Relationen im Bereich dieser Mengen, F, ..., F, (partielle)
. n .

Operationen im Bereich dieser Mengen und ¢, ..., ¢, € U M;. Dabei kann m = 0,

t=1
p = 0, ¢ = Osein, jedoch soll m 4+ p + ¢ > 0 sein. Es diirfte ohne ndhere Erklirung
klar sein, was man unter einer (formalisierten) Sprache fiir die Struktur & zu verstehen
hat. Ist andererseits # eine solche Sprache, so kommt unter allen Interpretationen
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von & diejenige Interpretation w, vor, die jeder Variablensorte ¢ (1 < ¢ < =) die
Menge M;, jedem Relationssymbol R; die Relation E; (1 < j < m), jedem Opera-
tionssymbol F; die Operation F; (1 < j < p) und jedem Konstantensymbol c; die
Konstante ¢; (1 =< j =< q) zuordnet.

Ein Objekt M im Bereich der Mengen M,, ..., M, heiBlt in der Struktur & definier-
bar, wenn es fiir eine (und damit fiir jede) Sprache & fiir & eine definitorische Er-
weiterung &’ gibt, so daB} die eindeutige Fortsetzung w( der Interpretation w, von &
in © zur Interpretation von .’ dem (den)zusitzlichen Sprachbestandteil(en)gerade
das Objekt M zuordnet. Nach 2.5. liefert diese allgemeine Definition fiir die dort
explizit behandelten definitorischen Erweiterungen folgende Spezialisierungen :

Eine Relation R im Bereich der Mengen M, ..., M, ist in & genau dann definier-
bar, wenn es in der Sprache & fiir © einen Ausdruck H(x,, ..., X;) gibt, so daB fiir
alle Belegungen f beziiglich w, gilt:

(4) Wert(H(xl, vees Xp), Wo, f) = W genau dann, wenn (f(xl), ees f(xk)) € R,

d. h. wy(H) = R.

Eine (partielle) Operation F im Bereich der Mengen M,, ..., M, ist in der Struktur
& genau dann definierbar, wenn es in der Sprache & fiir © Ausdriicke H'(x,, ..., X;)
und H'(x,, ..., X;, y) gibt, so da8}

Wert(H' (%4, ..., X), wo, f) = W
genau dann, wenn F(f(xl), con f(xk)) existiert, und
Wert(H' (%4, - .., Xp, ¥), @ f) =W

genau dann, wenn Flf(xy), .- f(x:)) = f(y) ist. In diesem Fall gilt bei der Inter-
pretation w, die BEE

ARy o X (H (%, ovep Xp) = VHYH (x4, + 0y X, )

so daf} in einer r;l‘heorie, die die in & giiltigen Sitze der Sprache . zum Gegenstand
hat, die Definition

F(Xl, vony Xk) o= LYH”.(XI, ooy Xk), falls H,(Xl, coey Xk),
gerechtfertigt ist, und es ist dann wy(F) = F.
n
Ein Element ¢ € U M; ist in der Struktur & genau dann definierbar, wenn es in
i=1
der Sprache & fiir © einen Ausdruck H(x) gibt, so daf fiir alle Belegungen fgilt:
Wert(H(x), Wo» f) = W genau dann, wenn f(x) = c¢. In diesem Fall gilt bei der Inter-

pretation w, die AEE V!!xH(x), so daBl die Definition ¢ := xH(x) gerechtfertigt
ist, und es ist dann wy(c) = c.

4 Schreiber, Konstruktionen
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Eine Mengenabbildung M im Bereich der Mengen M,, ..., M » 1st in der Struktur ©
genau dann definierbar, wenn in der Sprache & fiir & Ausdriicke H,(x,, ..., X;) und
H,(xy, ..., X, y) existieren, so daf} fiir alle Belegungen f gilt:

Wert(H(xy, ..., Xy), 0o, f) = W

genau dann, wenn die Abbildung M (f(xl), ooy f(xk)) existiert, und fiir alle Belegun-
gen f mit Wert(Hl(xl, eery Xi), Wo, f) = W ist

Wert(H.‘!(Xl: ooy Xy y)) Wo, f) =W

genau dann, wenn f(y) € M(f(xy), ..., f(=e))-

Invariantensatz. Ist Ig das System der Relationen, Operationen und Konstanten
etner Struktur © vm Bereich der Mengen M,, ..., M,, so ist jedes tn der Struktur &
definierbare Objekt beziiglich der Gruppe G(Ig) invariant.

Auf Grund dieses Satzes ist der Beweis der Nichtdefinierbarkeit eines Objektes M
in einer Struktur & durch Angabe einer Abbildung ¢ € G(Ig) moglich, die M nicht
invariant 14B8t. Von dieser Beweismethode werden wir im folgenden hiufig Gebrauch
machen. |

Den Beweis des Invariantensatzes fiihren wir hier nur fiir Relationen durch. Der
Beweis fiir andere Arten von definierbaren Objekten ergibt sich hieraus jeweils
durch geringe Zusétze. , ’

Es sei © eine Struktur iiber den Grundmengen M, ..., M,, & eine Sprache fiir &,
w, die entsprechende Interpretation von & in @. Fiir Abbildungen ¢ € S(M,, ..., M,)
und Belegungen f beziiglich w, sei f, die durch

fo(xi) = o(f(x:))
definierte Belegung. Durch Induktion iiber die Kompliziertheit der Terme t bzw.
Ausdriicke H der Sprache & ergibt sich leicht

Wert(t, w,, f?’) = (p(Wert(t" Wo, f))’
wobei die linke Seite genau dann existiert, wenn die rechte Seite existiert, bzw.

(5) Wert(H, w,, ffp) = Wert(H, w,, f)

fiir alle Abbildungen ¢ € G(I), wobei letztere Voraussetzung gerade die Anfangs-
schritte der Induktionsbeweise liefert.

Ist R eine k-stellige in der Struktur & definierbare Relation, so existiert in der
Sprache & ein Ausdruck H(x,, ..., x;) mit genau k (voll)freien Variablen, so daf (4)
gilt, Wir haben zu zeigen: Fiir alle ¢ € G(Ig) und alle 2, ..., z;, folgt aus (x,, ..., x)
€ R stets (qo(xl), e <p(xk)) € R. Es sei ¢ € G(lg) und (24, ..., z;) € R, ferner sei f
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eine Belegung mit f(x;) = «; fiir ¢ = 1, ..., k. Dann ist nach (4)
Wert(H(x,, ..., X¢), @, fy=Ww,

folglich nach ()
Wert(H(x,, ..., %), wo, f,,,) = W,

folglich nach (4)

(ftp(xl)’ (RS ,fqr(xk)) € -R:
d. h. (‘p(xl): sy ¢(xk)) € R.

4%
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Die algebraischen Grundstrukturen Ring und Korper treten im folgenden haupt-
séchlich in zwei speziellen Formen auf, als geordnete Kérper und als Polynomringe
iiber einem geordneten Koeffizientenkérper. Die grundlegenden Definitionen und
Séatze aus diesem Bereich der Algebra werden in diesem Kapitel in aller Kiirze (hdufig
ohne Beweis) zusammengestellt. In diesem und in folgenden Kapiteln wird auerdem
vorausgesetzt, dafl der Leser den Begriff des (abstrakten) Vektorraums iiber einem
beliebigen Skalarkdrper und einige weitere elementare Begriffe der linearen Algebra
kennt.

41. Ringe und Korper
Ist R eine beliebige nichtleere Menge und sind + und - bindre Operationen in R (im

folgenden als Addition bzw. Multiplikation in R bezeichnet), so heifit das Tripel
(R, -+, ) ein Ring, falls folgende Axiome erfiillt sind:

(1) Fiir beliebige a, b, c € R gilt:

@+b)+c=a+4 (b +c) (dssoziativgesetz der Addition),
at+b=>b+a (Kommutativgesetz der Addition),
@:b)-c=a-(b-c) (Assoziativgesetz der Multiplikation),

a-(b+o)=(a-b)+ (@0 o
@+ b)-c=(a-c)+ (b-c) } (Drstributivgesetze).
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(2) Es existiert ein eindeutig bestimmies Element o € R (Nullelement genannt),
so daf3 x + o(= o + x) = x fiir alle x ¢ R, und zu jedem x € R existiert ein
eindeutig bestimmtes y € R, so dap.x + y(=y + x) = o. .
Dieses y bezeichnen wir mit —, fithren also definitorisch ,,—‘‘ (Minus) als
einstellige Operation in R ein.

Ein Ring (R, +, ) heillt kommutativ, falls in ihm zusétzlich gilt:

(3) a-b=>b-afirallea,bc R (Kommutativgesetz der Multiplikation).

Ein Ring (R, 4, -) heiBt nullteilerfrei, falls in ihm zusétzlich gilt:

4) Sind a,b € R mit @ =0 und b 5= o, so st auch a-b = o.

Ein kommutativer und nullteilerfreier Ring heillt ein Inlegrititsbereich. Ein Ring

(B, +,-) heillt ein Ring mit Einselement (kurz Ring mit e), wenn in ihm zusétzlich

gilt:

(5) Es existiert ein eindeutiq bestimmtes e € R, so daf3
x-e=¢e-x=zxfirallexc R.

Ein kommutativer Ring (R, +, -) mit e heillt ein Korper, wenn in ihm zusétzlich

gilt:

(6) Zux € Rmitz == oexistiert ein eindeutiq bestimmies y € R, so daf x - y(=y - x)
= e. (Dieses y bezeichnen wir mit x-1, filhren also ,,~2*‘ definitorisch als

partielle Operation mit dem Definitionsbereich R \ {0} ein.)

(7) oFe.

Korper werden im allgemeinen mit dem Buchstaben K (eventuell mit Indizes) be-

zeichnet.

In jedem Ring gilt das allgemeine Assoziativgesetz fiir die Addition und fiir die
Multiplikation (als nichtelementare Zusammenfassung unendlich vieler elementarer
Assoziativgesetze):

(8) Eine Summe bzw. ein Produkt endlich vieler Ringelemente ist unabhdngig von
der Klammerung.

Unter Berufung auf (8) schreiben wir im folgenden -
a + -+ a, bzw. a, - --- - a,

und dhnlich, insbesondere

na:=a+"'+a,an ::a""'a.

n-mal n-mal

Ferner gilt das allgemeine Kommutativgesetz der Addition:

(9) Eine Summe endlich vieler Ringelemente ist unabhingig von der Reihenfolge
der Summanden.
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In kommutativen Ringen gilt aulerdem ein analoges Gesetz fiir die Multiplikation.
Zur weiteren Klammersparung vereinbaren wir, daBl ,,- stirker bindet als ,,+°,
d. h.,a - b 4 ¢ bedeutet (@ - b) + ¢ und nicht a - (b + ¢). Wo keine MiB3verstdndnisse
moglich sind, lassen wir das Operationszeichen ,,-¢ fort, schreiben also ab statt @ - b
usw. In beliebigen Ringen gilt weiterhin:

(10) a0 = oa = o fir jedes a € R.
(11) —(—a) = a fir jedes a € R.
(12) Die Qleichung a + x = b hat fiir beliebige a, b € R genau eine Lisung, und
zwar x = b + (—a).
(13) —(@ +b) = (—a) + (—b).
(14) (—a) (—b) = ab.
(16) (—a)b = a(—b) = —(ab).
Zur weiteren Veréinfachung schreiben wir im folgenden @ — b statt a 4(—b) und
—ab statt —(ab).
In nullteilerfreien Ringen gilt:

(16) Istar =ayund a 0,50 15t x = y

(d. h., in nullteilerfreien Ringen hat die Gleichung az = c fiir @ 3= 0 hdchstens eine
Losung). -

In Kdorpern gilt:
(17) Die Gleichung ax = c hat fiir a == o genau eine Lisung, und zwar x = a-1c.

In jedem Korper gilt auch (4).

Beispiele zeigen, dafl eine Menge M im allgemeinen auf verschiedene Weise mit zwei
Operationen ,,4, ,,-* versehen werden kann, so dal (M, +, -) ein Ring oder ein
Korper ist. Trotzdem werden wir im folgenden zuweilen von einem Ring R, einem
Integritétsbereich I, einem Korper K sprechen, wenn aus dem Zusammenhang her-
vorgeht, um welche Operationen es sich handelt. Mit Z beispielsweise bezeichnen
wir im folgenden die Menge der ganzen Zahlen, aber auch den Ring (Z, 4, -) mit den
iiblichen Operationen. ‘

In Spezialisierung des allgemeinen Isomorphiebegriffs auf Strukturen der Form
(M, +, ) heiBt (M, 4+, ;) isomorph zu (M,, +,, +3), wenn es eine eineindeutige
Abbildung f von M, auf M, gibt, so daf fiir a, b € M, gilt:

fla 41 b) = f(a) 4+, f(b) und f(a - b) = f(a) -1 (),

und f heifit in diesem Fall ein Isomorphismus von (My, 4+, 1) auf (M,, +,, «).
Dabei gilt: Ist (M, +,, +1) ein Ring, so ist es auch (M,, +,, +3). Ist M, kommutativ,
so ist es auch M,. Ist M, nullteilerfrei, so ist es auch M,. Hat M, ein Einselement, so
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hat es auch M,. Ist M, ein Korper, so ist es auch M,. Bei einem Isomorphismus f von
M, auf M, wird das Nullelement von M, auf das Nullelement von M, und das Eins-
element von M, auf das Einselement von M, abgebildet. Ferner ist jeder Isomorphis-
mus beziiglich + ein Isomorphismus beziiglich der Operation — und jeder Isomor-
phismus beziiglich - auch ein Isomorphismus beziiglich .

Ist (B, 4, ) ein Ring und U eine Teilmenge von R, so heillt U ein Unterring von R
(eigentlich von (R, 4, -)), wenn U mit der Einschridnkung von ,,+ und ,,-“ auf
Elemente aus U wieder ein Ring ist. Dies ist genau dann der Fall, falls gilt:

(18) a) Wenn a,bc U,soa + b€ U undabc U,
b) wenn a € U, s0o —a € U;
c) ocU.

Statt c) geniigt es zu fordern: U = 4.

Ist (K, 4, ) ein Korper und C & K, so heit ¢ ein Unterkorper von K, wenn C
it der Einschrinkung von ,,+‘ und ,,-* wieder ein Korper ist. Dies ist genau dann
der Fall, falls gilt:

(19) a) Wenna,bc C,s0a +b¢c CundabcC;
b) wenn a € C, so —a € C;
c) wenn a € C und a == o0, so a™ € C;
d) o,e c C.

Statt d) geniigt es zu fordern: C enthilt wenigstens zwei verschiedene Elemente.

Ist R; Unterring von R, und R, Unterring von R, so ist B, Unterring von R;;
analog fiir Unterkorper. Der Durchschnitt eines beliebigen Systems von Unterringen
eines Ringes R ist wieder ein Unterring von R; analog fiir Unterkdrper. Wahrend der
Durchschnitt aller Unterringe von R immer {o} (ein sogenannter trivialer Unterring
von R) ist, bringt der Durchschnitt aller Unterkorper von K (also der kleinste Unter-
korper von K) eine interessante Eigenschaft von K zum Ausdruck. Er heifit der
Primkorper von K. Im folgenden werden nur Korper der Charakteristik O eine Rolle

_spielen, d. h. solche, deren Primkdérper isomorph dem Kéorper Q der rationalen Zahlen
(versehen mit der iiblichen Addition und Multiplikation) ist.
Jede Teilmenge A eines Ringes R erzeugt einen Unterring R(4), und zwar

R(A) := N {U: U Unterring von R und A = U}.
Analog erzeugt jede Teilmenge A4 eines Kérpers K den Unterkérper
K(A4) := N {C: C Unterkorper von K und 4 & 0}.

Offenbar ist R(Q) = {o} und K(9) der Primkorper von K. Im Fall 4 =+ G gilt
R(4) = 4 genau dann, wenn A ein Unterring ist und analog fiir Korper.

Ist (K, +,:) ein Korper und < eine irreflexive Totalordnung in K, so heiB3t
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(K, +, -, <) ein geordneter Korper, falls auBlerdem fiir beliebige a, b, ¢ € K gilt:

(20) Wenna <b,s0a +c<b-+c (Monotonie der Addition).
(21) Wenn a < bund o < ¢, so ac < bc (Monotonie der Multiplikation).

In geordneten Kdorpern gilt u. a.

(22) Wenna<<bundc<<d,soa-+4c<<b-+d.
(23) Wenn a < b, so —b < —a.

(24) Wenn a < b und ¢ < o, so ¢b < ca.

(25) 0o <e.

Wegen (22), (23) und (25) sind die ganzzahligen Vielfachen von e paarweise ver-
schieden und bilden daher einen zu Z isomorphen Unterring. Ferner mufl K mit je
zwei dieser Elemente auch deren Quotienten enthalten. Daher hat jeder geordnete

Korper die Charakteristik O.

Ein geordneter Korper heile archimedisch geordnet, wenn in ihm zusétzlich das
Archimedische Axiom gilt:
(26) Zu beliebigem a, b > o existiert eine natiirliche Zahl n, so dafy b < na.

Der Korper Q der rationalen Zahlen und der Korper R der re¢llen Zahlen sind be-
ziiglich der natiirlichen Anordnung archimedisch geordnete Korper.

Zwei St’mkturen der Form (Ml: +1, 1 <1)) (M2’ +2} ‘2 <2) sind isomorph, wenn
ein Isomorphismus f von (M, 4+, ;) auf (M,, +,, -,) existiert, fiir den. zusitzlich
gilt:

a <, b genau dann, wenn f(a) <, f(b).

Ist dabei (M, +1, -1, <1) ein geordneter Korper, so ist es auch (M,, +,, +5, <p). Ist
einer von beiden archimedisch geordnet, so ist es auch der andere.

Da die natiirliche Anordnung der rationalen Zahlen die einzige Totalordnung der
Menge Q ist, die zusammen mit der Addition und Multiplikation die Axiome (20)
und (21) erfiillt, und da andererseits jeder geordnete Korper einen zu Q isomorphen
Primkérper enthilt, ist der geordnete Korper Q der bis auf Isomorphie eindeutig be-
stimmte kleinste geordnete Korper.

Die grundlegenden Begriffe der Analysis wie absoluter Betrag von Elementen,
arithmetisches Mittel, konvergente Folge, Grenzwert einer Folge usw. lassen sich auf
beliebige geordnete Korper iibertragen. Eine Folge (a,) von Elementen eines geord-
neten Korpers K heile Fundamentalfolge, wenn zu jedem ¢ > o (¢ € K!) ein Index n,
existiert, so daB fiir n, m = n, stets |a, — a,| < ¢ ist. In jedem geordneten Korper
gilt: Jede konvergente Folge ist eine Fundamentalfolge. Der angeordnete Korper
R der reellen Zahlen ist unter allen archimedich geordneten Kérpern dadurch aus-
gezeichnet, daBl in ihm auch umgekehrt jede Fundamentalfolge einen Grenzwert be-
sitzt. In beliebigen archimedisch geordneten Koérpern (und nur in solchen) kann man
nun zu jedem Element a eine Folge von rationalen Elementen (d. h. solchen des Prim-
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korpers) finden, die gegen a konvergiert. Dies gestattet es, einen beliebigen archi-
medisch geordneten Kérper isomorph in den Kérper der reellen Zahlen abzubilden,
d. h., bis auf Isomorphie sind die archimedisch geordneten Koérper genau die Unter-
korper von R.

AbschlieBend wollen wir den in einem spiteren Zusammenhang wichtigen Satz
beweisen, dafl das Kommutativgesetz der Multiplikation aus den iibrigen Axiomen
eines archimedisch geordneten Korpers folgt. Es sei also (K, -+, -, <) eine Struktur,
in der die Axiome (1), (2), (), (6), (7), (20), (21), (26) gelten. Ein Element = aus K
heillt mit a € K vertauschbar, falls ax = xa ist. Wir haben zu zeigen, daf} je zwei
Elemente a, b aus K vertauschbar sind.

Zunichst sind o und e nach (2) bzw. (5) mit allen Elementen aus K vertauschbar.
Ferner ist fiir jede natiirliche Zahl » und jedes @ aus K nach (1) und (5)

‘(e—l—---+q)a=ea+---—|—ea=ae+---—|—ae=a§e+--- -l—_g).

n—mal n—mal

Aus za = ax folgt ax~! = z-1a (falls == 0), und aus ze = ax und ya = ay folgt
xya = axy; mithin sind alle positiven rationalen Elemente aus K mit jedem Element
aus K vertauschbar. Es seien nun a, b zwei beliebige Elemente aus K. Da (14) und
(15) sogar in beliebigen Ringen gelten, brauchen wir nur den Fall a > o, b > o0 zu
betrachten. Es sei ¢ > o (¢ € K) beliebig und ¢ € K so gewdhlt, dal a < ¢, b <c.
Wegen (26) existieren in K rationale Elemente 7y, r,, 73, 74, S0 daf3

& &
o< <alr, olr<b<ry<e, rz—rl<§;, r4—r3<§;.

Dann ist nach (21)
rirg << arg =r3a < ba < ra = ar, < rr,

und analog 731, < ab < 747, also folglich

& &
lab — ba| < riry — r3ry = 14(ry — 11) + i1y — 13) < L + ngs <
a

Da ¢ beliebig war, folgt ab = ba.

4.2. Polynome

Ist R ein Ring, so bildet die Menge RZ? aller Abbildungen von R in sich beziiglich der
Operationen :

(f +9) @) := fl&) + g@), (f-9) @) :=f@)-g(x) (@ER,f g¢cRF
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wieder einen Ring. In diesem Ring erzeugt die identische Abbildung ¢ von R auf
sich zusammen mit den konstanten Abbildungen f.(x) := ¢(x € R, ¢ € R) den Unter-
ring (P(.R), +, ) der Polynomialfunktionen in R. Ist R ein kommutativer Ring mit e,
so wird jedes Element aus P(R) durch ein Polynom, d. h. einen Term P der Form

=0

(1) a9 + 31X 4 -+ 4 a,x" (oder kurz }; avx')

mit a, == o oder durch das Nullpolynom 0 := o - x° dargestellt. Die Zahl »n heiflt in
diesem Fall der Grad des Polynoms P (gmd(P)), und es sei auch grad(0) = 0 gesetzt.
Die Polynome nullten Grades nennen wir konstante, die Polynome ersten Grades
lineare und die Polynome zweiten Grades quadratische Polynome. Jedes Polynom P
stellt eine gewisse Polynomialfunktion f dar, deren Welt an der Stelle z € R wir mit

P(z) bezeichnen. Wird f durch P und ¢ durch Q := ):' b,x* dargestellt, so wird (mit
b, = O fiir 4 > m und a, —-Ofurv>n)]‘+gdurch

max(m,n)

(2) P+Q:= 3 (a-+b)x

=0

und f . g durch

m-n
(3) P-Q:=Z( D a, b )x“

#=0 \v+u=x
dargestellt. Dabei ist grad(P - Q) = grad(P) + grad(Q), falls P, Q &= 0 und R null-
teilerfrei ist.

Wie man leicht nachpriift, bildet die Menge R[x] der Polynome mit Koeffizienten
aus R (eine gewisse Menge von Termen!) beziiglich der in (2) und (3) definierten
Operationen einen kommutativen Ring mit e, falls B selbst ein solcher Ring ist.
R[x] enthilt in Gestalt der konstanten Polynome einen zu R isomorphen Unterring.
Ist R nullteilerfrei, so ist es auch R[x]. Die Zuordnung zwischen den Polynomen und
den durch sie dargestellten Polynomialfunktionen ist jedoch unter den bisher ge-
machten Voraussetzungen im allgemeinen nicht eineindeutig, d. h., verschiedene
Polynome kénnen die gleiche Funktion darstellen, kénnen wertverlaufsgleich sein.

Im folgenden sei R immer ein Integritédtsbereich mit e.
Satz 1. Es set P € R[x], P & 0 und x, € R mit P(x,) = 0. Dann ist P (im Sinne des
Ringes R[x]) esn Produkt der Form (x — x,) - P’ mit grad(P’') = grad(P) — 1.
Beweis. Fiir P der Form (1) und zunichst beliebiges z, ergibt sich aus dem An-
satz
n

n—1
(4) 2 axX = (X— X)) bxt+d
#=0

v=0
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durch Koeffizientenvergleich die Losung
by = @y,

bn—z = Qp— + wobn-—l,

by = a1 + oby,
d = ao + xobo.

d. h., jedes Polynom P == 0 ist durch jedes Polynom der Form x — x, mit konstan-
tem Rest d teilbar. Fiir x = %, ist nun nach Voraussetzung (P(xo) = o) die linke Seite
von (4) gleich o, und folglich muf} auch d = 0 sein.

Folgerungen.
a) Ist P(x;) = o fiir paarweise verschiedene xy, ,, ..., z; € R, so ist

(5) P=(x—%) (X—%)  (x—x) P,

Dies folgt durch Induktion iiber £ aus Satz 1, der den Anfangsschritt liefert. Ist die
Behauptung schon fiir £ richtig und z;,, eine von =, ..., z; verschiedene Nullstelle
von P, so ist fiir x = x;,, die linke Seite von (5) gleich o; auf der rechten Seite ist
wegen der Nullteilerfreiheit von R einerseits (2., — %) «** (%441 — %) &= 0 und anderer-
seits P’(x;,,) = o, worauf wieder Satz 1 anzuwenden ist.

b) Jede durch ein Polynom n-ten Grades dargestellte Funktion hat hochstens n ver-
schiedene Nullstellen. )

Dies folgt unmittelbar aus a). Ebenso unmittelbar foigt aus b):

c) Ist R unendlich, so stellt nur das Nullpolynom die identisch verschwindende
Funktion dar.

d) Ist R unendlich, so ist die Zuordnung zwischen Polynomen und dargestellten
Funktionen eineindeutig und folglich wegen (2), (3) ein Isomorphismus 2wischen R[X]
und P(R).

Wir werden im folgenden nur unendliche Integritédtsbereiche mit e betrachten und
kénnen daher die Polynome mit den durch sie dargestellten Funktionen identi-
fizieren.

Beweis von d). Es seien P, Q € R[x], und es gelte P(x) = @(x) fiir alle z € R.
Dann ist P — Q eine Darstellung der Nullfunktion, folglich sind alle Koeffizienten
von P — Q gleich O (nach ¢), und mithin ist P = Q.

Ein Polynom P ¢ R[x] heiBit reduzibel in R[x], wenn P in der Form P = Q - S mit
Q, S € R[x] und 0 < grad(Q) < grad(P) (und damit auch 0 < grad(S) < grad(P),
grad(P) = 2) darstellbar ist. Ein nicht konstantes Polynom, das nicht reduzibel in
R[x] ist, heillt irreduzibel in R[x]. (Auf konstante Polynome wenden wir diese Begriffe
nicht an.) Offenbar folgt aus Satz 1, daB ein in R[x] irreduzibles Polynom mindestens
zweiten Grades keine Nullstelle in R hat. Ubrigens ist der Zusatz ,,in R[x]* bei redu-
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zibel bzw. irreduzibel wichtig; ist ndmlich R’ ein Unterring von R, so ist auch R'[x]
ein Unterring von R[x], und ein in R'[x] irreduzibles Polynom hat in geeigneten,
R’ umfassenden Ringen R sogar immer Nullstellen.

Das Problem der Zerlegung eines Polynoms (1) in nichttriviale Faktoren bzw. des
Nachweises seiner Irreduzibilitdt fithrt auf einen Ansatz der Form

n m n—m n
J)ax = )'bxt. 3 cx* O<mZ |—|,
v=0 p=0 x=0 2 _

und damit auf folgendes Gleichungssystem fiir die gesuchten b, und c,:
boCo = g
bocr + b1co = a4

(6) boCe + 0161 + byCo = @y

bmCr—m =ay-

Ist R der Ring Z der ganzen Zahlen, so ist (6) ein diophantisches Gleichungssystem
(d. h. ein durch ganze Zahlen zu 16sendes Gleichungssystem mit ganzzahligen Ko-
effizienten). Hat es im konkreten Fall eine Losung, so findet man diese mit Sicherheit,
indem man sich alle (n 4 2)-tupel By, ..., b, Cos - - -5 Cn-m} € Z"*2 in irgendeiner Weise
durchnumeriert denkt (Z"+2 ist abzdhlbar!) und sie der Reihe nach in (6) einsetzt.
Dagegen ist bis heute kein allgemeines Verfahren fiir den Nachweis der Unlsbarkeit
von (6) und damit der Irreduzibilitit von P bekannt.l) Die zahlreichen sogenannten
Irreduzibilitdtskriterien sind hinreichende Bedingungen (an die a,), die grofen
praktischen Nutzen haben, aber nur in speziellen Fillen anwendbar sind.
Fiir m = 1 wird aus (6) (wir konnen a, 3= 0 annehmen, da sonst P = x - P’)

boCo - ao
b1 + b1 = a;
(7) boC: + 0161 = a,
bocn-l + b1Cpo = an—l
blcn_l - an.
Auf Grund der eindeutigen Primfaktorzerlegung der ganzen Zahlen liefert die erste

dieser Gleichungen endlich viele Moglichkeiten fiir by, ¢, und die letzte analog endlich
viele Moglichkeiten fiir by, ¢,-,. Jede Kombination dieser Moglichkeiten verwandelt

1) Zum gegenwirtigen Stand der Theorie der diophantischen Gleichungen siehe Ju. I. CHME-
LEVSKLJ, Zum zehnten Hilbertschen Problem. In: Die Hilbertschen Probleme, Akademische
Verlagsgesellschaft Geest & Portig, Leipzig 1971.
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die zweite bis n-te der Gleichungen (7) in ein lineares System fiir ¢, ..., ¢,_;, das von
oben nach unten eindeutig auflésbar ist. Also hat (7) genau dann eine ganzzahlige
Losung, wenn eine der endlich vielen Ausgangskombinationen zu ganzzahligen
Lésungen ¢y, ..., ¢,_; filhrt, bei der der fiir ¢,_; erhaltene Wert mit dem Wert in der
Ausgangskombination iibereinstimmt. Da im Fall n = 3 allenfalls eine Zerlegung in
einen linearen und einen quadratischen Faktor mdglich ist, kann demnach insbeson-
dere die Reduzibilitit bzw. Irreduzibilitit fiir Polynome dritten Grades aus Z[x]
in einfacher Weise entschieden werden.

Der Nachweis der Irreduzibilitit eines Polynoms P € Q[x] in Q[x] kann auf den
Nachweis der Irreduzibilitdt eines ganzzahligen Polynoms gleichen Grades zuriick-
gefithrt und daher fiir Polynome dritten Grades effektiv durchgefiihrt werden:

Satz 2. a) Zu P € Q[x] existiert ein P’ € Z[x] gleichen Grades, so daf3 P’ genau dann
in Q[x] reduzibel vst, wenn es P in Q[x] ust.
b) Ist P’ € Z[x] vn Z [x] trreduzibel, so auch in Q[x].

Beweis. a) P’ erhidlt man aus P durch Multiplikation mit dem kleinsten gemein-
samen Vielfachen (kgV) der Nenner der Koeffizienten von P.

b) Ein ganzzahliges Polynom heit eine Einheitsform, wenn seine Koeffizienten
keinen echten gemeinsamen Teiler haben. Durch Ausklammern des gréfiten gemein-
samen Teilers (ggT) der Koeffizienten kann man offenbar jedes Polynom P € Z[x]
als Produkt ¢ - E eines konstanten Faktors ¢ und einer Einheitsform E darstellen,
und diese Darstellung ist bis auf Vorzeichen eindeutig . Sind E,, E, Einheitsformen,
so ist es auch E = E, - E,. Zum Beweis nehmen wir an, p sei ein gemeinsamer Prim-
faktor der Koeffizienten ¢; von E. Da E; und E, Einheitsformen sind, kénnen nicht
alle ihre Koeffizienten durch p teilbar sein. Es sei a, der Koeffizient mit kleinstem
Index in E,, der nicht durch p teilbar ist, b, der Koeffizient mit kleinstem Index in
E,, der nicht durch p teilbar ist. Dann hat der Koeffizient ¢, ., in E,-E, die
Gestalt

Cootpuy, = a’vob#, + av°+lb,u°—1 + .- + av,—lbyo-i-l + .-

Da die linke Seite und alle Summanden der rechten Seite aufler a, b, durch p teilbar
gein sollen, erhalten wir einen Widerspruch. Nun sei P € Z[x] in Q[x] reduzibel,
d. h., es existieren Polynome Q, S € Q[x] mit grad(Q), grad(S) > 0 und P = Q - S.
Nach dem Bewiesenen gibt es Einheitsformen E, E;, E, und positive ganze Zahlen
a,b,c,d,e, so dall

8) P—c¢.E, Q:%«El, S=§»E2.

Da P =Q-8, E; - E, Einheitsform und die Darstellung (8) von P eindeutig ist,
; und damit P = (¢ - ;) - E,, d. h., P ist in Z[x] reduzibel.

a
folgt e=
olgt e=—
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Fiir den folgenden Abschnitt benétigen wir
Satz 3. Ist K ein Korper, so existieren zu P,, P, € K[x] mit P, 5= 0 Polynome Q,
R € K|x], so daf

9) P, = Q- P, + R und grad(R) < grad(Py).
Zum Beweis setzen wir P; = Z‘ a,x’, Py = 2 b.x# mit b, == 0. Ist m > n, so ist

»=0 =0
P, = 0. P, 4+ P, eine Darstellung der Form (9) Ist m < m, so ist

Ay

bm

Pl — Xn—m . P2 + (Pl —_— %‘ xn—m ’P2)

m

mit

grad(R,) = grad(Pl — %’— xn—m -Pz) =n—1.

m

Wiederholung dieser Umformung mit R, statt P, usw. liefert nach & Schritten
Py = (e,x"™" + - + ¢) + Py + Ryyy mit grad(Ryy,) < m.

Satz 3 liefert die Begriindung fiir eine zur Teilbarkeitstheorie der ganzen Zahlen
analoge Teilbarkeitstheorie im Ring K[x]. Die konstanten Polynome = O spielen
hier die Rolle der Zahlen 1 und —1. Sie sind algebraisch charakterisiert als ,,Ein-
heiten®, d. h. als Ringelemente, die ein multiplikatives Inverses besitzen. Mehrfache
Anwendung von Satz 3 liefert zu beliebigen Polynomen P,, P, == 0 Polynome P;, ...,
P, und Q, ..., Q- (»n = 2), so daB gilt:

P, = Q,P, + P; mit Py == 0 und grad(P;) < grad(P,),
P, = Q,P3 + P, mit P, == 0 und grad(P,) < grad(Ps),
(10)
P,y = QuiPys + P, mit P, % 0 und grad(P,) < grad(P,),
Pn-—l = Qu-1P;.

Vom letzten vom Nullpolynom verschiedenen Polynom P, beweist man leicht, da3
es in folgendem Sinne ein groBter gemeinsamer Teiler von Py, P, ist:

a) Hs existieren Ry, R, € K[x], so daf3 I"l = R,P,, P, = R,P,.
b) Ist auch P im Sinne von a) ein gemeinsamer Teiler von Py, Py, so existiert ein
R € K[x] mit P, = RP.

Aus (10) entnimmt man iberdies, daB fiir + = 1,...,2 — 2 das Polynom P;,,
eine Linearkombination von P; und P;,, ist, und hieraus folgt durch sukzessives Ein-
setzen, da P, in der Form S,P;, -+ S,P, darstellbar ist. Sind P;, P, teilerfremd, d. h.,
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haben sie nur konstante Faktoren gemeinsam, so existieren also Polynome S, S,
€ K[x] mit S,P; 4 S,P, = 1, wobei natiirlich auch umgekehrt Polynome P;, P,
mit dieser Eigenschaft teilerfremd sind.

4.3.  Adjunktion, komplexe Zahlen

Ist K, ein Unterkorper des Korpers R der reellen Zahlen, so heiit z € R\ K,
algebraisch vom Grade n (n = 2) iber K, falls x Nullstelle eines in K[x] irreduziblen
Polynoms n-ten Grades ist. Ist « € B \ K, von keinem Grade algebraisch iiber K,
so heiBt x transzendent iber K. Die iiber Q algebraischen bzw. transzendenten reellen
Zahlen nennt man kurz algebraische bzw. transzendente Zahlen. Ist x, algebraisch iiber
K, so wird durch die Eigenschaften

(1) a) Po€ Kixl,
b) Py(x,) = O,

c) P, vst trreduzibel in Ky[x],

n—1

d) Py =x" 4 )} ax
y=0
eindeutig ein Polynom P, festgelegt; es heiBt das definierende Polynom von x,, und
Py(x) = 0 heilt die definierende Gleichung fiir x,.

Zum Beweis nehmen wir an, es sei P, ein festes Polynom minimalen Grades mit
Py(xy) = 0 und P, ein beliebiges Polynom mit den Eigenschaften (1a, b, ¢, d). Nach
4.2., Satz 3,gilt P, = Q - P, + R mit grad(R) < grad(P,). Fir x = x, folgt daraus
zundchst R(z,) = 0, und daher mufl wegen der Minimalitdt des Grades von P, das
Polynom R das Nullpolynom sein. Dann ist aber wegen der Irreduzibilitit von P,
das Polynom Q eine Konstante ¢, und aus (1d) folgt ¢ = 1. Also ist P, = P,, was zu
zeigen war.

Ist M < R\ K,, so kann man den Kérper
Ko(M) := N {K: K Unterkérper von R und Ky J M & K}

bilden. Seine Konstruktion bezeichnet man als (mengentheoretische) Adjunktion von
M zu K,. Statt K({z,}) schreibt man auch kurz K(z,).

Satz. Ist x, algebraisch vom Grade n iiber K,, so ist
(2) Ky(xg) = {P(xo): P € Ki[x] und grad(P) =< n — 1}.

Fiir den Beweis bezeichnen wir die rechte Seite von (2) mit K. Offenbar ist K &
Ky(xo) und K, U {z,} & K. Es geniigt daher zu zeigen, dafl K ein Korper ist. Nicht-
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trivial ist von dieser Behauptung nur

a) Wenn z,y € K, so xy € K.

b) Wenn x € K und x = 0, so x~! € K.

Zu a). Es sei Py das definierende Polynom von x,, x = P;(%,), ¥y = Ps(x,) mit
Py, P, € Ky[x] und grad(P;) = n — 1, grad(P,) = n — 1. Nach 4.2.,Satz 3, existieren
Polynome Q, R € K [x] mit P,P, = QP;, + R und grad(R) < n — 1. Wegen Py(x,) =0
folgt daraus z - y = R(x,) € K.

Zu b). Ist P(z,) € K, P(z,) == 0, so sind P und P, teilerfremd, da P, irreduzibel ist

und wegen grad(P) < grad(P,) kein Teiler von P sein kann. Folglich existieren nach
Abschnitt 4.2. Polynome S, S, ¢ Kj[x], so daBl SP 4+ S,Py = 1. Wegen Py(z,) = 0 ist

dann ES(xo) « P(xo) = 1, d. h. S(z,) = . Wiederum nach Abschnitt 4.2., Satz 3,

Lo

existieren Polynome Q, R € K [x] mit S = QP, + R und grad(R) < » — 1, so daB
€ K.

S(xe) = R(x,); also ist in der Tat
(o)

Als Beispiel betrachten wir den folgenden Fall: Es sei ¢ € K, und das (im Fall
¢ > 0 in R existierende) positive Element d mit d = ¢ sei nicht Element von K,.

Dann ist nach (2) |

Ko(Je) = Kold) = {a +bVe : a,b € Ky},
und es gilt:
(al + b 1/(-3) + (az + b, V;) = (a1 + @) + (b + b)) Ve,
(3) (al + b, V(-’) . (az + b, V(-’) = (ma; + b1b20) + (@b 4 asby) V‘-’,

1 _ a — b]/g _ a _ b ]/_
a + b]/(-; (a + b]/:;)(a — b]/(-:) o —b% at—bo% !°

(falls (a, b) = (0, 0)).
Dabei ist a? — b%¢ == 0, da sonst ]/c-; € K, wire.

Die Kenntnis der Struktur von K,(z,), insbesondere von K|, (]/E), gibt uns die M6g-
lichkeit, zu gegebenem Koérper K, und Polynom P, € Kj[x] mit den Eigenschaften
(1a, b, ¢, d) auch dann einen minimalen Koérper Ky(z,) zu konstruieren, der K, um-
faBt und in dem P, eine Nullstelle z, hat, wenn die Existenz eines umfassenden
Korpers fiir K, und z, nach Art von R noch nicht bekannt ist. Man hat in diesem
Fall Ky(x,) als Menge aller Terme der Form a, + a,%y + ++ + a,—,2%! und die

Operationen -}, - in Ky(2,) nach den aus (2) folgenden Uberlegungen (z. B. im Fall

Ty = ]/5 gemif (3)) zu definieren. Diese Konstruktion von K(z,) bezeichnet man (im
Gegensatz zur mengentheoretischen Adjunktion) als symbolische Adjunktion von x,
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zu Ky Im Fall einer zu adjungierenden endlichen Menge kann man offenbar die
mengentheoretische Adjunktion durch eine mehrfach wiederholte symbolische,

Adjunktion ersetzen.

Wichtigstes Beispiel fiir eine symbolische Adjunktion ist die iibliche Konstruktion
des Korpers C der komplexen Zahlen als R(z) := {a@ + bi: a, b € R}. In diesem Fall
liefert (3) (mit ¢ = —1):

(@1 + b1t) + (@2 + bet) = (a1 + a5) + (bs + b,) ¢,
(@ + b18) - (@y + bot) 1= (@@ — b1by) + (@102 + a5dy) ¢,

und man bestdtigt durch direkte Nachpriifung der Axiome, da8 (C, +, - wirklich
ein Korper ist.

Wir vermerken hier ohne Beweis die folgende wichtige Eigenschaft des Kérpers
der komplexen Zahlen:

Jedes nichtkonstante Polynom P € C[x] ust in C[x] ein Produkt von Linearfaktoren,
d. h., jedes Polynom n-ten Grades (» = 1) hat in C (bei Beriicksichtigung ihrer Viel-
fachheit) genau = Nullstellen. Insbesondere hat in C jede Gleichung der Form
X" = z bei gegebenem z € C \ {0} genau n verschiedene Losungen (den Beweis ihrer
Verschiedenheit werden wir in einem spéteren Kapitel (vgl. Abschnitt 9.2.) nach-

holen), die wir gemeinsam mit dem Symbol f/; bezeichnen. Demnach ist V eine in C

definierbare n-deutige einstellige Operation.
Sind z,, ..., z, die n (nicht notwendig verschiedenen) Nullstellen des Polynoms
n—1

x* 4 3 a,x’, so liefert der Koeffizientenvergleich in
=0
n—1 ' .
X"+ Y ax = (X — %) (X — %)+ (X—y)
v=0

die Vietaschen Formeln
n

Ay = — Z Ly
i=1

Ap—g = Z Z;T;,
iFj

ay = (=1 X @ e
2

L1se0es n—1
paarweise verschieden
— n
@y = (—1)" 2 -+ ,.

b Schreiber, Konstruktionen
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Insbesondere wird im Falla, =0 (1 <» < n — 1), ¢y = —c (d. h. fiir das Polynom

x" — ¢), wenn ]/(-z (1 £ ¢ < n) die n verschiedenen Werte des Symbols % bezeichnet :
) '

b Jo=0,% Yo-Yo=0,..., ﬁV5=(—1)"-1-c,

i=1(3) i*j @) () i=1 (3)

also z. B. im Fall n = 2:

Vo -Vo=—c, Vo= —7Ve,

1 @ (1) (2)

was fiir positives reelles ¢ die bekannte Tatsache einschlieBt, daB eine der beiden
Quadratwurzeln aus ¢ positiv und die andere negativ ist. Dies erlaubt es uns, fiir
positives reelles ¢ — wie in der Elementarmathematik iiblich — statt des zwei-

deutigen Symbols i/c_; auch 4 ]/(-: zuschreiben. Wir verabreden dabei, dal im folgenden
]/c nur fiir den Fall definiert ist, da der Radikand positiv reell ist, und dann den

2 -
positiven der beiden Werte von ¢ bedeutet.

4.4.  Quadratwurzelausdriicke, Radikale, Lésungsformeln fiir
Gleichungen

Unter einem rationalen Ausdruckr(x,, ..., X, 8, «.., 8,) verstehen wir einen Term, der
aus den Variablen x,, ..., X, und den Konstanten a,, ..., a,, zur Bezeichnung spezieller
komplexer (reeller, rationaler, ganzer usw.) Zahlen und den Operationssymbolen
+, —, -, ! entsprechend der allgemeinen Termdefinition (vgl. Kap. 2.) bei Verwen-
dung der iiblichen Klammersparungen aufgebaut ist, wobei in Anwendungsbeispielen
der Quotient auch wie iiblich unter Verwendung des Bruchstrichs geschrieben wird.
Ist K ein beliebiger Unterkérper von C, so daB a; € K (1 = 1,...,m), so stellt
I(Xg, « ooy Xy 81, -+, 8y) €ine n-stellige partielle Operation in K dar. Der Definitions-
bereich dieser Operationen wird dadurch eingeschrankt, dafl eine der Grundoperatio-
nen, ndmlich -1, partiell ist. Ein rationaler Ausdruck hat daher nur fiir solche Argu-
mentwerte (2, ..., ;) einen Sinn, d. h. einen Wert, fiir die alle in r vorkommenden
Teilnenner von Null verschieden sind.

Unter einem Quadratwurzelausdruck q(xy, ..., Xy, a4, ..., ay,) verstehen wir analog
einen Term, der aus den Variablen x,, ..., X,, den Konstanten a;, ..., a,, zur Bezeich-
nung spezieller reeller Zahlen und den Operationssymbolen +, —,.,~! und ¥~ auf-
gebaut ist. Ist K ein beliebiger Unterkérper von R, so dal a; € K (1 =1, ..., m), so
stellt q(Xy, ..., X4 8y, ..., ay,) €ine n-stellige partielle Operation in K dar, deren Defi-
nitionsbereich durch die Bedingungen eingeschrinkt ist, dafl bei festen «,,...,z,
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alle auftretenden Teilnenner von Null verschieden und fiir alle Teilterme der Form
]/t(xl, ..., X,) sowohl £(xy, ..., 2,) = 0 als auch Vt(xl, .oy &) € K sein muB.

Unter einem Radikal ¢ (x,, ..., X4, 84, .., &y,) Verstehen wir schliefllich einen Term,
der aus den Variablen x,, ..., x,, den Konstanten a,, ..., a,, zur Bezeichnung spezieller
komplexer Zahlen und den Operationssymbolen +, —, -, -1,  sowie den Symbolen

i/_ zur Bezeichnung der mehrdeutigen Wurzeloperationen in C aufgebaut ist. Ent-

hilt ¢ jeweils m,, Symbole }/ (n =2, ..., k), so stellt g bei jeder Einsetzung von (z, ...,
z,) aus dem Definitionsbereich von g im allgemeinen p(p) = 2™:3™s ... ™ (nicht not-
wendig paarweise verschiedene) komplexe Zahlen, also insgesamt eine partielle n-
stellige und maximal p(p)-deutige Operation in C dar. Der Definitionsbereich des
Radikals ¢ wird dadurch eingeschrinkt, daB alle vorkommenden Nenner von Null
verschieden sein miissen und alle unter einem Symbol }~ (chne Wurzelexponenten!)
stehenden Teilradikale bei der betreffenden Einsetzung fiir die Variablen wenigstens
einen nichtnegativen reellen Wert haben miissen (vgl. die Bemerkung am Ende von
Abschnitt 4.3.).

In allen drei vorangehenden Definitionen soll der Fall » = 0 nicht ausgeschlossen
sein. Der rationale bzw. Quadratwurzelausdruck heiBt dann konstant, da er ein festes
Element aus K darstellt (falls er nicht sinnlos ist). Auch ein Radikal, in dem keine
Variablen vorkommen, wollen wir kotistant nennen, obwohl es im allgemeinen mehrere
komplexe Zahlen darstllt.

Uber die Quadratwurzelausdriicke benétigen wir folgenden

Satz 1. Zu jeder durch einen konstanten Quadratwurzelausdruck q(a,, ..., a,) mit
a; € K (v =1, ..., m) dargestellten reellen Zahl a existiert eine Folge von reellen Ober-
korpern Ky =K, K,, ..., K,, so dafy fir v=20,...,n — 1 qilt: K,,, = K, (l/c,) mit
¢, € K,, Ve, ¢ K, und a € K,. (In diesem Fall heibt K, eine quadratische Brweiterung
von K,.)

Beweis. Es seien qy, ..., q; endlich viele konstante Quadratwurzelausdriicke, so
daB die in den q; vorkommenden Konstanten simtlich im Koérper K, liegen. Wir

denken uns die in den g; insgesamt vorkommenden } -Symbole in irgendeiner Weise
}/‘ ]/' durchnumeriert, so daf ¢ < j ist, falls ]/' in dem unter ]/- stehenden Teil-

ausdluck vorkommt, und beweisen durch Induktlon iiber die Anzahl m der ins-
gesamt vorkommenden } -Symbole folgende Verschirfung von Satz 1:

Zu beliebigen endlich vielen Quadratwurzelausdriicken existiert eine endliche Folge von
Kérpern der in Satz 1 beschriebenen Art, so daf3 alle durch die Ausdriicke dargestellten
Zahlen in K, liegen.

Fiir m = O leistet offenbar schon K, selbst das Verlangte. Kommen in qy, ..., q;

insgesamt m + 1 -Symbole vor und y~ etwa in q,, so hat, da } eine ,,duBerste*
m+1 m+1

Wurzel ist, ¢, die Form r( q®, 3, ..., q(")) eines aus den Quadratwurzelaus-
m+1

b*
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driicken ]/ q®, q®,..., q® durch rationale Operationen gebildeten Terms, und in

m+1 -
q®, ..., q®, qs, ..., q; kommen insgesamt nur die Wurzelsymbole y, ...,} vor.
1 m

Daher existiert nach Induktionsannahme eine Folge der im Satz beschriebenen Art,
so daB alle von q®,...,q®, q,, ..., q, dargestellten Zahlen in K, liegen. Falls auch

Vq® € K,, so leistet die Folge K,, ..., K, das Verlangte, andernfalls verlingern wir
diese Folge um K, , := K, (Vq(l)).

Sind t,(Xy, «+ey Xpy 81, +005 8y) (# = 0, ..., 2 — 1) irgendwelche Terme von einer der
oben behandelten Arten, in denen, die Variable x nicht vorkommt, so heifit die
Gleichung ’

n—1
(1) x® 4+ 3 tx" = (n = 2)
v=0

eine Gleichung n-ten Grades. Als Extremfille erhalten wir die speziellen Gleichungen
n-ten Grades

n—1
(2) x* 4 ) a,x’ = (n = 2),
v=0 ‘&
in denen die Koeffizienten a, Konstanten sind, und die allgemeine Gleichung n-ten
Grades

n—1

3) x*+ 3 yx =0 (n = 2)
v=0

in der die Koeffizienten paarweise verschiedene Variable sind. Falls der Koeffizient
von x™*1 gleich Null ist, erhalten wir die sogenannten kanonischen Gleichungen n-ten

Grades
n—2
(4) x" 4 ) tx =0 (n = 2).

=0

bt kann (1) auf (4) reduziert werden, d. h.,

Durch die lineare Substitution X = x 4

unter Voraussetzung des genannten Zusammenhangs zwischen Z und z erfiillt x
genau dann (1), wenn Z die aus (1) entstehende Gleichung der Form (4) erfiillt.

Eine Gleichung der Form (1) heifit rationalreduzibel bzw. radikalreduzibel, falls es
ein m (1 <m <n) und rationale Ausdriicke (X, ..., a1, ...), I2(Xg; vvey 8y, o0u)
bzw. Radikale o3(X;, ..., @y, ...), 02 (Xyyeers8pyees) (@ =0,.c0,m —1;9 = 0,...,
n — m — 1) gibt, so da die Terme

not m—1 n—m—1
x" 4+ 3 t,x* und (x"’ + ) r;(ul)x") (Xn—m_|_ y I‘f,z)X’)
=0 v—0

#=0
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die gleiche Operation darstellen, d. h. den gleichen Definitionsbereich und an allen
Stellen des gemeinsamen Definitionsbereichs den gleichen Wert haben bzw. (bei
Radikalen)

n—1 m—1 n—m—1
x" + )/ tx” und (X”‘ + 2 o) X") (X””’” + X eiz’X”)
v=0 p=0 v=0

den gleichen Definitionsbereich und an allen Stellen des Definitionsbereichs wenigstens
einen gemeinsamen Wert haben.

Beispiele.

1. Da fiir beliebige Elemente z, a eines beliebigen Koérpers stets 22 + 2px + p?
= (z 4 p)? ist, die die Gleichung x2 4 2px -} p% = 0 (wobei p Variablencharakter hat)
rationalreduzibel.

2. Wegen

2? + px + g = a:—|—£+2]/£_._ m—{—-2 i/ﬁ-—
? (1)4 ' 2+(2)4 '

ist die allgemeine Gleichung zweiten Grades radikalreduzibel.

Die Frage nach der Losbarkeit der allgemeinen Gleichung (3) oder speziellerer
Gleichungen der Form (1) durch Radikale, die eines der zentralen Probleme der
klassischen Algebra darstellt, ist auf Grund des bereits diskutierten Zusammenhangs
zwischen Reduzibilitdt von Polynomen einerseits und der Existenz von Nullstellen
andererseits offenbar ein Spezialfall des Problems der Radikalreduzibilitdt. Bekannt-
lich versteht man unter einer Liosung der Gleichung (3) oder einer Gleichung der Form
(1) durch Radikale ein aus den Variablen und Konstanten, die in den Koeffizienten
der gegebenen Gleichung vorkommen (also im Fall (3) aus den Koeffizienten selbst)
gebildetes Radikal, unter dessen Werten wenigstens eine Nullstelle der gegebenen
Gleichung vorkommt. Die Existenz einer Losung in diesem Sinne bedeutet Radikal-
reduzibilitdt der gegebenen Gleichung, und zwar Abspaltung eines Linearfaktors.
Wir wollen ferner ein Radikal eine starke Losung der gegebenen Gleichung nennen,
wenn deren simtliche Nullstellen (im Bereich der komplexen Zahlen)unter den Werten
dieses Radikals vorkommen.

’ 2
3. Nach Beispiel 2 ist das Radikal — % + ]/Bz_ — q eine starke Losung der all-
4

gemeinen Gleichung zweiten Grades mit komplexen Koeffizienten.
4. Die Cardanosche Losung der kanonischen Gleichung dritten Grades

(3) x84+ px +q="0

besagt, daf sich die Nullstellen dieser Gleichung unter denjenigen (im allgereinen
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neun) Werten des kubischen Radikals

o R T

befinden, bei denen im ersten und zweiten Summanden verschiedene Werte des zwei-
deutigen quadratischen Radikals eingesetzt sind. Demnach ist (6) eine starke Losung
von (5). Um dies zu beweisen, geht man folgendermaflen vor: Ist z, eine beliebige
Loésung von (B), so seien u,v die (eventuell komplexen) Losungen der Gleichung

2 — xol — % = 0. Daher ist

(7) x0=u+’v,

3
(8) _'g":u"v,' d. h. u3-v3=_(£)

und

0 =2 + pro + g = (u + v)® + p(u + v) + ¢ = (u + v) Buv + p) + W2+ v* +¢),
d. h. wegen (8)

9) ud + 3 = —q.

Aus (9)‘und der zweiten Gleichung (8) folgt aber, da u3 und v® gerade die Losungen

A 3 -
der Gleichung z% + qz _(ﬁ) = 0 sein miissen, demnach ist xy = u + veiner der
Werte des Radikals (6).

5. FERRARI, ein Schiiler CARDANOS, zeigte, dal die Losung der allgemeinen Glei-
chung vierten Grades

(10) x4+ ax®+bx24cx+d=0

auf die Losung von Gleichungen hochstens dritten Grades zuriickgefiihrt werden
kann: (10) ist dquivalent zu

2 2
(xz—-l——;-x) =(—a4——b)x2—cx—d.

Daher ist z eine Losung von (10) genau dann, wenn fiir ein beliebiges y
a 2 a? a
(11) (xz—l—-é—x-i—y)=(-—4———b)x2—cx—d—|—2(x2—l—;x)y—l—yz
gilt; Man sucht nun y so zu bestimmen,-daB die rechte Seite von (11) die Form
(Ax 4 B)2 bekommt. Das fiihrt auf

a2

A2—2y—l————b B2=y%2 —d, 2AB =ay — c.
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Wegen 4A%B2 = (2AB)2 2 erhéilt man fiir y die Gleichung dritten Grades
a2
4(2y t b) (y2 — d) = (ay — ¢)?

bzw.
(12) 8y® — by? + (2ac — 8d) y + (4bd — a2%d — ¢%) = 0,

die als kubische Resolvente von (10) bezeichnet wird. Setzt man fiir y eine Losung
dieser Gleichung (die man nach CaArDANoO als kubisches Radikal erhalt, so wird (11)
zZu

a 2 (2 a? 2 2
(Xz-l—'é*x-l—Y) =(V2y-|— T —b.x+ ]/yz—d)

bzw.

(X*+—X+Y) (1/2y+——b x+lf_)

Demnach ist

(13) x% 4 ax3 4 bx? + ex +d

2 3
=(x2+%x+y+l/2y+3£-—b~x+ l’yz“d)

2 2
(x2+%X+Y“‘V2Y +-a:——~b°x—]/5’2—d)’

d. h., (10) ist radikalreduzibel. Insbesondere kénnen die Nullstellen von (10) als Null-
stellen der quadratischen Faktoren von (13) durch Radikale dargestellt werden, wobei
man sich fiir y das Lésungsradikal von (12) eingesetzt denken muB. Stellt das Radikal
R, die (im allgemeinen zwei) Nullstellen des ersten Faktors von (13) und R, die Null-

— 2
R, '; R, + (R’l > R») sogar eine starke

stellen des zweiten Faktors dar, so ist x =

Losung der Gleichung (10).
Ohne Beweis!) nennen wir hier den

Satz von RUFFINT und ABEL. Die allgemeinen Gleichungen von héherem als viertem
Grade-sind nicht durch Radikale losbar.

Der Satz von Rurrint und ABEL schlieBt natiirlich nicht die Losbarkeit spezieller
Typen von Gleichungen hdheren als vierten ‘Grades durch Radikale aus. Es ist z. B.

1) Einen Beweis dieses Satzes wie auch ausfiihrlichere Darstellungen der Ldsungsmethoden
von CArRDANO und FERRARI findet man in [7].
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trivialerweise das Radikal ]/c_z eine starke Losung der Gleichung x* — ¢ = 0. Er schliefit
insbesondere nicht die Losbarkeit spezieller Gleichungen héheren als zweiten Grades
durch quadratische Radikale bzw. Quadratwurzelausdriicke aus. Gerade diese Frage
wird in der Theorie der Konstruktionen mit Zirkel und Lineal eine entscheidende
Rolle spielen.

Satz von GavUss. Hat eine irreduzible Gleichung n-ten Grades eine Losung, die durch
etnen Quadratwurzelausdruck dargestellt wird, so ist n eine Zweierpotenz, d. h. n = 2™,

Der folgende relativ elementare Beweis geht auf BIEBERBACH [2] zuriick. Es sei
P € K,[x] ein in K [x]irreduzibles Polynom n-ten Grades und q ein aus Koeffizienten
von P gebildeter Quadratwurzelausdiruck, der eine Nullstelle von P(x) = 0 darstellt.
Es sei ferner K, K,,"..., K, eine Folge von Kérpern der in Satz 1 beschriebenen Art,
so daB g € K,, ist. Da P in K[x] irreduzibel, aber in K, [x] reduzibel ist, existiert ein
erster Index k£ (0 < &k < m), so daBl P in K, reduzibel ist. Es sei P; € K,;[x] ein echter

* Faktor minimalen Grades von P. Ist K, = K,_, (]/8) mit ¢ € Ky, ]/Z: ¢ K, 4, so kann

.
P, auf die Form P, = J} (ag + b, 1/5) x¢ gebracht werden, und mit

=0

T . r
Pll == Z an", P12 = Z bQXQ
e=0 =0
gilt: P, =Py, + ]/:: P;,. Es sei P = P, P,. Dann erhalten wir fiir den anderen Faktor

P, analog eine Darstellung P, = Py, + Ve - Pyy, wobei Py, Pyy, Py, Py, € Ky y[x].
Nun ist

P = Ple = (P11P21 +c- P12P22) + ]/E (P11P22 + P12P21) = Ql + ]/C-? Qz

mit Q;, Q, € K;_,[x]. Wire hierbei Q, nicht das Nullpolynom, so erhielte man fiir ein
beliebiges o € K, mit Q,(x,) = 0 aus P(x,) = Qi(wo) + ]/Z:Qz(xo) den Widerspruch
]/5 € K;_,. Folglich ist P;;P,, + P,,P,; das Nullpolynom, woraus sofort folgt, da@
auch P, :=P;; — Vc-: P,, ein Teiler (und zwar gleichen Grades wie P;) von P ist.
Da P, und P; wegen der vorausgesetzten Minimalitit des Grades von P; teilerfremd
sind, ist daher auch P,P; ein Teiler von P. Da aber P,P; € K;_;[x] und P in K,_,
irreduzibel war, stimmt P bis auf einen konstanten Faktor mit P,P, iiberein, d. h.,

der Grad von P ist durch 2 teilbar. Falls grad(P;) = 1, fithrt die Anwendung des
gleichen Schlusses auf das in K, irreduzible Polynom P; usw. auf die Behauptung:

Sind #,y € C verschiedene Nullstellen des gleichen iiber einem Korper K, — C
irreduziblen Polynoms, so heillen sie zueinander konjugiert (beziiglich K, falls K, &+ Q).
Eine reelle Zahl x heil3t platonisch iibéer dem Kéorper Ky = R, wenn x aus Elementen
von K, durch Anwendung der Operationen 4, —, -, und } erhalten werden kann.
Die Menge Plat(K,) aller tiber K4 platonischen Zahlen ist offenbar ein Kérper und
stimmt mit der Menge aller derjenigen reellen Zahlen iiberein, die durch Quadrat-
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wurzelausdriicke mit Konstanten aus K, dargestellt werden. Ist Plat(K) = K, so
heillt der Korper K platonisch. Ein Polynom P € K[x] vom Grade » = 1 heiflt
platonisch-reduzibel bzw. -irreduzibel iiber K, je nachdem, ob P in Plat(K) reduzibel
ist oder nicht.

Eine reelle Zahl x heillt pythagordisch iber dem Korper Ky = R, wenn z aus Ele-
menten von K, durch Anwendung der Operationen +, —, -, und Pyth(a, b) :=

]/a2 + b% erhalten werden kann. Die Menge Pyth(K,) aller iiber K, pythagoriischen
Zahlen ist offenbar ein Koérper und stimmt mit der Menge aller derjenigen reellen
Zahlen iiberein, die durch Quadratwurzelausdriicke mit Konstanten aus K, dar-
gestellt werden, wobei nur Quadratsummen als Radikanden auftreten. Ist Pyth(K)
= K, so heifit der Korper K pythagordisch. Offenbar ist fiir beliebige reelle Korper
K,

Pyth(K,) & Plat(K,).

Wir wollen zeigen, daB im allgemeinen Pyth(K,) < Plat(K,) ist. Dazu bendtigen wir

Satz 2. Entstent K, aus K, durch Adjunktion von endlich vielen (hier aber im all-
gemeinen komplexen) Quadratwurzeln wie in Satz 1, so daf3 dasin K [x] irreduzible Poly-
nom P in K, eine Nullstelle hat, so zerfillt P in K,[X] in Linearfaktoren, d. h., ist eine
Nullstelle xo von P durch ein quadratisches Radikal ¢ diber K, darstellbar, so sind es
auch alle dazu konjugierten Nullstellen.

(Man erhilt sie im Regelfall in Gestalt der restlichen Werte des gleichen Radikals g:
Eine Gleichung G, der x, geniigt, entsteht ndmlich aus z = ¢ durch fortlaufendes
Auflésen nach ,,dufleren‘ Wurzeln und nachfolgendes Quadrieren. Daher geniigen
mit x, auch alle anderen Werte von ¢ der Gleichung G. Falls also G irreduzibel ist,
sind sie und nur sie zu x, konjugiert.)

Der Beweis von Satz 2 ist im wesentlichen eine Wiederholung unseres Beweises
des Satzes von (Gauss. Man hat nur statt der jeweils adjungierten positiven Wurzeln
aus positiven reellen Zahlen beliebige komplexe Quadratwurzeln zuzulassen.

Aus Satz 2 folgt, dafl die zu einer iiber K, pythagoréischen Zahl konjugierten
Zahlen sdmtlich reell sind,. da in einem ,,pythagoriischen Quadratwurzelausdruck‘
nur Wurzeln aus Quadratsummen gezogen werden, Vorzeichenwechsel der vor-
kommenden Wurzeln also keinen Teilradikanden negativ machen kénnen. Diese
Bedingung ist fiir platonische Zahlen im allgemeinen nicht erfiillt. Zum Beispiel ist

Ty 1= V2(]/§— 1) € Plat(Q),

jedoch sind die zu =z, konjugierten Zahlen V2 (— ]/2— — 1) imagindr, demnach
xo § Pyth(Q). Umgekehrt gilt der

Satz von ARTIN., Jede iiber einem reellen Korper K, platonische Zahl, deren
Konjugierte beztiglich K, simtlich reell sind, ist iiber K, pythagordisch.
\

Fiir den Beweis sei der Leser auf [10, §37] verwiesen.
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5.1. Affine Inzidenzebenen

Eine Interpretation der Sprache &, der ebenen Inzidenzgeometrie (vgl. Abschnitt 2.5.),
d. h. eine Struktur der Form (P, G, I), wobei P die Menge der ,,Punkte, G die
Menge der ,,Geraden® und I & P X & die ,,Inzidenzrelation® dieser Struktur ist,
heifit eine affine Inzidenzebene, wenn sie Modell des folgenden Axiomensystems ist:

I1. V piP:Ps; P1s P2; P3 nicht kollinear,
12, A Pipop1 + p.—> V1l g(p € g A D: € 8)),

Is. A gV Pipa(P1 == P2 A P1 € g A P: € ),
14. (Starkes Parallelenaxiom) A\ pg V!!g'(p€g' rg| g'),
I5. (Satz von DESARGUES).

Dabei haben wir zur Formulierung von I1 bis 14 die bereits in Abschnitt 2.5. behan-
delten definitorischen Erweiterungen von .#; benutzt. Die Formulierung von I5 er-
fordert einige Vorbereitungen und wird spéter nachgetragen.

Zunichst bemerken wir, dal auf Grund der Axiome I2 und I3 eine beliebige affine
Inzidenzebene zu einer Struktur der Form (P, G, €) isomorph ist, wobei G = 2F (vgl.
Kap. 1.). Daher kénnen wir zur Vereinfachung der Formulierungen und der Anschau-
lichkeit halber annehmen, daB in den jeweils betrachteten affinen Inzidenzebenen die
,,;Geraden‘ Mengen von ,,Punkten‘ sind und ,,€*“ durch die Elementrelation inter-
pretiert ist. Andererseits zeigt die in Abb. 1 dargestellte Interpretation, bei der jede
,»,Gerade’ nur zwei Punkte enthilt, daB es affine Inzidenzebenen gibt, die sich sehr
von dem urspriinglich intendierten Modell der ,,Anschauungsebene‘ unterscheiden.
Die Existenz von wenigstens vier Punkten und sechs Geraden 148t sich leicht aus
I1 bis I4 folgern, so daBl die in Abb. 1 dargestellte affine Inzidenzebene das bis auf
Isomorphie eindeutig bestimmte kleinste Modell von I1 bis I4 (und I5, das hier tri-
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vialerweise gilt) ist. Man beachte, daB im Sinne der Definition von ,,|* die Gerade
durch p,, p; die Parallele zu der Geraden durch p,, p, ist. Das minimale Modell zeigt
also u. a., dafl man aus I1 bis I5 noch nicht folgern kann, daf sich in einem Parallelo-
gramm die Diagonalen schneiden.

P1 P2

Py Ps Abb. 1

Wir kehren zur allgemeinen Theorie der affinen Inzidenzebenen zuriick. Unter
Bezug auf I2 definieren wir '

L(py, p2) := ¢g(p1 € g A P2 € g), falls p; &= p,,

und unter Bezug auf 14 definieren wir

P(p,g) :=wg'(p€g rglg).
Auf Grund von 12 trifft fiir beliebige Geraden g,, g, genau einer der drei Fille g, = g,,
g1l g V! p(p € g1 AP € g,) zu. Definieren wir:

g, schneidet g, :<> V!! p(p € g; A p € &),

so gilt trivialerweise

A g1g: (21 schneidet g, — V1! p(p € g A P € gy)),
und unter Bezug auf diese BEE definieren wir die ,,erste Schnittpunktoperation‘

Si(g1, 82) = tP(P € g1 A P € o), falls g; schneidet g,.

Wir wenden uns nun der Formulierung des Satzes von DESARGUES zu. Dazu definieren
wir zunichst

P1P2P3 zentralperspektiv zu pjpsps <>
Vp(p; P1, p1 kollinear A p, p,, ps kollinear A p, p;, p; kollinear).

Falls wenigstens zwei der drei Punktepaare p;, p; (: =1, 2, 3) aus verschiedenen
Punkten bestehen, ist der Punkt p eindeutig bestimmt und heit dann das Perspekti-

[N W4

vildtszentrum von pyp,p; und p;p,ps.

?on 5/

(1) P1P:Ps achsenperspektiv zu p;psps <>
V P4PsPs(Pa> Ps» Pe kollinear A py, py, py kollinear A pj, ps, ps kollinear
A P1; Pss Ps  kollinear A pj, p;, ps kollinear
A P2, P3, Ps  kollinear A p}, p;, ps kollinear).
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Falls wenigstens zwei der drei Punkte p,, p;, ps eindeutig bestimmt und voneinander
verschieden sind, ist durch p,, ps, P eine Gerade g eindeutig bestimmt und heiit
[N PW4

dann die Perspektivititsachse von p,p,p; und p;p,ps.
Im allgemeinen gilt nun :

[ Sy 4

(2) P1P:Ps zentralperspektiv zu p;psps
<> P1P:pP; achsenperspektiv zu p;psp;

(Abb. 2a).

Es kann jedoch vorkommen, dafl trotz vorhandener Perspektivitdtsachse kein
Perspektivitdtszentrum existiert, weil die Geraden, deren Schnittpunkt es sein
miiflte, zueinander parallel sind, oder dafl zwar ein Perspektivitdtszentrum existiert,
aber einige der Geraden, die sich paarweise auf der Perspektivitdtsachse schneiden
miifiten, parallel sind. Die genauere Untersuchung der verschiedenen Fille fiihrt auf
den folgenden Satz:

Affiner Satz von DESARGUES. Ist p,p,p; zentralperspektiv zu pip,ps (Fall a) oder
existieren Geraden g; durch p;, p: (¢ = 1, 2, 3), die paarweise parallel oder gleich sind
(Fall b), so tritt einer der folgenden Fille ein:

&) P1PePs achsenperspektiv zu pypsps.

B) Zwei der Punkte p,, ps, ps aus Definition (1) existieren, und die beiden Geraden,die
sich vm dritten schneiden miiften, sind zu einer Geraden durch diese beiden Punkte
parallel.

y) Es existieren Geraden g, durch p,, ps, 91 durch p;, p;, g, durch py, ps, g5 durch
PL> P> g3 durch py, Py, g5 durch py, p;, so dap gy || g1 und g, || gz und gs || gs.
Umgekehrt zieht jede der Voraussetzungen «), B), v) etnen der Fille a), b) nach sich.

Die Abbildungen 2a—f zeigen, daB tatsichlich alle Kombinationen der Fille a), b)
mit den Fillen «), §), y) eintreten kénnen. Es sei noch bemerkt, daB eine Reihe weiterer
Ausartungsfille, die dadurch entstehen, dafl gewisse der Punkte p,, p,, p3, P1, D3> P3
kollinear sind oder gar zusammenfallen, nicht gesondert dargestellt wurden, aberin
den Definitionen der Begriffe zentralperspektiv und achsenperspektiv sowie im Satz
von DEsARGUES durch entsprechend vorsichtige Formulierung mit enthalten sind.
In allen diesen Fillen folgt die Giiltigkeit des Satzes iibrigens bereits aus den Axio-
men I1 bis I4. Der Satz von DESARGUES folgt aus den iiblichen Systemen raumlicher
Inzidenzaxiome durch rein geometrische Uberlegungen (vgl. [5]), ist jedoch unabhin-
gig von I1 bis I4. HILBERT bemerkte als erster, dal seine Giiltigkeit in einer affinen
Inzidenzebene sogar notwendig und hinreichend fiir deren Einbettbarkeit in einen
dreidimensionalen affinen Raum ist [10].

Der Satz von DESARGUES ist ein typisches Beispiel eines Satzes der affinen Geo-
metrie, dessen Formulierung sehr schwerféllig wird durch die Fallunterscheidungen,
die die eventuelle Parallelitit gewisser sich im allgemeinen schneidender Geraden be-
treffen. Derartige Sitze lassen sich wesentlich einfacher aussprechen, wenn man an-
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nimmt, dafl parallele Geraden sich ,,in einem uneigentlichen Punkt schneiden‘ und
in der Formulierung nicht mehr ausdriicklich zwischen eigentlichen und uneigentlichen
Punkten unterscheidet. Der Satz von DESARGUES etwa reduziert sich dann sofort auf
die einfache Form (2). Die folgenden Uberlegungen zeigen, daBl man dem zunichst
nur abkiirzenden Sprachgebrauch ,,uneigentlicher Punkt‘“ einen exakten mathe-
matischen Sinn geben kann. '

Die Relation ,,] “ ist ihrer Definition zufolge reflexiv und symmetrisch. Das in 14
als Teilaussage enthaltene schwache Parallelenaxiom

14'. Apgeig(PEGIAPEGALGIEAL]IE—>E =8)

ist, wie man leicht erkennt, der Transitivitdt von ,,|| ““ dquivalent, und diese Aquiva-
lenz zeigt vielleicht am deutlichsten von allen bekannten Aquivalenten die Rolle des
vieldiskutierten Parallelenaxioms im Gesamtaufbau der euklidischen Geometrie.
Der andere Teil des starken Parallelenaxioms I4, der die Existenz wenigstens einer
Parallelen zu einer Geraden durch einen Punkt aussagt, folgt (genau wie der Satz von
DESARGUES) in der vollen ebenen euklidischen Geometrie aus den iiblichen Kon-
gruenz- bzw. Bewegungsaxiomen. Fiir die axiomatische Charakterisierung der affinen
Ebenen werden jedoch I4 und I5 benétigt.

Die Tatsache, daf ,,||* eine Aquivalenzrelation ist, erméglicht es, jeder affinen
Inzidenzebene I = (P, G, I) eine als projektive Abschliefung von & bezeichnete

Struktur § = (P, G, I) gleicher Signatur zuzuordnen: Fiir jede ,,Gerade* g € G sei
g die Aquivalenzklasse von g beziiglich der Parallelgleichheit, und es sei g, die Menge

der Aquivalenzklassen §. Ferner sei P = P {J g, und G = G U {g,}). Die neue
Inzidenzrelation I sei definiert durch:

(p, 9) € I genau dann, wenn (p, g) € I
oder (p € g, und g = g,)
oder (p € g, und g € p).

Bezeichnet man wie iiblich die Aquivalenzklassen § paralleler Geraden als uneigent-
liche Punkte und die Menge g, dieser Aquivalenzklassen als uneigentliche Gerade, so
ist die urspriingliche Inzidenzrelation demnach durch die Festlegung ergénzt, da@
auf der uneigentlichen Geraden genau die uneigentlichen Punkte liegen und daB jede
Gerade denjenigen uneigentlichen Punkt, dem sie als Element angehért, als Punkt
enthilt. Insbesondere schneiden sich daher parallele Geraden einer affinen Inzidenz-
ebene in deren projektiver AbschlieBung in einem uneigentlichen Punkt.
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5.2..  Projektive Inzidenzebenen

Eine Interpretation der Sprache der ebenen Inzidenzgeometrie, d. h. eine Struktur
P, G',I'), wobei P’ die Menge der ,,Punkte®, G’ die Menge der ,,Geraden* und,
I' & P’ X G ist, heilt eine projektive Inzidenzebene, wenn sie Modell des folgenden
Axiomensystems ist:

P1. V P1P2PsPas P1> P2s P3s Py in allgemeiner Lage,
P2.  App,(ps &= p.—>V!lgp: €gAp: €g)
P3. A gV P1P2Ps (P1> P2, P3 Paarweise verschieden Ap, €gAp: €gAPps €g),

P4 Agig(g +g—>V!IppPEg AP ER),
P5. (Projektiver Satz von DESARGUES)
A P1P2PsP1PsPs (P1P2Ps zentralperspektiv zu pip;p;

<> p;P:Ps achsenperspektiv zu p;psp;)-
Inden Formu]iérungen von P1 bis P5 und im folgenden benutzen wir alle Definitionen
von Relationen aus Abschnitt 2.5. und 5.1. sowie (auf Grund von P2)ungeéndert die
Definition der Operation L. Die erste Schnittpunktoperation S, ist wegen P, in der
projektiven Geometrie durch

S1(g1, 82) :=p(P € g1 A P € &), falls g; = gy,

zu definieren. Wegen P2 und P3 ist auch jede projektive Inzidenzebene zu einer
Struktur der Form (P, G', €) mit G’ < 2F’ isomorph.

Satz. Die projektive Abschliefung einer beliebigen affinen Inzidenzebene ist eine
projektive Inzidenzebene. Ist umgekehrt (P', G', I') eine beliebige projektive Inzidenz-
ebene, g, € G' eine beliebige threr Geraden, P = {p:p € P' und (p,9,) § I'}, G = G"\
{9 und I =1I' N (P X G), so ist (P, G, I) eine affine Inzidenzebene. Fihrt man die
letzte Konstruktion insbesondere an der projektiven Abschliefung einer beliebigen
affinen Inzidenzebene F mit einer beliebigen (nicht notwendig der uneigentlichen) Ge-
raden g, aus, so ist die erhaltene affine Inzidenzebene isomorph zur Ausgangsebene .

Der erste Teil dieses Satzes ist fast trivial, da der Begriff der projektiven Inzidenz-
ebene offenbar von den Eigenschaften der projektiven AbschlieBungen affiner Inzi-
denzebenen abstrahiert wurde. Der zweite Teil enthilt neben der Aussage, da man
die projektiven AbschlieBungen ihrerseits axiomatisch charakterisieren kann, den
zunichst- iiberraschenden Sachverhalt, daBl die uneigentliche Gerade und die un-
eigentlichen Punkte einer affinen Inzidenzebene, dieser einmal ,hinzugefiigt®, ihre
Sonderrolle verlieren, d. h. in der projektiven AbschlieBung durch keine aus dem
Grundbegriff Inzidenz definierbare Eigenschaft mehr von den eigentlichen Punkten
und Geraden zu unterscheiden sind. Erst die Aufhebung der Sonderrolle- der un-
eigentlichen Elemente bewirkt den Ubergang von affiner zu projektiver Betrachtungs-
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weise. Andererseits bedeutet der Satz, daBl die Theorie der affinen und die Theorie
der projektiven Inzidenzebenen im wesentlichen die gleichen mathematischen Struk-
turen zum Gegenstand haben, dafl projektive Geometrie nichts anderes als eine in
vielen Fillen rationelle Methode des Studiums affiner Ebenen ist.

Der etwas umfangreiche Beweis des Satzes, der aber keine besonderen Schwierig-
keiten enthilt, sei dem Leser iiberlassen. Wir bemerken statt dessen, dafl man auf
Grund des Zusammenhanges zwischen affinen und projektiven Inzidenzebenen die
kleinste projektive Inzidenzebene (Abb. 3) als projektive AbschlieBung der in Abb. 1
dargestellten kleinsten affinen Inzidenzebene erhilt. Abb. 3 liefert die Ansatzpunkte

fiir die meisten Beweisschritte des besprochenen Satzes.

<\ P 'Pf/ / e

Abb. 3

Der in Abschnitt 5.1. formulierte affine Satz von DESARGUES liefert — als Axiom
I5 genommen — sofort die Giiltigkeit von P5 in der projektiven AbschlieBung einer
affinen Inzidenzebene fiir die Fille, in denen die Punkte p,, pPs, Ps; P;> Pg> P3 Sémtlich
eigentlich sind. Die Behauptung, dafl in der projektiven AbschlieBung P5 gilt,
schlieBt jedoch auch diejenigen affinen Spezialfille ein, in denen einer oder mehrere
dieser Punkte uneigentlich sind (also Fille, auf die man ohne die Betrachtung der
projektiven Abschliefung vermutlich niemals kommen wiirde). Daher geben wir dem
Axiom I5 sicherheitshalber folgende Kurzfassung:

15. In der projektiven Abschliefung gilt P5.

Die interessante Frage, ob diese ,,allgemeinste Fassung des affinen Satzes von
DEsARGUES® aus gewissen ihrer Spezialfille folgt, d.h. I5 durch eine schwéchere
Formulierung ersetzbar ist, kénnen wir hier aus Platzgriinden nicht verfolgen. Uber-
haupt legen wir hier und im folgenden keinen Wert auf moglichst schwache oder gar
unabhingige Axiomensysteme, sondern vielmehr darauf, daf die Rolle der einzelnen
Axiome im Gesamtaufbau moglichst deutlich wird.

Ersetzt man in einem Ausdruck H der (affinen oder projektiven) Inzidenzgeometrie
alle Punktvariablen durch Geradenvariablen und umgekehrt und gleichzeitig die
Inzidenz durch die inverse Relation, so erhilt man den zu H dualen Ausdruck D(H).
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Offenbar ist D(D(H)) = H. D(H) ist abgeschlossen genau dann, wenn H selbst ab-
geschlossen ist. Das Beispiel

D(I2). g +g.— V!Ip(p€giADpE€g,) (gleich P4)

zeigt, daBl die Dualisierung eines Satzes der affinen Inzidenzgeometrie im allgemeinen
kein Satz der affinen Inzidenzgeometrie ist. Die Dualisierungen der Axiome P1 bis
Pb folgen jedoch sémtlich aus P1 bis P5. Daraus folgt das Dualitétsprinzip der ebenen
projektiven Inzidenzgeometrie:

Ist H ein Satz der projektiven Inzidenzgeometrie (d. h. folgt H aus P1 bis P5), so
st es auch D(H).

Man erhélt ndmlich einen Beweis von D(H) aus den Dualisierungen der Axiome
(die ja Siatze sind), indem man in einem Beweis von H alle Zwischenschritte duali-
siert.

Eine Aussage H der Inzidenzgeometrie heilt selbstdual, wenn D(H) und H #qui-
valent sind. Der erste Teil des projektiven Satzes von DESARGUES ist zum zweiten
Teil (der Umkehrung) dual. Daher ist der Satz von DESARGUES in der Formulierung
P5 selbstdual.

5.3. Affine Ebenen

Ist (P, G, I) eine affine Inzidenzebene und bezeichnet die Aussageform (p;, ps, ps)
eine dreistellige P-Relation Z((pl, P2, Ps) wird gelesen: p, liegt zwischen p, und pa),
so heiit (P, G, I, Z) eine affine Ebene, wenn folgende Anordnungsaxiome erfiillt
sind :

Al. (P15 P2s P3) = P1, Pas P3 kollinear A p,, p,, ps paarweise verschieden,

A2. (P15 P2> Ps) = (P35 P2> P1) A — (P25 P15 Pa)s

A3. P1 = P2 — V P3(P1; P25 Ps)s
A4, (Axiom von PascH, siche Abb. 4)
P1> P2, Ps nicht kollinear A p, ¢ g A P2 ¢g A Ps ¢ gaVv P(P € g A (P1; Ps Pz))
—Vp'(p’ €gA((p1, P> Ps) V (P2 P'> Po)))-

A1 bis A3 heiflen die linearen Anordnungsaxiome.?)

1) Zur Unabhingigkeit des Axioms von PascH und zu dessen Rolle im Gesamtaufbau der
euklidischen Geometrie vgl. folgende Arbeiten von L. W. SzczerBA bzw. W. SzmieLEw: Bull.
Acad. Polon. Sci., Ser. Sci. Math. Astronom. Phys. 18 (1970), 659—666 und 751 —758, desgl. 19
(1971), 213—215 und 469—474.

6 Schreiber, Konstruktionen
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g Abb. 4

Erste wichtige Folgerungen aus Al bis A4 sind u. a.

(1) P1 == Ps — VPa(P1, Pas P3);
(2) P15 P2, P3 kollinear <> p; = p, v p; = p3V p: = ps
V (P15 P2s P3) V (P25 P15 P3) V (D1, P3s P2)-

((2) ermdglicht die .definitorische Einfithrung der Grundbegriffe Gerade, Inzi-
denz in affinen Ebenen und die Ubersetzung der Inzidenzaxiome in zusitzliche An-
ordnungsaxiome; vgl. Abschnitt 2.5.)

(3) P1> P2, P3 nicht kollinear Ap, § gAp. ¢ gApPs ¢ g
AV pp'(p € g AD’ €A (D1, Ps P2) A (P1s P's P3))
~>—Vp"(p” €gA (P2, P, Pa))-
((3) ist offenbar eine ,,Erginzung zum Axiom von PascH; vgl. Abb. 4.) In Zu-

sammenfassung unendlich vieler Einzeldefinitionen definieren wir fiir » = 4:

(P1> P25+« Pn) i< (D1, P2, P3) A (P25 P3s Pa) A *** A (Pp-25 Pr-15 Pn)

(gelesen:py, ..., P, liegen in der angegebenen Reihenfolge auf einer Geraden). Dann
gilt firl St <j<k=n:

(4) (P15 + =5 Pr) = (Pi> Pj» Pe)-

Fiir die Beweise von (1) bis (4) und eine Reihe dhnlicher Sitze verweisen wir auf [4].

Der Grundbegriff ,,zwischen‘‘ ermdglicht die Definition einer Reihe grundlegender
elementargeometrischer Begriffe, im wesentlichen all derer, mit denen in einer schul-
miBig aufgebauten Geometrie anschaulich gearbeitet wird. Fiir verschiedene folgende
Bediirfnisse stellen wir voran: |

M konvex :<> A p;psps(pP1 € M A p3s € M A (P1, Pas P3) = P2 € M).
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Zwar sind beliebige Punktmengen M nicht Gegenstand unserer Betrachtungen, aber
wir werden diese Definition im folgenden fiir alle Arten von definierbaren Punkt-
mengen verwenden.

P1 7 Pe :<‘*P1¢g’\P2¢gA—1VP(P'€gA(Pl:P,Pz))

(gelesen: p; und p, liegen auf der gleichen Seite von g). Ist g eine beliebige Gerade
einer affinen Ebene (P, G, €, Z), so ist ~ eine Aquivalenzrelation in P \ g mit
genau zwei Aquivalenzklassen. Dabei folgen Reflexivitit und Symmetrie unmittel-
bar aus der Definition, wihrend die Transitivitit dem Axiom von Pascu gleich-
wertig ist. (Man vergleiche die Formulierung des Parallelenaxioms als Transitivitat
der Relation ,,]|“!) DaB} es wenigstens zwei nichtiquivalente Punkte gibt, folgt so:
Nach I1, I2 existieren zu jeder Geraden g Punkte p, ¢ g und p, € g und nach A3 zu
diesen Punkten ein Punkt p; mit (p,, p., ps). Offenbar ist dann p,, p; ¢ ¢ und
— P1 7 Ps- Dall es nur zwei Aquivalenzklassen gibt, folgt sofort aus (3). Die beiden
Aquivalenzklassen, in die eine Gerade g die Punktemenge P\ g einer affinen Ebene
(P, G, €,Z)zerlegt,nennen wir (offene) Halbebenen, ihre Vereinigung mit der Geradeng
abgeschlossene Halbebenen. Eine bestimmte der beiden Halbebenen wird durch einen
Reprisentanten festgelegt. Wir definieren

Halbebene(g, p) := {p’:p’ 7+ p}, falls p ¢ g,
insbesondere
Halbebene(p;, ps; ps) := Halbebene(L(p;, p.), p3),
falls. p;, ps, ps nicht kollinear.

Mittels ,,zwischen‘ sind auch die Begriffe Strahl und Strecke definierbar:

Strahl(ps, pe) :== {P: P = P1V (P1, P, P2) VP = P2 V (P1> P2, P)};
falls p; = p,.
(Im Unterschied zu den sonst analogen Halbebenen ist es bei den Strahlen (Halb-
geraden) zweckmiBig, den Anfangspunkt p, des Strahls als Punkt des Strahls an-
zusehen.) Strecken werden, soweit sie nicht nur als Inbegriff ihrer Endpunkte auf-

zufassen sind, analog zu den verschiedenen Typen von Intervallen reeller Zahlen
bezeichnet :

PiP: :={P: P = P1V P = P2} (= {P1> P2});
1P1; pal :={p: (P1; P, P2)}, falls p; == p,,
[P1, Pl := {P:P = P11V (P1, P> P2)}, falls p; == p,,

usw. (In der Elementargeometrie spielt es nur selten eine Rolle, ob bzw. welche der
Endpunkte einer Strecke man ihr zurechnet.)

6%
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Was die definitorische Einfiihrung des Winkelbegriffs betrifft, so liegen die Schwie-
rigkeiten weniger in der Préizisierung selbst als darin, daf in der anschaulichen Geo-
metrie je nach dem gerade verfolgten Zweck verschiedene Winkelbegriffe neben-
einander benutzt werden: orientierte und nichtorientierte Winkel, Winkel als ,,linien-
hafte‘ oder als ,,flichenhafte‘* Gebilde usw.

Der orientierte bzw. nichtorientierte Winkel als , linienhaftes* Gebilde ist ein geord-
netes Paar bzw. eine Zweiermenge von Strahlen Strahl (p,, p,), Strahl(p,, ps) mit ge-
meinsamem Anfangspunkt p,. Wir bezeichnen ihn mit 3 p,p,p; bzw. < p,p.ps. Es
ist also stets

X P1PeP3 = <X PaPelr;

aber

51 D1P2ps = X DsPaP1

nur im Fall Strahl(p,, p,) = Strahl(p,, ps). Die durch einen (orientierten oder nicht-
orientierten) Winkel p,p,p, gegebene Punktmenge

W = Strahl(p,, p,) U Strahl(p,, ps)

einer affinen Ebene (P, G, €, Z) zerlegt in dhnlicher Weise wie eine Gerade die
Punktmenge P\ W in zwei Klassen, die der flichenhaften Auffassung des Winkel-
begriffs (,,Winkelrdume*‘) entsprechen. Eine bestimmte von diesen beiden Klassen
kann wieder durch einen Reprisentanten festgelegt werden (in der anschaulichen
Geometrie durch Einzeichnen eines die Schenkel verbindenden Kreisbogens). Da die
verschiedenen Aspekte des Winkelbegriffs im folgenden keine bedeutende Rolle
spielen, gehen wir nicht weiter darauf ein.?)

Je drei nicht kollineare Punkte p,, p,, p; bestimmen ein ,,Dreieck®‘, wobei /\ p,0.p3
im allgemeinsten Sinn ein Sammelbegritf fiir sehr viele Begriffe ist, die man mit Hilfe
dreier nicht kollinearer Punkte definieren kann. Wir geben nur beispielshalber drei
konkrete Definitionen an, die die ,null- bzw. ein- bzw. zweidimensionale Auf-
fassung‘‘ prézisieren:

/o P1P2Ps := {P1, P2, Ps}; falls py, pp, ps nicht kollinear, .
A1 P1PePs = [Py, P2[U[Ps; Ps[U]Ips, pal; falls py, ps, ps nicht kollinear,
A P1p2ps := Halbebene(p;, p;; ps) N Halbebene(p,, ps; p1)

N Halbebene(ps, p;; p2), talls py, ps, ps nicht kollinear.

Ein affines Koordinatensystem (kurz AKS) ist ein Tripel (py, 91, P2) nicht kollinearer
Punkte. Der Punkt p, heillt der Ursprung, p, der erste Einheitspunkt, p, der zweite
Einheitspunkt des AKS (p,, py, P2). Ist 4 ein beliebiges AKS einer affinen Inzidenz-

1) Siehe hierzu etwa B. KLoTzEK, Geometrie, VEB Deutscher Verlag der Wissenschaften,
Berlin 1971.
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ebene, so sei fiir beliebige Punkte p

(5) ky(A, p) := S3(P(, L(Do, P2)), L(®o, P1)),
ko(4, p) 1= 81(P(p, L(po> P1)), L(Do, 12)) (Abb. 5)

/ /

kofA,p) D

P2

o

/P P k(AR Apb. 5

I1 sichert die Existenz eines AKS in jeder affinen Inzidenzebene, I, hat zur Folge,
daB die durch

k(4, p) = (ky(4, p), ko(4, D))

definierte Abbildung nach Wahl von A4 eine eineindeutige Abbildung der gesamten
Ebene auf die Menge L(p,, p1) X L(pg, p) von Punktepaaren ist. Um aus dieser
Abbildung ein Koordinatensystem iiblicher Auffassung, d.h. eine eineindeutige
Abbildung der betreffenden Ebene auf eine Menge von Zahlenpaaren (im Extremfall
auf R?) zu gewinnen, hat man ersichtlich nur die Punkte einer beliebigen Geraden g
einer affinen Ebene, auf der zwei Punkte vorgegeben sind, durch Einfithrung einer
Totalordnung und zweier binédrer Operationen zu einem archimedisch geordneten
Koérper zu machen. Nach Abschnitt 4.1. ist dieser dann einem Unterkérper von R
isomorph, und die Verkettung eines solchen Isomorphismus f mit den Abbildungen
ky, k, liefert die Koordinaten von p beziiglich A4 :

(6) K(4, p) := (f(ky(4, D)), [(ko(4, D)).

Die interessante Frage, wie weit dieses Programm ohne Benutzung des Grund-
begriffs ,,zwischen, d. h. schon in affinen Inzidenzebenen durchfiihrbar ist, kénnen
wir hier nicht verfolgen. Bekannt ist, wie man im Rahmen der Kongruenzgeometrie
die eineindeutige Zuordnung zwischen Punkten einer Geraden und reellen Zahlen be-
ziiglich einer gewdhlten Einheitsstrecke herstellt. Weniger bekannt ist jedoch, daf}
die gesamte Theorie der Lingenmessung, soweit sie nur Strecken einer festen Geraden
betrifft, schon in der affinen Geometrie aufgebaut werden kann.

Ein Tripel (g, po, p1) mit py, p, € ¢ und p, =+ p, nennen wir im folgenden eine Achse
mit dem Nullpunkt pyund dem Einspunkt p,. Essei (g, py, p1) eine Achse. Fiir p,, p3€ g
definieren wir, zunichst unter Benutzung eines wegen I1 existierenden Hilfspunktes
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p ¢ g, eine Addition durch zweimalige Parallelverschiebung der gerichteten Strecke
Pops (Abb. 6):

P2+ P 2= Si(g, P(S:(P(, 9), P(p3, L(po, p)))> L(p2; D)))-

Pl )
P \
3!

'Po 2 2)) P2t s Abb. 6

Es ist nun zu zeigen, dafl die so definierte Operation von der speziellen Wahl des
Hilfspunktes p unabhingig ist, d. h.

P2 () P3 = P2 +(p) s fiir alle p,, p3 € g und p, p" ¢ g.

Beim Beweis beziehen wir uns auf die Bezeichnungen der Abb. 6. Die Punktepaare
(Do> D3); (D2, P2 + ) Ps)s (P2s P ~+(p) P3), (P, P) und (', P’) haben alle ein gemeinsames
uneigentliches Perspektivitdtszentrum. Da bei den Dreieckspaaren (p,p.p’, P3Pz + @)
P37’) und (pePeD, PaPs +(p) PsP) jeweils zwei zugeordnete Dreiecksseiten nach Kon-
struktion parallel sind, sind es nach dem Satz von DEsArGUES (Fall b,y) auch die
dritten Seiten. Der gleiche SchluB, auf (p,pp’, p; +(p) PsPP’) angewandt, ergibt, dafl
L(p,p") sowohl zu L(p, + ) ps, ') als auch zu L(p, +(p) P3, P’) parallel ist, folglich
wegen der Eindeutigkeit der Parallelen durch 7’ und ihres Schnittpunktes mit g:

D2 +(p) P3s = P2 +(p) Ps3-
Damit ist die Definition

(7) Do + D3 i= Dy +@ps  (fiir py, p3 € g und p ¢ g beliebig)

gerechtfertigt. Wir merken an, da der Einspunkt p, der betrachteten Achse hierfiir
nicht benétigt wurde.

Analog definieren wir nun, wiederum zunichst unter Benutzung eines Hilfspunktes
P ¢ g das Produkt zweier Punkte p,, p; € g (Abb. 7),

P2 @ Ps 2= 81(g, P(S1(L(po, P), P(pa, L(py, p))), L{pe, p)))-

Die Intention dabei ist, dafl nach dem Strahlensatz

PPy PPy = DoP * PgD = PPy * PPy
also

PPy = PoPy * PPy
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ist, wenn man die Lénge p,p, der Einheitsstrecke gleich 1 setzt. Bei Anerkennung des
Strahlensatzes als Beweismittel wiirde sich aus dieser Idee sofort die Unabhingigkeit
des definierten Produktes vom Hilfspunkt p ergeben. In der affinen Geometrie mufl
diese Unabhingigkeit jedoch durch dhnliche Schliisse wie im Fall der Addition unter
wesentlicher Benutzung des Satzes von DESARGUES gezeigt werden. Dieser Beweis,
der dem Leser iiberlassen sei, rechtfertigt die Definition

(8) P Ps i=Ds (P (fiir p,, p3 € g und p ¢ g beliebig).
Schlieflich definieren wir eine Ordnungsrelation fiir die Punkte von g durch

9) P2 < P3 i< Po F P3 A (Stmkl(%, Ps) S Strahl(p,, p1)
v Strahl(po, p1) S Strahl(p,, ps)).

Aus den Axiomen I1 bis I5, A1 bis A4 folgt nunmehr, dafl die Struktur (g, 4, -, <)
ein geordneter Schiefkirper ist, d. h. alle Axiome eines geordneten Korpers mit Aus-
nahme des Kommutativgesetzes der Multiplikation erfiillt [10]. Ferner kann man
zeigen, daf} je zwei zu verschiedenen Achsen einer affinen Ebene gehorige Strukturen
isomorph sind. Diesen bis auf Isomorphie eindeutig bestimmten Schiefkérper werden
wir im folgenden als den Koordinatenkirper der betreffenden affinen Ebene bezeich-
nen.

Es sei umgekehrt K ein beliebiger geordneter Schiefkorper. Eine Teilmenge g von
K2 heiit eine Gerade, wenn es Elemente a, b, ¢ € K mit a® 4 b2 > 0 gibt, so daB
(z, y) € g genau dann, wenn ax 4 by 4 ¢ = 0. (Gleichungen der Form xa 4 yb + ¢ =0
beschreiben im Fall eines echten Schiefkorpers keine Geraden!) Ferner definie-
ren wir in K2 eine Zwischenrelation Z durch ((xl, %), (Y15 Ys)s (215 zz)) € Z genau
dann, wenn es ein £ € K mit 0 < ¢ < 1 und y; = x; + t(z; — =;) (¢ = 1, 2) gibt.

Bezeichnet G die Menge der oben definierten Geraden in K2, so ist (K2, G, €, Z)
eine affine Ebene mit dem Koordinatenkérper K, und jede affine Ebene mit dem Ko-
ordinatenkérper K ist zu dieser speziellen isomorph.

Eine affine Ebene heilit archimedisch, wenn ihr Koordinatenkorper archimedisch
ist. Die Moglichkeit, diese Eigenschaft als ein Axiom A5 der affinen Geometrie zu
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formulieren, ergibt sich daraus, dal wir die Grundbegriffe +, -, < der Theorie der
geordneten Korper in der affinen Geometrie definieren konnten, folglich jede Aus-
sage der Theorie der geordneten Korper als eine in einer definitorischenErweiterung
der affinen Geometrie formulierte Aussage ansehen und grundsétzlich in die Grund-
begriffe ,,zwischen‘ und ,,Inzidenz zuriickiibersetzen kénnen. Da dies jedoch recht
kompliziert ist, wollen wir hier auf eine explizite Formulierung des Axioms Ab ver-
zichten. Der Koordinatenkiorper einer archimedischen Ebene ist ein Korper (vgl. Ab-
schnitt 4.1). Will man das Kommutativgesetz der Multiplikation unabhingig vom
archimedischen Axiom fordern, so hat man das Axiom I5 durch ein stirkeres Inzi-
denzaxiom I5’ (Satz von PAprPos-PascaL) zu ersetzen [10]. Dies fiithren wir nicht aus,
da es im folgenden nicht bendtigt wird.

Unter allen archimedischen Ebenen ist die bis auf Isomorphie eindeutig bestimmte
Ebene (R?, G, €, Z) durch ihre Maximalitdt ausgezeichnet. Wenn wir im folgenden
von der affinen Ebene sprechen, so meinen wir stets die affine Ebene mit dem Ko-
ordinatenkérper R. Genau wie die Forderung, dafl der Koordinatenkorper archime-
disch ist, kann auch die Forderung, daB der Koordinatenkdorper einer affinen Ebene
stetig (d. h. dem Korper der reellen Zahlen isomorph) ist, grundsétzlich als ein Axiom
A6 der affinen Geometrie formuliert werden, indem man eine beliebige algebraische
Formulierung des Stetigkeitsaxioms als Ausdruck einer definitorischen Erweiterung
der Sprache der affinen Geometrie auffafit bzw. mittels der Definitionen von -, ., <
in eine rein geometrische Aussage zuriickiibersetzt. Wahrend die affine Geometrie,
aufgefaf3t als Menge der Folgerungen aus I1 bis I5, Al bis A4 eine elementare Theorie
ist, erfordern A5 und A6 zur korrekten Formalisierung eine nichtelementare Sprach-
erweiterung. (Fiir A5 wird dies ausfiihrlich in Abschnitt 8.4 behandelt werden.) Ist
A5 noch Prizisierung naiver geometrischer Vorstellungen bzw. Erfahrungen, so
kann man dies von A6, welches die Kategorizitdt erzwingt, kaum behaupten.

Zum AbschluBl dieses Abschnitts wollen wir den gewonnenen Uberblick iiber die
Struktur der affinen Ebenen dazu benutzen, die Nichtdefinierbarkeit der Zwischen-
relation durch die Inzidenz zu beweisen. Dazu betrachten wir die archimedische
Ebene K2, wobei K der Korper Q()2) ist. Fiira, b ¢ Qseifla +5-Y2) :=a —b. V2.
Wie man leicht bestatigt, ist f ein Isomorphismus (beziiglich 4 und ) von K auf sich.
Folglich ist die durch F(x, y) := ( f(x), f(y)) definierte Abbildung F eine eineindeutige
Abbildung der Ebene K? auf sich. Da f Isomorphismus ist, gilt fir a, b, ¢, z, y € K:

ax + by = ¢ genau dann, wenn f(a)f(x) + f(b)f(y) = f(c),

d. h., die durch die Gleichung ax 4 by = ¢ gegebene Gerade g von K2 wird durch die
Abbildung F in die durch die Gleichung f(a) z 4 f(b) y = f(c) gegebene Gerade F(g)
iibergefiihrt, und es ist p € g genau dann, wenn F(p) € F(g). Wire nun ,,zwischen*
durch Inzidenz definierbar, so miiite nach Kapitel 3. fiir beliebige Punkte p,, p,,

p3 € K2 gelten:

(D1, P2s Ds) € Z genaw dann, wenn (F(p,), F(ps), F(p,)).
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Es ist aber u. a.
(1.0), (V20), 20)) € 2;

(F1,0), F(y2,0), F2,0)) = ((1,0), (~12.0), (2.0)) ¢ Z.

5.4.  Affine Abbildungen

Es sei A = (P, G, €, Z) eine affine Ebene. Eine eineindeutige Abbildung ¢ von P
auf sich heilt affin, wenn ¢ die Zwischenrelation Z der Ebene Y invariant 148t, d. h.,
wenn fir p,, p,, P3 € P genau dann (py, P, ;) € Z gilt, wenn (p(p1), 9(22), 9(D5)) € Z er-
fullt ist. Es sei Ay die Menge der affinen Abbildungen der Ebene 2. Nach den all-
gemeinen Untersuchungen in Kapitel 3 ist Ay beziiglich Verkettung der Abbildungen
eine Gruppe, die wir ebenfalls mit 4y bezeichnen (da andere Verkniipfungen in der
Menge Ay nicht betrachtet werden). Fiir den Nachweis, dafl eine Abbildung ¢ der
Menge P in sich affin ist, geniigt es nach Kapitel 3 zu zeigen, daf} aus (p,, ps, v3) € Z
stets (q)(pl), @(p,), <p(p3)) € Z folgt. Alle durch ,,zwischen‘* definierbaren Relationen
und sonstigen mathematischen Objekte einer affinen Ebene bleiben bei affinen Ab-
bildungen invariant. Eine affine Abbildung ¢ fithrt daher u. a. kollineare Punkte in
kollineare Punkte iiber, Geraden in Geraden, die Strecke mit den Endpunkten p,, p,
in die Strecke mit den Endpunkten ¢(p,), ¢(p.), Strahl(p,, p,) in Stmkl(«p(pl), cp(pg)),
Halbebene(p,, py; p3) In Halbebene(qo(pl), @(Ps); qo(p3)), das Dreieck mit den Ecken
D1, Do, P3 in das Dreieck mit den Ecken ¢(p,), ¢(p.), ¢(ps) usw. Da allgemein eine ein-
eindeutige Abbildung einer Menge M auf sich Vereinigung, Durchschnitt bzw. Diffe-
renz von Teilmengen von M auf die Vereinigung bzw. den Durchschnitt bzw. die
Differenz der Bildmengen abbildet, fiihrt eine affine Abbildung parallele (disjunkte)
Geraden in parallele Geraden iiber und Geraden, die sich in einem Punkt p schneiden,
in Geraden, die sich im Punkt ¢(p) schneiden.

Eine affine Abbildung ¢ fiihrt ein AKS A4 = (p,, p1, p:) in ein AKS ¢(4)
= (qo(po), (1), <p(p2)) = (P, P1, Py) Uber, und fiir jeden Punktp der betrachteten
affinen Ebene ist

k{p(4), p(p)) = ¢(ki(4,p)) (¢ =1,2).

Da ferner wegen der affinen Definierbarkeit der Struktur des Koordinatenkérpers
einer affinen Ebene die Einschrinkung einer affinen Abbildung auf eine Achse
(9, o> P1) ein Isomorphismus auf die Bildachse (qv(g), ®(Po), <p(p1)) beziiglich Addition,
Multiplikation und Ordnung ist, ergibt sich schlieflich fiir jeden Punkt p

(1)  K(pA), () = K(4, p)
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(vgl. Abschnitt 5.3, (6)), d.h., bei einer affinen Abbildung sind die Koordinaten
eines beliebigen Punktes beziiglich eines beliebigen affinen Koordinatensystems
gleich den XKoordinaten des Bildpunktes beziiglich des Bildkoordinatensystems
(Abb. 8). Damit ist eine affine Abbildung durch Vorgabe dreier nicht kollinearer

_/ /
ky(A,p) /P ko (p(A), p(p)
P P(p2) 124
: =ki(@(A), 9(p))
/Po P1 /(AP | p

Abb. 8

Punkte und dreier nicht kollinearer Bildpunkte eindeutig bestimmt. Umgekehrt
kann man zeigen, dafl die mittels (1) auf die gesamte Ebene fortgesetzte Abbildung
dreier nicht kollinearer Punkte auf drei nicht kollineare Bildpunkte stets affin ist,
d. h., es gilt der

Hauptsatz iiber affine Abbildungen. Sind py, p1, p. und p}, i, ps jeweils
dres nicht kollineare Punkte einer affinen Ebene, so existiert genau eine affine Abbildung
@ mit o(p;) = Pg firi=0,1,2.

Ausdiesem Satz ergibt sich unter Bezugnahme auf den Invariantensatz (vgl. Kap. 3)
eine Reihe von Resultaten iiber die Nichtdefinierbarkeit geometrischer Begriffe in der
affinen Geometrie:

Satz 1. Durch ,zwischen' ist keine dreistellige Punktrelation definierbar, die (in
wenigstens einer affinen Ebene) auf wenigstens ein Tripel nicht kollinearer Punkte zu-
trifft und auf ein anderes solches Tripel nicht zutrifft.

Beweis. Wir nehmen an, in einer affinen Ebene sei R eine dreistellige durch
,,;zwischen definierbare Punktrelation, und es seien (p,, ps, s) € R, (91, 5, P3) ¢ R,
D1, Pe, Ps nicht kollinear, pj, p;, p; nicht kollinear. Nach dem Hauptsatz existiert
eine affine Abbildung ¢ mit ¢(p;) = p;fiir¢ = 1, 2, 3. Da R nach Voraussetzung durch
die Relation ,,zwischen‘ definierbar ist, ist nach Kapitel 3 wegen (p,, p., p3) € Z

auch (p(21), @(02), p(Ps)) € Z im Widerspruch zu (p{, p}, p5) ¢ Z.
Folgerung. Die Kongruenzrelation ist nicht durch die Zwischenrelation definierbar.
WireKongruenzin der affinen Geometrie definierbar, so wire auch die hieraus durch

Variablengleichsetzung entstehende dreistellige Punktrelation ,,p,p, 2~ p,p;* defi-
nierbar. Diese erfiillt aber die Voraussetzungen von Satz 1.
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Satz 2. Durch ,,zwischen ist keine zweistellige Punktrelation definierbar, die auf
wenigstens ein Paar verschiedener Punkte zutrifft und auf wenigstens ein Paar ver-
schiedener Punkte nicht zutrifft.

Beweis. Es seien p,, ps, 1, p; Punkte einer affinen Ebene mit p, = p,, p; =+ 9,
(p1, P2) € R, (p1, P3) ¢ B. Nach Axiom I1 gibt es hierzu Punkte ps, p;, so daBl p;, p,, s
nicht kollinear und pj, p;, p5 nicht kollinear sind. Ist ¢ eine affine Abbildung mit
@(p;) = p; (¢ = 1, 2, 3), so folgt analog zum Beweis von Satz 1 aus der Definierbar-
keit von R und (p,, p.) € R, dal auch (p;, p;) € R sein mufl im Widerspruch zur Vor-
aussetzung.

Analog zu den Sdtzen 1 und 2 beweist man leicht:

Satz 3. Durch ,,zwischen‘ ist

a) keine von den beiden trivialen (& und P) verschiedene einstellige Punktrelation
definierbar,

b) keine von den beiden trivialen (J und G) verschiedene einstellige Geradenrelation
definierbar,

c) keine von | und = wund deren Booleschen Verkniipfungen verschiedene zwei-
stellige Geradenrelation definierbar,

d) keine dreistellige Geradenrelation definierbar, die (in wenigstens einer affinen
Ebene) auf ein Tripel einander paarweise schneidender Geraden zutrifft und auf ein
anderes solches Geradentripel nicht zutrifft,

e) keine von Inzidenz und Nichtinzidenz (€ und ¢) verschiedene zweistellige Punkt-
Geraden-Relation definierbar. ‘

Eine eineindeutige Abbildung ¢ der Menge P der Punkte einer affinen Ebene auf
sich heiflt eine T'ranslation, wenn fiir je zwei Punkte p,, p, und die zugehoérigen Bild-
punkte ¢(p,), ¢(p;) Geraden g, g,, g3, g4 eXistieren (die, abgesehen von gewissen Aus-
artungsfillen, sogar eindeutig bestimmt sind), so daB3 g, || g, und g3 || g, und py, P, € ¢,
und @(p1), @(p:) € g. und py, @(py) € g3 und p,, @(ps) € g4 (siche Abb. 9, S. 92). Mit
Ty bezeichnen wir die Menge der Translationen der affinen Ebene 9. Aus der Defini-
tion der Translationen folgt unmittelbar:

(2) Die identische Abbildung tp der Ebene auf sich gehort zu T'y.

(3) Sind p,, Ps, p(p1) nicht kollinear, so sind die Geraden gy, gz, 93, g1 eindeutiq
bestimmt und paarweise verschieden, und @(p,) ist eindeutig als Schnittpunkt
von g, und g, bestimmdt.

Gibt es also iiberhaupt einen Punkt p; mit ¢(p,) ==,p,, so kann man unter Ein-
schaltung eines Hilfspunktes p, ¢ L(pl, q)(pl)) auch fiir alle p; € L(pl, qa(pl)) die Lage
des Bildpunktes ¢(p;) auf Grund der Definition der Translationen eindeutig ermitteln
(Abb. 9). Insbesondere ist fiir eine von ip verschiedene Translation ¢ fiir alle Punkte
p der betrachteten Ebene ¢(p) = p.
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Unter wesentlicher Benutzung des Satzes von DEsarcUEs (Fall b, ¢) ergibt sich,
daB die aus vorgegebenen Punkten p,, ¢(p,) durch Konstruktion des entsprechenden
Parallelogramms auf die ganze Ebene fortgesetzte Abbildung ¢ immer eine Trans-
lation ist, d. h. (in Analogie zum Hauptsatz iiber affine Abbildungen):

(4) Zu je zwet Punkten p,, p, gibt es genau eine Translation ¢ mit p(p;) = Po.
3 $(p3) *
2

. P Pz)( s

@(p1)
P

P2
Pi_ <71
Abb. 9
g3 L

Diese Translation bezeichnen wir mit Z_’:Z_’; Wihrend aus der Definition der Trans-
lationen unmittelbar folgt, dafl die inverse Abbildung einer Translation ebenfalls
eine Translation ist, benétigt man fiir den Beweis, daf} die Hintereinanderausfiihrung
zweier Translationen eine Translation ist, wieder wesentlich den Satz von DESARGUES
(Fall b, y). Statt p,p, o p,p, schreiben wir p p, + p,p,. Es ist dann offenbar

P,D, + 2,0, = D,

Der Vergleich der so eingefiihrten ,,Vektoraddition mit der Definition der Addition
fir Punkte einer Achse (g, po, p:) ergibt, daB8 fiir beliebige Punkte p,, ps, ps € g
genau dann p, + p; = Py, Wenn

DoPy + PyPy = PoPy:

Da die Hintereinanderausfiihrung von Translationen offenbar kommutativ ist,
ist demnach 7'y eine kommutative Gruppe. Um zur bekannten Vektorraumstruktur
zu kommen, definieren wir fiir Translationen ¢ und Elemente 4 des Koordinaten-
korpers K der betrachteten Ebene eine Skalarmultiplikation:

ﬂp_z—); sei (falls p 5= p’) die Translation W , die p in denjenigen Punkt p’’ iiberfiihrt,
der auf der Achse (L(p, p'), p, p’) die MaBzahl 1 hat. Fiir p = p’ sei Jpp’ = pp’ (die
identische Translation bzw. der ,,Nullvektor ). .

Man kann nun zeigen, dafl Ty beziiglich der oben betrachteten Addition und der
Skalarmultiplikation ein zweidimensionaler Vektorraum iiber dem Koordinaten-
korper K ist, d. h. daB auller den bereits genannten Eigenschaften der Addition fiir
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beliebige 4, u € Kund a,b € Ty gilt:
Mua) = (Aw)a,
(A + p) a = Aa + pa,
Al@ + b) = Aa + 1b,
la = a,
und es gibt Translationen e, e, € Ty, so da} jedes Elementy von 7'y in der Form
t = Ae; + ue, mit eindeutig bestimmten Koeffizienten 4, u € K darstellbar ist.
(5) Translationen sind affine Abbildungen, d.h., Ty ist esne Untergruppe von Ay,

Zu zeigen ist, dall aus (py, p;, Ps) € Z stets (q)(pl), @(p2), <p(p3)) € Z fir beliebige
Translationen ¢ folgt. Indem wir ¢ andernfalls als Hintereinanderausfiihrung zweier
nicht zu L(p,, p,) paralleler Translationen darstellen, kénnen wir uns beim Beweis
auf den Fall beschrinken, daf} p,, p,, ¢(p,) nicht kollinear sind. Mit den Bezeichnun-
gen von Abb. 10: Anwendung des Axioms A4 auf das Dreieck p,psp(p;) und g,
liefert, da g, || gs, einen Punkt p; € g, mit (pl, Py <p(p3)). Da g, auch zu g, parallel ist,
ergibt der gleiche Schlu}, auf das Dreieck p,¢(p;) ¢(p,) und g, angewandt, die Exi-
stenz eines Punktes p; € g, mit (qo(pl), 3, ¢p(p3)), und es muf} p; = @(p,) sein.

(o) wm)]  elpy)]

1P . [ P2 [P3
91

gz B Abb. 10

Als methodische Vorbereitung der Bewegungsgeometrie definieren wir eine vier-

stellige Punktrelation ,,Translationskongruenz‘ (=<):
t

P1Pe =2 P3Py <> V @@ € T A @(p1) = pa A @(P2) = Pa)-
t
Es gilt:
Tri. a) P1P; % pip: (wegen ¢ € T),
b) pip: 2 PsPs A P3P4 = PsPe —> P1P2 = PsPs

(da mlt @, @ auch qa pe T,
¢) PiP2 2 PsPa —> PsPs =2 PiP: (da mit ¢ auch ¢t € T');

t t
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Tr2. P1P2 =2 P3P3 —> P1 = Pe.

t
(wegen Eineindeutigkeit der Translationen);

Tr3. A p1P2Ps V!! Pap1P2 =2 Pspa
t

(jede Strecke kann auf genau eine Weise an einen gegebenen Punkt ,,an-
getragen® werden).

Trd. (P1 P2 Ps) A (P P2» Ps) A PaP2 £ PiP2 A PoPs £2 PaP; —> PrPs = PiPs
(folgt wesentlich aus (b) und Tr3).
Trl bedeutet: ~ ist eine Aquivalenzrelation im Bereich der Punktepaare. Es sei

t
P,p, die Aquivalenzklasse, in der p,p, liegt. Dann ist {P,P;: D1, P € P} der Bereich
der abstrakten Streckenlingen der betrachteten Ebene. Bei festgehaltener Kinheits-
strecke pop, hat jede zu pyp, parallele Strecke genau einen Reprisentanten der Form
Pop mit p € L(py, p1). Daher kénnen die Operationen -+, - und die Ordnung << von
den Punkten der Achse (L(po, P1) Pos pl) auf alle dazu parallelen Strecken bzw.
deren Lingen iibertragen werden. Der wesentliche Unterschied gegeniiber den sonst
weitgehend analogen Betrachtungen in der euklidischen Geometrie liegt darin, daB
nichtparallele Strecken nicht zueinander in Beziehung gebracht werden, insbesondere
ihre Léngen ,,unvergleichbar‘ sind.

5.5.  Projektive Ebenen, projektive Koordinaten und prbjektive
Abbildungen

Die axiomatische Behandlung der projektiven AbschlieBung affiner Ebenen erfordert
es, in projektiven Ebenen neben der bereits in Abschnitt 5.2 betrachteten Inzidenz
einen weiteren Grundbegriff zu betrachten, mittels dessen bei Herausnahme einer
uneigentlichen Geraden in der affinen Restebene die Zwischenbeziehung definiert
werden kann. Wir gehen von der anschaulichen Vorstellung aus, daB eine affine
Gerade durch Hinzufiigung ihres uneigentlichen Punktes p, die Ordnungseigenschaf-
ten einer einfach geschlossenen Kurve erhilt (Abb. 11). Auf einer solchen liegt aber
von drei verschiedenen Punkten jeder zwischen den beiden anderen. Dagegen ist es
eine echte Aussage iiber vier Punkte einer geschlossenen Kurve, ob das Paar p;, p;
das Paar p,, p, ,,trennt (Abb. 12a) oder nicht trennt (Abb. 12b). Wir erweitern
daher die Sprache der projektiven Geometrie durch pradikative Ausdriicke der Form
(P1> P25 P3> Pa) (gelesen: py, p, trennt p;, p,) zur Bezeichnung einer vierstelligen Punkt-
relation 7' und nennen eine Interpretation (P, G, I, T') der so erweiterten Sprache eine
projektive Ebene, wenn (P, G, I) eine projektive Inzidenzebene ist und zusétzlich
folgende Trennungsaxiome erfiillt sind :

T1. A P1P2P3P4((P1, P25; P3» Pa) = P15 P2s P3» Ps kollinear
A D1, Pa» P3; P4 Paarweise verschieden).
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T2. A P1P2P3P4(P1, P2 Ps, P4 kollinear
A P15 P2> Pss> P4 paarweise verschieden

— (P15 P2 Pas Pa) V (P15 P35 Pas Pa) V (P15 Paj Pas Ps))-

T3. A P1P2P3P4((P1, Pz; P3s Pa)
—> (P2> P15 Ps> Pa) A (Ps, Pa P1> P2) A — (P1> Ps; Pes Pa))

(T2 und T3 zusammen sagen aus, daf} je vier kollineare und paarweise verschiedene
Punkte in eindeutiger Weise ein ungeordnetes Paar einander trennender ungeordneter
Punktepaare bilden.)

.
1
e

P
¢ P3
P4
"""" .'.-’-.-‘*-\

~ Pu >\ P1 '
/, \\‘ P1
! |
\\ / P2 Fs P2

\\\ ’//

3) b)

Abb. 11 Abb. 12

T4. A plpzpa(pl, P2, P3 kollinear A p,, p,, ps paarweise verschieden
- VP4(P1, P23 Ps» P4))'

T5. A P1P2PsP4Ps(P1> P2> Pss Pa, P kollinear A py, Do, P3, Psy Ps  Paarweise ver-
schieden A (D1, P2; Pss Pa) = (P15 P23 P3s Ps) V (P15 P2 Pas Ps))-

Zur bequemeren Formulierung des letzten Trennungsaxioms verallgemeinern wir
eine Definition aus Abschnitt 5.1:

P1P2 *** P»n (zentral)perspektiv zu pip; :- pr, i<
\V P(P; P1, p; kollinear A p, p,, p; kollinear A «-- A p, pa, P, kollinear).

T6.  piPePsPs Perspektiv zu pip;psp; A (P1s Pz; Pas Pa)
A P1s Pi» Ps, Py kollinear — (pi, pz; P, Py)-

Ist (P, G, I, Z) eine affine Ebene, (P’, G', I') die projektive AbschlieBung der
affinen Inzidenzebene (P, G, I), so definieren wir eine Trennungsrelation 7' in P’
durch
(1) (P15 2> D3> Pa) € T' genau dann, wenn py, ps, Ps, Ps etgentlich (d. h. Elemente

von P < P') sind und in einer der Rethenfolgen (vgl. Abschnitt 5.3) p;, ps, Ps,

Dy oder Py, Py, Po, P 0der Py, Py, Ps, Py 0der Py, P1, P, P2 auf einer Geraden
liegen oder wenn genau einer der Punkte p,, ps, Ps, Py uneigentlich ist und die

drei anderen in der projektiven Abschliefung mit ihm kollinear sind und in der
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entsprechenden Zwischenrelation stehen (z. B. (P, s, Do) € Z und p,

= L(p,, pz)) oder wenn Py, Po, P3, Ps die uneigentlichen Punkte der koinzidenten
Geraden ¢y, gs, 93, 94 Sind, die sich threrseits trennen, d. h., es gibt eigentliche
Punkte p;auf g; (1 = 1, 2, 3, 4), so dap p], ps, Ps, Py tn einer der vier oben an-
gegebenen Rethenfolgen auf einer Geraden liegen.

Ist (P', G', I', T') eine beliebige projektive Ebene, g, eine beliebige ihrer Geraden,
so definieren wir fiir die Punkte p € P’ \ {p: (p, 9,) € I'} der affinen Restebene eine
Zwischenrelation Z(g,) durch

(2) (P15, Pa> P3) € Z(9,) genau dann, wenn ein Punkt p, auf g, mit (py, Ps, Pe, Ps) €T
existiert.

Dann gilt in Erweiterung des Satzes aus Abschnitt 5.2:

Satz. Die mit der nach (1) definierten Trennungsrelation T versehene projektive Ab-
schliefung einer affinen Ebene ist eine projektive Ebene. Entfernt man umgekehrt aus
etner beliebigen projektiven Ebene eine beliebige Gerade g, und die mit ihr inzidierenden
Punkte, so bilden die verbleibenden Punkte und Geraden beziiglich der Einschrinkung
der Inzidenz und der nach (2) definierten Zwischenrelation Z(g,) eine affine Ebene.
Wendet man letzteren Prozef3 insbesondere auf die projektive Abschliefung einer affinen
Ebene und eine beliebige threr Geraden an, so ist das Resultat zur Ausgangsebene iso-
morph.

Beziiglich der Bedeutung dieses Satzes, den wir hier nicht beweisen, vergleiche man
noch einmal die Bemerkungen im Anschlufl an den Satz in Abschnitt 5.2, die
— nun unter Einschluf} der Zwischen- bzw. Trennungsrelation — hier zu wiederholen
wiren. Erginzt man das Axiomensystem P1 bis P5, T1 bis T6 durch Trennungs-
axiome T7 bzw. T8, die zun Ausdruck bringen, daf fiir beliebige g, € G’ die nach (2)
definierte Zwischenrelation Axiom A5 bzw. A6 erfiillt, so erhélt man offenbar eine
axiomatische Charakterisierung der projektiven AbschlieBungen archimedischer
Ebenen bzw. ein kategorisches Axiomensystem fiir die projektive AbschlieBung der
affinen Ebene R2,

Ein projektives Koordinatensystem (PKS) wird durch ein Quadrupel (p,, 05, P4, Ps)
von Punkten in allgemeiner Lage gegeben. p, dient als Ursprung, p; und p, legen
eine ,,uneigentliche‘‘ Gerade fest und markieren gleichzeitig auf ihr die ,,Achsen-
richtungen‘ des in der affinen Restebene zu errichtenden AKS, p; ist der sogenannte
Einspunkt (der die affinen Koordinaten (1, 1) bekommt). Definieren wir

1 = 81 L(Do> Ps)s L(Pss 15))s Do := S1(L(Dos Pa)> L(ps, 1)),

so ist auf Grund der Voraussetzung iiber (py, ps, P4, P5) das Tripel (p,, p1, p2) ein AKS
fiir die affine Restebene (Abb. 13).

Auf Grund des oben formulierten Satzes kann man insbesondere in einer affinen
Ebene vier Punkte p,, p;, s, ps in allgemeiner Lage wihlen und erhélt durch sie ein
Koordinatensystem, durch das jedem nicht auf L(p;, p,) gelegenen Punkt und jedem
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uneigentlichen Punkt ein Paar reeller Koordinaten zugeordnet wird. In der Defini-
tion der Streckenoperationen - und - auf den Koordinatenachsen ist das Parallelsein
iiberall durch ,,auf L(p;, py) schneiden® zu ersetzen. Die ,,Summe zweier Strecken*
deckt sich nun natiirlich nicht mehr mit der Bedeutung dieses Wortes im Sinne der

7] AP P3 Abb. 13

metrischen Geometrie. Insbesondere ist es unmoglich, durch fortlaufende Addition
der Einheitsstrecke pyp; den ,,uneigentlichen* Punkt p; zu iibertreffen. Der Beweis,
daB alle Grundgesetze eines angeordneten Korpers gelten, iibertrigt sich jedoch fast
wortlich. Man hat lediglich bei jeder Anwendung des Desarguesschen Satzes statt
(b, ) den allgemeinen Fall zu benutzen.

Derartige Koordinatensysteme in affinen Ebenen, die wir zuweilen benutzen
werden, werden wir ebenfalls als PKS bezeichnen. IThre Entdeckung liefert ein weiteres
Beispiel dafiir, welche iiberraschenden Einsichten die projektive Behandlung der
affinen Geometrie er6ffnet. Den Nachteil der PKS (sowohl in projektiven als auch in
affinen Ebenen), da3 der als uneigentlich gewidhlten Geraden bzw. ihren Punkten
keine Koordinaten zugeordnet werden kénnen, kann man durch Ubergang zu so-
genannten ,homogenen Koordinaten* beseitigen. Da dieser Ubergang rein kalkiil-
miBig mit den Begriffen und Methoden der linearen Algebra geleistet werden kann,
gehen wir hier nicht darauf ein, obwohl wir im folgenden zuweilen homogene Ko-
ordinaten benutzen werden.

Eine eineindeutige Abbildung der Menge P der Punkte einer projektiven Ebene
B =P, G, 1, T) auf sich heillt projektiv, wenn sie (im Sinne von Kapitel 3) die
Trennungsrelation invariant laBt. Bezeichnen wir die Menge der projektiven Ab-
bildungen der projektiven Ebene B mit Pg, so ist also

3) @ € Py genau dann, wenn fiir alle p,, Dy, P3; Py € P aus (py, P2, P3, Py) €T
stets (p(p1), p(ps), 9(2s), 9(pa)) € T folgt.

Pg ist beziiglich der Hintereinanderausfiihrung ihrer Elemente eine Gruppe, die
wir ebenfalls mit Py bezeichnen. Alle durch die Trennungsrelation definierbaren
Relationen, Abbildungen und sonstigen mathematischen Objekte sind Invarianten
dieser Gruppe (vgl. Kap. 3), insbesondere die Kollinearitdt (auf Grund von T1 bis

7 Schreiber, Konstruktionen
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T4 ist offenbar
P1, P2; P3 kollinear :<> p; = p, v p1 = p3 v P2 = P3 vV V Da(P1, P2 Pas Pa)

eine mogliche Definition), Geraden, Inzidenz, die Operationen L, S;, die Begriffe
PKS, Koordinaten eines Punktes beziiglich eines PKS usw. Durch analoge Uber-
legungen wie in Abschnitt 5.4 erhélt man den

Hauptsatz iiber projektive Abbildungen. Sind py, ps, P4, Ps b2w. Py, D3, P> Ps
jeweils vier Punkte in allgemeiner Lage, so existiert genaw eine projektive Abbildung ¢
mat

99(23;) = p: (7’ =0,3,4, 5)'

Zeichnet man in einer projektiven Ebene B eine Gerade g, als uneigentlich aus, so
bilden diejenigen projektiven Abbildungen, die aulerdem g, (nicht notwendig punkt-
weise) invariant lassen, eine Untergruppe von Pg. Andererseits lassen genau diese
Abbildungen sich zu einer eineindeutigen Abbildung der Restebene P \ g, auf sich
einschrinken. Aus der Definition (2) folgt sofort, da die Gruppe der auf P \ g, ein-
geschrinkten projektiven Abbildungen mit der Gruppe der affinen Abbildungen der
affinen Restebene P \ g, iibereinstimmt. Wenn wir im folgenden von projektiven
Abbildungen in einer affinen Ebene sprechen, so meinen wir projektive Abbildungen
der projektiven Abschliefung. Sie sind — als Abbildungen der affinen Ebene be-
trachtet — zwar nicht mehr iiberall definiert, bilden aber wieder beziiglich Hinter-
einanderausfithrung eine Gruppe, die die Gruppe der affinen Abbildungen der be-
treffenden Ebene echt umfafit. Daher ist nach Kapitel 3 jede affine Invariante erst
recht eine projektive Invariante, wihrend das Beispiel der Zwischenrelation zeigt,
daB die Umkehrung nicht gilt.

Ohne Beweis vermerken wir, dafl eine Abbildung einer projektiven Ebene auf sich
genau dann projektiv ist, wenn sie beziiglich eines PKS durch ein Gleichungssystem
der Form

(4) Yi = A%y + A%y + aixx, (¢=0,1,2)

mit von 0 verschiedener Koeffizientendeterminante beschrieben wird, wobei x,, x;, %,
die homogenen Koordinaten eines beliebigen Punktes und y,, %;, ¥, die homogenen
Koordinaten des zugehérigen Bildpunktes sind. Ubergang zu inhomogenen Koordi-

naten &; = 2 baw. N = i3 (¢ =1, 2) ergibt fiir die (beziiglich des gewéhlten
Zo Yo
PKS) eigentlichen Punkte, die durch z, == 0 charakterisiert sind,

Y _ @0 + @181 + ai0é,
Yo Qoo + B1é1 + Fgbs

Umgekehrt fithrt jede Transformation der Form (5) fiir die Punkte einer affinen Ebene
beziiglich eines PKS beim Ubergang zu homogenen Koordinaten zu einer eindeutig
auf die projektive AbschlieBung fortsetzbaren Transformation der Form (4), d. h.,

(5) N = (t=1,2).
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die durch Einschrinkung einer projektiven Abbildung auf eine affine Restebene ent-
stehenden Abbildungen sind genau diejenigen Abbildungen, die beziiglich eines pro-
jektiven (speziell affinen) Koordinatensystems in inhomogenen Koordinaten durch
Gleichungen der Form (5) (gebrochen lineare Transformation mit gleichem Nenner
fiir beide Koordinaten) beschrieben werden.

5.6. Euklidische Ebenen

Wir erweitern die Sprache der ebenen affinen Geometrie durch priadikative Aus-
driicke der Form p;p; =~ p;p, zur Bezeichnung einer vierstelligen Punktrelation Kon-
gruenz und nennen eine Interpretation € = (P, G, I, Z, K) dieser Sprache eine
euklidische Ebene, wenn (P, G, I, Z) eine affine Ebene und K eine vierstellige P-
Relation ist, die folgende Kongruenzaxiome erfiillt:

Ki.  a) pips = pips;
b) P1P: 22 PsPs A P3Ps 22 PsPs —> P1P2 22 PsPes
C) PiPz =< PsPa —> P3Ps 22 P1Pe;
d) pip; = PP1s

(d. h., die Kongruenz ist eine Aquivalenzrelation im Bereich der ungeordneten
Punktepaare).

K2. P1P2 = P3Ps —> P1 = Pa.
K3. P1 7 P2 A Ps == pa— V! ps(ps € Strahl(ps, py) A Paps =2 p1P2)-
K4. (P15 P2s P3) A (P1> P2 P3) A P1P2 22 P1P2 A P2Ps =% PaP3 = P1Ps =2 P1Ps-

K5. P1P: =2 P1Pz A P1s> P2, P3 nicht kollinear A p;, p;, p; nicht kollinear
— VI p(p € Halbebene(p;, p;; ps) A P1Ps 22 PiP A P2Ps = P5P).

K6. (P1> P2» P3) A P1; P2, Py nicht kollinear A (pg, Pz, P3) A PIPz 22 P1P:
A P3Ps =2 PaP3 A P1P; 22 P1Ps A PsPi 22 PaPs —> P3Ps =2 PaPa-

Eine eineindeutige Abbildung ¢ der Menge P aller Punkte einer euklidischen
Ebene auf sich heifit eine Bewegung, wenn

(1) P12 =2 @9(p1) @(pe) fiir alle py, p, € P.

Mit Bg bezeichnen wir die Menge aller Bewegungen der Ebene €. Aus K1 bis K6 und
der Definition der Bewegungen folgen deren Grundeigenschaften:

(2) Die Bewegungen bilden eine Untergruppe der Gruppe der affinen Abbildungen.

7 *
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(3) Zu nicht kollinearen Punkten py, po, p;s und nicht kollinearen Punkten pj, p;,
ps gibt es genau eine Bewegung ¢ mit ¢(p,) = p; und @(p,) € Strahl(py, p;)
und @(p;) € Halbebene(p:, s ; P3)-

(4) Zu Py, pe gibt es eine Bewegung ¢ mit o(p,) = P, und @(p;) = py. Zu nicht
kollinearen p,, p,, ps gibt es eine Bewegung ¢ mit @(p) = p1 und @(ps)
€ Strahl(p,, ps) und (ps) € Strahl(py, po)-

Statt des Kongruenzbegriffs wird aus methodischen Griinden hiufig der Be-
wegungsbegriff als Grundbegriff der euklidischen Geometrie gewahlt. Fiir eine exakte
Formalisierung dieses Ansatzes hat man Variablen g; fiir ,,Bewegungen® und eine
,,Anwendungsoperation* einzufiihren, die jeder Bewegung ¢ und jedem Punkt p den
Bildpunkt ¢(p) zuordnet, d. h. als mogliche Interpretationen Strukturen der Form
(P, G, B, I, Z, A) zu betrachten, wobei (P, G, I, Z) eine affine Ebene ist, B die Menge
der als Bewegungen bezeichneten Dinge und A eine B X P — P-Operation. Eine
solche Struktur heifit eine Bewegungsebene, wenn folgende Bewegungsaxiome erfiillt
sind:

BO.  a) A @10:p(91(P) = 2(P) > 91 = @),

b) Agp V p'e(p) = p.
(BO ersetzt die nichtelementare Interpretationsvorschrift, daf die ¢; eindeutige Ab- .
bildungen der Menge der Punkte in sich sind.)

BL.  a) A @i V @3 A pey(p) = o1 (D)),

b) A @1 V @2 A peo{@1(p)) = P,

¢) A piP2Pa@((P1s P2s Ps) < (@(P1): ¢(P2), @(Ps)))-
B2. P1, P2, P3 nicht kollinear A py, p;, ps nicht kollinear

— V1! g{p(p1) = pi A @(ps) € Strahl(py, py)

A p(ps) € Halbebene(p{, ps; p3))-

B3. a) A pipy V 9’(9’(1’1) =Pz A @(P2) = Px),

b) A plpzpa(pl, P2, Ps nicht kollinear

— V ¢(p(p1) = P1 A 9(p2) € Strahl(p;, ps) A ¢(ps) € Strahl(p,, Pz)))~

(B1 bis B3 sind offenbar Formalisierungen der Grundeigenschaften (2), (3), (4)).
Definiert man nun mittels des Grundbegriffs Bewegung eine Kongruenz ~ durch
(5) P1P2 =< P3Ps <> V‘P(¢(P1) = Pp3 A @(P2) = P4),

so folgen K1 bis K6 fiir die definitorisch eingefiihrte Kongruenz aus BO bis B3.1).
Definiert man andererseits mit Hilfe der nach (1) definitorisch eingefiihrten Be-

1) Das heiBt, die Theorie der euklidischen Ebenen und die Theorie der Bewegungsebenen
sind im weiteren Sinne dquivalent; vgl. Abschnitt 2.5.
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wegungen eine neue Kongruenz = durch
D1P2 = pypy < Es gibt eine Bewegung ¢ mit ¢(p,) = ps und @(pz) = Py,

so folgt aus K1 bis K6 sogar A p;pspPsPs(P1Pz 22 PsPs <> P1P2 = PsPs). Wir werden im
folgenden die Begriffe Kongruenz und Bewegung nebeneinander benutzen.

Wir definieren:
[_ PiP2Ps < V P4Ps(P1, P2s P3» Ps» Ps Paarweise verschieden

A P1Ps =2 PsP4 A P3Pa 22 PaPs A PaPs =2 PsP1 A P1P2 22 P2Ps A PaP2 =2 P2Ps)
(Abb. 14). (Gelesen: py, p;, p3 bilden (bei p,) einen rechten Winkel.)

g1 L 82 <>V DiPoP3s(P1 €EG1 A P2 €EZL AP €82 APs € g A L P1P2Ps)
(gelesen: g; senkrecht auf g,).
P3

Py | P2 P1

Ps Abb. 14

Unter Benutzung der ersten Definition gilt in euklidischen Ebenen

(P15 P2s Ps) < V Pa(L P1PaPs A L P1P2Ps A L P3PePs)
(Abb. 15), d. h., die Zwischenrelation ist durch die Kongruenz definierbar.

Pt

P1 P2 P3 Abb. 15

Ein AKS (py, p1, p2) heifit ein kartesisches Koordinatensystem (kurz KKS), wenn es
die beiden Nebenbedingungen p,p, =~ p.p, und [ p;pep. erfiillt. Aus den Axiomen
I1 bis I5, A1 bis A4 und K1 bis K6 folgt die Existenz eines KKS in jeder euklidischen
Ebene. Fiir das Weitere ist es niitzlich, zunéchst sicherzustellen, dafl die in affinen
Ebenen definierten Koordinatenoperationen + und - in euklidischen Ebenen den
iiblichen metrischen Definitionen gleichwertig sind. Fiir die Multiplikation ergibt
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sich dies — wie bereits in Abschnitt 5.3 bemerkt — aus den Strahlensitzen. Fiir die
Addition beruht die Gleichwertigkeit der affinen mit der metrischen Definition (durch
Streckenabtragung nach K3) im wesentlichen auf dem

Hauptsatz iiber Parallelogramme.

A P1P2PsPa(P1> P2s P3, Py in allgemeiner Lage
A L(p1, P2) | Li(Ps; Pa) A L(p1, Ps) | Li(P2s Pa) = P1P2 = PsPa)
(wegen der Symmetrie in den Voraussetzungen ist dann auch p,p; = p.p,).

Der Beweis ergibt sich, indem man eine Diagonale des Parallelogramms einfiihrt,
aus bekannten Sitzen iiber Winkel an geschnittenen Parallelen und Dreieckskon-
gruenz. Offenbar kann man den Hauptsatz iiber Parallelogramme auch so formu-
lieren: '

Jede Translation ist eine Bewegung.

Dieser Satz erscheint nicht mehr so selbstverstindlich, wenn man wei3, da8 in einer
affinen Ebene durch die Axiome B0 bis B3 keineswegs eine bestimmte Untergruppe
der Gruppe der affinen Abbildungen als Gruppe der Bewegungen charakterisiert
wird. Vielmehr gilt, wie man leicht iiberpriift: Ist B eine Untergruppe der Gruppe 4
der affinen Abbildungen, die BO bis B3 erfiillt, und ¢ eine beliebige affine Abbildung,
so erfiillt die konjugierte Untergruppe {gypg—1: v ¢ B} ebenfalls BO bis B3. Geht man
insbesondere von der ,,Anschauungsebene‘ und den ,,naiven Bewegungen aus, so
erhidlt man in Gestalt der konjugierten Untergruppen unendlich viele Gruppen von
,,Nichtstandardbewegungen*, und zu jeder solchen gehdrt eine durch die Definition
(6) mit ihr verkniipfte ,,Nichtstandardkongruenz, die die Axiome K1 bis K6 er-
fuillt.

In einer euklidischen Ebene wird die abstrakte Linge p p, einer Strecke p,p, als
Aquivalenzklasse aller zu p,p, kongruenten Strecken definiert. Ist s ein Strahl mit
dem Anfangspunkt p,, so besitzt nach Axiom K3 jede abstrakte Streckenldnge genau
einen Repréasentanten der Form pyp mit p € s. Nach Wahl eines Einspunktes p, auf s
(P15 Po) kann man jedem Punkt p € s und damit jeder Strecke p,p; und jeder ab-
strakten Streckenlinge ein nichtnegatives Element 1, , (p,ps) bzw. I, , (p,p;) des
Koordinatenkorpers als konkrete Lénge zuordnen, nidmlich die Mafzahl des ent-
sprechenden Punktes p € s beziiglich der Achse (L(po, D)5 Pos pl). In Zusammen-
hingen, die unabhingig von der speziellen Wahl der Einheitsstrecke p,p; sind oder
in denen eine bestimmte Einheitsstrecke betrachtet wird, werden wir die unteren
Indizes der Langenfunktion ! weglassen. Jede Langenfunktion [ ist als Abbildung der
abstrakten Streckenldngen in den Koordinatenkdrper umkehrbar eindeutig und hat
als Wertebereich die Menge der nichtnegativen Elemente des Koordinatenkdrpers.

Sind ! und I’ zwei verschiedene Léngenfunktionen, so gilt fiir beliebige abstrakte
Streckenlingen z, y

o) < Uy) < V(@) <V(y)
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und

(i) + Uy)) = VU @) + T (@))-

Dies ermoglicht es, die Ordnung und die Addition des Koordinatenkdrpers auf die
Menge der abstrakten Streckenlingen zu iibertragen, wihrend das Resultat der
Multiplikation von Streckenldngen von der gewdhlten Einheitsstrecke abhéngig ist.
Wir definieren fiir abstrakte Streckenldngen z, y

x <y e lx) <l(y)
x 4y :=1l(x) +1(y))

Dies ist wichtig fiir die Formulierung vieler Sitze, z. B. der

(1 beliebige Léngenfunktion).

Dreiecksungleichung. p,p, = p,p, + b,P;;
P3P = P3P, + PyP5 <> (P3» Pu» Ps) V Pa = P3 V Py = Ps-
Aus dem Satz des PYTHAGORAS folgt die

Euklidische Abstandsformel. Hat der Punkt p; (+ = 3, 4, ...) beziiglich des
KKS (po, P15 p2) die Koordinaten x;, y;, so ist

(6) lpopl(p3p4) = V(xe. — 4)? 4+ (Ys — Yo)*

Es gilt demnach pgp, =~ psps genau dann, wenn

ll’opl(p3p4) = lpopl(p5p6)’

d. h. genau dann, wenn

(7) (@5 — 24)% + (¥ — Y0)® = (@5 — %)% + (Y5 — ¥5)>

Aus (6) folgt insbesondere, daBl der Koordinatenkérper einer euklidischen Ebene
pythagoriisch sein muf (vgl. Abschnitt 4.4). Umgekehrt gilt: Ist K ein pythago-
réischer geordneter Korper, so ist die bereits in Abschnitt 5.3 betrachtete affine
Ebene K2, versehen mit der nach (7) definierten Kongruenzrelation, eine euklidische
Ebene, d. h. ein Modell der Axiome I1 bis I5, Al bis A4, K1 bis K6. Insbesondere ist
I1 bis I5, Al bis A6, K1 bis K6 ein kategorisches Axiomensystem, durch das bis auf
Isomorphie eindeutig die euklidische Ebene R? charakterisiert wird.

5.7.  Kreise, platonische Ebenen

In beliebigen euklidischen Ebenen kénnen Kreise definitorisch als spezielle Punkt-
mengen eingefiihrt werden (vgl. Abschnitt 2.5.).

Beziiglich eines KKS habe p; die Koordinaten z;, y; (¢ = 1, 2, 3). Dann folgt aus der
Kreisdefinition und der euklidischen Abstandsformel, dafl die allgemeine Kreis-
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gleichung
(1) @ — 2?24+ ¥ — )= @ — %)% + (¥ — ¥5)?

genau dann gilt, wenn der Punkt p mit den Koordinaten z, y auf dem Kreis Z(p;, ;
P2, P3) vom Radius p,p; um den Punkt p, liegt. Die in (1) auftretenden Elemente

%y, ¥, und
r= V(xz — %3)% + (Y2 — ¥3)®

des Koordinatenkdrpers heiBlen Koordinaten des Kreises Z(p,; ps, Ps) beziiglich des
gewihlten KKS. Umgekehrt ist jedes Tripel (x;, 4;, ) von Elementen des Koordi-
natenkdrpers mit der Nebenbedingung r > 0 Koordinatentripel genau eines
Kreises, ndmlich zum Beispiel des Kreises Z(p; p, p’), wobei p der Punkt mit den
Koordinaten x;, y;, und p" der Punkt mit den Koordinaten x, 4- r, ¥, ist.

In einer Sprache der euklidischen Geometrie mit Kreisvariablen k; bzw. Variablen
x; fiir abstrakte Streckenldngen (bzw. Elemente des Koordinatenkérpers) sind die
Operationen , Mittelpunkt von k* und ,,Radius von k* definierbar:

M(k) :=tp A pypa(p1 € k A p; € k — pp; 22 Pps),
r(k) :=x A p(p €Ek & x = pM(k)).

Im folgenden benétigen wir hiufig die mit dem Begriff Potenz eines Punktes p
beziiglich eines Kreises k zusammenhingenden Grundtatsachen. Da diese Potenz
mittels Multiplikation von Streckenldngen definiert wird, hingt sie auler von p und
k noch von der Einheitsstrecke p,p, ab. Wir definieren

Potyp, (s k) 1= L5, (pM(K))2 — 1, (r(k))2
Dann ist offenbar
> 0, falls p ,,a,uBerha,lbé‘ von k liegt,
Pot, ., (p, k) =0, falls p € £,
< 0, falls p ,,innerhalb® von ¥ liegt.

Ohne Beweis nennen wir hier den Satz

Ps P2; Ps kollinear Ap, € k A p; €k
> 1pip,(PP2) * Ly p, (PP3) = Poty, . (P, k).

Fiir Kreise k,, k, mit verschiedenen Mittelpunkten ist die Menge aller Punkte, die
beziiglich beider Kreise die gleiche Potenz haben, eine auf L(M (ky), M (lcg))senkrechte
Gerade, die wir die Potenzgerade der Kreise k,, k, nennen. Falls &k, und k, zwei ver-
schiedene Punkte gemeinsam haben, haben diese beiden beziiglich beider Kreise die
Potenz 0, legen also die Potenzgerade fest. Andernfalls findet man die Potenzgerade
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leicht, indem man einen Hilfskreis k; wihlt, der k, und &, schneidet und vom Schnitt-
punkt der beiden Potenzgeraden zu k,, k3 bzw. k,, k3 (der also beziiglich aller drei
Kreise die gleiche Potenz hat) das Lot auf L(M (ky), M (lc2)) fallt. Weiteres hierzu
siehe [1], [8].

Wir betrachten nun zwei Kreise k,;, k, mit den Radien r; bzw. 7, und dem Mittel-
punktsabstand d. Aus den Axiomen der euklidischen Ebenen folgt, da &, und %, ent-
weder keinen oder genau einen oder genau zwei gemeinsame Punkte haben. Wir
definieren

k; schneidet k, :<> V,!! p(p € k; A p € k).

Aus der Dreiecksungleichur/lg folgt als notwendige Bedingung fiir das Schneiden von
k, und k,

(2) d<r +rnAanp<ddrar,<d4r.

Bezeichnet d(p, g) den Abstand des Punktes p von der Geraden g, der in beliebigen
euklidischen Ebenen als Punkt-Geraden-Operation in die Menge der abstrakten
Streckenlingen definierbar ist, so folgt wiederum aus der Dreiecksungleichung

3 dMK),g) < (k)
als notwendige Bedingung fiir das durch.
g schneidet k :<> V, !l p(p € g A p € k)

definierte Schneiden der Geraden g und des Kreises k. Da in der Elementargeometrie
die Existenz gewisser Punkte hiufig dadurch nachgewiesen wird, da man sie als
Schnitt von Kreisen bzw. von Kreis und Gerade ,konstruiert®, ist die Frage von
grundlegender Bedeutung, in welchen euklidischen Ebenen folgende Sitze gelten:

(4) M(k,) M(k,) < r(ky) + r(ke) A r(k;) < M(k;) M(kp) + r(k,)
A r(k;) < M(ky) M(k,) + r(k;) — k, schneidet k,,
(5) d(M(k), g) < r(k) — g schneidet k,

d. h. unter welchen Voraussetzungen die notwendigen Bedingungen (2) bzw. (3)
auch hinreichend fiir die Existenz der Schnittpunkte sind.

Zunichst ist festzustellen, daf} in beliebigen euklidischen Ebenen (4) genau dann
gilt, wenn () gilt. Der Beweis sei nur angedeutet: Erfiillen zwei Kreise die Voraus-
setzungen (2), so erfiillt jeder dieser Kreise zusammen mit der gemeinsamen Potenz-
geraden (3), und man erhélt die Schnittpunkte dieser Kreise auch als Schnittpunkte
eines dieser Kreise mit der Potenzgeraden. Erfiillen umgekehrt ein Kreis und eine
Gerade (3), so erfiillen dieser Kreis und der an der Geraden gespiegelte Kreis (2), und
man erhilt die gesuchten Schnittpunkte von Kreis und Gerade auch als Schnitt-
punkte dieser beiden Kreise.
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Eine euklidische Ebene heillt platonische Ebene, wenn in ihr (4) (und damit auch
(5)) gilt.?)

Satz. Eine euklidische Ebene ist genau dann platonisch, wenn thr Koordinatenkérper
platonssch ist (vgl. Abschnitt 4.4).

Beweis. Dafl der Koordinatenkérper einer platonischen Ebene platonisch ist,
ergibt sich daraus, daB man in einer platonischen Ebene zu jeder Strecke der Linge x

eine Strecke der Lange ]/w konstruieren kann. Diese Konstruktion werden wir spéter
behandeln, und die Untersuchung, in welchem Sinne derartige Konstruktionen Be-
weiskraft haben, bildet den Hauptgegenstand dieses Buches. Zum Beweis der um-
gekehrten Richtung bedienen wir uns der analytischen Geoemtrie. Es seien k,, k,
Kreise mit den Mittelpunkten p,, p, und den Radien r,, r,, die (2) erfiillen. Wir wihlen
p, als Ursprung und p, als Einspunkt der 2-Achse eines KKS. Dann ergibt sich fiir
die Koordinaten z, y eines Schnittpunktes p von &, und %, (Abb. 16)

a2ty =12 (1 —2)24y2=rl

P

Prlo X - I-x 2 Avp. 16

Dieses Gleichungssystem wird, da der Koordinatenkorper nach Voraussetzung
platonisch ist, durch

14—
- 2

genau dann geldst, wenn der auftretende Radikand 412 — (1 4 7§ — r3)? nicht nega-
tiv ist. Aus den vorausgesetzten Ungleichungen (2) folgt aber |r; — 1] < 7, wegen
n<l+rund 1<r 47, dh (1, —12<7i d. h. 2r, > + 1 — r2. Ferner
p<(1+7)? dh 2 >72—1—17% Es ist also 2r, > |1 + 17 — r}|, demnach
tatsichlich 472 > (1 + 2 — 22,

Da zum Beispiel Pyth(Q) ein zwar pythagoriischer, aber nicht platonischer Unter-
korper des Korpers R der reellen Zahlen ist, folgt aus dem Satz die Unabhéngigkeit
des Zusatzaxioms (4) von den Axiomen I1 bis I5, Al bis A5, K1 bis K6. Andererseits
ergibt sich sofort die Abhéngigkeit von (4) von dem kategorischenAxiomensystem
I1bis I5, A1 bis A6, K1 bis K6, d. h. die Giiltigkeit von (4) in der Ebene R2. Die Hinzu-

X

Y= VAR

1) Eine vom Kreisbegriff unabhingige axiomatische Charakterisierung derjenigen euklidischen
Ebenen, die hier als platonisch bezeichnet werden, hat zuerst F. ScHEUR gegeben. Sein zusitzliches
Axiom lautet: Zu (durch Punktepaare gegebenen) Strecken ¢ > a > 0 existiert ein rechtwink-
liges Dreieck mit der Hypotenuse ¢ und der Kathete a. Dieses Axiom ist offenbar zu (4) bzw. (5)
dquivalent.
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nahme von (4) zu den Axiomen I1 bis I5, A1 bis A5, K1 bis K6 und damit die Fixie-
rung der platonischen Ebenen als Gegenstand der Elementargeometrie kommt den
Vorstellungen und Bediirfnissen der Schulmathematik sicher niher als die Theorie
der euklidischen Ebenen.

'Es soll nun kurz dargelegt werden, in welcher Weise die Begriffe Kreis und Punkt-
Kreis-Inzidenz anstelle der Kongruenz bzw. Bewegung als Grundbegriffe der eukli-
dischen Geometrie dienen kénnen. Wir beginnen mit dem Hinweis, da8 die Operation
M(p,, po) (Mittelpunkt der Strecke pyp,) in der affinen Geometrie definierbar ist;
man erhilt M(p,, p,) zum Beispiel als Schnittpunkt der Diagonalen eines iiber der
Diagonalen p,p, erreichteten Parallelogramms. Dies wird in Kapitel 11 ausfiihrlich
behandelt. Ferner ist der Mittelpunkt M (k) eines Kreises k offenbar dadurch charalk-
terisierbar, daBl jede Gerade durch M (k) den Kreis k in zwei Punkten p,, p, schneidet,
deren (affin definierter) Mittelpunkt M (k) ist. Wir definieren daher zunichst als
Relation ,,p ist ein Mittelpunkt von k*:

pMk <> A g(P €Eg—>Vpip(p1 F=P2AP1 €k

AD: EkAD EgAD, EgAp = M(ps, o))

Unter Benutzung dieser Relation und der in Abschnitt 5.4 eingefiihrten Trans-
lationskongruenz definieren wir nun (Abb. 17):

P1P2 =2 P3Py <> V kps(p1P2 =2 Psps A psMk A pg € k A ps € k).

t

P7\ P2\’ Abb. 17

Damit ist das Problem der Definition der Kongruenz in einer durch Kreisvariablen
und Punkt-Kreis-Inzidenz erweiterten affinen Geometrie im Prinzip geldst, da man
die Axiome K1 bis K6 jetzt als Forderungen an die definitorisch eingefithrte Kon-
gruenz lesen, d. h. in Axiome iiber Punkt-Kreis-Inzidenz zuriickiibersetzen kann.
Es gibt jedoch sicher dquivalente Axiomensysteme, die vom Standpunkt der Punkt-
Kreis-Inzidenz als Grundbegriff , natiirlicher* sind. Zum Beispiel liegt es nahe,

A k V ppMk

A pipe(p1 #+ pa— V! k(p;Mk A p, € k)
als erste Axiome zu wihlen.

und
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Eine binire Relation R in einer endlichen Menge M kann man graphisch veranschau-
lichen, indem man die Elemente von M durch entsprechend beschriftete paarweise
disjunkte Kreisscheiben (z), Rechtecke [s] oder dhnliches darstellt und fiir jedes Paar
(, y) € R einen (der Ubersichtlichkeit halber eventuell gekriimmten) Pfeil von dem
x darstellenden Gebilde zu dem y darstellenden Gebilde zeichnet. So wird z. B. die
Teilbarkeitsrelation T := {(m,n): m,n =1, -.., 6 Am teilt n} durch Abb. 18 dar-

Abb. 18

gestellt. Eine derartige Zeichnung heif3t ein endlicher gerichieter Graph, im folgende
kurz Graph genannt. Die in ihm auftretenden Pfeile heiBen seine Kanten, die durch
Pfeile verbundenen Gebilde seine Knoten. Es ist klar, daBl umgekehrt jeder Graph
eine bindre Relation in der Menge seiner Knoten beschreibt. (Die dafiir notwendige
Bedingung, da8 vom Knoten 2 zum Knoten y hochstens ein Pfeil gezeichnet ist, sehen
wir als Bestandteil der Definition des Begriffs Graph an.) Die Begriffe Graph bzw.
binidre Relation stellen alsoim Grunde genommen die gleiche Art von Sachverhalten
dar. Deshalb werden sie meist identifiziert. Wie der aufmerksame Leser schon be-
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merkt haben wird, ist es gar nicht so einfach, eine wirklich exakte Definition des an-
schaulichen Graphenbegriffs zu geben, wihrend es keine Schwierigkeiten macht, zu
erkliaren, was die Knoten bzw. die Kanten einer binidren Relation R sind, nachdem
man die Moglichkeit der zeichnerischen Veranschaulichung einer solchen Relation
kennt. Wir werden im folgenden Definitionen und allgemeine Betrachtungen auf die
mengentheoretische Fassung des Graphenbegriffs beziehen und graphische Dar-
stellungen nur zur Veranschaulichung heranziehen.

Eine nichtleere endliche Menge G von geordneten Paaren heilt ein Graph. Die
Elemente (x,y) von G heiBlen die Kanten von G, und x heilt ein Knoten von G,
wenn ein y existiert, so daB (z, y) € G oder (y, x) € G. Mit K(G) bezeichnen wir die
Menge der Knoten von G. Ist (z,y) € G, so heiflt z ein Vorgdnger von y und y ein
Nachfolger von z. Im folgenden werden wir nur Graphen betrachten, in denen jeder
Knoten hochstens zwei Nachfolger hat. Knoten mit genau zwei Nachfolgern heiflen
Priifknoten, Knoten mit genau einem Nachfolger heilen Arbeitsknoten, Knoten ohne
Nachfolger heifen Ausginge. Obwohl diese Knotenarten durch die Anzahl der je-
weiligen Nachfolger unterschieden sind, werden wir in graphischen Darstellungen
zusitzlich die. Arbeitsknoten durch eckige Umrandung, die Priifknoten durch ab-
gerundete Umrandung hervorheben, wihrend die Ausgénge nicht umrandet werden.

Sind #y, ..., 2, (n = 2) Knoten von @, so dal} (x;, z;,) € G firs =1,...,n — 1,
so heillt die Folge W = x,, ..., z, ein Weg in &, genauer ein Weg der Linge n von x,
nach z,. Existiert ein solcher Weg, so heillt x, von x, erreichbar. Ein Weg heillt einfach,
wenn seine Knoten paarweise verschieden sind. Ein Weg von = nach z heiflt ein

Zyklus.
Ein Paar S = (G, ¢) heilit ein Strukturgraph, wenn gilt:
(1a) G ist ein Graph und e einer seiner Knoten, der kein Ausgang ist. (¢ heiflt

Eingangsknoten von S und wird bei der graphischen Darstellung durch einen
»freien Eingangspfeil* markiert; vgl. Abb. 19a, S. 110.

(1Db) Jeder Knoten von G hat héchstens zwei Nachfolger.

(1c) Jeder von e verschiedene Knoten ist von e erreichbar. Von jedem Knoten,
der kein Ausgang ist, ist wenigstens ein Ausgang erreichbar.

(1d) Beide Nachfolger eines Priifknotens x sind von x und voneinander ver-
schieden.

Ist 8 = (G, e) ein Strukturgraph, so sei K(S) = K(@). Statt Kanten bzw. Knoten von
G sagen wir dann auch Kanten bzw. Knoten von 8.

Ein einfaches Beispiel eines Strukturgraphen (in mengentheoretischer Notierung)
ist ({(e, b), (b, e), (b, ¢), (¢, a)}, ¢). DaB die Eigenschaften (1a bis e) erfiillt sind, sieht
man am einfachsten aus seiner graphischen Darstellung (Abb. 19a).

Es sei (G, e) ein Strukturgraph, ¢ eine Abbildung, die jedem Priifknoten von G
einen seiner beiden Nachfolger zuordnet, ¢ eine Abbildung, die jedem Priifknoten von
G eine beliebige Menge (im allgemeinen eine Relation) und jedem Arbeitsknoten von
G eine beliebige partielle Operation zuordnet, so heilt das Paar (v, ¢) eine Belegung
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von (G, e), das Quadrupel § = (G, ¢, v, @) ein Flufdiagramm, und (G, e) heiBt der
(Struktur-) Graph des Fludiagramms . FluBdiagramme veranschaulichen wir, in-
dem wir fiir alle Priifknoten x den Pfeil, der die Kante (x, w(w)) darstellt, durch ein
herangeschriebenes ,,ja‘“ markieren und in jeden Arbeits- bzw. Priifknoten die Be-
zeichnung bzw. Definition der zugeordneten Operation bzw. Menge hineinschreiben.
Letzteres bedingt natiirlich in konkreten Fillen unterschiedliche und dem jeweiligen
Text angepaBte Grofen der Knoten. Die den Priifknoten zugeordneten Mengen
(Relationen) notieren wir meist durch eine darstellende Aussageform und setzen,

! !

e f(n,m)=(m,r), falls
n=q-m+r mit
n,m,q,reN,r<m
b
c
i g(m,r)=m
@ 4 | Abb. 19

um den Zusammenhang zu den beiden Ausgangskanten und dem ,,ja‘* signifikanter
zu machen, ein Fragezeichen dahinter. Abb. 19b zeigt ein Fludiagramm, das durch
eine Belegung des in Abb. 19a dargestellten Strukturgraphen entstanden ist. Aus
der Darstellung ist ersichtlich, daBl das FluBdiagramm in einer noch zu prizisieren-
den Weise den (hier als bekannt vorausgesetzten) Euklidischen Algorithmus zur Be-
stimmung des gréBten gemeinsamen Teilers zweier natiirlicher Zahlen m, n beschreibt.
Allgemein definiert jedes FluBdiagramm & eine neue partielle Operation, die aus den
den Arbeitsknoten des zugehorigen Graphen zugeordneten Operationen in sehr all-
gemeiner Weise superponiert ist:

Fiir beliebige Dinge x sei

[ p(e) (x), falls e Arbeitsknoten und die Operation @(e) fiir z
definiert ist;

B1(®@) =1 x, falls ¢ Priifknoten ist;

| nicht definiert in allen iibrigen Fallen.

Es sei schon (%), ..., §,(x) definiert, und dabei seien im Graphen des Flufdia-
gramms & der Reihe nach die Knoten 2, = e, @5, ..., z, berithrt worden. Dann sei

[ der Nachfolger von z,, falls x, Arbeitsknoten ist;

der Nachfolger y(x,), falls x, Priifknoten ist und §,(x) € ¢(z,)
gilt (d.h. falls die dem Knoten x, zu-

Zpt1 = geordnete Relation auf §,(x) zutrifft);

der von y(x,) verschiedene Nachfolger von =z,, falls x, Priif-
knoten ist und &, (x) ¢ ¢(x,) gilt.
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Ist x,,, ein Ausgang, so sei {(x) := Fy(x). Andernfalls sei

[ 9(p41) §n(x), falls x,,, Arbeitsknoten und die Operation
@(,41) fir §,(x) definiert ist,

Tnra(®) = - Xn(x), falls z,,, Priiffknoten ist,

| nicht definiert in allen iibrigen Féllen.

& () ist also — kurz gesagt — das Resultat, das man eventuell erhélt, wenn man mit
2 in den Eingangsknoten ,hineingeht‘‘ und einen (implizit durch z) eindeutig be-
stimmten Weg verfolgt, wobei man in jedem Arbeitsknoten die diesem zugeordnete
Operation auf das zuletzt erhaltene Zwischenresultat anwendet, in jedem Priif-
knoten die Fortsetzung des Weges in Abhingigkeit vom Zutreffen oder Nicht-
_zutreffen der diesem Knoten zugeordneten Relation auf das zuletzt erhaltene
Zwischenresultat wiahlt und das Verfahren abbricht, wenn man bei einem Ausgangs-
knoten ankommt (falls dies jemals der Fall ist). Die eventuelle Nichtexistenz von
%(x) fiir gegebenes  kann dadurch zustandekommen, daB ein gewisses Zwischen-
resultat nicht im Definitionsbereich der jeweils anzuwendenden Operation liegt oder
dadurch, daB der auf Grund der Priifungen der Zwischenresultate einzuschlagende
Weg niemals zu einem Ausgangsknoten fithrt. Zwar wird man in konkreten Fillen
nur solche Operationen durch ein Flufdiagramm miteinander verkniipfen, bei denen
zumindest von der Art der Zwischenresultate die Anwendbarkeit der jeweils nidchsten
Operation moglich erscheint. Man wird also z. B. einen Arbeitsknoten, der mit einer
Operation im Bereich der Punkte einer Ebene belegt ist, nicht mit einem Arbeits-
knoten verbinden, dessen Operation hochstens auf gewisse natiirliche Zahlen an-
wendbar ist. Da jedoch auch bei einem — etwas vage ausgedriickt —,,sinnvollen
Fluflidiagramm § im allgemeinen nicht iibersehbar ist, fiir welche = ein Resultat §(x)
existiert, bietet es kaum einen Vorteil, den Begriff des FluBdiagramms von vorn-
herein in der angedeuteten Richtung einzuschrinken. (Die Bedingungen (c) und (d)
in der Definition der Strukturgraphen dienen der AusschlieBung gewisser mit Sicher-
heit unsinniger Verkniipfungen.)

Sind die den Arbeitsknoten eines Flufldiagramms { zugeordneten Operationen in
einem nicht ndher prizisierten Sinn ,,effektiv ausfithrbar‘ und die den Priifknoten
von § zugeordneten Relationen im gleichen Sinn ,effektiv entscheidbar® (d. h.,
man kann von jedem Ding feststellen, ob es in der betreffenden Relation steht oder
nicht), so stellt § offenbar eine partielle Operation dar, die ebenfalls effektiv ausfiihr-
bar ist. Andererseits ist es nach allen bisherigen Erfahrungen als sicher anzunehmen
(vgl. die Hypothese von CHURCH), dal die Verkniipfung von Operationen und Priif-
relationen mittels FluBdiagrammen die allgemeinste Methode zur Erzeugung von
effektiv ausfithrbaren Operationen aus einem System von Operationen und Rela-
tionen ist, die als effektiv ausfithrbar bzw. effektiv entscheidbar angesehen werden,
d. h., der Begriff des FluBdiagramms stellt eine implizite Charakterisierung dessen
dar, was notwendig als algorithmisch (effektiv, konstruktiv) durchfithrbar anerkannt
werden mufl, wenn man diese Eigenschaft gewissen Grundoperationen und der Ent-
scheidung iiber das Zutreffen gewisser Grundrelationen zuerkennt.
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Der bisher benutzten (allgemeinsten) Erklirung der durch ein FluBdiagramm g
definierten partiellen Operation lag die Vorstellung zugrunde, daB ein Eingabeding
z als ,,Arbeitsgegenstand‘‘ tatsdchlich in § von Knoten zu Knoten einen Weg zuriick-
legt und sich dabei Schritt fiir Schritt &ndert. Fiir innermathematische Anwendungen
ist jedoch folgende speziellere Situation charakteristisch:

Der sich Schritt fiir Schritt &ndernde Arbeitsgegenstand ist ein ,,Speicher (in sehr
allgemeinem Sinn), dessen jeweiliger Inhalt aus einzelnen Komponenten besteht, die
mittels ,,Addressen‘‘ aufrufbar sind und in dem zu Beginn unter endlich vielen Adres-
sen Xy, ..., X, die Komponenten der Eingabe x vorliegen. Jede einem Priifknoten von
& zugeordnete Priifrelation (die eigentlich auf den gesamten Arbeitsgegenstand, d. h.
den Speicher samt Inhalt anzuwenden ist) bezieht sich auf endlich viele Adressen.
Ihre effektive Entscheidbarkeit bedeutet, dal man das n-tupel der zur Zeit unter
diesen Adressen gespeicherten Dinge dieser Priifung unterwerfen kann. Analog be-
zieht sich jede (eigentlich auf den gesamten Speicher anzuwendende) einem Arbeits-
knoten von § zugeordnete Operation auf endlich viele Adressen. Ihre effektive Aus-
fithrbarkeit bedeutet, da man die unter den angegebenen Adressen gespeicherten
Dinge ,,abrufen®, an ihnen die angegebene Operation ausfithren und das Resultat
~unter der angegebenen Adresse wieder abspeichern kann. Dabei ist ein Abrufen mit
oder ohne Loéschen mdglich. Im ersten Fall (der zum Beispiel bei ,,materieller Pro-
duktion® eintritt) gehen die Zwischenresultate bei weiterer Bearbeitung verloren.
Die freiwerdenden Adressen kénnen neu besetzt werden. Im zweiten Fall bleiben alle
jemals auftretenden Zwischenresultate erhalten. Jedes neue Zwischenresultat be-
nétigt dann eine neue Adresse, d. h., der Speicher muf} im allgeméinen potentiell
unendlich sein. Eventuelles Endresultat der Anwendung von & auf einen Speicher
mit urspriinglichem Inhalt x ist eigentlich der gesamte letzte Speicherinhalt, in
Wirklichkeit meist nur der Inhalt endlich vieler Adressen unter Vernachlissigung
aller fiir das gewiinschte Resultat uninteressanten Zwischenrechnungen.

Um dem Leser eine Vorstellung von der groBen~ Allgemeinheit des hier skizzierten
Prinzips eines durch ein FluBdiagramm bearbeiteten Speichers zu vermitteln, sei
auf folgende Beispiele bzw. Spezialfille verwiesen:

1. Es gibt nur eine Adresse, und der Speicher enthilt nur ein einziges Ding . In
jedem Schritt wird der jeweilige Speicherinhalt entnommen, gepriift oder bearbeitet
und unter derselben Adresse wieder im Speicher abgelegt. — Diese Uberlegung zeigt,
daB der urspriingliche Ansatz eines einzelnen durch ein FluBdiagramin bearbeiteten
Dinges seinerseits ein Spezialfall des bearbeiteten Speichers ist.,

2. Der Speicher ist in numerierte Zellen eingeteilt, deren jede eine Zahl speichern
kann. Die Adressen sind die Nummern der Zellen. Die Arbeitsweise entspricht der
realer Rechenautomaten.

3. Der Speicher ist ein groBer Kasten, in dem endlich viele materielle Dinge liegen,
denen Adressen in Form von beschrifteten Etiketten beigefiigt sind. Ein Arbeits-
schritt besteht darin, zunéchst die dafiir benétigten Teile anhand der Etiketten im
Kasten zu suchen, mit ihnen eine Operation auszufiihren (z. B. Verbinden zweier
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Teile, Bohren eines Loches in ein Teil), das Resultat mit einem Etikett zu versehen
und in den Kasten zuriickzulegen.

4. Der Speicher ist ein Zeichenblatt, auf dem gewisse Dinge in Form gezeichneter
Punkte, Geraden, Kreise gespeichert sind, denen Adressen in Form von Beschriftun-
gen (z. B. p;, p17, g3) beigefiigt sind. Ein Arbeitsschritt besteht darin, die Stiicke mit
den angegebenen Adressen im Speicher zu suchen, an ihnen eine geometrische Opera-
tion auszufiihren und das Resultat mit einer neuen Adresse (Beschriftung) laut An-
weisung des vorliegenden Arbeitsknotens zu versehen.

In diesem Buch wird uns hauptséchlich der zuletzt beschriebene Fall beschaftigen.
Da jedoch die spezielle Art und Weise der Ausfithrung von Priif- und Arbeitsschritten
fiir die weiteren Untersuchungen iiber Fludiagramme in diesem Kapitel ohne Be-
deutung ist, kehren wir hier zunéchst zur urspriinglichen Vorstellung zuriick.

FluBdiagramme heiflen dquivalent (¥, == &), wenn sie die gleiche partielle Opera-
tion darstellen, d. h. §; ~ §,, wenn fiir jedes Ding x genau dann ,(x) existiert,
wenn ,(x) existiert und im Fall der Existenz {;(2) = &.(x) ist.

Es seien (G, e,), (@, e;) Strukturgraphen. Eine Abbildung f von K(G,) auf K(G,)
heilt eine Darstellung von (G, ;) in (G,, €,), wenn gilt:

(2a) f(es) = ey

(2b) f bildet die Arbeitsknoten von G, auf die Arbeitsknoten von @,, die Priif-
knoten von G, auf die Priifknoten von @, und die Ausginge von G, auf die
Ausginge von G, ab.

(2¢) It (%, 9) € Gy, so ist (f(), {(v)) € Gy
(2d) f ordnet den beiden Nachfolgern eines Priifknotens die beiden Nachfolger
des Bildknotens zu.

Gibt es eine solche Darstellung, so heiit (G, e,) in (G,, e,) darstellbar.

Ist f eine Darstellung von (G4, ¢,) in (G,, ;) und (p, @) eine Belegung von (G, e;),
so sei fiir jeden Priifknoten z von @, y,(z) derjenige seiner beiden Nachfolger, der durch
f auf y(z) abgebildet wird. Ferner ordnet die Verkettung ¢ o f der Abbildungen ¢ und
f jedem Priifknoten von G, eine Menge und jedem Arbeitsknoten von G, eine Opera-
tion zu. Daher ist (y,, ¢ o f) eine Belegung von (G, €;). Ist F = (G4, &5, v, @), s0 sei
F 1= (G, &3, ¥y, @ o f). Auf Grund der Definition der Darstellung verifiziert man
nun leicht:

Satz 1. Fiir jedes Ding x und jede natiirliche Zahl n existiert $&,(x) genau dann,
wenn F1 (x) existiert, und im Fall der Existenz ist §,(x) = §(x). Es gilt ferner: F == J/.

Strukturgraphen (G4, e,), (G,, e;) heilen isomorph, wenn eine eineindeutige Ab-
bildung f von K(G,) auf K(G,) existiert mit f(e,) = e, und (%, y) € G; genau dann,
wenn (f(x), f(y)) € G,. Isomorphe Strukturgraphen sind ,nicht wesentlich verschie-
den‘‘. In der Tat betreffen verschiedene Betrachtungen in diesem Abschnitt eigentlich
weniger Strukturgraphen als Klassen untereinander isomorpher Strukturgraphen.

Offenbar ist jeder Isomorphismus eine Darstellung. Da ferner, wie man leicht nach-
weist, die Verkettung von Darstellungen wieder eine Darstellung ist, gilt insbesondere:

8 Schreiber, Konstruktionen
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Ist ein Strukturgraph §; in einem Strukturgraphen 8, darstellbar und ist §; iso-
morph zu 8] und 8, isomorph zu §3, so ist auch S} in S; darstellbar.

Durch die Forderung minimaler Knotenzahl ist bis auf Isomorphie eindeutig der
als Arbeitsbaustein bezeichnete Strukturgraph ({(e, @)}, e) charakterisiert. Struktur-
graphen der Form ({(e;, @), (¢, @)}, e) bezeichnen wir als Priifbausteine (Abb. 20).

e S a2 |s SIS
L’ o O S SO SO
a 9 a2 8 ap =7l an a ap a; a;n
Bausteine Verkeftung Bedingung Verzweigung Iferation
Vk(S,x) B(S,x,3) Vz(84,55,x) 1t(s,a)
Abb. 20

Ist § = (G, e) ein beliebiger Strukturgraph, so sei fiir 2 ¢ K(G@)

VE(S, x) := (G U {(=, ¢)}, z).
Fir z ¢ K(G), a ¢ K(G) sei

B(8, %, a) := (G U {(=, e), (z, @)}, x).
Ist §' = (G, ¢') ein weiterer Strukturgraph mit K(G) N K(@') = 0, = ¢ K(@),
x ¢ K(G'), so sei

Va(S, 8, 2) 1= (@ U & U¥{(z, ¢), (x, €')}, x).
Hat § wenigstens zwei Ausginge und ist a einer dieser Ausgénge, so sei

IS, a) := (G \ {(x, a): 2 € K(@)} U {(x, e): (x, a) € G}, e).
Die Operationen Vk, B, Vz, It, die in' Abb. 20 veranschaulicht sind, heiBlen Verkettung
bzw. Bedingung bzw. Verzweigung bzw. Iteration. Das Resultat ihrer Anwendung auf
einen bzw. zwei Strukturgraphen ist offenbar wieder ein Strukturgraph. Vk erhoht
die Anzahl der Arbeitsknoten um 1, B und Vz erhchen die Anzahl der Priifknoten

um 1, It reduziert die Zahl der Ausgéinge um 1, B erhoht die Zahl der Ausgéinge um
1 usw.

Wir definieren die Menge I der induktiven Strukturgraphen als die kleinste Menge,
die alle Graphen vom Bausteintyp enthilt und beziiglich der Operationen Vk, B, Vz
und It abgeschlossen ist, d. h. ’

(3a) Jeder Baustein ist Element von I.

(3b) Ist S € I, so ist auch VE(S, z) € I fir x ¢ K(G) und B(8S, z, a) € I fiir z,a ¢
K(G) und It(8S, a) € I, falls S mindestens zwet Ausgdnge hat und a ein Aus-
gang von S ust.

Sind 8y, 8, € I, so wst auch Vz(8,, Ss, x) € I, falls K(S;) N K(S;) = O und
x ¢ K(S;) U K(S,).
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(3¢) Aus S € I folgt: S ist Baustein, oder es gibt ein S’ € I, so daf3 S = Vk(S’, x)
oder S = B(S', x, a) oder 8 = It(S’, a) mit gewissen x, a, oder es gibt S;, S, € I,
so daf3 8 = Vz(8,, S,, x) mit etnem gewissen x. .
Abb. 21a (siehe S. 116) zeigt, daB nicht jeder Strukturgraph induktiv ist. Es gilt
jedoch

Satz 2. Jeder Strukturgraph ist in einem induktiven Strukturgraphen darstellbar.

Zum Beweis zunéchst folgende Vorbetrachtung: Ist § = (G, e) ein Strukturgraph
und e’ ein Nachfolger von e, der kein Ausgang ist, so sei K’ = K(e') die Menge der-
jenigen Knoten von G, die von e’ auf einem Wege erreichbar sind, der e hochstens als
letztes Glied enthalt. Ist e Arbeitsknoten, d. h. ¢’ der einzige Nachfolger von e, so
ist K' = K(G), falls e von e’ erreichbar ist, andernfalls ist X' = K(G) \ {e}. Ist e
ein Priifknoten, sind ¢’ und e”’ die beiden Nachfolger von e und ist K" = K(e"), so
haben K’ und K" im allgemeinen auch dann Knoten gemeinsam, wenn weder e’
von ¢’ noch e’ von e'’ erreichbar ist.

Unter unserer Voraussetzung, daBl der betrachtete Nachfolger ¢’ von e kein Aus-
gang ist, ist

= 8(') = ((G N (K'X K")) \{(e, &)}, ¢)
wieder ein Strukturgraph. Falls e in 8’ iiberhaupt noch vorkommt, d. h. falls e von
¢’ erreichbar ist, so ist e in S’ nurnoch Ausgang, d. h., die Anzahl n(S’) der Priif- und
Arbeitsknoten in 8’ ist mindestens um 1 kleiner als die betreffende Anzahl »(S) in
8 (n(8') = n(8) — 1, falls ¢ Arbeitsknoten ist).

Nun werden wir Satz 2 durch Induktion iiber n(S) beweisen: Ist n(S) = 1, so ist
S offenbar ein Baustein, also selbst induktiv. Satz 2 sei schon fiir alle Struktur-
graphen mit n(S) =< n (» = 1) bewiesen, und es sei § = (@, e) ein Strukturgraph mit
n(S) =n + 1.

Fall 1: e ist Arbeitsknoten. Der Nachfolger ¢’ von e ist kein Ausgang, folglich ist
S’ ein Strukturgraph mit #n(8’) = n. Daher existiert nach Induktionsannahme eine
Darstellung f von S’ in einem induktiven Strukturgraphen S, (wobei wir annehmen
kénnen, daB e nicht in 8; vorkommt; das kann man erreichen, indem man nétigen-
falls statt S; einen dazu isomorphen Graphen nimmt). S, = Vk(S,, ¢) € L.

Fall 1a: e ist von €’ in S nicht erreichbar. Dann ist
oy — { fa) tiir = € K(S)),
e firx=ce
eine Darstellung von S in S,.
Fall 1b: eist in § von e’ erreichbar. Dann ist e in S’ ein Ausgang. Es seiene,, ..., e,

diejenigen Ausginge von 8,, fiir die f(e;) = e ist. Da S’ auller ¢ mindestens noch einen
Ausgang a hat, hat auch §;, mindestens einen von e, ..., e, verschiedenen Ausgang.

Daher ist 83 :=It(... (I£(S,, 1), ...), &)
definiert und ein induktiver Strukturgraph, und die wie oben definierte Abblldung f
ist eine Darstellung von § in S;.

8%
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Fall 2: e ist Priifknoten. Die beiden Nachfolger ¢’ und e’ von e in S sind beide
keine Ausgidnge. Dann sind 8’ und 8"’ Strukturgraphen mit #(8") < n, n(8"”") < n.
Daher existieren nach Induktionsannahme Darstellungen ' von 8’ in einem Graphen

b
c d o
] (g r1Cg)
Y‘a h la h
: i
a) S nicht indukfiv b) Sy=S(e’)=S(b) ) Sp=5¢(c) d) Sy=8;(d) =S, (d)
:
i a h
!
e) $,=S3(f) £)S5=S3(g) g) S’ induktiv ,
induktiv induktiv flx;)=x ist Darstellung von S in S

~

Abb. 21

81 € I bzw. f’ von 8" in einem Graphen 8} € I. Dabei kénnen wir annehmen, da8
87 und S keinen Knoten gemeinsam haben und daB auch beide e nicht enthalten.
S, = V(81,87 e) € I.
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Fall 2a: e ist weder von e’ noch von e’’ erreichbar. Dann ist

f'(@) fiir x € K(8Y),
fle) = § f'(@) fir x € K(SY),

e firx =e

eine Darstellung von § in S,.

Fall 2b: e ist von wenigstens einem der Nachfolger ¢’, ¢’ erreichbar. Dann ist e
in 8’ oder in §’’ (oder in beiden) Ausgang. e, ..., e,, seien diejenigen Ausginge von
8] bzw. 87; die durch f' bzw. f'’ auf e abgebildet werden. Da wenigstens einer der
Graphen 8, 8’ einen von e verschiedenen Ausgang hat, hat S, einen von e, ..., e,
verschiedenen Ausgang. Daher ist

S3 = It("'(It(SZ: 61), ), em)

definiert und S; € I und die wie oben definierte Abbildung f eine Darstellung von S
in S,.

Der Leser wird nun in der Lage sein, den Beweis des noch fehlenden Falles 3
(e ist Priifknoten, und einer seiner beiden Nachfolger ist ein Ausgang) selbst zu er-
gédnzen.

Der Beweis des Satzes 2 liefert ein Verfahren, durch das man zu einem beliebigen
Strukturgraphen § eine Darstellung f in einem induktiven Strukturgraphen effektiv
konstruieren kann. Ein Beispiel ist in Abb. 21 dargestellt.

Ein Fluidiagramm heiBt ¢nduktiv, wenn sein Strukturgraph induktiv ist. Die Satze
1 und 2 bedeuten zusammen:

Die induktiven FluBdiagramme bilden ein vollstindiges Reprisentantensystem
(beziiglich der Aquivalenz) fiir alle méglichen FluBdiagramme, die aus einem ge-
gebenen System von Grundoperationen und Priifrelationen erzeugt werden kénnen.
Dies gestattet es, induktive Definitions- und Beweismethoden (die sich auf (3c)
stiitzen) bei Untersuchungen iiber FluBdiagramme anzuwenden.



Teil 11. Allgemeine Theorie
der geometrischen Konstruktionen



7. Konstruktionsinstrumente

71. Reale und ideale Konstruktionsmittel

Die Bezeichnung Konstruktionsmittel verwenden wir als Oberbegriff fiir die drei zur
Durchfiihrung einer konkreten geometrischen Konstruktion erforderlichen materiellen

Hilfsmittel :
a) Zeichenfliche, z. B. Papierbogen, glatte Metallfliche, Wandtafel;
b) Zeichengerdt, z. B. Bleistift, ReiBlnadel, Tafelkreide;
c) Konstruktionsinstrumente, z. B. Lineal, Zirkel, Winkeldreieck.

Gegenstand der mathematischen Behandlung geometrischer Konstruktionen
waren urspriinglich konkrete Konstruktionen, die auf realen Zeichenflichen mit
realen Zeichengerdten und realen Konstruktionsinstrumenten durchgefiihrt werden. Um
aber iiberhaupt mathematische Methoden anwenden zu kénnen, sind — wie iiberall,
wo die Mathematik mjt der Praxis konfrontiert wird — gewisse mehr oder weniger
schwerwiegende Abstraktionen bzw. Idealisierungen der wirklichenBedingungen er-
forderlich. Diese Abstraktionen betreffen die Zeichenflidche, die Zeichengeréte und die
Konstruktionsinstrumente, und das Resultat derartiger Abstraktionen bezeichnen
wir als ideale Zeichenflichen, ideale Zeichengerdte bzw. tdeale Konstruktionsinstru-
mente.

Es wird angenommen, daf} die Zeichenfldche beziiglich der auf ihr gezeichneten
Punkte, Geraden, Kreise bzw. sonstigen Kurven ein exaktes Modell einer mathema-
tisch definierten Struktur ist. In der Regel ist diese Struktur die euklidische Ebene,
in bescheidenerem Umfang hat man sich auch mit Konstruktionen in nichteuklidi-
schen Ebenen, auf Kugeloberflichen u. &. beschéftigt. Die die Zeichenfliche betreffen-
den Idealisierungen schlieBen ferner im allgemeinen die Vernachldssigung der be-
schrinkten Ausdehnung realer Zeichenflichen ein, d. h., es wird angenommen, daf}
alle im Laufe einer Konstruktion entstehenden Schnittpunkte ,,zugédnglich® sind. Ein
besonderer Zweig der Theorie der geometrischen Konstruktionen befafit sich dem-
gegeniiber mit der Ausfithrbarkeit von Konstruktionen in beschrinkten Teilen der
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euklidischen Ebene. Hierunter fallen neben Konstruktionen auf nach aufilen be-
schrinkten, z. B. rechteckigen Zeichenflichen auch Konstruktionen auf Zeichen-
flichen mit ,,Lochern® wie sie z. B. in der Feldmessung auftreten, wo Seen, Siimpfe
u. 4. zu umgehen sind. Wenn auch die Voraussetzungen der Theorie der Konstruktio-
nen in beschrinkten Teilen der Ebene den wirklichen Verhiltnissen besser angepaflt
sind als die sonst iiblichen Annahmen (in dhnlicher Weise, wie z. B. die spezielle
Relativitatstheorie die Realitdt besser modelliert als die Newtonsche Mechanik), so
muB doch gesagt werden, dafl auch die Zeichenflichen dieser Theorie ideale Zeichen-
flichen sind.

Die Idealisierung der Zeichengerite, die eng mit der jeweiligen Zeichenfliche und
deren Idealisierung verkniipft sind, schlieft ein, daf} die gezeichneten Punkte aus-
dehnungslos — aber dennoch fiir das Auge des Konstrukteurs erkennbar sind, analog,
daB} die gezeichneten Kurven eindimensional sind und sich ihre Schnittpunkte exakt
bestimmen lassen. Ein Analogon zur Theorie der Konstruktionen in beschrinkten
Gebieten wire eine Theorie der Konstruktionen, in der statt mit Punkten etwa mit
konvexen Punktmengen kleinen Durchmessers und statt mit Geraden mit Streifen
endlicher Breite operiert wird.

Beziiglich der Konstruktionsinstrumente wird angenommen, dafl die mit ihrer
Hilfe gezeichneten Gebilde mathematisch genaue Kurven bestimmter Art sind, dafl
also z. B. die mit dem Lineal gezogenen Linien Geraden im Sinne der euklidischen
Geometrie und die mit dem Zirkel gezeichneten Kurven exakte Kreise sind. In bezug
auf diese Annahmen spricht man vom ¢dealen Lineal, idealen Zirkel usw. Diese Be-
griffe schliefen in der Regel weiterhin ein, dal man mit dem Lineal beliebig weit
entfernte und auch beliebig dicht benachbarte Punkte durch einfaches Anlegen ver-
binden und daf man mit dem Zirkel Kreise von beliebigem (insbesondere beliebig
groBem und beliebig kleinem) Radius schlagen kann. Ein Teilgebiet der Theorie der
Konstruktionen beschéftigt sich damit, wie sich die endliche Lénge realer Lineale und
die begrenzte Spannweite realer Zirkel auf die Ausfiihrbarkeit von Konstruktionen
auswirken. Aber auch das kurze Lineal und der beschrinkte Zirkel dieser Theorie sind
— obwohl der Zeichenpraxis ndher — nach unserer Terminologie ideale Instrumente.

Die klassische Theorie der geometrischen Konstruktionen hat sich vor allem mit
den Instrumenten Lineal, Parallellineal, (Lineal mit zwei parallelen Kanten von
festem oder einstellbarem Abstand), Winkellineal (Lineal mit zwei sich schneidenden
Kanten, die einen festen oder einstellbaren Winkel bilden), markiertes Lineal (Lineal
mit einer darauf markierten festen Strecke) und Zirkel beschéftigt. Auch das Studium
von Mechanismen zur Erzeugung ebener Kurven (z. B. Ellipsenzirkel verschiedener
Ausfithrung; vgl. [3]) kanni man ihr zurechnen. Gelegentlich sind Untersuchungen
iiber recht ausgefallene, aber mathematisch interessante Konstruktionsmittel (z. B.
Falten von durchscheinendem Papier [2, §12]) angestellt worden. Gemeinsam ist
allen diesen Untersuchungen, dafl die betrachteten Instrumente bzw. Sitze von
mehreren Instrumenten (z. B. Zirkel und Lineal) gewissermafen axiomatisch charak-
terisiert werden, indem man festlegt, welche abstrakten Operationen (in der Regel im
Bereich der Punkte, Geraden und Kreise der betrachteten Ebene) mit ihnen aus-
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gefiihrt werden kénnen bzw. diirfen. Dadurch werden alle mit der technischen Reali-
sierung zusammenhingenden Fragen bereits im Anfangsstadium der Untersuchung
eliminiert. Jedes reale Instrument, mit dem die festgelegten Operationen ausgefiihrt
werden konnen, ist ,,ein Modell des betrachteten idealen Instruments. AuBer dem
iiblichen hoélzernen bzw. metallenen Lineal ist z. B. auch eine aus einer Schnur und
zwei Stiften bestehende Vorrichtung ein Modell des idealen Lineals. Auch ein Mensch,
der die Fahigkeit besitzt, mit fiir den beabsichtigten Zweck hinreichender Genamg-
keit Geraden aus freier Hand zu zeichnen, ist ein Modell des idealen Lineals.

Bei der anschlieBenden Betrachtung der einzelnen Instrumente werden wir fest-
stellen, daB einige ideale Instrumente die Ausfiihrung mehrerer Operationen ge-
statten, wihrend andererseits gewisse zur Durchfithrung der Konstruktionen nétige
Einzelschritte (vornehmlich die visuelle Bestimmung von Schnittpunkten) keines
besonderen Instrumentes bediirfen. Es besteht also im allgemeinen keine eineindeutige
Zuordnung zwischen den idealen Instrumenten eines gewissen Instrumentensatzes und
den Operationen, die als Einzelschritte von Konstruktionen zuléssig sind. Der ent-
scheidende Ansatz fiir die weitere mathematische Untersuchung eines gegebenen
Instrumentensatzes ist daher die Aufstellung des Systems der zuléssigen Grundopera-
tionen (Einzelschritte der Konstruktionen). Diesen Vorgang bezeichnen wir als
logische Analyse des gegebenen Systems von idealen Instrumenten und sein Resultat
als einen abstrakten Instrumentensatz. Im nichsten Abschnitt werden wir eine groBere
Anzahl klassischer Instrumentensitze logisch analysieren. Da wir uns danach nur
noch auf die herauspriparierten abstrakten Instrumentensitze beziehen werden,
treten die Begriffe ,reales Konstruktionsinstrument“ und ,,ideales Konstruktions-
instrument® in der eigentlichen Theorie der geometrischen Konstruktionen nicht
mehr auf. Es sei noch bemerkt, daB man, von rein theoretischen Uberlegungen aus-
gehend, ein gewisses System von geometrischen Operationen (d. h. einen abstrakten
Instrumentensatz) zum Gegenstand eines Zweiges der Theorie der geometrischen
Konstruktionen machen und nachtréglich nach technischen Realisierungen dieses ab-
strakten Instrumentensatzes fragen kann.

7.2.  Logische Analyse und Klassifikation von Instrumentensitzen

Wir erinnern daran (vgl. Abschnitt 2.5), daBl Grundlage fiir die Definition einer
(eventuell partiellen) Operation in einer axiomatischen Theorie 7 die Giiltigkeit einer
BEE (bedingten eindeutigen Existenzaussage) ist: ’

Ist A X(H’(x) — VIl yH" (%, y))- €7, so ist
Fyr g-(X) 1= ¢yH"' (X, y) definiert fiir alle x mst H'(x).

Ist andererseits die (partielle) Operation F Grundbegriff einer axiomatischen Theorie,
so ist F = Fg- g~, wenn man fiir H den Ausdruck V yF(x) = y und fiir H"" den Aus-
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druck F(x) = y setzt. Jede Grundoperation oder definierbare Operation F wird also
durch ein Paar H', H"" von Ausdriicken der zugrundeliegenden Sprache beschrieben,
wobei H' den Definitionsbereich und H'’ die charakteristische Beziehung zwischen
Urbild- und Bildelement angibt. Der Definitionsbereich mufl dabei nicht notwendig
maximal sein. Ist

Ax(H'(x) - VIl yH"(x,y)) € T

und H ein beliebiger Ausdruck, in dem gewisse der Komponenten von x vollfrei vor-
kommen, so gilt in 7 erst recht

Ax(H' AH - VIl yH"(x, y)).
Wir nennen Fy. g g~ die durch H eingeschrinkte Operation Fg 5.

Die logische Analyse eines idealen Instrumentensatzes besteht in der Angabe des
Systems S = (Fy, ..., F,) derjenigen Operationen, die durch die einzelnen Instrumente
bzw. die Art, in der sie benutzt werden ,,diirfen‘, realisiert werden. Umgekehrt
werden wir jedes derartige in einer geometrischen Theorie definierbare System als
einen (abstrakten) Instrumentensatz bezeichnen. Die hierdurch vollzogene Prizisie-
rung des Begriffs logische Analyse schlieBt ein, daB nur solche Operationen mit den
idealen Instrumenten betrachtet werden koénnen, die im Rahmen der gewdhlten
Formalisierung bzw. Axiomatisierung der Geometrie definierbar sind. Wie die
folgenden Beispiele zeigen werden, ist die Betrachtung der meisten traditionellen
geometrischen Instrumentensitze gerade wegen dieser notwendigen Einschrinkung
mit betrichtlichen Schwierigkeiten verbunden.

Die logische Analyse erméglicht die Klassifikation der betrachteten Instrumenten-
sétze nach verschiedenen Gesichtspunkten, die sich dann von den abstrakten Istru-
menten (-sitzen) auf ihre ,,Modelle®, die idealen bzw. realen Instrumente (Instru-
mentensitze) tibertragen lassen. Auf vordergriindige Merkmale wie die Unterschei-
dung von partiellen und vollen Operationen, die Stellenzahl usw., gehen wir nicht
weiter ein und lenken die Aufmerksamkeit auf die beiden folgenden Einteilungs-
prinzipien:

Klassifikation nach den tn der Definition vorkommenden Grundbegriffen: Instru-
mente, die allein mittels Inzidenz definierbar sind, heiflen Inzidenzinstrumente, In-
strumente, die allein mittels ,,zwischen‘ definierbar und nicht schon Inzidenzinstru-
mente sind, heiBen affine Instrumente. Instrumente, zu deren Definition der Kongru-
enzbegriff oder ein gleichwertiger Grundbegriff erforderlich ist, heilen Kongruenz-
instrumente. Ein Instrumentensatz heifit Inzidenzinstrumentensatz, wenn alle seine
Komponenten Inzidenzinstrumente sind, affiner Instrumentensatz, wenn alle seine
Komponenten affine Instrumente bzw. Inzidenzinstrumente sind und er nicht schon
ein Inzidenzinstrumentensatz ist. Enthilt ein Instrumentensatz wenigstens ein Kon-
gruenzinstrument, so heit er ein Kongruenzinstrumentensatz.

Klasstfikation nach dem Auftreten von Konstanten: Gibt es fiir ein abstraktes In-
strument F Ausdriicke H', H”’, in denen keine Konstanten vorkommen, so daf}
F = Fy, g~ ist, so heiBt F ein freies Instrument. Andernfalls heiBt F beschrinkt.



7. Konstruktionsinstrumente 125

Als erstes Beispiel wollen wir verschiedene Varianten der Konstruktionen mit dem

Lineal allein logisch analysieren.
Das abstrakte Lineal L ist durch

L(ps, o) :=1g(P1 Eg AP €g), falls p, & p,,

definiert. Zum Instrumentensatz ,,Lineal allein‘ gehért jedoch notwendig als zweite
Elementaroperation die durch

Si(g1, g2) := (P €y AP E @), falls g schneidet g,

definierte erste Schnittpunktoperation (vgl. Abschnitt 5.1). L und S, sind freie
Inzidenzinstrumente und kénnen in jeder affinen oder projektiven Inzidenzebene be-
trachtet werden. Fiir das Folgende betrachten wir jedoch euklidische Ebenen. Wir
erweitern die Sprache durch Konstanten a, b fiir abstrakte Streckenlingen. L, sei
die durch a < p,p, eingeschrinkte, Ly, die durch p,p, < b eingeschrinkte, Ly, die
durch die Konjunktion beider Ausdriicke eingeschrénkte Operation L. Offenbar sind
L., Lob, Ly verschiedene Varianten des ,,beschrinkten Lineals und in der Tat im
Sinne unserer Terminologie beschrinkte Instrumente. Auch der freien Schnittpunkt-
operation S; kann man — von praktischen Vorstellungen ausgehend — beschrinkte
Operationen gegeniiberstellen: Wir erweitern z. B. die Sprache durch eine Winkel-
konstante « und definieren S§ als die durch < g;, g, = & eingeschrinkte Operation,
d. h., wir sehen nur noch Schnittpunkte von Geraden, die sich nicht zu flach schnei-
den, als unmittelbar (durch Hinsehen) konstruierbar an. Naturgemil entsteht nun
die Frage, ob und in welchem Sinne die Instrumentensitze (L, S;) und (Lyp, S2)
gleichwertig sind. Der Leser wird bemerken, da8 in die logische Analyse beschrinkter
Instrumente viel Willkiirliches eingeht bzw. sich eine verwirrende Vielfalt von Mog-
lichkeiten anbietet. Man kénnte das abstrakte Lineal z. B. statt durch a < p,p,
ebensogut durch a =< p,p, einschrinken usw. Ist die obere Schranke b fiir die Anwend-
barkeit des Lineals L,, noch durch die Linge eines betrachteten realen Lineals ge-
geben, soist die untere Schranke vollig subjektiv. Letzteres gilt auch fiir den Grenzwin-
" kel x, von dem ab man Schnittpunkte nicht als korrekt bestimmbar ansehen will.

Ein Beispiel dafiir, daB die in der Definition von beschrinkten Instrumenten auftre-
tenden Konstanten nicht notwendig Strecken, Winkel oder dhnliche abgeleitete Din-
ge sein miissen, ist das in einem Punkt p, befestigte (sogenannte ,,hingende*‘) Lineal :

Ly(p) = g(Po €gAp€g), falls p =P,

Zur Prizisierung der Konstruktionen mit dem Lineal in beschrinkter Ebene er-
weitern wir die Sprache der Geometrie durch das einstellige Punktpriadikat p € M,
wo M den zur Verfiigung stehenden Teil') der Zeichenebene bezeichnet. In vielen kon-
kreten Fillen kann man p € M durch detailiertere Ausdriicke, in denen aber wieder
Konstanten auftreten, ersetzen, z. B. durch pp, < r, wo p, eine Punktkonstante und
r eine Streckenkonstante ist. Nun sei LM die durch p; € M A p, € M eingeschrinkte
Operation L und S¥ die durch S;(g;, g,) € M eingeschrinkte Operation S,. Den In-

1) hier als konvex vorausgesetzten
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strumentensatz (LM, SM) bezeichnen wir als Lineal in M. Es ist interessant, daB die
Beschrinkung, die scheinbar die Zeichenfliche betraf, sich bei der logischen Analyse
als Beschrinkung der Instrumente erweist.

Bei der traditionellen Behandlung der geometrischen Konstruktionen sieht man
meist nur Punkte als Ausgangsgr6fen und Resultat von Konstruktionen an und
wertet die im Laufe der Konstruktion auftretenden Geraden und Kreise nur als
Hilfslinien ohne eigene Bedeutung. Als Rechtfertigung fiir diese vor allem die algebra-
ische Analyse der Konstruktionsaufgaben vereinfachende Einschrinkung wird an-
gegeben:

(1a) Jede zu den Ausgangsgroffen einer Konstruktion gehérende Gerade kann
man auch durch zwei ihrer Punkte vorgeben. Analog kann man jeden Kreis
durch seinen Mittelpunkt und einen seiner Punkte vorgeben.

(1b) Die Aufgabe, eine Gerade mit gewissen Eigenschaften zu konstruieren, kann
als im wesentlichen geldst gelten, wenn man zwei ihrer Punkte konstruiert
hat. Analog kann die Aufgabe, einen bestimmten Kreis zu konstruiéren,
auf die Aufgabe reduziert werden, seinen Mittelpunkt und einen seiner
Punkte zu konstruieren. |

Obwohl wir diesen Standpunkt aus Griinden, die anschlieBend erértert werden,
nicht teilen, wollen wir am Beispiel der Konstruktionen mit dem Lineal allein das
Prinzip erldutern, nach dem diese Auffassung der Konstruktionen im Rahmen der
logischen Analyse prizisiert werden kann. Dazu ersetze man das Paar (L, S;) durch
die Kreuzoperation K:

K(p1, P2> Ps» Pa) := ¢P(P, P1, P; kollinear A p, ps, ps kollinear), falls
P1 =& P2 A Ps == Py A L(py, po) schneidet L(ps, pa).

Wihrend die verschiedenen Varianten der Konstruktionen mit dem Lineal allein
geradezu ideale Beispiele fiir die zu Beginn dieses Abschnitts eingefiihrten Begriffe
und Methoden liefern, wirft schon die Analyse des klassischen Instrumentensatzes
Zirkel und Lineal einige Probleme auf, die bei der iiblichen Behandlung der geo-
metrischen Konstruktionen iibersehen oder umgangen werden. Obwohl dies ‘mit
zusdtzlichen Schwierigkeiten verkniipft ist, wollen wir im Bereich der Konstruktionen
mit Zirkel und Lineal Punkte, Geraden und Kreise als gleichberechtigte Dinge an-
sehen und begriinden unsere Ablehnung der in (1a, b) fixierten Auffassung wie folgt:
Durch (1a) werden interessante Konstruktionen wie z. B. die Konstruktion des
Mittelpunktes eines gegebenen Kreises gegenstandslos. Ferner beabsichtigen wir eine
griindliche Klirung der Rolle von willkiirlich gew#hlten Hilfspunkten (Hilfsgeraden,
Hilfskreisen). Nun kann man z. B., wenn nur eine Gerade und ein nicht auf ihr lie-
gender Punkt gegeben sind, ohne Hilfspunkte nicht mit Zirkel und Lineal das Lot
fillen. Ist die Gerade jedoch durch zwei ihrer Punkte gegeben, so kann man diese als
Hilfspunkte benutzen und die Aufgabe 16sen. Dieses Beispiel zeigt, dafl in gewissen
Fillen die Vorgabe zweier Punkte ,,wesentlich ergiebiger* ist als die Vorgabe einer
Geraden.
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Als Schnittgebilde von Kreisen untereinander bzw. von Geraden und Kreisen treten
im allgemeinen zwei durch ihre Entstehung zunéchst nicht voneinander unterscheid-
bare Punkte auf. Die Verwendung eines einzelnen Punktes aus einem solchen Paar
fiir weitere Konstruktionsschritte oder seine Benennung als Bestandteil des End-
resultats setzt streng genommen voraus, dafl die willkiirliche Auswahl ein zuldssiger
Konstruktionsschritt ist. Selbst wenn wir einen solchen ,,zulassen® wollen, ist seine
logische Analyse im hier definierten Sinn nicht mdglich, weil der willkiirlichen Aus-
wahl keine in der Geometrie definierbare eindeutige Operation entspricht. Man kénnte
die Entstehung von Punktepaaren als Resultat des Schneidens von Kreisen z. B.
dadurch vermeiden, dal man die entsprechende Schnittoperation S statt fiir sich
schneidende k,, k, fiir Tripel %y, k,, p definiert, wobei der Punkt p der Bedingung
p & L(M(k,), M(k,)) geniigt:

S(ky, ka, p) = eps(p1 € ky A Py € K, APy € Halbebene (M(k,), M(k,); p))-

Dies ist jedoch nur eine von unendlich vielen Mdglichkeiten, mit Hilfe zusétzlicher
(gegebener oder schon konstruierter) Stiicke einen definierbaren der beiden Schnitt-
punkte p,, p, von k, und k, auszuwihlen. Welche dieser definierbaren Auswahlen als
konstruktiv zu gelten haben, wird im n#chsten Kapitel systematisch untersucht.
Hier sollen zunichst die Konsequenzen des Ansatzes untersucht werden, dafl als
Resultat des Schneidens von Kreisen untereinander bzw. Kreisen mit Geraden un-
geordnete Punktepaare (d. h. Zweiermengen von Punkten) entstehen.

Ein Berithrungspunkt von zwei Kreisen oder von Kreis und Gerade wird in der
klassischen Theorie der geometrischen Konstruktionen in der Regel nicht als unmittel-
bar bestimmbar angesehen. Wir schlieBen uns dieser Auffassung mit folgenden
Argumenten an: Es ist ,,sehr unwahrscheinlich®, da8 bei willkiirlicher Lage der Aus-
gangsstiicke ein exakter Beriihrungspunkt entsteht. Man kann also bei der praktischen
Durchfithrung einer Konstruktion annehmen, daf} ein scheinbarer Beriihrungspunkt
entweder in zwei sehr dicht beieinander liegende Schnittpunkte zerfillt oder daf
doch keine Beriihrung stattfindet. Ist aber auf Grund der Voraussetzungen iiber die
Ausgangsfigur beweisbar, daB ein exakter Beriihrungspunkt entsteht, so kann man
diesen mit Zirkel und Lineal stets durch eine andere Konstruktion auch als echten
Schnittpunkt erhalten: Den Berithrungspunkt zweier Kreise als Schnitt des einen
mit der die Mittelpunkte verbindenden Geraden, den Beriihrungspunkt eines Kreises
k und einer Geraden g als Lotfulpunkt von M (k) auf g.

Bei der Analyse weiterer Instrumente werden wir feststellen, da8 das Auftreten un-
geordneter Paare und allgemeiner endlicher Mengen von Punkten, Geraden, Kreisen
usw. als unmittelbares Resultat der Anwendung herkémmlicher Konstruktions-
instrumente geradezu typisch ist. Damit derartige endliche Mengen von Dingen
iiberhaupt als Argumente fiir weitere Konstruktionsschritte dienen kénnen, muf} der
urspriingliche Definitionsbereich der betrachteten Instrumente auf Systeme von end-
lichen Mengen erweitert werden. Zur korrekten Formulierung werden wir die be-
nutzte Sprache &% (in der Regel die Sprache der platonischen ebenen Geometrie)
durch Variable X; fiir endliche Mengen von Dingen der Sorte x; und pridikative
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Ausdriicke der Form x; € X erweitern (vgl. Abschnitt 2.3, Beispiel 2). In dieser nicht-
elementaren Erweiterung & der Sprache .# ist fiir jede feste natiirliche Zahl n = 1
die Operation

(Xiyeees Xp} := I XAXEEX X=XV VX = X,)
definierbar. Umgekehrt kann man jeder Einermenge ihr eindeutig bestimmtes Ele-
ment zuordnen:

X>:=wxx€X, falls VllxxeX.
Der in der Sprache & formulierbare Ausdruck
(2) A x(H'(x) > V X A x(x € X « H(x, x)))
bedeutet offenbar, dafl unter der Voraussetzung H'(2) die Menge {x: H(x,x)} endlich
ist. Da mit beliebigen Ausdriicken H'(x) und H(x, x) stets die BEE

Ax(H'(x) AV X A x(x € X <« H(x, x)) >V X A x(x € X + H(x, x)))

gilt, sind alle Definitionen der Form
(3) Fx) := X Ax(x € X < H(x, %)), falls H'(x),

gerechtfertigt, falls man weiB, dafl (2) gilt. Statt (3) schreiben wir in diesem Fall im
folgenden kiirzer

F(ix) := {x: H§x, x)}, falls H'(x).

Das Grundprinzip der folgenden Definitionen abstrakter Konstruktionsinstrumente
besteht darin, die urspriinglich nur fiir n-Tupel von Punkten, Geraden, Kreisen usw.
definierten Operationen auf n-Tupel von endlichen Mengen von Punkten, Geraden
Kreisen usw. auszudehnen, indem man die entsprechende Operation F symmetrisch
auf alle endlich vielen Kombinationen von Elementen dieser Mengen anwendet:

(4) FXpyoe0s Xp) i={y:V Xy Xy(%) € Xy A o A%, € XAy = F(xg, .00, X))

Fiir den abstrakten Zirkel Z zum Beispiel, der bereits in Abschnitt 2.5 als eine Opera-
tion definiert wurde, die jedem Punkttripel (p,, ps, ps) mit p, == p; den Kreis vom
Radius p,p; um den Mittelpunkt p, zuordnet, ist dann u. a.

Z({p15 P2}; {P1s P2} (P15 P2}) = {Z(P15 P1> P2)s Z(P2; 1> P2)}> falls Py & po.

(Von den iibrigen Kombinationen sind Z(p,; p;, p;) usw. nicht definiert, wihrend
Z(py; Pss P1) Mit Z(py; p1, P.) libereinstimmt usw.) Die so mit dem — eventuell als
Schnittgebilde zweier Kreise entstandenen — Paar {p,, p,} ununterscheidbarer
Punkte begonnene Konstruktion (Abb. 22) kann nun in symmetrischer Ausfiihrung
beliebig fortgesetzt werden, und das Beispiel

L({p1, D2} (P15 P2}) = {L(p1, P2)}, falls py = o,

zeigt, dal dabei auch wieder eindeutige Resultate entstehen konnen. Bei der spéiter
behandelten Hintereinanderausfiihrung von Einzelschritten werden wir von so ent-
standenen Einermengen durch die Operation { > wieder zu den urspriinglichen
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Stiicken (Punkten, Geraden, Kreisen) zuriickkehren, wihrend andererseits durch den
méglichen Ubergang von z zu {«} die urspriingliche Operation F im wesentlichen die
Einschrénkung der nach (4) definierten Erweiterung auf n-Tupel von Einermengen
ist.

Fiir die logische Analyse des Instrumentensatzes Zirkel und Lineal bendtigen wir

Variable P; bzw. G; bzw. K; fiir endliche Mengen von Punkten bzw. Geraden bzw.
Kreisen und neben der Erweiterung der Operationen L, S, und Z nach dem Prinzip

2({pypabi{Prp2{prps))

L{psp2} {pip2 P " Abb. 22

(4) zwei weitere Schnittpunktoperationen S, fiir den Schnitt von Geraden mit Kreisen
bzw. S, fiir den Schnitt von Kreisen untereinander:

L®y, Py) :={g:V pipa(p1 E Py AP, € Py A Dy = Pa APy €EZ AP, €8)},

Z(Py; Py, Pg) 1= {k: Vv PlPaPa(Pl EP AP, EP, AP €EP3 A D, F= D5
A Ap(p € k < pp; =< paps))}

51(Gr; Go) 1= {P:V 8185(81 € Gy A 82 € Gy A gy schneidet g, AP €1 AP € o)}
S,(K,G) :={p: Vkgk € KA g € GAgschneidet k ApEkApEg)},

83(Ky, Ky) 1= {p: VEgky(k, € Ky AL, € K, A Ly schneidet k,
AP €Kk ADEL,))

Der Instrumentensatz (Z, L, S;, S,, S;) heiit Zirkel und Lineal, (Z, S;) heiBt Zirkel
allein.

Zur Analyse weiterer bereits in Abschnitt 7.1 erwdhnter Instrumente sei im voraus
bemerkt, daB sie hier nur als Beispiel fiir allgemeine Uberlegungen zur logischen
Analyse dienen und viele nicht erwdhnte bzw. nur angedeutete Félle spiter ausfiihr-
lich behandelt werden. Fiir parallele Geraden g¢,, g, bezeichne d(g,, g,) den als ab-
strakte Streckenlinge aufgefaiten Abstand zwischen g, und g,, der in euklidischen
Ebenen definierbar ist. Das ideale Parallellineal ist ein Lineal mit zwei parallelen
idealen Linealkanten vom Abstand d. Aufler der gewdhnlichen Linealoperation L

9 Schreiber, Konstruktionen
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kann man mit diesem Instrument die in Abb. 23 veranschaulichten Operationen aus-
fiihren. Das Resultat einmaliger Anwendung der in Abb. 23a dargestellten realen
Operation auf eine Gerade g ist zwar eine einzelne Gerade g,. Diese ist jedoch durch ¢
und d nicht eindeutig bestimmt, so dafl der realen Operation keine in der euklidischen
Ebene definierbare abstrakte Operation zugrunde liegt. Daher prézisieren wir diese

Operation analog zur Behandlung der Schnittoperationen S, und S;, indem wir das
Paar zunichst ununterscheidbarer Geraden g,, g, als Resultat einmaliger Anwendung
ansehen. Damit die so entstehenden Geradenpaare als Ausgangsmaterial fiir weitere
Konstruktionsschritte dienen kénnen, sind wieder alle am Instrumentensatz Parallel-
lineal beteiligten Operationen fiir beliebige endliche Mengen von Punkten bzw.
Geraden zu definieren, insbesondere sei

PL{(G) := {gﬁ v g(g €EGArglgrd(g g) = d)}

Wir wenden uns nun der in Abb. 23b dargestellten Operation zu. Offenbar ist
ohne Hilfe weiterer Stiicke als p,, p, nicht g, von g, und nicht g, von g, unterscheid-
bar. Dagegen unterscheiden sich die beiden erstgenannten Geraden von den zuletzt
genannten dadurch, daB sie durch p, gehen. Wir wollen die Operation PLg so definie-
ren, dafl in Abb. 23b

PLg(pl’ p2) = {gla g2}: PLg(pz, pl) = {ga, 94}

wird. Ferner bemerken wir, da PL$ nur fiir d < p,p, ausfiihrbar sein wird. (Mdglich
wire noch d = P,p,, aber bei willkiirlichen Ausgangsstiicken ist dieser Fall wieder
sehr unwahrscheinlich, wihrend andererseits unter der ausdriicklichen Voraus-
setzung d =p.p, die Senkrechten auf L(p,, p,) in p, bzw. p,, die bei Anwendung von
PL¢ entstehen wiirden, durch geeignete Hintereinanderausfithrung von Elementar-
schritten auch auf andere Weise konstruierbar werden; vgl. die Argumentation zur
Ausschliefung der unmittelbaren Konstruierbarkeit von Beriihrungspunkten von
Kreisen.) Wir definieren daher

PLL(Py, Py) = {g: \Y plpz(pl epP, AP € P,Ad <Ppp,AP1 €EgAd(p,g) = d)}
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Den Instrumentensatz (L, PL¢, PLZ,S,) bezeichnen wir als (abstraktes) Parallel-
lineal. Bei Anwendung dieses Instrumentensatzes erhilt man z. B. die Mittelsenk-

rechte auf p,P, mit d < p,D, als

(5) L(SI(PLg’ (Z’l,Pz),PLg(pz: pl))> SI(PLg(plo Pz), PLg(Z’z, pl)))a

und dieses Beispiel zeigt, wie auch bei Anwendung der mehrdeutigen Operationen
des abstrakten Parallellineals nach endlich vielen Schritten wieder eindeutige Resul-
tate entstehen kénnen.

Das Parallellineal ist ein beschrinkter Kongruenzinstrumentensatz, da in seine
Definition notwendig die Breite d des Lineals eingeht. Offenbar kann aus ihm nach
dem Muster von Ly, eine Variante entwickelt werden, die der beschrinkten Lénge
realer Instrumente Rechnung trigt. Interessanter ist jedoch hier die Frage, wie man
das Parallellineal zu einem freien Instrumentensatz umgestalten, d. h. seine Ab-
hingigkeit von der Konstanten d eliminieren kann. Hierzu denke man sich ein reales
Parallellineal mit einstellbarer Breite, die dann wie der Radius beim freien Zirkel an
gegebenen oder schon konstruierten Punktepaaren abzugreifen ist. Ein solches Geréit
wird z. B. (innerhalb gewisser Schranken fiir die einstellbare Breite) durch ein Paralle-
logramm aus gelenkig verbundenen Linealen verwirklicht. Die logische Analyse
ergibt

PLy(G, Py, Py) := {g1= \ gplpz(g EGADP EP AP, €EP, APy F D2
A d(g, g1) = Ppy)}s
PLy(Py, Py, Py, Py) := {g: V D1p2PsPs(P1 € Py A -+ APy € Py A Py + py
A D3Py < P;P, A P1 € g A A(Ps; 8) = DD, )}-

(LaBt man bei PL, die Bedingung p, 3 p, bzw. bei PL, die Bedingung p; &= p,
fort, so erhélt man jeweils als Ausartungsfall die Operation L.)

Das ideale Winkellineal besteht aus zwei von einem Punkt ausgehenden einseitig
unbeschrinkten idealen Linealkanten, die einen festen Winkel &« (0 < & << 2R) ein-
schlieBen. Mit diesem Instrument kénnen aufler L (und S, ) folgende Operationen aus-
gefithrt werden:

Wi, G) :={g:Vpg(pEPEcgEGAPEG A X g, g =)}
Abb. 24 a zeigt Wi(p, 9) = {91, 9.} fiir p 4 g, Abb. 24b den Spezialfall p € g.
Wi(Py, Py, G) :={p: V p1p2g(p1 E Py AP EP, AgEGADEZA X PiPP2

= x)}.
Abb. 24c zeigt W3(p1, P2, 8) = {3, P4}. Offenbar sind p;, p, die Schnittpunkte von g
mit der Vereinigung der beiden beziiglich L(p,, p,) spiegelbildlichen Kreisbégen durch
diese Punkte, die beziiglich p,, p, den Peripheriewinkel &« haben (Abb. 24d). Den
Instrumentensatz (L, W§, W3, S,) bezeichnen wir als (abstraktes) Winkellineal, den
Spezialfall « = R als Rechtwinkellineal. Auf dhnliche Weise wie beim Parallellineal
kann man zu einem freien Winkellineal mit einstellbarem Winkel iibergehen, wobei
drei nichtkollineare Punkte, an denen der Winkel jeweils abzugreifen ist, als zusétz-
liche Argumente auftreten.

9*
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Mit dem markierten Lineal, einem idealen Lineal, an dessen Kante im Abstand a
zwei Punkte markiert sind, kann man aufler L und 8, folgende Operationen aus-

fithren:

Das Abtragen der Strecke a auf dem Strahl(p,, p,)
A;(Py, Py) := {p: V p1p2(p1 € Py A pp € Py A Py == P2 A p € Strahl(py, p;) A PP = a)},

b)

d)
Abb. 24

insbesondere
A (p1, p,) = p(p € Strahl(p;, p;) A PP = a), falls py = py,

analog das Abtragen der markierten Strecke @ an p, in der p, entgegengesetzten
Richtung:

A;(Py, Py) = {P: \ P1P2(P1 € Py Ap; € Py A (P, P15 P2) A PP = a),
insbesondere

A (p1, P2) = p((P, P1, P2) A P,P = a), falls p; == p,.

Das Schneiden einer Geraden g mit dem Kreis vom Radius @ um einen Punkt P
(ohne daB dieser Kreis selbst dabei konstruiert wird, Abb. 25):

S3(G,P) :={p1: Vpg(p EPAg€EGADP, EZGADD =)},



7. Konstruktionsinstrumente 133

analog das Schneiden eines Kreises £ mit dem Kreis vom Radius ¢ um p:
SiK,P) :={p1:Vpk(p€E PAk € KAp, € KADp, = a)}.

Das ,,Einschieben‘ der markierten Strecke a zwischen zwei Geraden g, = ¢, durch
einen Punkt p ¢ ¢,, g5, so daf die Enden von a auf ¢, bzw. g, liegen und die Lineal-
kante durch p geht: Dreht man in Abb. 26a die Linealkante aus der Lage pp, im

¢

(Gp)

Abb. 25

9
1 92

a) b
Abb. 26

Uhrzeigersinn um p, so wachsen die Abstinde der Schnittpunkte mit g, bzw. g,
monoton von O bis oo. Daher gibt es in der euklidischen Ebene (wegen deren Stetig-
keit) genau eine Lage, bei der dieser Abstand gleich @ ist. Den ProzeB der Auf-
findung dieser Lage bezeichnen wir als dufere Einschiebung (weil p auBerhalb der
eingeschobenen Strecke a liegt). Ihm entspricht die Operation

E3(D, 81 82) = tP1 V Pa(P1 € 81 A P2 € g2 A ByD;= 2 A (D, P1» P2))s
falls g, schneidet g, A p ¢ g; A P § g2.

Ve
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E%(p, 92, 91) liefert gerade das ebenfalls eindeutig bestimmte Resultat bei Drehung
im entgegengesetzten Sinn. Ej(p, ¢9,,9.) existiert auch noch, falls g, | g,, wenn
d(g4, g2) < @ und p, g, auf verschiedenen Seiten von g, liegen (Abb. 26b), nun aber
als Paar von ununterscheidbaren Punkten. In Zusammenfassung beider Fille defi-

nieren wir:

8(P, Gy, Gy) :={p1: V Pop@iga(p € P A g1 € Gy A g:€GAp€Eg
A P2 € 8o A p1P2 =aA (p’ P1s Pz))}-

Bei gewissen Lagen von p beziiglich g,, g, ist neben der duBleren die innere Ein-
schiebung moglich, die dadurch charakterisiert ist, daBl p zwischen den auf g; bzw. g,
gelegenen Punkten vom Abstand a liegt. Abb. 26¢, d zeigt, daB diese Operation wieder
nicht mehr eindeutig ist. (Die algebraische Analyse des Einschiebens wird ergeben,
daB es fiir g, = ¢5, P1 ¢ ¢1 U ¢. hochstens zwei Moglichkeiten der inneren Einschie-
bung gibt). Wir definieren die innere Einschiebung E¢ durch

E{(P, Gy, Gp) := {p1:V P:P2iga(p EP A g €GN, E_Gz AL =g
AP¢e&1AP§gADIEG AD: € ADD, =anA (D, P, P2))}-

Die Operationen der inneren und duBleren Einschiebung der Strecke a durch einen
Punkt p kann man sinngeméB auch fiir Kreis und Gerade bzw. fiir zwei Kreise (statt
wie hier fiir zwei Geraden) definieren. Ferner sei bemerkt, dal man die Einschiebungen
auf analoge Weise wie die Parallel- und Winkellinealoperationen von der ihnen
zunichst anhaftenden Konstante a befreien kann. Der abstrakte Instrumentensatz
(L, A}, A;, S,, 82, 82, K2, E2) heilit Einschiebelineal, (L, A;, A7, S;, 2, S2) heiBt nor-
miertes Lineal, (L, A}, A;,S,) heilt Eichmaf oder Streckenabtrager, d. h., ein und
dasselbe reale Instrument modelliert, je nachdem, welche damit ausfithrbaren Einzel-
schritte ,,erlaubt werden, verschiedene abstrakte Instrumentensidtze. Nun kénnte
man z. B. auch mit dem realen Lineal aufler L. das unmittelbare Ziehen der Tangenten
von einem Punkt an einen Kreis als erlaubten Konstruktionsschritt ansehen. Er ist
in der Praxis sicher nicht weniger genau ausfiithrbar als das Einschieben. Der Grund,
warum die klassische Theorie im Fall des markierten Lineals drei Prizisierungs-
varianten, im Fall des unbeschrinkten gewdhnlichen Lineals nur eine Variante
untersucht hat, ist darin zu sehen, dafl die Instrumentensétze Einschiebelineal, nor-
miertes Lineal bzw. EichmalB wesentlich verschiedene Leistungsfihigkeit besitzen,
wihrend die grundsétzliche Leistungsfidhigkeit von Zirkel und Lineal durch die zuséitz-
liche Erlaubnis, Tangenten durch einfaches Anlegen des Lineals zu ziehen, bekannt-
lich nicht erweitert wird.

AbschlieBend wollen wir am Beispiel der ,,Gértnerkonstruktion® von Ellipsen
zeigen, wie sich Vorrichtungen zum Zeichnen (gegeniiber Geraden und Kreisen)
héherer Kurven dem Begriff des idealen Konstruktionsinstruments unterordnen und
der logischen Analyse unterwerfen lassen. Dazu fithren wir Variable e; fiir Ellipsen
(als spezielle Punktmengen) ein, die entweder als Grunddinge aufgefalt werden
kénnen und dann nach dem Muster der Kreise axiomatisch zu charakterisieren sind
(vgl. Abschnitt 2.5) oder — wieder analog zu den Kreisen — definitorisch eingefiihrt
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werden kénnen. Ellipsen sind durch die Inzidenz mit den Punkten verkniipft, d. h.,
die Liste der Grundpridikate ist durch p; € e; zu ergénzen. Der Gértnerkonstruktion,
zu zwei gegebenen Brennpunkten p,, p, die Ellipse mit vorgegebenem Hauptdurch-
messer @ = P,p, zu zeichnen, indem man einen Faden der Léinge a zwischen p, und
P, ausspannt und ihn durch das Zeichengerit strafft, entspricht dann das durch

G(P1, P2; P3s Pa) := te A p(p € e < PP, + PP, = P,P,)

fir alle py, ..., py mit p,;p, < Pp,p, definierte abstrakte freie Kongruenzinstrument G.
Zieht man die beschrénkte Linge jedes realen Fadens in Betracht, so erhilt man durch
Einschrinkung von G auf p,p, < a das beschrénkte Instrument Go. Da wir p, = p,
nicht ausgeschlossen haben, enthilt G* bzw. G als Spezialfall den freien bzw. be-
schrinkten Zirkel, was auch der Realitédt entspricht. Zum Instrumentensatz Ellipsen-
zirkel und Lineal bzw. Ellipsenzirkel allein gehoren notwendig entsprechende Schnitt-
operationen, im zweiten Fall zwischen Ellipsen untereinander (wo es maximal vier
ununterscheidbare Schnittpunkte gibt), im ersten Fall auBerdem zwischen Ellipsen
und Geraden, wo es maximal zwei ununterscheidbare Schnittpunkte gibt. Die da-
durch entstehende Mehrdeutigkeit der Konstruktionen erfordert es wieder, die ur-
spriinglich nur fiir einzelne Punkte und Ellipsen (und evtl. Geraden) definierten
Grundoperationen nach dem Muster (4) auf endliche Mengen von Punkten, Geraden,
Ellipsen auszudehnen. Die Ausfithrung sei dem Leser zur Ubung empfohlen.
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8.1.  Konstruktionsaufgaben

Gegeben sei eine in einer Sprache & formulierte axiomatische Theorie 7, ein nicht-
leeres System 2¢"von in g giiltigen BEE (von denen im konkreten Fall angenommen
wird, daf die auf ihrer Grundlage definierbaren partiellen Operationen in gewissen
Modellen von I ,,effektiv ausfithrbar® sind) und ein (eventuell leeres) System & von
nicht abgeschlossenen Ausdriicken der Sprache & (von denen im konkreten Fall an-
genommen wird, daBl die in den betrachteten Modellen durch sie dargestellten Rela-
tionen ,,effektiv entscheidbar‘‘ sind). EinsolchesTripel (7, o, &) heillt eine konstruk-
tive Teiltheorie (von T ).

Ist 7 eine axiomatische Geometrie, zum Beispiel die ebene euklidische oder die
ebene affine oder die ebene projektive Geometrie, so kommen als Elemente von J¢°
insbesondere solche BEE in Frage, die sich als Resultat der logischen Analyse von
Instrumentensitzen ergeben. Indem wir iiber die Elemente des Bestandteils & einer
zu konstituierenden konstruktiven Teiltheorie einer Geometrie verfiigen, legen wir
fest, ob wir es bei den zu untersuchenden geometrischen Konstruktionen z. B. zu-
lassen, von zwei gegebenen oder schon konstruierten Geraden zu entscheiden, ob sie
parallel sind oder nicht und in Abhéngigkeit davon den weiteren Verlauf der Konstruk-
tion zu bestimmen. Es sei schon hier betont, dafl diese im Grunde zur Auswahl der
zuldssigen Operationsschritte vollig analoge Auswahl der zuldssigen Priifschritte
bisher niemals explizit in die Untersuchung geometrischer Konstruktionen auf-
genommen wurde. Allerdings ist bei manchen Autoren zwischen den Zeilen heraus-
zulesen, dafl & = 4 gemeint ist!), obwohl dieses Prinzip bei den dann vorgefiihrten

1) BieBERBACH [2, S. 54] schreibt z. B.: ,,... und doch gibt es (fiir eine zuvor erwihnte Aufgabe,
Erg. des Verf.) kein einheitliches Konstruktionsverfahren mit Zirkel und Lineal, weil nimlich
die Zahl der Konstruktionsschritte, die man zur Losung nétig hat, von m abhingt. Hieraus kann
man wohl schlieBen, daB BIEBERBACH nur unverzweigte und nichtzyklische FluBdiagramme als
zulédssige Konstruktionsbeschreibungen ansieht.
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\
Konstruktionen nicht immer eingehalten wird. Es diirfte klar sein, in welcher Weise
der Begriff der konstruktiven Teiltheorie die speziellen Voraussetzungen eines be-
liebigen Zweiges der Theorie der geometrischen Konstruktionen prazisiert.
Eine Konstruktionsaufgabe wird gegeben durch ein Quadrupel (7, ), &, H), wobei
(7, A, &) eine konstruktive Teiltheorie und H einein der Sprache & von .7 formulierte
bedingte Existenzaussage (BE), d. h. ein abgeschlossener Ausdruck der Form

(1) A x(H'(x) - V yH"(x, y))

ist. (Unbedingte Existenzaussagen, d.h. abgeschlossene Ausdriicke der Gestalt
AxVyH'"(x,y), sehen wir wieder als Spezialfille der BElmit in .7 stets giiltiger Voraus-
setzung H'(x) an). Unter einer Losung der Konstruktionsaufgabe (7,4, &, H)werden
wir einen Beweis spezieller Art fiir die BE (1) verstehen, der in dem Sinn ,,konstruk-
tiv* ist, daBl er zugleich fiir jedes Modell von 9 einen Algorithmus liefert, der im
gleichen Mafle ,effektiv‘ ist wie die zugelassenen Hilfsmittel ", & und angewendet
auf ein System von ,,Stiicken‘‘ &, die die Bedingung H'(x) erfiillen, stets ein Resultat
y liefert, das zu den Stiicken x in der Relation H"'(2, y) steht. Nach den Vorbereitun-
gen in Kapitel 6, ist nun schon klar, daf} es sich im wesentlichen darum handelt,

a) ein Flufdiagramm § anzugeben, dessen Arbeitsknoten mit den zu den BEE aus A~
gehorigen Operationen belegt sind und dessen Priifknoten mit den durch die Ausdriicke
aus & dargestellten Relationen belegt sind,

b) unter ausschliefSlicher Benutzung der Axiome bzw. schon bewiesener Sdfze von I~
zu beweisen, daf fir & mit H' (%) stels § (@) existiert und der Bedingung H ”(w, c{5*(:0))

geniigt.

Offenbar ist a) eine Prézisierung bzw. teilweise Verallgemeinerung dessen, was man
in der Schule als ,,Konstruktionsbeschreibung* bezeichnet, wihrend b) im wesent-
lichen der sogenannte ,,Beweis der Richtigkeit der Konstruktion* ist. Die weitere
Prazisierung des in a), b) formulierten Ansatzes erfordert einige Vorbetrachtungen:

1. Im allgemeinen wird jede der als entscheidbar geltenden Relationen durch einen
darstellenden Ausdruck angegeben. Dafl z. B. die Parallelitét entscheidbar sein soll,
bringen wir dadurch zum Ausdruck, dal wir etwa den Ausdruck g, | g, in die Menge &
der betrachteten konstruktiven Teiltheorie aufnehmen. In konkreten Konstruk-
tionsbeschreibungen wird die Priifung g; || g;? jedoch auf beliebig bezeichnete Ge-
raden anzuwenden sein. Auflerdem ist mit einer Relation sicher auch jede aus ihr
durch Variablengleichsetzung oder Konstanteneinsetzung entstehende Relation ent-
scheidbar. Schliefllich wird die Entscheidbarkeit einer Relation nicht von der zu-
falligen Wahl eines darstellenden Ausdrucks abhingig sein. Daher gehen wir von der
Menge &, in der wir der Bequemlichkeit halber nur jeweils einen darstellenden Aus-
druck aufzihlen (also in der Regel eine endliche Menge von nicht abgeschlossenen
Ausdriicken) zur Menge &* iiber, die wie folgt definiert wird:

(2a) & C &
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(2b) Kommen itn H(X) bzw. H'(x) die Variablen x wvollfres und keine weiteren
Variablen frei vor und ist H(X) € &* und A x(H(x) <~ H’(x)) € I, s0 set auch
H'(x) € &*.

(2¢) Ist H(x) € &* wund entsteht H'(x') dadurch aus H(x), daf3 eine der vollfreien
Variablen x an allen Stellen thres Vorkommens durch eine Konstante ent-
sprechender Sorte ersetzt wird, oder daf3 2wet der vollfreien Variablen gleich-
gesetzt werden oder dadurch, daf3 fiir eine der vollfreien Variablen an allen
Stellen ihres Vorkommens eine in H nicht vorkommende Variable eingesetzt
wird, so set auch H'(X') € &*.

(2d) H € &* nur dann, wenn dies auf Grund von (2a, b, ¢) der Fall ist.

2. Laut Definition in Kapitel 6 ordnet eine Belegung eines Strukturgraphen den
Knoten dieses Graphen konkrete Operationen bzw. Priifrelationen zu. Da wir uns
hier fiir Algorithmen interessieren, die fiir alle Modelle einer gewissen Theorie 7
einheitlich definiert werden kénnen und daher den Arbeits- bzw. Priifknoten eines
Strukturgraphen statt konkreter Operationen bzw. Relationen im wesentlichen
Symbole fiir Operationen bzw. Ausdriicke der Sprache . zuordnen werden, erhalten
wir statt konkreter FluBdiagramme so etwas wie Schemata fiir FluBdiagramme,
denen erst durch eine Interpretation der betreffenden Sprache in einem Modell der
betrachteten Theorie ein konkretes FluBdiagramm entspricht. Diesem Problem sind
die folgenden Definitionen gewidmet.!) '

Ist (7, , &) eine konstruktive Teiltheorie, so heiit § = (G, e, v, ¢, X, y) ein uni-
formes Flufdiagramm dber (7, A", &), wenn gilt:

(3a) (G, e) ist ein Strukturgraph.
(3b) p tst eine Abbildung, die jedem Priifknoten von G einen seiner Nachfolger (den
,yja-Ausgang‘‘) zuordnet.

(3c) @ ist eine Abbildung, die jedem Priifknoten von G evnen Ausdruck H € &* zu-
ordnet und jedem Arbeitsknotenvon G eine T'ermgleichungder Formx; =Fy (%)
oder der Form x; = X; (i == §) zuordnet, wobei im ersten Fall die 2u Fy g
gehorige BEE 2u A~ gehdren muf.

(3d) X und y sind endliche geordnete Systeme von Variablen der Sprache & von I,
wobes die Variablen Xy, ..., Xy), Y15 ++ o> Yary) Paarwesse verschieden sind. (Die
x; heilen Eingangsvariable und die y; Ausgangsvariable von ).

Bei der Angabe konkreter uniformer FluBdiagramme schreiben wir die Werte g(k)
der Knoten k in die Knoten hinein und setzen bei Priifknoten ein Fragezeichen da-
hinter, um den Zusammenhang zum Ausgang y(k) deutlicher zu machen, den wir mit
»ja‘‘ beschriften. Die Eingangsvariablen x werden an den freien Eingangspfeil ge-
schrieben, durch den der Eingangsknoten ¢ von @ markiert ist. Dahinter vermerken
wir in Klammern die Voraussetzung H'(x), unter der wir die Anwendbarkeit des

1) Zu den folgenden Ausfithrungen vgl. A. BLigLE, About the Meaning of Programs, Bull. Acad.
Polon. Sci., Ser. Sci. Math. Astronom. Phys., 18 (1970), 341 —348.
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FluBdiagramms behaupten wollen. Die Ausgangsvariablen y werden in den freien
Raum unterhalb des (oder der) Ausgangspfeile geschrieben.

Ist w eine Interpretation von.# in einem Modell & von.7", so verstehen wir unter
einer partiellen Belegung f beziiglich w eine Abbildung, die endlich vielen Variablen
von & je ein Element entsprechender Sorte in dem Modell & zuordnet. Ist f eine
partielle Belegung beziiglich & mit dem Definitionsbereich {x; , ..., x;,} und f(x;,) = =;,
fiir v =1, ..., n, so kann man das Paar (w, f) als einen Speicher mit dem momen-
tanen Inhalt #;, ..., x;, auffassen, wobei die Variable x;, zu diesem Zeitpunkt an das
Ding z; als Adresse angeheftet bzw. herangeschrieben ist (vgl. die Ausfiihrungen in
Kapitel 6 iiber FluBdiagramme, die iiber einem Speicher operieren, insbesondere
den Fall, daB der Speicher eine Zeichenebene ist, in der endlich viele Punkte, Geraden,
Kreise usw. mit entsprechenden Variablen beschriftet sind). Es wird nicht gefordert,
daB die Zuordnung f zwischen Variablen und Dingen umkehrbar eindeutig ist, d. h.,
es kann ein Ding des Modells & unter mehreren Adressen gespeichert sein, obwohl
dies — zumindest im Bereich geometrischer Konstruktionen — selten auftritt.

Ist § = (G, e, v, ¢, X, y) ein uniformes FluBdiagramm iiber (7,4 ,&)und w eine
Interpretation von % in einem Modell & von 7, so definieren wir durch Angabe der
Belegung ¢, ein zunichst im Bereich der partiellen Belegungen beziiglich w operieren-
des FluBdiagramm &, = (G, e, v, ¢.,):

(4a) Ordnet @ einem Priifknoten k von G den Ausdruck H(z) aus &* zu, so treffe die
Relation ¢,(k) auf eine beliebige partielle Belegung f beziiglich w genaw dann
zu, wenn f fir alle Variablen z definiert und Wert(H(z), w, f) = W st (d. k.,
wenn die mit 7 adressierten Dinge in der durch H(z) dargestellten Relation
stehen).

(4D) Ist einem Arbeitsknoten k von G durch ¢ die Termgleichung x; = Fy, g (2)
zugeordnet, so ist @, (k)(f) genau fiir solche f definiert, fiir die alle Variablen z
vm Definitionsbereich von [ liegen und Wert(FH', u-(2), w, f) existiert. In
diesem Fall sei ¢, (k) (f) die wie folgt definierte partielle Belegung f :

Wert(FH', H"(Z), CO, f) f’ii,?' x7 et Xi’
['(x;) = f(x;) fir x; =F x;, X; € Dy,
nicht definiert sonst

(d. h., auf die mit den Adressen z bezeichneten Dinge des Modells wird die mit
Fy, g~ bezeichnete Operation angewendet, und das Resultat wird mit der Bezeich-
nung X; versehen, wobei die alte Bedeutung von x; geléscht bzw. vergessen wird, falls
X; schon in D, vorkam).

(4c¢) Ist einem Arbestsknoten k von G durch ¢ die Gleichung x; = X; zugeordnet, so
ist @,(k) genaw fiir solche partiellen Belegungen f definiert, fiir die x; € Dy. In
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diesem Fall sei ¢, (k)(f) die wie folgi definierte Beleqgung f':

f(x5) fiir %, = x;,
f(xy) := q [(X) fiir % € Dy, % + X
nicht definiert sonst

(d. h., das vorher mit x; bezeichnete Ding wird (zusétzlich) mit x; bezeichnet, wobei
die alte Bedeutung von x; geléscht bzw. vergessen wird, falls x; in D, vorkam).

Damit ist &, zunichst als im Bereich der partiellen Belegungen operierendes Flu8-
diagramm erklirt. Unter Benutzung der Eingangs- und Ausgangsvariablen x;, ...,
x;, bzw. y;, ..., ¥j, von § kann man jetzt auch eine durch § dargestellte partielle
Abbildung der n-Tupel von Dingen von & in die m-Tupel solcher Dinge erkliren (fiir
die wir die gleiche Bezeichnung ¥, verwenden):

Fol@iys oo i) = U5 o Yj) genau dann, wenn eine partielle Belegung f
beziiglich w existiert, so dap f(x;) = x;, (v = 1, ..., n), f 9m Definitionsbereich
von §., alle Variableny;, im Definitionsbereich der partiellen Belegung
f'=3u(N) und f'(y;,) =9, (=1, ..., m).

Der Begriff der Losung einer Konstruktionsaufgabe (7, 4 ,&, H), wobei H die BE (1)
ist, 148t sich jetzt wie folgt prézisieren:

a') Es ist esn uniformes Flufdiagramm §§ diber (7,4, &) mit den Eingangsvariablen
x und den Ausgangsvariablen y anzugeben.

b’) Es ist jzu beweisen: Fiir alle Interpretationen w von’ in Modellen von I und jede
partielle Belegung f beziiglich w mit Wert(H'(X), w, f) = W existiert |’ = F,(f), und

fiir dve durch
. f(x;) fir x; in X,
f(Z) =14 i} :
f'(x) fiir x; ony
(nach Voraussetzung sind die Ein- und Ausgangsvariablen eines uniformen Fluf8-
diagramms paarweise verschieden) definierte partielle Belegung f gilt

Wert(H'' (X, y), o, f') = W.

Nach dieser grundsétzlichen Erkldrung des Zusammenhanges zwischen Formalis-
mus und Interpretation im Bereich der FluBdiagramme, die als Fortsetzung der Aus-
fithrungen iiber formalisierte Sprachen aufzufassen ist, werden wir — wie schon bei
der praktischen Handhabung der formalisierten Sprachen — im folgenden wieder
alle Symbole mit den durch sie bei einer beliebigen Interpretation und Belegung dar-
gestellten Objekten identifizieren, d. h. zusétzlich zum iiblichen Gebrauch von Vari-
ablen, Konstanten, Operations- und Relationssymbolen auch uniforme Flufdia-
gramme ¥ als ein beliebiges konkretes FluBdiagramm g, behandeln.

Beispiele.
1. Die einfache Aufgabe, mit Zirkel und Lineal die Mittelsenkrechte zu einer durch
ihre Endpunkte gegebenen Strecke zu konstruieren, bedeutet in unserem Sinn: Es
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ist ein konstruktiver Beweis fiir die BE

A P1Pe(P1 * P2 =V g(g L L(p1, P2) A Si(L(P1, P2), &) Pr = S1(L(py, P2), &) P2))

durch Angabe eines uniformen FluBdiagrammsiiber (9, /", &) zu fiihren, wobei .7 die
ebene euklidische Geometrie, #” das aus den fiinf zu den Operationenl, Z, S,, S,, S,
gehorigen BEE bestehende System ist und &, wie sich zeigt, als leer angenommen
werden kann. Die iibliche Losung dieser Aufgabe lautet, als uniformes FluBdiagramm
geschrieben :

P1>, Pz (P1 = P2)
3

k, = Z(p1; P1> P2)
+

ky = Z(p,; P15 P2)
i{ n

P = 83(k;, k)
¥

g = L(P, P)
¥
g

Zu beweisen ist: Unter der Voraussetzung p, = p, sind die Kreise k,, k, definiert,
schneiden sich, die Verbindungsgerade der Schnittpunkte steht senkrecht auf
L(p,, p,) und ihr Schnittpunkt mit dieser Geraden ist von p; und p, gleich weit ent-
fernt. Die hiermit bewiesene BE 148t sich zur BEE verschirfen: In 7 gilt sogar

A p1P2(pr == P2 = V! g(g L L(p1, p2) A Sy(Lu(P1; Pe)s 8) P1 =2 S1(L(py; P2), &) P2))-
Auf Grund dieser BEE ist in 7" die Operation ,,Mittelsenkrechte‘‘ (Ms) definierbar:

Ms(py, Pa) = g(g 1 L(p1, P2) A Si(L(py, p2), &) P
= 84(L(ps, P2)» 8) P2)), falls p; == po.

Das oben angegebene uniforme FluBdiagramm rechtfertigt die Benutzung der
Operation Ms als ,,Unterprogramm® bei der Losung weiterer Konstruktionsaufgaben
mit Zirkel und Lineal, d. h. die Verwendung von Arbeitsknoten mit Belegungen der
Form g, = Ms(p;, p;)- DaBl die Losung einer Konstruktionsaufgabe jedoch nicht
immer gleichbedeutend mit der Realisierung einer in 4~ definierbaren Operation als
FluBdiagramm ist, zeigt folgende Uberlegung: A plpz(p1 F+p.—~> Vg gl Lpy, Pe))
ist ebenfalls durch das bereits angegebene FluBdiagramm konstruktiv beweisbar.
Diese BE 148t sich jedoch nicht zur BEE verschirfen.

2. Die iibliche Losung der Aufgabe, mit Zirkel und Lineal den Mittelpunkt einer
Strecke zu konstruieren, konnen wir unter Benutzung des unter 1. angegebenen Unter-
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programms so schreiben:

P1, P2 (P1=F P2)
J

g1 = L(p1, p2)
¥

g2 = Ms(p,, ps)
"

Pa = S1(81, 82)

¥

Ps
Die so bewiesene BE A p,py(p; & p; — V P3(psPr 22 PsP2 A D1, P2» Ps kollinear))
188t sich zur BEE verschirfen. Auf Grund dieser BEE ist die Operation ,,Mittelpunkt*
(M) definierbar, und das angegebene FluBdiagramm rechtfertigt die Benutzung des
Unterprogramms p; = M(p;, p;) bei weiteren Konstruktionen mit Zirkel und Lineal.

3. Die Operation Lot, definiert durch Lot(p, g) :=tg'(p € g’ A g 1 g’) beruht auf
der BEEA pg V!!g'(p€ g’ Ag | g'). Die entsprechende BE ist jedoch nicht im bis-
herigen Sinn mit Zirkel und Lineal konstruktiv beweisbar, da auf ein aus einem
Punkt und einer Geraden bestehendes System von gegebenen Stiicken keine der fiinf
Operationen L, Z, §,, S,, S3 anwendbar ist. Statt dessen 16sen wir die Aufgabe unter
der Voraussetzung, dafl auf g zwei Punkte gegeben sind:

g1P1P2Ps(P1 € €1 N~ P2 € g1 A D1 == Pg)

nein — ja
| Ps € g1¢

ky = Z(p;; 1, Ps) C_ 7 ja _
k, = Z(p,; pss P3) Ps = Pl: e
P, = 8;(ky, k) ' o
g =LP,P) I ky = Z(ps; s, P1)
\l' P, = Sz(klf £1)
g K, =Z(P,; P, Py)
Pz = Ss(KI, Kl)
g = L(P,, P,) II

I €
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Unterprogramm I ist eine Losung der Aufgabe ,,Lotfillen, Unterprogramm II
eine Losung der Aufgabe ,,.Loterrichten®. Die Zusammensetzung beider zu einer
Lo6sung der Gesamtaufgabe ,,Lot* setzt die Entscheidbarkeit der Punkt-Geraden-
inzidenz voraus, die vom Standpunkt des praktischen Zeichnens natiirlich recht
problematisch ist. Im Abschnitt 8.6 werden systematische Konstruktionen mit be-
liebigen Hilfspunkten untersucht. Dann werden wir die Aufgabe »Lot“ im urspriing-
lich beabsichtigten Sinn l6sen kénnen.

4. Als Beispiel einer Konstruktion mit anderen Instrumenten sei die Konstruktion
der Mittelsenkrechten zu p,p, mit dem Parallellineal angegeben, wobei zunéchst die
Einschrinkung gemacht wird, daB p.p, grofler als die Breite d des Lineals ist:

P1s Iiz (d < p,p,)

G; = PL;(p1, p2)
¥

Ge = PL(p2, p1)
{

P; = 8,(G4, Gy)
v

g = L(Py, Py)

S
g1

Der Vergleich dieser Konstruktionsbeschreibung mit dem Term (5) aus Abschnitt 7.2
wirft die Frage auf, ob Terme, die aus gewissen Variablen fiir gegebene Stiicke und
Operationssymbolen fiir zuldssige Grundoperationen aufgebaut sind, exakte Kon-
struktionsbeschreibungen darstellen. Selbstverstandlich 148t sich jeder solche Term
als Anweisung zur Hintereinanderausfilhrung von Grundoperationen auffassen.
Dabei bleibt jedoch, abgesehen von Ausnahmefillen, die Reihenfolge gewisser Schritte
dem Ausfiihrenden iiberlassen. Tritt z. B. eine zweistellige Operation auf, deren beide
Argumentstellen mit unterschiedlichen Teiltermen besetzt sind, so ist das End-
resultat von der Reihenfolge, in der die diesen beiden Teiltermen entsprechenden
Zwischenresultate konstruiert werden, unabhingig. Ein Term der beschriebenen
Art wird daher erst durch zusitzliche Vereinbarungen iiber die Reihenfolge solcher
,,vertauschbaren Schritte (etwa Bildung der Zwischenresultate von links nach
rechts) zur Kurzfassung eines Algorithmus. Abgesehen von diesem theoretischen
Einwand sind derartige Terme schon bei geringer Lénge sehr schwer lesbar und
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werden durch eventuell nétige Wiederholung des gleichen Teilterms an verschiedenen
Stellen héiufig linger als ein die gleiche Konstruktion exakter beschreibendes Fluf-
diagramm. Wir stellen jedoch fest, daBl keine wesentliche Information verlorengeht,
wenn man die Inhalte der Arbeitsknoten eines unverzweigten FluBdiagramms oder
eines unverzweigten Teilstiicks eines Fludiagramms ohne Umrahmung und Zwischen-
pfeile untereinander oder sogar, etwa durch ,,;* getrennt, platzsparend nebeneinander
schreibt. Obiges FluBdiagramm kann man z. B. in der Form

P1, P2(d < B;P,); Gy = PLE(ps, ps); G2 = PLE(p, P1);
P, = 8,(Gy, Gy)s g1 =LP, P1); e

notieren. Von derartigen Abkiirzungen werden wir im folgenden hiufig Gebrauch
machen.

In den folgenden Abschnitten (8.2. bis 8.6.) werden wir schrittweise die Menge der
im Rahmen einer konstruktiven Teiltheorie (77, /", &) konstruktiv beweisbaren BE
auf eine andere Weise definieren, die vom Begriff des uniformen Flufidiagramms
unabhiingig ist. Dabei werden die letzten Schritte (Konstruktionen mit konstruktiver
Auswahl und Konstruktionen mit Hilfselementen) einer Erweiterung des in diesem
Abschnitt behandelten Formalismus der uniformen FluBdiagramme entsprechen.

8.2.  Elementare Konstruktionen

Im folgenden bedeute x < y stets: Jede Komponente des Variablentupels x kommt
unter den Komponenten von y vor.

Es sei & eine Spracheund J eine beliebige in % formulierte Theorie. Fiixr 7 = 1, 2, 3
bezeichne H; die BE A x;(Hj(x;) — Vy;H} (x;, y;)) der Sprache <.

H; heilt eine Verkettung von H;, mit H, (beziiglich J°) genau dann, wenn x; < X,
und X, < X;y; und y; < y,¥, und in I gilt
A Xo Hy(X5) = H, (%1) A A 33 (H; (%1, 1) — Hy(x,)
AN yao(Hy %z, ¥2) = H (X, Y3))))°

Es bezeichne ferner H(x) einen Ausdruck der Sprache %, der genau die Variablen x
vollfrei enthélt.

H; heiBit eine Verzweigung von H; und H, an H(X) (beziiglich 7°) genau dann, wenn
X=xundx; SXsund X, <x;und y; <y, und y; <y, und in 7 gilt

A Xa(HQ(x3) A H(x) — Hj (%)) A A 71 (HY (%1, y1) = Hj(Xs, Y3)))
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und

A Xa(Hg(xa) A — H(x) = Hjy(x,) A A Yo (H" (Xp, ¥2) — Hy' (s, Y3)))-

Offenbar gilt: Sind H,, H, €  und ist Hy eine Verkettung von H, mit H, oder eine
Verzweigung von H, und Hy an einem beliebigen Ausdruck H(x) € &,s0 ist auchH, € T,
d. h., der Schluf3 von H, und H, auf H; vst in diesem Fall zuldssig.

Es sei nun (7, , &) eine beliebige konstruktive Teiltheorie von J". Wir definieren
induktiv die Menge £ (7, A", &) der mittels (7, A", &) durch elementare Konstruktion
beweisbaren BE:

(1a) Ist x eine der Variablen X und y eine Variable gleicher Sorte, die nicht in x
vorkommt, so ist N XX =X—>Vyy=2x)€ A (T, N, &)

(1b)  Ist Ax(H'(x) >V Il yH"(x,y)) € &, s0 ist A x(H'(x) > V yH"(x, y))
EAX (T, X, E).

(1c) Sind Hy, Hy € H (T, A, &) und ist Hy eine Verkettung von H, mit Hy, so st
auch Hy € A (T, A, &).

(1d) Sind Hy, Hy € A o(T, K, &) und ist Hy eine Verzweigung von H, und H, an
etnem Ausdruck H(x) € &*, so ist auch Hy € A (T, A, &).

Aus dieser Definition und der oben gemachten Bemerkung folgt unmittelbar
H (T, H,E) S T ,d.h., jederim hier definierten Sinne konstruktive Beweis einer BE
ist insbesondere ein Beweis im iiblichen Sinn. In der traditionellen Ausdrucksweise
der Theorie der geometrischen Konstruktionen bedeutet Definition (1) etwa folgendes:

a) Jedes der gegebenen Stiicke ® gilt bei Benutzung beliebiger Hilfsmittel als aus @
konstruierbar.

b) Jedes Stiick y, das durch einmalige Anwendung einer zulédssigen Grundkon-
struktion aus gegebenen Stiicken & entsteht, ist aus & konstruierbar.

c) Sind unter der Voraussetzung H7 iiber die gegebenen Stiicke &, fiir ein gewisses
Teilsystem &, die Bedingungen H fiir die Anwendbarkeit einer bereits gelosten Kon-
struktionsaufgabe erfiillt und folgt ferner aus Hy , daf dann ein gewisses Teilsystem
a, der urspriinglich gegebenen Stiicke &; und der in der ersten Teilkonstruktion ent-
standenen Stiicke y, die Voraussetzungen H, einer weiteren bereits gelosten Kon-
struktionsaufgabe erfiillt, und folgt schlieBlich aus Hj, daB ein gewisses Teilsystem
Y, der im ersten Teilschritt konstruierten Stiicke %, und der im zweiten Teilschritt
konstruierten Stiicke y, die Bedingung HY(®3, y;) erfiillt, so ist aus beliebigen &5 mit
Hj(@;) ein System y; mit H; (@, y,) konstruierbar.

d) Ist H eine der als entscheidbar geltenden Relatiorien und ist unter der Voraus-
setzung H7 iiber die gegebenen Stiicke &, beweisbar, da8 im Fall des Zutreffens von H
auf gewisse der Stiicke &, ein Teil &, von ®; die Voraussetzungen H, fiir die Anwend-
barkeit einer bereits bekannten Konstruktion erfiillt und ein Teilsystem y; der hierbei

10 Schreiber, Konstruktionen
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entstehenden Resultate der Bedingung H7 (%3, ¥3) geniigt, wihrend im Fall des Nicht-
zutreffens von H ein Teil @, der gegebenen Stiicke &, die Voraussetzungen H, fiir die
Anwendbarkeit einer ebenfalls bereits bekannten Konstruktion erfiilllt und aus
Hj(x;) folgt, daB die Resultatkomponenten y; des Gesamtresultats y, der letzteren
Konstruktion der Bedingung H7(®;, y;) geniigen, so ist zu jedem System &3 mit
H/,(5) ein System y, mit Hj(a,, y,) konstruierbar (vgl. Beispiel 3 in Abschnitt 8.1).-

Durch Induktion iiber die Anzahl m der Variablen y; erhilt man aus (1a) und (1c)
leicht folgende Verallgemeinerung von (1a): _
(1a’)  Ist fir p=1,...,m (m < n)y;, eine Variable gleicher Sorte wie x;, und
sind die Variablen x;, ..., X;,, Yi,, «++ Yin DOarweise verschieden, so ist
N Xp, v XX = Xy A e A X, =X,
>V Fi, 0 Vi Vi, =g A A Vi = X3.)) € Ho(T 5 K, 6),
d. h., jedes Teilsystem der gegebenen Stiicke ist aus diesen konstruierbar.
Satz 1. Gehort die BE
(2) A XI(H;(XI) -V Y1H;(x1, Y1))
2u A (T, A, E)und gilt in T A\ xl(Hg(xl) — H’l(xl)) und N\ xl(Hg(x_l) — A y,(HY (X1, ¥1)
— HY (%4, Y1))), so gehdrt auch
(3) A %y (Hy(xy) = V y.H; (%3, 1))
2u A (T, A, E).
,,verschirfung der Voraussetzung‘* H' iiber die gegebenen Stiicke und ,,Ab-
schwichung der Bedingung* H" an die zu konstruierenden Stiicke fiihrt also von

durch elementare Konstruktion beweisbaren BE zu ebensolchen. Hierin ist insbeson-
dere der Spezialfall enthalten, daf in 7~ sogar gilt:

A x,(Hy(x,) < H,(xy))
bzw.

A XI(H;(XI) = A y1(Hg (%4, Y1) < Hy (%3, Y1))),

d. h., die Zugehorigkeit einer BE zu £ ,(J, o, &) ist unabhingig von derspeziellen
Formulierung der Voraussetzung H’ und der Bedingung H".

Zum Beweis von Satz 1 setze man ‘xz = X3 = X{, ¥3 = ¥;. Ferner sei x eine der
Variablen X, und y, eine Variable gleicher Sorte, die in X; und y; nicht vorkommt.
Dann gehort nach (1a)

(4) ANXy(Xy =Xy >V ¥, 72 = X)

zu A (T, A ,&) und (3) ist als Verkettung von (2) und (4) nach (1c) Element von
H (T, A, E).

Die beiden folgenden Sitze stellen den Zusammenhang zwischen der hier durch
,»Axiome und Beweisregeln definierten Menge (7", A, &) konstruktiv beweisbarer
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BE und der im vorigen Abschnitt behandelten Prézisierung des konstruktiven Be-
weisens durch Angabe von uniformen FluBdiagrammen her.

Satz 2. Zu jeder BE A x(H’(x) — VyH"(x, y)) aus A (T , A , &) existiert ein zyklen-
freies uniformes Flupdiagramm  iber (I, A, &), so daf in jedem Modell von I~ fiir
alle @ mit H' (x) das Resultat ¥ (x) der Anwendung von § auf & existiert und der Be-
dingung H" (@, & (@)) geniigt.

Satz 2 wird durch Induktion beziiglich Definition (1) bewiesen. Fir A x(x =x— Vy
Yy =X) € A (T, X, E) (x eine der Variablen x) leistet das FluBdiagramm

—

Yy X

v
y

und fiir Ax(H'(x) > VyH" (X, y)) € (T, X, &) mit Ax(H'(x) > V 11 yH"(X, y)) € o’
leistet das Flufdiagramm
x (H'(x))
+
y = Fg, g~(%)

¥
y

das Verlangte. Ist Hy € A (J, A, &) eine Verkettung von H, € 4, (7, A, &) mit
H, € A (T, A, &), wobei wir annehmen, dafl fiir H, bzw. H, die uniformen Flu8-
diagramme &, bzw. &, das im Satz Geforderte leisten, so erhdlt man ein FluBdia-
gramm  mit der fiir H; geforderten Eigenschaft, indem man alle Ausginge von ?

10*



148 Teil II. Allgemeine Theorie

mit dem Eingangsknoten von §, identifiziert. Ist schlieflich H; eine Verzweigung der
beiden BE H,, H, an H(x), wobei wiederum &, bzw. &, uniforme Fludiagramme sind,
die fiir H, bzw. H, das Verlangte leisten, so erfiillt das FluBdiagramm g, fiir Hy
die geforderten Bedingungen. Damit ist Satz 2 bewiesen.

Der folgende Satz stellt in gewissem Sinne die Umkehrung von Satz 2 dar. Ist
ein uniformes FluBdiagramm iiber (J, &, &) mit den Eingangsvariablen x und den
Ausgangsvariablen y, so heilt eine BEE

(5) A x(H'(x) > A Il yH(x, ¥))

eine Beschreibung von §, wenn in jedem Modell von  fiir alle Systeme ® von Dingen
entsprechender Sorten gilt: §(x) existiert genau dann, wenn H'(®) gilt, und im Fall
der Existenz ist H "(a:, %(w)) erfiillt. Exakter formuliert bedeutet dies: Ist w ein
Interpretation der Sprache von 7 in einem Modell von J und f eine partielle Belegung
beziiglich w mit dem Definitionsbereich x, so existiert die Belegung f = {.,(f)
genau dann, wenn Wert(H'(2), w, f) = W gilt, und im Falle der Existenz ist
Wert(H''(x, y), o, f'') = W fiir die durch

f(x) = {f(x,—) fur x; in X,

f(x;) fir x; in y

definierte partielle Belegung f*’. Analog zur gewohnlichen definitorischen Einfithrung
partieller Operationen kann man auf der Grundlage einer BEE der Form (5) eine
partielle Operation einfilhren, deren Wertebereich nun allerdings nicht mehr aus
Einzeldingen einer gewissen Sorte sondern aus n(y)-Tupeln von Dingen besteht.
Genau wie die bisher betrachteten speziellen BEE mit »(y) = 1 einen gewissen Ersatz
fir die auf ihrer Grundlage definierbaren Operationen darstellen, bedeutet die
Existenz einer Beschreibung fiir ein uniformes FluBdiagramm, daf} einerseits dieses
' FluBdiagramm eine in der Theorie  definierbare Operation darstellt und daBl man
andererseits die Verwendung dieser Operation bzw. dieses Flufldiagramms prinzipiell
umgehen kann.

Wir verabreden noch, im folgenden die BE A X(H’ x)—>VyH"(x, y)) als die zu (5)
bzw. auch als eine 2u Fy g~ gehdrige BE zu bezeichnen.

Ein uniformes FluBdiagramm stellt offenbar héchstens dann bei gewissen Inter-
pretationen eine Operation mit nichtleerem Definitionsbereich dar, wenn es folgende
beiden Bedingungen erfiillt:

a) Auf der rechten Seite jeder einem Arbeitsknoten zugeordneten Termgleichung
und in jedem einem Priifknoten zugeordneten Ausdruck kommen héchstens solche
Variable frei vor, die entweder Eingangsvariable sind oder fiir die es wenigstens
einen Weg vom Eingang des Strukturgraphen zu dem betreffenden Knoten gibt, der
einen Arbeitsknoten enthilt, dessen zugeordnete Termgleichung diese Variable auf
der linken Seite enthélt.
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b) Unter den Ausgangsvariablen befinden sich nur solche, die in wenigstens einer
einem Arbeitsknoten zugeordneten Termgleichung auf der linken Seite auftreten.

Ein uniformes Flufdiagramm, das die Bedingungen a) und b) erfiillt, wollen wir
der Kiirze halber konsistent nennen. Ein uniformes FluBdiagramm ohne Arbeits-
knoten ist niemals konsistent.

Satz 3. Zu jedem zyklenfreien konsistenten uniformen FlufBdiagramm dber (7,4 , &)
gibt es eine Beschreibung in 7, so daf} die zugehorige BE Element von A (T, A, &) ist.

Unter Berufung auf Kapitel 6. k6nnen wir uns beim Beweis von Satz 3 auf Flu8-
diagramme mit induktivem Strukturgraphen beschrinken und den Beweis durch
Induktion beziiglich des induktiven Aufbaus des Strukturgraphen fiihren.

Ein aus einem einzelnen Priifknoten bestehendes FlufBdiagramm ist, wie bereits
bemerkt, nicht konsistent. Ein Arbeitsbaustein der Form

ist nur dann konsistent, wenn x; in x vorkommt und y = x; ist. In diesem Fall ist
AX(x = x— V!!x; X; = x;) eine Beschreibung von § und die zugehorige BE nach
(la) in X (T, A, &). Ein Arbeitsbaustein der Form

ist nur dann konsistent, wenn z < x und y = x; ist. In diesem Fall ist

Ax(x = x A H'(z) - VI x;H"(z, %;))
eine Beschreibung von {. (Das Konjunktionsglied x = x ist nétig, damit die Kon-
struktionsvoraussetzung formal von allen Eingangsvariablen des FluBdiagramms
abhidngt und iiber diese quantifiziert werden kann.) Da nach Voraussetzung die zu
Fg' g~ gehorige BEE zu %" gehort, gehort nach (1b) die BE

A 2(H'(z) > V x;H" (z, x;))
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za K (T, A, &). Die zur Beschreibung von & gehorige BE ist eine Verkettung von
AX(X =Xx—Vx; X; =X

(x; eine beliebige der Variablen x) mit der zu Fy, i~ gehdrigen BE, gehort also nach
(1c) zu A o(T, K, &).

Es seinun A xz(H(’zxz) — VIly,H"(x,, y2)) eine Beschreibung eines uniformen Fluf}-
diagramms §,, und die zugehdrige BE gehére zu X y(T, A, &). Das FluBdiagramm &
entstehe aus §, durch Vorschalten eines Arbeitsknotens, der etwa mit der Gleichung
y1 = Fg g~(X,) belegt sei:

X
¥
Y1 = Fa, g (X1)
& ¥
&a |
¥
y

(Der Fall, dafl der vorgeschaltete Arbeitsknoten mit einer Gleichung der Form
X; = X; belegt ist, sei dem Leser iiberlassen.) Damit  konsistent ist, muB x, < x,
X, < Xy; und y =< y;¥, sein. Offenbar ist  genau dann auf ein System x von Ein-
gabestiicken anwendbar, wenn das Teilsystem x, die Voraussetzung H'(x,) erfiillt und
fiir das Teilsystem X, von Xy; die Voraussetzung Hj(X,) gilt. Die Komponenten y
des Gesamtresultats sind dadurch charakterisiert, daB sie zusammen mit den weite-
ren Zwischenresultaten y, den Bedingungen H''(x,, y;) und Hj(X,, y,) geniigen. Eine
Beschreibung fiir § lautet demnach

/\X(X = X A H'(x1) A Aya(H" (%4, y1) = Hj(Xe))
=V 11y V y3(HY (%1, y1) A HY (%, ¥2)))-

Die zugehérige BE ist laut (1b), (1c) und Satz 1 Element von ) ,(7, o, &). Auf analoge
Weise stellt man eine Beschreibung fiir ein Fludiagramm & auf, das durch Anwen-
dung der Operation Vz aus zwei FluBdiagrammen §,, &, unter Vorschaltung eines
Priifknotens H(z)? mit H(z) € &* entsteht, wenn man fiir §; und &, schon Beschrei-
bungen kennt. Setzt man voraus, daB die zu diesen Beschreibungen gehorigen BE
Elemente von % (7, A, &) sind, so folgt im wesentlichen aus (1d),daBl auch die zur
Beschreibung von ' gehérige BE Element von (7, &, &) ist. Die Ausfithrung sei
dem Leser iiberlassen.

Entsteht & durch Vorschalten eines Priifknotens vor ein FluBdiagramm ', fiir
daseine Beschreibung A x'(H’(x’) — VI1yH" (x',¥)) bereits bekannt und die zugehorige



8. Konstruktionen 1561

BE in X (7, A, &) gelegen ist,

x

H(z)?

ja (bzw. nein)

Y 1%

Y

so existiert, da die Variablen ¥ von den Variablen x verschieden sind, ein Resultat
& (X) hochstens fiir solche x, fiir die H(z) (bzw. — H(z)) gilt. (Aus der Konsistenz von
& folgt z < x und x’ < x.) In diesem Fall entsteht eine Beschreibung fiir §, indem
man in der Beschreibung fiir &’ die Voraussetzung H'(x") durch x = x A H(z) A H'(x")
bzw. durch x = x A — H(z) A H'(X') ersetzt, und die zugehdrige BE gehort nach
Satz 1 (Verschirfung der Voraussetzung) zu 4 (7, A, &).

Es seien x und y Systeme von Variablen mit n(x) = n(y), so da} die 2n(x) Variab-
len x, ¥ paarweise verschieden sind und fiir ¢ = 1, ..., %(X) die ¢-te Komponente von
X und die ¢-te Komponente von y Variablen gleicher Sorte sind. Ist unter dieser
Voraussetzung iiber die Variablen die BEE

(6) A x(H'(x) - V! yH"(x, y))
in J giiltig und gilt ferner in I~
A xY(H'(x) A H(x, ¥) A — H(y) > H'(Y))

fiir einen gewissen Ausdruck H, so heiflen die BEE (6) und die auf ihrer Grundlage
definierbare partielle Operation in I~ beziiglich H iterativ. Gilt in J sogar

A xy(H'(x) A H"(x, ¥) - H'(¥)),

so heiflen (6) und die Operation Fg. g~ tn I iterativ.

Ist die BEE (6) in J beziiglich H iterativ und die zugehorige BE Element von
H (T, A, &) fiir eine gewisse konstruktive Teiltheorie von ,so ist (6) eine Beschrei-
bung eines gewissen uniformen FluBdiagramms iiber (7, %, &), folglich (7) ein
uniformes FluBdiagramm iiber (7, &, &), falls H(x) € &* und z ein System von Variab-
len entsprechender Sorte ist, die von den Variablen x verschieden sind. Die Nicht-
anwendbarkeit von (7) auf ein System x von Eingabestiicken, die H'(x) erfiillen, kann
wegen der vorausgesetzten Iterativitdt von ¥y g~ beziiglich H nur dadurch ver-
ursacht werden, daf} keines der durch

Fo mo(®) =%, Filp, . (x) :=Fy 5. (Ff, a+ (X))
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induktiv definierten Zwischenresultate der Bedingung H(x) geniigt. Demnach ist (7)
auf X genau dann anwendbar, wenn gilt:

HE) v (H'@) AV 0V ;e Ya(H (X, 1) A or A H (¥, ) A Hy)))-

!

() |z

nein

Y = FH'.H"(yl)

v

2= Yn

Dies oder etwas Gleichwertiges ist aber in einer elementaren Sprache nicht formulier-
bar, so daB} ein zu Satz 3 analoger Satz fiir nicht zyklenfreie uniforme Flufdiagramme
nicht allgemein behauptet werden kann. Elementar formulierbar ist nur der Fall, daf3
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es unter der Voraussetzung H}(X) eine von X unabhingige obere Schranke # fiir die
Anzahl der Durchlaufungen des Zyklus von (7) gibt. In diesem Fall ist jedoch auch
(7) einem zyklenfreien uniformen Flufdiagramm (8) dquivalent, fiir welches eine
Beschreibung nach Satz 3 gefunden werden kann. Auf den nichtelementaren Fall wer-
den wir in Abschnitt 8.4 zuriickkommen.

Abschliefend eine Bemerkung zur Vorbereitung des néchsten Abschnitts. Bei der
Aufstellung eines zyklenfreien FluBdiagramms kann man offenbar die auf den linken
Seiten der den Arbeitsknoten zugeordneten Termgleichungen auftretenden Variablen
(Bezeichnungen der Zwischenresultate) stets so wihlen, dafl sie von den Bezeich-
nungen der gegebenen und bis zu diesem Schritt bereits konstruierten Stiicke ver-
schieden sind. In diesem Fall wird im Lauf der Abarbeitung des Flufdiagramms kein
Inhalt einer schon benutzten Adresse geloscht. Die gegebenen Stiicke und alle kon-
struierten Stiicke stehen als mogliche Komponenten des Resultats y zur Verfiigung.
In einem FluBdiagramm der Form (7) ist es dagegen unumginglich, die Adressen x,
die auf der rechten Seite des zu iterierenden Arbeitsknotens auftreten, immer wieder
neu zu besetzen und damit ihre alte Bedeutung zu 16schen. Allerdings kann man auch
bei nicht zyklenfreien FluBdiagrammen generell erreichen, dafl die urspriinglich ge-
gebenen Stiicke x erhalten bleiben, indem man sie vor Beginn der eigentlichen Kon-
struktion § unter je einer zweiten Adresse X’ speichert (d. h. mit einer zweiten Be-
zeichnung versieht), die in § nirgends vorkommt. Zum Beispiel (7) geht dann iiber in
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8.3. Elementar entscheidbare Relationen

Die Anerkennung der Konstruktivitat gewisser Grundoperationen und der Effektivi-
tat gewisser Priifrelationen hat nicht nur — wie bisher betrachtet — die Konstruk-
tivitdt aller hieraus durch Fludiagramme erhiltlichen Operationen sondern auch die
effektive Durchfiihrbarkeit gewisser zusammengesetzter Entscheidungsprozesse zur
Folge. Wir definieren induktivdie Menge &,(7 , 4", &) der beziiglich (7,4 ,&) elementar
entscheidbaren Ausdriicke (die in jedem Modell von.7", in dem " und & wirklich effek-
tiv sind, effektiv entscheidbare Priifrelationen darstellen):

(la) &% S &[T, A, E).

(1b) Ist H€ Eo(T, A, &), s0 15t auch — H € (T, K, ).

(1c) Iss H'(X) € (T, A, &), H(Y) € (T, KA, &),
Ax(H'(x) > VIIYH"(X,Y)) € I und die zu dieser BEE gehirige BE Element
von H (T, A, &), so ist auch H'(x) A H(Fy, g..(X)) € E(T, X, &).

Der Definition liegt der Gedanke zugrunde, daf§ die beziiglich (7, /£, &) elementaren
Entscheidungen durch zyklenfreie uniforme Flufldiagramme iiber (7, /", &) gegeben
werden, die mindestens zwei Ausginge besitzen und deren simtliche Ausgéinge in zwei
nichtleere Teilmengen ,,ja-Ausginge und ,nein-Ausginge® eingeteilt sind. Ein
solches Flufldiagramm mufl — wie die urspriinglichen Priifknoten — auf beliebige
Eingaben x anwendbar sein. Die Entscheidung féllt positiv oder negativ aus je nach-
dem, an welchem Ausgang das Resultat erscheint. Da bei geeigneter Wahl der
Variablen die Eingabe x im Laufe der Abarbeitung eines solchen FluBdiagramms er-
halten bleibt (vgl. Abschnitt 8.2.), kann man an jeden Ausgang des Fluldiagramms
¥(= Xx) als gewiinschtes Resultat schreiben. Die angegebene Definition (1) liefert nun
— analog zur Definition von % (7, ", &) — eine vom Begriff des FluBdiagramms un-
abhingige Prizisierung dieser Vorstellungen. (1a) bedeutet, daB die Priifknoten selbst
die einfachsten FluBdiagramme der verlangten Art sind. (1b) bedeutet, daBl aus
einem ,,Priifdiagramm®‘ durch Vertauschung von ja- und nein-Ausgingen wieder ein
Priifdiagramm entsteht. (1¢) bedeutet: Ist F eine in J definierbare Operation, die
beziiglich (77, A", &) konstruktiv ist, und sind H' und H beziiglich (7, ", &) konstruk-
tiv entscheidbar, so daB F auf alle x mit H'(x) anwendbar ist und F(x) auf H priifbar
ist, so ist folgendes Priifverfahren effektiv: Man priife zunichst H'(x); falls diese
Priifung positiv ausfillt, bilde man F(x) und priife H(F(x)). Falls diese Priifung
auch positiv ausféllt, sei der Gesamtausgang positiv, andernfalls negativ.

Da nach Abschnitt 8.2 (1a') insbesondere jede identische Abbildung F(x) = x
konstruktiv ist, umfaflt Teil ¢) der Definition von &,(7, X, &) als Spezialfall

(1d) Ist H'(X) € (T, A, &) und H(X) € (T, A, &), so ist auch
H'(x) A H(X) € &(T, X, &),

d. h. zusammen mit (1b): &,(T, A, &) tst aussagenlogisch abgeschlossen.
Ist & leer, so auch &,(7, A, &), andernfalls enthilt &,(7, A", &) nach der letzten
Bemerkung auch allgemeingiiltige — d. h. auf alle Eingaben x zutreffende — Aus-



8. Konstruktionen - 15bH

driicke H'. Damit ergibt sich als weiterer Spezialfall von (1c):

(Le) Ist die in I definierbare volle Operation ¥ beziiglich (7, A, &) konstruktiv
und F(X) auf H € &(T, A, &) priifoar, so ist H(F(X)) € £(T, A, &).

(1d) (zusammen mit (1b)) und (le) erscheinen als ,,Axiome‘ der elementar kon-
struktiven Entscheidbarkeit natiirlicher als (1¢). Jedoch ist der relativ komplizierte
Fall (1¢) nicht entbehrlich, da die meisten konstruktiven Operationen F eben nicht
voll sind, andererseits aber gesichert werden muf}, dafl die zusammengesetzten
Priifungen ebenso wie die einzelnen Priifknoten auf jede Eingabe anwendbar sind.

Unter Berticksichtigung der Tatsache, daf} in einem Priifdiagramm ein Operations-
knoten, auf den kein Priifknoten mehr folgt, keinen Beitrag fiir die Priifaufgabe des
Diagramms liefert, ist leicht zu zeigen, dal jedes ,sinnvolle* zyklenfreie induktive
Priifdiagramm iiber (7, &, &) unter Benutzung der Schritte (1b), (1¢) (bzw. auch
(1 d) und (1 e)) aus mit Ausdriicken aus &* belegten Priifknoten aufgebaut werden
kann. Die angegebene Definition ist also hinreichend umfassend. Andererseits gilt der

Satz iiber elementar entscheidbareRelationen. Die Ersetzung von &* durch
E (T , A, &) in der Definition von A (T, A, &) (Teil d)) fiikrt nicht aus der Menge der
bereits definierten elementar konstruktiven BE heraus. (D. h., die im folgenden héufig
praktizierte Benutzung zusammengesetzter Priifknoten dient nur der Bequemlich-
BE bereitskeit der Formulierung und ist prinzipiell entbehrlich.)

Zum Beweis zeigen wir durch Induktion beziiglich der Definition voné& (7, A, &),
dafl jede durch Verzweigung an einem H(X) € &,(7, A, &) konstruktiv beweisbare
BE bereits Element von (7", A, &) ist.

Ist H(x) € &* (Fall a), so ist nichts zu beweisen. Ist die Behauptung fiir ein H(x)
€ 8T, A, &) schon bewiesen, so bedeutet die Benutzung von — H(x) statt H(x)
(Fall b)) beim Beweis, daBl eine gewisse BE als Verzweigung an H(x) in £ (7, 1, &)
enthalten ist, lediglich die Vertauschung der hierfiir benutzten Voraussetzungen

A x(Hi(X) =V VH X, i) EX T, H,E) (=1,2).
Fall c). Es sei Hj(x,) der Ausdruck Hj(x;) A Hy(Fgy ny (X)) aus &(7, I, 6),

wobei
2) A xy(Hj(x;) > V. Y H{ (%1, Y1) € (T K, 6),

und es sei schon bekannt, dafl Verzweigung an den Priifrelationen Hj bzw. H, nicht
aus A (7 , A ,&) herausfithrt. Fernerseix; <X, X, S X, X3 <X, Y=Y, ¥ < ¥;und
firi =2,3

(3) A xi(Hix;) - V Y HY (%, ¥i)) € H o T, A, &),

und es gelte in 7 :

(4) A x(H' (%) A — H(x;) - Hj(%e) A A Yo(HZ (X2, ¥2) > H'(X, 7)),
A x(H' (%) A H(x;) > Hy(%a) A A Yo(Hy (%3, ¥3) = H”(x, 1)),
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d. h., wenn die Benutzung der Priifrelation H(x,) zulédssig ist, folgt (laut Abschnitt 8.2,

(12))
X(H'(x) >V yH"(x, ) € (T, H, ).

Es ist zu zeigen, daB dies auch schon unter der Induktionsannahme gilt, dal Ver-
zweigung an H] und H, nicht aus &£ ,(J, A, &) herausfiihrt. Folgendes Schema stellt
die Verkniipfung der beteiligten Teilfludiagramme dar:

z (H'(x))

(H; (x,)?

(’é H(xl)?)

nein

Der Beweisgedanke besteht darin, dieses FluBdiagramm in das auf S. 157 darge-
stellte dquivalente FluBdiagramm umzuformen.

Bezeichnen wir mit H(x, y;) den Ausdruck H'(x) A H,(x;) A HY(X;, Y1), S0 folgt aus
den Voraussetzungen zunéchst:
(5) A xyy(H(x, ¥1) A Ho(¥1) = Hy(Xs) A A Yo(HE (g, ¥o) > H' (%, ¥))) € 7,

A XYI(H(X» Y1) A — Hp(yr) = H5(Xe) A A yo(HS (X, Yo) > H"(x, Y))) €.
Da nach Induktionsannahme Verzweigung an H, nicht aus & (7, /", &) herausfiihrt,
folgt aus (3) und (5)
(6) A xyH(x, ¥y) >V yH' (X, ¥)) € K (T, ', &).
Diese BE gehért zum TeilfluBdiagramm I. Die zum TeilfluBdiagramm II gehorige
BE
(7) A x(H'(x) A Hj(x,) > V YH"(%, Y))
entsteht durch Verkettung von (2) mit (6), ist also ebenfalls Element von (7", A, &).
Da schlieBlich in J aus H'(x) A Hj(x,) folgt H'(x) A H{(x,), widhrend aus H'(x) A
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— Hj(x,) nach (4) Hj(x,) folgt, ist die BE Ax(H'(x)— VYH"(x,Y)) auch als Ver-
zweigung von (3) fiir + = 2 und (7) an H] erhéltlich, folglich Element von o¢ (7, A, &),
was zu beweisen war.

Wir geben hier noch ein geometrisches Beispiel fiir die Zusammensetzung kompli-
zierter Priifrelationen aus vorgegebenen Grundpriifungen an. Es sei .S~ die durch die
Axiome I1 bis I5, Al bis A4 gegebene ebene affine Geometrie,

A= {A pipo(ps + po— V! g(p: € AD: € )y
A g18(g1 schneidet g, — V!!p(p € g A p € g2))}, (
g 2 {P 6 g’ pl = p2, gl ” 82, (pl: Pz, P3)}:

(T, A, &) also eine mogliche Prézisierung des Zweiges ,,Konstruktionen mit dem
Lineal allein in beliebigen affinen Ebenen“. Wir wollen zeigen, dafl die durch den
Ausdruck ,,p; und p, auf verschiedenen Seiten von g*‘ dargestellte dreistellige Rela-~
tion beziiglich (77, A, &) effektiv entscheidbar ist,der entsprechende Priifknoten also
bei Konstruktionen in (7, ¢, &) in gleicher Weise wie die Elemente von &* verwendet
werden darf:

Die Ausdriicke p; € g, p; € g gehoren zu £*(S é’e(ﬂ' , A, g’)), also nach (1b) und
(1d) auch der Ausdruck (p,; ¢ gA p; ¢ g AP == p;). Da fiir py, ps, g, die diese Be-
dingung erfiillen, L(p,, p,) definiert und auBlerdem die Operation L beziiglich (7, ¢, &)
konstruktiv ist, gilt nach (1c¢)

P1¢gAP§gAPL FEPeA 1 L(P1, P2) I 8 € ElT, X, 6).
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Diesen Ausdruck nennen wir H(p;, ps, g). Ist er fiir gewisse p,, p,, g erfiillt, so ist die
Konstruktion S, (L(pl, D), g) ausfiithrbar. Daher ist (wiederum nach (1c))

H(Pl: p2> g) A (pl: S2(L(pl’ Pz), g)> p2) € ge(g-) %’ éo)

Dieser Ausdruck ist aber gerade eine ,,richtige* Definition fiir ,,p, und p, auf ver-
schiedenen Seiten von g*‘. Der gesamte Entscheidungsprozef wird durch das folgende
uniforme Priifdiagramm iiber (7, A, &) dargestellt:

P1e P2 &

nein ja

(pla P, p2))

Ja

Ju nein

8.4.  Nichtelementare Konstruktionen und Entscheidungen

Wir erweitern eine beliebige Sprache & in folgender Weise zu einer nichtelementaren
Sprache #*: Es werden natiirliche Zahlen 0, 1,2, ... und abzédhlbare Folgen von
Dingen einheitlicher Sorte der urspriinglichen Sprache & in die Betrachtung ein-
bezogen. Als Variable fiir natiirliche Zahlen verwenden wir i, iy, i3, . .., in konkreten
Fillen auchi, j,k,1, m, n.Sind x; (¢ = 0, 1, 2, ...) die Variablen fiir Dinge der Sorte 4,
so verwenden wir (x/); (# =0,1,2,...) als Variable fiir Folgen von Dingen der
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Sorte j, in konkreten Féllen aber z. B. (p); als Variable fiir Punktfolgen, (g); als
Variable fiir Geradenfolgen, (k); als Variable fiir Kreisfolgen, und genau wie bei den
Grunddingen der Sprache ¥ verwenden wir gelegentlich auch Variable ohne Index,
also z. B. (p) zur Bezeichnung einer gewissen Punktfolge. Ist (x7); eine Folge von
Dingen der Sorte 7, k eine natiirliche Zahl, so bezeichnet (x/);(k) das k-te Glied der
Folge (xf);, also z. B. (p) (n) das n-te Glied der Punktfolge (p). Die neuen Objekte
(Folgen von Grunddingen) koénnen dadurch in Beziehung zueinander gebracht
werden, dafl gewisse ihrer Folgenglieder in Relationen stehen, die in der Sprache &
formulierbar sind. Ist z. B. x;Ry; ein pridikativer Ausdruck der Sprache &, d. h.
kann die durch R bezeichnete zweistellige Relation zwischen Dingen der Sorte x und
Dingen der Sorte y bestehen, so kénnen in der zu beschreibenden nichtelementaren
Erweiterungssprache %+ von & folgende priadikative Ausdriicke mit dem Symbol R
gebildet werden:

(1) xiR’Y]"

(2) (x); (m) R(y); (n),

(3) R(y); (),

(4) (x); (m) Ry;

Dabei bedeutet (1): Die Dinge x; und y; stehen in der Relation R. (2) bedeutet: Das
m-te Glied der Folge (x); und das n-te Glied der Folge (y); stehen in der Relation R,
d. h., (2) stellt eine vierstellige Relation zwischen Folgen der Sorte x, natiirlichen
Zahlen m, Folgen der Sorte y und natiirlichen Zahlen n dar. (3) bedeutet: Das Ding
x; und das n-te Folgenglied der Folge (y); stehen in der Relation R, d. h., (3) stellt
eine dreistellige Relation zwischen Dingen der Sorte x, Folgen von Dingen der Sorte y
und natiirlichen Zahlen dar. Entsprechend ist (4) zu interpretieren.

Aufler priadikativen Ausdriicken der Typen (1) bis (4), wobei jedem n-stelligen
Pridikatensymbol (einschlieBlich des Zeichens ,,=*‘) der Sprache % 2" Moglichkeiten
fiir pradikative Ausdriicke in &+ entsprechen (da an jeder Stelle fiir x-Variable in
R eine solche Variable oder eine Variable fiir x-Folgen und eine Gliednummer ein-
gesetzt werden kann), sollen in &+ pridikative Ausdriicke der Form i; < i, erlaubt
sein; < ist immer durch die Ordnung der natiirlichen Zahlen zu interpretieren.

In &+ ist u. a. stets definierbar:
i=jieisjaj=si
i<jiel=s=jaq)=si
i=j+liej<inVk(i<kak<i),
fiir festes k:
= j ke Vigeoodpg(ip = 4 1Al =iy & LA eee Ad = ipy + 1)
Ist k eine feste natiirliche Zahl,so schreiben wir statt Vm(m =n + k A H((x); (m)))

einfacher H((x’),- (n + k)). Diese Schreibweise ermdglicht es insbesondere, in einfacher
Weiseinduktive Definitionen, die beziiglich & metatheoretisch, d. h. in &% nicht formu-
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lierbar waren, in #+ exakt zu formulieren: Ist z. B. /\x(H’(x) — VIlyH" (x, y)) in &
formulierbar und in " giiltig und iterativ, so kann man statt der induktiven Defini-
tion FY, g (%) :=x, F& 4. (x) := Fy,, -0 g (X)) formulieren:

(8) A x(H'(x) - V! (y) H'(%, ())),

wobei _I-i”(x, (y)) den Ausdruck (y)(0)=xAA iH”((y)(i), (y)d + 1)) bezeichnet.
Unter Berufung auf die BEE (5) definiert man jetzt zunéchst

6)  Fy g ® = oy) H'(x, (), falls H'(x),

d. h., jedem x mit H'(x) wird die Folge der F%, ..(x) zugeordnet. Schlieflich wird
F%. u..(x) als das n-te Glied dieser Folge definiert: |

(7) F%, 5(x) := Fy, 5.(x)(0).

Statt (x); (X)s -+* (X), schreiben wir bei allgemeinen Betrachtungen (x), d. h., wir
identifizieren n-Tupel von Folgen mit Folgen von n-Tupeln. Analog bedeutet (x)(i)
das n-Tupel der i-ten Folgenglieder der in (X) zusammengefaften n Folgenvariablen.
(5) bis (7) sind dann ohne weiteres von x, y auf x, ¥ iibertragbar. '

Ist % die Sprache der ebenen euklidischen Geometrie, so ist in &+ z. B. das Archi-
medische Axiom exakt formulierbar:

A PoP1P2Ps(Po = P1 A P2 F= P3—>V (p) Vn((p)(0) = po A (p)(1) € Strahl(po, p1)
ANl < n— (p)E) (P)E + 1) = paps A ((P)A), (P)(E+1), (P)E +2)))
A ((P)@) = p1 v ((P)®), p1> ()@ + 1)),

d. h., zu jedem Paar Strecken pyp,, p,p; gibt es eine Folge (p)(¢) von Punkten und
eine natiirliche Zahl n, so daBl (p)(0) = p, und wenigstens bis » + 1 .die Punkte
(p)(¢) in der Reihenfolge der Numerierung auf dem Strahl(p,, p,) aufeinanderfolgen
und je zwei aufeinanderfolgende den Abstand p,p; haben und p, entweder gleich
(p)(n) ist oder zwischen (p)(r) und (p)(r + 1) liegt. DaBl wir dariiber hinaus die
Existenz einer Folge gefordert haben, bedeutet keine echte Verschirfung der in-
haltlichen Aussage des Archimedischen Axioms, da man von der Stelle n 4 3
ab die Folgenglieder ganz willkiirlich — etwa konstant gleich (p)(nz + 2) — wihlen
kann. Aus diesem Beispiel geht deutlich hervor, daB die von uns gewéhlte Erweiterung
der sprachlichen Ausdrucksmittel im wesentlichen bezweckt, Formulierungen der

Art

VoV p e Do(Hi(Prs +oe Pa) A <+« A Hygny (P15 o2+ Pn))

u. 4. zu umgehen, wo die Piinktchen nicht nur der Abkiirzung dienen, sondern der
entsprechende Ausdruck prinzipiell nicht vollstdindig hingeschrieben werden kann,
weil die Anzahl der benutzten Variablen und die Anzahl gewisser Teilausdriicke von
einer im Gesamtausdruck selbst als Variablen auftretenden natiirlichen Zahl ab-
héangt.

Es sei nun J eine in der Erweiterung &+ einer Sprache . formulierte Theorie,
(7, &) eine konstruktive Teiltheorie von J mit 4 < £ und & — & . Fernersetzen



8. Konstruktionen 161

wir & == 4 voraus, da sonst gegeniiber der bereits behandelten elementaren Konstruier-
bzw. Entscheidbarkeit nichts Neues entsteht. Im folgenden wird der Begriff der
bedingten Entscheidbarkeit beziiglich (7, A", &) eine wesentliche Rolle spielen. Die Inten-
tion ist, daB eine bezliglich (J, A, &) bedingt entscheidbare Relation H(x) durch ein
uniformes Priifdiagramm §& tiber (77, /', &) entschieden wird, welches aber jetzt im
Unterschied zu den in Abschnitt 8.3 betrachteten Priifdiagrammen nicht auf beliebige
Eingaben & anwendbar sein muB}, sondern eine Entscheidung (durch Erscheinen des
Resultats an einem ja- bzw. nein-Ausgang) nur fiir solche @ liefert, fiir die ()
exigtiert. In diesem Fall werden wir & auf H(x) prifbar nennen. Zur Definition der
Menge §(J , A", &) der beziiglich (7,4, &) bedingt entscheidbaren Ausdriicke ist demnach
gerade in der Definition von &,(7 , 4, &) der Teil ¢) durch die schwécheren Bedingun-
gen d) und e) zu ersetzen (vgl. Abschnitt 8.3).

Da der Umfang der Menge &(7, A, &) von den beziiglich (7, A", &) konstruktiv
ausfithrbaren Operationen abhingt, andererseits (7, /', &) und der Begriff der
Priifbarkeit von x auf H(x) wesentlich in das neue Erzeugungsprinzip ,,Iteration
fir die Menge (I, A, &) derbeziiglich (7 , A, &) konstruktiv beweisbaren BE ein-
gehen, sind die drei folgenden Definitionen ineinander verschrinkt, d. h., die Mengen
ET, A, E) und A (T, A ,&) von Ausdriicken und die (fiir jeden konkreten Aus-
druck H € (7, A, &) in ¥+ formulierbare) Relation ,,x ist auf H priifbar‘ werden
simultan induktiv definiert:

(8a) E*c &I, A, E).

(8b) ET, A, &) ist aussagenlogisch abgeschlossen, d. h. mit H gehért auch — H,
met H, und H, gehort auch (H; A Hy) zu £(T, A, &).

(8¢) Iss H(y) € 6(7, X, &), /\x(I—I’(x) - VIIlyH" " (x, y)) € 7 und die zugehorige BE
Element von A(T , A, &), so ist H(Fy; z.(X)) € £, A, &).

(8d) Ist H(z) € &* und z < X, so set X auf H(z) priifbar :<> x = x.

(8e) x auf — H(z) priifbar :< x auf H(z) priifbar,
x auf (H; A H,) priifbar :<> (x auf H, priifbar A x auf H, priifbar),

(81) x auf H(Fg, (%)) priifbar < H'(X) A A y(H"(x,¥) — ¥ auf H(y) priifbar).

8g) AT, H,E) S A (T, X, 6).

(8h) H (T, A, &) st beziiglich Verkettung und beziiglich Verzweigung an Ausdriicken
aus &* abgeschlossen.

(81) Tteration:
IstH(x) € &(T, A, &) und A x(H'(x) > VI yH' (X, y)) € T und die zugehirige
BE Element von A (T, A, &) und gilt in T
A x(Hj(x) = V () V n((F)0) = XA Ai{i <n— (y)(i) auf H priifbar)
AN (i< n—>— (@) » H(O) » (@0, M6 + 1)) A H(y)m))
und gilt ferner in I
Ax y(H;(x) A H(y) - H{(x, y)),
soistauch A x(H;(x) — V YH"(x,Y)) € #(T, A, 6).

11 Schreiber, Konstruktionen
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Satz 1 aus Abschnitt 8.2 148t sich samt Beweis sofort auf (7, A, &) iibertragen.
Auch Satz 2 behilt seine Giiltigkeit, wenn man (7, A ",&) durch (7, A ,&) ersetzt.
Beim Beweis ist nur die Iteration zusétzlich zu beriicksichtigen, die von einem Flu8-
diagramm ¥ (Abschnitt 8.2) zur Darstellung der Operation Fy, .. zu einem Fludia-
gramm der Form

z  (Hj(x))

y P

fithrt. DaBl dabei der Priifknoten H(x)? mit H(x) € §(, A, &) durch ein uniformes
Priifdiagramm iiber (7, %", &) ersetzt werden kann,'ist fiir den FallH(x) € £4(7, ", &)

schon in Abschnitt 8.3 gezeigt worden. Ist H(x) (laut (8c)) vonder Form H(Fy; g7(x)),
wobei die Ersetzbarkeit des Priifknotens H(z)? schon gezeigt sei, so ist H(x)? durch

x

!

z = Fnu,n; (v)

ja nein

v

zu ersetzen. Da sich die Iteration von Strukturgraphen (vgl. Kap. 6.) graphentheo-
retisch nicht auf den Spezialfall (9) zuriickfithren 148t, ist die Giiltigkeit des folgenden
zu Satz 3 in Abschnitt 8.2 analogen Satzes durchaus nicht selbstverstéindlich.

Satz 1. Zu jedem konsistenten uniformen Flufdiagramm g wber (7, A", &) gibt es eine
Beschreibung N\ X(H’(x) - VIIyH"(x, y)) €7, s0 daf3 die zugehorige BE Element von
H(T , A, &) st.

Beim Beweis von Satz 1 konnen wir uns auf FluBdiagramme mit induktivem
Strukturgraphen beschrinken und den Beweis durch Induktion beziiglich des Auf-
baus des Strukturgraphen fithren. Aus beweistechnischen Griinden miissen wir dabei
zugleich folgenden Satz mitbeweisen: 4

Satz 2. Zu jedem konsistenten induktiven uniformen Flufdiagramm $& mit den
Eingangsvariablen X und jedem Ausgang a von & gibt es einen Ausdruck Hg , (X) in
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ET, A, &), s0 dap fiir alle Systeme & von Eingaben fiir F gilt: Wenn F(x) existiert, so
ust & auf Hg, (@) priifbar und Hg (@) ist genau dann erfillt, wenn F(x) am Ausgang a
erscheint.

Wir betonen ausdriicklich: Satz 2 bedeutet nicht, daB die Anwendbarkeit eines
uniformen FluBdiagramms § iiber (7, o, &) beziiglich (7, i, &) effektiventscheidbar
ist. In der Tat ist im allgemeinen nicht einmal die Anwendbarkeit eines einzelnen
Arbeitsknotens entscheidbar. Zum Beispiel hat die effektive Ausfiihrbarkeit der
Linealoperation nicht notwendig zur Folge, daBl man als entscheidbar ansehen mu8,
ob zwei Punkte verschieden sind. Ist die Punktegleichheit nicht entscheidbar, so
darf L eben nur auf solche Punktepaare angewendet werden, fiir die aus den Voraus-
setzungen iiber die gegebenen Stiicke folgt, daB sie verschieden sind. Andererseits
ist Satz 2 nicht tiberraschend, wenn man bedenkt, daB fiir solche #, von denen man
schon weil}, daB $(x) existiert, die Entscheidung, an welchem Ausgang von & das
Resultat erscheint, inhaltlich dadurch herbeigefithrt werden kann, dafl man § auf®
anwendet. Fiir zyklenfreie FluBdiagramme 148t sich Satz 2 noch wie folgt ver-
schérfen:

Satz 2'. Ist fir alle BEE A X(H’(X) - VIIyH"(x, y)) aus A die Anwendungsvoraus-
setzung H'(X) elementar entscheidbar (6 ET , A, é")), so gibt es zu jedem zyklenfreien
konsistenten unsformen Flufdiagramm § iiber (7, A", &) mit den HEingangsvariablen x
und jedem Ausgang a von § einen Ausdruck Hg ,(X) € E(T, A, &), so daf fiir be-
liebigex gilt: Hg () ist genaw dann erfiillt, wenn (@) existiert und am Ausgang a er-
scheint. Sind ay, ..., a, die simtlichen Ausginge von ¢, so existiert insbesondere F(x)
genau dann, wenn HE ,(x)v -+ v Hg , (%) gilt, d. h., die Anwendbarkeit von § ist
beziiglich (7, A", &) elementar entscheidbar.

Wir wenden uns nun dem simultanen Beweis der Sitze 1 und 2 zu, in den wir
Bemerkungen zum Beweis von Satz 2’ einschalten.

Ist & ein einzelner Arbeitsbaustein oder entsteht § durch Anwendung einer der
Operationen B, Vk, Vz aus Flufldiagrammen, fiir die die Giiltigkeit von Satz 1 voraus-
gesetzt wird, so entspricht der Beweis von Satz 1 dem Beweis von Satz 3 in Abschnitt
8.2.Da& (T, A ,&8) (C ET, A, é”))wegender Voraussetzung & == 0 ebenfalls nicht leer
und aussagenlogisch abgeschlossen ist,enthilt&,(7, o, &) auch identisch wahre und
identisch falsche Ausdriicke. Ist  ein mit der Gleichung x; = x; belegter Arbeits-
baustein, so erfiillt ein identisch wahrer Ausdruck die an Hg, bzw. Hf , gestellten
Forderungen. Das Gleiche gilt allgemein fiir Hg ;, falls § ein FluBdiagramm mit nur
einem Ausgang a ist. Sind die Voraussetzungen von Satz 2’ erfiillt, so ist fiir einen
mit y = Fy, g..(X) belegten Arbeitsbaustein ¥ fiir den einzigen Ausgang e von &
H*g ,(x) glelch H'(x) (C ET, H,E )) zu setzen; entsteht & durch Verkettung desso
belegten Arbeitsknotens mit ', so ist jeder Ausgang @ von § ein Ausgang von {'.
Es ist Hg ,(x) gleich Hg, o(Fy,. m+(X)). Falls Hy ;(x) existiert und H'(x) € £,( 7, A, &),
:i;t HX ,(x) gleich H'(x) A %’,G(FH’,H"(X)) ?E & T, A, &) zu setzen. Hat §F die

orm

11*
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wobei Hg ,(x) und Hg ,(x) schon fiir alle Ausgéinge von ; bzw. . definiert sind, so
ist jeder Ausgang von ¥ entweder ein Ausgang a von g, oder ein Ausgang b von ;.
Es ist Hg ,(x) gleich H(x) A Hg ,(x) und Hg;, (x) gleich — H(x) A Hg, ,(X) zu setzen.
Ist HE ,(x) und HE ,(x) definiert, so ist H§ ,(x) gleich H(x) A Hf  ,(x) und Hf ,(x)
gleich — H(x) A H§ ,(x) zu setzen. |

Nun sei §¥; ein FluBdiagramm mit mindestens zwei Ausgingen a, b, fiir welches
Satz 1 gilt und Hg .,(X), ..., Hg ,(X) (€ £(F, X, &)) fiir alle Ausgiinge schon definiert
st. & entstehe aus §; durch Iteration beziiglich a:

y x—_—y

Wir formen § wie folgt dquivalent um (s. S. 165)
Nach Voraussetzung existiert fiir ¥, eine Beschreibung A x(H’ (x)—> V1! yH”(x y)) €7,
sodaB die zugehdérige BE Element von (S, A, &) ist. Eine Beschreibung fiir das mit
&2 bezeichnete TeilfluBdiagramm lautet dann offenbar:

(10)  Ax(V () Va(y) (0) =xAAi( <n—Hg, () () A H((y) ()
AH"((y) @), (5) G + 1)) A () (n) auf Hy,_, priifbar
A — Hg, o((¥) @) = VI ¥V(y) Vn((y) (0) = x
A Ni(i < n—> Hg,,((%) () A H'((y) () A H”((9) @), () G + 1))
A () (m) =¥ A — Hg,,(¥))).

Wegen der Voraussetzung Hg ,(X), € £(J, A, &) (und damit auch — Hg ,(X) €
&(T, A ,&)) folgt nach (8i), daBl die zur Beschreibung von §§, gehorige BE Element
von X4 (I, A ,&) ist. Durch Anwendung des zur Verkettung von Flufdiagrammen ge-
hérigen Beweisschrittes auf &, und ,; erhilt man nun auch die Giiltigkeit von Satz 1
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x

I

v
Cﬂ Hg’na(x)?)%
%2 wm
ja 7 &1 rT=Y

T T

I

J
bl...la
Y

fir §. Kiirzen wir die oben fiir ¢, gefundene Beschreibung (10) mit A x(H’l(x)
— VI1yH] (x, y)) ab,soist Hg ,(x) offenbar durch Hg b(FH,', H;"(X)) zu definieren und
laut (8¢) in &(J, A, &) enthalten.

Wir beenden diesen Abschnitt wieder mit einem geometrischen Beispiel. Es be-
zeichne Z, den durch Z,(p) := &k A p’(p’ € k < pp’ =r) und Z,(P) := {Z,(p)/p € P}
definierten Zirkel vom festen Radius r. Wir betrachten das Parallellineal der Breite d

6r=PLlg) g s GoPLlE) > PLY(GY)

9o
Abb. 27
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und den Zirkel vom Radius 7 in einer beliebigen archimedischen platonischen Ebene.
Dabei denken wir uns die Sprache der platonischen Ebenen zunichst durch Kon-
stanten d, r zur Sprache # und dann zu &+ erweitert. In &+ ist das Archimedische
Axijom formulierbar. Den Axiomen fiigen wir aullerdem die Voraussetzung d <r
iiber die gewihlten Konstanten hinzu. Damit sind die Bestandteile 7 und J¢" einer
konstruktiven Teiltheorie von der in diesem Abschnitt betrachteten Art fixiert. Die
iibliche Konstruktion des Lotes von einem Punkt p auf eine Gerade g ist mit dem
Zirkel Z, offenbar nur dann ausfiithrbar, wenn Z,(p) die Gerade g schneidet. Wir defi-
nieren fiir endliche Geradenmengen G die Relation ,,k schneidet G*“ durchVg(g € G Ak
schneidet g) und bezeichnen die aus diesem Ausdruck bestehende Menge mit &. Wir
bemerken ferner, daB die Operation PI¢ offenbar iterativ ist; auf eine einzelne
Gerade g angewendet liefert sie schrittweise Biischel von paarweise parallelen Geraden
vom Abstand 2d, deren Zahl sich bei jedem Schritt um 1 erhéht (Abb. 27).
Das FluBdiagramm

Pg (pdg)
G = {g}
&
k= Zr(p)
(k schneidet G? )——3 G, = PLY(G) ]| G =@,

ja
P, = S,(k, G) (besteht aus genau zwei Punkten)
K =Z(P,) (besteht aus genau zwei Kreisen)
P, = S,;(K, K) (besteht aus genau zwei Punkten)
8o = L(P2’ P2)

9o

16st die Konstruktionsaufgabe (7, ", &, H) mit der BE H:

(11)  Apglp€g—>Vgp€Egnrg L g)

Da ¥ nicht zyklenfrei ist, ist nur H € (7, A, &) bewiesen.

Wir zeigen, dal H ¢ (7, A ,&). Dazu stellen wir zunéchst fest, daBl jedes zyklen-
freie FluBdiagramm § fiir alle Eingaben @, fiir die §(a) definiert ist, das Resultat in
einer im voraus angebbaren Maximalzahl von Arbeitsschritten liefert, die gleich der
maximalen Zahl der Arbeitsknoten in den endlich vielen Wegen vom Eingangsknoten



8. Konstruktionen 167

zu einem Ausgang ist. Auf p, g mit p 4§ ¢ mull jedoch (nach eventueller einmaliger
Anwendung von Z,) erst PL? eine Anzahl von Malen angewendet werden, die bei
geeigneter Lage von p zu g beliebig grofl wird, ehe neue Punkte entstehen und damit
die Moglichkeit der Konstruktion irgendwelcher Stiicke gegeben ist, die keine zu g
parallelen Geraden sind.

8.5. Konstruktionen mit konstruktiver Auswahl

Ist (7, A, &) eine konstruktive Teiltheorie und kommen in der zugrundeliegenden
Sprache neben Variablen x;, y;, ... fiir Dinge gewisser Sorten auch Variablen X, Y}, ...
fir endliche Mengen von Dingen der Sorte x bzw. y --. vor (dies wird z. B. immer
dann der Fall sein, wenn die Sprache wie bei den Konstruktionen mit Zirkel, Parallel-
lineal usw. der realen Mehrdeutigkeit gewisser zu behandelnder Grundoperationen
angepaflt werden muf}), so wollen wir folgende Erweiterung der Mengen X (7, A, &)
und &,(J, A, &) in Erwigung ziehen: Wir definieren induktiv die Menge £%(J, )1, &)
der durch elementare Konstruktion mit konstruktiver Auswahl beweisbaren BE und
die Menge &%, A, &) der zugehdrigen elementar entscheidbaren Ausdriicke. Da
hier (wie bei den nichtelementaren Konstruktionen und Entscheidungen) nicht nur
HNT , A ,&) in die Definition von £4J, A, &) eingeht,sondern £¢(J, A, &) seiner-
seits auf X'HT, A, &) zuriickwirkt, miissen wieder beide Mengen simultan definiert
werden:

a) Die Definition von &%J, X, &) entsteht aus der Definition von &,(7, X, &),
indem man dort iiberall &,(7, o, &) durch 4T, A, &) und H (T, A, &) durch
HUT , A, &) ersetzt und folgendes Erzeugungsprinzip hinzufiigt:

(1) Ist H(x,y) € 84T, A, §), so ist auch Vy(y € Y A H(x, y)) € 64T, A, &).

b) Die Definition von #'%J, A , &) entsteht aus der Definition von £ (7, H,8);
indem man dort iiberall ) (7, A, &) durch AT, A, &) ersetzt, inTeil d) (Ver-
zweigung) &* durch £4(J, A, &) ersetzt und folgendes Erzeugungsprinzip hinzufiigt:
Ist H(x, y) € €T, A, &) und A xY(H'(x, Y) >V y(y € Y AH(x, y))) € 7, so ist

AYHE,Y)>VY AyyeY, «yeYAHEX, ) € XYT, A, &)
Ist insbesondere H(x, y) € £4(7, Jf , &) und
@  AXY(H'(x,Y)—>V!y(y€YaHEy)) €T,
S0 ist
(3) AXY(H'x, Y)—>Vy(y €Y AH(X, Y) € XUT, A, &)

In die Definition sind gegeniiber X (T, A", &) bzw.&,(T , A ,&) allefiir die Effektivitat
wesentlichen Folgerungen aus der Tatsache aufgenommen, daf die Variablen Y
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nicht beliebige Dinge, sondern endliche Mengen von Dingen der Sorte y bezeichnen.
Da derartige Sprachen bei der Anwendung der Theorie der konstruktiven Teiltheorien
in vielen Bereichen der Mathematik (z. B. in der Theorie der Konstruktionen mit
dem Lineal allein) keine Rolle spielen, wiire es unzweckmiBig, die entsprechenden
Varianten von vornherein in die Betrachtung einzubeziehen.

Aus der Definition folgt unmittelbar fiir beliebige konstruktive Teiltheorien:
H (T, H,E) SAHNT , A, E)und (T, H,6) S ENT , A ,E). Ist & leer, so ist auch
EXT , A ,&), und die Definition von A'NT, A ,&) reduziert sich auf die Defini-
tion von A y(J, A, &). Daher ist dann A (T, K ,8) = A HT , A ,&). Deshalb sei
fiir das Folgende & == & vorausgesetzt. £%(7, ), &) ist dann aussagenlogisch ‘ab-
geschlossen. Daraus und aus der logischen Aquivalenz von A y(y €Y — H(x, y)) mit
— Vyly € Y A — H(x, y)) folgt, daB mit H(x,y) im wesentlichen (d. h. bis auf Formu-
lierung) nicht nur V y(y € Y A H(x, y)) sondernauch A y(y € Y —H(x,y)) in4J, A, &)
enthalten ist, mit anderen Worten : Die Aufnahme von (1) als zusétzliches Erzeugungs-
prinzip fiir entscheidbare Ausdriicke bedeutet im wesentlichen, da&%(7, o, &) be-
ziiglich Quantifizierung iiber endliche Bereiche abgeschlossen sein soll. Dabei tritt
statt der quantifizierten Variablen y die Variable Y als neue freie Variable auf.
Dieses neue ,,Axiom der Entscheidbarkeit‘‘ prizisiert unsere Vorstellung, daB man
entscheiden kann, ob ein Element bzw. ob alle Elemente einer gewissen endlichen
Menge eine entscheidbare Eigenschaft haben, indem man die Elemente in einer be-
liebigen Reihenfolge daraufhin priift. Da dieser Vorgang sich jedoch nicht durch ein
uniformes Priifdiagramm iiber (7, &, ) im Sinne von Abschnitt 8.3 beschreiben
laBt, kann die Beschreibung von Entscheidungsverfahren durch FluBdiagramme
jetzt nur noch in dem Sinne beibehalten werden, dafl man Priifknoten der Formen

x, Y z, Y

Q’ y(y € Y A H(z, y))?) bzw. Q\ yly € Y — Hz, y))?)
4 N\

zuldft, die jeweils durch den Nachweis fiir H(x, y) € £2(J, A, &) zu rechtfertigen
sind. In diesem Fall ist H(x, y)? selbst durch ein Priiffdiagramm der erweiterten Art
darstellbar.

Im allgemeinen ist &(7, A, &) < EHT, A, &): Enthilt beispielsweise A~ keine
Operationen, die von (durch grofie Variablen dargestellten) endlichen Mengen wieder
zu (durch kleine Variablen dargestellten) Grunddingen zuriickfithren, und enthilt &
nuar Ausdriicke, in denen simtliche freien Variablen klein sind, so trifft letzteres auch
auf &,(7, A, &) zu.Jede Anwendung von (1) tithrt aber aus dem Bereich dieser Aus-
driicke heraus. ,

A NT , A, &) unterscheidet sich von £, (7, A, &) auer durch die Benutzung von
Elementen von £%(7, X, &) (statt nur von &£* und damit nach 8.3. im wesentlichen
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von &(I , X, & )) fiir Verzweigungen dadurch, daf} Arbeitsbausteine der Formen
x, Y(Vy(y € Y A H(x, y)))

Y, ={y:yeY A H(x,y)}

x, Y(V!y(y € Y A H(x, y)))
)

-

bzw.

y1=1y(y € Y AH(x,y))
}

mit H(X,y) € &%, A, &) zugelassen werden, d. h., unter der Voraussetzung, daf}
wenigstens ein Element der (gegebenen oder schon konstruierten) Menge Y die ent-
scheidbare Eigenschaft H(x, y) hat, gilt die Bildung der Teilmenge Y, aller Elemente
von Y mit dieser Eigenschaft als zulissiger Konstruktionsschritt. Ist insbesondere
beweisbar, daB genau ein Element y von Y die entscheidbare Eigenschaft H(x, y)
hat, so gilt die Auswahl dieses Elements als zulédssiger Konstruktionsschritt. Kon-
struktionsschritte dieser beiden Typen bezeichnen wir als konstruktive Auswahl.
Durch Verkettung von S;, PL? und dhnlichen ,,mehrdeutigen* Operationen mit kon-
struktiven Auswahlen des zweiten Typs wird das in Abschnitt 7.2 angeschnittene
Problem gelost, solche Operationen durch Vermehrung der Argumente eindeutig zu
machen. Wir wollen dieses Prinzip am Beispiel der zunéchst fiir Paare von Kreisen
definierten Operation S; erldutern:
Ist H(x, k;, ko, p) € £4(T, A, &), 50 sei die Operation ST fiir alle Systeme x, k;, k,,
die die Bedingung

k, schneidet k, A V1! p(p € ky A p € ky A H(X, Iy, ky, p)) (<> H'(X, ky, Ky, D)
erfilllen, durch S§(x, &, k,) := p(p € k; A p € k, A H(X, ky, k,, p) definiert. Die zu-
gehorige BE

/\Xklk2(H'(X) ky, ky) = Vpi(p1 € Ky A Py € ky A H(X, ky, ky, P))
istin 44T, A, &) enthalten. (7 ist dabei die Theorie der platonischen Ebenen und
die dem Instrumentensatz ,,Zirkel und Lineal* entsprechende Menge von BEE.) ST
wird durch das uniforme FluBdiagramm (im erweiterten Sinn)

kl: k2’ X (H,(X’ kl; k2))

P = S;(ky, k)
T
p; = p(p € P A H(X, ky, ko, D)) }

\J
P1
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beschrieben. Unsere Prizisierung bedeutet: Ob z. B. mit Zirkel (und Lineal) der-
jenige Schnittpunkt zweier Kreise k;, k., der auf der p,-Seite (p, ¢ L(M(k,), M(k,)))
von L(M (ky), M (k2)) liegt, aus k,, k, und p, konstruierbar ist, hingt davon ab, ob die
durch den Ausdruck p, € Halbebene (M(kl), M(k,); po) dargestellte Punkt-Kreis?-
Relation als entscheidbar gilt.

Es bleibt zu zeigen, dafl die konstruktive Auswahl im allgemeinen den Bereich
der mit vorgegebenen Hilfsmitteln 16sbaren Konstruktionsaufgaben echt erweitert.
Als Beispiel dafiir diene die Theorie der Konstruktionen mit dem Zirkel allein, ge-
nauer: J sei die Theorie der platonischen Ebenen, " enthalte die zu Z und S; ge-
horigen BEE, & sei so beschaffen,dal die eben erwdhnte Relation in %7, A, &)
ist. Wir haben gezeigt, daf3

(4) A kykypo(k; schneidet k, A py § L(M(k,), M(k,))
-V P1(P1 Ek,Ap€EkAp € Ha,lbebene(M(kl), M(ky); Po))) EAXNT, A ,E).

Ohne konstruktive Auswahl kénnen Punkte bei Anwendung von Z und S; nur als
Einermenge {p} = S3(K,;, K,) entstehen, wobei K;, K, endliche Mengen von Kreisen
sind. Damit S3(K,, K,) = @ ist, muB es wenigstens ein Paar k, € K;, k, € K, geben,
so daB S3(k,, k,) definiert ist. In diesem Fall enthilt S;(K;, K,) aber schon mindestens
zwei verschiedene Punkte, d. h., es gilt: (4) ¢ A (T, A, &).

Es sei dem Leser iiberlassen, die durch Kombination der Definition von #'(7", X, &)
und &(J, A, &) mit den in diesem Abschnitt behandelten Prinzipien entstehende
Definition der Mengen S, A, &) und &7, A , &) explizit aufzustellen.

Es liegt nahe, aus der Voraussetzung, dal die Dinge der Sorte X endliche Mengen
von Dingen der Sorte x sind, noch weitere Folgerungen fiir die Entscheidbarkeit und
Konstruierbarkeit zu ziehen. Daher nehmen wir noch eine Diskussion gewisser
Varianten der hier angegebenen Definition der Ausdrucksmengen J¢° oI, A, E)und
E T, A, &) vor.

Mit X;, X; sind auch X; v X;, X; n X; und X; \ X; endliche Mengen von Dingen
der Sorte x und in der Regel als aus X;, X; konstruierbar anzusehen. Daher kdnnte
man die Definition von X"}, (7, o, &) mit einiger Berechtigung durch die Regeln

(5) ANX;AX;VXAxxeX ox€eXvxeX)eEXNL(T, A, 6E),
(6) AXiANX;VXAxEEeEX ox€XGAxEX)EXNL(T, X, E),
(7) AXiNX;VXAx(x€EX ox€Xinax¢X)eXL(T,H,8)

erweitern. (), (6), (7) kann man jedoch im Bedarfsfall auch dadurch erreichen, daf3
man die entsprechenden mengentheoretischen Operationen bzw. die zu ihnen ge-
horigen BEE in das System o¢” aufnimmt. Ist die Rahmentheorie J eine axiomatische
Mengenlehre oder enthilt sie eine solche als Teiltheorie, so sind neben u, n, \ auch
das kartesische Produkt, die Potenzmengenoperation und andere Operationen (die
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insbesondere nicht ausdem Bereich der endlichen Mengen herausfiihren) als konstruk-
tiv anzusehen. Dies zu prizisieren und auszufiihren muf einer als konstruktive Teil-
theorie aufgefaften konstruktiven Mengenlehre vorbehalten bleiben.

Will man die Elementrelation zwischen Dingen der Sorte x und endlichen Mengen
X von Dingen dieser Sorte als entscheidbar ansehen, so kann dies durch die Aufnahme
des Ausdrucks x € X in & erreicht werden. Es sprechen jedoch gute Griinde dagegen,
diese Relation ein fiir allemal als entscheidbar einzustufen, d. h. die Definition von
EeT, A, &) durch die Regel

;»Alle Ausdriicke der Form x € X gehéren zu 6% (7, A &)

abzuindern. Dazu zeigen wir,dall x € X € §%,(J, A, &) genau dann gilt, wenn
X; =X; € 6L (T, A, ). Ist die Identitdt im Bereich der x-Dinge entscheidbar, so
ist es laut Definition von &, auch V x;(x; € X A X; = x), was offenbar gleich-
bedeutend mit x € X ist. Umgekehrt ist mit ,,€* auch ,,=*‘ entscheidbar wegen der
Gleichwertigkeit von x; = x; und x; € {X;}. Zwischen der (in manchen Zusammen-
héngen anfechtbaren) Entscheidbarkeit der Identitdt und der in unserer Definition
ein fiir allemal postulierten Entscheidbarkeit von Vx(x € X A H(x, y)) besteht vom
Standpunkt der konstruktiven Mathematik ein wesentlicher Unterschied: In vielen
Bereichen der Mathematik werden Dinge recht abstrakter Art durch Repréisentanten
konkreterer Natur gegeben, z. B. reelle Zahlen durch eine algorithmische Vorschrift
zur Produktion beliebig genauer rationaler Naherungswerte bzw. zur Produktion der
unendlichen Folge der Dezimalstellen. Ist nun H(x) eine auf solche Algorithmen an-
wendbare entscheidbare Eigenschaft von reellen Zahlen und sind endlich viele reelle
Zahlen X durch je einen Algorithmus gegeben, so kann man sehr wohl diejenige
Teilmenge von X bestimmen, auf die H(x) zutrifft. Entscheidbarkeit der Identitit
wiirde jedoch bedeuten, daB man von zwei durch ihre Dezimalstellenentwicklung ge-
gebenen reellen Zahlen feststellen kann, ob sie gleich sind. Durch endlich langes Ver-
gleichen der nach und nach berechneten Dezimalstellen beider Zahlen kann man
jedoch nur deren eventuelle Verschiedenheit feststellen.

8.6. Konstruktionen mit Hilfselementen

Besteht ein System von gegebenen Stiicken aus héchstens einem Punkt p, endlich
vielen Geraden und endlich vielen Kreisen, die sich paarweise nicht schneiden (aufler
daB eventuell gewisse der Geraden den Punkt p gemeinsam haben), so sind mit
Zirkel und Lineal im bisher definierten Sinne tiberhaupt keine neuen Stiicke konstruier-
bar, da die Anwendung von Schnittoperationen nach Voraussetzung héchstens den
bereits gegebenen Punkt p liefert, die Anwendung von Z oder L aber mindestens zwei
verschiedene Punkte voraussetzt. Insbesondere sind also mit Zirkel und Linealim
bisher betrachteten Sinn folgende Aufgaben nicht 16sbar (falls keine Stiicke auler den

4
KXY
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ausdriicklich genannten gegeben sind):

— Konstruktion des Mittelpunktes eines gegebenen Kreises,
— Fillen des Lotes von einem Punkt auf eine Gerade,
— Errichten des Lotes in einem Punkt einer Geraden,

— Halbieren des gegebenen Winkels bzw. der Winkel, die durch ein Paar von sich
schneidenden Geraden gegeben sind,

— Konstruktion der Potenzgeraden zweier sich nicht schneidender Kreise

usw. In diesem Abschnitt setzen wir voraus,dafl der Bestandteil 2¢" einer konstruk-
tiven Teiltheorie (7, o, &) auller.gewissen BEE eventuell gewisse in 7" giiltige nicht-
eindeutige BE enthélt. Diese Annahme iiber ¢ wirkt sich auf keine der Definitionen fiir
HoT, H,E), ET , A, E) KT, H, &) usw. aus. Ax(H'(x) > V YH"(x, ¥)) € o
interpretieren wir wie folgt: Zu jedem System & von gegebenen oder schon konstruier-
ten Stiicken, das der Voraussetzung A’ () geniigt, darf ein beliebiges S{(’stem y von Hilfs-
elementen gewéhlt werden, so da8 H' (a, ) gilt. Dabei ist jedoch y selbst nicht als
mogliches Resultat einer Konstruktion anzusehen. Vielmehr definieren wir induktiv
die Menge ", A", &) der durch elementare Konstruktion mit Hilfselementen konstruk-
tiv beweisbaren BE:

(1a) Ist x eine der Variablen X und y etne Variable gleicher Sorte, die nicht in x

vorkommdt, so st
/\X(X:X—>Vyy=x) E%g(y,f,g).

(1b)  Ist Ax(H'(x) > VIlyH"(x,y)) € A, so sei
Ax(H'(x) >V yH"(x,y)) € XNT, A, &).

(1c) HAMNT, A, &) sei beziiglich Verkettung und Verzweigung an Elementen von &*

abgeschlossen. |
(Aus (la—c) folgt A (T, H, &) S ANT, A, £).)

(1d) Ist A xx,(H{(X, %) > V YH{(X, X3, ¥)) € H5(T, A, &), (*)
A x(Hy(x5) — V Y. HY (%o, ¥2)) € A (Hilfselementoperation!)

X X, X <Y, und
A x(H'(x) > Hy(%y) A A Yo(HY (%, ¥2) = H{(X, %) A A ya (HY (%, %, Y)
- H"(x,y)) € 7,
s0 18t
Ax(H'(x) -V YH"(x,Y)) € XNT, A, &).
Dem neuen Erzeugungsprinzip (1d) fiir konstruktiv beweisbare BE entspricht die

Erweiterung des Formalismus der uniformen FluBdiagramme dadurch, dafl einem
FluBdiagramm &, das die Aufgabe (*) 16st, unter den in (1d) formulierten Voraus-
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setzungen ein Arbeitsknoten der Form

\j
(2) yo = ezHY (X,, 2)
\

vorgeschaltet werden darf, wobei ezH(z) zu lesen ist: ein gewisses (beliebiges) System
z mit der Eigenschaft H(z).

Die durch (1d) vorgenommene Prézisierung der Verwendung von Hilfselementen ist
in folgendem Sinne allgemeiner als die traditionell iibliche Benutzung von Hilfs-
elementen bei geometrischen Konstruktionen: Wahlt man zu dem Teilsystem a, des,
Systemsa der gegebenen oder schon konstruierten Stiicke statt g, ein anderes System
z, von Hilfselementen, die ebenfalls der Bedingung HY (,, 2,) geniigen, so ist das aus
2 und dem entsprechenden Teilsystem von z, erhaltene Endresultat der Konstruktion
(*) im allgemeinen von dem aus @ und @, gewonnenen Resultat verschieden. Es ist
lediglich gefordert, daB beide Endresultate zu  in der Beziehung H'' (@, y) stehen,
und nur in dem Sinn, daB in dieser Beziehung die bei der Konstruktion benutzten
Hilfselemente nicht vorkommen, ist das Resultat der Konstruktion von den benutzten
Hilfselementen unabhéngig. Eine solche Verwendung von Hilfselementen ist — wie
das folgende Beispiel erhirten wird — vom Standpunkt des konstruktiven Beweisens
von BE sinnvoll. Sie hat natiirlich zur Folge, dal verallgemeinerte uniforme FluB-
diagramme, die Arbeitsknoten der Form (2) enthalten, im allgemeinen nicht als
Darstellung einer partiellen Operation sondern nur noch'als formalisierte Darstellung
eines — in unserem Sinne konstruktiven — Existenzbeweises gedeutet werden konnen.
Die Verwendung von Hilfselementen im iiblichen engeren Sinn ergibt sich wie folgt:
Gilt fiir die mit Hilfselementen geloste Konstruktionsaufgabe A X(H’(x) - VyH"'(x, y))
€ AMNT, A, &) in T: A x(H'(x) > VIIyH"(x, y)), so sind alle zu gegebenem x
unter Benutzung irgendwelcher Hilfselemente konstruierten y gleich, falls sie die
Bedingung H''(x, y) erfiillen, d. h., in diesem Fall stellt auch das verallgemeinerte
uniforme FluBdiagramm wieder eine partielle Operation dar.

Im allgemeinen Fall kann das durch die in (1d) formulierte Konstruktion erhaltene
Objektsystem y nur als eyH''(z, y), d. h. ein gewisses y mit der gewiinschten Eigen-
schaft bezeichnet werden. Es ist leicht, zu beweisen, daB die Benutzung solcher
,,;nichtdeterminierter Konstruktionen als neue Hilfselementoperationen, d. h. die
Ersetzung der Voraussetzung \

A Xz(H;(Xz) — V y.Hy (%, Y2)) S 2
in (1d) durch

A X5(Hy(Xe) = V ¥ HY (X, Y2)) EANT , A, &)
den Bereich £ %, A, &) der mit Hilfselementen konstruktiv beweisbaren BE nicht
erweitert. |

Beispiel. Es sei 7 die Theorie der platonischen Ebenen, #  enthalte die zu den
Instrumenten L, Z, S,, S,, S; gehérigen BEE und als zuléssige Wahlopepation von
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Hilfselementen

(3) A g1V P1P2(P1 € 81 A P2 € g1 A P1 =+ Pa)-
& sei beliebig, etwa & = 0. Nach der Bemerkung zu Beginn dieses Abschnitts ist

ANgipsPségi—Vgps€grgl gd A (T, X,E).

Aus dem bereits in Abschnitt 8.1, Beispiel 3, angegebenen Unterprogramm I ergibt
sich jedoch

(4) A gip1PPa(P1 €1 AP €ECADL =D AP3 € 8
>VgPs€EBAE L &) EH (T, H,8) S AT, X, 6).

Unter der Voraussetzung p, ¢ g, erfiillen (3) und (4) die Voraussetzungen von (1d),
daher gilt:

(5) A gips(Ps § 81— VE(ps €EgAg L &) € AT, A, 6).

Die entsprechende Konstruktion wird durch das FluBdiagramm

g, Ps (P3¢ 1)
}

P1, P2 = €P), P2(P} € 81 A P; € 82 A P} = P3)
+

ky = Z(p1; P1, Ps)

ky = Z(pz; P2s Ps)

P, = S3(k1, kz)

g = L(P,, Py)

y
g

beschrieben.

Da inJ gilt: A gip; V!! g(p; € g A g L g1), ist die erhaltene Gerade g unabhéingig
von der Wahl der Hilfspunkte p,, p,. Das angegebene FluBdiagramm stellt daher —
trotz vorkommender Hilfselementoperation — eine Operation dar, ndmlich Lot(p;, g;).

Nun wollen wir annehmen, es sei lediglich konstruktiv zu beweisen:

(6) ANgtVegeg 1l g.

Dazu benotigen wir auller (3) € A noch

(7) ANgiVpspsg €.
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Aus (5) und (7) folgt laut (1d) !
6 € AUT, A, E).
Das zugehorige Fludiagramm hat die Form

g1
\J

(8) P1 = £p(p ¢ g1)
1)

R | CR

Es stellt schematisch einen im Sinne von (9, ", &) konstruktiven Existenzbeweis,
jedoch keine Operation dar. Man bemerke, dafl die beiden vorkommenden Hilfs-
elementoperationen (3) bzw. (7) den Inzidenzaxiomen I3 bzw. I1 (vgl. Abschnitt 5.2)
entsprechen, die die Form von nichteindeutigen BE haben, wihrend die iibrigen
vorkommenden Operationen Z, L, S; bei geeigneter Wahl eines Axiomensystems
unmittelbar Axiomen von BEE-Form entsprechen. (8) ist also primir tatsdchlich
die Kurzschrift eines unter Benutzung der Axiome gefiihrten Existenzbeweises. Die
zusitzliche Bedeutung einer Konstruktionsbeschreibung erhélt (8) erst in bezug auf
die angenommene Effektivitdt von 2. Der durch (8) fiir (6) € (T, o, &) gefiihrte
Beweis berechtigt dazu, bei weiteren Konstruktionen (bzw. konstruktiven Beweisen)
den Knoten

v
ge=egle
v —

zu verwenden.

Ein besonderer Fall von Konstruktionen mit (hier unbewufit benutzten) Hilfs-
elementen sind die in der Schule geiibten Dreieckskonstruktionen. Dies sei am Beispiel
der Konstruktion eines Dreiecks aus drei gegebenen Seiten erldutert. Es bezeichne
H'(py, ..., pg) den Ausdruck

P1P2 < P3Pz -+ PsPs A PsPs < P5sPs + P1P2 A PsPe < P1P2 + PsPas
H"'(py, «-+» Pé> Pas Po» Pe) den Ausdruck

PaPy == PsPe A PaPe =2 P3Pa A PoPe =2 P1Pe-
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Sind nun die drei Seiten a, b, ¢ eines Dreiecks in Gestalt reprisentierender Strecken
@ = PPy b = D,P,, ¢ == D,P, vorgegeben, so bedeutet die Konstruktion des ent-
sprechenden Dreiecks mit Zirkel und Lineal den konstruktiven Beweis der BE

9) A P1P2P3PsPsPs(H' (1, - -+, Ps)
— V paPsPH" (D1, +++» Pés Pas Pos Po))s

d. h. die Angabe eines uniformen FluBdiagramms §, so daf} fiir alle p,, ..., ps mit
H'(py, ..., ps) das Resultat F(py,...,p) existiert und H''(py, ..., D F®1, - .-, Pe))
erfiillt. Da ein Dreieck durch Angabe dreier Seitenldngen (die den Dreiecksungleichun-
gen geniigen) noch nicht eindeutig bestimmt ist bzw. nur in dem Sinn eindeutig be-
stimmt ist, da je zwei solcher Dreiecke einander kongruent sind, sind die gegebenen
Stiicke zunéichst durch Angabe der gewiinschten Lage des Dreiecks zu erginzen,
wodurch das Resultat der Konstruktion eindeutig wird. Da je zwei Dreiecke, die
man durch verschiedene Lagevorschriften erhélt, der Bedingung H'’ geniigen, in der
die Lagevorschriften nicht mehr vorkommen, spielen diese die Rolle von Hilfselemen-
ten beim konstruktiven Beweis der nichteindeutigen BE (9). Die vollstindige Losung
der Aufgabe (9) sieht demnach so aus: Das FluBdiagramm

P15 -+ > Pe> Pr> Ps> Po(H'(P1» -++» Ps) A Py» Ps» Py nicht kollinear)
\

Pa = P2
g1 = L(p'h Ps)
ky = Z(p+; Ps»> Ps)
P; = Sy(ky, g1)
F1: | py = p(p € Py A p € Strahl(p,, py))
ky = Z(py; P1> P2)
k; = Z(p45 Ps> Ps)
Py = Ss-..(kza ks)
P. = tp(p € P, A p € Halbebene(g,, p,))

S
Pa’ Po Pc

wird durch die BEE

" A py -+ Po((H'P1, +--» Ps) A Py, Ps, Py nicht kollinear
— V1! pepspe(H" (P15 - ++» Pes Pas Pos Pe) A Po = Pa
A Py € Strahl(p,, ps) A P, € Halbebene(py, Ps; Po)))

beschrieben, 16st demnach die durch die zugehérige BE gegebene Konstruktionsauf-
gabe. Gilt die Wahl dreier nicht kollinearer Punkte p,, ps, py als zuldssige Hilfs-
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elementoperation, so ist laut (1d) die BE (9) durch Konstruktion mit Hilfselementen
beweisbar. Das entsprechende uniforme FluBdiagramm hat die Gestalt

P15 <+; Pe (H,(ph seey pﬁ))
v

P Pss Po = ¢€p, PP (p’,p”, p’"’ nicht kollinear)
+
81

3
Pa> bb’ Pe

Esist klar, daB alle Aufgaben, ,,irgendwo in der Ebene‘ eine Figur mit vorgeschriebe-
nen Maflen zu konstruieren, analog zu behandeln sind.

Die Definition von &7, A", &) entsteht aus der Definition von&,(J, £, &), indem
mandort X (7, A, &) durch HMT, H, &) ersetzt. Es gilt : Verzweigung an Elementen
von £M(T, A, &) (statt nur von &*) fithrt nicht aus #*(T", o, &) heraus. Der Beweis
ist dem Beweis des entsprechenden Satzes in Abschnitt 8.3 analog.

g — = X

/
i
/

A He
In n
n \m
X, = X
RN Q
ol = 73" Avb. 28

Indem man die jeweiligen Erzeugungsprinzipien kombiniert, erhilt man durch
simultane Definition die Mengen

AMNT, A, &) und EMNT, A, &),
HMT, A, &) und EMNT, XA, &),
HMWT, A, &) und EMNT, A, &).

Abb. 28 veranschaulicht die Inklusionsbeziehungen im Bereich der BE-Mengen einer
konstruktiven Teiltheorie.

12 Schreiber, Konstruktionen
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8.7. Lésungen von Konstruktionsaufgaben, Aquiilalenz von konstruk-
tiven Teiltheorien, Instrumentensitzen und Figuren

Ist 7 eine axiomatische Theorie, (J, X, &) eine konstruktive Teiltheorie von I~
und H eine in der 7 -Sprache formulierte BE:

(1) A x(H'(x) - V yH"(x, ¥)),

so bezeichnen wir einen Beweis fiir H € o ,(7, X, &) als eine elementare Losung der
Konstruktionsaufgabe (7, A", &, H) (vgl. Abschnitt 8.1). Ein solcher Beweis kann ent-
weder durch Angabe eines zyklenfreien uniformen FluBdiagramms { iiber (7, £ ,&)
und Beweis, dal (@) fiir alle ® mit H'(a) existiert und H ”(w, c{y(ar:)) geniigt, oder
unter Benutzung der induktiven Definition von £ (7, A, &) gefiihrt werden, indem
man z. B. zeigt, dal H durch Verkettung oder Verzweigung aus BE H;, H, entsteht,
von denen schon H,jy € A ,(J, A, &) bekannt ist. Auf Grund der Sétze 2 und 3 (Ab-
schnitt 8.2) sind beide Methoden gleichwertig. IThre Grundziige sind schon in der
schulméfigen Behandlung geometrischer Konstruktionsaufgaben vorgezeichnet:
Manche Aufgaben werden dadurch geldst, dafl man unmittelbar angibt, in welcher
Reihenfolge die zuldssigen Einzelschritte miteinander zu verkniipfen sind, andere
dadurch, dafl man sie auf bereits geloste Konstruktionsaufgaben zuriickfiihrt.

Einen Beweis fiir H € (7", A, &) bezeichnen wir als eine Losung der Konstruktions-
aufgabe (7, A, &, H). Er kann nach Abschnitt 8.4 entweder durch Angabe eines (im
allgemeinen nicht zyklenfreien) uniformen FluBdiagramms § iiber (77, 4", &) und den
Nachweis, daB () fiir alle 2 mit H’(a) existiert und H ”(w, %(w)) erfiillt, .oder durch
Benutzung der induktiven Definition von %' (", , &) gefiihrt werden. (7, X, &)
S A (T, A, &) bedeutet: Jede elementare Losung der Konstruktionsaufgabe
(7, A, &, H) ist eine Losung dieser Aufgabe. Einen Beweis fiir H € X4, (7, X, &)
bezeichnen wir als eine (elementare) Lisung mit konstruktiver Auswahl, einen Beweis fiir
He At (T,F,6) als eine (elementare) Losunng mit Hilfselementen, einen Beweis fiir
H e AT, A, &) als eine (elementare) Losung mit konstruktiver Auswahl und
Hilfselementen.

Zwei konstruktive Teiltheorien (7, X'y, &,), (7, H 'y, &) der gleichen Rahmen-
theorie 7 heilen elementar dquivalent (symbolisch’: (T, A1, 1) = (T, K, o@z)), wenn
H (T, H1, 1) = H (T, A,y &,) ist. Entsprechend heillen (77, oA, &;) und
(T, Ay, &) dquivalent, (elementar) a-dquivalent bzw. h-dquivalent bzw. ah-dquivalent
(symbolisc ~, (% , (% , (_ez’;) wenn (T, H 1, &1) = H T, H 5, E;)bzw. (T, H 1, E))
= A (T, H 3, &) usw. Ferner heilen (7, X', &1)und (T, Ay, &) stark dquivalent,
wenn alle oben definierten Aquivalenzen bestehen.

Die so definierten Aquivalenzrelationen im Bereich der konstruktiven Teiltheorien
einer gemeinsamen Rahmentheorie 7 sind vom Standpunkt einer allgemeinen Theorie
der konstruktiven Teiltheorien naheliegend und bewéhren sich u. a. beim Studium
der Aquivalenz von Grundoperationen in der Theorie der rekursiven (Wort-)Funk-
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tionen. Sie sind jedoch fiir die Wertung der vorliegenden Einzelresultate der klassi-
schen Theorie der geometrischen Konstruktionen von geringem Nutzen, da kaum
zwei der von dieser Theorie bisher untersuchten Instrumentensitze (nach sinnvoller
Erginzung durch Systeme von zulissigen Priifrelationen) in einer der genannten
Aquivalenzrelationen stehen. Vielmehr sagen die meisten klassischen Sitze (Mong-
MASCHERONI, PONCELET-STEINER, ADLER usw.) bei genauer Formulierung nur unter
komplizierten Zusatzvoraussetzungen etwas iiber die Gleichwertigkeit von Instru-
mentensitzen aus. Dabei kann man folgende Félle unterscheiden:

a) Zu jeder Operation bzw. Hilfsoperation aus &, existiert ein diese Operation dar-
stellendes Geradeausprogramm mit Arbeitsknoten aus J¢°, und umgekehrt. Dann ist

AT, H 1, &) = ANT, Ky, &) und ANT, Ky, &) = AMT, Ay, &)

fiir jedes System & von Priifrelationen, insbesondere fiir & = @. Im Fall a) nennen
wir die Instrumentensétze ¢, und ¢, unbedingt dquivalent.

b) Es gibt Systeme &,, &, von Priifrelationen, so daf
fah(g‘, fl,g’l) = %‘ah(ﬁ"’ 9{2:5’2) Oder J[ah(y’ xl’gl) = %’ah(y,‘%‘z’gz)

ist. Im ersten Fall nennen wir &'y und ¢, dquivalent,im zweiten Fall elementar dquiva-
lent. Natiirlich ist eine Aufspaltung in weitere Fille nach dem Muster der-Aquivalenz
von konstruktiven Teiltheorien mdoglich, je nachdem, ob sogar fiir gewisse &, &,

fa(y,fl,gl)=3{‘a(y,f2,g2)

gilt. usw. Von wirklicher Bedeutung im Bereich der Geometrie diirfte jedoch nur die
Unterscheidung von elementarer und nichtelementarer Aquivalenz sein. Aquivalenz
zweier Instrumentensétze 'y, &', ist dadurch nachzuweisen, dafl man zu jedem
Miement von o , ein die entsprechende Operation oder Hilfsoperation darstellendes
uniformes FluBdiagramm mit Arbeitsknoten aus ", angibt und umgekehrt. (Der
Nachweis elementarer Aquivalenz erfordert schirfer die Angabe entsprechender
zyklenfreier FluBdiagramme.) Ist dabei &; das endliche System der insgesamt zur
Darstellung von &, benutzten Priifrelationen und &, das System der insgesamt zur
Darstellung von J¢°; benutzten Priifrelationen, so ist im allgemeinen noch nicht
HMT, H 1, 1) = HMT, Ay, &), da nicht notwendig jede Priifrelation aus &,
durch ein uniformes FluBdiagramm iiber (J¢,, &,) darstellbar ist (bzw. umgekehrt).-

Es ist aber dann trivialerweise
HNT s H 1, 610 E,) = Ji’(e)(J H g, 61 U &),
d. h., o, und X, sind (elementar) dquivalent.

¢) In der klassischen Theorie der geometrischen Konstruktionen tritt hiufig der
Fall auf, daB zwei Instrumentensitze nur beziiglich der Konstruierbarkeit einer oder
mehrerer Sorten von Grunddingen dquivalent sind. Der Satz von MoBR-MASCHERONI
z. B., der in der iiblichen nachldssigen Formulierung behauptet, dafl alle mit Zirkel
und Lineal 16sbaren Konstruktionsaufgaben schon mit dem Zirkel allein 16sbar sind,

12%
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kann nur so zu verstehen sein, daB alle aus gegebenen Stiicken mit Zirkel und Lineal
konstruierbaren Punkte und Kreise auch ohne Verwendung des Lineals erhalten
werden koénnen, da es unmoglich ist, mit dem Zirkel Geraden zu konstruieren. Auf-
gaben, bei denen primir eine Gerade gesucht ist, sind in diesem Zusammenhang so
umzuformulieren, dafl zwei Punkte dieser Geraden gesucht werden. Der Satz von
MoBR-MASCHERONI (und einige analoge Sitze) lassen sich auf Grund der Tatsache
beweisen, daf} der Instrumentensatz (L, Z, S,, S,, S;) folgende Eigenschaft hat:

(2) Jedes uniforme FluBdiagramm mit Arbeitsknoten auos (L, Z, S;, S,, S;),
das als Resultat keine Geraden (keine Kreise, allgemein: nur Dinge der
Sorten x;, ..., X;) liefert, ist aus endlich vielen Flufdiagrammen &, ..., &,
mit der gleichen Eigenschaft erzeugbar.

Nimmt man die den FluBdiagrammen ¥, ..., &, entsprechenden Operationen als

neuen Instrumentensatz, paft man also die loglsche Analyse des betrachteten Instru-
mentensatzes gewissermaBen dem zu beweisenden Satz an (vgl. die Definition der
Kreuzoperation K in Abschnitt 7.2), so hat man die Betrachtung von Geraden (all-
gemein: Dingen der Sorten Xy, ...) eliminiert und den Fall ¢) auf den allgemeinen
Fall zuriickgefiihrt. Es lassen sich jedoch leicht Beispiele (nicht notwendig geometri-
scher Art) konstruieren, in denen die fiir die Anwendung dieser Beweismethode nétige
Voraussetzung (2) nicht erfiillt ist.

d) In vielen Sitzen der klassischen Theorie der geometrischen Konstruktionen
wird die Gleichwertigkeit von Instrumentensédtzen nur unter der Voraussetzung be-
hauptet, daB die gegebenen Stiicke gewisse Bedingungen erfiillen: Ist H(z) ein Aus-
druck der betrachteten Sprache so sei, //le die Menge derjenigen BE A x(H’(x)
-V yH" (x, y)) aus deren Voraussetzung H'(x) in J H(z) folgt, d. h. fir diez < x
und A X(H’ (x) = H(z)) €7 gilt. (7,H 1, &) und (7, Ay, &) heillen (bezuglwk
H(z)) bedingt (elementar) dquivalent, wenn

HNT s K1, 61) 0 Mgy = H YT, Ko, 62) U My,

H(z)

Die Ubertragung der so definierten bedingten Aquivalenz von konstruktiven Teil-
theorien auf Instrumentensitze kann nun nach dem Muster von a) oder b) erfolgen.

Wir zeigen an einem Beispiel, wie der Begriff der bedingten Aquivalenz aus der
Formulierung entsprechender Sitze eliminiert werden kann, wobei sich allerdings
deren Sinn geringfiigig dndert.

Satz von PONCELET-STEINER. Befinden sich unter den gegebenen Stiicken etn Kreis
und sein Mittelpunkt, so sind alle mit Zirkel und Lineal konstruierbaren Punkte und
Geraden schon mit dem Lineal allein konstruierbar.

Mit anderen Worten: Die Instrumentensitze (L, Z, S;, Sy, S3) und (L, S;, Sz, S5)b)
sind beziiglich der Konstrm’erbarkez’t von Punkten und Geraden bedingt dquivalent.

1) Dabei wird, S; hochstens benutzt, um die Schnittpunkte gegebener Kreise zu bestimmen.
Sieht man solche Punkte als von vornherein gegeben an, so ist die bedingte Aquivalenz von
(L, Z, S,, Sy, S;) und (L, S;, S,) behauptet.
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Fiihrt man in die Sprache Konstanten k,, p, zur Bezeichnung des gegebenen Kreises
und seines Mittelpunktes ein und ergénzt die benutzten Axiome (der platonischen
Ebenen) durch das Axiom p, = M(k,), so werden folgende Operationen definierbar:

S3(g) := S,(ky, g), falls g schneidet k,,
L*(p) := L(p, po), falls p = po.

Bei den Poncelet-Steinerschen Konstruktionen mit dem Lineal allein unter Be-
nutzung von k, und p, wird S, nur benutzt, um gegebene oder schon konstruierte
Geraden mit k, zu schneiden, kann also durch Sj ersetzt werden. Ersetzt man
ferner in den Konstruktionen jeden Arbeitsknoten der Form p; = L(p;, po) durch
p; = L*(p;), so wird durch das Axiom p, = M(k,) gesichert, daf sich die Konstruk-
tionen nicht &ndern. Demnach kann man dem Satz von PONCELET-STEINER folgende
Form geben:

In einer platonischen Ebene mit py, ky, 1n der py = M (k) gilt, sind alle aus gegebenen
Punlkten und Geraden mit Zirkel und Lineal (d. k. mit (L, Z, 8,, Sy, S3)) konstruier-
baren Punkte und Geraden auch mit dem Instrumentensatz (L, L*, 8,, S%, S3) kon-
struzerbar.

In Wahrheit ist der urspriingliche Satz von PONCELET-STEINER nur noch ein
Spezialfall des neuen Satzes: Sind (eventuell zusétzlich zu den Ausgangsstiicken der
betrachteten Aufgabe) ein Kreis k, und sein Mittelpunkt p, gegeben, so sind die
Operationen L* und 8} mittels eines gewohnlichen (idealen) Lineals realisierbar,
d. h., ko und p, werden primér nicht als gegebene Stiicke, sondern als Bestandteil der
Realisierung der abstrakten Instrumente aufgefaft. Der neue Satz umfaflt aber auch
alle Moglichkeiten, die Operationen L* und S5 zu realisieren, ohne daf} ein Kreis ge-
zeichnet vorliegt. Hierunter fallen insbesondere — wie in Abschnitt 13.1 ausgefiihrt
werden wird — die Sitze von ADLER, wonach alle mit Zirkel und Lineal konstruier-
baren Punkte und Geraden auch mit dem normierten oder dem Parallel- oder dem
Winkellineal allein konstruiert werden kdnnen.

Ubrigens sind die Instrumentensitze (L, Z, S;, S,, S;) und (L, L*, S,, S¥, S,) nicht
etwa dquivalent. L* und S} sind durch die in ihre Definition eingehenden Konstanten
beschrankte Instrumente, bei deren Verwendung in der Regel die Konstanten die
konstruierbaren Stiicke beeinflussen (vgl. die Abschnitte 7.2 und 9.3). Sind z. B.
D1, P2 gegeben, so dall p,, Py, p. nicht kollinear sind und p, mit Zirkel und Lineal
nicht aus p,, p, konstruierbar ist, so ist aber p, = Sy(L*(py), L*(p,)).

Im Bereich der geometrischen Anwendungen der Theorie der konstruktiven Teil-
theorien werden wir ein Paar der Form (x, H' (x)) eine Figur nennen. Zeichnet man
zur Veranschaulichung der Voraussetzungen einer Konstruktionsaufgabe eine ,,Figur*
im umgangssprachlichen Sinn, so sollen die gezeichneten Stiicke &, die die gegebenen
Stiicke modellieren, die Voraussetzungen H'(x) der betrachteten Konstruktionsauf-
gabe erfiillen, jedoch moglichst keine weiteren Eigenschaften haben, da sonst die
Gefahr besteht, dall man auch diese unbewuBt zur Losung der Konstruktionsaufgabe
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heranzieht. Unsere Definition des Begriffs Figur ist also der Inbegriff dessen, was
mit ,,Figuren‘ bezweckt, jedoch nie streng erreicht wird.

Es sei X = x; -+ X,. Die Figur (x, H'(x)) heilt beziiglich (7, &', &) (elementar) ab-
geschlossen, wenn fiir jedes H”(x,y) mit der Eigenschaft A x(H'(x) -V yH"'(x, ¥))
€ Xy (T, A, &) fiir gewisse 1, ...,t, = nin I gilt:

Axy(H'(x) A\H'(X,¥) > ¥ = X;, ..., X;,).

Analog ist (elementare) a-, h-, ah-Abgeschlossenheit zu definieren. Offenbar folgt
~aus der ah-Abgeschlossenheit einer Figur jede andere Art von Abgeschlossenheit
dieser Figur. Zu Beginn von Abschnitt 8.6 wurden Beispiele von Figuren genannt,
die beziiglich Zirkel und Lineal a-abgeschlossen, also erst recht abgeschlossen und
elementar abgeschlossen sind. Das in Abschnitt 8.6 behandelte Beispiel einer Kon-
struktion mit Hilfselementen bedeutet jetzt: Die Figur (g;, ps, ps § g1) ist beziiglich
der dort genannten konstruktiven Teiltheorie der Theorie der platonischen Ebenen
nicht elementar ah-abgeschlossen, also erst recht nicht ah-abgeschlossen.

Es sei A x(H'(x) > VIIYH'(x, ¥)) € . Besziiglich einer konstruktiven Teiltheorie
(T, A ,&) heilt yH' (X, ¥) aus der Figur (x, H (x)) konstruierbar (elementar konstruierbar,
mat Hilfselementen konstruierbar usw.), wenn A x(H’ (x)— VyH"(x, y)) EX (T, X, &),
d. h. wenn aus ® mit H'(®) «@H" (2, y) durch ein uniformes Flufidiagramm iiber
(7, A, &) erhalten werden kann. Aus der Definition folgt unmittelbar,dafl aus einer
abgeschlossenen Figur (x, H' (x)) nichts aufler den Komponenten von x konstruierbar
ist. Daf} die Umkehrung nicht gilt, zeigt das in Abschnitt 8.6. behandelte Beispiel der
Konstruktion einer zu g; senkrechten Geraden aus g; allein unter Benutzung von
Hilfselementen. Sie bedeutet, daB die Figur (g;, g, = g;) nicht h-abgeschldssen ist.
Aus einer einzelnen Geraden g, ist jedoch selbst bei Zulassung beliebiger Hilfsopera-
tionen mit keinem Instrumentensatz auler g, etwas konstruierbar, da in der euklidi-
schen Geometrie keine einstellige Geradenoperation aufler der identischen Abbildung
definierbar ist.
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91.  Algebraische Konstruktionsaufgaben

Die im vorigen Kapitel dargelegte Theorie der konstruktiven Teiltheorien versetzt
uns in die Lage, einige in Abschnitt 4.4 zwangsldufig etwas unbefriedigend gebliebene
Ausfithrungen zu prézisieren. Gleichzeitig bildet der Inhalt dieses Abschnitts ein
Beispiel fiir auBlergeometrische Anwendungen der Theorie der konstruktiven Teil-
theorien.

Es sei & eine Sprache, deren Basis mindestens die zweistelligen Operations-
symbole + und - und die Konstantensymbole 0 und 1 enthélt (auerdem eventuell
weitere Operationssymbole, Relationssymbole wie < usw.).  sei eine in % formu-
lierte Theorie, die mindestens die Koérperaxiome umfaft, auflerdem eventuell Axiome
angeordneter Korper, Axiome iiber Charakteristik, Archimedisches Axiom, Stetig-
keitsaxiom usw. In 7 gelten u. a. folgende BEE:

(1) ANxx, Vlly x, +x, =1y,

(2) ANxx, VIl yx, + vy = x,,

(3) ANxx, VIly x;, - % =y,

4) N x,Xy(%; 3= 0 — V!!y.xl -y = Xy).

(1) bzw. (3) sagen aus, daf die zu den Grundbegriffen gehoérigen Operationen Addi-
tion (+) bzw. Multiplikation (-) volle Operationen sind. Auf der Grundlage von (2)
bzw. (4) werden die beiden anderen ,,Grundrechenarten* definitorisch eingefiihrt:

Fiir beliebige x,, x, sei X, — X; := 1y X; + y = Xy,

fir beliebige x;,x, sei . Ly X; - Y = Xy, falls x; &= 0.
S|
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Die vier in jedem Korper definierbaren Operationen Addition, Subtraktion, Multi-
plikation und Division bilden demnach einen ,,algebraischen abstrakten Instrumen-
tensatz®, analog zu den in Abschnitt 7.2 betrachteten geometrischen Instrumenten-
sitzen.

Ist A ={(1), (2), (3), @)}, soist (7, A, D) eine konstruktive Teiltheorie von 7.
Thre Betrachtung bedeutet, daB die Ausfiihrung der vier Grundrechenarten in ge-
wissen Modellen von 7 als effektiv durchfiihrbar gilt. Insbesondere bedeutet effek-
tive Durchfiihrbarkeit der vier Grundrechenarten im Koordinatenkorper einer ge-
wissen Ebene, daBl man iiber Instrumente verfiigt, mit denen die geometrisch defi-
nierten Streckenoperationen ,,exakt ausgefiihrt werden kénnen. Aber z. B. auch in
dem aus unendlichen Dezimalbriichen (d. h. abzdhlbaren Ziffernfolgen) bestehenden
Modell des Korpers R der reellen Zahlen ist die Mdglichkeit, die Grundrechenarten
exakt zu definieren, nicht gleichbedeutend mit deren effektiver Ausfithrbarkeit und
diese gar nicht selbstverstéandlich.

Als Beispiele von Konstruktionsaufgaben beziiglich des durch J¢" gegebenen ab-
strakten Instrumentensatzes betrachten wir (7, ", &, H,), wobei wir & zunichst
offen lassen und H,, fiir n = 1, 2, 3, ... folgende BE ist:

Ay o Dyagy gy o+ B -+ Bgu(Det(a) & 0>V x, - X,
(a'llxl + et aXy = by A e AayXEy oo - g Xy = bn));

d. h., es ist die Losbarkeit eines beliebigen linearen Gleichungssystems mit n Glei-
chungen und » Unbekannten unter der Voraussetzung von O verschiedener Deter-
minante in dem Sinne konstruktiv zu beweisen, daB ein uniformes Flufdiagramm
iiber (7, A, &) angegeben wird, das in Abhéngigkeit von den Koeffizienten a;, und
b; eine Losung liefert. Diese Aufgabe wird bekanntlich durch den GauBschen Algo-
rithmus geldst. Ebenso bekannt ist, daf in diesem Algorithmus wiederholt gepriift
werden muB, ob gewisse im Lauf der Rechnung entstandene neue Koeffizienten von 0
verschieden sind, d. h., der fiir festes n zyklenfrei formulierbare GauBsche Algorithmus
liefert H, € A (T, A, {x = 0}), jedoch nicht H, € A (T, o4, ). Er ist also nur in
solchen Modellen der K érpertheorie effektiv, in denen fiir beliebige Elemente entscheid-
bar ist, ob sie gleich 0 sind. Fiir den Koordinatenkérper einer (Zeichen-)ebene bedeutet
das die Entscheidbarkeit, ob zwei beliebige Punkte gleich sind oder nicht.

Wir setzen nun voraus, dal J mindestens die Axiome eines angeordneten Korpers
umfaflt und daB in J die BEE

(5) Ax(z = 0> Vily(y = 04y =x))

gilt. Auf dieser Grundlage kann dann die partielle Operation J  durch

]/x =y(y = 0Ay? =x), falls x = 0,



. 9. Algebraische Analyse 185

definiert werden. Ist 2" = {(1), ..., (5)}, & = {x = 0} und H die BE
Ap q(p?>4q—>V 5 %(x2 + px; + g = 0A XE + pX, + q =04 X, < X1)),
so ist die Konstruktionsaufgabe (7, o, &, H) durch elementare Konstruktion 16s-

2
bar, d. h. H € A (J, A, &). Die Losungsformel x,,, = ——-g 4 I/PZ — q ist ndmlich

nichts anderes als eine Kurzfassung eines uniformen FluBdiagramms iiber (7, ), &):

p; q (p? > 4q)

O=p—p

(6) X5 - X4 —l— 1

X¢e =Pp-p
Xe
X7 _—
Xs
X8 =X7_(l
X9 —]/xs
p
X109 = —
X3

X; = X + X
Xy == X31 — X9
Xi’ x2

Das Resultat ist freilich ,,interessant‘ nur fiir solche Modelle von .7, in denen die
Operation }  im gleichen MaBe effektiv ist wie die vier Grundrechenarten. Dies ist
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z. B. bei einer Interpretation der Korperelemente durch Streckenlingen einer (als
platonisch vordusgesetzten) Zeichenebene der Fall, da man mit Zirkel und Lineal
dort alle fiinf notwendigen Grundoperationen ausfiihren kann. Die Aufnahme von ]/_
in den abstrakten Instrumentensatz kann aber auch dadurch motiviert sein, da man
als reales Konstruktionsinstrument eine als hinreichend genau angesehene numerische

Tabelle fiir ]/:v zur Verfiigung hat. Ist dies nicht der Fall muf} man also zur Berech-

nung von l/—- — g Néherungsverfahren anwenden, kdnnte man diese gleich auf die

zu 16sende Gleichung ansetzen, und der Nutzen des Losungsalgorlthmus (6) wird in
Frage gestellt.

Ist nun 7 die kategorische Theorie der komplexen Zahlen, so gilt fiir » = 2, daB
es zu x &= 0 genau n verschiedene y mit y* = « gibt. Da von diesen kein Wert vor
den anderen ausgezeichnet ist, ist es sinnvoll, die Sprache der Theorie der komplexen
Zahlen durch Variablen X; fiir endliche-Mengen von komplexen Zahlen zu bereichern
und (analog zur logischen Analyse mehrdeutiger geometrischer Konstruktions-
instrumente S,, S3, P1¢ usw.) auf Grund der in 7 giiltigen BEE

(7Tn) AV XAy yEXeyr=Xx) (n=234,...)

1]l/— durch i/; := {y:y" = x} zu definieren. Ist
Ky ={(1); 000, B), (7,2), .0, (T, )} (n=2),

so kann nun nach dem Muster von (6) jedes Radikal als Kurzfassung eines gewissen
zyklenfreien uniformen FluBdiagramms iiber einer konstruktiven Teiltheorie (7, ),
{x = 0}) gedeutet werden, und alle Sétze der klassischen Algebra iiber die Auflésbar-
keit gewisser Typen von Gleichungen durch Radikale bestimmter Bauart lassen sich
als Losungen algebraischer Konstruktionsaufgaben interpretieren. Zum Beispiel be-
deutet der Satz von CARDANO (die simtlichen Losungen der Gleichung x3 + px
+ q = 0 befinden sich unter den maximal neun Werten des kubischen Radikals (6)
aus Abschnitt 4.4) aus der Sicht algebraischer Konstruktionsaufgaben

ApqVXAX(x€X+—x34px+4q=0)c %7, {(1),...,4),(7,2), (7,3)}, {x=0}).

Es kann némlich zunéchst die durch das Radikal (6) aus Abschnitt 4.4 dargestellte
Menge Y von komplexen Zahlen durch ein Flufdiagramm nach Art von (6) aus p, ¢
erhalten werden. Da aus z, p, ¢ stets 23 + px 4+ ¢ konstruierbar ist, ist mit x = 0?
auch x3 4 px 4 q = 0? eine entscheidbare Priifung. Das bedeutet aber, dafl man
die Loésungen der kanonischen Gleichung dritten Grades durch eine konstruktive
Auswahl aus der Menge Y erhilt. Da die allgemeine Gleichung dritten Grades durch
eine lineare Substitution auf die kanonische Form gebracht werden kann, die Koeffi-
zienten p, q der zu x3 4 a,x® 4 a;x + ay = 0 gleichwertigen kanonischen Gleichung
also durch Anwendung der vier Grundrechenarten aus a,, a,, a, berechnet werden
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kénnen, bedeutet der Satz von CaArpaNo zugleich die Losung der Konstruktionsauf-

gabe
(ﬂ', {(1)’ RXP (4-‘)’ (7,2), (7’ 3)}’ {X = O}’

Nagaa, VX Ax(x € X < 23 + 8,X2 + a;X + a4 = 0))

durch elementare Konstruktion mit konstruktiver Auswahl. Das Losungsradikal
kann ohne weiteres fiir diesen Fall umgeschrieben werden, wird dann aber wesentlich
uniibersichtlicher. Allgemein bedeuten die in Abschnitt 4.4 eingefiihrten Begriffe
Losung bzw. starke Losung der Gleichung F(x) = 0 durch Radikale einen beziiglich
(T, A 4, &) konstruktiven Beweis der BE

Aay - an(H'(ay, ..., ay) > V xF(x) = 0)
bzw.
Aag - am(H’(al, veey @) = VXA x(x EX - Fx = 0))

Dabei sind a4, ..., a, die simtlichen in F(x) vorkommenden Konstanten, und H' ist
die Bedingung, unter der die Losbarkeit: durch ein Radikal behauptet wird.

Loésungen von Gleichungen durch Radikale sind wieder nur fiir solche Modelle von
J von Bedeutung, in denen die benutzten Grundoperationen wirklich konstruktiv
und die benutzten Priifpradikate entscheidbar sind. Das relativ geringe Interesse,
das man im Zeitalter der elektronischen Rechentechnik den Losungsmethoden der
klassischen Algebra entgegenbringt, ist vielleicht aus der Sicht zu verstehen, dafl vom
Standpunkt der Nédherungsmethoden die unmittelbare Losung einer beliebigen
Gleichung n-ten Grades kein prinzipiell anderes oder schwierigeres Problem als die
ndherungsweise Berechnung n-ter Wurzeln ist. Renaissance-Mathematiker wie
CARDANO, FERRARI u. a. sind aber davon ausgegangen, dafl man bereits seit dem
Altertum exakte geometrische Methoden kannte, Quadrat- und Kubikwurzeln aus
durch Strecken gegebenen Grofen zu ziehen. Das alte Problem der Lésung von
Gleichungen durch Radikale (oder sonstige ,,geschlossene Ausdriicke* bzw. ,,For-
meln‘) klingt plotzlich sehr modern, wenn man es so formuliert : Welche algebraischen
Gleichungen kann man effektiv l6sen unter der Voraussetzung, da man gewisse
spezielle. Gleichungen (x" =a,a -+ x=Db, a.-x=0D>b) effektiv losen kann? Die
Analogie zu den typischen Fragestellungen der Theorie der geometrischen Konstruk-
tionen scheint nie bemerkt worden zu sein. Wahrend man in der Geometrie schon im
Altertum neben Zirkel und Lineal andere Instrumente betrachtete, ist die Algebra
nicht iiber ihren aus den vier Grundrechenarten und den Wurzeln bestehenden
»klassischen Instrumentensatz hinausgekommen. Der Vergleich mit der Theorie
der geometrischen Konstruktionen legt jedoch die Frage nahe, ob die negative Aus-
sage des Satzes von ABEL vielleicht vom speziellen Instrumentensatz abhéingt, d. h.
ob man vielleicht fiir festes n = 5 die Losung der allgemeinen Gleichung n-ten Grades
in analoger Weise auf die Losung gewisser spezieller Gleichungen zuriickfithren kann,
wie dies fiir n = 2, 3, 4 durch die Losungen von Viera, CARDANO und FERRARI ge-

schieht.
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9.2.  Geometrische Ausfiihrung der vier Grundrechenarten und der
Wourzeloperationen

Wir beginnen diesen Abschnitt mit der Prézisierung der in der Schule iiblichen Ver-
fahren, mit Zirkel und Lineal die vier Grundrechenarten und das Quadratwurzel-
ziehen an durch Strecken gegebenen (Korper-)gréfen auszufiihren.

a) Addition und Subtraktion. Nach Fixierung einer Geraden g und eines Null-
punktes p, € ¢ kénnen wir die GroBen a, b durch p, € g bzw. p, € g vorgeben. Ge-
sucht sind 2, € ¢ und p,, € 9. Man bemerke, daB es fiir die Addition und
Subtraktion gerichteter Strecken auf g nicht ndétig ist, eine Halbgerade (beziig-
lich p,) als positiv auszuzeichnen. Da die uniformen FluBdiagramme zur Konstruk-
tion von p,,, bzw. p,_, sich erst im letzten Schritt unterscheiden, fassen wir sie der
Kiirze halber zusammen:

s Pos Pas Po (Pos Pas> Pb € 8)

Pa+b = Pa k = Z(pa, Po> Pb)
Pa-b = Pa P = S,(k, g)
\l, Patd = (P (p €EP A II:PS gleichgerichtet p-;i;b)
Pa+b Pa-b = (P (p € P ~ p,p nicht gleichgerichtet p?p],)
Pa-b . ‘L
Pa+b
Pa-»

Die durch diese Flufdiagramme definierten Operationen bezeichnen wir im folgenden
als Addition bzw. Substraktion, d. h.

Po+p = Add.(g, Pos Pas Ps)s Pa-b = Sub.(g, Po> Pas P»)-

Das im letzten Schritt bei der konstruktiven Auswahl benutzte Priifpradikat
,P1Ps gleichgerichtet p;p,*‘ kann offenbar durch aussagenlogische Verkniipfung auf
die logisch einfacheren Priadikate ,,=* und ,,zwischen* zuriickgefiihrt werden. Dies
ist jedoch vom Standpunkt des praktischen Zeichnens von geringem Interesse, da
die Entscheidbarkeit aller drei Pridikate etwa gleich problematisch oder unproble-
matisch ist. Eine unverzweigte Losung der Aufgabe ist ochne Benutzung von Hilfs-
elementen nicht méglich: Da einerseits im allgemeinen p,,; (bzw. p,_p) von p,, p, und
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pp verschieden ist, mufl das Fluldiagramm jeder Ldsung wenigstens einen mit einer
Operation belegten Arbeitsknoten enthalten. Da andererseits jedes l6sende FluB-
diagramm auch auf den Fall p, = p, = p, anwendbar sein muf, auf derartige Ein-
gangsstiicke aber keine der Grundoperationen L, Z, 8,, S,, S; angewendet werden
kann, mul} es stets einen Weg vom Eingang des FluBldiagramms zu einem Ausgang
geben, der nur Arbeitsknoten mit Belegungen der Form x; = x; enthilt, d. h., jedes
die Aufgabe 16sende FluBdiagramm muf} wenigstens einen Priifknoten enthalten.

b) Multiplikation und Division. Als Hilfskonstruktion hierzu verschaffen
wir uns zunéchst ein Fludiagramm fiir die durch /

P(P1; P2s Ps) := tg(P1 € g A g | L(ps, P3)), falls py, ps, ps nicht kollinear,

definierte Operation des Parallelenziehens (Abb. 29a):

k 2 ~ R
\ I~ ps 7 2
\ / 70N
\ | X
p 7 i p 4 A'A”!’A‘A’A AN A.A :'A ;
7= \ . P2 P3
\ b)
eh \ \
Pz Pa‘\
\ k,
\
a)
Abb. 29

P1> P2, Ps (P1; Pa, P3 nicht kollinear)
\)
k, = Z(ps; P1> P2)

ky = Z(p1; P2y Ps)

Py = S5(k,, ky)

ps = p(p € P; A p ¢ Halbebene (p;; ps, p»))
g = %(Pl: Pa)

g
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(Diese Losung ist die einfachste, die auf beliebige nicht kollineare p,, p,, p; anwend-
bar ist. Abtragen des Dreiecks p;p,p; (wie in Abb. 29b angedeutet) kommt zwar
auch mit zwei Zirkelanwendungen (insgesamt fiinf Arbeitsschritten) aus, versagt
aber im Fall p,p, =~ p1p;.)

Nun geben wir eine Konstruktion fiir die Multiplikation positiver Koordinaten an
(Abb. 30):

[Po Po  P; Pab Pa 7
Gh Abb. 30

Pos P1> Pas Po(Po == P1 A Pg € Strahl(py, p1) A py € Strahl(py, p;)

N’ A Pa = Po A Py == Po)
Pr. = €P(P; Po»> P1 nicht kollinear) Hilfspunkt!
g = L(Po, pl)
grn = L(po; Ps)

k; = Z(Po; Po» P1)

P; = Sy(ky, ga)

pl = Lp(p € P, A p € Halbebene(g, ph))
" ko = Z(po; Po; Po)

P2 == Sz(kz, gh)

p, = cp(p € P, A p € Halbebene(g, Ph.))

g = P(p}; Po, P1)

Pab = S1(8, 82)
\’
Pab

Die Begriindung dieser Konstruktion wird durch den Strahlensatz geliefert, wonach

1 _ppi_ ppy _ b

a PP, Db T
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d. h. # = ab fiir die Lénge « der Strecke pyp,; gilt. Aus dem Strahlensatz folgt auch
die Unabhingigkeit des Resultats von der speziellen Auswahl des Hilfspunktes p,.

Durch Verwendung der Proportion % = % findet man eine analoge Konstruktion

a

fiir den Quotienten positiver Streckenlingen. Die durch die entsprechenden Fluf3-
diagramme definierten Operationen bezeichnen wir mit Mult.*(py, p1, Pes P») bZW.
Div.*(po, P1, Pas Pp)- Der Fall beliebiger Vorzeichen kann nun durch folgende Ver-
zweigung auf den behandelten Spezialfall zuriickgefiihrt werden:

Po> P15 Pas Po (kollinear A~ py == py)

Pab

CPa € Strahl (p,, P1)D

j/ nein
(s € Strahl (p,, py)?) ( Ps € Strahl (py, py)?)

ja nein lnein
\ .
- a
Pab = Mult.*(po, P1, P> Pb) | ] g = L(pe p1)
l , P-a = Sub(g’ Po> Pos Pa)
Pay _» = Sub.(g, Po, Po P
“1g =Lowp) E = Mult(f(PPo pPopp: )p )
P-p = Sllb(g, Po> Po» pb) ab . 0> P1; P-a> P-b
p/ = Mult-*(Po, P15 Pa> p—b) ‘l’
Pay = Sub.(g, Po, Po, P’) Pab
Pab g = L(PO’ Pl)

j ' P-a = Sub.(g, Po, Po; Pa)
p” = Mult“*(PO’ Pi, P-s> Pb)
Pab = Sub.(g, Pos Pos P”*)

!

Pap
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Die durch dieses Flufidiagramm definierte Operation bezeichnen wir mit Mult. Auf
analoge Weise erhilt man ein FluBdiagramm fiir die Operation Div., die fiir kollineare

Pos P15 Pas Po mit Py =‘= Po deflnlert ist.

c) Fiir die Konstruktion der Quadratwurzel aus einer positiven Strecke bendtigen
wir als Hilfskonstruktionen die Konstruktion des Mittelpunktes M (p,, p,) einer durch
P = p. gegebenen Strecke (Abschnitt 8.1, Beispiel 2) sowie die Konstruktion des
Lotes Lot(p,, p,) auf einer durch p;, ps(p; &= p,) gegebenen Geraden im Punkt p,.
Diese sei dem Leser zur Ubung iiberlassen. Unter Benutzung der genannten Unter-
programme geben wir folgende Losung der Quadratwurzelkonstruktion (Abb. 31):

Abb. 31

pf, P1, PaPo % P1 A Po = P A Pa € Strahl(py, 1))

g = L(po; p1)
P-¢ = Sub.(g, Po Po> Pa)
p: = M(p;, p-s)

ky = Z(ps; P2s P1)
g1 = Lot(pe, p1)
P, = S2(kl: g1)

k, = Z(py; P> P1) (Ergibt nur einen Kreis, da beide Elemente von P,
P, = S,(ks, g) gleichen Abstand von p, haben!)

P, = p(p € P, A p € Strahl(p, py))
PV;
Nach dem Héhensatz fiir rechtwinklige Dreiecke ist fiir p € P, stets
I_’@}/;z = PoP® = PoP-q * PoPr = G-

Die durch das obige Flufldiagramm definierte Operation bezeichnen wir dann mit
Quad~*(Po: P1, pa)'
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Aus a) bis c) folgt

Satz 1. Sind aus gegebenen Stiicken (Punkten, Geraden, Kreisen) mit Zirkel und
Lineal wenigstens drei nicht kollineare Punkte konstruierbar (insbesondere, wenn drei
solche Punkte unter den gegebenen Stiicken vorkommen), so ist ein kartesisches Koordi-
natensystem K = (p,, P1, Po) konstruierbar, und es sind mindestens diejenigen Punkte
konstruierbar, deren Koordinaten beziiglich K durch Quadratwurzelausdriicke aus den
Koordinaten der gegebenen Punkte dargestellt werden konnen. Jede Konstruktion eines
solchen Punktes erfordert aufer dem Instrumentensatz (Z, L, S,, S,, 83) nur die Ent-
scheidbarkeit der in den Flufdiagrammen dieses Abschnitts vorkommenden Relationen
und keine Hilfselemente, falls das zugrundegelegte KKS ohne Hilfselemente konstruier-
bar 1st.

Beweis. Unter den Voraussetzungen des Satzes sind die Koordinaten eines ge-
gebenen Punktes p als gerichtete Strecken konstruierbar, indem man die Lote von p
auf die Achsen fillt bzw. die Lote auf den Achsen in p errichtet, falls p auf einer der
Achsen liegt. Die hierfiir notwendige Entscheidung p € L(py, p1)? bzw. p € L(pg, p2)?
148t sich auf die genannten Relationen zuriickfithren. Ferner sind gerichtete Strecken
von einer Achse auf die andere iibertragbar, indem man die Parallelen durch L(p,, p,)
zieht oder Kreise um p, schligt. Man kann also wahlweise die 2- oder die y-Achse als
,,Rechengerade benutzen und die Koordinaten des zu konstruierenden Punktes nach
den Anweisungen des beschreibenden Quadratwurzelausdrucks laut a) bis ¢) kon-
struieren. Dabei kann p, als Hilfspunkt fiir Multiplikation und Division benutzt
werden, falls die z-Achse als Rechengerade benutzt wird, bzw. p,, falls auf der y--
Achse gerechnet wird. Danach iibertrage man die konstruierte z-Koordinate auf die
x-Achse und die y-Koordinate auf die y-Achse, errichte in diesen Punkten die Lote |
und bestimme deren Schnittpunkt.

Fiir die folgenden Konstruktionen benutzen wir eine Gaullsche Zahlenebene, d. h.,
nach Wahl eines KKS K = (p,, 91, p:) in einem Modell der euklidischen Ebene wird
jeder komplexen Zahl z = a + bt der Punkt p, der Ebene zugeordnet, der beziiglich
K die z-Koordinate ¢ und die y-Koordinate b hat. Aus der Definition der vier Grund-
rechenarten im Korper der komplexen Zahlen (vgl. Abschnitt 4.3.) und Satz 1 folgt
sofort: Die Koérperoperationen an komplexen Zahlen sind in jeder Gaufischen Zahlen-
ebene mit Zirkel und Lineal ausfiithrbar. Umrechnung der komplexen Zahlen auf
Polarkoordinaten

r(z)=]/a2—!—_b2, tp(z)=wc(0_£_cx<2n/\ COS & = — Asino = -Ii)
r r

ergibt bekanntlich z = 7 (cos ¢ + ¢ - sin ¢) und fiir die Multiplikation

212, =11 (COS @y + ¢ -8ingy) - 7, (cOS @y + ¢ - SIN @)
=" (COS (@1 + @2) + ¢ - sin (@, + ‘Pz)),

13 Schreiber, Konstruktionen
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insbesondere
2 = (r (cos @ + ¢ - sin <p))""= re (cos (np) + ¢ - sin (n(p)).
Demnach ist

2" =12 =1r'(cos ¢’ + ¢ -sin ¢)

genau dann, wenn r = W und ¢’ = ng, d. h.

¢=£+k@ k=0,...,n — 1).
n n

Dies liefert n verschiedene beziiglich p, radialsymmetrische Punkte der GauBschen
Zahlenebene als Losung der Gleichung 2* =2’, falls 2’ 4= 0, womit der in Abschnitt 4.3
angekiindigte Beweis der Existenz n verschiedener Losungen erbracht ist. Da der zu
z == 0 gehorige Winkel ¢(2) = < p,pop, mit Zirkel und Lineal halbiert werden kann,
folgt sofort die Konstruierbarkeit der Punkte P%/; (als Zweiermenge) aus dem

Punkt p, mit Zirkel und Lineal. Damit erhalten wir aus den in Abschnitt 9.1 disku-
tierten algebraischen Losungsalgorithmen:

Satz 2. Sind die (komplexen) Koeffizienten p, q als Punkte einer Gaufischen Zahlen-
ebene gegeben, so sind die Losungen der Gleichung 2% + pz + q = 0 mit Zirkel und
Lineal aus p, q und den Grundpunkten py, py, ps des KKS konstruierbar. '

Satz 3. Die Losungen der allgemeinen Gleichung dritten oder vierten Grades sind aus
den als Punkte einer Gaufschen Zahlenebene gegebenen Koeffizienten (und den Grund-
punkten des KKS) mit einem Instrumentensatz immer dann konstruierbar, wenn mit
diesem Instrumentensatz aufler den vier Grundrechenarten an gerichteten Strecken und
Parallelenziehen die dritte Wurzel aus komplexen Zahlen, d. h. die dritte Wurzel aus
positiven Strecken gezogen werden kann und Winkel sich in drei kongruente Teile teilen
lassen.

Wir beschréinken uns in diesem Abschnitt darauf, fiir jede der beiden zur geometri-
schen Konstruktion dritter Wurzeln in GauBschen Zahlenebenen erforderlichen Kon-
struktionen je eine praktikable Loésung anzugeben. Der Beweis, dafl beide Auf-
gaben mit Zirkel und Lineal nicht l6sbar sind, folgt in Abschnitt 9.4, eine systema-
tische Behandlung der zur Losung hinreichenden Konstruktionsmittel in Kapitel 14.

Da % (¢ + k- 90°) = % + k. 30° fiir k = 1, 2, 3 und die Winkel von 30°, 60°, 90°

mit Zirkel und Lineal konstruierbar sind, geniigt es, eine Konstruktion zur Drei-
teilung beliebiger spitzer Winkel zu kennen. Die bis heute einfachste und eleganteste
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Losung dieser Aufgabe wird AROHIMEDES zugeschrieben und benutzt die Einschieburig
zwischen Kreis und Gerade sowie den Zirkel (Abb. 32):

Pos 815 Sa (81, 8o Strahlen mit dem Anfang p, und < s;, 8, < 90°)

v
P1 = Au(Po, 81) (Abtragen der auf dem Einschiebelineal markierten Strecke
J a auf s;)
g = L(Po, pl)
k = Z(POa Po> P1)
= 8,(k, 8,) (in sinngeméiBer Verallgemeinerung von S,(k, g). Im kon-
kreten Fall kann der Winkel durch p,, p’ € s;, p”’ € 8, ge-
geben sein. Dann wire zunéichst g”’ = L(po, p"’) zu bilden und
darauf P, = S,(k, g'’'), p: = ¢p(p € P, Ap € Strahl (p,, P")) )
= Ej (P2, 8 k) (:= s V pa(Ps € g A Pa € k A (Ps, Pss P2) A PsPs = a).
| Eine solche Lage des Einschiebelineals existiert in der
J euklidischen Ebene immer, da der Abstand zwischen den
B = < PoPsP: Schnittpunkten mit g und k£ bei Drehung um p, aus der
| Lage p,p’ (vgl. Abb. 32) im Uhrzeigersinn von Null bis —|—oo
,L wichst).

Begriindung. P;p; = PoP; = Pobs = @, daher

B = X PePsPs = < PsPoPs, daher < pepyps = X PoP2ps = 28, daher
2R — X papop. = 46, daher < sy, s, = 3p.

‘Abb. 32

Fiir die Konstruktion der dritten Wurzel aus einer durch eine Strecke gegebenen
positiven reellen Zahl ist eine gleich einfache Lésung bis heute nicht bekannt. Aus
der Akademie des PLATON stammt die vielleicht durchsichtigste Methode, bei der
zwei bewegliche rechte Winkel als Konstruktionsinstrumente benutzt werden

13*



196 Teil IL. Allgemeine Theorie

(Abb. 33): Mit rechten Winkeln bei p,, p, und p, ist wegen Ahnlichkeit der Dreiecke

3

immer o 2 = %, d. h. ¢? = bd und b2 = ac, daraus folgt b3d = c3a, also —ll = l/%
c , c

Ist @ durch pyp auf g, und die Einheitsstrecke auf g, durch pyp’ vorgegeben, so bewege

man die Instrumente I und II so, daf I durch p, die Spitze von I (p,) auf g; und die

Spitze von II (p,) auf g, gleitet, bis die freie Kante von IT durch den Endpunkt p’ der

3 — 3,—
Einheitsstrecke geht, also d = 1 wird. Dann ist Va = -b-, d. h., Y a kann mit Zirkel
c

und Lineal aus den gefundenen Strecken b, c¢ konstruiert werden. Die logische
Analyse des beschriebenen Gebrauchs der beiden Rechtwinkellineale ergibt das durch
folgende BEE festgelegte abstrakte Instrument:

Agigpp'(gi L g2 APEGADPEGAD EGAD €8
— V1 pipa(p1 €81 APs € 82 A L PP1P2 A L P1P2P’))-
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9.3.  Algebraische Analyse geometrischer Konstruktionsinstrumente

Die bisher betrachteten Koordinatensysteme (AKS, PKS, KKS) ordnen sich folgen-
dem Begriff unter: Ein Punktkoordinatensystem K ist eine in einer axiomatischen
Geometrie .7 definierbare eineindeutige Abbildung, die in jedem Modell von 9 jedem
Punkt p ein n-Tupel von in & definierbaren ,,algebraischen Objekten‘‘ zuordnet.
Dabei kann n von p abhingen. Wir schreiben K(p) = (Ky(p), ..., K ) (P)) und
nennen K;(p) die i-te Koordinate von p beziiglich K (72 =1,..., n(p)). Die etwas un-
prizise Formulierung ,,algebraische Objekte* soll ausdriicken, daBl die Koordinaten
der Punkte beziiglich gewisser in 7 definierbarer Operationen einen Kérper, Ring,
Vektorraum, eine Gruppe oder eine dhnlich gut bekannte algebraische Struktur
bilden sollen. Bei hiufig verwendeten Koordinatensystemen fiir euklidische Ebenen
sind die Koordinaten meist Elemente des Koordinatenkdrpers (d. h. gerichtete
Streckenléngen) oder orientierte Winkel. Die Streckenlidngen bilden — wie gezeigt —
beziiglich geometrisch definierbarer Operationen einen Korper, die Winkel beziiglich
Addition eine Gruppe. Als weitere Beispiele fiir Punktkoordinatensysteme fiithren
wir die ebenen Polar- und Bipolarkoordinatensysteme an.

Ebene Polarkoordinaten. In einer beliebigen euklidischen Ebene sei nach
Fixierung einer gerichteten Einheitsstrecke pyp; und eines (etwa durch einen zu
Do, Py nicht kollinearen Punkt) gegebenen Drehsinnes 6

K . (Do, X P1PoP), falls p = po,
poprs(P) 1=

(O’ 0), falls P = Do
K, ,.s1st eine eineindeutige Abbildung von der Menge der Punkte auf die Menge
(K+*x W) u {(0, 0)}, wo K* die Menge der positiven Elemente des Koordinatenkdrpers,
W die Menge der orientierten Winkel « (0 = « < 4R) und 0 das jeweilige Nullelement
bezeichnet. Das Prinzip der Polarkoordinaten 148t sich auf nichteuklidische (hyper-
bolische) Ebenen iibertragen, in denen KKS nicht benutzt werden kénnen.

Ebene Bipolarkoordinaten. In einer beliebigen platonischen Ebene sei nach
Fixierung dreier nicht kollinearer Punkte p,, p,, ps

K | (@®P1, PP, 1), falls p € Halbebene(p,, p, ; ps) oder p € L(py, pe),
Pl:Pz.pa(p) o — — /
(PDP1, PD2, 0) sonst.

Bezeichnen wir mit r, den Abstand 7;p,, so ist K, s0ps eine eineindeutige Abbildung
der Menge aller Punkte auf die Menge

{(rl,rz,e):ee O, Ar,rneKrAarg<n —|—r2/\rl<ro—|—r2/\72<ro+rl}
U{(rl,rz, 1):r,rs E KX U{0}A (ro =1, +7rsvry ='r‘0—|—r2vr2=ro+rl)}

Die bei den Bipolarkoordinaten als dritte Komponente auftretenden 0, 1 sind alge-
braisch strukturiert durch ihre Auffassung als Wahrheitswerte, d. h. durch Boolesche
Verkniipfungen.
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Wir verallgemeinern nun den Begriff des Punktkoordinatensystems wie folgt:
Sind x, y, ...,z Sorten von Grund- oder definierbaren Objekten der axiomatischen
Geometrie 7, so heille eine in 7 definierbare eineindeutige Abbildung, die jedem x-,
y-, ..., z-Ding Koordinaten im gleichen Sinne wie oben fiir Punkte erkléirt zuordnet,
ein x-y- .-+ -z-Koordinatensystem.

Beispiele.
1. Geradenkoordinaten beziiglich AKS. Nach Wahl eines AKS K in einer affinen
Ebene seien z(p), y(p) die Koordinaten des Punktes p beziiglich K. Die analytische

Geometrie affiner Ebenen liefert: Zu jeder Geraden g existieren Elemente a, b, ¢ des
Koordinatenkorpers K, der betrachteten Ebene, so da8 fiir alle p gilt:

P € g genau dann, wenn a - x(p) + b - y(p) + ¢ = 0.

Obgleich g durch die Koeffizienten a, b, ¢ der Geradengleichung eindeutig beschrieben
wird, sind diese noch keine Geradenkoordinaten im hier definierten Sinn, da fiir
d € K,, d & 0 die Koeffizienten ad, bd, cd die gleiche Gerade beschreiben. Man kann
die Zuordnung zwischen Geraden und Tripeln des Koordinatenkérpers jedoch in
mannigfacher Weise eineindeutig machen, z. B. durch die zusétzliche Bedingung
b=1v (b =0Aa=1). Dann ist das Punktkoordinatensystem K durch die Defini-
tion

K(g) :=a, b,0) (b =1v (b=0Aa=1)AAp(p € g«>a-x(p) + b-y(p) + c = 0))
zu einem Punkt-Geraden-Koordinatensystem fiir affine Ebenen (insbesondere eukli-

dische Ebenen) fortgesetzt.

2. Kreiskoordinaten beziiglich KKS. Ein Kreis ist festgelegt durch Angabe der
Koordinaten x,, y, seines Mittelpunktes und seinen Radius » beziiglich eines KKS K.
Bezeichnen wir wieder die Koordinaten eines Punktes p beziiglich K mit x(p) bzw.
y(p), so gilt filr den durch (z,, y,, r) gegebenen Kreis %

Ap(p € k < (x(p) — Xo)% + ((p) — ¥o)? = 1¥).
Die Definition
K (k) := t(Xo, Yo, ) A p(p € k <> (X(p) — X0)* + (¥ (D) — ¥0)* = 1?)
setzt das Punkt-Geraden-Koordinatensystem K zu einem Punkt-Geraden-Kreis-

Koordinatensystem fort.

3. Geradenkoordinaten beziiglich eines Polarkoordinatensystems. Ist ein Polar-
koordinatensystem durch p,, p, und den Drehsinn § gegeben, so kénnen z. B. der
Abstand einer Geraden g von p, und der orientierte Winkel zwischen den Richtungen
von g und Strahl(p,, p,) als Koordinaten von g beziiglich K, , ; genommen werden.

Ist (eventuell erst nach Wahl eines Punktkoordinatensystems K) eine eineindeutige
Abbildung f von der Menge der x-Dinge in die Menge der endlichen (geordneten
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Punktmengen definierbar (f(x) = {fi (%), ..., f,,(z,(x)}), so kann man das Punkt-
koordinatensystem K immer durch die Definition

K(x) = {K(fl(x))’ *re K(fn(:c)(x))}

auf x-Dinge fortsetzen. Diese Methode ist u. a. auf Dreiecke, Ellipsen, Streckenziige
anwendbar.

Ist K einx,y,..., z-Koordinatensystem fiir Modelle von . und F eine in 7 definier-
bare partielle Operation, deren Definitions- und Wertebereich endliche geordnete
Systeme von x-, y-, ..., z-Dingen sind, so sei Fg(y,, ..., ¥,) fiir solche als Koordinaten
beziiglich K auftretenden Objekte definiert, fiir die gilt: Es gibt =y, ..., z,,, so dal
F(z,, ..., 2,) definiert und (y,,...,y,) = (K(xl), ...,K(xm)) ist. In diesem Fall sei
Fr1y ooy Yn) 1= K(F(xl, oo xm)), d. h., Fx ordnet dem System der Koordinaten
einer Argumentkombination von F die Koordinaten der zugehdrigen Werte von F
zu. Man kann auch sagen: Fy ist die mit Hilfe des Koordinatensystems K vorgenom-
mene Ubersetzung der geometrischen Operation F in eine algebraische Operation.

Ist F das Resultat der logischen Analyse eines geometrischen Konstruktions-
instruments und 148t sich beziiglich eines gewissen Koordinatensystems K die
Operation Fg durch Superposition aus denjenigen Operationen darstellen, die die
algebraische Struktur des Koordinatenbereichs von K bilden, so bezeichnen wir die
Ermittlung einer solchen Darstellung von Fy als algebraische Analyse des betrachteten
Instrumentes (beziiglich K).

Die Wahl eines geeigneten Koordinatensystems und einer geeigneten algebraischen
Struktur im Bereich der Koordinaten bilden meist den schwierigsten Teil der alge-
braischen Analyse eines Konstruktionsinstrumentes bzw. Instrumentensatzes. In
der klassischen Theorie -der geometrischen Konstruktionen wird die algebraische
Analyse des Instrumentensatzes (L, S,) meist unter Benutzung von PKS, die Analyse
aller sonstigen traditionellen Instrumente bzw. Instrumentensitze beziiglich KKS
durchgefiihrt. Die besondere Handlichkeit der auf der Grundlage von KKS be-
triebenen analytischen Geometrie 148t den Gedanken an die Verwendung anderer
Koordinatensysteme kaum aufkommen. Eine Ausdehnung der Theorie der geometri-
schen Konstruktionen auf Konstruktionen in nichteuklidischen Ebenen, auf Kugel-
oberflichen und in anderen allgemeineren geometrischen Réumen erfordert jedoch
einen so allgemeinen Ansatz des Begriffs algebraische Analyse, wie er hier skizziert
wurde. Im folgenden wird zunéchst die algebraische Analyse einer Reihe von klassi-
schen Instrumenten unter Benutzung von KKS durchgefiihrt.

Lineal. (%, 1), (%, ¥») seien die Koordinaten der gegebenen Punkte. Die Geraden-
gleichung ax 4 by + ¢ = 0 liefert fiir die Koeffizienten a, b, ¢ das Gleichungs-
system

a2 +b-y+¢c=0
a"x2+b'y2+0=0
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mit der allgemeinen Lésung a = k(y, — v;), b = k(x, — 2,), ¢ = k(y172 — 2,95),
(k beliebig). Die Nebenbedingung 8 = 1v (b = 0 A @ = 1) fiihrt auf

(
- , falls z; = «,,
Xy — Xy
k=
1
sonst
Y2 — Y
und damit auf
, (u 1, Y1 — wl?lz)’ falls 2, 4 7,
LK(xl, Y1, X, ?/2) = Ty — Ty Xy — &g
(1: 0> _xl), falls Xy = Zq.

S:. Es seien (ay, by, ¢,) bzw. (a,, by, ¢,) die Koordinaten der Geraden g, bzw. g,.
Aus der geometrischen Voraussetzung, daf} sich g, und g, schneiden, folgt, daBl das
Gleichungssystem

X +by+e¢ =0, ax—+4by+c,=0

zur Bestimmung der Koordinaten z, ¥ des Schnittpunktes genau eine Losung hat.
Deren Berechnung ergibt

Slx(ala by, €1, G, by, Cy) = (

cby — €1by €@y — ayc,
, L]
a1b2 -_— a2b1 a1b2 h— azbl

Aus der algebraischen Analyse des Instrumentensatzes (L, S;) ergibt sich sofort

Satz 1. Aus gegebenen Punkten und Geraden sind mit dem Lineal allein hiochstens
solche Punkte und Geraden konstruierbar, deren Koordinaten beziiglich eines beliebigen
KKS (bzw. AKS, worauf sich hier alle Rechnungen ibertragen lassen) rational von den
Koordinaten der gegebenen Stiicke abhdngen.

Zirkel. Sei p; durch (z;, y;) gegeben (¢ = 1, 2, 3) und p, =+ p;. Offenbar ist

Zg (%15 Y15 To5 Yo, T3, Y3) = (xu Y, V(@ — 23)2 + (9, — ?/3)2)-

S,. Sei & durch (d, e, ) und g durch (a, b, ¢) gegeben. Aus der geometrischen Vor-
aussetzung, daB sich k£ und g schneiden, folgt, daBl das Gleichungssystem

(1) (x—d)P 4 (y — e =13
(2) ax +by +c=0

zur Bestimmung der Koordinaten der Schnittpunkte genau zwei Losungen (z;, 1),
(25, ¥2) hat. Deren Berechnung ergibt

{(Q1, Qz), (Qs, Qy)}, falls b == 0,

8s.(d, e, 7, a, b, ¢) = {(®1, Y1), (@2, Yo)} = { {(Qs, Qs), (Qq, Qg)}, falls b =0
59 ’ ’ ? 7
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wobei Qy, ..., Qs Quadratwurzelausdriicke in den Variablen d, e, r, a, b, ¢ sind. Ist
namlich b 5= 0, so kann y mit Hilfe der linearen Gleichung (2) aus der quadratischen
(1) eliminiert werden, die dann zwei Losungen z,, x, liefert, zu denen y, bzw. y, aus
(2) bestimmt werden kann. Andernfalls eliminiert man = und erhilt Losungen ana-
loger Bauart.

Ss. Sei k; durch (2,, ¥, 1) und k, durch (z., ¥,, ;) gegeben. Aus der geometrischen
Voraussetzung, da8 sich k, und k, schneiden, folgt, daBl das Gleichungssystem

(@ — o) + (g — )t =12,
(@ —3)2 + (y — 4,)2 = 7'2

genau zwei Ldsungen (3, ¥3), (¥4, ¥4) hat. Diese effektiv zu berechnen, ist noch miih-
samer als im Fall S,. Fiir unsere Zwecke geniigt es zu erkennen, daf} die vier Kompo-
nenten 3, ¥3, Z4, Y4 VON

S3K(w1) ?/1, ?’1, x2, ?/2, 7'2).

Quadratwurzelausdriicke in den Variablen z,, y,, 71, @5, ¥,, 72 sind: Durch Subtrak-
tion einer der beiden Gleichungen von der anderen erhilt man ein dquivalentes
Gleichungssystem mit einer linearen und einer quadratischen Gleichung — eine
algebraische Widerspiegelung der Tatsache, dafl die Schnittpunkte zweier Kreise
auch als Schnittpunkte des einen Kreises mit der gemeinsamen Potenzgeraden er-
halten werden konnen. Die weitere Losung verlduft analog zur Losung des Gleichungs-
systems (1), (2).

Aus der algebraischen Analyse des Instrumentensatzes (L, Z, S, S,, S;) folgt
sofort

Satz 2. Mt Zirkel und Lineal sind aus gegebenen Punkten, Kreisen und Geraden
hachstens solche Punkte, Kreise und Geraden konstruierbar, deren Koordinaten beziiglich
eines beliebigen KKS8 sich durch Quadratwurzelausdriicke in den Koordinaten der
gegebenen Stiicke ausdriicken lassen.

Die Sitze 1 und 2 erklédren hinreichend, welchem Zweck allgemein die algebraische
Analyse von Instrumentensitzen dient: Sie liefert notwendige Bedingungen fiir die
Losbarkeit von Konstruktionsaufgaben. Dal diese Bedingungen im allgemeinen
nicht auch hinreichend sind, zeigt das Beispiel (L, S;): Ist ein KKS p,, 71, p; gegeben,
so sind mit dem Lineal allein nur die drei Verbindungsgeraden konstruierbar. Fiir
Zirkel und Lineal gilt jedoch (in Verallgemeinerung von Abschnitt 9.2, Satz 1)

Satz 3. Sind aus gegebenen Stiicken (Punkten, Geraden, Kreisen) wenigstens drei
nicht kollineare Punkte konstruzerbar, so ist ein KKS K konstruierbar, und beziiglich
jedes konstruierbaren KKS sind genau die Punkte, Geraden, Kreise konstruierbar,
deren Koordinaten durch Quadratwurzelausdriicke aus den Koordinaten der gegebenen
Stiicke erhalten werden kinnen. Jede Konstruktion eines solchen Stiickes erfordert aufler
dem Instrumentensatz (L, Z,S,, S,, S;) nur die Entscheidbarkeit der in den Fluf-

14
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diagrammen (Abschnitt 9.2) fir die vier Grundrechenarten und ]/ vorkommenden
Relationen sowie die Entscheidbarkeit der Parallelitit und der Gleichheit von Geraden
und der beiden durch ,)k schneidet g b2w. ,,A p(p € k - p € Halbebene(g, p'))‘
dargestellten Relationen. Falls das zugrundegelegte KKS ohne Hilfselemente konstruier-
bar ist, sind die Konstruktionen der konstruierbaren Stiicke ebenfalls ohne Hilfselemente
ausfihrbar. ‘

Zum Beweis dieses Satzes ist auf Grund von Satz 2 und Abschnitt 9.2, Satz 1, nur
noch zu zeigen: Unter den im Satz genannten Voraussetzungen sind

a) die Koordinaten jeder gegebenen Geraden konstruierbar,
b) die Koordinaten jedes gegebenen Kreises konstruierbar.

c¢) Sind die Koordinaten einer Geraden konstruierbar, so ist auch die Gerade selbst
konstruierbar. ‘

d) Sind die Koordinaten eines Kreises konstruierbar, so ist auch der Kreis selbst
konstruierbar.

Zu a). Es seien p,, p;, p. die Grundpunkte des zugrundegelegten konstruierbaren
KKS, g sei eine gegebene Gerade. Das FluBdiagramm

g, Po> P1> P2 (Po» P1, P2 nicht kollinear)

g2 = L(py, Pa)

nein
- 9

gl gt )

ja

g1 = L(po, P1)
g3 == P(P2: Pos P1)

Ps = Sl(gi, gs) ' Ps = Po g4 = P(plz Po: Pg)
Ps = Sl(g’ gl) Pas = P2 P3 = Sl(gy g2)
I | Ps = Si(g, &)
P3> Pq Ps> Pa l,
P3s Pa

liefert zwei verschiedene Punkte von g, deren Koordinaten nun nach Abschnitt 9.2,
Satz 1, konstruierbar sind. Aus diesen Koordinaten sind aber die Koordinaten von g
durch rationale Operationen konstruierbar (vgl. die algebraische Analyse von L).

<
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Zu b). Ist der Mittelpunkt p des gegebenen Kreises k ebenfalls gegeben oder schon
konstruiert, so erhilt man die Koordinaten von % in Gestalt der (konstruierbaren!)
Koordinaten von p bzw. r durch

-k’ P> Pos P1, Pz(P = M(k) A Pos> P15 P2 KKS)

\’
g = P(p; Po, P1)
Pl = Sg(k, g)

k, = Z(py; p, P;) (liefert nur einen Kreis!)
g1 = L(po, p1)

Py = Sy(ky, g1)

P, = p(p € Py A Pop gleichgerichtet Pop;)

\
Pr

ayY Inet

N gn+3
gn+2

gn

93

P2 7

o Abb. 34
Po P1 1

Wie der Mittelpunkt von & konstruiert werden kann, falls auBerdem zwei (nicht not-
wendig unterscheidbare) Punkte auf k£ gegeben oder schon konstruiert sind, ist im
Prinzip bekannt. Die Prézisierung einer entsprechenden Konstruktion sei dem Leser
iiberlassen. Zu zeigen bleibt noch, da unter Voraussetzung eines (mdglicherweise
sehr weit von k entfernten) KKS p,, p,, p. (von moglicherweise wesentlich anderer
GroBenordnung als k) der Mittelpunkt von £ ohne Verwendung von Hilfspunkten
konstruierbar ist. Es geniigt zu zeigen, daf} ein Paar von Punkten von £ konstruierbar
ist. Da die entsprechende Konstruktion sehr kompliziert und nichtelementar ist (der
Beweis, daff das betreffende FluBdiagramm in jedem Fall das gewiinschte Resultat
liefert, erfordert das Archimedische Axiom), die Entbehrlichkeit der Hilfspunkte auf
der Kreisperipherie andererseits nur von theoretischem Interesse ist, beschrinken wir
uns auf eine Skizze der Konstruktionsidee (siehe auch Abb. 34).

N
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Falls & die z-Achse des KKS schneidet, nehme man die Schnittpunke als Resultat.
Andernfalls ziehe man auf derjenigen Seite der z-Achse, auf der k liegt, so oft die
Parallele zur z-Achse im Abstand pyp, von der zuletzt konstruierten Geraden, bis
k geschnitten oder iibertroffen wird. Fall zunédchst nur der zweite Fall eintritt, ziehe
man anschlieend so oft die Parallele in der Mitte zwischen zwei benachbarten Ge-
raden, die k einschlieBen, bis k geschnitten wird. DaBl jede der genannten zyklischen
Teilkonstruktionen nach endlich vielen Schritten abbricht, folgt aus dem Archimedi-
schen Axiom. Die erforderlichen Priifrelationen sind in Satz 3 genannt.

Zu c). Sind Geradenkoordinaten a,b,c als p,, py, P, € L(py, p:) konstruiert, so
werden daraus zwei auf g liegende Punkte konstruiert, durch die abschlieBend die
Gerade g mit den betreffenden Koordinaten gelegt wird. Die Konstruktion der beiden
Punkte beginnt mit der Priifung b = 1? (d. h. p, = p,?). Ist b = 1, so konstruiere
man z. B. die Punkte mit den Koordinaten (1, —a—c) und (0, —c). Ist b =% 1, also nach
unserer Definition des Begriffs Geradenkoordinaten b = 0, @ = 1, so konstruiere
man die Punkte mit den Koordinaten (—c¢, 0) und (—c, 1).

Zu d). Sind die Koordinaten x, y, r eines Kreises als p,, p,, p, € L(p,, 1) gegeben
oder konstruiert, so wird zunichst der Mittelpunkt p aus seinen Koordinaten z, y
und danach der Kreis & durch & = Z(p; p,, p,) konstruiert.

Damit ist Satz 3 bewiesen.

Wir filhren nun die algebraische Analyse (beziiglich KKS) der durch Parallel-,
Winkel- und Einschiebelineal realisierbaren geometrischen Operationen jeweils nur
so weit, daf} erkennbar wird: Die Komponenten dieser Funktionen lassen sich durch
Quadratwurzelausdriicke bzw. im letzten Fall durch kubische Radikale in den Ko-
ordinaten der gegebenen Stiicke ausdriicken.

PL¢. Hat g die Koordinaten (a, b, ¢), so werden die Geraden g,, g,, die im Abstand d
parallel zu g verlaufen, durch die Gleichungen

ax +by +c¢+dya?+b02=0 bzw. ax + by +c—d}a®+b2=0

beschrieben. (Sie gelten unter der Voraussetzung b = 1v (b = 0 A @ = 1).) Daher ist

PL%a, b, c) = {(a, b,c +d }/a2 + bz), (a, b,c —dVa®+ bz)}.

PLZ. Hat p; die Koordinaten (z;, ¥;) (¢ = 1, 2) und ist die Anwendbarkeitsbedin-
gung PP, > d erfiillt, so lassen sich die Koordinaten (a, b, c) derjenigen Geraden, die
im Abstand d von p, und durch p, verlaufen, als Losungen des Gleichungssystems

ax; + by, + ¢ =0, awz—}—byz—&—cid]/az-{—bz:O

mit den Nebenbedingungen b = 1v (b = 0 a = 1) bestimmen. Der Fall b =1
fithrt nach Elimination von ¢ auf eine quadratische Gleichung fiir a, zu deren beiden
Losungen a,, a, die zugehoérigen ¢, ¢, aus der linearen Gleichung zu bestimmen sind.



9. Algebraische Analyse 205

Erhilt man nur eine Lésung fiir a, so bedeutet dies, daBl eine der beiden Geraden
parallel zur y-Achse des KKS ist. Ihre Koordinaten sind dann (1, 0, —z,). Es folgt

Satz 4. Mit dem Parallellineal (L, S,, PL%, PL3) sind hichstens solche Punkte und
Geraden konstruterbar, deren Koordinaten beziiglich eines beliebigen KKS durch
Quadratwurzelausdriicke in den Koordinaten der gegebenen Stiicke und der Linealbreite
d ausgedriickt werden konnen.

Ws. Hat die gegebene Gerade g die Koordinaten (a, b, ¢) und der gegebene Punkt p
die Koordinaten (o, %o), so ergibt sich der Anstieg der beiden Geraden W{(p, g) im
allgemeinen nach der Formel

tan (8 4 &) = tan § 4- tan «
1F tan § tan «
als
ay = a + tan « .
1F+a-tan o«

.Ista-tan « =1 oder = —1, so hat die ent-

Istb =0,a =1,s0ist ay;y = 4
tan o

sprechende der beiden gesuchten Geraden die Koordinaten b; = 0, a; = 1. Nach Be-
stimmung von a;, b; ergibt sich c¢; aus der Gleichung

a;i% + biyo + ¢; = 0.

Die (hochstens zwei) Punkte W3(py, ps, g) sind gleich gewissen Schnittpunkten
von g mit den durch py, p, gehenden Kreisen, die beziiglich p,, p, den Peripherie-
winkel « haben (vgl. Abb. 24d, S. 132). Daher geniigt es zu zeigen, dafl der gemein-
same Radius r dieser Kreise und die Koordinaten z, y, ihrer Mittelpunkte durch
Quadratwurzelausdriicke in den Koordinaten (x;, y;) der Punkte p; und der Grofle
sin x erhalten werden kénnen. Es ist

r— d — V(xl — %)% + (2 — ¥2)?
2.8in « 2.8ln &

(Abb. 35). Daraus erhilt man die zwei Koordinatenpaare fiir die Mittelpunkte als

‘Lésungen des Gleichungssystems

(1, — %)% + (Y1 — Yo)? = 1%, (x2 — )2 + (Yo — Yo)2 = 12

wieder als Quadratwurzelausdriicke. Es folgt

Satz 5. Mit dem Winkellineal (L, Sy, W¢, W3) sind hochstens solche Punkte und
Geraden konstruierbar, deren Koordinaten beziiglich eines beliebigen KKS sich als
Quadratwurzelausdriicke in den Koordinaten der gegebenen Stiicke und sin « darstellen

lassen (tan o = -—Sirif—l).

1 — sin? x
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Das Abtragen der Strecke d auf der Geraden g mit den Koordinaten (a, b, ¢) an den
Punkt p € ¢ mit den Koordinaten (z, y,) liefert zwei Punkte p,, p,, deren Koordi-
naten man als Losungen des Gleichungssystems

ax + by +c¢ =0,
(@ — %)2 + (¥ — Yo)? = d?

erhilt. Auf ein analoges Gleichungssystem fiihrt die Bestimmung der Schnittpunkte,
die als Resultat der Operation §¢ entstehen. Daraus folgt

Satz 6. Mit dem normierten Lineal (L, S;, 8%) sind hochstens solche Punkte und
Geraden konstruierbar, deren Koordinaten beziiglich eines beliebigen KKS sich als
Quadratwurzelausdriicke in den Koordinaten der gegebenen Stiicke und der Ldnge d
der auf dem Lineal markierten Strecke ausdriicken lassen.

Py Abb. 35

Zur algebraischen Analyse des Einschiebens betrachten wir die Kurve, die bei ge-
gebenem Punkt p, und gegebener Geraden g (p, ¢ g) von denjenigen Punkten p
gebildet wird, fiir die L(p, p,) die Gerade g in einem Punkt p’ mit pp’ = d schneidet.
Diese Kurve heillt Konchoide, g ihre Basis, p, ihr Pol. Eine Konchoide besteht immer
aus zwei Asten, die auf verschiedenen Seiten der Basis liegen. Genau dann, wenn
s 1= d(po, 9) < d gilt, bildet der auf der Polseite gelegene Ast eine Schlaufe (Abb. 36b).
Legt man den Ursprung eines KKS in den Pol p, einer Konchoide, die y-Achse
parallel zu ihrer Achse g und wihlt den Winkel & = < p;pop als Kurvenparameter
(Abb. 36), so erhdlt man die Parameterdarstellung

x=8+d-cosx, y=s-tanx + d-sinax
fiir den auf der p, entgegengesetzten Halbebene von g liegenden Ast und
t=s8—d-cosx, y=s-tanx —d-sinx

fiir den auf der p,-Seite liegenden Ast. Elimination des Parameters fiihrt fiir beide
Aste auf die Gleichung

(@ + ) (x — )2 — a2 = 0
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der Konchoiden. Ubergang zu einem anderen KKS bedeutet lineare Substitution
fiir # und y, dndert also nicht den Grad der Gleichung. (Innere oder duflere) Ein-
schiebung der Strecke d durch p, zwischen Geraden ¢ und ¢, bedeutet nun offenbar
die Konstruktion gewisser Schnittpunkte zwischen g; und der Konchoiden mit dem Pol
po und der Achse g bzw. in bezug auf ein beliebig gelegenes KKS K Ermittlung ge-
wisser Losungen (z, y) des aus der Gleichung der Konchoiden beziiglich K und der
Gleichung der Geraden g, beziiglich K bestehenden Gleichungssystems. Da eine der

Ji g Y g

x ¥

S
/
%)
r

XY

a) Abb. 36 b)

beiden Gleichungen linear ist, erhidlt man durch Elimination von z bzw. y eine
Gleichung vierten Grades fiir y bzw. x. Daher sind alle Losungen (x,, ¥,) nach dem
Satz von FErRrRARI durch kubische Radikale darstellbar. Es folgt

Satz 7. Mit dem Einschiebelineal (L, Sy, S, B¢, E%) sind hichstens solche Punkte
und Geraden konstruierbar, deren Koordinaten beziiglich eines beliebigen KKS durch
kubische Radikale in den Koordinaten der gegebenen Stiicke und der Linge d der mar-
kierten Strecke dargestellt werden kinnen.

Man beachte, daf dieser Satz nicht fiir die Einschiebung der markierten Strecke
zwischen Kreis und Gerade oder gar zwischen zwei Kreisen gilt. Schon die Bestim-
mung der Schnittpunkte einer Konchoiden und eines Kreises fithrt auf eine Gleichung
sechsten Grades. Abb. 37 zeigt, daf Kreis und Konchoide tatséchlich sechs ver-
schiedene Schnittpunkte haben kénnen. Niheres hierzu siehe [2, § 17].
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Die algebraische Analyse der Einschiebung liefert auch den in Abschnitt 7.2
angekiindigten Beweis, daBl die innere Einschiebung hochstens zwei verschiedene
Resultate ergibt: Schneiden sich ¢g; und ¢ und ist p, ¢ g U ¢4, so liefert — wie in
Abschnitt 7.2 gezeigt — die dullere Einschiebung stets zwei verschiedene Resultate
(die aber durch die Anordnung der Schnittpunkte unterscheidbar sind). In diesem
Fall bleiben also nur die restlichen hochstens zwei Losungen der algebraischen Ein-
schiebungsgleichung fiir die innere Einschiebung iibrig. Andererseits folgt aus der

Abb. 37

Gleichung der Konchoiden, dafl der zu ¥ = 0 und der zu y < 0 gehorige Teil zu-
einander symmetrisch sind und sich in der Form y = 4 f(x) darstellen lassen, d. h.,
jede Parallele g; zu g liefert insgesamt hochstens zwei Schnittpunkte. Diese gehéren
beide zu inneren oder beide zu dulleren Einschiebungen, je nachdem, ob p, zwischen
g und g, liegt oder nicht.

Abschliefend sei auf folgende Konsequenz der algebraischen Analyse der Ein-
schiebung verwiesen: In einer beliebigen euklidischen Ebene existieren genau dann
alle durch ,,naive Anwendung des Einschiebelineals* konstruierbaren Punkte, wenn
der Koordinatenkérper K dieser Ebene beziiglich reeller Werte kubischer Radikale
abgeschlossen ist.

9.4.  Algebraische Analyse und Klassifikation von Konstruktions-
aufgaben, Unméglichkeitsbeweise

Unter der algebraischen Analyse einer Konstruktionsaufgabe (beziiglich eines gewissen
Koordinatensystems) verstehen wir die Aufstellung notwendiger und hinreichender
Bedingungen fiir die Koordinaten der gesuchten Stiicke. In der Regel erhilt man diese
in Gestalt eines Systems algebraischer Gleichungen zwischen den Koordinaten y; der
gegebenen Stiicke und den Koordinaten z; (j = 1, ..., k) der gesuchten Stiicke und
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PR

eventuell gewisser Nebenbedingungen (meist Ungleichungen). Die algebraischen
Gleichungen koénnen stets auf die Form
(1) S Cpeeg X xi =0

i1t e Hixsn |
gebracht werden, wobei die Koeffizienten c; ...; rational von den y; abhingen. Ist
in einer Gleichung (1) fiir wenigstens eine Indexkombination mit 4, 4+ - + ¢, = n
der entsprechende Koeffizient c; ...;, von Null verschieden, so heifit (1) eine
algebraische Gleichung vom (Gesamt-)grad n.

Man kann nun zeigen, daB sich ein System von m algebraischen Gleichungen fiir
die Variablen x4, ..., X, die die Grade 7, ..., n,, haben, durch Elimination der iibrigen
Variablen auf eine Gleichung fiir beispielsweise x, zuriickfiihren 148t, wobei der Grad
der erhaltenen Gleichung héchstens gleich dem Produkt der Grade =, ..., n,, ist.
Daraus folgt zunichst, daB die Losungen des betrachteten Gleichungssystems nur
endlich viele verschiedene x;-Komponenten haben und — da der gleiche SchluB fiir
Xy, + o+, X durchgefilhrt werden kann — dafB es nur endlich viele Losungen gibt.
Deutet man diese als Punkte in einem %-dimensionalen Raum, so erkennt man sofort,
daB man durch lineare Variablentransformation stets erreichen kann, dafBl die
Losungen paarweise verschiedene x;-Komponenten haben. Demnach hat unser
Gleichungssystem hochstens n; «+ n,, Losungen. Ferner erhdlt man auf diesem Wege,
daBl — abgesehen von gewissen Entartungsfillen und eventuell nach linearer Variab-
lentransformation, durch die sich die Grade aller beteiligten Gleichungen nicht &n-
dern — der Grad der bei Reduktion auf eine einzige Variable entstehenden Gleichung
gleich der Anzahl der komplexen Losungen des Gleichungssystems, also unabhéngig
von der Auswahl und Reihenfolge der eliminierten Variablen ist. Diese Zahl bezeich-
net man als Gesamigrad des Gleichungssystems. Die exakte Formulierung der hier an-
gedeuteten Sidtze — erst recht deren Beweis — wirft viele Probleme auf und wiirde
den Rahmen des vorliegenden Buches weit iiberschreiten.

In der klassischen Theorie der geometrischen Konstruktionen klassifiziert man die
geometrischen Konstruktionsaufgaben nach dem Grad der bei ihrer algebraischen
Analyse beziiglich eines KKS entstehenden algebraischen Gleichungssystems (soweit
dies moglich ist und unter Vernachlissigung der im allgemeinen neben den Gleichun-
gen auftretenden Ungleichungen bzw. sonstigen Nebenbedingungen).

Die algebraische Analyse von Konstruktionsaufgaben dient dem Zweck, entweder
eine Losung zu finden oder mit algebraischen Miteln die Unlosbarkeit nachzuweisen.
Zum Beispiel ist eine Konstruktionsaufgabe genau dann mit Zirkel und Lineal
l6sbar, wenn ihre algebraische Analyse auf ein System von Gleichungen (und eventuell
Ungleichungen) fiihrt, das durch Quadratwurzelausdriicke 16sbar ist. R

Bei der algebraischen Analyse einer Konstruktionsaufgabe im oben definierten
Sinn entstehen im allgemeinen Gleichungssysteme mit unbequem vielen Gleichungen
und Unbekannten. Es ist zu beriicksichtigen, daB die Loésung eines Gleichungs-
systems mit mehr als einer nichtlinearen Gleichung durch Quadratwurzelausdriicke
(oder sonstige Radikale) bzw. erst recht der Nachweis der Unlésbarkeit durch Radi-

14 Schreiber, Konstruktionen
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kale bestimmter Bauart im allgemeinen sehr schwierig bzw. nur in besonderen Fillen
zu bewiltigen ist. Deshalb versucht man meist, durch geometrische Uberlegungen

— insbesondere unter Benutzung der mit dem zu verwendenden Instrumentensatz
bereits gelosten Konstruktionsaufgaben —

a) bei algebraischer Analyse zum Zwecke der Losung dle urspriingliche Aufgabe
auf die Konstruktion einer geringeren Anzahl von Stiicken — im Idealfall einer
einzigen (gerichteten) Strecke — zuriickzufiihren;

b) bei algebraischer Analyse zum Zwecke des Unlésbarkeitsnachweises aus der
angenommenen Losbarkeit der urspriinglichen Aufgabe auf die Konstruierbarkeit.
einer gewissen einzelnen Strecke (Koordinate o. 4.) zu schlieBen, deren algebraische

Analyse dann den Widerspruch ergibt.
g1

g3

Abb. 38 &

‘Selbst wenn man auf diesem Wege als Resultat der algebraischen Analyse nur noch
eine einzige Gleichung fiir eine Unbekannte x erhélt, ist die Schwierigkeit der algebra-
ischen Loésung bzw. des Unldsbarkeitsbeweises im Verhéltnis zu den vorangehenden
geometrischen Betrachtungen oft bedeutend und nur mit viel Scharfsinn oder durch
gliickliche Eingebung zu meistern. Dies diirfte die wesentliche Ursache dafiir sein,
daf} die Theorie der geometrischen Konstruktionen im Laufe der letzten 200 Jahre
mehr und mehr als Teilgebiet der Algebra angesehen wurde und in nicht wenigen
Fillen geometrische Probleme zugunsten einer Vereinfachung oder iibersicht-
licheren Darstellung der daraus abgeleiteten algebraischen Aufgaben verstiimmelt
wurden. Im folgenden werden typische Ziige der algebraischen Analyse an Hand
einiger Beispiele erldutert, die zum Teil eine wichtige Rolle in der Geschichte der
geometrischen Konstruktionen gespielt haben. |

Beispiele.
1. Mit Zirkel und Lineal sind zu zwei sich schneidenden Geraden g¢;, g, und einem

Punkt p § g; U ¢, diejenigen Kreise zu konstruieren, die g; und g, beriithren und durch
p gehen (Abb. 38).
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Die Mittelpunkte der Kreise, die g; und g, beriihren, liegen auf denjenigen Geraden
g3, 91, die die vier von g; und g, gebildeten Winkel halbieren. Durch die weitere Be-
dingung, dafl die gesuchten Kreise durch p gehen sollen, wird zunéchst diejenige der
beiden Geraden (g; in Abb. 38) ausgesondert, die den p enthaltenden Winkel halbiert.
Da sie aus ¢;, g, und p mit Zirkel und Lineal konstruierbar ist und ferner in einem
bereits konstruierten Punkt von g, das Lot errichtet werden kann, geniigt es, eine
Konstruktion zu finden, die fiir jeden Kreis £ mit den geforderten Eigenschaften
seinen Beriihrungspunkt p(k) mit g, liefert. Der Mittelpunkt M (k) des Kreises k
ergibt sich dann als Schnitt des in p(k) auf g, errichteten Lotes mit g, und % selbst
als Z(M (k); M(k), p(k)). Es sei nun p,, der an g; gespiegelte Punkt » und p, der
Schnitt des Lotes von p auf g3 mit g, (siehe Abb. 38). Offenbar sind p, und p, aus g,, g,,
p konstruierbar. Durch diese Uberlegungen ist die urspriingliche Aufgabe, deren
unmittelbare algebraische Analyse die Aufstellung notwendiger und hinreichender
Bedingungen fiir die drei Koordinaten der gesuchten Kreise beziiglich eines geeigneten

————

KKS erfordert hitte, auf die Konstruktion aller méglichen Strecken x = p(k) p,
zuriickgefiihrt. Es sei hier nochmals darauf hingewiesen, dafl unsere Reduktion keinen
Sinn hitte, wenn die Konstruktion mit einem Instrumentensatz gefordert wire, von
dem noch nicht bekannt ist, daB8 die Konstruktion von Loten, Winkelhalbierenden
usw. mit ihm ausfiihrbar ist.

Zur algebraischen Analyse der reduzierten Aufgabe: Ist k ein beliebiger Kreis mit
den geforderten Eigenschaften, so gilt

Pot(py, k) = 22 = Pop - PPy (== 0 unter den gemachten Voraussetzungen).

Die beiden Losungen ), = :1:]/172793 P:p: sind aus p, Py, P,, also auch aus gy, gy, P
mit Zirkel und Lineal konstruierbar. Eine véllig in Einzelschritte aufgeloste Kon-
struktionsbeschreibung der Gesamtaufgabe wire bereits in diesem relativ einfachen
Fall von betridchtlichem Umfang.

2. Ein beriihmt gewordenes Beispiel fiir eine algebraische Analyse, die auf ein
kompliziertes Gleichungssystem mit mehreren Unbekannten fiihrt, lieferte 1803
MALFATTI mit der Losung folgender Aufgabe: Einem beliebigen (durch seine Ecken
Das P> De gegebenen) Dreieck sind drei Kreise k;, ky, k, so einzubeschreiben, daf sie
sich paarweise beriihren und jeder von ihnen zwei andere der drei Dreiecksseiten be-
riithrt (Abb. 39).

Wir beginnen mit der Bemerkung, da8 aus den gegebenen Punkten mit Zirkel und
Lineal in bekannter Weise die Seiten, die Winkelhalbierenden, der Inkreis und damit
auch sein Radius r und die Strecken s, ¢, u (siche Abb. 39) konstruierbar sind, also
bei einer Reduktion der Aufgabe beziiglich des Instrumentensatzes ,,Zirkel und
Lineal* als von vornherein mitgegeben angesehen werden kdnnen. Sind nun %,, k,, &,
drei Kreise mit den geforderten Eigenschaften, so miissen ihre Mittelpunkte auf den
jeweiligen Winkelhalbierenden liegen (vgl. Beispiel 1). Kennt man andererseits die
Lotfulpunkte p, von M(k,) auf L(p,, py), p, von M(k,) auf L(p,, pp) und p, von
M(k,) auf L(py, p;), so sind offenbar k,, ky, k., mit Zirkel und Lineal konstruierbar.

14*
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Damit ist die urspriingliche Aufgabe auf die Konstruktion der Strecken x = p,p,,

Yy = Ppp, und z = P_p, zuriickgefiihrt.
Zur algebraischen Analyse der reduzierten Aufgabe: Es sei r, der Radius von
ky, r, der Radius von £k, ferner p der Schnittpunkt der Parallelen durch M (k;) zu

Abb. 39

L(pg, pp) mit dem Lot von M(k,) auf L(p,, ps) (Abb. 39). Es ist d = p,p, = M(k,) p
als Kathete im rechtwinkligen Dreieck M (k,) M (k,) p gleich

Vs + 15)2 — (ra —15)2 = 2V 741,
und r:s =rpix, rit =1y, d. h.d = 2r ﬂt/
S

Damit erhalten wir
| 2y
st+t=xz+d+y=x+2r - + .
8
Analog findet man

stu=2+2 |/ = 42,

tu=y+2r |/LZ 1+
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P

Bringt man diese drei Gleichungen auf die Form (1), indem man nach den Wurzeln
auflost und quadriert, so erhélt man ein — im folgenden als (2) bezeichnetes — System
von drei Gleichungen zweiten Grades fiir z, y, 2. Dieses Gleichungssystem hat, wie
man durch Elimination zweier beliebiger der drei Variablen sieht, den Gesamtgrad 8,
d. h., in unserer Terminologie ist die MALFATTIsche Aufgabe auch in ihrer reduzierten
Form eine Aufgabe achten Grades. MALFATTI zeigte auf kompliziertem Wege, dafl die
z-Komponenten der acht Losungen durch das quadratische Radikal

x.—_-%(s+t—|—u—rj:]/7'2+82:]:]/r2+t2:|:]/7’2+u2)

dargestellt werden, woraus wegen der Symmetrie der Aufgabe in bezug auf die Paare
(x, 8), (¥, t), (2, u) sofort analoge Formeln fiir die y- und 2-Komponenten folgen. Von
den acht Losungen des Gleichungssystems (2) (die sich also unter den 8 Wert-
kombinationen der entsprechenden Radikale befinden) geniigt aber nur eine den
aus der geometrischen Fragestellung folgenden Nebenbedingungen

I<ar<s, O<y<t, O<z<u.

Sie lautet
x:..-%(s—{—t—}—u—r—}—]/7‘2—1—32—]/7'2—{—152—]/7‘2-!—142),
y=%(r—l—s+t—r-—-]/r2+32+1/'7'2+t2—]/r2+u2),
z=-1—(s+t-}—u-r—]/r2+82—]/r2+t2+]/r2+u2).

2

Daraus folgt: Jedem Dreieck lassen sich auf genau eine Weise drei Kreise mit den ge-
forderten Eigenschaften einbeschreiben. Die Konstruktion dieser Kreise ist mit
Zirkel und Lineal ausfiihrbar.

LBt man die Forderung, daf die Kreise dem Dreieck einbeschrieben sein sollen,
fallen, verlangt also nur

(3) kg, ky, k, beriihren sich paarweise,
k, beriihrt L(pg, Pv); L(pa; Do),
ky beriihrt L(py, Da); L(Po, Pc)s
k. beriihrt L(pe, Pa), L(Pe, Db),

so werden alle acht Lésungen des Gleichungssystems (2) geometrisch sinnvoll. Abb. 40
vermittelt eine Vorstellung von den hinzukommenden sieben Fillen. Dem Leser sei
empfohlen nachzupriifen, daB die algebraische Analyse jedes dieser Fille auf das
Gleichungssystem (2) fithrt. Das Gleichungssystem (2) ist also eine &dquivalente
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Abb. 40
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algebraische Formulierung der durch (3) gegebenen Konstruktionsaufgabe, wéhrend
die urspriingliche Aufgabe sich nur unter Verwendung von Nebenbedingungen
(Ungleichungen) in die Sprache der Algebra iibersetzen 148t. Man kann diesem Beispiel
und vielen weiteren als Faustregel entnehmen, dafl gerade solche Aufgaben bei der
algebraischen Analyse in reine Gleichungssysteme iibergehen, in deren Formulierung
nur Inzidenz und Kongruenz wesentlich eingehen, wihrend Anordnungsbeziehungen
sich in Ungleichungen niederschlagen. Dementsprechend stimmt bei Aufgaben der
ersten Art der Grad hiufig mit der Anzahl der geometrischen Losungen iiberein (falls
nidmlich alle Losungen des Gleichungssystems reell sind), wihrend bei Aufgaben der
zweiten Art die Anzahl der Losungen meist kleiner ist als der Grad der Aufgabe. In
vielen Fallen ist es niitzlich, sich durch probeweises Weglassen von eventuellen
Ordnungsbedingungen in einer Konstruktionsaufgabe eine Prognose iiber den zu
erwartenden Grad zu verschaffen.

Es sei noch bemerkt, dafl die interessante geometrische Fragestellung und die
Kompliziertheit des Losungsweges der Malfattischen Aufgabe viele Geometer ver-
anlaBten, sich mit dieser Aufgabe zu beschiftigen, insbesondere nach ,,rein geometri-
schen‘ Losungswegen zu suchen. Letzteres gelang zuerst STEINER.!)

3. Quadratur des Kreises. Zu einem gegebenen Kreis ist ein Quadrat gleichen
Flacheninhalts zu konstruieren.

Unm alle aus der naiven Auffassung der Aufgabe flieBenden zusédtzlichen Kompli-
kationen auszuschlieBen (falls wirklich nur ein Kreis gegeben ist, ist die Aufgabe
schon deshalb nicht 16sbar, weil auer dem Mittelpunkt des Kreises keine weiteren
Punkte konstruierbar sind!), wollen wir annehmen, dafl ein KKS (p,, p,, ;) gegeben
ist und ein Punkt p € Strahl(p,, p,) gesucht wird, so dal p,p? gleich dem Flidchen-
inhalt des Kreises Z(py; po, 1) wird. In der Theorie des Flacheninhalts wird gezeigt,
daB dieser Inhalt gleich der aus der Analysis bekannten Zahl # ist, d. h., wir erhalten

PP = ]/; Da mit allen traditionellen Konstruktionsinstrumenten (insbesondere
den in Abschnitt 7.2 behandelten) nur Stiicke konstruierbar sind, deren Koordi-
naten bzgl. KKS algebraisch von den Koordinaten der gegebenen Stiicke abhéngen,

folgt aus der Transzendenz von =z (und damit auch von ]/;), daB die Aufgabe mit
keinem dieser Instrumente(nsitze) 16sbar ist.2)

Den letzten beiden Beispielen schicken wir folgende Bemerkung voraus: Nach dem
Satz von GAvss (Abschnitt 4.4) hat ein irreduzibles Polynom dritten Grades mit
rationalen Koeffizienten keine als Quadratwurzelausdruck in den Xoeffizienten dar-
stellbare Nullstelle. Die Irreduzibilitit von Polynomen dritten Grades ist aber nach
dem in Abschnitt 4.2 beschriebenen Verfahren algorithmisch entscheidbar.

1) Crelles Journ. 1 (1826), 161 —184. Den besten Zugang zu der recht umfangreichen Literatur
itber die Aufgabe von MALFATTI bietet wohl H. SOERROTER, Die Steinersche Auflosung der Malfatti-
schen Aufgabe, Crelles Journ. 77 (1874), 230—244.

%) Eine ausfiihrliche Behandlung der historischen und mathematischen Aspekte der Kreis-
quadratur gibt E. BEUTEL, Die Quadratur des Kreises, Teubner-Verlag, Leipzig 1951. Eine metho-
disch gut durchgearbeitete Darstellung des Transzendenzbeweises fiir 7z findet man in [13].
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4, Verdoppelung des Wiirfels (,,delisches Problem ‘). Aus einer gegebenen (Einheits-)
Strecke pyp, ist mit Zirkel und Lineal ein Punkt p € Strahl(p,, p,) zu konstruieren,
so daB Pgp® = 2 ist. Wir erhalten also ohne besondere algebraische Analyse sofort
fir die gesuchte Strecke x = Pyp die Gleichung z® — 2 = 0. Das Polynom x3 — 2
ist aber in Z[x] irreduzibel.

b. Dreiteilung eines beliebigen spitzen Winkels. Wire die Dreiteilung beliebiger
spitzer Winkel mit Zirkel und Lineal ausfiihrbar, so kénnte auch aus durch p; ge-
gebenen cos «(py, Py, P: KKS, p; zwischen p, und p,) der Punkt pg € Strahl(p,, p,)

mit PyPs = €08 g konstruiert werden (Abb. 41):

P2 p,

Ps

(A _
% .
Po P3 l%%g7
gz Abb. 41

Po> P1> Pas Pa (Pos P1» P2 KKS, (po, Ps» P1))
¥
g1 = L(Po, P1)

k = Z(po; Po> P1)
g: = Lot(ps, g1)
P = Sy(k, g»)

ps = p(p € P A p € Halbebene(g,, p;))
| .
Nach Annahme existiert eine Zirkel-Lineal-Konstruktion fiir

v 1
Ps = tp(p € K A X ppepy = 3 X P4poP1 A p € Halbebene(g,, p,))

gs = Lot(p;, g1)

Ps = Si(g1, g3)
\’
Ps

Zum Beweis der Unlosbarkeit der urspriinglichen Aufgabe geniigt es daher zu
zeigen, daB die algebraische Analyse der Strecke x = Pgpg beziiglich des KKS p,, 1y, P2
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und des gegebenen p; auf eine Gleichung fiihrt, die nicht durch Quadratwurzelaus-
driicke 16sbar ist. Aus den Additionstheoremen der trigonometrischen Funktionen
folgt fiir beliebige Winkel ’

cos 38 = 4 cos®3 — 3 cos 3,
d. h. mit &« = 3§ und a = Pyp;
(4) 423 — 3x — a = 0.
Es geniigt zu zeigen, daB das Polynom 4x3® — 3x — a fiir irgendeinen speziellen Wert

von a (0 < a < 1) irreduzibel ist. Dies ist z. B. fiir a = —;— der Fall. (Dem entspricht

die Nichtdreiteilbarkeit des Winkels von 60°, d. h. die Nichtkonstruierbarkeit des
Winkels von 20° mit Zirkel und Lineal.)

Dem hier dargestellten Beweis der Unldsbarkeit der klassischen Dreiteilungsauf-
gabe schlossen sich mannigfache Untersuchungen dariiber an, welche speziellen Win-
kel mit Zirkel und Lineal dreiteilbar sind, ob es fiir diese ein einheitliches Verfahren
gibt usw. SchlieBlich gab es Meinungsverschiedenheiten dariiber, ob diese Frage-
stellungen ,,sinnvoll* sind (vgl. hierzu [2, § 13]).

6. Konstruktion reguldrer n-Ecke. Auf Grund der Bemerkungen iiber die Deu-
tung einer mit einem KKS versehenen euklidischen Zeichenebene als GaufBsche

Zahlenebene und iiber die Lage der #» komplexen Werte des Radikals il/; in dieser
Ebene (vgl. S. 1931.) ist klar, dafl die Konstruktion eines regulidren n-Ecks mit vor-
gegebenem Mittelpunkt p, und einer vorgegebenen Ecke p, im wesentlichen mit der

Konstruktion der n n-ten Evnhestswurzeln ]/1— in der GauBschen Zahlenebene iden-
tisch ist. Demnach ist diese Aufgabe bei gegebenem » (= 3) genau dann mit Zirkel
und Lineal 16sbar, wenn die (deshalb als Kreisteilungsgleichung bezeichnete) Gleichung
2® —1 = 0 durch ein quadratisches Radikal 16sbar ist. Gauss zeigte im Alter von
18 Jahren, daB dies genau dann der Fall ist, wenn » die Form 2'p, ... p,, hat, wobei
!>0,m = 0und p,, ...; p, paarweise verschiedene Primzahlen der Form 2% - 1
sind. Insbesondere ergibt der Falll = 0, m = 1, k = 2, die Konstruierbarkeit des
regulidren 17-Ecks mit Zirkel und Lineal, die bis zum Zeitpunkt der Gauflschen Ent-
deckung unbekannt war. Fiir eine ausfiihrlichere Behandlung dieses Problemkreises
sei auf [1] und [2] verwiesen.



10.  AbriB der Geschichte der geometrischen
Konstruktionen

Die praktische Ausfithrung und rezeptartige Uberlieferung einfacher geometrischer
Konstruktionen wie geradliniges Verbinden von Punkten, Abtragen von Strecken,
Schlagen von Kreisen, Konstruktion von rechten Winkeln, Rechtecken, Quadraten
usw. steht zweifellos am Anfang der Geometrie und wurde bereits vor Tausenden von
Jahren von den &ltesten Kulturvélkern betrieben.

Die ersten Konstruktionsinstrumente waren wahrscheinlich Schniire bzw. Seile,
die — straff gespannt — zur Herstellung von Geraden und — an einem Pflock be-
festigt — zum Schlagen von Kreisen benutzt wurden. Die Griechen bezeichneten die
praktischen Geometer, die die aus Agypten iibernommene FeldmeBkunst ausiibten,
als domeddvantar (Seilspanner). Dafl den noch primitiven theoretischen Kenntnissen
bereits frith eine ausgefeilte handwerkliche Technik gegeniiberstand, beweist u. a.
die Kultanlage Stonehenge in Siidengland, die zwischen 1900 und 1400 v. u. Z.
von Kelten errichtet wurde. Sie besteht aus mehreren konzentrischen Griaben und
Erdwillen sowie einem Kreis von riesigen Steinblocken, die mit maximal 25 cm Ab-
weichungin einem Ring von 30,10 m Durchmesser aufgestellt wurden. Da die einzelnen
Teile der Anlage jeweils in Abstinden von iiber 100 Jahren gebaut wurden und
trotzdem mit beachtlicher Genauigkeit konzentrisch ausgerichtet sind, kann man
schlieBen, daf} die Konstruktion des Mittelpunktes eines Kreises bereits beherrscht
wurde.?) .

Allgemein bildeten die Bediirfnisse der Landvermessung, Astronomie und Archi-
tektur vor allem in den alten Stromtalkulturen die erste méchtige Triebkraft fiir die
Entwicklung einer vorwiegend konstruktiven Geometrie. Unter den Bedingungen
der entwickelten Sklavenhaltergesellschaft, wie man sie etwa ab 500 v. u. Z. in den
griechischen Stadtstaaten findet, erlosch jedoch rasch das Interesse der herrschenden
Klasse an einer auf praktische Bediirfnisse gerichteten Wissenschaft. Da fast alle

1) B. JacoBr, Verweht und ausgegraben, 3. Aufl., Prisma-Verlag, Leipzig 1970.
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Arbeiten, auch geistige, schlieBlich von Sklaven verrichtet wurden, war es eines ge-
bildeten Freien unwiirdig, sich mit praktischen und niitzlichen Dingen des tdglichen
Lebens zu beschéftigen. Wie ist es zu erkldren, daBl die Mathematik und speziell die
Geometrie gerade in dieser Epoche eine so hohe Bliite erreichte und in vieler Hinsicht
ihre bis heute giiltige Form erhielt? Einen entscheidenden Einflu8} auf diese Entwick-
lung iibten der athenische Philosoph PrATON (um 400 v. u. Z.) und die von ihm ge-
griindete Akademie aus. Fiir PLATON waren die urspriinglich durch Abstraktion aus
der Realitdt entstandenen Begriffe der Geometrie die besten Beispiele ,,abstrakter
Ideen®, von deren Vollkommenheit die Realitit nur unzulingliche Abbilder liefern
kann. Unter dem EinfluB der idealistischen platonischen Philosophie wurde die
Geometrie zum vornehmen Denksport einer miifliggehenden Oberschicht. Sie nahm
dabei jene dsthetisch vollkommene aber weitgehend praxisfremde Gestalt an, von der
ihr einiges bis in die Gegenwart anhaftet.

Obwohl selbst nicht Mathematiker, beschéftigte sich PLAToN insbesondere intensiv
mit der Methodik der geometrischen Konstruktionsaufgaben. Er fiihrte die noch
heute gebriuchliche Gliederung in Aufgabe, Analysis, Konstruktionsbeschreibung
und Beweis der Richtigkeit der Losung ein. Auch die Bevorzugung von Zirkel und
Lineal (die spiter hiufig als ein dogmatisches Verbot anderer Konstruktionsinstru-
mente interpretiert wurde) geht auf PLaToN zuriick. Die Ursachen diirften ideologi-
scher Natur gewesen sein : Kreise und Geraden waren die vollkommensten und harmo-
nischsten geometrischen Gebilde. Andererseits liegt die Benutzung von Dreiecken,
Gelenkmechanismen und anderen Gerdten verdichtig nahe bei handwerklicher
Tatigkeit. Schon die bloBe Vorstellung der mechanischen Bewegung einer geometri-
schen Figur war den Platonikern verwerflich.

Das klarste Bild von der platonischen Vorstellung der Mathematik vermitteln die
berithmten ,,Elemente‘ des EURLID (um 300 v. u. Z.). Keine der unzihligen in diesem
Werk angegebenen Konstruktionsbeschreibungen ist wirklich als Anweisung zum
praktischen Handeln gedacht. Die Losung von Konstruktionsaufgaben erscheint
hier nur noch als spezielle methodische Form des Beweisens von Sitzen. Diese Ein-
stellung blieb 2000 Jahre lang bestimmend fiir die Behandlung der geometrischen
Konstruktionen, ohne da8 jedoch der in Kapitel 8 dieses Buches behandelte logische
Charakter des , konstruktiven Beweisens* bewuBt wurde.

Starke Impulse erhielten die Theorie der geometrischen Konstruktionen und in der
Neuzeit weitere Gebiete der Mathematik durch das Fehlschlagen aller Versuche, die
drei klassischen Probleme

Dreiteilung des Winkels,
Verdopplung des Wiirfels,
Quadratur des Kreises

mit Zirkel und Lineal zu 16sen. Wahrend das letzte Problem im Altertum einerseits
zur Entwicklung approximativer Methoden (vor allem durch Eupoxos (etwa 408 bis
355 v. u. Z.) und ARCHIMEDES (etwa 287—212 v. u. Z.)) und andererseits auf wenig
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fruchtbare Nebenwege (quadrierbare Kreisbogenzweiecke, Méndchensatz des Hrero-
KRATES von Chios (um 440 v. u. Z.)) fiihrte, in der Neuzeit aber die wesentlichste
Triebkraft fiir die Auseinandersetzung mit dem Begriff der transzendenten Zahl
bildete und schlieBlich durch den Beweis der Transzendenz von 7z gekront wurde
(FERDINAND vON LiNDEMANN, 1852—1939), waren fiir die beiden ersten Aufgaben
schon im Altertum zahlreiche Losungen bekannt, die man mit Hilfe anderer Kon-
struktionsmittel gefunden hatte.

Mit dem Niedergang der griechischen Kultur und Wissenschaft zur Roémerzeit
trat eine lange Pause in der Entwicklung der Geometrie ein, in der viele bereits
bekannte Resultate wieder in Vergessenheit gerieten. Aus der hochstehenden aber
vorwiegend algebraisch ausgerichteten arabischen Mathematik ragt als fiir uns er-
wiahnenswert lediglich ABO'L-waFA (940—998) hervor, der sich mit Konstruktionen
mit Lineal und fester Zirkeloffnung beschiftigte. Gerade dieses relativ gesuchte
Problem wurde gegen Ende des 15. Jahrhunderts, als die Renaissance auch das
Interesse an der Geometrie neu belebte, zu einer bevorzugten Liebhaberei von
Mathematikern, Architekten und Malern. ALBRECET DURER (1471—1528), LEo-
NARDO DA ViNcr (1452—1519), NicorLa Tartacria (1500?—1557) und Lupovico
FrrrarI (1522—1565) sind hier u. a. zu nennen. Ihre zahlreichen, zum Teil sehr
scharfsinnigen Losungen von Einzelaufgaben wurden durch den Satz von PONCELET-
STEINER gekront, wonach jede mit Zirkel und Lineal 16sbare Aufgabe schon bei Vor-
gabe eines einzigen Kreises samt Mittelpunkt mit dem Lineal allein l6sbar ist. Dieser
Satz wurde 1822 von JEAN VicTOR PONCELET (1788—1867) in seinem Werk ,,Traite
des proprietés projectives ausgesprochen, jedoch nach heutigen Begriffen nicht
streng bewiesen. Den exakten Beweis gab der Schweizer JA00B STEINER (1786 —1863)
in seiner Arbeit,,Die geometrischen Konstruktionen, ausgefiihrt mittels der geraden
Linie und eines festen Kreises* (1833), einer auch fiir heutige Anspriiche in Stil und
Methode vorbildlichen Arbeit. A

Der Italiener LorRENZO MASCHERONI (1750—1800) bewies 1797 (,,La Geometria del
Compasso®), daBl alle mit Zirkel und Lineal konstruierbaren Punkte mit dem Zirkel
allein konstruierbar sind. Einen neuen Beweis fiir diesen Satz durch Anwendung
eines einheitlichen Prinzips (Transformation mittels reziproker Radien) gab AueusT
ApLER 1890. Im Jahre 1928 entdeckte der auch durch eigene Beitrige zur Theorie der
geometrischen Konstruktionen hervorgetretene dénische Mathematiker JOHANNES
HyermsLEV (1873—1950), daB sein Landsmann GEorRG MoHR (1640—1697) bereits
1672 in einem Buch ,,Euclides Danicus fiir alle Aufgaben der ersten zehn Biicher
EvukLips Losungen mit dem Zirkel allein angegeben hatte. Seitdem bezeichnet man
den oben genannten Sachverhalt als Satz von MoHER-MASCHERONI.

Weit fruchtbarer auf die Gesamtentwicklung der Elementargeometrie als die bisher
genannten Probleme wirkte sich die im 18. Jahrhundert (zuerst von JomRANN HEIN-
RICH LAMBERT (1728 —1777) und LazaRE NIcorAs MARGUERITE CArRNOT (1753 bis
1823)) aufgeworfene Frage nach der Losbarkeit von Konstruktionsaufgaben mit dem
Lineal allein aus. Ihre schrittweise Losung erfolgte in enger Wechselbeziehung mit
der Entwicklung der — zunéchst als Geometrie der Lage bezeichneten — projektiven
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Geometrie. CHARLES-JULIEN BriancuoN (1783—1864) wies bereits 1818 (,,Les
applications de la theorie des transversales‘) nachdriicklich auf die praktische
Bedeutung der rein linearen Konstruktionen (Perspektive, Feldmessung u. a.)
hin.

Seit, der Bliitezeit der griechischen Mathematik hatte sich niemand mehr mit der
praktischen Ausfithrbarkeit der Losungen von geometrischen Konstruktionsaufgaben
beschiftigt. Alle Konstruktionen waren fiir die unbeschrinkte Zeichenebene und
ideale unbeschrinkte Instrumente ersonnen. Daf} die Beschrinktheit realer Zeichen-
flichen und realer Instrumente Anlafl zu nicht nur niitzlichen sondern auch mathe-
matisch interessanten Untersuchungen geben kann, wurde erst im 17. Jahrhundert
bemerkt. Eine Zusammenfassung der einschligigen Methoden und Resultate gab
1913 P. ZourkeE [14]. In der zweiten Hilfte des 19: Jahrhunderts begann man auch
Fragen der Zeichengenauigkeit zu untersuchen. EDME MARIE JoskpH LEMOINE
(1751—1816) (,,La géométrographie*, Paris 1902) ging von der Hypothese aus, da8
die Ungenauigkeit einer Konstruktion mit der Zahl der Einzelschritte wichst und
filhrte den Begriff der geometrographischen Losung einer Aufgabe ein, d. h. einer
Losung mit nachweisbar minimaler Zahl von Einzelschritten. In Verfolgung dieser
Idee konnten viele altbekannte Losungen vereinfacht werden.?)

Wir haben in groBen Ziigen die Entstehung und Entwicklung einiger Seitenzweige
der Theorie der geometrischen Konstruktionen verfolgt. Die Hauptentwicklungslinie
wird durch die Begriindung (RENE DEscaBTES, 1596—1650) und den Ausbau der
analytischen Geometrie markiert. Sie lieferte universelle Methoden fiir die algebra-
ische Analyse von Konstruktionsaufgaben und -instrumenten und damit erstmalig
die Moglichkeit, die Unl6sbarkeit gewisser Aufgaben zu beweisen. Als Beispiel eines mit
algebraischen Methoden erzielten positiven Resultats mag der von CARL FRIEDRICH
Gavuss (1777—1855) erbrachte Nachweis der Konstruierbarkeit des reguldren Sieb-
zehnecks mit Zirkel und Lineal dienen (siehe S. 217, Nr. 6). Der Kult, der mit diesem
eigentlich eher als Kuriosum zu wertenden Resultat getrieben wurde (es galt vielen
als bedeutendste Leistung von Gauss) illustriert deutlich die negativen Auswiichse
der Algebraisierung der Geometrie. Aus dieser Epoche ragt JAcoB STEINER durch
seine entschiedenen Bemiihungen hervor, die Geometrie gegeniiber der Algebra als
eigenstindige mathematische Disziplin zu bewahren.

Nachdem sich seit dem Niedergang der griechischen Mathematik das allgemeine
Interesse auf Konstruktionen mit Zirkel und Lineal oder gewisse Einschrinkungen
bzw. Erweiterungen dieser Instrumente konzentriert hatte, lenkte vor allem AugusT
ADLER durch seine Untersuchungen iiber Parallel- und Winkellineal die Aufmerk-
samkeit wieder auf die Fiille anderer Moglichkeiten. Unter dem EinfluB8 der Unter-
suchungen Davip HLBERTS (1862—1943) zu den Grundlagen der Mathematik be-
gann man die #lteren Resultate unter neuen, insbesondere beweis- und modell-
theoretischen Aspekten zu sehen. Gegenwartig erscheinen neue Arbeiten zu unserem

1) Vgl. J.ReuscH, Planimetrische Konstruktionen in geometrographischer Ausfithrung,
Leipzig 1904.
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Thema vorwiegend unter systematisierenden?) oder schulmethodischen?) Gesichts-
punkten.

Als erste zusammenfassende Darstellungen der Theorie der geometrischen Kon-
struktionen, die den Rahmen von Aufgaben—Lésungen—Sammlungen sprengten, er-
schienen kurz nacheinander [6], [1] und [13]. Eine ausfiihrliche Darstellung der
dlteren Geschichte der geometrischen Konstruktionen findet man in [12], eine Fiille
von Einzelfakten in den FuBnoten von [13] und im Anhang von [2].

1) Siehe z.B. 0. KROTENHEBRDT, Zur Theorie der Dreieckskonstriktionen, Wiss. Zeitschr.
Univ. Halle 1966, 677—1700.

%) Siehe z. B. M. EBNER. Geometrische Schiilerarbeiten im Geldnde, Teil 1 und 2, Verlag Volk
und Wissen, Berlin 1958 bzw. 1960.

/
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und euklidischen Ebenen



11. Das Lineal in affinen Ebenen

In diesem Kapitel werden solche Konstruktionen behandelt, bei deren Ausfithrung
und theoretischer Begriindung man von der euklidischen Struktur der verwendeten
realen (euklidischen) Zeichenflichen absehen kann, sie also nur als affine Ebenen be- .
nutzt. Als Sammelbezeichnung fiir Punkte und Geraden benutzen wir in diesem
Kapitel das Wort Stiicke.

Wie schon in Abschnitt 9.3 ausgefithrt wurde, ist rationale Abhingigkeit der
Koordinaten der gesuchten Stiicke von den Koordinaten der gegebenen Stiicke be-
ziiglich eines AKS notwendig, aber nicht hinreichend fiir deren Konstruierbarkeit
mit dem Lineal allein. Um dennoch zu einer Charakterisierung der mit dem Lineal .
allein ausfiihrbaren Konstruktionen zu kommen, betrachten wir zunichst den in,
beliebigen affinen Ebenen % sinnvollen Instrumentensatz (L, P, S,;), wobei P die in
Abschnitt 5.1 definierte Parallelenoperation ist. Da die Ausfiihrung von P(p, g) auch
als Verbindung des eigentlichen Punktes p mit dem durch die Gerade g bestimmten
uneigentlichen Punkt gedeutet werden kann, P und L zusammen also wie ein ,,ge-
wohnliches Lineal® in der projektiven AbschlieBung von % wirken, bezeichnen wir
den Instrumentensatz (L, P, S,) als projektives Lineal (in affinen Ebenen). Die tech-
nische Realisierbarkeit dieses Instrumentensatzes ist fiir das Folgende ohne Be-
deutung. Man kann das projektive Lineal innerhalb gewisser Grenzen z. B. durch vier
gelenkig zu einem Parallelogramm verbundene Lineale realisieren.

Satz 1. Mit dem projektiven Lineal sind in einer affinen Hbene aus gegebenen
Stiicken hochstens solche Stiicke konstruierbar, deren Koordinaten beziiglich eines be-
liebigen AKS rational von den Koordinaten der gegebenen Stiicke abhdngen. Ist um-
gekehrt aus den gegebenen Stiicken ein AKS K = (py, D1, P2) (d. b. drei nicht kollineare
Punkte) konstruierbar, so sind alle Stiicke konstruierbar, deren Koordinaten beziiglich K
rational von den Koordinaten der gegebenen Stiicke abhidngen.

15 Schreiber, Konstruktionen
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Zum Beweis des ersten Teils ist in Ergdnzung von Satz 1 (9.3.) nur noch zu zeigen,
dafl die Koordinaten der Geraden P(p, ¢) rational von den Koordinaten von p und ¢
abhingen. Dies sei dem Leser iiberlassen. Zum Beweis des zweiten Teils ist zu zeigen:

a) die Koordinaten jedes gegebenen Stiickes sind (als Punkte auf der jeweiligen
Achse) konstruierbar.

b) Koordinaten sind von einer Achse auf die andere iibertragbar.

¢) An Koordinaten auf einer gemeinsamen Achse sind die rationalen Grund-
operationen ausfiihrbar.

d) Sind die Koordinaten eines Stiickes konstruierbar, so ist das Stiick selbst kon-
struierbar.

Die Beweise von a) und d) stimmen mit den entsprechenden Beweisen von Satz 2
(Abschnitt 9.3) iiberein, wenn man statt der Lote auf die Achsen jeweils Parallelen
zur anderen Achse benutzt. Auch die konstruktive Multiplikation und Division auf
Grund der Strahlensitze kann aus Abschnitt 9.2 iibernommen werden. Nur sind die
dort mit Zirkel und Lineal konstruierten Parallelen jetzt als Grundkonstruktion
anzusehen. Das Ubertragen von Koordinaten von einer Achse auf die andere ge-
schieht jetzt ebenfalls nach Strahlensatz, indem man durch die gegebene Koordinate
die Parallele zu der Geraden durch die beiden Einheitspunkte des AKS zieht und deren
Schnittpunkt mit der anderen Achse bestimmt. Eine Anderung gegeniiber dem Vor-
gehen mit Zirkel und Lineal ergibt sich lediglich bei der Addition und Subtraktion,
wo jetzt die affine Definition (mittels zweifacher Parallelverschiebung) zugrunde-
gelegt wird. Die Beschreibung der Konstruktion sei dem Leser iiberlassen.

Als Beispiel von grundlegender inhaltlicher und methodischer Bedeutung be-
handeln wir die Konstruktion des Mittelpunktes einer Strecke p,p, mit dem projek-
tiven Lineal unter Benutzung eines zu p,, p, nicht kollinearen Hilfspunktes p;
(Abb. 42a):

P1s P2 (P1 = P2)

\
pPs = &p(P1, Pa; P nicht kollinear)

g1 = L(py, p2)

g2 = L(py, Ds)
gs = L(py, ps)
g: = P(ps, 85)
gs = P(pi1, gs)

Ps = Si(gs, g5) (DaB g, und g5 sich schneiden und daB der Schnittpunkt p,
gs = L(ps, ps) von p,; verschieden ist, folgt aus dem Parallelenaxiom I4)

Ps = 51(g1, Ze)
N’
Ps
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Das in Abschnitt 5.1 angegebene Modell aus vier Punkten fiir I1 bis I5 zeigt, daB die
Existenz von ps (d.h. das Sichschneiden der Diagonalen eines Parallelogramms)
nicht aus den affinen Inzidenzaxiomen folgt. Wir beweisen daher zunichst unter
wesentlicher Benutzung der Zwischenaxiome:

ge Schneidet g, in einem Punkt ps mit (py, s, P2)-

Aus den Ordnungsaxiomen folgt (vgl. Abschnitt 5.3, (1)) die Existenz eines Punktes
Pe ZWischen p; und p,4. Falls nicht schon pg € g, und damit der gesuchte Punkt ist,
ergibt Anwendung des Axioms von PAscH auf das Dreieck pgp,p, und g, = L(pl, Ps)

6 7

2) b)

Abb. 42

einen Punkt p, € g; mit (ps, pq, p2) oder (p,, P;, ps). Wir verfolgen den ersten Fall
(Abb. 42b). Der andere verlduft analog unter Vertauschung der Parallelogramm-
ecken p; und p,. Es sei g3 = P(ps, 93). Da g; und g5 parallel zu gz sind, liegt jede
dieser Geraden ganz in einer der beiden Halbebenen beziiglich gg. Folglich liegen p;, p;
in der gleichen Halbebene, p,, p, in der gleichen Halbebene, aber p;, p, in verschiede-
nen Halbebenen wegen (p;, p5, 241), demnach auch p,, p, in verschiedenen Halbebenen,
d. h., zwischen p, und p, liegt ein Punkt der Geraden g;. Wegen ps = 8,(9:, 9s)
muf dies p; sein, d. h. (p,, pg, p;). Anwendung des Axioms von PascH auf das Dreieck
D1P:P, und gg ergibt nun sofort, daB g, die Gerade g, zwischen p, und p, schneidet, was
zu beweisen war. (Ein Schnitt von g; mit der Strecke p,p, ist wegen (ps, P7, P2)
unmoglich.) Die scheinbar bei diesem Beweis nicht bendtigte Voraussetzung g, | g4
ist statt g, || g5 im Fall (p,, p;, p,) anzuwenden.

15%
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Es bleibt nun zu zeigen, daB der erhaltene Punkt p; tatsichlich der Mittelpunkt
der Strecke p,p, (im Sinne der affinen Geometrie!) ist, d. h., daf§ die gerichtete
Strecke p, p; zu sich selbst addiert, die Strecke p,p, ergibt. Dazu denken wir uns die
in Abb. 42¢ dargestellte Hilfskonstruktion ausgefiihrt:

98 = P(ps, 91), 92 = P(ps, 92), P = 81(92, 9s)

(p existiert nach I4 als vierter Eckpunkt des Parallelogramms). Da nach Konstruk-
tion g,, 94, 9, paarweise parallel sind, ist das Dreieck p,p;p, beziiglich eines uneigent-
lichen Perspektivititszentrums p, zentralperspektiv zum Dreieck pypp,. Da ferner
nach Konstruktion die bei dieser Perspektivitit einander entsprechenden Seiten g,
und g sowie g5 und g5 jeweils parallel sind, ist die Perspektivitidtsachse uneigentlich,
d. h. (Satz von DESARGUES!), es ist auch g || L(p, p.) (= g,). Das letzte bedeutet aber,
daB p,p, durch zweimalige Parallelverschiebung in p_p, iibergeht, was zu zeigen war.
Mit dem Nachweis, dal p; der affine Mittelpunkt der Strecke p,p, ist, haben wir
zugleich den noch ausstehenden Beweis erbracht, dal der wie in Abb. 42a aus p,, p,
unter Benutzung von p; konstruierte Punkt p; unabhingig von der Wahl des Hilfs-
punktes p, ist. (Dies kann man auch direkt zeigen.)

Satz 1 er6ffnet zwei Wege, den Anwendungsbereich des Instrumentensatzes (L, S;)
in affinen Ebenen zu kliren: 1

A. Durch die Betrachtung solcher Fille, in denen die Operation P auf Grund
spezieller Eigenschaften der gegebenen Figur durch eine (L, S;)-Konstruktion dar-
stellbar ist, d. h. Aufsuchen von Bedingungen H, so da8 (L, S;) und (L, P, S,) beziig-
lich H bedingt dquivalent sind (vgl. Abschnitt 8.7).

B. Durch Benutzung von PKS statt AKS, d. h. im wesentlichen Auszeichnung
einer eigentlichen Geraden g, der affinen Ebene % als uneigentliche Gerade der pro-
jektiven AbschlieBung von Y. Die zunichst mit dem gewGhnlichen Lineal nicht aus-
fiihrbare Operation P(p, g) geht dann iiber in L(p, S1(g, gu)). Der Spezialfall ¢ || g,
kann durch eine Hilfskonstruktion umgangen werden.

Wir verfolgen zundchst A.

Satz 2. Sind (auf Grund spezieller Eigenschaften der gegebenen Stiicke S) zu zwet
nichtparallelen Geraden g,,9, € S durch jeden aus S konstruierbaren Punkt p die
Parallelen mit dem Lineal allein konstruierbar, so ist P(p, g) aus S fiir jeden aus S
konstruierbaren Punkt p und jede aus S konstruierbare Gerade g mit dem Lineal allein
konstruierbar. '

Beweis. Gegeben seien g, ¢,, g, p mit g, schneidet g, und eventuell weitere
Stiicke. Gesucht ist P(p, g). Wir kénnen annehmen, dal p ¢ g (weil sonst ¢ schon die
Loésung wire) und daB g weder zu ¢, noch zu g, parallel ist (da sonst P(p, g)
= P(p,9,) bzw. = P(p,g,) nach Voraussetzung konstruierbar wire). Wir betrachten
zunéchst den Fall, daB g, g;, g, nicht durch einen gemeinsamen Punkt gehen und p



11. Das Lineal in affinen Ebenen 229

auf keiner der drei Geraden liegt, deren Schnittpunkte wie in Abb. 43 bezeichnet
seien. p soll zu dem p, zugeordneten Eckpunkt eines Dreiecks gemacht werden, das
beziiglich eines Zentrums p; zu pyp,p, perspektiv ist und dessen Seiten zu g, bzw. g,

97 92
Py
P2
P3 P L
7\ p1 AN 1
g 98
5\ \% 93
Ps Abb. 43

parallel sind. Nach dem Satz von DESARGUES muf} dann die dritte Seite die Parallele
P(p, g) sein. Als Perspektivititszentrum p, kann jeder von p, p, verschiedene Punkt
auf L(p, p,) dienen, und bei praktischer Ausfiihrung der Konstruktion wird man einen
solchen beliebig wihlen. Diese verlduft dann wie folgt:

g, 81, 2, P (g schneidet g; und g,, g, schneidet g, und die drei
J Schnittpunkte sind verschieden, p ¢ gu g1 U g»)

Po = S1(g1» 82)
P = Si(g, &1)
Pz = S;(g, 22)
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[ g5 = L(p, p1) (» = 2y, da p ¢ g, nach Voraussetzung)
g+ = P(p, g1) (nach Voraussetzung konstruierbar)

Ps = &Pi(p; € 83 A Pi = P, P1)
85 = L(p,, po) (Wire p, = py, 80 Do, p1, p kollinear, aber

P ¢ g1)
= L(p;, Wiére p, = P, SO Py, P2, » kollinear, aber
K(g, g1, 20,p) | & (Ps> P2) ( P P1s P2s P
p¢g)
ps = S;(gs, g5) (95 schneidet g;, also auch die zu g; echt
parallele Gerade g,)

g, = P(ps, g2) (nach Voraussetzung konstruierbar)

Ps = 8,(g7, s) (Begriindung analog ps)

gs = L(p, ps) (Wiére p = py, S0 P, P, Ps, Py kollinear, aber
s P¢9)

gs (= P(p, g.))

Es bleibt zu zeigen:

a) Der willkiirlich gewihlte Punkt p, kann prinzipiell durch einen konstruierten
Punkt ersetzt werden: Da g, sowohl g, als auch ¢ in p, schneidet, schneidet g auch die
dazu parallelen Geraden P(p,,g;) bzw. P(py, g). Wenigstens einer dieser beiden.
Schnittpunkte ist aber von p (und beide sind von p,) verschieden.

b) Falls p auf g, oder auf g, liegt oder die Geraden g, g;, g, koinzident sind (d. h.
Po € 9), kann man zu konstruierbaren anderen Reprisentanten der durch .g, bzw.
9. gegebenen uneigentlichen Punkte iibergehen, so dal die neue Figur die Voraus-
setzungen der obigen Konstruktion erfiillt.

Das Resultat aller unserer Uberlegungen la8t sich in dem auf S. 231 angegebenen
(abgekiirzten) FluBdiagramm zusammenfassen.

Auf Grund von Satz 2 reduziert sich das Problem A auf die Betrachtung von Be-
dingungen, unter denen in einer bestimmten Richtung durch jeden Punkt mit dem
Lineal allein die Gerade gelegt werden kann.

Satz 3. Befinden sich unter den gegebenen Stiicken zwei parallele Geraden gy, g,, so
kann unter Benutzung geeigneter Hilfselemente zu jedem Punkt p, die Gerade P(py, ¢,)
(= P(pos 92)) mit dem Lineal allein konstruiert werden.

Zum Beweis geben wir eine Konstruktion von P(p,, ¢;) an und beweisen deren
Ausfithrbarkeit unter den vorausgesetzten Bedingungen.

81,82 Dol |82 APo g ug)  (Abb. 44)

v
gs = €g(Po € g A g schneidet g;)
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g, 815 82, P (g; schneidet g,)

Po = S1(81, 2)

P(p, g) = P(p, &)

ja

(dann p == p,)

g; durch P(p,. gy).

netn g, durch P(p,. g,)

ge durch P(p, g,) g; durch P(p, g,) nein ersctzen !
ersetzen ersetzen
I T !

P(p’ g)é— K(g: 815 8o P)

Es folgt: g5 schneidet g,.
p1 = Si(gs, &1)
P2 = Si(gs, 82)
Ps = ep(P € g3 A P == Po A (P2s P1; P) A — (Po; Ps P2))-

Diese Wahl des Hiltspunktes p; garantiert, wie sich zeigt, die Existenz aller im
folgenden bendtigten Schnittpunkte.

g1 = &g8(Ps € g4 A g4 schneidet g, A g, = g;).
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Es folgt: g, schneidet g,.

Pa = S1(g4; &)
Ps = S1(84; &1)-
Aus (pe, p1, ps) und g, || g; folgt (pa, Ps, Ps)-
g5 = L(p1, Pa)
P1 = Py Wegen Py € g1, P € 92, 91 || o
gs = L(ps, ps)
Rechtfertigung analog g;.

Ps = Sl(gs, e)

Beweis der Existenz von pg: g5 trifft wegen (p,, p;, p;3) das Dreieck p,p;p; und verlafit
es wegen (Pg, Ps, P3) und p, = S;(g5, g94) nicht durch die Seite p;p;. Daher existiert ein
Schnittpunkt p; von g; und g mit (p,, pg, Ps).

g = L(Pa: PG)

Ps & Pg, da nach Konstruktion p, und pg auf verschiedenen Seiten von g, liegen.

gs = L(po; P4)

Po = P4, da g und g, nur p,; gemeinsam haben.

‘P2 = S1(g7> 8s)

Wegen (p,, Ps, Ps) liegen p, und p; auf verschiedenen Seiten von g,. Da — (p,, D3, P2)
bei der Wahl von p; vorausgesetzt war, ist p, € Halbebene(g,, p,), wihrend wegen
(P35> Ps> Ps) Ps € Halbebene(g,, ps) gilt. Daher schneidet g, die Gerade g, in p, mit

(D05 P25 Pa)-

g = L(p., p7)
Ps = S1(g4) o)

go = L(Po; Ps)
\’
go

Es bleibt zu zeigen, daf} p, existiert und daB g, || g, ist. Dazu denken wir uns noch
9o = P(po, 91) gezogen, und bezeichnen dann 8;(g;, 9s) mit pg. Nach Konstruktion
haben die Dreiecke p,p5p;s und pypsp; das Perspektivititszentrum p;. Da g5 und g
sich in p, € g, schneiden und g, und g; sich im uneigentlichen Punkt von g, schnei-
den, ist g, die Perspektivititsachse, d. h., g, und L(pj, p,) schneiden sich in p,.
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gé )

93 g7 g Abb. 44

Das bedeutet aber: pg, p,, p; sind kollinear, d. h., g, schneidet g, wie behauptet,
und wegen pg = pg ist auch g, = gj; also gilt g, || g;.

Satz 4. Befinden sich unter den gegebenen Stiicken drei dquidistante kollineare
Punkte py, p;, P3s, s0 kann unter Benutzung eines geeigneten Hilfspunktes zu jedem
Punkt p, die Gerade P(po, L(p,, pz)) mat den Lineal allein konstruiert werden.

Mit g, bezeichnen wir die zur Konstruktion selbst nicht benétigte Gerade L(p,, p,).
Wir konstruieren (Abb. 45):

P1> P25 Pss Po (Ps = M(p1, P2) A P1, Ps; Po nicht kollinear)

\’
g1 = L(p;, Po)
P14 = €p(P1> Pos P)
gs = L(ps; Pg)

g5 = L(ps, Ps)
g4+ = L(Po, P2)

g3 schneidet g,: g, trifft /\ p;psp, in po mit (py, Po, Ps). Da g4 und g, wegen (py, Ps, P2
sich auflerhalb der Strecke p,p,; schneiden, existiert nach dem Axiom von PAscH ein
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Punkt p; mit p; € g, und (ps, Ps, Ps)

Ps = S;(g3, g4)

gs = L(p1, Ps)

Ps = Si(g5, g2) (Zum Existenzbeweis Axiom von PAscH auf g; und /\ p.p;p,
anwenden!)

26 = L(Po, Ps)
2
ge

95
g1

98 Abb. 45

Es bleibt zu zeigen: g || go. Wir denken uns p,, p,, p; durch p, zum Parallelogramm
mit der Diagonalen g, erginzt (siche Abb. 45). Dann ist nach einem fritheren Beweis
p3 der Schnittpunkt der Diagonalen. Daher ist /\ pypeps beziiglich des Zentrums p;
zentralperspektiv zu /\ p,p,p;. Da nach Konstruktion zwei Paar zugeordneter Drei-
eckseiten paarweise parallel sind, ist die Perspektivitidtsachse uneigentlich, d. h., es
ist auch g; || go.

Eine weitgehende Verallgemeinerung von Satz 4 ist

Satz 5. Befinden sich unter den gegebenen Stiicken dret kollineare Punkte p,, ps, Ps
miat bekanntem rationalem Teilverhdlinis, so kann unter Benutzung geeigneter Hilfs-
elemente zu jedem Punkt p, die Gerade P(py, L(py, pz)) mit dem Lineal allein durch eine
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elementare Konstruktion erhalten werden. Gilt eine der Priifrelationen g || g2,
ps = M(py, p2)? als entscheidbar, so gibt es eine nichtelementare Konstruktion, die zu
Po> P1> De> P3, wobes Py, py, 3 kollineare Punkte mit rationalem jedoch nicht bekanntem
Teilverhiilinis sind, die Gerade P(py, L(p,, p,)) liefert.

Zum Beweis von Satz 5 ist eine Reihe von Vorbetrachtungen erforderlich, die in
diesem Zusammenhang Hilfscharakter haben, jedoch eine bedeutende selbsténdige
Rolle beim Ubergang von affinen zu projektiven Methoden spielen.

In einer projektiven Ebene (insbesondere im projektiven Abschlufl einer affinen
Ebene) definieren je vier Punkte p,, p,, ps, p4 in allgemeiner Lage ein sogenanntes
vollstindiges Vierseit, bestehend aus p, ..., py (Hcken des Vierseits genannt), den sechs

u /, I

Abb. 46

Verbindungsgeraden g¢;; = L(p;, p;) (Seiten des Vierseits genannt) und den drei von
P15 -+, Py Verschiedenen Schnittpunkten der Seiten, die Diagonalpunkte des Vierseits
heilen und bei eigentlichen p;, ..., p, teilweise uneigentlich sein kénnen. Abb. 46a, b
zeigen zwei Vierseite mit den Diagonalpunkten p’, p”, p”’’ und grundverschiedenen
Anordnungseigenschaften, woraus sofort folgt, daB es keinen Sinn hat, im allgemeinen
zwischen ,,dulleren Seiten“ und ,,Diagonalen®, ,dufleren und inneren Diagonal-
punkten‘ oder dhnlichem zu unterscheiden.

Ein Punktepaar p;, p; heit harmonisch konjugiert zu einem Punktepaar py, p,
wenn p;, p; verschiedene Ecken eines Vierseits, p, der auf L(p;, p;) gelegene Diagonal-
punkt und p; der Schnittpunkt von g;; mit der durch die beiden anderen Diagonal-
punkte gehenden Geraden ist. Demnach ist in Abb. 46a (b) p,, p, harmonisch kon-
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jugiert zu p’”’, p,, aber z. B. auch p,, p; harmonisch konjugiert zu p’, p;. Die Be-
zeichnung als harmonisch zueinander konjugierte Punktepaare ist dadurch gerecht-
fertigt, dafl man beweisen kann: Ist p;, p; harmonisch konjugiert zu p;, p,, so ist auch
Px, P, harmonisch konjugiert zu p;, p; und p;, p; harmonisch konjugiert zu p;, p,.
Ferner 148t sich zeigen, dafl harmonisch konjugierte Punktepaare einander trennen (im
Sinne der in Abschnitt 5.5 eingefiihrten Ordnungsrelation der projektiven Geometrie).
Fiir den Beweis der genannten Sitze verweisen wir auf [5].

Hilfssatz 1. Zu je drei kollinearen und paarweise verschiedenen Punkten py, ps, Ps
existiert genau ein Punkt p,, so daf3 p,, p, harmonisch konjugiert zu ps, p, ist. Dieser
Punkt heift der vierte harmonische Punkt zu p,, p,, ps und st eigentlich, falls p,, ps, P3
esgentlich sind und p; nicht der Mittelpunkt von p,, p, ist. Unter diesen Voraussetzungen
st er mit dem Lineal allein aus p,, p,, p; (unter Benutzung geeigneter Hilfselemente)
konstruierbar.

Den Existenzbeweis durch Konstruktion fiihren wir fiir den Fall, daf p; zwischen
p; und p, liegt. Der andere Fall (der iibrigens im folgenden nicht bendtigt wird) sei
dem Leser zur Ubung empfohlen. Der Beweis, da8 das Resultat der Konstruktion un-
abhingig von den verwendeten Hilfselementen ist oder mit anderen Worten, daf§ der
vierte harmonische Punkt eindeutig bestimmt ist, 148t sich leicht mit Hilfe des
Desarguesschen Satzes fithren. Wir verweisen auf [5]. Ist die Eindeutigkeit des vierten
harmonischen Punktes schon bekannt, so ist leicht zu sehen, daB der vierte harmo-
nische Punkt zu p,, ps, M(p;, p.) der uneigentliche Punkt der Geraden L(p,, p,) ist:
Man wihle als Vierseit ein iiber der Diagonalen p,, p, errichtetes Parallelogramm.
Dann ist M(p, ;) ein Diagonalpunkt auf L(p,, p,), die beiden anderen Diagonal-
punkte sind uneigentlich, also auch der Schnittpunkt der durch sie gehenden (un-
eigentlichen!) Geraden mit L(p,, p,). Man erkennt nachtriglich, dafl dieser Sach-
verhalt der zum Beweis von Satz 4 angegebenen Konstruktion zugrundeliegt (vgl.
Abb. 45): p, und p, sind Ecken des Vierseits p,, Ps, P4, Ps5; P3 ist der auf g, liegende
Diagonalpunkt. Folglich schneidet die Gerade durch die beiden anderen Diagonal-
punkte p,, ps die Gerade g, im vierten harmonischen Punkt zu p,, ps, ps, d. h. im
uneigentlichen Punkt, da p; = M (p,, p,) nach Voraussetzung. Man sieht sofort, daBl
man diese Konstruktion mit geringfiigigen Anderungen fiir den allgemeinen Fall der
Konstruktion des vierten harmonischen Punktes zu p,, p,, p; mit (p,, ps, p.) iber-
‘nehmen kann. Nur p, ist jetzt als zu p,, p, nicht kollinearer Hilfspunkt zu wéhlen. Ist
ps == M(p,, p;) vorausgesetzt, so ist der vierte harmonische Punkt eigentlich, folglich
mul} g; die (jetzt zu konstruierende) Gerade g, schneiden. Der Schnittpunkt ist das
Endresultat der Konstruktion.

Fiir kollineare Punkte p,, p,, p; mit p, == p, und p; == p, sei

___plp3 s fall‘s (pl’ Ps; p2)’
DP2ps
TV(p1, p2; p3) := %
&13:3 sonst
| D23
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das Teilverhiltnis von pg beziiglich p,, p,. Die Definition ist so zu verstehen, daf die
Streckenldngen beziiglich einer beliebigen Einheitsstrecke in Zahlen gemessen und
durcheinander dividiert werden, wobei sich die Abhéngigkeit von der gewihlten Ma-
einheit herauskiirzt. Damit ist zugleich klar, daB das Teilverhéltnis dreier kollinearer
Punkte ein Begriff der affinen Geometrie, insbesondere bei affinen Abbildungen in-
variant ist. Die scheinbar willkiirliche Vorzeichenverteilung merkt man sich am besten,
indem man die Strecken als gerichtet ansieht. Liegt der Teilpunkt p; zwischen p, und
pq, 50 sind P, p; und p,p; entgegengesetzt gerichtet, folglich ist der Quotient negativ.
Liegt der Teilpunkt p; auBerhalb der zu teilenden Strecke, so sind p,p; und P,p,
gleichgerichtet, demnach ist der Quotient positiv. Abb. 47 stellt den numerischen

A

TV(p1,p2;i P3)

. S — — — — — — — — —— — — O} St Ol e St e e

—— UL G e PES PV Pt P Gt Wl s, G e

Abb. 47

Verlauf der durch f, , (ps) := TV(p, p2»; ps) auf der Geraden L(p,, p,) definierten
Abbildung f, , in den Koordinatenkorper der betrachteten Ebene dar. Ist z ein

beliebiges von 1 verschiedenes Element des Koordinatenkdrpers K, so gilt fiir den-

v hat,

jenigen Punkt ps, der beziiglich der Einheitsstrecke p,p, die Koordinate
x —

TV(p, p2; p3) = 2, d. h., f, ,, ist eine eindeutige Abbildung auf K\ {1}. Wegen
Lim T'V(py, ps; ps) = 1 (py, uneigentlicher Punkt von L(py, p,)), lim TV (p,, ps; Ps)

Ps—>pu Ds—>Ps
= + oo ist es sinnvoll, f, , zu einer eineindeutigen Abbildung der projektiven

Geraden auf den um ein ,,ideales Element oo erginzten Koordinatenkérper fort-
zusetzen. |

Hilfssatz 2. Bei einer Zentralprojektion einer Geraden g, auf eine dazu parallele
Gerade g, blesbt das Teilverhdltnis invariant, d. h., @5t ¢, || 92, Ps & 91 U 92, P15 P2> Ps € 15
P1> P> D5 € g und pi, P}, ps kollinear (8 = 1,2, 3), 50 ist TV (py, p,; ps) = TV(P1, 135 P5)
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(Abb. 48; p, kann jedoch auch zwischen g, und g, oder auf der g, entgegengesetzten
Seite von g, liegen).

Wegen der Definierbarkeit des TV durch ,,zwischen‘ geniigt es grundsatzlich zu
zeigen, daf} Zentralprojektionen die letzte Relation invariant lassen. Dazu wende man
das Axiom von PascH auf L(p,, p;) und die Dreiecke p,p;p; bzw. p;p;p; an (voraus-
gesetzt: (py, Ps, Ps))- Ein direkter elementarer Beweis ergibt sich mit Hilfe der Strah-
lensétze: Mit den Bezeichnungen von Abb. 48 ist (wegen Parallelitdt von g, und g,)
a:b =a':b' =c:d, demnach a:c = b:d.

Fiir kollineare Punkte p,, p,, p3, 4 mit p; == Dy, P3 == Do, Py == P2, P4 =+ Py el

TV (py, Pas Ps)
'DV ) > ) =
(P15 P2 P3s Pa) TV (05, 2o: 22

das Doppelverhiltnis von p,, p, beziglich p,, p,. Das Doppelverhiltnis spielt als
wesentliche numerische Invariante der projektiven Abbildungen eine analoge Rolle

Ps

~P»-

/'pT F ;T N Abb. 48

in der projektiven Geometrie wie das Teilverhiltnis in der affinen Geometrie. Uns
interessiert im jetzigen Zusammenhang nur folgender Spezialfall:

Vier kollineare und paarweise verschiedene Punkte p,, p,, s, p4 heiBen harmonisch
gelegen, wenn DV (p,, ps; Ps, ps) = —1 ist. Dafiir ist offenbar notwendig und hin-
reichend, daf

a) P, ein innerer und p, ein duflerer Punkt der Strecke p,p, ist oder umgekehrt,

b) die Betrige des inneren bzw. duleren Teilverhiltnisses gleich sind.
Daraus folgt sofort: Zu je drei kollinearen und paarweise verschiedenen Punkten

D1, P2, P3 eXistiert genau ein Punkt p,, so dal p,, p,, ps, 4 harmonisch gelegen sind.
(Ist ps = M(py, p,), so ist p, uneigentlich und umgekehrt.)

Hilfssatz 3. Fiir beliebige kollineare und paarweise verschiedene Punkte p,, p,, ps ¢St
der wvierte harmonische Punkt p, derjenige Punkt, fiir den DV (py, py; D3, Ps) = —1 st.
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(Auf Grund von Hilfssatz 3 kénnen wir die zur korrekten Stellung des Problems
eingefiihrte Redeweise ,,p;, p,, P3, 4 sind harmonisch gelegen* wieder aufgeben und
auch bei DV(p,, py; p3, ps) = —1 von harmonisch konjugierten Punktepaaren
sprechen.)

Zum Beweis von Hilfssatz 3 betrachten wir vier Punkte mit DV (p,, ps; 3, 24)
= —1. Dabei sei etwa p3 der innere und p, der duflere Teilpunkt von p, p, (Abb. 49).
Wir wihlen einen beliebigen zu p,, p, nicht kollinearen Punkt p; und bestimmen 7p,
s0, daB p,, P4, Ps, Pe €in Parallelogramm bilden. p, sei der Schnittpunkt von L(ps, ps)
und L(p,, p¢) und pg der Schnittpunkt von L(p,, p,) und L(ps, pe). Da p, eine Zentral-

4

P
g:,’, (/A
92 - Pg ‘|5 ' Ps
g1 Pq P3 P2 G
95
96
Pg
Abb. 49 g7 "

~

projektion ¢ von g; auf g, (Bezeichnungen der Abb. 49) mit ¢(p,) = ps, @(p3) = s
und ¢(p,) = pg vermittelt,ist T'V(py, pa; ps) = TV (0s; Ps; Ps), also wegen psps =~ p,p,
auch pgp; = p;ps. Das bedeutet nun aber, daBl auch p,p,psps ein Parallelogramm
bilden, d. h. g; || g,- Damit sind aber /\ ps;psps und /\ p,psp. achsenperspektiv beziig-
lich der uneigentlichen Geraden. Nach dem Satz von DESARGUES haben daher g;, g5
und ¢, einen (eigentlichen oder uneigentlichen) gemeinsamen Punkt p;¢. Daher sind
P, und p,, Sowie p; die Diagonalpunkte des Vierseits p,p,psp;, d. h., p;, p, ist harmo-
nisch konjugiert zu p;, p;.

Nun sind wir imstande, Satz 5 zu beweisen. Gegeben seien p,, p,, p; mit (p,, Ps, P2}

und 7'V (py, pa; P3) = ™ Dabei kénnen wir m == » annehmen, da sonst die Paralle-
n

len zu L(p,, p.) schon nach Satz 4 konstruiert werden kénnen. Es sei also n < m
(sonst vertausche man p, und p,). Die Konstruktion des vierten harmonischen Punk-
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tes p, nach Hilfssatz 1 liefert DV (p,, p,; Ps, ps) = —1. Dabei miissen die Punkte in
der Reihenfolge p,, ps, ps, P4 liegen. Wéhlt man die Einheitspunkte eines K8 so,
daB p, Nullpunkt ist, p; die Koordinate m hat, so hat p, die Koordinate m 4 n und

p, die Koordinate m + n 4+ x mit zrmtn e , folglich z = w . Daher
x n m— n
ist TV (py, pa; po) = —2 : n_ ; . Man erhilt also mit dem Lineal

allein aus einer im Verhiltnis m:n geteilten Strecke eine im Verhiltnis (m — n):n
geteilte Strecke, arithmetisch gesprochen: aus einem Paar natiirlicher Zahlen
(m, n) mit < m (wobei wir noch m und = als teilerfremd annehmen koénnen) ein
Paar (m — n,n) bzw. (n,n — m), je nachdem, ob m — n =n oder m — n < n.
Sind m und n im voraus bekannt, so fithrt die Wiederholung dieses Prozesses in einer
ebenfalls im voraus bestimmbaren Anzahl von Schritten zu einer im Verhéltnis 1:1
geteilten Strecke, auf die man Satz 4 anwenden kann.

Geht man bei der skizzierten Konstruktion von drei Punkten mit rationalem aber
unbekanntem Teilverhiltnis aus, so ist die Anzahl der auszufithrenden Schritte nicht
mehr im voraus bestimmbar. Gilt eine der in Satz 5 genannten Relationen als ent-
scheidbar, so kann man aber noch eine nichtelementare Konstruktion angeben, indem
man die Fortsetzung bzw. Wiederholung des Prozesses davon abhingig macht, ob
die drei zuletzt erhaltenen Punkte im Verhiltnis 1:1 geteilt sind oder, was gleich-
wertig ist, ob der erneute Versuch der Konstruktion des vierten harmonischen
Punktes zu einem uneigentlichen Resultat, d. h. einer zu L(p,, p,) paralleleri Geraden
fiihrt:

1. Variante:

Po» P1> DP2» P2 (TV(py, Pa: ps) < O u. rational,
Po nicht kollinear zu py, ps, Ps)

CPa M(p,, Pz \'

3/ \l\min
Konstruktion Ps = ¢p DV(py, pe; pss p) = —1
nach Satz 4 ‘

‘L (Pa; P2> Pa)!
ge ] nein

P3s = Pq Ps = P1
P: = Pa P1= P4
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2. Variante:
Po> P1> P2> P3 {TV(py, p2: P3) < O u. rational, py nicht kollinear zu p;, p,, ps)
AN

Konstruktion nach Satz 4 bis g

ja nein

86
(=P(p0: £0))

| Ps = Si(g6> 8o) | (= DV (1, Po; Pa, Ps) = —1)

((ps: P2, P6)?)

Ps = P2 Ps =M |
P2 = Ps P1 = Ps

Wenden wir uns nun kurz dem allgémeinen Fall der Linealkonstruktionen in
affinen Ebenen zu. Gegeben (bzw. konstruierbar) seien wenigstens vier Punkte p,, p,,
Ps, P4 in allgemeiner Lage. Sind zwei Diagonalpunkte des durch p,, p,, ps, p4 definier-
ten Vierseits uneigentlich, so bilden p;, p,, ps, P4 ein Parallelogramm. Folglich sind in
zwel verschiedenen Richtungen je zwei Parallele konstruierbar, d. h., wir befinden
uns nach Satz 2 und 3 im Anwendungsbereich der Methode A. Es seien nun zwei
Diagonalpunkte eigentlich, etwa

p = Sl(L(Pn Ps)s L(p,, p4)), P’ = SI(L(pla Pa)s L(ps, P4))-

Wir wihlen p, als Ursprung, p” und p"’ als Einheitspunkte und L(p,, p;) als uneigent-
liche Gerade g, eines projektiven Koordinatensystems (Abb. 46b) und fiihren die
algebraische Analyse der gestellten Aufgabe beziiglich dieses PKS durch. Genau
dann, wenn die Koordinaten der gesuchten Stiicke rational von den Koordinaten der
gegebenen Stiicke abhédngen, ist die Aufgabe mit dem Lineal 16sbar. Der Beweis ist
analog zum Beweis von Satz 1. Wo dort P(p, g) auszufiihren ist, hat man sinngemaf
L(p, Si(g, gu)) auszufiithren, falls g und g, sich schneiden, bzw. P(p, g), falls g || g,. Das
ist aber nach Satz 3 mit dem Lineal mdglich.

Ein wichtiges Anwendungsgebiet der Konstruktionen mit dem Lineal allein ist die
auf den projektiven Eigenschaften der Kegelschnitte beruhende punktweise Kon-
struktion eines Kegelschnittes f aus fiinf gegebenen Punkten bzw. Tangenten von {.
Fiir diese Konstruktionen, die iiber die Abschnitte 5.2 und 5.5 wesentlich hinaus-

16 Schreiber, Konstruktionen
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gehende Kenntnisse der projektiven Geometrie erfordern, verweisen wir auf [5, V,
insbesondere § 14] und behandeln hier nur kurz einen Satz dieses Themenkreises, der
am angegebenen Ort nicht erwihnt, aber hier an spéterer Stelle benotigt wird :

Satz von OBLATH.!) Be: Vorgabe eines beliebig kleinen Teilbogens b eines nichi-
ausgearteten Kegelschnittes ¥ (Kreis, Ellipse, Hyperbel, Parabel) sind die Schnittpunkte
etner beliebigen Geraden mit ¥ mit dem Lineal allein konstruierbar.

Der folgende Beweis stammt von F. HITTEMANN.2) Dazu einige Vorbetrachtungen:
Nach dem Satz von PascaL (siehe [5, V]) kann man schon bei Vorgabe von nur fiinf
Punkten von f an jeden gegebenen Punkt von f mit dem Lineal allein die Tangente
konstruieren. Ist ferner bereits ein Schnittpunkt von g, mit f bekannt, so ergibt sich

\Po

Ie gy Abb. 50

aus dem Pascalschen Satz eine Linealkonstruktion fiir den zweiten Schnittpunkt
unter Verwendung von nur vier weiteren Punkten von f. Daher kénnen wir uns beim
Beweis des Satzes von OBLATH auf den Fall beschrinken, daB die gegebene Gerade g,
das gegebene Stiick b von f nicht trifft.

Sind p’, p’* die Schnittpunkte einer Geraden g; mit einem nichtausgearteten Kegel-
schnitt f, g’ bzw. g"’ die Tangenten an f in p’ bzw. p”’, so heifit der (eventuell un-

1) Monatsh. Math. u. Phys. 15 (1915), 295—298.
2) Jahresbericht d. DMV 43 (1933), 184—185.
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4/—

eigentliche) Schnittpunkt p;, von ¢’ und g'’ der Pol von g, beziiglich f und ferner g,
die Polare von p, beziiglich f (Abb. 50). Wir benétigen folgenden hier nicht bewiesenen

Hilfssatz. Ist g, Polare von p, beziiglich t, so schneidet eine beliebige Gerade g, durch
py den Kegelschnitt t entweder diberhaupt nicht oder in zwei Punkten, die zu py, 81(91, ¢s)
harmonisch konjugiert sind.

Die Konstruktion der Schnittpunkte von g, und f nach HOTTEMANN verlduft nun
wie folgt (Abb. 50): Man wihle eine Hilfsgerade g¢,, die g, in einem Punkt p, (auller-
halb f) und das gegebene Stiick b von { in p’, p"’ schneidet, so daf} der Pol p, von g,
beziiglich ¥ eigentlich ist und der zwischen p’, p”’ befindliche Teilbogen von b aufder
p-Seite von g; liegt (d. h., man schneide ein ,hinreichend flaches* Teilstiick von b
ab). Laut Vorbetrachtung ist p, und damit auch g, = L(p,, p,) konstruierbar. Nun
konstruiere man die vierte harmonische Gerade g; zu ¢;, ¢s; go. Ist p, ein Schnittpunkt
von b und g,, so sei g, = L(p1, Ps), Ps = S1(94; 1), Pa = S1(ds, o). Dann sind wegen
der harmonischen Lage der Geradenpaare g,, g, und g3, g, auch die Punktepaare p;, p,
und p,, p; harmonisch konjugiert. Nach dem Hilfssatz ist daher der konstruierte
Punkt p, ein gemeinsamer Punkt von g, und ¥, folglich auch von g, und f.

Ist umgekehrt p, ein Schnittpunkt von f und g,, so seig, = L(py, 1), Ps = S1(9s, 91)s
p, der vierte harmonische Punkt zu p,, p;; p,. Lige p, zwischen p; und p;, so auf b.
Wir konnen daher annehmen, daf§ p, zwischen p; und p;, also auf b liegt. Demnach
erhilt man auch ‘alle Schnittpunkte von g, und f nach der oben beschriebenen Kon-
struktion.

Wir schlieBen dieses Kapitel mit einer klassifizierenden Behandlung derjenigen
Fille, in denen aus den gegebenen Stiicken mit dem Lineal nicht vier Punkte in all-
gemeiner Lage konstruierbar, folglich die oben behandelten allgemeinen Methoden
nicht direkt anwendbar sind. Wie sich zeigt, ist in allen (nach unserer etwas willkiir-
lichen Einteilung sechs) Fillen die Menge der ohne Hilfselemente konstruierbaren
Stiicke endlich und die Menge der unter Benutzung von Hilfselementen konstruier-
baren Stiicke leicht tiberschaubar (Abb. 51). Fiir das Folgende ist es zweckmiBig, die
Schnittpunkte gegebener Geraden gleich zu den gegebenen Stiicken zu rechnen.

Fall 1. Es sind iiberhaupt keine Punkte, d. h. nur endlich viele paarweise parallele
Geraden gegeben.

Andernfalls sind die gegebenen Punkte entweder kollinear (Fall 2 bis 5) oder nicht
(Fall 6).

Fall 2. Es sind nur kollineare Punkte und (auler eventuell der diese Punkte ent-
haltenden Geraden g,) keine Geraden gegeben.

Sind auBler den Punkten, die auf einer Geraden g, liegen, (und eventuell g,) weitere
Geraden gegeben, so diirfen keine Schnittpunkte auflerhalb g, entstehen, d. h.,

Fall 3. diese Geraden sind parallel zu g, oder
Fall 4. sie sind einander parallel und schneiden g, oder

16*
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Fall b. sie schneiden g, alle im gleichen Punkt.

Die Fille 4 und 5 iiberschneiden sich, falls (auBler eventuell g,) genau eine g, schnei-
dende Gerade gegeben ist. Der Fall 5 enthilt als bemerkenswerten Spezialfall die
Vorgabe endlich vieler koinzidenter Geraden mit einem gemeinsamen Punkt.

Fall 6. Die gegebenen Punkte sind nicht kollinear. Wir behaupten: Dann gibt es
eine Gerade g, (nicht notwendig zu den gegebenen Stiicken gehdrend) und einen ge-
gebenen Punkt p, ¢ g,, so da alle gegebenen Geraden (auBler eventuell g,) durch p,
gehen und alle gegebenen Punkte auler p, auf g, liegen.

g’o —, —— —— —— — — go *—s ———s
1.Fall 2.Fall 3.Fall
Po
—— — gb —e . s gb / - -i
&.Fall 5.Fall 6. Fall

Abb. 51

Zum Beweis sei g, eine Gerade, die eine maximale Anzahl der gegebenen Punkte
tragt, und p, ein gegebener Punkt aullerhalb g,. Wir fithren zunichst die Annahme
zum Widerspruch, da ein p; == p, mit p, ¢ g, gegeben ist. Ist g; = L(p,, p;) parallel
zu g, oder S;(go, 9;) kein gegebener Punkt, so befinden sich p,, p; zusammen mit zwei
beliebigen der mindestens zwei auf g, gegebenen Punkte in allgemeiner Lage. Gehort
P2 = 81(90, 91) zu den gegebenen Punkten, so sind auf g; mindestens drei, folglich
auch auf g, mindestens drei Punkte gegeben, von denen mindestens zwei von p, ver-
schieden sind. Mit je zwei solchen befinden sich p,, p; in allgemeiner Lage.

Ist » = 3 fiir die Anzahl » der auf g, gegebenen Punkte, so seien p,, p,, p; drei
solcher Punkte; g; = L(py, p;) (¢ = 1, 2, 3) sind dann paarweise nichtparallel. Daher
muB jede von gy, gy, Js, g5 verschiedene gegebene Gerade g wenigstens zwei der
Geraden g¢,, ¢», g3 schneiden, etwa ¢, und g¢,. Falls S,(g, 1) = 81(9, g,) ist, befinden
sich diese Punkte zusammen mit p,, p, in allgemeiner Lage. Daher muf} jede solche
Gerade g durch p, gehen.

Ist n = 2, so sind also genau drei nichtkollineare Punkte p,, p;, p, gegeben. Jetzt
sei g; = L(Pg, P2); §o = L(Py, p1)- Ist keine von g,, ¢;, g, verschiedene Gerade gegeben,
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so erfiillt jedes der Paare (p;, ¢;) die geforderten Bedingungen. Jede gegebene Gerade,
die nicht mit g; (# = 0, 1, 2) iibereinstimmt, schneidet wenigstens zwei verschiedene
dieser drei paarweise nichtparallelen Geraden und muf daher durch wenigstens
einen der Punkte p; gehen. Die Annahme, dal zwei von g,, 9;, 9. verschiedene ge-
gebene Geraden durch verschiedene Punkte p; gehen, fiihrt sofort wieder zur Konstru-
ierbarkeit von vier Punkten in allgemeiner Lage. Daher gehen alle von g,, g;, g, ver-
schiedenen gegebenen Geraden durch den gleichen der gegebenen Punkte, etwa p,.
Dann erfiillen p, und g, die geforderten Bedingungen.

Vom projektiven Standpunkt ist der dritte Fall ein Spezialfall des fiinften (die ge-
gebenen Geraden schneiden sich im uneigentlichen Punkt von g,) und der vierte Fall
ein Spezialfall des sechsten (p, uneigentlich). Aullerdem ist der zweite Fall (Punkt-
reihe) dual zum ersten bzw. dem erwidhnten Spezialfall des fiinften (Geradenbiischel
mit uneigentlichem oder eigentlichem Zentrum), wihrend der fiinfte und der sechste
Fall selbstdual sind (Geradenbiischel und Punktreihe auf einer der Biischelgeraden
bzw. Punktreihe und Geradenbiischel durch einen der Punkte im fiinften Fall, Punkt-
reihe und ein nichtkollinearer Punkt bzw. Geradenbiischel und eine nichtkoinzidente
Gerade im sechsten Fall). |

Wir wenden uns nun der Frage zu, was in jedem der sechs Fille konstruierbar ist.

Fall 2. Ohne Benutzung von Hilfselementen ist offenbar nur g, konstruierbar. Sind
hochstens zwei Punkte gegeben, so sind auch mit Hilfselementen keine weiteren
Stiicke konstruierbar. Wir skizzieren den Beweis: Kommen in einer in der affinen
Geometrie formulierbaren Konstruktion aus p, == p, keine parallelen Geraden vor,
so ist die durch diese Konstruktion definierte Zuordnung zwischen p,, p; und dem
konstruierten Stiick x beziiglich beliebiger projektiver Abbildungen invariant. Zu
Pos> P1>  Mit Py == Py, VO Py, P, verschiedener Punkt oder von L(p,, p,) verschiedene
Gerade, gibt es aber eine projektive Abbildung ¢ mit ¢(p,) = e, p(P1) = 1, () == 2.
Kommen andererseits in einer Konstruktion aus p,, p, parallele Geraden vor, so muf}
wenigstens eine dieser Geraden als Hilfsgerade gewahlt werden, die wiederum zu
einer gegebenen, schon konstruierten oder als Hilfsgerade gewahlten Geraden parallel
ist. Die Zulassung einer solchen Hilfselementoperation wiirde tatséchlich die Kon-
struktion aller Punkte von L(py, p;) erlauben, die beziiglich p,, p, eine rationale
Koordinate haben, scheint aber bei Konstruktionen mit dem Lineal allein nicht sinn-
voll zu sein. ’

Sind auf g, wenigstens drei Punkte gegeben, so ist zu unterscheiden, ob sich darun-
ter drei mit rationalem Teilverhiltnis befinden oder nicht. Im ersten Fall ist P(p, g,)
nach Satz 3 fiir beliebige p ausfiihrbar, was geniigt, um beziiglich eines aus gegebenen
Punkten p,, p; bestehenden AKS fiir g, alle rational abhingigen Punkte konstruieren
zu konnen. Andernfalls kann man drei beliebige der gegebenen Punkte durch Wahl
zweier Hilfspunkte zum Null- bzw. Eins- bzw. oco-Punkt der z-Achse eines PKS
machen. Aus den um die Hilfspunkte vermehrten Stiicken sind genau die Punkte kon-
struierbar, deren beide Koordinaten rational von den Koordinaten der gegebenen
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Stiicke abhidngen. Unter diesen sind genau die auf g, liegenden von der Wahl der
Hilfspunkte unabhingig. j

Fall 1. Ohne Hilfselemente sind offenbar keine weiteren Stiicke konstruierbar.
Wihlt man eine beliebige die gegebenen Geraden schneidende Hilfsgerade ¢’, so
kénnen auf die entstehenden Schnittpunkte die Uberlegungen zum zweiten Fall
iibertragen werden. Damit weitere Punkte auf g’ konstruierbar werden, miissen min-
destens drei Schnittpunkte, d. h. drei Geraden, gegeben sein. In diesem Fall kann man
aber durch jeden konstruierbaren Punkt nach Satz 3 die Parallele zur gegebenen
Schar ziehen. Die so erhaltenen Geraden sind offenbar von der Wahl der Hilfsgeraden
g’ unabhéngig (Strahlensétzel).

Fall 3. Aus den gegebenen Geraden ist die dem ersten Fall, aus den gegebenen
Punkten die dem zweiten Fall entsprechende Menge von Stiicken konstruierbar, d. h.
hochstens weitere Punkte auf g, und weitere zu g, parallele Geraden. Die beiden Arten
von Konstruktionen beeinflussen sich gegenseitig nur insofern, als die Vorgabe
mindestens einer zu g, parallelen Geraden schon bei' Vorgabe mindestens zweier
Punkte auf g, die Verwendung eines affinen KS zur Charakterisierung der konstruier-
baren Punkte erméglicht.

Fall 4. Schneidet nur eine Gerade die Gerade g,, so tritt keine wesentliche Ande-
rung gegeniiber dem zweiten Fall ein. (Es sind hier lediglich, falls g, selbst nicht ge-
geben ist, ohne Hilfselemente auler g, auch S;(gy, ¢) fiir alle gy schneidenden Geraden
konstruierbar.) Schneiden wenigstens zwei parallele Geraden gy, so ist nach Satz 3
durch jeden auf g, gegebenen oder konstruierten Punkt die Parallele zur gegebenen
Schar konstruierbar. Daher sind insgesamt genau die Punkte konstruierbar, die auf g,
liegen und deren Koordinaten beziiglich eines aus gegebenen bzw. ohne Hilfselemente
konstruierbaren Punkten bestehenden PKS rational von den Koordinaten derartiger
Punkte abhidngen. Auflerdem sind genau die Geraden konstruierbar, die durch einen
auf g, konstruierbaren Punkt gehen und parallel zur gegebenen Schar sind.

Fall 5. Das gegebene Geradenbiischel und die gegebene Punktreihe sind im
wesentlichen analog zum ersten bzw. zum zweiten Fall zu behandeln. Die Konstruk-
tion weiterer Punkte aus den gegebenen Punkten und die Konstruktion weiterer
Geraden aus den gegebenen Geraden sind voneinander unabhingig.

H

Fall 6. Ohne Hilfselemente ist hier (auBer eventuell g, und Sy(g,, g)) fiir weitere
gegebene Geraden g eventuell noch L(p,, p) fiir einige auf g, gegebene Punkte p'
konstruierbar. Sieht man die endlich vielen ohne Hilfselemente konstruierbaren
Stiicke von vornherein als gegeben an, so entsprechen die mit Hilfselementen daraus
konstruierbaren weiteren Stiicke (Punkte auf g, und Geraden durch p,) den im vierten
Fall konstruierbaren Stiicken. Nur die Bedingung, da das gegebene Geradenbiischel
wenigstens zwei Elemente enthalten muf, spielt jetzt fiir die Konstruktion weiterer
Biischelgeraden keine Rolle mehr, da fiir auf g, erhaltene Punkte p statt P(p, g) jetzt
einfach L(p, p,) auszufiihren ist.



12. Das EichmaB in euklidischen Ebenen

Auch in diesem Kapitel bedeutet die Bezeichnung Stiicke Punkte und Geraden.

Die Tatsache, dafl beliebige Konstruktionen mit Zirkel und Lineal nur in platoni-
schen Ebenen gerechtfertigt werden kénnen (vgl. die Abschnitte 5.7, 7.2 und 9.3),
legt die Frage nach einem Instrumentensatz nahe, der beliebigen euklidischen Ebenen
in der gleichen Weise angepaBt ist wie das projektive Lineal den affinen Ebenen und
Zirkel und Lineal den platonischen Ebenen, d. h. mit dem aus gegebenen Stiicken
genau die Stiicke konstruierbar sind, deren Existenz aus den Voraussetzungen der
Konstruktionen mit Hilfe der Axiome I1 bis I5, A1 bis A5, K1 bis K6 der euklidischen
Ebenen beweisbar ist, also genau die Stiicke, die die kleinste von den gegebenen
Stiicken erzeugte euklidische Ebene bilden. Nach der algebraischen Charakterisie-
rung der euklidischen Ebenen ist also ein Instrumentensatz gesucht, mit dem aus
gegebenen Stiicken (aus denen wenigstens drei nichtkollineare Punkte konstruierbar
sind) genau die Stiicke konstruierbar sind, deren Koordinaten beziiglich eines kon-
struierbaren KKS in dem von den Koordinaten der gegebenen Stiicke erzeugten
pythagoriischen Korper liegen. HBErT [10] zeigte, dal das Eichmall (L, S;, AT, A7)
die gewiinschte Eigenschaft hat. '

Satz 1. Sind aus gegebenen Stiicken mit dem Eichmaf wenigstens drei nichtkollineare
Punkte konstruterbar, so st ein KKS konstruierbar. Beziiglich jedes konstruierbaren
KKS sind genau die Stiicke konstruserbar, deren Koordinaten durch wiederholte An-
wendung der vier Korperoperationen und der Operation Pyth. (Pyth.(a, b) 1= ]/a2 + b2,
vgl. Abschnitt 4.4) aus den Koordinaten der gegebenen Stiicke und der Linge e der auf
dem Lineal markierten Strecke erhalten werden.

Beweis. Die algebraische Analyse der Operation A (p;, p;) = ¢p(p € Strahl(p;, p,)
ADpip =e); falls p; == p,; vgl. Abschnitt 7.2, ergibt, falls etwa die x-Koordina-
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ten x,, z, der gegebenen Punkte verschieden sind,

X — x4 e e

— — (Abb. 52),
Ty — ¥1 P1P2 ]/(xg — )2 + (Yo — Y1)?

d. h.

e(ry — ;)
Ve — 2:)% + (@2 — 91)
Ist x; = x,, so auch x = x,. Analoges gilt fiir die y-Koordinaten und fiir A (p;, p.)
= p((P> P1, P2) A PP; = e). Mit dem EichmafB sind also hdchstens solche Stiicke

konstruierbar, deren Koordinaten beziiglich eines beliebigen (nicht notwendig aus
den gegebenen Stiicken konstruierbaren) KKS die im Satz behauptete Form haben.

P2
1
€ |

x =x; -+ € Pyth“({e: Ly, g5 Y15 y2})'

_\3,

&

|
|
]
|
1
l

2\( e e e e e

Unter Benutzung von zwei (eventuell Hilfs-) Punkten auf g ist P(p, g) mit dem Eich-
maB ausfithrbar: Sind p,, p, € ¢ gegeben, konstruiert oder beliebig gewahlt, so sei
Ps = A7 (P1, P2), Do = 4; (P1, p2). Dann ist p; = M(ps, p,). Der Rest folgt aus Ka-
pitel 11, Satz 4. Das Eichmafl hat also mindestens die Leistungsfihigkeit des
projektiven Lineals.

Zu einer gegebenen Geraden g ist mit dem Eichmall unter Verwendung zweier
(Hilfs-) Punkte auf ¢ und zweier (Hilfs-) Punkte auBerhalb geine Senkrechte kon-
struierbar (Abb. 53):

Abb. 53
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g

\:

p1 =¢eppe€g

P: =¢ep(PE€ZAP =)
pPs =eppéeg

ps = &p(p € Halbebene(g, p;) A p, p;, Ps nicht kollinear)
Ps = A, (P1; P2)

Ps = AJ(P1, P2)

p? = A+(pl) )

Ps = A; (P1, Pa)

g = L(ps, P7)

g: = L(p, Ps)

gs = L(ps, P7)

g: = L(ps; ps)

Po = Si(g1, g2)
P10 = S1(g3, 1)
g5 = L(Py> P1o)
d
gs

Offenbar sind < p;p.ps und <X pspsPs Rechte als Winkel im Thaleshalbkreis iiber

PsPe. Daher sind <X pgpsp; und <X pspeps spitz. Demnach schneidensich g; und g, - 94
ist Schnittpunkt zweier Hohen im Dreieck pypep,, daher g5 | g.

Mit dem EichmaB ist folglich zu p, g das Lot Lo¢(p, g) durch p auf g (als Parallele
durch p zu einer auf g senkrechten Geraden) konstruierbar.

Sind nun wenigstens drei nichtkollineare Punkte p;, p,, p; gegeben oder schon

konstruiert, so sei

Py = A (D1, P2)s 91 = L(p1, P2), g2 = Lot(py, §1), 93 = P(ps, 1),
s = S1(g2, 93), Vs = A:(pb Ps)-

Offenbar ist p;, ps, p¢ ein KKS. Beziiglich dieses oder eines anderen konstruier-
baren KKS sind schon mit dem projektiven Lineal alle von den gegebenen Stiicken
rational abhingigen Stiicke konstruierbar. Es bleibt nur zu zeigen, dafl man mit dem
Eichmaf auflerdem zu Koordinaten a, b einen Punkt p der z-Achse mit derz-Koordi-
nate ]/a2 + % konstruieren kann. Dabei geniigt es,den Falla > 0, 5> 0zubetrachten.

Sei also p,, p1, P, ein konstruierbares KKS (Abb. 54), p; der Punkt mit den Ko-
‘ordinaten a, b, der offenbar konstruierbar ist, falls @, b konstruierbare Koordinaten
sind. Wir konstruieren:

Pa = AT (Do, 1) Ps = AT (o> Ps)s 91 = L(po, P1),
9o = L(Ps; P5), 95 = P(pa, g2)> Ps = $1(91, 3)-



250 Teil ITI. Affine und euklidische Ebenen

Es ist dann |

m=]/a2+b2 und m___]/az—i-bz:@,
it ' DyPs e DPyPy

Dy, = Va2 + b2
Damit ist Satz 1 bewiesen.

P3
S| P2e
= Ps
e
Y e '
P0+/ B P’
~ [E] > Abb. 54

Will man die Abhingigkeit der konstruierbaren Stiicke von der Liange der auf dem
Lineal markierten Strecke beseitigen, so hat man zum unbeschrinkten EichmaB iiber-
zugehen, bei dem die mit 4+ bzw. A~ zu iibertragende Strecke e an gegebenen oder
schon konstruierten Punkten abgegriffen wird. Sind wenigstens zwei Punkte ge-
geben oder mit dem Lineal allein aus den gegebenen Stiicken konstruierbar, so ist
solches ,,nachtréigliches Markieren des Lineals* auf wenigstens eine Weise maglich.
Die obigen Uberlegungen zeigen dann, da man beim unbeschrinkten EichmaB mit
einmaliger Markierung auskommt bzw. daf durch Markieren verschiedener kon-
struierter Strecken der Bereich der konstruierbaren Stiicke nicht erweitert wird. Die
praktische Ausfiihrung von Konstruktionen wird aber natiirlich durch die Moglich-
keit, beliebige konstruierte Strecken in einem Schritt abzutragen, wesentlich ein-
facher. '

Wir schlieBen wieder mit einer Betrachtung derjenigen Fille, auf die Satz 1 nicht
anwendbar ist.

Fall 1. Aus den gegebenen Stiicken sind wenigstens zwei Punkte konstruierbar,
aber alle konstruierbaren Punkte liegen auf einer gemeinsamen Geraden g,. Dann
sind alle von g, verschiedenen konstruierbaren Geraden auf g, senkrecht. Da mit dem
Eichmaf} in jedem Punkt von g, das Lot errichtet werden kann, schneidet jedes
solche Lot eine zu g, parallele konstruierbare Gerade in einem konstruierbaren Punkt
auBerhalb g,. Schneidet jedoch eine konstruierbare Gerade g die Gerade g, in p,, so
gibt es wenigstens noch einen von p, verschiedenen konstruierbaren Punkt auf g,,
und das in diesem Punkt errichtete Lot schneidet g, falls g nicht senkrecht auf g, ist.
Erginzt man nun zwei konstruierbare Punkte von g, durch einen nichtkollinearen

-
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Hilfspunkt, so wird nach Satz 1 ein KKS konstruierbar, und es werden alle Punkte
konstruierbar, die aus den Koordinaten der gegebenen Punkte wie in Satz 1 formu-
liert erhalten werden kénnen. Unter diesen sind genau die Punkte von g, von der
Wahl des Hilfspunktes unabhingig (wihlt man einen Hilfspunkt auf der entgegen-
gesetzten Halbebene, so éndern sich die y-Koordinaten aller Punkte um das Vor-
zeichen). Zu jedem so konstruierbaren Punkt der Geraden g, ist nun aber noch das
Lot auf g, konstruierbar.

Fall 2. Es ist genau ein Punkt p, konstruierbar. Dann miissen alle konstruierbaren
Geraden g durch p, gehen, weil sonst der LotfuBpunkt von p, auf ¢ als von p, ver-
schiedener Punkt konstruierbar wire. Ist nur p, gegeben, so ist nichts definierbar,
also auch nichts konstruierbar. Ist wenigstens eine Gerade g, durch p, gegeben, so
kann g, = Lot(py, g,) konstruiert werden. Sind keine von p,, gy, ¢, Verschiedenen
Stiicke gegeben, so ist auch mit Hilfselementen nichts weiter konstruierbar, weil nicht
einmal euklidisch definierbar: Spiegelung an g, 148t p,, g,, 9, jedoch keine andere
durch p, gehende Gerade invariant. Ist noch eine Gerade g, == gy, g, durch p, ge-
geben, so kann man unter Benutzung von Hilfspunkten die auf dem Lineal markierte
Strecke e so an p, auf g, und g, abtragen, daf} beziiglich des erhaltenen KKS der An-
stieg von g, positiv ist. Sieht man das KKS zunichst als zusédtzlich gegeben an, so ist
Satz 1 anwendbar. Von den erhaltenen Stiicken sind genau die konstruierbaren
Geraden durch p, unabhingig von der Auswahl der Hilfseleinente (d. h. im wesent-
lichen unabhingig von der Auswahl eines der beiden Quadranten, durch die g, ver-
lauft). Es sind dies genau alle Geraden, deren Anstieg in dem von den Anstiegen der
gegebenen Geraden erzeugten pythagordischen Korper liegt. Jede Bewegung, die
Po> 9o und die gegebenen Geraden invariant 1a8t, 148t auch alle diese Geraden in-
variant.

Fall 3. Es sind keine Punkte konstruierbar. Dann sind alle konstruierbaren, ins-
besondere alle gegebenen Geraden parallel. Sind wenigstens zwei solche g,, g; gegeben,
so fille man von einem beliebigen Hilfspunkt p, das Lot ¢’ = Lot(p,, g,) und wende
auf die Schnittpunkte der gegebenen Geraden mit g’ den ersten Fall an. Sieht man g’
als zusédtzlich gegeben an, so sind alle Punkte und die in diesen Punkten auf g’ er-
richteten Lote wie im Fall 1 konstruierbar. Die letzten sind aber von der Wahl von p,
unabhingig. Weitere Stiicke sind offenbar nicht definierbar. '



13.  Aquivalenz von Instrumentensdtzen zu Zirkel und Lineal

In diesem Kapitel behandeln wir die klassischen Resultate iiber Instrumentensitze,
die zu Zirkel und Lineal gleichwertig sind. Dabei setzen wir voraus, da} die betrachte-
ten Ebenen platonisch sind.

13.1. Der Satz von Poncelet-Steiner und verwandte Sitze

Im Anschluf an die in Kapitel 11 dargestellte Theorie der Konstruktionen mit dem
Lineal allein erhebt sich die Frage nach mdglichst schwachen Voraussetzungen, unter
denen das Lineal allein zu Zirkel und Lineal dquivalent ist. Da mit dem Lineal und
allgemeiner mit Instrumenten zum Zeichnen von Geraden keine Kreise gezeichnet
werden konnen, ist natiirlich unter Aquivalenz in diesem Zusammenhang Aquivalenz
beziiglich der Konstruierbarkeit von Punkten und Geraden zu verstehen. Der zentrale
Satz zu diesem Thema ist der bereits in Abschnitt 8.7 diskutierte

Satz von PONCELET-STEINER. Befindet sich unter den gegebenen Stiicken ein Kreis
ko und ist dessen Mittelpunkt p, ebenfalls gegeben oder mit dem Lineal allein konstruier-
bar, so sind alle mit Zirkel und Lineal losbaren Konstruktionsaufgaben, die die Kon-
struktion von Punkten und Geraden fordern, mit dem Lineal allein lésbar, d. h., das
Lineal allein ist beziiglich der Konstruktion von Punkten und Geraden bedingt dquivalent
zu Zarkel und Lineal.

In den folgenden Konstruktionen und Uberlegungen bezeichnet stets k, den ge-
gebenen Kreis und p, dessen Mittelpunkt.
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1. Zu jedem Punkt p, = p, ist auf L(p,, p,) eine Strecke mit Mittelpunkt konstru-
ierbar:

g1 = L(po, p1), P1 = Sz(ky, g1),
ps = p(p € P, A p € Strahl(p,, py)),
Ps = p(p € Py A p = ps).

Sind daher wenigstens zwei Punkte p,, p, gegeben oder konstruierbar, so daBl p,, p;, P,
nicht kollinear sind, so ist ein AKS konstruierbar, und nach Kapitel 11 sind beziiglich
jedes solchen AKS alle Aufgaben ersten Grades losbar.

\

Abb. 556

Insbesondere ist dann die Operation P des Parallelenziehens in beliebigen Richtun-
gen ausfithrbar. Daraus ergibt sich die Konstruierbarkeit eines KKS (Abb. 55): Man
konstruiere zunéchst wie beschrieben aus k,, py, p; die Punkte p;, ps und analog
unter Benutzung von p, statt p, die Punkte p,, p;. Dann bilden ps, p,, ps, p¢ €in
Rechteck. Weiterhin sei

g3 = P(Po’ L(ps, P4)),

84 = P(Po’ L(ps, Pe)),

P3 = S,(ko; &),

Py = Sy(ko, 84),

ps = p(p € Py A p € Halbebene(g,, ps)),
ps = p(p € Py A p € Halbebene(g,, p;)).

Offenbar ist p,, pg, P, ein KKS. Ferner vermerken wir fiir einen spiteren Zweck, daf}
P72, P und die wie in Abb. 55 konstruierten Punkte p,, p;o €in k, einbeschriebenes
Quadrat bilden.

2. Bezeichnet r den Radius von k,, so ist zu je zwei Strecken b, ¢ der z-Achse eines
konstruierbaren KKS mit b + ¢ = 27 auf der y-Achse (und damit auch auf der
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x-Achse) eine Strecke der Linge ]/F_c konstruierbar (Abb. 56): Durch Translation
der Strecke b kann man den zur x-Achse des betrachteten KKS parallelen Durch-
messer von k, durch einen Punkt p, in eine Strecke der Linge b und eine Strecke der
Linge 2r — b = c teilen. Die Parallele zur y-Achse durch p, schneidet k, in zwei

Punkten p mit p,p = ]/b_z Von diesen beiden Punkten kann man unter Benutzung
des KKS einen konstruktiv auswidhlen und die erhaltene Strecke wiederum durch
Translation auf die y-Achse iibertragen.

Abb. 56

Fiir positive Elemente b, ¢ des Koordinatenkdrpers der betrachteten Ebene mit

b + ¢ = 2rist demnach die durch F,(b,c) : = ]/5——0 definierte Operation F, ausfiihr-
bar. Da fiir beliebige Koordinaten a > 0

V&-:a—{fl.Fr( 2ar , 2r )
2r a+1a+1

gilt, ist die ]/:Operation rational auf F, reduzierbar. Daher sind bei Vorgabe von k,
und p, alle aus den gegebenen Stiicken mit Zirkel und Lineal konstruierbaren Punkte
(und damit auch alle Geraden) schon mit dem Lineal allein konstruierbar. Die Uber-
setzung einer mit Zirkel und Lineal ausfithrbaren Konstruktion in eine Konstruktion
mit dem Lineal allein ist hiernach durch algebraische Analyse der Aufgabe mdglich.

Wir skizzieren noch einen zweiten Beweis, der ein anderes Eliminationsverfahren
fiir den Zirkel liefert:

In einer Konstruktion mit Zirkel und Lineal, deren Endresultat nur aus Punkten
und Geraden besteht, dienen alle konstruierten Kreise nur dazu, ihre Schnittpunkte
miteinander bzw. mit gewissen Geraden zu bestimmen. Kann man daher die beiden
Operationen

Fi1(P1> P2» P 8) = So(Z(P1; Pa» Pa); 8)5
Fa(P15 P2s Ps» Pa> Pss Ps) 1= S3(Z(p1; P2> Ps)s Z(Pa Pss Pe))
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bei Vorgabe von k, und p, mit dem Lineal allein ausfiihren, so 148t sich jede Konstruk-
tion mit Zirkel und Lineal Schritt fiir Schritt in eine Konstruktion mit dem Lineal
allein iibersetzen. Zur Ausfitlhrung von F; kénnen wir zunéchst durch die Translation
m erreichen, dafl der zu schneidende Kreis £ durch seinen Mittelpunkt p; und einen
Punkt p, seiner Peripherie gegeben ist. Nun konstruiere man das Zentrum p, der
Homothetie ¢, die diesen Kreis in k, tiberfithrt (Abb. 57), dann g, = ¢(g9) und be-
stimme P = 8,(k,, go). Die Urbildpunkte ¢~1(P) sind dann offenbar das gesuchte

g
~~~~
Q‘\‘ |
o D1
ko
U4
Po , /
e
! S
vl"Pz
Ps Abb. 57

Gebilde 8, (k, g). Diese Methode ist sinngeméa auch dann noch anwendbar, wenn k,
und & konzentrisch sind (also p; = py = p,); ps ist jedoch nicht unmittelbar zu
konstruieren, falls p,, p;, p, kollinear und paarweise verschieden sind. In diesem Fall
muf} man zunéchst p, durch einen anderen Punkt von k ersetzen. Allgemein kann das
Abtragen einer Strecke auf einem Strahl -durch Translationen auf Drehung eines
Punktes p, um p, in eine durch p; == p, gegebene Richtung zuriickgefiihrt werden.
(Dies steht in engem Zusammenhang zur Definierbarkeit der Kongruenz durch
Punkt-Kreisinzidenz; vgl. Abschnitt 5.7) Den Lésungsweg fiir Drehung um p, ent-
nehme man Abb. 58.

Zur Realisierung von F, durch eine Konstruktion mit dem Lineal allein beweisen
wir zundchst den

Satz von STEINER. Ist ein Quadrat gegeben oder aus den gegebenen Stiicken kon-
struserbar, so ist die Operation Lot mit dem Lineal allein ausfihrbar.

Wir beginnen den Beweis mit der Bemerkung, daB nach Kapitel 11 die Vorgabe
eines Quadrats Konstruierbarkeit eines KKS und Losbarkeit aller Aufgaben ersten
Grades mit dem Lineal allein zur Folge hat, und daB das Fillen bzw. Errichten von
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Loten beziiglich kartesischer Koordinatensysteme ,,zuféillig® eine Aufgabe ersten
Grades, folglich mit dem Lineal allein 16sbar ist. Obwohl der Satz von STEINER damit
schon bewiesen ist, wollen wir die durch ihre Eleganz beriihmte Steinersche Losung
folgen lassen, die wesentlich von metrischen Uberlegungen Gebrauch macht.

Py

P2

/Po P\ P3 P1

Abb. 58
Es sei g eine Gerade durch den Mittelpunkt p des Quadrats mit den Ecken p,, p,, ps,
P4, und g schneide etwa die Seite p,p, in p;. Man konstruiere (Abb. 59):
g1 = P(ps, L(Ps, 13)), D6 = S1(91> L3, Da))s 92 = P(Pes L(p1, P3))s
Pr = 81(92, L(ps, 1))> 95 = L(p, p7)-
P1 Ps P2

P17

N
\“Pg\g&

Py / Ps P3
g F1 9 Abb. 59

Fiir den folgenden Beweis bezeichne ferner pg den Punks Sl(ga, L(p,, p3)). Durch
Symmetrie bzw. nach Konstruktion ist nun

D1P7 = DeP3 = P2Ps;
P1Ps5 = PaPe == PsP7 == PaPs,
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daher sind die rechtwinkligen Dreiecke p,p,p; und pgp,ps kongruent, insbesondere
gilt pyps =~ psps. Da auch p,p =~ pp, ist, ist folglich

X PpPs = L PgPPs, d.-h. g | gs.

Sind nun p’, ¢’ beliebig (Abb. 60), so sei ¢ = P(p, ¢'), g5 die zu ¢ wie oben konstru-
ierte Gerade; g; = P(p’, ¢5) ist das gesuchte Lot.

PI
/ 93

T~

93

/

Wir beenden den zweiten Beweis des Satzes von PONOELET-STEINER: Die Kreise
k,, k, seien durch ihre Mittelpunkte p, bzw. p, und ihre Radien r, bzw. r, (in Gestalt
von Punktepaaren) gegeben. Die algebraische Analyse der Aufgabe S,(%;, k,) (Abb. 61)
liefert Quadratwurzelausdriicke in r;, 7, und dem Abstand d von p;,, p, fiir die Strecken

g Abb. 60

P3

P1e= X P2

J
A 4

l
|
lp, Abb. 61

z und h, die folglich dem ersten Beweis folgend konstruiert werden konnen. Dabei
benutzen wir die Moglichkeit, r,, 7, und d auf einem konstruierten oder beliebig ge-
wihlten ,,Rechenstrahl® abzutragen (vgl. die Erlduterung zu Abb. 58). Trigt man
nun « auf dem Strahl (p,, p,) ab und errichtet im erhaltenen Punkt das Lot (unter
Benutzung von ky, p, war ja ein Quadrat konstruierbar!), so hat man nur noch %
nach beiden Seiten abzutragen, um die gesuchten Schnittpunkte p;, p, von k; und
'k, zu finden.

17 Schreiber, Konstruktionen
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Waihrend die hier beschriebene Methode auch auf die Realisierung von F; mit dem
Lineal allein anwendbar ist, kann man umgekehrt die Ausfithrung von F, auf #,
zuriickfithren, indem man aus p,, p,, 1, 7, Zunichst die Potenzgerade beider Kreise
konstruiert und diese dann mit einem von ihnen schneidet (vgl. [1, S.-86] bzw. [8,
S. 170]). Damit sind fiir den Satz von PONCELET-STEINER drei wesentlich verschiedene
Beweise skizziert, deren jeder eine Methode liefert, beliebige mit Zirkel und Lineal ge-
16ste Konstruktionsaufgaben bei Vorgabe von p,, £y mit dem Lineal allein zu l6sen:

a) Konstruktion eines KKS und Ldsung durch algebraische Analyse der Gesamt-
aufgabe,

b) Ersetzung jedes Vorkommens der (mit Zirkel und Lineal ausgefiithrten) Opera-
tionen F;, F'y, durch eine Linealkonstruktion nach der synthetischen Methode,

c) Ersetzung jedes Vorkommens von F; bzw. F, durch eine Linealkonstruktion
auf Grund der algebraischen Analyse von F; und F,.

Wie sich der Leser iiberzeugen konnte, liefert a) den kiirzesten Beweis des Satzes,
falls man die affine Theorie der Linealkonstruktionen schon kennt. Da praktische
Anwendungen des Satzes von PONCELET-STEINER kaum denkbar sind, ist es miiBig,
die Verfahren a), b), ¢) hinsichtlich ihrer praktischen Durchfithrung zu vergleichen.
Die Suche nach einfach durchfiihrbaren oder mit geringen theoretischen Hilfsmitteln
zu begriindenden Losungen fiir spezielle Aufgaben (vgl. den Satz von STEINER) ist je-
doch ein reizvolles Feld fiir mathematische Knobeleien. Dies gilt sinngemi8 auch fiir
die folgenden Sitze dieses Kapitels.

Ergianzungen und Verschirfungen des Satzes von Poncelet-Steiner.

1. Wie im Satz formuliert, geniigt es, statt Vorgabe von p, Konstruierbarkeit von
P, aus den gegebenen Stiicken vorauszusetzen. M (k,) ist aus den gegebenen Stiicken
genau dann mit dem Lineal konstruierbar, wenn die Operation P mit dem Lineal allein
ausfithrbar ist. Zu zeigen ist nur noch, dal Austithrbarkeit von P (die laut Kapitel 11
die Halbierbarkeit beliebiger Strecken zur Folge hat) die Konstruktion von M (k,)
gestattet: Man konstruiere zwei parallele Sehnen von k,, halbiere sie und danach
den durch die erhaltenen Mittelpunkte gelegten Durchmesser.

2. Die Vorgabe eines Kreises k, allein gestattet nicht die Konstruktion paralleler
Geraden mattels (L, 8;). Man kann sogar direkt zeigen, da} die Operation M, die jedem
Kreis seinen Mittelpunkt zuordnet, nicht projektiv definierbar, folglich nicht durch
eine (L, §;)-Konstruktion realisierbar ist: Man wihle zu gegebenem %, ein KXS so,
daB k, durch die Gleichung (@ — )% 4 y® = a® — 1 beschrieben wird. Die durch

1 ’
=—, Y= y_, gegebene projektive Abbildung lé8t £k, invariant und fiihrt
x
M(k,) mit den Koordinaten (@, 0) in den Punkt mit den Koordinaten (1 , O) iiber.
a

3. Nach dem Satz von OBLaTE (Kapitel 11) geniigt bereits die Vorgabe eines be-
liebig kleinen Teilbogens von %,, um (ohne weitere Vorgaben) mittels (L, S;) die
Schnittpunkte von &, mit einer beliebigen Geraden konstruieren zu kénnen.
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4. Laut logischer Analyse des normierten Lineals (vgl. Abschnitt 7.2) ist mit diesem
auBer L und 8, gerade 8,(k,, g) fiir beliebige Geraden g und Punkte p, ausfiihrbar,
wobei k, der Kreis vom Radius a (Linge der markierten Strecke) um p, ist. Daher
folgt aus dem Satz von PONCELET-STEINER sofort:

Alle aus gegebenen Stiicken mit Zirkel und Lineal konstruierbaren Punkte und Ge-
raden sind auch mit dem normierten Lineal konstruierbar. (Umgekehrt sind die mit dem
normierten Lineal konstruierbaren Stiicke genaw dann auch mit Zirkel und Lineal kon-
struverbar, wenn die Ldnge der auf dem Lineal markierten Strecke aus den gegebenen
Stiicken konstruierbar ist.)

Auf den Satz von PONCELET-STEINER lift sich auch der Satz von ADLER zuriick-
fithren.

Satz von ADLER. Alle aus gegebenen Stiicken mit Zirkel und Lineal konstruierbaren
Punkte und Geraden sind auch

a) mit dem Winkellineal allein,
b) mit dem Parallellineal allein

konstruierbar. (Umgekehrt sind die mit diesen Instrumenten konstruierbaren Punkte
und Geraden genau dann auch mit Zirkel und Lineal konstruierbar, wenn aus den
gegebenen Stiicken der Winkel des Winkellineals bzw. die Breite des Parallellineals mit
Zirkel und Lineal konstruierbar ist.)

Die jeweiligen Umkehrungen folgen aus der algebraischen Analyse der genannten
Instrumente. Unter Beriicksichtigung des Satzes von PONCELET-STEINER ist daher
nur zu zeigen, daBl sowohl mit dem Winkellineal als auch mit dem Parallellineal die
Schnittpunkte einer beliebigen Geraden mit einem Kreis um einen Punkt p, konstru-
iert werden kénnen (wobei der Radius dieses Kreises eventuell als Hilfselement auf-
tritt).

Wir betrachten zunichst das Winkellineal (L, S;, W3, W3) mit

Wip,g) ={g:p€Eg AXg g =a

W2 (p1> P> 8) = {P: P € A X P1PPe = o}
(vgl. Abschnitt 7.2). Mittels W3 und konstruktiver Auswahl ist die Operation P aus-
fiihrbar:

p,g

N

G, = Wi(p, g)

G, = Wi(p, G;) @, besteht im allgemeinen aus drei Geraden (Abb. 62), von
denen genau eine g nicht schneidet.

g1 =1g'(g €Gyng’' ] g)

\

&

Das weitere ist am einfachsten im Fall x = R des Rechtwinkellineals. Zu zwei ge-
gebenen Punkten p,, p, ist (nach Kapitel 11 mittels L, S;, P) ps = M(p,, p,) kon-

17*
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struierbar, und es ist fiir beliebige Geraden g Sz(Z(p?,; P15 P3)s g) = Wx(p,, P, 9)-
Ist & spitz, so iiberstreicht die Spitze des Winkellineals, dessen Schenkel durch p,
bzw. p, gleiten, zwei zu verschiedenen Kreisen gehorige Bogen (siehe Abb. 24d, S. 132).
Will man daher alle Schnittpunkte von g mit dem Kreis Z(p,; p,, 1) erhalten, so muB
man sich zunéchst Punkte p,, ps mit pop; =< peps = pops und <X pepepr = <X PaPoPs = 20¢
verschaffen. Dann ist

8(Z(Po; Po» 11); ) = (W5(®1, Ps» 9) 0 Halbebene(py, py; ps))
U (W5(®2» Ps» 9) n Halbebene(p,, ps; p1))

- Abb. 62

(Abb. 63a), also mittels konstruktiver Auswahl wie folgt zu erhalten:

Pos P15 P2; P3; 8(Pos P1, Pa, P3 Wie oben, g schneidet Sz(Z(Po§ Po> Pl))

2
Pl = Wg(pl: P2, g)
P;{ = {p:p € P, A p € Halbebene(p;, p.; ps)}
P, = W3(p2, Ps; 8) '
P; = {p:p € P, A p € Halbebene(ps, ps; p1)}
P;=PiuP 1)

\A

Ps

Ist &« stumpf, so kdnnen die mit dem Winkellineal iiberstreichbaren Teilbogen von
Z(po; P> P1) beliebig klein werden. In diesem Fall wihlt man » so, dafl n(4R — 2x)
= 4R ist und benutzt statt p,, p,, p., s allgemeiner Punkte p,, py, ..., P, mit psp;
o popy und <X P Pep; = 4R — 20 (1 = 2, ..., n) (Abb. 63Db).

1) Dieser bemerkenswerte Schritt benotigt ausnahmsweise die Effektivitdt der Operation u
im Bereich endlicher Mengen, vgl. 8. 5. '
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Es bleibt demnach zu zeigen: Mit (L, 8,;, W{, W3) ist zu nicht kollinearen p,, p,, p’
derjenige Punkt p der Halbebene(py, p;; ') mit ppy =~ p,p, und

2w, falls & spitz,
4R — 24, falls o stumpf,

XL PPopy = {

Abb. 63

konstruierbar. Diese Konstruktion ist zeichenpraktisch sehr einfach (Abb. 64a), da
man ,,sieht*, welche der beiden Geraden W$(p, g) man jeweils nur zu zeichnen braucht,
um moglichst schnell zu p, zu gelangen. Wir wollen jedoch an diesem Beispiel noch
einmal die beweistheoretisch wichtige Konstruktion mit mehrdeutigen Operationen
iiben (Abb. 64b):

Pos P1; P’ (nicht kollinear)

A
go = L(po, P1)
Gy = Wi(Po o)
G, = Wi(p;, G;) (Unter diesen drei Geraden kommt g, wieder vor)
G3 = Wi(po, G1)
P = 5,(Gy, Go) -
P, = {p:p € P] A p == po} (Besteht aus zwei Punkten)
Gy = W{(P;, G,) (Besteht aus vier Geraden)
P, = S,(G;, G4) (Besteht aus drei Punkten, darunter p,)
P2 = 1p(p € P, A p € Halbebene(g,, p’))

3
P2
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(p, bildet zusammen mit dem zweiten von p, verschiedenen Element p; von P, sowie
P, und p; schon ein solches Punktsystem, wie es fiir Sz(Z(po; Pos P1)s g) benotigt wird.
Aus dieser Sicht enthélt die Konstruktion also keine ,,iiberfliissigen Bestandteile®.)
Da <X ppopr = 4R — 2x gleichbedeutend mit < p,pep; = 2 und Wi = W3~ ist,
ist die angegebene fiir einen spitzen Winkel gedachte Konstruktion auch fiir stumpfe
Winkel « verwendbar. Man hat in Abb. 64 lediglich « durch 2R — « zu ersetzen.

\ =\ €H
eg,
P3 6/02 ‘k *
| 662
Apb. 64 b) 664

Damit ist der erste Teil des Satzes von ADLER bewiesen.
Wir wenden uns dem Parallellineal (L, S;, PL¢, PLZ) mit

PL{(go) = {g:g Il 8o A d(g; go) = d},

PL3(p1, p2) = {g:P1 € g A d(py, g) = d}, falls Pyp, > d,
(vgl. Abb. 23, S. 130) zu. Mit diesem Instrument ist aus drei beliebigen nicht kolline-
aren Punkten p,, p,, p; ein Punkt p, konstruierbar, so da8 p,, p,, p, nicht kollinear
sind und p,p, > d gilt (Abb. 65):

P1> P2» Ps  (P1,> P2s Ps nticht kollinear)

!
go = L(p1, P2)
G, = PLg(go)
g1 = 1g(g € Gy A g € Halbebene(g,, ps))
G, = PLg(g)
g = 1g(g € Go A g = go)
gs = L(p1, ps)
Ps = S1(g &3)
1)

P4
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(Im allgemeinen wird schon Si(g;, g5) die an p, gestellten Bedingungen erfiillen, je-
doch nicht im Fall < p.p,p; = R.)

Aus drei nicht kollinearen Punkten p,, p,, p; mit p,p, > d ist ein Quadrat kon-
struierbar (Abb. 66):

93
g [p A 92
GZ J [ [ 91
P3 d
L e V
67 j [ Pi P2 90
e __ Abb.65

P1> P2» Ps  (P1, P2, P3 nicht kollinear A p,p, > d)

go = L(p1, P2)
G, = PLg(Pl: P2)

G, = PLj(p,, p1)
Pl - SI(GI’ G2)
g1 = L(Pl’ Pl)
G; = PLf(go)
g, = 1g(g € Gy A g € Halbebene(g,, p;))
Gy = PL‘f(gl)
gs = ig(g € G4 A g € Halbebene(gy, p;))
Ps = S1(go> 1)
Ps = S;(gs, &1)
Ps = S1(go> &5)
)

Pr = S1(82) 83
)
P4: PS) Ps, P7

Damit ist u. a. die Ausfiihrbarkeit der Operationen P und Lot mit dem Parallellineal
gesichert. (Fiir beides gibt es auch mannigfache andere Konstruktionen, die den
speziellen Méglichkeiten des Parallellineals besser entsprechen.)
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Wir zeigen nun, daBl mit dem Parallellineal die Schnittpunkte einer beliebigen
Geraden g, mit dem Kreis £, vom Radius d um einen Punkt p, aus p, und g, unter
Verwendung eines Hilfspunktes auf g, konstruierbar sind. Dazu bemerken wir zu-

97 - 33

°P3
Ps

GT{ P ALK >152<} &0

p7/

92

~—
Abb. 66

néchst, da offenbar fiir p mit p p > d die beiden Geraden PL{(p, p,) gerade die
Tangenten von p an k, sind. Daher geniigt es, den Pol p; von g, beziiglich %, zu kon-
struieren. Es ist dann S2(k0, go) = Sl(g()’ Plg(p;;, po)) (A.bb. 67).

Por 8o (Po § 8o A d(Po, o) < d)

3
pi = ep(p € go A PP, > d) Hilfspunkt!

g1 = Lot(po, Zo) (9; ist ein geometrischer Ort fiir den gesuchten Punkt p,!)
Gy = PL§(p1, po) ‘
g: = 18(g € Gy A Si(g, g1) € Halbebene(g,, p,))
gs = L(po, P1)
g1 = Lot(po, g2)
P2 = Si(ge, 8a)
gs = Lot(p,, gs)
ps = Si(g1, g)
\
P

Fiir den folgenden Beweis sei p; = S;(go, €1), P5s = S:1(gs, g5)- Nach Konstruktion ist
X PsPiPs = X PsP1Ps = &, da die Schenkel dieser Winkel paarweise aufeinander
senkrecht stehen. Daher liegen p,, p3, p,, P5 auf einem gemeinsamen Kreis (demjenigen,
der beziiglich der Sehne p,p; den Peripheriewinkel « erzeugt). Fiir die Potenz von p,
beziiglich dieses Kreises k gilt

Pot(po, k) = Doy * gDy = Doy * Doy
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Da A p;pyp, bei p, rechtwinklig ist, p; sein HohenfuBpunkt auf der Hypotenuse und
die Kathete 7D, gleich d ist, ist p P, - P,p, = d?. Aus analogem Grund gilt fiir den
gesuchten Punkt p; auf Strahl(py, p,) PP, - P,P; = d?. Daher ist der konstruierte
Punkt p; gleich dem gesuchten Punkt ps.

Die angegebene Konstruktion versagt offenbar im Fall p, € go. In diesem Fall
erhdlt man aber die beiden Punkte S,(k,, go) durch Abtragen von d auf g, von p, aus
nach beiden Richtungen, was leicht durchzufiihren ist, indem man auf g,”wie in
Abb. 66 eine Strecke der Liange d konstruiert und diese parallel verschiebt.

T

P3

Abb. 67

gl 92

Ein Vergleich der in diesem Abschnitt behandelten Instrumente vom Standpunkt
des praktischen Zeichnens fillt zugunsten des Rechtwinkellineals aus. Fiir die Lésung
von Aufgaben, deren Endresultat nur aus Punkten und Geraden besteht, ist es sogar
dem Zirkel vorzuziehen, da man einerseits die Operationen F; und F, recht einfach
mit ihm ausfithren kann, andererseits hdufig benutzte Operationen wie P und Lot mit
dem Rechtwinkellineal sogar leichter als mit dem Zirkel realisierbar sind.

13.2. Der Satz von Mohr-Mascheroni

Dieser Satz lautet in traditioneller Formulierung etwa :

Alle aus gegebenen Punkten, Geraden und Kreisen mit Zirkel und Lineal konstruier-
baren Punkte und Kreise sind schon mit dem Zirkel allein konstruierbar.

Beziiglich der Konstruierbarkeit von Punkten und Kreisen ist also der abstrakte
Instrumentensatz (Z, S;, S,, S;) dem Instrumentensatz (Z, L, S,, S,, S;) gleichwertig.
Dabei wird S; im erstgenannten Instrumentensatz hochstens dazu bendtigt, die
Schnittpunkte eventuell gegebener Geraden zu bestimmen. Analog braucht man S,
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nur, um die Schnittpunkte eventuell gegebener Geraden mit gegebenen oder kon-
struierten Kreisen zu konstruieren. Daher ist beziiglich der Konstruierbarkeit von
Punkten und Kreisen aus Punkten und Kreisen sogar die Aquivalenz von (Z, S;) zu
(L, Z, S;, S,, S3) behauptet.

Da in einer Konstruktion mit Zirkel und Lineal, deren Endresultat keine Geraden
enthilt, konstruierte Geraden nur dazu dienen, ihre Schnittpunkte miteinander oder
mit Kreisen zu bestimmen, ist nur zu zeigen, daB die durch

K(p1; P2» P3, Pa) = SI(L(pl) P2), Li(ps, P4))’
K'(p1; P2r 8) = Si(L(py, Ps), 8)>
F3(p1, Pes k) = Sz(k, L(ps, Pz))

jeweils fiir solche Argumente, fiir die die rechte Seite definiert ist, definierten Opera-
tionen K, K’ und ¥; durch uniforme Flufldiagramme iiber (Z, S;) realisierbar sind.
K’ 148t sich durch Wahl zweier beliebiger Hilfspunkte auf g auf K zuriickfiithren und
bleibt im folgenden auBer Betracht. Bei der Durchsicht des urspriinglichen Beweises
von MASCHERONI sowie spiterer Varianten (u. a. ADLER, DuBors) fillt auf, daf stets
filr wenigstens eine Teilaufgabe nichtelementare Losungen angegeben wurden. Wir
zeigen daher zunichst:

Satz 1. Die Operation K ist nicht durch eine elementare (Z, S;)-Konstruktion ohne
Hilfselemente realisierbar.

Beweis. Jede durch ein zyklenfreies FluBdiagramm & geldoste Konstruktionsauf-
gabe fithrt fiir beliebige Eingaben @, die den Voraussetzungen der Aufgabe geniigen,
nach hochstens n(F) Schritten zum Ergebnis, wobei n(g) die maximale Weglinge
vom Eingangsknoten zu einem Ausgangsknoten in { ist. Jede endliche Menge &
von Punkten und Kreisen ist ganz im Inneren eines Kreises k(py, ) von geniigend
groBem Radius 7 um einen gewissen Punkt p, enthalten. Anwendung von §, auf ®
fithrt nicht aus diesem Kreis heraus, Anwendung von Z auf Stiicke aus @ fiihrt nicht
aus dem Kreis k(po, 3r) heraus. Daher sind alle nach héchstens n Schritten mit (Z, ;)
aus & konstruierbaren Stiicke im Kreis k(p,, 3"r) enthalten.

Da man bei vorgegebenem p,, 7, d mit 0 < r < d Punkte p,, p,, ps, P4 im Innern
von k(p,, r) so wihlen kann, daf K(p,, p,, ps, ps) existiert, jedoch auBerhalb k(p,, d)
liegt, gibt es zu jeder elementaren (Z, Ss)-Konstruktion fiir K solche Eingaben
P15 Pas P> Ps, daB das Resultat K(py, ps, ps, ps) nicht in der vorher feststehenden
Hochstzahl von Konstruktionsschritten erreichbar ist. (Man bemerke den wesent-
lichen Unterschied zum Lineal, durch das bereits nach drei Konstruktionsschritten
der beliebig entfernte Punkt K(py, ps, Ps, Ps) erhalten werden kann!)

Aus dem Beweis von Satz 1 ergibt sich unmittelbar folgende

Verallgemeinerung. Mit dem Zirkel allein ist keine Aufgabe elementar und ohne
Hilfselemente losbar, bei der bei geeigneter Wahl der gegebenen Stiicke wenigstens eines
der Resultatstiicke beliebig weit von den gegebenen Stiicken entfernt liegt.
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(Dies trifft z. B. auf die Aufgabe zu, zu drei nicht kollinearen Punkten p,, p,, p;
den Mittelpunkt Mi(p,, ps, ps) des durch p,, p,, p; gehenden Kreises zu konstruieren:
Néhert man p,, p,, p; innerhalb eines gegebenen Bereiches der kollinearen Lage, so
wandert Mi(py, Py, ps) ins Unendliche.) Der Satz 148t sich auch noch auf die Zu-
lassung solcher Hilfsoperationen x; = exH(x,X) (x Punkt- oder Kreisvariable, x
System der gegebenen Punkte und Kreise) erweitern, bei denen ein die Bedingung
H(z,x) erfiillendes Hilfselement x innerhalb eines beliebigen die gegebenen Stiicke
a einschlieBenden Kreises gewdhlt werden kann. Dies trifft z. B. auf folgende ge-
brauchliche Hilfsoperationen zu:

p; = &p(p;, P1, P; nicht kollinear)
P; = p(P;, P1> P2» Ps in allgemeiner Lage)
Pi = ep(P1, P> Pe)

p; = &p p € Strahl(py, p,)
p; = ep p € k usw.

Satz 2. Die Operationen K und Fy sind durch nichtelementare (Z, S;)-Konstruktionen,
bei Zulassung spezieller Hilfsoperationen sogar durch elementare (Z, S;)-Konstruktionen
realisierbar.

Zum Beweis von Satz 2 16sen wir eine Reihe von Hilfsaufgaben:

1. Fiir nicht kollineare p,, p,, p; sei

Sp(P1; P2s Ps) *= ¢P(PP2 = P1P2 A PPs = P1Ps A P = P1)
der an L(p,, p;) gespiegelte Punkt p,,

Vsp(p1; P2> Pa) = ¢P(PP2 22 P1Ps A PP3 =2 P1P2
AV Pyg((P2s Pas P3) A (P1s Pas P)))

der ,,verkehrt gespiegelte Punkt p,, d. h. dérjenige auf der p, entgegengesetzten
Seite von L(p,, p;) gelegene Punkt, der p;, p,, p; zum Parallelogramm erginzt. Beide
Operationen sind durch elementare (Z, S;)-Konstruktionen realisierbar:

P1, P2 Ps (nicht kollinear)

k; = Z(p;; P2, P1)

ky, = Z(ps; Ps> P1)

Pl = SS(kl’ kz)

Sp(p1; P2; Ps) = tp(p € Py Ap =+ py)
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P1> P2> Ps (nicht kollinear)

1
ky = Z(p.; ps; P1)

ky, = Z(ps; Pas P1)
Pl = S3(kl’ kz)

Vsp(ps; P2, Ps) = p(p € Py A p ¢ Halbebene(py, ps, p1))-
2. Zu (etwa durch Punktepaare) gegebenen Strecken a, b, ¢ > 0 mit @ == b und

¢ < 2b ist mit dem Zirkel eine Strecke der Linge % elementar konstruierbar. Man

schlage um einen der gegebenen Punkte p, die Kreise k,, k, vom Radius a bzw. b und
trage (eventuell unter Benutzung von Hilfspunkten) auf k, die Sehne ¢ ab, d. h.,

Abb. 68 Abb. 69

man konstruiere p,, p, € by mit p,p, = ¢. Dann wihle man p, € k, beliebig und kon-
struiere p, € k, so, dall p,p, =2 p,p; wird (Abb. 68). Es spielt keine Rolle, ob @ < b
oder a@ > b ist. Nun ist nach Konstruktion A pep;p; =~ A popsps, insbesondere

X P1PoPs 22 <X PoPoPs, daher auch X ppeps =2 X PsPePs (je nach Lage als Summe
oder Differenz kongruenter Winkel). Demnach sind die gleichschenkligen Dreiecke

P1Pop> Wnd pspep, dhnlich, d. h. p.p, : @ = c:b. Daher ist pyp, eine Strecke der ge-
suchten Linge.

3. Zu p, = p, ist mit dem Zirkel allein derjenige Punkt p; mit psp; =~ pyp, und
(ps, 1, Ps) elementar konstruierbar, d. h., jede Strecke 14t sich mit dem Zirkel in
gegebener Richtung verdoppeln. Zur Lisung konstruiert man unter Benutzung eines
zZu P,, P, nicht kollinearen Hiltspunktes p’ (Abb. 69):

ky = Z(p1; p1> P2)
ky, = Z(p;; P15 P2)
Pl = Ss(kl, kz)
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Ps = p(p € Py A p € Halbebene(p;, p»; p'))
ky = Z(p3; p1, P2)

Ps = p(p € S3(ky, ks) A p == py)

ky = Z(py; P15 P2)

Ps = tp(P € Ss(ky, ky) A p == ps)

ps ist der gesuchte Punkt.

Die angegebene (abgekiirzte) Konstruktionsbeschreibung kommt dem tatsich-
lichen Vorgehen wohl am néchsten. Theoretisch ist jedoch die Benutzung von p’ ver-
meidbar; die Formulierung einer entsprechenden Konstruktion, bei der endliche
Mengen von ununterscheidbaren Kreisen bzw. Punkten als Zwischenresultate auf-

treten, sei dem Leser iiberlassen.
2
4. Zu Strecken a, b mit a < b ist mit dem Zirkel eine Strecke der Linge %- ele-

mentar kohstruierbar. Man konstruiere (Abb. 70) zu p,p, = b die Zweiermenge P,
der beiden Punkte p mit pp, = a, pp, = b. Die beiden Kreise Z(P;, a) schneiden sich
auBer in p, in einem Punkt p,, der aus Symmetriegriinden auf L(p,, p,) liegt und fiir

den wegen Ahnlichkeit der gleichschenkligen Dreiecke PiBy % gilt. p,p; ist also
a
eine Strecke der gesuchten Linge. Hat man insbesondere durch wiederholte An-

— a
wendung der Konstruktion 3 die Beziehung p,p, = n - a erhalten, so ist p,p, = —

P2

Abb. 70 .

Von der fiir die Konstruktion 2 wesentlichen Einschrinkung ¢ << 2b (sonst 148t
sich in k&, keine Sehne der Léange ¢ eintragen) kann man sich befreien, indém man unter

c .
Benutzung der Konstruktionen 3 und 4 zunichst ¢’ = 2%a und ¢’ = ~2; konstruiert,

wobei man n so grol wihlt, da ¢’ < 2b wird. Anwendung von Konstruktion 2 auf
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[N

ac

a', b, ¢’ ergibt dann = gbf' Die Ausfithrung dieses Gedankens liefert jedoch

eine nichtelementare Konstruktion:

a, b, c (>0)
a = b?
ja nein
ac '
- = | ¢ = b? |
ja ein
2 ., a < 2b?
b ) .
ja nein
2. unter c < 2b?
Vertauschung ja nein
von a und ¢ |
l, 2. a’ = 2a (3.)
ac v , o
b a | Tg W
b a =
c =¢’

die inshesondere in nichtarchimedischen Ebenen fiir gewisse a, b, ¢ versagt. Ist a durch
Das Do, ¢ durch p,, p, gegeben, so kann man, indem man innerhalb eines Kreises k, der
Das Pas Pes Po im Innern enthilt, eine hinreichend kurze Strecke p,p; vorgibt, er-

reichen, daf3 %‘Z beliebig groB wird, folglich jede Strecke dieser Lange wenigstens einen
von M (k) beliebig weit entfernten Endpunkt hat. Damit fallt die Aufgabe, zu be-
lzebigen a, b, ¢ > 0 die Strecke %c_ zu konstruieren, in den Anwendungsbereich der

Verallgemeinerung von Satz i, und es ist von prinzipieller Bedeutung fiir die elemen-
tare Aquivalenz von (Z, S;) zu (Z, S;, K, F,), daB wir bei der Losung derfolgenden Auf-

gaben die Konstruktion von gbf auf den in Hilfsaufgabe 2 elementar gelésten Fall

einschrinken konnen, wenn wir zwei spezielle (vom Standpunkt des praktischen
Zeichnens nicht problematische) Hilfsoperationen zulassen. Die Hilfsaufgaben 3 und 4
werden dann nicht bendtigt.
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5. Zu nicht kollinearen Punkten p,, p,, p; ist mit dem Zirkel allein Mi(p,, p,, ps)
konstruierbar. Die Aufgabe ist sogar elementar 16sbar, falls fiir wenigstens eine Seite
s und eine nicht auf ihr stehende Hohe % des Dreiecks p,p,p; gilt

(*) s < 4h.

Losung. Es sei py = Sp(py; ps, Ps)- Bezeichnet Ppo den gesuchten Mittelpunkt
Mi(py, ps, ps) des Kreises durch p,, p,, ps (Abb. 71), so sind die Dreiecke p,p,p, und
P1Psp4 8hnlich, da beide gleichschenklig sind und bei p, bzw. p; den gleichen Winkel

Abb. 71

haben. Daher ist der Radius r (= p,p,) als 1_31_1?3:_&& laut Hilfsaufgaben 2 bis 4

SV
konstruierbar und aus r und p,, p,, p; erhilt man elementar p,:

ky = Z(py, )
ky =27 (p2) r)
Py = 8y(ky, k)
Po = p(p € Py A p € Halbebene(py, pa; ps))-
Die Konstruktion von r und damit von p, ist insbesondere elementar durchfiihrbar,

falls (eventuell nach Umbenennung der Punkte p, p,, ps) 9,9, < 2P,P,, d. h. eine

Seite des Dreiecks p,p,p; kleiner als das Vierfache einer nicht auf ihr stehenden Héhe.
ist. ‘

Ist ein Winkel (etwa «) eines nach Schulsitte bezeichneten Dreiecks 4 BC (Abb. 72)
groBer als 14,5°, so ist schon %—- = §in & > i, d. h. b < 4h,. Sind « und g kleiner oder
gleich 14,5°; so ist das Dreieck bei C stumpf. Gilt dann fiir den AuBenwinkel J bei C

6 > 14,5°,
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h 1 |
s0ist — = sin & > 1 Ist andererseits ein Winkel (etwa y) grofer oder gleich 165,6°,
a

so ist fiir allé Seiten s und alle nicht auf s stehenden Héhen s > 44, d. h., die Bedin-
gung (¥) ist nur fiir extrem flache Dreiecke verletzt.

Pa

Abb. 72 Abb. 73

6. Zu py, P1, Ps, k mit p; = Py, po = M (k) und p,, p, € k ist mit dem Zirkel allein
die Zweiermenge

Hb(k, po, P1, P2) = (P[P € £ A L(p, Do) L L(p1, P2)}

elementar konstruierbar, d. h., man kann die beiden Kreisbdgen, in die k£ durch p,, p,
zerlegt wird, halbieren. ’

Losung (Abb. 73):

Po> P1> P2, K (Voraussetzungen wie oben)‘

)
Ps = Vsp(Pe; Pos P1)

Ps = VSp(P1; Pos P2)

k; = Z(ps; Ps3; P2)

ky = Z(ps; Ps P1)

P, = S3(k1? kz)

ky = Z(p4; Po> P1) (@, ist von beiden Elementen von P, gleich Weit entfernt).

4
Hb(k, po, p1, P2) = S3(k, kj).
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Fiir den Beweis der letzten Behauptung sei r der Radius von k, d = p.p, (= 7,p,

———

= PoP,)s @ = P,P, (= P,p,)- Unsere Behauptung bedeutet dann p,p, = ]/rz 7y

d. h. pp; = Vr2 + d2, d. h. Ya? — @2 = Jr® + d2 Es ist (Abb. 74)

o o - o= )+ )

d. h. a® = 7% 4 2d?, woraus die Behauptung folgt.

P1 d P2

Abb. 74

Sp(pg,PrP2)

Abb. 75

1. Eine einfache Loésung fiir F, ergibt sich, falls p, = M(k,) schon bekannt ist (also
insbesondere, falls k, ein konstruierter Kreis ist) fiir den gilt: '

Fall a). M(k,), p1, p, nicht kollinear (Abb.75). Dann ist fiir einen beliebigen
(Hilfs-) Punkt p’ € k,

Fy(py, pa, o) = Sa(ko, Z(Sp(M (ko) ; 1, Do) 5 D' M(ko))).

Ist &, ein ohne Mittelpunkt gegebener Kreis, so hat man zunéchst unter Benutzung
dreier (Hilfs-) Punkte pg, p,, Ps € kg den Punkt Mi(ps, py, ps) = M (k,) zu konstruieren
und diese Konstruktion ist sogar elementar, falls es zuldssig ist, Hilfspunkte pg, p4, p5
€ ko so zu wihlen, daB sie die in Hilfsaufgabe 5 genannte Bedingung (*) erfiillen.

18 Schreiber, Konstruktionen
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Fall b). M(k,), pi, ps kollinear (Abb. 76).

In diesem Fall erhélt man nach Konstruktion von p, = M (k,) unter Benutzung eines
zu P, p, nicht kollinearen Hilfspunktes p’ € k,

ky = Z(py; p1, D)
Pl = Sa(ko,‘ kl)

p'=uwp(p€PAp+p)
F:;(p{, pé’ ko) = Hb(ko’ Dos p', pn)-

SP(Ph, p7’P2)

P Abb. 76

Durch Vorschaltung der Konstruktion von M(k,) und des Priifknotens
»P1> P2> M(ko) kollinear?“

erhidlt man aus den Féllen a), b) eine verzweigte Losung fiir '3, die genau dann ele-
mentar ist, wenn das fiir M(k,) eingesetzte Unterprogramm elementar ist.

8. Die Losung der Aufgabe Mi liefert auch einen verbliiffenden Weg zur Losung der
Aufgabe K: Unter Benutzung eines beliebigen Hilfspunktes py, ¢ L(py, p.) U L(ps, Ds)
ist ndmlich

K (p1, Pas s> Pa) = Mi(pn, Sp(Dn; P15 Do) SP(D1; Ps> P4)) (Abb. T6).

Diese Losung ist genau dann elementar, wenn es zuldssig ist, den Punkt p; so zu
wihlen, daB A p,Sp(py, p1, P2) SP(Pr, Ps, Ps) die in Hilfsaufgabe 5 genannte Be-
dingung (*) erfiillt. Da der Winkel dieses Dreiecks bei p, gleich dem Winkel zwischen
den zu schneidenden Geraden ist, ist diese Bedingung fiir solche p,, P, p3, P4, fiir die
sich L(p,, p,) und L(ps;, p,) unter einem nicht zu kleinen Winkel schneiden, bei be-
liebiger Wahl von pj, erfiillt. Andernfalls hat man ,,p;, hinreichend dicht bei der Hal-
bierenden des von L(py, p,), L(p;, ps) gebildeten stumpfen Winkels zu wéihlen.
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Dann wird A p,Sp(ps; p1, P2) SP(Ps; Ps, Ps) anndhernd gleichschenklig und erfiillt
die Bedingung (*) (Abb. 77).

Damit ist Satz 2 bewiesen.

Der Vollsténdigkeit halber sei erwidhnt, da3 ADLER 1890 die Transformation durch
reziproke Radien (Spiegelung am Kreis) als einheitliches Prinzip fiir einen neuen
Beweis des Satzes von MoER-MASCHERONI benutzte. Ist k, ein Kreis mit dem Mittel-
punkt p, und dem Radius 7, so sei

@x,(P) := p’(p’ € Strahl(p,, p) A P,p’ - PP = r?), falls py == p.

Sp(
f P Ph; p7)P2)
SP(PhsP3,P4)
¢ Py
— T
- P7 P2
P3
o
Th Abb. 77
Fiir solche Abbildungen gilt
(1) (p]:ol = ¢ko'
(2) @r,(p) = p dann und nur dann, wénn p € k,.
(3) Geraden durch p, gehen in sich iiber, andere Geraden in Kreise durch p,.

Kreise durch p, gehen in Geraden iiber, andere Kreise in Kreise.

ADLER zeigte, dall man aus p,, k, fiir beliebige p bzw. k das Bild ¢, (p) bzw. ¢ (k)
(falls dies wieder ein Kreis ist) mit dem Zirkel allein konstruieren kann. Daraus ergibt
sich folgender Losungsweg fiir eine beliebige mit Zirkel und Lineal 16sbare Konstruk-
tionsaufgabe mit dem Zirkel allein:

1. Man denke sich die Konstruktion mit Zirkel und Lineal ausgefiihrt und wihle
einen Kreis &k, und seinen Mittelpunkt p, so, dafl keine der konstruierten Geraden
bzw. Kreise mit p, inzidiert. Dann fiibrt ¢, die gesamte (in der Regel Geraden ent-
haltende) Figur in eine inzidenzisomorphe Figur aus Punkten und Kreisen iiber.

2. Man konstruiere g¢;, () fiir alle gegebenen Punkte und Kreise x.

3. Man fiihre die ,,Bildkonstruktion‘ im Bereich der Punkte und Kreise mit dem
Zirkel allein aus. |

4. Man wende auf das erhaltene Resultat ¢! (= ¢y,) an.

18%
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Auf diesem Wege erhilt man insbesondere (Z; 8;)-Losungen fiir K und F, die von
den hier behandelten abweichen, jedoch vor allem fiir viele Aufgaben (Z, §;)-Losun-
gen, die wesentlich einfacher sind als die durch schrittweise Einsetzung von (Z, S;)-
Konstruktionen fiir K und F, in (Z, L, 8, S,, 8;)-Konstruktionen erhaltenen Lésun-
gen. Die Adlersche Methode ist ausfiihrlich in [1] und neuerdings in [8] behandelt.
Wir schlieen hier mit zwei kritischen Bemerkungen zu dieser Methode.

1. Die fiir die Adlersche Methode grundlegende Aufgabe, aus py, p, ko mit p, = M (k)
und p == p, den Bildpunkt ¢, (p) zu konstruieren, fillt unter die Verallgemeine-
rung von Satz 1, da fiir hinreichend dicht bei p, gelegene p der Bildpunkt beliebig
weit auBerhalb von %, liegt. ADLER gab fiir diesen Teilschritt tatsichlich nur eine
nichtelementare Losung an, bewies also nur die nichtelementare Aquivalenz von
(Z, 83) zu (4, S;, K, Fy). Natiirlich existiert auf Grund von Satz 2 auch fiir diese
Aufgabe eine elementare Losung, jedoch wurde bisher keine dieser speziellen Auf-
gabe angemessene elementare Losung gefunden. Die Substitution elementarer (Z, S;)-
Konstruktionen fiir K und F; in eine elementare Lésung mit Zirkel und Lineal hebt
aber alle Vorteile des Adlerschen Beweises gegeniiber dem hier angegebenen auf.

2. Bei Konstruktionen, die schon mit Zirkel und Lineal nichtelementar sind, ist
die Zahl der eventuell zu konstruierenden Geraden und Kreise unbeschréinkt und ihre
Verteilung oft schwer vorauszusehen. In diesem Fall st68t der erste Schritt der Adler-
schen Methode (Wahl eines geeigneten Inversionskreises k,) auf wesentliche theore-
tische und praktische Schwierigkeiten.
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Abweichend von Abschnitt 9.4 definieren wir hier eine Konstruktionsaufgabe n-ten
Grades (n = 3) als eine solche, die sich durch mit Zirkel und Lineal (oder gleich-
wertige Instrumente) ausfithrbare Konstruktionen auf die Konstruktion endlich
vieler Strecken z,, ..., ; zuriickfithren 148t, so daB fiir ¢ = 1, ..., k die Strecke z;
einer Gleichung hochstens n-ten Grades geniigt, deren Koeffizienten aus den gegebe-
nen Stiicken und #, ..., #;-; mit Zirkel und Lineal konstruierbar sind und die ent-
sprechenden Bedingungen fiir kein m << n erfiillt werden. (Es muB} also mindestens
eine der Gleichungen fiir die #; vom Grade » und platonisch irreduzibel sein.) Die
Problematik dieser Definition liegt u. a. darin, daB dem Instrumentensatz Zirkel
und Lineal von vornherein eine Sonderstellung eingerdumt wird. Dies trifft jedoch
fiir die klassische Theorie der geometrischen Konstruktionen allgemein zu, und so
wird in der Literatur meist der hier definierte Grad zugrunde gelegt. Andererseits
zeigten die Betrachtungen in Abschnitt 9.4, dal allgemeinere Graddefinitionen zu
erheblichen begrifflichen und algebraischen Schwierigkeiten fiihren.

Der Einfachheit halber setzen wir in diesem Kapitel voraus, dafl der Koordinaten-
kérper der betrachteten Ebenen der Korper R der reellen Zahlen ist, obwohl man
natiirlich (analog zum auf Konstruktionen mit Zirkel und Lineal zugeschnittenen
Begriff der platonischen Ebene) fiir jedes n = 3 eine axiomatische Charakterisierung
der Konstruktionen n-ten Grades angemessenen euklidischen Ebenen geben kann.

Aus der Ferrarischen Losung der allgemeinen Gleichung vierten Grades folgt nun
sofort: Es g¢ibt (im Sinne obiger Definition) keine Konstruktionsaufgabe vierten
Grades. Geniigt ndmlich x einer platonisch irreduziblen Gleichung vierten Grades,
deren Koeffizienten mit Zirkel und Lineal konstruierbar sind, so kann x mit Zirkel
und Lineal aus diesen Koeffizienten und einer Lésung y der kubischen Resolvente
dieser Gleichung (vgl. Abschnitt 4.4, Beispiel 5) konstruiert werden, d. h., die Kon-
struktion von « ist mit Zirkel und Lineal auf die Losung einer Gleichung dritten
Grades zuriickgefiihrt.
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Fiir nicht kollineare p,, p,, p; mit < pypop; < R sei

: 1
Tri(p1, Pa2s Ps) := tp ((pl, D; P3) A L P1PeP = 3 <X plpzpa)

(,,Tr¢* soll an Trisektion erinnern; Abb. 78).
Fir py, 1, p. mit py == p, und p, € Strakl(po, ;) sei
Kub(po, D1, P2) := 1p(p € Strahl(po, p1) A DoD* = PoP,* - DoP,)
(,,Kub‘ entspricht der dritten Wurzel aus einer gegebenen Strecke pyp,).

Die Definition beriicksichtigt die Abhingigkeit der Streckenmultiplikation von
der gewihlten MaBeinheit. Wihlt man pyp, als Einheitsstrecke, so ist p 9% = PP,
fiir p = Kub(p,, p1, p.). Geht man zu einer anderen Einheitsstrecke iiber, so 4ndern
sich beide Seiten der Gleichung p p° = p p,* - P,P, um den gleichen Faktor £3).

P2 ‘2 P7 Abb. 78

Satz 1. Mit einem Instrumentensatz sind genau dann alle Aufgaben dritten Grades
losbar, wenn mit diesem Instrumentensatz die Operationen L, Z, Sy, Sy, S3, T'ri und Kub
realisierbar sind. Fiir Aufgaben, die nur die Konstruktion von Punkten und Geraden
fordern, kann Z durch F,, F'; ersetzt werden; fiir Aufgaben, die nur die Konstruktion von
Punkten und Kreisen fordern, kann L durch K und F4 ersetzt werden.

Dieser Satz ergibt sich unmittelbar aus der Cardanoschen Lésungsformel fiir die
allgemeine Gleichung dritten Grades (vgl. Abschnitt 9.2, Satz 3).

Wir erinnern an die Definition der mit dem markierten Lineal (a: Lange der mar-
kierten Strecke) ausfithrbaren Operation der dufleren Einschiebung E§: Fir p, ¢4, g,
mit g, schneidet g, p ¢ g, U g, ist

EY(p; 91, 92) = tP1 V Do(P1 € g1 A D2 € G2 AP P, = @ A (P, P1, Po))
(siehe Abb. 26a, S. 133).

Satz 2. Die dufere Einschicbung allein geniigt zusammen mat Zirkel und Lineal zur
Losung aller Aufgaben dritten Grades.

(Da mit einem markierten Lineal der abstrakte Instrumentensatz ,normiertes
Lineal* realisierbar ist, geniigt zur Losung solcher Aufgaben dritten Grades, deren
Endresultat nur aus Punkten und Geraden besteht, sogar das markierte Lineal
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allein, genauer: der abstrakte Instrumentensatz (L, S, A, 8%, 8%, Sz, S5, £3); vgl.
Abschnitt 7.2). '

Zum Beweis von Satz 2 haben wir nur Losungen der Aufgaben Tri und Kub an-
zugeben. Die bereits in Abschnitt 9.2 behandelte Archimedische Trisektion mit dem
Einschiebelineal bendétigte die (duBere!) Einschiebung zwischen Kreis und Gerade.
Wir zeigen zunéchst, daf3 Tri auch durch dullere Einschiebung zwischen zwei Geraden
realisierbar ist (Lésung von Parros; Abb. 79):

P1, P2 P3 (0 < <X pp2ps <L R)

}
g1 = L(p1, p2)

g2 = L(pq, P3)
Ps = cp(p € Strahl(py, p;) A P,p = i) (durch Abtragen von a auf Strahl

(ps, p3) und Halbieren dieser Strecke)
g3 = LOt‘(P4: gl)

g = P(ps &1)

Ps = Ei(Pe, g3, 84)

g5 = L(ps, P2)

ge = L(p1, Ps)

Tri(ps, P2> Ps) = Si(gs» ge)-

U

D P19 Abb. 19

Zum Beweis bezeichne p’ den Mittelpunkt der Strecke p;ps. Dann ist im rechtwink-
ligen Dreieck p,p;p6

X P'PuPs =2 X P'PePy (= &) 22 <X P1P2Ds
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(als Wechselwinkel), und wegen p,9" = p,p, (= %) ist

200 = L PaP'Pa 2 X P PaPu
Vergleichbar durchsichtige Losungen der Aufgabe Kub durch Einschiebung sind
bisher nicht gefunden worden. Die folgende Losung geht im wesentlichen auf NEw-
TON zuriick. Sie ist nur dann direkt anwendbar, wenn die Strecke d, deren dritte
Wurzel konstruiert werden soll, kiirzer als die Einheitsstrecke (d.h. d < 1) ist.

3 — 1
Andernfalls hat man }/d = T
/i

Ist d < 1, so gilt 2ad < 2a, und es ist ein Dreieck p,p,p, mit p,p, = P,p, = «,
P,0, = 2ad konstruierbar. Unter dieser Voraussetzung gelte weiterhin (Abb. 80)

zu benutzen.,

Ps = A, (P2, P1)

91 = L(ps, ps)

g = L(p., py)

Ps = Ei(p1, g1, &2)
gs = L(py, s)

Ps = S1(g, 3)-

Wir behaupten }d = Y mit » = D, D¢ Y = DDy
x

Beweis. Anwendung des Satzes von MENELAOS auf A pgp,p, und g, ergibt
a 2a 2ad
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(1) —_ = — (= Z+ 208 G arch rechnerische Umformung) :
2a Y 2a +y

Bezeichnet £ den Kreis vom Radius @ um p,, so ist ferner

Pot(pg, k) =z - (x + 2ad) =y - (y + 2a),
(Sehne g,)  (Sehne L(ps, p1))
d. h.

(2)

x4 2ad Y
2a +y o

Aus (1) und (2) folgt ¥y _ 2£, d. h. 22 = 2ay, und ¥ _ 2ad , d.h. y? = 2adz, zu-
x a Y

x
3
sammen 2ay® = 2adx3, d. h. ¥ Vd.
x
Wihrend die Losung einer Gleichung dritten Grades fiir eine gesuchte Strecke x
bei Anwendung des Einschiebelineals durch ,,geometrische Simulation® der alge-
braischen Loésung CarpANoOs erfolgt, ist unter Verwendung zweier Rechtwinkel-

lineale in der Weise, wie sie PraToN zur Konstruktion von i/ﬁ benutzte (vgl. Ab-
schnitt 9.2, Abb. 33, S.196), eine beliebige Gleichung dritten Grades direkt l6sbar.
Die Methode 148t sich nach CREMONA sogar zur graphischen Losung einer beliebigen
Gleichung n-ten Grades verallgemeinern, wenn man n — 1 Rechtwinkellineale be-
nutzt.

Die Koeffizienten der Gleichung

(3) %" + @pg2™ ! - s X -2 =0

seien als gerichtete Strecken gegeben. Man errichte in einem Endpunkt p, von a,
das Lot g,. Bezeichnet p,-, den anderen Endpunkt von a, (Abb. 81), so ist fiir p’ € g,
stets pp, = a, - tan o« (&« = <X P'Pp41Pn). Trigt man unter Beriicksichtigung des
Vorzeichens die Strecke a,—, auf g, an p"p, an, errichtet im so erhaltenen Punkt p,_,
abermals das Lot ¢,_, und schneidet g,_, die Gerade Lot(p’, L(pp4a, p’)) in p"’, so sind

die Dreiecke p,.,p'p, und p'p’’p,-; dhnlich, und es ist
PP’ = Dy 0 - tan «

= (a, tan & + a,,) tan & = a, (tan «)? + a,_, tan «.

Durch Fortsetzung dieser Konstruktion erhélt man schlieBlich eine Strecke der Lénge
(4) a, (tan «)* 4 a,, (tan x)*™! + ... 4+ a, tan « + a,.
Daraus ergibt sich folgendes Verfahren zur graphischen Lésung der Gleichung (3):

Man konstruiere unter Beriicksichtigung der Vorzeichen der Glieder a; einen Strecken-

ZUE PuiaPaPa-1 *** PrPo Wit PPy = a; und X P;pipi-1 = R und lege durch p;, p;,
die Gerade g; (i = 1, ..., n). Legt man nun das erste Rechtwinkellineal R®) mit einem
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Schenkel durch p,,; und der Spitze p’ auf g, (wobei ein zunéchst beliebiger Winkel &
entsteht), das zweite Rechtwinkellineal R(® mit einem Schenkel durch p’ und der
Spitze p’ auf g,_, usw., so findet man durch probeweises Verschieben der gesamten
Anlage diejenigen Winkel «, fiir die (4) gleich 0 ist, d. h., man erhilt die simtlichen
reellen Losungen z der Gleichung (3) in Gestalt ihrer arctan-Werte. Aus « = arctan z
kann x sofort als Gegenkathete eines zu A p,.,p'p, dhnlichen Dreiecks mit der An-
kathete 1 konstruiert werden bzw. x = p,p’, falls in (3) a, = 1 ist. |

Pﬂ+7 | 9'/7-7
l

an |

pﬂ‘-]——"—gn

———————— —.gh_z

Abb. 81 I

Die bei der beschriebenen Anwendung von #»' — 1 Winkellinealen zur Losung einer
Gleichung n-ten Grades realisierte Operation ist (bei etwas willkiirlicher Auswahl
eines die Resultatkonfiguration bestimmenden Punktes) die im allgemeinen n-
deutige Operation

Wgz—l)(po; Pr+15 Gos « o+ In)
t={p: PEGy AV p® o p-D(pP € gy A oo AP~V € g,
AL PePPPB A <o A [ piT UG A o A | P, 0))

Hinzu kommen L, S, und W% zur Konstruktion von KKS, Konstruktion des Strecken-
zuges PoP; *** Pu+1 Und zur Ausfithrung der rationalen Operationen. Damit haben wir

Satz 3. Mit n — 1 Winkellinealen, d.h. mit dem abstrakten Instrumentensatz
(L, 8y, WE, WE _,)) ist jede Aufgabe mazximal n-ten Grades im Bereich der Punkte und
Geraden losbar. \

Da offenbar W, = Wy ist (vgl. Abschnitt 7.2), ergibt sich als Spezialfall ein neuer
Beweis des Satzes von ADLER:

Mt einem Rechtwinkellineal, d. h. mit dem abstrakten Instrumentensatz (L, S;, WE,
WE) ist jede mit Zirkel und Lineal losbare Aufgabe, deren Resultat nur aus Punkten und
Geraden besteht, losbar.



14. Konstruktionen dritten und héheren Grades 283

Ein Kernstiick der Theorie der geometrischen Konstruktionen ist seit dem Alter-
tum die Losung von Konstruktionsaufgaben héheren Grades mittels Zirkel und Lineal
und gewisser vorgegebener Kurven, insbesondere die Losung der klassischen Auf-
gaben Tri und Kub und damit aller Aufgaben dritten Grades durch Schnitt von
Kreisen und Geraden mit einem vorgegebenen Kegelschnitt f. Dies bedeutet die
Erginzung des abstrakten Instrumentensatzes (L, Z, S, S,, S3) durch die Operationen

Silg) == {p:pegrpet)
Sik) :={p:pekapcl)
Als ein Beispiel aus der fast uniibersehbaren Fiille der Einzellosungen geben wir

hier die Losung der Aufgabe Kub mittels einer vorgegebenen Parabel ¥ nach Dzs-
CARTES an:

Hilfsaufgabe. Zu gegebener Parabel f ist mit Zirkel und Lineal ein KKS kon-
struierbar, beziiglich dessen f durch die Gleichung y = 22 beschrieben wird. (Die
Aufgabe hat offenbar genau zwei Losungen, die durch Vertauschen der positiven
2-Richtung ineinander tibergehen.) Zur Losung dieser Aufgabe benutzen wir den Satz,
daB der geometrische Ort der Mittelpunkte einer Schar paralleler Sehnen einer Parabel

eine zur Achse von ¥ parallele Gerade ist.
3

f (f Parabel)
3

g, = &g (g schneidet f) (d. h., g; hat mit f zwei Punkte gemeinsam)

p’ = ep (p in derjenigen Halbebene beziiglich g;, die den unbeschrinkten
Teil von f enthalt)

(Durch diese Wahl des Hilfspunktes p’ wird gesichert, da3 P(p’, ;) f schneidet.)
g = P(p’, g&1)
P, = Si(gl)
P, = Sé(ga)
ps = M(Py, Py)
ps = M(P,, Py)
gs = L(ps; Ps)
g, = Lot(py, &)
Py = Sf(g,;)
ps = M(P;, Ps)
gs = P(ps, gs) (g5 ist schon die gesuchte y-Achse)
Po = Si(gs)
gs = Lot(po, g5)
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(Abb. 82a; die folgende Konstruktion der Einheitspunkte p, € g¢, p» € g5 ist der
Ubersicht halber in Abb. 82b gesondert dargestellt).

ky = Z(Po; Pos Ps)
P, = Sy(ky, g)

Ps =¢p p € P,
9
5 2 95
93
’ 3
o1 | Ps g7
g1 P51 P7
TP3
99 P2 Ps
Do s Po P7I P; e
gs
a) b)

Abb. 82

Von der zufilligen Auswahl dieses Hilfspunktes hingt es ab, welche der beiden
Losungen der Aufgabe man bekommt.

Pz = Vsp(Po; Ps Pe)

g7 = L(po p7)

P; = Si(g-;)

Ps = p(P € P5 A p == po)
gs = Lot(ps, g6)

gy = Lot(ps, gs)

P1 = S;(ge> gs)

P2 = S1(gs; 89)

4
Pos> P15 P2
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3,—
Zur Konstruktion von ]/d bringe man f mit demjenigen Kreis £ zum Schnitt, der

beziiglich des eben konstruierten KKS den Mittelpunkt (i ) l) hat und durch p, geht,
also der Gleichung 2" 2

| d\? 1\e  de41
(5) (x—,—‘é)-l-(?/—g)— 1

geniigt. Fiir die Koordinaten z, y des von p, verschiedenen Schnittpunktes von f
und % ergibt sich aus (5) und y = 2% die Gleichung y? — dx = 0. Die Gleichung
y

3
y? = dz ergibt, mit y = «? multipliziert, y® = da?, d.h., man erhélt ﬁ in der Form =.
x

Die Methode von DEscARTES weist die fiir alle Losungen dieser Art typischen
,;ungeometrischen* Ziige auf: Man sucht die Koordinaten eines zu konstruierenden
Kreises so zu bestimmen, daf die Gleichung der Schnittpunkte dieses Kreises mit
dem verfiigbaren Kegelschnitt gleich der zu 16senden Gleichung wird. Nach diesem
Prinzip loste DEScARTES auch die Aufgabe Tri mittels Parabel. Parros, CHASLES
u. a. 16sten Tri mit gleichseitigen Hyperbeln. Kub wurde von GREGOIRE unter Ver-
wendung einer Hyperbel, von Suustius (sehr kompliziert) unter Benutzung einer
Ellipse gelost. Das abschlieBende Resultat in dieser Richtung ist der

Satz von SMITH und KorTUuM. Bes Vorgabe einer beliebigen Kllipse, Hyperbel oder
Parabel ist jede Konstruktionsaufgabe dritten Grades mit Zirkel und Lineal lésbar.

Der Satz von SmiTH-KORTUM und sein Beweis gehoren eher der Algebra an als der
Geometrie. Geometrisch interessant ist nur die nétige Vorbetrachtung, daf man
(analog zur oben fiir Parabeln gelosten Hilfsaufgabe) zu jeder Ellipse bzw. Hyperbel
ein KKS konstruieren kann, beziiglich dessen diese Kurven durch die wohlbekannten

Gleichungen

beschrieben werden. Der Leser entnehme die entsprechenden Konstruktionen der
Andeutung, daf fiir Ellipsen und Hyperbeln der geometrische Ort der Mittelpunkte
einer Schar paralleler Sehnen eine Gerade durch den Ursprung p, des gesuchten KKS
ist. Ein Kreis von geeignetem Radius um den so gefundenen Punkt p, schneidet die
Ellipse bzw. Hyperbel in vier Punkten, so daBl die gesuchten Hauptachsen die Winkel-
halbierenden dieser vier iiber Kreuz verbundenen Punkte sind (Abb. 83).

Der algebraische Teil des Beweises des Satzes von Syt und KorToMm ist am ein-
fachsten fiir den Fall der Parabel.

Die algebraische Analyse der zu behandelnden Aufgabe, bezogen auf das KKS,
in dem die gegebene Parabel f durch y = 2% beschrieben wird, fiihre (eventuell nach
kanonischer Transformation) auf die Aufgabe, aus konstruierbaren Strecken p, g
die Losungen der irreduziblen Gleichung ® 4 px 4 ¢ = 0 zu konstruieren. Zur
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1 —
Loésung konstruiere man den Kreis 4y um den Punkt —-g—, 5 P ) , der durch den
Koordinatenursprung verlduft, also durch die Gleichung
(6) P?tegx+yPr+@—1)y=0

beschrieben wird. Fiir die Koordinaten der Schnittpunkte von &, und f ergibt sich
durch Einsetzen von y = 22 in (6) "

xt + pa? + qr = 2(2® + px + q) = 0,

AN

a)
Abb. 83 b)

d. h., man erhilt die gesuchten Ldsungen in Gestalt der z-Koordinaten der von Po
verschiedenen Schnittpunkte von %, und f.

Wenden wir uns nun dem wesentlich komplizierteren Fall zu, da8 der gegebene
Kegelschnitt eine Ellipse f ist, die beziiglich des nach Hilfsaufgabe konstruierten KKS

2

2

durch die Gleichung 9% + % = 1 beschrieben wird. Bezeichnet p* den Punkt mit
a

den Koordinaten (—a, 0), so wird f \\ {p*} auch durch die Parameterdarstellung

1 —¢2 2t
M s =e g YO =b g,

14 ¢

erzeugt (Abb. 84a). Dabei sind zu jedem (als gerichtete Strecke) gegebenen ¢ die
Koordinaten z(t), y(f) und damit auch der Punkt p(f) mit diesen Koordinaten mit
Zirkel und Lineal konstruierbar. Umgekehrt ist aus jedem von p* verschiedenen
Punkt p € f mit Zirkel und Lineal der zugehdrige Parameterwert aus der nach ¢
aufgelosten ersten Gleichung (7) und der Bedingung ,,Vorzeichen von ¢ = Vorzeichen
der y-Koordinate von p’’ konstruierbar.
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Einsetzen der Parameterdarstellung (7) in die allgemeine Kreisgleichung

(@ — )® + (¥ — yo)? =1*
liefert nach entsprechenden Umformungen
(8) @ + 2axy + d) t* — 4byyt® + (4b% — 202 - 2d)t2 — 4by,t

+ (a% — 2az, + d) = 0,

wobei zur Abkiirzung 22 4 y2 — 72 = d gesetzt wurde, d. h. eine Gleichung der Form
9) Att + Bt® + Ct? + Bt + D = 0 (nicht notwendig 4 == 0).
Wir zeigen, dal man die Losung einer irreduziblen Gleichung
(10) B+pt+qg=0

auf die Losung einer Gleichung der Form (9) zuriickfithren kann: 3 4 ¢ + ¢ = 0 ist
selbst von der Form (9). Ist p & 1, so ist

ay s 2 t3+pt2+—1—§—2;t+ z =(t3+pt+q)(t——i—)=0

1—9p 1—»p p—1
von der Form (9), d. h., die Losungen von (10) (die wegen der vorausgesetzten Irre-
g sind) sind die von 1
p—1 p—1
Gleichung (11). Bei der Losung einer Gleichung der Form (9) kdnnen wir zuséitzlich

12) A+D—C=%0

duzibilitdt ungleich verschiedenen Ldsungen der

voraussetzen. Andernfalls ware
At 4 Bt + Of* + Bt + D = (4¢* + Bt + D) (1> + 1),

d. h.,Tauch das als Faktor in (9) enthaltene Polynom (10) wire reduzibel. Wegen (12)
kann man durch Multiplikation von (9) mit einem geeigneten Skalarfaktor erreichen,
daB sogar

(13) A+ D— C = 4(a® — b?)

ist. Koeffizientenvergleich von (8) und (9) ergibt nun fiir z,, %,, d das Gleichungs-
system

(14) 202 +d = A — a?,

(15) —4by, = B,

(16) 2d = C + 2a2— 4b?,
(17) —2axy +d =D — dz,
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N,
\

worin wegen (13) die letzte Gleichung (17) die Differenz von (16) und (14) ist. Die
Gleichungen (15), (16), (17) sind eindeutig nach x,, ¥, d auflésbar:

_ B J— C + 2a% — 4% x_2A—0+4(b2—~a2)

o 2 S 4a ’

(18) Yo

es miiBte daher r = Y22 + 2 — d sein. Hat die gegebene Gleichung (10) iiberhaupt
eine reelle Losung ¢, so ist diese auch Losung von (9), demnach von (8). Folglich er-
filllen z(¢), y(¢) die Gleichung

(@) — o)? + (yC) — 9o)? + d = % + 43,

d. h.,esist d < 22 + y3. Wire d = 22 4 43, also der Radius 7 des gesuchten Kreises
gleich Null, so wire der Punkt mit den Koordinaten x,, ¥, selbst ein Punkt von f,
dessen Parameter gerade die gegebene Losung ¢ von (10) wire. Daher wire { mit
Zirkel und Lineal aus den Koeffizienten p, ¢ von (10) schon ohne Verwendung von f
konstruierbar — im Widerspruch zur vorausgesetzten Irreduzibilitdt von (10). Daher
ist d < 23 + 93, und es ergibt sich folgender Weg zur Losung der Gleichung (10):

1. (Falls notig) Transformation von (10) auf die Form (9).
2. Konstruktion von 2y, ¥, d nach Vorschrift (18) und von

r=7Va}+ 9t —d.

3. Konstruktion des Kreises &k, vom Radius r um (x4, ¥o).

4. Bestimmung der y-Koordinaten der Schnittpunkte von %4, und ¥ und Kon-
struktion der zugehdrigen ¢-Werte.
q

5. Falls 1. durchgefiihrt wurde, Aussonderung der Ldsung T

t—>-7

Abb. 84 b)
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Ist eine Hyperbel ¥ gegeben, so 148t sich das fiir den Fall der Ellipse ausfiihrlich
behandelte Verfahren mit geringen Anderungen iibertragen. Die zu verwendende
Parameterdarstellung lautet hier

14 g2 2

x(t) = a .
) T Y -

Sie stellt fiir —1 < ¢ << 1 den rechten und fiir ¢ << —1 und ¢ > 1 den linken Ast der
2 2

Hyperbel f: x_2 — z—/z— = 1 mit Ausnahme des Punktes (—a, 0) dar (Abb. 84b).
a
Einsetzen dieser Parameterdarstellung in die allgemeine Kreisgleichung ergibt
(wobei wieder d = a2 + y3 — 72 gesetat ist)
(19)  (a® + 2axy — d) 18 + 4byyt® + (202 + 4b% — 2d) £2 — 4by,t
+ a® — 2az,+ d = 0.

Eine irreduzible Gleichung 3 -4 pt + ¢ = 0 mit p &= —1 kann durch die Trans-
formation

o —L ey L g z =(t3+pt+q)(t——i—-)=0
p+1 p+1 p+1 p+1

auf die Form
(20) Att — B +Ci2 4+ Bt 4+ D =0

gebracht werden. ¢ —¢ + ¢ = O hat selbst diese Form. Wir konnen ferner 4 + D
-+ C == 0 annehmen, da andernfalls

At* — B3 4 (2 + Bt + D = (Af* — Bt — D) (2 — 1),

also auch der kubische Faktor von (20) reduzibel wire. Dann kann aber durch
Multiplikation von (20) mit einem geeigneten Faktor sogar

A+ D+ C = 4(a® + b?)
erreicht werden. Dies hat zur Folge, daf in dem Gleichungssystem

(21) 2%0 + d —_ A - az,

22) by, — _B,
@3) —2d = C — 242 — 4b2,
(24) —2axy + d = D — a?,

19 Schreiber, Konstruktionen



290 Teil III. Affine und euklidische Ebenen

das sich aus dem Koeffizientenvergleich von (19) und (20) ergibt, die letzte Zeile die
Summe der mit —1 multiplizierten Gleichungen (21) und (23) ist. Die Gleichungen
(22), (23), (24) sind eindeutig 1sbar. Durch eine analoge Uberlegung wie im Fall der
Ellipse ergibt sich, daB fiir die erhaltene Losung x,, ¥, @ gilt: Hat (10) eine reelle
Losung, so ist x; + y5 — d > 0, so daB wirklich ein Kreis um (x,, %,) existiert,
dessen Schnittpunkte mit der Hyperbel f zu Parametern gehoren, die Losungen der
gegebenen Gleichung dritten Grades sind.

Ohne Beweis sei erwihnt, daf statt eines vollstdndigen Kegelschnittes ein beliebig
kleiner Teilbogen einer Ellipse, Parabel oder Hyperbel geniigt. Dies folgt jedoch
nicht aus dem Satz von OBLATH, da es sich hier um die Bestimmung der Schnitt-
punkte eines Kegelschnittes mit einem Kreis handelt.
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