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VORWORT

Die Elementarmathematik stellt eine der wichtigsten Arbeitsgrundlagen fiir den
Ingenieur dar. Das gilt in gleichem MaBe fiir die hohere Mathematik, weil hier
die Verfahren behandelt werden, welche den Ingenieur eine Berechnung rationeller
gestalten lassen oder ihm iiberhaupt erst ihre Durchfiihrung ermoglichen.

Die Entwicklung der hoheren Mathematik begann im 17. Jahrhundert — ver-
bunden mit der Entwicklung der Produktivkrifte des Friihkapitalismus — mit
der Einfithrung der verinderlichen GroBen (hauptsdchlich das Verdienst des
Franzosen DESCARTES). Geschaffen wurde die nene mathematische Methode bei-
nahe gleichzeitig in England von Isaac NEWTON (1643 bis 1727) und in Deutschland
von GorTFRrIED WILHELM LEIBNIZ (1646 bis 1716). Nach FriepricE ENGELS be-
deutet die Einfiihrung der variablen GrioBe einen Wendepunkt in der Mathematik.
Durch sie fanden die Bewegung und die Dialektik in der Mathematik ihre Wider-
spiegelung, die Differential- und Integralrechnung muften zwangsléufig folgen'.
Der vorliegende Band1 Mathematik IV behandelt die Grundlagen der Infinitesimal-
rechnung (zusammenfassende Bezeichnung fiir Differential- und Integral-
rechnung).

In Teil I, Grundbegriffe, wird — als Vorbereitung fiir die folgenden Kapitel — -
das wichtigste aus der Funktionslehre behandelt. Was zum Teil in friiheren Lehr-
briefen verstreut und unter anderem Blickwinkel gebracht wurde, ist hier noch
einmal — auf das Ziel des Erlernens der Differential- und Integralrechnung hin
ausgerichtet — zusammengestellt und ergéinzt worden. Die hier gebrachten
Begriffshestimmungen und Untersuchungen sind fiir das Verstandnis des folgenden
unbedingt erforderlich.

In Teil 11, Grundlagen der Differentialrechnung, und Teil 111, Grundregeln der
Integralrechnung, werden diese neuen Rechenarten nur auf die bereits aus der
Elementarmathematik bekannten Funktionen angewendet, es werden also keine
neuen Funktionen eingefiihrt. Dies wird in Mathematik IV, Band 2 und 3 erfolgen.

Ein Studium der hoheren Mathematik setzt ein sicheres Beherrschen der Rechen-
verfahren der niederen Mathematik voraus, z. B. die Division algebraischer
Summen, das Auflésen von Gleichungen sowie das Rechnen mit trigonometrischen
Funktionen. Bei auftretenden Gleichungen ist beinahe durchweg der Gang der
Losung weggelassen, auf den Ansatz folgt bereits das Ergebnis. Greifen Sie des-
halb, wenn in dieser Hinsicht Schwierigkeiten auftauchen sollten, auf das ent-

1 FriepricH ENGELs, , Dialektik der Natur*, S. 275. Dietz-Verlag, Berlin 1952,



sprechende Lehrmaterial der niederen Mathematik zuriick. Verzagen Sie nicht,
wenn Thnen nicht immer alles sofort klar wird! Die Infinitesimalrechnung erfordert
eine neue, gegeniiber der Elementarmathematik verschiedene Art des Denkens,
einen hoheren Grad des Abstraktionsvermogens. Es wird deshalb oft notwendig
sein, daB Sie sich die eine oder die andere Stelle mehrmals durchlesen. Wenn Sie
am Ende des Studiums der hoheren Mathematik stehen und sich die neuen
Methoden zu eigen gemacht haben, werden Sie die Freude erleben, die eleganten
Rechenverfahren der hoheren Mathematik beim Studium der Fachlehrbriefe und
Fachbiicher zur Verbesserung Ihrer Arbeit anwenden zu kénnen.



I. Grundbegriffe

1 Verinderliche GréGen, Funktionen
1.1 Funktionsbegriff, Verinderliche und Konstanten

Schon im fritheren Studium begegneten Thnen Funktionen in Gestalt von mathe-
matisch darstellbaren Na.turgesetzenrund Formeln der Technik. Sie stellten diese
Funktionen auch graphisch dar und verwendeten hierbei meist eine Werte-
tabelle. Es kann aber eine Funktion (auBer durch ihre Gleichung) auch nur durch
ihre Kurve oder durch eine Wertetabelle bestimmt sein. Merken Sie sich deshalb
folgende drei Darstellungsmaoglichkeiten fiir Funktionen:

die analytische,

die tabellenméiBige und
die graphische oder zeichnerische Darstellung.

Die Funktionen, mit denen Sie sich befassen werden, sind analytisch dargestellte
Funktionen (eine Ausnahme bilden 3.9 und 6.8, wo Ihnen die zu untersuchende
Funktion nur durch ihre graphische Darstellung gegeben sein wird). Nur diese
sind auch gemeint, wenn von einer Funktion im engeren- Sinne gesprochen wird:

Unter einer Funktion wird die durch: eine Gleiehung festgelegte gegen-
seitige Zuordnung von verinderlichen Grofen verstanden.
Beispiele solcher Funktionen sind:

Die Formel fiir die Abhéingigkeit des Weges s von der Zeit ¢ bei der gleichmiBig
beschleunigten Bewegung

@ s= -;— bt* (b = Beschleunigungskonstante).

Die lineare Funktion (Gleichung einer Geraden)
() y=mz+b.

Die in diesen Funktionsgleichungen enthaltenen GroSen s und ¢ bzw. y und
konnen verschiedene Werte annehmen [in (II) z. B. jeden positiven und negativen
Wert sowie den Wert Null]. Sie heiBen deshalb Verinderliche oder Variable.
Das Wesentliche der Funktionsgleichungen besteht aber darin, daB diese GroSen
nicht unabhéngig voneinander beliebige Werte annehmen konnen; es ist vielmehr
gemiB der Rechenvorschrift der Gleichung (I) durch den jeweiligen Wert von ¢
der Wert s festgelegt, in (II) gehort zu jedem Wert von z ein bestimmter Wert y.
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Man sagt deshalb, in (I) ist s die abhéingige Verinderliche, { die unabhiingige
Veriinderliche. In (II) ist y die abhingige Verdnderliche, z die unabhingige
Verinderliche. Die unabhingige Verinderliche wird hdufig auch als Argament der
Funktion bezeichnet.
Um zum Ausdruck zu bringen, daB s von ¢ abhéngig ist (ohne daf dabei zunéchst
etwas iiber die Art des Zusammenhanges bekannt zu sein braucht), verwendet
man eine symbolische Schreibweise:

s =1(?)
(gelesen: s ist eine Funktion von #;roder kiirzer: s gleich f von ¢). Sind z und y
die Verinderlichen, wie in Beispiel (II), dann schreibt man

y = [(2).

Neben f sind auch die Buchstaben g, &, F, @, ... gebriuchlich:
y=9(@), y=h(z), y=F(), y=9@

Y =y(@)
Diese allgemeine Form der Kennzeichnung eines funktionalen Zusammenhanges
wird im folgenden héufig benutzt werden.
Neben den Verinderlichen treten in den Funktionsgleichungen meist noch
konstante GroBen auf, d.h. GroBen, die innerhalb einer bestimmten Unter-
suchung (fiir die die Funktionsgleéichung gilt) ein und denselben unverénderlichen
Wert beibehalten, z. B. b in (I) und m und b in (II) sowie selbstverstindlich alle

bestimmten Zahlen.
In der Mathematik bezeichnet man die Verinderlichen mit den letzten Buch-

staben des deutschen Alphabets x, ¥, 2, ... oder durch die Buchstaben &, 7, ...
des griechischen Alphabets. Die Konstanten werden meist durch die ersten Buch-
staben des Alphabets dargestellt: a, b, ¢ ..., 8,9 ...

Beachten Sie, daB die GroBSen, die in der einen Versuchsreihe als Konstanten
angesehen werden diirfen, bei Veréinderung der Versuchsbedingungen zu Verander-
lichen werden kénnen. ,

Wir wihlen als Beispiel das Ohmsche Gesetz, in dem die Abhéngigkeit der elek-
trischen Spannung U von der Stromstirke I und vom Widerstand B dargestellt
wird:

sowie auch die Form

) U=R-1
Je nach den Versuchsbedingungen kann jede der GroSen U, R und I einmal
Konstante oder auch Verdnderliche sein.

Fiir den Fall, daBl in U = R - I alle drei ("~58en Verdnderliche sind, ist U ab-
hiingig von dem jeweiligen Wert B und I; U ist éine Funktion zweier unabhdngiger
Verinderlicher: U = f(R, I). Im Band 1 von Mathematik IV werden Sie sich nur
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mit Funktionen einer unabhiingigen Verénderlichen befassen, wie z. B. mit den
beiden erstgenannten Beispielen

s=f(t) =5 b2
und y=fx)y=mzx +5b
oder auch mit U={f{I)=R-I (fiir R =const.).

1.2 Unentwickelte und entwickelte Funktionen
Bisweilen treten uns Funktionsgleichungen entgegen, die nicht nach einer Ver-
énderlichen aufgelost sind, von denen wir also nicht schon auf Grund der duBeren
Gestalt der Funktionsgleichung sagen konnen, welche die unabhéngige und welche
die abhiingige Verdnderliche ist.
Beispiele: v
Die GesetzmaBigkeit zwischen Druck p und Volumen V eines Gases (bei gleich-
bleibender Temperatur)
(IV) p-V =c (c=const.)
Die Gleichung des Kreises
(V) a*+4 y* =1® (r = Radius = const.)
Fiir weiterfiihrende mathematische Untersuchungen ordnet man diese Funktionen
oft so an, daB alle Verdnderlichen und Konstanten auf der linken Seite stehen,
und damit die rechte Seite gleich Null ist:
pV—ec=0
oder 2% 4 92— 12 =0.
Funktionen dieser letzten Form nennt man unentwickelte oder implizite
Funktionen.
Symbolisch schreibt man die beiden eben genannten unentwickelten Funktionen
F(p,V) =0
oder F(z,y) =0.
Die Funktionen
s=i) =5,
y=1Fa) =mz+b,
U=flI)=R-I
hingegen, die nach einer der Verdnderlichen aufgelost sind (welche dann als
abhingige Veridnderliche anzusehen ist), werden als entwickelte oder explizite
Furktionen bezeichnet. Mit solchen werden wir uns hauptsiichlich zu befassen
haben.
Selbstverstindlich konnen auch die Funktionen (IV) und (V) nach jeder der
beiden Verdnderlichen aufgelost, d. h. als explizite Funktionen dargestellt werden.
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Doch ist nicht jede implizite Funktion grundsatzlich nach der abhingigen Ver-
dnderlichen auflosbar, d.h. es gibt Funktionen, die nicht explizit geschrieben
werden konnen, z. B.:
Flr,y) =2y + 7872+ 823y —3zy* + 45— 6 = 0.
Auch bei Funktionen zweter unabhingiger Verdnderlicher konnen beide Dar-
stellungsformen auftreten.
Ein Beispiel einer entwickelten Funktion mit zwei unabhingigen Veridnder-
lichen ist
e=[(z,y) =2 +2z+zy+ 2y + ¥~
z und y sind hierin die unabhingigen Verénderlichen, z ist die abhéingige Ver-
dnderliche.
Als unentwickelte oder implizite Funktion miiBten wir schreiben:
F(z,y,2)=a*+2x + 2y + 2y + y*—2 = 0.
Die Gleichung (III) ist — wenn wir R und I als zwei unabhéngige Verdnderliche
ansehen — eine explizite Funktion zweier unabhéingiger Verénderlicher,
U={RI)=R-1I
Die Funktion lautet in unentwickelter Form |
FURI)=U—R-1=0.

1.3 Einteilung der Funktionen

Die Funktionen werden nrach den Rechenoperationen, die zu ihrer Aufstellung
benutzt werden, eingeteilt.

1.31 Rationale und irrationale Funktionen. Aus den vielen méglichen Funk-
tionen faBt man durch die Bezeichnung rationale Funktionen alle diejenigen
zusammen, die aus der unabhingigen Verdnderlichen und irgendwelchen reellen
Zahlen mittels der vier Grundrechnungsarten: Addition, Subtraktion, Multi-
plikation! und Division zusammengesetzt werden. Dabei diirfen diese Rechen-
operationen nur endlich oft zur Anwendung kommen. Alle anderen Funktionen,
die sich nieht wie eben beschrieben darstellen lassen, heiBen drrational. Nach
dieser Definition kann jede rationale Funktion wie folgt geschrieben werden:

ay + 0, + a,2® + -+ + a, "
by + by + by + - + b, 2™
Tritt bei einer rationalen Funktion die unabhéngige Verdnderliche nirgends im

Nenner auf (in der obigen Beziehung ist dies der Fall, wenn by =0 und b, = b,
= ... =b, =0 ist), so heift die Funktion eine ganze rationale Funktion,

y=E(2) =

1 Hierin ist das Potenzieren mit einer ganzen positiven Zahl eingesch]ossexi, da dieses nichts
anderes als eine Multiplikation gleicher Faktoren bedeutet.

6



im entgegengesetzten Falle ist es eine gebrochene rationale Funktion. Die
ganzen rationalen Funktionen stellen die einfachste Klasse von Funktionen dar.
Sie lassen sich alle auf die Form bringen
y=1fx) =ay+ 0,2 + ay2% + -+ + a,a™.

Ist a, &= 0, so sagt man, die ganze rationale Funktion ist vom #n-ten Grade, man
spricht auch von einem Polynom n-ten Grades. Sie konnen also aus dem Vor-
angegangenen schlieBen, daB der Grad eines Polynoms durch den Exponenten
der hochsten Potenz der unabhingigen Verdnderlichen bestimmt ist.
Beispiele fiir ganze rationale Funktionen sind Ihnen schon frither begegnet, es
sind dies die Funktionen 1., 2. und 3. Grades:

y=mz + b,

y=az®+bx+ec

y=Ax®+ Ba? +Cz + D.

A2+ B,z + C,
a,% — b,?
rationale Funktion. Sie konnen nimlich die Funktionin der Form y = aa? 4 bz +¢

schreiben mit

Aber auch y = mit 4,, B,, C,, a5, b; = const. ist eine ganze
Y g

C

.
a2 — by

4, p_ B
a?— b2’ T a?—b?
Die gebrochenen rationalen Funktionen konnen alle auf folgende Form gebracht
werden:

a= und ¢ =

_ f(2) @y + 8, + ay2® + -+ + a, 2"
T 9@ T by + by@ + bya? + oo + b ™
Beispiele fiir gebrochene rationale Funktionen sind:

1

Yy

yz?,
3z
Y=7z_—5

2+ 1
Y=@Fvez—3"
Eine weitere Unterteilung der gebrochenen rationalen Funktionen erhdlt man
durch Vergleich der beiden in Zahler und Nenner auftretenden hiochsten Expo-
nenten der unabilﬁngigen Verédnderlichen. Ist n < m, also das Zdhlerpolynom von
niederem Grade als das Nennerpolynom, so spricht man von einer echt gebrochenen
rationalen Funktion.

Beispiele fiir echt gebrochene rationale Funktionen sind:

. 22—z —2
Y= 1o _—927—9z°
2
Yy=r_—_1°




Ist dagegen n = m, also das Zahlerpolynom von gleichem oder hoherem Grade
als das Nennerpolynom, so handelt es sich um eine unecht gebrochene rationale
Funktion.

Beispiele fiir unecht gebrochene Funktionen:
28 —bHa? + 22 + 8

Y=o 12 —9z—9°

_w—52+2:4+8
T 22 —2z—3

Vergleichen Sie die Bezeichnungsweise ,,echt gebrochen** bzw. ,,unecht gebrochen* mit der
bei der Bruchrechnung! Bei einem echten Bruch ist der Zahler kleiner als der Nenner; fiir
einen unechten Bruch gilt das Gegenteil.
Wie Sie bereits am Anfang dieses Abschnittes gelesen haben, sind alle Funktionen,
die sich nicht auf die vorstehenden Formen bringen lassen, irrational. Wenn Sie
z. B. beim Aufstellen einer Funktion noch das Radizieren auf die unabhingige
Verinderliche anwenden, dann entsteht bereits eine irrationale Funktion.

Beispiele fiir irrationale Funktionen sind:

y=‘ﬁ’_
y=1/1_——w2,
y=y2—z Y22 —1.

1.32 Algebraische und transzendente Funktionen. Neben der Einteilung in
rationale und irrationale Funktionen gibt es noch die in algebraische und tran-
szendente. Auf eine exakte Erklarung der algebraischen Funktionen soll in diesem
Zusammenhang verzichtet werden. Sie miissen sich nur unbedingt merken, daf
die rationalen Funktionen alle algebraisch sind. Ebenfalls algebraisch sind die
Funktionen, bei deren Aufstellung neben den vier Grundrechnungsarten Addition,
Subtraktion, Multiplikation und Division noch die Wurzelrechnung auf die
unabhéngige Verdnderliche angewandt wird.
Beispiele:

y =Yz (algebraisch und irrational),

y=j2*—z +V2®—1 (algebraisch und irrational),

y=5a>—62%24 Tz + 8 (algebraisch und rational),

y=V2 a5+ Y4 2t —V2a® + 522 — 6z (algebraisch und rational).
Die Funktionen, die nicht algebraisch sind, werden als transzendente Funktionen
bezeichnet. Transzendente Funktionen sind z. B.:
1. die logarithmische Funktion y = clog z(a > 0; a 1),
2. die Exponentialfunktion y =a* (a > 0),
3. die trigonometrischen Funktionen

y=sinz; y=cosz; y =tanz; y. = cot z,




4. Kombinationen von mehreren transzendenten Funktionen oder von tran-
szendenten und algebraischen Funktionen

y=da'"; y=lgz+sinz; y=2% y=z+lgaz; y=%+~a'-;

y =71+ 3tan z.

AuBer den genannten gibt es noch eine groBe Zahl anderer transzendenter Funk-
tionen. Soweit Sie diese im Rahmen Thres Fachschulstudiums benéttigen, werden
Sie sie im Band 2 noch kennenlernen.

Sie merken sich von dem Abschnitt 1.3 besonders, daB die Funktionen in rationale
und irrationale bzw. in algebraische und transzendente Funktionen eingeteilt
werden konnen. Weiterhin beachten Sie, daB in der Klasse der algebraischen
Funktionen die rationalen enthalten sind, und daB die rationalen Funktionen noch
unterteilt werden in ganze und gebrochene.

1.4 Graphische Darstellung von Funktionen

Die graphische Darstellung von Funktionen erfolgt — wie Ihnen bereits von der
niederen Mathematik her bekannt ist — in einem Koordinatensystem.

Die einfachsten Kurven sind die der ganzen rationalen Funktionen. Die Bilder 1,
2 und 3 zeigen Thnen den grundséitzlichen Verlauf der Kurven von Funktionen 1.,
2. und 3. Grades.

Als wesentlichste Kennzeichen der ganzen rationalen Funktionen konnen Sie sich
merken: Ihre Kurven verlaufen zusammenhdngend ohne irgendwelche Knicke oder

g

N
)
N
o/
>
"
N
/ :
|
1
= i
|
|
J |
]
0 1 — — -
7 " J 4 «x

Bild 1 Bild 2



E-Ttp 9 prm A
r~

Bild 3

P

Bild 4b

Bild 4a
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Unterbrechungen. Ste existieren fiir jeden Wert von x. Wenn x posttiv oder negativ
sehr grof wird, wird auch y positiv oder negativ‘ sehr grof.

Bei der graphischen Darstellung kann man nur einen Teil der Kurve erfassen.
Man wihlt dann den Bereich aus, der fiir die jeweilige Untersuchung besonders
interessiert. Vor allem bei Funktionen hoheren Grades steigen aber die Kurven
oft sehr rasch an bzw. fallen steil ab. Bei gleicher Teilung beider Koordinaten-
achsen ist dann der Kurvenverlauf nicht iibersichtlich, besonders interessierende
Kurventeile (z. B. in der Umgebung der Scheitelpunkte) lassen nicht die ge-
wiinschten Einzelheiten erkennen. Man hilft sich dann mit einer unterschiedlichen
Teilung der Koordinatenachsen, so daB die Kurvendarstellung im abgebildeten
Bereich den Anforderungen entspricht (vgl. Bild 4a und 4Db).

Ganz anders und vor allem vielgestaltiger sind die Kurven der gebrochenen
rationalen Funktionen. Die Bilder 5 bis 9 zeigen Ihnen einige einfache Beispiele.
Wahrend in Bild 5 die Kurve

noch zusammenhéingend ver- ’f
lauft, existiert bei allen ande- 0

3 . . 1
ren abgebildeten Funktionen L o)

die Kurve nicht fiir z = 4+ 1
und z = — 1. Man sagt: Die

Funktion ist fiir diese Werte ’/\
von z nicht definiert, sie ist 3 e
an diesen Stellen unstetig. Alle

ganzen rationalen Funktionen )
hingegen sind stettg. Im Bild Bild 5

der Funktion ist die Unstetig-

keit daran erkennbar, daB die Kurve an der Unstetigkeitsstelle unterbrochen ist?.
Beispiele dafiir sind die Bilder 6 bis 9, 17 und 26a. Das Kurvenbild stetiger
Funktionen ist nirgends unterbrochen.

Die Funktionskurven der Bilder 5, 6 und 7 nédhern sich mit gréBer werdenden
z-Werten immer mehr der z-Achse, sie haben diese als Asymptote?. Die Kurve
des Bildes 8 néhert sich fiir groBes x asymptotisch der Parallelen zur z-Achse im
Abstand y = 1. Bei der Kurve des Bildes 9 wird der Funktionswert y fiir groBer
werdende z-Werte immer groBer, ndhert sich aber auch einer Asymptote, in
diesem Falle der gestrichelt eingezeichneten Geraden y = .

1 Stetigkeit und Unstetigkeit sind damit natiirlich noch nicht exakt definiert, sondern nur
anschaulich beschrieben. Darauf wollen wir uns aber beschrinken.

% griech. asymptotos, nicht zusammenfallend. Eine Asymptote ist eine Gerade (im allgemeinen
Fall selbst eine Kurve), der sich eine Kurve immer weiter nihert, ohne aber mit ihr
zusammenzufallen.
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Sie merken sich also: Die Kurven der gebrochenen rationalen Funktionen kinnen
Unstetigkeiten aufweisen, d. h. es ist miglich, daf die Kurve fiir bestimmie z-Werte
nicht existiert. Fiir (‘positiv oder negativ) sehr grofies x verlduft die Kurve asymptotisch.
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Von den irrationalen Funktionen sind Ihnen bereits die Wurzelfunktionen y = Yz
(Bild 10), y =iz, y =y — 2%, y = —2 Y2® — a? u. a. begegnet, wobei Sie die
beiden letztgenannten Funktionen vor allem in der Form

2? + 42 =12 (Kreis)
und Z ¥ —1 (Hyperbel)

a2

kennen.

Bild 10

Betrachten Sie die Bilder 11 und
12, so stellen Sie fest, dafl die Kreis-
gleichung und die Hyperbelgleichung
Funktionen beschreiben, bei denen
zu einem z-Wert zwei y-Werte ge-
horen. Diese Funktionen sind zwer-
deutig. (Die rationalen Funktionen
hingegen waren immer eindeutig.)

Wenn man fiir 22 4 y% =2 die ent-
wickelte Form schreibt, so muf diese
heifien

y==4y—a Bild 12

Hierbei beschreibt y = + Jr2 — 22 den oberhalb der z-Achse liegenden Halb-
kreis, y = — }r® — 2% den unterhalb der 2-Achse liegenden. (Ahnliches gilt fiir
die Hyperbel.)

Ebenso stellt y = + }/z den oberen Zweig der Parabel in Bild 10 dar, y = —}z
den unteren.

13
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Wir wollen fiir das folgende festlegen, daB wir bei einer Wurzelfunktion immer
die Wurzel mit positivem Vorzeichen nehmen wollen, den sogenannten Hauptwert
der Wurzel (falls nicht in der Gleichung ein negatives Vorzeichen bei der Wurzel
steht). Damit ist eine algebraische irrationale Funktion ebenfalls stets eindeutig
bestimmt.

Die wichtigste algebraische Funktion ist die Potenzfunktion y = aa".

et h=3n=2

‘ Bild 13

In Bild 13 sind die zu y = aa” gehorenden Kurven mit a =1 und positivem

Exponenten n = 0, %, %, 71—, 1, 2, 3, 4 gezeichnet. Die Kurven sind Parabeln.
Bild 14 zeigt Thnen die Kurven der Potenzfunktionen y =a2z" mit a =1 und
negativem Exponenten n = 0, —%, ——;—, —1, —2, —3. Die Kurven sind

Hyperbein.

Am Beispiel der Potenzfunktion sollen noch die Begriffe der geraden und der
ungeraden Funktion erklidrt werden.

14



Verlduft-die Kurve einer Funktion symmetrisch zur y-Achse (dies ist in Bild 13
und 14 fiir n = —2, 0, 2, 4 der Fall), so ist der zu einer beliebigen Stelle z ge-
horende Funktionswert f(z) gleich dem Funktionswert an der Stelle (—z), also
gleich f(—x). Es gilt also:
f(—2) = f(2).
Wir sprechen in diesem Fall von einer geraden Funktion.
Fiir eine gerade Funktion gilt die Bedingung /'(—) = f(x).

Gerade Funktionen sind unter anderem alle Potenzfunktionen mit geradzahligem
Exponenten.

- —
— e —

T

——— e
n=-1
—_———1=p
—_———F

Bild 14

Liegt dagegen die Kurve einer Funktion zentralsymmetrisch zum Nullpunkt (in
Bild 13 und 14 z. B. fiir n = —3, —1, —%, 1, 3), so muB fiir die Funktionswerte
an den Stellen z und —x gelten:

f(—2) = —{(2).
156
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Solche Funktionen heiBen ungerade Funktionen.
Fiir eine ungerade Funktion gilt die Bedingung f(—x) = — f(x).

Ungerade Funktionen sind unter anderem alle Potenzfunktionen mit ungerad-
zahligem Exponenten.
Die meisten in der Praxis auftretenden Funktionen sind allerdings weder gerade
noch ungerade. Zum Beispiel gilt fiir die in Bild 3 dargestellte Funktion y = f(2)
=g — 622+ 92— 3:

H—2) = (—a)* — 6(—2)* + 9(—2)—3

=—28—622—92—3.

Es ist weder f(—z) = f(z) noch f(—z) = — f(«), d. h., die vorliegende Funktion -
ist weder gerade noch ungerade.
Von den transzendenten Funktionen kennen
Sie bisher die logarithmischen, die Exponen-
tial- und die trigonometrischen Funktionen.
Bild 15 zeigt Thnen die Funktionen y = ‘log
und y = a®. Wie bereits einmal beim Studium
der Elementarmathematik erwidhnt wurde,
ist jede der beiden Funktionen die Umkehr-
funktion oder inverse Funktion der anderen.

Geometrisch erhilt man die inverse Funktion
zu einer vorgegebenen Funktion durch deren
Spiegelung an der Geraden y = x.

Die Vorschrift fiir das Bilden der inversen Bild 15
Funktion einer Funktion y = f(x) lautet:

1. Aufldsen der gegebenen Funktion nach z:

z = o(y),
2. Vertauschen von z und y:
Yy =(2).

Beisprel:

Wir wollen die inverse Funktion zu y = 10¢ bestimmen.

1. Das Auflosen nach 2 erfolgt nach Logarithmieren:
 lgy=z-lg10=2-1=agz,

z=Igy.
2. Vertauschen von z und y:
y=lga.
Es sind z. B. die in Bild 13 dargestellten Potenzfunktionen fiir n = %, i, 711-
die inversen Funktionen zu den abgebildeten Potenzfunktionen mit n = 2, 3, 4

und umgekehrt.
16



Ebenfalls sind in Bild 14 y = o und Yy = o ¥ die inversen Funktionen zu
y=2z"2und y =z73
Uberzeugen Sie sich an Hand der Bilder 13 und 14 von der Richtigkeit dieser

Behauptungen, und fithren Sie auBerdem die analytische Darstellung der inversen
Funktion selbst durch!

Man kann auch die nach dem 1. Schritt erhaltene Funktion z = ¢(y) als Umkehrfunktion
bezeichnen. Es ist dann y die unabhingige, x die abhangige Verdnderliche. Entsprechend ist
die y-Achse Abszissenachse, die z-Achse Ordinatenachse.

Zum AbschluB8 unserer Betrachtungen iiber die graphische Darstellung von Funk-
tionen noch ein Hinweis:

Zusammengesetzte Funktionen wie z. B.
y=a:+% y=2z+sinz

y =sin 2 4 cos 22 y =2 +sin®z usw.

N\

N

7’
e e e

PR~ = m e e m e e S

e _

/ -
/ TN s x
4 N ,/
P N\ -,
4 N -,
—”,’/ . S~o ’//
, y=8in x
Bild 16

zeichnet man vorteilhaft, indem man zunichst die Kurven der Teilfunktionen
darstellt, z. B. y = « und y = sin z, und diese dann zeichnerisch zur Funktions-
gurve y = z + sin « addiert (Bild 16).

17



Ubungen

1. Unitersuchen Sie, welche der in Bild 5—9 dargestellien Funktionen gerade oder
ungerade Funktionen sind !
Fiikren Sie die gleiche Uniersuchung fiir die Funktionen y = sin z und y = cos

durch !
2. Welche Aussagen kinnen Ste iber die Funktion y =

Z
22 + 1
verlauf machen? Zeichnen Sie die Funktionskurve! Wie heif3t die tnverse Funk-
tion?
3. Zeichnen Sie die Funktion y = « + ’i_ , indem Ste die Kurven der Teilfunktionen
addieren!

und thren Kurven-

2 Der Grenzwert

2.1 Grenzwert einer Zahlenfolge

Der Begriff des Grenzwertes ist fiir das Verstindnis der hoheren Mathematik
auBerordentlich wichtig, da diese ihrem Wesen nach ausschlieflich ein Rechnen
mit Grenzwerten darstellt. Sie sollen diesen Begriff zunéchst an einigen Beispielen
erldutert bekommen.

1. Beispiel:
Bei der Behandlung der Bruchrechnung standen Sie friiher einmal vor einem
Problem, als es galt, einen gemeinen Bruch wie z. B. -%— in einen Dezimalbruch zu

verwandeln. % ergibt einen unendlichen periodischen Dezimalbruch, den Sie nur

naherungsweise als endlichen Dezimalbruch darstellen konnen:

In 1. Néherung -—;- =~ 0,3,
in 2. Nidherung % =~ 0,33,
in 3. Néa]hefung % =~ 0,333 usw.

Die Niherungen

0,3; 0,33; 0,333; ...
bilden eine Zahlenfolge, deren Glieder wir mit a,, @,, @5, ... bezeichnen wollen.
Trotzdem jedes Glied gréBer als das vorhergehende ist, allgemein also a, < @+,
gilt, werden die Glieder der Folge nicht beliebig groB. Zum Beispiel wird der
Wert 0,4 nicht erreicht.
Die Folge der a, strebt mit wachsendem » einem bestimmten Wert zu, dem sie
beliebig nahekommt, ohne ihn zu erreichen.

Diesen Wert nennt man den Grenzwert der Folge. Er ist in diesem Beispiel % .

18



2. Beispiel:
Eine Zahlenfolge habe die Glieder
2 3 4 b

ERACRER 7{§ <o
Schreiben Sie diese Folge in der Form

1+1, 241 841 4+1,
1 °72 "8 4

so 1dBt sich das n-te Glied angeben mit

n+1

Iy = —

Geht n—>oo (gelesen: n gegen unendlich), so ndhert sich a, unbegrenzt dem Wert1.
Man schreibt fiir diesen Sachverhalt

Jim (27) =1

und liest: limes 7%1 fiir » gegen unendlich gleich 1.

Das Wort limes kommt aus dem Lateinischen und heift Grenze. In der Mathe-
matik bedeutet es im iibertragenen Sinne Grenzwert. Der Grenzwert der betrach-
teten Folge ist also 1.

Sie konnen das Ergebnis, das hier erraten wurde, rechnerisch nachpriifen: Bevor
Sie den Grenziibergang durchfiihren, d. h. bevor Sie n—>co gehen lassen, formen

Sie "—:—1 in 1+ ':T um. Es ist also
. n+1_ . i
Jim P =Jim (14 5).

Fiir n—>oco geht aber —:7 gegen 0, wie Sie sich durch Einsetzen von » = 10, 1000,
1000000, ... iiberzeugen kénnen.

Damit ist aber
lim (1+%) —140=1

7n—- 00
3. Beisprel:
Ein besonders wichtiger Grenzwert ist die Zahl e. Sie hat fiir die hohere Mathe-

matik eine ebensogrofe Bedeutung wie die Zahl = fiir die niedere Mathematik.
Beide, 7 und e, sind transzendente Zahlen. Die Zahl e ist der Grenzwert

Jim (143"

Setzen Sie in (1 + %)” der Reihe nach n =1, 2, 3, ..., so erhalten Sie die in
Tafel 1 aufgefiihrten Werte einer Zahlenfolge.
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Tafel 1 , Wie Sie aus Tafel 1 erkennen, verindern
die Glieder der Zahlenfolge fiir n = 10000

1\»
n (1 + 7) und » = 1000000 in den ersten vier Dezi-
; malstellen ihren Wert nicht mehr. Der
1
9 2,25 Ausdruck (1 + %)” strebt also bei un-
3 2,3703 ...

begrenzt wachsendem % einem bestimmten

138 1 ::ggi; Wert,. dem Grenzwert, zu. Dieser Wert

1000 27171 ... wird als Eulersche! Zahl e bezeichnet;

10 000 27182 ... sie ist als transzendente Zahl ein.unend-
1000 000 2,71828 ... licher, nichtperiodischer Dezimalbruch:

e = 2,718281828459 ...

Die Zahl e hat ihre besonders grofe Bedeutung als Basis der Exponentialfunktion
y = e%, welche die GesetzmiBigkeit des organischen Wachstums beschreibt?, und
als Basis der sogenannten natiirlichen Logarithmen. Es ist also

lim (1 + %)” — e~ 2,71828 1)

n — 0o

Die Bestimmung des Wertes von e mit beliebiger Genauigkeit erfolgt nicht aus dem Binom

1\n
(1 + 7) , sondern nach dessen Umformung in eine sogenannte unendliche Reihe.
. . 1\» 1 1 1
Es ist nlil)ﬂ.w(1+7) =1+1—!+2—!+m+“'
(wobei 1{=1; 2! =1-2;38! =1-2.3 ist. 3] wird gelesen ,,3 Fakultit“).
Wie in einer Zahlenfolge das Glied a,, so strebt hier die unendliche Reihe einem Grenzwert zu,
nimlich der Zahl e. Naheres hierzu erfahren Sie noch im Teil VI ,,Unendliche Reihen‘.

2.2 Grenzwert einer Funktion
Sie haben bisher die Grenzwerte von Zahlenfolgen betrachtet. Diese Zahlenfolgen

konnen Sie aber auch :is Funktionen a, einer Verdnderlichen, ndmlich des n,
auffassen. Es war

. .. 1

im 1. Beispiel a, =f(n) =3 (ﬁ + -1%—2 + %, 4 4 ﬁ) ,
im 2. Beispiel a, = f(n) =1 + —,

im 3. Beispiel a, = f(n) = (1 4 %)"

1 LeoNHARD EULER, Schweizer Mathematiker, 1707 bis 1783.

2 In der Technik tritt vor allem die Exponentialfunktion mit negativem Exponenten auf:
T

¥ = ae b , worin a und b irgendwelche Konstanten bedeuten.
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An die Verdnderliche » war hierbei allerdings die Bedingung der Ganzzahligkeit
gekniipft.

In der hoheren Mathematik bendtigt man oft den Grenzwert einer Funktion f(z),
wobei fiir 2 beliebige (also nicht wie bei Zahlenfolgen nur ganzzahlige) Werte zu-
gelassen sind.

1. Betisptel:

Wir betrachten die Funktion y = %

‘Wiihlen wir fiir 2 (positiv oder negativ) immer groBere Werte, so wird der Funk-
tionswert —;—; -immer kleiner.

<+ =i

Bild 17

Fiir 2—>co wird (vgl. Bild 17)
. 1
lim = =0.

@
Die Funktion y = % strebt also dem Grenzwert Null zu, wenn z positiv oder
negativ unendlich gro8 wird (fiir 2— 4 co oder 2——oo).

‘Wihlen Sie z immer kleiner, so wird —i— immer groBer.

Fiir 2—0 wird % unendlich groB. Hierbei miissen Sie aber unterscheiden, von

welcher Seite her Sie z gegen Null gehen lassen.
Geht z von positiven z-Werten her gegen Null, so wird % positiv unendlich groB.

(Setzen Sie fiir « der Reihe nach 0,1; 0,01; 0,001; ... ein!)
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Geht z von negativen z-Werten her gegen Null, so wird % negativ unendlich gro8.
(Setzen Sie fiir # der Reihe nach —0,1; —0,01; —0,001; ... ein!)

Es existieren also fiir z—-0 zwei Grenzwerte der Funktion y = —1— (vgl. Bild 17),
die man symbolisch wie folgt schreibt:

. 1 . 1
im = = +oo, lim — =—oo.
:c-—>+0z z—>—0

Dabei bringt « — + 0 (bzw. x——0) zum Ausdruck, da man sich beim
Bilden des Grenzwertes von der Seite groBerer (bzw. kleinerer) Werte her dem
Werte Null gendhert hat.
An diesem Beispiel haben Sie das Verfahren fiir das Bilden des Grenzwertes einer
Funktion gesehen. Der Grenzwert einer Funktion f(z) an der Stelle z = a ist
der Wert G, dem f(2) zustrebt, wenn man z gegen a gehen 146t, also » unbegrenzt
an a heranriicken 148t.

Eine Zahl G, fiir die zugleich mit x—a auch ¥y = f(x) > G gilt,

heiBt der Grenzwert G' der Funktion ¥ = f(x) fiir x > a:

G =lim f(x).

z—>a
Der Grenzwert einer Funktion interessiert vor allem an den Stellen, wo die
Funktion bei Einsetzen eines bestimmten Wertes der unabhéngigen Verénder-
lichen keinen bestimmten Wert annimmt. Dies ist in den beiden folgenden Bei-
spielen der Fall.

2. Beispiel:
Stellen Sie fiir die Funktion y = 11 eine Wertetabelle auf, um die Funktion zu

zeichnen, so bemerken Sie, daf fur 2 = 1 Zéhler und Nenner gleichzeitig zu Null
werden, Sie also den Ausdruck % erhalten. Man nennt % einen unbestimmten Wert,
da sich dafiir kein bestimmtes Ergebnis angeben 148t. Die Funktion ist also an

der Stelle z = 1 nicht bestimmt; man sagt, sie hat fiir = 1 eine Liicke.
Fiir alle anderen Werte von z stimmt, wie Bild 18 zeigt, die Kurve der Funktion

Y= m;:II mit der Kurve der Geraden y = z 4+ 1 iiberein.

Man hat nun festgelegi, dafp man einer Funktion y = f(x), die fiir x = a eine Liicke
besitzt (micht bestimmt ist, nicht definiert ist), an dieser Stelle als Funktionswert den
Grenzwert x—>a zuschreibt, falls dieser existiert.

Wir wollen jetzt den Grenzwert der Funktion y = P —1 an der Stelle z =1

bestimmen, indem wit von beiden Seiten her = gegen 1 gehen lassen:

z 09 | 09 | 0,99 | 0,999 1 (1001 | 1,00 | 1,06 | 1,1

Y 1,9 | 1,95 | 1,99 | 1,999 % 2,001 | 2,01 | 2,00 | 21
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Aus der Tabelle ist zu erkennen, da die Funktion fiir z—- 1 dem Wert 2 zustrebt.
Es ist
lim & =1
z—>1 T 1
Diesen Wert nimmt auch die Funktion y =z + 1
fir £ =1 an, die — wie bereits weiter oben
gesagt — fiir alle Werte # 9=1 mit der von uns
untersuchten Funktion iibereinstimmt. Fiir alle
z %=1 gilt ja auch
22—1 (z+1)(z—1)
z—1 r—1
Man bestimmt deshalb einfacher bei allen gebroche- Bild 18
nen rationalen Funklionen den Wert (Grenzwert)
an der Stelle einer Liicke, indem man die Funktion mit (x— xr) kiirzt (zp =
z-Wert der Liicke), und den Wert der gekiirzien Funktion fiir © = 1, ermittelt.

=2.

=z+4+1 ] 7 7

3. Beisprel:
Wollen Sie den Wert der Funktion
sin x
Y=
an der Stelle z = 0 bestimmen, so erhalten Sie % = —g—.

Es ist hier aber nicht moglich, den Grenzwert der Funktion fiir z—0, wie im
Beispiel 2 gezeigt, durch Kiirzen zu bestimmen, da es sich um keine gebrochene
rationale Funktion handelt.

y A y=Linx
-2 -7 T ar X
Bild 19

Stellen Sie wieder eine Wertetabelle auf und zeichnen Sie die Funktionskurve
(Bild 19), so erkennen Sie zunéchst, daB diese symmetrisch zur y-Achse verlduft.
Dies folgt auch aus der Beziehung (sowohl sin z als auch z sind ungerade Funk-

tionen)
sin(—z) —sinz _ sinz

(—z) ~ - z
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Zur Herleitung des Grenzwertes von %f fiir z—-0 betrachten Sie Bild 20. Es

stellt einen Teil des Einheitskreises dar, in dem die Funktionen sin z, cos «, tan x
und der im Bogenmafl gemessene Winkel x selbst eingezeichnet sind.

Wie Sie aus der Trigonometrie wissen, kann man
einen Winkel sowohl im GradmaB8 als auch im Bogen-
C maf messen. Es entsprechen einander
360° im GradmaB und 2 7 = 6,2832 im BogenmaB:
arc 360° = 2 =,

1° im GradmaB und 2z = 0,01745 im BogenmaB:
tan x 360
arc 1° = 0,01745.

In Bild 20 ist die Dreiecksfliche OAB auf alle
Fille kleiner als die des Kreissektors 0D B, und
0 05 X A D diese wiederum ist kleiner als die Dreiecksfliche

Bild 20 ODC. Da fir den Kreissektor die Formel
Bogen - Radius
9

gilt, konnen Sie schreiben

AOAB < Kreissektor ODB < A0DC,

cosz-sinx _ xz-1 1-tanz

2 2 2

Sie setzen tan x = F ein und dividieren die Ungleichung durch El—n—x

1

COS$<s1nx< COSZ‘

z . . . 1 .
Der Wert von pr liegt also immer zwischen cos z und . Es ist aber sowohl

. . 1
lim cos z =1 als auech lim —— =1.
z—0 z-—>0C0S %
. T . . . s . . . .
Da lim —— zwischen diesen beiden (iibereinstimmenden) Werten liegen soll, muf
x—>0
T
=1
208D T

sein. Durch Bilden des Kehrwertes folgt unmittelbar

lim ? ~1 @)

z-—>0

Dieser Grenzwert ist wichtig und wird an spéiteren Stellen wieder verwendet.
Aus Formel (2) folgt aber auch, daf fiir sehr kleines x gilt

sin
~1
z

oder sin z =~ z.
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Fir kleine Winkel kénnen Sie demnach die Sinusfunktion durch den Bogen
ersetzen. Bis zu welcher WinkelgroBe Sie das tun diirfen, hingt ganz von der ge-
wiinsehten Genauigkeit ab. Nachstehende Tafel stellt den im BogenmaB gemes-
senen Winkel und den Wert der Sinusfunktion fiir einige kleine Winkel gegeniiber.

Tafel 2
Winkel Winkel sin z
im GradmaB im Bogenmaf
0° 0,00000 0,00000
0°1 0,00029° 0,00029
0°10’ 0,00291 0,00291
0°30’ 0,00873 0,00873
1° 0,01745 0,01745
20 0,03491 0,03490
3° 0,05236 0,05234
4° 0,06981 0,06976

Mit einer Genauigkeit auf 5 Dezimalen kann man bei Winkeln bis zu 1° die Sinus-
funktion durch den Bogen ersetzen, mit einer Genauigkeit auf 4 Dezimalen' bei
‘Winkeln bis 4°.

II. Grundlagen der Differentialrechnung
3 Die Ableitung (der Differentialquotient) einer Funktion

WiLeeLM LEiBN1z (1646 bis 1716) und Isaac NEwToN (1643 bis 1727) sind die Be-
griinder der Differentialrechnung, die vornehmlich aus den Bediirfnissen der
emporblithenden Naturwissenschaften (Astronomie, Mechanik und Physik) ent-
standen ist. Die Grundlagen dieses Teilgebietes der Mathematik gewinnen wir am
zweckmiBigsten vom Tangentenproblem her: ,,Wie kann man in einem beliebigen
Punkt einer Kurve den Anstieg der Tangente ermitteln?* Diese Fragestellung,
von der ausgehend LEiBNIz die Differentialrechnung begriindete, wollen wir
benutzen, um die Anfangsgriinde der Differentialrechnung kennenzulernen. Die
Frage nach dem Anstieg einer Tangente ist Ihnen aus der analytischen Geometrie
bekannt. Die Kenntnis dieses Begriffes wird es Thnen leichtmachen, den weiteren
Ausfiithrungen ohne grioBlere Schwierigkeiten zu folgen.

3.1 Differenzenquotient und Ableitung einer Funktion

3.11 Anstieg und Differenzenquotient. Auf der Kurve y = f(z) seien zwei
Punkte P und P, mit den Koordinaten (z; y) und (z,; y,) gegeben. Die Differenzen
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der Abszissen- bzw. Ordinatenwerte bezeichnen wir mit Az bzw. Ay (sprich:
delta z bzw. delta y) und nennen diese GroSen Arguments- bzw. Funktions-
dnderung.
Es ist
T, —t=A4%
und y=Fx)
h—y=4y. d
Das Zeichen A stellt keine Zahlen-
groBe dar, sondern soll lediglich an-
deuten, daB es sich um die Differenz
zweier GroBen handelt. Es wurde
bereits mehrfach in Thnen schon be- !
kannten Lehrbriefen (z. B. Physik, L
Lehrbrief 1) angewandt. / ~—x— 4x x

Die Koordinaten der beiden Punkte x"
P und P, konnen somit geschrieben Bild 21
werden:

P(z;y) und P,(z + dz;y + 4y).
Sie betrachten zunéchst die durch P und P, gehende Sekante. Aus der analytischen
Geometrie wissen Sie, daB der Anstieg einer Geraden gleich dem Tangens des
Winkels ist, den die Gerade mit der positiven Richtung der z-Achse bildet.
Fiir den Anstieg der Sekante gilt:

ta,na:l:yl;y—ﬂ/.

2, —ax Az

Da y = f(z) und y, = f(x;) = f(xz 4+ Az) ist, konnen Sie auch schreiben:
_Hz+42) —fx) _ 4f (),

Az T Az

Dabei stellt 4z die Anderung des Argumentes und Ay = Af(x) die zugehérige
Anderung der Funktion dar.

tan o,

. Funktionsinderung
Der Quotient Anderung des Argumentes

wird als Differenzenquotient bezeichnet.

; font - af (@) _ f(z + 42) —f(2)
Differenzenquotient: | A = v 3)

Lehrbeispiel 1

Bestimmen Stie den Diﬁergnzenquotientm der Funktion y = bz + 2!

Losung:

Es ist y =f(z) =5z + 2 und f(x + Az) = 5(z + Az) + 2. Dieser Ausdruck
ergibt sich, wenn Sie in f() fiir das Argument z den Ausdruck (z + 4z) ein-
setzen. Fiir den Differenzenquotienten erhalten’ Sie:
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Af(s) _ [Ba+42)+2]—(6s+2) _br+5ds+2—ba—2 bz _,

Ax Az Az Az —_

Da in diesem Beispiel die Ausgangsfunktion eine Gerade darstellt, fillt die Sekante
mit der Ausgangsfunktion zusammen. Sie erhalten deshalb als Sekantenanstieg
den Anstieg der Geraden selbst.

Zusammenfassung

1. % bezeichnet man als Differenzenquotienten der Funktion y = f(x), wobei

Az die Anderung des Argumentes und Af(z) die zugehorige Anderung der
Funktion darstellt. Geometrisch betrachtet driickt der Differenzenquotient den
Anstieg einer Kurvensekante aus.

2. Zur Bildung des Differenzenquotienten benétigt man zu dem willkiirlich ge-
wihlten 4z die Funktionswerte f(z) und f(z + 4z).
f(z + Az) ergibt sich, wenn man in die Funktion f(z) fiir  den Ausdruck
z + Az einsetzt.

Ubungen
4. Bilden Stie den Differenzenquotienten der Funktion

a) y =f(z) =24,
b) y=at—2a2 +1/

3.12 Die Ableitung als Grenzwert des Differenzenquotienten. Nihert sich in
Bild 22 der Schnittpunkt P, der Sekante mit der Kurve y = f(z) dem Schnitt-

y y=flof,

Bild 22 Bild 23

punkt P, so fithrt die Sekante eine Drehung um P aus. Sie nihert sich um so
mehr der Lage der Tangente, je mehr sich P, dem Punkte P nihert. Die Tangente
an die Kurve y = f(z) im Punkte P erhalten Sie also als Grenzlage aller durch P
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gehenden Sekanten, wenn sich deren zweiter Schnittpunkt P, unbeschrinkt dem
Punkt P néhert.
Hat P die Koordinaten (z; ) und P, die Koordinaten (z + 4dz; y + 4y), dann
ist der Anstieg der Sekante (vgl. Bild 23)
tan o, = f_‘% _fe+ds— AAxi_M'

Nihert sich P, dem Punkte P, so wird 4 z kleiner. Fiir 42— 0 bewegt sich somit
P, nach P und die Sekante dreht sich in die Lage der Tangente. Damit strebt
aber tan ¢, gegen tan «, dem Anstieg der Tangente. Es ist also

tan @ = lim 4@ _ iy 1@+429 —[(@),

Az—0 Az 4z-—>0 dz .

Der erhaltene Grenzwert heift die Ableitung der Funktion y = f(x) an der
Stelle z. Man schreibt dafiir:

[z + 42) —[(2) @)

y =[(x) = lim Az

Az—>0

(gelesen: y Strich bzw. f Strich von z).

Die Funktion y = f(z) heiBt Stammfunktion. Da y’ = tane ist, stellt die
Ableitung y' = f'(z) geometrisch den Anstieg der Tangente an die Kurve y={(z)
im Punkt P (z; y) dar. Man spricht auch vom Anstieg der Kurve an der Stelle =
und versteht darunter den Anstieg der Tangente im Punkte P (z; y).

Wir wollen diesen Grenziibergang an einem praktischen Beispiel durchfiihren.
Es soll der Anstieg der Kurve y — 0,222 an der Stelle = 1 bestimmt werden.
P hat in diesem Falle die Koordinaten (1; 0,2). Wahlen Sie zundchst 4z = 2, so

ergibt sich fiir P,
r+A4rx=1+2=3
und flx + 42) =0,2- 32 =1.8.

y“ P, hat also die Koordinaten
(3;1,8) (vgl. Bild 24). Der Anstieg
der Sekante ist damit

tan o, = 1.8 - 02 _ 0,8.

<

7
2L filx)= o,zx’//

Sie lassen nun P, gegen P wan-
dern, indem Sie 4 z der Reihe nach
die Werte 2; 1; 0,5; 0,1; 0,01;
0,001; ... durchlaufen lassen.
Wie Tafel 3 zeigt, streben die
Werte von tan ¢, mit Annéherung
Bild 24 von P, an P anscheinend einem
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Grenzwert zu. Dieser Grenzwert ist der gesuchte Anstieg der Tangente in F
(1;0,2).

Die Pfeile in der Tabelle deuten an, da8 fiir 4z—-0 der Sekantenanstieg tan e,
gegen den Tangentenanstieg tan « = 0,4 strebt. DaB der Grenziibergang not-
wendig ist, sehen Sie, wenn Sie 4z = 0 in die Gleichung fiir den Sekantenanstieg

einsetzen:
f(z +0)—j(z)

tane, | dz=0 = 0
_ @) —1=
0
N
)
Da % ein unbestimmter Auscrack ist, 148t sich der Tangentenanstieg nur durch
einen Grenziibergang gewinnen.
Tafel 3
Az g+ Az f(z+ Ax) maﬁ%l(ﬁ) o
1,8 —0,2
2 3 1,8 8 ) — =08 389407
—0,2
1 2 0,8 0’8—1’— =06 30°58"
0,45 — 0,2
0,6 1,5 0,45 o5 - 0,6 26°34’
0,1 1,1 0,242 = 0,42 22047
0,01 1 1,01 0,20402 = 0,402 21°54/
0,001 1,001 0,2004002 = 0,4002 21°49”
v v v ' '
0 1 0,2 0,4 21948’

Lehrbeispiel 2
Bilden Sie die Ableitung der Funktion y = 23 an der Stelle x!

Losung:
Sie bilden zunichst den Differenzenquotienten, also bendtigen Sie f(z) und
f(z + A=).

f(x) =23 f(x + Az) = (z + dap® = 2® + 3224z + 3zl + Ax?

Af(z)  (2* + 8224z + 32da® + Aa?) — a® 32?4z + 3zd42® + Ax°
Az Az - Az

=322+ 3adx + Aa?
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Fiihren Sie den Grenziibergang durch, so finden Sie
f'(z) =lim (3a% + 3zdx + Aa?) = 322
Adz—>0 =

Die Ableitung f'(z) = 32 ist also wieder eine Funktion von z, d. h., der Anstieg
der Kurve édndert sich mit der Abszisse z. Geometrisch bedeutet das, daB die
Kurve y = 23 ihre Steilheit mit der betrachteten Stelle x dndert. Zeichnen Sie
die Funktion y = % und machen Sie sich diesen Sachverhalt am Bild der Funktion
klar. Wollen Sie den Anstieg der Kurve (den Anstieg der Tangente) an einer
bestimmten Stelle z, ermitteln, so haben Sie in f' (z) fiir z den Wert z, einzusetzen,
also f'(z,) zu bilden. So hat f(z) = #® den Anstieg f'(z) = 3x2. An der Stelle
zy = 0,5 wird tan ey = f'(z,) = f'(0,5) = 3 - 0,5% = 0,75. Die Tangenteim Punkte
P (0,5; 0,125) bildet mit der positiven Richtung der z-Achse einen Winkel von
oty = 36° 52", ,

DasBilden der Ableitung nennt man das Differenzieren (die Differentiation)
oder das Ableiten der Funktion.

Lehrbeispiel 3
Wie grof ist der Anstieg der Funktion y = f(x) = ? an der Stelle z, = 12

Losung:
Die Ableitung der Funktion gibt ihren Anstieg an. Sie miissen somit die Ableitung
der Funktion y = 22 bilden.

f(@) = o f(z+42) = (o + Aof = o + 22du + 40>

Af(x) _ (2*+2xdx+ A2%)  2zxdzx 4 Aa?
dz -

Az dr —2st+dz

tan ¢, =

Grenziibergang:
tana = f'(z) =lim (22 + 4z) =2z
dr=0 =

Der Anstieg sollte an der Stelle zo =1
bestimmt werden; folglich ist fiir z der
Wert 1 einzusetzen:
tanoy =f(z) = (1) =2-1=2,
oy = 63° 26" 6 (vgl. Bild 25).
Bei manchen Funktionen kann der Fall

eintreten, daB an bestimmten Stellen keine
cindeutige Ableitung existiert.

Man nennt eine Funktion an der Stelle
z = a differenzierbar, wenn ihre Ab-
leitung einen eindeutigen, bestimmten
Bild 25 Wert f'(a) besitzt.
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Es sollen drei wichtige Fille betrachtet werden, in denen eine Funktion nicht
differenzierbar ist.

1. Die Funktion ist an der Stelle x = « unstetig.
Die in Bild 26a dargestellte Funktion hat an der Stelle z = a zwei verschiedene
Funktionswerte, ist also bei z = a unstetig. An der Stelle z = a- existieren
damit auch ‘zwei verschiedene Tangenten und zwei verschiedene Werte fiir
f’ (). Man sagt, die Funktion ist an der Stelle 2 = a nicht differenzierbar. Zum
Beispiel ist die Funktion y = % an der Stelle 2 = 0 nicht differenzierbar, weil

die Kurve an der Stelle # = 0 unterbrochen ist. Sie hat an dieser Stelle iiber-
haupt keine Tangente, da an der Stelle z = 0 kein eindeutiger, bestimmter
Funktionswert existiert.
2. Die Kurve hat an der Stelle x = a eine Spitze.

Aus Bild 26b erkennen Sie, daB an der Stelle ' = a zwei Tangenten mit ver-
schiedenem Anstieg existieren. Die Ableitung ist an der Stelle # = a nicht
eindeutig. Die Funktion ist an der Stelle z = a nicht differenzierbar, trotzdem
die Kurve bei z = a stetig ist.

y
b4
i
- = fix)
-— =
N
l y=fto
| ]
I BVAAN
o X A X
Bild 26a Bild 26h

3. Die Kurve hat an der Stelle = 4 eine senkrechte Tangente.
In diesem Falle ist tan o unendlich, also kein bestimmter Wert. Zum Beispiel
ist der Kreis 22 + y2 = 2 an den Stellen z = » und z = — r nicht differenzier-
bar, weil dort die Tangente senkrecht zur z-Achse verliuft.

Die Beispiele zeigen:

Unstetige Funktionen sind nicht differenzierbar. Voraussetzung der Differcn-
zierbarkeit ist daher die Stetigkeit der Funktion. Doch nicht jede stetige Funk-
tion ist differenzierbar (vgl. Bild 26b). Es gilt aber umgekehrt: Jede differenzier-
bare Funktion ist stetig.
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Lehrbeispiel 4
Die Funktion f(x) =|x| st an der Stelle 2 =0
auf Stetigkeit und Differenzierbarkeit zu untersuchen.

Losung:

Die Funktion ist fiir alle z-Werte stetlg, auch fiir

den Wert 2 =0, denn die Stetigkeitsbedingung
Bild 27 wird erfiillt (aus dem Kurvenverlauf ist die Stetig-

keit sofort zu erkennen, Bild 27).

Versuchen Sie aber an der Stelle 2 = 0 die Tangente zu zeichnen, so erkennen

Sie, daB dies nicht eindeutig moglich ist. Es ist in diesem Fall nicht gleichgiiltig,

ob Sie geometrisch betrachtet von der linken oder der rechten Seite her die Ab-

leitung bestimmen wollen. Es liegt also kein eindeutiger Grenzwert des Diffe-
4f(z ( x)

renzenquotlenten vor.
Ubungen
5. Bilden Sie die Ableitung der Funktion y = % 2% an der Stelle x =1/

6. Uniersuchen Sie, ob die Fumktion y =jz an der Stelle 2o =0 steteg und
differenzierbar ist!

Zusammenfassung -
1. Die Ableitung der Funktion y = f(2) ist gleich dem Grenzwert des Differenzen-

quotienten fir 4z — 0:
e S L)
2. Die Ableitung y' = f'(%) der Funktion y = f(x) driickt den Anstieg der
Tangente an die Kurve y = f(z) an der Stelle x aus, d. h.
Yy =tanc.
3. Voraussetzung fiir die Differenzierbarkeit einer Funktion ist ihre Stetigkeit.
Aber nicht jede stetige Funktion ist differenzierbar.
Ist eine Funktion differenzierbar, so ist sie auch stetig.

11-»0

3.2 Die Ableitung der Potenzfunktion
Sie hatten im vorhergehenden Abschnitt kennengelernt, wie die Ableitung
einer Funktion gebildet wird. Es wire miihevoll, fiir jede einzelne Funktion
den Weg iiber den Differenzenquotienten zu beschreiten. In den folgenden
Kapiteln sollen deshalb fiir die Potenzfunktionen, die trigonometrischen Funk-
tionen usw. Regeln fiir das Differenzieren dieser Funktionen aufgestellt werden.
Es sei aber an dieser Stelle schon vor einer formalen Anwendung dieser Regeln
gewarnt. Sie werden nur mit Erfolg die Differentialrechnung in der Tech-
nik anwenden konnen, wenn Sie Sinn und Zweck dieser Rechenart kennen-
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gelernt haben und es verstehen, die Probleme und Grundelemente dieser Rechen-
art zu erkennen. Um diesen Aufgaben gewachsen zu sein, miissen Sie vor allem
den Begriff der Funktion und der veréinderlichen GroBen restlos beherrschen.

Wir betrachten die Funktion y = f(z) = 2% In Lehrbeispiel 3 hatten Sie die
Ableitung gebildet und erhalten:

y = (2) =2u.
Da f(z) = a2 ist, konnen Sie auch schreiben:

(2% =2z

Diese Schreibweise hat den Vorzug,
daff man erkennen kann, welche
Funktion differenziert wurde.
Die Ableitung der Funktion f(z) = «?
ist selbst wieder eine Funktion, die
wir ebenfalls graphisch darstellen
konnen. In Bild 28 ist die Funktion
f(x) = 2® und deren Ableitung ge-
zeichnet.
Aus Bild 28 ist so die Ableitung fiir
jeden Punkt der Kurve y = 22 ab-
lesbar. Zum Beispiel lesen Sie fiir
2z =1,b den Wert ' (1,5) = 3 ab.
Fiir die kubische Parabel hatten
Sie in Lehrbeispiel 2 die Ableitung gebildet:

y =f(x) =32%
Wir fassen die Ergebnisse zusammen:

(2? =2z, (2®) =322
Was erkennen Sie daraus? Die Ableitung hat gegeniiber der Stammfunktion
jeweils einen um 1 niedrigeren Grad. Weiter taucht der Exponent der Stamm-

funktion als Faktor bei der Ableitung auf. Fiir die Ableitung der Funktion
f(z) = z* miiBte man demnach erwarten:

(z%) = 443,

Bild 28

allgemein:
(v =n-ar L

Sie werden dies anschlieBend bestétigt finden.

Es sei ausdriicklich betont, daB die eben angefiihrten Gedankenginge keinen
Beweis darstellen, sondern aus den einzelnen Beispielen wurde das Allgemeine
gefolgert.
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Um die Ableitung der Funktion y = f(2) = 2" zu finden, gehen Sie wieder von
der Grundformel (3) aus und bilden zunichst f(z + 4z):

f(x) =ar;, f(x + Az) = (x + dx)~
Wir fiihren den Beweis nur fiir ganzzahlige positive » und kénnen (z + Ax)" nach
dem binomischen Lehrsatz! entwickeln:
(x+day =a 4 n- 271 Aw+"(" D.ogn—2.Agt 4o  dan.

Der Differenzenquotient lautet dann:
(" )

21@) _ (@ +n- "1 Az + AR 4 4 A2 — ot
Az Az
=mn- a1+ ( 1) a2 Ax 4 - + AL,

Der Grenziibergang fiir 4 z—0 liefert:

f'(il)) hm (,n i 1+ﬁ("—2) x”—z-Aa:—i—---—}-Aw”—l)
=n-g"1
(Alle anderen Glieder fallen weg, da sie 4z enthalten.)

Es ist also

(2*Y =n-2n 2 ()

Die Ableitung einer Potenzfunktion wird gebildet, indem man ihren
Exponenten um 1 erniedrigt und die erniedrigte Potenz mit dem Ex-
ponenten der Stammfunktion multipliziert.
Sie sehen damit die auf Seite 33 angestellte Vermutung bestétigt.
Obwohl der Beweis nur fiir ganzzahlige, positive n gefiihrt wurde, wenden Sie
Formel (5) auch fir negative und gebrochene Exponenten an. Der Beweis dafiir
wird spéter in Abschnitt 5.2 gebracht.

Lehrbeispiel d
Bilden Sie die Ableitung von folgenden Funktionen.

a) y=15 b)y=yz, C)y—l'

Lésung:
a) n = b; unter Anwendung der Formel (5) folgt
(2°) =ba®~1 =bat.

1) n(n—1)(n — 2)

1-2.3
Pascalschen Dreieck entnehmen. Sie konnen dies leicht bestitigen, indem Sie n=1,2,3, --
setzen.

.- sind die gleichen, die Sie dem

1 Die Koeffizienten n, ”(1
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)y=2z2 n=—2
(@ = (=9 a7 =

[\

F2

Lehrbeispiel 6 =

Welchen Winkel bildet die Tangente an die Kurve y = Jz an der Stelle z = 8 mat
der positiven z-Achse?

Losung:

Um den geforderten Winkel zu bestimmen, muB der Anstieg der Tangente an
der Stelle = 8 bestimmt werden.

2N __1_ '}_l__i _%__1__
(Vx)——3$ _3x _3.'_2
Sie setzen z = 8 ein und erhalten:
1 1 5
tana = 3..: = 3.4 = 0,083,
o =~ 4° 46’
Ubungen

7. Bilden Sie die Ableitung von y = %!
8. Differenzieren Sie folge:zde Funktionen:
o) y=Vz; b) y=We o y=y!
9. An welcher Stelle hat der Anstieg der Kurve y = Yz den Wert 12

10. Welchen Winkel bélﬂen die Tangenten in den Schnittpunkten der beiden Kurven
y = 23 und y = Yz miteinander?

3.3 Grundregeln der Differentiation
3.31 Die Ableitung einer Konstanten. Die Funktion y = a (2 = const.) ist
zu differenzieren.
Von der Grundformel ausgehend erhalten Sie

Ay _fe+42)—f=z) _e—a _

Az Az Az

y =1 (x)=0.
Da y = a sein soll, schreiben wir

Damit wird auch

(@) =0 ©)
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Merken Sie sich:
| Die Ableitung einer Konstanten ist Null.

Was besagt dieses Ergebnis? Wie Sie wissen, stellt die Funktion y = a eine

Parallele zur z-Achse im Abstand a dar (Bild 29). Der Anstieg einer Parallelen

zur z-Achse ist aber Null, und das be-

vi sagt auch die oben berechnete Ab-
leitung.

Es konnte noch angezweifelt werden,daB y=a

y=ax%a iberhaupt eine Funktion von z ist. Dieser

Einwand ist hinfillig, denn unter einer Funk-

r tion y = f (z) versteht man ein Gesetz, das

s jedem Wert & einen bestimmten Wert y zu-

| ‘ ordnet. Bei der Funktion y = a hat y fiir

a4r

q —

jeden Wert von z den Wert a. Allerdings
indert sich hier —im Gegensatz zu anderen
Funktionen — der Funktionswert nicht. Da
die Anderung einer unverinderlichen GroBe
aber Null ist, ist die Richtigkeit des obenste-
Bild 29 henden Merksatzes ohne weiteres einzusehen.

-:v

S

3.32 Die Ableitung einer Funktion mit konstantem Faktor. Die Funktion
y = a- g(x) (a = const.) soll abgeleitet werden. Anwendung der Grund-
formel (4):

a-g(x +dx) —a- g(x) _

Lo~ 9@l =Aii_l>no Az ¢ -Ali_n:o

g(z + 42) —g(2)
Az

Der Faktor a kann vor das Limes-Zeichen genommen werden.

&_F‘L—Z_M stellt aber — vergleichen Sie mit Formel (3) und denken Sie

sich an Stelle von f den Buchstaben ¢ — den Differenzenquotienten %—) dar.
Nach Durchfiihrung des Grenziiberganges folgt:

[a-g(@)] =a-g(2) ©)
| Ein konstanter Faktor bleibt beim Differenzieren erhalten.

Lehrbeispiel 7

Gesucht ist die Ableitung der Funktion y = 0,5 - a2,

Lésung:

Sie bilden die Ableitung von 22, sie ist 2x, und multiplizieren diese mit dem
Faktor 0,5:

f(z)=05-22 =z
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3.33 Die Ableitung einer Summe. Die Fuhktion y = F(z) = f(z) + g()
soll differenziert werden. Es ist
4F(x) _ [Hz + d2) + 9(z + 42)] —[{(2) + 9(2)]

Az Az )
_ i@+ 42 —f(2) +9(z + 42) — y(z)]
Az
4F(x) _ [(z + 42) —f(2) + g(z + 42) —g(2)
Az Az Az
Grenziibergang:
F(2) = lim 22@) _ iy [0+ 4D 1@ | gy 9+ 40 —9(2)
A4z —0 4z—0 4z—0 z
=@ +g(2)
[[@) + 9@ =1 (@) + ¢ (@) ®
Eine Summe wird differenziert, indem man jeden einzelnen Summanden
differenziert.

Diese Regel kann auch fiir Summen mit beliebig vielen Summanden angewandt
werden:

Fiir Y =g + 0T + 2% + a32® + ... + Ana®

ist y = a; + 2a,% + 3agz? + ... 4+ nagz® L

Sie erhalten durch das Differenzieren einer ganzen rationalen Funktion wieder
eine ganze rationale Funktion, deren Grad um 1 niedriger ist als die Ausgangs-
oder Stammfunktion. Das absolute Glied a, tritt in der Ableitung nicht mehr auf,
da die Ableitung einer Konstanten Null ergibt. Alle Funktionen, die sich nur in
der GroBe des absoluten Gliedes unterscheiden, haben also die gleiche Ableitung.
Das erklirt sich daraus, daB eine Anderung von a, nur eine Parallelverschiebung
der Funktion in Richtung der y-Achse bewirkt, ihren Anstieg aber unverédndert 145t.
Fiir Differenzen kann Regel (8) selbstverstindlich ebenfalls angewandt werden,
da die Differenz u(z) — v(z) als Summe u(z) 4 [—v(z)] aufgefaBt werden kann.

Lehrbeispiele

Von den folgenden Funktionen bilde man die Ableitung!
8 y=2a%—2z)(z® +3)

Losung:

Das Produkt muB zunéichst ausmultipliziert werden.

y =22 —a® 4+ 62— 3z
y =82%—38a% +122—3

|

1
9.y=?+

By

x
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Losung:

_ -4 , _ 3\, -¢_—1 3
y=z1+2-z y~—1-x2+2<—72-.).17 T a2 2. Vz

et (ot
y 22 Yz
10. y =1 —V2) 1 —73)
Losung:
Sie multiplizieren wiederum erst aus (spiter werden Sie eine Regel fiir das
Differenzieren von Produkten kennenlernen).

Yy =1—ﬁ-—i/5+]/5-i/5=1——x%——x"‘+ z®

, 1 -3 1 -3, 56 -3 1 1 5
=——$ —_—— —_ = = 3 — 8
y 2 g% Tg° 2Yz 3Vz=+_6yz
S SN S
Y= em " sie e
_—8ls—245j» _—8jz—2+6Yz
67t _8ja

11. Welche Punkte der Kurve y = 233 — 9a® — 23z + 112 haben eine Tangente,
die gegen die positiv gerichiete z-Achse wm 45° geneigt ist?

Losung:

Fiir die Punkte, in denen die Tangente mit der z-Achse einen Winkel von 45°

bildet, muB der Tangentenanstieg — und das ist die Ableitung — den Wert 1
haben.

Es ist also m =tane = f'(r) = tan 46° = 1.

Sie differenzieren deshalb die gegebene Funktion und setzen die Ableitung
gleich 1:
y =2 —9a22— 23z 4 112) =622 — 182 —23.
y =1 ergibt
622 — 182z — 24 =0,
2?—3r—4=0.

Die Wurzeln dieser quadratischen Gleichung sind

zy=4 und z,=—1

Diese Werte in die Ausgangsfunktion eingesetzt, ergeben

Y =2-48—9-42-23.4 4112 =4,

Yo = 2(—1)" — 9 (—1)2 — 23 (—1) + 112 = 124
Die gesuchten Puilkte sind daher P, (4; 4) und P, (—1; 124).
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Ubungen
Differenzieren Sie die folgenden Funktionen!
11. a) y =6z +5H-92° b) y=az-B® ¢) y=4a*+8z

12.0) y=2 — % B y=a —
¢)y=(@—1p d) y=(z+2)(z—3

3.34 Die Ableitung eines Produktes. Es sei F(z) = f(x)- g(x) das Produkt
zweier Funktionen. Wie haben Sie vorzugehen, wenn eine derartige Funktion
zur Differentiation vorliegt ? Wir wollen eine allgemeingiiltige Regel ableiten. Fiir
den Differenzenquotienten erhalten Sie:

dy _F+d42)—F(x) _ (g +42)-9(z + 42) —f(2)- g(2)

Az Az Az
Fiir die weitere Berechnung formen Sie den rechts stehenden Bruch so um, daB
im Zihler die Differenzenquotienten von f(z) und g(z) auftreten. Das gelingt,
wenn Sie f(z) - g(x + Ax) subtrahieren und wieder addieren. Sie erhalten somit
(ohne den Wert des Bruches zu éndern):

gy _ @+ A42)-g9(z + 42) —f(2)- g(xjdz) +1(2)- 9 (z + 42) —{(2)- 9(2)
x T

Ax)— Az) —
~ e AD IO 4z 4 ) + f() - LETAD =9,

Fiir Az—-0 wird

o [@E+48)—f(e) _ o
P EE A
und

i g(@+dz)—g(®) _

Jim L5200 — 4.
g(z + Az) geht fiir 4 z—-0 iiber in g(z). Somit ergibt sich aus dem obenstehenden
Differenzenquotienten die Ableitung eines Produktes:
(@) g(@)] =F(2)- 9(2) + [() - ¢ ()

oder kurz

(-9 =f-g+1t¢ 9

Funktionen mit der Ableitung der anderen Funktion multipliziert und diese

Das Produkt zweier Funktionen wird abgeleitet, indem man jede dieser
zwei Produkte addiert.

Lehrbeispiele
12. a) y =2z + 3) (422 + 5z + 6)
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Hier ist f(z) = 2z + 3 und g(z) = 42® + 52 + 6.
Eswird y =f-g+f¢ =242+52+6)+(22+43)(8z+5)
=842 4102 + 12 + 1622 + 34z + 156 = 24a® 4 44z + 27.
b) y=ua®-ba?4+Tx+1)
Wenden Sie hier die Produktformel an, so erhalten Sie
y =322+ 724+ 1)+ 2310z 4 7)
=15u4 + 2123 4 3% 4 10x* + 78,
y = 2bx* 4 282% 4 322
Diese Form der Rechnung ist aber umstéindlich. Auf wesentlich einfacherem Wege
kommen Sie zum Ziel, wenn Sie erst ausmultiplizieren und dann differenzieren:
y =bad 4 Tat + 28,
y =2bx* 4 2823 + 34t

Achten Sie bei allen Aufgaben darauf, auf welchem Wege Sie schneller und
bequemer zum Ergebnis gelangen!

Die Produktregel kann auch fiir drei und mehr Faktoren angewendet werden.
Ist z. B. ein Produkt dreier Faktoren zu differenzieren, so kann man zwei Faktoren
zu einer Gruppe zusammenfassen und die obenstehende Regel fiir den Fall zweier
Faktoren benutzen.

Die gegebene Funktion laute
F(z) = () - g(x) - h(2).
Dann konnen Sie schreiben
F(z) = {[f(2) - 9(2)] - h(z)
= [f(2)- g(@)] - k(2) + [{(2) - 9(2)] - ' (2).
Nun noch das in der eckigen Klammer stehende Produkt differenziert, ergibt

F(z) =f'(2) - 9(2) - h(2) + f(2) - 9’ (2) - h(2) + [(2) - g() - I ()

oder kurz (f-g-hy=f-g-h+f-¢g -h+f-g-W (9a)

In gleicher Weise kann die Regel fiir die Differentiation eines Produktes von 4, 5,
..., n Faktoren hergeleitet werden.

Allgemein lautet die Produktregel:

Die Ableitung eines Produktes ist gleich der Summe der Produkte aus der
Ableitung je eines Faktoren mit den iibrigen Faktoren.

In dieser Regel ist die fiir das Differenzieren eines Produktes zweier Faktoren
enthalten.
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Lehrbeispiel 13
Differenzieren Sie y = (a + x) (b + 2?) (¢ + z3)

Losung:
Nach Formel (9a) wird
Yy=1-0+2)(c+2}+(@+z)-2z-(c+ 2% +(a + z) (b + 2?) - 3a?
=be+ba® 4 ca?+ 25+ 2acx + 2axt + 2¢a® + 22° + 3aba? 4 3axt
+ 3bad + 38
=be + 2acz 4 3 (¢ + abd) 2® + 4ba® + bax* + 645

Ubungen

Differenzieren Sie dte folgenden Funktionen!
13. a) y=(2®+ 5z —4) (2*—2)

b)) y=Tx—3)(Bxr+4)— 2z +5)(2xz—5)

¢) y=(a*+a) (2 + b) («* + )
14. a) u(z) =(a—2)(b—=z)

b) h(z) = (1 —a) (1 —a%) (1 — a9
3.35 Die Ableitung eines Quotienten. Die Aufgabe, die Ableitung eines Quo-
tienten F(z) = f (x) zu bilden, konnen Sie auf die Ableitung eines Produktes

zuriickfiihren, mdem Sie die Ausgangsgleichung umstellen:
f(z) = F(z) - g(2).
Sie dlfferenmeren unter Anwendung der Produktregel:
f'(2) = F'(z) - 9(2) + F(2) - g’ ().
Nach F’(z) aufgelost erhalten Sie
F’(a:) — f’(z)_‘F(z)'m .
9(2)
Nun ist F(z) = ggg ,
F’(:l?) —_ ' (%) g(2) —i(x)- g (=) .
g(2)?
In Kurzform lautet die Ableitung eines Quotienten:

also

@y _t-9—i-¢

e (9)
Lehrbeispiele
Die folgenden Funktionen sind zu differenzieren!

+2z+1
14y — T
Losung: f@)=a+2x+1 g (x)y=2%—1
f(z) =2z +2 7 (z) = 3a2
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Nach der Quotientenformel wird:
y = @Rz +2)-(x®—1)— (22 + 22 + 1)- 322

(e —1)
2:1:‘+2:::’——2:::——2—3:7:‘—6:0“—3:t2
(2 — 1)
, o+ 42° 432 + 22 + 2
y=— (@ — 1
—2
" ,0.(2—a?—(—2)(—2 —4
Lésung: y = ( ’»:2)_3([2)2,)( %) =(2_;)2
Ubungen
Differenzieren Sie die folgenden Funktionen!
1
B Yy =@
1— 228 + 32+ 5 s 48 b
16.a)y=1+2 b)y=3‘2‘2l_4§27 y=m—5 Hy=,"y,
1+ 2z + 3
17.0) y=1%2 b y="F2L2
_ee _axle _ 1
B.a)y=y—, by=—"7 c)y—l_ﬁ

19. An die Kurve y = ;2—_14;;6:?3 sind diejeragen Tangenten zu legen, die parallel

zur x-Achse verlaufen. An welchen Stellen sind diese Tangenten maoglich ?

3.4 Die Ableitung der trigonometrischen Funktionen
y =sinx
Sie gehen wiederum von der Grundformel aus:

Ay [z +Adz) —f(z) _ s1n(x+Ax)—--s_1__n;c
Adr Az Ax )

ﬂ a+ﬂ

Nun ist sin & — sin g = 2 sin 2 cos &

Fassen Sie (x 4+ 4 ) als « und x als § auf, so w1rd

4y sm(z+Ax)—sinw_28m 2 2
dz — Az - Az T
2 sin Az €0s (a: + 4—:‘:) sin 4—1
2 2 Az
= Az =z (x+§_)'
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. Az
sin ——
Az
2
fir Az—>0 gegen 1; der zweite Faktor geht fiir 42z—-0 in cos z iiber. Daher

wird f'(x) = cos 2.

Nach 2.2 Formel (2) istd lim ? = 1. Damit geht auch der erste Faktor

z—0

(sin z)’ = cos (11)

Y =cosx
Fiir die Funktion y = sin z hatten Sie die Ableitung y" = cos = erhalten. Das

Bild der Funktion y = cos # kann man als eine um % nach links verschobene

Sinuskurve auffassen. Folglich miiite auch die abgeleitete Kurve zu y = cos «

gegeniiber der abgeleiteten Kurve von y = sin z um % nach links verschoben

sein. Die Ableitung zu y =sin z war y = cos z, die Ableitung zu y = cos
heifit somit ' = cos (w + %) . Dafiir konnen Sie auch schreiben:

7

y = —sin z.

(cos ) = —sin z (12)

y =tanx
. sin x . . .
Sie setzen tan z = P und differenzieren nach der Quotientenregel:
-

, __ (sin x)’ cos  — sin x (cos z)’
- cos?z
€os & cos * — sin z (— sin x)
cos?x
__cos?z 4sinfx 1

c0s2x T cos2z

Yy

(tan z) = — (13)

~ cos2z

Sie konnen aber auch schreiben
1 cos2x 4+ sin?x sin?zx 2
dosts = ootz = 1 T ez — 1 T tan’z,
also auch (tan )’ =1 4 tan?z.
Yy =cotx
0S

. C xz . . . .
Sie setzen y = cot x = na und differenzieren wieder nach der Quotientenregel:

, —sinzsinz—coszcosz _ (sinfz 4 cos®z) 1
y = sin?x - sin?zx 7 sin?z’
(cot z) = — - (14)
sin?z

43



. . 1 sin?z + cos?x .
Schreiben Sie ———— =— .+2 = — (1 + cot?z), so wird
sin“x smer

(cot )’ = — (1 + cot?x).

Lehrbeispiele
Die folgenden Funktionen sind zu differenzieren!
16. y =sin’z ’
Losung:

Fiir sinz konnen Sie schreiben: sin?z = sin x - sin . Anwendung der Produkt-
regel (9):
y =cosx-sinx + sin 2 - cos x = 2 sin x cos = sin 2.

17. y = tan’z
Losung:
Anwendung der Produktregel (9): y = tan z - tan z,
y = co:% "tanz +tanz - co:% = 20223; = i’;::: .
1y
Losung:

Anwendung der Quotientenregel (10):

, __ (2sin z - cos z) cos z — sin*z (— sin z)
- cos?z

’

, _ sinz (2 cos?x 4 sin®z)  sin z [cos®’x 4 (cos®z + sin®zx)]

y = cos 2 cos2x ’

; __sinz(cos’z + 1)
y T costzx

19. y=i—|—tanx

cos x

Losung:

Bei einer Summe kann nach Regel (8) jeder Summand einzeln differenziert
werden. Beim ersten Summanden ist (10) anzuwenden.

,__0——1-(—sin:t)+ 1 _ sinz+1 1
y= cos2x cosz ~ cos2zx 1 —sginzx

1+ coszx
20. Y=1"cosz
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. . ., _ (1 +coszy (1 —cosz)—(1+ cos z)(l—cosa)

-Losung: y = - T —oos 2F

_ —sinz[(1 —cos z) + (1 + cos z)]

- (1 — cos z)?

. 2sinz
¥ =T —cmsar
Ubungen
20. Differenzieren Ste:
1—sginz sin 2
@)y 1—cosz’ b)Y tan? x Y1 — sin® x

21. Welchen Winkel bildet die Tangente an die Kurve y = sin x an der Stelle x = 0
mit der Geraden y = —;~ x?

_3.5 Differential und Differentialquotient

Im Abschnitt 3.12 lernten Sie die Ableitung y’ = f'(x) der Funktion y = f(z)
kennen. Bildet man das Produkt aus der Ableitung f’(z) und dem Arguments-
zuwachs Az, also f'(z) - 4, so nennt man dieses Produkt das Differential der
Funktion y = f(z) und bezeichnet es symbolisch durch ein vor die Funktion
gesetztes d. Es ist also dy oder df(x) die symbolische Bezeichnung des Diffe-
rentials, und mit diesen Zeichen gilt
dy = df(2) = (2) - . *)

Beispiele:
Fiir y = f(x) = sin z. wird

dy =df(z) =dsinz =cos z - 4.
Fiir y = f(z) = = wird

dy =df(zr) =dz =1-dz,

dz = Az .

Da nach dem 2. Beispiel 4z gleich dem Differential d« der Funktion y = « ist,
kann man in (*) fiir Az noch das Differential dx einsetzen und erhalt

dy = df(z) =f'(2) de 7 (18)

Aus Bild 30 konnen Sie auch leicht die geometrische Bedeutung des Differentials
erkennen. Da tan « = f'(x) ist, so ist das Produkt f'(z)-dz = dz - tanc die
Gegenkathete QR in dem Tangentendreieck PQR. Die Gegenkathete QR und
damit das Differential dy ist aber der Funktionszuwachs, den die Funktion
y = f(=) als Folge des Argumentszuwachses 4 z = d z erfahren wiirde, wenn sich
die Kurve von P an geradlinig lings ihrer Tangente fortsetzte. Dagegen ist 4y
(in Bild 30 die Strecke @P,) der wirkliche Funktionszuwachs.
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Sowohl das Differential dy = f'(z) - dz als auch der Funktionszuwachs
Ay =f(z + Az) — f(z) sind Funktionen von z und A.x = dz, bei denen z und
Az = dz unabhingige Verdnderliche sind, d. h. also, daB die GréBen dy und 4y
abhingig sind von der Stelle x, an der sie gebildet werden und von der Grife
des Zuwachses 4z = dz der unabhéngigen Verédnderlichen.

Dividiert man nun die Gleichung (15) durch dz, so ergibt sich

df (=
T="2 -1 (16)

Links steht in dieser Beziehung der Quotient der Differentiale (leferentlal-
quotient) und rechts f' (), also die Ableitung. Da aber f'(z) = m = 1st ergibt

sich aus Glelchung (16), daB der Grenzwert des leferenzenquotlenten, also die
Ableitung, gleich ist dem Quotienten der Differentiale, dem Differential-
quotienten. Man pflegt daher die beiden Begriffe ,,Ableitung‘ und ,,Differential-
quotient* bestéindig nebeneinander zu gebrauchen. Auch 1Bt sich jede Formel
iiber die Ableitung einer Funktion als Gleichung zwischen Differentialen schreiben.

So folgt aus ¥y’ = = = (2")’ = na"~? als Differential dy = d(2") = na"—! dz,
oder aus y' = (a:) + o' () folgt dy = u' (z)dz + o' (2)dz usw.

q

Bild 30

Wihrend wir bei unseren obigen Betrachtungen Az = dx gesetzt haben, ist
besonders zu beachten, daB Ay im allgemeinen verschieden von dy ist, was Sie
auch eindeutig aus Bild 30 erkennen konnen. Dies soll noch an einem Beispiel
veranschaulicht werden. Fiir die Funktion y = 22 sollen fiir z = 2 die GroBen
Ay und dy in Abhéngigkeit von Az = dx bestimmt werden.
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Aus y = 22 folgt 4 = 22 und
dy =22-dz.

Wiir 4y erhilt man

Ay =f(z + Adz) —f(z) = (z + dx)* — 22,

Ay =ua*+ 224z + Aa® —2? =2xA3 + AP
Wihlen wir zunédchst 4z = dz = 10, so ergibt sich fiir z =2

dy =2-2-10 =40
und N N

Ay =2-2-10 4 10* = 40 + 100 = 140.

Sie erkennen also, daB die Werte dy und 4y nicht gleich sind, sondern fiir den
oben gewahlten Wert dz = 10 betrichtlich voneinander abweichen.
In untenstehender Tabelle sind die Werte 4y und dy fir £ =2 und einige
Az = dz zusammengestellt.

Az = dz Ay =f(x + 4x) —f(z) | dy =f'(x)-dzx
10 140 40
1 5 4
0,1 0,41 0,4
0,01 0,0401 0,04
0,001 0,004001 0,004
*0,0001 0,00040001 0,0004

Aus der Tabelle ist ebenfalls zu erkennen, dal dy % Ay ist, aber fiir kleiner
werdende 4z = dx werden die absoluten Betréige der Differenzen Ay — dy|
immer kleiner, d. h., fiir geniigend kleine 4z = dz gilt die Naherungsformel
Ay == dy, und zwar nm so genauer, je kleiner Az = dx ist. Hierin liegt auch
cine Anwendung des Differentials dy begriindet, denn fiir geniigend kleine
Az =dz kann man 4y durch dy oder auch umgekehrt ersetzen. Eine An-
wendung dieser Beziehung finden Sie spiter im Abschnitt 5.4 (Fehlerrechnung).

Zusammenfassung

1. Das Differential dx ist eine beliebige verdnderliche GrofBe.

2. Das Differential d y ist im allgemeinen von 4 y verschieden. Seine GroBe hingt
von der Abszisse  und dem Differential dx ab.

3. An Stelle der Ableitung ¥’ = f’(z) kann auch der Quotient % gesetzt werden.
Wir bezeichnen diesen Ausdruck als Differentialquotienten. Es gilt also

p d df(

4. Fiir geniigend kleine 4z = dz gilt die Naherungsformel 4y ~dy, und zwar
um so genauer, je kleiner 4z = d« ist.
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3.6 Die Ableitung der Funktion einer Funktion. Ableitung unentwickelter
Funktionen

Sie haben bisher Funktionen der Form y = 2" bzw. y =sinz, y =cos«,

. differenziert. Wollten Sie aber z. B. y = (322 — 4)'° ableiten, so miiSten Sie
diese Funktion erst nach dem binomischen Lehrsatz entwiekeln und dann die
Glieder nach der Potenzregel einzeln differenzieren. Je groBer der Exponent ist,
um so miihevoller und zeitraubender wiirde die- Arbeit sein. Um hier schnell zum
Ziele zu kommen, fiihren Sie eine Hilfsverdnderliche (Hilfsvariable) z ein.
Es ist y = f(x) = (B2 — 4)'°.
Sie setzen z=322—4
und erhalten y =210, )
y erscheint nun als Funktion von z, wobei z selbst wieder eine Funktion von z ist.
Um anzudeuten, daB z eine Funktion von 2 ist, schreibt man z = z(2).
Es ist also y = f(2) = 2'° mit z = 2(z) =322 — 4.
Beide Funktionsgleichungen zusammengefat, ergeben

y = [z (2)] = (Ba® — 4.

Allgemein kénnen Sie immer y = f[z ()] schreiben, wenn y = f(2) und ¢ = 2(z)
ist. Man sa.gt in diesem Falle: y st die Funkt@'on ein‘er Funktion von z.

Unm y = zu erhalten, bilden Sie zunachst Y indem Sie y = f(z) nach der
H]lfsveranderhchen z differenzieren. Multlphzmren Sie nun g— mlt — — der

Ableitung von z nach der unabhingigen Veréinderlichen z — so erglbt sich

% i: d‘z (das Differential dz 1aBt sich kiirzen). Es ist also
dy _ dy dz )
dz =~ dz dz (17

oder, in anderer Schreibweise,
Y =1@) 7.

Eine zusammengesetzte Funktion y = f[z{z)] wird differenziert, indem man
erst ¥ nach z und dann z nach z differenziert und die erhaltenen Ableitungen
f’'(2) und 2’ (x) miteinander multipliziert.

Jetzt konnen Sie die Funktion y = (322 — 4)!° ableiten.
Es ist fe) =2, z(z) =32*—4.

Dureh Differenzieren erhalten Sie

dy g dz
E—].OZ, E—ﬁw.
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GeméB Formel (17) wird

dy _ dy dz 9.
iz = HE =102%- 6z.

Fiir z den Wert 322 — 4 wieder eingesetzt, ergibt

- =10(32* — 4)®- 62 = 60z (32> — 4)°.

Sie haben y nicht direkt nach z abgeleitet, sondern ein Bindeglied z eingefiigt,
gewissermaBen eine Kette gebildet, die von y iiber z nach « fiihrt.

gg gg 42 it die Regel, die fiir die Kette gilt. Diese Regel heilt darum die

Kettenregel.
Man nennt f(z) die dufere, z = z(z) die innere Funktion. Entsprechend heift
% = f'(2) die duBere, % =7/ (x) die innere Ableitung der Funktion y = f[z(z)].

Beispiele:
duBere Funktion innere Funktion
lL.Ly=(2—3z fiz) = 2(x) =2—3¢z
% y=Ya2—1 i) =7vz 2(x) =22 —1
3. y =sin 2+; f(2) =sinz z(x)=;*,1
4 y=22122—9 g(z) = 22
=g() - h(2) h(z) =7z 2(z) =22 —9

Die Kettenregel kann auch auf mehrfach zusammengesetzte Funktionen angewandt
werden.
Ist y =y(2); 2 =2(u); u =u(v); v=rv(x), dann folgt fiir den Differential-

. dy .
quotienten iz-

Yy &2 Do) W)W @) V(). (172)
Die Kettenregel wird in der Differentialrechnung sehr haufig angewandt. Sie kann
als eine der wichtigsten Beziehungen in der Differentialrechnung angesehen
werden. Die folgenden Lehrbeispiele sind sehr sorgfiltig und gewissenhaft durch-
zurechnen. Vor allem kommt es darauf an, daB Sie die Begriffc ,,innere und
s,auBere* Ableitung verstanden haben und die Kettenregel nicht nur formal an-
wenden. Machen Sie sich deshalb mit dem Kapitel ,,Kettenregel besonders
vertraut!

Lehrbeispiele
Die folgenden Funktionen sind unter Anwendung der Kellenregel zu differenzieren!
21. y = (aa®+ b)®
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22.

23.

4.

25.
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Losung:
Sie setzen y = 2%; dann ist z = aa® 4 b.

. dy a5 dz 2
Es wird d—z—ﬁz, E_3aw,
Q.8 65302 =6 (as® + D)5 3ac?,
99 _ 18442 (aa® 4 b
dz : :
y = costz
Losung:
Sie konnen schreiben: y = (cos z)2.
y =22 Z=1008Z
dy dz .
= 2z qz = —sinz
g—z = (22) * (—sin z) = (2 cos z) - (— sin z)
= —2sin z cos £ = —sin 22
y=[6+ 0+ cay]
Losung:
Hier miissen zwei Substitutionen vorgenommen werden, d. h. Sie setzen
y=u" u(v) = a 4 o™, v=>+cux.
Sie differenzieren:
dy _ . om—1 du . om—a dv _
T =1 W qog =m- o I =¢
Damit wird 3¢ =3¥. 3% 40 pns.pym—1. g

dz ~ du dv dz
=nla + (b + cx) P~ - m(b 4 cxym - ¢,
8 — emn (b + coy= [a + (b + cay.

y =Ya ¥ bz
Lésung: y=(a+bw)’}, 1) =z%, 2(r) =a + bz

f@=ﬁ? Z(z) =b

dy _ 1, b
dz  2y2 2)a + bu
— //(_L + bz o
V=V
.. . a + bx\} 3 - a+bx
Losung:. y= ([—l-_-m>f, f(z) = 2%, 2(z) = ,T:“Ec



26.

27.

Um 2 () zu bilden, miissen Sie die Quotientenregel anwenden:

u(z) =a + bz, v(x) =a—bx,

uw(z) =b, v (z) =—0.

, _(a—bz)-b—(a+bx)- (—b)  2ab

Z(z) = @—bap = @ —bap
Fiir ' folgt dann unter Anwendung der Formel (17):

F () () = . 2% .
V=10 2@ = 5= o
=2 i :: eingesetzt ergibt

,_ Ya—bz _ 2abd

" 2Ya + bz (a— bz}’

. ab _ ab .
= e et a—tale—va

__ 1/1+sinz
y= V1 —singz
Losung:
1+sinz 1+sing
y= (1 —sin_zy’ 1) = z’}, z=2(z) = 1—singz
y 1 y1 —sinz
) = —='= —
re) 2Yz 2yl +sinz
Anwendung der Quotientenregel: w(z) =1 4 sinz,v(z) =1—sinz
w(xr) =cosz, V(r)=—cosZ
, _ (1 —sin z)- (cos ) — (1 + sin z) - (— cos )
Z(z) = 1 —sin 2
, _ 2cosz
Z(%) = T —sin ap
JI—sinz  2cosa

Yy =10 2()=

Sie erweitern mit Y1 — sin z:

)1 Fsina (1—sinap

(1 —sin ) cos z . €os &
V@ +sinz) (1 —sinz) (1 —sinz)2 Y1 —sin*z (1 —sin z)’
1
! —_— —
Y =1 —snz

Yy =

Bei einiger Ubung im Gebrauch der Kettenregel kann das Ergebnis fast ohne
Zwischenrechnung niedergeschrieben werden.

y=ba® + 62% 4 Tz + 8)1000

Losung:

Die duBere Funktion ist eine Potenzfunktion mit dem Exponenten 1000, die
Sie mit 21000 hezeichnen konnen. Leiten Sie diese direkt ab, ohne die Basis
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28.

29.

22.
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voriibergehend mit z zu bezeichnen, so erhalten Sie
1000 (5a® + 622 + Tz + 8)99°.

Diese duBere Ableitung muB noch mit g—; , der Ableitung der inneren Funktion,

multipliziert werden. Die Ableitung der inneren Funktion ist 152® + 122+ 7.
Sie erhalten somit

g =1000.(52% + 622 + Tz + 8)999- (1522 + 12z 4+ 7).

Uben Sie diese abgekiirzte Form in den_folgenden Lehrbeispielen!
y=(az® +b)" + (ca® + d)y

Losung: _

Die vorliegende Funktion ist eine Summe, die gliedweise abgeleitet wird.

Da die Funktion leicht zu iibersehen ist und keine schwierigen Ableitungen
auftreten, konnen Sie 6hne Zwischenrechnung schreiben:

g—g =m(az® + d)"1-2ax 4 n(ca® + d)*~* - 3ea?
= damz(aa® 4 )" + Bena(ca® 4 d)* L.

y=(a+bdx+ca?)

Losung:
W — (@ + bz + cadP1 (b + 2¢2)
=n(b +2¢z)(a + bz + ca®)"?
Ly = Vl + ya?
Losung:
-t 2 -1
‘;_g :::%(1 + Va2 %'—3—:1: 3
- .2 2
i +7atp 81z 16¥ai + fary
Ubungen -
Differenzieren Sie:
a) § = (325 —20) +(B2t—a* + 3200 b) y=(3—2)(z+2)(*—4)°

,é)?/=(_z?T2£‘zT5)—o d) y=ya—z e) y =a'Ya® + 2

Dy=im= 9 y=)=" By=—2— i) y=)a+yB!
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23. Folgende Funktionen sind zu differenzieren:
- int¢  sin%t
a) g(t) = cos(a-t—1D) b) w(t) = s‘: — S“;

a-sint
1+cos(t—-g)
e) y =atycos x 1) y=722%+ 3 cos?z
q) y=%_szf_ h) y =tanyl — 2?

1—coszx

¢) y=sinz-sin (x—a) d)y=

Ableitung unentwickelter Funktionen
Die Ableitungsregeln, die Sie kennengelernt haben, gelten fiir differenzierbare
Funktionen in der expliziten Form y = f(). Es gibt aber Funktionen, die explizit
nicht darstellbar sind oder wo das Umstellen auf diese Form Schwierigkeiten
bereitet. Wir betrachten deshalb im folgenden implizite Funktionen
F(z,y)=0
und wollen untersuchen, wie diese chne Umstellung auf die explizite Form zu
differenzieren sind. Als erstes miissen Sie stets feststellen, ob F(z, y) eine Funktion
darstellt, d. h..ob y eine Funktion von z ist. DaB dies durchaus nicht selbst-
verstindlich ist, zeigt Ihnen das Beispiel #® 4 %% + 4 = 0. Es gibt fiir diesen
Ausdruck kein reelles Wertepaar (z; y), das in ihn eingesetzt Null ergibt. 2? 4 2
+ 4 = 0 stellt also keine Funktion dar. Es wire deshalb sinnlos, diesen Ausdruck
zu differenzieren. Dagegen liegt bei 32 — z = 0 eine Funktion vor, da jedem
positiven Wert z die Werte y = -+ Jz zugeordnet sind. Hier ist also y = f(z)
sogar angebbar. Auch in zy5 —5y + 1 = 0 ist y eine Funktion von z, trotzdem
sich y = f(«) nicht explizit angeben 1d8t. Es existieren aber fiir bestimmte Werte
von z zugehorige y-Werte. Zum Beispiel ist fiir £ =0, y = 0,2 und fiir z =4
ist y=1.
Gibt es also Wertepaare (z; y), die den Ausdruck F(z, y) = 0 erfiillen, dann ist y
eine Funktion von z. Mit y = f(«) kann man dann schreiben:

F(z,y) =F[z, {(2)] = 0.
Dieser Ausdruck kann unter Beachtung der Kettenregel differenziert werden,
sofern y = f(z) differenzierbar ist.
1. Beispiel:
F(z,yy =2—ay =0, a = const.
Nach z differenziert:
l—ay =0

’

Yy

a|m
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Die Differentiation des Gliedes ay ist besonders zu beachten, da y eine Funktion
von z ist und beim Differenzieren y’ ergibt.
Probe: z—ay=0
x
Y= ¥y=3
2. Beisprel:
F(z,y) =ay> — a2 — a2 =0
Sie differenzieren:
a@-2y-y —b-22 =0,

,_b22z_giv
@2y 2y

Dabei ist besonders die Differentiation des Gliedes az_y; zu beachten. Das Ergebnis
lautet a2+ 2y - y'. Dabeistellt 4’ die innere Ableitung dar (Anwendung der Ketten-
regel).

Lost man die Ausgangsgleichung nach y auf und setzt den fiir y erhaltenen Aus-
bz Dieses Ergebnis

aya® + 22

erhalten Sie auch, wenn Sie die Ausgangsgleichung nach y auflosen und diffe-
renzieren.

Lehrbeispiel 31
y—x-siny =0

2
druck in ¢’ = 1:72; ein, dann ergibt sich: y =

Losung: Y —@Giny4+z-cosy-y)=0
Y(1—z-cosy) =siny
; sin y
Y =1z cosy

Ubungen
24. Differenzieren Sie die folgenden implizit gegebenen Funktionen!
a) g-2—y-sin?t =0 (wobes y = f(t); g = const.)
b) cos(z+y) == ~ (wobes y = f(x))

e) *—Ta?z—bH22 +4a® —10xz + 8x—bz + 18 =0
(wobes z = f(z)).

3.7 Hohere Ableitungen

Ist y = f(x) eine Funktion von z, so ist auch ihre Ableitung /' (x) selbst wieder
eine Funktion von z. Man nennt diese Ableitung die erste Ableitung. Spricht
man von einer Ableitung schlechthin, so ist diese erste Ableitung gemeint. Als
Funktion von z ist f'(x) als Kurve darstellbar. Wollen Sie von dieser Kurve f' ()
die Steigung der Tangente bestimmen, so bilden Sie von f'(x) die Ableitung.
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Diese neue Ableitung heift die zweite Ableitung der urspriinglichen Funktion
f(z). Die erste Ableitung von f(z) schreiben Sie bekanntlich y* = f'(z), und Sie
wissen, dafl der hochgestellte Strich das Zeichen der Differentiation fiir diese erste
Ableitung ist. Entsprechend schreiben Sie jetzt fiir die zweite Ableitung y” =f"(x).
Gesprochen wird dies: y zwei Strich (oder y zwei gestrichen) gleich f zwei Strich
von z (oder f zwei gestrichen von z). Da auch diese zweite Ableitung wieder als
Funktion von z erscheint, konnen Sie die dritte Ableitung von f(z), f”’ (), bilden.
So kinnen Sie immer héhere Ableitungen aufstellen, die schon von der zweiten
Ableitung an als Ableitungen hoherer Ordnung bezeichnet werden. Jedoch
schreibt man der Einfachheit halber von der 4. Ordnung an nur die Anzahl der
Striche und setzt diese Zahl in eine Klammer, um Verwechslungen mit Potenzen
zu vermeiden. Die Stammfunktion und ihre Ableitungen schreibt man also der
Reihe nach:

105 1/ (@)3 1 ()5 1 ()3 19(@)3 [9(@); -3 1)
oder auch Yy Yy Y e g
Die jeweils an letzter Stelle stehenden Ableitungen lesen Sie fn Strich von x

bzw. yn Strich; f"(z) bzw. y® heift die n-te Ableitung oder auch der n-te
Differentialquotient der urspriinglichen Funktion y = f(z).

Die Leibnizsche Schreibweise der ersten Ableitung ist %. Im Zéhler steht hierbei

hinter dem d die Funktion, die abgeleitet werden soll. Da " = % ist, lautet die
zweite Ableitung

Y =4r = 45 =iz

dz dz ~ dz

dy’ d(g_!z/) d (dy‘).

Diese unbequeme Schreibweise wird bei noch hoheren Ableitungen immer kom-

plizierter und wird darum vereinfacht geschrieben. Fiir Eqi (%) schreibt man
2
g—x% . Gesprochen wird dies: d zwei y nach d2 Quadrat.

Entsprechend schreiben Sie die dritte Ableitung: ¥ = g;g Ganz allgemein

konnen Sie die n-te Ableitung aufstellen als ' = "y , gesprochen: dny nach dz
C

{a™
hoch n.

Jetzt sollen noch einige wichtige Betrachtungen iiber héhere Ableitungen be-
stimmter Funktionen angestellt werden.

Es seien die erste Ableitung und dic hiheren Ableitungen der Potenzfunktion y = z*

iir ganzzahlige, positive n zu bilden.
fir g hlige, tiv bilde
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ayn=1:y=uz, y'=g—z=1; y"=dz—y=0

dz?

Alle folgenden Ableitungen sind gleichfalls Null.
b)n=2:y=a:2;'y’=———2w Y’ ——(2x)—2 y"'=%=0

Wiederum werden alle folgenden Ableitungen Null.

—3iy=at y = =3y =Tl —2.30=65; y = TL =6

e)n=3:y=2ay =7, Y =3z = Y’ =g =

Alle folgenden Ableitungen werden w1eder Null.
d)n=mn:y=2z" y = ‘_;_ay; =nzrl; y' = gz_z{_{ =n(n—1)zn2;

" =S¥ = n(n—1) (n—2) 23,

d

Yy = =n(n—1)(n—2)(n—3)zn—t

Das Blldungsgesetz ist deutlich erkennbar: In der Potenz steht im Exponenten
das um die Ableitungszahl verminderte n, davor stehen — mit n beginnend — so
viele, stets um 1 sich mindernde Faktoren, wie die Ableitungszahl angibt. Sie
erhalten daher:

=nn—1)n—2)...n—[n—38)(n—[n—2)(n—[n—1])  zn-n
=nn—1)(n—2)-...-3-2-1-20
Firn(n —1)(n —2)- ... -3-2-1 schreibt man n! (lies: n Fakultit). Da 20 =1
ist, wird

(=9

y(n)=%=1-2-3...(n—l)-n=n_!.

Die n-te Ableitung der Potenzfunktion y = z# ist n!, falls n eine ganze
positive Zahl ist.

Die (n + 1)-te und alle folgenden Ableitungen sind in diesem Falle gleich Null.
Ist n keine ganze Zahl, so kinnen Sie nie den Faktor Null erhalten; es kann daher
auch keine Ableitung konstant oder Null werden.

Die n-te Ableitung der ganzen rationalen Funktion
Y=0n 2" + ap_y * 1 4 ay_, 22 + - - - + a,z + a, ist zu bilden.
Eswird:y =apnan ! +ap_y(n—1) 22 +ap_y(n—2) 2?3+ ... 44,
Y =apnn—10)222 4 a, (n—1)(n—2)2" 34 ap_,(n—2)(n—3)an—1
4+ 20/2
Y’ =agn(n—1)(n—2)27 34 a, ,(n—1)(n—2)(n—3)zn—1
+an_g(n—2)(n—3)(n—4) 28 + ... 4 6ay
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Das Bildungsgesetz ist auch hier leicht erkennbar, und Sie ‘sehen, daB. die n-te
Ableitung sich ergibt als:

YW =am(n—1)(n—2)...-3:2:1-2° =aq,-nl.

~ Die n-te Ableitung der ganzen rationalen Funktion n-ten Grades ist a;, - n!,
wobei a, der Koeffizient der hochsten Potenz von z ist.

Alle folgenden Ableitungen sind Null.

Die n-ten Ableitungen von y = sin x und von y = cos z sind zu bilden.
a) y=sinz; ¥y =cos z; y’'=—sinz; y"'=—cos z; y# =sinz

Die 4. Ableitung stimmt mit der Ausgangsfunktion iiberein. Die Ableitungen
miissen sich nun periodisch wiederholen. Sie konnen die Ableitungen der
Funktion y = sin & auch so zusammenstellen:

y =sinz
y =cosz= sin.(a: + %) y® = cos z = sin (:c + %i’)
- . . 2 . .
y’ '=—sma:=sm<a:+?n) y‘“)=——-smw=sm(a;-|- ﬁzf)
Yy’ =—cos z =sin (a: + %’—Z) usw.
/('4) ) o 4x
Y& =sIinr = sin w+7
Allgemein gilt: y® = sin (w + %’)
b)y=cosz; ¥ =—sinz; ¥y’ =—cosz; ¥y’ =sinz; y¥ =cosz

Wie bei y = sin = erkennen Sie auch hier die periodische Wiederholung,und
Sie konnen schreiben:

Yy =cosz

Y =—sinw=c0s<x+%> y(4)=cosx=cos(.;v+4—n>
Yy’ =-—cosz = cos (w+27n) y® = —sin =.cos< +T)
y'" =sin z = cos <x+ 3—23) y® =—cosw=cos( +?”)
Allgemein gilt: y™ = cos (a: + 7122) . usw.

Die Ableitungen der trigonometrischen Funktion y = sin  und y = cos r
- kehren periodisch wieder.
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d"sin z . nm d" cos x nm
-d';n—‘- = Sin (5!3 + —2—) ) —EF = €08 («1« -+ 3 ) .

Lehrbeispiel 32
Y = (z + a) (x + b) (z 4 ¢). Alle Ablestungen sind zu bestimmen/!

l Allgemein erhélt man:

Losung:
Sie multiplizieren aus und erhalten:
y =@ +azx+dbr+ab)(z4+c)=24+2%(a+b+¢)
+ x(ab 4-be + ac) + cbe,
y =322+2x(@+b+c)+ab+ be+ ae
Yy =6z 4+ 2(a+b+e),
y/// — 6, 
Y=9y6 = ... =0.
Da die gegebene Funktion eine ganze rationale Funktion 3. Grades ist, mufte

die 3. Ableitung konstant sein, und alle weiteren Ableitungen muBiten ver-
schwinden.

.Ubungen
25. Bilden Sie die ersten beiden Ablettungen von:
1 . . a0 —2z
a) y=1a*+ —, b) y = sin%{, ¢) Y=,
Q)= 1oy o) y=(v+a)jar— s
ysin ¢
26. Bilden Ste die n-te Ableitung von:
. 1 ¢
a) g(t) = sin 2¢, b)y=;2, ¢) 2(t)=i_+..t!

3.8 Physikalische und technische Anwendungen der Differentialrechnung

Die Bedeutung der Differentialrechnung kam in den bisher behandelten Kapiteln
nur darin zum Ausdruck, daB man den Anstieg einer Kurve bestimmen kann.
Eine physikalisch-technische Bedeutung war nicht erkennbar. Im folgenden soll
deshalb an Hand einiger Beispiele einiges iiber die Differentiale und den Diffe-
rentialquotienten in Physik und Technik gesagt werden.

a) Fiir die gleichformige Bewegung haben Sie in der Physik (vgl. Physik, Lehr-
brief 1) die Beziehung

Aas

’U=E
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kennengelernt. Bei ungleichformiger Bewegung dagegen (z. B. beim Fallen eines
Korpers) 148t sich in obiger Form nur die sogenannte ,,mittlere Geschwindigkeit‘
Vn angeben, da sich in diesem Fall die Geschwindigkeit
mit der Zeit dndert, d. h.,der Korper hat zur Zeit ¢, eine <
andere Geschwindigkeit als zur Zeit {, (vgl. Bild 31). Je
kleiner das Zeitintervall ¢, —{, = A{ ist, um so we-
niger unterscheiden sich die Geschwindigkeiten zu den
beiden Zeitpunkten, um so kiirzer ist aber auch die
MeBstrecke s, —s, = 4s. Um die Momentangeschwin-
digkeit zur Zeit {, zu erhalten, muB {, moglichst nahe
bei ¢, liegen. Mit ¢{,—- ¢, geht aber ¢, — ¢, = 41—>-0. Sie
erhalten also die Momentangeschwindigkeit als Grenz-
wert der mittleren Geschwindigkeit fiir 4¢—-0:
As _ ds

v = lim v, = .lim
410 " At /” T

Das ist aber der Differentialquotient des Weges s = s(f) nach der Zeit. Es ist also

ds
v = "t —s(t)l

s = s(f) sagt aus, daB der Weg s eine Funktion der Zeit ¢ ist, d. h.,s ist von der Zeit ¢ abhiingig.
Differenziert man den Weg nach der Zeit, so erhdlt man die Geschwindigkeit.
Ahnliche Uberlegungen kann man fiir den Begriff der Beschleunigung anstellen.

Geschwindigkeitszunahme Ao
zugehoriges Zeitintervall =4t

Beschleunigung =

Die Beschleunigung zu einem ganz bestimmten Zeitpunkt der Bewegung ist

Av _ dv
b— lim dv,
arno At T 4

Fiir die Geschwindigkeit ergab sich 4% die Beschleunigung stellt folglich die

dt ;
2. Ableitung des Weges nach der Zeit dar:
d2s ..
b = ae = s(t) .

b) Unter der Stromstéirke I versteht man die in der Zeiteinheit ¢ durch den Quer-
schnitt des Leiters flieBende Elektrizititsmenge Q:

Q.
I=+

* Die Ableitungen nach der Zeit werden nach NEwron auch hiufig mit Punkten angegeben

() =s(); 87 () =5
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In einem bestimmten Zeitintervall A¢ flieBt folglich eine bestimmte Elektrizitéits-
menge AQ), so daB Sie fiir die mittlere Stromstérke I,, schreiben konnen:

—4e.
Im—m

Die Stromstirke zu einem bestimmten Zeitpunkt erhalten Sie, wenn Sie den
“Grenziibergang 4¢—>0 durchfithren:
4 _ 49

I=1lim 2% = %2
Ai_s0 4t dt

Voraussetzung fiir die Anwendung dieser Formel ist, daB @ als Funktion von ¢
gegeben ist:

Q = Q).
¢) Fiir die spezifische Warme gilt die Beziehung:
_ 149 (4Q = zugefiihrte Wirmemenge in keal;
- mdT AT = entsprechende Temperaturerhéhung).

Aus der Wirmelehre ist Thnen bekannt, da die spezifische Warme nicht fiir alle
Temperaturbereiche konstant ist. Fiir gleiche Temperaturerhdhungen 4T in ver-
schiedenen Temperaturbereichen ist nicht die gleiche Wirmemenge AQ érforder-
lich. Eine exakte Definition fiir die spezifische Wirme bei einer bestimmten
Temperatur erhidlt man, wenn 4 7' gegen 0 geht:

149 149
ar—omAT — mdT

Es ist wiederum zu beachten, daB ¢ eine Funktion von T sein muB.

In manchen Fillen ist der funktionale Zusammenhang der beiden variablen
GroBen nicht analytisch (durch eine Formel), sondern nur graphisch gegeben.
Dieser Fall tritt z. B. dann ein, wenn man den Zusammenhang zwischen den
verdnderlichen GréBen durch Experimente gefunden hat (empirische! Ermitt-
lung).

Auch dann kann man mit Hilfe des Differentialquotienten zum Erfolg gelangen,
indem man die empirisch ermittelte Kurve graphisch differenziert. Die graphische
Differentiation lernen Sie im néchsten Abschnitt kennen.

d) Das durchschnittliche Gefille einer StraBe ist abhéngig von der Strecke As

und dem zugehorigen Hohenunterschied 4k und wird mit j—f angegeben. Da eine

Strafe aber im allgemeinen nicht gleichmaBig abféllt, ist das Gefille an einer
bestimmten Stelle meistens vom Durchschnittsgefdlle verschieden. Um das
Gefille an einer bestimmten Stelle zu erhalten, muB wieder der Grenziivergang
(45— 0) durchgefiihrt werden:

1 empirisch: erfahrungsgemiB, auf Tatsachen oder Versuchen aufbauend.
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Weitere und bedeutendere Anwendungsmogliehkeiten der Differentialrechnung
lernen Sie in den spiteren Kapiteln kennen.

Lehrbeispiel 33
Fiir die gleichmifig beschleunigte Bewegung gilt die Beziehung:
s = % 2.

Bestimmen Ste die Geschwindigkest zur Zest ¢/

Losung:
_ds _ g . o

v=m =g =gt
Lehrbeispiel 34
In Bild 32 ist ein Schubkurbelgetriebe dargestelll. Der Kurbelzapfen P, bewegt sich
bei diesem Getriebe mit konstanter Winkelgeschwindigkeit « auf einem Kreis vom
Radius r. Der Kreuzkopf der Schubstange (Pleuelstange) P, gleitet auf der Strecke
MP hin und her.
a) Welche Geschwindigkeit hat der Kreuzkopf P, zum Zeitpunkt t2
b) Mdt welcher Winkelgeschwindigkeut dreht sich die Pleuelstange um den Kreue-

kopf P,?

Bild 32

Losung:
a) Zum Zeitpunkt ¢ hat die Kurbelstange den Winkel & = - ¢ iiberstrichen, die
Schubstange den Winkel 5. Aus Bild 32 folgt:
s=r+I1—(u+0v)
oder, wegen u = r cos &, v = [ cos
s=1+4+1—(reosa + lcosp).
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Nach dem Sinussatz gilt

rsinae =1Isin g

=1Y1— cos2.

Sie erhalten leos B =V —r®sin?e.’
Fiir s ergibt sich damit

s =1+ 1—rcosa— & —1sin’x
oder, wegen e=ow"1

s =174 1—rcoswt—JP —12sin? o.
Fiir die Geschwindigkeit erhalten Sie somit
27%w sin wi cos wi
2Yy2 —r2sin? wt

Setzen Sie % = A (Schubstangenverhiltnis), dann folgt

ds .
v =3 =rwsinwt +

rsin 2wt
2 —r2sin? wt

=rw(sinwt + 5

V=rT0 sinwt _|_ Mﬁ’.t_ .
B ( 2V1——12ﬁn2wt)
b) Tst w, die Winkelgeschwihdigkeit der Pleuelstange, so gilt § = w,¢ und damit
lsinw,t = rsin wt.
Durch Differentiation nach ¢ erhalten Sie

lw, cos wyt = rw cos wi,
__rocoswt
T lcos w,t

Mit I cos o, = {2 — 12 sin® o ergibt sich

(1

To €os wi
0 = ——
V2 — 12 sin? wt

iw cos ot

T i —Psntet

Ubungen
27. In einem Stromkreis befindet sich eine Spule mat der Selbstinduktion L, wodurch
evne elektromotorische (fegenkraft L - g—tl induziert wird. Bilden Sie L - % , wenn

fiir den Wechselstrom die Beziehung
I=1,- sin wt
qilt! Dabei bedeuten:
1, = maximale Stromstirke, o = Kreisfrequenz.
28. Bestimmen Sie die Beschleunigung des Kreuzkopfes des Schubkurbelgetriebes
aus Lehrbeispiel 34.
Wie hingt die Beschleunigung des Kreuzkopfes von der Winkelgeschwindigkeit o
ab?
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3.9 Graphische Differentiation

In den vorangegangenen Abschnitten haben Sie alle elementaren Funktionen auf
rechnerischem Wege abgeleitet. Sie haben dabei festgestellt, daB die Ableitung
einer Funktion einer Verdnderlichen wieder eine Funktion der gleichen Ver-
anderlichen ist. Das gleiche gilt fiir die hoheren Ableitungen, wie Sie aus 3.7
erkannten. Alle diese abgeleiteten Funktionen kénnen wiederum als Kurven dar-
gestellt werden. Diese heilen dann abgeleitele Kurven. Wie ist es aber, wenn die
abzuleitende Funktion nicht analytisch, sondern in anderer Form gegeben ist?
In der Praxis kommt es z. B. hiufig vor, daf der Zusammenhang zweier ver-
dnderlicher Grofen nur als Wertetabelle vorliegt (z. B. MeBergebnisse einer Ver-
suchsreihe) oder durch eine mechanische Schreibeinrichtung als Kurve gezeichnet
wurde. In diesen Fillen kénnen Sie die Ableitung der vorgelegten Funktion durch
graphische Differentiation erhalten. Voraussetzung fiir die graphische Differen-
tiation ist das Vorhandensein einer Funktionskurve, von der keine analytische
Darstellung vorzuliegen braucht. Haben Sie nur eine Wertetabelle, so miissen
Sie hieraus erst die Kurve zeichnen. Von dieser kann nun die abgeleitete Kurve
konstruiert werden, aus der Sie dann fiir jeden Wert der unabhingigen Verin-
derlichen den Wert des Differentialquotienten ablesen, sofern fiir diesen Wert
der unabhiingigen Verdinderlichen die Ausgangskurve existiert.

q

— y=f(x)

1

|

ly'

LﬂYP 3 A E \
-1 Te——x— F X

Bild 33

Eine Funktion y = f(z) sei Ihnen durch ihre Bildkurve gegeben (vgl. Bild 33),
ohne daf} die analytische Darstellung vorliegt. Dann verfahren Sie folgender-
mafen: Sie legen den Punkt P (—1; 0) als sogenannten Pol fest. Dann legen Sie
im Punkt 4 (z; y), in dem Sie die Funktion y = f(z) ableiten wollen, die Tangente
an die Kurve. Zu dieser Tangente ziehen Sie die Parallele durch den Pol, den
sogenannten Polstrahl. Der Polstrahl schneidet die y-Achse in B. Die Parallele
63
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zur z-Achse durch B und die Ordinate von A4 schneiden sich in 4’. Die Ordinate
von A’ stellt die gesuchte Ableitung %" dar.

Der Beweis lautet:
AF =BO =P0-tane = 1-tana = tanc.

Da tan ¢ der Richtungsfaktor der in 4 an die Kurve gelegten Tangente ist und
damit der Wert des Differentialquotienten der Funktion y = f(2) fiir den zu-
gehorigen xz-Wert, so ist L

y =tana = A'F.
Auf diese Weise konnen Sie Punkt fiir Punkt die durch die Kurve y = f(z) dar-
gestellte Funktion ableiten.
Lehrbeispiel 35
Die als Kurve in Bild 34 dargestellie Funktion y = f(z) ist graphisch abzuleiten.
Losung:
Sie kennzeichnen den Pol P (—1; 0). Dann wihlen Sie die Punkte aus, in denen
Sie die Ableitung bilden wollen. Ist wie im vorliegenden Falle die Ableitung der

Al

Bild 34

gesamten Kurve verlangt, dann wéhlt man vor allem besonders markante und
wichtige Punkte aus. Diese sind z. B.:

Punkt 3 und 7. — In diesen Punkten verlduft die Tangente parallel zur z-Achse.
Sie stellen in bezug auf ihre Umgebung die hochsten und tiefsten Punkte dar.
Man bezeichnet derartige Punkte als Extremwerte.

Punkt 5. — In diesem Punkt besitzt das Kurvenstiick in bezug auf die Umgebung

des Punktes den groften Anstieg. Hier éindert sich die Richtung der Kriimmung
der Kurve.
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Die Schnittpunkte mit den Koordinatenachsen. — Hier vereinfacht sich die Kon-
struktion der abgeleiteten Kurve.

Sie haben also die in Bild 34 gekennzeichneten Punkte 1, 2, ..., 8 ausgewéhlt. In
diesen Punkten ziehen Sie die Tangenten an die gegebene Funktion und zu diesen
die Parallelen durch P. Die Schnittpunkte dieser Parallelen mit der y-Achse be-
zeichnen Sie ebenfalls mit 1, 2, ..., 8. (Ein Zeichnen der Tangenten ist bei sauberer
Arbeit mit zwei Zeichendreiecken nicht nétig, da Sie sofort die Parallelverschiebung
durchfiihren konnen.) Die Parallelen zur z-Achse durch 1, 2, ..., 8 schneiden die
Ordinaten der ausgewéihlten Punkte in den Punkten 1/, 2’, ..., 8. Durch sauberes
Verbinden dieser Punkte erhalten Sie das Bild der gesuchten Funktion y* = f' ().
Noch ein Hinweis: Die Genauigkeit des Verfahrens héingt nicht davon ab, daB
man moglichst viele Tangenten verwendet, sondern davon, daB-die Tangenten,
Polstrahlen usw. sorgfiltig konstruiert werden.

Ubung ,
29. Zeichnen Sie die Funktion y = sin2 z und differenzieren Sie die Funktion gra-
phisch !
4 Die Untersuchung von Funktionen
4.1 Die geometrische Bedeutung der ersten und zweiten Ableitung
Um den Kurvenverlauf einer Funktion kennenzulernen, mufiten Sie bisher eine
Wertetabelle aufstellen und die Kurve punktweise konstruieren. Die Ableitung
einer Funktion gibt nun die Moglichkeit, die Untersuchung von Funktionen
wesentlich zu vereinfachen. An Hand eines Beispiels soll die geometrische Be-
deutung der ersten und zweiten Ableitung erkldrt werden.
Betrachten Sie den Verlauf der Kurve
y =f(x) = 0,1(2® — 1222 + 36z + 10)
in Bild 35a, so konnen Sie zunichst aussagen, daf diese mit wachsenden z-Werten
bis zu einem gewissen Hochstpunkt E, (2; 4,2) steigé, dann bis zu einem gewissen
Tiefstpunkt E, (6; 1) fallt und schlieBlich wieder steigt. ‘
In Kapitel 3.12 hatten Sie den Anstieg der Tangente einer Kurve in einem Kurven-
punkt P als Ableitung f'(z) der Funktion kennengelernt: tan « = f'(z). Steigt
die Kurve, dann liegt der Anstiegswinkel o der Tangente zwischen 0° und 90°,
und es gilt tan« = f'(z) > 0. Da im vorliegenden Beispiel die Kurve y = f(z)
in den Bereichen — oo < z < zg, und zg, < & < oo steigt, ist dort f'(z) positiv
(vgl. Bild 3ba, b).
Ahnliche Betrachtungen lassen sich fiir das Fallen einer Kurve anstellen. In
unserem Beispiel fillt die Kurve im Bereich zg, < z < zg,. Der Anstiegswinkel c
liegt also zwischen 90° und 180°, d. h., tan & = f' () ist negativ (vgl. Bild 35a, b).
Das Vorzeichen der ersten Ableitung einer Funktion ist somit ein Kriterium
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a

)

q)

’ vl |
A y=f(x) ,
F y=h(x) Yu<0
y >0
a) B - b R
‘>0 y=/3(x)
Yy >0
= X
y y
‘<0 , y=Fy(x)
o P, {:"<a 5 ¢
y'=ftx) C) d) Y:’>o
y=F;(x) r=
X ' X
7 Bild 36

Fio)>0
’ :‘{W’” ® ™ fiir das Steigen oder Fallen einer Kurve:
Die Kurve einer Funktion y = f(z)
4 steigt, wenn y’ = f"(z) > 0 ist,
) die Kurve einer Funktion y = f(x)
fillt, wenn ' = f"(z) < 0 ist.
Jetzt sollen fiir die Kurve der 1. Ableitung

7

T T (X = die gleichen Betrachtungen angestellt werden
/ wie fiir die Kurve der Funktion y = f(z).
J Die erste Ableitung von y’ ={f'(z) heiBt
(Y =y” ={1"(x). Dort, wo die Kurve der

Bild 35

Funktion y' = f'(x) fillt, mub y” = f’(2)
negativ sein, dort, wo y’ = f’(z) steigt, muB
Y’ ={f"(x) positive Werte annehmen. Vergleichen Sie diese Uberlegung am
Kurvenverlauf von y” =f”(z) = 0,1 (6 — 24) in unserem Beispiel (Bild 35b, ¢)!
Konnen nun aus der 2. Ableitung y” = f”’ () auch Riickschliisse auf den Verlauf
der Ausgangsfunktion y = f(z) gezogen werden? Um diese Frage zu beant-
worten, muBl noch eine Betrachtung vorausgeschickt werden.

Es wurde bisher nur der Anstieg der Kurve y = f(z) untersucht. Fiir den Kurven-
verlauf ist aber neben dem Anstieg der Kurve die Art ihrer Kriimmung maB-
gebend. In Bild 36 sind Kurvenstiicke gezeichnet, die sich in Anstieg und Kriim-
mung unterscheiden.

In Bild 36a und b liegt das Kurvenstiick oberhalb der Tangente, in Bild 36¢ und d
unterhalb der Tangente.

Verlduft die Kurve oberhalb der Tangente, so sagt man, die Kurve ist von unien
gesehen konvex (erhaben). Verlauft die Kurve unterhalb der Tangente, so heiBt
sie von unlen konkav (hohl).
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Betrachten Sie jetzt die Bilder 35a, b und ¢ des Ausgangsbeispiels. In Bild 35a
ist die Funktion y = f(z), in Bild 35b ihre erste Ableitung 5’ = f’(x), in Bild 35¢
ihre zweite Ableitung y” = f”(z) dargestellt. Im Intervall 0 < z < zw ist die
Kurve y = f(x) von unten konkav, die zweite Ableitung ist in diesem Intervall
negativ. Im Intervall zw < 2 < b ist die Kurve y = f(z) von unten konvex,
die zweite Ableitung ist in diesem Intervall positiv.

Dieses Ergebnis gilt allgemein:

Ist eine Kurve von unten konkav, so gilt ¥ <O0.
Ist eine Kurve von unten konvex, so gilt ¥ > 0.

Sie sehen, daB die zweite Ableitung Aufschluf iiber die Kriimmungsart einer
Kurve gibt. '

Die Punkte E,, E, und W wurden in unsere Betrachtungen bisher noch nicht
mit einbezogen, dies soll im nédchsten Ahschnitt geschehen.

Zusammenfassung

Fiir die Funktion y = f(z) gilt:

Ist ¥ >0, so steigt die Kurve,

ist ¥ <0, so fallt die Kurve,

ist ¥ <0, so ist die Kurve von unten konkav,
ist y” >0, so ist die Kurve von unten konvex.

4.2 Extremwerte und Wendepunkte

Betrachten Sie den Punkt E, in Bild 35a. Der zugehorige Funktionswert f(zg,)
ist grdfer als die Funktionswerte in der unmittelbaren Umgebung der Stelle zg,.
Fiir ein bestimmtes Intervall besitzt somit die Funktion y = f(z) an der Stelle zg,
einen Hochstwert, man sagt, die Funktion hat an dieser Stelle ein Maximum. Der
Funktionswert f(zg,) ist kleiner als alle
in der unmittelbaren Umgebung auf-
tretenden Funktionswerte der Funktion
y = f(x). Man sagt, es liegt ein Tiiefstwert
der Funktion vor, und bezeichnet diesen
Tiefstwert als Minimum.

Es ist dabei zu beachten, daB die Extrem-
werte nur in einem bestimmten Bereich
Hichst- oder Tiefstwerte darstellen. In
Bild 37 ist der Funktionswert an der |
Stelle z, beispielsweise kleiner als der o
Funktionswert an der Stelle z,, obwohl x o X X
sich an der Stelle z, ein Minimum befin- Bild 37

Y|
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det. An den Stellen z; und z; befinden ‘sich Tiefstwerte und an der Stelle z, ¢in
Hiochstwert der Funktion y = f(x).

Extremwerte stellen nicht die absolut groBten bzw. kleinsten Funktionswerte dar,
sondern sind die groBten bzw. kleinsten Werte einer Funktion beziiglich ihrer
unmittelbaren Umgebung. Man nennt sie deshalb genauer relative Extremwerte.

Auf welche Weise kann nun ein Maximum oder ein Minimum bestimmt werden ?
Betrachten Sie wiederum Bild 3ba, b, ¢!
Den Extremwerten E; und E, ist gemeinsam, da8 dort die Kurventangente
waagerecht liegt. Es gilt also sowohl fiir E, als fiir E,
f (z5) =o.
Im Maximum ist die Kurve von unten konkav, also
" (Zmax) <O
Im Minimum ist die Kurve von unten konvex, also
1" (@min) > 0.
Die Funktion y = f(x) besitzt an der Stelle x = x5 ein Extremum, wenn
f'(zg) =0 und y” =0 ist. Es liegt
ein Maximum vor, wenn " (zgz) <0 ist,
ein Minimum vor, wenn f”(zg) > 0 ist.

Beachten Sie, da ¥' = 0 nur bedeutet, da8 dort die Tangente der Kurve waage-
recht verlduft. Erst y* 4=0 gibt die GewiBheit, daB tatsichlich ein Extremum
vorliegt. Vergleichen Sie dazu Lehrbeispiel 39!

Lehrbeispiel 36

Bestimmen Sie die Exiremwerte der Funktion y = % 2 —x!
Losung:
Sie bilden die erste und die zweite Ableitung:

y =a*—1,

Yy’ =2z

Extremwerte liegen vor, wenn y' = 0 ist:
0=22—1, @=41

Um festzustellen, ob es sich um ein Maximum bzw. Minimum handelt, setzen Sie
z, und z, in die zweite Ableitung ein:

f"(#) =2-(+1) =2 >0,

() =2-(—1)=—2<N0.
An der Stelle z, = -+ 1 liegt ein Minimum, an der Stelle Z, =—1 ein Maximum
vor.
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Die Funktionswerte der Extremwerte erhalten Sie, wenn Sie x, und 2, in die
Ausgangsfunktion y = f(z) = % 23 — 2 einsetzen. Es ergibt sich so:

Tmax = — 1»_ Ymax = ER

wmin=]-a ymin='—_§'

In Bild 38 ist die Funktion y = % #® — x graphisch dargestellt.

Lehrbeispiel 37

Bestimmen Sie die Extremwerte der Funktion
Yy = ¢o0s £ + sin z/ Foo=dxt
Losung:

Sie bestimmen zunéichst wieder die Ableitungen
der Funktion y = cos z + sin z.

/

Yy =—sinz +cosx
Yy’ =—cosz—sinz
Aus y =0, also

cosz—sinz =0

QNQ*“'\*

folgt

tan z = 1.

Dies liefert z — —, und da die Periode der

'Z"
Tangensfunktion x ist, finden Sie

7 4n +1

Bild 38

An diesen Stellen konnen also Extremwerte auftreten!

Sie setzen die Werte 2 = —} und z = 57” in die 2. Ableitung ein und erhalten
e L V2 Ve
f (—4—) =—cosp—=sing =—F—3 =—12<0

Es liegt ein Maximum vor: Zpma,x = %.

R s e R

(4]

Es liegt ein Minimum vor: Zmi = 7

Da nun die Periode der Sinus- wie auch der Kosinusfunktion 2x betriigt, liefern

offenbar die Werte x = —} +2nn = 8—’1{——1 7 Maxima, die Werte z = 5—4’—' +2nn
8n+ b ..
=— Minima.
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Die Ordinaten der Maxima sind gleich, ebenso die der Minima. Und zwar ist
2 2
ymax—f(sn-l_l )=f(:>—00$ +31n_—]/2;+l/§—= 2,

ymm—f(sn+5 )=f(%n)=cos +s1ni—”_-—v2—§_v?§=_1/§,

Nun ist noch der Punkt W in Bild 35a besonders zu betrachten. An dieser Stelle
wechselt die Kurve y = f(x) die Kriimmungsart. Man nennt deshalb diesen Pnnkt
Wendepunkt. Betrachten Sie die Kurve in der Umgebung der Stelle zw! Von zg,
bis zg, fillt die- Kurve, d. h., der Anstieg ist negativ. Sie erkennen dies auch an
y' = {'(z) in Bild 35b. An der Stelle zw liegt dabei der kleinste Anstieg vor, die
Funktion ¥’ = f'(z) hat demnach an dieser Stelle einen Tiefstwert. Da y' = [’ ()
an der Stelle zw einen Extremwert (Minimum) besitzt, muB (y) = y” an dieser
Stelle gleich Null sein. Es ist also f (zw) = 0. ¥ = f”’ () geht dabei in der Um-
gebung des Wendepunktes von y”” < 0in y” > 0 iiber. Fiir %" findet beim Durch-
gang durch den Wendepunkt ein Vorzeichenwechsel statt. Der Anstieg von
y”’ =" () ist also % 0 und damit (y’)’ =y’ = 0. Die Bedingung fiir das Vor-
handensein eines Wendepunktes lautet:

Ein Wendepunkt fiir 2y ist vorhanden, wenn f (zw) = 0 und

" (zw) == 0 ist.
‘Beachten Sie, daB f’(z,) = 0 nur bedeutet, daB y’ = f'(x,) an der Stelle z = z,
eine waagerechte Tangente hat. Erst f/(z,) & 0 besagt, daB f’(z,) Extremum
ist und damit bei z = z, ein Wendepunkt vorliegt.

Lehrbeispiel 38
An welchen Stellen besitzt die Funktion y = % 23 — x Wendepunkte?

Loésung: y =a2—1; y’ =2z, y” =2
Wendepunkte liegen vor, wenn " = 0 und y"’ == 0 ist:

¥’ =0 ergibt 0 =2z, z, = 0.
Da die dritte Ableitung verschieden von Null ist, liegt an der Stelle 2w = 0 ein
Wendepunkt vor. Den zugehorigen y-Wert erhalten Sie, indem Sie zw in die
Ausgangsgleichung einsetzen.
Koordinaten des Wendepunktes: -z = 0; yw = 0. Vergleichen Sie Bild 38!
Lehrbeispiel 39
Ermitteln Sie die Extremwerte und Wendepunkte der Funktion y = f(x) = 23/

Losung: .
Zunichst bilden Sie die ersten drei Ableitungen:
y = 32%; y’' =6zx; Yy =6.
Extremwerte erhalten Sie, wenn y’ = Ound y”” > Obzw. "’ < 0ist. y’ = 0 ergibt
322 =0, z, =0.
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Diesen Wert setzen Sie in die zweite Ableitung ein:
y”(0) =0.

Die zweite Ableitung ist fiir den Wert x, = 0 nicht verschieden von Null. Es kann
noch nicht entschieden werden, ob ein Extremwert vorliegt, da '’ = 0 die Be-
dingung fiir das Vorliegen eines. Wendepunktes ist. Da die dritte Ableitung ver-
schieden von Null ist, liegt an der Stelle z =0 ein
Wendepunkt vor. Vergleichen Sie Bild 39!
Koordinaten des Wendepunktes:

Tw = 0; Yw = 0. 3
Da an der Stelle zw auch die erste Ableitung gleich
Null ist, mu} die Tangente im Wendepunkt (Wende-
tangente) parallel zur xz-Achse verlaufen. Es liegt 1
ein Wendepunkt mit waagerechier Tangente vor. Die b )
Wendetangente fillt in diesem Fall mit der z-Achse 2 -1 1 2 «x
zusammen. Die Funktion y = 23 besitzt keine Extrem- -1
werte. -2
Bisher sind wir stets bei unseren Untersuchungen iiber
Extremwerte und Wendepunkte einer Funktion mit den
drei ersten Ableitungen ausgekommen. Dies braucht
aber nicht immer so zu sein. Wir wollen deshalb noch
eine wichtige allgemeine Bemerkung anschlieBen
(ohne hier den Beweis fiir die Richtigkeit zu fiihren):
Um die Maxima und Minima einer Funktion ¥ = f(x) zu bestimmen, setzt man
f'(z) = 0. Ein sich daraus ergebender Wert * = a gehort dann zu einem Extrem-
wert, wenn der erste fiir 2 = a nicht verschwindende Differentialquotient von
gerader Ordnung ist, und zwar liegt an dieser Stelle ein Maximum oder Minimum
vor, je nachdem, ob f&"(a) <0 oder " (a) > 0 ist. Ein Wendepunkt liegt
dann vor, wenn fiir z = a die erste nicht verschwindende Ableitung von ungerader
Ordnung ist, und zwar liegt ein einfacher Wendepunkt vor, (falls /** (a) =0
ist, anderenfalls lirgt ein Wendepunkt hoherer Ordnung — ein sogenannter
Wendeflachpunkt — vor. ,
In iibersichtlicher Form sind die einzelnen Kriterien fiir das Vorliegen von
Extremwerten und Wendepunkten nachfolgend zusammengestellt.

1’ (a) < 0 Maximum
, f”(a) > 0 Minimum
f(@=0 f"'(a) =0 Wendepunkt mit waagerechter Tangente
7(a) =0 #7() = 0 f¢"(a) < 0 Maximum héherer Ordnung
Flachpunkt f¢»)(a) > 0 Minimum héherer Ordnung
f@»+1(a) =0 Wendepunkt licherer Ordnung

f'(a) =0, f"(a) =0, f” 3=0 einfacher Wendepunkt

Bild 39
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Lehrbeispiel 40
Untersuchen Sie die Funktion y = (x — a)* + b auf das Vorhandensein von Extrem-
werten und Wendepunkten!
Losung:
Sie bilden zuniichst die Ableitungen:
N y = 4(z—ap,
y' =12 (x— a)?,
y"' =24 (x—a),
Y0 = 24,

Aus ¥ = 4 (2 — a)® folgt x = a als dreifache Nullstelle. Die erste fiir # = a nicht

verschwindende Ableitung ist von vierter (also gerader) Ordnung und stets positiv.
Also liegt fiir = a ein Minimum vor.

Aus y = (a — a)* + b ergibt sich y = b. [Das Minimum liegt daher an der Stelle
P (a, b). Ein Wendepunkt existiert nicht, da zwar y'* = 12 (z — a)? = 0 als Losung
& =a ergibt, fiir diese Stelle aber wegen % > 0 das Minimum festgestellt wurde.
Lehrbeispiel 41
Bestimmen Sie die Extremwerte und Wendepunkte der Funktion y = (z — a)® + b/
Lésung:
Die Ableitungen sind: y = b(z—a)

y' = 20(z—a)p3,

yn/ = 60 (a; — a’)Z,

y® =120 (z — a),

y® = 120.
Aus y' =5 (x — a)* = 0 folgt z = a als vierfache Nullstelle. Die erste fiir z = a
nicht verschwindende Ableitung ist von fiinfter (also ungerader) Ordnung und
stets == 0.

Mithin liegt ein Wendeflachpunkt fiir # = a vor; fiir ihn ist y = b. Der Wende-
flachpunkt liegt daher an der Stelle P (a, b).

Ubungen

30. Bestimmen Sie die Nullstellen, Extremwerte und Wendepunkte von.:
a) y=—ua>—42% 4 3z + 18; b) y = (= +1)(xz—2)3/

31. Bestimmen Sie die Wendepunkte folgender Funktionen:
@) y=a+3; b) () = costt—sin?t/

32. Die Funktion y = a sin®z + b cos®z ist auf Extremwerte und Wendepunkte zu
unlersuchen (a > b)!
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4.3 Kurvendiskussionen

Dem Techniker kommt es héufig darauf an, aus einer gegebenen Kurvengleichung
die Eigenschaften dieser Kurve abzuleiten. Dabei gilt es, die folgenden wichtigen
Punkte und Eigenschaften einer Kurve zu untersuchen:

1. Nullstellen einer Kurve,

2. Unendlichkeitsstellen (Pole) einer Kurve,
3. Verhalten der Kurve im Unendlichen,
4. Symmetrieeigenschaften einer Kurve,

5. Extremwerte und Wendepunkte.

1. Nullstellen

Wie Thnen bekannt ist, liegt eine Nullstelle vor, wenn y = f(2) = 0 ist. Bei
Funktionen, die durch einen Bruch dargestellt werden, konnen die Nullstellen
durch Nullsetzen des Zahlers ermittelt werden. Dabei ist zu beachten, daB nicht
gleichzeitig Zahler und Nenner gleich Null werden diirfen. Es wiirde sich der

unbestimmte Ausdruck % ergeben und eine Liicke der Funktion vorliegen. Sie

kann im Falle einer gebrochenen rationalen Funktion nach Abschnitt 2.2 be-
seitigt werden, indem man den Quotienten mit (z — z;) kiirzt, wobei z; die
Abszisse ist, an der die Liicke auftritt. Nullstellen von transzendenten Funktionen
hoheren Grades werden im Abschnitt 4.5 behandelt.

2. Unendlichkextsstellen (Pole)

Bei gebrochenen Funktionen kann es eintreten, daB der Nenner Null wird,
wiahrend der Zahler verschieden von Null ist. Wie Sie wissen, wird der Wert
eines Bruches um so groBer, je kleiner der Nenner gegeniiber dem Zahler wird.
Geht der Nenner gegen Null, wihrend der Zdhler =0 bleibt, so wird der Wert des
f (%)
9(2)
ler Nenner g(z) fiir z—-a gegen Null und ist f(a) 3=0, so wird der Funktionswert
y fiir z—a unendlich groB. Fiir « = a existiert die Bildkurve der Funktion
aicht mehr, sie ist an der Stelle £ = a unterbrochen.

Bruches unendlich groB. Geht also bei einer gebrochénen Funktion y =

Man bezeichnet eine solche Stelle, an der die Funktion unterbrochen ist und
anendlich wird, als Unendlichkeitsstelle oder Pol.

I Nullstellen der Nennerfunktion einer gebrochenen Funktion, die nicht
gleichzeitig Nullstellen der Zahlerfunktion sind, bezeichnet man als Unend-
lichkeitsstellen oder Pole.

Liegt an der Stelle z = a ein Pol vor, dann stellt die Gerade © = a eine Asymptote
der Kurve dar (vgl. die Bilder 6 bis 9 und 43).
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Wie bei den Nullstellen ist zu beachten, daB nicht etwa f(a) = g(a) = 0 ist, da
sich dann der unbestimmte Ausdruck y = % ergibt, der genauer untersucht werden

mubB.

3. Verhalten der Funktion vm Unendlichen
Das Verhalten einer Funktion im Unendlichen untersuchen Sie durch Grenzwert-
bildung. Sie lassen z gegen + oo und — oo streben; Sie bilden also lim y.

T—>F o0
ap + a,z + - + a, "

b+ b7+ -+ + b, am

Fiir die gebrochene rationale Funktion y = lassen sich

folgende Fille unterscheiden:
a) Esistn <m

Der Quotient wird mit z» gekiirzt. Das ergibt

a ay
St Attt
T xr

y=b_0 b m—n
e T RRTE T NE S NONE R PR M

" 2

LéBt man nun z—> -4 oo gehen, so werden im Zihler alle Summanden Null bis

auf den letzten (a,). Im Nenner wird auf jeden Fall b2 unendlich. Damit wird
a

lim y=-"=0.
T—>+ o0 oo
Fiir alle echt gebrochenen rationalen Funktionen ist- lim y = 0.- Daraus folgt:
Z—> 4 oo
Jede echt gebrochene rationale Funktion hat die a-Achse zur Asym-
ptoten.
N _ 3a?+ 2x
Bezsp@el. Y = a:"——:;zﬁ
2
34 -
lim STEAL _ fm -t o
z—+ z—»iww_1+;2

b) Esist n=m . _

In diesem Fall 148t sich immer die Division ausfithren. Man erhilt die Funktion
als Summe einer ganzen rationalen und einer echt gebrochenen Funktion. Fiir
z—>4 oo geht, wie Sie gesehen haben, die echt gebrochene rationale Funktion
gegen Null. Das Verhalten der Funktion wird also fiir groBe (positive und negative)
z-Werte nur von der ganzen rationalen Funktion bestimmt.

Jede unecht gebrochene rationale Funktion hat eine ganze rationale
Funktion zui Asymptoten.

zt + 2
S

Beispiel:
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Fiihren Sie die Division aus, so wird
y=-xT: ._-—_-x2+1+__-—_1.
Fiir £— - oo geht der Summand zz—i—l gegen Null. Fiir groBe (positive und
negative) z-Werte ist also 4
y~at 41,
d. h., die Funktion ndhert sich fiir dem Betrage nach groBe z-Werte der Parabel
y = 2% + 1; die Parabel y = 22 + 1 ist eine Asymptote der Kurve.

4. Symmetrieeigenschaften esner Kurve

'a) Symmetrie zur y-Achse liegt vor, wenn die Funktion gerade ist [f(z) = f(—2),
vgl. Abschnitt 1.4].
Beispiel: y = cos z.

b) Eine Kurve ist zentralsymmetrisch, wenn die Funktion ungerade ist [f(—x)
=—f()].
Beispiel: y =sin .

¢) Die Kurve liegt symmetrisch zur z-Achse, wenn fiir jedes x zwei Funktions-
werte existieren, die sich nur durch das Vorzeichen unterscheiden.
Beispiel: y = 4 V7.

d) Sind x und y vertauschbar, ohne daf sich die Gleichung #ndert, dann liegt
eine zur Geraden y = 2 symmetrische Funktion vor. .
Beispiel: 2 + 2y + 42 =1.

5. Extremwerte und Wendepunikte

Die Bestimmung der Extremwerte und Wendepunkte wurde im Abschnitt 4.2
f(2)

behandelt. Fiir eine gebrochene Funktion Y= wird
y =l9=19 _h@),
g 91(2)

Entsprechend erhalten Sie fiir die 2. und 3. Ableitung wiederum gebrochene
Funktionen:

(@) e 13(2),

V=um W Y=
Fir Extremwerte gilt die Bedingung y =0, ¥’ =0,
fiir Wendepunkte y' =0, y" F0.

Da es sich um gebrochene Funktionen handelt, geniigt es, den Zihler der jeweiligen
Ableitung Null zu setzen und festzustellen, ob fiir f,(z) = 0 bzw. f,(2) = 0 nicht
etwa auch der Nenner g,(z) bzw. g,(z) Null wird.

Sie setzen also bei der Untersuchung auf

Extremwerte  f;(z) =0  (wobei ¢g;(x) 3=0 und y” ==0 sein muB),
Wendepunkte fy(z) =0  (wobei g5(2) 50 und y"”’ =4=0 sein muB).
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Lehrbeispiel 42
Diskutieren Ste die Funktiony = #® — 322 — z + 3
(N wllstellen, Unendlichkeitsstellen, Extremwerte und Wendepunkte)!
Losung:
Um die Nullstellen zu berechnen, setzen Sie 28 — 322 — x + 3 = 0. Sie erkennen,
daB z, = 1 eine Nullstelle ist. Also kénnen Sie (23 — 322 — x + 3) durch (x —1)
dividieren:
(®*—322—z+3):(z—1)=2a2—22—3

._w.‘%+ xr2
—22—2x+3
+ 22— 2z
—3x+3
+3x—3
o 0

Sie erhalten also (23 — 32> — z + 3) = (22 —22—38)(z —1) = 0.
Jetzt untersuchen Sie 22 — 2z — 3 = 0. Die Losungen sind
Tys =1+ ]/m,
2o =—1 und 2, =3.
Die Funktion, in Linearfaktoren dargestellt, lautet:
y=2*—322—z+3=(2—1)(x+1)(z—3)=0.

Nullstellen:
ITN1 =1, Ing = — 1, INg = 3.

Die Funktion weist fiir endliche Werte von z keine Unendlichkeitsstellen (Pole)
auf, da sie eine ganze rationale Funktion ist.

Sie untersuchen nun den Verlauf der Funktion fiir z—- 4 oo, d. h., Sie bestimmen
die sogenannten uneigentlichen Grenzwerte lim f(z):

T—>F oo
. . ‘ 3 1, 3
Jim (=80t —o 8 = Tm (-5 —5+ )

Wenn Sie jetzt x—> -+ oo gehen lassen, gehen die Glieder %, 51—5 und 5’—3 gegen

Null (die Klammer also gegen 1), und Sie haben nur noch das Glied 23 zu be-
achten. Es ist aber lim 23 = 4 oo.

ZT—> 4 00
Demnach ist auch lim (28 —32% —x + 3) = J-o0.
z-—>4o00
Fiir z— + oo strebt die Funktion gegen 4 oo, fiir 2—> —oo strebt Sie gegen

— O,
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Um die Extremwerte zu bestimmen, bilden Sie zunéchst die Ableitungen dieser

Funktion:
y =322—6zx—1,

y' =6zxz—6,
ylll — 6,
yo =0

und setzen die erste Ableitung gleich Null:
322 —6x—1=0,

?—2z— 5 =0.
Die Losungen sind L
Ty5 = 1:1:1//1 +% =14+ %4/5.
Also
=1+ 2 Y3~ 22

und
2y =1— 213 ~—02.

Setzen Sie die genauen Werte z, und «; in die 2. Ableitung ein, so finden Sie:
1 (2s) =6(1 +§V§)—-6 —4y3 >0,
1 (25) =6<1——§- V?Z)—e = —413<0.
Es liegt also fiir z, =1 + % V3 ein Minimum,
fiir 75 =1 — —g- ¥3 ein Maximum vor.

Die GroBe von Maximum und Minimum berechnen Sie aus. f(z,) und f(z;):
2 3 2 _5\2 2 5
ymax=f($5) = (1—?]/3) —3(1——?]/3) —_(1—?]/3) +3

= ¥y3~3,
oin = @) = (1 + 5 V3] =3 (1 + 5 B8] — (1 + 313) +3
= By3a_31
9 =

Um festzustellen, ob ein Wendepunkt auftritt, setzen Sie die 2. Ableitung gleich

Null:
6z—6=0.

Die Lisung ist
! zg = 1.
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‘Die 3. Ableitung '’ = 6 ist > 0 fiir alle 2, also auch fiir z, = 1. Es liegt also

fiir g =1 (ys = 0) ein Wendepunkt vor.

Wollen Sie die Tangente im Wendepunkt — die sogenannte Wendetangente —

zeichnen, so bendtigen Sie deren Richtungsfaktor tan «. Er berechnet sich aus

y =tane =322—6zx—1 fir z=1

y.yy'} zu tano = —4. Fiir die Wendetan-

gente erhalten Sie dann die Gleichung

Yy—0=—4(z—1),

also y=—4z + 4.

In Bild 40 finden Sie die gegebene

Funktion und ihre beiden ersten Ab-

leitungen gezeichnet. Auch die Wende-

tangente ist eingetragen.

Lehrbeispiel 43

Untersuchen Sie die Funktion

_ T
y_1+2z+x=

auf Nullstellen, Pole, Verhalten im Un~
endlichen, Symmetrie, Extremwerte und.
Wendepunkte!
Losung:
Nullstellen: Der Zéhler f(z) der Funk-
tion wird Null gesetazt.

Bild 40 f(@)=x=0, g(0)+=0, zy=0
Pole: Der Nenner g(z) der Funktion wird Null gesetzt.

g(z) =142z + 22 =0

ol |

Ty; =—1

Da der Zahler fiir z = — 1 verschieden von Null ist, erhalten Sie zp = — 1.

Verhalten im
. 1
Unendlichen: im ——2% —— — lim -—— =0
z_,j:m1+2a:+:c2 z—»:tooi_l_g_,_z =
xr

Die Kurve strebt fiir —> 4 oo gegen die z-Achse.

Symmetrie:
—
(@) = ryeeras 0=ty —1@ ‘iromya

Da f(z) &=f(— %) und f(—z) 3= — f(z) ist, liegt keine Achsen- oder Zentral-
symmetrie vor.
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Extremwerte: Sie bilden die ersten beiden Ableitungen.
, 1+2+2—z@+28)  1—a2 [ (a)
- 1+ 2z + a?)2 T @A+ 2z + 22 gy ()
, —2z(1 + 2z + 222 — (1 —2%)- 2(2 + 22) (1 + 2z + 2?)
y = 1+ 2z + 22
_ 22 —32—2) _f,(2)
T +2z+ a2 gu()
Sie setzen f,(z) = 0.
1—22=0, z3=1 z,=—1
g1(3) =1650,  g4(2s) = 0!

Y'(x3) <0, zp=1 ys=

W] =

Beizg =1, yg = % liegt ein Maximum vor.

Da g4(,) = 0 ist und damit ¥ (x,) = %, besitzt y’ an der Stelle z, = —1

eine Liicke, die es durch Kiirzen beseitigen heiit. Wegen z, = — 1 148t
sich die erste Ableitung mit x — z; = 2 + 1 kiirzen:
, 1— a2 _ =2+ _  1—2z
y_(1+2:c+a;2)2_ 1+ zp T+ zp

Firz, =—1ist y = (1 = ), =+0. Bei 2, = —1 liegt kein Extremum
vor.
Wendepunkte: Sie bilden noch einmal die zweite Ableitung, indem Sie von

y = 1— ausgehen.
a +ﬂ'¢)a
v —(14+aP—01—2)-31+2zF 2(—2) f(2)
o 1+ 2)° TAT 9 T 4@
v 204 ap—2(z—2)-41 4+ 2P _ 6(3—2)
y = ¥ or T adFop

Sie setzen f,(z) = 0:
2(2—2) =0, x,=2,
ga(ws) =81 =0, ¢ (5) +0,

2
w=2  yw=73"

An der Stelle zw =2, yw = % liegt ein. Wendepunkt vor. Das Zeichnen

der Kurve erfolgt auf Grund der festgestellten Eigenschaften und einer
Wertetabelle (vgl. Bild 41).

Lehrbeispiel 44

Unlersuchen Sie die Funktion y = auf Nullstellen, Pole, Verhalten im

4z
22 + 3
Unendlichen, Symmetrie, Extremwerte und Wendepunkte!
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Losung:
Der Nenner ist == 0 fiir alle . Deshalb braucht ihm im folgenden weiter keine
Beachtung geschenkt zu werden.
Nullstellen: zy =0
Pole: 2* +3 =0, &y, =)—3
Pole liegen nicht vor.

.4

|

|

|

| 1

] _ X

I fe W Y= ez

|
——t—+ 0 —t -
4 3 2 1 1 2 3 4 5 X

|

|

| L -7

|

I

|

I T4

]

]

|

Bild 41

Verhalten im

. . . 4z L. _
Unendlichen: z_llr:rtlwm —z_lllilm - 3= 0
x
Symmetrieeigenschaften:
4z —4
@) = ggs  H—2) = 705
f(@) =—f{(—2)
Das Bild der Funktion ist zentralsymmetrisch.
Extremwerte:
;__ (@*+3)-4—4dz-2z 4 2 —3
@+ t@rop
"o 4(zz+3)2-2z——(z2—3)-2(12+3)-2x_8#—9::;
Yy =— (2* + 3)° = (@ + 3)p
"o 8 (zz + 3)" (312—9)—(;:3_93)- 3(32 + 3)2‘ 2z — 9 —at 4+ 1822 —9
y = (2 + 3)8 ; = (2% + 3)t
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Bedingung fiir Extremwerte: ' = 0
#—3=0, 5,=+13

’” 313 —9y3 .
¥y (+73) =8 ¥3 - 3)! <0, (Maximum)
. o —313+9V3 -

Y (_@_SW >0, (Minimum)

Maximum: zg, = +V3;  ys = % V3
Minimum: zz, = —V3; g, =— % 3
Wendepunkte: y” =0
3 —92 =0, z(x®? —9) =0, z5 =0; Tgg =+ 3
Diese Werte werden in die dritte Ableitung eingesetzt:
r1r _9 117
Y (z) =24 o 0, Yy (%;,) F0.

An den Stellen zw, =0; yw, =0; 2w, =3; yw, =1 und zw, = —3;
yw, = — 1 liegen also Wendepunkte vor (Bild 42).

Bild 42

Lehrbeispiel 45
Unlersuchen Sie die Funktion y = 5— @ 2_ 16 auf Nullstellen, Pole, Verhalten im
Unendlichen, Symmetrie, Extremwerte und Wendepunkte Zeichnen Sie den Kurven-
verlauf tm Bereich —7 < x < 7/
Losung:
Nullstellen: Sie setzen den Zahler der Funktion gleich Null.
f(z) = 2 —16 = 0 ergibt z,;,, = + 4.
Da an den Stellen z,; und z, g(z) #=0 ist, erhalten Sie als Nullstellen der
Funktion
xy, = —4, zy, = 4.
Pole: Der Nenner g(x) der Funktion wird gleich Null gesetzt.
9(2) =2(2*—9) =0 ergibt x5, =4 3.
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Da f(3;4) 30, sind

2p, =—3 und Zp, =3
Pole der Funktion.
Verhalten im 418"
Unendlichen: lim : 16 lm — % -1
s>t 2(2 -9 z—>+o0 2(1__3> 2
x2
Die Kurve nihert sich fiir z—4-co dem Wert y = — - Damit ist y = ‘1

eine Asymptote der Kurve.
I( x) (—=)2—16 z2 — 16

Symmetrie: Es ist A aE—9] = S@E—9)’
also f(z) = f(—=).
Die Kurve ist symmetrisch zur y-Achse.

Extremwerte: Sie bilden die ersten drei Ableitungen.

;1 (@*—9)-2z—(2*—16)-22 Tz __h®
vy=z (e — o TE-% T 6
by _ (@9 1—T2-2@—9)2z _ o 243 _ [fi(a)
¥y = (@ — 9 TTEECY T 6o
_ (22— 90 22— (2 +8)-3(a*—9P 2z o, 2* |9«
y =—2 (22 — 9)8 =84 (22 — 9)
Aus f,(z) = 0 ergibt sich w5 = 0, wobei g,(z;) 3=0.

Weiter ist ¢ (z;) = — ( 9),, >0.

An der Stelle x5 liegt ein Minimum vor.

0 °

Zmin =0 Ymin = 9

Wendepunkte: f,(z) = 0 liefert z, — J—3, nicht reell.
Die Kurve hat keine Wendepunkte.
Das Zeichnen der Kurve erfolgt auf Grund der festgestellten Eigenschaften der
Kurve und einer Wertetabelle (vgl. Bild 43).
Lehrbeispiel 46
Die Funktion y = cos ¢ + % sin 2z ist auf Nullstellen, Symmetrie, Extremwerte

und Wendepunkte zu untersuchen.

Losung:

Die Funktion hat die Periode 2. Es geniigt deshalb, die Funktion im Intervall
0<z <2z dlskutleren da sich die Abszissen aller weiteren Extremwerte und
Wendepunkte durch Hinzufiigen von 2nz (n = £ 1, 42, ...) ergeben.
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Nullstellen: cos z + % sin2z =0

Wegen sin 22 = 2 sin z cos « erhalten Sie cos z (1 + sin z) = 0.

cos £ =0 liefert zy, = %, Ty, = ‘9%‘
sin x = —1 liefert zy, = a5, = 19’23 .

Die Funktion hat im Intervall 0 < z < 27 zwei Nullstellen. Wegen der
Periode 4 = 2x ergeben sich sdmtliche Nullstellen zu

oy =2 4 nn =0, 41,42 ...).

Bild 43

Extremwerte: Sie bilden zunéchst die ersten drei Ableitungen:

'y =—sinz + cos 2z,
Yy’ =—cosx—2sin 2z,
Yy =sin x — 4 cos 2.

Aus y' =0 folgt:
—sin z 4+ cos 22 = 0.
Sie setzen cos 2z = 1 — 2 sin2z und erhalten
—sin z + 1 — 2sin?z =0,
1 . 1
sin?x +?sm T— 5 = 0.
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Dies ist eine quadratische Gleichung fiir sin . Es ergibt sich
. 1 .
sin 2, = 5, sin z, =—1
und daraus
7 L¥4 3n

Ty =% Tie="7F, T =Tz =5

Durch Einsetzen in die zweite Ableitung finden Sie:

y" (§) =—e0s80° —25in60° = — 5 J3—y3 <0 (Maximum)
y" (5) =—cos 160° —25in300° = 5 Y3 +13 >0 (Minimum)
y’ (3?“) = — €08 270° — 2 sin H40° = 0.

Das Verhalten der Funktion a,n‘der Stelle z, = ?%1 muB noch niher unter-

sucht werden. Sie setzen dazu z, in die dritte Ableitung ein:
y" (5‘?") — sin 270° — 4 cos 540° =40

Bei z, = :—,’-22 liegt ein Wendepunkt vor.

Es sind noch die Ordinaten der Extremwerte zu ermitteln.

Aus sin z, = % ergibt sich cos z,, = % 13,
COS Ly = — % 3.
In y =cos z + % sin 2z = cos z (1 + sin z) eingesetzt, erhalten Sie
?/11=‘;“V§".§'=%V§a y12=_%1/§"2‘=‘_%]/§.
Sie erhalten unter Beriicksichtiguné der Periode 2

Tmax = % 4+ 2n, Ymax = % ng 1,299,

Pmin = {%t + 2”71, ymin = — % Vg_% — 1,299,

wobei wieder » =0, 4 1, + 2, ... ist.
Wendepunkte: y’ = 0 liefert — cos # — 4 sin z cos z = 0,
cosz(l+4sinz) =0.
Damit ist cos £z =0, sinz, =— % .
Sie erhalten zj, = %, Ty = %’f,

Zq = 3,394 £ 194°29°, z,, = 6,030 & 345°31".
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Da fiir diese Werte y” <=0 ist, handelt es sich um Wendepunkte. AuBerdem
ist, wie Sie schon bei der Ermittlung der Extremwerte feststellten, y’ ( i;) =0.

Im Falle von z,, = %’—t handelt es sich also um einen Horizontalwendepunkt.

Sie ermitteln noch die Ordinanten der Wendepunkte.

Mit cos 23 = 0 wird y = cos = (1 + sin z) =0, also y3; = y3, = 0. sin z, =—%
liefert, wegen cos z, = }1 — sina,, cos x,; = —%}/ﬂ), COS Ty = %}/1—5,
Damit wird
1 = 3 3 1. 3 3
Yy =— V16 T =— 5 V1D, Y= V15 =5 V15.

Sie erhalten schlieBlich '

Tw, = % + 20z, yw, =0,

ow, = 3,394 + 20, yw, = — o V1B ~— 0,727,

Tw, = 3%‘ + 2nax, yw, = 0, (waagerechte Tangente),

ow, = 6,030 -+ 20z, yw, = 15115 ~ 0,727,

mit » =0, + 1, 42, ...

= 1
y=Cosx+7 sin2x

y=00S X

=15 -
y z.st;/, ~

/N
.7
N

Bild 44

Ubungen

33. Diskutieren Sie die folgenden Funktionen auf Nullstellen, Unendlichkeitsstellen
Eztremwerte, Wendepunkte und Verhalten im Unendlichen!

322 — bz

b y=m szt
Berechmen Sie auferdem den Schnittpunkt mit der y-Achse!
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2 — 322 —4x + 12

¢)Y="21b:+8
Berechnen Ste auflerdem den y-Wert filr t = —2,d. h. lim y!/
z2—>—2
o —1
d) y=—
Bestimmen Ste westerhin lim y/

z—>f 00
(Anleitung: Mon zerlegt die Funktion in die Summe einer ganzen rationalen
und einer gebrochenen rationalen Funktion.)

34. Bestimmen Sie die Nullstellen, Extremwerte und Wendepunkte der Funktionen
a) y =sin 2z 4+ 2sin z,

b) y=x 4 sin z/

35. Die Funktion y = x + Y8 — 22 ist auf Nullstellen, Extremwerte und Wende-
punkte zu untersuchen. Weiterhin ist festzustellen, fiir welchen Bereich von z
sich reelle Werte von y ergeben. Zeichnung!

Anleitung: Untersuchen Sie die eindeutigen Teilfunktionen

f1(@) = . + Y8 — a® und f,(z) = z — 8 — =%

36. Bestimmen Sie Nullstellen, Pole, Verhalten vm Unendlichen, Symmetriecigen-
2 2

schaften, Extremwerte und Wendepunkte der Funktion y = a-;-‘ﬁ [y = y(@®)].

Fertigen Ste eine Zeichnung der Funktion fiir a =1 an!

4.4 Anwendungen zur Extremwertbestimmung

Bei vielen technischen und wirtschaftlichen Aufgaben kommt es darauf an, maxi-
male Belastbarkeit, maximales Volumen, minimalen Verschleil oder Material-
aufwand zu ermitteln. Mit Hilfe der Extremwertberechnung konnen diese Auf-
gaben gelost werden. Dieses Verfahren gewinnt somit fiir den Techniker an Be-
deutung. Im folgenden soll gezeigt werden, wie man bei derartigen Aufgaben
vorzugehen hat.

Geht aus der Aufgabenstellung hervor, dal man das maximale Volumen, die
maximale Belastbarkeit bzw. den minimalen Materialbedarf ermitteln soll, so
stellt man zunéchst eine Gleichung fiir die zu ermittelnde maximale bzw. mini-
male Grofe (Volumen, Belastbarkeit) auf. Die Gleichung wird dann, wenn notig,
so-umgeformt, daB die zu ermittelnde GroBe nur von einer Variablen abhingt.
Von dieser Funktion lassen sich jetzt die Extremwerte bestimmen. Das durch
Rechnung erhaltene Ergebnis mu$ anschlieBend noch im Hinblick auf die tech-
nische Bedeutung ausgewertet werden. Durch rein formales Rechnen allein kénnen
Sie derartige Aufgaben nicht l6sen. Fis kommt darauf an, das technische Problem
zu erkennen und das ihm entsprechende mathematische Problem zu lsen.
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Lehrbeispiel 47
Der Umfang einer rechteckigen Fliche set 100 cm. Wie lang miissen die Rechieck-
setlen gewdhlt werden, damit der Flicheninhalt des Rechtecks moglichst grof wird?

Wie grof ist der maximale Flicheninhalt?

Losung: ‘
Der Flicheninhalt soll ein Maximum werden. Fiir den g
Flicheninhalt ist folglich eine Formel aufzustellen. L

Bezeichnen Sie die Seiten des Rechtecks mit a und
b, dann ist seine Flidche

'] -
F=ab Bild 45

Der Ausdruck fiir die Flidche enthélt zunédchst die beiden Verinderlichen a und .
Da der Umfang konstant ist, sind ¢ und b voneinander abhingig. Sie kinnen
also eine Veridnderliche durch die andere ausdriicken.
Aus U=2(a+b) =100
erhalten Sie b =50 —a.
In F = a b eingesetzt ergibt das

F(a) = a(50 — a).
Sie haben F als Funktion einer Verdnderlichen erhalten und untersuchen
F(a) = a(50—a)in der gewohnten Weise auf Extremwerte. Sie differenzieren F (a):

dF p
iz = 50 — 2a.
dF
Aus iz = 0
folgt 50 —2a =0, !

a = 25, b=50—a = 25.

Sie versichern sich an Hand der zweiten Ableitung, daB auch wirklich ein Maxi-

mum vorliegt:
a&?F
da?

=—2<0 (Maximum).

Die Rechteckflﬁ.che hat den groBten Flicheninhalt, wenn a = b ist, d. h., das
Quadrat ist das groBte aller Rechtecke mit gleichem Umfang. Fiir den maximalen
Flacheninhalt ergibt sich

Fraax = 25 - 25 cm?® = 625 om2,

Die Aufgabenstellung fiihrte Sie auf die Untersuchung der Funktion y = F(a)
= a(50 — a), die in Bild 46 dargestellt ist.

Die Funktion ist nach der Aufgabenstellung nur im Bereich 0 < a < 50 definiert.
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In diesem Bereich nimmt sie fiir a =0
ein absolutes Minimum, fiir a.= 25 ein
absolutes Maximum und fiir ¢ = 50 ein
zweites absolutes Minimum an.

Im Verlaufe der Rechnung haben Sie
iber F'(a) =0 das relative Maximum
von F (a) bei a = 25 ermittelt. Sie sehen,
daf dies im Definitionsbereich gleich-
zeitig das absolute Maximum der Funktion
darstellt.

Bei sinnvoll gestellten Extremwertauf-
gaben stellt stets der relative Extremwert

-1 W B 0w Y
/ — Definitionsbereich —jﬂ
Bild 46

berechtigt zu dem Verfahren, das
aufzusuchen.

einer Funktion gleichzeitig den absoluten
Extremwert dieser Funktion im durch
die Aufgabenstellung abgegrenzten De-
finitionsbereich dar. Nur dieser Umstand

relative Extremum der jeweiligen Funktion

Lehrbeispiel 48

% x

1
i
| 26-2
|
|
1

2 Aus einem rechteckigen Stiick Blech

von der Ldnge 40 cm wund der
Breite 25 em soll ein quaderfor-
miger Behdlter von méglichst
groffem Fassungsvermigen herge-

25

X stellt werden. Zu diesem Zweck

7

/ wird aus jeder Ecke ein Quadrat
7.

ausgeschnitien und der Rest zu

Bild 47

Losung:

einem offenen Kasten zusammen-
gebogen. Wie groff muf die ausge-
schmittene Quadralseite werden?

Die gesuchte Quadratseite sei « (Bild 47). Sie stellen das Fassungsvermégen V in

Abhiingigkeit von 2 dar und erhalten

V(x) =(40 —2z) (26 — 22) z = 42® — 13022 4 1000 .

Dann wird

V' =124% — 2602 4+ 1000,
V" = 242 — 260.

88



Aus V' = 0 folgt
22 z+ 220 —0

/ 4226 — 3000 65 35
Ty, = :t 36 :é: ¢

Der Wert z, = 1—0—0 = 16,6 ... ist sinnlos, da fiir 2, folgen wiirde: 2z, ~ 33

> 25, also groBer als die Breite des Bleches.
Als zweiten Wert erhalten Sie

,

Fiir diesen Wert ist V() definiert. T =0
Dieser Wert in V"’ eingesetzt, liefert
V' (2y) =24-5—260 =—140 <O0.
Die gesuchte Quadratseite fiir den Behlter m'it‘ma.xima,lem Fassungsvermogen
ist also Tmax = § cm.
Das Fassungsvermogen ist dann
V =30cm- 15 em - 5 em = 2250 cm®.
Fiir unsere Aufgabenstellung ist die betrachtete Funktion durch die Abmessungen
des Bleches nur im Intervall 0 < z < 12,5 definiert. Zeichnen Sie die Funktion,

so erkennen Sie, dall wiederum das relative Maximum innerhalb des Definitions-
bereiches gleichzeitig das absolute Maximum darstellt.

Lehrbeispiel 49

Wie grof muf der zwischen zwer gegebenen Seiten a und b eines Dreiecks liegende
Winkel sein, damit der Flicheninhalt des Dretecks maximal wird?

Losung:

Sie bezeichnen den Winkel zwischen
den Seiten @ und b mit ¢ (vgl. Bild 48).
Der Flicheninhalt F des ‘Dreiecks ist &
dann gegeben durch die Beziehung

F=%sing.

Der Flacheninhalt F' des Dreiecks ist eine
Funktion des Winkels ¢. Sie sollen also
einen Wert ¢ = @, so bestimmen daB fiir p, ein Maximum vorliegt. Sie diffe-

renzieren daher nach ¢ (b]lden = = F’( 9)):
F ((p) LI o,
F’ (p) =— ? ? sin ®.
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Aus F (p) = ‘—’2—1’ cosp =0
folgt cos ¢ = 0.
Dies liefert @ =@y = % .

Es liegt fiir diesen Wert in der Tat ein Maximum vor, denn es ist
w7\ __  ab
F(3)=—% <o

Driicken Sie den Winkel g, = g- nicht im Bogenmas, sondern im GradmaB aus,
80 ist g, = 90°. Die zugehorige maximale Fliche ist F (—’25) = %—b .

Die Aufgabe konnte also auch so formuliert werden:

Welches unter allen Dreiecken mit gegebenen Seiten ¢ und b hat den groSten
Fldcheninhalt ?

Die Antwort wire:

Das rechtwinklige Dreieck (rechter Winkel zwischen a und b).

Lehrbeispiel 50

Einem geraden Kreiskegel mit der Hohe h und dem Grundkreisradius r ist ein Kreis-
zylinder mat moglichst grofem Volumen einzubeschreiben. Wie muff man die Ab-
messungen des Zylinders wdhlen?

Losung:

In Bild 49 ist dem gegebenen Kegel ein Zylinder einbeschrieben. Um die Verhalt-
nisse besser iibersehen zu konnen, zeichnen Sie sich zweckmifig einen ebenen
Achsenschnitt auf (Bild 50). Den Radius des gesuchten Zylinders mit groBt-
-miglichem Volumen bezeichnen Sie mit z, seine Hohe mit y. Sein Volumen V
ist dann V = ma?y.

X =X

Bild 49 Bild 50
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Aus Bild 50 entnehmen Sie die Beziehung
(r—mz):y=r:h

= hr—2)

oder
r

Dies setzen Sie jetzt in den Ausdruck fiir das Volumen V ein und erhalten
h h
V=na_(r—a) =" (ra?— ).

Sie haben also V in Abhingigkeit vom Zylinderradius = dargestellt und unter-
suchen, fiir welchen Wert von z das Volumen V am gréBten ist; dazu bilden Sie

die Ableitungen V' = 'fl—z und V' = %:
73 h 4 h
1% =’3; (2rz — 322), v ="7 (2r —6x).

V' = 0 gesetzt, ergibt
™ (2rz—3a%) =0,

2rz—322=0
oder z(2r —3z) =0,
d. h. z; =0 und x2=§r.

7, = 0 liefert offenbar kein maximales Volumen, wie Sie sofort aus Bild 50 ent-
nehmen.

: 2
Demnach ist: Ty = Tmax = 3 -

Setzen Sie x, in V" ein, so ergibt sich
’ (44 h 2
Vv (zg) = (27—6- §r> =—2xh <0.

Also liegt in der Tat ein Maximum vor. Der zugehorige y-Wert ist

ok o 2 h
ymax—',r—(r—fvmax)—?(f—g )——3—

Der einbeschriebene Zylinder hat also dann sein groBtes Volumen, wenn Sie die
Abmessung

8

= und Y= % wéhlen.

o 0o
<

Wir wollen noch eine wesentliche Vereinfachung der Rechnung angeben: Im Lehr-
beispiel 50 hatten Sie die Funktion V(z) = ’?’ (ra? — 23) auf Extremwerte zu
untersuchen. Dabei hat doch offenbar der Faktor ”r—h keinen EinfluB aunf die Stelle,
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an der ein Extremum liegen kann. Er bestimmt lediglich die GroB8e des Extrem-
wertes. Sie konnen daher stets bei der Bestimmung der Extremwerte einen posi-
tiven konstanten Faktor weglassen. Dann verlduft z. B. die Rechnung im Lehr-
beispiel 50 folgendermaBen :

Sie untersuchen statt V(z) = ”r—h (r2? — %) nur die Funktion V*(2z) = (r22—x3)
auf Extremwerte.

Esist V¥ (z) = 2rx — 3a?.

Aus 27z — 32% = 0 folgt:

z,=0 und 2r=3z; oder z,= 7

@] o

z, = 0 liefert offenbar ein minimales Volumen!

Es wird
V*' (x) =2r — 6

und z, = iz- r eingesetzt, ergibt

2r—6-§r=—2r <0,

also liegt fiir z, = ; r ein Maximum vor.

Diese, wie Sie sehen, nicht unwesentliche Vereinfachung machen Sie sich zu
eigen. In den folgenden Lehrbeispielen wird die Vereinfachung nur deshalb nicht
verwendet, um Ihnen noch einmal die Grundregeln der Differentialrechnung vor
Augen zu fithren. Uberlegen Sie sich selbst, wo bei den gegebenen Lehrbeispielen

eine Vereinfachung moglich
Y ist, und priifen Sie, ob Sie

die gleichen Ergebnisse
T\ Pixyy) erhalten.

fb Lehrbeispiel 51

y Einer Ellipse

— a2z oyt
2tE=1

<

soll das grofite Rechieck ein-
beschrieben werden. Wie grofs
sind die Abmessungen des
Rechtecks zu wdhlen?
Bild 51 Losung:

Die Ellipse ist durch ihre
Mittelpunktsgleichung gegeben und in Bild 51 in das Koordinatensystem ein-
gezeichnet. Aus Symmetriegrinden muf das groBte Rechteck zunichst die
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im Bild angegebene Lage haben. Der Punkt P (x; y) sei ein Punkt der Ellipse
und gleichzeitig Eckpunkt des Rechtecks. Die Fliche F des Rechtecks ist dann
gegeben durch

F =4zy.
Aus
2 2]
A+
folgt
Damit wird
F = %b z Ya? — 2?
=Y yEE_a
a
Jetzt bilden Sie die Ableitung:
' Fo— 4b(a?x — 22?)

alzta? — b
und setzen sie gleich Null. Sie finden
a?r = 223
Da fiir = 0, wie Sie aus Bild 51 ersehen, kein Maximum vorliegt, wird fiir z 4=0

a =222 also z; = % ye.

Berechnen Sie selbst die Ableitung F”* und setzen Sie z; = % V2 ein, um nach-
zuweisen, daB tatsdchlich ein Maximum vorliegt!
Fiir die zugehorige y-Koordinate erhalten Sie

_ b .~ 5 _ b1 s dé_-b-'-z-_bd“
n=gle—a=g|e—35=p5=752

Bezeichnen Sie die Fliche des Rechtecks, falls zp.c = % ;";2_ und Y = % y
gewdhlt wurde, mit Fg, so wird

Fr=4-52- 213 = 24

Wir wollen nun noch feststellen, in welchem Verhiltnis die Fldche Fg der Ellipse
zu der des Rechtecks steht. Die Fldche der Ellipse ist gegeben durch

FE=:"Ulb.
Also wird
Fg _aab _ 2
P, 3ab 3
oder
o~ : 7
FEZ[’R=:"EZZ=-;* 1,
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angendhert
FEZFR %1,5721.
Die Flidche der Ellipse ist also ungefahr 1,57mal so grof wie die Fliche des groften
einbeschriebenen Rechtecks.
Lehrbeispiel 52
Einer Halbkugel mit dem Radius r soll ein Zylinder so einbeschrieben werden, daf
die Differenz von Mantelfliche Fy und Kugelkappe Fo tiber der Zylinderdeckfliche
ein Mazimum wird. Wie grof ist der Rauminhalt des Zylinders?
(Kugelkappe: Fo = 2zrh)
Lésung:
Der Grundkreisradius des Zylinders sei z, seine Hohe y (Bild 52). Sie haben die
Differenz D des Zylindermantels und
der Kugelkappe iiber seiner Deckfldche
auf ein Maximum zu untersuchen.
Aus Bild 52 lesen Sie ab
Fy = 27{.’”?[,
Fo =2nr(r—y).
Damit wird
D =2nzy—2xnr (r—y).
Aus dem schraffierten Dreieck lesen
Sie die Beziehung ab

Bild 52

T =yr—
Demnach erhalten Sie fiir D:
D = 2ry jre— 9 2mr (r — y) = 27 Y212 — gt — 2mr (r — ).
Sie haben D hier in Abhéngigkeit von y dargestellt und differenzieren demgemif
nach y:

, ) 2 __ 9.3
D = o 27 (yr_21/) + 2,
dy [z g
2 D02 ___ Qa2
D” = ((liI: == 23Ty4 ‘—‘——‘Ey /.%r'.-:;r_‘,.'_":
y @ -y et —

Aus I == 0 folgt:
27

co o [y — 293 7 Yy — ] = 0,
Vyrrt — ot

ry i — gt =y —2).

Da y = 0 nicht als Maximum im Sinne der Allfgabe betrachtet werden kann
(denn fiir y = 0 wiirde die Kugelkappe zur Halbkugel entarten, und an Stelle
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des Zylinders mit der Mantelfliiche F'5 wiirde nur noch eine Kreisfliche mit dem
Radius r vorhanden sein), kinnen Sie y 5=0 annehmen und durch y dividieren.
Ty — g =2y — 2

rt— 2y =t — 42y 4yt

4yt = 3212
- 7?;_7.2
y=1 513
Also
Y= gr y3

(Das negative Vorzeichen hat gemiB der Aufgabenstellung keinen Sinn.)

Um die Entscheidung treffen zu konnen, ob fiir ¢, ein Maximum oder ein Mini-

mum vorliegt, bilden Sie den 2. Differentialquotienten fiir y,:
/T -~ 2-—3—1‘2—372
D" (y) = 2= 5 V3 _—
(yl) 752] :rz_i?z)‘/,rg__ilrz
(*=57) )=

D’ (y) =—12213 <O0.

Esliegt also ein Maximum vor.
Ymax = '2; V’3—

e /7
———— 3
Tmax = | 2 yzmax = l/ ” 1 ™=

[ ro| =

Dann erhiilt man fiir den Rauminhalt V des Zylinders:

2 )3 78

@

Lehrbeispiel 53
Eine Last @ soll auf einer horizontalen Straffe mit dem Reibungskoeffizienten
u = 0,07 fortbewegt werden. Welchen Winkel muff die bewegende Kraft P mit der
Horizontalen bilden, damit sie am wenigsten durch die Uberwindung der Reibung
verliert?
Losung:
Der Winkel zwischen der bewegenden Kraft P und der Horizontalen sei «
(Bild 53). Sie zerlegen P in die horizontale Komponente R und die vertikale
Komponente S. Dann gilt

S=P-.sine und R =P-cosa.

95



L p Die Reibungskraft ist

% | _
[%///? 9 Y77, >! Damit die ((i{eibi)ng. iiberwunden
7 A //////// © wird, muB
_ @—S)u=R
sein.
Bild 53 Daraus finden Sie

Q-py— P -usineg = P-cose,
P(cose + psine) =@Q - u,

_ AL

i cos o + usme

Diese Gleichung gibt an, wie gro P zu wihlen ist, damit der Wagen forthewegt
werden kann. Selbstverstidndlich liegen die Verhéltnisse am giinstigsten, wenn P
moglichst klein ist. Da aber @ und x konstant sind, ist dies dann der Fall, wenn
der Nenner f(c) = (cos & + u sin @) moglichst groB wird. Sie untersuchen ihn

daher auf ein Maximum:

f(e) = d‘»';(z) = —sino + u cos ,
f'(e) = ‘-?;fa(—f = —cosa—pysina.

Aus f'(e) = 0 folgt:
1 co8 & = sin a,

u =tane
und, da x = 0,07, wird
tan e = 0,07,
mithin
oy == 4°.

Wegen cos ¢y > 0 und sin ¢y > 0 folgt F"’(eg) < 0. Es liegt ein Maximum von
f(e), d. h. ein Minimum von P vor.

Lehrbeispiel b4
Eine Batterie von n = 48 Elementen, deren jedes evne Urspannung (elektromotorische

Kraft) von E =2 Volt liefert und einen inneren Widerstand von R, = %Ohm

bestizt, soll beim Vorhandensein eines duferen Widerstandes von R, =3 Ohm so
in y hinteresnandergeschaltete Gruppen von je x parallelgeschalteten Elementen ein-
geteilt werden, daf die Stromstirke I den groftmoglichen Wert erhdlt.

Losung:
Fiir ein Element gilt die bekannte Beziehung
E
=i
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Fiir # Elemente in Parallelschaltung wird der innere Widerstand z-mal kleiner,
mithin '
_E
Ri
B, + -

I, =

Fiir y Elemente in Reihenschaltung wird die Spannung y-mal gré8er, ebenso der
innere Widerstand, mithin 2
-y

Ra+y- Ri
Fiir n = z - y Elemente, wobei ¥ Gruppen von je z parallelgeschalteten Elementen
in Reihe geschaltet sind, ist

2

[—=_ Y%
R
Ra+y'~}.'
Day= —Z ist, wird
2. E
I = z . nkEx
By n B PRERE,
r

Die Differentiation ergibt:
r d1 nE(@R,+nR)—nEz-2R z
T dz (#*R, + nR)}?
nE(nR;, —2* R))
= T@R, +nR®

Aus I = 0 folgt n R; = 2® R,, also

o=+ | = 3 IR R = 38332

Priifen Sie selbst nach, daB fiir diesen Wert x ein Maximum vorliegt! Fiir y
findet man

n

= %

Ymax =
Znax

Man muf} also 24 Gruppen von je zwei parallel geschalteten Elementen hinter-
einanderschalten, um die groBte Stromstirke zu erzielen. Diese betrigt dann
24 E 4-E

I=— 25 =i =2z =84
[3 +24, .,-g]n
Lehrbeispiel 55
Fiir eine befahrbare Decke von der Breite | ist die ungiinstigste Lastenstellung fiir
zwer fest miteinander verbundene Lasten (2. B. Druckkraft der Rider eines Wagens)
2w ermitteln.
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Losung:
Die ungiinstigste Lastenstellung ist erreicht, wenn das durch die Belastung der
Decke hervorgerufene Moment einen Héchstwert hat.

r Sie bezeichnen die beiden Krifte mit
—a— P, und P,, die Auflager mit A und
B B B (Bild 54). Fiir den weiteren Verlauf
A L 4 g der Rechnung soll vorausgesetzt wer-
lx-a den, dall P, > P, sei. Den Abstand
X (= x der beiden Krifte bezeichnen Sie mit a.
I { Sie bestimmen zundchst die Auflager-
) Bild 54 kraft bei 4:

A= [Pi(—2)+Py(l—z—a)

= 1 [Pyl—P,z+ P,l— P,z — P,a]

»=P1+P2”‘(P1+Pz)%—‘P2’[;"
P, + P, kionnen Sie durch die Resultierende R ersetzen, denn bei parallelen
gleichgerichteten Kraften ist R = Py 4 P,.

Somit erhalten Sie
a

T
A=R—R3—P,%.

Hieraus bestimmen Sie das statische Moment
2
M, =A-w=Rx—RilV—P2% 2.
Dieses Moment nimmt einen Extremwert an, wenn die 1. Ableitung Null wird.
dM; x . a
“4g —B—2RT —P,5 =0
IRE_p_.p 2
2R =R— P,
I
T=9 2R
Uin festzustellen, ob M, fiir das gefundene z auch wirklich einen Hochstwert

annimmt, miissen Sie den Wert der 2. Ableitung fiir  untersuchen. Die 2. Ablei-
tung der Funktion lautet:

dz? 1
Sie ist konstant und kleiner als Null, bleibt also auch fiir alle 2 kleiner als Null.

Es liegt tatsdchlich ein Maximum vor:
T l P,-a
max TR T 2R

a2 M 2R
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Um fiir den gefundenen Wert eine anschauliche Deutung zu erhalten, betrachten
Sie Bild 55.

In Bild 55 ist die Resultierende R = P, + P, (P; > P,)
eingezeichnet. Ihr Abstand von der grioBeren Kraft
P, seia,.
P
Es gilt P,-a=R-a, 7y 2
al — P 2R; a .1:7
a P,-a . a
und 5‘ = 22 7 Bild 55

Das ist aber das 2. Glied in dem fiir Tmax gefundenen Ausdruck.
Demnach konnen Sie sehreiben

a
l a 1
Tax = 5 — 2 - _.gL.rIg,.
—_— g i Ir B
P, und P, miissen also so stehen, MR
dall o,y gleich der halben Decken- !
. . Ay - {_Ra Ba
breite vermindert um = isu. 4R, R 4
H - 1
Ergebnis: Bild 56

Die ungiinstigste Lastenstel-
lung ist erreicht, wenn die groBere der beiden Kridfte und die
Resultierende aus ihnen symmetrisch zur Feldmitte stehen (Bild 56).

Lehrbeispiel 56 —

In einem Arbettsraum, in dem 2 Arbeiter titig sind, soll ein Materialschrank an der

Riickwand des Zimmers eingebaut werden. Beide Arbeiter legen den Weg zum

Materialschrank gleich oft zuriick und bewegen sich mit

gleicher, konstanter Geschwindigkeit. An welcher Stelle A

der Wand 1st der Schrank einzubauen, wenn der Zeit- [ [
‘[1

- by

verlust durch das Heranschaffen des Materials an den a
Arbeitsplatz ein Minimum sein soll 2 Die Lage der Arbeits-
plitze der beiden Arbeiter ist aus Bild 57 zu erkennen.
Losung: x
Der Zeitverlust ist dann am geringsten, wenn die Summe 1
der Wege ein Minimum ist. Die Strecke, die die Arbeiter y) S
A, und 4, zuriickzulegen haben, bezeichnen wir mit I, Bild 57

und ,.

{2 ]

Wand/lthrank
o

19

Sie haben also fiir
L=1+1,
das Minimum zv ermitteln.
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Aus Bild 57 folgt: I, = ye2 + 22, 1, = Jb® + (a — )

und damit L=Ve& 4+ 22 + Vb + (a — 2)%
iL _ 2z 2a—a)(—1) _s)FTa—af—(a—o) |F+a
iz 3)ata  2yHE@—ap V&S 2 Vo £ (@ o

Fiir einen Extremwert muf} % =0 sein:

P F e —(a— ) [T F =0,
2B + (a— af] = (a— 2P (& + o)

2202 + 2%(a — xp? = (a — x)? 2 + (a — z)*a?,

2202 — ) + 2actr —a?c® =0,

Ty = — o Ve + a’c*(b’ —)

__cz

—act 4+ abe

= "Qm_g '

. _ —ac +abe _ ac(b—c) _ ac
1= "¢ T (brolb—e bte
. _ —act—abe _ —ac(c+d) _ —ac
2T T b+ogb—0o b—c

Im Falle b > ¢ entfillt x, fiir unsere praktische Auswertung, da z nicht negativ
sein kann.
Sie miissen noch nachpriifen, ob fiir z, wirklich ein Minimum vorliegt. Dazu
bilden Sie die zweite Ableitung:
L () = d’L t:’[b2 + (@ — 2] b + (a — zP + b*(c® + :l;z)]/c2 + z“‘

(¢t + x2) [bB2 + (@ — 2)2] & + 2 }B% + (a — 2)?
In L' (z) treten nur Summen und Produkte quadratischer Ausdriicke auf. Die
Wurzeln sind ihrer geometrischen Bedeutung nach positiv. Daher ist L (z) > 0
fiir alle z. Es liegt somit tatsdchlich ein Minimum vor.
Zahlenbeispiel: @ =5 m; b =4m; c=2m

ac 5-2
b+e 4+ pmA~ LM

Daraus folgt: x =

Lo =V& £ 22 + VB + (@ — 2)2 = [] 142 +| 16+1°°J m~78m
Zum AbschluB soll noch untersucht werden, wie groB o und B (vgl. Bild 57) fiir
den Fall des minimalen Weges werden.
Es ist tana = & =°C+9 Db te
X ac a
b b . bb+e b+
und tanﬁ_&—_—_i_ ac  ab +ac—ac  a
T b+

Aus tan ¢ = tan g folgt auch « = 4.
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Nach dem Fermatschen Prinzip wird ein Lichtstrahl an einem Spiegel so reflektiert, daB die
fiir die Strecke zwischen Anfangs- und Endpunkt benétigte Zeit ein Minimum wird.

Betrachten Sie I, und I, als einen reflektierten Lichtstrahl, so stellt unsere Rechnung die
Herleitung des Reflektionsgesetzes aus dem Fermatschen Prinzip dar. In dhnlicher Weise
1aBt sich das Snelliussche Brechungsgesetz herleiten.

4.5 Das Newtonsche Niherungsverfahren

Die Bestimmung von Nullstellen bei rationalen Funktionen hoheren als dritten
Grades und bei transzendenten Funktionen ist mit den Thnen bekannten elemen-
taren Mitteln nicht moglich. Andererseits verursacht die Anwendung der ,,Regula
falsi‘ hiufig einen erheblichen Zeit- und Rechenaufwand. Im folgenden lernen
Sie ein von Newton entwickeltes Naherungsverfahren kennen, das Sie in der-
artigen Fillen schneller zum Ziel fiihrt.

Da die Wurzeln einer algebraischen oder transzendenten Gleichung mit den Null-
stellen der zugehorigen Funktion identisch sind, ist das Newtonsche Niherungs-
verfahren nicht nur eine Methode zur Nullstellenbestimmung, sondern auch zur
Berechnung von Wurzeln einer Gleichung mit einer Unbekannten.

Die Nullstellen der quadratischen Funktion
y=2a*+ax +5b
erhalten Sie z. B., indem Sie die Wurzeln der Gleichung
] 2 4+ar+b=0
bestimmen. Die Nullstellen der Funktion und die Wurzeln der Gleichung sind

Ty.9 = —“-;- + V( %52—-—6

Die Wurzeln der meisten Gleichungen lassen sich nich? durch elementare Ver-
fahren finden. Allgemeine Losungsverfahren gibt es nur fiir ganze rationale
Gleichungen 1., 2., 3. und 4. Grades. Die Lisungsverfahren fiir Gleichungen
3. und 4. Grades sind aber schon so unbequem, dal man gewdhnlich auf sie ver-
zichtet. Sie lernen sie deshalb auch nicht kennen. Gleichungen hoheren als
4. Grades sowie transzendente und gemischte Gleichungen lassen sich nur in
Sonderfillen elementar losen. So ergibt 25— 32 = 0 die Losung z = /32 = 2.
Im allgemeinen ist man aber auf Naherungsverfahren angewiesen.

Sie diirfen keineswegs denken, daf Naherungsverfahren in der Mathematik zweitrangige
oder minderwertige Methoden darstellen. Niherungsverfahren sind mathematisch exakte
Rechenverfahren, die die. Losungen in einem unendlich fortsetzbaren ProzeB mit jeder ge-
wiinschten Genauigkeit annahern. Sie sind vor allem fiir Zwecke der Praxis anderen Verfahren
vollig gleichwertig, ja diesen infolge geringeren Arbeitsaufwandes oftmals iiberlegen.

Fiir die Anwendung des Newtonschen Naherungsverfahrens muB die gesuchte
Nullstelle in erster Anndherung bekannt sein. Diesen ersten Naherungswertkonnen
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Sie durch Anwenden eines graphischen Losungsverfahrens oder durch Auswerten
der Funktion erhalten. Voraussetzung fiir die Anwendung des Newtonschen
Naherungsverfahrens ist, da die Funktion zwischen dem Néherungswert und
der Nullstelle keine Unstetigkeiten, Extremwerte oder Wendepunkte besitzt.
Fiir die Funktion

1
?/=932+;—3

erhalten Sie z. B. auf graphischem Wege erste Ndherungswerte der Nullstellen,
indem Sie die Schnittpunkte der Funk-

4 tionen f;(#) = o —3undfy(s) = — =
ermitteln (Bild 58).
f00=x%3
11 y
3
flx)=x-1
-1
/]
Bild 58 Bild 59
Tiir diese gilt ndmlich f,(z) = f,(z) und damit 22 — 3 = — % - Hieraus folgt aber

die obenstehende Gleichung
224+ 1—3=0
Aus Bild 58 lesen Sie ab
Ty ~—1,9, 1y, ~03, zx3~10.
Auf dhnlichem Wege erhalten Sie fiir die Nullstelle der Funktion
y=sin2xr—ax 41

durch Ermittlung der Schnittpunkte der Teilfunktionen f,(z) =sin2z und
fa(z) = x —1 (Bild 59) den Néherungswert:

TN ~ 1,4.
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Nun kann mit dem Newtonschen Verfahren begonnen werden. Um die Theorie
dieses Naherungsverfahrens zu verstehen, betrachten Sie Bild 60. Die vorgelegte
Funktion y = f(x) habe die exakte Nullstelle

7. Hierfiir sei ein erster Naherungswert z, er- |
mittelt. Setzen Sie diesen in diec Funktions-
gleichung ein, so erhalten Sie y, = f(x,) =0.
Legen Sie nun an y = f(x) im Punkte (z4; ¥o)
die Tangente, so schneidet diese die x-Achse
in z;. Der Anstieg der Tangente ist tane =
(@0).

Aus Bild 60 entnehmen Sie

tan e = f'(2,) = 5{(—%;{
Hieraus folgt T, = Ly— ;.%01)
0.

Wir miissen nun untersuchen, ob x; cinen besseren Naherungswert fiir 2 darstellt
als z,. In Bild 60 liegt z, zwischen z, und der Nullstelle z. In diesem Falle stellt
also z, eine hessere Naherung dar. In Bild 61a liegt x, nicht zwischen z, und z.
Es laBt sich keine Aussage dariiber machen, ob z; ndher an z liegt als z,. Wird

Bild 61a Bild 61b

dagegen der Ausgangswert links von z gewihlt (Bild 61b), so liegt wieder z,
zwischen x, und der Nullstelle und stellt einen besseren Nidherungswert dar.

Wie Sie sehen, miissen Sie stets den Ausgangswert x, so wahlen, da 2, zwischen
z, und der Nullstelle liegt.

Dazu merken Sie sich folgende Regel:

Es ist 2y = 3 — ,—’,-(-(f;’))
0

ein besserer Naherungswert, wenn f(z,) und f’(z,) gleiches Vorzeichen
haben bzw. wenn f(z,) - f” (o) > 0 ist.
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Wir wollen diese Regel bei den Bildern 60, 61a und 61b iiberpriifen:

In Bild 60 ist f(xz4) > 0, f() ist konvex von unten, also ist /'’ (z,) > 0 und damit
1(zo) - " (%) > 0.

In Bild 61a ist f(z,) > 0, f(x) ist konkav von unten, also ist ' (z,) <0 und
damit f(z,) - f’(z,) <O.

In Bild 61b ist f(zy) <O, f(z) ist konkav von unten, also ist f’(z,) <O und
damit 7(z,) - 1 (zo) > O.

Wegen f(z,) - f’(x,) < 0 ist es in Bild 61a nicht sicher, ob der Ausgangswert z,
zu einer besseren Néherung fiihrt.

Haben Sie eine Naherung z, erhalten, so ergibt sich die nichste mit

_ f(z1)
BTN )
Allgemein konnen Sie schreiben
f(z,)
wﬂ"‘l = Tp— f’(zn)- (18)

Auf diesem Wege kommen Sie durch wiederholte Annéherung immer néher an
den genauen Wert der Nullstelle heran. In der Praxis werden Sie meist schon
bei der 1. oder 2. Anndherung die geforderte Genauigkeit erhalten, sofern Sie z,
geniigend nahe bei z gewihlt haben. Eine schlechte Anndherung oder gar ein
Entfernen vom genannten Wert sind Anzeichen von Rechenfehlern oder eines
falsch gewihlten Anfangswertes.

Fiir die praktische Durchfithrung des Verfahrens stellt man (wie bei allen nume-
rischen Rechnungen) den gesamten Rechengang in einem Schema wie dem nach-
stehenden zusammen, damit man keinen Zahlenwert verliert, die Arbeit syste-
matisiert und eine gute Kontrollmoglichkeit hat.

o | T |y =1 | B |y =t@ | =[O | v =@
To | cooeeenn Yo = (%) e Yo =1 (z) | — ff,((a:):) Yo' = 1" (24)
2, Y= 1(3) e v =1 (ay) fﬁﬁs g = " (2)
£y Ys =f(zg) ... Y2 = [ (xp) — ;,((Z:)) Y’ =" (xy)
ih '
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Lehrbeispiel 57
Bestimmen Sie die Nullstellen der Funktion y = x® + % — 3!
Losung:
Aus Bild 58 lesen Sie ab:

zn, ~—19, zn,~03, zn, ~15.
Aus der Nullstellenbedingung y = 0 ergibt sich die Gleichung

2+ —3=0.
Sie beseitigen z im Nenner durch Multiplikation der Gleichung mit z:
3 —3z+1=0.

Nach dieser Vereinfachung untersuchen Sie jetzt die Funktion

y=a—3z +1,
dic die gleichen Nullstellen besitzt wie y = xz? + % —3.
Sie differenzieren die neue Funktion: -

y =32 —3,

Yy’ =6z
Dureh die vorgenommene Vereinfachung haben Sie den Vorteil, bei der Berech-
nung der einzelnen Funktionswerte das Hornersche Schema anwenden zu kénnen.
Von y” brauchen Sie nur das Vorzeichen, das in diesem Falle immer gleich dem
Vorzeichen von z ist. Fiir die Rechnung legen Sie sich das vorher gezeigte Schema
an. Das Thnen bekannte Horner-Schema ist hier weggelassen.

P . (2 ’ f( x)
x x (x A Sl
f(z) " (x) f'(2) e
— 1,9 — 0,16 <0 7,83 0,02
— 1,88 0,00
0,3 0,13 >0 — 2,78 0,047
0,347 0,00
1,5 -~ 0,125 >0 als Ausgangswert ungiinstig,
| da f(1,5)- 7(1,5) < 0
1,6 0,296 | =0 4,68 — 0,063
1,637 0,02 =0 4,09 — 0,005
1,632 | 0,000
Die Nullstellen sind also
IN, = — 1,88, IN, = 0,34‘7, IN, = 1,532.
Aus dem Schema erkennen Sie:
Beim Einsetzen von x, = — 1,9 als Ndherungswert in Formel (18) erhalten Sie

eine Korrektur von 0,02, das ist bereits eine sehr kleine Korrektur. Die zweite
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Anniherung mit z, = — 1,88 bringt Sie deshalb schon sehr nahe an die Nullstelle
heran.

Fiir die Ermittlung der Nullstelle, deren erster Néherungswert z, = 0,3 war,
kommen Sie ebenfalls mit einer Naherung aus. Fiir eine weitere Néherung reicht
die Genauigkeit des Rechenstabes nicht aus. Sie miiBten mit Hilfe von Tabellen
oder schriftlich rechnen. Allerdings kommt es ganz auf die Aufgabenstellung an,
ob man sich mit dem Naherungswert z, = 0,347 nicht bereits begniigen kann,
da f(z,) schon sehr nahe bei Null liegt.

Das Einsetzen des auf graphischem Wege ermittelten Naherungswertes 2, = 1,5
fithrt auf f(z,) - " (2,) < 0. Trotzdem er ndher an der Nullstelle liegt.als z, = 1,6,
wihlt man z, = 1,6 als Ausgangswert, da nicht sicher ist, ob z, = 1,5 zu einer
weiteren Naherung fiihrt.

Grundsitzlich werden Sie erkannt haben, daf die Berechnung an Hand des
Schemas und mit Hilfe des Rechenstabes verhéltnisméBig einfach ist. Jede Néhe-

rung liefert eine, hochstens zwei weitere Dezimalstellen fiir z, , ;. Es geniigt daher
1 (zn)

stets, ) auf zwei geltende Ziffern zu berechnen. Dafiir reicht’ die Genauig-
n

keit des Rechenstabes aus.

Lehrbeispiel 58
Bestimmen Sie die Nullstellen der Funktion y = sin 22 — z -+ 1/

Losung:
Aus Bild 59 lesen Sie ab:
y ~ 1,4,

Sie bilden die Ableitungen:
y =2cos2x—1,

y' =—4sin2z  (f’(z2n) <0).
Da2zy ~ 2,8 < mist,ist die zweite Ableitung im Bereich der Nullstelle stets < 0.
Sie brauchen also f' (iry)-nicht jedesmal zu berechnen, sondern miissen nur darauf
achten, dafl immer f(x,) < 0 bleibt.
Sie erleichtern sich die Rechnuug, wenn Sie das Schema etwas aufgliedern.

x sin 2« — a2+ 1 f(z) cos2z | f'(x) )
f(2)
14 28020 | 034 04 - 0,06 —0,94 | —2,88 | —0,02
1,38 A 79,07° 1 0,3724 ! -—0,3800 —0,0076 | -—0,93 | —2,86 -— 0,003
1,377 A 78,90° | 0,3778 | —0,3770 —0,0008 | -—0,93 | —2,86 0,0003

Da das Glied — f{ (:) nur noch zu einer Korrektur von 0,0003 fiihren wiirde, wir
uns aber mit der Rechenstabgenauigkeit begniigen wollen, brechen wir das Néhe-

rungsverfahren ab.
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Die Nullstelle ist
| ey — 1,371

Lehrbeispiel 59

Eine Halbkugel mit dem Radius r = 1 dm wird zur Hdlfte mit Wasser gefullt. Wie
hoch steht das Wasser?

Lésung:

Das von dem Wasser ausgefiillte Kugelsegment mufl gleich dem halben Volumen
der Halbkugel sein:

1
VSegment = 9 VHalbkugel )
SHR@r—n) =3

Division durch % und Umformung ergibt
h3 —3rh? 4 3 = 0.
Da r =1 dm ist, erhalten Sie als Gleichung fiir die Segmenthtih‘e h
h®—3h* +1=0.
Die Losungen dieser Gleichung sind die Nullstellen der Funktion
y =f(h) =h®—3h% + L.
Sie bilden die ersten beiden Ableitungen:
Yy = 3h*—6h,
Yy’ =6h—6.
Nach der Aufgabenstellung mu 0 <k < 1 sein. In diesem Intervall ist y* < 0.
Im Gang der Aufgabe muB also f(h,) < O bleiben.

Durch Probieren finden Sie als ersten Naherungswert h, = 0,7. Die Funktions-
werte berechnen Sie mit dem Hornerschen Schema.

: ) | 2 ’ -
0,7 —0,127 —278 | — 0,047
0,653 0,000 |

Schon die erste Naherung fithrt zu einem ausreichenden Ergebnis. Nach der Auf-
gabenstellung geniigt eine Genauigkeit von zwei Dezimalen.

Das Wasser steht O 65 dm hoch.

Ubungen _
37. Eine Strecke | wurde n-mal gemessen und ergab auf Grund der unvermeidlichen
Meffehler die voneinander abweichenden Werte 1y, 1y, ..., l,. Aus diesen Beob-
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38.

39.

40.

41.

42.

108

achtungen ist ein Mittelwert x so zu bilden, daf die Summe aus den Quadraten
der Abweichungen der Mefwerte vom Mittelwert, also

n n
s=2 =2 (z —LB
i=1 t=1

etn Mintmum wird.

a) Beweisen Ste, dafi von allen Dreiecken mit gegebener Grundlinie a und
gegebener Hohe h das gleichschenklige den kleinsten Umfang hat!

b) Einem geraden Kreiskegel von der Hohe h und vom Grundkreisradius r ist
ein anderer gerader Kreiskegel einzubeschreiben, dessen Spilze vm Mittel-
punkt des Grundkreises des gegebenen Kegels liegt. Wie sind die Abmessungen
des einbeschriebenen Kegels zu wihlen, wenn sein Volumen ein Mazimum
werden soll? ‘

¢) Einem Halbkreis mit dem Radius r soll ein iiber dem Durchmesser stehendes
Travez eingezeichnet werden. Wie grof ist die zweite Grundlinie zu wdihler,
damit der Umfang des Trapezes einen Hdichstwert annimmt? '

a) Ein leuchtender Punkt ist vom Mittelpunkt einer Kugel d cm entfernt. Wie
ist der Radius der Kugel zu wdhlen, damit die beleuchietle Kugelkappe mig-
lichst grof wird?

b) In einer Nische einer senkrechten Wand steht ein Standbild von der Hohe
h = 2,6 m. Wie weit muf etn Beobachter von der Wand zuriicktreten, um
das Standbild am deutlichste zu sehen (d.h. unier einem maximalen
Winkel), wenn sich sein Auge a = 1,6 m und der Fuf des Standbildes
b= 8,8 m iber der Horizontalen befinden?

Ein zylindrischer, oben offener Behilter vom (lichlen) Inhalt V und der Wand-
stdirke a 1st mit moglichst wenig Material M herzustellen. In welchem Verhdlinis
miissen lichter Radius r und lichte Hohe h zueinander stehen?

Die Bremskraft einer Wirbelstromscheibenbremse in Abhingigkeit von der
Umfangsgeschwindigkeit v sei gegeben durch

K av

wo a >0 und b >0 und beide konstant sind. Welches ist die griptmigliche
Bremskraft?

Aus dres 15 cm breiten Blechstreifen soll eine trapezformige Dachrinne her-
gestellt werden. Stellen Ste den Querschwitt als Funkiion des Kantenwinkels ¢ dar!
a) Fig welchen Winkel ¢ wird das Fassungsvermogen etn Mazimum?



b) Wie grof ist der Winkel, wenn der Querschnatt 260 cm? betrigt? (Ste finden
100

die Bestimmungsgleichung sin® ¢p — 2—99 sing + 2= 0.
Setzen Sie zur Abkilrzung z = sin @ und losen Sie sodann die Gleichung mat
Hilfe des Newtonschen Niherungsverfahrens!)

43. Auf eimer schiefen Ebene von der Linge 1 soll
eine Kugel hinabrollen und sich dann waage-

recht weiterbewegen. Welchen Neigungswinkel /
muf die schiefe Ebene haben, damit die Kugel
moglichst wett rollt?

44. Bei Transformatoren wird das Innere einer
Spule (kreisformig) durch einen Eisenkern
von kreuzformigem Querschnitt ausgefillt
(Bild 62). Wie ist der Querschnitt des Eisen- \
kerns zu dimensionieren, damit der Quer-
schnitt maximal wird? Gegeben ist der Radius r Bild 62
der Spule. \

45. Ein 10 m breites Haus soll mit einem Giebeldach versehen werden. Welcher
Neigungswinkel st fiir das Dach vorzusehen, wenn das Regenwasser in kiirzester

Zett zur Dachrinne abfliefen soll?
Hinweis: Die Beschleunigung auf der schiefen Ebene mit dem Neigungswinkel « 1t
b=g-sine. '

46. Bestimmen Stie graphisch die Nullstellen der Funktion y = zsinz + z — 1/
Verbessern Sie mit dem Newtonschen Verfahren den Niherungswert der kleinsten

Nullstelle!

47. Bestimmen Ste (mit Rechenstabgenauigkeit) die in der Nihe von zy = 0,9
liegende Nullstelle der Funktion y = 23 + 2,6 x — 3,2/

48. Bestimmen Sie (mit Rechenstabgenauigkeit) die Abszisse des Wendepunktes der

4+ 2 /
72 4+ 2z —8°

l--\-—-l

X

l

Funktipn y =

5 Ableitung der logarithmischen und Exponentialfunktion

Neben den schon im Kapitel 3.7 behandelten trigonometrischen Funktionen, die
ebenfalls zu den transzendenten Funktionen zdhlen, sollen in den folgenden
Kapiteln Ableitungen von weiteren transzendenten Funktipnen behandelt werden.

5.1 Die Ableitung der logarithmischen Funktion y =In«

Sie gehen wieder von der Grundformel aus und bilden

Ay _ f(z+dx)—f(x) _ In(z+dz)—Inz
4z dz o 4z
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Imlnb—Jnc=1n%4n,wud

dy 1 z4+d4z 1 A4z
H~ﬂmﬁ7“7“@+ﬂ'

a4
Setzen Sie Az = % und beachten Sie, daB = -In b = In b» ist so wird

g2 2uft )~ dnfi+ ),

Da Ax=—:—ist, geht fiir 42—+ 0 n — oo. Das gibt

9 tim [ L1 (1 + 2}

dz n —> oo

Im Abschnitt 2.2 lernten Sie, daf lim (1 + 71;)” = e ist. Damit wird

n —» co
dy 1 .
Fri y’ = ?lne.

Also ist, wegen Ine =1,

(nazy =+ (19)

Dies ist eine der wichtigsten Ableitungen, die Sie sich fest einprigen miissen.
Zwischen natiirlichen Logarithmen und Logarithmen zur Basis a besteht eine
einfache Beziehung. Nach der Erklirung des Logarithmus ist

z=e2* und z=a%%
also gilt
elnz — g%ogs
Diese Gleichung liefert, logarithmiert zur Basis e,
Inz-lne=4dogz-lna
oder, logarithmiert zur Basis a,
In z - 2log e = alog z - %log a.

Es ist also, wegen Ine =1 und ¢loga =1,

“logz=lnx-l;1—a=lna:‘“loge.

Man nennt M = ﬁ = @log e den Modul' des Logarithmensystems zur Basis a.

1 jat.: modulus, MaB, MaBstab.
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Da ]ﬁ = dlog e eine Konstante ist, ergibt sich mit Hilfe von (19)

(dlog 7Y = —1— =+ -dlogee (192)

Fiir das praktische Rechnen sind neben den natiirlichen Logarithmen die Log-
arithmen zur Basis 10 (die Briggsschen Logarithmen) besonders wichtig. Formel
(19a) soll deshalb nochmals fiir diese aufgestellt werden.

, 1, 1 1 1
(lg z) = - lge = - 0,4343 = 210 = 7 2302, (19b)

Lehrbeispiel 60
Die folgenden Funktionen sind abzuleiten!

a) y=In(ax)

Losung:
Sie schreiben hierfiir y =Ina 4+ In 2. Wegen (Ina) = 0 ist

.

y=

8=

a+bz
b) y='lna—bz

Losung:

Sie schreiben y = In(a + bx) — In(a — bx). Nach der Kettenregel wird
, 1 1 1 1
y =a+bz'b_a—bw'(—b) =b(a+bz +a—bx)

a—bz+a+bz Y = 2ab .
(@+bdz)(a—bz) T et -2t

¢) y=bn(zx —7) —3In(x —2)

=b

Lésung:

Sie wenden die Kettenregel an und schreiben
b6 3 .1__5(:::—2)—3(43—'7)_ 2z 411
Y=z z—2 T T @—N@—9 = f£—9z+14

d) y=In(ln z)

Loésung:
Durch Anwenden der Kettenregel ergibt sich

t'hd
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¢)

Der ausfiihrliche Weg wiire:

y=Inz z =Inz,
dy _ 1 dz _ 1

dz~ 7z’ dz =z
dy _dy de 1

dz ~dz dz =z Inz

Wo und unter welchem Winkel schneiden sich die Kurven

y=fz)=hz und y=g(x)=lgax?

Losung:

Sie bestimmen zunéchst den Schnittpunkt der beiden Kurven (Bild 63).
Aus y =In z folgt x = e¥; aus y = 1g x folgt x = 10v.

Durch Gleichsetzung erhalten Sie ev = 10v.

Diese Gleichung kann nur bestehen fiir y = 0, denn dann ist e® = 10° = 1.

y={n x

y=lgx

Bild 63

Rechnerisch kommen Sie zum gleichen Ergebnis. Durch Logarithmieren zur
Bagis 10 erhalten Sie

y-lge =y 1g10,

y-lge =y,
y'lge_y=05

y-(lge—1) =0, [:(ge—1)
y =0.

Setzen Sie y = 0 in z = 10¥ ein, so ist £ = 100 = 1.
Beide Kurven schneiden sich in i’_(_l, 0)
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Sie bestimmen jetzt die Ableitungen und damit die Richtungsfaktoren beider
Kurven im Punkte P(1° 0):

f(x) =(nz) = f@)=1,d. h, tane; =1, ¢, = 45°;

g (@) =0gay =55 =2%8 ) 0434,
d. h, tane, = 0,4343, oy = 23° 28,
Aus Bild 63 lesen Sie ab, daB der Schnittwinkel der beiden Kurven sich ergibt
U =0y — 0y = 213 32,
1) y =Injf(z)
Losung:
Nach der Kettenregel ergibt sich
=i @

€]

_I'@®),

(Z)
Ubungen

Differenzieren Sie nachstehende Funktionen!
49.a) y=In(2®) b)) y=(nz2 ¢)y="logz

50. a) y=Inyz b)) y=ynz ¢) y= d) y=In ya2a® + b?

1
an_z:
51. a) y=Insinz b)y=Incosz ¢) y=Incos2zx

5.2 Logarithmische Differentiation

Funktionen der Form y = [g(«)]*® konnen nach den uns bisher bekannten
Differentiationsregeln nicht differenziert werden. Wie Sie in derartigen Féllen vor-
zugehen haben, soll jetzt an einem Beispiel gezeigt werden.

Die Funktion y = zsir= ist zu differenzieren.
Sie logarithmieren zunéchst die Funktion:
Iny =sinz-In 2.

Sie konnen beide Seiten nach x ableiter,, miissen aber beachten, daf das Glied
In y als Funktion einer Funktion von x nach der Kettenregel differenziert wird.
Sie erhalten

. 1
=cosw-lnx+smm-?-
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Hieraus folgt
y =y(cosx'lnx+%sinw)

. 1 .
=z’ (cos zln x + e x).

Auch bei Funktionen, die Sie nach den IThnen schon bekannten Regeln differen-
zieren konnen, ist es oft vorteilhaft, die logarithmische Differentiation anzu-
wenden. Wir wollen dies an einem Beispiel veranschaulichen.

Es sei u = u(x), v = v(x) und w = w(z), d. h., 4, v und w seien Funktionenvon z.
Sie sollen die Funktion

Yy=u-v-w
nach z ableiten.

Wiederum logarithmieren Sie die Gleichung:
Iny=hu+hov+Inw

Jetzt differenzieren Sie auf beiden Seiten nach x:
1

1, PRI S S
gy mu vty by
oder
, W v w’
y=y(G+5+%)
Fiir y wieder « - v - w eingesetzt und die Klammer ausmultipliziert, ergibt
y=u-v-wt+u-v- -wtu-v-w.

Dies ist die Thnen bereits bekannte Formel fiir die Differentiation eines Produktes
von drei Faktoren.

Lehrbeispiel 61

Die Funktion y = x= ist durch logarithmisches Differenzieren abzuleiten.
Lésung: . .

Sie logarithmieren: Iny=2z-lna

Auf beiden Seiten nach x differenziert:

vo._q. L1
y—l lnx—i-.'l? xv

Y =y(ne+1),
y = ne 1)
Lehrbeispiel 62 S
Es ist zu beweisen, daff (x") = n - 2" = fir alle positiven, negativen, ganzen und
gebrochenen n gilf.
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Losung:
Sie logarithmieren y = z* auf beiden Seiten: Iny =n-1n 2.

Sie differenzieren: ?11' Y =n- _31.,
1
y’ =n-y- 5"
Nun ist y = 27, somit folgt y =mn-ar—1,

Wir hatten bei der Ableitung keinerlei Bedingungen (auBer n = konst.) an n ge-
stellt; damit ist die Formel (2") = n - 2»~1 fiir alle positiven, negativen, ganz-
zahligen und gebrochenen n bewiesen.

Lehrbeispiel 63
Differenzieren Ste logarithmisch y = (sin z)c°® =/
Losung:
Sie logarithmieren und erhalten
In y = cos z - In sin z.

Daher wird
v L
v = sinz-Insin z 4 cos z - sinz " 608 7,
gy (P82 sin z In sin z),
Y =Y\%ne

(sm z)cos z (cos® x — sin? z - In sin )
= - ’

sin =

Y’ = (sin x)°* =1 (cos?x — sin®z - In sin z).

Lehrbeispiel 64
Differenzieren Sie logarithmisch y = 2 - sin x - cos =/

Lésung:

Es folgt
Iny =n-Inz 4 Insin 2 4 In cos z,
Y _,.1  cosz  —sinz
7—% z+sma:+ cosc

cos T sin z)

, .
y-a:”sma:cos:v( +sm—x cos z

=naz"lsin z cos £ + 2" cos? x — " sin® x
= na*1sin z cos z + 2 (cos? z — sin? z),

y = a1 (% .gin 2z + 2 - cos 23:).
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Ubungen
Differenzieren Sie logarithmisch
52.a) y=1a%-sinx-cosx b)) (Inz)y ==z

¢) f(x) =(x-sinz-cosx)® d) y= x_li

5.3 Die Ableitung der Exponentialfunktion
Mit Hilfe der logarithmischen Differentiation 148t sich die Ableitung der Exponen-
tialfunktion herleiten.
Sie logarithmieren y = a® und erhalten

Iny==z-lna.
Die Differentiation ergibt

%-y’ =Ina,
¥y =ylna

Nun ist y = a*. Damit erhalten Sie

(@°y =a*-lna i (20a)

Wihlen Sie e als Basis, setzen Sie also @ = e, so geht Formel (20a) iiber in
(e*) =e*Ine.

Da aber In e = clog e = 1 ist, wird

(e7) =e® (20b)

Dieses Ergebnis ist sehr bemerkenswert. Sie haben eine Funktion gefunden, die
differenziert die Funktioa selbst ergibt. Das gleiche gilt fiir alle Funktionen, die
aus y = e® durch Multiplikation mit einem konstanten Faktor a hervorgegangen
sind. Da ein konstanter Faktor beim Differenzieren erhalten bleibt, lautet die
Ableitung von y = a ¢* ndmlich ebenfalls ' = a e*.

Auf eine in manchen Biichern verwendete Schreibweise sei noch hingewiesen.
Um uniibersichtliche Exponenten zu vermeiden, schreibt man fiir e/® héufig
exp f(x). So ist z. B. exp sin « nur eine andere Schreibweise fiir e,

Lehrbeispiel 65
Yy = eaz+b
Losung:
Durch Anwenden der Kettenregel erhalten Sie
Yy =erTtb.g =gt =+0
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Lehrbeispiel 66
y = (e*)10
Losung:
Zwei Wege sind moglich.
Sie konnen die Kettenregel anwenden, indem Sie erst die duBere, die Potenz-
funktion, ableiten und dann die innere, die Exponentialfunktion:
y =10(e7)?- e* = 10(e7)’".
Sie konnen aber auch erst umformen in y = e'°* und dann die Kettenregel an-
wenden:
y =el0%.10 = 10e!0=
Die beiden verschieden geschriebenen Ergebnisse sind gleichwertig.
Lehrbeispiel 67

2 4+ 22 4 2

ez

Losung:

y = 2z + 2)e” — (2% + 22 4 2) €”

e2z

ef (22 +2 —2% —2x—2)

e?:c
, a2
y =—=
L
Lehrbeispiel 68
y=e
Losung:

Sie kénnen auch schreiben y = (), Diese Funktion ist nicht zu verwechseln
mit (e°)?, denn es ist (e°) = .
Sie konnen setzen

Y = €, z=¢"
. dy dz
Es wird i;= iz =
dy oZ
do =& ¢

Analog dazu ergibt sich fiir y = e*** die Ableitung

’ eT z

Yy =e* .t . e”

Lehrbeispiel 69
y=2°
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Losung:
y =2%.-In2 = 0,69315 - 2%

Lehrbeispiel 70

z

y_a
za
Losung:
, __6%lnag-28 —az.g: %1
= =

a‘-z"'i(z-lna—-a) a*(z-Inag —a)

mZa ) P

Natiirlich 168t sich auch hier die logarithmische Difterentiation anwenden:

Iny=2z-lna—a Ingz

1 , 1 zlna —a
—.yYy=ha—a->== —,
y z
, _a* zlna—a _a*(zlna—a)
y—;E T - za+l

Lehrbeispiel 71

Differenzieren Sie y = €*%.5in 22 — a®% . cos 21/

Loésung:

Sie wenden Produkt- und Kettenregel an:

y =€%-2.cos2z +2e%-5in2z —a?®-2(—sin22) —24®%-Ina - cos 27,
y = 2€2*%[cos 2z + sin 2z] + 2427 [sih 22 — In a - cos 22].

Ubungen
53. Differenzieren Sie:

eazT _ e—azx eazr + e—az

T
a)y:ez’ b)y:—g—, c)y=e"—e:'ﬁ’ d)y=.’l,‘~e¢.’

54. Differenzieren Ste:
a) y=-e2 b) y=e¥z, ¢) y=22 o= d) y= 2!

55. a) Welchen Winkel mit der positiv gerichtelen x-Achse bildet die Tangente der
Kurve y = e% an der Stelle © = 12
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b) Welchen Winkel mit der positiv gerichteten x-Achse bildet die Tangente der
Kurve y = a® an der Stelle x = 1, und welchen Wert erhalten Sie fiir a = 22

H
56. Die Magnetisierungskurve von Eisen sei gegeben durch B = ¢** " wo H die

magnetische Feldstirke, B die Induktion bedeutet; a und b sind Konstante. Fiir

welchen Wert von H hat die Permeabilitit u = % einen grofiten oder kleinsten
Wert2

5.4 Fehlerrechnung

Die Differentialrechnung und die logarithmische Differentiation leisten wertvolle
Dienste in der Fehlerrechnung. Bei Laborversuchen, Priiffeldmessungen usw. wird
auf Grund der unvermeidlichen MeBfehler niemals der wahre Wert einer zu
messenden GroBSe erhalten. Als MeBergebnis erhilt man immer nur einen an-
geniherten Wert. Die Abweichung des MeBergebnisses vom wahren Wert der zu
messenden Grofe hiingt von derr verwendeten MeBgeréiten und von der Versuchs-
anordnung ab. Man mul héufig mit Werten rechnen, die aus einer Messung
erhalten wurden und die deshalb nur néiherungsweise richtig sind. In diesem Falle
ist es wesentliech zu wissen, wie sehr die Ungenauigkeit eines MeBwertes eine
Rechnung in ihrem Ergebnis beeinflussen kann und bis zu welcher Dezimalstelle
das Rechnungsergebnis vom MeBfehler beeinflufit wird.

Die Abweichung eines MeBwertes @ vom genauen Wert a* der MeBgriBe nennt
man den Fehler des MeBwertes. Der Fehler ist also die Differenz a — a* zwischen
MeBwert und wahrem Wert. Da aber der wahre Wert einer MeBgriBe unbekannt
ist, 1iBt sich der wahre Fehler nicht genau angeben, der Naherungswert a nicht
korrigieren. Man kann aber angeben, welchen Wert der wahre Fehler dem Betrag
nach erfahrungsgemifB nicht iiberschreiten wird. Diesen Wert nennt man den
maximalen Fehler. Wir bezeichnen ihn mit Aa.

Der maximale Fehler ist der Betrag, den der wahre Fehler dem Betrag nach
nicht iiberschreitet.

Es gilt also |a —a*| < 4da. Das bedeutet, daB .der wahre Wert a* zwischen
a—Aa und a + da liegt:

a—Ada <a* <a -+ Ada.
In der Praxis gibt man einen MeBwert mit
a +da

an. Diese Schreibweise sagt aus, daB a ein Naherungswert ist, der vom genauen
Wert ¢* hochstens um Aa nach oben oder unten abweicht.
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Beisprel:

Ist der Durchmesser einer Stahlkugel mit d = (25 4~ 0,1) mm angegeben, so heifit
das, daB der Durchmesser mindestens 24,9 mm und héochstens 25,1 mm betrégt.
Die Angabe des maximalen Fehlers kann in verschiedenen Formen geschehen.
Man unterscheidet

1. den absoluten Fehler Aa,

2. den relativen Fehler AT:Z,
3. den prozentualen Fehler 42 100 %-.

a

Relativer und prozentualer Fehler werden héufiger gebraucht, da es in der Regel
auf das Verhdltnis des Fehlers zum gemessenen Wert ankommt.

Genaugenommen, miiBte der relative Fehler mit f:—f angegeben werden. Ist aber 4a klein

gegen a (und damit klein gez2n a*), so weicht @ nur um ein Geringes von a* ab. Bezeichnet

man mit ¢ die Verbesserung (Korrektion), die man zu a hinzufiigen mu8, um a* zu erhalten,
dann gilt

A__a _ da Aa _da 1
FTave T L& @ s
aft+7) 1+ 2
Wegen Aa < a, ist auch ¢ < a. Damit ist aber p ~ 1. FiirAa<<agi1t damit
da _da
a*  a

Fiir die Praxis ist also der relative Fehler fiir 4a < a mit %l hinreichend genau angegeben.

Wir wollen jetzt darauf eingehen, wie
y4 7 man die Differentialrechnung zur Feh-
lerbestimmung benutzen kann.
Es soll y = f(x) eine in einem be-
. ) stimmten Intervall stetige Funktion
--!7-—'——[ sein.

| Ist z mit einem MeBfehler Ax behaftet,

Y i so andert sich der Funktionswert y um

> 5 - Ay. Fiir kleine MeBfehler Az ist Ay ~
—T..__x__.— Ax=dx|,-— dy (vgl. Bild 64). Das Differential dy
Bild 64 148t sich aus dem Dreieck PRT be-

rechnen:
dy =tane - Az ={'(z)- Az.
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Fiir kleine MeBfehler Az gilt also

Ay ~f (z)- A=

(21a)

Bei sorgfaltiger Messung ist A hinreichend klein. Man kann daher mit Hilfe der
Formel (21a) Aussagen iiber die Genauigkeit eines Rechenergebnisses machen,
das aus einer Rechnung mit einer fehlerhaften GrioBe erhalten wurde.

Der relative Fehler ist gegeben durch

a1
=@ 4"

oder, falls Sie ihn in Prozenten p angeben wollen,

1(=)

p =" Az.100%

Lehrbeispiel 72

(21b)

(21¢)

Bei esnem Quadrat wurde eine Seite mit (b 4= 0,1) cm gemessen. Wie grofi ist der

Flicheninhalt und dessen Fehler?

Losung:
Flicheninhalt:- F =a?
Differentialquotient: g—i = 2a

Fehler des Flacheninhaltes AF = 2a - 4a.
Mit @ = 5 em, 4a = 0,1 em erhalten Sie

Fj»—25cm2 und AF%10~010m2=1:cm2.

Die Flache betriagt (256 4- 1) cm?.

Bild 65 zeigt Thnen die in der Aufgabe vorlie-

genden Verhéltnisse.

Den Hauptanteil am Fehler des Flichenin-

haltes haben die beiden Rechtecke a - Ada. Ist

Aa Klein gegen a, so kann Aa? vernachlissigt

werden. Das zeigt auch die Rechnung:

=(e+da =a24 2a-Ada + Aa2.

In unserem Fall ergibt sich
F=(2541+0,01) cm2.

Sie schen, daB Ada® = 0,01 em? unberiick-

S —

B

a-da

F—— A ——————]
Bild 65

dal

sichtigt bleiben kann. Das stimmt mit der Uberlegung iiberein, daB fiir kleines

Az der Fehler der Funktion 4y ~ dy ist.
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Lehrbeispiel 73

Bet einer Spiegelablesung mit Skala und Fernrohr wird bei festem Skalenabsiand
s= 2m der Ausschlag z = 250 mm mit einem moglichen Fehler von 4z = 1 mm
gemessen. Wie beeinflufit dieser Meffehler den Wert des Ausschlagwinkels o:?
Losung: '
Aus Bild 66 entnehmen Sie die Beziehung:

tan ¢ = —.
8
« ist von = abhiingig. Sie erhalten also
1 1
cosla " s
de _ 1. costa =+ L
dz s s 1+ tane
=< =
1+
da s-Adx
Ao ~ a—;c dz = ;z-|-—$z
Bild 66 _ 2000 - 1 mm?
- (4000900 + 62500) mm?
2000 1

= 2062500 ~ 2031
= 0,000492 2 142",
Der relative Fehler wird dann, da « ~ 7° 7,5’ A 0,124 35 ist,

4o 0,00049
= = 012435 ~ 0,004 = 0,4%.

Lehrbeispiel 74

Beim Messen von Zeiten mit der Stoppuhr sind Fehler von 0,1 Sekunden moglich.
Berechnen Sie den Fehler der Messung der Fallstrecke h betm freien Fall, wenn- die
Zeitmessung mit dem angegebenen Fehler behaflet ist!

Losung:

Esist h= %‘ &, daraus folgt &_:} =g-t

Da 4t = 0,1 s, erhalten Sie als Fehler:
Ah~g-t-Al=g-t-01s=098112-

=7

Wir wollen nun noch den relativen Fehler berechnen. Es gilt:
Ah _get-At 2.4t _ 023

_— —_— —_

,._IT 9 t 3

Sie erkennen aus dem Resultat:
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Der relative Fehler ist um so kleiner, je groBer die Fallzeit gewdhlt wird
<4h’—' ist der Zeit t umgekehrt proportional) .

Wesentlich einfacher gestalten sich aber die meisten Aufgaben zur Berechnung
des relativen Fehlers (sowie des prozentualen Fehlers) bei Verwendung des log-
arithmischen Differenzierens. Wie Sie gesehen haben, erhilt man aus einer
Funktion

y =1(2)
durch Logarithmieren In y =In {(2).
Beiderseitiges Differenzieren ergibt (da sowohl y als auch f(z) Funktionen von
z sind)

v
y

T i@
Da bei kleinen Abweichungen 4y
4y __dy
Az T dz =Y

ist, konnen Sie diesen Wert fiir 4’ in der vorstehenden Gleichung einsetzen. Sie
erhalten nach Multiplikation beider Seiten mit 4z

4y _f(z) 4z

v i@
Das ist aber wiederum Formel (21b).
Wenden Sie jetzt die logarithmische Differentiation auf die Aufgabe des Lehr-
beispiels 74 an!

Die Funktion lautete h = % 2.

Logarithmieren ergibt Inh=1In % +2Int.

Beachten Sie hierbei, da8 Sie die Konstaniten zu einem Logarithmus zusammen-
gefaBBt stehen lassen konnen, da eine additive Konstante sowieso beim Diffe-
renzieren gleich Null wird.

Nun differenzieren Sie:

14 1
=27
. , Aah
Sie setzen b’ =~ T und erhalten
Ah 2. At
e
Der Wert At = 0,1 s eingesetzt ergibt
Ah 0,28
e ==
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oder als prozentualen Fehler geschrieben

p= 91?5 1009, = ?(zs %.
Das ist aber das Ergebnis aus Lehrbeispiel 74. Sie erkennen deutlich die Ver-

kiirzung des Rechenganges bei Anwenden der logarithmischen Differentiation.

Lehrbeispiel 75

Um den Kyiimmungsradius einer Plankonvexlinse zu bestimmen, werden die Grofen
h =2 mm und s = 45 mm gemessen ( Bild 67 ). Mit welchem relativen Fehler ist das
Ergebnis fiir den Kriimmungsradius behaftet, wenn ber der Messung von h ein mai-
maler Fehler von Ak = 0,05 mm auftritt?

Lésung:
Bild 67 entnehmen Sie die Beziehung (Hohensatz):

($F =@ —hh=2rh—2

Also wird 2rh=he & = F
4h2 + s?
= 8
Sie erhalten durch logarithmische Differenti-
ation
Inr =In(4k% 4 s*) —In 8 — In b,
r" 8k 1
T AR+ R
Da mit Ak nur der Wert bekannt ist, den der
tatsdichliche MeBfehler dem Betrage nach
nicht iiberschreitet, konnen Sie dement-
sprechend auch nur den Wert angeben, den
der Fehler des Kriimmungsradius dem Be-

trage nach nicht iiberschreitet. Deshalb ist

fiir Ar und damit % als Ergebnis der absolute Betrag des errechneten Wertes
anzugeben.

Nk

Bild 67

Es ist also
Ar P 8h 1 = 4—h2 —sz
T Ty e h Ah = ! 4R+ hs? |’ Ah
Ar 116 —2025 10045 A Q4R 0
v |82+ 4080 ’ F0.05 = — gy~ 00246 £ 2,459

Der Kriimmungsradius ist mit einem Fehler von rund 2,5 %, behaftet.
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Ubungen

57. a) Der Radius einer Kugel ist mit r 4+ Ar gemessen. Welchen Einflufs hat der
Mepfehler auf die Berechnung des Volumens?

b) Dre grofte Querschm'ttsﬂdche einer Kugel soll um 4 %, vergrifert werden. Um
wieviel Prozent dndern sich der Kugelradius und das Kugelvolumen?

58. Die Spannung eines von Gleichstrom durchflossenen Leiters mit dem Wider-
stand. B = 10 Q wird mit Hilfe des Ohmschen Gesetzes bestimmt. Wie grof ist
der prozentuale Fehler von U, wenn bei der Messung von I = b A ein maximaler
Fehler von AI = 0,2 A angenommen wird?

Wiederholungsaufyaben zu 5.1 bis 5.4
Bilden Stie die erste Ableitung von folgenden Funktionen:
59.a) 20) =In(t+y1+#) b) y=Insinz:lncosz ¢) y= ln(cos %)2

y— . Va+bz—Va
d) y=ml] =, e) f(z) =In VattatTa
60. a) y=a=sn® b) f(x) =2%-sinz-2* ¢) y = (sinx)in=

61. Welchen Anstieq besitzt die Funktion y = (222 — 8) In 2z an der Stelle x, =0,5
und wie lautet die Gleichung der Tangente an dieser Stelle?

62. Die Funktion y=1In ﬁ;—l soll auf Nullstellen, Pole, Extremwerte, Wende-

punkte und Verhalten tm Unendlichen uniersucht werden. Der Verlauf der Kurve
ist z2u zeichnen.

63. Differenzieren Sie die folgenden Funktionen!
a) y = :;:—% b) f(x) =e*-Inz  ¢) 2(t) = ein*?
d) y=a-a°e* e) g(z) =sinz-esinz’

64. Uniersuchen Ste die Funktion y = e—* - (1 — «?) auf Nullstellen, Pole, Extrem~
werte und Wendepunkte.

65. Diskutieren Ste die Gaufische Fehlerkurve y = e/

66. Fiir die Schwingungsdauer eines mathematischen Pendels gilt die Beziehung
T = 27z~'/ /gi ‘Die Limge des Pendels soll durch Bestimmung der Schwingungs-

dauer ermittelt werden. Wie grofi ist der prozentuale Fehler, wenn bev der Be-
stimmung von T = 2s ein Fehler von 0,1 s angenommen werden kann?
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67. Der Winkel o = 45°, der von den Strecken CS und BS (s. Bild 68) eingeschlossen

c. s wird, konnte mit einem Fehler von 10’ gemessen werden.

BS =100 m,y = 90°. Wie grof ist der prozentuale

Fehler bei der Bestimmung der Strecke CS?2

68. In einem Dreieck ABC sind a, b und der Winkel y
gemessen. Welchen Einflufi hat ein Meffehler Ay
auf die Berechnung der Seite ¢, wenn a und b als fehler-
frei angenommen werden kinnen ?

(=100 m

69. Aus festerBasis b und dem gemessenen ,,parallakti-
schen'* Winkel y (Bild 69) soll die Strecke s berech-
net werden.

a) Wie grof3 ist der Fehler As, wenn y mit dem Fehler
Ay gemessen wurde?

b) Wie genau muff der parallaktische Winkel y ge-
messen werden, damit sich fiir eine Strecke
s =100m und die Basis b =2m ein maxi-
maler Streckenfehler As = 0,03 m ergibt?
Anleitung: Fir kleine Winkel y kann man

Bild 69 siny ~ 233 setzen.

ITl. Grundregeln der Integralrechnung

6 Die Integration

6.1 Die Integration als Umkehrung der Differentiation. Das unbestimmte
Integral

Bisher haben Sie zu jeder Rechnungsart die entsprechende Umkehrung kennen-
gelernt, also die Rechnungsart, durch deren Anwendung die vorhergehende
wieder aufgehoben werden kann (z. B. Addition und Subtraktion, Multiplikation
und Division usw.). In den letzten Abschnitten beschiftigten Sie sich mit der
Differentialrechnung — jetzt sollen Sie die dazugehorige Umkehrrechnungsart,
die Integralrechnung! studieren.

Sie stellen sich also die Aufgabe, zu einer gegebenen Funktion f(z) eine neue
Funktion F(z) zu finden, und zwar derart, daB ihr Differentialquotient

1 lat.: functio integra, die unversehrte Funktion, im Gegensatz zur abgeleiteten Funktion
(lat.: functio derivata).
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d
a—fl" ..
Sie kennen den Differentialquotienten einer Funktion und suchen nun die
Funktion selbst.

F(z) = F'(x) mit der vorgegebenen Funktion f(2) iibereinstimmt. Das heiit:

Symbolisch dargestellt heiBt das:
gegebene Funktion:  f(z),
gesuchte Funktion:  F(z),

Zusammenhang: F' (2) = {().
Beispiel:

Gegeben: f(z) = z*

Gesucht ist die Funktion, deren Differentialquotient gleich 2? ist.

Da sich bei der Differentiation einer Potenz der Exponent um 1 vermindert,
mubB sich bei der Integration der Exponent um 1 erhéhen. Sie kommen damit
im Beispiel auf 25 Das kann aber noch nicht die Losung sein, denn die Diffe-
rentiation ergibt 5% Den stérenden Faktor 5 konnen Sie zum Fortfall bringen,
wenn Sie als Losung schreiben:

Flo)=%-

Probe: F(z) =2t =f(2)

Gewohnen Sie sich von vornherein daran, nach jeder Integrationsaufgabe die
Probe durchzufiihren, indem Sie das Ergebnis differenzieren.

Leibniz legte 1675 fiir diese neue Rechnungsart das Integralzeichen fest. Er
schrieb

[1(@) dz = F(a)
(lies: Integral f von « dz oder auch Integral iiber f von z mal d z).

Den Sinn dieser Schreibweise werden Sie in 6.6 erkennen. Fiir Sie ist es vorldufig
wichtig zu wissen, daB dz angibt, daB z die Integrationsverdnderliche darstellt.

Die gegebene Funktion f(z) heit Integrand,
die gesuchte Funktion F'(z) heiBt Stammfunktion.

Dempach konnen Sie nun fiir das Beispiel schreiben:

y[z‘*dx:%s~
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Ist aber %s auch wirklich die einzige Lisung?

Sind nicht auch %5 -+ 4 oder %5 — 5 Losungen fiir f A dy?

Fiihren Sie die Probe durch, indem Sie die soeben gefundenen Ausdriicke differen-
zieren. Sie erkennen, daB sich als Differentialquotient wiederum der gegebene
Integrand 2* ergibt. Was geschieht denn mit den Konstanten + 4 bzw. — b bei
der Differentiation? Sie fallen als additive Konstanten weg, miissen also beim
Integrieren wieder hinzugefiigt werden. Da Sie aber dem Integranden nicht an-
sehen konnen, welchen Wert diese Konstante besitzen mu8, folgern Sie, daf die
Integration nicht nur eine, sondern beliebig viele Losungen ergibt. Alle diese
Losungsfunktionen unterscheiden sich nur durch eine additive Konstante, die
Integrationskonstante. Sie soll fortan mit dem Buchstaben C gekennzeichnet
werden. Als allgemeine Losung schreiben Sie deshalb

[a:‘dx:%s+0.

Wir fassen alles symbolisch zusammen:

[#a) da =F(@) + C fir F'(2) = (a) (22)

Die Unbestimmtheit von C (es kann ja alle moglichen Werte annehmen) gibt dem
Ganzen seinen Namen: das unbestimmte Integral.

i Das unbestimmte Integral / f(z) dx setzt sich in seiner Losung aus der

Stammfunktion und der Integrationskonstanten zusammen.

Geometrisch kénnen Sie sich die Bedeutung von C gut erkléren.

Zeichnen Sie die Kurven y = %5 +CmitC=—1,0, +1, + 2.

Wie Sie wissen, bewirken die verschiedenen C-Werte Parallelverschiebungen der
Kurve y = ‘%5 lings der y-Achse (Bild 70). Selbstverstindlich haben dann diese

Kurven fiir gleiche Werte von z auch parallele Tangenten, also gleichen Anstieg.
Analytisch ist aber der Tangens des Tangentenwinkels durch den Differential-
quotienten gegeben, folglich haben alle diese Kurven als Kurven des Integrals

~

/ f(z) dz den gleichen Differentialquotienten y' = a2
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6.2 Die Grundintegrale

In der Integralrechnung lassen sich (analog zur
Differentialrechnung) die meisten Integranden
auf eine Anzahl von Grundtypen zuriick-
fiilhren. Diese Grundintegrale sollen jetzt der
Reihe nach aufgestellt werden.

Wie Sie ohne weiteres erkennen, ergibt sich

/‘ z’n+’.
J " d.’l’ = ”—_I_—i + C,

.

denn fiir

gt . ,

F(x) = ﬁ_-l:_l -+ Cist F (w) = "

Ist das aber fiir alle Werte von n giiltig? Eine
Ausnahme mufl gemacht werden. Denken Sie
daran, daB Sie niemals durch Null dividieren
diirfen! Der Ausnahmefall ergibt sich also fiir
n +1 =0 oder n =— 1, denn damit wiirde
der Nenner der Stammfunktion den Wert 0

annehmen. In diesem Fall ist f(x) = -i‘— und
F(z) =In| z|.

Sie miissen hierbei stets mit dem absoluten
Betrag von x rechnen, da sich die Logarithmen

Bild 70

negativer Zahlen nicht durch reelle Zahlen ausdriicken lassen. Es ist also

f%dw=ln| 2| +C.

Fassen Sie die beiden wichtigen Grundformeln (Grundintegrale) zusammen:

/—i— dez=In|z| +C

i .

(23)
(24)

Lehrbeispiel 76

1
Berechnen Sie | z; dx!

1
Losung: o de= [z‘“ dz
Sie wenden Formel (23) an. Hier ist n = — 5,
n+1=—4.
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Damit wird

_ z—4 1
1 1
zb dz = — i + C.
Probe:
—4
F@p=—%+C
F@a)y=z5= %
Lehrbeispiel 77
Berechnen Sie / dz/
Losung:
Als Integrand miissen Sie hier f(z) =1 = z° ansetzen.
fda;=fx°da: Hierist n =0, n 4+ 1 =1,
wl
fa;" dz =7 +C
]dx =z+4+C

Fiihren Sie die Probe durch!
Lehrbeispiel 78
Berechnen Sie f Vo da!

Losung:
/ﬁd:c=fa:‘%dw Hieristn=%,n+l=%-

Lehrbeispiel 79
Berechnen Sie f dz

V22
Losung:
dz _'i' ] 1 —__2_ =
i/§=/x dz Hier ist n = 3,n-i—l

|
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/z‘*dx=£ﬁ +C=3¥z+C
3
2 _3iz+0
=
Nehmen Sie jetzt eine Zusammenstellung der Differentialquotienten der ver-
schiedenen Funktionen zur Hand! Lesen Sie diese Formeln in ihrer Umkehrung!
So bekommen Sie beispielsweise aus

Yy =—Ccoszx Yy = +4sinzx
durch Umkehrung '
sin xdax - — cos « + C. (25)

Verfahren Sie in der gleichen Weise weiter, dann erhalten Sie die weiteren Grand-
integrale.

fcos:vdx:sinx-l—c (26)
fsi‘;’,‘x =/(1 +cottz)dz = —cot x + C @D
fc-:s%x =/(1+ta.n3a:)d:c= tanx + C (28)
[erds=etc (29)
Ubungen
Lisen Sie die folgenden unbestimmien Integrale!
70. a)ja:sdw b)ja;’ dz c)fa:‘dx d) [a:sda;

71. a)/i‘; b)/% c)f%,f d)f%dx
72. a)j/ﬁda: b) fﬁdx c)/]/ir:—3 dz d)fmzilﬁdx

dz dz fa Yt
73. a) = b) 7 ¢) fi/? dz d) fza dz

6.3 Grundformeln der Integralrechnung

Im ersten Abschnitt haben Sie die Integralrechnung als Umkehrung der Diffe-
rentialrechnung kennengelernt. Wird démnach eine Funktion erst integriert und
anschlieBend wieder differenziert, so muB die urspriingliche Funktion wieder er-
scheinen, Symbolisch 148t sich dieser Sachverhalt folgendermaBen ausdriicken:

13/ 1@ da = f(a).
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Das ist nicht etwa eine neue Formel, sondern nur eine andere Darstellung des in
Formel (22) gegebenen Sachverhalts.
Mit dieser Darstellungsweise lassen sich kurz zwei wichtige Grundformeln der
Intngralrechnung beweisen.
a) Konstanter Faktor
Ist der Integrand mit einem konstanten Faktor multipliziert, so kann der
Faktor vor das Integral gesetzt werden.

fa (@) de = aff(w) do (30)
Differenzieren Sie zum Beweis beide Seiten der Formel:

linke Seite: %fa f(z)dz = af(x),

rechte Seite: ¢TdE aff(x) dz=a a%ff(w) dz =a f(x).

Bei der Differentiation der rechten Seite war zu beachten, daf ein konstanter
Faktor beim Differenzieren erhalten bleibt und demnach vor das Differentiations-
symbol gesetzt werden kann.

Lehrbeispiel 80

Berechnen Sie / 4z5dx!
Losung:

f4x5dx=4/x5dw=4%°.+0

f4w5dw=§x°+0

Fiihren Sie die Probe durch!
b) Integral esner Summe

Eine Summe wird integriert, indem man jeden Summanden einzeln
integriert.

[1@) + 9(@) do = [ (@) do + [ g(a) ds (81)

Dieser Satz folgt unmittelbar aus der Regel fiir die Differentiation einer Summe.
Sie fithren den Beweis, indem Sie beide Seiten differenzieren:

linke Seite: - JU@) + 9@ do = f(a) + g(a),

rechte Seite: dd:i lff(x) dz +fg(x) dx} = (%;]f(:c) dz 4 dizfg(w) dz
= f(2) + 9(%).
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Aus der Gleichheit der Differentialquotienten der beiden Seiten von (31) konnen
Sie nun wieder auf die Richtigkeit von (31) schlieSen.

Lehrbeispiel 81
Berechnen Sie f (2® + o?) da!

Losung:

Es ist iiblich, nur eine Integrationskonstante zu schreiben, da ja urspriinglich von
esnem Integral ausgegangen wurde. Sie konnen sich das auch folgendermaBen
erkliren: Die beiden Integrale der rechten Seite ergeben die Integrations-
konstanten C, und C,, die Sie aber zu einer gemeinsamen Konstanten C zusam-
menfassen konnen.

f@m+mdx=fﬁdx+fﬁdx

T +HO+F 40 C+C=C
zt |zl

=7t+3+C

Lehrbeispiel 82

Berechnen Sief(xz +z— %) dz!

Losung:
[(wz +x——%)dw=fw2dx +fwdx—/d7¢

3 2
=% +%—ln| z| +0C

Verkniipfen Sie die unter a) und b) gebrachten Regeln im folgenden Beispiel!
Lehrbeispiel 83
Berechnen Sie [ (82 + 42— 3)da!
Losung:
/(8933 + 4z —3)dz =j.8:v3 dz +/4azdw—f3da;
=8/x3dw+4fwdw-—3/dx
zt z?
=2zt +22° —32+0C
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Lehrbeispiel 84
Berechnen Sie f (3 cos z — 4 sin z) da/
Lésung:

[(3cosx—4sinx)da: =/3'cosa;dz—f4sinxda:
=3fcosxd:c—4fsinxdz

—3sino+4cosz+0C
Ubungen
74 a) [t —32 —2c + 8) da b) [(2a®—62°— 55— 2)da
75.0) [2+2—2)da. D) [(22+ 3 — 2)de
76. a) [(1 +27a) da b) (41@—51/:2)(13
. “)f(;—;—,%)d’ (3z1/§ 2z=}/
78. a)/(a:z-'—?»)zdz b)/ b — )

Anleitung: Bilden Sie zuerst die Quadraie.
sinz cos?z

Zusammenfassung
Die Integralrechnung stellt die Umkehrung der Differen'tialrechnung dar.

Unbestimmtes Integral: f f(x)de =F(z) + C

Dabei ist der Integrand /() gegeben, wihrend die Stammfunktion F(z) so ge-

sucht ist, dal " (x) = f(2) ist.
C ist die willkiirliche Integrationskonstante.
Fiir die Durchfithrung der Integration gelten die Sétze: f

Ein konstanter Faktor kann vor das Integralzeichen gesetzt werden. Eine Summe

wird gliedweise integriert.

6.4 Das bestimmte Integral

Im Abschnitt 6.1 haben Sie eine geometrische Deutung des unbestimmten Inte-
grals kennengelernt. Danach ergab sich bei der unbestimmten Integration infolge
der Willkiir der Integrationskonstanten C eine Schar parallel verschobener Kurven.
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Jetzt soll die Aufgabe gelost werden, jeweils eine bestimmte Kurve aus der Schar
herauszugreifen. Die Aufgabe ist gelost, wenn es gelungen ist, den zu dieser Kurve
gehorigen Wert der Integrationskonstanten zu ermitteln. Natiirlich bedarf es dazu
einer Angabe, welche die gesuchte Kurve festlegt. Ausreichend dafiir ist die
Kenntnis eines Punktes der Kurve.

Danach muB dann die aus dem Integral / f(x) dz hergeleitete Funktion F(z) 4+ C
filr ein bestimmtes = einen bestimmten Wert annehmen.

Es soll z. B. aus der im Bild 70 dargestellten Kurvenschar die Kurve hervor-
gehoben werden, die durch den Punkt (1; 3) lduft. Es muB} also

/’.x“dw = %, +C

fiir £ = 1 den Wert 3 annehmen. Daraus folgt mit
. I8 14
3=¢+0C, C=%
als Losungsfunktion
_ 1
=5 T3
Im nichsten Abschnitt ist insbesondere der Wert © = a gegeben, fiir den dic
Losungsfunktion den Wert 0 annimmt. Damit folgt allgemein aus

[f(z)de =F(z) + C,
' 0 =F(a) + C,
also C =—F(a),

wobei F (a) bedeutet, daB fiir z der Wert a in der gefundenen Stammfunktion
eingesetzt worden ist. Die geforderte Losung lautet
[ f(2) dz = F(2) — F(a).

Da jetzt die willkiirliche Integrationskonstante durch den Wert — F(a) ersetzt
worden ist, nennt man dieses Integral das bestimmte Integral. Die hierzu
immer erforderliche Angabe des Wertes x, fiir den die Losung den Wert Null
annehmen soll, macht man am Integrationszeichen selbst in der Form

=P —F@

[ @) dz =

oder kiirzer

= F(z) —F(0)

€T
a

[#a) 4 = P&

kenntlich [lies: Integral f(z) dz von ¢ bis z]. Der jeweils in der Mitte stehende
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Ausdruck soll dabei andeuten, daB zundchst (wie beim unbestimmten Integral)
die Stammfunktion zu bilden ist, in die dann nacheinander die ,,obere Grenze* z
und die ,,untere Grenze a eingesetzt werden. Von beiden Ausdriicken ist dann
die Differenz zu bilden. Sie erkennen, da8 die Lisung eines derartigen hestimmten
Integrals eine Funktion der oberen Grenze darstellt, dern Differentialquotient
gleich dem Integranden ist.

Lehrbeispiel 85

Es ist/(2w 4-1) d 2u lisen!

Lésung'

f(2x—|—1)dx_(w2-|—x) —2 o (242
——:1;2+x——6
Probe:

1. Die Differentiation der Losung ergibt 2z + 1.
2. Setzen Sie fiir z den Wert 2 ein, so nimmt die Losung den Wert Null an.

Lehrbeispiel 86
.. . Idz/
Lésen Sze[;-
1

Losung:

dz

— =] a:l =In| 2] —In1 =1n| z| (lnl1=0)
1

1
Fiihren Sie selbst die Probe durch!

6.5 Flichenberechnung durch Integration

v A@'\ Sie lernen jetzt eine weitere wichtige
/ Anwendung der Integralrechnung ken-
nen. Dazu soll die gegebene Funktion
y = f(x) als Kurve dargestellt sein
(Bild 71). Vor Ihnen steht die Auf-
é gabe, den Inhalt der Fliche zu er-
mitteln, die von der Kurve y = f(z),
—0 f » der z-Achse und den zu z = a und
xa x=0 %z = b gehorenden Ordinaten begrenzt
wird. Der Flicheninhalt sei mit @ be-

Bild 711 zeichnet.
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Bei gegebener Begrenzungskurve y = f(z) ist selbstverstidndlich der Flachen-
inhalt @ von der Wahl der beiden seitlichen Begrenzungslinien abhingig. Diese
Abhingigkeit sollen Sie untersuchen, indem Sie die rechte Begrenzungslinie
parallel verschieben. Halten Sie dazu die linke Begrenzungslinie, die uniere
Grenze a, fest, wihrend Sie die obere Grenze b als verdnderlich ansehen.

Bezeichnen Sie letztere deshalb mit z, wie es im Bild 72 geschehen ist. N

Damit hingt nun der Flicheninhalt 3

von der jeweiligen Lage der oberen d (
Grenze z ab: Der Flicheninhalt ist eine
Funktion der oberen Grenze z. Kenn-

zeichnen Sie das kurz symbolisch durch ytay
@ = @ (x). Lassen Sie nun die obere b 0o 29

Grenze x um 4z wachsen. Dabei wird

dann die Ordinate y um Ay und der | - ax _
Fliicheninhalt @ um A @ wachsen. Wie ‘—ll' xsa X xebX X
Sie aus dem Bild 72 ablesen kionnen, ist Bild 72

der Flacheninhalt des Streifens nicht
Kleiner als der des Rechtecks mit der Hohe y und der Breite A z, aber nicht gro8er
als der des Rechtecks mit der Hohe y + Ay und der gleichen Breite 4.

Es ist also ydoe < AD <(y+A4y)-Ax.

Dividieren Sie diese Ungleichung durch den positiven Wert A z:

AP
y<4, =y+4y.

In der Mitte der Ungleichung steht jetzt der Differenzenquotient —i‘-'g - Lassen
Sie nun Az gegen Null laufen, dann geht dieser Differenzenquotient in den

Differentialquotient %% = @' () iiber, wihrend 4y verschwindet.

Die daraus entstehende Ungleichung

ysd )<y
kann aber nur dann bestehen, wenn
y = (2 oder, da y = {(z),
f(z) = @ (%) ’

ist.
Fassen Sie das bisherige Resultat zusammen: Der Differentialquotient @’ () der

Flachenfunktion @ (z) wird durch die Funktion f(x) der begrenzenden Kurve dar-
gestellt.
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Auf Grund dieses Zusammenhanges und der Definition des Integrals ergibt sich
tiir die Flachenfunktion

o (z) =f]‘(a:)dx=F(:v) +C.

Hier kann es sich aber nur um ein bestimmtes Integral handeln, denn C kann
keinesfalls willkiirlich sein, da ja doch der Fliche ein ganz bestimmter Flichen-
inhalt zukommt. Nun ist aber zur Festlegung des bestimmten Integrals eine
Zusatzbedingung erforderlich. Sie gilt es jetzt zu ermitteln. Verschieben Sie dazu
die rechte Begrenzungslinie soweit nach links, bis sie mit der linken zusammen-
fillt. Die Fliche ist dann zu einer Strecke entartet und hat den Inhalt Null.
Damit steht auch schon die gesuchte Bedingung fest: Fiir £ = ¢ mu8 der Flichen-
inhalt, also die Losung des Integrals, den Wert Null annehmen. Auf Grund der
Betrachtungen im vorhergehenden Abschnitt ist damit

@ () =ff(x) dz = F(z) — F(a).

Legen Sie nun die rechte Begrenzungslinie wieder fest, so haben Sie fiir die obere
Grenze = den Wert b einzusetzen und erhalten endgiiltig fiir die Fliche @

" =F()—F(a) (32)

¢'=/i(w)dw —F(2)

Danach haben Sie also zur Berechnung der Fliche @ in die gefundene Stamm-
funktion einmal fiir # die obere Grenze (z =b) und dann die untere (z = a)
einzusetzen und von beiden so gefundenen Werten ¥ (b) und F(a) die Differenz
zu bilden.

'y Lehrbeispiel 87

44y  Berechnen Sie den Inhalt der Dreiecksfliche,
die durch die Gerade y = x, die z- Achse und
die Parallele zur y-Achse im Abstand 4 ge-
bildet wird!

Kurz: Berechnen Sie den Flicheninhalt
unter der Geraden y = x zwischen den
Grenzen a = 0 und b =4 ( Bild 73)!

Losung:

In diesem Beispiel ist also f(z) = «. Der
Flidcheninhalt ergibt sich aus dem be-
stimmten Integral.

X
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Haben Sie auf den Achsen cm aufgetragen sowie a und b in cm angegeben, so
hat die Fléche den Inhalt 8 cm2.

Priifen Sie das Resultat mit Hilfe der Elementar-Mathematik nach!

Lehrbeispiel 88
Berechnen Sie den Trapezinhalt unier der Geraden y = 4z 4 3 zwischen a =1
und b =3/

Lésung:

3 3 3
i/(4x+3)dx=1/4a:dx+lf?>dx

3 3
=41[a:dx+3l[dz

3+3a:

1
—2.32—2.1243.3—-3-1
—2(09—1)+33B—1)

2 3
=4
2 1

3
f(4z+3)dm=£
1

Sie konnen auch schreiben: = <4%z + 39;)

=232 +3-3)—(2-1243-1)
=22

3
1

Zeichnen Sie die Flache und priifen Sie das Ergebnis mit den Formeln der Plani-
metrie nach!

Lehrbeispiel 89

Berechnen Sie den Flicheninhalt unter der Parabel y = 2a? fiir das Intervall
0<z<4(Bild74a)!
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Losung: 4
222dz =2 [ 2% dx
[220=2]
2 |4
:—3—x3 .
2 2
=g#—30
4
fozdw——l—g—
H =

Wie groB ist der Inhalt des umschriebenen Rechtecks OQPP’?

Wiihrend die Grundlinie gleich 4 ist, berechnet sich die Héhe aus y = 222 zu
2 . 42 = 32. Die Rechtecksflédche hat den Inhalt 128. Die Fliche unter der Parabel
ist demnach gleich dem dritten Teil der Rechtecksfliche. Gleich werden Sie die

~ Frage erheben, ok das nur speziell
vi W, fiir die Parabel y = 2a? gilt oder
pl Y ob das fiir alle Parabeln Giiltigkeit
—-= P-32) ot
30+ )
Priifen Sie das an der Parabel y = ¢ 22
mit der unteren Grenze O und der
oberen Grenze z, nach (Bild 74b)!
20+ ‘
y
70+
8|
6.
4
21 &
U + o 0
7 2 3 4 X

Bild 74a Bild 74b

I T,

jcxzdx—c[xzdx

3

|
|
|
|

x3
|0
3

w|g w|a o
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Eliminieren Sie daraus ¢, indem Sie beriicksichtigen, da8

Iy = Y1
Y, = cx,% oder ¢ = o ist.

" . _ Wzt
Flacheninhalt = S0,

1
=30
Damit haben Sie gefunden: Der Fliacheninhalt unter der Parabel ist % des

Inhaltes des umschlieBenden Rechtecks, oder: Die Parabel teilt die Rechtecks-
fliche z; ¥, im Verhéltnis 1: 2.

Lehrbeispiel 90
Berechnen Sie die Fliche unter der Sinuskurve zwischen a = 0 und b =z (Bild 75)!

Bild 75
Losung: /". -
sin xdx = — cos z |
o 0
= — cos 7z — (— cos 0)
—— (D=
/sin zdr =2

0
Achten Sie auf die Vorzeichen!

Bei der Auswertung des bestimmten Integrals konnen Sie auch so verfahren,
daB Sie das Minuszeichen und auch eventuelle Faktoren ausklammern:

T
. | 7
/sm zdox =—cosz| = -—(coszw—cos0) =2
0 o
Dieser 2. Weg ist sicherer.

Beachten Sie den Umstand, dal der Flicheninhalt durch eine einfache rationale
Zahl angegeben wird, obwohl die Begrenzung durch eine Kurve erfolgt, die durch
eine transzendente Funktion gegeben ist.
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Lehrbeispiel 91

Wie grop 1st die Fliche unter der Parabel
Yy = 2% zunschen a = — 3 und b = + 3
(Bild 76) 2

Losung:

Auffallend hierbei ist die Beziehung
zwischen den Grenzen: a = — b, Obere
und untere Grenze sind bis auf das Vor-
zeichen gleich.

Schon das Bild 76 sagt [hnen, daB8 die
Flédche von der y-Achse halbiert wird, denn
C die Kurveniste liegen links und rechts
3 3 symmetrisch zur y-Achse. Linke und rechte
Begrenzung sind gleich weit davon ent-
Bild 76 fernt. Demnach kionnen Sie rechnen

Ve 2

=1

+8 3
—!x’dx=2ofa:2dz,

8
2 3 2
2fx2dz=§ms S =@,
0
+3
/wzda: =l_§.

-3
Priifen Sie das Ergebnis nach, indem Sie das linke Integral ohne die Verein-
fachung berechnen. Achten Sie dabei auf die Vorzeichen beim Einsetzen der
unteren Grenze!
Allgemein kénnen Sie bei allen geraden Funktionen so verfahren, wenn das
Integrationsintervall durch den Koordinatenursprung halbiert wird, wenn also
a = — b ist.
Das Kennzeichen fiir gerade Funktionen ist (vgl. Abschnitt 1.4):
f(—2) = ().
Diese Bedingung ist in dem letzten Lehrbeispiel erfiillt, denn die Funktion y = 2*
ist gerade:
(— )2 = 22
Ist der Integrand eine gerade Funktion, d.h.,erfiillt er die Bedingung
f(— ) = f(z), so gilt

7/@) d:c‘== 2 [ f(2) da (33)
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Lehrbeispiel 92

+ =
2

Berechnen Sie f coszdz/

n
—_—

2
Losung:
Es gilt: cos (— z) = cos z.

n n
*+3 3

fcos zdzr = 2fcos zdz
0

n

|
o]

=2sipa:lz = 2(sin 7 —sin0) = 2(1—0)
. 0

cos zdz =3

+
a\mla

2
Fiir die Berechnung von Flicheninhalten durch Integration sind noch einige Be-
sonderheiten zu beachten, auf die Sie in den folgenden Merksitzen dieses Ab-
schnittes aufmerksam gemacht werden. )
In Bild 77 sei mit & der Flicheninhalt  y} 5
der Gesamtfldche bezeichnet, wihrend
&, und P, die beiden Teilflichen kenn-

zeichnen sollen. Dann gilt
D=0, + 0, 6 P o

Driicken Sie die Flidcheninhalte durch —+ . -—

die ihnen entsprechenden bestimmten a 0 ¢ ¥
Integrale aus, so erhalten Sie Bild 77
e b [4
[t@)ds = 1@ dz + [ () dz (34)
a [ b

Das Integrationsintervall kann in Teile zerlegt und die Funktion iiber die
einzelnen Teilintervalle integriert werden.

Vertauschen Sie die Grenzen des bestimmten Integrals
, ,
[H(z)dz =F ) — F(a),

10+

143



so wird

[ 1) dz = F(@)— F(b) = — [F(5) — F(a)].

Vergleichen Sie die rechten Seiten der letzten zwei Gleichungen, so erkennen Sie:

80.

81.

82.
83.

84.

85.

86.
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Vertauscht man die Grenzen eines bestimmten Integrals, so muBl das Vor-
zeichen des Integrals geéndert werden.

/b f(z)dz = — f f(z) dz (35)

Ubungen
Priifen Ste Formel (35) an den Integralen
3

1
Iy =f4x2dx baw.  J, =/4x2dx
1 3

nach!
Lasen Sie die bestimmien Integrale:
. | T
a) f(a;3+3w2+x—3)da:, b)/cosz
)'/snn2 d)f(?:cosa:—{——lsmx)dx/
- 3
Wie grof st die Fliche unter der gleichseitigen Hyperbel y = — zunschen den

Grenzen a = 1 und b.= 32 Zeichnen Sie die Fliche!

Bestimmen Sie den Flicheninhalt der Fliche, die von der Kurve y = €2, den
Achsen und der Parallelen zur y-Achse vm Abstand b begrenzt wird (b > 0)!
Vergleichen Sie den Flicheninhalt der unter der nach rechis geiffneten Parabel
y=+V2pz (p >0) zurschen a = 0 und b = x, gelegenen Fliche mit dem
des wmschliefenden Rechtecks.

Anleitung: Verfahren Sie analog Lehrbeispiel 89.

Ein Wexkstiick von der vm Bild 78 angegebenen Form hat die Linge I cm, die
Dicke d cm und die Wichte y p/em3. Die gekriimmite Seite hat dabei die Form
ewner Parabel. Wie schwer vst das Werkstiick?

Wie grof ist die Fldche, die von der Kurve y = 8 — 2x — x* und der x-Achse
eingeschlossen wird ?



87. Beweisen Ste Formel (34) mit Hilfe von Formel (32)1
I

7

Py

Bild 78

6.6 Das bestimmte Integral als Grenzwert einer Summe

In diesem Abschnitt sollen Sie einen anderen Weg der Einfiihrung des bestimmten
Integrals kennenlernen. Diese Darstellung ist fiir die Anwendung der Integral-
rechnung auf physikalische und
technische Probleme von groBer ¥ A =F(x)
Bedeutung. - Y
Stellen Sie sich wieder die Auf- —
gabe, den Inhalt der im Bild 79 9
dargestellten Fliche zu errech-
nen. ‘
Unterteilen Sie die Fliche & Flxg) Flxg) Fix2) fln-1) Flxg)
in n (der Einfachheit halber)
gleiche Streifen mit der Breite __,__|4x |4x . Ax| o
b—a o 2 %=0a X; Xz ' Xn-1 Xn=b"X
Az = ——. Vervollstindigen I

N )

Sie diese Streifen wie im Bild 79 Bild 79
zu Rechtecken. Der Inhalt &,
der so entstehenden ,, Treppenfliche* stellt dann eine mehr oder weniger genaue
Anniherung dar, und zwar ist @, offensichtlich zu klein. Anstatt jeweils die
linke Ordinate als Rechteckshohe zu wihlen, hitten Sie auch die rechiten Ordi-
naten nehmen konnen. Diese Treppenfliche wire dann etwas zu groB.
Sie berechnen nun den Inhalt der Treppenfliche @,:

D, =f(z) Az +f(z) Az + f(zy) Az + - -+ + f(Ts—r) A

Tp1

= f(z) Ax.

=2,
Jetzt verfeinern Sie die Teilung, indem Sie die Anzahl n der kleinen Rechtecke

immer groBer, bzw. die Breite 42 immer kleiner werden lassen. Der treppen-
formige Linienzug gleicht sich dann immer mehr der Kurve y = f(z) an, wiahrend
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sich @, immer mehr dem wahren Flicheninhalt @ nihert. Sie bilden deshalb den
Grenzwert von @, mit 42 — 0. Dabei wird mit 4z — 0 auch z,_; = 2, — A4z
zu ¥p, = b werden. Mit z, = a erhalten Sie

=lim &, = hm Z f(zp) A .
Adz—0
.=

Nun wurde doch aber auf Grund der vorhergehenden Betrachtungen der Fldchen-
inhalt durch das bestimmte Integral dargestellt, also muB der oben gebildetc
Grenzwert mit diesem bestimmten Integral iibereinstimmen.

b

@ = lim 2 ka)Ax~/f(w)dw (36)

11—»0 p

Leibniz ist bei der Aufstellung ‘der Integralrechnung von dem Grenzwert der

Summe ausgegangen und hat ihn, in Anlehnurig an den Buchstaben S, durch das
1 Integralzeichen symbolisiert.

74 y =f(x) Der in Formel (36) dargelegte Sachver-

halt 1iBt noch eine etwas verdnderte

Deutung zu, die fiir spitere Anwen-

dungen wichtig ist.

fix) Die Flache sei in Streifen zerlegt. Es

geniigt, einen derartigen Streifen einzu-

—0 I s Ll e = zeichnen (Bild 80). Ist seine Breite d z, so
| X b x kann sein Flacheninhalt 4@ niherungs-
Biid 80 weise durch f(z)-dx ersetzt werden.

Dieser Nédherungswert, das Flichenelement, sei mit d @ bezeichnet:
AD ~dD =f(z)dx.

Sie werden inzwischen schon bemerkt haben, daf die wahren GriBien der Teilstiicke immer
durch ein vorgesetztes A4 gekennzeichnet werden. So bezeichnet z. B. 4y in der Differential-
rechnung den Ordinatenzuwachs bei Anderung der Abszisse um Az = dz.

Die Kennzeichnung des Naherungswertes durch den Buchstaben d haben Sie auch schon
in der Differentialrechnung in Abschnitt 3.5 kennengelernt, und zwar war dort das Differential
dy der Zuwachs der Tangentenordinate bei Anderung des z um 4z = daz.

Bedingung fiir diese Anndherung muf selbstverstdndlich sein, daB der dabei be-
gangene Fehler mit verschwindender Streifenbreite ebenfalls gegen Null strebt.
Aus diesem d @ gewinnen Sie den Inhalt der Gesamtfliche durch Integration.
Denken Sie aber dabei daran, dal dieser Operation ein Grenziibergang, nédmlich
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der Ubergang von der Treppenfliche @, zur wirklichen Fliche & bzw. der Uber-
gang von der Summe zum Integral zugrunde liegt.

q)=fd¢=fbf(x)da:

Der an das mittlere Integral angesetzte Buchstabe @ soll besagen: Die Grenzen
fiir das zur Berechnung dienende rechte Integral sind so zu wihlen, daf die
gesamte Fliche @ erfaBt wird. Dazu stellen Sie fest: Die Integrationsverdnder-
liche z (erkennbar an d z) muf dazu von z = a bis # = b laufen.

Wir wollen nun fortan beim Ansatz immer gleich zum Niherungswert und dann
direkt zur Integration iibergehen. Sie miissen sich aber klar dariiber sein, daB”
eigentlich ein Grenziibergang stattfindet.

Aus der Darstellung des bestimmten Integrals als Grenzwert einer Summe 148t
sich eine wichtige Eigenschaft des Integrals ableiten:

Ist im Intervall ¢ < « < b der Integrand negativ, so ist auch das Integral
b
f f(z) d = negativ.

Da nach Voraussetzung f() fiir alle Werte von z innerhalb des Integrations-
intervalls negativ ist, sind alle Summanden f(2x) 42 negativ. Damit ist aber auch
die Summe und deren Grenzwert, also das bestimmte Integral, negativ.
Lehrbeispiel 93

2n

Berechnen Sie den Wert des Integrals / sinzdz/
Losung:

. 2
/smwdx:—cosw

k3

T

=—(cos 27 —cos ) =—[1 —(—1)] =—2
Der absolute Betrag des Flicheninhalts stimmt erwartungsgemi8 mit dem im.
Lehrbeispiel 90 berechneten Wert iiberein.

Wechselt der Integrand innerhalb des Integrationsintervalls sein Vorzeichen, liegt
also ein Teil der'Fliche oberhalb und ein Teil unterhalb der z-Achse, so stellt das
Integral die Differenz der Teilflichen dar.

Lehrbeispiel 94
Berechnen Sie fiir den Integranden y = 22 — 8x + 15 den Wert des Infegrals mat
den Grenzen a = 4 und b = 6 (Bild 81)!
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Losung:

/(x=—8x+15)dx=(%’—4x2+15z),:
4

=72—144+90_(%4—64+60)
64 2

3= 3

=22 —

Dieser Wertg muB mit der Differenz der Flichenteile @, und @, iibereinstimmen. Sie werden

sich gleich davon iiberzeugen konnen.

Unterscheiden Sie klar von dieser Bestimmung des ,Wertes des Integrals* die
Aufgabe, den Inhalt der eingeschlossenen Fliache zu ermitteln. Im letzteren Fall
miissen Sie die Teilflichen einzeln berechnen und ihre absoluten Werte dann
addieren.

Allgemein gilt:

Soll der absolute Wert einer Fliche unter einer Kurve f(z) in den Grenzen
von a bis b berechnet werden und besitzt die Kurve in diesem Intervall
eine. Nullstelle zy, so ist der Flicheninhalt die Summe der absoluten Werte
von

Ty >
f {(z)dz und f f(2) dz.
a zN
Lehrbeispiel 95

Berechnen Sie den Flickeninhalt unter der Kurve y = a* — 8z + 15 in den
Grenzen a =4 und b = 6 (Bild 81)!

y Q
*

&

¢ *

3 >

2

7

)

Bild 81
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Loésung:
Sie miifsen zunichst feststellen, ob innerhalb der gegebenen Grenzen Nullstellen
der Funktion liegen. Die Bedingung fiir die Nullstellen ist y =0, d. h.
2 —8z+15 =0,
Tyie =41 V16 —16 =441,
zy, =5,
TNy = 3.
Die Nullstelle zy, liegt innerhalb der Integrationsgrenzen.
Sie berechnen deshalb die Teilflichen @, und @, mit den Grenzen a und zy bzw.
zy und b getrennt.
Ly=5

23
@, =/(:c=—8aa+15)dx=(§ —4-x2+15x)

5
4

:115_100+75 — (% —64+60
(3 (3

-3

2
% 44=— 2

3
@, =f(l=—8z +15) do = (3 —4a* + 152)

Zy=5

= (72 — 144 4 90) — (% — 100 + 75)

|Py) = =

[}
1}

6.7 Flichen, die von zwei Kurven begrenzt werden

Es soll jetzt noch auf die Berechnung von Flidchen eingegangen werden, die oben
und unten von Kurven eingeschlossen sind.

Betrachten Sie Bild 82. Die zu berechnende Fliche wird begrenzt durch die
Kurven y = y,(), ¥y = y,() und die Ordinaten zu £ = a und = = b. Bezeichnen
Sie die eingeschlossene Fliche mit @, die Flidche zwischen der Kurve y = y,(z)
und der z-Achse mit @;, und die Fliche zwischen der Kurve y = y,(z) und der
2-Achse mit @,, so gilt
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b
4 o= [n()ds,
Y =y ¢

D, = fbyz(a’) dz,

b b
® =0, — &, = [yy(z)do— [ y,(a) da.

Die auf der rechten Seite stehende Diffe-
renz zweier Integrale kénnen Sie zu einem
Integral zusammenfassen, da sie dieselben
Bild 82 Grenzen Dbesitzen [Umkehrung von
Formel (31)].

Sie erhalten ,
& — [ [ya(s) — 1s()] da
oder kurz ’ ,
&= [(rs—7) d= (37)

Lehrbeispiel 96
Berechnen Sie die Fliche, die von den Kurven y = Jz und y = a2 begrenzt wird
(Bild 83)!

A y=x’
y o

|
—s

Bild 83

Losung:
Die beiden Kurven schneiden sich in den Punkten (0;0) und (1;1). Damit heiSen
die Integrationsgrenzen ¢ =0 und b =1.

150



1 92 1 1

@ = f(;/' zz)dm_(__*_%’f)

Die Formel (37) gilt auch, wenn Teile der zu berechnenden Fliche unterhalb der
2-Achse liegen. Nach Bild 84 miissen in diesem Fall die beiden Fldchenteile &,

und &, addiert werden. Da nun aber &, = f ¥;(z) dz negativ ist, muB das
Minuszeichen in

@ = /byz(@ da— [ @) de = /b[yz(@ — yy()] dz

bestehenbleiben, damit wirklich die Summe ge-

. . y
bildet wird. 3
61 'E‘ N
st >
v :
y=yz(x) 1
3
’ﬁ
—0 :
a o X
5 X
~ y=y;(x)
Bild 84
Lehrbeispiel 97
Berechnen Sie die von den Kurveny = 2z — b und

y = 2% — 4z eingeschlossene Fliche (Bild 85)!

Bild 85

Lésung:
Die Integrationsgrenzen ergeben sich als Abszissen der Schnittpunkte der beiden
Kurven. Sie berechnen diese als Losungen des Gleichungssystems
I y=22—5 ‘ —
II y=22—4z |+
0=22 —6z4+5

2, =5 z,=1.

Die Integrationsgrenzen sind ¢ = 1 und b =5.
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Fiir die Fliche erhalten Sie

88.

89.

90.

91.

¢=/(2x—5)da:—f(z2—4w)dz
=]f(2x—5——a:2+4a;) dz =lf(6z—a:3—5)dz

-_-(3&2_%3—595) ]5=(75—1§—5—25)—(3—%—5)

124

=52 — =",
32
¢ = 'g"

Ubungen
Untersuchen Sie die bestimmien Integrale mit der unieren Grenze — a und der
oberen Grenze -+ a, bev denen der Integrand die Bedingung f(— z) = — ()
erfillt (ungerade Funktionen)! Nehmen Sie als Beispiel die Funktionen
f(z) = 23, f(z) =sin z.

Wie grofi ist die Fliche, die von y = sin z und y = cos z zwischen a = =

[

und b = éT” eingeschlossen wird 2

Bestimmen Sie den Inhalt der Fliche, die von den Kurven y = x + 1 und
1 3 . .

y = 5 2> — x— 5 eingeschlossen wird!

Berechnen Sie

a) den Wert des Integrals [ (2% —32* + 32— 1) dz,
—1

b) den Inhalt der Fliche zwischen der Kurve
y=2a%—32%+3x— 1, der z-Achse und den z2u 2 = — 1 und z = 2 ge-
hérenden Ordinaten!

Welcher Zusammenhang besteht zwischen den beiden Aufgabenteilen?

v

Y=Yz(x)

Bild 86



92. Welchen Wert ergibt das Integral aus Formel (37), wenn innerhalb des Inte-
grationsbereichs von © = a bis © = b die obere und untere Kurve ihre gegen-
seitige Lage vertauschen (Bild 86)2 Wie haben Sie zur Berechnung der ein-
geschlossenen Fliche zu verfahren?

93. Welche Fliche schliefen die Kurven y = 2® und y = & miteinander ein?
Anleitung: Beachten Sie die Erkenninisse aus Ubung 92!

Zusammenfassung

b
Bestimmtes Integral: f (z)dz =F(z)|' = F(b)— F(a)

Zur Losung des bestimmten Integrals ist zunichst wie beim unbestimmten
Integral die Stammfunktion aufzusuchen, in die zundchst fir z der Wert b
(obere Grenze) und dann der Wert a (untere Grenze) eingesetzt wird.. Von beiden
so gefundenen Funktionswerten F(z) ist die Differenz zu bilden. Mit dem be-
stimmten Integral konnen Sie krummlinig begrenzte Flichen berechnen.

Das bestimmte Integral kann auch als Grenzwert einer Summe definiert werden,
Diese Definition wird besonders fiir physikalische und technische Anwendungen
gebraucht.

Teilen- Sie das Integrationsintervall in mehrere Teile, so kénnen Sie iiber die Teil-
intervalle integrieren.

Vertauschen Sie die Grenzen eines bestimmten Integrals, so d@ndert sich das Vor-
zeichen des Integrals.

Ist der Integrand im Intervall a < # < b negativ, so ist auch das Integral in
diesem Intervall negativ.

In den Lehrbeispielen 94 und 95 miissen Sie erkannt haben, daB bei teilweise
negativem Integranden grundsétzlich zwei verschiedene Aufgabenstellungen zu
unterseheiden sind.

6.8 Graphische Integration

Im Abschnitt 3.9 haben Sie die graphische Differentiation kennengelernt. Es ist
ratsam, daB Sie vor dem Durcharbeiten des folgenden Abschnittes die Methode
der graphischen Differentiation wiederholen.

Genau wie bei der Differentiation besteht auch fiir die Integration die Not-
wendigkeit, zeichnerische Verfahren zu entwickeln. Die Praxis stellt oft die
Forderung, Funktionen zu integrieren, deren analytische Ausdriicke nicht be-
kannt sind (vgl. auch den Abschnitt zur graphischen Differentiation 3.9). Sie
werden richtig vermuten, daB die graphische Integration die Umkehrung der
graphischen Differentiation ist. Wir stellen uns nun folgende Aufgabe:
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Fiir die als Kurve gegebene Funktion y = f(z) (Bild 87) ist zeichnerisch das be-
stimmte Integral

@ = [1@)ds

zu ermitteln.
Die Losung erfolgt in zwei Schritten:
Sie bestimmen zuniichst zur gegebenen Kurve y = f(z) die Kurve des un-
bestimmten Integrals
Y (a) =/f(w) dz = F(z) +C,

die Integralkurve.
Aus dieser Kurve kann dann leicht die zur Losung des bestimmten Integrals

b
/ f(z) dz erforderliche Differenz F(b) — F(a) abgelesen werden.

Das Verfahren der graphischen Integration soll an Hand des Bildes 87 erldutert
werden.

¢
t B
S

=

o

SJ y=f(x)
’ S TI . pary '
bl i ! i
! !
Yo)=Forec| R| E L -L’/Y=ff(x)dx
| | Y=
1 [} |
| | &7k
! |
|
|
|
1
1

|

|

|

|

!

|

!

|

]

|

1

]

|

|

1

r
a
e Bild 87
WA

Yiar=FlanGl___ --Ip'
7
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Sie ersetzen zundchst die zu integrierende Kurve y = f(x) durch eine ,,Stufen-
kurve*. Zu diesem Zweck teilen Sie das Integrationsintervall a...b durch
Geraden, die parallel zur y-Achse verlaufen, in » Teile, die nicht unbedingt gleich
groB sein miissen (in Bild 87 sind es 4 Teile). Die Schnittpunkte dieser Parallelen
mit der Kurve y =f(z) benennen Sie mit P,... P,y (bei uns P,... P;).
Zwischen diesen Parallelen zeichnen Sie weitere Parallele (@, . . . @,) derart, da
die nach Einzeichnung der Waagerechten (durch P,...P;) entstehenden
schraffierten Dreiecke links und rechts von jedem Punkt @ einander moglichst
flachengleich werden.

Dieses Vorgehen werden Sie vielleicht als ungenau oder gar unexakt verurteilen. Dies ist

aber nicht der Fall, denn unser Auge ist besonders empfindlich fiir Unterschiede von Flichen-
inhalten. Sie brauchen aus dem gleichen Grunde die Intervallteile nicht allzu klein zu wéhlen.

Die Waagerechten durch P; . .. Py schneiden die y-Achse in den Punkten1...5.
Die Punkte 1...5 verbinden Sie mit dem von IThnen gewéhlten Pol P, den Sie
vorher entweder im Abstand 1 oder p vom Nullpunkt entfernt auf dem negativen
Teil der z-Achse festgelegt haben.

Nun beginnt die eigentliche Konstruktion der Integralkurve. Sie legen einen
beliebigen Punkt P, senkrecht unter (oder iiber) P, fest, durch den die Integral-
kurve gehen soll.

Dies diirfen Sie jederzeit tun, denn wie Ihnen aus [6.1] und aus Bild 70 bekannt ist, gibt es
zu einem Integranden y = f (z) unzihlig viele Losungsfunktionen F(z) + C, die sich alle
nur in den verschiedenen Werten der Integrationskonstanten C unterscheiden. In der gra-
phischen Darstellung existieren also zu einer Kurve y = f(z) unzéhlig viele Integralkurven,
die zwar fiir jeden Wert z den gleichen Anstieg besitzen, in y-Richtung aber beliebig (je nach
dem Wert von C) verschoben werden kénnen.

Durch P, ziehen Sie die Parallele zum Polstrahl P 1 bis zum Schnitt mit der
Senkrechten durch @,. Der Schnittpunkt sei ¢,". Durch @, ziehen Sie die Parallele
zum Polstrahl P 2 bis zum Schnitt mit der Senkrechten durch @,, der Schnitt-
punkt sei @,’. Der Schnittpunkt der Parallelen zu P 2 durch @,” mit der Senk-
rechten durch P, sei P,. Bei Fortsetzung dieses Verfahrens erhalten Sie einen
Streckenzug mit @,’, @, ... als Eckpunkten und den Punkten P, P, ... auf
den einzelnen Teilstrecken. Die Teilstrecken des Streckenzuges stellen Tangenten
der Integralkurve dar, die Punkte P,’, P,’ .. Kurvenpunkte selbst. Sie konnen
jetzt die Integralkurve zeichnen, indem Sie eine Kurve derart.in den Streckenzug
legen, daB Teilstrecken und Kurve sich in den Punkten P, ... Py beriihren.

Damit haben Sie die Funktion ¥ (z) = f f(z) dz = F(z) 4 C graphisch ermittelt.

An der Stelle + = a besitzt die Funktion den Wert Y (a) = F(a) + C, an der
Stelle z =b den Wert Y (b) = F () + C. Die Ordinatendifferenz Y (b) — Y (a)

155



]
= F(b) —F(a) = P, R stellt den Wert des gesuchten Integrals / f(z) dz dar.

Sie erkennen jetat, daB es vollig gleichgiiltig war, wohin der Punkt P, gelegt wird, die
Ordinatendifferenz Y (b) — Y (a) ist ihrem Wert nach davon unabhingig.
Zur Wahl des MaBstabes (und damit verbunden ist die .Festiegung des Pol-
abstandes p) ist noch folgendes zu ergéinzen, was Sie, ohne da8 dafiir der Beweis
gefiithrt wird, zur Kenntnis nehmen mochten:
Durch geeignete Wahl des Polabstandes p kann man die Einheitslinge Ey der
Integralkurve zweckmiBig festlegen. Es gilt die Beziehung

E,-E E,-E,

P=_"2_"Y phw. Ey=
Ey ¥ p

Hierin bedeuten: p Polabstand,

E, Einheit auf der z-Achse
E, Einheit auf der y-Achse

Ey Einheit auf der Y-Achse der Funktion ¥ — f i(@) da.

} der Funktion y = f(2),

Ubungen
94. Integrieren Sie die folgenden Funktionen graphisch!
3
a) y=2 Bestimmen Sie /y -da!
1
2
x . .
b) y=5 +1 Bestimmen Swfyo dz/
1
g.u

c) y=cosz Bestimmen Sie / y-dz!
0

7 Anwendungen der Integralrechnung
7.1 Inhalt von Korpern

Die Anwendung der Integralrechnung erstreckt sich nicht nur auf die Berechnung
von Flicheninhalten.

In diesem Abschnitt sollen Sie lernen, wie sich die Integralrechnung bei der Er-
mittlung von Korpervolumina verwerten 148t. Auf eine Einschrankung sollen Sie
aber gleich hingewiesen werden. Von den zu berechnenden Korpern miissen Sie
alle zu einer bestimmten Richtung senkrecht stehenden Quersehnitte kennen. An-
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sonsten miissen die hier nicht behandelten ,,mehrfachen Integrale herangezogen
werden.

Aus dem im Bild 88 dargestellten Korper ist senkrecht zu der eingezeichneten
2-Achse eine Scheibe der Dicke d z herausgeschnitten. Der (mittlere) Querschnitt

Bild 88

der Scheibe habe den Flicheninhalt . Dabei ist  abhingig davon, an welcher
Stelle = der Schnitt erfolgte. Es ist also @ eine Funktion von z, d. h. @ = @(2).
Ist d = geniigend klein, so werden sich die benachbarten Schnittflichen nur sehr
wenig in Gestalt und GroBe von Q(x) unterscheiden. Sie konnen dann aber die
betrachtete Scheibe durch eine zylindrische Scheibe mit den Deckflichen @(z),
der Dicke dz und dem Volumen
dV =Q(z)dz

annsihern. Auf Grund der Uberlegungen im Abschnitt 6.6 erhalten Sie das Gesamt-
volumen V durch Integration der Volumenelemente (Grenzwert der Summel!).

V=/dV =fQ(a;)da: (38)

Dabei stellen g und b die z-Werte der beiden d#uBeren Schnitte dar.
Lehrbeispiel 98

Wie grof ist das Volumen einer Pyramide mit der rechteckigen Grundfliche G und
der Héhe h?

Losung:

Um das Integral (38) auswerten zu konnen, miissen Sie zuniichst wissen, wie die
GroBe @ der Querschnittsfliche von der Schnitthéhe z abhdngt. Dabei soll =

11 Mathematik IV
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von 'der Spitze der Pyramide aus gemessen werden, so da8 fiir £ =0 @ = 0 und
fiir 2 = h Q@ = G ist . Aus Bild 89 lesen Sie die Beziehung

Q:G =22 A2
ab (nicht @ : ¢ = x: h, denn bei Verdnderung der Schnitt-
héhe dndert sich @ in beiden Dimensionen!).

i Es ist also
B \ AN\ _ 6o
R
N§Iu§
\\\\\\\ o G [
Damit wird V=Ffﬁd@

Bild 89 0

V=%Gh

Wie Sie schon wissen, hat diese Formel nichtv_n_u'r fiir };éhteckige Grundflichen
Giiltigkeit. So gilt beispielsweise fiir den Kegel mit ¢ = = R?:
V = 3 aReh.

Sehr gut bewéhrt sich die Formel (38) bei Rotationskorpern. Diese Korper ent-
stehen durch Rotation einer Fliche um eine Achse. Im Bild 90 ist die z-Achse die
Rotationsachse und die Fldche unter der Kurve
y y = f(x) zwischen den Grenzen z = a und
: x =b als ,,Erzeugende‘* angenommen worden.
Die so entstehenden Rotationskorper zeichnen
sich dadurch aus, daB ihre Querschnitte @
Kreisflichen mit dem Radius y sind, wobei die
Mittelpunkte dieser Kreise alle auf der Dreh-
achse liegen.
So konnen Sie sofort fiir alle Korper dieser
Bild 90 Art allgemein die GroBe des Querschnittes
@ angeben als
Q =ny? ==[f(z)]
In Verbindung mit Formel (38) erhalten Sie als Formel fiir das Volumen
von Rotationskiorpern (als Drehachse die z-Achse)

b
V=nf¢dx (39)

Beispiel:
Die Anwendung der Formel (39) soll an dem oben erwihnten Kegel gezeigt
werden.
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Bild 91 stellt die erzeugende Fliche als Dreieck unter der Geraden y = lﬁh} z

zwischen £ = 0 und z = k dar. Die Spitze wurde in O gelegt, um eine moglichst
einfache Form der Geradengleichung zu erhalten.
h

V=n—]-;R~:[a:2dx
i
V=2>Lxrn

. . . Bild 91
Berechnen Sie den Inhalt eines Paraboloides!

Die erzeugende Fliche liege wnter der Parabel y* = 2px. Die Hohe des Parabolovdes
set h, der Grundkreis habe den Radius r (vgl. Bild 92).

Loésung:
Sie setzen in Formel (39) fiir 2 den Wert 2pz ein.
Die Grenzen sind z = 0 und z = h.

y

h
V=2np[xdw=nph2
0

Aus Bild 92 erkennen Sie, dall 7 die zu z ==h
gehorige Ordinate ist. Folglich besteht zwischen »
und % (gemaB der Parabelgleichung #? == 2p2) der
Zusammenhang

Bild 92

2

2 = 2ph bazw. ph="L.

2
% fiir ph in den obenstehenden Wert fiir V eingesetzt, ergibt

Inhalts des umgebenden Zylinders mit dem Radius 7 und der Héhe & ist.

Lehrbeispiel 100 y

Berechnen Sie das Volumen einer Kugelschicht mit
der Dicke h!

Wie in Bild 93 angegeben, sollen dabei die eniste-
henden Schnittkreise die Radien v, bzw. r, haben.

Losung: X

Die erzeugende Flache liegt unter der Kurve
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y = + Yr* — 2*. Die Grenzen sind 2 =a und = a + h.

Die Anwendung von Formel (39) liefert
a+th

V=n/(r2—mz)dw

=3 [37(a +h)— (a + h)*— 3% + %),

Losen Sie die runden Klammern auf. Die Glieder a® und 37%a fallen heraus.
Klammern Sie dann noch % aus, so erhalten Sie

V =21 [3(% — a?) — 3ah — 2].

Da in diesem Ausdruck noch die GréBe a auftritt, die Sie nicht unmittelbar an
der Kugelschicht messen konnen, miissen Sie noch weiter umformen. Sie .lesen
dazu aus Bild 93 folgende Beziehungen ab (Lehrsatz des Pythagoras):
g (@ + h)? =a%+ 2ah 4+ B2 =72 —r?
@@ =r>—rd
Ziehen Sie beide Gleichungen voneinander ab, so erhalten Sie
2ah + 1 =12 —rp?
ah = % (ry2 — 1,2 — 12,
Setzen Sie diesen Wert fiir ak in den oben gewonnenen Ausdruck fiir ¥ ein und

beriicksichtigen Sie noch, daB 72 — a® =r.? ist, so kiénnen Sie der Formel fiir
das Volumen der Kugelscheibe die endgiiltige Gestalt

V=21 3r2 4 82 + 1)

geben.

Setzen Sie zur Probe 7; =7, =0 und % = 27, so miissen Sie das Volumen der

Vollkugel erhalten.

Ubungen

95. Wie verhalten sich die Volumina eines Zylinders, einer Halbkugel, eines Rota-
tionsparabolovds und eines Kreiskegels zueinander, wenn alle Kirper gleichen
Grundkreisradiws und gleiche Hohe haben?

96. Berechnen Sie das Volumen eines abgestumpfien Kreiskegels mit der Héhe h
und den Radien r und R als Rotationskirper!

97. a) Welches Volumen hat das Rotationsellipsoid, das durch Rotation der oberen

Halbellipse b2 2* + a* y? = a?® b% um die - Achse entsteht?

b) Losen Sie die Aufgabe fiir den Fall, dap die rechte Halbellipse um die y-Achse
rotiert!
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98. Welches Volumen hat das in Bild 94 dargestellte
einschalige Rotationshyperboloid? 28 —ed

Anleitung: Stellen Ste zundchst die Funktion der Hyperbel e 3
auf, die die erzeugende Fldche nach rechis begrenat.

7.2 Schwerpunkt -

In der Mechanik haben Sie die Begriffe ,,statisches Mo-
ment* und ,,Schwerpunkt“ kennengelernt. Wir wollen
hier noch einmal kurz die grundsétzlichen Betrachtungen - g
anstellen und dann die Formeln fiir die Ermittlung des

Schwerpunktes von Fldchen und Kérpern aufstellen. Bild 94

7.21 Schwerpunkt von Flichen. Denken Sie sich die im Bild 95 dargestellte
Fliche F in Flichenelemente dF aufgeteilt. Sind # und y die Abstinde eines
derartigen Elementes von den beiden Aclisen,

so stellen
d7,=ydF und dT,=2zdF

die statischen Momente des Fléchenelementes .
beziiglich der z- und der y-Achse dar. Daraus - 8 aF
ergeben sich (als Grenzwert der Summe) die w

y

vl

statischen Momente der Gesamtfliche zu

T,=[de, T, = [«dF.

F F —¢ —

Aus der Thnen bekannten Definition des I
Schwerpunktes folgt nun andererseits: Die

statischen Momente 7. und T, der Fliche miissen gleich den auf die Achsen

bezogenen statischen Momenten ys- F und zg - F sein, die man erhalt, wenn man
sich die gesamte Fldche in ihrem Schwerpunkt S (zs; ys) vereinigt denkt.

ysF =T, =F[yd1r osF =T, =Ffa:dF

Bild 95

Aus diesen Beziehungen ergibt sich nun die Mdglichkeit, die Schwerpunkts-
koordinaten mit

/ zdF
T
/ ydF
T P
L N (40b)
zu berechnen. Ys F F
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In der vorstehenden Form konnen Sie diese Integrale mit den Thnen bisher be-
kannten Mitteln noch nicht auswerten, da dF zweidimensional ist und es sich
deshalb um Doppelintegrale handelt. Fiir einige besonders gelegene Flichen
konnen aber die statischen Momente und damit die Schwerpunkte mit einfachen
Integralen berechnet werden.

Zunichst muf die vorliegende Fliche in Flichenelemente dF zerlegt werden. Da Sie diese
Elemente jeweils mit jhrem Abstand von der betrachteten Achse multiplizieren miissen,
werden Sie alle die Flachenteile zu einem Flichenelement zusammenfassen, die gleichen
Abstand von der Achse haben. Sie zerlegen deshalb die Fliache in zur Bezugsachse parallele
Streifen.

Lehrbeispiel 101
Wo liegt der Schwerpunkt eines Rechiecks mit den Seitenldngen a und b2

vl Losung:
Sie erkennen in den beiden Mittellinien zwei
J T aufeinander senkrecht stehende Symmetrie-
:dff linien und konnten deshalb in ihrem Schnitt-
Yy - punkt den Schwerpunkt feststellen. Wir
' wollen aber die Berechnung mit Hilfe der
L neuen Erkenntnisse durchfiihren und dazu
L das Koordinatensystem so legen, daB die
-"dx’._ @ X beiden Achsen mit zwei anstoBenden Seiten
Bild 96 des Rechtecks zusammenfallen (Bild 96).
Die Bezugsachse sei die
2-Achse: y-Achse:
dF =ady dF =bdz
T, = [ydF T, = [ zdF
F r
’ .
=a [ydy =b|xzdzx
J J
_ab = 7t
2 2

Den Inbalt der Fliche konnen Sie entsprechend der verschiedenartigen Wahl von
dF baw. dF auf zwei Wegen berechnen.
Sie erhalten mit
dF . =ady dF =bda
und Integration lings der y-Achse und Integration lings der z-Achse
b

a

F:a/'dyzzab, F = [dx:ab.

0 0
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Die Schwerpunktskoordinaten sind

T T b
Tg=_Y¥ =2 =_t= -
S 7 _2—v Ys F O]

Der Schwerpunkt fillt, wie Sie bereits wissen, mit dem Schnittpunkt der Dia-
gonalen des Rechtecks zusammen.

Lehrbeispiel 102
Es soll der Schwerpunkt eines Dretecks ermultelt werden.

Losung: vi
Hier wihlen Sie zweckmiBig das Koordi-
natensystem so, da8 der Ursprung mit
einer Dreiecksecke und die z-Achse mit
der zugehorigen Hohe zusammenfillt. Die .
der Ecke gegeniiberliegende Seite a ist dann oA
zur y-Achse parallel. Ermitteln Sie zu-
néchst das statische Moment beziiglich der
y-Achse. Dazu wihlen Sie den Streifen -
parallel zu dieser Achse. Diesen schmalen BTN~

Streifen mit dem Abstand z und der Breite \
dz ndhern Sie durch das Rechteck DEF'G"

]

>,
>
-
L —
E .3

h

an. Fiir diese Anndherung gilt Bild 97
dF =DE - dz.
Unter Anwendung des Strahlensatzes gewinnen Sie aus Bild 97 die Beziehung:
DE:xz =a:h
oder DE = % z.
Damit ist dF = 3 e da.

Eine Bestitigung fiir die Giiltigkeit der Anndherung erhalten Sie, wenn Sie daraus
die Gesamtfliche des Dreiecks berechnen:

h
a ah
F=/dF=-h—fxdx=—2—-
F 0

Dieses Ergebnis ist Thnen aus der Elementarmathematik bekannt.

Nun ist
n ¢
a a h?
Ty=f:ch=7fx2dw~=—3—»
F 0
. ah . T, 2
M1tF=?w1rd a:s=\F=§h.
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Das Ergebnis sagt Thnen, daB der Schwerpunkt auf einer Parallelen zur Dreieck-
seite BC im Abstand g fi von der gegeniiberliegenden Ecke A bzw.im Abstand —g

von dieser Seite liegen muB.

Die Berechnung von yg eriibrigt sich, denn in bezug auf die beiden anderen
Dreieckseiten gilt Entsprechendes. Der Schwerpunkt muB also der Schnittpunkt

der Parallelen zu den drei Dreieckseiten im Abstand von % der jeweils zugehérigen

Hohe sein. Sie wissen bereits, da8 dieser Punkt mit dem Schnittpunkt der Seiten-
halbierenden (Schwerlinien) zusammenfillt.
Wir wollen jetzt die Schwerpunktsformeln fiir den Fall umformen, daB der
Schwerpunkt einer Fliche zu ermitteln ist, die durch die Kurve y = f(z), die
beiden Ordinaten zu z = ¢ und
z = bund die z-Achse begrenzt ist
_ gty (Bild 98).

/ Dazu. geniigt die Zerlegung der
M" Fldche in Streifen, die zur y-Achse
/1 parallel verlaufen. Im Bild 98 ist
ein derartiger Streifen eingezeichnet.
Diese Streifen werden durch Recht-
ecke dF mit der Hohe y und der
Breite dz angendhert. Aus dem
Lehrbeispiel 101 wissen Sie, daB der
Schwerpunkt eines solchen Recht-

v

.!
| S——

ecks die Hohe g iiber der z-Achse

hat. Denken Sie sich die Fliche
dF in diesem Punkt vereinigt, dann hat dF das statische Moment

]
T, = 5 dF

Bild 98

bzw. mit dF =y dz aT, = % Y¥dz.

Fiir die gesamte Fliche ¥ wird das statische Moment beziiglich der z-Achse
b
T, =3 / P daz. (3)

In bezug auf die y-Achse hat der Schwerpunkt des Flichenstreifens den Abstand z
und dawmit das statische Moment den Wert

dT, ==z dF
=zydaz.
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Daraus folgt fiir das statische Moment der gesamten Fliche (beziiglich der
y-Achse)

b
T, =/wydw. (b)

b
F=/yda:.

Entsprechend (a) und (b) ergeben sich die Schwerpunktskoordinaten zu

Die Fliche selbst ist

b

jwydz

T3 = “—F—— (41a)

/y’dz

Ys = —F (41 b)

Lehrbeispiel 103
Es soll der Schwerpunkt der unter der Parabel y = c 22 gelegenen Fldche zwischen den
Grenzen x = 0 und © = x, ermatlelt werden (vgl. dazu Lehrbeispiel 89).

Lﬁsung:

y-Achse: a 1
T, =c/‘x3dxr= YN

0
Aus y = c2? folgt fiir x = 2, als Ordinate y, = ¢z,

Mit der daraus folgenden Beziehung ¢ = % konnen Sie T, umformen in
1
1

Ty=7 2’
z-Achse:

T, =% / s = Han

z= 3 = 1
[}

Mit der oben aufgestellten Beziehung fiir ¢ folgt
T. = i 31 '
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In Lehrbeispiel 89 berechneten Sie die Flache unter der Parabel zu
1
F= 3 T1Y1

T T
Damit wird Tg = —F‘i = Z— z, Ys = _Ff = 13_0 Y1

Ahnlich wie im Abschnitt 6.7 kinnen die Formeln (a) und (b) auch auf den Fall
ausgedehnt werden, daB die Flidche von zwei Kurven begrenzt wird. Stellen
y = Yy(z) und y = y,;(z) die obere und untere Begrenzungskurve dar (wie im
Bild 82), so wird

T.= %f(yz’ — ¥, dz (c)

b
T, = f z (o — yy) do d)

Den Flicheninhalt berechnen Sie mit Hilfe der Formel (37). Es ist dabei wiederum
gleichgiiltig, ob die Fldche teils oberhalb, teils unterhalb der 2-Achse liegt.
Lehrbeispiel 104

Wo liegt der Schwerpunkt der Fliche, die von den Kurven y = Yz und y = 2 ein-
geschlossen wird ( Bild 83)?

Losung:

Mit den gleichen Grenzen wie im Lehrbeispiel 96 erhalten Sie

1 1 [z 25\ |1
T,=§/(a:—a:‘)dz=7(§—-5—> )
1/(1  1\_ 8

Im Lehrbeispiel 96 wurde der Flicheninhalt mit % berechnet. Damit ist
T 9 T, 9

__ ¥y _ Y — = .
zS—'F_2_0) yS—F""go
Die Gleickheit von x5 und ys war hier zu erwarten, da die Gerade y = z Symme-
trielinie ist.
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Vergleichen Sie jetzt einmal die im Abschnitt 7.1 zur Volumenberechnung von
Rotationskorpern benutzte Formel (39) und Formel (41b) miteinander. Versuchen
Sie, ehe Sie weiter lesen, einen Zusammenhang zu erkennen.

Y]
In beiden Formeln tritt / y® dz anf. Losen Sie (41b) danach auf, und setzen Sie

a

den gefundenen Ausdruck dann in (39) ein.

b
Es war -;— yidz
Ys =t
b
oder fyzdx=2ysp.
Damit wird V =2nysF (42)

Sie haben damit einen Beweis fiir die Ihnen bekannte 2. Guldinsche Regel zur
Ermittlung der Volumina von Rotationskérpern gefunden. Achten Sie darauf,
daB es sich bei ys um die Schwerpunktsordinate der erzeugenden Fliche handelt.
Die entsprechende Formel fiir die Mantelflichen werden Sie spéter vorfinden.

7.22 Schwerpunkt von Korpern. Die Berechnung der Schwerpunkte gelingt urs
hier nur fiir die Korper, deren Volumen im Abschnitt 7.1 berechnet werden
konnte. Befassen Sie sich noch einmal mit diesem Abschnitt, insbesondere mit
der dort angefithrten Einschrinkung.
Betrachten Sie dabei auch wieder Bild 88. Unter dem statischen Moment eines
Volumenelementes d V .ist nun

dT, =2zdV
zu verstehen. Hierbei gibt 7 den Abstand des Volumenelementes dV von der
senkrecht zur z-Achse stehenden yz-Ebene an. Aus diesem Sachverhalt resultiert
die Kennzeichnung des Momentes durch den Index yz. Das statische Moment des
gesamten Korpers 148t sich durch

Ty=/[zdV
/
oder, mit dV = @(z) d=, durch
b
Tp=[2Q(@) dz

berechnen. Der Abstand des Schwerpunktes von der yz-Ebene ergibt sich dann
(analog zu den Flichenschwerpunkten) aus
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I b

r sz(z) dz »
B=Eml (V= / Q(2) d2) (43)

In gleicher Weise konnten noch die Formeln fiir yg und z; aufgestellt werden. Fiir uns hat
das hier aber keinen Wert, da ja im allgemeinen nur die Querschnitte senkrecht zu einer
Achse bekannt sind. Diese kénnen Sie aber immer als z-Achse wihlen.

Lehrbeispiel 105
Welchen Abstand hat der Schwerpunkt der vm Lehrbeispiel 98 berechneten Pyramide
von der Spitze?

Losung:
Aus Lehrbeispiel 98 entnehmen Sie
(¢4 1
Q= i 2  und V= 3 Gh.

h

G
F/z.dz . N - \
Damit ist gs=-—2 =S [atde=52 =h.
1 B T, 1
'§Gh 1 —_

Von der Grundfliche hat dann der Schwerpunkt den Abstand -}

Nach diesem Lehrbeispiel wollen wir uns der Schwerpunktberechnung fiir die
ebenfalls im Abschnitt 7.1 behandelten Rotationskorper zuwenden. Es braucht
wohl nicht weiter betont zu werden, daB die Schwefpunkte auf der Rotationsachse
(Symmetrieachse!) liegen. Zur Festlegung des Schwerpunktes geniigt demnach
vollkommen die Kenntnis seines z-Wertes.

Ersetzen wir der Einfachheit halber T,, durch T, so ist mit @(z) = = y?
b
T=n f zytdz

das statische Moment des Drehkorpers, bezogen auf die Ebene, die im Nullpunkt
auf der Drehachse (2-Achse) senkrecht steht.

Bedenken Sie, da
b
V=n|ydz
/

war, 50 ist
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zytde
— (44)
y*dz

&\e

&

I
<R

I

e

Lehrbeispiel 106

Berechnen Ste die Lage des Schwerpunktes eines 4
Kugelabschnittes | T
Lésung: )’
Zur Erzeugung des Kugelabschnittes muf das im 5/ ,_
Bild 99 hervorgehebene Stiick des Kreises um die 7 !
2-Achse rotieren. —0- .
B ) o ' r-h r x
egrenzende Kurve:  y = yr2 — 22 L p]
Integrationsgrenzen: 2z=r—h und z=r Bild 99
T h
T =n/w(rz— Bde=n[(Pz—a1})de=n ("2".""— %‘) ’
r—h
r—h r—h

=T 2P —r—20(r— kP + (r —h)
Sie 16sen die Binome auf und vereinfachen zu
= @r — arh 4 1) =ZF @r — .

Zur Berechnung von V kénnen Sie das Ergebnis aus Lehrbeispiel 100 mit 7, = 0
verwenden. Sie miissen dann noch in

V=2 3r,2 4+ 1)

7y durch 7 und h ausdriicken. Sie entnehmen dazu aus Bild 99 die Beziehung
72 =12 —(r—h)p?® =2rh — R

Damit ist dann V= “—g-h’ Br—"n)

T 3 (2r — h)?
und B=7 =1 F—p
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Ubungen
99. Berechnen Sie den Schwerpunkt des in Bild 100 dargestellien gleichschenkligen

Trapezes!
y /

e
A b x
Bild 100

100. Bestimmen Ste den Schwerpunkt der oberen Halbellipse (Halbachsen a und b)!
Welche Schlufsfolgerung konnen Ste aus dem Fehlen von a in der Endformel
ziehen? (Inhalt der Vollellipse. abx)

101. Wo liegt der Schwerpunit der von der Kurve y=+% V(4 —x) und der
x- Achse eingeschlossenen Fliche?

102. Berechnen Sie den Schwerpunkt des Kegelstumpfes, dessen Volumen Sie in
Ubung 96 2u ermitteln hatten!

103. Wo liegt der Schwerpunkt eines Paraboloids (s. Lehrbeispiel 99)?

104. Welche Form nimmt Formel (44) an, wenn der Kirper durch Rotation der
erzeugenden Fliche wm die y- Achse erzeugt wird?

7.3 Flichentrigheitsmoment

Zur Bildung des statischen Momentes muBten Sie im Abschnitt 7.21 jedes Fldchen-

element dF mit seinem Abstand von der jeweiligen Bezugsachse multiplizieren.

Wie Sie aus der Festigkeitslehre wissen, bildet das Produkt aus Flichenelement

und Quadrat des Abstandes von der Bezugsachse das Flichentrigheitsmoment.

Kennzeichnet I diesen Abstand, so ist das Tragheitsmoment des Flichenelementes
dJ =B dF

und das Trigheitsmoment der Gesamtfliche F

J=/zzdF.
J

Je nach der Lage der Bezugsachse haben Sie grundsitzlich zwei verschiedene
Trigheitsmomente zu unterscheiden:
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a) die Bezugsachse liegt in der Ebene der Fliche: dquatoriales (axiales) Trigheits-
moment.

Alle Flidchenelemente werden mit dem Quadrat ihres Abstandes von dieser
Achse multipliziert.

b) die Bezugsachse steht senkrecht auf der Flache: polares Trigheitsmoment.
Alle Flachenelemente werden mit dem Quadrat ihres Abstandes vom Durch-
stoBpunkt der Achse (vom Pol) multipliziert.

Betrachten Sie zur Bestimmung des Zusammenhanges zwischen dquatorialem und

polarem Tréigheitsmoment Bild 101a und b.

o

F

. i

a

x

Bild 101a und b

Die Flidche F licge in der zy-Ebene. Die z- und y-Achse stellen dann zwei dqua-
toriale Bezugsachsen dar, die aufecinander senkrecht stehen. Die durch den
Ursprung gehende und auf der z y-Ebene senkrecht stehende z-Achse wéhlen Sie
als polare Achse.

Mit diesen Achsen bilden Sie die Trigheitsmomente

aquatorial Jo=[wdF J,=[adF (45a)

F F

polar J.=J,=[rdF (45D)

F

Da 2- und y-Achse nach Voraussetzung aufeinander senkrecht stehen, gilt
P2 =22 4 ¢

und damit Jp=[rdF = [ (a* + 4 dF

F ¥

= [a*dF + [y dF.

Jp=J,+J, (45¢)
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Das polare Trigheitsmoment ist gleich der Summe zweier #quatorialer
Trigheitsmomente, deren Achsen aufeinander senkrecht stehen und
durch den Pol (DurchstoBpunkt) der polaren Achse gehen.

Wollen Sie nun praktisch Triagheitsmomente von gegebenen Flidchen berechnen,
so fassen Sie wieder alle Punkte mit gleichem Abstand von der Bezugsachse zu
einem Flichenstreifen dF zusammen und multiplizieren ihn mit dem Quadrat
des Abstandes.

Lehrbeispiel 107
Es sind die Trigheitsmomente Jo, J,, J, und J; der tm Bild 102 dargestellten
Rechiecksfliche zu berechnen.

yvh Losung:

. «) Trigheitsmoment beziiglich der z-Achse:

} $ Wahl der Flichenelemente: rechteckige Streifen
" parallel zur z-Achse mit der Lénge b und der
Breite dy.

Mit dF = b dy ist dann

——t dJ, =12 dF =b y2dy.

Bild 102 Die Flichenstreifen sind von — % bis + % zu

>

xy

erstrecken. Sie erhalten mit diesen Grenzen fiir das Trigheitsmoment der ge-
samten Fldche

Da der Integrand eine gerade Funktion ist, kénnen Sie dafiir schreiben
h

2
J,=2b]y2dy=112-bh3.
; B

B) Trigheitsmoment beziiglich der y-Achse:
‘Wihlen Sie die Streifen jetzt parallel zur y-Achse, dann ist

dJ, =22 dF, dF =hdx
und damit
b b

ty 3

Jy =hfx2 do = 2h"/-a:2dx — 2 hbe.
b 0 —
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Sie héitten auch aus der Kenntnis des vorher berechneten J, zu diesem Ergebnis
kommen konnen. Was die Rechteckseiten b und h fiir die z-Achse darstellen,
stellen h und b fiir die y-Achse dar. Sie brauchen also in J, nur die Buchstaben
z mit g, b mit k und » mit b zu vertauschen.

Sind 4 und b in em angegeben, so haben die Trigheitsmomente die MaBeinheit cm4,
y) Polares Triagheitsmoment:

Mit Hilfe der Formel (45¢) ergibt sich das polare Trigheitsmoment fiir die im
Punkt O auf der Fliche senkrecht stehende Achse.

Ty = 35 b 4 g hb3 = & bR (k2 + %)

) Trigheitsmoment beziiglich der z-Achse:
Wie bei ), wihlen Sie die Flichenstreifen parallel zur Z-Achse:
dJ; =*dF, dF =bdy.

Die Flichenelemente erstrecken sich jetzt von ¥ = 0 bis y = .

—_—

h
Jr=b[Pdy == bh3
J 3

Wie Sie aus den Lehrbriefen iiber Festigkeitslehre wissen, kinnen Sie die Ergeb-
nisse von &) und 6) ineinander iiberfiihren, da parallele Achsen vorliegen. Sie
miissen dazu den Satz von Steiner anwenden.

Der Steinersche Satz 1Bt sich mit Hilfe der Integralrechnung ableiten. Im
Bild 103 sei die 2-Achse parallel zur Z-Achse und gehe durch den Schwerpunkt
der Fliche F. )
Auf Grund der gegenseitigen Lage dieser beiden ’

Achsen ist _ / LEeh
y=y+ s s jy -—
x

vl

Fiir die beiden Achsen existieren die dquatorialen 1 v
Triigheitsmomente: I’ A l
2-(Schwerpunkts-)Achse: — 5 %

J, = Js = fyz aF, Bild 103
F

;‘E-Achse:
Jz = | §*dF.
]

Zwischen beiden besteht nun ein Zusammenhang, den Sie jetzt aufstellen sollen,

12 Mathematik IV
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Jz = [ aF = [(y + 4o dF
i F

F

= [+ 295y + 5 AF

F

=/y2 dF + zyg.[,y dF + ysz.[dF
F r F

Jzr =Js+0+yPF
Sie miissen sich jetzt noch Klarheit dariiber verschaffen, warum das Integral
f y dF den Wert Null hat. Zunéchst erkennen Sie in diesem Integral das statische

F
Moment T'; der Fliche F. Die Voraussetzung, die 2-Achse sei Schwerpunktachse,

besagt, daB die Ordinate des Schwerpunktes

TI
Yys= = 0
sein muBl. Daraus folgt aber )
T,=[ydF =0.
F
Sie erhalten so den Thnen bekannten Satz von Steiner:

J; =J, + §F (462)

und entsprechend

(vgl. Bild 103) Jy =Jy+ @2 F (46b)

Ist das Tragheitsmoment einer Fliche in bezug auf eine Achse durch den
Flachenschwerpunkt gegeben, so erhidlt man das Trégheitsmoment in bezug
auf eine beliebige parallele Achse, indem man zu ersterem das Produkt aus
Flache und Quadrat des Achsenabstandes addiert.
Ziehen Sie hierzu noch Formel (45¢) heran, so konnen Sie den Satz von Steiner
auch auf die polaren Trigheitsmomente anwenden.
Es sei J, = J; + J, das polare Trigheitsmoment mit dem Schwerpunkt als
Pol, wihrend der Schnittpunkt der z- und y-Achse der Pol fiir das Trigheits-
moment J; = Jz + J sein soll (Bild 103). Dann ist
Jr =Jd7 + J3
=J;+ydF +J,+ xPF
=Jo+Jy + (@ + Y F.

Jp=dJ, + 7 F (46¢)
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Hierbei ist 75 die Entfernung des Schwerpunktes vom Pol des Trigheitsmomentes
J7 und damit auch der Abstand der beiden parallelen Polachsen.

Wie Sie aus den Formeln (46a) bis (46¢) erkennen, besitzt das Trigheitsmoment
in bezug auf cine durch den Flichenschwerpunkt gehende Achse von allen mog-
lichen Trégheitsmomenten den kleinsten Wert.

Es ist also immer
J. = J3, Jy < J3 Jr §J;°

Lehrbeispiel 108
Es sind J+ und J, fiir das in Bild 104 dargestellte Dreieck zu berechnen.

Losung:
a) Trigheitsmoment beziiglich der Grundlinie
(z-Achse) 7
Teilen Sie das Dreieck in Streifen pa,rai]el zur T
Bezugsachse auf. Ndhern Sie diese Flichen- h-g
slemente durch Rechtecke mit den Seiten s und
dy an. Ein derartiges Flichenclement dF ist it oy
in Bild 104 schraffiert gezeichnet. Die Seite s L
ist aber mit dem Abstand y des Flichenele-
mentes von der Bezugsachse veranderlich. 5 ———]

Welcher Zusammenhang besteht nun zwischen s

oA =
A
'y
xl' xv

und y? Mit dem Strahlensatz erhalten Sie Bild 104
s:b=Mh—y):h
b _
oder s= 3 (h—=19).
Fiir das Tragheitsmoment gilt
J;=/g72dF, dF =sdy = 2 (h—§) dy,
F

h
b — =
Ji=g [G—DPdy.
0
Multiplizieren Sie den Integranden aus und fiihren Sie die Integration durch.

h
Ta=b[pdy—g [pay ="
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p) Trigheitsmoment J beziiglich der zur Grundlinie parallelen Schwerpunkt-
achse

Der Schwerpunkt hat von der Grundlinie den Abstand ys = % (vgl. Lehrbeispiel

102). Auf Grund des Satzes von Steiner muB} gelten

h\2 1
Ji=di+(5)F F=2bh
h3
=Jz+b1—8
oder J,=J;—b1—'g
N )
12T 18
bhs
Jo= 55

Lehrbeispiel 109

Es sind das polare und das dquatoriale Flichentrigheitsmoment der Kreisfliche mit
dem Radius R zu berechnen (Bild 105).

Lésung:

) Polares Flachentrigheitsmoment

Alle vom Pol (Mittelpunkt des Kreises) gleichweit entfernten Punkte der Kreis-
fldche liegen auf einem Kreisring mit dem (mittleren) Radius ¢ und der Breite d .
Der Inhalt des Flichenelementes ist damit

dF =2np dp
und das polare Trigheitsmoment

J, =Ff ?dF = 27:0 nga do,

B) Aquatoriales Trigheitsmoment

Sind die dquatorialen Bezugsachsen zwei aufeinander senkrecht stehendé Durch-
messer, 50 muB die Summe der dazugehérigen Triigheitsmomente gleich dem
polaren Trigheitsmoment J, sein.. Aus Symmetriegriinden miissen aber weiterhin
die beiden Trigheitsmomente gleich sein.

Somit ist J, = 2 J,, oder

1

Jz=§Jp= nR‘.

| =

176



Fiir den Fall, daB nicht ein voller Kreis, sondern ein Kreis-

ring mit dem Innenradius » und dem AuBenradius R vor- \
liegt, sind die Grenzen des Integrals r und R, so da8 Sie

erhalten

R
Jp=27zfpsdg= T a(B—1)

Bild 106

1

bzw. J; = T (Rt—rY).

Ll

Es sollen jetzt die Triigheitsmomente J, und Jy einer Fliche berechnet werden,
die von der Kurve y = f(x), den beiden zu = a und # = b gehiorenden Ordinaten
und von der z-Achse begrenzt ist. Fiir diese Fliche lassen sich die Formeln (45a),
dhnlich wie bei den statischen Momenten, in eine besondere Form bringen.
Betrachten Sie hierzu Bild 106. Die Flache ist

in Streifen parallel zur y-Achse geteilt (in Bild |
106 ist nur ein Streifen eingezeichnet).

Diese Streifen konnen Sie durch Rechtecke mit
der Breite dz, der Hohe y und dem Fléichen-
inhalt dF = y dz anndhern. Unter Verwendung y
des Ergebnisses aus Lehrbeispiel 107 8) erhalten
Sie fiir das Trédgheitsmoment eines solchen
Streifens a - F b

dJ, = % yidzx

/—r—ﬁy-f(x)

=

Y

Bild 106

und daraus fiir die ganze Fliche

J,=

wof =

b
[y da (473a)

Beziiglich der y-Achse hat der betrachtete Streifen den Abstand z und daher das
Tréigheitsmoment
dJ, =a*dF =22y dz,

wihrend fiir die gesamte Fléche

b
J, =/w2yda: (47b)

ist.
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Lehrbeispiel 110
Wie grof3 sind die dquatorialen Trigheitsmomente J, und J, fir das im Bild 107
dargestellte Trapez?

Losung:

«) Aufstellung der Funktion der begrenzenden Geraden

Die Gerade durchliuft die beiden Punkte (0;3) und (2;7). Fiir diese Punkte er-
halten Sie mit Hilfe der Zweipunktegleichung

7—3
y—3 =3 =5 (2 —0),

y =2z 4 3.
B) Berechnung von J,

Benutzen Sie die Formel (47a), so erhalten Sie fiir die Trapezfliche

2
J,=.;_f(2x+3)3dz
0

2
- _;.f(Sxa + 3622 + b4z + 29) dz

0
= 3 (22 4 122% 4 27a? 4 274)

2
K
Zur Vereinfachung der zahlenmiBigen Auswertung setzen Sie dafiir
L:%zmﬁm+m+mm+mr
0

—2(-8421.3)
0

3
@7 —

[\“]
<

=96,6 (Liingeneinheiten):.

y ) Berechnung von J,
' Hierfiir verwenden Sie die Formel (47b).

2
Jy = [ @2 +3) de
0

2
=fmﬁ+3wdx
0

*

Bild 107 J, = (; 4+ x“)

Lehrbeispiel 111
Bestimmen Sie die Tragheilsmomente J. und J, fir die in den Lehrbeispielen 89
und 103 behandelte Parabelfliche!

=16 (Léngeneinheiten)*

2
0
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Lésung:

Begrenzende Kurve: y = c?
Integrationsintervall: 0z<a
Nach (47a) erhalten Sie fiir J,:
xy
e [ 3 |& 1
Jx = gv/ z8dz = o1 . =31 633317

[
Mit Hilfe der auch im Lehrbeispiel 103 verwendeten Beziehung y, = cz,? bzw.

€= % konnen Sie wiederum ¢ aus der gefundenen Losung eliminieren. Es ist
1

dann
, 1
Jo =5 2 4>

Formel (47b) gibt fiir J,:

Auch hier macht es keine Schwierigkeiten, die Formeln (47) auf Flichen aus-
zudehnen, die oben von der Kurve y = y,(z) und unten von y = y,(x) begrenzt
werden. Betrachten Sie dazu noch einmal Bild 82. Das Tréigheitsmoment der ein-
geschlossenen Fliche entsteht aus der Differenz der Tragheitsmomente der Flichen
zwischen y = y,(z) und z-Achse einerseits und zwischen y = y,(z) und z-Achse
andererseits.

b
V.= g [~ da (482)
b
Jy =fx2 (Yyo—yy) d2 (48D)

Es ist wieder gleichgiiltig, ob Teile der Fliche unterhalb der z-Achse liegen.
Lehrbeispiel 112

Bestimmen Ste die Trigheitsmomente J, und J, der Fliche, die von der Geraden
y = x und der Parabel y =}z eingeschlossen wird!

Losung:

Die beiden Kurven schneiden sich in den Punkten (0;0) und (1;1). Dadurch ist
das Integrationsintervall mit a = 0 und b = 1 festgelegt. Sie konnen sich leicht
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selbst davon iiberzeugen, daB in diesem Bereich die Kurve y = 'z iiber y = =
liegt.
«) Berechnung von J:

Jo= /(z%_zs)dm—.- (25

=3 (3 — %) = lo = 0,05 (Léngeneinheiten)*

B) Berechnung von J,:
1

Ubungen

105. Wie grof sind die Flichentragheitsmomente J,, Js, Jy und J, des Trapezes
aus Ubung 992
Erlduterung: Die Achse fiir Js sei die Parallele zur Trapezseite a durch den
Schwerpunkt.

106. Berechnen Sie J, und J, der Fliche zuwischen den Kurven y = 2® und y = z/

7.4 Massentrigheitsmoment

Im Lehrbrief ,,Physik 3 haben Sie das Massenirélghgitsmoment bereits kennen-

gelernt. Wie Sie wissen spielt diese physikalische GroBe bei Drehbewegungen

eine Rolle. Analog zum :flichentrigheitsmoment errechnen Sie das (angenéherte)

Massentriagheitsmoment 2ines Massenelementes, indem Sie das Element dm mit

dem Quadrat des Abstandes ! von der Bezugsachse (Drehachse) multiplizieren:
dJ =2dm.

Das Massentrigheitsmoment des gesamten Korpers erhalten Sie dann aus

J = [ dm (49)

Flichen- und Massentrigheitsmoment unterscheiden sich im Ansatz nur in dem Glied dF
bzw. dm. Dabei miissen Sie aber bedenken, daB d F das Element einer ebenen Fliche und dm
fas Element eines Kérpers darstellen. Beide GroBen haben also verschiedene Dimensionan.

180



Der fiir die Fldchentrigheitsmomente aufgestellte Satz von Steiner gilt sinn-
gemdB hier wieder. Sie haben lediglich /' durch m und dF durch dm zu ersetzen.

Lehrbeispiel 113

Es ist das Trighestsmoment eines

a) Vollzylinders mat dem Radius R, '_d_g

b) Hohlzylinders mit dem Aufenradius R und dem Innen-
radius r, der Hohe h und der Dichle d beziiglich der Zy-
linderachse zu berechnen!

Losung:

a) Zur Ermittlung des Massenelementes dm verfahren

Sie dhnlich wie im Lehrbeispiel 109. Sie wihlen dm in

Form eines diinnwandigen Hohlzylinders (Bild 108).

Multiplizieren Sie seine Grund- und Deckfliche dF mit

der Hohe h, so erhalten Sie zunichst sein Volumen d V.

Die weitere Multiplikation mit der Dichte d ergibt die

Masse dm des Massenelementes: -1
dm = dFhd =2n0 do hd

R
Dann ist J =2xdh [ de = 5 ndhRe. B4 108
0

Nun ist aber die Gesamtmasse m = R?*zhd. Beriicksichtigen Sie das in dem Aus-
druck fiir J, so konnen Sie endgiiltig schreiben

Wird R in [m] und m in [kg] gemessen, so hat das Massentrigheitsmoment die
MaBeinheit [kg m?].

b) Diese Aufgabe unterscheidet sich von a) nur
in den Integrationsgrenzen. Anstatt von O bis R
integrieren Sie jetzt von r bis R (Bild 109).

R
J=2ndh [¢ddg = +ndh (R —1?)

r

1
= = ndh (R2 —1?) (R? + 12 ,
3 T ") (B 1% Bild 109
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Da die Gesamtmasse in diesem Fall
m=(R*— r®)nh d
ist, erhalten Sie damit fiir das Trégheitsmoment des Hohlzylinders

1
J =5 m(B + ).

Das Ergebnis. besagt, daB bei gleicher (!) Masse das Massentrigheitsmoment des
Hohlzylinders groBer ist. Von dieser Tatsache macht man beim Bau von Schwung-
rdadern Gebrauch, indem man versucht, moglichst viel der Gesamtmasse an der
Peripherie unterzubringen.

Lehrbeispiel 114

g Welches Trigheitsmoment hat die vm Bild 110 darge-
stellle diimne Kreisschetbe beziiglich der Achse
CEl B a—a (h< R)?
a z R Q .
%;E / Losung:
Sie konnen hier die Uberlegungen aus dem Lehr-
beispiel 1098 entsprechend anwenden. In bezug
auf die Achse a—a erhalten Sie

Bild 110 Jo=2J=1mR (<R).

Lehrbeispiel 115
Wie grofs ist das Massentrdghestsmoment eines geraden Kreiskegels mit der Hohe h
dem Grundkreisradius R und der Dichie @ beziiglich der Figurenachse?
Losung:
o Denken Sie sich den Kegel in diinne
\ R Scheiben der Dicke dx zerlegt. In
I Bild 111 ist eine solche Scheibe
X T ',L - X eingezeichnet. Stellt y den (mitt-
/ ! leren) Radius dar, so konnen Sie
diese Scheibe bei geniigend kleinem
dz durch eine Kreisscheibe mit der
Masse

/

A {

Bild 111 dm = ny? dz o

ersetzen. Das Triagheitsmoment dieser Scheibe hat dann auf Grund des Ergeb-
nisses von Lehrbeispiel 113 den Wert

A, = 3 P dm = 3 aytdz o
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Jetzt haben Sie noch den von Kreisscheibe zu Kreisscheibe verdnderlichen
Radius y durch z auszudriicken, denn das ,,dz* gibt an, daB die Integrations-
verinderliche z ist. Aus Bild 112, das den

Schnitt des Kegels darstellt, lesen Sie ab
y R _B
=7 also y = 7 L ! R
Damit erhalten Sie dann ” x h
I w4da: x o Bps
rT o2 Q h4 = 10 7t
67 @ Rth. Bild 112

Nun ist aber die Gesamtmasse des Kegels

.
m=<[dm=yz9%—/a{2dx)=—?17ng Rh.
m 0

Setzen Sie das wieder in J, ein, so bekommen Sie als Endergebnis

3
J;=F)mR2.

Der im Lehrbeispiel 115 eingeschlagene Weg kann fiir Rotationskorper verall-
gemeinert werden. Denken Sie sich den Kérper (Rotationsachse = z-Achse) in
der gleichen Weise zerlegt. Die Scheiben haben dann den Radius y = f(z), die
Dicke dz und so die Masse

dm =nmy?dzx ¢
und beziiglich der Rotationsachse das Trigheitsmoment
1 1
AJ =5 yPdm =5 aytdze -

Fiir das Triigheitsmoment des gesamten Rotationskorpers, der durch Rotation
der Fliche zwischen der z-Achse, der Kurve y = f(z) und den Ordinaten zu
2 = aund z = b um die 2-Achse erzeugt wird, gilt

b
J:_;_ngfywx (50)

Lehibeispiel 116
Gesucht ist das Massentrdghettsmoment ewner Kugel mit dem Radius R. Die Achse
soll dabet durch den Mitielpunkt gehen, sie soll also esn Durchmesser sein (z-Achse).
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Lésung:
Begrenzende Kurve: oberer Halbkreis ¥ = < VR? —

Integrationsintervall: —E<zsR

R
Je=gne [(B—apdz
—R
R
=n9[(R2——w2)3da:
0
R
=n9/(R4—-2R2m3+:c4)d:c
0

=70 (R‘z——g—sza-}-% a:5) :

._8 6
—1—57ZQR

Da die Gesamtmasse m = —;7 mo R? ist, ergibt sich schlieBlich

2
J,=-5mR3.

Lehrbeispiel 117

Wie grof ist das Massentrigheitsmoment der in Bild 113 dargestellten diinnen Kreis-

scheibe beziiglich der y-Achse?

Losung:

beispiel 114 das Tragheitsmoment

Jz,=—1—mR2.

die y-Achse

Jy =Jy, + a’m,
‘L—a

Jy = LR + a?m.
Bild 113 4

Lehrbeispiel 118

7 In bezug auf die zur y-Achse parallele y-Achse
y f (Schwerpunktachse) hat die Kreisscheibe nach Lehr-

Mit Hilfe des Steinerschen Satzes erhalten Sie fiir

Welches Massentrigheitsmoment hat der in Lehrbeispiel 115 behandelte Kreiskegel
in bezug auf eine Achse, die senkrecht zur Figurenachse durch die Kegelspitze liuft?
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Losung:
Denken Sie sich wieder den Kegel in Scheiben zerl gt. Eine solche Scheibe mit

dem Radius y, der Masse dm == ¢ %2 dxund dem Abstand x von der Drehachse

hat nach Lehrbeispiel 117 das Massentriagheitsmoment

>y

dJ, =l.y2dm+x2dm. y=

z
J, =22 fw‘d +nQR2fx4dx
_ngR‘h no B2 R _ moR*h
20 T 5 m= 3
= 2% m R? 4 —g— mh
Jy= o m (R + 413
Ubungen
107. Bestimmen Sie das Massentragheitsmoment des Paraboloids aus Lehrbeispiel 99

beziiglich
a) der Figurenachse,
b) der vm Scheitel auf der Figurenachse senkrecht stehenden Achse!
Anleitung: Verfahren Ste bei b) analog zu Lehrbeispiel 118!
108. Wie grof ist das auf die Figurenachse bezogene Massentrigheitsmoment des
Kegelstumpfes, dessen Volumen in Ubung 96 zu berechnen war?2
109. Ein diinner Stab mit dem Querschnitt q, der Linge 1 und der Dichte ¢ rotiere um
dve zur Stabachse senkrechte Mittelachse. Wie grof ist sein Massentrigheits-
moment ?
Zusammenfassung
Im Verlauf der Abschnitte 7.1 bis 7.4 haben Sie die ersten geometrischen An-
wendungen der Integralrechnung kennengelernt. So wurden behandelt:
Volumen von Kérpern,
Schwerpunkt von Flichen und Kérpern,
Flachen- und Massentriagheitsmomente.
Grundsitzlich sind die Ansétze zu diesen verschiedenen Anwendungen stets nach
den gleichen Gesichtspunkten durchzufiihren:
1. Herausgreifen eines Teilstiickes. (Kennzeichnung dieses wahren Teilstiickes
durch ein vorgesetztes 4.)
2. Anndherung des wahren Teilstiickes durch eine elementar zu berechnende
NaherungsgroBe. Kennzeichnung dieser NaherungsgroBe durch ein vor-
gesetztes d.
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3. Integration iiber die Naherungsgrofen.

Sie miissen aber dabei bedenken, daB dieser so einfach erscheinende Ubergang
von den A-GriBen zu den d-GroBen und zur Integration nicht so selbstverstindlich
ist. Wie Sie bei den ersten Anwendungen gesehen haben, mn8 eigentlich zunéchst
iiber die TeilgroBen summiert werden. Dann haben Sie anschlieBend den Grenz-
wert der Summe, das Integral zu bilden.

Als dringendes Zugestiandnis an die Praxis aber wollen wir weiterhin den verein-
fachten Weg beibehalten.

Verfallen Sie jedoch nicht auf den alten Fehler, die Differentiale als unendlich kleine Gréfen
anzusehen, hervorgegangen aus den zugehdrigen Differenzen. So wird nicht etwa aus Ay
das dy, wenn 4z gegen Null strebt. In &lteren Lehrbiichern finden Sie zuweilen diese irrige
Auffassung. Ziehen Sie noch einmal zur Erlduterung den analytischen Zusammenhang des
Differenzen- und Differentialquotienten heran. Es war

4y _dy.
4 z—0 dz - dz

Das ist so zu deuten, daB die beiden (endlichen) GréBen, der Zuwachs 4y der Kurven-
ordinate und der Zuwachs dy der Tangentenordinate, fiir kleine 4z = d z nahezu gleich sind.

7.5 Weitere Anwendungen der Integralrechnung aus Physik und Technik

Die Integralrechnung dient dem Physiker und Techniker nicht nur zur Flichen-,
Volumen- und Schwerpunktsberechnung bzw. zur Bestimmung von Trigheits-
momenten, sondern sie gibt ihm, ebenfalls wie die Differentialrechnung, die Mog-
lichkeit, nicht gleichférmig ablaufende, stetige Vorgénge zu erfassen.

7.51 Arbeit. Wie Sie bisher gelernt haben, ist Arbeit = Kraft - Weg, sofern die
Kraft die gleiche Richtung wie der Weg aufweist und sie lings dieses Weges
konstant bleibt. Wie haben Sie nun zu verfahren, wenn die zweite Bedingung nicht
erfiillt wird, die Kraft also verdnderlich ist ? Denken Sie sich den geradlinigen Weg
in kleine Wegelemente dz zerlegt. Liings eines solchen kleinen Stiickes konnen
Sie die Kraft P als konstant ansehen. Die Arbeit, die diese Kraft dort verrichtet, ist

d4A =Pdz.

Die Summe aller dieser Arbeitselemente néhert sich um so genauer 4 an, je feiner
die Unterteilung, je kleiner dz ist. Die Arbeit erhalten Sie exakt, wenn Sie den
Grenzwert der Summe, also das Integral bilden:

A= f P(z)da (51)
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Sie haben das bestimmte Integral als Inhalt einer Fliche kennengelernt. Nun ist
die Arbeit durch ein bestimmtes Integral zu berechnen. Welche SchluBfolge-
rungen konnen Sie aus diesen beiden Aussagen ziehen? Die Arbeit muB sich
als Inhalt einer Flache darstellen lassen. Stellen Sie
das Kraft-Weg-Gesetz in einem rechtwinkligen Koor-
dinatensystem dar. Die horizontale Achse muf dabei o
die Weg-Achse, die vertikale die Kraft-Achse sein. 7
Die Arbeit wird dann durch die in Bild 114 schraf-
fiert gezeichnete Fliche dargestellt. 4

Arbeit bei der Ausdehnung einer Schraubenfeder —¢—F A\ rE
Eine Schraubenfeder soll um die Léinge ! gedehnt und Bild 114

die hierbei zu verrichtende Arbeit berechnet werden.

Bei einer Schraubenfeder ist die aufzuwendende Zugkraft der Verlingerung z
proportional :

P

P =kuzx.

Der Proportionalititsfaktor k (Federkonstante) ist ein MaB fiir die ,,Hérte* der

kp

Feder. Die MaBeinheit bestimmt sich aus & = —f— zu -, wenn P in kp und 2 in m

gemessen wird (vgl. Physik, Lbf. 3).

Fiir = 1 m wird P dem Betrage nach gleich k. Damit haben Sie die physikalische
Bedeutung der Konstanten k. Sie gibt den Betrag der Kraft an, mit der die Feder
nach einer Dehaung um 1 m festgehalten werden muB.

Fiir die Ausdehnungsarbeit erhalten Sie durch Einsetzen von P = kz in For-
mel (51)

l
A=k[xdw=—;-kl2‘
0

Um die Feder in dieser Stellung festzuhalten, miissen Sie die Kraft P; = kl auf-
wenden. Damit konneh Sie k£ in der obenstehenden Gleichung ersetzen und er-
halten als Endresultat

1
4 =5 Pl.

Stellen Sie sich ein Schaubild des Vorganges her, und bestimmen Sie aus diesem
die Arbeit, indem Sie den Inhalt der Fliche berechnen!

Ausdehnungsarbeit eines Gases

In einem Zylinder mit beweglichem Kolben (Querschnitt F) sei ein Gas ein-
geschlossen. Das Gas habe in dem im Bild 115 festgehaltenen Zustand den Druck p
und das Volumen V.
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Das Gas driickt nun mit der Kraft P = pF
den Kolben um das kleine Stiick dz heraus.

|/ ,f{”[ﬁ Den Druck konnen Sie bei geniigend kleinem
’ —#——=——P  dz als konstant ansehen. Die frciwerdende
’ 1" L.
. g_w Arbeit ist
LLLLlLL Ll
e d4d =pFdz.
Bild 115 Der Kolben gibt durch diese Verschiebung
das Volumen
dV =Fdz
frei. Unter Verwendung der letzten Beziehung wird
d4d =pdV
und, wenn Sie mit V, das Anfangs- und mit V, das Endvolumen bezeichnen,
14
4= f pdV.
£

Zur Auswertung dieses Integrales miissen Sie nun die Abhingigkeit des Druckes
vom Volumen kennen, denn V ist ja die Integrationsverinderliche. Es bestehen
zwischen Druck und' Volumen je nach Art der Zustandséinderung verschiedene
Abhingigkeiten. Wir wollen hier den Fall der isothermen Zustandsinderung an-
nehmen, die Sie bereits im Lehrbrief ,,Physik 5 kennengelernt haben.

Fiir die isotherme Zustandséinderung gilt
PV =p, Vi =0V,
Daraus erhalten Sie die gesuchte Abhingigkeit

p= p‘; 1 (Gesetz von BoYLE-MARIOTTE).

Die Arbeit ist

v,
A=p1V1f7 = Vi Vo—In V) =p, ¥y ln 72
v,

Im folgenden sollen Sie sich mit zwei Anwendungsbeispielen aus dem Gebiet der
Festigkeitslehre vertraut machen.

7.52 Ausdehnung eines Balkens infolge Eigengewicht. Bild 116a soll einen

herabhdngenden Balken (Seil) mit der Lénge I, dem Querschnitt F' und der
Wiclkte p darstellen.
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Es ist nun nach der Verlingerung 1 gefragt, die der Balken infolge Belastung
durch sein Eigengewicht erfahrt. Denken Sie sich ein Stiick von der Linge = vom
unteren Ende des Balkens abgeschnitten (Bild 116b)
und das abgeschnittene Stiick durch eine #uBere 72/ 7/
Kraft P ersetst. Damit diese Kraft an dem ver- |
bliebenen Balkenstiick die gleiche Wirkung hinter-
liBt wie das abgeschnittene Stiick, muB sie gleich
dem Gewicht dieses Stiickes sein: {
P =Fazy. 2

Betrachten Sie nun die im Bild 116b schraffiert ge- ’; »
zeichnete diinne Scheibe mit der Dicke dz. Durch a s
die angreifende Kraft P wird diese Scheibe gedehnt. Bild 116

Die relative Dehnung & betréigt nach dem Hookeschen

Gesetz .
e=2L 7% (E = Elastizititsmodul).

x

Daraus berechnet sich die absolute Verlingerung der Scheibe zu
di=sdz = y_; dz.

Nun denken Sie sich den gesamten Balken aus derartigen Scheiben zusammen-
gesetzt. Alle diese Scheiben werden nach dem gleichen Gesetz ausgedehnt. Dabei
werden die in der Ndhe der Einspannstelle gelegenen Scheiben entsprechend
.ihrem groBen Abstand z vom unteren Ende des Balkens stirker verléingert als
die weiter unten gelegenen. Die Gesamtverlingerung des Balkens erhalten Sie
wieder als Grenzwert der Summe (gleich Integral) der Einzelverldngerungen.

1 14
— _ _re
l_fedx_E‘[xdx—2E
0 0

Setzen Sie noch das Gesamtgewicht G = ylF ein, so erhalten Sie als Endergebnis
1= Gl
= 5pF
Denken Sie sich den Balken gewichtslos und am unteren Ende eine Kraft der Grofie P = G
angesetzt, so wiirde der Balken auf Grund des Hookeschen Gesetzes eine Verlingerung
-
EF
erfahren. Vergleichen Sie diese beiden Aussagen, so erkennen Sie, daB die Verlingerung des
Balkens infolge des Eigengewichtes halb so groB ist, als beim Zug unter der Einwirkung einer

am unteren Ende des Balkens angreifenden dufleren Kraft P = G.

7.53 Triger gleicher Festigkeit. Welche Form muB einem Tréger gegeben
werden, damit in jedem horizontalen Querschnitt die Spannung o die gleiche ist,

13 Mathematik IV 189



R wenn der Triger durch eine an seinem obe-
ren Ende angreifende Kraft P, und sein
Eigengewicht auf Druck beansprucht wird
(Bild 117). Die Wichte des Trigers sei ».

o) Ermitilung des oberen Querschnittes Fg
Zwischen der Kraft P, dem oberen Quer-
schnitt F, und der vorgegebenen Spannung
¢ muB die Thnen aus der Festigkeitslehre
bekannte Beziehung

Bild 117 P, = oF,

bestehen.

B) Ermittlung des Querschnities F tm beliebigen Abstand x vom oberen Ende
Es soll zunéchst die Kraft P bestimmt werden, die im Querschnitt F im beliebigen
Abstand = vom oberen Ende wirkt. Ist G das Gewicht des Trigerteils oberhalb
von F, so muB

P=Py+@G
sein. Analog zur Fléche /7y mu dann F so grof sein, daf die Bedingung
P =¢F

erfiillt ist. Denken Sie sich nun den Schnitt um dz nach unten verlegt. Da die
auf diesem neuen Querschnitt liegende Last gegeniiber der Last auf dem alten
Querschnitt um das Gewicht der diinren Scheibe vergriBert ist, mufl auch der
neue Querschnitt groBer sein. Wir ersetzen das Gewicht der konischen Scheibe
durch das einer zylindrischen Scheibe mit dem Querschnitt F' und der Dicke dz,
also durch dG = F ydz. Die dadurch bedingte QuerschnittsvergroBerung sei dF.
Es muB dann zwischen /G und dF, analog zu P = oF, die Beziehung

6dF =dG@ =F ydz
bestehen, denn die Flicienzunahme dF muB den Lastzuwachs dG mit der vor-
geschriebenen Spannung ¢ aufnehmen konnen.

Im Lehrbrief iiber Differentialgleichungen werden Sie lernen, daB man diese Art
Gleichungen lost, indem man die beiden Veridnderlichen (hier sind es F und z)
auf je eine Seite der Gleichung bringt:

daF _ vy

F= dz.
Da wir wissen wollen, welche GriBSe der Querschnitt an jeder beliebigen Stelle
haben muB, integrieren wir auf der rechten Seite von-0 bis « bzw. auf der linken
Seite entsprechend von ¥ bis F':
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Losen Sie nach F auf und setzen Sie Fy = %’ ein, so erhalten Sie als Ergebnis
der gestellten Aufgabe

14
F="Loga?
(42

Fiir den unteren Querschnitt erhalten Sie mit z = h speziell
14
F, = 5 e—;h.
c
Sollen die Querschnitte des Tragers Kreisform haben, so muB

_ —
F=d—2—n * bzw. d=2l/z=2‘/£9e2"
Tt ot

4
sein.
Dabei gilt fiir den oberen Durchmesser
__d’m P, _ P,
F““T_? oder dog = 2 o

Zu diesem Ergebnis gelangen Sie anch, wenn Sie im oben berechneten Ausdruck
fiir d die Bedingung « = 0 einsetzen.
Anschliefend soll noch ein Beispiel aus der Physik behandelt werden.

7.64 AusfluBzeit von Fliissigkeiten bei verdnderlicher Druckhdhe. Ein mit einer
Fliissigkeit gefiilltes Gefdl mit dem konstanten Querschnitt F' soll am Boden
eine Ausflufoffnung mit dem Querschnitt f haben.
Der Wasserspiegel habe dabei anfinglich die Hohe .
Welche Zeit verstreicht, bis sich der Wasserspiegel auf
die Hohe 7, gesenkt hat (Bild 118)?

Nehmen Sie an, der Wasserspiegel sei schon auf die
Hohe z abgesunken. Nach TorricerLil (vgl. Physik,
Lbf. 4) ist dann die theoretische Ausflugeschwindigkeit

7
Z
2
A
%
%

Q AUUNNNNRRN 00NN N RN NN

?
7
Z
Z
Z
A
A
7z
A
A
.

/____ .’///////é " ,’/////
v =}2¢z. :

In Wirklichkeit liegt die Geschwindigkeit infolge der Rei- Bild 118

bung niedriger. Sie kommen der wahren Geschwindig-

keit nahe, wenn Sie » noch mit einem Faktor x multiplizieren (0 < pu < 1).

Die GroBe des Faktors w ist u. a. von der Art der Fliissigkeit abhéingig. Wir

sehen also als wirkliche AusfluBgeschwindigkeit
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v=uy2gzx
an.

Wihrend einer kurzen Zeit d¢ konnen Sie die Geschwindigkeit v als konstant
ansehen. Innerhalb dieser Zeit d? flieBt die Wassermenge

dQ = fvdt =fu12gzdt
aus der unteren Offnung aus. Dabei senkt sich der Wasserspiegel im GefB um
— dz, und damit nimmt.die Fliissigkeit im Gefd um
d@ =—Fdx

ab. Das Minuszeichen soll ausdriicken, daB es sich um eine Verminderung handelt.
Selbstverstindlich miissen die auf verschiedene Weise ermittelten Werte von dQ
gleich sein. Aus dieser Gleichheit ergibt sich die Differentialgleichung

fu12gzdt = —Fdx
oder nach Trennung der Verédnderlichen  und ¢

dt = — _F_d=z,
fu)2g V=
Zur nachfolgenden Integration legen Sie fiir die Wahl der Integrationsgrenzen fest:

zur Zeit { =0 Fiillhohe: z = h b <h
zur Zeit t = t1 Fiillhﬁhe' zt="h | <A

f“‘ﬁ%g Vz

Vertauschen Sie rechts die Grenzen (das bedeutet eine Vorzeichenanderung!):

f‘“‘ﬁrzgf e

b= o (= V).

Soll das Gefd vollig leerlaufen, so brauchen Sie lediglich h; = 0 zu setzen und
schon erhalten Sie

Sie erhalten

T = V.

fu V2y
Setzen Sie in- diesen Ausdruck nocn die anfingliche AusfluBgesechwindigkeit
= u J2¢h ein, so nimmt die rechte Seite die Form
T — 2T

fvo

an. Interessant ist hier ein Vergleich der Zeit ¢, die zur Senkung des Fliissigkeits-
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spiegels auf die halbe Hohe (Halbwertzeit) benétigt wird, mit der Zeit ¢,, die von
da ab bis zur volligen Entleerung verstreicht.

Es ist =2 ( T l)
fuV2g 2/
2F h
ulld t = T —t = — -
2 Y tulegl 2

Bilden Sie den Quotienten beider Zeiten:

ty '

V=

4, ~0,4¢  baw. ty ~ 2,48,

Das gefundene Ergebnis ist unabhéngig von &. Die Zeit, die fiir die erste Halfte
der Entleerung gebraucht wird, ist noch nicht einmal halb so gro wie die Zeit,
die fiir die zweite Hélfte bendtigt wird. -Dieser Sachverhalt war zu erwarten,
denn fiir die zweite Halfte sind ja die AusfluBgeschwindigkeiten und damit die
sekundlich ausflieBenden Fliissigkeitsmengen kleiner als wihrend der ersten
Hiilfte.
Auch die Entleerungszeit T' 1i8t sich mit der aufgestellten Halbwertzeit in Be-
zielung setzen:

V-2
L. Vz:ﬁ—lwo,m,

T=1t +t,~t +24¢t,
T ~341,.
Ubungen
110. Der in Abschnitt 7.63 behandelte Triger soll einen rechteckigen Querschnitt

besitzen (Bild 119), dabei soll die Dicke b konstant blesben. Wie ist in diesem
Fall die halbe Breite in Abhdingigkeit von x zu wdhlen?

______ i__.___7l_.’
Lo}
T
X
L!
x i v
Bild 119 Bild 120

111. Ein mit Fliissigkeit gefiilltes Gefdfs habe die Form eines Kegelstumpfes ( Trich-
ter ) mit dem oberen Radius R, dem unteren Radius r und der Hohe h. In welcher

Zeit leert sich das Gefifs (Bild 120) 2
Anleitung: Stellen Sie zur Berechnung des Querschnities F die Abhdngigkeit des
Radius o von z,7, B und h auf.
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7.55 Spannungsverlust bei Leitungen. Lings einer elektrischen Leitung vom
Querschnitt F und der Linge ! soll eine gleichmiBig verteilte Stromentnahme
stattfinden. Am Anfang der Leitung betrage die Stromstéirke I. Der spezifische
Widerstand der Leitung sei g. Zu bestimmen ist der am Ende der Leitung vor-
handene Spannungsverlust ». Weiterhin soll untersucht werden, in welchem Punkt
der Leitung man bei gleichem Ergebnis sich die gesamte Stromentnahme vereinigt
denken kann.

Sie bestimmen nicht sofort den Spannungsverlust in der gesamten Leitung von
der Linge 1, sondern untersuchen zunéchst den Spannungsverlust fiir ein kleines
Stiick d z der Leitung in der Entfernung x vom Anfangspunkt. Sie erhalten somit
nicht den Spannungsverlust «, sondern einen kleinen Teil des Spannungsverlustes,

namlich du. Fiir den Widerstand des Leitungsdrahtes gilt B = ¢ - —Fl— , fiir das

Stiick d« folgt also dR =g - ng

Nach dem Ohmschen Gesetz gilt somit:
du—=i.p0. 92
e F
wobei ¢ die Stromstéirke an der Stelle x ist. Die Stromstéirke ¢ ist dabei von der
Stromstédrke I am Anfang der Leitung, der Lédnge ! der Leitung und z abhéngig.
Es gilt:
il =01—2):1,
i= Q:l_”‘_) L
Setzen Sie das in den Ausdruck fiir du ein, dann ergibt sich
1— d I-
du =852 . 1.,% 121 g)da.
Soll der gesamte Spannungsverlust berechnet werden, so ist die rechte Seite dieser
Gleichung von z = 0 bis = [ zu integrieren:
§

I-
,.-;-f(z—x)dw,

0
I-o ¢ 22\ |1 o-I1-1
zTF'(lx_?> :

0
Schreiben Sie das Ergebnis in der Form u = —;— Q'TI, dann erkennen Sie, daf der

Spannungsverlust gerade so groB ist, als wenn die gesamte Stromentnahme in der
Mitte der Strecke erfolgte.

U

u
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7.56 Energie eines Magnetfeldes. Wie groB ist die Energie des Magnetfeldes
einer Spule, die von einem Strom I = 200 mA durchflossen wird und eine Selbst-
induktivitit von L = 0,15 H hat?

Die Energie eines Magnetfeldes ist gleich der Arbeit, die man aufwenden mu8, um
dieses Magnetfeld aufzubauen. Die zum Aufbau eines Magnetfeldes aufzuwendende
Arbeit ist von dem magnetischen FluB @ und der Stromstéirke abhingig.

Da & nicht konstant ist, sondern von der Stromstirke I abhiingt, gehen Sie
wiederum nicht gleich zur Bestimmung der Arbeit A iiber, sondern bestimmen
zundchst d4:

d4 =1-49.
Hierbei ist @(I) = L - I, also dP = L- dI und damit
dA=1I-L-dI

Die gesamte aufgewandte Arbeit erhalten Sie, wenn Sie von I, = 0 bis I, = I
integrieren:

| 1*0 L
A=LfIdI=L- =5
Mit den Werten L = 0,15 H und I = 200 mA = 0,2 A erhalten Sie
4 =2720,04 HA® = 0,003 HA® = 0,003 Ws.

Die berechnete Arbeit ist die im Magnetfeld enthaltene Energie.
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ANTWORTEN UND LOSUNGEN

. Sie bilden f(— ), d. h., Sie ersetzen in den Funktionsgleichungen z durch
(— ) und vergleichen f(— z) mit f(x):

1 1 .
y=1(2) = #r f(— ) = —gr51 = ;1 = 1(#), gerade Funktion
y=1(@) = 4 1, f(—a) = z)lz — = 1—1 = f(x), gerade Funktion

- Y (— z) L ungerade
y=1(@) = g7, [(—2) = == a1 =@ pioktion
y=1@) = 37—, I(—2) = (:):)_ 1= —1 ={(2), gerade Funktion

(== _ _xf’ o ungerade

_f(x) 1’ f( ) (_z)z —1 2 —1 " f((l;), Funktion

y = f(x) =sin z, f(— x) = sin(— ) = —sin z = — f(x), ungerade
Funktion

y = f(x) = cos x, f(— z) = cos(— x) = cos x = f(x),
. Es handelt sich um eine ungerade gebrochene rationale Funktion. Thre Kurve
verlduft stetig. Sie hat die 2-Achse zur Asymptote (Bild 121).

gerade Funktion

7
74
/_L;gﬁ
- -z - 1 I
' ' %
Bild 121
Inverse Funktion:
K
y= 251
1. Schritt:
x
22— 5 +1=0
1 JEES——
T =gy 1+ Vl —49?)

2. Schritt (fiir déen Hauptwert der Wurzel):

. Siehe Bild 122,
a) 43 _2@s 4 a0)

b) "’(") — 322 —

1 ———
=5, 1+ V1 —42?)

4z +(Bz—2) Az + Aa?



5.
6.

Bild 122

Af(x) _ 1 /() — r1) — 1
10 _ oy Laa, f@)=a F1)=1

Rein geometrisch gesehen ist y =z = ot an der Stelle 2o =0 nicht
unterbrochen, die Funktion also stetig.
Der ‘Differenzenquotient an der Stelle z, = 0 ist

410 _ 10+ 42)—f(0) _ (M)* (Aa:) L
Az Az Az ya

Sie erhalten den uneigentlichen Grenzwert lim AAf—iO)
Az—>0

existiert also nicht. Die Funktion ist an der Stelle x = 0 nicht differenzierbar.

Die Tangente ist hier die Gerade z = 0 (y-Achse), ihr Richtungsfaktor ist

tan ¢ =co

=oo; eine Ableitung

—6
.y =
-a)?/'=ﬁ
b)y_‘/_. y 6]/727—"'
l___2_ —'3' —2
0y = 8 3}35 3:::;/9:’
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R v S
S y=5-2 ek
' =1 =1 _
y - 1 1 - 2 V;: - 4 ?I :|: V4 :I: 2
In den Punkten P1 ) und P, ( — ) miiBte nach der durchgefiihrten

Rechnung der Anstleg glelch 1 sein. Betrachten Sie aber den Kurvenverlauf
(Bild 123), dann sehen Sie, daB im
Punkt P, der Anstieg gleich — 1 ist.

Warum erhilt man aber auch das
zweite Ergebnis? Beim Quadrieren

des Ausdrucks 1 = 2% und nach-
i

folgendem Auflosen nach z wiirde
man zum gleichen Resultat kommen,
wenn auf der linken Seite der
Gleichung an Stelle von 1 der Wert
—1 stehen wiirde, da beim Qua-
drieren (1)* = (— 1)? ist. Sie gehen
also, daB es notig ist, das Ergebnis
Bild 128 einer Rechnung am Schlu8 mnoch-
mals zu iiberpriifen.

10. Schnittpunkte der beiden Kurven:

13 =Yz
=z z, =0; z,=)1=1
26—z =0 Yy, =0; Yy, =1

Anstieg der Kurve y = 23:
Yy =32%in Py:my; =3-0=0
in Py:myy=3-12=3
Anstieg der Kurve y = x:
1

1. .
= ———1in Py:Myy; =lim — = oo
y 2 )z 1 >0 2Vz

in Py mgy = 2—;5 =05

Schnittwinkel der Tangenten:

P,: Im Punkte P, ist die Tangente an
die Kurve y =}z identisch mit
der y-Achse. Die Tangente an die
Kurve y = 2® im gleichen Punkt
stellt die z-Achse dar. Der Schnitt-
winkel zwischen beiden Tangenten

Bild 124 betrigt somit 90°.

198



11.
12.

13.

14.
15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.
22.

P,: Um den Schnittwinkel der Tangenten im Punkt P, zu bestimmen, ver-

wenden Sie die Beziehung tano = 1’1*1"'—‘ aus der analytischen
. + mymy
Geometrie:
0,6 —3 -
tano = 1—_’_0—5.3 = — .I., « =13b (Vgl. Bild 124).
a)y =6 b)Yy =abd e)y =8z+4+8=8(r+1)
/ 1 ’ 1 1 1 —_

Ny =" +5 DY =—Gtn=

o)y =3(x—12 d)y =2z—1
a)y =bat 42023 — 122 — 42— 10
b)y =34z + 19
¢)y =923 + Taz® + 6b2® + Hert + 4ada® + Baca® 4 2bex
a)uw(x) =2z—a—b Db)K(2)=—1—2x+ 42% + 52t — 628
, 2z 41
Yy =—"F@+ 1y
o 2 b ,  6at—162® —biz® —30z —1
Y =— (T )Y = @ —dz—Tp

12847 , 2ab
©) Y =—1m_pp DY =G5

2 , 222 4 42— 10

Y == DY ="
v _a A a ;o —1__
2y C(1—ap b)y Vz(a — Vay2 )y 2Vz-(1— )z

,  —2* 4122 —20
Y= "w—2z—8"
Die Tangenten sollen parallel zur z-Achse verlaufen, folglich mu8 4 = 0 sein,
d. h., der Zéhler von ¥’ muB Null sein.
B—120420=0 2, =10; =1z T =2 y—5

, 1 —sinz—cosz

a)y = I —cosz)f
)Y tan? z 1T —sin® z oLz
po_ 1
¥ ="z

F (%) = cos z; f/(0) = 1; ¢ = 18° 26’ (vgl. Bild 125)
a) y = (452% — 10) (32° — 22)* + (2002 — 202 + 30) (5t — a® + 32)°
b)y = 20z (2% — 4)p
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4a* (2 + 22— 5)* — 624 (3a* +2) (" + 25 — B

c)y = (zs_l_gz_b)lz
o 1 =z(2a“+3z’) '’ @
V=== 9~ Java DY = o=
@ +1 P % 3@z + Ja)
OY =i VYT e Y ey

Bild 125

23. a) ¢’ (f) = —a - sin (at — b)
b) w' (t) = cost - sin3 ¢ - (1 — sin2 §)
=cos3¢-sind ¢
¢) ¥’ = cos z-sin (x — a) 4 sin z - cos (z — a) = sin (22 — a)
d)y — a-sint a-sint ; _ a&-cost

Y =g nm
1+cos<t——2-) 1+smt (1 + sin §)
— 2 si 4z —3sin 2z
e =2$ Cos w—'z——si—m_ f '='—:::
)Y y 2 Jeos z )y 2 J/2a2 + 8 cos’x
, — 2sin 2 + sin z cos z —z
= = h)y = — —
8y 2 (1 —cos z) JIT —cos )Y J1 =22 cos® 1 — a2

24. a) 2gt — gy - sin?t —y-sin 28 =0
;__ 2gt—y-sin2¢
- sin? ¢

b)[—sin(z+y)] (¥ +1)—1=0
Y =®mero !
¢) 322 — 14z — 7222 — 15222’ + 82— 102 — 1022’ + 8 —52 =0

S = 822 —1422 4+ 82z — 10z 4+ 8
T 2® +10x + 1622 + b
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1 ’r 2.
25.a)y'=3a:2—ﬁ Y =6a;.'.F
b) ¥y =sin 21 Yy’ =2cos 2t
o)y = —290 v 4o
Y —(a+z)2 Y —.(a_l_z)a
d)y =(sint)~?
1,. —3 — cos ¢
== L008f = 98¢
y 2 (sin cost 2sin¢ |/sin ¢
y' = ;— [—- % (sin t)_% - ¢os ¢+ cos ¢ 4 (sin t)_* - (—sin t)]
=l[ 8 cos? ¢ sin ¢ l
2 [2sin?t Jsint  sint J/sin ¢
=l[3cos’t+2sin”t]_ 3 —sin? ¢
2| 2sin®tysint |  4sin?¢)sint
v sz T(z+a)  —22°—az+a?
e)y —]/az_xz—yaz—_—mz— .Vaz—_—?
V@ g (—do—a) 4 W 2T 0T+ )
"o : Va*—z’
y = (@ — 22

26.

223 — 3a%x — w"_
(a® — a?) Ja? —a?

! . 7

a) g =20082t=21-sm(2t--|- 5)
¢" = —4sin2¢—2. sin<2t+§2’1)
g =—8-cos2t =2 sin (2+ )

gm = 2n.sin (2t + ”—2")
b)y =z7?

y =—2z73
Y =(—2)(—3)z*

v = (—2)(=3) (— 9o
y(") — (__ 1)71 . (n + 1)| . a;(,—n—2)
0) 2()) = 1

1

4

fTawey
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fs
’r —2

L TaEy
(=2 (=3)
aro
M — (=AY
A+

nl

2 = (— 1)+ . (1—+7)‘"_+‘7

dI

1. I =Io,-w-coswt=Io*w-sin(wt+‘L;)

L-i—f:L ~Io-w-sin[w'<t-|-_-72i)]

28. b = — =rco<cocoswt+

dwicos2wi(l—A%sintwi) 4 Asin2wi- 2w A2sinwicosw
4(1 — 22 sin? i) ’)

4cos2wt—4A%cos?wisin?wt + 4 A2sint wi + 4 4%sin? wicos® w
4(1 — 22sin? wf) ¥ )

2 gind
=ro? (cos wt + 1 c0s 2ol + Hsin’ wf
1 —7sin® t®

Die Beschleunigung wichst proportional dem Quadrat der Winkelgeschwindig-
keit.

I

rw? (cos wt 4+ 2

29. Siehe Bild 126.

14

I
!
! )
L __ L 3 / : 9
1
oo !
| | ! 0
| | ! 2
| | | | 7 y=5in-x
i
o
T 7 17 1 ¢ 7T ¥ 7 ¢ @ ) ¢
' i 1 i
A
1 | X !
-------------------------- R i =
I | ,
1 | |
| | |

VI

Bild 126
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30. a) Nullstellen: Ty, = —3, Ty =2

Extremwerte: &ppn = — 3, Ymin = 0
1 14
Tmax = 3 Ymax = 18 37
4 (
‘Wendepunkt: Tw=— 3, yw =9 37
b) Nullstellen: Ty, =2, Tyg =—1
Extremwert:  Zpy = — 0,25, Ymin = — 8,54
Wendepunkte: w; = 0,5, yw, = — 5,06
$W2 = 2, y'Wz = 0
Im Wendepunkt an der Stelle 2w, = 2 hat die Kurve eine waagerechte
Tangente.
1 4 2 44 6
8l. a) y =22 — 5; =24+ ¥ =—x
Wendepunkt: zw =—1; yw =0

b) f(t) = cos?t — sin?{ = cos2¢
f{)=—2-sin2t; ') =—4-cos2t
Wendepunkte: tw=—2—+k‘—g— k=0, £1, +2, ...); yw =0
32. ¥y =(@—0)-sin2x; y’' =2(a—D>b)-cos2z; y" =—4(a—Db)-sin2z
Extremwerte: T =5 + k- (=0, 41, +2 ...); You=0
Toin=04+% -n (k=0,_—_|:1,j:2,), ymm=b
‘Wendepunkte: Ty = % +k- 12'- k=0,+£1,42 ..);yw =%(a + b)

, 2(x2 — 3a? " 2 + 3a2 e 2 (2 6a? 4
33.a)y = %ﬁ—:@%—), y' =2a® %ﬁt@%—), = — 6a? %"’—a~
Nullstelle: zy =0
Unendlichkeitsstellen: xp, = a, Tpy =—a
Extremwerte: Tmax = — 0 V3,  Ymax = — % ay3
a 3
Tuin = @ 13, Yo = 3 43
Wendepunkt: xw =0, yw =0 (waagerechte Tangente)
Verhalten im . 73 . a’z
Unendlichen: z_l.nfw 2 —a ;_I}T& (a: + 55——77”) =dee

Die Gerade y = « ist Asymptote der Kurve.
Die Kurve ist fiir @ = 1 in Bild 9 dargestellt.
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b) Liicke bei 2, =0
Fiir z, = 0 ergibt sich aus

_ 3a*—bz _ 8z —5b limw = —5
Y= o2 ts F—2z41 x»oy—— :

Sie untersuchen nach Heben der Liicke die Funktion
3z—5b

e TE Y
r__3_z—_7. 11_63_@, ///__ISZ—ﬁ
y = (x —1)8° Y —(z_1)47 ¥y = (m-——l)‘
Nullstelle: Ty = g-
Unendlichkeitsstelle: zp =1
Extreinwert: Tmax = 2 }—, Ymax = 1 —;—
Wendepunkt: zw =3, yw =1
Verhalten im 3 5 3_5
Unendlichen: lLim -2 = lim f _=0
z_,imx—2a;+1 z 4 o0 x—2+i
T
¢) Liicke bei z;, = — 2
Fiir z, = — 2 ergibt sich aus
_ 2®—382'—4x 412 2 —bHx+6 . _
y= 22 + bz + 6 - z+3 zl_ln_;zy—20

Sie untersuchen nun die nach Heben der Liicke erhaltene Funktion

a:*—5:c+6'
Y="2+3

Nullstellen: Ty =2t Ty =3

Unendlichkeitsstelle: 2p =—3

Maximum: Tmax = —3—130,  Ymax = —11—2730 ~— 21,95
Minimum: Tmin = —3 + 130,  Ymin = — 11 4+ 2 1/30 ~— 0,046
Keine Wendepunkte

Verhalten im  lm Z—22*8 = lim (o —8 4 D)= oo

+ 3
. . T~ 4 oo T—> 4 oo
Unendlichen: y = «— 8 ist Asymptote der Kurve.
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1
d)y=w3—?

Die Kurve ndhert sich fiir z — 4- oo asymptotisch der kubischen Parabel
y = 2%, und mit dieser geht y — J- o0
Nullstellen: Ty =1; ay,=—1

Unendlichkeitsstelle: zp =0

4 g
Wendepunkte: g, =— l/ %— Ywy = -i,— 3 ~ 0,88
4 —
$Wz=+]/% yws = — = 3 ~— 0,88

34. a) Periode: 2x
Yy =2cos2x+2cosx, Yy’ =—4sin2x—2sin
y" =—8cos2x—2cos
Nullstellen: Aus sin 2z + 2sin 2 =2sin z (cos x + 1) =0
ergibt sich sinz, =0 und ecosz, = —1.
iy =0, ayp=nm
Extremwerte: cos 22 + cos ¢ =2 cos?z +cosz—1 =0

1

liefert cos z; = 5

cos xy =—1,
T
Ta1 =gy Tga =g, Ty =Ty =7

y' (3)=—4sin120° —2sin 60°=—3}3<0  (Maximum)
7 (57‘

y g) ——45in240° —2sin300° = + 33 >0  (Minimum)
Y’ (n) = — 4sin 360° — 2 sin 180° = 0

Yy (m) =— 8 cos 360° — 2 cos 180° = — 6 =0 (Wendepunkt)
y (3) =sin120° + 25in 60° = 593

y (5—;’) = sin 240° + 2 5in 300° = — > 13

Tmax = %, Ymax = % g% 2,60

Tmin = 5%1, Ymmn = — -3— -]/3-% — 2,60



5, =0, Tse = T,

Zg == 1,823, xg, = 4,460.

Fiir diese Werte ist 4’ 3=0.

Fiir sinz; =0 ist sin 225, = 2 sin z; cos z; = 0,

also y; = 0.
Fiir cos 24 = — % ist sin 2, = + —i 115,
sin zg; = ~‘11~ V15, sin x4, = —% Y15,
also gy = — + 116 + = 115 = > Ji5,
1 7= 1 3 %

Yz = 5 V16— 3 16 = — = |15,
Twy = 0, Ywi = 0
Ty ~ 1,823, yws = = Y16 ~ 1,45
Twg =7, yws = 0 (waagerechte Tangente)
Ty, =~ 4,460, Ywy = — % V16 ~—1,45

Die Kurve ist in Bild 127 dargestellt.

Bild 127

r17

b)y =1+4cosx, y’ =—sinz, y”’' =—cosz
Extremwerte: cosz, =—1, 2, =2n + )m, y," =0, /" =1 F0,
Die Funktion hat keine Extremwerte.
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3b.

36.

Wendepunkte: sin z, =0, 5 =2nm, =20+ 1)xw, ¥y, =0,
Yar" 0
Ty = 207w, Yy, =207 (m=0,4+1,42, ...)
ZTwy = (2n 4+ 1) =, ywy, = (2n + 1) 7 (waagerechte
Tangente).
Die Wendepunkte liegen auf der Geraden y = z.

Die Funktion ist in Bild 16 dargestellt.

y =2 y = fx(2)

Nullstellen: Ty =—2, Ty, =2
Extremwerte: 2Zya = 2, Toin = — 2
Ymax = 4; Ymin = — 4

Wendepunkte liegen nicht vor. _
y liefert nur dann reelle Werte, wenn 8 — 22 = 0, d. h.|z| <|¥/8] (Bild 128)

)

4 y=xtf8-2

Bild 128
Nullstellen: ty = 0 (doppelte Nullstelle)

Pole: liegen nicht vor.

Verhalten im Unendlichen: lim y(f) = a? Asymptote: y = a?
t— 4 oo

Symmetrie: Die Funktion ist'symfnetrisch beziiglich. der y-Achse.
Extremwerte: tmin = 0; Ymin = 0

Wendepunkte:  twy;, =+ % 13; Ywie =7

Bild 129
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3. s =2 —l) +2Az—1) + ... + 2(x—1), " =2n>0

htlht... +1, (arithmetisches Mittel !)
n

38. ) Nach Bild 130 wird der Umfang

U=a+b+ec=a+7Y2®+ 1 +(a— 2 + 12

also V=2 _ __T—2
Ve + h2 Wa—ap@ + 2

Tmin =

Aus U’ =0 folgt dann = = —g-; also liefert das gleichschenklige Dreieck
ein Minimum von U.

b) Aus Bild 131 entnehmen Sie die Beziehungen.
Das Volumen V des einbeschriebenen Kegels wird

1
=3-x27z~y
Es ist = =h_y,
r T
h b
also = (r—2).
Demnach wird X
1 h i - a
V=gni_-(r—2. Bild 130

Da %—f ein konstanter Faktor ist, gentigt es, das Maximum der Funktion

F(z) = 2®(r — z) festzustellen; es liegt vor fiir z = —3— Ty Y = %

Bild 131. Bild 132.
¢) Der Umfang U wird (Bild 132)
U=27+4z+2y.
2r—e
y 2
Aus o=y
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folgt y= )2 —raz.

Daher ist U=2r+2z+2)2P—rz,
! — _ 7 .
U=1 Vorr —rz
Maximum fiir =1,
y=r.
39. a) Nach dem Satz von Euklid wird (Bild 133)
P?=d-y,

Die Kugelkappe wird

H =2n2zh =2nx (w— %z)

”\

Yl _h

M%>”
d

Bild 133

Die Untersuchung der Funktion F(z) = z.(z — %’) zeigt, daB das Maxi-

mum fiir z = % d vorliegt.

'b) Offenbar erscheint das Standbild dann am gréBten, wenn < ¢ am groBten
ist (Bild 134).

b—a h+b—a
o=y—g; ta,ngv=—x—-; tantp=T
h
b-
N6
X
L PI77777777, L L (Ll
Bild 134
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Da tan (y — @) monoton im Intervall0 < (p —¢) < % ist, untersuchen
wir diese Funktion:

_ tany—tangp hz
(Y =) = T tanptang ~ FTGTo—0)F —0)"
2,6z
tan(y —¢) = og s

Daraus ergibt sich ein Maximum fiir 2 = 8,4 m.

40. An Material bendtigt man (Bild 135):

M=n(r+a)2(nlrz+a)—V. '%l_—_:_

Aus%ﬁ—l = 0 folgt: o | A
W
12 2V 3y L
2(F+a)—(r+a);t73=0; r=|— _{:_ /.V
Aus V = nrh folgt r=h; _;'_ =1. Bild 135
41. Aus %I =0
_,. ®E® _ _ a
fOIgt V= b’ _352— = EI? < 0.
a
Kmax= 23
d ¢ d
2R-p
h
> o
N
c=15
Bild 136
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42. Bei groBitem Querschnitt ist auch das Fassungsvermogen am gréBten. Der
Querschnitt F ist (Bild 136): F = “3-h;

h =15 sin ¢,
= —15 cos ¢,
a =15 + 2d =15 — 30 cos ¢.
Also F(p) = 225 (sin ¢ — sin ¢ cos ¢).
a) Maximum fiir ¢ = 120°.
b) Der Ansatz 250 = 225 (sin ¢ — sin ¢ cos ¢)
liefert sintp — %O sin ¢ + }891(—) =0.

Sei = sin ¢, so haben wir eine Losung der Gleichung

20 100
=g+ g =0

zu suchen.

Das Newtonsche Naherungsverfahren liefert

z; = 0,993 = sin ¢, z, = 0,624 = sin @,

@, == 96,8° @y =2 141 ,4°

Die sich aus x, = sin ¢, bzw. z, = sin ¢, ergebenden Werte ¢ < 90°
scheiden auf Grund der Aufgabenstellung (Querschnitt 250 cm?) aus.

43. Fiir die kinetische Energie gilt: ’%ﬂz =mgh = mglsin ¢.
1% = 2¢glsin ¢
/‘\ v.= }2glsin ¢
'{l Wenn die Kugel auf der waagerechten Ebene miog-
h > lichst weit rollen soll, dann muf v, moglichst groB
/ werden (Bild 137):
Bild 137

vp = v oS ¢ = oS ¢ 129l sin ¢,

dn _ g1ty
de V2glsing
Pmax = 30,3°.
44. Aus Bild 62 ergibt sich fiir den Querschnitt: F = 4(2zy — y?).
Winkel « einfiihren:
F =472 -sina cos o — sine) = 472 (sin 2 — sin%c)

%Z =472 (2 cos 2¢ — 2 - sine cos &) = 472 (2 - cos 2a — sin 2a)
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Extremwert: amex = 31° 43', Znex = 0,851 7, Ymax = 0,526 7
Maximaler Flicheninhalt des Eisenkernquerschnittes: Fr,, = 2,472

45. Es gilt (Bild 138): 1 = 5% o . \
g sine cos \
2a
= g-snge S S

Bild 138
Extremwert: ap;, = 45°

46. Umformung ergibt sin xz — % +1=0; f =cosz 4 %;

” . 2
f"=—sinz— 75
Aus Zeichnung (Bild 139): Zy =~ 0,6
Ergebnis: zy = 0,6295
4}
21 o=t -1
1 —F (x)=sinx

Bild 139

47. Mit z, = 0,9 als Ausgangswert ergibt sich zy = 0,926.
48. zw ~— 1,346

49. a) y =21n 2, y’=%

¢) Nach der Definition der Logarithmen ist y = ‘log « = 1. Damit wird
y =0.
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50. a) y = 1ln::: y=2—1z

51.

52.

53.

54.

5b.

p_ 1
DY =i
’ 12 1 ’ 1
c) y =(ln1)—-§(lnx) =—3
1 ’ 2
a)y’=§$—:=cotw b)y =—tanz ¢)y =—2tan2zx

aylny=2-Inz + Insin z + In cos
Yy =y[l +Inz 4 cot r—tan 2] = a*-sinzcos z[1 +Inx 4 cot z—tan z]

b)y-Inlnz =Inx
’ 1 1 1
y-lnlnm+y'ﬁ—;-;=—x—

, Inz—y
“zhz hnlhz

<

_Inlnz—1
= z(ninzp
e) f(x) = (a; — sin 29;)
Inf(x) = :v(ln z—In 2 + Insin 2x)
f'(x) =(xsinzcos.2)*(1—In2 4 2z cot 22 + In 2 4 In sin 2z)

dy =2z (—Ina)

1 5

a)y =3

az _I_ e— az

b)y =a- 5

0) y ( “azr '415)2 d) y' = e" (1 + x)

a)y =ekz=g; y’=1

b)y =e€=.(Igz) = —--0,4343

c)y =aac"-'1-ab=+x“ a**(lna)-b=a**2~1(a + bxlna)

d) ¥y =ma-1

a)y =es, y (1)=e; lgtana =Ige =0,4343; o« = 69°48 08"

b)y =a*lna, y(1)=a-Ina
Fira=2ist y(1)=m =2-In2 =2-0,6931 =1,3862; o = H4° 12",
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A H
66. 0~ B et dp _ e®tPHeE 4 gH(2b—1) 4 a7
M= F T TE a8 = B (a + DH)E
A

e®+®# kann flir keinen Wert von H gleich Null werden.

Ausb?H? + aH(2b—1) + a* =0 folgt H = 53 (1 — 2b + T — 4b).
61. ) V= gart AV =dmar 57 = 347
Der relative Fehler bei der Berechnung des Volumens ist dreimal so gro8

wie der relative Fehlet des Radius.

b F=ar; r=)L

Gesucht ist & in Abhiingigkeit von 4% — 4%.

L]

Logarithmiert: Inr = % InF —_-;— Inz
dr 1 AF

r T~ 2°F
Der Kugelradius dndert sich um 29%,.

Vg =ga | 5P

Logarithmiert: In¥V = In 5%_’; + -g- InF
av 3 4AF
V=37 =%%

Das Kugelvolumen é&ndert sich um 69,.
58. U=R-1 AU=R- 4l
Prozentualer Fehler: p ~ # 1009, = w = 49,

’ 1 , cotz-Incosz +tanz-Insmnz
59- a) P4 (t) = }/——1 + t2 b) y = (ln o8 I)z
gy =—tmf Qy-zim oy =_H=

60. a) ¥ = z**rsgina (1 + zlnz cot z + In 2)
b) f =zsinz %2+ zcotz+ 2z + zlna)
¢) ¥ = cos z(sin z)** = (1 + In sin z)
61. y’=4wln2x+2w—%
¥ (2) = ¥ (0,5) = tanea = — 15  a = 93° 48 50"
Gleichung der Tangente:
=% _ tana 2,==00; y,=0; y=—15z+75

z— T
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62.

63.

64.

Nullstellen: mZE=t_ 0, d.h. 214
Zy, =2 1,62, Ty =~ — 0,62

’ 241 " —at—4a2? + 1

Extremwerte: Yy = E(x;g_——l—); Yy = zz(T—xl)_

Esliegen keine Extremwerte vor.

Wendepunkte: Da die Funktion fir 0 <« <1 nicht definiert ist,
existiert nur ein Wendepunkt: 2w = — 0,486; yw = 0,45.

b S

-7

-2

¥ E
{

Bild 140

Verhalten im ,
Unendlichen: lim (ln z - 1) = 400

> + oo
Bild 140 zeigt den Kurvenverlauf.
2z
a)y = (?18—35)—2 b) ¥y =e® (% +1In a:) ¢) &' (f) = sin 21 - esin*¢

d)y =a*tl.e*(lna +1) e) ¢ (x) =cosz-e <. (sinx 4 1)

Nullstellen: Ty, =1, Tyg =—1
Pole: liegen nicht vor.
Extremwerte: y =e*(22—22—1); ¢y =e *(—a%+ 4x—1)

zg = 2,414; Yg, = — 0,432  Minimum

Zgs = — 0,414; Yrs = 1,253 Maximum
Wendepunkte: 2w, = 3,732; ywy = — 0,310

Zw, = 0.268; Yywe = 0,710

Vgl. Bild 141.
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y=e*(1-x%)

XE, Aw,

\ 1
*
N}‘ 3 _‘,..‘; b——F— x
4 ’
Bild 141
65. Nullstellen: Es liegen keine Nullstellen vor.
Pole: y= %; der Nenner kann fiir reelle Werte von z nicht
e

Null werden; es liegen somit keine Pole vor.

Symmetrie: Die unabhéngige Variable  tritt nur quadratisch auf, es
besteht deshalb Symmetrie zur y-Achse.

Verhalten im

Unendlichen: lim (e—*) =

Extremwerte: y =—2ze~ %, ¢y =2e"(2a2—1)
Wendepunkte: Zwy = + 0,707; yw, = 0,607

Twy = — 0,707; Yyws = 0,607
Vgl. Bild 142.

-3 -2
Bild 142
i . _ Tg
66.l=4?2'g, l_2.7—t2
Prozentualer Fehler: p = lLTilO% ~109%,
67.CS=BC; OS =1-cosa
08 =—1-sine
. CS8' - Ac
Prozentualer Fehler: p = % 1009, = 0,299,
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68. ¢ =Va? 4 b2 —2abcosy

absin y
Ae .
= Vat 7 °—2ab cos y
= ‘Q_SEZ Ay
69. a) 4s = —— Ay
4sin2%

b) Ay =~ & As = 0,000 006

Der parallaktische Winkel muf} auf 1,2 genau gemessen werden.

Fiir das zu lésende Infegral wird im folgenden stets J und fiir Flicheninhalte F
geschrieben, die Integrationskonstante ist iiberall fortgelassen worden.

4 z8 8

MayJ=—, bJ=—=t J=—-.5 dJ=I|z|
: 33 - z ~ 6z® -

3 s - 3 s

2.8 =Zziz b)J=—z]/_ c)J_-g— Yo d) J =3 2®ie?
_ 3 _ - _ e
3. 2) J = |2 b)J_—y—_ o) J=—ziz Q) J=—4¢
M o8)J =25—a%— o 43z D JI=%2 -2 2a 9
T5.8)J =22 4 31| o] + = b) J =2 + 41n] o] +
6 s

6. 2)J =2+ - 2§ b)J=%w2]/5—1?0w}/E

21 s 3 —
8. 8)J =% —22°+ 9z b-)J=%——z4+4ln|w[
79. J = —2cotxz—4tan x
80. J, = P baw. J, = — 1%, d.h. I, =—J,

T

8l. a) J = ( 4z +——3z> =116 b) J = ’canx =1

n

¢) J = (—cot ) P =

n
1

®J=%a—ﬁ>




82.
83.
84.
85.

86.

81.

88.

89.
91.

92.

218

J=Inz!| =3 =1,0086
1
J=e—1
2

=3 T Y (% des umschlieBenden Rechtecks)

Die Gleichung der oberen Begrenzungskurve ist (Nullpunkt = Mittelpunkt

der Grundlinie):
4(h — a)

Yy= b — i z?
v
Querschnittfliche: F=2(hz— 40'3;—“) a3) | ?
0
1
Gewicht: ¢ =" @h + a)

Die Schnittpunkte der Parabel mit der z-Achse sind
2, =a=—3 und z,=b=41.

Flacheninhalt: F = (3.1; — 2 — %s) 122

s 3

[1@) dz + [1(@) ds = F®) —F(@) + F(©) —F ()
’ b =F(c)—F(a)

= fcf(x) dz

Alle Integrale dieser Art ergeben den Wert Null.
Beachten Sie dabei: cos (— a) = cos a.

F=2)2 90. F =18

) J=—2 b) Nulstelle bei o =1. F =2

Die beiden Flichenteile haben die Inhalte 4 und %. Losung a) stellt die

Differenz % —4=— % dar, wihrend in b) der (absolute) Flicheninhalt mit
17 .
7 angegeben ist.

Tritt der Wechsel bei z = ¢ ein, so hat das Integral mit der unteren Grenze ¢
und der oberen b einen negativen Integranden und damit einen negativen



Wert. Das Integral mit den Grenzen a und b stellt damit die Differenz der
beiden Flichenteile dar. Soll der ITnhalt der eingeschlossenen Fliche berechnet
werden, so ist anzusetzen:

c b
F= [(a—wda+ [ —y) da.
93. Die Schnittpunkte der Kurven sind (— 1; — 1), (0; 0) und (1; 1). Im Intervall

—1 = 2 < 0 besteht die Ungleichung « < 23, und im Intervall 0 < z < 1die
Ungleichung 23 < z. Daraus folgt

0 1
F=f(w3—x) dz + [(a:—a:3)dx=i-
-1 0

2
Y:ffdx
st P A ¥
1.n L yeftn)e2 . _yftx)=5 41
' ] ' Y-/rodx
; 4 ufl’
! : 2
P 3 (
;[ { 2 ] 3 X
2dx" 01d £ 4 ,
,7[ . !(! Jée ¥ 4 3
aI
2 % 2
/5
- Y 01
U 4

Bild 143 Bild 144

Beachten Sie die Symmetrie der beiden Flichenteile, so konnen Sie hier ein-
facher rechnen:

1
1
F=2|(x— 2®)dz =5
J :

3
94. a) Bild 143 f2dx —4
1

b) Bild 144 f(g +1)ds =2
—1 ’
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—_—7

2
¢) Bild 145 fcos edz=—1
0

y
1 0, p
2 ]
0, y=flx)=Cosx
3.7 3 . 5 4
~N ] N ir X
#8 L L 0oL gt i
iPganatiy
& i : |
3 i AN
[
fcqsx'dx a-] A
° U . ,Y-ﬁ'(x)dx
6 7
Bild 145

2 1 1
9. Vay. = nr®; Vaok, = 3’ 3 Vearab, = 5 nrd; Vkeg. = _g.‘nﬁ

Vs, : Vaawk. © Vearab. : Vieg, = 6:4:3:2
96. Mit der begrenzenden Geraden (Bild 146)

R—r
Yy=—F—2+r
y 2
ist V=sz(Rh—Ta:+r> dz =%h(R2+Rr+r2)
)
eg Y
7 e
—1 R
r
,‘ -
7] h "
Bild 146
4 4
9. a) V = 4 mab; b) ¥ =+ za?h
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98. Hyperbel: % =12 4 4(_1_32}; =

V =5 mh(R? + 277

100. Ty = 0; Ys = 3

Alle Ellipsen mit gleicher kleiner Halbachse b und beliebiger Halbachse a
haben denselben Schwerpunkt, so u. a. auch der Halbkreis mit a = b =r.

‘ 32 512 128 T, 12, T, 1
0L T.=m; Ty=yp: F=75 os=y=7i ¥=F=7
__ hB3R+42Rr+n
102. 4 =3 T mran o U5 =0

Der Abstand des Schwerpunktes von der Endfliche mit dem Radius R
betrigt

- _ b B+ 2Rr 43
Ts=h—0s =7 o prpa

103. x5 = %h (Schwerpunktabstand vom Scheitel)

B

fya:’ dy 2“
104, ys = “5—— (Bild 147)
jx“ dy x=gply)
(- 3
-0 o
| X
Bild 147
3 3 42 bS
106. Jo=2 (@ +30)  Jy=hEEidEl
Jy=15Ba+b) L= T = g (0 +ab +atb + )

106. Schnittpunkte (0; 0) und (1; 1)
obere Begrenzungskurve: y =«
untere Begrenzungskurve: y = 2%
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107.

108.

109.

110.

111.

Iz = 2l (Léngeneinheiten)*
Jy = -1—0 (Léingeneinheiten)*

1 1
a)J=—,o,—nw2 b)J—F 2+—§mh2

J=1m o (Rt + BSr + R¥ 4 Red 1Y)
3 R 4Rr+Rr4RA4A

=10"™ R? + Rr + 12
Erweitern Sie den Bruch mit B— 7, so ergibt sich
3 R‘ — r“
J=15m g -
l
dm =gqdz ¢ —2f.')32dm=—ml2

Bei dickeren Stiben (thnder) miissen Sie analog zum Lehrbeispiel 118
verfahren.

P Y P, —=z
F=2yb=22e; y=g5e°
—-2— 2
t_mll,z (8 +4Rr +3 B
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Differentialrechnung

Grundbegriffe
Differenzenquotient j—z Af-(z) %’ @

Differentialquotient  y' = f'(2) = m 1@+ ‘L “2_:&)

A:c-»O
Differential dy = df(z) = )‘ (z) dz
Partieller of _ oz _ fe = lim 1= + hy) —f(zy)
. . . oz 0x ’ h
Differentialquotient. k>0
of _ — Lim [ &Y+ k) —f(=zy)
gy =ay == ,}’_,“ﬁ. k

Totales Differential ~ dz = 2L do 4 2 3f

Aligemeine Differentiationsregeln

Konstanter Faktor ad} [a-g(x)] =a-¢

Summe & 1@ + 9@ =1 +4
Produkt SI@ 9@l =1 -g+1-¢
SlH@) 9@ h@ =1 g-h+f-g h+f-g-¥
Quotient dd . 2 E:; __g__g—2 rg
Kettenregel = f[2(2)], gz = % . (%E =['(2) -2 (z)
Umkehrfunktion z = @(y), }: = dl_y
dz

Abieitung einer
impliziten Funktion

F(a,9) =0 V=—F% Py
Yy
y’ =_&+2Ffvy' +F,,9°
F,
Ableitung bei
Parameterdar- dy ..
dy _ dt y @y _yz—=zy

stellung

o



y=a
y=2ao
y=hhz
y="2logz
y=Ilgz
y=e"
y=a*
y=sinz
Yy =2coszT
y=tanzx
y=cotzx

y = arcsin
Y = arc cos &
y = arc tan x

y = arc cot z

y =sinh z
y =coshz
y = tanh
y = coth

y = arsinh z
y =arcosh z
y = ar tanh »

y = ar coth =

| R |
I

~

<

Ableitungen

———-i—-“loge
o =—-lge  In10~23026
Ig e =~ 0,4343
=14 tan?z
1 2
— iy = — (1 4 cot?2)
— lz] <1
1
- — lz] <1
14 22 ~
1
1+t
Sﬁ—z=1—tanh2m
1 .
oty = — (coth? 2 —1)
Vov ¥ 1
]"zz__l
_{ 5 [z] <1
e |z| > 1



Anwendungen der Differentialrechnung

Extremwertbhestimmung @) =0 f@ (@) < 0 Maximum

bei einer Verdnderlichen f@n) (@) > 0 Minimum
Extremwertbestimmung f, =0, f, =0, fau-fyu—1Iw>0
bei zwei Verdnderlichen f., <0, f,, <O Maximum

fzz >0, fyy >0 Minimum
Newtonsche f(zy)

T, =Tn— 5
Niherungsformel * ' (z,)

Maximaler (absoluter) Ay =~ | f (z) dz|
Fehler

Relativer Fehler 4y ‘ LGP )

Prozentualer Fehler P~ ; r% -dz , -100%,

Kriimmung k=4, k=212Y2
T+y? | Jarp
Kriimmungsradius 0= I _'/1“":_,?’_8 ' , “2 + !/"'s }
y’ ty—yz|
Integralrechnung
Grundbegriffe

Unbestimmtes Integral S f(x)dz =F(2) + C fir F'(2) = f(x)

Bestimmtes Integral S f(z) dz = F(z) — I (a)

a

S [(z)dz = F(b)— F(a)



Allgemeine Integrationsregeln

Konstanter Faktor S a-f(r)ydrz =a S f(z)dz

Summe

[{(2) + 9(2)] dz = S f(z) da + S g(2) dz

a

-]

)
Bestimmtes Integral § f(x)dz = S f(x)dzx + S f(z)dz
)

f(2) dz ='—S)‘(x)dx

Fiir {(— 2) = {() gilt

(f(x)dx _2Sf(x)dx

-—-a

Fiir f(— 2) = — f(z) gilt

\S:/(w)dx—_—o

Integrationsmethoden

Substitution S flp(z))ds =

P(@) =u,z=ypu),dz =y (u)du

= {10y wau

{2 do=mnlp@)| +0

t

| [p@F 9 (@) dz = o5 Tp(@+ + 0

Partielle Integration S f-gdz=f-g— S f-q dz



Grundintegrale

n !

f(2) = = S =Inlz +C
f(x) =e® Sexdx—e‘+0
)‘(x)=a" Sdzd l]T;l+C
f(z) =sin ginzdz =—cosz + C
f(x) = cos = coszdz =sinz + C
f(z) = sm1= =1+ cot?z o =—cotz+C

1
(@) = oa7 =1 + tan*z coiz —tanz+C

are sin z + C,
—arccos ¢ + O,

1

S
S
) s
=
Hz) = vrl:xi S [y
¥
)
S
j
j o

. arctan z + C,
f(x)—l—_,_? {-—arccotw-{-Cz
f(x) = sinh 2 sinh zdz = coshz + C
f(x) = cosh z coshzdz =sinhz + C
f(x) = —s—in%i =coth®z—1 slnh’ =—cothz + C

1
1(2) = ogiy = 1 — tanh®z cosh‘ =tanhz + C

1 'dz ) o .
f(:c)=Vac_—’_I_—i SV—__—___——1=ln(x+]/:c +1)+ C =arsinhz +C
f($)=7z_81:1 SV’di—l =In(z + V22 —1) + C =arcoshz + C

Rekursionsformeln

1 —1
S cos"zdzr = - j S cos"2zdx

: o1 . n—1 :
S sin"zdz ='— — cos xsin* 1 & + —— S sin"~2zdz



dz 1 sin 2 m—2 dz

COS™ I m—1 cog™ 1y m—1) cos™ 2y
dz _ 1 cos T m—2 dz
sin™ z m—1 gpm1lg  m—1) gpm 2,

Anwendungen der Integralrechnung
Fliche

b
Kartesische Koordinaten F = S ydz

b
Parameterdarstellung F = — S yzdt (Flache begrenzt durch z-Achse)

[
F = S z y di (Fldche begrenzt durch y-Achse)

t

F=%S(gx—\y:&)dt

(Sektor oder

LB geschlossene Kurve)
Polarkoordinaten F=5 S 2de
P
zﬂ
2 h
Niherung. F = S [(@)de=5[yo+ Y +2(Yo+Ya+ ... +Yn)
(Simpsonsche Regel) z

+4(+Ys+ ..o+ Ya)]

(h=:1:1—-x0=x2~—x1=... =$n—xn-—l)

b
Volumen V- S Q(z)dz Q(x) Querschnitt senkrecht zur
Allgemein : z-Achse
b
Rotationskorper V=n S ydz
Bogenlinge

b
Kartesische Koordinaten § = S M+ y%da
a



ty
§ = S Va? + y2 dt

Parameterdarstellung
A
$
. — dr\2
Polarkoordinaten §= S V ” 4 ( d'«p) do
L 2% b
Mantelfliche Fy =2 S gVl + 9% da
ba b
1
Schwerpunkt S oy da ) S y*da
Fléiche xryg = ab —— yS — ba -
S ydez S ydz
b
S zQ(z)dzx
Korper 2 = & @Q(z) Querschnitt senkrecht
zur 2-Achse
[ e e
\ a
b
S zytda
Rotationskirper rg =5
S ytda
; ,,
3 1T ¥y%dz S y 11 y3dz
Bogen xg =% —, Ys = tr—-—
S T yide | v
b b °
Flichentrigheits- 1 3 _
moment J‘_Tgydx’ Jy—szydx, Jp=d:+Jy
1 b b
Je =5 g (> —y® da, J, = S 2* (Y, — y,) dz
; b
Massentriigheitsmoment 1

tiir Rotationskorper



Hyperbelfunktionen

Definition
. eT —e T e e "
sinh z = 5> coshz = P
e —e " et 4o 7
tanhz = —— -, cothz = te
. ez +e T ea: — e z

Funktionalbeziehungen

coshx — sinh?z = 1, tanhz = sinh
cosh r
coth & = . 1 —tanh?x = - 1 _
tanh z’ cosh? r
coth2z —1 = 1
' sinh? r
Additionsformeln

sinh (# 4- y) = sinh « cosh y 4 cosh 2 sinh y

sinh 2z = 2 sinh z cosh z
cosh (z + ) = cosh z cosh y + sinh xsinh y
cosh 2z = cosh®z 4 sinh2xr

cosh z 4 sinh z = e®
cosh x —sinh . = e~

Kreis- und Hyperbelfunktionen komplexer Argumente

Zusammenhinge zwischen Kreis-, Hyperbel- und Exponentialfunktionen

et =Jr=cosx +jsinz, ¢ =[—x=cosz—jsinz

1. coshjz =cosu, sinh ju = j sin &
tanh jz = j tanz, coth j» = — j cot

2. cosjx = cosh z, sin jz = jsinh
tan jr =jtanh z, cotjr = —jcothz

3. cos (a+jb) =cosacoshh-—jsinasinhd
sin (a4 jb) =sinwecoshd + jcosasiphd
cosh (@ +jb) =-coshacosh -+ j=inhasind
sinh (@ + jb) =sinhacosb + jcosh esinbd

sinh 2a . sin 2b

tanh (¢ + jb) =

i [T S A
cosh 2a + cos2h = 71 cosh 2a = cos 2b
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