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Vorwort

Die ,Mathematischen Kostproben” sind ein Beitrag fiir die Interessen- und
Begabtenforderung im Fach Mathematik, insbesondere fir die Klassenstufen 9 und
10. Fur eine intensive Vor- und Nachbereitung der Mathematik-Olympiaden werden
anhand von aktuellen Wettbewerbsaufgaben! thematische Schwerpunkte
ausgewahlt. Die Sammlung von ahnlichen Aufgabenstellungen mit zugehorigen
Losungsdiskussionen wird durch weitere Aufgaben zur Thematik erganzt.

Im Heft werden auch Beitrage veroffentlicht, die einen direkten Bezug zum
sichsischen Korrespondenzzirkel Mathematik der Klassenstufen 9/102 haben. Diese
sollen und konnen keine Losungsdiskussion ersetzen, vertiefen aber die
Aufgabenthematik und kénnten weiterfilhrende Anregungen geben.

Mit den aktuellen Aufgaben M0650923 und M0651012 finden wir den Bezug zu
bereits diskutierten Themen. Wir erganzen deshalb das Thema 24 , Kombinatorik und
klassische Wahrscheinlichkeit” und setzen das Thema 9 ,Differenzen und Summen
von Quadratzahlen” fort.

Weiterhin betrachten wir auch unter dem Thema 35 ,DioPHANTische Gleichungen”
Aufgaben mit Quadratzahlen. Passend dazu zitieren wir im historischen Riickblick eine
Arbeit von EULER aus dem Jahr 1758 zu den Zahlen, die sich als Summen zweier
Quadratzahlen darstellen lassen.

Da die ,Mathematischen Kostproben” die themenbezogene Vorbereitung auf
mathematische Wettbewerbe foérdern mochte, nehmen wir den 25. Jahrgang zum
Anlass, auf zurlickliegende Themen hinzuweisen und die zugehdrigen
Aufgabensammlungen zu wiederholen. Wir beginnen in diesem Heft mit dem
Thema 1 ,Funktionalgleichungen” aus den Jahren 2020 und 2021. Die Losungen sind
in den angegebenen Heften enthalten bzw. werden auf formlose Anfrage per pdf-
Dokument zugesandt.

I www.mathematik-olympiaden.de
2 https://www.cb.hs-mittweida.de/index.php?id=265743&no cache=1
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Thema 24.6 — Kombinatorik3 u. klassische Wahrscheinlichkeit (Nachtrag)

Auch in der 2. Runde der diesjahrigen Mathematik-Olympiade wurden Aufgaben zum
Thema gestellt.

Aufgabe 24.29 — M0650923. Ermitteln Sie die Anzahl der Moglichkeiten, aus den
dreillig natlrlichen Zahlen von 1 bis 30

a) genau zwei verschiedene Zahlen auszuwahlen, deren Produkt durch 4 teilbar
ist.

b) genau drei paarweise verschiedene Zahlen auszuwahlen, deren Produkt durch
4 teilbar ist.

Hinweis: Auswahlen, die sich nur in der Reihenfolge der drei Faktoren unterscheiden,
sollen hierbei nicht als verschieden angesehen werden.

Lésungshinweise zu Teilaufgabe a): Wir erhalten ein durch 4 teilbares Produkt, wenn
entweder beide Zahlen gerade sind oder eine ungerade sowie eine durch 4 teilbare
Zahl gewahlt wird.

Im ersten Fall wahlen wir zwei Zahlen aus den 15 geraden Zahlen mit einem Griff.

Dafir gibt es (125) =1 105 Moglichkeiten der Auswahl.

1-2

Im zweiten Fall wahlen wir genau eine aus den 15 ungeraden Zahlen und dazu jeweils
genau eine aus den 7 durch 4 teilbaren Zahlen, also aus der Menge {4, 8, 12, 16, 20,
24, 28}. Dafir gibt es 15 - 7 = 105 Moglichkeiten der Auswahl.

Insgesamt bekommen wir 105 + 105 = 210 Moéglichkeiten.

320) = % = 435 Moglichkeiten der Auswahl

von zwei verschiedenen Zahlen aus der gegebenen Menge. Wir erhalten ein nicht
durch 4 teilbares Produkt, wenn entweder beide Zahlen ungerade sind oder eine
ungerade sowie eine durch 2, aber nicht durch 4 teilbare Zahl gewahlt wird.

Loésungsvariante: Insgesamt gibt es (

Fall 1: Wahlen wir zwei Zahlen aus den 15 ungeraden Zahlen mit einem Griff, so gibt

es dafur (125) = 1?% = 105 Moglichkeiten der Auswabhl.

3. Teil 1, Heft 8+49/2023, Teil 2: Heft 1/2025, Teil 3: Heft 02/2025, Teil 4: Heft 11/2025, Teil 5: Heft
12/2025
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Fall 2: Wir wahlen genau eine aus den 15 ungeraden Zahlen und dazu jeweils genau
eine aus den 8 durch 2, aber nicht durch 4 teilbaren Zahlen, also aus der Menge {2, 6,
10, 14, 18, 22, 26, 30}. Dafiir gibt es 15 - 8 = 120 Moglichkeiten der Auswahl.

Insgesamt bekommen wir 435 — 105 — 120 = 210 Maéglichkeiten.

Anmerkung: Aus der Losungsvariante konnen wir unmittelbar ablesen, dass die
Wahrscheinlichkeit, ein Zahlenpaar zu den Bedingungen aus Teilaufgabe a) zufillig

. 210 .
auszuwahlen, e 48.3% betragt.

30) — 302928 _ 4060 Maglichkeiten der
3 1-2:3

Auswahl von 3 verschiedenen Zahlen mit einem Griff aus den 30 gegebenen (ohne
Bericksichtigung der Reihenfolge). Von diesen subtrahieren wir die Anzahl der
Moglichkeiten, in denen wir kein durch 4 teilbares Produkt bekommen. Diese ergibt

sich aus der folgenden Fallunterscheidung:

Lésungshinweise zu Teilaufgabe b): Es gibt (

Fall 1: Alle drei Zahlen sind ungerade. Da es insgesamt 15 ungerade Zahlen im

15) = D113 _ 455 Moglichkeiten der

betrachteten Bereich gibt, haben wir (3 123

Auswahl von drei ungeraden Zahlen.

Fall 2: Wir wahlen genau zwei aus den 15 ungeraden Zahlen und dazu jeweils genau
eine aus den 8 durch 2, aber nicht durch 4 teilbaren Zahlen, also aus der Menge {2, 6,

10, 14, 18, 22, 26, 30}. Dafir gibt es (125) .8 = 1% _ 840 Maglichkeit.

Fall 3: Sind zwei gerade Zahlen unter den drei ausgewahlten, ist das Produkt stets
durch 4 teilbar.

Die Gesamtzahl der gesuchten Auswahlmoglichkeiten berechnet sich damit zu
4060 - 455 - 840 = 2765 Moglichkeiten. Q

Anmerkung: Die Wahrscheinlichkeit, ein Zahlentripel zu den Bedingungen aus
Teilaufgabe b) zufallig auszuwahlen, betragt % ~ 68.1% .

Aufgabe — M0651024. Wir betrachten die vier Paare von Primzahlen (3, 5), (7, 11),
(13, 17) und (19, 23). Aus den neun Zahlen 2, 3,5, 7,11, 13, 17, 19, 23 werden sieben
Zahlen zufallig ausgewahlt (Ziehen mit einem Griff bzw. Ziehen ohne Zurlicklegen).

a) Wie groR ist die Wahrscheinlichkeit, dass sich unter den 7 ausgewahlten Zahlen
mindestens 2 der oben genannten Paare befinden?

4
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b) Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass die Summe der 7 ausgewahlten
Zahlen ungerade ist?

c) WiegroR ist die Wahrscheinlichkeit, dass sich unter den 7 ausgewahlten Zahlen
genau 2 der oben genannten Paare befinden?

Hinweis: Alle moglichen Auswahlen von 7 Zahlen sollen jeweils mit der gleichen
Wahrscheinlichkeit auftreten.

Lésungshinweise zu Teilaufgabe a): Von den neun gegebenen Zahlen werden nur zwei
nicht ausgewahlt. Dadurch kann es hochstens 2 Paare geben, die nicht vollstandig in
der Auswahl dabei sind. Also sind immer mindestens 2 Paare unter den 7
ausgewahlten Zahlen. Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist somit gleich 1.00 = 100%.

Lésungshinweise zu Teilaufgabe b): Die Summe von 7 Zahlen ist genau dann ungerade,
wenn die 2 (als einzige gerade Zahl) zu den ausgewahlten Zahlen gehoren. Es gibt 8
Moglichkeiten, aus den 8 ungeraden Primzahlen 7 Zahlen auszuwahlen, denn statt 7
Zahlen zu wahlen, konnen wir auch eine Zahl nicht wahlen.

Die Anzahl aller Auswahlmaoglichkeiten von 7 aus 9 ist genauso grol3 wie die Anzahl

der Moglichkeiten, 2 aus 9 auszuwahlen, d.h. es kann die Gultigkeit (Z) = (n f k)

fur alle natirliche Zahlen 0 < k < n als bekannt vorausgesetzt werden. Diese Anzahl

betragt somit ((2)) = % = 36. Somit betragt die gesuchte Wahrscheinlichkeit 3—86 =
% ~ 22.2%.

Lésungshinweise zu Teilaufgabe c): Fur die geforderte Auswahl miissen zwei ungerade
Zahlen nicht ausgewahlt werden, die nicht zu einem gemeinsamen Paar gehoren,
denn nur in dem Fall gibt es genau 2 Paare unter den 7 ausgewahlten Zahlen. Wir
wahlen zunachst zwei Paare aus den 4 gegebenen Zahlenpaaren aus. Daflir gibt es

(;}) = % = 6 Moglichkeiten. Fir die Auswahl von je einer Zahl aus jedem Paar gibt

es nochmals 2 - 2 = 4 Moglichkeiten, insgesamt also 6 - 4 = 24 Moglichkeiten.

Jeder Auswahl von diesen zwei nicht ausgewahlten Zahlen entspricht genau eine
Auswahl von 7 ausgewahlten Zahlen aus den 9 gegebenen Zahlen. Wie im
Aufgabenteil a) gibt es insgesamt 36 Auswahlmoglichkeiten. Die gesuchte

Wahrscheinlichkeit ist daher% = g ~ 66.7%. a
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Thema 9.5 - Differenzen und Summen von Quadratzahlen*
Aufgabe 09.28 - M0651012. In dieser Aufgabe sind a und b positive ganze Zahlen.

a) Geben Sie alle Lésungen (a, b) der Gleichung a® + b* = 65 an.

b) Geben Sie alle Lésungen (a, b) der Gleichung a® + b* = 340 an.

c) Hat die Gleichung a® + b* = 8024 Lésungen, bei denen a und b ebenfalls
positive ganze Zahlen sind?

Hinweis: Die Gleichung a® + b?> = 13 hat im Bereich der positiven ganzen Zahlen die
Lésungen (2,3) und (3,2), denn es gilt 2% + 3% = 32 + 22 = 13..

Lésungshinweise zur Teilaufgabe a): (1, 8), (8, 1), (4, 7) und (7, 4) sind Losungen, denn
12 + 8% = 42 + 7% = 65. (Die Summanden kdnnen wir vertauschen.) Die Lésungen
finden wir effektiv durch systematisches Probieren, indem wir untersuchen, ob sich
fir 65 — b> mitb = 1,2, ..., 8 eine Quadratzahl ergibt.

Lésungshinweise zur Teilaufgabe b): (4, 18), (18, 4), (12, 14) und (14, 12) sind
Lésungen, denn 4% + 182 = 12% 4+ 14% = 340. Die Losungen finden wir auch hier
durch systematisches Probieren, indem wir untersuchen, ob sich fiir 340 — b?* mit
b= 1,2,...,18 eine Quadratzahl ergibt.

Lésungsvariante: Wahrend in Teilaufgabe a) das systematische Probieren praktikabel
(im Kopf) losbar ist, erscheint diese Methode in Teilaufgabe b) unbefriedigend.
Insbesondere ist der Losungsansatz durch Probieren nicht verallgemeinerungsfahig.
Wir erinnern deshalb an die Aussage aus

Aufgabe 9.17 — M0100922°. Jemand behauptet: Wenn von zwei natirlichen Zahlen
a und b jede die Eigenschaft hat, sich als Summe der Quadrate zweier natirlicher
Zahlen darstellen zu lassen, dann hat auch das Produkt von a und b diese Eigenschaft.

Geben Sie ein Zahlenbeispiel an!
Beweisen Sie diesen Satz!

Die Zerlegung der rechten Seite der zu untersuchenden Gleichungen in Faktoren fiihrt
dazu, dass das systematische Probieren drastisch reduziert werden kann.

Zerlegen wir 65 =5-13, finden wir wegen 5= 1%+ 22 und 13 = 3% + 22 die
Darstellungen

65=(1-34+2:-2)24+(12:-3-1-2)2=72+4%2=49+16=065
und

4 Siehe auch Heft 09/2021, Heft 11/2022, Heft 04/2024 und Heft 05/2025
> Lésungshinweise s. Heft 04/2024
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65=(1-3—-2-2)24+(2:3+1-2)2=12+82=1+64 =65

Zerlegen wir 340 = 17 - 20, finden wir wegen 17 = 1% + 42 und 20 = 4% + 22 die
Darstellungen

340 = (1-4+4-2)2+(4-4—1-2)?2 =122 + 142 = 144 + 196 = 340
und
340 =(1"4—4-2)>+(4-4+1-2)2=42+18%2 =16 + 324 = 340

Lésungshinweise zur Teilaufgabe c): Da 8024 durch 4 teilbar ist, missen fiir eine
Lésung der Gleichung a® + b* = 8024 in ganzen Zahlen beide Zahlen gerade sein. Es
gibt also ganze Zahlen m und n mit

a=2m,b=2nundm?+n?*=28024: 4 =2006.

Wir kénnen als bekannt voraussetzen: Sind a und b beide ungerade, so ldsst a® + b?
bei Division durch 4 den Rest 2. Da nun 2006 bei Division durch 4 den Rest 2 Iasst,
missen fiir eine Lésung der Gleichung m? + n? = 2006 in ganzen Zahlen beide
Zahlen ungerade sein und sich als m =2u+ 1 und n = 2v + 1 mit den ganzen
Zahlen u und v darstellen lassen. Dann folgt (2u + 1)* + (2v + 1)? = 2006. Daraus
ergibt sich durch Umformungen

A2+ 4u+1+4vi+4v+1=2006
4u? + 4u + 4v* + 4v = 2004
wW+u+rvP+v=ulu+1)+v(v+1)= 501

Nun sind sowohl u(u + 1) als auch v(v + 1) gerade Zahlen, weil eine von zwei
aufeinanderfolgenden ganzen Zahlen gerade ist. Dann ist aber auch die Summe
u(u+1)+v(v+1) gerade und kann nicht gleich 501 sein. Es gibt also keine
ganzzahligen Ldsungen der Gleichung m?*+n? = 2006, damit auch keine
ganzzahligen Lésungen der Gleichung a? + b* = 8024 und folglich erst recht nicht in
positiven ganzen Zahlen. Q

Lésungsvariante zur Teilaufgabe c): Da 8024 durch 4 teilbar ist, missen fiir eine
Lésung der Gleichung a? + b?> = 8024 in ganzen Zahlen beide Zahlen gerade sein. Es
gibt also ganze Zahlen m und n mit

a=2m,b=2nundm?+n?*=28024: 4 = 2006.

Wir kénnen als bekannt voraussetzen: Fiir jede natiirliche Zahl a ist die Zahl a?
entweder von der Form 4 -k oder von der Form 8-k + 1, wobei jeweils k eine
naturliche Zahl ist.

Somit kann die Summe zweier Quadratzahlen nur einen der Reste 0+ 0 =0,
0+1=1,0+4=414+1=2,14+4=50der4 + 4 = 8lassen. Danun aber 2006
bei Division durch 8 den Rest 6 lasst, gibt es also keine ganzzahligen Losungen der
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Gleichung m? + n* = 2006, damit auch keine ganzzahligen Losungen der Gleichung
a® + b* = 8024 und folglich erst recht nicht in positiven ganzen Zahlen.

Die oben als bekannt vorausgesetzten Aussagen® waren bereits in der MO Inhalt von
Aufgaben, so in

Aufgabe 09.16 — M0220934’. Jens behauptet, dass man alle natirlichen Zahlen mit
Ausnahme von endlich vielen als Summe von zwei Quadratzahlen darstellen kann.
Dirk behauptet dagegen, dass es unendlich viele natirliche Zahlen gibt, die man nicht
als Summe von zwei Quadratzahlen darstellen kann.

Wer hat recht?
bzw.

Aufgabe 9.24 - M0400941/M04010212.
a) Beweisen Sie: Fiir jede natiirliche Zahl a ist die Zahl a® entweder von der Form
4 - k oder von der Form 8 - k + 1, wobei jeweils k eine natirliche Zahl ist.
b) Gibt es eine n-stellige Quadratzahl mit n > 1, die aus lauter gleichen Ziffern
besteht? Beweisen Sie Ihre Antwort.

Auch in folgender Aufgabe waren Summen zweier Quadrate zu untersuchen.
Aufgabe M0261034. Ermitteln Sie unter allen denjenigen Werten, die
z=x>+y*+2x — 22

fir ganzzahlige x und y annehmen kann, den kleinsten Wert z, der eine natlrliche
Zahl ist!

Geben Sie alle diejenigen Paare (x; y) ganzer Zahlen an, bei denen sich in der
Gleichung dieser Wert z ergibt!

Losungshinweise: Die Umformung der gegebenen Gleichung ergibt
z=x>+y*+2x—22=(x+1)*+y*—23

Damit z eine natiirliche Zahl wird, muss (x + 1)* + y®> — 23 = 0 sein. Die kleinste
natiirliche Zahlist 0, d.h. es miisste (x + 1)* + y® = 23 sein. Eine Darstellung der Zahl
23 als Summe zweier Quadratzahlen existiert aber nicht, ebenso nicht fiir die Zahl 24
(wie wir durch systematisches Probieren nachweisen kdnnen). Erst die Zahl 25 kann

6 Da es sicher bei solchen Aufgaben in der Klausur nicht gelingt, die entsprechenden
Aufgabennummern anzugeben, sollten die Aussagen bewiesen werden (da sie sicherlich keinen
eigenen, zitierfahigen Namen haben).

7 Lésungshinweise s. Heft 04/2024

8 Lasungshinweise s. Heft 05/2025
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als Summe zweier ganzzahliger Quadratzahlen dargestellt werden, d.h. z = 2 ist der
kleinste Wert, der eine naturliche Zahl mit Erfillung der Aufgabenaussage sein kann.

Zur Bestimmung der entsprechenden Paare (x, y) zerlegen wir 25.
(x+1)*+y*=25=0+25=2540=9+16=16+9

Damit sind folgende Moglichkeiten und die daraus resultierenden Paare moglich:

(x+1D?% | x+1 | x |y*|y Paare (x,y)
25 15 4;-6 | 0 | O (4,0); (-6, 0)
0 0 -1 25 | 15 (-1,5);(-1,-5)
9 £3 | 2;-4 | 16 |+4]| (2,4);(-4,4); (2, -4); (-4, -4)
16 4 3;-5 19 |43 (3,3);(3,-3); (-5, 3); (-5, -3)

Es existieren 12 Paare (x,y) fir die z den kleinstmoglichen Wert 2 annehmen kann,
die wir durch eine Probe bestatigen konnen:

x2+y2+2x—22=42+02+2-4-22=2
x2+y?+2x—22=(-6)2+0%2+2-(—6)—22=2
x2+y2+2x—22=(-1)2+(£5)?2?+2-(-1)—22=2
x2+y2+2x—22=22+(+4)>+2-2-22=2
xZ+y*+2x—22=(—4)*+(F4)*+2-(-4)—-22=2
x2+y2+2x—22=32+(£3)2+2-3-22=2
x2+y*+2x—-22= (=524 (*3)*+2-(-5)—-22=2
a
Thema 35.2 — DIoPHANTische Gleichungen®

Wahrend im Teil 1 dieses Themas lineare Gleichungen ersten Grades untersucht
wurden, beschaftigen wir uns nun mit Gleichungen zweiten Grades.

Fir die Gleichung x* — Ay? = 1 mit dem ganzzahligen Faktor A ist in natiirlichen
Zahlen x und yzu l6sen, wobei die triviale Losung (1;0) nicht in die weitere
Diskussion einbezogen wird. Die Gleichung wurde nach dem britischen Mathematiker
JOHN PELL (1611 — 1685) benannt, der sich u.a. mit DiopPHANTischen Gleichungen
beschaftigte (aber nicht mit dem genannten Typ).

Zunachst betrachten wir Eigenschaften der Zahl A. Es kdnnen negative Zahlen
ausgeschlossen werden, denn in diesem Fall liele sich die Gleichung als
x2 + |A| - y? = 1 schreiben, die nur fiir |A| > 1 die trivialen Lésungen hat. Ist A eine
Quadratzahl einer ganzen Zahl, gibt es aulRer der trivialen Losung auch keine weiteren
Losungen, denn auf der linken Seite der Gleichung steht die Differenz zweier
Quadratzahlen, die den Wert 1 annehmen soll. Folglich sind fir A nur
Nichtquadratzahlen interessant.

. Teil 1: Heft 12/2025
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Wir konnen fir eine vorgegebene Zahl A durch systematisches Suchen eine Lésung
(x; y) finden. So ist offensichtlich (3; 2) eine Lésung von x%2 — 2 - y% = 1, aber auch
(17; 12) ist eine Losung. Kénnen wir alle Lésungen angeben?

Ist (xo; Yo) eine Loésung der Gleichung x? — A - y? = 1, so gilt nach Binomischer
Formel

(o + VA - y0)(xg —VA - y5) = 1
und folglich finden wir wegen

(xo + VA - yo)™ - (xg — VA - yp)" =
neue Losungen mit

Xn + VA -y, = (X0 + VA yo)",

wenn wir nur alle Summanden der Binomischen Formel ohne den Faktor VA zu x,,
und die Summenden mit dem Faktor VA zu y,, zusammenfassen. Damit erhalten wir

—1-((xo+yo-f)"+(xo—yo-vz)"),
Yn = 5 \/— ((%"‘YO \/—) — (% — J’O'\/Z)n)-

Wir konnen aber aus der Bildungsvorschrift eine praktikable Rekursionsvorschrift
herleiten:

Xn+1 T \/Z “Yn+1 = (xn + \/Z ) J’n)(xo + \/Z ) }’0)
= (xnxo +A- YnYO) + \/Z : (anO + Ynxo)
Am Beispiel der Losung (3 ; 2) fir A = 2 flihrt dies zu

Xny1 = 3 Xn + 4 Yy,
Ynt1 =2 X+ 3" Y.

Aus diesem Gleichungssystem wird zunachst y,, eliminiert und wir erhalten
3 Xn+1— 4 Yn+1 = Xn.

Setzen wir nun fur 4 - y,,, ;1 nach der ersten Gleichung x,,,» — 3 x,4, €in, erhalten
wir die Rekursion:

Xn+z = 6 Xny1 — Xp.
Nun wird x,, eliminiert. Dies fiihrt zu

3 Yn+1— 2" Xny1 = Yn-

10
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Setzen wir nun fir 2 - x,,,.1 nach der ersten Gleichung y,,,» — 3 - y,,+1 €in, erhalten
wir die Rekursion:

Ytz = 6" Yny1 — Yn-
Wir verallgemeinern diese Vorgehensweise und finden die Rekursionsvorschrift wie
folgt:

Xne1 = Xo " Xn + 2 Yo" Y,

Yn+1 = Yo *Xn T Xo * Yn-
Aus diesem Gleichungssystem wird zunachst y,, eliminiert und wir erhalten

X0 Xn41 — 2 Yo Yn+1 = (x(z) _Z'yg) " Xn-

Setzen wir nun fir 2 -y, y,4+1 nach der ersten Gleichung x,,, — X " X,41 €in,
erhalten wir die Rekursion:

Xpsz =2 %o Xnpr — (X§ — 2 ¥5) - xn.
Nun wird x,, eliminiert. Dies fUhrt zu
Yo Xn+1 = X0 Yn+1 = —(X6 —2°¥5) " Yn.

Setzen wir nun fur y, - x,,41 nach der ersten Gleichung y,,,» — Xo * Yn+1 €in, erhalten
wir die Rekursion:

Yni2 =2 Xg " Yne1— (X5 — 2 ¥§) * .
Setzen wir das oben gefundene zweite Losungspaar ein, flihrt dies zu

Xntz = 34 Xpy1 — 91 xp,
Yniz =34 Yny1 — 91 Y.

Offensichtlich sind beide Rekursionsformel nicht gleichwertig. Wie kdnnen wir
sichern, alle Lésungen zu finden? Um dies zu untersuchen, definieren wir:

Eine Lésung (xq; yo) der PeLLschen Gleichung wird minimale Lésung genannt, wenn
sie fiir alle Lésungen (x; y) die Ungleichung

x0+y0-\/ZSx+y-\/Z

erfiillt ist.

Die minimale LOosung ist eindeutig bestimmt. Gabe es namlich zwei minimale
Losungen (xo1; Yo1) und (Xo2; Yo2), s0 ware

11
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Xo1 + Vo1 " VA = x5 + Yoz - VA,
Xo1 — Xo2 = VA - Yoz — Yo1)-

Auf der rechten Seite steht aber fur y,; # yy, eine irrationale Zahl, im Widerspruch
zur rationalen Zahl auf der linken Seite. Folglich mussen y,; = y,, Ubereinstimmen
und damit auch x4, = x¢5.

Wenn nun (x’; y") eine weitere, nicht nach obigen Konstruktionsprinzip auffindbare
Losung der PeLLschen Gleichung ware, gilt also fur alle natirlichen Zahlen n

x'+y VA # (x + yo -\/Z)n.
Aus der Minimalitat von (x,; y,) folgt
1<xo+y, - VA<x'+y VA4,

also gibt es einen Exponenten k mit
k k+1
(xo +yoVA) <x'+y VA< (x0+y,-VA) .

Multiplizieren wir diese Ungleichungskette mit (xo — Yo -\/Z)k, finden wir eine
weitere Lésung (x'’; ¥'"), wenn wir in folgender Ungleichungskette das mittlere
Produkt ausmultiplizieren und die rationalen und irrationalen Summanden wieder
entsprechend zusammenfassen.

k
1<x"+y" VA= +y VA (xg —yo VA) <1-(x¢+ 1y, VA).
Leicht Gberzeugen wir uns, dass (x'’; y"") tatsdchlich die PeLLsche Gleichung erfuillt:

- Sind x“ und y" positiv, so ist aus der letzten Ungleichung bereits ein
Widerspruch zur Minimalitat von (x,; y,) gegeben.

- Keine der Zahlen kann 0 sein, weil daraus entweder —A - y’> < 0 oder x'2 = 1
folgen wiirde. Beide Zahlen kénnen aber auch nicht gleichzeitig negativ sein
(wegen der linken Seite der letzten Ungleichungskette).

- Verbleiben noch folgende Falle, die analysiert werden missen:

xX'<0<y” = x"+y”-\/Z<—x”+y"'\/Z

y'<0<x” = x"+y"JA<x'—y" VA
also

1<x"+y”-\/Z<|x”—y"-\/Z|

= 1<|(x"+y”VA) - (x"—y"-VA)| =1

12
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Dieser Widerspruch (1 < 1) zeigt, dass das Paar (x"’; y'") aus positiven ganzen
Zahlen tatsachlich alle Bedingungen einer Losung der PeLLschen Gleichung
erflllt und zudem eine neue minimale Losung ware.

Also hat man mit dem obigen Verfahren, ausgehend von der minimalen Losung, alle
unendlich vielen Losungen gefunden.

Hinweis: Fir jede positive Nichtquadratzahl A existieren Losungen, und diese kénnen
mittels Kettenbriche konstruktiv angegeben werden.

Verallgemeinern wir die PeLLsche Gleichung zu x* — A - y* = C mit ganzahligem C, so
hangt die Existenz von Losungen vom Wert C ab. Wahrend beispielsweise (10 ; 7) eine
Lésung der Gleichung x% — 2 - y2 = 2, gibtes fiir x* — 2 - y* = 3 keine Lésungen. Die
Unlosbarkeit folgt aus den Restklassen bei Division durch 3:

- Waren namlich x und y beide durch 3 teilbar, so ist die linke Seite — im
Widerspruch zur rechten Seite — sogar durch 9 teilbar.

- Ware nur eine Zahl x oder y durch 3 teilbar, muss auch die andere Zahl durch
3 teilbar sein. Sind aber beide Zahlen nicht durch 3 teilbar, so ergibt sich ein
Widerspruch, weil die Quadrate dann jeweils den Rest 1 bei Division durch 3
lassen.

Wenn es aber eine Losung gibt, so finden wir sogar unendlich viele Losungen, indem
wir die spezielle Lésung (x.; y,) der Gleichung x> — A - y* = C mit den allgemeinen
Lésungen der PeLLschen Gleichung x* — A - y* = 1 kombinieren:

(x¢ +vc - VA) - (x0 + o -\/Z)n.

Fir jede natlirliche Zahl n finden wir nach Ausmultiplizieren und Zusammenfassen der
rationalen und irrationalen Summanden eine Losung der verallgemeinerten PeLLschen
Gleichung.

In alten Mathe-Biichern geblattert

Uber Zahlen, die Aggregate zweier Quadrate sind*°
LEONHARD EULER

§1 Die Natur der Zahlen pflegen die Arithmetiker auf mehrere Arten zu erforschen,
wahrend sie deren Ursprung entweder durch Addition oder durch Multiplikation

10 Originaltitel: ,De numeris, qui sunt aggregata duorum quadratorum®, erstmals publiziert in ,,Novi
Commentarii academiae scientiarum Petropolitanae 4, 1758, pp. 3-40“, Nachdruck in ,Opera
Omnia: Series 1, Volume 2, pp. 295 - 327“ und Commentat. arithm. 1, 1849, pp. 155-173 [E228b]",
Enestrom Nummer E228, lbersetzt von: Alexander Aycock, Textsatz: Jens Becker, im Rahmen des
Hauptseminars ,Euler” 2013/14
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darstellen. Von der ersten Art ist ohne Zweifel die einfachste Zusammensetzung die
aus Einheiten, nach welcher alle ganzen Zahlen durch die Aggregation von Einheiten
zu entspringen aufgefasst werden. Dann kdnnen Zahlen auch so betrachtet werden,
wie sie aus der zweier oder mehrerer ganzer Zahlen entstehen, worauf sich das
Problem Uber die Partition von Zahlen bezieht, dessen Lésung ich vor nunmehr
einigen Jahren dargelegt habe, in welchem gesucht wird, auf wie viele verschiedene
Weisen jede beliebige vorgelegte Zahl durch Addition zweier oder mehrerer kleinerer
Zahlen resultieren kann. Hier aber habe ich beschlossen, die Zusammensetzung von
Zahlen zu betrachten, mit welcher sie durch Addition zweier Quadrate hervorgehen;
und weil auf diese Weise nicht alle Zahlen entspringen, weil die Menge dieser riesig
ist, die durch Addition zweier Quadrate nicht hervorgebracht werden kénnen, mochte
ich die Natur und Eigenschaften derer, die Summen zweier Quadrate sind, hier
untersuchen. Auch wenn viele dieser Eigenschaften schon erkannt und quasi durch
Induktion gefunden worden sind, sind sie dennoch zum grof3ten Teil nicht mit
strengen Beweisen untermauert; weil ein nicht zu verachtender Teil der
Diophant’schen Analysis auf deren Giltigkeit gestitzt ist, werde ich in dieser
Abhandlung den Beweis vieler dieser Eigenschaften, die bis jetzt ohne Beweise
zugelassen worden sind, geben, zugleich werde ich aber auch mitteilen, was es mir
freilich immer noch nicht zu beweisen moglich gewesen ist, auch wenn wir Gber deren
Gultigkeit in keinster Weise zweifeln kénnen.

§2 Zuerst wird es also, weil die Quadratzahlensind: 1, 4, 9, 16, 25, 36, 49, 64, 81, 100,
121, 144, 169, 196 etc. forderlich sein, diese Zahlen, die aus der Kombination zweier
Quadrate entspringen, angeschaut zu haben, welche ich deshalb bis hinzu 200 hier
auffihre: 0,1, 2,4,5, 8,9, 10, 13, 16, 17, 18, 20, 25, 26, 29, 32, 34, 36, 37, 40, 41, 45,
49, 50, 52, 53, 58, 61, 64, 65, 68, 72, 73, 74, 80, 81, 82, 85, 89, 90, 97, 98, 100, 101,
104, 106, 109, 113, 116, 117, 121, 122, 125, 128, 130, 136, 137, 144, 145, 146, 148,
149, 153, 157, 160, 162, 164, 169, 170, 173, 178, 180, 181, 185, 193, 194, 196, 197,
200

Dies sind naturlich alle Zahlen bis hin zu 200, die aus der Addition zweier Quadrate
hervorgehen, und diese Zahlen mit allen ins Unendliche folgenden werde ich als die
Summen zweier Quadrate bezeichnen, welche deshalb in dieser allgemeinen Formal
xx + yy erfasst zu werden offenbar ist, wahrend fir x und y nacheinander alle
ganzen Zahlen 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6 etc. eingesetzt werden. Welche Zahlen also in diesen
nicht aufgefunden werden, die sind nicht Summen zweier Quadrate; diese sind also
bis hin zu 200: 3, 6, 7, 11, 12, 14, 15, 19, 21, 22, 23, 24, 27, 28, 30, 31, 33, 35, 38, 39,
42,43,44, 46,47, 48, 51, 54, 55, 56, 57, 59, 60, 62, 63, 66, 67, 69, 70, 71, 75, 76, 77,
78,79, 83, 84, 86, 87, 88, 91, 92, 93, 94, 95, 96, 99, 102, 103, 105, 107, 108, 110, 111,
112, 114, 115, 118, 119, 120, 123, 124, 126, 127, 129, 131, 132, 133, 134, 135, 138,
139, 140, 141, 142, 143, 147, 150, 151, 152, 154, 155, 156, 158, 159, 161, 163, 165,
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166, 167, 168, 171, 172, 174, 175, 176, 177, 179, 182, 183, 184, 186, 187, 188, 189,
190, 191, 192, 195, 198, 199.

Daher tritt klar zutage, dass zumindest bis 200 die Menge der Zahlen, die nicht
Summen zweier Quadrate sind, grol3er ist als die derer, die Summen zweier Quadrate
sind. Im Ubrigen wird dem Betrachtenden sofort klar werden, dass keine der beiden
Reihen dieser Zahlen in einem bestimmten und angebbaren Gesetz enthalten sind
und es deswegen selbst schwierig sein wird, die natlirliche Beschaffenheit jeder der
beiden zu untersuchen.

§3 Weil jede Quadratzahl entweder gerade und in diesem Fall durch 4 teilbar und in
dieser Form 4a enthalten ist, oder ungerade und in diesem Fall in dieser Form 8b + 1
enthalten ist, wird jede aus zwei Quadraten zusammengesetzte Zahl sein: Entweder
erstens die Summe zweier gerader Quadrate und sich auf diese Form 4a + 4b
beziehen und also durch 4 teilbar sein; oder zweitens die Summe zweier Quadrate,
eines geraden und eines ungeraden, und deshalb in einer Form dieser Art
4a + 8b + 1 oderindieser 4a + 1 enthalten sein; sie wird also ein Vielfaches von vier
um die Einheit Uberschreiten; oder drittens die Summe zweier ungerader Quadrate
und wird deshalb von dieser Form 8a + 1+ 8b + 1 sein oder in dieser 8a + 2
enthalten sein; sie wird natirlich eine verdoppelte ungerade Zahl sein und um zwei
ein Vielfaches von acht tbersteigen.

Weil also alle ungerade Zahlen entweder um die Einheit ein Vielfaches von vier
Ubersteigen oder von dieser Form sind 4n + 1, oder um die Einheit nach unten von
einem Vielfachen von vier abweichen oder von dieser Form sind 4n — 1, tritt es klar
zutage, dass keine ungeraden Zahlen von dieser zweiten Form 4n — 1 die Summen
zweier Quadrate sind; oder aus der Reihe der Zahlen, die Summen zweier Quadrate
sind, werden alle in dieser Form 4n — 1 enthaltenen Zahlen ausgeschlossen.

Weil des Weiteren alle verdoppelten ungeraden Zahlen entweder um zwei ein
Vielfaches von acht Ubersteigen, dass sie 8n + 2 sind, oder um zwei von einem
Vielfachen von acht nach unten abweichen, dass sie 8n — 2 sind, tritt es klar zutage,
dass keine Zahlen dieser letzten Form Summen zweier Quadrate sind; und so werden
aus der Reihe der Zahlen, die Summen zweier Quadrate sind, die Zahlen von dieser
Form ausgeschlossen 8n — 2.

Dennoch ist indess sorgfaltig zu bemerken, dass weder alle in dieser Form 4n + 1
noch die in dieser 8n + 2 enthaltenen die Summe zweier Quadrate sind. Von jener
Form werden namlich die Zahlen 21, 33, 48, 69, 77, 93, 105, 129 etc. ausgeschlossen,
von dieser hingegen diese 42, 66, 114, 138, 154 etc., deren Beschaffenheit spater
untersucht werden wird.

84 Dennoch sind indess die Zahlen, die Summen zweier Quadrate sind, so mit einem
gewissen Zusammenhang miteinander verbunden, dass aus einer einzigen Zahl von
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dieser natirlichen Beschaffenheit unendlich viele andere derselben Natur angegeben
werden konnen. Damit dies leichter erkannt wird, moéchte ich die folgenden Lemmata,
die freilich fir gewohnlich hinreichend bekannt sind, hinzufligen.

I. Wenn die Zahl p die Summe zweier Quadrate ist, werden auch die Zahlen 4p,
9p,16p und allgemein nnp Summen zweier Quadrate sein. Weil namlich
p = aa + bb ist, wird sein 4p = 4aa + 4bb,9p = 9aa + 9bb, 16p = 16aa + 16bb
und nnp = nn(aa + bb) welche Formen gleichermalRen Summen zweier Quadrate
sind.

Il. Wenn die Zahl p die Summe zweier Quadrate ist, wird auch 2p und allgemein 2nnp
die Summe zweier Quadrate sein.
Es sei namlich p = aa + bb; es wird 2p = 2aa + 2bb sein. Aber es ist

2aa + 2bb = (a + b)* + (a — b)? (1)

woher sein wird
2p = (a+ b)*+ (a — b)? (2)

und deshalb die Summe zweier Quadrate. Daher wird in der Tat weiter sein
2nnp = nn(a + b)* + nn(a — b)*? (3)

lll. Wenn die Zahl 2p die Summe zweier Quadrate war, wird auch ihre Halfte p die
Summe zweier Quadrate sein. Es sei namlich 2p = aa + bb; es wird jede der beiden

Zahlen a und b entweder gerade oder ungerade sein, woher in jedem der beiden Falle

atb . a-b . . . .
S0 —— wie —— eine ganze Zahl sein wird. Es ist in der Tat

a + b\* a — b\*
aa+bb=2-(T> +2-( > ) (4)

nach Einsetzen welches Wertes wird
<a+b)2+(a—b>2 .
p=(— > (5)
Daher werden also alle geraden Zahlen, die Summen zweier Quadrate sind, durch
wiederholte Zweiteilung schliefllich auf ungerade Zahlen derselben Gestalt
zurlickgefihrt werden. Wenn umgekehrt allein ungerade Zahlen, die Summen zweier

Quadrate sind, erkannt werden, werden aus ihnen auch alle geraden Zahlen durch
wiederholte Verdopplung deriviert werden.

§5 Des Weiteren ist das folgende Theorem des Merkens wiirdig, mit welchem die
Natur der Zahlen, die Summen zweier Quadrate sind, nicht unwesentlich ans Licht
gebracht werden.
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Theorem. Wenn p und g zwei Zahlen sind, von denen jede der beiden die Summe
zweier Quadrate ist, wird auch deren Produkt pg die Summe zweier Quadrate sein.

Beweis. Es seip = aa + bb und q = cc + dd; es wird sein
pq = (aa + bb)(cc + dd) = aacc + aadd + bbcc + bbdd (6)

welcher Ausdruck auf diese Weise dargestellt werden kann, dass ist

pq = aacc + 2abcd + bbdd + aadd — 2abcd + bbcc (7)
und daher

pq = (ac + bd)? + (ad — bc)*? (8)
welcher das Produkt pq, die Summe zweier Quadrate sein wird. QED

Aus dieser Proposition folgt, auf welche Weise auch immer mehrere Zahlen, welche
einzelnen die Summen zweier Quadrate seien, miteinander multipliziert werden, dass
die Produkte immer die Summen zweier Quadrate sind. Und aus dieser angegebenen
allgemeinen Form tritt es klar zutage, dass ein Produkt aus zwei Zahlen dieser Art auf
zwei Weisen in zwei Quadrate aufgeldst werden kann. Wenn namlich p = aa + bb
und g = cc + dd ist, wird so

pq = (ac + bd)?* + (ad — bc)? (9)
wie sein
pq = (ac — bd)?* + (ad + bc)? (10)

welche Formeln verschieden sein werden, wenn nicht entweder a = b oder ¢ = d ist.
Weil 5=1+4 und 13 =4 + 9 ist, wird das Produkt auf zwei Arten die Summe
zweier Quadrate sein, es wird naturlich sein

65=(1-3+2-2)2+(2-3—1-2)2=49+16 (11)
und
65:(2~2—1-3)2+(2~3+1-2)2=1+64 (12)

Und wenn man ein Produkte aus mehreren Zahlen hat, welche einzelnen die Summen
zweier Quadrate seien, wird es auf mehrere Arten in zwei Quadrate aufgel6st werden
konnen. Wie wenn die Zahl 1105=5-13-17 vorgelegt wird, werden ihre
Auflésungen in zwei Quadrate diese sein

1105 = 33% + 4% = 322 + 92 = 31% + 12% = 242 + 232 (13)
Hier haben natirlich vier Auflosungen Geltung.

§6 Obwohl aber so dargetan worden ist, wenn die Faktoren p und g Summen zweier
Quadrate sind, dass auch das Produkt pg die Summe zweier Quadrate sein wird, folgt
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dennoch die Umkehrung dieser Proposition nicht, dass, wenn das Produkt die Summe
zweier Quadrate ist, auch ihre Faktoren Zahlen von derselben Natur sind; denn diese
Schlussfolgerung wiirden weder die Regeln der Logik noch die Natur der Sache selbst
billigen. Denn die Zahl 45 = 36 + 9 ist die Summe zweier Quadrate, dennoch ist
keiner von beiden dieser Faktoren von ihr 3, 15 die Summe zweier Quadrate. Solider
mag diese Schlussfolgerung scheinen: Wenn das Produkt pg und der eine der beiden
ihrer Faktoren p die Summen zweier Quadrate waren, dass dann auch der andere
Faktor g die Summe zweier Quadrate sein wird. Obgleich aber diese Schlussfolgerung
zufallig wahr ist, wird sie dennoch mit den Regeln das logischen SchlieBens nicht
bestatigt, denn es kann nicht, weil bewiesen worden ist, wenn die beiden Faktoren p
und g des Produktes pg Summen zweier Quadrate sind, dass pq selbst eine Summe
zweier Quadrate ist, daher die legitime Konsequenz gezogen werden: Wenn sowohl
das Produkt pq als auch der eine Faktor p Summe zweier Quadrate sind, dass auch
der andere Faktor g eine Summe zweier Quadrate sein wird. Dass namlich eine
logische Folgerung dieser Art nicht legitim ist, wird auch dieses Beispiel ersichtlich
dartun: Es ist gewiss, wenn die zwei Faktoren p und g gerade Zahlen sind, dass auch
das Produkt pg eine gerade Zahl sein wird; wenn jemand aber daher folgern will,
wenn das Produkt pq und der eine Faktor gerade sind, dass auch der andere Faktor g
gerade sein wird, wiirde er sich gewaltig tauschen.

Monatsaufgabe 01/2026*

Man bestimme die zwei kleinsten natlrlichen Zahlen n > 2, fir die es positive
natirliche Zahlen a und b gibt, so dass folgende Gleichung gilt:

n+1

kz:o(a +k)? = ;(b +k)?.

Losungshinweise zur Monatsaufgabe 11/2025

Es wird nach folgender Vorschrift einer Ziffernfolge {a,, a,, ... } gebildet:

Die erste Ziffer sei a; = 2, und die zweite Ziffer sei a, = 3. Aus dem Produkt
a, - a, = 6 folgt als dritte Ziffer a; = 6. Da a, - a; = 18 ist, seien die vierte Ziffer
a, = 1 und die funfte Ziffer ag = 8. Nun wird wegen a3 -a, =6 und a,-as =8
werden a; = 6 und a, = 8 festgelegt. Bislang lautet die Folge also

2 3 618638

[ A U U A )

1 Losungseinsendungen an bino@hrz.tu-chemnitz.de sind bis 31.03.2026 willkommen und werden
kommentiert und bewertet zuriickgesandt.
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Die geschweiften Klammern deuten an, welche Produkte bereits ausgefliihrt wurden.
Nun ware das Produkt 8 -6 = 48 zu bilden und die Folge mit den Ziffern 4 und 8
fortzusetzen. Diese Vorschrift lasst sich beliebig fortsetzen.

Man untersuche, ob in dieser Folge die Ziffer 5 auftritt!

Losungshinweise: Wir erkennen, dass eine ungerade Ziffer nur zwischen zwei geraden
Ziffern auftreten kann. Waren namlich ¢ und d zwei aufeinanderfolgende ungerade
Ziffern der Folge, so ist entweder ¢ oder d die Einerstelle des Produktes zwei
(vorhergehender) Ziffern a und b. Diese Einerstelle ist nur dann ungerade, wenn a
und b beide ebenfalls ungerade sind. Setzen wir diese Schlussweise fort, miissten
unter den ersten drei Ziffern dieser Folge bereits zwei aufeinanderfolgende ungerade
Ziffern sein. Da dies nicht der Fall ist, ist die Annahme falsch und eine ungerade Ziffer
kann nur zwischen zwei geraden Ziffern stehen.

Da nun eine ungerade Ziffer aus den Ziffern des Produktes zweier nebeneinander
stehender Ziffern entsteht, kann sie nur die Zehnerstelle eines solchen Produktes
sein. Damit kommt aber die Ziffer 9 in dieser Folge nicht vor, da das Produkt zweier
einstelligen Zahlen stets kleiner als 90 ist. Damit kommt aber auch die Ziffer 7 in dieser
Folge nicht vor, weil die Zehnerstell 7 nur im Produkt 8 -9 = 72 auftreten kann.
SchliefRlich sind damit auch die Produkte 7 -8 = 56,6 - 9 = 54 nicht moglich. Also
gibt es auch kein Produkt aus zwei einstelligen Zahlen dieser Folge, bei denen die
Zehnerstelle 5 betragt.

Somit kann die Ziffer 5 in dieser Folge nicht auftreten. Q
Riickblick: Thema 1 — Funktionalgleichungen12

Aufgabe 01.01 — M0601016. Max hat eine Rechenvorschrift festgelegt, durch die je
zwei rationalen Zahlen x und y eine rationale Zahl z zugeordnet wird. Er schreibt dafiir
z=x#y. (Die Zahl z wird also mit Hilfe einer Formel aus x und y berechnet.)

AnschlieBend stellt er fest, dass flir beliebige rationale Zahlen a, b, ¢ die Gleichung

a+(b#c)=(a#b)+(a#c) (1)
gilt.

a) Geben Sie eine Rechenvorschrift fiir x # y an, die nur die vier Grundrechenarten
+, —, -, . als Rechenarten verwendet, sodass (1) erfillt ist.
Zeigen Sie, dass die Gleichung (1) fiir beliebige rationale Zahlen a, b, ¢ durch
diese Rechenvorschrift tatsachlich erfillt wird.

12 5 Hefte 09/2020, 01/2021 und 09/2021
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b) Zeigen Sie: Wenn fiir beliebige rationale Zahlen a, b, ¢ die Gleichung (1) gilt,
dann gilt fur die Rechenvorschrift von # die Formel aus a).

Statt des allgemeinen Symbols # hatte auch eine Funktion f verwendet werden
kdnnen, die zwei rationalen Zahlen x und y einer rationalen Zahl z zuordnet. Dann sind
alle Funktionen f mit f(x,y)=z fiir rationale Zahlen x, y, z gesucht, die folgende
Funktionalgleichung erfllt:

a+ f(b,c)=f(ab)+ f(a,c).

Aufgaben in dieser Schreibweise mit Funktionalgleichungen sind in der MO-
Geschichte bereits haufig aufgetreten. Eine Gruppe von Aufgaben beinhaltet die
Ermittlung spezieller Funktionswerte. Ziel ist also, die Zusammenhdnge aus den
Gleichungen filr geeignete Argumente auszunutzen. Mit der Formulierung ,E sei f
eine Funktion ...” wird vorausgesetzt, dass eine solche Funktion liberhaupt existiert,
d.h., fir die Funktion muss keine explizite Darstellung angegeben werden.

Aufgabe 01.02 — M0O271042. Es sei f eine Funktion, die fir alle reellen Zahlen x
definiert ist und fir alle reellen Zahlen x1 und x; die folgenden Gleichungen (1) und
(2) erfullt:

flo +2x3) = f(oxf) + £(x3) (1)
flxyx3) = x1 - f(x) + x5 f(xq) (2)

Beweisen Sie, dass durch diese Voraussetzungen der Funktionswert f(Z +\/§)
eindeutig bestimmt ist, und ermitteln Sie diesen Funktionswert!

In der folgenden Aufgabenstellung wird ausdricklich offengelassen, ob eine Funktion
mit diesen Eigenschaften existiert.

Aufgabe 01.03 — M0301044. Untersuchen Sie, ob es eine fir alle reellen Zahlen x
definierte Funktion f so gibt, dass fir alle natlirlichen Zahlen a und b die Gleichung

f(a)+ f(a+b)—f(a—b)=a*+4b + 2gilt!

Gibt es eine Losungsstrategie filir solche Aufgaben? Angenommen, es gibt eine
Losung, dann muss eine gegebene Gleichung erst recht fur spezielle Belegungen der
Veranderlichen gelte. Es kann also hilfreich sein, durch geschickte Wahl der
Argumente Eigenschaften der gesuchten Funktionen zu finden, die zur expliziten
Form der Losung fiihren (kdnnen). Wir betrachten folgendes Beispiel.
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Aufgabe 01.04. Man finde alle Funktionen f, die fir alle reellen Zahlen x und y
definiert sind und folgende Funktionalgleichung erfillen:

S+ )42 fx=p)+ f(x)+2- f(v)=4-x+ .
Aufgabe 01.05. Man finde alle Funktionen f mit

a)fx+y)+flx—y) =x*+2+y?

b) fx+y) + f(x —y) =x*+2-xy +y7

Naturlich fuhren solche einfachen Substitutionen nicht immer zum sofortigen Erfolg.
Geringe Anderungen in der Funktionalgleichung kénnen betrichtliche Wirkungen
haben!

Aufgabe 01.06. Man finde alle reellwertigen Funktionen f, die fur alle reellen Zahlen
definiert sei und folgende Gleichung fir alle reellen Zahlen x und y erfiillt:

fx+y)=2-flx=y)+fx)-2-fy)=y—2

Aufgabe 01.07 — M0201033. Es sei f eine Funktion, die fiir alle reellen Zahlen x
definiert ist und die folgenden Eigenschaften erfullt:
Esist f(1) = 1. (1)
_— , 1 1
Fur jedes x # O ist f (;) = x—z-f(x). (2)
Fur alle x1, xa mit x1, x5, x; + x5, # 0 gilt f(xy +x3) = f(x) + f(x3). (3)

Man beweise, dass fiir jede Funktion f, die diese Voraussetzungen erfiillt, f (;) = ;

gilt.

Aufgabe 01.08 — M0271042. Es sei f eine Funktion, die fur alle reellen Zahlen
x definiert ist und fir alle reellen Zahlen x; und x, die folgenden Gleichungen (1), (2)
erfullt:

fler +x2) = f(xf) + f(x3) (1)
f(xyx3) = x1 - f(x) + x5 f(x1) (2)

Beweisen Sie, dass durch diese Voraussetzungen der Funktionswert f(2 ++/5)
eindeutig bestimmt ist, und ermitteln Sie diesen Funktionswert!

Aufgabe 01.09. Finden Sie alle monotonen reellwertigen Funktionen f, die fir alle
reellen Zahlen definiert sind und fir die fiir alle reellen Zahlen x und y gilt:

fx+y)=f)+fly)—1 mit f(0) = 1.
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Aufgabe 01.10. Finden Sie alle monotonen reellwertigen Funktionen f, die fur alle
positiven reellen Zahlen definiert sind und fiir beliebige positive reelle Zahlen x und
y die folgende Funktionalgleichung erfillen:

f-y)=f) fO).

Aufgabe 01.11. Finden Sie alle monotonen reellwertigen Funktionen f, die fiir alle
reellen Zahlen x und y definiert sind und die folgenden Gleichungen erfillen:

fx+y)=f)+f =7 f(Q1)=10.

Um den Umgang mit Funktionalgleichungen zu vertiefen, betrachten wir die

Definition. Die reelle Funktion f: R — R heif’t periodisch mit der Periode a # 0, wenn
fur alle reellen Zahlen x € R die Gleichung f(x + a) = f(x) erfillt ist.

Aufgabe 01.12 — M0O141232. Es sei p eine von Null verschiedene reelle Zahl und f
eine flr alle reellen Zahlen x definierte Funktion mit der Eigenschaft

f ()
3-f(x) — 1

a) Man beweise, dass jede derartige Funktion f (sofern es solche gibt)
periodisch ist.

b) Man gebe fir einen speziellen Wert von p eine solche nicht konstante
Funktion f an!

fix+p)=

Aufgabe 01.13 - M0O051222. Es sei a eine von Null verschiedene reelle Zahl und f eine
Funktion mit folgenden Eigenschaften:

1. Ist die Funktion f an der Stelle x definiert, so ist sie auch an den Stellen x +
aund x — a definiert.

2. Fir alle x, fur die die Funktion f definiertist, gilt f(x + a) = L)

1-f(x)

a) Esist zu beweisen, dass die Funktion f periodisch ist.
b) Geben Sie fur f(x) einen rechnerischen Ausdruck an, der die obigen
Eigenschaften hat!

Offensichtlich gilt fur periodische Funktionen folgende Eigenschaft: Ist a eine Periode,
dann ist 2a ebenfalls eine Periode, denn es gilt fiir alle x

fx+2a)=f((x+a)+a)=fx+a)=f(x)

Verallgemeinernd gilt sogar
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Aufgabe 01.14. Die Zahlen a,;, a, seien Perioden der Funktion f. Dann ist fir
beliebige ganzzahlige Zahlen m und n die Zahl a; = m - a; + n - a, ebenfalls eine
Periode von f (falls az # 0).

Termine
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