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Einleitung

An der Entwicklung der Spieltheorie, die zu den jiingsten Zweigen der
modernen Mathematik gehort, wird gegenwirtig intensiv gearbeitet. Thre
thearetischen Resultate erlangen jene Komplexitit, wie sie jeder gereiften
mnthematischen Disziplin eigen ist, und in mathematischen Fachkreisen
wird die praktische Anwendung der Spieltheorie heute nicht nur als ,,prin-
sipicll moglich®, sondern bereits als ,,praktisch durchfiihrbar angesehen.
Nun kénnen aber dic Mathematiker nicht im Alleingang alle jene Fragen
losen, dic mit der Anwendbarkeit einer mathematischen Theorie zusam-
menhiingen; wie sich gezeigt hat, bedarf es hierzu vielmehr eines engen
IKontaktes mit Vertretern anderer Disziplinen. Die Zusammenarbeit bei
viner derartigen Aufgabe hat sich in einer Vielzahl anderer Fille als frucht-
har crwicsen und erscheint gerade bei der praktischen Nutzung der Metho-
den und Ergebnisse der Spieltheorie besonders wichtig. Offenbar muf
dunn auch die Beschiftigung mit den grundlegenden Begriffen und
Ideen der Spieltheorie fiir den groBen Kreis der wissenschaftlich, wirt-
sehaftlich und militdrisch Interessierten auf dem Arbeitsgebiet eines je-
den cinzelnen iiberaus befruchtend wirken. Dieses Biichlein hat es sich
zur Aufgabe gemacht, in diesem Sinne fiir die Spieltheorie die Werbe-
trommel zu riithren.

Beim Schreiben dieses Béndchens ist der Verfasser dem Grundsatz treu
geblicben, sich des mathematischen Formalismus nur in einem solchen
Ausmal} zu bedienen, wie es fiir ein sicheres Verstindnis und ausreichendes
Nuchpriifen der hier mitgeteilten Uberlegungen notwendig ist. Fiir den
dargebotenen Stoff reichen nun die Kenntnis der in der (Schul-)Algebra
verwendeten gebriuchlichsten Symbole und die Féhigkeit, einfachste
Gleichungen zu lésen, vollig aus.

Da sich der Verfasser in erster Linie die Aufgabe gestellt hatte, die kon-
lkreten Anwendungsmoglichkeiten der mathematischen Spieltheorie fiir
den mit diesen Problemen praktisch Konfrontierten zu umreilen, wurde
den grundlegenden Fragen teilweise methodologischen Charakters ein
wesentlich groferer Raum gewidmet, als dies in der mathematischen
und crst recht in der populdr-mathematischen Literatur gewdhnlich ge-
tan wird.
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Zum Verstiindnis dieses Biichleins sind keinerlei Vorkenntnisse auf dem
Gebiet der Spicltheorie erforderlich. Es kann also als ausgesprochenes Ein-
filhrungswerk in die Spieltheorie bezeichnet werden. Das soll jedoch nicht
heiflen, daBl eine vorherige Lektiire entsprechender anderer grundlegender
Werke dem Studium dieses Béindchens abtréiglich wére. In diesem Zusam-
menhang sei etwa J. D. Williams, The Complete Strategyst, erschienen bei
McGraw-Hill, 1954, genannt. Ein Leser, der bereits mit den Elementen der
hoheren Mathematik vertraut ist, kann seine Kenntnisse auf dem Gebiet
der Spieltheorie mit dem Studium von J. C. C. McKinseys Introduction to
the Theory of Games, McGraw-Hill, 1953, vertiefen. Allgemeine Fragen der
Spieltheorie als mathematischer Disziplin behandeln R. D. Luce und
H. Raiffa in ihrem Buche Games and Decisions, Introduction and Critical
Survey, John Wiley and Sons, 1957. Eine wohl sehr umfangreiche, aber
trotzdem ausreichend elementar gehaltene Schrift! Schliellich sei auch
noch auf das Biandchen von J. S. Wentzel, Elemente der Spieltheorie, Leip-
zig 1966 (Ubersetzung aus dem Russischen), hingewiesen.

Der Verfasser dankt allen seinen Freunden, den Vorstinden der ver-
schiedenen Forschungsinstitutionen, die das Manuskript kritisch gelesen
haben. Besonderer Dank gebiihrt dem wissenschaftlichen Redakteur
A. A. Korbut, der durch wertvolle Hinweise ganz erheblich zum Gelingen
dieser Schrift beigetragen hat.

Klassische Modelle

,,Die reine Mathematik hat zum Gegenstand die Raumformen und die
Quantitédtsverhiltnisse der wirklichen Welt.“1) Deshalb kann sich die
Mathematik in ihren Anwendungen auch nicht unmittelbar mit der uns
umgebenden Welt beschiftigen. Gegenstand der mathematischen Unter-
suchung sind nicht die Erscheinungen oder Prozesse des Lebens selbst,
sondern deren Abbilder in Form mathematischer Modelle, die die Wirklich-
keit auf eine sinnvolle Art idealisieren und schematisieren. Hier bedeutet
der Ausdruck ,,sinnvoll*, daB das Modell, durch das bei der Untersuchung
die Wirklichkeit ersetzt wird, alle wesentlichen Eigenschaften der als Mo-

1) F. Engels: Herrn Lugen Diihrings Umwilzung der Wissenschaft; in: Marx,
Engels, Werke, Band 20, Berlin 1962, Seite 36.



Klassische Modelle 9

dell nbzubildenden Wirklichkeit widerspiegeln soll; alle wesentlichen
Iigenschaften, d. h. alle Ziige, welche den Ausgang der zu untersuchenden
Inrseheinungsablidufe oder deren Ergebnisse bestimmen. In diesem Falle
ko man némlich die Ergebnisse, die man auf Grund der Untersuchung
dew Modells erhalten hat, auf die durch das Modell widergespiegelte Er-
arheinung anwenden.

Diese Methode der Konstruktion, der Untersuchung und der Benutzung
adivquater Modelle fiir verschiedene Erscheinungen der uns umgebenden
Welt taucht in elementarer Form schon mit dem Entstehen der Mathema-
tik nls Wissenschaft auf: Als Beispiel sei die klassische Geometrie genannt,
i das Krgebnis der Arbeit vieler Generationen griechischer Mathematiker
mt und die dann schlieBlich von Euklid etwa 300 v. u. Z. systematisiert
wurde. Obwohl das Wort Geometrie urspriinglich nichts anderes bedeutete
nls Liandvermessung und die Geometrie als Wissenschaft sozusagen als
tirundlage des Vermessungs- und Bauwesens fungierte, ist die sogenannte
cuklidische Ebene, auf der sich alle Konstruktionen der klassischen Geo-
melrie abspielen (die uns ohne besondere Verdnderung iiberliefert wurde
indl bis heute in den Schulen der meisten Liander die Grundlage des Unter-
richts in dieser Disziplin bildet), keineswegs ein ideales Abbild der mit ihrer
Iilfe modellméBig erfaBten Erdoberfliche. Denn selbst wenn man vom
Irdrclief absieht, kann man die Erdoberfliche eigentlich nicht als eben
hezeichnen. Trotz dieses Auseinanderklaffens von Modell und Wirklichkeit
nimmt man die Erdoberfliche bis zum heutigen Tage im Hoch- und Tief-
I und bei der Behandlung vieler topographischer Probleme als eben an,
ohne dadurch bemerkenswerte Informationsverluste im Rahmen des wis-
senschaftlichen SchlieBens in I auf nehmen zu miissen. Hier ist némlich
die Krimmung der Erdoberfliche fiir die betreffenden Untersuchungen
keine so wesentliche Eigenschaft, daB sie bei der Konstruktion des Modells
unbedingt beriicksichtigt werden miifite. Es versteht sich, daB die Be-
antwortung der Frage, ob diese oder jene Eigenschaft einer Erscheinung
wesentlich oder unwesentlich ist, keinerlei absoluten Charakter hat, son-
dern in betrdchtlichem MaBe vom Ziele beziehungsweise von dem Niveau
unserer Untersuchungen abhiingt. Anders ausgedriickt, falls man, um bei
dem eben gebrachten Beispiel zu bleiben, nicht Probleme des Bauwesens
und elementare topographische Aufgaben zu lésen hat, sondern etwa Fra-
gen der duBleren Ballistik (insbesondere im Zusammenhang mit weittragen-
der Artillerie), muf3 die Kritmmung der Erdoberfliche sehr wohl beriick-
sichtigt werden, hier allerdings nur in Form einiger Korrekturen jener
., ITaupttheorie®, in der die Erde bis heute als eben angesehen wird. Ein
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Ubergang in den Bereich der Kartographie oder, sagen wir, der Theorie
des SchieBiens mit interkontinentalen Raketen macht aber die Beriick-
sichtigung der Kriimmung der Erdoberfliche unabdingbar, selbst bei der
Untersuchung der Grundlagen der betreffenden Theorie. Gilt es schlieBlich,
noch Probleme hoheren Niveaus zu losen, sei es in den Weiten der Astrono-
mie, sei es im Zusammenhang mit dem Auflassen kosmischer Raketen zu
Plancten oder Fixsternen, so konnen wir bei unseren Uberlegungen wieder-
um die Lrdkrimmung vernachlissigen, weil man ja vom Standpunkt
dieser Disziplinen die Erdkugel als materiellen Punkt auffassen kann und
die wirkliche Oberflichenform der Erde praktisch keine Rolle spielt.

Als viel jiingeres Beispiel eines mathematischen Modells kann die New-
tonsche Mechanik angesehen werden: In dem von Newton entwickelten
Modell handelt es sich um homogene Kérper, die sich mit beliebiger Ge-
schwindigkeit relativ zueinander bewegen, ohne dabei ihre jeweilige Masse
zu verindern. Die Ubereinstimmung dieser Modellvorstellung mit einem
iiberaus weiten Kreis physikalischer Erscheinungen wurde buchstiblich
millionenfach in der Praxis gepriift, wobei sich stets die theoretischen Vor-
aussagen mit den praktischen Ergebnissen in Einklang befanden. Aller-
dings wird die Anwendbarkeit dieses die Bewegung realer Korper im physi-
kalischen Raum wiedergebenden Modells durch die in der Newtonschen
Mechanik getroffenen Annahmen eingeschriankt. So geht man im Rahmen
der Newtonschen Mechanik davon aus, daf alle Kérper homogen sind und
keinerlei Molekularstruktur aufweisen. Deshalb untersucht die Newtonsche
Mechanik auch keinerlei Fragen der Deformation von Kérpern durch me-
chanische Einwirkung, durch Wirmeeinwirkung oder durch &dhnliche
Ursachen. Ebenso verhindert die Annahme, die Masse eines Korpers sei
konstant, die unmittelbare Anwendung der Sétze der Newtonschen Mecha-
nik auf die Untersuchung der Bewegung von Kérpern mit verdnderlicher
Masse. (Dazu zéhlen auller den Objekten der Atomphysik, den Diisenflug-
zeugen, Geschossen und Raketen auch solche prosaischen Dinge wie bei-
spielsweise cin sich auf eine Trommel aufwickelndes Liftseil.) Gerechter-
weise muf} allerdings gesagt werden, dall diese Schwierigkeiten mit Hilfe
der Newtonschen Mechanik in Verbindung mit mathematischen Iunst-
grillen insofern iiberwunden werden konnen, als man bei derartigen Uber-
legungen jeden Kérper als aus einer bestimmten Anzahl kleinerer Korper
zusammengesetzt ansehen kann, die durch molekulare Krafte zusammen-
gehalten werden. Man kénnte dann den Flug einer Rakete als die zusam-
mengesctzte Bewegung eines Systems von (Teil-)Kérpern interpretieren,
von denen jeder cine konstante Masse hat, deren relative Lage und deren
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relative Geschwindigkeit sich stetig dndern. Will man allerdings sogenannte
l{lementarteilchen mit ihrer von der Geschwindigkeit abhingigen Masse
untersuchen, ist das Newtonsche Modell nicht nur nicht mehr unmittelbar
anwendbar, sondern alle SchluBfolgerungen, die man auf Grund irgendeiner
aul ihm beruhenden Theorie ziehen kénnte, wiirden wesentlich von den
lirlahrungswerten der Praxis abweichen. Die Newtonsche Mechanik muf
daher fir diese Zwecke durch die Einsteinsche Mechanik und andere
I'heorien der modernen Physik ersetzt werden. Im Grunde bedeutet dies
nur, dafl das alte, relativ einfache und in seinen Anwendungsmoglichkeiten
vergleichsweise beschriankte Modell einem neueren, komplizierteren und in
scinem Anwendungsbereich umfassenderen Modell Platz gemacht hat.

Die systematische Anwendung mathematischer Methoden bei der Kon-
struktion und der Analyse von Modellen, die schon seit dem Entstehen
der Mathematik die Fragen beantworten halfen, mit denen sich die Mecha-
nik, die Astronomie und die Physik beschéftigen, fithrte zu einer stiirmi-
schen Entwicklung dieser Wissenschaften. Man kann sich leicht vorstellen,
wohin Physik und Technik gekommen wiren, falls, sagen wir, anstelle der
priizisen, quantitativen Formulierung des Newtonschen Gravitationsge-
selzes ,,Die Anziehungskraft zweier punktformiger Korper ist direkt pro-
portional dem Produkt aus deren Massen und umgekehrt proportional dem
O uadrat der Entfernung der beiden voneinander* man mit verschwomme-
nen Gesetzen etwa der folgenden Art operiert hitte: ,,Die Anziehungskraft
zweier Korper ist um so grofler, je groBer die Masse eines jeden von ihnen
ist, und um so kleiner, je grofler ihre gegenseitige Entfernung ist.” Selbst-
verstiindlich ist auch die zweite Formulierung qualitativ richtig, jedoch muf
dic Moglichkeit, sie praktisch anzuwenden, als recht diirftig angesehen
werden.

Zeitgenossische Modelle

Dic Fruchtbarkeit der Konstruktion mathematischer Modelle in den
penannten Zweigen der Wissenschaft gibt zu der berechtigten Vermutung
Anlal}, daB auch in anderen Disziplinen, etwa in den Wirtschaftswissen-
schalten, der Biologie, der Rechts- sowie der Kriegswissenschaft, die Ver-
wendung mathematischer Modelle in dem gleichen Mafle von Erfolg ge-
kriint sein wird. Diese Meinung st68t allerdings bisweilen auf Widerspruch.
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Einer der Finwiinde gegen diese Meinung hiingt damit zusammen, da
man die sogenannten ,,exakten Wissenschaften allen iibrigen Zweigen
der Wissenschaft gegeniiberstellt. Die Verfechter einer solchen Gegeniiber-
stellung halten die Anwendung der Methode der Konstruktion mathema-
tischer Modelle in den (nicht mathematischen) Naturwissenschaften und erst
recht in den Wirtschafts- und Kriegswissenschaften fiir prinzipiell unge-
rechtlertigt und bezeichnen alle Versuche dieser Art als pseudowissen-
schaftlich. Dabel wird jedoch vergessen, daf3 die exakten Wissenschaften
ja gerade deshalb zu exakten Wissenschaften geworden sind, weil die
systematische Anwendung mathematischer Methoden und Resultate in
ihnen ein integrierender Bestandteil geworden ist. Ubrigens hat nach einer
AuBerung Paul Lafargues auch Karl Marx die Ansicht vertreten, daB eine
Wissenschaft erst dann wirklich entwickelt sei, wenn sie dahin gelangt
sel, sich der Mathematik bedienen zu kénnen.l)

Ein anderer Einwand ist weniger kategorischer, ja nicht einmal grund-
sitzlicher, sondern, wenn man so sagen darf, technischer Art. Man spricht
von der besonderen Komplexitit der Probleme, die in der Biologie, der
Wirtschaftswissenschaft, der Rechtswissenschaft und der Militdrwissen-
schaft zu untersuchen sind. Diese Komplexitit wird insbesondere darin
gesehen, daB viele biologische, 6konomische und &hnliche Erscheinungen
zu Resultaten fiithren, die vom Zufall abhingen, und dafl die Wahrschein-
lichkeiten, mit denen diese Resultate eintreten, vielfach nur schwer zu
bestimmen sind. Uberdies ist sehr hiufig die Ermittlung dieser Wahrschein-
lichkeiten mit der notigen Genauigkeit durch statistische Analyse der
empirischen Daten allein fiir uns iiberhaupt unméglich. In der gleichen
Lage wiirde man sich immer dann befinden, wenn sich Bedingungen urd
Charakter des Verlaufs der zu erforschenden Prozesse schnell dndern.

Mit den eben dargestellten Uberlegungen wird jedoch nur ein tatséchlich
vorhandener, wesentlicher Unterschied zwischen solchen Prozessen kon-
statiert, die von Wissenschaften untersucht werden, welche schon mit
Erfolg ,,exakt geworden sind, und solchen Vorgéngen, deren wissen-
schaftliche Beschreibung bisher diesen Zustand noch nicht erreicht hat.
Hieraus folgt aber nur, dafl in den (nicht mathematischen) Natur- und den
Gesellschaftswissenschaften die Anstrengungen nicht auf das Auffinden
physikalisch-mechanischer Analogien gerichtet sein sollten. Anstelle des
frommen Wunsches, die dort eingesetzten, in der Regel hier aber wesens-

1) ,,Mohr und General* — Erinnerungen an Marx und Engels; Dietz Verlag
Berlin 1964, Seite 327.
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fremden fertigen mathematischen Modelle sklavisch iibernehmen zu kén-
nen, sollte man sich vielmehr bemiihen, arteigene, problemadiquate Model-
le zu entwickeln, d. h. Modelle, welche die Besonderheiten der hier modell-
hinft darzustellenden Prozesse besser widerspiegeln. Statt dessen wird aber
hitulig aus einem nur zu begreiflichen Grunde die praktische Moglichkeit,
entsprechende mathematische Modelle zu entwickeln, in Abrede gestellt.

lis ist klar, daB zur Konstruktion und zur Untersuchung mathematischer
Maodelle fir 6konomische und biologische Erscheinungen héufig die Schaf-
fung und Ausarbeitung neuer mathematischer Methoden erforderlich ist.
Das ist aber keineswegs iiberraschend. Hat nicht auch Newton parallel zu
sciner Mechanik den mathematischen Apparat der Differential- und Inte-
gralrechnung geschaffen? Zwei grofle Leistungen, die in engster gedankli-
cher Verbindung miteinander stehen! So berichtet etwa S. I. Wawilow:
w...daB die mathematische Arbeit fiir Newton hauptsichlich nur die
Bedeutung eines Hilfsmittels fiir die physikalischen Forschungen hatte.*1)
Ungefdhr ein Jahrhundert spiter fiihrte die Entwicklung der Mechanik
der Kontinua, d. h. der den Raum erfiillenden und die Kérper umgebenden
Medien, zur Schaffung der mathematischen Physik (in des Wortes heutiger
Bedeutung), die ihrerseits eine der Hauptquellen solcher abstrakten mathe-
matischen Disziplinen wie beispielsweise der Funktionalanalysis werden
sollte.

Das Leben ist ein schlagender Beweis dafiir, dafl die oben angefiihrten
liinwénde in keiner Weise stichhaltig sind. In den vergangenen Jahrzehn-
Len wurden in verschiedenen Wissenschaften eine ganze Reihe interessanter
Modelle entwickelt, die von groBem praktischem Nutzen waren und gleich-
zcitig die Mathematik mit neuen theoretischen Entdeckungen bereicherten.

Zu diesen vergleichsweise jungen Modellen zihlt auch die Spieltheorie,
mit der sich das vorliegende Biichlein beschiftigen wird.

Spiele: Modelle fiir Konfliktsituationen

In der Natur im allgemeinen und in der Gesellschaft im besonderen st68t
man héufig auf Situationen, in denen verschiedene Beteiligte unterschied-

1) S. I. Wawilow: Isaac Newton, Akademie-Verlag, Berlin 1951, Seite 159
(Ubersetzung aus dem Russischen). '
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liche Interessen haben und ihre Ziele auf verschiedenen Wegen erreichen
wollen. Solche Situationen bezeichnet man oft als Konfliktsituationen, und
das cine solche Situation wiedergebende Modell heifit (strategisches ) Spiel.

An dieser Stelle soll gleich betont werden, dal hier der Ausdruck Kon-
flikt nicht etwa nur fiir einander in Feindschaft gegeniiberstehende Parteien
verwendet wird. Denn die Gegensétzlichkeit von Interessen tritt nicht nur
bei kriegerischen Auseinandersetzungen oder im Falle eines Rechtsstreits
zutage, sondern auch bei wissenschaftlichen Streitfragen oder bei sport-
lichen Wettkimpfen, ja sogar bei Meinungsverschiedenheiten, etwa zwi-
schen LEltern und Kindern, wenn z. B. diese noch nicht schlafen gehen
wollen.!) Konfliktsituationen in diesem weitesten Sinn des Wortes begegnen
uns buchstiblich auf Schritt und Tritt.

Im folgenden werden einige Beispiele gebracht werden, die den Kriegs-
wissenschaften entnommen wurden. Das berechtigt jedoch nicht zur An-
nahme, dafl das einzige oder zumindest das hauptséchlichste Anwendungs-
gebiet der Spieltheorie in der Lésung militérischer Probleme bestiinde.
(Es sei daran erinnert, daB die ausfithrliche Beschreibung des Wiirfelspiels
in den meisten Lehrbiichern iiber Wahrscheinlichkeitsrechnung in der
langen Liste der Anwendungsméglichkeiten dieser Wissenschaft einen
verhéltnisméBig groBen Platz einnimmt.) Genauso falsch wére es aber, die
Bedeutung der Spieltheorie fiir die Lésung militéiirischer Aufgaben zu unter-
schiatzen. Auf alle Fille hat sich die Verwendung militérischer Fachaus-
driicke fiir die Formulierung vieler Probleme, die theoretisch den Charakter
strategischer Spiele besitzen, als iiberaus anschaulich und praktisch erwiesen.

Das Wort ,Spiel* wird in der Umgangssprache hauptséchlich in zwei Be-
deutungen benutzt: Unter ,Spiel’ wird einerseits ein System von (Spiel-)
Regeln verstanden (z. B. ,,Schachspiel*), andererseits aber auch die Reali-
sierung des Spielprozesses selbst (beispielsweise: der Favorit der Fu3ball-
meisterschaften hat noch ein ,,Spiel auszutragen). Ohne auf die vielen
anderen Bedeutungen des Wortes Spiel eingehen zu wollen, soll dieses Wort
hier nur dem ersten der beiden hier angefiihrten Begriffsinhalte zugeordnet
und fiir den zweiten der Terminus Partie gebraucht werden.

Jedes Spiel umfa3t nun drei Elemente: Die Spieler (das sind die Teil-
nehmer am Spiel), deren im Rahmen des gegebenen Spiels (d. h. durch die

1) Deshalb darf aber die Schirfe derartiger Konflikte keineswegs unterschétzt
werden. ,, ... Bel einem Zusammenstofl des Willens der Eltern mit dem der Kinder
erweisen sich viele Kinder als ,,ziher‘‘ als die Erwachsenen. Es ist erstaunlich, mit
welcher Begabung die Kinder ihre Interessen durchzusetzen versuchen.“ Aus
A. Seipt: Das Gliick thres Kindes, Uépedgiz, 1958, Seite 78.
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spiclregeln) zugelassene Verhaltensweisen und deren Interessen. Eine exakte,
mnthematische Problemstellung setzt eine exakte Beschreibung dieser
lilemente voraus.

I'ragen im Zusammenhang mit den Spielern an sich sind die einfachsten,
wenn die Teilnehmerzahl nicht sehr hoch ist, was meistens der Fall ist.
I's kinnen sich jedoch auch hier schon gewisse Schwierigkeiten ergeben.
Iiine dicser Schwierigkeiten besteht darin, dal als (einzelner) Spieler ein
punzes Kollektiv auftritt (man spricht dann von einer Koalition), das be-
stimmlte einheitliche Interessen verteidigt. Deshalb sind sowohl das Domi-
nospicl wie das FuBballspiel im Rahmen der Spieltheorie als ein Spiel
mil. zwel Spielern anzusehen — ein Umstand, der bei der Konstruktion
von Modellen im Auge behalten werden muf. Ohne auf die ernsten und
schwicrigen Fragen einzugehen, die hier auftauchen kénnen, wollen wir im
weileren annehmen, daB uns alle Spieler in einem untersuchten Spiel bekannt
sind. Wir werden sie mit den laufenden Nummern 1, 2, ..., n bezeichnen.

I‘alls einer der Spieler, beispielsweise der Spieler 1, eine Koalition ist,
sich in Wirklichkeit also aus mehreren zu selbstindigen Handlungen fihigen
Personen zusammensetzt, so bezeichnet man diese Personen gewdhnlich
mil. 1A, 1B usw.

Nach Bestimmung und Bezeichnung aller beteiligten Spieler miissen fiir
jeden cinzelnen alle fiir ihn méglichen Verhaltensweisen ermittelt werden,
die in der Spieltheorie Strategien genannt werden. Es sei gleich gesagt,
dnly der Ausdruck Strategie in der Spieltheorie nicht unbedingt mit der
Vorstellung komplizierter Verhaltensweisen einer grolen Menge von Men-
srhen und Material zu verbinden ist, wie dies etwa im militérischen Bereich
der 1€all ist. Der mit diesem Ausdruck verbundene Begriff kann sich hier
sopur dann als noch zu weit gefaflt herausstellen, wenn man unter Strategie
etwa nur die Aulmarschpldne von einander bekimpfenden Streitkriften,
die lixistenz von Bundesgenossen etc. subsumiert. In manchen Spielen
wird vielmehr unter Strategie einfach das Fillen einer iiberaus bescheide-
nen und leicht zu realisierenden Entscheidung verstanden: die Bestimmung
des Zeitpunktes der Feuereroffnung auf einen bestimmten feindlichen In-
[nnteristen, die Festlegung der Dosis einer Medizin von seiten des Arztes,
der um das Leben eines Patienten kimpft, oder die ,,schwierige Wahl*
der ihren Schmuck anlegenden Marina Mnischek?) zwischen Perlenkette
und Smaragdbrosche (die sich dann bekanntlich fir ein Diamantkollier

') A.S. Puschkin: Borts Godunow, eine Szene, die im Haupttext nicht enthalten
isl. Marina Mnischek: Ehrgeizige, machthungrige Frau des falschen Demetrius,
beginnendes 17. Jhdt.
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entschied). In vielen Spielen iiben ZufallsgroBen einen Linfluf} aul dic Ver-
haltensweisen der Spieler aus: So kann sich auf die Durchfiihrung geplanter
militiirischer oder landwirtschaftlicher Operationen das Wetler auswirken;
dieser oder jener \pparat zur Regelung einer bestimmten Tiitigkeit kann
im entscheidenden Augenblick ausfallen; der Entschlufl, am Abend ins
Kino zu gehen, kann nicht in die Tat umgesetzt werden, weil fiiv den
interessierenden Film keine Karten mehr erhéltlich sind usw. Daraus folgt,
daBl die Auswahl der jeweiligen Strategie von sciten der Spicler den Gang
des Spieles nur in dem Sinne bestimmt, als sie zeigt, welche Ausgiinge mit
welcher Wahrscheinlichkeit im Ergebnis (aul Grund der getrollenen Aus-
wahl) auftreten konnen. Eine solche Beriicksichtigung des Zulallsmoments
bringt in der Spieltheorie keinerlei zusitzliche, prinzipiclle Schwicrigkeiten
mit sich und kann bei der Auswertung eines Spicls hichstens zu cinem
Anschwellen der reinen Rechenarbeit fithren: Denn in jedem Iall kann
in der Spieltheorie der EinfluB von zufillig auftretenden, aullerhalb des
Spiels liegenden Komponenten genauso wie jede andere Spiclregel behan-
delt werden und braucht keine selbstéindige Rolle zu erhalten.

Indem wir schon etwas vorgreifen, mochten wir hemerken, dall neben
duBeren Zufalligkeiten bei Spielen auch zuliillige Irscheinungen zu be-
trachten sind, die dem Willen der Spieler entspringen. Gerade diese Tat-
sache vermittelt den Zusammenhang der Spielthcoric mit der Wahrschein-
lichkeitsrechnung. Die zum Verstéindnis des Folgenden notwendigen Kennt-
nisse aus der Wahrscheinlichkeitsrechnung werden im Abschnitt ,, Zulillige
Ereignisse und ihre Wahrscheinlichkeiten® zusammengestellt,

Somit bestimmt die Wahl der Strategie durch dic cinzelnen Spieler villig
den Verlauf und das Ergebnis eines Spiels. (Dic weitere genaue Bestimmung
des Ausgangs eines Spiels liegt dann bereits aullerhalb des Willens der
Spieler, um es noch priziser zu formulieren.) Deshalb ist [iir den Ausgang
eines Spiels die Menge der von den Spielern ausgewiihlten Stralegien von
besonderer Bedeutung. Diese Menge wird (Spiel-)Situation genanni. Falls
somit fiir den Spieler 1 die Menge (die Liste, das Verzeichnis) aller Strate-
gien (seine Wahlméglichkeiten fiir sein Verhalten) durch 51 nusgedriickt
wird und fiir den Spieler 2 eine Menge von Sz Strategien exisliert, . .., und
schlieBlich dem Spieler n die Menge S» an Strategicn zur Verliigung steht,
so wird eine Spielsituation in einem solchen Spiel wicdergegehen durch

s = (s1,82 ..., Sn)

worin s1 jene Strategie ist, fiir die sich der crste Spicler aus der Menge aller
seiner Strategien S1 entschieden hat, sz dic vom zweiten Spicler aus Sz
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gewihlte Strategie ist usw. Die an einem Spiel teilnehmenden Spieler wollen
zwar ihre Ziele méglichst vollstindig erreichen, ihre eigentliche Rolle be-
schrinkt sich aber auf die Schaffung einer bestimmten Spielsituation. Des-
halb kann die Untersuchung eines Spiels nur dann einen Sinn haben, wenn
die verschiedenen Spielsituationen von den Spielern verschieden bewertet
werden.

Sind beispielsweise
§=(S1,82...58n), t = (t1, 02, ..., tn)

zwel Spielsituationen, so muBl unter Beriicksichtigung der Spielregeln fest-
gestellt werden, welche von ihnen vom Standpunkt des Spielers 1 den Vor-
rang verdient, welche vom Standpunkt des Spielers 2, usw.

Soweit verblieben wir mit der Benutzung rein qualitativer Uberlegungen
im Grunde auf ,,geisteswissenschaftlichem‘ Niveau, obwohl wir um klare
Formulierungen bemiiht waren.

Wollte man auf diesem Niveau auch weiterhin verbleiben, so kénnten
nur einige quantitative Behauptungen, etwa der folgenden Art, formuliert
werden: Falls die Spielsituation s = (s1, s2, . . ., s») fiir den Spieler 1 vor-
teilhafter ist als die Spielsituation s’ = (si, s2,..., sa) bei beliebigen
$2, ..., Sn, so muB der verniinftig handelnde Spieler 1 seine Strategie s
seiner anderen Strategie si vorziehen. Diese Behauptung ist zweifellos
richtig, wird einem aber auch ohne jede Spieltheorie klar und fiithrt zu
keinerlei inhaltsreichen praktischen SchluBfolgerungen. Es sind natiirlich
auch Fille denkbar, in denen ein Mensch unter Einflu der Umgebung
nicht einmal zu derartig einfachen und offensichtlichen Uberlegungen
fahig ist und, sich selbst iiberlassen, ziemlich unsinnig handeln wird. In
einem solchen Augenblick kénnen ihm véllig triviale Binsenwahrheiten
wichtig und niitzlich erscheinen. In der Spieltheorie jedoch, wie sie hier
verstanden wird, verhalten sich die Spieler wie ausgesprochen verniinftige,
vorsichtig und kaltbliitig denkende Menschen.

Somit bedarf es gerade hier des entscheidenden Schritts von den allge-
meinen, rein qualitativen Uberlegungen zu den konkreten, quantitativen,
also von der ,,allgemeinen® Spieltheorie zur mathematischen Spieltheorie.
Hierzu gibt es aber nur einen einzigen Weg: Anstatt anzudeuten, welche
Spielsituation fiir einen bestimmten Spieler giinstiger und welche weniger
giinstig ist, ist es notwendig, dieses MaB der Vorteilhaftigkeit quantitativ
zu bestimmen, d. h., jeder Spielsituation eine bestimmte eindeutige MaB-
groBe fiir den Gewinn (die Einnahme, den Vorteil, den Nutzen) zuzuordnen,
die unser Spieler in dieser Spielsituation erhalten wiirde. Da nun der Gewinn

2 VOROBJOFF
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eines jeden Spielers in dieser oder jener Spielsituation von eben jener be-
treflenden Spielsituation abhéngt, d. h. mit ihr in funktionalem Zusam-
menhang steht, wurde in der Spieltheorie dafiir der Ausdruck Gewinnfunk-
tion eines jeden einzelnen Spielers geprigt.t)

Die Gewinnfunktion kann durch die verschiedenartigsten Einheiten
ausgedriickt werden. In den meisten 6konomischen Fragen wird sie in
Geldeinheiten ausgedriickt. Bei militarischen Uberlegungen kann man als
Gewinnfunktion die Verluste der anderen Seite nehmen. Bisweilen deutet
man sie als die Zeit des reibungslosen Funktionierens eines bestimmten
Systems, bisweilen wiederum als die Wahrscheinlichkeit dafiir, daf ein
System im Laufe einer bestimmten Zeit storungsfrei funktionieren wird.
Es sei darauf hingewiesen, dafl sogar in ein und demselben Spiel die Ge-
winne der einzelnen Spieler mit verschiedenen Einheiten gemessen werden
kénnen.

Die Annahme, eine Spielsituation konne durch einen Spieler mit Hilfe
einer einzigen Zahl bewertet werden, entspricht der Wirklichkeit zwar
hiufig, aber keineswegs immer. Es geniigt, die bekannte Gegeniiberstellung
der Planerfiillung eines Betriebes in mengen- und wertmiBiger Hinsicht
als Gegenbeispiel anzufithren. Genauso wire die Charakterisierung durch
eine einzige Zahl — falls das iiberhaupt gelingen sollte — zweifellos zu primi-
tiv, um das Ergebnis einer militérischen Operation zu erfassen. Allerdings
erschwert die Beschreibung des Gewinns durch ein System mehrerer Zahlen
die Analyse eines Spiels ernsthaft. Im weiteren werden wir uns auf jene
weitaus einfacheren Fille beschrinken, in denen der Gewinn eines Spielers
in jeder Spielsituation einfach eine einzige Zahl ist.

Die Angabe der Gewinnfunktion der Spieler vollendet den Problemansatz
eines Spiels.

Jetzt sind wir in der Lage, eine genaue, formale Darstellung cines Spiels
im mathematischen Sinn des Wortes zu geben. Ein Spiel I' gilt als cindeutig
bestimmt durch die Angabe

a) aller Spieler: 1, 2,..., n;
b) der Mengen der Strategien der Spieler: S1, S, ..., Sn;

¢) der fiir jede Spielsituation sich ergebenden Gewinnfunktionen

H,, H, ..., Hy jedes einzelnen Spielers.

1) Fiir Gewinnfunktion sind auch die nutzentheoretisch weniger zutrelfenden
Ausdriicke Auszahlungsfunktion bzw. Payoff-Funktion gebriuchlich. Gewinn
(Verlust) wird hier immer im Sinne von Nutzen verstanden.
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Formal kann solch ein spieltheoretischer Problemansatz wiedergegeben
werden durch

I'={(1,2...,n), (S, S ..., Sa), (Hi, H, .. ., Ha))}. (1)

Eine Partie eines Spiels I' kann man sich somit folgendermafBien vor-
stellen: Die Spieler 1, 2, . . ., n wiihlen unabhingig voneinander ihre Stra-
tegien s1, S2, ..., sn und schaflen damit eben jene Spielsituation s =
(s1, 82, - - . , Sn), entsprechend der jeder Spieler aus einer bestimmten Quelle
den ihm in dieser Spielsituation zustehenden Gewinn erhilt. So bekommt
der erste Spieler Hi (s1, s2, . . . , $a), der zweite Spieler Hz (s1, s2,.. . ., sa),...,
und schlieBlich bekommt der n-te Spieler Hy (s1, s2, . . -, Sa)-

Ziele der Spieler und Zielverwirklichung

Der Wert der Gewinnfunktion fiir einen bestimmten Spieler in einer ge-
gebenen Spielsituation zeigt, in welchem Mafe diese Spielsituation {iir den
Spieler giinstig ist. Sie zeigt mit anderen Worten das AusmaB, in dem der
betreffende Spieler in der gegebenen Spielsituation seine Interessen ver-
wirklichen kann. Es ist daher das Ziel eines jeden Spielers, in jedem belie-
bigen Spiel jene Spielsituation zu schaffen, in der seine Gewinnfunktion
den groBtmoglichen Wert aufweist.

Es sei betont, dal der Gewinn eines Spielers in einer bestimmten Spiel-
situation das Ergebnis einer griindlichen, allseitigen Bewertung dersclben
durch den Spieler ist. Deshalb kann das Streben, den Wert der Gewinn-
funktion zu maximieren, nicht mit dessen ethischer Einstellung in Wider-
spruch geraten. Im Gegenteil, die moralische Bewertung jeder Spielsitua-
tion durch den Spieler ist damit beim Ansatz der Gewinnfunktion ebenfalls
beriicksichtigt.

Die Bestimmung der Spielsituation hingt jedoch vom Gesamtverhal-
ten aller am Spiel teilnehmenden Spieler ab, so dafl jeder einzelne Spieler
auf deren Herausarbeitung nur einen beschrinkten Einflul ausiiben kann.
Infolgedessen wird jeder von ihnen in Anbetracht der Verschiedenheit
ihrer gegenseitigen Interessen (und die Spieltheorie untersucht ja gerade
solche Vorginge, in denen die Beteiligten unterschiedliche Interessen ver-
folgen!) bestrebt sein, den Ablauf der Ereignisse in seinem Sinn zu steuern,
d. h., eine Spielsituation zu schaffen suchen, die ihm persénlich giinstig

2¢
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erscheint. IFalls jeder Spicler nun eigensinnig seinen Weg ginge und die
tatsichlichen oder moglichen Handlungen seiner Partner im Spiel auBer
acht lieBe, so wiirde das Ergebnis eines solchen Verhaltens, wie es fiir
Schwiine, I{rebse und Hechte typisch ist, eine Spielsituation herbeifiihren,
die iiberhaupt keinen der am Spiel Teilnehmenden befriedigen wiirde. Es
versteht sich, daf die Frage, welches Verhalten der Spieler als verniinftig
anzusehen ist, welche Grundsitze als Basis eines solchen verniinftigen Ver-
haltens gelten miissen, bei weitem nicht so einfach zu beantworten ist, wie
es auf den ersten Blick scheinen mag. Die Auswahl der Kriterien fiir ein
verniinftiges Verhalten der Spieler in einem Spiel gehért zu den wesentlich-
sten Aufgaben der Spieltheorie. Vollstindig ist diese Aufgabe nur in ein-
zelnen Spezialfillen gelsst, aber auch iiber Spiele der allgemeinen Art, wie
sie durch (1) beschrieben sind, kann hier einiges gesagt werden.

Es sei bemerkt, daB ein notwendiges Kennzeichen fiir verniinftige
Absichten und Verhaltensweisen eines Spielers die Durchfiihrbarkeit dieser
Vorhaben und damit die Realisierbarkeit der entsprechenden Strategie ist.
Folglich muB jeder Spieler eine Spielsituation anstreben, die sich innerhalb
des Spielprozesses auch tatsédchlich herausbilden /kann. Es seien nun die
notwendigen Bedingungen herausgearbeitet, dencn eine solche Spielsitua-
tion geniigen muf}:

Angenommen, die Situationen s = (s, 2, . . ., sa) und 8" = (si, s2,..., sn)
wiirden sich voneinander nur durch die Strategie des crsten Spielers
unterscheiden, wobei H; (s) < Hi (s") ist, d. h., die zweile Spielsituation
ist fiir den Spieler 1 vorteilhafter. In diesem Fall wird der Spicler 1, falls
er durch irgendein Anzeichen gewahr wird, dal} seine Mitspicler2,3,. .., n
die Strategien sz, s3, . . . , $» wihlen, sich nicht zur Strategic s1 entschlieSen,
sondern dieser die Strategie s; vorziehen (oder vielleicht irgendeine fiir ihn
noch giinstigere Strategie wihlen). Das bedeutet, dafl dic Absicht der
Spieler 2, ..., n, die Spielsituation s herbeizuliihren, undurchfiithrbar ist
und von ihnen somit nicht als verniinftig bezeichnet werden kann. Im
angefiihrten Beispiel wiirde nédmlich der Spieler 1 cin Zustandekommen der
Spielsituation s verhindern. Offensichtlich kénnen analoge Beispicle gefun-
den werden, in denen jeder beliebige der iibrigen Spicler als ein solcher
Storer auftreten kann.

Dafiir, dal eine Spielsituation s* = (s5, 83, . . . , ) das Zicl verniinftig
handelnder Spieler sein kann, ist also notwendig, daf} sic folgende Eigen-
schaften aufweist:

Hy (s*) > I (s1, s;, Ce e, s:l)
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fiir jede beliebige Strategie s1 aus 51,
I (S') > I (sI, 82, ..., s';)

fiir jede beliebige Strategie sz aus Se,

Hy (s*) = Hn (s], S - - - » $n)
fiir jede beliebige Strategie s, aus Sp.

Spielsituationen mit den eben aufgezihlten Tigenschaften werden
Gleichgewichtszustinde (oder Gleichgewichtssituationen) genannt. Diese
sind es, die sich als Ergebnis einer verniinftigen Strategieauswahl von
seiten der Spieler herausbilden kénnen.

Ferner sei bemerkt, daB nur Gleichgewichtszustinde Gegenstand von
Vereinbarungen zwischen den Spielern sein kénnen. Lassen wir nidmlich
einmal zu, die Spielteilnehmer wiirden miteinander vereinbaren, daf sie
durch ihr Verhalten einen Nichtgleichgewichtszustand s = (s1, s2, . . ., sa)
schaffen. Dann muf} fiir diesen Zustand s eine der oben angegebenen
Bedingungen fiir einen Gleichgewichtszustand verletzt sein. Das bedeutet
aber, daB3 wenigstens fiir einen Spieler ¢ eine derartige Strategie s; gefunden
werden kann, daf}

Hi(st,.0..,85...,8) <Hi(s1,...,8,...,8n)

gilt. Auch wenn alle Spieler auller dem i-ten ehrlich alle ihre vereinbarten
Vertragsverpflichtungen erfillen, wird in diesem Falle dieser verbleibende
Spieler ¢ seine Verpllichtungen verletzen, um seinen Gewinn zu vergréfern.

Hier kann man dem Vertragsbriichigen nicht einmal Ehrlosigkeit vor-
werfen, denn die VergroBerung der Gewinnfunktion ist das ethische Grund-
prinzip des Spielers. s ist iibrigens gar nicht nétig, sich unseren Spieler
habgierig und von Gewinnsucht besessen vorzustellen. Seine Gewinnfunk-
tion kann vielmehr dufBlerst edle Motive widerspiegeln, und das Verhalten,
das auf die VergréBerung des Gewinns abzielt, kann sogar heldenmiitig
sein.

Hiernach erhebt sich bei der Analyse eines jeden Spieles vor allem die
Frage, ob Gleichgewichtszustiinde in diesem Spiel existieren. Diese Frage
1st deshalb von so grofer Bedeutung, weil im Falle einer verneinenden
Antwort Spiele existieren wiirden, in denen die Spieler prinzipiell keine
verniinftigen Spielmethoden finden konnten. Gliicklicherweise ist dies nicht
der Normalfall. Aber auch eine bejahende Antwort auf die gestellte Frage
ist im allgemeinen derart eigentiimlich, daf§ wir auf sie hier nicht néher
eingehen wollen, sondern besser spiiter auf sie zuriickkommen.
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Noch verwickelter erweist sich die Frage nach der Eindeutigkeit der
Gleichgewichtszusténde eines Spiels. Denn fiir den einen Spieler ist die
eine Gleichgewichtssituation vorteilhaft, fiir den anderen eine andere, fiir
einen dritten eine dritte, usw. Wenn also in einem Spiel mehrere Gleich-
gewichtssituationen vorhanden sind, wird es notwendig, aus den vielen
Gleichgewichtssituationen diese oder jene auszuwihlen, die dann fiir alle
Spieler die besten sind. Das ist nun ein iiberaus ernstes und schwieriges
Problem, das bis jetzt nur in einzelnen Fillen gelost wurde. Allerdings
ist fiir viele Spiele (iibrigens fiir die praktisch interessantesten) diese I'rage
entweder bereits erfolgreich beantwortet oder wenigstens einigermafen ent-
schirft worden.

Zweipersonen-Nullsummenspiele

Von allen Spielen sind jene von besonderer Bedeutung, die nur zwei
Beteiligte (den Spieler 1 und den Spieler 2) mit einander diametral ent-
gegengesetzten Interessen aufweisen. Formal duBlert sich der Interessen-
gegensatz der Spieler darin, daB beim Ubergang von einer Spielsituation s
zur Situation s’ der Spieler 1 genau soviel gewinnt (verliert), wie auf der
anderen Seite der Spieler 2 verliert (bzw. gewinnt):

Hy (s) — Hy (s') = Ha (s') — Hs (s).

Die Gewinnsummen der Spieler sind mit anderen Worten in allen Spiel-
situationen einander gleich:

Hy (s) + Ha (s) = Iy (s') + Hs (5°).

Wenn man iber zahlenméBige Gewinne spricht, wird meist stillschwei-
gend vorausgesetzt, daB der Wert des empfangenen Gewinns fiir den Spieler
homogen ist, d. h., daB jede dazugewonnene Einheit den Gewinn des Spielers
gleichmaBig erhsht. Es versteht sich, da diese Annahme in gewissen
Fallen vollig naturgemdB ist und ohne jeglichen Vorbehalt angenommen
werden kann. So vermehrte beispielsweise die erste Tonne Kohle, die in
einer der Gruben des Donbassreviers im Jahre 1962 geférdert wurde, das
Sozialprodukt unseres Landes um ebenso viel, wie etwa die tausendste
oder die zehntausendste Tonne, die in der genannten Grube geférdert
wurde.
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In anderen Fillen kann eine Homogenitéit des Wertes des Gewinns wohl
angenommen werden, aber nur bedingt: Der zehnte Traktor in einer
Kolchose kann fiir diese vollig unentbehrlich sein, wogegen sie ohne den
fiinfzehnten sehr wohl auskommen kann, weil die erforderliche Arbeit bei
einiger Anstrengung auch von vierzehn Traktoren erfolgreich geleistet
werden kann. Es kann schlieBlich vorkommen, daf die Struktur des Gewinns
grundsitzlich nicht homogen ist: So bedeutet die Vernichtung der ersten
feindlichen Division den erfolgreichen Beginn eines Krieges, die Vernichtung
der letzten feindlichen Division jedoch dessen erfolgreiche Beendigung.

Wie dem auch sei, im weiteren wollen wir uns auf jene Fille beschrinken,
in denen die Gewinne der Spieler in ihrer Struktur homogen sind.

Unter der Bedingung, daB die Gewinne der Spieler homogen sind, kénnen
wir ohne Beschrinkung der Allgemeinheit annehmen, daB die Gewinn-
summe der Spieler in jeder Spielsituation gleich Null ist. Man kann dabei
den Gewinn des einen Spielers als den Verlust seines Gegners behandeln.
Solche Spiele nennt man Zweipersonen-Nullsummenspiele (oder auch
antagonistische Spiele).

Man darf ja nicht leichtfertig jedes spieltheoretische Problem als Zwei-
personen-Nullsummenspiel auffassen. Man halte sich stets vor Augen, daf§
dem in der Spieltheorie untersuchten Antagonismus ein mathematischer,
d. h. ein absoluter Begriff zugrunde liegt, der nichts weiter ist als die
mathematische Widerspiegelung einer scharfen Konfliktbeziehung.

Dadurch unterscheidet sich der mathematische Begriff dieses Antagonis-
mus von dem gleichnamigen philosophischen Begriff, der vor allem dialek-
tisch ist und nicht in das Prokrustesbett der ,,gleichen Gréfle mit umge-
kehrtem Vorzeichen* geprefit werden kann. Eine detaillierte Analyse der
beiden angefiihrten Antagonismus-Begriffe ist ein ernstes philosophisches
Problem, auf das wir hier nicht eingehen wollen. Wir werden uns nur auf
einige Bemerkungen und Beispiele beschrénken, die sich auf Antagonismen
im formal-mathematischen Sinne beziehen.

Bei Zweipersonen-Nullsummenspielen gibt es grundsétzlich keine Ver-
einbarungen oder Absprachen zwischen den Spielern: Eine Abmachung
zwischen den Spielern widerspriache dem Wesen der Sache. Falls ndmlich
einer der Spieler auf Grund der Vereinbarungen oder Abmachungen seinen
Gewinn um eine bestimmte Summe vergrofern kénnte, so hitte das zur
Folge, dal sein Gegenspieler genau jene gleiche Summe verlieren wiirde.
Somit wiren fiir einen der Spieler Vereinbarungen unvorteilhaft, und er
wiirde sich nicht darauf einlassen. Ialls aber Vereinbarungen keinem einzi-
gen Teilnehmer niitzen, sind sie iiberhaupt zwecklos.
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Es sei aber daran erinnert, dafl sogar bei derart scharfen Konflikten,
wie sie Kriege darstellen, die Tiir zu Vereinbarungen im allgemeinen offen
bleibt. Der Hinweis auf das Verbot einzelner Waffenarten (der chemischen
und hoflentlich der Kernwaffen) und auf die Tétigkeit des Roten Kreuzes
usw. moge geniligen.

AuBerdem brauchen sich, wenn man von der Stufe der kriegfithrenden
Seiten auf die Stufe einzelner sich einander gegeniiberstehender Kampf-
verbénde iibergeht, die Ziele der Gegner bei weitem nicht als so entgegen-
gesetzt zu erweisen, wie es scheinen kénnte. Gesetzt den Fall, der Spieler 1
verteidige irgendeinen Frontabschnitt X, der fiir unbehelligte Absetz-
bewegungen irgendwelcher eigener Verbinde entscheidend ist, und der
Spieler 2 greife diesen mit wesentlich iiberlegenen Kréften an. Der Spieler 2
tritt nun entsprechend dem ihm gegebenen Befehl zum Angriff auf den
Frontabschnitt X an, weifl dabei aber nichts von Riickzugsabsichten der
feindlichen Streitkrifte. Er ist sich dessen sicher, dafl ihm die Einnahme
dieses Frontabschnittes gelingen wird, méchte aber hierbei méglichst gerin-
ge Verluste erleiden. Es sind somit seine Verluste, die die Werte seiner
Gewinnfunktion in den einzelnen Situationen bestimmen. Der Spieler 1
auf der anderen Seite 148t sich von der Uberlegung leiten, da er wohl den
Frontabschnitt X aufgeben muf}, daf dabei jedoch méglichst lange hin-
haltender Widerstand geleistet werden soll. Die Gewinnfunktion des
Spielers 1 wird somit von jener Zeit bestimmt, in der er den Frontabschnitt
X noch halten kann.

Selbst der Antagonismus der Klasseninteressen zwischen Unternehmer
und Arbeiter braucht nicht immer in angemessener Weise durch den
mathematischen Begriff des Antagonismus in der Spieltheorie widergespie-
gelt zu werden. Die theoretische Méglichkeit und die praktische Wirklich-
keit einer friedlichen Koexistenz sozialistischer und kapitalistischer Staa-
ten, die Fruchtbarkeit von Verhandlungen und der Vorteil gegenseitiger
Handelsbeziehungen iiberzeugen uns davon, daB auch in diesem Falle
der mathematische Begriff des Antagonismus nur als grobe Niherung be-
nutzt werden kann.

SchlieBlich kénnen in einzelnen Fillen auch die gegenseitigen Beziehun-
gen zwischen Bourgeoisie und Arbeiterklasse nicht einmal angeniihert
durch das spieltheoretische Modell des Nullsummenspiels erfafit werden:
»Es ist nicht ausgeschlossen‘, heit es im Programm der KPdSU, ,,da
sich bel einem immer stirkeren Wachstum der Krifte des Sozialismus, beil
der Festigung der Arbeiterbewegung und der Schwichung der Position
des Kapitalismus in manchen Léndern eine Situation ergeben kann, in der,



Das Minimaxtheorem 25

wie Marx und Lenin voraussahen, es fiir die Bourgeoisie vorteilhafter sein
wird, sich die wichtigsten Produktionsmittel abkaufen zu lassen, und es
fiir das Proletariat vorteilhaft sein wird, sich loszukaufen‘“.1) In Zweiperso-
nen-Nullsummenspielen gibt es keine Aktionen, die fiir beide Seiten vorteil-
haft sind.

Solche Beispiele, in denen sich die Gegensitzlichkeit der Interessen
der Spieler nur als grobe Anniherung an die Wirklichkeit herausstellt,
konnen noch viele angegeben werden.

Daneben gibt es aber eine ganze Reihe von Konfliktsituationen (auf
einige werden wir im folgenden eingehen), fiir welche die Zweipersonen-
Nullsummenspiele als vollig addquate Modelle angesehen werden konnen.

Das Minimaxtheorem

Bei der Formulierung eines Zweipersonen-Nullsummenspiels ist es nicht
notwendig, die Gewinnfunktion beider Spieler anzugeben. Da die Summe
der Funktionswerte der Gewinnfunktionen der Spieler bei jedem Stand eines
Zweipersonen-Nullsummenspiels gleich Null ist, unterscheiden sich die
Gewinnfunktionen in einem solchen Spiel nur durch das umgekehrte Vor-
zeichen:

Hy (s) = —Hs (s).

Zur Konstruktion eines solchen Spiels geniigt somit die IKenntnis einer
der beiden Gewinnfunktionen. Gewohnlich gibt man die Gewinnfunktion
des Spielers 1 an, die gleichzeitig die ,,Verlustfunktion* des Spielers 2 ist.

Daher kann man das Problem eines Zweipersonen-Nullsummenspiels I’
durch den Ausdruck

= {4, B, H}

charakterisieren, wobei A und B die Mengen der Strategien des ersten
und des zweiten Spielers sind, wihrend H die Gewinnfunktion des ersten
Spielers ist. (In Zweipersonen-Nullsummenspielen ersetzt man die Be-
zeichnungen S1 und Sz aus Griinden der Einfachheit héufig durch die Buch-

1) Programm und Statut der Kommunistischen Partei der Sowjetunion, angenom-
men auf dem XXII. Parteitag der KPdSU 17. bis 31. Oktober 1961 ; Dietz Verlag,
Berlin 1961.
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staben A und Bj; desgleichen kann man den zu /{ gehérenden Index weg-
lassen.)

Bei den Zweipersonen-Nullsummenspielen, ebenso wie bei allen anderen
Spielen, miissen verniinftige Spieler einen Gleichgewichtszustand anstreben.
Nun lassen sich bei Zweipersonen-Nullsummenspielen die im Abschnitt
»Ziele der Spieler und Zielverwirklichung* formulierten Bedingungen fiir
eine Gleichgewichtssituation (a*, b*) wie folgt beschreiben:

Bei jeder Strategie « aus . ist stets

H (a*,b*) > H (a, b*),
und fiir jede Strategie b aus B ist

H (a*,b") < H (a*, b).

(Wir erinnern uns, daB3 in unserem Falle f = Hi = —H> ist.)

Ein Zweipersonen-Nullsummenspiel kann als Wahl eines Punktes auf
einem Gelinde gedeutet werden, wobel der Spieler 1 die geographische
Breite, der Spieler 2 hingegen die gcographische Liinge wiihlt; der Wert
der Gewinnfunktion ist die Hohe des gewihlten Punktes iiber dem Meeres-
spiegel. Falls es nun auf diesem Gelénde eine sich iiber die iibrige Oberfliche
jah erhebende Bergkette gibt, die sich iiber die ganze Breite des Geldndes
erstreckt, und sich in dieser Bergkette ein vergleichsweise niedriger Paf}
befindet, so entspricht dieser PaBl (,,Sattel””) dem Gleichgewichtszustand
in dem von uns untersuchten Spiel. Wegen dieser Interpretationsmdglich-
keit nennt man Gleichgewichtszusténde in Zweipersonen-Nullsummenspie-
len oft Sattelpunkte.

Das verniinftige Verhalten der Spieler in einem Zweipersonen-Nullsum-
menspiel kann auch durch folgende Uberlegungen festgestellt werden:

Nehmen wir an, daB sich der Spieler 1 im Zweipersonen-Nullsummen-
spiel I' = {4, B, 1} innerhalb seiner Strategiealternativen etwa fiir die
Strategie a entschlieft. Sein Gewinn wiire dann im ungiinstigsten Fall
(beispielsweise, wenn der Spieler 2 iiber die vom Spieler 1 gewiihlte Strate-
gie informiert wiire) gleich min H (a, b).1) Da mit dieser Moglichkeit gerech-

b

1) Der Ausdruck min A(x), worin A(a) irgendeine von x abhingige Grofe ist,

T
bedeutet den kleinsten aller jencr Werte, die die GroBe A(xz) annehmen kann,
wenn sich 2 indert. Analog ist mit max .A(x) der grofite aller Werte der Grofle A(x)
gemeint. z
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net werden muB, hat der Spieler 1 seine Strategie a* dermaBen zu wihlen,
daB} er seinen Mindestgewinn maximiert:
min H (a*, b) = max min H (g, b).
b a b
Der Ausdruck, der auf der rechten Seite der angegebenen Gleichung

steht, namlich das Maximum, ist somit der garantierte (Mindest-)gewinn
des Spielers 1.

Betrachten wir nun dieses Spiel mit den Augen des zweiten Spielers:
Angenommen, er entschlosse sich fiir die Strategie b; dann entspriche
wiederum im ungiinstigsten Falle sein Verlust dem Ausdruck max II (a, b).

a
Da auch der Spieler 2 eine fiir ihn moglichst ungiinstige Entwicklung der
Ereignisse in Betracht ziehen muB, hat er seine Strategie b* so zu wihlen,
daB diese seinen groftmoglichen Verlust minimiert:

max I (a,b*) = min max  (a, b).
a b a
Das rechts stehende ,,Minimax‘ ist nun der denkbar gréfite, unvermeid-
bare Verlust des Spielers 2. Das bedeutet, dal der Spieler 2 dem Spieler 1
keinen grofleren Gewinn zukommen lassen wird, als eben dieses Minimax;
vorausgesetzt natiirlich wiederum, da8 er sich von verniinftigen Uberlegun-
gen lciten laBt.

Lassen sich folglich beide Spielteilnehmer von der Vernunit leiten, dann
kann der Gewinn des ersten Spielers nicht kleiner werden als das Maximin

max min /1 (a, b) und nicht gréfler als das Minimax min max H (a, b).
« b b a

Sollte sich bei einem beliebigen Zweipersonen-Nullsummenspiel heraus-

stellen, daB das Minimax min max H (a, b) kleiner als das Maximin
b a

max min H (a, b) ist, dann wiire das nach den eben durchgefithrten Uber-

[ b
legungen ein Widerspruch, und fiir ein solches Spiel gibt es kein ver-
niinftiges Verhalten der Spieler. Gliicklicherweise ist jedoch das Maximin
max min /1 (a, b) nie grofler als das Minimax min max H (a, b), also

a b b [

max min H (a, b) < min max H (a, b).
a b b a

In der Tat gilt fiir beliebige a und b

H (a, b) < max H (a, b)

a
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und erst recht
min H (a, b) < max H (a, b).

Da diese Bezichung fiir jedes a gilt, gilt sie auch fiir jenes a, fiir welches

min [ (a, ) cinen maximalen Wert hat:
b

max min H (a, b) < max H (a, b).
a b a
Da diese Ungleichung ihrerseits fiir jedes b gilt, behilt sie auch fiir jenes b
ihre Giiltigkeit, das den Ausdruck max H (a, b) zu einem Minimum macht:
a

max min H (a, b) < min max I (a, b),
a b b @

was zu beweisen war.

Falls aber das Maximin und das Minimax gleich sind,
max min /1 (a, b)) = min max H (a, b), (2)
a b b a

so ist der Gewinn des Spielers 1 eine véllig bestimmte Zahl. Der Spieler 1
kann sich diesen Gewinn immer sichern; eine groBere Gewinnsumme aller-
dings gestattet ihm sein Gegener nicht. Diesen genauen Gewinn des Spielers
1 nennt man den Wert des Spiels. Die Teilnahme des Spielers 1 am Spiel
bedeutet also, daB er vom Spieler 2 genau diese Summe zu erhalten hat. Statt
des Ausdrucks Wert eines Spiels verwendet man auch oft den Ausdruck
Preis eines Spiels, weil unter dem Wert eines Spiels jener gerechte Preis
verstanden werden kann, den der Spieler 1 fiir das Recht seiner Teilnahme
am Spiel I" bezahlen wiirde. Den Wert eines Spiels I" bezeichnet man ge-
wohnlich mit ¢ oder einfach mit ¢.

Falls also die Minimaxgleichung (2) zutrifft, fithrt ein verniinftiges Ver-
halten beider Spielteilnehmer dazu, daB3 der Spieler 1 jene Summe gewinnt
(bzw. der Spieler 2 entsprechend verliert), die gleich dem Wert des Spiels I’
ist. Andererseits mufl ein verniinftiges Verhalten der Spieler zu einem
Gleichgewichtszustand fithren. NaturgemiB ist daher zu erwarten, da8 die
Spieler, wenn eine solche Minimaxgleichung gilt, eine Gleichgewichtssitua-
tion, d. h. einen Sattelpunkt verwirklichen. Das trifft nun tatséchlich zu.

Satz. Evn Zweipersonen- Nullsummenspiel I' = { A, B, H} weist dann und
nur dann einen Sattelpunkt auf, wenn das Maximin und das Minimax
etnander gleich sind, wenn also

max min [ (a, b)) = min max H (a, b)

R 14 b b a
18t
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Beweis. Die Bedingung ist notswendig. Sei (a*, b*) einer der Sattelpunkte
des Spiels I'. Das bedeutet, daB fiir alle a aus A und b aus B
H (a,b*) < H (a*, b%), 3)
H (a*, b*) < H (a*, b) (4)
gilt.
Die Ungleichung (3) gilt fiir jeden beliebigen Wert a aus A. Folglich ist

diese Ungleichung auch fiir jenes a erfiillt, fir das H (a, b*) den groften
Wert annimmt:

max H (a, b*) < H (a*, b*). ()

a
Da weiterhin der Ausdruck max I/ (a, b) von b abhéngt, ist dieser eine

a
Funktion von b. Und einer der Werte dieser Funktion ist eben der Aus-
druck max H (a, b*). Dieser Wert ist nun offenbar nicht kleiner als der
a

kleinste Wert der betrachteten Funktion:
min max H (a, b) < max H (a, ). (6)

b a a
Zusammen mit (5) ergibt dies

min max H (a, b) < H (a*, b*). (7)
b a

Analoge Uberlegungenim Zusammenhang mit der Ungleichung (4) ergeben:
H (a*, b*) < max min H (a, b). 8)
a b
Aus (7) und (8) folgt

min max /1 (a, b) < max min H (a, b).
b a a b

Da oben die umgekehrte Ungleichung bewiesen wurde, gilt also

min max /1 (a, b)) = max min H (a, ). 9)
b a a b
Die Bedingung ist hinreichend. Das ergibt sich ganz einfach. Das Mini-
mum auf der linken Seite von (9) muB fiir b = b* erreicht werden und das
Maximum auf der rechten Seite fiir a = a*. Dann kann die Gleichung (9)
auch in der Form
max 1 (a, b*) = min I{ (¢*, )
a b
dargestellt werden.
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Dann ist aber offenbar

H (a*, b*) < max H (a, b*) = min H (a, b)) < H (a*, b*),

a b
und das bedeutet
max H (a, b*) = H (a*, b*) = min H (a*, ). (10)
a b

Da aber bei beliebigem a aus A und b aus B

min H (a*, b) < H (a*, b),
b
H (a, b*) < max H (a, b*)

a

gilt, liefert uns Gleichung (10)
Ha,b")< (Ha*, b*) < H (a*, b),
was zu beweisen war.

Aus den bisherigen Uberlegungen folgt, daB in einem Spiel I', dessen

Maximin max min H (a, b) und Minimax min max H (a, b) gleich sind, das
a b b a
optimale Verhalten der Spieler ohne Schwicrigkeiten ermittelt werden

kann: Der Spieler 1 mufl danach jene Strategie a* wihlen, die den Aus-
druck min H (a, b) maximiert, der Spieler 2 hingegen jene Strategie b*, die

b
den Ausdruck max H (@, b) minimiert. Es handelt sich hier natiirlich um
(2
das grundsétzliche Auffinden der entsprechenden Strategien von seiten

der Spieler. lhre tatsiichliche Bestimmung und ihre Berechnung kénnen
bedeutende Schwierigkeiten bereiten.

Da diese Strategien dann zu jenen groftmoglichen Gewinnen verhelfen,
die sich die Spielteilnehmer auf alle Fille sichern kénnen (oder zu kleinst-
mdoglichen Verlusten fithren und eine weitere Verminderung bereits aus-
geschlossen ist), nennt man sie optimale Strategien.

Das Hauptproblem bei einer Spielanalyse liegt in der Ermittlung eines
Gleichgewichtszustandes des Spiels. Deshalb nennt man auch einen
Gleichgewichtszustand in einem Spiel dessen Lisung. Den Prozef} - der
Auffindung eines Gleichgewichtszustandes eines Spiels bezeichnet man
gleichfalls als Losung.

Die oben formulierte GesetzmiiBligkeit gestattet bereits eine unmittel-
bare, praktische Anwendung, auf die wir gleich cingehen werden.
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Wir wollen nun annehmen, daf die beiden Spieler 1 und 2 im Nullsum-
men-Spiel I' = {A, B, H} jeweils iiber die endlich vielen Strategien
ai, az, . . ., am bzw. b1, b, ..., by verfiigen. Dann lassen sich die Werte
der Gewinnfunktion bequem in Form folgender Tabelle anordnen:

b b bn
a1 H (a1, b) H (a1, b2) - H (a1, bn)
as H (as, b1) H (a2, b2) H (a2, bn)
am H (am, b1) H (am, b2) H (am, bx)

Da es aber véllig belanglos ist, wie wir die Strategien der Spieler nennen
und wie wir sie anschreiben, wollen wir fiir die Strategien des ersten Spielers
die Zahlen 13, 12, ..., 1» und fiir die Strategien des zweiten Spielers die
Zahlen 21, 22, ..., 2, verwenden. Jede einzelne Situation laft sich dann
mit Hilfe eines Zahlenpaares der Form i, j darstellen, wobei i die Werte
1,2,..., mundj die Werte 1, 2, ..., n annehmen kann. Der Gewinn in
einer dieser Situationen kann daher mit /{;; oder mit jedem anderen Buch-
staben mit zwel Indizes (Unterscheidungszeichen) ,,;;* dargestellt werden.
Meistens bezeichnet man den Gewinn in theoretischen Uberlegungen mit
ais. Unsere Tabelle kann somit in folgender Form dargestellt werden:

ail a2 Aln

az1 azz azn
A=

aml am2 Amn

Eine in dieser Form angeschriebene Tabelle wird in der Mathematik Matriz
genannt. Die waagerechten Reihen einer Matrix heilen Zeilen, die senk-
rechten heilen Spalten. Da die Zahlen a;j, die an den einzelnen Stellen einer
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solchen Matrix-Tabelle stehen, die an den Spieler 1 im Spiel I" auszuzahlen-
den Gewinne symbolisieren, nennt man diese Matrix Gewinnmatriz.l) Auf
Grund dieser Darstellungsmoglichkeit werden die Zweipersonen-Nullsum-
menspiele, in denen jeder Spieler iiber endlich viele Strategien verfiigt,
auch Matrix-Spiele genannt.

Will man betonen, daf§ in einem solchen Spiel der erste Spieler iiber m,
der zweite Spieler hingegen iiber n Strategien verfiigt, so spricht man von
einem (m X n)-Spiel.

Entsprechend der allgemeinen Erkliarung eines Spielablaufes besteht der
Verlauf einer Partie eines Matrix-Spieles mit der Gewinn-Matrix 4 darin,
dafl der Spieler 1 eine der Zeilen (beispielsweise die i-te) auswahlt, der
Spieler 2 hingegen (gleichzeitig) eine ihrer Spalten (etwa die j-te Spalte).
Das Element a;; der Matrix, das man im Ergebnis dieser Wahl erhilt, ist
der Gewinn des ersten Spielers.

Bei einem entsprechend den Regeln abgewickelten Spiel kann der Spie-
ler 1 nicht weniger als das max min aj erhalten, d. h. nicht weniger als

i J
das kleinste der (relativen) Maxima der Matrixspalten. Bei ordentlichem
Spiel des Spielers 2 erhilt Spieler 1 nicht mehr als das min max ag, also

7
nicht mehr als das groBte (relative) Minimum der Matrixzéilen. Sind diese
Matrixelemente einander gleich, so ist ihr gemeinsamer Wert der Wert des
betreffenden Spiels, und die ihn herbeifiihrende Wahl der Matrixzeilen und
Matrixspalten von seiten der Spieler ergibt einen Sattelpunkt.

Wollen wir nun einige Beispiele von Matrix-Spielen untersuchen!

Zu Beginn soll ein Spiel gebracht werden, das zwar gespielt werden kann,
als Einfithrungsbeispiel jedoch einfach gehalten ist und daher nicht als
sehr interessant empfunden werden diirfte.

Beispiel 1. In einer bestimmten Menge von Punkten seien einige
Punktepaare durch Pfeile verbunden. Dieses Punktesystem mit den ver-
bindenden Pfeilen wollen wir ein Netz nennen. Die Strategie der Spieler
besteht nun darin, daB jeder einen der Punkte beim Namen nennt. Wird
dabei von beiden Spielern derselbe Punkt genannt oder werden zwei
Punkte genannt, die nicht mit einem Pfeil verbunden sind, so ist in diesem
Spiel der Gewinn jedes Spielers gleich Null. Werden hingegen zwei Punkte
benannt, die mit einem Pfeil verbunden sind, so gewinnt jener Spieler

1) Anstelle von Gewinnmatrix sind auch die weniger zutreffenden Ausdriicke
Auszahlungsmatriz oder Payoff-Matriz gebriduchlich.
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eine Einheit, der den bei der Pfeilspitze gelegenen Punkt genannt hat.
Spiele dieses Typs werden Netzspiele genannt.

Es soll nun ein konkretes Netzspiel untersucht werden:

2

4
Jeder Spieler hat hier fiinf Strategien, und unser Spiel ist ein (5 X 5)-Spiel
mit der Gewinnmatrix

W e ——> o >

(@21

Zeilen-
minima
0 —1 1 0 0 —1
1 0 1 —1 —1 —1
A= —1 —1 0 0 1 —1
0 1 0 0 1 0 «— groBtes Minimum
o —1 —1 —1 0 —1
Spalten- 1 1 1 0 1
maxima
kleinstes
Maximum

Hier sind die kleinsten Elemente in den Zeilen jeweils gleich —1, —1, —1, 0
und —1; das groBte von diesen ist gleich Null. Andererseits sind die groBten
Elemente in den Spalten gleich 1, 1, 1, 0 und 1; das kleinste von diesen ist
Null. Daher gilt in unserem Falle
max min a;; = 0 = min max ag;.
? J J (]

Folglich bestehen die optimalen Strategien der Spieler darin, dall jeder
von ihnen den Punkt 4 nennt. Der entsprechende Gleichgewichtszustand
ist in der Matrix mit einem Sternchen kenntlich gemacht. Der Wert dieses
Spiels ist gleich Null.

Beispiel 2. Oberst Blotto (eine anekdotische Gestalt, der traditionelle
Held vieler spieltheoretischer Aufgaben militérischen Inhalts) verteidigt
die zwei an der Front gelegenen Gebirgspisse A und B. Auf Grund der
ortlichen Gegebenheiten 148t sich der Gebirgspal B leichter verteidigen

3 VOROBJOFF
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als der GebirgspaB A. Dem Oberst sind drei Kampfverbinde unterstellt.
Der angreifende Feind verfiigt iiber zwei analoge Kampfverbinde und
kann jeden von ihnen gegen einen beliebigen Gebirgspall werfen. Falls ihm
die Einnahme eines Gebirgspasses nicht gelingen sollte, will er wenigstens
die Streitkrifte von Oberst Blotto méoglichst schwichen. Fiir den Oberst
ist der Verlust eines beliebigen Gebirgspasses gleichbedeutend mit der Ein-
buBe zweier Einheiten seiner Streitkrifte. Beide Seiten sind entschlos-
sen, ihr Ziel ohne Riicksicht auf Verluste zu erreichen, so dal der Kampf
bis zur volligen Aufreibung des Gegeners fortgesetzt wird. Das erwartete
gegenseitige Verlustverhéltnis ist 1: 1 beim GebirgspaB A und 1:2 beim
Gebirgspall B zugunsten Blottos. Es wird angenommen, da Oberst Blotto
einen Gebirgspal beherrscht, falls nach einem Kampf auf diesem keine
intakten feindlichen Einheiten zuriickbleiben (und zwar unabhingig davon,
ob eigene Truppen Blottos anwesend sind).

Wie hat Oberst Blotto bei der gegebenen Lage seine Streitkrifte zur
Verteidigung der Gebirgspisse zu verteilen ? Welche Konsequenzen ergeben
sich in dieser Hinsicht fiir den Einsatz der Streitkréfte seines Gegenrs beim
Angriff auf die Gebirgspisse? Es wird angenommen, daB es im Verlaufe
der Kampfhandlungen keiner der beiden Seiten maglich ist, ihre Verbénde
umzugruppieren.

Losung. Oberst Blotto (der Spieler 1) verfiigt in unserem Spiel iiber vier
Strategien: Er kann den Gebirgspafl A mit 0, 1, 2 oder 3 Einheiten seiner
Streitkrifte und den Gebirgspall B mit 3, 2, 1 oder 0 Einheiten verteidigen.
Sein Gegner hingegen (der Spieler 2) kann zwischen folgenden drei Strate-
gien wihlen: Er kann gegen A jeweils 0, 1 oder 2 Einheiten einsetzen und
gegen B entsprechend 2, 1 oder 0.

Wir haben es also mit einem (4 X 3)-Spiel zu tun, dessen Matrix gemiB
den vereinbarten Spielregeln folgende Gestalt hat:

Der Gegner setzt gegen A ein:

0 1 2
1+
0 1 — 1—2- —2
1
Blotto setzt auf A ein: 1 ! D) —2
1
2 1 5 0
3 —2 =2 0
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Wollen wir uns den Vorgang der Aufstellung dieser Matrix am Beispiel
der Gewinnberechnung Blottos fiir die Situation klar machen, in der er alle
seine Streitkrifte am GebirgspaB B einsetzt und sein Gegner den Gebirgs-
paBl A mit einer Einheit angreift. (Das diesem Sachverhalt entsprechende
Matrixelement ist mit einem Stern gekennzeichnet.)

In der zu besprechenden Situation verliert Blotto den Gebirgspal A
(was gleichbedeutend mit dem Verlust von zwei Einheiten ist), vernichtet
jedoch am Gebirgspal B eine feindliche Einheit und biiit dabei selbst
eine halbe Einheit seiner Streitkrifte ein. Folglich verliert Blotto am Ge-

1 1
birgspall A zwei Einheiten, gewinnt am Gebirgspall B hingegen 1 — 5 =73
Einheit. Sein Gesamtgewinn ist somit gleich —2 4- 3= —1? Einheiten.

Die kleinsten Elemente der einzelnen Zeilen sind hier —2, —2, 0 und 0,
das grofBite dieser Minima ist gleich 0. Die groten Elemente der Spalten

sind gleich 1, —und Ound daskleinste von den letztgenannten ist ebenfalls 0.

2

Da also in unserem Falle
max min ¢;; = min Max aij
% j j 7
ist, hat das Spiel einen Sattelpunkt, der dann erreicht wird, wenn sich der
Spieler 1 fiir seine dritte Strategie entscheidet und der Spieler 2 ebenfalls
seine dritte Strategie wihlt.

Daraus folgt, dal Oberst Blotto dann die giinstigste Variante wihlt, wenn
er den Gebirgspa A mit zwei Einheiten seiner Streitkrifte, den Gebirgs-
paB B hingegen mit einer Einheit verteidigt. Seinem Gegner bleibt dann
nichts ZweckmiBigeres zu tun iibrig, als alle seine Streitkrifte gegen den
GebirgspaB A zu werfen. Das Ergebnis dieses Verhaltens besteht dann
darin, daBl Oberst Blotto die Gebirgspésse behilt und die Verluste beider
Seiten gleich grofl sind (némlich je zwei Einheiten).

Spiele gegen die Natur

Die Spieltheorie ist eine mathematische Disziplin, und deshalb ist die
physikalische, biologische, rechtliche oder soziale Beschaffenheit der Spieler
fiir uns vollig gegenstandslos, solange wir uns im Rahmen der Spieltheorie

3*



36 Spiele gegen die Natur

bewegen. Unter Spielern konnen daher sowohl einzelne natiirliche Personen
verstanden werden als auch ganze Kollektive (beispielsweise Mannschaften
in sportlichen Wettkédmpfen) oder juristische Personen (etwa Prozefgegner
vor Gericht), ebenso aber auch miteinander Krieg fithrende Organisationen
sowie biologische .\rten im Kampf ums Dasein. Bisweilen ist es zweck-
miBig, der Natur die Rolle eines Spielers zuzuteilen. Die Ungewdhnlich-
keit dieser Problemstellung, bei der die Natur als Spieler auftritt (d. h. als
ein ganz bestimmte Interessen vertretender Teilnehmer), und die Bedeu-
tung dieses Gebiets der Anwendung der Spieltheorie zwingen uns, auf die
Spiele gegen die Natur genauer einzugehen.

Die Bezeichnung ,,Spiel gegen die Natur® braucht uns iibrigens nicht
zu verwundern. Die Redewendung ,,Kampf mit den Naturgewalten* hat
sich schon lingst eingebiirgert, und im Grund genommen sind Spiele in
unserem Sinne des Wortes einfach von Mathematikern beschriebene Kémp-
fe. Es versteht sich, daBl man bei der Betrachtung jeder Naturerscheinung
iiber dieses oder jenes Verhalten der ,,elementaren Gewalten sprechen
kann, d. h. solcher Krifte, die wir nicht beherrschen. Diese Verhaltens-
weisen nennt man naturgemilB Strategien der Natur. Daher gibt es bei
der Bestimmung der ersten beiden Elemente eines Spiels (den Spielteil-
nehmern und deren Strategien) fiir den Fall eines Spiels gegen die Natur
keine besonderen Schwierigkeiten. Was das dritte Element eines solchen
Spiels, die Gewinnfunktion der Natur anbelangt, liegt die Sache erheblich
komplizierter. Entsprechend den {riiher dargelegten Grundsitzen miiiten
wir der Natur in jeder Situation einen bestimmten Gewinn zuordnen und
annehmen, daB sie ihr Verhalten entsprechend ihrer Gewinnfunktion be-
stimmt und sich dabei von dem Streben leiten 1iBt, dem Menschen einen
méglichst groBen Verlust zuzufiigen. Es ist klar, daf diese naive Einstel-
lung nicht nur als idealistisch vom philosophischen Standpunkt aus, son-
dern geradezu als dunkelster Aberglaube bezeichnet werden muf. Allerdings
geniigt es, einige Uberlegungen iiber die Psychologie eines gegen die Natur
antretenden Spielers heranzuziehen, um ein Spiel gegen die Natur als
Zweipersonen-Nullsummenspiel qualifizieren zu kénnen und damit den
Gewinn der Natur in jeder einzelnen Situation als den mit umgekehrtem
Vorzeichen versehenen Gewinn des gegen die Natur kiimpfenden Spielers
anzusehen.

Zunichst stellen wir fest, dall sich das Verhalten der Natur (einschlief3-
lich ihrer Reaktionen auf diesen oder jenen Eingriff des Menschen in den
normalen Ablauf ihrer Prozesse) durch charakteristische Naturgesetze
bestimmen laft. Zu jedem Zeitpunkt konnen fiir jeden gegen die Natur
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antretenden Spieler alle diese GesetzmiBigkeiten in drei Kategorien einge-
teilt werden. Zur ersten Kategorie gehéren die dem Spieler bekannten
GesetzmiBigkeiten, die fiir das betreflende Spiel wesentlich sind und des-
halb beriicksichtigt werden miissen. Diese GesetzmiBigkeiten bestimmen
das System, in dessen Rahmen sich die durch das Spiel nachzubildenden
Erscheinungen vollziehen, und somit die Spielregeln. Insbesondere erlau-
ben sie die Aufzihlung aller Strategien der Natur in dem uns interessieren-
den Spiel.

Die zweite Kategorie umfallt jene GesetzmiBigkeiten der Natur, die fiir
das Spiel wohl wesentlich, dem Spieler aber unbekannt sind. Gerade auf
der Grundlage dieser GesetzmiBigkeiten wiéhlt die Natur wihrend des
Spielablaufes die eine oder andere ihrer Strategien aus. Zur dritten Kate-
goric schlieBflich zéihlen jene GesetzmiBigkeiten, die fiir das Spiel unwesent-
lich sind und dieses in keiner Weise beeinflussen. (Soll ein sinnvolles, niitz-
liches, addquates Modell konstruiert werden, so diirfen in der dritten
Kategorie nur jene GesetzmiBigkeiten zusammengefaBt werden, die sich
tatsichlich im Ablauf der untersuchten Erscheinungen nicht bemerkbar
machen und die¢ man daher unter den gegebenen Bedingungen vernach-
lassigen kann.)

Somit zeigt sich bei der Modellierung eines Kampfes gegen die Natur
durch ein bestimmtes Spiel der Unterschied zwischen bekannten und un-
bekannten Naturgesetzen darin, daf} die erstgenannten die Spielregeln
einschliefllich der Menge aller Strategien der Natur festlegen, wogegen die
zweiten die Auswahl einer bestimmten Strategie aus dieser Menge seitens
der Natur bestimmen.

Dadurch erklirt sich unter anderem der historische Charakter jedes
spieltheoretischen Modells, das einen Kampf des Menschen gegen die
Natur wiedergibt: Im Laufe der Zeit vergroBert sich die Anzahl der Spiel-
regeln des Spiels, das als Modell einer gegebenen konkreten Erscheinung
fungiert, und verringert sich die Anzahl der Strategien der Natur, und
zwar in dem Mafle, in dem die Anzahl der bekannten Naturgesetze wichst
und die Anzahl der unbekannten Naturgesetze abnimmt. Im Idealfall, daB
alle GesetzmiBigkeiten, die wir bei einem bestimmten Stande der For-
schung zu beriicksichtigen haben, bekannt sind und die Forschung selbst
auf hochstem Niveau steht, wird die Anzahl der Strategien der Natur auf
eine einzige zusammenschrumpfen. Der Kampf gegen die Natur wird sich
dann auf die denkbar beste Ausnutzung der erkannten Naturgesetze redu-
zieren und mathematisch nicht mit Hilfe der Spieltheorie, sondern auf
irgendeine andere Weise modellmiBig erfalt werden. Hieraus ergibt sich,
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daBl die Anwendung der Spieltheorie in dieser oder jener Wissenschaflt
einer bestimmten Entwicklungsstufe dieser Wissenschaft entspricht. So-
lange durch die Wissenschaft noch nicht geniigend GesetzmiBigkeiten er-
kannt sind, besitzt die Natur in den Spielen, die den erforschten Erschei-
nungen entsprechen, noch zu viele Strategien, als dafl diese Modelle er-
folgreich untersucht werden kénnten. Andererseits kann die Spieltheorie,
sobald die theoretische Forschung alle Details irgendeiner Erscheinung
erklért hat, nichts mehr zu ihrer praktischen Verwertung (oder dem Kampf
gegen sie) beitragen. Daher ist die Anwendbarkeit der Spieltheorie auf ein
bestimmtes ,,mittleres Alter’* einer Wissenschaft und einen ,,mittleren
Erkenntnisstand“ beschrédnkt. Da aber in den meisten zeitgendssischen
Wissenschaften immer neue Richtungen auftauchen, wihrend die alten
Zweige der Forschung sich auf ein immer hoheres und exakteres Niveau
erheben, besteht keinerlei Anlafl zu der Befiirchtung, es gebe fiir die Spiel-
theorie irgendwann einmal keine praktische Anwendungsmoglichkeit
mehr. Selbstverstindlich sto8t die praktische Anwendung der Methoden
der Spieltheorie auf technische Schwierigkeiten, bisweilen sogar auf recht
ernste, doch davon soll weiter unten die Rede sein.

Wir wenden uns wieder der Gewinnfunktion der Natur zu. Entsprechend
dem Verhalten eines gegen die Natur antretenden Spielers, der irgendein
bestimmtes Ziel vor Augen hat, kénnen wir jeder Situation, die im Ergeb-
nis der Auswahl einer Strategie durch ihn und die Natur eintritt, cine Zahl
zuordnen, die das MaB der Verwirklichung dieser Ziele charakterisiert.
Daher kénnen wir (wenigstens im Prinzip) von der Gewinnfunktion des
Spielers sprechen. Die Natur wihlt jedoch ihre Strategie nach Gesetzen,
die dem Spieler nicht bekannt sind. Falls also ein gegen die Natur antre-
tender Spieler mit duBlerster Behutsamkeit vorgeht (und die Spieltheorie
untersucht bei ihrem derzeitigen Stande gerade solche Spiele), muB er bei
der Wahl seiner Strategie von der Annahme ausgehen, daf§ die tatséchliche
GesetzmiBigkeit der Natur, die ihm noch unbekannt ist, zu Verhaltens-
weisen der Natur fiihrt, die fiir ihn am ungiinstigsten sind. Hieraus folgt,
daB es sich im betrachteten Fall tatsichlich um ein Zweipersonen-Null-
summenspiel handelt.

Gerade eine solche Strategie der Natur, die fiir den Spieler am ungiinstig-
sten ist, wird in der Spieltheorie optimale Strategie der Natur genannt. Das
hat nichts mit einer Vermenschlichung der Natur zu tun und besagt natiir-
lich erstrechtnicht, daB3 etwa die Natur der erklirte Gegner des Menschen sei.

Eines der einfachsten Beispiele eines Spiels gegen die Natur ist wohl
das folgende:
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Beispiel 3. An einem sonnigen Sonntagmorgen (die Sache spielt im
Juli in Leningrad) unternimmt jemand (der Spieler 1) einen Ausflug, wobei
er sich entschlieBt, das damit verbundene Vergniigen mit der Zahl 10 zu
bewerten. Der Terminus ,aufkommende Niederschlagsneigung‘ im Wetter-
bericht des Rundfunks fiir diesen Tag fithrt ihn zu dem SchluB, daf der
Natur zwei Strategien zur Verfiigung stehen: (1) Regen und (2) Trocken-
heit. (Da der Spieler 1 einige GesetzmiBigkeiten der Natur kennt, schlieBt
er von vornherein aus der Menge ihrer Strategien Schnee, Frost, Wirbel-
sturm, Uberschwemmungen usw. aus.) Nun iiberdenkt der Spieler 1 seine
eigenen Strategien. Es sind deren drei: (1) Verzicht auf den Ausflug (in
diesem Fall ist sein Vergniigen am Ausflug unabhiingig von der Strategie
der Natur gleich Null); (2) Mitnahme einer leichten Regenhaut. (Die mit
dem Tragen einer Regenhaut verbundene Unannehmlichkeit verringert
sein Vergniigen bei trockenem Wetter auf 9. Gleichzeitig bewirkt das
Vorhandensein des Mantels, dal der Ausflug sogar bei Regen eines gewissen
Reizes nicht entbehrt; in diesem Falle bewertet der Spieler 1 das mit dem
Ausflug verbundene Vergniigen mit 5); (3) Weggehen ohne Mantel (unge-
triibtes Vergniigen bei trockenem Wetter und sehr méBiges, ndamlich nur
das einer einzigen Einheit entsprechende bei Regen).

Die Matrix des beschriebenen (3 X 2)-Spiels hat somit offensichtlich fol-

gende Gestalt
0 0
5 9
1 10

Das grofte Zeilenminimum der Matrix f4llt mit ihrem kleinsten Spalten-
maximum zusammen; diese Zahl ist gleich 5. Der Spieler 1 hat folglich
ein garantiertes Vergniigen von 5 Einheiten und muf hierfiir seine zweite
Strategie anwenden: Ausflug mit Regenmantel. Die fiir ihn ungiinstigste
Strategie der Natur ist die erste, also Regen.

Zufillige Ereignisse und ihre Wahrscheinlichkeit

Die mathematische Spieltheorie ist ziemlich eng mit der Wahrscheinlich-
keitstheorie verkniipft. Daher diirfte es fiir den Leser zweckmiBig sein,
an einige grundlegende Begriffe der Wahrscheinlichkeitstheorie zu erinnern.
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Wir wollen uns hier auf eine ganz kurze Darlegung der grundlegenden Er-
kenntnisse auf dem Gebiet der Wahrscheinlichkeitsrechnung beschriinken,
ohne dabei den geringsten Anspruch auf Vollstandigkeit oder Exaktheit
zu erheben.

Unter einem Ereignis versteht man all das, wovon es Sinn hat zu sagen,
es geschehe oder es geschehe nicht, daf es getan wird oder nicht getan
wird, daB es geschehen wird oder nicht geschehen wird. Ein Ereignis heifit
zufillig, wenn sein Eintreten nicht genau, sondern nur mit einer gewissen
Wabhrscheinlichkeit vorhergesagt werden kann. Dabei wird unter der
Wahrscheinlichkeit eines zufilligen Ereignisses das Maf fiir die Moglichkeit
seines Eintretens verstanden. Wir nehmen nun an, dafl wir mehrmals
Bedingungen schaffen, unter denen ein bestimmtes zufilliges Ereignis
stattfinden oder nicht stattfinden kann. In diesem Falle pflegt man zu
sagen, dal eine Reihe von Versuchen ausgefithrt wird, von denen einer
ein Ergebnis hat, welches das uns interessierende Ereignis ist. Es zeigt
sich dabei (diese Aussage ist die Quintessenz des sogenannten ,,Gesetzes
der groBen Zahlen®), dal die Hdiufighkeit, mit der unser Ereignis im Laufe
der Versuche eintritt (d. h. die Anzahl, in der das bestimmte Ereignis auf-
tritt, dividiert durch die Anzahl aller Versuche), bei einer hinreichend
groflen Zahl von Versuchen stets nahe bei der Wahrscheinlichkeit des
Ereignisses liegt. Dieser Umstand gab Veranlassung, die Wahrscheinlich-
keit eines Ereignisses zu definieren als Haufigkeit, mit der es in einer hin-
reichend langen Versuchsreihe auftritt. Es sei bemerkt, da8 die Wahr-
scheinlichkeit eines Ereignisses ein objektives Charakteristikum dieses
Ereignisses ist, auch dann, wenn die Moglichkeit seiner Realisierung nur
ein einziges Mal betrachtet wird. Die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses
ist ein objektives Charakteristikum der Bedingungen, unter denen ein
Versuch ablduft. Beispielsweise spiegelt beim Werfen einer Miinze die
jedem moglichen Ausgang des Versuchs (d. h., ob die Miinze mit der ,,Zahl*
oder dem ,,Wappen‘‘ nach oben zu liegen kommt) zugeschriebene Wahr-

1
scheinlichkeit 5 die Symmetrie der Miinze wider. Die Verallgemeinerung

dieses Gedankens auf eine umfangreichere Klasse von Zufallserscheinungen
fithrt uns zu folgender Definition:

Klassische Definition der Wahrscheinlichkeit. Sind alle Ergebnisse irgend-
eines Experiments gleichwahrscheinlich und gibt es n solcher Ergebnisse,

dann ist die Wahrscheinlichkeit jedes einzelnen Ergebnisses gleich —.
n
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Falls das Auftreten eines bestimmten Ereignisses im Eintreten eines be-
stimmten Ergebnisses unter m Ergebnissen unseres Versuches besteht,

dann ist die Wahrscheinlichkeit dieses Ergebnisses gleich —.
n

Sind A und B unvereinbare Ereignisse (d. h., ist ein gleichzeitiges Auf-
treten von A und B unmdoglich) mit den Wahrscheinlichkeiten P(A4) und
P(B), so ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB wenigstens eines davon
auftritt, gleich der Summe der Wahrscheinlichkeiten dieser Ereignisse,
P(A) 4 P(B).

Offenbar ist die Wahrscheinlichkeit eines sicheren Ereignisses, d. h. eines
Ereignisses, das immer eintritt, gleich 1.

Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dafl ein Ereignis .4, dessen Wahrschein-
lichkeit P(A) ist, nicht eintritt, ist daher gleich 1 — P(A4).

Es seien A und B zwei zufillige Ereignisse mit den Wahrscheinlichkeiten
P(A)und P(B). Diese Ereignisse nennt man voneinander unabhdingig, wenn
die Wahrscheinlichkeit dafiir, dafl sic beide eintreten, gleich dem Produkt
ihrer Wahrscheinlichkeiten P(A4)P(B) ist.

Fillt beispielsweise beim zweimaligen Werfen einer Miinze jedesmal
das Wappen nach oben, so sind das zwei unabhiingige Ereignisse. Die

1
Wahrscheinlichkeit, da8 dies eintritt, ist gleich T und das ist gleich dem

Produkt der Wahrscheinlichkeiten dafiir, daf3 jedesmal die Miinze mit
dem Wappen nach oben fallt.

Die Ergebnisse von Experimenten kénnen verschiedenartiger Natur sein.
Von besonderer Wichtigkeit sind jene Experimente, deren Ergebnisse
Zahlen sind. Ein solches Experiment kann als veridnderliche GroBe aufge-
faBt werden, welche die verschiedenen Werte mit gewissen Wahrscheinlich-
keiten annimmt. Beispielsweise sind die Augenzahl beim Wiirfeln, die Zahl
der Trefler auf ein bestimmtes Ziel bei gegebenen SchieBbedingungen usw.
solche Zufallsgrifien. Bisweilen kann man auch den durch Elementarereig-
nisse verursachten Schaden, ferner die Verluste an Soldaten in einer bevor-
stehenden kriegerischen Auseinandersetzung, die Ausschu3quote bei einem
bestimmten technologischen Prozel usw. als ZufallsgréBen ansehen.

Den Zielen und dem Niveau der Darstellung dieses Biichleins entspre-
chend, beschrianken wir uns auf die Betrachtung solcher ZufallsgroBen, die
endlich viele Werte

X1, 2y« « .« » T

annehmen kénnen.
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Dann kann man sich jede Zufallsgrofie A" als System ihrer Werte und
der Wahrscheinlichkeiten, mit denen diese Werte angenommen werden,

vorstellen:
X : <ml e "”") . (11)
pl p2 PP 1)11,

Da alle Wahrscheinlichkeiten offenbar nicht negativ sind, muf} gelten:
pr>=>0, p2>0, ..., pa=>0.

Da auBerdem eine ZufallsgroBe unbedingt einen und nur einen ihrer Werte
annimmt, ist

pr+pet---+pa=1

Eine wichtige Kennzahl einer Zufallsgrofie ist ihr AMittelivert, gewohnlich
mathematische Erswartung (oder Erwartungswert) genannt. Der mit MX
bezeichnete Mittelwert!) einer ZufallsgroBe X ist gleich der Summe der
Produkte aus den Werten der Zufallsgrofie und den Wahrscheinlichkeiten
dieser Werte:

MX =x1p1+22pa+ - - - + 2n pa.

Man kann nun folgendes beweisen (diese Aussage wird ebenfalls Gesetz
der grofen Zahlen genannt): Ist

X1, Xoyoooy Nk

eine Folge unabhingiger Verwirklichungen ein und desselben Experimen-
tes X, d. h. eine Folge von ZufallsgréBen mit einer Struktur, wie sie der
Ausdruck (11) aufweist, so unterscheidet sich das arithmetische Mittel der
experimentell bestimmten Werte dieser Zufallsgrofen bei einer grofen
Zahl von Beobachtungen nur wenig vom gemeinsamen Erwartungswert:

1
(X No o N~ X

AN

Das Zufallsmoment in Spielen

Es wurde bereits erwihnt, daB bisweilen das Verhalten von Spielern
nicht nur von ihrem Willen abhingt, sondern da auch der Zufall seinen

1) In der deutschsprachigen Literatur wird fiir den Erwartungswert gew$hnlich
das Symbol E verwendet.
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EinfluB ausiibt, also den Spielausgang und damit auch die von den Spielern
im Verlaufe eines Spiels zu erzielenden Gewinne beeinflufit. (Manchmal ist
in einem Spiel das Zufallselement von seiten irgendeines Spielers sogar
absichtlich eingebaut: diese Zufilligkeit bildet dann eben einen Bestand-
teil seiner Strategie. In der Spieltheorie besitzt dieser Umstand eine her-
vorragende Bedeutung; weiter unten werden wir ausfiithrlich darauf ein-
gehen.) Es sei betont, daB sich dabei eine vom Verhalten der Spieler véllig
bestimmte Situation gesetzmiBig, eindeutig herausbildet. Sie selbst ist
determiniert, die Gewinne der Spieler jedoch sind in einigen (oder in allen)
Situationen ZufallsgroBen, d. h. verdnderliche GroBen, die mit dieser oder
jener Wahrscheinlichkeit verschiedene Werte annehmen (vgl. den vorigen
Abschnitt!).

Wir werden ferner annehmen, daf ein Spieler, der vor die Notwendigkeit
gestellt ist, eine Strategie zu wéhlen, welche die méglichen Spielsituationen
einschriankt, jene Situationen bevorzugen wird, in denen der mittlere
Gewinn moglichst grof ist. Dies entspricht vollig unserer Vorstellung von
dem Spieler als einem verniinftigen, kaltbliitigen und vorsichtigen Men-
schen. Man kann allerdings die Neigung zur Vorsicht bei einem Spieler
noch verstirken, indem man ihn veranlafit, hohen Gewinnen gegeniiber
gleichgiiltig zu bleiben und hohe Verluste #ingstlich zu meiden. Man kann
umgekehrt aber auch annehmen, daB ein Spieler vabanque spielt, um
groBte Gewinne zu erzielen und dabei Verlusten, selbst verhiltnismiBig
hohen, gleichgiiltig gegeniibersteht. Diese und viele andere ,,psychologi-
sche Einstellungen eines Spielers zum Ausgang eines Spiels kénnen uns,
bei all ihrer Wichtigkeit, hier nicht interessieren. Wir wollen uns vielmehr
auf die erste der aufgezidhlten Haltungen eines Spielers, namlich die ,,mé-
Bige Vorsicht* beschranken. Hierbei besteht das Ziel des ersten Spielers
in einer Maximierung seines mittleren Gewinns, das seines Gegners hin-
gegen in der Minimierung des mittleren Verlustes.

Unter dieser Annahme unterscheidet sich das Aufsuchen der optimalen
Strategien in Spielen, die vom Zufall beeinflut sind, praktisch durch
nichts von der Losung des analogen Problems in den frither untersuchten
Spielen, die vom EinfluBl des Zufalls {rei sein sollten.

Beispiel 4. Wir wollen ein Artillerieduell eines Geschiitzes (Spieler 1)
gegen ein anderes (Spieler 2) untersuchen, das unter folgenden besonderen
Bedingungen ausgetragen wird:

Jeder der Spieler kann auf seinen Gegner nur einen einzigen Schuf}
abfeuern und dies auflerdem nur in einem von zwei Zeitpunkten: F (={riih)
und S (= spit). Falls der Spieler 1 frither als sein Gegner schiefit oder
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gleichzeitig mit ihm, so setzt er seinen Gegner mit der Wahrscheinlichkeit,
sagen wir, 0,6 auBer Gefecht, wonach der Gegner nicht mehr einsatzfihig
ist. Falls der Spieler 1 allerdings spéter als sein Gegner schieft, kann er
ihn mit einer etwas grofleren Wahrscheinlichkeit, beispielsweise mit der
Wabhrscheinlichkeit 0,8 vernichten. Entsprechend soll der Spieler 2, wenn
er {rither als der Spieler 1 oder gleichzeitig mit ihm feuert, seinen Gegner
mit der Wahrscheinlichkeit 0,5 vernichten, wenn er dagegen spiter als
jener schieBt, mit der Wahrscheinlichkeit 0,8.1) Dall sich die Gegner
durch gleichzeitiges Abfeuern der Geschiitze gegenseitig vernichten, wird
als Paar voneinander unabhingiger Ereignisse angesehen. Der Spieler 1
erziclt, wenn er das feindliche Geschiitz vernichtet und sein eigenes behilt,
eine Gewinneinheit, sein Gegner aber verliert diese Einheit. In den ibrigen
Fillen erzielt jeder der Spielteilnehmer null Einheiten.

Die Lésung dieses Problems beginnt mit der Aufstellung der Gewinn-
matrix, d. h. mit der Berechnung des Gewinns des ersten Spielers in den
einzelnen Situationen.

Bezeichnen wir die Strategien des Spielers 1 mit 17 und 1s, die des
Spielers 2 hingegen mit 2¢ und 25, so haben wir es mit einem (2 X 2)-Spiel
zu tun. Berechnen wir nun die Gewinne des Spielers 1 in den verschiedenen
Situationen:

Situation (1r, 2¥). Dafiir, daB der Spieler 1 den Gegenspieler vernichtet
und dabei selbst unversehrt bleibt, ist hier mit der Wahrscheinlichkeit
0,6-(1 —0,5) = 0,3 zu rechnen. In diesem Falle gewinnt er 4-1. Dalfiir,
daB es ihm nicht gelingt, den Gegner zu vernichten und er selbst das
Geschiitz verliert, besteht die Wahrscheinlichkeit (1 —0,6)-0,5 = 0,2,
wobei sein Ergebnis —1 ist. In den iibrigen Fallen erhilt er Null. Der
mittlere Gewinn des Spielers 1 in dieser Situation ist somit gleich

1-0,3 4 (—1)-0,2 = +0,1.

Sttuation (1¥, 25). Falls der Spieler 1 den Gegner vernichtet (und er ver-
mag dies mit der Wahrscheinlichkeit 0,6), gewinnt er in dieser Situation
seine +1, womit das Spiel sein Ende findet. Verfehlt er jedoch sein Ziel
(was mit der Wahrscheinlichkeit 0,4 geschieht), so wird er selbst mit der
Wabhrscheinlichkeit 0,8 abgeschossen. Folglich verliert der Spieler 1 in
dieser Situation eine Einheit mit der Wahrscheinlichkeit 0,4-0,8 = 0,32.
Der mittlere Gewinn des Spielers 1 ist in dieser Situation somit gleich

1-0,6 + (—1)-0,32 = -+0,28.

1) Die Zahlenwerte in diesem Beispiel sind véllig willkiirlich gewahlt.
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Situation (1s, 2¥). Der Spieler 1 gewinnt eine Einheit, wenn sein Gegen-
spieler danebenschieft, er selbst jedoch trifft. Das geschieht mit der
Wahrscheinlichkeit (1 —0,5)-0,8 = 0,4. Trifflt allerdings sein Gegner,
was mit der Wahrscheinlichkeit 0,5 der IFall ist, so verliert er eine Einheit.
In den iibrigen Fillen erhilt er wieder Null, und sein mittlerer Gewinn
ist gleich

1-0,4 + (—1)-0,5 = —0,1.

Situation (ls, 2s). Hier ist offenbar die Wahrscheinlichkeit jedes der
Ergebnisse gleich den entsprechenden Wahrscheinlichkeiten in der Situa-
tion (17, 2¥) und der Gewinn des Spielers 1 gleich 4-0,1.

Die Gewinnmatrix des untersuchten Spiels hat also folgende Gestalt:

0,4 0,28

—0,1 041
Das grofite Zeilenminimum dieser Matrix ist gleich ihrem kleinsten Spalten-
maximum, und zwar +0,1. Daher ist der Wert des Spiels gleich +0,1
und die optimalen Strategien der Spieler sind 1r und 2r. (Es ist also
méglichst {rith zu schieBen. Ein gewisser Vorteil des Spielers 1 iiber den

Spieler 2 in diesem Spiel erkliart sich dadurch, da das Ergebnis eines
fritheren Abfeuerns fiir ihn giinstiger ist als fiir den Spieler 2.)

Spiele mit voneinander verschiedenen Maximin und Minimax
(Nicht streng determinierte Spiele)

Wie schon an fritherer Stelle geklirt wurde, ist notwendig und hinrei-
chend fiir die Existenz eines Gleichgewichtszustandes (eines Sattelpunktes)
in einem Matrixspiel die Gleichheit von Maximin und Minimax:

max min a;; = min max as;.
i 3 j %
Wenn also diese Ausdriicke verschieden sind, d. h., wenn
max min a;; < min max ag;
i i
1st (wir haben ja gezeigt, dal bei ungleichen Minimax und Maximin
gerade diese Beziehung bestehen muB), kann das Spiel I" keine Gleichge-
wichtszustéinde aufweisen.
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Der Spieler 1 ist aber immer in der Lage, sich den Gewinn max min ai;

i j
zu sichern. Bei Gleichheit von Minimax und Maximin gewinnt der Spieler 1
also tatsiichlich genau soviel, wie er in diesem Spiel iiberhaupt gewinnen
kann. Daher bleibt ihm, wenn er diejenige Strategie wihlt, die den Aus-

druck min a;; maximiert, im buchstiiblichen Sinne des Wortes nichts

besseres ;u wiinschen iibrig. Sind jedoch Minimax und Maximin verschie-
den, bleibt also der tatsichlich garantierte Gewinn des Spielers 1 unter
dem Gewinn, den er erzielen konnte, da kein grundsitzliches Hindernis
existiert, so muf} er natiirlich irgendeine zusétzliche Moglichkeit suchen,
den garantierten Gewinn zu vergroBern. Die folgenden Uberlegungen
zeigen, dafl dieses Suchen systematisiert werden kann.

Wir untersuchen zu diesem Zweck das wohl einfachste Matrixspiel, in
dem Maximin und Minimax voneinander verschieden sind, nimlich das

Matrixspiel
—1 1
. 12
) .
Hier ist
max min a;; = —1,
% j
min max ay; = 1.
j [

Alle bisher angestellten Uberlegungen iiber verniinftiges Verhalten der
Spieler sind also bei diesem Spiel nicht anwendbar. Dieses Spiel ist iiberdics
ein Modell fiir sehr oft auftretende Erscheinungen. Wir wiirden uns
nimlich jedesmal dann in der Lage eines Teilnehmers an einem solchen
Spiel befinden, wenn wir zur Erreichung unserer Ziele zwischen zwei Ver-
haltensweisen wihlen konnten und die uns bekannten Verhiltnisse eben-
falls zweifacher Natur wiren: entweder giinstig {iir die erste Art und
Weise des Verhaltens und ungiinstig fiir die zweite oder umgekehrt. Diese
Verhiltnisse konnten insbesondere durch unseren Gegenspieler geschaflen
werden und seine Strategien sein.

Analysieren wir ein Spiel mit der Matrix (12) am Beispiel des Zahl-
Wappen-Spiels im folgender Form: Der Spieler 1 legt die Miinze entweder
mit der Vorderseite (,,Zahl“) oder der Riickseite (,,Wappen‘‘) nach oben
auf einen Tisch; der Spieler 2 hingegen, der die Lage der Miinze nicht
kenut, versucht zu erraten, auf welcher Seite sie liegt. Im Falle einer rich-
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tigen Antwort gewinnt der Ratende die auf dem Tisch liegende Miinze,
anderenfalls mufl er dem Gegenspieler die gleiche Summe ausbezahlen.

Wollen wir annehmen, daf} unsere Spieler dieses Match geniigend lange
(,»;endlos*) spielen, wobei jede ihrer Partien aus dem oben beschriebenen
Spiel besteht. Welcher Taktik miissen sich die Spieler in diesem Match
bedienen, um einen systematischen Gewinn zu erzielen (oder wenigstens
keinen systematischen Verlust zu erleiden)?

Das primitivste Verhalten des Spielers 1 bestiinde darin, daB er die
Miinze ausschlieflich auf ein und dieselbe Seite legt. Angenommen, er
wiirde die Miinze immer mit dem Wappen nach oben auf den Tisch legen.
Dann wiirde der Spieler 2 dies nach einigen Partien zweifellos bemerken
und, wenn er stets Wappen riit, systematisch zu gewinnen beginnen.
In Voraussicht der Wendung der Dinge kann nur in einem sehr beschrink-
ten Spielergehirn der Gedanke aufkommen, es erwachse ein systematischer
Gewinn, wenn die Miinze immer mit dem Wappen nach oben gelegt wird;
es ist klar, daB8 hier offenbar zwischen Zahl und Wappen irgendwie abge-
wechselt werden muB.

Nehmen wir jetzt an, der Spieler 1 habe sich entschlossen, die Miinze
bei jeder geradzahligen Partie mit dem Wappen nach oben zu legen, bei
jeder ungeradzahligen dagegen mit der Zahl. Auch dann wird der Spieler 2
recht bald die Taktik seines Gegenspielers durchschauen und wieder systema-
tisch zu gewinnen anfangen. Zu analogen Ergebnissen wiirde man auch kom-
men, wenn man annihme, da3 der Spieler 1 seine Strategien zwar in irgend-
einer spitzfindigeren, jedoch gesetzmiBigen Art und Weise wechseln wiirde.

Diese Uberlegungen zeigen, daB sich der Spieler 1 beim Wechsel seiner
Strategien fiir eine Taktik entscheiden muf}, die gewihrleistet, dafl die
Ergebnisse der vorhergegangenen Partien dem Gegner in den nachfolgen-
den Partien keinerlei Informationen iiber sein Verhalten liefern kénnen.

Da ein wie immer gearleter systematischer Wechsel zwischen Zahl und
Wappen vom Gegner nach einer geniigend groflen Anzahl von Partien er-
raten werden kann, mufl das Auftreten der Zahl (des Wappens) der Miinze
in jeder Partie ein zufilliges Ereignis sein. Damit nun der zweite Spieler
anhand seiner Beobachtungen keinerlei Informationen fiir die Zukunft
gewinnen kann, miissen alle diese den einzelnen Partien entsprechenden
Zufallsereignisse voneinander unabhingig sein.

Folglich werden wir annehmen, da der Spieler 1 in jeder Partie mit
der Wahrscheinlichkeit p die Miinze mit dem Wappen nach oben legen
wird. Dann wird der Spieler 2, wenn er stéindig Wappen rét, mit der Wahr-
scheinlichkeit p richtig raten und vom ersten Spieler eine Einheit erhalten,
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der Spieler 1 hingegen wird mit der Wahrscheinlichkeit 1 — p gewinnen.
Der mittlere Gewinn des Spielers 1 ist somit gleich

1-d—p)+ (—1)-p=1—2p. (13)
Falls der Spieler 2 stéindig Zahl raten sollte, so wire der mittlere Gewinn
des Spielers 1 je Partie gleich

—H-d—p)+1-p=2p—L (14)

Vergleicht man die Ausdriicke (13) und (l4), so sieht man, daf} bei
1 1

p <~ der Spieler 2 stets Wappen raten muf}, dagegen bei p > 5 Zahl.

Das verhilft ihm im Mittel zu einem Gewinn von

P—5 je Partie. Die

einzige Moglichkeit, den Spieler 2 daran zu hindern, systematisch zu ge-
1
winnen, besteht fiir den Spieler 1 in der Wahl des Wertes p = 5 Infol-

gedessen ist die einzig verniinftige Verhaltensweise fiir den Spieler 1 ein dem
Zufallsprinzip entsprechendes Legen (Werfen) der Miinze (wie es iibrigens
beim Zahl-Wappen-Spiel gerade praktiziert wird).

Es ist unschwer einzusehen, daf aus einem analogen Grunde der Spieler 2
ebenfalls keine bessere Methode finden kann, als zufallsbedingt mit der

Wahrscheinlichkeit i und unabhingig von Partie zu Partie Zahl oder
Wappen zu raten.

Hierbei erzielt keiner der Spielteilnehmer im Mittel je Partie einen syste-
matischen Gewinn.

Der hier anhand des Zahl-Wappen-Spiels beschriebene wahrscheinlich-
keitstheoretische Losungsweg fiir ein solches Problem wurde fiir eine
ziemlich umfangreiche Klasse von Spielen schon in den zwanziger Jahren
von Borel, von Neumann und IKalmér erarbeitet.l) In dieser Weise wurde
die Spieltheorie von der Wahrscheinlichkeitstheorie durchdrungen und die
enge Verbindung dieser beiden Disziplinen geschaﬂen

Es leuchtet also ein, daBl bei verschiedenen max min ai; und min max ai;

i .
die Heranziehung von Zufallsstrategien es jedem épleler erm(:frhcht zu
seinem garantierten Gewinn einen bestimmten Teil des Diflerenzbetrages
min max a;; — max min a;j

. . J i i J
hinzuzugewinnen.

1) Die Arbeit J. von Neumanns ,,Zur Theorie der Gesellschaftsspiele® findet
sich in Math. Annalen 100 (1928), Seite 295—320.
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In dem hier analysierten Beispiel des Zahl-Wappen-Spiels stellt sich
diese Dillerenz als génzlich aufgeteilt heraus. Dieser Sachverhalt ist fiir
Matrix-Spiele typisch.

Gemischte Strategien

Betrachten wir nun die Ergebnisse einer Zufallsauswahl der Strategien
durch die Spieler etwas niher.

Angenommen, wir hétten es mit einem Matrixspiel I zu tun, und seine
Matrix sei

ail ai2 ain

azi azz azn
A=

aml am2 o . . amn

Wihlt der erste Spieler seine Strategien zufillig aus, so gleicht dies einem
Experiment, in dem seine Strategien (d. h. die Zeilen der Matrix A) irgend-
welche Wahrscheinlichkeiten z1, x2, . . ., zm haben. Eine solche Zufallsaus-
wahl ist aber ebenfalls eine Art des Verhaltens des Spielers 1, also im Grunde
eine seiner Strategien. Um Strategien einer solchen Art von den urspriing-
lich definierten Strategien eines Spielers zu unterscheiden, nennt man sie
gemischte Strategien. Die urspriinglich behandelten Strategien eines Spie-
lers (d. h. die Zeilen einer Gewinnmatrix) nennt man im Gegensatz dazu
reine Sirategien.

In entsprechender Weise werden die gemischten Strategien des Spielers 2
definiert.

Da im Verlaul eines Zweipersonen-Nullsummenspiels von der Sache her
die Spieler keinerlei Informationen austauschen kénnen, muf} die zufillige
Wahl der Strategien durch den ersten Spieler unabhiingig von der des zwei-
ten erfolgen. Wenn daher der Spieler 1 seine i-te reine Strategie mit der
Wahrscheinlichkeit x¢ und der Spieler 2 seine j-te reine Strategie mit der
Wahrscheinlichkeit y; wihlt, so wird die in diesem Spiel durch die Strate-
gien 1; und 2; bestimmte Situation die Wahrscheinlichkeit zsy; aufweisen.

Der Spielablauf im Spiel I" nimmt also bei Anwendung gemischter Stra-
tegien seitens der Spieler die Gestalt eines Experimentes mit zufilligem
Ausgang an, dessen Lrgebnisse die Spielsituationen sind.

4 VOROB.OFF
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Dieses durch die gemischten Strategien der Spieler vollstindig festgelegte
Experiment mit zufilligem Ausgang nennt man Situation bei gemischten
Strategien.

Da die Situation (X, Y) bei gemischten Strategien X = (z1, 23, . . ., Zm)
und Y = (y1, y2, . .., ya) ein Experiment mit zufilligem Ausgang ist,
dessen Ergebnisse wiederum Situationen bilden, denen jeweils ein genau
bestimmter Gewinn zugerechnet wird, verwirklicht jede Situation bei ge-
mischten Strategien eine zuféllige Wahl einer bestimmten Zahl. Jeder Si-
tuation bei gemischten Strategien entspricht also eine bestimmte Zufalls-
groBe. Diese ZufallsgréBe nimmt die Werte

A1, Q125 « « +5 Almy A1y + « o5 A2ns -+« Amn
mit den Wahrscheinlichkeiten

T1Y1, T2Y25 + + = T1Yny T2YL, « -« T2Yny + + +» Tmlfn
an.

Daher ist der Mittelwert dieser Zufallsgrofe gleich

anziyr + azya + - - ainTiyn
+ asirsyr + azersye - 4 aznx2yn
+ amZmy1 + ameTmye 4+ + dmaZmin.

Dieser Mittelwert wird Gewinn des Spielers 1 in dem Spiel I' bei einer Si-
tuation mit den gemischten Strategien (X, Y) genannt und in Analogie
zum Gewinn in einer gewdhnlichen Situation mit H (X, Y) bezeichnet.

Jetzt befinden wir uns wieder in einer gewohnten Lage. Der Spieler 1, der
seine gemischte Strategie X auf willkiirliche Weise wihlt, sucht seinen Ge-
winn Hp (X, Y) zu maximieren. Der Spieler 2, der seine gemischte Strate-
gie Y willkiirlich wibhlt, ist bestrebt, H (X, Y) zu minimieren. Daher ga-
rantiert ein verniinftiges Verhalten des Spielers 1 diesem einen Gewinn, der
nicht kleiner ist als

max min (X, Y), (15)
p.¢ Y
hingegen 148t ein verniinftiges Verhalten des Spielers 2 fiir den Spieler 1
nur einen Gewinn zu, der nicht gréBer ist als
min max Hp (X, Y). (16)
Y X

Hier tritt aber ein bemerkenswerter Umstand zutage, der sich von un-

seren Uberlegungen in den Abschnitten ,,Das Minimaxtheorem*‘ und ,,Spie-
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le mit voneinander verschiedenen Maximin und Minimax* grundlegend
unterscheidet. Das Mazimin (15) und das Minimaz (16) sind einander immer
gleich. Diese Aussage nennt man allgemein Minimax-Theorem. Auf Grund
des Minimax-Theorems existieren fiir Matrix-Spiele bei gemischten Strate-
gien stets Gleichgewichtszusténde.

Der erste Beweis der Gleichheit des Maximin (15) mit dem Minimax (16)
wurde im Jahre 1928 von John von Neumann gefunden; gegenwirtig
existieren bereits ziemlich viele Beweise fiir diesen mathematischen Lehr-
satz. Fiir einen Leser, der sich mit der Spieltheorie das erste Mal befaBt, ist
das Studium jedes dieser Beweise eine recht schwierige Angelegenheit. Des-
halb wollen wir hier auch nicht darauf eingehen.

Die grundsitzliche Bedeutung des Minimax-Theorems besteht darin, daf3
die obigen Uberlegungen iiber verniinftige Verhaltensweisen der Spieler,
die zu Sattelpunkten fiihren, bei jedem endlichen Zweipersonen-Nullsum-
mensplel anwendbar sind.

Der praktische Wert dieses Theorems ist bedeutend bescheidener. Er
lauft einfach darauf hinaus, daf bei der Suche nach einem Sattelpunkt bei
gemischten Strategien in jedem Matrix-Spiel Hoffnung auf Erfolg besteht.
Das Minimax-Theorem selbst zeigt den Spielern in Matrix-Spielen keinen
Weg zur Auffindung optimaler gemischter Strategien. Dieses Problem ist
davon unabhingig und ziemlich schwierig. Gegenwirtig sind einige Lésungs-
wege hierfiir bekannt, die sich voneinander sowohl hinsichtlich der Kom-
pliziertheit des verwendeten mathematischen Apparates als auch hinsicht-
lich des Ausmafles der damit verbundenen Rechenarbeit sowie des Anwen-
dungsbereiches unterscheiden. AuBerdem gibt es eine ziemlich groe Anzahl
von Matrix-Spielen, fiir die es im Ergebnis der Anwendung dieses oder jenes
speziellen Kunstgriffes gelang, optimale Strategien der Spieler zu finden.

Wir wollen jetzt annehmen, von cinem der Spieler sei eine gemischte
Optimalstrategie gefunden worden. Sie mége darin bestehen, daB die erste
reine Strategie dieses Spielers von ithm mit der Wahrscheinlichkeit z1 ge-
wihlt werden muf}, die zweite mit der Wahrscheinlichkeit 22 usw. Zur tat-
sichlichen Verwirklichung dieser gemischten Strategie muf} irgendein Me-
chanismus geschaffen werden, der sich in sovielen Zustinden befinden
kann, wie der Spieler reine Strategien hat, und der sich im Augenblick des
Beobachtens mit der Wahrscheinlichkeit x1 im ersten Zustand, mit der
Wabhrscheinlichkeit 72 im zweiten usw. befindet. So kann man z. B. zur
Verwirklichung einer gemischten Strategie, die mit der Wahrscheinlichkeit

4

5 eine der reinen Strategien des Spielers ist und mit der Wahrscheinlich-

4*
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keit — eine andere, eine Miinze werfen und, wenn die Miinze mit dem Wap-

2
pen nach oben zu liegen kommt, geméf der ersten Strategie handeln, an-
dernfalls gemaB der zweiten.
Nun wollen wir einige Beispiele von Matrix-Spielen untersuchen, in denen
die Spieler keine optimalen reinen Strategien haben. (Gemischte Optimal-
strategien haben die Spieler ja auf alle Fille!)

Beispiel 5. Ein gewisser Herr Petrow geht in Leningrad auf dem New-
skij-Prospekt spazieren und sieht, dal in den Buchkiosken an allen Stra-
Benkreuzungen eine iiberaus erfolgreiche Neuerscheinung des Biichermark-
tes verkauft wird. Petrow durchdenkt seine zwei Strategien, die darin be-
stehen, daB er entweder dafl Buch kauft oder nicht kauft. (Es ist ndmlich
nicht ausgeschlossen, daB seine Frau, deren Arbeitsplatz in der Néhe eines
ausgezeichneten Biicherkiosks gelegen ist, das Buch ebenfalls kauft.) FFalls
sich am Abend bei ihm zu Hause ein Buch befindet, so kann die Freude
iiber dieses Ereignis mit zwel Einheiten bewertet werden. Befinden sich
aber zwei derartige Biicher zu Hause, so wiirde der Arger wegen des sinn-
losen Kaufes eines zweiten Exemplars des gleichen Buches diese Freude
auf eine einzige Einheit verringern. Falls schlieBlich das Buch iiberhaupt
nicht gekauft wurde, so wiirde bei einer Reaktion der Frau: ,,Télpel, war
am Newskij und hat nicht gekauft . ..« der Ager Petrows durch eine nega-
tive Grofle, ndmlich mit —2 Einheiten, zu bewerten sein.?)

Somit besitzt die Natur (oder das Schicksal, wenn man will), die sich
Herrn Petrow zum Werkzeug macht, gleichfalls zwei reine Strategien, und
unser Petrow hat es als Spieler 1 im (2 X 2Z)-Spiel mit der Gewinnmatrix

b =)

Bei der Ermittlung des Maximins und des Minimax’ stellt sich heraus, daf3

zu tun.

max min a7 = 1, min max ay = 2
? J J K3
ist. Das bedeutet, daB in diesem Spiel bei reinen Strategien kein Sattelpunkt
existiert. Folglich miissen sich die Spieler gemischter Strategien bedienen.
Angenommen, der Spieler 1 spiele seine erste reine Strategie mit der
Wabhrscheinlichkeit p, seine zweite dementsprechend mit der Wahrschein-

1) Dieses Spiel beruht auf der Erscheinung, dafl in der Sowjetunion Biicher
sofort nach Erscheinen vergriffen zu sein pllegen. — Anm. d. Ubers.
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lichkeit 1 — p. Dann ist der Gewinn, falls der Spieler 2 seine erste reine
Strategie verwendet, gleich

1p+2:(1—p)=2—p.

Verwendet der Spieler 2 hingegen seine zweite reine Strategie, so ist der
Gewinn des ersten Spielers gleich

2:-p—2-0—p)=4p—2.

Der Spieler 1 kann mit dem kleineren dieser beiden Gewinne rechnen.
Wenn nun p von 0 bis 1 wichst, wichst der Gewinn 4 p —2 von —2 bis +2,
der Gewinn 2 — p verringert sich von 2 auf 1. Daher ist bei kleinem p

4p—2<2—p,
so daB 4 p — 2 der kleinere der beiden Gewinne ist. Das bedeutet, daf} der
kleinere Gewinn mit wachsendem p bis zu dem Zeitpunkt zunimmt, an dem
er durch den Ausdruck 2 — p beschrieben wird und abzunehmen beginnt.

Am Grenzpunkt, wo der Minimalgewinn am gréBten ist, miissen beide Ge-
winne einander gleich sein:

2—p=4p—2.

4
Das ist fiir p = — der Fall. Somit besteht die Optimalstrategie des Spie-
P 5 P g P
4

lers 1 in der Wahl der ersten reinen Strategie mit der Wahrscheinlichkeit —

und der zweiten reinen Strategie mit der Wahrscheinlichkeit 5 Der Wert
des Spiels ist dann gleich
2 2 i 1 !
P=27% =%

Zur Verwirklichung seiner gemischten Optimalstrategic kénnte man
Petrow folgendes raten: Er soll einen alten Straflenbahnfahrschein oder
beispielsweise auch einen Zehnrubelschein nehmen und die letzte Ziffer der
darauf befindlichen Registriernummer feststellen. Ist diese Ziffer 0 oder 1,

so soll er den Kauf unterlassen. | Das ereignet sich mit der Wahrscheinlich-

10 5

keit 5 soll er das Buch kaufen.

Hier ist es eigentlich nicht angebracht, von einer optimalen Strategie
des Spielers 2 zu sprechen. Denn dieser durch Frau Petrow verkorperte

1
keit von 3, d. h. —) In allen anderen Fiillen (d. h. mit der Wahrscheinlich-
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Spieler ist in genau dem gleichen MaBe wie Petrow selbst an einer familidren
Freude interessiert. Es liegt somit keinesfalls in ihrem Interesse, den Ge-
winn des IZhemannes zu minimieren. Ihr Verhalten wird jedoch von einer
Reihe von Bedingungen bestimmt, die dem vor einem Biicherkiosk grii-
belnden Mann unbekannt sind, und er kann annehmen, diese Bedingungen
seien fiir ihn denkbar ungiinstig.

Fiir den Fall, daB diese ungiinstigen Bedingungen platzgreifen, sei ange-
nommen, daf die Frau das Buch mit der Wahrscheinlichkeit ¢ kaufen und
es mit der Wahrscheinlichkeit 1 — ¢ nicht kaufen wird. Dann wird der
,» Verlust der Natur* beim Kauf des Buches durch Petrow im Mittel gleich

tg+2-(1—q=2—¢
sein; kauft er das Buch jedoch nicht, so ist dieser Verlust gleich

2.+ (—2)-(1—q) =4qg—2.

=~

Durch Gleichsetzen dieser Ausdriicke erhalten wir g =

Beispiel 6. Das folgende Kinderspiel heiit ,,Stein — Papier — Sche-
re‘. Dabel deuten zwei Spieler durch Gebérden gleichzeitig einen der drei
in der Bezeichnung des Spiels aufgezahlten Gegensténde an. (Hierbei dient
die Faust als Symbol fiir den Stein, das Papier wird durch die flache Hand
wiedergegeben und die Schere schlieBlich durch \useinanderspreizen von
Zeige- und Mittelfinger.) Falls beide Spieler die gleichen Gegensténde zeigen,
ist der Gewinn eines jeden von ihnen gleich Null. In den iibrigen Fillen
gewinnt ,,Stein‘ gegeniiber ,,Schere 1 Einheit (der Stein zertriimmert die
Schere) und verliert gegeniiber ,,Papier 1 Einheit (Papier wickelt den
Stein ein). ,,Papier’ hingegen verliert seinerseits gegeniiber ,,Schere®
1 Einheit (die Schere schneidet das Papier). Dieses Spiel hat also folgende
(3 X 3)-Gewinnmatrix:

0 1 —
—1 0 1
1 —1 0

Man sieht, dal hier das Maximin und das Minimax voneinander ver-
schieden sind. (Sie sind —1 und 4-1.) Die Spieler verfiigen daher in diesem
Spiel iiber keine optimalen reinen Strategien. Fiir die Losung dieses Pro-
blems bedienen wir uns eines bereits verwendeten Verfahrens, das wir in
entsprechender Weise fiir den IFall eines Spiels abéndern, in dem fiir jeden
einzelnen Spieler drei Strategien bestehen. Angenommen, der Spieler 1
wiirde seine Strategien mit den Wahrscheinlichkeiten p, g und 1 — p — ¢
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verwenden. Dann erzielle er gegen die erste Strategie des Spielers 2 einen
mittleren Gewinn von
O.p+(—1)-g+1-0—p—qg =1—p—2¢,
gegen die zweite gegnerische Strategie
Lp+0g+(—1)-0—p—q)=2p+q¢—1
und schlieBlich gegen die dritte
(—h)-p+19+0-(l—p—g)=g—p.
Angenommen, der Spieler 2 verwende bei seiner gemischten Optimal-

strategie alle drei reinen Strategien. Dann gilt

1—p—2¢=¢qg—p,

. ! | =q9—Pp 17)
2p+q¢—1=q—p.

Wiren die Verluste des Spielers 2 (vorausgeselzt, daf} dieser seine reinen
Strategien einsetzt) verschieden, so diirfte der Spieler tatsiichlich genau
jene Strategie (oder jene Strategien) iiberhaupt nicht benutzen, bei der sein
Verlust am groBten wire.

Die Formeln (17) liefern uns
3q =
3p=1,
und daraus folgt

1
p=q=1—p—q=+

Analog (némlich auf Grund der Symmetrie der Rollen der Spieler) ergibt
sich, daB auch der Spieler 2 jede seiner drei reinen Strategien mit einer
1
Wabhrscheinlichkeit von £} verwenden muB.

Der Wert des Spiels ist gleich Null.

Beispiel 7. Gesucht sind die optimalen Strategien der Spieler in einem
Spiel mit der Matrix

2 -2 1
—2 2 1
—1L —1 0

Da Minimax und Maximin (diese sind hier gleich +1 und —1) verschie-
den sind, muBl man die Optimalstrategien der Spielteilnehmer unter den
gemischten Strategien suchen.
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Wir wollen wieder, wie schon an friiherer Stelle, annehmen, die optimale
Strategie des Spielers 1 bestehe darin, dall er die erste, zweite und dritte
Matrixzeile entsprechend mit den Wahrscheinlichkeiten p,qund 1 — p —gq
wihlt. Dann wird der Spieler 1, wenn der Spieler 2 die erste, zweite und
dritte Matrixspalte wihlt, den mittleren Gewinn

2.p+(—2) g+ (—1)-0—p—q)=3p—qg—1,
(—2)p+2q+ () (—p—q)=39g—p—1,
1-p+1.q+0-0l—p—qg)=p+gq
erzielen.

Nehmen wir an, dal der Spieler 2 in seiner optimalen Strategie alle drei
reinen Strategien verwendet. Dann muf} gelten

3p—q—1=p+yq
3¢g—p—1=p+q.

Hieraus erhalten wir

Pp—q=

q9—pP=

N[ =~ oo =

was offensichtlich unmoglich ist. Falls somit der Spieler 2 seine optimale
Strategie verwendet, darf er eine (und nur eine!) seiner reinen Strategien
nicht verwenden:

Der Spieler 2 wird seine erste Strategie nicht verwenden, falls

3¢g—p—1=p+yq, (18)

sein Verlust aber unter den Verhiltnissen der ersten Strategie grofer als
bei den tbrigen ist. Aus (18) folgt aber

1
q—p+5=

so daf
1
pto=2ptyg

ist. Der Verlust unter den Verhéltnissen der ersten Strategie ist jedoch

1
3p—qg—1=2p— =,
P—q P—3

also kleiner, was ein Widerspruch ist.
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Zu einem analogen Widerspruch fiihrt die Annahme, daB der Spieler 2
seine zweite reine Strategie nicht verwendet. Somit bleibt nur noch anzu-
nehmen, daB der Spieler 2 seine dritte reine Strategie nicht verwendet, d. h.

3p—q—1=3q—p—1. (19)
Die Zahl p + ¢ ist aber grofer als jede der beiden Seiten dieser Gleichung:
Aus (19) folgt p = ¢, d. h., jede Seite von (19) ist gleich 2 p — 1, und diese
Zahl ist tatsdchlich kleiner als p 4 ¢ (= 2 p).

Analoge Uberlegungen iiberzeugen uns davon, daB auch der Spieler 1
seine dritte Strategie nicht verwenden wird. Deshalb ist 1 —p — g =0
1
ok

Daher mufl der Spieler 1 mit gleicher Wahrscheinlichkeit seine ersten
beiden Strategien verwenden. Analog muf} der Spieler 2 handeln. Der Wert
des Spiels ist gleich Null.

oder p + ¢ = 1. Wegen p = q erhalten wir p = ¢ =

Der Begriff der Strategiendominanz

Wie wir sehen, {ithrt schon der Ubergang von Spielen, in denen die Spie-
ler iiber je zwei Strategien verfiigen, zu Spielen mit je drei Strategien zu
ziemlich verwickelten Uberlegungen. Ein weiteres Ansteigen der Anzahl
der Strategien der Spieler kompliziert die Lésung eines Spiels noch weiter.
Deshalb soll man jedesmal, wenn sich die Gelegenheit bietet, ein zu unter-
suchendes Spiel in ein anderes iiberfithren, in dem die Spieler iiber eine ge-
ringere Anzahl von Strategien verfiigen.

Die einfachste derartige Moglichkeit bietet sich im Falle der sogenannten
Dominanz der Strategien an:

Man sagt, daB} in einem Spiel mit der Matrix

ail a2 ain
azi ag2 azn
aml  am?2 amn

die i-te Strategie des Spielers 1 iiber dessen k-te Strategie dominiertl), wenn
ai > akl, @iz 2 Ak, - - -, Ain 2> Akn

1) In diesem Zusammenhang ist auch der Ausdruck majorisieren gebriauchlich
(vgl. J. von Neumann, O. Morgenstern: Spieltheorie und wirtschaftliches Verhal-
ten, Wiirzburg 1961).
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gilt (d. h., wenn die Elemente der i-ten Zeile der Gewinnmatrix nicht klei-
ner sind als die entsprechenden Elemente ihrer k-ten Zeile) und dafl die
Jj-te Strategie des Spielers 2 iiber dessen [-te Strategie dominiert, wenn

a1 < a11, 25 < Qg1, -« -5 Omf < Am

gilt (d. h., wenn die Elemente der j-ten Spalte der Matrix nicht gréfer sind
als die entsprechenden Elemente ihrer I-ten Spalte).

Beispielsweise dominieren in einem Spiel mit der Matrix

'3 2 5
1 0 4
2 5 7

die erste und dritte Strategie des Spielers 1 iiber dessen zweite Strategie,
und die erste und die zweite Strategie des Spielers 2 dominieren iiber dessen
dritte Strategie.

Bei der Verwendung einer majorisierten Strategie kann der Spieler 1
unabhingig von dem Verhalten seines Gegners nicht mehr erzielen, als er
bei der Verwendung einer dominierenden Strategie erhalten wiirde. Folg-
lich kann sich sein Gewinn nur vergrofern, wenn er eine majorisierte Stra-
tegie durch eine dominierende ersetzt. Deshalb braucht der Spieler 1 seine
majorisierte Strategie nicht zu benutzen, sondern kann sie behandeln, als
sei sie durch die Spielregeln iiberhaupt nicht vorgesehen. Man braucht
daher majorisierte Strategien in einem Spiel nicht zu beriicksichtigen und
kann die ihnen entsprechenden Zeilen der Gewinnmatrix streichen.

Aus dem gleichen Grunde darf man aus der Matrix die Spalten streichen,
die den majorisierten Strategien des Spielers 2 entsprechen.

Bisweilen fiihrt dieses Auslassen der majorisierten Strategien der Spieler
zu einer schnelleren Losung des Spiels.

Beispielsweise dominiert in einem Spiel mit der Matrix

1 2 3
2 =2 3
0 1 -5

die erste Strategie des Spielers 1 iiber dessen dritte Strategie, so daf} sich
das Problem auf die Losung eines Spiels mit der Gewinnmatrix

1 2 3
2 =2 3
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zuriickfithren 148t, in der wiederum jede der ersten beiden Strategien des
Spielers 2 iiber die dritte Strategie dominiert. Deshalb kann dieses Spiel in
ein Spiel mit der Gewinnmatrix

1 2

2 =2
umgeformt werden; dieses Spiel konnen wir aber bereits 16sen (siehe Bei-
spiel 5!)

Spiele mit zweifach auftretendem Zufall

Im Beispiel 3 wurde ein Spiel untersucht, in dem der Zufall auf die Gewinne
der Spieler einen Einfluf} ausiibt. In den Spielen, die in den Beispielen 5, 6
und 7 behandelt wurden, hat der Spieler selbst das Zufallselement in das
Spiel einbezogen, um ein optimales Ergebnis zu erreichen. Offensichtlich
mufl man sich aber auch mit Spielen befassen, in denen der Zufall zweifach
auftritt: sowohl unabhingig vom Willen der Spieler als auch ihrem Wun-
sche entsprechend.

Beispiel 8. Gesetzt den Fall, Oberst Blotto hiitte wieder genau das gleiche
Problem zu lésen wie in Beispiel 2, jetzt aber mit anderen Siegeserwartun-
gen an jedem der Gebirgspisse. Wir wollen annehmen, die Wahrscheinlich-
keiten fiir den Sieg von Oberst Blotto (Spieler 1) wiirden bei den verschie-
denen Moglichkeiten der Verteidigung seiner Streitkrifte und der Streit-
krifte des Gegners (Spieler 2) durch dic folgenden Tabellen wiedergegeben :

Tabelle 1 Tabelle 2
Gebirgspall A Gebirgspall B
0 1 2 0 1 2
0 1,0 0,0 0,0 0 1,0 0,0 0,0
1 1,0 0,5 0,25 L 1,0 0,75 0,563
2 1,0 0,75 0,5 2 1,0 0,938 | 0,844
3 1,0 0,875 | 0,688 3 1,0 0,984 | 0,949

Obwohl die Annahmen, auf denen diese Tabellen beruhen, ziemlich will-
kiirlich sind, kann man sie exakt formulieren: Wir nehmen an, daB jede
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Einheit der Streitkréfte von Oberst Blotto und seines Gegners entweder
mit voller Kampfkraft eingesetzt oder génzlich aus den Kampfhandlungen
herausgehalten wird; die Kampfhandlungen an jedem der beiden Pisse be-
stehen aus einzelnen voneinander unabhingigen Treffen jeweils einer Ein-
heit mit einer gegnerischen; die Wahrscheinlichkeit eines Sieges von Blotto

1
ist bei jedem dieser Treffen an dem Gebirgspal A gleich ~ » an dem Gebirgs-
3 2
paB B gleich T

Die genannten Annahmen schaffen die Méglichkeit, alle in diesen Tabellen
enthaltenen Wahrscheinlichkeiten zu berechnen. Wollen wir als Beispiel die
Wabhrscheinlichkeit fiir den Sieg zweier Einheiten der Streitkrifte Blottos iiber
eine Einheit der Streitkrafte seines Gegners am Gebirgspal3 B bestimmen:

Nach den oben aufgestellten Bedingungen muf} die Auseinandersetzung
mit dem Kampf einer Einheit Blottos gegen die eine Einheit des angreifen-
den Feindes beginnen. Dieses Gefecht hat mit der Wahrscheinlichkeit 0,75
einen Sieg Blottos und mit der Wahrscheinlichkeit 1 — 0,75 = 0,25 Blot-
tos Niederlage zur Folge. Im ersten Fall (d. h. mit der Wahrscheinlichkeit
0,75) ist der Kampf beendet, und Blotto halt den PaB3. Im zweiten Fall
(d. h. mit der Wahrscheinlichkeit 0,25) wirft Blotto die zweite Einheit sei-
ner Streitkréafte in den Kampf und siegt mit der Wahrscheinlichkeit 0,75.
Somit ist die Gesamtwahrscheinlichkeit eines Sieges fiir Blotto in unserer
Situation am GebirgspaB B gleich 0,75 + 0,25 -0,75 = 0,938.

Im Unterschied zu der im Beispiel 2 beschriebenen Situation wird hier
angenommen, dafl das Ziel Blottos das Halten beider Gebirgspésse ist. Fiir
Blotto ist es jedoch nicht absolut sicher, dal die Pisse in seiner Hand blei-
ben. Er betrachtet daher die Maximierung der Wahrscheinlichkeit dieses
Ereignisses als ein verniinftiges Ziel seines Verhaltens. Genauso ist der
Spieler 2 bestrebt, diese Wahrscheinlichkeit zu minimieren, d. h., er ver-
sucht, die Wahrscheinlichkeit fiir einen Durchbruch wenigstens an einem
Pal} zu maximieren.

Zur Aufstellung der Gewinnmatrix fiir das Spiel ist in folgender Weise
eine Tabelle auszufiillen:

Wir wollen die Strategien Blottos, nach denen er 0, 1, 2, 3 Einheiten
seiner Streitkrafte im Gebirgspall A einsetzt, mit 1o, 11, 12, 13 bezeichnen,
fiir die Angriffe seines Gegners auf den Gebirgspa8 .\ mit 0, 1, 2 Einheiten
wollen wir die anwendbaren Strategien entsprechend mit 2o, 21, 22 bezeich-
nen. Nun wollen wir nacheinander die Gewinne des Spielers 1 in jeder der
zwolf moglichen Situationen berechnen.
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In der Spielsituation (Lo, 2¢) ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, da} der
GebirgspaB A gehalten wird, gleich 1, und am Pal B verfiigt der Spieler 1
iiber drei Einheiten seiner Streitkrifte gegeniiber zwei Einheiten des Spie-
lers 2. Deshalb ist die Wahrscheinlichkeit fiir einen Sieg des Spielers 1 an
dem Pal B und damit die Wahrscheinlichkeit fiir einen Sieg an beiden
Passen gleich 0,949.

In den Spielsituationen (1o, 21) und (1o, 22) gelingt dem Spieler 2 der
Durchbruch auf dem unverteidigten Pafl ganz sicher. Der Gewinn des Spie-
lers 1 ist in diesen Situationen daher gleich Null.

In der Situation (11, 2o) bleibt der PaB A in den Hénden des Spielers 1,
die Wahrscheinlichkeit fiir einen Sieg am PaB B, wo zwei seiner Kampf-
verbénde einem gleich starken Feind gegeniiberstehen, ist gleich 0,844.
Offensichtlich hilt der Spieler 1 mit dieser Wahrscheinlichkeit auch beide
Pisse.

Die Situation (11, 21) bringt fiir den Spieler 1 am Gebirgspa3 A einen Sieg
mit einer Wahrscheinlichkeit von 0,5, am Pafl B dagegen mit einer Wahr-
scheinlichkeit von 0,938. Somit ist hier die Wahrscheinlichkeit fiir einen
Sieg an beiden Pissen gleich 0,469.

Die iibrigen sieben Situationen werden auf analoge Weise bewertet, und
wir gelangen zu folgender Matrix des Spiels:

0,949 0 0

0,844 0,469 0,250
0,562 0,562 0,500
0 0 0,984

In dieser Matrix ist jedes Element der ersten Spalte groBer als das ent-
sprechende Element der zweiten Spalte oder zumindest diesem gleich. Des-
halb wird in unserem Spiel die erste Strategie des Spielers 2 durch seine
zweite Strategie majorisiert, und wir konnen, ohne dafl der Spieler 2 hier-
durch benachteiligt wird, diese seine erste Strategie aus unseren Betrach-
tungen ausklammern. Somit geht unser Problem jetzt in das Auffinden der
Optimalstrategien der Spieler in einem (4 X 2)-Spiel mit der Gewinnmatrix

0 0

0,469 0,250
0,562 0,500
0 0,984

iiber.
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In diesem Spiel werden wiederum die ersten beiden Strategien des Spie-
lers 1 durch dessen dritte Strategie majorisiert, so daf} sich unser Spiel
schlieBlich auf folgendes (2 X 2)-Spiel reduziert:

0,562 0,500
(0 0,984 ).

Dieses Spiel konnen wir schon mit einer bewéhrten Methode lésen: Wir
lassen den Spieler 1 seine erste Strategie mit der Wahrscheinlichkeit p und
seine zweite mit der Wahrscheinlichkeit 1 — p spielen und setzen die da-
mit verburidenen Gewinne einander unter der Bedingung gleich, daf der
Spieler 2 entweder seine erste oder seine zweite Strategie verwendet. Das
liefert uns

0,562 p = 0,500 p + 0,984 (1 — p)

oder

1,046 p = 0,984,

also

p = 0,938.
Der Wert des Spiels ist daher gleich
0,562 p + 0 (1 — p) = 0,562-0,938 = 0,528.

Wir wollen nun die Optimalstrategie des Spielers 2 bestimmen. Falls er
seine erste Strategie mit der Wahrscheinlichkeit ¢ auswihlt, hingegen die
zweite mit der Wahrscheinlichkeit 1 — ¢, so erhalten wir, wenn die Ge-
winne des Spielers 2 bei den verschiedenen Strategien des Spielers 1 gleich
gesetzt werden,

0,562 ¢+ 0,5 (1 —¢q) =0,984 (1 —g¢q)
oder
1,046 = 0,484,
also

q = 0,463.

Folglich besteht das optimale Verhalten von Oberst Blotto darin, daB er
den Gebirgspall A mit zwei seiner Einheiten mit der Wahrscheinlichkeit
0,938 und mit drei seiner Einheiten mit der Wahrscheinlichkeit 0,062 ver-
teidigt. Falls die beschriebene Verteidigung der Pésse der Wirklichkeit ent-
spricht und in einem tatséchlichen Feldzug mehrmals durchgefiihrt wird,
so muB in der Regel der Gebirgspal A mit zwei Einheiten der Streitkrifte
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Blottos besetzt werden. Nur in einem Fall aus insgesamt sechzehn ist es fiir
Blotto giinstig, das Risiko auf sich zu nehmen, den Gebirgspal B unvertei-
digt zu lassen. Das optimale Verhalten seines Gegners besteht darin, gegen
den Gebirgspall A zwei Einheiten mit einer etwas grofleren Wahrschein-
lichkeit einzusetzen als eine Einheit.

Es ist unschwer zu berechnen, dafl im Vergleich zu einer stindigen Be-
nutzung der Strategie 13 die Wahrscheinlichkeit eines Sieges Blottos bei
optimalem Verhalten fast um 39% anwichst.

Verteidigung von n Péssen

Wir haben uns davon iiberzeugt, dal die praktische Losung von Matrix-
spielen eine ziemlich aufwendige Angelegenheit ist. Immerhin kann jedoch
jedes konkrete Matrixspiel irgendwie, sei es mit der Hand, sei es mit Hilfe
von Rechenmaschinen, gelést werden.

Wie man bei den angefiihrten Beispielen gesehen hat, ist die Losung eines
jeden Spiels leider ein Rechenprozel von ganz individueller Eigenart. Es ist
daher praktisch unméglich, diesen durch eine einzige Formel zu erfassen.
Von um so gréBerem Interesse sind daher jene Fille, in denen die Losung
und der Wert der Spiele sich durch die eine oder andere Formel beschreiben
lassen.

Wir wollen einen dieser Fille genauer batrachten:

Beispiel 9. Angenommen, Oberst Blotto verfiigt iiber einc einzige
Kampfgruppe und muB n Gebirgspisse verteidigen (die von 1 bis n durch-
numeriert seien). Sein Gegner, der ebenfalls iiber nur eine Einheit verfiigt,
kann jeden beliebigen dieser Gebirgspisse angreifen. Wir wollen unterstel-
len, daBl der Spieler 2 einen unverteidigten Gebirgspall ungehindert iiber-
queren kann, hingegen an dem verteidigten Pa i 1 = 1,2,...,n) vom
Spieler 1 mit der Wahrscheinlichkeit p; zuriickgeworfen wird.

Der Gewinn wird fiir Blotto durch die Wahrscheinlichkeit dargestellt,
mit der er den Gegner zuriickweisen kann. Es versteht sich, daf} die Lage
von Oberst Blotto nicht beneidenswert ist, wenn es sich um eine grofe Zahl
von Piéssen handelt. Da er aber einen der Spieler der Spieltheorie ver-
korpert, verliert er nicht seine Kaltbliitigkeit und ist bestrebt, die ihm
nun einmal zur Verfiigung stehenden Méglichkeiten in verniinftigster Weise
zu nutzen.
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Die Strategie des Spielers 1 wollen wir, wie bisher, mit1; ¢t = 1,2, ..., n),
die Strategie des Spielers 2 mit 2; (j = 1, 2, ..., n) bezeichnen. Die Spiel-
matrix hat dann folgende Gestalt:

pr 0 0 ... O
0 p2 0 ... O
0 0 ps 0
0 0 0 ... op=

Die Loésung dieses Spiels basiert auf genau den gleichen Uberlegungen
wie die Losungen der Spiele in den vorangegangenen Beispielen:

Angenommen, der Spieler 1 wihle seine gemischte Strategie

(1 1 1)
X=|——..,—
n’ n n /.

Unabhiingig davon, welche reine oder gemischte Strategie hier der Spie-
ler 2 dann auch immer wihlen wiirde, wird der Gewinn des Spielers 1 dabei
nicht kleiner werden als

min £~ > 0.

i N
Das bedeutet, daB sich der Spieler 1, wenn er X wébhlt, einen positiven Ge-
winn sichert. Falls er statt dieser Strategie X seine optimale Strategie
wihlt, so sichert er sich nicht weniger, d. h. ebenfalls einen positiven Ge-
winn. Der Wert des Spiels ist also positiv.

Setzen wir jetzt voraus, dal eine solche optimale gemischte Strategie
X* = (z1, 22, . . . , Tn) des Spielers 1 existiert und daB er iiber eine solche
reine Strategie 1; verfiigt, daB} z; = 0 ist.

Falls nun der Spieler 2 seine reine Strategie 2; wihlt, so erhilt der Spieler
1 in der geschaffenen Situation offensichtlich null. Wenn also der Spieler 1
seine optimale Strategie spielt, kann der Wert des Spiels nicht positiv sein.

Unsere Annahme fiithrte uns zu einem Widerspruch. Fiir jede optimale
Strategie X* = (z1, 2, . . . , Zs) des Spielers 1 ist somit jede Komponente z;
positiv, das heif3t, es werden alle reinen 1; Strategien mit positiven Wahr-
scheinlichkeiten gespielt.

Genauso miissen natiirlich auch in einer beliebigen optimalen Strategie
Y = (y1, y2, . - . » yu) des Spielers 2 alle reinen Strategien eine positive
Wahrscheinlichkeit aufweisen.



Verteidigung von n Pissen 65

Auf Grund des Gesagten ist das tatséchliche Auffinden der optimalen
Strategien der Spieler in unserem Spiel ohne Schwierigkeiten méglich.

Der Spieler 1, der an sciner Optimalstrategie X festhalt, wird bei der
Wahl der reinen Strategien 2i, 23, . . . , 2, im Mittel die Gewinne

P1x1, Pax2, - - - » Pnln
erzielen, die, wie leicht iberpriift werden kann, jeweils gleich dem Wert
des Spiels sein miissen:
pitL = v,

par2 = v,

Pn%n = V.

Daraus erhilt man

p2 (21)

Ip = —.

Pn

Addiert man alle diese Gleichungen, so erhilt man

1 1 1

ntaettan=9—+ —+- -+ —]; (22)

p1 pe Pn

wegen
ritazt o Ffan=1

folgt aus (22) schlieflich

_ 1
T 1 T
e e P B
p1 P2 Pn
Die Gleichungen (21) liefern uns somit die Werte
1

n= 1 1 1\’
pl(—+—+---+—)
pP1 p2 Pn

5 VOROBJOFF
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1

1 1 Ly’
P2 —+—+-~-+—)
p1 p2 Pn

xXe =

Tp =

1 1 1\
pn|l—+ — 4+ —
p1 pe Pn

Symmetrische Uberlegungen fiihren uns zu der optimalen Strategie des

Spielers 2:
n= [ Ty
pl—+—4 -+ —
pr pe Pn

y2= 1 1 L\’
1)2<———|——+~--+—> (23)

Yn = i 1 -
pr—+ — 4t —
p pe pn

Es zeigt sich also, daB der Spieler 1 um so haufiger auf einem bestimmten
Gebirgspall Verteidigungsstellungen beziehen muB, je geringer die Wahr-
scheinlichkeit dafiir ist, daf diese Verteidigung sich als erfolgreich erweist.
Auf den ersten Blick erscheint diese Aussage paradox. Sie ist jedoch keines-
wegs verwunderlich. Die Formeln (23) zeigen in der Tat, daf} der Spieler 2
einen GebirgspaBl um so 6fter angreifen muf}, je gréBer die Wahrschein-
lichkeit eines Erfolgs an diesem Gebirgspal sind. Es versteht sich aber, da
der am allerwahrscheinlichsten angegriffene Pal auch am héufigsten ver-
teidigt werden muB.

Bei der Losung dieses Spiels lag das Hauptproblem in der Bestimmung
der reinen Strategien, die in der optimalen Strategie mit einer von- null
verschiedenen Wahrscheinlichkeit gespielt werden (d. h. bei der Frage,
welche reinen Strategien praktisch vorkommen werden). Nach der Klarung
dieser Frage lief die Losung der Aufgabe auf eine unkomplizierte Berech-
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nung hinaus. Eine dhnliche Situation fanden wir auch bei der Untersuchung
des Beispiels 7 vor. Dieser Umstand ist charakteristisch fiir die Losung
einer ziemlich groBen Klasse von Spielern, im besonderen fiir die Lésung
von Matrix-Spielen.

N#herungsweise Ermittlung der Optimalstrategien
und des Wertes eines Spiels

Vermutlich kann sich der Leser auf Grund des in den letzten Abschnitten
Gesagten schon eine Vorstellung von den Schwierigkeiten und dem Auf-
wand machen, die mit der Lisung eines Matrix-Spiels verbunden sind. Der
Lowenanteil dieser Arbeit erweist sich jedoch haufig auf Grund folgender
zwei Uberlegungen als iiberflissig: Erstens sind die Gewinne der Spieler
in einzelnen Situationen durchaus nicht immer in Form genaucr MeB-
werte bestimmbar. Im Gegenteil, jede Zahl in der Gewinnmatrix ist mit
einer Reihe von Fehlern behaftet, die sich bei der Ermittlung der Daten fiir
die beobachtete Erscheinung angesammelt oder sich bei der statistischen
Analyse dieser Daten eingeschlichen haben oder die sich schliefllich daraus
ergeben, daf} bei der Konstruktion des Modells Annahmen gemacht werden,
die der Mathematiker schamhaft ,,ganz plausibel* nennt. Es ist klar, da3
sich unter solchen Bedingungen eine iibertriebene Genauigkeit bei der Be-
stimmung des Wertes eines Spiels und der optimalen Strategien der Spieler
als ein durch nichts gerechtfertigter Luxus erweist. Zweitens hat ein unbe-
deutender Fehler in der Gewinnabschiitzung durch einen Spieler meist
keine praktisch ernst zu nehmenden Folgen ; eine kleine Abweichung von der
optimalen Strategie durch den Spieler zieht héufig auch eine kleine Ande-
rung seines Gewinnes nach sich. (Dies ist allerdings nicht immer der Fall.
Ein Gegenbeispiel wird schon im folgenden Abschnitt gebracht werden.)

Jede Methode zur ndherungsweisen Losung von Spielen verdient daher
die aufmerksamste Beachtung. Die Spieltheorie verfiigt heute iiber einige
Methoden zur nidherungsweisen Lésung von Matrix- Spielen. Hier soll die
einfachste, die sogenannte Iterationsmethode, beschrieben werden.

Angenommen, wir hitten es mit einem Matrix-Spiel I" mit der Gewinn-
matrix

an a2 ain
azi aze azn

aml am2 e amn
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zu tun, das sich zwischen den Spielern 1 und 2 mehrfach wiederholt; d. h.,
es soll sich gewissermaflen im Rahmen des Spiels I" ein Match entwickeln,
bei dem die Zahl der Partien nicht begrenzt ist. Wir wollen annehmen, daf3
unsere Spieler in diesem Match in folgender Weise vorgehen:

Zuerst wihlt der Spieler 1 willkiirlich eine nicht ndher bestimmte reine
Strategie aus, sagen wir mit der Nummer i1. Aus Griinden der Einheitlich-
keit wollen wir sie wie eine gemischte Strategie behandeln und mit X3
bezeichnen. Hernach reagiert der Spieler 2, der von dieser Wahl des Spie-
lers 1 Kenntnis erhilt, auf die unter diesen Verhiltnissen beste Weise,
d. h., er wihlt seine Strategie so, dal} er die kleinste Zahl verspiclt, die in
der i1-ten Zeile der Matrix A steht. Nehmen wir an, daB er somit dieStrate-
gie mit der Nummer j; wihlen muB8. (Wir wollen sie mit Y1 bezeichnen.)
Unmittelbar danach beginnt der Spieler 1, indem er nicht mehr an die
Beweggriinde denkt, die den Gegenspieler zur Wahl seiner Stralegie ver-
anlaBten, anzunehmen, da dieser so verfdhrt, weil er sich durch gewisse
eigene Beweggriinde leiten la6t. Deshalb wéhlt der Spieler 1 scine Strate-
gie i2 derart, daB sein Gewinn bei Anwendung der Strategie j1 seitens des
Gegners maximiert wird. Nun ist wieder der Spicler 2 an der Reihe. Dieser
merkt sich von all dem Vorgefallenen nur, daB der Spieler | einmal die
Strategie i1 und einmal die Strategie iz anwandte, und gelangl zu dem
SchluBi: Der Spieler 1 entschloB sich zur gemischten Strategie X, in der die
Strategien i1 und iz jeweils die Wahrscheinlichkeit —;— aufweisen. (Natiirlich
konnen zufillig die Strategien {1 und iz identisch sein. Dann miiBte der
Spieler 2 in diesem Augenblick den SchluB ziehen, daB8 der Spieler 1 bei der
reinen Strategie bleibt.)

Unter Zugrundelegung dieser Annahme berechnet er nun seine mittleren
Gewinne fiir alle seine reinen Strategien und wihlt von ihnen jene aus, bei
der sein Verlust minimiert wird (dies sei die Strategie mit der Nummer jz).
Dann registriert der Spieler 1, der auf genau die gleiche Weise iiberlegt, da3
der Spieler 2 die gemischte Strategie Y2 verwendet, und findet seinerseits
eine geeignete Strategie i3, und der Vorgang der aufeinanderfolgenden Stra-
tegiewahl seitens derSpieler setzt sich in diesem Sinne auf unbestimmte Dauer
fort. Jeder Spieler zahlt zu jedem Zeitpunkt die Vorkommenshiufigkeit der
reinen Strategien des Gegenspielers zusammen. Indem er nun das Geselz
der groBen Zahlen vollstindig unkritisch anwendet, behandelt er diese Héu-
figkeiten der reinen Strategien als Wahrscheinlichkeiten in einer gewissen
gemischten Strategie (X» bzw. Y,) des Gegners, von der er auch bei der
Suche nach der wirksamsten GegenmaBnahme ausgeht.
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Man kann zeigen, daBl mit wachsender Anzahl der Schritte des beschrie-
benen Vorganges die gemischten Strategien, die von den Spielern ihren
Gegnern zugeschrieben werden, sich deren Optimalstrategie nihern. Diesen
Vorgang des niherungsweisen Auffindens der optimalen Strategien nennt
man lterationsprozefy und die einzelnen aufeinanderfolgenden Schritte
Tterationen.

Beispiel 10. Betrachten wir das uns schon geldufige Spiel mit der

Matrix
1 2
b
(vgl. Beispiel 5).

In diesem Spiel kann die Berechnung der Optimalstrategien der Spieler
nach der Iterationsmethode an Hand der folgenden Tabelle dargestellt
werden. (Die willkiirliche Wahl des Spielers 1 mége im ersten Schritt auf
seine erste Strategie fallen.)

n Xn Ja=1|ja=2]| Jja Ynr tn1 = 1 {lny1 = 2| lpr1
1 2 3 4 5 6 7 8 9
1 (1, 0) 1 2 1 1, 0) 1 2 2
2| &9 | 13 0 12| &3 1} 0 |1
3| & H | 1% 3 |2 &3 13 -3 |1
4 G o | 4 t 12 &9 12 -1 |1
50 &b | ¥ v &3 13 -4 |1
61 &% | 1% 1] &9 13 0 |1
T &Gh | Y B &P 13 7 |1
81 &4 | 1% 131 &3P 1% 3 |1
91 & | 1% 1Bt G 1% 3 |1

Wir sehen, daB in den Spalten 3 und 4 der Tabelle die Gewinne des die
Strategie Xy beniitzenden Spielers 1 stehen, falls sein Gegenspieler die eine
oder andere seiner reinen Strategien verwendet. Das bedeutet, da die

*) Hier kann der Spieler 2 mit gleichem Grund eine beliebige seiner reinen Stra-
tegien wihlen. Wollen wir annehmen, daB er die erste Strategie wihlt.
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kleinste dieser Zahlen jenen Gewinn darstellt, den sich der Spieler 1 sichern
kann, wenn er die Strategie X, wihlt. Folglich kann die kleinere der in
den Spalten 3 und 4 stehenden Zahlen den Wert des Spiels nicht iiberstei-
gen.

In den Spalten 7 und 8 der Tabelle stehen andererseits die moglichen
Verluste des Spielers 2, wenn dieser die Strategie Y» verwendet. Die groBite
dieser Zahlen ist der Verlust des Spielers 2 im ungiinstigsten Fall, und des-
halb kann sie nicht kleiner sein als der Wert des Spiels.

In dieser Weise bleibt bei der Aufstellung der Tabelle der Wert des
Spiels von oben und von unten her beschrinkt. Falls jedoch diese Schran-
ken iibereinstimmen, kann auch der Wert des Spiels genau bestimmt wer-
den. So erweist sich zufillig in unserem Beispiel die Strategie X5 als opti-
mal. Wir beachteten dies nicht und gingen zu weiteren Iterationen iiber.

Dieses Verfahren fiihrt im allgemeinen auBerordentlich langsam zum
Ziel. Zur Ermittlung von optimalen Strategien, die den Spielern Gewinne
erbringen, welche sich von den optimalen erst in der zweiten oder dritten
Dezimale unterscheiden, miissen oft hunderte von Iterationen ausgefiihrt
werden. Dabei verschlechtert sich die Konvergenz mit wachsender Zahl der
Strategien der Spieler merklich. Die Iterationsmethode besitzt somit fiir
die Losung von Spielen nur dann praktische Bedeutung, wenn die Berech-
nungen auf hinreichend schnell arbeitenden Rechenanlagen ausgefiihrt
werden kénnen.

Unendliche Spiele

Bisher untersuchten wir Spiele, in denen jeder Spieler iiber endlich viele
Strategien verfiigte. Hier ist nicht der Ort, um philosophische Uberlegungen
dariiber anzustellen, ob in Wirklichkeit die Anzahl der méglichen Entschei-
dungen, die ein Spieler treflen kann, endlich oder unendlich ist. Bei allem
theoretischem Interesse, das sie verdient, wiirde uns diese Frage weit von
der Spieltheorie wegfiihren. Am einfachsten nimmt man an, ein endliches
Spiel sei dann ein adédquates Modell einer Erscheinung, wenn die Spieler
jede ihrer Strategien von jeder anderen unterscheiden kénnen.

Leider haben nicht alle Spiele diese Eigenschaft: Falls die Strategie des
Spielers in der Wahl des Augenblicks fiir das Abfeuern eines Schusses be-
steht oder in der Wahl eines Zielpunktes oder etwa der Wahl eines Mané-
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vers eines Flugzeuges, so ist ein Spiel, das ein Modell einer solchen Erschei-
nung ist, genau genommen unendlich.

Die Theorie der unendlichen Zweipersonen-Nullsummenspiele (von den
unendlichen Nichtnullsummenspielen ganz zu schweigen) ist trotz der
ziemlich groBen Forschungsarbeit, die ihr gewidmet wurde, noch bei weitem
nicht in dem MaBe entwickelt, wie es fiir praktische Anwendungen nétig
ist. Wihrend in der Theorie der Matrixspiele alle grundlegenden, prinzipiel-
len Fragen schon geldst und die Bemiithungen in erster Linie auf das Finden
der leistungsfihigsten Losungsmethoden gerichtet sind, ist die tatséchliche
Ermittlung der optimalen Strategien eines unendlichen Spiels nicht nur ein
rechentechnisches, sondern auch ein theoretisches Problem.

Bei der Analyse und Lésung unendlicher Spiele gelingt es bisweilen, sich
den Umstand zunutze zu machen, daBl in vielen Fillen eine unbedeutende
Veriinderung der Strategie zu einer ebenfalls unbedeutenden Anderung des
Gewinnes eines Spielers fiihrt. Falls dies namlich {iir ein gewisses Spiel
richtig ist, kann man unter allen reinen Strategien eines Spielers endlich
viele solcher Strategien herausgreifen, daf sich jede Strategie in der Nihe
einer der herausgegriffenen befindet. Auf diese Weise laft sich unser unend-
liches Spiel angenéhert durch ein endliches Spiel beschreiben.

Diese Methode 148t sich jedoch bei weitem nicht fiir alle Zweipersonen-
Nullsummenspiele anwenden. Betrachten wir zum Beispiel ein Spiel vom
sogenannten ,,Duelltyp*. Ein solches Spiel ist das folgende:

Der Spieler 1 und der Spieler 2 bewegen sich im Verlaufe eines bestimm-
ten Zeitintervalls aufeinander zu. Jeder von ihnen kann in jedem Moment
dieses Intervalls einen einzigen Schufl auf seinen Gegner abfeuern. Die
Wahrscheinlichkeit einer Verletzung des Gegners ist bekannt und wiichst
mit der Verringerung des Abstandes zu ihm. Es ist zu entscheiden, in wel-
chem Augenblick es am zweckmiBigsten ist, zu schieBen. Das war etwa
das Problem, das Onjegin und Lenskij bei ihrem Duell empirisch zu lésen
hatten.

In Spielen vom Duelltyp kann schon eine kleine Anderung der Strategie
betriachtliche Folgen haben. Falls die Wahrscheinlichkeit fir eine Verlet-
zung des Gegners fiir jeden der Spieler bei einer bestimmten Entfernung,
sagen wir, gleich 0,7 ist und der erste Spieler um eine halbe Sekunde {riither
schie8t als der zweitle, so ist tatsdchlich die Wahrscheinlichkeit scines
Sieges jedenfalls nicht kleiner als 0,7. (Ihr genauer Wert hingt von einer
Reihe anderer Duellbedingungen ab.) Schieft jedoch unter eben diesen Be-
dingungen der erste Spieler um eine halbe Sekunde spiter als der zweite,
so ibersteigt die Wahrscheinlichkeit seines Steges den Wert 0,3 nicht. Daher
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fiihrt eine Anderung des SchieBzeitpunktes von insgesamt nur einer Sekun-
de zu einer Anderung der Wahrscheinlichkeit eines Sieges um mehr als das
Doppelte. Es leuchtet ein, daB Spiele vom Duelltyp nicht mit Hilfe der be-
schriebenen Methode auf endliche Spiele zuriickgefiihrt werden kénnen. Sie
lassen sich nur durch Benutzung iiberaus scharfsinniger Uberlegungen der
modernen mathematischen Analysis behandeln.

Positionsspiele

Wenn wir alle bisher behandelten Spiele analysieren, zeigt sich, daB in
jedem von ihnen die Strategien der Spieler im Grunde keinerlei individuelle
Eigenschaften besitzen. Bei einem Matrix-Spiel kénnen in der Tat weder
die Bedingungen der durch das Spiel darzustellenden Erscheinung, noch
ihr Inhalt, ja nicht einmal ihre Struktur wiedergegeben werden. In solchen
Spielen kann man die Strategien der Spieler nur an Hand der Gewinne un-
terscheiden, zu denen sie fithren. In Wirklichkeit besitzt eine Strategie als
geplante Verhaltensweise jedoch eine Reihe von Eigenschaften, die dieser
Verhaltensweise als solcher eigen sind und nicht von ihrer ZweckmaBigkeit
abhingen. (Zum Beispiel verfiigt Oberst Blotto, der mit drei Kampfver-
banden die Gebirgspésse A und B verteidigt, iiber ein und dieselbe Strate-
gie, ob nun sein Gegner zwei oder vier Einheiten einsetzen kann; ein Damen-
gambit in einer Schach-Eréfinung ist in einer Partie eines Matches um
die Weltmeisterschaft dasselbe wie in einem Turnier zwischen Anfingern
usw.)

Von allen Eigenschaften der Strategien, die wir bisher ignoriert haben,
wollen wir insbesondere hervorheben, daB die Strategie als Verhaltens-
weise eines Spielers eine zeitliche Ausdehnung aufweisen kann. Die Wahl
einer Strategie darf man sich in der Tat hiufig nicht als einmaliges Treflen
einer Entscheidung in einem bestimmten Augenblick vorstellen, bei der
Umstéinde und Wechselfille der Zukunft, die einem spéter begegnen kon-
nen, beriicksichtigt werden, sondern als komplizierten Prozef} eines fortge-
setzten FFassens von Teilentschliissen, von denen jeder den vorangegange-
nen prézisiert. Dabel kann ein Spieler wihrend des Spielprozesses Kennt-
nisse iiber getroffene und verwirklichte Entscheidungen des Gegners sowie
iiber Ergebnisse auf Grund des Eingreifens von Zufallsfaktoren erlangen.
Ein Spieler kann im Verlauf eines Spiels aber auch Information verlieren,
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indem er diese oder jene Fakten vergifit, die fiir den Spielverlauf wesentlich
sind. Eine derartige ,,VergeBlichkeit* muB nicht der Zerstreutheit oder an-
deren menschlichen Schwiichen eines Spielers zugeschrieben werden, ob-
wohl auch mit diesen nicht selten zu rechnen ist. Gewdhnlich spiegelt in der
Spieltheorie der Mangel an Kenntnissen eines Spielers iiber seine vergange-
nen Handlungen nur jenen Umstand wider, daf} der ,,Spieler‘‘ aus mehreren
Personen oder Kollektiven besteht, die wihrend des Spielablaufs nicht
miteinander in Verbindung stehen, so daB ein Mitglied einer solchen Koali-
tion gar nicht zu wissen braucht, welche Handlungen sein Mitspieler aus-
gefiihrt hat. Er muf} sich auerdem vor Augen halten, daB er jede Informa-
tion in einer festgesetzten Ordnung aufbewahren muB, die er sich ebenfalls
zu merken hat und deren Umfang beschrinkt ist.

Das Bestreben, in der Spieltheorie die Seiten der Erscheinungen im Mo-
dell nachzubilden, fiithrte zur Schaffung und Entwicklung jener Zweige der
Theorie, die auf der Untersuchung der Spiele inshesondere vom Standpunkt
der Individualisierung der Strategien der Spieler und ihrer schrittweisen
Verwirklichung wihrend des Spielablaufes beruhen.

Charakteristische Beispiele von Spielen eines solchen Typus sind das
Schach- und das Damespiel. Fiir uns sind jetzt in diesen Spielen folgende
Eigenschaften wesentlich: Erstens besteht jede Partie eines solchen Spiels
aus einer Aufeinanderfolge von Positionen, wobei in jeder Position bekannt
ist, welcher Spieler am Zuge ist. Zweitens gibt es in jeder Position eine be-
stimmte Menge von Ziigen, die in dieser Position durch die Spielregeln
zugelassen sind, wobei jeder von diesen Ziigen eine gegebene Position
in eine andere Position iiberfithrt. Drittens werden einzelne Positionen als
endgiiltig erklirt. Und viertens schlieBlich erzielen die Spieler in jeder End-

position ihre Gewinne. (Bei Schach und Dame sind sie gewdhnlich gleich

1
den Zahlen 0, 1 oder 7) Fiir einen nérglerischen Schachspieler sei bemerkt,

daB die Ankiindigung eines Remis (= Unentschieden) durch einen Spieler,
der die Moglichkeit hat, ewiges Schach zu bieten oder dreimal dieselbe
Position herbeizufiihren, als spezieller Zug angesehen werden kann, der zu
einer Endposition fithrt. Dagegen brauchen wir das Aufgeben einer Partie
oder das Anbieten eines Remis hier iiberhaupt nicht zu betrachten, da so-
wohl das eine als auch das andere die Uberzeugung wiedergibt, daB eine
endgiiltige Verlust- oder Remisposition eintreten wird. Wenn man will,
kann man diese Handlungen als Zuendespielen einer Partie in Gedanken
ansehen.
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Zu den auf einem Schachbrett gespielten Spielen gehért auch das alte
Kinderspiel ,,Wolf und Schafe‘ und das sich in letzter Zeit in Leningrad
wachsender Beliebtheit erfreuende ,, Kusi-kusi“Spiell).

Alle diese Spiele, die in ihrem Stil und in ihrem Schwierigkeitsgrad iiber-
aus verschieden sind, haben eine bemerkenswerte Eigenschaft gemeinsam:
Jeder Spieler besitzt in diesen Spielen reine optimale Strategien. Das heiBt,
daf} in diesen Spielen entweder einer von den Spielern die Moglichkeit hat
(im Prinzip, versteht sich), den Gewinn schon in der Anfangsposition zu
erzwingen, oder daB jede MaBnahme eines Spielers in einem solchen MaBe
durch eine erfolgreiche GegenmaBnahme des anderen paralysiert werden
kann, dal die Partie unvermeidlich unentschieden endet. Diese Tatsache
wurde, was das Schachspiel betrifft, schon im Jahre 1911 von dem beriihm-
ten Mathematiker Ernst Zermelo bewiesen und ist historisch gesehen die
erste Aussage der mathematischen Spieltheorie?). Zermelo setzte auseinan-
der, daB die Ursache dieser Vorherbestimmbarkeit des Ausgangs von
Schachpartien ausschlieflich bei jenem scheinbar harmlosen Umstand
liegt, daB im Ablauf einer Schachpartie die Spieler jede Position beobachten
kénnen. Obwohl solche Gewinn- oder Remisalgorithmen fiir das Schachspiel
sicher existieren, ist es bis heute noch niemandem gelungen, diese auch zu
finden, und in Anbetracht der riesigen Zahl an méglichen Varianten, die bei
Schachpartien auftreten konnen, wird die Geschichte der nichsten Zeit
hier wohl kaum iiber ein Gelingen berichten kdnnen. Denn jeder Spieler
kann wohl beim Spielverlauf die Positionen genau ,,beobachten®, er ist
aber nicht in der Lage, sie auch zu ,,durchschauen®, d. h., sich alle in ihnen
enthaltenen Moglichkeiten bis zum Ende vorzustellen.

Zermelo formulierte seine Aussagen unter Bezugnahme auf das Schach-
spiel. Er selbst wies jedoch darauf hin — und seine Uberlegungen fiihren
zu diesem Schlul —, daB der Ausgang des Spiels nicht nur fiir das Schach,
sondern fiir alle jene Spiele eindeutig bestimmt ist, in denen die Spieler in

1) Die Spielregeln des ,,Kusi-kusi‘“-Spiels sind héchst einfach: Die Weien
stellen acht Damesteine auf die erste Horizontale, die Schwarzen dagegen auf die
achte, wonach abwechselnd gezogen wird. Jeder Zug besteht aus der Bewegung
eines eigenen Damesteines in der Vertikalen nach vorn oder zuriick iiber eine
beliebige Anzahl von Feldern, jedoch nur bis zu einem feindlichen Damestein.
Der Spieler, der keine Moglichkeit mehr hat, den néchstfolgenden Zug auszufiih-
ren, hat verloren.

2) E. Zermelo: Uber eine Anwendung der Mengenlehre auf die Theorie des

Schachspiels. Proceedings of the Fifth International Congress of Mathematicians
(Cambridge 1912), Cambridge 1913, S. 501—504.
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jedem Zeitpunkt vollstindig die Position kennen, die sich herausgebildet
hat. Wer als Kind gern das ,,Wolf und Schafe““-Spiel gespielt hat, hat
vermutlich ziemlich bald eine Gewinnmethode zugunsten der ,,Schafe* ge-
funden.

Eine Gewinnmethode fiir das ,,Kusi-kusi‘“-Spiel ist komplizierter, kann
aber bei aufmerksamer, genauer Analyse ebenfalls gefunden werden.

Ein Beweis des Satzes von Zermelo wurde fiir das ,,Kusi-kusi*“-Spiel von
der in der Leningrader Staatsuniversitidt konstruierten Relaismaschine
Kusiak geliefert. Die Maschine bestimmt fiir jede Position, die sich im Ver-
lauf einer ,,IKusi-kusi‘“~-Partie herausbildet, ob sie sich den Gewinn sichern
kann oder bei richtigem Spiel des Gegners verlieren muf}. Im ersten Fall
fiihrt sie die Partie sicher zum siegreichen Ende, im zweiten hingegen wartet
sie geduldig, indem sie den Verlust der Partie so weit wie moglich hinaus-
schiebt, ob nicht ihr Gegenspieler, ein Mensch, irgendeinen Fehler macht
(und Irren ist menschlich!), um ihn dafiir unerbittlich zu bestrafen.

SchlieBlich kommt es auch beim russischen Damespiel darauf an, ein
Verfahren zu finden, das universell zum Gewinn oder universell zum Remis
fithrt. In einem betrichtlichen MaBe wird gerade durch diese Uberlegungen
die Verdringung des russischen Damespiels durch das Hundertfelderspiel
klar.

Der Terminus ,Position‘ wird héufig in Verbindung mit Spielen gebraucht,
die auf einem Schachbrett gespielt werden. Offenbar kann man jedoch auch
beim Dominospiel, bei Kartenspielen, bei sportlichen Wettkdmpfen (und
iiberhaupt bei allen Spielen, die Modelle von lianger dauernden Zweikémp-
fen sind) von Positionen sprechen, man kann von Ziigen sprechen, die eine
Position in eine andere iiberfithren, von Endpositionen usw. Deshalb wer-
den alle Spiele dieses Typus unter der gemeinsamen Bezeichnung Posi-
tionsspiele zusammengefaft.

Die Ziige in Positionsspielen werden nicht immer dem Willen des Spielers
entsprechend ausgefithrt. Bisweilen spielt beim Ubergang von einer Posi-
tion in eine andere auch der Zufall eine Rolle. Zu dieser Art von ,,zufélligen
Zigen* gehoren das Kartengeben, die Verteilung der Dominosteine, die
Auslosung bei Turnieren (wobei ein Turnier als Spiel mit mehreren Teil-
nehmern angesehen wird) oder beispielsweise der Torschufl eines FuB3ball-
spielers, der, wie iibrigens jeder andere Schufl auch, sein Ziel nur mit einer
gewissen Wahrscheinlichkeit erreicht. Die Regeln jedes Positionsspiels
miissen festlegen, in welchem MafBe ein sich in einer bestimmten Position
befindender Spieler die Ergebnisse der Handlungen der anderen Spieler und
die Resultate des Hinzutretens von Zufallsfaktoren in das Spiel kennt
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sowie die Resultate seiner eigenen Handlungen in den vorangegangenen
Etappen des Spiels. Kurz gesagt, der Spieler muB in jedem Augenblick des
Spiels wissen, inwieweit thm die von ihm eingenommene Position bekannt
ist, von welcher Art die Menge der Positionen ist, in die er bestimmt kommen
wird, wenn er schon nicht imstande ist, seine Situation genauer festzustel-
len. Diese Menge, die die Information des Spielers iiber die Sachlage im
Spiel in einem Moment charakterisiert, heiBt Informationsmenge.

Der Begriff der Informationsmenge soll am Beispiel eines Dominospiels
illustriert werden, in dem die Partner 1A und 1B gegen 2A und 2B spielen.
Wir nehmen an, daB sich gegen Ende der Partie beim Zug von 2B folgende
Position herausgebildet hat: Die ausgelegte Kette der Steine endet auf
Felder mit einem bzw. zwei Punkten, und 2B hat die Steine 1: 1 und 1: 2
in Handen. Wenn sich 2B die aneinandergelegte Kette der Steine ansieht,
kann er sagen, daf die iibrigen um den Tisch sitzenden Spieler je einen
Stein mit den Punktzahlen 2: 2, 3: 3 und 4 : 4 haben. Da im Verlauf dieser
Partie keiner der Spielenden seine Steine sémtlich los wurde, verfiigt 2B
iiber keinerlei sichere Informationen dariiber, welcher dieser Steine sich in
den Hinden welches Mitspielers befindet. Hier besteht die Informations-
menge im gegebenen Zeitpunkt fiir 2B aus sechs Positionen, je nachdem,
wer die restlichen Steine besitzt:

1A 12:212:2(3:3(3:3|4:4|4:4
1B |3:34:412:2|4:412:2|3:3
2A | 4:43:3|4:4(2:2(13:3/2:2

Weil beim Schach und dhnlichen Spielen die Spieler in jedem Augenblick
ihre Position genau kennen, bestehen hier die Informationsmengen aus
einer einzigen Position. Solche Spiele heiBlen Spiele mit vollstindiger Infor-
mation. In diesen ist der Gewinn eines Spielers eindeutig durch dessen Fé-
higkeit bestimmt, seine optimale Strategie zu finden. In dieser Beziehung
sind die Spiele mit vollstindiger Information das genaue Gegenteil jener
Gliicksspiele, in denen der Gewinn eines Spielers ausschlieBlich vom ,,Gliick*,
d. h. von zufilligen Ereignissen abhingt.

Urspriinglich sahen wir ein Spiel als gegeben an durch den Hinweis auf
die daran teilnehmenden Spieler, die Aufzihlung der Menge ihrer Strategien
und die Angabe der Gewinnfunktion auf der Menge aller Situationen. Auf
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den ersten Blick konnte es nun scheinen, dal man die Positionsspiele ir-
gendwie anders formulieren konne, ja daf} sie sogar Spiele eines allgemeine-
ren Typus seien. In Wirklichkeit ist dies jedoch nicht so. Die Positions-
spiele sind Spezialfille der frither behandelten Spiele, die nur aus Griinden
der Anschaulichkeit anders beschrieben wurden. Um sich davon zu iiber-
zeugen, geniigt es, sich in Positionsspielen die Spieler, ihre Strategien und
die Gewinnfunktionen vorzustellen.

In einem Positionsspiel besteht das Verhalten eines Spielers in der Wahl
seines Zuges in jeder der Positionen, in denen er am Zuge ist. In Wirklich-
keit kennt ein Spieler die Position, in der er sich befindet, nicht immer
genau, sondern nur die diese Position enthaltende Informationsmenge.
Deshalb muB sich der Spieler fiir seinen Zug entscheiden, ohne daf er seine
Position genau kennt. Das bedeutet, da3 der Spieler ein und dieselbe FFort-
setzung fiir alle Positionen einer Informationsmenge wihlt. Daher kann
man von den Ziigen in einer gegebenen Informationsmenge sprechen. Diese
Zuge heiflen in der Spieltheorie Alternativen.

Bei unserem Dominospiel z. B. verfiigt der Spieler 2 (wir erinnern uns,
daBl dort der Spieler 2 aus zwei natiirlichen Personen, 2A und 2B, besteht;
hier handelt gerade der Partner 2B) unter den Bedingungen der oben be-
schriebenen Informationsmenge iiber drei Alternativen:

1) Er kann den Stein 1 : 2 mit dem einen Punkt an die Kette anlegen.
2) Er kann diesen Stein mit den zwei Punkten an die Kette anlegen.
3) Er kann den Stein 1 : 1 anlegen.

Bei der Wahl der ersten und dritten Alternative gewinnt der Spieler 2 nur
dann, wenn die Position Nr. 4 oder die Position Nr. 6 vorliegen. Bei der
Wahl der zweiten Alternative forciert der Spieler 2 den Gewinn unabhiingig
davon, welche Position tatsichlich vorliegt. Daher ist die Strategie eines
Spielers in einem Positionsspiel ein System von Vorschriften, das anzeigt,
welche Alternative er in jeder Informationsmenge auszuwiihlen beabsich-
tigt.

Den Begriff der Strategie kann man am Beispiel eines ,,kleinen‘‘ Schach-
spiels erldutern, das man Problem nennt. Die Losung eines Problems ist die
Strategie jenes Spielers, dem im Problem folgende Aufgabe gestellt wird:
Es sind die Ziige fiir den Fall einer beliebigen Antwort des Gegenspielers
anzugeben.

Nach der Wahl der jeweiligen Strategien seitens der Spieler bildet sich
eine bestimmte Situation heraus, welche die Ubergiinge von jeder Position
in die folgende vollstéindig bestimmt. Falls also zwei Schachspieler unab-
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hingig voneinander niederschreiben, wie jeder von ihnen in jeder der auf
dem Brett moglichen Positionen ziehen wird (das Schachspiel ist ja ein
Spiel mit vollstandiger Information, so daBl jede Position auch eine Infor-
mationsmenge ist), so wird dadurch die Endposition, wie leicht zu sehen ist,
eindeutig bestimmt. Wir miissen also jeder Situation die Gewinne der Spie-
ler bei der endgiiltigen Position zuordnen, zu der sie fiihrt.

Hieraus folgt, dal Schach als endliches Zweipersonen-Nullsummenspiel
als Matrix-Spiel dargestellt werden kann. Natiirlich ist in Anbetracht der
ungeheuren Zahl von Strategien, iiber die die Spieler beim Schachspiel ver-
fiigen, die praktische Aufstellung einer solchen Matrix unméglich, wenn es
auch ohne besondere Schwierigkeiten moglich ist, sich dies vorzustellen.
Da beim Schachspiel die Spieler iiber reine optimale Strategien verfiigen,
weist diese Matrix einen Sattelpunkt auf.

Anwendungsmaéglichkeiten der Spieltheorie

Zum SchluB soll noch auf die praktische Anwendbarkeit der Spieltheorie
eingegangen werden.

Hauptgrund fiir die Entstehung der Spieltheorie als wissenschaftlicher
Richtung war das Bestreben, die Struktur jener Konfliktsituationen, auf die
man in den verschiedensten Gebieten menschlicher Téatigkeiten sto8t,
exakt wiederzugeben, ihre wesentlichen Eigenschaften aufzudecken und
Leitsédtze fiir ein verniinftiges Verhalten der Konfliktteilnehmer auszuar-
beiten. Daher liegen Sinn und Ziel der Spieltheorie in ihrer praktischen An-
wendung. Von der praktischen Anwendbarkeit der Spieltheorie iiberzeugen
uns zahlreiche Beispiele. Die einfachsten von ihnen wurden in diesem Biich-
lein angegeben. Trotzdem diirfte die Beantwortung der Frage, ob es mog-
lich und zweckmiBig sei, fiir die eine oder andere konkrete Erscheinung die
Spieltheorie praktisch zu benutzen, nicht immer einfach sein.

Wollen wir die Spieltheorie bei einer bestimmten uns interessierenden
praktischen Frage verwenden, so miissen wir uns vor allem iiber die prin-
zipielle Méglichkeit einer solchen Anwendung Rechenschaft geben. Nehmen
wir beispielsweise an, daf} wir den fiir uns giinstigsten Wert einer gewissen
Grofle ermitteln wollen (etwa den gréBten okonomischen Wirkungsgrad
einer gegebenen MafBnahme, den grofSten Prozentsatz an Qualitdtserzeug-
nissen, die bei einer bestimmten Produktionslage auf den Markt gelangen,



Anwendungsméoglichkeiten der Spieltheorie 79

die kleinste Wahrscheinlichkeit einer Beschddigung oder Havarie usw.).
Dabei seien uns alle Faktoren, von denen die gegebene Grofle abhéngt, be-
kannt oder aber sie mogen sich durch uns kontrollieren lassen. Offensicht-
lich ist in diesem Falle eine Anwendung der Spieltheorie sinnlos. Hier haben
wir es nur mit einem einzigen an der Erscheinung Beteiligten zu tun, der
seine vollstindig bestimmten Interessen verwirklichen will und kann. Bei
all der Wichtigkeit solcher Aufgaben und bei allen mathematischen Schwie-
rigkeiten, die bei ihrer Lsung auftreten kénnen, haben sie mit spieltheore-
tischen Aufgabenstellungen wenig gemein.

Ehe man iiber die Anwendbarkeit der Spieltheorie zur Untersuchung
bestimmter Erscheinungen spricht, muf8 man sich also dariiber klar wer-
den, ob dabei wenigstens zwei Beteiligte mit verschiedenen Interessen auf-
treten, die durch ihr Verhalten nach einer Verwirklichung dicser Interessen
trachten kénnen. Erst nachdem solche Beteiligte gefunden sind und ihre
Interessen (wenigstens qualitativ oder in allgemeinsten Ziigen) festgelegt
sind, kann die Frage einer Anwendung spieltheoretischer Methoden bei der
Untersuchung dieser Erscheinungen sinnvoll aufgeworfen werden.

Selbstverstindlich kann ein und dieselbe Erscheinung bei verschieden-
artigem Herangehen modellmiBig verschieden erfaft werden: So kann
etwa die Zahl der an einem Spiel Beteiligten von der Konstruktion eines
solchen Modells abhéngen. Der Kampf eines Arztes mit einer Krankheit
kann beispielsweise in erster Niherung als Zweipersonen-Nullsummenspiel
gegen Naturkrifte aufgefaBt werden. Bei genauerem Herangehen an die
Frage kann es sich jedoch als notwendig erweisen, in die Uberlegungen
noch einen dritten Spieler, den Patienten, einzubezichen, dessen tatsachli-
che Interessen sich nicht immer mit den Interessen des Arztes zu decken
brauchen. (Manche Behandlungsmethoden konnen sich bei einem bestimm-
ten Kranken als schidlich erweisen, was der Arzt nicht zu wissen braucht
usw.) Ein Geisteskranker wiederum, der sich gesund fiihlt, kann jeder Be-
handlung auch aktiv entgegenwirken. SchlieBlich kénnen die Interessen
des Arztes, der diese oder jene Parameter zu maximieren sucht, die die Ge-
sundheit des Patienten charakterisieren, mit den Interessen des Kranken
in Widerspruch geraten, falls der Kranke bestrebt ist, die medizinische Be-
handlungsdauer zu minimieren, um méglichst bald wieder in den Arbeits-
prozefl} eingegliedert werden zu konnen.

Gilt es, in der Landwirtschaft eine MaBnahme zur Schidlingsbekdmpfung
auszuarbeiten, kann man die Untersuchung des Spiels auf Mensch gegen
Schédling beschréanken. AuBerdem kann man bei der Erforschung biologi-
scher Bekdmpfungsmittel auch die Hinzuziehung anderer Spielteilnehmer
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erwigen: andere biologische Aspekte, die dem Menschen im Kampf mit
seinem Hauptfeind helfen oder ihn dabei storen.

Bei der spieltheoretischen Interpretation eines Gerichtsprozesses kénnen
wir diesen als Zweipersonenspiel auffassen: Anklage und Verteidigung oder
Klager und Beklagter. Allerdings ist es manchmal zweckmiBig, auch einige
Zeugen als Spieler aufzunehmen, weil nicht jeder Mensch dazu fihig ist, die
ihm bekannten Tatsachen ,,sine ira et studio‘‘ zum Ausdruck zu bringen.

Bei der Konstruktion eines spieltheoretischen Modells jedes konkreten
Kampfes miissen wir also genau wissen, welche Konfliktteilnehmer uns ge-
rade interessieren. Nach der Festlegung der Spielteilnehmer miissen wir
klarstellen, was unter einer Strategie des einen oder anderen Spielers zu
verstehen ist. Eine Strategie braucht ja nicht nur das Verhalten eines Spie-
lers im Spiel selbst zu betreffen, sondern kann auch den vorher aufgestellten
Plan dieses Verhaltens umfassen. So bildet im Zusammenhang mit dem
Militarwesen die Ausriistung mit irgendeiner Waffenart einen Bestandteil
der Strategie. Selbst die Bedienungsanleitung fiir den praktischen Einsatz
dieser Waffe kann zu den Elementen der Strategie gezihlt werden. In die
Strategie konnen selbst Instruktionen iiber die Ausbildung der Kader ein-
bezogen werden, die mit dieser Technik umzugehen haben, usw.

Aufdem Produktionssektor brauchen die Strategien eines Giitekontrolleurs,
der die AusschuBquoten zu iiberwachen hat, nicht nur aus Annahme oder Ab-
lehnung einer Warenpartie auf der Grundlage von Stichproben zu bestehen,
sondern kénnen auch einige Eingriffe in den Gang der Produktion umfassen.

Obwohl die aufgezihlten Probleme aufmerksame Beachtung erfordern,
haben sie qualitativen Charakter und sind deshalb in der Regel ohne Schwie-
rigkeiten losbar.

Ein véllig anderes Bild bietet sich bei der Konstruktion eines Spiels im
Zusammenhang mit der Bestimmung der Gewinnfunktionen der Spieler.
Diese Frage ist auBerordentlich schwierig. Die Hauptschwierigkeit besteht
darin, daB sie unméglich allein mit den Mitteln der Mathematik gelést wer-
den kann (daB es Fragen gibt, die iiber ihren Zusténdigkeitsbereich hinaus-
gehen, darf aber nicht als Schwiche der Mathematik gedeutet werden!),
sondern die Hinzuziehung einer grofien Anzahl héchst konkreter Uberle-
gungen erfordert.

So ist es bei der Untersuchung verschiedener Methoden zur Schidlings-
bekdmpfung in der Landwirtschaft notwendig, sich iiber den Aufwand, der
mit der Anwendung dieser Methoden verbunden ist, sowie iiber den endgiil-
tigen Effekt ein klares Bild zu machen. Diese Daten kann man nur aus
Experimenten der landwirtschaftlichen Praxis erhalten.
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Der Wert einer Gewinnfunktion bei Spielen, die Probleme aus dem Mili-
tarwesen betreffen, wird auf der Grundlage einer statistischen Auswertung
der Verluste beim Kampf in einem analogen Fall und der zahlenmiBigen
Bewertung der Wichtigkeit der zu erobernden oder zu verteidigenden Ob-
jekte bestimmt.

Die Gewinnfunktionen in Spielen, welche technische Produktionskon-
trolle abbilden, kann man ermitteln, wenn man den mit der Produktions-
kontrolle verbundenen Aufwand kennt: etwa den Schaden, wenn der Aus-
schuf nicht ausgemerzt wird, und die Verluste, die auftreten, wenn Maschi-
nen ausfallen, weil der Giitekontrolleur eine iiber der Toleranzgrenze lie-
gende AusschuBBquote festgestellt hat. Diese Aufwendungen und Verluste
konnen nur durch sehr qualifizierte betriebswirtschaftliche Berechnungen
ermittelt und gegeniibergestellt werden.

Was wir hier gesagt haben, macht bis zu einem gewissen Grad verstind-
lich, warum die Methoden und Ergebnisse der Spieltheorie zur Zeit noch
ziemlich langsam in die Praxis eindringen, obwohl die prinzipielle Moglich-
keit eines solchen Eindringens in vielen Fillen offensichtlich und fast allge-
mein anerkannt ist. Die Verwirklichung der mit dem Einsatz der Spiel-
theorie verbundenen Moglichkeiten wiirde aber auch dort auf optimale
Weise zu handeln gestatten, wo bis jetzt noch Entscheidungen iiberwiegen,
die auf der Intuition, dem sogenannten ,,gesunden Menschenverstand®, ja
oft sogar auf Vorurteilen beruhen.
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