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Vorwort zur 1. Auflage

Die Ergebnisse der speziellen Relativitdtstheorie gehéren zum experimen-
tell gesicherten Bestand der Physik. Ohne die Ergebnisse und Arbeits-
methoden der speziellen Relativitdtstheorie waren die vielfaltigen Ent-
wicklungen auf dem Gebiet der Atom- und Kernphysik undenkbar. Zum
Eindringen in das Versténdnis der modernen Physik sind deshalb Kennt-
nisse der Relativitdtstheorie eine notwendige Voraussetzung.

Das Buch ist fiir Zwecke der Aus- und Weiterbildung einschlieBlich des
Selbststudiums insbesondere der Lehrer geschrieben und wendet sich an
den Leserkreis, der die ,,Theoretische Physik** gar nicht oder nur in be-
scheidenem Umfang kennt.

Das Hauptanliegen dieses Buches soll es sein, dem Studierenden durch
moglichst elementare Darstellungen der Relativitdtstheorie einen Zugang
zu diesem physikalisch interessanten und wichtigen Gebiet zu ermdg-
lichen. Es werden nur einfachste mathematische Hilfsmittel verwendet;
bewuBt wird z.B. auf Vierervektoren, Determinanten, Matrizen und den
Tensorkalkiil verzichtet.

Die wichtigsten Ergebnisse werden iiberblicks- und geriistartig entwickelt.
In einem besonderen Teil werden ,,Aufgaben und Ubungen“ im einzelnen
behandelt. Darin werden erstens eine Anzahl von Anwendungsbeispielen
durchgerechnet und zweitens eine Reihe von ausfiihrlichen Herleitungen
gegeben, um einerseits den vorangestellten Uberblick zu entlasten und
andererseits dem Studierenden Gelegenheit zur Festigung und Anwendung
seiner Kenntnisse zu geben. In der Gesamtheit der Ubungen soll durch die
vorgenommenen Querverbindungen die logische Geschlossenheit des Ge-
dankensystems der speziellen Relativitdtstheorie hervortreten.

Das Eindringen in die allgemeine Relativititstheorie mit dem Ziel der selb-
standigen Anwendung der Ergebnisse und Arbeitsmethoden ist ohne die
Kenntnis der Tensorrechnung, der partiellen Differentialgleichungen und
der nichteuklidischen Geometric nicht moéglich. Im Hinblick auf das oben
genannte Anliegen kann deshalb nur ein elementarer Uberblick iiber die
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Denkmethoden und die wichtigsten Ergebnisse — ohne Anwendungen und
Ubungen — gegeben werden.

Es ist der besondere Wunsch des Verfassers, dal} die vorliegende elemen.
tare Darstellung den Leser zum Studium spezieller und weiterfithrender
Literatur anregen moge.

Fiir Korrekturen und Diskussionen sei Herrn Dr. E. GERTH (Zentralinstitut
fir Astrophysik der Deutschen Akademie der Wissenschaften zu Berlin)
herzlich gedankt. Den Mitarbeitern des Verlages, Herrn Cheflektor
L. Boir, Frau Dipl.-Phys. G. Zaax und Frau H. FiscHER, sage ich fir die
jederzeit freundliche und verstindnisvolle Zusammenarbeit meinen besten
Dank.

Potsdam-Babelsberg, im Oktober 1968 Horst MELCHER

Vorwort zur 4. Auflage

Gegeniiber den vorangegangenen Auflagen wurden einige zusitzliche Ab-
schnitte aufgenommen und neuere Entwicklungen beriicksichtigt.

Moge das Buch weiterhin Briicke und Hilfe fiir die Studenten sein, die von
einfachen Physikkenntnissen rasch zu den Elementen der Relativitits-
theorie gelangen moéchten.

Hinweise jeder Art nimmt der Autor dankbar entgegen. Herrn Dr. Mar-
TIN STRATUSS (Institut fir reine Mathematik der Akademie der Wissen-
schaften der DDR) sei fiir eine Diskussion bestens gedankt. Besonders
herzlicher Dank gebiithrt Herrn Dr. sc. EwaLD GERTH (Zentralinstitut fir
Astrophysik der Akademie der Wissenschaften der DDR) fir das Lesen
von Korrekturen sowie fiir die Programmierung und Berechnung umfang-
reichen Tabellenmaterials zu den in diesem Buch enthaltenen Gleichungen.
Fiir die freundliche und angenehme Zusammenarbeit bin ich den Mit-
arbeitern des Verlages, Herrn Cheflektor Dr. L. Bowr, Frau Dipl.-Phys.
G. Zanx und Frau H. FiscHER sehr dankbar.

Potsdam-Babelsberg, im September 1972 Horst MELCHER
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Zum Begriffssystem der Relativitdtstheorie

Die Relativitdtstheorie stellt die physikalischen MeBergebnisse und Sach-
verhalte dar, die von einem bewegten Bezugssystem aus beurteilt werden.
Esist eine Alltagserfahrung, dall solche Angaben wie ,,links* und ,,rechts,
,, vorwarts“und ,,riickwérts®, ,,gro‘“und, klein‘ oder ,,Tag* und ,,Nacht
nur sinnvoll sind, wenn man ein geeignetes Koordinaten- oder Bezugs-
system dazu angibt. Diese Angaben sind vom Standpunkt (Geschwindigkeit
v = 0) des Beobachters abhingig. In den Maf@stiben des Weltalls sind
auch die Begriffe ,,oben* und ,,unten‘‘ relativ, d. h. von der Wahl des
Bezugs- oder Koordinatensystems abhingig. Damit ist einleuchtend, daB
fiir eindeutige Ortsangaben ein derartiges System erforderlich ist, wie z. B.
das Gradnetz auf einem Globus. Es ist aber auch ersichtlich, daB man
genausogut beliebige andere Bezugssysteme wéhlen kann, um die Lage
eines Ortes (Raumpunktes) anzugeben. An Stelle von rechtwinkligen
Koordinatensystemen!) kann man auch beliebig schiefwinklige Systeme
oder Systeme mit Polarkoordinaten benutzen.
Die Darstellung und Analyse der physikalischen Vorgéinge und Gesetz-
méBigkeiten von einem bewegten System aus ist nicht trivial und bereitet
anfinglich einige Schwierigkeiten. Es ist zu erwarten, daB die Beurteilung
physikalischer Tatbestdnde von der Geschwindigkeit » == 0 (und von der
Beschleunigung a) abhéngt, die zwischen zwei Systemen besteht, in
denen sich experimentierende Physiker befinden, die dieselben Versuche
durchfithren und nun gegenseitig die Ergebnisse und GesetzméaBigkeiten
fixieren und austauschen. Hierbei ist zunéchst festzustellen, dafl die phy-
sikalischen GesetzméifBigkeiten in den Systemen selbst unabhingig von-
einander dieselbe Form haben.
Von vornherein ist zu bemerken, dafl man die Informationen aus einem
anderen (bewegten) System durch das Licht erhalt, das fiir die Beobach-
1) Koordinatensysteme sind Darstellungshilfsmittel und haben an sich mit
den zu beschreibenden Gegenstanden und Vorgingen nichts zu tun.
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tungen und Messungen unerldfBlich ist. Dabei wird die Relativgeschwin-
digkeit v zwischen zwei bewegten Systemen in bezug auf die Lichtge-
schwindigkeit ¢ eine wesentliche Rolle spielen, insbesondere wenn v in die
GroBenordnung von ¢ kommt.

Zur Verschiedenartigkeit in der Beurteilung von Bewegungsgesetzméig-
keiten seien zwei Beispiele genannt.

1. Ein Tischtennisspiel lduft in derselben Weise in einem mit gleichblei-
bender Geschwindigkeit fahrenden Eisenbahnwagen ab wie auf einem
Platz an der Bahnstrecke. Wirft der Spieler im fahrenden Zug den Ball
senkrecht nach unten, so stellt der Beobachter am Bahndamm aller-
dings keine senkrechte Bewegung, d.h. keine Gerade der Flugbahn,
sondern eine Parabel fest. Die Frage, wer recht hat und wie die Bahn
,,wirklich‘‘ sei, ist sinnlos. Jeder hat von seinem Standpunkt (besser:
Bewegungszustand) aus recht. Die Bahnkurve ist keine absolute Grofie.
Ein Radfahrer sieht die von ihm getretenen Pedale eine Kreisbewegung
ausfithren, ebenso ein relativ zu ihm ruhender Beobachter, der in glei-
cher Hohe mit derselben gleichférmigen Geschwindigkeit mitfahrt.
Dem an der Fahrbahn stehenden Beobachter stellt sich die Form der
Pedalbewegung allerdings als Zykloide dar.

Damit ist ersichtlich, welche Rolle bewegte Bezugssysteme bei der Dar-
stellung physikalischer Sachverhalte spielen. Das bedeutet aber, daBl man
entsprechende Transformationen finden muf}, um die GesetzmaBigkeiten
zwischen den einzelnen Bezugssystemen umzurechnen.

In der Newtonschen Physik spielt der Begiff des Inertialsystems eine
grundlegende Rolle: Es handelt sich dabei um ein rdumliches Bezugs-
system, in dem fiur die Bewegung eines Massenpunktes (bei Verwendung
rechtwinkliger kartesischer Koordinaten) das Newtonsche Bewegungs-
gesetz in der Form , Kraft gleich Masse mal Beschleunigung® (¥ = ma)
gilt. Geht man mit Hilfe einer Umrechnungsbeziehung nach GALILEL
(Galilei-Transformation) zu einem anderen, gegeniiber dem ersten mit
geradlinig gleichformiger Geschwindigkeit v bewegten Bezugssystem iiber,
so ergibt sich fiir das Newtonsche Bewegungsgesetz wieder die gleiche
Form; es ist forminvariant (kovariant). Die Forminvarianz der Newton-
schen Bewegungsgleichung bei Galilei-Transformation bezeichnet man als
Galileisches Relativititsprinzip. Beim Ubergang zu beschleunigt bewegten
Bezugssystemen bestebt die Kovarianz nicht mehr.

Die grundlegenden Beziehungen der Elektrodynamik sind durch die
Maxwellschen Gleichungen gegeben. Wendet man auf diese Gleichungen
die Galilei-Transformationen an, so erweisen sie sich als nicht kovariant:
Hiernach wiirden elektromagnetische Erscheinungen von der Relativ-
geschwindigkeit » gegeniiber einem als (absolut) ruhend angenommenen
System abhidngen. Das aber steht im Widerspruch zur Erfahrung, wo-
nach alle Inertialsysteme gleichberechtigt sind.

o
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Die Maxwellschen Gleichungen sind jedoch kovariant gegeniiber der
Lorentz-Transformation.

Gemdl dem Prinzip von der Einheit der Physik, in der alle Teilgebiete
miteinander verbunden sind, wire es unbefriedigend, fiir zwei grund-
legende Gebiete der Physik (Mechanik und Elektrodynamik) zwei ver-
schiedene Transformationen anwenden zu miissen.

ArBERT EINSTEIN zeigte durch eine tiefgriindige Analyse des Newtonschen
Raum- und Zeitbegriffes, daB Denkgewohnheiten keine Denknotwendig-
keiten zu sein brauchen. Er fand aus der Raum-Zeit-Analyse die Lorentz-
Transformation und bewies, dafl die Newtonsche Mechanik so abgedndert
werden muBl, daB sie — wie die Elektrodynamik -- gegeniiber der
Lorentz-Transformation kovariant ist.

Die Untersuchung des unterschiedlichen Transformationsverhaltens der
mechanischen und elektrodynamischen Gesetze fithrte EINSTEIN zur
Formulierung zweier Prinzipien, die die Grundlage der speziellen Rela-
tivititstheorie (SRT) bilden.

1. Spezielles Relativitatsprinzip:

Alle gleichformig geradlinig bewegten Bezugssysteme sind gleichberech-
tigt und gleichwertig. In diesen Systemen (Inertialsystemen) laufen alle
physikalischen Erscheinungen in derselben Weise ab. Die Naturgesetze
haben in diesen Systemen die gleiche mathematische Form.

Mit anderen Worten: Es gibt kein Bezugssystem, das vor anderen in
irgendeiner Weise ausgezeichnet (oder unterscheidbar) wire. Damit exi-
stiert im besonderen kein absolut ruhendes System; es gibt nur relativ
zueinander in Ruhe befindliche Systeme. Jede Art von Bewegung ist nur
relativ, d. h., sie ist nur hinsichtlich eines Bezugssystems darstellbar.

Ein im abgeschlossenen Kasten experimentierender Physiker ist mit keinen
Mitteln imstande zu erkennen, ob sich der Kasten in Ruhe oder in gerad-
linig gleichformiger Bewegung befindet.

Das spezielle Relativitdtsprinzip gilt ausnahmslos fiir alle physikalischen
Disziplinen.

2. Prinzip von der Konstanz der Vakuum-Lichtgeschwindigkeit :

Bei geradlinig gleichférmiger Bewegung zwischen Lichtquelle und Beob-
achter wird die Vakuum-Lichtgeschwindigkeit unabhéngig von der Re-
lativgeschwindigkeit v zum selben Wert ¢ gemessen.

Dieses Prinzip beruht ebenfalls auf experimentellen Erfahrungstatsachen
(Michelson-Versuch) und bedarf keiner Interpretation.

Das auf diesen beiden Prinzipien aufgebaute Begriffssystem und die Ge-
samtheit der daraus gefolgerten Resultate stellen den Inhalt der SRT
dar.

Die Relativierung von Raum und Zeit fithrt konsequent auch zur Relativie-
rung der ,,Gleichzeitigkeit“: Es ist fiir zwei zueinander bewegte Beob-
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achter prinzipiell nicht moglich, zwei Ereignisse als (,,absolut) gleich-
zeitig festzustellen.

Das wesentlichste Ergebnis der SRT — nach EINsTeIN — ist die Aqui-
valenzbeziehung F = mc?.

Die tiefe Bedeutung der Lorentz-Transformation ist darin zu sehen, dal}
sie ein Kriterium darstellt, wonach die physikalischen Gesetze nur dann
allgemeingiiltig sind, wenn die Beziehungen gegeniiber dieser Transfor-
mation invariant sind. Um zu entscheiden, ob ein physikalisches Gesetz
allgemeingiiltig ist, wendet man das Relativitdtsprinzip als Kriterium an:
Man stellt das Gesetz mit Hilfe der Lorentz-Transformation fiir ein
anderes Inertialsystem dar. Bleibt dabei die mathematische Form des Ge-
setzes erhalten (forminvariant), so liegt ein allgemeingiiltiges Gesetz vor.
Dieses Kriterium ist offenbar hiufig in seiner Aussage weitreichender als
»experimentelle Bestdtigungen®, da es in vielen Fillen zum Auftfinden
neuer Naturgesetze (beispielsweise £ = mc?) gefuhrt hat.

Ist die relativistische Invarianz eines physikalischen Gesetzes verletzt,
so miiBte dieses Gesetz in verschiedenen Bezugssystemen unterschiedlich
formuliert werden; ein vor anderen ausgezeichnetes Bezugssystem steht
aber im Gegensatz zum speziellen Relativitdtsprinzip.

Es ist demnach wichtig, GroBen aufzufinden, die in verschiedenen Sy-
stemen gleich sind, die sich also bei Transformationen nicht dndern.
Derartige GroBen, die nicht veranderlich gegen relativistische Transfor-
mationen sind, heilen Invarianten.

Solche Invarianten sind beispielsweise die Vakuum-Lichtgeschwindigkeit,
die elektrische Ladung, der Druck eines idealen Gases, die Entropie und
der raumzeitliche Abstand zweier Ereignisse (Welt-Linien-Element).
Wihrend der rdumliche Abstand zweier Punkte (Lénge eines Stabes)
in der klassischen Physik unverdnderlich ist, also unabhéngig von einem
rechtwinkligen oder schiefwinkligen Koordinatensystem zum selben Wert
bestimmt wird, ist in der SRT der rdumliche Abstand relativiert, jedoch
der raumzeitliche Abstand zweier Punkte im Raum-Zeit-Kontinuum
invariant.

Die SRT erweist sich als Spezialfall der allgemeinen Relativitatstheorie
(ART); sie gilt exakt nur fiir gravitationsfreie Rdume. In der SRT wird
die enge Verkniipfung von Raum und Zeit nachgewiesen; in der ART
wird der einheitliche Zusammenhang von Raum, Zeit und Materie her-
gestellt.

Die klassische Physik ist ein Spezialfall der allgemeineren Gesetze der
SRT. Sie gilt allein fiir Geschwindigkeiten », die klein sind im Vergleich
zur Vakuum-Lichtgeschwindigkeit: v <€¢. Die relativistische Physik
spielt sowohl im Mikrokosmos, d. h. in der Atom- und Kernphysik, als
auch im Makrokosmos bei der Untersuchung des Gravitationsproblems
und in der Kosmologie eine hervorragende Rolle.
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In der SRT ist das Raum-Zeit-Kontinuum des physikalischen Geschehens
der Minkowski-Raum, in der ART ein Riemannscher Raum, dessen Kriim-
mung durch die gravitierenden Massen bestimmt wird.

Die glanzvollste theoretische Leistung Albert EINsTEINs ist zweifellos die
Begriindung der allgemeinen Relativitdtstheorie. EINSTEIN stellte sich
die Aufgabe zu untersuchen, wie die Transformation von physikalischen
Gesetzen zu erfolgen hitte, wenn Nichtinertialsysteme vorliegen, wie man
also im Falle von Bezugssystemen eines beliebigen (beschleunigten) Be-
wegungszustandes zu transformieren hitte. Des weiteren untersuchte er
die vorzunehmende Anderung des Newtonschen Gravitationsgesetzes, das
gegeniiber einer Lorentz-Transformation nicht kovariant ist. In diesem
Gesetz kommt zum Ausdruck, daB sich die Wirkung der Gravitationskraft
mit unendlich groBer Geschwindigkeit — also momentan — ausbreitet,
was im Widerspruch zu der Tatsache steht, daB die Vakuum-Licht-
geschwindigkeit die grofite Geschwindigkeit ist, mit der man Signale
(Energie) iibertragen kann.

Die ART basiert ebenfalls auf zwei Prinzipien.

1. Das allgemeine Relativitatsprinzip:

Esist grundsatzlich kein irgendwie gearteter Bewegungszustand vor einem
anderen ausgezeichnet; die Naturgesetze haben demzufolge in jedem be-
liebigen Bezugssystem dieselbe mathematische Form. Mit anderen Wor-
ten: Die Naturgesetze sind kovariant gegeniiber beliebigen Koordinaten-
transformationen. Zur Erfiillung der Kovarianz miissen die Gesetze im
vierdimensionalen Raum-Zeit-Kontinuum dargestellt werden.

2. Prinzip der (lokalen) Aquivalenz der Beschleunigung und der Gravi-
tation:

Ein in einem abgeschlossenen Kasten experimentierender Physiker ist mit
keinen Mitteln imstande zu unterscheiden, ob sich der Kasten in gleich-
formig beschleunigter Bewegung relativ zu einem Inertialsystem befindet
oder ob er sich statt dessen in Ruhe, aber in einem homogenen Gravi-
tationsfeld befindet. Diese Ununterscheidbarkeit beruht auf der Erfah-
rungstatsache der Proportionalitit von schwerer und triger Masse.

EinsTrINs weitere Untersuchungen erbrachten das Ergebnis, dal in be-
schleunigten Systemen — also auch in Gravitationsrdumen — die euklidi-
sche Geometrie des Raum-Zeit-Kontinuums durch die Riemannsche
(nichteuklidische) Geometrie zu ersetzen ist.

Die Einsteinsche Gravitationstheorie griindet sich auf die Erfahrungs-
tatsache der Gleichheit von triger und schwerer Masse, die durch viele
Experimente mit einer bis ins Extreme gesteigerten Genauigkeit als
Naturgesetz bestitigt wurde. Unter der trigen Masse versteht man die
Eigenschaft von Korpern, Bewegungen einen Trigheitswiderstand ent-
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gegenzusetzen. Die schwere Masse (Gravitationsladung) ist die Eigen-
schaft, Schwerkraft (Gravitation) auszuiiben.

Da man bei der Bewegung eines Massenpunktes nicht die Wirkungen von
Trigheit und Schwerkraft unterscheiden kann, hat EINSTEIN eine Er-
weiterung (Verallgemeinerung) des klassischen Tragheitsprinzips von
GALILEI und NEWTON vorgenommen, das nunmehr die Beschleunigung,
die ein Massenpunkt durch ein Gravitationsfeld erfahrt, mit beriicksich-
tigt: :

Die Bahn eines sich selbst tiberlassenen Massenpunktes ist eine geodatische
Weltlinie. Hierbei bedeutet ,,sich selbst iiberlassen‘‘, daB3 er nicht durch
andere Krafte (z. B. elektrische oder magnetische) beeinflufit wird. Die
Tragheitsbahnen sind Geraden, wenn das Gravitationsfeld verschwindet.
Das ist in der SRT (ebener Raum) der Fall.

Die aus den Einsteinschen Feldgleichungen der Gravitation vorher-
gesagten Effekte wurden — in den Grenzen der derzeitigen MeBgenauig-
keit — bestatigt. Mit der relativistischen Gravitationstheorie wurde zu-
gleich der Grundstein fiir die Kosmologie gelegt.

Die ART steht selbst nach ihrer iiber 50jédhrigen Geschichte noch immer
im Mittelpunkt des Interesses, da sie keineswegs als abgeschlossen ange-
sehen werden darf. Diese Theorie stellt eine vollig neue Auffassung vom
Wesen der Gravitation dar (Nahwirkungstheorie). In den letzten Jahren
haben viele Physiker an ihrer Weiterentwicklung gearbeitet, und gegen-
wiartig werden neue theoretische Auffassungen und neue Experimente er-
ortert.

BinsteIiNs Forschungen waren auf die weitere Verallgemeinerung der
ART gerichtet. Bis zu seinem Tode (1955) arbeitete er an der Schaffung
einer einheitlichen (geometrischen) Feldtheorie, die z. B. das Gravitations-
feld mit dem elektromagnetischen Feld vereinen sollte. Es gilt aber auch,
die Felder zu beriicksichtigen, die in den Mikrodimensionen der Materie
eine Rolle spielen.

Durch die in den letzten Jahren erzielten Fortschritte in der Mef3- und
Beobachtungsgenauigkeit konnen nicht nur die bekannten ,klassischen‘
Tests der ART verfeinert, sondern vor allem génzlich neue Experimente
realisiert werden. Die Weiterentwicklung der Gravitationstheorie héngt
entscheidend von der moglichst genauen experimentellen Bestdtigung
oder Widerlegung der nach der ART zu erwartenden quantitativen
Effekte ab. Eine Entscheidung zwischen den moglichen Erweiterungen
der Einsteinschen Theorie durch P. Jorpaw, C. BRaNs und R. H. DickEe
und der Einsteinschen ART kann natirlich nur durch Experimente her-
beigefiithrt werden.
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1. Relativbewegungen

(klassisches Relativitdtsprinzip nach GALILEI)

Im Rahmen der SRT werden — im gravitationsfreien Raum — Bewegun-
gen betrachtet, die geradlinig und gleichférmig zueinander verlaufen.

Das folgende Beispiel dient der Vorbereitung des Verstidndnisses des Ex-
perimentes von MicHELSON und hat zunidchst mit der Einsteinschen
Theorie selbst nichts zu tun. Dieser Versuch und die mathematische Form
des Ergebnisses konnen bereits durch Anwendung des Lehrsatzes des
Pythagoras?) erfaBlt werden, so daB die Diskussion des eigentlichen Michel-
son-Experimentes durch hiufig stérende Nebenbetrachtungen nicht be-
lastet zu werden braucht. Die folgenden Erérterungen bringen nicht nur
die fiir die Deutung des Michelson-Versuchs notwendigen mathematischen
Beziehungen, sie enthalten auch schon implizit die Relativbewegung von
zwei Koordinatensystemen S und §’.

Betrachtet man in einem Gewaiasser die drei Punkte 4, B und C, in
denen sich beispielsweise Bojen oder (verankerte) Boote befinden mégen
(Abb. 1.1), dann kann man die Zeiten berechnen, die benétigt werden,

wenn die Entfernungen AB = AC = | mit der Geschwindigkeit ¢ (von
Schwimmern, Booten, Flugkorpern, Schallsignalen oder Massenpunkten)
zuriickgelegt werden?):

1. Fall:
Ruhendes Gewiisser, also Stromungsgeschwindigkeit v = 0;

1=300m; ¢=10ms™t.

Fiir die Entfernung AB =1 benétigt der Massenpunkt (das Signal) 7, =/c
= 30 s; fiir den Riickweg von B nach 4 benotigt der Massenpunkt im
1) Dieser Lehrsatz findet nicht nur eine Verallgemeinerung durch den Ko-
sinussatz bei der vektoriellen Addition von Geschwindigkeiten, sondern
auch bei der Darstellung des Weltlinienelementes der SRT und der ART.
2) In diesem Kapitel bezeichnet ¢ nicht die Vakuum-Lichtgeschwindigkeit.

2 Melcher, Relativititstheorie
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ruhenden Gewésser dieselbe Zeit, so daf sich fir den Hin- und Rickweg
insgesamt #; = 7, + 7, = 30 s 4 30 s = 60 s ergeben.

Die Zeit t, fiir den Weg von A nach C und zurick ergibt sich unter
den gleichen Bedingungen ebenfalls zu f, = tF + tf = 60 s; es gilt hier
alsot, =t =1.

Abb. 1.1

2. Fall:

Stromendes Gewisser (Abb. 1.1). Stromungsgeschwindigkeit v = 5 ms™?;
{=300m; ¢c =10ms~1. 4, B, C feste Punkte gegeniiber der Stromung
(z.B. verankerte Boote).

Es sollen wieder die Zeiten ¢, und ¢, berechnet werden:

t, die Zeitdauer der Bewegung von A4 nach B(t,) und zurick nach 4 (t,);
t, die Zeitdauer der Bewegung von A nach C(t¥) und zuriick nach 4 (z¥).

Als resultierende Geschwindigkeit ergibt sich in Richtung der Strémung
(10 4- 5) ms™? und gegen die Stromungsrichtung (10 — 5) ms™1. (Das ist
die Aussage des klassischen Relativitdtsprinzips von GALILEI fiir die Addi-
tion von Geschwindigkeiten.)

Es folgt somit 7; = 300 m/15 ms™! = 20 s und 7, = 300 m/5 ms~! = 60 s,
also f;, = 20s + 60s = 80 s.

Um von A nach (dem festen Punkt) C zu gelangen, mull man einen Vor-
haltewinkel & einkalkulieren, der fiir die Riickfahrt dieselbe GroéBe hat.
Wegen der Gleichheit der Bedingungen dauert die Fahrt von 4 nach C
genausolange wie von C nach 4. (Die rechtwinkligen Dreiecke AC A4’ und
(A4’ sind kongruent.) -

Aus den rechtwinkligen Dreiecken folgt AA? = A'C? + ‘Ez, also
(ct¥)2 = (wtF)2 4 12 Es ist b, = 7¥ + 7¥; wegen ¥ = 7F gilt hier
ty = 2 ¥, somit also

ty 4\ ty 2
E-lOms 1) = E5ms‘1 -+ 3002 m?2 .
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Hieraus folgt
9 ©3002m?®
(102 — 5%) m2s~2’
t, =69,3s.

Es besteht also in diesem Fall ein Zeitunterschied fir die beiden Bewegun-
gen:

also

At =t —t, = 10,7s.

3. Fall:

Stromendes Gewéasser. Stromungsgeschwindigkeit v = 5 ms™?

I =300m; ¢’ = 10 ms? (Geschwindigkeit im bewegten System).

A, B, C fest miteinander verbundene Punkte (Boote), die mit der Stro-
mung treiben.

Es sollen wieder die Zeiten fiir die Langs- und Querbewegung berechnet
werden, wenn der Massenpunkt von A nach B (und zuriick nach 4) sowie
von A nach C (und zurick nach 4) mit der Geschwindigkeit ¢’ bewegt
wird.

Vom Standpunkt des mitbewegten Beobachters ist Fall 3 mit Fall 1 gleich-
wertig. Der Massenpunkt legt die Strecken AB und AC in den gleichen
Zeiten zuriick wie im Fall 1. Fur den ruhenden Beobachter iiberlagert sich
der Bewegung des Punktes im bewegten System noch die Geschwindig-
keit v des bewegten Systems (Stromung).

Es hat keinen Sinn zu unterscheiden, welches System ruht und welches be-
wegt ist. Man kann nur feststellen, daB sich zwei Systeme gegeneinander
mit einer gewissen Geschwindigkeit bewegen. Deshalb wird stets per
definitionem festgesetzt, welches System oder welcher Beobachter als
ruhend betrachtet werden soll.

Als ruhender Beobachter gilt stets derjenige, der fest mit dem betreffenden
System verbunden ist.

4. Fall!):

Ruhendes Gewisser. Bewegung des Systems der Punkte 4, B und € mit
der Geschwmdlgkelt v=5ms1; 1 =300m; ¢ =10 ms~!. Die Punkte

1) Dxese 4 Falle wurden vollig klassisch behandelt, d. h., es wurden absichtlich
nicht die Zeiten fiir Lichtsignale zwischen AB und AC betrachtet. Es stellt
sich ja beim Michelson-Versuch heraus, da3 die klassischen Rechnungen fir
das Licht keine Giltigkeit haben. Zu den in den 4 Fillen erhaltenen Ergeb-
nissen kann man auch mit Hilfe von akustischen Signaltibertragungen kom-
men.

2%
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A, B und C koénnen starr miteinander verbundene Boote sein, die durch
das ruhende Gewisser fahren.

Es sollen wieder die Zeiten fiir die Langs- und Querbewegung berechnet
werden, wenn sich der Massenpunkt (bzw. das akustische Signal) von 4
nach B (und zuriick nach A4) sowie von A nach C (und zuriick nach A4)
mit der Geschwindigkeit ¢ bewegt (Abb. 1.2).

— —— e —————————— T
I 1
v | |
[ |
| |
b _— — — —— -
A B Az B, As By
Abb. 1.2

Im Augenblick des Startes von A4, befinden sich die in dem ruhenden Ge-
wisser fahrenden Boote in 4,, B, bzw. C,. Das Boot C wird in C, erreicht.
Nach dieser Zeit t,/2 befinden sich die Boote 4 und B bei 4, und B,. Das
Boot A wird nach unmittelbarer Riickkehr von C, bei 4, wieder erreicht.

B4, = ByA, .

Es ist ersichtlich, dal die Aufgabe nur fir ¢ > v losbar ist; denn fir
¢ < v wiirde das bewegte System der Boote dem im ruhenden System
langsamer bewegten Punkt enteilen.

Die Losung der Aufgabe fithrt zu demselben Ergebnis wie im Fall 2:
t, =80s und ¢ =10693s.

Die Falle 2 und 4 sind also gleichwertig. Das ist eine Folge des klassischen
Relativitatsprinzips. Nach der SRT unterscheiden sich aber die Fille 2
und 4 wegen des Einsteinschen Additionstheorems der Geschwindigkeiten
in zwei Bezugssystemen, wenn deren Relativgeschwindigkeit » ist und
gegeniiber ¢ nicht mehr vernachléssigt werden kann. Vergleiche hierzu das

Beispiel eines mit % ¢, d. h. mit 80%, der Lichtgeschwindigkeit bewegten
Zuges (vgl. 9.4., 9.5., 9.6.).

Die folgende elementare mathematische Form faft die Ergebnisse der be-
trachteten vier Bewegungsaufgaben zusammen.
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Fiir die Zeit ¢, (Bewegung parallel zur Stromung) erhilt man:

l l let+lvt+lc—1vw
— = = - o
1= T c—i—v+c—v fra—
1 21 1
i =21c = — - (1.1)
5 v c v
c(l——) 1——
c2 c2

Es ist t = 2 {/c die Zeitdauer fiir die Bewegung, wenn keine Strémung
vorhanden ist (Fall 1: v = 0). Fihrt man ¢ und die Abkiirzung vjc = §
ein, so erhalt man

1

tlztl _735- (1.2)

Fiir ¢, folgt allgemein aus (¢ £,/2)? = (v £,/2)2 + 12

1 21 1
t; = 4: l2 m ) a:]SO t2 S — (1.3)

¢ 2
=
oder mit den Abkiirzungen 2 ljc = ¢ und v?/c? = 2

1
t*:.
V1 —pe

fy = (1.4)

Als Zeitunterschied der beiden Bewegungen findet man aus (1.2) und
(1.4):

1 1
At:tl—tzzt[l i }/1__——/37]’ (1.5)
d. h. aber
At==0, sofern v==0.

Dieses Ergebnis At == 0 erhilt man auch, wenn die Uberlegungen zu
Abb. 1.1 und 1.2 mit einem zwischen den Punkten 4, B und C iibermittel-
ten Schallsignal angestellt werden. Es steht in Ubereinstimmung mit der
Erfahrung. Wahlt man aber ein Lichtsignal, so wiirde wohl — zunéchst
mangels anderer Erfahrungen — das gleiche Ergebnis At == 0 zu erwarten
sein. Im folgenden Abschnitt wird jedoch gezeigt, daBl die Experimente
fiir Licht At = 0 ergeben. Aus diesem Grunde wurden die vorbereitenden
Uberlegungen nicht auf Lichtsignale iibertragen.
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Aus den Formeln kann man unmittelbar durch Einsetzen der Werte fiir v
und ¢ die Werte ¢, und ¢, berechnen, wenn die Zeit t (bei v = 0) bekannt ist.
Diese Ergebnisse sind unabhéngig davon, ob die Messungen stets vom Ufer
aus oder aber vom ruhenden oder gegeniiber dem Ufer bewegten Boot 4
aus vorgenommen werden. (Bei groBen Geschwindigkeiten, die mit der
Lichtgeschwindigkeit vergleichbar sind, gilt das jedoch nicht mehr!) Hierin
ist bereits implizit die Galilei-Transformation und insbesondere die Ab-
straktion der beiden Koordinatensysteme S und S” enthalten, die sich mit
der Geschwindigkeit » gegeneinander bewegen.

Wiire die Geschwindigkeit der Wasserstromung — oder im Falle von Flug-
zeugbewegungen die Windgeschwindigkeit — unbekannt, dann kénnte
man sie aus der Differenz der Fahr- bzw. Flugzeiten berechnen, wenn bei-
spielsweise die in den Abb. 1.1 und 1.2 dargestellten Fahr- oder Flug-
routen gewéhlt werden (vgl. Aufgabe 1.1.).

Sendet man Lichtsignale einmal in Richtung der Erdbewegung und ein
anderes Mal senkrecht dazu aus, so ergibt sich fiir gleiche Lichtwege keine
Differenz der Laufzeiten dieser Signale. Diese Besonderheit fiir Licht be-
deutet, daB es einen EinfluB eines ,,Atherwindes* und damit auch den
hypothetischen Triger der Lichtwellen, den sogenannten (Licht-)Ather,
nicht gibt. Man kann somit auf diesen Atherbegriff von vornherein ver-
zichten.

Fiihrt man also die vorstehenden Versuche mit Lichtsignalen durch, indem
man die Entfernungen des mit der Geschwindigkeit » bewegten Systems mit
Hilfe von Lichtblitzen tiberbriickt und deren Laufzeiten ¢ miBt, so ergibt
sich stets 4t = 0. Die Lichtsignale werden von A4 ausgesendet und mit
Hilfe von Spiegeln in B und in C nach A reflektiert.

Dieser experimentelle Befund A¢ = 0 fir das Licht (im Gegensatz zu
akustischen Signalen) und seine Anerkennung fithren direkt zu dem ge-
schlossenen Begriffssystem, das als SRT bezeichnet wird.

2. Zum Michelson-Versuch
241. Versuchsanordnung

Die vorstehenden Betrachtungen sollen nun zur Erliuterung eines be-
rilhmt gewordenen Experimentes herangezogen werden, das MICHELSON
im Jahre 1881 in Potsdam und 1887 gemeinsam mit MorRLEY in Cleveland
durchgefiihrt hat.!) Dieses Experiment ist in der Folgezeit des 6fteren

1) Der Grundgedanke des Michelson-Versuches geht auf eine Arbeit von J. C.
MaxwELL zuriick, die postum erschienen ist: On a possible mode of detecting
a motion of the solar system through the luminiferous aether. Proc. Roy.
Soc. 30 (1879/80), 108.
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wiederholt worden, wobei die MeBgenauigkeit noch weiter gesteigert
werden konnte. Samtliche Experimente erbrachten dasselbe Ergebnis.

Im Punkt A (Abb. 1.1 oder 1.2), der auf der Erde ruht, startet ein Licht-
signal mit ¢ = 300000 kms™t. Nun bewegt sich aber die Erde selbst mit
einer Geschwindigkeit von » ~ 30 kms~! um die Sonne. Es entsteht die
Frage, ob sich das Licht von 4 nach B mit der Geschwindigkeit von
300030 kms~! ausbreitet.!) Des weiteren ist die Frage zu priifen, ob sich

Michelson - Intérferometer

e SpiEGE] 2
N T pieg
w 0 l \
S
feildurchidssiger Spiege/
& y - o
—_— -—————
Lichtquelle ev / _otr
AB=AC- Spiegel 1
Zeit t; fiir AB und zuriick
1 1
b=t tewy
t,=2L. 1
1 ¢ 1_61‘2
Ablesefernrohr
oder Schirm
Inferferenzstreifen
Abb. 2.1

') Araco hatte bereits die Geschwindigkeit des vom selben Stern kommenden
Lichtes gemessen: einmal, wenn sich die Erde auf den Stern zu-, und einmal,
wenn sie sich von ihm wegbewegt. Es ergab sich kein Unterschied der ge-
messenen Geschwindigkeiten. D= SiTTER hat gezeigt, dal3 auch bei den Be-
wegungen der Doppelsterne kein Unterschied der Lichtgeschwindigkeiten
auftritt.
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das Lichtsignal etwa senkrecht zur Richtung der Erdbewegung mit einer
anderen (resultierenden) Geschwindigkeit ausbreitet. Mit anderen Worten:
Es soll im Falle der Lichtgeschwindigkeit die Gultigkeit der obigen For-
meln geprift werden, wobei speziell untersucht werden soll, wie groB
At =t — 1, ist.

Die Michelsonsche Versuchsanordnung, die als ein Musterbeispiel fiir ein
Hochstmall an Prézision gilt, ist in Abb. 2.1 vereinfacht als Schema dar-
gestellt. Die Analogie zu den Bewegungsaufgaben des Abschnittes 1 ist
durch die Punkte 4, B, C in den Abb. 1.1 und 1.2 hergestellt.

Man kann annehmen, daB der Lichtstrahl, der von einer Lichtquelle
kommt, bei 4 startet: Ein Teil des Strahles gelangt nach B und zuriick
nach A4, ein anderer Teil kommt von A nach C und zuriick nach A. Es wird
die Uberlagerung der Lichtwellenziige, also die Interferenz, untersucht.
Die bei Bund C reflektierten Strahlen interferieren bei A ; der von B reflek-
tierte Strahl bleibt dabei hinter dem von ¢ kommenden Strahl zurick.
Im Talle eines moglichen Gangunterschiedes zwischen den Lichtwellen
kommt es zur Interferenz. Man beobachtet die Interferenzstreifen mit
Hilfe eines Fernrohres. Bei Drehung des Michelson-Interferometers — wie
man diese gesamte Apparatur bezeichnet — um A4 erwartete man eine
Verschiebung der Interferenzstreifen, die jedoch zur allgemeinen Uber-
raschung ausblieb.

Zeit t, fiir AC und zuriick aus

AC Az cty=Vil?+y2t2
to2 L
2 C ]/1_%2_2

Abb. 2.2
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In Abb. 2.2 ist — in Analogie zur Abb. 1.2 — der Weg des Lichtstrahles
von A nach C und zurick nach 4 dargestellt (3 Phasen). Wenn der Licht-
strahl den Spiegel C in der Position C, erreicht, befindet sich 4 in der Posi-
tion 4,. Fiir einen auBerirdischen Beobachter hat sich ndmlich die Erde
mit der Apparatur um die Strecke 4,4, nach Osten bewegt. Nach der
Laufzeit ¢, erreicht der Lichtstrahl wieder den Spiegel 4 in der Position 4,.

Wihrend der Lichtstrahl den Weg 4,0,4, = c t, zuriicklegt, bewegt sich

die Erde mit dem Spiegel 4 um die Strecke 4,4, = v ¢, weiter.
Die Berechnung des Laufzeitunterschiedes At erfolgt gemiB Gl. (1.5).
Diese Gleichung vereinfacht sich durch Reihenentwicklung?) fiir v <€ ¢ zu

21 1 22
“‘N?(“*" —5;;?)’
also
lv?

Zu diesem Zeitunterschied gehort aber der Wegunterschied
2
s=dtc, d.h., smlc—z. (2.2)

Dreht man die Versuchsanordnung um 4 entgegengesetzt zum Uhrzeiger-
sinn,?) dann bleibt der Strahl von AC hinter dem von 4B zuriick, d. h.,
die beiden Wellenziige haben sich um 2 s gegeneinander verschoben.
(Bei 45° wirde sich unter den obigen Voraussetzungen fiir beide Wege
dieselbe Geschwindigkeit ergeben.) MiBt man diese Strecke in Einheiten
der verwendeten Lichtwellenlinge des monochromatischen Lichtes, so
entfallen auf die Strecke 2 s insgesamt 2 s/ Lichtwellenlingen. Beim Dre-

2 l
hen der Versuchsanordnung miissen also 2 i 4102 Wechsel zwischen

A A c?

hell und dunkel im Gesichtsfeld des Interferometers auftreten.

(Der Wechsel heller und dunkler Streifen ist doppelt so gro8 wie die Zahl
der V\’ellenléngen, deshalb der Faktor 2.)

2 1 1, LD

)Esgllt ﬂz ~14 B und.(1 ﬁ)m~l+2ﬂ,wennﬂ<l,ﬂ o

2) Es beflndet sich dann die Lichtquelle an der Stelle des Interferometers, das
an die Stelle von Spiegel 2 tritt. Spiegel 2 nimmt die Stelle von Spiegel 1
ein, der nunmehr in der urspriunglichen Richtung des Lichtstrahles liegt.
Die Drehung der Apparatur und damit zwei Messungen sind notwendig, um
einen Vergleich oder Bezug zu ermdéglichen.
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Mit den Werten v = 30 kms~!, ¢ = 300000 kms™, also 22/c2 = 1078,

2
1=382m und A =6,4. 1075 cm, erhdlt man 4;—l % = 2 Wechsel von

hellen und dunklen Interferenzstreifen. Die Prizision des Michelsonschen
Apparates war so groB3, daBl bereits 19, dieser erwarteten Interferenz-
streifen-Verschiebung héatte festgestellt werden koénnen.

2.2. Das Ergebnis des Michelson-Versuches

Das Ergebnis lautet: Die ,,erwartete’ Verschiebung der Interferenzstreifen
konnte nicht festgestellt werden; demnach ist hier At = ¢, — #, = 0 im
Gegensatz zu den obigen klassischen Bewegungsaufgaben.?)

Der Michelson-Versuch deckte einen Widerspruch zwischen dem experi-
mentellen Ergebnis und dem ,, Erwartungswert* auf. Das experimentelle
Ergebnis konnte vielfach bestatigt werden, es ist also sicher. Zur Losung
der Diskrepanz muBten die theoretischen Grundlagen kritisch analysiert
und iiberpriift werden. Die Theorie mufite der experimentellen Erfahrung
angepalt werden. Diese Aufgabe mit Erfolg gelost zu haben, ist ein grofBes
Verdienst von EINSTEIN.

Das Experiment erbrachte im Gegensatz zu den klassischen Beispielen des
Abschnitts 1 das Ergebnis, daB die Lichtgeschwindigkeit ¢ stets gleich
grof} ist, in welcher Richtung zur Erdbahn sie auch gemessen wird.
EinsTEIN formulierte das experimentelle Ergebnis des Michelson-Ver-
suches, indem er diese Tatsache zum Prinzip erhob: Prinzip von der Kon-
stanz der Vakuum- Lichtgeschwindigkeit. Er erkannte, daB die Losung dieses
Widerspruches nur durch eine prinzipielle Erweiterung der klassischen
Physik moglich ist. Danach gibt es grundsitzlich keinen physikalischen
Vorgang, der etwas iiber die geradlinige und gleichféormige Bewegung eines
Bezugssystems aussagen konnte. Das bedeutet aber, daB absolute Be-
wegungen grundsétzlich nicht feststellbar sind; es konnen nur relative
Bewegungen beobachtet werden.

2.3. Zur Analyse des Ergebnisses des Michelson-Versuches
1 1

v 2
1-— P Vl -3
lich, wenn die Erde ruhte, d. h., dann wire v = 0 und somit A¢ = 0.

1) Die héufig zu findende Formulierung: der Michelson-Versuch erbrachte ein
,,negatives Ergebnis®, sollte man tunlichst vermeiden, da sie falsche Vor-
stellungen weckt. Das Ergebnis des Michelson-Versuches lautet: Der Lauf-
zeitunterschied 4t der beiden betrachteten Lichtstrahlen ist Null.

1. Das Versuchsergebnis At == ¢ = 0 wire verstind-
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Es ist aber eine allgemein bewiesene Tatsache, daB die Erde nicht ruht
und somit v == 0 sein mull. Die Deutung von At = 0 erfordert also
andere Betrachtungen.

2. Aus der Elektronentheorie des hollandischen Physikers H. A. LORENTZ
wurde gefolgert, dall ein Koérper bei der Bewegung eine Verdnderung
seiner Form erfahrt. In der Bewegungsrichtung tritt eine Verkiirzung
ein.l) Besitzt der Korper im Ruhezustand die Linge [,, dann berechnet
sich nach LorENTz die Linge ! bei der Geschwindigkeit v zu

2
I — lol/l _:_2. (2.3)

Wendet man dieses Ergebnis (2.3) auf den Michelson-Versuch an, so
muB fiir die Entfernung 4B = I, sofern die Richtungen » und ¢ parallel

zu AB verlaufen, obiger Ausdruck eingesetzt werden. Tut man das,

21
so erhélt man statt f; = — -

. nunmehr

An Stelle von £, folgt t¥, wobei einfach I = [, ist, da senkrecht zur Be-
wegungsrichtung nach LorENTZ keine Liangenkontraktion eintritt:

21, 1

Damit ergibt sich dann At = ¥ — t* = 0 in Ubereinstimmung mit
dem Ergebnis des Michelson-Versuches.

Die Lorentzsche Theorie ist jedoch unbefriedigend: Das Auftreten der
Langenkontraktion setzt bereits voraus, dafl es moglich ist, eine abso-
lute Ruhe festzustellen. Das kann man jedoch mit dem Michelson-Ver-
such nicht (und auch grundsitzlich nicht). Somit kann man diese
Theorie auch nicht zur Deutung des Ergebnisses des Michelson-Experi-
mentes heranziehen.

1) Die Kontraktion ist vom Material eines Korpers unabhéngig. Alle Koérper
erscheinen also in demselben MaBe kontrahiert, wenn sie sich mit derselben
Geschwindigkeit bewegen. Diese Kontraktion wird nicht durch irgend-
welche Krafte hervorgerufen. Es handelt sich um einen rein kinematischen
Raum-Zeit-Effekt.
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3. Die mit dem Resultat des Michelson-Experimentes verbundenen Fragen
hat erst EINSTEIN in ihrer Gesamtheit beantwortet. Da das Experiment
— und viele sorgfiltige Wiederholungen bis in die jiingste Zeit — als
,,Frage an die Natur‘ eine Antwort erbrachte, die anders ausfiel, als
man theoretisch erwartet hatte, muBte nach seiner Auffassung die
Theorie verbessert und addquat gestaltet werden. Nach EINSTEIN
besagt das experimentelle Ergebnis: Die Lichtgeschwindigkeit ist (im
Vakuum) — unabhéngig von dem (gleichférmigen und geradlinigen) Be-
wegungszustand der Lichtquelle — konstant. Dieses physikalische Prin-
zip der Konstanz der Vakuum-Lichtgeschwindigkeit ist ein aus der Er-
fahrung gewonnener Satz, der dem tatsdchlichen Naturgeschehen Rech-
nung trigt. Es ist also einfach ein Naturgesetz — wenn auch auf
Grund der Alltagserfahrung nicht vorstellbar —, daf3 z. B.
Lichtgeschwindigkeit + Erdgeschwindigkeit = Lichtgeschwindigkeit
ist. Allgemein gilt:

Lichtgeschwindigkeit + beliebige Signal- oder Trigergeschwindigkeit
= Lichtgeschwindigkeit.?)

Die theoretische Deutung des Michelson-Experimentes erfolgt durch
die Anwendung der Lorentz-Transformationen an Stelle der in der klas-
sischen Physik (v<<¢) anwendbaren Galilei-Transformationen. Es ist das
Verdienst von EINSTEIN, die Lorentz-Transformationen, die bei LORENTZ
als bequemes Rechenhilfsmittel galten, aus dem allgemeinen Prinzip der
Konstanz der (Vakuum-)Lichtgeschwindigkeit gefolgert zu haben.

Es muf} nun die Frage beantwortet werden: Wie sind die Galilei-Trans-
formationen zu dndern, damit sie das Ergebnis des Michelson-Versuches
erkliren kénnen ? Die Beantwortung dieser Frage fithrt zur speziellen
Relativitatstheorie (Kap. 3).

2.4, Nevere Michelson-Experimente

Das Nullresultat des 1887 von MicHELSON und MoRLEY in Cleveland aus-
gefiihrten Experimentes, wonach keine Zeitdifferenz in den Laufwegen der
beiden Lichtstrahlen in Richtung der Erdbewegung und senkrecht dazu
festgestellt werden konnte, muB man — im Hinblick auf die unvermeid-
lichen MeBfehler — genauer formulieren: Anstatt der zu erwartenden Erd-
geschwindigkeit von » = 30 kms™! (,,Atherwind‘‘) wurde » <{ 5 kms™*
gefunden.

Der Michelson-Versuch ist bis in die jungste Zeit immer wieder in neuen
Varianten, unter veridnderten Bedingungen und mit verbesserten Appara-
turen durchgefiithrt worden. Besonders sei erwahnt, dall der Versuch auch

1) Daraus ist ersichtlich, da8 die Lichtgeschwindigkeit eine Grenzgeschwindig-
keit repriasentiert; vgl. die Addition von Grenzwerten.
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unter Verwendung auBerirdischer Lichtquellen, die also nicht mit dem
Labor verbunden sind, analysiert wurde: MILLER (1924) wahlte als Licht-
quelle die Sonne und ToMASCHEK (1924) einen Fixstern. Mit grofer Mef-
genauigkeit wurde der Michelson-Versuch von G. Joos!) in Jena (1930)
wiederholt: v < 1,56 km/s. Mit einem Maser-Experiment?) konnte 1958 die
Genauigkeit nochmals gesteigert werden: v < 30 ms=1. In allen Fillen
wurde das Michelson-Ergebnis A¢ = 0 bestétigt, das klassisch so unbegreif-
lich ist.

Als wesentliche Variante wurde 1932 von KENNEDY und THORNDIKE?) ein
Experiment durchgefiihrt, das sich in zwei Punkten von der Michelson-

schen Anordnung unterschied: Die Lichtwege AC und AB (Abb. 2.1)
wurden unterschiedlich lang gewédhlt (I, — I, = 16 cm). SchlieBlich war die
gesamte Apparatur fest mit dem Laboratorium verbunden — die Michel-
sonsche Anordnung schwamm in einem Quecksilberbecken. KENNEDY und
THORNDIKE beobachteten die Interferenzstreifen iiber viele Monate, wih-
rend sich die Erde mit unterschiedlicher Geschwindigkeit auf ihrer Bahn
um die Sonne bewegte. Sie fanden jedoch keine Verschiebung der Inter-
ferenzstreifen, die durch die tégliche oder jahreszeitliche Bewegungsénde-
rung hétten bedingt sein konnen. Damit gilt auch in diesem Fall A¢ = 0.
Der Versuch zeigt deutlich, da das Licht in allen mit geradlinig gleich-
formiger Geschwindigkeit unterschiedlich rasch bewegten Bezugssystemen
dieselbe Geschwindigkeit hat: Es benotigt zum Durchlaufen der doppelten
Strecke I, — I,| in allen Bezugssystemen dieselbe Zeit, so dal At =0
bleibt.

Der Versuch widerlegt schliefilich die ad-hoc-Erklarung des Michelson-
Versuches mit Hilfe der Kontraktionshypothese, da diese Hypothese das
Nullresultat des Michelson-Versuches nur fiir den Fall gleicher Ruh-
langen ly; und lys ,.erklart” (S. 27). Im vorliegenden Fall ergibt sich fiir
At mit 1, = 1; )1 — v?/c? parallel zur Bewegung und [, = [, senkrecht
zur Bewegung

At — 2 log — o !
c Vl — v3/c?

Die Anerkennung des experimentellen Sachverhaltens At = 0 fiihrt zum
Prinzip der Konstanz der Vakuum-Lichtgeschwindigkeit ¢ und zu einem
neuen Theorem der Zusammensetzung von Geschwindigkeiten, das sich
von der klassischen Geschwindigkeitsaddition unterscheidet, diese aber im
Grenzfall enthilt.

1y Joos, G.: Ann. Physik 7 (1930) 385. )
2) CeparHOLM, J. P., G. F. Braxp, B. L. HavENs, and C. H. Town~Ees: Physic.
Rev. Letters 1 (1958) 342.

3) KenNEDY, R. J., and E. M. THORNDIKE: Phys. Rev. 42 (1932) 400.
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In den letzten Jahren bediente man sich der neuesten experimentellen
Hilfsmittel : Laserstrahlen, MéB8bauer-Effekt und KoinzidenzmeBtechnik.
Von Jasesal) und Mitarbeitern wurde der Michelson-Versuch mit Laser-
strahlen durchgefiihrt. An Stelle der Spiegel 1 und 2 (Abb. 2.1) treten zwei
Lasergerite. Die Differenz der Frequenzen der beiden Laser (Schwebungs-
frequenz) wurde mit Photo-Sekundéirelektronenvervielfachern gemessen
und wihrend der Drehung der Anordnung aufgezeichnet. Es konnte keine
Anderung der Schwebungsfrequenz festgestellt werden. Damit war wie-
derum die Isotropie des Raumes beziiglich der Lichtausbreitung nach-
gewiesen.

Einen erheblichen Fortschritt der experimentellen MeBtechnik erbrachte
die Entdeckung und Anwendung des MoBbauer-Effektes. Mit ihm konnte
eine enorme Steigerung der MeBgenauigkeit erzielt werden; es gelingt mit
ihm, relative Energie- bzw. Frequenzunterschiede von Kernzustdnden
mefBtechnisch zu erfassen. Die gegenwirtig erreichbare Energieauflosung
von AE|E = Av[y = 1078 ubersteigt die bisherigen Prizisionsverfahren
um viele GréBenordnungen.

Mit einer auf einer Zentrifuge montierten MoBbauer-Quelle und dem zu-
gehorigen Resonanzabsorber haben CHAMPENEY, IsAAK und KuAN?)3) die
Frequenzverschiebung gemessen.

Als das zur Zeit genaueste Ergebnis erhielten die Autoren » = (1,6 4 2,8)
ms~!; innerhalb der MeBgenauigkeit also v = 0 (v < 5 m/s).

Das bedeutet, daBl das Ergebnis von MicHELSON nunmehr mit wesentlich
gréBerer Genauigkeit bestitigt wird: Es gibt kein Trigermedium (,, Ather*‘)
fiir elektromagnetische Wellen und kein irgendwie ausgezeichnetes Bezugs-
system fiir die Lichtausbreitung.

Das Nullresultat des Michelson-Versuches, konnte in den letzten Jahren
durch direkte Bestimmung von Laufzeiten mit Hilfe von Positronent)-
und Mesonenexperimenten bestétigt werden.

Wenn Positronen mit Elektronen in Wechselwirkung treten, zerstrahlen
sie in zwei (bzw. drei) y-Quanten. Treten zwei y-Quanten auf, so haben
sie je eine Energie von 511 keV, wenn sie durch vollstandig abgebremste
Positronen (v = 0) entstehen; in diesem Fall werden sie auch unter 180°
zueinander emittiert.

1) JasEga, T. 8., A. Javax, J. Murray, and C. H. TownEs: Phys. Rev. 183 A
(1964) 1221.

2) CramPENEY, D. C., G. R. Isaax, and A. M. Kuaxn: Physic. Rev. Letters 7
(1963) 241.

3) Scamipt-OTT, W.-D.: ,,Einige neuere Messungen zur Priifung der speziellen
Relativitatstheorie*’. Naturwissenschaften 52 (1965) 636 — 639 (dort weitere
Literatur).

4) SapEH, D.: Phys. Rev. Letters 10 (1963) 271.
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Betrachtet man Positronen einer Energie von 600 keV (entsprechend
v =10,89 ¢), so errechnet man im Schwerpunktsystem eine Geschwindigkeit
von v = 0,6 ¢. Nimmt man an, daB sich die Geschwindigkeit ¢ des Ver-
nichtungsquantes zur Geschwindigkeit des Schwerpunktes addiert, miite
man fiir dieses Quant eine Geschwindigkeit von 1,6 ¢ messen, fiir das an-
dere Quant hingegen 0,6 c.

Man stellt im Abstand s = 60 em zum Target (Auffinger) je einen
Szintillationszahler auf und ,,erwartet dieFlugzeiten

s s s

= . -9 = = . -9
T oge= BRI, = e = 12100,

[«

also
h—thr~2-107%s.

Innerhalb des zeitlichen Auflosungsvermogens der verwendeten Apparatur
von 0,2 - 107% s konnte jedoch mit Hilfe der verzogerten Koinzidenz-
MeBtechnik kein Laufzeitunterschied festgestellt werden.

Das bedeutet, daB3 innerhalb der MeBgenauigkeit von 109, A¢= 0 ist, daB
also beide Quanten unabhingig vom Bezugssystem die Geschwindigkeit ¢
besitzen. Damit ist durch direkte Laufzeitmessung die Konstanz der
Lichtgeschwindigkeit bestatigt. In dhnlicher Weise wurde die Laufzeit der
beim Zerfall vonz°-Mesonen entstehenden Quanten gemessen,!) wobeieben-
falls die Tatsache der Konstanz der Lichtgeschwindigkeit in zueinander
gleichformig bewegten Systemen direkt festgestellt werden konnte.

Bis in die jingste Zeit hat sich eine Fille empirischen Materials zur Re-
lativitdtstheorie angesammelt. Es gibt kein Experiment, das im Wider-
spruch zur SRT stiinde. Die Entwicklung der Kern- und insbesondere der
Elementarteilchenphysik (Hochenergiephysik) wire ohne die Grundlage der
SRT undenkbar. Bereits vor Beginn dieser Epoche gab es eine Fiille be-
rithmter Versuche, die allein erst im Rahmen der SRT verstanden werden
konnten. Sie kénnen als Ausgangsbasis und als Bestétigung der SRT an-
gesehen werden.

3. Lorentz-Transformation
3.1. Zur Galilei-Transformation

In mit konstanter Geschwindigkeit bewegten Systemen (See-, Land-,
Luft- oder Raumfahrzeug) spielen sich alle physikalischen Vorginge ge-
nauso ab wie im Ruhezustand dieser Systeme. Fiir einen sich geradlinig
gleichférmig bewegenden Beobachter ist es unmoglich, festzustellen, wel-
ches von zwei (oder mehr) Systemen ruht oder sich bewegt. Es ist nur

1TFILIPPAS, T. A,, and J. G. Fox: Physic. Rev. B 135 (1964) 1071.
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moglich, festzustellen, ob sich ein System relativ zu einem anderen in
Rubhe befindet oder nicht.

Dieses Relativitatsprinzip der klassischen Mechanik, die Galilei-Transfor-
mation, hat EINsTEIN fir die gesamte Physik (also nicht nur fur die
Mechanik) erweitert.!)

Bewegen sich zwei Systeme § und $’ mit konstanter Geschwindigkeit in
Richtung der z-Achse aufeinander zu oder voneinander weg, so kann man
einen beliebigen Bewegungsvorgang in dem einen System durch die
(Galileischen) Transformationsgleichungen in das andere System umrech-
nen.2)

In Abb. 1.2 wurde von der Tatsache der zwei zueinander in Bewegung be-
findlichen Koordinatensysteme bereits implizit Gebrauch gemacht: Ent-
weder beschreibt man die Ergebnisse vom Ufer (ruhendes System) oder
z| z
x'=x-vt
x=x"vt

\

Q==
\

gnetischen Feldes gegen Galilei-Transformationen nicht invariant sind, wohl
aber gegen Lorentz-Transformationen. Es ist das Ziel, alle physikalischen
GesetzméBigkeiten in eine lorentzinvariante Form zu bringen, denn in
dieser Form kommt das fiir alle Gebiete der Physik gultige Relativitéts-
prinzip zum Ausdruck.

2) Ein System, in dem die Newtonsche Mechanik in aller Strenge gilt, bezeich-
net man als Inertialsystem. Es ist ein Grenzbegriff. Wenn in einem solchen
System der Satz von der gleichférmigen Bewegung eines kraftefreien Teil-
chens in aller Strenge gilt, dann ist sofort einzusehen, daf diese Eigenschaft
auch alle diejenigen Koordinatensysteme haben, die sich gegen das betrach-
tete Inertialsystem mit gleichférmiger Translation bewegen. Es gibt dem-
nach nicht nur ein Inertialsystem, sondern eine dreifach unendliche Schar
von Inertialsystemen; diese sind in der Newtonschen Mechanik einander
vollig gleichwertig. Mit anderen Worten: Alle Bezugssysteme, die gegen-
einander mit gleichférmiger Geschwindigkeit bewegt sind, weisen gleiche
Tragheitserscheinungen auf; man bezeichnet sie daher als Inertialsysteme
(inertia: Tréagheit).
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z.B. vom mittreibenden Boot A aus. Es ist ersichtlich, daf jedesmal der-
selbe Tatbestand beschrieben wird, und dies bedeutet, dal man schlieBlich
dasselbe Ergebnis bekommen muf$, unabhingig von dem jeweiligen Sy-
stem.

Abb. 1.2 wird nunmehr in zwei zueinander mit der Geschwindigkeit v be-
wegte Systeme S und 8 aufgeteilt (Abb. 3.1). Ein Bezugssystem ist drei-
dimensional, die z-Koordinate kann aber fir ebene Probleme vernach-
lassigt werden.

Das rubhende System wird mit §, das bewegte System mit S’ bezeichnet.
S’ bewegt sich relativ zu S mit der Geschwindigkeit v in Richtung der
z-Koordinate. Dann ist vom S-System aus:

z=2, y=y und z=2a +v-t; (3.1)
vom §'-System aus betrachtet ist
=2z, Yy =y und 2 =x—v-t. (3.2)

In diesen Transformationsformeln ist vorausgesetzt, dall die Zeit in den
Systemen 8 und §” gleich ablduft und dafl die benutzten MaBstdbe in allen
Systemen die gleiche Linge behalten. Aber EINSTEIN zeigte, daf diese
Voraussetzungen nicht mehr erfiillt sind, sobald » gegeniiber ¢ nicht mehr
vernachlissigt werden kann.
Aus den Transformationsformeln (3.1), (3.2) folgen unmittelbar die For-
meln fiir die Geschwindigkeitstransformation der klassischen Mechanik
(v L c).
Nach Division von ¥ = 2’ 4 vt durch ¢ folgt mit z/t = v und 2'/t = o’
u=u +v. (3.3)
Hierin ist % die Geschwindigkeit eines Korpers gegeniiber S und «' die
Geschwindigkeit desselben Korpers in bezug auf 8; v ist die Geschwindig-
keit zwischen beiden Bezugssystemen.

Aus ' = x — vt folgt auf dieselbe Weise
W =u—uv. (3.4)

Mit diesen Transformationsformeln kann man Entfernungen (oder Posi-
tionen) sowie Geschwindigkeiten von einem Bezugssystem in ein anderes
umrechnen. Man findet, daB8 bei der Galilei-Transformation die Entfer-
nungen im S-System und im relativ dazu bewegten S’-System gleich sind.
Die Strecken sind galileiinvariant (jedoch nicht lorentzinvariant, wie
spéter gezeigt wird):

Xy =Xy + vt

X =, +v-t.

Hieraus folgt x, — 2, = x, — x; . (3.5)

3 Melcher, Relativitatstheorie
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Auch die Geschwindigkeitsinderung Aw ist bei einer Galilei-Transforma-
tion invariant:
Uy = Uy + ¥

w o= U 0.

Hieraus folgt w4, — 4, = 4, — u; oder Adu = Au’, (3.6)

d. h., die Geschwindigkeiten bleiben gleich.

Des weiteren sind die Beschleunigungen a gegeniiber der Galilei-Trans-
formation invariant:
Au  Aw oder du  dw
At At e dt”’

’

also a=a. (3.7)

Hier muB ausdriicklich darauf hingewiesen werden, daB in der klassischen
Physik ¢ == ¢ ist, d. h., daBl in jedem Bezugssystem dasselbe Zeitmall
gilt. Nach EINsTEIN wird aber die Zeit relativiert, so daB fiir jedes System
ein gesondertes Zeitmall besteht, wobei im allgemeinen ¢ == ¢’ ist.

Nach GALILEI bebilt die Masse ihre Grofe in allen gegeneinander bewegten
Bezugssystemen. Damit wiirde dann auch gelten, dafl die Kraft unab-
hingig von der gegenseitigen gleichférmigen und geradlinigen Bewegung
konstant ist, d. h., ¥ = F".

Aus diesen Betrachtungen folgt die allgemeine Formulierung des Galilei-
schen Relativitdtsprinzips:

Gelten die Gesetze der Mechanik in einem System S, dann gelten
sie auch fir alle anderen Systeme §’, die sich relativ zu § gleich-
formig und geradlinig bewegen.

EinstEIN forderte die Giiltigkeit eines allgemeinen Relativitdtsprinzips.
Er untersuchte die Frage, ob das Relativititsprinzip fiir alle Gebiete der
Physik (nicht nur fiir die Mechanik) giiltig sei. Wenn die Frage nach einer
absoluten gleichférmigen und geradlinigen Bewegung in der Mechanik
sinnlos ist, so miilte (nach EINsTEIN) diese Feststellung fur die gesamte
Physik gelten. (Da die Fragen nach dem absoluten Raum und einem
,»Ather‘‘als hypothetischem Medium fiir die Lichtausbreitung gegenstands-
los geworden sind, werden diese Begriffe hier nicht weiter behandelt.)

Folgende Prirzipien bilden die Grundlage der SRT. In ihnen kommt der
Genius eines der gréBten Physiker zum Ausdruck:

1. Prinzip von der Konstanz der (Vakuum-)Lichtgeschwindigkeit,
2. Prinzip von der vollstindigen Giltigkeit der Relativitit.
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Die Bezeichnung ,,Relativitdtsprinzip® bringt zum Ausdruck, dall es
sinnlos ist, von einem absolut ruhenden Bezugssystem zu sprechen, weil
allein Relativbewegungen experimentell feststellbar sind.

Bei Existenz eines ,,ausgezeichneten’ Systems wiirden die Naturgesetze
nicht allgemein gelten, sondern in einem bevorzugten System eine beson-
ders einfache Form annehmen.

Jedes einzelne Prinzip und erst recht die gleichzeitige Giiltigkeit dieser
beiden Prinzipien ist gemiB den Galilei-Transformationen der Geschwin-
digkeiten unmoglich. EINSTEIN erkannte, daf3 die Galilei-Transformationen
auf Voraussetzungen beruhten, die physikalisch exakter gefaBit werden
muliten. Die Korrekturen dieser Voraussetzungen und die sich daraus er-
gebenden Folgerungen bilden den Inhalt der Einsteinschen speziellen
Relativitatstheorie.

3.2. Zur Lorentz-Transformation

H. A. LorenTz hatte bereits vor EixnsteIy Formeln angegeben, die an die
Stelle der Galilei-Transformationen treten und diese klassischen Transfor-
mationsformeln als Spezialfall enthalten. Sie galten jedoch nur als be-
queme Umrechnungsformeln. Erst EiNsTEIN erkannte die grundsatzliche
Bedeutung der Zusammenhinge, die in diesen Formeln zum Ausdruck
kommen, und fithrte den radikalen Bruch mit den bis dahin giltigen
Raum-Zeit-Vorstellungen herbei.

Die Lorentz-Transformation!) kann elementar am kiirzesten wie folgt her-
geleitet werden:

Man geht von der Galilei-Transformation ' = 2 — v ¢ aus und macht fir
die Lorentz-Transformation den Ansatz

¥ =kx—ot), (3.8)

wobei k ein noch zu bestimmender Korrekturfaktor sein soll. Fiir & =1
ergeben sich die Galilei-Transformationen.

Von den Systemen 8 und 8’ ist keines bevorzugt, so daBl man in der Um-
kehrgleichung # = #’ - v ¢ denselben Ansatz machen kann:

r=k( +vt). (3.9)
Zur Bestimmung von k verwendet man den experimentellen Befund, daf
in beiden Systemen die Lichtgeschwindigkeit denselben Wert ¢ hat: ¢ = ¢’.
Wird im Moment des Zusammenfallens beider Koordinatenursprungs-

punkte zur Zeit ¢ = ¢’ = 0 ein Lichtsignal ausgesandt, so erreicht .das
Signal in den Systemen nach der Laufzeit ¢ bzw. ¢’ die Orte x = c ¢ bzw.

1) “’el;r;;eﬁﬁoghchkelten der Herleitung der Lorentz-Transformationen siehe
im Abschnitt 2. der Aufgaben.

3
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2’ =ct'. Wegen der Konstanz von ¢ tritt in den Gln. (3.8), (3.9) ¢ bzw. ¢
auf. Substitution von { und ¢’ ergibt

x’:k(x—%w):kx(l—ﬁ), (3.10)

x:k(x’Jr%x’):kx'(l By, (3.11)

wobel § = v/c ist. Der Faktor ¥ mul} in beiden Gln. (3.8), (3.9) derselbe
sein, da sich diese nach dem Relativititsprinzip (Gleichberechtigung bei-
der Bezugssysteme) nur durch das Vorzeichen von v unterscheiden. Durch
Multiplikation von (3.10) mit (3.11) erhdlt man

¥rx=~kxx (1 —p?,

also schlieBlich

1
. — (3.12)
yr—p
Fiir die Zeit ¢’ ergibt sich dann mit ¢’ = 2’/c die Umrechnungsformel
x W v
e L A
eyl —p  Jl—p2 Y1 p

und entsprechend

v
UV 4+

CZ
t e e——
y1—pe
Benutzt man an Stelle der Galilei-Transformationen die Lorentz-Trans-
formationen, so 14Bt sich das Ergebnis des Michelson-Versuches (4¢ = 0)
wie folgt deuten:
Der Arm AB der Versuchsapparatur befindet sich in einem §’-System.

Bewegung nicht teil ; er befindet sich daher in einem S-System. Die Michel-
sonsche Versuchsapparatur vereinigt demnach zwei relativ zueinander be-
wegte Systeme. Die ursprungliche klassische Rechnung benutzte gleiche
(unverdnderte!) MaQBeinheiten fiir die Strecken und Zeiten in beiden Syste-
men. Das gilt aber in der Relativitdtstheorie nicht mehr. Vom S-System

aus ist der Arm AB verkiirzt: I = [, /1 — 2. Damit erhilt man statt ¢,
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21, 71777
¢ 1/1 — B :

e =4y

T
t**zlo Vi—p also ¥ =

Fir ¢, erhalt man mit [ = [, nunmehr
2, 1

so daf} sich tatsdchlich
B —ty= At =0
ergibt, womit das Ergebnis des Michelson-Versuches ,,erklart® ist (siehe
aber Versuch von KENNEDY und THORNDIKE).
Das Ergebnis kann aber auch fir den Fall interpretiert werden, daBl sich
ein Beobachter im System 8’ mitbewegt. Hierbei hat der Beobachter die
Zeitdilatation (Zeitdehnung) im S-System, das sich relativ zu S’ bewegt,
zu beachten. In diesem Falle ist statt f, nunmehr ¥ einzusetzen,
t;‘ e L )
Vi—p
denn die Uhr, die ¢, anzeigt, lduft langsamer als die Uhr, an der £¥ ab-
gelesen wird. (Vergleiche hierzu das Beispiel der Zeitmessung in den Ge-
dankenversuchen Kap. 9.3.)
Damit ergibt sich
21 1 1 21 1
=2 - . also #r="2—— .
¢ YT =g y1 —pe c 1—p
Man erhilt auch fir diesen Fall
b — ¥ = ?_lg 1 _ 1
c \1 —p* 1-—p2
so dal} ein irdischer (ruhender) Beobachter?!) das MeBergebnis bestéatigt.

Es ergeben sich demnach mit k& = 1/'[/1 — p? folgende Lorentz-Trans-
formationen:

ty

):At, also At =0,

, r — vt x4 ot
X :/77 : xr = - 72
y1—pe | y1—p
y = 1 y=y
2 =z z =2z (8.13)
7) } ’ 1} ’
t—c—zx t —}——ng
A - L
1 —p fr—p

1) Ein ruhender Beobachter ist mit dem betrachteten System fest verbunden.
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Die gestrichenen GroBen folgen aus den nichtgestrichenen (und umgekehrt)
durch relativistische Vertauschung; d.h., es konnen S- und §’-GroBen mit-
einander vertauscht werden, wenn gleichzeitig die Geschwindigkeit das
Vorzeichen dndert.!)

Bei den in (3.13) dargestellten Ubersetzungsgleichungen handelt es sich
um die speziellen Lorentz-Transformationen, da » parallel zu x angenom-
men ist. Man verwendet sie in dieser Form am haufigsten.

In Vektordarstellung lauten die Lorentz-Transformationen:

vor
2

r’=r+v[ (k——l)—kt]

. (3.14)
¢ = Ic[t —cz(vr)].

Die als Lorentz-Transformation bezeichneten Zusammenhénge zeigen, daf3
die Zeit nicht mehr als unabhéngige Koordinate auftritt. Damit wird
deutlich, daB Raum und Zeit nicht selbsténdig existieren, sondern nur in
der Einheit Raum-Zeit. Die experimentellen Erfahrungen werden exakt
dargestellt, wenn der Zusammenhang zwischen Raum- und Zeitkoordina-
ten durch die Lorentz-Transformation gegeben ist.

3.3. Folgerungen aus der Lorentz-Transformation
3.3.1. Vakuum-Lichtgeschwindigkeit als Grenzgeschwindigkeit

Es gibt keine groBere Signalgeschwindigkeit als die Vakuum-Lichtge-
schwindigkeit ¢; denn fiir v > ¢ wird J/1 — 2 imaginir, und die betreffende
Grofle hat keinen physikalischen Sinn.

3.3.2. Langenkontraktion

Nach der Galilei-Transformation gilt z, — x; = x, — z;, d. h., die Linge
l = =z, — z, eines Stabes bleibt konstant — unabhingig davon, ob er sich
in Bewegung befindet oder nicht. Das gilt nach der Lorentz-Transforma-
tion nicht mehr: Die gemessenen Langen sind in § und 8" verschieden.

Die Langenmessung ist dadurch definiert, dall man einen MeBstab an die
zu messende Strecke legt und den Abstand der MeBstabstriche abliest,

1) Mnemotechnisches Hilfsmittel: Strich auf der linken Seite bedeutet Strich
(Minus) auf der rechten Seite. Dieses Verfahren bietet gegeniiber der Auf-
16sung der Gleichungen einen groBlen Vorteil; siehe unter: Aufgaben 2.1.
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die in einem bestimmten Moment mit den Enden der MeBstrecke zusam-
menfallen. Das ist vollig klar, wenn MeBstab und MeB8strecke ruhen. Be-
steht zwischen beiden aber eine Relativgeschwindigkeit v, so ergibt sich
zwar fir das ruhende System die Strecke ! = z, — a;, fur das bewegte
System 8§’ gilt hingegen?)

, , — —v(ly — ¢
V=2, — 2, = T2 xl;'l v/;; 1)

Nun miussen die Zeiten ¢, und ¢, so bestimmt werden, daB3 in dem System §”
Anfangs- und Endpunkte des MeBstabes im selben Moment gemessen wer-
den; es muB demnach ¢, = ¢, sein.

Es ist

by = — —  und

e A A
Vl — B2 ! V 1—p2
Aus der geforderten Gleichheit folgt

v
bh—t = pey (2, — ;)

und damit
v
y BT ElE e
i =
r=1y1—p2. (3.15)

Vom bewegten Beobachter aus gesehen, wird demzufolge eine kleinere
Liange gemessen. Diese Erscheinung wird als Langenkontraktion be-
zeichnet. Dasselbe Ergebnis?) stellt auch der im anderen System befind-
liche Beobachter fiir Lingen im ersten (bewegten) System fest:

1=1)1—pe. (3.16)

Diese Beziehung folgt durch relativistische Vertauschung, nicht etwa
durch Auflosung nach .
1) Far einen in S’ ruhenden Beobachter.

) Die Frage, welche Liange denn nun wirklich geschrumpft sei, ist sinnlos.
Alle Aussagen sind fiir den jeweiligen Standpunkt richtig.
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Die klassische (nichtrelativistische) Lingenmessung beruht auf einem Ver-
gleich der betreffenden Lange mit einem Mafistab. Die relativistische
Langenmessung fordert das gleichzeitige Ablesen der Maflstabenden bei
einem Vergleich.

Als Konsequenz der Lorentz-Transformation erscheint eine im System
S’ befindliche Kugel im System § als Ellipsoid!). Die Langenkontraktion
tritt nur in Bewegungsrichtung auf; senkrecht zu dieser Richtung tritt
keine Kontraktion auf.

Hingegen erscheint eine Lichtkugel stets in allen Systemen als Kugel,
wenn diese Systeme sich mit gleichformiger Geschwindigkeit gegenein-
ander bewegen.

Die Gln. (3.15) und (3.16) widersprechen einander nicht, da sie verschie-
dene Sachverhalte zum Ausdruck bringen. Sie beziehen sich auf zwei
verschiedene Ereignispaare: im System S {(z;, £); (%5, f,)} und im Sy-
stem 8" {(2,, t;); (x;, £,)}. Das erste Ereignispaar ist in .S und das zweite in
S’ gleichzeitig:

, . v2 ;
w1—x2:(x1—mz)V1—g§ fur ¢, =1,,

. , vt
.7:1—:r:2=(xl—acg)l/l—c—2 fir ¢, =4, .

Die Gleichzeitigkeit hangt vom jeweiligen Bezugssystem ab; somit be-
schreiben die beiden Gleichungen verschiedene Sachverhalte. Ein drei-
dimensionaler Kérper erfahrt nur in der Bewegungsrichtung eine Ver-
kiirzung um ‘/l — v%/c?; seine Abmessungen senkrecht zur Bewegungs-
richtung bleiben also unveréndert.

Beim Prozef} des Sehens und Beobachtens spielt die endliche Laufzeit der
Lichtsignale eine Rolle. Man kann die Lorentz-Kontraktion nicht sehen
oder photographieren, wie das J. TERRELL zeigte. Die in populiren
Schriften dargestellten kontrahierten Wesen und Gegensténde in einer
,, Wunderwelt‘‘ sind irrefithrend.

1) Zur Frage der ,,Sichtbarkeit’“ und des Photographierens der Lorentz-Kon-
traktion schnell bewegter Gegenstinde siehe:

TERRELL, J.: Physic. Rev. 116 (1959) 1041.

WEIGEL, J., und M. WEI¢EL: Math. naturwiss. Unterricht 15 (1962) 244.
WEINSTEIN, R.: Amer. J. Physics 28 (1960) 607.

Boas, M. L.: Amer. J. Physics 29 (1961) 283.

Y~aesTROM, S.: Ark. Fysik 28 (1963) 367.

PENROSE, R.: Proc. Cambridge philos. Soc. 55 (1959) 137.

SALECKER, W., and E. WieNER: Physic. Rev. 109 (1958) 571.

WEeisskorr, V. F.: Physics Today Sept. 1960, 24.



3. Lorentz-Transformation 41

3.3.3. Zeitdilatation

Eine Uhr gebe am Ort x; (= x;) im gestrichenen (bewegten) System Zei-
chen im Intervall

At =, — ¢ .

Vom ruhenden System aus betrachtet, ist gemif der Lorentz-Transforma-
tion:
At

Vi —p
Das bedeutet, dafl dem ruhenden Beobachter die Intervalle gedehnt er-
scheinen, d. h., eine mit der Geschwindigkeit v bewegte Uhr geht, vom
ruhenden Standpunkt aus betrachtet, langsamer.?)
Dieses Ergebnis fur die Zeitdilatation At findet man folgendermaBen: Eine
Standarduhr gibt im System S’ die Signale (Ereignisse) #; und ¢, an, d. h.
das Zeitintervall At = ¢, — .
Wie gro8 ist das Zeitintervall, das im System S registriert wird ? Aus der
Lorentz-Transformation folgt

At =ty — ¢ (3.17)

’ v o, , v o,

tl + Ez—.’lfl tz _I_ —CE Z,
= und t2 = =,

y1—pe y1— pe

Da die Signale vom selben Ort (z. B. Atom) ausgesendet werden, gilt
x; = x,, und man erhilt durch Subtraktion der beiden Ausdriicke

A

=5
Das Ergebnis zeigt, dal Zeitintervalle, die von einer gleichmallig bewegten -
Uhr in 8" angegeben werden, im System § gedehnt erscheinen, und zwar
in Abhéangigkeit von der Relativgeschwindigkeit ». Dies formuliert man
hiufig wie folgt: Eine bewegte Uhr geht langsamer als eine ruhende.?)
Gemél den Lorentz-Transformationen sind die Raum- und Zeitmessungen
so eingerichtet, daf} in allen Systemen S und §’ die Lichtgeschwindigkeit
konstant gleich ¢ ist, was die Experimente fordern.

Experimentelle Prifungen der Beziehung fiir die relativistische Zeit-
dilatation wurden beispielsweise an Kanalstrahlen, an Myonen der Hohen-

t

t, —

1) Dasselbe Resultat findet der andere Beobachter, was durch relativistische
Vertauschung folgt: A" = Afy1 =g

2) In der ART wird gezeigt, daB auch ein Gravitationsfeld den Gang einer Uhr
verandern kann.
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strahlung (9.1.1.), an n- und K-Mesonen im Labor (9.1.2.) sowie mit Hilfe
des MoBbauer-Effektes bei Zentrifugenexperimenten?)2) (hier mit + 19
Genauigkeit) vorgenommen.

Die Zeitdilatation wurde 1972 mit Hilfe von Atomuhren in Uberschall-
flugzeugen gemessen. Der nach der relativistischen Beziehung erwartete
Zeitunterschied gegeniiber den Vergleichsuhren auf der Erde — ca. 1077 s
nach einer Umrundung — wurde bestétigt.

3.3.4. Relativitdt der Gleichzeitigkeit zweier Ereignisse

Wenn zwei Ereignisse im System S an den Orten x, und «, (x, == x,) gleich-
zeitig (d. h., t, = t,) stattfinden, ist geméifl der LorENTz-Transformation
t, == t,, was aus nachstehenden Gleichungen folgt:

v v
, tl — EE’ Xy t2 —_—

= —— ; t e
B N [
Das bedeutet, daf Ereignisse in x; und @, zwar fir einen Beobachter in S

gleichzeitig sind, nicht aber fiir einen mit 8’ verbundenen Beobachter.
Allgemein gilt, wenn ¢, = ¢,
v
’ tz—t1+c—2(x1“x2)
t— t, = - S
i—pe

Bei der Analyse des Begriffes ,,Gleichzeitigkeit* zweier Ereignisse in zwei
zueinander bewegten Systemen spielt die Lorentz-Transformation die ent-
scheidende Rolle. Die Zeitdifferenz ist wegen des Wertes der Lichtge-
schwindigkeit bei kleiner Geschwindigkeit » praktisch unmerklich. Nur fiir
vjc = 0, also v = 0, ist tatsichlich kein Unterschied vorhanden: £, — ¢,
= t, — t,. Eine Definition der Gleichzeitigkeit mit unendlich groBen Ge-
schwindigkeiten ist physikalisch sinnlos, da ja zur Messung als Hochst-
geschwindigkeit nur die Lichtgeschwindigkeit zur Verfiigung steht.3)
Im gestrichenen System erhilt man eine reelle (positive) Zeitdifferenz, so-

lange v < ¢ und t, — & > (v, — 2;)/c ist. ¢ ist die Hochstgeschwindig-
keit, mit der iiberhaupt ein Energietransport (Signaliibertragung) erfolgen

t

(3.18)

1) CeamMPENEY, D. C., G. R. Isask, and A. M. Kuax: Nature 198 (1963) 1186.

2) Kinpig, W.: Physic. Rev. 129 (1963) 2371.

3) Die Tatsache, daB die klassischen Beziehungen aus den relativistischen fol-
gen, zeigt man, indem man v/c — 0 gehen 148t. Mitunter findet man auch
die Angabe, daB sich die klassischen Formeln auch aus ¢ — o ergeben; ¢ hat
aber tatséchlich einen endlichen Wert.
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kann. Aus diesem Grunde kann die Reihenfolge zweier kausal verkniipfter
Ereignisse nie umgekehrt werden. (Hingegen ist'die Umkehrung der Rei-
henfolge von nichtkausal verkniipften Ereignissen moglich.) Die allge-
meine Nichtgleichzeitigkeit von Ereignissen, die von zwei unterschiedlich
schnell bewegten Systemen aus festgestellt wird, beruht auf der Tatsache,
daB die Uhren in beiden Systemen unterschiedlich schnell gehen.

3.3.5.. Zum ,,Uhrenparadoxon‘’

Auf Grund der Relativitiat der Gleichzeitigkeit wird jedes Ereignis nicht
nur durch Angabe seines Ortes, sondern auch durch den Zeitpunkt ge-
kennzeichnet, in dem es geschieht. Ein Ereignis wird im System S durch
das Wertepaar (z;,#) und im System S durch (i, {;) dargestellt; ein
zweites Ereignis ist in § durch (,, t,) und in 8’ durch (z,, t;) gegeben.

Gemif} den Lorentz-Transformationen gilt dann fiir die Zeitintervalle zwi-
schen den Ereignissen

A , ,
t,—ty = f—lﬁ - fir 2, = a, (3.19)
]/ L~z
und:
. t, —t
t, —t, = /1*22 fir @, = @, . (3.20)
7
C

Aus Gl. (3.19) folgt: Eine Uhr, welche in 8’ ruht (x; = z,) und die Zeit-
spanne ¢; — &, angibt, benotigt fiir dieses Intervall, vom System S aus
beobachtet, die lingere Zeit #; — #,, d. h., die Uhr geht langsamer.

Aus der zweiten Gl. (3.20) folgt, daBl auch eine Uhr, die in S ruht (z, = a,),
vom bewegten S’-System beobachtet, nachgeht. Diesen Zusammenhang
bezeichnet man als Uhrenparadoxon, da sich die beiden Gleichungen fiir
t, — &, und ¢; — ¢; zu widersprechen scheinen, wenn v == 0 ist.

Tatsédchlich liegt aber kein Widerspruch vor, da das Ereignispaar {(2,, #,);
(@, ,)} in beiden Gleichungen etwas Verschiedenes ausdriickt.

Das erste Ereignispaar findet nimlich in §" am selben Ort (z; = x,) und
das zweite Ereignispaar in S am selben Ort (x, = a,) statt. Die Aussage,
daBl zwei Ereignisse am selben Ort stattfinden, hat aber keine absolute
Bedeutung; sie hat nur Sinn bei Angabe des jeweiligen Bezugssystems.
Uber weitere Experimente zum Uhrenparadoxon (Zeitdilatation) s. 9.1.
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3.3.6. Zum ,,Zwillingsparadoxon‘‘

Unter defh Zwillingsparadoxon!) versteht man die Anwendung des Uhren-
paradoxons (vgl. Beziehungen fir Zeitdilatation Gl. 3.17) auf die Fragen
des Alterns wihrend einer Weltraumreise. Wéhrend der Reise des Zwil-
lings A, die mit einer gegen ¢ nicht mehr vernachlissigbaren Geschwindig-
keit v erfolgt, bleibt der Zwilling B auf der Erde zuriick.

Nach der Gesamtreisezeit ¢’ Jahre trifft 4 wieder mit dem in seinem Iner-
tialsystem verbliebenen Bruder B zusammen. Von Beschleunigungs- und
Verzogerungsphasen der Reise sei abgesehen; vergleiche hierzu 9.16.

t/
Der Bruder B ist inzwischen ¢ Jahre dlter geworden: ¢t = - .~ .|
y1 — v2/c?
Fiir den Altersunterschied ergibt sich also (vgl. Tab. 1)

. 1
A=t —t =t (Vl— e fl). (3.21)

Ein Kosmonaut kénnte z.B. das gesamte MilchstraBensystem durchfahren,
ohne wesentlich zu altern, wenn nur seine Geschwindigkeit nahe ¢ ist.?)
Diese SchluBfolgerung scheint paradox, da man auch das Weltraumschiff
als ruhend und die Erde als bewegt betrachten kann. Das ist richtig, da
beide Bezugssysteme grundsitzlich gleichberechtigt sind. Sie sind aber
nicht gleichwertig, denn fiir den Kosmonauten sind z. B. Beschleunigungs-
bzw. Gravitationswirkungen vorhanden, die fiir den Zwilling auf der Erde
nicht in Betracht kommen. Der Zwilling auf der Erde befindet sich dauernd
in einem Inertialsystem. Wegen der notwendigen Beschleunigungsperioden
ist das Weltraumschiff (mindestens zeitweise) kein Inertialsystem. Da-
durch, daBl 4 das Inertialsystem wechselt, besteht keine Symmetrie.

Ein zweiter Einwand bezieht sich darauf, daB man die ,,physikalische‘‘ Zeit
von einer ,,biologischen‘‘ zu unterscheiden hitte. Hierzu ist zu bemerken,
dal} ein Unterschied (bei gleicher ,,physikalischer* Zeit) fur Organismen
unterschiedlicher biologischer Konstitution von Bedeutung sein mag.
SchlieBlich beruhen aber die physiologischen Prozesse auf chemischen und
physikalischen GesetzmiBigkeiten, also auf atomaren Prozessen, so daB
damit fiir den gesamten Organismus auch die aus der Relativitatstheorie
zu ziehenden Folgerungen (z. B. ,,Altern‘‘) vollstindig zutreffen.

Ein dritter Einwand bezieht sich darauf, daB das Weltraumschiff wahrend
der Beschleunigungsperioden kein Interialsystem darstellt; deswegen sei

') SkoBELZYN, D. W.: Das Zwillingsparadoxon in der Relativitédtstheorie.
Berlin 1972.

%) Die volistandige Berechnung der Reisezeit zu fernen kosmischen Objekten
ohne Vernachlassigung der Beschleunigungs- und Abbremsperioden ist in
9.16. durchgefiihrt.
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die SRT zur Behandlung des Problems nicht zustdndig, sondern die ART.
Dag ist im Prinzip richtig. Da es hier aber darauf ankommt, den Verlang-
samungseffekt bei Uhren zu zeigen, die sich mit gleichférmiger Geschwin-
digkeit bewegen — also die Interpretation der Beziehungen der SRT vor-
zunehmen —, kann man das ,,Paradoxon‘‘ auch ohne die Beschleunigungs-
perioden erértern. Die Weltraumreise wird auf 2 sich begegnende Welt-
raumschiffe aufgeteilt, bei denen es sich um Inertialsysteme handelt, d. h.,
die beiden Schiffe haben stets gleichférmige und gleichgroBe Geschwindig-

keit, die v = 0,995 ¢ betragen soll. In diesem Fall ist der ,,Verlangsamungs-
Tabelle 1
R T R S S O U U i
Cc c My v c my 2
= =
c? 2
Diese Werte gelten Diese Werte gelten
auch fur t/t, auch fuar ¢/,
=5 -10
Lo : i Lo 51078 10,012 523 487
1-10-38 1+5- 107 81074 25,005001 500
1. l0- 1+ 5. 10 2. 107 50,002500188
0,1 9.101  1,0050378153 | 5107 100,001 25003
0,2 8.1071  1,0206207262 §-107° 250,00050000
0.3 7.1071  1,0482848367 | 2107 500,00025002
0,4 6-101  1,0910894512 5107 1000,0001250
0,5 5-107 11547005384 | 8- 107 2500,0000500
0,6 4.107  1,2500000000 21078 5000,0000252
0,7 3.101 14002800841 | 5107 10000,000013
0,8 2.101  1,6666666667 S 107 25000,000006
0,9 1.1071  2,2041573389 2. 1070 50000,000005
0,91 9.107* 24119153510 5107 100000,00000
092  8.10% 25515518154 8- 107" 250000,00001
0,93 7.102 27206478090 | 21077 500000,00002
0,94 6102 29310519089 5-1071  1000000,0001
0,95 5.10% 32025630762 8107V 2500000,0001
0,96  4.102  3,5714285716 2- 1074 5000000,0003
0,97  3.107 41134503492 5107 10000000,001
0,98  2.107 50251890764 81079 25000000,001
0,99  1.107 7,0888120505 2107 50000000,003
0,991  9.10°°  7,4703872485 51077 100000000,01
0,992  8-107*  7,9215531315 8.1071*  250000000,01
0,993  7-107%  8,4663716846 2. 1071 500000000,03
0,994  6.10  9,1424332425 5107 1000000000,1
81072 2500000000,1
2.107%  5000000000,3
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Faktor* fur die Zeit l/Vl — v2/c* = 10,01 (vgl. Tab.1). Das bedeutet:
1h im Raumschiff entspricht 10 h auf der Erde. Bei der Begegnung der
beiden Raumschiffe sei ein Informationsaustausch moglich, ebenso beim
Passieren der Erde zwischen Raumschiff und Erdbewohnern. In Abb. 3.2
sind die Phasen der Begegnung (Signalaustausch) dargestellt.

Der Reisende R, passiert die Erde (Abb. 3.2), wo ein Beobachter die In-
formation iiber dessen Alter von 30 Jahren zur Kenntnis nimmt. Eines
Tages passiert R; das Raumschiff R,. Die Borduhr zeigt an, daB 1 Jahr
vergangen ist. R, ist in diesem Augenblick also 31 Jahre alt. Die Ver-

01j
von der Erde gemessen

Phasel Erde = Stern

O

)

=
N
= Alfer30Jahre
— -

R1
Phase 2 ‘

)

Alter 31Jahre
(nachBorduhr)

R1

ebenfalls 31Jahre alt

Phased ,
—

-— <[B
RZ 32 Jahre alt
Vor= 1a Ry begegnet;
fiir irdischen Beobachter = 20 Jahre vergangen

Abb. 3.2
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stdndigung mit I, ergibt, dall der Raumschiffkommandant R, ebenfalls
genau 31 Jahre alt ist. In der Phase 3 passiert R, die Erde. Er informiert
den irdischen Beobachter, dafl er vor einem Jahr R, gesehen habe; d. h.,
R, ist 32 Jahre alt.

Der irdische Beobachter entnimmt daraus, dall zwischen der Phase 1 und
3 fir die Kosmonauten zwei Jahre vergangen sind, fiir ihn selbst aber
20 Jahre. Eine genauere Rechnung zeigt tbrigens, dafl fur den Erd-
bewohner die Reisezeit von B, nicht 10a — wie fiir das Licht — sondern

10
a = 10,05a betragt. Fir die Reisenden betrigt die ,,Zeitverlang-

0,995 10
samung‘ (Faktor der Zeitdilatation) 10; sie sind demnach 1070.995 2
= 1,005a unterwegs. 0-0,

Ein genereller Einwand, wonach das Ergebnis des langsameren Alterns
eines (hinreichend schnellen) Weltraumfahrers dem ,,gesunden Menschen-
verstand‘® widerspreche und deshalb abzulehnen sei, ist indiskutabel. Die
modernen physikalischen Auffassungen, die {iberdies bestens experimen-
tell bestatigt sind, gehen iiber den sogenannten ,,gesunden Menschenver-
stand‘‘ hinaus und sind in der Regel ,,unanschaulich*‘. Das bedeutet nichts
anderes, als daf tblicherweise die aus der Alltagserfahrung unmittelbar
hervorgegangenen Begriffe nicht ausreichen, um Tatbesténde ,,anschau-
lich*‘ darzustellen, die iiber die Alltagserfahrung hinausgehen.

3.4. Transformation der Geschwindigkeit (Additionstheorem)

3.4.1. Relativistische Additionsbeziehung

An die Stelle der Galilei-Addition der Geschwindigkeiten v = %’ + v bzw.
u = u — v tritt fir groBe Geschwindigkeiten die relativistische Addition.
Sie 1aBt sich in einfacher Weise aus den Lorentz-Transformationen her-
leiten:

Zwei Systeme S’ und S bewegen sich parallel zu den Abszissen mit der Re-
lativgeschwindigkeit ». Im System §” bewege sich ein Punkt parallel zur
2’-Achse. Ein mit 8’ verbundener Beobachter mifit die Geschwindigkeit
' = «'[t’; hingegen miBt ein mit § verbundener Beobachter » = z/t. Man
substituiert fiir x und ¢ die Lorentz-Transformationsgleichungen (3.13)

und findet
i z + v
z + ot t’
=————— oder w=-— - -
v X

. .
t/ . _ ’ tl 1 —
Fae ( + 5 t,)
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Wegen 2'[t’ = w’ erhélt man

v Y TY (3.22)

v ’
1+C—2u

und — durch relativistische Vertauschung —

W= (3.23)

Fiir v/c — 0 erhdlt man hieraus die Galilei-Transformationen (3.3), (3.4)
u=u -+ vbzw. u = u — v.

Die relativistischen Beziehungen liefern fiir die Summe w kleinere und fiir
die Differenz w’ grofere Werte als die klassischen Gleichungen.

Die Gln. (3.22) und (3.23) beziehen sich auf den Spezialfall, in dem die
Geschwindigkeit des Punktes parallel zur x-Achse gerichtet ist. In diesem
Fall sind die Geschwindigkeitskomponenten in dem kartesischen Koor-
dinatensystem u, = 0, u, = 0.

Des weiteren ergibt sich auch ul} = Ound %, = 0. Es ist iiblich, an Stelle
von w, und u; zu schreiben u, und u,.

Im allgemeinen Fall besitzt ein Geschwindigkeitsvektor « die drei Kom-
ponenten wu,, u,, 4, bzw. u;, u,, 4;. Aus den Lorentz-Transformationen
findet man durch Quotientenbildung

oz y 2

x ’ , 2
u‘l::?: uy__z—,: uz_?
Es ¢ilt
’ // ’ T e
Uz v 1—pe u, 1 — p2
Uy = - ‘: , u”:M"T@W , uz:*'z'*l/*”bvﬁ"? (3.24)
L+ —u, V4 S u, 1+ u
C C [
, Uy — ¥ . uy Y1 — B2 , 1—p2
uxzixr, uy:—y'y—vrﬁ , uz:}i—‘/—vﬂ . (3.25)
1l ——u, 1 ——wu, 1l ——u,

c2

1) Die Herleitung der Geschwindigkeitskomponenten mit Hilfe der Differen-
tialrechnung ist in Aufgabe 3.2. dargestellt.
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Das Gesetz vom Parallelogramm der Geschwindigkeiten!) gilt demnach
nur in erster Naherung fur kleine Geschwindigkeiten, also in der klassi-
schen Physik. Setzt man u? = uj ++ uy + w2, w2 = »,” + %, + u,” und
bezeichnet man mit ¢ den Winkel zwischen den Geschwindigkeitsvek-
toren v und w’, so gilt

7o 2
l/vz + uw?+2vu cosp — (@ smg)

02
U= v (3.26)
v % cos @
14 - o2
Die Gln. (3.24) lauten fiir den allgemeinen Fall in Vektorschreibweise:
1 u' v —_—
T i e R Y SRR e
1427
+ c? (3.27)

Die GIn. (3.24) sind dagegen einfacher zu handhaben. Man erkennt, daf
keine Symmetrie zwischen u’ und @ besteht.

Aus (3.27) ist ersichtlich, dafl nur kleine Geschwindigkeiten «’ und v in der
gewohnten Weise (vektoriell) addiert werden diirfen. GroBere Geschwin-
digkeiten sind nach dem Einsteinschen Additionstheorem (3.24), (3.26),
(3.27) zusammenzusetzen. Aus ihm folgt auch, daf} sich ein mit Lichtge-
schwindigkeit im ungestrichenen System bewegter Punkt auch im gestri-
chenen System mit Lichtgeschwindigkeit bewegt — sofern Gravitations-
felder vernachlissigt werden konnen.

Aus dem Additionstheorem fiir die Geschwindigkeit folgt ferner, dafl «
nicht groBer als ¢ werden kann.

Wire u > c2/v moglich (s. GL (3.23)), dann wiirde sich w’ < 0 ergeben.
Das hiele aber folgendes:

Wird im System S ein Signal von P, nach P, iibermittelt, so wiirde es —
von 8§’ aus betrachtet — in P, frither eintreffen als in P, starten.

Das aber ist wegen des Kausalitdtsgesetzes ausgeschlossen. Ein Transport
von Energie ist hochstens mit der Vakuum-Lichtgeschwindigkeit maglich.
Fir Signal- und Gruppengeschwindigkeiten ist ¢ die Hochstgeschwindig-
keit. (Uberlichtgeschwindigkeiten kénnen nur als Phasengeschwindig-
keiten auftreten, z. B. bei den de-Broglie-Wellen, mit denen aber eine
Signalitbertragung nicht moglich ist.) Die Vakuum-Lichtgeschwindigkeit
erweist sich als Grenzgeschwindigkeit aller materiellen Geschwindig-
keiten.

1) Siehe hierzu die Aufgaben 3.
4 Melcher, Relativitiatstheorie
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34.2. Beispiele fiir das Additionstheorem

1. Das Ergebnis des Michelson-Versuches 16t sich kurz wie folgt formu-
lieren:
Lichtgeschwindigkeit + Erdgeschwindigkeit = Lichtgeschwindigkeit.
Dieses Ergebnis folgt nun unmittelbar aus dem relativistischen Addi-
tionstheorem der Geschwindigkeiten (3.22), wenn fiir «’ = ¢ und fir v
die Erdgeschwindigkeit gesetzt wird:
¢+ ¢+ v c(c+ v)

ve v ct+w
14—
c ¢

c.
1+

2. Die Addition zweier Unterlichtgeschwindigkeiten fiihrt stets wieder zu
einer Unterlichtgeschwindigkeit:

Mit %" = 0,56 ¢ und v = 0,5 ¢ ergibt sich v = 0,8 c.

c

1+025

3. SchlieBllich findet man, dafl auch die Summe zweier Lichtgeschwindig-
keiten die Lichtgeschwindigkeit ergibt

c+ec 2¢

e 2 ¢

1+ 5

U =

Hiermit ist nochmals gezeigt, dall es keine (Signal-)Geschwindigkeit gibt,
die groBler als die (Vakuum-)Lichtgeschwindigkeit ist. Die Geschwindig-
keit elektromagnetischer Wellen tritt als Grenzgeschwindigkeit auf, die
nicht nur bei den GesetzméaBigkeiten des Lichtes selbst, sondern auch bei
der Struktur von Raum und Zeit als universelle MaBstabskonstante von
hervorragender Bedeutung ist.

In der SRT werden Geschwindigkeiten nichtlinear addiert.

3.4.3. Der Versuch von Fizeav

Der Versuch von F1zeau erbrachte 1851 ein Ergebnis, das seinerzeit mit
den klassischen Hilfsmitteln nicht verstanden werden konnte. Es 148t sich
erst mit der Relativititstheorie richtig deuten. Oder umgekehrt: Der Ver-
such von F1zeAv ist ein Beweis fiir die Richtigkeit der Relativitatstheorie,
fiir das Einsteinsche Additionstheorem der Geschwindigkeiten.

Bei diesem Versuch von F1zeav handelt es sich um folgende auch allgemein
interessierende Problemstellung:

Die Lichtgeschwindigkeit in Wasser soll bestimmt werden, wobei die Stro-
mungsrichtung des Wassers einmal der Ausbreitungsrichtung entgegen-
gesetzt sein, das andere Mal mit ihr zusammenfallen soll.
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Die Versuchsanordnung nach HoEx ist in Abb. 3.3 dargestellt:

Spiegel 1 ﬂ Spiegel 2
[y EXs
v
/ feildurchidssiger Spiegel
1 1 1;
® T AR A T
Lichtquelle 2 T ) Spiegel3
1 7 v
B Fernrohr
Interferenzstreifen
Abb. 3.3

Der teildurchldssige Spiegel zerlegt den urspringlichen Strahl, so daBl die
Komponente 1 in die Richtung der Stromungsgeschwindigkeit » des
Wassers fillt, wahrend die Komponente 2 das Medium entgegengesetzt zur
Stromungsgeschwindigkeit durchsetzt. Die Strahlwege werden je nach
Geschwindigkeit v einen Gangunterschied erhalten, so dafl mit dem Inter-
ferometer Interferenzstreifen beobachtet werden, die sich beim Umkehren
der Stromungsrichtung verschieben. Man miBt jedoch nicht die Geschwin-
digkeit

c
Cw = ; + v, (3'28)

sondern einen kleineren Betrag.

cw = ¢/n gilt fir das ruhende Wasser (v = 0; ¢y = Z/% =2,25 . 108 ms1).
Die Ausbreitungsgeschwindigkeit des Lichtes ist im Wasser ¢/n, wobei =
der Brechungsindex ist. Nach der klassischen Mechanik wére als Licht-
geschwindigkeit im stromenden Wasser (Stromungsgeschwindigkeit ») zu
erwarten:

Cyw = % + v oder cy = % — v (je nach Stromungsrichtung).

4‘
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Die Experimente — 1887 von MICHELSON und MORLEY in verbesserter
Form wiederholt — ergaben aber einen Wert

c 1
oy =Lt (1 _ 77) (3.29)
bzw. fir die entgegengesetzte Stromungsrichtung

cW:i_v(l_l). (3.30)

Der Faktor (1 — 1/n?) wird als Fresnelscher Mitfithrungskoeffizient be-
zeichnet.!)

Das Versuchsergebnis ist klassisch nicht verstindlich. Es 148t sich jedoch
mit Hilfe der SRT erkldren: Die Rohren bilden das Ruhesystem S, das
bewegte Wasser dasSystem §’. Mit ¢y wird die Geschwindigkeit bezeichnet,
die ein relativ zur stromenden Flissigkeit ruhender Beobachter mifit;
cw = ¢/n ist die Ausbreitungsgeschwindigkeit des Lichtes in der ruhenden
Fliissigkeit. Geht man von der Formel (3.22) aus, so erhilt man durch
Substitution von v’ = ¢/n

[4
_— + v
n
Cw = ,fcf,
—
n
1+
CZ

Daraus ergibt sich — bei Vernachlassigung von v%/c n —
Cyw = ¢ + o[l !
Y w2’

was mit dem Experiment iibereinstimmt.?)

1) Herleitung des Fresnelschen Mitfuhrungskoeffizienten s. Aufgaben 1.3.
2} FuBlnote s. S. 53.
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Es muB bei dieser Formel noch auf folgendes hingewiesen werden: Ist
n = 1 (Vakuum, ndherungsweise auch fiir Luft), so erhédlt man als Va-

1
kuum-Lichtgeschwindigkeit stets % +v|l — ‘fi) = ¢. Diesen Sachver-

halt belegt aber der Michelson-Versuch. Daraus ist ersichtlich, daf$3
die (Vakuum-)Lichtgeschwindigkeit unabhingig vom Bewegungszustand
zweier Systeme stets gleich groB ist. Nach den von EINSTEIN angegebenen
Vorschriften fiir Raum- und Zeitmessungen ist es grundsétzlich unmog-
lich, unbeschleunigte Translationsbewegungen relativ zu einem ,,Ruhe-
system‘ festzustellen.

Die relativistische (nichtlineare) Additionsformel wird also durch den
Fizeau-Versuch einwandfrei bestdtigt. Fiir die Nichtanwendbarkeit der
,,gewohnlichen Regel“ (nach GALILEI) zur linearen Addition von Geschwin-
digkeiten gibt es eine einfache Analogie: Die Winkelsumme in einem
ebenen Dreieck ist 180°. Das gilt fiir alle relativ kleinen Dreiecke auf der
Erdoberfliche. Betrachtet man ein hinreichend groBes Dreieck auf der
Erdoberfliache, so erhidlt man eine groBere Winkelsumme, so daf hier die
,,gewohnlichen Regeln‘* der Planimetrie nicht mehr gelten.

3.4.4. Additionstheorem und Lorentz-Faktor

Besitzt ein Korper im bewegten System S’ noch eine Eigenbewegung u,
in bezug auf dieses System (in Richtung der x-Achse), so hat ein im System
S ruhender Beobachter eine zusammengesetzte Geschwindigkeit « zu be-
riicksichtigen, die sich nach dem Additionstheorem aus u, und der Sy-
stemgeschwindigkeit v ergibt. Man hat demzufolge in dem Lorentz-Faktor

2 1
— ]_ ——— T ———
l/ c? k

1) Berticksichtigt man die Dispersion, so wird der Mitfiihrungskoeffizient etwas
komplizierter. P. ZEEMAN konnte aber 1915 bei Wiederholung des Fizeau-
Versuches die genauere Formel exakt bestétigen. Die genauere Beziehung
mit dem Dispersionsterm lautet

1 . A dn
nt ndi)
In der Arbeit von O. KxopF: ,,Die Versuche von F. HarrEss tber die Ge-

schwindigkeit des Lichtes in bewegten Korpern‘‘, Naturwissenschaften 8(1920)
815— 821, werden drei Fille des Mitfithrungskoeffizienten unterschieden:

1 1 A dn 1 A dn
.{1—-—=); 2.(1—-=—=———1; 3 (1 —--<———].
( nz) ( n? nzd},) ( n? ndl)

cwzi—l—'u(l—
n
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an Stelle von v nunmehr

zu substituieren. Damit erhdlt man als Lorentz-Faktor, wenn zwei paral-
lele Geschwindigkeiten in Richtung der z-Achse vorhanden sind,

- S . @2_ , o
1/1 “3_1/1_1 %_Jrv?_KC(ch) (e 0"

o ;ltxz ?)27 \ u:;ii@z
- —at—@a
B )y Y ’
02
also
Uy v2
u: V(‘ -5
1--— = o . (3.31)
142
62
Fir
— Uyt v
s = T
¢
L=
ergibt sich
e T
3 -2\l z
V . T AN AT S (3.32)
¢ | Ya?
. 02

Beide Gleichungen unterscheiden sich beziiglich des Vorzeichens von u,.
Fiir u, = 0 folgt u, = v.
3.5. ©  Reldtivistische Beschleunigung

Unter der Beschleunigung versteht man die Geschwindigkeitsdnderung
in der Zeiteinheit, genauer ¢ = du/d¢. Es werden zwei Fille unterschieden:
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die Beschleunigung in der Richtung (parallel) der Bewegung: a, bzw. a,,
und senkrecht zu dieser Richtung: @, bzw. a,.

Der betrachtete Korper im bewegten System S’ habe zur Zeit ¢ = 0 die
Geschwindigkeit u, = 0 und nach der Zeit A¢’ die Geschwindigkeit Au,.
Vom Bezugssystem §’, das gegeniiber dem System S mit der Relativ-
geschwindigkeit v bewegt ist, stellt man die Geschwindigkeiten u, = v und
Uy -+ Au, fest. Das ist aber nach dem Einsteinschen Additionstheorem

v duy

Auz v’

14 o

Uy + Auy = (3.33)

Betrachtet man Au, als kleine GroBe, so gilt

Uy + Au, = (v + Aua,:) (1 - A::v)
" 2
:v—f—Au;—Auzv ;
C

hierin ist die GroBe (Au,)? als klein von zweiter Ordnung vernachlissigt.
Wegen u, = v erhilt man

Au, = Au,, (1 _v_:)
c ¢

’

Mit At = —L (s. 3.3.3.) erhélt man durch Division

1)2
)r-3
Auy  Aug 1 v2\3
At A )

Auy  du,

Durch Grenzitbergang lim = —* = g, findet man schliellich
atso0 4 dt

G, = Gy V(l — %:)3. (3.34)

Fiir die y’-Komponente folgt zunichst die Geschwindigkeit u,:

’ 2
Aus ¢y’ = y baw. Ay’ = Ay und A’ = At l/l — :—2 ergibt sich
Ay Ay 1

Av T A4t
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und durch Grenziibergang

Die nochmalige Bildung des Differenzenquotienten liefert
Auy,  Au, 1

At'MAtl v’

SchlieBlich erhilt man nach dem Grenziibergang den Differentialquotien-
ten und damit die Beschleunigung in der y-Richtung bzw. z-Richtung

2

2
a, = a, (1 — 0—2) bzw. a,=a, (1 — %)2—) . (3.35)

Unter Aufgaben 7.1. wird mit Hilfe der Differentialrechnung der Ausdruck
fiir die relativistische Beschleunigung allgemein hergeleitet.

4. Zur Masse-Energie-Aquivalenz

41. Die relativistische Massenverdnderlichkeit

Im folgenden werden unter Verwendung der Lorentz-Transformations-
formeln zwei Herleitungen fiir die relativistische Massenverinderlichkeit
m = my/ 1/1 — v2/c? angegeben. Diese Beziehung gehért zu den experi-
mentell bestfundierten Gesetzen. Sie bildet u. a. die Gundlage fir das
Funktionieren der Teilchenbeschleuniger und der experimentellen An-
ordnungen in der Kern- und Elementarteilchenphysik.

4.1.1. Impulserhaltungssatz und Massenveranderlichkeit

Es ist evident, dafl der Erhaltungssatz des Impulses p = m v bei der
Galilei-Transformation invariant ist, wenn man die absolute Erhaltung
der Masse annimmt. In der Lorentz-Transformation ist die Giiltigkeit
dieses Erhaltungssatzes nicht so offensichtlich, da fiir die Geschwindig-
keiten keine direkte Addition bei der Transformation gilt wie in der klas-
sischen Mechanik. Es zeigt sich, dall mit

m = myl1 — v*fc?

der Impuls die gewohnte Form p = m v behilt und demzufolge p’ = p,
also m’ v" = m v fiir die Lorentz-Transformation gilt.
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Mit dem System S(z, y) sei eine MeBvorrichtung (Target oder Platte mit
Feder) fest verbunden. In diesem System wird ein Kérper auf das Target
geschossen. Die Eindringtiefe Ay ist ein Maf fiir den Impuls m u, dieses
Korpers. Eine an einer Feder befestigte Platte wiirde eine Auslenkung
Ay erfahren, die als MaB fiir den Impuls m u, gilt (Abb. 4.1).

v 4
|
| leuy= .imuy= 1F—_T
‘| | m’u’y m’uy
| :
| [ Ay =4y
| k _
[ L
| T II E:::::J—g i
IR -
| y)
| Feder
.. T .
vt 1.Versuch 2.Versuch 3.Versuch X x!
Abb. 4.1

Parallel zur z-Achse bewege sich ein System S'(«’, ') mit der Geschwin-
digkeit . Der gegeniiber der Platte bewegte Beobachter mifit dieselbe
Eindringtiefe des Geschosses: Senkrecht zur Bewegungsrichtung v tritt —
gemalB der Lorentz-Transformation — keine Lingendnderung auf, also
y" = y. Da beide Beobachter dieselbe Eindringtiefe Ay’ = Ay feststellen,
kommen sie zu der SchluBfolgerung, dal die Impulse in beiden Systemen
gleich sein miissen: '

m Uy = mu, . (4.1)

Auf Grund der Zeitdilatation bei der Umrechnung von einem System in
das andere ergeben sich allerdings unterschiedliche Geschwindigkeits-
werte fiir %, und 4, — geméiB der Transformationsbeziehung (3.25) —:
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Aus der Gleichheit der Impulse (4.1) folgt mit u,

m(l——vgu‘,) m’(l—{—%u{;)
¢
P W YA m= (4.2)

Im vorliegenden Fall ist w, = 0 (bzw. auch u, = 0), so daBl man dafir
schreibt — unter Weglassung des Striches —

m=-—2___ . 4.3)

Versteht man unter Masse allgemein diesen Ausdruck m(v), so spricht man
von der Impulsmasse, und es gilt fiir den Impuls generell

pP=mv === (44)

Nur fiir kleine Geschwindigkeiten » gegeniiber der Vakuum-Lichtgeschwin-
digkeit ¢ ist man berechtigt, p = m, v als Naherung zu verwenden; hierin
bezeichnet m, die Ruhmasse.

Es sei bemerkt, daB ein Ansatz fiir die Gleichheit der Impulse m u, = m u,,
d. h., u, = wu,, auf v = 0 fiihrt, also fiir das betrachtete Problem ausschei-
det. Die Tatsache, dal} allgemein m’ == m fiir v == 0 gilt, ist experimentell
bestens belegt.

Unter Masse versteht man einen Trégheitswiderstand, der allgemein mit
zunehmender Geschwindigkeit anwéchst.

Die Auffassung einer Masse als einer GrofBle, die einer bestimmten Menge
von Atomen oder Molekiilen proportional ist, gilt nicht allgemein. Sie
beschrankt sich nur auf die Proportionalitit zwischen Atomanzahl und
Ruhmasse, da sich die Menge der Atome mit der Geschwindigkeit nicht
andert, wohl aber die (trige) Masse.

Weiter unten wird gezeigt, dal in der speziell relativistischen Physik bei
der Erfiillung des Impulserhaltungssatzes stets zugleich auch der Energie-
erhaltungssatz erfiillt sein muB.



4. Zur Masse-Energie-Aquivalenz 59

Vorstehend ist gezeigt worden, dafl andere bewegte Beobachter (v;, v,,
..., v) fiir ein und denselben Impuls m’ u, andere Werte m u, messen. Bei
Einfihrung der Massenverdnderlichkeit bleibt der Impuls in beiden Sy-
stemen S und 8’ erhalten: m’ u, = m u,.

4.1.2. Folgerung der Massenverdnderlichkeit
aus dem unelastischen Stof3

Im System §’(z’, y’) bewegen sich lings der a’-Achse zwei vollkommen
plastische Kugeln mit der Geschwindigkeit #’ bzw. — %’ aufeinander zu.
Sie fuhren einen ideal unelastischen Stof3 aus, derart, dafl sie beide nach
dem Zusammenstofl im System 8’ vollig in Ruhe sind, d. h., sie besitzen
nach dem ZusammenstoB die Geschwindigkeiten %, = 0. Die Beobach-
tungen werden mit dem Erhaltungssatz des Impulses fur die beiden Sy-
steme wie folgt formuliert:

Im System §’ gilt:

my w4 my (— w) = (m; + my)- 0. (4.5)
Hieraus folgt fiir den mit diesem System verbundenen Beobachter:
(m; — my) v = 0 und damit die Massengleichheit m; = m,.

Speziell gilt diese Massengleichheit auch fir im System §’ ruhende Ku-
geln, d. h., die Ruhmassen sind ebenfalls gleich: m; o = ms.

Im System 8, das sich parallel der z’-Achse mit der Geschwindigkeit v
bewegt, gilt fir die Geschwindigkeiten der beiden Kugeln vor dem Stof3:

%:uﬂ;w und %zil:”. (4.6)
142w 1— 2w
c c2

Nach dem ideal unelastischen Stof ist fiir beide Kugeln u, = v. Damit
gilt fir den Impulserhaltungssatz

u + v —u +
my pomy =Y (g my) 0 (4.7)
14+ 2w 1—- 2w
c? c?
Hieraus findet man
u v . [ —
my *—:——v + mg [ — {b—t—;—*—_v—v =0,
14 5o 1 ——w
c c?
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also

1— c%u’
%:_;.7. (4.8)
1 1—{-——2%/
C

Dies aber bedeutet, daf} die beiden Kugeln im System § verschiedene
Massen haben: m; > m,. Wenn «’ = 0 und daher u, = u, = v ist, gilt
my/m, = 1. Beide Kugeln haben in S gleiche Masse m; = m,, wenn sie gleiche
Geschwindigkeit » haben. Das gilt speziell auch fir v = 0 (Ruhmasse):
My,0 = Mayo.

Wihlt man nun fir die Relativgeschwindigkeit v = w’, so findet man nach
Gl. (4.6) fir die Geschwindigkeiten der Kugeln vor dem Stof} (in S):

20
2
1+c—2

Uy = und wu,=0. (4.9)

Die zweite Kugel ist also vor dem StoB in § in Ruhe; demnach ist ihre
Masse gleich der Ruhmasse mgo. Damit erhdlt man aus GI. (4.8)

v2

1—=%
mg’o_ C
m %
1 1 +_2

[

Da die Ruhmassen der beiden Kugeln in § gleich sind: mg ¢ = my,9, folgt
aus Gl. (4.8) nach Quadrieren

. (4.10)
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Aus Gl. (4.6) findet man
4 v?

/022;
(1+c—2)

damit ergibt sich weiter aus (4.10)

ul =

=1—— bzw. m, =

Das bedeutet allgemein: Bewegt sich ein Korper der Ruhmasse m, gegen-
iiber einem Bezugssystem mit der Geschwindigkeit v, so mifit man die
Masse m(v)

m= (4.3)

2
i

Eine Ubersicnt iiber Experimente zur Messung der relativistischen Massen-
veranderlichkeit geben FArAc6 und JAnossy!). Von MEYER und Mit-
arbeitern?) wurden an Elektronen im Bereich von 2,6 bis 3,1 MeV Pri-
zisionsmessungen zur Geschwindigkeitsabhingigkeit der Masse durch-
gefiihrt, wobei innerhalb von 0,05%, Ubereinstimmung mit der relativi-
stischen Beziehung gefunden wurde.

42. Massenzuwachs und kinetische Energie

Die Gleichung fiir die relativistische Massenveridnderlichkeit (4.3)

m P2\ -1/2
m = °~—:mo(1-——)

v? c?
1=

1a8t sich durch Reihenentwicklung niherungsweise (v/c <<1) folgender-
maflen schreiben:

1 »?

1) Faragd, P. S., und L. JANossY: Nuovo Cimento 5 (1957) 1411.
2) MEYER, V., W. Reicuart, H. H. Staus, H. WinkLER, F. ZaMBONI und
‘W. ZycH: Helv. physica Acta 36 (1963) 981.
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Daraus folgt
1 1
¢ —,

mo— My A 5o Uy

worin mg v2/2 = Ey, die klassische kinetische Energie der Masse m, ist.
Das bedeutet, daB die kinetische Energie einem Massenzuwachs proportio-
nal ist (und umgekehrt). Da jede Energie durch entsprechende Umwand-
lungsprozesse in kinetische Energie iiberfithrt werden kann, kann man all-
gemein folgern:

Jeder Energiezuwachs — gleichgiiltig, in welcher Form die Energie auf-
tritt — bedingt einen Massenzuwachs. Das aber heifit: Masse und Energie
sind dquivalent.

Setzt man m — my = Am, so kann man schlieBen, dafl einer Massen-
anderung eine Energieinderung entspricht:

Am ¢ = Ekln . (4.].1)

Diese Beziehung, die EINSTEIN als das wichtigste Resultat seiner Relati-
vitdtstheorie bezeichnet hat, wird nachstehend exakt hergeleitet.

4.3. E=mc

Der Ausgangspunkt ist das allgemeine Kraftgesetz, das hier nicht in der
einfachen klassischen Form F = m a verwendet wird, wo man m stets
als konstant ansieht, sondern in der Form

F = %(m v), (4.12)

d. h., die Kraft F wird als die zeitliche Ableitung des Impulses verstanden.
Das Gesetz von der Erhaltung des Impulses gilt auch in der Relativi-
tatstheorie: Wirkt keine Kraft auf die gleichformig bewegte Masse ein,

d
also F =0, d. h., d (m v) = 0, so folgt m v = const; hierbei ist

My i

die Impulsmasse.
T — o

Zur Berechnung der Arbeit d4 = F ds wird zunidchst deren zeitliche
Anderung dA4/dt = F ds/dt betrachtet:

d;‘l d o omy ds\ ds
e de\y1 — g2 dt)dt’
a4 [ my dap ds m" ]
Ly e g aefae

also
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ds & dp

Damit ergibt sich

und a‘t*z‘ = dt .

dd _  m, (ﬁﬂdﬁ /3)6

dr l/l_ﬁz 1—p2de * de
oder
dd _ mye*f ( p* dg
E il (l_ﬁ2+1)4
und weiter
dA my 2 f 1 dg
ar 1 — B 52 1 — B2 de’
also
dd _ o B 9P
d¢ Vl /32)3 dt’
Um die Integration
p
A=m —
) =t
durchzufithren, wird
z=)1— ﬂ7
eingefuhrt. Es ist
pdf = — zdz,
dz _ 2 B
g 2y1 —p 2’
also
+ C.

f—dz

V—/32

e

A = myc?
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Die Integrationskonstante wird so bestimmt, dall sich fir » = 0 bzw.
B = 0 der Wert A = 0 ergibt.

OzmoczA;l——FC,
y1 —0

— 2
C = —myc.

Somit erhilt man schlieBlich

=)

Das ist die kinetische Energiel) in relativistischer Form. Diese kann man
demnach auch schreiben

A=m°c2(

Byin = (m — mg) ¢, also Eyy, = Amc?; (4.13)

in Worten: kinetische Energie (Ey;,) = Gesamtenergie (m c2) — Ruh-
energie (m, c?). Der Satz von der Unverinderlichkeit (Konstanz) der Masse
gilt demnach nicht wie in der Newtonschen Mechanik. Nur wenn die Ener-
giedinderungen verhédltnismiBig klein sind, kann man die Massendnderun-
gen vernachldssigen.

Diese wichtige Beziehung ist experimentell vollig gesichert. Sie spielt in
der Atom- und Kernphysik eine hervorragende Rolle. m = E/c? ist der
allgemeinste Ausdruck fiir die Tragheit der Energie. (Uber die Trigheit
der Energie vgl. 4.5.)

Die Formel fiir die klassische kinetische Energie ergibt sich als Spezialfall

der relativistischen Formel fiir Fy;,, indem man eine Reihenentwicklung
durchfiihrt:

P2\ —1/2
Exin = (m — my) ¢ = m, c? [(1 N 672) B 1] ’

1 22 3 vt

Ekin_mocz[l+§—6€+—8—cj+"'1:|'

Fiir v € ¢ folgt By ~ ;— mg v2. (Vgl. hierzu Aufgabe 4.11.)

Aus den Beziehungen fiir Ekin‘ berechnet man z. B. auch die Geschwindig-
keiten geladener Teilchen, deren kinetische Energie gleich eU ist.

1) Die Differenz zweier kinetischer Energien entspricht der verrichteten Arbeit:

A = E{), — E{%; im vorliegenden Fall ist wegen v = 0 auch EZ), = 0.
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Aus der klassischen Formel
1 2
5 Mo v*=eU (4.14)

wiirde man

2
v=1/2%1 (4.15)

Mo

erhalten, die aber nur fiir v << ¢ Giiltigkeit hat, da ja hier m = m, = const
gilt.

Man zeigt leicht, da} diese Formel z. B. bei Elektronen zu sinnlosen Re-
sultaten fithrt: Als Zahlenwertgleichung schreibt man (4.15)

v 1051/ Y
—=5.932.10° /o (4.16)

und wirde fir U = 108 Volt Geschwindigkeiten fiir die bewegten elek-
trischen Ladungstrager erhalten, die groBer als die Vakuum-Lichtgeschwin-
digkeit wiren. Das aber widerspricht der physikalischen Erfahrung.l)
Fur Elektronengeschwindigkeiten, die gegeniiber der Lichtgeschwindig-
keit nicht mehr zu vernachlissigen sind, fithrt nur die allgemeingiiltige
relativistische Beziehung zu Resultaten, die mit der Erfahrung iberein-
stimmen: Aus

1
eU=mc?—myct=myc*| —————1 (4.17)

berechnet man fiir Elektronen mit v = ¢

v=c|/1— ! ) (4.18)

2
(1 + 1,9577 - 10-¢. L)

Volt

Zur Berechnung von v dient allgemein die Gleichung

242
v = cl/l _ (”;b“c"z) , (4.19)

die aus (4.3) folgt.

1) Siehe Aufgabe 7.5.
5 Melcher, Relativitatstheorie
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Man findet fiir beliebige Teilchenarten:

m 02 2
v=c|/l ——22 4.20
V (mo c?+ Ekin) (4.20)

[ 1
v=c|/1— B 4.21)
Mg €

Einerseits gilt mit (4.3)

oder

m 1

- 4.22
My o (4.22)
-z
und andererseits
Ekin + Eo 1
= 4.2
7, = (4.23)
-
und somit auch
m_ 1+9; (4.24)

hierin ist n = Ey/E,.

In der Tabelle 1 (s. S. 45) ist die Abhéngigkeit der relativen Masse von der
Geschwindigkeit v/c bzw. von 1 — v/c angegeben. Diese Angaben gelten
also fiir beliebige Teilchenarten. Die Werte sind in Abb. 4.2 in linearen
und in Abb. 4.3 in doppelt-logarithmischen Koordinaten graphisch dar-
gestellt.

Fiir Berechnungen im extrem-relativistischen Bereich verwendet man
Gl. (4.22), indem man nicht § = v/c, sondern vorteilhaft 6 = 1 — v/c als
Variable betrachtet: 0 < § = 1. Damit erhidlt man aus (4.22)

m 1 1

g

Diese Gleichung vereinfacht sich, wenn § gegeniiber 2 vernachlissigt wer-
den kann:

m 1 1

%Nm:ml/l_ﬁ

c

(4.25)

(4.26)
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und damit auch

my

Da E = Eun, + E, gilt, ist im extrem-relativistischen Bereich wegen
Ekin> EO: also
v 1

(4.27)

l——~————. (4.28)
P Eyin\?
E,
Tabelle 2
Eyin m|mqy fur Elektronen Eyin m/m, fir Elektronen
eV eV
1 1,000001 96 108 196,691 798

10t 1,00001957 2.108 392,383596

102 1,00019569 5.108 979,458 989

103 1,00195692 10° 1957,91798

104 1,01956928 2.10° 3914,83596

105 1,19569180 5. 10° 9785,5689 89
2.105 1,39138360 1010 19570,1798
5.10% 1,97845899 1011 195692,798

108 2,95691798 1012 1956918,98
2.108 4,91383596 1018 19569180,8
5. 108 10,784 5899 1014 195691799

107 20,56691798 1015 195691798 - 10
2.107 40,1383596 1016 195691798 . 100
5.107 98,8458989

Fur Elektronen ist m/my, = f(Eyi) in Tabelle 2 berechnet und in Abb. 4.4
in doppelt-logarithmischen Koordinaten dargestellt. Fihrt man Berech-
nungen mit den am hiufigsten auftretenden Teilchenarten durch, so sind
folgende Werte niitzlich:

Teilchenart Ruhmasse m, Ruhenergie E, Ruhenergie E,
kg Ws MeV
Elektron 0,91091 . 10-% 8,18685 . 10714 0,5611076
Proton 1,67252 - 10-%7 1,50319 - 10710 938,260
Deuteron 3,33443 - 10777 3,00569 - 10710 1876,096
a-Teilchen 6,66461 . 10-27 5,97318 - 1010 3728,346

Vakuum-Lichtgeschwindigkeit ¢ = (299792456,2 4+ 1,1) ms™!
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Abb. 4.4

4.4, Die Trdgheit der Energie

Man denke sich ein geschlossenes Gefall der Masse M. Von einer Stelle A
der Innenwand des GefiBes (Abb. 4.5) gehe ein Lichtblitz aus, der an der
gegeniiberliegenden Wand bei B absorbiert wird.!)

l | Abb. 4.5

Das Licht kann einen experimentell nachweisbaren Druck ausiiben; es
besitzt demnach einen Impuls. Wihrend des Emissionsaktes miifte nun
das gesamte Gefd3 der Masse M einen RiickstoB erhalten und sich infolge-
dessen mit der Geschwindigkeit v entgegengesetzt zum Impuls p fort-
bewegen. Die Geschwindigkeit » des Schwerpunktes ist gemafl dem Im-
pulssatz

P E

Y Sl 4.2
v M M (4.29)

Der Impuls des Lichtes?) wird zu p = E/c bestimmt.

1) Dieser Gedankenversuch geht auf HASENGHRL (1904) zuriick.

2) Der Strahlungsdruck 148t sich auch aus der Wellentheorie berechnen. Der
Lichtdruck der Sonne wurde — vor der Quantentheorie — bereits von
P. LeBEDEW 1890 gemessen und von NicHOLs und Hurr 1901 mit groBerer
Genauigkeit bestimmt: etwa 1 mp/m? = 9,81 - 10-¢ N/m? = 9,81 - 10! bar.
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Die Bewegung wird durch den Absorptionsakt gestoppt. Bei diesem Vor-
gang sind jedoch nur innere Krifte beteiligt, so dafl diese Schwerpunkt-
verschiebung im Widerspruch steht mit dem Prinzip von der Erhaltung
des Schwerpunktes, falls nicht der Lichtblitz selbst, d. h. die in ihm ent-
haltene Energie X eine trige Masse m besitzt.

Durch die Bewegung dieser Masse m bleibt der Schwerpunkt des gesamten
Systems (Gefd + Lichtblitz) in Ruhe. Man gelangt also zu der Annahme,
daB Strahlungsenergie eine trige Masse besitzen misse. (Allgemein ist
heute gesichert: Jede Energieform besitzt trage Masse.)

Es soll nun die Grofle m aus dem Gedankenexperiment bestimmt werden.
Man setzt einen sehr kurzen Lichtblitz voraus bzw. ein so groBes Gefal,
dall man annehmen kann, das Gefall werde in Bewegung gesetzt bzw. wie-
der abgebremst innerhalb von Zeiten, die vernachldssigbar klein sind
gegeniiber der zwischen Emission und Absorption liegenden Flugzeit der
Lichtblitzenergie.

Innerhalb der Flugzeit ¢ = I/c betrigt die Verschiebung der GefdBmasse

L, _tE( B\
=t =31\~ 77a)

die Verschiebung der Lichtblitzmasse m betriagt

(=)
Xy =tCc|=—c].
c

Der Schwerpunkt beider Massen bleibt in Ruhe, wenn z, M = z,, m ist:

tE E
— M =t 1 — =
cMM cm, also p cm,

d. h.,
E=mc. (4.30)

Dieses Ergebnis erhalt man sehr einfach auch auf andere Weise: Aus dem
Schwerpunktsatz (bzw. aus Lichtdruckmessungen) folgt, daB die Strah-
lungsenergie einen Impuls p = E/c besitzt. Der Impuls ist andererseits
mit der Masse m verkniipft: p = m c¢; hieraus erhilt man E/c =mc,
also £ = m c2.

Die Einsteinsche Beziehung bedeutet, daf auch eine elektromagnetische
Energie (wie jede beliebige andere Energie) die Trégheit einer Masse H/c?
besitzt.

Die zwei grundlegenden Gesetze — Erhaltung der Masse und Erhaltung
der Energie — sind nicht mehr unabhingig voneinander; sie sind durch
die SRT zu einem einzigen verschmolzen.
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4.5. EINSTEINS elementare Herleitung von E = m c?

Die nachfolgende Herleitung des Masse-Energie- Aquivalenz-Gesetzes hat
EINSTEIN 1946 gegeben und in seinem Buch ,,Aus meinen spéaten Jahren
publiziert. Daf sie in ganz anderer Weise als andere Herleitungen zu dem
Ergebnis # = m c? gelangt, zeigt wiederum die groBartige Geschlossenheit
des physikalischen Begriffssystems.

Sie geht im wesentlichen nur vom Gesetz der Erhaltung des Impulses aus,
wobei sich der Impuls auf eine Strahlung bezieht, die sich mit der Licht-
geschwindigkeit ¢ ausbreitet: p = E/c.

SchlieBlich wird nur noch die Beziehung fiir die Aberration des Lichtes
vorausgesetzt: sinx = v/c (vgl. 6.5.).

Es wird ein im System S ruhender Korper der Masse m, betrachtet, der
Strahlungsenergie absorbieren soll. Die Energie £ wird ihm zur Halfte in
Richtung der positiven und der negativen x-Achse zugefithrt (Abb. 4.6).

, i
o I
1
|

7 2 2

A
1
|

—

: |
2
_1E _1E
s P=2¢ P=z¢
‘\s’ s
* T E— 51
Abb. 4.6

1 F
Der Korper bleibt in Ruhe, da er von jeder Seite den Impus—é — auf-

nimmt, wobei sich allerdings auf Grund der Energiezufubr die Masse von
mq auf m vergréfert. Dieser ProzeB wird nun in bezug auf das bewegte
System §’, das sich gegeniiber S mit der Geschwindigkeit ¥ in der negativen
y-Richtung bewegt, erortert. Damit kommt man zu der Aussage, da@ sich
die Masse m, in der positiven y-Richtung mit der Geschwindigkeit v be-
wegt. In bezug auf den Kérper erscheinen nunmehr die Strahlungsrich-
tungen unter einem Winkel x zur z-Achse.

Fur diesen Winkel gilt dem Aberrationsgesetz zufolge sinx = v/c bzw.
fiir kleine Winkel « = v/c.
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Vor der Absorption ist m, die Masse des Kérpers mit dem Impuls m, v.
1 E
Von dem Impuls der Strahlung wird nur die y-Komponente EPY sin «

wirksam, fiir die hier % z % gilt; der aufzunehmende Gesamtimpuls ist
E c
also —:) .
¢ E
Vor der Absorption ist der Gesamtimpuls des Systems m, v 4 — v.
¢

Nach der Absorption hat sich die Masse vergrofert, so daf3 der Impuls dann
m v betrigt. Aus dem Impulserhaltungssatz folgt somit

E
mov—l—?v:mv,
d. h.,

m — My = — .
0 c?

Damit ist die Aquivalenzbeziehung fiir Masse und Energie auf einem ein-
fachen Weg hergeleitet worden, der unabhéngig von dem formalen Mecha-
nismus der SRT ist. Besonders sei darauf hingewiesen, daf3 die Beziehung
p = Ejc vor der Quanten- und der Relativititstheorie bekannt war, da
sie bereits aus der Maxwellschen Theorie des Elektromagnetismus gefolgert
wurde.

Die Masse-Energie-Aquivalenz sagt aus, daB Energie- und Masseninderung
untrennbar zusammenhéngen: d& = c? dm.

Setzt man die bei der Integration auftretende Konstante gleich Null als
Anfangspunkt der Energieskala, so erhialt man (4.30)

E =mc?.

Diese beriithmte Einsteinsche Formel eroffnete z. B. die Moglichkeit, die
Energie zu bestimmen, mit der die Bausteine des Atomkerns zusammen-
halten. Mit der Bestimmung dieser Bindungsenergien konnten wesentliche
Fortschritte in der Kernphysik erzielt werden.

Die Interpretation der Masse-Energie-Relation £ = m c? als ,,Umwandlung
von Masse in Energie‘ (und umgekehrt) ist abzulehnen, da keine Masse
ohne Energie (und umgekehrt) existiert. Die Relation ist demnach allein
im Sinne einer gegenseitigen Zuordnung von Masse und Energie zu ver-
stehen.

Auf Grund der Wechselwirkung zwischen Feld und Stoff verringert sich
die Eigenenergie eines Teilchens E = m c¢? = k m,c® bei Anwesenheit



4. Zur Masse-Energie-Aquivalenz 73

eines elektrischen Feldes!) der Feldstirke |E|:

7 m, c2 (1 Q® |E|v)

I —p2 \  6amic
bzw.
¢ |E|
E=FkE,)|1 -——8].
(=)
4.6. Der relativistische Energie-Impuls-Satz

Der Zusammenhang zwischen dem Impuls p und der kinetischen Energie
Ein ist in der klassischen Physik (v <¢, m ~ m,) wegen p = m v und
Eyiy = m v?/2 durch folgende Beziehung gegeben:
2
Bun =2 oder p—2m By . (4.31)

Nach der Relativitdtstheorie sind die (Gesamt-)Energie £, die Ruhenergie
E,und der Impuls p = mq v/)1 — f2durch die Gleichung E? — E2 + p? c?

miteinander verkniipft. Diesen Zusammenhang erhalt man z.B. folgender-
maBen (vgl. auch Aufgaben 8.):

m . .
Durch Erweitern von m = ——%— mit ¢ und Quadrieren folgt zu-
néachst V1 —p
m c*\2 mg c*  \? m?2 ¢t m} ¢t
— = - bzw. =
c? Y1 = g2 ct ct (1 — v?¥/c?)
und nach beiderseitiger Multiplikation mit (1 — v%/c?)
m? ct vB\  mjct q m2ct  m2cto:  mjct
ct Y oder & T A o

Multipliziert man nun beide Seiten der Gleichung mit ¢* und faft links im
zweiten Glied die Faktoren m und v zusammen, so erhélt man

(m )% — (m v)2 ¢ = (my c®)? .
Fiihrt man hier die Bezeichnungen £, E, und p = m v ein, so ergibt sich

E*=p2c® + E2. (4.32)

1) Niheres hierzu s. SceMmUuTZER [1.61, S. 778].
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Das ist die obige Beziehung, die sich graphisch nach dem Satz des Pytha-
goras als Dreieck darstellen 148t (Abb. 4.7). Dieser Abbildung ist zu ent-
nehmen, daB

also

sing =B . (4.33)

Abb. 4.7

PPy
Eg=myc

Aus p ¢ = F f erhilt man fiir Licht mit § = 1 (v = ¢), dal} p ¢ die Energie
des Lichtes ist. Fir Licht gilt demnach speziell

E=pc oder p= E . (4.34)

c

Diese Beziehung folgt auch aus der Gleichung E? = p?¢? 4 mj ¢* fir
mq —> 0 (Licht) (vgl. auch Aufgaben 8).

Das rechtwinklige Dreieck wird um so spitzer, je mehr man sich dem
extrem-relativistischen Gebiet (v — ¢) ndhert. Dieses Dreieck dient u. a.
dazu, die Geschwindigkeit relativistischer Elektronen (oder anderer Ele-
mentarteilchen) aus Energie- und Impulsmessungen zu ermitteln.

Zur Vereinfachung der Rechnungen ist es zweckmiBig, die ,,relative kine-
tische Energie # einzufithren; das ist der Quotient aus Eyy, = E — K
und Ey, also n = Eyi,/E,. Fir den Quotienten E/E, erhilt man dann
1 + n; andererseits ist

E m 1

By my T_p
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Aus 1 + 7 = 1/f1 — g2 folgen durch Auflésen nach f die Beziehungen
zwischen § und % bzw. zwischen » und » oder p und 7:

P2y
g = 11y (4.35)

Vn® + 279
=Cc——; 4.36
p=mycip+2y. (4.37)

Diese Gleichungen gelten fiir alle Teilchenarten. Fiirn = 1 (also By, = E;)
findet man aus dem graphischen Verlauf von m/m, = f(n) die Massen-
verdopplung m/m, = 2 (vgl. Aufgaben 4.2. und 4.3.).

Wenn man im Gebiet § a~ 1 ein Teilchen weiter ,,beschleunigt®, andert
sich sein Impuls praktisch nicht mehr durch Geschwindigkeitszunahme,
sondern nur noch durch Massenzunahme. Im extrem relativistischen Ge-
biet (Eyn > E,) sind alle Arten von Teilchen gleicher Energie By, prak-
tisch auch massengleich. Dafiir sei folgender experimenteller Befund an-
gefithrt: Protonen und Elektronen einer Eyi, > 10! eV erzeugen in einer
Nebelkammer Spuren gleicher Tropfendichte; in einem Magnetfeld zeigen
sie die gleiche Bahnkriimmung.

4.7. Invarianz und Transformation von Energie und Impuls

Bildet man aus p = m(u) v und E = m(u) ¢® den Ausdruck E? = p%¢% +
+mj ¢4, so erkennt man, dafl diese relativistische Energie-Impuls-Beziehung
invariant ist: Sie ist unabhingig von speziellen Koordinaten, in denen
Impuls und Energie gemessen werden.

Vergleicht man diese Invariante mit s = a} - x} = const, so liegt der
Gedanke nahe, daf} sich Impuls und Energie (bzw. Masse) von einem Sy-
stem S in ein anderes System S’ in analoger Weise transformieren wie x
und ¢ (vgl. Lorentz-Transformation (3.13)). Beim Ubergang von einem
System S in ein zweites §’, das sich parallel der z-Achse mit der Relativ-
geschwindigkeit » bewegen soll, hat man in den Beziehungen

’

p —p', also m(u) u —m'(uw') u';
E — E’, also m(u) ¢ —m'(w') ¢*
das Additionstheorem
w v
i u' v
c2

1+
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anzuwenden. (Die Rechnung ist im einzelnen unter Aufgaben 8. durch-
gefiihrt.) Es ergibt sich

v E
Pz — Y E
’ c ’
Pe = — = - oder p,= 70(1% - ﬂT)’
V1 -z (4.38)
c?
Py =Py,
Pz = Pz ;
E v
)74 '@ c? 2

= oder E =Fk(E—vp,). (4.39)

Dieses Gleichungssystem 148t sich auf eine beliebige Anzahl von Teilchen
sowie auf Impuls- und Energieunterschiede (Ap, AE) verallgemeinern.
Aus der Aussage der Impulserhaltung Ap = 0 oder der Energieerhaltung
AE = 0 fiir einen Beobachter im S-System folgt unmittelbar fiir einen
Beobachter im §’-System:

Ap =0, AE =0.

Das bedeutet aber: Wenn Impuls- und Energieerhaltung fiir das System S
gelten, dann gilt diese Tatsache auch fiir das System S’. SchlieBlich folgt
aus der Invarianz offensichtlich: Es ist unméglich, da8 es eine Impulser-
haltung ohne Energieerhaltung (und umgekehrt) gibt. Energie und Impuls
bilden gemal der relativistischen Definition eine geschlossene Einheit.

4.8. Transformation der Kraft

Die Definition der Kraft F beruht auf einer Konvention.
In der Newtonschen Mechanik sind die folgenden Formen dquivalent:

dvo d dp

F=mya=my—=—(myv) =—. (4.40)
d¢ dt dt

Fir relativistische Geschwindigkeiten gilt aber

m,
P=—

0 v,
Jr-=

so daB hierfiir die 4 Formen (4.40) nicht mehr dquivalent sir.d.
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Die gebrauchlichste Definition — nicht aber die ausschlieBlich mégliche
und in der Literatur verwendete — ist

F:——:—(mokv):%(mv). (4.41)

F d m, ! () m, ! a -+ myv d 1 v\
= i —— — R — ma®—|1— —
def ° o2 0 e o7 dt c? ’
1— ) 1— =

F=myka+ myv (4.42)

1 1
F:ma+c—2mvk2(av) oder F:moka+c—2movk3(av).
(4.43)

Man erkennt, dal die Beschleunigung @ nicht unbedingt die Richtung der
Kraft F haben mufl (und umgekehrt).

Weiterhin ist zu bemerken, daB es bei relativistischen Teilchen eine Rolle
spielt, ob eine Kraft in der Bewegungsrichtung (longitudinal, F;) oder
senkrecht dazu (transversal, ¥, oder F,) wirkt. Fir diese Komponenten
folgt aus der Gl. (4.42)

1 v? 1
Fo=myka,+ gmok%zaw—mokaz(l -+ k2c—2) =mykay, |’
1——
02
F,=myk3a,. (4.44)
Hingegen ergibt sich
Fy,=moyka, und F,=myka,. (4.45)

Diese unterschiedliche Tragheit eines relativistischen Teilchens ist ex-
perimentell bestens gesichert. Die frithere Unterscheidung ,,longitudinale
Masse*‘ (mq £3) und ,,transversale Masse* (m, k) ist durch die Relativitéts-
theorie gegenstandslos geworden. Diese ,,Massen-Begriffe’* waren Aus-
druck der Newtonschen Mechanik, indem man an der (falschen) Form
F = m a festhielt, anstatt die (richtige) allgemeingiiltige Gleichung

F = — (m v) zu verwenden.

dt
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Die Transformationsformel fiir die Kraft (4.42) ist relativ kompliziert:
2 2 .
e
¢ v c ¢
F = . (4.46)

Im folgenden sei eine einfache Herleitung fiir die Transformationsformeln
angegeben, die sich auf den speziellen Fall bezieht, daB sich das betreffende
Teilchen in Ruhe befindet (# = 0). Es werden die Gleichungen fiir
einen Beobachter in S aufgestellt, der in x-Richtung eine Geschwindig-
keit v des Teilchens feststellt. In die Beziehungen fir F' = dp’/dt’ und
F = dp/d¢ setzt man die Ausdriicke fiir dp’, d¢’ bzw. fiir dp und df ein.
Es gilt (3.17) dt = k dt".

Aus der Beziehung (4.38) findet man

, v
Pz = k(px -+ C_ZE')
bzw. durch Differenzieren
s v dE’ ,
dpz_k(dpx—i—c—sz)_k(l +c—2@2)dpz. (4.47)

Die Ableitung der Energie-Impuls-Beziehung £ = Viﬂ ¢ + K2 liefert

dE p c? muc: mu E
S = =—=u, also — =u,
dp  Yp2e® + B2 B m dp,
und entsprechend
dE” ,
—(II—); = ux . (4.48)

Wenn die Komponenten der Teilchengeschwindigkeit in beiden Bezugs-
systemen verschwinden (u, =0, u, = 0), so folgt einfach aus (4.47)
dp, = k dp, und damit

dp; dp o

W = ar’ also .Fz = Fz, . (4.49)
weiter gilt

d . ,

T Y (4.50)

d¢ de’
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und

dpz . I.—-1 dp; — -1 F
dt =k W’ also F;; =k FZ . (4:.51)

Damit erhélt man — unter speziellen Annahmen - relativ einfache Trans-
formationsbeziehungen fiir die Kraftkomponenten in Richtung der Rela-
tivgeschwindigkeit v und senkrecht dazu.

S. Das euklidische Raum-Zeit-Kontinuum
5.1. Das Linienelement (Minkowski-Welt)

Im folgenden wird gezeigt, daBl die Minkowskische vierdimensionale
Interpretation der speziellen Relativitatstheorie eine Verallgemeinerung
der Lorentz-Transformationen darstellt und zu ihrer geometrischen Deu-
tung fithrt.

E1NsTEIN schreibt: ,,... keine Aussage ist banaler als die, dafl unsere
gewohnte Welt ein vierdimensionales zeitraumliches Kontinuum ist.

Der Raum ist ein dreidimensionales Kontinuum. Diese Tatsache besagt,
daB die Lage eines Punktes (Ortes) durch die Angabe von drei Zahlen
(Koordinaten), ndmlich z, y, z, angegeben werden kann und daBl es zu
jedem Punkt beliebig dicht benachbarte Punkte gibt, die ebenfalls durch
z-, y- und z-Koordinaten gekennzeichnet werden konnen. Wegen dieser
Eigenschaft spricht man vom ,,Kontinuum*, wegen der Zahl der Koordi-
naten von dreidimensional.

Analog spricht man bei vier Koordinaten von vier Dimensionen. Nach
Minrowskr ist die Welt des physikalischen Geschehens (kurz ,,Welt*)
vierdimensional im raumzeitlichen Sinne. Da sich das (vierdimensionale)
Geschehen aus Einzelereignissen zusammensetzt, die beliebig dicht aufein-
anderfolgen, spricht man vom Kontinuum. Die vierte Koordinate repra-
sentiert den Zeitwert ¢.

In der klassischen Physik verkorpert die Zeit eine absolute GroBe, d. h.,
sie ist von der Lage und dem Bewegungszustand des Bezugssystems un-
abhingig. Das kommt in der Galilei-Transformation durch ¢ = ¢ zum
Ausdruck. Nach der speziellen Relativitdtstheorie ist die Zeit keine abso-
lute GroBe; das wird durch die Lorentz-Transformation dargestellt, in der
die Zeit mit dem Ort verkniipft ist:
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GemiB dieser Gleichung verschwindet namlich die Zeitdifferenz A¢#
zweier Ereignisse in bezug auf 8’ nicht, auch wenn At in bezug auf § ver-
schwindet.

Eine rein rdumliche Distanz zweier Ereignisse in bezug auf S ist demnach
mit einer zeitlichen Differenz dieser Ereignisse in bezug auf S verkniipft.
Minkowskis wichtige Entdeckung liegt nun in der Erkenntnis, daB ein
vierdimensionales Raum-Zeit-Kontinuum in maBgebenden formalen Ei-
genschaften wie das dreidimensionale Kontinuum des (euklidischen) Rau-
mes dargestellt werden kann. Zu diesem Zweck wird an Stelle von ¢ die

proportionale GroBe | — 1c¢#, d.h. , =ict, eine imagindre Grofle also,
eingefihrt. Sie soll als vierte Koordinate bezeichnet werden. Durch diese
rein formale Bezeichnung ist eine vierdimensionale geometrische Interpre-
tation der speziellen Relativitdtstheorie moglich, wodurch die Theorie an
Geschlossenheit und Ubersichtlichkeit gewinnt. Diese Form der Darstel-
lung war insbesondere fir die Entwicklung der allgemeinen Relativitédts-
theorie wichtig. (Dort mull man zwischen euklidischem und nichteukli-
dischem Kontinuum unterscheiden.)

Aus der elementaren analytischen Geometrie ist bekannt, daB man den
gegenseitigen Abstand zweier Punkte (also eine Strecke s) im z, y-Koordi-
natensystem durch Anwendung des Lehrsatzes des Pythagoras bestimmen
kann (Abb. 5.1).

x,(Zeitachse)} x,(Zeitachse)

Ax,

i
i
4
|
|
|
!

Axy; Ax4=0
Blitz ] ——— b,
EANS fo
N7 Xy(Raumachse)
Axy N
x;(Raumachse)

Abb. 5.1
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In Abb. 5.1 sind zwei um einen Winkel ¢ gegeneinander verdrehte Koordi-
natensysteme dargestellt, wobei z,, z; die Raum- und z,, x, die Zeitachsen
bedeuten.

Die Punkte P, und P, stellen im Raum-Zeit-Kontinuum (z,, ,, 2, 2,)
,,Breignisse‘ (Weltpunkte) dar. Die Verbindung

PP, = Jda} + Aa} + Aa3 + Az}
wird als ,,Weltlinie** bezeichnet; in der Darstellung ist Az, = Axy = 0.

Die Horizontal- sowie die Vertikalabstande der beiden raumzeitlichen Er-
eignisse sind in beiden Systemen S(z;, x,) und S’(z;, ;) verschieden. Dies
bedeutet, dall die Ereignisse von zwei mit der Geschwindigkeit v relativ
zueinander bewegten Beobachtern zu verschiedenen Zeiten und an ver-
schiedenen Orten beobachtet werden.

Der raumzeitliche Abstand P,P, — As = }/Aa? + Aa? wird jedoch in bei-
den Systemen gleich beurteilt, d. h., er ist fiir beide Beobachter derselbe
(invariant):

As = {422 + Az = JAz? 4 Ax? = inv.
Diese Beziehung laBt sich einfach mit Hilfe des pythagoreischen Lehr-

satzes, den man hier auf vier Dimensionen anwendet, folgern. Das Qua-
drat des Weltlinienelementes ist demnach eine Invariante:

ds? = da? + da? + da? 4 da? = dx;? + dz;® + da;? + dz® = inv.
(5.1)

Die vierdimensionale Minkowski-Welt stellt eine ,,Union von Raum und
Zeit* her. Wegen der im Linienelement ds auftretenden imaginiren
GroBe dx, = 7 ¢ dt handelt es sich nicht um eine euklidische, sondern um
eine pseudoeuklidische Raum-Zeit-Welt; man spricht deshalb auch von
einer (3 4+ 1)-dimensionalen Welt. In der ART wird das durch (5.1) dar-
gestellte Linienelement verallgemeinert, indem es fir ein nichteuklidisches
Raum-Zeit-Kontinuum formuliert wird.

Die Tatsache der Lorentz-Kontraktion und der Zeitdilatation kann man
unmittelbar aus Abb. 5.1 entnehmen: Az, < Az, und Az; > Az,. Des
weiteren folgt aus der Darstellung auch die Relativitét der Gleichzeitig-
keit: Wenn ein Beobachter im Nullpunkt des S-Systems das Einschlagen
zweier von ihm gleichweit entfernter Blitze gleichzeitig wahrnimmt, d. h.,
wenn Ax, = 0 ist, so sieht der bewegte (gestrichene) Beobachter die Blitze
nacheinander einschlagen: Az, == 0. Zuerst wird der Blitz1, dann der Blitz2
registriert. SchlieBlich miBt der bewegte Beobachter zwischen den Ein-
schligen der Blitze einen kleineren Abstand als der ruhende Beobachter:
Az < Az,.

6 Melcher, Relativitatstheorie
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Zusammenfassend sei besonders darauf hingewiesen, da8 es in der Relativi-
tatstheorie durchaus ,,absolute GroBen‘‘ (Invarianten) gibt, so dal man
auch von einer ,,Invariantentheorie* sprechen kénnte. Vorstehend wurde
das Weltlinienelement als Invariante gefunden. Bestimmte Unterschiede
zwischen der klassischen und der relativistischen Auffassung sind nach-
folgend gegeniibergestellt.

Klassische Physik Relativistische Physik
Raum, Zeit Raum-Zeit (Welt)
Drehung des Koor- Lorentz-Transformation
dinatensystems (s. 5.1.)
absolute réumlicher Abstand Weltlinienelement
GroBen zweier Punkte (Abstand zweier Weltpunkte)
relative Horizontal- und Verti- réaumlicher und zeitlicher Abstand
GroBen kalabstand zweier (getrennt!) zweier Punktereignisse

Punkte von Bezugslinie

Durch die vier Koordinaten wird ein Geschehen im dreidimensionalen Raum
gewissermaBen zu einem Sein in der vierdimensionalen ,,Welt‘‘. Ein durch
vier Koordinaten gekennzeichneter Punkt (Weltpunkt) ist im Raum-Zeit-
Kontinuum ein ,,Ereignis*“. Ein Ereignis ist auch der Schnittpunkt zweier
,» Weltlinien*, wobei jede Weltlinie eine Aneinanderreihung von Welt-
punkten darstellt. Die Minkowskische geometrische Interpretation der
speziellen Relativitatstheorie zeigt, dall der Weltabstand zweier Punkt-
ereignisse Lorentz-invariant ist. Das bedeutet: Fur relativ zueinander
gleichférmig-geradlinig bewegte Systeme ist der raumzeitliche Abstand
zweier Ereignisse vom Bewegungszustand des Bezugssystems unabhingig ;
Eigenzeit, Ruhlinge und Ruhmasse sind invariante GroBen.

Die spezielle Relativititstheorie ist vielfach durch die Erfahrung bestétigt;
es gibt heute keinen Zweifel mehr an ihrer Giiltigkeit. Das bedeutet aber
auch, daB eine widerspruchsfreie Beschreibung des physikalischen Ge-
schehens nur moglich ist, wenn man die Welt als ein raumzeitliches Kon-
tinuum auffaBt, in dem Raum und Zeit nach bestimmten physikalischen
Vorschriften gemessen werden.

Das Verstandnis fiir die Relativitit von Raum und Zeit sowie fiir das
Raum-Zeit-Kontinuum fillt deshalb oft schwer, weil der Mensch durch
eine subjektive (auch psychologisch bedingte) Betrachtungsweise dieses
Raum-Zeit-Kontinuum immer wieder in selbstdndige Einheiten von Raum
und Zeit aufspaltet, die aber ihre selbstindige Existenz im BewuBtsein
langst verloren haben sollten.
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Das Wesen des Raum-Zeit-Kontinuums wurde von MINKowsK1!) treffend
charakterisiert. Hermann MiNkowskl, der Lehrer A. EINSTEINs, sagte
auf der 80. Versammlung Deutscher Naturforscher und Arzte in Koln am
21. 9. 1908:
,,Die Anschauungen tiber Raum und Zeit, die ich Thnen entwickeln
mochte, sind auf experimentell-physikalischem Boden erwachsen. Darin
liegt ihre Stérke. Thre Tendenz ist eine radikale. Von Stund an sollen
Raum fiir sich und Zeit fir sich vollig zu Schatten herabsinken, und nur
noch eine Art Union von beiden soll Selbstandigkeit bewahren.‘

5.2, Verallgemeinerung der Lorentz-Transformation

Die Invarianzbeziehung fir das Quadrat des Weltlinienelements (5.1)
stellt man mit

da? = (icdf)2 = —c2df2 und dx,> = — c2di’2
in der Form
da? + da? 4 da? — 2 df2 = da? - dw? + dx? — 2 di2 (5.2)

dar. Diese Beziehung wird auch als Lorentz-Transformation bezeichnet.
Die beiden Seiten der Gleichung stellen Lichtkugeln mit den Radien ¢ ¢
bzw. ¢ t’ dar, deren Mittelpunkte im Koordinatenursprung liegen, so daf
man schreiben kann:

22 4 a4+ al=c2f2 und 2+ 22 + 22 =22, (5.3)

Das geht aus folgender Uberlegung hervor: Im Moment, wenn die Koordi-
naten-Ursprungspunkte der Systeme S und S’ (Relativgeschwindigkeit »)
zusammenfallen, soll ein Lichtsignal ausgesandt werden. Beobachter in
den Nullpunkten von § und 8’ stellen — wegen der Konstanz von ¢ —
fest, daB sich das Licht um beide Ursprungspunkte auf einer Kugelfliche
ausbreitet, die fiir § und §” die obigen Gleichungen erfiillt. Es muB3 dem-
nach moglich sein, die erste Gleichung durch entsprechende Transforma-
tionsformeln in die zweite zu tiberfiithren (bzw. umgekehrt). Das soll nun
gezeigt werden, wobei die Betrachtungen auf die z-Achse beschrinkt
werden konnen; der Einfachheit halber entfallen die Indizes. Demnach
bleibt zu zeigen, daB 22 — ¢2§2 = 2’2 — 2’2 gilt, d. h., daB die linke Seite
in die rechte Seite der Gleichung iibergeht.

Mit den Transformationsformeln (3.13)

’

t,_i_xv
]/1—52 ]/1_[32

1) MinrowskKI, H.: Physik. Z. 10 (1909) 104.
6#
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erhilt man fir die linke Seite

’ ’ ’ 2
x2—62t2:(x+vt)2 - (t/+x_v),

1 —p2 1 — p? c2
also
1 2’22
22 — 22 = 2422 vt + v’ — 22— 20t 2 — Y
1—p2 c?
222
= &2+ 2’2 — -—c?t'?
1—52( - & )

1 p2 P2
__ - /2 ] p2 2 _
() (-5

Da 1 — v%/c? =1 — f? ist, folgt unmittelbar
x* — %2 =o' — 212, (5.4)

Damit ist gezeigt, daB die Transformationsformeln (3.13) die Gln. (5.3)
ineinander tiberfithren: ds? ist eine Invariante der Lorentz-Transforma-
tion. Die Metrik (MaBbestimmung) der Welt ist durch dieses invariante
Linienelement gegeben. In der ART wird das Linienelement verallge-
meinert. Beim Ubergang vom ungestrichenen zum gestrichenen System
ist nicht nur die Lichtgeschwindigkeit, sondern auch die kugelformige
Ausbreitung der Lichtwellen invariant. Das bedeutet, dal die Lichtkugel
durch die Lorentz-Transformation nicht etwa in ein Lichtellipsoid ver-
wandelt wird, sondern erhalten bleibt. Allerdings ist die Wellenlénge des
Lichtes keine Invariante; sie hingt vom Standpunkt des Beobachters ab
(s. weiter unten ,,Doppler-Effekt*).

Die speziellen Lorentz-Transformationen (3.13) kénnen durch den Kunst-
griff von MinkowskI auf einander entsprechende Formen gebracht wer-
den, die eine Symmetrie aufweisen.

Wegen

z,=1ict und a, =ict

substituiert man

t:_%—4 und t’:&.
ic ic
Damit erhalt man
—xl_lﬁf“ und z _utifn wy = Xy =2 (5.5
1 4 2 2 3
y1—pe y1—pe



5. Das euklidische Raum-Zeit-Kontinuum 85

bzw.

" o +ifa, und x;:x{—iﬁxl
1=p

Vi —p

Die allgemeine Transformation, die die Forderung (5.3) des Relativitats-
prinzips erfiillt, heilt allgemeine Lorentz-Transformation:

;T = Xy; Ty =2, . (5.6)

Ty = Gy By + iy Ty + A3 T3 + 014 T4
Ty = Gy Ty + Gy Ty + Ggy Ty + Uyy T,
Ty = gy Ty + gy Ty T Ugg Ty + Ugy Ty
Ty = Qg Ty + Gyp Ty + Qyg Ty + Gy %y -

(5.7)

Die Koeffizienten a;; sind die Richtungskosinusse des Systems S’ gegen
die Achsen des Systems S. Sie sind nicht alle reell; die einen Index 4 auf-
weisenden a;, sind imagindr. Reell sind a,, und die a;; ohne den Index 4.
Zwischen den 16 Koeffizienten bestehen Beziehungen: 10 Orthogonalitéts-
bedingungen
4 0 fir i k; .
é‘awavk *{1 fir i —f PE= L2234

In Kurzdarstellung lautet das obige System
Tp = G & DIW. T = Qg , (5.8)
wobei das Koeffizientenschema durch eine Matrix dargestellt wird:
@y Gy Oy Oy
Uy Ggy  Gyy  Gaa| (5.9)

Ay =
A3y G3p Qg3 Qg

l%] Qqy  Gyz gy

In der speziellen Lorentz-Transformation verschwinden 10 a;;-Koeffizien-
ten, so daB sie lautet

1 , ip ,

xlzmxl—}—o-x?#—o-xs—l/wxu

2, = 0- 2, + 1.2, +0-2,+0-x,, (5.10]

2, =0- +0-x2;4+1 -2, +0-2, ’
if , , , 1 ,

x4=mﬁxl+0~x2+0-x3—l—71_:ﬁzx4
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Dafiir schreibt man kurz x; = a,; a3 mit der Koeffizientenmatrix

1 —ip
y1i—p2 y1—pe
0 1 0 0
= i 5.11
Gk 0 0 1 0 (6.11)
iB 1
y1—pe y1—p2

AuBer den Gliedern in der Hauptdiagonale und den Koeffizienten a,, und
a4, verschwinden in der speziellen Lorentz-Transformation alle iibrigen:
Uy = gy = Gyg = gy = Ggg = gz = Gyy = Qgp = Gy = Gz = 0.

Die Matrix a,; fiir ; = a;; x; lautet

1 ip
y1—p2 y1—pe
0 1 0 0
= . 5.12
o 0 0 1 0 (5:12)
—ip 1
e — O I ——
y1—pe ’ 1 —pe

Es sind also hierbei die Vorzeichen der Elemente a,, und a,, gegeniiber ay
vertauscht (hermitische Matrizen).

In Matrix-Schreibweise erhélt man fiir die (spezielle) Lorentz-Transforma-
tion (3.13)

Ati%fo 0 :ﬂ%
) [V1—8 VE=F ()
: 0 1 0 0
Tl — | (5.13)
x 0 0 1 0 4
5‘741 — /e 1 l"‘4
yi—p yi—p
5.3. Geometrische Interpretation der Lorentz-Transformation

Die in Abb. 5.1 dargestellten Koordinatensysteme, die um den Winkel ¢
gegeneinander gedreht sind, kénnen gleichberechtigt zur Berechnung des
Abstandes As = P, P, verwendet werden.



5. Das euklidische Raum-Zeit-Kontinuum 87

Man benutzt dazu die aus der elementaren analytischen Geometrie be-
kannten Transformationsformeln fiir die Drehung zweier Koordinaten-
systeme

*; = 2,08 ¢ + zy8in g,
X, = — x;8in @ + 2, cos ¢
oder (5.14)
=z cosp — x;sing,
‘s .
Xy =2, 8In @ + X, COS @ .
Aus diesen Gleichungen errechnet man

s = 2 4 a? = .2 4 2,> = const.

Ubertragt man diese Uberlegung auf die vierdimensionale Kugel (all-
gemeine Lorentz-Transformation),

o + @ + 25+ 2 =2’ + 2+ 2t 2l

dann erhilt man — wenn allein «; und z, betrachtet werden — die obigen
Gleichungssysteme, in denen

1

= (5.15)

cos @ =

und

singp — —P__ (5.16)
yi—g®
zu schreiben sind (vgl. die Beziehungen in 5.2.).
Der Winkel zwischen den Abszissen # und z’ der beiden Systeme folgt aus

tan(p=i/3:i—z—. (5.17)

Damit kann man die Lorentz-Transformation geometrisch als die Drehung
eines Koordinatensystems um einen imaginaren Winkel

@ = arc tan (i f) (5.18)

auffassen (Abb. 5.2).

Die Drehung eines dreidimensionalen Systems wird in drei aufeinander-
folgenden Einzeldrehungen von je einem imagindren Winkel vorgenommen.
Setzt man fiir den imagindren Winkel ¢ = iy, so gelten fiir den reellen
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Abb. 5.2

Winkel p an Stelle von (5.15), (5.16) und (5.17) die Beziehungen

1 B
coshy=————, sinhy=———, tanhy =24, 5.19
y1 —pe y1 —pe (519

An Stelle von (5.15) findet man

!% =z, cosh. p — z,sinh p, (5.20)
2y = — 2y sinhp 4 2, coshp .

Aus der Tatsache, dal die Lorentz-Transformation geometrisch als Dre-
hung eines Koordinatensystems um den imaginiren Winkel ¢ aufgefaBo
werden kann, folgt sofort auch das Additionstheorem fiir die Geschwindig-
keiten, da ¢ mit v bzw. v/c im Zusammenhang steht. Man bestimmt die
resultierende Drehung aus zwei Einzeldrehungen ¢ = ¢, 4+ ¢, und erhilt
damit die Zusammensetzung der Geschwindigkeiten v; und v, zu v.

Aus (5.17) folgt unmittelbar

tan @; 4 tan @,
1 — tan ¢, tan @,

v = %ta,mp = CTtan (o1 + @) = —f— (5.21)

Das ist das Additionstheorem fiir die Tangensfunktion.
Substituiert man tan ¢, = % vy und tan ¢, = % vy, so erhdlt man das

Additionstheorem fiir die Geschwindigkeiten — vgl. (3.22) —
v+

vV
1+ 2

v =
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Anstelle von (5.21) gilt mit cos (iy) = coshy und — sin (i) = sinh p
auch
tanh p, 4+ tanh g,

h _ .
tanh (y, 4= v,) 1 + tanh y, tanh v,

(5.22)

Die Verkniiptung von Raum und Zeit, wie sie durch die Lorentz-Trans-
formation bestimmt wird, soll im folgenden graphisch veranschaulicht
und geometrisch interpretiert werden.

Die z,- und z,-Koordinaten kénnen auler Betracht bleiben, da die Relativ-
bewegung der beiden Systeme lings der z-Achsen erfolgt.
Im folgenden wird zur Vereinfachung gesetzt

xy=2 und x,=ct.
Die Bewegung eines Punktes im (vierdimensionalen) Raum-Zeit-Konti-

nuum wird durch eine Weltlinie dargestellt, z. B. in der x,ct-Ebene
(Abb. 5.3).

\;t‘

Abb. 5.3

-v\'

Die Geschwindigkeit v des Punktes ist durch den Winkel ¢ gegeben:

= arctan do = arctan 2
= dict) .

Da fiir die Geschwindigkeit v < ¢ gilt, muB der Neigungswinkel ¢ der
Tangente mit der ¢ {-Achse stets kleiner als 45° sein; = c ¢ ist die Welt-
linie fiir einen Lichtstrahl.
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Den Ubergang zwischen dem rechtwinkligen (z, ¢ ¢)- und dem schief-
winkligen 2, ¢ #’-System vermitteln in der Tat die Lorentz-Transforma-
tionen (3.13) in der Form

x,:x—-ﬂct; x:x—l—ﬂct;
Y1 —pe Y1 —p2
, _ct—f=x . ct’' + pa’
fr—p’ fi—p
Nach Voraussetzung fallen die Koordinaten-Ursprungspunkte zusammen:
2, =0,ct=0und 2’ =0, ¢ct’ = 0. Der Punkt 2’ = 0 bewegt sich mit
der Geschwindigkeit v. Man erhélt aus x = 8 ¢ t den Winkel ¢ = arctan g,
den diese Gerade mit der Zeitachse bildet.
Sie verlduft durch den Koordinatenursprung und schlieBt mit c¢¢ den
Winkel ¢ = arctan § ein. Fur ¢t = 0 erhdlt man die Raumachse
ct = f z. Diese Gerade schlieBt mit der 2-Achse den Winkel ¢ = arctan f
ein.
Auf diese Weise wird ein rechtwinkliges in ein schiefwinkliges Koordina-
tensystem transformiert. Die neuen Achsen liegen symmetrisch zur Win-
kelhalbierenden x = ¢ f.
Nunmehr muBl man noch die Einheiten auf den Achsen festlegen. Die
MafBeinheiten auf den neuen Achsen sind durch die Schnittpunkte mit den
Hyperbeln

22— 22 =41 Dbzw. x2—c*t2=41 (5.24)

(5.23)

ct

definiert. Die Fundamental-Invariante As? wird also gleich Eins gesetzt,
so daB gilt 4s = 4 1.
In Abb. 5.4 sind die beiden gleichseitigen Hyperbeln

2? —c2t2=1 und 22 —a2=1 (5.25)

eingezeichnet. Die Hyperbeln schneiden die ¢ ¢- und x-Achse des S-Sy-
stemsinct=1,z=0undx=1, ct=0.

Die Schnittpunkte der Hyperbeln (5.25) mit den gestrichenen Achsen sind
ct =12 =0und ¢t =0, 2 = 1. Diese Hyperbeln bestimmen also
auch auf den gestrichenen Achsen die MaBeinheiten.

Zum Wertepaar ' = 0, ¢ t’ = 1 gehort im ungestrichenen System gem&l
der Lorentz-Transformation das Paar

. _
Tyisgr e
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4x=ctl
x'=ct

das die zweite Hyperbelgleichung (5.25) befriedigt. Der ersten Hyperbel-
gleichung (5.25) geniigt ein weiteres Paar

1 B
r = ——, tZ:’
i iR

das den Punkten 2" = 1, ¢ t’ = 0 zugeordnet ist.

Zur geometrischen Veranschaulichung der Lingenkontraktion: Ein MaB-
stab der Lingeneinheit ! = 1 ruhe im S-System. Die Weltlinie ist in
Abb. 5.5 gestrichelt angegeben: Sie verlduft parallel zur ¢ ¢-Achse.

Einem im §’-System ruhenden Beobachter ist die Linge des Stabes (zur

Zeit ¢’ = 0) durch den Abschnitt OP’ auf der z’-Achse gegeben. Man ent-
nimmt unmittelbar, da der Beobachter im §’-System eine verkiirzte

Lénge beobachtet: I’ <1 (OP" < OP).
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Betrachtet man umgekehrt einen im S-System ruhenden Stab OP vom
S-System, so ergibt sich fiir den S-Beobachter eine Verkiirzung: Die Welt-
linie ist die durch P zur c ¢’-Achse gezeichnete Parallele, die die x-Achse

in B schneidet. Somit ist nunmehr OB < OP.

Zur geometrischen Veranschaulichung der Zeitdilatation: Die wechsel-
seitige Beobachtung der Zeitdilatation laBt sich in analoger Weise wie die
wechselseitige Feststellung der Lingenkontraktion veranschaulichen. Eine
im System S an der Stelle x = 0 ruhende Uhr markiere ein Zeitintervall

0A, das gleich der Zeiteinheit in diesem System ist. Dieses Zeitintervall
ist in Abb. 5.6 dargestellt.

cth , x=ct cth .
“ i S e
| e 7
/ .
} /,/xz—czt2=7 X "/ X
| ¥ v
I ,// /,;/ ¢
| 7/ pL”
) A =7 _,/
,/ﬁ"/P 8/
(L p
N/ . -
0 B A X 0 c X
Abb. 5.5 Abb. 5.6

Die Uhr des zweiten (gestrichenen) Systems zeigt die Zeltemhelt bereits in
OB. Esist also OA > OB bzw.t > 1.

Hingegen zeigt eine (gestrichene) Uhr im Punkt P (¢t = 1) gerade die
Zeiteinheit, wihrend eine mit ihr rdumlich (¢f = 1) zusammenfallende

Uhr bereits in P’ die Zeiteinheit markiert: OP > OP’, also ¢ > ¢.

Die Aussagen ¢’ > ¢ und ¢ >> ¢’ sind nicht paradox. Das ist anschaulich,
da es keine absolute Gleichzeitigkeit gibt. Die Relativitat der Gleichzeitig-
keit ist durch die zeitliche Differenz CC” in Abb. 5.6 dargestellt: Fiir einen

Beobachter in §” sind alle auf der «’-Achse liegenden Ereignisse gleichzei-
tig. Hingegen finden diese fiir einen Beobachter in S nacheinander statt.

1
Ein Ereignis in ¢’ tritt fir § um t = — CC’ spater ein als das Ereignis
im Ursprung 0.
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Roum-, zeit- und lichtartige Gréfen

Der vierdimensionale Abstand zweier Ereignisse ist durch das Weltlinien-
element ds gegeben:

ds = + de? + da? + da? + da?.

Unter der Weltlinie versteht man demnach die Lénge

s 8
s=[ds = [}da? + da? + da? + da? . (5.26)
0 0

Da die vierte Komponente x, = i ¢ ¢ imaginér ist, braucht s2 nicht positiv
zu sein.

4
Es kann s?2 = > a} grofler, kleiner oder gleich Null sein; je nachdem
i=1

spricht man von raum-, zeit- oder lichtartigen GroBen:

ds? > 0: raumartig, ds gibt die rdumliche Entfernung an. Zwei Punkt-
ereignisse finden in diesem Fall zur gleichen Zeit statt: dx, = 0.

ds? < 0: zeitartig. Die Weltpunkte haben keinen Unterschied beziiglich
der Raumkoordinaten. Die Ereignisse finden am selben Ort mit
der Zeitdifferenz dz, statt.

ds?® = O: lichtartig. Die Bewegung erfolgt mit Lichtgeschwindigkeit:
Lichtkegel in Abb. 5.4. Durch diesen Lichtkegel sind Vergangen-
heit, Gegenwart (x = 0) und Zukunft definiert.

Raum- und Zeitartigkeit von Absténden ds? sind Lorentz-invariant; sie
andern sich also nicht bei Transformationen. Das bedeutet: Der Abstand
zwischen zwei Ereignissen ist entweder in allen Systemen raumartig oder
in allen Systemen zeitartig.

Kausalverkniipfungen kénnen nur zwischen Ereignissen bestehen, die zeit-
artig zueinander liegen ; fiir raumartige Absténde ist dies nicht moéglich.
In der Abb. 5.4 befinden sich alle zum Ursprung zeitartig liegenden Punkte
im schraffierten Gebiet; auBerhalb des schraffierten Gebietes liegen die
zum Ursprung raumartigen Punkte, die mit 0 in keinem Kausalzusammen-
hang stehen.

In Abb. 5.4 kann man 4 Bereiche unterscheiden, in denen ein Ereignis
(%1, T, X3, ¢ £) relativ zu (0, 0, 0, 0) stattfinden kann:

Vergangenheit: «} + 23 4 23 < c%2#2, t<0

Zukunft s ol a2 <22, t>0
Lichtkegel T ad a4 oa; = c? R
(Nullkegel)

Gegenwart  : a? - a2 + a3 > c?¢2.
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AbschlieBend sei noch bemerkt, daB sich aus der Invarianten ds?, die un-
abhiingig von einem Koordinatensystem ist, ein weiterer invarianter
Ausdruck gewinnen laBt: ds?/c? = dr?, also

t t
1 v
T :f th2 — c?(dxﬁ + da? 4 dal) = [dt Vl -z (5.27)
0 0

Diese Invariante 7 stellt die Eigenzeit eines Systems dar.

6. Relativitdt in der Optik

6.1. Doppler-Effekt in Akustik und Optik

Der von Christian DoPPLER 1843 bei der Schallausbreitung untersuchte
Effekt besagt, daBl man bei bewegter Schallquelle und/oder bewegtem
Schallempfianger Tonfrequenzénderungen miflt. Als Bezugssystem dient
in der Akustik das (ruhende) Medium.

Beim Licht entfillt im Vakuum ein spezielles Medium (,,Ather*), so da
gemilB der Relativitdtstheorie ein beliebiges Inertialsystem gewahlt wer-
den kann, da sich fur die Vakuum-Lichtgeschwindigkeit in jedem System,
das gegeniiber einem anderen gleichférmig bewegt ist, derselbe Wert ¢ er-
gibt. Somit hdngt in der Optik der Doppler-Effekt — im Gegensatz zur
Akustik — nur von der Relativgeschwindigkeit zwischen Quelle und
Empfinger ab.

Bei der klassischen Behandlung des Doppler-Effektes, z. B. in der Akustik,
unterscheidet man zwei prinzipielle Fille:

1. Ein Empfinger (Beobachter) bewegt sich mit der Geschwindigkeit vy
auf einen ruhenden Sender (Schallquelle) zu (oder weg).

2. Ein Empfianger (Beobachter) ruht, und es bewegt sich ein Sender, eine
Quelle, mit der Geschwindigkeit v auf ihn zu (oder von ihm weg).

In diesen Fillen mif3t der Empfanger eine andere Frequenz, als der Sender
selbst ausstrahlt. Von der Betrachtung des allgemeineren Falles, daB sich
der Beobachter an der ruhenden Quelle vorbeibewegt (oder umgekehrt),
wird hier abgesehen. Fiir den ersten Fall der direkten Bewegungen ergibt
sich

¥ =, (1 i”c—z) 6.1)
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wobei cg die Schallgeschwindigkeit ist. Fir den zweiten Fall erhdlt man:

% :vo(liz}g+z—%im)- (6.2)
S

Yy =
1 F2e
Cs

Dabei gelten die oberen Vorzeichen fiir Abstandsverminderung.
Betrachtet man (klassisch) den Fall, daB sich sowohl der Empfianger als
auch die Schallquelle (Schallgeschwindigkeit ¢g) aufeinander zu- bzw. von-
einander wegbewegen, so stellt der Beobachter folgende Schwingungszahl
fest: v
142
y=yy—— 5 (6.3)

Die oberen Vorzeichen gelten bei Abstandsverminderung. In diesem
Fall sind vg und vq positiv. Wenn vy = — vg, ist v = »,.

In der Optik kann man wegen der Lorentz-Transformation die beiden Falle
des Doppler-Effektes!) (bewegte Lichtquelle oder bewegter Beobachter)
nicht unterscheiden. Beide Fille gehen ineinander iiber, da es nur auf die
Relativgeschwindigkeit zwischen Quelle und Beobachter ankommt.

Die allgemeinste Formulierung des Dopplerschen Prinzips?) fir die Aus-
breitung elektromagnetischer Wellen im Vakuum liefert die (spezielle)
Relativitatstheorie. Der bewegte Beobachter stellt folgende Frequenz fest:

1 —%cosa
YV =y (6.4)

Der Winkel « ist durch die Wellennormale und die (Relativ-)Geschwindig-
keit v gegeben und wird im System der Lichtquelle gemessen (s. (6.19)).
Vernachléssigt man die Glieder 2. Ordnung, so erhélt man

Y =9 (1 — %cosoc), (6.5)

was mit der ersten oben angegebenen Formel iibereinstimmt, wenn man
fiir cos x den Wert FF 1 wihlt; das bedeutet : Richtung der Wellennormale
und Bewegungsrichtung sind antiparallel oder parallel.

1) Er findet Anwendung bei der Bestimmung von Radialgeschwindigkeiten
astrophysikalischer Objekte mit Linienspektren. In der Radartechnik dient
er zur Feststellung der Geschwindigkeitskomponenten in Richtung auf den
Beobachter.

%) Herleitung in Kap. 6.4.
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Mit cosax = F 1 bzw. cosx’ = F 1 erhédlt man — das obere Vorzeichen gilt
wieder fiir Abstandsverminderung, v ist die Relativgeschwindigkeit —

Vo=, (6.6)

Zerlegt man den Nenner in zwei Faktoren, /1 + v/c Vl — v/e, so findet
man fir den ,,longitudinalen‘ Doppler-Effekt

1+ %
v=v|/ —2 (6.7)

1F —
c

im Unterschied zu der klassischen Formel (6.3), wo die Wurzel nicht auf-
tritt (vgl. Beispiele 9.10. und 9.11.).

Die Beziehung (6.7) bzw. (6.6) ergibt sich sowohl aus (6.4) fiircosax = F 1
als auch aus (6.19) fir cosa’ = F 1.

Die relativistische Formel ist symmetrisch im Gegensatz zu derjenigen fir
die Schallausbreitung. In der Akustik bedeutet das schalltragende Medium
ndmlich die Auszeichnung eines Bezugssystems. Fiir die elektromagneti-
schen Wellen existiert jedoch kein Tragermedium (,,Ather‘).

6.2. Der transversale Doppler-Effekt

Aus der allgemeinen Doppler-Beziehung (6.4) folgt fiir x = = oder x = 0
der ,,longitudinale‘ Doppler-Effekt, d. h., v liegt in der Sichtlinie. Fir
v < ¢ und damit 1 > v?/c? wird dann

li% v 1 22 v
v’:v—_wv(li—)(l—i—*—)wv(li—).
V 2 c 2 ¢ c
1 — —
pe)

Die Frequenzdnderung |v* — »| wird bei dieser Naherung der Geschwin-
digkeit v proportional: Dies ist der ,,lineare‘ Doppler-Effekt.
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Fiir & = 7/2, also cos x = 0, folgt der ,,transversale* oder ,,quadratische*
Doppler-Effekt, der aus der kiassischen Formel nicht gefolgert werden
kann und somit ein typisch relativistischer Effekt!) ist:

Es ist sinnvoll, statt des Winkels « den im Bezugssystem des Beobachters
zu messenden Winkel «’ einzufithren. Wegen der Aberration ist gemafl
(6.19) eine Transformation vorzunehmen und cos«’ in (6.4) zu substi-
tuieren, womit diese Gleichung iibergeht in

N
v _vl—l—ﬂcosoc"

(6.8)

Hieraus folgt mit o’ = 7/2 der Transversaleffekt
v =v)1 —p2. (6.9)

Mit der Naherung 2 <1 erhilt man die zu [§? proportionale relative
Frequenzédnderung, man spricht deshalb auch vom gquadratischen Doppler-
Effekt:

b —v 1,
v _25‘

Die experimentelle Priifung dieses Effektes ist schwierig, da er an der
Grenze der Nachweisbarkeit liegt.

Von H. E. Ives und G. R. STILWELL?) sowie von G. OTTING3) wurde aller-
dings die Genauigkeit bei der Untersuchung des longitudinalen Effektes
bis zur 2. Ordnung gesteigert: Sie beobachteten das Licht von Kanal-
strahlen (Abb. 6.1) sowohl parallel als auch antiparallel zu deren Richtung.
Die klassische Physik liefert fiir die beobachtete Frequenz

v
Yy = r(l ——cosoc),
c

wobei o« der Winkel zwischen der Richtung der Quellenbewegung und der
Blickrichtung ist. Die relativistische Beziehung hingegen ist durch (6.4)
gegeben.

1) Dieser Effekt wurde mit Hilfe einer Mo6Bbauer-Anordnung nachgewiesen:
Havy, H., J. Scuirrzer, T. CRANSHER, and P. EceLsTAFF: Physic. Rev. Let-
ters 4 (1960) 165.

2) Ives, H. E., und R. G. STiLwELL: J. opt. Soc. 28 (1938) 215. Ives, H. E.:
J. opt. Soc. 29 (1939) 183, 294.

%) OrrINg, G.: Physik. Z. 40 (1939) 681.
7 Melcher, Relativitétstheorie
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l Beobachtungsrichtung
-+

Protonen ~—»

Anode Kathode
30kV Hy Hs
Wasserstoff - Fiillung 1073 Torr ‘ . ’
434nm #10nm
Abb. 6.1

Es wird also auBler einer von v/c abhéingigen Verschiebung noch ein Effekt
erwartet, der auch von v%/¢?* abhingt und unabhingig von « ist. Fiur
vje &1 liefert die Reihenentwicklung von (6.4)
1 [v\?

— R 6.10
25+ (6.10)

Y =]l —%cosoc + =
Der relativistische Effekt, der von (v/c)? abhiingt, ist kleiner als der Effekt
erster Ordnung, der von v/c abhingt. Er ist deshalb schwierig festzustel-
len.
Wenn die Beobachtung an (lichtemittierenden) Kanalstrahlen vorgenom-
men wird, kann man nach Ives den linearen Effekt wie folgt eliminieren:
Man beobachtet bzw. photographiert das Spektrum in Richtung der

Kanalstrahlen (« = 0) und ein zweites Mal in entgegengesetzter Richtung
(x = 180°). Es ergibt sich demnach aus (6.10)

A PR 1 (v)\? i

h=7v ¢ ' 2\¢ ’

, v 1 /v)\2

Yy **V[I“F?‘i—?(?) + ],
also als Mittelwert

v, v 2
g =Ty
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und als absolute Frequenzverschiebung

2
’ vy v
Ivm'—v‘:szgc—z

bzw. als relative Frequenzverschiebung
Av 1 o2

s (6.11)
Die Versuche fielen zugunsten der relativistischen Beziehung aus.
Hiermit ist gewissermaflen noch einmal gezeigt, dafl das Ergebnis des
Michelson-Versuches einen objektiven Tatbestand darstellt, der nicht
»gedeutet'* zu werden braucht, sondern der als naturgegeben anerkannt
werden mul:
Das Licht breitet sich mit gleicher Geschwindigkeit — und in allen Rich-
tungen gleichméBig — in zueinander geradlinig und gleichférmig bewegten
Bezugssystemen aus.
Der quadratische Doppler-Effekt, der allein in der relativistischen Be-
ziehung, nicht jedoch in der klassischen auftritt, kann durch Prézisions-
messungen von Frequenzverschiebungen mit Hilfe des MoBbauer-Effekts
experimentell bestdtigt werden. In der klassischen Gleichung fiir die Fre-
quenzénderung tritt nur das lineare Glied v/c auf; das Glied v?/c? hingegen
ist typisch fir die relativistische Beziehung.
R.V.Pouxp und G. A. REBka?) haben den quadratischen Doppler-Effekt
dadurch nachgewiesen, dafl sie Sender und Empfinger auf unterschied-
liche Temperaturen brachten und damit die Resonanz aufhoben. Als
Sender diente eine y-Quelle und als Empfanger ein Resonanzabsorber. Die
Wirmebewegung der in den Metallgittern enthaltenen Atome bzw. Atom-
kerne ist der Temperatur 7 proportional. Andererseits ist die Temperatur
dem (mittleren) Quadrat der Geschwindigkeit von Partikeln proportional:
v: ~T.
Die Emissionslinie ist bei einem Temperaturunterschied gegeniiber der
Absorptionslinie gemil der Relation fiir den quadratischen Doppler-
Effekt verschoben. Die GroBe der Verschiebung Av/v konnte bestimmt
werden, indem bei gleicher Temperatur von Quelle und Absorber der Quelle
mit mechanischen Mitteln eine geringe Geschwindigkeit erteilt wurde, so
dalB sich dieselbe Verschiebung ergab.
Dieser Versuch von Pouxp und REBKA ist zugleich eine experimentelle
Bestatigung des Uhrenparadoxons: Zwei Uhren, die zur gleichen Zeit einen
bestimmten Raumpunkt mit unterschiedlichen Geschwindigkeiten ver-

1) Pounp, R. V., und G. A. REBKA: Physic. Rev. Letters 4 (1960) 274, 337.
7#
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lassen, weisen bei einem Zusammentreffen eine Zeitdifferenz auf. Die
schneller bewegte Uhr zeigt den langsameren Gang. Im vorliegenden
Experiment sind die beiden Uhren die M6Bbauer-Quelle und der Absorber.

6.3. Doppler-Effekt und Hubble-Koeffizient

Der Doppler-Effekt spielt in der Kosmologie (s. weiter unten ART,
Abschn. 10.6.8.) im Zusammenhang mit der Expansion des Weltalls eine
gewisse Rolle. In den Spektren von Fixsternen oder Sternsystemen stellt
man die Linien bekannter Elemente fest. Diese Linien sind oft zu lingeren
oder kiirzeren Wellen hin verschoben (Rot- bzw. Violettverschiebung).
Diese Verschiebungen werden (meistens) einwandfrei als Doppler-Effekt
gedeutet. Aus diesen Verschiebungen der Spektrallinien berechnet man
die Radialgeschwindigkeiten in bezug auf die Erde. Diese Tatsache deutet
man — nach dem heutigen Wissensstand — am einfachsten als Doppler-
Effekt, der durch eine Expansion eines sphéarischen Weltalls zustande
kommt.

Die Beobachtungen — hauptsédchlich die des Astronomen E. HUBBLE —
haben ergeben, dafl die Rotverschiebungen 4A/4 in guter Niherung der
Entfernung r der extragalaktischen Nebel proportional sind:

A T

7= H o (6.12)
Setzt man diese Gleichung in Beziehung!) zum Doppler-Effekt nach (6.1)
oder (6.5), so gilt

AAA = v]c. (6.13)
Hieraus folgt also fiir die ,,Fluchtgeschwindigkeit*
v =Hr, (6.14)

H =~ 0,26 - 10717 s~ ist der Expansions- oder Hubble-Koeffizient?). Die
Beobachtungen ergeben — gemiall Deutung durch Doppler-Effekt —, daf
die Fluchtgeschwindigkeit mit zunehmendem » immer groBer wird.

Von HumasoNn wurden fiir » = 3,6 - 108 Lichtjahre Geschwindigkeiten
bis v = 60900 km s~ festgestellt (siehe 9.13).

Es mul} noch bemerkt werden, daB sich diese Expansion nicht nur in bezug
auf die Erde ergibt. Bei dieser Ausdehnung scheinen alle Himmelskérper
voneinander wegzustreben, so daB sich r in bezug auf einen beliebigen
Himmelskorper ebenfalls vergroBern wiirde.

1) Relativistische Beziehung s. Abschnitt 9.13.

-1
B H — 0,26. 10717 s1 — 0,82 . 10-10 g-1 — 79 M8
108 pe

wird auch H* = 0,86 - 10728 cm~! = H/c angegeben.

; als Hubble-GréBe
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6.4. Herleitung der allgemeinen Beziehung
fir den Doppler-Effekt

Fiir die Ausbreitung einer (ungeddmpften) ebenen Welle gilt die Beziehung

E(x,t) = E eiw(t_%) (6.15)
s 0 . .

Bei einer elektromagnetischen Welle ist ¥ = ¢. Ist bei einer ebenen Welle
die Normale n — das ist die Senkrechte auf den Ebenen gleicher Phase —
beliebig zu den Koordinatenachsen orientiert, so geniigen die Ebenen
gleicher Phase der Gleichung r m = const. Die ebene Welle wird also wie
folgt dargestellt:

rrn
=

. ( xcosa+ycosﬂ+zcosy)
i2av|t— -

c

E=Eje ( =E,e (6.16)

Eine solche Welle gehe von einem Fixstern aus, der sich in dem Ruhe-
system S(z, y, z,t) befinden moge. Diese Welle soll von der bewegten
Erde aus betrachtet werden [System S'(z’, ¥, 2’, ¢')]. Man mufl also —
mit Hilfe der Lorentz-Transformation — von den ungestrichenen Groflen
t, x, y, z zu den gestrichenen Groéfen tibergehen.?)

Zur Abkirzung schreibt man die letzte Gleichung E = Eje'¥ und be-
stimmt die gestrichene Grofie ¥:

v
t/ ’
W — 9my T " _cosec(o{ivt) cosf-y  cosy-z
/ 2 c c
1 1—= ¢ Vl -3
Ordnet man nach ¢, ', ', 2/, so ergibt sich (6.17)
2:7w(1—-%cosoc) , cosa — -
- v — 2 ¢

2 ¢ v
v
| 1l ——cosua
c? c
- -

1) Sofern hier 8 als Argument von cos auftritt, bedeutet 8 stets einen Winkel
gegen die Koordinatenachse und nicht v/c.
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Ein Vergleich dieser gestrichenen GroBe mit der ungestrichenen (6.16)
zeigt, dal auch E; e!¥" wegen derselben Bauart der Gleichung wieder eine
ebene Welle darstellt: ’

xl ’ z/
V' =2mny [t’—cosa’ *y,cosﬁ’ — —cosy'|.
¢ ¢ c

Es gilt allgemein: Eine ebene Welle bleibt bei Lorentz-Transformation
eine ebene Welle. Hierbei dndert sich erstens die Schwingungszahl (6.4):

was gezeigt werden sollte ; zweitens dndert sich aber auch die Richtung der
Wellennormale, also die Strahlrichtung, fiir die die nun folgenden Rich-
tungskosinus gelten:

R
v v?
CcoOSx — — cosf- /l——
, c , c2
coso’ = —————;  cOSp =- 3
v v
1 ——cosx I — —cosx
¢ c
. (6.19)
’UZ
cosy- [/1— o
cosy = ———"——.,
v
1 — —cosax

Erfolgt die Lichtausbreitung in der z-Achse (« = 0 oder n), so ergibt sich
(6.6) bzw. (6.7).

Hierin ist v die Relativgeschwindigkeit des Beobachters gegeniiber der
Lichtquelle.

VergroBert sich der Abstand zwischen Beobachter und Lichtquelle mit
gleichbleibender Geschwindigkeit, so miit der Beobachter eine Verschie-
bung der Spektrallinien gegen das rote Ende des Spektrums. Bei gleich-
formiger Verringerung des Abstandes wird eine ,,Violettverschiebung*
gemessen. Auf diese Weise kann man mit Hilfe des Doppler-Effektes
die (radiale) Geschwindigkeit von Fixsternen feststellen. Der optische
Doppler-Effekt ist in voller Allgemeinheit in der SRT enthalten.

6.5. Aberration des Fixsternlichtes

Unter der Aberratign des Fixsternlichtes, entdeckt von J. BRADLEY 1728,
versteht man die Anderung der Richtung des Lichtstrahles. Der Aber-
rationswinkel ist der Winkel zwischen der urspriinglichen und der neuen
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Richtung des Strahles, den man wie folgt berechnet:

cos ¥ = cosx - cosx’ + cosf§-cosf’ + cosy - cosy’,
v v2
cosa | cosa — — + (cos? 8 + cos? y) l 1 — =
(6.20)

cos B =

Qv
1 ——cosux
c

In der astronomischen Beobachtung hat man es mit der Richtung cos&x =0
zu tun, d.h., Lichtstrahl und Bewegungsrichtung bilden den Winkelr/2.
In diesem Fall ist auch cos? f + cos?y = 1, und es folgt

) .
cos 9 = Vl ——=)1 —sin29. (6.21)

c2

Da nun sin ¢ = v/c, ergibt sich — in Ubereinstimmung mit der Beobach-
tung — der exakte Wert wegen tan ¢ = sin §/cos 9, also

v
¢
tan ¢ = —— . (6.22)
;02
Der klassische Wert
v
(tan P)grass = — (6.23)

ergibt sich durch Néherung (fir v <c¢).

Das Verhiltnis tan ¢ & v/c von Erdbahn- zu Lichtgeschwindigkeit heillt
Aberrationskonstante.

Bei der klassischen — also nicht strengen — Herleitung der Aberration?)
verfihrt man etwa folgendermafen:

Von einem Fixstern A gelange ein Lichtstrahl in ein Fernrohr (Abb. 6.2).
Bei ruhendem Fernrohr wird das Bild des Sternes im Punkt B des Rohres
erscheinen. Bewegt sich das Fernrohr senkrecht zur Beobachtungsrichtung
mit der Geschwindigkeit v (Erdgeschwindigkeit), so legt es die Strecke BB’
zuriick, wahrend das Licht die Strecke OB’ durchlauft. Das Bild des Ster-

nes wird nun in der Richtung B'OA’ gesehen. Setzt man OB = I und

1) DaB die klassische Betrachtung der Aberration auch zu dem richtigen Er-
gebnis fiuhrt, liegt darin begriindet, daf} es sich um einen Effekt 1. Ordnung
handelt, d. h., der nur von v/c und nicht von (v/c)? abhangt.
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Ax xA
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Cl /
/’0‘
— /
[
Tan-ﬂ'=B:=v—t 0
B0 ¢ I
ll
\'4
tand =% /
—
/
!
!
/ Abb. 6.2

BB’ = b, so ergibt sich aus Abb. 6.2 folgende Relation:
v
b:l=wv:c¢c oder tanﬁ‘:?.

Die Beobachtung dieser Aberration erfolgt nun in der Weise, dafl man von
zwei diametral gegeniiberliegenden Stellen der Erdbahn aus jeweils die
Winkel miBt, unter denen ein und derselbe Fixstern erscheint. Diese beiden
Punkte der Erdbahn haben einen zeitlichen Abstand von !/, Jahr, und
die Erdgeschwindigkeit hat in ihnen jeweils das entgegengesetzte Vor-
zeichen. Man findet, daB der Unterschied in den Winkelabstinden ein-
und desselben Sternes 41 Bogensekunden betragt.

Infolge dieser Winkeldnderungen beschreiben alle Fixsterne im Laufe des
Jahres eine Kurve (Kreis, Ellipse oder Gerade) unter dem Offnungswinkel
von 41”. Der Winkelabstand schwankt also im Jahr um + ¢ = 20,5,
Auf Grund dieser Aberration beschreiben die Fixsterne in der Nahe des
Poles der Ekliptik etwa ein um 90° verschobenes Abbild der Erdbahn.
In der Nahe der Ekliptik beobachtet man eine lineare Oszillation. Zwischen
diesen beiden Extremen (Pol und Ekliptik) beobachtet man Ellipsen, deren
grofle Achse parallel zur Ekliptik liegt und einen Wert von 20,5’ hat.
(AuBler dieser jahrlichen Aberration tritt noch eine tégliche Aberration
wegen der Rotation der Erde auf; sie ist am Pol Null und am Aquator 0,3".
Schlielich existiert noch eine konstante sikulare Aberration wegen der
Bewegung des gesamten Sonnensystems.)

Aus v/c = tan 20,5 = 10~* folgt fiir die Geschwindigkeit der Erde
v = 30 km s71. Nach neueren Messungen ist ¢ = 20,511".

Der Unterschied zwischen der klassischen und der relativistischen Theorie
wird durch folgende Uberlegung noch einmal verdeutlicht:
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Nach der klassischen Theorie sollte man einen anderen Aberrationswinkel
& > & erwarten, wenn man das Beobachtungsfernrohr mit einem (durch-
sichtigen) Medium, z. B. mit Wasser fullt. Man héitte dann — mit dem
Brechungsindex n — folgende Beziehung: tan 4 = v n/c, was sich aber
nicht bestétigt. Zur Erklirung der Aberration kann nur die relativistische
Theorie herangezogen werden. Es handelt sich eben nicht um einen Vor-
gang im Fernrohr. Die Aberration wird allein durch den Bewegungszu-
stand des Beobachters relativ zur Lichtquelle verursacht. In der relati-
vistischen Theorie ist nur die Bewegung zwischen zwei Systemen entschei-
dend, ein Medium (evtl. mit dem Brechungsindex = == 1) ist fiir die Aus-
breitung des Lichtes nicht erforderlich. Wenn man die Rechnung fiir die
allgemeine Formulierung des Doppler-Prinzips durchfiihrt, die ja auch die
Aberrationsformel erbrachte, wobei ¢’ < ¢ angesetzt wird, erhidlt man
schlieBlich mit cos o« = 0 wieder dasselbe Ergebnis tan ¢ ~ v/c.

6.6. Zum Begriff des Athers

Die Athervorstellung geht auf FRESNEL zuriick. Wie beispielsweise die
Luft als Triager von Schallwellen fungiert, so sollte ein hypothetisches Me-
dium, der (stofflich zu denkende) Ather, als Triager der Lichtquellen dienen.
Diese Methode des Analogieschlusses versagte aber, da dieser Ather nun
sonderbare und widerspruchsvolle Eigenschaften besitzen miiBte:

a. Der Ather miiite masselos sein (unwigbar). Im entgegengesetzten
Fall wiirde er, der ja den Weltraum ausfilllen mifBite, auch Gravita-
tionswirkungen ausiiben, die sich in der Bewegung der Planeten und
Monde bemerkbar machen miilten. Solche Wirkungen wurden niemals
festgestellt.

2. Der Ather darf die Bewegungen der Himmelskorper nicht beeinflussen,
etwa infolge eines Reibungswiderstandes. Es wéren sonst Verdnderun-
gen in der Bewegung der kosmischen Objekte die Folge, was aber nicht
festgestellt werden konnte.

3. Der Ather miiBte ein fester Korper sein (Widerspruch zu 1.). Die
Lichtwellen, die z. B. aus dem Kosmos auf die Erde gelangen, sind
transversale Wellen, und solche Wellen gibt es nur in festen Stoffen.

Diese mechanisch-anschauliche Vorstellung von der Existenz eines stoff-
artigen Athers ist mit dem Prinzip der Konstanz der Lichtgeschwindig-
keit, das vielfach experimentell bestétigt ist, nicht vereinbar und mubBte
aufgegeben werden.

Einsteins Atherbegriff

»Nach der allgemeinen Relativitdtstheorie ist der Raum mit physikali-
schen Qualititen ausgestattet; es existiert also in diesem Sinne ein Ather.
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GemiB der allgemeinen Relativititstheorie ist ein Raum ohne Ather un-
denkbar. . . . Dieser Ather darf aber nicht mit der fiir ponderable Medien
charakteristischen Eigenschaft ausgestattet werden, aus durch die Zeit
verfolgbaren Teilen zu bestehen; der Bewegungsbegriff darf auf ihn nicht
angewendet werden‘* (EINSTEIN: ,,Relativitit und Ather®).

Worin besteht der ,,neue Atherbegriff*? Der urspriingliche stoffliche
Ather ist nicht existent, wohl aber elektromagnetische Erscheinungen
(Lichtwellen), die sich offenbar im ,leeren‘ Raum ausbreiten. Da im
Raum kein Ather (im Sinne von FRESNEL) enthalten ist, bleibt also nur
die ,,Leere‘‘ des Raumes selbst iibrig. Das bedeutet aber, dal er die dem
Ather zugedachte Rolle selbst spielen muB und zum Triger und Vermits-
ler elektromagnetischer Vorgéinge (Licht!) wird. Mit anderen Worten: Der
Raum selbst ist Trdger und Vermittler elektromagnetischer Kraftfelder.l)
Der gemeinhin als leer bezeichnete Raum besitzt eine Reihe bestimmter
Eigenschaften, die in den letzten Jahren zum intensiven Forschungs-
gegenstand geworden sind. Die Physik schreibt dem Raum nicht a priori
gewisse Eigenschaften zu, sondern erforscht diese erst mit spezifischen
Methoden. So besitzt der Raum z. B. die Dielektrizititskonstante (des
Vakuums)

gy = 8,8542 . 10712 As V-1m™?
und die magnetische Permeabilitdt
Ho=4m-100" Vs A=ilm~1.

Beide Eigenschaften sind mit der Vakuum-Lichtgeschwindigkeit durch
die Webersche Beziehung verkniipft

c =
V&0 to

= 2,99793 - 108 ms~! .

Der Raum selbst hat physikalische Eigenschaften; auf Grund dieser Tat-
sache wird mitunter von ,,Ather** gesprochen.

In der modernen Physik werden die Begriffe ,,Ather* — ohne mechanische
Eigenschaften — und ,,Raum‘‘ oft in gleicher Bedeutung verwendet.

In diesem Sinne ist der Atherbegriff physikalisch berechtigt. Einer an-
schaulichen Vorstellung ist er nicht mehr zugédnglich. Man kann die
physikalischen Zustédnde des Raumes aber durch Gleichungen beschreiben.

1) Das Licht ist ein elektromagnetischer Wellenvorgang. Das, was in der Licht-
welle ,,schwingt‘‘, sind elektrische und magnetische Kraftfelder.
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7. Relativitdt in der Elektrodynamik

71. Maxwellsche Gleichungen und Lorentz-Transformation

Fir eine mathematisch geschlossene Darstellung und insbesondere fiir die
Lorentz-invariante Formulierung der Elektrodynamik ist vor allem der
Tensorbegriff erforderlich. Gemall der eingangs genannten Zielstellung
soll aber nur auf die einfachsten mathematischen Hilfsmittel zurickge-
griffen werden. Da das bereits einen weitgehenden Verzicht beispielsweise
auch hinsichtlich der Vektoranalysis bedeutet, die man im allgemeinen
auch nicht in den Hochschulbiichern der Experimentalphysik findet, ist die
Behandlung der Elektrodynamik einer sehr groBen Beschrinkung unter-
worfen. Somit erfolgt nur die Darstellung einiger wesentlicher Tatsachen,
die zum weiteren Studium anregen sollen.

Der Gebrauch von Hilfsmitteln der hoheren Mathematik, z. B. der Vierer-
tensoren, zeigt, dafl sich offenbar zunichst nicht zusammenhidngend er-
scheinende physikalische Begriffe zu neuen Grundbegriffen vereinheit-
lichen.

So umfaft der Feldstérketensor die Spannungs-, Energiestrom-, Impuls-
und Energiedichte. Impuls und Energie verschmelzen im ,,Viererimpuls*;
Strom- und Ladungsdichte in der ,,Viererstromdichte*‘.

Die Maxwellschen Gleichungen sind fiir die gesamte Elektrodynamik von
fundamentaler Bedeutung. Die 1. Maxwellsche Gleichung bezieht sich auf
folgende Tatsache: Ein sich (zeitlich) dnderndes elektrisches Feld eines
Kondensators ist von geschlossenen magnetischen Feldlinien umgeben.
Dieses zeitlich veranderliche elektrische Feld wird als Verschiebungsstrom
bezeichnet, da es ein Magnetfeld besitzt, das ja ein Hauptkennzeichen des
elektrischen Stromes ist. Dieser Verschiebungsstrom wird — wie jeder
Strom — z.B. in Ampere gemessen. Die Stromdichte ist definiert als
Strom/Fliche. Man bezeichnet mit D die Verschiebungsdichte des elektri-
schen Feldes E.

Wenn I, den Verschiebungsstrom bedeutet, der die Fliche 4 durchsetzt,
dann gilt I, =D 4. Mit D = ¢, E ist

I, =¢,EA. (7.1)

Durch Experimente mit dem vom Leitungsstrom I erzeugten Magnetfeld
H, 148t sich folgende Grundgleichung!) feststellen:

I=[H,ds. (7.2)

1) Diese Gleichung besagt in elementarer (spezieller) Form: |[H| = n I/I,
! = Spulenlénge, n = Windungszahl der Spule; oben ist n = 1.
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Die 1. Maxwellsche Gleichung lautet nun:
[H,ds = & |E| 4; (7.3)

sie verkniipft die Liniensumme der magnetischen Feldstirke H mit der
zeitlichen Anderung der elektrischen Feldstirke E.
In Differentialform lautet die 1. Maxwellsche Gleichung

ros H=D +J, (7.4)

wobei J = I/A eine Leitungsstromdichte bedeutet, die auch gleich Null
sein kann. InJ ist auch die Elektronengeschwindigkeit enthalten.
Diese Verkniipfung zwischen H und D besagt:

Die Anderungsgeschwindigkeit oD/t — D der Verschiebungsdichte er-
zeugt eine ,,Rotation‘ der magnetischen Feldstirke (das ist ein magne-
tisches Wirbelfeld). Es entsteht also ein magnetisches Feld auf Grund
einer zeitlichen Anderung der Verschiebungsdichte.

Die 2. Mazxwellsche Qleichung bezieht sich auf folgende Tatsache: Ein sich
zeitlich d&nderndes magnetisches Feld ist von geschlossenen elektrischen
Feldlinien umgeben (Induktionl)).

Es ist experimentell leicht zu bestdtigen, dafl ein sich zeitlich dndern-

des magnetisches Feld 9H/dt = H eine Spannung induziert: Ujpq = -« -

— Mo |H| n A, wobei n die Windungszahl der Induktionsspule ist. Besitzt
die Spule nur eine Windung, die das Magnetfeld vom Querschnitt 4 um-

faBt, so gilt Ujng = — p |H| A. Dieser Vorgang der Entstehung von ge-
schlossenen elektrischen Feldlinien ist von der Anwesenheit dieser In-
duktionsschleife vollig unabhéngig, d. h., er ist auch vorhanden, wenn
keine Spule da ist.

Die Induktionsschleife miit langs ihres Weges die Summe der elektrischen
Feldstérke E, also die Spannung

Uind = fEs ds. (75)

1) Die zweite Maxwellsche Gleichung gibt eine vertiefte Auffassung des Induk-

tionsvorganges. Das Induktionsgesetz lautet:
fUQAt = po |HnA=|BlnAd, (uH=B).

Der Spannungsstol3 f U dt, der z. B. beim Ein- oder Ausschalten eines Stro-
mes einer Spule gemessen wird, ist proportional der magnetischen Feld-
stédrke H, der Windungszahl n und dem Querschnitt A des von der Induk-
tionsspule umfaB8ten Bundels magnetischer Feldlinien. Induktionskon-
stante u, = 1,25602- 1075 Vs A-1m~1. Firn = 1 definiert man den Kraft-
fluB @ = puy |H| A = |B| A bzw. die KraftfluBdichte ®* = &/4 = |B|.
In vielen Fillen interessiert nun beim Induktionsgesetz nicht der gesamte
SpannungsstoB [ U dt, sondern die withrend des Vorganges induzierte Span-
nung Uilld'
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Damit erhdlt man die 2. Maxwellsche Gleichung [ E; ds = — g |H| 4; sie
verkniipft die Liniensumme der elektrischen Feldstdarke E mit der zeit-
lichen Anderung der magnetischen Feldstirke H.

In Differentialform lautet die 2. Maxwellsche Gleichung

rot E=—B. (7.6)

Diese Verkniipfung zwischen E und B besagt: Die Anderungsgeschwindig-

keit 0B/ot = B der magnetischen Kraftfluidichte ist entgegengesetzt
gleich der ,,Rotation der elektrischen Feldstirke* (d. h. dem elektrischen
Wirbelfeld). Es entsteht also ein elektrisches Feld auf Grund einer zeit-
lichen Anderung der magnetischen KraftfluBdichte.

Aus Experimenten ist bekannt, dall es bei allen Ergebnissen von Induk-
tionsversuchen nur auf die Relativbhewegungen zwischen der Feld- und der
Induktionsspule ankommt, d. h., es ist keine Vorzugsrichtung bei irgend-
welchen Bewegungen erkennbar. Auch alle iibrigen elektrischen Versuche
verlaufen ohne Unterschiede im ruhenden Laboratorium wie im bewegten.
Die MeBergebnisse hingen nicht von irgendwelchen Orientierungen der
Apparate ab.

Man kann einwenden, dafi die Geschwindigkeiten bewegter Systeme zu
klein gegeniiber der Lichtgeschwindigkeit sind, um merkliche Unterschiede
festzustellen. Als bewegtes System wird schlieBlich wieder die Erde be-
trachtet » = 30 kms™?, das ist 0,1°/,, der Lichtgeschwindigkeit. Von
Fr. T. TrouToN und H. R. NoBLE wurde ein Versuch mit hochster Prézi-
sion durchgefiithrt, um die Abhéingigkeit der Energie eines elektrischen
Feldes eines Kondensators von der Orientierung (Erdbahn) festzustellen.
Falls sich die elektrische Energie W = q U/2 eines drehbar aufgehingten
Kondensators éndert, miilte auf Grund der Energieinderung ein Dreh-
moment entstehen, was sich im Verdrillen des Aufhédngefadens zeigen
sollte ; das sollte mit Spiegel und Lichtzeiger gemessen werden. Eine solche
Verdrillung des Fadens konnte zu keiner Jahreszeit festgestellt werden, ob-
wohl die MeBgenauigkeit noch die 10. Dezimale erfassen konnte. Nicht nur
die Energie des Kondensators erwies sich als unabhéingig von der Orien-
tierung des Feldes zur Erdbahn; auch die Kapazitat C = q/U zeigt diese
Unabhéngigkeit auf mindestens 9 Dezimalen (G. BURGER).

SchlieBlich sind auch die Messungen des elektrischen Widerstandes R=U/I
in einem geradlinigen Leiter von seiner Orientierung zur Erdbahn unab-
héngig. Aus der Erfahrung folgt demnach: Die Bewegung der Erde hat
auf elektrische Messungen keinerlei Einflul}; diese Bewegung ist in elek-
trischen Messungen durch keine Vorzugsrichtung erkennbar.

Die Maxwellschen Gleichungen gelten demnach fiir jede Orientierung der
Felder zur Erdbahn. Die in den Gleichungen auftretenden Faktoren e,
und g, hingen nun mit der Vakuum-Lichtgeschwindigkeit durch folgende
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wichtige Beziehung zusammen (WEBER):
1

Vso Ho

Demnach darf sich auch bei der Messung von ¢ keine Abhingigkeit von der
Orientierung der Lichtwege zur Erdbahn ergeben. Das wurde durch den
Versuch von MrcHELSON und MoRLEY (s. Abschn. 2.) — also durch opti-
sche Messungen — ebenfalls bestétigt.

Es gibt also im Gebiet der elektrischen und optischen Erscheinungen keine
irgendwie ausgezeichnete Vorzugsrichtung. Alle relativ zueinander gerad-
linig und gleichférmig bewegten Bezugssysteme sind in ihrer Wirkung
gleichwertig.

Betrachtet man einen kugelsymmetrischen Vorgang im ruhenden System
und im bewegten System und wendet auf ihn die Galilei-Transformation
an, so erscheint der symmetrische Vorgang z.B. der kugelférmigen Aus-
breitung der Wellen unsymmetrisch, d. h., es ergibt sich eine Vorzugs-
richtung. Da eine solche aber experimentell nicht feststellbar ist, diirfen
die Galilei-Transformationen nicht angewendet werden. Es kommen nur
die Lorentz-Transformationen in Frage, deren urspriinglicher Anwendungs-
bereich die Maxwellschen Gleichungen ja waren. Die Maxwellschen Glei-
chungen sind lorentzinvariant; sie haben in allen Systemen die gleiche
Gestalt.!) Von der Brauchbarkeit der Lorentz-Transformation iiberzeugt
man sich, wenn man in die Maxwellschen Gleichungen an Stelle der un-
gestrichenen Koordinaten die gestrichenen Koordinaten einfithrt. Fir die
Feldgrofen?) E und H ergeben sich folgende Beziehungen:

CcC =

E;:’:Ex; H;’:Hx Ea::Eal;’; Hz:H;;’
1 1 , ,
E,——— (E,—vB) E,=——— (E, +vB)
v = B )| B = s (B )
, 1 1
E, - (E,+vB) E — (E; — vBy)
yr—p S Ry T
’ ]- ]- ’
H, — (H,+~vD,) | H, = H; — v D}
e Ty T
-t — (H,— vD,) | H, — ! (Hj, 4-vD)).
T T

1) Die Untersuchung der Lorentz-Invarianz der elektromagnetischen Grund-
gleichungen hatte wesentlichen Anteil bei der Aufstellung der SRT.

2) Bei den Formeln ist folgendes zu beachten: Ein elektrisches Feld E, das sich
mit der Geschwindigkeit v bewegt, erzeugt senkrecht zu E und v die ma-
gnetische Feldstiarke

[H| = ¢ |E| |v| oder |H|= |D||v|.
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Die elektrische Ladung ¢ ist Lorentz-invariant!):

7 =q.
Fiir die Energie W gilt
W’T—"$, W:—,.EL,,:.
y1—pe y1— g2

Bei Anwendung der Lorentz-Transformationen verschwindet u. a. auch

folgende Unsymmetrie bei der klassischen Deutung der Induktionserschei-
nungen:

In einer ruhenden Induktionsspule erzeugt ein sich zeitlich dnderndes
Magnetfeld in seiner Umgebung ein elektrisches Feld. Dieses Feld bt auf
die Elektronen in der ruhenden Spule die Kraft F = ¢ E aus. Bei der In-
duktion in bewegten Leitern verhilt es sich anders: Bewegen sich Elek-
tronen — oder elektrische Leiter — im Magnetfeld, so iibt dieses Feld eine
Kraft (Lorentz-Kraft) F = ¢ [v B] aus. Fur den Ursprung dieser Kraft
kann kein elektrisches Feld aufgezeigt werden. In beiden Fillen wird das-

selbe Ergebnis beobachtet, z. B. ein Spannungsstol, aber die Deutung ist
verschieden.

Diese Unsymmetrie entfallt nun in Anbetracht der Lorentz-Transforma-
tionen: Der bewegte Leiter stellt ein gegeniiber dem ruhenden System
(Feldspule) bewegtes Bezugssystem dar. Inihm tritt ein elektrisches Feld
auf, das im rubenden System fehlt: E, == 0. Denkt man sich die Ge-
schwindigkeit der Elektronen in Richtung der x-Achse, das magnetische
Feld in Richtung der y-Achse, dann hat die Lorentz-Kraft die Richtung der
z-Achse. Das elektrische Feld ist dann

E, — _vB,
Vi—p

Dieses Feld wirkt auf die — freien oder im Leiter befindlichen — Elek-

tronen mit der Kraft ¥ = ¢ E. Somit ergibt sich zwanglos dieselbe Deu-

tung der Induktionsvorgénge in ruhenden und in bewegten Leitern.

Eine im System S ruhende elektrische Ladung erzeugt (relativ zu §) ein
elektrisches Feld. Ein gegeniiber diesem System bewegter Beobachter 8’
miBt aber auch magnetische Krafte, also existiert gegeniiber dem beweg-
ten System ein magnetisches Feld. Das Feld selbst ist eine physikalische
Realitit, aber seine Beschreibung ist relativ zu einem ruhenden bzw. be-
wegten System verschieden.

1) Siehe Aufgabe 4.21.
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7.2 Die Lorentz-Invarianz der Maxwellschen Gleichungen

Die Maxwellschen Gleichungen fiir das Vakuum lauten, wenn keine Quellen?)
vorhanden sind (¢ = ¢/V = 0), in Vektordarstellung

E=rot H (7.8a)
H= —r1otE (7.8b)
divE =0 (7.8¢)
divH =0 . (7.84)

In der ausfihrlichen Koordinatendarstellung ergeben sich daraus folgende
acht Gleichungen im ungestrichenen System
0E, o0H, O0H,
ot oy 0z

9E, 0oH, @H,

ot

ot

0z

I
9E, 0H, oH,
-

oH, OF,
Ml P

?H, 0E,
— =

oy

0z

oy
oE,

0z

oE,
ox

(7.9)

(7.10)

oH, 0E, OJE,
Tt ox oy

m— 4 =0 (7.11)

OH, O0H,  0H,
wta w0 (7.12)

Auf Grund der Lorentz-Transtormationen (3.13)

r—ovt , c?

1) Im Falle fehlender Quellen verschwindet die ,,Divergenz‘‘ (Ergiebigkeit).
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konnen nun die Maxwellschen Gleichungen auf das bewegte System um-

gerechnet werden:
Man bildet zundchst fiir die linke Seite von (7.9)

0E, O0E, 02’ 0E, 0y’  OE; 0z’ | 0E, ot
6~ ox ot oy ot 0w ot | or ot (7-13)
Aus (3.13) bildet man 0x’/0¢, 0y’ [0t, 02’ |0t und o¢ [0t.

Substitution fiithrt (7.13) iiber in

oE,  —w . B

at o2 0% p2 ot

d. h., die linke Seite von (7.9) wird

! (8E, aE”) (7.14)
o2

0E,
ot ./ 2
o

Fiir die rechte Seite von (7.9) findet man in gleicher Weise

om, _on,
9z 07

A

oH; = oH, und (7.15)
oy oy’
Mit (7.14) und (7.15) erhdlt man somit fir die 1. Maxwellsche (Kompo-

nenten-)Gleichung
#aﬂ:a&_@_kivi oE, (7.16)
v Of oy’ 0z 22 0%
c ¢

Mit Hilfe von (7.11) wird noch das Glied 0E,[0x ersetzt:

oE, OE, 3’  OE, ot
ox 0« oz ' O Oz’

hierin ist (mit (3.13))
)
, ’ 2
ai = o und @— - ,
ox 2 ox 2
R

8 Melcher, Relativitiatstheorie
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so daB schliefllich
aE

0K,
ot

v
2

U2 3x

gilt. Hierzu ist noch

0E, OE, 0E, OE,
o ™M m T
zu addieren; dann folgt
o_ 1 OB o 1 B O I
ot o0x  c? 2 ot oy’ 0z
bzw.
1 B _ o 1 om 0B, O
ot oy 07

Substituiert man diesen Wert in (7.16), so findet man die neuen, gestriche-

nen Koordinaten fiir (7.9)
0E, o[ 1 G 1 ]
T ay :vz(H’—vE”) P *———?J—Z(Hy—l‘sz)
o[ 1 oH, 0 1
£ = By —vH) | =5 — 5 < —vE ] (7.17)
o 1 d 1 oH,
P ” (E,+v Hy) [= Py 7”2 (Hy+ v E,) oy
1—= l/l -3
| c c
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Fir die Gl. (7.10) erhilt man

oH, 0 1 : or. 1 |
—37*@’V'7¢&+”m'7w‘_7ﬂm_“m
1-2 11—_
c? L o? -
3 1 0E, o[ 1 ]
_§7VEmﬁwg)_ﬁ?_a7vrﬁ;wﬁmm) (7.18)
1—— -
c? o
2 1 2 1 JoE,
En V (H,—v E,) ':a—xF V (Ey—v H,) oy’
1— 2 -3
c? o

An Stelle von (7.11) findet man

oE, 0 1 0 1 | AL
W‘FB—ZI, T?(Ev——'qu) +§ ——vg(Ez‘f‘vHu) =0; (7.19)
und fur Gl. (7.12) folgt

oH 0 1 0 1

= T (H,+vE,) |+ H,—vE,) | =0. (7.20)

IR B S (
oy’ 2 0z 2
Vl—g Vl—g

Die Gln. (7.17), (7.18), (7.19) und (7.20) im gestrichenen System ent-
sprechen genau den Maxwellschen Gleichungen (7.9), (7.10), (7.11) und
(7.12) im ungestrichenen System. Das erkennt man besonders deutlich,
wenn man folgende Abkiirzungen einfihrt:

E:;’ = Ez Hz;’ = Ha;

’ - ’ Ez
g =51 =t

7 L7

V c? l/ c2 (7.21)

, E ) —oE
E, — .-+ v H, H, H, v Ey.

2 2

8.
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Die in (7.21) dargestellten sechs Komponenten der elektrischen und
magnetischen Feldstirke gelten fir das bewegte System. Mit diesen Be-
ziehungen haben die Komponentendarstellungen (7.17), (7.18), (7.19) und
(7.20) dieselbe Form der Maxwellschen Gleichung wie in (7.9), (7.10),
(7.11) und (7.12).

Daraus ist die Invarianz der Maxwellschen Gleichungen gegeniiber einer
Lorentz-Transformation ersichtlich.

In der Kurzdarstellung der Vektorform (Gl. (7.8a) bis (7.8 d)) lautet die
Invarianz der Maxwellschen Gleichungen gegeniiber einer Lorentz-Trans-
formation

E‘/ p— 4
/= rot H (7.22)
H = —rotE; divE =0, divH =0.

In der erweiterten Lorentzschen Form der Elektronentheorie lauten die
Gleichungen

E’—}—47zgu=rotH

H = —rot E (7.23)
div E =47
div H =0.

Fihrt man die Untersuchung auf Invarianz gegeniiber der Lorentz-Trans-
formation in analoger Weise wie oben durch, so findet man

E +4mo’ v =rot H

u = —rot B (7.24)
div E’ =47
div H’ =0.

Unter Beriicksichtigung des Additionstheorems der Geschwindigkeiten
(3.24) erhidlt man fir die Transformation der elektrischen Ladungs-
dichte ¢ = ¢q/V

(7.25)

= & (7.26)
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Aus den Gln. (7.21) ist ersichtlich, daB einer elektrischen bzw. magneti-
schen Feldstdrke an und fir sich keine selbsténdige Existenz zukommt;
es kann némlich von der Wahl des Koordinatensystems abhingen, ob eine
elektrische oder magnetische Feldstérke vorhanden ist. Die Charakteri-
sierung eines Feldes als elektrisch oder magnetisch hangt von der Relativ-
bewegung zwischen elektrischer Ladung und Beobachter ab. Eine Aus-
sage, wonach ein gegebenes Feld eine elektrische oder magnetische Feld-
stdrke habe, kann keine Absolutaussage sein, sie ist relativiert. Die Tat-
sache, daB} elektrisches und magnetisches Feld vereinheitlicht darstellbar
sind, beschreibt man mit dem mathematischen Kalkiil eines Tensors,
worauf im vorliegenden Rahmen verzichtet wird.

7.3. Der Magnetismus als relativistischer Effekt
elektrischer Vorgdnge

Im folgenden wird gezeigt, daf} es keinen selbstandigen (,,wahren‘‘) Magne-
tismus gibt.!) Die magnetischen Erscheinungen existieren nicht losgeldst
von elektrischen Vorgidngen. Das Zustandekommen des Magnetismus ist
nur im Zusammenhang mit der Bewegung elektrischer Ladungen (also
einer relativen Bewegung zum Beobachter) zu sehen und zu deuten. Auf
Grund der bei Bewegungsvorgéngen elektrischer Ladungen vorzunehmen-
den relativistischen Transformation ergibt sich eine zur Coulomb-Kraft F
zusétzlich auftretende Kraft AF, die — wie sich bei ndherer Untersuchung
zeigt — durch das Gesetz von BIoT und Savart?) erfaBt ist.

Es werden zwei in bezug auf einen Beobachter zueinander bewegte elek-
trische Ladungen ¢, = n, e und ¢, = n, ¢ betrachtet und die Krifte be-
rechnet. Im Augenblick der Messung sei die Verbindungslinie zwischen
den Ladungen senkrecht zu den (parallelen) Geschwindigkeiten der Ladun-
gen v, und v,. Nach dem Coulombschen Gesetz ist die Kraft zwischen den
Ladungen gegeben durch

Fq 1 419 .

= 2
4me, 12 (7.27)

1) KraNzER, W.: Wiss. Nachrichten (Wien) Nr. 16 (1967) 36 —38;
LtscuEr, E.: Experimentalphysik II. Mannheim 1966, S. 74— 81.
2) Nach W. H. WEsTPHAL: Physik. 4. Aufl. Berlin 1937, S. 341, handelt es sich
bei dH = ﬁ sin (¢, r) um das Gesetz von LaAPLACE, das félschlich als
r
Biot-Savartsches Gesetz bezeichnet wurde. KEine spezielle Form (fir den
Kreisstrom) sei das Biot-Savartsche Gesetz:

H=2nz

r
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—t
/ ‘72“ J—— Abb. 7.1

Im Bereich der Ladung g, sei das elektrostatische Feld als homogen zu be-
trachten, d. h., dafl in unmittelbarer Nihe dieser Quelle die Feldlinien
ein gedachtes Flichenelement I, I, gleichméafig durchsetzen (Abb. 7.1).
Die elektrische Feldstéarke ist dann am Ort von g,

EB—-1 & (7.28)

_2-
dmey r

Andererseits ist die Feldstdrke auch definiert durch die Kraftliniendichte,
d. h. durch die Zahl N der Kraftlinien, die die Fliacheneinheit senkrecht
durchsetzen:

N
B = (7.29)
Fiir (7.27) erhédlt man mit (7.28) und (7.29)
Fo= N (7.30)
ll l2

Einem mit ¢, mitbewegten Beobachter erscheint die Linge !, verkiirzt
im Vergleich zu einem bei ¢, ruhenden Beobachter. Wahrend die Lange I,
sich fir den bewegten Beobachter auf I; verkiirzt, bleibt die Strecke 1,
senkrecht zu seiner Bewegungsrichtung unverdndert. Die betrachtete
Zahl der Kraftlinien ist fiir jeden Beobachter stets dieselbe. Allerdings er-
hoht sich wegen I; = [, /1 — 2 die Kraftliniendichte und damit auch die
elektrische Feldstirke sowie die Coulomb-Kraft
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Fiir den ruhenden Beobachter spielt die Relativgeschwindigkeit v der bei-
den Ladungsgeschwindigkeiten »; und v, eine Rolle. Demzufolge ist v aus
v; und v, gemil dem Additionstheorem der Geschwindigkeiten — vgl.
(3.23) — zu berechnen

Uy — Vg
1 — V1 Yy
CZ

V=

Diese Geschwindigkeit v substituiert man in (7.31):

P2 v v
17:(”?) (1—?)

und findet nach Umformung

(@) (@)

— = 7.32
! c? (c* — vy v,) (7.32)
Fir (7.31) erhdlt man damit
V1%
T T
Fo=_D1% ¢ _ (7.33)

) -

c? c?

Dieser allgemeingiiltige Ausdruck vereinfacht sich, wenn man die Elek-
tronenbewegung in metallischen Leitern betrachtet.

Infolge der Wechselwirkung mit den positiven Gitterionen durchfallen die
Elektronen die Wegstrecken nicht frei, so daB sie sich insgesamt nur lang-
sam voranbewegen (v < c¢).

Unter dieser Bedingung fithrt man als Naherung fir die Wurzelausdriicke
ein:

2
1 Nl+lv

‘/l—f 2 2
62

und erhéalt damit fiir (7.33)

D% 1 I v l_v_@)
Il‘c_tlyteo7'2(l+202)(1J{_2c2 2/’
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Nach dem Ausmultiplizieren und Vernachlissigen aller Glieder, in denen
v, und v, von hoherer als zweiter Ordnung vorkommen, findet man
schlieBlich

. N (vy — vp)?
FC_W[1+202 ] (7.34)

Das bedeutet, dall man gegeniiber der reinen Coulomb-Kraft Fj folgenden
zusétzlichen Betrag erhélt:

’ 0 g (v, — v)?
AFC:FC_FC:LLnaOrz 2¢2

(7.35)

Dieser zusdtzliche Betrag setzt sich aus vier Einzelanteiler zusammen.
Die Elektronen (— ¢, — ¢,) mogen sich durch je cinen Leiter bewegen, in
dem die (ruhenden) positiven Ladungen -+ ¢;, -+ ¢, als Gitterionen vor.
handen sind. Demzufolge sind vier Zusatzkrifte AF® mit ¢ =1, 2, 3, 4
zu betrachten und zu summieren.?)

Wechsel- Ladungen Zusatzkraft
wirkung
— - (1) __ 91 9 e
1 gy und — g, AFP = + Lmoyrt. 2;;(”1 YR
2 — ¢, und AFY = — N — 0)2
{51 + ¢ C 4neor2-2c2(vl 2,
3 d — AF® — — 91 92 0 — 2,
+ ¢ un 92 ¢ Amegrt-20 ( )
4 + guund + g, AFY = + 4791327,,2 (0 — 0).
Terde2¢

Bildet man die Summe, so ergibt sich die Gesamtzusatzkraft

4
(6) () — 91 92
AFc)fi:Zl'AFC‘)_4neorz.2?(v§ — 20,0, + v2 — 02 — 0l),

AF® — __N1%z 1%
© 47w eyr2 3 (7.36)

1) MessEL, H. (Herausgeber): Senior Science for High School Students, Part 1:
Physics. Sydney (Australien) 1966, Kap. 14, S. 9—15.
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Diese gesamte Zusatzkraft ist im vorliegenden Fall negativ, d. h., es han-
delt sich um eine Anziehungskraft, da die Geschwindigkeiten »; und v,
parallel gerichtet sind. Es sei besonders darauf hingewiesen, daB AF®
verschwindet, wenn v, — v,. Das bedeutet, da} freie Elektronen keine
magnetische Wechselwirkung zeigen und sich demzufolge ein Elektronen-
strahl auch nicht , auffachert‘.

Aus der errechneten Gesamtzusatzkraft 146t sich nun das Biot-Savartsche
Gesetz folgern, das die magnetische Kraftwirkung von Stromleitern be-
schreibt.

In einem Leiterstiick der Liange ! seien ¢ = n ¢ Ladungen enthalten, die
das Leiterstiick in der Zeit ¢ durchlaufen; dann gilt fiir den Strom I = ¢/t;
mit v = I/t folgt die Aquivalenz von Stromelement und bewegter Ladung:

Il=quw. (7.37)
Substituiert man diese Beziehung fiir ¢, und ¢,, so erhalt man als gesamte
Zusatzkraft

Ar — _ Tl (st

4 7 g4 72 2

(7.38)

MiBt man die Kraftwirkung nicht unter 90° zur Richtung des flieenden
Stromes, so ergibt sich ein kleinerer Wert, der vom Sinus des Winkels
zwischen dem Stromelement und der Abstandsrichtung abhéngt:

. (I 1) (Ip ) sina
dme e 2T

AR —

(7.39).

Mit Hilfe der Beziehungen B = F/I I') und (fir den materiefreien Raum)
B =y, Hfolgtmit I, I, =I,l, =11
Il sinex

_ _ 7.40
B dmweyc: r? ( )

und schlieBlich, da p, &, = 1/c?, die Beziehung von Brot und Savarr fiir
die magnetische Feldstirke

Ilsine

H= - "—"—"—"
47 r?

(7.41)

Damit ist gezeigt, daBl sich auch auf dem Gebiet der elektrisch-magneti-
schen Erscheinungen Effekte ergeben, die allein vom Standpunkt oder
Bewegungszustand des Beobachters abhéngig sind.

1) Allgemein: F = I I B sin (I, B).
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Allgemein mulB festgestellt werden, daB Einzelfelder (E, H) keine selb-
stindige Bedeutung haben. Beide Komponenten (E, H) hingen vom Be-
zugssysterm ab. Wenn also in einem System § allein ein magnetisches Feld
gemessen wird, so milt man im System §’ auch ein elektrisches und um-
gekehrt. Bewegt sich beispielsweise ein Draht in einem Magnetfeld, so
mift ein mithewegter Beobachter auch ein elektrisches Feld, das einen
Stromfluf} im elektrischen Leiter verursacht oder auf einem Isolator Ober-
flachenladungen influenziert.

Elektronengeschwindigkeiten von Bruchteilen eines Millimeters je Se-
kunde in Metalldrahten erzeugen bereits starke Magnetfelder, die sich als
relativistischer Effekt elektrischer Vorginge erweisen. Es ist demzufolge
nicht allgemein richtig, davon zu sprechen, daf} relativistische Effekte
erst bei Geschwindigkeiten auftreten, die man gegeniiber ¢ nicht mehr als
klein bezeichnen kann.

8. Relativitdt in der Thermodynamik und Statistik

Das spezielle Relativitatsprinzip gilt ausnahmslos fiir alle physikalischen
Erscheinungen und Gesetze in zueinander gleichformig bewegten Bezugs-
systemen. Esist deshalb zu erwarten, daf auch fiir das Gebiet der Thermo-
dynamik und Statistik bestimmte Umrechnungsbeziehungen und In-
varianten aufgefunden werden.

Die Teilchenzahl N sowie die Entropie S und die Entropieinderungen 4.8
sind Lorentz-Invarianten. Es ist offensichtlich, daB eine Anzahl von
Teilchen und die Zahl der Mikrozusténde nicht von der Bewegung ab-
hiangen koénnen. Die Entropie S = k In W ist proportional dem Logarith-
‘mus der thermodynamischen Wahrscheinlichkeit W, die stets durch eine
ganze Zahl gegeben ist.

In der élteren Literatur wird sowohl fir die Wirmemenge @ als
auch fir die Temperatur eine Transformationsbeziehung angegeben!):
Q@ = Q)1 —p2und 7" = T J/1 — B2. Die Beziehung fiir 7" folgt z.B. aus
der idealen Gasgleichung p V = n RT'; hierin ist p = inv., was aus den
Transformationen fiir Kraft ' und Fliche A folgt: p = F/A. Geht man

von der thermischen Zustandsgleichung F = o " R T aus,® so trans-
T

r—p

1) Zur Herleitung siehe z.B. PAPAPETROU, A. [1.51], PavuLi, I. W. [1.52] oder

Torman, R. C. [1.76].
2) Ort, H.: Z. Physik 175 (1963) 70.

formiert sich 7" wie E, namlich TV =
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Nach neueren Untersuchungen?) ist die Temperatur jedoch eine Lorentz-
Invariante. Wenn man die Thermodynamik auf den sogenannten Poten-
tialen begriindet, ist es sinnvoll, von einem relativistisch invarianten
Potential auszugehen; das ist die Enthalpie H. Die Temperatur ist dann
durch 7' = a—H definiert; damit gilt 7' = inv.
08/, »

Zur Rolle, die die relativistische Thermodynamik im Universum spielt,
siehe TREDER, H.-J.: Relativitdt und Kosmos. Berlin 1968.

9. Beispiele und Anwendungen

9.1. Zeitdilatation beim Myonenzerfall
9.1.1. Myonen in der Hohenstrahlung

Im bewegten System 8’ sei At’ = ¢, — t; die Eigenzeit eines Vorganges,
z. B. Lebensdauer bzw. Halbwertszeit von u-Mesonen?). Ein ruhender
Beobachter mit gemiall den Transformationsgleichungen (3.17) ein
groBeres At:

’ v ’ ’ v ’
ﬁtg—}—c—zx tl-{—c—zx B A
=g 1—p J1—p
Myonen einer Energie von B = 5 GeV = 5. 10° eV besitzen Geschwin-

digkeiten, die nur wenig kleiner sind als die Vakuum-Lichtgeschwindig-
keit.
Mit Gl. (4.28) findet man 1 — v/c = (E/Exin)?/2 und mit Eyyn = 5 GeV
sowie B, = 207 my c? ~ 207 - 0,511 MeV ~ 108 eV
v 1
"¢ 5000
Diese geringe Abweichung von der Lichtgeschwindigkeit entspricht einem

Faktor der Zeitdehnung von (1 — %)~12 ~ 50; vgl. Tab. 1, S. 45. Die
Ruhmasse der Myonen ist etwa 207mal so groB} wie die der Elektronen.

At =t, — ¢,

=2.10"4.

1) SCHMUTZER, E. [1.61]; LANDSBERG, P.T., und K. A. JorNs: Nuovo Cimento
52B (1967) 28; Vax KampeN, H. G.: Physic. Rev. 173 (1969) 295; BALESCTU,
R.: J. physic. Soc. Japan 26 (1969) Suppl. 313; CaLLEN, H., und G. HorwiTz:
Amer. J. Physics 89 (1971) 938.

2) Besser Myonen, da diese Teilchen zur Familie der Leptonen und nicht zu den
Mesonen gehioren — im Unterschied zu den n-Mesonen.
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Innerhalb einer mittleren Lebensdauer!) von 7, = 2,2 us wiirden — ohne
Beriicksichtigung der Zeitdilatation — die Myonen einen {(mittleren) Weg
von S A €Ty =310 cms™1.2,2.107%s, s~ 6-10¢cm = 600 m zu-
riicklegen. Die Myonen entstehen durch Hohenstrahlprozesse in der Erd-
atmosphére, und zwar in einer Hohe bei etwa 20 km. Bei dem errechneten
Weg von 600 m wiirden sie aber — entgegen der experimentellen Er-
fahrung — nicht mehr auf der Erdoberfliche beobachtet werden kénnen.
Die Schwierigkeit ist sofort behoben, wenn man statt der Eigenzeit A¢
des bewegten Systems die Zeit At des ruhenden Beobachters zur Berech-
nung des zuriickgelegten Weges s verwendet:

v A N v At cAt

. o Y2 y2- 108
]/1—?2 Vﬂ/—?

Nach neueren Messungen betrigt der mittlere Weg der Myonen tatséch-
lich 38 km, was eine eindrucksvolle Bestitigung der relativistischen Zeit-
dilatation bedeutet.

Ohne Beriicksichtigung der Zeitdilatation mifite die Intensitdt der Myo-
nen in ca. 20 km Hohe 10°mal so groB sein wie auf der Erdoberflache. Tat-
sichlich aber unterscheiden sich die Intensitdten nur um den Faktor fiinf.

s =wvdt = ~ 33 km .

9.1.2. Mesonenzerfall im Labor

Im Laboratorium bestimmt man die mittlere Lebensdauer 7 der Mesonen?)
entweder an ruhenden (7) oder an bewegten (7,) Mesonen. Der sich er-
gebende Unterschied 7y, — 7 zwischen den Lebensdauern stimmt mit dem
aus der relativistischen Beziehung fir die Zeitdilatation

T
TL=

folgenden Ergebnis iiberein. Die Mesonen zerfallen wahrend ihres Fluges
mit der charakteristischen mittleren Lebensdauer in andere Elementar-

1) Die Lebensdauer wird z. B. mit Photoemulsionen bestimmt.

2) An Stelle der mittleren Lebensdauer  kann man auch die Halbwertszeit T'
verwenden: Fiir das Zerfallsgesetz gilt N = N, - e~*!. Daraus folgt fiir

die Halbwertszeit T (Bedingung N = % N,,) T = — Fur 7 folgt aus

N = iN0 die Beziehung v = % Damit ist dann 7'=0,6937 bzw.7=1,44T.
e
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teilchen. Bei bekannter Energie (Geschwindigkeit) 148t sich die Zahl N der
Mesonen berechnen, die nach einer Laufzeit ¢ im Labor noch vorhanden
sind, wenn der Weg « zuriickgelegt wird. Aus dem Zerfallsgesetz

¢

N(t) = Nye ™
folgt mit v = z/t

@
N() = Nye "™’

Die Geschwindigkeit » wird z.B. mit Szintillationszdhlern aus Weg-Zeit-
Messungen oder aus dem Impuls p = ¢ B B gemiB (A.35) bestimmt,

Aus dieser Beziehung wird 71, bestimmt, wenn die MeBstrecke = vorgegeben
und die Geschwindigkeit v (Energie) der Mesonen bekannt ist. Man mif3t
zu Beginn der MeBstrecke die Zahl der hindurchtretenden Teilchen N, und
am Ende der Strecke die noch nicht zerfallenen Teilchen N(x).

Man findet fiir 7*-Mesonen!) der Geschwindigkeit » = 0,75 ¢ ein Verhalt-
nis der Teilchen N(x)/N, = 1/e, wenn der (mittlere) Zerfallsweg 8,5 m
betragt. Aus 8,5m = 0,75 ¢ - 7y, folgt dann 7, = 3,8 . 1078 s.

Diese an bewegten z™-Mesonen bestimmte mittlere Lebensdauer ist etwa
1,64mal so grofl wie die an ruhenden n+-Mesonen ermittelte Zeit T. Wenn
man mit der Zeit 7 rechnete, wiirde sich ein kiirzerer Flugweg ergeben, als
tatsichlich beobachtet wird; der mittlere Flugweg wire unter diesen Be-
1,64
Dieser scheinbare Widerspruch 16st sich, wenn man die fir gleichférmig
bewegte Bezugssysteme unterschiedlichen ZeitmafBstibe 7 und 7y, im Sinne
der relativistischen Zeittransformation beriicksichtigt. Die anzugebende
mittlere Lebensdauer wird stets auf das Ruhesystem bezogen. Damit er-
gibt sich fiir z*-Mesonen?):

3,8
1,64
In dhnlicher Weise wurde die mittlere Lebensdauer von K-Mesonen experi-

mentell bestimmt und die relativistische Zeitdilatation mit einer Genauig-
keit von 59, bestatigt.?)

dingungen nur m = 5,2 m.

T 10788 &~ 2,3-1078s, d.h. 23 ns .

1) DurziN, R. P.,, H. H. Loar and W. W. HavEexs jr.: Physic. Rev. 88 (1952)
179.

2) GREENBERG, A. J., und Mitarbeiter: Physic. Rev. Letters 23 (1969) 1267.
Die Autoren fanden fir sn~- und z*-Mesonen t = (26,04 4- 0,04) Nano-
sekunden.

3) BurroweEs, H. C., D. O. CarpwEerr, D. H. Friscr, D. A. Hirr, D. M. Ri1T-
soN and R. A. ScELUTER: Physic. Rev. Letters 2 (1959) 117.
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9.2, Gedankenversuche zur Relativitdt der Bewegung
und zur Gleichzeitigkeit

Im folgenden wird anschaulich gezeigt, dall — wegen der Konstanz von ¢
— fir einen ruhenden Beobachter das Zeitgeschehen anders ablduft als
fiir den relativ zu ihm bewegten (,,Uhren im bewegten System gehen lang-
samer‘‘).

So beschreibt z.B. ein aus einem Flugzeug abgeworfener Gegenstand, auf
die Erde bezogen, eine Parabel. Auf das Flugzeug bezogen, ist die Fall-
kurve eine Gerade. Die Frage: Wie bewegt sich der Gegenstand nun ,,wirk-
lich*, ist — wie man sieht — sinnlos.

Die Relativitdt der Bewegung soll durch folgendes Beispiel ausfiihrlicher
dargelegt werden.

Im Prinzip liegt dieser Betrachtung wieder die Anordnung des Michelson-
Versuches zugrunde. Hierbei werden zur ,,Veranschaulichung* auBer-
gewohnliche MaBstibe angenommen.

Ein Zug soll sich mit v = 0,8 ¢ == 240000 kms~! bewegen.!) Ein mit-
bewegter Beobachter befindet sich an der Spitze des Zuges und beobachtet
ein Lichtsignal, das vom Ende des Zuges nach vorn ausgesendet wird.
Man konnte die Lichtgeschwindigkeit im ruhenden Zug messen: ¢,. Fiihrte
man die Messung ¢ in bezug auf den bewegten Zug aus, so wiirde das
Licht offenbar die Geschwindigkeit 300000 kms=* — 240000 kms~—!
= 60000 kms~! besitzen (in Fahrtrichtung). Gdbe man das Lichtsignal
dagegen von der Zugspitze zum Zugende, also entgegengesetzt zur
Fahrtrichtung, so wiirde man in bezug auf den Zug 240000 kms™!
-+ 300000 kms™! = 540000 kms~! ,,erwarten‘‘.

Hieraus wire zu folgern, dafl im ruhenden Zug (System) die Lichtgeschwin-
digkeit in beiden Richtungen gleich groB wire, im bewegten Zug (System)
aber verschieden gro8.

(MiBt man die Geschwindigkeit eines Geschosses im Zug, so findet man,
dal die Fluggeschwindigkeit in bezug auf den Zug stets gleich ist, gleich-
giiltig ob der Zug ruht oder sich bewegt und in welche Richtung innerhalb
des Zuges geschossen wird.)

Der Michelson-Versuch bestitigt aber die Relativitit der Bewegung auch
fir die Lichtausbreitung, d. h., ¢ ist konstant und unabhéngig von der
Richtung und vom Bewegungszustand der Quelle und/oder des Beob-

1) Der Einfachheit und Ubersichtlichkeit wegen wahlt man pythagoreische
Zahlentripel, z. B. 3, 4, 5; 5,12, 13; 9, 12, 15.

2
Damit erhélt man fir y = ]/1 — 0_2 echte Briiche: v = %c ergibt y = % .
c
1

V3
Mit v = — ¢ folgt » = —.
it v 3 ¢ folgt y 3
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achters. Die Lichtgeschwindigkeit ist fiir alle Versuchsstationen (Systeme)
gleich groB3. Man miBt im ruhenden wie im bewegten Zug auch vom ruhen-
den Bahnsteig aus stets den gleichen Wert fiir die Lichtgeschwindigkeit.
Beispiel fiir die Relativitit der Qleichzeitigkeit: Ein Zug von der Linge
5400000km bewege sich geradlinig und gleichférmig mit » = 240000kms™1.
Es werden Lichtsignale vom mitbewegten Beobachter und vom ruhenden
Beobachter (am Bahndamm) analysiert (Abb. 9.1).

A 4———c—> 8 V= I
_gc

{ ® | —

| ® ]

A ¢’ B'

Abb. 9.1

Von der Mitte des Zuges C gehe ein Lichtsignal aus. Ein Beobachter in C
stellt fest, daf3 dieses Signal gleichzeitig in 4 und B, und zwar nach ¢ = 9 s

eintrifft:
— P 2700000 km

Befénde sich der Zug in Ruhe, so wiren auch fiir ¢’ die Ereignisse in 4
und B gleichzeitig.

Esist nun zu untersuchen, was €’ iiber das Eintreffen der Lichtsignale in 4
bzw. B aussagt, wenn sich der Zug ihm gegeniiber bewegt. Das Licht brei-
tet sich in bezug auf ¢’ auch bei bewegtem Zug mit ¢ = 300000 kms~?
aus.

Der Empfianger 4 bewegt sich mit » = 240000 kms~! auf das Lichtsignal
zu, so dafl €’ feststellt, daB das Lichtsignal von C nach A insgesamt

v 2700000 km Es
47 (300000 + 240000) kms—
benotigte.
Von € nach B hingegen ist das Signal
/ 27
00000 km 45 s

5 = (300000 — 240000) kms 1

unterwegs. Wiéhrend der mitbewegte Beobachter C fiir das Eintreffen der
Signale in A und B keinen Zeitunterschied feststellt, bemerkt der Beob-
acher C’ eine Zeitdifferenz von 45 s — 5 s = 40 s. Es ist also ersichtlich,
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dal} zwei fir einen Beobachter C gleichzeitige Ereignisse fiir den Beob-
achter ¢’ nicht gleichzeitig sind. Der Begriff der Gleichzeitigkeit ist also
relativ. Er hat nur Sinn, wenn angegeben wird, wie sich das System bewegt
und wo diese Ereignisse beobachtet werden.

Die errechnete Zeit von 40 s mufl noch korrigiert werden, da sich — wie
oben bereits vermerkt — ein schnell bewegter Gegenstand in Richtung
seiner Bewegung verkiirzt. Diese Verkiirzung wiirde ein nichtmitbewegter
Beobachter messen. Fir den Beobachter auf dem Bahnsteig wiirde die
Lange des Zuges nur 6/10 der Zuglinge des mitbewegten Beobachters be-
tragen. Somit liegen nicht 40 s als Differenz zwischen beiden Signalen,
sondern nur 40 s - 6/10 = 24 s.

Die Relativitit der Gleichzeitigkeit hdngt damit zusammen, daBl es eine
Grenzgeschwindigkeit gibt. Die Existenz dieser Grenzgeschwindigkeit
liegt in der Natur der Dinge selbst; es wird niemals eine gréBere Signal-
geschwindigkeit als die Vakuum-Lichtgeschwindigkeit gefunden werden.
Die Langenkontraktion ist als Folge der Relativitdt der Gleichzeitigkeit zu
verstehen.

Das Beispiel des von C ausgehenden Lichtsignals, das in 4 und B etwa
Kontakte betidtigen kann, fithrt nun noch zu folgender Illustration der
Relativitdt der Gleichzeitigkeit. Angenommen, bei 4 sei der Anzeige-
kontakt beschidigt, so daBl das Eintreffen des Lichtsignals mit Verzoge-
rung, erst 24 s nach dem Start bei C, angezeigt wird. C stellt jetzt fest,
dafl die Signale nicht mehr gleichzeitig in 4 und B eintreffen, sondern dafl
das Signal bei B um 24 s — 98 = 15 s frither erscheint.

Fiur den Beobachter €’ erscheint jedoch das Signal von A4 frither als das von
B, und zwar stellt er fest, daB es bei 4 um 40 s — 15 s = 25 s frither als bei B
eingetroffen ist. Hierin kommt die Relativitiat der ,,Gleichzeitigkeit’‘ zum
Ausdruck: Dasselbe Ereignis, das fir den einen Beobachter frither ist, er-
scheint fiir einen anderen spater. Wenn von €’ zwei Lichtsignale in 4’ und
B’ ausgelost werden, wobei A’C’ = B’C’ ist, sieht der Beobachter C
zuerst A’ aufblitzen und etwas spdter B’. Es sei ihm aber bekannt, dal
beide Signale gleichzeitig gegeben werden. Dann muB er zu dem Schlufl
kommen, daB3 die Strecke A’B’ etwas kiirzer ist als die Strecke AB. Das
aber kann nur die Folge der Bewegung sein; also verkiirzen sich bewegte
Korper in Bewegungsrichtung. (Fir C ist ja die Strecke 4’ B’ bewegt.)
Wie man sieht, stellt C eine Kontraktion der Linge A4’B’ fest, wihrend ¢’
die gleiche Kontraktion fir die Ldnge A B findet. Die Frage, wer denn nun
recht hat und wie die Vorgénge in den einzelnen Systemen nun ,,wirklich*
ablaufen — vom anderen aus beurteilt —, ist genauso sinnlos wie die Frage

nach der ,,wirklichen Bahn‘ eines vom Flugzeug abgeworfenen Gegen-
standes.
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Nicht in der Tatsache der Beschreibung der Ereignisse liegt somit das Di-
lemma, sondern in der Tatsache, da die Frage, wer von beiden (C oder (")
denn nun im Besitz der ,,wahren Gleichzeitigkeit*‘ sei, sinnlos ist. Beide
Beobachter haben ihre eigenen physikalischen Ausdrucksweisen. Sie
konnen einander nur verstehen, wenn sie ein geeignetes ,,Worterbuch®

besitzen, das sind geeignete Umrechnungsformeln, eben die Lorentz-
Transformationen.

9.3. Gedankenversuche zur Relativitdt von Zeit und Ldnge (Raum)

Es soll der Gang der Uhren im ruhenden und im bewegten System unter-
sucht werden. Zu diesem Zweck wird ein Zug betrachtet, der mit der
Geschwindigkeit v = 240000 kms™! = 0,8 ¢ von der Station ; zur Station
%, fahrt. Der Zug benotigt fiir diese Strecke von 864000000 km die Zeit
ty, — &, = 1 h. Dieses Zeitintervall ergibt sich durch die auf beiden Sta-
tionen angebrachten Uhren.

Der Reisende (mitbewegte Beobachter) stellt hingegen fest, daf3 seine Uhr,
die beim Start in 2, noch mit der Anzeige der Stationsuhr iibereinstimmte,
in x, aber nur ¢, — ¢, = 1 h-3/56 = 36 min anzeigt, dal seine Uhr also
langsamer geworden ist. (Im ruhenden System hétte diese Uhr hingegen
einen solchen Gang, dal} auch sie t, — ¢, = 1 h anzeigen wiirde.)

Die Erkldrung dieses Sachverhaltes hingt auch wieder mit der Tatsache
zusammen, dal ¢ = const ist. Es wird nun gezeigt, dal ein Lichtstrahl,
der im Abteil des bewegten Zuges 6 s unterwegs ist, von der ruhenden Sta-
tion betrachtet dagegen 10 s unterwegs ist. (Die Lichtgeschwindigkeit ist
aber fiir beide Beobachter gleich.) Zu diesem Zweck wird ein Lichtstrahl
betrachtet der] zwischen Boden und Dach des Zuges hin- und herreflek-
tiert wird. Dieser Reflexionsweg ist fiir den AuBenbeobachter auf einer
ruhenden Station grofer als fir den mitbewegten Beobachter (vgl.
Abb. 9.2).

AA’A ist der Weg des Lichtsstrahls fiir den mithewegten Beobachter;

ABC ist der Lichtweg fiir den Beobachter vom Bahndamm aus, fiir den

B A
I v
c A
D
Ruhesystem

Abb. 9.2
9 Melcher, Relativitatstheorie
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das Licht z.B. 10 s benotige. Der Weg ABC hat also die Linge von
300000 kms~1- 10 s = 3000000 km: das bedeutet: AB = BC =c¢ t =
= 1500000 km. Die Seite AC des gleichschenkligen Dreiecks ergibt sich
aus der Geschwindigkeit des Zuges und dem Ablauf der 10s: AC —
= 240000 kms™ - 10 s = 2400000 km. Die Héhe BD dieses iiberdimen-
sionalen Zuges erhélt man gemiB dem pythagoreischen Lehrsatz: BD —

— JAB® — AD* = 900000 km. Die zweite Kathete im Dreieck ABD
hat die Lange AD = v t.
Der mitbewegte Beobachter mifit also fiir den Weg der Hin- und Her-

. , oy . 1800000 km
reflexion 2 - 900000 km. Dafir benétigt das Lichtt = 300000 kms-1 —
Seines,,Uhr‘‘ geht also langsamer, denn auf dem Bahndamm sind zwischen
dem Start und der Riickkehr des Lichtsignals 10 s verflossen. Dieses Bei-
spiel ist gut geeignet, um die Formel fir die Zeitdilatation auf einfache

Weise herzuleiten:
AB® = AD* + BD?,
2 A2 = 02 A2 + 2 A2,

g A A

2 — p2 p2
et
At — A - (Zeitgeber im bewegten System, Messung
Vl — B im ruhenden System).

Wiéhrend also nach Stationszeit 1 h vergangen ist, blieb die Uhr des Rei-
senden um 24 min nach, sie zeigte erst 36 min an: Auf Grund der Bezie-

’

=

(59
—C

2
t’_60min‘/1—2—2=60min 1\ /.

hung ¢t = erhilt man

02
# = 60 min - 3/5 = 36 min .

Man erkennt, dafl die bewegte Uhr um so mehr nachbleibt, je groBer die
Geschwindigkeit v gegeniiber ¢ wird. Fir » — ¢ wiirde ¢ — 0 folgen, so
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daB die Zeit fiir einen mit ¢ bewegten Beobachter stillsteht. Bewegt sich
der Zug mit einer Geschwindigkeit, die nur 0,19, unterhalb von ¢ liegt, so
ware fir den Reisenden die Fahrtdauer nur # = 1 min, wihrend die
Stations-Fahrtzeit 1 h betrigt, innerhalb der der Zug eine Entfernung von
0,999 - 300000 km - 3600 zuriickgelegt hitte.

9.4. Zur Relativitdt der Ldngenmessung (Lorentz-Kontraktion)

Die Malle eines Korpers sind vom Beobachtungsort (System) abhingig.
Dic Vorstellung einer ,,absoluten Lange mufl} aufgegeben werden. Sie
trifft zwar mit einer gewissen Nidherung zu, wenn die Relativgeschwindig-
keit zweier Systeme im Vergleich zur Lichtgeschwindigkeit klein ist. Bei
groBen Geschwindigkeiten (im Vergleich zu ¢) tritt dagegen die Relativitit
der Lingenauffassung sehr deutlich hervor.

Das folgende Beispiel zeigt, daB die gemessenen Lingen (Wege) vom
Bewegungszustand abhéingig sind. Es wird wieder der iiberdimensionale
Zug und ein Bahnsteig, der 2400000 km lang sei, betrachtet. Diese Liange
ist von einem Beobachter auf dem Bahnsteig gemessen worden. Es erhebt
sich die Frage, da ja die Zeit fiir den mithewegten Beobachter (Reisenden)
langsamer ablduft, ob er dieselbe Lange fir diesen Bahnsteig mifit.

Der Zug passiert den Bahnsteig nach Messung des rubhenden Beobachters
2400000 km 10

240000 kms™2 ~
Der bewegte Beobachter mifit nicht 10 s, sondern — wie gezeigt wurde —
nur 6 s. Daraus folgert der bewegte Beobachter, dafl der Bahnsteig kiirzer
als 2400000 km ist, ndmlich daB er nur eine Lénge von 240000 kms~1-6 s
= 1440000 km besitze. Der Bahnsteig ist also fiir den Reisenden im Ver-
hiltnis 6:10 kiirzer geworden. Umgekehrt mifit der ruhende Beobachter,
daB sich der Zug im Verhéltnis 6:10 verkiirzt habe. Die Frage, welche von
beiden Messungen denn nun der Wirklichkeit entspreche, ist genauso sinn-
los wie die oben erwihnte Frage nach der ,,wirklichen Bewegung‘ eines aus
dem Flugzeug abgeworfenen Gegenstandes.

mit seiner Stationsuhr in der Zeit ¢ =

Nach der Lorentz-Kontraktion wiirde einem bewegten Beobachter eine
ruhende Kugel als Ellipsoid erscheinen, also in Bewegungsrichtung zu-
sammengedrickt. Fir die kugelférmige Ausbreitung von Lichtwellen gilt
— auf Grund der Lorentz-Transformation — diese Feststellung nicht.

Eine Gegeniiberstellung der Beziehungen fiir die Liangenkontraktion zeigt,
warum dem Reisenden der Bahnsteig verkirzt und dem Bahnsteigbeob-
achter der Zug verkiirzt erscheint:

9*
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1. Fall:
Ortsfester Signalgeber, Messung der Zeiten im bewegten System
t — % T ty — % 2
) = o=

=gt i

v
=t — 5 (T — %)
c

t, — b = = mit Xy =

y1—pe
t
At = _ A .
i—p
2. Fall:
Bewegter Signalgeber, Messung der Zeiten im ruhenden System
. v, , v o,
t, + = Ty L+ C‘zxa
b= e, e
V1 —pe yi—pe
’ ’ v, ’
t2*t1+g(x2*x1) ' ) )
lo — bt = - [717~(33 — - mit =z,
t/
pTp—

i

Die beiden Formeln sind also nicht identisch (,,Uhrenparadoxon®).
So ist es zu erkldren, dafl dem ruhenden Beobachter der bewegte Zug und
dem bewegten Beobachter der ruhende Bahnsteig verkiirzt erscheint.

9.5. Gedankenversuch zum Grundprinzip ¢ = const

An einem Ort im Weltraum mogen sich zwei Beobachter 4 und B sowie

eine Lichtquelle befinden, die ein Signal aussendet.

In dem Augenblick, da das Signal von A aus startet, verliit B ebenfalls
seinen Platz und eilt (mit 2/3 ¢) dem Signal hinterher. Nach ¢ = 4 s liege

folgender Zustand vor (Abb. 9.3):

>

A B c
Abb. 9.3
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Von A aus beurteilt, befindet sich die Wellenfront (das Signal) in C, also
insgesamt 1200000 km entfernt. Von A aus beurteilt, befindet sich B
400000 km von C entfernt. A ermittelt demnach eine Lichtgeschwindig-
keit von

1200000 km

— = 300000 kms~1.
4s

Eine solche Rechnung soll nun auch B vornehmen: B findet als Geschwin-
digkeit nur

400000 km

4s

= 100000 kms~1.

(B macht tber 4 keine Aussagen; B weill nicht, wie schnell er ist. Nach der
Relativitatstheorie gilt fiir den bewegten Beobachter ein anderes Zeit-
maB!)

Es ist aber eben grundsétzlich nicht feststellbar, wer ,,in Ruhe bleibt‘
und wer sich bewegt. Es konnte bei diesem Gedankenversuch genauso-
gut doch B in Ruhe bleiben, wihrend 4 und C sich von ihm wegbewegen!
Dann ergibt sich folgendes, von B aus beurteilt: Nach 3 s bestimmt B die
Entfernung zu € und findet 900000 km und damit als Lichtgeschwindig-
keit

K

990(;0% — 300000 kms-! (Abb. 9.4).
A : ¢

Abb. 9.4

Der Beobachter A4, der sich nun ,nach der anderen Seite’ bewegt
habe, stellt fest, daB sich C von ihm 1200000 km entfernt befindet

(AB = 300000 km, AC = 1200000 km). Er ermittelt demnach als Licht-
geschwindigkeit

1200000 km

= 400000 kms™1,
3s
was mit dem Ergebnis von B nicht iibereinstimmt. Hier tritt die Schwierig-
keit anschaulich auf, die EINSTEIN 1oste:
Was heilit es denn eigentlich, wenn man sagt, 4 und B ermitteln zu gleicher
Zeit die Entfernung zwischen ihren Standorten und C; und was heilit
gleichzeitig, wenn die beiden Beobachter, fiir die ,,die gleiche Zeit** gemeint
ist, weit voneinander entfernt sind.



134 Spezielle Relativitdatstheorie

Einfacher ausgedriickt, man hat zu fordern, da8 sich fir 4 und B durch
ihre Messungen immer derselbe Wert ¢ = 300000 kms~! ergibt, d. h., die
Zeiten fiir A und B miissen eben so ablaufen, daf sich stets dieses Ergebnis
einstellt. (Damit gibt man den alten Begriff der Gleichzeitigkeit auf, der
eine unendlich hohe Geschwindigkeit voraussetzt, die es ja nicht gibt.)
Fiir 4 muB demzufolge die Zeit anders ablaufen als fiir B. Der Ablauf der
Zeit hiangt fir jeden Beobachter ven der relativen Geschwindigkeit zwi-
schen den Systemen (A und B) sowie von der Lichtgeschwindigkeit ab.
Die obigen Divisionen, die ¢ == 300000 kms~! ergaben, sind also im Sinne
der Relativitdtstheorie falsch.

9.6. Die Verbindung der Relativitdtstheorie
mit der Quantentheorie durch DE BROGLIE

Im §’-System ruhe ein Korpuskel der Masse m,. Ein im System S befind-
licher Beobachter mift — wenn die Relativgeschwindigkeit zwischen bei-
den Systemen v ist — die Masse

Dem (in §’) ruhenden Korpuskel sci eine (stationdre) Welle der Frequenz »’
zugeordnet, die in jedem Punkt 2’ die gleiche Phase hat (ebene Welle).
Gemil der Quantentheorie kommt dem Schwingungsvorgang eine Ener-
gie h v zu und dieser Energie — wegen der Aquivalenzbeziehung E = m, c?
— auch eine Masse. Hsist

hv' = mgyc2. (9.1)
Fiir die Schwingungsamplitude im gestrichenen System gilt
VY, sin2nv t . (9.2)
Der Beobachter im ungestrichenen System findet
YW, sin2x (t_cﬁzx), (9.3)
v
e

d. h., er miBt eine verdnderte Frequenz

2
P P . S (9.4)
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die Phasengeschwindigkeit ergibt sich gema8 (9.3) zu

w= . (9.5)
v

Die Wellenlange ist
?)2
h l/ 1——
2 2
PR R (9.6)

v oW mec®  mu’

Das ist die de-Brogliesche ,,Materiewellenlange®‘.

Auf diese Weise folgerte DE BROGLIE aus der Relativititstheorie die nach
ihm benannte Beziehung, die experimentell exakt bestatigt ist, z. B. bei
Beugungsversuchen mit Elektronen oder Neutronen.

9.7. Phasen- und Gruppengeschwindigkeit einer Welle
als Folgerung aus der Lorentz-Transformation

Fiir einen ruhenden Beobachter im gestrichenen System sollen an den
Punkten #; und z, zwei Schwingungen mit gleicher Phase auftreten;
gleichzeitig sei die Amplitude Null, wenn ¢, = ¢;.

Fiir einen im ungestrichenen System ruhenden Beobachter sind die Zeiten
ty==t, d.h. At =t, — t, &= 0.

Das ergibt sich aus den Transformationsformeln:

’ v o, ’ v o,
t + C—le ty + Cin?
fp = —o——— und fy=-—orr—o—,
= =7
wonach
v, ,
Eg—(w2 - xl) »
e L T
ist.

Die Schwingungen, die in jedem Punkt 2’ (des gestrichenen Systems) mit
gleicher Phase erfolgen, erscheinen dem ruhenden Beobachter (in S) als
eine Welle, in der jeder Punkt mit einer Phasenverschiebung gegen seinen
Nachbarn schwingt. In der Zeit At = T schreitet diese Welle um Az = 4
fort: T ist die Schwingungsdauer und 4 der Abstand zwischen den Punkten
der Welle, die in gleicher Phase schwingen; 4 ist also die Wellenldinge und
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1/T = v die Frequenz. Man erhélt somit
1
M=T===2;
y ¢
und daraus
2
Av=—.
v
Dabei ist A v = u die Phasengeschwindigkeit der Welle.
Damit folgt die wichtige Beziehung (9.5)

2
w=— oder wv=ck.
v
Die Phasengeschwindigkeit » kann groBer als ¢ werden; hingegen kann v
niemals groBer als ¢ werden.
Die Phasengeschwindigkeit % findet man auch aus der Verkniipfung der
quantenphysikalischen und relativistischen Beziehungen fiir Energie ¥

und Impuls p

2
E=_"T0% 1y, 9.7)
Jr-z
Tz
m, h
p = — 0'”2 ‘7; (9.8)
/-
02
E hy ¢
S et 7 iairs (9.9)

Fir Licht ist w = E/p = ¢, also auch v = ¢. In diesem Fall sind Phasen-
und Gruppen- bzw. Signalgeschwindigkeit gleich.

Wenn u > ¢ ist, so liegt durchaus kein Widerspruch zur SRT vor; denn
diese sagt aus, daBl nur eine mit Energietransport verbundene Geschwin-
digkeit » (Gruppen- oder Signalgeschwindigkeit) hochstens gleich ¢ sein
kann. Mit der Phasengeschwindigkeit 4 kann keine Energie iibertragen
werden ; nur fiir Photonen im Vakuum ist u = c.

9.8. Uberlichtgeschwindigkeit und Tachyonen

Im vorstehenden ist wiederholt darauf hingewiesen worden, dafl die groBt-
mogliche Korpuskulargeschwindigkeit, Gruppen- und Signalgeschwindig-
keit die Vakuum-Lichtgeschwindigkeit ¢ ist. Es kann also keine Energie-
oder Signalgeschwindigkeit mit » > ¢ geben.



9. Beispiele und Anwendungen 137

Zu den Uberlichtgeschwindigkeiten, die in der Physik auftreten, muf} zu-
nichst folgendes festgestellt werden:

1. Es ist moglich, daB in einem Medium mit dem Brechungsindex n > 1

z. B. Elektronen eine groBlere Geschwindigkeit haben konnen als die
Lichtgeschwindigkeit ¢y in diesem Medium: » > ¢y. Allerdings ist
im Vakuum (n = 1) stets v < ¢ erfiillt, was dem Inhalt des ,,Prinzips
von der Konstanz der Lichtgeschwindigkeit“ entspricht; hierbei ist
stets die Vakuum-Lichtgeschwindigkeit gemeint.
Dringt ein energiereiches, elektrisch geladenes Teilchen mit der Ge-
schwindigkeit v > ¢y in ein Medium ein, in dem die Phasengeschwin-
digkeit des Lichtes ¢y = ¢/n betrigt, so tritt die Tscherenkow-Strah-
lung auf, die innerhalb des Winkelbereiches &« zu beobachten ist:
cosx = c/n v; hierin ist « der Winkel zwischen der Flugrichtung des
Teilchens und der Richtung des Tscherenkow-Lichtes. Die in diesem
Sinne zu verstehende ,,Uberlichtgeschwindigkeit eines Teilchens® ist
also kleiner als die Vakuum-Lichtgeschwindigkeit.

2. In der Optik sind Medien bekannt, die fiir einen bestimmten Wellen-

langenbereich einen Brechungsindex n <1 besitzen. In diesem Fall
treten Phasengeschwindigkeiten w auf, die groBer als die Vakuum-Licht-
geschwindigkeit sind.
Allerdings lassen sich mit Phasengeschwindigkeiten keine Signale iiber-
mitteln. Die Signalgeschwindigkeit bleibt — in Ubereinstimmung mit
der Relativititstheorie — fir alle Medien (incl. Vakuum) < ¢. Fir
Rontgenstrahlen ist ebenfalls n < 1.

3. Uberlichtgeschwindigkeiten treten als frequenzabhingige Phasenge-
schwindigkeiten von Materiewellen auf. Zwischen der korpuskularen
Geschwindigkeit v eines Teilchens und der Phasengeschwindigkeit
seiner de-Broglie-Welle gilt die Beziehung v u = ¢
Da die Bahngeschwindigkeit v des Teilchens stets kleiner als c¢ ist,
folgt # > ¢. Aus dem allgemeinen Zusammenhang zwischen der Grup-
pen- und der Phasengeschwindigkeit (%, und )

1 1 vdu d[1
u, w wrdy dy\2
148t sich zeigen (Aufgabe 10.4.), dafl u, = vist. Es ist stets u; < c und
v < ¢. Nur im Falle von Licht gilt v = ¢ = ».

4. Gibe es einen ideal starren Kérper, so kénnten sich Wirkungen mit
Uberlichtgeschwindigkeit ausbreiten. Wegen der Tatsache, dafl stets
v < ¢ ist, und wegen der Massenverinderlichkeit existiert nach den
Erkenntnissen der SRT kein ideal starrer Kérper. Betrachtet man einen
um ein Drehzentrum rotierenden materiellen (sehr langen) Stab, so



138 Spezielle Relativitdtstheorie

wiirde fiir einen Punkt dieses Stabes im Abstand » >1km = 103 m
bei einer Kreisfrequenz o = 3 - 105 571 eine Kreisbahngeschwindigkeit
v = @ r, also v > ¢ folgen, was aber ausgeschlossen ist.

Ein bewegtes materielles Dreieck hat im System S andere Winkel als
im System S8’; siehe hierzu die Transformationen der Winkelfunk-
tionen Gl. (6.19). Damit ist gezeigt, dal es keinen ideal starren Korper
gibt und die Signalgeschwindigkeiten stets v < ¢ bleiben.

Uberlichtgeschwindigkeiten sind als (geometrische) Schnittpunktge-
schwindigkeiten vg > ¢ denkbar. Als Versuchsanordnung wihle man
einen in der z,y-Ebene um # = — a, y = 0 rotierenden Zeiger. Dieser
Zeiger iiberstreiche die y-Achse.

Der Schnittpunkt mit der y-Achse wandert mit zunehmender Geschwin-
digkeit zu héheren y-Werten und kann — bei durchaus endlicher Lange
— fiir Winkel nahe /2 Uberlichtgeschwindigkeit erreichen.

Auch in diesem Fall wird das Gesetz der Lichtgeschwindigkeit im
Vakuum als Grenzgesetz fiir die Signaliibermittlung nicht verletzt. Je
zwei aufeinander folgende Schnittpunkte stehen in keinem kausalen
Zusammenhang. Die Hochstgeschwindigkeit fiir die Ausbreitung einer
Ursache-Wirkung-Kette bleibt die Vakuum-Lichtgeschwindigkeit.
Einrotierender Laserstrahl mit einer Umdrehung je Sekunde iiberstreiche
denMond in einer Entfernung von400000km. Der Lichtfleck ,,wandert*
dann tber je zwei Orte auf dem Mond mit » = r @ = 400000 kms™1, also
mitv > ¢. Eine Signaliibertragung von einem Mondort zu einem zweiten
mit Uberlichtgeschwindigkeit ist aber dadurch nicht gegeben. Die Signal-
geschwindigkeit bleibt stets v < ¢.

In einer Arbeit von G. FEINBERG!) wurde untersucht, ob sich Widerspriiche
zur Relativitdtstheorie und damit zu den giiltigen Naturgesetzen ergeben
konnten, wenn es ,,Teilchen gébe, die eine grolere Geschwindigkeit als ¢
hétten. Diese hypothetischen ,,Teilchen® mitv/¢ >>1, Tachyonen!) genannt,
sind zunédchst reine Gedankengebilde.

Diese hypothetischen Gebilde stehen nicht im Widerspruch zur SRT. Nach
wie vor gilt fir alle Massen und Signale v < ¢. Es wird keinen Austausch
von Tachyonen-Signalen, etwa einen Tachyonen-Funk, geben.

1) FEINBERG, G.: ,,Possibility of Faster-Than-Light Particles. Physic. Rev.

Letters (1967) 1089. — Sci. American 222 (1970), H. 2, 68.

Weitere Literatur tiber Tachyonen:

BiLanivg, O. M., V. K. DEsHPANDE, and E. C. G. Sunarsuax: ,,Meta“
Relativity. Amer. J. Physics 80 (1962) 718.

TrOOLESS, D. J.: Causality and Tachyons. Nature 224 (1969) 506.
Baxrorp, G. A., D. L. Book, and W. A. NEwcouB: The Tachyonic Anti-
telephone. Physic. Rev. 2 (1970) 263.

GLUcg, M.: On the Existence of Tachyons. Nuovo Cimento 1 A (1971) 467.
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Die Schranke v = ¢ ist sowohl fiir Teilchen mit Unterlichtgeschwindigkeit
als auch fiir Tachyonen mit ¥ > ¢ uniiberschreitbar.!) Jede Abbremsung
der Tachyonen auf v = V < ¢ wiirde der SRT widersprechen. Diese
hypothetischen Gebilde sollen — wenn sie iiberhaupt existieren — nur im
Bereich V > ¢ vorkommen.

Fir Photonen, die nur mit v = ¢ existieren, ist die Ruhmasse m, = 0; fur
Tachyonen hingegen ergibt sich eine imaginire Ruhmasse m, = ¢ ug (u ist
reell). Diese Tatsache ist wie m, = 0 physikalisch bedeutungslos, da in
beiden Féllen der Ruhezustand nicht realisierbar ist.

Die relativistischen Beziehungen fiir Energie und Impuls

B M c? p— Mg v
yr—pe’ y1—p?
bleiben fir B = > 1 — wenn man imaginire Ruhmassen zuliBt —
reell:
B [ _ _MeB
VB2 — 1 yBY —1

Fir die Tachyonen wird statt § das Symbol B und statt v das Symbol V
verwendet.

Aus diesen Gleichungen folgt, da £ und p mit wachsender Geschwindig-
keit der Tachyonen abnehmen und fiir v —> oo gilt: £ — 0 und p — p4 c.
Beim relativistischen Additionstheorem der Geschwindigkeiten finden
zwei Beobachter, die sich mit der Relativgeschwindigkeit v < ¢ bewegen,
keinen Widerspruch zur SRT, denn beide finden fiir ein und dasselbe
Tachyon V > ¢ bzw. V' > ¢ (vgl. Aufgabe 3.10.).

Die Diskussion des Zeitablaufes der Tachyonenbewegung fithrt im Zu-
sammenhang mit dem Kausalgesetz zu der Hypothese von Antitachy-
onen.

Wendet man die Lorentz-Transformation auf ein Zeitintervall an, in dem
ein Tachyon beobachtet wird, so gilt

A :(At—%z]x)k
c
und wegen & = V At; Ax=uy — a5 At =1t, — ¢,

At = At(l _ ”Cf)k.

Wegen V > ¢ kann man auch » ¥V > ¢? erreichen.

1) Beziiglich der Lichtbarriere unterscheidet man: v < ¢ Tardyonen, v = ¢
Luxonen (Photon, Neutrino), » > ¢ Tachyonen.
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Damit aber erhilt At das entgegengesetzte Vorzeichen wie A¢. Fiir den
S’-Beobachter erweist sich demnach der Zeitablauf umgekehrt wie fiir den
S-Beobachter. )

Aus der Beziehung A¢'/At = E’'|E = (1 — v V[c?) k erkennt man, daB
der Beobachter S eine positive Energie miflt, der Beobachter S’ eine
negative Energie messen kann — falls v V/e2 > 1.

Das bedeutet gemall der Diracschen Lochertheorie, dall es sich bei Teil-
chen mit negativer Energie um Antiteilchen handelt. Somit ist auch die
vermeintliche Zeitumkehr aufgeklart: Wenn § am Ort z, zur Zeit ¢, < ¢,
die Emission eines Tachyons mit positiver Energie £ und am Ort z, zur
Zeit t, die Absorption feststellt, so findet S" in einem fiir ¢hn fritheren
Zeitpunkt ¢, < ¢; die Emission eines Antitachyons und in dem fir ihn
spiteren Zeitpunkt ¢; dessen Absorption.

Danach ist die Absorption eines Tachyons gleichwertig der Emission
eines Antitachyons.

Die Signaliibertragung mit ¥V = » > ¢ bleibt grundsétzlich unméglich, da
die Beobachter nicht mehr durch die Lorentz-Transformation verbunden
sein konnen. Die Lorentz-Invarianz des Naturgeschehens wire in Frage
gestellt; die Lichtgeschwindigkeiten wéren fiir relativ bewegte Beobachter
verschieden. Das aber widerspricht der experimentellen Erfahrung.

Die Tachyonenhypothese widerspricht nicht dem speziellen Relativitéats-
prinzip, aus dem folgt, dafl die Lichtgeschwindigkeit fiir ¥ — ¥V und fur
V — v eine Barriere darstellt: Ein Teilchen kann nicht auf Uberlichtge-
schwindigkeit beschleunigt werden; ein Tachyon kann nicht auf Unter-
lichtgeschwindigkeit gebracht werden.

Allerdings wiirden Tachyonen dem Einsteinschen Kausalitdtsprinzip
widersprechen: Von zwei wirkungsméBig verbundenen Ereignissen F, und
E, muB} E, die Ursache von E, sein und zeitlich friher stattfinden.

Diese zeitliche Reihenfolge von Ursache und Wirkung besteht aber nur
dann, wenn die Ereignisse ,,zeitartig** oder , lichtartig** zueinander liegen
(Abb. 5.4).

Verbindungen zweier Ereignisse durch Uberlichtteilchen (Tachyonen)
liegen ,,raumartig* zueinander.

Zwischen ,,raumartig® gelegenen Ereignissen kann es nach Einstein kei-
nen Wirkungs- oder Signalaustausch geben, da in diesem Fall das Kausali-
tatsprinzip verletzt wird.

Die bisherige experimentelle Suche nach Tachyonen?) ist ergebnislos ver-
laufen. Man suchte z. B. nach einer Tscherenkow-Strahlung von Tachy-
onen, die bei der Absorption von Gamma-Quanten entstehen sollten.?) Hier-
bei bleibt die Frage offen, ob es moglicherweise ungeladene Tachyonen
gibt, die demzufolge keinen Tscherenkow-Effekt zeigen.

1) Physic. Rev. Letters Febr. 1970 S. 69.

2) ALvAGER, T., and M. N. KrersLEr: Phys. Rev. 171 (1968) 1357.
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Es wurde u. a. auch eine Fiille experimenteller Daten von Reaktionen bei
Elementarteilchen gepriift, ob die Energie-Masse-Bilanzen bzw. Energie-
Impuls-Bilanzen stimmen. Da Tachyonen eine imagindre Ruhmasse be-
sitzen, ist das Quadrat dieser Teilchenmasse negativ, was sich bei Anwen-
dung des Energie-Impuls-Satzes bemerkbar machen miiB3te.

Die Existenz von Tachyonen konnte damit experimentell nicht bewiesen
werden, aber sie ist auch nicht vollig widerlegt, jedoch sehr in Frage ge-
stellt.

Die moderne Physik kennt weitere hypothetische Teilchen: Quarks (als
,,Bestandteile“ der Mesonen und Baryonen), intermedidre W-Bosonen
(als Trager des Feldes der schwachen Wechselwirkung beim Beta-Zerfall)
und die magnetischen Monopole, deren Existenz ebenfalls experimentell
nicht erwiesen ist. Die Nichtexistenz hypothetischer Teilchen kann durch
Experimente nicht bewiesen werden, sondern einzig und allein durch
logisch begriindete Untersuchungen.

9.9. Kernphysikalische Prozesse im Labor- und Schwerpunktsystem

Betrachtungen im Labor- und Schwerpunkt-System haben in der Kern-
physik und vor allem in der Hochenergiephysik groBe Bedeutung. Fiir
Kernreaktionen ist der im Schwerpunktsystem auftretende Energiewert
maBgeblich, der sich auf die umzuwandelnde Energie bezieht. Die Mes-
sungen der hochenergetischen Prozesse erfolgen im allgemeinen im La-
borsystem. Deshalb spielt die Kenntnis des Zusammenhangs beider
Systeme, die Inertialsysteme darstellen, eine groBe Rolle.

Das Schwerpunktsystem ist ein Inertialsystem, in dem der Schwerpunkt
der gemeinsamen Bewegung in Ruhe bleibt.

Das Laborsystem ist ein Inertialsystem, in dem das gestoBene Teilchen
(z. B. ein Target), das vor dem Stof ruht, als Ruhesystem betrachtet wird.
Physikalische Vorginge kénnen vollig gleichberechtigt sowohl im Labor-
als auch im Schwerpunktsystem dargestellt werden. In vielen Fillen er-
weist sich die Berechnung der Energiebilanz, z.B. bei unelastischen Sté8en,
im Schwerpunktsystem als einfacher und iibersichtlicher.

Insbesondere ist es in der Hochenergiephysik zweckmiBig, sich bei der
Betrachtung von Stofvorgingen des Schwerpunktsystems zu bedienen.
Fir die naturgemal auftretenden hohen Teilchengeschwindigkeiten ist
bei den Berechnungen im Schwerpunktsystem die nichtlineare Addition
der Geschwindigkeiten zu beachten.

Das wesentliche Ziel der nachstehenden Betrachtungen ist es zu zeigen,
dal3 bei der Erzeugung eines Antiteilchens aus einer unelastischen StoB-
reaktion die kinetische Energie der auf ein Target geschossenen Teilchen
z. T. betrachtlich hoher liegen muB, als es die Ruhenergie des erzeugten
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Antiteilchens erfordert. Das erklirt z. B. die Frage, warum man zur Er-
zeugung von Antiprotonen etwa 5,6 GeV benétigt, obwohl die Ruhenergie
nur 0,938 GeV betrigt.

Speziell wird im folgenden eine zu kernphysikalischen Zwecken fiir Berech-
nungen im Schwerpunkt- und Laborsystem wichtige Energiebeziehung
hergeleitet und diskutiert.

Bei wachsenden Teilchenenergien wird die Ausnutzung dieser Energien
immer unékonomischer. Fiir Energieumsetzungen ist nur der im Schwer-
punktsystem vorhandene Teil der Energie reagierender Teilchen verfiig-
bar.

Werden Teilchen auf ein ruhendes Target geschossen, so steigt bei kleinen
Energien (B, < E,) die fiir Kernreaktionen verfiighare Energie propor-
tional zur Energie des betreffenden Beschleunigers an, bei groBen Ener-
gien (Eyin>> E,) hingegen nur noch proportional zur Quadratwurzel der
Beschleunigungsenergie.

Es wird der einfachste Fall des zentralen Stoles eines beschleunigten Teil-
chens auf ein zweites betrachtet, das im Laborsystem ruht. Fir relativi-
stische Teilchen gilt das Einsteinsche Additionstheorem der Geschwindig-
keiten in der Form — vgl. (3.22) —

2 ’
p= T (9.10)

= pavE
1-4+-[—
()

Hierin ist v die Geschwindigkeit des Teilchens im Laborsystem und ¢ die

Geschwindigkeit im Schwerpunktsystem.
Aus der relativistischen Beziehung (4.17) fir die kinetische Energie

Eyp=eU=Ey[———x—1 mit  Ey = m, c?

folgt fiir das Schwerpunktsystem

e

r_ LE"_ (9.11)

14.° U ’
B,
und fiir das Laborsystem
sy ors
v _ VP By (9.12)
P . .

eU
1+ F,

0
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Wenn mit Hilfe der Gleichungen (9.11) und (9.12) ¢’ und v aus Gl. (9.10)
eliminiert werden, erhdlt man schlieBlich die im Schwerpunktsystem ver-
fiighare Energie

S eU
By=2EB||/1+2-—1]).
=)

Im einzelnen sind folgende Rechenschritte erforderlich: Aus Gl. (9.10)

folgt
’\2 7
[ -+)3er-e
¢ c/) v

7 42-'7
v_e V(z) Ry
[5] v v

Hierin ist nur die negative Wurzel physikalisch sinnvoll, da wegen ¢fv > 1
andernfalls v"/c > 1 wiire.

In
v c v?
1 =l1-=
c v(l V 02)

substituiert man fiir ¢/v den Ausdruck von Gl. (9.12) und fiir die Wurzel

P ' U
}1 — v?/c* den Bruch 1 / (1 - eE ) Dann erhilt man
0

also

1+eU’2
5= oy o)
—| = 1
c

e U\2 eU e U
(E)“fo L g,
e U\2
(v')z_ B, 1
<) =t v &
(7@:)*"2}3 1+207

Kombiniert man diesen Ausdruck mit Gl. (9.11), so folgt:
e U’\? eU’
il 22 7

(v’) ! _(EO) 27,
c) . B, e U'\?

142 % (1 +5, )
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Hieraus erhélt man die quadratische Gleichung
e U'\? elU" eU 0
E, E, 2E,

also

el 1 1 eU
B, Ef' e,

Hier ist nur die positive Wurzel physikalisch sinnvoll, da andernfalls die
Energie stets negativ wire.
Es folgt also schlieBlich

eU 1l

2K,

- Eo(]/lv—}-

Wenn zwei Teilchen mit einer im Schwerpunktsystem verfiigbaren Ener-
gie von je e U’ betrachtet werden, ist By = 2 ¢ U’, also

Bs—2e0 =28, (11 °0 _ 9.13)
s o(l/l =y 1). (

In allgemeinerer Form lautet diese Beziehung fiir die verfiighare Energie

2 my By 1) (9.14)

By = (mg + mg) c? (Vl + (ﬁm@ -

In GI. (9.14) bedeuten E;, die im Laborsystem gemessene kinetische Ener-
gie der Teilchen mit der Ruhmasse my und myg die Ruhmasse der Target-
kerne.

Gl. (9.13) folgt fir mp = myg aus Gl. (9.14).

Die verfiigbare Energie Eg als Funktion der ,,Laborenergie* Ky ist gemal
Gl. (9.13) fiir den ZusammenstoB zwischen Protonen in Abb. 9.5 dar-
gestellt.

Aus Gl (9.13) bzw. aus der graphischen Darstellung entnimmt man, daf3
z. B. bei der Erzeugung von Antiprotonen eine héhere Energie als die
Protonenruhenergie aufgebracht werden muB.

Um diese Ruhmasse von 938 MeV a 1 GeV zu erzeugen, mull man im
Laborsystem einen Protonenbeschleuniger von mindestens 5,6 MeV zur
Verfiigung haben. Wihrend bei nichtrelativistischen Protonen, die auf
ruhende Protonen geschossen werden, die Hilfte der Protonenenergie als
Reaktionsenergie im Schwerpunktsystem umgesetzt werden kann, ver-
schlechtert sich diese Ausbeute mit wachsender Energie.

Bei 25 GeV wiirde die Ausbeute nur noch 209, bei 1000 GeV nur noch
49, betragen.



9. Beispiele und Anwendungen 145

3,
R

4

1

LB REAL

rr T T T TT]T”I LIS AL

P
S fol(gn—»
EN

TTIT

Eg=2E,(V1+5£-1) )

T

95664

-

S
=
3

Energie zweier zusammenstoBender Profonen im Schwerpunkfsystem
3
e
T

T

T5UG

Lalnin

-
=)
£

Lo b

|

Lol Lol Lol Lol R
8 9 10 i 3 3

10 4 10 ) 10 10 ) 10 ey 0

Kinetische Energie des stoenden Protons im Laborsystem eV -

-
S
~

Abb. 9.5

Konnte man hingegen zwei Protonenstrome von je 25 GeV aufeinander-
schieflen, so stiinden als Reaktionsenergie 50 GeV zur Verfigung. Zur
Erzeugung von 50 GeV mit einem feststehenden Target miilite man —
vgl. graphische Darstellung — die Protonen auf 1440 GeV beschleunigen.
Auf 2000 GeV mufiten Protonen beschleunigt werden, damit eine Reak-
tionsenergie von 60 GeV verfiigbar wird.

Diese .,Laborenergien® findet man durch Umstellen der Gl. (9.13)

U/

2eU:2eU’(6 +2) (9.15)
E,

und der Protonen-Ruhenergie £, = 0,938 GeV.

Wie man erkennt, wiirde es grole Vorteile mit sich bringen, wenn man
Protonen gleicher Energie aus entgegengesetzter Richtung aufeinander-
schieBen konnte.

10 Melcher, Relativitatstheorie
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Hierbei bleibt der Schwerpunkt in Ruhe. Diesem Zweck dienen die Spei-
cherringe. Das Prinzip der Speicherringe ist in Abb. 9.6 dargestellt.

Vorbesch/eumgung
p P3| Profonensynchrotron

/-ﬁ

§

Abb. 9.6

Die Strahlenweiche W pulst Protonenstrome abwechselnd in den linken
und den rechten Ring.

Aus Gl. (9.13) ergibt sich durch Naherungsbetrachtung (Reihenentwick-
lung) die klassische Gleichung fir By > e U; e U = m v?/2

E5=2E0(1+ie—q+---*l)

1
By = " v? = —— Hyin

oder
Ekin =2 E’S s

was man auch aus Gl. (9.15) berechnen kann.

Mit Hilfe des Protonensynchrotrons erzeugt man hochenergetische Pro-
tonen. Die Strahlenweiche bringt abwechselnd Protonenstréme in die
eine oder andere Richtung, so daf} sie gegeneinander gelenkt werden kon-
nen. Der eine Strahl stellt dann das bewegte Target des anderen dar. Um
eine hinreichende Ausbeute der StoBprozesse zu erzielen, miissen Teilchen-
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strahlen hoher Dichte, also méglichst gro3e Teilchenstrome, zur Verfiigung
stehen. Das ist die Aufgabe der Speicherringe, die bei extremem Vakuum
diese Teilchenzahlen ansammeln.

Trotz einer Speicherung von Protonenstromen der Grdéfenordnung von
etwa 20 A iiber 24 Stunden ist die Ereignisrate noch etwa 10® mal so klein
wie beim Beschull eines ruhenden Targets, das eine viel gréfere Dichte
hat. Ohne Speicherung wéren die StoBausbeuten aber praktisch gleich
Null.

In Nowosibirsk ist ein Protonen-Antiprotonen-Speicher im Bau, so dal
Beschleuniger und Speicher in einem Gerdt untergebracht werden kénnen.
Mit Elektronen-Positronen-Speicherringen wird dort bereits gearbeitet.

9.10.  Doppler-Verschiebung der Spektrallinien

Beim Auftreten des Doppler-Effektes in der Akustik spielt das Medium
(als Bezugssystem) zwischen Schallquelle und Schallempfianger eine bevor-
zugte Rolle. Ein entsprechendes tragendes Medium (,,Ather*) gibt es im
Falle der Lichtausbreitung nicht. Fur die Lichtausbreitung im Vakuum
sind alle Bezugssysteme gleichbercchtigt; in jedem System mifit man den-
selben Wert von ¢ unabhingig vom Bewegungszustand der Lichtquelle.
Es spielt allein die Relativbewegung zwischen den beiden Systemen Licht-
emitter und Lichtempfanger eine Rolle.

Die Geschwindigkeit zwischen Erde (Empfinger) und Fixstern (Sender)
sei v. Die Schwingungsdauer des ausgesandten Lichtes sei auf dem Stern
T’ ; auf der Erde miflt man 7. Es wird ein Punkt auf der Wellenflidche des
Lichtes zur Zeit ¢t betrachtet, der die Abszisse # im ruhenden Koordinaten-
system besitzt. Die Transformation ist dann durch die Beziehung (3.13)

gegeben. Nach Ablauf einer Schwingungsperiode 7' hat # um 7" zugenom-
men. Uberdies hat sich die Abszisse x um die Wellenldnge A = ¢ T ver-
kleinert. Fiir diesen Zeitpunkt lautet die Transformationsformel somit

10*
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Die Differenz der beiden Gleichungen fithrt zu

v v

1+— - 1+ -
T =T —_ Cﬁr oder /i 1
/ P2 )

Mit 1/7 = v und 1/7" = »’ folgt

v
1 -2
, ¢
v =9 )
1+
c

also eine Verkleinerung von », d. h., es handelt sich um eine Rotverschie-
bung.

Im umgekehrten Fall, wenn sich Empfénger und Sender einander nihern,
liegt eine Violettverschiebung vor.

Bewegte und ruhende Quellen sind voéllig gleichwertig, was durch die Sym-
metrie in der Gleichung

v’ 1+~QC) 71:1/1~Z

zum Ausdruck kommt. Der Doppler-Effekt beruht einerseits auf dem
GroBerwerden des Abstandes zwischen Quelle und Empfinger wihrend
einer Schwingungsperiode des Lichtes, andererseits aber auf der relativi-
stischen Zeitdilatation beim Ubergang zwischen zwei bewegten Systemen.
Obige Beziehung fiir »’ ist ein Spezialfall der Beziehung (6.4).

T2
1— Y cosa ] 1— 2)72

¢ c

YV =9 mee—  bzw. YV =p ——————

2 v
l_v,, 14+ —cos&
c? c

wenn x — 0 bzw. o’ = (0 ist.

9.11.  Aberration, Doppler-Effekt und relativistisches Raumfahrzeug

Relativistische Effekte werden um so groBer und damit deutlicher, je
weniger sich die Geschwindigkeit v eines bewegten Systems (bzw. die
Relativgeschwindigkeit v zweier bewegter Systeme) von der Vakuum-Licht-
geschwindigkeit unterscheidet.
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. . 4 .
Fiir einen mit v = 5 bewegten Kosmonauten!) verdndert sich das Bild

des Sternhimmels, und zwar sowohl beziiglich der Sternverteilung als auch
beziiglich der zu beobachtenden Wellenldingen oder Frequenzen der Spek-
tren.

Angenommen, ein ruhender Beobachter nehme eine gleichméaBige Ver-
teilung der Sterne im Raum wahr. Fir einen bewegten Beobachter fillt
das Licht eines Sterns aber unter einem anderen Winkel ein (Aberration).
Ihm erscheinen die Sterne daher in einer anderen Anordnung. Blickt er in
Fahrtrichtung, so scheinen die Sterne dichter zu liegen; blickt er zuriick,
so stellt er den entgegengesetzten Effekt fest: die Sterne riicken zum Blick-
feldrand auseinander.

Der Halbraum 2 zz schrumpft zu einem Kegel zusammen, dessen Winkel
an der Spitze von v/c abhdngt. Nimmt man eine Reisegeschwindigkeit

4 . . .
von v = — ¢ an, so ergibt sich als (relativistische) Aberration (6.22):

v

c 4/5 4
tan x = — —

V T Y925 3
] —

o2
Daraus folgt « = 53,1°.

Der Gesichtskreis von 180° im Meridian erscheint nunmehr unter 136,9°.
Bei groBleren Geschwindigkeiten schrumpft dieser Gesichtswinkel weiter

zusammen: Fir v = % 1/37: 0,866 ¢ ergibt sich 30°, fir v = 0,95 v folgt

18,2°. Bei v = ¢ schrumpft dieser Winkel auf Null zusammen.
Betrachtet man nunmehr einen Fixstern, den das relativistische Raum-
schiff passiert, so erscheinen dem bewegten Beobachter auch die Frequen-
zen der Spektrallinien geméaB der Doppler-Beziehung (6.4) gedndert:

v v?
1 — —cosx 1_,2,
, ¢ , c

oder Yy =y —— ——— .

Fiir eine bestimmte Geschwindigkeit existiert allerdings ein Winkel, unter
dem der ruhende und der bewegte Beobachter dieselbe Frequenz einer
Spektrallinie beobachten. Er kann aus der vorstehenden Gleichung fiir

1) Zur Frage des Energiebedarfes bei solchen Reisegeschwindigkeiten siehe
9.15. und 9.16.
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. 4
9 mit ¥ = v berechnet werden. So ist z. B. bei v = 5 c

T
T
¢ _1-36 o

cosx = - ==

v
Cc

also im ruhenden System:a = 45°;
im bewegten System: o« = 135°.

<Fﬁr - % V3 folgt & = 54,7°; im bewegten System o = 125,3°.
c
4
Dem in Fahrtrichtung blickenden Kosmonauten v = 5 erscheinen die

Spektrallinien von hoherer Frequenz. Fiir « — 135° milt er dieselben
Frequenzen der Spektrallinien wie ein ruhender Beobachter. Firx < 135°
mifBt er hingegen hohere Frequenzen (Violettverschiebung). Blickt der
Kosmonaut in die Riickwirtsrichtung, so miBit er innerhalb des fiir ihn
sichtbaren Kegels (« < 135°) geringere Frequenzen als der ruhende Be-
obachter (Rotverschiebung).

Das bedeutet, daB der Kosmonaut eine Verdnderung im Spektrum des
Fixsternes beobachtet. Er stellt bei Annidherung — als Funktion von
und & — eine Verschiebung des Spektrums fest, das ja unterschiedliche
Anteile der einzelnen Spektralkomponenten enthilt. So wird z. B. bei
Anniherung auch ein Teil der Infrarotstrahlung sichtbar, wihrend der
Ultraviolettbereich in den ,,Réntgenbereich riickt und in der ,,Riick-
blickrichtung‘ sichtbar wird. (Ausgenommen ist hierbei die Beobach-
tungsrichtung, fir die »* = » ist).

9.12.  Doppler-Effekt und M6Bbauer-Effekt

Der Doppler-Effekt tritt auf, wenn zwischen einem Signalgeber (Sender,
Emitter) und Empfianger (Absorber) eine Relativgeschwindigkeit vor-
handen ist. Man miBit dann eine Frequenzinderung A» bzw. eine relative
Frequenzénderung Ay/v.

Unter dem MoBbauer-Effekt!) versteht man die riickstofifreie Kern-
resonanzabsorption. Unter bestimmten Bedingungen kénnen Atomkerne,
die ein y-Quant einer definierten Energie emittieren, diese Quanten auch
absorbieren. Voraussetzung dafiur ist, dall Emitter und Absorber Atom-

1) Benannt nach RupoLr L. MOssBAUER, der diesen Effekt 1958 fand und
dafiir 1961 den Nobel-Preis fiir Physik erhielt.
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kerne gleicher Protonen- und Neutronenzahl sind, die keine (oder nahezu
keine) RiickstoBenergie abgeben bzw. aufnehmen.

Die Uberfiihrung eines Atomkernes aus dem Grundzustand in einen ange-
regten Zustand (Resonanzabsorption) ist nur moglich, wenn Sender und
Empfinger nicht verstimmt sind. Ein Absorptionsakt, d. h. Aufnahme
des y-Quantes durch einen absorbierenden Kern, findet nicht statt, wenn
das ankommende Quant auf den Kern noch kinetische Energie iibertragt.
Man muB} dafiir sorgen, dall der Atomkern beim Absorptionsakt nicht ,,aus-
weichen’ kann. Andererseits darf auch der emittierende Kern infolge der
ihm durch Rickstol (Impuls) erteilten kinetischen Energie nicht aus-
weichen. da sonst dem y-Quant ein geringerer Energiewert zur Verfiigung
steht. auf den der Absorber nicht anspricht. Durch Anwendung des Dopp-
ler-Effektes wird also die Kernresonanzabsorption aufgehoben. Die er-
haltcne MeBkurve entspricht etwa der Form der emittierten y-,,Linie‘.
Bemerkenswert ist, daB zur Aufhebung der Resonanzabsorption nur kleine
Relativgeschwindigkeiten in der Groflenordnung von einigen Millimetern
in der Sekunde erforderlich sind. Das hingt damit zusammen, da8 die
v-Linien auBlerordentlich scharf sind, d. h., daf sie eine geringe Halbwerts-
breite') besitzen.

Je schirfer die Linien sind, d. h., je geringer die natiirlichen Linienbreiten
sind, desto groBer ist die Genauigkeit, mit der relative Frequenz- bzw.
Energicanderungen gemessen werden konnen. Bei einer vollen Linien-
breite bei dem 129 keV-Ubergang des angeregten '22Pt-Kernes ergibt sich
mit der Linienbreite AE = 5 - 107% eV eine Genauigkeit

AE  5-107%eV
—— e Y . -11 .
B 129000 eV 4-10

Der angeregte ‘J2Pt-Kern entsteht durch f-Zerfall des '331r.?)

Besondere Bedeutung hat der 14,4 keV-Ubergang von 37Fe erlangt. Hier
ist die primire Quelle der Positronenstrahler }iCo. Das diesem Uber-
gang entsprechende y-Quant hat eine wesentlich geringere Linienbreite;
auBerdem entfillt bei dieser MéBbauer-Quelle die Kithlung. Fiir 5Fe ist
AE|E = 3 - 10713

1) Halbwertsbreite: die bei der halben maximalen Linienintensitdt gemessene
Breite des Linienprofils. Nach Abb. 18 ist die Halbwertsbreite etwa 5- 10-%eV,
was gleichbedeutend mit der natiirlichen Linienbreite ist.

2) y-Quanten werden von dem durch Kernzerfall entstehenden Tochterkern
emittiert. Man verwendet im vorliegenden Fall also ein Pt-Target als Ab-
sorber.
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Die vorstehenden Betrachtungen zeigen, dafl man den MoBbauer-Effekt
in Verbindung mit dem Doppler-Effekt zur Messung geringster Frequenz-
und Energiednderungen einsetzen kann.
Der Impuls p = m v und die (klassische) kinetische Energie Ey;, = m v%/2
sind durch die Beziehung (4.31) verkniipft:
p?
K kin — om .

Der Impuls p des y-Quantes ist durch p = k »/c gegeben. Dadurch wiirde
ein Atomkern im freien Zustand die RiickstoBenergie

hv)?
Ekin'—( )

=5 1
2mc? (9.16)

erhalten. Damit Emitter und Absorber nicht verstimmt werden, sondern
tatsidchlich in Resonanz sind, mull Ey;, vernachldssigbar klein gemacht
werden. Das erreicht man, indem man die emittierenden und absorbieren-
den Atomkerne in ein Kristallgitter einbaut. In diesem Falle wiirde der
RiickstoB (Impuls) dem gesamten Gitter der groBen Masse M erteilt
werden:

(b
2Mc2’

Eyin — (9.17)

Das aber heiflt, daB die kinetische Energie der Translation wegen M > m
vernachldssigbar ist. Im allgemeinen kann aber die Riickstolenergie den
Kristall auch zu Schwingungen anregen. Um das zu vermeiden, bringt
man nach MOSSBAUER in vielen Fillen Emitter und Absorber auf tiefe Tem-
peraturen (eingefrorener KernriickstoB).

MiBt man nun mit einem Zahlgerit die vom Absorber durchgelassene Zahl
der y-Quanten, so ergibt sich, daf} die Durchlissigkeit (Transmission) fiir
die betreffenden Absorber etwa 999, betrigt, wenn die Relativgeschwin- *
digkeit zwischen Quelle und Absorber v = 0 ist (Abb. 9.7); es wird also
etwa 19, der Intensitidt absorbiert. Ist eine Relativbewegung zwischen
Quelle und Absorber vorhanden, so wird die Resonanzabsorption weniger
wahrscheinlich, es werden also in diesem Fall mehr Quanten den Absorber
passieren. Die Transmission nimmt mit wachsender (Relativ-)Geschwin-
digkeit zu.

Auf diesem Gebiet ist damit die zur Zeit hochste Meflgenauigkeit in der
Physik erreicht worden. Man miBt meistens nicht die Verschiebung des
Maximums des Linienprofils (Abb. 9.7), sondern die Anderung der Zihl-
rate (Intensitat) im Wendepunkt, also an der steilsten Stelle der Kurve.
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Halbwertsbreite I’

Absorption%§ | 4 Transmission %

Abb. 9.7

Liegt fiir v = 0 bei den Messungen einzelner Effekte das Minimum nicht
an dieser Stelle, so erteilt man der Quelle eine gewisse Geschwindigkeit,
um durch diesen aufgeprigten Doppler-Effekt die Verschiebung AE/E
= v/c bzw. Av/v = v/c quantitativ zu bestimmen. Hierbei ist darauf zu
achten, dal} sich bel der Bestimmung von AE/E Quelle und Absorber in
horizontaler Anordnung befinden: Der Gravitationseinfluf} (siehe S. 134)
muB ausgeschaltet werden. Des weiteren missen sich Quelle und Absorber
auf derselben Temperatur befinden. SchlieBlich diirfen keine Inhomo-
genitdten oder Verunreinigungen im Absorber vorhanden sein: Die che-
mische Verschiebung (chemical shift) mull vernachldssigbar sein.

Es sei noch vermerkt, daBl ein quadratischer Doppler-Effekt (s. Abschn.
6.2.) moglich ist, wenn sich Quelle und Empfinger auf verschiedenen
Temperaturen befinden. Die Grole der Verschiebung der MeBkurve ist
dann unmittelbar ein MaB fiir diesen Effekt.

Das Absorptionsvermogen wird durch den Wirkungsquerschnitt o charak-
terisiert. Fir v = 0 wird der maximale Wert, der Resonanzquerschnitt
Ores, erreicht. Der Wirkungsquerschnitt hdngt von v bzw. von Av/y ab,
gemilB der Resonanzformel

o= T e (9.18)
(3

Hierin bezeichnet I" die Schirfe (Halbwertsbreite) der Resonanzlinie.



154 Spezielle Relativitdtstheorie

9.13. Quasare und relativistische Fluchtgeschwindigkeit

Quasare sind sternihnliche Objekte, die in den letzten Jahren entdeckt
wurden und deren Erforschung noch im Anfangsstadium steht. Diese
Objekte sind durch eine intensive Radiostrahlung gekennzeichnet und
zeigen sehr groBe Rotverschiebungen, die den groBten derzeit bekannten
Fluchtgeschwindigkeiten entsprechen.

Vor der Entdeckung der Quasare betrug die grofite bekannte Rotverschie-
bung AA/i = 0,46. Nach der klassischen Beziehung ergibt sich daraus
als Fluchtgeschwindigkeit » — 0,46 ¢ = 138000 kms™!. Bei den Quasaren
wurden sogar Rotverschiebungen bis 44/ = 2,2 gemessen. Hieraus wiirde
bei Anwendung der klassischen Bezichung eine Uberlichtgeschwindigkeit
v = 2,2 ¢ = 660000 kms—1 resultieren. Es ist ersichtlich, daf die klassische
Formel v = (AA/A) - ¢ nur fur kleine Fluchtgeschwindigkeiten bzw. fir
AAA <1 angewendet werden darf. Die relativistische Formel hingegen
gilt allgemein und 148t keine Uberlichtgeschwindigkeiten zu. Man findet
1+ v/e

1 — /e’

Mit Avfy = AAJA =z und (v — vg)[vy = Av[vy = (v/y,) — 1 folgt also all-
gemein fir die Rotverschiebung :

sie aus dem relativistischen Doppler-Effekt v = v,

An /1 — e
A l/n oo ! (8-19)
bzw. fiir die (radiale) ¥Fluchtgeschwindigkeit
v #r2z  (4ep—l (9.20)

¢ 224+2z2+2 (1+4+22+1°
Wihrend fir z = 1 nach der klassischen Formel v = ¢ folgen wiirde,
liefert die relativistische Beziehung fiir z = 1 nur v = 0,6 ¢; fiir z = 2
folgt v = 0,8 ¢; fiir = = 3 entsprechend v = 0,883 ¢ und fiir z = 4 schliel3-
lich » = 0,924 ¢. Hiernach wird » = ¢ erst fur den Grenzwert 44/2 — oo
erreicht.
In Abb. 9.8 ist die (radiale) Fluchtgeschwindigkeit fir die klassische und
die relativistische Beziehung der Rotverschiebung dargestellt.
Beobachtungen an Quasaren konnen (moglicherweise) Entscheidungen
iiber die Brauchbarkeit verschiedener kosmologischer Modelle bringen.
In hinreichend starken Gravitationsfeldern werden Lichtstrahlen so stark
gekriimmt, daBl die emittierte Strahlung zum betreffenden Objekt (hin-
reichend groBer Masse bzw. Dichte) auf elliptischen Bahnen zuriickkehren
kann. Solche Objekte bleiben fiir einen irdischen Beobachter unsichtbar.
Das ist der Fall fiir Sterne vom Durchmesser unserer Sonne, wenn deren
Masse grofler als die 400000fache Sonnenmasse ist.
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Fluchtgeschwindigkeit ¢ =f(z)

Abb. 9.8

9.14.  Die Begrenztheit klassisch-physikalischer Gesetze

Das Relativitatsprinzip besagt, daB die physikalischen Gesetze unabhin-
gig vom Bezugssystem gelten; mit anderen Worten: die physikalischen
Gesetze miissen in jedem Bezugssystem dieselbe Form haben.

Die klassisch-physikalischen Gesetze sind von begrenzter Giiltigkeit, wenn
sie die Forderung des Relativitdtsprinzips nicht erfillen. Die Gesetze
miissen invariant sein. Das bedeutet z. B., daB in den physikalischen Ge-
setzen keine Geschwindigkeiten v > ¢ vorkommen koénnen. Aus diesem
Grunde sind eine Reihe von klassischen Beziehungen so abzuindern, da
stets v << ¢ bleibt und fiir vjc <1 der klassische Grenzfall gilt.

Beisprel 1:

Aus den klassischen Gleichungen fiir den freien Fall

v=)2¢9gh und v=gt

wiirde folgen, dall » beliebig groBe Werte annehmen konnte, also auch
v > ¢. Diese Gleichungen erweisen sich aber als Spezialfille fir v <c¢,
wenn man sie relativistisch herleitet (Ausfithrung: Aufgaben 11.).
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Beisprel 2:

Aus der Ziolkowskischen Raketengleichung zur Berechnung der End-
geschwindigkeit u, einer Rakete mit der Endmasse M,,

M,
’

ue:wlnMe

wirde ebenfalls folgen, dafl man mit einer groBen relativen Ausstrémungs-
geschwindigkeit w und einer hinreichend groBen Anfangsmasse 3, auch
u, > ¢ erreichen konnte. Man muB} aber das Gesetz v < ¢ beriicksichtigen
und gelangt dann zu einer relativistischen Raketengleichung, die die klas-
sische Gleichung als Spezialfall enthélt (Ausfihrung: Aufgaben 12.).

Beisprel 3:
Da sich die klassischen Gleichungen fiir den freien Fall aus dem klassischen
Energiesatz der Mechanik

1
mgk:—2—mv2

herleiten lassen und die daraus folgende Beziehung v = 1/"2 gh wegen
v < ¢ abgedndert werden mul}, hat man auch eine relativistische Energie-
gleichung zu verwenden (Aufgaben 11).

Beispiel: 4
Alle klassischen Beziehungen, die unter Verwendung des begrenzt giiltigen

Ausdruckes fiir die kinetische Energie Eyi, = m v2/2 hergeleitet wurden,
miissen durch die relativistische kinetische Energie

Eyin = (m — my) c?

verallgemeinert werden.

Dariiber hinaus hat man auch die relativistischen Ausdriicke fiir andere
Gréflen (z. B. Kraft und Impuls) zu verwenden.

Diese Tatsachen miissen beachtet werden, wenn man die allgemeine (relati-
vistische) Bewegungsgleichung eines Teilchens in einem (homogenen) elek-
trischen oder magnetischen Feld aufstellen will (Aufgaben 4.).

9.15.  Zum ,,Zwillings*- oder ,,Uhrenparadoxon**

Das Zwillingsparadoxon besteht darin, dall von zwei gleichaltrigen Men-
schen derjenige weniger rasch altert, der in einem hinreichend schnellen
Raumfahrzeug eine Reise unternimmt. Es erscheint sonderbar oder wider-
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sinnig (paradox), wenn ein Weltraumfahrer, der eine ausgedehnte Reise in
einem relativistischen Fahrzeug hinter sich hat, bei der Riickkehr seinen
Zwillingsbruder oder seine Kinder (und Kindeskinder) vorfindet, die dlter
als er selbst sind.

Das eigentliche Paradoxon (in der SRT) ist darin zu sehen, dall man zu der
umgekehrten Aussage iiber das Altern kommen koénnte, wenn man das
Raumschiff als ,,ruhend‘ und die Erde als bewegt betrachtet. Tatsich-
lich aber sind beide Bezugssysteme nicht gleichwertig, da die Kosmonau-
ten das Inertialsystem wechseln und Beschleunigungsphasen durchstehen
missen, die Erdbewohner hingegen nicht.

Von den Zwillingsbriidern 4 und B startet 4 mit einer ,,Einstein-Rakete*
zu einem Stern, der 40 Lichtjahre entfernt ist, wihrend B auf der Erde
zuriickbleibt. Die Rakete soll eine mit ¢ vergleichbare Geschwindigkeit

haben (1} = :— ¢|. Da die Zeit in beiden Systemen unterschiedlich schnell

abl&uft\, und zwar im System A langsamer als in B, ergibt sich die Frage,
um wieviel B gegeniiber 4 rascher altert.

Bei LAxDAU und RumER [3.14] wird darauf hingewiesen, dal} es falsch wire,
zu folgern, ein 40 Lichtjahre (lj) entfernter Stern konne nicht fraher als
nach 40 Jahren (a) erreicht werden. Eine solche Folgerung beriicksichtigt
-ndmlich nicht die mit der Bewegung verbundene Zeitdilatation und nicht
das System, von dem aus die Zeitmessung erfolgte. Wenn sich die Rakete

mit » = %c zum 40 1j entfernten Stern bewegt, so wird — vom Stand-
punkt des Erdbewohners 4 — der Stern in 50 a erreicht:

Das Licht wire 40 a unterwegs, das Raumschiff ist 209, langsamer, so daf}
es 40 - if a = 50 a benotigt. .

Fir den Zwillingsbruder B verkiirzt sich bei v = 5 die Zeit im Ver-

héltnis 1: J'1 — »?/c® = 10:6, d. h., er landet auf dem Stern — wenn iiber-
haupt méglich — nicht nach 50 a, sondern nach 50 a - 6/10 = 30 a.
Wihrend fiir den Zwilling A auf der Erde zwischen Abreise und Ankunft
100 a vergehen, zeigt die ,,Uhr des Zwillings B nur 60 a an; d. h., er ist
40 Jahre jinger geblieben.

In diesem Beispiel wurde von den Beschleunigungsphasen abgesehen (s.
dazu 9.16.). Bei dieser Darstellung des ,,Zwillings-*“ oder ,,Uhrenpara-
doxons‘‘ erhebt sich die Frage, ob denn — wegen der Relativitit der Be-
wegung — nicht mit demselben Recht gesagt werden kann, dal auch B
in bezug auf den Kosmonauten A weniger gealtert sei; denn man kénnte
ja auch den Kosmonauten A als ruhend und B als in Bewegung befindlich
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betrachten.l) Diese Frage besteht nicht zu Recht: Das Uhrenparadoxon
mit dem Zwillingsbeispiel ist nur in der speziellen Theorie paradox; es
kann nur im Rahmen der allgemeinen Relativitdtstheorie gelost werden,
worauf Max Borx ([1.7], S. 251) hinwies. Bei dem Zwillingsbeispiel handelt
es sich nicht um zwei gleichberechtigte Inertialsysteme, da ja das Welt-
raumschiff Beschleunigungen erfahrt.
Man darf bei dem Beispiel also nicht annehmen, daf} es sich fir 4 und B
um zwei gleiche Systeme (Inertialsysteme) handle; denn der eine Beobach-
ter B rubt in einem System, wihrend der andere Beobachter 4 Beschleuni-
gungen unterliegt. (Nur bei zwei gleichberechtigten Inertialsystemen kann
A gegenuber B, aber genausogut B gegeniiber 4 dieselbe Zeitdifferenz je-
weils mit Bezug auf sich selbst feststellen.)
DafB3 der Zeitablauf in einem hinreichend schnell bewegten Raumschiff
langsamer als im Ruhsystem erfolgt, kann man nach EiNsTEIN durch
folgende Zeichnung veranschaulichen (Abb. 9.9):

'
'y

Ruhende Uhr
(Start, Landung)

Bewegte Uhr

Abb. 9.9

Der ruhende Beobachter registriert fir die Zeit eines von der oberen Platte
(Abstand 15 cm von der unteren) registrierten Lichtsignals 1 ns = 1079,
wahrend die bewegte Uhr langsamer geht. Fir die bewegte Uhr gilt
¢ = |t —v*=c)1 — B d. h., sie ist um den Faktor ¢'fc = |/ — 2
gegeniiber der ruhenden verzogert.

Fiir die Zeitintervalle gilt entsprechend (3.17) dt’ — |1 — B2 dt.

Da die bewegte Uhr beschleunigt und gebremst wird, gilt das spezielle
Relativitdtsprinzip nicht, wonach zwischen ,,Ruhe® und ,,Bewegung‘
nicht zu unterscheiden wire.

Es soll nun die Frage nach dem sich einstellenden Altersunterschied zwi-
schen den beiden Briidern erértert werden, von denen einer auf der Erde
bleibt, wiahrend der andere eine Weltraumreise unternimmt. Im Unter-
schied zum eben betrachteten Fall (v = const) soll das Raumschiff nun-

1) Wiirde jeder der beiden Briider den anderen (und dessen Uhr) vermittels
einer Fernsehiibertragung auf einem Bildschirm beobachten, so kénnte
jeder vom anderen feststellen, daB der andere jiinger geblieben ist. Das
gilt bei gleichformiger geradliniger Bewegung, aber nicht mehr in der all-
gemeinen Relativitdtstheorie.
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mehr permanent eine beschleunigte Bewegung ausfithren, wobei die Be-
schleunigung gleich a sei. Die vom Reisenden festgestellte Geschwindig-
keitszunahme ist dv = a dt’, die auch ein mit gleicher Geschwindigkeit
parallel in einem anderen Schiff befindlicher Beobachter messen wiirde.
Man hat das Additionstheorem der Geschwindigkeiten auf v 4 de anzu-
wenden, das ja mit der Zeitdilatation zusammenhangt; vgl. (3.33)
d¢’ )

v+ dy = “2?ﬁ~ma»%wM%1~gﬂdQ

14 adr ¢

v? v
=0 dt’ + adt’ — ~2—a2 de'2.
c ¢
Das Glied mit der von zweiter Ordnung kleinen Gréfe in di’ wird vernach-

lassigt, so daBl man fur dv erhalt

dv = adt’ (1 — B2 .

Mit f = —, also gfi = % 3: erfolgt die Trennung der Variablen
g _ a4,

so daB integriert werden kann:
a
artanh § = ?t' + C.

Die Integrationskonstante verschwindet, da fiir ¢ = 0 die Geschwindig-
keit v = 0 sein soll.
Damit erhalt man

at
o

g = % — tanh (9.21)

Es soll nun noch eine Naherung fir grole Werte ¢ durchgefithrt werden.
Mit tanh z = sinh z/cosh z folgt

1{ _lt'
et — e c
=" e (9.22)



160 Spezielle Relativitatstheorie

Daraus ergibt sich fiir hinreichend groBe Werte t’
2at’ at’
1

fr~1l—2e ¢ und 7177[32 ~05e°. (9.23)

Fiir die Berechnungen ist es zweckméifig, a/c = 1 Lichtjahr zu wihlen;
das entspricht einer Dauerbeschleunigung von a = 9,52 ms~2? ~ ¢. In der
nachstehenden Tabelle sind fiir einige Reisedauern — nach der Borduhr
des Raumschiffes — die zugehérigen Zeiten ¢ des Ruhsystems § angegeben:

t/
t =t cosh 2"
c
(gemaB der exakten Beziehung 9.27) sowie
tat-05.eatic

gemal (9.23). Die sich durch Differenzbildung ergebenden Altersunter-
schiede At =t — ¢’ sind in der letzten Spalte aufgefihrt.
Die Entfernung des Raumfahrers von der Erde berechnet man aus

— _ B e pdE
a*fvdt—c pdt = f[/1~ﬂ2 « | (= pyin
:f[;]"

alyr—pe

at’
02

ec . (9.24)

s &

2a
Man findet, daf ein Raumfahrer nach ¢ = 3 Jahren eine Geschwindigkeit
erreicht hat, die durch f ~ 1 — 0,005 gekennzeichnet ist, dal} er also bis
auf 0,59, der Lichtgeschwindigkeit nahegekommen ist. Er ist zu dieser
Zeit s &~ 10 ]j von der Erde entfernt und langsamer gealtert als sein auf der
Erde zuriickgebliebener Bruder (und andere Erdbewohner). Verringert
die Rakete nach ¢’ = 3 Jahren ihre Geschwindigkeit, so dal nach weiteren
3 Jahren » = 0 ist, so hat der Reisende sich s &~ 201j von der Erde ent-
fernt. Kehrt der Reisende um und legt die Riickreise unter denselben
Bedingungen zuriick wie die Hinreise, so landet er nach insgesamt
t" = 12 Reisejahren. Der Bruder auf der Erde ist inzwischen um ¢ =27

Jahre dlter geworden. Ts ergibt sich also ein Altersunterschied von 15
Jahren.1)

1) Vgl. hierzu O. SCHERzZER: ,,Anschauliches zum Zwillings-Paradoxon®‘.
Physik. BI. 16 (1960) 149 —153.
Dort wird auch die Frage erértert, daB ein Weltraumfahrer mit der Ge-
schwindigkeit v = 0,995 ¢ in ca. 30 a ein sich mit der Lichtgeschwindigkeit ¢
ausdehnendes Weltall umfahren kénnte. Das entspriche einer Zeit von
etwa 102 Erdenjahren.
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Fiir kleine Werte a t'/c verwendet man an Stelle der Ndherungsbeziehung
(9.24) die exakten Relationen (9.32) bzw. (9.33).

at’

at

t t=z’cosh7 t~t-0,5-¢°¢ At =t — t
0,5 0,5638 0,4122 0,0638
1 1,5431 1,3592 0,5431
2 7,5244 7,3891 5,5244
3 30,204 30,129 27,204
4 109,232 109,196 105,232
5 371,050 371,025 366,050
6 1200,3 1200,3 1194,3
8 11924 11924 11916

10 110130 110130 110120

AbschlieBend mul} darauf hingewiesen werden, daf} diese Ergebnisse sich
wohl niemals in der Praxis verwirklichen lassen. Selbst wenn man an-
nehmen wiirde, daf3 sich Photonen-Raketen mit einem idealen energeti-
schen Wirkungsgrad realisieren lieBen, gilt fir die Raketenmasse M stets

der Impulssatz: p
a

Madt +c¢dM =0; M=M,e °

Wihrend der Dauer ¢’ der Beschleunigung nimmt die Raketenmasse pro
Reisejahr des Raumfahrers (mindestens) auf den e-ten Teil ab. Bei einer
Beschleunigungsdauer von ¢ = 2 a ist der ,,Altersgewinn‘‘ gegeniiber dem
Erdbewohner noch nicht nennenswert. Beginnt nach ¢’ = 2 a das Ab-
bremsen und danach die Riickkehr, so sind bei der Landung fiir den Welt-
raumfahrer ¢’ = 8 a vergangen, wahrend der Erdbewohner um A¢ = 4,44 a
alter geworden ist. Die Raketenmasse ist aber wahrend ¢’ = 8 a insgesamt
auf mehrals M =M ;- e 8= M- 3,35- 10-%abgesunken. Fiir dicse Reise wire
also eine enorme Energie £ = Amc¢? (mit Am = M, — M) erforderlich.
Eine wesentliche Erhohung von ¢ diirfte kaum in Frage kommen. LaN-
pAU und RUMER geben an, dall man fiir eine Rakete einer Masse von nur
einer Tonne bei einer Geschwindigkeit v = 2,6 - 101° cns™! wihrend eines
Reisejahres ¢ = 1 a etwa 250 - 10'2kWh an Energie brauchen wiirde.
Diese Energie wird auf der Erde erst im Verlaufe mehrerer Jahre erzeugt!
Hierbei ist der Energieverbrauch noch nicht beriicksichtigt, den man auf-
wenden mull, um von v = 0 auf » = 2,6 - 101° cms~! zu kommen und
spéter wieder abzubremsen. Diese Energie wiirde den angegebenen Ener-
giebetrag um das 200fache tbersteigen. Bedenkt man, daf die Ausstro-
mungsgeschwindigkeit einige 10%mal so klein ist wie die Lichtgeschwindig-
keit, so erkennt man, daf} die erforderliche Energie nicht zur Verfiigung
stehen diirfte.

11 Melcher, Relativitatstheorie
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9.16.  Moglichkeit oder Unmdglichkeit einer Fixsternreise

Die folgenden relativistischen Betrachtungen beziehen sich auf das Pro-
blem einer Reise zu dem der Erde néchstgelegenen Fixstern «-Centauri.
Dieser Stern hat von der Erde eine Entfernung von 4 - 1013 km oder 4,2 1j;
als Lande- und Startplatz dirfte ein Fixstern selbstverstdndlich undisku-
tabel sein.

Bei der Erérterung der ,,Reisemdoglichkeiten muB u. a. auch auf Hinder-
nisse und Gefahren hingewiesen werden,!) die nicht ohne weiteres iiber-
wunden werden konnen: interstellares Gas, kosmischer Staub, Meteorite.
Die interstellaren Wasserstoffkerne treffen bei (Relativ-)Geschwindig-
keiten, die nur wenige Prozente unter der Lichtgeschwindigkeit liegen, mit
Energien von (mindestens) 101° eV auf. Im Weltraum ist die Teilchendichte
des Wasserstoffes etwa 1 Atom/em3. Die Intensitit des Protonenstromes,
der das Raumschiff trifft, liegt demnach in der GréBenordnung von 1010
Teilchen/cm?2s. Hierbei handelt es sich aber um eine hochwirksame (tod-
liche) Strahlung, deren Intensitdt 101°mal so groB ist wie die auf die Erde
einfallende kosmische Strahlung.

Das bedeutet, daB — auBer dem Antriebs- und Energieproblem — vor
allem auch das Abschirmproblem fiir diese energiereiche Strahlung gelost
werden mull.

Das Auftreffen von Teilchen staubférmiger Substanzen, deren mittlere
Dichte im Milchstraensystem bei 10725 g em =3 liegt — bei mittleren Teil-
chenmassen von 107° g bis 1071 g —, verursacht Erwdrmungen des
Raumschiffes auf einige hundert Grad Celsius.

Beim Auftreffen von Mikrometeoriten (Einzelmasse 1 mg) hingegen werden
bereits Energien frei, die einige Kubikmeter Metall in Dampf verwandeln
konnen.

Es werden zwei Bezugssysteme S und 8’ betrachtet, von denen das Ruhe-
system S die Erde mit dem Beobachter 4 und das bewegte System S’
das Raumfahrzeug mit dem Kosmonauten B darstellt.

Der Beobachter auf der Erde mifit die Zeit ¢, der Kosmonaut die Eigen-

4
zeit ¢. Bis zum Erreichen der Reisegeschwindigkeit » = 5° wird das

Raumfahrzeug mit der fiir den Erdbewohner gewohnten konstanten Ge-
schwindigkeitszunahme von etwa 10 ms~2 beschleunigt. Die Abbrems-
strecke wird gleich der Beschleunigungsstrecke gewihlt.

Die zuriickgelegte Entfernung s, die Geschwindigkeit v, die Beschleuni-
gung ¢ und die Eigenzeit # werden als Funktionen der Erdzeit () herge-

leitet.

1) RyTow, 8. M.:, Weltraumfahrt mit sehr hoher Geschwindigkeit. Physik.
Bl. 18 (1962) 118 —123.
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Bei der Betrachtung des Zwillingsparadoxons wurde bereits mit Hilfe des
Additionstheorems die Beziehung v = »(¢') gefunden (9.21):

’

o(t') — o tanh 2 (9.25)
Das ist die Endgeschwindigkeit, wie sie sich fiir den irdischen Beobachter
ergibt, wenn die Zeit ¢’ fiir den Kosmonauten vergangen ist.

Diese Beziehung wird in der Form (v/c)? = tanh? (e #'/c) bendtigt, um die
Zeit t anzugeben, die fir den Beobachter A vergeht, wenn fiir den Kosmo-
nauten B die Zeit ¢’ vergeht.!)

Aus ¢’ =t [/1 — p® bzw. aus der differentiellen Form dt' = d¢ /1 — 2

folgt ;
/1 = S — . f cosh % dt
I’ - ﬁ l/ — tanh? 2% b

= sinh 2F, (9.26)
a
Hinweis : Man erkennt, dal}
—— L cosn ! (9.27)
=7

gilt. Fiir groBe ¢’ kann man (9.23) verwenden.
Kehrt man die Beziehung (9.26) um: « t'/c = arsinh (a /c), so kann man
admit Gl. (9.25) in v(t) tiberfithren:

() = ¢ tanh (arsinh (a t/c)) .

. inh :
Unter Beachtung von tanh x = sinh 2 SRT  findet man
schlieBlich cosha 17 sinh?
sinh (arsinh Zi5)
c
U(t) B R e ————
Vl -+ sinh? (arsmh )
14
o) = — 20 . (9.28)

a? t?
Vl +

1) Ausfiihrlich erdrtert auf der Grundlage von W. KraNzEr: Die ,,Eroberung‘
des Weltraumes. Physik. Bl. 28 (1967) Heft 11, 8. 161. Siche auch W. Krax-
zER, Wiss. Nachrichten Nr. 16 (1967) 34.

11*
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Hinwets:
Fir a t/c <€ 1 folgt das klassische Ergebnis
v=at.
Die Beschleunigung a(f) ergibt sich fiir den Beobachter 4 — durch Diffe-
rentiation von (9.28) nach ¢ — zu

alt) = —%;té - (9.29)
11+%)

Der zuriickgelegte Weg s(t) ergibt sich — durch Integration von (9.28) —
fiir den Beobachter 4 zu

¢ atdr
S(t) = f v dT = R —————
a?1?
¢
d. h.
2 o 2 12
s(t) = %(V1 1 “G—: — 1) . (9.30)
Hinweise:

1. Fiir a tfc < 1 folgt die klassische Beziehung

a
— 2
sfot.

&

2. Durch Auflésung von (9.28) nach ¢ findet man

v
a1l —p
3. Substituiert man (9.31) in (9.30), so erhilt man mit (9.27)
c? 1
s(t) = —(_,_ —1 (9.32)
a Vl _ /32
oder
st) =& [cosh 25— 1 9.33
(0) = 5 (cosh == — ) (9-33)

4. Einsetzen von (9.31) in (9.29) liefert die bereits frither (3.34) gefundene
Beziehung

a(t) = a 1 — p2°. (9.34)
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Welche Zeit ¢ bendtigt man, um bei konstanter Beschleunigung @ = 10 ms~2
die Reisegeschwindigkeit v = 0,8 ¢ zu erreichen ? Aus Gl. (6) findet man

mit /1 — % = 3/5 = 0,6

. 0,8-3.10 mg-t!
T 10ms2.0,6

=4.10"s =1,27a.

In dieser Zeit wird die Entfernung s(t) (Gl. (9.32))

ST T 1oms? 3

s =6-10%m — 0,635

~9-10"m?%? (5 1)

zuriickgelegt.!)

Die Gesamtstrecke fiir Hin- und Riickreise (2 - 4,2 1j) gliedert sich in zwei
Beschleunigungs- und zwei (ebensolange) Abbremsperioden sowie zwei
Strecken, die mit konstanter Geschwindigkeit zuriickgelegt werden.

Die vier Teilabschnitte, die mit ungleichférmiger Geschwindigkeit durch-
flogen werden, haben eine Gesamtlinge von

4.0,6351j =2,541j.

Fir den Rest der Gesamtstrecke von 8,41j — 2,541j.= 5,861j soll
v = 0,8 ¢ sein. Dazu wird vom Standpunkt des Erdenbeobachters 4 die
Zeit ¢ benotigt:

s 586l

tZ?‘mm

— 17,325 a.

Die Gesamtreisezeit i betrigt also vom Standpunkt des Beobachters 4
tp="7326a+4+4-127a =1240;a .

Infolge der relativistischen Zeitdilatation folgt fiir den Kosmonauten eine
etwas kleinere Reisezeit {7, die sich aus den vier Teilabschnitten ungleich-
formiger und zwei Teilabschnitten gleichférmiger Bewegung ergibt.
Durch Auflosung von (9.27) nach ¢ folgt fiir einen Beschleunigungs- bzw.
Bremsabschnitt

c t 2 42
= -arsinha:.—c—ln(a’ft+ 1/1 -§—9.2_).
a c a c c

1) Zur Erinnerung: 11j = 9,4605. 101 m = 9,4605 - 102 km = 0,3068 pc.
la 365 - 86400s = 3,15 107 s.

I
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Mit t = 4 - 107 s und a t/c = 4/3 = 1,33 ergibt sich

_3-10‘5ms‘1l (

b 10 ms—2

4 5
—+—]=3-107s-1,0986
g 3) 8

' =3,296-10"s ~ 1,047 a.

Fir die vier Perioden vergehen also 4,18 a.

Hierzu mull man noch die Zeit fur die unbeschleunigte Reisestrecke
addieren.

Da ¢t = 7,325 a, folgt ¢ = t]/l —f2="17325a- % =439 a .
Damit dauert die Reise fiir den Kosmonauten
trh =4,18a 4 4,395a = 8,575 a .

Bei der Erorterung solcher Reisemoglichkeiten oder -unmoglichkeiten
darf das Problem des Energieaufwandes nicht auBer acht bleiben. Bis
zur Erreichung von » = 0,8 ¢ ist die Ruhmasse bereits betrichtlich an-
gewachsen:

me__"™ ___5,
T3
Das bedeutet, daBl 2/3 der urspriinglich mitgefilhrten Masse — und zwar
mit dem Wirkungsgrad 1 — in Energie umgewandelt werden miissen.

Wenn sich dieser Vorgang wegen zweimaliger Beschleunigung und zwei-
maliger Verzogerung wiederholt, so ist die Masse des Raumfahrzeuges nur
(2/3)* ~ 0,2 mal so gering wie die der Startmasse. Das heillt aber, daB 809,
der gesamten Masse (mit dem Wirkungsgrad 1) in Energie verwandelt
werden miititen, was wohl als unmoglich angesehen werden darf.

Die Reisezeit tz 1Bt sich nur unwesentlich verkiirzen, wenn man bei-
spielsweise als Reisegeschwindigkeit v = 0,9 ¢ oder sogar v = 0,95 ¢ wihlt
und dabei evtl. noch fir die vier Beschleunigungsperioden eine (etwas)
héhere Beschleunigung als die gewohnte zuldfit. Dabei wird aber dann die
Energiebilanz noch schlechter. Eine Reise mit v = ¢ ist unméglich, da aus
Gl. (9.31) folgt, daBl in diesem Fall eine unendlich lange Beschleunigungs-
dauer erforderlich wire, um zunachst die Lichtgeschwindigkeit zu erreichen,
was erst recht die Energieversorgung problematisch erscheinen 1a3t.

Es sei ausdriicklich betont, daB eine genauere Erorterung des Reisepro-
blems zu Fixsternen nur auf der Grundlage der ART moglich ist, da
inhomogene Gravitationsfelder ebenfalls den Gang von Ubren beein-
flussen.
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9.17.  Anwendungen in der Hochenergiephysik
1. Streuwinkel bei elastischen StoBprozessen

In Spurendetektoren (Nebel- und Blasenkammern, Photoemulsionen)
kann man die Bahnspuren hochenergetischer Teilchen sichtbar machen.
Es soll der Winkel ¢ - ¢ bestimmt werden, der sich nach einem elastischen
StoB zweier hochenergetischer Teilchen fiir ihre Bahnspuren ergibt. Ver-
einfachend sei angenommen, dafl man zwischen Teilchen 1 und Teilchen 2
unterscheiden kann (Abb. 9.10).

Vor dem Stof}: Teilchen 1 mit Ruhmasse m,, Geschwindigkeit u,, Im-
puls p, und Energie E,; Teilchen 2 mit Ruhmasse m,, Geschwindigkeit
4y = 0, Impuls p, = 0 und Energie E, = m,c*. Der Winkel zwischen
urspriinglicher und neuer Flugrichtung des Teilchens 1 sei ¢, der ent-
sprechende Winkel fiir Teilchens 2 sei ¢.

Nach dem StoB: Die Geschwindigkeitskomponenten des Teilchens 1 seien
mit (u,), und (u;),, diejenigen des Teilchens 2 mit (), und (u,), bezeichnet;
analog gelte fiir die Impulse p,, p, und fir die Energien E, und E,.
Zunichst werden die Geschwindigkeitskomponenten der beiden Teilchen
vom Schwerpunkt- in das Laborsystem transformiert:

(ug)y — (u)y
tan d = —"; t =__
P T
mit
(ug)z:7(u;),+v :vcossc—{—v’

v, v
- 4
14 o (u3); 14 o2 cos«

wobei x der StoBwinkel im Schwerpunktsystem ist; analog berechnen sich
die anderen Komponenten.
1 schlieBlich

Man findet tan dtang =1 — ¢?}/c2und mit v=————
L 1 — wije?

2
1

1 -
+ Vl — uj/c?

A

tan & tan ¢ = (9.35)

Wenn u, < ¢, dann ist tan ¢ tan ¢ ~ 1 (klassischer Fall).

tan ¢ -- tan ¢

Da tan(d +¢) = {0 htang

, wird mit tan ¢ tang =1

tan (¢ + @) — oo, also 19—|—tp=3z2—.
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Dieser Winkel /2 ergibt sich im Fall des elastischen ZusammenstoBes
zweier gleichgroBer Massen in der Newtonschen Mechanik. Man stellt
den StoBwinkel auch bei der Beobachtung von Nebelspuren nichtrelati-
vistischer Alphateilchen fest, wenn sie in der Nebelkammer mit Helium-
kernen zusammenstofen.

Das interessante Ergebnis (9.35) ist fiir Hochenergieprozesse bedeutsam.
Man kann es auch in die Form

2 E,

R (9.36)

tan ¢ tan ¢ =

iberfiihren.

Fur elastische Streuprozesse wird der Streuwinkel ¢ + ¢ um so kleiner
als 7/2, je groBer die Energie der Teilchen ist. Das ist zuerst von F. C.
CraMPION?) bei der elastischen Streuung von Elektronen in der Nebel-
kammer beobachtet worden. Physikalisch ist dieses Ergebnis ein un-
mittelbarer Beleg fiir die relativistische Massendnderung.

2. Impuls- und Energiebeziehungen beim elastischen Stof

Ein Teilchen 1 der Ruhmasse m,, der Geschwindigkeit «, (Impuls p;) und
der Energie E; stofle elastisch mit einem anderen Teilchen 2 der Ruh-
masse M,, der Geschwindigkeit v, = 0 (Impuls p, = 0) und der (Ruh-)
Energie K, = M, c? zusammen. Das erste Teilchen soll unter dem Win-
kel ¢ gegen die urspringliche Flugrichtung abgelenkt werden; es habe
dann den Impuls p, (Geschwindigkeit «,) und die Energie £,. Das zweite
Teilchen — Unterscheidbarkeit sei hier angenommen — wird unter dem
Winkel ¢ gestreut; es habe dann den Impuls p, (Geschwindigkeit u,) und
die Energie E, (siehe Abb. 9.10).

Mit Hilfe des Tmpuls- und Energiesatzes lassen sich Beziehungen zwischen
den einzelnen GroéBen vor und nach dem Stol angeben.

Impulssatz: p,+0=p,+p, (9.37)
Energiesatz: E, + E, = E; + E, oder

c fo - md 4 Myc=c|pl +mic2+c Vpﬁ + Mic®.  (9.38)
Die Komponenten des Impulses sind

Py = pycos B + p,cos @, (9.39)
0 =pysind — p,sing. (9.40)

1) Proc. Roy. Soc. A 136 (1932) 630.
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Vor dem Stol ’ Nach dem StoB
R
| e
|
M -
My Uy d ,/";9‘\
O ~o go/
E R
1 P . %=[)2 ~ - MO
=M,¢
2 O\ Y
E, p, Abb. 9.10

Zur Bestimmung der vier Unbekannten p,, p,, ¢ und ¢ stehen die drei
Gleichungen (9.38), (9.39) und (9.40) zur Verfiigung; man mul also zuerst
eine dieser Groflen, z. B. ¢, auf andere Weise (durch Messung) ermitteln.

Man erhalt schlieBlich fiir den Impuls des Teilchens 1 nach dem Stof:

_|(mg c® 4 Mgy Ey) cos ) + (Ey + M, c?) VM2 — m? sin® 9
Ps=5 (Eyje -+ My )2 — p? cos? 9

Fir die Energie des Teilchens 1 nach dem Stof} gilt: (9.41)

E, —
? (Eyfe + My c)* — pi cos? &

(9.42)
Der Impuls des Teilchens 2 nach dem Stof kann auch durch den Streu-
winkel & des Teilchens 1 ausgedriickt werden:

Pi=Pi+ ps— 2P pycos . (9.43)
SchlieBlich kann man Energien und Impulse nach dem StoB auch in
Abhingigkeit vom Winkel ¢ angeben:

_ 2p, My (B, + M, c*) cos ¢

P (Eyje + Myc)* — picostg’

(9.44)

2 p} M, c?cos? g

—_ 2
Bo= Mo + (g 1o 4 M, 0F — 42 costp”

(9.45)

Pi=1 +Pi —2p, pycosg. (9.46)
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3. Bestimmung der Energien von Myonen und Neutrinos aus dem
Zerfall geladener Pionen

Negativ geladene Pionen zerfallen gemal dem Schema

AT —u + v,
|

e + v, + 7.

In den meisten Fillen kommt das Pion vor dem Zerfall zur Ruhe. Danach
bewegen sich das Myon (u) und das u-Antineutrino (¥,) mit gleichen Im-
pulsen (p, = p, = p) in entgegengesetzte Richtungen. Dann ist die
Ruhenergie des Pions gleich der Summe der Gesamtenergien des Myons
und des Neutrinos:

M 62 = |/ (i, A + (p 0 + J(my A2+ (p )
oder (047
My 02 = EM + E” *

Wegen .
E, — E;=(m, —m})c*=(E,+ E,)(E, — E,)
folgt
(mp —m3) c?
My

~E, —E,. (9.48)

Aus (9.47) und (9.48) erhilt man
_my A my, — mg

E
2 m,

"

c? (9.49)

und
2 2 2
My — My, + My,

E, = ct. (9.50)

2 my

Wenn die Ruhmasse des Neutrinos verschwindet, was mit den Experi-
menten in befriedigender Ubereinstimmung ist, gilt

2 2
DL B LT

i (9.51)
und
mi: — m?>
Ev = # 62 . (9.52)

Mit m, = 273 m, und m, = 207 m, folgt aus (9.51) und (9.52) £, = 110 MeV
und E, = 29 MeV in Ubereinstimmung mit der Ruhenergie des geladenen
Pions £, =139MeV = E, + E,. Die Ruhenergie des Myons ist 105,7 MeV.
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4. Bestimmung der Masse des neutralen Pions

Ein neutrales Pion zerfillt in zwei Photonen!): z° —y + y. Die Ruh-
masse des neutralen Pions (m,) ist etwa 264mal so grol3 wie die Elektronen-
ruhmasse. Man bestimmt sie, indem man die Energien % », und & », bzw.
die Frequenzen »,, v, der beiden Photonen und die zugehérigen Winkel 4,
¥, mibt, die die Photonen der Impulse by und % mit der urspriing-
¢

lichen Bewegungsrichtung (m v) des Pions einschliefen.

Energiesatz:
mc® = h (vy + v,) (9.53)
Impulssatz in Komponenten:
h
moy = ?(v1 cos ¥, + v, cos ) , (9.54)
h . ) sin 9,
0= " (vysin &y — vy sin dy); v, =9, sn 9, (9.55)

Fir die Ruhenergie des Pions gilt

m2ct = m?ct — p?c?,
also
mi ¢t = m? ¢t — m22c?,

und nach Substitution von (9.53) und (9.54)
mg ¢t = b2 [v] sin? &, + 3 sin? 9, + 29,9, (1 — cos &, cos &,)] .
Hieraus folgt mit (9.55)

_ m? ¢t sin O,
2 R%sin 9 [1 — cos (9, + 9y)]

i

(9.56)

und
2 A4 o1
. m} ¢t sin &

Y2 = 9 p2sin Py [1 — cos (9, + D5)]°

(9.57)

1) Fur den neutralen Pionenzerfall gibt es 4 Mdglichkeiten mit unterschied-
licher Wahrscheinlichkeit

1. 710 gl + Y 98983%
2. 2% >y 4+ et +e” 1,179,
3.a% -y Ly +y 5.107¢
4. 7° — (et e”) + (et e7); zwei Dalitz-Paare =~ 3,5- 1075
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Aus (9.56) und (9.57) erhdlt man

Y m?2 ct
T 4 h2 sin? (M) ’
2
also
— 512. 2 1 /o 7y sin (’91 *2' ’9‘-’) . (9.58)

Wenn der Winkel zwischen den Photonenrichtungen (¢, + ¢,) am klein-
sten ist, ist v, », am groBten; das ist fiir », = v, = » der Fall. Dann ist

Oy = Gy = 0.
Die allgemeine Beziehung (9.58) vereinfacht sich nunmehr:
2hv .
My = zvsm ? oder my= 2 mppsin J.
¢
- B. Erzeugung von geladenen Pionen

Die unelastische Nukleon-Nukleon-Wechselwirkung kann beispielsweise
zu folgenden Prozessen fithren:

p+p—>p+ntar
ptp—p+p+a
p+n—>p+p+a
pt+n—>n—+n-+at
n+n—->n-+n-+a.
Ubersteigt die Energie der stoBenden Nukleonen den Schwellenwert Efi
um ein Mehrfaches, so kann auch eine Vielfacherzeugung von Mesonen
erfolgen:
p+p—>p+p+at+at
—>p+p+a+a
—=n -+ n 4+ at 4 ot
—n+p+at 4+ a.
Um mit Hilfe des Prozesses p + p —p + n + a* die a*-Mesonen-Erzeu-

gung durchzufiithren, benotigt man mehr als die doppelte Ruhenergie des
7t-Mesons (9.60). Dieses Resultat folgt aus der Anwendung des Energie-

Impulssatzes B = Eyin + By = m2 ¢t + p?c?, d.h. E? — p* ¢ = m} ¢t
= const.
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Im vorliegenden Fall sei Ey;, die kinetische Energie des stoBenden Protons
im Laborsystem, in dem ein zweites Proton vor dem StoB in Ruhe sei.
Dann gilt

B? — p?c* = (2 my c® + Eyin)® — p? c? = const.

Der Schwellenwert ist dadurch gekennzeichnet, dafl die drei Teilchen
(2 Protonen und 1 Pion) im Schwerpunktsystem die kinetische Energie
Null haben, so dal nur die Summe der Ruhenergien 2 m, ¢ 4+ m, c? eine
Rolle spielt:

(2 myp c® -+ my c2)2 = (2 myp % 4 Eyin)? — p2c?. (9.59)
Substituiert man hierin

p?c® = (Byin + my c?)? — my ¢t
also

p?c? = Efin + 2 By myp 2,

so folgt aus (9.59) nach Ausmultiplizieren und Umordnen

) = 290 MeV . (9.60)

9.18.  Frequenzdnderung der Uhren in Satelliten

Ein Satellit der Masse m bewege sich mit gleichbleibender Geschwindig-
keit v < ¢ auf einer geozentrischen Kreisbahn (Radius r) um die Erde der
Masse M. Auf Grund der Zeitdilatation der SRT ist die Frequenz v, der
Uhren im Satelliten geringer als diejenige der Vergleichsuhren auf der
Erde v,. AuBer diesem Effekt der SRT hat man noch den Gravitations-
effekt der ART zu beriicksichtigen, so dafl sich die gesamte Frequenz-
anderung Ay aus Ay, + Av, zusammensetzt.l)
42
Aus t; = t/j1 — v2[c® folgt 1ty = vi = v, |1 — v¥[c? =~ v, (1 —%22—),
also
Avg 1 22

vy 2 2’

(9.61)

In dieser Gleichung ersetzt man v®> aus der Gleichgewichtsbeziehung
Zentripetalkraft gleich Gravitationskraft, d. h.,

m v? GmM

’

r r?

1) RossER,W.G. V.: Introductory Relativity, S. 272. Butterworth London 1967.
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mithin
(9.62)

Mit dem Erdradius R, wobei r = R + A gilt, und ¢ = G M|R? schreibt
man statt (9.62)

GMR R
2:—-—-——: —_—
v B R
und statt (9.61)
Ay,  1gRR
T (9.63)

Befindet sich der Satellit auf einem hoheren Gravitationspotential Ag als
die Vergleichsuhr auf der Erde, so ergibt sich eine groBere Frequenz

ZL’:‘ - %. (9.64)
Fur Ap findet man
r
e [ O —aw(tod) e
A(p:gR(l —ﬁ). (9.65)
Damit ergibt sich fiir (9.64)
4:}’:* = -‘76_5( — f}) (9.66)

Aus der Summe von (9.63) und (9.66) erhalt man die gesamte Frequenz-
dnderung einer Uhr im Satelliten:

A_”:gR(l_iﬁ), (9.67)

Yo c? 2 r
Man erkennt, daB sich fir » = 3 R/2 = 9600 km, also A = 3200 km iiber
der Erde, keine Frequenzinderungen — und damit kein Unterschied des
Alterns von Erdbewohner und Kosmonaut — ergeben.
Wenn r > 3 R/2, also Av > 0 ist, dann tberwiegt der Gravitations-
effekt, und eine Satellitenuhr geht rascher; das heiBt auch, daf} ein Kosmo-
naut unter diesen Bedingungen schneller altert als eine auf der Erde ver-
bliebene Vergleichsperson.
Fir r <3 R/2 ist Av < 0. Unter dieser Bedingung iiberwiegt der durch
(9.61) gegebene Effekt, d.h., ein die Erde umrundender Kosmonaut wiirde
langsamer altern als eine Vergleichsperson auf der Erde.
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10. Prinzipien und Probleme
der allgemeinen Relativitdtstheorie

10.1.  Das allgemeine Relativitdtsprinzip

Die Untersuchung der Relativbewegungen war in der speziellen Relativi-
tatstheorie auf den Sonderfall von Bewegungen beschrankt, die mit gerad-
liniger und gleichféormiger Geschwindigkeit zueinander erfolgten. Uber
absolute Bewegungen, die etwa geradlinig und gleichférmig zueinander ver-
laufen wiirden, konnte keine Aussage gemacht werden. Esist nur moglich,
relative Bewegungen festzustellen.

Im folgenden wird das Augenmerk darauf gerichtet, wie die Relativitat der
Bewegungen darzustellen ist, wenn es sich um Geschwindigkeitsdénderun-
gen (Beschleunigungen) handelt, die mit Tragheitskriften verbunden sind.
So treten z.B. bei rotierenden Bewegungen Radialkrifte auf. EINSTEIN
dehnte das spezielle Relativitatsprinzip iber geradlinige und gleichférmige
Bewegungen in der allgemeinen Relativitatstheorie (ART) auf beliebige
Bewegungen aus, die also auch beschleunigt zueinander ablaufen. Als
Spezialfall miissen sich selbstverstindlich die Aussagen der speziellen
Relativitatstheorie und — davon wiederum als Spezialfall — die der klassi-
schen Mechanik ergeben. Die Verallgemeinerung des speziellen Relativi-
tétsprinzips fithrt also zum allgemeinen Relativitdtsprinzip, das man bei-
spielsweise wie folgt formulieren kann (vgl. S. 14):

Es gibt keine absolute Bewegung, sondern nur relative. Die Naturgesetze
bleiben in allen Systemen erhalten. Alle beliebig gegeneinander bewegten
Bezugssysteme sind zur Beschreibung des Naturgeschehens gleich-
berechtigt. Demnach miissen Formulierungen des Naturgeschehens maog-
lich sein, die auch giiltig sind, wenn der Ubergang zu beschleunigten Be-
zugssystemen dargestellt wird.

Die Grundforderung der SRT (die Invatianz der Gesetze beziiglich Lorentz-
Transformationen) ist zu eng; in der allgemeinen Relativitdtstheorie wird
die Invarianz der Gesetze beziiglich beliebiger Koordinatentransforma-
tionen gefordert.

Es werden also in der ART allgemeinere Koordinatentransformationen als
die Lorentz-Transformationen betrachtet. Im allgemeinen Fall werden
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diese Transformationen nicht linear sein, wihrend die Lorentz-Transforma-
tionen linear sind.

Die Formulierung des allgemeinen Relativititsprinzips, wonach alle
Bezugskérper fiir die Naturbeschreibung — unabhéngig von deren Be-
wegungszustand — gleichwertig seien, mull exakter (abstrakter) gefalit
werden, da die Verwendung von starren Bezugskorpern im allgemeinen
nicht moglich ist.

Nach EiINsTEIN ([3.5], S.59) lautet das allgemeine Relativitatsprinzip:
,»Alle GauBschen Koordinatensysteme sind fiic die Formulierung der all-
gemeinen Naturgesetze prinzipiell gleichwertig.

10.2.  Das Aquivalenzprinzip von Trégheit und Schwere

Die Tragheit ist eine Eigenschaft, die allen Kérpern zukommt. Aus der
Erfahrung ist bekannt, dafl ein Korper, der beschleunigt werden soll, der
beschleunigenden Kraft einen Widerstand entgegensetzt. Dieser Wider-
stand ist die Tragheit(skraft), die um so groBer ist, je groBer die Beschleu-
nigung wird.

Die Tragheitskrifte in einem beschleunigten Bezugssystem kann man z. B.
in einem Fahrstuhl durch Messung feststellen: Steht ein Kérper im Fahr-
stuhl auf einer Federwaage, so zeigt diese das Koérpergewicht an, wenn die
Fahrt mit konstanter Geschwindigkeit — gleichgiiltig ob auf- oder ab-
warts — erfolgt. Bei einer Geschwindigkeitsinderung (Beschleunigung
bzw. Verzogerung) zeigt die Federwaage andere Werte an.

Das Korpergewicht m ¢ ist gegeben durch die Schwere oder Schwerkraft!).
Erfahrt der Fahrstuhl eine Beschleunigung in Aufwartsrichtung, also ent-
gegen der Schwerkraft, dann tritt eine gleichgerichtete zuséatzliche Trég-
heitskraft auf: Die Federwaage zeigt einen groBeren Wert fiir das Korper-
gewicht (im Ruhezustand) an. Bei einer beschleunigten Abwirtsbewegung
zeigt die Federwaage einen geringeren Wert an: Die Tragheitskraft ist der
Schwerkraft entgegengerichtet.

In der Mechanik unterscheidet man ¢rdge Massen m, und schwere Mas-
sen M.

In der Newtonschen (klassischen) Theorie haben beide Massenbegriffe
nichts miteinander zu tun: Die trige Masse ist ein MaB fir die Fahigkeit
eines Korpers, sich seiner Beschleunigung zu widersetzen (Beharrungs-
vermdgen). Das Verhiltnis der trigen Massen zweier Korper ist gleich
dem reziproken Verhéltnis der Beschleunigungen, die diesen Kérpern von

1) Unter der Schwere versteht man (speziell) die Kraft, mit der ein Korper
zum Erdmittelpunkt (Gravitationszentrum) angezogen wird. Eine Schwer-
kraft setzt stets ein Gravitationsfeld voraus.
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gleichen bewegenden Kriften erteilt werden. Die schwere (wagbare)
Masse ist ein MaB fiir die Fahigkeit eines Korpers, ein Gravitationsfeld zu
erzeugen und/oder von einem solchen beeinflufit zu werden. Das Verhalt-
nis der schweren Massen zweier Korper ist gleich dem Verhdltnis der
Krifte, die in demselben Schwerefeld auf sie ausgeiibt werden.
Diese beiden Massenbegriffe sollen an einem einfachen Beispiel erldutert
werden: Erteilt man zwei Kugeln aus gleichem Material (gleicher Dichte),
deren Volumina sich wie 1:3 verhalten, denselben KraftstoB, dann ver-
halten sich die (zeitlichen) Geschwindigkeitszunahmen (Beschleunigungen)
wie 3:1. Daraus schlieBt man, daf die trigen Massen m, und m, im Ver-
héltnis

myimy = 1:3
stehen. Bestimmt man das Gewicht P der Kugeln, so findet man, daf} sich
ihre schweren Massen wie 1:3 verhalten (bei derselben Beschleunigung,
also am selben Ort der Erde):

P;:P,=1:3
oder,da P =myg,
mysmy = 1:3 .

Hierin ist g eine Konstante, namlich die Fallbeschleunigung.
Daf} die Formel fiir die Schwingungsdauer eines (mathematischen) Pendels

T=2=n L/% fiir alle Pendel gleicher Linge (am selben Ort) exakt gilt,
beruht ebenfalls auf der Tatsache, dall m, = m, ist:

Tzznl/mtl (10.1)

meg

Diese Erfahrungstatsache der Gleichheit von trager und schwerer Masse
ist durch Versuche von hochster Prazision (R. EdTvos) bestitigt worden.
Die klassische Mechanik konnte diese Gleichheit nicht erkldren. Die nume-
rische Gleichheit dieser verschieden definierten Massen ist aber erst dann
befriedigend erklart, wenn sie auf die Wesensgleichheit beider Begriffe
zuriickgefithrt wird.

Diese Gleichheit hat zur Folge, dall man nie unterscheiden kann, ob man
sich in einem homogenen Gravitationsfeld oder in einem beschleunigten
Bezugssystem befindet. Es ist nicht von vornherein selbstverstandlich,
daf die trige Masse gleich der schweren Masse ist: m; = m,. Die schwere
Masse bezeichnet man auch als Gravitationsladung. Fiir den freien Fall
gilt P = m, g, andererseits aber F = m;a . Da F = P ist, mul} gelten

Mg
=_2q, 10.
@ =7 (10.2)

12 Melcher, Relativitédtstheorie
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Experimentell stellte man fiir alle Kérper ¢ = const fest. Folglich mull
mg/m, eine universelle Konstante sein. Wahlt man dieselbe MaBeinheit,
so folgt my = m,.

Diese Gleichheit erklirt sich aus der lokalen Aquivalenz von Gravitations-
feld und beschleunigter Bewegung.

Auf der Proportionalitit (bzw. Wesensgleichheit) von schwerer und triger
Masse beruht die Tatsache, daB alle Koérper (im Vakuum) am selben Ort
gleich schnell fallen.

Der experimentelle Befund, dafl wverschiedene Teile (Massen) desselben
Stoffes gleich schnell fallen, ist sofort verstdndlich: Die Teile fallen so
schnell wie der ganze Korper. Hingegen ist der experimentelle Tatbestand,
daB gleiche Massen verschiedener Stoffe gleich schnell fallen, nicht ohne
weiteres verstandlich.

Von zwei Korpern der Masse m, < m, wird der Korper der gréBeren
Masse m, mit groBerer Kraft von der Erde angezogen — auf Grund der
groBeren schweren Masse. Andererseits ist die trige Masse m, desselben
Korpers auch groBer als my, so daBl der (Fall-)Bewegung ein groferer Trag-
heitswiderstand entgegengesetzt wird.

E1NsTEIN konnte die gemeinsame Wurzel der verschiedenen Erscheinun-
gen ,,Tragheit” und ,,Gravitation aufzeigen. Diese Wesensgleichheit
wird am plausibelsten mit dem Einsteinschen Gedankenversuch des im
Weltraum — vollig frei von Gravitationsfeldern — beschleunigten Kastens
nachgewiesen.

EixsTEIN ([3.5], S. 45) beschreibt dieses Kasten-Experiment mit folgenden
Worten:

,,»Wir denken uns ein gerdumiges Stiick leeren Weltraumes, so weit weg
von Sternen und erheblichen Massen, da3 wir mit erheblicher Genauig-
keit den Fall vor uns haben, der im Galileischen Grundgesetz vorgesehen
ist. Esist dann moglich, fiir diesen Teil Welt einen Galileischen Bezugs-
koérper zu wihlen, relativ zu welchem ruhende Punkte ruhend bleiben,
bewegte dauernd in geradlinig gleichférmiger Bewegung verharren. Als
Bezugskérper denken wir uns einen gerdumigen Kasten von der Ge-
stalt eines Zimmers; darin befinde sich ein mit Apparaten ausgestatteter
Beobachter. Fiir diesen gibt es natiirlich keine Schwere. Er muf sich
mit Schniiren am Boden befestigen, wenn er nicht beim leisesten Stof3
gegen den Boden langsam gegen die Decke des Zimmers entschweben
will.

In der Mitte der Kastendecke sei aullen ein Haken mit Seil befestigt,
und an diesem fange nun ein Wesen von uns gleichgiiltiger Art mit kon-
stanter Kraft zu ziehen an. Dann beginnt der Kasten samt dem Beob-
achter in gleichférmig beschleunigtem Flug nach ,,0ben‘ zu fliegen.
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Seine Geschwindigkeit wird im Laufe der Zeit ins Phantastische zuneh-
men — falls wir all dies beurteilen von einem anderen Bezugskérper aus,
an dem nicht mit einem Stricke gezogen wird.

Wie beurteilt aber der Mann im Kasten den Vorgang ? Die Beschleuni-
gung des Kastens wird vom Boden desselben durch Gegendruck auf ihn
ibertragen. Er muB also diesen Druck mittels seiner Beine aufnehmen,
wenn er nicht seiner ganzen Lénge nach den Boden beriihren will. Er
steht dann im Kasten, genau wie einer in einem Zimmer eines Hauses
auf unserer Erde steht. LaBt er einen Korper los, den er vorher in der
Hand hatte, so wird auf diesen die Beschleunigung des Kastens nicht
mehr iibertragen; der Korper wird sich daher in beschleunigter Relativ-
bewegung dem Boden des Kastens nidhern. Der Beobachter wird sich
ferner iiberzeugen, daf8 die Beschleunigung des Kérpers gegen den Boden
immer gleich grof3 ist, mit was fiir einem Korper er auch den Versuch aus-
fiihren mag.

Der Mann im Kasten wird also, gestiitzt auf seine Kenntnisse vom
Schwerefeld, zu dem Ergebnis kommen, daB er samt dem Kasten sich
in einem zeitlich konstanten Schwerefeld befinde. Er wird allerdings
einen Augenblick dariiber verwundert sein, dal der Kasten in diesem
Schwerefeld nicht falle. Da entdeckt er aber den Haken in der Mitte
der Decke und das an demselben befestigte gespannte Seil, und er kommt
folgerichtig zu dem Ergebnis, daf} der Kasten in dem Schwerefeld ruhend
aufgehingt sei.
Der Mann im Kasten nimmt ein Gravitationsfeld wahr, wahrend ein
»ruhender Beobachter auBlerhalb des Kastens eine gleichférmig beschleu-
nigte Bewegung feststellen wiirde. Demnach kann man gleichférmig be-
schleunigte Bewegung und Gravitationsfeld fiir kleine Raumgebiete wech-
selseitig ersetzen.

Wenn der Kasten hingegen frei in einem Gravitationsfeld fiele, so wiirde die
Versuchsperson frei im Kasten schweben. Die Wirkung des Gravitations-
feldes kann also durch eine gleichférmig beschleunigte (Fall-)Bewegung auf-
gehoben werden. Die lokale Aquivalenz von Trigheit und Schwere 148t
sich wie folgt formulieren: Inertial- und Gravitationskrifte sind einander
vollig dquivalent in dem Sinne, daB es unmaoglich ist, sie durch irgendein
physikalisches Mittel zu unterscheiden. Dieses Aquivalenzprinzip bedeu-
tet z.B., daB in bezug auf die mechanischen Wirkungen keinerlei Unter-
schied zwischen den Erscheinungen in einem unbeschleunigten System mit
Gravitationsfeld und einem gravitationsfreien, aber beschleunigten Sy-
stem besteht. Die Wirkung der Schwerkraft kann durch passende Be-
schleunigung des betreffenden Bezugssystems aufgehoben werden. Kurz:
Der Beobachter im Kasten hat keine Moglichkeit, zwischen Schwerkraft
und Trigheitskraft zu unterscheiden. Die beiden Aussagen sind gleich-

12*
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wertig: 1. Man befindet sich in einem Gravitationsfeld. 2. Man befindet
sich in einem gleichm#Big beschleunigten System (ohne Gravitations-
feld).

Das Aquivalenzprinzip bezieht sich aber nicht nur auf die grundsétzliche
Nichtunterscheidbarkeit bei mechanischen Vorgangen — deren Wirkungen
in Gravitationsfeldern bzw. in passend beschleunigten Bezugssystemen
gleich sind —, sondern allgemein auf alle physikalischen Vorgénge. Das
bedeutet z.B., daf auch elektrische oder optische Vorgénge bzw. Sach-
verhalte wegen der Wesensgleichheit von Gravitation und Beschleunigung
beim Austausch von Gravitation und Beschleunigung unverindert blei-
ben. (Eine Folge dieses Aquivalenzprinzips ist u. a. die Kriimmung von
Lichtstrahlen im Schwerefeld — siehe 10.6.2.). Die Aquivalenz von
Tragheit und Schwere bezieht sich nicht nur auf Korper, sondern auch auf
die Energie (siehe Rotverschiebung im Gravitationsfeld, Abschn. 10.6.1.).
Es ist duBerst schwierig, das Gravitationsfeld eines Weltkorpers (z.B. der
Erde) in seiner gesamten Ausdehnung zum Verschwinden zu bringen,
indem man etwa einen Bezugskorper dementsprechend wihlt. Man kann
nur kleine Teile des Gravitationsfeldes durch passend gewihlte Bewegun-
gen zum Verschwinden bringen. Fiir diese Gebiete gelten dann — in erster
Naherung — die Gesetze der speziellen Relativitdtstheorie.

Waihrend in der speziellen Relativitdtstheorie die MaBstédbe in einem be-
wegten System in der gleichen Weise verkiirzt werden und die Uhren in
einem solchen System — geradlinig und gleichférmig bewegt — denselben
verlangsamten Gang zeigen, liegen die Verhéltnisse in der allgemeinen
Relativitatstheorie komplizierter, da sich wegen der Beschleunigung, die
die Systeme gegeneinander haben; die Geschwindigkeit v fortwéhrend
dndert. Ein Beobachter im Ruhesystem S wird von MafBstiben in einem
relativ zu ihm beschleunigten System S’ feststellen, da8 sie — quer zur
Bewegungsrichtung, also in Beobachtungsrichtung — ihre urspriingliche
Lange beibehalten, wihrend sie sich in Bewegungsrichtung entsprechend
der jeweiligen Geschwindigkeit verkiirzen. Hierbei ist die Verkiirzung der
MaBstibe wegen der unterschiedlichen Geschwindigkeit nicht an allen
Orten des Systems dieselbe. Weiterhin muB beachtet werden, daB sich
mit wechselnder Geschwindigkeit auch der Gang der Uhren von Ort zu
Ort andert.

Bei der Anwendung der Gesetze der speziellen Relativititstheorie auf die
rotierenden bzw. beschleunigten Systeme ist zu beachten, daB die in den
mathematischen Beziehungen auftretende Geschwindigkeit » fiir Beschleu-
nigungsbewegungen nur die momentane Geschwindigkeit bedeutet. Man
erfaflt dann nur einen bestimmten Moment des Bewegungsablaufes. Nur
fur ein differentielles Zeitelement kann man dann die beschleunigte Be-
wegung als gleichférmige Translationsbewegung von der Grofie v auf-
fassen.
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Die Arbeit, die erforderlich ist, um eine Masse m, aus der Entfernung r ins
Unendliche zu bringen, erhilt man durch Integration des Newtonschen
Gravitationsgesetzes

Fo= G222 (10.3)

=617 (10.4)

Im Unendlichen ist die Geschwindigkeit der Masse m, gleich Null. Fallt
diese Masse wieder auf die Masse m,; bis auf die Entfernung r herab, so
wird die Arbeit als kinetische Energie v% m,/2 wieder frei:

My My My

= 2,
r 2 v
Hieraus berechnet man v? bzw. v — vorausgesetzt: v < ¢ —
24
v = ! oder 0% = 200 . (10.5)
7 r

Diese Geschwindigkeit dndert sich also mit jeder Entfernung r.
Das Aquivalenzprinzip besagt nun folgendes:
Es ist gleichwertig, ob man annimmt, der Beobachter ruhe in der Ent-
fernung r von M im Gravitationsfeld, oder ob man annimmt, das Gravi-
tationsfeld fehle und der Beobachter habe dafiir in der Entfernung »
von M eine momentane Geschwindigkeit ». Mit der Gravitationskonstan-
tenl) G = 6,667 - 1078 cm3 g=1 §72 berechnet man daraus fiir die Erdober-
fliche mit M = 5,98 - 102" g und » = 6,37 - 10® cm die Geschwindigkeit
v = 11,2 kms=!. (Das ist andererseits die ,, Entweichgeschwindigkeit, die
ein Korper besitzen mull, um das Gravitationsfeld der Erde zu verlassen.)
Fiir die Sonnenoberfliche ergibt sich mit M = 1,98.103 g und r =
= 6,95 - 101% cm die Geschwindigkeit v = 614 kms—1.
Eine besondere Bedeutung hat die Entweichgeschwindigkeit v = ¢. Der
— bis auf den Faktor 2 — zur Gl. (10.5) analoge Ausdruck

GM

x =
c?

(10.6)

1) An Stelle von G verwendet man in der Relativitétstheorie die Gravitations-
konstante

8n @G
% =

= 1,87. 10727 cmg™1.
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Sonne Erde Mond
Gravitationsradius « 1,49 km 0,443 cm 0,0053 cm
Radius B 696000 km 6370 km 1738 km
«/B = @fc? 2.107° 7.10-710 3.10-11

wird als Gravitations- oder Schwarzschildradius bezeichnet.

x , GM
(p:——-c =

- - (10.7)

ist das Newtonsche Potential.

Wenn «/R < 1 ist, weicht die Metrik der Raum-Zeit in der Ndhe und im
Innern der Massen nur wenig von der euklidischen ab.

Wenn «/R = 1 ist, liegen extrem relativistische Objekte vor (,,schwarze
Locher). Mit diesen Objekten ist ein Signal- oder Energieaustausch nicht
moglich.

Die experimentelle Grundlage fiir die Entwicklung der ART stellt die
Gleichheit von trager und schwerer Masse dar, die man als Naturgesetz auf-
fassen kann: my/m, = 1.

Diesen Wert konnte E6Tvos um 1900 mit seinen berithmten Drehwaagen-
versuchen bis auf 1078 bestéatigen. In neuerer Zeit ist durch Messungen von
DickE die Genaunigkeit noch weiter gesteigert worden:

mgfm, =1 4+ 10711,

Damit gehort dieses Gesetz zu den am genauesten gepriiften Gesetzen der
Physik.

Nach Fock [1.18] hat dieses grundlegende Gesetz universellen Charakter,
wéhrend die Aquivalenz eines Beschleunigungs- und Gravitationsfeldes
nur Jokal — fiir infinitesimale Bereiche — gilt.

10.3. Raum — Zeit — Gravitation

Raum und Zeit existieren in der klassischen Physik (Galilei-Transforma-
tion) vollig unabhingig voneinander. Die Einheit von Raum und Zeit
wird aber durch die Lorentz-Transformation hergestellt. Nach NEwTON
und KANT waren Raum und Zeit Begriffe, die man unabhéngig vonein-
ander denken konnte.

In der Kantschen Philospohie sind Raum und Zeit Formen der reinen An-
schauung, die a priori gegeben sind; sie wiirden jeder Erfahrung voraus-
gehen und diese iiberhaupt erst moglich machen.
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In der Philosophie des dialektischen und historischen Materialismus sind
Raum und Zeit Existenzformen der Materie, also untrennbar mit der
Materie verknipft.

In der klassischen Auffassung betrachtet man den Raum als eine Art
,»Behilter, in dem die Dinge eingelagert sind und Erscheinungen in zeit-
licher Folge ablaufen. Raum und Zeit konnten danach auch ohne Vor-
handensein von Massen selbstdndig — also fiir sich (absolut) — existieren.
Die mathematischen Darstellungen und die physikalischen Messungen im
Raum erfolgten — ausschlieflich — auf der Grundlage der euklidischen
Geometrie. Der Raum erhielt a priori eine euklidische Struktur. Man
legte die anscheinend selbstverstdandliche Annahme zugrunde, daB ein
schwerer gerader Stab wie eine euklidische Linie zu behandeln wire ; dieser
Stab wirde iiberall im Raum seine Lénge (Gestalt) behalten. Somit hielt
man es auch fiir selbstverstindlich, dall ein aus gleichlangen Stében auf-
gebautes Koordinatengeriist — ein Wiirfel — an allen Stellen des Raumes
unverdnderlich sei. Dies wird in der ART korrigiert. — Es sei daran er-
innert, daB in der modernen Physik wiederholt ,,Selbstverstindlichkeiten‘
revidiert werden muBlten, d. h., man muBte Vorurteile aufgeben und ins-
besondere solche Vorstellungen, die der sogenannte ,,gesunde Menschen-
verstand‘ als unabénderlich und a priori gegeben ansah (Verletzungen der
Paritatserhaltung, Wellenbild der Teilchenbewegung u. a.).

Nach EinsTrINs tiefgriindiger Raum- und Zeitanalyse kann man eine
zeitliche Aufeinanderfolge nicht anders denken als im Raum; und rdum-
liche Beziehungen sind nicht anders denkbar als zu einer Zeit. Diese enge
Raum-Zeit-Beziechung der SRT wird in der ART zu der Einheit Raum-
Zeit-Materiel) erweitert.

Nur die Einheit ,,Raum-Zeit-Masse‘* existiert selbstindig und hat Struk-
tur. Raum und Zeit sind nur in der Abstraktion von den physikalischen
Dingen und Vorgéngen trennbar. Real ist allein die Einheit (Gesamtheit)
von Raum, Zeit und Materie.

Bei den vorstehenden Betrachtungen spielten bisher nur geradlinig und
gleichférmig bewegte Systeme eine Rolle. Derartige Systeme (Koérper)
gibt es tatsichlich aber im Weltraum nicht. Uberall wirkt nimlich die
Schwerkraft (Gravitation), unter deren EinfluB} sich alle Korper beschleu-
nigt auf krummlinigen Bahnen bewegen. Daraus folgt die Aufgabe (ART),
die Naturerscheinungen, d.h. die physikalischen Gesetze, darzustellen, wenn
man sie von einem beschleunigt bewegten System (Korper) aus betrachtet.
Fir ein hinreichend kleines Zeit- oder Langenintervall kann man — aller-
dings nur niherungsweise — die Bewegung der Weltkorper als geradlinig

1) Der Begriff ,,Materie‘* wird hier im physikalischen Sinn als ,,Masse‘‘ ver-
wendet. Im ubrigen sei auf die Definition des philosophischen Materie-
begriffs durch den dialektischen Materialismus verwiesen.
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betrachten. Daraus ist von vornherein ersichtlich, daBl sich die SRT als
Grenz- oder Spezialfall der ART ergibt.

In der ART ist die in der Raum-Zeit vorhandene Gravitation — die
gravitierende Masse — nicht mehr zu vernachldssigen. In diesem Falle
gilt aber nicht mehr die euklidische Geometrie. An ihre Stelle ist eine
allgemeinere — nichteuklidische — Geometrie zu setzen, welche dem
Raum u. U. eine ,,Krimmung‘‘ zuschreibt.

Wiéhrend man sich eine gekriimmte Fliche (Kugel- oder Sattelflache) vor-
stellen kann, ist ein gekrimmter Raum nicht mehr vorstellbar, sondern nur
mathematisch zu behandeln. In einem dem physikalischen Problem an-
gemessenen Riemanschen Raum gibt es u. a. keine geraden Linien und
keine Ebenen, auch die Winkelsumme eines Dreiecks ist verschieden von
180°.

Zweidimensionale euklidische und nichteuklidische Geometrie

Krimmung: R>0 R=0 R=<0
Riemann Euklid Bolyai, Lobatschewski
Winkelsumme 7 7 4
im Dreieck: - B o« é &[3 %4 /k{i
atf+y > otfry=m wtfty<m
Anzahl der 2
Parallelen durch 0 1 (bzw. 0o viele [berparallelen)
einen Punkt : ) o
sphérische,elliptische ebene, parabolische  pseudospharische, hyperbolische
Geometrie Geometrie Geometrie
Abb. 10.1

In Abb. 10.1 sind einige wesentliche Unterschiede zwischen der zwei-
dimensionalen euklidischen und nichteuklidischen Geometrie gegeniiber-
gestellt. Analoge Unterschiede gibt es fiir die nichteuklidische Stereo-
metrie (fiir hoherdimensionale Raume). Als Folge davon, daB das Par-
allelenaxiom der ebenen (euklidjschen) Geometrie nicht gilt, ergibt sich,
daB die Winkelsumme der Dreiecke auf gekrummten Flachen == 180° ist.

Durch die physikalischen Anwendungen ist die nichteuklidische Geometrie
in das Blickfeld des allgemeinen Interesses geriickt. Die Abweichung von
der Kriimmung 1/R = 0 in den gegenwartig der Beobachtung zuging-
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lichen Entfernungen sind jedoch so minimal, daBl mit hinreichender Ge-
nauigkeit die euklidische Geometrie angewendet werden kann. Die folgen-
den Betrachtungen zeigen in einfacher Weise den Zusammenhang zwischen
der Raumkriimmung und der Gravitation (Beschleunigung).

Der euklidische Raum besitzt das Kriimmungsmafl 1/R = 0. In diesem
Raum sind beliebig lange geradlinige Entfernungen denkbar.

Auf der Kugeloberfliche kann man keine Geraden zeichnen. An ihre
Stelle tritt als ,kiirzeste Entfernung zwischen 2 Punkten‘* der groBte
Kugelkreis. Ein Kugeldreieck hat stets eine Winkelsumme groBer als
180°. Die Kugelgeometrie geht in die euklidische Geometrie iiber, wenn
der Kugelradius R — co gilt. Fiir viele praktische Falle ist der Unter-
schied zwischen einer (wenig gekriimmten) Kugeloberfliche und einer
Ebene bzw. fiir ein hinreichend kleines Flichenstiick auf einer Kugel und
einer Ebene vernachlissighar klein.

Die in der SRT verwendete Geometrie ist die hyperbolische oder Lobat-
schewskische Geometrie (Sattelfliche konstanten KriimmungsmaBes).

Die von RiEMANN durchgefiihrten Untersuchungen fanden durch Ein-
STEIN die physikalischen Anwendungen (ART).

Die Massen und ihre Verteilung bestimmen das Krimmungsma@ des Rau-
mes. Je groBer die Masse (das Gravitationsfeld), desto stérker die Raum-
krimmung, d. h., desto mehr unterscheidet sich die Geometrle von der
gelaufigen euklidischen Geometrie.

Die Position jeder Masse ist durch 4 Koordinaten bestimmt: 3 Raumkoor-
dinaten und eine Zeitkoordinate, die ihren Wert permanent dndert.
Der Massenpunkt beschreibt eine Weltlinie im vierdimensionalen Raum.
Mit der Annédherung an andere Massen ergeben sich zunehmende Kriim-
mungen, die man gewdhnlich als Gravitationswirkung auffaBt (Aqui-
valenzprinzip). In einfacher Weise ist der Zusammenhang zwischen
Kriimmung 1/R und Beschleunigung wie folgt zu verstehen:
Die Krimmung einer Kurve z = f(y) in der z,y-Ebene ist definiert
durch

1 d* 1

E™ay [ [dep®
V()
Ersetzt man hierin die Raumkoordinate durch die (imagindre) Zeit-

koordinate i ¢ ¢, so ergibt sich fiir die %, {-Ebene
1 d2x 1

R GcRadt ./ [ 4z \2°
l/l + (i c dt)

(10.8)

(10.9)
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2
% = v (in z-Richtung) und d* = a, (in z-Richtung) folgt

ar
W 1 (10.10)

R c? 23
-z

Die Kriimmung steht also mit der Beschleunigung in enger Verbindung.
Da die Beschleunigung durch Gravitationsfelder gegeben ist, wird also die
Kriimmung durch die Gravitation bestimmt.

DaB zwischen den Gravitationskriften und der Raumkriimmung mathe-
matisch formulierte Zusammenhinge bestehen, kann man durch eine
zweidimensionale Analogie plausibel (,,anschaulich) machen. Der Be-
griff der Raumkriimmung besagt, dall die geometrischen Verhiltnisse
durch die gravitierenden Massen bestimmt werden. Das bedeutet nicht,
daB der dreidimensionale Raum gewissermafen in einen héherdimensiona-
len Raum eingebettet sei, sondern nur, dafl die Gesetze der euklidischen
Geometrie allein in kleinen Raum-Zeit-Gebieten erfillt sind.

Um ein starkes Gravitationsfeld (z. B. in der Nahe der Sonne) darzustellen,
ist es erforderlich, geometrische Eigenschaften zu beriicksichtigen, die von
Ort zu Ort variieren kénnen. Man betrachtet in der zweidimensionalen
Analogie auf einer miaBig gespannten elastischen Membran!) mehrere
unterschiedlich schwere Kugeln. Diese Kugeln sinken verschieden tief in
die Unterlage ein und bewirken, daf3 die Fliche verschieden stark ge-
krimmt wird. Bewegen sich die Kugeln in nicht zu groem Abstand auf-
einander zu, so stellt sich der Effekt der Massenanziehung (nach NEWTON)
dar, indem etwa die kleinere Masse um die groffere herum abgelenkt wird
(Abb. 10.2).

Mit i2 = — 1,

Abb. 10.2

1) Gummihaut, Gummidecke oder Gummimatte evtl. mit gekennzeichneten
Koordinatenlinien. Geeignet ist auch ein Gumminetz.
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LaBt man die Kugel m an der schweren Masse M vorbeirollen, so dndert
sich also die Richtung infolge der Flachenkrimmung (Massenverteilung).
Ein hinreichend weit entfernter Beobachter konnte nicht entscheiden, ob
die gemessene Bewegung wegen der Flichenkrimmung oder wegen einer
»gegenseitigen Anziehungskraft* zustande kommt.

Die Gummimembran darf man sich natiirlich nicht im Raum-Zeit-Konti-
nuum durch eine dhnlich wirkende ,,Substanz‘ ersetzt denken ; denn dafiir
gibt es keinen experimentellen Hinweis. Die Kriimmung ist eine Eigen-
schaft, die dem Raum (Vakuum?)) selbst eigen und stets im Zusammenhang
mit der Massenverteilung zu betrachten ist. Eine Raumkriimmung wird
auch erkennbar, wenn man z.B. innerhalb eines Dreiecks eine grofle
Masse M hineinsetzt (Abb. 10.3). Dies ist eine weitere Moglichkeit, an
Hand des zweidimensionalen Membranmodells Raumkrimmungen und
deren Folgen zu erliutern, z. B. die Lichtablenkung im Schwerefeld der
Sonne.

Abb. 10.3

Aus der vorstehenden geometrischen Analogie geht hervor, dafl die Kriim-
mungsverhédltnisse in den Bahnen der Massenpunkte, die keinen duBeren
Kriften unterliegen, sich wie Kréafte physikalischen Ursprungs auswirken
und auf diese Weise die Gravitationskrafte erkléren.

Wenn die Sonne das betrachtete Raumgebiet verlassen hat, scheinen sich
die Stellungen zweier betrachteter Sterne (Abb. 10.3) verschoben zu
haben.?) Hiermit bietet sich die Moglichkeit, geodétische Linien zu veran-
schaulichen. Es ist unmittelbar plausibel, daB auch ,,Lichtstrahlen ge-
krimmt werden, also geodétische Linien darstellen, und dall demzufolge
die Lichtgeschwindigkeit von der Massenverteilung (Raumkriimmung) ab-
hingig ist.

Wenn man geometrische Figuren (Dreiecke, Vierecke, Kreise u. a.) auf
gekriimmten Flichen aufzeichnet, so entsteht die Frage, was eine gerade
Linie ist, die man von der Geometrie der Ebene kennt. Es 146t sich mit

1) Hinweis: Das Vakuum besitzt eine Reihe von physikalischen Eigenschaften,
z.B. u,, &.

2) Die Abweichung der Winkelsumme eines Dreiecks von 180° ist ein Maf3 fur
die Krummung des Raumes.
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elastischen Membranen oder Hauten!) leicht demonstrieren, da3 in der
euklidischen Geometrie — also in der Ebene — die Gerade die kiirzeste
Verbindung zwischen 2 Punkten ist.
Auf gekriimmten Oberflichen sind die ,,geradesten‘ Linien (die , kiirzesten
Entfernungen‘) die geodédtischen Linien (kurz: Geodétische). Alle irgend-
wie zu den Geoditischen benachbarten Linien, die durch die beiden Punkte
gehen, sind ldnger. Damit ist also eine Geodétische durch folgende Ex-
tremwertforderung gekennzeichnet:

[ ds = Minimum .
Hierbei ist fiir das Weltlinienelement im nichteuklidischen Kontinuum
Gl. (10.40) einzusetzen.
In der Néhe groBer Massen ist der Raum besonders stark gekriimmt. So ist
die Krimmung des Raumes ein Maf fiir die Massenverteilung. Die Korper
bewegen sich nicht mehr auf geraden Linien, sondern auf geoditischen
Linien; das sind die kiirzesten Verbindungen zwischen zwei (Raum-Zeit)-
Punkten. Die gerade Linie ist ein Spezialfall fiir die in einer Ebene zu ver-
bindenden zwei Punkte (bei vernachlissigbarem Gravitationsfeld).
Diese Erkenntnisse fiihrten EINsTEIN zu einer Verallgemeinerung des
klassischen Tragheitsprinzips.
Das von GarirLer aufgestellte und von NEwToN formulierte Trigheits-
gesetz lautet: Ein sich selbst iiberlassener Massenpunkt bewegt sich mit
konstanter Geschwindigkeit auf einer Geraden. Dieses Gesetz gilt in der
klassischen Mechanik und in der SRT nur, wenn die Bewegung des
Massenpunktes auf ein geradlinig-gleichférmig bewegtes Koordinaten-
system bezogen wird; auf ein beschleunigtes Koordinatensystem bezogen
gilt es nicht. Also ist dieses Gesetz nicht invariant gegentiber beliebigen
Koordinatensystemen. Es ist folglich in dieser Form nicht richtig.
Die Einsteinsche Formulierung hingegen stellt ein invariantes Grundgesetz
dar: Die Weltlinie eines Massenpunktes ist eine geodétische Linie im
Raum-Zeit-Kontinuum. Oder: Jeder Korper bewegt sich unter dem Ein-
fluB von Tragheit und Schwere auf der kiirzesten oder geradesten Bahn
(geodatische Linie) der Raum-Zeit-Mannigfaltigkeit. Das Galilei-Newton-
sche Tragheitsgesetz grindete sich auf den nie beobachtbaren Vorgang der
Bewegung eines einzigen Korpers, der keinen duBleren Kraften unterliegt.
Das Einsteinsche Bewegungsgesetz hingegen bezieht sich auf die Bewe-
gung unter Trigheits- und SchwereeinfluB; es war notwendig zur Er-
fullung des Aquivalenzprinzips.
In diesem Grundgesetz der Mechanik ist die Aussage enthalten, daf Tréag-
heits- und Schwereerscheinungen nicht zu trennen sind. :

1) Es lassen sich starre Kunststoff-Reliefplatten verwenden, die z.B. fiir
Potentialdarstellungen noch weitere umfangreiche Verwendungsmoglich-
keiten finden kénnten.
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Das Galilei-Newtonsche Trigheitsgesetz, wonach Korper, die keinen dulle-
ren Kriften unterliegen, sich geradlinig und mit gleichférmiger Geschwin-
digkeit bewegen, gilt nur fiir den Fall, daBl keine gravitierenden Massen
vorhanden sind. In diesem Fall ist die Geometrie euklidisch, und die
geoditischen Linien sind Geraden. Bei Anwesenheit gravitierender Massen
wird sich der Korper beschleunigt — auf krummlinigen Bahnen — bewe-
gen. Nicht von fernher mit unendlich groBer Geschwindigkeit ausgehende
Wirkungen zwingen den Massenpunkt auf eine Bahn, sondern die Eigen-
tiimlichkeit der jeweiligen Raum-Zeit-Gebiete bewirkt die Bahn.

Bei NEwToN trat die Schwerkraft als eine ,,Fernkraft‘‘ auf, die sich mit
unendlich grofer Geschwindigkeit zwischen den gravitierenden Massen
ausbreitet. Eine solche ,,Fernkraft*, die gleichbedeutend ist mit einer
Energie- oder Signaliibertragung ohne Zeitverzogerung, steht im Wider-
spruch zur SRT, wonach physikalische Wirkungen sich hochstens mit der
Geschwindigkeit ¢ ausbreiten kénnen. Hieraus ergab sich fir EINSTEIN
die Aufgabe, die klassische Gravitationstheorie relativistisch zu formu-
lieren, was aber im Rahmen der SRT nicht moglich war und schlieBlich zur
allgemeinrelativistischen Gravitationstheorie fithrte.

Das dem Newtonschen Gesetz analoge Coulombsche Gesetz fiir die Kraft-
wirkung elektrischer Ladungen wurde durch die Maxwellsche Feldtheorie
als Nahwirkungsgesetz hergeleitet; dies bedeutet, dafl die elektrische
Beeinflussung der Korper aus dem Zustand der jeweiligen unmittelbaren
Umgebung hergeleitet wird. Die Wirkung breitet sich nicht mit unendlich
groBer Geschwindigkeit aus, sondern mit der Geschwindigkeit c.

In ahnlicher Weise ergibt sich das Newtonsche Gravitationsgesetz (in
erster Ndherung) aus der Einsteinschen Feldtheorie, die eine Theorie der
Nahwirkungen ist, in der sich die Wirkungen nur mit der Hdéchstge-
schwindigkeit ¢ ausbreiten. Die Einsteinsche Theorie — eine geometrische
Gravitationstheorie — ist nicht nur logisch geschlossener als die Newton-
sche, sondern erkliart auch Effekte, die in der Newtonschen Theorie nicht
erklarbar sind.

Die Struktur der Raum-Zeit(Krimmung) und damit die MaBverhaltnisse
werden durch die Massen (und deren Verteilung) bestimmt. Diese Struk-
tur ist variabel, da sie von Weltpunkt zu Weltpunkt wechselt. Dadurch
wird aber die Gestalt der sich bewegenden Koérper durch die Raum-
krummung beeinflufit. Es werden also Langen- und Zeitintervalle gedn-
dert, ohne daB allerdings ein fest mit den MaBstdben und Uhren verbunde-
ner Beobachter — ruhender Beobachter — etwas davon bemerkt, da er ja
schlieBlich selbst und mit ihm die Gerite sowie die Lingen- und Zeit-
normale (und andere Standards) veridndert werden. Die MaBstdbe und
Uhren zeigen in Gebieten verschiedener Kriimmung unterschiedliche
Werte — fiir einen AuBenbeobachter, d. h. fiir einen Beobachter, der sich
im Gebiet unterschiedlicher Raumkriimmung (Gravitation) befindet.
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Eine Definition von Lingen und Zeiten mit Hilfe von MaBstdaben und
Uhren ist nicht mehr moglich. Dies bedeutet, dal Zeit- und Raumangaben
als Koordinaten nicht mehr brauchbar sind. Dafiir wird jeder Weltpunkt
durch die Angabe von vier Zahlen z,, ,, x; und x, charakterisiert, durch
GauBsche Koordinaten, die keine gegenstédndliche Bedeutung haben. Die
Weltpunkte (Ereignisse) des vierdimensionalen nichteuklidischen Kon-
tinuums werden durch diese 4 Zahlen in vollig willkiirlicher Weise nu-
meriert.

Es ist bequem bzw. moglich; wenn man einem Ereignis (Weltpunkt) drei
rdumliche und eine zeitliche Koordinate zuordnet. Diese Denkméglichkeit
ist aber keine Denknotwendigkeit, d. h., es ist an sich nicht erforderlich,
so zu verfahren. Wenn ein Weltpunkt iiberhaupt durch vier Zahlen (nicht
GroBen) x,, x,, x5, , eindeutig bestimmt werden kann, so ist das eine hin-
reichende Bedingung. Demzufolge ist es ein Vorurteil, dall eine von diesen
Zahlen sich unbedingt auf eine zeitliche Grofle, die anderen drei aber auf
rdumliche Grofien beziehen miissen.

Zweifellos ist die Zulassung solcher allgemeinen Koordinatensysteme zu-
néchst ungewohnt und fir manche Vorstellungen durchaus fremdartig.
Das ist aber kein Grund, von der Verwendung dieser Methode iiberhaupt
abzusehen. Es zeigt sich, daf dadurch neue Erkenntnisse gewonnen
werden, die neue Experimente auslosen, welche die verallgemeinerte
Theorie bestatigen.

Diese Koordinaten sind mit den Raum- und Zeitmessungen durch be-
stimmte mathematische Beziehungen verbunden, aus denen man dann
Ort und Zeit eines Massenpunktes berechnen kann. In verschiedenen
Krimmungsgebieten gehen daher die Uhren unterschiedlich schnell, mit
anderen Worten: Alterungsprozesse laufen unterschiedlich schnell ab.
Insbesondere gilt, daB die Lichtgeschwindigkeit ebenfalls von der Kriim-
mung abhéngt. Nur fir die Krimmung Null (SRT) erweist sich die Licht-
geschwindigkeit als eine Konstante ; dies bedeutet, dafl die Vakuum-TLicht-
geschwindigkeit in der ART keine Konstante mehr ist.

10.4.  MaBstdbe, Uhren und Lichtgeschwindigkeit
im Gravitationsfeld

10.4.1. MaBstabe im Gravitationsfeld und Versagen
der euklidischen Geometrie

Im folgenden wird gezeigt, dafl die Raum-Zeit bei Rotationsbewegungen,
die lokalen Gravitationsfeldern dquivalent sind, keine euklidische Struktur
hat; dies bedeutet, dal man z. B. Raumkoordinaten z, y, z nicht mehr in
der iiblichen Weise definieren und anwenden kann.



10. Prinzipien und Probleme der allgemeinen Relativititstheorie 191

Aus der SRT ist bekannt, daB3 sich ein mit der Geschwindigkeit » bewegter
Stab in Bewegungsrichtung verkiirzt (3.15). Es gilt

2
v =ll/1 _r (10.11)

Setzt man hierin fiir v2 den Ausdruck (10.5) ein, so findet man eine Lingen-
kontraktion des Stabes der Ruhlinge I, die in einem Gravitationsfeld in
Feldrichtung erfolgt:

) 2G M
lill/l— T (10.12)

Hierbei ist vorausgesetzt, dal man die Bewegung des Koérpers (fiir hin-
reichend kleine Zeiten) als gleichméBige Translation betrachten kann.
Senkrecht zur Gravitationsrichtung erfolgt keine Lingeninderung des
Korpers.

Fihrt man als Abkiirzung den Gravitations- oder Schwarzschildradius
(10.6)

o =G M|c?
ein, so erhilt man

UV=1y1 —2afr (10.13)
oder ndherungsweise wegen 2 o/r << 1

UVal(l —aofr). (10.14)

Nunmehr soll ein beschleunigtes System §’ betrachtet werden: Eine grofle
Scheibe soll in ihrer Ebene um eine durch den Mittelpunkt gehende senk-
rechte Achse mit der Winkelgeschwindigkeit

v

w=-—

-
rotieren. Fithrt man v* = w? 7% in (10.11) ein, so erhdlt man als Lingen-
verkiirzung

- 2 2
l’:l‘/l—r i (10.15)

c2

hierbei ist wieder vorausgesetzt, da man die rotierende Bewegung fiir hin-
reichend kleine Zeiten als Translation betrachten kann.

Befindet sich auf der Scheibe §’ ein Experimentator, der mit Einheits-
maBstiben den Umfang U messen will, so erscheint einem in S befindlichen
Beobachter dieser Mafstab lings der Peripherie verkiirzt; senkrecht zur
Bewegungsrichtung — also radial — werden von beiden Beobachtern
dieselben Lingen (Radien R) gemessen. Der Beobachter in S’ braucht
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fir die Peripherie mehr EinheitsmafBstédbe als der in 8. Dies bedeutet,
daB der Umfang des Kreises und damit — bei gleichem Radius — der
Quotient Umfang/Durchmesser nicht gleich m, sondern groBer als 7 ist:

27 R
QR = =" (10.16)
R2 (02
1— o
also 2z R’ > 2n R bzw. U/2 R =, aber U’[2 R’ >, wobei R = R’ ist.
Der Quotient aus Kreisumfang und Durchmesser ist demnach, vom ro-
tierenden System aus beurteilt, ’

n > (10.17)

. R
-5

Das aber widerspricht den Satzen der euklidischen Geometrie.

Anuf der (gleichméaBig) rotierenden Scheibe wichst v mit dem Abstand von
der Drehachse: v = B .

MiBt man also fiir verschiedene Absténde R bei gleicher Drehzahl der
Scheibe den Quotienten gemal (10.16), so erhdlt man verschiedene Werte.
Die Abweichung nimmt mit wachsendem R, wenn w konstant ist, bzw. mit
w, wenn R konstant ist, zu.

Das Verhéltnis U/D ist — fiir v &= 0 — verschieden von z und nimmt mit
wachsender Umfangsgeschwindigkeit sténdig zu; z ist keine Konstante
mehr.

Es gilt, genauer genommen, nicht in allen Punkten der rotierenden Scheibe
dieselbe Geometrie. In der Menge der konzentrischen Kreise bleibt die
Geometrie jeweils nur fiir einen bestimmten Kreis dieselbe; sie éndert sich
mit dem Radius.

Aus dem Dargelegten folgt, dafl der Experimentator in S’ nicht in der
Lage ist, aus vier gleichlangen geraden ,,starren‘‘ Stdben ein Quadrat bzw.
aus zwolf solchen Staben einen Wiirfel zu bilden. Das aber hei3t: Es kann
kein geradliniges rechtwinkliges Koordinatensystem aufgebaut werden,
und kartesische Koordinaten z, ¥, z kénnen in einem solchen System nicht
definiert werden.

10.4.2. TUhren im Gravitationsfeld

Gemall der SRT gehen gleichférmig geradlinig bewegte Uhren langsamer
als ruhende:

. (10.18)
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Ersetzt man wiederum v2 durch r? w2, so erhilt man fiir hinreichend kleine
Raumgebiete und Zeitabschnitte, in denen die rotierende Bewegung
als Translationsbewegung betrachtet werden kann, fiir ein rotierendes
System

t
o= : (10.19)

7’2 (1)2
| A
02

Aus (10.19) ist ersichtlich, dall die Zeitmessung wie die Lingenmessung
(10.15) langs des Radius variabel ist:

Eine am Rand der rotierenden Scheibe 8" aufgestellte Uhr hat eine groBere
Geschwindigkeit » relativ zu S als eine Uhr im kleineren Abstand vom
Mittelpunkt oder gar im Mittelpunkt selbst. Die Geschwindigkeit der auf
der Scheibe aufgestellten Uhren nimmt mit dem Radius » = R zu. Die
Uhren gehen um so langsamer, je weiter sic von der Drehachse entfernt
sind. Somit wechselt die Zeitmessung von Ort zu Ort; man ist nicht in der
Lage, mit Hilfe von Uhren eine Zeitdefinition fiir die Verhaltnisse auf der
rotierenden Scheibe (bzw. im Gravitationsfeld) zu geben.

Fiir einen geradlinig beschleunigt bewegten Korper liegen die Verhéltnisse
etwas einfacher. Hier ist fur alle Massenpunkte die Beschleunigung gleich-
groBl. Es gilt ebenfalls eine nichteuklidische Geometrie, die aber fir alle
Massenpunkte gleich ist, da diese die gleiche Beschleunigung haben.
Entsprechend (10.18) wird im (schwachen) Gravitationsfeld mit (10.5) und
(10.6) der Gang der Uhren durch

t

t, e — (10-20)
1 2
r
bestimmt.
Niaherungsweise ergibt sich fir die Zeitdilatation mit 2 x/r <1 hieraus
= t(l + %) (10.21)
Fir Geschwindigkeiten v <€ ¢ gilt beim freien Fall die Bezichung
v=1|2gh, (10.22)
so daf} mit (10.5) auch
CM_ h (10.23)
’
und schlieBlich statt (10.21)
aM
= t(l +— ) (10.24)
c2r

13 Melcher, Relativitiatstheorie
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oder
, g h

gilt.

Diese Beziehung gibt den Gangunterschied zweier Uhren an, die sich im
homogenen Gravitationsfeld im Abstand # befinden. Je groBer die Masse M
eines Korpers ist, auf dem sich die Uhr (in Ruhe) befindet, um so langsamer
wird der Gang der Uhr sein. Es ist ersichtlich, daBl der Gang der Uhren
von Gravitationsfeldern beeinflult wird, so daB eine physikalische Zeit-
definition schwierig ist.

Zur experimentellen Nachpriifung der Aussage (10.25) benutzt man ideale
Uhren: Atome oder Kerne, die Strahlung eng begrenzer Spektralband-
breite aussenden. Wenn sich die ruhenden lichtaussendenden Atome auf
kosmischen Korpern befinden, deren Masse M die der Erde ibertrifft,
sind die Wellenldngen der emittierten Strahlung groBer (nach Rot ver-
schoben) als die der sonst gleichen irdischen Quellen.

Zur Messung dieser Gravitations-Rotverschiebung, die von der Doppler-
Rotverschiebung unterschieden werden muf, siehe 10.6.1.

10.4.3. Lichtgeschwindigkeit im Gravitationsfeld

Die Lichtgeschwindigkeit galt in der speziellen Relativitatstheorie als eine
,;absolute GroBe‘‘. Das ist sie, solange es sich um geradlinig und gleich-
formig bewegte Bezugssysteme handelt. Die Lichtgeschwindigkeit ver-
liert im Rahmen der allgemeinen Relativitdtstheorie ihren ,,absoluten
Charakter. Es wird im folgenden gezeigt, dal} die Lichtgeschwindigkeit
im Gravitationsfeld (oder in beschleunigten Bezugssystemen) von der
Schwerkraft und von der Richtung gegen die Schwerkraft abhingig ist.

Ein Experimentator soll in dem weiter oben bereits beschriebenen be-
schleunigten Kasten — fern von Gravitationsfeldern — die Lichtgeschwin-
digkeit ¢ messen.!) Die Richtung der Lichtgeschwindigkeit bildet mit der
Geschwindigkeitsrichtung des Kastens den Winkel ¢. Wéhrend der Kasten-

bewegung beschreibt das Lichtsignal den Weg A,B,4, (Abb. 10.4).
Das von A, ausgehende Signal trifft die Spiegelwand in B,. Wihrend
dieser Zeit #; hat der Kasten gerade die Strecke B, B, = v t, zuriickgelegt.

Das Signal hat dann den Weg 4, B, = ¢ t, durchlaufen. Dieser Weg ergibt
sich aus dem Kosinussatz

=04 v2 +21lvtcosp, (10.26)

1) Nach Troms, G.: Math. naturwiss. Unterricht 7 (1954/55) 25.



10. Prinzipien und Probleme der allgemeinen Relativitatstheorie 195

Abb. 10.4
woraus man £, berechnet:
lvcose I2ocoste 12
= . (10.27
b 2 _ 2 (¢ — o2 oz o2 ( )

Wenn das Signal in B, angekommen ist, ist 4, in die Stellung A, gelangt.

Wegen cos ¢ = — cos {(180° — ¢) ergibt sich fiir die Zeit, die der Strahl
von B, bis zum Wiedereintreffen bei A — in der Stellung A; — bendtigt:
lvcosg I2 v% cos? e
b= — & gt +1/(02——1;5)_2+c—2—1§' (10.28)

Fiir den Hin- und Riickweg wiirde ein Experimentator im Kasten die Zeit
t =1t + i, messen:

21
c® —

t= - Je? — v2 + v?cos? g . (10.29)

Man erkennt, daB die Lichtgeschwindigkeit vom Winkel ¢ abhéngig ist:
Mit ¢, = %ig folgt fiir den im Kasten mitbewegten Beobachter

c2 — 92

Cp = - (10.30)
? Ve — v? + v? cos? g
oder
e
-3
Cp =10 o 3 . (10.31)

13
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Denkt man sich gemdB (10.5) 92 durch ein Gravitationsfeld ersetzt, so
folgt

2 1
Sy (1 - —"‘) B (10.32)
2x
l/l — 7(1 + cos? ¢)
Entwickelt man den Bruch fir schwache Gravitationsfelder (2 x/r << 1) in
eine Reihe, so findet man

, 9 ’
c,pwc(l*Ta) [1+%(1 +COSZ¢)]

und schlieBlich
Cp A€ [1 _ %(1 1 cos? (p)]. (10.33)

Hiermit ist also gezeigt, daB ¢ in der allgemeinen Relativitatstheorie keine
Konstante ist: sie d&ndert sich mit der Gravitation () und mit dem Win-
kel . Fiir r — oo erhélt man den Wert fiir die Vakuum-Lichtgeschwindig-
keit, die in der speziellen Relativitidtstheorie eine Konstante darstellt.
Wenn ¢ = 90° oder ¢ = 0° ist (Lichtgeschwindigkeit senkrecht bzw. in
Richtung der Gravitationskraft), so erhilt man

2a

¢ = c(l - ﬁ’i) baw. o — 0(1 — _). (10.34)

r r

Im Michelson-Versuch wurden die Lichtgeschwindigkeiten senkrecht
zur Gravitation verglichen, aber in verschiedenen Richtungen der Erd-
bewegung. Unter diesen Bedingungen ist stets ¢ = const. Wiirde man den
Michelson-Versuch aber so durchfiithren, daf die Lichtgeschwindigkeit ein-
mal senkrecht und das andere Mal parallel!) zur Richtung der Gravitation
gemessen wiirde, so miilte sich ein Unterschied Ac = ¢; — ¢ der Licht-
geschwindigkeiten ergeben, der Ac = c «/r ~ 5 cms~! betragt.
Dieser Effekt liegt auBerhalb der gegenwartigen MeBgenauigkeit fiir
¢ = (299792456.2 + 1,1) ms™1, die jetzt also Ac = 4 1,1 ms~! betrigt.
1) Die parallel und antiparallel zur Richtung der Gravitation gemessenen
Lichtgeschwindigkeiten sind gleich groB, da ja ¢, von cos? ¢ abhingt;
cos? ¢ = 1 fir 0° und 180°.
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Beim Versuch von Pounp und REBKa spielt dieser Effekt keine Rolle:
Die Quelle wurde periodisch auf- und abbewegt; durch Differenzbildung
der gemessenen Strahlungsintensitédten féllt ein etwaiger EinfluBl der Licht.
geschwindigkeitsanderung ohnehin heraus.

Dieser Effekt ist zu klein, um ihn — gegenwartig — experimentell uber-
priifen zu konnen.!) Die Werte der Lichtgeschwindigkeiten, am Erdboden
bzw. in 10 km Hohe gemessen, unterscheiden sich nur um 10712,

Wegen der Beziehung (10.23) kann man die obigen Gleichungen, in denen
x = G M[c® bzw. a/r = G M|c* r auftritt, folgendermalBen schreiben:

gh 29h
cJ_:c( —C—z) und c“:c(l— i) (10.35)

Im Gegensatz zur Newtonschen (dynamischen) Theorie liefert die Einstein-
sche (geometrische) Theorie fiir die effektive Lichtgeschwindigkeit im
Gravitativonsfeld einen kleineren Wert als im gravitationsfreien Raum.
Die Experimente zur (radioastronomischen) Bestimmung der Licht-
geschwindigkeit in Gravitationsrdumen haben zugunsten der Einstein-
schen Theorie entschieden [80].

10.5. Das Weltlinienelement
des vierdimensionalen nichteuklidischen Kontinuums

Es wurde bereits dargelegt, dal die Raum-Zeit bei beschleunigten Be-
wegungen und — gemiB dem Aquivalenzprinzip — in Gravitationsfeldern
keine euklidische Struktur besitzt. Demzufolge mull das Weltlinienele-
ment der SRT in eine allgemeinere Form gebracht werden.

Wie kann man die physikalischen Gesetze und die Gleichungen fiir die
Naturerscheinungen darstellen, wenn die ,,iiblichen* Raum- und Zeit-
koordinaten nicht mehr angewendet werden konnen, da keine euklidische
Struktur vorliegt ? Das Problem, die physikalischen Gesetze darzustellen,
ohne eine bestimmte Geometrie a priori zugrunde zu legen, ist d4uBerst kom-
pliziert. Es war im wesentlichen allein das Werk eines Mannes: ALBERT
E1nsTEINS, der mit der ART zugleich eine Gravitationstheorie schuf.
Die mathematische Schwierigkeit der Aufgabe bat EinsTEIN dadurch ge-
l1ost, daB er die Riemannsche Geometrie, in der der Begriff der Raum-
krimmung auftritt, auf das Problem anwandte. Hierbei konnte EINSTEIN
auf wichtige mathematische Ergebnisse zuriickgreifen: Die von C. F. GAauss
(1827) begriindete Theorie der gekriimmten Fliachen (,,GauBsche Koordi-
naten‘‘) — eine allgemeine zweidimensionale Geometrie — hatte B. RiE-

1) Es sind gegenwartig drei Effekte der ART empirisch nachpriifbar: 1. Licht-
ablenkung, 2. Rotverschiebung, 3. Periheldrehung.
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MANN (1854) zu einer Geometrie von Riaumen beliebig vieler Dimensionen
ausgebaut. Die analytische Form dieser Theorie wurde von Riccr und
Levi-CivitA (1901) sowie von CHRISTOFFEL entwickelt.

B. RiemManN hat 1854 eine Erkenntnis ausgesprochen, deren Bedeutung
erst 60 Jahre spiter fir die Physik durch A. EINSTEIN erkannt wurde.
Nach RiEMANN sind die geometrischen Gesetze in der materiellen Welt
nicht wie ein starres Gebdude a priori gegeben, in das gewissermaBen die
physikalische Welt hineingesetzt wird. Vielmehr ist es ein Problem der
Physik, die Gesetze aufzudecken, die man als geometrische Gesetze der
materiellen Welt ansprechen kann. Damit wird die Geometrie zu einem
Gebiet der Physik, zu einer Erfahrungswissenschaft.

Man spricht mitunter von einer Verschmelzung zwischen Geometrie und
Physik, von einer Synthese der Gesetze von PyTHAGORAS und NEWTON.
Auch die Bezeichnung ,,Geometrisierung der Gravitation‘ ist iiblich ge-
worden. Die enge Beziehung zwischen Geometrie und Physik kommt u. a.
in den Arbeiten von WHEELER zum Ausdruck [1.60]. Das Studium der
geometrischen Verhiltnisse in der Natur ist zu einer physikalischen Auf-
gabe geworden.

Von RIEMANN wurden die mathematischen Hilfsmittel geschaffen, um
auch gekrimmte Rdume — nicht nur dreidimensionale, sondern auch
n-dimensionale — darzustellen, die jedoch nur durch Symbole, nicht durch
anschauliche Figuren, faibar sind.

Der Kosmos ist also — nach EINSTEIN — nicht wie in der klassischen
Mechanik eben, sondern gekriimmt — bedingt durch die gravitierenden
Massen. Das mathematisch definierbare Krimmungsmaf ist fiir ebene
Fléchen und Réume gleich Null, fiir gekriitmmte Flichen und Rédume von
Null verschieden. In hinreichend kleinen Gebieten — bei vernachlissig-
barem Gravitationsfeld — gilt die euklidische Geometrie mit geniigender
Genauigkeit. Allerdings hat der Weltraum keine konstante Kriimmung,
so dafB} die Aufgabe wiederum nicht einfach ist.

Aus diesem Grunde gilt — wie auf der rotierenden Scheibe — von ,,Ort zu
Ort‘ eine andere nichteuklidische Geometrie. Die Krimmung ist auch
zeitlich veranderlich, da sich die Massen bewegen.

Die raumzeitliche Verdnderlichkeit der Kriitmmung fithrt zu merkwiirdigen
Konsequenzen: Ein im gekrimmten Raum (R,) messender Beobachter
kann z.B. einen ,,geraden‘‘ starren Stab definieren. Dieser Stab erscheint
aber einem im gekriimmten Raumgebiet (R, == R;) messenden Beobachter
nicht gerade, sondern gebogen. Andert sich nun die Kriimmung im Ge-
biet B, mit der Zeit oder begibt sich der Beobachter mit dem Stab von
R, nach R;, wobei R, = R, =& R,, so beobachtet der Physiker in R, Ver-
biegungen des Stabes (z. B. schlangenhafte oder molluskenartige Bewegun-
gen). Hiervon bemerkt der Physiker in E, allerdings nichts, denn er selbst
und seine MeBgerdte werden entsprechend mitverdndert. Ein in R, von
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dem dortigen Physiker aufgebautes geradliniges Koordinatensystem wird
der Physiker in R, als krummlinig bezeichnen.
Im allgemeinen hat man an den einzelnen Stellen des Raumes die ver-
schiedensten MaBbestimmungen zu verwenden, die vom jeweiligen Gravi-
tationsfeld am betreffenden Ort abhéngen.
In der SRT gilt fiir den Abstand zweier Weltpunkte E, und E,, fir das
Quadrat des Linienelementes!) bzw. fiir die Metrik der Fliche

ds? = dX? + dX? + dX? + dX?. (10.36)
Will man zu einem beliebigen System mit den Koordinaten x;, ,, %3, %,
iibergehen, die in beliebiger Weise von X,, X,, X, X, abhéngig sein kon-
nen, so mubB man den Abstand ds der Punktereignisse £, und E, (Gl. 10.36)
durch die neuen (infinitesimalen) Koordinatendifferenzen dz,, dz,, dz,,
dz, ausdriicken (abgekiirzt: do; mit ¢ = 1, 2, 3, 4).
Die dx; erhalt man aus den dX; mit Hilfe der Differentialrechnung, indem
man den ,,Satz vom totalen Differential®‘ auf folgende Funktionen an-
wendet:

Xy = filwy, @y, 23, 7,)

Xy = fol@y, @, T3, T)

X3 = fs(xl’ Ly, L3, 1174) s (10'37)

X, = fu@y, 5, 3, @)
Es ergibt sich fiir das totale Differential der dX;

Xmaaldl+a ld2+ 1d3+ 1d4,
0X X aX
dXz_azd1+ 2d s - 2d3~r82dx4,
X, axs a 3 Xs
dX,; = £ dxl+—5§2—dx2+ 5%, dx. 3+ d4,
dX4::6;74dx]—{—aX4d2+ 4d3+ 4d954
71

Die (kartesischen) Koordinaten dX; konnen also durch die beliebigen
(krummhmgen) Koordinaten dz; ausgedriickt werden.2)

) Im Unterschied zu vorangegangenen Abschnitten werden hier grofe Buch-
staben fiir die Koordinaten verwendet; in der verallgemeinerten Form erhilt
man dann schlieBlich wieder die gebrauchlichen kleinen Buchstaben x. —
Des weiteren sei darauf hingewiesen, daB3 in der Literatur fiir ds? eine unter
schiedliche Summenbildung verwendet wird; beispielsweise werden die dX?%
der ,,Raumkoordinaten‘‘ oft negativ verwendet, dX? positiv. Das ist fur die
Invariante ds? unerheblich.

2) Die x; sind relative Gaullsche Koordinaten.
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Nunmehr ist dX? + dX} + dX? + dX? zu bilden. Fur dX? erhdlt man
folgende 10 Summanden:

dX2 = (%Xl) da? + 23—8%2 dw, dw,
—{—2 0X 8 de, dey + ZBaXaa de, dz,
( BXZ dx2 2y + 2= 0X3 dx, da,
0, Oy
( ) -+ 2882‘;4 du, dw,
+ ()

In analoger Weise ergeben sich je 10 Summanden fur dX2, d X2 und d X3,
so daf} fur das Quadrat des Linienelementes insgesamt 4 - 10 = 40 Sum-
manden resultieren.

Fiihrt man zur besseren Ubersicht folgende ,,Abkiirzungen‘‘ ein, so ergibt

sich
L (AX (3K, | (3K, | (3K,
gll—(T%) +(8xl) +(8x1) +(8x1) ’

0X, 0X, +3£3£+8X 0X, aﬁale
T2 =y Om, | 0w, Omy, | Ox, 0%y | 0x, 0%
X, 0N 0K, | 9,0, | X, 0%,
s = ox, 0xy ' 0%, 0xy | O, Ox, & 0m, 0%y
XX, OX,0X, | X, 0K, | X, 0K,
I = 5n, Bz, ' 0w, 0z, @ Ox, 0m, ' 0w, 0,
NG AN ASINES AU At
Tor = (axz) +(8x2) +(8x2) +(ax2) ’
| 0X, 0X, | 0X, 0X, 07X, 0X, 0X, 0X,
Ia = 0w, 0x, = 0x, 0%y | 0w, 0X; = Ox, Oy
XX, 0% 0K, 0, 0K, , 0%, 0%,
9= By, 0w, | Owy Om, | 0w, O0m, | 0z, 0%,
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(XN, (3X,\ | (0X,\  [0X,\
o = ('a) N (axa) + (“az) + (a%) ’

2X, 0X, _0X, 29X, X, 0X, X, 0%,

4 = Gu, Oy | Ow, 9z, | 0w, 0w, | 0w, 9%,
G- AN AT ACET) AL
g*(a—) *(‘a—) *(f + a)

Es ist ohne Verlust an Allgemeinheit g,, = ¢,,, also

Ji2 = 921> J13 = 931> J1a = Ja1> Y23 = G325 Josa = Ja2> P3a = Ja3 -

Damit stellt sich das Quadrat des Linienelements in den neuen Koordina-
ten wie folgt dar:

ds? = gy, da} + gpp A2l 4 g3 da§ 4 gy d}
+ 2 g5 d, dxy + 2 g5 da, Ay + 2 gy, doxy d,
+ 2 gy5 dy dwg + 2 gy, Ao, Ay + 2 gy da d, . (10.38)

Diese invariante ,,Entfernung* ds bzw. die Metrik der Fliche ds? kann
als verallgemeinerter pythagoreischer Lehrsatz fiir die vierdimensionale
Welt aufgefallt werden.

Es sei daran erinnert, dal x, = ¢ ¢ ¢ gesetzt ist.

Eine weitere Abkiirzung der Summe ist

4
ds? = 3 g,,dx,dz, . (10.39)
Byv=1
Esist ublich — nach einem Vorschlag von EINSTEIN —, auch das Summen-
zeichen wegzulassen:

ds? = g,, da, da, . (10.40)

Dieser kurze Ausdruck stellt also i. a. 40 Summanden dar.

Die g,, sind GroBen, die in bestimmter Weise von den z; abhingen. Sie
bestimmen das Verhalten der EinheitsmafBstibe relativ zu den z;- Koordi-
naten!), also auch relativ zu der Flache des gekrimmten Raumes. Die
gu» variieren mit dem Ort im Kontinuum; sie sind durch die Natur der
Fliche und die Koordinatenwahl bestimmt. Diese Funktionen beschreiben
in bezug auf die gewdhlten x;-Koordinaten sowohl die metrischen Ver-
hiltnisse im raumzeitlichen Kontinuum als auch das Gravitationsfeld.
Man hat wiederum zwischen zeitartigen und raumartigen Linienelementen
zu unterscheiden.

1) Die z;-Koordinaten stellen (dimensionslose) Zahlen dar, die jedem Punkt
des Kontinuums zugeordnet werden.
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Geht man zu einem anderen System iiber, so gilt folgende Invarianz-
beziehung:

ds? = g,, dz, dz, = g,,, dx, dz, .

GemiB dem Aquivalenzprinzip ist die Aussage, daB sich ein Massenpunkt
beschleunigt bewegt, gleichwertig mit der Feststellung, dall er sich unter
dem EinfluB eines Gravitationsfeldes befindet. Demzufolge ist durch das
(verallgemeinerte) ds? die Weltlinie eines Punktes im Gravitationsfeld ge-
geben. Das Gravitationsfeld wird durch die g-Faktoren (g,,) bestimmst,
die auch metrische Koeffizienten genannt werden. Sie spielen eine analoge
Rolle wie das Gravitationspotential in der Newtonschen Theorie; man be-
zeichnet die g,, auch als die 10 Komponenten des Gravitationspoten-
tials.

Kennt man die metrischen Koeffizienten g,, (relativ zu einem beliebigen
GauBschen Koordinatensystem) fiir jede Stelle des Koordinatennetzes, so
lassen sich die geodétischen Linien rechnerisch finden.

Ist in einem Bereich relativ zu dem betrachteten Koordinatensystem kein
Gravitationsfeld vorhanden, so erhdlt man das Weltlinienelement der
SRT. Es ist ndmlich in diesem Fall

O = Goo = Gz = Jua = 1;
=013 =Ju =9z =9u=0.

Damit erhilt man dann ds? = da? -+ da? + da? 4 da?, also den vier-
dimensionalen euklidischen Spezialfalll):

doy = dX,, dz, = dX,, do, =dX,, da, =dX,.

Nur in diesem Fall sind die x;-, 2,-, ;- und z,-Kurven gerade Linien im
Sinne der euklidischen Geometrie, die aufeinander senkrecht stehen. Das
heillt: Die GauBschen Koordinaten werden kartesische. Jeder Punkt eines
Kontinuums ist durch soviele Zahlen (GauBsche Koordinaten) gekenn-
zeichnet, wie das Kontinuum Dimensionen hat.

Die Koeffizienten g,, des Linienelementes bilden einen symmetrischen
kovarianten Tensor 2. Ranges, den man in der ART als Fundamental-
tensor bezeichnet:

In G120 G13 GJ1a
o1 G2z G2z Goa (10.41)
g1 92 Gz Gm
I Ji2 a3 Yu

1) Die dimensionslosen dx; hat man sich jeweils mit der zugehérigen Ma@3-
einheit multipliziert zu denken; das erkennt man aus der durchgefiithrten
Vereinfachung.
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Wegen ¢,,, = g, , bleiben von den 16 Elementen 10 Tensorgrofen tibrig, die
das Gravitationspotential darstellen.

In der SRT nehmen die 16 GroBen (42 Elemente) folgende konstante Werte
an:

1 0 0 O
6 1 0 0
0O 0 1 o©
0O 0 o0 1.

Wihrend in der Newtonschen Theorie der Gravitation das Potential ¢ ein
Skalar ist, also durch eine einzige GréBe gekennzeichnet ist, erscheinen in
der Einsteinschen Theorie 10 Koeffizienten g,,, die das Gravitations-
potential bestimmen. Durch die 10 unabhingigen Komponenten des
metrischen Tensors g,, besitzt die Einsteinsche Theorie eine allgemeinere
mathematische Struktur als die Newtonsche Theorie.

Bei der Aufstellung der Einsteinschen Theorie ging es schlieBlich um eine
Verallgemeinerung der Poissonschen Differentialgleichung fir das Newton-
sche Potential ¢:

Ay = —47mGo; (10.42)

hierbei ist A der Laplace-Operator, der in kartesischen Koordinaten die
Form
02 02 0?2

besitzt. Die Potentiale g, hingen von der Verteilung der Massen ab, die
ihrerseits die Krimmung des (nichteuklidischen) Kontinuums bestimmen.
Die Bewegung eines Korpers im Schwerefeld wird in den Einsteinschen
Feldgleichungen (10.44) als Tragheitsbewegung im nichteuklidischen Konti-
nuum betrachtet, das Linienelement (10.40) dieses Kontinuums wird durch
die 10 Gravitationspotentiale g, bestimmt. Die Bestimmung der Geometrie
bedeutet die Bestimmung des Gravitationsfeldes und umgekehrt.

Die Einsteinschen Gleichungen stellen Verallgemeinerungen der Poisson-
schen Differentialgleichung (10.42) dar. An Stelle der Massendichte p
tritt ein Tensor T,, auf, der die Energiedichte, Impulsdichte, Massen-
stromdichte, Driicke und Spannungen mathematisch zusammenfal3t:

1
Ru— 5 9w R+ 2T =0; (10.44)

(10.43)

hierin bedeutet £,, den Riemannschen Krimmungstensor und » die
relativistische Gravitationskonstante. EINSTEIN konnte zeigen, daf} dieses
Gleichungssystem im Grenzfall das einfachere Newtonsche Gesetz ent-
halt.
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In der Folgezeit sind weitergehende Verallgemeinerungen der Einstein-

schen Gravitationstheorie entwickelt worden, an denen EiNsTEIN z. T.
selbst mitwirkte. Seit 1961 ist eine Skalar-Tensor-Theorie von BRANS und
Dickzl) bekannt, die mit 11 Komponenten das Gravitationsfeld darstellt.
Schlieflich sind auch in den letzten Jahren 16-komponentige Theorien
weiter untersucht worden, so z. B. von IwANENKO, MOLLER und TREDER?).
Diese allgemeineren Theorien haben eine besondere Bedeutung bei der
Einbeziehung des Gravitationsfeldes in die Elementarteilchenphysik. Mit
ihrer Hilfe konnen weitere neue Effekte vorhergesagt werden, die in der
Einsteinschen ART nicht enthalten sind.
Die mathematischen Hilfsmittel (Tensor-Kalkiil) und ihre Handhabung
gehdren nicht zum Anliegen dieses Buches, dessen Zielstellung es ist, den
Leser an die relativistische Problematik und die weitergehende Literatur
mit elementaren Mitteln heranzufiithren. Wenn diese Hinweise und An-
regungen zum tieferen Studium fithren, so ist der Zweck erfiillt.

10.6.  Folgerungen und experimentelle Prifungen der ART

10.6.1. Gravitations-Rotverschiebung und Zeitdilatation

Ein Lichtquant verringert seine Energie £ = h v, wenn es sich in Richtung
der Schwerelinien vom Gravitationszentrum wegbewegt. Hs tritt eine
Frequenzverringerung auf, d. h. eine VergroBerung der Wellenlidnge, die
sich einfach berechnen 14Bt: Das Lichtquant besitzt die Masse m = A »/c?
und verrichtet gegen das Gravitationsfeld die Hubarbeit W = m g Ar.
Es gilt also

hv

W == ?2* g AT .
Dem entspricht eine Verringerung der Quantenenergie

E=hdv=W,
also

A hv

hdy =g Ar (10.45)
bzw

/Iv—gAT 10 46

» - 02 ' ( . )

1) Brans, C., and R. H. DickE: Physic. Rev. 124 (1961) 925.
2) TREDER, H.-J.: Forsch. u. Fortschr. 11 (1967) 132.
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Fir eine Hohe oberhalb der Erdoberfliche von r, — r; = /Ar = 1 m ergibt
sich eine relative Frequenzénderung von

M _ 1110
VY

Derartig kleine Energie- bzw. Frequenzdnderungen sind mit Hilfe der
,,rickstoBfreien Kernresonanzabsorption** (Mo8bauer-Effekt) mefibar.
Von Pounp und REeBkA!) wurde diese Frequenz- oder Rotverschiebung
durch MoBbauer-Spektrometrie erstmalig im irdischen Gravitationsfeld
nachgewiesen. Sie benutzten die extreme Energieauflosung der 14,4 keV-
y-Linie von J{Fe (MoBbauer-Quelle: 37Co) zur Prifung dieses von der
ART geforderten Gravitationseffektes. Die verwendete y-Linie besitzt
eine auBerordentliche Scharfe, d. h. eine geringe relative Linienbreite von
Avjy = 3,3 - 10713, wodurch eine enorme MeBgenauigkeit gegeben ist.

In dem Experiment von PounDp und REBKA befanden sich Quelle, Reso-
nanzabsorber und y-Detektor (Beobachter) in einem Turm der Harvard-
Universitat vertikal {ibereinander (4r = 22,6 m). Die y-Quanten wurden
einmal entgegen der Schwerkraft und einmal — nach Vertauschen von
Quelle und Absorber — in Richtung der Schwerkraft ausgestrahlt, wobei
die Energie- oder Frequenzverschiebung gemal (10.46) bestimmt werden
solite. Eine Rotverschiebung (Energieverringerung) wird beobachtet, wenn
das Quant die MeBstrecke Erdoberfliche — Turmspitze zuricklegt; in ent-
gegengesetzter Laufrichtung wird eine Violettverschiebung festgestellt.
Fiir das zweimalige Durchlaufen der Mellstrecke — nach Vertauschen von
Quelle und Absorber — ergibt sich als theoretischer Wert

(é}) = 4,92 -10715 . (10.47)
Y Jtn

Die Messung dieser relativen Frequenzinderung ist mit der obigen rela-
tiven Linienbreite méglich, wenn es gelingt, Verschiebungen der Resonanz-
kurve (Abb. 9.7) um etwa 1/100 ihrer relativen Linienbreite zu erfassen.
Das ist Pounp und REBKA gelungen: Die Auswertung ihrer Messungen
ergab

(%”) = (5,13 + 0,51) - 1015, | (10.48)
exp

Innerhalb der Fehlergrenzen ist die Gravitations-Rotverschiebung in den
Jahren von 1960 bis 1965 durch die Linienverschiebung von Gammastrah-
len mit Hilfe des MéBbauer-Effektes im Erdfeld von Pouxp, REBKA und
SNIDER sogar auf 4 19, bestdtigt worden.

1) Pouxp, R. V., and G. A. REBKA: Physic. Rev. Letters 4 (1960) 337; siche
auch Pouxp, R. V., and J. SNiDER: Physic. Rev. 140B (1965) 788.
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Das Minimum der Mé8bauer-Linie (Abb. 9.7) ist typisch fur die Resonanz-
absorption. In der waagerechten Versuchsanordnung nach Pounp und
REBEKA wiirde dieselbe relative Anderung der Impulsrate, die von (energie-
abhéngigen) Detektoren gemessen wird, eintreten, wenn zwischen Quelle
und Absorber die Relativgeschwindigkeit Avjy = v/c besteht. Hieraus
folgt, daB die durch Gravitationswirkung hervorgerufene Linienverschie-
bung (10.46) durch Doppler-Effekt herbeigefiihrt werden kann, wenn die
Geschwindigkeit » zwischen Quelle und Absorber

v =25,13-10"1.3 .10 ¢cms™ ! ~ 15 . 1075 cms™?

betragt.

Die Versuche von Pouxp, REBKA und SNIDER gehoren zu den bemerkens-
wertesten Experimenten der Physik, die mit hochster Prazision durch-
gefithrt wurden.

Um Unterschiede der Eigenfrequenzen von Quelle und Absorber zu ver-
meiden, diirfen keine Temperaturunterschiede vorkommen. Bei einem
Temperaturunterschied von 1 K wirde ein Effekt in der GroBenordnung
des gesuchten auftreten. Schliefilich wurden zur Vermeidung von Un-
gleichheiten im Gitteraufbau Quelle und Absorber vertauscht.

Zwar ist die Gravitations-Rotverschiebung recht genau bekannt, sie ist
jedoch der am wenigsten interessante Teil der ART, da die eigentlichen
Feldgleichungen der Gravitation gar nicht beriicksichtigt werden. Es sind
z. B. bei der Herleitung der Gravitations-Rotverschiebung der Spektral-
linien nur das Aquivalenzprinzip und die SRT (£ = m, ¢* = m, ¢ = m c?) .
erforderlich. So ist also die Bestdtigung der Gravitations-Rotverschie-
bung mit Hilfe des MoBbauer-Effektes nicht fir die Gesamttheorie
schliissig.

Das Experiment von Pounp und REBKA beweist nur, dal3 Photonen der
Schwerewirkung unterliegen.

Bevor das Experiment von Pounp und REBkA méglich wurde, war man
auf die Analyse der Wellenlingen von Spektren angewiesen, die von
Himmelskoérpern emittiert werden. Die ,,Verschiebung der Spektral-
linien*, die von Atomen in der 4uBeren Sonnenschicht emittiert werden, —
verglichen mit denselben Linien auf der Erde — berechnet man aus der
Potentialdifferenz

A _GM (i _ l), (10.49)

2
v & \rp 1

Da die Erdentfernung r, sehr viel groBer als der Sonnenradius 7, ist, ergibt
sich

Ay =2,1-10"%,

v
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Dies bedeutet, dal alle Frequenzen » bzw. Wellenlingen A der auf der
Sonnenoberfliche emittierten Spektrallinien gegeniiber den auf der Erde
emittierten um 2,1 - 10-6 verschoben sind.

Dieser Effekt ist — abgesehen von seiner Kleinheit — auf Grund anderer
Einflisse, die sich diesem Gravitationseffekt iiberlagern, schwer zu messen.
Insbesondere iiberlagert sich wegen der Storungen in der Gashiille der
Sonne, wo die Atome groflie Geschwindigkeiten erlangen, ein Doppler-
Effekt.1) v

Die Verschiebung der Spektrallinien ist fiir den schweren Begleiter des
Sirius etwa 30mal so groll wie bei der Sonne, da der Wert M /» 30mal so grof3
ist. Dieses Ergebnis wurde von W. Apams?) bestitigt. Die Genauigkeit
der Messungen von Frequenzverschiebungen der Spektrallinien des Son-
nenlichtes liegt zwischen 5%, und 109,. Die r-Werte in (10.49) sind, genau
genommen, nicht exakt gleich den Entfernungen, die mit den iiblichen
astronomischen Methoden berechnet werden, da diese auf der Voraus-
setzung des euklidischen Raumes beruhen und die Lichtstrahlen als ge-
rade Linien gedacht werden kénnen. Der Unterschied ist allerdings klein
von héherer Ordnung, so daf} er vernachlissigt werden kann.

Eine unmittelbare Messung der allgemein-relativistischen Zeitdilatation
kann in absehbarer Zeit auf der Erde ausgefithrt werden. Die geringe
Gangdifferenz zweier Uhren, die sich in unterschiedlich starken Gravi-
tationsfeldern befinden, konnte man mit Hilfe der Molekularstrahl-Maser-
Oszillator-Uhren messen.3)

Die relative Ganggenauigkeit dieser Uhren liegt bei 5 - 10713, Das bedeu-
tet einen Fehlgang von 1 s in 70000 Jahren oder 15 us in einem Jahr.

Die Gangdifferenz zweier Uhren berechnet man analog zu (10.46) als
At g Ar

— 10.50
; o2 (10.50)

Vergleicht man zwei solcher Préizisionsuhren, von denen eine auf Meeres-
héhe, die andere auf dem Mount Everest (8,8 - 10> m) stationiert ist, so
miiBte sich gemalB der Beziehung (10.50) aus der ART nach ¢ = 1 Jahr
= 3,15 - 107s eine Gangdifferenz At = 31 ys ergeben. Dieser Effekt ist etwa
doppelt so grol wie die heute erzielbare Melgenauigkeit, so dafl er meB-
bar ist. Die allgemein-relativistische Zeitdilatation durch die Sonnen-
gravitation wird auch mit Hilfe von Raumsonden untersucht, die zu
anderen Planeten starten.

1) FREUNDLICH, E. F., and W. LEpERMANN: Monthly Notices Roy. astronom.
Soc. 104 (1944) 1, 40.

2) Apams, W.: Proc. nat. Acad. Sci. USA 11 (1925) 382.
3) Coockg, W. J.: Physic. Rev. Letters 16 (1966) S. 662.
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10.6.2. Ablenkung elektromagnetischer Wellen im Gravitationsfeld

Die relativistisch berechnete Ablenkung § ist zur Halfte durch die Anderung
der Lichtgeschwindigkeit und zur anderen Halfte durch den nichteukli-
dischen Charakter der rédumlichen Geometrie bedingt. Das Zusammen-
wirken beider Effekte bedingt die Abweichung vom klassisch berechneten
Newtonschen Wert dy. Die beiden Anteile erscheinen in der vollstin-
digen Einstein-Theorie als einheitlicher Effekt: 6 = 2 dy Ein in Sonnen-
nihe vorbeigehender Strahl erfihrt sowohl eine Ablenkung als auch eine
Laufzeitverzogerung. Die Einsteinsche Theorie fordert § = 1,75, die
Skalar-Tensortheorie von BRaANS und DIckE hingegen nur 1,63/. Die bis-
herigen Messungen scheinen fiir den Einsteinschen Wert zu sprechen.
Die Strahlenkriimmung im Gravitationsfeld der Sonne lifit sich neuer-
dings auch mit Hilfe interferometrischer Methoden der Radioastronomie
bestimmen. Man beobachtet 2 Radiosterne (Quasare), die geringen
sphéarischen Abstand haben und von denen eine Radioquelle der Sonne
(scheinbar) moéglichst nahe kommt oder von der Sonnenscheibe bedeckt
wird.

Aus den Anderungen des Winkelabstandes der beiden Quasare durch den
Einflul des Schwerefeldes der Sonne kann man den Ablenkungswinkel
ermitteln. Die Messungen wurden von zwei Gruppen?!)?) unabhéingig
voneinander nach verschiedenen Methoden ausgefithrt. Eine der Radio-
quellen néherte sich dem Sonnenzentrum bis auf 1,2 Sonnenradien; die
andere blieb weiter als 21 Sonnenradien entfernt.

Die Interferometer bestanden jeweils aus zwei Antennen im Abstand von
etwa 1 km bzw. 22 km. Die Antennen der ersten Gruppe hatten Durch-
messer von 27 m und 40 m; die der zweiten Gruppe 26 m und 64 m.

Man mif3t die Phasendifferenz ¢, der Wellen der Radioquelle 1, die nicht
vom Sonnenfeld beeinfluBt wird. Dann schwenkt man beide Antennen
auf das Objekt 2 und miB3t die Phasendifferenz ¢,. Der Unterschied ¢,—¢,
bleibt zeitlich so lange konstant, bis sich das Objekt 1 dem Sonnenrand
mehr und mehr nédhert. Sodann tritt auf Grund der Strahlenkriimmung
eine merkliche Anderung des Winkelabstandes beider Quasare auf.
Diese empfindlichen Interferometermethoden sind den zum Teil umsténd-
lichen Expeditionen zur Messung der Lichtablenkung im Bereich optischer
Wellenldngen wahrend der seltenen Ereignisse der Sonnenfinsternis vor-
zuziehen.

1) SEreLssTAD, G. A., R. A. SRaMEK and K. W. WEILER: Measurement of the
Deflection of 9,602 GHz Radiation from 3 C. 279 in the Solar Gravitational
Field. Physic. Rev. Letters 1970, S. 1373.

2) MtuLEMANN, D. O,, R. D. ExErs and E. B. FomaronT: Radio Interfero-
metric Test of the General Relativistic Light Bending Near the Sun.
Physic. Rev. Letters 1970, 8. 1377.
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Die eine Forschergruppe erhielt den Wert 6 = (1,77 + 0,70)", die andere
das 1,04fache des Einsteinschen Wertes, so daB erstens die beiden Ergeb-
nisse hinreichend gut tbereinstimmten und zweitens der Einsteinsche Wert
wahrscheinlicher zu sein scheint als der Wert nach Braxs und DickE.
Mit der Strahlenkriimmung im Gravitationsfeld ist auch eine etwas ver-
groferte Laufzeit der elektromagnetischen Signale verbunden, die in den
Versuchen von I. I. SHAPIRO gemessen wurde.

Die Kriitmmung von Lichtstrahlen, die eine Masse M passieren, wird im
folgenden berechnet.

GemiB dem Aquivalenzprinzip werde zunichst an Stelle des Gravitations-
feldes ein beschleunigt bewegter Kasten — fern von Gravitationsfeldern —
betrachtet, den ein Lichtstrahl durchquert. In Abb. 10.5 ist als erstes der

- fﬂ
T~ 4

v=0 v=const v=at

Abb. 10.5

Weg des Lichtstrahles dargestellt, wenn der Kasten ruht (v = 0); im
zweiten Teilbild bewegt sich der Kasten mit konstanter Geschwindigkeit
nach oben (v = const), so daB sich fiir den Weg des Lichtstrahles relativ
zum Kasten die nach unten geneigte Gerade ergibt. (Die Kastengeschwin-
digkeit wird als vergleichbar mit der Lichtgeschwindigkeit angenommen.)
Bewegt sich der Kasten mit einer dauernden Geschwindigkeitszunahme
(Beschleunigung) nach oben, so ist der Lichtstrahl im Kasten gekriimmt.
Die Beschleunigung nach oben entspricht einer nach unten wirkenden
Gravitationskraft. Daraus folgt, dal Lichtstrahlen in einem ruhenden
Kasten bei anwesendem Gravitationsfeld ebenfalls gekriimmt werden
miissen.
Der Ursprung des Koordinatensystems liegt im Mittelpunkt der Masse M
(Abb. 10.6). Die Wellenfront 44’ geht im Abstand M B = r an der Masse
vorbei und bildet mit der Gravitationsrichtung den Winkel ¢. Im Punkt B
ist die Lichtgeschwindigkeit c,; es gilt AB =c¢,dt =dy. In B’ ist r
groBer als in B; deshalb ist in B’ die Lichtgeschwindigkeit grofer als c,,
nédmlich ¢, + Ac,. Die Wellenfront wird wegen der unterschiedlichen
Lichtgeschwindigkeit um den Winkel dyp = B’ B B”” gedreht. Hierbei ist
B B = Ac, dt. Im Grenzfall ist Ac, gleich dc,, also

_0¢g
D

14 Melcher, Relativitdtstheorie

de dx



210 Allgemeine Relativitétstheorie

yh

Fixsternlicht ‘

A A

B
B,,dxp
T Abb. 10.6
Y
und
B'B" 0c,, dt e,
d.?/} e d '*—ﬁ xﬁ_a_xdt . (10.51)
Weiter oben wurde gezeigt: dt = dy/c,, also
_ e dy 1 00 (10.52)
ox ¢, ¢ Ox
Des weiteren wurde gefunden (Gl. 10.33):
o
Cp = c[l — _r_(l + cos2<p)],
woraus folgt
de, 0 o U
cc oc
a_‘: - (@ - 4 2 y2); (10.54)
damit wird
1l xc

dy = ~ (23 + 42 y?)dy . (10.55)
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Die gesamte Ablenkung § des Lichtstrahles durch das Gravitationsfeld
erhilt man durch Integration simtlicher Winkel dy lings der Geraden
=D vony= — oo bis y = 4 oo:

y=-+oo 400

- _, [(PHeDy 2y (YN os
0= fdy)—ocf 5 (lg/_5[7—}— - ‘m.(10.06)
Y= —00 —
Es ist lim y/r = 1, also
y—>00
6:4cx_4G’M x M (10.57)

D D  2aD’
Die Ablenkung § des Lichtstrahles wird um so gréfler, je kleiner D ist, je
dichter also der Lichtstrahl die Masse M passiert. Wihlt man M gleich

der Sonnenmasse und setzt D gleich dem Sonnenradius rg, so ergibt sich
fitr die Krimmung, d. h. fiir den Ablenkungswinkel §

Osonne = 0,848 - 1075 = 1,745"". (10.58)

DaBl (10.56) aus (10.55) folgt, erkennt man leicht, indem man (10.56) dif-
ferenziert.

Die Lichtgeschwindigkeit ist im inhomogenen Gravitationsfeld von Punkt
zu Punkt verschieden. Es ist gleichgiiltig, ob der Lichtstrahl vom Fix-
stern ausgeht oder seinen Ausgang vom Auftreffpunkt auf der Erde nimmt
(Prinzip der Umkehrbarkeit der Lichtwege).

Dieses Ergebnis bedeutet, dal} ein Beobachter auf der Erde den Fixstern,
dessen Licht an der Sonnenoberfliche vorbeigeht, um 1,75 abgelenkt
sieht, was in Abb. 10.7 schematisch (iibertrieben) dargestellt ist.

Passiert das Licht eines Fixsternes die Sonne im Abstand von 2 bzw.
3 Sonnenradien (gemessen vom Sonnenmittelpunkt), so betrigt die Ab-
lenkung nur 1/2 bzw. 1/3 von 1,75,

Die Messung der Lichtablenkung durch die Sonnenmasse ist ein experimen-
teller Priifstein fiir die ART. Sie wird bei totalen Sonnenfinsternissen vor-
genommen, indem die Fixsterne in unmittelbarer ,,Nachbarschaft® der
Sonne photographiert werden. Die scheinbaren Fixsternorte erscheinen
dann auf der Photoplatte nach auflen, also vom Sonnenzentrum weg, ver-
schoben. Zum Vergleich photographiert man die Fixsternpositionen in der
Nacht etwa im zeitlichen Abstand von 1/2 Jahr, also ohne Gravitations-
einwirkung der Sonne auf das zur Erde gelangende Fixsternlicht. Die Ver-
schiebung betragt auf der Photoplatte einige Hundertstel Millimeter. Die
von der allgemeinen Relativitdtstheorie geforderte Lichtablenkung von
0 = 1,75" ist auBerordentlich gering. Es handelt sich um einen Winkel
von etwa 1/2000 Grad: So groB wiirde einem unbewaffneten Auge eine
Pfennigmiinze in 1 km Entfernung erscheinen. Die bisherigen Messungen

14*
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Fixstern % Scheinbare
* Stellung des

S / Fixsterns
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Mond
Schatten Abb. 10.7

liegen im Bereich 1,8 bis 2,7 und stittzen die allgemeine Relativitats-
theorie, die fiir die Strahlablenkung gerade einen doppelt so groBen Wert
fordert wie die Newtonsche Mechanik.
Aus Abb. 10.7 erkennt man, daf3 der Lichtstrahl nicht nur durch die Sonne,
sondern auch durch den Mond abgelenkt werden miifite. Die Ablenkung
Omona ist aber gegeniiber dem Wergt dgonne vernachlissighar klein: Es gilt

M 1,98 . 1038 g
- . = . 1022 o -1
( ) 6.95. 100cm — 00 10%gem

Sonne

L1025
My _T3AT- 1008 o3 1047 gem-t.
7 Jyona  1,738-10%cm
Der Mond-Effekt ist also um den Faktor 10 kleiner. Fir die Erde ist
5,973 - 1077 g
= —= 9,47 - 10" gem™~! .
6,370 10°em gem

r )Erde

(M
Bei Ginseure [1.19] sind einige experimentell bestimmte Werte fiir die

Lichtablenkung angegeben.
Der groBte Beobachtungsfehler ergibt sich offenbar dadurch, daf3 die unter-
schiedliche Lichtbrechung in der Erdatmosphire infolge ungleicher Tem-
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peraturen wihrend der Beobachtungen nur ungenau beriicksichtigt wer-
den kann. So erklirt sich auch die relativ groBe Abweichung bei der Mes-
sung von MicHAILOW: Wihrend der Sonnenfinsternis wurde eine Luft-
temperatur von - 23,6 °C und am Kontrolltag eine Temperatur von
— 21 °C gemessen; die Differenz der Brechung ergibt sich zu 0,85"". Diese
Temperaturinderungen wirken sich natirlich auch auf die optischen MeB-
instrumente aus. Ein méglicher Einflull der Sonnenrotation (vg ~ 2 - 105
cms™! am Sonnendquator) auf die Lichtablenkung ist vernachlissighbar;
er wiare um einen Faktor von der Groflenordnung vy/c &~ 10-3 kleiner als
die Gravitationsablenkung.

10.6.3. Periheldrehung der Planetenbahnen

Aus den nichtlinearen Feldgleichungen der Einsteinschen Gravitations-
theorie 14t sich eine Perihelbewegung der Planetenbahnen folgern. Die
relativistische Periheldrehung — gemessen in Bogensekunden pro Jahr-
hundert — ist fiir einige Himmelskorper in der nachstehenden Tabellel)
angegeben.

Planet £190 (berechnet) €190 (beobachtet)
Merkur 43,03 42,9 + 0,27
Venus 8,63 8.4 4 4,87
Erde 3,8 5,07 + 1,27
Mars 1,47 —
Jupiter 0,06” —

Erdmond 0,055

Die Periheldrehung ist um so groBler, je groBer der Wert «/r ist, d. h., je
niher sich derselbe Kérper am Gravitationszentrum befindet. Die experi-
mentelle Prifung der Periheldrehung unterscheidet sich von den vorge-
nannten beiden anderen klassischen Tests dadurch, dal die Perihelver-
riickung aus den Feldgleichungen EINsTEINs gefolgert wird und somit eine
Bestiatigung der Richtigkeit dieses Gleichungssystems erbringen koénnte.
Die Periheldrehung der Merkur-Bahn war den Astronomen seit LEVERRIER,
also lange vor EINsTEIN, bekannt: Sie betrigt insgesamt 532 im Jahr-
hundert. Man eliminierte alle Stéreinflisse durch andere Planeten und er-
hielt einen seinerzeit nicht erkldrbaren Rest von ca. 43”7 im Jahrhundert.
Aus den Einsteinschen Feldgleichungen folgt dieser Wert unmittelbar als

1) Néheres siehe z.B. [1.19].
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allgemein-relativistischer Effekt. Der eigentlich beobachtbare Effekt der
beim Merkur ist rund 12,5mal so groB wie der relativistische Effekt. Bei
der Erde machen die Storeffekte (Planeten- und Mondeinfluf) 154" pro
Jahrhundert aus.

Es werden Experimente erortert, die die relativistische Periheldrehung
auch mit kiinstlichen Satelliten zu messen gestatten, wozu natiirlich ldn-
gere Beobachtungsdauern erforderlich wéaren. Auf der elliptischen Bahn
dndert sich die Geschwindigkeit einer umlaufenden Masse, was eine Massen-
dnderung und damit eine Bahnrotation zur Folge hat. Diese nach der
SRT zu berechnende Periheldrehung betrigt jedoch im Fall des Merkur
nur 7 pro Jahrhundert. Hingegen erklirt die ART die 43" pro Jahr-
hundert fiir den Planeten Merkur zufriedenstellend.

Die Planeten bewegen sich nicht auf Ellipsenbahnen, sondern auf nicht-
geschlossenen rosettenformigen Bahnen (Abb. 10.8).

\\ Rosetten-
// \\bewegung
/ \
/ \
[ |
| |
\ /
\ ,73-70% Abb. 10.8
\ /
AN /
AN //
~ -

Die groBe Achse der Ellipse beschreibt eine Prizessionbewegung. Die
Planetenbahn ist — nach Beriicksichtigung von Stérungen — keine
ruhende Ellipse wie aus der Newtonschen Theorie folgen wiirde, sondern
gemifl der ART eine langsam rotierende Ellipse.
Die Ellipsenbahn des Merkur fiihrt erst in 3 - 108 Jahren eine vollstidndige
Rotation aus, d. h., die Ellipse hat erst nach dieser Zeit eine vollstandige
Rosettenbahn beschrieben.
Der Unterschied zwischen dem Newtonschen und dem Einsteinschen Ge-
setz ist allerdings sehr gering. EINsTEINS und NEWTONS Theorie sind je-
doch in physikalischer Hinsicht grundsitzlich verschieden. Die Einstein-
sche Theorie gibt fiir die Drehung der Planetenellipse im Sinne der Um-
laufbewegung pro Umlauf (im absoluten Winkelmaf) die Beziehung

a2

=24 n“"m ; (10.59)
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hierin bedeuten

a die groBle Halbachse der Ellipse,

b die kleine Halbachse,
T die Umlaufzeit des Planeten,
¢ die Lichtgeschwindigkeit.

Diese Beziehung kann mit dem 3. Keplerschen Gesetz

¢M,,,

ot =T, (10.60)

worin M, die Masse der Sonne bedeutet, auch wie folgt geschrieben wer-
den:
6 G M,

~ vl — o (10.61)
Die gute Ubereinstimmung zwischen dem beobachteten und dem aus der
Einsteinschen Gravitationstheorie folgenden Wert fiir die Drehung des
Merkur-Perihels wurde als Bestatigung der Feldgleichungen EINSTEINs
gewertet. In jiingerer Zeit sind weitere Gravitationstheorien — teils als
Ergéanzungen und Weiterfithrungen der Einsteinschen ART — aufgestellt
worden (JoOrRDAN, Brans und Dicke, TREDER), so dall man experimentelle
Priifungen groferer Genauigkeit benotigt, um zwischen den einzelnen
Theorien entscheiden zu kénnen.
Um die theoretischen Werte mit dem beobachteten (korrigierten) ver-
gleichen zu konnen, mull der letztere mit hoher Genauigkeit ermittelt
werden. Bei den vorzunehmenden Korrekturen der Beobachtungsergeb-
nisse, aus denen der interessierende Betrag ,herausprapariert® wird, muf}
z. B. die Masse der Venus sehr genau bekannt sein. Da die Venus keinen
Mond besitzt, aus dessen Bewegung auf ihre Masse geschlossen werden
kann, ist die Massenbestimmung nicht hinreichend sicher. Sie ist aber
mit Hilfe von Satelliten durchgefiithrt worden.
Auf ecine andere Schwierigkeit beim Vergleich der beobachteten Werte hat
DickE hingewiesen:
Wenn das Gravitationsfeld der Sonne nicht exakt kugelformig ist — die
Sonne wirde dann ein Quadrupolmoment besitzen —, miilten weitere
Korrekturen an den Beobachtungswerten vorgenommen werden. Dies
wiirde bedeuten, daB sich die Ubereinstimmung mit dem aus der Ein-
steinschen Theorie berechneten Wert offensichtlich etwas verschlechtert:
Der beobachtete Wert wird dadurch gedndert, und eine modifizierte
relativistische Gravitationstheorie hitte diesen Anteil zu beriicksich-
tigen.
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Von Dicke und GOLDENBERG!) wurde die Kugelgestalt der Sonne gepriift.
Sie fanden eine geringe Abplattung, wonach sich der dquatoriale und der
polare Radius um 35 km voneinander unterscheiden. Auf Grund dieser
Abplattung kommt eine Peribeldrehung des Merkurs von 3,4”" pro Jahr-
hundert zustande. Subtrahiert man diesen Wert von dem beobachteten
Wert, so verbleiben hiernach 39,6” pro Jahrhundert als relativistischer
Effekt. Mit diesem Wert steht die Skalar-Tensor-Theorie von DickE und
Brans in guter Ubereinstimmung, jedoch weisen W. J. Cocke und Mit-
arbeiter?) darauf hin, dal noch andere bisher nicht bertcksichtigte Vor-
génge in der Sonne existieren, die ebenfalls die Bewegung des Merkur-
perihels beeinflussen kénnten, so daB3 der theoretische Wert von Braxs
und Dickg durchaus nicht sicher ist.

Wichtig fir die weiteren Prifungen ist die Feststellung des Quadrupol-
momentes der Sonne: Trotz (nahezu) kugelférmiger Gestalt kann namlich
eine ungleiche Massenverteilung vorliegen.

Auf Grund von Stromungen und turbulenten Bewegungen wird ein
Magnetfeld erzeugt. Der magnetische Druck kann ungleiche Massen-
verteilungen hervorrufen, wodurch eine Kugelsymmetrie gestort wird.
In diesem Fall miilte der theoretische Wert etwas groBer als der von
EINsTEIN berechnete sein.

Eine von H.-J. TREDER vorgenommene Erweiterung der Gravitations-
theorie, die noch weiter als die Einsteinsche iiber die klassische Newton-
sche Theorie hinausgeht, liefert einen etwas grofleren Wert als die ART.
Die experimentelle Priifung des Quadrupolmomentes der Sonne wird durch
Vermessung der Bahnparameter des Planetoiden Icarus vorgenommen.
Auf Grund der bisherigen MeBungenauigkeiten konnte bisher jedoch noch
nicht zwischen den drei Theorien der Gravitation (EINsTEIN, DickE,
TREDER) entschieden werden.

10.6.4. Vierte Testmoglichkeit nach I. I. SHaPIRO

Zur Prifung der Nichtlinearitit der Einsteinschen Feldgleichungen gibt
es neben der Perihelmessung des Merkur noch eine weitere Moglichkeit,
auf die I.I. Smariro®) hingewiesen hat. Die Raumkriimmung durch das
Gravitationsfeld der Sonne kann mit Hilfe von Radarimpulsen gemessen
werden, die vom Merkur oder von der Venus reflektiert werden. Voraus-

1) DickEe, R. H., and H. M. GoLDENBERG: Solar Oblateness und General
Relativity. Physic. Rev. Letters 1967, S. 313.

?2) CockEg, W. J.: Alternative Cause of Solar Oblateness. Physic. Rev. Letters

1967, S. 609. b

3) I. I. SaAPIRO: 4th Test of General Relativity. Physic. Rev. Letters 1964,
S. 789.



10. Prinzipien und Probleme der allgemeinen Relativititstheorie 217

setzung fiir diese Radarmessungen ist, daB die Sonne zwischen Erde und
Merkur bzw. Venus steht.

Die Raumkriimmung wird um so ausgepragter feststellbar, je naher die
Radarimpulse an der Sonne vorbeilaufen, da sich in diesem Fall eine Ver-
groBerung der Laufzeit des Radarechos ergibt. Von SuaPtrRo und Mit-
arbeitern wurden MeBreihen mit insgesamt tber 4 Milliarden Radarim-
pulsen ausgewertet. Es wurden tatséchlich eine Laufzeitverzogerung fest-
gestellt, die maximal (am Sonnenrand) beim Merkur 200 ps betrigt, was
einer ,,zusidtzlichen‘* Wegstrecke von 60 km entspricht. Diese Messungen
sind bis auf 109, genau.

Wihrend man bei der Beobachtung der Lichtablenkung im Schwerefeld
der Sonne (6.2.) auf totale Sonnenfinsternisse angewiesen ist, lassen sich
diese Priifungen mit den Hilfsmitteln der modernen Nachrichtentechnik
durchfithren. Die Signale werden mit einer Senderleistung von 300 kW
emittiert. Das auf der Erde empfangene Echo hat hingegen nur eine Lei-
stung von 10724 kW. Die Laufzeit liegt fiir die Venus bei ca. 26 min. Der
Effekt der (relativ schwachen) Raumkriimmung besteht nun darin, daB
in der Sonnennéhe die Laufzeit der Impulse minimal vergroBert wird, also
26 min plus maximal 200 us betrdgt. AuBer dieser Laufzeitverzogerung
erfahrt das Radarsignal (wie ein Lichtstrahl) noch eine Ablenkung. Die
Laufzeitmessungen nach SHAPIRO sind offenbar genauer ausfithrbar als die
Ablenkungsmessungen des Fixsternlichtes bei totalen Sonnenfinsternissen.
Es wird erwartet, dall die Fehlergrenzen auf + 19, eingeschrinkt werden
koénnen, nachdem bereits an Satelliten Laufzeitmessungen der Radar-
signale mit Genauigkeiten von + 29, moglich waren.

Nach der Gravitationstheorie von C. Braxs und R. H. DickE sollten die
Laufzeiten gegentiber der Einsteinschen Theorie um ca. 109, kleiner sein.
Die bisherigen MeBergebnisse sprechen fiir die Einsteinsche Theorie.
Die Lichtablenkung (incl. Laufzeitverzogerung) sowie die Perihelbewe-
gung haben in den Feldgleichungen der Gravitation ihre gemeinsame Wur-
zel. Dies bedeutet auch, dall diese Effekte nicht unabhingig voneinander
bewertet werden konnen. Da nun die Shapiro-Experimente die Einstein-
Theorie besser bestédtigen als die Brans-Dicke-Theorie, so darf man darin
auch eine Bestitigung des Einstein-Wertes fiir die Periheldrehung sehen.
In dieser Hinsicht wiirden auch die durch die Bestimmung der Sonnen-
abplattung an der ART aufgekommenen Zweifel weitgehend entfallen. Es
wird eine 0,29%ige Genauigkeit fiir die Bestimmung der Periheldrehung
aus den Shapiro-Experimenten erwartet.

10.6.5. Messungen des Abstandes Erde—Mond

In der Einsteinschen ART wird die Gravitationskonstante » bzw. G als
Naturkonstante aufgefat. Die stdndig zunehmende Erweiterung und
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Verfeinerung der experimentellen MeBtechnik 14Bt erwarten, dafl auch die
Gravitationskonstante von Zeit zu Zeit immer genauer gepriift wird.
Nach Messungen von R. D. Rost und Mitarbeitern!) wird die Gravitations-
konstante mit G = (6,674 1+ 0,012) - 1071 Nm? kg—2 angegeben. Es sind
von dieser Gruppe Arbeiten vorbereitet, um den MeBwert um weitere
2 GroBenordnungen zu verbessern.

Bei dem Versuch, die auBerordentliche Kleinheit der Gravitationskon-
stante und damit die sehr geringe Wechselwirkung der Gravitation zu
deuten, stellte Dirac?) 1938 die Hypothese der langsamen zeitlichen An-
derung der Gravitationskonstante auf. Nach Dirac ist die Gravitations-
konstante umgekehrt proportional dem Weltalter, d. h., sie wird mit der
Zeit standig kleiner. Eine mogliche zeitliche Abnahme der Gravitations-
konstante kénnte — gemilB einer Theorie von P. Jorpan®) — auch die
Ausdehnung der Erde erkliren. Gemif der SRT sind zeitliche Anderun-
gen nicht isoliert von rdumlichen zu betrachten; somit wire im Prinzip
auch eine Variation von @ von Ort zu Ort zuzulassen.

In der Brans-Dicke-Theorie wird neben dem Tensorfeld ein zusdtzliches
Skalarfeld eingefiihrt, das eine mégliche Anderung von @ beriicksichtigen
soll. Auf diese Weise ergeben sich bestimmte (geringe) Abweichungen von
der Einsteinschen Theorie, iiber die allein experimentelle Priifungen ent-
scheiden konnen.

Da die Konstanz der Gravitationskonstante bisher praktisch als Prinzip
gilt und weitgehend ungepriift ist, sollen beispielsweise Messungen des
Abstandes zwischen Erde und Mond dariiber Aufschlufi geben. Eine zeit-
liche Abnahme von ¢ wiirde nach hinreichend langen Zeiten eine meBbare
VergroBerung der Erde—Mond-Entfernung ergeben. Diese Entfernungs-
bestimmungen erfolgen tiber lange Zeiten hinweg mit Hiife von Laser-
strahlen, die von einem Spiegel auf dem Mond reflektiert werden.

10.6.6. Thirring-Lense-Effekt und Fokker-Prizession

Aus den Einsteinschen Feldgleichungen hat H. THirrING?) das Feld rotie-
render Hohl- und Vollkugeln berechnet. Danach treten in der Umgebung
rotierender Massen Krifte auf, die Analogien zu rotierenden elektrischen
Ladungen aufweisen. Im Vergleich zu den elektrischen Ladungen in der
Elektrodynamik sind aher die Wechselwirkungen zwischen gravischen La-

1) Rosg, R. D., et al.: Determination of the Gravitational Constant. Physic.
Rev. Letters 23 (1969) 655.

%) Dirac, P. A. M.: Proc. Roy. Soc. London A 165 (1938) 199.

3) JorDAN, P.: Astronom. Nachr. 276 (1948) und
JorpAN, P.: Erdexpansion. Braunschweig 1966.

1) THIRRING, H.: Physik. Z. 19 (1918) 33; 22 (1921) 29.
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dungen (Massen) nur 10~3%mal so groB. Auf Grund der schwachen Wechsel-
wirkung der Gravitation sind die Krifte rotierender Massen entsprechend
aullerordentlich klein. Gemeinsam mit J. LENSE hat H. THRRING!) auch
einen EinfluB der Rotation des Jupiter auf die Bewegung eines Jupiter-
mondes berechnet. Allerdings konnte dieser Effekt — bei groBem Stér-
untergrund — noch nicht beobachtet werden. Die fortschreitenden Ent-
wicklungen der modernen Experimentiermoglichkeiten bieten mehr und
mehr die Aussicht, daf} weitere allgemeinrelativistische Effekte auf der
Erde oder im erdnahen Raum gepriift werden koénnen.
Nach dem Thirring-Lense-Effekt miiite auch die Bahn eines Erdsatelliten
durch die Erdrotation beeinfluBBt werden. Die Bahn des Satelliten miifte
demzufolge eine Préazession um die Erdachse zeigen.
Die Priifung der Fokker-Prizession?) ist ebenfalls durch Satellitenexperi-
mente vorgesehen. Dieser Effekt besteht darin, daB die Achse eines
Kreiselkorpers, der im Raum eine geschlossene Kurve ausfiithrt, nicht
mehr wie in der Newtonschen Mechanik in die Anfangslage zuriickkehrt.
Baut man in einen Satelliten einen Kreisel ein, so miiBte seine Achse nach
einem Jahr etwa 7/ gegeniiber der Anfangslage zuriickbleiben. Relativ
zum Fixsternhimmel fithrt der Kreisel um die Richtung der Bahnnormalen
eine Prizession aus.
Von ScHIFF?) ist ein Kreiselexperiment durchgerechnet worden, das nach
Everirr und FAmrBank?) mit Hilfe eines Satelliten ausgefithrt werden
soll. Dieses Experiment wiirde wiederum eine experimentelle Entschei-
dung zwischen der Einstein-Theorie und der Brans-Dicke-Theorie ermog-
lichen. Die nach der Einstein-Theorie berechnete Winkelgeschwindigkeit
der Prizession der Kreiselachse sollte ca. 0,5” pro Jahr groBer sein als die
aus der Skalar-Tensor-Theorie von BranNs und Dick® folgende, wenn die
Satellitenbahn in 800 km Hohe verliuft.
Die Feststellung so winzig kleiner MeBgroBen erfordert einen immensen
Aufwand. Beispielsweise miite der sphérische Quarzrotator zur Abstim-
mung aller elektromagnetischen Einfliisse von supraleitenden Stoffen um-
geben sein. Diese neuartigen Experimente werden dazu beitragen, wei-
tere tiefe Erkenntnisse iiber die Natur zu gewinnen.
Zum experimentellen Nachweis der beiden bisher nur theoretisch bekann-
ten Rotationseffekte der ART wurde von H. DraNEN®) die Frequenzver-
1) THIRRING, H., und J. LENsE: Physik. Z. 19 (1918) 156.
2) ForKER, A. D.: De geodetische precessie. Amsterdam 29 (1920).
3) O’CoxNNELL, R. F.: Schiff’s Proposed Gyroscope Experiment as a Test of
the Scalar-Tensor Theory of General Relativity. Physic. Rev. Letters 1968,
S. 69.
4) Everitt, C. W. F., W. M. FamrBANK, and W. O. HamiLTo~: Relativity Proe.
of the Relativity Conf., New York 1970.
5) DeeNEN, H.: Z. Naturforsch. 22a (1967) 816 — 821.
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schiebung berechnet, die sich im Erdfeld fir ,links- und rechtsherum-
laufendes‘‘ Licht ergibt. Die relative Frequenzverschiebung, die gegebenen-
falls mit einem Prézisions-Ringlaser gemessen werden miilte, liegt aller-
dings mit ca. 10723 weit aullerhalb der gegenwartigen MeBgenauigkeit.

10.6.7. Gravitationswellen

Von EixsTeIN wurde aus seinen Feldgleichungen der Gravitation auch die
Existenz von Gravitationswellen gefolgert, d. h. die Tatsache, daB} sich
gravitative Wirkungen als Wellenimpulse ausbreiten.l) Diese Gravita-
tionswirkung (Gravitationsstrahlung) kann sich nur mit begrenzter Ge-
schwindigkeit ausbreiten, ndmlich mit Vakuum-Lichtgeschwindigkeit.
Passiert eine Gravitationswelle irgendeinen Weltpunkt; so wird dort
momentan die lokale Schwerkraft gedndert. Im Prinzip koénnen Gravi-
tatjonswellen durch schwingende (rotierende oder allgemein: beschleunigt
bewegte) Massen erzeugt werden. Die emittierte Energie der Gravitations-
wellen ist allerdings auBergewdhnlich gering.

Selbst der Strahlungsflull gravitativer Wellen, die von Doppelstern-
systemen ausgehen, ist wegen der Erdentfernung von diesen Objekten
ungeheuer gering. Sofern es sich um Neutronen-Doppelsterne handeln
wiirde, ist die Aussicht fiir den Nachweis von Gravitationswellen etwas
glnstiger zu beurteilen, da sie eine zunehmend groBer werdende Umlauf-
geschwindigkeit um den gemeinsamen Schwerpunkt erreichen.

Die in der Zeiteinheit abgestrahlte Energie d/d¢ (Leistung) eines Doppel-
sternsystems, das aus 2 Sternen der Masse m besteht, die im Abstand 2 r
mit der Winkelgeschwindigkeit ¢ auf einer Kreisbahn laufen, berechnet
sich nach

dE 64 G
dt ~ Be¢s

m2 74 b . (10.62)

Diese Gleichung schreibt man auch mit der Beziehung r w? = G M[4r2
(Zentrifugalkraft = Schwerkraft) als

dE 1 ¢ (G m\t
E:gmc%(mz), (10.63)

1) Aus der Newtonschen Theorie, die sich nur auf statische Gravitationsfelder
bezieht, konnen Gravitationswellen nicht gefolgert werden. EINSTEINS
klassische Arbeit, ,,Gravitationswellen‘ erschien in: S.-B. preuB. Akad.
Wiss. 1918, S. 154—167.
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- . . 2 -
Substituiert man fiir einen giinstigen Fall o = ?n mit T = 1 Tag und

m = 10 Sonnenmassen, so ergibt sich, dafl selbst wihrend 10® Jahren nur
ein sehr geringer Anteil der Energie abgestrahlt wird.

Ein meBbarer FluB der Gravitationsstrahlung kénnte offenbar von einem
Gravitationskollaps (Kollapsar) ausgehen. Darunter versteht man die
Implosion eines Sternes unter der Wirkung seines eigenen Gravitations-
feldes innerhalb ca. einer Sekunde, wobei extreme Energiebetrage in
Form von Gravitationswellen freigesetzt werden konnten in der GroBen-
ordnung von 10% Ws — entsprechend einem Massendquivalent von 59%,
der Sonnenmasse.

Die groBlen Fortschritte der physikalischen Experimentiertechnik haben
es in den letzten Jahren ermoglicht, den Nachweis von Gravitationswellen
offenbar erfolgreich in Angriff zu nehmen. Die ersten erfolgversprechen-
den Experimente hat Joseph WEBER an der Universitit Maryland mit
einem von ihm und seinen Mitarbeitern entwickelten Gravitationswellen-
Detektor unternommen.?)

Gravitationswellen entstehen durch Quadrupolschwingungen von Massen
und kénnen Probekérper (Empfianger, ,,Antennen‘’) zu Quadrupolschwin-
gungen anregen. Die Wellen sind transversal polarisiert. Die schwache
Wechselwirkung der Gravitation bedingt hierbei entweder groBle Probe-
kérper und/oder MeBanordnungen hochster Empfindlichkeit; des weiteren
miissen storende Umwelteinfliisse ausgeschaltet werden. Der erste Gravi-
tationswellen-Detektor von J. WEBER bestand aus einem Aluminium-
Zylinder (1400 kg, 153 cm lang, 66 cm Durchmesser) mit einer Grund-
frequenz der axialen Eigenschwingung von 1660 Hz. Dieser Zylinder ist
in der Mitte von einem Kranz piezoelektrischer Schwingquarze umgeben,
welche auf die Schwingungen ansprechen, die die Masse durchlaufen. Die

1) Literatur uber Gravitationswellen:

WEBER, J.: Observation of the Thermal Fluctuations of a Gravitional-Wave
Detector. Physic. Rev. Letters 17 (1966) 1228; Gravitational Radiators.
Physic. Rev. Letters 18 (1967) 498.

Linsky, J., and J. WEBER: New Source for Dynamical Gravitational
Fields. Physic. Rev. Letters 18 (1967) 795.

ForwarD, R. L., and D. BERMAN: Gravitational-Radiation Detection Range
for Binary Stellar Systems.

WEBER, J.: General Relativity and Gravitational Waves. New York 1961.
WEBER, J.: Physic. Rev. Letters 22 (1969) 1320; 24 (1970) 276; 25 (1970)
180: Anisotropy and Polarisation in the Gravitational-Radiation Experi-
ments.

Zur Kritik an den Versuchen von J. WEBER siehe Nature 224 (1969) 411 und
228 (1970) 319 und 346.
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mechanischen Schwingungen werden durch die piezoelektrischen Kristalle
in elektrische Schwingungen umgewandelt.

Der Al-Zylinder ist an Drahten — gegen akustische Stérungen geschiitzt
— in einem Vakuumbehilter aufgehingt. Durch supraleitende Induktivi-
taten wird das thermische Eigenrauschen fast ausgeschaltet. Der gemes-
senen Zug- und Druckwirkung entsprechen Lingendnderungen (Amplitu-
den der Deformationen) von nur 2 - 1078 m, die durch das thermische
Rauschen begrenzt sind.!) Die Empfindlichkeit dieser MeBmethode von
1018 ist etwa vergleichbar mit der bisher nur durch den MoB8bauer-Effekt
erreichten Genauigkeit.

Als ersten Test (1965) des Geridtes wiederholte J. WEBER den Cavendish-
Versuch in neuer Variante. Er verwendete an Stelle der Bleikugeln, die
CAVENDISH benutzt hatte, zwei der angegebenen Zylinder, von denen der
eine mit nur 20 cm Durchmesser als Sender (100 Watt), der andere als
Empfinger diente. Infolge der wechselnden Kontraktionen und Dilata-
tionen wirkte der Sender mit kleinerer bzw. groferer Gravitation auf den
Detektor. Es konnten tatsichlich die geringen Schwerednderungen ge-
messen werden. Durch Wiederholung dieser Messungen bei Abstands-
variationen der beiden Zylinder wurde das quadratische Abstandsgesetz
der Gravitation bestatigt.

AuBer den tiblichen Vorkehrungen (Konstanz der Spannungsquellen und
der Raumtemperatur) wiirden diese Prizisionsmessungen erfordern: Uber-
wachung von Bodenschwingungen durch mehrere Seismometer sowohl fir
niedrige als auch fiir hohe Frequenzen ; Beobachtung von Anderungen des
Schwerefeldes am MeBort durch Gravimeter (MeBempfindlichkeit 1010 g,
1g = 9,81 ms~2).

Es gelang J. WEBER, einige Signale — Dauer ca. 1 Sekunde — zu regi-
strieren, die das Rauschen um das Fiinffache iiberstiegen und die als Re-
gistrierung von Gravitationswellen angesprochen wurden.

SchlieBlich wurden in spéteren Versuchen 2 MeBapparate in 1,5 km Ent-
fernung zueinander aufgestellt (1660 Hz und 1120 Hz), um mogliche
Koinzidenzen von Signalen zu untersuchen. Hierdurch sollten auch
mogliche ortliche elektromagnetische Stérungen ausgeschlossen werden.
Wie die weiteren Untersuchungen zeigten, koénnen auch ionisierende
Strahlungen, die z. B. aus Schauern von kosmischen Strahlen herriihren,
als mogliche Storquellen véllig vernachlissigt werden.

In neueren Arbeiten untersuchte J. WEBER die Einfallsrichtung der
Gravitationsstrahlung. Zu dem Zweck wurden zwei MeBstellen mit den

1) Die Amplitude des thermischen Rauschens der Stirnflidche des Zylinders
von r &~ 10718 m wird abgeschétzt durch

f‘l{m 0?7 ~ kT mit m = 1,4- 103 kg; o = 1,6 kHz; T = 300 K.
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1,56 t schweren Al-Zylindern ausgeriistet, deren Abstand etwa 1000 km be-
tragt: Universitdt Maryland und Argonne National Laboratory. Als Emis-
sionszentrum der Gravitationswellen resultiert aus diesen Untersuchungs-
ergebnissen: das Zentrum unserer MilchstraBe. Im Kern der MilchstraBe
spielen sich offenbar Prozesse groBler energetischer Aktivitdt und hinrei-
chender Massenbewegungen ab, die als Ursprung fiir die Gravitations-
impulse in Frage kimen. Jedoch werden die Versuchsergebnisse mit der
noétigen wissenschaftlichen Vorsicht diskutiert. Insbesondere erscheint
die registrierte Impulshdufigkeit, wenn sie mit ,,Sternkatastrophen‘* in
Verbindung gebracht wird, als zu hoch.

SchlieBlich sind auch scheibenférmige ,,Antennen‘* sowie zylindrische
Koérper mit anderer Eigenfrequenz in Erprobung.

Es ist vorgesehen, den Detektor bei 4,2 K, der Temperatur des flissigen
Heliums, und bei 1073 K einzusetzen, wodurch die Empfindlichkeit des
Gerites auf das 75fache bzw. 10°fache verbessert werden soll.

Die Erforschung der Gravitationswellen hat durch die Pionierarbeit von
J. WEBER eine neue Qualitit erlangt und wird in mehreren Staaten fort-
gefithrt. In der Sowjetunion wird eine Anordnung von 9 Zylinderdetektoren
erprobt. Anstelle der piezoelektrischen Elemente sollen Kondensatoren
verwendet werden. Mit Hilfe xylophonartiger Antennen kann versucht
werden, auch rasche Frequenzénderungen der Signale zu erfassen.
Kritiken an den Versuchen von WEBER beziehen sich u. a. darauf, daf}
fur die (vermeintlich) registrierte Strahlungsintensitit, deren Ursprung
er im Zentrum der MilchstraBe vermutet, Strahlungsleistungen von 104W
bis 104 W verantwortlich wiren. Demnach miiften jédhrlich 10% bis 10%
Sonnenmassen ,,verschwinden‘ (die Ruhenergie unserer Sonne betragt
1047 Ws, die Gesamtmasse unserer Galaxis etwa 101! Sonnenmassen!) Die
Frage nach den Quellen der bisher registrierten Gravitationsphysik aber
ist in ein experimentelles Stadium eingetreten.

10.6.8. Der Hubble-Effekt

Ein Jahr nach seiner Publikation ,,Grundlage der allgemeinen Relativi-
tiatstheorie‘‘l) veroffentlichte EINsTEIN seine Arbeit ,,Kosmologische Be-
trachtungen zur allgemeinen Relativititstheorie‘‘?), die zugleich die wis-
senschaftliche Begriindung der Kosmologie darstellt. Das in dieser Ar-
beit entwickelte mathematische Modell des Kosmos fithrte zunéchst zu der
Vorstellung eines statischen (zeitlich unverdnderlichen) unbegrenzten,
aber beziglich des Volumens positiv gekriimmten endlichen Raumes.
Zwischen dem Kriimmungsradius R, der (mittleren) Massendichte p und

1) EINSTEIN, A.: Ann. Physik 49 (1916) 769 —822.
2) EINSTEIN, A.: S.-B. preul. Akad. Wiss. 1917, S. 142—152.
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der Gravitationskonstante » besteht in diesem ersten — heute tiberholten
— Modell (Einsteinsche Zylinderwelt) der Zusammenhang

R= l/ 2 (10.64)

e

Zur empirischen Entscheidung, ob der Weltraum eine meBbare (positive
oder negative) Kriimmung hat, wurde auf dem Mount Wilson in Kali-
fornien das seinerzeit groBte astronomische Fernrohr mit einer Reich-
weite von 10° Lichtjahren aufgebaut. Die miihseligen statistischen Aus-
zdhlungen weit entfernter Objekte liefen jedoch (noch) keine Krimmung
des Raumes, also keine Abweichung von der euklidischen Geometrie im
GroBen, erkennen.
Die Anzahl der Galaxien miiBte in einem Universum positiver Kriimmung
schwicher, in einem negativer Krimmung stérker als mit der dritten Po-
tenz der Entfernung zunehmen. Eine empirische Entscheidung zwischen
den theoretisch moglichen Kriitmmungen konnte fiir das Weltall noch nicht
herbeigefiihrt werden.
Dieses Fernrohr hat aber bei der Erforschung weit entfernter Galaxien
wichtige Beitrige geleistet:
Edwin P. HuBBLE hat die Rotverschicbung der Spiralnebel entdeckt, die
mit groBer werdender Entfernung immer mehr zunimmt. Dieser von
HusBLE entdeckte Effekt wird als Fluchtbewegung, als Expansion des
Gesamtsystems aller Spiralnebel, aufgefalt; die Rotverschiebung wird
mit Hilfe des Doppler-Effektes gedeutet.?)
Diese empirischen Ergebnisse sprechen gegen das Einsteinsche stationire
Weltmodell. Es ist heute vollig gesichert, dafl sich der — iibersehbare —
Teil des Universums in einer Expansionsbewegung befindet. Die Ent-
deckung der ,,Expansion des Universums** ist in ihrer Bedeutung mit der
berithmten Begriindung des Kopernikanischen Weltbildes verglichen
worden. Diese Expansion konnten aus der Einsteinschen ART mehrere
Jahre vor der Entdeckung vorhergesagt werden.
Es war zuerst der hollindische Astronom DE SITTER und nach ihm der
Belgier G. LEmMAITRE, die zeigten, dal} es auBer der statischen Losung auch
nichtstatische Losungen des Gravitationsproblems geben miisse. Das
Charakteristische dieser nichtstatischen Weltmodelle, um die sich auch der
Englinder EppineToN und insbesondere der sowjetische Mathematiker
A. FriEDMAN verdient gemacht haben, besteht darin, daf} sich der Kriim-
mungsradius R der z. B. sphérisch gekrimmten Welt mit der Zeit dndert,
so daB sich dieses Weltmodell entweder stetig ausdehnt oder — unter ge-
wissen Bedingungen — zusammenzieht.

1) Die Hubble-Rotverschiebung wird physikalisch sinnvoll allein als Doppler-
Effekt verstanden. Von einer méglichen ,,Ermudung der Lichtquanten‘
zu sprechen, ist physikalisch sinnlos.
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Diese nichtstatischen Weltmodelle erhielten nun auf Grund der Beob-
achtungen an Spiralnebeln von SripHER, HUuBBLE und HumasoN eine
wesentliche Stiitze: Die Autoren beobachteten eine relative Wellenldngen-
dnderung A4/A zum roten Ende des Spektrums hin gegeniiber denselben
Linien auf der Erde. Diese Rotverschiebung nimmt mit wachsender Ent-
fernung zu. Daraus ergibt sich — mit der Deutung dieser Beobachtung als
Doppler-Effekt —, dall offenbar die Geschwindigkeit der Spiralnebel um so
grofler wird, je weiter sie sich entfernen.

Die Geschwindigkeit v berechnet sich aus der beobachteten relativen
Wellenldngendnderung A4/ gemial (6.13)

v = oﬂ, (10.65)
A

wenn AAJA <L 1.

Triagt man die aus (10.65) berechnete ,,Fluchtgeschwindigkeit* v iiber der

Entfernung dieser Objekte auf, also v = f(r), so ergibt sich eine Gerade
v=Hr, (10.66)

wobei H den Anstieg der Geraden oder den Hubble-Koeffizienten?)

(Expansionskoeffizient) bedeutet, der gegenwértig mit
H=26-10"18g"1

angegeben wird.
Fiir die Beobachtung AA/A = 1 wiirde sich aus der klassischen Beziehung
(10.65) v = ¢ und damit aus (10.66)

c=H-R (10.67)
ergeben. Hieraus folgt als ,,Weltradius
R = ¢/H ~ 10% cm ~ 101 Lichtjahre. (10.68)

Der Radius dieses Weltmodells wiirde sich alle 101° Jahre verdoppeln.-
Es 143t sich auch ein ,,Weltalter* T' angeben: Da B ~ c ¢, folgt mit (10.67)
1

t~T = T= 3,85:108s =1,22.100 a, (10.69)
Diese Altersangabe steht in iiberraschend guter Ubereinstimmung mit
anderen empirischen Befunden, die sich auf zeitliche Veridnderungen be-
ziehen, namlich mit den — nach verschiedenen unabhingigen Methoden
bestimmten — Altersangaben fir die Erde, die Sonne und Meteorite.

1) Mitunter findet man auch den Terminus Hubble-Zahl; eine Zahl ist aber
dimensionslos. Der Terminus Hubble-Konstante ist ebenfalls nicht gerecht-
fertigt, da sich H zeitlich dndert. Fur H wird auch angegeben

H — 0,82. 1071 g~1 = 79 kms~! (166 pc)~1; 1 pe = 3,26 1j = 3,084 - 1013km

15 Melcher, Relativitatstheorie



226 Allgemeine Relativititstheorie

,,Alter der Welt‘“ (10.69) heiBit nicht, daB vor 101° a das Weltall nicht exi-
stierte. Die Angabe bezieht sich auf die Dauer des gegenwértigen nicht-
stationdren Zustandes, der aus einem anderen davor liegenden hervor-
gegangen sein konnte.

Die in der jiingsten Vergangenheit aufgefundenen ,,quasistellaren Ob-
jekte* (Quasare) zeigen groBe Rotverschiebungen A2/4 > 2, so daB statt
mit (10.65) mit der relativistischen Beziehung (9.20) gerechnet werden muf.
Die heute beobachteten fernsten Objekte erreichen betrichtliche Bruch-
teile der Lichtgeschwindigkeit. Durch Extrapolation gelangt man zum
,;optischen Horizont®, hinter dem keine Objekte mehr sichtbar sind.
Die von der ART vorausgesagte Struktur des Weltalls, die Expansion des
Kosmos, steht mit der empirisch belegten Nebelflucht (Hubble-Effekt) in
guter Ubereinstimmung, so daB dieser Effekt zugleich eine wichtige Be-
stiatigung der ART bedeutet.

Die Linearitdt zwischen Rotverschiebung bzw. Fluchtgeschwindigkeit
und Entfernung kann nicht fiir beliebig groB3e Entfernungen gelten, da die
Vakuum-Lichtgeschwindigkeit eine obere Grenze darstellt, die nur asym-
ptotisch erreicht werden kann. A. SANDAGE (The Observatory 88 (1968) 91)
legte dar, daB} sich die jiingeren Beobachtungen deuten liefen, wenn man
ein geschlossenes (elliptisches) Universum postuliert; dann miillite die
heute bestehende Expansion in 7 - 101 a in eine Kontraktion tibergehen.
Aber auch zu dieser Interpretation gibt es Einwénde.

10.6.9. Die Relikt- oder Urstrahlung

AuBler dem Hubble-Effekt gibt es seit 1965 eine weitere empirische Be-
statigung fir das Friedman-Weltmodell des expandierenden Universums.
Seit dieser Zeit wird die von A. PEnzias und R. WiLsoN entdeckte Drei-
Kelvin-Strahlung') von Radioastronomen der Sowjetunion, der USA und
Grofibritanniens untersucht.2)
Es handelt sich hierbei um eine elektromagnetische Strahlung im Gebiet
der Zentimeterwellen, die isotrop, d.h. aus allen Richtungen gleichma8ig,
auf der Erde empfangen wird. Es kommt also kein bestimmtes Emissions-
zentrum in Frage. Dieser schwarzen Strahlung kann man — gemiB dem
Planckschen Strahlungsgesetz — eine Temperatur zuordnen: 3 K.
Die der Temperatur von T' = 3 K entsprechende Wellenlinge, die mit
maximaler Intensitdt auftritt, berechnet man mit Hilfe des Wienschen
Verschiebungsgesetzes zu Ap, - T = 2,88 mm K, also Ay, &~ 1 mm.

1) Diese Drei-Kelvin-Strahlung wird auch als Relikt-, Ur- oder Hintergrund-
strahlung oder thermische Strahlung bezeichnet.

2) Siehe hierzu KorEz, A. M.: Der Relikt-Radiohimmel und das ,,heiBe Modell*
des Weltalls. Wiss. u. Fortschr. 18 (1968) 296 und 342.
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Die Intensitédten dieses kosmischen Rauschens wurden auf verschiedenen
Wellenldngen (70 cm; 20 cm, 7,3 cm; 3 ecm und 0,263 cm) vermessen.
Sie erwiesen sich als 10%- bis 10°mal so grol wie diejenigen der bisher be-
kannten Radioquellen (Sterne, Galaxien). Diese Reliktstrahlung zeigt in
hohem Grade die rdumliche Isotropie des Universums.

Die theoretische Deutung dieser allseitigen Hintergrundstrahlung erfolgte
auf der Grundlage des relativistischen expandierenden Weltmodells: Die
im Frithzustand des expandierenden Kosmos vorhanden gewesene schwarze
Strahlungsdichte und die Frequenz der Strahlung nehmen mit der Zeit
stindig weiter ab. Gemill der allgemeinrelativistischen Rechnung hat
diese schwarze Strahlung gerade die gegenwirtig gemessene Strahlungs-
dichte und spektrale Verteilung, der man eine Temperatur von ca. 3 K
zuschreiben kann. Die Drei-Kelvin-Strahlung ist danach ein Relikt eines
Friihstadiums (Feuerball, ;,big bang*‘ oder Urknall) unseres Weltalls. Wenn
die Deutungen der Reliktstrahlung richtig sind, verliert die Theorie vom
stationdren Universum jegliche Berechtigung.

Mit zunehmendem Weltalter, also voranschreitender adiabatischer Ex-
pansion, kiihlt die Strahlung (Photonengas) noch weiter ab. Damit ver-
ringert sich die Energie der Quanten. Ihre Wellenlinge wird also gréBer;
allerdings bleibt die Zahl der Quanten erhalten. Durch die Existenz der
Reliktstrahlung ist keine beliebig hohe Energie der kosmischen Stahlung
moglich: Fir Energien F > 10?0 eV der kosmischen Strahlung wird eine
Wechselwirkung mit den Reliktquanten wesentlich, die dann einen Teil
der Energie ibernehmen wiirden.

Eine Ubersicht iiber die in den einzelnen Zeitabschnitten der Expansion
vorliegenden Zustéande (z. B. Dichte, Temperatur) gibt SELDOWITSCH!).
Die Auswahl der vorstehend dargelegten Folgerungen und Priifungen der
ART zeigt, daBl EINsTEINS Theorie die Natur in guter Néherung darstellt.
Es muB natirlich damit gerechnet werden, dal die Widerspiegelung der
Realitdt, die vollkommene Abbildung der Natur mit mathematischen
Hilfsmitteln, nicht absolut ideal ist. Das wiirde bedeuten, daB die Ein-
steinsche Theorie der K-Gravitation nicht zu ihrer absolut vollstindigen
Bestdtigung fithren wird. Daraus aber wiirden sich notwendigerweise
Abidnderungen und Weiterfuhrungen ergeben.

EinsTEINs Theorie weist seit mehr als 50 Jahren den Weg fiir die Gravi-
tationsphysik. Diese Theorie bildet ein aktuelles Zentrum des Interesses
vieler Physiker. Sie enthalt noch viele ungeloste Fragen und Probleme,
insbesondere im Hinblick auf die Verschmelzung der Gravitationstheorie
mit der Quantenphysik.

1) SELDOWITSCH, J. B.: ,,Das heile Modell des Welte lls u:.d die Friedmansche
Theorie*‘ in: Wissenschaft und Menschheit, Urania-Verlag Leipzig 1969,
S. 285 —299.

15*



228 Allgemeine Relativitdtstheorie

10.7. Weltmodelle

Im Gegensatz zu den von fritheren philosophischen und religiésen Lehren
erfundenen Weltvorstellungen ist die Frage nach dem Bau der Welt heute
Gegenstand rein sachlicher Uberlegungen und empirischer Untersuchungen
gen. Die fritheren pseudowissenschaftlichen Lehren von Weltschopfung
und Weltuntergang sind heute durch streng wissenschaftliche Frage-
stellungen mathematisch-physikalischer Art abgelost. Das Zielist, ein Welt-
modell zu finden, das mit den tatsédchlichen Fakten in Ubereins’cimmung
steht. Zwischen mehreren Weltmodellen kann nur auf Grund empirischer
Beobachtungen und Befunde entschieden werden. Keine der gegen-
wartig bestehenden Theorien iiber Ursprung, Bau und GréBe des Welt-
alls ist experimentell soweit abgesichert, daf eine Entscheidung zwischen
den einzelnen Theorien getroffen werden konnte. Wesentlich ist die Tat-
sache, daB die Einsteinschen Gravitationsgleichungen eine gréBere Anzahl
verschiedener Losungen zulassen. Insbesondere aber sagen sie nichts iiber
die Kriitmmung und damit auch nichts tiber die Endlichkeit oder Unend-
lichkeit des Raumes aus, Die Gleichungen liefern Losungen fiir positive,
verschwindende und negative Kriimmung. Den Krimmungsradius muf}
man schlieBlich empirisch ermitteln, um entscheiden zu konnen, welches
Modell die Realitdt am besten widerspiegelt.

Uber den Kriimmungsradius kann man gegenwértig noch keine eindeutige
Aussage machen. Auch die Dichte, die in den Gleichungen der Gravitation
eine entscheidende Rolle spielt, ist zur Zeit noch nicht mit geniigender
Sicherheit bekannt; hiervon hingt ebenfalls die Auswahl des adiquaten
Weltmodells ab.

Die alte Frage nach der Endlichkeit oder Unendlichkeit des Weltalls ist
keine philosophische Frage, sondern eine physikalische, die letztlich mit
physikalischen Mitteln eindeutig gelost wird.

Die Einsteinschen Differentialgleichungen haben ihrem Charakter gemiB
nur lokale Bedeutung. Sie liefern nur notwendige, aber nicht hinreichende
Bedingungen fir die Berechnung des Universums. Hinreichend sind die
Bedingungen nur durch zusétzliche Postulate: Extrapolation der Beobach-
tungen auf den ganzen Kosmos; Voraussetzung der Homogenitit und
Isotropie sowie Forderung der universellen Giiltigkeit der bekannten
Naturgesetze im Gesamtkosmos. Die in gewissem Sinne einfache klassi-
sche Newtonsche Gravitationstheorie fithrt zu ernsten Schwierigkeiten,
wenn sie auf die Welt als Ganzes angewendet wird.

Denkt man sich eine unendlich ausgedehnte Welt (mit euklidischer Geo-
metrie), so treten zwei Widerspriiche bzw. Paradoxien auf: das Olbers-
sche Paradoxon sowie das Neumann-Seeligersche Paradoxon.
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W. OrBERs stellte um 1820 die Frage: Weshalb ist der Nachthimmel
dunkel ? Nach der Newtonschen Theorie miiBte nidmlich der Nacht-
himmel — wie auch der Taghimmel — gleifend hell sein. Nimmt man an,
daf} der Raum gleichm&fBig mit Masse (Sternen, Galaxien) erfiillt ist, dann
wichst die Anzahl der (leuchtenden) Himmelskérper mit der 3. Potenz der
Entfernung: N ~ r3,

Die scheinbare Helligkeit I nimmt nach dem Quadratgesetz ab: I ~ 1/72.
Aus der Entfernung » eines Raumbereiches wird eine Strahlungsleistung
I N ~ r emittiert. Wenn 7 nun beliebig groB werden kann, miite dem-
zufolge auch die Strahlungsleistung iiber alle Grenzen wachsen, was aber
nicht der Fall ist.

Dieses Paradoxon versuchte der Leipziger Astrophysiker ZOLLNER (1834
bis 1882) dadurch zu lésen, daB er einen endlichen Riemann-Raum postu-
lierte. Allerdings fuhrt auch ein solcher statischer Raum zu einem strah-
lendhellen Himmel. Hierbei ist vorausgesetzt, dafl der Weltraum kein
Licht absorbiert.

In dem Modell einer expandierenden Welt tritt dieses Paradoxon nicht auf.
NrumanN?!) und v. SEELIGER?) haben darauf hingewiesen, dafl ein unend-
liches Newtonsches Weltmodell zu unendlich groBen Gravitationskriften
fithren und das Gravitationspotential an jedem Ort im Weltall unbe-
stimmt sein miisse — im Gegensatz zur Erfahrung.

Fir die Gravitationskraft gilt — analog dem photometrischen Gesetz —
F ~ 1/r2. Da die Zahl der gravitierenden Massen mit ® anwéchst, wird
schliefllich die Summe der Krafte aller Massen fir » — oo tiber alle Gren-
zen wachsen.

Zur Losung dieser Schwierigkeit wurden verschiedene Hypothesen auf-
gestellt, die aber unbefriedigend waren. In der Einsteinschen Theorie der
Gravitation tritt dieses Gravitationsparadoxon nicht auf. Das héngt da-
mit zusammen, daf es auf Grund der endlichen Ausbreitungsgeschwindig-
keit der Gravitationswirkung unendlich lange dauern wiirde, bis unend-
lich entfernte Korper in Wechselwirkung treten. SchlieBlich ist — wegen
der Nichtlinearitdt der Gravitationsgleichungen — die Gravitationswir-
kung eines Systems von Massen verschieden von der Summe der Wirkun-
gen der Einzelmassen.

Das einfache Additionsgesetz hat nur einen beschrinkten Giiltigkeits-
bereich.

Die relativistischen Weltmodelle ergeben sich als Loésungen der Einstein-
schen Gravitationsgleichungen, die ein gekoppeltes System von 10 nicht-
linearen partiellen Differentialgleichungen 2. Ordnung fir die Grofen g,,,

1) NEuMANN, C.: Kénigl. Siachs. Ges. d. Wiss. zu Leipzig, Math.-Nat. KI. 26
(1874) 97.

2) v. SEELIGER, H.: Astronom. Nachr. 187 (1895); Minch. Ber. 26 (1896) 373.
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darstellen, die an die Stelle des skalaren Newtonschen Gravitationspoten-

tials treten.
Im wesentlichen unterscheidet man drei verschiedene Losungstypen:

1. Weltmodelle mit positiver Krimmung: Elliptische oder Riemannsche
Geometrie. Sie sind rdumlich geschlossen (endlich, aber unbegrenzt).

2. Weltmodelle mit negativer Krimmung. In diesem Fall gilt die hyper-
bolische oder Lobatschewskische Geometrie (Abb. 10.1).

3. Weltmodelle mit verschwindender Kriimmung: Euklidische Geometrie.
Der Kriimmungsradius E geht gegen Unendlich. Die Modelle sind un-
endlich und unbegrenzt.

Die erste von EINSTEIN gegebene Lésung bezog sich auf ein stationires
Weltall: Eine mogliche zeitliche Anderung des Radius R(f) wurde nicht
betrachtet. Der nichteuklidische sphérische Raum hat ein Volumen

V = 2 n2 R5.
Fir den Radius R errechnete EINSTEIN
R=1)2xo.

Mit den Werten fur die relativistische Gravitationskonstante
% =1,87-10"2"cm g~! und fir die mittlere Massendichte im Kosmos
0 =12.10"% g em~3 erhilt man

Ra~102cm und V a~2-108 cm3.

Fir die Dichte folgt aus den Gleichungen die Beziehung ¢ = 3 H?/c? x;
dieser theoretische Wert ist mit dem Erfahrungswert vergleichbar. Fiir
die Masse der ,,Einsteinschen Zylinderwelt** ergibt sich

M=pV~24-10%g.

Diese Masse wére durch ca. 1080 Protonen gegeben, da ein Proton die
Masse m, = 1,66 - 10724 g besitzt.

Gegen dieses stationdre Weltmodell bestanden gewisse Bedenken. D Str-
TER und andere Physiker!) konnten zeigen, dall dieses Modell instabil ist
und kleine Storungen in der Massenverteilung zu einer Expansion fiihren.
Der Mathematiker A. A. FrRiepMAN?) fand nichtstatische Losungen der
Einsteinschen Feldgleichungen. Dieses nichtstationire Einstein-Friedman-
Modell besitzt hohe Aktualitit, da es z. B. die Deutung der kosmischen
Hintergrundstrahlung in einfacher Weise ermoglichte.3)

1) Siehe z.B. JorDAN, P.: Schwerkraft und Weltall. Braunschweig 1955.

2) FRIEDMAN, A. A.: Z. Physik 10 (1922) 377; 21 (1924) 326.

3) Siehe hierzu auch: SELpowIiTscr, J. B.: ,,Das ,heiBe‘ Modell des Weltalls
und die Friedmansche Theorie*‘ in Wissenschaft u. Menschheit, Urania 1969.
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Dieses Expansionsmodell erhielt auf Grund der Hubbleschen Entdeckung
der ,,Spiralnebelflucht* eine wesentliche experimentelle Grundlage. Aus
samtlichen Friedmanschen Modellen geht hervor, daB die Expansions-
geschwindigkeit mit zunehmendem Weltradius abnimmt. Bei einem end-
lichen sphiérischen Weltmodell kénnen auch Expansionsphasen mit Kon-
traktionsphasen abwechseln, so daB sich ein pulsierendes Modell ergibt.
In Abb. 10.9 sind mogliche zeitliche Abhédngigkeiten des Kriimmungs-
radius R von der Zeit ¢ dargestellt.l)

c)

Abb. 10.9

Die einzelnen Varianten werden von der mittleren Massendichte ¢ im
Weltall bestimmt, deren Wert heute noch nicht geniigendgenau bekannt
ist.

Aus dem Teilbild a) kénnte man folgern, dall das Weltmodell zu einem
Zeitpunkt ¢ = 0 — vor etwa 10'° Jahren — durch eine Art Urexplosion
(big bang) entstanden sei. Es handelt sich hier um eine einmalige Aus-
dehnung eines Zustandes extremer Dichte. Die kosmologische Singulari-
tdt ¢ = O bedarf genauerer Untersuchungen. Wie man aus dem Teilbild b)
entnehm en kann, ist auch eine solche Losung der Gravitationsgleichungen
moglich, daf fiir einen bestimmten Wert der mittleren Dichte g auf eine
einmalige Expansion eine Kontraktion folgt.

In der Kontraktionsphase wiirde man dann keine Rotverschiebung, son-
dern eine Violettverschiebung der Spektrallinien beobachten.

Das Teilbild c¢) veranschaulicht den Fall, dal auf eine einmalige Kontrak-
tion eine einmalige Expansion folgt, wobei offenbar wieder ein singuldrer
Zustand auftritt.

Im Teilbild d) ist das Modell des ,,pulsierenden Kosmos‘‘ dargestellt. Fiir
einen bestimmten Wert der mittleren Dichte wechseln Expansions- und

1) 5. FuBinote 3 auf S. 230
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Kontraktionsphasen einander ab, wobei die Zykloiden immer griBere
maximale B-Werte erreichen kénnen.

Durch einfache Riickextrapolation der gegenwértig einwandfrei und sicher
festgestellten Expansion des Weltalls gelangt man zu einem Zustand, in
dem schlieBlich die gesamte Materie auf kleinstem Raum zusammenge-
drangt vorlag. Fir diese extrem hohen Dichten sind die bekannten Zu-
standsgleichungen der Physik nicht anwendbar.

Gegen die SchluBifolgerung, dal das Weltall vor ca. 100 Jahren gewisser-
mafen durch eine Urexplosion (big bang) eines ,,mathematischen Punk-
tes‘‘ entstanden sei, konnen Bedenken erhoben werden:

1. Es kann nicht gefolgert werden, daf das gesamte kosmische Geschehen
mit dem Beginn der Expansion auch erst begonnen hétte.

2. Diese Altersangabe besagt nur, dal — im Rahmen der gegenwértigen
Theorie — die Entwicklung des Weltalls etwa einige 10 Jahre zurtick-
verfolgt werden kann, wobei iiber seine Eigenschaften in der Zeit vor-
her nichts gesagt werden kann. Vor dieser Zeit galten offenbar andere
Naturgesetze, die (heute) nicht bekannt sind. Damit sind interessante
Hinweise auf den historischen Charakter auch von Naturgesetzen ver-
bunden.

3. Die gegenwirtig beobachtete Expansion ist moglicherweise nur ein -
Zwischenstadium, dem ein Stadium der Kontraktion folgen kénnte, so
daB auch — iiber lange Zeiten gesehen — ein oszillierendes (,,pulsieren-
des) Weltall méglich wiére.

4. SchlieBlich muB man auch die Moglichkeit offenlassen, daB sich die
Expansion nicht auf das gesamte Weltall erstreckt, sondern eventuell
nur auf den gegenwértig iiberschaubaren Teil.

5. A. EinsTEIN erhob Bedenken gegen das von der Theorie gelieferte

,, Weltalter*, indem er auf die Giiltigkeitsgrenze der Theorie verwies:
Fiir einen Expansionsbeginn wiirde die Metrik singuldr und die Dichte
unendlich werden. Man darf die Gleichungen fiir solche hohen Feld-
und Materiedichten nicht anwenden.
Diese Feststellung dndert jedoch nichts an der Tatsache, daB es vom
Standpunkt einer Entwicklung der jetzt vorhandenen Sterne einen
Zeitpunkt (,,Anfang®) gegeben hat, in dem die heutigen Sterne und
Sternensysteme als (einzelne) Gebilde in dieser Form noch nicht
existiert haben.

6. Es muB darauf hingewiesen werden, dal es theoretische Begriindungen
dafiir gibt, dal die Gravitationskonstante zeitlich veridnderlich sein
kann.

Das Einstein-Friedman-Modell kann als geeignetes Abbild des gegen-
wartigen Zustandes des Kosmos und insbesondere seiner zeitlichen Ent-
wicklungsgeschichte betrachtet werden. Weitere verallgemeinerte und
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verfeinerte kosmologische Weltmodelle werden z.B. im Rahmen der pro-
jektiven Relativitdtstheorie!) aufgestellt.

Zum Problem der auftretenden singuldren Punkte hoher Dichte und kleiner
Ausdehnungen seien noch einige Bemerkungen angefithrt.

Es gibt relativistische Modelle, in denen dieser Punkt in unendlich ferner
Vergangenheit liegt oder in denen solche Punkte iiberhaupt nicht auf-
treten?). Im Falle einer inhomogenen und anisotropen Welt kommen keine
Punktsingularitdten vor.

Singularitdten kommen z.B. in den Godel-Kosmen nicht vor. Es handelt
sich hierbei um Weltmodelle mit einer absoluten Rotation der kosmischen
Materie, die von K. GODEL untersucht wurden.

Es ist nicht exakt, wenn die Singularititen mitunter als ,,Anfang der
Welt*“ bezeichnet werden, da schlieBlich die Voraussetzungen zur Losung
der kosmologischen Gleichungen nicht mehr giltig sind. Man darf dieses
., Weltalter* nur als Entwicklungsalter des gegenwéartigen Zustandes der
beobachteten Welt verstehen. Was als Anfang der Welt angesprochen
wird, ist zugleich das Ende einer Entwicklungsperiode, die diesem Zeit-
punkt vorangegangen ist. Es ist allerdings mathematisch und physika-
lisch sinnlos, das kosmologische Modell iiber den singuldren Zeitpunkt zu
extrapolieren.

In manchen Modellen wird der Zustand unendlich hoher Dichte und
Krimmung nicht durchlaufen; so kann z.B. eine neue Expansion im
oszillierenden Modell bereits vor Erreichen eines extremen Wertes ein-
setzen. Offenbar sind die Einsteinschen Gleichungen fiir den Zustand der
Singularitdaten nicht anwendbar. Man mufl damit rechnen, dafl die kos-
mologische Singularitdt auch eine Folge zu groBer theoretischer Verein-
fachungen (Homogenitdtspostulat) ist. Allein daraus folgt bereits, daB
die Theorie der Gravitation keineswegs als abgeschlossen angesehen werden
darf.

Neben den relativistischen Weltmodellen sind weitere Theorien bekannt,
von denen hier noch die Steady-State-Theory von F. Hovre3) und
H. Boxp1?) und T. GoLp sowie die Vorstellungen eines Materie-Anti-
materie-Kosmos von H. ALFvEN und O. KLEIN®) genannt seien.

1) JorpAN, P.: Schwerkraft und Weltall. Braunschweig 1955.
ScaMUTZER, E.: Relativistische Physik. Leipzig 1968.
HEecrmaxy, O., und E. Scaticking: S. FrieeE (Herausgeber): Handbuch d.
Physik Bd. 53, Berlin 1959.

2) TREDER, H.-J.: Relativitdt und Kosmos. Berlin 1968.

3) HoYLE, F.: Die Natur des Universums. Koéln und Berlin 1952.
4) Boxp1, H.: Cosmology. Cambridge 1960.

%) ALFVEN, H.: Antimaterie und Kosmologie. Frankfurt/M 1967.
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Die Steady-State-Theory beruht auf einem erweiterten kosmologischen
Postulat, wonach das Weltall iiberall und zu allen Zeiten gleichartig aus-
sehen soll. Damit die rdumliche Dichte konstant bleibt und die beobach-
tete Expansion nicht im Laufe der Zeit zu einer Dichteabnahme fiihrt,
wird eine stdndige und gleichférmige Materieerzeugung — aus dem
Nichts! — angenommen. Diese Hypothese der Materieerzeugung ist wenig
wahrscheinlich. Sie ist durch Erfahrung nicht bewiesen und widerspricht
dem Masse-Energie-Erhaltungssatz. Mit Hinweis darauf, daB andere Er-
haltungssétze auch nicht absolut gelten — z.B. die Paritatserhaltung —
sollte eine, wenn auch geringfiigige, Verletzung des Masse Energie-Satzes
moglich sein. Danach sollten zur Kompensation des Expansmnseffektes
spontan Neutronen und Protonen erzeugt werden: ein Atom in 10 m?
im Jahrhundert. Es wiirde sich hierbei um einen Vorgang handeln, der
nicht beobachtbar ist.

Die bisherigen Beobachtungen des Zusammenhangs zwischen der Zahl und
der Strahlenintensitit der Radioquellen (Quasare) widerspricht der
Steady-State-Theory. Auch durch die Entdeckung der Drei-Kelvin-
Strahlung verliert dieses Modell an Wahrscheinlichkeit.

Nach AvrvEN konnten auf Grund der Teilchen-Antiteilechen-Symmetrie
im Weltall Korper aus Materie und Antimaterie mit gleicher Haufigkeit
vorkommen, so daBl jeder zweite Stern aus Antimaterie bestehen konnte.
Die Behauptung, dall jeder zweite Stern aus Antimaterie besteht, ist ge-
genwirtig weder zu beweisen noch zu widerlegen. Die Alfvén-Kleinsche
Theorie weicht von der relativistischen Kosmologie ab und vermag auch
nicht die Existenz der kosmischen Reliktstrahlung herzuleiten.

Mag auch von manchen Theologen eine Kosmologie begriilt werden, aus
der sie einen ,,Weltanfang‘* herauslesen und diesen als géttlichen Schop-
fungsakt in ,,Ubereinstimmung* mit der biblischen Schopfungsgeschichte
interpretieren, so muf3 doch noch einmal betont werden, daB sich eine
kosmologische Singularitét nicht unbedingt ergeben muB. In einer er-
weiterten Theorie braucht z. B. eine solche Singularitdt nicht aufzutreten.
Eine Frage nach dem Weltall in frithestem Stadium kann nicht durch
Glaubenssitze oder Dogmen entschieden werden. Dogmen sind der Ziel-
und Aufgabenstellung naturwissenschaftlicher Forschung fremd und un-
angemessen.

Es gibt durchaus Theorien und Uberlegungen, die dem gegenwirtigen
Stand gesicherter (d. h. empirisch nachpriifbarer) Erkenntnis weit voraus-
eilen. Besonders im Zusammenhang mit der Erorterung kosmologischer
Fragen und Probleme mufl darauf hingewiesen werden, daB man nicht
in den Fehler verfallen darf, alles, was behauptet wird, kritiklos zu tiber-
nehmen oder fiir vollig gesicherte Forschungsergebnisse zu halten und als
solche womoéglich zu propagieren.
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Es miissen stets die (einschrinkenden) Voraussetzungen und Bedingungen
beachtet werden.

Auf die Fiille von philosophischen Aspekten, Uberlegungen und Streit-
fragen hier auch nur andeutungsweise einzugehen, wiirde den gesteckten
Rahmen sprengen.!)

Es wurde nicht zuletzt deshalb der physikalische Charakter der Relativi-
tétstheorie besonders betont, weil manche Nichtphysiker der Meinung
sind, die Einsteinsche Theorie sei priméir eine philosophische Theorie. Das
ist aber nicht der Fall, da schlieBlich die Theorie aus der Notwendigkeit der
Losung physikalischer Probleme entstanden ist und sich auf physikalische
Erkenntnisse stiitzt.

Die allgemeine Relativitatstheorie hat die kosmologischen Fragen aus dem
Bereich der Dichtung und Spekulation in die Physik verlegt. Die Ge-
schichte der Wissenschaft lehrt, daB die wissenschaftliche Forschung durch
keine — sei es auch die erfolgreichste — Theorie erschépft wird. Es treten
immer neue Probleme und Fragestellungen auf, die sich nicht mit Hilfe
der schon vorhandenen theoretischen Grundlagen losen lassen. Sie zwingen
zu einer Weiterentwicklung der vorliegenden Begriffe und Theorien.

Die theoretischen Fragen zum Problem der Kosmologie sind nicht ab-
geschlossen, und die empirische Forschung steht erst am Anfang. Nur sie
konnte zwischen moglichen Weltmodellen entscheiden bzw. Ergebnisse
hervorbringen, die zur Erweiterung, Verfeinerung oder Abénderung der
gegenwirtigen Modelle fiithren.

Das Hauptanliegen der Kosmologie bleibt, die Entwicklung des Weltalls in
Vergangenheit und Zukunft aufzuzeigen und ein der Wirklichkeit ange-
messenes kosmologisches Modell zu begriinden. Ein wesentliches aktuelles
Problem der Kosmologie besteht darin, eine Erklarung der kosmologischen
Expansion zu finden und auch den Kollaps von superdichten Sternen
physikalisch darzustellen. Hierbei kann man die aus dem irdischen Labor
bekannten GesetzméaBigkeiten fiir das Verhalten der Materie bei hohen
Dichten nicht einfach auf die extremen Zustdnde hochster Driicke und
Temperaturen extrapolieren.

Offenbar miissen auch in die Theorie des Gravitationsfeldes die Unter-
suchungen iiber Quanteneffekte einbezogen werden, die in der Néhe von
Singularitdten von wachsender Bedeutung sind. So erwartet man eine

1) Literaturhinweise

1. H6rz, H.: in: Naturwissenschaft und Philosophie. Berlin 1960.

2. Horz, H.: Physik und Weltanschauung. Leipzig 1968.

3. KANNEGIESSER, K.: Raum— Zeit — Unendlichkeit, 2. Aufl. Berlin 1966.
4. Autorenkollektiv: Relativitdtstheorie und Weltanschauung. Berlin 1967.

5. Autorenkollektiv: Philosophische Probleme der modernen Kosmologie.
Berlin 1965.
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Weiterentwicklung der ART, die mitunter schon als eine ,klassische
Theorie* bezeichnet wird, durch die Einbeziehung oder Kopplung mit der
Quantentheorie.

Fiir die Weiterentwicklung der Gravitationstheorie sind Untersuchungen
starker Felder von groBer Bedeutung, d.h., es werden die physikalischen
Sachverhalte von superschweren bzw. superdichten kosmischen Objekten
interessant.

Offenkundig ist, daB EInsTEINS Gedanken neue Aspekte zur Betrachtung
des Kosmos eroffnet haben. EINsTEIN hat eine Entwicklung eingeleitet,
die gerade in jiungster Zeit einen hohen Grad an Aktualitat erlangt und
die nicht zuletzt zur Befreiung der Physik von iiberlebten philosophischen
Lehren gefiihrt hat.



Zusammenfassung

Die Einteilung der Relativitdtstheorie in eine spezielle und eine allge-
meine hat keine grundsitzliche Bedeutung; sie wird nur durch Betrach-
tungen bei der Anwendung der Theorie fiir bestimmte Néaherungen als
zweckmiBig erachtet.

In der speziellen Relativitdtstheorie wird gezeigt, daf keine ,,absoluten‘
Geschwindigkeiten feststellbar sind ; in der allgemeinen Relativitdtstheorie
wird gezeigt, dall auch keine ,,absoluten’ Beschleunigungen feststellbar
sind. Die Relativitatstheorie bildet in gewissem Sinn die Krénung der
klassischen Physik. IThre Bedeutung erschopft sich aber nicht darin, daf3
sie die klassische Newtonsche Mechanik als Spezialfall enthélt. Die Rela-
tivitdtstheorie spielt vor allem auch in der Mikrophysik (Atom-, Kern-,
Quantenphysik) eine hervorragende Rolle; auch die Gesetze des Mikro-
kosmos miissen dem Prinzip der Relativitat geniigen, insbesondere wo im
Vergleich zur Lichtgeschwindigkeit hohe Korpuskelgeschwindigkeiten vor-
kommen und hochenergetische Prozesse auftreten, bei denen der Massen-
defekt deutlich meBbar wird.

Die von EiInNsTEIN begriindete Relativitdtstheorie ist eine physikalische
Theorie, die klare physikalische Begriffe von Raum und Zeit geschaffen
hat, insbesondere — in der speziellen Theorie — durch die kritische Unter-
suchung des Begriffes ,,Gleichzeitigkeit und — in der allgemeinen Theorie
— durch die Verkniipfung von Raum, Zeit und Materie.

Das Ergebnis des Michelson-Versuches zeigte, da Denken und Erfahrung
in Widerspruch gerieten. In solchen Féllen sind die Tatsachen ausschlag-
gebend ; nach diesen hat sich das Denken zu richten. Die Natur 148t sich
nicht vorschreiben, wie sie sein soll, damit man in altgewohnter Weise den-
ken kénne. Das Denken hat sich der Natur anzupassen. In solchen Fillen
miissen oft die Denkvoraussetzungen analysiert und — wenn erforderlich
— revidiert werden. Darauf kann sich dann ein logisch einwandfreies
Begriffssystem griinden.

Die spezielle Relativitdtstheorie erscheint als Spezialfall der allgemeinen,
da sie einer von Schwerefeldern freien Welt entspricht.
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Als Ergebnisse der speziellen Relativitatstheorie seien besonders genannt:

1.

Die (Vakuum-)Lichtgeschwindigkeit ist konstant und in allen Richtun-
gen gleich; sie ist vom (gleichférmigen und geradlinigen) Bewegungs-
zustand der Lichtquelle unabhingig. Die Lichtgeschwindigkeit ist eine
Grenzgeschwindigkeit fiir alle Korpuskeln oder Energievorginge; sie
kann nicht tberschritten werden.

. Die Lorentz-Transformationen missen fiir saimtliche physikalischen Vor-

ginge (Mechanik, Optik, Elektrodynamik usw.) in zwei zueinander
geradlinig und gleichférmig bewegten Bezugssystemen angewendet
werden. Sie enthalten als Grenzfall (fir v <€ ¢) die klassischen Galilei-
Transformationen.

. Fir Geschwindigkeiten, die gegeniiber ¢ nicht mehr vernachlissigbar

sind, ist EINSTEINS Additionstheorem der Geschwindigkeiten anzuwenden.

. Fiir die einzelnen Systeme ist die Abhdngigkeit von Lange, Zeitdauer

und Masse vom Bewegungszustand zu beachten.

. Als wichtigstes Ergebnis (nach Ernstrin) gilt die Masse-Energie- Aqui-

valenz B = m c2.

. Das Raum-Zeit-Kontinuum von MINKOWSKI ist die vierdimensionale

geometrische Interpretation der speziellen Relativitdtstheorie. Diese
Darstellung enthilt zugleich auch die Lorentz-Transformation.

Als Ergebnisse der allgemeinen Relativitatstheorie seien zusammenfassend
genannt: :

1.

Allgemeines Relativitdtsprinzip: Die Beschrinkung auf spezielle Lo-
rentz-Transformationen entfillt; es sind nichtlineare Transformationen
zugelassen.

. Die universelle Proportionalitit von triager und schwerer Masse

(Aquivalenzprinzip) bedingt eine lokale Aquivalenz von Beschleuni-
gungs- und Gravitationskriften und fiihrt zu einer Identifizierung der
geometrischen Struktur der Raum-Zeit-Welt mit der Gravitation.

. Im Gravitationsfeld verkiirzen sich Maflstdbe, Uhren verlangsamen.

ihren Gang, und die euklidische mufl durch die nichteuklidische Geo-
metrie ersetzt werden.

Die effektive Lichigeschwindigkeit ist im Gravitationsfeld kleiner als im
gravitationsfreien Raum.

. Die allgemeine Relativitdtstheorie enthilt die klassische Newtonsche

Gravitationstheorie als Grenzfall.
Die Bewegungsgleichungen fir Massenpunkte und Kérper werden aus.
den nichtlinearen Feldgleichungen hergeleitet.

. Drei von der allgemeinen Relativitétstheorie geforderte Effekte konnten.

experimentellnachgewiesen werden: die Gravitations- Rotverschiebung der
Spektrallinien, die Lichtablenkung durch Gravitationsfelder und die Peri-
heldrehung der Planetenbahnen; weitere Effekte wurden vorhergesagt..
Physikalische Begriindung der Kosmologie.



Aufgaben mit Lésungen

1. Klassische Relativbewegungen
Aufgabe 1.1.

Ein Flugzeug legt bei Gegenwind eine Strecke von 5 km in 50 s und bei
Riickenwind in 40 s zuriick. Wie grol} ist a) die Eigengeschwindigkeit » des
Flugzeuges, b) die Windgeschwindigkeit vy, ¢) die Geschwindigkeit eines
vom Flugzeug ausgesandten Lichtsignals ?

Lésung :
5000 5000
—_ -1 _ —_—— -1
'v—{—vw__50 ms~t. v Vy = 4Oms .
a) v = 112,56 ms™1; b) v =12,5 ms™1.

c) Die Geschwindigkeit des Lichtsignals ist im Vakuum stets gleich
¢ = 300000 kms~1, unabhingig vom Bewegungszustand des Senders oder
des Empfiangers. Die Geschwindigkeit des Lichtes c;, in der bewegten Luft

berechnet sich nach der aus dem Einsteinschen Additionstheorem folgen-
den Beziehung

c 1
o=yt (1= 55)

Aufgabe 1.2.

Ein Motorboot hat im Ruhegewisser die Hochstgeschwindigkeit vg
= 5 ms~1. Dieses Boot soll quer (¢ = 7/2) zu einem mit vy = 3 ms™!
stromenden Gewésser eine Strecke von 2 = 100 m in moglichst kurzer Zeit
zuriicklegen.
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a) Unter welchem Winkel zur Stromungsrichtung mufl gesteuert werden ?

b) In welcher Zeit werden die 100 m zuriickgelegt ?

¢) Der resultierende Fahrweg soll genau 100 m betragen; wie grof} ist die
Fahrzeit ?

d) Es ist die Strecke s zu berechnen, um die das Boot abgetrieben wird.

Lésung :

a) Kurswinkel ¢ = /2 wie im ruhenden Gewisser. Dieses Ergebnis
demonstriert das Prinzip der ungestérten Uberlagerung (Superposition) der
Teilbewegungen: Das Boot erreicht das andere Ufer in derselben kiirzesten
Zeit wie bei ruhendem Gewésser, wenn es — ohne Riicksicht auf die Ab-
trift — rechtwinklig zur Stromungsrichtung gesteuert wird.

b) Fahrtzeit { = 100 m/5 ms™! = 20 s; das Boot wird abgetrieben.

£

Yw

N9
— Abb. A. 1

b

Die resultierende Geschwindigkeit v ergibt sich gemafl dem geforderten
Fahrweg (Abb. A. 1) zu

v :Vv% — vy = 4 ms™!.

C

1
i
|
i
i
|
|

|
e W Abb. A.2
A a B

Aus den dhnlichen Dreiecken (Abb. A. 2) folgt

Uw

Vy:Vp = a:x  bzw. a=v—
B

wenn vy = 0, ist die Abtrift a = 0. Da a? + a* = AC?, folgt mit a = 0

auch z = AC. Vorausgesetzt wird: vz und vy sind konstant iber die ge-
samte Entfernung z.
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Aufgabe 1.3.

Der Fresnelsche Mitfiihrungskoeffizient 1 —1/n? sol] aus dem Experiment
von FIZEAU berechnet werden.

Lésung :

Der in der Gl (3.29) cw = ¢/n 4 v(1 — 1/n?) auftretende Ausdruck
@ = v(1 — 1/n?) ergibt sich wie folgt:

Ein Lichtstrahl durchliuft in ruhendem Wasser die Strecke ! mit der
Phasengeschwindigkeit ¢, und eine gleichgroBe Strecke ! in Luft mit der
Geschwindigkeit ¢. Es wird nun der Fall betrachtet, dafl das Wasser mit
der Geschwindigkeit v bewegt wird. Der Versuch zeigt, dafl nunmehr fiir
den Stromungsfall eine grofere bzw. kleinere Geschwindigkeit als c¢f,
gemessen wird, die aber verschieden ist von der Summe bzw. Differenz aus
¢y und ». Es muB also ein Geschwindigkeitshetrag ¢ addiert bzw. sub-
trahiert werden, je nachdem ob der Lichtstrahl in Richtung der Stromung
oder entgegengesetzt dazu lauft.

Durchlduft der Lichtstrahl zunéchst das stromende Wasser und danach
die Luftstrecke, so erhilt man dafiir die Zeit

l l
Cp+ @ —v + c+ v’
Wenn der Lichtstrahl in umgekehrter Richtung erst die Luftstrecke und
sodann das stromende Wasser durchliuft, so benodtigt er dafiir die Zeit
l l
ty= +

c—v ch—@+v’

l, =

Es zeigt sich, daB die Interferenzstreifen ihre Lage iiberhaupt nicht ver-
dndern, wenn die Versuchsapparatur in entgegengesetzte Richtung oder
iiberhaupt in einen beliebigen Winkel zur Richtung der Erdgeschwindig-
keit gedreht wird. Das bedeutet also t; = #,.

Aus dieser Bedingung bestimmt man ¢. Da » <c¢ ist, wendet man eine
Néherungsrechnung an.

Fiir ¢; schreibt man

l n l
o (10277 A%
cw(1+ o ) c(l—{— c)
und mit der Niherungsbeziehung (S. 330)

l — l v
tlza(l——(pcg} )+?(1—?).

16 Melcher, Relativititstheorie

t=

~ 1 T z folgt daraus

1l 4+
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Gleichsetzung mit der analogen Umformung fir 4, liefert
1 Q—v 1 v 1 v 1 p—v
— {1 — H 1= )== - 1 ,
cﬁ,(l Cw )+c(1 c) c(1+c)+c;},( + ¢

also — 2(}) :2 ¥ — 2 % und schlieBlich
co ¢

02 1
w:v(l——cc—l;) oder (p:v(l-—ﬁ).

Diese Naherung fir die Fresnelsche Mitfithrungsbeziehung ist in den mei-
sten Fillen ausreichend. Unter der Beriicksichtigung der Dispersion er-
hilt man verbesserte Beziehungen (S. 53).

2. Lorentz-Transformation

Aufgabe 2.1.

__xz—uvt

=P
ist — ohne relativistische Vertauschung — schrittweise fiir # umzuschrei-
ben.

’

Lésung:

Man 16st zunichst nach x auf, 2 = 2’ ]/1 — B2 4+ v, und substituiert aus
der Lorentz-Transformation fiir die Zeit

t——c—zx

T i—p
den Wert fiir ¢

t=t'V1—ﬁ2—|—§;—x.

Damit erhilt man dann
2

x—%x:‘/l—ﬂz(x’—(—vt’)

t/

und schlielich
x + vt

x——m.
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Offensichtlich fithrt das Verfahren der relativistischen Vertauschung
rascher zum Ziel.

Aufgabe 2.2.
Es soll gezeigt werden, daB z;®> 4 x> = 2} - 2} gilt, wenn fiir die Trans-
formation die aus der Geometrie bekannten Gleichungen

x| = 2,008 - 2, 8in g, (A.1)
xy = — ¥, sin @ 4 z, cos g (A.2)
verwendet werden.

Losung :
Man quadriert (A.1) sowie (A.2) und addiert beide Ergebnisse.

Aufgabe 2.3.

Man berechne die Lorentz-Kontraktion fir die Erde, die sich mit
v &~ 30 km/s um die Sonne bewegt.

Losung :
Fiir einen auBerirdischen Beobachter (v = 30 km/s) erscheint der Erd-
durchmesser von I’ = 12000 km um 6 cm verkiirzt:

, , v? , lv?')_,vz,

2
mit '0_2 = 1078 folgt Al = 6 cm.
c

Aufgabe 2.4.

Man leite die Lorentz-Transformation her unter der Annahme, dafl man
zwei verschiedene k-Faktoren (k und k') zu unterscheiden hétte (vgl.
3.10, 3.11).

Losung :
=k (x—vt) (A.3)
z =k @ +ot) k30, F=+0, 0<v<ec. (A.4)

Man eliminiert «’, indem man (A.3) in (A.4) einsetzt:
e=Fk[k(@x—ovt)+vi]

bzw.

x
kl

=k(x—vt)+vit.

16*
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Auflosung nach ¢ ergibt
(A.5)

=3l

Die Werte fir 2" und ¢’ setzt man in

X2 — 242 = 2’2 — 22
eint):
2% — 212 = k2 ( vi)2 — k2|t * (1 L[
— = xr — v — _—— —_—
v kE
c? 1 \2 c? 1
= k2 RN ) [ — 2 L9kt —p 1 — 2 (2% — c2)§2,
k [1 7;2(1 kk)]x+ kt[ v_'—v(l kk,)]x+k(v c?)it
Soll diese Gleichung erfiillt sein, so mul — nach einem Vergleich der

Koeffizienten von «2,  bzw. { und 2 — gelten
c? 1 \?
1=r1—-—|1—--— :
- 20-a)
c? 1
— 92— Z {1 -
0__2Ic[ v-l—v(l kk)] (A.7)
— 2=k (e — ¢?). (A.8)
62
Aus (A.8) folgt k2 = o also
k= L_ (A.9)
2
=
c? 1
Aus (A7) folgt, da 2 k% =k 0 ist, v = 7(1 — ﬁ)’ also
1
kk = 2

1) Diese Beziehung folgt aus dem Michelson-Versuch: Zwei mit der Relativ-
geschwindigkeit v zueinander bewegte Beobachter messen dieselbe Licht-
geschwindigkeit ¢, also dieselbe Lichtwellenfliche einer Kugel. Im vor-

liegenden Fall ist ¥y = y” und 2z = 2",
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und somit auch
o1
E=- —. (A.10)
T
=
Beide Werte & und %’ erfiillen die Gl. (A.6).
Setzt man (A.9) in (A.3) ein, so folgt
4+ vt , z—vi
T = bzw., ¥ =———0_—,
Y1 — w2jc? J1 — v%/c?
Nach Substitution von (A.9) und (A.10) in (A.5) findet man
xz (k2 — 1 xz v?
LA t . — —
G ey
also
v
t— Fx
v =- (A.11)
¥1 — v2c?
14 v
i + ? x

Loést man nach ¢ auf, so folgt ¢t = %
Substituiert man fir  nach Gl. (A.4) unter Beachtung von k' = k, so

ergibt sich
1}2
14—k
v , , c v ,
b=yt a@ +vt) k=t A + ke

—tk+—ka,
C

also

Diese Beziehung findet man einfacher aus (A.11) durch relativistische Ver-

tauschung.
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Aufgabe 2.5.
Es soll gezeigt werden, dail der invariante Ausdruck
Ryt — R =y (@2 Y+ 22— 12

die (spezielle) Lorentz-Transformation umfaft.

Lésung :

Da nur Bezugssysteme betrachtet werden, die gegeneinander mit gleich-
formiger Geschwindigkeit bewegt sind, ist der Zusammenhang zwischen
«', t', z und t linear. Es konnen also lineare und homogene Transforma-

tionsgleichungen angesetzt werden:

¥=arx+at; Y=y, =2, V=a32-+a,t.
‘Hierin sind a,, a,, a; und o, Konstanten, die bestimmt werden miissen.
Zunichst 148t sich eine Vereinfachung vornehmen, indem zur Zeit ¢t = 0
die Koordinatenursprungspunkte von § und 8’ zusammenfallen sollen.
Dann hat der Nullpunkt von 8 zur Zeit ¢ den Abstand v  vom Nullpunkt
des Systems S. Fiir 2 = 0 soll also stets x = v ¢ sein.
Somit folgt 0 = a, v - a,t, also

ay= —a;v.
Damit sind in den vier Gleichungen

=0 —vi); yY=y; =z

' =asx+a,t
noch drei Konstanten zu bestimmen.

In der Ausgangsgleichung ist y zunédchst eine beliebige Konstante.
Die Konstanten y, a,, @, und a, ergeben sich aus der Methode des Koeffi-

zientenvergleiches:
224yt 422 — 22 =y (ada? —2aivat 4 ad v 4 42
+ 22 —afc?a? —2a5a,c2xt — a c212).
Umordnen liefert eine unmittelbare Vergleichsméglichkeit:
22+ - =y (0 —aic) P -2y (@iv+aza,c?) xt
+ 2 (@f v —af ) 2 + yyP + g2t
Der Vergleich der Koeffizienten von %2 und 2% ergibt y = 1. Nunmehr ver-
bleiben folgende drei Gleichungen:
al —act=1; (A.12)
a?v 4 aza,c?=0; (A.13)
aZv? —alc?= — c?. (A.14)
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Gleichung (A.13) wird mit » multipliziert und dann Gl. (A.14) davon sub-
trahiert. Das ergibt
asa,vc®+ aZc? = c?,
also
1 —af

ay — ——2% (A.15)

)

Man bestimmt weiter a? aus Gl. (A.14) und substituiert in Gl. (A.12).
Damit folgt aus Gl. (A.12)

F@i—1) (1—al)e?

2 2 42
v a3 v

=1

und daraus

2 12 2 . g2 2
a3 c® —c? =alo?,
also

Substituiert man a, in Gl. (A.15), so erhilt man
v 1

c? 02
12
o2

Setzt man diese GroBle a4 in Gl. (A.12) ein, so folgt

a; = —

Fiihrt man diese Konstanten in die Ausgangsgleichungen ein, so ergeben
sich die Lorentz-Transformationen

Aufgabe 2.6.

Man gebe die Formeln der Lorentz-Transformation fiir den Fall an, daf3
die Relativgeschwindigkeit v zwischen zwei Systemen nicht die Richtung
der z-Achse hat.
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Lésung :
- ro)v .
Man substituiert r, = ( 2)—— i
v
14 d r
., r,—uvt , cz ’
r, =———— un =

e T

Unter Verwendung von *" = 7, + 1, und (rv) = r v cos (¥, v) errechnet man

r':r—}-?}l—z( ! —1)(rv)v—v7t

Entsprechend erhdlt man einen Ausdruck fiir ¢'.

Aufgabe 2.7.
Es soll gezeigt werden, wie sich die Transformationen
ina V1 — B2 ina V1 — B2
G SOVT— B Sy —
v v
1 — —cosx cosx — —
c c
ergeben.
Lésung:

Aus dem Abschnitt 6.4. :ntnimmt man

v
cosx — —
, c
cospy’ =————;
v
1 ——cosx
c

diesen Ausdruck setzt man in sin &’ = J/I — cos?«’ ein und erhélt die

. sina’
angegebene Transformation. tan «’ folgt aus ——.
cosx

Aufgabe 2.8.

Es soll gezeigt werden, dafl die Lorentz-Transformationen Gruppeneigen-
schaft besitzen.

Lésung:

Es werden zwei Lorentz-Transformationen nacheinander ausgefiithrt —
mit dem Ergebnis, dafl sich wieder eine Lorentz-Transformation ergibt.
Man geht von zwei Transformationen aus, in denen die Relativgeschwin-
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digkeiten u bzw. v auftreten
b — —
, z—ut , 2 ¥
e P O S (A.16)
uZ u2
l/l e ]/1 s
und
x vt v = _:—2 @
= = . (A.17)
V 1- Lz 1/ 1=

S'lbstltulert man 2z’ und #’ in (A.16), so erhilt man eine Beziehung zwischen
“und z bzw. ¢’ und ¢:

/ u v\2
1+ )
" u4v ( o
R %v 2 u?)’
e ) -E)e )
U+ v w v\2
g (1+%)
v t— L
1+ v? u?
Beriicksichtigt man das Einsteinsche Additionstheorem der Geschwindig-
keiten
u -+ v
= U
T

027:1_ (v + v)2 —1 w?
(%)

2~ T T2
142 ‘



250 Aufgaben mit Lésungen

so erhilt man schlieBlich

Es handelt sich also wieder um eine Lorentz-Transformation, womit die
Gruppeneigenschaft nachgewiesen ist. Koordinatensysteme, die sich
gegeneinander in gleichfdrmiger Bewegung befinden, sind gleichwertig:
Naturgesetze, die gegen eine Lorentz-Transformation invariant sind, haben
in diesen Koordinatensystemen dieselbe Form.

Aufgabe 2.9.
Es soll gezeigt werden, dafl die Wellen-Differentialgleichung
0 0 1 02
Py Py Py 1%y (A.18)

k3 + oy? ' 022 c® o2
die auch die Ausbreitung der Lichtwellen beschreibt, eine Invariante der
Lorentz-Transformation ist.
Liosung :

Bei der Transformation der Gleichung (A.18) auf das mit der Geschwin-
digkeit v bewegte System hat man in y(z, y, 2, ¢) die GroéBen zu ersetzen:

4 v 4
o+ ot ) o, P+ a®
=, == . Z=z2 , = =
V1 — v?/c2 Y |/l — v?/c?
Damit erhdlt man
oy Oy 1 oy v/c?
00" 0z YT — 2jgr Of )1 — o2je2
oy 0%y 1 0%  v/c? 0%y  v¥c,
LA 4 +2 7y Y
ox'%  9a? 1 — v2/c? Ox 0t1 — v2/c® * 0% 1 — v?/c?
und
oy _ oy v oy 1
o 0w I _gjer | O Y1 — vije’
o 0%y 0P o v 0%y 1

or: 0221 — v¥c? 0z 0t 1 — v?/c? + 062 1 — w32’
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Man erkennt, daB
Py Py % 1 oy 2w+ % 1 9%

T = R T L R RN PR T
gilt, d. h., die Wellendifferentialgleichung ist lorentzinvariant.
Awufgabe 2.10.

Man stelle die Transformationsformeln fiir die Massendichte g, die Teil-
chenzahldichte » und die elektrische Ladungsdichte g, auf.

Losung :
1. Fir die Massendichte ¢ = m/V gilt wegen m = my/j1 — p2 und
V="V,y1-p
_my 1 _ Q
R
2. Fir die Teilchenzahldichte (Konzentration) gilt n = N/V, wobei N die

Anzahl der Teilchen bedeutet.
Da die Teilchenzahl N erhalten bleibt, gilt N = ny Vo = n V, also

= 7N bzw. n = __—no .
Vol — g2 y1—pe
3. Im Abschnitt (7.2.) wurde fiir die elektrische Ladungsdichte gefunden
Qeo

Qe = ﬁ .

Die Ladungsdichte vergroBert sich also beim Ubergang vom Ruhsystem
in das bewegte System. Dabei bleibt aber die Ladungsmenge dq in einem
Volumenelement dV in beiden Systemen konstant, d. h., die elektrische
Ladung ¢ ist eine Invariante der Lorentz-Transformation:

dq’:gédV’——-&dVVl p? = 0e0 AV = dg = inv.
yi—p
3. Einsteinsches Additionstheorem der Geschwindigkeiten
Aufgabe 3.1.

Es soll die resultierende Geschwindigkeit aus zwei Teilgeschwindigkeiten
u; und u, nach dem (klassischen) Superpositionsprinzip fiir vektorielle
GroBen bestimmt werden, wenn u,; und u, den (beliebigen) Winkel ¢ ein-
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schlieBen. Das Ergebnis ist beziiglich der klassischen Komponentenzerle-
gung von Vektoren zu diskutieren; es ist die relativistische Formel fir die
Addition zweier Geschwindigkeiten anzugeben.

Losung :

Abb. A. 3

a) Mit dem Kosinussatz folgt: u? = u? + u2 — 2 u; u, cos (x — ¢) bzw.
u =u? 4 4+ 2 u, uycos .
b) Die Zerlegung von u in die Komponenten u, und u, gestaltet sich ein-

facher, wenn cos (# — ¢) = 0 ist, d. h., wenn = — ¢ = 7/2 gewihlt
werden kann. Dann ist

w?=u?4u?, also u=}ul+tul.
Hierbei ist die Hochstgeschwindigkeit von Massenpunkten stets u < c.

¢) Das Superpositionsprinzip a) gilt nur, wenn v < ¢, », < ¢ und u, L c
ist, also in der Kklassischen Physik. Allgemein gilt fiir die Addition
zweier Geschwindigkeiten, die den Winkel ¢ einschlieBen, das Ein-
steinsche Additionstheorem.

Der ruhende Beobachter, gegen den sich ein System mit der Geschwindig-
keit v bewegt, in dem ein Massenpunkt die resultierende Geschwindigkeit
w = 3 u; besitzt, miBt die Geschwindigkeit

c

Vu’2+vz—|—2u’vcos¢p’—(

% v 8in q)’)z

u’ v cos @’
c2

1+

Hierbei ist ¢’ der Winkel zwischen %’ und » im System §’. Bewegen sich
die Systeme mit der Geschwindigkeit v parallel zueinander (¢’ = 0), so
folgt

_Jur 2wy w4
1+

uw v w v
3

1
c +cz

U
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was mit dem (iiblichen) Ausdruck des Einsteinschen Additionstheorems
iibereinstimmt. Die wiederholte Anwendung dieses Theorems fithrt stets
auf u < ¢. Fur v = 0 folgt u = '.

Bewegen sich die Systeme mit der Geschwindigkeit » senkrecht zueinander
(9" = m/2), so erhilt man

2 992
u:l/u’z—{—vz——u v,

o2
Dieser Ausdruck unterscheidet sich also von dem klassischen unter ) an-

gegebenen; jedoch ist der Unterschied zwischen beiden vernachlissigbar,
wenn %’ und v sehr klein gegen die Vakuum-Lichtgeschwindigkeit ¢ sind.

Aufgabe 3.2.

Die Transformation fiir die Geschwindigkeitskomponenten u,, u,, u, ist
aus der Lorentz-Transformation lierzuleiten.

Lésung :

. . . . . A
Die Geschwindigkeit u, ist der Differentialquotient E{:— .
. / t. . . .
Aus der Lorentz-Transformation = % ist ersichtlich, daBl = eine
Funktion von ¢ ist; v = const. y1 — g2

Man bildet deshalb

da’ dt’ L d¢
uz:%zu . (A.lg)
dt l/l —p?
Aus
’ U 7
"+ c—zx
=
1 — p?
findet man
142y 0
d¢_ -~ Tedr e o d  1—p
d¢ y1— B2 Y1 — pe ds 1 +Z)_2u;
Mit (A.19) erhalt man
Uy = " T?  yndschlieBlich y =2 T

Car _ )
aYI/l — pe 1 —|—F2-u¢
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Fiir u, = dy findet man
d¢
dy’ d¢
de de , d¢’
e
a’
also
_ w1 —p
= .
1+ :—2 Uy

Analog zu u, ergibt sich
u; 1 — p?
e = -
v,
1+ ) Uz

Aufgabe 3.3.

Es ist die Geschwindigkeit u eines Massenpunktes zu berechnen, wenn
dieser im System S’ die Geschwindigkeit %’ besitzt und » die Geschwindig-
keit zwischen den Systemen S’ und 8 ist.

Lésung :
Es gilt die (spezielle) Lorentz-Transformation:

’

xr v

tl
 + ot i , +02
- =y, z=2"; f =

? T
oz -z

Die Geschwindigkeit « wird in die Komponenten u, = dx/df, v, = dy/d¢
und %, = dz/d¢ zerlegt.
Hieraus folgt fiir die Komponenten der Geschwindigkeit

2 2

’ v ’ v

, U 1 —— u 1 ——
w4 v ”V o V c?
_— U, = — —1 .

’
v Uy

1+C—z 1+

xr =

Uy —

c?

hierin ist u, = da’/dt’, u, = dy’/dt’'; u, = dz’/d¢".
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Mit den Komponenten u, = u’ cos¢’, uy =« sin¢’, u; =0 findet
man u — Vu?, + uy, also

’ 2
Vu’2+v2+2u’vcos¢’— (Q%Jsinqa')

U =

U v
14+ cos ¢’
c? ?

In dem speziellen Fall ¢’ = 0, d. h., wenn keine y-Komponente, sondern
allein eine z-Komponente vorhanden ist, findet man:

u + v
% =—

Awufgabe 3.4.

Es ist fiir einige Werte der Geschwindigkeiten u; = 4, = v mit v = 0,1 ¢,
v=025¢, v=0,5c¢c und v = ¢ die relativistische Abweichung vom
klassischen Parallelogramm der Geschwindigkeiten zu zeigen. Die be-
treffenden Geschwindigkeitsvektoren sollen den Winkel ¢ = 45° ein-
schlielen.

T : relativistisch
Tk / 4 \ K : klassisch

i 1 1 L Il L
07 02 03 0k 05 06 07 08 09 1 vk
Abb. A. 4

Lésung : (siche Abb. A.4)

klassisch: uy = Ju? + 42 + 2 u; u, cos ¢ .

U

u RS
w2+ U+ 2w U COS(p—(lTSIH(p)

relativistisch: u, = p—
1 %
1+ o cos @
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klassisch relativistisch
vfc (w/e)i (w/C)rel
1. 0,1 0,17 0,17
2. 0,25 0,46 0,40
3. 0,5 0,92 0,75
4. 1 1,84 1,00

Aus der Abbildung erkennt man deutlich, da die Abweichungen zwischen
den klassischen und relativistischen Werten |uy, — %, mit v anwachsen.

Das Parallelogramm der Geschwindigkeitsaddition ist nur fir % <1
giiltig.

Aufgabe 3.5.

Es ist zu zeigen, daBl zwei Geschwindigkeiten, die relativistisch addiert
werden sollen, nicht gleichberechtigt auftreten, d. h., dal eine Vertau-
schung bei der Addition zu einer anderen Richtung der Resultierenden
fihrt.

Die Geschwindigkeit v, sei parallel zur z-Achse und die Geschwindigkeit v,
parallel zur y-Achse gerichtet.

Lésung:

Im Gegensatz zur klassischen Addition

uklzi/u“{—}—u§+2uluzcos<p mit (p:%
mubB bei der relativistischen Addition die Verschiedenheit der z- und
y-Komponenten beachtet werden:
’ , _ 572
dy— =TV una o, = MV
14 VU, . VUL

c? c?

Fir u, gilt

]/ui“; + 0+ 2uv——3

YUy
02

uy = Yud, + Uiy =

1+

Fur u, gilt ein analoger Ausdruck.
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Ui

Jooo Abb. A. 5
v Vg X
Upx=Vq Fﬁ

Das Ergebnis ist in Abb. A. 5 dargestellt.
v, = 0,8¢c = uy,

vy = 0,6 c = uy,
RS Vu‘iz + ui, = ¢; Addition fir 0 < ¢ < %ergibt U > C.

uy = 0,6 v, = 0,36 ¢
Uz = 0;8 v, = 0,64: c
’ull == |u2| - 0,8773 C < Uk «

Aufgabe 3.6.

Zwei ,,Elektronenkanonen‘, die sich im System S, befinden, schief3en in
entgegengesetzter Richtung Elektronen mit je 2,5 - 108 ms™! ab. Die
Differenz beider Geschwindigkeiten (der Systeme §; und S,) wiirde, von
S, aus beurteilt, Uberlichtgeschwindigkeit v = 5 - 108 ms™! ergeben. Wie
groll ist die Geschwindigkeit w zwischen §; und S,, von §, aus beurteilt ?

Lésung :

Mit dem relativistischen Additionstheorem der Geschwindigkeiten findet
man
U +uy,  5-109ms™t 5.108

= = ms! = 0,442 ¢
Uy Ug 25 3,77 ’
1+ = 'ty
(s. Abb. A. 6).

17 Melcher, Relativitatstheorie
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u
S, [—= 3 L S

Y

Abb. A. 6

Aufgabe 3.7.

Im bewegten System 8" wird der Winkel ¢’ zwischen der (resultierenden)
Geschwindigkeit %’ und der Relativgeschwindigkeit » zwischen 8’ und §
gemessen.

a) Es ist der Winkel ¢ zu berechnen, wenn ¢’, v und »’ gegeben sind.
b) Es ist ¢’ zu berechnen, wenn ¢, v und u gegeben sind.

2
’ . ’
1 —c—zu sin ¢

u cos ¢’ + v

(s. auch Aufgabe 2.7); @ ergibt sich also als arctan der rechten Seite der
Gleichung.

b) ¢’ folgt aus der Losung a) durch relativistische Vertauschung: Die
gestrichenen GroBen werden durch ungestrichene und + v durch — v

Lésung :

a) tan ¢ =

ersetzt:
2 .
1 — = u sin ¢

A g = o p—v
Hinwets:
Es ist

V)t wt

tan ¢ = u .

Awufgabe 3.8.

Aus einem mit v, = 0,8 ¢ fliegenden System soll (in bezug auf dieses Sy-
stem) ein Koérper mit v, = 0,8 ¢ abgeschossen werden. Wie groB ist die
Geschwindigkeit, vom Ruhesystem aus beurteilt ?

Losung :
v + v, =1,6(:
1+v1_v2 1,64°

c?

wy = also w<c.
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Wird vom zweiten oder vom dritten (allgemein vom n-ten) Koérper dieser
Vorgang des Abschusses eines weiteren Korpers wiederholt, so ergibt sich
fur w weiterhin stets Unterlichtgeschwindigkeit:

_wy vy Wyt vy Wy + ¥y
Yr T e T e T
I 1 2 U1 1 n Y1

. +=2 +

Die wy, sind stets kleiner als ¢, so dafl w,.; < ¢ gilt. Nur fir das fort-
gesetzte Addieren von Vakuum-Lichtgeschwindigkeiten folgt als resul-
tierende Geschwindigkeit w, 1 = c.

Aufgabe 3.9.

Es ist zu zeigen, daB} zwischen den Geschwindigkeiten « und ’ folgende
Relation besteht:

B c? (62 — u'?) (62 _ vz)
B (c® + w v)?

Diese Beziehung ist zu diskutieren.

2 — u?

Lésung :
Man berechne 42 = ug + uj + %3 und w2 = u;” + u; -+ »,* mit

uy + v u, |1 — B2 u, /1 — B2
o _wmfI—p w1 p

’ v T ’ 2
Uy U Uy

1 1
+ + 2

Uy = ;
v Uy ¥

14 o

1. Wenn % < ¢ und » < ¢, dann ist auch # < ¢; d. h., eine aus zwei
Geschwindigkeiten < ¢ resultierende Geschwindigkeit ist selbst wieder
kleiner als c.

Diese Tatsache zeigt, daB kein Teilchen (m,== 0) jemals die Licht-
geschwindigkeit erreichen kann. Insofern spielt die Lichtgeschwindig-
keit die Rolle einer Grenzgeschwindigkeit.

2. Fir ' = ¢ und/oder v = ¢ ergibt sich v = c.

Das bedeutet, daB die Lichtgeschwindigkeit dieselbe bleibt fiir alle
Beobachter in Inertialsystemen.

Aufgabe 3.10.

Das relativistische Additionstheorem soll auf Tachyonen angewendet wer-
den. Die Relativgeschwindigkeit der beiden Beobachter ist v < ¢. Es ist
zu priifen, ob der Beobachter in 8’ wie derjenige in S auch eine Uberlicht-
geschwindigkeit fiir das Tachyon findet.

i+
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Lésung :

V—v
vV’

1 —6—2

V=

Wenn V > ¢ und v < ¢, so folgt stets V' > c.

Beweis :
Man setzt V'jc = B’, V/c = B und v/c = f5.
' B - /3
B=1= BB
oder
pr_ BB —(—pB2 (B —1)( —p)

(1 —f B)* (1 —pBp

Zahler und Nenner sind stets positiv, also gilt B’2 > 1 und damit 1’2 > ¢2.

Aufgabe 3.11.

Es soll die allgemeine Transformationsgleichung fir Vl — u2/c? hergeleitet
werden.

Lésung :

Der hiufig auftretende Ausdruck y = 1 — 22/c2 wird mit Hilfe des
Einsteinschen Additionstheorems in eine allgemeine Transformations-
gleichung iibergefiihrt.

Es wird fir die zusammengesetzte Geschwindigkeit «° und v der Wert
gemdl dem Additionstheorem substituiert.

/ 2 22
, v , v
Uy + yV o? V ?
Uy = DU, = ; Uy = - - -, — .

w,v’ ¢ u,v
14 = i

c2

Man findet mit

w2 — u;z + uya + uz;)

und
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schlieBlich als Transformationsformel fiir den Ubergang von einem System
zum anderen

u'® v2
o)
]/1 _w i ¢ ) (vel. 3.4.4.).

c? w v

4. Massenverdnderlichkeit, Ruhenergie, kinetische Energie,
Geschwindigkeit und spezifische Ladung

Aufgabe 4.1.
Um wieviel Prozent p vergréfert sich die Ruhmasse von Elektronen, Pro-
tonen, Neutronen (und beliebiger Massen), wenn sie sich mit halber Va-

kuum-Lichtgeschwindigkeit bewegen ?

Lésung :

m — my m
= 0.1009%, = [— — 1. 100°
P - 00% (mo ) 00%

(1 11-1009% = 15,59, (fiir alle Teilchenarten).

Aufgabe 4.2.
Bei welcher Geschwindigkeit ist die Impulsmasse der Elektronen, Pro-
tonen, Neutronen (und beliebiger Massen) doppelt so grofl wie die zuge-

hérigen Ruhmassen ?

Losung :

Aus v = cl/;——(%)z (A.20)

m
folgt mit m = 2 m,

v =c V% = 0,866 ¢ = 2,597 - 108 ms~1.

Das gilt fiir alle Teilchen einer Ruhmasse m,.
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Aufgabe 4.3.

Man berechne die Geschwindigkeit v und die kinetische Energie Ey,, auf
die ein Proton beschleunigt werden mull, damit sich seine Ruhmasse
verdreifacht.

Losung :

Aus (A.20) folgt v = 0,943 ¢ = 2,829 - 108 ms™1.
Setzt man diesen Wert in (4.17) ein, so erhédlt man Ey;, = 1862 MeV.
Folgende Losung ist vorzuziehen:

1 =1+eU m_g‘eU

2 my et my  my C
1 v 0 0 0

Aufgabe 4.4.

Man gebe die Elektronenmasse in Einheiten der Ruhmasse an, wenn sich
die Elektronen mit 999, der Vakuum-Lichtgeschwindigkeit bewegen.

=2; eU = 1862 MeV.,

Losung :
m[my = 7,088 .

(Das gilt fiir alle Teilchen einer Ruhmasse m, == 0.)
Rechenvorteil : Wegen v/c = sin @ gilt

1 1
Jl —sin2@ cos®’
Da nun sin @ = 0,99, also cos @ = 0,1409 ist, ergibt sich
1

m - 7,088 .

Aufgabe 4.5.

Wie grof} sind die Masse m und die spezifische Ladung ¢/m der Elektronen,
die sich mit 2,4 - 108 ms~! bewegen ?

L;ﬁsung :

m=15.10"30kg (gegeniiber my, = 9,1 - 10-3! kg),

q_ 1,1.101 Ckg? (gegem‘ib(-‘:ri =1,7588 - 1011 C kg‘l) .
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Aufgabe 4.6.

Bei welcher Spannung U hat sich die spezifische Ladung e/m des Elektrons
gegeniiber e/m, um 19, gedndert ?

Lésung :

Die elektrische Ladung ist invariant (S. 251 und 273). Es braucht dem-
zufolge nur die Massenzunahme m = 1,01 m, betrachtet zu werden. Die
spezifische Ladung wird kleiner.

m = _ﬁo:: my (1 + 1), wobei 75 = Eki“: °U

—
) 2 E, myc?
e

U= """"""": myc?= 0,511 MeV ;
U=5110V.

Aufgabe 4.7.
Man berechne die Ruhenergie in MeV eines Elektrons, das die Ruhmasse
9,1083 - 10731 kg besitzt.
Lésung :
Ey=myc?, E,=0,511MeV.

Aufgabe 4.8.
Wie groB ist die Ruhenergie eines Protons ?

Lésung :

Die Ruhenergie eines Protons ist 1836 mal so grofl wie die Ruhenergie
eines Elektrons, da die Ruhmasse des Protons 1836mal so grof} ist:

E,=1836- 0,511 MeV = 0,938 GeV .

Aufgabe 4.9.

Wie groB} ist die Geschwindigkeit von Elektronen eines 31-MeV-Betatrons
in Einheiten der Lichtgeschwindigkeit ?
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Lésung :

Aus
1
qU=myc?[——=
p2
-

~1 (A.21)

findet man fiir Elektronen mit ¢ = e

- -
v=c|/l— ——mF—— T
1+1 <1075 _—
( + 1,9577 - 10 Volt)
mit U = 31 MV ergibt sich v = 0,99974 c.

(Die klassische Rechnung fithrt mit e U = ™ y2 zu dem sinnlosen Er-
gebnis einer Uberlichtgeschwindigkeit!)

Aufgabe 4.10.

Das Radionuklid 226Ra emittiert Alphateilchen mit der kinetischen Ener-
gie Exin = 4,78 MeV. Man vergleiche die nach der klassischen und nach
der relativistischen Gleichung berechneten Geschwindigkeiten. Ruh-
masse des Alphateilchens m, = 6,643 - 10727 kg = 4,0015064 u. (1 u oder
1m, = 1,660 . 1072 g ist die atomare Masseneinheit.)

Lésung :
. 2q
klassisch: v = o U =1,52-10" ms™1;

relativistisch: v = 2,1.107"ms™1,

Letzteres folgt aus (A. 21) bzw. aus

1
T, 2
(1 -+ 1 Ua)

mg ¢

vV =C 1—

oder

.1/ L
Vg = C — 7 e
1 .10-10
( +5,355-10 Volt)
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Aufgabe 4.11.

Es soll ausfithrlich gezeigt werden, daf die klassische Gleichung fiir die
kinetische Energie Ey, = m v2/2 ein Spezialfall der relativistischen Be-

ziehung By, = m, c2 ; — 1) fiir kleine Geschwindigkeiten ist.
Y1 — v?/c2

Losung :

Der Wurzelausdruck

wird in eine Reihe entwickelt. Diese Reihenentwicklung nimmt man ge-
méf dem binomischen Satz vor:

By — n no__ [ " a2 _ Y qn—3 e
(@ — b) —(O)a (l)a 1b+(2)a b2 (3)a b3

Diese binomische Reihe berechnet man fira = 1, b = v?/c* und n=—1/2.
Die Binomialkoeffizienten ergeben sich zu

o)A

p2\—1/2 192 304 5 o8
(1"?) =l atya Tt
und
1 02 3 ot 5 o8
Ekm=m°"2(1+§?+§zﬁﬁzﬁ+'“—1)'
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Wenn v < ¢ ist, kann man die Glieder mit v%/c?, ¢8/c* usw. vernachlissigen.
Man erhélt schlieBlich Ey;, ~ m, v?/2, also die in der klassischen Physik
gebrauchliche Beziehung.

Aufgabe 4.12.

Die Beziehung fiir die relativistische kinetische Energie (A.21) soll herge-
leitet werden.

Lésung :

Die Definition der kinetischen Energie ist

%(m vyder, also dEy, =(mov)dev. (A.22)

Fdx = dEkin =
Die Integration dieses Ausdruckes fiithrt mit m = const zu dem klassi-
schen Ergebnis: Eyp, = m v?/2.
Beriicksichtigt man die Massenveranderlichkeit mit der Geschwindigkeit,
so muB man die allgemeinere Beziehung fir die Beschleunigungsarbeit
F dx = dEy, zugrunde legen:

d
dByn = ~ [ ——0_y\ de.

dt 1/1_—1;
c

Zur Integration dieser Gleichung ist es zweckméBig, von folgender Form
auszugehen:

dEkin o d my dx
dt — dt e “la-
11—
[
dz d v? 1 v do

—1/2
- 6_2) = T 2\ e dt
l/(l - ?)

erhélt man nach Anwendung der Differentiation auf das Produkt in der
Klammer und Vereinfachung (Hauptnenner!)
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Die Integration ergibt — mit der Bedingung fiir die Integrationskonstante,
daB fiir v = 0 die kinetische Energie verschwinden soll —

S

2
-2
Vergleicht man (A.22) und (A.23), so findet man, daB die Masse m in (A.22)
durch

2%\3
V-4

ersetzt wurde.
Diese Masse wird mitunter als Longitudinalmasse bezeichnet, da Kraft

und Beschleunigung parallel gerichtet sind. Stehen Kraft und Beschleuni-
gung senkrecht aufeinander, so ist die Masse m durch die Transversalmasse

—1

Eyin = m, 2

B - (A.23)
-2

s

zu ersetzen.

Das Ergebnis Masse = Kraft/Beschleunigung gilt also nur in der klas-

sischen Physik.

Hingegen ist die Definition der (Impuls-)Masse m als Quotient aus Impuls

und Geschwindigkeit, m = p/v, allgemeingiiltig, wobei dann in der SRT
stets (A.23) gilt.

Awufgabe 4.13.

Relativistische Massenzunahme.

Es soll die relativistische Massenzunahme (A.23) graphisch dargestellt
werden.

Losung :
Esist zweckmaBig, als Abszisse # = v/c und als Ordinate m/m, zu wéhlen.
Dann ergibt sich wegen n_ Lt = k die Wertetabelle (Tab. 1, S. 45)

und damit Abb. 4.2. ° Vl —p*

Zur Berechnung des Lorentz-Faktors ¥ wendet man mit Vorteil die
Substitution v/c = sin @ an:

b — 1 1

Vl_v_z— cos®’
02




268 Aufgaben mit Losungen

Anwendung : Far m = 2 m, ist v zu berechnen:

1
ﬁ:Lzz, also cos @ =—.
my, cos @ 2

Mit Hilfe einer Tabelle fir Sinus- und Kosinuswerte erhédlt man

sin @ — 0,8660 = % also v = 0,8660 c.

Aufgabe 4.14.

Zusammenhang zwischen Geschwindigkeit und kinetischer Energie.

Es soll die Abhingigkeit der Geschwindigkeit von der kinetischen Energie
fiir Teilchen unterschiedlicher Ruhmasse graphisch dargestellt werden
(Elektronen, Protonen, Deuteronen, Alphateilchen).

Lisung :
Esist zweckmaBig, fir die Ordinate (v/c) einen linearen und fiir die Abszisse
(Eyin in eV) einen logarithmischen Mafstab zu wéhlen (Abb. A. 7).

% klassisch klassisch
b
08~
S Ty
Kin
06 - ( 7*T0/
04|
02—
Abb. A. 7

| | | |
1 07 0% 00 w0t w0 wt W wt ' W’
EKin/eV -

In der klassischen Mechanik existiert fiir £ = m v%/2 keine Grenzgeschwin-
digkeit.

Aufgabe 4.15.

Es ist zu zeigen, daB der Quotient zweier Massen (m, = m,) fiir zwei
Beobachter unterschiedlicher Relativgeschwindigkeit verschieden ist.

Losung:
Zwei Massen m, und m, bewegen sich auf der z-Achse mit der Geschwindig-

keit u; und u, und stoBen zusammen, so daB sie — im Moment des Zu-
sammenstofes — die gemeinsame Geschwindigkeit v besitzen. Wendet
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man auf dieses Zwei-Teilchen-System die klassischen Erhaltungssitze fiir
den Impuls und die Masse an, so folgt

my Uy + myus = Mo ;
my + myg = M .

Nach Multiplikation der 2. Gleichung mit » und Subtraktion dieser Glei-
chung von der ersten findet man als Massenverhéltnis

My U — Uy
My Uy — U

(Mit dem klassischen Additionstheorem wu, =% + v; u, = — % 4+ v
folgt m; = m,, d. h., die beiden Erhaltungssédtze werden erfiillt. Es ist
aber experimentell erwiesen, daBl man das Einsteinsche Additionstheorem
anwenden muB. Dadurch ergibt sich eine Abhéingigkeit der Masse von der
Geschwindigkeit.)

Fihrt man zwei Bezugssysteme § und 8’ ein, deren Relativgeschwindig-
keit v betragt, also gerade so grof} ist wie die gemeinsame Geschwindigkeit
der Korper m, und m, im Augenblick des Zusammenstofles, so liefert das
relativistische Additionstheorem

w4 v —u 4w
ulzL, und uZZ__i_.
w v w v

1+ -

Substituiert man diese Werte fur das Massenverhéaltnis, so ergibt sich

’

u v
1+
™ l—ﬂ#:l (A.24)

my

c2

im Gegensatz zu der klassischen Rechnung m,/m, = 1. Das Massen-
verhéltnis ist offensichtlich von » abhéingig (s. folgende Ubung).

Aufgabe 4.16.

Es ist die Transformationsbeziehung fiir die Masse anzugeben.

Lésung :

In (A.24) wurde m,/m, gefunden.
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Wendet man die allgemeine Transformationsgleichung fiir 1/1 - u?/c?
(Aufg. 3.11.) an, so gilt

2 2
1 wo__ | c c
+ c? u3

-

und

Dieses Verhiltnis, das sich nur im klassischen Fall fiir einen Beobachter
als my/my = 1 ergibt, ist nunmehr m,/m, 4= 1.

Betrachtet man speziell den Fall u, = 0, dann ist m, = m,;, und fir
m,; = m folgt schlieBlich (A.23).

Das obige Massenverhéltnis ist nur im Fall v, = 0 und u, = 0 exakt
gleich 1:

M Ma__
My Moz
Aufgabe 4.17. m
Es soll die Gleichung m = 10—2 hergeleitet werden.

Lésung :

Man geht z. B. von der — auf unabhingigem Weg hergeleireten — Be-
ziehung E = m ¢ aus und folgert die Abhéingigkeit der Masse von der
Geschwindigkeit.

Einerseits gilt allgemein dEy, = d mc?,

und andererseits ist dEy, = % (m ) dz ,
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also
dEyp =dmo)v =v(mdv + vdm) = modv - v2dm .

Aus der Gleichsetzung folgt c2dm = m v dv + +2dm .
Trennung der Variablen und Integration fithrt zu

dm vdo
? — 2
Die Integration ist mit der Bedingung auszufithren, daB fir » = 0 die

Masse m = m,ist. Mit der Substitution von ¢ —v? = z,alsodz = 2 v dv,
ist die Integration leicht ausfithrbar. Es ist

1 1 P2
Inm — Inm, = ——Eln(c2—vz)—|—lnc=—gln 1_0_2 R

also schlieBlich

Hinweis: Am kiirzesten ist der Weg iiber das Additionstheorem der Ge-
schwindigkeiten (Gln. 4.1 bis 4.4).

Aufgabe 4.18.

Es soll die Energie einer Masse bestimmt werden, die sich mit der Ge-
schwindigkeit w und dem Winkel ¢ zur positiven z’-Achse gegeniiber einem
System S’ bewegt.

Losung :

Man wendet das Additionstheorem der Geschwindigkeit an und substi-
tuiert:

ist auBlerdem v = 0, so erhilt man die Ruhenergie £ = myc? = E, .
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Aufgabe 4.19.

Es soll die Transformationsgleichung fiir die zeitliche Massenénderung auf-
gestellt werden.

Lésung :

Die zeitliche Massendnderung kommt auf Grund einer Geschwindigkeits-
dnderung (Beschleunigung) zustande. Man bildet die zeitliche Ableitung
der allgemeinen Massen-Transformationsformel und erhilt

dm _ dm’ , wfet duy
at " ar T e at
1+—;
c

Aufgabe 4.20.

Elektronenbeugung und Massenveridnderlichkeit.

Es soll dargelegt werden, wie man mit Hilfe der de-Broglie-Beziehung
A = hjm v entweder die GroBe 2 oder die Beziehung (A.23) bestimmen
kann.

Lésung :

Beim Durchgang von Elektronenstrahlen der Geschwindigkeit v durch
Metallfolien beobachtet man Beugungsringe, aus deren Durchmesser man
die Materiewellenldnge 4 bestimmt.

Man variiert » und erhélt, wenn b aus anderen Versuchen bekannt ist, das
Ergebnis, daB sich m mit der Geschwindigkeit dndert.

Die GroBe

bleibt bei allen Geschwindigkeiten v (und zugehérigen Wellenlédngen A)
konstant. Das bedeutet, dafl sich die GroBe m in A =4 v m wie (A.23)
dndert.

Aufgabe 4.21.

Es soll experimentell gezeigt werden, daf3 die elektrische Ladung ¢ eine
Invariante ist. Bei (g/m)-Messungen ist allein m verdnderlich mit », nicht
aber g.

Die spezifische Ladung

1}2

m My
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(z. B. von Elektronen) wird mit zunehmender Geschwindigkeit kleiner.
Die ermittelten (g/m)-Werte bestitigen die Massenverdnderlichkeit (A. 23).
Jedoch wird meistens nur eine Plausibilitdtserklarung gegeben, dall ¢ = ¢,
unverdnderlich bleibt, d. h. nicht von der Geschwindigkeit abhingig ist.

Lésung :

Experimentell wird die Unabhéngigkeit der Ladung ¢ von der Geschwin-
digkeit der Teilchen mit Hilfe der Interferenzen von Materiewellen be-
stiatigt. Die de-Broglie-Wellenldngen-Beziehung A = h/mv erweist sich
als giiltig.

Aus g v B = m v?¥[r folgt Br = m v/q. Man 16st beide Gleichungen nach
h 1

Bir

Man 14Bt B unveréndert, also h/B = const, und schieBt in das Magnet-
feld geladene Teilchen (z. B. Elektronen) mit unterschiedlicher Energie
ein. Dieser Energie entspricht eine bestimmte Wellenldnge 2. Man miBt
den Kriimmungsradius  und bestimmt die jeweiligen Produkte 1/ir. Fir
alle Energiebereiche findet man g = const, unabhéngig von der Geschwin-
digkeit (bzw. Energie) der Teilchen.

m v auf und setzt gleich; dann folgt ¢ =

Aufgabe 4.22.

Bestimmung der spezifischen Ladung e/m, fir Elektronen mit dem Faden-
strahlrohr.

In einem evakuierten Rohr werden Elektronen glihelektrisch freigesetzt;
sie beschreiben, wenn das Magnetfeld senkrecht zur Richtung der Ge-
schwindigkeit orientiert ist, eine Kreisbahn. Zwischen Katode und Anode
werden die (gebiindelten) Elektronen durch die-Spannung U beschleunigt;
die Elektronen, die die Anode durch eine Offnung passiert haben, bewegen
sich dann mit der Geschwindigkeit v. Nach klassischer Rechnung folgt aus
e U = m v%2 und m v?/r = e v B die Beziehung e/m = 2 U/B%*?. Da sich
aber die Masse mit der Geschwindigkeit dndert, gibt man fiir spezifische
Ladungen exakt den Wert e/m, an.

Wie lautet die exakte (relativistische) Gleichung fiir e/m, ?

Lésung :
Man geht von der Gleichung (A.21) und
2
T ? . —evB (A.25)
v
r l/ 1 — =
o2 B2 72 2

aus. Mit (A-25) errechnet man »? = EW

18 Melcher, Relativitdtstheorie
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und substituiert diesen Wert in (A.21)
2 2 B2 42
(eU +1) =1_}_e B -

my c? my c*

Die Auflésung dieser Beziehung fithrt zu der exakten Gleichung
£ _ 21]72 . (A.26)
Mo B2r2 i
CZ
Nur wenn U?/c? <€ B? 12, gilt die klassische Beziehung
e 2U

Stellt man den Radius der Kreisbahn in Abhangigkeit von U und B dar,
so ergibt sich aus der exakten (relativistischen) Beziehung (A.26)

1.,/20 U
el =g l/e/mo T
und aus der klassischen Beziehung
1 2U
M F | e,

Das klassische Ergebnis entspricht fir kleine U-Werte der exakten Glei-
chung.

Hinweis auf andere Losungsmoglichkeiten :
1. Man macht Gebrauch von der hiufig mit Vorteil anzuwendenden Sub-
stitution:

! =1+%

v? By’
I

wobei Eyi, = e U und Ey = m, c? ist. Fur v gilt hiernach auch

1
v=c 1—- ., A.27
1 +Ekin 2 ( )
E,
Aus der Gleichheit von Radial- und Lorentz-Kraft

m v?
——=¢v B

R
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findet man v = (1/m) e Br, d. h.,

e
—Br
_ P2
c 1— 1 =V1 B eBr=L.
1+Ekin 2 My 1+Ekin
E, E,

Durch Umformung findet man als Zwischengleichung

e 1
mg mycBr

VEkin (Ekin + 2 my c?)

und daraus

2.
2 B2 92 = 2 mg By + ;‘2‘“ (A.28)
bzw.
2
2 prge G U2= 2U
my My C
und damit
e 20
My B2 2 — 22
02

2. SchlieBlich kann man von dem allgemeinen Energie-Impuls-Satz

pec= VEkin (Bxin + 2 E,)
ausgehen, worin man fiir den Impuls p = e B r substituiert.

Auflésung ergibt die gesuchte (¢/m,)-Beziehung, was man unmittelbar
aus (A.28) erkennt.

Aufgabe 4.23.

Berechnung der relativistischen Korrektur bei der (¢/m)-Bestimmung fiir
Elektronen im longitudinalen Magnetfeld.

Lésung :

Die spezifische Ladung e/m des Elektrons kann man nach der Methode
von H. Buscr durch Fokussierung im magnetischen Langsfeld bestimmen
(s. z. B. ILBERG: Physikalisches Praktikum. Leipzig 1967, S. 340). Die
Elektronen bewegen-sich in diesem Fall im allgemeinen auf Schrauben-

18*
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bahnen; die Geschwindigkeit wird in eine senkrecht (v;) und eine
parallel (v) zum Magnetfeld gerichtete Komponente zerlegt. Aus dem
Gleichgewicht zwischen Lorentz- und Radialkraft

m v

ev) B=
o

folgt fiir den Bahnradius r = m YL ,also — =,

eB 2
eBl/l——Bz—
c

Fiir die Umlaufsdauer T eines Elektrons erhilt man 7 = 2% , also

T:.‘ano 1 _ T, ,
eB 22 22
g ez
wobei T —2nm°it
o= B %
Mit ¥:(1 —|—Eki“) findet man

P2 E,
1-=

727!’”&0 Ekin
r= eB (1+ Eo)’

wobei By, = ¢ U und E, = m, c? ist.

Die Umlaufsdauver 7' ist nur fiir kleine Geschwindigkeiten v <€ ¢ von der
Geschwindigkeit unabhingig: T' = T,,.

Der Punkt, in dem die Elektronen nach Durchlaufen eines vollen Kreises
fokussiert werden, liegt um die Strecke [ vom Ausgangspunkt entfernt:

l=?)||T.

Die Geschwindigkeit v der (monoenergetischen) Elektronen ergibt sich
fiir die anliegende Beschleunigungsspannung aus (A.27).

Somit folgt schlieBlich I = v T' = v, 2 nl;no (1 + E;‘i'l),
(1]

Ekm
1 =
Ekm) ( + o )

-1,

nmo

ey
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und nach Quadrieren

_4nrU

2 . =0 ¥
! e B2 ¢?

[2mgc2+eU].

Auflosen nach e/m, fithrt zu

e 822U

Mo g4
C

2
Die klassische Formel ergibt sich fiir kleine U, wenn B2 [2 >U—2 ist:
¢

e 8a2 U

e Y TR ; die relativistische Korrektur ist also durch den Ausdruck
0

2
4 7 % gegeben.

2
Im obigen Lorentz-Faktor l/l — 101—2 ist stets zu ersetzen v* = v} 4 of .

Aufgabe 4.24.

In vielen Fallen ist es zweckméBig, auftretende GroBen auf By /E, als
Variable zu beziehen, wobei Ey;, die relativistische kinetische Energie und
E, die Ruhenergie eines Teilchens (m, == 0) ist. Es ist nun zu zeigen, dafl
folgende Beziehungen gelten:

o E 1 . .
A —Elf-“ =4 = —— (relative Teilchenmasse bzw.
o 0 0 V 1— 7_’5 relative Gesamtenergie);
02

v g — 1/(lf7km/lfl‘0)2 + 2 Exi/E, (re!ative o
c 1 + Bun/E, Teilchengeschwindigkeit);

(B \2 :
P oMy V(Ekm) +2 Fian (relativer Teilchenimpuls).
MoC My C E, E,

Zusammenhang zwischen Gesamtenergie und Impuls:

BB pre baw. B — (Bgn + E?.
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Lésung :

Fiir die Herleitung werden allein die Gleichungen

m = ————

E=mc?*=myc® -+ Byp = By + Exin
und

p=mv
benotigt. Die obigen Gleichungen haben den Vorzug, da8 sie fiir alle Teil-
chenarten (m, == 0) gelten. ZweckmaBig setzt man Eyin/Ey = 7.

Aufgabe 4.25.
Es soll graphisch dargestellt werden:

=o)L (E)

Lésung:
Abb. A.8 und Abb. A.9.

1 1 1 —_ 1 1 1 1 -
w0+ 102 1 102 w0+ 106 ﬂgﬂ 0+ 02 1 102 10* 08 E%‘"
0

Abb. A. 8 Abb. A. 9

Aufgabe 4.26.

Man berechne fiir den extrem-relativistischen Bereich die zu einer ge-
gebenen Massendnderung m/m, gehorende kinetische Energie.

Des weiteren ist anzugeben, bis auf welchen Bruchteil sich ein Elektron
von Ey, = 10 GeV der Lichtgeschwindigkeit gendhert hat.
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Losung :

Aus mﬁ = 1 + 7 folgt allgemeingiltig By, = (;n”i — 1) E,.

0 0

Im extrem-relativistischen Bereich ist mﬁ > 1, also
0

m
Ekin (a7 EEO . (A29)

1
Fir %= gilt im extrem-relativistischen Bereich
me (2 —8)6
v m 1
6 == l _— <2, alSO —_— N,
o< Mo Y21 — vje
Aus (A.29) folgt damit
E
Ekin I £
Y2 Y1 — vjc

und schlieBlich

Fir Elektronen ergibt sich mit E, = 0,511 - 108 eV daraus die Zahlenwert-
gleichung

1 —vjc=13.101 (Ey,/eV)2.
Mit Eyin = 1019 eV erhilt man schlieBllich

1—2—-13-10-°.
[+

Fir die relative Massenzunahme erhilt man

m 1 B 1 B 1

my T /o V12.10-° . 10-10
° B Vl _% y2y1,3-107° 26-10

™ 20000

Mg

Aufgabe 4.27.

Man berechne fiir den extrem-relativistischen Bereich die Massenverdnder-
lichkeit und gebe fiir m/m, = 50 an, bis auf welchen Bruchteil § =1 — v/c
die Lichtgeschwindigkeit erreicht wird.
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Lésung :
Aus GI. (4.27) folgt

v L (m
C 2\m

und mit m/m, = 50

1—-2 =5.105.
C

Aufgabe 4.28.

Aus den Transformationsformeln fiir*Energie und Impuls soll die Bezie-
hung fiir die Massenverianderlichkeit gefolgert werden:

Lésung :

Elc® — C%pz
Aus E'[c? = e erhdlt man wegen £’/c? = m’

v
e
m (1 — % u,)
: ¢
m = ——————; (A.30)

me=
2
v
Dy — 0—2E
Aus p, = — erhilt man zundchst mit E/c? = m

Unter Beachtung der Geschwindigkeitstransformation fiir u, (Gl. 3.25)
folgt wieder (A.30) und damit (A.23).
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S. Massendefekt und Bindungsenergie

Aufgabe 5.1.

Es ist allgemein anzugeben, wie man a) den Massendefekt dm und b) die
Bindungsenergie E eines Atomkerns berechnet.

Losung :
a) Am = 2 my + 3 my — mx ,
wobei my, die Protonenmasse ; my, die Neutronenmasse und mx die Masse des

Atomkerns bedeutet.

Die Masse des Kernes ist also kleiner als die Massensumme seiner Bau-
steine.

b) E = A me?,
E = ((3 mp+ 3 my) — mg)c?.
Aufgabe 5.2.

Es ist der Massendefekt eines Deuterons zu berechnen und anzugeben,
bei welcher Energie von p-Strahlen der Kernphotoeffekt beim Deuteron
auftritt.

Lésung :
Das Deuteron 2d ist der Atomkern des schweren Wasserstoffes der Massen-
zahl 2. Dieser Kern besteht aus einem Proton p und einem Neutron n.
Um den Massendefekt des Deuterons Amq zu erhalten, ist von der Summe
aus Neutronen- und Protonenmasse die Masse des Deuterons?!) zu subtra-
hieren:
mp=1,6726-10"24g; m, =1,6748 - 10~ g; mq=3,3435 . 10~ 24g.
mq = (Mp + My) — mqg = 0,39 - 10726 g,

Diesem Massendefekt entspricht eine Bindungsenergie des Deuterons von
Ed = Amd c? = 2,19 MeV .

Unter dem Kernphotoeffekt versteht man einen (y, n)-Prozef3, d. h. das
Ablosen eines Neutrons aus einem Atomkern durch ein p-Quant. Die
y-Quanten miissen (mindestens) dieselbe Energie wie die Bindungsenergie
des Neutrons aufweisen, damit der (y, n)-Proze ablaufen kann, im Falle
des Deuterons also

hyv = By = 2,19 MeV .
Das entspricht einer Frequenz von v = 5,33 - 1020 s~ bzw. einer Wellen-
linge von 4 = 5,63 - 1011 cm.

1) Die Kernmasse wird z.B. mit Hilfe eines Massenspektrographen bestimmt.
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Aufgabe §.3.

Es ist die Bindungsenergie eines Alphateilchens (Helium-Atomkernes) zu
berechnen.
my=1,6726-10"2"kg; m,=1,6748-10"2"kg; m,=6,643-10"2"kg.

Lésung :
Der Helium-Atomkern der Massenzahl 4 besteht aus 2 Protonen und
2 Neutronen. Der Massendefekt ergibt sich wie folgt:

Amye = 2 (my + my) — Mpe; Amye = 5,01 - 10726 g;

Eg. = Amye ¢ = 28,14 MeV .

Aufgabe 5.4.

Es soll die Energiebilanz fiir die Kernreaktionen a) 1N («, p) ;'O und
b) ILi (p,«) sHe quantitativ bestimmt werden (mit Hilfe der einfachen
@-Gleichung). Als Q-Wert bezeichnete man frither die Warme- oder
Energietonung einer Kernreaktion.

Lésung :
a) Reaktionsenergie (muN + Mage — (Mg + mlﬂ)) 2= Qy;

@ = —0,00121 m,c?; Q@ = — 1,13 MeV .
(Atommassenkonstante m, = 1,660277 - 10~27 kg). Die Reaktion ist endo-
therm.

b) @ = 0,01854 m, ¢*; Q@ = 17,25 MeV .

Die Reaktion ist exotherm; sie kann bereits mit 10-keV-Protonen aus-
gelost werden.

Die Reaktion wird ausfithrlich wie folgt geschrieben, wenn die Nuklid-
symbole die Kernmassen bedeuten:

TLi 4 1H — 2iHe 4 02O MeV

CZ
Aufgabe 5.5.

Es soll die Spaltungsenergie des 235U-Kernes berechnet werden.

Losung :
a) Die Bindungsenergie je Nukleon betrigt fir Uran-235 Ey ~ 7,5 MeV und
fir die entstehenden Spaltprodukte (je Nukleon) Ey ~ 8,4 MeV. Es er-
gibt sich eine Differenz von 0,9 MeV ; das bedeutet bei den 235 Nukleonen
des 23U

Eyp = 0,9MeV - 235 = 212 MeV .
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b) Die Energie kann auch abgeschidtzt werden unter der Voraussetzung,
daf} die freiwerdende Energie ausschlieBlich in Form der kinetischen Ener-
gie der Spaltprodukte in Erscheinung tritt. Diese Energie ist gleich der
elektrischen Energie im Augenblick der AbstoBung:

. Ziy Zry €® .
Cdme(ntr)’

fiir die Spaltprodukte $3Sr und *iXe berechnet man die Kernradien nach

r=14.10"13 cm - a}/Z und findet E ~ 214 MeV. (Z Kernladungszahl,
A Massenzahl).

E

Aufgabe 5.6.

a) Man berechne die Energie (in MeV und kWh), die einem Massendefekt
von Am = 1 g entspricht. b) Wieviel Gramm 2330 miissen gespalten
werden, damit ein Massendefekt von Am = 1 g entsteht, wenn der Aus-
beutefaktor = 1 angenommen wird? c¢) Wieviel Kilogramm Kohle
miissen verbrannt werden, damit Am = 1 g entsteht ? Wie grol ist der
Massendefekt bei der Verbrennung von 1 kg Kohle ?

Lésung :
a) E=A4mc?; Am=1g, also £ =25 . 108 kWh bzw. E = 56,7 - 1025 MeV.
b) Bei 1009%iger Spaltung von 1 g 235U (pro Kern 195 MeV) entstehen

6,02 - 1023 _
195 - ~— o - 4,42 - 10" kWh = 22,1 - 10°kWh.") Damit 4m = Ig

entsteht, miissen 1100 g 235U gespalten werden. Nach der Spaltung be-
tragt die Masse der Spaltprodukte 1099 g; Am = 1 g ist als Energie-
dquivalent in Erscheinung getreten.

¢) 1kg 235U 2 2500000kg Kohle; diese Menge entspricht etwa Am = 1g.
Bei Verbrennung von 1 kg Kohle betragt der Massendefekt demnach

1
. —7
Am_—72’ .16g_—4 10-7 g.

Aufgabe 5.7.

Wie gro8 ist der Massenverlust der Sonne in einer Sekunde ¢ Wie grof} ist
demnach (theoretisch) die zu erwartende Lebens- oder Strahlungsdauer ?

I) Ein Teil der Kernenergie wird in Form von Strahlung nach der Spaltung
freigesetzt, ein anderer Teil durch Neutrinos fortgefiihrt, so da8 pro Spal-
tung etwas weniger als 200 MeV (im Mittel) als kinetische Energie der Spalt-
produkte frei werden.



284 Aufgaben mit Lésungen

Losung :

Man miBt die sekundliche Energieabgabe der Sonne: In der Entfernung
Sonne/Erde 7 ~ 150 - 108 km gelangt auf 1 cm? der Erdoberfliche in
jeder Minute eine Energie von etwa 2 cal; das ist die Solarkonstante:
K = 2 cal/em®min. Die gesamte Kugelflache im Abstand » wiirde dem-
nach insgesamt eine Strahlungsleistung von K -4nr?=2.47.1,562%

1026 . % cal s7! erhalten. In einer Sekunde werden also 3,94 . 102¢ Joule

abgestrahlt (1 cal = 4,19 Joule = 4,1‘9 Ws). Aus £ = Am c? = 3,94 . 1026
Joule folgt, daB in jeder Sekunde ein Massenverlust von Am = 4,4 - 108 t
eintritt.
Der Massenverlust pro Jahr ist 1,33 - 104 t. Die Masse der Sonne ist
1,94 . 1038 g = 1,94 . 1027 t. Rechnet man mit der Tatsache, dall von der
Gesamtmasse nur 509, Wasserstoff fiir die fortlaufende Energieerzeugung
zur Verfiigung stehen, so ergibt sich eine Lebensdauer von rund
1,94 . 1027 ¢

1,33 - 10" t/a

(1 Billion Jahre).

Aufgabe 5.8.

Wie viele Wasserstoffkerne sind bei dem auf der Sonne stattfindenden
FusionsprozeB erforderlich, wenn ein Massendefekt von Am = 1 g (ent-
sprechend 25+ 108 kWh) entstehen soll ¢ Der Ausbeutefaktor sei 1009,.
Man vergleiche diese durch H-Fusion freigesetzte Energie mit derjenigen,
die durch Spaltung von 235U entsteht (Aufgabe 5.6.). Der Vergleich ist auf
die jeweilige Ausgangsmasse zu beziehen.

-0,5 ~ 1024

Losung :

Es werden 146 g H in 145 g He - 25 - 108 kWh verwandelt.

Hingegen gilt bei Uran: 1100 g 235U — 1099 g Spaltprodukte -+ 25 . 108
kWh (s. Aufgabe 5.6.).

Der Fusionsprozell ist — auf die Masseneinheit bezogen — etwa 8mal so
energiereich wie der FissionsprozeB3.

6. Hochenergetische Teilchen
im magnetischen und elektrischen Feld
Awufgabe 6.1.

Zur Feststellung der. Geschwindigkeits- bzw. Energieverteilung einer Beta-
strahlung (Bestimmung des Energiespektrums) wird die Strahlung im
Magnetfeld (B) aufgefichert und aus den unterschiedlich stark abgelenkten
Komponenten der Radius der Kreisbahn ermittelt.



6. Hochenergetische Teilchen im magnetischen und elektrischen Feld 285

a) Es soll der Zusammenhang zwischen s und r (s. Abb. A.10.) bestimmt
werden. b) Wie ermittelt man aus r die Geschwindigkeit v bzw. die
Energie Eyn? Bei Betastrahlung muf8l in allen Fillen relativistisch ge-
rechnet werden.

)
JL Abb. A. 10

? B-Strahlung
B senkrecht zur Zeichenebene

Losung :
a) Man legt an die Kreisbahn die Tangente und findet
s_r-y/rz—lz—rz—i—l(lw
o Yt — 12 ’
Die Auflésung nach r ist kompliziert.') Wenn 72> 1% und a > [ ist, folgt

Ll +a)
=
b) Aus 'r_ib = —B% und (A.23) findet man die Geschwindigkeit
1
V= C— — (A31)

mg C \?
V(eBr) +1

und die Energie

By = my c2 (V1 + (mi %)2 — 1) . (A.32)
0 J

1) Am einfachsten geht man so vor, daf3 man s = f(r) fiir die Parameter / und a
berechnet und aus der Tabelle der zugehérigen 7- und s-Werte bzw. aus der
graphischen Darstellung den Radius r aus dem gemessenen s-Wert be-
stimmt.
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Durch Reihenentwicklung ergeben sich der klassische (mg, ¢ > e B r) und
der extrem-relativistische (m,c << e B r) Fall.

Fiir » folgt

klassisch: v = < Br,

My
2
extrem-relativistisch: v =¢|1 — 1 (e .
2\eBr
Fiir Ey, ergibt sich (A.33)
. 1
klassisch: Eyn = T g (eBr)?,

1 2
extrem-relativistisch: Ey, = e Brc 4+ m,c? (—2— {;‘; : P 1) ,

Exn~eBrc—myc:~eBrec. (A.34)

Aufgabe 6.2.

Es sind die kinetische Energie By, und die Geschwindigkeit » von Elek-
tronen- oder Betastrahlen (Ladung ¢ = e¢) zu bestimmen, die in einem
senkrecht zu ihrer Geschwindigkeit wirkenden Magnetfeld (B) eine Kreis-
bahn (Radius r) beschreiben.

Losung :

a) Fir die kinetische Energie Ey, gilt (A.21).

Aus der Relation Lorentz-Kraft = Radialkraft mit sin (v, B) = 1 folgt
ev B = m v?[r, wobei m = mo/m ist; damit errechnet man

v=—1\/1——-Br. (A.35)

Man bildet v2/c? und substituiert in (A.21); dann folgt daraus (A.32).

b) Fir v erhilt man durch Messung von B und 7 (m, und ¢ sind bekannt)
aus (A.35) die Beziehung (A.31).

1
c) _’p=—o'VEkin(Ekin+2mocz) =erB=muv.

Damit ist also

_ 1
" ¢eB

r V Byin (Bxin + 2 mq ¢?) (A.36a)
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oder
_ my € I 1T o
wobei
_ Ekin
77 - EO
ist.

Die Gleichungen (A.36a) und (A.36b) sind identisch.
Fir Byn €2 m, c? folgt der klassische Wert

_ myv

T eB’

Aufgabe 6.3.

Man berechne die Geschwindigkeit » und die kinetische Energie. Eyi, von
Teilchen der spezifischen Ladung g/m, die in einem homogenen magneti-
schen Feld der KraftfluBdichte B = 0,084 Vs/m? eine Kreisbahn mit dem
Radius 7 = 0,03 m beschreiben. Fiir Elektronen gilt:

€

4 _° _176.101 Cke .
m  m,

Lésung :

Aus (A.31) folgt v = 0,827 c.

Aus (A.32) folgt

As0,084Vs-0,03m\* _\)
- \74 Lpou YRR g
Eign = 0,511 Me (V1+(1,76 10 3. 10° S_l) ) ,

Eyn = 0,511 MeV - 0,781 = 0,4 MeV .

Aufgabe 6.4.

Die Gleichung zur Berechnung der kinetischen Energie der Elektronen aus
den MeBwerten fiir B r (in Tesla - Meter) soll als Zahlenwertgleichung
geschrieben werden. Aus den in der folgenden Ubersicht gegebenen
B r-Werten soll die Energie der Elektronen in MeV sowie die Geschwin-
digkeit v in ms™! und die GréBe § = v/c berechnet werden.

1Vs 1lkg

m?  As?
m? m?

aus 1 Ws = 1 Joule = 1 VAs, 1Joule = 1kg— oder 1 VAs=1kg —.
s s

1 Tesla = 10* GauS.

1) Die MaBeinheiten kiirzen sich heraus, da = 1T; das ergibt sich
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Lésung :
Aus (A.32) erhilt man

E Br \?
—_— 105 ——n—— — .
Moy = 0511 (1/3,4422 10 (Tesla 'm) +1 1)

Br="0uv E v g = vle
e

1073 Vsm™1 MeV 108 ms—1

2,60 0,420 2,565 0,855
3,76 0,726 2,745 0,915
4,78 1,01 2,850 0,950
6,04 1,37 2,884 0,968
7,16 1,71 2,928 0.976

Aufgabe 6.5.

Elektrisch geladene Teilchen, die senkrecht zu den Feldlinien in ein homo-
genes magnetisches Feld B eintreten, beschreiben eine Kreisbahn mit dem
Radius 7.

Fiir die Darstellung des physikalischen Sachverhaltes ist die Gleichung

rB—0— P mi g
1 — g2 ¢

niitzlich.

a) Die Beziehung fiir » B ist herzuleiten.

b) Esist die Konstante C fiir Elektronen, Protonen und Alphateilchen zu
berechnen.

¢) Esist r B = f(v) bzw. r B = f(v/c) graphisch fir die in b) genannten
Teilchen darzustellen.
Losung :

a) Aus m v¥r = g B v folgt

pB=Ty = M¥C  _ MCB
¢ gy1—pc qy1—p*
rB = O—ﬂ ,  wobei o =",

y1—p g
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b) Fir Elektronen ist €, = 1,7-103 Vs/m; fiir Protonen ist C, =1836 C,;
fiir Alphateilchen ist C, = 2 C},.

' ¢) s. Abb. A. 11.

Br b _Br
10"]/3171 Vsm™?
260 13
240 17
220 "
200 10
=
5 10 9 g
g 0 § 2
S 140 NS
i =
S 120 6 ©
&
@ 100 5
80 4
- Profongn
60 3 (klassisch)
A 2
20 LElekfrqnen
(klassisch) Abb. A. 11
0
Aufgabe 6.6.

Es ist die relativistische Bewegungsgleichung eines geladenen Teilchens
aufzustellen, das sich in einem statischen homogenen elektrischen Feld
bewegt, und zu zeigen, dafl sich im klassischen Fall v <€ ¢ die Gleichung
einer quadratischen Parabel ergibt.

Im allgemeinen Fall ergibt sich als Bahnkurve die Catenaria.

Losung') :

Das elektrische Feld || habe die Richtung der z-Achse. Die Bewegung
verlduft in der xy-Ebene. Die Bewegungsgleichungen folgen aus dem
Ansatz fir die Kraft F

F,=

@z=e|(§|§ Fy:pu:()‘

1) Vgl. auch Laxpavu, L. D., und E. M. Lrrscurrz [1.37.], S. 56.

19 Melcher, Relativitdtstheorie
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Hierin ist |€| = U/d. Durch Integration folgt
ps=c¢el|€t und p,=p,.

Zur Zeit t = 0 verschwindet p,, und p, ist der Impuls zu diesem Zeitpunkst.
Die Energie des Teilchens vor dem Eintritt in den Kondensator ist

E, = VM§C4+pﬁcz.
Diese Energie erhoht sich im elektrischen Feld mit der Zeit ¢

By = {mi ct + pi ® + (c e Gl 1)2 = VE; + (c e (Gl 1)%;
hierin ist Ey die Energie fiir { = 0.

Fiir die Geschwindigkeit eines Teilchens gilt allgemein » = p ¢2/E und
L da telG|t
fiir die z-Komponente v, = — = ——— o,
At VB + (ce |Gl 1)
Die Integration liefert
1

e G

Die Konstante ergibt sich aus der Anfangsbedingung, daB3 fur ¢ = 0 auch
x = (0 ist, zu

x

const = — B .
e €|
Durch Integration von
dy_met  m
dt B yB + (celG) 1)
erhalt man

ce|E
E

PoC o rsinh (

y:el&l )t—|—eonst,

wobei die Integrationskonstante gleich Null ist, was aus der Anfangs-
bedingung folgt.

Eliminiert man aus « und y die Zeit £, so erhilt man als Gleichung der
Bahnkurve die Catenaria (Kettenlinie)

i o+ pj ¢ [ (e [ )

v = cosh —1].
¢ [G] poc?

Fir die numerische Berechnung setzt man p, ¢ = | Eyy (B + 2 By) -
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Eine Reihe von ausfihrlichen Beispielenzu Ablenkungen im elektrischenund
im magnetischen Feld mit Vergleichen zwischen den klassischen und relati-
vistischen Resultaten lassen sich in weiteren Ubungen leicht berechnen.
Entwickelt man den Ausdruck fiir  in eine Reihe, so ergibt sich unter der
Bedingung v <€¢ in erster Néherung fiir die Bewegung einer elektrisch
geladenen Partikel im homogenen statischen elektrischen Feld eine qua-
dratische Parabel. Mit

22 2t
coshz:lﬁ—a—{—zﬁr <.+, wobei |z2] < oo,
folgt \ -
My € e? ]
= 1 2 e —
x el@l( +2pgc2y -+ 1),
und mit p, = m, v erhilt man schlieflich daraus fiir den klassischen Fall
el€ e U 1
~ — d N — — —— Y>
2mo'v2y oder @ m0d2v2y
bzw.

e U
Iy = 42?1“ y2  oder = 1 UJ“-dyz'

U und U | bedeuten, da8 sich e Ujauf die E;, des Teilchens (urspriingliche
Bewegungsrichtung) und U | auf die Kondensatorspannung beziehen.
Aus dem klassischen Fall kann man nicht etwa einfach auf den relativisti-
schen Fall durch Substitution von (A.23) schlielen, da e Uy = m v?/2 die
relativistische Verallgemeinerung (A.21) verlangt.

Die klassische Formel fiir die Bahnkurve folgt aus x = « t3/2 mit
a = || e¢/m und t = x/v, wobei v = }/2 e Ulm.

Die Begrenztheit ist aus dem Kraftansatz mit der konstanten Masse er-
sichtlich; v ist hier nur gultig fur kleine Geschwindigkeiten gegeniiber der
Vakuum-Lichtgeschwindigkeit.

Aufgabe 6.7.

Fiir die Protonenbewegung in einem Zyklotron sind die Gleichungen fiir die
Umlaufszeit 7 und die Winkelgeschwindigkeit o aufzustellen und zu dis-
kutieren.

Lisung :

Der Vektor B des Magnetfeldes steht senkrecht auf dem Vektor » der
(Geschwindigkeit, so daB die Protonen eine Kreishahn mit dem Radius 7
beschreiben:

m v2 m v

—qvB, dh, r=—"2,

19*
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Die Zeit T' zum Durchlaufen einer Kreisbahn 2 7 r ergibt sich zu

2xnr 2mm
v g¢gB "

T::

Das bedeutet: 7' erweist sich als unabhéngig von r und ». Bei zunehmen-
dem Bahnradius und wachsender Geschwindigkeit bleibt die Umlaufszeit 7'
des Protons unverindert.

Das gilt jedoch nicht fiir beliebig hohe Energien! (Fiir die Beschleunigung
von Elektronen ist das Zyklotron ungeeignet.) Man erkennt aus

T

(Ekin + 1)2

Mg €2

v =c 1—

daB bei gleicher Beschleunigung ¢ U = Ey;, die Elektronen wegen ihrer
etwa 1836mal so kleinen Ruhmasse eine wesentlich gréflere Geschwindig-
keit als die Protonen erreichen. Das bedeutet, daf3 fiir Elektronen bei
gleicher Energie der Massenzuwachs wesentlich grofler ist als fiir Protonen.
(Siehe auch die folgende Aufgabe.)

Bei hinreichend groBen Energien macht sich auch im Zyklotron fiir Pro-
tonen die Massenverdnderlichkeit bemerkbar, so dal} die Beziehung
T =27nm/gB (fiir konstantes m) nicht mehr gilt. Die Berucksichtigung
der Massenverdnderlichkeit (A. 23) fihrt zur Konstruktion des Synchro-
zyklotrons, in dem die Protonen auf noch hohere Energie gebracht werden
konnen. Exakt gilt

2am T . 27 m
T= o Mo ogip 1,= "

2 v2 ilf
qu/l»(T2 l/l—-c—2

Die Kreisfrequenz betragt w = 2 z/T':

Das bedeutet, daBl mit wachsender Geschwindigkeit ¥ — also mit zuneh-
mendem Radius » — die Umlaufzeit des Protons stindig zunimmt. Soll
die Umlaufzeit konstant bleiben, so konnte das durch ein Magnetfeld

/U2
Bl/1— = const
¢

erreicht werden ; dieses Feld miiite dann mit wachsender Geschwindigkeit
des Protons zunehmen.
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Die Losung des Problems des Synchrozyklotrons fanden unabhingig von-
einander WEKSLER in der Sowjetunion und McMirraw in den USA: ein
frequenzmoduliertes Zyklotron (= Synchrozyklotron).

Die Gleichung fiir die Umlaufzeit kann auch mit m = m, (1 + Ey,/E,)
wie folgt beschrieben werden:

2nm0( Ekm)
1+
g B B,

Hierin kommt folgender Sachverhalt zum Ausdruck: Fiir kleine kinetische
Energien By [E, << 1ist T stets konstant, unabhéngig von der Geschwin-
digkeit. Bei wachsender Energie wird die Umlaufzeit trotz groBerer Ge-
schwindigkeit nicht kleiner, sondern gréBer! Das mag uberraschend er-
scheinen, erklirt sich aber durch die relativistische Massenzunahme und die
damit zusammenhéngende Zeitdilatation ; dadurch nimmt der Bahnradius,
also auch der Umlaufweg 2 7 r schneller zu als die Geschwindigkeit.

Ohne Kenntnis der relativistischen Zeitdilatation waren keine Experi-
mente der Hochenergiephysik moglich.

o

Aufgabe 6.8.

In einem (Synchro)-Zyklotron werden Protonen auf » = 0,8 ¢ beschleu-
nigt.

Welche Differenz der Umlaufzeiten 77 — 7' wiirde sich bei fehlender Syn-
chronisierung fiir den letzten Umlauf auf Grund der Massenzunahme er-
geben ?

Es sei B =1 Vsm~2 = 1 Tesla.
Wie groB ist die erreichte Endenergie ?

Losung :

- My

Mit v :%c folgt m =

Vl—— -

T=2;;n°=6,56-10—8s,
b T 5,
P2 3
=
At =t —t 3 =437.108s.

w
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Die Protonen hiitten eine Verspitung von 2/3 der Umlaufzeit; sie wiirden
also ,,aus dem Takt‘‘ geraten und nicht mehr durch das hochfrequente elek-
trische Wechselfeld zwischen den Duanten beschleunigt werden kénnen.
Aus diesem Grunde ist eine Synchronisation erforderlich.

Endenergie: Hy, = mgc? [ B 1)\ =938 MeV(5/3—1),

,02
-5
Ekil’l == 625 l\IeV .
Aufgabe 6.9.

In einem (Synchro)-Zyklotron werden Protonen beschleunigt.
Magnetfeld: B = 1 Tesla, Spannung zwischen den Duanten: 10* Volt.
Radius der Endbahn: R = 5 m.

Es sind zu berechnen (klassisch und relativistisch):

a) Die erreichte Endenergie und die Geschwindigkeit.

b) Die Kreisfrequenz w fir den Protonenumlauf und die Zeit 7' fiir einen
Umlauf. Es ist zu zeigen, daB v und o vom Radius abhéingig sind.

c¢) Die Strecke, die die Protonen auf einer spiralartigen Bahn bis zum Er-
reichen der Endenergie zuriicklegen.

Lésung :
a) By = Vﬁgﬁt}:?ﬁ}" —mgc®; pie2=(eBRc)?.
82 B2 R2
By, = 832 MeV (klassisch: By = — = 1200 MeV) .
0
1 / 77777 1
beov=eq s (1 882 °)/* — ssee
938
Y 0,845 .
c
5.9.108
w = 1 — 9,84{ 3V1_0 s = 5,07 . 107 s—l; T —= 2_76 — 1724 10-7s
R 5 ®
(klassisch: vy; = 5,93 - 105 V1200 ms1 = 20,6 - 10 ms~! > ¢!)
eBr eB
o) . eB )= T R
]/m?] +— l/m% +—
2n e Bc?
M =om’ “O = Fm
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¢) Pro Umlauf gewinnt das Proton die Energie 2¢U,.
Eyn(r) e B2r? e B>rdr

Klassisch: Z(r) = 2¢U, dmU,’ =9 mo L'

Die gesamte Strecke 8 ergibt sich durch

R R
me B2y2
g = Z = | — 7
Skl ‘1/‘2 ar d f /'no Uo dr
0

0
e B2 R3
Sy= -+ =25250m .
M7 3m U,

R e
Relativistisch: Z(r) = Fran(r) ¢ h/l + (_e_ ﬂ) — 1] .

2¢U, 2eU, my ¢
dz e B2r
dr ./ {e Bre
2my U Vl —f—(i w1)
My €
R B2 2
Sret = 2n7dZ-—[ e - dr .
J e Br
0 mo U mo ¢
Man substituiert eBr = x; = dr = —cdx
My C eB e B

Srer = %(z [/1 + 22 — %arsinh x) ;

ax mic® |eBR e B R\? . (eBR
Sral 2 e? UOB[ My € Vl +( My C arsin My C

Gegenuber dem klassischen Wert findet man ;e = 40600 m.

also

Durch Reihenentwicklung fiir ¢
sche Wert: Mo €

S x micd [eBR 1_|_ eBR -
N Y 2 Uy B | mg o 2 \mgc

Trn e

|

B < 1 ergibt sich aus Sy der klassi-
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7. Beschleunigung und Kraft

Aufgabe 7.1.

Es sollen die Transformationsformeln fiir die Beschleunigung
0 — du, _ du, d a— %
A T A dt

-
hergeleitet und diskutiert werden. Abkiirzung: y = l 1— 1)2
¢

Lésung :

Es werden die Ableitungen von

2

, v

, u 1 ——
Uy + v ”l/ c?

Uy = - , Uy= ———— und
v o, v
7)2
s
Uy = - -
v
1 “I“-c?’uz
gebildet:
% dux de du, du, d¥ du, duz dt"
at — dar " ae’ e d¢ dt’ dt — ar dt’

hierbei ist
dr 1 — '02/62
de 1 e
+ ’c? u:c
Ergebnis:

a'I:af;y (1’{_4“::) s
- LV v \7?
Gy = ayy ﬁazy guy l+c—2ux ,

- v, P,V v N\
a; = a;y —*—F’u@ — Qg Yy c—zuz 1-}-;2—’“2 .
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Auf der rechten Seite der Gleichungen erscheint auBer der Beschleuni-
gung a, (bzw. a, und a;) stets noch die Geschwindigkeit u; (bzw. auch u,
und u;). Das bedeutet, daB eine im System 8" konstante Beschleunigung
im System § verdnderlich sein kann, wahrend die Geschwindigkeiten in
S und 8" konstant sind.

Ist im System 8’ die Geschwindigkeit u, = 0, so vereinfachen sich die
Gleichungen (3.34), (3.35).

Hinweis:

Anstatt von den Gleichungen fiir die Komponenten der Geschwindigkeit
auszugehen, kann man auch die allgemeinere Beziehung (3.27) zum Aus-
gangspunkt nehmen.

Durch relativistische Vertauschung findet man

v -3
,
%2%'}'3(1—67% ,

, v -2 v v -3
ay:ayyz(lﬁrcrzrux) —}—a,yzc—zuy(l ——E?ux) .

, v 2 v v -8
a, = azy2(1 —ﬁuz) —|—a1y222—uz(1 —C—zuz) .

Mit Uy = 0: a, = a, 9y,
mit u, =0 und u,=0: a, = a,y?,
mit =0 und wu,=0:¢a,=a,y* y=1jk.

Aufgabe 7.2.

Es soll gezeigt werden, dal} in der relativistischen Physik stets eine Kraft-
komponente auch senkrecht zur Beschleunigung vorhanden ist.

Lésung :
s ist
du oy dyul + up
vy =l g
also
du du, du,
Ya T w T
Die Beschleunigung soll die Richtung der y-Achse haben:
du, du,

a @ Y
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Dann erhilt man

. duy my
TR u?\3 i
C2 ‘/(1 "—?>
und
. duy mo Mg 2
L T B e S B VAV
2
I
d’uy My 2 2 u + u;
et
c? V(l — - 2—)
C
. duy mo 9

Daraus folgt
Uy Uy

c— uj

Es ist ersichtlich, daB aus F,== 0 auch ¥, == 0 bzw. F, &= 0 folgen muB.

P, =

F,.

Aufgabe 7.3.

Es soll die Massenverdnderlichkeit bei a) parallel und b) senkrecht auf
einen Korper wirkender Beschleunigung angegeben und diskutiert werden.

Losung :

Zur Veranschaulichung des Problems denke man an das praktische Bei-
spiel, die Beschleunigung eines elektrisch geladenen Teilchens zu bestim-
men, das sich a) in Richtung der Feldlinien eines elektrischen Feldes bzw.
b) senkrecht zu den Feldlinien eines magnetischen Feldes bewegt.

Geméf dem Relativitétsprinzip soll in der relativistischen Mechanik — wie
in der klassischen — die Gleichung

-

d
F :E(mv)

von derselben Form bleiben.
Die Kraft in Richtung « bzw. y bestimmt man wie folgt, wenn die Impuls-
masse (A.23) substituiert wird. Es soll ¥ = u, und %, = 0 sein, d. h., zwei
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Systeme bewegen sich in Richtung der z-Achse.

_d My de\ _ mg d%zx
Tt /e At T 2 dR
]/ 1—— Vl — 3
My dv dz
+ L1/, v\s dt dt ’
¢ ( 1 — —0—2—)
_ d /  mg dy\ my d%y
Yo dt 2 dt o2 dt?
1— c? e
S Me® ﬂ d_y

Es ist nun d2x/d#* = a,, dz/dt = v, d?%y/dt* = @, und die y-Komponente
dy/dt = u, = 0, da die Kraft F, senkrecht zur Geschwindigkeit steht.
Damit folgt

- ) du

P, = )/ S mit e g
jo-3)

Fy— ™% it g, =%

l/l~v: TR
c

Interpretiert man das Ergebnis aus der Definition ,,Kraft = Masse - Be-
schleunigung®‘, so hat man zwei verschiedene Massen zu unterscheiden:

Fo = mgza,, wobel my= .. o . die Longitudinalmasse,

Vs

F, — m, a,, wobei m, — —-_-_% _ die Transversalmasse
2

und

ist.
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Der relativistische Massenbegriff ist von dem Begriff, wonach Masse eine
,,Quantitit von Materie”” wére, grundsatzlich verschieden. Die Masse
sollte als ,,Maf3 der Tragheit* definiert werden, worauf von der ersten
Physikstunde an geachtet werden sollte.

Aus der Definition ,,Kraft — zeitliche Anderung des Impulses* folgt,
daB begrifflich nur eine einzige Masse erforderlich ist: die Impulsmasse
m = k m,, die dem Betrage nach der Transversalmasse gleich ist:

d My

S a —— ——W——IUT
1 ==

Hieraus berechnet man die einzelnen Komponenten F,, F, und F,.

v

Awufgabe 7.4.

Es soll die allgemeine Transformationsformel fiir die Kraftkomponenten
hergeleitet werden.

Losung :

Aus F = % (m u) erhilt man

du dm

F:mfdtf+ u-

Substituiert man die Transformationsformeln fiir die GroéBen auf der
rechten Seite

dm dm’ , v uyv\"1 dug
W—V+mﬁﬁ“ﬂ'w"
so findet man
, v/c? - -
Fm:Fx+~ /u,v(uyFy+uze),
1+ =
2
'I/i_,vz
62
Fo= " e v
14+ =2
¢
c
'FZ: u/;v ;'
14+ 2=
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Aus diesen allgemeinen Beziehungen folgen die angegebenen Spezialfille
[Gln. (4.49), (4.50) und (4.51)].

Aufgabe 7.5.

Es soll gezeigt werden, daB keine noch so groBe Kraft bzw. Beschleunigung
ein Teilchen endlicher Ruhmasse auf die Geschwindigkeit v = ¢ zu bringen
vermag.

Lésung :

Auf ein elektrisch geladenes Teilchen soll eine (beliebig hohe) elektrische
Feldstarke einwirken und es fiir eine (beliebig lange) Zeit ¢ beschleunigen.
Die erreichbare Geschwindigkeit ist stets v < c.

Die beschleunigende Kraft ist durch F = ¢ |§| gegeben. Also gilt die
Kraftbeziehung

d (myv)
Py e e— I@I
d¢ Y1 — v?/c 1
oder, da die Ruhmasse m, eine Konstante ist,
d v 1€

dt V_I — e my

Die Gleichung wird integriert unter der Bedingung, dafl zur Zeit ¢t = 0
die Anfangsgeschwindigkeit v = 0 ist. Man erhéalt

v _418l,.
VI—: v2]c? my
schlieBllich folgt hieraus nach Quadrieren, Umordnen und Wurzelziehen

q1€|¢ _ ¢

B qIGI O 1/ mgc

m 1 —9v -

’ V +( my 0 q18 ¢

Fir t — oo (oder ¢ |§| ¢ — 00) ist der Grenzwert v = ¢. Fur hinreichend
kleine Zeiten ¢ << mqc/q|€|, in denen das geladene Teilchen noch keine

groBBe Geschwindigkeit erlangt hat, geht die nichtlineare Beziehung in eine
lineare Beziehung iiber. Schreibt man die Gleichung in der Form

(e
S— 1}
N:
_|_ :
ot

(4
v =

my ¢ ql(ilt)2 ’
1 =7
q €| tV + ( my ¢
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2
so erkennt man unmittelbar, daf} fiir (Q;b@flct) <1
0
v 1161
K]

folgt. Diese Gleichung ergibt sich aus der Newtonschen Mechanik:
F _qI€

my my

Fur die Geschwindigkeit folgt daraus
q1€i ¢

My

v=al=

Wire die Masse konstant, so wiirde sich daraus fiir £ — oo auch eine un-
endlich grofle Geschwindigkeit ergeben, was aber tatsdchlich nicht der
Fall ist.

Aufgabe 7.6.

Es soll die Strecke « berechnet werden, die ein im homogenen elektrischen
Feld beschleunigtes Teilchen in der Zeit ¢ zurticklegt.

Losung :
Man hat die Gleichung
_dw _ q 161t
Cde L (116 8\
-2
0

zu integrieren. Zur Zeit ¢ = 0 befindet sich das Teilchen der Ladung ¢
am Punkt x = 0, zur Zeit { am Punkt 2:

fdx_f A L
]/ ql@Elt

Man substituiert 1 - (q—”l%) =z, d. h.,

0

o (T8N ar — qr baw, LE g M
o m T30
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Damit folgt nunmehr
2OF g mect [de_ mactiz
V q |(&,Ft”' 29161 | = 2¢(612
My
my /i W
— 1 .
q 1€ V + ( Mg ©
SchlieBlich erhilt man

my o1/ g t)z )
— 1 —1]).
716 (V + ( o G

Hieraus ergibt sich durch Reihenentwicklung fiir ¢ |€| ¢ <€ m, c:

__my ¢ 1 (q1G1eye
‘ql@l[1+2(moc)+ 1]’
qu(EI

2m0

1
r=—at?.

bo

Fiir kleine Geschwindigkeiten v gegeniiber der Vakuum-Lichtgeschwindig-
keit ¢ gilt hinreichend genau die Newtonsche Mechanik.

8. Der relativistische Energie-Impuls-Satz

Aufgabe 8.1.

Es soll die Transformationsbeziehung fir Energie und Impuls aufgestellt
werden (vgl. 4.7.).

Losung :

Der Energie-Impuls-Satz E? = p2? ¢ + mj ¢t stellt eine Invariante dar.
Esist zu erwarten, daB sich analoge Transformationen wie fir «, y, z und ¢
aus der quadratischen Form des Weltlinienelementes ds? er geben

Fiir den Ubergang p — p’ und E — E’ substituiert man

Uy — ¥ uw Y1 — v?/c?
und  u, = ,,.,,17_._, / -
Uy

c2

Uy =
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sowie entsprechend u;, da m(u) v — m/(w’) w’ und m(u) ¢ — m'(w’) ¢? gilt.

. = m’ Up = - S ;= — = -
P:c T u'z z u'z 1 uzU ’
1 — 1- c? c?

py = m U, = Lu' - o v
v v ) w2 ’;'*‘;t'fz’ U\
B R

p; ergibt sich analog zu p,. Esist w2 = uy + u; + u

m, c2

E’(u’) = ﬁ; .

c2

Mit der Transformationsgleichung fiir den Lorentz-Faktor (s. Aufgabe3.11.)

v2

_wr V(IW =)

62
folgt
u v
Mg (Ug — V) (1 —6—2)
P u? v2 u v
l=wl-a\l-a
B
s - Y _mku,—kb—z;
c

Analoge Rechnungen ergeben die im Abschnitt 4.7. aufgefithrten Trans-

formationsformeln.
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Aufgabe 8.2.

E
Man leite aus £ = —— ° und p = — Mo ¥

V1 — v2/c? Y1 — v2/c2

den relativistischen Energie-Impuls-Satz £? = p? ¢* + E? her.

Liosung :
Man substituiert m, = E,/c?, quadriert und addiert E;.

Byt B (),

202 — =0 Y
P =ra - v2fc?) 1 — v?c?’
B2 [v?]c® + 1 (1 — 0?/c?)]
2 o2 2 o \Y S — B
pict - B2 T B2,
Aufgabe 8.3.

Es ist die relativistische Energie-Impuls-Beziehung

E=|mici i dpt (A.37)
herzuleiten und fir drei Grenzfélle zu untersuchen:
1. nichtrelativistischer Grenzfall: p <€ m c;
2. Teilchen, deren Geschwindigkeit v & ¢ betrigt, also fir p > m, c;
3. Teilchen, deren Ruhmasse gleich Null ist, m; = 0 (Photonen, Neu-

trinos).

Lésung:

Man quadriert die Beziehung m J'1 — v*/c2 = m, und multipliziert beide

Seiten mit ¢?, dann folgt mit p% = m? 2?2
E2 — 2 p?=mdct.
1. Fir p <€ m, ¢ erhdlt man

2
p
):moc2+—

E 2(1 r
N'moc< + - 2m0'

2 m2 c?
Der Ausdruck p?/2m, ist die klassische kinetische Energie. Also:
F 2 | 1 2 1 2
R My 2 - -z—mv , d.h., Exin=E — Ey= —m?2

20 Melcher, Relativitatstheorie
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2. Fiir p > m, ¢ folgt

2 2
E~p6(1+moi),

2 p?
also

mg ¢t >
Empc+—2°ﬁ=pc+lf]5/2pc.

In diesem Fall ist By, > m, 2.

3. Fiir Teilchen ohne Ruhmasse folgt B = pc, also Elp = v = ¢.
Diese Teilchen mit m, = 0 bewegen sich stets mit Lichtgeschwindig-
keit: E = Ey, = pec.

Aufgabe 8.4.

Es ist der Zusammenhang zwischen dem Impuls und der kinetischen Ener-

gie aufzustellen und fir die drei Fille wie in Aufgabe 8.3. zu diskutieren.

Lésung :

Fiir dic Gesamtenergie £ und den Impuls p gilt E? = mjc* -+ ¢ p2. An-
dererseits ist B2 = (i, + E,)?. Daraus folgt ¢ p = l/Ekiu (Exin + 2 m, c?).

1. Tm nichtrelativistischen Grenzfall ergibt sich

Emo c? . 2 Fyin
v

1
PN*C—Ekm =My -

2. Fir Teilchen, die sich fast mit Lichtgeschwindigkeit bewegen, erhéalt
man
cp ~ Eyiy + myc?.
3. Fiir Teilchen ohne Ruhmasse (Photonen, Neutrinos) findet man

cp = Eyp .

Aufgabe 8.5.

Man berechne Impuls und Energie der Elektronen, die die Erde lings des
Aquators umkreisen. Erdfeld: H = 60 A/m. Radius der Kreisbahn
R = 6400 km.
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Losung:

m > .

T:Hoe”HZ p=poe HR =17712-1071 mkg/s

Byn — Yp? e £ mici — mgc? .
Da mg ¢ = 0,511 - 10% eV gegeniiber p?¢? vernachlissigbar ist, gilt
Exin &~ pc=1,45-101¢V.

Aufgabe 8.6.

Es ist zu zeigen, daf3 die Ruhmasse fiir ein Photon my = 0 ist.

Losung :

Die Beziehung m = - .—"—-- kann nicht angewendet werden, da fiir

v = ¢ die GroBe m, durch 0 dividiert werden miifite. Die Ruhmasse m,
eines beliebigen Teilchens erhélt man aus (A.37)

_ ! E)
M=) T

Substituiert man fiir Photonen E = hv und p = m ¢ = h/c, so folgt

_hqf{vy 1
M= {\ec) "2
1
Man erkennt, daBl der Radikand wegen Yo T verschwindet. Mithin ist
fiir Photonen m, = 0. ¢

Aufgabe 8.7.

Es soll auf Kernreaktionen (zwischen zwei Teilchen) der relativistische
Energie-Impuls-Ausdruck angewendet werden. Dieser Ausdruck soll dann
fiir Reaktionen nichtrelativistischer Teilchen spezialisiert werden.

Lésung :
Es gelten die Erhaltungssitze fiir Energie und Impuls. Zwei Teilchen a,
A besitzen vor dem StoB} die Energien £, bzw. E ; und nach dem Sto8 E,
bzw. Epg, so dal} gilt:

E,+ E,=E, + Ep (Energiesatz).
20*
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Geht der Kern B in einen angeregten Zustand iiber, so wird die Anregungs-
energie durch E% symbolisiert. Gemif der allgemeinen Relation (A.37)
erhélt man

Ymi 6t + pi ¢ + Jm3 ¢t 4 pY ¢

= |/m} ¢t + p} & + J(mp ¢ + ER)? + pht . (A.38)
Weiterhin gilt

Po+ Pa=py+ Ps  (Impulssatz).
Diese Beziehung 18t sich als Impulsdreieck darstellen (Abb. A.12).

pa+pA

Py Ps
Abb. A. 12

Der Kosinussatz liefert

Pi = Pi + (Pa + Pa)* — 2Py [Pa + Pal cOS @ . (A.39)

Der Winkel ¢ ergibt sich mit dem Sinussatz: p, sin ¢ = pp sin &. Aus
(A.38) und (A.39) kann pp eliminiert werden. Die resultierende Gleichung
verkniipft die Unbekannten p, und ¢ mit den Bekannten p,, p, und den
Massen.

Handelt es sich um Reaktionen nichtrelativistischer Teilchen,) so ist
pc<€mc2; man erhilt aus (A.38)

Q = (mg + my — my —mp) c*. (A.40)
. Setzt man E% < mp ¢? voraus und fiihrt als Abkiirzung ¢ fiir die klassische
kinetische Energie

B p
kin = 5~ =—¢&
m

ein, so folgt
Q+ o =g+ ep + E%. (A.41)

Die Energietonung ¢ der Reaktion kommt — wenn die beteiligten Reak-
tionspartner im Grundzustand sind — durch etwaige Massendifferenzen

1) In der Praxis kann man Kernreaktionen, die von Protonen oder Neutronen
mit Einfallsenergien bis etwa 100 MeV ausgelést werden, als klassisch
(nichtrelativistisch) betrachten.
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(Unterschiede der Bindungsenergie) zustande. Aus (A.39) erhilt man
2mpep =2mue, - 2mye,—2 Y2 My, )2 My, cosp.  (A42)

Eliminiert man ¢p aus (A.41) und (A.42), so erhilt man die sogenannte
@-Gleichung
My

Q—E% = b‘b(l +Z—b)—8a(1 ——)———V@?n?aa £, COS @ .
B

mp mp

Mit dieser Gleichung kénnen die Werte @ — E} und damit die verschie-
denen Anregungsstufen E} eines Atomkernes bestimmt werden.

Awufgabe 8.8.

Der relativistische Energie- und Impulssatz (Aufg. 8.5., Gl. (A.38) und
(A.39)) soll — als Beispiel einer Reaktion relativistischer Teilchen — auf
die Streuung von Lichtquanten an Elektronen (Compton-Effekt) ange-
wendet werden. '

Lésung :

Die Streuung zwischen Quanten y und Elektronen e wird folgendermaBen
symbolisiert, wobei die gestreuten Teilchen durch einen Strich gekenn-
zeichnet sind: e(y, y’) €.

Die Energie des y-Quantes ist sehr grof§ gegeniiber der Bindungsenergie
des Elektrons, so daB3 das Elektron als frei betrachtet werden kann. Diese
Wechselwirkung kann als StoBproze zwischen einem Quant und einem
ruhenden Elektron aufgefaﬁt Werden (Auch der inverse Compton-Effekt!)
ist moglich: y(e, e’) y'.)

Mit der Symbolik und den in Aufg. 8.5. angegebenen Gleichungen wird

Mg =mp = 0; my = mpg=m (Elektronenmasse);
Ew, hv, ko _hoy,
Pa== = da h=gui =

Aus GI. (A.38) erhilt man mit E% = 0 als Energiegleichung
hw, +mc?=Fh w, + ij}{c"z# m2ct.

Als Impulsgleichung erhédlt man aus Gl. (A.39)
2
Ph :f—z(wﬁ + wi — 2 w, wy cos @) .

1) Beim inversen Compton-Effekt teilen die Lichtquanten den Elektronen
wiederholt Energie mit, wodurch diese im Laufe ihres Daseins im Kosmos
auf groBe Energien gebracht werden kénnen.
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Nach Substitution folgt

(B (wa — wp) + m €)% = k2 (0} + 02)2 — 2 7% w, w, cos ¢ + m? ¢t
und schlieBlich

Wq — W 1 1 i

= —— =" _(l—cosg).

a),, wb W, W, M cz( cos ¢)

Es andert sich also die Wellenlinge des Quantes um

M=y — g = 2716(——1———1—)

Wy W,

h h o .,9 . _
A2 :E_c(l —cosg@) oder A2 =m2 smzi ;. m=m,
Aufgabe 8.9.
Mit dem relativistischen Energie- und Impulssatz soll die Streuung schnel-
ler Elektronen an Atomkernen behandelt werden. Folgende Aussagen sind
herzuleiten:
a) bei elastischer Streuung (mit E¥ = 0) ergibt sich fiir die Energie des
gestreuten Elektrons

B, — 1’_79, "
2
1 + % sin 9
b) die an den RuckstoBkern iibertragene Energie ist:
E,
Bo—ty=— — 5 <Fa,
14 e
E, sin2?.
2 K, sin 3

¢) fiir die Impulsﬁbertragung gilt:

Pp =2 I’Pa Py Sin - Vl + Paﬁa

Q@
2
sin 9

(mit E,<myc® bzw. pa<ﬂzAc ist p3~2pasin%),

d) bei unelastischer Streuung (Streuung mit Kernanregung) gilt:
E*2

E"~E§—2m c2
4

By =

(mit B, E5<myc® folgt E,~E,— E}).
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Losung :
Berechnung mit m, = my ~ 0; my = mp;
K, By

— T

Pa=—"5 Do

=0
A c Pa

nach den Beziehungen (A.38) und (A.39).

Aufgabe 8.10.

Es ist der Zusammenhang zwischen der Geschwindigkeit eines freien Teil-
chens und seinem Impuls anzugeben.

Lésung :
Aus
B gt £t
folgt
ok c2p p_cE-mv

o mgf;;yg' T E me
Die Beziehung v = 0E/dp gilt allgemein, d. h. fir relativistische Teilchen.

Fiir kleine Geschwindigkeiten erhdlt man die Gleichung der klassischen

Mechanik
v="2

me

Awufgabe 8.11.

Wie bestimmt man die Ruhmasse eines Teilchens aus hochenergetischen
Reaktionen ? Es soll die Ruhmasse eines Teilchens berechnet werden, dessen
kinetische Energie E,;, = 50 MeV und dessen Impuls p = 128.5 MeV/cist.

Losung :
Aus dem Energie-Impuls-Satz E? = p? ¢ + m3 ¢* folgt mit B = Eyy, -+ mq c?

Mit den angegebenen Werten fiir £,;, und p erhdlt man
my = 139,6 MeV/c? = 273 Elektronenruhmassen,

also ein (geladenes) Pion.
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9. Compton-Effekt, Paarbildung, Photonenemission

Aufgabe 9.1.

Die beim Compton-Effekt auftretende Wellenlingendnderung AA ist a)
durch klassischen und b) durch relativistischen Ansatz herzuleiten.

Lésung :

a) klassisch:
hvy=hyv 4 %m v?  (Energiesatz),

M = B =m®v (Impulssatz);
c
b) relativistisch:
hvy=hv+ (m — my) ¢ (Energiesatz), vy >,
hvg kv mocf
¢ ¢ J1—p
Die Rechnungen unterscheiden sich im Ergebnis nur durch die genaue
Angabe der Ruhmasse;

(Impulssatz).

1 . — k .
a) klassisch: A4 = m—c(l — cos )3

b) relativistisch: A4 = ;n—}%; (1 —cos ¢) . (A.43)

0 .

Komponentenzerlegung des Impulses (Abb. A. 13):

ﬂ:—’m’cosgp + mwvcosd,
c c
O=—%singo+mvsin0.

Durch Quadrieren und Addieren eliminiert man ) und sodann mit Hilfe
des Energiesatzes v.

9 ,,'/’
“;”\Q/,// Abb. A. 13
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Aufgabe 9.2.

Aus der Beziehung fir die Wellenlingendnderung A4 (A.43) ist die
Energie E fir die gestreuten Photonen zu folgern, wenn die Primér-
energie E, betragt.

Lésung :
E,

E= — .= .
EO

1 +E)75é(1 — Cos @)

Aufgabe 9.3.

Wie gro8 ist die Energieinderung AE = E, — E und die Energie £ der
Streuquanten, wenn Gammastrahlung von E, = 1,33 MeV (%°Co) verwen-
det wird und die Streuquanten unter ¢ = 7/2 beobachtet werden ?

Losung :
E = o bzw. E=_—— By ,
14 ) (1 — cos @) l+%sin22
mg c2 ¢ mg ¢ 2
1,33 MeV 1,33 MeV ) .
) — - — == e = ; = .
E 133 3.60 0,37 MeV; AE = 0,96 MeV
0,511
Aufgabe 9.4.

Es ist die maximale Energie der Compton-Elektronen zu berechnen, wenn
Gammastrahlung von E, = 1,33 MeV (%°Co) verwendet wird.

Lésung :
Die Energie
E
E,= 9 ——
My C
14 07 g
E sin? —
2 E, sin’ 3
erreicht das Maximum, wenn sin? ¢/2 = 1, wenn also J = z ist.
1,33 MeV
E,= " 0511 — 0,96 MeV .

1,33
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Aus Aufgabe 9.3. folgt dann fir die Aufteilung der Gesamtenergie
E, = 1,33 MeV:

Ey,=E + E, = 0,37 MeV + 0,96 MeV .

Aufgabe 9.5.

Ein Photon einer Energie von X, = 1,33 MeV erzeugt im Kernfeld ein
Elektronenpaar (y —e~ + et). Welche Geschwindigkeit besitzt jedes
Teilchen, wenn angenommen wird, dall auf beide der gleiche Anteil der
kinetischen Energie entfillt ?

Lésung :

klassisch:

1
hv——~2mocz+2-5mv2,

mv? = 1,33 MeV — 1,02 MeV = 0,31 MeV .
Positron und Elektron besitzen je 155 keV, d. h.,

Vklass
cms™!

Vilass = 2,335 - 108 ms~1;

— 5,932 - 107-}/15,5 - 10¢,

relativistisch:
2 m, c?
hy=2mc2= ,_770_‘__2__, ,
v
1=

- [1,02\2
= 3.10® ms-1 —(=
v =3 -10% ms Vl (1,33) s
v=23-10%8.0,642 ms™1,
v = 1,926 - 108 ms~1.

Die Differenz zum klassischen Resultat zeigt, daf man relativistisch rech-
nen muf.

Aufgabe 9.6.

Es soll gezeigt werden, daB die hiufig verwendete Beziehung v = AE
fir die Emission eines Photons durch ein angeregtes (ruhendes) Atom nur
fir den Grenzfall einer groBen Atommasse M, gilt.



9. Compton-Effekt, Paarbildung, Photonenemission 315

Losung :

Beim Emissionsvorgang miissen die Erhaltungssitze fiir Energie und Im-
puls zugleich erfullt sein.

Energiesatz: Mgoc2 = M’ c® + hy;

by

Impulssatz: Mo 0;

M, ist die Rubmasse des Atoms vor der Emission, M ist die Atommasse
nach der Emission:

u
M= 0

LN

v ist die Geschwindigkeit, mit der sich das Atom nach dem RiickstoB
bewegt.
Aus den Erhaltungssitzen folgt

2 2
(1t =22 (2] =tz
Cc c

und daraus
MG — Mg c?

hv="""om,
Da AE = (M, — M;) ¢? ist, findet man durch Umformung
AE

Die iibliche Beziehung AE = h v gilt also nur, wenn AE < 2 M, c? ist.

Awufgabe 9.7.

Man berechne die RiickstoBlenergie der *1Ir-Kerne, die beim Zerfall von
19105 entstehen. Zerfallsenergie: 129 keV.

Losung :
_(4BER (129 keV)?
Fr=3 e T 5101 938 Mev ¥ M40V
Diese geringe Energie, die das Gamma-Quant dem Tochterkern °Ir
iibertragt, verhindert bereits das Zustandekommen einer Resonanz-
absorption. Die Kompensation dieser RiickstoBenergie bezeichnet man
als MéBbauer-Effeks.
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10. Materiewellen; Phasen- und Gruppengeschwindigkeit

Aufgabe 10.1.

Es ist die de-Broglie-Wellenldnge fiir relativistische und nichtrelativisti-
sche Teilchen, die die kinetische Energie ¢ U haben, zu berechnen. Die
allgemeine Gleichung ist in 1. und 2. Naherung als Zahlenwertgleichung fir
Elektronen zu vereinfachen.

—
h_hVLYE

mov My v

Lésung :
Aus

folgt nach Substitution durch

oo !
c? —1+Ekln

0

fiir den Zahler und durch Einsetzen von

1

(1 + Ekm)

v=cC 1—

E,
fiir den Nenner

h

mefi ) -

Nach Zwischenrechnung erhilt man die allgemeingiiltige Gleichung

A= b ) (A.44)

qU
l/2mqu(1+2m c2)
(]

Durch Reihenentwicklung folgt in erster Niaherung fir kleine Energien
(Spannungen)

A=t 1— 1Y),  (A45)
V2mgq U 4 my ¢ :
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Fir Elektronen ist ¢ = e, also

1 eU U
s 0,4804-1076 -
4 m, c? 0.4894- 10 Volt ’

mithin gilt als Zahlenwertgleichung

de 1225
nm /U Volt

(1 — 0,4894 - 10-¢ U/Volt) . (A.46)

Eine weitere Ndherung fiir kleine Spannungen (bzw. kleine Geschwindig-
keiten) ist

Z. = "/,:_.. Y (A.4:7)

A _ 1,225 (A.48)

Eine weitere, gleichwertige Losungsform fiir (A.44) ergibt sich mit
1 e
= VEiin + 2 Exin B,y aus (A.37):
d he he

= — ——- oder A =-

P VEiu, + 2 Exn E, EyYn? +29
Fir extrem-relativistische Teilchen erhdlt man aus (A.44) wegen
1€ q U[2myc?
_he ke

A O F°

Diese Beziehung gilt von vornherein fiir Luxonen, d. h. fur Teilchen ohne
Ruhmasse (Neutrinos, Photonen).

Aufgabe 10.2.

Wie gro8 ist die de-Broglie-Wellenlinge von Elektronen, die sich mit 809,
der Vakuum-Lichtgeschwindigkeit bewegen ?

Wie groB ist der Unterschied zwischen dem klassischen und dem relati-
vistischen Ergebnis ?
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Lésung :

a) relativistisch:

2
k]/l_”“
h c?
A= = - ;o v=cp; pf=08;

mv  mycf
6,625 - 10727 ergs - 0,6
= AT 1028 o 9 TOL0 o — 0.182 .
’ 9,1-107%%g.3.10%cms - 0,8 0,182 nm ;
b) klassisch:

0,182 nm
A= 06 = 0,0306 nm .

Aufgabe 10.3.

Es ist die Beschleunigungsspannung fiir Elektronen, Protonen und Alpha-
teilchen zu berechnen, bei der die de-Broglie-Wellenlinge 4 = 11078 cm
betragt.

Lésung :

Die allgemeine Losung U = f(A) ergibt sich aus (A.44) durch Auflosen
nach U zu

_my C? R
v =" (114 1)

2
Hieraus folgt durch Reihenentwicklung fir m_ﬁlzz_zz !
0

h2
N2moq?'

Fiir Elektronen und Protonen ist ¢ = e, fiir Alphateilchen ist ¢ = 2 e.

U, =150V;
Up=U,/1836, da m,= 1836 m,;
Up=U,/4-2, da mya~4my, und ¢g=2e.

Aufgabe 10.4.

Es soll der Zusammenhang zwischen Phasen-, Teilchen- und Vakuum-
Lichtgeschwindigkeit hergeleitet werden. ‘
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Lésung :
E = mc¢* (EINSTEIN); E=hy (PLANCK);
= b (pE BGOGLIE); mc2=hv, d h, v:TE;
m v h
w=Av
Daraus folgt
h mc? c?
U = —— —— U = —.
mv h v

Fir die Teilchengeschwindigkeit gilt stets v < ¢, d. h., die Phasengeschwin-
digkeit u der Materiewelle ist stets grofer als die Vakuum-Lichtgeschwin-
digkeit. Das ist kein Widerspruch zur speziellen Relativitatstheorie; denn
die Phasengeschwindigkeit ist nicht mit der Ausbreitung von Energie ver-
bunden.

Die Ausbreitungsgeschwindigkeit der Energie bei Materiewellen ist gleich
der Teilchengeschwindigkeit v. Die Beziehung gilt auch fiir Photonen,
dann ist aber 4 = v = c¢.

Aufgabe 10.5.

Man zeige, dafl die Gruppengeschwindigkeit u, der Materiewelle gleich der
Teilchengeschwindigkeit v ist.
Es werden verschiedene Losungswege angegeben.

Losung: (1. Losungsweg)
Teilchen und Materiewelle sind durch die Beziehungen ¥ = m ¢, E = hy
und p =mo, p = % verkniipft. Gruppengeschwindigkeit und Phasen-

geschwindigkeit « sind durch die Gleichung
1 1 v du

= = A 49
w, w uidy ( )
h hv hv
B = - p = = -—— also gil
gegeben. Aus m v 7 folgt v iy 20 gilt
_ by (A.50)
muv

Fiir  findet man aus E = m ¢? — Vp?c? + Ei

I
= —— "2 — 2 = — 2 -_ E2 . A-
v= VB — By = | (hv) — B} (A.51)
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Substitution fiithrt zu

hve
Vhv?) — B3

1
Man bildet (A.49) und findet ul = also u, = v.

g

Die Gruppengeschwindigkeit einer Materiewelle ist also die Teilchen-
geschwindigkeit.

(2. Losungsweg)

Die Gesamtenergie eines Teilchens der Bahngeschwindigkeit » und der
Ruhmasse m, ist

1
E = mgc* 4 5 Mo v2 4 Hpot - (A.52)
Weiterhin gilt & = hv, also » = = vA; p = myo.
Fir wu, gilt
du
Uy = u — A 0’ (A.53)
E i h A
— i —mee 4
L L S T R
im zweiten Glied von (A.52) ist 2 ersetzt worden:
B2
2 = m—% 7
Man bildet (A.53) und findet u; = ».
(3. Losungsweg)
v
dl= —
1_ (l)_fv(u)_l_f_d“ A54
Uy dv  dv  w wdy’ (4.54)
Man bildet
1 1
dl— 3 | [
(3) & () _
— s e = ; (A.55)




10. Materiewellen ; Phasen- und Gruppengeschwindigkeit 321

3

1

d(f)m d (mgec B _ mye 1
()
dv . d (1 myc® \  myc? B
d‘ﬁ‘ﬁ(ﬁ W)‘ h(T=p)

Mit (A.55) findet man

mec h 1 1
9 ss =5 =, also w=cf=uvw.
h mePf cf

(4. Lésungsweg)
Man geht von der Gesamtenergie = h v = m c? und der Phasengeschwin-

digkeit u = v A = %l aus:

E Mg c2

Substitution von

2 hz
T m2A2

und Bildung von

au sowie A du
dA di
fithrt auf

4,3
u,,:u——ldu htu

i~ myg c8 A% ;
man substituiert
74
T my vt
und erhalt
vt ot
U= =—F=7V.

c2\3 p3
u

21 Melcher, Relativitdtstheorie
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Eine andere Substitution
h3 98

m v3

ud

fihrt ebenfalls zu
o4 B398 E3 o

T mivdc® (mgc3vd

Ug

1. Der freie Fall in relativistischer Form

Aufgabe 11.1.

Die Gleichungen fiir den freien Fall in einem homogenen Gravitationsfeld
(g = const) sollen in relativistischer Form angegeben werden.!)

Lésung:
Die mathematischen Beziehungen fiir den freien Fall lauten in der klassi-
schen Mechanik

v:V2gh, h:%tz, v=gt;

von diesen Beziehungen 148t sich jeweils eine aus den anderen ableiten.
Das Gesetz des freien Falles (im homogenen Gravitationsfeld ¢ = const)
ist eine Folgerung aus dem (mechanischen) Energiesatz, mit dem man die
erste Formel aus der Gleichheit von potentieller und kinetischer Energie
unmittelbar folgert:

1
mgh:;mvz.

Gemil der speziellen Relativitédtstheorie ist eine Energiezunahme einer
Massenzunahme dquivalent: AE = Am ¢ Fir Am = m — m, gilt

1

Wenn AE nur auf die Anderung der potentiellen Energie m g  bezogen
wird, gilt
mgdex = c?dm .

1) GREINACHER, H.: Helv. phys. Acta 12 (1939) 394.
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Durch Integration dieser Gleichung in der Form % = Zgz— dz erhilt man
mit der Bedingung, daB fir x = 0 die Beziehung m = m, gilt:

ap

62
m = mgy e

Wird die Masse von ¢ = 0 bis # = kb gehoben, so erhilt man als Massen-
zuwachs

Ih
Am = mo(ec — 1).

Gleichsetzen dieses Ausdruckes mit der obigen Gleichung fiir Am liefert:

2g9h
-2
v=cll—e .

Das ist die relativistische Form der klassischen Beziehung v = /2 ¢ h, die
sich als Spezialfall fir 2 g & <€ ¢? ergibt: Durch Reihenentwicklung findet
man

| _2gh @ghp
02

© :1_02+2!cr—+“.'
Mit der Bedingung 2 g & <€ ¢? bricht man die Reihe nach dem 2. Glied ab
und erhilt v ~ V"Z gh.
Selbst fir groBe Fallstrecken £, also 2 gk > ¢, bleibt v stets kleiner
als c.
Es soll nun die der Gleichung % = g t?/2 entsprechende relativistische Be-
ziehung hergeleitet werden. Aus der Gleichung fir » folgt

dx V —20—3“
v—a.—c 1 —e ,

cdt = 77dm S

2
1/ _'ngz
1 —e

Durch Integration erhélt man

. it gt
h:%ln(%(ec—ke c))’

2 t
h:c—ln cosh‘q—.
g c

d. h,,

d.h.,

Fiir g t < ¢ erhédlt man den Spezialfall b = g 12/2.
21+
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SchlieBlich findet man die der klassischen Gleichung v = ¢ ¢ entsprechende
relativistische Beziehung, indem man » = dA/d¢ bildet:

t
v:ctanhqc—.

Fiir g t < ¢ erhélt man durch Reihenentwicklung die klassische Gleichung
v =gl
Fiir g t > ¢ folgt wiederum, dall » héchstens gleich ¢ werden kann.

Aufgabe 11.2.

Die Gleichungen fiir den freien Fall in relativistischer Form sind aufzu-
stellen fiir den Fall, daB sich die Schwere mit der Hohe dndert?).

Lésung :

Beriicksichtigt man, daf die Schwere von der Hohe abhingig sein kann,

so ist in den Gleichungen der vorhergehenden Aufgabe die GroBe g wie
folgt zu ersetzen:

R 2
g =.‘70(R—+—'};) 5

hierin ist R beispielsweise der Erdradius. Man erhilt dann fiir die Fall-
geschwindigkeit

V _ 2¢,RR
2
v=c|1l —e “EN,

Der Hochstwert vy, folgt hieraus fiir A — oo:

V _2¢9,R
2
Vo =cfl—e °

fir 2 gy R < ¢? ergibt sich die klassische Form der Endgeschwindigkeit:
Voo = 29, B .

Eine weitere Durchrechnung erscheint nicht gerechtfertigt, da hier Ge-
brauch von dem Newtonschen Gravitationsgesetz gemacht wurde, dessen

Anwendung gemal der allgemeinen Relativitdtstheorie nur in erster Nahe-
rung zuldssig ist.

Aufgabe 11.3.

Es soll die klassische Beziehung m g b = m v?/2 fiir die Mechanik (konser-
vativer Systeme) in relativistischer Form dargestellt und nach v aufgelost
werden.

1) GREINACHER, H.: Helv. phys. Acta 12 (1939) 394.
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Losung :

Aus der klassischen Beziehung folgt durch die Gleichsetzung von poten-
tieller Energie . und kinetischer Energie Ey;,

v—=1)2gh. (A.56)
Fir die potentielle Energie im Schwerefeld gilt relativistisch (s. Aufg.11.1.)
gh

. c?
mit m = mgy e
a2
2
dEye = mye’ gdz,
also mit g = const
h

iz
2
By =myg | e da

und nach Ausfilhrung der Integration

gh h
Bpor, = my 02( — 1) (A.57)
Fiir die kinetische Energie gilt allgemein
1
Ekin = My, e I — — —1\. (A.58)
v
ma

Aus der Gleichsetzung von (A.57) und (A.58) und durch Auflésung nach
v folgt an Stelle von (A.56) nunmehr

V - _2gh
2
v=cll—e ° .

Dieser Ausdruck geht — durch Reihenentwicklung fur g & <€ ¢? (Aufg. 11.1)
— in die klassische Formel (A.56) iiber.

12. Raketengleichung in relativistischer Form

Aufgabe 12.1.
Es soll gezeigt werden, daf} sich die Ziolkowskische Raketengleichung

Ue
M —_—
Me =-e " (im leeren Raum ohne Schwerkraft)
a

als Grenzfall einer allgemeineren relativistischen Gleichung?) ergibt.

1) J. AckErEeT, Helv. phys. Acta 19 (1946) 103.
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Losung :
Die klassische Gleichung ergibt sich aus

a) dem ,,Massenerhaltungsgesetz dm, = — dm,,
b) dem Impulserhaltungsgesetz d(m, u,) = dm, u,,
¢) dem Galileischen Additionstheorem der Geschwindigkeiten

Uy = W — Uy .
Es bedeuten:

m,, 4; Masse und Geschwindigkeit der Rakete,

My, u; Masse und Geschwindigkeit der ausgestollenen Gase,

w Relativgeschwindigkeit der ausgestoBenen Masse in bezug auf die
Rakete.

Man eliminiert dm, und u,:
my duy = — dm, w

und erhélt nach Integration
Inm, = — % + const.
w
Die Konstante ergibt sich aus der Anfangsbedingung: Fir u, = 0 ist

m; = M,. Nach Beendigung des Verbrennungsvorganges ist die Endmasse
M, und die Endgeschwindigkeit der Rakete ..

Damit ist
Ue
M, ~ Ug M,
= bzw. —=1In-—-.
M, ¢ oW T M,

Bei der relativistischen Berechnung geht man nicht von der Massenerhal-
tung, sondern von der Energieerhaltung aus:

d 2
a) Energiesatz: d _ M | Mg € ;
u? u?
— 1
V c? V c2
Mo1 % dmg, u,
b) Impulssatz: d | = .
1 — oy 1 — =
w— U

¢) Einsteinsches Additionstheorem: u, =
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Man eliminiert zunéchst wie oben dm,, und u,; danach beriicksichtigt man
das Additionstheorem der Geschwindigkeiten. SchlieBlich findet man

dmyg, _ du,
m 2\’
G
c
Die Integration liefert
c? du,
Inmgy = —— + const,

w | ¢ — u}

1 c + Uy
Inmy = ——_-——1In
w2c ¢—u

- const.

Mit dem Anfangswert my, = M, und den Endwerten M,, u, erhdlt man
die relativistische Raketengleichung

Ue \ &

M, B 1 — - 2w
M, 14 U
c
Hieraus folgt durch Reihenentwicklung mit
l—« 22 2ab
— 92T 2" ..
In 14z v 3 5
und w<ec
1 M, ¢ 2 U,
"ML 2w c ’
also die klassische Beziehung
In Mo _ e
M., w’

Wihrend nach der klassischen Beziehung Raketengeschwindigkeiten
,,moglich* wiren, die groBer als die Vakuum-Lichtgeschwindigkeit sind,
ist nach der relativistischen Gleichung die Vakuum-Lichtgeschwindigkeit
wiederum die obere Grenzgeschwindigkeit:
(i)
M,

1 M\
+(M)

U = C
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Fiir die sogenannten Photonen-Raketen hat man in den obigen Beziehungen
w = ¢ zu setzen. Damit erhélt man

'~ (57)
M 1——ue/c und " — ¢ E
1+ue/c e — 1+%2-

M

a

Fiir uefc = 0,995 berechnet man mit der Abkiirzung ¢ = M¢/M, als
Massenverhiltnis

0,995 ~
e = MM, = l/l 0,99 = 0,05 .

Es sind also bei der Endgeschwindigkeit %, nur noch 5%, der Anfangs-
masse vorhanden. Bei gréferen Geschwindigkeiten u, =~ ¢ wird ¢ noch
ungiinstiger; es gilt £ =~ }/§/2, wobei § = 1 — wue/c ist.

Im vorliegenden Fall der Photonenraketen ist bisher vorausgesetzt wor-
den, daf der Wirkungsgrad fiir die Umwandlung der Masse in RiickstoB-
energie (ohne Wirmeverluste!) gleich eins sei. Das wiirde fiir ¢ = 0,05 be-
deuten, daB 959%, der Anfangsmasse vollstdndig in ausgestoBene Strah-
lungsenergie umgewandelt werden miillten, was natiirlich ausgeschlossen
ist.

Bei der Endgeschwindigkeit u, = 0,995 ¢ liegt etwa die zehnfache Zeit-
dehnung vor: Lorentz-Faktor k£ = 10 (Tabelle 1, S. 45). Ein Weltraum-
flug mit Riickkehr umfaflt 4 Phasen (S. 165), so daB sich das Massen-
verhédltnis weiter verschlechtert: (M./M,)* = &* = 0,625 - 10~% < 10~3,
Die zuriickgebrachte Masse ist also kleiner als der 10°te Teil der Start-
masse. Bei groferen k-Werten werden die e-Werte noch wesentlich un-
giinstiger (S. 166).

Den obigen Zusammenhang & = f(u./c) kann man auch fiirr ¢ = f(k) um-

r
V1 — ulfe?

&=k — J/k® — 1. An Stelle dieser Gleichung verwendet man fiir &> 1

schreiben, wenn man k = , also uefc = /1 — 1/k? substituiert:

(Reihenentwicklung!) in guter Naherung ¢ = %



Anhang

Ndherungsbeziehungen

Die nachstehenden Naherungsbeziehungen, die fiir (x| <{ 1 gelten, ergeben
sich durch Reihenentwicklungen. Je nach der gewunschten Genauigkeit
wird die Reihenentwicklung nach dem zweiten oder dritten Glied abge-
brochen. In den meisten Fillen geniigt die Beriicksichtigung von zwei
Gliedern. Diese Reihenentwicklungen werden zur Vereinfachung von
Rechnungen angewendet und speziell zu dem Zweck, um aus den all-
gemeingiiltigen relativistischen Gleichungen durch Naherungen die klassi-
schen Formeln zu erhalten.

1 1 1
1+x~1—x, (1) mel-{—;x, (4)
1 ’/— 1
-l_—x~1+x, (2) y1+x~1+~2—x, (5)
1 1 o 1

Allgemein gilt — an Stelle von (1) bis (6) —
n n n
A +ap =1k (})et(j)e(y)e+x

n(n—1)

:1i%x+m112 (n —1)(n —2)

1.2-3

a4 24 - (T)
Hierin kann » auch eine positive oder negative gebrochene Zahl bedeuten.
Der Ausdruck (a + z)* kann auf (7) zuriickgefithrt werden, wenn |z| < |a|.
Es ist (@ + 2)* = a* (1 + z/a)™

Die Gleichungen (1) bis (6) erhilt man in elementarer Weise — ohne
Reihenentwicklung — dadurch, dal man z. B. eine Erweiterung vor-
nimmt und auftretende Quadrate kleiner Grofen als klein von 2. Ordnung

22 Melcher, Relativitdtstheorie
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vernachldssigt:
1 l— 2 71—xwl—x_l v
l+z (1+2)(1—2) 1—22 1 7
1 1 1
= — = Nl“i—'ﬁ.
l/l—x 1 22 2 12 2
3ty 2
Weitere wichtige Naherungsbeziehungen
Ttz tr) =14zt el < 1
. . x®  ad
smx—x—g—}—5—!—--- |z] < oo
22 at
cosx:l—ﬂ—}—ﬂ—--- || < oo
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