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Vorbemerkungen

Die Arbeitsgemeinschaft , Arbeiten mit Mengen“ soll die Teilnehmer we-
sentlich systematischer und umfassender als dies im obligatorischen Un-
terricht mdglich ist mit grundlegenden Begriffen der Mengenlehre — ein-
schlieBlich der zugehdrigen Symbolik — vertrautmachen sowie ihnen die
Bedeutung mengentheoretischer Betrachtungs- und Arbeitsweisen fir
die Bewiltigung unterschiedlichster inner- und auBermathematischer
Probleme verdeutlichen.

Die Teilnehmer sollen befihigt werden, Begriffe, Symbole, Denk- und
Arbeitsweisen der Mengenlehre zunehmend selbstiindig auf verschieden-
artige Situationen und Probleme aus der gesellschaftlichen Praxis, aus dem
Unterricht anderer Fiicher, vor allem aber aus dem obligatorischen Mathe-
matikunterricht anzuwenden. Damit soll ein tieferes inhaltliches Verstind-
nis sowohl dieser Gegenstiéinde als auch der Elemente der Mengenlehre
selbst erreicht werden. Es kommt darauf an, den Teilnehmern die Zweck-
miBigkeit dieser Begriffsbildungen und die groSe Breite ihrer Anwend-
barkeit bewuBtzumachen, wozu neben den stets einzubeziehenden auBer-
mathematischen Beispielen das Arbeiten mit Mengen innerhalb unter-
schiedlicher zentraler Gegenstidnde des obligatorischen Mathematikunter-
richts zu dienen hat. Damit erfihrt zugleich das diesbeziigliche Wissen
und Kénnen der Schiller eine dauerhafte Festigung, Vertiefung und Erwei-
terung.

Im Mathematiklehrgang der allgemeinbildenden pblytechnischen Ober-
schule der DDR wird auf eine geschlossene Behandlung der Mengenlehre
als selbstindige Stoffeinheit verzichtet, was zur Folge hat, daB Begriffe
und Denkweisen der Mengenlehre ab Klasse 6 zum Teil mit erheblichen
zeitlichen Unterbrechungen im Unterricht auftreten. Deshalb kann nicht
bei allen Teilnehmern ein gefestigtes und systematisiertes Wissen und
Konnen auf diesem Gebiet erwartet werden. Erstes Teilziel der Arbeits-
gemeinschaftstitigkeit mul es daher sein, eine gemeinsame solide Aus-
gangsbasis fiir die weitere Arbeit fiir alle Teilnehmer — auch wenn sie aus
verschiedenen Klassen und Schulen kommen — zu schaffen. Dazu ist es
aber weder erforderlich noch zu empfehlen, die vor allem in Kapitel 1
konzentrierten theoretischen Stoffe geschlossen am Anfang zu behandeln.
Dies ist nur bis zu einem solchen MaBe zweckmifBig, daB dann relativ
systematisch an die Behandlung von Zahlenmengen (einschlieBSlich
Losungsmengen fiir Gleichungen und Ungleichungen) und Punktmengen
herangegangen werden kann. Die weiteren theoretischen Elemente sind
dann im Verlauf des gesamten Lehrgangs an dafiir geeigneten Stellen ein-
zufithren und von da ab bei jeder sich bietenden Gelegenheit zu verwen-
den. Eine strenge wissenschaftliche Systematik ist weder hinsichtlich der
theoretischen Stoffe des Kapitels 1 noch bei den verschiedenen Anwen-
dungsbereichen (etwa der Gleichungslehre oder der Geometrie) anzustre-
ben, vielmehr muB stets das Arbeiten mit Mengen im Zentrum stehen und
somit auch ausschlaggebend fiir Auswahl und Anordnung der jeweiligen
Inhalte sein.



In Verbindung mit der Entwicklung des Wissens und Kénnens der Teil-
nehmer im Arbeiten mit Mengen, das von hohem mathematischen Bil-
dungswert ist, sind dieser Arbeitsgemeinschaft weitere Ziele gestellt.

Das Arbeiten mit Mengen enthilt wesentliche Potenzen fir die weltan-
schaulich-philosophische und politisch-moralische Erziehung der Teilneh-
mer. Durch mengentheoretische Betrachtungs- und Arbeitsweisen kann
den Teilnehmern der Bezug zwischen Mathematik und objektiver Realitit
sowie der genetische Aufbau mathematischer Theorien verdeutlicht wer-
den. Weltanschaulich-philosophische Einsichten konnen insbesondere er-
zielt werden, indem durch Arbeiten mit Mengen deutlich wird, daB der
Begriff der natiirlichen Zahl und die Operation mit nattirlichen Zahlen
sowie die darauf aufbauenden Zahlenbereichserweiterungen nicht ,iiber-
natiirlichen Ursprungs® und auch keine willkiirlichen Schopfungen des
menschlichen Geistes sind. Ahnliche weltanschaulich-philosophische Be-
trachtungen sind innerhalb der anderen Kapitel méglich.

Zur politisch-moralischen Erziehung der Teilnehmer hat die Arbeitsge-
meinschaft vor allem durch die umfassende Nutzung der Potenzen, die im
zunehmend selbstindigen Losen von anspruchsvollen Aufgaben liegen,
beizutragen. Hier spielt die Herausbildung einer kritischen Haltung ge-
geniiber eigenen Ergebnissen, die Gewéhnung an exaktes und sauberes
Arbeiten genauso eine Rolle wie die Entwicklung von Beharrlichkeit und
des Willens zur Uberwindung von Schwierigkeiten.

Durch Auftriige, die an Gruppen von_Teilnehmern erteilt werden und die
arbeitsteilig oder kooperativ auszufilhren sind, ist die Entwicklung von
kollektivem Verhalt'en und VerantwortungsbewuBtsein zu unterstiitzen.

Es wird empfohlen, den Schiilertitel , Arbeiten mit Mengen" von Fang-
hénel/Vockenberg (Volk und Wissen Volkseigener Verlag, Berlin 1978)
in der Arbeitsgemeinschaftstiitigkeit zu nutzen.



Thematische Ubersicht

Grundbegriffe der Mengenlehre
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2. Arbeiten mit Zahlenmengen

2.1. Aufbau des Bereichs der natiirlichen Zahlen

2.2. Teilbarkeit natiirlicher Zahlen

2.3. Arbeiten mit Mengen beim Aufbau weiterer Zahlenbereiche

3. Arbeiten mit Mengen beim Lésen von Gleichungen und Ungleichun-
gen

3.1. Lineare Geichungen und Ungleichungen mit einer Variablen

3.2. Gleichungen und Ungleichungen héheren Grades mit einer Variablen
3 3. Gleichungen und Ungleichungen mit zwei Variablen

2.4. Gleichungs- und Ungleichungssysteme

4. Arbeiten mit Mengen in der Geometrie

5. Mengen und Funktionen

Ilinweise zur Gestaltung der Arbeitsgemeinschaft

Die fiir die Arbeitsgemeinschaft zur Verfiigung stehende Zeit erfordert
— auch in Abhiingigkeit von dem anfangs vorhandenen Wissen und Kén-
nen der Schiiler — gewisse Schwerpunktsetzungen. Dabei ist zuniichst
erst einmal zu beriicksichtigen, daB die angestrebten Ziele nicht durch
eine systematische Behandlung der theoretischen Elemente der Mengen-
lehre allein oder durch eine systematische und umfassende Wiederholung
ganzer Stoffgebiete aus dem obligatorischen Unterricht, aus denen be-
stimmte Elemente nachfolgend im ,Inhalt der Arbeitsgemeinschaftstitig-
keit* angegeben sind, erreicht werden kbnnen. Vielmehr kommt es immer
darauf an, den Gesichtspunkt des Auftretens und Anwendens grundlegen-
der Begriffe der Mengenlehre zum entscheidenden Auswahlprinzip fiir die
in der Arbeitsgemeinschaft zu behandelnden Stoffe zu machen und dabei
die spezifischen Zielstellungen der einzelnen Kapitel zu beachten. In Ab-
héngigkeit von der konkreten Situation ist eine Konzentration auf Schwer-
punkte und damit eine Auswahl aus den fiinf angebotenen Komplexen zu
empfehlen. Neben dem ersten Komplex, auf den keinesfalls verzichtet wer-
den darf, sind mindestens zwel weitere Komplexe griindlich zu behandeln.
Dabei ist das Gesamtziel, den Teilnehmern einen umfassenden Uberblick
iiber Anwendungsbereiche der Mengenlehre zu geben, konsequent zu ver-
{olgen.



Der Erfolg der Titigkeit der Arbeitsgemeinschaft wird wesentlich davon
abhiingig sein, wie es dem Leiter gelingt, eine mdglichst aktive Beteili-
gung aller Teilnehmer zu erreichen. _

Das methodische Vorgehen sollte sich dadurch von dem im obligatori-
schen Mathematikunterricht unterscheiden, indem Diskussionen (z.B.
nach gemeinsamem Literaturstudium), Kurzvortréige einzelner Teilneh-
mer (z. B. zu bereits bekannten theoretischen Grundlagen oder zu wesent-
lichen Elementen der aus dem obligatorischen Unterricht einzubeziehenden
Stoffgebieten) sowie vor allem das weitgehend selbstindige Lésen von Auf-
gaben im Mittelpunkt stehen.

Dies soll nicht nur dem Festigen des Gelernten (Ubungsaufgaben) dienen,
sondern auch dem selbstéindigen Anwenden grundlegender Begriffe der
Mengenlehre auf vielfiltige Sachverhalte innerhalb und auBerhalb der
Mathematik. Dabei sollte das selbstindige Finden von Ldsungsansitzen
und Ausfiihren der Lésungen besonders betont werden. Es ist zu ergin-
zen durch arbeitsteiliges Vorgehen (bei umfangreichen Aufgaben), durch
das Vortragen von ,Musterlosungen* und durch das abschlieBende Dis-
kutieren von einzelnen Lisungswegen und Ergebnissen.

Ein derartiges Vorgehen dient gleichzeitig der Realisierung der iibergrei-
fenden Zielsetzungen. Diese sind auch bei der Auswahl der Beispiele und
Aufgaben zu beachten. Durch sie soll den Teilnehmern immer wieder
verdeutlicht werden, daB durch mengentheoretische Begriffsbildungen,
Denk-“und Arbeitsweisen sehr verschiedenartige Situationen und Pro-
bleme aus dem Leben der sozialistischen Gesellschaft einer mathemati-
schen Betrachtung zugiinglich werden. Die Beispiele und Aufgaben sind

also keineswegs nur dem obligatorischen Mathematikunterricht zu entneh-
men.



Inhalt der Arbeitsgemeinschaftstitigkeit

1. Grundbegriffe der Mengenlehre

Mit der Behandlung dieser Thematik wird in erster Linie das Ziel ver-
folgt, die Teilnehmer an dieser Arbeitsgemeinschaft mit den nachfol-
gend benétigten grundlegenden Begriffsbildungen sowie mit der hier er-
forderlichen Symbolik aus der Mengenlehre vertraut zu machen. Dabel ist
zu beachten, daB diese Begriffe und Symbole zu einem erheblichen Teil
bereits aus verschiedenen Stoffgebieten des obligatorischen Unterrichts der
Klassen 6 bis 9 bekannt sind.. An diese Einzelkenntnisse ist anzukniipfen,
ihre nochmalige Behandlung erfolgt hier vor allem unter dem Gesichts-
punkt, die Fihigkeit der Teilnehmer zur selbstindigen Anwendung dieser
Begriffe und Symbole weiterzuentwickeln. Das soll so weit wie mdglich
in Einheit mit den hier neu zu erarbeitenden Begriffen und Symbolen aus
der Mengenlehre geschehen, bei deren Einfiihrung verstiirkt von Beispielen
aus dem unmittelbaren Erfahrungsbereich der Schiiller auszugehen ist.

Wie bereits gesagt, ist eine systematische Behandlung des gesamten Ka-
pitels zu Beginn der Arbeitsgemeinschaftstiitigkeit nicht zu empfehlen. So
kann auf ,Durchschnitt“, ,Aquivalenzrelationen“ und ,Zerlegungen“ zu-
nichst verzichtet werden, allerdings sind diese Stoffe dann an ent-
sprechenden Stellen nachzuholen. ’

Eine spiitere zusammenhiingende Systematisierung aller theoretischen Ele-
mente ist jedoch unbedingt zu empfehlen, um auf diese Weise die Rea-
lisierung der oben angegebenen grundlegenden Zielstellung fiir dieses Ka-
pitel zu sichern. Die Behandlung der Begriffe der Mengenlehre hat in
jedem Fall auf der Basis eines reichen, vielfidltigen Beispielmaterials zu
erfolgen, durch das einerseits ein hinreichendes inhaltliches Verst#ndnis
fir diese Begriffsbildung und andererseits thre feste Verbindung mit dem

Leben gesichert wird.

— Bilden von Mengen, dabei Wiederholen von ,Menge", ,endliche
Menge* und ,unendliche Mengse", ,Element einer Menge* und ,Teil-
menge einer Menge“, cer Schreibweise ,M = (...} * fiir endliche
Mengen sowie der Zeichen ,, €% , €%, , C “ und der dazugehérigen
Sprechweisen anhand geeigneter Beispiele aus dem Mathematikunter-
richt und dem tiiglichen Leben;

— Darstellen von Mengen durch Aufweisen ihrer Elemente oder durch An-
tiihren einer charakteristischen Eigenschaft der Elemente; Ubungen;

— Einfithrung von ,echte Teilmenge* und , C “; Veranschaulichung von
Mengen und von Element-Mengen-Beziehungen sowie von Teilmengen-
Mengen-Beziehungen durch Mengendiagramme (Venndiagramme);

— Hinweis auf Mengenbildungsprinzip und Stufenproblematik;

~ . Wiederholen der Gleichheit von Mengen;
Einfiilhren von ,gleichmichtig'~ unhand von Beispielen; Ubungen;

— Wiederholen von ,die leere Menge* und des Symbols , & “;



— Einfiihren von ,echte Teilmenge* und , U *; Veranschaulichung von

— Wiederholen von ,Durchschnitt von Mengen* und des Symbols , U
Einfiihren von ,elementfremd*;

— Anwenden der eingefithrten bzw. wiederholten Grundbegriffe auf ein-
fache Beispiele (aus Mathematik und gesellschaftlicher Praxis);

— Detinieren von ,Zerlegung einer Menge (nach einer Aquivalenzrela-
fiir Aquivalenzrelationen in endlichen Mengen;
tion)*; Ubungen; Hinweis auf den Hauptsatz {iber Aquivalenz-
relationen.

2. Arbeiten mit Zahlenmengen

Ziel dieses Stoffgebietes ist es, die behandelten Begriffsbildungen aus der
Mengenlehre speziell auf Zahlenmengen anzuwenden und dabei zugleich
das Wissen und Kénnen der Teilnehmer liber Zahlen bzw. das Arbeiten
mit ihnen zu festigen und zu erweitern.

Schwerpunkt des Abschnitts 2.1. ist es, die Rolle mengentheoretischer
Begriffsbildungen als Grundlage fir den Begriff der natiirlichen Zahl —
speziell der endlichen Kardinalzahl als Klasse gleichméchtiger Mengen
— ynd fiir Rechenoperationen mit natiirlichen Zahlen und deren Gesetz-
miBigkeiten herauszuarbeiten. Bei dieser innermathematischen Anwendung
von Begriffen und Denkweisen der Mengenlehre geht es also vor allem
darum, inhaltlich lingst Bekanntes theoretisch wesentlich zu vertiefen und
es dadurch erheblich zu festigen. Auch die Behandlung eines Getiiges von
Definitionen und S&tzen dient primir diesem Zweck.

Dabei sollen die Teilnehmer auch den Begriff der endlichen Kardinalzahl
als Ergebnis eines Abstraktionsprozesses kennenlernen. Auf die damit ver-
bundenen weltanschaulichen Fragen des Zusammenhangs von Mathematik
und objektiver Realitit ist ebenso einzugehen wie auf die historische Ent-
wicklung des Zahlbegrifts.

Im Abschnitt 2.2. liegt das Schwergewicht auf der Vertiefung und Syste-
matisierung des Wissens und Konnens der Teilnehmer auf dem Gebiet der
Teilbarkeitslehre tilr natiirliche Zahlen, soweit dort die Begriffe und Sym-
bole der Mengenlehre Anwendung finden kénnen. Zunichst ist also im
Prinzip Bekanntes mit Hilfe der Begriffsbildungen der Mengenlehre ver-
tiefend zu wiederholen.

Es kommt in diesem Abschnitt aber auch darauf an, durch die Behandlung
von Zahlenkongruenzen und Restklassen sowie des Rechnens mit Kon-
gruenzen die mathematische Bildung der Schiller zu erweitern. Dabei ist
auf vorhandene Beziehungen zum obligatorischen Schulstoft besonderer
Wert zu legen, wobei einem beispielhaften, auf vieltiltige Anwendung
und mbglichst selbstiindiges Aufgabenldsen zielendes Arbeiten der Vorzug
gegeniiber einer systematischen Behandlung des Rechnens mit Zahlen-
kongruenzen zu geben ist.
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Im Abschnitt 2.3. geht es vor allem darum, die Begriffsbildungen der
Mengenlehre bei den Betrachtungen zum Aufbau der einzelnen Zahlenbe-
reiche moglichst intensiv zu nutzen und nicht etwa die Gesamtthematik
ohne Akzentsetzung zu wiederholen. Es empfiehlt sich, als erste Zahlen-
bereichserweiterung den Aufbau des Bereichs der ganzen Zahlen vorzu-
nehmen und von dort zum Bereich der rationalen Zahlen {iberzugehen.
Dabei ist vor allem die Analogie des Vorgehens bei diesen beiden Zahlen-
bereichserweiterungen herauszustellen, wihrend zum 'Bereich der reellen
Zahlen lediglich eine Wiederholung des in Klasse 9 Behandelten vorge-
nommen werden'’ sollte.

Die abschlieBenden Betrachtungen zur Abzihlbarkeit bzw. Nichtabzihl-
barkeit unendlicher Zahlenmengen sind auf wenige Beispiele zu beschrén-
ken und sollen die Schiiler mit der fiir sie neuen Beweisidee (Diagonal-
verfahren) lediglich bekanntmachen.

2.1. Aufbau des Bereichs der natiirlichen Zahlen

~ Wiederholen von Beispielen fiir endliche und unendliche Zahlenmengen;
ihre Darstellung in Mengenschreibweise;

- Erldutern des Unterschiedes zwischen Kardinal- und Ordinalzahlen;

~ Definieren von ,(endliche) Kardinalzahl“ als Klasse gleichmiichtiger
endlicher Mengen: Erliutern des Abstraktionsprozesses zur Gewin-
nung der natiirlichen Zahlen; Bemerkungen zur historischen Entwick-

lung des Zahlbegriffs;

- Erliutern der, mengentheoretischen Grundlagen der Kleiner-Relation
fiir natiirliche Zahlen sowie der Addition natiirlicher Zahlen und ihrer

Kommutativitit und Assoziativitiit;

- Einfiihren von ,Differenzmenge" (zweier endlicher Mengen) und des
Symbols ,, \ “; Ubungen;
Erliutern der mengentheoretischen Grundlagen der Subtraktion na-
tirlicher Zahlen und einiger daraus resultierender Eigenschaften der
Subtraktion (z. B. Bedingung fir die Existenz der Differenz, Nicht-
kommutativitit) ;

~ Wiederholen von ,guordnetes Paar* und Einfiihren von ,geordnetes Tri-
pel“; Definieren der Gleichheit geordneter Paare bzw. Tripel; Definie-
ren von . Produktmenige* und des Symbols ,X*; Ubungen; Nachweisen
einiger Eigenschaften der Produktmenge (Nichtkommutativitit,
Nichtassoziativitit, Gleichmichtigkeit von My X M; und M; X M));

- Erliutern der mengentheoretischen Grundlagen der Multiplikation
natirlicher Zahlen und ihrer Kommutativitit, Assoziativitit und

Distributivitét beziiglich der Addition.



2.2. Teilbarkeit natiirlicher Zahlen

Wiederholen der Definition der Teilbarkeitsbeziehung fiir geordnete
Paare natirlicher Zahlen sowie der entsprechenden Symbole und

-Sprechweisen; Wiederholen von ,Menge der Teiler (Vielfachen) einer

natiirlichen Zahl“; Verschiedene Verfahren zur Ermittlung und Angabe
der Menge der Teiler einer gegebenen natiirlichen Zahl; deren Begriin-
dung unter Verwendung der Begriffsbildungen und der Symbolik der
Mengenlehre; Ubungen; Wiederholen der Definition fiir ,Primzahl*
und ,zusammengesetzte Zahl“; Ubungen;

Definieren von ,gemeinsamer Teiler“, ,gemeinsames Vielfaches* und
oteilerfremd“ unter Verwendung von Begriffsbildungen und Symbolen
aus der Mengenlehre;

Definieren von ,g.g. T.“ und ,k.g. V“;
Wiederholen, Begriinden und Neueinfiihren von Verfahren zur Ermitt-
lung von g. g. T. bzw, k. g. V.; Ubungen;

Wiederholen und Beweisen von Teilbarkeitssitzen fir natiirliche
Zahlen;

Euklidischer Algorithmus und seine Anwendungen auf die Ermittlung
des g.g.T. zweier (groBer) natiirlicher Zahlen sowie auf die Gewin-
nung des Hauptsatzes {iber den g. g. T. (mit Beweis eines Spezialfalls);

Anwendung des Haupsatzes iiber den g. g. T. auf Restklassenbildungen;
Einfiihren von ,restgleich beziiglich Divisor d“ bzw. ,kongruent
modulo d“ und des Symbols ,a = b (mod d)“. Nachweis der Zahlen-
kongruenz als Aquivalenzrelation, Einfiihren von ,Restklassen“; Er-
weiterung der Teilbarkeitsbeziehung auf ganze Zahlen; Ubungen;
Anwendungen, insbesondere Beweis von bekannten Teilbarkeitssiitzen
und Formulierung von Siitzen iiber die Teilbarkeit durch 7, 11 und 13;

Beispiele fir das Rechnen mit Kongruenzen; Lineare Kongruenzen;
Ubungen und einfache Anwendungen. '

2.3. Arbeiten mit Mengen beim Aufbau weiterer Zahlenbereiche
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Wiederholende und vertiefende Betrachtungen zum Aufbau der Be-
reiche der ganzen und der rationalen Zahlen; dabei Erliuterung der
Prinzipien der Zahlenbereichserweiterung; Wiederholungen zum Be-
reich der reellen Zahlen; Wiederholen der zwischen den Zahlenbe-
rei:hege unddwichtgeen ll‘:.:ell.'l Teilbereiche bestehenden Zusammenhiinge
unter besonderer Beriicksichtigung der -
bollK der Mengonlene, Doy ggen ;g Begriffsbildungen und der Sym

Behandlung von Beispielen fiir Zahlenmengen unterschiedlicher Méch-
tigkgit, dabei Einfiihren von ,abzihlbar* und ,nicht abzihlbar®. Bewei-
se fur die Abziihlbarkeit der Menge der ganzen und der Menge der

rationalen Zahlen sowie der Nichtabzihlbarkei eellen
Zahlen im Intervall 0 < x < + 1. ¢ der Menge der ©



3. Arbeiten mit Mengen beim Ldsen von Gleichungen und Ungleichungen

Bej der Behandlung dieses umfangreichen Kapitels kommt es darauf an,
den Teilnehmern deutlich werden zu lassen, wie die grundlegenden Be-
griffe und Arbeitsweisen der Mengenlehre zum rationellen Lésen un-
terschiedlicher Typen von Gleichungen und Ungleichungen Verwendung
finden und somit ein wichtiges Mittel zur Beherrschung dieses wesent-
lichen und fiir die praktische Anwendung HuBerst bedeutsamen Teilbe-
reichs der Mathematik sind. Es ist daher wichtig, die Realisierung fol-
gender Zielsetzungen sinnvoll miteinander zu verbinden:

- Festigen der eingefiihrten grundlegenden Begriffe und Symbole der
Mengenlehre durch deren systematische und konsequente Anwendung
bei grundsdtzlichen Uberlegungen zum Losen von Gleichungen und
Ungleichungen sowie von einigen einfachen Systemen von Gleichun-
gen bzw. Ungleichungen;

- Nutzen dieser Begriffe und Symbole zum tieferen Verstiéindnis grund-
legender theoretischer Zusammenhinge zwischen Gleichungen bzw.
Ungleichungen und deren Lésung sowie zwischen Systemen von Glei-
chungen bzw. Ungleichungen und deren Lésung;

- Festigen und Vertiefen der Fertigkeiten im Lésen von Gleichungen
und Ungleichungen sowie von Systemen von Gleichungen bzw. Un-
gleichungen, wobei sowohl das Ldsen durch inhaltliche Uberlegungen
als auch das kalkiilmiBig — algorithmische Lésen zu beachten sind.

~ Weiterentwickeln der Fihigkeit der Schiiler, mathematische Begriffe
und Methoden zur Bewdiltigung praktischer Probleme bewuBt zu ver-
wenden, wabei insbesondere auch ein Beitrag zur weltanschaulichen
Bildung und Erziehung zu leisten ist.
Um dies zu erreichen, ist es notwendig, fiir alle zu behandelnden Typen
von Gleichungen, Ungleichungen und Systemen von Gleichungen bzw.
Ungleichungen das einheitliche theoretische Fundament sorgfiltig her-
auszuarbeiten und bewuBtzumachen; dabei sind stiirker als im obliga-
torischen Unterricht Begriffe und Symbole der Mengenlehre zu benutzen.
Die Auswahl und Reihenfolge der Inhalte fiir die einzelnen Zusammen-
kinfte der Arbeitsgemeinschaft darf nicht vordergriindig an einer syste-
matischen Behandlung der einzelnen Gleichungs- bzw. Ungleichungs-
typen orientiert sein, sondern muB vielmehr stets unter dem Aspekt der
Anwendung von Begriffen, Symbolen und Arbeitsweisen der Mengen-
lehre sowie im Hinblick auf die angestrebten weltanschaulichen Einsich-
ten iiber das Verhiiltnis von Mathematik und objektiver Realitéit, {iber
die Rolle der Mathematik beim Erkennen und Veridndern der Wirklich-
keit u, . erfolgen. Daher kénnen mit einer bloBen Nacheinanderbehand-
lung des Lisens der nachstehend genannten Typen von Gleichungen,
Un!leichungen und Systemen von Gleichungen bzw. Ungleichungen di¢

genannten Zielsetzungen nicht erfiillt werden.

Eine tiefere gedankliche Durchdringung der theoretischen Zusammen-
finge ist auch deshalb notwendig, damit das aus dem obligatorischen
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Unterricht Bekannte widerspruchsfrei und fest mit dem Neuen ver-
bunden werden kann und nicht als ko_rrekturbedﬁrftig erscheint.

\

Die geometrische Interpretation von Lésungsmengen (Zahlenmengen) als
Punktmengen, wie sie durch die den Teilnehmern bereits bekannte ein-
deutige Abbildung von Zahlen in bzw. auf die Menge der Punkte einer
Geraden oder einer Ebene méglich wird, ist hier ebenfalls zu behan-
deln. Damit werdeh einerseits Verbindungen zu den in Abschnitt 1
genannten Grundlagen hergestellt und wichtige Vorleistungen fiir den
Abschnitt 5 erbracht, andererseits wird damit ein anschauliches Vor-
gehen, das den Teilnehmern auch die Méglichkeit einer Kontrolle der
Ergebnisse bietet, erreicht.

3.1. Lineare Gleichungen und Ungleichungen mit einer Variablen

— Wiederholen der Begriffe ,Gleichung", ,Ungleichung”, ,wahre (bzw.
falsche) Aussage“; Ubungen;
Unterscheiden von erfiillbaren, unerfiillbaren und allgemeingiiltigen
Gleichungen (,ldentitdten*); Definieren von ,Lo6sung“, ,Variablen-
grundbereich, ,Loésungsmenge“, ,iquivalente Umformung";

— Losen linearer Gleichuhgen und Ungleichungen mit einer Variablen,
dabei Wiederholen des Zusammenhangs zwischen Losungsmenge und
Variablengrundbereich; Ubungen und Anwendungen;

— Losen von Gleichungen des Typs ax+ b=c¢ und Ungleichungen der
Typen ax+b<c und | ax+b | > ¢ durch Fallunterscheidungen;
Angeben der Losungsmenge unter Verwendung von Vereinigung bzw.
Durchschnitt dabei vorkommender Lésungsmengen.

3.2. Gleichungen und Ungleichungen ﬁb’heren Grades mit einer Variablen

- Wiedgrholen des {..ésens von quadratischen Gleichungen (insbesondere
Herleitung de§ Losungsformel; Satz von Vieta; Zerlegung in Linear-
faktoren; grafische Veranschaulichung); Ubungen und Anwendungen;

— Losen von Ungleichungen des Typs ax2-+ bx + ¢ < 0 durch quadra--
tische Ergéinzung sowie durch Zerlegung in Linearfaktoren;
Angeben Eler Losungsmenge bei den erforderlichen Fallunterscheidun-
gen unter Verwendgng von Vereinigung und Durchschnitt dabei vor-
kqmmender Losungsmengen; geometrische Veranschaulichung der
Loésungsmengen; Losen von Anwenduhgsaufgaben;

— Léosen einiger Gleichungen bzw. Ungleichungen hoheren als 2. Grades,
wenn diese als Produkt von zwei hichstens quadratischen Faktoren
oder als biquadratische Gleichung gegeben sind; dabei Angeben der

Lésungsmenge unter Verwendung von Vereinigung bzw. Durchschnitt
der vorkommenden Lésungsmengen. ‘
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3.3. Gleichungen und Ungleichungen mit zwei Variablen

- Erweitern von ~Losung“ auf Gleichungen bzw. Ungleichungen mit
mehreren Variablen; Definieren von . Loésungsgrundbereich unter
Verwendung der Produktmenge:

Erweitern von ~Losungsmenge* und wdquivalente Umformung“ auf
Gleichungen bzw. Ungleichungen mit mehreren Variablen;

~ Losen von Gleichungen bzw. Ungleichungen des Typs ar + by+c=0
bzw. ax + by + ¢ € 0, dabei Veranschaulichung der Losungsmenge als
Punktmenge; Behandeln der Abhédngigkeit der Loésungsmenge vom
Variablengrundbereich :

- Losen diophantischer Gleichungen, dabei Verwenden von Durch-
schnitt und Zahlenkongruenzen.-

34, Gleichungs- und Ungleichungssysteme

= Wiederholen des Losens von Gleichungssystemen aus zwei linearen
Gleichungen; Ubungen;

- Lésen von Ungleichungssystemen aus zwei linearen Ungleichungen;
Ubungen;

= L&sen von Systemen aus einer linearen Gleichung und einer linearen
Ungleichung; Ubungen;

= Lésen von Systemen aus einer linearen und | einer quadratischen
Gleichung bzw. Ungleichung; Ubungen.

{ Arbeiten mit Mengen #n der Geometrie

Mit der Behandlung dieses Abschnitts wird das Ziel yerfolgt, die An-
Wendbarkeit grundlegender Begriffe ‘der Mengenlehrg in der Geometrie
2 zeigen. Sie beruht auf der Auffassung geometrischer Objekte als
P“"ktmensen, und deshalb ist es notwendig, diesen Begriff mittels eines
Vielfdltigen Beispielmaterials zu erldutern. Die dazu verwendete Umfor-
Mmulierung bekannter Definitionen fiir geometrische Objekfe in die men-
Bentheoretische Redeweise ist geeignet, bei den Teilnehmern sow‘ohl
lhre Fihigkeiten im Anwenden der behandelten grund!egen.den Begpfge
der Mengenlehre zu entwickeln als auch ihre I.{enntmsse liber Defini-
tionen geometrischer Objekte zu festigen. Um dies zu erreichen, solltep
uch umgekehrt Definitionen geometrischer Objekte in mengentheoreg-
Scher Darstellung vorgegeben und ihre Umformulierung in die den Schii-
lem vertraute Darstellung gefordert werden. Dabei sollten die Schiiler
immer wieder veranlaBt werden, das so deflnierte geometrische Objekt
W zeichnen und zu bezeichnen. Auch Deﬁnltignen fiir solche geometri-
Schen Objekte sollten beriicksichtigt werden, fir die aus dem oblig"atori-
%hen Unterricht keine Definitionen bekannt sind, und es sollten fiir die

13



Teilnehmer neuartige Definitionnen (etwa unter Verwendung der Ver-
einigung oder des Durchschnitts von Punkitmengen) fidr bekannte
Objekte verwendet werden, so daB auf diese Weise Zusammenhéinge zwi-
schen geometrischen Objekten aufgedeckt und bewuBtgemacht werden
konnen.

Die Behandlung dieser Thematik sollte hauptsiichlich durch moglichst
selbstindiges Losen sorgfiltig ausgewidhlter und aufeinander abge-
stimmter Aufgaben erfolgen; Systematik und Vollstdndigkeit durch Be-
handlung aller moglichen Fille sind nicht anzustreben. Auch das Formu-
lieren und Beweisen geometrischer Siétze ist auf die Behandlung weni-
‘ger, aber instruktiver Beispiele zu beschrinken. Das dient hauptséch-
lich dem Zweck, den Schiilern typische Anwendungen von Definitionen in
der mengentheoretischen Form zu zeigen, soll aber auch zur Entwicklung
des Beweisverstindnisses und der Fihigkeiten im selbstindigen Fiihren
einfacher Beweise beitragen.

Ein weiterer Schwerpunkt ist das Ldsen von geometrischen Konstruk-
tionsaufgaben, die hier vor allem unter dem Aspekt der Anwendung der
Mengenlehre bei der Ermittlung von L8sungswegen betrachtet werden,
das heiBlt, die Analyse der Aufgabe und nicht die Austiihrung ihrer Lo-
sung steht im Mittelpunkt. Bei ihr ist konsequent mit Bestimmungsli-
nien als speziellen Punktmengen zu arbeiten, so daB sich vielfiiltige An-

wendungsméglichkeiten fiir Begriffsbildungen und Symbole der Mengen-
lehre ergeben.

Die wertvollen erzieherischen Potenzen des relativ selbstindigen und er-
folgreichen Suchens nach L8sungen filr geometrische Aufgaben wie die
Entwicklung der Exaktheit bei der Aufgabenerfassung und des plan-
vollen lberlegten Vorgehens bei der Suche nach der L8sung sowie des
Willens, Schwierigkeiten zu liberwinden und der kritischen Einschitzung
des Erreichten (z. B. auf Richtigkeit und Vollstindigkeit des LBsungs-

planes) sind dabei bewuBt und zielstrebig fiir die Erziehung der Teilneh-
mer zu nutzen.

— Lagebeziehungen zwischen Punkt und Gerade, Punkt und Ebene und
zwischen zwel Geraden in mengentheoretischer Interpretation und

Darstellung; Strahlen, Strecken und Winkel als Punktmengen;
Ubungen;

— geometrische Objekte als Punktmengen; Definitionen fiir Dreiecke und
(konvexe) Vierecke als Punktmengen, auch fiir alle jhre aus dem
Unterricht bekannten Spezialfille; Beweise fiir weitere Eigenschaf-
ten dieser Figuren unter Verwendung der behandelten Definitionen;

—~ spezielle Punktmengen, die als Bestimmungsli fin-
, gslinien Anwendung

den, insbesondere Kreise und Kreisbsgen, Strahlen, Mittelsenkrechten

von Strecken, Parallelen zu einer Geraden, Winkelhalbierende; Durch-

;‘cal;lnxi;tti solc:l:lru:::ktm%en und Untersuchungen ihrer Méchtigkeit

rsch n; ungen; o

Grundkonstruktionen.; gen; Anwendungen auf geometrisch
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- Anwenden von Bestimmungslinien beim Lbsen planimetrischer Kon-
struktionsaufgaben fiir Dreiecke und Vierecke, dabei vor allem Ent-
wicklung von Losungsplinen sowie Untersuchungen zur Konstruier-
barkeit und zur Anzahl der Ldsungen, Fallunterscheidungen; Ubun-
gen im Entwickeln von Lé&sungspliinen fiir Dreiecks- und Vierecks-
konstruktionen, bei denen auch Stiicke in den Figuren ' (Winkelhal-
bierende, H6hen, Seitenhalbierende; Diagonalen) gegeben sind bzw.
zunéichst nur Teilfiguren konstruierbar sind; Ubungen und einfache

Anwendungen.

5 Mengen und Funktionen

Bei der Behandlung dieses Abschnittes kommt es erneut darauf an, den
Teilnehmern die Reichweite und Tragfihigkeit mengentheoretischen
Arbeitens zu verdeutlichen. Dazu sind die entsprechenden Kenntnisse aus
dem obligatorischen Unterricht iiber Abbildungen und Funktionen
aufzugreifen und zu erweitern.

Die Arbeit mit geeigneten Beispielen sollte im Vordergrund stehen, wo-
bei neben Beispielen aus der unmittelbaren Erfahrungswelt der Teil-
nehmer auch Kongruenz- und Ahnlichkeitsabbildungen aus dem Geo-
metrieunterricht der Klassen 6 bzw. 8 sowie die der darstellenden Geo-
metrie in Klasse 7 zugrunde liegenden Abbildungen betrachtet werden
sollten. Die Potenzen fiir die weltanschauliche Bildung und Erziehung
sind bewuBt zu nutzen, insbesondere ist anhand des fiir die Mathematik
zentralen Begriffes der Funktion auf die Rolle der Mathematik beim
Erfassen und Veréndern der Wirklichkeit einzugehen.

Das zu erreichende griindliche Verstéindnis der Teilnehmer fiir die Ab-
bildung von Mengen ist als Grundlage fiir eine zielgerichtete Wiederho-
lung und Vertiefung des Funktionsbegriffes zu nutzen. Die den Schil-
lern aus dem obligatorischen Unterricht der Klassen 8, 9 und 10 bekann-
ten Begriffe wie ,Funktion“, ,Definitionsbereich“, , Wertebereich*, , Funk-
tionswert*, , Graph einer Funktion*“ sind zu reaktivieren und anhand von
Beispielen mit den Begriffsbildungen der Mengenlehre zu beschreiben.
Diese sind auch anzuwenden, um anhand konkreter Aufgaben Teile
von Funktionsbildern bzw. Schnittpunkte zwischen Bildern verschie-

dener Funktionen zu beschreiben.

SchlieBlich sind die Begriffsbildungen der Mengenlehre zu nutzen, um
durch die Erarbeitung einer Ubersicht und Klassifikation der aus dem
obligatorischen Unterricht bekannten Funktionen zur Vertiefung und

Festigung des Funktionsbegriffes beizutragen.

Bei der methodischen Gestaltung der Arbeitsgemeinschaftstiitigkeit kommt
2s auch in diesem Abschnitt nicht auf eine vollstindige und systematische
Abhandlung theoretischer Fragen an, vielmehr sollte die Arbeit mit Bei-
ipielen und insbesondere das Losen entsprechender Aufgaben im Mittel-

unkt stehen.
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Wiederholen von ,geordnetes Paar“ und Definieren von , Produktmen-
ge* (vgl. Abschnitt 2.1.);

Definieren von ,Abbildung aus (bzw. von) einer Menge M in (bzw.
auf) eine Menge N“ mit Hilfe von Ubungen, dabei Berilcksichtigen
der vier moglichen Fille der Abbildung von Mengen; weitere Beispiele
als Ubungen;

Wiederholen von ,eindeutig“ und ,umkehrbar eindeutig*;
Beispiele fiir mehrdeutige, eindeutige und umkehrbar eindeutige Ab-

bildungen von Mengen;

Behandeln von Beispielen fiir den Spezialfall , Abbildung einer Menge
auf sich selbst“; Hintereinanderausfiihrung solcher Abbildungen (z. B.
bei geometrischen Abbildungen und speziellen Permutationsgruppen);

Wiederholen von Definitionen fiir ,Funktion“, ,Definitionsbereich®,
.Wertebereich*, ,Funktionswert*; Ubungen;

Wiederholen von Funktionen, deren, Definitions- und Wertebereiche
Zahlenmengen sind; Ubungen im Darstellen solcher Funktionen,
insbesondere durch Punktmengen in der Ebene;

Verwenden von Begriffen aus der Mengenlehre zum Klassifizieren
der aus dem obligatorischen Unterricht bekannten Funktionen.



