Mathematische Kostproben

Beitrage zur Interessen- und Begabtenforderung im Fach Mathematik

— zusammengestellt von Dr. Norman Bitterlich (Chemnitz) —

Heft 03/2026 (Marz 2026) 25. Jahrgang



Mathematische Kostproben — Heft 03/2026 (Marz 2026)

Vorwort

Die ,Mathematischen Kostproben” sind ein Beitrag fiir die Interessen- und
Begabtenforderung im Fach Mathematik, insbesondere fir die Klassenstufen 9 und
10. Fur eine intensive Vor- und Nachbereitung der Mathematik-Olympiaden werden
anhand von aktuellen Wettbewerbsaufgaben! thematische Schwerpunkte
ausgewahlt. Die Sammlung von ahnlichen Aufgabenstellungen mit zugehorigen
Losungsdiskussionen wird durch weitere Aufgaben zur Thematik erganzt.

Im Heft werden auch Beitrage veroffentlicht, die einen direkten Bezug zum
sichsischen Korrespondenzzirkel Mathematik der Klassenstufen 9/10% haben. Diese
sollen und konnen keine Losungsdiskussion ersetzen, vertiefen aber die
Aufgabenthematik und kénnten weiterfilhrende Anregungen geben.

Mit den Aufgaben M0650921 und M0651021 der Regionalrunde greifen wir noch
einmal ein sehr frihes Thema auf: ,Thema 7 — Kryptogramme®”. Obwohl solche
Aufgaben durch systematisches Probieren gelést werden und damit in die
Unterhaltungsmathematik fallen kénnen, sind sie eine effektive Ubung fiir die
Anwendungen von Fallunterscheidungen.

Mit der aktuellen Aufgabe A4-4 aus dem sachsischen Korrespondenzzirkel
Mathematik wiederholen wir das Thema 4.1 ,Flachenberechnungen durch
Flachenzerlegung” aus Heft 03/2021. Anstelle der Berechnung von Langen geeigneter
Strecken steht hier der Losungsansatz im Vordergrund, kongruente Teilflachen zu
finden, deren Flacheninhalt ohne rechnerischen Aufwand ermittelt werden kann.

Da die ,Mathematischen Kostproben“ die themenbezogene Vorbereitung auf
mathematische Wettbewerbe férdern moéchte, nehmen wir den 25. Jahrgang zum
Anlass, auf zurlickliegende Themen hinzuweisen und die zugehdrigen
Aufgabensammlungen zu wiederholen. Wir setzen dies in diesem Heft mit dem
Thema 7 ,Kryptogramme® aus dem Jahr 2021 fort. Die Losungen sind in den
angegebenen Heften enthalten bzw. werden auf formlose Anfrage per pdf-Dokument
zugesandt.

1 www.mathematik-olympiaden.de
2 https://www.cb.hs-mittweida.de/index.php?id=265743&no cache=1
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Thema 7.3 — Kryptogramm

Aufgabe 7.10- M0650921/M0651021. Bestimmen Sie alle Moglichkeiten, die Sterne
bei der schriftlichen Multiplikation in der Aufgabe
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so durch Ziffern von 0 bis 9 zu ersetzen, dass die Rechnung (im Zehnersystem) korrekt
ist.

Lésungshinweise: Wir bestimmen Schritt flir Schritt mogliche Werte fiir einzelne der
Sterne, wozu wir die Bezeichnungen a, ..., m fur Ziffern im Zehnersystem einfiihren.
Zunachst ergibt sich aus dem Additionsschema
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dassa = 4 und b = 8gilt, weil diesfirb + 4 = x - 10 4+ 2 im Bereich der Ziffern und
mit x € {0, 1} die einzige Losung ist. Im Additionsschema
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ergibt sich die erste Zeile aus 6¢d - e, die zweite aus 6¢d - f und die dritte aus
6cd -8, da im Multiplikationsschema der Multiplikand (linker Faktor) mit den
einzelnen Ziffern des Multiplikators (rechter Faktor) multipliziert und daraus das
Addtionsschema gebildet wird.

Wegen der 4 am Ende der dritten Produktzeile gilt d = 3 oder d = 8, weil nur
3-8 =24 und 8 -8 = 64 auf 4 enden. Wir betrachten deshalb zwei Falle.

Fall1: d = 3:Wirsetzen die Ziffer ein. Wegen der 8 am Ende der ersten und zweiten
Produktzeile folgt e = 6 und f = 6, weil 18 das einzige Produkt einer Ziffer mit 3 ist,
das auf 8 endet. Fiir die dritte Zeile des Additionsschemas ergibt sich 6¢3 - 8 =x* 44,
woraus ¢ = 4 oder ¢ = 9 folgt, dennnur4-8+4+2 =34 und9:-8 + 2 = 74 ergeben
eine 4 an der Zehnerstelle.
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6|c|3 el f|8
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Wegen der 8 am Ende der ersten und zweiten Produktzeile folgt e = 6 und f = 6,
weil 18 das einzige Produkt einer Ziffer mit 3 ist, das auf 8 endet. Fir die dritte Zeile
des Additionsschemas ergibt sich 6¢3 - 8 =** 44, woraus ¢ = 4 oder ¢ = 9 folgt,
dennnur4-8+2 =34und9-8+ 2 = 74 ergeben eine 4 an der Zehnerstelle.

Wegen 643-668 =429524 und 693-668 = 462924 fihren aber beide
Moglichkeiten auf keine Losung.

Fall2: d = 8: Wir setzen die Ziffer ein. Wegen der 8 am Ende der ersten und zweiten
Produktzeile kdnnen e und f nur 1 oder 6 sein. e = 1 oder f = 1 kommen nicht in
Frage, da 6c8-1 nur dreistellig ist, wahrend die entsprechenden Zeilen im
Additionsschema vier Stellen haben. Es gilt also auch in diesem Falle = f = 6.
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Um die Zehnerziffer 4 in der dritten Zeile des Additionsschemas zu erhalten, gibt es
nur die Moglichkeiten ¢ = 1 oder ¢ = 6, denn im Schema 6¢8 - 8 =+* 44 ergeben nur
1-8+6=14und 6 -8+ 6 =54 eine 4 an der Zehnerstelle.

Im Fallvon ¢ = 1 erhalten wir 618 - 668 = 412824, was keine Losung der Aufgabe ist.
c = 6 dagegen liefert die Losung 668 - 668 = 446224. Dies ist zugleich die einzige
Losung der Aufgabe.

6|6(8|- 16|68
410|0|8
410/0]|8
+ 5(3(41|4
414|622 |4

a
Losungsvariante: Wir untersuchen zuerst im Additionsschema das Teilergebnis
6xy - 8 = ab44. Da die linke Seite durch 8 teilbar ist, muss b eine ungerade Ziffer
sein, weil nach den bekannten Teilbarkeitsregeln fir 8 die letzten drei Ziffern eine
durch 8 teilbare Zahl bilden miissen. Wir formen die Multiplikationsaufgabe zunachst
um zu

600-8 +xy-8=1000-a + b44,also xy = 125-a+ b44: 8 — 600.
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Wir setzen nun nacheinander die ungeraden Ziffern fir b ein und erhalten unter
Einhaltung von 0 < Xy < 99 folgende Aussagen.

b=1:xy=125-a+ 18 — 600 = 125+ a — 582 ist nur fur a = 5 erfillbar, d.h.
Xy = 43 und 643 - 8 = 5144. Es folgt daraus fir die Aufgabe

6(4(3|-[*|1|8
4 | * | * 18
c|d|3|8
+ 50144
*14(*(121214

Damit das mittlere Produkt auf 8 endet, misste b = 6 gelten. Jedoch gilt
643 - 3 = 1829=cd38.

b=3:xy=125-a+ 43 —-600 = 125-a — 557 ist nur fur a =5 erfillbar, d.h.
Xy = 68 mit 668 - 8 = 5344, Es folgt daraus fir die Aufgabe

668 [*|3|8
4 | * | * 18
c|d|0|8
+ 513|414
*141*%121214

Damit das mittlere Produkt auf 8 endet, muss b = 1 oder b = 6 gelten. Wegen
668 - 1 < 1000 entfallt diese Losung. Dagegen gilt 668 - 6 = 4008.

b=5 xy=125-a+ 68— 600 = 125-a — 532 ist nur fur a = 5 erfillbar, d.h.
Xy = 93 mit 693 - 8 = 5544. Es folgt daraus fiir die Aufgabe

6193 *'b|8
4*[*|8
c|d|8|8
+ 5(5|4 |4
*14(*|2(214

Damit das mittlere Produkt auf 8 endet, muss b = 6 gelten. Jedoch fiihrt dies zu
keiner Losung, denn es gilt 693 - 6 = 4158 + cd88.

b=7:xy=125-a+93 — 600 = 125+ a — 507 ist fur keine ganze Zahl erfiillbar.

b=9:xy=125-a+ 118 — 600 = 125 - a — 482 ist nur fiir a = 4 erfillbar, d.h.
Xy = 18 mit 618 - 8 = 4944. Es folgt daraus fur die Aufgabe

6|11|/8|- |*|b|8
4 | * | * |8
c|d|4|8
+ 419144
*141*121214

W
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Damit das mittlere Produkt auf 8 endet, muss b = 1 oder b = 6 gelten. Wegen
18 - 1 < 1000 entfallt die Losung mit b=1. Aullerdem gilt 618 - 6 = 4928 # cd48.

Folglich kann es nur eine Losung geben, in der nun nur die folgenden Sternchen
verbleiben:
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Aufgrund des mittleren Produktes finden wir unmittelbar eine Losung der Aufgabe:

6/6[8|- 6|68
410|038
410|0]|8
+ 5344
41416224

Eine weitere Losung kann es aber nicht geben, da der zweite Faktor wegen
668 - 1 < 1000 nicht mit 1 beginnen kann und fiir andere Hunderterziffer das erste
Produkt nicht auf 8 endet.

Als erste Aufgabe dieses Typs in den Mathematik-Olympiaden finden wir bereits eine
Aufgabe zur VIII. MO 1968.

Aufgabe 7.11 - MO081014. In

* *

*

* * * 1
* * * 1
*

*

* 1 *

sind die Sternchen durch (nicht notwendig einander gleiche) Ziffern so zu ersetzen,
dass eine richtig geloste Multiplikationsaufgabe entsteht. Geben Sie alle
Moglichkeiten hierfiir an!

Lésungshinweise: Wir konnen aufgrund des Verfahrens der schriftlichen Addition am
rechten Rand das Schema unmittelbar erganzen und setzen anstelle der Sternchen
schrittweise Buchstaben, um die Zwischenschritte anschaulich erklaren zu kénnen.

1 b cld
elflgl1l
hli|0]|1




Mathematische Kostproben — Heft 03/2026 (Marz 2026)

Offenbar muissen im unteren Zwischenprodukt 1ab - d = hi01 die Ziffern b und d
ungerade sein, damit das Produkt ungeradzahlig wird. Es gibt nur vier Paare von
ungeraden Ziffern, deren Produkt auf 1 endet. Wir untersuchen also vier Falle.

Fall 1: b =1und d = 1, also 1al - 1 = hi01. Dies fuhrt zu a = 0 und damit h = 0
undi =1, also zu
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Fur das obere Zwischenprodukt miissen wir die Aufgabe 101 -c = efg1 l6sen. Wir
erkennen wegen der Einerziffern unmittelbar f =1 und damit eine Losung des
Kryptogramms:
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Fall 2: b = 3 und d = 7 hat das Kryptogramm die Darstellung
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Fur das untere Zwischenprodukt missen wir also 1a3 -7 = fg01 l6sen. Wegen 3 -
7 = 21 muss das Produkt a - 7 auf 8 enden, was auf a = 4 fuhrt. Wir erhalten also
143 - 7 = 1001 und somit
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Fur das obere Produkt suchen wir nun Belegungen der Buchstaben in 143 - b = cdel,
woraus unmittelbar d = 7 und somit in Analogie zum unteren Produkt eine weitere
Losung gefunden wird:

1 7
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1

Fall 3: b =7 und d = 3 mit dem Kryptogramm
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1 3

4 e

1
1

RO |T

* [N

* *

Fiir das untere Zwischenprodukt miissen wir also 1a7 -3 = fg01 I6sen. Wegen
3 -7 = 21 muss das Produkt a - 3 auf 8 enden, was auf a = 6 fihrt. Wir erhalten also
167 - 3 = 0501 und somit
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Flr das obere Produkt suchen wir nun Belegungen der Buchstabenin 167 - b = cdel,
woraus unmittelbar b = 3 und somit in Analogie zum unteren Produkt eine weitere
Losung gefunden wird:

1/6(7|-]3|3
0|5|0]1

0|5|0]1

0O|5/5|1]1

Fall 4: b =9 und d = 9 mit dem Kryptogramm
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Fir das untere Zwischenprodukt miissen wir also 1a9 -9 = fg01 I6sen. Wegen
9 -9 = 81 muss das Produkt a - 9 auf 2 enden, was auf a = 8 flihrt. Wir erhalten also
189 -9 = 1701 und somit
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Flr das obere Produkt suchen wir nun Belegungen der Buchstabenin 189 - b = cdel,
woraus unmittelbar b = 9 und somit in Analogie zum unteren Produkt eine weitere
Losung gefunden wird:

1/8/9|-]19/|9
17|01

17|01

118|711

Wir haben also insgesamt vier Losungen gefunden:

101-11=01111,143-77 =11011,167 - 33 = 05511 und 189 - 99 = 18711.
a
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Aufgabe 7.12 — M0451044. In jeder der folgenden beiden Summen sind die Sterne *
durch die Ziffern 1 bis 9 so zu ersetzen, dass jede Ziffer genau einmal benutzt wird
und eine korrekte Rechnung entsteht. Bestimmen Sie jeweils die Anzahl aller
Loésungen!

* | % | * * |k | *
y | x [ x [ = + | * [ x [ =
y | * [ * [ * R
=199 19 1/0(0]|0

Hinweis: Aufgrund der Forderung, jede Ziffer von 1 bis 9 genau einmal zu verwenden,
wird diese Sternchen-Aufgabe zu einem Kryptogramm im engeren Sinne, weil
verschieden Buchstaben dann auch verschiedene Zahlen bedeuten.

Losungshinweise: Der Unterscheidbarkeit wegen ersetzen wir die Sterne durch
Variablen:

al|b|c al|b|c
+|d|e|f +|d|e|f
+ | g|lh|i g|lh|i
=199 |9 110010

Zur linken Summe: O.B.d.A. legen wira>d > g,b>e > hund c > f > i fest, da
Vertauschen der Ziffern innerhalb einer Spalte am Endergebnis der Summe nichts
andert. Alle Ubrigen Losungen der Aufgabe ergeben sich aus so einer Losung, indem
wir die Ziffern geeignet innerhalb der Spalten vertauschen. Fiir das Vertauschen der
Ziffern innerhalb einer Spalte gibt es 6 = 3 - 2 - 1 Moglichkeiten, insgesamt erzeugt
jede Losung somit 216 =6 - 6 - 6 verschiedene Losungen der Aufgabe.

Addieren wir die linke Summe per Hand, so ergeben sich die folgenden drei
Gleichungen:

rechte Spalte: c+f+i=10-1; +9

mittlere Spalte: b+e+h+1; =10-10,+9

linke Spalte: at+d+g+u, =9

mit geeigneten Ubertragen i;und ii,. Es gilt ii; < 1und i, < 1:

Angenommen, es ware i, = 2. Dann gilt
24=9+8+7=2c+f+i=10-0;,+92>210-2+9 =29

was einen Widerspruch darstellt. Also ist ti; < 1.

Angenommen, es ware Ui, = 2. Dann gilt
25=94+8+7+1=b+e+h+1iy =10 i, +9 > 29,

was einen Widerspruch darstellt. Also ist i, < 1.

Es gilt sogar ii; = U, = 1, denn Addition der obigen drei Gleichungen liefert

9
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also 45 =27 4+ 9 - (ii; + 1,), da die Summe der Zahlen 1, 2, ..., 9 genau 45 betragt.
Also gilt i; + U, =2, und wegen U4, U, < 1 folgt daheri; = U, = 1.

Losungen der linken Summe gentgen also immer den Gleichungen

a+b+c=19,
d+e+f =18,
g+h+i=8.

Unter Beachtung der festgelegten Monotonie liefert gezieltes Probieren fiir das Tripel
(a,d, g) nur die Moglichkeiten (5, 2, 1) und (4, 3, 1). Daraus ergeben sich nun leicht
genau funf Grundlésungen bis auf Vertauschungen innerhalb der Spalten:

598+267+134=999
589+276+134=999
589+267+143=999
498+376+125=999
479+368+152=999

Durch unabhangiges Vertauschen der Ziffern in jeder der drei Spalten kénnen aus
jeder Grundldsung jeweils 63 = 216 paarweise verschiedene Losungen der Aufgabe
erzeugt werden. Somit besitzt die Aufgabe 5 - 216 = 1080 Losungen.

Zur rechten Summe: Wir untersuchen die Reste der Summenden bei Division durch 9.
Schreiben wir xyz fir die Zahl 100x + 10y + z und Q (w) fiir die Quersumme einer
Zahl w, so lasst die Summe der drei Zahlen bei Division durch 9 den Rest

Q(abc) + Q(dfe) + Q(gh) =a+b+c+d+e+f+g+h+i=
1+424+34+4+54+6+7+8+9 =45

also den Rest 0. Das ist offensichtlich ein Widerspruch, da 1000 =9 - 111 + 1 bei
Division durch 9 den Rest 1 lasst. Somit besitzt die gestellte Aufgabe keine Losungen.

Q
Aufgabe 7.13 — M0561013. In der Gleichung * * * * * _ ** %% =-9017 Ist jeder
Stern so durch eine der Ziffern 0, 1, 2, ..., 9 zu ersetzen, dass die Gleichung stimmt.
Keine zwei Sterne diirfen durch die gleiche Ziffer ersetzt werden. Die Ziffer Null darf
nicht an erster Stelle einer Zahl stehen.

a) Bestimmen Sie alle Moglichkeiten, dies zu tun. Weisen Sie nach, dass es keine
weiteren Moglichkeiten gibt.
b) Beweisen Sie, dass es keine Losung gibt, wenn man 2017 durch 2016 ersetzt.

Lésungshinweise: Wir bezeichnen im Folgenden mit abcde die Zifferndarstellung
einer funfstelligen Zahl der Form 10000a + 1000b + 100c + 10d + e.

10
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Loésungshinweise zur Teilaufgabe a). Wir untersuchen die Aufgabe

abcde — fghy = 2017,

wobei jeder Buchstabe eine Ziffer bezeichnet und alle Ziffern paarweise verschieden
sind. Da die Differenz kleiner als 10000 ist, folgt a = f + 1. Dann verbleibt als
Subtraktionsaufgabe

ghy — bcde = 10000 — 2017 = 7983.

Das ist nur moglich, wenn g —b =7 oder g — b = 8 gilt. Aus g —b = 7 wiirde
g = 7 und hy — cde = 983 gelten. Dies ist jedoch nicht moglich, weil htj < 987 und
cde = 012 erfiillt ist. Somit muss g —b = 8 gelten. Dafiir finden wir die zwei
Moglichkeiten g = 8 und b = 0 sowie g =9 und b = 1.

In jedem Fall gilt cde —hy = 1000 —983 = 17. Wegen 0 < cde — hy < 100
erhalten wir wie obenc = h + 1.

Also finden wir die Beziehung 1j — de = 100 — 17 = 83. Also gilt i —d = 8 oder
i —d = 9. Allerdings folgtausi —d = 9,dassi = 9 und d = 0 sein muss. Jedoch sind
die Ziffern 9 oder 0 schon vergeben.

Folglich gilt i — d = 8 und wir haben dafiir die zwei Moglichkeiten i =9 undd =1
sowie i = 8 und d = 0, je nachdem, welche Ziffern fiir g und b bereits vergeben sind.

Schlief8lich finden wir noch j — e = 3.

Wir kénnen b,d, g,i aus der Menge {0,1,8,9} und a,c,e, f,h,jaus der Menge
{2,3,4,5,6,7} auswahlen. Dafiir gibt es drei Falle:

- Fall 1: Wenn (j, e) = (5, 2) ist, dann sind die Paare (a, f) und (c, h) gleich den
Paaren (4, 3) und (7, 6).

- Fall 2: Wenn (j, e) = (6, 3) ist, dann gibt es keine Losungen.

- Fall 3: Wenn (j, e) = (7, 4) ist, dann sind die Paare (a, ) und (c, h) gleich den
Paaren (3, 2) und (6, 5).

Daher gibt es die folgenden acht Losungen:

40712 - 38695 = 2017, 70412 - 68395 = 2017,
41702 - 39685 = 2017, 71402 - 69385 =2017,
30614 - 28597 = 2017, 60314 - 58297 = 2017,
31604 - 29587 = 2017 und 61304 - 59287 = 2017 . Q

Aufgabe 7.14. Das Aufschreiben des nachfolgend angegebenen Polynoms als Produkt
zweier Linearfaktoren erfolgte so hastig, dass einige Ziffern unleserlich sind. (Jedes
Sternchen bedeutet eine unlesbare Ziffer.)
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x? +xx —* 1 = (x +*%) - (x —%).

Vervollstandigen Sie diese Gleichung und untersuchen Sie, ob es verschiedene
Moglichkeiten gibt, diese Gleichung zu vervollstandigen.

Lésungshinweise: Wir schreiben die Gleichung mit Variablen, die fir Ziffern stehen.

x’+ax—10b—1=(x+10c+d)  (x —e)
x’+a-x—10b—1=x?+10cx + dx — ex — 10ce — de
10ce+de—10b—1=x-(10c+d —e —a)

Damit die Gleichung fir alle x erfillt ist, muss 10c + d — e — a = 0 und damit auch
10ce +de — 10b — 1 = 0 gelten. Wegen 10c + d = e + a folgt also

e(10c+d)—10b—1=e(e+a)—10b—1=0,

also e* + ea — 10b — 1 = 0. Mithilfe der Lésungsformel fiir quadratische Gleichung
finden wir

a a?
31'2 =_Ei\/z+ 10b+1

Wir suchen nun alle Paare (a; b), fir die die Diskriminante unter dem Wurzelzeichen
das Quadrat einer ganzen Zahl ist. Es gentigt, geradzahlige Ziffern a zu untersuchen.

a = 0: b=82e=9:x2-81=(x+10c+ d)(x — 9),
x+9=x+10c+de,c=0,d =9
a=2: keine Losung

a = 4: b=22e=3:x2+4x—-21=(x+10c+ d)(x — 2),
a = 6: b =10
a = 8: keine Losung

Thema 4.1 — Flachenberechnungen durch Flachenzerlegung?

Aufgabe KZM 4-4. In einem Quadrat ABCD seien die Mittelpunkte der Seiten
AB,BC,CD und DA mit E,F,G bzw. H bezeichnet. In dem Streckenzug
AFDECHBGA auftretende Schnittpunkte seien so mit K,L,M,N,O,P, Q, R
bezeichnet, dass AKELBMFNCOGPDQHR ein (nichtkonvexes) Sechszehneck ist (s.
Skizze). Man berechne den Flacheninhalt dieses Sechszehnecks im Verhaltnis zum
Flacheninhalt des Quadrates ABCD.

3 Nach: Ambrus A, Berta T. Zur Verwendung von Quadrat- Dreiecks- und Wiirfelgitter beim Ldsen
mathematischer Aufgaben. In: Mathematikinformation, Heft Nr. 45, TU Braunschweig, klartext
GmbH print- & medienservice, Gottingen, 2006.
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Lésungshinweise: Wir bezeichnen die Seitenlange D G C
des Quadrates mit a. Den gesuchten Flacheninhalt
erhalten wir, indem wir vom Flidcheninhalt a? des p O
Quadrates ABCD die Summe der Flacheninhalte
der acht Dreiecke AAKE,ABLE,ABMF, ACNF, Q N
ACOG, ADPG,ADQH und AARH subtrahieren. - .
Nach Konstruktion sind diese acht Dreiecke 1
untereinander kongruent, denn sie stimmen R

samtlich in den entsprechenden Seiten und
Winkeln Gberein.

Aus Symmetriegriinden ist das Viereck KMOQ ein A E B
Quadrat. Deshalb ist das Dreieck AAKE
rechtwinklig und zudem ahnlich dem Dreieck AABF (www). AuBerdem ist KE || BM.

Aus dem Strahlensatz mit den Strahlen AB und AF sowie den Parallelen KE und BM
folgt deshalb:

|KE|:|MB| = |AE|: |AB| = 1:2

d.h. wegen |AK|=|MB| gilt |AK| =2-|KE|. Aus dem Satz des PYTHAGORAS,
angewandt auf das Dreieck AAKE mit dem rechten Winkel im Eckpunkt K, ergibt sich

- . - . 2
IKE|> + (2 - |[KE|)? = |AE|)?> d.h. 5-|KE|? = “T

Der Flacheninhalt des Dreiecks AKE betragt folglich

|KE|-2|KE|
2

a2

= [RE? =%
20

2
Mithin ist der gesuchte Flacheninhalt a? — 8 - ‘21—0 = g - a? und fiir das Verhiltnis der

Flacheninhalte gilt Agyagrar ¢ Asechszehneck = 5 3. ad

Hinweis: Anstelle der Bestimmung von Streckenlangen, die zur Berechnung des
Flacheninhaltes bendtigt werden, kann die Zerlegung der Grundfigur in kongruente
Teilflachen zum Ergebnis allein durch Auszahlen der betroffenen Teilflachen gelingen.

Loésungsvariante: Wir Uberziehen das Ausgangsquadrat ABCD mit einem 12 X 12
- Netz. In diesem Fall liegen auch die Eckpunkte E, F, G und H des Sechszehnecks auf
Gitterpunkten und der Flacheninhalt des inneren Quadrates W XY Z kann allein durch
Auszahlen ermittelt werden: 4 - 4 = 16 dieser Gitterquadrate. Zur gesuchten Flache
gehoren weiterhin acht rechtwinklige Dreiecke wie AWV G mit den Katheten 2 X 1
(d.h. mit dem Flacheninhalt von 4 Gitterquadraten), also zusammen bereits
16 + 8 - 4 = 48 Gitterquadrate.
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Zur gesuchten Flache gehdren auch weitere acht G
Dreiecke wie AAKX. Deren Flacheninhalte setzen
sich jeweils zusammen aus dem Flacheninhalt
solcher Dreiecke wie AAUX mit 4 Gitterquadraten  [--r\1--
und solcher Dreiecke wie AKXU. Wir verwenden, E
dass dieses Dreieck ahnlich zu dem Dreieck AXUY

ist. Somit verhalten sich ihre Flacheninhalte wie die

Quadrate ihrer Hypotenusen, also wie --

2 (
(V22 +42) =20zu2%2 =4,dh.wie5:1. [/ 1
Da der Flacheninhalt des Dreiecks AXUY vier 4
Kastchen umfasst, betragt der Flacheninhalt des
Dreiecks AKXU g Kastchen. Insgesamt kommen zur Flache noch 8 - (4 + g) = 38+ E

Gitterquadrate hinzu. Somit betragt das gesuchte Verhaltnis

2
144 : (48 +38 +§) =144 :86.4=(5-28.8): (3-288)=5:3.

Solche Flachenzerlegungen sind auch bei den folgenden Aufgaben hilfreich.

Aufgabe 4.01 - M0601023. Gegeben ist ein Quadrat ABCD mit der Seitenlange 1. Es
sei E der Mittelpunkt der Strecke AD. Die Strecke BE ist der Durchmesser eines
Kreises k. Der Kreis k schneidet die Diagonale BD in S.

Berechnen Sie den Flacheninhalt des Dreiecks EBS.

Lésungshinweise: Aufgrund der P ¢
Konstruktionsvorschrift ist das Dreieck g, 1 k.
AEBS nach dem Satz von THALES L e

rechtwinklig mit dem rechten Winkel am
Punkt S. Weiter gilt wegen <DSE = 90° und ;
ZEDS = 45°gemaR  Innenwinkelsummen- £ P é
satzes gilt auch «SED =45°. Das Dreieck /
AESD ist folglich gleichschenklig-recht- | :
winklig. So kdnnen wir das Quadrat ABCD R U w
mit 16 zum Dreieck AESD kongruenten v /
Dreiecken vollstandig und Uberschnei-
dungsfrei Gberdecken.

\ ]
\ 1]
\ 7
A % > B
Y ’
\, ’
\, ’
\, ’

Wir beschreiben nun die gesuchte (in der Abbildung grau hinterlegte) Flache mittels
dieser Teildreiecke. Offensichtlich stimmt der Flacheninhalt des Dreiecks AEMS mit
dem eines Uberdeckungsdreiecks iberein. Weiterhin ist das Dreieck AERT kongruent
zum Dreieck ABWV, denn sie stimmen in den Winkeln und in der Seite | BW| = |ER|
Uberein. Also gilt Agry + Agwy = Agry + Agrr = Agry und damit stimmt auch dies
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mit dem Flicheninhalt eines solchen Uberdeckungsdreiecks tiberein. SchlieRlich ist
das Dreieck AMTU kongruent zum Dreieck ASVU, denn sie stimmen in den Winkeln
und in der Seite |SU| = [MU]| Gberein. Also stimmt die Summe Ayry + Apuvw =
Asyu + Ayuvw = Aysw Mit dem Flacheninhalt eines solchen Uberdeckungsdreiecks
Uberein. Somit entspricht der Flacheninhalt genau dem Dreifachen des Flacheninhalts

eines solchen Uberdeckungsdreieck und damit 136 der Quadratflache. Q

Aufgabe 4.02. In einem regelmaliigen Sechseck ABCDEF seien X,Y und Z die
Mittelpunkte der Seiten AB, CD und EF. F 7 E

Gesucht ist das Verhaltnis Ag: Ap, wenn Ag
der Flacheninhalt des Sechsecks und A, der
Flacheninhalt des Dreiecks AXYZ ist.

Lésungshinweise: Eine Skizze verweist bereits A
auf den Losungsansatz durch ,Auszahlen”
geeigneter  Teilflachen. Mithilfe  der
gestrichelten Linien zerlegen wir das
regelmalige Sechseck ABCDEF in 24
kongruente Teildreiecke, von denen das
Dreieck AXYZ insgesamt 9 dieser Teil-
dreiecke umfasst.

Das gesuchte Verhaltnis betragtalso 9:24=3:8. Q

Aufgabe 4.03 - MO0431024. Gegeben sei ein Parallelogramm ABCD. Die Seitenmitten
von AB, BC, CD und DA seien mit H, E, F bzw. G bezeichnet. Die Verbindungslinien

AE, BF, CG und DH schneiden im Innern des Parallelogramms ein Viereck KLMN
aus.

(a) Zeigen Sie, dass KLMN ein Parallelogramm ist.
(b) Bestimmen Sie das Verhiltnis des Flacheninhalts dieses Parallelogramms
KLMN zu dem des Parallelogramms ABCD.

Lésungshinweise: Wieder bereitet die Teilaufgabe (a) die Losung fiir (b) vor. Fertigen
wir eine Skizze an und beachten die in (a) zu zeigende Streckenabschnitte, so
erkennen wir die prinzipielle Moglichkeit, das Parallelogramm ABCD mit zu KLMN
kongruenten Parallelogrammen zu Uberdecken, wobei allerdings Eckpunkte wie X
und Y aullerhalb der Flache von ABCD liegen.

Wir sehen, dass die Dreiecke ABEL und AEXC sowie AAKH und AHYB kongruent
sind und die entstandenen Vierecke LXCM bzw. KYBL jeweils kongruent (und damit
flachengleich) zum Parallelogramm KLMN sind.
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Ergdnzen wir in analoger Weise die
Figur Uber DF und AG wird
unmittelbar ersichtlich, dass die
Gesamtflache des Parallelogramms
ABCD aus 5 Parallelogrammen der
GrolRe KLMN zusammensetzt werden
kann. Somit ist das Verhaltnis des
Flacheninhalts des Parallelogramms
KLMN zu dem des Parallelogramms
ABCD wie 1:5. Q

Aufgabe 4.04 - M0450924. In der Mitte v
des regelmalligen Sechsecks AiA;...As N
mit dem Flacheninhalt A schneiden die H \_~B,

sechs Diagonalen A;As;, A,A,, A3As, o \

A Ag, AcA und A A, ein kleineres B Bs
Sechseck BiB;...Bs mit dem Flachen- A; & | s\ _____|____3 Ag
inhalt B aus. Berechnen Sie den > B
Flacheninhalt B in Abhangigkeit von A. \ >

Lésungshinweise: Zeichnen wir in die %
Skizze zusatzlich die Geraden A,As, AsAs .
und MB; ein, so erkennen wir, dass das
Dreieck AA,A;M gleichseitig ist und Ay As

durch die (Hilfs-) Linien in sechs flachengleiche Teildreiecke zerlegt wird. Davon
gehoren zwei der sechs Teildreiecke zur gesuchten Flache B. Also nimmt im Dreieck

AA,A;M die Flache von B genau % der zu A gehdérenden Flache ein. Da diese
Argumentation fiir jedes Paar benachbarter Eckpunkte von A ebenso richtig ist,

finden wir B = =- A. a

Wl

Riickblick: Thema 07 — Kryptogramme*

Aufgabe 7.01 — M0301021. In dem Kryptogramm sind die Buchstaben so durch
Ziffern 1, 2, ..., 9 zu ersetzen, dass gleiche Buchstaben durch gleiche Ziffern,
verschiedene Buchstaben durch verschiedene Ziffern
ersetzt werden und dass eine richtig gerechnete
Additionsaufgabe entsteht. Der Buchstabe O braucht nicht
durch die Ziffer O (Null) ersetzt werden.

M|O|R|D
RI/IA|U|B
KIRI[IT M|I

+

a) Beweisen Sie, dass in keiner Losung des Kryptogrammes der Buchstabe O durch die
Ziffer 0 ersetzt wird!

4 Siehe Heft 07/2021
16



Mathematische Kostproben — Heft 03/2026 (Marz 2026)

b) Geben Sie vier Ersetzungen an, unter denen sich keine zwei mit gleichem Wert fiir
A befinden! Bestatigen Sie, dass die von lhnen angegebenen Ersetzungen vier
Loésungen des Kryptogramms sind!

Aufgabe 7.02 — MO0330923. Im Kryptogramm sind die MIOIR D
Buchstaben so durch Ziffern zu ersetzen, dass eine richtig | RIAIUIB
gerechnete Additionsaufgabe entsteht. Dabei soll auch die [ZTx [ R 11 IMI| I
Regel beachtet werden, dass als Anfangsziffern (M, R und K)

nicht die Ziffer Null auftreten darf. Gleiche Buchstaben sind durch gleiche Ziffern,
verschiedene Buchstaben durch verschiedene Ziffern zu ersetzen.

Geben Sie eine Losung an! Beweisen Sie, dass es mindestens 15 Losungen gibt, von
denen keine zwei einander gleich sind!

Aufgabe 7.03 - MO331023. Im Kryptogramm sind die

Buchstaben so durch Ziffern zu ersetzen, dass eine richtig E|T1|N|S
gerechnete Additionsaufgabe entsteht. Dabei soll auch dieRegel |*|E| T |[N|S
beachtet werden, dass als Anfangsziffern (fiir E und F) nichtdie | |[E| T [N]|S
Ziffer Null auftreten darf. Gleiche Buchstaben sind durch gleiche HEJTINIS
Ziffern, verschiedene Buchstaben durch verschiedene Ziffern zu J_r ]1:3 [IJ E 1§

ersetzen.

Untersuchen Sie, ob eine Losung existiert! Wenn das der Fall ist, untersuchen Sie, ob
verschiedene Losungen existieren und geben Sie jede Losung an!

Aufgabe 7.04. Finden Sie alle Losungen des folgenden Kryptogramms. Dabei
bezeichnen A und B (mit B > 1) zwei verschiedene Ziffern.

AP + B4 = (A + BB)S

Aufgabe 7.05 — M0431034. Das Kryptogramm soll in einem A TIA
n-adischen Positionssystem gelost werden. Ermitteln Sie [/ EIR INIT
das kleinste n, fiir welches das Kryptogramm eine Losung [ _— NIA MIE N
hat.

Aufgabe 7.06 - M0560931/M0561031. In der Gleichung * - * * * =6 . * ¥ 5 + 2017
ist jedes der sechs Sternchen so durch eine der Ziffern 1, 2, ..., 9 zu ersetzen, dass die
Gleichung stimmt. Keine zwei Sternchen dirfen durch die gleichen Ziffern ersetzt
werden. Bestimmen Sie alle Moglichkeiten, dies zu tun, und weisen Sie nach, dass es
keine weiteren Moglichkeiten gibt.

Aufgabe 7.07 — M0020911. Bei der folgenden Divisionsaufgabe sind die fehlenden
Ziffern zu erganzen, und es ist zu zeigen, dass es nur eine Losung gibt.
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0| X | X | X
X | X | X [ X
X | X | X [ X

0

Aufgabe 7.08 — M0330944. Jemand findet die Aufgabe
221=11240007277**607680000.

Darin sind auch die zwei durch * angedeuteten unleserlichen Ziffern. Er mochte diese
Ziffern ermitteln, ohne die Multiplikationen vorzunehmen, die der Definition von 22!
entsprechen. Fiihren Sie eine solche Ermittlung durch und begriinden Sie sie! Dabei
darf verwendet werden, dass die angegebenen Ziffern korrekt sind.

Aufgabe 7.09 — M0351033. Die Zahl 20! ist das Produkt aller natirlichen Zahlen von
1 bis 20. Im Dezimalsystem ist diese Zahl 19-stellig. Jirgen hat den Rechnerausdruck

20! =24329020*81766*****

erhalten. Darin sind die Ziffern an den Stellen * unleserlich. Kann er, wenn die
anderen Ziffern korrekt sind, die fehlenden Ziffern ermitteln, ohne einen Rechner zu
nutzen oder Multiplikationen mit zehn- oder mehrstelligen Zahlen auszufiihren?
Wenn das moglich ist, begriinden Sie dies und geben Sie die fehlenden Ziffern an!

Losungshinweise zur Monatsaufgabe 12/2025

Aufgabe. Ulrike, Vera und Waltraud wollen je ein Rechteck ABCD und dazu einen
inneren Punkt P der Strecke CD, einen inneren Punkt Q der Strecke BC und einen
inneren Punkt R der Strecke CD zeichnen.

Dabei stellt sich Ulrike die Aufgabe zu erreichen, dass fir die Flacheninhalte
F,(AABP) und F,(AAQR) die Ungleichung F; < F, gilt. Vera will F; = F, und
Waltraud F; > F,, erreichen.

Untersuchen Sie fir jedes der drei Madchen, ob es sich eine |6sbare bzw. unlésbare
Aufgabe gestellt hat!

Losungshinweise: Offensichtlich gilt fir das AABP die Flachenberechnung

1

Fp== |AB| - |BC|, da das Lot von P auf AB die Linge der Seite BC hat.

Wir zerlegen die Flache F, durch eine Gerade parallel zu AB durch den Punkt Q, die
die Strecke AR in dem Punkt Q‘ schneidet. Dann gilt
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F, = F3(AQ'QR) + F,(AAQQ")

Das Lot von Q‘ auf AB hat die Linge der Strecke BQ. Das Lot von R auf Q’Q hat die
Lange der Strecke QC. Wegen |BQ| + |QC| = |BC| finden wir folgende Abschatzung:

O N [
F,=5-1Q’Q1-1QCl +-1Q"Ql - 1BQl = 5~ |Q'Q| - |BC]|

Nun gilt aber stets |W| < |AB| (weil die Strecke AR im Inneren des Rechtecks
verlauft). Somit gilt stets F; > F,. Nur Waltraud kann ihre Aufgabe I&sen. Die
Aufgaben von Ulrike und Vera sind unlosbar. Q

Monatsaufgabe 03/2026°

Man untersuche, ob es fir n = 2 und fir n = 3 jeweils positive natlrliche Zahlen a
und b gibt, so dass

n n+1
Z(a + k)2 = Z(b + k)2
k=0 k=0
gilt!
Termine

61. Bundeswettbewerb ,Jugend forscht”, Regionalausscheid Siidwestsachsen
6. bis 7. Marz 2026, solaris Forderzentrum fur Jugend und Umwelt gGmbH Sachsen,
NeefestraRe 88, 09116 Chemnitz

Kanguru-Wettbewerb 2026 traditionell am dritten Donnerstag im Marz, am 19. Marz
2026, https://www.mathe-kaenguru.de/

61. Bundeswettbewerb ,Jugend forscht”, Landeswettbewerb Sachsen
28. Marz 2026, IHK Chemnitz, StrafSe der Nationen 25, 09111 Chemnitz
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5 Losungseinsendungen an bino@hrz.tu-chemnitz.de sind bis 30.04.2026 willkommen und werden
kommentiert und bewertet zuriickgesandt.

19


https://www.mathe-kaenguru.de/
mailto:bino@hrz.tu-chemnitz.de

Mathematische Kostproben — Heft 03/2026 (Marz 2026)

Aufgabenbezogene Themen (Schuljahr 2025/26)

Ausgabe® Nr. Thema Aufgabe
03/2026 Thema 7.3 Kryptogramme MO0651021
MO650921
MO0561013
M0O451044
MO081014
03/2026 Thema 4.1 Flachenberechnungen durch M0601023
Flachenzerlegung M0O450924
M0431024
01+02/2026 | Thema 24.6 | Klassische Wahrscheinlichkeit MO651024
MO650923
01+02/2026 | Thema 9.5 Differenzen und Summen von MO651012
Quadratzahlen
01+02/2026 | Thema 35.2 | Diophantische Gleichungen
12/2025 Thema 35.1 | Diophantische Gleichungen
12/2025 Thema 24.5 | Klassische Wahrscheinlichkeit MO651011
11/2025 Thema 24.4 | Klassische Wahrscheinlichkeit MO651014
11/2025 Thema 31.5 | Loésungsstrategien im MO651015
Koordinatensystem MO651016
10/2025 Thema 33.2 | Rationale Zahlen MO0641041
MO601033
09/2025 Thema 34.2 | Zyklische Aufgabenformulierungen
08/2025 Thema 34.2 | Zyklische Aufgabenformulierungen | MO640946
MO641046
08/2025 Thema 31.4 | Loésungsstrategien im MO0641043
Koordinatensystem
08/2025 Thema 25.3 | Gleichungen und Ungleichungen M0O640942
mit Wurzelausdriicken M0641042
Impressum
Redaktion: Dr. Norman Bitterlich
Anschrift: Draisdorfer Str. 21, 09114 Chemnitz
E-Mail: bino@hrz.tu-chemnitz.de
www.kzm-sachsen.de
Auflage: digital, auf Anfrage auch Papierausdruck lieferbar

Mit freundlicher Unterstiitzung des Fordervereins ,,Mathematik zu Chemnitz“ e.V. an der Fakultat

flir Mathematik der TU Chemnitz, VR1380 am Amtsgericht Chemnitz

6 Alle Hefte sind ab Heft 9/2020 als pdf-Dokumente auf Anfrage (bino@hrz.tu-chemnitz.de) oder

unter https://mathematikalpha.de/mathematische-kostproben erhéltlich.

20



mailto:bino@hrz.tu-chemnitz.de
http://www.kzm-sachsen.de/
mailto:bino@hrz.tu-chemnitz.de
https://mathematikalpha.de/mathematische-kostproben

