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VORWORT

Mit der ersten Auflage des vorliegenden Buches war im Jahre 1953 die Reihe
»»Hochschulbiicher fiir Mathematik‘‘ begonnen worden. Die Tatsache, daB in den
vergangenen achtzehn Jahren neun Auflagen dieses Bandes erschienen und eine
gute Resonanz fanden und daB auch die iibrigen Teile des mehrbandigen ,,Lehr-
gangs der hoheren Mathematik® bisher immer wieder nachgedruckt werden
konnten, zeigt, daB dieses Werk ein echtes Bediirfnis befriedigt.

Wie im Vorwort zur ersten Auflage der deutschen Ausgabe betont, bietet das
im Jahre 1947 mit dem Staatspreis der Sowjetunion ausgezeichnete Gesamtwerk
den Stoff, der z. B. an der Universitat Leningrad — hinsichtlich der ersten beiden
Teile vollstindig, bei den iibrigen in ihren Kernstiicken — der mathematischen
Ausbildung nicht nur in der theoretischen Physik, sondern gerade der Experi-
mentalphysik zugrunde liegt. Ferner heiBt es dort: ,,Eine solche Betonung der
mathematischen Hilfsmittel und die Dauer der zu ihrer Aneignung vorgesehenen
Zeit muB ... Physiker und Mathematiker nachdenklich stimmen: den Physiker
durch die Fille des dargebotenen Stoffes, den Mathematiker durch seine Auswahl
und die Methode der Darstellung, die auf duBerste Allgemeinheit und Subtilitit
der Resultate ... verzichtet, um dafiir um so plastischer das Typische der Sitze,
vor allem aber die Lebendigkeit der Mathematik hervortreten zu lassen. So ent-
steht schon fiir den Studenten der ersten Semester ein so farbiges Bild der Analysis,
wie es dhnlich kaum ein Werk der mathematischen Weltliteratur vermittelt.*

Inzwischen braucht die Notwendigkeit einer auf die Dauer breiten mathema-
tischen Grundausbildung der Studenten der Physik und Chemie nicht mehr be-
sonders betont zu werden.

Gleichwohl sind in der Mathematik selbst wie in den sie als Ausdrucks- und
Hilfsmittel verwendenden Wissenschaften innere Entwicklungen und &uBere
Organisationsformen sichtbar geworden, die den Rahmen des sechsbandigen
sowjetischen ,, Lehrgangs der hoheren Mathematik® sprengen und die vor einem
Vierteljahrhundert fast ausschlieBlich zwischen Mathematik und Physik gestiftete
Verbindung nicht mehr ganz zeitgemif erscheinen lassen konnten. Der Zwang,
die normale Ausbildungszeit der Studenten herabzusetzen, verbietet in jeder
Wissenschaft die durchgingige Benutzung breit angelegter Werke; an ihre Stelle
tritt das fiir eine erste Orientierung besser geeignete ,, Taschenbuch*. Die im Nor-
malfall verkiirzte Studienzeit zwingt in allen Wissenschaften, wenn das potentielle
Niveau gewahrt bleiben soll, zu einem erhéhten Abstraktionsgrad von den Grund-
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vorlesungen an. Hinzu kommt ferner, daB neben dem ,,klassischen‘ historischen
Partner der Mathematik, eben der Physik, auch wenn gerade sie heute noch wie
eh und je die eindrucksvollsten Vorstellungen von der Macht der méglichen An-
wendungen der Mathematik vermittelt, anspruchsvolle Konkurrenten aufgetaucht
sind. Sie geben einmal der mathematischen Entwicklung unmittelbar frische
Impulse, die auch dem Gesicht der ,,reinen Mathematik neue Ziige einprigen,
rithren aber andererseits in der innermathematisch schon bereit liegenden Vor-
stellungswelt Bezirke an und beanspruchen sie, die dem auch die modernen
Moglichkeiten aufgeschlossen nutzenden Physiker fast immer abseitig erscheinen.
Man denke nur an die Zusammenhinge zwischen der Grundlagenforschung und
der allgemeinen Algebra mit der Automatentheorie und der Kybernetik, an die
miihsame mathematische Modellierung verwickelter, zunichst oft nur grob
statistisch faBbarer Erscheinungen aus der Produktion und der Okonomie, der
Biologie und der Medizin, die wahrscheinlichkeitstheoretische Aussagen ermdog-
lichen oder die Anwendung der selbst noch in der Entwicklung befindlichen
mathematischen Operationsforschung ermdglichen soll. DaBl ein diese teilweise
erst nur zu ahnende Macht mathematischen Denkens widerspiegelnder Kanon,
ein ,Lehrgang der hoheren Mathematik* des letzten Drittels des zwanzigsten
Jahrhunderts heute und wahrscheinlich noch fiir lange Zeit nicht verfaBt werden
kann, leuchtet ein. Um so mehr aber wird der Blick zuriickgelenkt auf jene
beispielhafte Verbindung, in der die mathematische Durchdringung einer echten
Naturwissenschaft, der Physik, seit mehr als drei Jahrhunderten im ganzen gut
und sogar beispielhaft gegliickt ist, wie skeptisch oder gar bitter auch gelegent-
lich hiiben und driiben Stimmen erklungen sein mégen; als Vorbild der jiingsten
Vergangenheit sei der vor fiinfzehn Jahren verstorbene HERMANN WEYL genannt.
Immer werden sich an diesen Methoden und ihren Erfolgen auch die neuen, sich
erst anbahnenden Entwicklungen orientieren, und auch der entschiedenste ,,Nur*'-
Mathematiker wird kein Vollmathematiker sein, wenn er nicht wenigstens einen
Hauch dieses Geistes einer echten Verwandtschaft verspiirt hat.

Dazu aber bleibt ihm der nun schon bald ein Vierteljahrhundert alte sechs-
bindige ,,Smirnow‘* ein zuginglicher sicherer Helfer. Ein Helfer ist er all denen,
die nach konkreter Vertiefung des zunichst notwendig in Abstraktionsschnelle
erlangten Wissens streben, all denen, die friiher oder spiter die Mathematik in
ihrer Querschnittseigenschaft und in ihrer besonderen Stellung innerhalb der
Menschheitskultur zu begreifen bemiiht sind. Geradezu unentbehrlich aber ist
er vor allem dem sich stindig vergroSernden Kreis derjenigen, die nach ab-
geschlossener Ausbildung eines Tages aus dem Zwang der beruflichen oder geistigen
Weiterentwicklung allein und ohne Kontrolle sich einem Selbststudium unter-
ziehen.

SurRNows Werk war im deutschen Sprachgebiet eines der erfolgreichsten aus
dem Russischen ins Deutsche iibersetzten. In der mit ihm er6ffneten, heute sehon
nahezu 70 Binde umfassenden Hochschulbuchreihe sind ihm neben original
deutschsprachigen Werken zahlreiche andere Ubersetzungen aus der russischen
oder einer anderen Fremdsprache gefolgt. Sie alle haben mitgeholfen, die langsam
sichtbar werdenden Eigenleistungen der jiingeren Generation der Mathematiker
unseres Staates vorzubereiten. Die vor zwanzig Jahren noch aktuelle Problematik
der Ubersetzungen ist heute bewiltigt und langst vergessen.
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Nicht vergessen werden kann hingegen die bei so vielen inneren und &uSeren
Schwierigkeiten beachtliche Leistung des VEB Deutscher Verlag der Wissen-
schaften. Er hat sich nicht nur durch die Veroffentlichung der Hochschulbuch-
reihe, sondern auch durch andere diesbeziigliche Reihen und einige originelle
Einzelwerke um die Entwicklung der Mathematik in der Deutschen Demokra-
tischen Republik, im weiteren deutschen Sprachgebiet und auch dariiber hinaus
verdient gemacht. Einer dadurch erweckten Empfindung des Dankes mit den
besten Wiinschen fiir den Verlag, insbesondere sein Lektorat Mathematik und den
mathematisch-verlegerisch rithrigen Cheflektor, Herrn Dr. h. c. Lupwic BoLL,
nach fast zwei Jahrzehnten ungetriibter Zusammenarbeit Ausdruck zu geben, ist
mir anliBlich des Erscheinens der zehnten Auflage des ,,Smirnow I* ein Herzens-
bediirfnis.

Berlin, den 5. 4. 1971 H. GrRELL

VORWORT ZUR
EINUNDZWANZIGSTEN RUSSISCHEN AUFLAGE

In der vorliegenden Auflage blieben der grundlegende Text und die gesamte
Anlage des Buches unverindert. Es wurden jedoch an mehreren Stellen Ver-
dnderungen in der Darlegung des Stoffes durchgefiithrt. Das betraf insbesondere
die Theorie der Grenzwerte und zusétzliche Ausfiihrungen iiber das bestimmte
Integral.

W. SmirNow
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L FUNKTIONALE ABHANGIGKEIT UND THEORIE
DER GRENZWERTE

§1. Verdnderliche GriBen

1. Die GriBe und ihre MaBbestimmung. Die mathematische Untersuchung hat
eine fundamentale Bedeutung in den Naturwissenschaften und in der Technik.
Zum Unterschied von den iibrigen Wissenschaften, deren jede sich nur mit einem
begrenzten Gebiet unserer Umwelt befat, hat die Mathematik mit den all-
gemeinsten Eigenschaften zu tun, die fiir alle der wissenschaftlichen Untersuchung
zugénglichen Erscheinungen charakteristisch sind.

Einer der Grundbegriffe ist der Begriff der Grife und shrer Mapbestimmung.
Eine charakteristische Eigenschaft der GroBe besteht darin, daB sie gemessen,
d. h. in der einen oder anderen Weise mit einer bestimmten GroBe derselben Art,
die als Mafeinheit genommen wird, verglichen werden kann. Das Vergleichs-
verfahren selbst hingt von der Natur der zu untersuchenden GréBe ab und wird
Messung genannt. Als Resultat dieser Messung ergibt sich eine reine Zahl, die das
Verhaltnis der betrachteten GroBe zu der als MaBeinheit gewahlten GroBe aus-
driickt. )

Jedes Naturgesetz liefert uns eine Wechselbeziehung zwischen GroBen oder
— richtiger gesagt — zwischen den Zahlen, die diese GroBen darstellen. Gegen-
stand der mathematischen Untersuchungen sind nun gerade die Zahlen und die
verschiedenen Beziehungen zwischen ihnen, unabhéngig von dem konkreten
Charakter jener GroBen und der Gesetze, die uns zu diesen Zahlen und Beziehungen
gefiithrt haben.

Somit kann jeder Grife esne ste messende resne Zahl gegeniibergestellt werden.
Doch hiéngt diese Zahl wesentlich von der bei der Messung gewihlten Einheit
oder dem Mapstab ab. Bei VergroBerung dieser Einheit wird sich die Zahl, die die
gegebene GroBe miflt, verkleinern; dagegen vergroBert sich diese Zahl bei Ver-
kleinerung der Einheit.

Die Auswahl des MaBstabs wird bedingt durch den Charakter der zu unter-
suchenden GréBe und durch die Umstinde, unter denen die Messung durch-
gefiihrt wird. Die GroBe des MaBstabes kann sich bei der Messung ein und der-
selben GroBe in den weitesten Grenzen andern — z. B. nimmt man zur Messung
der Lénge bei genauen optischen Untersuchungen als Langeneinheit ein Angstrom
(ein zehnmillionstel Millimeter, 10-1° m); in der Astronomie jedoch ist eine Léngen-
einheit gebrauchlich, die Lichtjahr genannt wird; darunter versteht man die vom
Licht in einem Jahre durchlaufene Entfernung (wobei das Licht in einer Sekunde
etwa 300000 km durchliuft).
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2. Die Zahl. Die Zahl, die man als Resultat einer Messung erhilt, kann ganz
sein (wenn die Einheit eine ganze Anzahl von Malen in der betrachteten GrofSe
enthalten ist), gebrochen (wenn eine andere Einheit existiert, die eine ganze An-
zahl von Malen sowohl in der zu messenden GroBe als auch in der zuvor gewéhlten
Einheit enthalten ist — kiirzer gesagt, wenn die zu messende Grofle und die MaS-
einheit kommensurabel sind), und schlieBlich kann sie irrational sein (wenn ein
solches gemeinsames MaB nicht existiert, d. h. die gegebene Grofle und die Ma8-
einheit sich als inkommensurabel erweisen).

So wird z. B. in der Elementargeometrie bewiesen, daBl die Diagonale eines
Quadrates und seine Seite inkommensurabel sind, d. h., die sich beim Ausmessen
der Diagonale des Quadrats durch die als Lingeneinheit genommene Seite er-
gebende Zahl }/2 ist irrational. Als irrational erweist sich auch die Zahl z, die
die Lange des Umfangs eines Kreises miBt, wenn dessen Durchmesser als Einheit
genommen wird.

Zur Erlauterung des Begriffs der irrationalen Zahl geht man zweckmaSBiger-
weise auf die Dezimalbriiche zuriick. Jede rationale Zahl kann, wie aus der
Arithmetik bekannt ist, entweder als endlicher oder als unendlicher Dezimalbruch
dargestellt werden, wobei im letzteren Fall der unendliche Bruch periodisch ist
(rein periodisch oder gemischt periodisch). So erhalten wir beispielsweise, wenn
wir den Zahler durch den Nenner dividieren,

5

33
]8 0’2111"' 0)2:“"

Umgekehrt stellt jeder periodische Dezimalbruch, wie aus der Arithmetik bekannt
ist, eine rationale Zahl dar.

Bei der Messung einer in bezug auf die angenommene Einheit inkommensurablen
GroBe konnen wir zuerst abzéhlen, wie oft die ganze Einheit in der zu messenden
Gro8e enthalten ist, darauf, wie oft der zehnte Teil der Einheit in dem erhaltenen
Rest der GroBe enthalten ist, dann, wie oft der hundertste Teil der Einheit in
dem neuen Rest enthalten ist, usw. Auf diese Weise entsteht bei der Bestimmung
einer in bezug auf die Einheit inkommensurablen Gro8e ein gewisser unendlicher
nichtperiodischer Dezimalbruch. Jeder irrationalen Zahl entspricht ein solcher
unendlicher Bruch und umgekehrt jedem unendlichen nichtperiodischen Dezimal-
bruch eine gewisse irrationale Zahl. L8t man in diesem unendlichen Dezimalbruch
nur einige der ersten Dezimalstellen stehen, so erhidlt man einen etwas zu kleinen
Naherungswert fiir die durch diesen Bruch dargestellte irrationale Zahl. So er-
halten wir z. B., wenn wir die Quadratwurzel nach der iiblichen Regel auf drei
Dezimalstellen genau bestimmen,

V2 = 1,414....

Die Zahlen 1,414 und 1,415 sind Naherungswerte von Vf, die sich hochstens
um ein Tausendstel von dem wahren Wert unterscheiden. Unter Benutzung von
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Dezimalbriichen lassen sich die irrationalen Zahlen der Gro8e nach untereinander
und mit den rationalen Zahlen vergleichen.

Bei vielen Problemen hat man GréBen mit verschiedenen Vorzeichen zu be-
trachten, d. h. positive und negative GroSen (Temperatur iiber und unter 0°,
positive und negative Geschwindigkeit einer geradlinigen Bewegung u. d.). Solche
GroBen werden durch positive bzw. negative Zahlen dargestellt. Sind @ und b
positive Zahlen und ist @ > b, so wird —a < —b, und jede positive Zahl
sowie die Null ist grofer als jede negative Zahl. Auf diese Weise lassen sich alle
rationalen und irrationalen Zahlen ihrer Grofe nach in einer bestimmten Reihen-
folge anordnen. Die Gesamtheit dieser Zahlen bildet die Menge der reellen Zahlen.

Wir erwihnen noch einen mit der Darstellung der reellen Zahlen durch Dezimal-
briiche zusammenhéngenden Umstand. An Stelle eines beliebigen endlichen Dezi-
malbruchs kénnen wir einen unendlichen Dezimalbruch mit der Neun als Periode
schreiben. So ist z. B. 3,16 = 3;1599.... SchlieBt man endliche Dezimalbriiche
aus, so ergibt sich eine eineindeutige Zuordnung zwischen den reellen Zahlen und
den unendlichen Dezimalbriichen, d. h., jeder von Null verschiedenen reellen Zahl
entspricht ein bestimmter unendlicher Dezimalbruch, und jedem unendlichen
Dezimalbruch entspricht eine bestimmte reelle Zahl. Den negativen Zahlen ent-
sprechen unendliche Dezimalbriiche mit vorgesetztem Minuszeichen.

Im Bereich der reellen Zahlen sind die ersten vier Rechenarten ausfiihrbar
mit Ausnahme der Division durch Null. Die Wurzel mit ungeradem Wurzel-
exponenten aus einer beliebigen reellen Zahl hat immer einen bestimmten Wert.
Die Wurzel mit geradem Exponenten aus einer positiven Zahl hat zwei Werte,
die sich nur durch das Vorzeichen unterscheiden. Die Wurzel mit geradem Ex-
ponenten aus einer negativen reellen Zahl hat im Bereich der reellen Zahlen keine
Losung. Die strenge Theorie der reellen Zahlen und der Rechenoperationen mit
ihnen bringen wir spéter (in Kleindruck [40, 41]).

Die nichtnegative der beiden Zahlen a und —a heift Absolutwert oder Absolut-
betrag einer gegebenen Grofle a. Der Absolutwert der durch die Zahl a dargestellten
GroBe oder, anders ausgedriickt, der absolute Betrag der Zahl a wird mit dem
Symbol |a| bezeichnet. Wir haben somit

|a] =a, wenn a eine nichtnegative Zahl ist,
|a| = —a, wenn a eine negative Zahl ist.
So ist beispielsweise |5| =5 und |—5| = 5 und allgemein |a| = |—a]|.

Es ist leicht zu beweisen, daB der Absolutwert einer Summe, |a + b|, nur
dann gleich der Summe der Absolutbetrige der Summanden, gleich |a| 4+ |b]|
ist, wenn diese Summanden gleiches Vorzeichen haben, andernfalls jedoch kleiner
wird; so dafl allgemein

la + b| < |a] + |b]
gilt

S.o ist z. B. der Absolutwert der Summe der Zahlen +3 und —7 gleich 4,
aber die Summe der Absolutbetrige der Summanden gleich 10.
Ebenso leicht 148t sich zeigen, daBl
la+b] = |a| — |b]
ist.

2 Smirnow 1
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Der Absolutbetrag des Produkts beliebig vieler Faktoren ist gleich dem Pro-
dukt der Absolutbetrige dieser Faktoren, und der Absolutbetrag eines Quotienten
ist gleich dem Quotienten der Absolutbetrige von Dividend und Divisor, d. h.

|abe| = |a] |b] |¢] und

3. Konstante und veriinderliche GroBen. Die in der Mathematik untersuchten
GroBen lassen sich in zwei Klassen einteilen: Konstanten und Verdnderliche.

Als Konstante wird eine GroBe bezeichnet, die bei einer vorliegenden Unter-
suchung ein und denselben Wert unverdndert beibehalt; Verdnderliche oder
Variable heiBt eine GroBe, die aus dem einen oder anderen Grunde bei der vor-
liegenden Untersuchung verschiedene Werte annimmt.

Aus diesen Definitionen wird klar ersichtlich, daB sowohl der Begriff der kon-
stanten als auch der der verdnderlichen GroBe in betrdchtlichem MaBe relativ
ist und von den Umstinden abhidngt, unter denen der gegebene Vorgang unter-
sucht wird. Ein und dieselbe GroBe, die unter gewissen Bedingungen als Kon-
stante angesehen werden kann, kann unter anderen Bedingungen verédnderlich
sein, und umgekehrt.

So ist es z. B. bei der Bestimmung eines Korpergewichts wichtig zu wissen, ob
die Wigung an ein und demselben oder an verschiedenen Orten der Erdoberfliche
vorgenommen wird; wird die Messung am gleichen Ort durchgefiihrt, so bleibt
die Schwerebeschleunigung, von der das Gewicht abhéngt, konstant, und der Ge-
wichtsunterschied zwischen verschiedenen Kérpern ist nur durch ihre Massen be-
dingt. Erfolgt die Messung aber an verschiedenen Orten der Erdoberflache, so
kann die Schwerebeschleunigung nicht als konstant angesehen werden, da sie
von der Zentrifugalkraft der Erddrehung abhangt. Deshalb wiegt ein und dergelbe
Korper am Aquator weniger als am Pol, was sich auch nachweisen 1a8t, wenn
man die Wigung nicht mit einer Hebel-, sondern mit einer Federwaage aus-
fihrt.

Ebenso kann man bei technischen Uberschlagsrechnungen die Linge der in
einer Konstruktion verwendeten Stibe als unverianderlich annehmen. Bei ge-
naueren Rechnungen jedoch, wenn die Wirkung von Temperaturanderungen be-
riicksichtigt werden muB, erweist sich die Stablinge als verinderlich, was natiir-
lich alle Berechnungen erheblich kompliziert.

4. Das Intervall. Die Anderungsmdglichkeiten einer verdnderlichen GroBe
konnen verschiedenartig sein. Eine verdnderliche GroBe kann entweder alle mog-
lichen reellen Werte ohne jede Einschrinkung annehmen (z. B. kann die Zeit ¢,
gerechnet von einem bestimmten Anfangspunkt an, alle méglichen Werte an-
nehmen, sowohl positive als auch negative), oder ihre Werte sind durch gewisse
Ungleichungen eingeschrankt (z. B. die Temperatur £°, die >—273°C sein muB);
schlieBlich kann die verdnderliche GroBe nur gewisse und nicht alle méglichen
Werte annehmen (nur ganzzahlige, wie beispielsweise die Einwohnerzahl einer
Stadt, die Anzahl der Molekiile in einem gegebenen Gasvolumen —, oder aber nur
in bezug auf die gegebene Einheit kommensurable Werte u. &.).
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Wir geben einige Anderungsméglichkeiten (Variabilititsbereiche) veranderlicher
GroBen an, die in theoretischen Untersuchungen und in der Praxis am héufigsten
sind.

Wenn die Verdnderliche  alle reellen Werte annehmen kann, die der Bedingung
a <z < b geniigen, wobei @ und b vorgegebene reelle Zahlen sind, sagt man,
z variiere 1m Intervall (a, b). Ein solches Intervall mit EinschluB der Endpunkte
wird ein abgeschlossenes Intervall (auch Segment) genannt. Kann = dagegen alle
Werte aus dem Intervall (a, b) mit Ausnahme seiner Endpunkte annehmen, d. h.
a < x <b, sosagt man, x variiere im Inneren des Intervalls (a, b). Ein solches
Intervall mit AusschluB der Randpunkte heit offenes Intervall. AuBerdem kann
der Variabilititsbereich von z auch ein Intervall sein, das nach einer Seite ab-
geschlossen und nach der anderen offen ist: a <« <b oder a <2 < b (halb-
offenes Intervall, Halbsegment).

Wenn der Variabilitdtsbereich von « durch die Ungleichung @ < 2 bestimmt
wird, sagt man, « variiere im Intervall (a, o), das nach links abgeschlossen und
nach rechts offen ist. Entsprechend haben wir bei der Ungleichung x < b das
Intervall (—oo, b), das nach links offen und nach rechts abgeschlossen ist. Wenn z
beliebige reelle Werte annehmen kann, sagt man,  variiere in dem beiderseits
offenen Intervall (— oo, c0).

6. Der Funktionshegriff. Meistens hat man es bei den Anwendungen nicht mit
einer einzigen Verinderlichen zu tun, sondern mit mehreren zugleich.

Wir nehmen z. B. eine gewisse Menge Luft, etwa 1kg. Die verinderlichen
GroBen, die ihren Zustand bestimmen, sind: der Druck p kg/m?, unter dem sie
sich befindet; das Volumen » m3, das sie einnimmt; ihre Temperatur ¢ °C. Nehmen
wir einstweilen an, daB die Temperatur der Luft auf 0°C gehalten wird; die
Zahl ¢ ist in diesem Fall eine Konstante, namlich gleich 0. Es bleiben nur die Ver-
anderlichen p und v. Andert man den Druck p, so wird sich auch das Volumen »
éndern, z. B. wird sich das Volumen verkleinern, wenn wir die Luft komprimieren.
Den Druck p konnen wir dabei beliebig &ndern (wenigstens in den fiir die Technik
erreichbaren Grenzen), und daher konnen wir p eine unabhingige Verdnderliche
nennen. Bei jedem Wert des Druckes muB das Gas offenbar ein ganz bestimmtes
Volumen einnehmen; also muB ein Gesetz bestehen, das erlaubt, zu jedem Wert p
den ihm entsprechenden Wert v zu finden. Dieses Gesetz ist wohlbekannt — es
ist das Boyle-Mariottesche Gesetz, welches aussagt, daB das von einem Gas bei
konstanter Temperatur eingenommene Volumen umgekehrt proportional dem
Druck ist.

Wendet man dieses Gesetz auf unser Kilogramm Luft an, so findet man die
Abhéngigkeit zwischen v und  in Form der Gleichung

,_ 2732027
P

Die Veranderliche v heiBt im gegebenen Fall Funktion der unabhéngigen Ver-
anderlichen p.

Abstrahieren wir von dem speziellen Beispiel, so kdnnen wir sagen, daB fiir die
unabhingige Verdnderliche die Menge threr zuldssigen Werte charakteristisch ist,

2
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und wir kénnen fir sie willkirlich einen beliebigen Wert aus der Menge shrer zu-
lissigen Werte auswdihlen. So kann z. B. als Wertmenge der unabhéngigen Ver-
dnderlichen z irgendein Intervall (@, b) dienen oder das Innere dieses Intervalls,
d. h., die unabhingige Verdnderliche z kann z. B. alle Werte annehmen, die der
Ungleichung @ < z < b oder der Ungleichung a < # << b geniigen. Es kann auch
vorkommen, daB z beliebige ganzzahlige Werte annehmen darf, usw. Im oben
angefiihrten Beispiel spielte p die ‘Rolle der unabhingigen Verinderlichen, und
das Volumen v war die Funktion von p. Wir definieren nun den Begriff der
Funktion.

Definition. Die GroBe y heit Funktion der unabhéngigen Verinderlichen z,
wenn jedem beliebigen Wert der GroBe = (aus der Menge ihrer zuldssigen Werte)
ein bestimmter Wert von y zugeordnet werden kann.

Ist etwa y eine im Intervall (a, b) definierte Funktion von z, so bedeutet dies,
daB jedem Wert « aus diesem Intervall ein bestimmter Wert y entspricht.

Die Frage, welche der beiden GréBen = oder ¥ man als unabhéingige Verinder-
liche ansehen will, ist hiufig nur eine Frage der ZweckmiBigkeit. In unserem
Beispiel kénnten wir, indem wir das Volumen » willkiirlich &ndern und jedesmal
den Druck p bestimmen, » als unabhéngige Verdnderliche ansehen und den
Druck p als Funktion von ». Durch Auflosung der oben aufgeschriebenen Glei-
chung nach p erhalten wir die Formel, welche die Funktion p durch die un-
abhéngige Verdnderliche ausdriickt:

_ 2713-29,27
v

Das iiber zwei Veranderliche Gesagte 1d8t sich ohne Schwierigkeit auch auf den
Fall einer beliebigen Anzahl von Veridnderlichen erweitern; auch hier kénnen wir
2wischen unabhingigen Verdnderlichen und abhingigen oder Funkitionen ‘unier-
schetden.

Wir kehren zu unserem Beispiel zuriick und nehmen an, die Temperatur sei
nicht dauernd 0°, sondern kénne sich a&ndern. Das Boyle-Mariottesche Gesetz
muB dann durch die kompliziertere Boyle-Mariotte-Gay-Lussacsche Beziehung?)

pv = 29,27(273 + ¢)

ersetzt werden, aus der hervorgeht, dafl sich bei der Untersuchung des Gas-
zustandes nur zwei der GroBen p, v und ¢ willkiirlich &ndern lassen; die dritte
ist vollstandig bestimmt, wenn die Werte dieser beiden gegeben sind. Wir konnen
etwa p und ¢ als unabhéingige Verdnderliche nehmen; dann wird » eine Funktion
von ihnen:

29,27(273 + 1)
- )

Oder aber wir konnen v und ¢ als unabhingige Verinderliche ansehen, und p
wird eine Funktion von ihnen.

1) Im Originaltext mit Clapeyronsche Beziehung bezeichnet. (Anm. d. Ubers.)
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Wir fiihren ein anderes Beispiel an. Der Flacheninhalt F eines Dreiecks laBt
sich durch die Liangen der Seiten a, b, ¢ gemaB der Formel

F=YVs(s—a)(s—b)(s—c)
ausdriicken, wobei s der halbe Umfang des Dreiecks ist:
_a+b+tec
= —-—2— .
Die Seiten a, b, ¢ konnen willkiirlich verdndert werden, solange jede Seite groBer
ist als die Differenz und kleiner als die Summe der beiden anderen. Auf diese
Weise sind die Verdnderlichen a, b, ¢ unabhingige Verdinderliche, die durch Un-
gleichungen eingeschrinkt sind, und F ist eine Funktion von ihnen.

Wir konnen auch willkiirlich zwei Seiten, etwa a, b, und den Flicheninhalt F
des Dreiecks vorgeben; benutzen wir die Formel

F=i2absiny,

wobei y der Winkel zwischen den Seiten @ und b ist, so 1Bt sich y berechnen.
Hierbei sind nun die GréBen a, b, F die unabhingigen Verdnderlichen, und y
wird eine Funktion. Dabei miissen die Verdnderlichen a, b, F# durch die Un-
gleichung

3 2F
eingeschriankt werden.

Es sei bemerkt, da3 wir bei diesem Beispiel fir y zwei Werte erhalten, je nach-
dem, ob wir fiir y den spitzen oder den stumpfen der beiden Winkel nehmen,
deren Sinus denselben Wert

e 2F
sm y = E
haben.

Wir stoBen damit auf den Begriff der mehrdeutigen Funktion, iiber den wir
spiter eingehender sprechen werden.

6. Die analytische Darstellung einer funktionalen Abhingigkeit. Jedes Natur-
gesetz, das einen Zusammenhang gewisser Erscheinungen mit anderen wider-
spiegelt, legt eine funktionale Abhingigkeit zwischen GroBen fest.

Es existieren viele Darstellungsarten fiir funktionale Abhéingigkeiten; die grofite
Bedeutung haben jedoch drei Methoden: 1. die analytische Methode, 2. die Ta-
bellenmethode und 3. die graphische oder geometrische Methode.

Wir sagen, eine funktionale Abhéngigkeit zwischen GroBen oder, einfacher,
die Funktion sei analytisch dargestellt, wenn diese GroBen durch Gleichungen
einander zugeordnet sind, in die sie eingehen, indem sie verschiedenen mathe-
matischen Rechenoperationen unterworfen werden: der Addition, Subtraktion,
Division, dem Logarithmieren usw. Zur analytischen Darstellung von Funktionen
kommen wir immer, wenn wir ein Problem theoretisch untersuchen. Nach Klirung
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der grundlegenden Voraussetzungen stellen wir eine mathematische Untersuchung
an und erhalten als Resultat eine gewisse mathematische Formel. Als Beispiel
nennen wir die Himmelsmechanik, in der alle moglichen Bewegungen, Stellungen
und Wechselwirkungen der Himmelskérper aus einem Grundgesetz — der Gra-
vitatnskraft im Weltall — abgeleitet werden.

Liegt eine unmittelbare Darstellung einer Funktion (d. h. der abhéngigen Ver-
dnderlichen) mittels mathematischer Operationen mit anderen, unabhingigen
Veréanderlichen vor, so sagen wir, die Funktion sei analytisch explizit gegeben.
Als Beispiel einer explizit gegebenen Funktion kann die Darstellung des Gas-
volumens v bei konstanter Temperatur durch den Druck dienen (explizite Funk-
tion einer unabhéngigen Verénderlichen):

v — 273 - 29,27
b4
oder die Darstellung des Dreiecksinhalts F durch die Seiten:

F=Y}s(s—a)(s—b)(s—c)

(explizite Funktion von drei unabhangigen Veranderlichen). Wir schreiben noch ein
Beispiel einer explizit gegebenen Funktion der unabhdngigen Verinderlichen z auf:

y=22*—324 7. (1)

Haufig ist esunbequem oder unmaglich, eine Formel anzugeben, die die Funktion
durch die unabhéngige Verinderliche ausdriickt. In diesem Fall schreibt man kurz

¥ = f(x).

Diese Schreibweise bedeutet, daB y eine Funktion der unabhingigen Verander-
lichen # ist. Das Symbol f soll die Abhéngigkeit des y von x ausdriicken. An Stelle
von f konnen natiirlich auch andere Buchstaben verwendet werden. Fiir ver-
schiedene Funktionen von z miissen wir auch verschiedene Buchstaben fiir die
symbolische Bezeichnung der Abhéngigkeit von 2 gebrauchen:

[@), F(z), o), ...

Eine solche symbolische Bezeichnung wird nicht nur in dem Fall benutzt, da
die Funktion analytisch gegeben ist, sondern auch im allgemeinsten Fall der
funktionalen Abhéngigkeit, den wir in [5] definiert haben.

Eine analoge kurze Schreibweise benutzt man auch fiir Funktionen mehrerer
unabhiéngiger Verdnderlicher:

v = F(z,y9,2).

Hier ist v eine Funktion der Verdnderlichen z, y, 2.

Einen speziellen Wert der Funktion erhalten wir, indem wir der unabhiingigen
Veranderlichen spezielle Werte geben und die Operationen ausfiithren, die mit den
Symbolen f, F, ... bezeichnet sind. So wird z. B. der spezielle Wert der Funktion (1)

fir x = —;— berechnet:

2
y=2-(%) —3-%—]—7:6.
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Allgemein bezeichnet man den speziellen Wert einer Funktion f(z) fir = = =z,
mit f(z,). Dies gilt analog fiir Funktionen mehrerer Veridnderlicher.

Man darf den allgemeinen Funktionsbegriff, der von uns in [6] gebracht wurde,
nicht mit dem analytischen Ausdruck fiir die Abhingigkeit des ¥ von z ver-
wechseln. In der allgemeinen Definition der Funktion wird nur von einem gewissen
Gesetz gesprochen, nach welchem jedem Wert der Verianderlichen z aus der Menge
ihrer zuldssigen Werte ein bestimmter Wert y zugeordnet wird. Dabei wird keine
analytische Darstellung (Formel) von y durch 2 vorausgesetzt. Wir erwihnen
noch, daB eine Funktion in den einzelnen Teilen eines Variabilitdtsbereichs der
unabhingigen Verinderlichen x durch verschiedene Ausdriicke definiert sein
kann. So kénnen wir z. B. eine Funktion y in dem Intervall (0, 3) in folgender
Weise definieren: y =2+ 5 fir 0 <2z <2 und y=11 — 2z fir 2 <2z < 3.
Bei einer derartigen Festsetzung wird jedem Wert z aus dem Intervall (0, 3)
ein bestimmter Wert y zugeordnet, wie es der Definition einer Funktion ent-
spricht.

7. Implizite Funktionen. Eine Funktion heiBt implizif, wenn wir fiir sie keine
unmittelbare analytische Darstellung der abhdngigen durch die unabhéngige Ver-
anderliche haben, sondern eine Gleichung, die ihre Werte mit den Werten der
unabhéngigen Verdnderlichen in Beziehung setzt. Wenn z. B. die verdnderliche
GroBe y mit der veranderlichen GroBe x durch die Gleichung

yP*r—a2=0

verkniipft ist, stellt y eine implizite Funktion der unabhéngigen Verdnderlichen z
dar; andererseits kann man auch z als implizite Funktion der unabhangigen Ver-
dnderlichen y ansehen.

Eine implizite Funktion v von mehreren Veranderlichen z, y, z, ... ist festgelegt
durch eine Qleichung

F(z,y,2,...,v) =0.

Die Werte dieser Funktion konnen wir nur dann ausrechnen, wenn wir die
Gleichung nach » auflosen und damit v als explizite Funktion von z, ¥, 2, ... dar-
stellen konnen:

v=9p(,9,2...).

In dem oben angefiihrten Beispiel 148t sich ¥ durch « in der Form

V- V7

ausdriicken.

Doch besteht durchaus nicht immer die Notwendigkeit, zur Ermittlung der
verschiedenen Eigenschaften der Funktion v die Gleichung aufzulosen; haufig
gelingt es, die implizite Funktion hinreichend genau mittels der definierenden
Gleichung zu untersuchen, ohne diese aufzuldsen.
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Das Gasvolumen v ist z. B. eine implizite Funktion des Drucks p und der
Temperatur ¢, die durch die Gleichung

pv = R(273 4 t)

definiert ist.
Der Winkel y zwischen den Seiten @ und b eines Dreiecks mit dem Fliacheninhalt
F ist eine implizite Funktion von a, b und F, die durch die Gleichung

absiny =2F
definiert ist.

8. Die Tabellenmethode. Die. Methode der analytischen Darstellung einer Funk-
tion wird hauptsichlich bei theoretischen Untersuchungen angewendet, wenn man
allgemeine Gesetze formulieren méchte. In der Praxis aber hat man meistens viele
spezielle Werte der auftretenden Funktionen tatsichlich zu berechnen; dann er-
weist sich die analytische Darstellungsmethode oft als unbequem, da sie fiir jeden
besonderen Fall die Ausfithrung aller oft recht komplizierten Einzelrechnungen
erfordert.

Um dem zu entgehen, werden bei den gebriduchlichsten Funktionen die Funk-
tionswerte fiir eine groBe Zahl spezieller Werte der unabhéngigen Veranderlichen
berechnet und Tafeln (Tabellen) aufgestellt (die Funktionen tabelliert).

Von dieser Art sind z. B. die Tafeln der Funktionen

1 1 .
y = 23; rt }/;; nx; an”; Wlogz; Mogsinz; Clogcosz usw.,

mit denen man stindig in der Praxis zu tun hat. Es gibt auch andere Tafeln
komplizierterer Funktionen, die ebenfalls sehr von Nutzen sind: Tafeln der
Besselschen Funktionen, der elliptischen Funktionen usw. Es existieren ferner
Tafeln fiir Funktionen mehrerer Verianderlicher. Thr einfachstes Beispiel ist die
Multiplikationstafel, d. h. eine Tafel der Werte der Funktion z = zy fir die
verschiedenen ganzzahligen Werte von  und .

Braucht man dabei Funktionswerte fiir solche speziellen Werte der unab-
hingigen Veranderlichen, die in den Tafeln nicht vorhanden sind, wihrend die
Funktionswerte fiir benachbarte Werte angegeben sind, so kann man sich ver-
schiedener Interpolationsregeln bedienen, so daB die Tafeln auch in diesem Fall
von Nutzen sind. Eine dieser Regeln wird schon im Unterricht der Oberschule bei
der Benutzung der Logarithmentafeln gebracht (partes proportionales).

Eine wesentliche Bedeutung haben die Tafeln dann, wenn mit ihrer Hilfe Funk-
tionen dargestellt werden, deren analytischer Ausdruck uns jedenfalls zundchst
noch nicht bekannt ist; dieser Fall liegt vor, wenn ein Experiment durchgefiithrt
wird. Jede experimentelle Untersuchung hat zum Ziel, eine uns verborgene funk-
tionale Abhéngigkeit aufzudecken ; das Resultat eines jeden solchen Versuchs wird
in Form einer Tabelle dargestellt, die die verschiedenen Werte der bei diesem
Experiment untersuchten GréBen einander zuordnet.
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9. Die graphische Darstellung der Zahlen. Wir kommen nun zur Methode der
graphischen Darstellung der funktionalen Abhingigkeit und beginnen mit dem
Fall der graphischen Darstellung einer einzigen Veréinderlichen.

Jede Zahl x kann durch eine gewisse Strecke dargestellt werden. Dazu geniigt es,
nach Vereinbarung einer Lingeneinheit die Strecke zu konstruieren, deren MaB3-
zahl gerade gleich dem gegebenen Wert x ist. Auf diese Weise kann jede GroBe
nicht nur durch eine Zahl, sondern auch geometrisch durch eine Strecke dargestellt
werden.

Um hierbei auch zu einer Darstellung der negativen Zahlen zu gelangen, verein-
baren wir, die Abschnitte auf einer festen Geraden abzutragen, der wir einen be-
stimmten Richtungssinn zugeschrieben haben (Abb. 1). Wir wollen eine gerichtete
Strecke mit dem Anfangspunkt A und dem Endpunkt B mit A B bezeichnen.

Stimmt die Richtung von 4 nach B mit der Richtung der Geraden iiberein, so
soll die Strecke eine positive Zahl, im anderen Fall jedoch eine negative Zahl dar-
stellen (4,B; in Abb. 1). Der Absolutwert der betrachteten Zahl wird durch die
Léange der sie darstellenden Strecke unabhéngig von der Richtung ausgedriickt.

U AL A o B - Abb. 1

P
- X o

, 0 Alx)
X »x Abb.2

Die Linge der Strecke 4 B bezeichnen wir mit | 4 B|; stellt die Strecke 4 B die
Zahl x dar, so schreiben wir einfach

x = AB,; || = |AB].

Zur genaueren Festlegung kann man noch ein fir allemal vereinbaren, den
Anfangspunkt aller Strecken in einen vorher gewahlten Punkt O der Geraden zu
legen. Dann wird jede Strecke O 4 und daher auch die durch sie dargestellte Zahl x
vollstindig durch den Punkt A, den Endpunkt der Strecke, bestimmt (Abb. 2).
Umgekehrt kénnen wir, wenn die Zahl « vorgegeben ist, nach GréBe und Richtung
die Strecke O 4 und daher auch ihren Endpunkt 4 bestimmen.

Wenn wir also eine Gerade X' X (x-Achse) ziehen und auf ihr den festen Punkt O
(Anfangspunkt) markieren, entspricht jeder Zahl x ein bestimmiter Punkt A dieser

Geraden derart, daf die Strecke OA durch die Zahl x gemessen wird. Umgekehrt
entspricht jedem Punkt A der Achse eine ganz bestimmie reelle Zahl x, die die Strecke
04 mipt. Diese Zahl x heiBt die Abszisse des Punktes 4 ; soll darauf hingewiesen
werden, daB der Punkt A die Abszisse x hat, so schreibt man 4 (x).

Andert sich die Zahl z, so wandert der sie darstellende Punkt A auf der Achse.
Der friiher festgelegte Begriff des Intervalls wird bei dieser graphischen Darstellung
der Zahl x ganz anschaulich: Variiert x in dem Intervall @ < # < b, so befindet
sich der entsprechende Punkt auf der Achse X’'X in dem Abschnitt, dessen End-
punkte die Abszissen a und b haben.
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Hitten wir uns allein auf die rationalen Zahlen beschrinkt, so wiirde einem

Punkt A keine Abszisse entsprechen, wenn die Strecke 0 4 und die angenommene
Einheit inkommensurabel sind. Anders ausgedriickt: Die rationalen Zahlen allein
erschopfen nicht alle Punkte der Geraden. Erst durch die Einfiihrung der irratio-
nalen Zahlen wird sie voll ausgefiillt. Ein Grundsatz bei der graphischen Dar-
stellung einer verdnderlichen Grofe ist der oben angegebene Satz: Jedem Punkt
der Achse X’ X entspricht eine bestimmte reelle Zahl, und umgekehrt, jeder reellen
Zabl entspricht ein bestimmter Punkt der Achse X' X,

Nehmen wir auf der Achse X’ X zwei Punkte: den Punkt 4; mit der Abszisse x,
und den Punkt A4, mit der Abszisse z,. Hierbei entspricht der Strecke 04, die
Zahl z, und der Strecke 04, die Zahl x,. Man kann leicht zeigen, daB der Strecke
A, A,, bei allen moglichen Lagen der Punkte 4,, 4,, die Zahl 2, — #, entspricht;
demnach wird die Lange dieser Strecke gleich dem Absolutbetrag dieser Differenz,
d. h.

|41 45] = |23 — 7).

Istetwa z; = —3 und x, = 7, soliegt der Punkt 4, links von O im Abstand 3
und der Punkt A, liegt rechts von O im Abstand 7. Die Strecke 4, 4, hat dann die
Lénge 10 und ist ebenso gerichtet wie die Achse X' X, d. h., ihr entspricht die Zahl
10 =7 — (—3) = 3 — z;. Die Untersuchung der anderen Lagemdglichkeiten
der Punkte 4, und A, iiberlassen wir dem Leser.

10. Koordinaten. Wir haben bereits gesehen, daB die Lage eines Punktes auf
einer Geraden X’'X durch Angabe einer reellen Zahl x bestimmt werden kann.
Wir zeigen jetzt das analoge Verfahren fiir die Bestimmung der Lage eines Punktes
in der Ebene.

Wir zeichnen in der Ebene zwei zueinander senkrechte Achsen X' X und Y'Y
und nehmen als Anfangspunkt auf jeder von ihnen deren Schnittpunkt O (Abb. 3).
Der positive Richtungssinn auf den Achsen ist durch Pfeile angedeutet. Den

Yi
Bl | M
I = I
A -
X 1o },__4 X
RRES -
@ ] big
T Abb. 3
Yl

Punkten der Achse X’X entsprechen reelle Zahlen, die wir mit dem Buchstaben z
bezeichnen. Ebenso entsprechen den Punkten der Achse Y'Y reelle Zahlen, die
wir mit y bezeichnen. Fiir bestimmte Werte z und y haben wir bestimmte Punkte
A und B auf den Achsen X' X bzw. Y’ Y'; zu den Punkten 4 und B kénnen wir den
Schnittpunkt M der Geraden konstruieren, die jeweils parallel zur anderen Achse
durch die Punkte 4 und B gezogen sind.
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Jedem Wertepaar der Gréfen x, y entspricht so ein ganz bestimmier Punkt M der
Zeichenebene.

Umgekehrt entspricht jedem Punkt M der Ebene etn ganz bestimmtes Wertepaar der
Gréflen z, y: Sie entsprechen den Schnittpunkten A, B der durch den Punkt M
parallel zu den Achsen gezogenen Geraden mit den Achsen X’'X bzw. Y'Y.

Bei den in Abb. 3 angegebenen Richtungen der Achsen X'X, Y'Y ist z positiv
zu rechnen, wenn der Punkt A rechts, und negativ, wenn er links vom Punkt O
liegt; ¥ wird positiv, wenn der Punkt B oberhalb, und negativ, wenn er unterhalb
von O liegt.

Die GroBen z,y, die die Lage des Punktes M in der Ebene bestimmen und
ihrerseits durch die Lage des Punktes M bestimmt sind, heiBen die Koordinaten
des Punktes M. Die Achsen X’ X, Y'Y heiBen Koordinatenachsen, die Zeichenebene
ist die Koordinatenebene X0 Y, der Punkt O ist der Koordinatenursprung.

Die GroBe x heiBit Abszisse und y die Ordinate des Punktes M. Wird der Punkt M
durch seine Koordinaten gegeben, so schreibt man M (z, y).

Das System, in dem dargestellt wird, heillt rechtwinkliges kartesisches Koordi-
natensystem.

Die Vorzeichen der Koordinaten eines Punktes M bei seinen verschiedenen
Lagen in den einzelnen von den Koordinatenachsen gebildeten Quadranten
(I—1IV) (Abb. 3) sind in der folgenden Tabelle zusammengestellt :

M I II | IIT | IV
z |+ | - | — | *
y |+ |+ -] -

Man erkennt, daB die Koordinaten z, y eines Punktes M gleich den mit den ent-
sprechenden Vorzeichen versehenen Abstinden des Punktes M von den Ko-
ordinatenachsen sind. Wir bemerken, da8 die Punkte der Achse X’'X die Ko-
ordinaten (, 0) und die Punkte der Achse Y'Y die Koordinaten (0, y) haben. Der
Koordinatenursprung O hat die Koordinaten (0, 0).

11. Bild und Gleichung einer Kurve. Kehren wir zu den GroBen z und y zu-
riick, die der Punkt M darstellt. Sie seien durch eine funktionale Abhingigkeit
verkniipft. Das bedeutet: Wenn wir # (oder ) nach Belieben édndern, erhalten wir
jedesmal einen entsprechenden Wert von y (oder x). Jedem solchen Wertepaar z, y
entspricht eine bestimmte Lage des Punktes M in der Ebene XOY. Bei einer
Anderung der Werte z, y wird sich der Punkt M in der Ebene bewegen und bei
seiner Bewegung unter Umsténden eine gewisse Kurve beschreiben (Abb. 4), die
dann die graphische Darstellung (oder, einfacher, Bildkurve oder Diagramm) der
betrachteten funktionalen Abhéngigkeit genannt wird.

War die Abhingigkeit analytisch als Gleichung in der expliziten Form

y = f(z)
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oder in der impliziten Form
F(z,y)=0

gegeben, so heiBt die Gleichung die Kurvengleichung und die Kurve die Bildkurve
der Qleichung. Die Bildkurve und ihre Gleichung sind nur verschiedene Ausdrucks-
weisen fiir ein und dieselbe funktionale Abhingigkeit, d. h., alle Punkte, deren
Koordinaten der Kurvengleichung geniigen, liegen auf der Kurve, und umgekehrt
geniigen die Koordinaten aller auf der Kurve liegenden Punkte deren Gleichung.
Ist die Kurvengleichung gegeben, so 1aBt sich bei Benutzung von Papier mit
rechteckigem oder quadratischem Koordinatennetz die Kurve selbst mehr oder
weniger genau konstruieren (richtiger gesagt, 1aBt sich eine beliebige Anzahl von

Yi

.

ek

Abb. 4

Punkten konstruieren, die auf dieser Kurve liegen); je mehr solcher Punkte wir
konstruieren, desto deutlicher wird die Kurvenform fiir uns. Ein derartiges Ver-
fahren nennt man Punktkonstruktion einer Kurve.

Die Wahl des Mafstabs ist wesentlich bei der Kurvenkonstruktion. Man kann
namlich zur Konstruktion verschiedene MaBstabe von x bzw. y wihlen. Bei gleichen
MaBstaben fiir # und y ist die Ebene durch einen quadratisch liniierten Bogen
Papier, bei verschiedenen MaBstaben durch einen rechteckig liniierten dargestellt.
Im folgenden wird angenommen, daB die MaBstédbe fiir z und y gleich sind.

Dem Leser sei hier empfohlen, einige Bildkurven der einfachsten Funktionen bei
verschiedenen MaBstaben punktweise zu konstruieren.

Die oben eingefiihrten Begriffe der Koordinaten eines Punktes M, der Kurven-
gleichung und der Bildkurve einer Gleichung stellen einen engen Zusammenhang
zwischen Algebra und Geometrie her. Auf der einen Seite erhalten wir die Maglich-
keit, auf anschaulich geometrischem Wege analytische Abhingigkeiten darzu-
stellen und zu untersuchen; auf der anderen Seite wird es moéglich, die Losung
geometrischer Probleme auf rein algebraische Operationen zuriickzufithren. Darin
besteht die Grundaufgabe der analytischen Geometrie, die zuerst von DESCARTES
ausgearbeitet wurde. (Nach ihm nennt man das oben eingefiihrte Koordinaten-
system , kartesisch*.)

Angesichts ihrer auBerordentlichen Bedeutung formulieren wir nochmals die
Tatsachen, die der analytischen Geometrie zugrunde liegen. Nach Auszeichnung
zweier Koordinatenachsen in der Ebene entspricht jedem Punkt der Ebene ein Paar
reeller Zahlen, Abszisse und Ordinate des Punktes; umgekehrt entspricht jedem
Zahlenpaar ein bestimmier Punkt der Ebene, der die erste Zahl zu seiner Abszisse und
die zweite zu seiner Ordinate hat. Einer Kurve in der Ebene entspricht eine funktionale
Abhingigkeit zwischen x und y oder, was dasselbe tst, eine Qleichung, die die Ver-
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dnderlichen x und y enthilt und die dann und nur dann erfilll ist, wenn fir x und y
die Koordinaten irgendeines der Kurvenpunkte eingesetzt werden. Umgekehrt ent-
spricht einer Gleichung, die die zwer Verdnderlichen x und y enthilt, eine Kurve, die
genau aus denjenigen Punkten der Ebene besteht, deren Koordinaten x und y die
Gleichung befriedigen.

Im weiteren werden wir die grundlegenden Beispiele von Bildkurven von Funk-
tionen betrachten, doch zunichst fithren wir noch einige allgemeine Uberlegungen
durch. Es sei uns eine Gleichung in expliziter Form gegeben: y = f(z), wobei
f(z) eine im Intervall (a, b) definierte eindeutige Funktion ist, d. h. eine solche
Funktion, bei der einem beliebigen z aus (@, ) genau ein bestimmter Wert f(x)
entspricht. Die Bildkurve der betrachteten funktionalen Abhingigkeit besteht
aus den Punkten (z, ), die aus dem eben angegebenen Verfahren erhalten wurden.
Die in einem beliebigen Punkt des Intervalls (a, b) errichtete Senkrechte zur
z-Achse schneidet die Bildkurve in genau einem Punkt (wegen der Eindeutigkeit
von f(z)). Im Fall einer Gleichung in impliziter Form, F(z,y) = 0, liegen die
Dinge komplizierter. Es kann eintreten, dafl der Gleichung kein einziger Punkt
entspricht. Das ist z. B. fiir die Gleichung 22 + 32 + 3 = 0 der Fall, weil bei
beliebigen reellen Zahlen x und y die linke Seite immer positiv ist. Der Gleichung
(# — 3)% + (y — 5)2 = 0 entspricht offensichtlich nur der eine Punkt (3, 5).

In selbstregistrierenden MeBgeriiten wird die Konstruktion der Bildkurve automatisch
vollzogen. Als Verinderliche z tritt im allgemeinen die Zeit auf; y ist die GroBe, deren Ande-
rung im Verlauf der Zeit uns interessiert, beispielsweise der Luftdruck (Barograph), die Tem-
peratur (Thermograph). GroBe Bedeutung hat auch der Indikator, der die Abhingigkeit
zwischen Volumen und Druck eines Gases aufschreibt, das sich im Zylinder eines Dampi-
oder Gasmotors befindet.

12. Die lineare Funktiion. Die einfachste und zugleich fir die Anwendungen
wichtigste Funktion ist der zweigliedrige Ausdruck ersten Grades

y=axr+b, 2

in dem a und b vorgegebene konstante Zahlen sind. Wir werden sehen, da das
Bild dieser Funktion eine Gerade ist. Sie wird auch lineare Funktion genannt.
Betrachten wir zuerst den Fall, daBl die Zahl b gleich Null ist. Dann hat die
Funktion die Form

Yy = ax. 3)

Sie besagt, daB die Verdnderliche y der Verdnderlichen 2 direkt proportional
ist. Dabei ist der konstante Koeffizient a der Proportionalitdtsfaktor. Die Werte
z =0, y=0 geniigen der Gleichung (3), d. h., die dieser Gleichung geniigende
Bildkurve geht durch den Koordinatenursprung O.

Wenden wird uns der Abb. 5 zu, so sehen wir, da8 die Gleichung (3) die folgende
geometrische Eigenschaft der untersuchten Bildkurve ausdriickt: Welchen Punkt

M wir auch immer auf ihr wahlen, das Verhaltnis der Ordinate y = NM dieses
Punktes zu seiner Abszisse x — ON ist die konstante GroBe a. Da dieses Ver-
haltnis andererseits gleich dem Tangens des Winkels « ist, der von der Strecke O M
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mit der 2-Achse gebildet wird, ist der geometrische Ort des Punktes M eine durch
den Koordinatenursprung O unter dem Winkel « (oder = + «) zur z-Achse ver-
laufende Gerade. Dabei rechnen wir « von der z-Achse bis zur Geraden entgegen
dem Uhrzeigersinn.

Gleichzeitig damit wird auch die wichtige geometrische Bedeutung des Koef-
fizienten @ in der Gleichung (3) offenbar: a ist der Tangens des Winkels «, den die
dieser Qleichung enisprechende Qerade mit der x-Achse bildet, weswegen er Rich-
tungskoeffizient der Geraden genannt wird. Wir bemerken noch, daB fiir negatives a
der Winkel & stumpf wird und die Gerade so liegt, wie Abb. 6 zeigt.

J/IO o " ’ X
M

Abb. 5 Abb. 6

Wenden wir uns nun dem allgemeinen Fall der linearen Funktion zu, namlich
der Gleichung (2). Die Ordinaten des Bildes dieser Gleichung unterscheiden sich
von den entsprechenden Ordinaten der Gleichung (3) durch die additive Konstante
b. Somit erhalten wir unmittelbar das Bild der Gleichung (2), wenn wir die in
Abb. 5 (fiir @ > 0) dargestellte Bildkurve der Gleichung (3) parallel zur y-Achse
um die Strecke b nach oben verschieben, falls b positiv, bzw. nach unten, falls b
negativ ist. Wir erhalten demnach eine Gerade parallel zur Ausgangsgeraden, die

auf der y-Achse die Strecke OM, = b abschneidet (Abb. 7).

Die Bildkurve der Funktion (2) st also eine Gerade; dabei ist der Koeffizient a
gleich dem Tangens des Winkels, den diese Gerade mit der x-Achse bildet, und das
von x freie Glied b gleich der vom Ursprung O aus gerechneten Strecke, die diese
Gerade auf der y-Achse abschneidet.

Den Koeffizienten @ nennt man bisweilen einfach die Steigung der Geraden und b
die Anfangsordinate dieser Geraden. Ist uns umgekehrt irgendeine Gerade I ge-
geben, die nicht zur y-Achse parallel ist, so laBt sich die dieser Geraden ent-
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sprechende Gleichung (2) leicht hinschreiben. Gemi8 dem Vorstehenden braucht
man nur den Koeffizienten @ gleich dem Tangens des Neigungswinkels dieser
Geraden in bezug auf die z-Achse zu nehmen und b gleich der von dieser Geraden
auf der y-Achse abgeschnittenen Strecke.

Wir erwahnen einen Spezialfall, der eine gewisse Besonderheit darstellt. Es sei
nimlich @ = 0. Die Gleichung (2) liefert uns fiir jedes z

y=>=, (21)
d. h., es ergibt sich eine solche ,,Funktion‘ von z, die fiir alle z-Werte ein und
denselben Wert b behilt. Es ist leicht einzusehen, daB die Bildkurve von Glei-
chung (2,) eine Gerade ist, die parallel zur z-Achse im Abstand |b| von dieser
Achse verliuft (oberhalb, wenn b > 0, und unterhalb, wenn b < 0 ist). Um

nicht besondere Einschrankungen machen zu miissen, werden wir bisweilen
sagen, dal Gleichung (2,) ebenfalls eine Funktion von x definiert.

13. Der Zuwachs. Die Fundamentaleigenschaft der linearen Funktion. Wir
fiihren einen neuen wichtigen Begriff ein, mit dem man héufig bei der Unter-
suchung einer funktionalen Abhéangigkeit zu tun hat.

Zuwachs oder Anderung der unabhingigen veranderlichen Grofe x beim Ubergang
von einem Anfangswert z, zu einem Endwert 2, heift die Differenz zwischen End-
und Anfangswert: z, — 2,. Zuwachs der Funktion y = f(x) wird dip Differenz
zwischen den entsprechenden End- und Anfangswerten der Funktion genannt:

Yo — Y1 = [ (@) — f(2y).
Diese Anderungen bezeichnet man hiufig durch .
de=xy — 7, 4y =y, — 4.

Wir bemerken dazu, da der Zuwachs sowohl positiv als auch negativ sein kann,
8o daB sich ein Wert bei Hinzufiigen des ,,Zuwachses‘‘ nicht unbedingt vergroBern
muB, und weisen darauf hin, daB das Zeichen 4z als Bezeichnung des Zuwachses
von z als ein einheitliches Ganzes anzusehen ist.

Wir wenden uns dem Fall der linearen Funktion zu:

Ys=az,+ b und Yy, =ax, 4+ b.
Subtrahieren wir gliedweise, so erhalten wir

Ys— Y= a(x; — ) 4)
oder
4y = adz.

Diese Gleichung zeigt, daB die lineare Funktion y = ax 4+ b die Eigenschaft hat
daf der Zuwachs y, — y, der Funktion proportional dem Zuwachs xzy — z, der
unabhingigen Verdnderlichen tst; dabei ist der Proportionalititsfaktor gleich a,
d. h. gleich dem Richtungskoeffizienten oder der Steigung der Bildkurve der
Funktion.

Wenden wir uns der Bildkurve (Abb. 8) zu! Hier entspricht dem Zuwachs der

unabhingigen Verdnderlichen die Strecke M, P = Ax = 2, — ,, dem Zuwachs.
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der Funktion die Strecke PM, — Ay =y, — ¥;, und die Formel (4) folgt
unmittelbar aus der Betrachtung des Dreiecks M, P M,.

Wir nehmen jetzt an, eine gewisse Funktion besitze die oben durch die Formel (4)
ausgedriickte Eigenschaft der Proportionalitit zwischen den Anderungen der
unabhéingigen und der abhingigen Verinderlichen. Aus dieser Formel folgt

Ya=a(@, —x) + 4 oder Y = axy + (4 — axy).

Abb. 8

Wir sehen die Ausgangswerte z; und y, der Verinderlichen als ganz bestimmte
Werte an und bezeichnen die Differenz y, — axz; mit b:

Yy =ax, + b.

Da wir die Endwerte der Verdanderlichen z, und y, beliebig wahlen kénnen,
diirfen wir an Stelle der Buchstaben z, und y, einfach die Buchstaben x und y
schreiben, und die vorstehende Gleichung nimmt folgende Form an:

y=ax+b,
d. h., jede Funktion, die die oben angegebene Proportionalititseigenschaft beziiglich
der Anderungen besitzt, ist eine lineare Funktion y = ax 4 b, wobei a der Pro-
portionalititsfaktor ist. .
Die lineare Funktion und ihre Bildkurve, die Gerade, kénnen also zur Dar-
stellung jedes Naturgesetzes dienen, in dem die Anderungen der untersuchten
GroBen einander proportional sind. Das ist sehr hdufig der Fall.

14. Die Bildkurve der gleichférmigen Bewegung. Die wichtigste Anwendung, die eine
mechanische Deutung der Geradengleichung und ihrer Koeffizienten liefert, ist die Bsldkurve
der gleichférmigen Bewegung. Wenn sich der Punkt P auf einem gewissen Weg (Bahnkurve)
bewegt, wird seine Lage vollstindig bestimmt durch den Abstand, der lings der Bahnkurve
in der einen oder anderen Richtung von einem auf ihr gegebenen Punkt 4 bis zum Punkt P
gerechnet wird. Dieser Abstand, d. h. der Bogen A P, heit der durchlaufene Weg und wird
mit dem Buchstaben s bezeichnet, wobei s sowohl positiv als auch negativ sein kann, da
die Werte & nach der einen Seite vom Anfangspunkt 4 aus positiv und nach der anderen
negativ gerechnet werden.

Der durchlaufene Weg & ist eine gewisse Funktion der Zeit ¢; nimmt man diese als un-
abhingige Verdnderliche, so konnen wir das Diagramm der Bewegung aufzeichnen, d. h. die
Bildkurve der funktionalen Abhéngigkeit {Abb. 9): '

8 ={(t);

sie darf nicht mit der Baknkurve der Bewegung selbst verwechselt werden.
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Die Bewegung heiBt gleichformig, wenn der von dem Punkt in einem beliebigen Zeit-
intervall durchlaufene Weg diesem Intervall proportional ist — mit anderen Worten, wenn
das Verhiltnis

8 —8 As

t,—t, At

des im Zeitintervall von ¢, bis ¢, durchlaufenen Weges zur Lange dieses Intervalls eine kon-
stante GroBe ist, die die Geschwindigkeit der Bewegung genannt und mit v bezeichnet wird.

Auf Grund des oben Gesagten hat die Gleichung des Diagramms einer gleichformigen Be-
wegung die Form

8 = vt | 8.

Die Bildkurve ist eine Gerade, deren Richtungskoeffizient gleich der ,,Bewegungsgeschwindig-
keit* ist; die Anfangsordinate s, ist der ,,Anfangswert‘‘ des durchlaufenen Wegs s, d. h. der
Wert von s fiir £ = 0.

In Abb. 10 ist das Diagramm der Bewegung eines Punktes P dargestellt, der sich mit der
konstanten Geschwindigkeit », in positiver Richtung vom Zeitpunkt 0 bis zum Zeitpunkt ¢,
bewegt hat (der Winkel mit der ¢-Achse ist spitz), darauf mit der ebenfalls konstanten, jedoch

N M
S=f(t
Mp )
0| 1 =1
Abb. 9 Abb. 10

groBeren Geschwindigkeit v, in derselben Richtung (der Winkel ist spitz, aber groBer) bis
zum Zeitpunkt #,, dann mit der konstanten, aber negativen Geschwindigkeit v, (in entgegen-
gesetzter Richtung, der Winkel ist stumpf) bis zu seiner Anfangslage. Hat man es mit mehreren
Punkten zu tun, die sich auf ein und derselben Bahn bewegen (z. B. bei der Aufstellung eines
Fahrplans von Ziigen oder StraBenbahnen), so erweist sich allein die graphische Methode als ein
fiir die Praxis bequemes Mittel zur Bestimmung des Zusammentreffens der sich bewegenden
Punkte und allgemein zum Uberblick iiber den gesamten Bewegungsvorgang (Abb. 11)t).

15. Empirische Formeln. Die Einfachheit der Konstruktion einer Geraden sowie des durch
sie ausgedriickten Proportionalititsgesetzes fiir die Anderungen der abhingigen und der un-
abhéngigen Verinderlichen macht das Geradendiagramm zu einem iiberaus bequemen Mittel
zum Aufsuchen empiriscker Formeln, d. h. solcher Formeln, die unmittelbar aus Versuchsdaten
ohne besondere theoretische Untersuchungen abgeleitet werden.

Stellen wir die aus einem Versuch erhaltene Tabelle graphisch auf einem Bogen Millimeter-
papier dar, so erhalten wir eine Punktreihe. Wenn wir mit einer angenéherten empirischen
Formel fiir die untersuchte funktionale Abhingigkeit in der Form einer linearen Funktion
zufrieden sind, brauchen wir nur etne Gerade zu ziehen, die, wenn sie auch nicht zugleich durch
alle konstruierten Punkte geht (was natiirlich fast immer unméglich ist), so doch wenigstens
zwischen diesen Punkten verlduft, und dabei so, daB nach Méglichkeit auf beiden Seiten
der Geraden gleich viele Punkte und alle hinreichend nahe bei ihr liegen. In der Theorie der

1) Hier werden die Zeit als Abszisse und der Weg als Ordinate gewihlt. (Anm. d. wiss. Red.)

3 Smirnow I
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Beobachtungsfehler und der Ausgleichsrechnung werden die Methoden sowohl zur Konstruk-
tion der angegebenen Geraden als auch zur Abschitzung des bei einer solchen angenéherten
Darstellung begangenen Fehlers genauer untersucht. Bei weniger genauen Untersuchungen,
mit denen man z. B. in der Technik zu tun hat, fithrt man die Konstruktion der empirischen
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Geraden am einfachsten nach der Methode der ,,straff gespannten Schnur* durch, deren
Weeen schon aus der Bezeichnung ersichtlich ist. Nach Konstruktion der Geraden be-
stimmen wir mittels direkter Ausmessung von Steigung und Achsenabschnitt ihre Gleichung

y=azx+b,

die dann die gesuchte empirische Formel liefert. Bei ihrer Aufstellung ist darauf zu achten,
daB die MaBstibe fir die GroBen z und y durchaus verschieden sein konnen, d. h. ein und
dieselbe auf der z- bzw. y-Achse abgetragene Linge verschiedene Zahlen darstelit. In diesem Fall
ist der Richtungskoeffizient @ nicht gleich dem Tangens des von der Geraden mit der z-Achse
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gebildeten Winkels, sondern unterscheidet sich von ihm durch einen Faktor, der gleich dem
Zahlenverhiltnis der bei der Darstellung der GréBen z und y gewihlten Lingeneinheiten ist.

Beispiel (Abb. 12).

~

z 10,2120,451 10,530 (0,708 | 0,901 | 1,120 | 1,341 | 1,520 | 1,738 | 1,871

y |3,721(3,779 | 3,870 | 3,910 | 4,009 | 4,089 | 4,150 | 4,201 | 4,269 | 4,350

Losuna.
y ~ 0,376z + 3,65

(mit dem Symbol =s bezeichnen wir hier und im folgenden eine angendherte Qleichheit).

16. Die Parabel zweiten Grades. Die lineare Funktion
y=azx+b

ist ein Spezialfall der ganzen rationalen Funktion n-ten Grades oder des Polynoms
n-ten Grades

Y =ayx" + ayz™ 1 4 «oc + @y 12 + ay,

dessen einfachster Fall nach der linearen Funktion der dreigliedrige Ausdruck
zwesten Grades (n = 2)

y=ax®+bz+tc

ist; die Bildkurve dieser Funktion heit Parabel zweiten Qrades oder einfach
Parabel. -
Zunichst werden wir nur den einfachsten Fall der Parabel untersuchen:

Y= axd. (5)

Diese Kurve kann ohne Schwierigkeit punktweise konstruiert werden. In
Abb. 13 sind die Kurven y =2® (¢ =1) und y = —2® (a = —1) dargestellt.
Die der Gleichung (5) entsprechende Kurve liegt fiir @ > 0 oberhalb der xz-Achse
und fiir @ < 0 unterhalb der xz-Achse. Die Ordinate dieser Kurve wichst dem
Absolutbetrag nach an, wenn z absolut genommen zunimmt, und zwar um so
schneller, je groBer der Absolutwert von a ist. In Abb. 14 sind einige Bildkurven
der Funktion (5) fiir verschiedene Werte von a dargestellt. Diese Werte sind in der
Abbildung an die entsprechenden Parabeln gesetzt.

Die Gleichung (5) enthélt nur 2? und éndert sich daher nicht, wenn z durch — =z
ersetzt wird, d. h., wenn ein gewisser Punkt (z, y) auf der Parabel (5) liegt, liegt
auch der Punkt (—z, y) auf der Parabel. Die beiden Punkte (z, y) und (—z, y)
liegen offenbar symmetrisch zu y-Achse, d. h., der eine ist das Spiegelbild des
anderen in bezug auf diese Achse. Wenn man daher die rechte Seite der Ebene um
180° um die y-Achse klappt und sie mit der linken Seite zur Deckung bringt, fallt
der rechts von der y-Achse liegende Teil der Parabel mit dem links von dieser
Achse liegenden zusammen. Mit anderen Worten, die y-Achse ist Symmetrieachse
der Parabel (5).

3
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Der Koordinatenursprung ist der tiefste Kurvenpunkt bei a > 0 und der
hochste bei a < 0 und wird Scheitel der Parabel genannt.

Der Koeffizient a ist vollig bestimmt, wenn man einen vom Scheitel verschiedenen Punkt
M, (2o, ¥o) der Parabel vorgibt, da wir dann

Yo =az;, a= y_:

Zo

haben, wonach die Gleichung der Parabel (5) folgende Form annimmt:
2
Yy=1% (i) . (6)
To
=ax? Y) 2 1
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Es gibt ein sehr einfaches graphisches Verfahren zur Konstruktion einer beliebigen Anzahl
von Parabelpunkten, wenn Symmetrieachse, Scheitel und auBerdem ein beliebiger weiterer
Parabelpunkt M, gegeben sind.

Abszisse und Ordinate des gegebenen Punktes M,(x,, 7,) teilen wir in n gleiche Teile
(Abb. 15), und durch den Koordinatenursprung ziehen wir die Strahlen zu den Teilungs-
punkten der Ordinate. Der Schnitt eines dieser Strahlen fester Nummer mit det gleich-
numerierten unter den durch die Teilungspunkte der Abszisse parallel zur y-Achse gezogenen
Geraden ergibt wieder Punkte der Parabel. In der Tat, gemdB der Konstruktion haben wir
(Abb. 15):

N n—1 , n—1 , n—1 (n—l)“ (a:l)z
Ty =% ’ Y =Y - » Nh=Y - -—=Y% =% \=7) >

n n n n z4

d. h., auf Grund von (6) liegt der Punkt M, (z,, y;) ebenfalls auf der Parabel. Analog ist der
Beweis fiir die anderen Punkte.
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Hat man zwei Funktionen

y=h®) und Y = f(x)

und die ihnen entsprechenden Bildkurven, so geniigen die Koordinaten der
Schnittpunkte dieser Kurven den beiden aufgeschriebenen Gleichungen, d. h., die
Abszissen dieser Schnittpunkte sind Losungen der Gleichung

f(®) = fa(x).

woi o
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Der erwihnte Umstand ist leicht zur angendherten Aufldsuhg einer quadra-
tischen Gleichung auszunutzen. Konstruieren wir auf einem Bogen Millimeter-
papier moglichst genau die Bildkurve der Parabel

y =2, (6,)
80 konnen wir die Wurzeln der quadratischen Gleichung
z? = px +q (M

als Abszissen der Schnittpunkte der Parabel (6,) und der Geraden y = pz + ¢
auffassen, so da8 die Losung der Gleichung (7) auf die Ermittlung der erwahnten
Schnittpunkte in der Figur hinauslduft. In Abb. 16 sind die drei moglichen Falle
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dargestellt: Es gibt zwei solcher Punkte, einen einzigen (Beriithrung der Geraden

mit der Parabel) oder gar keinen.

17. Die Parabel dritten Grades. Das Polynom dritten Grades
y=az*+bat+cz+d '

hat als Bild eine Kurve, die Parabel dritten Grades genannt wird. Wir betrachten
zunéchst die Kurve nur in dem einfachsten Fall

y = aad. @)

Bei positivem a sind die Vorzeichen von z und y gleich und bei negativem a ver-
schieden. Im ersten Fall liegt die Kurve im ersten und dritten Quadranten und im
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Abb. 17

zweiten Fall im zweiten und vierten Quadranten. In Abb. 17 ist die Form dieser
Kurve fiir verschiedene Werte von a dargestellt.

Wenn man z und y gleichzeitig, durch — z und — y ersetzt, &ndern beide Seiten
der Gleichung (8) das Vorzeichen, die Gleichung bleibt also ungedndert, d. h.,
wenn der Punkt (z, y) auf der Kurve (8) liegt, dann liegt auch der Punkt (— z, —y)
auf dieser Kurve. Die Punkte (z, ) und (—z, — y) liegen offenbar symmetrisch in
bezug auf den Ursprung O, d. h., ihre Verbindungsstrecke wird durch den Ur-
sprung O halbiert. Aus dem Vorstehenden folgt, daB jede Sehne der Kurve (8),
die durch den Koordinatenursprung O verlauft, durch diesen Punkt halbiert wird.
Man driickt dies anders folgendermaBen aus: Der Koordinatenursprung O isb
Mittelpunkt der Kurve (8).
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Wir erwihnen noch ‘einen weiteren Spezialfall der Parabel dritten Grades:
Yy =az® + cz. 9

Die rechte Seite dieser Gleichung ist die Summe zweier Glieder, und folglich
geniigt es zur Konstruktion dieser Kurve, die Gerade

y=cx (10)

zu zeichnen und die Survme entsprechender Ordinaten der Linienziige (8) und (10)
direkt der Zeichnung zu entnehmen. Verschiedene Formen, die die Kurve (9)
(fiir @ = 1 und verschiedene ¢) dabei annehmen kann, sind in Abb. 18 dargestellt.
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Abb. 18 Abb. 19

Haben wir die Kurve
y=2

konstruiert, so erhalten wir (fiir weniger genaue Rechnungen) ‘ein bequemes graphisches Ver-
‘fahren zur Auflésung der Qleichung dritten Grades

B =px+g,

da die Wurzeln dieser Gleichung nichts anderes sind als die Abszissen der Schnittpunkte der
Kurve y = 2® mit der Geraden
y=pz+4q.

Die Figur zeigt uns (Abb. 19), daB es mindestens einen und hdchstens drei solcher Schnitt-
punkte gibt, d. h., die Qleichung dritten Grades hat mindestens eine reelle Wurzel. Streng -be-
wiesen wird dies spater.
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18. Das Gesetz der umgekehrten Proportionalitit. Die funktionale Abhéngigkeit

m
y=" (1)

bringt zum Ausdruck, daB die Veridnderlichen z und y zueinander umgekehrt pro-
portional sind. Bei einer gewissen Vergrofierung von « verkleinert sich y im ent-
sprechenden Verhaltnis. Bei positivem m haben die Veranderlichen « und y ein und
dasselbe Vorzeichen, d. h., die Bildkurve liegt im ersten und dritten Quadranten;

fiir m < 0 liegt sie im zweiten und vierten. Fiir kleine x-Werte ist der Bruch %

dem Absolutbetrag nach gro8. Dagegen wird der Bruch ™ tir absolut genommen
groBe Werte von x dem Absolutbetrag nach klein.

Die Punktkonstruktion dieser Kurve fithrt uns zur Abb. 20, in der die Kurven (11)
fiir verschiedene Werte von m dargestellt sind, wobei durch ausgezogene Linien die
dem Fall m > 0 und durch gestrichelte Linien die dem Fall m < 0 entsprechenden
Kurven bezeichnet sind und an jede Kurve der zugehdrige Wert m gesetzt ist. Wir

y=-% 7
HiEI
AL
/,/, / /!l " \\
////%4 // \ 2 \ I
T e e B ] PN
I=E==SSSNNP=E==
\\ \ ‘/"/ .’ otall
Wiy
|l
I Abb. 20

sehen, daB jede der konstruierten Kurven, welche gleichseitige Hyperbeln genannt
werden, ins Unendliche verlaufende Aste hat, die sich bei unbegrenzter Zunahme der
Abszisse x bzw. der Ordinate y eines Punktes auf dem betrachteten Ast'den Koordi-
natenachsen O X und O Y niahern. Diese Geradenheiien Asymptotern der Hyperbel.

Der Koeffizient m in der Gleichung (11) ist vollstindig bestimmt, wenn ein beliebiger
Punkt M (x,, y,) der untersuchten Kurve vorgegeben ist, da dann

ZoYo = M
gilt; die Gleichung (11) laBt sich ndmlich in folgender Form schreiben:
2Y = Xy Yy oder Y_%h, (12)

Xy
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Hieraus ergibt sich ein graphisches Verfahren zur Konstruktion von beliebig vielen Punkten
der gleichseitigen Hyperbel, wenn ihre Asymptoten und irgendeiner ihrer Pankte M, (2q, ¥,)
gegeben sind. Wir wihlen die Asymptoten als Koordinatenachsen, ziehen vom Koordinaten-
ursprung willkirlich die Strahlen OP;, OP,, ... und markieren die Schnittpunkte dieser
Strahlen mit den Geraden

Y=1Y und = &,.
Ziehen wir durch je zwei solcher Punkte, die auf einem Strahl liegen, zu den Koordinaten-

achsen parallele Geraden, so erhalten wir im Schnitt dieser Geraden einen Hyperbelpunkt
(Abb. 21). Dies ergibt sich aus der Ahnlichkeit der Dreiecke O R@, und OSP;:

BB gy Bk,
o8 ~ 7, c
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- Abb. 21
0 s x

d. h., der Punkt M, (z,, ¥,) liegt auf der Kurve (12).

19. Die Potenz. Die Funktionen y =az, y =a2?, y =as® und y = 2,
die wir oben untersucht haben, sind Spezialfille der Funktion x
y = ax", (13)

in der @ und 7 beliebige Konstanten sind. Die Funktion (13) heifit Potenzfunktion.
Bei der Konstruktion der Kurve beschrinken wir uns auf positive -Werte und den
Fall ¢ = 1. In Abb.22 und 23 sind Bildkurven dargestellt, die verschiedenen
Werten von n entsprechen. Die Gleichung y = " liefert bei beliebigem % fiir x = 1
den Wert y = 1, d.h., alle Kurven verlaufen durch den Punkt (1, 1). Bei positiven
Werten von n steigen die Kurven fiir z > 1 um so steiler an, je groBer n ist

(Abb. 22). Bei negativem 7 (Abb. 23) 148t sich die Funktion als Bruch darstellen.

1 . .
Zum Beispiel kann man an Stelle von y = 22 auch y = = schreiben. In diesen
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Fillen nehmen umgekehrt die Ordinaten y bei wachsendem z ab. Die der Glei-

chung (13) entsprechenden Kurven nennt man mitunter auch Polytropen. Sie
treten in der Thermodynamik héufig auf.

Wir bemerken dazu, daB wir bei gebrochenem n den Wert der Wurzel positiv
rechnen, z. B. sehen wir z'» = }z als positiv an.

Die beiden in der Gleichung (13) auftretenden Konstanten @ und » sind festgelegt, wenn
man zwei Kurvenpunkte M,(z;, ¥;) und M, (x4, y,) vorgibt; denn dann ist

y=0z",  y,=azl (14)

Durch Division der einen Gleichung durch die andere eliminieren wir a:

Ye T3 '

Yi 3
2 We3 2 3% 1
;“-1/3-1/2 1 -2-3-0
2 -01
2
1 y=x",n<0
/A
1 01
-1
y=x",n>0 2
-1
-2
X 0]
0 1 2 0 1 2 X
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danach bestimmen wir » durch Logarithmieren gemiB der Formel

_logy, —logys
" logz, —logz,’

haben wir n gefunden, so erhalten wir a aus einer beliebigen der Gleichungen (14).

Eine graphische Methode zur Konstruktion jeder gewiinschten Anzahl von Punkten der
Kurve (13), wenn zwei ihrer Punkte M, (z,, y,) und M (x, y,) vorgegeben sind, ist in Abb. 24
dargestellt. Wir ziehen durch den Punkt O zwei willkiirliche Strahlen unter den Winkeln o«
und B zur z- bzw. y-Achse; von den gegebenen Punkten M, und M, aus fillen wir die Lote
auf die Koordinatenachsen bis zu ihrem Schnitt mit den Strahlen in den Punkten S, S,
bzw. Ty, T, sowie mit den Achsen in den Punkten @,, @; bzw. R,, R;. Durch den Punkt R,
ziehen wir R, T, parallel zu R, T, und durch den Punkt S; ziehen wir S;Q,‘parallel zu S, Q;.
Legen wir schlieBlich durch 7'; und @, Parallelen zur z- bzw. y-Achse, so erhalten wir im
Schnitt der beiden den Kurvenpunkt Mg (z,, y,). Tatséichlich folgt aus der Ahnlichkeit der
Dreiecke:

wonach

¥ = 1
T
ist. Unter Beachtung von (14) finden wir
(az])? z3\*
Y = 7”? =a x—l = aa:’s',

d. h., der Punkt (z, y,) liegt wirklich auf der Kurve (13), was zu beweisen war.

20. Inverse Funktionen. Fiir die Untersuchung weiterer elementarer Funk-
tionen fithren wir den Begriff der ¢nversen Funktion ein. Wie wir schon friiher
erwihnt hatten [5), steht uns bei der Untersuchung einer funktionalen Abhéngig-
keit zwischen den Verédnderlichen = und y die Wahl der unabhangigen Verander-
lichen frei, sie ist lediglich eine Frage der ZweckmaBigkeit.

Es sei eine gewisse Funktion y = f(z) gegeben, wobei z die Rolle der unab-
hingigen Verdnderlichen spielt.

Die Funktion

z =9,

die sich aus der funktionalen Abhangigkeit y = f(x) definieren lit, wenn man
darin y als unabhingige und z als abhangige Veranderliche ansieht, heilt snverse
der gegebenen Funktion f(z); letztere wird mitunter urspriingliche Funktion
genannt.
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Die Bezeichnung der Verinderlichen spielt keine wesentliche Rolle, und wenn
wir in beiden Fillen die unabhingige Veranderliche mit dem Buchstaben z be-
zeichnen, kénnen wir sagen, daB ¢(z) die inverse Funktion der Funktion f(2) ist.
Sind die urspriinglichen Funktionen z. B.

y—az+b, y=a,
so sind die inversen

z—D> n
y= a ’ y=-'/;-

Das Aufsuchen der inversen Funktion mittels der Gleichung der urspriinglichen
Funktion heiBt deren Umkehrung.

Es moge das Kurvenbild der urspriinglichen Funktion y = f(x) vorliegen. Es
ist leicht einzusehen, daB dieselbe Bildkurve auch als Bild der inversen Funktion
z = @(y) dienen kann. Tatsichlich liefern beide Gleichungen y = f(z) und
z = @(y) ein und dieselbe funktionale Abhingigkeit zwischen x und y. In der
urspriinglichen Funktion wird z willkiirlich vorgegeben. Tragen wir auf der
z-Achse vom Anfangspunkt O aus die der Zahl z entsprechende Strecke ab und
errichten im Endpunkt dieser Strecke die Senkrechte zur 2-Achse bis zum Schnitt
mit der Bildkurve, so erhalten wir, wenn wir die Linge dieser Senkrechten mit dem

A\
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Abb. 25

entsprechenden Vorzeichen versehen, den Wert y, der dem gewihlten « entspricht.
Fiir die inverse Funktion x = ¢(y) miissen wir nur den vorgegebenen Wert y
auf der y-Achse vom Anfangspunkt O aus abtragen und im Endpunkt dieser
Strecke die Senkrechte zu der y-Achse errichten. Die Linge dieser Senkrechten bis
zum Schnitt mit der Bildkurve liefert uns mit dem entsprechenden Vorzeichen den
Wert z, der dem gewihlten Wert y entspricht.

Hierbei tritt die Unbequemlichkeit in Erscheinung, daB im ersten Fall die unab-
héngige Verinderliche z auf der einen Achse, nimlich der z-Achse, abgetragen
wird und im zweiten Fall die unabhingige Verdnderliche y auf der anderen,
namlich der y-Achse. Anders ausgedriickt, beim Ubergang von der urspriinglichen
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Funktion y = f(x) zur inversen z = ¢(y) konnen wir dieselbe Bildkurve bei-
behalten, miissen aber beriicksichtigen, daB die Achse fiir die Darstellung der
Werte der unabhingigen Verdnderlichen zur Achse der Funktionswerte wird und
umgekehrt.

Wenn wir diese Unbequemlichkeit vermeiden wollen, miissen wir dabei die
Ebene als Ganzes in der Weise umklappen, daB - und y-Achse vertauscht werden.
Hierzu geniigt es offenbar, die Zeichenebene zusammen mit der Bildkurve um
180° um die Winkelhalbierende des ersten Quadranten zu klappen. Bei dieser
Drehung vertauschen die Achsen ihre Lagen, und die inverse Funktion 2 = ¢(y)
muB nun in der iiblicheh Form ¥y = ¢(x) geschrieben werden. Wenn also die
urspriingliche Funktion y = f(x) graphisch gegeben ist, braucht man zur Ermittlung
der Bildkurve der inversen Funktion y = @ (x) nur die Zeichenebene um die Winkel-
halbierende des ersten Quadranten (die Gerade y = x) zu klappen.

In Abb. 25 ist die Bildkurve der urspriinglichen Funktion durch eine ausge-
zogene und die Bildkurve der inversen Funktion durch eine gestrichelte Linie
dargestellt. Ebenfalls gestrichelt dargestellt ist die Winkelhalbierende des ersten
Quadranten, um die man die ganze Zeichenebene zu klappen hat, um die ge-
strichelte Kurve aus der ausgezogenen zu erhalten.

21. Mehrdeutigkeit einer Funktion. Fiir die Bildkurven der elementaren Funk-
tionen, die wir friiher betrachtet hatten, war die Tatsache charakteristisch, daB die
zur z-Achse senkrechten Geraden die Bildkurve in hochstens einem Punkt und
in den meisten Fillen tatsichlich in einem Punkt schnitten. Das bedeutet, daB
bei einer durch eine solche Bildkurve definierten Funktion einem gegebenen -
Wert ein einziger bestimmter y-Wert entspricht. ‘Man sagt von einer solchen
Funktion auch, sie sei endeutig.

Wenn aber zur 2-Achse senkrechte Geraden die Bildkurve in mehreren Punkten
schneiden, bedeutet dies, daB einem gegebenen Wert von « mehrere Ordinaten der
Bildkurve entsprechen, d. h. mehrere Werte von y. Solche Funktionen heiBen mehr-
deutig. Wir erwahnten die Mehrdeutigkeit von Funktionen bereits frither [5].

Auch wenn die urspriingliche Funktion y = f(x) eindeutig ist, kann die inverse
Funktion mehrdeutig sein. Dies ist z. B. aus Abb. 25 ersichtlich.

Wir werden einen elementaren Fall genauer untersuchen. In Abb. 13 ist durch
die ausgezogene Linie die Bildkurve der Funktion y = 2? dargestellt. Wenn man
die Figur um die Winkelhalbierende des ersten Quadranten um 180° klappt, erhilt

man die Bildkurve der inversen Funktion y = Jz (Abb. 26).
Betrachten wir sie eingehender! Fiir negative z-Werte (links der y-Achse)
schneiden die zur x-Achse senkrechten Geraden die Bildkurve iiberhaupt nicht,

d. h., die Funktion y = ]/; ist fiir * < 0 nicht definiert. Dies entspricht der
Tatsache, daB die Quadratwurzel aus einer negativen Zahl keine reellen Werte hat.
Bei beliebigem positivem x dagegen schneidet eine Senkrechte zur z-Achse die
Bildkurve in zwei Punkten, d. h., bei gegebenem positivem 2 hat die Bildkurve
die beiden Ordinaten M N und M NV, . Die erste Ordinate liefert fiir y einen gewissen
positiven Wert, und die zweite liefert einen dem Absolutbetrag nach ebenso grofien
negativen Wert. Dies entspricht der Tatsache, daB die Quadratwurzel aus einer
positiven Zahl zwei dem Absolutbetrag nach gleiche und dem Vorzeichen nach
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entgegengesetzte Werte hat. Aus der Abbildung ist auch ersichtlich, da wir fir
# =0 nur den einen Wert y = 0 haben. Also gilt: Die Funktion y = }z ist
definiert fiir # = 0, hat zwei Werte fiir > 0 und-einen fir z = 0.

Y
N  _—

Q)
x
b3 4

N Abb. 26

Wir bemerken noch, daf wir unsere Funktion y = }/z eindeutig machen
koénnen, indem wir nur einen Teil der Bildkurve in Abb. 26 nehmen. Wir wihlen
z. B. jenes Kurvenstiick, das im ersten Quadranten liegt (Abb. 27). Das bedeutet,
daB wir nur die positiven Werte der Quadratwurzel betrachten. Ferner sieht man,

daB der in Abb. 27 dargestellte Teil der Bildkurve der Funktion y = }/z aus dem
Y

o X

Abb. 27

Teil der Bildkurve der urspriinglichen Funktion y = 2% (Abb. 13) erhalten wird,
der rechts von der y-Achse liegt. Dieser im ersten Quadranten liegende Teil der
Bildkurve der Funktion

y=Vx oder y=2za'
war von uns schon in Abb. 22 dargestellt worden.

Wir werden uns jetzt mit dem Fall beschiftigen, dafl die Umkehrung einer ein-
deutigen urspriinglichen Funktion zu einer ebenfalls eindeutigen inversen Funktion
fihrt. Hierzu miissen wir einen neuen Begriff einfiithren.

Die Funktion y = f(x) heiBt zunehmend oder wachsend, wenn bei einer Ver-
. groBerung der Werte der unabhéngigen Veranderlichen x die entsprechenden
Werte von y zunehmen, d.h., wenn aus der Ungleichung z; > z, die Be-

ziehung f(z,) > f(z,) folgt.
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Bei der Lage der - und y-Achse, wie wir sie benutzen, entspricht einer Zu-
nahme des z-Wertes eine Verschiebung auf der z-Achse nach rechts, und einer
Zunahme des y-Wertes eine Bewegung auf der y-Achse nach oben. Als charak-
teristische Besonderheit der Bildkurve einer zunehmenden Funktion erweist
sich die Tatsache, da wir uns bei einer Bewegung auf der Kurve nach der Seite
zunehmender x (nach rechts) auch nach der Seite zunehmender y (nach oben)
bewegen.

Wir betrachten die Bildkurve irgendeiner eindeutigen zunehmenden Funktion,
die im Intervall @ < x < b definjert ist (Abb. 28). Essei f(a) = ¢ und f(b) =d,
wobei offenbar wegen des Zunehmens der Funktion ¢ < d ist. Wenn wir irgend-
einen Wert y aus dem Intervall ¢ <y < d nehmen und im entsprechenden
Punkt die Senkrechte zur y-Achse errichten, trifft diese Senkrechte unsere Bild-
kurve nur in einem Punkt, d. h., jedem y aus dem Intervall ¢ < y < d entspricht
ein bestimmter Wert . Mit anderen Worten, die zu einer zunehmenden Funktion
tnverse Funktion ist eindeutig.

Aus der Abbildung ist leicht zu ersehen, daB auch die inverse Funktion zu-
nehmend ist.

Analog heiBt die Funktion y = f(x) abnehmend oder fallend, wenn bei einer
VergroBerung der unabhingigen Veranderlichen x die entsprechenden Werte von y
abnehmen, d. h., wenn aus der Ungleichung #; > x, die Beziehung f(x,) > f(x;)

Yi

>¥

0
Abb. 28

folgt. So wie oben 1Bt sich nachweisen, daB die zu einer abnehmenden Funktion
inverse Funktion eine eindeutige abnehmende Funktion ist. Wir erwiahnen noch
einen wichtigen Umstand. In allen Uberlegungen nahmen wir bisher an, die Bild-
kurve einer Funktion stelle eine durchgehende Kurve ohne Unierbrechung dar. Diese
Tatsache ist gleichbedeutend mit einer besonderen analytischen Eigenschaft einer
Funktion f(x), namlich der Stetigkeit dieser Funktion. Die strenge mathematische
Definition der Stetigkeit einer Funktion und die Untersuchung der stetigen Funk-
tionen werden wir im Kapitel IT bringen. Das Ziel des vorliegenden Kapitels ist
nur eine vorliufige Einfithrung in die Grundbegriffe, die in den folgenden Kapiteln
systematisch untersucht werden.

Beziiglich der Terminologie bemerken wir, daB wir stets eine eindeutige Funk-
tion meinen, wenn wir ihre Mehrdeutigkeit nicht ausdriicklich betonen.
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22. Die Exponentialtunktion und der Logarithmus. Wir wenden uns jetzt wieder
der Untersuchung elementarer Funktionen zu. Die Exponentialfunktion wird
durch die Gleichung

y=ar (15)

definiert, wobei wir die Basis a als vorgegebene positive (von Eins verschiedene)
Zahl ansehen. Bei ganzzahligen positiven 2-Werten ist die Bedeutung von a* offen-

kundig. Bei gebrochenem positivem z = % ist der Ausdruck a® gleichbedeutend

P
mit dem Wurzelausdruck ¢? = ]'/5 , wobei wir im Fall eines geraden ¢ verein-
baren, den positiven Wert der Wurzel zu nehmen. Ohne sogleich auf eine genaue
Betrachtung der Werte von a? bei irrationalem z einzugehen, bemerken wir nur,
daB wir Naherungswerte von a< fii¥ irrationale z-Werte mit immer gréB8erem
Genauigkeitsgrad erhalten, wenn wir das irrationale  durch seine Naherungswerte

ersetzen, wie dies frither [2] gezeigt wurde. Ndherungswerte von a¥?, wobei be-
kanntlich

V2 = 1414213...
ist, sind z. B.
al = a; alt =li/ﬁ‘;
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Abb. 29

Die Berechnung von a® bei negativem x 1aBt sich auf die Berechnung von a2 bei
positivem z zuriickfithren auf Grund der Formel a—* = prd die die Definition der

Potenz fiir negative Exponenten darstellt. Aus der oben getroffenen Vereinbarung,

r 4
die Wurzeln im Ausdruck a9 = }/; immer positiv zu rechnen, ergibt sich, daB
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die Funktion a” fiir beliebige reelle « immer positiv ist. AuBerdem 1Bt sich zeigen,
worauf wir hier nicht weiter eingehen, daB fiir @ > 1 die Funktion a* eine zu-
nehmende und fiir 0 < a <1 eine abnehmende Funktion ist. Eine eingehendere
Untersuchung dieser Funktion bringen wir spater [44].

In Abb. 29 sind die Bildkurven der Funktion (15) fiir verschiedene Werte von a
dargestellt. Wir erwihnen hier noch einige Besonderheiten dieser Kurven. Zu-
nichst haben wir a® =1 fiir jedes @, und folglich verliuft die Bildkurve der
Funktion (15) fiir beliebiges @ durch den Punkt y = 1 auf der y-Achse, d. h. durch
den Punkt mit den Koordinaten * =0, y = 1. Wenn a > 1 ist, verliuft die
Kurve von links nach rechts (nach der Seite wachsender ) unbegrenzt ansteigend,
und bei einer Bewegung nach links nahert sie sich unbegrenzt der x-Achse, ohne
sie je zu erreichen. Bei @ << 1 wird die Lage der Kurve beziiglich der Achsen eine
andere. Bei einer Bewegung nach rechts ndhert sich die Kurve unbegrenzt der
z-Achse, und bei einer Bewegung nach links steigt sie unbegrenzt nach oben. Da a*
immer positiv ist, muB natiirlich die Bildkurve stets oberhalb der z-Achse liegen.

Wir erwihnen noch, dafl man die Bildkurve der Funktion y = (%)z aus der Bild-

kurve der Funktion y = a* erhalten kann, indem man die Figur um 180° um die
y-Achse klappt. Das ergibt sich unmittelbar daraus, dal bei der erwahnten Um-
1\z
klappung z in —« iibergeht und o= = " ist.
Ist @ =1, so nimmt die Funktion y = a* fir alle Werte von « den Wert 1
an [12].
Die logarithmische Funktion wird definiert durch die Gleichung

y =odlogx. (16)

GemaB der Definition des Logarithmus ist die Funktion (16) die inverse zur Funk-
tion (15). Wir konnen somit eine Bildkurve des Logarithmus (Abb. 30) aus der
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Bildkurve der Exponentialfunktion erhalten, indem wir die Kurven der Abb. 29
um 180° um die Winkelhalbierende des ersten Quadranten klappen. Wegen des
Zunehmens der Funktion (15) fir @ > 1 ist die inverse Funktion (16) ebenfalls

4 Smirnow I
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eine eindeutige zunehmende Funktion von z, wobei die Funktion (16), wie aus
Abb. 30 ersichtlich ist, nur fiir > 0 definiert ist (negative Zahlen haben keine
Logarithmen). Alle Bildkurven der Abb. 30 schneiden die z-Achse im Punkt
z = 1. Dies entspricht der Tatsache, daB der Logarithmus von Eins bei beliebiger
Basis gleich Null ist. In Abb. 31 ist der Deutlichkeit halber eine einzelne Bildkurve
der Funktion (16) fiir @ > 1 dargestellt.

Mit dem Begriff des Logarithmus hiingen der Begriff der logarithmischer Skala und die
Theorie des Rechenstabes eng zusammen,

Logarithmische Skala heiBt eine auf einer Geraden aufgetragene Skala, bei der die Zahlen
an den Teilungspunkten nicht die Abstinde vom Nullpunkt angeben, sondern deren Log-
arithmen, im allgemeinen zur Basis 10 (Abb. 32). Wenn somit bei irgendeinem Teilstrich
der Skala die Zahl z steht, ist die Linge des Abschnitts 1z nicht gleich z, sondern log .
Die Linge der Strecke zwischen zwei Skalenpunkten, die mit z und y bezeichnet sind,
wird gleich (Abb. 32)

Yy — H=‘°logy—-1°logx=1°log%;
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zur Ermittlung des log vom Produkt zy braucht man nur dem Abschnitt 1z den Abschnitt 1y
hinzuzufiigen, da die auf diesem Wege erhaltene Strecke gleich

Vlog z 4 19 log y = Ylog (zy)
wird.

Wenn man eine logarithmische Skala hat, kann man auf diese Weise die Multiplikation
und Division von Zahlen einfach auf die Addition und Subtraktion von Strecken auf der Skala
zuriickfithren, was in der Praxis am einfachsten mit Hilfe zweier identischer Skalen realisiert
wird, von denen die eine an der anderen entlanggleiten kann (Abb. 32, 33). Hierin besteht
gerade die Grundidee des logarithmischen Rechenstabes.

y
] 2 4 5 6 7 8 9 1]
BN EEETI TSI I P S R N
llxlllll"ll‘]lllll IRERRERARAI ll‘[llllll ] r T I ll ¥ Illl
l_l'l 2 3 & 5 6 7 8 91
X Xy

Abb. 33
Bei Berechnungen wird hiufig Logarithmenpapier benutzt; das ist ein liniierter Bogen, bei
dem die Teilpunkte auf der z- und y-Achse nicht der gewohnlichen Skala, sondern der log-
arithmischen entsprechen.

23. Die trigonometrischen Funktionen. Wir werden uns nur mit den vier tri-
gonometrischen Grundfunktionen befassen:

y =sinz, Yy =cosz, y =tanz, Yy = cot z,
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wobei wir die unabhéngige Verinderliche  im BogenmaB ausdriicken, d. h., wir
nehmen als Winkeleinheit den Zentriwinkel, dem ein Kreisbogen von der Linge
des Radius entspricht.

Die Bildkurve der Funktion y = sin « ist in Abb. 34 dargestellt. Benutzen wir
die Formel

cos & = sin (x—l— g),

80 ist leicht einzusehen, daB die Bildkurve der Funktion y = cos x (Abb. 35) aus
der Bildkurve der Funktion y = sinz durch eine einfache Verschicbung der

Kurve lings der z-Achse um die Strecke g nach links zu erhalten ist.
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Abb. 34 Abb. 35

In Abb. 36 ist die Bildkurve der Funktion y == tan 2 dargestellt. Die Kurve
besteht aus einer Reihe von gleichen, ins Unendliche verlaufenden Asten. Jeder
Ast befindet sich in einem vertikalen Streifen der Breite » und stellt eine zu-
nehmende Funktion von z dar. SchlieBlich ist in Abb. 37 die Bildkurve der
Funktion y = cot # dargestellt, die gleichfalls aus einzelnen ins Unendliche ver-
laufenden Asten besteht.

Bei einer Verschiebung der Bildkurven der Funktionen y=sinz und y=cosz
lings der z-Achse nach rechts oder links um die Strecke 2z fallen diese Bildkurven
mit sich selbst zusammen, was der Tatsache entspricht, dafl die Funktionen sin
und cos x die Periode 27z haben, d. h., es ist

sin (z + 27) = sin z und cos (x 4 2n) = cos x
Y Y
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Abb. 36 Abb. 37

fiir jedes z. Ebenso fallen die Bildkurven der Funktionen y = tan x bzw. y = cotx
bei Verschiebung um die Strecke z lings der x-Achse mit sich selbst zusammen.
Die Rildkurven der Funktionen

y = Asinaz, y= Acosazx (4A4>0,a>0) (17)

4
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sind den Bildkurven der Funktionen y = sinz und y = cos # ganz éhnlich. Um
z. B. die Bildkurve der ersteren aus der Bildkurve von y = sinz zu erhalten,
muB man die Lange aller Ordinaten dieser letzteren Kurve mit 4 multiplizieren
und den MaBstab auf der z-Achse so indern, daB der Punkt mit der Abszisse x in

den Punkt mit der Abszisse 2 fillt. Die Funktionen (17) sind ebenfalls periodisch,
haben aber die Periode Z%I .
Die Bildkurven der allgemeineren Funktionen
y = A sin (az + b), y = A cos (ax + b), (18)
die wir einfache harmonische Kurven nennen, ergeben sich aus den Bildkurven der
Funktionen (17) durch Verschiebung _léings der z-Achse um die Strecke % n;ch
links (wir nehmen b > 0 an). Die Funktionen (18) haben ebenfalls die Periode Fﬂ‘
Die Bildkurven der komplizierteren Funktionen
y = Ay sina,x + B; cosa,x + A, sin a,x + B, cos a,z,

welche Summen mehrerer Glieder der Form (17) sind, kann man konstruieren,
indem man z. B. die Ordinaten der Bildkurven der einzelnen Summanden addiert.
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Abb. 38

Die auf diese Weise erhaltenen Kurven heilen zusammengesetzte Sinuskurven. In
Abb. 38 ist die Konstruktion der Bildkurve der Funktion

¥y = 2sinz + cos 2z
gezeigt.
Wir bemerken dazu, daB die Funktion
y=A,sina,x + B, cosa,x (19)

in der Form (18) dargestellt werden kann und eine einfache harmonische Schwin-
gung darstellt.
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In der Tat, wir setzen
4, B,
S S , A= yL&TE.
V4% + B Vit B2 1A

Es ist dann offenbar

4, =md, B —nd (20)
und auBerdem
me4+nd=1, m| <1, Iz =1,

und daher 148t sich, wie aus der Trigonometrie bekannt ist, immer ein Winkel b,
finden derart, daf3

cosby=m, . sinb, =n (21)
wird.
Setzen wir in (19) an Stelle von 4, und B, deren Ausdriicke (20) ein und benutzen
die Gleichungen (21), so erhalten wir

y = A (cos by - sina;x + sin b, - cos a,x),
d. h.
y = A sin (a2 + by).

24, Die inversen der trigonometrischen oder die zyklometrischen Funktionen.
Diese Funktlonen ergeben sich bei der Umkehrung der trigonometrischen Funk-
tionen

y=sinz, cosz, tanz, cotx
und werden mit den Symbolen

y = arcsinx, arccosz, arctanz, arecotx

bezeichnet, die nichts anderes darstellen als Abkiirzungen fiir: Winkel bzw. Bogen
(lat. arcus) y, dessen Sinus, Kosinus, Tangens bzw. Kotangens gleich « ist.
Wir wollen uns jetzt mit der Funktion

y = arcsin x (22)

befassen.

Die Bildkurve dieser Funktion (Abb. 39) erhilt man aus der Bildkurve von
y =sinz nach der in [20] angegebenen Regel. Diese Bildkurve liegt ganz in
dem Vertikalstreifen der Breite 2 mit dem Intervall —1 <z < +1 der z-
Achse als Basis, d. h., die Funktion (22) ist nur in dem Intervall —1 <z <1
definiert. Ferner ist die Gleichung (22) mit der Gleichung sin y = z gleichbedeu-
tend, und wir erhalten, wie aus der Trigonometrie bekannt ist, bei gegebenem x
eine unendliche Menge von Werten fiir den Winkel y. Aus der Bildkurve ersehen .
wir, daB die in den Punkten des Intervalls —1 < z < 1 zur z-Achse senkrechten
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Geraden tatsichlich mit der Bildkurve eine unendliche Menge von Punkten ge-
mein haben, d. h., die Funktion (22) ist eine mehrdeutige Funktion.

Aus Abb. 39 ersehen wir unmittelbar, dal die Funktion (22) eindeutig wird,
wenn wir an Stelle der ganzen Kurve nur das stirker ausgezogene Stiick beriick-
sichtigen. Das entspricht der Bedingung, nur die Werte des Winkels y in Betracht

zu ziehen, fiir die sin y =« ist und die in dem abgeschlossenen Intervall (— E, f)
liegen. 2°2

In Abb. 40 und 41 sind die Bildkurven der Funktionen y = arccos z und
y = arctan x gezeichnet. Bei Beschrinkung auf die stark gezeichneten Kurven-
stiicke sind die Funktionen eindeutig (die Figur fiir arccot « zu zeichnen, sei dem
Leser tberlassen). Wir bemerken dazu, daB die Funktionen y = arctanz und
y = arccot z fiir alle reellen Werte von « definiert sind.
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Entnehmen wir der Figur den Variabilititsbereich von y auf dem stark ge-
zeichneten Kurvenstiick, so erhalten wir eine Tabelle der Schranken, innerhalb
deren die Funktionen eindeutig werden:

y arcsin 2 arccos arctan z arccot z
Ungleichungen n n i n
X —_—sy<Z = z
fiir y 2_!/_2 0sysn= 2<y<2 o<y<mnm
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Es ist leicht zu zeigen, daB fiir die in dieser Weise definierten Funktionen, die
man Hauptwerte der zyklometrischen Funktionen nennt, die Beziehungen

arcsin x - arccos x =

(23)

o[ A

arctan x -+ arccot x =

gelten.

§ 2. Theorie der Grenzwerte. Stetige Funktionen

25. Die geordnete Veriinderliche. Als wir von der unabhéngigen Veranderlichen
sprachen, war fiir uns nur dis Menge aller Werte, die 2 annehmen kann, von Be-
deutung. Zum Beispiel konnte das die Menge der z-Werte sein, die der Unglei-
chung 0 < = < 1 geniigen. Jetzt werden wir eine verdnderliche GroBe = betrach-
ten, die nacheinander eine unendliche Menge von Werten annimmt, d. h., es ist
fiir uns jetzt nicht nur die Menge der Werte z, sondern auch die Reikenfolge, in
der sie diese Werte annimmt, wichtig. Genauer gesagt, wir setzen folgendes
voraus:

1. Wenn 2’ und z” zwei Werte der verianderlichen GroB8e x sind, besteht die
Maoglichkeit, unter ihnen den vorangehenden und den nachfolgenden Wert zu
unterscheiden, wobei aus ,,z’ geht 2" voran* und ,,x”" geht z'”’ voran* folgt,
daB ,,2’ dem Wert ="’ vorangeht‘.

2. Es gibt keinen letzten Wert von z, d. h., welchen Wert der verinderlichen
GroBe # wir auch immer nihmen, so wiirde immer eine unendliche Menge von
Werten existieren, die ihm folgen.

Eine solche verianderliche GroBe heilt geordnete verdnderliche Qréfe. Im weiteren
werden wir der Kiirze halber einfach von einer verdnderlichen Gréfe sprechen.
Indem wir wie immer vom konkreten Charakter der GroBe (Lénge, Gewicht usw.)
abstrahieren, verstehen wir unter dem Ausdruck ,,geordnete veranderliche GroBe*
oder einfach ,,verinderliche GroBe* die gesamte unendliche Folge ihrer Werte,
d. h. unendlich viele aufeinanderfolgende Zahlen.

Als wichtiger Spezialfall einer geordneten veranderlichen GroBe erweist sich
der Fall, daB sich die aufeinanderfolgenden Werte durchnumerieren lassen:

Ty, Tgy gy oovy Ty - =0y

wobei von zwei Werten z, und «, derjenige der nachfolgende ist, der den gréBeren
Index hat. Eine solche Anordnung aufeinanderfolgender Werte nennt man ge-
wohnlich ,,Folge*. Als Beispiel nehmen wir eine Folge, deren allgemeines Glied ,
durch z, = —1- (n=1,2,3,...) definiert ist. Dann hat die Folge die Gestalt -

2
11 1
YR TR IR (1)

3

(ST
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prem——\— .
Es sei jetzt x, = 0,11...1, d. h., , sei der Dezimalbruch, dessen ganzer Teil
glelch Null ist und hmber dessen Komma n-mal die Eins steht; dann erhalten
wir die Folge n

e\,
0,1; 0,11; 0,111; ...; 0,11 ... 1; .... 2)

Setzen wir zwischen zwei Zahlen der Folge (1) die Zahl Null, so erhalten wir die
neue Folge

0, 7,0 2,0, 3)

L
16’

0| =

1 1
2’74’

%, z,=0, x3= %, 2, =0, ;= —;—usw. ist. Unter den
Werten dieser verinderlichen GroBe treten auch gleiche auf, nimlich x, = 0 fir
alle geraden p. Wir bemerken, daB die Veranderliche (1) eine fallende Verander-
liche ist, d. h., jeder ihrer Werte ist kleiner als alle vorangehenden Werte. Die
Veranderliche (2) dagegen ist wachsend, d. h., jeder ihrer Werte ist groBer als
alle vorangehenden. Die Verdnderliche (3) ist weder fallend noch wachsend.

Wir geben jetzt Beispiele einer geordneten Verinderlichen an, deren Werte
sich nicht durchnumerieren lassen. Wir setzen voraus, daB die verdnderliche
GroBe z alle verschiedenen Werte annimmt, die der Ungleichung ¢ — kS 2z < @
geniigen, wobei @ und & beliebige (reelle) Zahlen sind mit % > 0. Dabei be-
trachtet man von zwei Werten # und z’ den griéBeren als den nachfolgenden.
Anders ausgedriickt, die verinderliche GroB8e x wichst, indem sie nacheinander
alle Werte aus dem links abgeschlossenen und rechts offenen Intervall
a — k <z <a annimmt. Sie nimmt alle beliebigen Werte aus diesem Intervall
an, die kleiner als a sind, nimmt aber den Wert a selbst nicht an. Der erste Wert
der Verdnderlichen ist der Wert & = @ — k, aber eine weitere Numerierung der
Werte der Verdnderlichen ist unmoglich. Wenn wir voraussetzen, dal die wach-
sende Verinderliche nicht der Ungleichung @ — ¥ < « < @, sondern der Un-
gleichung o — k <z < a geniigt, gibt es auch keinen ersten Wert der Ver-
dnderlichen z. Vollig analog kann man auch die fallende Verdnderliche = im
Intervall @ < x < a + k oder im Intervall a < 2 < @ + k betrachten.

Wir geben jetzt ein Beispiel an, das analog dem vorhergehenden ist, aber in
dem die Verdnderliche weder wachsend noch fallend ist. Die verédnderliche GroBe z
soll alle verschiedenen Werte annehmen, die der Ungleichung a —k <z <a + k
geniigen, auBer dem Wert £ = a. Wenn 2’ und x” zwei verschiedene Werte von x
sind, bei denen die Absolutbetrige | — a| und |z" — a| verschieden sind, dann
soll derjenige der nachfolgende sein, fir den |z — a| kleiner ist (d. h. derjenige,
der auf der x-Achse dem Punkt a ndher liegt). Wenn aber 2’ — @ und 2" — a
sich nur um das Vorzeichen unterscheiden (' und z” liegen gleich weit von a
entfernt, aber befinden sich auf der z-Achse auf verschiedenen Seiten von a),
dann soll derjenige der nachfolgende sein, fir den 2 — @ negativ ist (der also
links von @ liegt). In diesem Beispiel nahert sich die Verdnderliche = im Inter-
vall a —k <z < a -+ k dem Wert a von beiden Seiten und nimmt alle Werte
dieses Intervalls auBer 2 =a an. Der erste Wert der Verinderlichen ist

fur die also =z, =
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x =a + k, der zweite * = a — k, aber eine weitere Numerierung ist unméglich.
Wenn man an Stelle des Intervalls a —k<xz<a-J+ k das Intervall
a—k<z<a-+ k nimmt, dann liBt sich auch nicht der erste Wert von z
angeben.

Im weiteren werden wir es oft mit verinderlichen GroBen zu tun haben, die
durch eine funktionale Abhéngigkeit verkniipft sind. Es sei die Veranderliche x
eine Funktion der Verdnderlichen ¢. Dafiir fithren wir die Bezeichnung z(¢) ein.
Es sei t irgendeine geordnete Verdnderliche. Dadurch wird auch eine Anordnung
der Werte z(t) geschaffen, und zwar folgendermaBen: Wenn ¢’ und ¢” zwei ver-
schiedene Werte von ¢ sind und ¢ dem Wert ¢” vorangeht, dann wird festgelegt,
daB innerhalb der Werte x(t) der Wert x(t') dem Wert x(t") vorangeht. Im wei-
teren werden wir es im allgemeinen mit solchen Fillen zu tun haben, bei denen
es unter den Werten der geordneten Veranderlichen ¢ keine gleichen gibt. Aber
z(t) kann auch gleiche Werte bei verschiedenen ¢ annehmen. Man sagt gewo6hn-
lich, daB die geordnete Verinderliche ¢ die Veranderliche x(t) ordnet oder eine
ordnende Verianderliche fiir x(t) darstellt. Wir bemerken, daB8 fiir die Durch-
numerierung ,, %, s, ... der Verdnderlichen x die Indizes 1, 2, 3, ... die Rolle
von ¢ spielen, d.h., in diesem Fall nimmt ¢ die aufeinanderfolgenden Werte
1, 2, 3, ... an und numeriert dadurch die Werte von z.

Es ergibt sich die Frage iiber die Operationen mit geordneten Veranderlichen.
Wenn etwa z und y geordnete Verdnderliche sind, dann ist ohne einleitende
Vereinbarungen unklar, was die Summe x4y oder das Produkt zy bedeuten
sollen, weil sowohl z als auch y eine unendliche Menge von Werten annehmen
und es unklar bleibt, welche Werte von z und y man addieren bzw. multiplizieren
muB, um die neuen Verdnderlichen x4y bzw. xy zu erhalten. Wenn 2 und y
durchnumerierte Verdnderliche und x,, #,, ... und y,, ¥,, ... die aufeinander-
folgenden Werte von z und y sind, dann wird die Summe -+ y als die durch-
numerierte Verdnderliche definiert, die als aufeinanderfolgende Werte x, + ¥,
Zy + Y3 %3 + Y3, ... hat. Im allgemeinen Fall ist zur Festlegung der Operationen
mit geordneten Verdnderlichen notwendig, dal sie ein und dieselbe ordnende
Veranderliche besitzen. Die Funktionen x und y seien Funktionen z(¢) und y(t)
ein und derselben Verdnderlichen ¢, die z(t) und y(f) ordnet. Die Summe von z
und y wird definiert als die geordnete Veranderliche x(t) + y(t), die durch die
Veranderliche ¢ wiederum geordnet wird.

Fir zeitlich- verdnderliche Vorgange ist die Aufeinanderfolge der Werte der
veranderlichen GroBe durch ihre zeitliche Aufeinanderfolge bestimmt, und
wir werden im folgenden mitunter dieses Zeitschema benutzen und die Aus-
driicke ,,vor* und ,,nach* an Stelle von ,,vorangehend* und ,,nachfolgend* ge-
brauchen.

Dieser Paragraph ist in der Hauptsache der Theorie der Grenzwerte gewidmet,
die der gesamten modernen Analysis zugrunde liegt. In dieser Theorie werden
gewisse einfachste und gleichzeitig wichtigste Fille der Veridnderlichkeit von
GroBen betrachtet.

26. Die unendlich kleinen GrioBien. Jedem Wert der verdnderlichen GroSe x
entspricht der Punkt K mit der Abszisse z auf der z-Achse, und eine Anderung
von z spiegelt sich durch eine Lageinderung des Punktes K wider. Wir nehmen
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an, daB der Punkt K stindig im Innern einer gewissen Strecke der x-Achse beibt.
Das ist gleichbedeutend mit der Bedingung, daB die Linge der Strecke O K, wo-
bei O der Koordinatenursprung ist, kleiner als eine bestimmte positive Zahl M
bleibt. In diesem Fall heit die GroBe = beschrinkt. Beachten wir, da die Lange
der Strecke OK gleich || ist, so kénnen wir die folgende Definition aussprechen.

Definition. Die verdnderliche GroBe x heiBt beschrinkt, wenn eine solche
positive Zahl M existiert, daB fiir alle Werte der Verinderlichen die Ungleichung
lz] < M gilt.

Als Beispiel einer beschrinkten Grofe kann 2z = sin & dienen, wobei der
Winkel « in beliebiger Weise veranderlich ist. Im vorliegenden Fall konnen wir
fiir M eine beliebige Zahl groBer als Eins nehmen.

Wir betrachten jetzt den Fall, da8 sich der Punkt K dem Koordinatenursprung
unbeschrinkt nihert. Genauer gesagt, wir nehmen an, daB der Punkt K bei nach-
einander erfolgenden Anderungen seiner Lage ins Innere jeder beliebigen, vorher
gegebenen kleinen Strecke S’S der z-Achse mit dem Mittelpunkt O gelangt und
bei der weiteren Bewegung im Innern dieser Strecke bleibt. In diesem Fall sagt
man, die Grofe x strebe gegen Null oder x sei eine unendlich kleine Grife.

Wir bezeichnen die Linge der Strecke §'S mit 2¢. Mit dem Buchstaben &
haben wir also eine beliebig vorgegebene positive Zahl bezeichnet. Wenn sich der
Punkt K im Innern von S’ befindet, ist die Lange von OK kleiner als &, und
umgekehrt, wenn die Lange von OK kleiner als ¢ ist, befindet sich K im Innern
von §’8. Wir kénnen somit die folgende Definition aussprechen:

Definition. Man sagt, die verdnderliche GroBe x strebe gegen Null oder werde
unendlich klein, wenn zu jedem beliebig vorgegebenen positiven ¢ ein solcher Wert
der GroBe z existiert, daB fiir alle folgenden Werte die Ungleichung [z| < ¢
erfillt ist.

Im Hinblick auf die Wichtigkeit des Begriffes der unendlich kleinen GroBen
geben wir eine weitere Formulierung derselben Definition.

Definition. Die GroBe z heiBt gegen Null strebend oder unendlich klein, wenn |z |
bei der nacheinander erfolgenden Anderung von z kleiner wird als jede beliebige
im voraus gegebene kleine positive Zahl & und bei der weiteren Anderung auch
kleiner als ¢ bleibt.

Mit dem Ausdruck ,,unendlich kleine GroBe“ bezeichnen wir den oben be-
schriebenen Charakter der Anderung einer veranderlichen GréBe; in keinem Fall
darf der Begriff der unendlich kleinen GroBe mit dem in der Praxis hiufig ge-
brauchten Begriff einer sehr kleinen Grifle verwechselt werden.

Wir nehmen an, da wir bei der Vermessung einer gewissen Strecke als Lange
1000 m und irgendein restliches Stiick erhalten haben, das wir im Vergleich mit
der ganzen Linge als sehr klein ansehen und deshalb vernachlédssigen. Die Lange
dieses Reststiicks wird durch eine bestimmte positive Zahl ausgedriickt, und der
Ausdruck ,,unendlich klein* ist im vorliegenden Fall offensichtlich nicht an-
wendbar. Wenn wir bei einer anderen genaueren Messung auf dieselbe Léange
gestoBen wiren, hatten wir sie nicht mehr als sehr klein angesehen und sie beriick-
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sichtigt. Wir sehen also, daB der Begriff der kleinen GroBe ein relativer, von der
praktischen Art und Weise der Messung abhingiger Begriff ist.
Wir nehmen an, dafl die verdnderliche Grofle x aufeinanderfolgend die Werte

Xy, Ty, Tgy onny Tpy o e

annimmt und daB ¢ eine beliebig vorgegebene positive Zahl ist. Um uns davon
zu iiberzeugen, dafl x eine unendlich kleine Grofle ist oder — wie man auch sagt —
eine Nullfolge darstellt, miissen wir zeigen, dal |z,| von einem gewissen Wert
des Index n an kleiner ist als ¢, d. h. mit anderen Worten, wir miissen die Existenz
einer ganzen Zahl N nachweisen, die so beschaffen ist, da3

unter der Bedingung » > N die Bezichung |z,| < & gilt.

Diese Zahl N hingt von der Wahl der Zah! ¢ ab.
Wir betrachten als Beispiel einer unendlich kleinen GroBe die Folge

/A N LN LR O<g<). 4)
Nach der vorhergehenden Definition mufl dann die Ungleichung
r<e oder n 1%og g < Vlog &

erfillt sein.

Mit Ricksicht darauf, daB %log ¢ negativ ist und sich bei der Division durch
eine negative Zahl eine Ungleichung umkehrt, konnen wir die vorstehende Un-
gleichung in die Form

1olog &
lﬂlog q

umschreiben und folglich fiir N die grofite ganze Zahl nehmen, die den Quotienten
10]og ¢:1%og ¢ nicht wbertrifft. Somit strebt die betrachtete Grofe, d.h. die
Folge (4) gegen Null.

Wenn wir in der Folge (4) ¢ durch —gq ersetzen, besteht der Unterschied nur
darin, daB bei den ungeraden Potenzen ein Minuszeichen auftritt; die Absolut-
betrige der Glieder dieser Folge bleiben jedoch die friiheren, so daB wir auch
in diesem Fall eine unendlich kleine Gréfe vor uns haben.

Wenn die Gré8e x unendlich klein wird, schreibt man gewdhnlich

limz=0 oder z—>0
oder fiir eine durchnumerierte Verianderliche
limz, =0,

wobei lim die Anfangsbuchstaben des lateinischen Wortes limes (Grenze) sind.
In den folgenden Beweisen werden wir auBer beim ersten Satz den Beweis fiir
durchnumerierte Verdnderliche durchfithren. Beim ersten Satz fithren wir den
Beweis sowohl fiir durchnumerierte Verinderliche als auch im allgemeinen Fall -
durch.

Wir geben zwei Eigenschaften der unendlich kleinen GroBen an.



60 I. Funktionale Abhiingigkeit und Theorie der Grenzwerte

1. Die Summe mehrerer (endlich vieler) unendlich kleiner Grofen ist wieder eine
unendlich kleine Grife.

Als Beispiel betrachten wir die Summe w=2x+ y+z dreier unendlich kleiner
GroBen und sehen die verdnderlichen Gro8en als numeriert, d. h. als Folgen, an.
Es seien

Ty, Lgy eoos Yoo Yoo oov3 215 Zay e

die aufeinanderfolgenden Werte von z, y bzw. z. Fiir w erhalten wir dann die Folge

w, =2+ Y + 2, Wy = Xy + Yo+ 22, +ose

Es sei nun ¢ eine beliebig vorgegebene positive Zahl. Da z, ¥ und z unendlich
klein werden, existieren eine Zahl N, derart, dafl |z,| < % fir » > N,, ein N,

derart, daB |y,]| < —; fir n > N,, und ein N, derart, daB |[z,]| < % fur

n > N, ist. Bezeichnen wir mit N die groBte der drei Zahlen N,, N, und N,,
so gilt
hd

3

€
Q°?

Ixn|<§‘, |y,.|<3 fiir n>N

lza| <
und folglich

lw,.lglx..|+|y..|+|z,.|<§+§+§ fir 2> N,

d.h. |w,| <e fir n > N, woraus folgt, daB auch w =2z + y + z eine un-
endlich kleine GroBe ist.

Wir betrachten jetzt den allgemeinen Fall nichtnumerierter Verdnderlicher,
wobei z, y, z Funktionen z(t), y(¢), z(¢) ein und derselben geordneten Verinder-
lichen ¢ sind und w(¢) = z(t) + y(t) 4+ 2(¢) ist. Da z, y, z unendlich klein werden,

existiert ein solcher Wert ¢t =1¢', daB |z(f)] < gﬁir alle auf ¢’ folgenden

Werte ¢ gilt. Es existiert ebenso ein Wert ¢ = ¢”, daB |y(t)] < % fiir alle auf ¢”

folgenden Werte ¢ gilt, und ein Wert ¢ = ¢, daB |z(¢)]| < % fur alle auf ¢’

folgenden Werte ¢ gilt. Wir bezeichnen mit ¢, denjenigen der drei Werte
t, t"”, t"” der Verinderlichen ¢, dem die beiden anderen vorangehen oder mit dem
sie zusammenfallen. Dann gilt

£

3

hd
3 2
fiir alle auf ¢, folgenden ¢, und daher ist

lz0] < 5. ly®l< =0 <

lw®] < 120+ ly@ |+ 20 <5 + 5 +5=¢

(lw(f)] <€) fir alle auf ¢, folgenden ¢, d. h., w ist eine unendlich kleine GroBe.
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2. Das Produkt einer beschrinkien Grofie mit einer unendlich kleinen Grope ist
eine unendlich kleine Grofe.

Wir betrachten das Produkt «y von numerierten Verinderlichen, wobei z die
beschrinkte und y die unendlich kleine GrdBe ist. VoraussetzungsgemaB bleibt
|2, | fiir beliebiges » kleiner als eine gewisse positive Zahl M. Wenn ¢ eine be-
liebig vorgegebene positive Zahl ist, dann existiert ein N derart, da |y,| < ﬁ

ist fiir n > N. Damit wird

2 ..
'xnyn|=|xn|'|yn|<M'M fiir n> N,

d.h. |z,y,] < ¢ fir n > N, woraus zy — 0 folgt. Analog ist auch der Beweis
fiir nichtnumerierte Verénderliche.

Wir bemerken noch, daB die letzte Eigenschaft erst recht richtig bleibt, wenn
x konstant ist. Dabei geniigt es, fiir M eine beliebig positive Zahl groBier als [z |
zu nehmen, d. h., das Produkt einer konstanten mit einer unendlich kleinen Gripe ist
eine unendlich kleine Gréfle. Insbesondere ist also auch —z eine unendlich kleine
GroBe, wenn x eine unendlich kleine GréBe ist.

In Anbetracht der fundamentalen Bedeutung des Begriffs der unendlich kleinen
GroBe fiir das Folgende befassen wir uns mit diesem Begriff noch ausfiihrlicher
und bringen einige ergdnzende Bemerkungen zu dem oben Gesagten.

Es sei 0 < g < 1. Wir setzen jeweils zwischen zwei Glieder der Folge (4)
die Zahl Null und erhalten so die Folge

7, 0, ¢% 0, ¢% 0, ....

Es ist leicht einzusehen, da auch diese Verdnderliche gegen Null strebt,
doch nimmt sie dabei den Wert Null selbst unendlich oft an. Dies widerspricht
nicht der Definition einer gegen Null strebenden Groe.

SchlieBlich setzen wir voraus, daB alle aufeinanderfolgenden Werte der ver-
dnderlichen GroBe gleich Null sind. Fiir eine durchnumerierte Veranderliche be-
deutet das z, = 0 fir alle #, und im Fall, daB ¢ eine geordnete Verdnderliche
ist, bedeutet es z(f) = O fiir alle Werte ¢. Eine solche ,,Verdanderliche* ist eigent-
lich eine konstante GroBe, aber sie fillt formal unter die Definition einer un-
endlich kleinen GroBe (einer gegen Null strebenden GréBSe). Zum Beispiel ist fiir
eine durchnumerierte Veranderliche (z, = 0 fiir beliebiges z) |x,| < ¢ fiur allen
bei beliebig vorgegebenem positivem ¢. Ist #, = C fir alle n und C eine von
Null verschiedene Zahl, dann ist eine solche Folge offensichtlich keine unendlich
kleine GroBe.

Wir betrachten diejenigen drei Beispiele einer geordneten Verdnderlichen
aus [25], bei denen man die Verdnderliche nicht durchnumerieren konnte. Wir
setzen in diesen Beispielen @ = 0. Das erste von ihnen ist eine wachsende Ver-
anderliche, die alle Werte aus dem Intervall —k < 2 < 0 annimmt. Bei vor-
gegebenem & > 0 erhalten wir fiir alle Werte dieser Verinderlichen, die dem
Wert x, = —e folgen, |z| <e, wenn ¢ < k ist. Wenn &> k ist, dann ist
|z| < & fiir alle Werte von z. Auf diese Weise strebt « gegen Null. Vollig analog
strebt z auch in den iibrigen zwei Fillen gegen Null, namlich wenn x eine fallende
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Veridnderliche ist, die alle Werte aus dem Intervall 0 < z < ¥ annimmt und
wenn z alle Werte aus dem Intervall —k <z < k annimmt auller # =0.
Dabei ist die Aufeinanderfolge so wie in [25] festgelegt. Fiir die Veranderlichen z,
die nach den oben angefiithrten Verfahren gegen Null streben, filhren wir spezielle
Bezeichnungen ein: Im ersten Fall schreiben wir « - —0 (x strebt von links
gegen Null); im zweiten Fall « — + 0 (x strebt von rechts gegen Null) und im
dritten Fall 2 — 4- 0 (x strebt von beiden Seiten gegen Null).

Es gibt natiirlich unendlich viele Arten, auf die eine numerierte oder nicht-
numerierte Verdnderliche gegen Null streben kann. In allen diesen Fallen werden
wir « — 0 schreiben. In den drei oben genannten Fillen versehen wir die Null
mit einem Vorzeichen. Die charakteristische Besonderheit des ersten der drei
Fille besteht darin, daB 2 wachsend ist und alle die hinreichend nahe bei Null
gelegenen Werte annimmt, die kleiner als Null sind. Im zweiten Fall nimmt das
fallende z alle nahe bei Null gelegenen Werte an, die groBer als Null sind. Im
dritten Fall nimmt z von den hinreichend nahe bei Null gelegenen Werten sowohl
diejenigen an, die groBer als Null sind, als auch diejenigen, die kleiner als Null
sind, auBer dem Wert Null selbst. Von zwei Werten #’ und «”, die nicht gleich
weit von Null entfernt sind (d. h. |2"|Z=|2"]|), soll dabei derjenige der nach-
folgende sein, der naher bei Null liegt, und von zwei Werten, die gleich weit von
Null entfernt sind (" = —z'), soll der negative Wert der nachfolgende sein.

Wir bemerken noch folgendes: Aus der Definition der unendlich kleinen GrdBe
,Jir beliebig vorgegebenes positives ¢ existiert ein Wert der Veranderlichen x
derart, daB fir alle folgenden Werte die Ungleichung |x| < ¢ erfiillt ist*, folgt
unmittelbar, daB wir uns beim Beweis dafiir, daB3 eine verdnderliche GroBe x
gegen Null strebt, allein auf die Betrachtung der Werte beschranken konnen,
die auf einen bestimmten Wert « = x, folgen, wobei dieser bestimmte Wert
beliebig gewahlt werden kann.

Im Zusammenhang damit ist es zweckméBig, in der Theorie der Grenzwerte
die Definition einer beschriankten GréBe zu erweitern. Man braucht némlich nicht
zu fordern, daB fiir alle Werte der GroBe y die Ungleichung |y| < M erfiillt
ist, sondern es geniigt, die allgemeinere Definition zu geben: Die GroBe y heiflt
beschrinkt, wenn eine solche positive Zahl M und ein solcher Wert y, existieren,
daB fiir alle auf y, folgenden Werte die Ungleichung |y| < M erfiillt ist.

Bei dieser Definition einer beschriankten GroBe bleibt der Beweis der zweiten
Eigenschaft der unendlich kleinen Gré8en unverindert. Fiir eine Folge, d. h. eine
numerierte Verinderliche, folgt aus der zweiten Definition der beschrankten
GroBe die erste, so daB die zweite Definition nicht allgemeiner ist. In der Tat,
ist |z,| < M fir n > N und bezeichnen wir mit M’ die gr68te der Zahlen

|Z1|, |z2|s seey IxNL M)
8o koénnen wir behaupten, daB fiir jedes n die Ungleichung |z,| < M’ 4 1 gilt.

27. Grenzwert einer veriinderlichen GrioBe. Eine verdnderliche GroBe hatten
wir unendlich klein genannt, wenn der ihr entsprechende auf der z-Achse sich
bewegende Punkt K die Eigenschaft besaB, daB die Linge der Strecke OK bei
der nacheinander erfolgenden Bewegung von K kleiner als jede beliebig vorge-
gebene positive Zahl ¢ wurde und bei der weiteren Anderung auch kleiner als
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e blieb. Wir nehmen jetzt an, daB diese Eigenschaft nicht fiir die Strecke O K, son-
dern fiir die Strecke 4 K erfiillt sei, wobei 4 ein bestimmter Punkt der ﬁéchse
mit der Abszisse @ ist (Abb. 42). In diesem Fall hat das Intervall 'S der

AKS

SI
0 a-E‘E’ 3 g7ate X Abb.42

Léange 2¢ seinen Mittelpunkt nicht im Koordinatenursprung, sondern im Punkt 4
mit der Abszisse z = a, und der Punkt K muf} bei der nacheinander erfolgen-
den Anderung seiner Lage ins Innere dieses Intervalls fallen und bei der wei-
teren Anderung auch dort bleiben. In diesem Fall sagt man, daB die konstante
Zahl a der Grenzwert der verdnderlichen Grife = ist, oder daB die verinderliche
GroBe z gegen a strebt.

Beriicksichtigen wir, daB die Lange der Strecke 4K gleich |a — x| ist [9], so
konnen wir die folgende Definition formulieren:

Definition. Grenzwert der veranderlichen GroBe x heilt eine solche Zahl a,
fiir die die Differenz a —« (oder z — a) eine unendlich kleine GroBe wird.

Unter Beriicksichtigung der Definition der unendlich kleinen GroBSe kénnen
wir die Definition des Grenzwertes folgendermaBen formulieren:

Definition. Grenzwert einer verinderlichen GroBe heilt eine konstante Zahla
mit der folgenden Eigenschaft: Bei beliebig vorgegebenem positivem & existiert
ein Wert z, der Veranderlichen x derart, da8 fiir alle auf z, folgenden Werte die
Ungleichung |# — a| < ¢ erfiillt ist (oder, was dasselbe ist, |a — x| < &).

Im Fall einer durchnumerierten Menge z,, «,, Z;, ... muB man fiir eine beliebig
vorgegebene positive Zahl ¢ die Existenz einer solchen ganzen positiven Zahl N
nachweisen, daB |z, — a| < ¢ (oder |a — z,| < &) fir alle n > N gilt.

Wenn a der Grenzwert von z ist (x gegen a strebt), dann schreibt man

Iima=a oder zT—>a.

Im Fall einer durchnumerierten Verianderlichen x,, x,, Z,, ... sagt man auch,
daB @ der Grenzwert der betrachteten Folge ist (die Folge gegen a strebt) und
schreibt

limz, =a oder T, > a.

Wir machen auf einige unmittelbar einleuchtende Folgerungen aus der De-
finition des Grenzwertes aufmerksam, mit derem ausfiihrlichem Beweis wir uns
nicht aufhalten.

1. Eineverdnderliche Grife kann nicht gegen zwei verschiedene Grenzwerte streben,
d. k., sie hat entweder iiberhaupt keinen Grenzwert oder genau einen.

2. Etine verinderliche Qrife, die einen Grenzwert hat, der gleich Null ist, ist eine
unendlich kleine Grofe, und umgekehrt, jede unendlich kleine Grofe hat einen
Grenzwert, der gletch Null ist.
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3. Wenn zwei Verinderliche x, und y, (n = 1,2, 3, ...) oder z(t) und y(t) Grenz-
werte a und b haben und den Ungleichungen z, <y, (n =1,2,3,...) oder
z(t) < y(t) (bei gleichen Werten von t) geniigen, dann gilt auch a < b.

Wir bemerken, daB, wenn die Verinderlichen der Ungleichung z, < y, ge-
niigen, fiir ihre Grenzwerte auch das Gleichheitszeichen gelten kann, d. h.,
daB nur & < b gilt.

4. Wenn drei Verdnderliche z,, y,, 2, der Ungleichung =z, <y, <z, geniigen
und x, und z, gegen denselben Grenzwert a streben, dann strebt auch die Verdnder-
liche y, gegen den Grenzwert a.

Die Existenz eines Grenzwertes a fiir die Veranderliche z ist dquivalent damit,
daB die Differenz # — @ = « unendlich klein ist, wobei die Anordnung der «
durch die Anordnung der z festgelegt wird.

Hieraus folgt:

5. Die Existenz eines Grenzwertes a fiir die Verdnderliche x tst dquivalent damit,
daf x dargestellt werden kann als Summe einer Zahl a und einer unendlich kleinen
Grife, d. h., es ist x =a — x oder x,=a — «,, wobei & baw. x, unendlich
klein sind.

6. Bei der Definition des Grenzwertes a einer Verdnderlichen x geniigt es, sich nur
auf die Belrachtung derjenigen Werte von x zu beschrinken, die irgendeinem be-
stimmten Wert x = x, folgen, wobei dieser Wert beliebig gewdhlt werden kunn,
d. h., man braucht die Werte nicht zu beachten, die x, vorangehen.

7. Strebt die Folge x,, x5, 5, . .. gegen a, dann strebt auch jede aus thr ausgewdhlte
Telfolge x,,, x,,, %, ... gegen a. In dieser Teilfolge bilden die Indizes n,, n,,
7, ... irgendeine wachsende Folge ganzer positiver Zahlen.

Fiir eine nichtnumerierte Veridnderliche «, die gegen a strebt, gilt unter einer
bestimmten Modifizierung eine analoge Eigenschaft. Wir setzen voraus, daB wir
aus den aufeinanderfolgenden Werten von z gewisse Werte ausgeschlossen haben
(es kann eine unendliche Menge von Werten sein) derart, daB fiir einen beliebigen
festen Wert = z, unter den nach dem AusschluB iibrigbleibenden Werten immer
ein Wert enthalten ist, fiir den 2 = x, ein vorangehender Wert ist. Dabei stellen
die iibrigbleibenden Werte eine geordnete Verinderliche dar, die gegen a strebt.

Als Beispiel betrachten wir die verdnderliche GroBe x, die nacheinander die Werte

z,=01; =z,=011; z;=0,111; ...;
———,
z, =011 ... 11;
annimmt, und zeigen, da8 ihr Grenzwert gleich %ist. Hierzu bilden wir die

Differenzen i Zq:

8|~
©

-

I
8
I

Ol O =
j—y
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Die Ungleichung

g.100 = °
ist offenbar gleichbedeutend mit der Ungleichung

1
9.10" > = oder ° n > oog % — ]og 9,

und wir konnen fiir N diejenige groBte ganze Zahl nehmen, welche die Differenz
1
)og ol 10]og 9 nicht ibertrifft. In unserem Beispiel ist die Differenz % — z,

fiir jedes n eine positive Zahl, d. h., « strebt gegen den Grenzwert —1, indem es
standig kleiner als dieser bleibt. 5

Wir betrachten jetzt die Summe der ersten n Glieder einer unbegrenzt ab-
nehmenden geometrischen Progression:

sp=b+bg+bg+ - +bgt  (0<|gl <)
Bekanntlich ist
b—bg
1—q°
Geben wir n die Werte 1, 2, 3, ..., so erhalten wir die Folge

8y =

815 Sgy S35 cvey Spy o
Aus dem Ausdruck fiir s, folgt b 8y = be"
us ae u "Ogm—— ,,——l_q.
Die rechte Seite der Gleichung besteht aus dem konstanten Faktor T—¢ und
dem unendlich kleinen Faktor ¢® [26]. Folglich ist die Differenz I b — 8, auf

Grund der zweiten Eigenschaft der unendlich kleinen GroBen [26] eine unendlich

kleine GroBe, und wir kénnen behaupten, daB die konstante Zahl der
Grenzwert der Folge s;, 8, ..., 8, ... ist. b_
Nehmen wir an, es sei b > 0 und ¢ < 0, so wird die Differenz —— — s,

1—g¢g
fir gerades n positiv, fiir ungerades » negativ, und folglich strebt die Verander-
liche s, gegen ihren Grenzwert, indem sie abwechselnd grofer und kleiner wird
als dieser.

Wir wenden uns jetzt der nichtdurchnumerierten verinderlichen GroBe x
aus [25] zu, die durch die Ungleichungen ¢ —k <z <a oder a<z<a -+ k
oder a —k<zxz<a-+k auBer x =a bestimmt wurde (die Anordnung der
Werte sei die in [25] festgelegte). Diese Verdnderliche z hat offensichtlich in allen
drei Fillen den Grenzwert a, und wir bezeichnen diese drei Falle auf folgende
Weise: +—>a —0, 2—>a 4+ 0, z—>a -+ 0 (siche [26]). Wir bemerken, daB
diese Bezeichnung nicht von der GroBe der positiven Zahl k& abhangt, weil man

5 Smirnow I
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— wie oben gezeigt — bei der Definition des Grenzwertes auf Werte, die einem
beliebigen Wert z = z, vorangehen, nicht zu achten braucht.

Wir machen noch einige Bemerkungen und fithren Beispiele an.

Eine geordnete ,,verinderliche* GroBe, deren samtliche Werte gleich e sind,
fillt unter die Definition einer gegen a strebenden GrdoBe. Diese Auffassung der
konstanten GroBe als Spezialfall einer verdnderlichen Grofe wird uns spater
niitzlich sein.

Wir bemerken noch: Strebt die Veranderliche = gegen einen Grenzwert a,
dann ist fiir beliebig vorgegebenes ¢ > 0 von einer gewissen Stelle an |z —a| <e
und folglich |z| < |e¢] 4+ &, d.h., z ist eine beschrankte GroBe (vgl. die Be-
merkung in [26]).

Wie schon erwihnt, braucht eine geordnete Verinderliche keinen Grenzwert
zu haben. Nehmen wir z. B. die numerierte Veranderliche z, = 0,1, z, = 0,11,

1
zg = 0,111, ..., die den Grenzwert ?1)- hat, und die Verdnderliche g, = 50
1 1 .
Yy = 5 Yg = g5 die den Grenzwert 0 halt, so hat die numerlert;e Ver-
58 25 = 0,111, 2z, = 5
iberhaupt keinen Grenzwert. Die Folge ihrer Werte z,, 2, 25, ... hat den Grenz-

anderliche z, = 0,1, 2, = 30 23 =011, 2, =

1
wert 5 wiihrend die Folge 2,, 2, zg, ... gegen Null strebt.

1 1
Wir betrachten die oben angefithrte Folge y, = % P Y2 = 5y Ys = 55 s

die den Grenzwert Null hat, und setzen jeweils zwischen zwei aufeinanderfolgende

Glieder die Zahlen 1, 3 212, ... (also immer das Doppelte der vorausgegangenen

Zahl). Die so entstandene Folge
1

1
1, —
’ 22’

w|._

1
' 22’

tO| =

strebt ebenfalls gegen Null. Die Glieder dieser Folge nehmen nicht immer ab (ob-
wohl die Folge von positiven Werten her gegen Null strebt): das zweite ist groBer
als das erste, das vierte ist groBer als das dritte usw.

Wir betrachten eine nichtnumerierte Veridnderliche, die durch stiandiges Kleiner-
werden im Intervall 1 <z < 5 gegen 1 strebt, d.h. =z —1 + 0. SchlieBen
wir die Werte aus, die der Bedingung 3 < z < 4 geniigen, dann strebt auch die
Menge der iibrigbleibenden Werte von z beziiglich der festgelegten Anordnung
(Fallen) gegen 1. SchlieBen wir die Werte aus, die der Bedingung 1 <z < 2
geniigen, so ist die iibrigbleibende Menge ebenfalls geordnet, strebt aber nicht
gegen 1, sondern gegen 2. SchlieBen wir die Werte aus, die der Bedingung 1 <z <2
geniigen, dann bildet die iibrigbleibende Menge der Werte von z beziiglich der
gewihlten Anordnung (Fallen) keine geordnete Verédnderliche, weil es einen
letzten Wert « == 2 gibt. Dieses Beispiel steht im Zusammenhang mit der Be-
merkung, die wir oben iiber den Ausschlu von Werten bei einer nichtnumerierten
geordneten Verédnderlichen gemacht haben.
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28. Fundamentalsiitze. Die folgenden Satze werden wir fiir durchnumerierte

Verinderliche (Folgen) beweisen. Der Beweis im allgemeinen Fall ist véllig analog
[26].

1. Besitzen die Summanden einer algebraischen Summe endlich vieler Verinder-
licher Qrenzwerte, dann hat auch ihre Summe einen GQrenzwert, und dieser Grenzwert
ist gleich der Summe der Grenzwerte der Summanden.

Wir betrachten z. B. die algebraische Summe z — y + 2 dreier gleichzeitig
veranderlicher Grofen. Wir wollen annehmen, da die Folgen z,, ¥, und z,
n=1,2,3,...) gegen die Grenzwerte a, b bzw. ¢ streben, und beweisen, daB
ihre Summe gegen den Grenzwert @ — b + ¢ strebt.

Voraussetzungsgemill haben wir [26]

xn=a+0‘na yn=b+ﬁn: _zn:c+)'n’

wobei «y, B, und y, unendlich kleine GroBen sind. Fir die aufeinanderfolgenden
Werte der Summe x — y + 2z erhalten wir den Ausdruck
Z—y+2z=(a+ o) — b+ )+ (c+ )
=(@—b4¢)+ (xn — Bn+ a)-
Die erste Klammer auf der rechten Seite dieser Gleichung ergibt eine konstante

GroBe, und die zweite ist eine unendlich kleine GroBe [26]. Folglich gilt [27]
Xy — Yn+ 2 >a—b+c, d. h

lim{g—y-+2)=a—b+c=Ilimz — limy 4 limz.

2. Besitzen die Faktoren eines Produktes endlich vieler Verdnderlicher Grenzwerte,
so besitzt auch ihr Produkt einen Grenzwert, und dieser ist gleich dem Produkt
der Qrenzwerte der Faktoren.

Wir beschrinken uns auf die Betrachtung des Produktes zy zweier Ver-
anderlicher. Nehmen wir an, daB die Folgen x,,y, (n = 1,2, 3, ...) den Grenz-
werten a bzw. b zustreben, so konnen wir beweisen, dal xy gegen den Grenz-
wert ab strebt.

Nach Voraussetzung ist ndmlich

Ty = @ + O, yu=b+ﬁn)
wobei «, und 8, unendlich kleine GroBen sind ; folglich wird
ZoYn = (@ + &) (b 4 ) = ab + (afs + by + xnfa)-

Beachten wir die Eigenschaften der unendlich kleinen GroBen aus [26], so
sehen wir, daB die auf der rechten Seite dieser Gleichung in Klammern stehende
Summe eine unendlich kleine GroBe ist, und konnen daher behaupten, daB
Z,y, —>ab gilt, d. h.

lim (zy) = ab = lim x - lim y.

he
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3. Besitzen Zihler und Nenner eines Quotienten zweier Verdnderlicher Grenzwerte
und ist der Grenzwert des Nenners von Null verschieden, so besitzt auch der Quotient
einen Grenzwert, und dieser ist gleich dem Quotienten der Qrenzwerte von Zdihler
und Nenner.

Wir betrachten den Quotienten od und nehmen an, daB die Folgen z,, y,
(n=1, 2,3, ...) den Grenzwerten a bzw. b zustreben, wobei b==0 ist. Wir
werden beweisen, dal % gegen % strebt.

_Zum Beweis dt?s Sat?es geniigt es zu zeigen, _da!?v die Differenz -‘-Z— — I
eine unendlich kleine GroBe ist. VoraussetzungsgemaB ist Yn

Tp = a + op, Yo =04 B (b=+0),
wobei «, und g, unendlich kleine GréBen sind. Hieraus folgt

a =z, 1

5y b+ B

Der Nenner des auf der rechten Seite dieser Gleichung stehenden Bruches be-

steht aus zwei Faktoren und strebt auf Grund der beiden vorangegangenen
2

(B — baxy).

Satze gegen b2 Folglich bleibt er von einem gewissen n an groBer als 3

und der Bruch ; liegt, absolut genommen, zwischen Null und %,

b(b + Ba)
d.h., er ist eine beschrinkte GroBe. Der Ausdruck af, — ba, jedoch ergibt

eine unendlich kleine GroBe. Wegen [26] ist die Differenz % — 28 cine

x a Yn
unendlich kleine GréBe und somit y—" > 7 d.h.
n

(im y == 0).

Wir erwiahnen noch einige Folgerungen aus den bewiesenen Sdtzen. Wenn z
gegen den Grenzwert a strebt, strebt die Verdnderliche da*, wobei b eine Kon-
stante und % eine ganze positive Zahl ist, gemaB Satz 2 gegen den Grenzwert ba¥.

Betrachten wir das Polynom

@) = apa™ + @™t + o + @amE + o+ a7+ O,

in dem die Koeffizienten @, Konstanten sind, und wenden wir Satz 1 und die
soeben gemachte Bemerkung an, so 1iBt sich nachweisen, daB dieses Polynom
fir z —>a gegen den folgenden Grenzwert strebt:

lim f(z) = f(a) = apa™ + a,a™ ! + .. + qra™* 4+ -+ + a,_1a + ap,.
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Entsprechend konnen wir behaupten, daB bei der angegebenen Anderung von x
der rationale Bruch

apx™ + @ 2™+ ..o 4 a7 + ap,

9(z) = box? + by@P L + - + b7 + b,

gegen den Grenzwert

' B __aoa"'+ala"'_l+"'+am—1a+a"‘
lim ¢ (2) = ¢(a) = b,a? + byaP 1 + .- + b, 1a + b,

strebt, wenn bya? 4 b,aP + --- 4 by 4 b= 0 ist.

Alle diese Behauptungen gelten fir jede Art und Weise, in der = gegen a
strebt.

An Stelle von Polynomen, die nach Potenzen einer Verdnderlichen geordnet
sind, koénnten wir natiirlich auch Polynome betrachten, die nach Potenzen
mehrerer gegen Grenzwerte strebender Verdnderlicher geordnet sind.

Soist z. B.,, wenn limx — ¢ und limy = b ist,

lim (2% + zy + ¥?) = a? + ab 4 b2.

29, Die unendlich groBen GréBen. Wenn die veranderliche GroBe x gegen einen
Grenzwert strebt, ist sie — wie wir schon erwiéhnt hatten — auch beschrinkt.
Wir betrachten jetzt einige Fille der Verdnderlichkeit von unbeschrinkten
GroBen.

So wie auch frither werden wir gemeinsam mit der Gr6Be x den ihr entsprechen-
den Punkt K, der sich auf der 2-Achse bewegt, betrachten. Dieser Punkt K mége

sich so bewegen, daB, wie groB auch immer wir die Strecke 7”7 mit dem Mittel-
punkt im Koordinatenursprung wihlen, der Punkt K bei seiner fortschreitenden
Bewegung auBerhalb dieser Strecke zu liegen kommt und auch bei der weiteren
Bewegung auBerhalb bleibt. In diesem Fall sagt man: Die GroBe x ist eine un-
endlich groBe GroBe oder strebt gegen Unendlich. Es sei 2 die Lénge der
Strecke 7" T. Beachten wir, daB die Linge der Strecke OK = |z| ist, so konnen
wir folgende Definition aussprechen:

Die GroBe x heiBt unendlich groff oder gegen Unendlich strebend, wenn |z| bei
nacheinander erfolgender Anderung groBer wird als eine beliebig vorgegebene
positive Zahl M und bei weiterer Anderung auch groBer als M bleibt.

Mit anderen Worten: Die Grofe « heiflt unendlich groB, wenn sie folgende
Eigenschaft hat: Zu beliebig vorgegebenem positivem M existiert ein Wert x,
der Veranderlichen x derart, daB fir alle auf x, folgenden Werte die Ungleichung
|z) > M gilt.

Bleibt die unendlich groBe GroBe x bei ihrer nacheinander erfolgenden Ande-
rung von einem gewissen ihrer Werte an stindig positiv (Punkt K rechts vom
Punkt 0), so sagt man: x strebt gegen plus Unendlich (4 o). Bleibt die GroBe z
jedoch negativ (Punkt K links vom Punkt 0), so sagt man: z strebt gegen minus
Unendlich (— o0). Zur Bezeichnung einer unendlich groBen GroSe benutzt man
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die Symbole
lim z = oo, limz = 4 o0, limz = —o0

oder
x — 00, x — 4 o0, X —> —00.

Der Ausdruck ,,unendlich groB* dient nur zur kurzen Bezeichnung der oben
angegebenen Art und Weise der Anderung einer veranderlichen Gré8e z, und man
muB hier wie auch beim Begriff der unendlich kleinen GroBe den Begriff der
unendlich groBen Grole vom Begriff einer sekr grofen Gréfle unterscheiden.

Nimmt z. B. die GroBe z nacheinander die Werte 1, 2, 3, ... an, so gilt offenbar
Z — 4oo. Sind ihre aufeinanderfolgenden Werte —1, —2, —3, ..., so gilt
2 - —oo, und schlieflich konnen wir || — oo schreiben, wenn diese Werte
—1, 2, —3, 4, ... sind. Wir betrachten noch als Beispiel die Folge

&P L. (@>1), (5)
und es sei M eine beliebig vorgegebene positive Zahl. Die Ungleichung

>M
ist gleichbedeutend mit der Ungleichung

log M
Tlogq

Folglich gilt, wenn N die groBte ganze Zahl ist, die den Quotienten log M :1%ogq
nicht abertrifft,

¢" > M  unter der Bedingung n > N,

d. h., die betrachtete Verdnderliche strebt gegen -+ oo.

Wenn wir in der Folge (5) ¢ durch —q ersetzen, dndern sich nur die Vorzeichen
der ungeraden Potenzen von ¢, die Absolutbetrige der Glieder der Folge bleiben
jedoch die fritheren, und folglich strebt die Folge (5) fiir negative Werte von g,
die dem Absolutbetrag nach groBer sind als Eins, ebenfalls gegen Unendlich.

Sagen wir im folgenden, eine verdnderliche Grofe strebe gegen einen Gremzwert,
80 setzen wir diesen Grenzwert als endlich voraus. Mitunter sagt man allerdings auch,
,»die veranderliche GroBe strebt gegen einen unendlichen Grenzwert®, statt von
einer unendlich grofen GroBe zu sprechen.

Aus den vorstehenden Definitionen ergibt sich unmittelbar die Folgerung:

Strebt die Verinderliche x gegen 0, so strebt die Verinderliche % , wobei m eine
vorgegebene von Null verschicdene Konstante ist, gegen Unendlich; und strebt x

gegen Unendlich, so strebt % gegen Null.

30. Die monotonen Verdnderlichen. Bei der Untersuchung einer veranderlichen
GroBe sind wir haufig nickt in der Lage, ihren Grenzwert zu finden; es ist aber
fiir uns wichtig zu wissen, daB dieser Grenzwert existiert, d. h., daB die Verinder-
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liche gegen einen Grenzwert strebt. Deshalb wollen wir ein wichtiges Kriterium
firr die Existenz eines Grenzwertes angeben.

Wir nehmen an, die veridnderliche GroBe x nehme stindig zu (genauer: sie
nehme nirgends ab) oder stindig ab (genauer: sie nehme nirgends zu). Im ersten
Fall ist jeder Wert der GroBe nicht kleiner als alle vorhergehenden und nicht
groBer als alle folgenden; im zweiten Fall ist er nicht gréBer als alle vorher-
gehenden und nicht kleiner als alle folgenden. In beiden Fillen sagt man: Die
Grépe dndert sich monoton. '

Der ihr entsprechende Punkt K der x-Achse bewegt sich dann in einer Richtung
— in der positiven, wenn die Verdnderliche zunimmt, und in der negativen,
wenn sie abnimmt. Es ist anschaulich einleuchtend, da8 es nur zwei Méglichkeiten
geben kann: Entweder bewegt sich K unbegrenzt lings der Geraden (x — 400
oder —o0), oder er ndhert sich unbegrenzt irgendeinem bestimmten Punkt A4
(Abb. 43), d. h., die Verdnderliche z strebt gegen einen Grenzwert. Ist auBer der

>  Abb.43
Ky KyK3k, A X

Monotonie der Anderung noch bekannt, daB die Gro8e x beschrankt ist, so ent-
fallt die erste Moglichkeit, und man kann behaupten, da die GroBe gegen einen
Grenzwert strebt.

Diese auf die Anschauung gegriindete Uberlegung hat offenbar keine Beweis-
kraft. Den strengen Beweis bringen wir spater. Das angegebene Kriterium fir
die Existenz des Grenzwertes formuliert man gew6hnlich so: Wenn eine verdnder-
liche Qrofe beschrinkt ist und sich monoton dndert, strebt sie gegen einen Grenzwert.

Wir betrachten als Beispiel die Folge

2

z z x8 " 1
u1='i'; u2=§i' ”3=§, ceey un=;!: eenl)
wobei z eine gegebene positive Zahl ist.
Es ist
z
Uy = Upy—3 ; . (7)

Fiir die Werte n > z wird der Bruch %kleiﬁet als Eins und %, < %, d.h.

die Veranderliche u, nimmt von einem gewissen ihrer Werte an mit groBer wer-
dendem n standig ab, bleibt aber groBer als Null. GemaB dem Konvergenz-
kriterium strebt daher die Veranderliche gegen einen gewissen Grenzwert u. Ver-
gréBern wir in der Gleichung (7) die ganze Zahl n unbegrenzt, so erhalten wir

u=u-0 oder u=20,

1) Das Symbol n! ist eine abkiirzende Bezeichnung fiir das Produkt 1.2.3 .- n und wird
»n-Fakultit' genannt.
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d. h.
x”
lim = 0. 8)

fn—>+oo nl

Ersetzen wir in der Folge (6) # durch —z, so dndert sich nur das Vorzeichen
der Glieder mit ungeradem =, und diese Folge strebt nach wie vor gegen Null,
d. h., die Gleichung (8) gilt bei beliebig gegebenem positivem oder negativem
Wert von z.

In diesem Beispiel haben wir den Grenzwert u berechnet, nachdem wir uns
vorher iiberzeugt hatten, da8 er existiert. Wenn wir letzteres nicht getan hétten,
so hitte die von uns angewandte Methode auch zu einem falschen Resultat
fithren kénnen. Betrachten wir z. B. die Folge

uy=gq, U=¢q4 ..., U=g" ... (g>1).
Hier ist offenbar
Up = Up—19.

Bezeichnen wir den Grenzwert von u,, ohne uns im Gegensatz zu unserer im
vorhergehenden Beispiel durchgefiihrten Untersuchung um seine Existenz zu
kiimmern, mit %, so wiirden wir in der angegebenen Gleichung beim Ubergang
zum Grenzwert

u = ugq, d. h. u(l —¢q) =0,
erhalten und folglich
u=0,

Aber dies ist falsch, da fiir ¢ > 1 bekanntlich lim ¢* = 4 0o ist [29].

71— 00

31. Das Cauchysche Konvergenzkriterium. Das in [30] angegebene Kriterium
fiir die Existenz des Grenzwertes ist nur eine hinreichende, aber keine notwendige
Bedingung fiir die Existenz eines Grenzwertes, da, wie wir wissen [27], eine ver-
énderliche Gréfe, auch wenn sie sich nicht monoton dndert, gegen einen Grenz-
wert streben kann.

Der franzosische Mathematiker CAUCHY gab eine notwendige und hinreichende
Bedingung fir die Existenz des Grenzwertes an, die wir sogleich formulieren
werden. Wenn der Grenzwert bekannt ist, dann ist fiir ihn die Tatsache charak-
teristisch, dafl von einem gewissen Wert der Verinderlichen an der Absolutbetrag
der Differenz zwischen dem Grenzwert und der Verdnderlichen kleiner als ein
beliebig vorgegebenes positives ¢ ist. Gemd dem Cauchyschen Kriterium ist fir
die Existenz des Grenzwertes notwendig und hinreichend, daBl von einem ge-
wissen Wert der Veranderlichen an die Differenz zwischen zwei beliebigen darauf
folgenden Werten der Verdnderlichen kleiner ist als ein beliebig vorgegebenes
positives . Wir geben eine genaue Formulierung des Cauchyschen Kriteriums:

Das Cauchysche Kriterium. Notwendig und hinreichend fiir die Existenz
eines Grenzwertes der Verinderlichen z ist folgende Bedingung: Zu jeder vorgegebenen
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positiven Zahl ¢ existiert ein Wert x derart, daP fiir zwei beliebige auf = folgende
Werte ' und " stets die Ungleichung |x’ — x"| < & erfiillt ist.

Wir nehmen an, es sei die numerierte Veranderliche
Ty, Zgy ooey Tny oo
gegeben.
GemaB dem Cauchyschen Konvergenzkriterium besteht dann die notwendige
und hinreichende Bedingung fiir die Existenz des Grenzwertes dieser Folge darin:

Zu einem beliebig vorgegebenen positiven ¢ existiert ein (von & abhingiges) N
derart, daB

| — 2] < € fiir m> N und n>N. (9)

Die Notwendigkeit dieser Bedinéung 148t sich sehr leicht beweisen: Hat ndmlich
unsere Folge den Grenzwert a, so schreiben wir 2, — 2, = (¥, — @) + (@ — 2,),
und hieraus folgt

[T — Zn| < [T — a| + |@ — 2,].
Auf Grund der Definition des Grenzwertes existiert aber ein N so, da8 |z, —a| < %
und |a — z,| < % ist, wenn m > N und » > N ist, und damit ist |z, — z,| <e

fir m > N und n > N. Kirzer ausgedriickt: Wenn die z-Werte sich dem
Wert a beliebig ndhern, so kommen sie auch einander beliebig nahe.

/, // \\
~ 7
7”7 /'A /7/3\\//7/3\ ’ X Abb. 44
MN, Az \\VZJMNSMNZ\\,/ZAI(AZ)

<
7
A

Wir bringen zunichst noch nicht den strengen Beweis dafiir, da3 die Cauchy-
sche Bedingung hinreichend ist, sondern geben eine anschauliche Erklirung
(Abb. 44).

Es sei M, der Punkt der Koordinatenachse, der der Zah! z, entspricht, und wir
nehmen an, daB die Bedingung (9) erfiillt ist. GemaB dieser Bedingung existiert
ein solcher Wert N = N,, daB

|z, — 25| <1

ist fur s > N,, d.h., alle Punkte M, liegen fiir s > N, im Innern des Intervalls
A{A,, dessen Lange gleich 2 ist, und dessen Mittelpunkt sich im Punkt My, be-
findet. Ebenso existiert ein Wert N = N, = N, derart, dal}

1
Ixa - xN:l < E

gilt fiir

§ > N,.
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Wir konstruieren nun eine Strecke der Liange 1 mit dem Mittelpunkt im
Punkt My, und es sei A;A4, der Teil dieser Strecke, der auch in der Strecke
Aj A, enthalten ist. Wegen der beiden oben angegebenen Bedingungen miissen
die Punkte M, fiir s > N, im Intervall 434, liegen.

Ebenso existiert ein N = N, = N, derart, daB |z, — zy,| < % ist fiir

s > N;. Analog dem Vorhergehenden konstruieren wir den Abschnitt 4j4,,

dessen Linge < % ist und der dem Abschnitt 4% A, angehort, wobei alle Punkte
M, fir s > N, in seinem Innern liegen. Indem wir ¢ = 71—, é-, cees %, ...
erhalten wir auf diese Weise eine Folge von Strecken A4;A4,, von denen jede
folgende in der vorhergehenden enthalten ist und deren Léngen gegen Null
streben. Die Endpunkte dieser Strecken streben offensichtlich gegen ein und den-
selben Punkt A4, und die diesem Punkt entsprechende Zahl a ist der Grenzwert der
verinderlichen Grofle x, da aus der oben beschriebenen Konstruktion folgt, dafl
fiir hinreichend groBe Werte s alle Punkte M, dem Punkt 4 beliebig nahe kommen.

Als Anwendung der Cauchyschen Bedingung betrachten wir die Keplersche Gleichung, die
zur Bestimmung der Lage eines Planeten auf seiner Bahn dient. Diese Gleichung lautet

setzen,

z=g¢gsinz + a,

wobei @ und ¢ gegebene Zahlen sind, von denen die zweite zwischen Null und Eins liegt;
z ist die Unbekannte. Wir wihlen eine beliebige Zah! z, und bilden die Zahlenfolge

z, =¢sinz, + a, z, =g¢gsinz, +a, ...,
Ty =gs8inz,; +a, Tpsy = gs8inz, +a, ....

Wenn wir von der zweiten dieser Gleichungen die erste subtrahieren, erhalten wir

. . I S z, + 2
%, — 2, = g(sin z; — sin 75) = 2¢sin —1—=2 cos 1+ %o
2 — %y 1 o 3 2

Beachten wir, daB [sina| < |a| und [cose| < 1 ist, so haben wir

[y — %o

[y — 2| < 2¢ =q|z; — a]. (10)

Ebenso konnen wir die folgende Ungleichung ableiten:
|23 — 22| < glay — 24].

Wenn wir die Ungleichung (10) benutzen, kénnen wir schreiben:
|25 — 22| < ¢lzy — 7.

Fihren wir die entsprechenden Rechnungen weiter aus, so erhalten wir far jedes n die

Ungleichung
[Zn41 — Zal = ¢*l2) — 7). (11)

Wir betrachten jetzt die Differenz z,, — z,, wobei wir ohne Beschrinkung der Allgemein-
heit m > » annehmen:

T — Tn =Ty — Ty + Ty — Tz + T2 — Tm3 + *** + Tpy — 2y
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Bei Benutzung der Ungleichung (11) sowie der Summenformel fiir die geometrische Reihe
erhalten wir

Ixm —Zy = Ixm - xm—l' + lxm—l - xm-ﬁl + |xm—2 - ‘tm-sl + et |x,,+1 - xnl

S @ g g ) [ — ] = gt %' |7 — %ol

Wenn 7 unbegrenzt zunimmt, strebt der Faktor ¢" gegen Null [26]; der Faktor |z, — z,|

qm—n

ist konstant; der Bruch 11_— liegt immer zwischen Null und

1
g ist also beschriinkt,

da fiir m > n die Zahl ¢™* zwischen Null und Eins liegt. Somit strebt bei unbegrenzter
Zunahme von n und beliebigem m > n die Differenz 2, — 2, gegen Null, und die Be-
dingung (9) ist erfillt. Wir kénnen gemiB dem Cauchyschen Konvergenzprinzip behaupten,
daB der Grenzwert

lim =z, =§
n—+o0
existiert.
In der Gleichung

Tpy =gsinz, +a

vergroBern wir #» unbegrenzt. Nun gilt aber, wie wir spiiter zeigen werden, sin x, — sin &,
falls x, — &; daher erhalten wir im Grenzfall

E=gsiné +a, (12)

d. h., der Grenzwert & der Veriénderlichen z, ist eine Wurzel der Keplerschen Gleichung.

Bei Bildung der Folge «,, gehen wir von einer willkiirlichen Zahl z, aus. Wir werden jedoch
zeigen, daB die Keplersche Gleichung nicht zwei verschiedene Wurzeln haben kann, d. h.,
daB lim z, = & nicht von der Wahl des z, abhiingt und gleich der einzigen Wurzel der
Keplerschen Gleichung ist.

'.\'ehmen wir an, sie besitze auBer der gefundenen Wurzel £ die Wurzel &,, d. h., es sei

&, =g¢sin§ +a.
Ziehen wir von dieser Gleichung die Gleichung (12) ab, so erhalten wir

El—§=q(sinfl~sin§)=2qsiné—§—§cos§1—;_—6,

und daraus folgt

6 — &l s 2q[sin BE

Wegen |sina| < |a| fiir beliebiges « erhalten wir die Ungleichung
15— &l =ql& — &l

Aber g liegt zwischen Null und Eins, und die hingeschriebene Beziehung ist nur richtig
fir & — & =0, d.h. & = §&; daher hat die Keplersche Gleichung nur die eine Wurzel §.
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32. Gleichzeitize Anderung zweier veriinderlicher GroBen, die durch eine funk-
tionale Abhiingigkeit verkniipft sind. Es sei die Funktion y = f(x) gegeben, die
fiir gewisse Werte von x definjert sei, z. B. auf einem Intervall. Mit diesen Werten
konnen wir verschiedene Ordnungen der Verédnderlichen x konstruieren und er-
halten dadurch eine entsprechende Ordnung der Werte der Verinderlichen f(x)
[26]. Die geordnete Verdnderliche x ordnet also f(x). Wir betrachten in diesem Ab-
schnitt einen wichtigen Fall eines solchen Prozesses.

Die Funktion f(x) sei auf einem bestimmten Intervall definiert, das in seinem
Innern den Punkt x = ¢ enthilt. Wenn wir ein hinreichend kleines & wihlen,
konnen wir annehmen, daBl f(z) auf dem Intervall ¢ — k < 2 < ¢ + k definiert
ist. Wir betrachten die drei Fille der Anordnung der Werte von z: 2 —¢ — 0,
x—>¢+ 0, x—>c -+ 0 [25] und die diesen Fillen entsprechende geordnete Ver-
anderliche f(z). Es habe im ersten Fall die Verinderliche einen Grenzwert. Wir
bezeichnen ihn mit A4,. In diesem Fall schreibt man

lim f(z) = 4,. (13)
z—>c—0

Vollig analog schreibt man im zweiten Fall beim Vorhandensein eines Grenzwertes
(wir bezeichnen ihn mit 4,):

lim f(z) = 4,. (14)
z—>c+0

Man bezeichnet den Grenzwert (13) haufig mit f(c — 0) und den Grenzwert (14)
mit f(c + 0):

lim f(z) =f(c—0); lim f(z)=f(c + 0).
z—>c—0 z—c+0
Wir bemerken, dafl das die Grenzwerte von f(z) sind, die dadurch entstehen, da8 «
von links (d. h. von kleineren Werten her) bzw. von rechts (d. h. von groferen
Werten her) gegen c strebt. Im dritten Fall strebt « von beiden Seiten gegen ¢, und
die Existenz des Grenzwertes

lim f(z) =B (15)
z—>c+0
ist offensichtlich folgendem &quivalent: Die Grenzwerte (13) und (14) existieren
und sind einander gleich (4, = 4,). Dann ist also B = 4, = 4,.
Man darf die Symbole f(c — 0) und f(c + 0) nicht mit f(c) verwechseln, d. h.
mit dem Wert von f(x) fiir # = ¢. Oben haben wir diesen Wert iiberhaupt nicht
gebraucht, und bei den vorausgegangenen Uberlegungen brauchte f(z) fir z = ¢

iiberhaupt nicht definiert zu sein. Wenn die Funktion f(z) fiir 2 = ¢ definiert ist
und wenn f(¢c — 0) = f(c + 0) = f(¢) gilt, d. h.

lim f(z) = f(c),
z—>ct0
dann sagt man: Die Funktion f(x) ist fiir z =c¢ (im Punkt x = ¢) stetig? Unter
Verwendung der Definition des Grenzwertes kann man leicht Bedingungen an-
geben, die der Existenz der Grenzwerte (13), (14), (15) dquivalent sind. Die
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Existenz des Grenzwertes (13) ist offenbar gleichbedeutend damit, daB f(z) der
Zahl A, beliebig nahe kommt, wenn sich  — kleiner bleibend als ¢ — der Zahl ¢
hinreichend nahert, d.h., (13) ist &quivalent mit folgendem: Zu jeder beliebig vor-
gegebenen positiven Zahl ¢ existiert eine positive Zahl n derart, daf

|4, — @) <&, falls c—z<n wnd w<o. 13,)

Die Zahl 5 hangt natiirlich von ¢ ab.
Ganz analog ist (14) dquivalent mit folgendem: Zu jeder beliebig vorgegebenen
positiven Zahl & existiert eine solche positive Zahl 7, daf

|4y — f(z)| <e, falls r—c<ny und 2z >c, (14,)

und (15) ist gleichbedeutend mit folgendem: Zur beliebig vorgegebenen positiven
Zahl ¢ existiert eine positive Zahl n derart, daf

|B — f(x)] <&, falls l[e —x| <7n und x=fc. (15;)

Wir bemerken noch folgende offensichtliche Tatsache : Wenn der Grenzwert (15)
existiert, besitzt f(x) immer diesen Grenzwert, unabhingig davon, wie die ge-
ordnete Verinderliche x gegen ¢ strebt. Eine analoge Bemerkung gilt auch fiir die
Grenzwerte (13) und (14), wo = von links bzw. von rechts gegen c strebt.

Im folgenden werden wir den Begriff der Stetigkeit und die Eigenschaften der
stetigen Funktionen ausfiibrlich betrachten. Jetzt wenden wir uns den Fillen zu,
daB z oder f(x) gegen Unendlich streben [29]. Die vorangegangenen Definitionen
lassen sich leicht auf diese Fille verallgemeinern. Zum Beispiel ist leicht einzu-
sehen, da

1 1

lim = — 00; lim = + o00;
z—>e—0 T —C g—ct0 T — €
lim tanz = -+ oo; lim tanz = —oo
n n
——0 —+0
‘7-’2 a:—>2+

gilt.
° Wir setzen voraus, da8 f(z) fir alle hinreichend groBen = definiert ist und daB
die geordnete Verédnderliche x auf eine beliebige Weise gegen + oo strebt [29].
Dabei ist f(z) ebenfalls eine geordnete Verdnderliche, und es kann der endliche
Grenzwert

lim f(x) = A4 (16)

T—>+ 00

existieren. Das ist gleichbedeutend mit folgendem : Zu jeder beliebig vorgegebenen
positiven Zahl ¢ gibt es eine positive Zahl M derart, dall

|14 — f@)| <e fir x> M. (16,)

Speziell kann die Anordnung der  darin bestehen, daBl x unbegrenzt wichst, in-
dem es alle hinreichend groflen reellen Werte annimmt. Vollig analog kann man
den Fall z - —co betrachten.
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Ist f(z) fiir alle dem Absolutbetrag nach hinreichend groen z definiert und
strebt die geordnete Veranderliche  gegen oo [29], dann kann analog dem Voran-
gegangenen der endliche Grenzwert :

lim f(z) = 4

existieren, Das ist gleichbedeutend mit folgendem : Zu jeder beliebig vorgegebenen
positiven Zahl ¢ gibt es eine positive Zahl M derart, daB3

|4 —f@)|<e far |z]|> M.

Speziell kann z gegen oo streben, indem es alle verschiedenen, dem Absolutbetrag

nach hinreichend groBen Werte annimmt. Diese kann man so ordnen, wie wir das

in [25] fiir die nicht durchnumerierte Verdnderliche x getan haben, die der Bedin-

gung a —k <z <a-+ k (auBer ¢ = a) geniigte. Wir bemerken, da man fiir

eine durchnumerierte Verianderliche z,, «,, «,, ..., die den Grenzwert a besitzt,

an Stelle von lim x, = a oft lim z, = @ schreibt. In diesem Fall bedeutet
n—>

n — 0o, daB n wichst und alle ganzen positiven Werte annimmt.

Man kann auch von unendlichen Grenzwerten von f(x) sprechen. Zum Beispiel
soll

lim f(x) = — o0
2>+

bedeuten, daB zu einer beliebig vorgegebenen negativen Zahl 3, eine solche Zahl
M existiert, daB f(x) < M, ist fiir * > M. Analog kann man auch die anderen
Fille unendlicher Grenzwerte festlegen.

Man bestitigt leicht die Richtigkeit der nachstehenden Gleichungen:

lim 2® = -+ o0, lim 2® = — o0,

x—>+00 Z2—>—00
]iml=0, lim 22 = + oo,
z—00 T 2400
1
2 _ —
. 222 — 1 . x2 2
113;3x2+x+1“31'§23 r1°%
teta
3 5
- 2
lim 3x+5=1imx T =o.
00 X2+ 1 z—0 4 1
T

Wir betrachten noch ein physikalisches Beispiel. Nehmen wir an, dal wir einen
festen Korper erwirmen, und es sei ¢, seine Anfangstemperatur. Bei der Erwir-
mung erhdht sich seine Temperatur, bis der Schmelzpunkt erreicht ist. Bei
weiterer Erwidrmung bleibt die Temperatur unveridndert bis zu dem Zeitpunkt, in
dem der Korper vollkommen in den flissigen Zustand iibergeht; darauf beginnt
wiederum eine Temperaturerh6hung der entstandenen Fliissigkeit. Ein analoges
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Bild entsteht beim Ubergang der Fliissigkeit in den gasférmigen Zustand. Wir
wollen die dem Kérper zugefiihrte Wirmemenge @ als Funktion der Temperatur
betrachten. In Abb. 45 ist das Bild dieser Funktion dargestellt, wobei die Tempera-
tur auf der horizontalen Achse und die aufgenommene Wirmemenge auf der

Q4 FK/'

IB '
_A}A_AD__> Abb. 45
t t

Q|
<

~
S
N

vertikalen aufgetragen ist; ¢, sei die Temperatur, bei der der Kérper anfingt, in
den fliissigen Zustand, und ¢, die Temperatur, bei der die Fliissigkeit beginnt, in
den gasformigen Zustand iiberzugehen. Offenbar ist

lim@Q=4B und lim @ =A4C.
t—,—0 t—,+0
Die Lange der Strecke BC gibt die latente Schmelzwirme und die Lange der
Strecke ZF die latente Verdampfungswirme an.
Wenn die Grenzwerte f(c — 0) und f(c 4 0) existieren und verschieden sind,

dann heiBt die Differenz f(c + 0) — f(c — 0) der Sprung der Funktion f(z) fiir
x = ¢ (im Punkt z = ¢).

Die Funktion y = arctan hat bei x = ¢ den Sprung n. Die soeben

betrachtete Funktion @ (t) hat im Schmelzpunkt ¢ = ¢, einen Sprung, der gleich
der latenten Schmelzwirme ist.

Bei der Definition der Grenzwerte von f(x) beim Grenziibergang « — ¢ haben
wir angenommen, daB z gegen ¢ strebt, ohne irgendwann mit ¢ zusammenzufallen.
Dieser Vorbehalt ist wesentlich, weil der Wert von f(z) fiir « = ¢ bisweilen nicht
existiert oder von den Funktionswerten fiir benachbarte z-Werte erheblich ab-
weicht. So ist z. B. die Funktion Q(f) fiir ¢ = ¢, nicht definiert.

Wir betrachten noch ein Beispiel zur Erlduterung des Gesagten. Wir nehmen an,
daB in dem Intervall (—1, 1) eine Funktion folgendermaBen definiert ist:

y=z+1 fiir —1=22<0;
y=z—1 fir O<z<s
y=0 fir =z=0.
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In Abb. 46 ist die Bildkurve dieser Funktion wiedergegeben; sie besteht aus zwei
Geradenstiicken, von denen je ein Endpunkt (x = 0) ausgenommen ist, und aus
einem einzelnen Punkt, dem Koordinatenursprung. In diesem Fall ist
lim f(z) =1, lim f@®)=-1, f(0)=0.
*—>—0

z—+0

Yi

1
/ ;
0
33. Beispiele.

1. Es ist bekannt, daB fiir beliebiges « die Ungleichung |sin z| < |#| und das
Gleichheitszeichen nur fiir # = 0 gilt. Wir erinnern daran, da die GroSe «
dabei im Bogenmafl ausgedriickt wird. Aus dem Gesagten folgt, daB fiir eine
beliebig vorgegebene positive Zahl & die Ungleichung |sin | < ¢ fir |z| <e¢
gilt, d. h.

lim sinz = 0.

z—+0

2. Es gilt ferner

¥

Abb. 46

x z\2  a?
_— = in2 — < - = —
1 — cosx = 2 sin 5 =2(2) 5
d. h.
22
Ogl—-cosxgg,

und daraus folgt [27]

lim cosx = 1.
z—++0

3. Wir betrachten ein fiir das Spéatere wichtiges Beispiel. Es sei

sin x

4

Diese Funktion ist fiir alle # mit Ausnahme von z = O definiert, da hierbei
sowohl der Zahler als auch der Nenner Null werden und der Bruch seinen Sinn
verliert. Wir untersuchen nun die Anderung von y beim Grenziibergang von z
gegen Null. Bei einer Anderung des Vorzeichens von z indert sich der Wert
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des Bruches nicht, so daB es geniigt, den Grenzwert des Bruches zu ermitteln,
wenn z von positiven Werten her, d. h. vom ersten Quadranten her, gegen Null
strebt. Dieser Grenzwert existiert, wie wir zeigen werden. Derselbe Grenzwert
ergibt sich nach dem oben Gesagten auch, wenn z von negativen Werten her
gegen Null strebt. Der Satz vom Grenzwert eines Quotienten [28] darf hier
nicht angewendet werden, da sowohl Zahler als auch Nenner fiir z — 0 gegen
Null streben.

Betrachten wir z als Zentriwinkel im Kreis vom Radius 1 und messen wir die
Winkel im Bogenmaf, so ist (Abb. 47)

sinzg = 4C, x=%ﬁ, tanx = A D,

"
‘ g Abb. 47

wobei A D die Tangente an den Kreis im Endpunkt des Bogens z ist.
Weil ein umbhiillender Linienzug gré8er ist als die konvexe eingehiillte Linie,
konnen wir schreiben:

2sinz < 2x < 2tanz,

woraus wir, indem wir durch 2 sin z dividieren,

T 1

1< -
sinxz ~cosx

oder
sin x

1> > cosx (17)

erhalten.
Beim Grenziibergang von z gegen Null strebt jedoch cos x, der durch die
Strecke OC dargestellt wird, offenbar gegen Eins, d. h., die Veriinderliche =z

ist stédndig eingeschlossen zwischen Eins und einer Grofe, die gegen Eins strebt,
und daher ist [27]

lim y = lim M1
20 z—>0 T
Wir bestimmen fiir den gegebenen Fall die Zahl 5, die in der Bedingung (16)
vorkommt. Aus der Ungleichung (17) erhalten wir, indem wir ihre drei Glieder
von Eins subtrahieren,
0<1— sin z

<1 —cosz,

6 Smirnow I
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und diese Ungleichung zeigt, da

’ WMl e far |1 —cos x| <e.

1— =
x

Beachten wir, daB der Sinus eines Bogens im ersten Quadranten kleiner als
der Bogen selbst ist, so erhalten wir

— —9gin2 L z\*_ 2
1 cosa:—2sm2<2(2) 5

und es geniigt,

2
%<s, d.h. [z < V2,

zu wahlen.
Also kann im vorliegenden Fall }/2_e die Rolle der Zahl 7 spielen.

34. Stetigkeit einer Funktion. Wir hatten die Definition der Stetigkeit einer
Funktion im Punkt z = ¢, wenn die Funktion f(z) in diesem Punkt und in seiner
rechten und linken Nachbarschaft definiert ist, bereits gebracht. Wir fithren sie
noch einmal an.

Definition. Die Funktion f(z) heit in x = ¢ (im Punkt x = c) stetig, wenn der
Grenzwert von f () fiir z — ¢ existiert und wenn dieser Grenzwert gleich f(c) ist:

lim f(x) = f(c) = f(lim ). (18)

Wir erinnern uns, daB dies damit gleichbedeutend ist, daB die linksseitigen und
rechtsseitigen Grenzwerte f(c — 0) und f(c 4 0) existieren und daB diese Grenz-
werte einander gleich und gleich f(c) sind, d.h. f(¢ — 0) = f(c + 0) = f(c).
AuBerdem ist die oben gegebene Definition, wie wir sahen [32], gleichbedeutend
mit der folgenden: Zu jeder beliebig vorgegebenen positiven Zahl ¢ existiert eine
positive Zahl # derart, daB

f©) — @) <e fir Je—z|<n. (19)

Es ist nicht notwendig, x==¢ vorauszusetzen, weil f(z) — f(c) =0 fir x =¢
gilt. Anders kann man das auch so formulieren:

f@) —flc)—>0 far z—c— +0.

Da die Differenz « — ¢ der Zuwachs der unabhangigen Verdnderlichen und die
Differenz f(x) — f(c¢) der entsprechende Zuwachs der Funktion ist, ist die ange-
gebene Definition der Stetigkeit einer Funktion gleichbedeutend mit der folgenden:
Eine Funktion heiBt stetig im Punkt = ¢, wenn einem unendlich kleinen Zuwachs
der unabhingigen Veranderlichen (vom Anfangswert x = ¢ aus) ein unendlich
kleiner Zuwachs der Funktion entspricht.
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Die durch die Gleichung (18) ausgedriickte Stetigkeitseigenschaft gestattet, den
Grenzwert der Funktion zu finden, indem man einfach an Stelle der unabhingigen
Verdnderlichen deren Grenzwert einsetzt.

Aus den Formeln (3) und.(4) aus [28] ersehen wir, daB ein Polynom von z und der
Quotient solcher Polynome, d. h. eine rationale Funktion von x, Funktionen sind,
die fiir beliebige Werte von x stetig sind, ausgenommen die Werte, fiir die der
Nenner der rationalen Funktion Null wird.

Stetig ist offenbar auch die Funktion y = b, die fiir alle « ein und denselben
Wert annimmt [12].

Alle von uns im Kapitel I betrachteten Funktionen (Potenz, Exponential-
funktion, Logarithmus, trigonometrische und zyklometrische . Funktionen) sind
stetig fiir alle Werte z, fiir die sie existieren, mit Ausnahme der Werte, fiir die sie
Unendlich werden. So ist z. B. 1%log z eine stetige Funktion von x fiir alle positiven
z-Werte; tan z ist eine stetige Funktion von z fiir alle Werte z, ausgenommen die
Werte

z=@k+1) 3,

wobei k eine beliebige ganze Zahl ist.

Wir erwihnen noch die Funktion u?, wobei 4 und v stetige Funktionen von x
sind und vorausgesetzt ist, daB « keine negativen Werte annimmt. Die Funktion
ist ebenfalls stetig, wenn die Werte von z ausgeschlossen werden, fiir die 4 und v
gleichzeitig Null werden oder % = 0 und v < 0 ist.

Die von uns ausgesprochene Behauptung von der Stetigkeit der elementaren
Funktionen erfordert natiirlich einen Beweis, der sich auch streng durchfiihren
1a4B8t; wir nehmen aber zunachst die Behauptung ohne Beweis als richtig an.
Spiter werden wir diese Frage eingehender untersuchen. Wir zeigen nur die
Stetigkeit der Funktion sin z fiir beliebiges = ¢ unter Verwendung der Defini-
tion (19). Es gilt (siche [31])

sinz — sin ¢ = 2 8in 2 cos S
“’ = p) 2’
und daraus folgt
] . . X — z—¢ . x—¢
|sm:c—amc|=2|sm 3 cos D) < 2|sin 3

Es ist aber |sin «| < |« fiir beliebiges « und folglich
|sinz —sin¢e| < |Je —¢f.

Um |sinz — sin ¢| < ¢ zu erhalten, wobei ¢ eine vorgegebene positive Zahl ist,
geniigt es, |z — ¢| < ¢ anzunehmen, d. h., die Rolle von 7 in der Definition (19)
kann die Zahl ¢ spielen.

Es ist leicht zu zeigen, daB die Summe sowie das Produlkt einer beliebigen endlichen
Anzahl von stetigen Funktionen wieder eine stetige Funktion ist; das gilt auch fiir den
Quotienten zweier stetiger Funktionen mit Ausnahme derjenigen Werte der unab-
héingigen Verdinderlichen, fir die der Nenner Null wird.

G
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Wir betrachten nur den Fall des Quotienten. Wir nehmen an, daB die Funk-
tionen ¢ (x) und y(x) fiir = ¢ stetig sind und daB y(c)== 0 ist. Bilden wir die
Funktion
()

r) = —,
f (=) v@)

80 erhalten wir bei Benutzung des Satzes vom Grenzwert eines Quotienten

lim ¢ (z)
. oz _ @(c) _
2@ = Emym ~ye

was die Stetigkeit des Quetienten f(x) fiir x = ¢ beweist.

Wir fiihren ein einfaches Beispiel an. Da y = sin 2 eine stetige Funktion von
ist, wird auch y = b sin 2, wo b eine Konstante ist, eine stetige Funktion, weil
sie das Produkt der stetigen Funktionen y = b (sieche oben) und y = sin z ist.

mn

Wenden wir uns jetzt nochmals der Funktion y = 2 zu. Fir z =0 ist

diese Funktion unbestimmt; aber wir wissen, da8 lim y = 1 ist. Wenn wir daher
z—0

fir =0 noch y =1 setzen, wird y im Punkt z = 0 stetig.

Diese Ermittlung des Grenzwerts einer Funktion beim Grenziibergang von z
gegen einen Punkt, in dem die Funktion eine unbestimmte Form annimmt, heiBt
Auswerten der unbestimmien Form. Man nennt den Grenzwert selbst, wenn er
existiert, bisweilen den wahren Wert der Funktion in dem erwihnten Punkt.
Spiter werden wir viele Beispiele fiir die Auswertung unbestimmter Formen
bringen.

35. Eigenschaften der stetizen Funktionen. Bisher haben wir die Stetigkeit
einer Funktion in einem vorgegebenen Wert z definiert. Wir nehmen jetzt an,
die Funktion sei auf dem endlichen Intervall @ < z < b definiert. Ist sie in jedem
beliebigen Wert x aus diesem Intervall stetig, so sagt man, sie sei in dem Intervall
(a, b) stetig. Wir bemerken dazu, daB die Stetigkeit der Funktion in den Rand-
punkten des Intervalls z =a und =1> in folgendem besteht:

lim f(z) = f(a), lim f(z) = f(b).
r—a+0 z—>b—0

Alle stetigen Funktionen besitzen die folgenden Eigenschaften:

1. Ist die Funktion f(x) auf dem Intervall (a,b) stetig, so existiert in diesem Inter-
vall mindestens ein x-Wert, fiir den f(x) seinen gréften Wert, und mindestens ein
solcher, fir den die Funktion ihren kleinsten Wert annimmd.

2. Ist die Funktion f(x) auf dem Intervall (a,b) stetig, wobei f(a) =m und f(b)=mn
tst, und st k eine beliebige Zahl zwischen m und n, so existiert im Intervall (a, b)
mindestens esn Wert x, fiir den der Wert von f(z) gleich k ist; insbesondere gibt es,
wenn f(a) und f(b) verschiedene Vorzeichen haben, im Innern des Intervalls (a, b)
mindestens einen Wert z, fiir den f(x) Null wird.
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Diese beiden Eigenschaften leuchten unmittelbar ein, wenn man beachtet,
daB im Fall einer stetigen Funktion die ihr entsprechende Bildkurve eine
kontinuierliche (oder unterbrochene) Kurve darstellt. Diese Bemerkung kann
natiirlich nicht als Beweis dienen. Der Begriff der stetigen Kurve erscheint in
anschaulicher Darstellung auf den ersten Blick einfach, erweist sich jedoch
bei niherer analytischer Betrachtung als {beraus kompliziert. Der strenge
Beweis der angegebenen beiden Eigenschaften beruht ebenso wie der der nach-
stehenden dritten auf der Theorie der irrationalen Zahlen. Wir nehmen diese
Eigenschaften zunichst ohne Beweis an.

In den letzten Abschnitten dieses Paragraphen werden wir die Grundlagen
der Theorie der irrationalen Zahlen erldutern und bei dieser Gelegenheit ihren
Zusammenhang mit der Theorie der Grenzwerte und den Eigenschaften der
stetigen Funktionen klidren. Wir bemerken, daB sich die zweite Eigenschaft der
stetigen Funktionen noch folgendermafen formulieren 14B8t: Durchliuft x in
stetiger Folge das Intervall von a bis b, so durchliuft die stetige Funktion f(z)
mindestens esnmal die Werte, die zwischen f(a) und f(b) liegen.

Y £
|
I |
| |
| /\ |
a 1 o a | -
o 1 b X 0 : \/ b X
| |
| I
Abb. 48 Abb. 49

In Abb. 48 und 49 ist die Bildkurve einer im Intervall (a, b) stetigen Funktion
dargestellt, bei der f(a) < 0 und f(b) > O ist; im Fall der Abb. 48 schneidet
die Bildkurve die z-Achse einmal, und fiir den entsprechenden Wert von & wird
die Funktion f(z) Null. Im Fall der Abb. 49 gibt es nicht nur einen, sondern
drei solcher Werte.

Wir gehen jetzt zur dritten Eigenschaft der stetigen Funktionen iber, die
sich als weniger anschaulich als die beiden vorhergehenden erweist.

3. Ist die Funktion f(z) im Intervall (a, b) stetig und ist in diesem Intervall
z = %, ein gewisser Wert von z, so gibt es auf Grund der Bedingung (19) aus
[34] (wenn man dort ¢ durch z, ersetzt) zu beliebig vorgegebenem positivem &
einen solchen Wert 7, der offenbar von ¢ abhéngt, da3

[f(@) — flze)| <& far |2 —2| <7

ist, wobei wir natiirlich auch z als zum Intervall (a, b) gehérig annehmen. (Ist
etwa z, =a, so ist x notwendigerweise groBer als ¢, und wenn z, =b ist,
ist # < b.) Aber die Zahl  kann nicht'nur von &, sondern auch davon ab-
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hingen, welchen Wert z — z, aus dem Intervall (a, b) wir gerade betrachten.
Die dritte Eigenschaft der stetigen Funktionen besteht darin, daB in dem
abgeschlossenen Intervall (a, b) fiir jeden vorgegebenen Wert & tatsichlich ein
einziges 7 fiir alle Werte x,, existiert. Mit anderen Worten, wenn*die Funktion f(x)
im abgeschlossenen Indervall (a, b) stetig ist, gibt es zu esnem beliebig vorgegebenen
positiven & etn positives 7 derart, daf

[f) — =) <e (20)
18t fiir je zwei beliebige Werte o' und 2" aus dem Intervall (a, b), die der Ungles-
chung

2" — | <7 (21)
geniigen. Diese Eigenschaft formuliert man kurz so: Ist die Funktion in dem ab-

geschlossenen Intervall (a, b) stetig, so ist sie in diesem Intervall auch gleichmdifig
stetig.

Es sei nochmals bemerkt, daB wir die Funktion f(x) nicht nur fir alle z im
Innern des Intervalls (a, b), sondern auch fiir die Werte  =a und z = b als
stetig vorausgesetzt haben.

Wir erlautern noch die Eigenschaft der gleichméBigen Stetigkeit an einem ein-
fachen Beispiel. Vorher schreiben wir die vorstehenden Ungleichungen in einer
anderen Form, indem wir 2’ durch z und 2” durch « -+ % ersetzen. Hierbei stellt
2" — &' = kb den Zuwachs der unabhéngigen Veranderlichen und f(z + &) — f()
den entsprechenden Zuwachs der Funktion dar. Die Eigenschaft der gleichmaBigen
Stetigkeit 148t sich dann folgendermaBen formulieren:

lf@+h) —fl@)l <& fir |h| <m,
wobei z und z 4 % zwei beliebige Punkte des Intervalls (a, b) sind.
Als Beispiel betrachten wir die Funktion
(=) = 2.
In diesem Fall ist
fz+ k) — f(z) = (z + k) — 2 = 2zh + A2
Bei beliebig vorgegebenem Wert ¢ strebt der Ausdruck 2z% - %2, der den Zuwachs unserer
Funktion angibt, offenbar gegen Null, wenn der Zuwachs der unabhingigen Verénderlichen
gegen Null strebt. So wird nochmals bestatigt [84], daB die gewihlte Funktion fir jeden
Wert z stetig ist. Damit ist sie z. B. auch in dem Intervall —1 < z < 2 stetig. Wir werden
zeigen, daB sie in diesem Intervall sogar gleichmiBig stetig ist. Dazu muB die Ungleichung
|22k + B2 < & (22)
durch eine entsprechende Wahl der Zahl # in der Ungleichung |A| < # erfillt werden,
wobei z und z + & dem Intervall (—1, 2) angehoren miissen. Es gilt
|22k + k2| < |22h| + B2 = 2|z| |h| + A2.
Der groBte Wert von |z| im Intervall (—1, 2) ist aber 2, und daher kénnen wir diese Un-
gleichung durch eine andere ersetzen, aus der sie folgt:

[2zh + h2| < 4|h| + h2.
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Wir werden nun |A| < 1 annehmen. Dann ist 4% < |h|, und wir kdnnen die vorstehende
Ungleichung auf folgende Form bringen:

|22k + B3| < 4|h| + |B| oder |22k + A% < 5|h|.

Die Ungleichung (22) wird sicher erfillt, wenn wir || der Bedingung 5|h| < & unter-
werfen. Denken wir daran, daB wir |h| < 1 angenommen haben, so sehen wir, daB A den
beiden Ungleichungen

&€

[hl<1i und [h|< 5

geniigen muB. Wir kénnen somit fiir den Wert n die kleinere der beiden Zahlen 1 und -
withlen. Fir kleine e (¢ < 5) miissen wir 5 = — wahlen, in jedem Fall aber ist offenslcht-

lich, daB der gefundene Wert 7 bei vorgegebenem ¢ fiir alle z des Intervalls (—1, 2) das Ge-
wiinschte leistet.

Die angegebenen Eigenschaften brauchen jedoch im Fall unstetiger Funktionen oder bei
Funktionen, die nur im Innern eines Intervalls stetig sind, nicht vorzuliegen. Betrachten wir
z. B. die in Abb. 46 dargestellte Funktion. Sie ist definiert im Intervall (—1, 1) und hat eine
Unterbrechung der Stetigkeit bei = 0. Unter ihren Werten gibt es beliebig nahe bei Eins
liegende; aber die Funktion nimmt nicht den Wert Eins und auch keine Werte groSer als
Eins an. Somit gibt es unter den Werten dieser Funktion keinen groBten. Genauso gibt es
unter diesen Werten auch keinen kleinsten. Die elementare Funktion y = z nimmt im
Innern des Intervalls (0, 1) weder einen gro8ten noch einen kleinsten Wert an. Betrachtet
man dieselbe Funktion im abgeschlossenen Intervall (0, 1), so erreicht sie ihren kleinsten
Wert fir 2 = 0 und den gréBten fir 2 = 1. Wir bet.rachten noch die im linksseitig offenen

Intervall 0 <2z <1 stetige Funktion f(z) = sin —. Bei der Anniherung von z gegen Null
wichst das Argnment — unbegrenzt; sin z schwankt dann zwischen —1 und 1 und hat fir
z — +0 keinen Grenzwert Wir werden zeigen, daB die angegebene Funktion in dem Inter-

1
vall 0 <2< 1 nlcht gleichmiBig stetig ist. Dazu betrachten wir die zwei Werte 2’ = oy
und z”’ = ————, wobei n eine ganze positive Zahl ist. Sie gehdren beide bei beliebiger

(4n + 1)n
Wahl von n dem erwihnten Intervall an. Ferner ist

f(x) =sinnm =0; f(’)=sin (2nn + g) =1.

Somit ist
2 1

f@)—fz)=1 und z’'—2 = e Tt

Bei unbeschriinkter Zunahme der ganzen positiven Zahl n strebt die Differenz z” — 2’
gegen Null, aber die Differenz f(z”’) — f(z’) bleibt gleich Eins. Hieraus ist ersichtlich, daB
es fir das Intervall 0 < z < 1 kein positives 7 gibt, firr das aus (21) |f(z") — f(z)| < 1
folgt, was der Wahl ¢ = 1 in Formel (20) entspricht.

Betrachten wir die Funktion f(z) = zsin —1- Far 2 -— +0 strebt der erste Faktor z
z
gegen Null, wiihrend der zweite den Absolutbetrag nach Eins nicht iiberschreitet, und daher
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[26] gilt f(x) -0 fir z—> +0. Fiir = =0 hat der zweite Faktor keinen Sinn, aber wenn
wir die Definition unserer Funktion erginzen, indem wir f(0) = O setzen, d. h., wenn wir

Hz) =z sin % fir 0<z <1 und f(0) = O setzen, erhalten wir eine im abgeschlossenen

1 1
Intervall (0, 1) stetige Funktion. Die Funktionen sm und z sin p sind offensichtlich fiir
jedes von Null verschiedene z stetig.

36. Vergleich von unendlich kleinen und von unendlich groBSen Gréfen. Im
weiteren werden wir mit « und B geordnete Verénderliche bezeichnen, die ein
und dieselbe ordnende Veridnderliche besitzen (den Index n oder die Veridnder-
liche t), so daB3 wir also elementare Operationen mit diesen Verdnderlichen durch-
fihren konnen.

Wenn die Verianderlichen « und § gleichzeitig gegen Null streben, dann 1483t

sich, um den Grenzwert von E zu ermitteln, der Satz vom Grenzwert eines
o

Quotienten nicht anwenden. Ohne zusétzliche Ausfithrungen kénnen wir nichts
iber die Existenz des Grenzwertes dieses Quotienten sagen.
Wir setzen voraus, dal die gegen Null strebenden Veranderlichen « und g den

Wert Null nicht annehmen. Wenn der Quotient B , gegen einen end.hchen von Null
verschiedenen Grenzwert strebt, dann strebt auch der Quotient E gegen <¢inen

endlichen und von Null verschiedenen Grenzwert. In diesem Fall sagt man, § und
« werden unendlich klein von etn und derselben Ordnung. Wird aber der Grenzwert

B

des Quotienten p gleich Null, so sagt man, 8 wird unendlich klein von hdherer

Ordnung im Vergleich zu « oder a unendlich klein von niedrigerer Ordnung im

Vergleich zu . Wenn der Quotient é gegen Unendlich strebt, dann strebt %

gegen Null, d. h., 8 ist unendlich klein von niedrigerer Ordnung als & und & von
hoherer Ordnung als 8. Folgendes ist leicht zu zeigen: Wenn « und g unendlich klein
von derselben Ordnung und y unendlich klein von héoherer Ordnung als o werden,
dann wird auck y unendlich klein von hoherer Ordnung beziiglich 8. Voraussetzungs-

gemal gilt % — 0, und der Quotient ad hat einen endlichen und von Null ver-

schiedenen Grenzwert. Aus der offensichtlichen Identitit % =r.2z folgt
o

B

unmittelbar auf Grund des Satzes vom Grenzwert eines Produkts, daB % gegen

Null strebt, womit unsere Behauptung bewiesen ist.
Wir vermerken einen wichtigen Spezialfall von unendlich kleinen GroBen gleicher

Ordnung. Wenn -g ~1 (und damit auch % —1) git, heifen die unendiich
kleinen Groflen « und 8 dquivalent. Aus der Gleichung ﬂ_—_a = E — 1 folgt
& &

unmittelbar, daB die Aquivalenz von « und B damit gleichbedeutend ist, dap die
Differenz B — o unendlich klein von héherer Ordnung als &« wird. Aus der Identitat
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f—«

=1 % folgt ebenso, daB diese Aquivalenz gleichbedeutend damit
ist, daB f — « unendlich klein von hdherer Ordnung als g wird.

Wenn das Verhaltnis £E’ in dem % eine konstante positive Zahl ist, gegen einen
endlichen und von Null verschiedenen Grenzwert strebt, sagt man, daB g beziiglich

B - —> ¢ gilt, wobei ¢ eine von
Null verschiedene Zahl ist, gllt — —>1, d. h, ﬂ und co* sind dquivalente

unendlich kleine Gro8en, und fo]ghch wird die Differenz y = § — ca* unendlich
klein von hdherer Ordnung im Vergleich zu § (oder im Vergleich zu ca¥). Wenn
man « als unendlich kleine BezugsgroBe annimmt, stellt die Gleichung 8 =co* 4y,
wobei y unendlich klein von hoherer Ordnung als ca* wird, die Abspaltung des
unendlich kleinen Summanden ca* (mit der einfachsten Form beziiglich ) von
der unendlich kleinen GroBe § dar, und zwar so, daB der Rest y nun unendlich
klein von héherer Ordnung im Vergleich zu f (oder im Vergleich zu ¢«*) wird.

In ana.loger Weise geht der Vergleich der unendlich groBen GréB8en % und v vor

o unendlich klein von der Ordnung k wird. Wenn

sich. Wenn > -, gegen einen endlichen und von Null verschiedenen Grenzwert strebt,
sagt ma.n, daB % und v unendlich groB von gleicher Ordnung werden. Gllt - =0,
so strebt =  gegen co. In diesem Fall sagt man, daB v unendlich groB von medngerer
Ordnung im Vergleich zu % wird oder daB « unendlich groB von hoherer Ordnung
als v wird. Strebt ;v gegen 1, so heiBen die unendlich groBen Verdnderlichen dqui-
valent. Wenn — > , wobei k eine konstante positive Zahl ist, gegen einen endlichen

und von Null verschiedenen Grenzwert strebt, sagt man, daB v unendlich groB
von k-ter Ordnung im Vergleich zu u wird. Alles oben iiber die unendlich kleinen
GroBen Gesagte hat auch fiir die unendlich groBen Groen Giiltigkeit.

Wir erwiahnen noch, daB die entsprechenden unendlich kleinen oder unendlich

B

groBen GroBen unvergleichbar heien, wenn die Quotlenten £ oder 2 tlberhaupt
keinen Grenzwert haben.

37. Beispiele.

1. Weiter oben hatten wir gesehen, daB
lim 222 — 4
z—>0 T

ist, d. h., sin z und z sind dquivalente unendlich kleine GréBen, und folglich wird die Diffe-
renz sin # — z unendlich klein von hoherer Ordnung als z. Spiter werden wir sehen, da8 diese

Differenz dquivalent — % 23 ist, d. h. unendlich klein von dritter Ordnung im Vergleich zu z.

2. Wir zeigen, daB die Differenz 1 — cos 2 unendlich klein von zweiter Ordnung beziglich z
ist. In der Tat, bei Anwendung einer bekannten trigonometrischen Formel sowie gewisser
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elementarer Umformungen erhalten wir

2gin? = sin —
1—cosz 2

1
PP )

Wenn z -+ 0, strebt o« = i;- ebenfalls gegen Null, und, wie wir gezeigt hatten, wird

. x

]
lim =lim =% —1
0 Z a0 &

2

und folglich

lim l—msx_l
0 22 _2,

d.h, 1 — cos = wird tatsiichlich unendlich klein von zweiter Ordnung beziiglich z.
3. Aus der Formel

MTre—1=—2
Vi4+241

folgt
V1+x—1_ 1
z NT¥z+1
und daraus

1imv1+a:—-1

20 z
d.h., Y1 + 2 — 1 und = werden unendlich klein von gleicher Ordnung, wobei MN+z—1

dquivalent —;- z ist.

1
En

4. Wir werden zeigen, daB ein Polynom vom Grade m unendlich groB von der Ordnung m
beziiglich = wird. Tatsichlich ist

lim%xm+alxm-1+...+a,,,_1x+am=]im (%+%+...+‘£+Zﬁ)=% (@y = 0).

z—>00 z™ z—00 zm-1

Es ist leicht einzusehen, daBl zwei Polynome ein und desselben Grades fiir z - oo un-
endlich groB von gleicher Ordnung werden. Ihr Quotient hat als Grenzwert den Quotienten
ihrer hchsten Koeffizienten. Zum Beispiel ist

1 3
5 —_ =
lim 522 4+ z 3 _ +:: x-"_§_
o0 T3+ 22 4+4 40 2 4 7
7+;+;

Wenn die Grade zweier Polynome verschieden sind, wird fiir - co dasjenige der Poly-
nome unendlich groB von héherer Ordnung im Vergleich zum anderen, dessen Grad héher ist.
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38. Die Zahl e. Wir betrachten ein fiir das Folgende wichtiges Beispiel einer
verdnderlichen GroBe, und zwar die Folge der Werte

L
[+
n
wobei n wachsend ganzzahlige positive Werte annimmt und auf diese Weise gegen
+ oo strebt. Bei Anwendung des binomischen Satzes erhalten wir

1\» n 1 nn—1) 1 nn—1)(n-—-2) 1
(1+Z)=1+T'7T+'T'F+ 31 wm T
nn—1)(n—2)---(n—k+1) 1
+ %! Tt
nn—1)(n—2)...2.1 1
+ n! ‘nn

Y T IR
I

[ B (B

Die hingeschriebene Summe enthdlt n + 1 positive Glieder. Bei VergroBerung
der ganzen Zahl » vergroBert sich erstens die Anzahl der Summanden, und zweitens
vergroBert sich jeder einzelne der fritheren Summanden, da im Ausdruck des all-
gemeinen Gliedes

A=) 3b-t5

die Zahl k! ungedndert bleibt und die in den runden Klammern stehenden
Differenzen bei VergroB8erung von n groBer werden. Wir sehen somit, daB die
betrachtete Verdnderliche mit wachsendem #» groBer wird. Um uns von der
Existenz des Grenzwerts zu iiberzeugen, brauchen wir nur zu beweisen, daB die
Folge beschrankt ist.

1 2 E—1
1) Das Produkt (1 - -1;) (1 - ;) (1 - ) ergibt sich aus dem Bruch

‘nn—1)(n—2)--(n —k+ 1)

nk

wenn man jeden der k im Zihler stehenden Faktoren durch n dividiert und dabei berick-
sichtigt, daB die Anzahl der Faktoren » im Nenner ebenfalls gleich k ist.
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Wir ersetzen im Ausdruck des allgemeinen Gliedes jede der erwahnten Dif-
ferenzen durch Eins, und alle in %! auftretenden Faktoren ersetzen wir von 3 an
durch 2. Durch diese Substitution wird das allgemeine Glied gré8er, und wir haben
unter Benutzung der Summenformel fiir die Glieder einer geometrischen Reihe

1\» 1 1 1 1
(1+%) <1+1+-2“+§+"'+F+"'+§;:]
1
1 — =
» 1
=4 —F =3 <s,
=3

d. h., die Veranderliche |1 + 11—,’)" ist beschrinkt. Wir bezeichnen den Grenzwert
dieser Verinderlichen mit e:
A N
"ETW (1 + ;1,-) =e (n ganzzahlig positiv). (23)

Dieser Grenzwert kann offenbar nicht gréBer als 3 sein.

Wir werden jetzt beweisen, daB der Ausdruck (1 4- %)z gegen denselben Grenz-
wert e strebt, wenn = gegen + oo strebt und dabei beliebige Werte annimmt.

Es sei n die groBte ganze Zahl, die  nicht iibertrifft, d. h.

n<zr<n4l.

Die Zahl n strebt offensichtlich gemeinsam mit x gegen -+ co. Beachten wir, daB
bei der VergroBerung einer positiven Basis, die gréBer als Eins ist, und Ver-
groBerung des Exponenten einer Potenz auch die Potenz selbst wichst, so kénnen
wir schreiben:

1 \» 1\ 1\n+1
(1+n+1)<(1+;)<(1+;) . (24)

Auf Grund der Gleichung (23) ist aber

1 n+1
g = Jm —(1+"_+1)
n -+ 1 00 (1+ 1 )

n+1

. 1\nt+1 . 1\» 1
lim (1—}——) = lim [(1+—) (1+—)]=e-1=e.
f—+400 n n—+00 n n

m(1+ =%=e

f—>—+oo

und
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Somit streben die duleren Glieder der Ungleichung (24) gegen den Grenzwert e,
und daher muB auch das mittlere Glied gegen denselben Grenzwert streben, d. h.

lim (1 + 1)’ =e. (25)
z—>-+ 00 x

Wir betrachten jetzt den Fall, daB x gegen — oo strebt.

Wir fithren an Stelle von z die neue Verdnderliche y ein, indem wir 2 = —1—y
setzen, wonach y = —1 — x wird.

Aus der letzten Gleichung ersieht man, dal ¥ beim Grenziibergang von x gegen
— oo gegen - oo strebt.

Fiihren wir in dem Ausdruck |1 + % die Substitution der Verinderlichen aus

und beriicksichtigen die Gleichung (25), so erhalten wir

lim (1+1)z= lim ( —Y )_1_"= lim (1+y)1+"

z—>—00 z y>too \—1 — ¥ y—>+ Yy

T (P

Strebt # mit beliebigem Vorzeichen gegen Unendlich, d. h. |z| — oo, so folgt
aus dem Vorhergehenden

lim (1 + %)z= e. (26)

00

Spater werden wir einen bequemen Weg zeigen, um die Zahl ¢ mit einem
beliebigen Genauigkeitsgrad zu berechnen. Diese Zahl ist, wie sich herausstellt,
eine irrationale Zahl und lautet bis zur siebenten Dezimalstelle genau:

e=27182818....

k z
Der Grenzwert des Ausdrucks ( 14+ =) wobei k eine vorgegebene von Null ver-

schiedene Zahl ist, 148t sich jetzt leicht ermitteln. Unter Benutzung der Stetigkeit
der Potenz erhalten wir

. LA A L 1\
hm(1+—) = lim 14+ —\¢* =hm[(1+—)]=ek,
2—>00 x Z—0 f_ y—>00 Y
k
wobei mit y der Quotient %, der gleichzeitig mit = gegen Unendlich strebt,

bezeichnet ist.

k\n
Ausdriicke der Form (1 + ;) treten in der Zinseszinsrechnung auf.
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Wir setzen voraus, daB der Kapitalzuwachs jahrlich erfolgt. Wenn ein Kapital @
mit p9%, jahrlichen Zinsen angelegt wird, dann wird nach Ablauf eines Jahres das
vergroBerte Kapital

a(l + k),

wobei

ist; nach Ablauf des zweiten Jahres wird es
a(l + k)?

und allgemein nach Ablauf von m Jahren
a(l 4 k)m.

Nehmen wir jetzt an, daB der Kapitalzuwachs nach jedem n-ten Teil des Jahres
erfolgt. Dann ist k& durch » zu dividieren, da ja der Prozentsatz fiir ein Jahr gilt;
die Anzahl der Zeitintervalle aber wird dann n-mal so gro8, und das angewachsene
Kapital wird daher nach m Jahren

a (1 4+ S)M.

SchlieBlich mége n unbegrenzt zunehmen, d.h., das Kapital soll in immer
kleineren Zeitintervallen und im Grenzfall stetig zunehmen. Nach Verlauf von
m Jahren wird dann das angewachsene Kapital gleich

k\m» E\n]m
lima (1+—) =]ima[(1+—)] = qekm,
00 n n—o0 n
Wir nehmen die Zahl e als Basis der Logarithmen. Derartige Logarithmen

werden natiirliche Logarithmen genannt, und man bezeichnet sie gewdhnlich mit
dem Symbol log ohne Angabe der Basis (oder auch mit In). In dem Ausdruck
lOg(lT_*_m)streben beim Grenziibergang von = gegen Null Zahler und Nenner
gegen Null. Wir werten diese unbestimmte Form aus und fiihren dazu eine neue
Verinderliche y ein, indem wir

setzen, woraus zu ersehen ist, daB y fir 2 — 0 gegen Unendlich strebt. Fithren
wird diese neue Veranderliche ein und benutzen die Stetigkeit des Logarithmus
sowie Formel (26), so erhalten wir

lim log(1 + 2)

-0 z

= lim y log (1 + l) = lim log (1 + l)'= loge=1.
g0 Y y—oo y
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Hieraus geht die ZweckmaBigkeit der getrof.fenen Wahl der Basis fiir die Log-
arithmen klar hervor Wie bei der Winkelmessung im BogenmaB der wahre Wert

des Ausdrucks 222 fiir z = 0 gleich Eins wird, so wird auch bei dem natiirlichen
Logarithmus der wahre Wert des Ausdrucks log(l—-}-x) fir x = 0 gleich Eins.
Aus der Definition der Logarithmen ergibt sich dJe folgende Beziehung:

N = q"os¥,

Logarithmieren wir diese Beziehung beziiglich der Basis e, so erhalten wir

1
log N = clog N - 1 d ! = —
og og oga oder og N =log N foga

Diese Beziehung driickt den Logarithmus der Zahl N bei beliebiger Basis a

durch den natiirlichen Logarithmus aus. Der Faktor M — 1—6-;1-— heiBt der
a

Modul des Logarithmensystems mit der Basis a; fiir a = 10 lautet er auf sieben
Dezimalstellen genau

M = 0,4342945... .

39. Die nicht bewiesenen Sitze. Bei der Darlegung der Theorie der Grenzwerte
blieben mehrere Sitze unbewiesen: die Existenz eines Grenzwertes einer monotonen
beschrankten Verdnderlichen [30], die notwendige und hinreichende Bedingung
firr die Existenz eines Grenzwertes (Cauchysches Kriterium) [31] und die drei
Eigenschaften der auf einem abgeschlossenen Intervall stetigen Funktionen [35].
Der Beweis dieser Satze muBl auf einer vollstindigen Theorie der reellen Zahlen
und der Rechenoperationen mit ihnen aufgebaut werden. Der Darstellung dieser
Theorie und dem Beweis der oben erwihnten Sitze werden die folgenden Ab-
schnitte gewidmet sein. Wir fithren einen neuen Begriff ein und formulieren noch
einen Satz, der ebenfalls spiter bewiesen wird,

In einer aus einer endlichen Anzahl reeller Zahlen bestehenden Menge (z. B.
tausend reeller Zahlen) wird unter ihnen sowohl eine grote als auch eine kleinste
vorhanden sein. Wenn wir jedoch eine unendliche Menge reeller Zahlen haben,
selbst von der Art, daB jede dieser Zahlen einem bestimmten Intervall angehort,
gibt es unter ihnen durchaus nicht immer eine groBte und eine kleinste. Betrachten
wir z. B. die Menge aller zwischen 0 und 1 eingeschlossenen reellen Zahlen,
rechnen aber die Zahlen 0 und 1 selbst zu dieser Menge nicht hinzu, so ist in dieser
Menge weder eine grofte noch eine kleinste Zahl vorhanden. Welche Zahl wir
auch nahe bei Eins, jedoch kleiner als Fins wahlen mogen, es la3t sich immer eine
andere Zahl finden, die zwischen der gewihlten Zahl und Eins liegt. Im vorliegen-
den Fall besitzen die Zahlen 0 und 1, die nicht zu der gewéhlten Zahlenmenge
gehoren, in bezug auf diese die folgende Eigenschaft: Unter den Zahlen unserer
Menge gibt es keine Zahlen groBer als Eins, wohl aber gibt es bei beliebig vor-
gegebenem positivem ¢ Zahlen, die groBer als 1 — ¢ sind. Genauso gibt es unter
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den Zahlen unserer Menge keine Zahlen, die kleiner als Null, wohl aber bei beliebig
vorgegebenem positivem ¢ solche Zahlen, die kleiner als 0 4 ¢ sind. Diese Zahlen
0 und 1 heiBen untere bzw. obere Grenze der angegebenen reellen Zahlenmenge. Wir
gehen nun von diesem Beispiel zum allgemeinen Fall iiber.

Es liege eine gewisse Menge E von reellen Zahlen vor. Man sagt, sie sei nach oben
beschrinkt, wenn eine Zahl M existiert derart, daB alle zu % gehorigen Zahlen
hochstens gleich M sind. Ebenso sagt man, die Menge sei nach unten beschrinkt,
wenn eine solche Zahl m existiert, daB alle Zahlen der Menge mindestens gleich m
sind. Ist eine Menge nach oben und nach unten beschrinkt, so bezeichnet man sie
einfach als beschrinkt.

Definition. Existiert zu einer Menge & eine Zahl g derart, daB es unter den zu
E gehorigen Zahlen keine gibt, die groBer als gist, aber bei beliebig vorgegebenem
positivem & Zahlen existieren, die groBer als f — ¢ sind, so heilt § obere Grenze
von E. Gibt es zu einer Menge ¥ eine solche Zahl «, daB unter den zu £ gehorigen
Zahlen keine kleiner als « ist, aber fiir ein beliebig vorgegebenes positives ¢ Zahlen
vorhanden sind, die kleiner als « - ¢ sind, so nennt man « untere Grenze von E.

Wenn die Menge E nicht nach oben beschrinkt ist, d. h., wenn es Zahlen aus E
gibt, die groBer als jede beliebig vorgegebene Zahl sind, kann die Menge keine
obere Grenze haben. Entsprechend kann sie keine untere Grenze haben, wenn die
Menge E nicht nach unten beschrankt ist. Wenn es unter den Zahlen der Menge
eine groBte gibt, ist sie offenbar auch die obere Grenze der Menge. Entsprechend:
Wenn es unter den Zahlen der Menge eine kleinste gibt, ist diese auch die untere
Grenze der Menge E. Es gibt jedoch, wie wir gesehen haben, nicht immer unter den
Zahlen einer unendlichen Menge eine groBte oder kleinste. Wie man zeigen kann,
existiert aber bei einer nach oben beschrinkten Menge immer eine obere und bei einer
nach unten beschrinkten Menge tmmer eine untere Grenze. Aus der Definition der
oberen und der unteren Grenze folgt unmittelbar, daB es nur eine obere und eine
untere Grenze geben kann.

Die im vorliegenden Abschnitt angefiihrten Sitze werden wir in Zukunft hdufig
benutzen. Die folgenden kleingedruckten Abschnitte konnen beim ersten Durch-
lesen iibersprungen werden.

40. Die reellen Zahlen. Wir beginnen mit einer Darstellung der Theorie der reellen Zahlen.
Dabei gehen wir aus von der Menge aller rationalen Zahlen, also der Menge der positiven
und negativen ganzen und gebrochenen Zahlen einschlieBlich der Null. Alle diese rationalen
Zahlen kann man sich der GroBe nach angeordnet denken. Dabei lassen sich, wenn @ und b
zwei beliebige verschiedene rationale Zahlen sind, zwischen diesen beliebig viele rationale

Zahlen einschalten. Ist @ < b und fiihren wir die rationale Zahl r = b—a ein, wobei n

n
irgendeine ganze positive Zahl ist, so liegen die rationalen Zahlen a +r, a4 2r, ...,a+(n—1)r
zwischen @ und b, und im Hinblick auf die willkiirliche Wahl von # ist unsere Behauptung
bewiesen.
Einen Schnitt im Bereich der rationalen Zahlen nennen wir jede Einteilung aller rationalen
Zahlen in zwei Klassen derart, daB8 keine Klasse leer ist und jede Zahl der einen (ersten)
Klasse kleiner ist als jede Zahl der anderen (zweiten) Klasse.l) Dabei ist offensichtlich, daB

1) Dedekindscher Schnitt (Anm. d. Ubers.).
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mit einer Zahl auch jede kleinere Zahl in der ersten Klasse und mit einer Zahl auch jede groBere
Zah) in der zweiten Klasse liegt.

‘Wir nehmen an, daB es unter den Zahlen der ersten Klasse eine grote gibt. Dann 1d8t sich
auf Grund der erwihnten Eigenschaft der Menge der rationalen Zahlen behaupten, da8 unter
den Zahlen der zweiten Klasse keine kleinste existiert. Genauso gibt es unter den Zahlen der
ersten Klasse keine groBte, wenn es unter den Zahlen der zweiten Klasse eine kleinste gibt. Wir
bezeichgen den Schnitt als Schnitt erster Art, wenn es unter den Zahlen der ersten Klasse eine
grofite oder unter den Zahlen der zweiten Klasse eine kleinste gibt. Solche Schnitte sind leicht
zu konstruieren. Wir nehmen z. B. irgendeine rationale Zahl b und rechnen zur ersten Klasse
alle rationalen Zahlen kleiner als b, zur zweiten Klasse alle rationalen Zahlen grofler als b;
die Zahl b selbst rechnen wir entweder zur ersten Klasse (sie ist dort die gréBte) oder zur
zweiten Klasse (dort ist sie die kleinste). Nehmen wir fiir b alle méglichen rationalen Zahlen,
8o erhalten wir auf diese Weise alle méglichen Schnitte erster Art. Ein solcher Schnitt erster
Art definiert jene rationale Zahl b, welche die groBte in der ersten Klasse oder die kleinste in
der zweiten Klasse ist.

Es existieren jedoch auch Schnitte zweiter Art, bei denen es in der ersten Klasse keine gréBte
und in der zweiten Klasse keine kleinste Zahl gibt. Konstruieren wir ein Beispiel eines solchen
Schnitts. Wir rechnen zur ersten Klasse alle negativen rationalen Zahlen, die Null, und jene
positiven rationalen Zahlen, deren Quadrat kleiner als 2, zur zweiten Klasse alle jene ratio-
nalen positiven Zahlen, deren Quadrat gréBer als 2 ist. Da keine rationale Zahl existiert, deren
Quadrat gleich 2 ist, sind alle rationalen Zahlen eingeteilt, und diese Einteilung ist ein Schnitt.
Wir werden zeigen, daB es in der ersten Klasse keine gro8te Zahl gibt. Hierfiir geniigt es zu
zeigen, daB, wenn die Zahl @ zur ersten Klasse gehort, es Zahlen gréBer als a gibt, die eben-
falls zur ersten Klasse gehoren. Ist a negativ oder Null, so ist dies offensichtlich; nehmen wir
a > 0 an, so ist geméB der Bedingung fiir die Zusammensetzung der ersten Klasse a? < 2.
Fithren wir die positive rationale Zahl » = 2 — a? ein, so 1Bt sich zeigen, daB sich eine
so kleine positive rationale Zahl z bestimmen 148t, daB auch a + z der ersten Klasse angehort,

-d. h., daB die Ungleichung

2—(a4+22:>0 oder r—2ax — 22> 0
gilt. Wir miissen also cine positive rationale Zahl  angeben, die der Ungleichung
224 2ax<r

geniigt. Nehmen wir z<1 an, so ist z2<<z und folglich 22+ 2az< z+ 2ax=(2a+ 1)z,
d. h., wir brauchen nur die Ungleichung

a4+ lx<r
zu erfiillen; somit bestimmt sich z aus den beiden Ungleichungen

r
2a +1°

r<1 und z <

Offensichtlich kann man beliebig viele positive rationale Zahlen  finden, die diesen beiden
Ungleichungen geniigen. Entsprechend 158t sich zeigen, daB es in der zweiten Klasse des kon-
struierten Schnitts keine kleinste Zahl gibt. Wir haben also ein Beispiel fiir einen Schnitt
zweiter Art konstruiert. Als wesentlicher Punkt der Theorie erweist sich die folgende Ver-
einbarung: Wir sefzen fest, dap jeder Schnitt zweiter Art ein neues Zahlgebilde — eine irrationale
Zahl — definiert. Verschiedene Schnitte zweiter Art definieren verschiedene irrationale Zahlen.
Es ist leicht zu erraten, daB das oben konstruierte Beispiel eines Schnittes zweiter Art jene

irrationale Zahl definiert, die wir gewdhnlich mit }'2 bezeichnen.

7 Smirnow I
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Man kann jetzt alle auf diese Weise eingefiihrten irrationalen Zahlen gemeinsam mit den
fritheren rationalen Zahlen der GréBe nach anordnen, wie wir uns dies anschaulich durch die
Punkte der gerichteten z-Achse vorstellen. Wenn « eine gewisse irrationale Zahl ist, be-
zeichnen wir mit I(x) und II(x) die erste bzw. zweite Klasse desjenigen Schnitts, der die
irrationale Zahl « definiert. Wir setzen fest, daB die Zahl « groBer als jede Zahl aus I(x) und
kleiner als jede Zahl aus II(x) ist. Auf diese Weise 1aBt sich jede irrationale Zahl mit jeder
rationalen Zahl vergleichen. Es bleibt noch der Begriff groBer und kleiner fiir zwei beliebige
verschiedene irrationale Zahlen « und § zu definieren. Da & und f verschieden sind, stimmen
die Klassen I (x) und I(B) nicht iiberein, und eine der Klassen ist in der anderen enthalten. Wir
nehmen etwa an, I(x) sei in I(8) enthalten, d.h., jede Zahl aus I(x) gehore zu I(f8), aber es
gebe Zahlen aus 1(B), die zu I1(x) gehéren. In diesem Fall setzen wir definitionsgemd « < B.
Auf diese Weise ist die Gesamtheit aller rationalen und irrationalen Zahlen, d. h. mit anderen
Worten, die Menge aller reellen Zahlen, geordnet. Dabei ist unter Benutzung der oben ge-
gebenen Definitionen leicht zu zeigen, daB fiir reelle Zahlen @, b, c aus e < b und b<¢
auch a < ¢ folgt.

Wir erwihnen vor allem eine elementare Folgerung aus den angegebenen Definitionen. Es
sei « eine irrationale Zahl. Da in der Klasse I{x) keine grofSte und in der Klasse II(«x) keine
kleinste Zahl vorkommt, ist unmittelbar ersichtlich, daB man zwischen & und einer beliebigen
rationalen Zahl a beliebig viele rationale Zahlen einschalten kann. Es seien jetzt o und g zwei
verschiedene irrationale Zahlen (x < B). Eine Teilmenge der rationalen Zahlen aus I(g) fillt in
II(x), und daraus folgt unmittelbar, da man auch zwischen & und f§ beliebig viele rationale
Zahlen einschalten kann, d. h. allgemein: Zwischen zwes verschiedene reelle Zahlen lassen sich
beliebig viele rationale Zahlen einschalten.

Wir gehen jetzt zum Beweis des Fundamentalsatzes der Theorie der irrationalen Zahlen
itber. Dazu betrachten wir die Menge aller reellen Zahlen und fiithren in jhr irgendeinen Schnitt
aus, d. h., wir teilen alle reellen Zahlen (nicht nur die rationalen) so in zwei Klassen I und IT
ein, daB jede Zahl aus I kleiner als jede Zahl aus II ist. Es soll bewiesen werden, da3 dabei un-
bedingt entweder in der Klasse I eine groite oder in der Klasse II eine kleinste Zahl existiert
(eins schlieBt das andere aus, so wie oben beim Schnitt im Bereich der rationalen Zahlen). Wir
bezeichnen hierfiir mit I’ die Menge aller rationalen Zahlen aus I und mit I1’ die Menge aller
rationalen Zahlen aus II. Die Klassen (I’, II') definieren einen gewissen Schnitt im Bereich
der rationalen Zahlen, und dieser Schnitt definiert eine gewisse reelle Zahl « (rational oder
irrational). Nehmen wir den Fall an, daB diese Zahl & bei der oben angegebenen Einteilung
aller reellen Zahlen in zwei Klassen zur Klasse I gehért, so kénnen wir zeigen, daBl « die grofite
Zahl aus der Klasse I sein muB. In der Tat, wenn das nicht so wire, so wiirde es in der Klasse 1
eine reelle Zahl § grofer als « geben. Wihlen wir eine gewisse zwischen &« und g liegende
rationale Zahl r, d. h. « < 7 < 8, so muB sie der Klasse I und folglich auch der Klasse 1’
angehéren.

Somit befindet sich in der ersten Klasse des Schnitts (I, II'), der die Zahl « definiert, die
Zahl r groBer als «. Das kann nicht sein, und folglich ist unsere Annahme, daB « nicht die
groBte Zahl der Klasse I ist, falsch. Entsprechend laBt sich zeigen: Wenn o in die Klasse II
fallt, muB « dort die kleinste Zahl sein.

Wir haben also den folgenden Hauptsatz bewiesen:

(Dedekindscher) Hauptsatz. In jedem beliebigen im Bereich der reellen Zahlen ausgefihrten
Schnitt enthdlt entweder die erste Klasse eine grofte oder die zweite Klasse eine kleinste Zahl.

Allen Uberlegungen dieses Abschnitts liBt sich leicht eine einfache geometrische Deutung
geben. Zuerst betrachten wir auf der z-Achse nur die Punkte mit rationalen Abszissen. Einem
Schnitt im Bereich der rationalen Zahlen entspricht ein Zerschneiden der Geraden O X in zwei
Halbgeraden. Wenn der Schnitt durch einen Punkt mit rationaler Abszisse verliuft, ergibt sich
ein Schnitt erster Art, wobei die Abszisse des Punktes, durch den der Schnitt verlauft, selbst
entweder zur ersten oder zur zweiten Klasse gerechnet wird. Wenn aber der Schnitt durch
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einen ,,leeren’‘ Punkt hindurch ausgefiihrt wird, dem keine rationale Abszisse entspricht,
ergibt sich ein Schnitt zweiter Art, der eine irrationale Zahl definiert. Sie wird als Abszisse des
Punktes angenommen, durch den der Schnitt gefiihrt ist. Nach dem Ausfiillen jener leeren
Punkte durch irrationale Abszissen verlduft nun jeder Schnitt der Geraden durch einen Punkt
mit einer gewissen reellen Abszisse. Dies ist alles nur eine geometrische Illustration und besitzt
keine Beweiskraft. Unter Benutzung der angegebenen Definition einer irrationalen Zahl « ist
der unendliche Dezimalbruch, der dieser Zahl entspricht, leicht zu bilden [2]. Jeder endliche
Abschnitt dieses Bruchs muB zu I(x) gehéren; wenn wir jedoch die letzte Ziffer dieses Ab-
schnitts um eine Einheit vergréBern, dann muB die entsprechende rationale Zahl in IT () liegen.

41. Die Rechenoperationen mit reellen Zahlen. Die Theorie der irrationalen Zahlen ent-
hilt auBer den oben gegebenen Definitionen und dem Fundamentalsatz noch die Definition
der Rechenoperationen mit irrationalen Zahlen und die Untersuchung der Eigenschaften
dieser Operationen. Bei der Definition der Operationen werden wir uns von den Schnitten im
Bereich der rationalen Zahlen leiten lassen, und da ja diese Schnitte nicht nur irrationale,
sondern auch rationale Zahlen definieren (Schnitte erster Art), werden die Definitionen der
Operationen allgemein fiir alle reellen Zahlen geeignet sein und fiir die rationalen Zahlen mit
den gewohnlichen Definitionen tbereinstimmen. Bei der Darstellung in diesem Abschnitt be-
schrinken wir uns auf allgemeine Angaben.

Einleitend bemerken wir: Es sei o eine gewisse reelle Zahl. Wir wihlen irgendeine (kleine)
rationale positive Zahl », darauf ein rationales a aus I(x) und bilden die arithmetische Pro-
gression

a,a+r,a+2r, ..., a+nr, ...

Fir groBe n werden die Zahlen @ + nr in II(x) fallen, und folglich existiert ein ganz-
zahliges positives & derart, daB a + (k¢ — 1)r zu I(x) und @ + kr zu II(x) gehort; das
bedeutet:

Bemerkung. Bes jedem Schnitt im Bereich der rationalen Zahlen gibt es in den verschiedenen
Klassen Zahlen, die sich um eine beliebig vorgegebene positive Zahl r unterscheiden, wie klein
drese auch sein mag.

Wir gehen jetzt zur Definition der Addition iiber. Es seien « und § zwei reelle Zahlen. Ferner
sei @ eine beliebige Zahl aus I(x), ¢’ aus II(x), b aus I(8) und b’ aus II(8). Wir bilden nun alle
moglichen Summen @ + b und a’ + b’. In jedem Fall ist dann e + b < a’ + &', Bilden wir
einen neuen Schnitt in der Menge der rationalen Zahlen, indem wir zur zweiten Klasse alle
rationalen Zahlen, die groBer als alle @ + b sind, und zur ersten Klasse alle {ibrigen rationalen
Zahlen rechnen, so ist jede Zahl der ersten Klasse kleiner als jede Zahl der zweiten Klasse; alle
Zahlen a + b kommen in die erste und alle Zahlen a’ 4 b’ in die zweite Klasse. Der neu
gebildete Schnitt definiert eine reelle Zahl, die wir gerade als Summe o« + B bezeichnen. Diese
Zahl ist nicht kleiner als alle @ + b und nicht gré8er als alle a’ + b’. Beriicksichtigen wir,
daB sich die Zahlen @ und @’ und ebenso b und &" auf Grund der oben gemachten Bemerkung
voneinander nur um eine beliebig kleine positive rationale Zahl zu unterscheiden brauchen, so
ist leicht zu zeigen, daB nur eine einzige Zahl existieren kann, die den oben angegebenen Un-
gleickungen geniigt. Man findet unmittelbar bestitigt, daB die Addition den tublichen fiir
rationale Zahlen geltenden Gesetzen geniigt:

at+pf=F+a; (@+P+y=a+@B+y); a+0=ax.

Umetwa B + o zu erhalten, miissen wir nur an Stelle der Summen a + b und o’ + 4’ die
Summen b + ¢ und b + a’ bilden; aber diese Summen stimmen mit den friiheren iiberein,
da fiir rationale Zahlen das kommutative Gesetz der Addition gilt.

Es sei o eine gewisse reelle Zahl. Wir definieren die Zahl — o durch den folgenden Schnitt:
In die erste Klasse bringen wir alle rationalen Zahlen von II(x) mit entgegengesetztem Vor-

e

i
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zeichen und in die zweite Klasse alle von I(x) mit entgegengesetztem Vorzeichen. Auf diese
Weise ergibt sich tatsiichlich ein Schnitt in der Menge der rationalen Zahlen, und wir haben
fir die Zahl — &, wie leicht zu zeigen ist,

—(—)=0a; &+ (—ax)=0.

Man sieht ferner leicht ein, daB — o« < 0 gilt, wenn « > 0 ist, und umgekehrt. Absolutbetrag
der von Null verschiedenen Zahl x nennen wir diejenige der beiden Zahlen & und —«, die
nicht negativ ist. So wie frither bezeichnen wir den Absolutbetrag der Zahl & mit |x|.

Wir gehen jetzt zur Multiplikation iiber. Es seien & und f zwei positive reelle Zahlen, d. h.
a> 0 und B> 0. Ferner sei a eine beliebige positive Zahl aus I(x), b eine beliebige positive
Zahl aus I1(8), @’ und b’ beliebige Zahlen aus II(x) bzw. I1(f) (diese sind sicher positiv). Wir
bilden einen neuen Schnitt, indem wir zur zweiten Klasse alle rationalen Zahlen, die gréBer
sind als alle Produkte ab, und zur ersten Klasse die iibrigen rationalen Zahlen rechnen. Alle ad
fallen in die erste Klasse und alle a’d’ in die zweite Klasse. Der neue Schnitt definiert eine
gewisse reelle Zahl, die wir gerade als Produkt «f bezeichnen. Diese Zahl ist nicht kleiner als
alle ab und nicht groBer als alle a’b’, und nur diese eine reelle Zahl geniigt diesen Ungleichungen.

Wenn eine dieser beiden Zahlen «, f oder beide negativ sind, fithren wir die Multiplikation
auf den vorhergehenden Fall zuriick, indem wir in die Definition der Multiplikation die
gewoOhnliche Vorzeichenregel einfithren, d. h., wir setzen «f = 4 |x|-|B|, wobei wir das
Pluszeichen nehmen, wenn die Zahlen « und g beide kleiner als Null sind, und das Minus-
zeichen, wenn eine der Zahlen gréBer als Null und die andere kleiner als Null ist.

Bei der Multiplikation mit Null nehmen wir als Definition, daB « -0 =0:a =0 ist. Es
lassen sich unmittelbar die Grundgesetze der Multiplikation bestétigen:

af=PBo; (xf)y=aBy); aB+y)=af+ay;

und das Produkt von mehreren Faktoren ist dann und nur dann gleich Null, wenn mindestens
einer der Faktoren gleich Null ist.

Die Subtraktion wird als Umkehrung der Addition definiert, d. h., &« — f = z ist dqui-
valent « 4 f = «. Fiigen wir beiden Seiten dieser Gleichung — # hinzu, so erhalten wir auf
Grund der oben angegebenen Eigenschaften der Addition z = « 4 (—f), d. h., die Differenz
muB gemiB dieser Formel bestimmt werden, und die Operation der Subtraktion wird auf eine
Addition zuriickgefiihrt. Es bleibt zu bestétigen, daB der fiir = erhaltene Ausdruck tatsichlich
der Bedingung z + f = « geniigt; dies folgt aber unmittelbar aus den Eigenschaften der
Addition. Wir vermerken noch die Giltigkeit der allgemeinen Eigenschaft: Die Ungleichung
« > f ist gleichbedeutend mit &« — f > 0. Bevor wir zar Division iibergehen, definieren wir
die Zahl, die zu einer gegebenen reziprok ist. Wenn a eine von Null verschiedene rationale Zahl

ist, nennen wir Py die dazu reziproke Zahl. Es sei « eine reelle von Null verschiedene Zahl. Zu-

niachst sei &« > 0 und a’ eine beliebige Zahl aus IT(x) (sie ist rational und positiv). Wir defi-
nieren die zu o reziproke Zahl durch den folgenden Schnitt: Zur ersten Klasse rechnen wir

alle negativen Zahlen, die Null und die Zahlen i, und zur zweiten Klasse die iibrigen Zahlen.
Eine gewisse positive Zahl ¢ gehore zur erst:n Klasse des neuen Schnitts. Das bedeutet
¢ = i,, wobei a; aus II () ist. Nehmen wir eine beliebige positive rationale Zaht ¢, < ¢;, so
148t sie sich in der Form ¢, = (% darstellen, wobei aj rational und aj > af ist, d. h., a}

2
gehort ebenfalls zu IT(x). Anders ausgedriickt: Wenn eine gewisse positive Zahl der ersten
Klassc des neuen Schnitts angehort, gehért auch jede kleinere positive Zahl dieser ersten
Klasse an. Dorthin gehoren nach Voraussetzung auch alle negativen Zahlen und die Null.
Hieraus ist ersichtlich, daB der Schnitt, der die zu « reziproke Zahl definiert, von uns eingefiihrt
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wurde unter Beachtung der Grundbedingung, da8 jede Zahl der zweiten Klasse groBer sein
muB als jede Zahl der ersten Klasse. Diese zu o reziproke Zahl bezeichnen wir mit i
o
Wenn o < 0 ist, definieren wir die reziproke Zahl durch die Formel
1__ 1
o

o]

Benutzen wir die Definition der Multiplikation, so erhalten wir

e
R |m
Il
[y

Wir gehen jetzt zur Division iiber. Diese ist die Umkehrung der Multiplikation,d. h., & : § = z
ist gleichbedeutend mit x f = «, und wie bei der Subtraktion ist leicht zu zeigen, daB sich,

wenn f = O ist, ein einziger Quotient ergibt: z = « - 1 . Und somit ist die Division auf eine

Multiplikation zuriickgefiihrt. Die Division durch Null ist unméglich.

Das Potenzieren mit einem ganzzahligen positiven Exponenten kommt auf ein Multi-
plizieren heraus. Das Radizieren wird definiert als Umkehrung des Potenzierens. Es sei « eine
reelle positive Zahl und » eine gewisse ganze Zahl grofer als Eins. Wir fithren nun den folgenden
Schnitt in der Menge der rationalen Zahlen aus: Zur ersten Klasse rechnen wir alle negativen
Zahlen, die Null und alle positiven Zahlen, deren n-te Potenz kleiner als « ist, und zur zweiten
Klasse die ibrigen Zahlen. Benutzt man die Definition der Multiplikation, so ist leicht zu
zeigen, daB die positive Zahl g, die durch diesen Schnitt definiert wird, der Bedingung f* = «

geniigt, d. h., § ist der positive Wert der Wurzel Y. Wenn n gerade ist, wird — B ein zweiter
Wert. Analog wird die Wurzel mit ungeraden Exponenten durch eine reelle negative Zahl
definiert (eine Losung). Uber die Potenz werden wir spiter eingehender sprechen. Wir ver-
merken noch das folgende wichtige Resultat: Stnd die Grundgesetze der Rechenoperationen
giiltig, so gelten damit auch alle Regeln und Identititen der Algebra, wenn man unter den Buch-
staben reelle Zahlen versteht.

42. Obere und untere Grenze einer Zahlenmenge. Kriterien fiir die Existenz eines Grenz-
wertes. Wir werden jetzt den von uns in [39] formulierten Satz von der Existenz der oberen
und der unteren Grenze einer Menge reeller Zahlen beweisen.

Satz. Wenn die Menge E reeller Zahlen nach oben beschrdnkt ist, hat sie eine obere Grenze, und
wenn E nach unten beschrankt ist, hat sie eine untere Grenze.

Wir beschrinken uns auf den Beweis des ersten Teiles. Voraussetzungsgem#8 sind alle
Zahlen von E kleiner als eine gewisse Zahl M. Wir fithren nun einen Schnitt in der Menge der
reellen Zahlen aus: Zur zweiten Klasse rechnen wir alle Zahlen, die groBer sind als alle Zahlen
aus E, und zur ersten die iibrigen reellen Zahlen. In die zweite Klasse fallen z. B. alle Zahlen
M + p mit p = 0, und in die erste Klasse fallen alle Zahlen aus E. Es sei § die reelle Zahl,
die durch den ausgefiihrten Schnitt definiert wird. Nach dem Hauptsatz [40] ist sie die groBte
in der ersten oder die kleinste in der zweiten Klasse.

Wir werden zeigen, daB B gerade die obere Grenze von E ist. Erstens gibt es in E keine
Zahlen, die gréBer als g sind, weil alle Zahlen von E in die erste Klasse fallen. Ferner existieren
sicher Zahlen aus E, die groBer sind als § — ¢ bei beliebigem ¢ > 0, da dann, wenn es eine

solche Zahl nicht gibe, die Zahl g — —;— groBer wire als alle Zahlen von E und in die zweite

I3
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Klasse fallen miiBte ; in Wirklichkeit aber ist sie kleiner als # und liegt in der ersten Klasse. Der
Satz ist damit bewiesen. Offensichtlich ist 8, wenn es zu E gehért, die gréBte Zahl von E.

Wir werden jetzt die Existenz des Grenzwertes einer monotonen beschrinkten Verinder-
lichen beweisen [80]. Es mége also die Veridnderliche = stindig zunehmen oder zumindest
nicht abnehmen, d. h., jeder ihrer Werte sei nicht kleiner als jeder vorhergehende. AuBerdem
gei x beschriankt, d. h., es existiere eine Zahl M derart, daB alle Werte von z kleiner als M sind.
Betrachten wir die Menge aller Werte von z, so existiert gemiB dem bewiesenen Satz fiir diese
Menge die obere Grenze . Wir werden zeigen, daB dann g auch der Grenzwert von x ist. Es
sei ¢ eine beliebige positive Zahl. GemaB der Definition der oberen Grenze 1aBt sich ein Wert z
finden, der groBer als  — ¢ ist. Dann werden auf Grund der Monotonie alle folgenden Werte
groBer als § — e, aber andererseits konnen sie nicht groBer sein als #, und auf Grund der will-
kiirlichen Wahl von ¢ sehen wir, da § = lim z ist. Entsprechend 14Bt sich auch der Fall der
abnehmenden Veriénderlichen bzhandeln.

Bevor wir zum Beweis des Cauchyschen Kriteriums [81] iibergehen, beweisen wir einen
Satz, den wir benutzen werden.

Satz. Gegeben set eine Folge endlicher Intervalle
(al’ bl)’ (a2’ bz)’ sy (am bn)y ey

wobei jedes folgende Intervall im vorhergehenden enthalten ist, d. h. @nyy = a, und by < b,
und es moge die Linge dieser Intervalle gegen Null streben, d. k. b, — a, — 0. Dann streben die
Endpunkte a, und b, der Intervalle bei wachsendem n gegen einen gemeinsamen Grenzwert.l)

GemiB der Voraussetzung dieses Satzes haben wir a; < a, < --- und aulerdem a, < b,
fiir beliebiges n. Somit ist die Folge a,, a., ... monoton und beschriinkt und hat daher einen
Grenzwert: a, —>a. Aus der Bedingung b, — a, — 0 ergibt sich b, = a, + ¢,, wobei
ey — 0 gilt, und folglich hat auch b, einen Grenzwert, der ebenfalls gleich a ist.

Wir gehen jetzt zum Beweis des Cauchyschen Kriteriums iiber und beschrinken uns auf
den Fall einer Verianderlichen, deren Werte sich numerieren lassen:

Zyy Tgy ooy Ty ooe o (27)
Es muB gezeigt werden, daB die notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Existenz

des Grenzwerts der Folge (27) in folgendem besteht: Zu jedem beliebig vorgegebenen positiven
€ gibt es einen Index N derart, daB

|y — Za| < & firm>N und n> N. (28)

Wir zeigen, daB diese Bedingung hinreichend ist, d. h., daB dann, wenn diese Bedingung
erfiillt ist, die Folge (27) einen Grenzwert besitzt. Aus unseren fritheren Uberlegungen [31]
folgt, daB sich, wenn die Bedingung erfiillt ist, eine Folge von Intervallen

(ay, b)), (az, By), -5 (@gs By)s ...

mit den folgenden Eigenschaften konstruieren 1aBt: Jedes machfolgende Intervall ist in dem
vorhergehenden enthalten, die Lingen b, — a; streben gegen Null und jedem Intervall
(@, by) entspricht eine ganze positive Zahl N, derart, daB alle z, fiir s > N zu (ay, b;) gehéren.
Diese Intervalle (a;, b;) sind die Strecken A A, aus [31]. Nach dem oben bewiesenen Satz
existiert der gemeinsame Grenzwert
limay =limb, = a. (29)
k—oc0 k—o00
Wir werden zeigen, daB a gerade der Grenzwert der Folge (27) ist. Es sei eine positive Zahl ¢
vorgegeben. Auf Grund von (29) existiert ein ganzzahliges positives I derart, daB das Intervall
(a;, b;) und alle folgenden Intervalle innerhalb des Intervalls (@ — ¢, a - €) liegen.

1) Prinzip der Intervallschachtelung (Anm. d. Ubers.).
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Hieraus folgt, daB auch alle Zahlen z, fiir s > N; diesem Intervall angehéren, d. h., es ist
|a — 24| < e firr 8> N;. In Anbetracht der willkiirlichen Wahl von ¢ sehen wir, da8 a der
Grenzwert der Folge (27) ist, und damit ist bewiesen, daB die Bedingung (28) hinreichend ist.
Die Notwendigkeit dieser Bedingung wurde von uns schon frither [81] bewiesen. Der Beweis
bleibt auch giiltig fiir eine nichtnumerierte Verinderliche.

43. Die Eigenschaften der stetigen Funktionen. Zum Beweis der friiher [85] formulierten
Eigenschaften der stetigen Funktionen beginnen wir mit dem Beweis eines Hilfssatzes.

Satz 1. Ist die Funktion f(z) auf dem abgeschlossenen Intervall (a, b) stetig und st irgendeine
positive Zahl € vorgegeben, so lift sich dieses Intervall in der Weise in eine endliche Anzahl neuer
Intervalle zerlegen, daf |f(x;) — f(x,)| < & ist, sobald z, und x, ein und demselben neuen Inier-
vall angehiren.

Wir fithren den Beweis indirekt. Wir nehmen an, daB der Satz nicht richtig sei, und werden
dann zu einem Widerspruch gelangen. Es sei also unmdéglich, (@, b) in der angegebenen Weise in
Teilintervalle zu zerlegen. Wir teilen unser Intervall durch den Mittelpunkt in die zwei Inter-

valle (a, atb und d —; b, b). Wenn der Satz fiir jedes dieser beiden Intervalle richtig

wire, dann wire er offenbar auch fiir das ganze Intervall (a, b) richtig. Wir miissen daher
annehmen, daB sich mindestens eins der beiden erhaltenen Intervalle nicht in der in dem Satz
angegebenen Weise zerlegen 1a8t. Wir wihlen eine Hilfte des Intervalls, fiir die der Satz nicht
erfiillt ist, und teilen diese wiederum in zwei gleiche Teile. So wie oben ist zumindest fiir eine
der neuen Hilften der Satz nicht erfiillt. Wir nehmen diese Hilfte und halbieren sie wiederum
usw. Auf diese Weise erhalten wir die Folge von Intervallen

((l, b), (al, bl), (azr bz)’ esey (am bn)n esey

b—a
2”

mit zunehmendem » gegen Null strebt. AuBerdem ist fiir jedes Intervall (a,, b,) der Satz nicht

erfilllt, d. h., man kann kein (a,, b,) in neue Intervalle so zerlegen, daB |f(z;) — f(z,)| < e

wird, sobald z; und z, zu ein und demselben neuen Intervall gehéren. Wir zeigen, daB dies

widerspruchsvoll ist.
Nach dem Satz aus [42] haben a,, und b,, den gemeinsamen Grenzwert

von denen jedes folgende die Halfte des vorhergehenden ist, so daB die Lange b, — a, =

lim a, = lim b, = «, (30)

wobei wegen der Abgeschlossenheit von (a, b) dieser Grenzwert sowie alle Zahlen a, und b,
diesem Intervall angehéren. Wir nehmen zunéchst an, daB « im Innern von (g, d) liegt. Nach
Voraussetzung ist f(z) in = = « stetig, und folglich [84] existiert zu dem im Satz vorge-
gebenen ¢ ein 7 derart, daB fiir alle  aus dem Intervall (x — 7, « + 7) die Ungleichung

[f(x) — fl}] < (31)

&
2

erfiillt ist. Wenn z; und x, zwei beliebige Werte aus dem Intervall (x — 7, « + 7) sind, haben
wir

flaz) — Hay) = (=) — fo) + fla) — f(=x),

und daraus

|f(ze) — [ = [f(@) — fl)]| + 1) — flay)],
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d. h. auf Grund von (31)

1f(2a) — f(z))| < ; + g.
also

[f@g) — f=)| <& (32)

fiir beliebige 2, und z, aus dem Intervall (x — 7, & + 7). Aber wegen (30) existiert ein dem
Intervall (x — 1, & + 7) angehérendes Intervall (a;, b;). Daher ist die Ungleichung (32) erst
recht fiir beliebige z, und z, aus (a;, b;) erfiillt, d. h., fiir (a;, b;) ist der Satz sogar ohne jegliche
Intervallunterteilung giiltig. Dem widerspricht, daB, wie wir oben gesehen hatten, fir jedes
Intervall (a,, b,) der Satz nicht erfiillt ist. Daher ist der Satz bewiesen, wenn « im Innern
des Intervalls (a, b) liegt. Wenn « etwa mit dem linken Endpunkt des Intervalls zusammen-
fillt, d. h. & = & ist, bleibt der Beweis derselbe, jedoch muB man an Stelle des Intervalls
(0« — 7, & + 7) das Intervall (x, « + %) nehmen.

Wir gehen jetzt zum Beweis der dritten Eigenschaft aus [85] iiber.

Satz I1. Wenn die Funkiion f(x) vm abgeschlossenen Intervall (a, b) stetig ist, dann ist sie in
diesem Intervall gleichmapig stetig, d. h., zu einem beliebig vorgegebenen positiven & existiert ein
positives n derart, daf |f(z") — [(z’)| < € 1st fir alle Werte ' und " aus (a, b), die der Un-
gleichung |2” — 2’| < n geniigen.

Auf Grund des Satzes I kénnen wir (a, b) in eine endliche Anzahl neuer Intervalle so unter-

teilen, daB |f(z,) — f(z,)| < % ist, sobald z, und z, ein und demselben neuen Intervall an-

gehoren. Es sei 7 die Linge des kiirzesten der neuen Interyalle. Wir werden zeigen, dal gerade
fiir diese Zahl # unser Satz erfiillt ist. In der Tat, wenn z" und z” zwei Werte aus (a, b) sind,
die die Ungleichung |2” — 2’| < n erfiillen, gehoren 3 und z” entweder ein und demselben
neuen Intervsll an oder sie befinden sich in zwei aneinandersto8enden Intervallen. Im ersten

Fall haben wir gemdB der Konstruktion der neuen Intervalle: |f(z”) — f(z)| < -;—und

daher erst recht auch |f(z”) — f(z’)| < €. Zum zweiten Fall iibergehend, bezeichnen wir
mit » den Punkt, in dem sich jene zwei nebeneinandefliegenden Intervalle, zu denen 2’ und +”
gehoren, beriihren. Dann kénnen wir schreiben

1) — f(&) = [(&") — f(») + [(») — T (&),

[H&) — H=)] < |f@") — f&)] + If(V)/L 1=@)]. (33)
Es ist aber

|f(x'>—/<y)|<§ und |/(y)—/(z')|<§, (34)

also

da die Punkte 2" und y ebenso wie ¥ und 2’ in ein und demselben neuen Intervall liegen.
Die Ungleichungen (33) und (34) liefern uns |f(z”) — f(2’)| < ¢, und damit ist der Satz
bewiesen.

Folgerung. Der Satz I fithrt uns auch zu der nachstehenden Folgerung: Eine ¢m abge-
schlossenen Intervall (a, b) stetige Funktion ist nach oben und unten beschrinkt, d. h., ste 18t in
diesem Intervall beschrankt. Mit anderen Worten, es existiert eine Zahl M derart, da8 fiir alle
Werte x aus (a, b) die Ungleichung |f(z)| < M erfiillt ist. Wir wihlen ein bestimmtes & > 0,
und es sei n, die Zahl derjenigen neuen Intervalle, in die wir (a, b) zerlegen miissen, damit
Sate I fir den gewdhlten Wert ¢ = ¢, erfiillt wird. Fiir zwei beliebige Punkte, die ein und
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demselben neuen Intervall angehéren, haben wir |f(z;) — f(2;)| < &,. Hieraus folgt unmittel-
bar, daB fir beliebige z aus dem Intervall (a, b) die Ungleichung |f(z) — f(a)| < nyg, gilt,
d. h., alle Werte von f(z) liegen zwischen f(a) — ny¢, und f(a) + n4&,.

Da die Menge aller Werte von f(z) im Intervall (a, b) nach oben und nach unten beschrinkt
ist, hat sie eine obere und eine untere Grenze [42]. Wir bezeichnen die erste mit §, die zweite
mit «. Es soll jetzt die erste Eigenschaft aus [356] bewiesen werden.

Satz I11. Eine im abgeschlossenen Intervall (a, b) stetige Funktion nimmt in diesem Intervall
thren groften und thren kleinsten Wert an.

Wir haben zu beweisen, da8 im Intervall (a, b) ein Wert z existiert, fir den f(z) = B wird,
und ein solcher, fiir den f(z) = & ist. Beschrinken wir uns auf den Beweis der ersten Behaup-
tung und fithren wir ihn indirekt. Es sei f(x) fir keinen Wert z aus (a, b) gleich f (und folglich
immer kleiner als §). Wir bilden die neue Funktion

1
o) = ——.
B — =)
Da der Nenner nicht Null wird, ist auch die neue Funktion im Intervall (g, b) stetig [34].
Andererseits folgt aus der Definition der oberen Grenze, daB bei einem beliebigen &> 0 fiir
a < z < b Werte von f(x) existieren, die zwischen den Werten § — ¢ und f liegen. Dabei ist

0<f—fx)<e und @(z) > 1 . Da man e beliebig klein wihlen kann, ist die im Intervall
€

(a, b) stetige Funktion ¢ () nicht nach oben beschrinkt, was der oben angegebenen Folgerung
‘des Satzes I widerspricht.

Wir beweisen schlieSlich die zweite Eigenschaft aus [86]. Es sei f(z) stetig in (a, ) und %
eine gewisse zwischen f(a) und f(b) liegende Zahl. Wir nehmen den Fall an, daB f(a2) < k < f(b)
ist, und bilden die neue Funktion

F(z) = () — &k,
die im Intervall (a, b) stetig ist. Ihre Werte in den Endpunkten des Intervalls werden
F@)=f{a) — k<0, F@)=fp)—%k>0,

d. h., die Werte von F(z) haben in den Endpunkten des Intervalls verschiedene Vorzeichen.
Wenn wir zeigen konnen, da es im Innern von (a, b) einen solchen Wert z, gibt, fir den
F (zo) = O ist, wird dabei f(z,) —k =0, d.h. f(z,) =%, und die zweite Eigenschaft ist
bewiesen. Es geniigt also, den folgenden Satz zu beweisen:

Sate IV. Ist die Funktion f(x) im abgeschlossenen Intervall (a, b) stetig und haben f(a) und f(b)
verschiedene Vorzeichen, so existiert im Innern des Intervalls mindestens ein solcher Wert z,, fir
den f(zq) = 0 1st.

Wir beweisen ihn indirekt so wie Satz III: Die Funktion f(z) mége in dem Intervall (a, b)
nirgends Null werden. Dann wird auch die neue Funktion

p(@) = (33)

1
f(=)
im Intervall (a, b) stetig sein [34]. Es sei irgendein ¢ > 0 vorgegeben. Auf Grund des Satzes I
kénnen wir im Innern des Intervalls (a, b) eine endliche Anzahl von Punkten so verteilen, daB
wir nach Hinzunahme der Endpunkte des Intervalls fiir die Differenz der Werte von f(z) in
zwei beliebigen benachbarten der verteilten Punkte einen Absolutbetrag kleiner als & erhalten.
Weil f(a) und f(b) verschiedene Vorzeichen haben, konnen wir behaupten, da8 sich zwei solche
benachbarte der oben erwahnten Punkte, & und &,, finden lassen, in denen f(z) verschiedene
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Vorzeichen hat. Also sind einerseits f(£,) und f(£,) von verschiedenen Vorzeichen, und anderer-
seits ist |f(&;) — f(&;)| < . Wenn aber bei zwei reellen Zahlen mit verschiedenen Vorzeichen
der Absolutbetrag der Differenz kleiner als ¢ ist, dann gilt dies auch fiir jede dieser Zahlen,

d.h. etwa |f(£;)| < &. Aber dann ist wegen (35) |@(&)| > 1 und, da & beliebig klein
P

gewihlt werden kann, ist die im Intervall (e, b) stetige Funktion ¢ (z) dort unbeschrinkt,
was der Folgerung von Satz II widerspricht. Damit ist der Satz bewiesen.

44. Die Stetigkeit der elementaren Funktionen. Wir zeigten frither die Stetigkeit eines
Polynoms und einer rationalen Funktion [84]. Wir werden jetzt die Exponentialfunktion

y=a* (36)

betrachten, wobei wir @ > 1 annehmen. Diese Funktion ist fiir alle rationalen positiven
z-Werte vollstandig definiert. Fiir negative x wird sie definiert durch die Formel
1 -
aF = — (37)
und auBerdem sei a® = 1. Auf diese Weise ist sie fiir alle rationalen z definiert. Aus der Algebra
sind auch die fiir die Multiplikation bzw. Division geltenden Regeln der Addition und Sub-
traktion der Exponenten bekannt.

Wenn z eine positive rationale Zahl 2 ist, wird
q

a"’=f/a—1’,

wobei die Wurzel absolut zu nehmen ist. Es ist offensichtlich, daB a? > 1 ist, und aus der
Definition der Wurzel ergibt sich, daB fir > 0 auch a* > 1 ist (es sind die Definitionen
aus [41] anzuwenden). Aus (37) ergibt sich 0 < a* < 1 fir < 0. Wir werden jetzt zeigen,
daB az: > a1 ist fiir , > z,, d.h., daB a* eine zunehmende Funktion ist. In der Tat gilt

a*s — a1 = a%1(a%r %1 — 1),

wobei z; — z; > 0 ist, und folglich sind beide Faktoren rechts positiv. Wir zeigen noch, daB3
a® — 1 gilt, wenn x gegen 0 strebt und dabei rationale Werte annimmt. Wir setzen zunichst
voraus, daB z gegen 0 strebt, indem es kleiner werdend von rechts her alle rationalen Werte
durchldguft. Dabei nimmt a® ab, bleibt aber groBer als 1, hat also einen Grenzwert, den wir
mit ! bezeichnen, Wir bemerken ferner, daB bei der oben erwihnten Anderung von z auch die
Verinderliche 22 von rechts iiber alle rationalen Werte gegen Null strebt. Wir haben offenbar

a?® = (a*)2,
und zum Grenzwert iibergehend erhalten wir
I=0 oder it—1)=0,

d.h. I =1 oder I = 0. Die zweite Moglichkeit entféllt wegen a* > 1. Also gilt a* — 1,
wenn x — 0 (von rechts). Aus (37) folgt, daB sich auch derselbe Grenzwert fiir 2 — 0 (von
links) ergibt. Daher gilt allgemein a® — 1, wenn z iiber rationale Werte gegen Null strebt.
Hieraus ergibt sich unmittelbar, daB a* — a® gilt, wenn z, rationale Werte annehmend, gegen
den rationalen Grenzwert b strebt. In der Tat ist

a* — a® = ab(a*b — 1).

Die Differenz. # — b strebt gegen Null und a#~® — 1 nach dem Bewiesenen ebenfalls.
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Wir definieren jetzt die Funktion (36) fiir irrationale z. Es sei « eine irrationale Zahl und
I(a) bzw. II(x) die erste bzw. zweite Klasse in dem Schnitt in der Menge der rationalen
Zahlen, der « definiert. Wir nehmen an, da z - «, indem es zunehmend alle rationalen
Zahlen aus I(x) durchlduft. Die Verinderliche a* nimmt zu, bleibt aber beschrinkt, und zwar
ist a® < a#”, wobei 2” eine beliebige Zahl aus II(«) ist. Somit hat a® bei der angegebenen
Anderung der Verinderlichen z einen Grenzwert, den wir einstweilen mit L bezeichnen. Ebenso
hat a® auch einen Grenzwert, wenn z gegen « strebt und dabei alle rationalen Zahlen aus II(x)
durchlaufend annimmt. Wir werden zeigen, daf dieser Grenzwert ebenfalls gleich L ist. Es
gehort 2’ zur Klasse I(x) und 2” zur Klasse II(x). Dann ist

0 — a¥ — a7 (@'~% — 1) < L(a®"% — 1),
d. h.
0 < a” — a¥’ < Lg% — 1).

Fir 2’ und 2” in hinreichender Nihe von « kommt die Differenz z” — 2’ der Null beliebig
nahe, und wegen der hingeschriebenen Ungleichung 1é8t sich dasselbe auch von der Differenz
a%” — g sagen, woraus unsere Behauptung von der Ubereinstimmung der Grenzwerte folgt.
Wir setzen definitionsgemiB a® gleich dem erwiahnten Grenzwert L, d. h., a* ist der Grenzwert,
dem a? zustrebt, wenn (@ber rationale Werte) z — . Jetzt ist die Funktion (36) fiir alle reellen
definiert. Auf Grund des oben Gesagten ist leicht zu beweisen, daB a* eine zunehmende Funk-
tion ist, d. h. a% > a%, wenn z, und x, beliebige reelle Zahlen sind, die der Ungleichung
x, > z, geniigen. Beim Beweis mufl man die Fille gesondert betrachten, daB z; und z, beide
irrational sind oder eins von ihnen rational ist. Es bleibt noch zu beweisen, da8 die Funktion
fiir jedes reelle z stetig ist. Zuerst muB man zeigen, daB a* — 1 fiir  — 0, wobei alle reellen
z-Werte als zulissig angesehen werden. Das ist fiir rationale z-Werte richtig und 1i8t sich
leicht fiir reelle x-Werte zeigen, wenn man beachtet, daB a® eine zunehmende Funktion ist.
Weiter kénnen wir wie oben bei Benutzung der Formel

a* — a* = a*(a** — 1)

zeigen, daB a* — a* firr x — o gilt, was die Stetigkeit von a? fir belichiges reelles x beweist.

Man zeigt leicht, daB alle Fundamentaleigenschaften der Exponentialfunktion bei belie-
bigem reellem Exponenten giiltig bleiben. Es seien etwa o und B zwei beliebige irrationale
Zahlen, und es gelte z — o und y — B, wobei die Verdnderlichen z und y sich gleichzeitig
sndernd rationale Werte annehmen. Fiir rationale Exponenten gilt bekanntlich

a%aV = a*tV,
Zum Grenzwert iibergehend, erhalten wir unter Benutzung der bewiesenen Stetigkeit der
Exponentialfunktion dieselbe Eigenschaft fiir irrationale Exponenten:
a*af = a*th,
Wir beweisen jetzt noch die Regel fiir das Potenzieren einer Potenz:
(a%)8 = a8,

Wenn f = n eine ganze positive Zahl ist, ergibt sich die hingeschriebene Formel unmittel-
bar aus der Regel fiir die Addition der Exponenten bei Multiplikation der Potenzen. Ist

B= 2 eine rationale positive Zahl, so wird
q

., g ol
(a“); = }/(aa)P = },ﬁ =a 9.

Fiir rationale negative Zahlen folgt die angegebene Regel unmittelbar aus der Formel (37).
Wir nehmen jetzt an, daB B irrational ist und die rationalen Zahlen r gegen f streben. Gemi
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dem oben Bewiesenen gilt
(a*)r = aor.

Zum Grenzwert iibergehend und die Stetigkeit der Exponentialfunktion benutzend, wobei
wir links a* als Basis ansehen, erhalten wir (a*)f = a8,

Bevor wir den Logarithmus betrachten, machen wir einige Bemerkungen zu den inversen
Funktionen, iiber die wir schon kurz in der Einleitung gesprochen hatten [20]. Wenn y = f(z)
im Intervall (@, b) eine zunehmende stetige Funktion ist und dabei f(a) = A und f(b) = B
gilt, wird auf Grund der zweiten Eigenschaft der stetigen Funktionen, wenn x von a bis b alle
reellen Werte durchlaufend zunimmt, f(z) von A bis B zunehmen und dabei alle Zwischen-
werte durchlaufen. Somit wird jedem Wert y aus dem Intervall (A4, B) ein bestimmtes z aus
(a, b) zugeordnet, und die inverse Funktion z = ¢(y) ist eindeutig und zunehmend. Wenn
sich 2 = z, im Innern von (a, b) befindet, y, = f(,) ist und x das Intervall (z, — ¢, z, + ¢€)
durchliduft, das mit ¢ klein ist, wird y ein kleines Intervall (y, — 7;, yo + 72) durchlaufen.
Bezeichnen wir mit § die kleinere der beiden positiven Zahlen %, und 7,, so kénnen wir be-
haupten: Gehért y dem Intervall (y, — 8, y, + 6) an, das nur einen Teil von (y, — 7;, Yo + 75)
bildet, so gehoren die entsprechenden z-Werte erst recht zu dem Intervall (z, — ¢, %, + ¢€),
d. h., es wird |@(y) — @(¥,)| < &, sobald |y — y,| < & ist. In Anbetracht der willkiirlichen
Wahl von ¢ liefert uns das die Stetigkeit der Funktion z = ¢ (y) im Punkt y = y,. Wenn =z,
etwa mit dem Endpunkt @ zusammenfillt, muB in den vorstehenden Uberlegungen an Stelle
von (xy — €, 2y + €) das Intervall (z,, z, + €) genommen werden. Analog 1aBt sich der Fall
der abnehmenden stetigen Funktionen f(x) behandeln.

Wir kehren jetzt zur Funktion (36) zuriick. Wenn a > 1 ist, wird a =14+ b mit 6> 0,
und der binomische Satz ergibt bei ganzzahligem positivem n > 1

a"=(14+b"> 1+ nb,

woraus ersichtlich wird, daB a fiir unbeschrankt zunehmendes z unbeschrinkt wichst. Ferner
folgt aus (37), daB a® — 0 gilt fiir z — — co. Beachten wir das oben fiir die inversen Funk-
tionen Gesagte, so kénnen wir behaupten, daB die zu (36) inverse Funktion

z="%ogy (38)

fir ¥ > O eine eindeutige zunehmende stetige Funktion ist. Dieselben Resultate ergeben sich
auch fiir den Fall 0 < a < 1, jedoch werden in diesem Fall die Funktionen (36) und (38)
abnehmend.

Wir fithren jetzt den Begriff der mittelbaren (auch zusammengesetzien) Funktion ein. Es sei
y = f(z) eine im Intervall a < =z < b stetige Funktion, deren Werte dem Intervall (¢, d) an-
gehoren. Es sei ferner z = F(y) eine im Intervall ¢ < y < d stetige Funktion. Indem wir
unter y die oben angegebene Funktion von z verstehen, erhalten wir die mittelbare Funktion
von z,

z=F(y) = Flf@)).

Man sagt, daB diese Funktion mittels y von « abhidngt. Sie ist im Intervall a < z < b definiert.
Es ist leicht einzusehen, daB sie in diesem Intervall auch stetig ist. Denn einem unendlich
kleinen Zuwachs von z entspricht auf Grund der Stetigkeit von f(z) ein unendlich kleiner
Zuwachs von ¥, und einem unendlich kleinen Zuwachs von y entspricht auf Grund der Stetig-
keit von F(y) ein unendlich kleiner Zuwachs von 2.

Wir betrachten jetzt die Potenz

z=ab (39)

mit beliebigem reellem Exponenten b, wobei wir die Verinderliche « als positiv ansehen. Aus
den Uberlegungen im Zusammenhang mit der Exponentialfunktion folgt unmittelbar, da8 die
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Funktion (39) einen bestimmten Wert fiir jedes x > 0 hat. Benutzen wir die Definition des
Logarithmus und verwenden natiirliche Logarithmen, so kénnen wir an Stelle von (39)
schreiben:

2 — eblogz

Indem wir y = blogz und 2 = e¥ setzen, kénnen wir diese Funktion als mittelbare Funk-
tion von z betrachten, und die Stetigkeit der Exponentialfunktion sowie des Logarithmus
beweist uns die Stetigkeit der Funktion (39) fiir jedes =z > 0.

Wir haben in [84] die Stetigkeit der Funktion sin z fiir alle z bewiesen. Entsprechend 1aBt¢
sich die Stetigkeit der Funktion cos z fiir alle  beweisen. Aus den Formeln

folgt nach [84] unmittelbar die Stetigkeit von tan z und cot « fir alle z mit Ausnahme der-
jenigen, fiir welche der Nenner Null wird.

Die Funktion y = sinz ist eine im Intervall (-—%, g) stetige zunehmende Funktion.
Benutzen wir das oben iiber die inversen Funktionen Gesagte, so konnen wir behaupten, da8
der Hauptwert der Funktion 2 = arcsin y [24] eine stetige zunehmende Funktion im Intervall
—1 <y <1 wird. Analog laBt sich die Stetigkeit der {ibrigen inversen Kreisfunktionen be-
weisen.



II. BEGRIFF DER ABLEITUNG
UND SEINE ANWENDUNGEN

§3. Die Ableitung und das Differential erster Ordnung

45. Der Begriff der Ableitung. Wir betrachten einen auf einer Geraden sich
bewegenden Punkt. Der durchlaufende Weg s, von einem bestimmten Punkt
der Geraden aus gerechnet, ist eine Funktion der Zeit ¢:

s =[(t),

so daB jedem bestimmten Zeitpunkt ¢ ein bestimmter Wert s entspricht. Geben
wir ¢ den Zuwachs A¢, dann entspricht dem neuen Zeitpunkt ¢ + At der Weg
s + As, wobei As der Weg ist, der im Zeitintervall 4¢ durchlaufen wird. Im Fall
einer gleichférmigen Bewegung ist der Wegzuwachs proportional dem Zeit-

zuwachs, und dann liefert das Verhiltnis % die konstante Geschwindigkeit

der Bewegung. Im allgemeinen hangt dieses Verhiltnis sowohl vom gewahlten
Zeitpunkt ¢ als auch von dem Zuwachs At ab und driickt die mittlere Geschwindig-
keit der Bewegung in dem Zeitintervall At aus. Diese mittlere Geschwindigkeit ist
die Geschwindigkeit eines gedachten Punktes, der sich gleichformig bewegend
wihrend des Zeitintervalls 4¢ den Weg Ads durchliuft. Fir die gleichformig
beschleunigte Bewegung gilt

s=%gt2+vot
und
1 . 1o,
gs g IEH A0+ vyt + A8) — 5 gt — vyt
at~ At

1
=gt+v0+3911t.

Je kleiner A ¢ ist, mit um so groBerer Berechtigung konnen wir die Bewegung des
gedachten Punktes wahrend dieses Zeitintervalls als gleichmafig ansehen; der

Grenzwert des Quotienten %? beim Grenziibergang von At gegen Null definiert

dann die Geschwindigkeit v im gegebenen Zeitpunkt t:

As
v =lim —.
at—0 At
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So ist z. B. bei der gleichmaBig beschleunigten Bewegung

v_hmig—lim (gt—l—vo—l— lgAt) = gt + v,.
a0 At a0 2

Die Geschwindigkeit v ist ebenso wie der Weg s eine Funktion von ¢; diese
Funktion heit die Ableitung der Funktion f(f) nach ¢; man sagt, daB die Ge-
schwindigkeit die Ableitung des Weges nach der Zeit ist.

Nehmen wir an, daB ein gewisser Stoff in eine chemische Reaktion eintritt. Die
Menge x dieses Stoffes, die bereits zum Zeitpunkt ¢ in die Reaktion eingetreten ist,
ist dann eine Funktion von ¢. Einem Zuwachs At der Zeit wird ein Zuwachs Ax der

GroBe z entsprechen, und der Quotient % driickt dann die maittlere Geschwindig-

keit der chemischen Reaktion fiir das Zeitintervall A¢ aus; der Grenzwert dieses
Quotienten beim Grenziibergang von At gegen Null stellt die Geschwindigkeit der
chemischen Reaktion im gegebenen Zeitpunkt t dar.

Wir wenden uns jetzt von den Beispielen ab und geben eine allgemeine Definition
der Ableitung. Wir setzen voraus, dal die Funktion f(z) fiir einen bestimmten
festen Wert z und fiir alle ihm hinreichend benachbarten Werte definiert ist, d. h.
fiir alle Werte der Form x + Az, wobei 4« eine beliebige positive oder negative
Zahl ist, die dem Absolutbetrag nach hinreichend klein ist. Die GroBe 4x heiBt
gewohnlich der Zuwachs der unabhéngigen Verinderlichen z. (An Stelle von 4z
schreibt man oft auch %.) Der entsprechende Zuwachs der Funktion ist dann
A4y = f(x + 4x) — f(z). Wir bilden den Quotienten dieser beiden GréBen:

A4y _ f(z + 42) — f@) "
Az Adx

Dieser Quotient ist fiir alle Werte 4z definiert, die dem Absolutbetrag nach hin-
reichend klein sind, also in einem Intervall —k < Az < k, auBer fir 4z = 0.
Wenn z fest ist, stellt der Quotient (1) eine Funktion von Az dar.

Definition. Wenn der Quotient (1) fiir 42z — 4 0 einen (endlichen) Grenzwert
besitzt, dann heiBt dieser Grenzwert die Ablestung der Funktion f(x) im Punkt .

Mit anderen Worten, Ableitung einer gegebenen Funktion f(x) im Punkt z
heiBt der Grenzwert des Quotlenten A— des Zuwachses 4y der Funktion zum

entsprechenden Zuwachs Az der una,bha,nglgen Verénderlichen, wenn letzterer
gegen Null strebt (42 — 10). Zur Bezeichnung der Ableitung benutzt man die
Symbole y’ oder f' (x):

o A 1@+ 42) — @)

Ax Az—0 Az

y=f@&=

Die Rechenoperation zur Ermittlung einer Ableitung heiBt Differentiation.

Der Quotient (1) braucht keinen Grenzwert zu haben, und dann existiert auch
keine Ableitung. Die Existenz des Grenzwertes J’ () ist folgendem dquivalent [32]:
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Fiir eine beliebige positive Zahl ¢ existiert eine Zahl n derart, daf

fiz + dz) — f(2)
Ax

—f@)|<e fir |dz| <9y, 42540

tst. Unter der Voraussetzung, da8 die Ableitung existiert, kénnen wir schreiben:

flz+ dz) — f(z)
Az

=f(@+a

wobei o« — 0 fir dz — 0 [27].
Ferner schreiben wir

f&+ dz) — f(x) = [ (2) + o] 4=,

und hieraus ist unmittelbar ersichtlich, daB [f(x + 4z) — f(z)] - 0 fir 4=z - 0,
d. h., existiert fiir einen gewissen Wert x die Ableitung, so ist die Funktion in diesem
Punkt stetig. Die umgekehrte Behauptung ist dagegen nicht richtig, d. h., aus
der Stetigkeit einer Funktion kann man keinesfalls auf die Existenz der Ableitung
schlieBen. Wir machen darauf aufmerksam, daB8 wir zwecks Ermittlung der Ab-

leitung den Quotienten j—z bilden, bei dem sowohl der Zahler als auch der Nenner
gegen Null streben, wobei wir annehmen, da8 4z niemals Null wird. Ist speziell
y = ¢z, dann ist der Zahler des Quotienten (1) ¢(x + 4dz) — cx = c Az, und
der ganze Quotient ist gleich ¢, d. h., er hingt nicht von 4z ab. Sein Grenzwert
fir Ax — 40 ist ebenfalls c.

Fiir festes « sind f(z) und f' (x) Zahlen. Wenn Funktion und Ableitung fiir alle =
innerhalb eines bestimmten Intervalls existieren, dann stellt f' (x) eine Funktion
von z innerhalb dieses Intervalls dar. Im oben betrachteten Fall f(x) = cx ist die
Ableitung f'(x) gleich der Zahl ¢ fiir alle «.

46. Die geometrische Bedeutung der Ableitung. Zur Erlduterung der geome-
trischen Bedeutung der Ableitung wenden wir uns der Bildkurve der Funk-
tion ¥y = f(x) zu. Auf ihr wihlen wir den Punkt M mit den Koordinaten z, y
und dicht bei ihm den ebenfalls auf der Kurve liegenden Punkt N mit den
Koordinaten z + Az, y + Ay. Wir zeichnen die Ordinaten M, und N, N
dieser Punkte und ziehen durch M die zur xz-Achse parallele Gerade.

Wir haben dann offenbar (Abb. 50)

MP=M,N,=dx, MM =y, N,N=y-+ 4y, PN =4y. (2)

Der Quotient j—%ist offensichtlich gleich dem Tangens des Winkels «,, der

von der Sekante M N mit der positiven Richtung der z-Achse gebildet wird. Beim
Grenziibergang von Az gegen Null strebt der Punkt N, auf der Kurve bleibend,
gegen den Punkt M; Grenzlage der Sekante M N wird die Tangente M T der
Kurve im Punkt M, und folglich ist die Ableitung f' (x) gleick dem Tangens des von
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der Tangente der Kurve vm Punkt M (x, y) mit der positiven x-Richtung gebildeten
Winkels o, d. h. gleich dem Richtungskoeffizienten dieser Tangente.

Bei der Berechnung der Strecken gemal Formel (2) ist die Vorzeichenregel zu
beachten, da die Anderungen Az und Ay sowohl positiv als auch negativ sein
kdnnen.

Der auf der Kurve liegende Punkt N kann von einer beliebigen Seite gegen M
streben. In Abb. 50 gaben wir der Tangente eine bestimmte Richtung. Wenn wir
ihr genau die entgegengesetzte Richtung gegeben hitten, hitte das zu einer

Yi
| |P
! |
I [
‘ |
[
] | . Abb. 50

Anderung des Winkels & um 7 gefithrt und die GréBe des Tangens dieses Winkels
nicht beeinflult. Spater werden wir uns noch der Frage iiber die Richtung der
Tangente zuwenden. Im Moment ist das fiir uns unwesentlich.

Wir sehen somit, dafl die Existenz der Ableitung f' () verkniipft ist mit der
Existenz der Tangente der der Gleichung y = f(x) entsprechenden Kurve, wobei
der Richtungskoeffizient der Tangente tan « = f'(z) endlich sein muB. Mit
anderen Worten, die Tangente darf nicht parallel zur y-Achse sein. In diesem
letzten Fall ist o = % oder o = 3;, ‘und der Tangens eines solchen Winkels
ist unendlich. Eine stetige Kurve kann in einzelnen Punkten entweder iiberhaupt
keine Tangente oder eine zur y-Achse parallele Tangente mit unendlich groBem
Richtungskoeffizienten haben (Abb. 51); fiir die entsprechenden Werte von x hat
dann die Funktion f(x) keine Ableitung.

Abb. 51

Solche Ausnahmepunkte kann es auf einer Kurve beliebig viele geben, und wie
sich beweisen 1iBt, kann man sogar stetige Funktionen konstruieren, die fiir
keinen einzigen Wert von « eine Ableitung besitzen. Die einer derartigen Funktion
entsprechende Kurve ist unseren geometrischen Vorstellungen nur sehr schwer
zuginglich.

8 Smirnow I
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Bezeichnen wir der einfacheren Schreibweise halber den Zuwachs der unab-
hingigen Verdnderlichen mit %, so geht der Quotient % iber in

fz+h —f@=
h .

Wir gehen etwas ausfiihrlicher auf die Falle ein, die in Abb. 51 dargestellt sind.

Einleitend fiithren wir die Begriffe der linksseitigen und der rechtsseitigen
Ableitung ein. Wir setzen voraus, daf3 2 nicht auf beliebige Art, sondern von der
Seite negativer Werte her oder von der Seite positiver Werte her gegen Null
strebt, d.h. # — —0 oder - — 40. Wenn dabei der Quotient (1) einen (end-
lichen) Grenzwert hat, bezeichnet man ihn gewohnlich mit f'(x — 0) bzw.
f (x + 0) und nennt ihn die linksseitige bzw. rechtsseitige Ableitung. Die Existenz
der Ableitung f'(x) ist damit gleichwertig, daB die Ableitungen f (x — 0) und
f' (x + 0) existieren und einander gleich sind. In diesem Fall ist f'(z) = f' (x — 0)
=f@&+0). .

Wenn die Ableitungen f (x — 0) und f'(x + 0) existieren und verschieden
sind, entspricht das dem Fall, daBl im entsprechenden Punkt z eine linke und eine
rechte Tangente existieren, die nicht parallel zur y-Achse sind und voneinander
verschieden sind. Dieser Fall ist im Punkt M, in der Abb. 51 dargestellt. In den
Punkten M, und M, strebt der Quotient (1) fir 2 — —0 und % — +0 gegen
Unendlich. Wir richten jetzt unsere Aufmerksamkeit auf das Vorzeichen von
diesem Unendlich.

Fir die Punkte N, die auf der Kurve links von M, liegen, ist 2 <0 und
fx + k) — f(x) < O fiir nahe bei Null gelegenes %, da die linke Ordinate kleiner
ist als die Ordinate im Punkt M,. Daher ist der Quotient (1) in diesem Fall positiv,
und er strebt fir 2 —> —0 gegen +oco (die Tangente ist parallel zur y-Achse).
Rechts von Myist £ >0 und f(z + k) — f(z) <0, d.h., der Quotient’ (1) ist
negativ, und er strebt fiir # — +0 gegen — oco. Wir kommen jetzt zum Punkt M,.
Links von diesem Punkt %2 < 0 und f(x + &) — f(z) < O und rechts » >0 und
f@ 4+ &) — f(x) > 0, d.h., links und rechts ist der Quotient (1) positiv und strebt
sowohl fir A —> —O0 als auch fir 2— + 0 gegen + oo, d.h., in diesem Fall
strebt der Quotient (1) fiir 2 — + 0 gegen 4 oc.

Wir bemerken, dafl wir bei der Definition der Ableitung forderten, dall der
Quotient (1) gegen einen endlichen Grenzwert strebt fiir 2 — 4 0. Ist dieser
Grenzwert fir 2 — + 0 aber oo oder — oo, 50 sagen wir dennoch nicht, daB in dem
entsprechenden Punkt x eine Ableitung existiert, die + oo oder — oo ist.

Es sind natiirlich auch solche Stetigkeitspunkte der Funktion mdglich, in
denen es weder die Ableitung f (x + 0) noch f(x — 0) gibt. Eine derartige
Kurve ist in Abb. 52 dargestelit. Sie besitzt keine der angegebenen Ableitungen
in z=c.

Ist die stetige Funktion in dem Intervall (a, b) gegeben, so haben wir fiir z = a
nur die Moglichkeit, die rechtsseitige Ableitung f'(a + 0) und fiir = b nur die
linksseitige Ableitung f' (b — 0) zu bilden. Wenn man sagt, daB f’(x) in dem ab-
geschlossenen Intervall (a, b) die Ableitung f' (x) besitzt, dann hat man in den
inneren Punkten des Intervalls diese Ableitung im gewohnlichen Sinne, in den
Endpunkten des Intervalls aber in dem eben angegebenen zu verstehen.
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Wenn f(z) in dem (@, b) umfassenden Intervall (4, B), d.h. fir 4 <z < B
mit 4 <a und B > b definiert ist und im Innern von (4, B) die gewdhnliche
Ableitung f'(x) besitzt, dann hat f(x) erst recht eine Ableitung im angegebenen
Sinne auch im Intervall (a, b).

Yi

-~ Abb. 52
X

47. Die Ableitungen der einfachsten Funktionen. Aus dem Begriff der Ab-
leitung folgt: Zur Bestimmung der Ableitung muf man den Zuwachs der Funktion
bilden, thn durch den entsprechenden Zuwachs der unabhingigen Verdnderlichen
dividieren und den Grenzwert dieses Quotienten ermitteln, wenn der Zuwachs der
unabhingigen Verdnderlichen gegen Null strebt. Wir wenden diese Regel auf einige
der einfachsten Funktionen an.

I. y = b (die Konstante) [12].

y’:limb—;—b=lim‘0=0,
B0 0

d. h., die Ableitung einer Konstanten ist gleich Null.

II. y = 2 (n eine ganze positive Zahl).

y = lim &A=
A0 2
z" + nha"-1 4 n(n—_l)hzxﬂz—z G B — 2
= lim 2!
_.M .
= lim |na"-1 4 n(n——_l) ha®—2 4+ ... } hn—l] = nar-1,
r—0 2! _

Insbesondere wird, wenn y = x ist,- ¥’ = 1. Spiter werden wir diese Diffe-
rentiationsregel fiir die Potenz auf beliebige Exponenten n' verallgemeinern.

8
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III. y =sinz.
. 3
. . 2cos(x+ )sm—
- 2
y,=limsm(x+h) sing _ .
>0 h =0 h
sinh
. Rk 2 -
=!1h_1:cos(x-|—-2—)T=cosx,
2
. h
h "y
da beim Grenziibergang von — 5 gegen Null PEnie 1 [33].
2
IV. y = cos z. ;
2sin |z h sinh
, . cos(x+ h)—cosz . s +2 2
Y =11m 7 = lim — 7
a0 h—0
. h
A
_—hmsm(x+ ) 7 = —sinz.
h—0 s
2
V.y=logz (x> 0).
log|1 + b log (1 + h
. log (x + &) — logx . x L1 z) 1
'=hm hm—=hm__ = >
Y -0 h h—>0 k h0 T i z
x
da fir A —0 auch die Variable « —% gegen Null und log({T-i—a) gegen 1

strebt [38].
VI. y = cu(x), wobei c eine Konstante und u (x) eine Funktion von z darstellt.
y = lim cu(x + h’z — cu(x) — ¢ lim u(z + h’: u(m)
b0 b0
d. h., die Ableitung des Produkts einer konstanten Gréfe mit einer Verdnderlichen ist
gleich dem Produkt dieser Konstanten mit der Ableitung des verdnderlicken Faktors

oder, mit anderen Worten, ein konstanter Faktor kann vor das Differentiationszeichen
gesetzt werden.

cu'(z),

- VIL. y = ¢%log . Wie wir wissen, ist ¢log x = log x - —— [38] Bei Anwendung
der Regel VI erhalten wir
, 11
y = o —

z log a
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VIII. Wir betrachten die Ableitung der Summe mehrerer Funktionen und be-
schrinken uns auf drei Summanden:

y = u(x) + v(@) + w(z),
' Jigg &+ B) + vt B) + w(@ + )] — [u(@) + v() + w(@)]
- h

Y B0
. (u@+ k) —ux)  vE+dh)—vE) wx+h)—wk)
=g[ 2 + 2 + 2 ]

= u'(2) + ¢’ (2) + ' (2),

d. h., die Ableitung der Summe mehrerer Funktionen ist gleich der Summe der
Ableitungen dieser Funktionen.

IX. Wir betrachten jetzt die Ableitung des Produkts zweier Funktionen:
y = u(@) (@),

— lim u(x + k) v(x + k) — u(x) v(x)'
y Lim %

Wenn wir im Zihler die GroSe u(x + &) v(x) addieren und wieder subtra-
hieren, erhalten wir

'y 2t k) v(@ + k) — w(x + h) v(x) + u(x + k) v(x) — u(z) v(x)

A0 h

v(x + h) — v(x)
h

y

u(z+ k) — u(x)

= lim u(x + A) 7
h—0

+ lim »(x)
r—>0
= u(z) v'(z) + v(z) ¥ (v),

d. h., fiir den Fall zweier Faktoren haben wir gezeigt, daB die Ableitung eines Pro-
dukts gleich der Summe der Produkte aus der Ableitung je eines der Faktoren mit den
dibrigen ist (Produktregel).

Wir werden die Giiltigkeit dieser Regel fiir drei Faktoren beweisen, indem wir
zwei Faktoren zu einer Gruppe zusammenfassen und die Regel fiir den Fall
zweier Faktoren anwenden:

y = u@) () w),
¥ = {[u@) v@)]w(@)) = [u(@)vz)] v @) + wE@) [u@) v(@)]
= u() v(2) W' () + u(2) ¥’ (2) w(x) + v’ (2) v(z) w().

Wendet man das bekannte Verfahren des Schlusses von # auf n -+ 1 an?), so
148t sich diese Regel leicht auf eine beliebige endliche Anzahl von Faktoren erwei-
tern.

1) Vollstandige Induktion (Anm. d. Ubers.).
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X. Es sei jetzt y ein Quotient:

_u@)
(@)’

wz+h) @)
i PEE D) V6
h—0
— lim 1 u(x -+ k) v(z) — v(x + k) u(x)
T e v(@) v(x + B) h ’
Fiigt man im Zahler des zweiten Bruchs das Produkt «(z) v (x) hinzu und sub-
trahiert es wieder, so erhdlt man unter Beachtung der Stetigkeit von »(x)

y = lim 1 .u(x—}—h)v(x) — u(x) v(z) + u(@) v(@) — v(® + h) u(z)
a0 0(@) 0(2 + ) h

. 1 u(xr + h) — u(x)
_}fi%v(x)v(x+h)[ @) B -

_ W@ @) — v(@)u@)

- @) ’
d. h., die Ableitung eines Bruchs (Quotienten) ist gleich der Ableitung des Zdhlers,
multipliziert mit dem Nenner, vermindert um die Ableitung des Nenners, multipli-
ziert mit dem Zdhler, das Ganze dividiert durch das Quadrat des Nenners (Quo-
tientenregel).

y

u(x)

v(x 4+ h) — v(x)
B

XI. y=tanz
o sinz)’ (sinz) cosx — (cosz) sinxz  cos?z -} sin?z 1
y cos ¥ * cos?zx o cos? x " cos?z’
XII. y = cot x
, cosz)' (cosz) sinx — (sinx) cosx  —sin?zx — cosz 1
T \sinz/ sin? z - sin2 z ~ sin?z’

Bei der Ableitung der Regeln VI, VIII, IX und X haben wir vorausgesetzt,
daB die Funktionen u(z), v(z), w(x) Ableitungen besitzen, und die Existenz der
Ableitung fiir die Funktion y nachgewiesen. '

48. Die Ableitungen der mittelbaren und der inversen Funktionen. Wir fiihren
jetzt den Begriff der ‘mittelbaren Funktion ein.l) Es sei y = f(x) eine in einem
gewissen Intervall @ < x < b stetige Funktion, wobei ihre Werte dem Inter-
vall ¢ <y < d angehoren. Es sei ferner z = F(y) eine im Intervall c <y < d
stetige Funktion. Verstehen wir unter y die oben angegebene Funktion von x, so

1) Die ersten Sétze sind aus dem kleingedruckten Abschnitt[44] wiederholt. (Anm. d. Ubers.)
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erhalten wir die mittelbare Funktion von

z=F(y) = F[f(2)].

Man sagt, daBl diese Funktion mittels ¥ von # abhangt. Es ist leicht einzusehen,
dafl diese Funktion im Intervall ¢ < # < b stetig ist. Denn einem unendlich
kleinen Zuwachs von « entspricht ein unendlich kleiner Zuwachs von y auf Grund
der Stetigkeit der Funktion f(z), und dem unendlich kleinen Zuwachs von y ent-
spricht ein unendlich kleiner Zuwachs von z auf Grund der Stetigkeit von F(y).

Bevor wir zur Herleitung der Differentiationsregel fiir eine mittelbare Funktion
iibergehen, bemerken wir noch folgendes: Wenn die Funktion z = F(y) eine
Ableitung fiir y = y, hat, konnen wir geméf dem in [45] Gesagten schreiben:

Az = F(y, + 4y) — F(yo) = [F' (o) + «]4y, 3)

wobei die Verdnderliche « eine fiir alle hinreichend nahe bei Null gelegenen und
von Null verschiedenen Ay definierte Funktion von Ay ist und « — 0 gilt, wenn
Ay — 0 und dabei von Null verschieden bleibt. Die Gleichung (3) bleibt richtig
fir Ay = 0 bei beliebiger Wahl des «, weil fiir 4y = 0 auch 4z = 0 ist. Auf
Grund des oben Gesagten ist fir Ay — 0 sinngemdl o =0 zu setzen. Auf
Grund dieser Ubereinkunft kénnen wir annehmen, da in Formel (3) fir 4y — 0
o in beliebiger Weise gegen 0 strebt, selbst wenn Ay dabei den Wert Null annimmt.
Wir formulieren jetzt den Satz von der Ableitung einer mittelbaren Funktion:

Satz. Wenn y = f(z) im Punkt x = x, die Ableitung ' (x,) und z = F(y) im
Punkt y, = f(z,) die Ableitung F’(y,) hat, dann hat die mittelbare Funktion
F[f(z)] im Punkt x = z, eine Ableitung, die gleich dem Produkt F'(y,) [ (x,) ist
(Kettenregel).

Es sei 42 der von Null verschiedene Zuwachs, den wir dem Wert x, der un-
abhingigen Verdnderlichen x geben und A4y = f(x, + 4x) — f(x,) der ent-
sprechende Zuwachs der Verdnderlichen y (er kann auch gleich Null sein). Ferner
sei dz=F(y,+ 4y) — F(y,). Die Ableitung der mittelbaren Funktion
z = F[f(x)] nach z fir # = z, ist offenbar gleich dem Grenzwert des Quotienten

ﬁ fir A=z -0, wenn dieser Grenzwert existiert. Wir dividieren beide Seiten
von (3) durch Adx:

Az

4 g+ 5L

Beim Grenziibergang von Adx gegen Null strebt auf Grund der Stetigkeit der
Funktion y = f(x) im Punkt z = x, auch 4y gegen 0; daher gilt, wie wir oben
gezeigt hatten, « — 0. Der Quotient % strebt dabei gegen die Ableitung
f’ (). Indem wir in der oben hingeschriebenen Gleichung zur Grenze iibergehen,
erhalten wir

4
lim 22 = F'(yo) f (),
4z—0
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womit der Satz bewiesen ist. Wir bemerken, daB die Stetigkeit der Funktion f(x)
fir x = x, aus der vorausgesetzten Existenz der Ableitung f' (z,) folgt [45].

Der eben bewiesene Satz kann in Form der folgenden Differentiationsregel fiir
mittelbare Funktionen ausgesprochen werden (Kettenregel): Die Ableitung einer
mattelbaren Funktion st gleich dem Produkt der Ableitung nach der Zwischenver-
dnderlichen mit der Ableitung der Zwischenverdnderlichen nach der unabhingigen

Verdnderlichen :
Z(@) = F'() f (2). _

Wir gehen jetzt zur Differentiationsregel fiir inverse Funktionen iiber. Wenn
y = f(x) stetig ist und im Intervall (a, b) zunimmt (d. h. gréBeren Werten von z
auch groBere y-Werte entsprechen) und dabei 4 = f(a) und B = f(b) ist, dann
gibt es, wie wir wissen ([21], [44]), im Intervall (4, B) eine eindeutige und stetige,
gleichfalls zunehmende inverse Funktion z = ¢(y). Da die Funktion y = f(z)
zunimmt, ist Ay==0, wenn Az==0 ist und umgekehrt, und wegen der Stetig-
keit folgt aus Az — 0 auch Ay — 0 und umgekehrt. (Véllig analog wird der Fall
der abnehmenden Funktion betrachtet.)

Satz. Wenn f(x) im Punkt x, eine von Null verschiedene Ableitung f'(x,) hat,
dann hat die inverse Funktion ¢(y) im Punkt y, = f(x,) die Ableitung

1
’ _— 4
14 (yO) l’ (170) ( )

Bezeichnen wir mit Az und Ay die entsprechenden Anderungen von z und y,
d. h.
Az =@y + 4y) —@Wo), Ay =[x + 42) — [(%,),

und beachten, daB sie beide von Null verschieden sind, dann kénnen wir schreiben :

Ax_ 1
dy Ay’
Az

Wie wir oben gesehen haben, streben 42 und 4y gleichzeitig gegen Null, und die
letzte Gleichung fithrt im Grenzfall zu (4). Der bewiesene Satz kann als nach-
stehende Differentiationsregel fiir inverse Funktionen formuliert werden: Die
Ableitung einer. inversen Funktion ist gleich Eins, dividiert durch dfe Ableitung der
urspriinglichen Funktion tm entsprechenden Punkt.

Die Differentiationsregel fiir inverse Funktionen gestattet eine einfache geo-
metrische Deutung [21]. Die Funktionen z = @(y) und y = f(x) haben ein und
dieselbe Bildkurve in der z, y-Ebene, nur mit dem Unterschied. daB fiir die Funk-
tion 2 = ¢(y) die Achse der unabhingigen Veranderlichen die y-Achse und nicht
die z-Achse ist (Abb. 53). Wenn wir die Tangente M T ziehen und uns der geo-
metrischen Bedeutung der Ableitung erinnern, erhalten wir

f'(x) = tan (OX, MT) = tan «,
¢'(y) =tan (0Y, MT) = tan B,
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wobei in Abb. 53 die Winkel 8 und « positiv gerechnet werden.

- Abb. 53

Da nun ﬁ:%-—zx ist, folgt aus tanf = cot«

1 , 1
t&nﬂ—_'my d.h. ¢'(y) = m

Ist £ = ¢(y) die zu y = f(x) inverse Funktion, so kann man offensichtlich
auch umgekehrt die Funktion y = f(z) als inverse der Funktion z = ¢(y)
ansehen.

Wir wenden nun die Differentiationsregel fiir inverse Funktionen auf die

Exponentialfunktion an.

XIII. y = a* (@ > 0). Die inverse Funktion wird im vorliegenden Fall

z=g(y) ="‘logy,
und auf Grund von VII ist
, 1 1
¥y = ? 10?1
und danach gemiB der Differentiationsregel der inversen Funktionen

1
'=—F—=yloga oder a®) =a*loga.
V=7 y log (a®) g

Im Spezialfall a = e ist
(e®)’ = €*.

Diese Formel gibt uns in Verbindung mit der Differentiationsregel der mittel-
baren Funktionen die Mdglichkeit, die Ableitung einer Potenz zu berechnen.

XIV. y = z* (x > 0). Diese Funktion ist fiir alle £ > 0 definiert und hat posi-

tive Werte [19].
Wenn wir die Definition des Logarithmus benutzen, kénnen wir unsere Funk-
tion als mittelbare Funktion

y= " — enlogz

darstellen.
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Differenzieren wir gemaB der Kettenregel, so erhalten wir
y' — enlogz . ﬁ_ = z". l". = npxn—1,
x x

Dieses Resultat 1aBt sich leicht auf den Fall negativer z-Werte verallgemei-

nern, wenn nur hierbei die Funktion selbst existiert, etwa y = x's = i/; Wir wer-
den die Differentiationsregel der inversen Funktionen auch zur Ermittlung
der Ableitungen der zyklometrischen Funktionen anwenden.

XV. y = arcsin z.
Wir betrachten den Hauptwert [24] dieser Funktion, d. h. den Bogen, der im

2 1

Intervall | ——, —

-5 3

z = siny ansehen. GemaB der Differentiationsregel der inversen Funktionen ist
dann

liegt. Diese Funktion konnen wir als inverse Funktion von

T 11
Z'(y) cosy Y1_siny JI—a2

wobei die Wurzel mit positivem Vorzeichen zu nehmen ist, da cos y im Inter-

y'(x) =

vall (—;, %) positiv ist. Entsprechend 148t sich
(arccos )’ = — 1

J1 — «?

herleiten, wobei der Hauptwert von arccos x betrachtet wird, d. h. der Bogen, der
im Intervall (0, =) liegt.
XVI. y = arctan .

Der Hauptwert von arctan z ist im Intervall (——%, % enthalten, und diese

Funktion kann man als inverse Funktion von z = tany betrachten; folglich ist

@) = 1 1 — costy — 1 1
y T2y 1 Sy-l—i—tan’-y_l—i—xa’
cos?y

Entsprechend erhalten wir

, 1

(arccot )’ = — T2

XVII. Wir untersuchen noch die Differentiation von Funktionen der Form
y=u’,

wobei % und v Funktionen von z sind.
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Dafiir kénnen wir
y = evlogu
schreiben und erhalten bei Anwendung der Kettenregel
y' = ero8v . (v log u)’.

Wenden wir die Produktregel an und differenzieren log » als mittelbare Funk-
tion von z, so erhalten wir schlieBlich

y' = evlogv (v’ log u + % u’) oder Yy = u (v’ log » + % u’) .

49. Tafel der Ableitungen. Beispiele. Wir bringen eine Zusammenstellung aller
bisher abgeleiteten Differentiationsregeln.

1. (¢)) = 0.
2. (cu) =cu'.
3. (uy + Up A+ cor A uy) =y Uy o+ e U
4. (UgUy oo Ug) = W UL UG+ Uy Uy UL UG oo Uy oo b Uy U U - UL
5 (% ! _ u"v—v’u.
v v?
6. (z7) = nan—? und () = 1.
1 1 1
. (al == =,
7. (%log x) z loga und (log x) =
8. (%) = e* und (a®) = a* log a.
9. (sin )’ = cos z.
10. (cosz) = —sinz.
11. (tanz) = 1
) " costz’
12. (cot x)’ = 1
. (cot x)’ = ~smiz
. 1
13. (a,rcsm :l:)' = —_—
]/1 — x?
1

14. {arccos z)’ = —

V1 — z?
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15. (&rcta‘n z)’ = m.
1
16. (arccot)’ = Tr

17. (w*) = vur~ly’ + uo logu-v'.
18. ¥’ (z) = y'(u) - %' (z) (y hingt mittels « von z ab).
1

19. 2’ (y) = 7@
Wir werden die abgeleiteten Regeln auf einige Beispiele anwenden.
1. y=2a®— 322 + T2 — 10.

Bei Anwendung der Regeln 3, 6 und 2 erhalten wir

y=322—6x+17.

3. y =sin’z.
Wir setzen # = sinz und wenden die Regeln 18, 6 und 9 an:
¥y =2u . u" = 2sin z cos ¢ = sin 2z.
4. y = sin (2?).
Wir setzen 2 = 2® und wenden dieselben Regeln an:
y =cosu-u = 2z cos (22).
5.y =log (x + ]/m)

Wir setzen zuerst © = z + ¥22 + 1 und dann v = 2% 4- 1 und wenden zweimal die Regel 18
und auBerdem die Regeln 7, 3 und 6 an:

Ve e+ VIF ) = ————[1+ ([T ]

z+ Y2241 z+ Y22+ 1
1 1 1 z
= 14 (4 1) = 14
x+1/z=+1[ 2Va? + 1 ] :c+]/x2+1( an+1)
— 1 ‘z+}/:c2+1__ 1

c+VEL1 VE+1 VB+1
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z \n
6""(2x+1)'

Wir setzen » =

und wenden die Regeln 18, 6 und 5 an:
2z + 1

P z \n-1 z \_ n 2z \"-12z4+1—22  n2"?
y 2z + 1 2z + 1 2z + 1 @z + 1P @zt e

7. y=2a".

Bei Anwendung der Regel 17 erhalten wir
Y =2%1.2 + 2% logz = 2" (1 + log x).

8. Die Funktion y ist durch die Gleichung
Y
pr + o 1=0 (5)

als implizite Funktion von z gegeben. Verlangt wird, die Ableitung von y zu finden. Wenn wir
die gegebene Gleichung nach y aufldsen wiirden, wiirden wir y = f(x) erhalten, und die linke
Seite der Gleichung wird nach Einsetzen von y = f(x) offenbar identisch Null. Aber die
Ableitung von Null ist als Ableitung einer Konstanten gleich Null, und daher miissen wir
Null erhalten, wenn wir die linke Seite der gegebenen Gleichung nach x unter der Annahme
differenzieren, daB y eine durch diese Gleichung gegebene Funktion von z ist:

2z 2y
ZrYy—o,
a? + b? Y

und daraus
,_ b=
Y &y

Wie wir sehen, driickt sich in diesem Fall " nicht nur durch z, sondern auch durch y aus;
dann brauchten wir aber zur Ermittlung der Ableitung die Gleichung (5) nicht nach y auf-
zul6sen, d. h. den expliziten Ausdruck der Funktion zu finden.

Wie aus der analytischen Geometrie bekannt ist, entspricht der Gleichung (5) eine Ellipse,
und der Ausdruck firr ¥’ liefert den Richtungskoeffizienten der Tangente dieser Ellipse im
Punkt mit den Koordinaten (z, y).

50. Der Begriff des Differentials. Es sei 4z ein willkiirlicher Zuwachs der un-
abhéngigen Verdnderlichen, den wir nun als unabhdngigy von x ansehen. Wir
nennen ihn Differential der unabhingigen Verdnderlichen und bezeichnen ihn mit
Az oder dx. Dieses Zeichen ist keinesfalls das Produkt von d mit z, sondern dient
nur als Symbol zur Bezeichnung der willkiirlichen nicht von x abhdngigen GrofSe,
die wir als Zuwachs der unabhingigen Verdnderlichen ansehen.

Differential der Funktion heiBt das Produkt ihrer Ableitung mit dem Differential
der unabhingigen Verénderlichen.

Das Differential der Funktion bezeichnet man mit dy oder df (x):

dy oder df(x)=f (x)dx. (8)
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Aus dieser Formel ergibt sich die Darstellung der Ableitung als Quotient von
Differentialen:

. dy _ df(2)
Fe) =2 ="a@

Wir betonen, daB das Differential d= der unabhangigen Veranderlichen, das in
die Definition des Differentials einer Funktion und in die Formel (6) eingeht,
vollig beliebige Werte annehmen kann. Wenn wir einen beliebigen Wert dx
fixieren, erhalten wir nach Formel (6) firr gegebene 2 den entsprechenden Wert
dy. Wenn wir dz als Zuwachs der unabhéngigen Verdnderlichen annehmen, dann
ist es notwendig, daB nicht nur z, sondern auch « + dz dem Intervall angehéren,
auf dem die Funktion definiert ist. Aber auch dabei stimmt das Differential der
Funktion dy, auBer in den ausgeschlossenen Féllen, nicht mit dem Zuwachs der
Funktion iberein, der dem Zuwachs dz der unabhidngigen Verdnderlichen ent-
spricht. Um den Unterschied zwischen diesen Begriffen zu erldutern, wenden wir
uns der Bildkurve der Funktion zu. Wir wihlen auf ihr einen gewissen Punkt
M (z, y) und einen weiteren Punkt N. Zeichnen wir die Tangente M 7" und die den
Punkten M und N entsprechenden Ordinaten sowie die Gerade M P parallel zur
x-Achse (Abb. 54), so ist

MP = M,N, = Ax (oderdz), PN = Ay (Zuwachs von y),
tan x PMQ = f'(x),

und daraus folgt
dy = f'(x)dx = MP tan &x PMQ = PQ.

Y4

Abb. 54

xY

0

Das Differential der Funktion wird also durch die Strecke PQ dargestellt, die
nicht mit der Strecke PN iibereinstimmt; diese driickt den Zuwachs der Funktion
aus. Die Strecke PQ stellt jene Anderung dar, die sich ergeben wiirde, wenn wir im
Intervall (z, z 4 dz) das Stiick M N der Kurve durch die Strecke 7 @ der Tangente
ersetzen wiirden, d. h., wenn wir annehmen wiirden, daB in diesem Fall der Zu-
wachs der Funktion dem Zuwachs der unabhéingigen Veranderlichen proportional
ist. und wir den Proportionalitatskoeffizienten gleich dem Richtungskoeffizienten
der Tangente M7 oder, was dasselbe ist, gleich der Ableitung f’'(x) wahlen
wiirden.
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Die Differenz zwischen dem Differential und dem Zuwachs wird durch die

Strecke N@Q dargestellt. Wir werden zeigen, daB, wenn Az gegen Null strebt,
diese Differenz eine unendlich kleine Groe hoherer Ordnung beziiglich A x ist [36].

Der Quotient ZL: liefert im Grenzwert die Ableitung, und daher ist [27]
dy
2=

wobei ¢ gleichzeitig mit Az eine unendlich kleine GroBe ist. Aus dieser Gleichung
erhalten wir

dy=f(x)dx + ¢ Az

f @)+ e,

oder
dy=dy + e Az,

woraus ersichtlich wird, daB die Differenz zwischen dy und 4y gleich —e Az ist.
Aber das Verhéltnis von —e Az zu Az ist gleich —¢ und strebt zusammen mit
Az gegen Null, d. h., die Differenz zwischen dy und Ay ist eine unendlich kleine
GroBe hoherer Ordnung beziiglich 4x. Wir bemerken, daB das Vorzeichen dieser
Differenz beliebig sein kann. In unserer Abbildung ist sowohl Az als auch diese
Differenz positiv.

Die Formel (6) liefert die Regel zur Ermittlung des Differentials einer Funktion.
Wir werden sie auf einige spezielle Fille anwenden.

I. Wenn ¢ eine Konstante ist, wird
dc=(c))dx=0.-dz =0,
d. h., das Differential einer Konstanten ist gleich Null.
II. dlcu(z)] = [cu(x)] dx = cu' (x) dx = c du(x),
d. h., ein konstanter Faktor kann vor das Differentialzeichen gesetzt werden.
L d[u(@) + o() + w(@)] = (1) + v@) + vE)] dz
= [W' (@) + ' (2) + ' (2)] d=
= u'(z) dz + v'(z) dx + w'(z) dz
= du(2) + dv(z) + dw(),

d. h., das Differential einer Summe ist gleich der Summe der Differentiale der
Summanden.

IV.d[u(z)v (@) w(z)] = [u(z) v(z) w(x)] dz
=v(@)w(z)u (2)de +u(@)w(z)v (2)dz + u(z)v(z)w (x)dx
= v(x) w(x) du(z) + u(z) w(z) dv(z) + u(z) v(z) dw(x),

d. h., das Differential eines Produkts ist gleich der Summe der Produkte aus dem
Differential je eines der Faktoren mit allen iibrigen Faktoren.



128 I1. Begriff der Abléitung und seine Anwendungen

Wir haben uns auf den Fall dreier Faktoren beschrinkt. Dieser Beweis ist
aber auch fiir eine beliebige endliche Anzahl von Faktoren richtig.

d u(z) _ [u(a;)}’dx _ v(z) o' (z) dz — u(z) o' (x) dz
v(x) |v(2) [v()]?
v(x) du(z) — u(x) dv(z)
- L@ ’
d. h., das Differential eines Quotienten (Bruches) ist gleich dem Produkt des

Differentials des Zéihlers mit dem Nenner, vermindert um das Produkt des Differen-
tials des Nenners mit dem Zihler, das Ganze geteilt durch das Quadrat des Nenners.

VI. Wir betrachten die mittelbare Funktion y = f(u), in der u eine Funk-
tion von z ist. Es soll dy bestimmt werden, wenn wir y als von x abhéngig vor-
aussetzen:

dy =y (@) dz = [ (u) - v (z) dz = [ (v) du,

d. h., das Differential einer mittelbaren Funktion hat dieselbe Form, als ob die
innere Funktion die unabhingige Verdnderliche wére.

V.

Wir betrachten ein Zahlenbeispiel zum Vergleich der GroBe des Zuwachses einer Funktion
mit ihrem Differential. Dazu nehmen wir die Funktion

y=f(x) =2a®+ 22% + 42 4 10
und betrachten deren Zuwachs
£(2,01) — £(2) = 2,013 + 22,012 - 42,01 + 10 — (2° + 2-22 4 4.2 + 10).
Nach Ausfithrung aller Rechenoperationen erhalten wir fiir den Zuwachs die GréBe I
Ay = §(2,01) — {(2) = 0,240801.

Bei weitem einfacher ist das Differential der Funktion zu berechnen. Im vorliegenden Fall
ist dz = 2,01 — 2 = 0,01, und das Differential der Funktion wird

dy = (322 + 4z +4)dz = (3-22 + 4-2 + 4) - 0,01 = 0,24.

Vergleichen wir dy und 4y, so sehen wir, daB sie bis zur dritten Dezimalstelle iiberein-
stimmen.

51. Einige Differentialgleichungen. Wir hatten gezeigt: Wenn wir in dem Intervall
(x, * + dz) den Zuwachs der Funktion durch ihr Differential ersetzen, wenden wir das
Gesetz der direkten Proportionalitit zwischen den Anderungen der Funktion und der unab-
hingigen Verdnderlichen mit einem entsprechenden Proportionalitidtskoeffizienten an, und
diese Ersetzung fithrt zu einem Fehler, der sich als unendlich klein von hoherer Ordnung
als dz erweist. Hierauf beruht u. a. die Anwendung der Infinitesimalrechnung auf die Unter-
suchung von Naturvorgingen.

Zwecks Untersuchung eines gewissen Vorganges ist man bestrebt, ihn in kleine Elementar-
vorgiinge zu zerlegen und auf jeden von ihnen, dessen Kleinheit ausnutzend, das Gesetz der
direkten Proportionalitit anzuwenden. Im Grenzfall erhilt man auf diese Weise eine Glei-
chung, die eine Beziehung zwischen der unabhingigen Verdnderlichen, der Funktion und
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ihren Differentialen (oder der Ableitung) darstellt. Diese Gleichung heiBt die dem betrachteten
Vorgang entsprechende Differentialgleichung. Die Ermittlung der Funktion aus ihrer Diffe-
rentialgleichung heiBt Integration der Differentialgletchung.

Bei der Anwendung der Infinitesimalrechnung auf die Untersuchung irgendeines Natur-
gesetzes muB also die Differentialgleichung des betrachteten Naturgesetzes aufgestellt und
integriert werden. Diese letzte Aufgabe pflegt im allgemeinen viel schwieriger als die erste
zu sein, iiber sie werden wir spiiter sprechen. In den folgenden Beispielen leiten wir die Diffe-
rentialgleichungen ab, die einigen einfachen Naturvorgiingen entsprechen.

1. Die barometrische Formel. Der Luftdruck p, bezogen auf die Flacheneinheit, ist offen-
bar eine Funktion der Hohe % iiber der Erdoberfliche. Wir betrachten eine vertikale zylin-
drische Luftsiule mit dem Querschnitt 1 und fithren zwei Schnitte 4 und 4, in den
Hohen h bzw. h4dh aus. Beim Ubergang von A zu 4, verringert sich der Druck p (wenn
dh > 0 ist) um einen Betrag, der gleich dem Gewicht der Luft ist, die in dem Teil des
Zylinders zwischen 4 und A4, eingeschlossen ist. Wenn d2 klein ist, kénnen wir niherungs-
weise die Luftdichte ¢ in diesem Teil des Zylinders als konstant ansehen. Die Grundfliche
der Siule 44, ist gleich 1, ihre Héhe d%, und folglich wird das Volumen ¢ und das ge-
suchte Gewicht pdh. Also verringert sich p (far dA > 0) um odh:

dp = —pdh.
GemiB dem Boyle-Mariotteschen Gesetz ist aber die Dichte g proportional dem Druck p:
o =cp (ckonstant),
und so erhalten wir schlieBlich die Differentialgleichung

dp = —cpdh
oder

dp

an -~ P

2. Die chemische Reaktion erster Ordnung. Ein gewisser Stoff, dessen Masse a ist, tritt
in eine chemische Reaktion ein. Wir bezeichnen mit z den Teil der Masse, der zum Zeitpunkt ¢,
vom Beginn der Reaktion an gerechnet, bereits in diese eingetreten ist. Offenbar ist z eine
Funktion von ¢ Fiir gewisse Reaktionen kann man néherungsweise annehmen, da8 die
Stoffmenge dz, die wahrend des Zeitintervalls vom Augenblick ¢ bis zum Augenblick
t +dt in die Reaktion eintritt, bei kleinem d¢ proportional d¢ und der Stoffmenge ist,
die zum Zeitpunkt ¢ noch nicht in die Reaktion eingetreten ist:

dz =c(a — z)dt oder % =c¢(a — z).

Wir formen diese Differentialgleichung um, indem wir an Stelle von = die neue Funktion
y = a — z einfithren, wobei y die Masse bezeichnet, die zum Zeitpunkt ¢ noch nicht an der
Reaktion beteiligt ist. Beachten wir, daB a eine Konstante ist, so erhalten wir

und die Differentialgleichung der chemischen Reaktion erster Ordnung kann in folgender
Form geschrieben werden:

dy
i cy.

9 Smirnow I



130 II. Begriff der Ableitung und seinc Anwendungen

3. Das Abkiiklungsgesetz. Wir nehmen an, daB ein auf eine hohe Temperatur erhitzter Kor-
per in ein Medium gebracht wird, das die konstante Temperatur 0° hat. Der Kéorper wird sich
abkiihlen, und seine Temperatur 6 wird eine Funktion der Zeit f, die wir vom Augenblick
des Einfithrens in das Medium an rechnen. Die Wirmemenge d@, die vom Korper im Zeit-
intervall dt abgegeben wird, werden wir néherungsweise proportional der Dauer df dieses
Intervalls und der Temperaturdifferenz zwischen Kérper und Medium zum Zeitpunkt ¢
rechnen (Newtonsches Gesetz des Temperaturausgleichs). Wir kénnen dann

dQ =c,0dt (c, konstant;

schreiben.
Bezeichnen wir mit k die Warmekapazitdt des Koérpers, so erhalten wir

dQ = —kdo,

wobei wir das Minuszeichen nehmen, da d0 in dem betrachteten Fall negativ ist (die Tem-
peratur sinkt). Setzen wir diese beiden Ausdriicke firr d@ gleich, so erhalten wir

¢
ou (-=3)
oder

¢ ist eine konstante GréBe, wenn wir die Warmekapazitit k als konstant ansehen. Die von
uns abgeleiteten Differentialgleichungen haben ein und dieselbe Form. Sie driicken alle die
Eigenschaft aus, daB die Ableitung proportional der mlt einem negativen Proportionalitidts-
faktor multiplizierten Funktion ist.

In [388] hatten wir gezeigt, daB sich bei stetiger Verzinsung eines Grundkapitals a wiahrend
¢t Jahren das angewachsene Kapital ae* bildet, wobei ¥ der in Hundertstel ausgedriickte
Prozentsatz ist:

y = aekt, (7)
Berechnen wir die Ableitung, so erhalten wir
Yy = aket = ky, (8)

d. h,, auch in diesem Fall sind Ableitung und Funktion selbst einander proportional, wes-
wegen man diese Eigenschaft das Zinseszinsgesetz nennt. Spiter werden wir zeigen, daB die
Funktion (7) alle Lésungen der Differentialgleichung (8) liefert bei beliebigem Wert der Kon-
stanten a, an deren Stelle wir C schreiben werden.

Somit konnen die Losungen unserer Gleichungen (wenn in (7) & durch —c oder —gc er-
setzt wird) in der Form

p(k) = Ce0ch, y(t) = Ce =, 0(t) = Cect 9)
dargestellt werden, wobei C eine willkiirliche Konstante ist. Wir bestimmen jetzt die physi-

kalische Bedeutung der Konstanten C in jeder der vorstehenden Formeln. Setzen wir in der
ersten Formel k = 0, so erhalten wir

C = p(0) = p,,

wobei p, somit der Druck der Atmosphire fir » = 0, d.h. auf der Erdoberfliche ist. Die
zweite Formel liefert uns fiir £ = 0

C=y(0),
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d. h., C ist die Masse, die zum Anfangspunkt noch nicht in Reaktion getreten ist; wir hatten
sie friher auch mit dem Buchstaben a bezeichnet. Setzen wir schlieBlich in der dritten der
Formeln (9) ¢t =0, so iiberzeugen wir uns ebenso, daB C die Anfangstemperatur 6, des
Korpers im Augenblick seiner Einfithrung in das Medium ist. Wir haben also schlieBlich

p(h) = ppe 9,  y(t) = ae*t, 0() = Oyect. (10)

52. Fehlerabschiitzung. Bei der praktischen Bestimmung oder Uberschlagsberechnung
irgendeiner GroBe z ergibt sich ein Fehler Az, der absoluter Fehler oder absolute Ungenauigkeit
der Beobachtung bzw. Berechnung genannt wird. Er charakterisiert nicht die Genauigkeit
der Beobachtung. Zum Beispiel ist eine Abweichung von ungefihr 1 cm bei der Bestimmung
der Linge eines Zimmers praktisch zuldssig; aber derselbe Fehler a8t bei der Bestimmung
des Abstandes von zwei nahen Gegenstinden (z. B. einer Kerze von einem photometrischen
Schirm) auf eine groBe Ungenauigkeit der Messung schlieBen. Daher fiihrt man noch den

Begriff des relativen Fehlers ein, der gleich dem Absolutbetrag 4z des Verhiltnisses des
absoluten Fehlers zum Wert der zu messenden GréBe selbst ist.

Wir nehmen jetzt an, daB sich eine gewisse GroBe y aus der Gleichung y = f(z) bestimmen
1éB8t. Der Fehler 4z bei der Bestimmung der Gréfe z zieht einen Fehler 4 y nach sich.?) Fir
kleine Werte 4z kann man néherungsweise 4y durch das Differential dy ersetzen, so da8
der relative Fehler bei der Bestimmung der Gré8e y durch

4

&y
Y
ausgedriickt wird.

Beispiele.

1. Die Stromstérke ¢ 1dBt sich bekanntlich mit einer Tangentenbussole nach der Formel

t=ctang
bestimmen.
Es sei d¢ der Fehler bei der Ablesung des Winkels ¢:
c di c 2
di = d — = dep = d
' cos? @ % i cos’p - c tan ¢ sin 2¢ e

woraus ersichtlich ist, daB der relative Fehler d—,

ner ist, je niher @ bei 45° liegt.
2. Wir betrachten das Produkt uv:
d(uv) _ du dv

d(uv) =vdu + udv, -+ -
uv % v

bei der Bestimmung von ¢ um so klei-

und folglich ist

d(uv)
uy

du
%

dv
v

=

d. h., der relative Fehler eines Produkts st nicht grofier als die Summe der relativen Fehler der
Faktoren.

1y Fehlerfortpflanzung (Anm. d. Ubers.).
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Dieselbe Regel erhalten wir auch fiir einen Quotienten, da

* vdu —udv
1)2 £

ist.

3. Wir betrachten die Formel fiir die Kreisfliche:
Q = nr?, dQ = 2nrdr,

dQ 2ardr dr

v _2RTR oD

Q ar? r

d. h., der relative Fehler bei der Bestimmung der Kreisfliche nach der obigen Formel ist
gleich dem doppelten relativen Fehler bei der Bestimmung des Radius.

4. Wir nehmen an, daB der Winkel ¢ auf Grund des Logarithmus seines Sinus bzw. Tan-
gens bestimmt wird. Gemi8 den Differentiationsregeln erhalten wir

d(lo ]Og sin w) = LW , d(m]og tan ¢) = dq’
log 10 - sin ¢ log 10 - tan ¢ - cos?gp
und daraus

dp = 10B10-SNP G sing),  dg — log 10 - sin g cos pd (1 log tan g). (11)
cos ¢

Wir setzen voraus, daB wir bei der Bestimmung von °log sin ¢ bzw. log tan ¢ ein und
denselben Fehler gemacht haben (dieser Fehler hingt von der Anzahl der Dezimalstellen in
der benutzten Logarithmentafel ab). Die erste der Formeln (11) ergibt fiir d¢ einen dem
Absolutbetrag nach groBeren Wert als die zweite, da in der ersten Formel das Produkt
log 10 - sin @ durch cos ¢ dividiert, in der zweiten mit cos ¢ multipliziert wird und |cos ¢| < 1
ist. Somit ist es bei der Berechnung von Winkeln ginstiger, die Tafel fiir log tan ¢

zu benutzen.

§ 4. Ableitungen und Differentiale héherer Ordnung

53. Die Ableitungen hiherer Ordnung. Die Ableitung f' () der Funktion y =f(z)
ist, wie wir wissen, wieder eine Funktion von z. Differenzieren wir sie, so erhalten
wir eine neue Funktion, welche zweite Ableitung oder Ableitung zweiter Ordnung
der urspriinglichen Funktion f(x) genannt und folgendermafBen bezeichnet wird:

Yy’ oder f'(z).

Differenzieren wir die zweite Ableitung, so erhalten wir die Ableitung dritter
Ordnung oder einfach die dritte Ableitung:

rrr

y oder ().
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Wenn wir in dieser. Weise stets wieder differenzieren, erhalten wir die Ableitung
einer beliebigen n-ten Ordnung: ™ oder /™ (z).
Wir wollen einige Beispiele betrachten.

1.y =e%, y' =ae*®, y' = a%e%, ..., y™ = qnress,

2. y=(ax + b}, y = aklax 4 b1, y" = a?k(k — 1) (ax + b)*-2, ...,
yW =ak(k — 1) (k — 2)-.- (k — n + 1) (az 4 b)k—n,

3. Wir wissen, daB

(sin x)’ = cos x = sin (a:—l—-g—), (cos )’ = —sinx = cos (x-l—%)

ist, d. h., die Differentiation von sin  und cos x 148t sich auf eine Addition von

721 zum Argument zuriickfithren, und daher wird

(sin z)” = [sm (a: + %)]I = gin (x + 2121-) . (x + %)’ = sin(x + 2%)
und allgemein
z

(sin z)® = gin (x +n 2) und (cos z)(» = cos (x +n %)

ro__ 1 " __ 1 e 1'2
4.y—10g(1+x),y—1+x,y— (1+x)2,y —(LTx)s,...,
(n — 1)! ‘

n — (—{yw+1 2" 7°
A L
5. Wir betrachten eine Summe von Funktionen
Yy=u-+v4+ w.

Wenden wir die Differentiationsregel fiir eine Summe an und setzen wir vor-
aus, daB die entsprechenden Ableitungen der Funktionen u, v und w existieren, so
erhalten wir

y’:u’—|—v'—|—w’, yllzu”+vll+w”’..', y(n)=u(ﬂ)+v(n)+w(ﬂ),

d. h., die Ableitung n-ter Ordnung einer Summe ist gleich der Summe der n-ten
Ablettungen der einzelnen Summanden. Zum Beispiel :

y=2a%—42 4+ 724+ 10; y' =322 —8x+ 7; y" = 6x — 8;
¥ = 6; y® =0 und allgemein y™ = 0 fir » > 3.

Auf demselben Wege kénnen wir allgemein zeigen, daB die Ableitung n-ter Ord-
nung eines Polynoms m-ten Grades gleich 0 wird, wenn n > m ist.
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Wir betrachten jetzt das Produkt zweier Funktionen y = uv. Wenden wir die
Differentiationsregeln fiir Produkt und Summe an, so erhalten wir

’

y =uv+4 uv,
Yy =uv+uv 4+ uwv +uv=u"v+ 2u'v 4+ uv’,
ylll i ul!lv + u”vl + 2u”vl + 2ulvll + ulv’l + uvl'l
=u""v+ 3u"v + 3u'v" + uv".

Wir stellen das folgende Bildungsgesetz der Ableitungen fest: Um die Ableitung
n-ter Ordnung des Produkts wv zu bilden, muf man (u + v)* nach dem binomsschen
Satz entwickeln und in dieser Entwicklung die Exponenten bei u und v durch die
Ordnungen der Ableitungen ersetzen, wobei die nullten Potenzen (u® = 1° = 1), die
in den Aufengliedern der Entwicklung auftreten, durch die Funktionen selbst zu
ersetzen sind.

Diese Regel wird Leibnizsche Regel genannt und symbolisch in der folgenden
Form geschrieben:

y(n) — (u + v)(n).

Wir werden die Richtigkeit dieser Regel unter Benutzung der SchluBweise von »
auf n + 1 (vollstéindige Induktion) beweisen. Dazu nehmen wir an, daB die Regel
fiir die n-te Ableitung richtig ist, d. h.

n(n — 1)
—

Y™ = (u + )W = uny | % w1 o w2 " 4 ..

w(n—k) (k) + vee + uv(ﬂ). (1)

nmn—1)y..-(n —k + 1)
+ ¥l

Um y*D zu erhalten, muB man diese Summe nach x differenzieren. Dabei ist
das Produkt u(®¢(®) jm allgemeinen Summenglied gemiB der Produktregel
durch die Summe wu@—¥+Dy® | yn-kg(+D) 7y ersetzen. In der symbolischen
Bezeichnungsweise 1a8t sich aber diese Summe in der Form

urt ok (u 4 v)

schreiben.

Lésen wir die Klammer auf und ersetzen die Exponenten durch die Ordnungen
der Ableitungen, so erhalten wir die Summe u®¥*+Dy®) | -+ - Auf diese
Weise sehen wir, daB man, um y(n+1 zu erhalten, jeden Summanden der Summe (1)
und daher auch die ganze Summe symbolisch mit (¢ + v) multiplizieren muB}, und
folglich ist

y(’H-l) — (u + fv)(ﬂ) . (u + /v) = (u + -v)(ﬂ+1).

Wir haben damit gezeigt, daB die Leibnizsche Regel fiir n + 1 richtig ist,
wenn sie fiir # gilt. Nun hatten wir uns aber direkt davon iiberzeugt, daB sie fiir
n =1, 2 und 3 richtig ist; folglich ist sie fiir alle Werte von n giiltig.
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Als Beispiel betrachten wir
y=e%322—1)
und bestimmen y(1%);
#0 — ()093t — 1) + 102 (32— 1) + T ()32 — 1)
+ 1003098 (o @at — 1y 4 oo 4 e 328 — 1y,

Alle Ableitungen des Polynoms zweiten Grades werden von der dritten an identisch gleich
Null, und wegen (e?)(") = ¢% erhalten wir

y(190) — ¢7(32% — 1) 4 100e% - 62 + 4950e% - 6 = e*(322 4 600z + 29699).

54. Die physikalische Bedeutung der zweiten Ableitung. Wir betrachten die ge-
radlinige Bewegung eines Punktes,

8= (),

wobei, wie iiblich, ¢ die Zeit und s der von einem bestimmten Punkt der Geraden
aus gerechnete Weg ist. Differenzieren wir einmal nach ¢, so erhalten wir die Ge-
schwindigkeit der Bewegung

v=Ff(t).
Wir bilden nun die zweite Ableitung, die den Grenzwert des Quotienten %7”
beim Grenziibergang von At gegen Null darstellt. Der Quotient 4v charakteri-

At

siert die Schnelligkeit der Geschwindigkeitsinderung wihrend des Zeitintervalls
At und liefert die mittlere Beschleunigung wiahrend dieses Zeitintervalls; der
Grenzwert dieses Quotienten beim Grenziibergang von At gegen Null ergibt die
Beschleunigung w der betrachteten Bewegung im Zeitpunkt ¢:

w={(t).
Nehmen wir an, f(t) sei ein Polynom zweiten Grades, so ist
s=at®+ bt +c, v = 2at + b, w = 2a,
d. h., die Beschleunigung w ist konstant und der Koeffizient a = %w Setzen

wir ¢ = 0 ein, so erhalten wir & = v,, d. h,, bist gleich der Anfangsgeschwindig-
keit und ¢ = s,, d.h., ¢ ist gleich dem Abstand des Punktes vom Koordinaten-
ursprung auf der Geraden im Zeitpunkt ¢t = 0. Wenn wir fiir @, b und ¢ die
gefundenen Werte in den Ausdruck fiir s einsetzen, erhalten wir die Formel fiir
den Weg bei einer gleichmaBig beschleunigten (w > 0) oder einer gleichmaBig
verzogerten (w << 0) Bewegung:

1 2
3=—2—wt + vt + 3.
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Allgemein kénnen wir, wenn wir das Gesetz der Wegédnderung kennen, die Be-
schleunigung w bestimmen, indem wir zweimal nach ¢ differenzieren, und folglich
auch die die Bewegung hervorrufende Kraft f, da gemaf dem zweiten Newtonschen
Gesetz f= mw ist, wobei m die Masse des sich bewegenden Punktes bedeutet.

Alles Gesagte trifft nur fiir eine geradlinige Bewegung zu. Im Fall einer krumm-
linigen Bewegung gibt f” (¢), wie aus der Mechanik bekannt ist, nur die Projektion
des Beschleunigungsvektors auf die Tangente der Bahnkurve.

Wir betrachten als Beispiel die harmonische Schwingung eines Punktes M ;
dabei wird der Abstand s dieses Punktes von einem festen Punkt O der Geraden,
auf der er sich bewegt, bestimmt durch die Formel

s=asin(2—nt+ w),

T

wobei die Amplitude @, die Schwingungsperiode v und die Phase o konstante
GroBen sind. Durch Differentiation erhalten wir die Geschwindigkeit v und die

Kraft f:

K 2 24 2
v=2%acos(27nt+w),f=mw=—47izmasin( 1t+w)=—4nm.s,

T 72

d. h., die Kraft ist der GroBe nach proportional der Lange der Strecke O M, aber
entgegengesetzt gerichtet. Mit anderen Worten, die Kraft ist immer vom Punkt M
zum Punkt O gerichtet und der Entfernung des Punktes M vom Punkt O pro-
portional.

55. Differentiale hoherer Ordnung. Wir fithren jetzt den Begriff des Diffe-
rentials hoherer Ordnung der Funktion y = f(x) ein. Ihr Differential

dy = f(z)d=

ist offenbar eine Funktion von z, doch darf man dabei nicht vergessen, daf das
Differential der unabhingigen Verdnderlichen dz jetzt als unabhingig von z an-
gesehen wird [50] und bei der weiteren Differentiation als konstanter Faktor vor
das Zeichen der Ableitung gesetzt wird. Betrachtet man dy als Funktion von =,
so kann man das Differential dieser Funktion bilden; es heiBt Differential zweiter
Ordnung der urspriinglichen Funktion f(x) und wird mit d?y oder d%f(x) be-
zeichnet:

d*y = d(dy) = [f (x) dx]" dx = ["(x) da?.

Indem wir wiederum das Differential der erhaltenen Funktion von z bilden,
gelangen wir zum Differential dritter Ordnung

By = d(d?y) = [f" (x) dx?]) dx = f"' (z) d2’;

allgemein gelangen wir, wenn wir nacheinander die Differentiale bilden, zum
Begriff des Differentials n-ter Ordnung der Funktion f(x) und erhalten dafiir den
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Ausdruck
drnf(z) oder  dtry = f®)(x) dan. 2)

Diese Formel erlaubt, die Ableitung n-ter Ordnung als Quotient von Differen-
tialen darzustellen:

W () — TY
™ (z) = T (3)

Wir betrachten jetzt eine mittelbare Funktion y = f(u), wobei u eine Funktion
einer gewissen unabhingigen Verinderlichen ist. Wir wissen [60], daB das erste
Differential dieser Funktion dieselbe Form hat wie in dem Fall, daB « die unab-
héngige Verdnderliche ist:

dy = f'(u)du

Bei der Bestimmung der Differentiale hoherer Ordnung erhalten wir Formeln,
die der Form nach von der Formel (2) verschieden sind, weil wir nicht mehr
berechtigt sind, du als konstante Grofe anzusehen, denn u ist jetzt keine unab-
hingige Veranderliche. So erhalten wir z. B. fiir das Differential zweiter Ordnung,
wenn wir die Regel zur Bestimmung des Differentials eines Produktes anwenden,
den Ausdruck

d*y = d[f (u) du] = dud[f' ()] + [ (u) d@u) = " (v) du? + [ (u) d*u,

der im Vergleich mit Formel (2) das zusétzliche Glied f' (x) d?u enthilt.

Wenn % eine unabhingige Verdnderliche ist, muB du als konstant angesehen
werden, und d2u ist 0. Wir nehmen jetzt an, « sei eine lineare Funktion der unab-
hingigen Veranderlichen ¢, d. h.

u=at-+b.

Hierbei ist du = adt, d.h., du ist wiederum eine konstante Gro8e, und daher
werden die Differentiale hoherer Ordnung dieser mittelbaren Funktion durch
Formel (2) ausgedriickt:

dof(u) = f(u) dur,

d. h., der Ausdruck (2) fir die Di/ferentzale hoherer Ordnung ist brauchbar, wenn x
eine unabhangzge Verdnderliche oder eine lineare Funktion einer unabhingigen Ver-
dnderlichen ist.

56. Differenzen von Funktionen. Wir bezeichnen mit 2 den Zuwachs der un-
abhéngigen Verinderlichen. Der entsprechende Zuwachs der Funktion y = f(x)
wird

4y = f(x + k) — f(z). 4)

Man nennt ibn auch Differenz erster Ordnung der Funktion f(z). Diese Differenz
ist ihrerseits eine Funktion von z, und wir konnen die Differenz dieser neuen
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Funktion finden, indem wir die Werte der Funktion fiir 4 » und z berechnen
und vom ersten Resultat das zweite abziehen. Sie heillt Differenz zweiter Ordnung
der urspriinglichen Funktion f () und wird mit A2y bezeichnet. 42y ist leicht durch
die Werte der Funition f(x) selbst auszudriicken:

Ay = A(dy) = [f(x + 2k) — f(z + k)] — [f(z + k) — }(2)]
= f(x + 2h) — 2f(x + k) + f(2). (3)

Diese Differenz zweiter Ordnung ist ebenfalls eine Funktion von z. Bestimmen
wir die Differenz dieser Funktion, so erhalten wir die Differenz dritter Ordnung A3y
der urspriinglichen Funktion f(x). Ersetzen wir in der rechten Seite der Glei-
chung (5) # durch 2 4 b und subtrahieren von dem Resultat die rechte Seite der
Gleichung (5), so erhalten wir fiir 43y den Ausdruck

23y = [f(z + 3k) — 2f(x + 2h) + [ (& + B)] — [f(= + 2h) — 2 (= + h) + f(@)]
= f(z + 3h) — 3f(x + 2h) + 3f(z + k) — [ (2).

Auf diese Weise 1t sich schrittweise die Differenz einer beliebigen Ordnung
bestimmen, und die Differenz n-ter Ordnung A"y besitzt die folgende Darstellung
durch die Werte der Funktion f(z):

ary = @+ nh) — 2 flo+ = DR+ 28Dz (-2 — o

4y e D m Dy R 4 (<1 )

(6)

Weiter oben hatten wir uns von der Richtigkeit dieser Formel firn = 1, 2 und 3
iiberzeugt. Zu ihrem vollsténdigen Beweis muBl man die iibliche SchluBweise von »
auf n 4+ 1 anwenden. Wir bemerken, dall man zur Berechnung von 4"y die
n + 1 Werte der Funktion f(z) fir die Argumentwerte z, z + &, z 4 24, ...,
x + nh kennen muB. Diese Argumente bilden eine arithmetische Progression mit
der Differenz k oder sind, wie man sagt, dquidistante Werte.

Fiir kleine Werte % unterscheidet sich 4y wenig vom Differential dy. Genauso
geben die Differenzen héherer Ordnung Néherungswerte fir die Differentiale der
entsprechenden Ordnung und umgekehrt. Wenn z. B. eine Funktion tabellenméBig
mit dquidistanten Argumentwerten gegeben ist, sind wir ohne den analytischen
Ausdruck der Funktion nicht in der Lage, die Werte ihrer Ableitungen beliebiger
Ordnung genau zu berechnen, aber an Stelle der genauen Formel (3) konnen wir

n

A Qz aus-

rechnen. Wir bilden als Beispiel eine Tabelle der Differenzen und Differentiale der
Funktion y = 2® im Intervall (2, 3), wobei wir

Ax = h = 0,1

Niherungswerte der Ableitungen erhalten, indem wir den Quotienten

annehmen:
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z oy dy A*y Ay Ay dy = 32tdz d?y = 6z da® d3y = 6da® diy =0
2 8,000 1,261 0,126 0,006 0 1,200 0,120 0,006 0
21 9,261 1,387 0,132 0,006 © 1,323 0,126 0,006 0
2,2 10,648 1,519 0,138 0,006 0 1,452 0,132 0,006 0
2,3 12,167 1,657 0,144 0,006 O 1,587 0,138 0,006 0
24 13,824 1,801 0,150 0,006 O 1,728 0,144 0,006 0
2,5 15625 1,951 0,156 0,006 O 1.875 0,150 0,006 0
2,6 17,576 2,107 0,162 0,006 O 2,028 0,156 0,006 0
2,7 19,683 2,269 0,168 0,006 — 2,187 0,162 0,006 —
2,8 21,952 2437 0,174 — — 2,352 0,168 — —
2,0 24,389 2,611 — - — 2523 - — —

3 21,000 — — — - - - — -

Zur Aufstellung dieser Tabelle wurden die aufeinanderfolgenden Werte der
Funktion y = z® berechnet, aus denen mittels Subtraktion gemiB Formel (4)
die Werte von Ay erhalten wurden, aus denen sich wiederum mittels Subtraktion
die Werte von 42y ergaben usw. Diese Methode der schrittweisen Berechnung der
Differenzen ist natiirlich einfacher als die Berechnung nach Formel (68). Die
Differentiale berechnen sich nach den bekannten am Kopf der Tabelle ange-
gebenen Formeln, wobei dx = A = 0,1 zu setzen ist.

Vergleichen wir die genauen und die angendherten Werte der zweiten Ableitung
y" fir # = 2. In dem betrachteten Fall ist y”" = 62, d.h., " = 12 fir 2z = 2

ist der genaue Wert. Angendhert wird die Ableitung dargestellt durch den Quo-
2
tienten 4y und fiir = 2 erhalten wir

[
0,126

g = 12,6.

Ist f(z) ein Polynom von z,
y = f(x) = ag2™ + a;2™ ! 4+ a,a™ 2 4 --- + ap ¥ + ay,

so erhalten wir, wenn wir Ay nach Formel (4) ausrechnen, fiir Ay einen Ausdruck
in Form eines Polynoms (m — 1)-ten Grades mit dem hochsten Glied may ha™1,
was leicht nachzupriifen ist. Im Fall y = 2® wird somit 4y ein Polynom zweiten
Grades von z, 4%y ein Polynom ersten Grades, 4%y wird eine Konstante und Aty
Null (siehe Tabelle). Wir empfehlen dem Leser als Ubungsaufgabe, zu zeigen, daB3
die Werte von d?y im vorliegenden Beispiel eine Zeile spiter als bei A%y auftreten
miissen, wie es aus der Tabelle ersichtlich ist.

§ 5. Anwendung des Begriffs der Ableitung bei der Untersuchung
von Funktionen

b57. Kriterien fiir das Zunehmen und Abnehmen einer Funktion. Die Kenntnis
der Ableitung gibt die Moglichkeit, verschiedene Eigenschaften der Funktionen zu
studieren. Wir beginnen mit der einfachsten und grundlegenden Frage, namlich
mit der nach dem Zunehmen und Abnehmen einer Funktion.
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Die Funktion f(x) heiBt in einem gewissen Intervall zunehmend, wenn in diesem
Intervall groBeren Werten der unabhéngigen Verdnderlichen auch groBere Werte
der Funktion entsprechen, d. h., wenn

flx +h)—flxy >0 fir ~>0.
Haben wir umgekehrt
flx+h)—flxy <0 fir -~>0,

so heiBt die Funktion abnehmend.

Wenden wir uns der Kurve der Funktion zu, so entsprechen die Intervalle, in
denen die Funktion zunimmt, den Teilen der Bildkurve, in denen zu grdBeren
Abszissen auch groBere Ordinaten gehéren. Wenn wir wie in Abb. 55 die z-Achse
nach rechts und die y-Achse nach oben richten, entsprechen dem Intervall mit
zunehmenden Funktionswerten solche Kurvenstiicke, bei denen wir nach oben
ansteigen, sofern wir uns lings der Kurve nach rechts in der Richtung wachsender
Abszissen bewegen. Umgekehrt entsprechen den Intervallen mit abnehmenden
Funktionswerten die Kurvenstiicke, die bei einer Bewegung nach rechts auf der
Kurve nach unten abfallen. In Abb. 55 entspricht das Stiick 4 B der Bildkurve
einem Wachstumsintervall und BC einem Intervall, in dem die Funktion ab-
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Abb. 55

0

mimmt. Aus der Abbildung wird unmittelbar klar, daB die Tangente auf dem
ersten Teilstiick mit der Richtung der z-Achse einen Winkel x — gerechnet von
der z-Achse bis zur Tangente — bildet, dessen Tangens positiv ist. Der Tangens
dieses Winkels ist aber gerade die erste Ableitung f'(r). Umgekehrt bildet die
Richtung der Tangente auf dem Teilstiick BC mit der z-Richtung einen Winkel «
(im vierten Quadranten), dessen Tangens negativ ist, d. h., fiir diesen Fall wird
f"(x) eine negative GroBe. Fassen wir diese Resultate zusammen, so gelangen wir
zu der folgenden Regel: Die Intervalle, in denen f'(x) > 0 ist, sind Intervalle mit
zunehmenden Funktionswerten, und jene Intervalle, tn denen f'(x) <O 1st, sind
Intervalle mit abnehmenden Funktionswerten.

Wir sind zu dieser Regel unter Benutzung der Abbildung gekommen. Im
folgenden werden wir einen strengen analytischen Beweis geben. Zuvor wenden
wir jedoch das erhaltene Resultat auf einige Beispiele an.
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1. Wir beweisen die Ungleichung

si.n:z:>:4:—%a fiar z> 0.

Dazu bilden wir die Differenz
. 28
f(x) =sinz — (a: — E)

Nun bestimmen wir die Ableitung /" (x):

— (1 —cosz) = %f — 9gin? g —9 [(g)ﬁ _ (sin g)g]

Beachten wir, daB der Bogen selbst dem Abselutbetrag nach groBer ist als sein Sinus,
so koénnen wir behaupten, daB f'(z) > 0 in dem Intervall (0, o0) ist, d.h., in diesem
Intervall nimmt f(z) zu; es ist aber f(0) = 0 und daher

f(x)=cosz—1+

v 8,
o8,

f(a:)=sinx—( _%a)>0 fiir z> 0,
d. h.

sinx>x—€ fuir x> 0. .

2. Entsprechend 1d8¢ sich beweisen, daB
x> log (1 + 2) fir z> 0.
Wir bilden die Differenz

f@) =2 —log (1 + 2),

woraus
1

11tz

fley=1-—

folgt.
Aus diesem Ausdruck ist ersichtlich, daB fir z > 0 auch f'(z) > 0 ist, d. h.,, f(z)
nimmt in dem Intervall (0, 00) zu; es ist aber f(0) = 0 und folglich

j@)=z—log(1+2)>0 far =z>0,
d.h.
x> log (1 + z) fir x> 0.

3. Wir betrachten die Keplersche Gleichung, die wir in [31] behandelt hatten:
rz=g¢qsinz+a O<g< ).
Wir konnen sie in folgender Form schreiben:
fix)=2 —¢gsinz —a = 0.
Bilden wir die Ableitung f(x), so erhalten wir
f@)=1—gcosz.

Weil das Produkt g cos 2 dem Absolutbetrag nach kleiner als Eins ist, da voraussetzungs-
gemiB ¢ zwischen Null und Eins liegt, konnen wir behaupten, da8 fir beliebige Werte =
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f () > O ist, und daher nimmt f(z) in dem Intervall (—oo, 00) zu und kann folglich nicht
mehr als einmal Null werden, d. h., die Keplersche Gleichung kann nicht mehr als eine reelle

Wurzel haben. .

Ist die Konstante a ein Vielfaches von z, d.h. @ = kn, wobei k eine ganze Zahl ist,
80 erhalten wir, indem wir z = kn unmittelbar einsetzen, f(kn) =0, d. h., z=ikx
ist die einzige Wurzel der Keplerschen Gleichung. Wenn a kein Vielfaches von = ist, liit
sich eine ganze Zahl k derart finden, dal

kn<a< (k+ )=
ist.
Durch Einsetzen von 2 = kx und (k + 1)z erhalten wir

flkn) =kn —a< 0,
f((k+ 1)7)=(k + 1)x —a> 0.

Haben aber f(knx) und f((k + 1)n) verschiedene Vorzeichen, so muB f(z) im Innern
des Intervalls (ksx, (k + 1)) Null werden [85], d. h., innerhalb dieses Intervalls liegt die
einzige Wurzel der Keplerschen Gleichung.

4. Jetzt betrachten wir die Gleichung
f(x) = 32° — 2523 60z + 15 = 0.
Wir bilden die Ableitung /' (z) und setzen sie gleich Null:
f(x) = 1524 — 7522 + 60 = 15(2* — 522 + 4) = 0.
Durch Auflésen dieser biquadratischen Gleichung finden wir, daB f’(z) Null wird fiir
=—-2,—-1,1, 2.
Wir kénnen somit das ganze Intervall (—oo, 00) in die finf Intervalle
(=00, =2), (=2,-1), (=L1) (1,2), (2,00

zerlegen, in deren Innern f'(z) nun ein und dasselbe Vorzeichen behdlt, und daher éndert
sich in ihnen f(z) monoton, d. h. nimmt entweder zu oder ab und kann daher in jedem
dieser Intervalle nicht mehr als eine Nullstelle besitzen. Hat f(z) in den Endpunkten
irgendeines dieser Intervalle verschiedene Vorzeichen, so hat die Gleichung f(z) = 0 im
Innern eines solchen Intervalls eine Wurzel; wenn aber diese Vorzeichen gleich sind,
gibt es im Innern des entsprechenden Intervalls keine Wurzel. Will man die Anzahl der
Whurzeln der Gleichung bestimmen, so mu8 man die Vorzeichen von f(z) in den Endpunkten
jedes der fiinf angegebenen Intervalle bestimmen.

Zur Bestimmung des Vorzeichens von f(z) fir z = 400 stellen wir f(z) folgender-
mafBen dar:

25 60 , 15
fo == (3 -2+ 2+ 2)-

Beim Grenziibergang von z gegen — oo strebt f(z) gegen —oo, weil 2° hierbei gegen —oo
und der in der Klammer stehende Ausdruck gegen 3 strebt. Genauso iiberzeugen wir uns
davon, daB beim Grenziibergang von x gegen oo auch f(z) gegen oo strebt. Setzen
wir die Werte £ = —2, —1, 1 und 2 ein, so erhalten wir die nachstehende Tabelle.
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Es erweist sich, daB f(z) nur in den Endpunkten des Intervalls (—1, 1) verschiedene
Vorzeichen hat, und folglich besitzt die betrachtete Gleichung nur eine reelle im Innern
dieses Intervalls liegende Wurzel.

z —oo | =2 | —1 1 2 oo

i@ | - | = | = |+ +]+

Wir hatten oben das Zunehmen und Abnehmen einer Funktion in einem
Intervall definiert. Bisweilen sagt man, daB die Funktion in einem Punkt 2 = z,
zunimmt oder abnimmt. Das bedeutet folgendes: Die Funktion nimmt zu fiir
z =z, wenn f(x) < f(z,) fir z <z, und f(x) > f(x,) fur x > =z, ist, wobei z
als hinreichend nahe bei z, angenommen wird. Analog wird das Abnehmen einer
Funktion in einem Punkt definiert. Aus dem Begriff der Ableitung ergibt sich
unmittelbar eine hinreichende Bedingung fiir das Zunehmen oder Abnehmen im
Punkt z,; und zwar nimmt die Funktion fiir f'(z,) > 0 im Punkt z, zu und fiir
f' (z) < 0 ab. In der Tat, wenn etwa f'(x,) > 0 ist, wird der Quotient

flxg + k) — f(=,)
h ?

der den Grenzwert f’(x,) besitzt, ebenfalls positiv fir alle k2, die dem Absolut-
betrag nach hinreichend klein sind, d. h., Zéahler und Nenner haben das gleiche
Vorzeichen. Mit anderen Worten, es wird f(x, + &) — f(z,) < 0 fir A < 0 und
fxo + B) — f(xg) > 0 fiir A > 0, wodurch gerade das Zunehmen im Punkt x,
gegeben ist.

58. Maxima und Minima von Funktionen. Wir wenden uns erneut der Betrach-
tung der Bildkurve einer gewissen Funktion f(x) zu (Abb. 56). Auf dieser Bild-
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kurve haben wir einen aufeinanderfolgenden Wechsel von Intervallen mit zu-
nehmenden und mit abnehmenden Funktionswerten. Der Bogen A M, entspricht
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einem Wachstumsintervall, der nach ihm folgende M, M, einem Intervall, in dem
f(x) abnimmt, M, M, einem, in dem f(x) wichst, usw. Jene Punkte der Kurve,
die die Intervalle mit zunehmenden Funktionswerten von denen mit abnehmenden
Funktionswerten trennen, sind Extrempunkte der Kurve. Wir betrachten z. B.
den Extrempunkt M. Die Ordinate in diesem Extrempunkt ist groBer als alle
Ordinaten der Kurve, die hinreichend nahe links oder rechts der betrachteten Or-
dinate liegen. Man sagt, daBl einem solchen Extrempunkt ein Maximum der
Funktion f(x) entspricht.

Dies fiihrt uns zu der folgenden allgemeinen analytischen Definition: Die Funk-
tion f(x) erreicht ein (relatives) Maximum im Punkt x = x,, wenn ihr Wert f(x;) in
diesem Punkt grofer ist als alle thre Werte in den benachbarten Punkten, d. k., wenn
der Zuwachs der Funktion

f(ey + B) — f(z)
sowohl fiir alle positiven als auch fiir alle negativen, absolut genommen hinreschend
kleinen Werte von h negativ ist.

Wir wenden uns der Betrachtung des Extrempunktes M, zu. In diesem Extrem-
punkt ist die Ordinate kleiner als alle ihr benachbarten links oder rechts liegenden
Ordinaten, und man sagt, dafl diesem Extrempunkt ein Minimum entspricht. Die
analytische Definition lautet: Die Funktion f(x) erreicht ein (relatives) Minimum im
Punkt z = z,, wenn die Bedingung

f(@e + k) — f(xs) > O
sowohl fir alle positiven als auch fiir alle negativen, absolut genommen hinreichend
kleinen h erfillt ist.

Aus der Abbildung ersehen wir, daB die Tangente sowohl in den einem Maximum
der Funktion entsprechenden als auch in den einem Minimum der Funktion f(z)
entsprechenden Extrempunkten zur xz-Achse parallel ist, d.h., ihr Richtungs-
koeffizient f'(x) ist gleich Null. Die Tangente kann aber auch in anderen als
Extrempunkten der Kurve zur z-Achse parallel sein. So haben wir z. B. in Abb. 57
den Kurvenpunkt M, der kein Extrempunkt ist und in dem trotzdem die Tangente
zur z-Achse parallel ist.

fix)>0 M
f(x)>0

»  Abb.57
ol X

Wir nehmen an, da$ ' () fiir einen gewissen Wert z = z, Null wird, d. h., an
der entsprechenden Stelle der Bildkurve sei die Tangente perallel zur z-Achse.
Es soll das Vorzeichen von f’ (x) fiir z-Werte in der Néhe von z, untersucht werden.

Wir betrachten die folgenden drei Fille (x soll z, hinreichend benachbart sein):

I. Es sei f'(x) fir z-Werte kleiner als z, positiv und fiir z-Werte groBer als «,
negativ, d. h. mit anderen Worten, f' (x) gehe beim Durchgang von z durch z,
von positiven Werten durch Null zu negativen Werten iiber. In diesem Fall
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haben wir links von z, ein Wachstumsintervall und rechts ein Intervall, in dem
f(x) fallt, d. h., dem Wert « = z, entspricht ein Extrempunkt der Kurve, der
ein Maximum der Funktion f(x) darstellt (Abb. 56).

II. Es sei ' (x) fiir z-Werte kleiner als x, negativ und fiir z-Werte grofer als z,
positiv, d. h., f'(x) gehe beim Durchgang durch Null von negativen Werten zu
positiven iiber. In diesem Fall haben wir links vom Punkt z = z, ein Intervall,
in dem f(x) fallt, und rechts ein Wachstumsintervall, d. h., dem Wert z = =z,
entspricht ein Extrempunkt der Kurve, der ein Minimum der Funktion dar-
stellt (Abb. 56).

JI1I. Sowohl firr x << x, als auch fiir z > z, habe die Ableitung /' (x) ein und das-
selbe Vorzeichen, z. B. das Pluszeichen. In diesem Fall liegt der entsprechende
Punkt der Bildkurve im Innern eines Wachstumsintervalls und ist tiberhaupt
kein Extrempunkt der Bildkurve von f(x) (Abb. 57).

Das Gesagte fithrt uns auf die folgende Regel zur Ermittlung der Werte von z,
fiir die f(x) ein (relatives) Maximum oder Minimum erreicht:

x 29— h Zy Zy + kb Hz)
+ — Maximum
f () — 0 + Minimum
+ + nimmt zu
—_ — nimmt ab

1. Man muf f (x) bilden;

2. die x-Werte ermitteln, fir die ' (x) Null wird, d. k., die Gleichung f'(x) = 0
auflosen;

3. die Vorzeichendnderungen wvon f'(x) beim Durchgang durch diese Werte ge-
mdf dem obenstehenden Schema (s. Tabelle) untersuchen.

Die Bezeichnungen zy — & und =z, + % in der angefiihrten Tabelle weisen
darauf hin, daB man die Vorzeichen der Funktion f'(z) fiir z-Werte bestimmen
muB}, die kleiner bzw. grofler als z,, jedoch zu x, hinreichend benachbart sind,
so daB % als hinreichend kleine positive Zahl anzusehen ist.

Bei dieser Untersuchung wird vorausgesetzt, daB f'(x,) = 0, aber fiir alle =,
die z, hinreichend benachbart, jedoch von z, verschieden sind, f’ (x) von Null ver-
schieden ist.

Wir machen noch darauf aufmerksam, daB im Fall der Abb. 57 die Tangente
im Punkt M mit der Abszisse x,in der Umgebung dieses Punktes auf verschiedenen
Seiten der Kurve liegt. Im vorliegenden Fall ist f'(z,) =0 und f'(x) > 0 fur
alle z, hinreichend benachbarten und von z, verschiedenen z, und das ganze
Teilstiick der Kurve mit dem Punkt #, im Innern ergibt ein Wachstumsintervall,
ungeachtet dessen, dafl f'(z,) = 0 ist.

Mitunter gibt man an Stelle der oben angefiihrten Definition des (relativen)
Maximums eine etwas andere, nimlich: Die Funktion f(x) erreicht ein Maximum
im Punkt z = z,, wenn ihr Wert f(x,) in diesem Punkt nicht kleiner ist als ihre
Werte in den benachbarten Punkten, d. h., wenn der Zuwachs f(x, + k) — f(z,)
< 0 sowohl fiir alle positiven als auch fiir alle negativen, absolut hinreichend

10 Smirnow I
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kleinen % ist. Analog 148t sich ein Minimum im Punkt z, definieren durch die Un-
gleichung f(z, + k) — f(x;) = 0. Wenn bei dieser Definition die Funktion im
Punkt des Maximums oder Minimums eine Ableitung besitzt, dann muB} diese
Ableitung so wie frither Null werden.
Wir betrachten ein Beispiel. Es sei verlangt, die Maxima und Minima der Funktion
f@) =@ — 1)z — 2)°
zu finden. Wir bilden die erste Ableitung
F@)=2—1)@—2F+3@—12@—2=@—1)(=—2020Gz—17)

=86 — 1) (z — 2)* (x— -'51)

Aus dem letzten Ausdruck ist ersichtlich, daB f' () fiir die folgenden Werte der unabhéngigen

Veriénderlichen Null wird: 2, =1, z, = % und z3=2.

Wir gehen zu ihrer Untersuchung iiber.
Fir x = 1 hat der Faktor (z — 2)* das Pluszeichen, der Faktor z — —Z— das Minuszeichen.

Sowohl fiir alle hinreichend benachbarten z << 1 als auch fir alle hinreichend benachbarten
z > 1 bleiben die Vorzeichen dieser Faktoren dieselben, und folglich ist das Produkt dieser
beiden Faktoren bestimmt negativ fir alle z-Werte hinreichend nahe bei Eins. Wir wenden
uns schlieBlich der Untersuchung des letzten Faktors z — 1 zu, der bei z = 1 gerade Null
wird. Im Fall z < 1 ist er negativ und fiir > 1 positiv. Somit ist das ganze Produkt,
d.h. f'(z), fir # < 1 positiv und fir x> 1 negativ. Daraus folgt, daB dem Wert z =1
ein Maximum der Funktion f(z) entspricht. Setzen wir den Wert # = 1 in den Ausdruck
fiir die Funktion f(x) selbst ein, so erhalten wir den Wert dieses Maximums, d. h. die Ordinate
des entsprechenden Extrempunkts der Bildkurve der Funktion,

fa)y =0 (—1p =0.
Wenn wir die analogen Uberlegungen auch fiir die iibrigen Werte z, = % und z; =2

wiederholen, erhalten wir die folgende kleine Tabelle:

7 7 7
1—4% 1 1+h | = —0 — — +h|2—HR| 2 (244
’ thls 5 5 T +
(=) + 0 - - 0 + + 0 +
f(z) nimmb 0 nimmt ab _ 108 nimmt zu
zu Maximum 3125
Minimum

Bei dem von uns angegebenen Verfahren zur Untersuchung der Maxima und
Minima einer Funktion erweist sich die Bestimmung des Vorzeichens von f'(z)
fiir #-Werte, die kleiner bzw. groBer als der untersuchte sind, besonders bei kom-
plizierteren Beispielen als etwas umstindlich. In vielen Fillen 1aBt sich diese
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Untersuchung vereinfachen, wenn man die zweite Ableitung f”(x) heranzieht. Es
soll der Wert x = z, untersucht werden, fiir den f'(x,) = 0 ist. Wir setzen
diesen Wert x = z, in den Ausdruck fiir die zweite Ableitung ein und nehmen
an, daB wir einen positiven Wert erhalten haben, also f"(x,) > 0. Wenn man
f (z) als Ausgangsfunktion nimmt, wird f”(z) ihre Ableitung, und daB diese Ab-
leitung im Punkt x = z, positiv ist, zeigt, daB die Ausgangsfunktion /' (x) selbst
an der entsprechenden Stelle zunimmt, d. h., f' () muB beim Durchgang durch
Null im Punkt # =z, von negativen Werten zu positiven Werten iibergehen.
Also nimmt fiir f"(z,) > 0 die Funktion f(x) tm Punkt x = z, ein Minimum an.
Entsprechend la8t sich zeigen, daBl im Fall f"(z,) < O die Funktion f(z) im
Punkt ==z, ein Maximum annimmti. Wenn wir schlieBlich beim Einsetzen
von z =z, in den Ausdruck von f”(x) Null erhalten, also f"(z,) = 0 ist, gibt
die Verwendung der zweiten Ableitung nicht die Maglichkeit, den Wert z = x,
zu untersuchen, und man muB sich der direkten Untersuchung des Vorzeichens
von f'(x) zuwenden. Wir erhalten auf diese Weise das in der folgenden Tabelle
dargestellte Schema :

z | @) | ) /(=)

Maximum
Minimum
unbest. Fall

Zy 0

o+ |

Aus diesen Uberlegungen folgt sofort, daB im Fall f (r) = 0 bei Vorhanden-
sein der Ableitung zweiter Ordnung eine notwendige Bedingung fiir ein Maximum
die Ungleichung f"(x} < 0 und eine fiir ein Minimum die Ungleichung f"(z) = 0
ist. Dabei konnen wir ein Maximum durch die Bedingung f(z, + &) —f(x,)<0
und ein Minimum durch f(x, + %) — f(%;) = 0 definieren, wie wir oben gesagt
haben.

Beispiel. Es seien die Maxima und Minima der Funktion
f(z) =sinz 4 cos 2
zu finden. Diese Funktion hat die Periode 27, d. h., sie &ndert sich nicht, wenn man z durch
z + 2n ersetzt. Es geniigt daher, das Intervall von 0 bis 2z zu untersuchen.
‘Wir bilden die Ableitungen erster und zweiter Ordnung:
f(z) = cos z — sin z; /() = —sinz — cos z.
Durch Nullsetzen der ersten Ableitung erhalten wir die Gleichung
cosxz —sinz =0 oder tanz=1.

Die Wurzeln dieser Gleichung im Intervall (0, 2x) sind

E]
ot
]

z, = Z und z, = -4—.

10*
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‘Wir untersuchen nun diese Werte von z beziiglich des Vorzeichens von f”(z):

T . T L] . n
il (Z) = —smz — cos - —]/5 < 0; Maximum: f (Z) = VE;

,, (87 . 5m 5n X - . 57\ _
f (4)_ sm4 cos4—}/§>0, Minimum: f(4)— V2.
AbschlieBend machen wir auf einen Umstand aufmerksam, der mitunter beim
Aufsuchen der Maxima und Minima eintritt. Es kann vorkommen, daB es auf der
Bildkurve der Funktion Punkte gibt, in denen entweder iiberhaupt keine Tan-
gente existiert oder diese parallel zur y-Achse ist (Abb. 58). In den Punkten der
ersten Art existiert die Ableitung f’(x) iiberhaupt nicht und in den Punkten der
zweiten Art wird sie Unendlich, da der Richtungskoeffizient einer zur y-Achse
parallelen Geraden gleich Unendlich ist. Wie aber aus der Abbildung unmittelbar
ersichtlich ist, kann in solchen Punkten ein Maximum oder Minimum der Funk-
tion auftreten. Somit miissen wir die vorstehende Regel zur Ermittlung der Maxima
und Minima durch den folgenden Hinweis erganzen: Ein Maximum oder ein Mini-

Y4

Abb. 58

0 X

mum der Funktion f(x) kann nicht nur in solchen Punkien auftreten, fir die f'(x)
Null wird, sondern auch in Punkten, in denen die Ableitung nicht existiert oder Un-
endlich wird. Die Untersuchung der letzteren Punkte muB nach dem ersten der
oben angegebenen Schemata durchgefithrt werden, ndmlich mittels Bestimmung
des Vorzeichens von f'(x) fiir z-Werte, die kleiner bzw. grofler als der unter-
suchte sind.

Bisher beschiftigten wir uns mit den einfachsten Fillen einer stetigen Funk-
tion f(z) mit einer stetigen Ableitung, die eine endliche Anzahl von Nullstellen
im untersuchten Intervall hatte. Bei der letzten Bemerkung ist auch das Fehlen
einer Ableitung in endlich vielen Punkten statthaft. Dieser und die beiden
folgenden Paragraphen haben das Ziel, eine anschauliche Einfithrung in die Unter-
suchung der Eigenschaften von Funktionen zu geben. Spiter werden wir uns
der streng analytischen Darlegung zuwenden.

Beispiel. Es sollen die Maxima und Minima der Funktion
f@) = (= —1) Y
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bestimmt werden. Wir bilden die erste Ableitung:

2

e 2
s 2= 5 _ 5,
/(-"3)—]/::: + 33V§ =3 i/;

Sie wird Null fiir =z = % und Unendlich fiir z = 0. Wir untersuchen den letzteren Fall:

Der Zihler des Bruches ist fiir = 0 negativ, und fiir alle in der Néhe gelegenen z-Werte
behilt er dasselbe Vorzeichen. Der Nenner des Bruchs ist fiir z << 0 negativ und fir > 0
positiv. Folglich ist der ganze Bruch fiir hinreichend nahe bei Null gelegene negative Werte
von z positiv und fiir positive z negativ, d. h., fir z = 0 haben wir das Maximum f(0) = 0.

5
Im Punkt z = g— haben wir das Minimum

2 33/4 3 30

1(3) =% 1/55" = 55 10
59. Die Konstruktion von Bildkurven. Das Aufsuchen der Maxima und Minima
einer Funktion f(x) erleichtert die Konstruktion der Bildkurve dieser Funktion

wesentlich. Wir erldutern an einigen Beispielen das einfachste Schema zur Kon-
struktion der Bildkurve einer Funktion.

1. Verlangt sei, die Bildkurve der von uns im vorigen Abschnitt untersuchten Funktion
y=(—1)— 27
zu konstruieren (vgl. Abb. 59). Wir hatten zwei Extrempunkte dieser Kurve erhalten, das

Maximum (1, 0) und das Minimum (%, — —?%) . Wir vermerken diese Punkte in der Abbil-
Yi
0 X
Abb. 59

dung. AuBerdem ist es niitzlich, die Spurpunkte der gesuchten Kurve auf den Achsen zu mar-
kieren. Far z = 0 hatten wir y = —8 erhalten, d.h., der Spurpunkt auf der y-Achse
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wird y = —8. Wenn wir y gleich Null setzen, d. h.
@—1p—22=0,

erhalten wir die Spurpunkte auf der z-Achse. Der eine von ihnen, 2 = 1, ist, wie wir schon
festgestellt hatten, Extrempunkt, und der andere, z = 2, ist, wie im vorigen Abschnitt
erldutert wurde, kein Extrempunkt; doch ist die Tangente in dem entsprechenden Punkt der
Bildkurve parallel zur z-Achse.

2. Wir wollen die der Funktion
y=e*

entsprechende Bildkurve zeichnen.
Zu diesem Zweck bilden wir die erste Ableitung

y = —2ze?",

Setzen wir y’ gleich Null, so erhalten wir den Wert =z = 0, dem, wie leicht einzusehen ist,
ein Extrempunkt (Maximum) der Kurve mit der Ordinate y = 1 entspricht. Dieser Punkt
liefert auch den Spurpunkt der Kurve auf der y-Achse. Durch Nullsetzen von y erhalten
wir die Gleichung e=%* = 0, die keine Losung hat, d. h., die Kurve hat keine Spurpunkte
auf der x-Achse. Wir bemerken auflerdem, daB beim Grenziibergang von x gegen -}-co oder
—oo der Exponent in e~%* gegen —oo und der ganze Ausdruck gegen Null strebt, d. h., bei
unbegrenztem Fortschreiten nach rechts bzw. links nihert sich die Kurve unbegrenzt der
z-Achse.

Yi
10
05
1 ! 1 | ! ! -
=20 15 -10 -05 0 05 10 15 20 X

Abb. 60

3. Wir konstruieren die Kurve
Yy = e 9% gin bx (e > 0),

die die Bildkurve einer sogenannten geddmpften Schwingung liefert. Der Faktor sin bz
wird dem Absolutbetrag nach nicht groBer als Eins, und die ganze Kurve liegt daher zwischen
den beiden Kurven

y=¢9% und y = —e 9%,

Beim Grenziibergang von # gegen -}-co strebt der Faktor ¢%% und folglich auch das
ganze Produkt e=%% sin bz gegen Null, d.h., bei unbegrenztem Fortschreiten nach rechts
ndhert sich die Kurve unbegrenzt der z-Achse. Die Spurpunkte der Kurve auf der z-Achse
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bestimmt man aus der Gleichung
sinbx = 0,
d. h., sie werden

z = LT”- (k ganzzahlig).

Wir bestimmen die erste Ableitung:
¥ = —ae % ginbz + be 9% cos bx = e 9%(b cos bz — a sin bz).
Der in Klammern stehende Ausdruck kann aber bekanntlich in der Form
b cos bz — a sin bx = K sin (bz + ¢;)

dargestellt werden, wobei K und ¢, Konstanten sind. Durch Nullsetzen der ersten Ablei-
tung erhalten wir die Gleichung

sin (bx + @) = 0,
die
bz + @y = kn, d. h. z = @ (& ganzzahlig) (1)

liefert.
Beim Durchgang durch diese Werte von z dndert sin (bz + @,) jedesmal sein Vorzeichen.
Dasselbe kann man offenbar auch beziiglich der Ableitung ¥’ sagen, da

y’ = Ke %% gin (bz + ¢,)
ist und der Faktor ¢~% gein Vorzeichen nicht éndert. Folglich entsprechen diesen Wurzeln
abwechselnd Maxima und Minima der Funktion. Bei Fehlen des Exponentialfaktors e—9%
hitten wir die Sinuskurve

y = sin bz,
und die Abszissen ihrer Extrempunkte wiirden sich aus der Gleichung

cos bz =0
ergeben, d. h.

_Rk—1)n

5% (k ganzzahlig). (1)

Wir sehen somit, daB der Exponentialfaktor nicht nur die Schwingungsamplituden ver-
kleinert, sondern auch die Abszissen der Extrempunkte der Kurve verschiebt. Aus dem Ver-
gleich der Gleichungen (1) und (1,) ist leicht zu ersehen, daB diese Verschiebung gleich der

konstanten Grofe ;—b — ?;3 ist. In Abb. 61 ist die Bildkurve der gedimpften Schwingung
fir a =1 und b = 2z dargestellt. Die Extrempunkte der Kurve liegen nicht auf den ge-
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strichelten Kurven, die den Gleichungen y = -4 e=% entsprechen. Dies rithrt von der oben
erwihnten Verschiebung der Extrempunkte her.

4. Wir Lonstruteren die Kurve

2 — 3z
6

y:

und bilden die Ableitungen erster und zweiter Ordnung:
22— 1

Yy = ——2—, Yy =x.
Wenn wir die erste Ableitung gleich Null setzen, erhalten wir die Werte z; =1 und
z, = —1. Durch Einsetzen dieser Werte in die zweite Ableitung iiberzeugen wir uns, da

dem ersten Wert ein Minimum und dem zweiten ein Maximum entspricht. Wenn wir diese
Werte in den Ausdruck fiir y einsetzen, kénnen wir die entsprechenden Extrempunkte der
Kurve bestimmen:

—1, 1 , 1, — 1 .
3 3
Setzen wir # = 0, so erhalten wir y = 0, d. h., der Koordinatenursprung (0, 0) liegt auf
der Kurve. SchlieBlich erhalten wir, wenn wir y = O setzen, auler z = 0 noch die beiden

Werte z = 4 }5, d. h., die Schnittpunkte der Kurve mit den Koordinatenachsen werden
(0, 0), (}/5, 0) und (— ﬁ, 0). Wir erwihnen noch, daB bei gleichzeitigem Ersetzen von z und y
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durch — 2z bzw. — y beide Seiten der Kurvengleichung nur das Vorzeichen @ndern, d.h. der
Koordinatenursprung ist Symmetriezentrum der Kurve (Abb. 62).

'

Abb. 62

60. GriBter und kleinster Wert einer Funktion.!) Wir nehmen an, daB die Werte
einer Funktion f(x) fiir Werte der unabhéngigen Veridnderlichen x aus einem
Intervall (a, b) betrachtet werden und daB verlangt sei, den groBten und den
kleinsten dieser Werte zu finden. Ist die Funktion f(z) stetig, so nimmt sie, wie
wir erwihnt hatten [35], ihren groBten und kleinsten Wert an, d. h., die dieser
Funktion entsprechende Bildkurve hat in dem erwihnten Intervall eine groBte
und eine kleinste Ordinate. Nach den oben angefithrten Regeln kénnen wir alle
(relativen) Maxima und Minima der Funktion finden, die im Innern des Inter-
valls (a, b) liegen. Wenn die Funktion f(z) ihre groBte Ordinate im Innern dieses
Intervalls besitzt, wird diese offenbar mit dem grofiten (relativen) Maximum der
Funktion im Innern des Intervalls (a, b) iibereinstimmen. Aber es kann auch der
Fall eintreten, dafl die gréBte Ordinate nicht im Innern des Intervalls, sondern
in einem der Endpunkte = a oder x = b liegt. Daher ist es zur Ermittlung
des gréBten Funktionswertes nicht ausreichend, alle ihre Maxima im Innern des
Intervalls zu vergleichen und das groBte zu nehmen, sondern notwendig, auch den
Wert der Funktion in den Endpunkten des Intervalls zu betrachten. Genauso mufl
man zur Bestimmung des kleinsten Wertes (absolutes Minimum) einer Funk-
tion alle ihre im Innern des Intervalls liegenden Minima mit den Randwerten
der Funktion fir =@ und z =0b vergleichen. Wir bemerken dazu, dafl
Maxima und Minima iiberhaupt fehlen konnen, aber der groBte und kleinste Wert
einer in einem beschréankten Intervall (@, b) stetigen Funktion unbedingt existieren.

Wir erwéhnen noch einige Spezialfille, bei denen die Ermittlung des grofiten
und kleinsten Wertes dullerst einfach vor sich geht. Wenn z. B. die Funktion f(x)
im Intervall (e, b) zunimmt, nimmt sie offenbar fir x = @ den kleinsten und
fir « =b den groBten Wert an. Fiir eine abnehmende Funktion ist das Bild
umgekehrt.

1) Absolutes Maximum bzw. Minimum (Anm. d. Ubers.).
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Hat die Funktion im Innern des Intervalls ein einziges Maximum und keine
Minima, dann liefert dieses einzige Maximum auch den groBten Wert der Funktion
(Abb. 63), so daB man in diesem Fall zur Bestimmung des groBten Funktions-
wertes offenbar die Funktionswerte der Randpunkte des Intervalls nicht zu be-
stimmen braucht. Hat die Funktion im Innern des Intervalls nur ein Minimum
und gar kein Maximum, so liefert genau so das erwihnte einzige Minimum den
kleinsten Funktionswert. Die eben angegebenen Umstédnde treten bei den ersten
vier der nachstehenden Aufgaben auf:

Y groBter Funktionswert
|
i I
[ I
[ 1
| | |
! ! I _ Abb.63
ol X

1. Gegeben 1ist eine Strecke der Linge 1. Verlangt wird, diese so in zwet Teile zu teilen, daf
der Fldachentnhalt des aus thnen konstruierten Rechtecks moglichst grop wird.

Es sei z die Linge des einen Streckenteils und I — z die des anderen. Beachten wir, da8
der Flacheninhalt eines Rechtecks gleich dem Produkt zweier benachbarter Seiten ist, so
sehen wir, daB die Aufgabe auf das Auffinden der z-Werte hinauslduft, fiir die die Funktion

Hz) ==z —2)

ihren groBten Wert im Variabilititsbereich (0, I) von z erreicht.
Wir bilden die Ableitungen erster nnd zweiter Ordnung:

fe)=(l—2)—2x=1—2z; @) =-2<0.
Durch Nullsetzen der ersten Ableitung erhalten wir den einzigen Wert z = %, dem ein
Maximum entspricht, da f”(z) stindig negativ ist. Den groSten Flicheninhalt hat somit
das Quadrat mit der Seite %

2. Aus etnem Kreis mit dem Radius R wird ein Sektor herausgeschnitten und aus dem
restlichen Teil der Kreisfliche ein Kegel zusammengeklebt. Verlangt wird, den Winkel des aus-
2uschneidenden Sektors so zu bestimmen, daf das Kegelvolumen ein Maximum wird. Wir
nehmen als unabhingige Verdnderliche z nicht den Winkel des auszuschneidenden Sektors,
sondern sein Komplement zu 27, d.h. den Winkel des restlichen Sektors. Fiir z-Werte
nahe bei Null und 27 ist das Kegelvolumen fast Null, und im Innern des Intervalls existiert
offensichtlich ein solcher z-Wert, fiir den dieses Volumen am gréBten wird.

Beim Zusammenkleben des Restteils der Kreisfliche ergibt sich ein Kegel (Abb. 64), bei
dem die Erzeugende gleich R, die Linge des Kreisumfangs gleich Rz, der Grundkreisradius

y = Jﬁ: und die Héhe
2n

_ R
42

h=]/Re

= 2 Vant — 23
2n

ist.
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Das Volumen dieses Kegels wird

1 R4* R —— RO
v(z) = — ;g ——— .« — V4nm® — 2 =
@=gn s g 147 =2 =55

R

Beim Aufsuchen des groften Werts dieser Funktion brauchen wir den konstanten
RS

Faktor 24 nicht zu beriicksichtigen. Das restliche Produkt 22 }Y4n?® — 22 ist positiv und
7

22 Y4n? — a2,

Abb. 64

erreicht folglich den groSten Wert fiir diejenigen z-Werte, fiir die das Quadrat des Aus-
drucks den groBten Wert erreicht. Wir kénnen uns somit darauf beschrinken, die Funk-

tion
f(x) = 4n2at — 2t
im Innern des Intervalls (0, 2:7) zu betrachten.
Wir bilden die erste Ableitung
f (x) = 16n22® — 625.

Sie existiert fiir alle Werte von z. Setzen wir sie gleich Null, so erhalten wir die drei

Werte
2 2
=0, z,=-—2n V-;, 2y =27 1/;

Die ersten beiden Werte liegen nicht im Innern des Intervalls (0, 2n). Es bleibt der

einzige Wert x; = 2xn % im Innern dieses Intervalls. Wir hatten aber oben gesehen,

daB der groBte Wert im Innern dieses Intervalls auftreten mu8, und folglich kénnen wir, ohne
den Wert z; zu untersuchen, behaupten, dal ihm das groBte Kegelvolumen entspricht.

3. Durch die Gerade L wird die Ebene in zwei Teile (Medien) I und I1 zerlegt. Ein Punkt
kann sich im Medium I mit der Qeschwindigkeit v, und im Medium II mit der Geschwindigkeit v,
bewegen. Auf welchem Weg muf sich der Punkt bewegen, um so schnell wie maglich vom
Punkt A des Mediums I zum Punkt B des Mediums 11 zu gelangen?

Es seien A4, und BB, die Lote von den Punkten A bzw. B auf die Gerade L. Wir
fithren die folgenden Bezeichnungen ein:

A4, =a, BB =b, MA;B =c,

und auf der Geraden L rechnen wir die Abszisse in der Richtung von 4,5, (Abb. 65).

Es ist klar, daB sowohl im Medium I als auch im Medium IT der Weg des Punktes
geradlinig sein mufB, daB aber der Weg lings der Geraden AB im allgemeinen nicht der
»Schnellste Weg‘* sein wird. Also wird der ,,schnellste Weg* aus zwei geradlinigen Strecken
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A M und M B bestehen, wobei der Punkt M auf der Geraden L liegen muB. Als unabhiingige
Verinderliche wihlen wir die Abszisse des Punktes M, also z = A4; M. Die Zeit ¢, deren
kleinster Wert gesucht wird, a8t sich aus der Formel
AM 2 2 2 — )2
,=f(z)=%l+_3=ﬁ+w L1t e—2)

1 L2 51 Vg

B Abb. 65

Wir bilden die Ableitungen erster und zweiter Ordnung:
x c—<x .

R TS
a? b2

nay + 2% | B F o — 2pTh

f(=) =

(@) =

Beide Ableitungen existieren fiir alle Werte von z, und f”(x) ist immer positiv. Folglich
nimmt f(z) im Intervall (—oo, o0) zu und kann nicht mehr als einmal Null werden. Es
ist aber
c c

f)=————<0 und f ) = —>0,
v, Y02 + 2 v, Va2 + ¢2
und daher hat die Gleichung
f@)=0

eine einzige Wurzel z, zwischen 0 und ¢, der das einzige Minimum der Funktion f(z) ent-
spricht, da f"(z) > 0 ist. Die Abszissen 0 und ¢ entsprechen den Punkten 4, und B;, und
folglich wird der gesuchte Punkt } zwischen den Punkten A, und B, liegen, was man auch
auf Grund elementarer geometrischer Uberlegungen hitte zeigen kénnen.

Es soll nun die geometrische Bedeutung dieses Resultates erldutert werden. Wir be-

zeichnen mit « und 8 die Winkel, die von den Strecken 4 M und BM mit der vom Punkt M
aus errichteten Senkrechten zu L gebildet werden. Die Abszisse x des gesuchten Punktes A1
muB f’'(z) zum Verschwinden bringen, d. h. der Gleichung

x — cC—x
e+ 22 B+ (c— 2p

geniigen, die sich auch folgendermaBen schreiben laBt:

s
S

_ MB
v |AH| v,- | BH]|
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oder

= , d. h. = —=;

der ,,schnellste Weg** ist der, bei dem das Verhiltnis der Sinuswerte von & und 8 gleich dem
Verhiltnis der Geschwindigkeiten in den Medien I und II wird. Dieses Resultat liefert
uns das bekannte Lichtbrechungsgesetz, dem zufolge die Lichtbrechung so vor sich geht, als
ob der Lichtstrahl den ,,schnellsten Weg‘* von den Punkten des einen Mediums aus zu den
Punkten des anderen hin wihlt (Fermatsches Prinzip; d. Ubers.).

4. Wir nehmen an, daB eine Grofe z experimentell bestimmt wird und » gleicher-
maBen genau durchgefithrte Beobachtungen uns dafir die » Werte a,, a,, ..., a, liefern, die
wegen der Ungenauigkeit der Instrumente nicht identisch sind. Als ,,wahrscheinlichsten‘
Wert der Grole « sehen wir den an, fiir den die Summe der Fehlerquadrate am kleinsten wird.
Auf diese Weise wird die Bestimmung dieses Wertes auf die Ermittlung des kleinsten
Wertes der Funktion

fl2) = (x — @) + (x — a2 + -+ + (x — a,)?

im Intervall (— oo, 00) zuriickgefiihrt.
Wir bilden die Ableitungen erster und zweiter Ordnung:

[ (@) =2@—a)+2@—a) + - + 2(x — a,),
f)=2+24+--+2=2n>0.
Indem wir die erste Ableitung gleich Null setzen, erhalten wir die einzige Losung

=a1+a2+---—|—a,,
n k4

x

der ein Minimum entspricht, da die zweite Ableitung positiv ist. Somit erweist sich als
,,wahrscheinlichster Wert von z das arithmetische Mittel der aus den Beobachtungen er- "
haltenen Werte.

5. Es ist der kleinste Abstand eines Punktes M von einer Kreislinie zu finden.

Wir nehmen als Koordinatenursprung den Kreismittelpunkt O und als z-Achse die
Gerade OM. Es sei OM =a (a> 0) und R der Kreisradius. Die Gleichung des Kreises
wird

2 4 gt = R?

und der Abstand des Punktes M/ mit den Koordinaten (a, 0) von einem beliebigen Punkt des
Kreises
Ve —a)? + 3.

Wir wollen nun den kleinsten Wert des Quadrates dieses Abstandes suchen. Nachdem wir
an Stelle von 32 seinen Ausdruck R2 — 22 aus der Kreisgleichung eingesetzt haben, erhalten
wir die Funktion

@) = (z — a)? + (B® — %) = —2ax + a® + R2,

wobei die unabhingige Verdnderliche 2 im Intervall —R < « < R variieren kann. Da die
erste Ableitung

(@)= —2a
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fir alle 2-Werte negativ ist, nimmt die Funktion f(z) ab und erreicht folglich den kleinsten
Wert bei x = R im rechten Randpunkt des Intervalls. Die kiirzeste Entfernung ist also

die Linge der Strecke P M (Abb. 66).

Yi
KH
!

Abb. 66

6. Einem gegebenen geraden Kreiskegel soll ein Zylinder so einbeschrieben werden, daf seine
Gesamtoberfliche ein Maximum wird.

Wir bezeichnen den Grundkreisradius und die Héhe des Kegels mit den Buchstaben R
bzw. H, den Grundkreisradius und die Héhe des Zylinders mit r bzw. h. Die Funktion,
deren grofiter Wert gesucht wird, ist im vorliegenden Fall

8 =2nr® 4+ 2nrh.

Die veriinderlichen GroBen r und % sind miteinander durch die Bedingung verkniipft, da8
der Zylinder dem gegebenen Kegel einbeschrieben ist. Aus der Ahnlichkeit der Dreiecke
ABD und AM N schlieen wir (Abb. 67)

Abb. 67

oder
b _H
R—r R
und daraus
p=2=ry
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Setzen wir diesen Wert von % in den Ausdruck fiir S ein, so erhalten wir
r
S=2n|r H{1— —||.
il Gs-]

Auf diese Weise wird 8 eine Funktion der einen unabhiéngigen Verinderlichen r, die in
dem Intervall 0 < r < R variieren kann. Wir bilden die Ableitungen erster und zweiter
Ordnung:

a8 2r d28 H
= =2x (2 -z e —Z).
o 27:( r+ H 7 H), I 4n (1 R)

Wenn wir %§ gleich Null setzen, erhalten wir fiir » den Wert
r

r= _HE @)
2(H —R)

Soll dieser Wert im Innern des Intervalls (0, R) liegen, so miissen die Ungleichungen

HR HR

'<s@-m ™ s@_pm

<R 3)
erfiillt sein.
Die erste dieser Ungleichungen ist gleichbedeutend mit H > R. Multiplizieren wir
beide Seiten der zweiten Ungleichung mit der positiven GroBSe 2(H — R), so erhalten wir
H

R< —.
<2

2
Yst diese Bedingung erfiillt, so ist.j—’f negativ; dem Wert (2) entspricht das einzige

Maximum der Funktion S und der groSte Wert der Zylinderoberfliche. Diese GroBe ‘st
leicht zu bestimmen, wenn man den Wert (2) von r in den Ausdruck fiir S einsetzt.

Wir setzen jetzt voraus, daB der Wert (2) nicht im Innern des Intervalls (0, R) liegt,
d. h., daB eine der Ungleichungen (3) nicht erfiillt ist. Dabei kénnen zwei Méglichkeiten

auftreten: entweder H < R oder H> R, aber R = E Sie konnen beide durch die
Ungleichung 2
H<?2R 4)

charakterisiert werden.

Wir formen den Ausdruck fir z—S um:
r

a8 2r 2n
—==12a (2r+H—EH) == [(2R—H)r+H(R—r)].

An diesem Ausdruck sieht man, daB unter der Bedingung (4) %§ >0 fir 0<r<R
7

ist, d. h., die Funktion § nimmt in dem Intervall (0, R) zu und erreicht daher den groBten
Wert bei r = R. Fir diesen Wert von r ist offenbar 2 =0, und die erhaltene Losung
kann als plattgedriickter Zylinder angesehen werden, dessen Grundfliche mit der Grund-
fliche des Kegels iibereinstimmt und dessen Gesamtoberfliche sich auf 27 R? reduziert.
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61. Der Satz von Fermat. Wir hatten friilher unter Benutzung elementarer
geometrischer Vorstellungen die Methoden zur Untersuchung des Zunehmens
und Abnehmens von Funktionen sowie ihrer Maxima und Minima und ebenso
der groBten und kleinsten Werte auseinandergesetzt. Jetzt gehen wir zur streng
analytischen Darlegung einiger Sétze und Formeln iiber, die uns den analytischen
Beweis fiir die Richtigkeit der oben angefiihrten Regeln liefert und auch gestattet,
die Untersuchung von Funktionen noch etwas weiter voranzutreiben. In der
folgenden Darstellung werden wir nun ganz klar umrissen und ins einzelne
gehend alle Bedingungen, unter denen die entsprechenden Sitze und Formeln
giiltig sind, aufzéhlen.

Satz von Fermat. Wenn die in einem Intervall (a, b) stetige Funktion f(x) in
jedem inneren Punkt dieses Intervalls eine Ableitung besitzt und in einem gewissen
inneren Punkt x = ¢ einen gréPten (oder kleinsten) Wert erreicht, dann ist in
diesem Punkt x = ¢ die erste Ableitung gleich Null, d. k. f'(c) = 0.

Nehmen wir also an, daB der Wert f(c) ein groBter Wert der Funktionen sei.
Fiir den Fall, daB dieser ein kleinster Wert ist, kann der Beweis in ganz analoger
Weise durchgefithrt werden. VoraussetzungsgemiB liegt der Punkt « =c¢ im
Innern des Intervalls, und die Differenz f(c + %) — f(¢) wird sowohl fiir jedes
positive als auch fiir jedes negative & negativ oder wenigstens nicht positiv:

fle + k) —fle) < 0.
Wir bilden den Quotienten

fe+ k) — (o)
k

Der Zahler dieses Bruchs ist, wie gesagt, kleiner oder gleich Null, und daher
wird

w <0 fur >0 (1)

und
w =0 fiir b < 0. (2)
Der Punkt x = ¢ liegt im Innern des Intervalls, und voraussetzungsgemiB
existiert in ihm die Ableitung, d. h., der oben angegebene Bruch strebt gegen
einen bestimmten Grenzwert f'(c), wenn % in beliebiger Weise gegen Null strebt.

Wir nehmen zunichst an, daB % von der Seite positiver Werte her gegen Null
strebt. In diesem Fall gilt die Ungleichung (1) und im Grenzfall

fe)y=o0. 3)

Entsprechend gilt, wenn % von der Seite negativer Werte her gegen Null strebt,
die Ungleichung (2) und im Grenzfall

flc) =0. 4)

Die beiden Ungleichungen (3) und (4) zusammen liefern uns somit das ge-
forderte Resultat f'(c) = 0.
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62. Der Satz von Rolle. Wenn die im Intervall (a, b) stetige Funktion f(z) in
jedem inneren Punkt des Intervalls eine Ableitung besitzt und die Werte der Funktion
wn den Endpunkten gleich sind, d. k. f(a) = f(b) ist, dann existiert im Innern von
(@, b) mindestens esn Wert x = c, fiir den die Ableitung Null wird, d. k. ' (c) = 0.

Die stetige Funktion f(x) muB in dem betrachteten Intervall einen kleinsten
Wert m und einen groBten Wert M erreichen. Wenn es sich erweisen wiirde, da
dieser kleinste und dieser groBte Wert identisch sind, d. h. m = M ist, wiirde
daraus offenbar folgen, daB die Funktion im ganzen Intervall den konstanten
Wert m (oder M) beibehélt. Aber bekanntlich ist die Ableitung einer Konstanten
gleich Null, und folglich wiirde in diesem einfachen Fall in jedem inneren Punkt
des Intervalls die Ableitung Null sein. Wenden wir uns der Betrachtung des all-
gemeinen Falls zu, so kénnen wir demnach annehmen, dal m < M ist. Da die
Werte der Funktion in den Endpunkten voraussetzungsgeméa8 gleich sind, d. h.
f(a) = f(b) ist, muB mindestens eine der Zahlen m oder M von diesem gemein-
samen Wert in den Endpunkten verschieden sein. Nehmen wir z. B. an, daB dies 4
ist, d. h., daB der groBte Wert der Funktion nicht in den Endpunkten, sondern
im Innern des Intervalls erreicht wird, so ist nach dem Satz von FERMAT in
diesem Punkt f'(¢) = 0, womit auch der Satz von RoLLE bewiesen ist.

In dem speziellen Fall f(a) = f(b) = 0 kann man den Satz von RoLLE kurz
so formulieren: Zwischen zwei Nullstellen einer Funktion liegt mindestens eine
Nullstelle der ersten Ableitung.

Der Satz von RoLLE hat eine einfache geometrische Bedeutung. Nach Voraus-
setzung ist f(a) = f(b), d. h., die den Endpunkten des Intervalls entsprechenden
Ordinaten der Kurve y = f(2) sind gleich, und im Innern dieses Intervalls
existiert die Ableitung, d. h., die Kurve hat in jedem ihrer Punkte eine bestimmte
Tangente. Der angegebene Satz behauptet nun, daB dabei im Innern des Inter-
valls mindestens e:n Punkt existiert, in dem die Ableitung Null ist, d. h., in dem
die Tangente parallel zur z-Achse verlauft (Abb. 68).

Bemerkung. Wenn die Voraussetzung des Rolleschen Satzes beziiglich der
Existenz der Ableitung f’(x) nicht in allen Punkten im Innern des Intervalls er-
fillt ist, braucht der Satz nicht zu gelten.

So ist die Funktion f(z) =1 — i/;i im Intervall (—1, 1) stetig, und es ist
f(—1) = f(1) = 0, aber die Ableitung

. 2
f@)=——=
3 Y=
wird im Innern des Intervalls nicht Null. Das riihrt daher, da8 f' (z) fixr z =0
nicht existiert (vielmehr gleich oo wird) (Abb. 69). Ein anderes Beispiel liefert

Y M Y
I
A;————%—————\B
| | |
1 3 |
r I i
la ic b -
ol X -1 ol 1 X
Abb. 68 Abb. 69

11 Smirnow I
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die in Abb. 70 dargestellte Kurve. In diesem Fall haben wir eine Kurve y = f(),
bei der f(a) = f(b) = 0 ist. Aus der Abbildung ist jedoch ersichtlich, daB die
Tangente im Innern des Intervalls (@, b) nicht parallel zur z-Achse wird, d. h.,
' (z) wird nicht Null. Das kommt daher, da3 die Kurve im Punkt z = « links-
seitig und rechtsseitig zwei verschiedene Tangenten hat und daB folglich keine
bestimmte Ableitung existiert. Die Voraussetzung des Satzes von RoLLE beziig-
lich der Existenz der Ableitung in allen inneren Punkten des Intervalls ist dem-
nach nicht erfallt. (Dagegen fordert der Satz von RoLLE nicht die Stetigkeit der
Ableitung; Anm. d. Red. d. deutschen Ausgabe).

Y

¥,

Y NS

N

>

|
|
I
|

63. Der Mittelwertsatz der Differentialrechnung (Formel von Lagrange). Wir
nehmen an, daB die Funktion f(z) im Intervall (@, b) stetig ist und im Innern
dieses Intervalls eine Ableitung besitzt, ohne daB die Bedingung f(e) = f(b) des
Rolleschen Satzes erfiillt zu sein braucht. Wir bilden die Funktion

F(x) = [(2) + 1=,

in der 4 eine Konstante ist, die wir so bestimmen, daB die neue Funktion die er-
wihnte Bedingung des Satzes von RoLLE erfiillt. Wir fordern also, daB

F(a) = F(b)
wird oder
f(@) + Aa = f(b) + b,
woraus
i 10—t
b—a
folgt.

Wenden wir jetzt den Rolleschen Satz auf die Funktion F (z) an, so kénnen wir
behaupten, daBl zwischen @ und b ein solcher Wert x = ¢ liegt, fiir den

Ficy=f()+1=0 (@ <ec<b)
ist, woraus wir durch Einsetzen des oben gefundenen Wertes von A

10) — 1@

f'(c) = —2 oder f ()= g

erhalten.
Die letzte Gleichung kénnen wir auch so schreiben:

1) — f(@) = (b — a)f (c). (3)
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Diese Gleichung wird der Mittelwertsatz der Differentialrechnung genannt
(Formel von LAGRANGE). Der Wert ¢ liegt zwischen a und b, und daher liegt der

Quotient Z — Z = 0 zwischen Null und Eins, und wir kénnen

c=a+ 0(b —a) O<b<l)
setzen, so daB sich der Mittelwertsatz auch in folgender Form schreiben 1a8t:
fO) —Ha) =0 —a)f[a+0(b—0a)] (0<6<1).

Wenn wir b = a + k setzen, erhalten wir noch die folgende Darstellung der
Formel:

fla + k) — f(a) = hf'(a + OB).

Der Mittelwertsatz liefert einen exakten Ausdruck fiir die Anderung f(b) — f(a)
der Funktion f(z) und kann daher auch Formel fiir die endlichen Zuwichse genannt
werden.

Wir wissen, daB die Ableitung einer Konstanten gleich Null ist. Aus dem Mittel-
wertsatz konnen wir die Umkehrung dieses Satzes ableiten: Wenn die Ableitung
' (x) in allen Punkten des Intervalls (a, b) gleich Null ist, ist die Funktion in diesem
Intervall konstant.

Fiir einen willkiirlichen Wert « aus dem Intervall (a, d) erhalten wir durch
Anwendung des Mittelwertsatzes auf das Intervall (a, )

f@) —fla) = (z —a)f'(§) (a<é<7).
VoraussetzungsgemdB ist aber f'(£) = 0 und folglich
fx) — f(a) =0, d. h. f(z) = f(a) = const.

Beziiglich der in Formel (5) auftretenden GroBe ¢ wissen wir nur, daB sie zwi-
schen @ und b liegt, und daher gibt der Mittelwertsatz nicht die Moglichkeit einer
genauen Berechnung des Zuwachses der Funktion aus der Ableitung; aber mit
seiner Hilfe 1aBt sich eine Abschitzung des Fehlers durchfiihren, den wir begehen,
wenn wir den Zuwachs der Funktion durch deren Differential ersetzen.

Beispiel. Es sei
f(z) = Vlog z.
Die Ableitung wird

fz) = 1.1 M (M = 0,43429...),
z log10 x

und der Mittelwertsatz liefert uns
M

a+ 0k

Blog (a + A) — Olog a — h ©<0<1
oder

Vlog (@ + k) = ¥loga +

M
a+ 0k’

112
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Ersetzen wir den Zuwachs durch das Differential, so erhalten wir die Naherungsformel
Wlog (@ + k) — Vloga = h E, Llog (@ + k) = Yloga + A %.
a
Vergleichen wir diese Niherungsgleichung mit der nach dem Mittelwertsatz erhaltenen

exakten, so sehen wir, daB der Fehler

M M oM

h——h =
a a+ 6k a(a-+ 6h)

wird.
Setzen wir @ = 100 und % = 1, so erhalten wir die Naherungsgleichung

10]og 101 = *log 100 4 % = 2,00434. ..

mit dem Fehler
0-M
100(100 + 6)
Wenn wir 6 im Zihler dieses Bruches durch Eins und im Nenner durch Null ersetzen,
vergroBern wir den Bruch und konnen daher sagen, dal der Fehler des berechneten Wertes
von %log 101 kleiner ist als

O<b<1).

M
008 = 0,00004....
Wir schreiben den Mittelwertsatz (5) in der Form
f®) —f@) _

Wenden wir uns der Bildkurve der Funktion y — f(z) (Abb. 71) zu, so be-
merken wir, daB der Quotient

1) — f(a)

CB

0 %  Abb.71

den Richtungskoeffizienten der Sehne 4 B und f’(c¢) den Richtungskoeffizienten
der Tangente in einem gewissen Punkt M des Kurvenbogens A B liefert. Somit
ist der Mittelwertsatz mit der folgenden Aussage gleichbedeutend: Auf dem
Kurvenbogen gibt es einen Punkt, in dem die Tangente parallel zur Sehne ist.
Ein Spezialfall dieser Aussage ist der Satz von RoLLE, wenn die Sehne parallel
zur x-Achse, d. h. f(a) = f(b) ist.
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Bemerkung. Aus dem Mittelwertsatz ergeben sich unmittelbar jene Kriterien
fiir das Zu- und Abnehmen einer Funktion f(z), die wir frither dem Kurvenbild
entnommen hatten. Nehmen wir z. B. an, dafl im Innern eines gewissen Inter-
valls die erste Ableitung f'(x) positiv ist; ferner seien z und z -+ 4 zwei Punkte
dieses Intervalls. Aus dem Mittelwertsatz

f@+h) —f@)=0rf@+0h) (0<O8<1)

ist ersichtlich, daf die links stehende Differenz fiir positive A eine positive Grofe
wird, da beide Faktoren in dem rechts stehenden Produkt in diesem Fall positiv
sind. Wir haben also unter der Voraussetzung, da die Ableitung in einem ge-
wissen Intervall positiv ist,

flx+ k) —fl@) >0

erhalten, d. h., die Funktion nimmt in diesem Intervall zu. Entsprechend ergibt
sich aus der obigen Formel unmittelbar auch das Kriterium fiir das Abnehmen.

Wir bemerken hier noch, daf3 die von uns beim Beweis des Satzes von FERMAT
angestellten Uberlegungen auch dann ohne Einschrinkung anwendbar bleiben,
wenn die Funktion in dem betrachteten Punkt nicht den absolut grofSten oder
kleinsten Wert, sondern nur ein relatives Maximum oder Minimum erreicht. Diese
Uberlegungen beweisen uns, dafl in solchen Punkten die erste Ableitung, wenn
sie existiert, gleich Null sein mu8.

64. Erweiterter Mittelwertsatz (Formel von Cauchy). Wir nehmen an, dafl die
Funktionen f(z) und ¢(x) im Intervall (a, b) stetig sind und fir jeden Punkt im
Innern dieses Intervalls eine Ableitung besitzen. Ferner sei dort stets ¢’ (z) == 0.
Bei Anwendung des Mittelwertsatzes (Formel von LAGRANGE) auf die Funktion
@(x) erhalten wir

' p(d) — @) = (b —a)g'(c) (a<e, <D).

Nach Voraussetzung ist aber ¢’(c,)== 0 und folglich
¢(b) — ¢(a)==0.
Wir bilden nun die Funktion
F(x) =f(x) + Ap(2),
wobei 4 eine Konstante ist, die wir so bestimmen, daf
F@=F@), dh f@) +Aipa)=f®) + ip®
wird ; hieraus folgt
it —f@
9 () — ¢(a)

Bei dieser Wahl von 1 ist der Satz von RorLLE auf die Funktion F(x) anwend-

bar, und folglich existiert ein Wert = = ¢, fiir den

Fc)=1f(c)+ Ap'(c) =10 (@ <c<b)
ist.
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Diese Gleichung liefert
Fe _
¢'(c)

woraus wir durch Einsetzen des fiir 2 gefundenen Wertes erhalten:

1) — fl@) _ f'(e)

’

- b
p(b) — ¢(a) ¢’ (c) (@ <c<b)
oder
1) —f@) _ f'la+ 60— a)]
p®) —9@ gt o6 —a) C 0D ©
oder

fla 4+ &) — f(a) _ f (a4 6k)
la+h)—o@@) ¢'(a+ 6h)

Dies ist die Formel von CaucHY. Setzen wir in dieser Formel ¢(x) =z, so
erhalten wir ¢’(z) = 1, und die Formel nimmt die Gestalt

f0) — f(@) _ f'(c)
b—a 1

an oder

1) — Ha) = (b — a)f (c),

d. h., die Formel von LAGRANGE ist ein Spezialfall der Formel von CaucHY.

65. Auswertung unbestimmter Ausdriicke. Wir nehmen an, da8l die Funktionen
@ (x) und p(z) fir @ < x < a 4 k stetig sind, wobei k eine gewisse positive Zahl
ist, daB sie stetige Ableitungen haben und daB ¢’ (x) in dem angegebenen Intervall
nicht Null wird. Wir setzen auBerdem lim ¢(x) =0 und lim y(z) = 0 fir
x —a—+ 0 [26] voraus. Wenn wir ¢(a) = p(a) = 0 setzen, erhalten wir Funk-
tionen, die bis zu # = a, d.h. fir a < x < a +k stetig sind. Fir z —-a 4 0

w()

148t sich auf den Quotienten =—, der fiir £ = @ einen ,,unbestimmten Ausdruck*

der Form % darstellt, der Satz iiber den Grenzwert eines Quotienten nicht an-

wenden. Wir geben eine Methode der Auswertung eines solchen unbestimmten Aus-

@(x)
(2)

Wir beweisen zunichst den folgenden Satz: Strebt beim Grenziibergang von x

gegen a unter den oben gemachten Voraussetzungen das Verhdilinis ? ()

' ()
q’z ;gegen denselben

druckes an, d. h. ein Verfahren zum Auffinden des Grenzwertes ~— fiir z —a -+ 0.

gegen den

Grenzwert b, so strebt auch das Verhiltnis der Funktionen
Grenzwert.
Beachten wir, daB

y(@) =¢@)=0
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ist, so erhalten wir bei Anwendung der Formel von CaucHY [64]

p@) _ o) —gla) _ (&)

(@) p@) —y@) (&)

Wir bemerken, dafl wir unter den fiir ¢ () und y (x) gemachten Voraussetzungen
berechtigt sind, den erweiterten Mittelwertsatz anzuwenden.

Wenn z gegen a strebt, wird auch £, das zwischen x und a liegt, gegen denselben

Grenzwert streben. Dabei hat gemédB der Voraussetzung des Satzes die rechte
Seite der Gleichung (7) den Grenzwert b, und folglich strebt auch der auf der

(& zwischen @ und z). (7

linken Seite dieser Gleichung stehende Quotient % gegen denselben Grenzwert.
Wir bemerken, dal dieser Grenzwert auch Unendlich sein kann.
Aus dem bewiesenen Satz ergibt sich die folgende Regel fiir die Auswertung

unbestimmter Ausdriicke der Form 2: Beim Aufsuchen des Grenzwertes von 9(@)

0 y(@)

im Fall des unbestimmten Ausdrucks % kann man den Quotienten der Funktionen
durch den Quotienten threr Ableitungen erselzen und den Grenzwert dieses neuen
Quotienten ermitteln.

Diese Regel wurde von dem franzosischen Mathematiker pE L’HosprrarL an-
gegeben und wird gewohnlich die de-l’Hospitalsche Regel genannt. 0

Fihrt das Verhéltnis der Ableitungen ebenfalls auf die unbestimmte Form —,
so 1aBt sich diese Regel auch auf dieses Verhiltnis anwenden, usw. 0

Wir haben den Fall ¢ <z < a + k betrachtet. Vollig analog wird auch der
Fall a k< x<a, d. h. 2 —>a — 0 betrachtet. In den folgenden Beispielen
hingt der Grenzwert nicht davon ab, ob  von rechts oder von links gegen a
strebt, und wir schreiben nur z - a.

Wir betrachteten den Fall, daB z gegen einen endlichen Grenzwert strebt. Die
Regel bleibt richtig auch in dem Fall, daB x gegen Unendlich strebt. Mit dem Be-
weis dafiir halten wir uns nicht auf.

Wir werden diese Regel bei einigen Beispielen benutzen:

(4P —1 . a4t

1. lim =
z—0 z z—0 1

2. lim 8% 1 cosz ppsinz g omz 1
z—0 z z—0 3z* z—0 6z z—0 6

d. h., die Differenz 2 — sin 2 wird unendlich klein von dritter Ordnung beziiglich 2.

. T —XCOSZT . 1 —coszxz+ zsinx
3. lim —————— = lim +
z—0 T —sBinz 70 1 —coszx

. sinz 4 sinz 4+ xcosz . 2cosx 4+ cosx —zsinz
= lim m

= li

- = 3.
z—0 sin r z—0 cos x

Das Resultat dieses Beispiels fithrt uns zu einer bequemen Methode zur Rektifizierung des
Kreisbogens.
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Betrachten wir einen Kreis, dessen Radius die Einheit sei. Als z-Achse wihlen wir einen
Durchmesser dieses Kreises und als y-Achse die Tangente in einem Endpunkt dieses Durch-
messers (Abb. 72).

Wir wiihlen einen gewissen Bogen O M, und auf der y-Achse mége der Abschnitt ON, der
gleich dem Bogen OM ist, liegen. Wir ziehen nun die Gerade N M ; ihr Schnittpunkt mit der
z-Achse sei P.

Bezeichnen wir mit u die Lange des Bogens O M (der Radius sei als Einheit genommen),
so lautet die Gleichung der Geraden N M in der Achsenabschnittform:

z

+L -1

g [

S

Zur Berechnung der Linge des Abschnittes OP bemerken wir, daB auf der Geraden N M
der Punkt mit den Koordinaten

=00=1—cosu, y=0QM=sinu

]

liegt.

Diese Koordinaten miissen der obigen Gleichung geniigen:

1 —cosu sin u
—_—+t— =1,

OP u
woraus sich

OF - L—ucosu
% — sinu
ergibt.

Das Beispiel 3 zeigt, daB fir » — 0 die Linge OP gegen 3 strebt, d. h., der Punkt P
strebt auf der z-Achse gegen den Punkt D, dessen Abstand vom Koordinatenursprung gleich
dem dreifachen Radius des Kreises ist. Hieraus ergibt sich eine einfache Methode zur an-
gendherten Rektifizierung des Kreisbogens. Zu diesem Zweck muB man vom Punkt O die

Strecke OD der Linge dreier Kreisradien abtragen und die Gerade D Jf ziehen. Die Strecke
ON,, die von dieser Geraden auf der y-Achse abgeschnitten wird, liefert angenidhert die
Linge des Bogens OM. Diese Methode fiihrt besonders fiir kleinere Bogen zu sehr guten

Resultaten; aber selbst fiir den Bogen % macht der relative Fehler nur ungefihr 5%, aus.
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66. Verschiedene Formen unbestimmter Ausdriicke. Der im vorstehenden Para-
graphen bewiesene Satz ist auch fir den Fall des unbestimmten Ausdrucks—;.—:

giiltig. Im weiteren unterscheiden wir nicht, ob « von links oder von rechts gegen a
strebt und schreiben der Kiirze halber z — a@. Wir setzen voraus, daB dabei die
stetigen Funktionen ¢ (x) und y(x) gegen + oo oder —oo streben. Es sei

lim ¢ (x) = lim y(x) = +o0 8)
und

. @)

e ®)

Wir werden zeigen, daB der Quotient % gegen denselben Grenzwert b

strebt, wobei wir annehmen, daBl y’ (x) filr zu @ benachbarte z-Werte nicht ver-
schwindet.

Wir betrachten zwei Werte der unabhéngigen Verinderlichen, ndmlich x und z,
nahe bei @ und von der Art, daB z zwischen z, und a liegt. Nach der Formel von
CaucHY haben wir

P(@) —o(x) _ ¢'(8)
(@) — p() ¥ (§)
andererseits ist aber

(& zwischen « und z;),

_ 9
?®) — ¢®) _ (=) ? ()
p(@) —p@)  v@) | p@)
v (@)

da aus (8) unmittelbar folgt, daB fiir zu @ hinreichend benachbarte x sowohl ¢ ()
als auch y(x) von Null verschieden sind.
Durch Gleichsetzen dieser beiden Ausdriicke erhalten wir

_ o)
p) p) _ ¢'(§)
v@ | v@) v
p(x)
bzw.
_ p(m)
@) _ ¢'(§) p ()
v V() | e@) 1o
®(2)

wobei & zwischen z und z, und folglich zwischen @ und z, liegt. Wihlen wir z,
hinreichend nahe bei @, so kénnen wir auf Grund der Bedingung (9) annehmen,
daB sich der erste Faktor der rechten Seite der Gleichung (10) bei beliebiger Wahl
von x zwischen z, und @ um beliebig wenig von b unterscheidet. Nachdem wir
auf diese Weise den Wert z, festgelegt haben, lassen wir x gegen a streben. Dann
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wird auf Grund der Bedingung (8) der zweite Faktor auf der rechten Seite der
Gleichung (10) gegen Eins streben, und wir kénnen daher behaupten, daB sich

das Verhaltnis g% auf der linken Seite der Gleichung (10) fiir alle gentigend
nahe bei a gelegenen z-Werte um beliebig wenig von b unterscheidet, d. h.
i 20 _
z—a P (%)
Aus dem bewiesenen Satz folgt, daB die de-1'Hospitalsche Regei auch zur Aus-
wertung des unbestimmten Ausdrucks % anwendbar ist.

Wir erwihnen noch einige andere Formen unbestimmter Ausdriicke. Wir be-
trachten das Produkt ¢ (x)y(x), und es sei

lim ¢(z) =0 und lim p(x) = oo.

z—a
Dies ergibt den unbestimmten Ausdruck O:oco. Er ist leicht auf die Formg

00 .
oder — zu bringen:
o0

P@)p(@) = ‘% - %
p(@) @)

Wir betrachten schlieBlich den Ausdruck ¢ (z)*®, und es sei
lim ¢p(z) =1 und lim y(x) = oo.
>0 >0

—>

Dies stellt den unbestimmten Ausdruck 1 dar. Wir betrachten den Logarithmus
des vorliegenden Ausdrucks:

log [ (2)*®)] = y(2) log ¢ (2),

der sich auf den unbestimmten Ausdruck oo .0 reduziert. Wenn wir diesen un-
bestimmten Ausdruck auswerten, d. h. den Grenzwert vom Logarithmus des ge-
gebenen Ausdrucks ermitteln, erhalten wir dadurch auch den Grenzwert des Aus-
drucks selbst. Entsprechend werden die unbestimmten Ausdriicke oo® und 0° aus-
gewertet.

Wir betrachten jetzt einige Beispiele.

. er . ez
1. lim — = lim — = 400,
z—>+o0 T z—>+00
e* .
lim == lim — = lim = = 4o
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T
Ebenso kann man sich davon iberzeugen, daB das Verhiltnis e_” fir jeden beliebigen
z

positiven Wert n fur z — +oo gegen Unendlich strebt, d. h., die Exponentialfunktion e*
wdchst bei unbegrenzter Zunahme von x schneller als jede positive Potenz von x.

1
. logz . z . 1
2. lim = lim = lim — =0 (n>0),
z—00 T z—too NI gy mE

d. h,, log z nimmt schwdcher zu als jede positive Potenz von z.

1
. n
3. lim 2% log 2 = lim l0gx=lim =L —im Z =0 (n > 0).
z—>+0 z—+0 1 z—>+0 —B z—>+0 B
xﬂ :v'l-l-l

4. Wir ermitteln den Grenzwert von z* beim Grenziibergang von z gegen +0. Durch
Logarithmieren dieses Ausdrucks erhalten wir den unbestimmten Ausdruck O - co. Dieser
unbestimmte Ausdruck liefert auf Grund des Beispiels 3 im Grenzfall 0, und folglich ist

lim 2% = 1.
z—>+0

5. Wir ermitteln den Grenzwert des Quotienten

lim z -+ sin x.
z—>00 z
Zghler und Nenner des angegebenen Verhiltnisses streben gegen Unendlich. Ersetzen wir
gemiB der de-I’Hospitalschen Regel das Verhiltnis der Funktionen durch das Verhiltnis
der Ableitungen, so erhalten wir

. 14 cosz
lim ————.
—>00 1
Nun strebt 1 + cosz bei unbegrenzt wachsendem z keinem Grenzwert zu, weil cos z

stindig zwischen 1 und —1 schwankt; jedoch ist leicht einzusehen, daB der gegebene
Quotient selbst gegen einen Grenzwert strebt:

lim EESRE iy (1 + s—“”‘) —1.
Z—>00 z >0 x

In diesem Fall 148t sich also der unbestimmte Ausdruck auswerten, wihrend die de-I’Hospi-
talsche Regel nicht zum Ziel fiihrt. Dieses Resultat widerspricht nicht dem bewiesenen Satz,
weil in dem Satz nur behauptet war, daB, wenn der Quotient der Ableitungen gegen einen

Grenzwert strebt, auch das Verhiltnis der Funktionen gegen denselben Grenzwert strebt,
aber nicht umgekehrt.

6. Wir erwihnen noch den unbestimmten Ausdruck oo 4 co. Er 1aBt sich gewShnlich

auf den unbestimmten Ausdruck % zuriickfithren. Zum Beispiel:

lim

(1 1 )—l' x4+ 22 —sinz
z—>0

sinz =z 4 2? 20 (€ -+ 2?)sinz
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Das ist ein unbestimmter Ausdruck der Form 2 Wenn wir ihn nach dem oben an-
gegebenen Verfahren auswerten, erhalten wir

. 1 1
lim |{— — =1.
z—o \SinZ x4 22

§ 6. Funktionen zweier Verinderlicher

67. Grundbegriffe. Bisher hatten wir Funktionen etner unabhéngigen Verander-
lichen betrachtet. Wir wenden uns jetzt der Untersuchung von Funktionen zwezer
unabhéngiger Veranderlicher

U= f (z, y)
zu.

Zur Bestimmung spezieller Werte einer solchen Funktion miissen die Werte
der unabhéangigen Verdnderlichen z = z,, y =y, vorgegeben werden. Jedem
solchen Paar von Werten z und y entspricht ein bestimmter Punkt 3/, in der
Koordinatenebene mit den Koordinaten z,, y,, und statt von den Werten der
Funktion fir z=2,, y =1y, spricht man von dem Wert der Funktion im
Punkt M, (z,, y,) der Ebene. Die Funktion kann ¢n der ganzen Ebene oder nur in
einem Teil von ihr, in einem gewissen Bereich, definiert sein. Wenn f(z, y) ein
Polynom von z, y ist, z. B.

u=flx,y)=2*4+zy+y*—-2x+3y+7,

dann ist durch diese Formel die Funktion in der ganzen Ebene definiert. Dagegen
definiert die Formel

= I= @+ P

die Funktion nur im Innern des Kreises 22 4 y® =1 mit dem Mittelpunkt im
Koordinatenursprung und dem Radius Eins sowie auf dem Kreis selbst, wo u =0
ist. Das Analogon des auf einer Koordinatenachse gelegenen Intervalls ist in der
Ebene der Bereich, der durch die Ungleichungen a < 2 <b, c <y <d de-
finiert ist. Das ist ein Rechteck mit achsenparallelen Seiten, wobei der Rand
dieses Rechtecks zum Bereich gehért. Die Ungleichungen a <z <b, c <y <d
definieren nur die inneren Punkte des Rechtecks. Wird der Rand des Bereichs
zu diesem hinzugerechnet, so heifit der Bereich abgeschlossen ; anderenfalls nennen
wir ihn offen [4]. Wir wollen jetzt den Begriff des Grenzwerts einer Funktion
zweier Verinderlicher [32] definieren und nehmen an, daB die Funktion im Punkt
My(xy, y,) und in allen Punkten M (z, y), die hinreichend nahe bei M, liegen,
definiert ist.

Definition. Wenn bei jeder beliebigen Vorschrift fiir den Grenziibergang des
Punktes M (x, y) gegen den Punkt M, (xy, y,), wobei M niemals mit M, zusammen-
fallt, die Verdnderliche f(x,y) als Grenzwert ein und dieselbe Zahl A besitzt,
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schreibt man
lim f (x’ ?/) =4

z—>Zo
b e )

lim f(x, y) = A.

M-—>Mo

oder

Diese Definition ist dquivalent der folgenden: Zu einer beliebig vorgegebenen
positiven Zahl ¢ gibt es eine positive Zahl % derart, dal

fir |z — 2| <7 und |y —y,| <7 die Ungleichung |f(z,y) — 4| <& gilt,

wobei das Wertepaar x = z,, y =y, ausgeschlossen bleibt. Erlaubt sind da-
gegen die Werte » = x,, y=ky, oder x==x,, y = y,. Liegt der Punkt M, auf
dem Rand des Bereichs, in dem f(x, y) definiert ist, so muB der gegen M, strebende
Punkt M dem Bereich angehoren, in dem die Funktion definiert ist. Es sei eine
beliebige durchnumerierte Folge von Punkten M, (x,, y,) gegeben, die gegen
My (2, y,) strebt, d. h., daB die Folge x, den Grenzwert x, und die Folge y, den
Grenzwert y, hat. Man kann beweisen: Wenn die Folge der Zahlen wu, = f(x,, y,)
fir eine beliebige solche Punktfolge M, (x,, ¥,) ein und denselben Grenzwert A
hat, dann ist A Grenzwert von f(x, y) beim Grenziibergang von M (x, y) gegen
M, (g, o) im Sinne der oben formulierten Definition.

Wir setzen voraus, da8 f(z, y) im Punkt M (x,, ¥,) und in allen ihm hinreichend
nahe gelegenen Punkten definiert ist (vgl. [32]).

Definition. Die Funktion f(, y) heilt im Punkt M (x,, y,) stetig, wenn
lim f(z, y) = j(xO’ Yo) oder Mlinllllf(x’ Y) = (%o, Yo)

T->To
¥=>vo
ist.
Eine Funktion heiit in einem Bereich stetig, wenn sie in jedem Punkt dieses
Bereichs stetig ist.

So ist z. B. die Funktion w = }1 — 2 — y? stetig im Innern der Kreis-
fliche, in der sie definiert ist. Sie bleibt stetig, wenn wir zur Kreisfliche noch
ihren Rand hinzufiigen, d. h. die Kreislinie, auf der w = 0 ist.

Es sei B ein beschrankter abgeschlossener Bereich in der Ebene und f(z, y)
eine auf B stetige Funktion (d. h. im Innern von B und auf dem Rand von B
stetig). Eine solche Funktion besitzt Eigenschaften, die den Eigenschaften der
Funktion einer unabhingigen Verdnderlichen, die auf einem endlichen abgeschlos-
senen Intervall stetig ist [35], analog sind. Die Beweise dieser Eigenschaften sind
im wesentlichen die gleichen wie die Beweise aus [43]. Wir formulieren nur die
Resultate.

1. Eine Funktion f(z,y) ist in B gleichmdfig stetig, d. k., zu einer beliebig
vorgegebenen positiven Zahl ¢ gibt es eine fiir den ganzen Bereich giiltige positive
Zahl n derart, daf fir |z, — x| <n und |y, — y| <n die Ungleichung
[f(g, ¥2) — f(1, w1)| < & gilt, wenn (xy,y,) und (x,, y,) beliebige zum Bereich
gehorende Punkte sind.
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2. Die Funktion f(z, y) vst in B beschrinkt, d. k., es existiert eine solche positive
Zahl M, daf |f(x,y)| < M gilt fiir alle (x, y), die zu B gehoren.
3. Die Funktion f(z, y) erreicht in B thren griften und ihren kleinsten Wert.

Wir machen noch auf eine Tatsache aufmerksam, die aus der Definition der
Stetigkeit von Funktionen folgt: Wenn f (2, y) im Punkt (e, b) stetig ist und wenn
wir y = b setzen, ist die Funktion f(z, b) der einen Verdnderlichen z stetig in
z = a. Analog ist f(a,y) stetigin y = b.

68. Die partiellen Ableitungen und das vollstindige Differential einer Funktion
zweier unabhingiger Verinderlicher. Die unabhingige Verianderliche ¥ der Funk-
tion % = f(z,y) moge einen konstanten Wert beibehalten, und nur z dndere
sich; # wird dann eine Funktion von z allein, und man kann ihren Zuwachs
sowie die Ableitung berechnen. Wir bezeichnen mit A,u den Zuwachs von u,
den diese Funktion bekommt, wenn y konstant bleibt und z den Zuwachs Az
erhilt:

Die Ableitung erhalten wir, indem wir den Grenzwert ermitteln:

fim A2 _ oy 1@ 42 y) — (@ y)
az—>20 AT 420 Ax

Diese unter der Voraussetzung y = const berechnete Ableitung heiBt partielle
Ableitung der Funktion u nach x und wird folgendermaBen bezeichnet:

of( ) oder Iz (@, ) oder gu .
ox
ou

Jx
Wir bemerken, daf3
Jx

als Symbol fiir die Bezeichnung der partiellen Ableitung. Besitzt die Funktion
f(z, y) eine partielle Ableitung nach z, so ist sie eine stetige Funktion von 2 bei
festgehaltenem y. Entsprechend definiert man den Zuwachs 4, und die unter
der Voraussetzung x = const berechnete partielle Ableitung von % nach y:

of (x, y) — (@ y) = 2% im M gy [E Y+ AY) — [ y)

nicht als Bruch gedeutet werden darf, sondern nur

3:1/ 3?/ Ay—>+0 A y ay—+0 A y
Wenn z. B.
u=2a%+ y
ist, wird
% = 2z, _8_11 = 2y.
ox oy
Wir betrachten die Boyle-Mariotte-Gay-Lussacsche Gleichung?)
pv = RT.

1) Im Originaltext mit Clapeyronsche Gleichung bezeichnet. (Anm. d. Ubers.)
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Mit Hilfe dieser Gleichung kann eine der Gro8en p, v und T' in Abhingigkeit von den beiden
anderen bestimmt werden, wobei diese letzteren nun als unabhiingige Verdnderliche anzusehen
sind. Wir erhalten die folgende Tabelle:

Unabhingige
Verinderliche T.p T,v V20
Funktionen v= RT p= RT p—BY
P v R
Partiole | ov R ov _ BT | op Rop _ _RT [oT _» 0T _p
Ableitungen | 37 ~ 5’ ap p? oT v'ev = »p R ov R

Wenn wir auf der linken Seite der Gleichung unter naiver Deutung der Symbole fiir die
partiellen Ableitungen kiirzen wiirden, so erhielten wir nicht —1, sondern 1. Aber in dieser
Gleichung sind die partiellen Ableitungen unter verschiedenen Voraussetzungen berechnet

worden: —:70 unter der Voraussetzung, daBl p konstant ist, %i fir konstantes v und %
v

fiir konstantes 7', und daher sind die erwéhnten Kiirzungen unzuléssig.

Wir bezeichnen mit Au den vollstindigen Zuwachs der Funktion, der sich er-
gibt, wenn sich sowohl z als auch y dndert:

du =[xz + A2,y + Ay) — f(2,y).
Wenn wir f(z, y + 4y) hinzufiigen und abziehen, kénnen wir schreiben:

du=[f(x + dz,y + dy) — flx, y + Ay} + [f(x, y + dy) — f(=, y)] -

In der ersten eckigen Klammer steht die Anderung der Funktion w bei un-
geindertem Wert y + Ay der Verdnderlichen y, in der zweiten die Anderung
derselben Funktion bei ungeéndertem Wert von z.

Wir setzen voraus, daB f(z, y) innerhalb eines gewissen Bereiches B definiert
ist, daB der Punkt (z, ) im Innern von B liegt und daBl Az und 4y so klein (dem
Absolutbetrag nach) gewéhlt werden, daBl das Rechteck mit dem Mittelpunkt
(z, ¥) und den Seitenlingen 2|4z| und 2|4y| ebenfalls im Innern von B liegt.
. Wir setzen auBerdem voraus, daB f(z, y) im Innern von B partielle Ableitungen
besitzt. Wenn wir auf jeden Zuwachs, der in den Ausdruck Au eingeht, den
Mittelwertsatz anwenden (was wir tun diirfen, da sich in jedem Fall nur eine un-
abhéngige Verdnderliche déndert), erhalten wir

du=f(x+ 04z, y + Ady) dx + f,(x,y + 6, 4y) Ay,
wobei 6 und 6, zwischen 0 und 1 liegen. Setzen wir die Stetigkeit der partiellen
ou
oz
gang von Az und Ay gegen Null der Koeffizient von Az gegen f,(z, y) und der

Ableitungen — und % voraus, so konnen wir behaupten, daB beim Grenziiber-
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Koeffizient von A4y gegen f,(z, y) strebt, und daher ist
du = [f.(z, y) + €] 4z + [fv(xs y) + 81] 4y

du = fi(z,y) 4z + fy(z, y) Ay + e A2 + & 4y, 1)
wobei ¢ und ¢, gleichzeitig mit 4z und Ay unendlich klein werden. Diese Formel
entspricht der Formel

dy =y Az + e 4z,

die wir fir Funktionen einer einzigen unabhingigen Verinderlichen bewiesen
hatten [48, 50]. Die Produkte ¢4z, ¢,y werden unendlich klein von héherer
Ordnung im Vergleich zu Az bzw. Ay, wenn Az —0 und 4y — 0.

Wir erinnern daran, daB wir bei diesen Uberlegungen nicht nur die Existenz,

bzw.

0 2
sondern auch die Stetigkeit der Ableitungen % und a—: in einem Bereich voraus-

gesetzt haben, der den Punkt (z, y) im Innern enthilt.

In der Summe der ersten beiden Glieder auf der rechten Seite der Gleichung (1)
ersetzen wir 4z und Ay durch die GroéBen dx und dy (die Differentiale der un-
abhéngigen Verénderlichen). Wir erhalten so den Ausdruck

du = fz(xs y) dx + ,ll(x’ y) dy
oder
" ou
d’u = 5;
den man das vollstindige Differential der Funktion u nennt [50].
Wegen der oben angegebenen Eigenschaft der Produkte eAx und ¢, Ay lefert
das vollstindige Differential du fiir kleine Werte Ax und Ay einen Ndherungswert
des vollstindigen Zuwachses Au dieser Funktion. Andererseits ergeben offenbar

a .
die Produkte a—: dx und Z—u dy die angeniherte GréBe der Anderungen A, u bzw.

A,u, und somit ist be:i kleinen Anderungen der unabhingigen Verinderlichen die
vollstindige Anderung der Funktion annihernd gleich der Summe ihrer partiellen
Anderungen:

du~du~Ad,u+ d,u.

Die Gleichung (2) driickt eine duBerst wichtige Eigenschaft der Funktionen meh-
rerer unabhingiger Verdnderlicher aus, die man ,,Superponierbarkeit der kleinen
Wirkungen“ nennen kann. Thr Wesen besteht darin, daBl der Gesamteffekt
mehrerer kleiner EinfluBgro8en 4« und 4y mit hinreichender Genauigkeit durch
die Summe der Effekte aller einzelnen kleinen EinfluBgroBen ersetzt werden kann.

ou
dx + 7y dy, 2)

69. Die Ableitungen der mittelbaren und der impliziten Funktionen. Wir nehmen
jetzt an, daB die Funktion w» = f(z,y) mittels x und y von der einen unab-
héingigen Verinderlichen ¢ abhingt ,d. h., daB z und y nicht unabhingige Verdn-
derliche, sondern Funktionen der unabhingigen Verdnderlichen ¢ sind, und be-

stimmen die Ableitung ‘2—?; von % nach &.
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Erhilt die unabhangige Verdnderliche ¢ den Zuwachs A¢, so erfahren die Funk-
tionen z und y die Anderungen Az bzw. Ay, und u erhilt den Zuwachs du:

du=f(x + dz,y + Ady) — [ (=, y).
In [68] hatten wir gesehen, daB dieser Zuwachs in der Form
du=f(x + 04z,y + dy) Az + f,(z, y + 6, Ay) Ay

geschrieben werden kann.
Wir dividieren nun beide Seiten dieser Gleichung durch A¢:

du Az Ay
yThE fz(x+ 042,y 4 dy) A + fy(2, y + 6,4,) TR

Setzen wir voraus, daB z und y nach ¢ differenziert werden kénnen und folglich
erst recht stetige Funktionen von ¢ sind, so streben beim Grenziibergang von At
gegen Null auch A« und Ay gegen Null, und bei vorausgesetzter Stetigkeit von

Z—Z’ sowie Z—: liefert uns die vorstehende Gleichung im Grenzfall
du dx dy
m _fz(x’ y)ﬁ+fu(xs y)ﬁ' (3)

Diese Gleichung liefert bes einer Funktion von mehreren Verinderlichen die Diffe-
rentiationsregel fir eine mittelbare Funktion.

Wir betrachten den Spezialfall, daB die Verinderliche = die Rolle der unabhén-
gigen Verdnderlichen ¢ spielt, d. h., daBl die Funktion u = f(x,y) von der un-
abhingigen Veranderlichen 2 sowohl direkt als auch mittels der Verdnderlichen y,

die eine Funktion von x ist, abhéngt. Da g_a_: =1 ist, erhalten wir auf Grund
der Gleichung (3) z

d d
=L@y + f @) 7o 4)

du
dx
schied von der partiellen Ableitung f.(x, ).

Die bewiesene Regel fiir die Differentiation mittelbarer Funktionen laft sich
zur Bestimmung der Ableitung einer impliziten Funktion verwenden. Die Glei-
chung

Die Ableitung — heiBt die vollstindige Ableitung von # nach x zum Unter-

F(e,y)=0 )

definiere y als implizite Funktion von z, sagen wir y = @(x), und es existiere
die Ableitung y' = ¢'(x). Setzen wir y = ¢(x) in die Gleichung (5) ein, so
miiten wir die Identitdt 0 = O erhalten, da y = ¢(x) Losung der Gleichung (5)
ist. Wir sehen somit, daB die Konstante 0 als mittelbare Funktion von z, die
von z sowohl direkt als auch mittels y = ¢(2) abhiingt, angesehen werden kann.

12 Smirnow I
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Die Ableitung dieser Konstanten nach z muB gleich Null sein; wenden wir
Regel (4) an, so erhalten wir
F:(@,9) + Fy(2,9)y =0
und daraus (nach Voraussetzung ist F, == 0)
L _F z (Z, y ) .
Fy(z 9

In dem so erhaltenen Ausdruck fir ¥’ kann sowohl z als auch y auftreten.
Sollte es sich als notwendig erweisen, y' nur durch die Unabhéngige x auszu-
driicken, so muBl man noch die Gleichung (5) nach y auflosen.

§7. Einige geometrische Anwendungen des Begriffs der Ableitung

70. Das Bogendifferential. In der Integralrechnung wird unter gewissen Voraus-
setzungen gezeigt werden, wie man die Lange eines Kurvenbogens findet; dort
wird auch der Ausdruck fiir das Differential der Bogenldnge hergeleitet werden.
Dort werden wir auch zeigen, daBl das Verhaltnis der Lédnge einer Sehne zu der
des zugehorigen Kurvenbogens gegen 1 strebt, wenn sich der Bogen auf einen
Punkt zusammenzieht.

Es sei eine Kurve y = f(z) gegeben; darauf rechnen wir die Bogenlidnge von
einem fest gewihlten Punkt A aus in. bestimmter Richtung (Abb. 73). Es sei s
die Liange des Bogens 4 M vom Punkte A4 aus bis zu dem verdnderlichen Punkt 2/
Die GroBe s ist ebenso wie die Ordinate y eine Funktion der Abszisse z des Punk-
tes M. Stimmt die Richtung von 4 M mit dem auf der Kurve gewahlten Rich-
tungssinn iiberein, so ist s > 0, anderenfalls s << 0. Es seien M (z,y) und
N(z + Az, y + Ay) zwei Punkte auf der Kurve und 4s die Differenz zwischen
den Léangen der Bogen AM und AN, d. h. der Zuwachs der Bogenlénge s beim
Ubergang von M zu N. Der absolute Betrag von A4s ist die positiv gerechnete
Léange des Bogens M N.

Aus dem rechtwinkligen Dreieck (Abb. 73) erhalten wir

(MN): = Az2 + Ay?

und daraus
(HFp Ay \?
Azt 1+ (A_:c)
oder

MN\® [4s\? Ay 2
(—As) (72) =1+ (@)
Die Tangente M 7T (wenn sie existiert) stellt die Grenzlage der Sekante M NV
bei Anniherung von N an M lings der Kurve, d. h. fir Az — -4-0, dar.

Gehen wir in der vorangegangenen Gleichung zur Grenze iiber (die Existenz
der Tangente wird vorausgesetzt) und beachten wir, daB, wie oben erwihnt,
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MN
A4s

2
(————) — 1 gilt, so erhalten wir

-1+

0]

X Abb.73

Wir miissen das Pluszeichen nehmen, wenn mit wachsendem x auch s wichst,
und das Minuszeichen, wenn s mit wachsendem x abnimmt. Wir wollen hier den
ersten Fall voraussetzen (Abb. 73). Aus (1) folgt dann

ds =1 4 y?dx

bzw. wegen y’ = %
ds = Jda? 4 dy?, d.h. ds?=da? + dyt. (2)

Wenn die Wurzel positiv genommen wird, erhélt man den arithmetischen Wert ds.
Formel (2) stellt im wesentlichen eine andere Schreibweise der vorhergehenden
Formel oder der Formel (1) dar. Sie ist fiir die Anwendungen giinstig, wie wir im
weiteren sehen werden. Wir werden die Bogenlinge in [103] untersuchen.

Ein natiirlicher Parameter zur Bestimmung der Lage eines Punktes M auf einer
Kurve ist die Lange s des Bogens 4 M. Diese Grofe s kann als unabhéngige Ver-
anderliche gewihlt werden, und dann werden die Koordinaten z und y des
Punktes M Funktionen von s:

z=9@6), Y=y

Ausfiihrlicher werden wir ,,die Parameterdarstellung einer Kurve* in |¢4] be-
handeln. Hier wollen wir nur die geometrische Bedeutung der Ableitungen dieser
Funktionen x und y nach s kliren.

Wir nehmen an, der Punkt N liege so, daB8 die Richtung des Bogens M N mit
dem auf der Kurve gewihlten Richtungssinn iibereinstimmt. Dann ist 4s > 0.
Strebt N gegen M, so liefert die Richtung der Sekante M N in der Grenzlage
die Richtung der Tangente an die Kurve im Punkt M. Diese Richtung der Tan-
gente nennen wir die positive. Sie hingt mit dem auf der Kurve selbst gewihlten

°
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Richtungssinn zusammen. Es sei «, der Winkel, den die Richtung von M N mit
der positiven Richtung der x-Achse bildet. Der Zuwachs Ax der Abszisse z ist

die Projektion der Strecke M N auf die z-Achse, und folglich ist

Az = MN - cos «,, MN = JAa? + Ay2,

wobei in dieser Gleichung M N positiv gerechnet wird. Dividieren wir beide Seiten
dieser Gleichung durch die Linge des Bogens M N, die gleich A s ist, so erhalten wir

Az . yAx? + Ay
As As
Nach Voraussetzung ist As positiv; daher strebt bei der Anndherung von N
'I/ 2 2
an M das Verhiltnis ngﬁ gegen +1, und der Winkel «, gegen den

COS &y .

Winkel «, der von der positiven Richtung der Tangente M T mit der positiven
Richtung der z-Achse gebildet wird. Die obige Gleichung liefert uns im Grenz-
fall

cos o = g—g. 3)

Entsprechend erhalten wir durch Projektion von M N auf die y-Achse

. dy
8SIn x — a—s- (4)

71. Konvexitit, Konkavitidt und Kriimmung. Die Konvexitat und die Konkavitit
einer Kurve, von der Seite positiver Ordinaten — oder, wie wir sagen werden,
von oben her betrachtet —, sind in Abb. 74 bzw. 75 dargestellt.

Y Y
ol X ol X
Abb. 74 Abb. 75

Ein und dieselbe Kurve y = f(x) kann natiirlich aus konvexen und konkaven
Stiicken bestehen (Abb. 76). Diejenigen Punkte, welche die konvexen Stiicke der
Kurve von ihren konkaven Stiicken trennen, heien Wendepunkite.

Wenn wir uns lings der Kurve nach der Seite wachsender z bewegen und dabei
die Anderung des Winkels «, den die Tangente mit der positiven Richtung der
z-Achse bildet, verfolgen, so sehen wir (Abb. 76), daB3 dieser Winkel auf den kon-
vexen Teilstiicken ab- und auf den konkaven Teilstiicken zunimmt. Dieselbe
Anderung erfahrt folglich auch tan «, d. h. die Ableitung f’ (x), da mit einer Ver-
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groBerung (Verkleinerung) des Winkels « auch tan « groBer (kleiner) wird. Aber
die Intervalle, in denen f'(x) abnimmt, sind jene Intervalle, in denen die Ablei-

Y
W
konvex } konkav__
0l Wendepunkt Abb. 76

tung dieser Funktion negativ, d. h. f"(x) < 0 ist, und entsprechend nimmt f' (x)
zu in jenen Intervallen, in denen f”(x) > 0 ist. Wir erhalten somit den Satz:

Die Kurve ist von oben konvex in jenen Teilstiicken, in denen ["(z) < 0, und
konkav tn jenen, in denen f"(x) > 0 ist. Die Wendepunkte sind diejenigen ihrer
Punkte, in denen [" (x) das Vorzeichen wechselt.

Aus diesem Satz erhalten wir durch zu fritheren analoge Uberlegungen [58]
die Regel zur Ermittlung der Wendepunkte einer Kurve: Um die Wendepunkte
einer Kurve zu finden, mufl man die Werte von x bestimmen, fir die f”(x) Null
wird oder nicht existiert und die Anderung des Vorzeichens von f"(x) beim Durch-
laufen dieser x-Werte unter Benutzung der folgenden Tabelle untersuchen :

Wendepunkt kein Wendepunkt
t'@) + - - + -—- | ++
f (@) konkav konvex konvex konkav konvex konkav

Die dem Wesen der Kriimmung einer Kurve am meisten entsprechende Vor-
stellung erhalten wir, wenn wir die Anderung des Winkels «, der von der Tan-
gente mit der x-Achse gebildet wird, bei der Bewegung lings der Kurve ver-
folgen. Von zwei Bogen der gleichen Lange 4 s ist derjenige Bogen mehr gekriimmt,
fiir den sich die Tangente um einen grofSeren Winkel dreht, d. h., fiir den der
Zuwachs A« grofler wird. Diese Vorstellungen fithren uns zum Begriff der mitt-
leren Kriimmung von 4s und der Krilmmung in einem gegebenen Punkt: Mittlere
Kriimmung des Bogens As heilt der Absolutbetrag des Verhiltnisses des Winkels
A« zwischen den Tangenten in den Endpunkten dieses Bogens und der Linge 4s
des Bogens. Der Grenzwert dieses Verhéltnisses beim Grenziibergang von As
gegen Null heiBt die Krimmung der Kurve in dem gegebenen Punkt (Abb. 77).

Ao
N

As
M

Abb. 77
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Auf diese Weise erhalten wir fiir die Kriimmung C den Ausdruck
do
ds
Es ist aber tan « die erste Ableitung y’, d. h.

C =

« = arctan ',

woraus durch Differentiation der mittelbaren Funktion arctan " nach z

”

dzx

__ Y
da—-_l_i_yrg N

folgt.
Wie wir vorhin gezeigt hatten, ist aber

ds = 4 ]/1 + y2de.

Dividieren wir do« durch ds, so erhalten wir schlieBlich fiir die Kriimmung den
Ausdruck

C=4

”

Y
L+ g7

Auf den konvexen Teilstiicken ist das Vorzeichen (—) und auf den konkaven
das Vorzeichen (+) zu nehmen, damit C einen positiven Wert bekommt.

In den Punkten der Kurve, in denen die Ableitung 3’ oder y” nicht existiert,
existiert auch keine Krimmung. In der Nihe der Punkte, in denen y” und folg-
lich die Kriimmung Null wird, éhnelt die Kurve einer Geraden. Das ist z. B. in
der Nahe der Wendepunkte der Fall.

Wir nehmen an, daBl die Koordinaten z, y der Kurvenpunkte durch die Bogen-
linge s ausgedriickt sind. In diesem Fall ist, wie wir gesehen hatten,

cos & = da sin x = dy
X = ds s X = E; .

Auch der Winkel « wird eine Funktion von s, und durch Differentiation dieser

Gleichungen nach s erhalten wir
do ' d?z da  d?y
aa—;—zl—;, COSNE—W.

Wenn wir beide Seiten dieser Gleichungen ins Quadrat erheben und addieren,
finden wir

(@) = @)+ @) oo o= () + ()

und daraus

o- VT

)
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Die zur Kriimmung reziproke GroBe % = R heiBt Krimmungsradius. Fiir ihn
haben wir auf Grund von (5) den folgenden Ausdruck:

d 1 '2)*s
d_s = :l:(—i_—?,/—)—,
44

y

R =

1
2z \2 d2y\2 ?
(W) +(z)
wobei der positive Wert der Wurzel zu nehmen ist.
Bei der Geraden ist y ein Polynom ersten Grades von z und daher y” identisch
gleich Null, d. h., lings der ganzen Geraden ist die Kriimmung gleich Null und

der Kriimmungsradius unendlich.
Bei einem Kreis vom Radius 7 haben wir offenbar (Abb. 78)

As =rAdu und R=1imA—8=r,
A

d. h., der Kriimmungsradius ist lings des ganzen Kreises konstant. Spéiter werden
wir sehen, daB nur der Kreis diese Eigenschaft besitzt.

Abb. 78 Abb. 79

Die Anderung des Kriimmungsradius ist léngst nicht so anschaulich wie die Anderung der
Tangente. Wir betrachten z. B. eine Kurve, die aus dem Abschnitt A B einer Geraden und
dem Bogen BC eines Kreises besteht, der den Abschnitt im Endpunkt B beriihrt (Abb. 79).
Auf dem Teilstiick A B ist der Kriimmungsradius gleich unendlich, auf dem Teilstiick BC
jedoch gleich dem Kreisradius r, und somit erfihrt er im Punkt B eine Unterbrechung der
Stetigkeit, obwohl sich die Richtung der Tangente dabei stetig &ndert. Durch diesen Um-
stand erkliren sich die St6Be, die Wagen in Kurven erleiden. Nehmen wir z. B. an, daB die
GroBe der Geschwindigkeit v eines Wagens ungeiéindert bleibt, so ist die Zentrifugalkraft

2
senkrecht zur Bahnkurve gerichtet und gleich m % , wobei m die Masse des bewegten Korpers

und R der Kriimmungsradius der Bahnkurve ist. Hieraus folgt, daB in den Punkten mit einer
Unstetigkeit des Kriimmungsradius auch die Zentrifugalkraft eine Unterbrechung der Stetig-
keit erleidet, was einen StoB hervorruft.
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72. Die Asymptoten. Wir gehen jetzt zur Untersuchung der ins Unendliche
verlaufenden Aste einer Kurve iiber, auf denen eine der Koordinaten = oder y
oder beide gemeinsam unbeschrankt zunehmen. Die Hyperbel und die Parabel
liefern uns Beispiele solcher Kurven.

Asymptote einer Kurve heiBt eine Gerade, fiir die der Abstand der Kurven-
punkte von dieser Geraden bei unbegrenztem Fortschreiten auf einem ins Un-
endliche verlaufenden Ast der Kurve gegen Null strebt.

Wir werden zuerst zeigen, wie man die zur y-Achse parallelen Asymptoten
einer Kurve findet. Die Gleichung einer solchen Asymptote muBl die Form

r=cC

ha.beri, wobei ¢ eine Konstante ist, und in diesem Fall mufl bei der Bewegung
auf dem entsprechenden ins Unendliche sich erstreckenden Ast z gegen ¢ und y
gegen Unendlich streben (Abb. 80). Wir erhalten somit die folgende Regel:

Alle zur y-Achse parallelen Asymptoten einer Kurve
y=1(

kann man erhalten, indem man die Werte x = ¢ ermalttelt, fiir die f(x) bei x —>¢
gegen Unendlich strebt.

Y} limfoo-00 | timfix)=oco
x—c-0 xX—C+(
0 c X
lim f(x)--k limf(x)=-00
x—c-( x—c+0 Abb. 80

Zur Untersuchung der Lage der Kurve beziiglich der Asymptote muB man das
Vorzeichen von f(x) bei linksseitigem und rechtsseitigem Grenziibergang von x
gegen ¢ bestimmen.

Wir ermitteln jetzt die Asymptoten, die nicht parallel zur y-Achse sind. In
diesem Fall muB die Gleichung der Asymptote die Form

n=af+b

haben, wobei &, 5 die laufenden Koordinaten der Asymptote sind, zum Unter-
schied von den laufenden Koordinaten z, y der Kurve.

Es sei w der Winkel, den die Asymptote mit der positiven Richtung der z-Achse
bildet, MK der Abstand eines Kurvenpunktes M (z, ) von der Asymptote und

M K, die Differenz der Ordinaten von Kurve und Asymptote fiir die gleiche
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Abszisse z (Abb. 81). Aus dem rechtwinkligen Dreieck K M K, erhalten wir

Abb. 81

X
und folglich kénnen wir die Bedingung

lim MK =0
ersetzen durch die Bedingung

lim K, M = 0. (7

Im Fall einer zur y-Achse nicht paralielen Asymptote strebt 2 bei der Be-
wegung auf dem entsprechenden ins Unendliche sich erstreckenden Ast gegen

Unendlich. Beachten wir, daB K, M die Differenz der Ordinaten der Kurve und
der Asymptote bei gleicher Abszisse ist, so kénnen wir die Bedingung (7) auch
folgendermaBen schreiben:

lim [f(z) — az — ] =0, 8)

woraus sich die Werte von @ und b ergeben miissen.
Die Bedingung (8) 148t sich in folgender Form schreiben:

limx[f(—x)—a—é-]=0.
z—>00 x x

Der erste Faktor x strebt aber gegen Unendlich, und daher mu8 der in eckigen
Klammern stehende Ausdruck gegen Null streben:

lim [ﬁx—)—a-—g]zﬁm”—x)_a’=0’

g0 | & x z—so0 &
d. h,
a = lim f(_x)
P

Wenn wir @ gefunden haben, bestimmen wir b aus der urspriinglichen Be-
dingung (8), die sich auf folgende Form bringen laBt:

b = lim [f(x) — ax].
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Fiir die Existenz einer zur y-Achse nicht parallelen Asymptote der Kurve
y =f()

18t also notwendig und hinreichend, daf x bes der Bewegung auf dem ins Unendliche
verlaufenden Ast unbegrenzt zunimmt (oder abnimmt) und daf die Grenzwerte

a=1m 1@ lim [f(e) — as]

z—>00

existieren ; die Gleichung der Asymptote wird dann
n=af+0>.

Zur Untersuchung der Lage der Kurve beziiglich der Asymptote mu man
die Grenziiberginge von z gegen -}-oo und —oo gesondert behandeln und in
beiden Féllen das Vorzeichen der Differenz

f(@) — (@ + b)

bestimmen.

Wird die Differenz positiv, so liegt die Kurve oberhalb der Asymptote, wird
sie negativ, so liegt sie unterhalb der Asymptote. Wenn jedoch diese Differenz bei
unbegrenzt zunehmendem 2 kein bestimmtes Vorzeichen beibehilt, oszilliert
die Kurve um die Asymptote (Abb. 82).

Yi

. Abb.82
0 X

—

73. Konstruktion der Bildkurve. Wir bringen jetzt ein vollstindigeres Schema
der Operationen, die man bei der Konstruktion der Kurve

y = f(x)
durchzufiihren hat, als das in [59] entwickelte.

Man muB hierzu bestimmen :

a) das Variabilititsintervall der unabhéingigen Verinderlichen x;

b) die Schnittpunkte der Kurve mit den Koordinatenachsen;

c¢) die Extrempunkte der Kurve;

d) die Konvexitit, die Konkavitit und die Wendepunkte der Kurve;
e) die Asymptoten der Kurve;

f) die Symmetrie der Kurve beziiglich der Koordinatenachsen, falls eine solche
existiert.
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Zur genaueren Bestimmung der Kurve ist es zweckmiBig, auch noch eine Reihe
von Kurvenpunkten anzugeben. Die Koordinaten dieser Punkte lassen sich unter
Benutzung der Kurvengleichung berechnen.

1. Wir zeichnen die Kurve

_ (x—3)
Y= ie—1

a) z kann in dem Intervall (—oo, oo) variieren (z == 1).

b) Fir 2 = 0 erhalten wir y = -—%; setzen wir y = 0, so erhalten wir z =3, d.h.,
die Kurve schneidet die Koordinatenachsen in den Punkten (0, —%) und (3, 0).

c) Wir bilden die erste und die zweite Ableitung:

(x—38)(x+1) 2

o1 T@=gT

Bei Anwendung der iiblichen Regel erhalten wir die Extrempunkte (3, 0), ein Mini-
mum, (—1, —2), ein Maximum.

d) Aus dem Ausdruck fir die zweite Ableitung ist ersichtlich, daB sie fir = > 1 positiv
und fiir z <1 negativ ist, d. h., im Intervall (1, oo) ist die Kurve von oben konkav
und im Intervall (—oo, 1) von oben konvex. Wendepunkte gibt es nicht, da f"(z)
das Vorzeichen nur bei z =1 dndert und diesem 2-Wert, wie wir gleich sehen werden,
eine zur y-Achse parallele Asymptote entspricht.

e) Fir 2 > 1 wird y unendlich, und die Kurve hat die Asymptote

(=) =

z=1.

Wir suchen jetzt die zur y-Achse nicht parallelen Asymptoten:

(-2
— 32 Tz
a—tim =3 gy 2/ L
7300 4@ — 1)z z500 ( 1) 4
4(1 ——
4
9
54 =
p=lim [E=3 Z] gy ZBEEO g, FE s
rooo |4@ — 1) 4| s 4z — 1) ’—’”4(1_1) g
x
d. h., eine Asymptote wird
~1,_5
V=37 T

Der Leser moge die Lage der Kurve beziiglich der Asymptote untersuchen.

f) Symmetrie beziiglich der Koordinatenachsen liegt nicht vor.
Wenn wir alle erhaltenen Daten einzeichnen, bekommen wir die Kurve (Abb. 83).

2. Wir untersuchen die Kurven
y = c(a? — 2?) (5a® — 2?) (c<0),

v = oa* — 2,
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die die Form eines schweren Balkens liefern, der sich unter dem EinfluB des Eigengewichts
durchbiegt, wobei sich die erste Kurve auf den Fall bezieht, daB sich die Enden des Balkens
frei drehen kénnen, und die zweite darauf, daB diese fest eingespannt sind. Die Gesamt-
linge des Balkens ist 2a, der Koordinatenursprung liegt in der Mitte des Balkens, und die
y-Achse ist senkrecht nach oben gerichtet.

a) Offenbar interessiert uns nur die Anderung von z im Intervall (—a, a).

b) Wenn wir z = 0 setzen, erhalten wir y = 5¢ca* und y, = ca?, d.h,, im ersten Fall
ist die Durchbiegung in der Mitte des Balkens fiinfmal so gro8 wie im zweiten. Fiir
x = 4a ist y =y, = 0, entsprechend den Enden des Balkens.

(=)
ey

-~
T

..‘]._
=T
// _2- |
|
_3- I
b\
MY
1

Abb. 83

¢) Wir bestimmen die Ableitungen
y = —4cx(3a® — 2?), Yy = —12¢(a® — 2?),
yi = —4cx(a? — 2?), y{ = —4c(a® — 32%).
In beiden Fillen existiert im Intervall (—a, a) ein Minimum bei z =0, das der

Durchbiegung in der Balkenmitte entspricht, von der wir oben sprachen.
d) Im ersten Fall ist ” > O im Intervall (—a, a), d. h., der ganze Balken ist konkav von

oben gewdlbt. Im zweiten Fall wird y{ gleich Null fir 2 = 4 V-a= und éndert dort das
3

Vorzeichen, d. h., die entsprechenden Punkte sind Wendepunkte der Kurve.

e) Ins Unendliche verlaufende Aste gibt es nicht.

f) In beiden Fillen @ndert sich die Gleichung nicht, wenn man z mit —z vertauscht,
d. h., in beiden Fillen ist die Kurve symmetrisch zur y-Achse.

In Abb. 84 sind beide Kurven dargestellt. Der Einfachheit halber wurde von uns der Fall
a =1, ¢ = —1 gewihlt; in der Praxis ist die Léange des Balkens bedeutend gréBer als seine
Durchbiegung, d. h., a ist bedeutend gréBer als ¢, so daB die Form des durchgebogenen Balkens
von der in der Zeichnung dargestellten Kurve abweicht (wie?).

Wir empfehlen dem Leser, die Wendepunkte der Kurve
y=e2

zu ermitteln und mit der Abb. 60, in der die entsprechende Bildkurve dargestellt ist, zu ver-
gleichen.



74. Parameterdarstellung einer Kurve 189

74. Parameterdarstellung einer Kurve. Bei der Ermittlung der Gleichung eines
geometrischen Ortes auf Grund seiner vorgegebenen Eigenschaft ist es nicht immer
bequem oder moglich, diese Eigenschaft direkt in Form einer Gleichung aus-
zudricken, die die laufenden Koardinaten x und y einander zuordnet. In solchen
Fillen ist es zweckmiBig, eine dritte Hilfsverdnderliche einzufiihren, durch die
man die Abszisse z und die Ordinate y eines beliebigen Punktes des geometrischen
Ortes einzeln ausdriicken kann.

Das System der beiden so erhaltenen Gleichungen

z=wm}
y =1yl

kann ebenfalls zur Konstruktion oder Untersuchung der Kurve verwendet werden,
da es fiir jeden Wert ¢ die Lage des entsprechenden Kurvenpunktes definiert.

Diese Darstellung einer Kurve heit Parameterdarstellung und die Hilfsverdnder-
liche ¢ selbst Parameter. Um die Kurvengleichung in der gew6hnlichen (expliziten
oder impliziten) Form als funktionale Abhéangigkeit, die # und y einander zu-
ordnet, zu erhalten, muBl man aus den beiden Gleichungen (9) den Parameter ¢
eliminieren; zu diesem Zweck lost man z. B. eine dieser Gleichungen nach ¢ auf
und setzt das erhaltene Resultat in die andere ein.

Mit der Parameterdarstellung einer Kurve hat man besonders oft in der Me-
chanik bei der Untersuchung der Bahnkurve eines sich bewegenden Punktes zu
tun, dessen Lage von der Zeit ¢ abhangt und dessen Koordinaten daher ebenfalls
Funktionen von ¢ sind. Durch Bestimmung dieser Funktionen erhalten wir die
Parameterdarstellung der Bahnkurve.

So ist z. B. die Parameterdarstellung des Kreises mit dem Mittelpunkt (z,, ¥,)
und dem Radius r:

z=xo+rcost,}
Y=Y+ rsint.

Wir schreiben diese Gleichungen folgendermaBen:

(9)

(10)

T — xy=rcost, Y — Yo =rsint.

Indem wir beide Gleichungen quadrieren und addieren, eliminieren wir den
Parameter ¢ und erhalten die gewdhnliche Gleichung des Kreises

@ — zo)* + (y — yo)* =12
Entsprechend ist unmittelbar einleuchtend, dal
a:=ac.ost,} (1)
y=bsint
die Parameterdarstellung der Ellipse
P
dTHE=

1
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Wir nehmen an, da8 y als Funktion von z durch die Parameterformeln (9)
definiert ist. Ein Parameterzuwachs At ruft entsprechende Anderungen Az und

Ay hervor, und wir erhalten, indem wir Zéhler und Nenner des Bruchs j—‘;/ durch
At dividieren, den folgenden Ausdruck firr die Ableitung von y nach «:
dy
Ay Aty
() =lim — =lim — = ——
y@ 50 4% a0 ﬂ @' ()
At
oder
dy _v'(t)
Y =r: 12
= o (12)

Wir bilden die zweite Ableitung von y nach «:
‘(@)
"(x) = _\dz/
y dz

Wenden wir die Quotientenregel an, so erhalten wir [50]

vy By-de—d*z-dy
Y@= (@z)°

(13)

Auf Grund von (9) ist aber
dz =¢'(t)dt, dz = ¢’(t)de2,
dy = y'(t) dt, d?y = y"(t) di2.

Wenn wir dies in (13) einsetzen und durch (dt)3 kiirzen, erhalten wir schlieBlich

y W) — ")y
y(x)=w()¢([;l(t)<]r;()w(). (14)

Wir bemerken, daB der Ausdruck y” gemaf8 Formel (13) von dem Ausdruck fiir
dieselbe Ableitung geméf3 Formel (3) aus [55] (mit » = 2)

. _ 2y
Yy =7 (15)
verschieden ist, da diese letzte Formel nur unter der Voraussetzung abgeleitet
wurde, daB = eine unabhéngige Verénderliche ist, bei der Parameterdarstellung (9)
aber ¢ diese Rolle spielt. Wenn x unabhéngige Veranderliche ist, ist d« schon als
Konstante, d. h. unabhingig von z, anzusehen [50], und es ist d*z = d(dz) =0
als Differential einer Konstanten. Dabei geht Formel (13) in (15) iber.

Haben wir die Moglichkeit, ¥’ und y” zu bestimmen, so konnen wir damit auch
die Frage nach der Richtung der Tangente der Kurve, nach der Konvexitit und
Konkavitdt usw. beantworten.
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Als Beispiel untersuchen wir die durch die Gleichung
B+ y—3azy=0 (a>0) (16)
gegebene Kurve, die ,,Descartessches (kartesisches) Blatt' genannt wird. Wir filhren den
Hilfsparameter ¢ ein, indem wir
y=tz (17)

setzen, und betrachten die Schnittpunkte der Geraden (17) mit dem veridnderlichen Richtungs-
koeffizienten ¢ und der Kurve (16). Setzen wir in die Gleichung (16) den Ausdruck fiir y aus (17)
ein und kiirzen durch a2, so erhalten wir

z = 3at
148
und Gleichung (17) liefert uns dann
__ 3at?
Y=1tre

Diese Gleichungen geben eine Parameterdarstellung des Descartesschen Blattes. Wir be-
stimmen die Ableitungen von x und y nach ¢:

Ga,(l—ta)
oy =3c Lt =30 T \2

L+ep [+ (18)
a2+ 83) — 3822 3at(2—8)
YO= T T d ey

Zur Untersuchung des Verlaufs von z und y zerlegen wir das ganze Variabilititsintervall
(— o0, o0) von ¢ in Teilintervalle, in deren Innern die Ableitungen 2’ (t) und y’ (t) das Vorzeichen
nicht éndern und nicht Unendlich werden. Hierzu dienen die Werte

1 3=
t=—1,0, o und 2,
F)

fir die diese Ableitungen Null oder Unendlich werden. Die Vorzeichen von &’ (t) und y’(¢)
lassen sich im Innern dieser Intervalle ohne Schwierigkeit auf Grund der Formel (18) be-
stimmen; nachdem wir die Werte von # und y in den Intervallendpunkten berechnet haben,
erhalten wir damit die Tabelle

Intervall ¢ | 2/(t) | ¥'(¢) x y
(— o0, —1) + — nimmt zu von 0 bis co nimmt ab von 0 bis — co
(—1,0) + — nimmt zu von — oo bis 0 nimmt ab von oo bis 0
3 3
(O, #) + + nimmt zu von 0 bis }/ﬁ nimmt zu von 0 bis } 2a
2

(3—1 , s}/E — + nimmt ab von m bis i/ﬂ nimmt zu von m bis m
V2

: R— 3
(a 2, oo) — — nimmt ab von } 2a bis 0 nimmt ab von }4a bis 0
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Im Einklang mit diesem Schema erhalten wir die in Abb. 85 dargestellte Kurve.
Zur Berechnung des Richtungskoeffizienten der Tangente benutzen wir die Formel

_ye _ =8
70, (l_ta)
2

Wir beachten, daB z und y fiir £ =0 und ¢ = oo Null werden, d. h., die Kurve @ber-
schneidet sich im Koordinatenursprung, wie aus der Abbildung ersichtlich ist. Die Formel (19)
liefert uns

y@)=20 far t=0,

L(E_l)
(@) =lim 2=y 2V

l—»oo2 —l——ts _t—>oo L—l
2 2¢3

d. h., von den beiden Asten der Kurve, die sich im Koordinatenursprung schneiden, beriihrt

der eine die z-Achse und der andere die y-Achse.

YA

Y (@) . (19)

= 00 fiir t = o0,

A

AN Abb. 85

Strebt ¢ gegen —1, so streben z und y gegen Unendlich; die Kurve besitzt also einen ins
Unendliche verlaufenden Ast. Wir bestimmen die Asymptote:

. . . . 3at*(1 +3)
Richtungskoeffizient der Asymptote = lim £ — lim oo - T _
ichtungskoeffizient der Asymp zi»nolo x ‘_1111 32t + )

. . 3at® 4 3at . 6at 4 3a
b=lim(y+2)=1lim ————— =lim ——— = —aqa,
¢-—>—1(y ) t>-1 148 t—>—1 342

d. h., die Gleichung der Asymptote wird
y=—z—a oder z+y+a=0.
75. Die van-der-Waalssche Gleichung. Wenn man annimmt, daB ein Gas genau den

Gesetzen von BoYLE-MARIOTTE und Gay Lussac folgt, ergibt sich bekanntlich die folgende
Abhiingigkeit zwischen dem Gasdruck p, dem Gasvolumen v und der absoluten Temperatur 7'

pv = RT,

wobei R ein und dieselbe Konstante fiir alle Gase ist, wenn man ein ,,Grammolekiil*‘ (Mol)
betrachtet, d. h. die Anzahl Gramm des Gases, die gleich seinem Molekulargewicht ist.



75. Die van-der-Waalssche Gleichung 193

Dasg Verhalten der realen Gase entspricht der angegebenen Abhiingigkeit nicht genau, und
von VAN DER WaarLs wurde eine andere Formel angegeben, die die Verhéltnisse sehr viel
genauer wiedergibt. Diese Formel sieht folgendermaBen aus:

a
(p+ —) (v—b) = RT,
v
. wobei a und b positive, fiir verschiedene Gase unterschiedliche Konstanten sind.

Losen wir diese Gleichung nach p auf, so erhalten wir

i, (20)

v—>b v2

p=|

Es soll die Abhingigkeit der Gré8e p von v untersucht werden, wobei wir 7' als konstant
ansehen, d. h. den Fall der isothermen Zustandsiénderung des Gases betrachten. Die erste
Ableitung von p nach v lautet

dp ___RT 20 _ 1 2a(v — b)?
dv (v —b)p ¥ (v— b)? U
Wir werden nur die Werte v > b betrachten. Was die physikalische Bedeutung dieser
Bedingung und der sich ergebenden Kurven anbelangt, so verweisen wir den Leser auf die
Physiklehrbiicher.
Durch Nullsetzen der Ableitung erhalten wir die Gleichung
2a(v — b
rad
Wir untersuchen die Anderung der linken Seite dieser Gleichung, wenu v von b bis co

variiert, und bestimmen zu diesem Zweck ihre Ableitung nach v, wobei wir beachten, daB das
Produkt R T voraussetzungsgemif konstant ist:

2a(v — b)*] 2a 2(v — b) v® — 32 (v — b)? __ 2a(v — b) (v — 3b)
v - 8 v )
Hieraus ist ersichtlich, daB diese Ableitung fiir b < v < 3b positiv und fiir v > 3b negativ
ist, d. h., die linke Seite der Gleichung (22) nimmt im Intervall (b, 3b) zu und bei weiterer Ver-
groBerung von v ab. Sie erreicht daher bei » = 3b ein Maximum, und dessen Ordinate ist
Sa _
27b
Durch direktes Einsetzen iiberzeugt man sich auch leicht, da8 die linke Seite der Gleichung

(22) fir v =5 und v= 400 in —RT iibergeht und folglich negativ wird. Wenn das
gefundene Maximum ebenfalls negativ, d. h., wenn
8a

rT> 32
T

- RT] . (1)

RT =0. 22)

ist, bleibt die linke Seite der Gleichung (22) stéindig negativ, und in diesem Fall ersieht man

aus dem Ausdruck (21), daB die Ableitung v stets negativ ist, d. h., » nimmt mit wachsen-
dem v ab. dv
Wenn dagegen
8a

rT < 32
<2

13 Smirnow I
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ist, erreicht die linke Seite der Gleichung (22) ein positives Maximum fiir v = 35, und die
Gleichung (22) hat eine Wurzel v; im Intervall (b, 3b) und eine zweite Wurzel v, im Intervall
{35, 00). Beim Durchgang von v durch den Wert v, geht die linke Seite der Gleichung (22) und

folglich z—p von negativen zu positiven Werten iiber, d. h., diesem Wert von v entspricht ein
v

Minimum von p. Genauso iiberzeugen wir uns, daB dem Wert v = v, ein Maximum von p
entspricht.
Ist schlieBlich

RT = —, 23
27b (23)

8o wird das Maximum der linken Seite der Gleichung (22) gleich Null, die Werte v = v; und
v = v, fallen in den einen Wert v = 3b zusammen; beim Durchgang durch diesen Wert be-

halten die linke Seite der Gleichung (22) und ‘;—f, das Minuszeichen bei, d. h., p nimmt mit

wachsendem v stindig ab, und dem Punkt v = 3b entspricht der Wendepunkt K der Kurve.
Die diesem Wendepunkt entsprechenden Werte v = vg, p = px sowie der aus der Be-

Pi
so-
801 K

o
s0f

o

5ot o

31°

N 2°

40 °
3o
20F
0r

1 ] 1 | I— I 1 1 1 1 - Abb-86
ol 123 45678910V

dingung (23) sich bestimmende Wert der Temperatur 7' = Ty heiBen kritisches Volumen,
kritischer Druck bzw. kritische Temperatur des Gases. In Abb. 86 ist die Form der Kurven
angegeben, die diesen drei betrachteten Fillen entsprechen.

'76. Singuliire Kurvenpunkte. Wir betrachten die Gleichung einer Kurve in der impliziten
Form
F(z,9) = 0. (24)
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Der Richtungskoeffizient der Tangente einer solchen Kurve wird bestimmt nach der
Formel [69]

yr = — F:(z’ .'I)
Fy(z, y) ’

wobei z, y die Koordinaten des Berihrungspunktes sind.

Wir betrachten den speziellen Fall, in dem F (2, y) eine ganze rationale Funktion (Polynom)
von z und y ist. Dann heiBt die Kurve (24) algebraisch. Die partiellen Ableitungen F,(z, y)
und F,(z, y) haben bestimmte Werte, wenn an Stelle von z und y die Koordinaten eines
beliebigen Punktes M der Kurve (24) eingesetzt werden, und die Gleichung (25) liefert uns in
allen Fillen einen bestimmten Richtungskoeffizienten der Tangente, auBer wenn die Ko-
ordinaten des Punktes (z, y) die partiellen Ableitungen F_(z, y) und F(z, y) gleichzeitig zu
Null machen. Ein solcher Punkt M heit singulirer Punkt der Kurve (24).

Singuldrer Punkt der algebraischen Kurve (24) wird ein Punkt genannt, dessen Koordinaten
der Gleichung (24) und den Gleichungen

(25)

Fz(z9) =0, Fylx,y)=0 (26)
geniigen.
Fir die Ellipse
= 9
e Tt

liefert uns die Bedingung (26) = = y = 0; aber der Punkt (0, 0) liegt nicht auf der Ellipse und
daher besitzt die Ellipse keine singuliren Punkte. Dasselbe 148t sich auch fiir Hyperbel und
Parabel feststellen.

Bei dem Descartesschen Blatt

2+ 4y —3azy=0
haben die Bedingungen (26) die Form
322 —3ay =0 und 3y? — 3az =0,

und es ist unmittelbar ersichtlich, daB der Koordinatenursprung (0, 0) ein singulirer Punkt
der Kurve ist. Bei der Untersuchung des Descartesschen Blattes hatten wir gezeigt, daB sich
die Kurve im Koordinatenursprung iiberschneidet und die zwei Kurveniste, die sich in
diesem Punkt schneiden, dort verschiedene Tangenten haben: fiir den einen Ast ist die z-Achse,
fiir den anderen die y-Achse Tangente. )

Ein singularer Punkt, in dem sich verschiedene Aste der Kurve so schneiden, da8 jeder Ast
seine besondere Tangente hat, heit ein Doppelpunkt (Knotenpunkt) der Kurve.

Somit ist der Koordinatenursprung Doppelpunkt des Descartesschen Blatts.

Wir werden bei den folgenden Beispielen noch einige Typen von singuliren Punkten
algebraischer Kurven angeben.

1. Wir betrachten die Kurve
Y¥—a*=0 (2>0),

semikubische Parabel (Neilsche Parabel) genannt. Es ist leicht zu bestitigen, da8 die Ko-
ordinaten 0, 0 die linke Seite dieser Gleichung sowie ihre partiellen Ableitungen nach x und y
zum Verschwinden bringen, und folglich ist der Koordinatensprung ein singulirer Punkt
der Kurve. Zur Untersuchung der Kurvenform in der Nahe dieses singuliren Punktes

13*
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konstruieren wir die Kurve. Thre Gleichung in expliziter Form wird

y= tVass.

Zur Konstruktion der Kurve geniigt es, jenen Teil der Kurve zu untersuchen, der dem
Vorzeichen (4) entspricht, weil das dem Minuszeichen entsprechende Kurvenstiick sym-
metrisch zu dem ersten beniiglich der 2-Achse wird. Aus der Gleichung ist ersichtlich, da8 z
nicht negativ sein kann und daB y von 0 bis oo wichst, wenn z von O bis oo zunimmt.

Wir bestimmen die erste und die zweite Ableitung:

3ya
nra

Fir =0 ist auch ¥ =0, und nachdem wir festgestellt haben, daB z nur durch
positive Werte gegen Null streben kann, kénnen wir behaupten, daB die z-Achse eine
rechtsseitige Tangente der Kurve im Koordinatenursprung ist. AuBerdem ist ersichtlich,
daB fiir das untersuchte Kurvenstiick ¥” in dem Intervall (0, oo) stindig positiv ist, d. h.,
dieses Stiick ist von oben konkayv.

In Abb. 87 ist die untersuchte Kurve (fir a = 1) dargestellt. Im Koordinatenursprung
treffen sich zwei Kurveniiste, ohne sich weiter fortzusetzen; die beiden Aste haben dabei im
Treffpunkt ein und dieselbe Tangente und liegen auf verschiedenen Seiten dieser Tangente.
Ein solcher Punkt heiBt Rickkehrpunkt erster Art (Spitze).

3
y’=§'}/a-;r !/’=

Abb. 87

2. Wir betrachten die Kurve
({y — 222 — 25 =0.

Es ist leicht nachzupriifen, daB der Koordinatenursprung ein singuléirer Punkt der Kurve
ist. Die Gleichung der Kurve wird in expliziter Form

y =2+ Va5

Aus dieser Gleichung ist ersichtlich, daB 2 von 0 bis oo variieren kann. Wir bestimmen
die Ableitungen erster und zweiter Ordnung:

5
V=2 31F, y=2:21Vz
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und untersuchen die beiden Aste, die dem Pluszeichen bzw. dem Minuszeichen entsprechen,
einzeln.

Wir bemerken zunéchst, daB in beiden Fillen fir # = 0 auch y’ = 0 wird und ebenso
wie im vorigen Bexsplel die z-Achse eine rechtsseitige Tangente beider Aste wird.

Untersuchen wir beide Aste nach der iblichen Methode, so erhalten wir die folgenden
Resultate: Fir den ersten Ast wichst y von 0 bis 0o, wenn z von 0 bis co zunimmt, und die
Kurve ist konkav; auf dem zweiten Ast gibt es einen Extrempunkt (Maximum) bei z = g,
einen Wendepunkt bei « = 2%% und einen Schnittpunkt mit der z-Achse bei = 1.

Unter Beriicksichtigung aller Angaben erhalten wir die in Abb. 88 dargestellte Kurve.

YA
051
) ) % X
-g5f
(y-x4%-x°-0
Abb. 88

Im Koordmatenursprung treffen sich die zwei Kurveniiste, ohne sich weiter fortzusetzen,
wobei beide Aste im Treffpunkt ein und dieselbe Tangente haben und in der Nihe des
singuldren Punktes auf einer Seite dieser Tangente liegen. Ein solcher singuldrer Punkt wird
Riickkehrpunkt zweiter Art (Schnabelspitze) genannt.

3. Wir untersuchen die Kurve
y:—axt 4+ 28 =0.

Der Koordinatenursprung ist ein singuldrer Punkt der Kurve. Die Kurvengleichung in
expliziter Form lautet

y= &4 2*y1 — 22,

Die Kurvengleichung in impliziter Form enthdlt nur gerade Potenzen von z und y, und
daher sind die Koordinatenachsen Symmetrieachsen der Kurve; man braucht deshalb nur
das Kurvenstiick zu untersuchen, das positiven Werten von z und y entspricht. Aus der
Kurvengleichung in expliziter Form ist ersichtlich, daB « von —1 bis 1 variieren kann.

Wir beschrinken uns auf die Berechnung der ersten Ableitung:

,_ 2(2—3a%
¥1— 22

Fir « =0 ist auch y =y = 0, d.h., im Koordinatenursprung fallt die Tangente mit
der z-Achse zusammen; fir x =1 ist y =0 und ¥ = oo, d.h., im Punkt (1, 0) ist die
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Tangente parallel zur y-Achse. Nach den iiblichen Regeln finden wir, daB die Kurve einen

Extrempunkt bei 2 = % besitzt.

Beriicksichtigen wir alles Gesagte und speziell die Symmetrie der Kurve, so erhalten wir
die in Abb. 89 dargestellte Kurve. Im Koordinatenursprung berithren sich die zwes Kurven-

y‘?- x*+xB= Y4

Abb. 89

dste, die dem Vorzeichen (+) bzw. (—) vor der Wurzel entsprechen. Ein solcher singulirer
Punkt heit Berikrungspunkt.

4. Wir untersuchen die Kurve
¥ —22(x—1)=0.

Der Koordinatenursprung ist ein singulirer Punkt. Die explizite Kurvengleichung
lautet -

y=+ VP& — 1.

Da der Ausdruck unter der Wurzel nicht negativ sein darf, kénnen wir sagen, daBl 2
entweder = 0 oder =1 sein muB.
Fir 2 =0 ist auch y = 0. Wir untersuchen jetzt den Kurvenast, der dem Pluszeichen
entspricht. Wenn z von 1 bis oo zunimmt, wichst y von 0 bis oco.
Aus dem Ausdruck der ersten Ableitung
3z — 2

’

“2Vx—1

ist ersichtlich, daB y’ fiir # — 1 gegen oo strebt, d. h., im Punkt (1, 0) ist die Tangente
parallel zur y-Achse. Der zweite dem Minuszeichen entsprechende Kurvenast liegt sym-
metrisch zu dem untersuchten in bezug auf die z-Achse. Ziehen wir dies alles in Betracht,
so erhalten wir die in Abb. 90 dargestellte Kurve. Im vorliegenden Fall befriedigen die
Koordinaten des Punktes O (0, 0) die Kurvengleichung, aber es gibé keine weiteren Kurven-
punkte in seiner Ndhe. In diesem Fall wird der singulire Punkt ein t¢solierter Punkit
enannt.
& Mit den oben angefithrten Typen singulirer Punkte erschoépfen sich alle méglichen Fille
von singuliren Punkten einer algebraischen Kurve; doch kann es vorkommen, daB in
einem gewissen Punkt einer algebraischen Kurve mehrere singulire Punkte von gleichem
oder verschiedenem Typus zusammenfallen. Die nicht algebraischen Kurven heiBen trans-
zendent.

Wir stellen dem Leser anheim, zu zeigen, da der Gleichung

y=zlogz
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die in Abb. 91 dargestellte Kurve entspricht. Der Koordinatenursprung ist Endpunkt der
Kurve.

Abb. 90 Abb. 81

77. Kurvenelemente. Wir bringen die Grundformeln, die mit dem Begriff der
Tangente einer Kurve und der Kriimmung zusammenhédngen, und fiihren noch
einige neue Begriffe im Zusammenhang mit dem Begriff der Tangente ein.

Wenn die Kurvengleichung die Form

y=/(=) (27)

hat, ist der Richtungskoeffizient der Tangente die Ableitung /' (z) von y nach =z,
und die Tangentengleichung kann in der folgenden Form geschrieben werden:

Y—y=yX—2 (¥ =FfE), (28)

wobei z, y die Koordinaten des Berithrungspunktes und X, ¥ die laufenden Ko-
ordinaten der Tangente sind. Normale der Kurve im Kurvenpunkt (z, y) wird die
Gerade genannt, die in diesem Punkt senkrecht auf der Tangente im gleichen
Punkt steht. Bekanntlich sind die Richtungskoeffizienten senkrecht aufeinander-
stehender Geraden der Groe nach reziprok und dem Vorzeichen nach entgegen-

gesetzt, d. h., der Richtungskoeffizient der Normalen wird —1% , und die Glei-

chung der Normalen 148t sich folgendermaflen schreiben:

Y—y=— (X2
bzw.
(X —2)+y (Y —y)=0. (29)

Es sei M ein gewisser Punkt der Kurve, 7' und N die Schnittpunkte der Tangente
bzw. Normalen der Kurve im Punkt M mit der z-Achse, @ der FuBpunkt des vom
Punkt M auf die z-Achse gefillten Lotes (Abb. 92). Die auf der z-Achse liegenden

Abschnitte QT und QN heiBen Subtangente bzw. Subnormale der Kurve im
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Punkt M, und diesen Abschnitten entsprechen bestimmte positive oder negative
Werte, je nach der Richtung dieser Abschnitte auf der z-Achse. Die Langen der
Abschnitte M T und M N heiBlen Linge der Tangente bzw. Linge der Normalen
der Kurve im Punkt M, wobei wir diese Langen immer positiv rechnen werden. Die
Abszisse des Punktes @ ist offenbar gleich der Abszisse x des Punkts M. Die

Y1r

. Abb.92
o0 N Q T X

Punkte T und N sind die Schnittpunkte der Tangente bzw. Normalen mit der
x-Achse, und daher mufl man zur Bestimmung der Abszissen dieser Punkte in der
Gleichung der Tangente' bzw. Normalen Y = 0 setzen und die erhaltenen
Gleichungen nach X auflésen. Wir erhalten auf diese Weise fiir die Abszisse des

Punktes T' den Ausdruck z — !% und fir die Abszisse des Punktes N den Aus-

druck z + yy’. Die Lange der Subtangente und der Subnormalen ist jetzt leicht
zu bestimmen:

A7 — O — A0 Y Y
QT =0T —-0Q=2— 2 —x=—2,
y y (30)
QN=0N—-0Q=x+yy —z=yy'.
Aus den rechtwinkligen Dreiecken M Q7T und M@ N kann man jetzt die Lange der
Tangente und der Normalen ermitteln:

| 37| = VH@ 2T = |y + L= 2 LT
| IR = VHQ + QN = VP vy = £y V1 + 4%,

wobei das Vorzeichen so zu wéahlen ist, dafl die Ausdriicke auf der rechten Seite
positiv werden.
Wir rufen uns noch die Formel fiir den Kriimmungsradius ins Gedachtnis [71]:

1 '2)%/s
(__—l—”y_) . (32)
y
Bezeichnen wir die Linge der Normale mit », so erhalten wir aus der zweiten
der Formeln (31)

ar—T n
1 '2= —_—
1+y o

@1

R=+



78. Die Kettenlinie 201

und wenn wir diesen Wert von }1 4 y'2 in die Formel (32) einsetzen, erhalten
wir noch den folgenden Ausdruck fiir den Kriimmungsradius:

n3
y3 yll .

Ist die Kurve in der Parameterform

R=+ (32,)

z=9(t), y=my()

gegeben, so lassen sich die erste und die zweite Ableitung 3’ und y” von y nach x
durch die Formeln [74] ausdriicken:

y = dy _v'() y = d*ydx —d*xdy " ()¢’ (t) —¢"(t)y'(t)
dz  ¢'(t)’ (dx)® lo" O

Insbesondere erhalten wir durch Einsetzen dieser Ausdriicke in (32) die folgen-
den Darstellungen des Kriitmmungsradius:

(de® +dy?)'r | {[gOF + W @OP) | ds

(33)

Bt e —dady Ty 0e O —vOvy® T Y
wobei « der Winkel ist, der von der Tangente mit der z-Achse gebildet wird.
Wenn die Kurve implizit gegeben ist durch
F(z,y) =0,
erhalten wir auf Grund der Formel (25) die folgende Tangentengleichung:
F:(@,9) (X —2) + Fy(z,y) (Y —y) = 0. (35)

78. Die Kettenlinie. Kettenlinie wird die Kurve genannt, die bei entsprechender Wahl
der Koordinatenachsen die Gleichung

z _z
y=§(e“+e ) (@> 0)

besitzt.

Diese Kurve liefert die Gleichgewichtsform eines schweren Seils, das an den beiden Enden
aufgehiingt ist. Sie ist leicht nach den in [78] angegebenen Regeln zu konstruieren, und ihre
Form ist in Abb. 93 dargestellt. Wir bestimmen die erste und zweite Ableitung von y:

(=2 -z
yl=§(ea_c ﬂ),

1 (z x)
” o -y Yy
= —\eo e o) =2,
y 2a + a?

und daraus folgt

= - Iy 2z _%= z _z\2
1+y;z=l+(e“—e a)=4+ea_2_|_e a_(e“—}—e a) yz
4




202 I1. Begriff der Ableitung und seine Anwendungen

Setzen wir diesen Ausdruck fiir 1 4 y" in die zweite der Formeln (31) ein, so erhalten wir
fiir die Liinge der Kurvennormalen

d. h., der Krimmungsradius der Kettenlinie sst gleich der Linge der Normalen MN. Fir z =0
nimmt die Ordinate y der Kettenlinie den kleinsten Wert y = a an; der entsprechende
Punkt A heift ihr Scheitelpunkt.

Y4
M
AL
1y
N o~ Abb.93
o MmQ N X

In der Abbildung sind noch einige Hilfslinien angegeben, die wir spiter benstigen. Ver-
tauscht man z mit —z, so dndert sich die Gleichung der Kettenlinie nicht, d. h., die y-Achse ist
Symmetrieachse der Kettenlinie.

79. Die Zykloide. Wir stellen uns eine Kreisfliche mit dem Radius a vor, die ohne zu
gleiten auf einer festen Geraden abrollt. Der geometrische Ort, der bei einer derartigen Be-
wegung von einem Punkt M des Umfangs der Kreisfliche beschrieben wird, heiSt Zykloide.

Wir nehmen die Gerade, auf der die Kreisfliche abrollt, als z-Achse; als Koordinaten-
ursprung wihlen wir die Ausgangslage des Punktes M, wenn der Kreisumfang in ihm die
2-Achse beriihrt, und bezeichnen mit ¢ den Wilzwinkel des Kreises. Ferner bezeichnen wir mit

Abb. 94

q N o

C den Mittelpunkt des Kreises, mit N den Beriihrungspunkt des Kreises mit der z-Achse in
einer gewissen Stellung, mit @ den FuBpunkt des vom Punkt M auf die z-Achse gefillten Lotes
und mit R den FuBpunkt des Lotes, das vom Punkt M auf den Durchmesser N N, des Kreises
gefillt ist (Abb. 94).
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Weil der Kreis ohne zu gleiten rollt, also
ON = Bogen NM = at

ist, kénnen wir die Koordinaten des Punktes M, der die Zykloide beschreibt, ausdriicken
durch den Paramter ¢t = <X NCM:

2=0Q=0N—QN =at —asint =a(t — sint),
y=QM =NC —RC=a—acost=a(l — cost).

Dies ist die Parameterdarstellung der Zykloide.

Wir bemerken zuniichst, daB man die Anderung von ¢ nur im TIntervall (0, 2s), das einem
vollen Umlauf des Kreises entspricht, zu betrachten braucht. Nach diesem vollen Umlauf fillt
der Punkt M wieder mit dem Berithrungspunkt O’ von Kreis und z-Achse zusammen, jedoch
ist er um die Strecke 00’ = 2na weitergeriickt. Das Kurvenstiick, das sich bei der weiteren
Bewegung ergibt, wird identisch mit dem Bogen OO’; es entsteht durch Verschiebung dieses
Bogens um die Strecke 27za nach rechts. Wir berechnen jetzt die erste und zweite Ableitung
von z und y nach ¢:

% =¢'(t) = a(l — cost), %—w(t)—asmt

(36)
a2 z dﬂy ”
T = ¢"(t) = asint, ﬁ=|p (t) = acost.

Der Richtungskoeffizient der Tangente wird nach der ersten der Formeln (33)

ot ¢
. 2 sin — cos —
, asint 2 2 t
y = = = cot —.
a(l — cost)

2 sin? £

Dieser Ausdruck fithrt auf ein einfaches Verfahren zur Konstrukiion der Tangente an die
Zykloide. Wir verbinden den Punkt N; mit dem Kurvenpunkt M Der Winkel M N, N ist

ein Peripheriewinkel iiber dem Bogen N.M = ¢ und folglich glelch — . Aus dem rechtwinkligen
Dreieck R M N, erhalten wir (Abb. 94)

n t t t
XRMN, =3 — =, tanX RMN,=ten (g _5) = oot .

Vergleichen wir diesen Ausdruck mit dem Ausdruck fiir ', so sehen wir, daB die Gerade
M N, die Tangente der Zykloide ist, d. h.:

Um die Tangente der Zykloide tm Kurvenpunkt M zu konstruieren, geniigt es, diesen Punkt
mit dem Endpunkt N, desjenigen Durchmessers des abrollenden Kreises zu verbinden, dessen
anderer Endpunkt der Berihrungspunkt der Kreislinie mit der x- Achse ist.

Die Gerade M N, die den Punkt M mit dem anderen Endpunkt des eben erwiihnten Durch-
messers verbindet, steht senkrecht auf der Geraden M N,, da der Winkel N, M N ein Peri-
pheriewinkel iiber dem Durchmesser ist, und daher ist die Gerade M N eine Normale der

Zykloide. Die Linge der Normalen n = M N bestimmt sich unmittelbar aus dem recht-
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winkligen Dreieck Ny M N :
n = 2a sin £ .
2
Den Kriummungsradius der Zykloide erhalten wir, indem wir die Formel (34) und die Aus-

driicke (36) benutzen:

[a2(1 — cost)? + a?sin? {]'/s _, a(2—2cost)h

R = et
acost-a(l —cost) —asint-asint cost — 1

|~

=a-2'i(1 — cost)'/r = 4a sin

>

&

In dem letzten Ausdruck lassen wir nur das Pluszeichen stehen, da ¢ fiir den ersten Zykloiden-
bogen im Intervall (0, 2x) liegt und sin % daher nicht negativ werden kann.

Vergleichen wir diesen Ausdruck mit dem Ausdruck fiir die Linge n der Normalen, so
finden wir R = 2n, d. h., der Krimmungsradius der Zykloide ist gleich der doppelten Linge der
Normalen (MC, in Abb. 94).

Wirde der Punkt M, der die Zykloide beschrieben hatte, nicht auf dem Umfang der Kreis-
fliche, sondern innerhalb oder auBerhalb derselben liegen, so wiirde er beim Abrollen der

Abb. 95
Y
C
—_—— K_. —_—t M ——
NG
- b.
g ox

Kreisfliche eine Kurve beschreiben, die als gestreckte (verkiirzte) bzw. verschiungene (ver-
lingerte) Zykloide bezeichnet wird (bisweilen nennt man diese beiden Kurven auch Trockoiden).

Wir bezeichnen mit s den Abstand C M des Punkts M vom Mittelpunkt der abrollenden
Kreisfliche. Die uibrigen Bezeichnungen behalten wir bei. Zuerst wihlen wir % < a, nehmen
also an, daB der Punkt M im Innern des Kreises liegt (Abb. 95). Der Abbildung entnehmen wir
unmittelbar

x=0Q =0N — QN = at — hsint, y=QM =NC — RC =a — hcost.
Fiir A > a werden die Gleichungen dieselben, die Kurve nimmt jedoch die in Abb. 96 dar-
gestellte Form an.

§80. Epizykloiden und Hypozykloiden. Rollt die Kreisfliche, mit deren Umfang der
Punkt Af fest verbunden ist, nicht auf der Geraden O X, sondern auf einer festen Kreislinie ab,
so ergeben sich zwei groBe Klassen von Kurven: die Epizykloiden, wenn die abrollende Kreis-
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fliche auBerhalb der festen gelegen ist; die Hypozykloiden, wenn die abrollende Kreisfliche
innerhalb der festen liegt.

Wir leiten die Gleichung der Epizykloiden her. Dazu legen wir den XKoordinatenursprung in
den Mittelpunkt des festen Kreises; die z-Achse legen wir in die Richtung der Geraden, die
diesen Mittelpunkt O mit dem Punkt K verbindet, der die Anfangslage des Punkts M darstellt,
wenn sich beide Kreise in diesem Punkt beriihren. Wir bezeichnen mit dem Buchstaben a den

Yi

o ———

Ve ~

D)
x
o

Abb. 97

Radius des abrollenden Kreises, mit b den Radius des festen Kreises und nehmen als Parameter?
den Winkel, den der zum Berithrungspunkt der Kreise hin gezogene Radius ON des festen
Kreises mit der z-Achse bildet, wenn sich der bewegliche Kreis um den Winkel p= X NCM
gedreht hat (Abb. 97).

Weil das Abrollen des Kreises ohne Gleiten vor sich geht, konnen wir schreiben

Bogen KN = Bogen N M,

d.h,

bt = agp, q::b—t.
a

Der Zeichnung entnehmen wir unmittelbar

#=0Q=0L+ LQ =0C cos x KOC — CM cos $xSMC

=(a+b)cost——acos(t+qa)=(a+b)cost—aoosa+bt,
(37)
y=QM =LC — RC=0Csin XKOC — CMsin xSMC
=(a+ b)sint —asin(t + ¢) = (@ + d)sint — a sin ﬂt.
a

Die Kurve besteht aus einer Reihe gleicher Bogen, von denen jeder einem vollen Umlauf
des beweglichen Kreises entspricht, d. h. einer VergroBerung des Winkels ¢ um 25 und des
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Winkels { um 2a7z/b. Somit entsprechen die Endpunkte dieser Bogen den Werten

2an 4dan 2pan
=0, —, T ey Pb ’

b b

Damit wir irgendwann wieder zum Anfangspunkt K der Kurve gelangen, ist notwendig und
hinreichend, da8 einer von diesen Endpunkten mit K {#bereinstimmt, d. h., da es ganze
Zahlen p und q gibt, die der Bedingung

21’%’ = 2qn
geniigen, da dem Punkt K eine gewisse Zahl ganzer Umldufe um den Punkt O entspricht. Die
vorstehende Bedingung kann folgendermaBien geschrieben werden:

ol e
I
LS J [N

Solche Zahlen p und g existieren dann und nur dann, wenn a und b, also die Radien, kom-

mensurabel sind ; anderenfalls jedoch ist das Verhiltnis 2 eine irrationale Zahl und kann nicht
gleich dem Verhiltnis zweier ganzer Zahlen werden.

Hieraus folgt, daB die Epizykloide dann und nur dann eine geschlossene Kurve darstellt,
wenn die Radien des beweglichen und des festen Kreises kommensurabel sind; anderenfalls
ist die Kurve nicht geschlossen, und wenn man von einem Punkt K ausgeht, wird man niemals
mehr in ihn zuriickkehren.

Diese Bemerkung bezieht sich auch auf die Hypozykloiden (Abb. 98), deren Gleichung aus der-
jenigen der Epizykloiden durch einfaches Vertauschen von a mit — a erhalten werden kann:

:l:=(b—a)cost+acosb—_gt, y=(b—a)sint—asinb—at. (38)
a
Yi
- ~.

/ C

/ M

[ t Abb. 98
\ { 0 - X

Wir erwithnen noch einige Spezialfille. Ist z. B. bei der Epizykloide b = a, d. h., sind die
Radien des festen und des beweglichen Kreises gleich, so erhalten wir eine Kurve, die aus
einem einzigen Zweig besteht (Abb. 99); und wenn wir in (37) b = a setzen, finden wir fiir die
Gleichung dieser Kurve

z = 2a cost — a cos 2¢, y = 2asint — a sin 2¢.

Diese Kurve wird Kardioide (oder Herzlinie) genannt.
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Wir bestimmen den Abstand r der Kurvenpunkte M (2, ) vom Punkt K mit den Koordi-
naten (a, 0) und bringen hierzu die Ausdriicke fir # — a und y auf eine bequemere Form:

2 —a=2acost —a(cos®t — sin’*t) — a = 2a cos{ — 2a cos*¢
= 2acost(l — cost),
= 2asint — 2asint cost = 2a sin ¢(1 — cos t),

woraus

r=|KM| =} — a)®+ y® = V4a? cos? t(1 — cost)® + 4a?sin®t(1 — cos t)?

= 2a(1 — cost)

folgt.
Die Differenz 2 — a und y sind Projektionen der Strecke KM auf die z- bzw. y-Achse.

Aus den oben abgeleiteten Ausdriicken ist aber ersichtlich, daB 2 — @ und y gleich dem
Produkt der Linge des Abschnitts X3 mit cos ¢ bzw. sin ¢ sind. Wir kénnen daher behaupten,
daB die Strecke KM den Winkel ¢ mit der positiven Richtung der z-Achse bildet, d. h. parallel

Abb. 99

zum Radius OV ist. Dieses Resultat wird fir uns im folgenden bei der Herleitung der Regel
firr die Konstruktion der Tangente an die Kardioide wichtig sein. Wir fithren den Winkel
6 =n —1 ein, der von der Strecke KM mit der negativen Richtung der 2-Achse gebildet
wird. Fir r erhalten wir dann

r = 2a(1 + cos 0).

Diese Gleichung ist die Kardioidengleichung in Polarkoordinaten. Wir werden diese Kurve
eingehender untersuchen, wenn wir die Darstellung von Kurven in Polarkoordinaten behandeln
werden. .

Wir erwithnen jetzt einige Spezialfille der Hypozykloide. Setzen wir in den Gleichungen (38)
b = 2a, so erhalten wir

z=2acost=>bcost, y=0,

d. h., wenn der Radius des festen Kreises doppelt so groB ist wie der Radius des beweglichen,
bewegt sich der Punkt M auf einem Durchmesser des festen Kreises.
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Es sei jetzt b = 4a. In diesem Fall besteht die Hypozykloide aus vier Bogen (Abb. 100)
und heiBt Astroide. Die Gleichungen (38) liefern uns firr b = 4a

x=3acost -} acos3t=3acost -} a(4cos®t — 3cost) =4acosdt=boos®t,
y=3asint —asin3t = 3asint —a(3sint — 4sin®t) = 4asin®¢t = bsin®s.

Eliminieren wir den Parameter ¢, indem wir beide Seiten der Gleichungen mit %/; potenzieren
und die erhaltenen Gleichungen gliedweise addieren, so erhalten wir die Gleichung der Astroide
in der impliziten Form

z'l y'l: = b*ls.
81. Die Kreisevolvente. Kreisevolvente heiBt die Kurve, die das Ende M eines biegsamen
Fadens beschreibt, der, im Punkte 4 beginnend, nach und nach von einem festen Kreis mit

dem Radius a abgewickelt wird, und zwar so, daB der Faden im jeweiligen Ablésungspunkt K
Tangente des Kreises bleibt (Abb. 101).

Y

Y
‘ M
’ z /{?/\j /A X

Abb. 100 Abb. 101

Lo\ >

Wir nehmen als Parameter den Winkel ¢, den der zum Punkt K gezogene Radius mit der
positiven z-Achse bildet. Wenn wir beachten, da KM = Bogen 4 K = at ist, erhalten wir
die Gleichung der Kreisevolvente in der Parameterdarstellung

z = Proj,OM = Proj,OK + Proj, KM = acost -+ atsint,
y = Proj,OM = Proj,0K -+ ProjyKM = asint — at cost.

Unter Benutzung der ersten der Formeln (33) bestimmen wir den Richtungskoeffizienten
der Tangente:

, acost —acost -} atsint

y = — - = tant.
—asint | asint + atcost

Der Richtungskoeffizient der Normalen der Kreisevolvente wird folglich gleich
—cot ¢t = tan (t— f),
2

woraus ersichtlich ist, daB die Gerade M K Normale der Kreisevolvente ist. Diese Eigenschaft
gilt auch, wie wir spiter sehen werden, fir die Evolventen beliebiger Kurven.
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82. Kurven in Polarkoordinaten. Die Lage eines Punktes M in der Ebene wird
in Polarkoordinaten bestimmt durch: 1. seinen Abstand r von einem gegebenen

Punkt O (Pol) und 2. den Winkel 6, den die Richtung der Strecke O M mit einer
gegebenen Richtung (L) (Polachse) bildet (Abb. 102). Haufig nennt man r den
Radiusvektor und 6 den Polwinkel. Wenn wir die Polachse als z-Achse und den Pol
als Koordinatenursprung wihlen, ist offenbar (Abb. 103)

z=rcosb, y=rsin0. (39)
ki
7
/M /T‘// 5
y
y |
o7V -1 Al X
o X (L
Abb. 102 Abb. 103

Einer gegebenen Lage des Punktes M entspricht ein bestimmter positiver
Wert r und eine unendliche Menge von Werten 0, die sich durch ganze Viel-
fache von 2z unterscheiden. Wenn M mit O zusammenfillt, ist r =0 und 6
unbestimmt.

Jede funktionale Abhéngigkeit der Form r = f(6) (explizit) oder F(r, 6) =0
(implizit) besitzt in dem Polarkoordinatensystem eine Bildkurve. Meistens hat man
es mit der expliziten Gleichung

r={(6) (40)
zu tun.

Im folgenden werden wir nicht nur positive, sondern auch negative Werte von r
in Betracht ziehen, wobei wir, wenn einem gewissen Wert 6 ein negativer Wert r
entspricht, vereinbaren, diesen Wert r in der Richtung abzutragen, die zu der
durch den Wert 6 definierten Richtung gerade entgegengesetzt ist.

Wenn wir annehmen, daB auf einer vorgegebenen Kurve r eine Funktion von 6
ist, sehen wir, daB die Gleichungen (39) eine Parameterform der Gleichung dieser
Kurve darstellen, wobei x und y von dem Parameter 6 sowohl direkt als auch
mittels r abhdngen. Wir kénnen daher im vorliegenden Fall die Formeln (33) und
(34) [77] anwenden. Indem wir mit « den Winkel bezeichnen, der von der Tangente
mit der z-Achse gebildet wird, erhalten wir bei Anwendung der ersten der
Formeln (33):

7' sin 6 + r cos 0
r cos 6 —rsin g’

tanx = y' =

wobei r’ die Ableitung von r nach 6 bedeutet.
Wir filhren in die Betrachtung noch den Winkel u zwischen der positiven
Richtung des Radiusvektors und der Kurventangente ein (Abb. 104). Es gilt dann

p=oa—20

14 Smirnow I



210 II. Begriff der Ableitung und seine Anwendungen

und folglich
cos u = cos'x cos 0 + sin « sin @,
sin x = sin &« cos § — cos « sin 6.

Differenzieren wir die Gleichungen (39) nach s und beachten, da Z—x und %
gleich cos & bzw. sin « ist, so erhalten wir §
, dr . ,d0 dr a6
cosoz=cos6;-;—rsm0£, sma—smod—s-i- 0‘—1—.

vph£ _T
M
«
9 > Abb. 104
0 N X

Durch Einsetzen dieser Ausdriicke fiir cos « und sin « in die oben hergeleiteten
Ausdriicke fiir cos g und sin g erhalten wir

dr rdo
005.“=d—;s Sm.“=m- (41)

und folglich
rdo r r
t&n/l’:—dT=a?=7. (411)
ao
Aus (39) folgt

dx=cos0dr —rsin 0d0,
dy =s8in6dr 4 rcos0do,

d. h.
(42)

ds = Y(dz)® + (dy)® = J(dr)® + r2(d6)?,
und die Gleichung & = x - 0 liefert uns, wenn wir Zihler und Nenner durch d6
dividieren,
L@ + B@OPTh _ | (12 +
R= id =+ gird0  —F  _au
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Der Formel (41,) entnehmen wir jedoch

du 1 r2—re"  rE "

do 1+ (;7)’ r'? e

r
y=arctan'7,

wobei r* und r” die Ableitungen erster und zweiter Ordnung von r nach 6 sind.
Setzen wir die erhaltenen Ausdriicke fiir die Ableitungen in die vorhergehende
Formel ein, so erhalten wir

_ L
T 292 "

(43)

88. Spiralen. Wir untersuchen drei Arten von Spiralen:
die Archimedische Spirale: r = af,
die hyperbolische Spirale: r6 = a, @>0,5>0)
die logarithmische Spirale: r = bed?,
Die Archimedische Spirale hat die in Abb. 105 dargestellte Form, wobei die gestrichelte
Linije dem Kurvenstiick fiir 6 < 0 entspricht. Den negativen Werten von 6 entsprechen auch

negative Werte von r, und diese sind in der Richtung abzutragen, die zu der durch den Wert 8
bestimmten Richtung entgegengesetzt ist.

Abb. 105

Jeder Radiusvektor trifft die Kurve unendlich oft, wobei der Abstand zwischen je zwei auf-
einanderfolgenden Schnittpunkten die konstante GréBe 2ax ist. Man ersieht das daraus, daB
die Richtung des Radiusvektors, die einem gewissen Wert 6 entspricht, nicht geéndert wird,
wenn man 27, 47, ... zu 0 hinzufiigt; die durch r = a6 bestimmte Linge von r erhilt dann
aber jeweils den Zuwachs 2ar, 4axn, ... .

Die hyperbolische Spirale ist in Abb. 106 dargestellt. Unter der Voraussetzung 6 > 0 unter-
suchen wir, was aus der Kurve wird, wenn 6 gegen Null strebt. Die Gleichung

r =

|8

zeigt, daB r dabei gegen Unendlich strebt. Wir wiihlen einen gewissen Punkt M der Kurve bei

hinreichend kleinem Wert von 8 und fillen das Lot M@ auf die Polachse X. Aus dem recht-
winkligen Dreieck M OQ erhalten wir (Abb. 106)

a sin 0

QM =rsinf=

14
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und beim Grenziibergang von 6 gegen Null

lim QM = lim o 529 =a.
0—0 0—0
Somit strebt der Abstand zwischen dem Kurvenpunkt M und der Polachse beim Grenz-
iibergang von 6 gegen Null gegen a, und die Kurve besitzt die Asymptote LK parallel zur
Polachse im Abstand a von dieser.

L

‘\\\
—

Abb. 106

Ferner sehen wir, daB r fiir xeinen endlichen Wert von 8 Null wird, sondern nur gegen Null
strebt, wenn 6 gegen Unendlich strebt. Die Kurve nihert sich daher unbegrenzt dem Pol O,
wobei sie sich um ihn herumwindet; aber sie geht im Gegensatz zur Archimedischen Spirale
niemals durch O hindurch. Ein solcher Punkt heiBt allgemein asymptotischer Punkt der Kurve.

Abb. 107 Abb. 108

Die logarithmische Spirale ist in Abb. 107 dargestellt. Fiir 6 = 0 ist r = b; strebt 0 gegen
+ o0, 80 strebt auch r gegen -}- co, fiir § — — co aber strebt r gegen 0, ohne dabei jemals Null
zu werden. Im vorliegenden Fall ist

|=

v =abetd® und tanp = ,=l,
a

<

d.h., der Radiusvektor bildet mit der Tangente der logarithmischen Spirale den konstanten
Winkel p.

84. Die Schnecken und die Kardioide. Wir konstruieren einen Kreis iiber dem Durch-
messer OA = 2a (Abb. 108); von dem auf der Kreislinie liegenden Punkt O aus ziehen wir
alle moglichen Radiusvektoren, und auf jedem tragen wir vom Schnittpunkt D dieses Radius-
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vektors mit dem Kreis die konstante Linge 5 = DM ab. Der geometrische Ort der Punkte M
heiBt Pascalsche Schnecke.
Aus

0D = 2a cos 0 und OM =r
finden wir die Gleichung der Schnecke:
r=2acos 0+ h.

Fiir A > 2a liefert die Gleichung nur positive Werte von r; die entsprechende Kurve ist in
Abb. 109 dargestellt. Wenn % < 2a ist, nimmt r auch negative Werte an, die Kurve hat dann

Abb. 109 Abb. 110

Abb. 111

die in Abb. 110 dargestellte Form. Im Puukt O uberschneidet sich die Kurve. Fir % = 2a
schlieBlich wird die Gleichung der Schnecke

r = 2a(1l + cos 0),

d. h., in diesem Fall stellt die Schnecke eine Kardioide dar [80], die nur anders liegt als dori
(Abb. 111). Dem Wert § = n entspricht r = 0, d.h., die Kurve geht durch den Punkt O.
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Wir bestimmen die erste und die zweite Ableitung von r nach 6,
¢y’ = —2asind, r’ = —2acosf,

und berechnen tan u:

_r 2a(l+4cosb) 0 n 0
tany—', T —2asinf °°t2 = tan (§+'2_)’
d.h. '
n 6
= — —_— 44
I3 2+2 (44)

Wie frither gezeigt wurde [80], kann man sich die Kardioide als eine Kurve vorstellen, die
von einem Punkt des Kreises beschrieben wird, der auf dem oben erwiahnten Kreis mit dem
Durchmesser 04 = 2a abrollt, wobei der Durchmesser des abrollenden Kreises gleich dem
des festen Kreises ist. Es sei C' der Mittelpunkt des festen Kreises, M ein gewisser Punkt
der Kardioide, N der Berithrungspunkt des abrollenden Kreises mit dem festen Kreis in
einer diesem Punkt entsprechenden Lage und N N, der Durchmesser des abrollenden Kreises
(Abb. 111). Wir hatten frither [80] gesehen, daB die Geraden OM und CN, parallel sind?),
d. h., es ist Winkel ACN = 6 und folglich

Bogen NM = Bogen ON == — 0.

Der Winkel M N, N ist als Peripheriewinkel iiber dem Bogen M N gleich -725 _5 , und

2
schlieBlich ist der von den Richtungen OM und N, M gebildete Winkel gleich

7 0 7 /]
"‘(E‘E)*EJ“E_"’

woraus ersichtlich ist, daB N, M Tangente der Kardioide im Punkt M ist. Wir erhalten somit
die folgende Regel:

Um die Tangente der Kardioide in deren Punkt M zu konstruieren, braucht man nur diesen
Punkt mit dem Endpunkt N, desjenigen Durchmessers des abrollenden Kreises zu verbinden,
dessen anderer Endpunkt der Beruhrungspunkt dieses Kreises mit dem festen ist; die Normale
verlduft langs der Geraden M N.

Die oben abgeleitete Regel zur Konstruktion einer Tangente der Kardioide ergibt sich ein-
fach aus kinematischen Uberlegungen. Bekanntlich 18t sich die Bewegung eines starren
Systems in der Ebene in jedem Augenblick auf eine Drehung um einen festen Punkt (Momen-
tanzentrum) zuriickfiithren, wobei sich im allgemeinen die Lage dieses Punktes im Laufe der
Zeit dndert. Bei der in Abb. 111 gezeigten Rollbewegung ist das Momentanzentrum der
Berithrungspunkt N des abrollenden Kreises mit dem festen, und folglich ist die tangential
zur Kardioide gerichtete Geschwindigkeit des sich bewegenden Punktes M senkrecht zu dem
Strahl NM, d. h., dieser Strahl ist eine Normale und die zu ihm senkrechte Gerade N, M eine
Tangente der Kardioide. Aus diesen Uberlegungen folgt, daB die angefiihrte Regel zur Kon-
struktion der Tangente allgemein fiir Kurven geeignet ist, die von einem gewissen Punkt des
Kreises beschrieben werden, der ohne Gleiten auf einer festen Kurve abrollt.

1) In [80] waren KM und ON, diese beiden Geraden (Abb. 99).
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85. Die Cassinischen Kurven und die Lemniskate. Die Cassinischen Kurven ergeben sich
als geometrischer Ort der Punkte M, fiir die das Produkt der Absténde von zwei gegebenen
Punkten F; und F, konstant ist:

Fi M -F M = b2,

Wir bezeichnen die Linge F,F, mit 2a, legen die Polachse in die Richtung der Geraden
F,F, und den Pol O in den Mittelpunkt der Strecke F, F,.

Aus den Dreiecken OM F, und O M F, (Abb. 112) finden wir
F1M2 =172 + a? + 2ar cos 0,
F,M2 =12 + a® — 2ar cos 0.

Wenn wir diese Ausdriicke in die quadrierte Gleichung der Kurve einsetzen, erhalten wir
nach elementaren Umformungen

M —2a2r2 cos20 +at — bt =0
und daraus

72 = a? cos 20 + Ya* cos? 26 — (at — bY).

Die a? < b* und a? > b? entsprechenden Kurven sind in Abb. 112 dargestellt, wobei dem
zweiten Fall die Kurve entspricht, die aus zwei getrennten geschlossenen Teilen besteht. Wir

Abb. 112

betrachten eingehender nur den wichtigen Fall, daB a? = »? ist. Die entsprechende Kurve
hei3t Lemniskate; ihre Gleichung wird

12 = 2a? cos 26.

Diese Gleichung liefert nur dann reelle Werte fiir 7, wenn cos 26 = 0 ist, d. h., wenn 6 in
einem der Intervalle

o) ()

liegt, wobei r Null wird fir

Auf Grund dieser Uberlegungen ist die Kurve leicht zu konstruieren (Abb. 113).

Im Punkt O aiberschneidet sich die Kurve, und die gestrichelten Geraden stellen die Tan-
genten der beiden im Punkt O sich schneidenden Zweige der Kurve dar. Wenn wir beide
Seiten der Lemniskatengleichung nach 6 differenzieren, erhalten wir

2
27y = —4a?sin 20 oder r = —M
r
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und daraus
r r2 2a? cos 260 7
tanp = & — = = —cot 20 = tan (= + 26},
= = T3asin20  2afsm20 an(2+ )
n
= — + 26.
u 2+ 0

Die Lemniskatengleichung 1Bt sich auch in folgender Form schreiben:

12 = 2a2(cos? § — sin? 6).

g=3% 8=-F 2
/\ﬁi\,
i -

h k
7 N
-7 N Abb. 113

Gehen wir von Polarkoordinaten zu rechtwinkligen Koordinaten iiber, so ist nach Formel (39)

r2 =22 + 2, cosO=—x-, sin0=y,
r

r
durch Einsetzen dieser Ausdriicke erhalten wir die Gleichung der Lemniskate in rechtwinkligen
Koordinaten:

xz_ yB
2+t

woraus ersichtlich ist, dal die Lemniskate eine algebraische Kurve vierter Ordnung ist.

2 + 9 = 2a?

oder (2% + y?)% = 2a® (2% — ¥?),



I11. BEGRIFF DES INTEGRALS
UND SEINE ANWENDUNGEN

§ 8. Die Grundaufgabe der Integralrechnung
und das unbestimmte Integral

86. Der Begriff des unbestimmten Integrals. Eine der Grundaufgaben der Diffe-
rentialrechnung ist die Bestimmung der Ableitung oder des Differentials einer
gegebenen Funktion.

Die erste Grundaufgabe der Integralrechnung ist die umgekehrte Aufgabe —
das Aufsuchen einer Funktion auf Grund ihrer vorgegebenen Ableitung oder jhres
Differentials. '

Es sei die Ableitung

y =f(@)
oder das Differential
dy = f(z) d=

der unbekannten Funktion y gegeben.

Eine Funktion F(x), deren Ableitung eine gegebene Funktion f(x) oder deren
Differential f(x) dx.ist, heiBt Stammfunktion dieser Funktion f(x).

Wenn z. B.

f@) =a?
ist, wird eine Stammfunktion offensichtlich die Form F(z) = % 2% haben; denn
es ist

(%xa) = —;— - 3a? = 22,

Wir nehmen an, daB wir irgendeine Stammfunktion F (z) der gegebenen Funk-
tion f(z) gefunden haben, d. h. eine Funktion F(x), die der Beziehung

F'(z) = f(z)
geniigt.
Da die Ableitung einer beliebigen Konstanten C gleich Null ist, gilt auch die
Gleichung )
[F(2) + O = F'(x) = {(x),
d. h., neben F(x) ist auch die Funktion F(z) + C eine Stammfunktion fiir f(z).
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Sofern die Aufgabe der Bestimmung einer Stammfunktion iiberhaupt eine
Losung hat, folgt daraus, daB sie dann auch eine unendliche Menge anderer
Losungen haben muB, die sich von der erwdhnten um eine willkiirliche additive
Konstante unterscheiden. Man kann nun zeigen, daB hiermit auch alle Lésungen

der Aufgabe erschopft sind:
Wenn F (x) irgendeine der Stammfunktionen der gegebenen Funktion f(x) ist, hat
der allgemeinste Ausdruck fiir eine Stammfunktion die Form

F@) +0C,

wober C eine beliebige Konstante ist.
Es sei etwa F, (z) eine beliebige Funktion, deren Ableitung f(z) ist, d. h., es sei

Fi(x) = f(z).
Andererseits habe auch die betrachtete Funktion F (z) die Ableitung f(x), d. h.,
es sei auch
F' () = f(x).
Subtrahieren wir diese Gleichung von der vorhergehenden, so erhalten w*
Fi(x) — F'(z) = [F1(z) — F(2)]' =0
und daraus auf Grund des bekannten Satzes [63]
Fy(z) — F{x) =0,

wobei C eine Konstante ist, was zu beweisen war.

Dieses Resultat 148t sich auch folgendermaBen formulieren: Wenn die Ables-
tungen (oder Differentiale) zweier Funktionen identisch gleich sind, unterscheiden
sich die Funktionen selbst nur durch eine additive Konstante.

Der allgemeinste Ausdruck fiir die Stammfunktion heiBt auch unbestimmies
Integral der gegebenen Funktion f(x) oder des gegebenen Differentials f(x)dz
und wird mit

[ 1) da
bezeichnet, wobei die Funktion f(x) Integrand und f(z) dx Differential des Integrals
genannt wird.

Haben wir irgendeine Stammfunktion F(z) von f(x) gefunden, so konnen wir
auf Grund des oben Bewiesenen

@) de = F(z) + C

schreiben, wobei C eine beliebige Konstante ist (Integrationskonstante).

Wir geben eine mechanische und eine geometrische Deutung des unbestimmten
Integrals. Gegeben sei uns das Gesetz fir die analytische Abhéngigkeit der Ge-
schwindigkeit von der Zeit ¢:

v = (1),

und es soll die Abhangigkeit des Weges s von der Zeit gefunden werden. Da die
Geschwindigkeit eines Punktes auf der gegebenen Bahnkurve gleich der Ableitung
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t;—‘: des Weges nach der Zeit ist, reduziert sich die Aufgabe auf die Ermittlung der

Stammfunktion der gegebenen Funktion f(¢), d. h.

8= [f(t)dt.

Wir erhalten eine unendliche Menge von Losungen, die sich durch eine additive
Konstante unterscheiden. Diese Unbestimmtheit der Losung ist darauf zuriick-
zufithren, daB wir nicht die Stelle festgelegt hatten, von der aus wir den durch-
laufenen Weg s rechnen. Ist etwa v =gt + v, (gleichmiBig beschleunigte
Bewegung), so erhalten wir fiir s den Ausdruck

s=%gtz+vot+0, (1)

weil die Ableitung des Ausdrucks (1) nach ¢ mit dem gegebenen Ausdruck
v = gt + v, iibereinstimmt. Wenn wir vereinbaren, s von dem Punkt aus zu
rechnen, der dem Wert ¢ = 0 entspricht, d.h. s =0 fir ¢ =0 zu setzen,
miissen wir in (1) fiir ¢ den Wert Null einsetzen. In den vorstehenden Uber-
legungen haben wir die unabhingige Verinderliche nicht mit dem Buchstaben z,
sondern mit dem Buchstaben ¢ bezeichnet, was natiirlich ohne Bedeutung ist.

Y

Abb. 114

NN

Wir gehen jetzt zur geometrischen Deutung der Aufgabe, die Stammfunktion zu
finden, iiber. Die Beziehung ¥’ = f(x) bedeutet, daB die Bildkurve der gesuchten
Stammfunktion oder, wie man sagt, die Integralkurve

y=F(a),

eine Kurve ist, deren Tangente fiir jeden Wert = eine vorgegebene Richtung
hat, die durch den Richtungskoeffizienten

¥y =[() @)
bestimmt ist.

Mit anderen Worten, fiir beliebige Werte der unabhingigen Verianderlichen z ist
durch die Beziehung (2) die Richtung der Tangente der Kurve vorgegeben, und
es wird gefordert, die zugehorige Kurve zu finden. Wenn eine solche Integralkurve
konstruiert ist, haben alle Kurven, die wir durch Verschieben um eine beliebige
Strecke parallel zur y-Achse erhalten, fiir ein und denselben Wert z parallele
Tangenten mit demselben Richtungskoeffizienten y’ = f(z) (Abb. 114) wie die
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Ausgangskurve. Die erwihnte Parallelverschiebung ist gleichbedeutend mit dem
* Hinzufiigen einer additiven Konstanten C zu den Kurvenordinaten, und die
allgemeine Gleichung der die Aufgabe losenden Kurven wird

y=F) +C. 3)

Um die Lage der gesuchten Integralkurve, d. h. den Ausdruck der gesuchten
Stammfunktion, vollsténdig zu bestimmen, muf3 man noch irgendeinen Punkt vor-
geben, durch den die Integralkurve verlaufen soll, etwa ihren Schnittpunkt mit
einer gewissen zur y-Achse parallelen Geraden

x = .

Diese Festsetzung ist gleichbedeutend mit der Vorgabe des Anfangswertes y, der
gesuchten Funktion y = F(x), den sie fiir einen gegebenen Wert z = z, haben
soll. Durch Einsetzen dieses Anfangswerts in die Gleichung (3) erhalten wir eine
Gleichung zur Bestimmung der willkiirlichen Konstanten C':

y0=F(x0) + 0’

und so erhélt die Stammfunktion, die der festgesetzten Anfangsbedingung geniigt,
die Form

y=F(2) + [yo — F (%o)]-

Bevor wir auf die Eigenschaften des unbestimmten Integrals und die Methoden
zur Ermittlung der Stammfunktion ausfiihrlich eingehen, bringen wir die zweite
Grundaufgabe der Integralrechnung und klaren ihren Zusammenhang mit der von
uns bereits formulierten ersten Aufgabe, der Bestimmung der Stammfunktion.
Wesentlich fir das Folgende ist ein neuer Begriff, und zwar der des bestimmten
Integrals. Um zu dem neuen Begriff seinem Wesen entsprechend zu gelangen,
werden wir von der anschaulichen Vorstellung des Flicheninhalts ausgehen. Sie
wird uns jedoch nur zur Erlduterung des Zusammenhangs zwischen dem Begriff
des bestimmten Integrals und dem Begriff der Stammfunktion dienen. Somit
stellt der in den folgenden beiden Abschnitten aus einer anschaulichen Vorstellung
des Flacheninhalts entwickelte Gedankengang keine Darlegung neuer Tatsachen
im streng logischen Sinne dar. Ein logisch strenger Aufbau der Grundlagen der
Integralrechnung ist am Ende des Abschnitts 88 skizziert. Er wird vollstdndig am
SchluB des vorliegenden Kapitels durchgefiihrt.

87. Das bestimmte Integral als Grenzwert einer Summe. Wir zeichnen in der
#, y-Ebene die Bildkurve der Funktion f(x), wobei wir annehmen, da3 diese eine
stetige, ganz oberhalb der z-Achse liegende Kurve ist, d. h., alle Ordinaten dieser
Bildkurve seien positiv. Wir betrachten nun die Fliache S,;,, die von der z-Achse,
der Bildkurve und den beiden Ordinaten 2 =a und xz =10 begrenzt wird
(Abb. 115) und stellen uns die Aufgabe, die GroBSe dieser Flache (den Flacheninhalt)
zu finden. Zu diesem Zweck zerlegen wir das Intervall (a, b) in n Teile durch die
Punkte

=2, < T < Ty < v < Wy <Tpp << voe < Ty < Ty =D,
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Die betrachtete Flache S,, wird dann durch die zugehdrigen Ordinaten in =
vertikale Streifen zerlegt, wobei der k-te Streifen eine Basis der Liange z;, — 2,
hat. Wir bezeichnen mit m, und M, den kleinsten bzw. groBten Wert der Funktion
f(z) im Intervall (z,, z;), d. h. die kleinste bzw. die groBte Ordinate unserer
Bildkurve in diesem Intervall. Der Flacheninhalt des Streifens liegt dann zwischen
den Flacheninhalten der beiden Rechtecke mit der gemeinsamen Grundlinie
2 — 233 und den Hohen m, bzw. M, (Abb. 116). Diese Rechtecke sind dem

Y
Y T—r
MK My
| et g
- > X
a=xXp X7 X2 0' Xgeq X Xpq Xp=b ol Xpeg X
Abb. 115 Abb. 116

k-ten Streifen einbeschrieben bzw. umbeschrieben. Somit ist der Flicheninhalt des
k-ten Streifens eingeschlossen zwischen den Flacheninhalten der angegebenen
beiden Rechtecke, d. h. zwischen den GroéBen

My (X — Tpq) und M, (2 — Tp-a),

und daher muB der Inhalt der gesamten Flache S,, zwischen den Summen der
Flacheninhalte der erwihnten einbeschriebenen bzw. umbeschriebenen Rechtecke
liegen.

Der Inhalt der ganzen Fliche S,, liegt also zwischen den Summen

8y = My (T — @) + Mmy(xy — 1) + o + My (X — Tpy) + o+

+ My (Tn-1 — Fn-g) + My (b — py) . 4
und
Sy = My(2, — a) + My(y — @) + -+ + Mp(@ — ) + -
+ My (Tpey — Ta—z) + My(b — 249).
Somit gilt die Ungleichung?)

Sy é Sab é Sn- (5)

Wir konstruieren jetzt an Stelle des einbeschriebenen und des umbeschriebenen
Rechtecks fiir jeden Streifen irgendein mittleres Rechteck, indem wir wie bisher als
Basis x, — ;—; annehmen und als Hohe irgendeine Ordinate f(&,) unserer Bild-
kurve wihlen, die einem beliebigen Punkt &, des Intervalls (,_;, ;) entspricht

1) Im folgenden werden eine Fliche und ihr Flicheninhalt mit dem gleichen Buchstaben
bezeichnet; die jeweilige Bedeutung geht aus dem Zusammenhang hervor. Anm. d. Red. d.
deutschen Ausgabe.
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(Abb. 117). Die Summe der Flicheninhalte dieser mitileren Rechtecke ist
8, = f(&) (&) — a) + f(&) (@ — #) + -+ + f(&) (@ — Zp-r) + -+~
+ f(€n-1) (Zn-1 — Za—g) + [(&s) (b — Zp-y). (6)

Sie liegt genau so wie S,, zwischen den Summen der Flicheninhalte der ein-
beschriebenen bzw. umbeschriebenen Rechtecke, d. h., es gilt die Ungleichung

8 =8, £ 8,. (7
Yi

M mg fl€x)

l l o Abb. 117
0 bk X

Wir werden jetzt die Anzahl n der Teilstiicke des Intervalls (e, b) unbegrenzt
vergroBern, und zwar so, dafl das groBte der Teilintervalle, d. h. die gro3te der
Differenzen x; — z;;, gegen Null strebt. Da die Funktion f(x) voraussetzungs-
gemdl stetig ist, mufl die Differenz M, — m, des gro3ten und kleinsten ihrer
Werte im Intervall (x;—;, ;) bei unbegrenzter Abnahme der Intervallinge unab-
héngig von dessen Lage in dem urspriinglichen Intervall (a, b) gegen Null streben
(Eigenschaft einer stetigen Funktion [35]). Bezeichnen wir mit ¢, die groBte der
Differenzen

My —my, My —mg, ..., My —my, ..., My y — My, My — m,,

so muf} auf Grund des eben Gesagten auch der Wert ¢, bei diesem Grenziibergang
gegen Null streben. Wir bestimmen jetzt die Differenz zwischen der Inhaltssumme
der umbeschriebenen und der Inhaltssumme der einbeschriebenen Rechtecke:

Sy — 8y = (My — my) (2, — @) + (Mg — my) (X3 — 7y) + -
+ (M — my) (0 — Tq) + - + (M, — my) (b — 244);

hieraus ergibt sich, wenn wir alle Differenzen M, — m, durch die groBte e,
ersetzen und daran denken, daB alle Differenzen z, — z,_, positiv sind,

Sn — 8y é £,,($C1 - a’) + en(xz - zl) + o + 8,,(39;: - xk—l) + b

+ en(b — 24),
d. h.
By — 8 S enll@y—a)+ (g — )+ -+ + (@ — Zeq) + o0+ (b — 24y)]
=¢g,(b — a).

Wir konnen somit schreiben:
0§S,,—8,.§8,.(b—a),
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d. h.
lim (8, — s;) = 0. (8)

Andererseits gilt fir jedes =
8 = Sap = 8n; 9

der Inhalt der Flache S,, ist aber eine bestimmte Zahl. Aus den Formeln (8) und
(9) folgt dann unmittelbar, daB die GroBe der Fliche S,, der gemeinsame Grenz-
wert von s; und S,, d. h. der Summen der Fliacheninhalte der einbeschriebenen
bzw. umbeschriebenen Rechtecke ist:

lims,.=].imS,,=Sab.

Da andererseits, wie wir gesehen hatten, auch die Summe der mittleren Rechtecke
8, zwischen s, und S, liegt, muB sie ebenfalls gegen S,, streben, d. h., es ist

]imS;, = Sab'

Diese Summe 8§, ist allgemeiner als die Summen s, und S,, da wir bei ihrer
Bildung den Punkt & im Intervall (#,_,, #;) beliebig wihlen und als Spezialfall
f (&) gleich der Kkleinsten Ordinate m, oder gleich der gréten M, nehmen kénnen.

Bei dieser Wahl geht die Summe S} in die Summe s, bzw. 8, iiber.

Die vorstehenden Uberlegungen fiihren uns zu Folgendem:

Ist die Funktion f(z) tm Intervall (a, b) stettg und zerlegen wir dieses Intervall in
n Teile durch die Punkte

A=) < T <X < o <G <G < oo < Xy <=0,

bezeichnen wir ferner mit x = &, einen beliebigen Wert aus dem Intervall (x;—;, x;),
berechnen dann den entsprechenden Wert der Funktion f(&,) und bilden die Summe?)

.;’51 18 (@ — Ze1), (10)

30 strebt diese Summe gegen esnen bestimmien Grenzwert, wenn wir die Anzahl n der
Teilintervalle unbegrenzt wachsen lassen und sich die grofte der Differenzen x, — z;;
dabes unbegrenzt verkleinert. Dieser Grenzwert ist gleich dem Inhalt der Fliche, die
von der x-Achse, der Bildkurve von f(x) und den beiden Ordinaten *x —=a, x = b
begrenzt wird.

- Dieser Grenzwert heiBt das iiber das Intervall von a bis b erstreckte bestimmie
Integral der Funktion f(x) und wird folgendermaBen bezeichnet:

b
[1@) d=.

Die Existenz des Grenzwertes J der Summe (10) bei unbegrenzter Verkleinerung
der groften der Differenzen x, — #,—; ist gleichbedeutend mit folgendem: Zu

n
1) Das Symbol J f(&) (2 — %;—,) ist eine abgekiirzte Bezeichnung fiir die Summe (6).
k=1
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beliebig vorgegebenem positivem e existiert ein positives » derart, daB

J— ;5_1 1(&) (@ — mea)| < e

bei beliebiger Auswahl des Punktes &, aus dem Intervall (z;—;, 2;) wird, sobald
alle (positiven) Differenzen a; — ;- kleiner als % sind. Dieser Grenzwert J ist
das bestimmte Integral.

Wir hatten oben vorausgesetzt, daB sich die Bildkurve der Funktion f(z) aus-
schlieBlich oberhalb der xz-Achse befindet, d. h., daB alle Ordinaten dieser Bild-
kurve positiv sind. Wir betrachten jetzt den allgemeinen Fall, bei dem einige Teile
dieser Bildkurve oberhalb, andere jedoch unterhalb der z-Achse liegen (Abb. 118).

YA}
%
Abb. 118
a 0 b X

Bilden wir auch in diesem Fall die Summe (6), so werden die Summanden
f(&) (2 — %3—), die den unterhalb der z-Achse liegenden Teilen der Bildkurve
entsprechen, negativ, da die Differenz z, — 2, positiv und die Ordinate f(&;)
negativ ist.

Der Ubergang zum Grenzwert liefert uns das bestimmte Integral, das fiir die
oberhalb der z-Achse liegenden Flachen positive und fiir die unterhalb der z-Achse
liegenden negative Werte annimmt, d. h., in diesem allgemeinen Fall liefert das
bestimmite Integral

b
[1=) d=
a
die algebraische Summe der Inhalte der Flichen, die von der x-Achse, der Bildkurve
von f(x) und den Ordinaten x = a und z = b begrenzt sind. Dabei ergeben die
Flichen oberhalb der x-Achse positive, die unterhalb der x-Achse negative Werte.

Im folgenden werden wir sehen, daB nicht nur die Losung des Problems der
Flacheninhaltsberechnung, sondern auch die vieler anderer ganz verschieden-
artiger Probleme der Naturwissenschaften auf die Bestimmung des Grenzwertes
einer Summe der Form (6) fithrt. Wir wollen nur ein Beispiel anfiihren. Ein
gewisser Punkt M maoge sich auf der x-Achse von der Abszisse * = a aus bewegen,
und auf ihn wirke eine gewisse Kraft 7', die ebenso wie die x-Achse gerichtet ist.
Wenn diese Kraft 7' konstant ist, ergibt sich die Arbeit, die sie bei der Fort-
bewegung des Punktes aus der Lage # = a in die Lage = b leistet, durch das
Produkt P = T'(b — a), d.h. durch das Produkt der KraftgroBe mit dem vom
Punkt durchlaufenen Weg. Ist die Kraft 7' aber verdnderlich, so ist die angegebene
Formel nicht mehr anwendbar. Wir nehmen an, daB die GroBe der Kraft von der
Lage des Punktes auf der z-Achse abhingt, d. h. eine Funktion 7' = f(z) der
Abszisse des Punktes ist.
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Um in diesem Fall die Arbeit zu berechnen, zerlegen wir den ganzen vom Punkt
durchlaufenen Weg in einzelne Teile:

=2 <2 <L < <L <[ < < Ty <Tp=0b

und betrachten eines dieser Teilstiicke (%, ;). Mit einem Fehler, der um so
kleiner wird, je kleiner die Linge z, — x;—, ist, konnen wir annehmen, daB die
Kraft, die auf den Punkt bei seiner Fortbewegung von z,; nach z, einwirkt,
konstant ist und mit dem Wert dieger Kraft f(&,) in einem gewissen Punkt &, des
Intervalls (z;_;, z;) tbereinstimmt. Daher erhalten wir fir die Arbeit im Teil-
intervall (%;_y, ;) den Naherungsausdruck

Ry ~ f(&) (p — Zp1)

und fiir die ganze Arbeit zunéchst den angendherten Ausdruck

R R"élf(fk) (@ — %p)-

Bei unbegrenzter VergroBerung der Anzahl n der Teilstrecken und unbegrenzter
Verkleinerung der groften der Differenzen w, — z;-, erhalten wir im Grenzfall
das bestimmte Integral, das uns die exakte GroBe der gesuchten Arbeit liefert:

R= fb/(x) dzx.

Abstrahieren wir von irgendwelchen geometrischen oder mechanischen Deu-
tungen, so konnen wir jetzt den Begriff des bestimmten Integrals einer Funktion
f(x) im Intervall @ £ x < b als Grenzwert einer Summe der Form (6) definieren.
Die zweite Grundaufgabe der Integralrechnung besteht in der Untersuchung der
Eigenschaften des bestimmten Integrals und vor allem in seiner Berechnung.
Wenn f(x) eine gegebene Funktion und z =a und = = b vorgegebene Werte
sind, ist das bestimmte Integral

b
ff(x) dz

eine wohlbestimmte Zahl. Das Zeichen f stellt den stilisierten Buchstaben S dar
und soll an jene Summe erinnern, die beim Grenziibergang die GroBe des be-
stimmten Integrals lieferte. Der Ausdruck unter dem Integral, f(x) dz, soll an
die Form der Glieder dieser Summe erinnern, namlich f(&) (#y — %—,). Der
unter dem Zeichen des bestimmten Integrals stehende Buchstabe z wird Inte-
grationsvariable genannt. Wir geben beziiglich dieses Buchstabens einen wichtigen
Hinweis. Wie wir bereits erwihnt hatten, ist die GréBe des Integrals eine be-
stimmte Zahl, die natiirlich nicht von der Bezeichnung der Integrationsver-
anderlichen # abhingt; konnen wir doch in einem bestimmten Integral die Inte-
grationsvariable mit einem beliebigen Buchstaben bezeichnen. Dies hat offen-
sichtlich keinerlei Einflul auf die GroBe des Integrals; diese hangt nur von den
Ordinaten der Bildkurve und den Integrationsgrenzen a und b ab. Die Bezeichnung

15 Smirnow I
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» der unabhéngigen Veranderlichen spielt hierbei keine Rolle, d. h., es ist z. B.

b b
[Hz)dz = [f()de.

Die zweite Aufgabe der Integralrechnung — die Berechnung des bestimmten
Integrals — scheint auf den ersten Blick ziemlich kompliziert zu sein, insofern
zuerst eine Summe der Form (8) gebildet und darauf der Ubergang zum Grenzwert
vollzogen werden muB. Wir bemerken, daB bei diesem Grenziibergang die Anzahl
der Summanden in der erwdhnten Summe unbegrenzt wichst und jeder von ihnen
gegen Null strebt. AuBerdem scheint diese zweite Aufgabe der Integralrechnung
auf den ersten Blick keinerlei Zusammenhang mit der ersten Aufgabe, der Ermitt-
lung einer Stammfunktion einer vorgegebenen Funktion f(x), zu haben.

Im folgenden Abschnitt werden wir zeigen, daf beide Aufgaben eng miteinander

b
verkniipft sind und daB sich die Berechnung des bestimmten Integrals f f(z)dz

o
ganz einfach durchfiihren 1a8t, sofern nur eine Stammfunktion von f(x) bekannt
ist.

88. Der Zusammenhang zwischen bestimmtem und unbestimmtem Integral.
Gegeben sei wiederum die Fliche S,,, die von der z-Achse, der Bildkurve der
stetigen Funktion f(x) und den Ordinaten * = @ und z = b begrenzt wird. Wir
betrachten aber nur den Teil dieser Fliache, der von der linken Ordinate x = a
und einer gewissen beweglichen Ordinate, die dem verdnderlichen Wert  ent-
spricht, begrenzt wird (Abb. 119). Die GroBe dieser Flache S,, hingt ganz offen-

Yi

7

a

. Abb. 119
b X

sichtlich davon ab, an welche Stelle wir die rechte Ordinate legen, d. h., sie ist
eine Funktion von z. Diese Grofe 1aBt sich durch das bestimmte Integral der
Funktion f(z) von der unteren Grenze & bis zur oberen Grenze x ausdriicken. Da
der Buchstabe « jetzt die obere Grenze bezeichnet, werden wir zur Vermeidung
von Irrtiimern die Integrationsvariable mit einem anderen Buchstaben bezeichnen,
etwa mit £, Somit konnen wir schreiben:

Sz = jbf(t) dt. (11)

Wir haben hier ein bestimmtes Integral mit der verinderlichen oberen Grenze x,
und seine GroBe ist offenbar eine Funktion dieser Grenze. Wir werden im folgenden
zeigen, daB diese Funktion eine der Stammfunktionen von f(z) ist. Zur Berechnung
der Ableitung dieser Funktion betrachten wir zuerst ihren Zuwachs 4.S,,, der dem
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Zuwachs 4z der unabhéngigen Verdnderlichen 2 entspricht. Wir haben offenbar
A48,, = Flache M, M N N,.

Wir bezeichnen mit 1 und M die kleinste bzw. groBte Ordinate der Bildkurve
von f(x) im Intervall (z, z 4 4%). Die krummlinig begrenzte Flache M, M NN,,
die in Abb. 120 im groBen MaBstab gezeichnet ist, liegt ganz innerhalb des Recht-

n T
| N ]
M
Wy R
: l
m
b My My . Abb.120
X

X xtAx

ecks mit der Hohe M und der Basis 42 und enthélt in ihrem Innern das Rechteck
mit der Hohe m tber derselben Basis (Abb. 120), und daher ist

mAdAdz < A48,, < MAx
oder, wenn wir durch 4z dividieren,

458,,
Az
Fir Az — O streben die beiden GroB8en 7 und M auf Grund der Stetigkeit der
Funktion f (x) gegen einen gemeinsamen Grenzwert — die Ordinate M, M = f(z)
der Kurve im Punkt x, und daher ist

. A8
h:ioﬁ = f(x),

m< <M.

was wir beweisen wollten. Das erhaltene Resultat konnen wir in der folgenden
Weise formulieren: Das bestimmie Integral mit einer verdnderlichen obéren Grenze,

J1@) de,

ist esne Funktion dieser oberen Grenze, und bes stetigem Integranden ist ihre Ableitung
gleich dem Integranden f(x) an der oberen Grenze. Mit anderen Worten, bes stetigem
Integranden ist das bestimmte Integral mit verinderlicher oberer Grenze eine Stamm-
funktion des Integranden.

Nachdem wir fiir stetige Integranden den Zusammenhang zwischen den Be-
griffen des bestimmten und des unbestimmten Integrals festgestellt haben, werden
wir jetzt zeigen, wie sich die GroBe des bestimmten Integrals

b

[1(@)d=

15*
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berechnen 1aBt, wenn irgendeine Stammfunktion F, (z) von f(z) bekannt ist. Wie
wir gezeigt hatten, ist das bestimmte Integral mit verdnderlicher oberer Grenze
ebenfalls eine Stammfunktion von f(z), und auf Grund von [86] konnen wir
schreiben:

fiyae = Py + (12)

a
wobei C eine Integrationskonstante ist. Zur Bestimmung dieser Konstanten be-
merken wir, daB der Inhalt der Flache offenbar Null wird, wenn bei der Flache S,
die rechte Ordinate mit der linken zusammenfillt, d. h. * = a ist. Die linke Seite
der Formel (12) wird also Null fir z = a. Folglich liefert diese Identitit fiir
z=a

0=F,@+C, dh C=—F(a).

Durch Einsetzen dieses Wertes von C in (12) erhalten wir
fzj(t) dt = F,(x) — F,(a).
Wenn :m‘ hierin # = b setzen, erhalten wir schlieBlich
ajb f(t)dt = F,(b) — Fy(a) oder ajb/(x) dz = F,(b) — F,(a). (13)

Wir kommen in unserem Fall somit zu der folgenden Grundregel, die die GroBe
eines bestimmten Integrals durch Werte der Stammfunktion ausdriickt: Die
Grife eines bestimmien Integrals ist gleich der Differenz der Werte einer Stamm-
funktion des Integranden an der oberen und der unteren Integrationsgrenze.

Diese Regel zeigt, daB durch die Ermittlung einer Stammfunktion, d. h. durch
die Losung der ersten Aufgabe der Integralrechnung, auch die zweite Aufgabe,
némlich die Berechnung eines bestimmten Integrals, gelost wird. Diese Regel
befreit uns also im zweiten Fall von den komplizierten Operationen der Summen-
bildung (6) und des Grenziibergangs.

Als Beispiel werden wir das bestimmte Integral
1
f 2dz

ermitteln.
Es ist leicht einzusehen, daB die Fuuktion y = — z” eine Stammfunktion der Funktion

y = 2? ist; denn es gilt

1 ’

(—x") =i-3z’=z3.

3 3

Mittels der von uns abgeleiteten Regel erhalten wir?)
1

fa:’dz= —l-x-"
3

0

z=1
1 . 1
= — —_—.0% =
3 1 3

z=0

1
3

b
bedeutet die Differenz [p(b) — gp(a)].

1) Das Symbol ¢ (z)
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Wollten wir ohne Benutzung der Stammfunktion das vorgelegte bestimmte Integral un-
mittelbar aus seiner Definition als Summengrenzwert berechnen, so kdmen wir zu einer
erheblich komplizierteren Berechnung, die wir kurz wiedergeben wollen. Wir zerlegen das
Intervall (0, 1) in n gleiche Teile durch die Punkte

1 2 n—1
I<—<=<-<
n n n

< 1.

Wir erhalten dann die » Intervalle

b2) 2 (2.2 52

wobei die Linge eines jeden gleich L ist. Zur Bildung der Summe (6) nehmen wir fiir & den
n
linken Randpunkt jedes Intervalls, d. h.

1 2 -1
El=0, Ez=;,§3=;-,.,,,§”=nn .

Es sind alle Differenzen z, — z;_, gleich—:l— , und auf Grund der Feststellung, daB die
Werte des Integranden f(x) = 2? in den linken Randpunkten der Intervalle

1 23 —1)2
16D = 0, 1(8) = = 18 = =5, ooy 16 = B
werden, kénnen wir schreiben:
1
-k A, 10 21 1Pt
fxzdx—’ki[o n+n2'n+n2 n+ + - ] (14)

g PPt

n—>00 n®

Zur Berechnung der im Zihler stehenden Summe dient uns die Reihe der offenkundigen
Identitéten

(1+1P=1+3-1+3-12+ 13,
(1+2F=1+3.243.22+ 928,
(1+33=1+3-3+3-3243,

H+@—1DF=1+3nr—-1)+3n—1>*+ @ —1).
Addieren wir gliedweise, so erhalten wir

PPt ot W= — 1)+ 3L+ 2+ + (2 — 1)]
B[22 4 et (n—1)2] + B 2 e (n— 1),

Wenden wir nach Ausfithrung einer Reduktion die Summenformel fiir die arithmetische
Reihe an, so konnen wir schreiben

(n — 1)
2

W=(n-—1)+3" F[+ 22 8 — D+,
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wonach
w—n nmn—1) =nr—1)@2n —1)

12 4+ 22 + 32 + ... — 12 =
+24+ 3+t (n—1) 3 > o

wird.
Wenn wir diesen Ausdruck in (14) einsetzen, erhalten wir

fx’dz—hm ne—0@n 1) _ 1y, (1—l) (2_i)=£=i_
n

n—»o0 6n® n—»00 n

Nachdem wir die Grundaufgaben der Integralrechnung und ihren Zusammen-
hang dargelegt haben, widmen wir den folgenden Abschnitt der weiteren Betrach-
tung der ersten Aufgabe der Integralrechnung, und zwar der Kliarung der Eigen-
schaften eines unbestimmten Integrals und der Aufgabe seiner Ermittlung

Unsere vorstehenden Uberlegungen iiber das bestimmte Integral beruhen auf
rein geometrischen Vorstellungen, namlich auf der Betrachtung der Flachen S,
und S,;. Insbesondere ging der Beweis der grundlegenden Tatsache, daB die
Summe (6) einen Grenzwert besitzt, von der Annahme aus, daB fir jede stetige
Kurve die Flache 8, einen bestimmten Inhalt hat. Unbeschadet der Anschaulich-
keit einer solchen Annahme ist sie doch nicht streng analytisch begriindet; der
einzig exakte analytische Weg wire der umgekehrte: Ohne sich auf die geo-
metrische Interpretation zu stiitzen, unmittelbar auf analytischem Wege die
Existenz des Grenzwertes 8 der Summe

,E., 1(&) @ — )

zu beweisen und durch ihn den Flicheninhalt von S, zu definieren. Diesen Beweis
bringen wir am SchluB des vorliegenden Kapitels, und zwar unter allgemeireren
Voraussetzungen als der Stetigkeit der Funktion f(z).

Die geometrische Interpretation erwies sich auch als wesentliches Moment beim
Beweis jenes fundamentalen Satzes, daB bei stetigem Integranden die Ableitung
des bestimmten Integrals nach der oberen Grenze gleich dem Integranden an der
oberen Grenze ist. Im folgenden Abschnitt dieses Kapitels bringen wir auch einen
strengen analytischen Beweis dieses Satzes. Er erméglicht es, zusammen mit dem
Existenzbeweis fiir das bestimmte Integral einer stetigen Funktion die Behaup-
tung aufzustellen, daB es zu jeder stetigen Funktion eine Stammfunktion, d. h.
ein unbestimmtes Integral gibt. Ferner werden wir die Fundamentaleigenschaften
des unbestimmten Integrals unter der Voraussetzung darlegen, daB die be-
trachteten Funktionen stetig sind.

Bei der Darlegung der Eigenschaften eines bestimmten Integrals werden wir
dann auch die Fundamentalformel (13) streng beweisen. Als einziges unbewiesenes
Faktum wird die Tatsache iibrigbleiben, daB die Summe (10) fiir eine stetige
Funktion f(2) einen Grenzwert hat; diesen Beweis werden wir dann am Ende des
Kapitels nachholen.

89. Die Eigenschaften des unbestimmten Integrals. In [86] hatten wir gesehen,
daB zwei Stammfunktionen fiir ein und dieselbe Funktion sich nur durch eine
additive Konstante unterscheiden. Das fithrt uns zu der ersten Eigenschaft des
unbestimmten Integrals.
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I. Wenn zwei Funktionen identisch sind, konnen sich ihre unbestimmten Integrale
nur durch eine additive Konstante unterscheiden.

Umgekehrt, um nachzupriifen, daf zwei Funktionen sich nur durch eine additive
Konstante unterscheiden, geniigt es zu zeigen, daf} thre Ableitungen identisch sind.

Die folgenden Eigenschaften IT und III ergeben sich unmittelbar aus dem Be-
griff des unbestimmten Integrals als Stammfunktion, d. h. daraus, daB das un-
bestimmte Integral

[1@) d=

eine solche Funktion ist, deren Ableitung nach x gleich dem Integranden f(x) oder
deren Differential gleich dem Differentialausdruck f(x) dx des Integrals ist.

II. Die Ablestung eines unbestimmten Integrals ist gleich dem Integranden und
das Differential gleich dem Differentialausdruck des Integrals:

jd; (fHw) de) = ([f@) da) = f();  dff(x)dz = f(2) d. (15)

II1. Gleichzeitig mit (15) gilt
fF’(x) dx = F(z) + C,
und diese Formel konnen wir noch folgendermaBen umformen [60]:
[dF(x)=F(x) + C, (16)

was zusammen mit der Eigenschaft IT ergibt: Die nebeneinanderstehenden Zeichen
d und [, in welcher Reihenfolge sie auch aufeinander folgen mogen, heben sich gegen-
seitig auf, wenn man vereinbart, die willkiirliche Konstante in einer Gleichung
zwischen den unbestimmten Integralen unberiicksichtigt zu lassen.

IV. Ein konstanter Faktor kann vor das Integralzeichen geselzt werden:
[Af@)dx = Affgx) de + C1) (17)

V. Das Integral einer algebraischen Summe ist gleich der algebraischen Summe
der Integrale jedes Summanden :

f(u+v——w+---)dx=fud:t+fvdx——fwdx+---+0’. (18)

Die Richtigkeit der Formeln (17) und (18) ist leicht zu zeigen, indem man beide
Seiten differenziert und sich von der Identitit der erhaltenen Ableitungen iiber-
zeugt. Zum Beispiel wird fiir Gleichung (17)

(fA}@)dz) = Af (@),
(Af flx)dx + C)’ =4 (ff(x) dx)' = Af(x).
1) Bisweilen schreibt man hinter dem unbestimmten Integral nicht die willkiirliche additive

Konstante, wobei dies so zu verstehen ist, daB das unbestimmte Integral bereits einen solchen
Summanden enthilt. Die Gleichung (17) wird dabei

JAf(@)dz = A [{(z) d=.
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90. Tafel der einfachsten Integrale. Zum Aufstellen dieser Tafel brauchen wir
nur die Tafel der einfachsten Ableitungen [49] in der umgekehrten Richtung zu
lesen; wir erhalten

fde=2+0,

= mTi
dx
f;:logx—l—@’,

fa’da:—— + O, fe’dx:e-"—i—C,
log a

fsinxdx:-—-cosx—l—C, fcosxdx=si.nx—|—0,

wenn m== —1 ist,

fcc:isfx =tanz + C, fsii:x=—cotx+0,
flixx2=arctanx+0, l/1;#?:_5=arcsin:c—}—0.
—x

Zur Nachpriifung dieser Tabelle geniigt es festzustellen, daBl die Ableitung der
rechten Seite jeder Gleichung mit dem Integranden der linken Seite identisch ist.
Allgemein gilt: Wenn wir eine Funktion kennen, deren Ableitung die gegebene
Funktion f(z) ist, erhalten wir damit ihr unbestimmtes Integral. Aber gew6hnlich,
und sogar in den einfachsten Fillen, finden wir die vorgegebenen Funktionen
nicht in einer Tafel der Ableitungen, was die Integration wesentlich schwieriger
macht als die Differentiation. Es kommt dann darauf an, das gegebene Integral so
umzuformen, dal man ein bekanntes (oder tabelliertes) Integral erhélt.

Diese Umformung erfordert Ubung und Erfahrung und wird erleichtert durch
die Anwendung der nachfolgenden Grundregeln der Integralrechnung.

91. Partielle Integration. Bekanntlich gilt fiir zwei beliebige stetig differenzier-
bare Funktionen u, v von z [50]

d(uv) =udv +vdu oder udv =d(uv) —vdu.
Auf Grund der Eigenschaften I, V und III sé:h]ieBen wir hieraus
Judv = [[d(uv) — vdu] + C=[duv)— [vdu+ C =uv— [vdu+C,
was die Formel der partiellen Integration liefert:
Judv=uv — [vdu+ C. (19)

Sie fiibrt die Berechnung des Integrals f u dv auf die Berechnung des Integrals
f v du zuriick, wobei dieses sich als einfacher erweisen kann.

Beispiele.
1. f logzdz.
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Setzen wir hier
u=Ilogz, dx=dv,
so haben wir zunichst

dx
dy = —, v=2x,
x

woraus auf Grund von (19) folgt:
ﬁogxdx=xloga£—f ‘_iﬁ +C==zlogz—2z+C.
In der Praxis braucht man die einzelnen Umformungen nicht immer ausfiihrlich aufzu-
schreiben, vielmehr werden die Operationen nach Méglichkeit im Kopf ausgefiihrt.
2. ferz?de = [a?eTdx = [a® de® = 22e® — [eTd(2?) = 2%¢® — 2 [ex dua,
fefxde = [xde” = ze* — [P dx = e%2 — €%,
woraus schlieBlich
feratdz = e*[x? — 22 + 2] 4+ C
folgt.
3. [sinz-Pdx = [P sinzde = [2*d(— cos z)
= —2%cosz — [(—cosz)da® = —a’cosx + 3 [2? cos zdx
=—2*cosxz+ 3 [2*d sinz = —a® cos z + 323 sinx — 3 [sin z da?

=—2%cosx + 3x?sinz — 6 [z sinzda
= —a%cosz + 3a?sinz — 6 [ad(— cos z)

I

—a®cosz 4 3a?sinz + 6z cosx — 6 [coszdz
= —x3cosz + 3a?sinx + 6x cosx — 68inz + C.

Die in diesen Beispielen gezeigte Methode wird allgemein bei der Berechnung
von Integralen des Typs

flogz-azmdz, [eamdx, [sinbz-zmdz, [ cos bz - 2m dx

angewendet, wobei m eine beliebige ganze positive Zahl ist; man muB nur dafir
sorgen, daB sich bei den aufeinanderfolgenden Umformungen der Exponent von =
stindig erniedrigt, bis er Null wird.

92. Substitution der Veriinderlichen. Beispiele. Das Integral f }(z) dz 1aBt sich
héaufig vereinfachen, indem man an Stelle von x eine neue Verinderliche ¢ einfiihrt
durch eine (gewissen, spater zu besprechenden Voraussetzungen geniigende) Funk-
tion ¢:

z=@(t). (20)

Fiir die Umformung des unbestimmten Integrals mittels der neuen Verinderlichent
gemdf3 Formel (20) geniigt es, den gegebenen Differentialausdruck in den Differentigl-
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ausdruck der neuen Verdnderlichen umzuformen :
i@ dz = [fle®] ¢ (t)dt + C. (21)

Zum Beweis brauchen wir auf Grund der Eigenschaft I [89] nur die Uberein-
stimmung zwischen den Differentialen der linken und der rechten Seite der
Formel (21) festzustellen. Durch Differentiation nach Formel (15) erhalten wir

d([f(@) dz) = f(z) dz = flp(t)] ¢’ (¢) dt,
a(ffle®] ¢ () dt) = f[p(®)] ¢’ (¢) dt.

Hiufig gebraucht man an Stelle der Substitution (20) die inverse:
t=yp() und v (x) do = dt.

Beispiele.

1. f@az+bmdx  (fir m3= —1).

Zur Vereinfachung des Integrals setzen wir

ax + b =t, adzx = di, da:=§.

Setzen wir dies in das gegebene Integral ein, so finden wir

1 1 gmil 1 (ax + bym+
m, m dp — =72
f(ax+b) dx = tmdt l+C . 1 +C
2.[ dx =_f_—_]o t4+C= % lb)+0

d(—’i!
3.1‘ dz dz _1 a =-—1—arctan—z-+0-
a a 1 e @

e

Substltutxon t=—

== arcsm - + C
l/l-
V:c” + a

zur Berechnung dieses Integrals wird die Eulersche Substitution gebraucht, die spiter ge-
nauer behandelt wird. Die neue Verinderliche ¢ wird hier gemdB der Formel

Jx*+a=t¢t—=2, t=z+J2x*+a

eingefiihrt.
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Zur Bestimmung von z und dz quadrieren wir:
2—a

1 a
=2 — 2¢ 2, = == — t___’
22+a z+ z T 2( t)
1
2

t2—a t2+4a
¥ =t — = , dz —
ot a 2t 2t e

All dies in das gegebene Integral eingesetzt, ergibt

dz 2t 12+a dt
=ft3+a.? m dt=f—=logt+0 log(:c+Va:’+a)+C.

Y22 + a
6. Das Integral

dz
x2 — g2
wird mit Hilfe eines besonderen Verfahrens berechnet, mit dem wir uns spiter genauer ver-

traut machen, nimlich mit Hilfe der Partialbruchzerlegung des Integranden.
Nachdem wir den Nenner des Integranden in Faktoren zerlegt haben,

22 —a?=(x —a)(z+ a),

stellen wir ihn als Summe einfacherer Briiche dar:

1 A B
=+

B—a® z—a z+a

Zur Bestimmung der Konstanten 4 und B beseitigen wir den Nenner, was die Identitit
1=A@x+a)+ B(x—a)=(4A + B)yz + a(4d — B)

liefert, die fiir alle Werte von z giiltig sein muB. Sie wird erfiillt, wenn wir A und B aus den Be-
dingungen

a(A—~B)=1, A+B=0,

A=—B=i
2a

bestimmen.
Dementsprechend ist

1 _ 17t 1
22 — a?* 2a :r:—a_z+a’
1 dz dz 1
[FZmn| [ - [7] -aree—a—me+a+o
1

a
= —1 .
2a 8 +a+0

7. Die Integrale der allgemeineren Form

mx +n

—_—dx
22+ px + ¢
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werden auf die bereits frither untersuchten zuriickgefiihrt, indem man im Nenner des
Integranden das vollstandige Quadrat absondert:

2 2

?+prt+g= (x+%) +q—%-

Ferner setzen wir

x+%=t, a.lsoa:=t—%, dx = dt,

und erhalten
mx+n=m(t—-121)+n=At+B,

wobei A =m und B=n— =L ist.

Nachdem wir schlie8lich

gesetzt haben, wobei das Vorzeichen + oder — abhingig vom Vorzeichen der linken Seite dieser
Gleichung gewihlt werden mu8 und a positiv gerechnet wird, kénnen wir das gegebene
Integral in folgender Form schreiben:

mx +n do = At+Bdt=A tdi LB dt )
224 px 4+ g t2 + a? t2 4+ a? t2 + a?

Das erste dieser Integrale 1a8t sich berechnen, wenn man

2+ a?=z, 2tdt =dz
substituiert, woraus

tdt

1 [dz 1 1
—_— — — _=_1 = —1 tz 2
1o 2fz g g7 = glog 0

folgt.
Das zweite Integral jedoch hat eine Form, die in den Beispielen 3 (fiir das Vorzeichen +) und 6

(fiir das Vorzeichen —) untersucht worden ist.
8. Die Integrale der Form
mzx +n
V2 + pz +4q

werden durch dasselbe Verfahren der Absonderung des vollstindigen Quadrats auf frither
untersuchte zuriickgefiihrt. Verwenden wir die Bezeichnungen des Beispiels 7, so konnen wir
das gegebene Integral in folgender Form schreiben:

dx

_mrn g ([ALEB,_ 4 [ td L p [ (b=ia‘-’-=q_.p_2)_
V* + pz + ¢ B +b 2+b yee+ b 4

Das erste dieser Integrale 1aBt sich mit Hilfe der Substitution
t2 4 b = 2%; 2tdt = 22dz
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berechnen und liefert

ftdt =fﬂ=fdz=z=yt2+b.
jEre )

Das zweite Integral ist schon im Beispiel 5 untersucht worden und gleich log (t +Yi2+b '

9. Mit dem gleichen Verfahren der Absonderung des vollstindigen Quadrats kann man das
Integral

f mx+n dz
Vg + pz — a*
auf die Form

tdt di

4 Ya?— t? + B

1 ﬁ
bringen, und man erhilt mit Hilfe der Substitution a® — 2 = 22
tdt
N~
Das zweite Integral ist im Beispiel 4 untersucht worden.

10. fsin’a:d:c =f—l_c+2xdx=—;—(x-—%sin2x)+0

=—Ya>—t24C.

=-§-(x—sinxcosx)+0;
fcos’xda: =f%dx=%(z+%sin 2:c)+ c

=-%—(a:+sinzoosx)+0.

11. Das Integral
fv:c“ +adz

148t sich mittels partieller Integration auf ein bereits untersuchtes zuriickfiithren :

fyxz+ad:c=xVx’-i—a—fz-dﬂz’-l—a:z}/ﬁ-}-a—f i dz.

V2 +a

Indem wir beim letzten Integral im Zahler des Integranden a addieren und subtrahieren,
bringen wir die vorstehende Gleichung auf die Form

f}‘x’+adz=x]/xz+a—f}/z2+adx+af dz

2+ a
oder

2fl/x=+adx=xv:c2+a+a dz ,
V2 + a
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wonach schlieBlich

szz+adx=—“l)‘-[x|/x3+a+alog(z+ Vx“—i—a)]—i—C

wird.

93. Beispiele von Differentialgleichungen erster Ordnung. In [51] betrachteten wir die
einfachsten Differentialgleichungen. Die allgemeinste Differentialgleichung erster Ordnung
hat die Form

Fz,y,9)=0.

Das ist eine Beziehung, die die unabhingige Veridnderliche z, die unbekannte Funktion y
und ihre erste Ableitung y’ verkniipft. Unter Umstdnden 1Bt sich diese Gleichung nach y”
auflésen und in der Form

y =f=zy)

schreiben, wobei f(z, y) eine Funktion von z und y ist.

Ohne diese Gleichung im allgemeinen Fall zu betrachten, was im zweiten Teil dieses Lehr-
gangs getan wird, befassen wir uns nur mit einigen sehr einfachen Beispielen.

Ein solches ist die Gleichung mit separierbaren Verdnderlichen, die dann vorliegt, wenn die
Funktion f(z, y) der Quotient zweier Funktionen ist, von denen eine nur von = und die andere
nur von y abhingt:

2@ 29
v(y) 22)

Da y' = j—y ist, kénnen wir diese Gleichung auf die Form
z

y(y)dy = p(z) dz

bringen, wobei auf der einen Seite der Gleichung nur die Verinderliche z und auf der anderen
nur y auftritt; diese Umformung wird auch Separation der Variablen (Trennung der Ver-
anderlicken) genannt. Da

v dy=d[yy)dy, ok)dz=d[p()dz
ist, erhalten wir auf Grund der Eigenschaft I [89]

fvy)dy = fe)dz + C, (23)
woraus wir nach Integration die gesuchte Funktion y bestimmen kénnen.

Beispiele.

1. Die chemischen Reaktionen erster Ordnung. Bezeichnen wir mit a die Stoffmenge, die
zu Beginn der Reaktion vorhanden war, und mit = die Stoffmenge, die zum Zeitpunkt ¢ in die
Reaktion eintritt, so erhalten wir [51]

T =c(a — z), (24)

wobei ¢ die Reaktionskonstante ist. Dariiber hinaus gilt
4 I‘_o =0. (25)
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Durch Separation der Variablen finden wir
dz

G —

=cdé

oder, wenn wir integrieren,

fd:c =fcdt-|—01; —log (@ — z) =ct + C,,
—z

wobei C, eine willkiirliche Konstante ist. Daraus leiten wir
a — z = e ¢—Ci = Qect

ab, mit der ebenfalls willkiirlichen Konstanten C =e~C1. Sie 148t sich aus der Bedingung (25)
bestimmen, auf Grund deren die vorstehende Gleichung a = C fiir ¢ = 0 liefert, und es
wird schlieBlich

z=a(l —e*°).

2. Die chemischen Reaktionen zweiter Ordnung. In einer Losung scien zwei Stoffe enthal-
ten, deren Mengen bei Beginn der Reaktion in Grammolekiilen ausgedriickt @ bzw. b seien.
Wir nehmen an, daB im Zeitpunkt ¢ die gleichen Mengen der beiden Stoffe, die wir mit = be-
zeichnen, in Reaktion treten, so daB die Restmengen der Stoffe ¢ — z bzw. b — z werden.

Nach dem Grundgesetz der chemischen Reaktionen zweiter Ordnung ist die Geschwindig-
keit des Reaktionsablaufs proportional dem Produkt dieser Restmengen, d. h.

dx
W=k(a—-z)(b—x).

Diese Gleichung ist zu integrieren, nachdem ihr noch die Anfangsbedingung

Zltao=0
beigegeben ist.
Nach Separation der Veriénderlichen erhalten wir
dx
—_— = kdit
a—2) (b—2

oder, wenn wir integrieren,

dz
[e=ro=a =0 9

wobei C, eine willkiirliche Konstante ist.
Zur Berechnung des Integrals auf der linken Seite wenden wir Partialbruchzerlegung an
(Beispiel 6) [92]:

1 A B

(a—:c)(b—:c)=¢—x b—2’

1=A®} —z) + Bl@ — z) = —(4 + B)z + (4b + Ba),

was
—(4 4+ B) =0; Ab+4 Ba=1
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liefert, woraus

1
b—a

A=—-B=

folgt, so daB
dz _ 1 dz _ dz 1 1 o b—2z
@—z)(b—2) b—alle—= b—z| b—a ga—z

wird.

Nach Einsetzen in (26) haben wir

g = —p—a)kt+ (b —a)C,
a—=z
oder
b—z _ Celb-0kt
a—z

mit C = e-91Cy,

Die gesuchte Funktion z liB8t sich ohne Schwierigkeit bestimmen.

Wir stellen dem Leser anheim, den speziellen Fall @ = b zu untersuchen, in dem die vor-
stehenden Formeln ihren Sinn verlieren.

3. Es sind alle Kurven zu finden, die die vom Koordinatenursprung aus gezogenen Radius-
vektoren unter esinem gegebenen konstanten Winkel schneiden) (Abb. 121).

w
Yi
)
)
©
T IM
o * ¥ .
i »  Abb. 121

Es sei M (z, y) ein Punkt einer gesuchten Kurve. Der Abbildung entnehmen wir

w=x—20,

’ Yy
y —— —
tanw=mn(a—0)=1tan:a_t:nee= z.,
no tan
+ « 1+y%

Nachdem wir zur bequemeren Durchfithrung der Rechnungen

tan @ =-L
a

1) Allgemein bezeichnet man als Winkel zwischen zwei Kurven den Winkel zwischen den
Tangenten im Schnittpunkt der Kurven.
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gesetzt und die Nenner beseitigt haben, schreiben wir die erhaltene Differentialgleichung in der
Form

z+yy =alyz—y)
oder, nachdem wir beide Seiten mit dz multipliziert haben,
zdz 4+ ydy = a(zdy — ydzx). 20N

Diese Gleichung laB8t sich sehr einfach integrieren, wenn man von den rechtwinkligen
Koordinaten 2, y zu Polarkoordinaten r, 0 iibergeht, indem man die z-Achse als Polachse und
den Koordinatenursprung O als Pol wiahlt. Wir erhalten [82]

22 4y =12, 0=arct&nl,
z
durch Differentiation

cdz+ydy—=rdr, d0=_" d(l)=ﬂ=dy—ydx_
x xl_*.y!

Die Gleichung (27) lautet dann
rdr=ar*d0 oder d—’:adﬂ.
r

Durch Integration erhalten wir hieraus
logr=a0+4+C;,, r=0Ce® mit C=e,

Die erhaltenen Kurven heiBen logarithmische Spiralen [88].

§9. Die Eigenschaften des bestimmten Integrals

94. Die Fundamentaleigensehaften des bestimmten Integrals. Wir hatten ge-
sehen, daB das bestimmte Integral

I=[twde  @<b), 1)

wobei (a, b) ein endliches Intervall und f(x) eine auf ihm stetige Funktion ist, der
Grenzwert der Summe der Form

ké;f(fk) (Ze — 241) @ &S x) 2)

ist [87]. Diesen Grenzwert mufl man auf folgende Art verstehen: Fiir ein beliebig
vorgegebenes positives ¢ existiert eine solche positive Zahl 7, dal

I —E’: f&) (e — )| <

bei beliebiger Wahl der Punkte £, aus den Intervallen (z;-;, ;) gilt, wenn die
groBte der (positiven) Differenzen z, — x;; kleiner als 7 ist.

16 Smirnow 1
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Kurz gesagt, das Integral (1) ist der Grenzwert der Summe (2) bei beliebiger
Wahl der &, wenn die groBte der Differenzen 2, — 2;,; gegen Null strebt.

Wir bemerken, dafl dabei die Anzahl der Glieder der Summe (2) unbegrenzt
wiachst. Genau genommen muBl man die Definition des erwahnten Grenzwertes (2)
so verstehen, wie das oben gezeigt wurde (mit Hilfe von ¢ und 7).

Am SchluB8 des Kapitels werden wir die Existenz des erwdhnten Grenzwertes
der Summe (2) fiir stetige Funktionen und einige Klassen unstetiger Funktionen
beweisen. Im folgenden werden wir, wenn nicht ausdriicklich anders erwiahnt, den
Integranden als stetig im Integrationsintervall voraussetzen.

Wir hatten vorausgesetzt, da die untere Integrationsgrenze a kleiner als die
obere Integrationsgrenze b ist. Fir a = b folgt aus der Deutung des Integrals als
Flache, daB es natirlich ist.

fi@ydz=0 3)

zu setzen. Diese Gleichung stellt die Definition des Integrals fiir den Fall dar, da8
die obere Integrationsgrenze gleich der unteren ist.
Fir a > b wird folgende Definition festgelegt:

b a
Ji@) dz = — [ (=) dz. 4)

Im rechts stehenden Integral ist die untere Grenze b kleiner als die obere Grenze a,
und das Integral wird auf die gewShnliche Weise gebildet, wie sie oben gezeigt
wurde. Wenn wir fiir das links stehende Integral die Summe (2) bilden, erhalten
wir fiir sie (@ > b)

A=Tg> Ty >y > 0o >y > >0 Ty > Ty = b,

und alle Differenzen #; — #;; sind negativ. Wenn wir zum Integral, das auf der
rechten Seite von Gleichung (4) steht, tibergehen, d. h., wenn wir a als obere
Grenze und b als untere Grenze ansehen, miissen alle Zwischenpunkte z; in der
umgekehrten Reihenfolge durchlaufen werden, und in der Summe (2) dndern alle
Differenzen x, — #;_; ihr Vorzeichen. Diese Uberlegung fiihrt zu der natiirlichen
Definition (4) in dem Fall, dal a > b ist.

Wir erwéhnen noch die offenkundige Identitit

)
fdz=b—a. (5)
e
Denn ist der Integrand fiir alle « gleich Eins, so wird
b
fdx = lim [(xl - a) + (xz - xl) + (xs - xz) + i + (zn—l _xn—z)"‘ (b_xn—l)]'

In der eckigen Klammer steht aber die konstante Groe b — a. Der Ausdruck (5)
liefert offenbar [87] die Flache des Rechtecks mit der Basis b — a und der Hohe
Eins.
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Wir gehen jetzt zur Aufzidhlung und zum Beweis der Eigenschaften des be-
stimmten Integrals iiber. Die ersten beiden von ihnen sind Definitionen, die durch
die Gleichungen (3) und (4) ausgedriickt werden.

I. Ein bestimmies Integral mit gleicher oberer und unierer Grenze ist gleich Null
zu selzen.

I1. Bei Vertauschung der oberen und unteren Grenze dndert das bestimmte Integral,
seinen Absolutbetrag beibehaltend, nur das Vorzeichen, d. h.

[ b
[H@)de = —[f(2) d=.
b a

III. Die Grife eines bestimmien Integrals hingt nicht von der Bezeichnung der
Integrationsvariablen ab:

b b
[H@) dz = [{() dt.

Dies wurde schon in [87] festgestellt.
IV. Ist eine in einer beliebigen Rethenfolge angeordnete Folge von Zahlen

a,bc,.... k1

gegeben, so wird

] b <

l
[1@)dz= [f{@)de + [f@)dz + -+ + [[(z)dz. (6)
a b k

Es geniigt, diese Formel fiir den Fall dreier Zahlen a, b, ¢ herzuleiten, wonach der
Beweis leicht fiir eine beliebige Anzahl von Summanden durchgefiihrt werden
kann.

Wir nehmen zuerst an, dal a < b < ¢ ist. Aus der Definition ergibt sich

[

[1@) dz = lim g FE) (@ — mina),s
=1

wobei dieser Grenzwert ein und derselbe ist, in welcher Weise wir das Intervall
(@, c¢) auch immer aufteilen, wenn nur die grofite der Differenzen z; —
gegen Null strebt und ihre Anzahl unbegrenzt zunimmt. Wir wollen vereinbaren,
das Intervall (a,c) so zu zerlegen, dafl der zwischen a und ¢ liegende Punkt b
einer der Teilungspunkte ist. Dann wird die Summe

5 HE) @ — 7ina)
{=1

in zwei Summen derselben Art zerlegt, nur daB8 wir zwecks Bildung der einen
Summe das Intervall (a, b), zwecks Bildung der anderen das Intervall (b, ¢) in
Teile zerlegen, und zwar so, daB in beiden Fillen die Anzahl der Teilintervalle
unbegrenzt zunimmt und die groBte der Differenzen z; — z;; gegen Null

16*
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strebt. Diese Summen streben gegen

ff(x) dx bzw. ff(x) dx,
b

und wir erhalten schlieBlich
c n . b [4
[1@) dz = lim ¥ {(&) (5 — 21 = [1(@) do + [ (0 da,
a =1 a

was zu beweisen war.
Jetzt moge b auBerhalb des Intervalls (, c) liegen, etwa @ << ¢ << b. Nach dem

soeben Bewiesenen konnen wir
b [3 b
1@ dz = [f(x)dz + [} (@) de
[ [ [
schreiben, also
c b b
[{@) dz = [{(x)dz — [{(z)de.
a a c
Auf Grund der Eigenschaft IT gilt aber
b [
— [{@) dz = [{(z)d=,
¢ b
d. h. wiederum
c b [
[1@) de = [1@) do + [f(2) da.
6 a b
Auf analoge Weise lassen sich auch alle ibrigen Moglichkeiten der gegenseitigen

Anordnung der Punkte betrachten.

V. Ein konstanter Faktor kann vor das Zeichen des besttmmiten Integrals gesetzt
werden, d. h.

fbAf(x) dz = A fbf(x) dz,

weil

b ] n b
JA@) do =1lim 37 Af(&) (% — %) = Alim 3 {(&) (% — %i0) = A [{(2) d=

a =1 =1

ist.
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VI. Das bestimmite Integral einer algebraischen Summe ist gleich der algebraischen
Summe der bestimmiten Integrale jedes Summanden, weil z. B.

b

J[@) — p@)]dz =lim 3 [{(&) — ¢(&)] (= — @i-1)

a =1

=lim

t

AMs

£ (@ — zis) — lim =21: (&) (@5 — Tiy)

b b
= [1@) dz — [p() dz
ist.

95. Der Mittelwertsatz der Integralrechnung.
VII. Erfilllen die Funktionen f(x) und @ (x) tm Intervall (a, b) die Bedingung

f@) = p(=), (N
30 st auch
b b
Ji@dz < fo@dz (5> a), (8)

mit anderen Worten, Ungleichungen lassen sich integrieren.
Wir bilden die Differenz

b b b ]
Jo@) dz — [f)dx = [[p(z) — f(@)]dz =Lim 3 [p(&) — f(&)] (= — ).
a a [ i=1

Auf Grund der Ungleichung (7) sind die unter dem Summenzeichen stehenden
Glieder positiv oder zumindest nicht negativ. Folglich 1a8t sich dasselbe auch von
der ganzen Summe und ihrem Grenzwert sagen, d. h. von der Differenz der
Integrale, woraus die Ungleichung (8) folgt.

Wir bringen noch eine geometrische Erlduterung des Gesagten. Dazu nehmen
wir zundchst an, daB beide Kurven

y=1f, y=e¢k

oberhalb der z-Achse liegen (Abb. 122). Die Figur, die von der Kurve y = f(z),
der z-Achse sowie den Ordinaten * =a und z = b begrenzt wird, liegt dann
ganz innerhalb der von der Kurve y = ¢(x), der z-Achse sowie den Ordinaten
z = a und x = b umrandeten Figur, und.daher ibertrifft der Flicheninhalt der
ersten Figur nicht den der zweiten, d. h.

b b
ff(x) dr < f(p(x) dx.
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Der allgemeine Fall einer beliebigen Anordnung der gegebenen Kurven beziiglich
der x-Achse unter Wahrung der Bedingung (7) wird auf den vorhergehenden
zuriickgefiihrt, indem man die Figur um so viel nach oben verschiebt, daB beide
Kurven oberhalb der z-Achse liegen. Diese Verschiebung fiigt zu jeder der Funk-
tionen f(x) und ¢ (z) ein und denselben Summanden ¢ hinzu und zu den Flichen-
inhalten der beiden Figuren den Flacheninhalt eines Rechtecks mit der Basis
b — a und der Hohe ¢, so daB die Ungleichung giiltig bleibt.

YA
"o

3 .
=f(x)

v Y >  Abb. 122

0 a b X

Es ist leicht zu zeigen: Wenn in (7) das Zeichen < gilt, dann gilt auch in (8) das
Zeichen <. Wir erinnern daran, daB die Funktionen f(x) und ¢(x) als stetig an-
Jenommen werden.

Folgerung. Gilt tm Intervall (a, d)
@) <)< M, )]

80 wird

[10)dz| < fo@de s MG —a) (> a); (10)

denn die Bedingung (9) ist mit der folgenden Ungleichung dquivalent:
—M < —p@)<fl@) s @) < M.
Integrieren wir diese Ungleichung zwischen den Grenzen @ und b (Eigenschaft VII)
und benutzen (5), so erhalten wir

—HG ) £ ~[o@) s < [{0)ds < [p@)de < MG —a)

was mit der Ungleichung (10) gleichbedeutend ist.
Setzen wir @(z) = |f(z)|, so erhalten wir aus (10) die wichtige Ungleichung

b b
[1@)dz| < [If(2)| dz, (10,)

die eine Verallgemeinerung der bekannten Eigenschaft einer Summe auf das
Integral ist: Der absolute Betrag einer Summe ist kleiner oder gleich der Summe
der Absolutbetrige der Summanden. In der angegebenen Formel gilt das Gleich-
heitszeichen, wie leicht einzusehen ist, nur dann, wenn f(z) im Intervall (a. b) das
Vorzeichen nicht andert.

Aus der Eigenschaft VII folgt ein wichtiger Satz.
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Mittelwertsatz. Andert die Funktion ¢(x) im Intervall (a, b) das Vorzeichen
nicht, so wird

b b
[1(2) p(@) dz = f(£) [ () da, (11)

wobei £ ein gewisser, dem Intervall (a, b) angehdrender Wert ist.
Zum Beweis nehmen wir ¢ (x) = 0 im Intervall (a,b) an und bezeichnen mitm
und M den kleinsten bzw. groBten Wert von f(z) im Intervall (a, b). Da offenbar

ms<f@)=M

(wobei beide Gleichheitszeichen nur dann gleichzeitig gelten, wenn f(x) konstant
bleibt) und ¢ (z) = 0 ist, wird
mo(@) < f(@) p(*) = Mo(z)

und auf Grund der Eigenschaft VII, wenn wir b > a annehmen,
b b b
m [p(2) dz < [1(z) (@) dz < M [¢(2) dz.
a a ]

Hieraus ist ersichtlich, daB eine der Ungleichung m < P < M geniigende
Zahl P existiert derart, da3

b b
[1@) p@) dz = P [p(z) de (12)
a a

wird.

Da die Funktion f(x) stetig ist, nimmt sie im Intervall (e, b) alle zwischen dem
kleinsten Wert m und dem groSten Wert M liegenden Werte an, worunter sich
auch der Wert P befindet [35]. Daher 148t sich ein solcher Wert & im Intervall
(@, b) finden, fiir den

) =~Pp
ist, womit die Formel (11) bewiesen ist.

Ist @(x) <0 im Intervall (a, d), so ist dort —@(x) = 0. Wenden wir auf
— @(x) den bewiesenen Satz an, so erhalten wir

b b
[1@) [—e@)]dz = {(8) [[—p ()] dz.

Wenn wir das Minuszeichen vor das Integralzeichen setzen und beide Seiten mit
—1 multiplizieren, erhalten wir die Formel (11).
Entsprechend folgt, wenn b < a ist, aus dem Vorhergehenden die Formel

[1@)e@) de =1(8) [¢(2) da.
b b
Vertauschen wir auf beiden Seiten die Integrationsgrenzen und multiplizieren

mit —1, so erhalten wir wieder die Formel (11), die damit in voller Allgemeinheit
bewiesen ist.
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Insbesondere kann man ¢(x) =1 setzen und erhilt dann den Spezialfall des
Mittelwertsatzes:

b b
[i@)dz = (&) [dz = [(&) (b — a). (13)

Der Wert des bestimmten™ Integrals ist gleich dem Produkt aus der Linge des
Integrationsintervalls und dem Wert des Integranden fiir einen gewissen Zwischen-
wert der unabhingigen Verdnderlichen.

Ist @ > b, so muB die Linge des Integrationsintervalls mit dem Minuszeichen
genommen werden. Geometrisch ist dieser Satz gleichbedeutend damit, daB sich
zu einer Flache, die von einer beliebigen Kurve, der z-Achse, den beiden Ordi-
naten £ =a und x = b begrenzt ist, immer ein inhaltsgleiches Rechteck mit
derselben Basis b—a und der Hohe einer der Kurvenordinaten im Intervall (a, b)
finden 1aBt (Abb. 123).

Es ist leicht zu zeigen, daB man die in Formel (11) oder (13) auftretende Zahl &
immer als im Innern des Intervalls (a, b) liegend anzusehen hat.

Y

/—\
f(¢) !

§ >  Abb.123

= 7] D——

I
|
|
of a

>d

96. Die Existenz einer Stammfunktion.

VIIL. Ist die obere Grenze eines bestimmiten Integrals eine verdinderliche Grofe, so
wird die Ableitung des Integrals nach der oberen Grenze gleich dem Wert des Inte-
granden an der oberen Grenze.

Der Wert des Integrals

b
[i@) de

hdngt bei vorgegebenem Integranden f(x) von den Integrationsgrenzen a und %
ab. Wir betrachten das Integral

fiwae

mit der konstanten unteren Grenze ¢ und der verdnderlichen oberen Grenze z,
wobei wir die Integrationsverinderliche zum Unterschied von der oberen Grenze x
mit dem Buchstaben ¢ bezeichnen, Der Wert dieses Integrals ist eine Funktion
der oberen Grenze z, d. h.

F@) = ffoa, (14)
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und es ist zu beweisen, dal

dF(z)
dx _I(x)

ist.
Zu diesem Zweck bilden wir die Ableitung der Funktion F (), indem wir von
der Definition der Ableitung [45] ausgehen:
dF (z) — lim
dz >0
Wir erbalten dann

F + h) — F(2)
;. )

z+h

z+h z
Fla+h)= [fe)ydt = [f@)dt + [f() de

(auf Grund der Eigenschaft IV), woraus

z+h N z+h
Fe+h) =F@)+ [f(t)dt und F“+2 ””:%ﬁmm

folgt.
Bezeichnen wir mit £ einen gewissen dem Intervall (x, x 4 k) angehérenden
Wert und wenden (13) an, so erhalten wir

z+h

Jfeyae= (&b,

was

F h)y — F
e+ B F@ _ e

ergibt.
Wenn ~ gegen Null strebt, strebt der zwischen = und z - & gelegene Wert ¢

gegen z, und der Wert f(&) selbst strebt wegen der Stetigkeit der Funktion f
gegen f(x), so dal

dF(x) lim F(x + h) — F(x)
dr o0 h

= lim {(§) = f()
B0

ist, was zu beweisen war.

Wir bemerken, da wir fiir 2 im Fall z = e nur positive Werte und im Fall
z = b nur negative Werte (@ < b) nehmen kénnen und daB die Funktion F(x)
im ganzen (abgeschlossenen) Intervall (@, b) die Ableitung f(x) besitzt. Uber die
Definition der Ableitung in den Endpunkten eines abgeschlossenen Intervalls
hatten wir schon in [46] gesprochen.

Als Folgerung ergibt sich [45], daB das bestimmie Integral F (x), als Funktion
der oberen Grenze x betrachtel, eine stetige Funktion itm Intervall (a, b) ist, wobes
F(a) = 0 anzunehmen ist. Wir bemerken, daB durch Anwendung des Mittelwert-
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satzes auf das Integral (14) die Beziehung F(x) = f(£)(z — a) folgt, und daraus
ergibt sich F(z) -0 fiir z —>a. Aus diesen Uberlegungen folgt auch:

IX. Jede stetige Funktion f(x) hat eine Stammfunktion oder ein unbestimmies
Integral.

Die Funktion (14) ist diejenige Stammfunktion von f(z), die fir = a Null
wird.

Wenn F,(x) einer der Ausdriicke fiir die Stammfunktion ist, dann wird, wie wir
in [88] gesehen haben,

b
J1(z) dz = Fy(b) — F,(a).

97. Unstetigkeit des Integranden. In allen vorstehenden Uberlegungen war
vorausgesetzt, daB der Integrand f (x) im ganzen Integrationsintervall (a, b) stetig
ist.

Wir fithren jetzt den Begriff des Integrals auch fiir gewisse unstetige Funk-
tionen ein.

Wenn es im Intervall (a, b) einen Punkt ¢ gibt, in dem der Integrand f(x)
unstetig wird, aber die Integrale

c—¢
[1(z)de, fb/(x)dz (@<?)

c+o’
gegen bestimmte Grenzen streben, falls die positiven Zahlen &' und " gegen Null
streben, dann heiBen diese Grenzwerte bestimmte Integrale der Funktion f(x)
zwischen den Grenzen a und ¢ bzw. ¢ und b, d. h.

c—¢

ff(:c) dz =1lm [ f(z)dz,

&—>+0 a

fl(x)da:—hm ff (2) dz,

&’—>+0 c+&

wenn diese Grenzwerte existieren.
Wir setzen dann

b ¢ b
[t@) dz = [{@)dz + [}(=)da.

Die durch (14) definierte Funktion F () besitzt, wie leicht zu sehen ist, folgende
Eigenschaften: Es ist Fj(z) = f(2) in allen Punkten von (a, ) auler in z = ¢,
und F, (z) ist stetig in ganz (a, b) einschlieBlich = = c.

Wenn der Punkt ¢ mit einem der Endpunkte des Intervalls (a, b) zusammen-
fallt, braucht man an Stelle der beiden nur einen der Grenzwerte

lim f fx) dx oder lim bf;(x) dx

&>+0 ate &—>+0 a
zu betrachten.
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"Gibt es schlieBlich in dem Intervall (a, b) nicht einen, sondern mehrere Un-
stetigkeitspunkte ¢, so muBl man das Intervall in Teilintervalle zerlegen, denen
dann nur je ein Unstetigkeitspunkt angehort.

Bei der oben getroffenen Vereinbarung iiber die Bedeutung des Symbols

b
[1@) d=

ist die Formel (15)
b
[ 1(@) dz = Fy(b) — F,(a)

sicher giltig, sofern F,(x) eine beliebige im ganzen Intervall (a, b) einschlieB-
lich z = ¢ stetige Funktion und Fj(x) = f(x) in allen Punkten von (a, b) mit
Ausnahme von z = ¢ ist.

Es geniigt, diese Behauptung fiir den Fall eines Unstetigkeitspunktes ¢ im
Innern des Intervalls (a, b) zu beweisen, da fiir mehrere Unstetigkeitspunkte oder
fir ¢ = a oder ¢ = b die Untersuchung auf ganz analoge Weise geschieht.

Weil die Funktion f(z) in den Intervallen (@, ¢ —¢'), (c4-¢”, b) stetig ist, laBt
sich auf diese Intervalle die Formel (15) anwenden, und wir erhalten

[f@) dz = Fy(c — &) — F,(a),

b
ff(x)dx=F1(b) — Fy(c+ ).

c+e&”
‘Wegen der Stetigkeit von F, (r) konnen wir schreiben:
f/(x)dx = lim [Fy(c — &) — F,(a)] = Fy(c) — Fy(a),

&—>+0

ff(x) dz = lim [F,0) = Fy(e + &) = F,0) — F,0),
&'— [1]

d. h.
b ¢ b
Ji@dze= [fx)dz + [f(z)d=
= [Fy(¢) — Fy(a)] + [F1(0) — F,(c)] = Fy(b) —Fy(a),

was zu beweisen war.

Vom geometrischen Standpunkt aus betrachtet, liegt der in Frage stehende Fall dann vor,
wenn die Kurve y = f(x) eine Unterbrechung der Stetigkeit im Punkt ¢ erfahrt und trotzdem
ein Flacheninhalt existiert. Wir betrachten x. B. die Bildkurve der folgendermaflen definierten
Funktion:

x

to) ==+ % fir 0<z<2,

f(x)== fir 25253
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(Abb. 124). Der Inhalt der von dieser Kurve, der z-Achse, der Ordinate z = 0 und der ver-
#nderlichen Ordinate = = z, begrenzten Fliche ist eine stetige Funktion von 2z, obwohl die
Funktion /() fir z = 2 unstetig ist. Andererseits 188t sich leicht eine im ganzen Intervall

Yi

Abb. 124

0

(0, 3) stetige Stammfunktion von f(x) finden. Dies ist eine Funktion Fy (z), die folgendermaBen
definiert wird:

Fi(z) =

|8,

+% fir O0<zx<e,

2
Fy(2) =% fir 2<z<3.
Durch Differenzieren iiberzeugen wir uns davon, daB tatsichlich
, z 1

im Intervall (0, 2) und F;(z) = « im Intervall (2, 3) wird. AuBerdem liefern die beiden. an-
gegebenen Ausdriicke fiir F;(z) in # = 2 ein und denselben Wert 2, was die Stetigkeit von
F, () gewihrleistet. Jedoch ist F,(z) in = 2 nicht differenzierbar.

Der Inhalt der von unserer Kurve, der z-Achse und den Ordinaten £ =0 und z =3 be-
grenzten Fliche wird durch die Formel

3 2 3
[1@)dz = [1)dz + [1@) dz = Fy(3) — Fu(0) = 5
[\] (] 2

dargestellt, wovon man sich auch unmittelbar avf Grund der Abbildung leicht iberzeugen
kann.
Wir betrachten noch die Funktion y = z—%/s (Abb. 125). Sie wird unendlich fir = = 0;

aber ihre Stammfunktion 3z'/> bleibt auch fiir diesen Wert von z stetig, und daher kdnnen wir
schreiben:

1 1
Ja—'lhdz = 32 =6.
-1 -1
Mit anderen Worten: Obgleich die betrachtete Kurve bei der Anniherung von  an Null ins
Unendliche verlduft, hat sie zwischen den Ordinaten # = —1 und z =1 einen ganz be-

stimmten Flidcheninhalt.



97. Unstetigkeit des Integranden 253

Die Stammfunktion -1 der Funktion % dagegen strebt fiir z —0 gegen Unendlich, und
z
deshalb ist die Formel (15) in dem Fall, daB der Punkt 0 im Innern des Intervalls (a, b) liegt,

auf diese Funktion nicht anwendbar; die Kurve — besﬂ:zt fiir dieses Intervall keinen end-
lichen Fldcheninhalt.

Y

Abb. 125

Wir bemerken, daB in einigen Fillen die Integrale unstetiger Funktionen in
einem endlichen Intervall (a, b) auch unmittelbar als Grenzwerte der in [94] an-
gegebenen Summen einen Sinn haben. Das gilt z. B. in dem Fall, dal f(z) im
Intervall (a, b) endlich viele Unstetigkeitspunkte hat und beschrankt ist (vgl.
Abb. 124). Die Werte der Funktion in den Unstetigkeitspunkten beeinflussen
dabei die GroBe des Integrals nicht. Wir werden darauf in [116] naher eingehen.
Wenn eine Funktion nicht beschriankt ist, d. h. |f(z)| beliebig groe Werte an-
nimmt, dann ist eine unmittelbare Definition des Integrals als Grenzwert einer
Summe unmdéglich. Das gilt fiir das Beispiel in Abb. 125. Hier ist es notwendig,
das Integral als Integral iiber ein verkiirztes Intervall mit anschlieBendem Grenz-
iibergang zu definieren:

2
fa: T dx = lim fw B da:+ lim flx_?dx.

&——0 1 e'>+0 ¢
Solche Integrale heien gewohnlich uneigentliche Integrale.

. .1 . .
Fiir die Funktion = existiert kein endlicher Grenzwert:

f — dx = 4-00.
&—>+0 ¢
-3 heift
Solche Integrale heiBen divergent. Das oben betrachtete Integral von z * °
konvergent, da die Grenzwerte fir ¢ — —0 und ¢” — 40 existieren.
Im folgenden Paragraphen betrachten wir uneigentliche Integrale iiber einem
unendlichen Intervall. In diesem Fall ist eine unmittelbare Definition des Inte-

grals als Grenzwert einer Summe unmoglich.
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98. Unendliche Grenzen. Die vorangegangenen Uberlegungen kann man auch
auf den Fall eines unbeschrinkten Intervalls erweitern und

ff(x) dz = lim ff(x) dz, (16)
b—>+00 a
f](a:) dr = lim ff x) dx (17)

setzen, sofern diese Grenzwerte existieren.

Diese Bedingung ist sicher erfiillt, wenn die Stammfunktion F; (x) gegen einen
bestimmten Grenzwert strebt, falls  gegen +4-co oder —oo strebt. Bezeichnen
wir diese Grenzwerte mit F'; (-} oo) bzw. F; (— o0}, s0 erhalten wir die Beziehungen

j f@)dz = lim [F,(b) — F,(a)] = Fy(+o0) — F,(a), (18)
b—>+o00

ff(m) dz = lim [F (0) — Fy(a)] = Fy(b) — Fy(—o0), (19)

400 a +oo

[1@) dz = [[(x)dz + [f(z) dz = F (+00) — Fy(—00), (20)

welche die Verallgemeinerung der Formel (15) auf ein unendliches Intervall dar-
stellen.

Oft schreibt man die Beziehung (16) auch in der Form lim f fl@)de = f f(x)dz.

b—>400 a

Die geometrische Bedeutung der obigen Bedingung besteht darin, daB der
ins Unendliche verlaufende Zweig der Kurve y = f(z), der dem Intervall
—oo < 2 < oo entspricht, eine Fliche endlichen Inhalts einschlieBt.

Wir haben somit den Begriff des bestimmten Integrals, der anfangs fiir eine
stetige Funktion und ein endliches Intervall aufgestellt wurde, auf unstetige
Funktionen und ein unendliches Intervall erweitert. Charakteristisch fiir diese
Erweiterung ist die Berechnung des Integrals der stetigen Funktion zunichst
iiber ein verkiirztes Intervall und danach der Grenziibergang. Der so erhaltene
Begriff heiBt zum Unterschied von dem urspriinglichen ein uneigentliches oder
verallgemeinertes Integral.

Beispiel. Die Kurve y = ﬁ, die fiir  — -+ oo im Unendlichen verlduft, umschlieSt
trotzdem gemeinsam mit der z-Achse eine Fliche endlichen Inhalts (Abb. 126), denn es ist

© _n_(_=\__
o 2 2) 7

0

flixza=arcta.na:

oo
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Bei der Berechnung dieses Integrals hat man zu bedenken, daB man fiir die Funktion
arctan x nicht einen beliebigen Wert dieser vieldeutigen Funktion nehmen darf, sondern den

2 15 -
Abb. 126

in [24] definierten, d. h. den zwischen —i;- und% liegenden, damit sie eindeutig wird ; anderen-

falls verliert die vorstehende Formel ihren Sinn.

99. Die Substitution der Veriinderlichen in einem bestimmten Integral. Es sei f ()
stetig im Intervall (@, b) oder sogar in einem groBeren Intervall (4, B), tiber das
spiter noch gesprochen wird. Ferner sei die Funktion ¢(t) eindeutig, stetig und
habe eine stetige Ableitung ¢’ (f) im Intervall («, 8), wobei

p¢) =a und @(B)=0b (21)
ist.

Wir nehmen ferner an, daB die Werte ¢(t), wenn ¢ das Intervall (x, §) durch-
lauft, nicht aus dem Intervall (a, b) oder aus jenem gréBeren Intervall (4, B),
in dem f(z) stetig ist, herausfallen. Damit ist dizc mittelbare Funktion f[e(t)]
eine stetige Funktion von ¢ im Intervall («, g).

Wenn wir an Stelle von « die neue Integrationsvariable ¢ einfithren,

z=g(), ' (22)

formt sich unter den angegebenen Voraussetzungen das bestimmte Integral ge-
méB der Formel

b B
[f@) dz = [{lp®)]¢ () dt : (23)

um. Zum Beweis fithren wir anstatt der betrachteten Integrale solche mit ver-
dnderlichen Grenzen ein:

z t
F@)= [fy)dy; PO = [flp@)]¢ () dz.

Auf Grund von (22) ist F (#) eine mittelbare Funktion von ¢, d. h.

o(t)

F(2)=Flp®)] = [{@y)dy.
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Berechnen wir ihre Ableitung nach der Kettenregel (Differentiation mittelbarer
Funktionen), so erhalten wir

dt dz dt’
Auf Grund der Eigenschaft VIIT [96] ist aber
dF(z)
d T - f (x) ’

aus Formel {22) folgt jedoch
dx ,
I ?' (£,

und damit ist

12 = Hae' ® = flp @]e' 0.

Wir berechnen jetzt die Ableitung der Funktion ¥(¢). Auf Grund von Eigen-
schaft VIII und unseren Voraussetzungen gilt

d
220 — io 9 ®.

Die Funktionen ¥ (f) und F(x), als Funktionen von ¢ betrachtet, haben somit
im Intervall («, ) die gleichen Ableitungen und daher [89] konnen sie sich nur
um eine additive Konstante unterscheiden; fiir ¢ = « ist aber

z=¢@)=a, F@)|a=F(a)=0, ¥Y()=0,
d. h., diese beiden Funktionen stimmen fiir { = « ‘und daher auch fir alle Werte
im Intervall (x, f) iiberein. Insbesondere erhalten wir fiir ¢ = f den Ausdruck

? g
F(@)]ip = F(b) = [f(x) dz = [{[p )]’ () dt,

was zu beweisen war.
Sehr haufig wird an Stelle der Substitution (22)

z=g(t)
die inverse benutzt:
t=yp(x). (24)

Dann bestimmen sich die Grenzen « und g sofort nach den Formeln
o« =yp(a), B=y(d).

Hierbei muBl aber beachtet werden, daB der Ausdruck (22) fiir z, den wir erhalten,
wenn wir die Gleichung (24) nach z auflésen. allen oben angegebenen Bedingungen
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geniigen muf; insbesondere muBl die Funktion ¢ () eine eindeutige Funktion von ¢
sein. Wenn diese Eigenschaft von ¢ (t) nicht erfiillt ist, kann sich die Formel (23)
als falsch erweisen.
Fahren wir im Integral
1
fdz =2
-1
an Stelle von z die neue unabhiingige Verénderliche ¢ mittels der Formel
t=2a?

ein, so erhalten wir auf Grund der Formel (23) ein Integral mit den Grenzen 1 und 1, d. h. 0,
aber nicht 2. Der hier auftretende Fehler ist eine Folge davon, daB die Darstellung von x

durch ¢,
z=Vt,
eine mehrdeutige Funktion ist.

Beispiel. Die Funktion f(x) heiBt eine gerade Funktion von z, wenn f(— ) = f() ist, und,
eine ungerade Funktion, wenn f(—2z) = —f(x) ist. Zum Beispiel ist cos z eine gerade und
sin # eine ungerade Funktion.

Wir zeigen, daB

JH@)dz =2 [Hz)dx
—a 0
ist, wenn f(z) gerade, und daB

faf(x) dz=0

ist, wenn f(z) ungerade ist.
Zu diesem Zweck zerlegen wir das Integral in zwei Teilintegrale [94, IV]:

a 0 a
[1(@) dz = [{@) dz + [f()dz.
—a —a 0

In dem ersten Integral filhren wir die Substitution 2 = —¢ aus und benutzen die Eigen-
schaften II und III [94]:

0 .0 a a
[t@)dz = — [{(—t)dt = [{(—t)dt = [{(—2)d=,
—a a ] 1}

woraus nach Einsetzen in die vorhergehende Formel

a a a a
[H@)dz = [f{(—2)dz + [{(z)dz = [[{(—2) + (@) d=z
—a 0 ° )
folgt.
Wenn f(x) eine gerade Funktion ist, wird die Summe f(—z) 4+ f(z) gleich 2f(»), und ist
f(x) ungerade, so wird diese Summe gleich Null, womit unsere Behauptung bewiesen ist.

17 Smirnow I
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100. Partielle Integration. Die Formel der partiellen Iniegration [91] kann fir
bestimmte Integrale in der Form

b b b
Ju@) dv(@) = u@)v(@) |— [v(2) du(z) (25)

geschrieben werden.
Integrieren wir namlich die Identitat [91]

u(z) dv(z) = d[u(z)v(z)] — v(z) du(z)

gliedweise, so erhalten wir
b b b
Ju(2) dv(@) = [dlu@v@)] — [v(@) du(@);

auf Grund der Eigenschaft IX [96] ist aber

b b

b
f d[u(z)v(x)] = f VN 4 — wi@o@)|,

woraus sich die Formel (25) ergibt. Dabei wird natiirlich angenommen, da8 die
Funktionen «(z) und v(x) stetige Ableitungen im Intervall (a, b) haben.

Beispiel. Zu berechnen sind die Integrale
Kl 0
fein® 2 dzx, Jeos® zdz.
0 [}
Wir setzen
E)
I, = [sin* z dz.
0
Durch partielle Integration erhalten wir

Ed X

r} 3
I, = [sin*™1z sinzdz = — fsin*? 2d cos »
0 0

=z
2

=—sin"“xcos:cl+f(n—1)sin"—’xcosz-coszdz
0 0

x x

2
=(n—1) fsin"* 2 cos? xdz = (n — l)fsin“"z(l—sin’x)dz
0 0
: ;
=(n—1) [sin"2zdz — (n — 1) [sin"zdz = (n — 1) ]y 3 — (n — 1)I,,
0 0
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d. h.
In=(0n— 1)y —(n— 1),
woraus durch Auflésen nach I,

n—1

I, = Ins (26)

entsteht.

Dies ist eine sogenannte Rekursionsformel, da sie die Berechnung des Integrals I,, auf ein
ebensolches Integral, jedoch mit dem kleineren Index n — 2, zurickfihrt.

Wir unterscheiden jetzt zwei Falle, je nachdem = eine gerade oder eine ungerade Zahl ist.

1. n = 2k (gerade). Wegen (26) ist

I =2Ic—11 =(2lc—1)(2k—3)1 __.__(2k—1)(2k—3)---3-11
2 or 2k (2k — 2) ~** 2k(2k —2) ---4-2 O
und da
=
2
Iy= [dz=Z
0 z 2
0
ist, wird schlieBlich
2k—1)(2k—3)---3-1 =
Iu= T
2k(2k —2)--- 4.2 2
2. n =2k 4+ 1 (ungerade). Analog dem Vorhergehenden finden wir
2k(2k — 2) - 4.2 2 H
= == I,, I,= |sinzdz= — =
=y ner—1..53» h fs“” @ = —oosz)=1
0 0

und daher
L. o 2k@E—2)- 4.2
W 9kt 1)(2k—1)---5-3

Das Integral

|a

cos® zdx

Ot—1o

kann man auf demselben Weg berechnen; einfacher aber ist es, dieses Integral auf das
Vorhergehende zuriickzufiithren, indem man beriicksichtigt, da8

0]

n
I

fcos"a:dz =fsin" (% —u) dx
0

0

17+
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ist, woraus wir, falls
F 1 %
——x=t r=——1
2 ’ 2

gesetzt wird, auf Grund der Formel (23) und der Eigenschaft IT [94]

2
feostzdzr = —[sin"tdt = [sin"¢d¢
0 0

n
2

o

JE

finden.
Fassen wir die erhaltenen Resultate zusammen, so kénnen wir schreiben:

H 5
sin?* 2 dg = cos”‘xda:=(2k—1) (2,‘_3)'”3.1-1, @en
2k(2k — 2)---4-2 2
0 0
H : 2k(2k
in2k+1 = 2k+1 = 2k—2)--4-2 .
fsm zdx fcos zdx @b+ 1)@k—1) 53 (28)
0 0

§ 10. Anwendungen des bestimmten Integrals

101. Berechnung von Flicheninhalten. Wir gehen zur Anwendung des Begriffs
des bestimmten Integrals auf die Berechnung von Fliachen, Volumina und Bogen-
lingen tiber. Dabei werden wir uns hiufig von anschaulichen Darstellungen leiten
lassen.

In [87] hatten wir gesehen, daB der Inhalt der von der gegebenen Kurve
y = f(x), der z-Achse sowie den beiden Ordinaten # = @ und = = b begrenzten
Flache durch das bestimmte Integral

[iwiz  @<b)

dargestellt wird.

Dieses Integral liefert uns jedoch nicht den tatsichlichen Inhalt der Flachen,
die die gegebene Kurve mit der z-Achse bildet, sondern nur deren algebraische
Summe, in der jede Flache, die unter der x-Achse liegt, mit dem Minuszeichen
auftritt. Um die Summe der Inhalte dieser Flichen im gewdhnlichen Sinne zu
erhalten, muBl man

b
[1f@)] d

berechnen.
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So ist die Summe der Inhalte der in Abb. 127 schraffierten Flichen gleich
c g h k b
[ 1@ de — [{@)dz + [{@)dz — [[(z) dz + [f(z) dz.
a c g h k

Dey Inhalt der Fliche, die zwischen den betden Kurven
y=f@), y=o@ (1)
und den beiden Ordinaten
r=a, x=2"b
liegt, wird in dem Fall, daf die eine Kurve oberhalb der anderen liegt,d. h., wenn in (a, b)
f@) = ¢(x)

tsf, durch das bestimmte Integral
b

[f@) — o@)d (2)
a
gegeben.
y A
YA
Z c g h k y=(0(X)
a 0 b X ol a b X
Abb. 127 Abb. 128

Wir nehmen zunéichst an, daB beide Kurven oberhalb der z-Achse liegen. Aus
Abb. 128 ist unmittelbar ersichtlich, daB die gesuchte Fliache S gleich der Differenz
der Flachen ist, die von den gegebenen Kurven und der z-Achse begrenzt werden:

b b b
8= [f@)dz — [o(@)dz = [[[(z) — p(@)] de,

was zu beweisen war. Der allgemeine Fall von beziiglich der 2-Achse beliebig ge-
legenen Kurven 1iBt sich auf den behandelten zuriickfiihren, wenn man die z-
Achse um so viel nach unten verschiebt, daBl beide Kurven oberhalb der z-Achse
liegen; diese Verschiebung ist gleichbedeutend mit der Hinzufiigung einer und
derselben additiven Konstanten zu den beiden Funktionen f(x) und ¢(z), wobei
die Differenz f(xr) — ¢ (x) unverdndert bleibt. _

Als Ubung schlagen wir vor zu beweisen: Wenn die gegebenen zwei Kurven sich
8o schnetden, daf die eine Kurve teilweise unterhalb und teilweise oberhalb der anderen
liegt, dann wird der Inhalt der Flichen, die zwischen thnen und den Ordinaten z = a,
x = b liegen, gleich

b
[1t@) — ()| d=. (3)
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Oft nennt man die Berechnung eines bestimmten Integrals Quadrafur. Das
hingt damit zusammen, da8 die Bestimmung eines Flacheninhalts — wie oben
gezeigt — auf die Berechnung eines bestimmten Integrals fiihrt.

Beispiel.
1. Der Inhalt der Fliche, die von der Parabel zweiten Grades

y=ax®+ bz +ec,
der x-Achse und zwei Ordinaten, deren Abstand h ist, begrenzt wird, sst gleich

%(yx + v+ 4%), 4)

wobei y, und y; die duferen Kurvenordinaten und y, die von den duferen Ordinaten gleich
weil entfernte Ordinate bezeichnen.

Dabei wird vorausgesetzt, daf die Kurve oberhalb der x-Achse liegt.

Yi

\

|
Y yoll lelI
| | -
b X
k2 p o Abb. 129

Beim Beweis der Formel (4) konnen wir ohne Einschrinkung der Allgemeingiiltigkeit
annehmen, daB die &uBere linke Ordinate in die y-Achse fillt (Abb. 129), da die Verschie-
bung der ganzen Figur parallel zur z-Achse weder die GroBe der betrachteten Fliche noch
die gegenseitige Lage der duBeren und inneren Ordinaten noch die Gri8en dieser Ordinaten
dndert. Unter dieser Voraussetzung aber und unter der Annahme, daB die Parabelgleichung
die Form

y=az?+bzx+c

hat, stellen wir den gesuchten Flicheninhalt S in der Form des bestimmten Integrals

)

h 2 3 2
8=_[(ax’+bz+c)dz=az—a+b£+cx =a’i+b’i+ch
H 3 2 3 2

]

= —:;—(Zah2 + 3bh + 6¢)

dar.



101. Berechnung von Flacheninhalten 263

Mit unseren Bezeichnungen haben wir

go=az® + bz +c =%ah’+%bh+c,

g=
2

=ec, Ya=ax?+bz+c =ah*+bh +c,

Zz=0 z=h

yi=a+bx+e¢c

woraus
Y1 + ¥a + 4y, = 2ak* + 3bk + 6¢
folgt, womit unsere Behauptung bewiesen ist.

2. Der Flicheninhalt der Ellipse. Die Ellipse, deren Gleichung
24 hes

F =
ist, liegt symmetrisch zu den Koordinatenachsen, und daher ist die gesuchte Fliche S
gleich der vierfachen Fliche des Teils der Ellipse, der im ersten Quadranten liegt, d. h.
a
8S=4 Jyd=
]

(Abb. 130). Anstatt y aus der Gleichung der Ellipse zu bestimmen und den erhaltenen
Ausdruck in den Integranden einzusetzen, benutzen wir die Parameterdarstellung der

Ellipse

z=acost, y=~bsint (5)
Yi
Bl t-%
b
A
[Y a t-0 X
Abb. 130

und fithren an Stelle von z die neue Verinderliche ¢ ein; y wird dann durch die zweite
der Gleichungen (5) ausgedriickt. Liuft 2 von 0 bis a, so léuft ¢ von-;l bis 0, und da alle
Bedingungen der Substitutionsregel fiir die Verinderlichen [99] im vorliegenden Fall er-
fiallt sind, wird

T

[ 0 2
S=4fbsintd(acost)= —4abfsin2tdt=4abfsin*tdt.
B T 0

2 2

GemiB Formel (27) [100] erhalten wir fir =1

sin"tdt=i-£=f—,
2 2 4
0
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woraus wir schlieBlich
8 = nabd (6)

finden.
Fir a = b, wenn also die Ellipse in einen Kreis vom Radius a iibergeht, erhalten wir
fiir den Flacheninhalt des Kreises den bekannten Ausdruck ma?.

3. Wir berechnen den Inhalt der Fldche, die zwischen den betden Kurven
y=22, z=9y

eingeschlossen tst.

Die gegebenen Kurven (Abb. 131) schneiden sich in den beiden Punkten (0, 0), (1, 1),
deren Koordinaten wir erhalten, wenn wir das System der Gleichungen dieser Kurven
auflésen. Da im Intervall (0, 1)

Va=at

Abb. 131

gilt, wird der gesuchte Fliacheninhalt S auf Grund von (2) durch die Formel

3 3

1
8= f(ﬁ— x’) dz = (3 @l — a_:”)
0
ausgedriickt.

102. Der Flicheninhalt eines Sektors. Der Fldacheninhall eines Sektors, der
begrenzt wird von etner in Polarkoordinaten

r=[(0) (7
gegebenen Kurve sowie von zwet Radiusvektoren

b=« 06=35, (8)
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die vom Pol aus unter den Winkeln x bzw. § zur Polachse gezogen sind, wird durch
die Formel

B B
1 1
S=f§r2d0=§f[f(0)]ﬂd0 9)
dargestelll.

Wir zerlegen die betrachtete Flache (Abb. 132) in kleine Elemente, indem wir
den Winkel zwischen den Radinsvektoren (8) in n Teile einteilen, und betrachten
die Fliche eines dieser kleinen Sektoren, der von den Strahlen 6§ und 6 4 460
begrenzt wird. Bezeichnen wir mit 4.8 seinen Flicheninhalt und mit m und M

»0+A0
By
é x »  Abb. 132

0 L

den kleinsten bzw. den grofiten Wert der Funktion r = f(6) in dem Intervall
(6, 0 + 40), so sehen wir, daB 48 zwischen den Fliacheninhalten der zwei Kreis-

sektoren mit demselben Offnungswinkel 46, aber den Radien m und M liegt,
d. h.

%mzAagASg—;-M?AB.

Bezeichnen wir daher mit P eine gewisse zwischen m und M liegende Zahl, so
koénnen wir

AS=%P’A0

setzen.
Da die stetige Funktion f(6) im Intervall (0, 6 4+ A406) alle Werte zwischen m
und M annimmt, 1aBt sich in diesem Intervall sicher ein Wert 0’ finden, fiir den

10)=P
ist; dann wird
A8 = %[f(@’)]’AB. (10)

VergroBern wir jetzt die Anzahl der Elementarsektoren 48 so, daB der Off-
nungswinkel des groften der Werte 46 gegen Null strebt, und erinnern wir uns
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an das in [87] Gesagte, so erhalten wir im Grenzfall
Y 8
S=lim 5 A8 = lim ¥ —;-U(G')]’A0=f%[f(0)]’d0 =f%r’d0,

was zu beweisen war.

Die Grundidee dieses Beweises der Formel (9) besteht darin, die Flache des
Sektors 48 zu ersetzen durch die Fliche eines Kreissektors mit demselben Off-
nungswinkel 460 und dem Radius f(6’). Nehmen wir an Stelle des genauen Aus-
drucks (10) den angendherten

AS=%r*d0,

wobei r = f(6") und 6" ein beliebiger Wert aus dem Intervall (6, 6 4+ 46) ist,
so erhalten wir fiir den Fliicheninhalt dieses Sektors im Grenzfall dasselbe Re-
sultat:

B
ﬁmZ‘%[f(O')]“AO:f—;-r’dO. (11)

Bei dieser Ableitung bekommt der Integrand in Formel (11) eine einfache geo-
metrische Bedeutung: %r* d0 ist der Naherungsausdruck fiir den Flachen-

inhalt eines Elementarsektors vom Offnungswinkel d6 und wird daher einfach
Flichenelemert in Polarkoordinaten genannt.

i,

T=acos30

Abb. 133

Beispiel. Es ist der Inhalt der Fliche zu finden, die von der geschlossenen Kurve
r=acos 30 (a> 0)

begrenzt wird.
Diese Kurve, deren Punktkonstruktion keinerlei Schwierigkeit bietet, ist in Abb. 133 dar-
gestellt und heiBt Dresblait. Die ganze von ihr begrenzte Fliche ist gleich dem sechsfachen
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Inhalt des schraffierten Teils, der einer Anderung des Winkels § von 0 bis i entspricht,
so daB wir nach Formel (9) erhalten: 6

n x x
[]

2
8= 6[;—«;2003230(16 -—a'foos’39d(36) —a’fcos’tdt
(1]

103. Die Bogenlinge. Es sei 4 B ein Bogen einer Kurve. Wir beschreiben der
Kurve einen Streckenzug ein (Abb. 134) und vergréBern die Anzahl der einzelnen
Strecken so, daB die Linge der groBten Strecke gegen Null strebt. Wenn dabei
die Gesamtlange des Streckenzuges gegen einen endlichen Grenzwert strebt, der
nicht davon abhéngt, wie wir den Streckenzug gewihlt haben, dann heiBt der
Bogen rektifizierbar; der Grenzwert selbst wird die Linge dieses Bogens genannt.
Diese Definition gilt sinngemaf auch firr geschlossene Kurven.

Y}

»  Abb. 134
X

Die Kurve sei durch die explizite Gleichung y = f(z) gegeben; dem Punkt 4
entspricht der Wert z = @, dem Punkt B der Wert « = b. (Dabeisei a < b.)
Ferner besitze f(x) im abgeschlossenen Intervall ¢ < x < b, dem der Bogen 4 B
entspricht, eine stetige Ableitung. Wir beweisen nun, da unter diesen Voraus-
setzungen der Bogen A B rektifizierbar und seine Lange durch ein bestimmtes
Integral ausdriickbar ist.

Es sei AM, M, ... M, ,B ein einbeschriebener Streckenzug, dessen Ecken den
Werten

=< Ty < Ty < oo < Ty < %y=20b
entsprechen und die Ordinaten y; = f(x;) haben. Wenn wir die aus der analy-

tischen Geometrie bekannte Formel fiir die Lange einer Strecke benutzen, er-
halten wir fiir die Linge des Streckenzuges den Ausdruck

p= é; V@i — zia)® + (¥ — yia)t = é; V@i — zia)® + [ () — f(iza) %
Nach dem Mittelwertsatz gilt nun

f@) — f@ica) = (&) (@ — xima) (T < & < 2);
fir die Lénge einer einzelnen Strecke erhalten wir also

1+ f2(&) (@ — Zia).
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Hieraus ersehen wir, da8 die Forderung, die Linge der groSten Strecke strebe
gegen Null, damit gleichbedeutend ist, da3 die groBte der Differenzen x; — 2
gegen Null strebt. Fir die Linge des ganzen Streckenzuges finden wir so den
Ausdruck

P ==21 VT ) @ — 2i1),s

der in der Tat einen Grenzwert besitzt, nimlich das Integral

b
ST+ 7@ da.

Dabher gilt fiir die Lange ! des Bogens A B die Formel

b
=11+ @) de. (12)

Es seien nun 2’ < 2" irgendwelche Werte aus dem Intervall (a, ) und M’
und M" die entsprechenden Punkte auf dem Bogen 4 B. Nach dem Mittelwert-
satz der Integralrechnung erhalten wir firr die Liange I’ des Bogens M’ M"

V=[1T+P@dz =T+ PEH) @' — ) @ <&<).

Fiir die Lange der Sehne M’ M" ergibt sich unter Benutzung des Mittelwert-
satzes der Differentialrechnung

|27 | = Y= 2P + (@) — [@)F = VT + F2(&) (=" — )
@ <& <2).
Hieraus folgt

|3000| _ YT 577G
v 1T+ 72(&)
Streben die Punkte M’ und M" gegen den Punkt M mit der Abszisse z, so gilt

2 -2 und 2" -2, damit & —2 und &, -z, und aus der obigen Formel
ergibt sich also

| a7
—

Hierbei haben wir [70] benutzt.
Wir nehmen nun an, die Kurve sei in der Parameterdarstellung

-1,

r=g¢), Y=y

gegeben, wobei den Punkten 4 und B die Parameterwerte « bzw. 8 entsprechen
mdgen. Dabeij setzen wir voraus, daB den Parameterwerten ¢ aus dem Intervall
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a <t < B die Punkte der Kurve A B so zugeordnet sind, daB verschiedenen ¢
auch verschiedene Kurvenpunkte entsprechen. Die Kurve selbst wird als doppel-
punktfrei und nicht geschlossen vorausgesetzt (Abb. 134).

Ferner setzen wir voraus, daB auf « <t < B stetige Ableitungen ¢’ (¢) und
v’ (¢) existieren.

Es sei wie oben A M, M, ... M, _, B ein einbeschriebener Streckenzug; « = ¢,
t, 83 <oy tpq, tn = B seien die entsprechenden Parameterwerte. Fiir die Lange
des Streckenzuges erhalten wir den Ausdruck

p ={§?1 Yiot) — 9T T ) — v

oder, unter Benutzung des Mittelwertsatzes der Differentialrechnung,

P =¢§1 Fo5 ) TR (6 — b)) (fia < 70070 < Ba). (13)

Man kann zeigen, da8 die Forderung, die Lange der groBten Strecke des Strecken-
zuges moge gegen Null streben, gleichbedeutend ist damit, daB die groBte der
Differenzen t; — t;_; gegen Null strebt. Das kann auch ohne die Voraussetzung
der Existenz der Ableitungen ¢’ () und v’ (f) bewiesen werden.

Der Ausdruck (13) ist von der Summe, die als Grenzwert das Integral

B
J Vo) + 9720 de (14)

liefert, verschieden, da die Argumente 7; und v im allgemeinen verschieden sind.
Wir fithren die Summe

= 2 V7@ T 9 6 — b

ein, die im Grenzwert das Integral (14) liefert. Um zu zeigen, daB auch die Summe
(13) gegen den Grenzwert (14) strebt, geniigt es zu zeigen, dal die Differenz

p—g=3 [Vo™ @+ v — Vo & 7o) (s — )

gegen Null strebt.
Wenn wir mit der Summe der beiden Wurzeln erweitern, erhalten wir
" L4 (Tt) + y "(73)

v (7)) — ¥ (z)] (6 — Lica)-
& Vo) 1@ + Vot t v '

pP—qg=2

Da
[ (7)) + v (m)| < Vo) + v2(7) + Vo () + v2(w)
gilt, folgt

Ip — gl éé‘l ¥ (%) — ¥ ()] (& — tima)-
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Die Zahlen 1; und 7; gehdren dem Intervall (¢;_,, {;) an, und wegen der gleich-
miBigen Stetigkeit von ¢’ (¢) im Intervall « < ¢t < # kann man behaupten, daB3
die groBte der Zahlen |y’(7) — '(v;)|, die wir mit 8 bezeichnen wollen, gegen
Null strebt, wenn die groBte der Differenzen ¢; — ¢;_; gegen Null strebt. Aus der
obigen Formel folgt nun

Ip—ﬂgéém—hﬂ=%§m—hﬂ=ﬂﬂ—w

und daraus offenbar p — ¢ - 0.
Daher strebt unter unseren Voraussetzungen die Summe (13), d. bh. die Lange
des einbeschriebenen Streckenzuges, gegen das Integral (14), und demnach ist

B
L= [ Vo) + v dt. (15)

Diese Formel fiir die Lange [ gilt auch fiir geschlossene Kurven. Um sich davon
zu liberzeugen, geniigt es z. B., die geschlossene Kurve in zwei Teile zu zerlegen,
fir jeden dieser Teile Formel (15) anzuwenden und die fiir ! erhaltenen Werte
zu addieren. Entsprechend verfahrt man, wenn eine Kurve ! aus endlich vielen
Kurven [, besteht, die simtlich in Parameterform gegeben sind und den oben
erwihnten Bedingungen geniigen: Man berechnet nach Formel (15) die Liange
der einzelnen Kurven [, und erhélt durch Addition dieser Langen die Lange der
Kurve l.

Wir betrachten nun einen Parameterwert ¢ aus (x, 8), dem ein Punkt M des
Bogens A B entspricht.

Die Linge des Bogens 4 M ist eine Funktion von ¢ und ist durch die Formel

t
8(t) = [ V() + v (v) d= (16)

gegeben.
Nach der Regel fiir die Differentiation eines Integrals nach der oberen Grenze
erhalten wir

d
7= 1O+ v,

d. h.
ds = Ye'*(t) + y'3(¢) dt. (17)
Hieraus folgt wegen

, dz con
yO=7 vO=2

die Formel fiir das Bogendifferential [70]

ds = Y(dz)® + (dy)?,
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und Formel (15) kann ohne Benutzung der Integrationsverinderlichen in fol-
gender Gestalt geschrieben werden:

(B)

®
1= [ ds= J, V=@ + @y

(4)

Die Integrationsgrenzen weisen auf Anfangs- und Endpunkt der Kurve hin.
Ist ¢'3(t) + 9'2(t) > O fiir alle ¢ aus («, §), so erhalten wir nach (17) die Ab-
leitung des Parameters ¢ nach s:

a_ 1
ds Yo%) + v3())

und unter der angegebenen Bedingung kann man ebenso wie im Fall einer durch
eine explizite Gleichung gegebenen Kurve zeigen, dall das Verhaltnis der Lange
einer Sehne zur Linge des zugehdrigen Bogens gegen 1 strebt. Falls stetige Ab-
leitungen ¢’ (¢), ¢’ (f) existieren und ¢@'2(t) + p'3(¢) > O ist, existiert eine sich
stetig andernde Tangente lings 4 B.

Ist die Kurve in Polarkoordinaten durch die Gleichung

r=1(6)

gegeben und fithren wir rechtwinklige Koordinaten 2 und y em, die mit den Polar-
koordinaten r und 6 durch die Beziehungen

z=rcos 0, y=rsin0 (18)

verkniipft sind [82], so konnen wir diese Gleichung als Parameterdarstellung der
Kurve mit dem Parameter 0 ansehen und erhalten dann

dz=cos0dr —rsin6d0; dy=sinbdr+ rcos0dof;
da® + dy? = (dr)® + r2(d0)?,

»  Abb. 135
L

woraus sich

ds = Y(d2)* + (dy)* = Y(dr)®* + r*(d6)* (19)
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ergibt. Entsprechen den Punkten 4 und B die Werte « bzw. § des Polwinkels 6
(Abb. 135), so liefert uns die Formel (19)

N
5= f ]/rz + (Z_;)z do. (20)

Den Ausdruck (19) fir ds, der das Bogendifferential in Polarkoordinaten genannt
wird, kann man auch unmittelbar aus Abb. 135 erhalten, wenn man den un-
endlich kleinen Bogen M M’ durch seine Sehne ersetzt und letztere als Hypotenuse

in dem rechtwinkligen Dreieck M N M’ berechnet, dessen Katheten M N und N M’
angendhert gleich rd 6 bzw. dr sind.
Beispiele.

1. Die Bogenlinge s der Parabel y = 22, gerechnet von dem Scheitel (0, 0) bis zu dem
veranderlichen Punkt mit der Abszisse z, wird gemd Formel (12) durch das Integral

z z 2z
8=fy1+y’2dx=/v1 + 422 dz:%f}/l +t2dt (21)
0 0 0

dargestellt, wobei wir ¢ = 22 gesetzt haben.
Auf Grund des Beispiels (11) [92] erhalten wir

f}/1+tadt=%[t Y1+ 2 + log (t+ VI + #2)]+ C.
Setzen wir dies in (21) ein, so folgt

8 =%[2x V1 + 422 + log (2x+ V1 + 4:::2)].

2. Die Bogenlinge der Ellipse
z2 y?
@t =t

ist auf Grund ihrer Symmetrie beziiglich der Koordinatenachsen gleich der vierfachen
Lange des Teils, der im ersten Quadranten liegt. Stellen wir die Ellipse in Parameterform
durch die Gleichungen

xr=acost, y=bsint

dar und beachten, daB den Punkten A4 und B die Parameterwerte 0 bzw. lentsprechen,
so erhalten wir fir die gesuchte Linge ! gemaB8 Formel (15) den Ausdruck

n
2z

1l=4 j Va2 sin? ¢ 4+ b2 cos? ¢ dt. (22)
0

Dieses Integral kann nicht in geschlossener Form berechnet werden; man kann hierfiir
nur ein Néherungsverfahren angeben, das spiter gebracht wird.

3. Die Linge des Bogens einer logarithmischen Spirale
r = Ces®



103. Die Bogenliange 273

[88], der von den Radiusvektoren 6 = a und 6 = f herausgeschnitten wird, 1iBt sich
auf Grund von (20) durch das Integral

& B -
S+ (@) d0=01mwe foran— VRS o
a

darstellen.

4. In [78] hatten wir die Kettenlinie betrachtet; M (z, y) sei ein beliebiger ihrer Punkte. Wir
berechnen die Linge des Bogens A M (Abb. 93). Unter Beriicksichtigung des Ausdrucks
ir 1 4 y’2 aus [78] erhalten wir

z z

z z z
—_— 1 LA z  _z
AM=/V1+y’2dt=f%dt=;f(ea+e ﬂ)dt=%—(e°—e a)=ay’.
(1] 0 0

wonach
a? 4 (Bogen A M)? = a? + a3y’ = a¥(1 + y?) = ¢

4

wird, d. h., die Linge des Bogens 4 7{ ist gleich der Kathete des rechtwinkligen Dreiecks,
dessen Hypotenuse gleich der Ordinat> des Punktes M und dessen andere Kathete gleich a
ist. Wir erhalten auf diese Weise die folgende Regel fiir die Konstruktion der Bogenlinge
A

Um den Scheitelpunkt A der Kettenlinie ist etn Kreis zu beschreiben, dessen Radius gleich
der Ordinate des Punktes M ist; der Abschnitt OQ der z-Achse vom Koordinatenursprung O
bis zum Schnittpunkt Q der x-Achse mit dem erwihnten Kreis stellt den rektifizterten Bogen A M
dar (Abb. 93).

In den vorstehenden Formeln haben wir bei der Wahl der Vorzeichen den Umstand be-
nutzt, daB fir die auf der rechten Seite der Kettenlinie liegenden Punkte y’ das Vor-
zeichen + hat.

5. Fir die in [79] betrachtete Zykloide bestimmen wir die Bogenlange ! des Teilbogens 00’
(Abb. 94) und den Inhalt 8 der Fliche, die von diesem Teilbogen und der z-Achse begrenzt
wird:

22 25
I= [ViZOF + WOF dt = [ Va1 — cos O + aFsin® ¢ dt
0 0

2.

27 27 $.4
— N ot t e
=a | ¥2—2cost dt =a 4gin?—dt=2a |sin —dt =2a|—2cos—| = 8a,
2 2 \ 2 Jo
0 0 0

d. h., die Linge eines Zykloidenbogens ist gleich dem vierfachen Durchmesser des rollenden
Kreises.

227G 2 \2‘1
8= [ydz= [p@)¢'(t)dt =a* [ (1 — cost)?dt
(1] 0 1]
27
a2 1 27
= a2 f(l — 2008 ¢ + cos*t) dt = 27a® — 2a* [sin )3 + 5 [t + 5 sin 2;]
0
1]

= 2na® + na? = Ina?,

18 Smirnow I
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d. h., die Fliche, die von einem Zykloidenbogen und der festen Geraden begrenzt wird, auf
der die Kreisfliche rolit, ist gleich der dreifachen Fliche des rollenden Kreises.

Bei der Berechnung von ! miissen wir die Wurzel 1/4 sin’% ihrem absoluten Wert

nach nehmen, was wir auch getan hatten, weil die Funktion siné fir O0< i< 2
positiv ist.
_ 6. Die in [84] betrachtete Kardioide ist symmetrisch zur Polarachse (Abb. 111), und daher

braucht man zur Berechnung ijhrer Linge ! nur die Bogenlinge des Bogens iiber dem
Intervall (0, ) zu bestimmen und das erhaltene Resultat zu verdoppeln:

t=2[VE¥ria6—2 [Via*( + cos OF + 4aPsin?0 O
0 0

= Safco's—g-d() = 8a [2 s_in%]: = 16a,

d. h., die Bogenlinge der Kardioide ist achtmal so grof wie der Durchmesser des rollenden
(oder des festen) Kreises.

104. Die Berechnung des Volumens von Kdrpern auf Grund ibrer Querschnitte.
Die Berechnung des Volumens eines gegebenen Korpers lauft ebenfalls auf die Be-
rechnung eines bestimmten Integrals hinaus, wenn wir die Flicheninhalte der zu
einer festen Richtung senkrechten Querschnitte des Korpers bestimmen konnen.

Abb. 136

Wir bezeichnen mit V' das Volumen des gegebenen Korpers (Abb. 136) und
nehmen an, daB uns die Flacheninhalte aller senkrecht zu einer festen als z-Achse
gewihlten Richtung liegenden (ebenen) Querschnitte des Koérpers bekannt sind.
Jeder Querschnitt ist dann durch die Abszisse z seines Schnittpunktes mit der
z-Achse bestimmt, und daher wird der Flicheninhalt dieses Querschnitts eine
Funktion von z, die wir mit S(z) bezeichnen und als bekannt ansehen.

Ferner seien mit ¢ und b die Abszissen der duBersten Querschnitte des Korpers
bezeichnet. Zur Berechnung des Volumens V zerlegen wir es in Elemente durch
eine Reihe von Querschnitten, beginnend bei # =a wund endend mit z = b;
wir betrachten eines dieser Elementarvolumen AV, das von den Schnitten mit
den Abszissen = und z + Az bestimmt wird. Dieses Volumen A4V soll nun durch
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das Volumen eines geraden Zylinders ersetzt werden, dessen Hohe gleich Az ist
und dessen Basis mit dem der Abszisse = entsprechenden Querschnitt des Korpers
tibereinstimmt (Abb. 137). Das Volumen eines solchen Zylinders wird durch das
Produkt S(z)4x ausgedriickt, und wir erhalten den folgenden Naherungs-
ausdruck fiir unser Volumen ¥V:

2 S(x) Az,

wobei die Summe iiber alle jene Elemente erstreckt ist, in welche der Kdrper
durch die Querschnitte zerlegt worden ist. Im Grenzfall, wenn die Anzahl der
Elementarvolumina unbegrenzt zunimmt und das groSte der 4z gegen Null
strebt, geht die angegebene Summe in ein bestimmtes Integral iiber, das den
exakten Wert des Volumens V liefert. Dies fiihrt zu dem folgenden Satz:

Abb. 137

Wenn von einem gegebenen Korper alle zu einer gewissen Richtung senkrechten
ebenen Querschnitte bekannt sind und diese Richtung als z-Achse genommen wird,
driickt sich das Korpervolumen V durch die Formel

V= be(x) da- (23)

aus, wobei S(x) den Flicheninhalt des Querschnitts mit der Abszisse x bezeichnet;
a und b sind die Abszissen der dufersten Schnitte des Korpers.

Abb. 138

Beispiel. Das Volumen eines ,,Zylinderabschnitts*, der von einem geraden Kreiszylinder
durch eine Ebene abgeschnitten wird, die durch einen Durchmesser seines Basiskreises gelegt
ist (Abb. 138). Wir nehmen den Durchmesser A B als z-Achse, den Punkt 4 als Koordinaten-
ursprung, bezeichnen den Radius der Zylinderbasis mit r und den Winkel, der von der oberen
Schnittfliche des Abschnitts mit dessen Basis gebildet wird, mit .

18¢
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Ein zum Durchmesser 4B senkrechter Querschnitt hat die Form eines rechtwinkligen
Dreiecks PQ R, und sein Flicheninhalt wird durch die Formel

S(z)=—;—-m-—Q'ﬁ=—;—tanaP—Q'

dargestellt.
Ferner ist nach dem Hohensatz (im Dreieck BQ A) die Strecke PQ gleich dem geometrischen
Mittel der Abschnitte AP und PB des Durchmessers A B; daher wird

PQ = AP .PB=1z(2r —2)
und schlieBlich
8(z) = %x(2r — z) tan .
Bei Anwendung der Formel (23) erhalten wir fiir das gesuchte Volumen

2r 2r

2r
V= S(x)da::itano‘ z(2r—z)da:=itano¢ rzz—-—x—s
2 2 3
0 )

[}

wenn wir die ,,Hohe* des Abschnitts s = r tan & einfithren.
105. Das Volumen eines Rotationskérpers. Entsteht der betrachtete Korper

durch Rotation einer gegebenen Kurve y = f(x) um die z-Achse, so werden
seine Querschnitte Kreise vom Radius y (Abb. 139) und daher

b
S(x) = ny?, Vi(z) = fny2 dz,

Abb. 139

d. h., das Volumen eines Kérpers, der durch Rotation des zwischen den Ordi-
naten x = a und x = b liegenden Stiickes der Kurve

y=1fE
um die x-Achse entsteht, wird durch die Formel

V= fnya dx (24)

dargestellt.
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Beispiel. Das Volumen eines Rotationsellipsoids. Bei der Drehung der Ellipse
z2 92
Tt

um die groBe Achse ergibt sich ein Korper, der verlingertes Rotationsellipsoid genannt wird
(Abb. 140). Die duBersten Werte der Abszisse « werden hierbei —a und a, und daher liefert
Formel (24)

a a
Vve,1.=:zfy“da:=nfb’ (l—iz-)d:::nb”( —i)
a 3a?
—a

a

- %nab’. 25)

—a

// —-—-/.-h \\\
=
R R —
______ e — /
\ Ve
Z
\\\-.L_— —

Abb. 140

Genauso konnen wir auch das Volumen eines verkiirzten Rotationsellipsoids berechnen, das
durch Rotation unserer Ellipse um die kleine Achse entsteht. Man muBB nur die Buchstaben
z, y bzw. a und b vertauschen, was

b b
Vverk.=7‘fxady=nfa’ (I—Zy;)dy=%nba“ (26)
b

-b
liefert.
Fiir a = b gehen beide Ellipsoide in die Kugel vom Radius a iiber, deren Volumen gleich

4
—mad ist.
3

106. Die Oberfliiche eines Rotationskorpers. Oberfliche eines Korpers, der sich
durch Rotation einer in der x,y-Ebene gegebenen Kurve um die x-Achse ergibt,
heift derjenige Grenzwert, gegen den die Oberfliche eines Kirpers strebt, den man
bei der Rotation eines der gegebenen Kurve einbeschriebenen Polygonzugs um dieselbe
Achse erhilt, wenn die Anzahl der Seiten dieses Polygonzugs unbegrenzt zunimmt
und die grifte Seitenlinge gegen Null strebt (Abb. 141).

Wenn das Kurvenstiick, das zwischen den Punkten A und B liegt, rotiert, dann
wird die Oberfliche F des Rotationskorpers durch die Formel

(B)
F = [2ayds (27)
(4)

gegeben, wobei ds das Bogendifferential der gegebenen Kurve ist, d. h.
ds = day + @y



278 II1. Begriff des Integrals und seine Anwendungen

In dieser Formel kann die Kurve beliebig, explizit oder in Parameterform, ge-
geben sein ; die Symbole (4) und (B) weisen darauf hin, daBl man zwischen solchen
Grenzen der unabhingigen Verdnderlichen integrieren muB, die den gegebenen
Kurvenpunkten 4 und B entsprechen.,

Abb. 141

Wir wollen annehmen, die Gleichung der Kurve sei in Parameterform gegeben,
und zwar moge die von dem Punkt 4 aus gerechnete Bogenlinge der Kurve der
Parameter sein. Die Lange der ganzen Kurve 4 B werde mit / bezeichnet. Natiir-
lich setzen wir die Kurve als rektifizierbar voraus. Es sei also z = ¢(8), y = y(s).
Wie stets zerlegen wir das Variabilititsintervall (0, I) von s in Teilintervalle durch
die Punkte

0=8,<8 T8 < or < 8pg <8 =1.

Der Wert s = s; moge dem Punkt M; der Kurve entsprechen; natiirlich ist
dabei My=A und M, = B. Mit ¢; bezeichnen wir die Linge der Strecke
M; s M;, mit As; die Linge des Bogens M; ; M;, und es sei y; = y(s;). Nach
der Formel fiir die Mantelfliche des Kegelstumpfes erhalten wir folgende Formel
fiir die durch Rotation des Streckenzuges A M, M, ... M, , B entstehende Fliache:

_ S Y+ Yi .
Q= 2ﬂ‘£ —s q;
oder

t=1

Q=2n} yia¢; + ”‘21 (Y — ¥i-1) -

Es sei 4 das Maximum der GréBen |y; — yi—1|. Wegen der gleichmaBigen
Stetigkeit von y = y(s) auf 0 < s <! strebt J gegen 0, wenn die groBte der
Differenzen s; — s;_; gegen Null strebt. Nun gilt aber

2 Wi —yi)a| < 6‘)_71 q; < 6l;

=1

hieraus folgt, daB der zweite Summand im Ausdruck fiir @ gegen Null strebt. Um
den ersten Summand zu untersuchen, formen wir ihn um in

[ ] ” L]
2”‘2 Yiali = 2n Y Yi1 48; — 27!"2 Yia (48 — i),
=] t=1 =]
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Wir zeigen, daB der Subtrahend hier gegen Null strebt. Zu diesem Zweck be-
merken wir, da die auf 0 < s <! stetige Funktion y = y(s) beschriankt ist
und daher eine positive Zahl m existiert derart, daB |y;;| < m fiir alle ¢ gilt.
Daher ist

é.’/s—l(l]si —q) <é1' m(ds; —q)=m (l _fi Qi)-

Strebt aber die groBte der Differenzen s; — s;—; gegen Null, so auch die groSite
der Langen der Sehnen ¢;, und die Linge des einbeschriebenen Streckenzuges
strebt gegen die Bogenlénge:

)_—”4'%‘—)1:

=1

d. h.
27} ¥ia(48; — i) > 0.
=1
Somit bleibt im Ausdruck firr @ nur der Summand

" n
2n ) Y A8 = 27!‘21'%‘(8»'—1) (8 — 8i-1)

=1

zu untersuchen.

Der Grenzwert dieser Summe ist aber gerade das Integral (27). Somit haben
wir diese Formel bewiesen. Ist die Kurve in Abhangigkeit von einem beliebigen
Parameter ¢ dargestellt, so erhalten wir [103]

[
F=2a[y@) {920 + ¢20) dt (28,)

und, falls die Kurve 4 B in der Form y = f(x) dargestellt ist,

F=2xz] xf(:z:) VI + (@) d=. (28,)

Beispiel. Die Oberfliche eines verlingerten und eines verkiirzten Rotationsellipsoids. Wir be-
trachten zuerst die Oberfliche des verlingerten Rotationsellipsoids. Bei Verwendung der
Bezeichnungen des Beispiels in [105] erhalten wir nach Formel (28;)

a a
Py, = 2a [y T+ 93 dz = 22 [ Vo + y'F do.
a *)

Aus der Ellipsengleichung erhalten wir

2 , b2z
== (1—;). ¥y = ——

a?
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und daraus
bz
Wy’ =—,

[
b’x’ bta? ] / ? b2
verl.—2ﬂf b — a—‘dx=2nbf I—F(I—F)dz.
-a

Fiihren wir hier den Ausdruck fiir die Exzentrizitét der Ellipse ein,
a? — b

a?® -

2= ,

so erhalten wir (siehe Beispiel [99])

2
Foen. —2nbf |/1 —‘z—“dx_ 4nbfV - 9'_".1
G 8
_ 4nbafVl — (E)a d(ﬁ) _ 4nabf],-—1 —Fidt.
€ a a £
0 0
Durch partielle Integration erhalten wir (vgl. Beispiel 11 [92])

wonach

fﬂdt=%[t}/—1—_ﬂ + arcsint]
und schlieBlich

Foer, = 2nab [VTL_sa + @] (29)
wird.

Diese Formel eignet sich auch fiir den Grenzfall ¢ =0, d.h., wenn b =a ist und das
Ellipsoid in eine Kugel vom Radius a iibergeht. In der Klammer erscheint dabei ein unbe-
stimmter Ausdruck, fiir den wir durch Auswerten [65]

1

arcsin & 1= 1

€

e=0 1 e=0

erhalten.

Wir gehen jetzt zum verkiirzten Rotationsellipsoid iiber. Indem wir die Buchstaben z
und y bzw. e und b miteinander vertauschen, finden wir

b
Foerxe. = 21 f}‘z‘ + (22')% dy,
-5

wobei z als Funktion von y angesehen wird.
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Der Gleichung der Ellipse entnehmen wir aber

¥ , .
2% = a? (l—b_’)’ $’—""F’ ($$)'=ab_f:9

‘woraus

Foers. —-2naf I/ dy 4nafl/1 +-”“’s’ = ¥ f]/1+:=d:

2""’[1: V146 +log (£ + V1+¢’)]

2nb® |ae als? as a?e?
=T[T|/1+?+l°g(?+]/l+7)]
b lasyf@ o (ae ]/a_’) — 2 4 28 2Lt o)
== [b ‘/b’+log(b + 2 ]—2na+ . log b

folgt und schlieBlich

Foon = 2nt + 220 1og 201 8), (30)

107. Die Bestimmung des Schwerpunktes. Die Guldinschen Regeln. Wenn ein
System von n Massenpunkten M,(z,,¥;), Ma(®g, ¥2), ..., My(Zs, Ys) gegeben
ist, deren Massen gleich*m,, ms,, ..., m, sind, dann wird als Schwerpunkt G des
Systems der Punkt bezeichnet, dessen Koordinaten zg, ¢ die Bedingungen

n n
Mzg =)' miz;, Myg =} my; (31)

=1 t=1

» erfiillen, wobei M die Gesamtmasse des Systems,

n
M= 2 m;,
i=1
bedeutet.

Zwecks Bestimmung des Schwerpunkts kann man die simtlichen Punkte des
Systems in beliebiger Weise in Teilsysteme gruppieren, um dann bei der Be-
rechnung der Koordinaten des Schwerpunkts G des Gesamtsystems eine solche
ein beliebiges Teilsystem bildende Gruppe von Punkten durch einen einzigen
Punkt zu ersetzen, namlich durch deren Schwerpunkt, in dem man sich die Ge-
samtmasse der Punkte des Teilsystems vereinigt denkt.

Wir werden auf den Beweis dieses allgemeinen Prinzips nicht eingehen; er be-
reitet keine Schwierigkeit und kann in den einfachsten Spezialfallen von Systemen
mit drei, vier, ... Punkten leicht nachgepriift werden.
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Im folgenden betrachten wir nicht diskrete Punktsysteme, sondern den Fall,
daB die Masse eine gewisse ebene Figur (Bereich) oder eine Kurve stetig erfiillt.

Der Einfachheit halber beschranken wir uns auf die Betrachtung von homo-
genen Korpern, deren Dichte wir als Einheit wihlen, so daB die Masse einer
solchen Figur gleich ihrer Linge wird, wenn sie die Form einer Linie, und gleich
ihrem Flicheninhalt, wenn sie die Form eines ebenen Bereiches hat.

YA

» Abb. 142
X

Es moge zuerst der Schwerpunkt eines Kurvenbogens A B (Abb. 142) der Linge s
bestimmt werden. Dem vorstehenden allgemeinen Prinzip folgend zerlegen wir
den Bogen 4 B in n Elemente 4s. Den Schwerpunkt des ganzen Systems kénnen
wir berechnen, indem wir jedes dieser Elemente durch einen Punkt ersetzen,
und zwar durch den Schwerpunkt des betrachteten Elements, in dem wir die
ganze Masse des Elements Am = 4s vereinigen.!)

Wir betrachten eines dieser Elemente 4 und bezeichnen die Koordinaten seiner
Endpunkte mit z,y; x+ 4=, y+ 4y; die Koordinaten seines Schwerpunktes
seien %, 7. Bei geniigender Verkleinerung des Elements 4s konnen wir annehmen,
daB der Punkt (Z, 7) um beliebig wenig vom Punkt (z, y) entfernt ist.

GeméB den Formeln (31) erhalten wir so wie in [104]

(B)
Meg=s2=)ZAm =Y FAs=1lm Y zds = [zds, (32)
(4}
(B)
Myg=sye =X gadm =3 §As=1m Y yAs = [yds, (33)
(4)

woraus wir, nachdem wir s geméB der Formel

®

(B)
s=[ds= [ {(d2)* + (dy)
(4) (4)

berechnet haben, die Koordinaten des Schwerpunkts G' bestimmen.
Aus den Formeln (32) und (33) folgt der wichtige Satz:

Guldinsche Regel I. Die Oberfliche eines Korpers, der bei Rotation eines ye-
gebenen ebenen Kurvenbogens um eine gewisse Achse, die in seiner Ebene liegt und

1) Der Schwerpunkt eines jeden solchen Elements liegt im allgemeinen nicht auf der Kurve,
wenn er ihr auch um so niher kommt, je kleiner das Element ist, was in Abb. 142 schematisch
angedeutet ist.



107. Die Bestimmung des Schwerpunktes. Die Guldinschen Regeln 283

shn nicht schneidet, entsteht, ist gleich dem Produkt aus der Linge des rotierenden

Bogens und der Linge des Weges, der bei dieser Rotation vom Schwerpunkt des
Bogens beschrieben wird.

In der Tat, wenn wir die Rotationsachse als z-Achse nehmen, erhalten wir fiir
die Oberflaiche F des Korpers, der bei der Rotation des Bogens 4B entsteht,
wegen (27) [106] und wegen (33)

(B3)
F =2z [yds=2nyes,
(4)

was zu beweisen war.

Wir betrachten jetzt einen gewissen ebenen Bereich 8 (dessen Flicheninhalt
wir ebenfalls mit S bezeichnen). Der Einfachheit halber nehmen wir an, daB dieser
Bereich von zwei Kurven begrenzt ist, deren Ordinaten wir mit

Y= hL@), Y3 = fa()

bezeichnen (Abb. 143).

Dem allgemeinen, am Anfang dieses Abschnitts angegebenen Prinzip folgend,
zerlegen wir die Figur durch Parallelen zur y-Achse in % vertikale Streifen 48S.
Bei der Berechnung der Koordinaten des Schwerpunkts G der Figur kénnen wir
jeden solchen Streifen durch seinen Schwerpunkt ersetzen, in dem wir uns die
ganze Masse des Streifens 4m = 48 vereinigt denken. Wir betrachten einen
dieser Streifen und bezeichnen mit  und x4 Az die Abszissen der ihn begren-

Abb. 143

_ zenden Geraden M, M, und M{M} sowie mit Z, 7 die Koordinaten des Schwer-
. punkts. Bei geniigender Verkleinerung der Breite 42 des Streifens wird der Punkt

(%, 7) um beliebig wenig von dem Mittelpunkt P des Geradenabschnitts M, M,
entfernt sein, weshalb wir die Naherungsgleichungen

A, gjm—ylgyz

bilden kénnen.
Ferner kann die Masse Am des Streifens, die gleich dessen Fliche 48 ist, gleich
gesetzt werden der Fliche eines Rechtecks mit der Basis 4« und einer Hohe,

P
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die sich um beliebig wenig von der Linge der Strecke M;M, = y, — y; unter-
scheidet, d. h.

Am ~ (Y, — yy) 4.
Mit Benutzung der Formel (31) konnen wir schreiben:

b
Mag = 82g = 3 & Am = lim J} [z(y, — yy)] dz = [z(y, — 1) d, (34)

Myo = Syo = 57 4m = lim 5 (2 52) (4, - y,) 4
1 bl
—tim 5[5 01— )42 = [ 01— ae. (35)

Aus der Formel (35) folgt die

Guldinsche Regel I1. Das Volumen eines Korpers, der bei der Rotation einer
ebenen Figur um eine in threr Ebene liegende und sie nicht schneidende Achse ent-
steht, ist gleich dem Produkt aus dem Flicheninhalt der rotierenden Figur und der
Liinge des Weges, der bei der Rotation von threm Schwerpunkt beschrieben wird.

In der Tat, wihlen wir die Rotationsachse als z-Achse, so erkennen wir leicht,
daB das Volumen ¥V des betrachteten Rotationskorpers gleich der Differenz der
Korpervolumina ist, die bei der Drehung der Kurve y, bzw. der Kurve y, ent-
stehen, und daher ist gema8 (24) [1056] unter Beriicksichtigung von (35)

b b b
V=n[yide —a [yide == [ (43 — y}) dz = 27yeS,
a a a

was zu beweisen war.

Abb. 144

Diese beiden Guldinschien Regeln konnen sowohl zur Bestimmung der Ober-
fliche oder des Volumens einer Rotationsfigur dienen, wenn die Lage des Schwer-
punkts der rotierenden Figur bekannt ist, als auch umgekehrt zur Bestimmung
des Schwerpunkts einer Figur, wenn das Volumen oder die Oberfliche der durch
sie erzeugten Rotationsfigur bekannt sind.

Beispiele.

1. Esist das Volumen V eines Ringes (Torus) zu ermitteln, der bei der Rotation einer Kreis-
fliche vom Radius r (Abb. 144) um eine Achse entsteht, die in deren Ebene im Abstand a
vom Mittelpunkt liegt (wobei r << a ist, d. h. die Rotationsachse den Kreis nicht schneidet).
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Der Schwerpunkt der rotierenden Kreisflaiche befindet sich offensichtlich in deren Mittel-
punkt, und daher wird die Linge des Weges, die von dem Schwerpunkt bei der Rotation
beschrieben wird, gleich 27a. Der Flacheninhalt der rotierenden Figur ist gleich n72, und
daher haben wir nach der Guldinschen Regel II

V =ar?-2na = 2nar?. (36)

2. Es ist die Oberfliche F des in Beispiel 1 gebrachten Ringes zu finden.

Die Linge des rotierenden Kreises ist gleich 2zr; der Schwerpunkt stimmt wie vorher
mit dem Kreismittelpunkt iiberein, und daher erhalten wir auf Grund der Guldinschen
Regel I

F =2anr-2na = 4ntar. (37)

3. Es ist der Schwerpunkt G einer Halbkreisfliche vom Radius ¢ zu finden. Wir nehmen die
Basis des Halbkreises als z-Achse und legen die y-Achse in die im Mittelpunkt zur z-Achse
errichtete Senkrechte (Abb. 145); auf Grund der Symmetrie der Figur beziiglich der y-Achse
ist klar, daB der Schwerpunkt G auf der y-Achse liegt. Es bleibt nur y; zu ermitteln. Zu
diesem Zweck wenden wir die Guldinsche Regel II an. Der Korper, der durch Rotation

Yi

> Abb. 145
0 X

der Halbkreisfliche um die z-Achse entsteht, ist eine Kugel vom Radius @, und ihr Volumen
ist gleich % na®. Der Flicheninhalt S der rotierenden Figur ist gleich _:2z_ a?, und daher ist

Lo —". 2 _4 0
3na—2a 2nyeg, yg—3 ot

4. Es ist der Schwerpunkt G’ des Halbkreises vom Radius a zu ermitteln.

Wiéhlen wir die Koordinatenachsen so wie im vorigen Beispiel, so sehen wir wiederum,
daB das gesuchte Zentrum G auf der y-Achse liegt, so daB yg zu ermitteln bleibt. Beriick-
sichtigen wir, daB die Oberfliche des Rotationskorpers F = 4zmae? und die Weglinge
8 = na ist, so erhalten wir nach der Guldinschen Regel I

4na® = na - 2nyg, Yo = 2—5—.

Wie zu erwarten war, liegt der Schwerpunkt des Halbkreises nidher an diesem als der
Schwerpunkt der entsprechenden Halbkreisflache.

108. Angeniiherte Berechnung bestimmter Integrale; die Rechteck- und die Trapez-
formel. Die Berechnung der bestimmten Integrale auf der Grundlage der Formel (15) [96]
mit Hilfe der Stammfunktion ist nicht immer méglich, da eine Stammfunktion keineswegs
immer gefunden werden kann; selbst dann, wenn man sie ermitteln kann, hat sie haufig eine
sehr komplizierte und fiir die Berechnungen-unbequeme Form. Daher haben Niherungs-
verfahren zur Berechnung bestimmter Integrale eine groBe Bedeutung.
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Ein groBer Teil von ihnen beruht auf der Deutung des bestimmten Integrals als Flachen-
inhalt und als Grenzwert der Summe:

b n
JH@) dz =lim ¥ }(&) (& — - (38)
a =1

Fir das Folgende vereinbaren wir ein fiir allemal, das Intervall (a, b) in n gletche Teile zu
zerlegen; die Linge jedes Teilintervalls bezeichnen wir mit A, so da3
b—a

h= e 2 =a-th (zg=a, z4y=a-+ nh=2>)

wird.
Wir bezeichnen ferner mit y; den Wert des Integranden y = f(z) fiir den Wert = = =z,
=01 ..,n):
¥ = (@) = f(a + ih). (39)

Diese GroBen setzen wir als bekannt voraus; man kann sie durch direkte Berechnung er-
halten, wenn die Funktion f(z) analytisch gegeben ist, oder sie unmittelbar der Abbildung
entnehmen, wenn die Funktion graphisch dargestellt ist.

Setzen wir in der auf der rechten Seite von (38) stehenden Summe &; = z;_, oder = z,
so erhalten wir die beiden Rechteckformeln

b
[t n 2ttt v, “0)
g b
ff(x) dz n 22 [y gy, (41)
Y

L
|
I
P
y.ziysl

|

P

L | 4y Abb. 146
ol axy X, Xy X3 X, X5 Xg Xpbexg

wobei das Zeichen =y eine angeniherte Gleichheit bedeutet.

Je groBer die Zahl n, d. h., je kleiner A ist, um so genauer werden diese Formeln, und im
Grenzfall fur n — oo und % — 0 liefern sie den genauen Wert des bestimmten Integrals.

Somit strebt der Fehler der Formeln (40) bzw. (41) bei wachsender Anzahl der Ordinaten gegen
Null. Bei gegebener Anzahl der Ordinaten 14Bt sich fiir den Fehler eine obere Schranke exakt
bestimmen, falls die gegebene Funktion f(%) im Intervall (a, b) monofon ist (Abb. 146). In
diesem Fall ist aus der Abbildung unmittelbar einleuchtend, daB der Fekler bei jeder der
Formeln (40) und (41) nicht grofer ist als die Summe der schraffierten Rechteckflichen, d. h.,

er ist hochstens gleich dem Flicheninhalt eines Rechtecks, dessen Basis b—a =h und
n
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dessen Hohe gleich der Summe y, — y, der Hohen der schraffierten Rechtecke ist, also
hochstens gleich

b—a
n

Die Rechteckformeln fiihren an Stelle des genauen Ausdrucks fiir den Inhalt der durch die
Kurve y = f(z) begrenzten Fliche einen Niaherungsausdruck ein, indem diese durch die
Fliche einer Treppenkurve ersetzt wird, die aus horizontalen und vertikalen Strecken zu-
sammengesetzt ist, die die Rechtecke begrenzen.

Andere Niherungsausdriicke erhalten wir, wenn wir an Stelle der Treppenkurve andere
Linien wéhlen, die sich hinreichend wenig von der gegebenen Kurve unterscheiden: Je mehr
sich eine solche Hilfslinie der Kurve y = f(x) nihert, um so kleiner wird der Fehler, den wir
begehen, wenn wir die gegebene Fliche durch die von der Hilfslinie begrenzte ersetzen.

Y

(Yn — %)- (42)

|
_ l e . 147

Wenn wir z. B. die gegebene Kurve durch einen ihr einbeschriebenen Polygonzug ersetzen,
dessen Ordinaten bei x = 2; mit den Ordinaten der gegebenen Kurve iibereinstimmen
(Abb. 147), mit anderen Worten, die betrachtete Fliche durch die Summe der Flichen der
ihr einbeschriebenen gestrichelten Trapeze ersetzen, erhalten wir die Trapezformel

b
f/(:l:)da:kshl:yg+y1+yl+yz+---+y"'1+y']
2 2 2
e

b —

2n“ [0 + 201 + 242 + -+ + 29n_s + ¥al- 43)

109. Die Tangentenformel und die Formel von Poncelet. Wir vergréBern jetzt die An-
zahl der Teilpunkte aufs Doppelte, indem wir jedes Teilintervall halbieren. Wir erhalten
auf diese Weise 2n Teilpunkte (Abb. 148)

o, a:.,‘=a+%, o, =a+h, cens z; =a + th,

. 1
famp=at (i+5)h o m=b
denen die Ordinaten

Yoo Yapo Yo o5 Y5 Ygya)p 22> Un

entsprechen (die Ordinaten ¥y, %5, --., ¥» Werden wir gerade, die Ordinaten yu,, Y3/, -+-» ¥, 3y,
ungerade Ordinaten nennen).

Im Endpunkt jeder ungeraden Ordinate ziehen wir die Tangente bis zu ihrem Schnitt mit
den beiden benachbarten geraden Ordinaten und ersetzen die gegebene Fliche durch die
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Summe der Fliichen der in dieser Weise konstruierten Trapeze. Die so erhaltene Niherungs-
formel heiBt T'angentenformel :

b
[t ae ~ 222 o+ gt s = 0 (44)

er

»X Abb. 148
0 X) Xpp Xg Xy Xp Xgp Xz Xpp X,

Gleichzeitig mit den vorstehenden umbeschriebenen Trapezen betrachten wir die einbeschrie-
benen Trapeze, die wir erhalten, wenn wir die Endpunkte benachbarter ungerader Ordinaten
durch Sehnen verbinden; wir fiigen zu ihnen noch die zwei &uBeren Trapeze hinzu, die von
den Sehnen gebildet werden, die die Endpunkte der Ordinaten y, und y1/, bzw. y,_y, und y,
verbinden. Die Gesamtfliche der so erhaltenen Trapeze bezeichnen wir mit

_b—a
2n

Hat die Kurve y = f(z) in dem Intervall (a, b) keine Wendepunkte, ist sie also entweder
konvex oder konkav, so liegt der gesuchte Flicheninhalt S zwischen den Flichen o, und o,,

und es ist daher sinnvoll, als Néherungsausdruck fir 8 das arithmetische Mittel ata
zu nehmen, was die Ponceletsche Formel

Oy

[!Io';yn _ ¥y, +2yn—‘/. + 2y, + 2y, + - + 23/91—‘/.]'

b
f f@) do ~ 228 [y°+”" — Bl Yntls | gy 42 4 e + 2y..--/.]
2n 4 4
a
ergibt.
Es ist leicht einzusehen, daB der Fehler dieser Formel unter unserer Voraussetzung iiber
die Kurvenform den Absolutwert von

2 2 2 4n

nicht iiberschreitet, wobei der in Klammern stehende Ausdruck, wie aus den Eigenschaften
der Trapezmittellinie leicht nachzuweisen ist, gleich dem Stiick der mittleren Ordinate y,, , ,

G1—0; _ (y,,, + Yntty _ Yo+ y») oo (46)

2
ist, das von den Sehnen abgeschnitten wird, die die Endpunkte der #uBersten geraden bzw.
der duBersten ungeraden Ordinaten miteinander verbinden.

110. Die Simpsonsche Formel. Indem wir die vorstehende Unterteilung in eine gerade
Anzahl von Teilintervallen beibehalten, ersetzen wir die gegebene Kurve durch eine Reihe
von Parabelbdgen zweiten Grades, die wir durch die Endpunkte von je drei Ordinaten legen:

Yoo Y/ Y15 Yo Yol Y25 +<o5 Yu-15 Yn—/s> Yn-
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Berechnen wir die Flicheninhalte der auf diesem Wege erhaltenen von den Parabelbégen
begrenzten Figuren nach Formel (4) [101], so erhalten wir die Simpsonsche Niherungsformel

b
[t m 2 s 20+ A+ 2 2 A ) 60
a

Auf die Herleitung des Fehlers dieser Formel wie auch des Fehlers der Trapezformel kénnen
wir hier nicht eingehen. Auch besitzt der Fehlerausdruck in der Gestalt einer bestimmten
Formel mehr theoretischen als praktischen Wert, da er gewdhnlich eine zu grobe Schranke
liefert.

Im Zusammenhang mit der vorstehenden Konstruktion bemerken wir, daB es durch ent-
sprechende Wahl von a, b und ¢ in der Gleichung einer Parabel y = @23 + bz + ¢ immer
méglich ist, sie durch drei vorgegebene Punkte einer Ebene mit verschiedenen Abszissen hin-
durchgehen zu lassen.

In der Praxis hat der glatte Verlauf der Kurve eine wesentliche Bedeutung fiir die Ge-
nauigkeit des Resultats; in der Nachbarschaft von Punkten, in denen die Kurve mehr oder
weniger kra8 jhre Form indert, muB man die Berechnungen mit groBerer Genauigkeit durch-
fiithren, wofiir eine feinere Intervalleinteslung erforderlich ist. In jedem Fall ist es zweckmiBig,
sich vor Berechnungen eine wenn auch nur angeniherte Vorstellung vom Kurvenverlauf zu
machen.

Bei der Durchfiihrung einer solchen Néherungsrechnung kommt dem Schema des Rechen-
gangs eine sehr wesentliche Bedeutung zu. Um davon eine Vorstellung zu vermitteln und
um auch die von den verschiedenen oben hergeleiteten Néherungsformeln gelieferte Genauig-
keit zu vergleichen, fithren wir die folgenden Beispiele an:

|a

2
1. 8= [sinzdz=1,
(]
b—a b—a b—a
n =10, = 0,15707963, = 0,07853981, = 0,02617994
v, | sin 9 | 0,1564345 yy, | sin 4,5° | 0,0784591
ys | sin18° | 0,3090170 wy, | sin13,6° | 0,2334454
ys | sin27° | 0,4539905 vy, | sin22,6° | 0,3826834
Y sin 36° 0,6877853 Yy, | sin 31,6° 0,5224986
Ys sin 45° 0,7071068 Yy, | sin40,6° | 0,6494480
Yo sin 54° 0,8090170 yvy, | sin49,56° | 0,7604060
Yq sin 63° 0,8010065 ¥y, | 8in 58,6° | 0,8526402
Ys sin 72° 0,9510565 yu;, | sin 67,5° | 0,9238795
Yo sin 81° 0,9876883 yv, | 8in76,6° | 0,9723699
y, | 8in 85,56° | 0,9969173

21 5,85631024 X 6,8727474
Yo sin 0° 0,0000000
Yo | sin 90° 1,0000000

19 Smirnow 1
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Unierschrestende Rechieckformel®)
o 5,8531024 log X 10,7673861
Y% 0,0000000 log 2 — 21 9,1961198
P> 5,8531024 log 8 9,9635059
8 & 0,9194080
Uberschreitende Rechteckformel?)
3 5,8531024 log X 10,8358873
Y10 1,0000000 log 2=% | 9,1961198
n
> 6,8531024 log S 10,0320071
8 ~ 1,0765828
Tangentenformel Trapezformel
log s 10,8043267 2y, 11,7062048 log X 11,1040158
log 2= | 9,1961198 Yo + Y10 1,0000000 log bz_n“ 8,8950899
n
logS  10,0004465 P> 12,7062048 log 8 9,9991057
8 ~ 1,0010290 8 ~ 0,9979430
Ponceletsche Formel
25, 12,7454948
1 lo 11,1047141
+ W+ 30 | 02500000 & f_ .
. log — 8,8950898
— 5 0, + y,) | —0:2688841 "
P> 12,7268507 log 8 9,9998039
8 ~ 0,9995487
Stmpsonsche Formel
25, 11,7062048 log X 11,5820314
45, 25,4909896 b—a
1 8,4179685
Yo+ v | 1,0000000 %% 8n
z 38,1971944 log 8 9,9999999
8 ~ 1,0000000

1) Im folgenden sind alle Logarithmen um 10 erh6ht (Anm. d. wiss. Red.).
%) Es handelt sich hier um die umbeschriebene Treppenkurve im Gegensatz zur eben be-
trachteten einbeschriebenen (Anm. d. Ubers.).
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L
2. 8 =5/ log+2) g, _ i;-logz = 0,2721982613 . . .,%)

14 a2
b—a 1 b—a 1
= 10, ==, = —.
» 2n 20 6n 60

% 0,0943663 ¥y, 0,0486685

Y2 0,1753092 sy, 0,1366865

Ys 0,2407012 1 vy, 0,2100175

Ys 0,2900623 v, 0,2673538

Ys 0,3243721 P, 0,3089926

Ye 0,3455909 Yy, 0,3364721

Y, 0,3561263 Yy, 0,3520389

Ys 0,3584065 Yy, 0,3581541

Yo 0,3546154 Yy, 0,3571470
yvy, 0,3510273

2 2,5395503 3) X 2,7265583

Y% 0,0000000

Y10 0,3465736

Ponceletsche Formel Simpsonsche Formel
238 5,4531166 23, 5,0791006
—1— %o + Y10) 0,0866434 43, 10,9062332
—%(y-/, —+ y»y,) | —0,0999239 Yo + Yo 0,3465736
P 5,4398361 P 16,3319074
1 1
SN202N079 8 S~602~07 98

1
3. S=f 92 _ log2 = 0,60314718...
+x
[1]

1

b—a _ 1 b—a _ 1
2n 40

n =20, 6n 120

1) Diese Formel wird im zweiten Teil des Lehrgangs hergeleitet.
2) Diese Summe wurde unter Mitfithrung der 8. Dezimalstelle berechnet; sonst wire die
letzte Stelle eine 2 (Anm. d. wiss. Red.).

19*
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¥ 0,9523810
Ys 0,9090909
Ys 0,8695653
Y4 0,8333333
¥s 0,8000000
Ye 0,7692307
¥ 0,7407407
¥ 0,7142857
% 0,6896552
v | 06666667
vy | 06451613
ve | 06250000
vs | 0.6060606
v | 06882353
v | 05714287
v | 05555556
v, | 0,5405405
v | 0.5263146
v, | 05128205
| 131160666

Y's

AN

Yl

Y,

Yls

Yy,
Yy,
Yy,
Yy,
Yv,
Y,
y»,
Yy,
Yy,
y»,
Yny,
Y,
Yl
yv,
Y/,

0,9756097
0,9302326
0,8888889
0,8510638
0,8163266
0,7843135
0,7547169
0,7272727
0,7017543
0,677966 1
0,6557377
0,6349207
0,6153846
0,5970149
0,5797101
0,563 3804
0,5479451
0,6333333
0,5194806
0,5063291

2

13,8613816

Trapezformel

Yo
Y20

1,0000000
0,5000000

Ponceletsche Formel

22,

Yo + Yzo

26,2321332
1,6000000

2
Srs

27,7321332

1
— 0,693303
0 2 ~ 0,69 33

Stmpsonsche Formel

25, 27,7227632
1
T o+ ) | 03750000
1

— @+ y) | —0,3704847

23, 26,2321332
43, 55,4455264
Yo + Y20 1,5000000

2 = 217,7272785

1
Se — ,6931
m 15 2~ 069318196

2 = 83,1776596

1
8~ — 0,69314716
T
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111. Die Berechnung des bestimmten Integrals mit veriinderlicher oberer Grenze. In
vielen Problemen hat man die Werte des bestimmten Integrals

F@)= [fe)de

bei verianderlicher oberer Grenze zu berechnen.

Auf der Grundlage der Trapezformel (43) léBt sich das folgende Verfahren zur Ermittlung
von Niherungswerten dieses Integrals angeben, natiirlich nicht fiir alle Werte von z, sondern
nur fiir solche, in die das Intervall (a, b) unterteilt ist, d. h.

F(a), F(xl)’ F(“‘z), seey F(zk)y seey F(:U,,_l), F(b)'
Nach Formel (43) ist

a-t+kh

Fla) = ff(x) do b [% Foee ot 1’“2—“”‘] (48)
a
a+(k+1)h

Fleen) =ff(x)dx~ A [ym;yl T !/b—12+ Y Y +2yx-+1]

1
~ F(x) + Y b (Ye + Yrsa) (49)

Diese Formel ermoglicht es, nach der Berechnung des Wertes F(x;) zum folgenden Wert
F(zyy,) = F(x; + k) iiberzugehen.
Die Berechnung laBt sich nach dem auf Seite 294 angegebenen Schema durchfiihren.

112. Graphische Verfahren. Diese Berechnungen lassen sich graphisch durchfiihren,
wenn die Kurve y = f(z) gegeben ist; wir erhalten auf diesem Wege eine graphische Kon-
struktion der Integralkurve

y=[I®)dt=F(z)

auf Grund der Bildkurve
y = f(@). (50)

Wenn wir iiber eine geniigende Anzahl von Teilpunkten verfiigen, konnen wir zundchst
néaherungsweise :

sk yk—l yk
Pul A4 ) SN A JPEN 1 51
9 P Yi-/s ( )

annehmen, d. h., wenn die Bildkurve (50) konstruiert ist, ergeben sich die GroBen % yn.

mittelbar aus der Zeichnung als Ordinaten der Kurve fiir z; 1, = a 4 2k —1 k (Abb. 149).

Wir markieren auf der y-Achse die Punkte

Al(y‘h)’ Az(y’lg)r Aa(.’l‘/.)’ ceey Ak(yk-l/:)‘
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Auf der z-Achse links vom Punkt O tragen wir die Strecke OP = 1 ab, ziehen die Strahlen
PA,, PA,, PA,, ..., P4,
und durch die Punkte M,, M,, M,, ... die zu ihnen parallelen, so da3

MM, | P4, MM,| P4, M,M,|PA4, ..

wird.
AMy
»  Abb. 149
P 01 axp Xy X; X Xo Xsp X3 Xgp X, X
I I 111 v v VI
k 1 k
k Ty | Y& | Sen=Yrt Yrn 2 8 Flay) =—-h X2,
n=1 2 p=1

0 a Yo 0 0
=% +% 1

1 (a+k |y, 83 3 hs,
=Y +Y {

2 a+2h |y, 8+ 8, Eh(sl"‘sz)
=Y+ ¥ 1

3 [a+3k |y, 8+8+38 3 k(84 52135)
4=yt ¥ 1

4 |at4h |y, 84+ 848318 ry h(8;+ 8+ 85+ 8y)
S=Y1Ys 1

5 |a+5k | ys 8+ 83+ 383+ 8,+ 3 Eh(81+82+83+8‘+85)
S =Y+ % 1

6 |a+6h| y, S1+ 8+ 834818515 3 h(sy+ s+ 85+8,+55+36)




112. Graphische Verfahren 295

Die Punkte My, M,, M,, ... sind dann Punkte der gesuchten angeniherten Integralkurve,
da man sich an Hand der Abbildung leicht davon iiberzeugt, da

oy My =hyi, My =hyy, +yr),  TMy=k(yy, + yy, + Yy,
ist; wegen der Naherungsgleichung (51) und der Formel (48) ist dann

2 My = by, + 9o, + o+ yy,) & b (%Jr ey Y T Y

3 ) (24 F(xk).

Die angegebene Konstruktion ist fiir den Fall durchgefiihrt, daf der MaBstab fiir die Funk-
tion F(x) mit dem MaBstab firr f(x) iibereinstimmt. Ist der MaBstab fiir die Flicheninhalte

ein anderer, so bleibt die Konstruktion dieselbe, nur mit dem Unterschied, daB die Strecke O P
nicht die Linge 1, sondern die Linge I hat, wobei ! gleich dem Verhiltnis des MaBstabs fiir
F (z) zum MaBstab fir f(z) ist.

Die graphische Niheruagskonstruktion fiir ein iteriertes Integral [II, 15]

D(z) = fz(fu/(t) dt) du

basiert auf der Rechteckformel (40) [108].
Wir nehmen an, da8 wie frither

%
F@) = [ f@)at
[
ist.
Betrachten wir die Werte x,, 2;, 25, ..., Zy, ... der unabhiingigen Verénderlichen z, so
gelten nach Formel (40) die Naherungsgleichungen
F(2;) ~ hy,, F(x;) ~ h(yy + 1), cees F(xk)wh(yo+y;+---+yk-1)-
Wenden wir dieselbe Formel auch auf die Funktion @ () an, so erhalten wir
D () = h[F (zo) + Fxy) + -+ + F(2g)]
~ Ry + W +y) + o+ G+ 4+ + we)] (52)

Hieraus ergibt sich die folgende Konstruktion der Ordinate @ (x;) (Abb. 150): Nachdem
wir den Punkt P konstruiert haben, tragen wir dhnlich wie frither auf der y-Achse die Ab-
schnitte

ﬁ;=%’ TBZ=;’/1’ B,B; = y,, cens mk=yk-1:
ab, ziehen die Strahlen

PB,, PB,, PB,, ..., PB,, ...
und konstruieren die Punkte

My, M,, M,, ..., My, ...,
indem wir

MM, PB,, M,M,|PB,, M,M,|PB, ...

ziehen.
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Diese Punkte sind dann Punkte der gesuchten, und zwar im ungeiinderten MaBstab 1: %
gezeichneten Niherungskurve; denn aus der Konstruktion ist ersichtlich, daB auf Grund
von (52)

z My =hyy, 2 My=hyo+klye+y), ..

— ®
20T, = by + Qo+ ) oo B+ oo+ ) o 2
M
Yi 4/

/
/
/
/
/
M
By 9
/
93_y3 /
7 M
o
1
Ut Mo M1 _ Abb. 150
po X o % X %X

wird. Wenn die Linge von OP nicht Eins, sondern [ ist, dann liefert die konstruierte Kurve
die im Verhiltnis 1: Ik abgeéinderte Ordinate der Kurve & (z).

Es ist hier allerdings die Einschrinkung zu beachten, daB bei aller Bequemlichkeit der
angegebenen Konstruktionen ihre Genauigkeit nicht groB8 ist und man sie nur bei relativ
groben Rechnungen anwenden kann.

1138. Fliicheninhalte bei schnell oszillierenden Kurven. Frither [110] wurde darauf hin-
gewiesen, da8 man zu einer erfolgreichen Anwendung der verschiedenen Naherungsformeln
fiir die Berechnung bestimmter Integrale die Kurve, deren Fliche zu bestimmen ist, in Teil-
stiicke zerlegen muB, in denen sie jeweils eine glatte Form besitzt.

Diese I'orderung ist sehr erschwerend fiir unregelméaBig verlaufende Kurven, die viele
Schwankungen nach oben und nach unten aufweisen. Zur Flachenbestimmung solcher Kurven
nach den vorstehenden Regeln muB man zu viele Unterteilungen einfithren, was die Be-
rechnungen erheblich kompliziert.

In solchen Fillen ist es zweckmiBig, ein anderes Verfahren anzuwenden, nidmlich die
Flache in Streifen zu zerlegen, die nicht parallel zur y-Achse, sondern zur z-Achse sind: Zur
angendherten Flichenbestimmung fir die in Abb. 151 dargestellte Kurve tragen wir auf der
y-Achse die kleinste und die grofte Ordinate « bzw. § der Kurve ab und unterteilen das
Intervall (x, ) in n Teile durch die Punkte

Yo=10, Y1 «+es Yips Yis +-+» Ynp» Yn = B-

Indem wir durch die Teilungspunkte zur z-Achse parallele Geraden ziehen, zerlegen wir die
ganze Fliche in Streifen, die aus einzelnen schraffierten Teilen bestehen. Als Niherungs-
ausdruck fiir die Flache des i-ten Streifens nehmen wir z. B. das Produkt aus dessen Basis
¥i — Yi—, und der Summe der Lingen /; derjenigen Abschnitte einer beliebigen Geraden

y=mn Ha1=m=yv),

die sich innerhalb der schraffierten Fliche befinden. Diese Summe kann unmittelbar aus
der Zeichnung bestimmt werden. So erhalten wir fiir den gesuchten Flicheninhalt § einen
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Niherungsausdruck der Form

Yob—a)+ (i —y) i+ (y: —y)le + - + Un — Yna) lns

der um so genauer wird, je groBer die Anzahl der Unterteilungen ist und um so steiler die
Schwankungen der Kurve sind.
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Eine entsprechende Weiterentwicklung der Grundidee dieses Verfahrens fiihrte zum Be-
griff des Lebesgueschen Integrals, der bedeutend allgemeiner als der oben dargelegte Begriff
des Riemannschen Integrals ist [94, 116].

§ 11.  Erginzende Ausfithrungen iiber das bestimmte Integral

114. Vorbereitende Begriffc. Die letzten Abschnitte dieses Kapitels sind der
strengen analytischen Untersuchung des Integralbegriffes gewidmet. Auch wer-
den wir im folgenden die Existenz eines bestimmten Grenzwertes fir Summen
der Form

i F(&) (T — 2y)
k=1

nicht nur bei stetigen Funktionen f(x) beweisen. Hierzu miissen wir einige neue
Begriffe einfiihren, die mit der Untersuchung unstetiger Funktionen zusammen-
hédngen. Die Funktion f(x) sei in einem endlichen abgeschlossenen Intervall (a, b)
definiert. Wir werden nur beschrinkte Funktionen betrachten; eine Funktion f(z)
heit im Intervall (a, b) beschrinkt, wenn eine positive Zahl N existiert derart.
daB fir alle  aus dem angegebenen Intervall gilt:

lf(x)] = N.

Ist die Funktion f(x) stetig, so nimmt sie, wie schon erwahnt [35], in diesem
Intervall einen groBten und einen kleinsten Wert an und ist beschriankt. Dagegen
konnen unstetige Funktionen beschrinkt oder auch unbeschrinkt sein. Im fol-
genden betrachten wir nur beschrankte unstetige Funktionen. Wir nehmen z. B.
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an, die Funktion f(x) besitze die in Abb. 152 dargestellte Kurve. Im Punkt ¢ = ¢
ist die Funktion unstetig, und der Funktionswert im Punkt x = ¢ selbst, d. h.
f(c), muB in irgendeiner Weise mittels einer zusitzlichen Bedingung definiert
werden. Im iibrigen ist die Funktion iiberall bis zu den Randpunkten ¢ und & hin
stetig. Beim Grenziibergang der Verinderlichen x gegen den Wert 2 = ¢ von
kleineren Werten her, d. h. von links, strebt die zugehorige Ordinate gegen einen
bestimmten Grenzwert, der geometrisch durch die Strecke N .M, dargestellt wird.
Entsprechend strebt f(x) beim Grenziibergang von x gegen ¢ von groeren Werten
her, d. h. von rechts, ebenfalls gegen einen bestimmten durch die Strecke N M,
dargestellten Grenzwert, der aber von dem linksseitigen verschieden ist. Den
linksseitigen Grenzwert bezeichnet man gewdhnlich mit f(c — 0) und den rechts-
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seitigen mit f(c 4 0) [32]. Diese einfachste Unterbrechung der Stetigkeit einer
Funktion, bei der endliche Grenzwerte sowohl von links als auch von rechts
existieren, wird gewShnlich Unstetigkeit erster Art genannt. Der Funktionswert
im Punkt z = ¢ selbst, d. h. f(¢), wird im allgemeinen sowohl von f(¢ — 0) als
auch von f(¢ 4+ 0) verschieden sein und muB zusétzlich definiert werden. Wenn
die Funktion im Intervall (@, b) mit Ausnahme endlich vieler Punkte, in denen
sie Unstetigkeiten erster Art besitzt, stetig ist, besteht ihre Bildkurve aus endlich
vielen Kurvenstiicken, die bis zu ihren Endpunkten hin stetig sind, sowie. aus
einzelnen Punkten an den Unstetigkeitsstellen (Abb. 153). Eine solche Funktion
ist trotz ihrer Unstetigkeit offenbar im ganzen Intervall beschrinkt. Natiirlich
konnen aber auch Funktionen mit komplizierteren Unstetigkeiten beschrinkt
sein.

Im folgenden werden wir hiufig die Menge aller Werte betrachten, die eine ge-
wisse Funktion f(x) in irgendeinem vorgegebenen Variabilititsbereich der un-
abhéangigen Verdnderlichen annimmt. Ist die gewédhlte Funktion in dem betrach-
teten Intervall beschrankt, so ist die Menge ihrer Werte in diesem Intervall nach
oben und nach unten beschrinkt, und daher hat diese Menge eine obere und eine
untere Grenze [39]. Ist etwa f(x) in dem betrachteten abgeschlossenen und end-
lichen Intervall stetig, so nimmt die Funktion bekanntlich [35] in diesem Intervall
einen groBten und einen kleinsten Wert an. Im vorliegenden Fall ist dieser groBte
und dieser kleinste Wert die obere bzw. die untere Grenze der Werte von f(x) in dem
betrachteten Intervall. Wir wihlen ein anderes Beispiel. Ist f(x) eine zunehmende
Funktion, so nimmt sie den groBten Wert im rechten und den kleinsten im linken
LEndpunkt des Intervalls an. Diese Werte bilden dann wiederum die obere bzw.
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untere Grenze der Werte f(x). In diesen beiden Beispielen sind die Grenzen der
Menge der Funktionswerte selbst spezielle Werte der Funktion, d. h., sie gehéren
selbst zu der betrachteten Menge der Funktionswerte. In komplizierteren Fillen
unstetiger Funktionen brauchen die obere und untere Grenze der Funktionswerte
selbst nicht Funktionswerte zu sein, d. h., sie brauchen nicht zur Menge der
Funktionswerte zu gehoren.

Es seien M und m die obere bzw. untere Grenze der Werte f(z) in einem ge-
wissen Intervall (c, d), d. h. fir ¢ < z < d, wobei offenbar m < M sein mu8.
Wir wahlen ein neues Intervall (¢’, d’), das einen Teil des friitheren Intervalls (c, d)
darstellt. Es seien M’ und m' die obere bzw. untere Grenze der Werte f(x) in
dem neuen Intervall (¢’, d'). Da die Werte von f(z) im Intervall (¢’, d’) auf jeden
Fall unter den Werten von f(z) in dem groBeren Intervall (¢, d) vorkommen,
kann man behaupten, dal M’ < M und m' = m ist, d. h., es gilt

Lemma 1. Ersetzt man einen gewissen Variabilititsbereich von x durch einen Teil-
bereich, so kann die obere Grenze der Funktionswerte f(x) nicht grofer und die uniere
Grenze nicht kleiner werden.

115. Die Zerlegung eines Intervalls in Teilintervalle und die Bildung verschiedener
Summen. Es sei das endliche Intervall (a, b) durch Zwischenwerte in eine endliche
Anzahl von Teilintervallen zerlegt:

B=2) < Ty < By << oo < Ly <X < oo < Ty < Zp =D, (1)

Eine solche Zerlegung bezeichnen wir mit é; die Werte «; heiBen Teilungspunkte
von 6. Bei verschiedenen Zerlegungen sind im allgemeinen die Teilungspunkte x;
und die Anzahl der Teilintervalle verschieden. Die Lingen der Teilintervalle der
Zerlegung (1) bezeichnen wir mit 6, = 2, — 2,y (k= 1,2,...,n). Es sei f(z)
eine im Intervall (a, b) beschrinkte Funktion. Die der Zerlegung 8, d. h. (1),
entsprechende Summe, deren Grenzwert — falls er existiert — das bestimmte
Integral von f(z) im Intervall (a, b) liefert, bezeichnen wir mit

o, &) ii‘:: 1(8)0s. ' (@)

Sie hingt von é und der Wahl der Punkte & ab. Wir betrachten die Menge der
Werte f(z) im Intervall (z;—y, 2;). Wegen der Beschranktheit von f(x) ist das eine
beschrankte Menge. Wir bezeichnen mit m, die untere und mit M, die obere
Grenze der Werte f(z) im Intervall (z,-;,2,) (k= 1,2,...,7), und in den Sum-
manden der Summe (2) ersetzen wir f(&;) erst durch m; und dann durch M,.
Wir erhalten zwei Summen, die nur von der Zerlegung 6 des Intervalls (a, b)
abhéngen:

() = 3 md, S(0) =3 M3  (Unter- bzw. Obersumme). (3)
¥=1

k=1

Aus der Definition von m; und M, folgt unmittelbar

me < f(&) < M,
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und daraus ergibt sich wegen &, > 0

3(0) < a(d, &) < 8(9). (4)
Es seien m und M die untere bzw. die obere Grenze der Werte f(z) im gesamten
Intervall (e, b). Unter Verwendung von Lemma 1 sieht man leicht, da8 die Un-
gleichung

mém,nggﬂ (k=1,2,...,n) (5)
gilt, und es ist offensichtlich

n n
2 =2 (& —mq) =b—a.
k=1 k=1
Wenn wir die Ungleichungen (5) mit den positiven Zahlen 6, multiplizieren und
von k=1 bis & = n summieren, erhalten wir

mb—a)ss(0) = M(b—a),

mb—a) < 80) < M —a),
d. h., die Menge der Werte s(6) und S(d) ist bei allen mdglichen Zerlegungen &
nach oben und unten beschrinkt. Wir bezeichnen mit ¢ die obere Grenze der Menge

der Werte s(6) und mit I die untere Grenze der Werte S(J) bei allen moglichen
Zerlegungen §:

s@ =i, S@O=I1. (6)

Wir bemerken, dafl die nicht negative Differenz M — m gewohnlich die Schwan-
kung der Funktion f(z) im Intervall (a, ) genannt wird. Die Differenz M, —m,
ist die Schwankung der Funktion f(x) im Intervall (z;_,, ;).

Wir fithren jetzt einige neue Begriffe ein. Eine Zerlegung ¢’ des Intervalls (a, b)
heit Fortsetzung der Zerlegung , wenn jeder Teilungspunkt von & auch Tei-
lungspunkt von ¢’ ist, wenn sich also ¢’ aus é durch Hinzufiigen neuer Tei-
lungspunkte ergibt (wenn ¢’ nicht mit J iibereinstimmt). Wenn é, und 6, zwei
Zerlegungen sind, dann soll ihr Produkt diejenige Zerlegung von (a, b) sein, deren
Teilungspunkte man als Vereinigung der Teilungspunkte von 6, und von'd, er-
halt. Das Produkt der Zerlegungen bezeichnen wir mit 6, ,. Dieser Begriff 1aBt
sich auch auf mehrere Faktoren iibertragen. Die Zerlegung 4, 8, ist offensichtlich
eine Fortsetzung sowohl der Zerlegung 6, als auch der Zerlegung 4,.

Lemma 2. Ist die Zerlegung 6’ Fortsetzung der Zerlegung 9, so gilt s(8) < s(d')
und 8(8) = S(d').

Beim Ubergang von 6 zu ¢’ kann jedes der Intervalle (2,_y, z;) in Teilintervalle
zerlegt werden. Wir nehmen z. B. an, daB dieses Intervall in die drei Teilinter-
valle (Zi—3, o), (& Bi)s (B, i) zerlegt wurde, deren Lingen 6 = o — 244,

P = B, — ¢, 0P = x, — P sind. Es seien MP, M», MP die oberen Grenzen
von f(z) in diesen drei Teilintervallen. Nach Lemma 1 gilt

MP<M, MP<M, MPSH,
und auBerdem ist

O + 8+ 0P = b = 5 — 7.
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Der Summand M, 8, der Summe S () wird beim Ubergang zu 6’ durch die Summe
der drei Summanden

M(kl)a(kl) + M(kﬂ)é(kﬂ) + M(ES)(S?)
ersetzt, und wegen des oben Gesagten gilt
'M(kl) a(kl) + M(tz)a(kﬂ) + M(kﬂ)ais) é _Mt (é(kl) + 6;2) + 6(k3)) —_ Mk"k’

d. h., beim Ubergang von é zu 8’ wird jeder Summand M, 4, entweder durch eine
endliche Summe ersetzt, die kleiner oder gleich M,é; ist, oder er bleibt unver-
andert. Hieraus folgt S(d) = §(¢'). Vollig analog wird s(d) < s(4') gezeigt,
und damit ist das Lemma bewiesen.

Beachtet man m; < M, und & > 0, so ist leicht zu sehen, daB s(6) < S(9)
bei ein und demselben ¢ gilt. Wir werden zeigen, daBl eine solche Ungleichung
auch fiir beliebige verschiedene Zerlegungen gilt.

Lemma 3. Sind 6, und_6, zwei beliebige Zerlegungen, so gilt s(8,) < S(d,).

Wir betrachten das Produkt 6,8, der Zerlegungen &, und 8,. Da 8,8, eine
Fortsetzung von &, und &, ist, folgt aus Lemma 2 s(4;0s) = s(4;) und
S(6,6;) < 8(4;). Unter Benutzung der Ungleichung s(8;8,) < S(d;6,) erhalten
wir §(6;) < S(8,). Damit ist das Lemma bewiesen.

Aus diesem Lemma folgt unmittelbar, daB die obere Grenze ¢ der Menge der
Werte s(d) fir alle moglichen Zerlegungen § und die untere Grenze I von S(d)
den Ungleichungen

s@) si=1<8(9) ()

eniigen.

8 Wir beschéftigen uns jetzt mit den Summen o (9, &), die den Ungleichungen (4)
geniigen. Bei einer festen Zerlegung 6 kann man wegen der Definition von m,
und M, fiir beliebige k ein &, so wihlen, daB f(&) beliebig nahe bei M, liegt
oder sogar (in einigen Féllen) mit M, iibereinstimmt, d. h., man kann & so
wihlen, daB die Summe o (9, &) beliebig nahe bei S (d) liegt oder in einigen Fillen
sogar mit S(6) iibereinstimmt. Andererseits gilt wegen (4) o (4, &) < S(d). Hier-
aus folgt, daB S(d) die obere Grenze der Werte ¢(d, &) fiir jede mogliche Wahl
der & ist. Analog wird bewiesen, daB s(d) die untere Grenze aller Werte o (3, &)
ist, d. h., es gilt

Lemma 4. Bei einer festen Zerlegung 6 1st 3(5) die untere Grenze der Werte (5, &)
bei beliebiger Auswahl der &, und S(0) ist die obere Grenze der Werte o (6, &) bei
denselben Bedingungen.

116. Integrierbare Funktionen.!) Wir zeigen jetzt eine notwendige und hin-
reichende Bedingung fiir die Existenz des Integrals einer beschrankten Funktion
}(x) oder, wie man auch sagt, eine notwendige und hinreichende Bedingung fiir die
Integrierbarkeit von f(z). Mit u(8) werden wir im weiteren die Lange des groften
Teilintervalls bezeichnen, das zur Zerlegung d gehort.

1) Es handelt sich dabei um die im Riemannschen Sinne integrierbaren Funktionen (Anm.
d. Ubers.).
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Satz. Eine notwendige und hinreichende Bedingung fir die Integrierbarkeit der
beschriinkten Funktion f(x) im endlichen Intervall (a,b) besteht darin, daf die
Differenz

8(8) — s(3) =.:.§ (M — m) By (8)

gegen Null strebt, wenn u(8) gegen Null strebt.
Mit anderen Worten, diese Bedingung — wir nennen sie Bedingung A — be-

steht in folgendem: Fiir eine beliebig vorgegebene positive Zahl ¢ existiert eine
solche positive Zahl 5, daBl gilt:

S0)—s) < e fur u(d) <n.

_Beweis, daB die Bedingung A hkinreichend ist. Wir setzen voraus, daB die Be-
A des Satzes erfiillt ist, d.h. S(6) — 8(6) >0 fiir ux(6) > 0. Dabei
folgt aus (7), daB 2 = I gilt und daB s(8) und S () fiir x(8) > O gegen I streben.
Hieraus folgt wegen (4), daB auch die Summe o (4, &) fir u#(6) -0 und bei
beliebiger Wahl der £, gegen I strebt. Genauer gesagt: |I — o(4, &)| < e fir
4#(8) < n, wobei 5 > 0 durch die Vorgabe von ¢ > 0 festgelegt wird. Dadurch
ist bewiesen, daB f(z) integrierbar ist und die Zahl I der Wert des Integrals ist.
Damit ist bewiesen, daBl die Bedingung A hinreichend ist.

Beweis, daB die Bedingung A notwendig ist. Wir setzen voraus, daB f(z)
integrierbar ist, und werden beweisen, dafl die Bedingung A erfillt ist. Wir be-
zeichnen mit I, den Wert des Integrals von f(z). Aus seiner Definition folgt:
Fir beliebiges ¢ > 0 existiert ein 5 > 0 derart, daB

o6, ) — Ll <7 fir  a@ <7 ®

ist bei beliebiger Wabhl der £,. Wegen Lemma 4 ist bei beliebigem festen § eine
solche Wahl &, = &, und &, = & moglich, daB gilt:

0@ &) —s@) <7 und o6 &) — 8@ < 4. (10)
Wir kénnen schreiben
8(8) — 8(8) = [8(8) — o(8, &)] + [o(6, &) — I,]

+ Lo — a(3, &)1 + [0(8, &) — 8(9)),
und wir erhalten hieraus wegen (9) und (10) fir x(d) < g
|8(8) — 8(8)| < 18(8) — o (3, &) + 10(9, &) — L]
+ 1L — o, )|+ 100, &) —s@ IS g+ g+ +g—¢

|8(8) — s(8)| < e fir u(d) <n, und das ist die Bedingung A. Damit ist
dJe N otwendigkeit der Bedingung bewiesen.

Bemerkung 1. Aus dem Beweis dafiir, daBl die Bedingung A hinreichend ist,
folgt ¢ = I, wenn diese Bedingung erfiillt ist; und dabei ist der Wert des Integmls
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gleich I. Daher folgt aus der Notwendigkeit der Bedingung A, daB die Gleichung
i+ = I eine notwendige Bedingung fiir die Integrierbarkeit darstellt.

Bemerkung 2. Man kann beweisen, dafl fiir eine beliebige beschrinkte Funk-
tion f(x) gilt: s(d) - ¢ und 8() — I fiur x(6) - 0. Hieraus folgt, daB
(8(8) — s(8)) > O fiir p(3) —O0 gilt, wenn & = I gilt. Daher ist die Gleichung
t = I nicht nur notwendig, sondern auch hinreichend firr die Integrierbarkeit
von f(x).1)

I. Ist die Funktion f(x) im Intervall (a, b) (einschlieBlich der Randpunkte) stetig,
so ist sie in diesem Intervall gleichméBig stetig. AuBerdem nimmt sie in jedem
Intervall §; ihren kleinsten Wert m; und ihren gro8ten Wert M; an. Auf Grund
der gleichméBigen Stetigkeit von f(z) existiert fiir ein beliebig vorgegebenes

&€

¢ > 0 ein solches 7 > 0, daB 0§M,,—m,,<b——a fir u(d) < g gilt.
Dabei gilt

0> (M B<X b=t o=

__ké;( k_mk)k<k§;b_—_a k—mké; =g b—a=e,

d.h., es ist S(d) — s(d) < & fiir u(6) < 5. Somit ist die Bedingung A er-
fillt, und folglich gilt: Jede stetige Funktion ist auch integrierbar.

II. Wir nehmen jetzt an, daB die Funktion f(x) beschrankt ist und eine endliche
Anzahl von Unstetigkeiten besitzt. Der Einfachheit halber setzen wir voraus,
dafl sie nur den einen Unstetigkeitspunkt 2 = ¢ im Innern von (a, b) hat; der

o ”

a 31 c b1 5 Abb. 154

Fall einer beliebigen endlichen Anzahl von Unstetigkeitspunkten 1a8t sich in
derselben Weise untersuchen. Wir bemerken zuerst, da die Differenz M, — m,
in einem beliebigen Teilintervall die Schwankung M — m der Funktion im
gesamten Intervall (@, b) nicht dbertrifft:

M,,—m,,gM—m (k=1,2,...,'n). (11)

Es sei eine positive Zahl ¢ vorgegeben. Wir trennen den Punkt x = ¢ aus dem
Intervall (a, b) durch ein kleines festes Intervall (a,, b,) (Abb. 154) so ab, daB
a<a <ec<b <b und b, —a, <¢ gilt. In den abgeschlossenen Inter-
vallen (a, @,) und (b, b) ist die Funktion f(x) stetig und folglich auch gleich-
miBig stetig. Daher existiert fir jedes der beiden Intervalle eine solche Zahl 7,
daB |f(z") — f(2')| < e gilt, wenn 2’ und z” zu (a, a,) oder (b, b) gehoren und
|#" — x| < n ist. Die Zahlen % konnen fiir (@, a,) und (b, b) verschieden sein.
Wenn wir aber die kleinere der beiden Zahlen  nehmen, dann gilt diese fiir

1) In einigen Fillen gibt man dem Begriff des bestimmten Integrals eine andere Definition,
wobei sich natiirlich auch eine andere Integrabilititsbedingung ergibt. Um den soeben
gegebenen Begriff des bestimmten Integrals von anderen Definitionsarten des Integrals zu
unterscheiden, spricht man auch von der Integrierbarkeit im Riemannschen Sinn (BERNHARD
RieMANN, 1826—1866). In Zukunft werden wir es nur mit Integralen im Riemannschen Sinn
zu tun haben.
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beide Intervalle. Es sei 8 eine beliebige Zerlegung von (a, b) derart, daB das
entsprechende x(d) kleiner als 7 und ¢ ist:

u®)<n und u@d) <e, (12)

d. h. kleiner als die kleinere der beiden Zahlen 5 und e.

Wir werden die diesem & entsprechende Summe (8), die aus nichtnegativen
Gliedern besteht, abschiatzen. Die Intervalle (24, ;) teilen wir in zwei Klassen.
Zur ersten Klasse rechnen wir diejenigen, die ganz in (a, a,) oder (b,, b) liegen,
und zur zweiten alle iibrigen Teilintervalle der Zerlegung 8. Das sind diejenigen
Intervalle (z;,, ;), die entweder ganz oder teilweise in (ay, b;) liegen. Die
Summe der Léngen 8, der Intervalle der ersten Klasse ist offensichtlich kleiner
als b —a, und die entsprechende Summe fiir die Intervalle der zweiten
Klasse ist kleiner als 3e. Das folgt aus der Ungleichung b, — @, < ¢, aus der
zweiten der Ungleichungen (12) und aus der Tatsache, daB die Anzahl der nur
teilweise in (a;, b;) liegenden Intervalle der Zerlegung & nicht groBer als 2 ist.
Ferner gilt wegen der Stetigkeit von f(z) in (a, @,) und (b, b), der ersten der
Ungleichungen (12) und der Definition der Zahl # fiir die Intervalle der ersten
Klasse M, — m, < ¢. Fir die Intervalle der zweiten Klasse benutzen wir
Ungleichung (11). Folglich gilt fir die Summe iber die Intervalle der ‘ersten
Klasse

My —my) e < e} 6 <elb—a)
und fiir die Summe iiber die Intervalle der zweiten Klasse
2 (M —my) 6 < (M —m) 3 6 < (M — m) 3e.
Folglich gilt

n

EZI' (My —my) 6 < e[(b — a) — 3(M — m)], (13)
wenn x(6) den Ungleichungen (12) geniigt. In der eckigen Klammer auf der
rechten Seite von (13) steht eine feste Zahl, und wenn man beriicksichtigt, daB
man ¢ beliebig klein wihlen kann, kann man bestitigen, daB die Bedingung A
erfiillt ist. Also ist jede beschrinkte Funktion mit endlich vielen Unstetigkeits-
punkten integrierbar. Wir finden eine solche Funktion im ersten Beispiel
von [97].

III. Wir untersuchen den Fall, daB f(x) eine im Intervall (a, b) monotone und
beschriankte Funktion ist. Zum Beweis setzen wir voraus, daB diese Funktion
nicht abnimmt, d. h. f(¢,) < f(c,), wenn ¢; < ¢, ist. Hierbei ist in jedem der
Intervalle 8;: M; = f(x;) und m; = f(x;_;). Hieraus folgt

8(8) — s(0) =:§ (M, — my) 8, =.§l U (@) — £ (@-0)] 3.

Nun ist 6, < u(8), und die Differenz f(x;) — f(2y—) ist nicht negativ.
Folglich gilt

8(0) —s(8) = ﬂ(é)ké [f(z) — (@]
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Beachten wir, daBB
5 Uf (@) — f@)]
=1
= [f() — F@)] + @) — f@)] + - + [ ®) — Fan)] = 1) — f(a)

ist, so erhalten wir
8(3) — s(8) < /() — f@] n(9),
und daraus folgt

o €

Ist f(b) = f(a), so ist f(x) eine Konstante.
Es gilt also: Jede monotone beschrinkte Funktion ist eine integrierbare Funktion.

Wir bemerken noch, daB eine monotone Funktion auch eine unendliche Menge
von Unstetigkeitspunkten besitzen kann, so daB der Fall (IIT) nicht durch den
Fall (IT) erledigt wird. Als Beispiel konnen wir die Funktion anfiihren, die gleich

s g 1 o011 2 02, 2 3
Null ist fir 0 €2z < 3 glelch—é-furigx<§, glelchgfur§§x<z
usw. und schlieBlich gleich 1 fir 2 = 1.

Fiir diese nicht abnehmende Funktion sind die Werte

1.2 3 4
Ty T
Unstetigkeitspunkte.

Wir erinnern daran, daB eine monotone beschrinkte Funktion in jedem
Unstetigkeitspunkt « = ¢ die Grenzwerte f(c — 0) und f(¢c 4 0) haben muB.
Dies folgt unmittelbar aus der Existenz eines Grenzwertes fiir eine monotone
beschrinkte Zahlenfolge [30].

Bei der Ableitung der Integrabilititsbedingung hatten wir f(x) immer als
beschrénkt vorausgesetzt. Es laBt sich beweisen, daB diese Bedingung eine
notwendige Bedingung fiir die Integrierbarkeit ist, d. h. fiir die Existenz eines
bestimmten Grenzwertes der Summe (2). Wenn diese Bedingung der Be-
schranktheit nicht erfiillt ist, 148t sich trotzdem in gewissen Fillen das Integral
von f(z) iiber dem Intervall (a, b) definieren, dann aber nicht unmittelbar als
Grenzwert der Summe (2). In diesem Fall heilt das Integral uneigentlich. Die
Grundziige der Theorie des uneigentlichen Integrals wurden von uns in [97]
erlautert. Genaueres wird in Teil IT auseinandergesetzt.

Auch wenn das Integrationsintervall (@, ) nach einer oder beiden Seiten
unbegrenzt ist, 1Bt sich der Begriff des bestimmten Integrals tiber ein solches
Intervall nicht unmittelbar auf den Grenzwert einer Summe der Form (2)
zuriickfithren. Auch in diesem Fall haben wir ein uneigentliches Integral
(siehe [98] und Teil IT).

20 Smirnow I
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117. Eigenschalten der integrierbaren Funktionen. Mit Hilfe der oben ge-
fundenen notwendigen und hinreichenden Bedingung fiir die Integrierbarkeit sind
die Fundamentaleigenschaften der integrierbaren Funktionen leicht zu klaren.

1. Wenn die Funktion f (x) im Intervall (a, b) integrierbar ist und wir die Funktions-
werte tn endlich vielen Punkien aus (a, b) willkiirlich abdndern, bleibt die neue
Funktion ebenfalls in (a, b) iniegrierbar und der Wert ihres Integrals ungedndert.

Wir beschrinken uns auf die Untersuchung des Falls, daB wir den Wert von
f(z) in einem Punkt, z. B. im Punkt x = @, geéndert haben. Die neue Funk-
tion y(x) stimmt tberall mit f(x) tiberein mit Ausnahme von z =a, fir
welches Argument wir y(a) willkiirlich wihlen. Es seien m und M die untere
bzw. obere Grenze von f(z) in (a, b). Die untere Grenze von y(x) wird offenbar
=m, wenn y(a) = m ist, und wird gleich y(a), wenn y(a) < m ist. Ebenso
wird die obere Grenze von y(v) hochstens M, wenn y(a) < M ist, und wird
gleich y(a), wenn .y(a) > M ist. Vergleichen wir die Summe (8) fiir f(x) und
y(x), so bemerken wir, dafl ein Unterschied nur im ersten Summanden (fir
k = 1) auftreten kann. Aber dieser erste Summand strebt offenbar fir f(z)
und y(z) gegen Null, da 4, - 0 und M,; — m,; beschrinkt ist. Die Summe
der iibrigen Glieder, d. h. aller mit Ausnahme des ersten, strebt offenbar
ebenfalls gegen Null, da f(x) integrierbar ist und die ganze Summe (8) fir f(x)
%}egen Null streben muBl. Die Integrierbarkeit von y(x) ist damit bewiesen. Die

beremstlmmung der Integralwerte fiir f(x) und y(x) ist offensichtlich, weil
wir bei der Bildung der Summen (2) immer ¢, als verschieden von @ ansehen
konnen und die Werte von f(z) und y(z) in allen Punkten auler x = a iiber-
einstimmen.

II. Ist die Funktion f(x) im Intervall (a, b) tntegrierbar, so ist sie auch in jedem
Teilintervall (c, d) von (a, b) integrierbar.

Das folgt leicht daraus, daB die aus nicht negativen Gliedern bestehende
Summe (8) fiir das Intervall (¢, d) nicht groBer ist als diese Summe fiir das
Intervall (a, b) unter der Voraussetzung, da z = ¢ und 2 = d Teilungs-
punkte der Zerlegung von (a, b) sind. Wegen der Integrierbarkeit von f(x) auf
(@, b) strebt die Summe (8) bei beliebigen Teilungspunkten fiir x(5) - 0 gegen
Null. Daher strebt die Summe (8) fiir das Intervall (¢, d) fir u(5) — O erst
recht gegen Null, d. h., f() ist in (¢, d) integrierbar. Wir bemerken, daB ¢ mit a
und d mit b iibereinstimmen kann. Genauso wie in [94] laBt sich die Gleichung

b [ b
[i@dz = [f(x)dz + [f()dx (a<c<D)

beweisen.

IIT. Ist f(x) in (a, b) tntegrierbar, so ist auch cf(x) bet beliebigem konstanien ¢ in
(¢, b) tnlegrierbar.

Unter der Annahme, dall etwa ¢ > 0 ist, laBt sich leicht bestitigen, daB man
fir dic Funktion cf(z) das frithere m; und M, durch c¢m; bzw. ¢ M, ersetzen
muf. Die Summe (8) erhilt dann nur den Faktor ¢ und strebt wie vorher gegen
Null. Die Eigenschaft 5 aus [94] bleibt offenbar erhalten und 1aBt sich wie oben
beweisen.
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IV. Sind f,(x) und f,(x) tn (a, b) integrierbare Funktionen, so ist thre Summe
p(x) = fl (®) + fa(@) eben/alls in (a, b) integrierbar.

Es seien m}, M{, m;, M; die unteren und oberen Grenzen von f,(z) bzw.
fo(x) im Intervall (z,_;, ;). Somit sind alle Werte f,(x) im Intervall (z;.,, z,)
grofler oder gleich m; und alle Werte f,(x) ebendort groBer oder gleich m;.
Hiernach wird y(z) = m{ + m; im Intervall (z,, z,). Genauso liBt sich
beweisen, daB y(x) < M, + M; im Intervall (2, ;) ist. Wir bezeichnen
mit m; und M, die untere und obere Grenze von y(x) im Intervall (z;;, 2;) und
erhalten somit m, = m, + m; und M, < M, + M;, woraus die Un-
gleichung

My —m < (M} + M3) — (my + my)
folgt, d. h.
My —my < (M} — mi) + (M} — my).

Bilden wir die Summe (8) fiir y(x), so erhalten wir
n ” ”
0 ékZ' (M — my) 6 ékz (M — my) 6 +k2 (M — m) 6.
=1 =1 =1

Die beiden rechts stehenden Summen streben fir u(6) — 0 gegen Null,
da die Funktionen f,(x) und f,(x) voraussetzungsgemif integrierbar sind.
Folglich strebt die Summe (8) fiir y(x), also

2
2 (My — my) &,
k=1
erst recht gegen Null, d. h., y () ist ebenfalls integrierbar. Der Beweis laBt sich
leicht auf den Fall einer algebraischen Summe von endlich vielen Gliedern
erweitern. Die Eigenschaft VI aus [94] wird so wie friither bewiesen.
Analog dem Vorstehenden werden die folgenden Eigenschaften bewiesen:

V. Das Produkt f,(x) fo(x) zweter in (a, b) integrierbarer Funktionen ist ebenfalls
eine in (a, b) integrierbare Funktion.

VI. Wenn f(x) in (a, b) integrierbar ist und die obere und untere Grenze M bzw. m

der Funktion f(x) in (a,b) von gleichem Vorzeichen sind, ist auch 1 eine 1n
(@, b) tntegrierbare Funktion. f(x)

VIL. Ist f(x) in (a, b) tntegrierbar, so ist der Absolutbetrag |f(x)| ebenfalls eine in
(a, b) tniegrierbare Funktion.

Die Ungleichung (10) aus [95] kann so wie oben bewiesen werden. Genauso
bleibt auch die Eigenschaft VII aus [95] giiltig, wenn f(z) und ¢(x) integrierbare
Funktionen sind. Der Mittelwertsatz lautet folgendermaBen Wenn f(x) und
@(x) im Intervall (a,d) integrierbar sind und ¢(x) in diesem Intervall das
Vorzeichen nicht dndert, dann wird

ff(x)qv(w) dx=uf¢(x) da;
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bedeuten m bzw. M die untere bzw. obere Grenze von f(x) in (a, b), so geniigt x
dabei der Ungleichung m < x < M. Insbesondere gilt

1]
[1@) dz = p(® — a).

Der Beweis ist derselbe wie frither [95]. Benutzt man diese Formel, so ist
leicht festzustellen, daB

F(z) = ff(z)dc

eine stetige Funktion von  und F'(z) = f(x) ist fir alle Werte von z, firr die
f(x) stetig ist. SchlieBlich stellen wir die Fundamentalformel der Integral-
rechnung fiir die integrierbaren Funktionen auf. Es sei F,(x) eine im Intervall
(a, b) stetige Funktion, und fiir einen beliebigen Wert z im Innern des Intervalls
(a, b) existiere die Ableitung Fj(x) = f(x), wobei f(z) eine in (a, b) integrier-
bare Funktion ist.

Dann gilt die Fundamentalformel

b
[ 1@) dz = Fy () — F,(@).

Zerlegen wir namlich das Intervall und wenden auf jedes Teilintervall
(®4-1, x;) den Mittelwertsatz der Differentialrechnung [63] an, so kénnen wir
schreiben :

Fy(z) — Fy(zea) = Fi(&) 6 = f(&) & (@1 < & < 7). ,(14)
Indem wir nun iiber ¥ summieren und beriicksichtigen, da8 (III in [116])
»
ké;[Fl(zk) — Fy(#gq)] = Fy (b) — Fy(a)
ist, erhalten wir
Fy(b) — Fy(a) =k2;f(§k) 0.
Diese Gleichung ist wegen der speziellen Auswahl der Punkte &, die nach
dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung (15) bestimmt werden, fiir eine

beliebige Zerlegung des Intervalls (@, b) richtig. Gehen wir zur Grenze iiber, so
erhalten wir an Stelle der Summe das Integral

b
Fy(6) — Fy(a) = [ f(=) dz,
a
was zu beweisen war. Wir bemerken dazu, daB die Werte von f(z) in den End-

punkten des Intervalls (@, b} auf Grund der Eigenschaft I dieses Abschnitts bei
der Bestimmung des Integrals keine Rolle spielen.



Iv. REIHEN UND IHRE ANWENDUNG
AUF DIE ANGENAHERTE BERECHNUNG
VON FUNKTIONEN

§ 12.  Grundbegriffe aus der Theorie der unendlichen Reihen

118. Der Begriff der unendlichen Reihe. Gegeben sei die unendliche Zahlenfolge
Uy, Ugy Ugy ovy Uny oo 1)
Bilden wir die Summe der ersten n Glieder der Folge,
Sn = Uy + Uy + o+ + Uy, @)
so erhalten wir auf diese Weise eine andere Zahlenfolge
81> Sgp eves Spyeee s

Streben bei unbegrenzter Zunahme von n die GroBen s, (die Partial- oder Teil-
summen genannt werden) gegen einen (endlichen) Grenzwert

8 =lims,,

n—>00

so sagt man, die unendliche Reihe

u1+u2+u3+...+u”+... (3)
konvergiere und habe die Summe s, und man schreibt
S=uy + Uy + ug+ -+ Uy + ---. 4)

Wenn jedoch die Teilsummen s, nicht gegen einen Grenzwert streben, sagt man,
die unendliche Reihe (3) divergiere.

Mit anderen Worten, die unendliche Reihe (3) heiBit konvergent, wenn die
Summe ihrer ersten n Glieder bei unbegrenzter Zunahme von 7 gegen einen
Grenzwert strebt, und dieser Grenzwert heiflt die Summe der Reihe.

Von der Summe einer unendlichen Reijhe kann man nur dann sprechen, wenn
die Reihe konvergiert. Ist das der Fall, so erweist sich die Teilsumme s, der ersten
n Reihenglieder als Ndherungsausdruck fiir die Summe s der Reihe. Der Fehler r,
dieses Naherungswertes, d. h. die Differenz

n =8 — 8,

wird Rest der Reihe genannt.
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Es liegt auf der Hand, daB der Rest r, seinerseits die Summe einer unendlichen
Reihe ist, die man aus der gegebenen Reihe (3) erhilt, wenn man in ihr die ersten
n Glieder streicht:

Ty = Ugsy + Upig + o0 + Ungap + <22

Die genaue GroBe dieses Restes bleibt in den meisten Fillen unbekannt. Daher
ist die Abschatzung dieses Restes besonders wichtig.

Das einfachste Beispiel einer unendlichen Reihe stellt die geometrische Reihe
dar:

atag+agt+---+agt+ - (a5=0). (5)
Wir untersuchen gesondert die Falle

lgl <1, Ig|>1, ¢g=1, ¢=—1.
Wir wissen [27], daB die geometrische Reihe fiir |g| << 1 die endliche Summe

s 2
=13
hat, und daher erweist sie sich als konvergente Reihe; tatsichlich gilt hierbei
m=a+tagt - +apr =L

a a—agq* aq®
PTRTT T 1—¢ 1-¢
fir n — oo strebt & — s, gegen 0, da fir |¢| <1 bekanntlich ¢* — 0 gilt [26].
Fiir |¢g| > 1 ist aus dem Ausdruck fiir s, ersichtlich, daB s, — oo fiir n — o0,
weil ¢" - oo fiir |¢| > 1 [29]. Fir ¢ =1 wird s, = an, und es gilt offenbar
wiederum s, - 0o, so daB die geometrische Reihe fir |¢g| >1 und ¢=1
divergent ist. Fiir ¢ = —1 erhalten wir die Reihe

a—a+t+a—a-+---.

Die Summe s, der ersten » ihrer Glieder ist gleich Null bei geradem und gleich a
bei ungeradem 7, d. h., s, strebt nicht gegen einen Grenzwert, und die Reihe
divergiert!); jedoch bleiben diese Summen fiir alle Werte von n im Gegensatz zum
vorhergehenden Fall beschrinkt, da gie nur die Werte 0 und a annehmen.

Wenn der Absolutwert der Teilsumme s, der Reihe (3) bei unbegrenzt wachsen-
dem » gegen Unendlich strebt, heit die Reihe (3) bestimmi divergent. In Zukunft
werden wir, wenn wir von einer bestimmt divergenten Reihe sprechen, der Kiirze
halber divergente Reihe sagen.

119. Fundamentaleigenschatten der unendlichen Reihen. Die konvergenten un-
endlichen Reihen besitzen gewisse Eigenschaften, die es erlauben, mit ihnen so wie
mit endlichen Summen zu operieren.

1) Man sagt in diesem Fall auch, die Reihe oszilliere (Anm. d. Red. d. deutschen Ausgabe).
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1. Wenn die Retke
Uyt ug e AUy e
die Summe 8 besitzt, hat die Reihe
auy +aug + - +au, + -+, (6)

die sich aus der vorhergehenden durch Multiplikation aller Glieder mit ein und
derselben Zahl a ergibt, die Summe as, weil die Teilsumme o, der Reihe (6)

O = atly + AUy + +-« + aU, = a8y,
wird und daher
lim o, = lim @3, = a lim 8, = as
ist. e = -
II. Konvergente Reihen kann man gliedweise addieren und subtrahieren, d.h., wenn
U+ Uyt e+ Uy e =3,
v+ Vgt vt =0
18t, konvergiert auch die Reihe
(uy £ ) + (ug £ 05) + +o + (U £ %) + -+, (7)
und shre Summe st gleich s + o, da ihre Teilsummen
(uy £ v;) + (ug £ vg) + -+ + (Un £ V) =83 L 0y

fiir » —»> oo gegen 8 - o streben.

Die anderen Eigenschaften einer Summe, z. B. die Unabhangigkeit det
Summe von der Reihenfolge der Summanden, die Regel fiir die Multiplikation
zweier Summen u. 4. in ihrer Anwendung auf unendliche Reihen werden
spater in § 14 untersucht. Wir bemerken einstweilen, dall sie nicht fiir alle
Reihen giiltig sind. Das assoziative Gesetz bleibt offenbar fir eine beliebige
konvergente Reihe giiltig, d. h., man kann beliebige nebeneinanderstehende
Summanden in Gruppen zusammenfassen. Denn bekanntlich &ndert sich der
Grenzwert nicht, wenn wir an Stelle aller s, (» = 1, 2, 3, ...) nur eine Teilfolge
der s, betrachten.

II1. Die Eigenschaft der Konvergenz oder Divergenz einer Reihe wird nicht beein-
flupt, wenn man eine beliebige endliche Anzahl von Qliedern der Reihe streicht
oder hinzufigt. Zum Beweis untersuchen wir die beiden Reihen

Uy + Uy + Uy + Uy + -,
Us + Uy + Us + Ug + oo

Die zweite ergibt sich aus der ersten durch Wegstreichen der ersten beiden
Glieder. Bezeichnet man mit s, die Summe der ersten » Glieder der ersten Reihe
und mit ¢, die der zweiten Reihe, so wird offenbar

On-g = Sy — (% + ), 85 = Opg + (uy + %),
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wobei mit n — oo auch der Index n — 2 gegen oo strebt. Daraus erkennt
man: Wenn s, einen Grenzwert besitzt, hat auch o, , einen Grenzwert und
umgekehrt. Diese Grenzwerte s und o, d. h. die Summen der beiden gewihlten
Reihen, werden natiirlich verschieden sein, und zwar ist ¢ = ¢ — (u; + u,).

4. Das allgemeine Glied u, jeder konvergenten Reihe strebt bes unbegrenzt wachsen-
dem n gegen Null:

lim u, =0, (8)
weil offensichtlich

Uy = 8y — Sp—y
ist. Konvergiert die Reihe und ist ihre Summe gleich s, so gilt

lims, ; =lims, =s
und demnach

lim 4, =lims, — lims, ; =8 —s=0.

Somit ist die Bedingung (8) fiir die Konvergenz der Reihe notwendig. Sie ist
aber nicht hinreichend; das allgemeine Glied einer Reihe kann gegen Null
streben, und trotzdem kann die Reihe divergent sein.

Beispiel. Die harmonische Reihe

. ®

R

1 1 1 1 *
1 —_ -— — “oe -_— see ==
+2+3+4+ +n+ "é'l

Hier gilt
u,=l—>0 fiir n — oo,
n

Es ist jedoch leicht zu zeigen, daB die Summe der ersten n Glieder der Reihe (9) unbegrenzt
wiichst. Zu diesem Zweck fassen wir die Summanden in Gruppen zu 1, 2, 4, 8, ... Gliedern
zusammen:

1 1 1 1 1 1 1
1+(5)+(§+2)+(E+'"+‘§)+(§+'”+w)+”"

so daB die k-te Gruppe 2%~ Glieder enthilt. Ersetzen wir in jeder Gruppe alle Glieder durch
das kleinste Glied, so entsteht die Reihe

1 1 1 1 1 1
14 =4 = — 44— o= 14 = = ey, 10
+2+42+8 +168+ +2+2+ (10)
deren Teilsummen o, =1 + —;— (n — 1) offensichtlich gegen + oo streben. Nehmen wir eine

hinreichend groBe Anzahl von Gliedern der Reihe (9), so konnen wir eine beliebige Anzahl n
von Gruppen erhalten, und die Summe dieser Glieder wird gréBer als 1 + —;— (n — 1). Daraus
erkennt man, daB fiir die Reihe (9) tatsachlich s, gegen -0 strebt.
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120. Reihen mit nichtnegativen Gliedern. Konvergenzkriterien. Besondere Be-
deutung haben die Reihen mit positiven (nichtnegativen) Gliedern, bei denen also

Uy, Ugy Ugy covy Ugy oo = 0
ist.
Fiir sie stellen wir eine Reihe von Konvergenz- und Divergenzkriterien auf.
1. Eine Reihe mit nichtnegativen Gliedern kann nur konvergent oder aber bestimmdt
divergent sein; fir eine solche Reihe gilt entweder

Sy —> 8 oder Sp —> 00,

Eine Rethe mit nichtnegativen Gliedern konvergiert dann und nur dann, wenn
die Teilsummen s, fir jedes n kleiner als eine gewisse Konstante A bleiben, die
nicht von n abhingt.

Tatsichlich nehmen bei einer solchen Reihe die Teilsummen s, bei wachsen-
dem 7 nicht ab, weil neue nichtnegative Summanden hinzugefiigt werden, und
alle unsere Behauptungen folgen aus den frither untersuchten Eigenschaften
der monoton zunehmenden Veridnderlichen [30].

Zur Beurteilung der Konvergenz bzw. Divergenz einer Reihe mit nicht-
negativen Gliedern pflegt man diese hdufig mit einer anderen, einfacheren
Reihe, am hiufigsten mit der geometrischen Reihe, zu vergleichen.

Hierfiir stellen wir ein Kriterium auf:

2. Wenn jedes Glied einer Rethe mit nichinegativen Gliedern,

Uy A Uyt Uy A Uy e (11)
von etnem gewissen Index an das entsprechende Glied einer konvergenten Reihe
v v+ Vgt vy e (12)

nicht wbertrifft, dann konvergiert die gegebene Reihe ebenfalls.

Ist jedoch wmgekehrt jedes Glied der Reihe (11) von einem gewissen n an nicht
kleiner als das entsprechende Glied einer divergenten Reihe (12) mit nichtnegativen
Gliedern, so divergiert auch die gegebene Reike.

Wir nehmen zuerst an, dal

Un = Un (13)

ist, wobei die Reihe (12) konvergiere. Ohne die Allgemeingiltigkeit einzu-
schrinken, kénnen wir voraussetzen, daBl diese Ungleichung fiir alle Werte n
erfiillt ist, indem wir notigenfalls jene ersten Glieder, fiir die sie nicht erfillt ist,
streichen (Eigenschaft III [119]). Bezeichnen wir mit s, die Summe der ersten
n Glieder der Reihe (11) und mit o, die entsprechende Teilsumme der Reihe (12),
so ist auf Grund von (13):

8y = Op.

Aber die Reihe (12) konvergiert voraussetzungsgemiB, und wenn wir mit ¢
die Summe der Reihe (12) bezeichnen, so ist

On =0
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)

und daher auch
K=o,

woraus auf Grund von 1 die Konvergenz der Reihe (11) folgt.
Es sei jetzt die Ungleichung

Uy = Vg (14)
erfiillt. Dann ist offenbar
8y = On; (15)

die Reihe (12) divergiert jetzt aber, und ihre Teilsumme ¢, kann gréBer werden
als eine beliebig groB vorgegebene Zahl; dieselbe Eigenschaft besitzt auf Grund
von (15) auch s,, d. h., die Reihe (11) ist ebenfalls divergent.

Bemerkung. Aus der Konvergenz (der Divergenz) der Reihe (12) folgt auch
die Konvergenz (oder Divergenz) der Reihe

kv, + kvg + kvg + -+« + kv, 4 -+

wobei k eine beliebige positive Zahl bedeutet.

Tatsichlich ergibt sich aus der Konvergenz der Reihe } v, auch die Kon-
vergenz der Reihe } kv, auf Grund von I [119]. Umgekehrt, mit 3 v, muB
auch die Reihe } kv, divergent sein, da, wenn sie konvergieren wiirde, aus der
Multiplikation ihrer Glieder mit 710— auf Grund von I [119] auch die Konvergenz
der Reihe } v, folgen wiirde. Hieraus ergibt sich die Regel:

Die Rethe (11) konvergiert, wenn

Uy < kv, (16)

die Rethe ) v, konvergent und k irgendeine positive Zahl ist; die Reihe (11)
divergiert, wenn

Uy = kv, (17)

und die Reihe ), v, divergent ist.
Durch Vergleich einer gegebenen Reihe mit der geometrischen Reihe erhalten
wir zwei Hauptkriterien fiir die Konvergenz von Reihen mit positiven Gliedern.

121. Die Konvergenzkriterien von Cauchy und d’ Alembert.2)

3. Das Cauchysche Wurzelkriterium. Erfillt das allgemeine Qlied einer
Reihe mit positiven Qliedern (11)

U+ Ug + Uy A+ e AUy e

von einem gewissen Wert n an die Ungleichung

fm<g<t, (18)

wobei q nicht von n abhingt, so konvergiert die Reihe.

1) Wurzel- und Quotientenkriterium (Anm. d. Ubers.).
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Ghlt jedoch umgekehrt von einem gewissen Wert n an

Yuz 1, (19)
so divergiert die Rethe (11).
Ohne Beschréankung der Allgemeinheit kéonnen wir annehmen, da8 die Un-

gleichungen (18) bzw. (19) fiir alle Werte n erfillt sind (Eigenschaft ITT [119]).
Aus (18) folgt

U = ¢

d. h., das allgemeine Glied der gegebenen Reihe iibertrifft nicht das ent-
sprechende Glied einer unbegrenzt abnehmenden geometrischen Folge, und
daher ist die Reihe auf Grund des Konvergenzkriteriums 2 von [120] kon-
vergent. Im Fall (19) gilt jedoch

Uy = 1,

und die Reihe (11), deren allgemeines Glied nicht gegen Null strebt (es ist nicht
kleiner als Eins), kann nicht konvergent sein (Eigenschaft IV [119]).

4. Das d’Alembertsche Quotientenkriterium. Qeniigt das Verhilinis
eines Reithengliedes u, zum vorhergehenden u,_,,

Un

bl
Un—
von einem gewissen Wert n an der Ungleichung

Un

s¢<t (20)

Up—1

wobet g nicht von n abhingt, so konvergiert die Reihe (11).
Ist jedoch umgekehrt von einem gewissen Wert n an

Up

=1, (21)

Un—

so divergiert die gegebene Reihe.
Unter der Annahme, daB wie frither die Ungleichungen (20) bzw. (21) fiir
alle Werte n erfiillt sind, erhalten wir im ersten Fall

Uy < Up1q, Un1 = Unaq, Upp = Un3q, .-, Ug = U q

und daraus durch aufeinanderfolgendes Einsetzen dieser Ungleichungen

Uy < u gL,
Da die Reihenglieder kleiner sind als die der geometrischen Reihe
Ut mgt+ug+ Ut (0<g <),

konvergiert die Reihe (11) wegen des zweiten Konvergenzkriteriums in [120].
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Im Fall (21) jedoch ist
Uy = Uy = Ug e+ SUhiS Uy =,

d. h., die Reihenglieder sinken niemals unter das positive Glied %,, und folglich
strebt u, fiir #» — oo nicht gegen Null; die Reihe kann demnach nicht kon-
vergieren (Eigenschaft 1V [119]).

Folgerung. Streben bei unbegrenzt zunehmendem n die Zahlen

"]/u_,, baw. Y (22)

Up-1

gegen den endlichen Wert r, so konvergiert die Rethe

Uy + Us + Ug e A Uy o

sicher unter der Bedingung r < 1 und divergiert fiir r > 1.
Es sei zundchst r << 1. Wir wihlen die Zahl ¢ so klein, daB3 auch

r+e<l1
wird. Fir groBe Werte n unterscheidet sich der Wert ’]'/u—,. bzw.

yvon

n—1
seinem Grenzwert r hochstens um ¢, d. h., von einem gewissen hinreichend
groBen Wert » an ist

r—e<jmsrte<t (23,)
bzw.
r—e=< Yn <r4e<l. (23,)
n—1

Indem wir das Wurzel- bzw. Quotientenkriterium fir ¢ =r 4- ¢ <1 an-
wenden, schlieBen wir auf Grund von (23,) bzw. (23,) sofort auf die Konvergenz
der gegebenen Reihe.

Analog wird auch ihre Divergenz unter der Bedingung r > 1 bewiesen. Die
Reihe divergiert auch, wenn nur einer der Ausdriicke (22) gegen - co strebt.

Beispiele.
1. Die Reihe
x z? i o .n
[ P T AU T AN PP . 24
+1+1.2+ +1-2-3---n+ n§1 ; (24)

Bei Anwendung des d’Alembertschen Quotientenkriteriums wird

am Zn-1
Uppy = —5 Uy = ——, =—=>0 fir =n->o0,
! (n — 1) Uy n

und daher konvergiert die Reihe fiir alle endlichen positiven Werte von z.
2. Die Reihe
o0 xn

2 —. (25)

a=1 T
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Hierbei ist
ad 1 Uy n-—1

u’= ©, 1= ==
n’ e -1 uy, n

r—>z.

Daher konvergiert die vorliegende Reihe nach dem Quotientenkriterium fir 0 <z < 1;
sie divergiert fir « > 1.
3. Die Reihe

o0
X o"sin® no. (26)
n=1
Bei Anwendung des Cauchyschen Wurzelkriteriums gilt
U, = g" sin® no, VZ:QVSin”nagg;
daher konvergiert die Reihe sicher, wenn ¢ < 1 ist.
Das Quotientenkriterium liefert in dem vorliegenden Beispiel kein Resultat, weil der

Quotient
Uy [ sin no ]3

Up—y sin (n — 1)a

weder gegen einen Grenzwert strebt noch stéindig < 1 oder = 1 bleibt.

Uberhaupt 148t sich zeigen, daB das Wurzelkriterium schirfer als das Quotientenkriterium
ist, d. h., es kann in allen Fillen angewendet werden, in denen sich das Quotientenkriterium
anwenden laBt, und dariiber hinaus noch in gewissen weiteren Fillen, in denen letzteres kein
Resultat liefert. Aber dafiir ist seine Anwendung komplizierter als die des Quotientenkrite-
riums, wovon man sich auch schon in den beiden oben behandelten Beispielen iiberzeugen
kann.

Wir bemerken ferner, daB es Fille gibt, in denen sowohl das Wurzel- als auch das Quo-
tientenkriterium versagen, z. B. immer dann, wenn

Us 1

. — Ed
Uy —> 1 und
V " ) Un—1
gilt, d. h. far » = 1. Wir haben es dann mit einem Zweifelsfall zu tun, in dem die Frage nach
der Konvergenz oder Divergenz auf irgendeinem anderen Weg beantwortet werden muB.

o0
So erhalten wir z. B. fiir die nach [119] divergente harmonische Reihe }; }-:

1.1 n=17
—_ n " 1_ —log—
Uy _ M 1_)1’ l/_’“n=V"=e" " >1;1)
Uy 3 n n

somit kann die Frage nach der Konvergenz oder Divergenz der harmonischen Reihe nicht
mit Hilfe des Wurzel- oder Quotientenkriteriums entschieden werden.
Andererseits werden wir spiter beweisen, daB die Reihe

konvergent ist.

1) In den vorstehenden Berechnungen hat man im wesentlichen zu beachten, daB, wenn

man z = l setzt, z — 0 und a.uch log — ==z logz — 0 gilt[66]. Durch Logarithmieren
n
des Ausdrucks l/ iiberzeugen wir uns somlt daB dieser gegen Eins strebt.
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Fiir sie haben wir aber wiederum

%, — 1): . " - * 1 " T\
= > v = —_— — 1 ,
Uy ( n g n? n)
d. h. abermals einen Zweifelsfall, wenn wir die Kriterien von CAUCHY oder D’ALEMBERT
anwenden.

122. Das Cauchysche Integralkriterium fiir die Konvergenz. Wir setzen voraus,
daB die Glieder einer vorgegebenen Reihe

Uy + Uy + Ug + oo Uy oo (27)
positiv sind und nicht wachsen, d. h.

Uy S Uy = v Z Uy = Uy = +o- > 0. (28)

Wir stellen die Reihenglieder graphisch dar, indem wir auf der Abszissenachse
die unabhéangige Veranderliche » abtragen, die zundchst nur ganzzahlige Werte
annehmen soll, und auf der Ordinatenachse die entsprechenden Werte u,
(Abb. 155). Es 1aBt sich immer eine solche stetige Funktion y = f(x) finden, die

Yy oo
Dis—y Jor;
"/,//{/- &
U7 "l.//lf/
/ //%6 %% »  Abb. 155
o1 2 3 4 5 6 7 8 91X

bei ganzzahligen Werten z = n gerade die Werte u, annimmt; hierzu braucht
man nur eine stetige Kurve durch simtliche konstruierten Punkte zu legen; wir
werden dabei annehmen, daB auch die Funktion y = f(«) nicht wachsend ist.

Bei dieser graphischen Darstellung wird die Summe der ersten n Glieder der
gegebenen Reihe

Sy =1 + Uy +uUg+--- + u,

als Summe der ,,iiberstehenden‘ Rechteckflichen dargestellt, die in threm Innern
die Fliche derjenigen Figur enthélt, die von der Kurve y = f(x), der z-Achse
und den Ordinaten z =1, = » + 1 begrenzt wird; daher ist

n+l
8 = [ f(x)dz. (29)
i
Andererseits enthilt dieselbe Figur in ihrem Innern alle ,hineinragenden‘
Rechtecke, deren Gesamtfliche gleich

Uy + ug + ug + + Upty = g1 — U (30)
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wird, und daher ist

) s+1
Sp1 — Uy = f f(@)d=. (31)
1

Diese Ungleichungen fithren uns zu dem folgenden Kriterium:
5. Das Cauchysche Integralkriterium. Die Reihe (27)

Uyt Uyt U+t Uy e

mit positiven, durch eine monoton nicht wachsende stetige Funktion f(x) inter-
polierten Gliedern u, = f(n) konvergiert oder divergiert bestimmt, je nachdem,
ob das Integral

I = fof(x) dx (32)
1

einen endlichen Wert hat oder gleich Unendlich wird.
Es moge das Integral I zunichst einen endlichen Wert haben, d. h., die Kurve
y = f(x) eine Flache endlichen Inhalts begrenzen [98]. Da f(x) positiv ist,
ergibt sich
ntl L

[ f@)d= <iff(x) dz
1

und daher wegen (31)
8 <SS uy+ 1,
d.h., die Summe s, bleibt fiir alle Werte » beschrinkt, und deshalb ist die

Reihe (27) auf Grund des Kriteriums 1 [120] konvergent.
Es sei jetzt I = oo, so daB das Integral

£+1 .

[ @) d=

1
durch passende Wahl von n groBer als eine beliebig vorgegebene Zahl N
gemacht werden kann. Dann kann wegen (29) auch die Teilsumme s, grofer als
N gemacht werden, d. h., die Reihe (27) ist bestimmt divergent.

Analog 158t sich zeigen, daB der Rest der Reihe (27) nicht grofer ist als das
Integral

ff(a:) dx.

Bemerkung. An Stelle des Integrals I kann man bei der Anwenaung des
Cauchyschen Kriteriums das Integral

[ @) de
nehmen, wobei a eine beliebige positive Zahl grofer als Eins bedeutet.
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In der Tat, wenn die Kurve y = f(z) von der Ordinate # = 1 an gerechnet,
eine endliche Fliche einschlieBt, wird auch diejenige Fliche endlich, die man
von einer beliebigen Ordinate z = a an rechnet, und umgekehrt. Wenn

I = oo wird, sagt man auch, daB das Integral (32) divergiert.
Beispiele.
1. Die harmonische Reihe
®1
n=1"7 )
Hier ist
1
fm)=—,
n
und daher kann man

f@) =1

setzen; dann wird

._f—_.l

und das Integral divergiert, weil logz — +oo fiir # — oo; die vorliegende Reihe ist,

wie wir schon wissen, divergent.
2. Fir die allgemeinere Reihe
x®1
Z hopt ]
n=1 WP
wobei » eine beliebige Zahl >0 ist (fiir » < 0 ist die Reihe offenbar divergent), gilt

[++]
zi-P

fair p1,

-]
1 _ 1 __fdz _|1—»p
/(”)—-5, f(’-‘)—;; I=| —= " )
1 log 2 fir p=1.

1

(33)

Hieraus wird klar, daB8 das Integral divergiert, wenn p < 1 ist, und konvergiert (gegen

den Grenzwert ; fir p> 1. In der Tat ist im letzten Fall der Exponent 1 — p
P —

kleiner als 0; es strebt also z¥? = — — gegen 0 fir ¢ — 400, und folglich wird

1 1

=0 —— = —

1 1—p p-—1

1—p

Die Reihe (33) ist also auf Grund des Cauchyschen Kriteriums konvergent fir r>1

und divergent fir p < 1.
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123. Die alternierenden Reihen. Wir gehen zu Reihen mit beliebigen Gliedern
iiber und untersuchen zunéachst solche mit alfernierendem Vorzeichen, bei denen
also die Glieder abwechselnd positiv und negativ sind. Solche Reihen schreibt man
in der Form

Uy — Uy Uy — Ug - oo Uy F Upa £ -0, (34)

wobei die Werte u;, us, Ug, ..., U, ... positiv sein sollen.!)

Fiir alternierende Reihen kann man den folgenden Satz beweisen:

Fiir die Konvergenz einer alternierenden Reihe ist hinreichend, daf die Absolut-
betrige threr Glieder nicht zunehmen und mit zunehmendem n gegen Null streben. Der
Rest einer solchen Reshe iibertrifft dem Absolutbetrag nach nicht den Absolutbetrag des
ersten der weggelassenen Glieder.?)

Wir betrachten zuerst die Summe einer geraden Anzahl von Reihengliedern

8an = Uy — Ug + Ug — Uy + +o0 + Ugyy — Ugy.

Da voraussetzungsgemiB der Absolutbetrag der Reihenglieder mit wachsendem
n nicht zunimmt, ist allgemein

W= Uy UNd Ugeyy — Ugaea = 0
und daher
Sonia = 830 + (Usni1 — Usnis) = 83a)»
d. h., die Summen 8,, nehmen nicht ab. Andererseits ist
8gn = Uy — (U — Ug) — (Ug — Ug) — +o- — (Ugp—g — Ugn—1) — Uga = Uy,

da alle Differenzen in den runden Klammern = 0 sind, d. h., die Summen s,,
bleiben fir alle Werte n beschrinkt. Hieraus folgt, daB s,, bei unbegrenzt wachsen-
dem 7 gegen einen endlichen Grenzwert strebt [30], den wir mit s bezeichnen:

lim 84, = 8.
/—>00
Ferner gilt
Sgat1 = San + Ugenn —>8  fir 7m0,

da voraussetzungsgeméiB

Ugass —> 0.

Wir sehen somit, daB sowohl die Summe einer geraden als duch die Summe
einer ungeraden Anzahl von Gliedern der Reihe (34) gegen den Grenzwert s strebt,
d. h., die Reihe (34) ist konvergent und hat die Summe s.

1) Hierbei setzen wir voraus, daB das erste Reihenglied positiv ist; wenn es negativ ist,
schreibt sich die Reihe in der Form —u; + 43 — %y + 4 — -+
2) Leibnizsches Kriterium (Anm. d. Ubers.).

2{ Smirnow I
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Es bleibt noch der Rest 7, der Reihe abzuschitzen. Es ist

Tp = = Unsx T Unsp 3= Upig T Unig £+ -+,

wobei gleichzeitig die oberen oder die unteren Vorzeichen zu nehmen sind. Wir
haben in anderer Form

Tn = £ (Ups1 — Un+a + Unts — Unsa + --°),
woraus wir wie oben folgern:
[7a] = (Unt1 — Unta) + (Unss — Unsq) + +-+
= Upt1 — (Uniz — Unsa) — (Unsg — Unis) — = = Unia,

was zu beweisen war.
Aus der Formel

h = + [(u,.-u — u,,+2) + (U3 — un-M) + ...]’

bei der in den runden Klammern nicht negative Betrige stehen, folgt, daB das
Vorzeichen von r, mit dem Vorzeichen der eckigen Klammer iibereinstimmt, d. h.
mit dem Vorzeichen von + u,.,. Also: Unter den im Satz angegebenen Bedingungen
stimmt das Vorzeichen des Restes etner alternierenden Reihe mit dem Vorzeichen des
ersten der weggelassenen Glieder iiberein.

Beispiel. Die Reihe
1 1 1
1 - — = — — .
2 + 3 4 +

ist eine alternierende Reihe, bei der die Absolutbetrige der Glieder fiir » — oo unbegrenzt
abnehmen; sie ist daher konvergent. Wir werden spiter sehen, daB ihre Summe gleich log 2
ist. Zur wirklichen Berechnung von log 2 eignet sich diese Reihe jedoch nicht, da man rund
10000 ihrer Glieder nehmen muB, damit das Restglied kleiner als 0,0001 wird:

|r,,|§”% < 0,0001; n = 9999,

Wenn diese Reihe auch konvergiert, konvergiert sie doch sehr langsam ; hat man praktisch mit
solchen Reihen zu tun, so muB man sie vorher aus langsam konvergierenden Reihen in schnell
konvergierende umformen oder, wie man sagt, man muB die Konvergenz verbessern.

124. Die absolut konvergenten Reihen. Von den iibrigen Reihen mit beliebigen
Gliedern betrachten wir nur die absolut konvergenten Reihen.
Die Reihe

u1+uz+us+...+u"+... (35)

konvergiert sicher, wenn die aus den Absolutbetrigen threr Reihenglieder gebildete
Reihe, d. h. die Reihe

[ug] + |ug| + lug| + -+ + |ua]| + -+, (36)
konvergiert. Solche Reihen heiBlen absolut konvergent.
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Wir nehmen an, daB die Reihe (36) konvergiert, und setzen
1
=—(|un|+un)’ w,.=-2-(|u,,|-—u,,).

Die beiden Werte v, und w, sind sicher nicht negativ, da offenbar

Uy fiir Uy =0,
= { 0 fir u,<0,
0 fiir u, = 0,
Vn = { |%,] fiir U, < 0.

Andererseits ist weder v, noch w, grofer als |u,|, d. h. als das allgemeine Glied
der konvergenten Reihe (36); daher sind auf Grund des Konvergenzkriteriums 2

fir Reihen mit positiven Gliedern [120] die beiden Reihen ):‘ Uy, Zw,, kon-
vergent. =1 n=1
Da u, = v, — w, ist, wird auch die Reihe

g“nzg(vn—wn)=f”n_fwm

die sich durch gliedweise Subtraktion der Reihe 2 w, von der Reihe ):‘ v, ergibt
[119], konvergieren. =1 n=1

Konvergente Reihen mit positiven Gliedern stellen einen Spezialfall der absolut
konvergenten Reihen dar, fiir die sich Konvergenzkriterien unmittelbar aus den
Konvergenzkriterien fiir Reihen mit positiven Gliedern ergeben.

Die in [120, 121, 122] abgelesteten Konvergenzkriterien 1—5 fiir Reihen mit nicht-
negativen bzw. positiven Gliedern lassen sich auch auf Reihen mit beliebigen Gliedern
anwenden, wenn man nur vereinbart, iiberall u, durch |u,| zu ersetzen. Unter dieser
Bedingung bleiben auch die Kriterien 3 und 4 und die Folgerung aus ithnen giiltig
[121].

Insbesondere muBl man in den Formulierungen des Wurzel- und Quotienten-
kriteriums '

i/u_,, und

Uy Uy

durch ’i/| Uy | bzw.

Un— Un—y

ersetzen.
Wenn also z. B. u—Sq<1 dhl| o

dem Quotlentenkntenum [121] die Reihe (36) m1t positiven Gliedern, und folglich
konvergiert die Reihe (35) absolut. Wenn aber

21, dh (o] = [t

Un—y

ist, nehmen die Glieder u, bei wachsendem n ihrem Absolutbetrag nach nicht ab:
und kénnen daher nicht gegen Null streben; die Reihe (35) divergiert. Hieraus

214
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folgt so wie in der Folgerung [121}, daB die Reihe (35) fiir 1-:‘—"— —r < 1 absolut
n—1
konvergiert, fiir L‘u" l —r >1 jedoch divergiert.
n—-1

Bemerkung. Sind die Glieder u, einer Reihe (35) dem Absolutbetrag nach nicht
grofer als gewisse positive Zahlen a,, fiir die die Reihe a, + ag + --- + Gy + -+
konvergiert, so konvergiert die Reihe (36) erst recht [120], d. h., die Reshe (35) kon-
vergiert absolut.

Beispiele,.
1. Die Reihe (Beispiel 1 [121])
«© 7
p=1 !
ist fiir alle endlichen positiven oder negativen Werte von z absolut konvergent, weil

Izl
n

Unia| _
Up

gilt fir alle endlichen z-Werte.
2. Die Reihe (Beispiel 2 [121])
® g%
Z —

a=1 "

-0

ist absolut konvergent firr |z| < 1 und divergent fiir |x| > 1 wegen

n—1
| = |z| > |2].
Up-y
3. Die Reihe
. 00
Y rtsinna
=1

ist absolut konvergent fir |r| <1, da
Viugl = Vir*||sin na| < Vir* = |r| <1
wird

Es muB bemerkt werden, daB bei weitem nicht jede konvergente Reihe zugleich auch
eine absolut konvergente Reihe ist, d. h. konvergent bleibt, wenn jedes Reihenglied durch
seinen Absolutbetrag ersetzt wird. So ist z. B. die alternierende Reihe

1 1 1
1— = 4= — = 4.,
2+3 4+

wie wir festgestellt haben, konvergent; ersetzen wir jedoch jedes Glied durch seinen Absolut-
betrag, so erhalten wir die divergente harmonische Reihe

1 1 1
14 == = e,
+tytg Tt
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Die absolut konvergenten Reihen besitzen viele bemerkenswerte Eigenschaften,
die im § 14 (Kleindruck) untersucht werden. So besitzen z. B. nur sie die fiir end-
liche Summen geltende Kommutativitét — d. h. die Unabhéngigkeit der Summe
von der Reihenfolge der Summanden.

125. Ein allgemeines Konvergenzkriterium?). Zum Abschlu8 dieses Paragraphen
erwahnen wir eine notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Konvergenz
der Reihe

Uy + Ug Uyt e Uy e

Die Konvergenz der Reihe ist nach Definition gleichbedeutend mit der Existenz
eines Grenzwertes fiir die Folge 3,, 85, 85, ..., 8y, .., Wobei 8, die Partialsumme der
ersten n Reihenglieder ist. Fiir die Existenz dieses Grenzwertes gilt die folgende
notwendige und hinreichende Bedingung von Caucry [31]: Zu jedem vorgegebenen
positiven ¢ existiert ein N derart, da3

[8m — 8s| < €

fir alle m > N und n > N ist. Zum Beweis nehmen wir an, da m > n’ ist,
also m = n 4+ p, wobei p eine beliebige ganze positive Zahl bedeutet. Mit der
Feststellung, da dann

Sm — 88 = Sp4p — 8 = (Uy + Ug + <o+ F Uy T+ Ups + oo+ Unip)

— (U + ug + -+ + Up) = Ugys + Upsz + oo T Upsp
wird, kénnen wir das folgende allgemeine Konvergenzkriterium fiir die Reihe aus-
sprechen:

Fiir die Konvergenz der unendlichen Reihe u; + ug + ug + -+« + u, + +-+ st
notwendig und hinreichend, daf zu jedem vorgegebenmen positiven & eine Zahl N
existiert derart, dap fir jedes n > N wund fiir jedes positive p die Ungleichung

[Unsr F Unag + <20+ Unip| < €

erfiillt ist, d. h. die Summe von beliebig vielen aufeinanderfolgenden Reihengliedern,
angefangen mit Uqy,, dem Absolutbetrag nach klesner als ¢ bletbt, sobald n > N 1st.

Es muB bemerkt werden, daB bei aller theoretischen Bedeutung dieses all-
gemeinen Reihenkonvergenzkriteriums seine praktische Anwendung iiberaus um-
stindlich ist.

§ 13. Die Taylorsche Formel und ihre Anwendungen

126. Die Taylorsche Formel. Wir betrachten das Polynom n-ten Grades
f(@) =ay + a,x + aga® + -+ + az2",

fiigen zu « den Zuwachs b hinzu und berechnen den entsprechenden Funktions-
wert f(x + k). Dieser Wert 1a3t sich offenbar nach Potenzen von k entwickeln, in-

1) Hauptkriterium (Anm. d. Ubers.).
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dem man die verschiedenen Potenzen von « 4+ % nach dem binomischen Lehr-
satz ausrechnet und das Endresultat nach Potenzen von % ordnet. Die Koef-
fizienten der verschiedenen Potenzen von & werden Polynome, die von x abhdngen :

f(z + B) = 4y(@) + hAy @) + B Ay(@) + - + KA () + -0
+ B4, (). (1)

Um diese Polynome 4,(x), 4,(x), ..., A,(x) zu bestimmen, dndern wir die Be-
zeichnungen, indem wir in der Identitdt (1) a statt z schreiben und statt = + A
einfach . Dann wird 2 =  — @, und wir erhalten an Stelle von (1)

Hx) = 4,(a) + (x — a) 4,(a) + (z — a)® 43(a) + --+

+ (@ —a) 4y(a) + -+ + (z — a)* 4,(a). (2)
Zur Bestimmung von 4,(a) setzen wir in dieser Identitit = = a, was
(@) = Ay(a)

liefert.
Zur Bestimmung von 4, (@) differenzieren wir die Identitat (2) nach z und setzen
danach z = a:

f@)=1-4,@) + 2(z — a) A3(a) + - + k(z — a)} 4,(a) + ---
+ n(z — @)t 4, (a),
fa)=1-4,().

Differenzieren wir nochmals nach = und setzen dann = = a, so erhalten wir
Ay(a):
'@ =2-1-4,() + --- + k(k — 1) (z — a)-2 44 (a) 4 ---

+ i —1) (= — a)** 4,(a),
f"@)=2-1-4,(a).

Durch Fortsetzen dieser Operationen erhalten wir, wenn wir k-mal differen-
zieren und dann z = a setzen:

f® (x) =1k(k —1)---2.1. A(a) + ---
+nm—1)---(n—k+ 1) (x — a)** 4,4(a),
(@) = k1A, (a).
Es ist also

f@=f@, 40="2 4@-L0

4@=20 4@ =L
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somit geht Formel (2) iiber in

f@ =@+ D @ —a)+ D _ap
k) (") (g
T I L ey @

Diese Formel ist nur in dem Fall richtig, daB f(z) ein Polynom von nicht
hoherem Grade als n ist, und sie liefert die Entwicklung eines solchen Polynoms
nach Potenzen der Differenz x — a. Es sei nun f(x) eine beliebige Funktion, fiir
die sich Ableitungen bis zur n-ten Ordnung einschlieflich bilden lassen. Wir
bezeichnen mit R, (x) den Fehler, den wir begehen, wenn wir fiir f(x) die rechte
Seite der Gleichung (3) nehmen, d. h., wir setzen

AR 0 P )

Hx) = (@) + =+ (=

(z — a)* + R, ().
(4)
Wir nehmen an, daB die Funktion f(z) in einem den Punkt & = a enthaltenden

Intervall ihres Definitionsbereiches auch eine stetige Ableitung (n - 1)-ter Ord-
nung besitzt, und driicken R, (x) durch diese Ableitung aus. Differenzieren wir die

Identitit (4) ein-, zwei-, ..., n-mal, so erhalten wir
" ( A
ro=r@+P e—a++ 29w —ap 4 B,
o
ro=r@="0w a4+ Qe ot mw, L gy

.............................................................................

f®(2) = [ (a) + B (x).
Wenn wir in (4) und den letzten Gleichungen x = a setzen, finden wir

R.(a)=0, R,(@)=0,-..., RP(@)=0. (5)

.Indem wir die letzte der Gleichungen (4,) noch einmal differenzieren, erhalten

wir R:,'”’l’ () = fim+D (). (6)

Aus den Beziehungen (5) und (6) gewinnen wir ohne Schwierigkeit den Ausdruck
fir R, (z), weil nach der Fundamentalformel der Integralrechnung

R,(2) — Ru(a) = [ Ry dt
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ist. Hieraus leiten wir durch partielle Integration unter Beriicksichtigung von (5)

schrittweise ab:
z

R,(x) = fR;,(t) dt=— [Ri(t)d(z —¢)

it

= —R,(¢) (

+/R”(t) (x—t)dt = —-fR”(t)d

— —rp® t) ’ + f R & ‘) dt = — f rrpya® ‘)3

=

— RIII (t)

=fR"'“’(t)( 2 dt = 1 ff(n—ﬂ)(t) (x — t)*dt.

Zur Erlauterung der ausgefiihrten Umformungen bemerken wir das Folgende:
Die Integrationsvariable ist mit dem Buchstaben ¢ bezeichnet, so dafl man x
unter dem Integralzeichen als Konstante anzusehen hat und das Differential
von z gleich Null ist; daher gilt z. B.

(x—tp 3= (x —t)?

d — 0 i — t) = — dt
3T~ g, dE—h= 21
oder allgemein
(x—tF k(@ —tpt (=)
Der Ausdruck
— Nk |z
rew S s

wird gleich Null, da beim Einsetzen von ¢ = z der Faktor (x — ¢)*¥ und beim
Einsetzen von ¢ = a wegen (5) der Faktor R%* (a) Null wird.

Wir erhalten auf diesem Wege den folgenden wichtigen Satz:

Die Taylorsche Formel. Jede Funktion f(x), die im Innern eines Intervalls,
das den Punkt x = a enthdlt, stetige Ableitungen bis zur (n-1)-ten Ordnung ein-
schlieflich besitzt, kann fir alle Werte x im Innern dieses Intervalls nach Potenzen
der Differenz x — a entwickelt werden, und zwar gilt

f(x)“f(a)-i-(x—a)f()_i_( )2f”()

(n)
all) o

+ -+ (—a)
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wobet das Restglied die Gestalt

Ra@) = o7 [ 1000 @ — et ®)

hat.

In den Anwendungen tritt sehr hiufig eine andere Form des Restgliedes auf,
die sich unmittelbar aus (8) bei Benutzung des Mittelwertsatzes [95] ergibt. Die
Funktion (x — ¢)* unter dem Integralzeichen auf der rechten Seite der Formel (8)
andert das Vorzeichen nicht, und daher ist nach dem Mittelwertsatz

@ o @[ (@ — g
Ry(@) =" f(a:—t)dt— — [_ n+1]a°

Nach Einsetzen der oberen und unteren Grenze erhalten wir
(x — t)n+l z _ (x —_ a)n+l
nt+1 |, n+1l

da der angegebene Ausdruck fir { = 2 verschwindet. Setzen wir dies in die vor-
hergehende Formel ein, so folgt

fD (&)
(n 4+ 1)1’
wobei & ein gewisser zwischen a und z liegender Wert ist. Diese Form des Rest-

gliedes heit Restglied in der Lagrangeschen Form, und die Taylorsche Formel
lautet mit dem Restglied von LAGRANGE:

»

R, (x) = (z — a)+

9

f@=t@+e-abP ol
(n) (n41)
te—ar /n# +E—ar (fn 1 (f))! (7))

(& zwischen @ und z).

127, Verschiedene Darstellungen der Taylorschen Formel. Fiir n = 0 erhalten
wir aus (7,) den frither abgeleiteten Mittelwertsatz der Differentialrechnung [63]

f@) — fla) = (= — a)f' (§);

die Taylorsche Formel erweist sich somit als direkte Verallgemeinerung des Mittel-
wertsatzes.

Gehen wir zu den fritheren Bezeichnungen iiber, indem wir z an Stelle von a
und z-+% an Stelle von z schreiben, so nimmt die Taylorsche Formel (7) die
Gestalt

’ 24
fo + 1) — fz) = L& BT

hn (n)
4o +—’n!‘x) +R, (10)



330 IV. Reihen und ihre Anwendung

an, da man bei den neuen Bezeichnungen x — a durch % ersetzen muBl. Der Wert £,
der bei den friiheren Bezeichnungen zwischen @ und z liegt, liegt jetzt zwischen x
und z+% und kann mit x4 6% bezeichnet werden, wobei 0 < 6 < 1 ist. Auf
Grund von (9) 148t sich das Restglied der Formel (10) somit in der Form

{0 (z + 6h)

J— 1
R =W —

0<6<1) (11)

schreiben.

Die linke Seite der Formel (10) stellt den Zuwachs Ay der Funktion y = f(x)
dar, der dem als Zuwachs der unabhingigen Verinderlichen gedeuteten Diffe-
rential k entspricht. Unter Beriicksichtigung der Ausdriicke fiir die Differentiale
hoherer Ordnungen [656] erhalten wir dann

dy=y'de=f(x)-h, dy=y'(da)?=f(x)-h% ..,
dny p— y(n) (dx)ﬂ - f(") (x) h®

und damit
4y =1r + dzy Tt d;'y t (ndil?ll)! z+on (12
wobei das Symbol
dry
2+ D! z4om
das Resultat bezeichnet, das entsteht, wenn in dem Ausdruck _d_y die Sum-
me x + 6k an Stelle von x eingesetzt wird. (n + 1!

In dieser Gestalt ist die Taylorsche Formel besonders dann von Interesse, wenn
der Zuwachs der unabhingigen Verinderlichen eine unendlich kleine GroBe ist.
Die Formel (12) liefert dann die Moglichkeit, von der Funktionsinderung Ay die
unendlich kleinen Summanden der verschiedenen Ordnungen beziiglich & ab-
zuspalten.

In dem speziellen Fall, dal der Ausgangswert @ der unabhingigen Verinder-
lichen 0 ist, lautet die Taylorsche Formel (7)

f@) =10 +2 LD 4 @l WO g, (13)

wobel

gL D) (£)  gml fint)) ()

@+ D! (w1 (14)

R,(x) = %fﬂ""‘l) ) (x — t)*dt =
0

ist und das zwischen 0 und x liegende £ mit 6z bezeichnet wurde; hierbei ge.-
niigt 0 wieder der Ungleichung 0 < 6 < 1. Die Formel (13) wird als Maclaurin-
sche Formel bezeichnet.
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128. Die Taylorsche und die Maclaurinsche Reihe. Wenn die gegebene Funk-
tion f(x) Ableitungen jeder Ordnung besitzt, konnen wir die Formeln von TAYLOR
und MACLAURIN fur jeden Wert von n hinschreiben. Wir geben der Formel (7)
die Form

fa) - [f(a)+(x—a) R te—orlP i 4w —ar B0

= f(x) — 8 = R,,(a:),

wobei S, die Teilsumme der ersten n 4+ 1 Glieder der unendlichen Reihe

fo+e—al@ it ooy o apa [0
bedeutet.
Ist fiir unbegrenzt wachsendes n

so konvergiert diese Reihe auf Grund des in [118] Gesagten, und f(x) ist gleich
der Summe 8 dieser Reihe. Auf diese Weise ergibt sich die Entwicklung der
Funktion f(z) tn die (unendliche) Taylorsche Reihe

'()

f@)=f@)+ @& —a)—+ -+ (®x—a) Foeee (16)

n!
nach Potenzen der Differenz = — a.

Im folgenden werden wir es immer mit dem Fall zu tun haben, daB die Be-
dingung (15) nicht nur fir einen einzelnen Wert x, sondern fiir alle  aus einem
bestimmten Intervall gilt.

In derselben Weise liefert uns die Maclaurinsche Formel, wenn Bedingung (15)

erfillt ist, -
",
f@) =10 +2 L g OO (17)
Die Bestimmung des Restgliedes R, in Abhingigkeit von » liefert uns den
Fehler, den wir begehen, wenn wir fiir f(x) an Stelle der Summe der ganzen Reihe
die Summe ihrer ersten n + 1 Glieder nehmen. Sie hat daher eine iiberaus wichtige
Bedeutung fiir die angendherte Berechnung der Werte einer Funktion f(x) mit
Hilfe einer Potenzreihenentwicklung, die das in der Praxis gebrauchlichste Ver-
fahren darstellt.
Wir wenden die vorstehenden Uberlegungen auf die Entwicklung und an-
geniherte Berechnung der einfachsten Funktionen an.

129, Die Reihenentwicklung von e®., Nach [48] ist
f(x) = €2, I (@) = €7, vees [®(z) = €=, cees
und daher
f0)=f(0)=--- = fB(0) =1,
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so daB die Maclaurinsche Formel mit dem Restglied (14)

2 n n+1
f(z)=1+%+;‘—!+---+:—!+mﬂr—l)!e“ ©<6<1)

ergibt. Wir hatten gesehen (Beispiel in [121]), daB die Reihe J; f—z‘— fir alle
n=0 ¢
endlichen Werte von z absolut konvergent ist; wir erhdlten deshalb fiir jedes

x”‘l‘l
w0l
da dieser Ausdruck das allgemeine Glied einer konvergenten Reihe ist.l) Anderer-
seits iibertrifft der Faktor e* in dem Ausdruck fiir das Restglied sicher nicht e*

fir > 0 bzw. die Zahl 1 fir z < 0. Daher strebt das Restglied fiir alle Werte
von z gegen Null, und wir erhalten die Entwicklung

0 fir n —> 00,

x x? b
es=1+ﬁ+ﬁ+"'+ﬁ+"" (18)
die fiir alle z-Werte giiltig ist.

Insbesondere erhalten wir fiir # = 1 eine Darstellung der Zahl e, die zu ihrer
beliebig genauen Berechnung iiberaus bequem ist:

1 1 1
e=l+ﬁ+§-!+.-.+m+....

Unter Benutzung dieser Formel berechnen wir die Zahl e auf sechs Dezimalstellen. Setzen
wir niherungsweise

1 1
24 — e —
e~ +2!+ +n!,

8o wird der Fehler

1 1 1 1 1
e = 1 .
(n+1)!+(n+2)!+ (n+1)![ +n+2+(n+2)(n+3) ]
1 1 1 1 1 1
<(n+1)![1+n+1+(n+1)a+"']"(n+1)!1_ 1 nn
n+1

wobei das Zeichen << gesetzt werden durite, weil in den Nennern der Briiche die Faktoren
n+ 2,n+ 3, n 4 4, ... zunichst durch die kleinste Zahl # 4- 2 und danach in der Summe
der so entstehenden geometrischen Reihe diese durch die noch kleinere Zahl n -- 1 ersetzt
wurden.

Die Zahl e liegt demnach zwischen den folgenden Grenzen:

1 1 1 1 1
2+§?+"'+;‘—!<6<2+'2—!'+"'+7—J+-—-

n'n

1) Siehe auch das Beispiel in [80].
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Wenn wir fiir e einen Naherungswert erhalten wollen, der sich vom wahren Wert um nicht
mehr als 0,000001 unterscheidet, setzen wir n = 10; dann ist

1 1 1
9N2+'2—l+§1‘+ "'+m.

und der Fehler wird nicht groBer als

1
-10*. Hierbei i i
0110 <3-10"° erbei werden die ersten beiden

Summanden genau berechnet; die iibrigen acht Summanden braucht man nur auf sieben
Stellen zu berechnen, da dann der Fehler jedes Summanden nicht gréBer als 0,5 Einheiten der
siebenten Stelle, d. h. 0,56 - 10-7, wird und der beim Aufsummieren entstehende Fehler nicht
groBer als

10-7-0,5:-8=4-.10""7,

d. h. vier Einheiten der siebenten Stelle; der Gesamtfehler bleibt daher dem Absolutbetrag
nach kleiner als 4,3 - 10-7. Es ist

2 =2,000000 |0 (gensu)

1 1

TR 0,500000 0 (genau)
Ll _ 0166666 |7 (sufgerundet)
31 213

L1 0041666 |7 (aufgerundet)
1 314

1 1 _ 0008333 |3 (abgerundet)
5T 416

L1 e~ 2,7182818.
— = — ==0,001388 | 9 (aufgerundet)
61 516

L1 0000198 |4 (abgerundet)
T 6T

11 0,000024 | 8 (abgerundet)
81— 718

L1 0000002 |8 (aufgerundet)
o1~ 819

L o1 0000000 |3 (aufgerundet)
101 ~ o110

Der Wert von e auf zwolf Dezimalstellen genau ist 2,718 281 828459.

130. Die Reihenentwicklung von sin & und eos a. Nach [53] ist

f(x) =sinz, f () =sin (x—l—%), vy f®(2) =sin(x—|—k—72-t—)
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und somit
foy=0, fO=1, f'O)=0, [fO=-1, .., [E0)=0,
femn(0) = (—1)m,

so daB nach Formel (13)

. oz 3 b (—1)ng2nil 2n+3 X 2n 4 3)=n
sme= =3t s T T G T @r T3 sm[0x+ 2
wird.
22n+3 . . A A
Der Faktor CTEN im Restglied strebt, wie wir oben gesehen hatten,

fir » — oo gegen Null, der Absolutbetrag des Sinus iiberschreitet jedoch Eins
nicht, folglich strebt das Restglied fiir alle endlichen z-Werte gegen Null, d. h.,
die Entwicklung

il (_l)n z2n+l
smx—x—:—3——|—5——---+m (19)
gilt fiir alle Werte von z.
Analog konnen wir beweisen, daf3 die Entwicklung
L (—1) zn
cosz=1—gy+ 35 +W (20)

fiir alle z-Werte giiltig ist.

Die Reihen (19) und (20) sind zur Berechnung der Werte der Funktionen sin z
und cos z fir kleine Werte des Winkels x iiberaus bequem. Sie sind fiir alle posi-
tiven und negativen z-Werte alternierend, so da, wenn wir bei der Berechnung

eines Funktionswertes nur eine gewisse Anzahl von Anfangsgliedern beriick-

sichtigen, die weiteren eine monoton abnehmende Folge bilden und der Fehler

dem Absolutbetrag nach das erste der weggelassenen Glieder nicht iibertrifft [123].

Bei groferen z-Werten konvergieren die Reihen (19) und (20) ebenfalls, jedoch

langsamer und sind deshalb fiir eine Berechnung weniger geeignet. Abb. 156 zeigt
¢
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die Lage der genauen Kurve sin z und der ersten drei Néherungen

x3 x3 5

H g TTe T

Die Niherungskurve kommt der genauen Sinuskurve in einem um so gréBeren
Intervall nahe, je mehr Glieder in der Néherungsformel beriicksichtigt werden.
Wir bemerken, dal} in allen angegebenen Formeln der Winkel x im BogenmaB,
d. h. in Vielfachen des Radius [33], ausgedriickt ist.

Beispiel. Es ist sin 10° mit einer Genauigkeit von 10-% zu berechnen. Zunichst fithren wir
das GradmaB in BogenmaB iiber:

2n 7
100 =22 10="_047....
are 360 18

Bleiben wir bei der Niaherungsformel

. 7 7 1 /=\3
gin —nt —— —|—]} ,
18 18 8 \18
so machen wir einen Fehler, der
1 F/
—- (0,2 < 3-10¢ — < 0,2
190" 02" < (18 < )

nicht iiberschreitet. -
Auf der rechten Seite des Niaherungsausdrucks fiir sin s ist jedes Glied auf sechs Stellen
zu berechnen, da dann der Gesamtfehler nicht groBer wird als
2.0,5-10°%+43.10%=4.10"5.
Unter Beriicksichtigung der angegebenen Genauigkeit wird

3
2 o 0,174533; (=N 0,000886;  sin% — 0,173647,
18 6 \18 18

wobei die ersten vier Stellen als sicher angesehen werden kénnen.

131. Die Newtonsche binomische Reihe. Hier ist, wenn wir > —1, d.h.
1 4+ z > 0 annehmen,

f@)y=1 +2)m,  f(x)=m1+ 2™,
f® (@) =m@m — 1) .- (m — k + 1) (1 + z)™*,
Oy =1, fO =m, .. [®O)=mm—1)-(m—Fk+1),

wobei m eine beliebige reelle Zahl ist. Formel (13) liefert dann
m{m —1)
2!
mm — 1) .-- (m —n + 1)
4 ( ) -

+am=1+Za+ @ o e

" + R, (), (21)
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und das Restglied kann gemaB Formel (8) mit a = 0 bestimmt werden:
z
R, (2) = 7% f D (1) (z — ty* dt.
) 1]
Beachten wir, daB im vorliegenden Fall

o0 () = m(m — 1) -+ (m — m) (1 + )yt

ist, so kdnnen wir schreiben:

mim —1).-- (m — n)
n!

Ry(x) =

f (@ — )" (1 + ty™=-1de. (22)
(1]

Wenden wir auf das Integral den Mittelwertsatz (13) aus [95] an und bezeichnen
den im erwahnten Mittelwertsatz auftretenden zwischen 0 und x liegenden Wert: ¢
mit 6z (0 < § < 1), so erhalten wir

(m—1)--- (m — n)

By@) = “——

(x — 62)*(1 + Bz)y»m2 [dt
0

___(’”—1)(’”“2)"'(’"_")x~(1—0)"(1+ox)me.

n! 14 0z
(23)
Soll R, — 0 gelten, so mufB jedenfalls die Reibe
1+;_"ix+wxl+...+m(m_l)";”(m_”'*'l)xn+... (24)

konvergent sein [118]. Es gilt nun

Up+1
Up

_ m—n—l—lz

- |z| fiir n -» oo,
n

und daher konvergiert die Reihe (absolut) fiir || < 1 und divergiert fir |z| > 1
[124]. Trotz ihrer Konvergenz fiir |z| < 1 ist jedoch noch nicht klar, ob ihre
Summe gleich (1 4 z)™ ist. Dazu muB man noch beweisen, da R, (z) — 0 strebt
fir || < 1. Der Faktor

(m—l)(m—2)---(m—n)x‘
n!
im Ausdruck (23) fiir R, (x) ist das allgemeine Glied der konvergenten Reihe (24),

in dem m durch m — 1 ersetzt wurde, und strebt daher [118] fiir n — oo gegen
Null.
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P n
Der Faktor (ll—l-—:x ist fir alle Werte von n nicht groBer als 1, da in dem

betrachteten Fall —1 < x < 41 ist. Daher gilt sowohl fiir positive als auch
fiir negative z-Werte 0 <1 — 8 <1 + 6z, woraus

1—-206
und
1—06\»
O<(1+0x)<1
folgt.

Der letzte Faktor ma (1l + 9x)™ 1 bleibt ebenfalls beschrankt, da der Wert
1 + 6z zwischen 1 und 1 -+ z und somit mz(1 -} 8z)™1 zwischen den von n
unabhingigen Grenzen mx und mz(1 + z)»1 liegt.

Demnach 1aBt sich B, (x) nach Formel (23) als Produkt von drei Faktoren
darstellen, von denen einer gegen Null strebt und die beiden anderen fir un-
begrenzt zunehmendes n beschrankt bleiben; daher gilt auch

R,(x) >0 fur n — 0.

Also ist die Reihenentwicklung

m(m — 1)

m
(A tam =1+ Ta+ 0

z2 4 ...
mm—1).--(m —n+ 1)
n!

+.

& e (25)

fiir alle Werte von x giiltig, die der Bedingung
lz] <1
geniigen.

Ist der Exponent m eine positive ganze Zahl, so bricht die Reihe (25) bei dem
Glied -% = m ab und geht in die bekannte Formel des binomischen Satzes iiber.
Im allgemeinen Fall jedoch ist die Reihenentwicklung (25) die Verallgemeinerung
des binomischen Satzes fiir beliebige Exponenten.

Es ist niitzlich, einige spezielle Fille der binomischen Reihe besonders an-
zugeben:

11x=1+“’+x2+---+x"+"-, (26)
S 1 1 1.3 1-3-5
— e 2 3 __ oo
Mta=1+4go—g @t g Vad®— g eed+ (27)
1 1 1.3, 1.3.5 , 1-3.5.7
S S IS — 28
e T2t tea” T raet Traes” (&)

22 Smirnow 1
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Wir bemerken, daB die Funktion (1 + z)» fir alle > —1 positive Werte
hat [19 und 44], d. h., die Summe der Reihe (24) ist fir —1 < 2 < +1 positiv,
Insbesondere liefert z. B. die Reihe (27) in diesem Intervall den positiven Wert

von V1+x.

Beispiele.
1. Das Wurzelziehen. Die Formel (25) ist besonders geeignet fiir das Wurzelziehen mit be-

liebiger Genauigkeit. Soll z. B. die m-te Wurzel aus der ganzen Zahl 4, "i/Z, gezogen werden,
so liBt sich immer eine ganze Zahl a so wiihlen, daB die m-te Potenz von a méglichst nahe bei 4
liegt und fir 4 = a™ + b die Beziehung |b| < a™ gilt; es ist dann

™ [ m b
ﬁ=)’a"‘+b=aVl+a—m.

Da hierbei

.. . . b . .
im| < 1 wird, kénnen wir, indem wir den Quotienten e mit 2 bezeichnen,
a

14 -b; nach der Newtonschen Binomialformel berechnen, wobei die Reihe um so

besser konvergiert, je kleiner der Absolutbetrag des betrachteten Quotienten ist.
85—
Wir berechnen z. B. Y1000 bis auf einen Fehler der Ordnung 10-° genau: Es ist

;/1600—;'1024 24 =41~ %
- ~4(t-
—afy L. .3 1 4(3\ 1 4 9/3\
5 128 5 10 \128 5 10 15\128 )

Wir brechen die Reihe nach diesen vier Gliedern ab und schitzen den Fehler ab, indem
wir in Formel (23)

m= -l_o n = 3- = i
s 7 T 128
einsetzen.
Der Faktor (11+“ :x)' liegt, wie gezeigh wurde, zwischen Null und Eins. Der Faktor
1 4 021 wird

(o)t < (- - ) < () - (3) < )
JE<tet

Aus Formel (23) erhalten wir schlieBlich

weil

—_ =2u—5;<6-10"7.

4 1 4 9 14/ 4\* 3.7
128
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Die Berechnung der vier Glieder muf8 auf sechs Dezimalstellen durchgefithrt werden, da
dann der Gesamtfehler

4.3.0,5-10% 4 6-10~7 = 6,6 - 10-8 < 10-5

nicht iiberschreitet.
Die Berechnung la8t sich in der folgenden Weise anordnen:

1 3
_=0’2 T T Y 2 = U,
= X oz = 00234375 X 02 = 0,004687
1 4 008 | x[-2) =00005e0 x 0,08 —0,00004
5 10 128/ A
1 4 9 3
1.2 9 0048 | x (=) =0,000013 0,048 = 0,000001
5 10 15 (128 0,048 ~ 0,000
0,004732
1 — 0,004732 = 0,995268
X 4
3,081072.

2. Angendherte Berechnung des Umfanges einer Ellipse. In[108], Formel (22) war der folgende
Ausdruck fiir den Umfang [ einer Ellipse mit den Halbachsen a und b hergeleitet worden:

T T
2
l=4f a*sin’t+b"eos’tdt=4a,fl/sin2t+%cosztdt.
a
0 0

Wenn wir die Exzentrizitit ¢ der Ellipse einfithren,

a® — b? b3
52 = a’ ’ ‘; = 1 bt 83,
erhalten wir
Y .
I=4a [JT—toosttdt. (29)
0

Dieses Integral 1aBt sich nicht exakt bestimmen; aber man kann es beliebig genau be-
rechnen, indem man den Integranden in eine Potenzreihe nach ¢ entwickelt!):

), 36
—_——t S ¢ eee
132 €8 cos® ¢ 4

gt costt —

Vl—e’cos’t=1—%ezcoszt+
=1—-g-s’cos”t—-;—e‘cos‘t——l%e“cos‘t+R,,

1) Diese Entwicklung ist sicher zulissig, da fiir eine Ellipse ¢ < 1 ist und daher das Glied
— €2 oos? ¢, das hier die Rolle von 2 in der Newtonschen Binomialformel spielt, dem Absolut-
betrag nach kleiner als 1 ist.

29+
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wobei der Fehler R,, wenn man ihn nach Formel (23) fiir » = 3 bestimmt, der Ungleichung

11 3 5
22 22 1—6 3 1_ <5 &8cosdt
Bl = 2R e () - o T <y
geniigt, da
1—0 3
—_— 1
o<(1—05’cos’t) <
und
1, -1
(1 — 62 cos?t)2 ~ < (1 — e®cos?t) 2
ist.

Nachdem wir in dem Ausdruck (29) fiir I die Wurzel durch die Reihe ersetzt haben,
integrieren wir und finden unter Beriicksichtigung der Formel (27) [100]

T 3 3 3 7
l=4a fdt——c’fcos’tdt——s‘fcos‘tdt——s‘fcos“tdt+fRadt
0 0
= 2na 1————5’—35‘-———-s‘+g (31)
64 256

wobei auf Grund der Formel (10,) [95] und der Ungleichung (30)

L x
2

3
8
lo| = 2 Rydt|< 5_& 2 cos stdt—”—s € < 0,05¢8
n 32}/1_627: 22Y1—a2 YJ1—g
0 0

ist.

Die Formel (31) ist zur Berechnung des Ellipsenumfanges, besonders fiir kleine Exzentri-
zititen, durchaus geeignet. Auf ihr beruht eine einfache geometrische Konstruktion eines
Niherungsausdrucks fir den Ellipsenumfang, bei der man es nur mit Kreisen zu tun
hat.

Wir bezeichnen mit I, und I; das arithmetische bzw. geometrische Mittel aus den Halb-
achsen der Ellipse:

’1=a;b’ I, = Yab

und vergleichen den Umfang ! der Ellipse mit den Umfingen 2z, bzw. 2nl, der beiden
Kreise mit den Radien !, bzw. I,.
Da

b—afi=e, XLl )i—d], Ya@b=efi—a
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ist, erhalten wir nach der Newtonschen Binomialformel ohne Schwierigkeit die folgenden
Ausdriicke:

1 1 1
27!11 = 2na [1 —_ Z&‘s — E et —3—2‘ s + 91], (32)
1 3 7
2l —2na |l — L —Sa_ , 2
T ’w[ s T3¢ 1288+9’] @3)

wobei die Fehler g, und g,, wenn wir sie nach Formel (23) abschitzen, den Ungleichungen

2T B2 (I— &)k
geniigen.

Hieraus wird ersichtlich, daB man bei kleiner Exzentrizitit, wenn die hoheren Polenzen
von ¢ vm Vergleich 2u &* vernachlissigt werden konnen, den Umfang der Ellipse durch den
Umfang eines der beiden Kreise ersetzen kann, deren Radius gleich dem arithmetischen bzw.
geometrischen Mittel der Halbachsen ist. Wenn eine groBere Genauigkeit gewiinscht wird,
bilden wir den Ausdruck

lel <

a-2al, + B 2al,, (34)

wobei wir die Faktoren & und § so wihlen, daB mdglichst viele Glieder in den Ausdriicken
(31) und (34) iibereinstimmen. Da die ersten beiden Glieder der Ausdriicke (31), (32) und (33)
iibereinstimmen, muB zunédchst

a+p=1

sein.
Vergleichen wir ferner die Koeffizienten von &* in den Ausdriicken (31) und (34) mit-
einander, so erhalten wir
a  3_3

& 40+ 68 =3.
6\ 32 & O o+ 6

Lésen wir die beiden Gleichungen nach « und § auf, so finden wir

3 p— L.

*=3 2

Wenn wir diese Werte von « und 8 in (34) einsetzen, erhalten wir

w-2nly + B+ 2aly = 27 (-2—11— —;—zz)

1 3 5 3 1
=2 1——8——et——¢e 4+ —po,——04)- 35
’w( :° ¥ et T 29’) ®5)
Es zeigt sich also, daB nicht nur die Glieder mit &%, sondern auch die mit &® ibereinstimmen
und die Formeln (31) und (35) erst von den Gliedern mit & an verschieden sind. Unter
Beriicksichtigung der oben angegebenen Abschitzungen fiir g, ¢, und g, und der Un-
gleichungen

1 1 175 5 3 1
V%<1182’ < — 4 = —+11 — <04
_8 - .

A—ayh 11— 22 "32 2 "B12 2
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kénnen wir schlieBlich aussagen: Mt einem Fehler, der 10’4‘; nicht berschreitet, kann

man den Umfang der Ellipse mit den Halbachsen a, b und der Exzenirizitdt ¢ durch den
Umfang esnes Kreises mit dem Radius r erseizen, wobes

r=%a+b——}’_b

tst.

132. Die Reihenentwicklung von log (1 4 x).!) Diese Entwicklung kann man
aus der allgemeinen Theorie erhalten; doch wenden wir ein anderes Verfahren
an, das in vielen Fillen mit Erfolg benutzt wird.

Wir driicken log (1 + z) durch ein bestimmtes Integral aus. Es gilt offenbar
fir > —1

fd—t=log(1+t)'z=log(1+x)—log1=log(1+x),
1+¢ 0
0

d. h.

* dt

0

Nun besteht aber die Identitat

1 (—1)*tn
— 2 __ 3 n—1m-1
T+ =1—t+8 -84 .. (1)1 + Tt

die sich unmittelbar ergibt, wenn man 1 durch 1 4 ¢ dividiert und bei dem’ Rest
(—1)*¢* aufhort. Folglich ist

log (1 + 2) =fﬂ = f[1 B e (1)1 (“”"‘"] dt
0

1+ 1+¢
0
_ xa xs za (_l)n-lxn
=z—S+2— T+t + R
mit
i dt
Ru(@) = (— 1,,.f1+‘ (36)
Die Reihe
P (—1)+1 2
z_§+§_...+_n_+...,

1) . Die Funktion log « kann nicht in eine Potenzreihe nach = entwickelt werden, da sie selbst
und ihre Ableitungen bei = 0 unstetig und unendlich werden.
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fiir die
Uy n—1

2] = |=| fiir 7 —> 00

Up—1
gilt, ist fir |z| > 1 sicher divergent [124], und daher braucht man nur die Falle
|z <1 und 2= 41

zu untersuchen.

Dabei muB noch = —1 ausgeschlossen werden, da dort die Funktion
log (1 + #) unendlich wird.

Folglich bleiben die Fille: 1. |z| <1 und 2. z = 1. Im ersten Fall erhalten
wir unter Anwendung des Mittelwertsatzes [95] auf den Ausdruck (36) fir R, (x),
wobei wir beriicksichtigen, daB ¢* fir ¢ zwischen 0 und # da« Vorzeichen nicht
dindert:

) U .
R, (x) ll-eft = i M 0<0<1 @7)

woraus auf Grund der Bedingung |z| <1

1 1
|R(x)|<n+1 1-|-6x
folgt. Der Faktor ——— T + T 0z auf der rechten Seite der vorstehenden Ungleichung

bleibt fir alle Werte n beschrinkt, da er zwischen den von » unabhingigen
1 e liegt; daher gilt fiir die betrachteten Werte von x

Grenzen 1 und I

R,(z) >0 fir n —> 00.

Dasselbe Resultat erhalten wir auch im zweiten Fall, wenn 2 = 1 ist. Dieselbe
Formel (37) ergibt fiir z = 1: )

1 1 < 1
n+1 14+0 " n4+1

|By(1)| =

d. h. wiederum

R,(1) >0 fir n —> 00,

Somit gilt die Entwicklung
_ 22 al (—1)*1g»
log(L4a) =2 — % + 5 — e e (38)
fiir alle Werte von x, die den Ungleichungen
—l<zg +1 (39)

geniigen.
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Insbesondere erhalten wir fiir # = 1 die Beziehung

(=)~
n

1 1
log2=1 3 =+ 3 -+ + .-,
die bereits frither erwihnt wurde [123]. Die Formel (38) eignet sich nicht un-
mittelbar zur Berechnung der Logarithmen, da in ihr vorausgesetzt ist, daB x
den Ungleichungen (39) geniigt und aullerdem die Reihe nicht schnell genug
konvergiert. Man kann sie in eine fiir die Berechnung geeignetere Form bringen.
Hierzu setzen wir in die Gleichung

2 3
log(1+x)_x—f—+x——

—z an Stelle von « ein, was
‘ 2?23

10g(1—x)=—x—5—-:-;-_... (lz]| < 1)

‘ergibt, und subtrahieren diese Gleichung von der vorhergehenden. Wir erhalten
dann

1
logrE2 2o+ T+ 4)  (el<n.
Setzen wir hier
142 _ z _a 42 _ z
l—z—1+;_ a ' a’_2¢z-}--z’ (40)
so finden wir
a-z p 1 23 1 28
log a 2[2a+z+§.(2a+z)3+ (2a+z)5+ ]
oder
1 y=loga+2|—*_+ L & 41
0g (@ +2) = log 2a +2z ' 3 (2a +2)° I (41)
Diese Formel ist nun fiir alle positiven Werte von @ und z brauchbar, da hierbei
= 2az+ zwischen Null und Eins liegt. Sie ist fiir Berechnungen um so
giinstiger, je kleiner der Bruch , oder, was auf dasselbe herauskommt,

2a +2 +

je kleiner z im Vergleich zu a ist.

Die Formel (41) ist zur Berechnung von Logarithmen #duBerst zweckméBig. Obwohl die
ersten Logarithmentafeln nicht mit Hilfe von Reihen berechnet worden sind, weil diese zur
Zeit von NaPrer und BrIGGS noch unbekannt waren, liBt sich die Formel (41) dennoch mit
Erfolg zur Kontrolle und zur schnellen Berechnung einer Logarithmentafel verwenden. Wir
setzen in (41) z = 1 und wihlen nacheinander

a =15, 24, 80.
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Wir echalten dann

[1 1
logl6 —log16 =2 [— 4+ ——— 4 -~ =
og 16 — log 5T ent ] 2P,

1 1

log25 —log2a=2 |+ + L _4..] —2z¢
8 o8 T ] 2Q
log81 —log80 =2 |+ + —_ 4 .| —2r
g 85 =% 161 T 3 160 -

wobei die mit P, @, R bezeichneten Reihen sehr schnell konvergieren. Diese Identititen liefern
uns die Gleichungen

4log2 — log3 — logs=2P,
—3log2 — log3 4 2log5=2¢Q,
—4log2 4 4log3 — loghs=2R

zur Bestimmung der Werte log 2, log 3, log 5. Durch Auflésen des Gleichungssystems finden
wir ohne Schwierigkeit

log2 =14P 4+ 10Q + 6R,
log3 =22P 4 16Q + 10R,
log5 =32P + 24Q 4 14R.

Die auf diesem Wege erhaltenen Logarithmen sind natirliche Logarithmen; mit ihrer Hilfe
finden wir den Modul M des dekadischen Logarithmensystems?!),

1
M= —— —04342944819....
- T lgto

Von den natiirlichen Logarithmen gehen wir zu den Briggsschen Logarithmen iber:
Wiog 2 = M log z.

Analog berechnen wir unter Anwendung der Zerlegung in Faktoren:
a= 2400=100-2%.3, at+z= 2401 =174,
a= 9800=100-2-72, a+z= 9801 =34.112,
a=123200 = 100-2¢.7-11, a-+ 2= 123201 = 38.132,
a= 2600=100-2-13, a+z= 2601=32-172%,
a= 28899 =3%.132.19, a+2z= 28900 =100-173

auch log 7, log 11, log 13, ... .

Nachdem wir so die Logarithmen der Primzahlen ermittelt haben, konnen wir ohne Zu-
hilfenahme von Reihen, nur durch Addition und Multiplikation mit ganzen Faktoren, auch
die Logarithmen der zusammengesetzten Zahlen, die sich bekanntlich immer in Primzahl-
faktoren zerlegen lassen, berechnen.

1) Briggssche Logarithmen (Anm. d. Ubers.).
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133. Die Reihenentwicklung von arctan ®. Wir kénnen hier ebenso vorgehen
wie bei der Entwicklung von log (1 - z). Es gilt

dt
d arctan ¢ = m.
Durch Integration erhalten wir

z
= arctan x — arctan 0 = arctan z,
0

x
dt
—— = arctan{
[
)

wobei wir von arctan z, wie auch in dem Beispiel von [98], nur den Hauptwert
betrachten. Folglich wird

r dt d (—1)ngen
= — D — 2 -— e —1\n-142n—-2
arctan = iTa f[l 4 + (—1)*1¢ +——1+"Jdt
0 0
_ a3 5 ( 1)r-1p2n-1
_x_§+3_"'+T_+R (=)
mit
[ tndt
Ry () = (—1) e (42)
0
Die Reihe
23 rnd (—1)r1g2n-1
x_§+_5--—...+—_2n_1 —|—-..’
fiir die
| =2n—3x2—>x’ fir #n->o00
Up-1 2n — 1

gilt, divergiert sicher filr 22 > 1; wir konnen uns daher auf den Fall 22 < 1
beschrianken, d. h.
-1z 41 (43)

annehmen.
Wenn wir zunédchst = > 0 voraussetzen, erhalten wir aus Formel (42) auf

Grund von VII [95], da offenbar ——— I + g < 2 gilt,

R O e [mae 2 L o
@l = [ ppgai< [ma=gins gty o0 e,
0 0
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Wenn x < 0 ist, erhalten wir durch Einfiihrung einer neuen Verinderlichen
7 = —! an Stelle von ¢:

Ry(@) = (—1)m f %: dr.
0

Hier ist nun die obere Grenze —z positiv, daher gilt wiederum die oben an-
gegebene Abschitzung fir | R, (z)|, d. h., die Entwicklung

xs x5 ( —_ 1)"—1 a2n-1

arctanx—x———+ — T (44)

5
gilt fiir alle Werte von x, die dem Absolutbetrag nach nicht gréfer als Eins sind.

Insbesondere erhalten wir fiir x = 1

1
+_g._

arctanl:izl—i
4 3

Diese Reihe ist wegen ihrer langsamen Konvergenz zur Berechnung der Zahl z ungeeignet.
Die Reihe (44) konvergiert um so schneller, je kleiner « ist. Wir setzen z. B.

1 1
=-— und = arctan —.
z = @ cn5

Dann wird
2 3
5 5 (] 120
tan2¢ = —2 = — ta; = —_————,
BT T MR T E T
25 144

Da tan 4 wenig von 1 verschieden ist, unterscheidet sich der Winkel 4¢ wenig von —. Wir
fithren diese kleine Differenz ein:

7
—d4p — = R —dp—y.
b4 \'4 1’ 1 -V

Hieraus leiten wir ab:
n
tan 4 — tan — —_——
. 1
tan1p=tan(4<p—-7zt-)= 4:: —_-1191 = —
1 -} tan 4¢ tan — 14+ —
+ten dptan < * 1

‘was

liefert.
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Die Reihen in den Klammern sind alternierend [128]; beschrinken wir uns in jeder von
ihnen nur auf die hineingeschriebenen Glieder, so machen wir einen Fehler, der nicht groBer
ist als

4 1
+

0,5+ 10-5.
9.5 ' 3.239°

Wollen wir 7 bis auf 10-3 genau berechnen, so miissen wir die einzelnen Glieder auf sieben

Dezimalstellen berechnen, da dann der Fehler bei der Bestimmung von %
4.4-056-1074+0,5-10074+0,5-10°< 2-10

ist und der Fehler bei der Berechnung von 7 nicht groBer als 8 - 10 wird.
Die Berechnung fiihren wir nach folgendem Schema aus:

1 1

= = 0,2000000 | —— = 0,0026667
5 3.5
1 00000640 | —1— — 0,0000018
5-55 7-580

0,1973955

+ 0,2000640 —0,0026685 | A

. 0,7895820

—— = — 0,0041841

239 —_— %,0041841

0,7853979

x 4

7~ 3,1415916.

Der Wert der Zahl 7 auf 8 Dezimalstellen genau ist 3,14159265.
Fir |z] < 1 148t sich die folgende Entwicklung herleiten:

128 1.325 1-3.5...@n—1) 2
23245 2.4-6--2n 2n41

arcsin x = %-}— 45)

134. Nitherungsformeln. Die Maclaurinsche Reihe bietet im Fall ihrer Kon-
vergenz die Moglichkeit, die Funktion f(z) angenéhert zu berechnen, indem man
sie durch endlich viele. Glieder der Entwicklung

@+ LO 2O

ersetzt.

Je kleiner z ist, um so weniger Glieder dieser Reihe braucht man, um f(z)
mit der gewiinschten Genauigkeit zu berechnen. Wenn x sehr klein ist, geniigt es,
sich auf die ersten beiden Glieder zu beschranken. Auf diese Weise ergibt sich
eine iiberaus einfache Ndherungsformel fiir f(z), die fiir kleine « héufiz einen sehr
komplizierten genauen Ausdruck fiir f(x) ersetzen kann.
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Solche Néaherungsformeln fiir die wichtigsten Funktionen sind z. B.

nylj:xmlj:%, sinx ~
2
1 leFi, cosxml—x—

-'———l:lzx n 2I
1l+a2)x~14ne, tanx & z,
a*~ 1+ 2loga, log (1 + z) ~ +=.

Wenn man diese Naherungsformeln fiir nahe bei Null gelegene 2-Werte benutzt,
lassen sich komplizierte Ausdriicke betrichtlich vereinfachen.

Beispiele.

1422 \" (1+-”-:-z)"

1. L = d N(l—i—ﬂx)(l-}—n_mx)
n—m n—m \® n n
1— z (1— z)
n? n?
ml 2 P 1 e,

n n

2. log :I:=%log(1—x)—%log(1+x)m——%z—%x:——x.

3. Es ist die VergroBerung des Korpervolumens (Volumenausdehnung) infolge Erwirmung
zu bestimmen, wenn der Koeffizient « der linearen Ausdehnung bekannt ist. Wenn bei 0° eines
der linearen AusmaBe I des Korpers gleich , ist, wird infolge der Erwarmung auf ¢°

1=1,01+ «t),
wobei der Ausdehnungskoeffizient o fiir die meisten Korper eine sehr kleine GroBe (<< 10-5)
ist. Da sich die Volumina wie die Kuben der linearen AusmaBe verhalten, konnen wir
(1 4 ot)?
1 ?
setzen, d. h., der Wert 3« liefert uns den Volumenausdehnungskoeffizienten. Fur die Dichte g,
die umgekehrt proportional zum Volumen ist, finden wir eine analoge Abhingigkeit:

2= v = vy(1 + at)® & vy(1 + 3act)
Vo

e___ 1
e (14 atp’
Alle diese Naherungsformeln sind nur fiir hinreichend kleine 2 brauchbar; fiir groBe =

erweisen sie sich als ungenau, und man muB weitere Glieder der Entwicklung mit in
Betracht ziehen.

@ = go(l + at)® ~ go(1 — 3uxt).

135. Maxima, Minima, Wendepunkte. Die Taylorsche Formel gestattet eine
wesentliche Erginzung zu der in [58] entwickelten Regel zur Ermittlung der
Maxima und Minima von Funktionen. Iim folgenden setzen wir voraus, f(x) sei
in z = z, und einer Umgebung n-mal stetig differenzierbar.
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Werden fiir x = xz, die ersten n — 1 Ableitungen der Funktion f(x) Null:

(@) = ["(@g) = --- = f*V(x) = 0,

und ist die n-te Ableitung ™ (x,) von Null verschieden, so entspricht dem Wert x,
ein Extrempunkt der Kurve, wenn n, d. h. die Ordnung der ersten micht verschwin-
denden Ablestung, eine gerade Zahl ist, und zwar

ein Maximum, wenn ™ (z,) < O,
ein Minimum, wenn ™ (z,) > 0 1ist;

t8t jedoch n eine ungerade Zahl, so entspricht dem Wert x, kein Extrempunkt, sondern
ein Wendepunkt.
Zum Beweis hat man die Differenzen

f@o+ k) —f(x) und  f(zg — k) — f(zo)

zu untersuchen, wobei % eine hinreichend kleine positive Zahl ist. Nach Definition
des Maximums bzw. Minimums [58] hat die Funktion f(r) im Punkt z, ein Maxi-
mum, wenn diese beiden Differenzen negativ, und ein Minimum, wenn beide
positiv sind. Haben jedoch diese beiden Differenzen fiir beliebig kleine % ver-
schiedene Vorzeichen, so liegt in x, weder ein Maximum noch ein Minimum vor.
Diese Differenzen konnen aber nach der Taylorschen Formel berechnet werden,
indem man dort z, an Stelle von a und +4 an Stelle von % einsetzt?):

h k-1 h®
f(@o + B) = f(z,) + 11 f'(@g) + -+ + (n_——l-)—l (=) + 7';‘!’"(% + 6h),

h —1)"-1 pn-1
floy — B = ) — 17 )+ -+ + L 0y
—1)he
+ (_n)!_- ™ (g — 0,4)

0<b<1 und 0< 6, <1).
Nach Voraussetzung ist

(o) = () = - = V@) =0, f(zg) = O;
das bedeutet

o+ B) — Ha) = o 00z + OB),

s — ) — fz) = T o0 (g, — ).

1) Das Restglied nehmen wir in der Lagrangeschen Form; der zwischen 0 und 1 liegende
Wert 0 ist fiir +% und —% nicht ein und derselbe, weswegen wir in der zweiten Formel 6,
geschrieben haben.
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Fiir hinreichend kleines positives » haben die Faktoren
™ (o + OR) und f(")(?’o — 6;k)

wegen der vorausgesetzten Stetigkeit von f((x) gleiches Vorzeichen, nimlich
das Vorzeichen des von Null verschiedenen Wertes f® ().

Wir hatten gesehen, daB der Punkt x, dann und nur dann ein Extrempunkt
sein kann, wenn die beiden Differenzen f(z, 4+ k) — f(x,) gleiche Vorzeichen
haben, und auf Grund des soeben Gesagten kann dieser Fall nur dann eintreten,
wenn n eine gerade Zahl ist, weil nur dann die Ausdriicke f(x, 4 A) — f(,)
dasselbe Vorzeichen haben werden; ist aber » ungerade, so haben die Faktoren A"
und (—1)*A" verschiedene Vorzeichen, und die zur Diskussion stehenden Diffe-
renzen haben ebenfalls verschiedene Vorzeichen.

Wir nehmen jetzt an, daB »n gerade ist; dann stimmt das gemeinsame Vor-
zeichen der Differenzen f(x, + h) — f(%,) mit dem Vorzeichen von [ (z,)
iberein. Ist f®™(z,) < 0, so wird auch

flag + B) — f(z) <O,
und es liegt ein Maximum vor; ist jedoch f® (z,) > 0, so gilt
H@o £ k) — f(xo) > 0,

und wir erhalten ein Minimum.
Ist n eine ungerade Zahl, so ist jedenfalls » = 3, und wir erhalten fiir die zweite
Ableitung f” (x) aus der Taylorschen Formel den Ausdruck

hn-2
(@ + h) = (n——2)l/(")(x° + 0,4);

(_ 1 )n—z hn-2

I (@ —h) = W

f®™(xy — O3h).

Wir entnehmen daraus auf Grund dhnlicher Uberlegungen wie oben, da8 die
Funktion f”(x,), wenn sie fir x =z, Null wird, das Vorzeichen andert, weil
n—2 ungerade ist, d. h., dem Wert x, entspricht ein Wendepunkt [71], was zu
beweisen war.

136. Auswertung unbestimmter Ausdriicke. Gegeben sei das Verhiltnis zweier
Funktionen,

o(x)

p(x)’

die beide fiir # = @ Null werden. Zur Auswertung des unbestimmten Ausdrucks

)

P
¥(2)|z=a
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fir g(a) = yp(a) =0 entwickeln wir Zihler und Nenner nach der Taylorschen
Formel:
(c—ars'@ . (== are®

9@ = & — a)g' (@) + —— P =

(x—a)lg™D (&)
(n + 1)! ’

(x — a)y”(a)
21

&

(x — a)" 9™ (a)
n!

y(z) = (z — a)y'(a) + 4o

(@ — ay"ly™D (&)
(n 4+ 1)! ’

dividieren den Quotienten durch die niedrigste Potenz von x —a und setzen x =a.

~+

Beispiele.

422 1624
- (-5 )

(roer Er Tt )-1-m

16
2___3;2 coe
i 2a® T 4
= e o7 =9
z_>o P— — cee
g Tt

Dasselbe Verfahren ist auch bei der Auswertung unbestimmter Ausdriicke anderer Form
zweckmiBig. Wir betrachten ein Beispiel:

2. Im({@-sF+1—a)

I—>00

Hier haben wir einen unbestimmten Ausdruck der Form oo — oo. Nun ist

S e _ b1 | _ _3__1_L_
:2.4’5:1:-}-1.’;t::&:[lxa lxlxzaal.

Fiir absolut genommen hinreichend grofies = liegt der Wert der Differenz 5_ z% nahe
z

bei Null, und wir konnen deshalb die Newtonsche Binomialformel fiir m = % anwenden,

wobei wir 2 durch —(i — i) ersetzen:
z 3
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Setzen wir diese Reihe in die geschweifte Klammer ein, 8o erhalten wir

vmﬂ[_ie_l) +%(iﬂ(i_l)'+...]

2! z a8

wobei alle nicht aufgefiihr‘ten Glieder nur negative Potenzen von x enthalten, d. h. im
Grenzfall fir  — oo Null werden; folglich wird

lim (=68 F 1 —2) = -2

>0

Die Zuldssigkeit des Grenzilberganges in einer unendlichen Reihe, die wir in diesem
Abschnitt voraussetzten, kann leicht nachgewiesen werden, worauf wir hier aber nicht
niher eingehen.

§ 14. Erginzende Ausfiihrungen zur Theorie der Reihen

137. Eigenschaften der absolut konvergenten Reihen. Der Begriff der absolut konver-
genten Reihe wurde in [124] gebracht. Wir behandeln jetzt die wichtigsten Eigenschaften.

Die Summe einer absolut konvergenten Reihe hdngt nicht von der Reshenfolge der Sum-
manden ab.

Wir werden diesen Satz zuerst fiir Reihen mit nichtnegativen Gliedern beweisen, die, wie
wir wissen [120], nur entweder konvergent (und daher auch absolut konvergent) oder bestimmt
divergent sein kénnen.

Es sei also die konvergente Reihe mit positiven (nichtnegativen) Gliedern

Uy Uyt Us e A Uy oo 1)
gegeben.

Wir bezeichnen mit s, die Summe ihrer ersten n Glieder und mit s ihre Summe. Es gilt
offenbar

8y S 8.
Ordnen wir die Glieder der Reihe (1) in beliebiger Weise um, so erhalten wir die Reihe
R o A I e . T (2)

die aus denselben Gliedern wie (1) besteht, aber in anderer Reihenfolge, so daB jedes Glied
aus der Reihe (1) eine bestimmte Nummer in der Reihe (2) hat und umgekehrt. Wir bezeichnen
die Summe der ersten n Glieder der Reihe (2) mit 0,. Zu jedem Wert » 1aBt sich eine so groBe
Zahl m finden, daB alle in der Summe o, enthaltenen Glieder in s,, auftreten; dgher ist

Oy < 8y < 8.

Somit ist die Existenz einer konstanten von » unabhiingigen Zahl s von der Art nach-
gewiesen, daB fiir alle Werte n

oy =38

ist, woraus [120] die Konvergenz der Reihe (2) folgt. Wir bezeichnen mit ¢ ihre Summe.

23 Smirnow I



354 IV. Reihen und ihre Anwendung

Offenbar gilt

o =limo, < s.
n—>00
Vertauschen wir in den vorstehenden Uberlegungen die Reihen (1) und (2), so kénnen wir
auf demselben Wege zeigen, daB s < o ist, und aus den Ungleichungen ¢ < 3, 8 < o folgt
8=oa.
Wir wenden uns jetzt den Reihen mit Gliedern beliebigen Vorzeichens zu. Da die Reihe (1)
nach Voraussetzung absolut konvergent ist, konvergiert die Reihe mit den positiven Gliedern

lug] + [ug| + -+ [up] + oo = X ugl, 3

n=1

und ihre Summe s’ hingt, wie soeben bewiesen wurde, nicht von der Reihenfolge der Sum-
manden ab. Andererseits haben auch die beiden Reihen

® 1 Pl |
”51 "2—(|un| + uy), ”é‘l?(lunl — Uy)

[124] positive Glieder und konvergieren, da das allgemeine Glied jeder dieser Reihen die Zahl
|#g|, d. h. das allgemeine Glied der konvergenten Reihe (3), nicht iibertrifft.

Auf Grund des vorstehenden Beweises hingt die Summe der beiden Reihen nicht von der
Reihenfolge ihrer Glieder ab; dann hingt auch ihre Differenz, die mit der Reihe (1) @iberein-
stimmt, nicht von der Reihenfolge der Glieder ab, was zu beweisen war.

Folgerung. In einer absolut konvergenten Reihe kann man die Summanden in beliebiger Weise
gruppieren und sie darauf gruppenweise summieren, da eine solche Gruppierung auf eine Ver-
#nderung der Reihenfolge der Summanden herauskommt, wodurch sich die Summe der Reihe
nicht éndert.

Bemerkung. Nimmt man aus einer absolut konvergenten Reihe eine beliebige Folge ihrer
Glieder heraus, so ist sowohl diese als auch die iibrigbleibende Reihe absolut konvergent, da
einer solchen Aussonderung das Herausnehmen einer Folge von Gliedern in der Reihe (3) mit
positiven Gliedern entspricht, was offenbar die Konvergenz dieser Reihe nicht beeintrichtigt
und deren Summe sogar verkleinert. Im besonderen sind die Reihen konvergent, die aus den
positiven und den negativen Gliedern der Reihe einzeln gebildet werden. Wir bezeichnen mit
&’ die Summe der aus den positiven Gliedern gebildeten und mit —s” die Summe der aus den
negativen Gliedern gebildeten Reihe. Fiir unbegrenzt wachsendes n wird die Summe s, der
ersten » Glieder der ganzen Reihe beliebig viele Glieder aus den beiden angegebenen Reihen
enthalten, und wir erhalten im Grenzfall offenbar

s=Ilims, =8 — &.

Ist jedoch die Reihe nicht absolut konvergent, so sind die aus ihren positiven und ihren
negativen Gliedern gebildeten Reihen bestimmt divergent. So divergieren z. B. fiir die nicht
absolut konvergente Reihe [124]

1,1 1
1 — — 4 —— — 4o
s t3—1+
die Reihen
1 1 1
14 — 4+ — 4 — 4 .. —_—— = ..,
tytytot und

Die Teilsummen der ersten Reihe streben bei unbegrenzt wachsendem n gegen + oo und die
der zweiten Reihe gegen —oco. Hierauf gestiitzt hat RIEMANN gezeigt, daB man durch eine
passende Anderung der Reihenfolge der Glieder einer nicht absolut konvergenten Reihe ihre
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Summe gleich einem beliebigen Wert machen kann. Somit ist der Begriff der absolut konver-
genten Reihe identisch mit dem Begriff der unbedingt konvergenten Reihe, d. h. einer Reihe,
deren Summe nicht von der Reihenfolge der Summanden abhiingt.

Wir bemerken noch folgendes: Wenn wir in einer nicht notwendig absolut konvergenten
Reihe nur endlich viele Summanden umstellen, bleiben die n-ten Teilsummen s, fiir alle hin-
reichend groBen n dieselben, d. h., die Konvergenz der Reihe wird nicht beeintrichtigt, und
ihre Summe bleibt dieselbe. Die vorhergehenden Uberlegungen und Resultate beziehen sich
jedoch gerade auf den Fall, daB man unendlich viele Summanden umstellt.

188. Die Multiplikation absolut konvergenter Reihen. Bei der Multiplikation zweier
absolut konvergenter unendlicher Reihen kann man die Multiplikationsregel fir endliche
Summen anwenden: Das Produkt ist gleich der Summe der Rethe, die wir erhalten, wenn wir jedes
Glied der einen Reihe mit jedem Glied der anderen Reshe multiplizieren und die erhaltenen Produkte
addieren. Die Reihenfolge der Summanden ist hierbei gleichgiltig, da die auf diesem Wege ge-
bildete Reihe ebenfalls absolut konvergent 1st.

Die gegebenen absolut konvergenten Reihen seien

s=u +uy+ -+ ug+ - }
g=01+vz+...+v”+..-._

Wir betrachten zuerst den speziellen Fall, daB sie beide positive Glieder haben und da8
dabei die Multiplikation in der folgenden Anordnung ausgefiihrt wird:

4)

U0y + Uy Vs - Up ¥y + UV - Uy - Uy oo - UV - UV + o - Ugey + o (B)

Wir zeigen zuerst, daB die Reihe (5), deren Glieder ebenfalls alle positiv sind, konvergiert,
und dann, daB ihre Summe 8 gleich so ist.

Wir bezeichnen mit S, die Summe der ersten » Glieder der Reihe (5). Es la3t sich immer
eine 8o groBe Zahl m finden, daB alle in 8,, auftretenden Glieder auch im Produkt der Summen

=+ U+t Uy  Op=0+V+ v,
enthalten sind; also ist S, < s,,0,,. Das bedeutet
8, < so, (6)

da 8, < s und o, < o ist, woraus die Konvergenz der l‘kaeihe (5) folgt [120].
Bezeichnen wir die Summe der Reihe (5) mit S, so entnehmen wir der Ungleichung (6)

8 =lim 8, < so.

n—>00

Wir betrachten jetzt das Produkt s,0,. Zu einem gegebenen » kann man offenbar ein so
groBes m finden, daB alle im Produkt der Summen s,, und ¢, auftretenden Glieder in der Summe
8,, enthalten sind; d. h.

840 = Sp =8,
und daher gilt im Grenzfall fir n — oo -
8,04 >80 = 8. ()]

Diese Ungleichung liefert zusammen mit (6) die Beziehung § = so, was zu beweisen war.

23*
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Die Reihen (4) seien jetzt absolut konvergent, ihre Glieder aber mogen beliebige Vorzeichen
haben. Folglich konvergieren die Reihen mit positiven Gliedern

vl + lwg] oo+ gl oo und o]+ (o] + e+ [og] o+ ooos
nach dem soeben Bewiesenen konvergiert daher auch die Reihe
| 0] 4 (%] |9y + %] [vs] + |us] [v2] + -+ + |w] [va] + -=- + |ug| [9g] + ---.

Somit ist die in der vorgeschriebenen Anordnung gebildete Reihe (5) wiederum absolut
konvergent. Wir bezeichnen jetzt mit
Gl 3y vy Gy o3 Y 08y ey Gy a3
B B3y eeey By vens VL B, oo B
die positiven Glieder der Reihen (4) bzw. die Absolutbetriige der negativen Glieder. Wir

wissen (Bemerkung aus [187]), daB die aus diesen Gliedern gebildeten Reihen konvergieren,
und setzen

) ] ) )
¥§=Xa, o=xb, =3 a’:l,l o= X by. 8)
n=1 n=1 fe=]1 =1
Bekanntlich [187] gilt

8=8—9, c=0¢ —0o.

Wie gezeigt wurde, kann man die Reihen mit positiven Gliedern (8) gliedweise miteinander
multiplizieren; die Summe der Reihenprodukte s8'¢’, 8"6”, — 80", — &”¢” enthiilt aber genau
diejenigen Glieder, die in der Reihe (5) auftreten, und daher ist

8=80 480 —80 —80 =(—8) (" — ) =sa,
was zu beweisen war.

Die Summe 8, der Glieder |u;v;| ist 8, = 8¢’ + 870" 4 8’0" 4 8"0" = (¢’ 4 8") (0" 4+ 0”);
die Reihe (5) ist absolut konvergent.

Beispiel. Die Reihe

1
1+g+¢+-+g¢g-t4-- = T—¢
konvergiert absolut fir |g| < 1, und daher wird

e R T EREET SBR[ T S

= 1+42g+3¢*+ - +ngri4 o,

189. Das Kummersche Kriterinm. Die Kriterien von CAuCHY und D’ALEMBERT fiir die
Konvergenz und Divergenz von Reihen [121] sind unbeschadet ihrer praktischen Bedeutung
dennoch sehr speziell und lassen sich in vielen, sogar verhiltnismiBig einfachen Fillen nicht
anwenden. Das nachstehend abzuleitende Kriterium ist bedeutend allgemeiner.

Das Kummersche Kriterium. Dse Reihe mit positiven Gliedern
u1+u’+-..+“'+... (9)
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konvergsert sicher, wenn sich eine Folge posttiver Zahlen o, &y, ..., 0ig, ... finden lipt derart, daf

von einem gewissen Wert ny an immer

Op - — gy Z >0 (10)
Upt1
wird, wobet o eine gewisse posstive, nicht von n abhdngige Zahl ist; die Reihe (9) divergiert sicher,
wenn fiir dieselben Werte n

&n e Ot =0 (11)
Unty

o0
gilt und wenn auferdem die Rethe 3 i divergent ist.

n=1 Gy
Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kénnen wir annehmen, daB die Bedingungen des
Satzes schon von 7y = 1 an zutreffen. Es sei zuerst die Bedingung (10) erfiillt; indem wir
a=1,2,3,... setzen, leiten wir aus ihr ab:
GyUy — GaUp = KUy, Oglly — Giglhy = Gy, <evy Oy Ug-] — Gpllp = Olyg,

woraus wir durch gliedweise Addition und Zusammenfassen gleichartiger Glieder

oty + -or + ug) S Uy — gy < 0%
erhalten.
Wir sehen hieraus, daB die Reihe mit positiven Gliedern (9) konvergiert, da die Summe

ihrer ersten n Glieder ohne u, kleiner als der konstante von » unabhiingige Wert A% pleibs
[120].

Es sei nun die Bedingung (11) erfiillt. Sie liefert uns

1
Un+1 > Cp+1
= ?
" =L
G

d. h., das Verhiltnis ~**! ist nicht kleiner als das entsprechende Verhiltnis der Glieder der
dlvergenten Reihe “-

51 (2)
n=1 Gn

Die Divergenz der Reihe (9) folgt dann aus dem nachstehenden Lemma firr Reihen mit
positiven Gliedern:

Erginzung zum Quotientenkriteriumvon D’ ALEMBERT. Wenn von einem gewissen Wert ny

an das Verhdlinis “™2 nicht grofer ist als das entsprechende Verhdltnis U041 dor Qlieder der

n Un
konvergenten Reihe E v,, konvergiert auch die Reihe ): U,. Ist jedoch das Verhaltnis 221 v
nicht kleiner als dac entsprechende Verhdltnis der Glieder der divergenten Reihe Z‘ Vs 80 dwergtert
n=1
auch die Reshe 2 Up.

n=1
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In der Tat, es sei zunichst

Ups1 < Unt1
=

Uy Uy

wobei die Reihe
o0
2 s (13)
=1

konvergiert. Nun ist

Un Us Un—1 Vs U Vs
—_— =, _é_s ey _é_y

Ugy  Vp1 Up—g  Unz h Y
woraus wir durch Multiplikation finden:

Un ~ Vn

< oder Uy < i Vg

h % 21
Aus dieser Ungleichung und der Bemerkung in [120] (mit k= vﬂ) folgt die Konvergenz
1

der Reihe 3 u,. Analog liBt sich auch ihre Divergenz beweisen, falls Unt1 = Zat1 igt und
die Reihe J v, divergiert. Un Un

140. Das GauBlsche Kriterium. Uberaus wichtige Anwendungen findet das Gaufsche
Kriterium. Wenn sich in der Rethe mit positiven Gliedern (9)

u1+u2+...+u”+...

Uy

das Verhdltnis in der Form
Up+1
a1+ £ 1P it p>1 und |wa < 4 (14)
Upty n n?

darstellen laft, wobei A eine von n wicht abhingige Schranke der Grofen w,, bedeutet, dann kon-
vergiert die Reihe (9) fir pu > 1 und divergiert fur u < 1.

Wir bemerken dazu, daB in allen nach diesem Kriterium zu behandelnden Fillen das
d’Alembertsche Quotientenkriterium nicht anwendbar ist [121]. Die Formel (14) selbst ergibt

sich bei der Entwicklung des Verhiltnisses 2a_ nach Potenzen von i, d. h. durch Abspalten
Up+1 n

der beziiglich 1 von verschiedener Ordnung kleinen Glieder, sofern dies méglich ist.

n

Zum Beweis untersuchen wir gesondert die Fille 1. # =41 und 2. u = 1. Im ersten Fall
setzen wir in dem Kummerschen Kriterium &, = n, wobei wir bemerken, da «, > 0 ist

und die Reihe J; 1 divergiert [119]. Dann ist offenbar
n

lim [a,,-h—oc,m] = lim [n(l—l—%—{-%’)’) —n—l] =u—1.

n—>00 Un+y f—>00
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Far 4> 1 gilt von einem gewissen Wert » an

u,
B g =a>0,

Uniy

On

wobei « eine beliebige positive Zahl kleiner als g — 1 ist, und die Reihe (9) wird konvergent.
Wenn jedoch u < 1 ist, ist von einem gewissen Wert n an

Un

- 0,
% Upiy e
d. h., die Reihe (9) wird divergent [189].
Im zweiten Fall gilt
=14 — +
“u+1

‘Wir setzen im Kummerschen Kriterium

oy =nlogn

und bilden die Reihe
1 1
2=—=2 ’ (15)
Oy nlogn

wobei man mit der Summation bei einem beliebigen ganzzahligen positiven » > 1 anfangen
kann, da die ersten Summanden die Konvergenz nicht beeinflussen [118]. Wir beweisen die
Divergenz der angegebenen Reihe, indem wir das Cauchysche Integralkriterium [122] benutzen
und die Divergenz des Integrals

o0

f dz @>1)
zlogz
nachweisen.
Es gilt
d(log :c) d = log (log 2) ;
z log z log z ) o

loga

die Funktion log (log z) wiichst mit zunehmendem « unbegrenzt, d. h., das oben angefiihrte
Integral divergiert tatsichlich, und daher divergiert auch die Reihe (15). Wir bilden jetzt

unter Benutzung von (14) die Differenz «, s _ Oigt1t
Up+1
O oy =1 (1 +—+ ) logn — (n + 1) log (n + 1)

Untr
= (n41)logn 4 028" “"']"g" —(n4+1)log(n+1)

. walogn logn _ 1
1 + (n + 1) log (1 —+ 1) (16)
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Der Faktor w, bleibt voraussetzungsgemiB beschrinkt, das Verhiltnis ]%_—:" strebt

jedoch fiir n — oo gegen Null, da nach Voraussetzung p — 1> 0 ist und log n schwiicher

wiichst als jede positive Potenz von n (Beispiel 2 aus [66]). Setzt man i i z, so gilt
n

x — 0, und der zweite Summand rechts wird

1 =log(1+x)
n4+1 z ’

(n + 1) log (1~

strebt also gegen —1 [88]. Wir sehen somit, daB im vorliegenden Fall die Reihe Z‘i
&n

divergiert und (oc,, Yn oc,,+1)—> —1 fiir n — oo; fiir hinreichend groBes n wird daher
Unt1

Oy S Ogyy < 0, d. h., die Reihe (9) wird divergent [189], was zu beweisen war.

Unty

Die oben angefithrten Konvergenzkriterien kénnen auch auf Reihen von Gliedern mit
beliebigen Vorzeichen angewendet werden, wenn man in ihnen u,, durch |u, | ersetzt. In diesem
Fall aber liefern sie nur die Moglichkeit auszusagen, ob die vorgelegte Reihe absolut konvergent
ist oder nicht. Aus ihnen 148t sich wohl eine Bedingung fiir die absolute Konvergenz, aber nicht
eine solche fiir die Divergenz ableiten, da wir wissen, daB eine Reihe nicht absolut konvergent
und dennoch nicht divergent zu sein braucht [124]. Somit erhalten wir die Ergiinzung zum

GauBschen Kriterium: Die Rethe
ul+u2+...+u”+... (17)
von Gliedern mit beltebigen Vorzeichen, fir die

Uy

=14 L L%
14 =+ =2 (18)

Unyy

gilt, wobes p > 1 und |w,| < A tst, wird fir p> 1 absolut konvergent.
Man zeigt leicht, daB sie fiir x << 0 divergent wird; denn dann gilt unter Beriicksichtigung
der Beschrinktheit von w,:

On_ 50, dh 1+

Wq
pnpt unP-

l—>1 fir n— oo,

und daher wird auf Grund der Bedingung x < 0 von einem gewissen Wert n, an

B’ D [ad Wn
—t =14+ —— 0 d
" +n1’ " ( + ,unl’-l) < un

Ug

<1,

Up41

d. h., von diesem Wert 7, an nehmen die Reihenglieder dem Absolutbetrag nach zu, und das
allgemeine Reihenglied u, kann fiir » — oo nicht gegen 0 streben. Das bedeutet: Die Reihe
(17) ist divergent.

141. Die hypergeometrische Reihe. Wir wenden die vorstehenden allgemeinen Uber-
legungen auf die sogenannte hypergeometrische oder Gaupfsche Reihe an:

e+ )BB+1) 5 ..
2+ T

a@ 1) (atn—1pB+1)-B+n—1)

nly(y+1)---(y4+n—1)

Flonfyiz)=1+2L 5
1ty

+

e, (19)
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Gewisse in der Praxis auftretende Funktionen lassen sich auf diese Reihe zuriickfithren.
Durch unmittelbares Einsetzen der Werte «, § und y lassen sich z. B. die folgenden Glei-
chungen leicht nachpriifen:

F(L,Bpse)=1+z+ a2+ o +a® 4o = 11,,’
F(—m,B,B; —2) = (1 + )™,
Flo, B, 85 —z) — 1 =log (1 + 2). (20)

« a=0

Zwecks Untersuchung der Konvergenz der Reihe (19) bilden wir das Verhiltnis zweier auf-
einanderfolgender Glieder und finden

“_n_+3=(0‘+n)(ﬂ+n)x_)
uy (@+1)(@+n)

Nach der Folgerung aus [121] konvergiert die Reihe (19) fiir |#| < 1 und divergiert fiir
|z| > 1. Esbleiben nur die Félle: 1. z = 1 und 2. 2 = —1. Wir bemerken noch, daB fiir alle
hinreichend groBen » die Faktoren o« + 7, § + n und y + n positiv werden, so daB firr
z = 1 alle Reihenglieder fiir hinreichend groBes » ein und dasselbe Vorzeichen haben, wihrend
sich fiir & = —1 fiir groBe 7 eine alternierende Reihe ergibt.

x far n-> 00, (21)

Im ersten Fall haben wir, wenn wir gemdB der Formel fiir die geometrische Reihe ent-
wickeln (» hinreichend gro8 vorausgesetzt) und die so erhaltenen absolut konvergenten
Reiben gliedweise multiplizieren [188]

1 b
e _ D@+ _ (1+ n)(1+ n)
Ups (6 +m) B+ n) (1+g 1+£)
n n

=(1+%) (1+%) (1_%+£_%:+...) (1_£+E_E+...)

=1+7;~_;M+&s,

n?

wobei die GréBen w, beschrankt bleiben. Ferner erhalten wir im vorliegenden Fall, wenn wir
hinreichend viele Glieder am Anfang der Reihe

Fofiyil) 14 2B 4o polat Dt n 0@+ D Brn—t)

1-y nly(y+1)---(y +n—1)

streichen, eine Reihe mit Gliedern von gleichem Vorzeichen. Wenden wir ‘auf sie das GauBsche
Kriterium an, so finden wir absolute Konvergenz fir

yp—a—pf+1>1, dh. y—a—§>0,
und Dsvergenz fir

y—a—f+1<1, dh py—a—-p<0.
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Im zweiten Fall, fiir z = —1, erhalten wir von einem gewissen Glied an die alternierende
Reihe
1-%f 2+ DEE+Y |
1.y 2p(y +1)

na@t @ tn— 1B+ B+n—1)

Ay + Do+ n—1) o

+(=1)

Wir erhalten hier so wie vorher

1y r—e—B+1

a 4 On

n na’

Unty
daher folgt bei Anwendung der Erginzung zum GauBschen Kriterium Konvergenz fir
y—a—pf+1>1, dh. y—a—>0,
und Divergenz fir
y—a—pf+1<0, dh. y—ax—g< —1.
Fiir
y—a—pf=—1

kann man zeigen, daB das allgemeine Reihenglied gegen einen von Null verschiedenen Grenz-
wert strebt, d. h., die Reihe wird divergent [119]. SchlieBlich 1aBt sich im Fall

—1<y—a—f=<0

beweisen, daB die Absolutbetrige der Reihenglieder fiir » — co abnehmend gegen Null
streben, d. h. [128], die Reihe wird konvergent, jedoch nicht absolut. Auf den Beweis dieser
letzten beiden Behauptungen gehen wir nicht ein.

Wenden wir dieses Ergebnis auf die binomische Reihe

(1+x)m=1+-1.m_!x+mm2—'_1)x2+...+m(m_l)"'fm_n+l)xu_l....
! n!

an, die sich aus (19) fiir beliebiges § = 9 > 0 ergibt, wenn man & durch —m und z durch — =«
ersetzt und die, wie wir wissen, fiir |z| < 1 konvergiert und fir |z| > 1 divergiert, so finden
wir, da8 die angegebene Reihe

absolut konvergiert fiir m>0, wenn r = —1,
divergiert fiir m <0, wenn z = —1,
absolut konvergiert fiir m>0, wenn z =1,
konvergiert, aber nicht absolut, fir —1<m <0, wenn z=1,
divergiert fiir m< —1, wenn z =1 ist,
ein Polynom wird fiir m = ganze Zahl = 0.

Wir zeigen spiter [149]: Wenn die binomische Reihe fir 2 = 1 konvergiert, ist ihre
Summe gleich (1 4 1)®, d. h. 2™ oder 0.

Wir haben im vorstehenden «, 8 und 9 sowohl von Null als auch von einer ganzen negativen
Zahl verschieden vorausgesetzt. Fiir y ist dies besonders wichtig, da sonst die Reihenglieder
ihren Sinn verlieren (der Nenner wird Null); wenn jedoch « oder g gleich Null oder gleich einer
ganzen negativen Zahl sind, bricht die Reihe ab und verwandelt sich in eine endliche Summe.
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142, Doppelreihen. Wir betrachten das rechteckige Zahlenschema, das nach oben und nach
links beschrinkt ist, aber nach rechts und nach unten ins Unendliche verlduft:

1 2 3 ... n ..

1 Uy, Uy Upy -ve Upy oo

Uy Ugg Upg .- Ugy oo (22)
3 Uy UPp Ugs Uszn
m | Upy Ups Ups Umn

Es enthilt unendlich viele Zeilen, deren Nummern durch den ersten Index gekennzeichnet
werden, und unendlich viele Spalten, deren Nummern durch den zweiten Index gegeben sind.
Somit bezeichnet g, die Zahl, die im Schnittpunkt der i-ten Zeile mit der k-ten Spalte des
Schemas steht.

Wir nehmen zunéchst an, daB alle Werte u;. positiv sind,

H\oooooo

s, Abb. 157
1

Um den Begriff der Summe aller Zahlen dieses Schemas (22) zu definieren, markieren wir in
der Zeichenebene die Punkte mit ganzzahligen positiven Koordinaten M (%, k) und zeichnen
eine Folge von Kurven

Cpy Cyyevvy Cpy ..o

die die Koordinatenachsen im ersten Quadranten schneiden und nur der Bedingung unter-
worfen sind, daB jeder Punkt M bei hinreichend groBem = ins Innere der Fliche (C,) fillt, die
von der Kurve C, und den Koordinatenachsen begrenzt wird (Abb. 157), und daB die Flache
(C,) im Innern von (Ch,,) liegt. Wir bilden die Summe S,, aller Zahlen u;;, die den ins Innere
der Flache (C,) fallenden Punkten entsprechen. Bei wachsendem 7 nimmt diese Summe offen-
sichtlich zu, und es kénnen daher nur zwei Fille auftreten: entweder 1. die Summe S,, bleibt
fiir alle Werte n beschrinkt, und dann existiert der endliche Grenzwert

lim 8, =8,

f1—>00

oder 2. die Summe 8,, wiichst fiir zunehmendes » unbegrenzt.
Im ersten Fall sagt man, daB die Doppelreihe

PIRTEN (23)
ik=1

konvergent tst und die Summe S hat. Im zweiten Fall nennt man die Doppelreihe (23) divergent.



364 IV. Reihen und jhre Anwendung

Die Summe der konvergenten Reihe (23) mit positiven Qliedern hingt nicht von der Art und
Weise der Summierung, d. h. von der Auswahl der Kurven C, ab, und kann auch durch Summie-
rung der Reihe nach Zeien oder Spalten erhalten werden:

[~ (-] (-] (=]

5=% (.»:ui.,)=.>:(.>:u.-.,), (24)
k=1 \i=1 i=1 \k=1

d. h., indem man zuerst die Summe aller Glieder jeder Zeile (oder jeder Spalte) des Schemas

berechnet und darauf die erhaltenen Summen addiert.

Konstruieren wir nimlich irgendein anderes System von Kurven CY, C}, ..., Cy, ..., das
dieselben Eigenschaften wie C,, C,, ..., C, ... besitzt, und bezeichnen wir mit S} die Summe
aller Zahlen des Schemas, die den im Innern der Flache (C;) liegenden Punkten entsprecher,
so laBt sich zu einem vorgegebenen » immer ein so groBes m auswihlen, daB die Fliche (Cp) im

ki
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» Abb. 158
&

Innern von (C,,) liegt, und dann ist
8, <88,

d. h., auf Grund des Vorhergehenden existiert ein endlicher Grenzwert
limS, =8 <38.
f7—>00

Vertauschen wir die Rollen der Kurven C, und Cj, so kénnen wir genauso beweisen, da8
8 < & ist, was nur unter der Bedingung 8 = S’ méglich ist.

Die Summe der Doppelreihe (23) kann man auch erhalten, wenn man fiir C,, die Linienziige
wihlt, die aus den Geradenabschnitten (Abb. 158)

t = const, k = const

gebildet sind.
Wir erhalten auf diesem Wege die ,,quadratische‘‘ Summierung

S = ull + ('”'12 + Uz + '"'21) + A + (uln + Uz + b + Unn + un.l-l + b + um) +
Summieren wir jedoch ,,diagonal*, so erhalten wir
8 =y + (g + ) + (s + Uz + ug) + -+ + (w10 + Uppy + o+ Up) + oo (25)

Zum Beweis der Formel (24) bemerken wir zuniichst, daB die Summe beliebig vieler Glieder
des Schemas (22) kleiner als S ist; daher ist auch die Summe der in einer beliebigen Zeile oder
Spalte stehenden Glieder immer kleiner als S, woraus die Konvergenz jeder der Reihen

(-] , (-]
X ug =8 X ug=s
k=1 i=1

folgt.
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Dariiber hinaus gilt fir beliebige endliche Werte der Zahlen m und »

m [- <]
TR (kzlu.-k) <8,
(26)

” -]
8;+0:+"'+8;=Z( u}k)és-
o= =1

Betrachten wir nimlich nur die ersten m Zeilen des Schemas (22) und nehmen wir aus ihnen
die Elemente der ersten p Spalten, so ist offenbar

b4 m
b (Z “u) =8
k=1 \i=1
Nach der Regel fiir die Addition von Reihen [119] gilt
’ ’ ’ * n e p m
31+8’+'"+8m=2(2uik)=llm Z (Z"ik)SS,
k=1 \i=1 p—oo k=1 \i=1

da der unter dem lim-Zeichen stehende Ausdruck nicht groBer als 8 ist.
Analog wird auch die zweite der Ungleichungen (26) bewiesen.
Die Ungleichungen (26) zeigen, daB die beiden Reihen

o (-} (-] , [+ (=] [- <]

Z(Z“ik)=23i=o': 2(2“¢k)=28§=<{'

i=1 \k=1 i=1 k=1 \i=1 k=1

konvergieren und ihre Summenwerte hochstens gleich § sind, d. h., es gil’
<8 ud o <8

Andererseits ist klar, daB bei einer beliebigen Wahl des Kurvensystems C,, fiir hinreichend
groBes m alle Glieder der Summe 8, auch in den beiden Summen

siteat-topm st + e+,

auftreten, d. h.
S, <8+ -+, S sd+ttgusd,
and daher wird im Grenzfall
8=1lim8, < und 8=<L0.
r—>00
Wegen ¢’ <8 und ¢” < 8 ist dies nur unter der Bedingung
o=0c=8 -

moglich, was zu beweisen war.

Von den Doppelreihen mit beliebigen Gliedern behandeln wir nur die absolut konvergenten
Reihen, d. h. diejenigen, fiir die die aus den Absolutbetriigen gebildete Doppelreihe

oo

2wl

k=1

konvergiert.
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Mit é#hnlichen Methoden wie in [124] 1i8t sich zeigen, daB auch fiir solche Reihen die Summe
8 =lim 8, @7

n—>00
existiert; sie hingt ebenfalls nicht von der Art und Weise der Summierung ab und kann ins-
besondere durch zeilenweise oder spaltenweise Summierung (24) erhalten werden.
Bemerkung. Viele Eigenschaften der absolut konvergenten einfachen Reihen iibertragen
sich auch auf die absolut konvergenten Doppelreihen ; insbesondere die Bemerkung aus [124]:
Wenn jedes Glied einer Doppelreihe dem Absolutbetrag nach nicht grofer ist als das Glied einer
konvergenten Doppelreihe mit positiven Gliedern, dann ist die gegebene Rethe absolut konvergent.
Genauso 1d8t sich auch die Eigenschaft 2 aus [120] verallgemeinern.

Beispiele.
1. Die Reihe
© 1
2 28)
iy 4K (
konvergiert fir o« > 1, > 1, da bei quadratischer Summation
8=3 (5 2 5 - AB
-2 (Ee0) - (£5) (£5) <
PSS i=1 * kél
gilt, wobei 4 und B die Summen der Reihen
® 1 i |
2m X7
e S
bezeichnen, die fir « > 1, > 1 konvergieren [122].
2. Die Reihe
. - !
(29)

b G B
konvergiert fiir o« > 2 und divergiert fir « x 2, denn durch diagonale Summierung
finden wir

1 1 1 1 1
S~=27+2'37+"‘+<"—"‘;:=2«—1(‘ )* +n“‘1(_7)’

woraus wir, wenn wir statt 1 — —1- zuerst —;—, d. h. die kleinste dieser Zahlen, und darauf 1,
n

d. h. eine groBere Zahl, einsetzen,

171 1 1 1
?[2a—1 + -t na—l] < S" < F +ot ne-1
erhalten
; fir a > 2 wund ihrer Divergenz fir o < 2 ist
unsere Behauptung bewiesen. n=1

3. Wenn a und c positiv sind und b2 — ac < O tst, konvergiert die Reihe
© 1

¢.£-1 (at® 4+ 2btk + ck?)n

(30)

fir p> 1 und divergiert fir p < 1.
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Es sei zuerst b = 0. Da offenbar
2?4 k2> 20k

ist, haben wir, wenn wir mit 4; die kleinere der Zahlen @ und ¢ und mit 4, die gréBte der
Zahlen a, b, ¢ bezeichnen,

24,1k < ai® + 2bik + ck® < 4,(¢ + k)3,
woraus wir unter Beschrinkung auf den einzig interessierenden Fall p > 0 ableiten:

_1_ 1 < 1 < 1 .1_
2 i+ k)P = (ai? + 2bik + kAP — (24,)? @k’

was auf Grund der Beispiele 1 und 2 sowie der oben gemachten Bemerkung die Konvergenz
fir p> 1 und die Divergenz fiir p < 1 liefert. Dabei ist wesentlich, daB die Faktoren

L und 1
45 (24,7

Es sei jetzt b < 0. Bezeichnen wir mit 4, den groBten der Werte a, ¢, |b], so wird wegen
der offenbar geltenden Ungleichung (ﬁi)2 + (}fc?lc)2 = 2Vacik

2(b + Yac) ik < ai® + 2bik + ck* < 4,6 + kP,

wobei b + Va_c> 0 wird, da voraussetzungsgemif |[b| < Va,_c ist. Der Beweis verlduft
weiter ebenso wie im Fall 5> 0.

nicht von ¢ und % abhiéngen.

143. Reihen mit verinderlichen Gliedern. Gleichmigig konvergente Reihen, Die Formeln
von TayrLor und MacLAURIN sind Beispiele fiir Reihen, deren Glieder von der Veridnderlichen x
abhéngen. Im zweiten Teil des Lehrgangs lernen wir auBerdem die &uBerst wichtigen ¢rigono-
metrischen Reihen kennen, die die Form

Zo'o(a, cos nx + by, sin nx)
pm=1

haben und deren Glieder nicht nur von =, sondern auch von der Verénderlichen z abhingen.
Wir befassen uns jetzt allgemein mit Reihen von verinderlichen Gliedern, die von einer un-
abhingigen Verinderlichen z abhiéngen.
Gegeben sei die unendliche Folge der im abgeschlossenen Intervall (a, b) definierten Funk-
tionen

ul(x)s uz(x), --"un(x)) see e (31)
Wir bilden aus ihnen die Reihe
U(2) + @) + -+ + up(a) + oo (32)

Sie kann fiir gewisse Werte z aus (@, b) konvergieren und fiir andere z divergieren. Die Summe
8y (z) der ersten n Glieder der Reihe (32) ist offensichtlich eine Funktion von z. Fir diejenigen
Werte z, fiir die die Reihe (32) konvergiert, konnen wir von der Summe s(z) und dem Rest
ro(z) = 8(x) — 8,(z) sprechen. Dabei ist
8(z) = lim s, (z). (33)
f—>00 .

Wenn die Reihe (32) fiir alle Werte z aus (a, b), d. h. fir ¢ < x < b konvergiert, sagen wir,
daB sie im Intervall (a, b) konvergiert.
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Wenn die Reihe (32) im Intervall (a, b) konvergiert und die Summe s(z) hat, so bedeutet das,
daB wir fir jeden vorgegebenen Wert = aus (a, b) zu einer beliebig vorgegebenen positiven
Zahl ¢ eine Zahl N derart finden konnen, da8

Ira ()| < € fir n>N

ist, wobei offensichtlich die Zahl N von der Wahl des ¢ abhéingen wird. Dabei muB jedoch
beachtet werden, daB8 N im allgemeinen noch von dem gewihlten Wert 2 abhéngen wird, d. h.
bei vorgegebenem & und verschiedener Wahl des = aus dem Intervall (a, b) verschiedene Werte
haben kann; wir wollen N daher mit N (z) bezeichnen. Wenn aber zu einem beliebig gegebenen
positiven ¢ eine solche von z unabhiingige Zahl N existiert, daB fiir jeden Wert 2 aus dem Inter-
vall (@, b) die Ungleichung

Ira@) <& (34)

fiir alle #» > N erfiillt ist, nennt man die Reihe (32) in dem Intervall (a, b) gleschmdpsg kon-
vergent.

Wir betrachten z. B. die Reihe
1 1 1 1

— — —_——— — ., 35)
z+1 (+1D)(x+2) (x+2)(x+3) +n—1) (z+ n) (
wobei z im Intervall (0, @) verinderlich und a eine beliebig gegebene positive Zahl ist.

Diese Reihe 1a8t sich folgendermaBen schreiben:
1 _ 1 _ 1 _ 1 1 o 1 _ 1 ) _
z+1 zx+1 z242 x+2 2+3° z4+n—1 x40
8o daB im vorliegenden Fall
a(x)———l—- 8(z) =lims,(x) =0 re(z) = — 1
" Tz +n ’ —n—roo " o " oz +n
wird. Wollen wir, daB
Irae)| = —— < (36)
" e
wird, so brauchen wir nur
n>-£—:c=N(:v) (37)
€

zu wiihlen.
Soll jetzt die Ungleichung (36) firr alle Werte  im Intervall (0, @), unabhingig von dem

gewithlten Wert z, und fiir alle » > N gelten, 8o geniigt es, N = 1 = N (z) zu setzen, da
e

danu die Ungleichung (37) und daher auch (36) unter der Bedingung » > N fiir alle Werte z
aus dem Tntervall (0, a) erfiillt ist. Also ist die Reihe (35) im Intervall (0, @) gleichmiBig
konvergent.
Nicht jede Reihe ist gleichméaBig konvergent, da man nicht fiir jede Reihe eine von z un-
abhiingige Zahl N angeben kann, die richt kleiner ist als alle N (z) [fiir x im Intervall (a, b)].
Wir betrachten z. B. im Intervall 0 < x = 1 die Reihe

2+ 2@ —1)+22(z—1)4+ -+ 2™z — 1)+ ---. (38)
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Die Summe der ersten z Glieder wird
oa(@) =2+ (@2 — 2) + (2 — &) + +or + (® — 2,

d. h.
8y (z) = 2%
und folglich [26]
8(z) =lim sy(x) =0  far 0<sz<1
fn—>00
mit

re(z) =8(z) — sp(z) = —2* fir 0gLz<1.
Fir z = 1 erhalten wir durch Einsetzen von z — 1 in (38) die Reihe

1+040+4---,
d. h.
su(x) =1,
8(x) =lim sy(z) =1,
fA—>00

rp(2) = 8(x) — sy(x) =0

fir 2 =1 und beliebiges n. Die Reihe (38) konvergiert im ganzen Intervall 0 <z <1,
aber die Konvergenz ist in diesem Intervall nicht gleichmi8ig. Denn wenn die Ungleichung (34)
erfiillt sein soll, muB wegen r,(z) = —2" fir 0 < « < 1 gelten:

»<e, d. h. nlogz < log e

oder, wenn wir durch den negativen Wert log x dividieren:

log ¢
logz"
Also kann im vorliegenden Fall N (x) = ]log £ auch nicht durch einen kleineren Wert ersetzt
og z

werden. Bei der Anndherung von z gegen 1 strebt logz gegen 0, die Funktion N (z)
wiichst unbegrenzt, und man kann keinen solchen Wert N angeben, daB die Ungleichung (34)
fir » > N im ganzen Intervall (0, 1) gilt.

Wenn auch die Reihe (38) im ganzen Intervall (0,1) und damit auch fir z =1 kon-
vergiert, wird doch infolge dieses Umstandes ihre Konvergenz bei der Annéherung von z
gegen 1 immer langsamer; fiir eine hinreichende Annéherung an den Summenwert der Reihe
muB man immer mehr Glieder nehmen, je niher z bei Eins liegt. Fiir den Wert z = 1 selbst
bricht die Reihe mit dem zweiten Gliede einfach ab.

Wir geben jetzt noch eine andere Definition der gleichmiBigen Konvergenz, die der fritheren
Definition dquivalent ist. Wir hatten in [125] eine notwendige und hinreichende Bedingung
fiir die Konvergenz einer Reihe formuliert. Im vorliegenden Fall lautet sie folgendermaBen:
Fir die Konvergenz der Reihe (32) im Intervall (a, b) ist notwendig und hinreichend, da8 es
zu einem beliebig vorgegebenen positiven & und beliebigem z aus (a, b) ein N derart gibt, daB

[Upiy () + Upio(®) + - + '”'n+p(x)| <e¢ (39)

wird fir » > N und jedes ganzzahlige positive p. Dieses N kann bei vorgegebenem &£ noch
von der Wahl des = abhéngen. Wenn jedoch firr ein beliebig vorgegebenes positives & fiir
alle z aus (g, b) ein und dieselbe Zahl N derart existiert, daB (39) fir » > N und jedes ganz-

24 Smirnow I
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zahlige positive p erfiillt ist, so sagt man, daB die Reihe (32) im Intervall (a, b) gleichmiBig
konvergiert.

Es ist zu zeigen, daB diese neue Definition der gleichmiBigen Konvergenz der fritheren
Definition dquivalent ist, d. h., wenn die Reihe im fritheren Sinne gleichm#Big konvergiert,
konvergiert sie auch im neuen Sinne gleichmi#Big, und umgekehrt. Es mége also zuniichst die
Rejhe im fritheren Sinne gleichmiBig konvergieren, d. h. |r,(z)| < ¢ fiir » > N zutreffen,
wobei 2 ein beliebiger Wert aus (a, b) ist und N nicht von 2 abhéngt. Offenbar ist

U1 (%) + Upia () + o0 + Ugip(X) = 1y () — Tyyp(2) (40)
und daher

| %a41(2) + Upia(@) + -0 + un+p(x)| = |ra(@)] + |7’n+p(x)'|,
was fir # > N und folglich auch fiir n + p > N die Beziehung

(g2 (%) + Upsa () + -0 + upip(@)| < 26 (41)
liefert. Auf Grund der willkiirlichen Wahl des ¢ erkennen wir, daB die Reihe auch im neuen
Sinn gleichmiBig konvergiert.

Wir nehmien jetzt an, daB die Reihe, im neuen Sinne gleichmiBig konvergiert, d. h. die
Ungleichung (39) fiir » > N mit einem von z unabhingigen N sowie fiir beliebiges ganz-
zahliges positives p» und beliebiges = aus (a, b) erfillt ist. Beachten wir, da

T (2) = Upgyy (T) + Unip(2) + -+ = lim [upy, (#) 4 Upyo(x) + -+ + 'uu—p(z)]
p—>oo
ist, so erhalten wir aus der Ungleichung (39) fiir » — oo im Grenzfall
[ra@)| = ¢

fiir n > N. Da ¢ beliebig ist, folgt aus der neuen Definition der gleichmiBigen Konvergenz
die frithere, und die Gleichwertigkeit der beiden Definitionen ist damit bewiesen. Fiir die erste
Definition der gleichmiBigen Konvergenz [durch (34)] benutzten wir r,(x) und damit die
Voraussetzung, daB die Reihe konvergiert. Die zweite Definition durch (39) umfaBt auch
die Konvergenz selbst.

144. GleichmiiBig konvergente Funktionenfolgen. Die Folge der Funktionen
8, (z), 83(2), ..., 8g(x), ..., (42)
die wir oben betrachtet hatten, war mit Hilfe der Reihe (32) definiert worden; s,(z) be-
zeichnete die Summe der ersten » Reihenglieder. Man kann aber die Folge (42) fiir sich allein
betrachten, indem man sie als gegeben ansieht und nun mit ihrer Hilfe die Reihe aufstellt,
deren Teilsummen die Glieder s,(z) der Folge werden. Die Glieder dieser Reihe bestimmen
sich offenbar aus

uy () = 8 (x), Ug(x) = 8(x) — 8y(2), ..., Uy(Z) = 8,(x) — 8py(x), .... (43)

Sehr oft pflegt die Folge (42) einfacher als (43) zu sein, wie dies auch in den betrachteten
Beispielen der Fall war.

Auf diese Weise kommen wir zu dem Begriff der konvergenten bzw. gleichmiBig kon-
vergenten Folge von Funktionen:

Wenn die Folge der im Intervall (a, b) definierten Funktionen (42) gegeben ist und fiir
jeden Wert x in diesem Intervall ein Grenzwert

8(z) = lim 8, (x) (44)
faA4—>00

existiert, dann heiBt die Folge (42) #m Intervall (a, b) konvergent und die Funktion s(z) selbst
Grenzfunkiion der Folge (42).
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Existiert dariiber hinaus zu beliebig vorgegebenem positivem & eine von z unabhingige
Zahl N derart, da8 die Ungleichung

[8(x) — sa(2)| <& (45)

fiir alle Werte n > N im ganzen Intervall (a, b) gilt, so heiBt die Folge (42) gleichmapig
konvergent tm Intervall (a, b). Die Bedingung (45) 1aBt sich durch folgende &quivalente er-
setzen:

|8 (x) — 8(z)| < & fiir alle m, » mit m,n > N und alle z aus (a, b). (46)

Die Bedingung der gleichmiaBigen Xonvergenz der Folge (42) ist gleichbedeutend mit der
Bedingung der gleichmiBigen Konvergenz der Reihe

u () + ug(®) + -+ + Uy (2) + -+ (47)
wobei (43)

st % (%) = 8 (2), Up(x) = 83(2) — 81(2), ..rs Ug(E) = 84 (%) — 844 (2), ...
ist.

Die Aquivalenz der Bedingungen (45) und (46) bei der Untersuchung der gleichméBigen
Konvergenz der Folgen kann entsprechend bewiesen werden wie vorher die Aquivalenz der
Bedingungen (34) und (39) fiir die unendlichen Reihen. Wir weisen noch darauf hin, daB8
aus der gleichmiBigen Konvergenz von s,(z) im Intervall (@, b) unmittelbar auch die gleich-
miBige Konvergenz in jedem Teilintervall von (e, b) folgt.

Der Begriff der gleichmiiBigen Konvergenz von Folgen kann auch geometrisch gedeutet
werden. Stellen wir die Funktionen &(z) und 8,(x) fiir verschiedene Werte n graphisch dar,
so muB bei gleichmaBig konvergenten Folgen, wenn z im Intervall a < z < b liegt, die obere
Grenze der zwischen den Kurven s, (z) und s(z) liegenden Ordinatenabschnitte fir n — oo
gegen Null streben; fiir nicht gleichmiBig konvergente Folgen ist diese Bedingung nicht
erfillt.

Dieses Verhalten liBt sich anschaulich nachpriiffen an Hand der Abb. 159 und 160 der
zuvor untersuchten Befspiele:

Yi
und  s,(z) =2  qor s(1)-1
y=x"=s,(x)

1
x+n

8y(z) =

1
=S (X,
Y=xm=Sp (x) 05

n=10
1 I n-20_ -
0~ 10 20 30 20 X 0 05 10 X
y=s(x)=0 y=s(x)=0 (x<1)
Abb. 159 Abb. 160

1) Der groBeren Deutlichkeit halber ist die Abb. 159 in verschiedenen MaBstiben fiir z und
y ausgefiihrt.

24
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In Abb. 160 wird die Grenzfunktion s(z) durch das rechts offene Intervall 0 1 der z-Achse
und den einzelnen Punkt mit den Koordinaten (1, 1) graphisch dargestellt.

Tatsichlich ist im letzten Beispiel die Grenzfunktion s(z) nicht stetig. Aber es laBt sich
leicht ein Beispiel einer konvergenten Folge anfiihren, deren Grenzfunktion stetig ist, die
aber trotzdem nicht gleichmi8ig konvergiert.

Eine solche Eigenschaft besitzt bereits die Folge (Abb. 161)

nx

1 4 n?z?

8a(z) = 0=z=a a>0). (48)

Far 20 ist

n=1
n=2

. . . "t Abb. 161
%

0 05 70 15 20

fir n — oo strebt der erste Faktor rechts gegen Null, der zweite strebt gegen —i-, so dag

8g(x) > 0 fir =0 gilt. Fiar « = O ist offenbar s,(0) = O fiir jedes n; daher gilt fiir alle =
aus (0, a)

8(x) = lim 8, (z) = 0.
#—>00

Der Maximalbetrag des Ordinatenabschnitts zwischen den Kurven s,(z) und s(z), der
sich im betra,chteten Fall wegen s(z) =0 einfach auf die Ordinate der Kurve s, (x) reduziert,

ist jedoch — und entspricht dem Wert 2 = . Da er fiir » — oo nicht gegen Null strebt,
ist die Folge (48) im Intervall (0, @) nicht glelchmaﬁlg konvergent; wenn wir fordern, daB

nx
14+ 21:3—

wird, erhalten wir durch Auflésen der Ungleichung zweiten Grades nach n

[8(z) — 8a(2)| =

01— Za + 22n?
€
far hinreichend kleines ¢ die Bedingung
nz— [1 + 1 — 48| = N@).

1\'7~ (z) nimmt fiir  — 0 unbegrenzt zu, was die nicht gleichmiBige Konvergenz der Folge
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SchlieBlich zeigen die Abbildungen 160 und 161 die gleichmiBige Konvergenz der Folge 2"
im Intervall (0, g), wobei g eine beliebige positive Zahl kleiner als 1 ist, bzw. der Folge
nx
1 4 na22
Rechnung iiberzeugt.

im Intervall (g, «) mit 0 < ¢ < @, wovon man sich leicht auch durch direkte

145. Eigenschaften der gleichmiBig konvergenten Folgen.

1. Die Grenzfunktion einer im Intervall (a, b) gleichmdfig konvergenten Folge stetiger Funk-
tionen 18t stetig. Es sei 8 (x), 8(x), ..., 84(2), ... die gegebene Folge von Funktionen,
die alle im Intervall (a, b) stetig sind, und es sei

8(z) = lim s, (x)

ihre Grenzfunktion. Wir haben zu zeigen, daB sich bei Vorgabe einer beliebig kleinen
positiven Zahl ¢ eine solche Zahl 4 finden liBt, daB [85]

|s(z + k) — 8(x)| < & fiir k]| < 6 (49)

gilt mit der Bedingung, daB die beiden Werte # und z+ % im Intervall (a, b) liegen. Fiir
beliebiges n konnen wir schreiben

j8(x + k) — s(z)| = |[8(x + k) — 84(x + )] + [8p( + k) — 54 (2)] + [8n(x) — 8(2)]]
S |8+ k) — sp(x + h)| + |8(@) — 84 (@)| + |8 (x + B) — 85(2)].

Nach der Definition der gleichméBigen Konvergenz kénnen wir n so gro8 wihlen, daB
im ganzen Intervall (a, b) und damit auch fir die Werte = und « - % gilt:

|a(x+h)—s,,(:t+h)|<%, |s(x)—3,,(x)|<§~

Nachdem wir » so festgelegt haben, konnen wir auf Grund der Stetigkeit der Funktion
84 (z) [86] einen Wert 8 Herart finden, daBl

8 (x + B) — 5,(2)] <-';—‘ fir |h| < 6.

Fassen wir diese Ungleichungen zusammen, so erhalten wir die Ungleichung (49).

Bei nicht gleichmiBiger Konvergenz der Funktionenfolge kann die Grenzfunktion auch
unstetig sein, wofiir als Beispiel die Folge «® im Intervall (0, 1) dienen mag.

Die umgekehrte Behauptung wire jedoch falsch, auch fiir eine nicht gleichmiBig kon-
vergente Folge kann die Grenzfunktion stetig sein, wie z. B. bei der Folge

nx
1+ n2a?’

2. Bedeutet s,(x), 8;(%); ..., 84(x), ... eine gleichmdfig konvergente Folge stetiger Funktionen

im Intervall (a, b) und (x, B) ein beliebiges innerhalb (a, b) liegendes Intervall, so gilt

B [
J 8n(@) de — [ 8(z) d= (50)
oder, was dasselbe ist,

B 4
lim [8,()de = [ lim s,(x) da. (51)
a n

fa—>0 a —>»00



374 IV. Reihen und ihre Anwendung

Bes verdnderlicher Integrationsgrenze f = z konvergiert die Folge der Funkiionen
z
[a®)dt (@=1,23..) (62)
a

tm Intervall (a,d) ebenfalls gleichmdfig. Der durch (61) ausgedriickte Proze8 wird Grenz-
ubergang unter dem Integralzeichen genannt.

Zunéichst ist die Grenzfunktion s(x) wegen der Eigenschaft 1 ebenfalls stetig. Wir be-
trachten jetzt die Differenz

B 8 8
[e@) de — [ sy(@)dz = [ [3(z) — sa(2)] d2;

nach Vorgabe des Wertes ¢ kénnen wir wegen der gleichmidBigen Konvergenz eine solche
Zahl N finden, daB fiir alle Werte » > N im ganzen Intervall (a, b)

[8(z) — su(2)l < &

ist; daher wird [95, (10,)]

f[a(z) — 8, (2)] dx gfla(x)— 8g(z)| dz < fadz =¢e(f —a) < e(d—a).

Fir das beliebige in (a, b) enthaltene Intervall (x, B) gilt also fiir n > N

8 8
Js@)dx — [ s,(x)dx
Die rechte Seite der Ungleichung hiingt micht von « und 8 ab und strebt fiir ¢ - 0 gegen
Null. Da & willkiirlich ist, konnen wir das Resultat folgendermaBen formulieren: Zu einem
beliebig vorgegebenen positiven &, gibt es ein von & und f unabhingiges N derart, daB
fir n> N

< e(b—a).

[

J

«

<&

]
s(x)dz — [ sy(zx) d=

wird. Hieraus folgt unmittelbar die Formel (50). Setzen wir f = z und beriicksichtigen
wir die Unabhingigkeit des N von B, so sehen wir, daB die Folge (52) fiir alle z aus (a, b)
gleichmiBig konvergiert.
Fir nicht gleichm#Big konvergente Folgen kann dieser Satz falsch sein. Es sei z. B.

8y (2) = nzxe ™= 0n=sz21)
(Abb. 162). Eine gesonderte Untersuchung der Fille >0 und z =0 zeigt uns, daB
firr jedes x im Intervall (0, 1)

8y(x) >0 fir n—>o0
gilt, so daB hier s(z) =0 wird. Diese Folge kann jedoch nicht gleichmiBig konvergent
sein, da die groBte Ordinate der Kurve y, = s,(x) oder, was dasselbe ist, der groBte
Wert der Differenz s, (z) — s(z), der sich joweils fir z = —— ergibt, fir n -» oo un-
begrenzt wichst. 2n
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Andererseits ist
1 1
sy(x)dx=mn xe""'dx:-—-le"'" 1=—l-(1—e"')—>-1-.
" 2 o 2 2
(] °
wihrend

fls(z) dz =0
0

ist.
Yl
Zlot

y-nxe'"xz-sn 0

70

/ ».  Abb. 162
0 70 20 X

3. Wenn die in (a, b) definierten und gegen eine Grenzfunktion s(x) konvergierenden Funk-
tionen der Folge »

8, (%), 83(x)y vurs 8g(T)y oos
tiberall stetige Ableitungen
81 (x), 85(2), ...p 8p(2), ...

besitzen und hier die Folge s,(x) gleichmdBig gegen eine Grenzfunktion o(x) konvergiert,
konvergtert s, (x) ebenfalls gleichmapig, und es gilt

= 22 53
a(z) Iz (63)
oder, anders ausgedrickt,
. d lim 8, (z)
. d34(2) psoo "
1 Ayl =
woo dz iz (64)

Der durch (54) beschriebene ProzeB heiBt Grenziibergang unter dem Differentialzeschen.
Es seien « ein beliebiger konstanter und « ein verdnderlicher Wert im Intervall (a, b).
Auf Grund der Eigenschaft 2 finden wir

lim f.s,"(t) dt = fu(t) dt.

n—>00 a a
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Nun gilt aber

[ o6 dt = 0(@) — s0() > 8(2) — (a0,

und daher liefert die vorhergehende Formel
x
8(z) — 8(x) = [a(t) dt.

Differenzieren wir diese Gleichung unter Benutzung der bekannten Eigenschaften des
bestimmten Integrals [85 (Eigenschaft VII)], so erhalten wir

da(e)
dx

=a(2),

was zu beweisen war. Es bleibt noch die gleichmiBige Konvergenz der Folge s, (z) zu be-
weisen. Es ist

on(2) = 30(0) + [ 5,(0) dt.

z
Die Folge s,(x) konvergiert und enthélt z fiiberhaupt nicht. Die Folge [ s,(¢)d¢ kon-

X
vergiert gleichmiBig auf Grund der Eigenschaft 2. Hieraus ergibt sich auch die gleichmiB8ige
Konvergenz von s,(z), da aus der Definition der gleichmédBigen Konvergenz unmittelbar
folgt, daB die Summe zweier gleichmiBig konvergenter Folgen ebenfalls eine gleichméBig kon-
vergente Folge darstellt; auBerdem fillt jede konvergente Folge, deren Glieder z nicht ent-
halten, wie etwa s, (x), unter die Definition einer gleichmiBig konvergenten Folge.

Wir bemerken noch, daB wir die gleichmaBige Konvergenz von s, (z) im ganzen Intervall
(a, b) bewiesen haben, indem wir nur die gleichméBige Konvergenz von s, (z) und die Kon-
vergenz von 8, (x) benutzten. Folglich geniigt es, die Konvergenz von &,(z) nur in einem
Punkt 2 = « zu fordern. Hieraus ergibt sich dann die gleichmiBige Konvergenz voh s, (z)
im ganzen Intervall (g, b).

146. Eigenschaften der gleichmiiBig konvergenten Reihen. Sehen wir in den vorstehenden
Sitzen 8, (z) als Summe der ersten n Glieder der gegebenen Reihe

U (%) + % (%) + -+ + up(@) + -+
und s(z) als Summe der ganzen Reihe an, so erhalten wir aus diesen unmittelbar analoge Satze
fiir Reihen mit verinderlichen Gliedern:
1. Wenn die Glieder der Reihe

() + %p(2) + o+ + up(x) + -+ (85)
stetige Funktionen im Intervall (a,bd) sind und die Reihe dort gleichmdpBig konvergiert, st
thre Summe s(x) eine stetrge Funktion tm Intervall (a, b).

2. Wenn die Glieder der Reihe (56) stetige Funktionen im Intervall (a, b) sind und die Reihe
gleichmdfig konvergiert, dann kann man sie zwischen beliebigen im Intervall (a, b) liegenden
Grenzen o, f gliedweise integrieren, d. k., es ist

fs_;‘olu,(x) dx = E _fu,,(z) dz. (56)

A=l a
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Bei veranderlicher Integrationsgrenze f = z konvergiert die sich durch gliedweise Inte-
gration ergebende Reihke

f’ul(t) dt + fu,(t) dt 4 ... +fzu,,(t) dt+ .- (57)

tm Intervall (a, b) ebenfalls gleichmdpig.

3. Konvergiert die Rethe (55) tm Intervall (a, b) und bestizen dort thre Glieder stetige Ablei-
tungen ui(x), ..., uj(z), ... mit einer in diesem Intervall gleichmdipfig konvergenten Reihe

% @) + U @) + -+ up(2) + oo,

so konvergiert auch die Reihe (55) gleichmdfig, und man kann sie gliedweise differenzieren,
d.h., esist

42 2 duy(2)

2 uple) =%

dz =3 n=1 @ (58)

Bei der Ableitung dieser Sétze aus den Theoremen von [145] muB man nur beachten,
daB dse tn den Sdtzen ausgesprochenen Eigenschaften, wie wir schon wissen, auch im Fall endlich
vieler Summanden Giiltigkeit haben. So sind z. B., wenn die Glieder der Reihe u,(x) stetige Funk-
tionen sind, auch die Funktionen

8 (2) = %1 (@) + Uy (2) + -+ + ug ()
fir beliebiges n stetig [34].
147. Kriterien fiir die gleichm#Bize Konvergenz. Wir geben einige hinreichende Bedin-

gungen fur die gleichmiBige Konvergenz an. Die Reshe der im Intervall (a,b) definserten
Funktionen u;(z),

U (@) + ua ) + -0 + up(@) + -1y

konvergiert im Intervall (a, b) gleichmdipig, wenn eine der folgenden Bedingungen erfullt ist:
(A) Es lapt sich eine Folge positiver Konstanten M,, My, ..., M, ... finden derart, daff im
Intervall (a, b)

|un(2)| < My (59)
13t und die Reihe
M+ My + oo+ My - (60)

konvergiert (Weierstraf8sches Kriterium).
(B) Dte Funktionen u,(x) kénnen in der Form

Up () = a,0,(2) (61)
dargestellt werden ; dabei sind a,, a,, ..., &y, ... Konstanten, deren Reihe
ay +ay+ oo fag e (62)

konvergsert, wihrend die Funktionen v, (), ..., vq(Z), ... sdmtlich nicht negativ sind und eine
konstante positive Zahl M nicht abertreffen (vn(z) < M), und fiar jeden Wert x des Intervalls
(a, b) gilt:

1 (2) 2 vp(2) 2 - 2 p(2) 2 oo (63)

(Abelsches Kriterium).
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Beweis von (A). Da die Reihe (60) konvergiert, 1Bt sich zu einem gegebenen ¢ eine
Zahl N finden derart, daB fiir alle #» > N und fiir alle p [126] folgende Ungleichung gilt:

My + Moo+ -+ Mpp < &5
wegen der Ungleichungen (59) wird auch
[Upta (@) + o+ U (@) € My + oo+ My, <oe,

woraus [148] die gleichmiBige Konvergenz der Reihe (55) folgt.
Beweis von (B). Wir setzen

Op = G4y + iz + o+ + Guips
woraus unmittelbar
Ggy=0] und Gy =0p—0p, (E>1)
folgt. Wir schiitzen den Ausdruck
Upyq (X) + Upya(2) + oo + Upg1p(T) = Ay V41 (%) + CpiaVpea(2) + 2o + GuipVpsp(@)

ab.
Setzen wir statt der a,,; deren Darstellungen durch die o; ein und fassen die Glieder mit
denselben o}, zusammen, so erhalten wir

Au11Vp41(%) + Cpiz Va4a(2) + oo+ + Cpippip(®)
= 019541 (2) + (07 — 07)Vpsa(2) + -~ + (0';7 — Op—1)Vp4p (%)
= 01[Vp41 (%) — Vaya(@)] + -+ + 05— 1[Vp4p-1(%) — Vpip(2)] + U;”m(z)-

Beachten wir, daB v,,,(z) und alle Differenzen v, ;(%) — v541(z) nach Voraussetzung
nicht negativ sind, so konnen wir schreiben:

[ttt (%) + +++ + Uptp ()| < |07 ] [Vm42(2) — Vpsa ()] + -+
+ [0p-a| [Patp-1(®) — vaip(2)] + |05 Vasp ()
oder, wenn wir mit ¢’ den groBten der Absolutbetriige von oy, o3, ..., o, bezeichnen,
|Ugya () + -+ + Ugyp(@)]
= 0 {[V41(2) — V013 (@)] + - + [Vnsp-1(2) — Vpip(@)] + Vg4p(2)}s
und wir erhalten durch Auflsen der eckigen Klammern
[Unsr () + +- + Ugyp(2)] < 0044 (). (64)

Aus der Definition von o; und der Konvergenz der Reihe (62) ergibt sich, daB zu einem
beliebig vorgegebenen positiven ¢ ein N existiert derart, daB fir » > N und jedes k

&

M
st, und daher auch

lox] <

< =,
<u
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Beriicksichtigen wir noch, daB voraussetzungsgemi 0 < Vnip(®) < M ist, so erhalten wir
wegen (64) fir » > N und beliebiges p

|1 (@) + -+ 4 Upip ()| < &

Da N nicht von z abhingt, folgt hieraus die gleichméBige Konvergenz der Reihe (55) im
Intervall (a, ).

Beispiele.

1. Die Reihen
® cos nx ® gin nz
X s X — >1 65
n=1 np n=1 np (p ) ( )

konvergieren in jedem Intervall gleichmiBig, da fiir jedes

gi, sinnx__l
nP nP n?

cos nx

1
gilt und die Reihe ZE fir p > 1 konvergent ist [122] (WeierstraBsches Kriterium).

o0

2. Wenn die Reihe }’ a, konvergiert, konvergiert fiir beliebiges I auch die Reihe
n=1

y: On

2w (66)

im Intervall 0 < z <1 gleichméBig, da mit

oae) = -

alle Bedingungen des Abelschen Kriteriums erfiillt sind.

148. Potenzreihen. Der Konvergenzradius. Ein iiberaus wichtiges Beispiel fiir die An-
wendung der oben dargelegten Theorie der Keihen mit verinderlichen Gliedern stellen die
Potenzreihen dar, d. h. Reihen der Form

8 + 0, % + a32® + oo + ap2™ + ooy (67)

auf die wir schon bei der Untersuchung der Maclaurinschen Formel gestoSen waren. Die ein-
gehende Untersuchung der Eigenschaften dieser Reihen gehért in die Theorie der Funktionen
einer komplexen Verénderlichen; wir geben daher hier nur die hauptsichlichsten Eigen-
schaften an.

Der erste Abelsche Satz. Wenn die Potenzrethe (67) fir einen gewissen Wert z, = &
konvergiert, konvergiert sie absolut fur alle Werte z, fir die

lz] < |&] (68)

ist.
Umgekehrt, wenn sie fir z, = & divergiert, dann divergiert sie auch fir alle 2-Werte, fir die
lz] > | & (69)

1st.
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Es moége zunichst die Reihe
O+ @+ G+ e+ agd

konvergieren. Dann muf das allgemeine Glied der konvergenten Reihe gegen Null streben,
d.h

ag ét—>0 fir n —> 00
gelten. Daher 1dBt sich eine Konstante M finden derart, daB fiir alle Werte n
lané"| = M

ist.
Ist jetzt x ein beliebiger der Bedingung (68) geniigender Wert, so wird

x
=|—=|<1.
1 |E|
‘Wir haben offenbar
|ag2®| = |agtr 2| = |agtr| | Z[" < Mg,
& 3

d. h,, das allgemeine Glied der Reihe (67) ist fir den betracliteten Wert z dem Absolutbetrag
nach nicht groBer als das allgemeine Glied der konvergenten geometrischen Reihe, und daher
konvergiert die Reihe (67) absolut [124].

Auch der zweite Teil des Satzes ist offenbar richtig. Denn wenn die Reihe (67) fiir einen
gewissen die Bedingung (69) erfiillenden Wert z konvergieren wiirde, miiBte sie nach dem
soeben Bewiesenen fiir jedes & konvergieren, fiir das |&| < [#| ist, was der Voraussetzung
widerspricht.

Folgerung. Es existiert eine wohlbestimmie Zahl R, der Konvergenzradius der Reihe (67),
die die folgenden Eigenschaften besitzt:

die Reihe (67) konvergiert absolut fir |z| < R,
die Reihe (67) divergiert fir |z| > R.

Insbesondere kann R = 0 sein, dann divergiert die Reihe (67) fiir alle von Null ver-
schiedenen Werte 2; oder aber es kann R = oo werden, und dann konvergiert die Reihe (67)
fir alle Werte von z.

Wir lassen den ersten Fall unberiicksichtigt und betrachten einen positiven Wert 2 = &,
fiir den die Reihe (67) konvergiert. Ein solcher Wert existiert sicher, wenn es iiberhaupt
Werte z==0 gibt, fir die die Reihe (67) konvergiert. Wenn wir den Wert & vergréBern,
konnen nur zwei Fille auftreten: Entweder bleibt die Reihe (67) immer konvergent, sogar
wenn z unbegrenzt wichst, dann ist offenbar R = oo; oder aber es existiert eine bestimmte
Zahl A > z mit der Eigenschaft, daB die Reihe (67) stets konvergiert, wie nahe auch immer
der Zahl A kommen mag, solange z kleiner als A4 bleibt, daB aber die Reihe divergent wird,
wenn 2 gréBer wird als 4.

Die Existenz einer solchen Zahl A ist geometrisch gesehen ohne weiteres einleuchtend, da
die Reihe, wenn sie fiir irgendeinen Wert z divergent wird, auf Grund des ersten Abelschen
Satzes auch fir alle groBeren Werte divergieren mu8. Der strenge Beweis fiir die Existenz der
Zahl A kann auf Grund der Theorie der reellen Zahlen durchgefiithrt werden. Offenbar ist
diese Zahl A gerade der Konvergenzradius R der Reihe (67).

Wir bringen den Existenzbeweis fiir R. Zu diesem Zweck zerlegen wir die Menge aller
reellen Zahlen folgendermaBen in zwei Klassen: Zur ersten Klasse zihlen wir alle negativen
Zahlen, die Null und diejenigen positiven Zahlen z, fir die die Reihe (67) konvergiert; in die
zweite Klasse nehmen wir alle iibrigen reellen Zahlen. Auf Grund des bewiesenen Satzes ist
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jede Zahl der ersten Klasse kleiner als jede Zahl der zweiten Klasse, d. h., wir haben einen
Schnitt im Bereich der reellen Zahlen durchgefiihrt, und daher gibt es entweder in der ersten
Klasse eine groBite oder in der zweiten Klasse eine kleinste Zahl [40]. Diese Zahl ist offenbar
der Konvergenzradius R der Reihe. Wenn alle Zahlen in die erste Klasse fallen, hat man
R = oo zu setzen.

149. Der zweite Abelsche Satz Ist R der Konvergenzradius der Reihe (67), so konvergiert
die Reihe nicht nur absolut, sondern auch gleichmdpig in jedem Intervall (a, b), das ganz im
Innern des Intervalls (—R, R) liegt, d. h. fiirdas —R < a < b< R gilt.

Konvergiert die Reihe auch fir x = R oder = —R, 8o ist sie auch im Intervall (a, R)
bzw. (—R, b) gleichmdpig konvergent.

Ohne Beschriinkung der Allgemeinheit konnen wir B = 1 annehmen, indem wir an Stelle
von z die neue unabhingige Veriinderliche ¢ gemiB der Formel = = R¢ einfiihren, wodurch
sich die Reihe (67) in eine Potenzreihe der Verdnderlichen ¢ verwandelt und das Intervall
(—R, R) in (—1, 1) @ibergeht.

Fiar R =1 konvergiert die Reihe (67) nach der Definition des Konvergenzradius absolut
fir jeden Wert « = & mit |£| < 1. Wir betrachten jetzt ein beliebiges Intervall (a, b), das
im Innern von (—R, R) liegt, so daB also —1 <a< b< 1 gilt.

Wir withlen fiir & einen beliebigen im Innern von (—1, 1) liegenden Wert, der aber absolut
genommen groBer als |a| und |b| sei. Fiir jedes « im Intervall (a, b) gilt

[ap2?| < |ayé®|,
und da die Reihe

O+ 0y + Q8+ o+ apf® 4 oo

absolut konvergiert und ihre Glieder nicht von z abhiéingen, konvergiert nach dem WeierstraB-
schen Kriterium die Reihe (67) gleichmiBig im Intervall (a, b).

Wir nehmen jetzt an, daB8 die Reihe (67) auch fir z = 1, d. h., daB die Reihe
G+ @y + By + e ay e
konvergiert. Setzen wir
vy (2) = 2",

8o konnen wir auf die Reihe (67) das Abelsche Kriterium anwenden, welches zeigt, daB sie
bei beliebigem @ mit —1 < a < 1 im ganzen Intervall (e, 1) gleichmiBig konvergiert. Da
nach dem oben Gesagten die Reihe auch im Intervall —a < z < a gleichm#Big konvergiert,
kann man behaupten, daB sie im ganzen Intervall (¢, 1) mit —1 < ¢ < 1 gleichmiBig kon-
vergiert.

Der Fall, daB die Reihe (67) fiir z = —1 konvergiert, 18t sich auf den vorhergehenden
zuriickfithren, indem man z durch —zx ersetzt.

‘Wir bezeichnen die Summe der Reihe (67) mit f(z). Sie existiert natiirlich nur fiir z-Werte
des Konvergenzintervalls —R < xz < R, wobei R der Konvergenzradius der Reihe ist.
Beriicksichtigen wir die gleichméBige Konvergenz der Reihe in jedem Intervall (a, b) mit

~R<a<b< R (70)

sowie Eigenschaft 1 aus [146], so kénnen wir behaupten, daB8 die Summe f(x) der Reihe in
jedem der angegebenen Intervalle (a, b) eine stetige Funktion ist. Man kann auch sagen, daB f(z)
im Innern des Intervalls (—R, R) stetig ist. Spiter werden wir sehen, daf diese Funktion dort
beliebig viele Ableitungen besitzt. Konvergiert die Reihe (67) auch fiir z = R, so wird wegen
der bewiesenen gleichmiiBigen Konvergenz in jedem Intervall (2, B) mit —R<a < R die
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Funktion f(z) in diesem Intervall stetig und insbesondere f(R) der Grenzwert von f(z), wenn »
von links gegen R strebt [85]:

{(R) = lim f (). (711)
z—>R—-0

Entsprechendes gilt fiir die Konvergenz der Reihe fir 2 = —R.
Wir hatten frither gesehen, daB8 die Newtonsche binomische Reihe [131]

m(m — 1)

Y zz_l_...

A+am=1+Ta+

den Konvergenzradius R = 1 hat und in gewissen Fillen fir 2z = 41 konvergiert. Auf
Grund des soeben Bewiesenen kénnen wir behaupten: Wenn die Reihe z. B. fiir z =1 kon-
vergiert, ist ihre Summe hierbei gleich

lim (1 + z)™ =
z—>1—0
150. Ditferentiation und Integration einer Potenzreihe. Es sei R der Konvergenzradius
der Reihe
L T T R A (72)

Integrieren wir sie gliedweise von Null bis 2 bzw. differenzieren wir sie, so erhalten wir zwei
weitere Potenzreihen

s cee % 1.,
Gy Pt Ty (13)
bzw.
a; + 2@,z + 3ay2% + - + na a™l ..., (74)

Wir zeigen, daB diese-beiden Reihen wieder den Konvergenzradius R haben. Wir miissen
also zeigen, daB sie konvergieren, wenn |2| < R, und divergieren, wenn |z| > R ist.

Nach dem Bewiesenen konvergiert die Reihe (72) gleichmiiBig in jedem Intervall (—R,, R,)
mit 0 < R, < R, und wegen Eigenschaft 2 aus [146] kann man sie in diesem Intervall glied-
weise von 0 bis z integrieren, d. h., die Reihe (73) konvergiert fiir beliebiges z mit |z| < R,
und die Summe der Reihe (73) ist dabei gleich

(1@ at,
0

wobei f(z) die Summe der Reihe (72) ist. Wir zeigen jetzt, daB auch die Reihe (74) konver-
giert, wenn |z| < R ist. Unter dieser Voraussetzung wihlen wir irgendeine zwischen |z|
und R liegende Zahl &, so da8

lz| < &< R (75)
ist, und setzen

|=|

§
Fir die Glieder der Reihe (74) gilt dann

q= <1.

|naga™l| = | na &t

=T
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und anf Grund des Vorhergehenden
|nagatt| < nq"-l% |an&h|.

Wendet man auf die Reihe 3 ng"! das Quotientenkriterium von D’ALEMBERT an, so
1aBt sich leicht zeigen, daB sie fiir 0 < ¢ < 1 konvergiert, und folglich gilt [119]

ng"1—>0 fir n->o0 (76)
und dabher fiir alle hinreichend groSen n
[naga| < |a,é"|.

Aber wegen (75) konvergiert die Reihe 3 a,, £&* und daher auch die Reihe (74) fiir den gewiihlten
z-Wert absolut. Also konvergieren beide Reihen (73) und (74), wenn |z| < R ist, d. h., bei
der gliedweisen Integration und Differentiation einer Potenzreihe kann sich ihr Konvergenz-
radius nicht verkleinern. Hieraus folgt aber unmittelbar, daB er auch nicht gréBer werden
kann. Wére ndmlich z. B. der Konvergenzradius R’ der Reihe (73) gréBer als R, so erhielten
wir bei der Differentiation der Reihe (73) die Reihe (72), und deren Konvergenzradius wire
nach dem soeben Bewiesenen nicht kleiner als R’; tatsdchlich ist er gleich R, unsere An-
nahme R < R’ ist falsch. Daher haben die Reihen (73) und (74) denselben Konvergenz-
radius R wie die Reihe (72). Differenzieren wir die Reihe (74) nochmals, so erhalten wir die
Potenzreihe

2a, +3-2a3x + 4-3a,2% + --- + n(n — L)aya™? 4 ...,

die auf Grund des Bewiesenen wieder mit demselben Konvergenzradius R konvergiert, usw.
Diese Potenzreihen konvergieren alle gleichmaBig in jedem Intervall (a, b), fiir das (70) gilt;
dasselbe gilt auch fiir die wiederholte gliedweise Integration. Auf Grund der Sitze 2 und 3
aus [146] kénnen wir schlieBlich das folgende Resultat formulieren:

Die Potenzreihe
ay + ayx 4 ag2® + oo 4+ apga® + .-, (77)

deren Konvergenzradius gleich R ist, stellt eine 1m Innern des Intervalls (—R, R) stetige Funk-
tion von x dar.

Diese Reihe kann man beliebig oft gliedweise differenzieren und iniegrieren, so lange xz im
Innern des Intervalls (—R, R) liegt, wobei die hierbei sich ergebenden Potenzreihen denselben
Konvergenzradius R haben. Die Summen dieser Reihen sind gleich den entsprechenden Ablei-
tungen bzw. Integralen der Summe der Rethe (77).

Wir bemerken, da8 das Intervall (—R, R) auch das offene Intervall (—oo, oo} sein kann,
d. h., alles Gesagte bleibt auch fiir den Fall richtig, daB der Konvergenzradius der Reihe (77)
unendlich ist.

Setzen wir

@) = ag + a1z + ap2® + -+ + @p2® + ---, (78)
80 erhalten wir
j/(x) =a, + 2@21; + ees nanxn—l + ey

V(@) = 2a, + 6agx 4 -+ + n(n — 1)ayz™2 4 ...,

f™(z) = nla, + (n 4+ 1)n--- 3 - 2appyz + -+,
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woraus fiir z = 0 folgt:

_ro _ro
1’ 21

Durch Einsetzen dieser Aunsdriicke fir a,, a;, a,, ..., @y, ... in (78) erhalten wir

o0  2FO) | S0
1! + 21 Tt nl +

a, = 20O

’ eeey " ’ ese e

n!

Gy = f(O),

f(@) =1(0) + (—R<z<R),
d. h., eine Potenzreihe stimmt mit der Entwicklung shrer Summe gemdf der Maclaurinschen
Formel diberein.

Die dargelegte Theorie der Potenzreihen 1aBt sich ohne Schwierigkeit auf Potenzreihen
der Form

G0+ ay(e — @) + 8y — Q) + -+ + Gy — )" + - (79)

erweitern.

Hier spielt die Differenz * — a iiberall die Rolle von 2. Den Konvergenzradius R der Reihe
{79) bestimmt man aus der Bedingung, da8 die Reihe fir |z — a| < R konvergiert und firr
|z — a| > R divergiert. Wenn wir mit f(z) die Summe der Reihe (78) im Intervall

—R<z—a<R (80)
bezeichnen, erhalten wir firr die Koeffizienten a, die Darstellungen
= - l@ _ @
ao—f(a)’ ay = 11 ’ ey Gy = nl ’ eesy

d. h., die Rethe (79) stimmé im Intervall (80) mst der Entwicklung shrer Summe in eine Taylor-
sche Reshe uberein.

Wir kommen auf die Theorie der Potenzreihen in Teil ITI, 2 bei der Darstellung der Theorie
der Funktionen einer komplexen Veriinderlichen noch zuriick.

Als Beispiel moge der Leser auf Grund der Theorie der Potenzreihen und der Bemerkung,

daB
z z z
log (1 + z) = gt arctan x = 9t arcsin z = d¢
i 1y =) 1re’ T ios
0 o

ist, die Entwicklungen der Funktionen log (1 + z), arctan z, arcsin z herleiten und auBer-
dem den Giltigkeitsbereich (das Konvergenzintervall) der erhaltenen Entwicklungen unter-
suchen.



V. FUNKTIONEN MEHRERER VERANDERLICHER

§ 15. Die Ableitungen und Differentiale einer Funktion

151. Grundbegriffe. In dem den Funktionen zweier Verdnderlicher gewidmeten
Paragraphen des Kapitels II hatten wir mit der Darlegung der einschligigen
Grundbegriffe begonnen. Wir werden jetzt allgemein Funktionen mehrerer Ver-
dnderlicher behandeln und insbesondere genauer auf den Grenzwert eingehen.

Die Funktion f(, y) kann entweder in der ganzen Ebene oder in einem gewissen
Bereich definiert sein. Auf diese Weise ist jedem Punkt (z, y) dieses Bereichs
ein bestimmter Wert f(z, y) zugeordnet. Besteht ein Bereich nur aus snneren
Punkten, so heiBt er offen; rechnet man den Rand hinzu, so wird der Bereich
abgeschlossen genannt.)

Nach Wahl eines rechtwinkligen kartesischen Koordinatensystems z, y, z im
Raum koénnen wir statt vom Zahlentripel (z, y, z) vom Punkt M des Raumes
mit den Koordinaten z, y, z sprechen. Wir werden annehmen, daf die Funktion
f(z, ¥, 2) im ganzen Raum oder in einem gewissen Bereich des Raumes, der offen
oder abgeschlossen sein kann, definiert ist. In den einfachsten Fallen sind die
Rénder des Bereichs (wovon es auch mehrere geben kann) gewisse Fliachen. So
definieren z. B. die Ungleichungen

@G =TS a, bysy=<b,, CLS2=5¢C

ein abgeschlossenes rechtwinkliges Parallelepiped, dessen Kanten parallel zu den
Koordinatenachsen sind. Die Ungleichungen

a < < ag, b <y <by, ¢ <z<c
definieren ein offenes Parallelepiped. Die Ungleichung
@—af+(y—bf+ —cp<r

definiert die abgeschlossene Kugel mit dem Mittelpunkt (a, b, ¢) und dem Radius r.
Bei AusschluB des Gleichheitszeichens entsteht die offene Kugel. Die Begriffe
Grenzwert und Stetigkeit definiert man firr Funktionen dreier Veranderlicher ganz
genau 8o wie fiir Funktionen zweier Verdnderlicher [67].

1) Ein (offener) Bereich ist hier als offene zusammenhingende Punktmenge definiert. Dabei
heiBt eine offene Punktmenge zusammenhéngend, wenn man je zwei ihrer Punkte durch einen
ganz in dieser Menge verlaufenden Polygonzug verbinden kann (Anm. d. wiss. Red.).

25 Smirnow I
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Zwar geht bei Funktionen f(z,, #,, ..., z,) mehrerer Verdnderlicher fiir » > 3
die geometrische Anschaulichkeit des Raumes verloren, doch behélt man héufig
die geometrische Terminologie bei. Das geordnete System der n reellen Zahlen
%, Xy, ..., Ty Nennt man einen Punkt. Die Menge aller Punkte bildet den n-dimen-
sionalen Raum. Die Bereiche dieses Raumes werden durch Ungleichungen de-
finiert. So definieren z. B. die Ungleichungen ’

=z =4, =7y =d,, ceey Cn = Ty = dy

ein n-dimensionales Parallelepiped oder, wie man sagt, ein n-dimensionales Inter-
vall. Die Ungleichung

L —apsr?

k=1
definiert eine n-dimensionale Kugel. Umgebung des Punktes (ay, a,, ..., a,) heilt
jede Punktmenge, die durch diese Ungleichung bei beliebiger Wahl von r > 0
oder aber durch Ungleichungen |z, —a;| < o (k= 1,2,...,n) mit beliebigem
e > 0 definiert werden kann.

Ist die Funktion f(z,, %,, ..., %s) in einer gewissen Umgebung des Punktes
My(a,, ay, ...,a,) (evtl. mit Ausnahme dieses Punktes selbst) definiert, so sagt
man, daB f(z,, %,, ..., 2,) bei der Annéherung des Punktes M (x, z,, ..., z,)
an den Punkt M(a,,a,, ..., a,) gegen den Grenzwert A4 strebt, und schreibt

lim f(2,, 25, ..., %,) = 4 oder lim f(zy, 25, ..., %) = 4,

L0k M—M,
wenn zu einer beliebig vorgegebenen positiven Zahl ¢ ein solches positives %
existiert, daB |4 — f(z}, %, ..., 2,)| < & ist, sobald |a — x| <7 ist fir
k=1,2,...,n, wobei angenommen wird, daB der Punkt M (z,, ,, ..., z;) nicht
mit M,(a, a,, ..., a,) zusammenfillt. Die Stetigkeit von f(z,, 2y, ..., %,) im
Punkt M,(a,,a,, ..., a,) wird definiert durch

lim f(x,, s, ..., Z4) = f(ay, Qg ..., Q).

L0k
Die in [67] angegebenen Eigenschaften einer in einem abgeschlossenen Bereich
stetigen Funktion bleiben giiltig.

Wie bei Funktionen einer Verdnderlichen [34] bleiben auch die Aussagen iiber
die Stetigkeit der Summe, des Produkts und des Quotienten von stetigen Funk-
tionen richtig, die letztere unter der Voraussetzung, daB der Nenner im Punkt
(@4, @y, ..., a;) von Null verschieden ist.

152. Bemerkungen zum Grenziibergang. Wir befassen uns jetzt eingehender mit dem
Grenzwertbegriff, wobei wir uns auf den Fall einer Funktion zweier Verinderlicher be-
schrinken. Wenn der Grenzwert

limf(z,y) =4 (1)
0
y—b
existiert, werden wir sagen, daB der Grenzwert in beiden Verdnderlichen existiert. Dies bedeutet,
wie wir wissen, daB f(z, y) bei jeder beliebigen Vorschrift fir die Annidherung des Punktes
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M (z, y) an M,(a, b) gegen den Grenzwert 4 strebt. Insbesondere gilt
limf(z,0) =4 und limf(e,y)=4. (2)
z—a y—b

Im ersten Fall strebt M (z, y) gegen M, (a, b) auf einer Parallelen zur 2-Achse und im zweiten

auf einer Parallelen zur y-Achse. Wir bemerken: Selbst aus der Existenz der Grenzwerte (2)
und deren Gleichheit folgt noch nicht die Existenz des Grenzwertes (1). Als Beispiel be-

trachten wir die fiir 2® + y2== 0 definierte Funktion f(z,y) = = iz J - bei Anndherung
an M, (0, 0). Es ist *+y
lim f(z, 0) = 20 _|im0=0 und lim 1(0,4) =0,

2—0 z—0 0 z—0 y—0

aber der Grenzwert (1) existiert in diesem Fall nicht. Setzen wir nimlich y = z tanx, so
konnen wir unsere Funktion in folgender Form schreiben:

zy tan & .
=, y) PR 1T et e sin & €o8 . 3)
Strebt der Punkt M (z, y) gegen M (0, 0) lings einer Geraden, die durch den Koordinaten-
ursprung verlduft und mit der z-Achse den Winkel «, bildet, so bleibt die durch Formel (3)
ausgedriickte Funktion f (z, ) konstant. Thr Wert hdngt von der Wahl des «, ab. Daraus folgt,
daB der Grenzwert (1) fiir das betrachtete Beispiel nicht existiert. Wir bemerken, daB auch
die Formel (3) die Funktion im Punkt M (0, 0) nicht definiert.
AuBer dem Grenziibergang (1) kann man noch die sterierten Grenzwerte betrachten, die
einem Grenzitbergang zuerst hinsichtlich # bei konstantem, von b verschiedenem y und da-
nach hinsichtlich y entsprechen, bzw. umgekehrt:

lim [lim f(z, y) oder lim llm f(=, y)] 4)
yp—b Lz—a z—a

Es kann vorkommen, daB diese beiden iterierten Grenzwerte existieren, aber voneinander
verschieden sind. So wird z. B. bei der fiir 2? + y?== 0 definierten Funktion

2-y+2 4y
2+ g

wie leicht nachzuweisen ist,

f(zr .'l) =

»

lim hmr(x,y)]—l lim lim/(z,y)]:—-l,
z—0 y—0 Lz—0

Es gilt aber der folgende Satz.

Satz. Existiert der Grenzwert (1) in beiden Verdnderlichen und fir jedes hinreichend nahe
bei a gelegene und von a verschiedene x der Grenzwert

,}i_l: 1@ y) = (@), (8)
S0 existiert auch der zwetle iterierte Grenzwert (4) und ist gleich A, d. h.

lim p(z) = 4. (6)
Aus der E;is:enz des Grenzwerts (1) folgt [67], daB es zu beliebig vorgegebenem positivem &
ein positives n derart gibt, dal

|4 —flx,y)|<e  fir lz—a|l<nyp und |y—>bj<y )

25*
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ist, wobei (z, y) nicht mit (a, b) zusammenfillt. Wir legen z, verschieden von a, so fest, daB
|z — a| < n ist. Gehen wir unter Beriicksichtigung von (5) in der Ungleichung (7) zum
Grenzwert uber, so erhalten wir

|4 —p@E) <e fir lx—a|l <9 und 2Fa,
woraus die Gleichung (6) folgt, da ¢ beliebig ist.
Bemerkung. Setzen wir entsprechend voraus, daB der Grenzwert (1) existiert und

daB fiir jedes hinreichend nahe bei b gelegene und von b verschiedene y der Grenzwert
lim f(z, y) = p(y)
z—a

existiert, so existiert auch der erste iterierte Grenzwert (4) und ist gleich 4, d. h.
limy(y) =
y—b

Wenn der Grenzwert (1) existiert und A = f(a, b) ist, dann ist die Funktion f(z, y) im
Punkt (a, b) stetig, oder, wie man genauer sagt, im Punkt (a, b) in beiden Verinderlichen
stetig.

Hierbei gilt auf Grund von (2)

lim f(2, %) = f(a,b), lim}(a,y) = f(a, ),
z—0 y—b

d.h., die Funktion ist dann im Punkt (a,b) auch in jeder Veriinderlichen einzeln stetig,
wovon wir bereits gesprochen hatten [67]. Dagegen folgt aus der Stetigkeit in jeder einzelnen
Veriinderlichen noch nicht die Stetigkeit in beiden Verinderlichen. In der Tat, definieren wir
die Funktion auBerhalb des Koordinatenursprungs durch die Formel (3) und setzen f(0,0) =0,
so gilt hierbei, wie wir oben erwéhnt hatten,

limf(x,0)=0 und limf(0,4) =0,
z—0 y—0

d. h., die Funktion ist in jeder einzelnen Verdnderlichen im Punkt (0, 0) stetig. Aber sie ist
nicht in beiden Veridnderlichen stetig, weil, wie wir gesehen hatten, kein bestimmter Grenz-
wert von f(z, y) bei der Anna,herung von M (z, y) an M, (0, 0) existiert.

Wenn f(z, y) in einem gewissen Bereich, der den Punkt (z, ) in seinem Innern ent}mlt
partielle Ableitungen besitzt, gilt, wie wir gezeigt hatten [68], die Formel

flx+ Az, y + Ay) — (2, y) = fo(x + 0 Az, y + Ay) Az + fy(x, y + 0, Ay) Ay
0<6,6,<1).

Wir nehmen an, da8 die partlellen Ableltungen in dem erwéhnten Bereich beschréinkt sind,
d. h. dem Absolutbetrag nach eine gewisse Zahl M nicht uberschrelten Dann liefert diese
Formel

lfz+ Az, y + dy) — f(z, )| < M (|4=| + |dy)),
und die rechte Seite dieser Ungleichung strebt fiir A2 — 0 und Ay — 0 gegen Null, woraus

lim f(z 4 4z, y 4+ 4y) = f(z, y)
Az—0

d4y—0

folgt. Also: Besitzt f(z, y) im Innern eines gewissen Bereichs beschrinkte partielle Ablettungen,
80 ist diese Funktion im Innern dieses Bereichs stetig.
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Die Funktion (3) ist mit der zusétzlichen Festsetzung f(0, 0) = 0 auf der ganzen z-Achse
und auf der ganzen y-Achse gleich Null, und sie besitzt im Punkt M, (0, 0) offenbar partielle
Ableitungen, die gleich Null sind. In den iibrigen Punkten hat sie ebenfalls partielle Ab-
leitungen:

Y2y 2oz
@+ 9P’ @+ or

d. h., die oben angegebene Funktion hat in der ganzen Ebene particlle Ableitungen. Trotz-
dem ist sie, wie wir gesehen hatten, im Punkt (0, 0) nicht stetig; dies erklirt sich dadurch,
daB die partiellen Ableitungen dem Absolutbetrag nach bei der Anniherung des Punktes (z, y)
an den Koordinatenursprung beliebig groBe Werte annehmen kénnen.

fz(x’ y) = f'(xs y) =

153. Die partiellen Ableitungen und das vollstindige Ditferential erster Ordnung.
In [68] hatten wir den Begriff der partiellen Ableitungen und des vollstindigen
Differentials einer Funktion zweier Verdnderlicher eingefithrt. Diese Begriffe
konnen auch auf den Fall einer Funktion beliebig vieler Veranderlicher ausgedehnt
werden. Als Beispiel betrachten wir die Funktion von vier Veranderlichen:

w=f(z,9,21).

Unter der partiellen Ableitung dieser Funktion nach z versteht man den Grenz-
wert

tim f(x+h,y,z,t}z —f@y2t

B0

wenn er existiert; zur Bezeichnung dieser partiellen Ableitung verwendet man

die Symbole

0 » I ;t 0
f@yzt) g ow

fz(®,4,2,t)  oder e -

Analog werden auch die partiellen Ableitungen nach den anderen Verinder-
lichen definiert.

Unter dem vollstindigen Differential der Funktion versteht man die Summe
ihrer partiellen Differentiale:

ow ow ow ow

wobei dz, dy, dz, dt die Differentiale der unabhingigen Verdnderlichen sind (also
willkiirliche, nicht von z, y, 2, ¢ abhidngige GroBen).
Das Differential ist der Hauptbestandteil des Funktionszuwachses
Aw=f(x +dz,y +dy,z + dz,t + dt) — [(z, ¥y, 2, ¢)
und zwar gilt [68]
Aw =dw + ¢, dz + e, dy + e5dz + ¢, dt,

wobei ¢, &, €&, & gegen Null streben, wenn dz, dy, dz, dt gegen Null streben,
unter der Voraussetzung, daB die Funktion w stetige partielle Ableitungen im
Innern eines gewissen Bereichs besitzt, der den Punkt (z, y, 2, t) in seinem Innern
enthalt.
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Genauso kann auch die Differentiationsregel fiir mittelbare Funktionen ver-
allgemeinert werden. Wir nehmen z. B. an, daB 2, y und z nicht unabhéngige
Verinderliche sind, sondern Funktionen der unabhéngigen Verianderlichen ¢. Die
Funktion w hingt in diesem Fall sowohl von ¢ direkt als auch mittelbar @ber
z, 9, z ab, und die vollstindige Ableitung von w nach ¢ erhélt die Form

dw _ow owdx owdy Oowdz

-t ma Ty a T m

(8)

Wir halten uns nicht mit dem Beweis dieser Regel auf, da sie in einer wort-
lichen Wiederholung dessen besteht, was wir in [69] gesagt hatten. Wenn die Ver-
énderlichen 2, y, z aufler von ¢ auch noch von anderen unabhéngigen Verander-

lichen abhidngen, miissen wir auf der rechten Seite der Formel (8) statt éf-

dt’
dy dz _. . . ox 9y oz Fon - i
RT3 die partiellen Ableitungen %t 9t Bt schreiben; da ferner die Funk-
tion w aufler von ¢ auch von den anderen unabhangigen Verdnderlichen abhingt,

miissen wir auf der linken Seite der Gleichung (8) ebenfalls :il—ttv durch ‘;—’f er-

setzen. Diese letzte partielle Ableitung ist jedoch verschieden von der auf der
0
rechten Seite der Gleichung (8) stehenden partiellen Ableitung 3_1:) , die nur inso-

weit berechnet ist, als w unmittelbar von ¢ abhéngt; zur Unterscheidung setzt
man bisweilen diese direkt beziiglich ¢ berechnete partielle Ableitung in Klam-
mern, so daf die Gleichung (8) im vorliegenden Fall folgende Form annimmt:

= =% A s ©)

ow _ [ow n ow dx  Oow dy ow 9z
- 9x ot ' oy ot ' oz ot

Bei der Betrachtung einer Funktion einer Verdnderlichen hatten wir gesehen,
daB der Ausdruck fiir ihr erstes Differential nicht von der Wahl der unabhingigen
Verdnderlichen abhingt [50]. Wir werden nun zeigen, daBl diese Eigenschaft auch
bei Funktionen mehrerer Verinderlicher giillig bleibt.

Wir betrachten als konkreten Fall die Funktion zweier Verdnderlicrer

z=¢(=,9)

und nehmen an, daB z und y Funktionen der unabhéngigen Veranderlichen % und »
sind. Nach der Kettenregel ist dann

0z 0z ox 9z 9y 0z 0z dx | 0z dy
du 0x ou ' oy ou’ v oz ov ' oy ov’
Da das vollstindige Differential der Funktion nach Definition

0z o0z
dz-:Edu—*‘ %dv
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ist, erhalten wir durch Einsetzen der Ausdriicke fiir die partiellen Ableitungen

_ 9z (ox ox oz (oy 2y

Die in den runden Klammern stehenden Ausdriicke sind aber die vollstandigen
Differentiale von = und y, und daher kénnen wir schreiben

d. h., das erste Differential einer mittelbaren Funktion hat dieselbe Form wie bes
unabhingigen Verinderlichen.

Diese Eigenschaft gestattet es, die Regel fiir die Ermittlung des Differentials
einer Summe, eines Produkts und eines Quotienten auf eine Funktion mehrerer
Veranderlichen auszudehnen:

du + v) =du -+ dv, d(uv)=vdu - udv, d% vdu—;@ig,

wobei % und v Funktionen von mehreren unabhingigen Verinderlichen sind. So
koénnen wir z. B. unter Benutzung der bewiesenen Eigenschaft schreiben;

/] (uv) 3(uv)

d(uy) = U+ ——dv=vdu 4 udv.

154. Homogene Funktionen. Wir geben eine Definition einer homogenen
Funktion mehrerer Verdanderlicher an: Eine Funktion mehrerer Verdnderlicher
heilt homogene Funktion vom Qrade m in diesen Verinderlichen, wenn sich bei
der Multiplikation aller dieser Verdnderlicher mit einer beliebigen GroBe ¢ die
Funktion mit ¢™ multipliziert.

Beschrinken wir uns auf die Fille einer Funktion von zwei bzw. drei Verander-
lichen, so konnen wir sagen, daB die Funktionen f(z, y) bzw. f(z, y, 2) homogene
Funktionen vom Grade m heilen, wenn sie den Identititen

fz, ty) =t"f(x,y)  bzw.  f(tx, by, tz) = i"f(x, y,2) (10)
fiir beliebige zuldssige Werte z, y, z, ¢ geniigen. Die Zahl m kann eine beliebige
feste reelle Zahl sein. Ist etwa m = %, so ist ¢™ = }/¢, und ¢ muB positiv sein.

Wir nehmen z. B. an, da8 die Funktion f(z, y) ein Volumen darstellt, daB =
und y die Lingen gewisser Strecken sind und daB in dem Ausdruck der Funktion
aufler diesen Strecken nur reine Zahlen auftreten. Die Multiplikation von z und y
mit ¢ (¢ > 0) ist gleichbedeutend mit einer MaBstabsverkleinerung um das ¢-fache
(fiir ¢ > 1 oder mit einer MaBstabsvergroBerung fiir ¢ < 1), und offenbar muB
dabei der Wert, der das Volumen ausdriickt, mit ## multipliziert werden, d. h.,
in dem betrachteten Fall wird f(x, y) eine homogene Funktion dritten Grades.l)

1 So driickt sich z. B. das Volumen eines Kegels durch den Radius r seiner Grundfliche und
die Héhe & gemaB der Formel V = % nrih aus.
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Ebenfalls als homogene Funktion dritten Grades erweist sich ein beliebiges
homogenes Polynom dritten Grades in 2 und y, d. h. ein solches Polynom, bei
dem in jedem Glied die Summe der Exponenten von z und y gleich 3 ist:

f(x, y) = az® + baty + cxy® + dy.
Die Briiche
z® + y® zy z+y
B+’ 2yt 2R
sind homogene Funktionen der Grade 1, 0 bzw. —1. Wir bemerken, daB

flx,y) = ]/x* + 3% eine homogene Funktion ersten Grades fiir alle reellen x
und y und alle ¢ > 0 wird; denn es gilt

V) + (g =1t Y=* + o2,
wobei beide Wurzeln positiv genommen werden.

Differenzieren wir die Identitat (10) nach ¢ und wenden bei der Differentiation
der linken Seite die Kettenregel an, so erhalten wir die Identitat

zfu(u, v) + yfo(u, v) = mi™f(z, y),

wobei u = tx und v = ty ist. Setzen wir in dieser Identitdt ¢ = 1, so erhalten
wir den Safz von EULER:

zfz(2, ¥) + yfy(*, y) = mf(z, y). (11)

Die aus den Produkten der partiellen Ableitungen einer homogenen Funktion mit
den entsprechenden Verinderlichen gebildete Summe ist gleich dem Produkt der
Funktion selbst mit ihrem Homogenititsgrad.

Beim Beweis setzen wir natiirlich voraus, daB die Funktion f(z, y) stetige
partielle Ableitungen hat.

, 1
Fir m = 0 erhalten wir, indem wir in der Identitit (10) ¢ = Z setzen,

Yy Yy 2
fon =1 (1Y) b fmua=f(LL2)
d. b., die homogene Funktion nullten Grades ist eine Funktion der Verhilinisse aller
Verdnderlichen zu einer von diesen. Fiir eine solche Funktion muB3 die Summe der
Produkte der partiellen Ableitungen mit den entsprechenden Veridnderlichen
gleich Null sein. Héufig wird die homogene Funktion nullten Grades homogen
schlechthin genannt.

155. Die partiellen Ableitungen héherer Ordnung. Die partiellen Ableitungen
einer Funktion mehrerer Verinderlicher sind ihrerseits Funktionen derselben Ver-
dnderlichen, und wir kénnen weitere partielle Ableitungen bilden. Auf diese Weise
erhalten wir die partiellen Ableitungen zweiter Ordnung der urspriinglichen
Funktion, die ebenfalls Funktionen derselben Verinderlichen werden ; deren Diffe-
rentiation fithrt zu den partiellen Ableitungen dritter Ordnung der Ausgangs-
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funktion usw. So erhalten wir z. B. bei der Funktion u = f(z, y) von zwei Ver-
dnderlichen, indem wir jede der partiellen Ableitungen 2—: und Z—u nochmals

nach 2 und y differenzieren, vier partielle Ableitungen zweiter Ordnung, die
folgendermaBen bezeichnet werden:

fzz (x: y)r frll (xs 3/), fﬂz (x: ?I), fw (x, ?/)

oder
2f(x, y) 2f(x, y) 2f(x, y) 2f(x, y)
oxr ’ ox oy ’ dy ox ’ oy?
oder
2u 2u 2u o2y
oa?’ ox 3y’ oy oz’ En

Die Ableitungen f,,(x, y) und f,.(x, y) unterscheiden sich durch die Reihen-
folge der Differentiation. Im ersten Fall wird die Differentiation zuerst nach z
und dann nach y ausgefiithrt, im zweiten Fall aber in der umgekehrten Reihen-
folge. Wir zeigen, dal diese beiden Ableitungen unter gewissen Voraussetzungen
miteinander identisch sind, d. h., daB das Resultat nicht von der Reihenfolge der
Differentiationen abhingt.

Zu diesem Zweck bilden wir den Ausdruck

Setzen wir

9’(95»?/) ?f(ﬂ?—'— hry) —f(x: y):

so kénnen wir den Ausdruck w in folgender Form schreiben:

w=I[flx+hy+k—fle,y+ k] —[f@+hy —f=y)]
=g,y -+ k) —oy).

Indem wir zweimal den Mittelwertsatz (Formel von LAGRANGE [63]) anwenden,
erhalten wir

o = ko, (x,y + 6,k)
= k[fy(x + b,y + 016) — fy(x, y + 016)] = khfy:(x + 05k, y + 0,k).

Die Buchstaben § mit den verschiedenen Indizes bezeichnen zwischen 0 und 1
liegende Zahlen. Mit dem Symbol f,(x + &, y + 6,k) bezeichnen wir die partielle
Ableitung der Funktion f(z, y) nach ihrem zweiten Argument y, wenn darin an
Stelle von x bzw. y die Werte  + & bzw. y + 0,k eingesetzt werden. Analoge
Bezeichnungen werden auch fir die anderen partiellen Ableitungen verwendet.

Genauso konnen wir fiir

v(@y) =[xy + k) — [ 9)
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schreiben:

o=[f@+hy+k—f@t+hy]—[y+E—fy)]
=@ +hy) —y@y) =hy:(z+ :h,9)
= h[f(x + Osh,y + k) — fe(z + O3k, y)] = hkfsy(x + O3k, y + 04k).
Durch Vergleich der beiden fiir w erhaltenen Ausdriicke folgt

i hkf,.(x + 04k, y + 0,k) = hkf,(z + Ogh, y + 0,k)
er
fy:(z + oah» ¥+ olk) = fzv(x + osh’ ¥+ olk)'

Setzen wir die Stetigkeit der Ableitungen zweiter Ordnung voraus und lassen %
und & gegen Null streben, so erhalten wir

/v:(x: y) = /zv(xr )R
Diese Uberlegung fithrt uns zu dem folgenden

Satz. Besitzt f(x, y) im Innern eines gewissen Bereichs stetige Ableitungen f., (x,y)
und fy. (2,y), s0 sind diese Ableitungen in allen inneren Punkten des Bereichs gleich.

Wir betrachten jetzt zwei Ableitungen dritter Ordnung, etwa f,.,(z, y) und
fyzz (%, ¥), die sich durch die Reihenfolge der Differentiation unterscheiden. Be-
riicksichtigen wir, da8 unter den angegebenen Voraussetzungen das Resultat
einer zweifachen Differentiation nicht von der Reihenfolge der Differentiation
abhangt, so konnen wir bei Annahme der Existenz der betreffenden Ableitungen

schreiben:
Of:(2y) _ Pf:(,9)
ox 0y oy ox

d. h,, auch in diesem Fall hangt das Resultat der Differentiation nicht von der
Reihenfolge der Differentiationen ab. Diese Eigenschaft 168t sich ohne Schwierig-
keit auf Ableitungen beliebiger Ordnung und auf den Fall einer Funktion beliebig
vieler Veranderlicher iibertragen; wir konnen also den allgemeinen Satz aus-
sprechen: Das Resultat der Differentiation hingt nicht von der Reihenfolge ab, in
der die Differentiationen durchgefiikrt werden, wenn nicht nur die Exzistenz der
Ableitungen, sondern auch ihre Stetigkeit im Innern eines gewissen Bereichs voraus-
gesetzt wird.

Im folgenden wollen wir stets voraussetzen, daB die vorkommenden Ableitungen
stetig sind; auf Grund des bewiesenen Satzes braucht man dann fiir die Ablei-
tungen hoherer Ordnung nur die Ordnung » der Ableitung, diejenigen Verander-
lichen, nach denen differenziert wird, sowie die jeweilige Anzahl der Differentia-
tionen anzugeben. So benutzt man z. B. fiir die Funktion w = f(z, y, 2, t) die
folgende Bezeichnung:

6"/(:v, y: 2, t) 3"w
ool 0 Gmageor G TETrti=m,
welche zeigt, daBl die gewahlte Ableitung von n-ter Ordnung ist, wobei x-mal
nach z, f-mal nach y, y-mal nach z und é-mal nach ¢ differenziert wurde.

fzzv(x’ y) = = fxyz(x, y) = fy:z(a% y):
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156. Differentiale htherer Ordnung. Das vollstindige Differential du einer
Funktion mehrerer Verdnderlicher ist seinerseits eine Funktion derselben Ver-
dnderlichen, und wir konnen unter Voraussetzung der Existenz der betreffenden
Ableitungen das vollstindige Differential dieser Funktion bestimmen. So erhalten
wir das Differential zweiter Ordnung d®» der Ausgangsfunktion u, das ebenfalls
eine Funktion derselben Verdnderlichen wird; deren vollstindiges Differential
fithrt uns zum Differential dritter Ordnung d3u der Ausgangsfunktion, usw.

Wir betrachten eingehender die Funktion u = f(z,y) der beiden Verdnder-
lichen z und y und setzen voraus, daB  und y unabhéngige Veranderliche sind ;
ferner sollen die im folgenden auftretenden Ableitungen stetige Funktionen von
z, y sein. Nach Definition ist

_ 9=y of (x, y)
du = p dx + oy dy. (12)

Bei der Berechnung von d?u beriicksichtigen wir, daB die Differentiale dz und
dy der unabhingigen Verdnderlichen als konstante GroSen anzusehen sind, so
daB wir sie vor das Differentialzeichen setzen koénnen:

d2u =d[af(a‘2y) ]+d[af(xyy) ]=dx-d 3](3:1:;3/) +dy-daf(;;’,y)

3’!(96, Y) 3’1‘( y) 2z, y) #f(z, y)

- azfa(x;y) dot 4 2 Z1&Y) 3f( y) dody + 21L& Y 8f(x,y) dyt.

Berechnen wir ebenso d®u, so erhalten wir

Bf(z, 3f(z, y)

Y) &f (2, 9) & f(x Y
gas 05+ 3, detdy + 3 dedy + — = dyt

Pu = oz oy®

Diese Ausdriicke fiir d*u und d3u fihren uns zu der folgenden symbolischen
Formel fiir das Differential einer beliebigen Ordnung:

dru= (2 dz+ L ay\'t (13)

ox oy ’
wobei diese Formel so zu verstehen ist: Die in Klammern stehende Summe soll
nach dem binomischen Satz in die n-te Potenz erhoben und danach der Exponent

von '8%: bzw. —aa—y- als Ordnung der Ableitung der Funktion f nach z bzw. y ge-

deutet werden.

Wir haben uns von der Richtigkeit der Formel (13) fiir » = 1,2 iiberzeugt.
Zu ibrem vollstindigen Beweis mufl man vollstindige Induktion oder den Schluf
von n auf n+1 anwenden. Wir nehmen an, daB Formel (13) fiir » richtig
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ist, und bestimmen das Differential (z 4 1)-ter Ordnung:

a(d u) dz 6(d"u) ( dx+_dy) dru,

d™iy = d(dvu) =

wobei wir mit

2
(2= 5 %)
allgemein den Ausdruck

99 4 4 %9 3<p
ox

bezeichnen.
Beriicksichtigen wir die Induktionsvoraussetzung, so kénnen wir schreiben:

0 0 0 0 n 0 0 nt+l
= (e o) (G o e o)) = e o

d. h., die Formel ist damit auch fiir d*+'« bewiesen.

Die Formel (13) 148t sich ohne Schwierigkeit auch auf den Fall einer Funktion
von beliebig vielen unabhingigen Verdnderlichen iibertragen. Die Formel (12)
ist, wie wir wissen [1583], nicht nur in dem Fall giltig, daB x und y unabhéangige
Verdnderliche sind. Bei der Ableitung des Ausdrucks fiir d®u aber war wesent-
lich, daB dz und dy als konstante GroBen angesehen werden konnten, und auch
Formel (13) gilt nur unter dieser Voraussetzung.

Sie ist sicher erfiillt, wenn z und y unabhéngige Verdnderliche sind. Wir nehmen
jetzt an, daB x und y lineare Funktionen der unabhangigen Verdnderlichen z
und £ sind:

r=az+ bt+c, y=a,2+ bt+ec,

wobei die Koeffizienten und die freien Glieder konstant sind. Fiir d= und dy er-
halten wir die Ausdriicke

dx =adz + bdt,
dy = a,dz } b, dt.

Da aber dz und dt als Differentiale unabhingiger Verdnderlicher als konstant
angesehen werden miissen, 148t sich dasselbe in diesem Fall auch von dz und dy
sagen., Wir konnen daher behaupten, daB die symbolische Formel (13) auch dann
giiltig ist, wenn x und y lineare Funktionen (ganze rationale Funktionen ersten
Grades) von unabhingigen Verinderlichen sind.

Kann man dx und dy nicht als konstant ansehen, so gilt die Formel (13) nicht
mehr. Wir untersuchen den Ausdruck d?u in diesem allgemeinen Fall. Bei der
Berechnung von

of (2, y) o, 9) ,
d (—8:6 dx) und ( 3y y)
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sind wir nun nicht mehr berechtigt, dz und dy vor das Differentialzeichen zu
ziehen, wie wir das frither gemacht hatten, sondern wir miissen die Formel fiir
das Differential eines Produkts anwenden [153].

Wir erhalten auf diese Weise

Die Summe der ersten beiden Glieder auf der rechten Seite dieser Gleichung
liefert uns den Ausdruck, den wir friiher fiir d®« erhalten hatten, und wir finden
schlieBlich

dzu_%l.)_dx2+2ud dy—l—af(x’y)dz
of (, ot (x,
+ f(axxy) 2z + fgcyy) d*y, (14)

d. h., in dem betrachteten allgemeinen Fall enthilt der Ausdruck fiir d®*» zusitz-
liche Summanden, die von d2z und d?y abhéngen.

157. Implizite Funktionen. Wir bringen jetzt die Differentiationsregeln fiir
implizit gegebene Funktionen. Dabei werden wir voraussetzen, daB die gegebene
Gleichung tatsichlich eine Funktion y definiert, die die entsprechenden Ablei-
tungen besitzt. In [169] werden wir diese Voraussetzung unter gewissen Bedin-
gungen beweisen. Ist y eine implizite Funktion von z,

F(z,y9) =0, - (18)

80 bestimmt sich die erste Ableitung y' dieser Funktion, wie wir wissen, aus der
Gleichung [69]:

F.(2,9) + Fy (@ 9)y = 0. (16)

Die Gleichung (16) hatten wir erhalten, indem wir in der Gleichung (15) y als
Funktion von z betrachteten und beide Seiten dieser Gleichung nach x differen-
zierten. Verfahren wir ebenso mit der Gleichung (16), so erhalten wir die Glei-
chung zur Bestimmung der zweiten Ableitung y":

For(@,y) + 2F (2, 9)Y + Fyy(z, 9)y'? + Fy(z, y)y" = 0. (17)

Durch Differentiation dieser Gleichung nach x erhalten wir eine Gleichung zur
Bestimmung der dritten Ableitung y'’’, usw.

Wir beachten, daB in den auf diese Weise sich ergebenden Gleichungen der
Koeffizient der hochsten auftretenden Ableitung der 1mpliz1ten Funktion stets
derselbe ist, ndmlich F, (, y). Ist dieser Koeffizient fiir gewisse, der Gleichung (15)
geniigende Werte von x und y von Null verschieden, so liefert das eben angegebene
Verfahren zu diesen Werten ganz bestimmte Werte fiir die Ableitungen beliebiger
Ordnung der impliziten Funktion. Hierbei ist natiirlich die Existenz der partiellen
Ableitungen von F(z, y) vorausgesetzt.
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Wir betrachten weiter eine Gleichung in drei Veranderlichen
D(x,y,2)=0.

Sie definiert z als implizite Funktion der unabhéngigen Veranderlichen x und y
in folgendem Sinne: Ersetzt man in der linken Seite dieser Gleichung z durch
eben diese Funktion von x und y, so wird die linke Seite der Gleichung identisch
gleich Null. Somit miissen wir bei der Differentiation der linken Seite dieser Glei-
chung nach den unabhingigen Verinderlichen x und y unter der Voraussetzung,
daB z eine Funktion von ihnen ist, Null erhalten:

{D:(x, Y, z) + ¢z (x’ Y, z)zz = 0:
D, (z,y,2) + P.(x, Y, 2)z, = 0.

Aus diesen Gleichungen ergeben sich fir @,(z,y,2)3=0 die partiellen Ab-
leitungen erster Ordnung z, und z,. Differenzieren wir die erste der angegebenen
Beziehungen nochmals nach z, so erhalten wir eine Gleichung zur Bestimmung
der partiellen Ableitung 2., usw. In allen sich ergebenden Gleichungen wird der
Koeffizient der gesuchten Ableitung gerade @, (z, y, 2).

Wir betrachten jetzt das Gleichungssystem

¢(x: Y, z) =0, 'p(xr Y, z) =0. (171)

Wir wollen annehmen, daB dieses System y und z als implizite Funktionen von =
definiert. Differenzieren wir beide Gleichungen des Systems nach z unter der
Voraussetzung, daB y und z Funktionen von z sind, so erhalten wir ein lineares
Gleichungssystem zur Bestimmung der Ableitungen %’ und 2’ von y bzw. z nach «:

(2, 4, 2) + g (2, 9, 2)¥ 4+ @.(x, ¥, 2)z’ =0,
v:(2, 4, 2) + v, (2, ¥, 2)Y + v.(x, 9, 2)2 = 0.

Differenzieren wir diese Beziehungen nochmals nach z, so erhalten wir ein
Gleichungssystem zur Bestimmung der zweiten Ableitungen y” und 2”. Durch
nochmalige D1fferent1at10n nach z erglbt gich ein Gleichungssystem zur Bestlm-
mung von ¥’ und 2", usw.

Die Ableitungen n-ter Ordnung ™ und 2™ bestimmen sich daher aus einem
System der Form

‘Py(x’ Y, z) * y(”) + ¢z(x: Y, z) i + An = 0:
(2,9, 2) - Y™ + y.(2,9,2) - 2" + B, =0,

wobei 4, und B, Ausdriicke sind, die Ab'leitungen von niedrigerer Ordnung als »
enthalten. Wie aus der elementaren (linearen) Algebra bekannt ist, liefert ein
solches System eine eindeutig bestimmte Losung, wenn die Bedingung

%(x: Y, z)- 'I’z(x; Y, 2) - ‘pz(x’ Y, z) . V’y(x: Y, z) :#Z 0
erfillt ist.
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Fir alle dem System (17,) geniigenden Werte von x, ¥ und z, fiir die diese Be-
dingung erfiillt ist, fithrt das eben beschriebene Verfahren zu ganz bestimmten
Werten der Ableitungen.

Ist allgemein ein System von m Gleichungen in m + n Verdnderlichen gegeben,
so definiert ein solches System unter entsprechenden Voraussetzungen im all-
gemeinen m Veranderliche als implizite Funktionen der iibrigen » Veranderlichen,
und die Ableitungen dieser impliziten Funktionen kénnen durch das oben be-
schriebene Verfahren der aufeinanderfolgenden Differentiationen der Gleichungen
nach den unabhingigen Veranderlichen erhalten werden.

158. Beispiel. Wir betrachten als Beispiel die Gleichung
ax® 4 by* +c22=1 mit a,b,c+0, (18)
die z als Funktion von z und y definiert. Durch Differentiation nach 2 erhalten wir
ax +cz-2, =0 (19)
und genauso durch Differentiation nach y
by +cz-2,=0, (19,)
woraus sich
az by
= —— d = ——=
# cz h i cz
ergibt.
Differenzieren wir die Beziehung (19) nach 2 und nach y, die Beziehung (19,) nach y, so.
erhalten wir
ad el dozzg, =0, Czpzy+oc2z,, =0, btoezgtoezz, =0

und daraus

a_'_caa_zz
o = afoczy 0222  acz? 4 a*2?
A cz cz a2
_ 2gzy  abzy
Fan = T z 28
2 __bdezy  bez2 4 b
W cz a8

Wir bringen jetzt ein anderes Verfahren zur Berechnung der partiellen Ableitungen, das
auf der Anwendung des Ausdrucks fiir das vollstindige Differential einer Funktion beruht.
Zu diesem Zweck werden wir zuniichst einen Hilfssatz beweisen. Es mdge uns in irgendeiner
Weise gelungen sein, einen Ausdruck fiir das vollstindige Differential dz der Funktion von
zwei unabhiingigen Verinderlichen  und y zu erhalten:

dz=pdx + qgdy.
Andererseits wissen wir, daf3

dz =z dx + z,dy
ist.
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Durch Vergleich dieser beiden Ausdriicke erhalten wir
pdz + gdy =z dx + 2, dy.

Nun sind dz und dy als Differentiale der unabhiingigen Verinderlichen willkiirliche Gro8en.
Setzen wir dz =1 und dy = 0 bzw. dz = 0 und dy = 1, so erhalten wir

~

P=2, und g=2,.

Also: Wenn das vollstindige Differential der Funktion z von zwei unabhdngigen Verdnderlichen x
und y in der Form

dz=pdx + qdy

dargestellt werden kann, ist p =z, und g = z,.
Dieser Satz ist auch fiir Funktionen von beheblg vielen unabha.nglgen Verinderlichen
richtig. Genauso 1éBt sich zeigen: Wenn das Differentsal zwester Ordnung in der Form

d?z = rda? + 2¢8dzdy + tdy?

dargestellt werden kann, ist, falls die zweiten Ablestungen als stetig vorausgesetzt werden, r = z,,,
8 =2, und t =z,

Wir kehren jetzt zu dem betrachteten Beispiel zuriick. Anstatt die Ableitungen der linken
Seite der Beziehung (18) nach z und y zu bestimmen, bestimmen wir ihr Differential, wobei
wir uns erinnern, daB der Ausdruck des ersten Differentials nicht von der Wahl der unab-
hingigen Verinderlichen abhingt [168]:

azxdz + bydy +czdz=0, : (20)
woraus sich
de = — %% 4, %,
z cz

ergibt und folglich auf Grund des bewiesenen Satzes

ax b
2= —— und z, = -2,
cz cz

Wir bestimmen jetzt das Differential der linken Seite der Beziehung (20), wobei wir beriick-
sichtigen, daB dz und dy als konstant angesehen werden miissen:

ada?+bdy? +cdz®+czd?z2=0

oder
d%———dﬁ—ldy——dﬂ———dﬁ—idz ( d+ﬁy@)
z
acz? + a?a? abzy bez? + b2 y’
=22 T IT g2 d 202 Ty
P an T s
und folglich
= acz? + a2a? o — abxy e — — bez® + b%y2
2z 0228 ) zy czzs rY v caza

Auf diese Weise erhalten wir durch die Bestimmung des Differentials einer bestimmten
Ordnung alle partiellen Ableitungen dieser Ordnung.
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159. Die Existenz der impliziten Funktion. Unsere Uberlegungen trugen formalen
Charakter. Wir hatten in allen Fillen vorausgesetzt, daB die entsprechenden Gleichungen
oder das Gleichungssystem in impliziter Form eine gewisse Funktion definierten, die eine
Ableitung besitzt. Wir werden jetzt den Fundamentalsatz von der Existenz der impliziten
Funktion beweisen. Wir untersuchen die Gleichung

F(z,y)=0 @1)

und geben Bedingungen an, unter denen sie in eindeutiger Weise y als stetige und differen-
zierbare Funktion von z definiert.

Satz. Esset x =2z, und y =y, eine Lisung der Gleichung (21), d. k.
Fly) =0; ~ (22)

es seien ferner F (z, y) und thre partiellen Ableitungen erster Ordnung nach x und y stetige Funk-
tionen in allen Punkten (z,y) einer gewissen Umgebung von (x4, y,), und es sei schlieflich die
partielle Ableitung Fy(x, y) fir = = x,, y =y, von Null verschieden. Dann existiert fur alle x
aus einer gewissen Umgebung von x, eine eindeutig bestimmte Funktion y(z), die der Qleichung (21)
geniigt, stetig ist, eine Ableitung besitzt und der Bedingung y(z,) = y, genigt.

Zum Beweis nehmen wir an, daB Fy(z,y)> 0 ist fir z =z,, y = y,. Da diese Ab-
leitung nach Voraussetzung stetig ist, wird sie in allen Punkten (z, y) einer gewissen Um-
gebung von (z,, ¥,) positiv, d. h., es existiert eine positive Zahl I/, so daB F(z, y) und ihre
partiellen Ableitungen stetig sind und

Fylz,y) >0 (23)
ist fiir alle 2 und y, die der Bedingung
e —z|l =1,  ly—wl =1 (24)

geniigen.

Ferner wird die Funktion F(z,, y) der Verinderlichen y wegen (22) fiilr y = y, gleich Null
und ist im Intervall (y, — I, ¥, + I) auf Grund von (23) und (24) eine zunehmende Funktion
von y. Folglich haben die Werte F(z,, ¥, — !) und F(z,, ¥, + !) verschiedene Vorzeichen:
der erste ist negativ und der zweite positiv. Beriicksichtigen wif die Stetigkeit der Funktion
F (z, y), so kénnen wir behaupten [67], daB fiir alle z aus einer gewissen Umgebung von z,
die Funktion F(z,y, — 1) negativ und F(z,y, + I) positiv wird, d. h., es existiert eine
solche positive Zahl 1, daB far |z — 2| < I,

Fx,yo— 1) <0 und Fz,yo+1)>0 (25)

wird. Wir bezeichnen den kleineren der beiden Werte I und !, mit m; dann ist unter Beriick-
sichtigung von (24) und (25) die Ungleichung (23) erfiillt, wenn z und y den Ungleichungen

|z —zl=m, |y—gl=1 (26)

geniigen.

Bei jeder Wahl eines festen im Intervall (z, — m, z, + m) gelegenen und somit der ersten
der Ungleichungen (26) geniigenden z wird F(z, y) als Funktion von y wegen (23) eine zu-
nehmende Funktion im Intervall (y, — I, y, + !); wegen (25) hat sie verschiedene Vor-
zeichen in den Endpunkten dieses Intervalls und wird folglich fiir einen eindeutig bestimmten
Wert y aus diesem Intervall gleich Null. Fiar z = z, insbesondere wird dieser Wert von y
wegen (22) gerade gleich y,. Wir haben somit die Existenz einer bestimmten Funktion y(z)
im Intervall (z, — m, z, + m) bewiesen, welche Losung der Gleichung (21) ist und der Be-
dingung y(z,) = y, geniigt. Mit anderen Worten: Aus den vorstehenden Uberlegungen folgt,

26 Smirnow I
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daB fiir jedes festo x des Intervalls (z, — m, z, + m) die Gleichung (21) eine einzige im
Innern des Intervalls (y, — I, y, + ) liegende Losung besitzt.

Wir werden jetzt zeigen, daB die gefundene Funktion y(z) in z = z, stetig ist. In der Tat
haben die Werte F (g, yo — €) und F(z, y + ¢) fir alle hinreichend kleinen positiven &
wegen (25) verschiedene Vorzeichen. Also existiert ein solches positives 7, daB F(z, y, — &) und
F (z, y, + ) verschiedene. Vorzeichen haben, wenn nur |z — x,| <7 ist, d. h., firr |z —z,| <7
geniigen die Losungen der Gleichung (21), also die Werte der gefundenen Funktion y(z), der
Bedingung |y — y,| < ¢, womit die Stetigkeit von y(x) fiir z = z, bewiesen ist.

Wir weisen jetzt die Existenz der Ableitung y’(x) in # = z, nach. Es sei dx =z — z,,
A4y =y — y, der entsprechende Zuwachs von 2 bzw. y. Also geniigen = = zy + Az und
y =y; + Ay der Gleichung (21), d. h. F(x, + Az, y, + 4y) = 0. Wir kénnen wegen (22)
schreiben :

F(zy + Az, y, + Ay) — F (24, y,) = 0.

Beriicksichtigen wir die Stetigkeit der partiellen Ableitungen, so konnen wir diese Identitit
in der Form [68]

[F2(Ze Yo) + &1 A2 + [Fy(ze %) + &3] dy =0 @n

darstellen, wobei & und ¢, fiir 4z -0 und 4y — 0 gegen Null streben und wobei wir die
Werte der partiellen Ableitungen fir z = z,, ¥ = y, mit F (o, ¥,) und Fy (2, ¥,) bezeichnet
haben. Aus der oben bewiesenen Stetigkeit folgt, daB Ay fir Az — 0 gegen Null strebt.

Die Gleichung (27) liefert uns

4y _ _F:@euy) +& ;
Az Fy(@as %0) + &,

gehen wir fiir Az - 0 zur Grenze iiber, so erhalten wir

— F (%4, Yo)
V) == )

Wir haben die Stetigkeit und die Existenz der Ableitungen der Funktion y(z) nur fiir
z = z, bewiesen. Fir jeden anderen Wert = des Intervalls (z, — m, , + m) und den zuge-

hérigen Wert y aus dem Intervall (y, — I, y, + 1), die eine Lésung der Gleichung (21) dar-
stellen, erfiillt das Wertepaar z, y wieder alle Bedingungen unseres Satzes. Somit ist y(z) stetig

und besitzt fiir jeden Wert z aus dem angegebenen Intervall eine Ableitung y'(z) = — F:=y) ,
die ebenfalls eine stetige Funktion ist. Fy(z,y)

Genauso wie oben wird der Satz von der Existenz der impliziten Funktion z(z, y) formuliert,
die durch die Gleichung P(z, y, 2) = 0 definiert wird.

Wir betrachten jetzt das System
o 9,2) =0, vy(yz)=0, (28)

das y und z als Funktionen von z definiert.
Hierfiir gilt der folgende Satz:

Satz. Esses z =1y, y=1,, 2=2 eine Lisung desSystems (28), und es seien ¢ (z, y, 2),
v(x, y, z) und shre partiellen Ableitungen erster Ordnung stetige Funktionen von (z, y, 2) fir alle
Werte dieser Verdnderlichen aus esner Umgebung von (xq, Yo, %0); ferner ses der Ausdruck

Py(z, ¥, 2) 2 (7, ¥, 2) — @, (2, ¥, 2) 9y (2, ¥, 2)
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fir x = x4, Y = Yy, 2 = 2 von Null verschieden. Dann existiert fir alle ¢ aus einer Umgebung
von x, ein eindeutig bestimmies System zweier Funktionen y(z), z(z), die den Gleichungen (28)
geniigen, stetig sind, Ableitungen erster Ordnung besitzen und die Bedingung y(z,) = y,,
2(zy) = z, erfillen.

Auf den Beweis dieses Satzes werden wir nicht eingehen. In Teil ITI/1 betrachten wir den
allgemeinen Fall einer beliebigen Anzahl von Funktionen mit beliebig vielen Veridnderlichen.

160. Kurven im Raum und auf Flichen. Wir beginnen mit der Anfiihrung
einiger aus der analytischen Geometrie bekannter Tatsachen. Es sei der drei-
dimensionale Raum auf die geradlinigen zueinander rechtwinkligen Achsen OX,
0Y, OZ bezogen, so daB jeder Punkt durch die Koordinaten z, y, z festgelegt
wird. Es sei (a, b, ¢) ein beliebiges Zahlentripel, wobei mindestens eine der Zahlen
von Null verschieden ist. Jedem solchen Zahlentripel entsprechen zwei entgegen-
gesetzte Richtungen im Raum, deren Richtungskosinus (die Kosinus der Winkel,
die von diesen Richtungen mit der z-, y- und z-Achse gebildet werden) den Zahlen
(a, b, c) proportional sind. Die erwihnten Kosinus werden durch die Formeln

a b
co8 x = Ty , Ccos8f= IRy o
c
AR gy
ausgedriickt.

Die Wahl des Vorzeichens bei der Wurzel legt eine der beiden entgegengesetzten
Richtungen fest.

Es seien zwei Zahlentripel (a, b, ¢) und (a,, ;, ¢,) gegeben. Die Gleichung
aa, + bb, + ¢cc;. =0

driickt die Bedingung dafir aus, daB die diesen Zahlentripeln entsprechenden
Richtungen zueinander senkrecht sind.

Wie aus der analytischen Geometrie bekannt ist, entspricht jeder Gleichung
in drei Verdnderlichen

F(e,y,2)=0 (29)
oder in der expliziten Form
z=f(z,9) (30)

im allgemeinen eine gewisse Fliche in dem auf die rechtwinkligen Koordinaten-
achsen %, y, z bezogenen Raum.

Eine Raumkurve kann im allgemeinen als Schnitt zweier Flichen angesehen
und folglich durch ein System von zwei Gleichungen

Fi(z,y,2) =0, Fy(z,9,2) =0 (31)
definiert werden.

26"
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Anders 1iBt sich die Kurve auch in Parameterform durch die Gleichungen
z=9), y=9p, z=o (32)

definieren. Die Bogenlinge der Kurve liBt sich wie im Fall der ebenen Kurve
als Grenzwert der Lingen der diesem Bogen einbeschriebenen Polygonziige bei
unbegrenzter Verkleinerung jeder der Seiten dieser Polygonziige definieren. Uber-
legungen, die denen im Fall der ebenen Kurve [103] ganz analog sind, zeigen,
daB die Bogenlinge durch das bestimmte Integral

(My)

ts .
8 =(Ji!‘)}/(d:::)2 + (dy)? + (dz)*d¢ =‘f Vo2 () + v2(t) + w2(t) dt  (33)

dargestellt wird, wobei ¢, und ¢, die Werte des Parameters ¢ in den Endpunkten
M, und M, des Bogens sind, und daB das Bogendifferential folgende Form hat:

ds = V@2l T @yP + @2 (34)

Spielt die von einem bestimmten Kurvenpunkt an gerechnete Bogenlinge die
Rolle des Parameters ¢, so konnen wir genauso wie im Fall der ebenen Kurve [70]
dx dy dz
ds’ds’ ds
gente an die Kurve sind, d. h. gleich den Kosinus der Winkel, die die positive
Richtung dieser Tangente mit den Koordinatenachsen bildet.

Unter Beriicksichtigung von (32) und (33) erhalten wir firr diese Kosinus
die Formeln

zeigen, daB die Ableitungen gleich den Richtungskosinus der Tan-

cos & = LAY )
+ V%) + v2() + 02()

_ y'(f) | 35
= 0T v O F e %)
cosy = ' (¢)

+Ve2 () + ¥2() + ()

mit der entsprechenden Wahl des Vorzeichens der Wurzel, das von der Richtung
der Tangente abhéingt.

Oben setzten wir voraus, daB die Funktionen (32) stetige Ableitungen besitzen
und daB mindestens eine von ihnen von Null verschieden ist. Somit sind die
Richtungskosinus der Tangente an die Kurve im Punkt (z, y, z) proportional
@' (t), v’ (t), o' (t) bzw. dz, dy, d 2z, und die Gleichung dieser Tangente kann folgender-
maBen geschrieben werden:

X—2 Y-y Z-—2

dx dy dz (361)

oder
X—o@t)  Y—90t) Z—o)
P R R e (362)
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Wir fithren jetzt einen neuen Begriff ein, ndmlich den der T'angentialebene an die
Fliche

F(x,y,2) =0. 37)

Es sei My (xg, Yo, 2) €in gewisser Punkt dieser Fliche und L eine auf der Fliche
durch den Punkt M, gezogene Kurve (32), so daB also x, = ¢(t,), ¥, = v(t,),
2o = w(t,) fiir ein gewisses ¢ = ¢, gilt. Wir setzen voraus, dal die Funktionen (37)
im Punkt M, und dessen Umgebung stetige partielle Ableitungen nach z,y, z
haben, wobei mindestens eine der Ableitungen von Null verschieden ist. Die
Funktionen (32) sollen ebenfalls dlese Eigenschaft fir ¢ = ¢, und inder Umgebung
dieses Wertes haben.

Wenn wir (32) in die linke Seite der Gleichung (37) einsetzen, erhalten wir eine
Identitat in ¢, da L auf der Fliche (37) liegt. Wenn wir diese Identitit nach ¢
differenzieren, erhalten wir

Flr,y,2)¢'(t) + Fylz, y,2) p'(t) + F.(x,y,2) 0’ (£) = O,

wobei man an Stelle von z, y, z die Funktionen (32) einsetzen muB. Im Punkt M,
erhalten wir

Fz (xo, Yo zo) (P’ (to) + Fy (“’o: Yo zo) 1/’, (to) + Fz (xo’ Yo> zo) w, (to) =0. (38)

Wie wir sahen, sind ¢’ (¢,), ¥’ (¢), @’ (f;) den Richtungskosinus der Tangente an die
Kurve L im Punkt M, proportional, und Gleichung (38) zeigt, daB die Tangente
im Punkt M, an eine beliebige auf der Fliache (37) liegende und durch M, gehende
Kurve L senkrecht zu einer bestimmten von der Wahl von L unabhingigen
Richtung ist, deren Richtungskosinus proportional den Zahlen F,(z,, ¥, 2,),
F, (x4, Yo» 20)» F2 (9, Yo, 2o) sind. Wir sehen somit, daB die Tangenten im Punkt M,
an alle Kurven, die auf der Flache (37) liegen und durch den Punkt M, verlaufen,
in ein und derselben Ebene liegen. Diese Ebene heiBt die Tangentialebene an die
Fliche (37) im Punkt M. Sie verlduft offensichtlich durch den Punkt M,. Es sei

A(X — ) + B(Y — o) + C(Z —2) =0 (39)

die Gleichung dieser Ebene.

Die Koeffizienten A, B, C der Ebenengleichung sind, wie aus der analytischen
Geometrie bekannt ist, proportional den Richtungskosinus der Normalen zu dieser
Ebene, d.h. im vorliegenden Fall proportional F,(xy, Yo, 20), Fy(®o, Yo, 20)s
F, (%4, Yo» 2)- Im weiteren werden wir an Stelle des Punktes M (x,, ¥, 2,) die
allgemeine Bezeichnung M (z, y, z) verwenden. Somit sind 4, B und C proportional
F.(x,y,2), Fy(x, y, 2), F,(, y, 2), und folglich kann die Gleichung der Tangential-
ebene in folgender Form geschrieben werden:

Fa:(x’ 3/,2) (X_x)"l‘Fy(x’y!z) (Y—y)"l‘Fz(x»?/,z) (Z——Z) = 0’ (40)

wobei X, Y, Z die laufenden Koordinaten der Tangentialebene und z, y, z die
Koordinaten des Beriihrungspunktes M sind.

Die Normale zur Tangentialebene, die durch den Berithrungspunkt M verlduft,
heiBt Flichennormale. Thre Richtungskosinus sind, wie wir soeben gesehen hatten,
proportional den partiellen Ableitungen F,(z,y,z2), F,(z, y,2), F.(z,y, z), und



406 V. Funktionen mehrerer Verinderlicher

ibre Gleichung wird folglich

X—2  Y—y  Z-—z (a1)
F,(z,y,2) Fyx,9,2) F,z,y2)

Ist die Flache durch eine Gleichung in expliziter Form gégeben, z=f(z,¥)),
so erhilt die Fliche (37) die Form

F(x,?/,z)=f(x,?/)—z=0a
und folglich gilt
Fi(x,y,2) = f.(2,9), Fy(xs Y,2) = fy(d:: Y), Fi(zx,y,2) = —1.

Bezeichnen wir wie iiblich die partiellen Ableitungen f.(z, ¥) und f,(z, ¥) mit
den Buchstaben p und ¢, so erhalten wir als Gleichung der Tangentialebene

PEX—2)+q(Y —y)—(Z—2)=0 42)
und als Gleichung der Flachennormalen:
X—z Y—y Z—z
= == . 43
? q —1 (43)
Fir das Ellipsoid

+——1

aZ

wird die Gleichung der Tangentialebene in einem seiner Punkte (z, y, z)

EE-a+ Wz y)+ 2z —5=0

oder

X AT

Die rechte Seite dieser Gleichung ist aber gleich Eins, da die Koordinaten (z,y, z) des
Beriithrungspunktes der Ellipsoidgleichung geniigen miissen, und die Gleichung der Tangential-
ebene wird schlieBlich

zX yY  2Z

a? b2 c?

§ 16. Taylorsche Formel, Maxima und Minima einer Funktion
mehrerer Veréinderlicher

161. Die Taylorsche Formel fiir Funktionen mehrerer unabhiingiger Veriinder-
licher. Der einfacheren Schreibweise halber beschrianken wir uns auf eine Funktion
f(x, y) von zwei unabhingigen Verdnderlichen. Die Taylorsche Formel liefert die
Entwicklung von f(a -+ %, b + k) nach Potenzen der ZuwachsgroBen % und & der
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unabhéngigen Veranderlichen [127]. Wir fithren eine neue unabhéngige Verander-
liche ¢ ein mittels der Gleichungen

x =a - ht, y=>b+ kt 1)

und erhalten auf diese Weise eine Funktion der einen unabhingigen Verander-
lichen ¢:

¢() =[(= 9) =f(a+ ht, b + ki),
wobei
9(0) =f(a,b) und @(1)=f(@+h, b+k) @
ist.
Unter Benutzung der Maclaurinschen Formel mit dem Lagrangeschen Restglied
koénnen wir schreiben [127]:

¢'(0) | ¢"(0) ¢ (0) | gt~ (6)
eM)=9O) + 7 + 5+ + T T

Wir driicken jetzt die Ableitungen ¢*)(0) und ¢"+1)(6) durch die Funktion

1(z, y) aus.
Aus Formel (1) folgt, daB = und y lineare Funktionen der unabhéngigen Ver-

dnderlichen ¢ sind und

0<o<1l). (3)

dx = hdt,

Wn' konnen daher die symbolische Formel zur Bestimmung eines Differentials
von beliebiger Ordnung der Funktion ¢ (¢) benutzen [156]:

F)) 2\®
d"qv(t)—( dx+ y) flz,y) = ( 32T k@) f(z, y)der,

woraus

(p)
i) = TF0 — (b + k) 1)
folgt.

Fiir t =0 wird = a und y = b; fiir { = 0 erhalten wir x = a 4 04 und
y =b + 0k, und daher ist.

) 0 k o \(» b
w0 = (b2 + k) 1@ D),

) (g) = (5 2 ka)(””ﬂa Oh, b -+ 0F)
P (0) = (b g+ kg) T+ 0h, .
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Setzen wir diese Ausdriicke in (3) ein und beachten (2), so erhalten wir schlieBlich
die Taylorsche Formel

0 0
fa+h, b+ k) = f@, b) + (h%-+k%)f(a,b)

1/ @ 2 \® 1 9 9\
+ (bt ag) 1@+ e (g ) et

1
(n 4+ 1)!

Wenn wir in dieser Formel a durch z, b durch y ersetzen und die Zuwachsgr68en
h und k der unabhingigen Verdnderlichen mit d« und dy sowie den Zuwachs der
Funktion, d. h. f(z 4 dz, y + dy) — f(z, y), mit Af(x, y) bezeichnen, kdnnen
wir die Formel folgendermaBen schreiben:

d2 3 da» 2 dn+1 2
af@ ) = df(@,y) + TLEW L TTEY [ o fr(”l)l,’)]

Die rechte Seite enthilt die Differentiale der verschiedenen Ordnyngen der
Funktion f(z, y); im letzten Glied sind die Werte der unabhéngigen Verianderlichen
angegeben, die man in die in diesem Glied auftretenden Ableitungen (n+ 1)-ter
Ordnung einsetzen muB. Analog zum Fall der Funktion einer unabhéngigen Ver-
anderlichen 148t sich die Maclaurinsche Formel, die die Entwicklung der Funk-
tion f (z, ¥) nach Potenzen von z, y liefert, aus der Taylorschen Formel (4) ableiten,
wenn man dort

pl o 2\ Oh, b+ Ok 4
+ (%4‘ %) f(a + 6k, b + 6k). 4)

z+46dz .
y+6dy

a=290, b=0; h==z, k=y
setzt.

Bei der Herleitung von (4) hatten wir vorausgesetzt, daB die Funktion f(z, y)
stetige partielle Ableitungen bis zur Ordnung » + 1 in einem gewissen offenen
Bereich besitzt, der die Verbindungsgerade der Punkte (a, b) und (@ + &, b + k)
enthilt. Durchliuft die Verdnderliche ¢ die Werte von Null bis Eins, so durchlauft
der veranderliche Punkt x.=a + ht, y = b + kt die erwahnte Strecke. Fiir
n = 0 erhalten wir den Mittelwertsatz

Ha+h, b+k) — f(a,b) = hfs(a+Oh, b+ 0k) + kfy(a+ Ok, b+ 0F).

Hieraus folgt unmittelbar wie in [63]: Stnd ¢m Innern eines gewissen Bereichs die
partiellen Ableitungen erster Ordnung iiberall gleich Null, so hat die Funktion im
Innern dieses Bereichs einen konstanten Wert.

162. Notwendige Bedingungen fiir ein Maximum oder Minimum einer Funktion.
Es sei die Funktion f(x, y) in einer gewissen Umgebung des Punktes (a, b) stetig.
Wie im Fali einer unabhingigen Verinderlichen sagen wir, die Funktion f(x, y)
von zwei unabhéngigen Verdnderlichen erreiche im Punkt (a, b) ein Maximum,
wenn. der Wert f(a, b) nicht kleiner ist als alle benachbarten Funktionswerte,
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d. h., wenn
Af =fla+h, b+ k) — f(a, b) <0 (5)

fiir alle absolut genommen hinreichend kleinen Werte 4 und £ ist.

Genauso werden wir sagen, daBl die Funktion f(z, ) fiir  =a und y = b ein
Minimum erreicht, wenn

Af=f@+hb+k)—fa,b) =0 (5)

fir alle absolut genommen hinreichend kleinen Werte % und k ist.

Es seien also # =@ und y = b Werte der unabhingigen Verinderlichen, fiir
die die Funktion f(z, y) ein Maximum oder Minimum erreicht. Wir betrachten die
Funktion f(z, b) der einen unabhingigen Verdnderlichen x. Nach Voraussetzung
muB sie fir x = ¢ ein Maximum bzw. Minimum errelchen, und daher muB ihre
Ableitung nach # fiir * = a entweder Null werden, oder sie darf nicht existieren
[58]. Auf Grund derselben Uberlegung iiberzeugen wir uns, daB auch die Ableitung
der Funktion f(a, ) nach y entweder Null werden muB oder aber fiir ¥ = b nicht
existieren darf. Wir kommen damit zu der folgenden notwendigen Bedingung fiir
die Existenz eines Maximums oder Minimums: Die Funktion f(x, y) zweter unab-
hdngiger Verdnderlicher kann ein Maximum oder Minimum nur fiir solche Werte

von x und y erreichen, fir welche die partiellen Ableitungen erster Ordnung af(a:; Y

und ai x:; Y) Null werden oder nicht existieren.

Indem wir nur # oder y verdandern, konnen wir genauso unter Benutzung des
in [B8] Gesagten behaupten, daB bei Vorhandensein der Ableitungen zweiter

2 2
Ordnung die Ungleichungen La(:;g)— <0 und % = 0 notwendige
2
Bedingungen fiir ein Maximum und die Ungleichungen —é‘—%(;;—w = 0 und
ﬂé‘(—;—;ﬂ = 0 notwendige Bedingungen fiir ein Minimum sind.

Die vorstehenden Uberlegungen bleiben auch fiir Funktionen von beliebig vielen
unabhéngigen Verdnderlichen giiltig. Wir konnen also die folgende allgemeine
Regel aussprechen:

Eine Funktion mehrerer unabhingiger Verdnderlicher kann ein Maximum oder
Minimum nur fiir solche Werte der unabhdngigen Verdnderlichen erreichen, fiir die
die partiellen Ableitungen erster Ordnung Null werden oder micht existieren. Im
folgenden beschrinken wir uns auf die Untersuchung des Falles, daBl die erwahnten
partiellen Ableitungen existieren.

Das Differential erster Ordnung ist gleich der Summe der Produkte aus den par-
tiellen Ableitungen nach den unabhingigen Verdnderlichen mit den Differentialen
der entsprechenden unabhingigen Verinderlichen [1563]; wir konnen daher be-
haupten, daf fiir die Werte der unabhingigen Verdnderlichen, fir die die Funktion
ein Maximum oder Minimum besitzt, ihr Differential erster Ordnung verschwinden
muf. Diese Form der notwendigen Bedingung ist zweckmaBig, da die Ausdriicke
fiir das erste Differential nicht von der Wahl der Verdnderlichen abhéngen [153].
Durch Nullsetzen der partiellen Ableitungen erster Ordnung erhalten wir ein
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Gleichungssystem, aus dem sich die Werte der unabhéngigen Verdnderlichen
bestimmen lassen, fiir die die Funktion ein Maximum oder Minimum erreichen
kann. Zur vollstindigen Losung des Problems mufl unbedingt noch eine Unter-
suchung der erhaltenen Werte durchgefiihrt werden, um zu entscheiden, ob die
Funktion tatsdchlich fiir diese Werte der unabhdngigen Verdnderlichen ein
Extremum erreicht und, wenn das der Fall ist, ob es ein Maximum oder Minimum
ist. Im folgenden Abschnitt werden wir zeigen, wie diese Untersuchung bei Funk-
tionen zweier unabhéngiger Veridnderlicher durchgefiihrt wird.

163. Untersuchung von Maxima und Minima einer Funktion zweier unabhiingiger
Veriinderlicher. Das Gleichungssystem

of(x,y) of(@, y)
FrE oy =0 ©

das die notwendige Bedingung fiir ein Maximum oder Minimum ausdriickt, mége
uns die Werte = a und y = b geliefert haben, die zu untersuchen sind. Wir
setzen voraus, daB f(x, y) stetige partielle Ableitungen bis zur zweiten Ordnung in
einer gewissen Umgebung des Punktes (a, b) besitzt.

Nach der Taylorschen Formel (4) fiir » = 2 konnen wir schreiben:

),y Aad),
ob

fl@a+h, b+ k) =f(a,b) +

£=0a+0h «

[3 f(x, y) w2 Z21&9) 321 (2, y) iy 2@ 9) *f(z, y) k,]
21 oy? y=b+0k

ox? Tox dy

Beachten wir, daB # —a und y = b eine Losung des Systems (6) darstellt, so
koénnen wir diese Gleichung in der Form :

Af =f(@+ b, b+ k) — f(a,})

_ 1 [&f (=) ,, 2f(x, y) Ef (@, y) ;4
"ﬁ[—éx—z"h T2 ey T o Pl ()
schreiben.
‘Wir setzen

A2 4 k2, h = rcos «, k = rsin «.

Fiir absolut kleine % und % wird auch 7 klein und umgekehrt; die Bedingungen
h—>0 und k — O einerseits und r — 0 andererseits sind einander gleichwertig.
Formel (7) nimmt dann folgende Form an:

24(z, ) o 21@)

r2 . 2f(x, y)
| 227 2 I v 10 J7 2 x
af 2![ Py cos? x - pyr cos « 8sin & 4 8in2 & |z=a+6n.

oy? Jy=vtor

8)
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Beriicksichtigen wir die Stetigkeit der Ableitungen zweiter Ordnung und
nehmen wir 4 und % oder, was dasselbe ist, r als unendlich klein an, so unter-
scheiden sich die Ableitungen auf der rechten Seite von (8), die fiir die von a, b
beliebig wenig verschiedenen Werte a + 0k, b 4 6k berechnet sind, selbst
beliebig wenig von den Werten

Pfa,b) Pfa,b)

?f(a,b)
a2 7’ da db =B,

ab: c,

und daher lassen sich die Koeffizienten von cos? «, cos « sin &« und sin? & in der
eckigen Klammer der Formel (8) durch

A+ g, 2B + &, C+ g

ersetzen, wobei g, &, €5 Zugleich mit 4 und % (bzw. mit ) unendlich kleine Gro8en
sind.
Die Formel (8) 148t sich danach umschreiben in

2
A/=-;—![Acos=a+2Bsinacosa+0sin=a+e], )

wobei

&= ¢ cos?a + 2¢, cos & 8in & + £, 8in? «

zugleich mit 2 und & (bzw. mit 7) unendlich klein wird.

Aus der Definition des Maximums und Minimums folgt, daB den Werten z = a
und y = b ein Maximum der Funktion f(z, ) entspricht, wenn die rechte Seite
der Gleichung (9) fiir alle hinreichend kleinen Werte von r das Minuszeichen
beibehilt; bleibt die rechte Seite positiv, so entspricht den angegebenen Werten
ein Minimum der Funktion ; wenn jedoch schlie8lich fiir beliebig kleine Werte von r
die rechte Seite der Gleichung (9) sowohl positive als auch negative Werte an-
nimmt, entspricht den Werten # = a und y = b weder ein Maximum noch ein
Minimum der Funktion.

Bei der Untersuchung des Vorzeichens der rechten Seite der Gleichung (9)
koénnen folgende vier Falle auftreten:

I. Wenn der dreigliedrige Ausdruck
A cos?x + 2B sin « cos & + C gin? x (10)

fiir keinen Wert von o verschwindet, so behilt er als stetige Funktion von « sein
Vorzeichen unverindert [35] bei, etwa das positive. Im Intervall (0, 2z) nimmt
diese stetige Funktion ihren kleinsten (positiven) Wert m an. Wegen der Periodi-
zitdt von cos &« und sin « ist dieser kleinste Wert m aber auch untere Schranke in
jedem Wertebereich von «. Der Wert |¢| ist fiir alle hinreichend kleinen Werte
von r sicher kleiner als m, und damit wird das Vorzeichen auf der rechten Seite der
Gleichung (9) durch das Vorzeichen des Ausdrucks (10) bestimmt, d. h., es wird
positiv; in diesem Fall haben wir ein Minimum.

II. Wir nehmen jetzt an, daB der dreigliedrige Ausdruck (10) fiir keinen Wert
von « Null wird, sondern dauernd negativ bleibt. Es sei —m der groBte (negative)
Wert dieses Ausdrucks im Variabilitidtsbereich (0, 2x) von «. Der Wert |¢| ist fir
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hinreichend kleine Werte von r kleiner als m, und damit wird die rechte Seite der
Gleichung (9) stdndig negativ, d. h., in diesem Fall haben wir ein Maximum.

III. Wir nehmen jetzt an, daB der Ausdruck (10) sein Vorzeichen andert. Fiir
o = o, sei er gleich der positiven Zahl 4 m, und fiir & = &, gleich der negativen
Zahl — m,. Fir alle hinreichend kleinen Werte von r wird |&| kleiner als m, und
my. Fir diese Werte von r und fiir « = &, und « = «, wird das Vorzeichen der
rechten Seite der Gleichung (9) durch das Vorzeichen des Ausdrucks (10) be-
stimmt, d. h., sie wird positiv fiir & = «; und negativ fiir & = «,. Folglich kann
in dem betrachteten Fall das Vorzeichen der rechten Seite der Gleichung (9) fiir
beliebig kleine Werte von r sowohl positiv als auch negativ sein, d. h., in diesem
Fall haben wir weder ein Maximum noch ein Minimum.

IV. Wir nehmen schlieBlich an, daB die quadratische Form (10) ihr Vorzeichen
nicht dndert, aber fiir gewisse Werte von « Null werden kann. In diesem Fall
konnen wir ohne weitere Untersuchung des Vorzeichens von ¢ keinerlei Schliisse
iiber das Vorzeichen der rechten Seite der Gleichung (9) ziehen, und dieser Fall
bleibt in unserer Untersuchung unentschieden. Damit lauft also alles auf die
Untersuchung des Vorzeichens der quadratischen Form (10) bei der Verinderung
von & hinaus. Wir geben einfache Kriterien an, die zu entscheiden erlauben, welcher
der angegebenen vier Fille vorliegt.

1. Wir nehmen zunéchst an, da 4 == 0 ist. Die quadratische Form (10) kénnen
wir dann in der Form

(Acos « + B gin x)? 4 (AC — B?)sin® «
v (11)

darstellen.

Wenn AC — B*> 0 ist, stellt der Zahler des angegebenen Bruches die
Summe von zwei nichtnegativen Summanden dar, die nicht gleichzeitig Null
werden konnen. In der Tat wird der zweite Summand nur dann Null, wenn
sin « = 0 ist; aber dann ist cos &« = 4-1, und der erste Summand geht iiber in
A2==0. Somit stimmt in dem betrachteten Fall das Vorzeichen des Ausdrucks
(11) mit dem Vorzeichen von A iiberein, und wir haben folglich fir 4 > 0
den Fall (I), d. h. ein Minimum, und fiir 4 < 0 den Fall (IT), d. h. ein Maximum.

2. Wirnehmen an,daB 4C — B? < 0 ist, wobei wir wie vorher 4 == 0 voraus-

setzen. Der Zahler des Bruches ist fiir sin « = 0 positiv und fiir cot x = — AE

negativ, und daher haben wir unter den angegebenen Bedingungen den Fall (III),
d. h. weder ein Maximum noch ein Minimum.

3. Wenn wir fir 40 annehmen, daB 4C — B2 = 0 ist, geht der Zahler
des Bruches (11) in den nichtnegativen ersten Summanden iiber; dieser wird Null
B
fir cota = — 5 d. h., unter diesen Bedingungen haben wir es mit dem
unentscheidbaren Fall (IV) zu tun.
4. Wirsetzen 4 = 0, aber B==0 voraus. Die quadratische Form (10) lautet
dann sin x(2Bcos & + Csinx). Fir a-Werte nahe bei Null behilt der in
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Klammern stehende Ausdruck sein Vorzeichen bei, das mit dem von B iiberein-
stimmt; der erste Faktor sin & hat verschiedene Vorzeichen, je nachdem, ob &
groBer oder kleiner als Null ist, d. h., es liegt der Fall (IIT) vor: weder Maximum
noch Minimum.

5. Wir nehmen schlieBlich an, daB A4 = B = 0 ist. Dann reduziert sich die
quadratische Form (10) auf den Summanden C sin? x und kann folglich ohne

Anderung des Vorzeichens Null werden, d.h., wir haben es mit einem unent-
scheidbaren Fall zu tun.

Beachten wir, da im 4.Fall AC — B® <0 und im 5. Fall 4C — B2 =0
ist, so kénnen wir die folgende Regel aussprechen:

Zur Ermittlung der Maxima und Minima der Funktion f(z,y) zweter unab-
hingiger Verinderlicher x und y hat man die partiellen Ableitungen f,(x, y) und
fy (@, y) zu bilden und das Qleichungssystem

fz(x:y) =0, f”(l’, y)=0

aufzulosen. Es set x = a, y = b irgendeine Losung dieses Systems. Nachdem wir

?f(a,b) ?f(a,b) ®f(a,b)
da? =4, da ob =B, ob? =0

geselzt haben, fiihren wir die Untersuchung der Losung nach dem folgenden Schema
durch:

AC — B? + — . 0
A -+ — weder Minimum unentscheidbarer
- noch Maximum Fall
Min. | Max.

164. Beispiele.
1. Wir betrachten die Fliche z = f(z, y): Die Gleichung einer Tangentialebene wird [160]

PX—2)+9(¥Y —y)—(Z—2)=0,

vobei p und ¢ die partiellen Ableitungen f,(z, y) und £, (z, y) sind.

Erreicht die Funktion 2z fiir gewisse Werte x =a und y =0 ein Maximum oder
Minimum, so heiBt der entsprechende Punkt Extrempunkt der Fliche. In einem solchen
Punkt muB die Tangentialebene parallel zur z,y-Ebene liegen, d. h., die partiellen Ableitungen
p und ¢ miissen verschwinden, und die Fliche muB in der Néihe des Berithrungspunktes auf
einer Seite der Tangentialebene liegen (Abb. 163). Es kann aber der Fall eintreten, daB p und ¢
in einem gewissen Punkt Null werden, d.h. die Tangentialebene parallel zur z,y-Ebene ist,
die Fliche in der Nihe dieses Punktes dennoch auf beiden Seiten der Tangentialebene liegt;
in diesem Fall wird die Funktion z fiir die entsprechenden Werte von z und y weder ein Maxi-
mum noch ein Minimum erreichen.

Wir weisen noch auf eine Moglichkeit hin, die in dem Fall auftreten kann, der von uns oben
als unentscheidbar bezeichnet wurde. Wir nehmen an, daB fir z =a, y =b die Tan-
gentialebene parallel zur z,y-Ebene und die Fliche auf der einen Seite der Tangentialebene
liegt, aber mit ihr eine Linie gemeinsam hat, die durch den Beriihrungspunkt verléuft. In diesem
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Fall wird die Differenz
f(a+hlb+k) —,((l,b),

ohne ihr Vorzeichen fiir absolut genommen hinreichend kleine, von Null verschiedene
Werte & und % zu #@ndern, selbst Null werden. Der Fall ist leicht zu realisieren, indem man

/) AN /

0, - Abb. 163
X

N

Y

sich z. B. einen Kreiszylinder vorstellt, dessen Achse parallel zur z, y-Ebene ist. Man sagt
auch in diesem Fall, daB die Funktion f(z,y) fiir 2 =a und y = b ein Maximum oder
Minimum besitzt.

Die Flache
v
b

ist ein hyperbolisches Paraboloid. Durch Nullsetzen der partiellen Ableitungen von z nach
z und y erhalten wir als Nullstelle der ersten Ableitungen x = y = 0; die Tangentialebene an
die Fliche im Koordinatenursprung fillt mit der z,y-Ebene zusammen. Wir bilden die
partiellen Ableitungen zweiter Ordnung

32z 1 02z

2z =

1%

o @ Bmoy
Pz _ 1
ay® b2’
folglich ist
AC — B2 = —aa_lba <0,

d. h.,, im Koordinatenursprung erreicht die Funktion z weder ein Maximum noch ein
Minimum und ist in seiner Umgebung zu beiden Seiten der Tangentialebene gelegen
(Abb. 164).

2. In der Ebene sind n Punkte M;(a;, b;) (¢ =1, 2, ..., n) gegeben. Gesucht ist ein solcher
Punkt M, fir den die Summe der Produkte aus gegebenen positiven Zahlen m; mit den
Quadraten seiner Abstinde von den Punkten M; ein Minimum erreicht.
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Es seien (z, y) die Koordinaten des gesuchten Punktes M. Die obige Summe wird dann
"
w =‘§; m[(z — a;)? + (y — 5)%].

Setzen wir die partiellen Ableitungen w, und w, Null, so finden wir

z=m1a'1+msaa+“'+mnan =m1bl+m2bi+“'+mﬂbﬂ. (12)
my -+ mg e my my + my + .- 4 My

Abb. 164

Es ist leicht nachzupriifen, daB im vorliegenden Fall 4 und AC — B? groBer als Null
werden und folglich den gefundenen Werten z und y tatsichlich ein Minimum von w ent-
spricht. Dieses Minimum. ist der kleinste Wert von w auf der z,y-Ebene, denn w strebt
gegen Unendlich, wenn der Punkt (z,y) nach auBen wandert. Wenn die M; materielle
Punkte sind und m; ihre Massen, so definiert Formel (12) die Koordinaten des Schwer-
punktes des Systems der M.

1656. Erginzende Bemerkungen zur Ermittlung der Maxima und Minima einer Funktion.
Die vorstehenden Uberlegungen lassen sich auch auf den Fall einer gréBeren Anzahl von unab-
hdngigen Verinderlichen ausdehnen. Es sei z. B. die Funktion von drei unabhiéngigen Ver-
#nderlichen f(z, y, z) gegeben. Zur Ermittlung der Werte der unabhiingigen Verinderlichen,
fiir die diese Funktion ein Maximum oder Minimum annimmt, haben wir das System der drei
Gleichungen mit drei Unbekannten [162]

fz(x’ Y, Z) = 0: fy(xy Y, z) = 0’ fz(z’ Y, z) =0 (13)
zu ldsen.

Essei z=a, y=>b, 2z =c eine der Losungen dieses Systems. Wir skizzieren kurz das
Verfahren zur Untersuchung dieser Werte. Die Taylorsche Formel liefert uns den Zuwachs
der Funktion als Summe von homogenen Polynomen, die nach Potenzen der Zuwachsgré8en
der unabhiingigen Verinderlichen entwickelt sind :

Af =h af(a, b, c) +k f(a, b, c) +1 af(a, b, c)

da ob de
1 2 2 2\
+2_l(h5;+k£+l-é—c) fa, b,e) + -+
1 a a o\ (n+1)
—_— =+ k= — 6h, b+ Ok, 6l) 0<b<1). (14
+(n+1>:( 24 ab+zac) f(a-+ 0k, b+ 0k, c+6I) ( ). (14
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Die Werte x =a, y = b, z = ¢ geniigen den Gleichungen (13), daher ist

of(a, b, c) 2f(a, b, ¢) df(a, b,¢)
L tE 2b +i o

Wird der Bestandteil der Glieder zweiten Grades beziiglich A, k, I, ndmlich

1 0 0 2\@
21 (h 2a Thsm T ac) fabe
auBer fiir A = k = | = 0 nicht Null, so stimmt das Vorzeichen der rechten Seite von (14) fiir
absolut genommen hinreichend kleine Werte &, k, I mit dem Vorzeichen von (15) iiberein. Ist
es das Pluszeichen, so erweist sich /(a, b, ¢) als Minimum der Funktion f(z, y, z); beim Minus-
zeichen haben wir es mit einem Maximum zu tun. Wenn der Ausdruck (15) verschiedene Vor-
zeichen annehmen kann, ist f(a, b, ¢) weder ein Maximum noch ein Minimum der Funktion.
Verschwindet jedoch -schlieBlich der Ausdruck (15) fiir gewisse Werte von k, k, ! (auBer fiir
h = k = | = 0), ohne aber das Vorzeichen zu &ndern, so kann man iiber diesen Fall nichts
aussagen, und es ist eine zusitzliche Untersuchung jener Glieder der rechten Seite der Glei-
chung (14) erforderlich, die A, k, I in hoherer als zweiter Potenz enthalten.

Wir fithren eine vollsténdige Untersuchung dieses Zweifelsfalles an einem speziellen Beispiel
einer Funktion von zwei unabhingigen Veridnderlichen durch:

u=2%— 22y + 9 + 2® + 7.

Fir die Werte 2 = y = 0 verschwinden die partiellen Ableitungen 2—1; und Z—u AuBerdem
ist Y

d. h., wir haben es mit einem Zweifelsfall zu tun. Die charakteristische Eigentiimlichkeit djeses
Falles besteht darin, daB die Gesamtheit der Glieder zweiten Grades im Ausdruck der Funk-
tion « ein vollstindiges Quadrat darstellt und wir in dem betrachteten Beispiel

v=(z—y?+ @+ 9

schreiben konnen.
Fir z = y = 0 verschwindet «. Zur Untersuchung des Vorzeichens von u fiir  und y nahe
bei Null fithren wir Polarkoordinateén ein:

Z =1r co8 &, y=rsina.
Nach Einsetzen dieser Werte von = und y erhalten wir

u = 7%[(cos & — sin &) + r(cos? « 4 sind a)].
Fiir jeden von % und 2;—‘ verschiedenen Wert « im Intervall (0, 27) ist

‘cos & — sina == 0,
und folglich 14Bt sich fiir jeden Wert « ein positiver Wert r, so auswihlen, daB fir r <7
der in eckigen Klammern stehende Ausdruck positiv wird. Fir o = % ist er ebenfalls posi-
tiv, aber fir « = GTR erhalten wir einen negativen Wert, und folglich hat die Funktion u in

z = y = 0 weder ein Maximum noch ein Minimum.
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Wir betrachten noch die Funktion
u = (y — 23)® — 25,
Es ist leicht nachzuprifen, daB fir « =y = 0 die partiellen Ableitungen 83_“ und %
z y

verschwinden und da wir es mit einem Zweifelsfall zu tun haben. Wiklen wir fiir x einen
beliebig kleinen Wert und setzen y = 22, so sehen wir, daB die Funktion u sich auf — a5
reduziert und ibr Vorzeichen vom Vorzeichen von z abhingen wird, d. h,, fiir z =y =0
erreicht die Funktion ¥ weder ein Maximum noch ein Minimum. Durch Einfithren von Polar-
koordinaten wiirden wir

u = r2(sin® & — 27 cos? & sin & + 12 cost & — 7 cos® )

erhalten; dieser Ausdruck zeigt, daB sich fiir jeden Wert &, die Werte &« = 0 und z nicht
ausgeschlossen, ein positiver Wert r, so finden liBt, daB u > 0 fir r < r, wird, d. h., auf
jeder vom Koordinatenursprung ausgehenden Halbgeraden ist die Funktion u in der Nihe des
Koordinatenursprungs positiv. Wie wir jedoch sehen, hat dies nicht ein Minimum im Ko-
ordinatenursprung, also fiir = 0, zur Folge, da sich der erwiihnte Wert r, nicht so be-
stimmen 1iaBt, daB er fiir alle Werte von « ein und derselbe ist.

In [76] hatten wir die Kurve (y — 22)2 — 2® = 0 konstruiert und gesehen, daB sie im Ko-
ordinatenursprung einen Riickkehrpunkt zweiter Art (Schnabelspitze) besitzt und die linke
Seite dieser Gleichung in der Nihe des Koordinatenursprungs negativ wird, wenn man ihre
Werte in den Punkten betrachtet, die in dem schraffierten Bereich zwischen den beiden
Kurveniisten enthalten sind (Abb. 165).

0 X
Abb. 165 Abb. 166

166. Der griBte und der kleinste Wert einer Funktion. Wir nehmen an, daB der groBte
Wert einer gewissen, in einem bestimmten Bereich gegebenen Funktion f(z,y) gefunden
werden soll. Das in [168] angegebene Verfahren gestattet uns, alle Maxima der Funktion #m
Innern dieses Bereichs zu finden, d. h. die Punkte im Innern des Bereichs, in denen die Funk-
tionswerte groBer sind als in den ihnen benachbarten Punkten. Zur Ermittlung des gro8ten
Funktionswertes muB man noch die Funktionswerte auf dem Rand des gegebenen Bereichs in
Betracht ziehen und die Maxima im Innern des Bereichs mit den Werten auf dem Rand ver-
gleichen. Der groBte von allen diesen Werten ist der grafte Funktionswert in dem gegebenen
Bereich. Analog 1aBt sich auch der kleinste Funktionswert in einem gegebenen Bereich finden.
Zur Erléuterung des Gesagten betrachten wir ein Beispiel.

In der Ebene ist das Dreieck O A B (Abb. 166) gegeben, das von der z-, der y-Achse und der’
Geraden

z4+y—1=0 (16)
gebildet wird.

27 Smirnow I
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Gesucht ist der Punkt des Dreiecks, fiir den die Summe der Quadrate seiner Absidnde von den
Ecken des Dretecks am kleinsten ist.

Beriicksichtigen wir, daB die Ecken 4 und B die Koordinaten 1, 0 bzw. 0, 1 haben, so wird
der Ausdruck fiir die obenerwithnte Quadratsumme der Absténde des verinderlichen Punktes
(z, y) von den Ecken des Dreiecks:

z2=22+ 2¢2 + (x — 1)2 + (y — 1)2.
Indem wir die partiellen Ablgitungen erster Ordnung gleich Null setzen, erhalten wir
T=y= %, und es ist leicht zu zeigen, daB diesen Werten das Minimum z = -;—entspricht.

Wir untersuchen jetzt die Werte von z auf dem Rand des Dreiecks. Zur Untersuchung von 2z
auf der Seite 04 hat man in dem Ausdruck fiir z die Verinderliche y gleich Null zu setzen:

z=22+(x— 12+ 1,
wobei z im Intervall (0, 1) veriinderlich ist. Indem wir entsprechend [60] vorgehen, itber-
zeugen wir uns, daB z auf der Seite 04 den kleinsten Wert z = g im Punkt C annimmt, fiir
den z = -;- ist. Genauso wird a.uchla.uf der Seite O B der quinste Wert von z gleich %; er wird
im Punkt D erreicht, fir den y = 3 ist. Zur Untersuchung der z-Werte auf der Seite A B muB3
man gemiB Gleichung (16) in dem Ausdruck fiir z die Verinderliche y gleich 1 — z setzen:
z=32%+ 3(z — 1)?,
wobei z im Intervall (0, 1) variiert. Im vorliegenden Fall wird der kleinste z-Wert z = % im
Punkt E erreicht, firden z =y = % ist. Wir erhalten auf diese Weise die folgende Tabelle
der moglichen kleinsten Funktionswerte:

11 1 1 11
» bl R —vo o = o
»y 3’3 3 0.3 | 232
4 5 5 3
% 3 3 3 2

Aus dieser Tabelle ersehen wir, da8 der kleinste Wert z — % im Punkt (% %) erreicht

wird. Die untersuchte Aufgabe kann auch fiir ein beliebiges Dreieck gelést werden; der
gesuchte Punkt ist der Schwerpunkt des Dreiecks.

167. Maxima und Minima mit Nebenbedingungen. Bisher hatten wir Maxima
und Minima einer Funktion unter der Voraussetzung betrachtet, daB die Ver-
anderlichen, von denen die Funktion abhéngt, unabhangig sind. In derartigen
Fillen handelt es sich einfach um Maxima und Minima schlechthin. Wir gehen
jetzt zur Untersuchung des Falls iiber, daB die Veranderlichen, von denen die
Funktion abhéngt, durch gewisse Beziechungen verkniipft sind. In solchen Fillen
heilen die Maxima und Minima bedingt (Maxima und Minima mit Nebenbedin-

gungen).
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Es sei verlangt, die Maxima und Minima der Funktion
f(x]_: Loy ««o5s Tms Tipyt1s -+« xm+n)
der m + n Verdnderlichen z; zu finden, zwischen denen die n Relationen?)

‘pi(xlixz,'--,xm’xm+1)--',xm+u)=0 (i=1:2a-~-:n) (17)

bestehen.

In Zukunft werden wir der kiirzeren Schreibweise halber die Argumente der
Funktionen nicht angeben. Indem wir die n Relationen (17) nach » Verdnder-
lichen, etwa Zp4y, Tptgs - - - » Limn, auflosen?t), driicken wir diese durch die iibrigen m
unabhingigen Verdnderlichen z,, z,, ..., z, aus;setzen wir diese Ausdriicke in die
Funktion f ein, so erhalten wir eine Funktion von m unabhéngigen Verénderlichen,
d. h., wir haben diese Aufgabe auf die Ermittlung von Maxima und Minima bei
unabhingigen Verdnderlichen zuriickgefithrt. Aber eine solche Auflosung des
Systems (17) ist hédufig praktisch sehr miithsam oder sogar unausfithrbar. Wir
geben deshalb ein anderes Verfahren zur Losung der Aufgabe an, das Verfahkren
der Lagrangeschen Multiplikatoren.

In einem gewissen Punkt M (z,, %, ..., Tm+s) mdge die Funktion f ein bedingtes
Maximum oder Minimum erreichen. Setzen wir die Existenz der Ableitungen im
Punkt M voraus, so kénnen wir behaupten, daf das vollstindige Differential der
Funktion f im Punkt M Null werden muf} [162]:

" O e =0 18
& o e

Andererseits erhalten wir durch Differentiation der Beziehungen (17) in demselben
Punkt M die folgenden n Gleichungen:

za%d%—o (=12 ..,m).
=1 0%,

Wir multiplizieren diese Gleichungen mit den zunéichst unbestimmten Faktoremn
21, A9y --., Ay und addieren sie alle gliedweise zu der Beziehung (18):

b (;f PR PR L SRR a%) 420 =0- )
8=1 s 3 T

~ Wir bestimmen nun die » Multiplikatoren so, da8 die Koeffizienten der »n Dif-
ferentiale dz,iq, @Zmies ---> %min der abhingigen Veranderlichen gleich Null

werden, d.h., wir bestimmen 4, 4,,..., 4, aus den n Gleichungen
) 2 2 o9,
A 1nBnify a0 (20)
8

s=m+1,m+2,..., m+ n)l)
1) Damit die folgenden Uberlegungen stichhaltig sind, miissen noch gewisse Voraus:
setzungen erfiillt sein, wie sie etwa in [169] fiir den Fall m = 1. » = 1 prizisiert wurden.
Vgl. auch [168] und Teil ITI, 1. (Anm. d. wiss. Red.)

27*
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Dann bleiben auf der linken Seite der Relation (19) nur Glieder, die die Dif-
ferentiale dz,,dz,,...,dz, der unabhingigen Verinderlichen enthalten, d. h.,
es wird

P P P a9,
z:(ajwu TRy, "”)dx.=o (21)
=1 8

Die Differentiale dz,, dz,, ..., dx,, der unabhéingigen Veranderlichen sind aber
willkiirliche GroBen. Setzen wir jeweils eines von ihnen gleich Eins und die
ibrigen gleich Null, so ergibt Gleichung (21), daB alle ihre Koeffizienten gleich
Null sein miissen [1568], d. h.

’+ la"’l+z a¢,+ A a"’":o (s=1,2,...,m). (22

Dabei sind in allen vorstehenden Formeln von (18) an die Veranderlichen z,
durch die Koordinaten des Punktes M ersetzt zu denken, in dem f voraussetzungs-
gemif ein bedingtes Maximum oder Minimum erreicht. Insbesondere gilt das fiir
die Gleichungen (20), aus denen 4,, 4,, ..., 4, bestimmt werden miissen.

Somit driicken die Gleichungen (17), (20) und (22) die notwendige Bedingung
dafiir aus, daB im Punkt (x,, x,, ..., Zy+,) €in bedingtes Maximum oder Minimum
angenommen wird.

Die Gleichungen (17), (20) und (22) liefern uns m + 2n Gleichungen zur Be-
stimmung der m + n Verdnderlichen z, und der » Faktoren ;.

Aus den Systemen (20) und (22) ist ersichtlich: Zur Bestimmung der Werte der
Verinderlichen x,, fir die die Funktion f ein bedingtes Maximum oder Minimum
erreicht, muf man die partiellen Ableitungen der durch die Gleichung

D=1f+ 210+ Aa@s + -+ + Aags

definierten Funktion @ der m + n Verinderlichen z,, ..., Zp, Tpiy, ..., Ty Dach
allen x, gleich Null setzen, wobei man 2, 2, ..., A, als konstant ansieht. Ferner sind
die n Gleichungen (17) zu beriicksichtigen.

Im néchsten Abschnitt werden wir kurz das Problem der hinreichenden Be-
dingungen untersuchen.

Wir bemerken, dal wir bei der Herleitung der oben angegebenen Regel fir die
Funktionen f und ¢; nicht nur die Existenz der Ableitungen vorausgesetzt hatten,
sondern auch die Méglichkeit, die Faktoren ,, 4, ..., 4, aus den Gleichungen (20)
zu bestimmen.!) Deshalb braucht uns die angegebene Regel nicht alle Werte
(@1, g, ..., Tyen) U liefern, fiir die ein bedingtes Maximum oder Minimum erreicht
wird. Wir erldutern dieses Verhalten in den einfachsten Fallen sogleich genauer
und prézisieren die Theorie.

168. Ergiinzende Bemerkungen. Es seien die Maxima und Minima der Funktion f(z, y)
unter der zusitzlichen Bedingung

plz,y) =0 ' (23)

1) Vgl. Anm. d. wiss. Red. auf S. 419.
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gesucht; wir setzen voraus, da8 z. B. im Punkt (z,, y,) ein bedingtes Maximum erreicht wird,
also @(zy, ¥o) = 0 gilt. Die Funktion ¢ (z, y) moge in einer gewissen Umgebung des Punktes
(%o» Yo) stetige partielle Ableitungen erster Ordnung besitzen, und es sei

Py (%o %o) + 0. (24)

Damit definiert die Gleichung (23) in eindeutiger Weise in der Umgebung von z = z, eine
stetige Funktion y = w(z) mit stetiger Ableitung, und zwar so, daB ¥, = w(z,) ist [167).
Setzen wir ¥y = w(x) in die Funktion f(z, y) ein, so konnen wir behaupten, daB die Funktion
f[z, @ (z)] der einen Verinderlichen z fir * = z, ein Maximum erreichen mu8, und folglich
muB ihre vollstindige Ableitung nach z fiir z = z, verschwinden, d. h., es ist

f=(%os Yo) + fy (@0 Yo) @’ (%) = 0.

Wenn wir ¥ = w(z) in (23) einsetzen und nach z differenzieren, erhalten wir im Punkt
(%or ¥o) [69]

@z (Zos Yo) + Py (%o» Yo) @’ (%) = 0.

Multiplizieren wir die zweite Gleichung mit A und addieren sie zur ersten, so ergibt sich

(e + Agz) + (fy + Agy) 0 (%) = 0.

‘Wenn wir 4 aus der Bedmgung fy + A@y = O bestimmen, was auf Grund von (24) méglich ist,
wird f; 4+ g, =0, d.h., wir erhalten die beiden Gleichungen

fz + Ap; =0, fg+19.=0: (25)

zu denen wir noch die Gleichung @(z,, %) = 0 hinzunehmen; die Methode der Multipli-
katoren ist also anwendbar. Ist die Bedingung (24) nicht erfillt, d. h. ¢, (%, %) = 0, jedoch
@2 (%o Yo) = 0, 8o kann man alle vorhergehenden SchluBfolgerungen wiederholen, indem man
die Rollen von = und y vertauscht. Gelten im Punkt (z,, y,) die Gleichungen

@=(%os Yo) = 0 und @y (T %) = 0, (26)

8o konnen wir den Punkt (z,, ¥,) nicht mit Hilfe der Multiplikatorenregel ermitteln.

Die Gleichungen (26) bedeuten, daB der Punkt (z,, #,) ein singulirer Punkt der Kurve (23)
ist [76]. Wir bringen jetzt ein Beispiel einer Aufgabe, fiir die die Bedingung (26) im Punkt
eines bedingten Minimums gilt. Es sei gefordert, den kiirzesten Abstand zwischen dem Punkt
(—1, 0) und den Punkten der in Abb. 87 [76] dargestellten semikubischen Parabel y* — 2® = 0
zu finden. Es wird also das Minimum der Funktion f= (z + 1) + y? unter der Neben-
bedingung @ = y? — 2® = 0 gesucht. Geometrisch gesehen liegt es auf der Hand, daB das
Minimum im Punkt (0, 0) der semikubischen Parabel erreicht wird, wobei dieser Punkt
singulérer Punkt der Parabel ist. Das Verfahren der Multiplikatoren fiihrt uns auf die folgenden
beiden Gleichungen:

2@ + 1) — 3422 =0, 2y + 24y =0.

Setzen wir z = 0, y = 0 in die beiden Gleichungen ein, so fiihrt die erste Gleichung auf die
unsinnige Beziehung 2 = 0, und die zweite ist fiir beliebiges 4 erfiillt. Im vorliegenden Fall
fithrt uns also die Multiplikatorenmethode nicht zu dem Punkt (0, 0), in dem das bedingte
Minimum erreicht wird.!)

1) Ersetzt man in f den zweiten Summanden gemdB @ = 0 durch 2® und beachtet, daB
wegen @ = 0 die Funktion f nur fiir nichtnegative 2-Werte sinnvoll definiert sein kann, so
wird f auf der ganzen nichtnegativen Halbachse eine monoton wachsende Funktion. Minima
konnen also immer nur im linken Randpunkt eines beliebigen abgeschlossenen Intervalls der
Halbachse liegen. Vgl. [166]. (Anm. d. wiss. Red.)
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Ahnlich wie im ersten Beispiel 1aBt sich zeigen: Wenn eine Funktion im Punkt (z,, ¥, %)
unter der einen Nebenbedingung ¢(z, %, 2) = 0 ein Minimum oder Maximum erreicht und
dabei mindestens eine der partiellen Ableitungen erster Ordnung der Funktion im Punkt
{Zgs Yo» 2,) von Null verschieden ist, so kann dieser Punkt nach der Multiplikatorenmethode
ermittelt werden.

Analog sind die Uberlegungen auch in allgemeineren Fillen, jedoch muB man sich dabei auf
den Existenzsatz der impliziten Funktionen fiir Systeme von Gleichungen beziehen, den wir in
[167] behandelt haben. Die Eunktion f(z, y, z) erreiche z. B. ein Maximum im Punkt (Zo, ¥, 2,)
unter den beiden Nebenbedingungen

oz, y,2) =0, y(x,y2) =0 (27)

und unter den iiblichen Voraussetzungen iiber Existenz und Stetigkeit der Ableitungen, und
es gelte

'Py(a"m Yor 20) V1 (Tos Yor 20) — P2 (%o Yos 20) Yy (Zo» Yor %) == 0. (28)

Dann definieren die Gleichungen (27) in eindeutiger Weise die Funktionen y = w,(z),
2 = w,y(z) so, daB y, = w,(%,), 2, = w,(x,) ist. Setzen wir sie in f ein, so erhalten wir eine
Funktion von z allein, die ein Maximum bei z = z, besitzt, woraus

fz(o> Yo» %) + /y (Z0s Yo» 20) 0] (Zo) -+ f5(Zo» Yo» %0) 05 (20) = 0

folgt. Setzen wir die angegebenen Funktionen in (27) ein und differenzieren nach z im Punkt
(%os Yos o) 8O erhalten wir

P+ %Wi (20) + @ 05 (o) = 0, vz + 'I’ywi (%) + w5 (o) = 0.

Wir multiplizieren nun diese Gleichungen mit 4,, 4, und addieren sie zur vorhergehenden:

(fo + Moz + Aoys) + (fy + Moy + dayy) 01 (@) + (f; + 4@, + Aoy,) wi(z) = 0. (29)
Wegen (28) konnen wir behaupten, daB wir aus den beiden Gleichungen

fy+aey+ 4y, =0, fi+he,+hy,=0 (30)
Ay und 4, bestimmen konnen, und Gleichung (29) liefert uns darauf die Gleichung

fe + Moz + Ay, =0, (31)

womnit das Multiplikatorenverfahren fiir den gegebenen Fall bestétigt ist. Zu den Gleichungen
(30) und (31) muB man noch

(T Yos 20) = 0 und ¥ (Tos Yo 2) = 0

hinzufiigen. An Stelle der Bedingung (28) hétten wir auch eine analoge Bedingung setzen
kénnen, indem wir nicht nach y und 2, sondern nach z und y oder nach x und z differenzierten.
Wenn aber nicht nur der auf der linken Seite von (28) stehende Ausdruck, sondern auch die
zwei weiteren analogen Ausdriicke, die sich bei der Differentiation nach z und y bzw. z und 2
ergeben, gleich Null werden, konnen wir die Multiplikatorenmethode fiir den Punkt (x,, %o, %)
nicht verwenden. Es la8t sich zeigen, da8 in allen im folgenden Abschnitt behandelten Bei-
spielen ein solcher Fall nicht auftreten kann. So haben wir im Beispiel 1 nur die eine Neben-
bedingung (32), und auf der linken Seite dieser Bedingungsgleichung ist mindestens eine der
Zahlen 4, B und C von Null verschieden. Wenn etwa C == 0 ist, wird die Ableitung der linken
Seite von (32) nach z gleich dem Wert C und ist folglich in jedem Punkt (z, y, z) von Null
verschieden. Das zeigt, daB sich in dem betrachteten Fall jede Ldsung auf Grund des Multi-
plikatorenverfahrens ergeben muB.
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Wir bringen nun einige Hinweise auf hinreichende Bedingungen fiir Maxima und Minima
mit Nebenbedingungen, wobei wir uns auf den Fall zweier unabhingiger Verdnderlicher be-
schrinken. Es seien die Maxima und Minima einer Funktion f(z, y, 2) zu bestimmen, bei Vor-
liegen der Nebenbedingung ¢(z,y,z) = 0. Wir bilden die Funktion & =f+4 4¢. Wir
nehmen an, wir hiitten ihre ersten Ableitungen nach z, y, z gleich Null gesetzt und unter
Beriicksichtigung der Nebenbedingung die Werte z = z,, ¥y = y,, 2 = z,, 4 = 4, erhalten.
Wir miissen die erhaltenen Werte der Verinderlichen untersuchen, d. h. fir alle zu z,, yq, 2,
hinreichend benachbarten und der Bedingung ¢(z,y,2) = 0 geniigenden =z, y,z das Vor-
zeichen von f(z, y, 2) — f(Zos Yo» %) bestimmen. Es sei ¥(x,y,2) =f(z,¥,2)+ Ap(z,¥,2).
Aus der Nebenbedingung ergibt sich dann sofort, da8 man an Stelle der oben erwihnten
Differenz die Differenz ¥(x, y, 2) — ¥ (2, ¥o» 2,) betrachten und ihr Vorzeichen bestimmen
kann. Die partiellen Ableitungen erster Ordnung der Funktion ¥ verschwinden nach Voraus-
setzung in (4, Yo, 2,). Entwickelt man die zuletzt angegebene Differenz nach der Taylorschen
Formel und beschrinkt sich auf die Glieder mit zwei Ableitungen, so erhilt man einen Aus-
druck der Form [165]:

¥(z, y, 2) — V(20 Yor 20) = ay; d2° + Gy dy? + G d2?
+ 2a,,dzdy + 2a,,dz dz + 2a,5dy dz,
wobei mit a; die Werte der entsprechenden partiellen Ableitungen zweiter Ordnung im
Punkt (z,, ¥, %) und mit dz, dy, dz die Zuwichse der Veriinderlichen bezeichnet sind. Wir
nehmen @, (%g, ¥0,.2) == 0 an, so daB die Nebenbedingung z = w(z,y) definiert, wobei

2o = W(Zy, Yo) ist.
Aus der Nebenbedingung folgt

(%, ¥, 2) dz + @y (2, ¥, 2) dY + @, (%, y, 2) dz = 0.

Hierin setzen wir die Werte = = x,, ¥y = ¥,, 2 = 2, ein und driicken dz durch dz und dy aus:

dz —_ __'Pz. (xﬂ’ yO’ ZO) dx - 'Pl. (xo’ .'/o, 20) dy.
Pz (T0» Yo» %0) @2, (Zos Yo» Zo)

Setzen wir diesen Ausdruck fiir dz in die Formel fir ¥(z, y, 2) — ¥ (z,, Yo, 2,) €in und fassen
entsprechende Glieder zusammen, so finden wir

Y(z, y,2) — ¥Yze Yo 20) = Ad2? + 2Bdxdy + Cdy?.

Jetzt kann man das Kriterium aus [168] fiir Maxima und Minima benutzen. So hat z. B. fiir
AC — B*> 0 und 4 > 0 die Funktion f(z, ¥, z) im Punkte (z,, y,, %) ¢in bedingtes Mini-
mum. Aus den Uberlegungen von [168] folgt sofort, daB es zur Begriindung dieser Regel hin-
reicht, vorauszusetzen, daB die Funktionen f und ¢ im Punkt (z,, ¥, %) und in einer Um-
gebung desselben stetige Ableitungen bis zur zweiten Ordnung haben. Wir gehen auf die Frage
nach hinreichenden Bedingungen fir Maxima und Minima mit Nebenbedingungen nicht
niiher ein.

‘Wesentlich in unseren Uberlegungen war die Ersetzung der Differenz f(z, ¥, z) — f(q» ¥o» %)
durch die Differenz ¥(z, y, z) — ¥ (%4 Yo 20), deren erste Ableitungen in (%, ¥4 2o) Ver-
schwinden, sowie die Tatsache, daB sich das Differential dz der abhiéngigen Veriéinderlichen
durch die Differentiale dz, dy der unabhingigen Verénderlichen linear ausdriicken ldBt.
Ahnlich muB8 man zur Ermittlung hinreichender Bedingungen vorgehen, wenn es sich um mehr
Verinderliche und mehr Nebenbedingungen handelt.
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169. Beispiele.
1. Man bestimme die kiirzeste Entfernung des Punkies (a, b, c) von der Ebene

Az + By + Cz+ D =0. (32)

Das Quadrat des Abstandes eines gegebenen Punktes (4, b, ¢c) von einem variablen Punkt
(z, y, z) wird durch die Formel

P=(@—af+(y bR+ E—op (33)

ausgedrickt.

Im vorliegenden Fall miissen die Koordinaten z, y, z die Gleichung (32) befriedigen (der
Punkt muB sich auf der Ebene befinden). Wir ermitteln das Minimum des Ausdrucks (33)
unter der Bedingung (32), indem wir folgende Funktion bilden:

D=@x—aP+(y—b2+ (z—c)®+ A(dz+ By + Cz + D).
Setzen wir ihre partiellen Ableitungen nach z, y, z gleich Null, so erhalten wir

1 1 1
=a——A4, y=b— —AB, z=c¢c— —AC. 34
z=a 2AA y=> 21 z=¢ 2 (34)

Indem wir diese Werte in die Bedingung (32) einsetzen, konnen wir A bestimmen:

_ 2(4a + Bb+ Cc+ D)

A Ay B

(35)

Wir haben eine einzige Liosung erhalten, und da ein kleinster Wert existieren mu8,
miissen ihm auch die gefundenen Werte der Verianderlichen entsprechen. Durch Einsetzen der
Werte (34) in Formel (33) erhalten wir den Ausdruck fiir das Quadrat des Abstands des Punktes
von der Ebene:

ﬁ:%mﬁ+m+m,

wobei sich 4 aus der Formel (35) bestimmt.

2. Etne gegebene positive Zahl a tst so in drei positive Summanden z, y, z zu zerlegen, daf
der Ausdruck

amyn 2P (36)

moglichst grof wird (m, n, p sind gegebene positive Zahlen). Wir ermitteln das Maximum des
Ausdrucks (36) unter der Bedingung

z+y+z=a. 37)

Statt des Maximums des Ausdrucks (36) kann man auch das Maximum seines Log-
arithmus

mlogz 4+ nlogy + plogz
suchen. Zu diesem Zweck bilden wir die Funktion

P=mlogz+nlogy + plogz+ Alx + y + 2z — a).
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Durch Nullsetzen ihrer partiellen Ableitungen erhalten wir

X = —— y=——, = ——

A’ A A’
und die Beziehung (37) liefert

A=_mEntep
a 14
d. h.

ma na pa
z = s = . = —, 38
m+n-—+p y m+n—+p # m+n—+p (38)

wobei die gefundenen Werte der Veridnderlichen positive Zahlen sind. Der Ausdruck (36)
mu8 unter den gestellten Bedingungen einen groBten Wert besitzen, und die Eindeutigkeit der
Losung zeigt, wie im Beispiel 1, daB den gefundenen Werten der Verinderlichen auch gerade
der groBte Wert des Ausdrucks (36) entspricht.

Aus den Formeln (38) folgt, daB man zur Losung der Aufgabe die Zahl ¢ in Summanden
proportional zu den Exponenten m, n und p zerlegen muB.

Wir schlagen dem Leser vor, in den letzten beiden Beispielen die Untersuchung der hin-
reichenden Bedingungen nach der im vorigen Paragraphen erwihnten Methode durchzu-
fithren.

3. Ein Leiter der Ldnge I, verzweigt sich in einem seiner Enden in k einzelne Leiter mit
den Langen 1, (8 = 1, 2, ..., k), wobei die Stromstirke in den Teillestern iy, 4y, ... bzw. 1} ist.
Gefragt wird, wie die Querschnitisflichen gy, qy, ..., @i der einzelnen Teillester zu wdihlen sind,
damst bes gegebener Potentialdifferenz E fur die Ketten (I, 1)), (Igs 1), - .. (bs Ii) die geringste
Materialmenge V gebraucht wird (Abb. 167).

By Abb. 167

Wir bezeichnen den Widerstand eines Leitungsdrahtes aus dem gegebenen Material, dessen
Linge und Querschnittsfliche gleich der Einheit sind, mit c.

Die Funktion V der Verinderlichen gq, ¢y, g3 +-+» i deren kleinster Wert gesucht wird,
lautet

V=1lg+ hp, + - + gy

Unter Beachtung der gegebenen Potentialdifferenz £ konnen wir die & Beziehungen

""=°(l%+l‘q_ia)_E=° 6=1,2,..., k) 39)
0 8

hinschreiben.
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Wir bilden die Funktion
¢ s%s

: o 1
D = (oo + by + - + heg) + Z A [c (M + —) - E]
=1 Q) 9s

Indem wir die partiellen Ableitungen von @ nach gy, ¢, ..., g; gleich Null setzen, erhalten wir

iy
o= 222 e+ A) =0,
% ¥
. (40)
I, - &#:0 (6=1,2,..,k).

Aus den Bedingungen (39) finden wir

& 0 @™ ¢ g

und wir kénnen, indem wir den gemeinsamen Wert simtlicher Glieder dieser Beziehung mit o
bezeichnen,

e got,2,..,8, o=L _hb

173 (41)
o ¢ 9o

9=

schreiben.
Aus den Gleichungen (40) folgt

PR
cty ca?
Durch Einsetzen dieser Ausdriicke fiir 4, in die erste der Gleichungen (40) erhalten wir

g5 = =% (Wi + i+ - + i)

oder
_ V‘o(liil + l:'.z + e+ llgsik)
90 - . 3
E _ L
c %

woraus schlieBlich

9o = % [’.olo + ﬁo(lg':l + By + -0 li'-k)]

folgt.
Setzen wir diesen Wert von g, in die Beziehungen (41) ein, so erhalten wir fiirg,, g, ..., gx:
q'=fl_;’i‘(l+ : . ln.)’:o — ) 8=1,2,...,k).
Vio B4y + Big + o + I34y)

Die notwendigen Bedingungen fiir das Maximum und Minimum von ¥ liefern uns also ein
einziges System positiver Werte fiir ¢, ¢y, ..., g¢; aber auf Grund physikalischer Uberlegungen
ist klar, daB sich fiir eine gewisse Wahl der Querschnittsflichen eine geringste Materialmenge
ergeben muB, und man kann daher behaupten, daB die erhaltenen Werte gy, ¢, ..., g gerade
die Losung der Aufgabe ergeben.



VI. KOMPLEXE ZAHLEN.
ANFANGSGRUNDE DER HOHEREN ALGEBRA
UND INTEGRATION VON FUNKTIONEN

§ 17. Komplexe Zahlen

170. Die komplexen Zahlen. Bei ausschlieBlicher Beschriankung auf die reellen
Zahlen ist bekanntlich die Operation des Wurzelziehens nicht immer ausfiihrbar;
eine Wurzel mit geradem Wurzelexponenten aus einer negativen Zahl 1aB¢ sich im
Bereich der reellen Zahlen nicht ziehen. Im Zusammenhang damit hat schon die
quadratische Gleichung mit reellen Koeffizienten nicht immer reelle Wurzeln.
Dieser Sachverhalt fithrt naturgemil auf eine Erweiterung des Zahlbegriffs, zur
Einfiihrung neuer Zahlen einer allgemeineren Art, die die reellen Zahlen als
Spezialfall enthalten. Dabei ist es wesentlich, diese neuen Zahlen und die Rechen-
operationen mit ihnen in der Weise zu definieren, daB alle fiir die Operationen
mit reellen Zahlen geltenden Grundgesetze in Kraft bleiben. Wie wir zeigen
werden, ist dies moglich.

Nicht nur die soeben erwihnte Undurchfiihrbarkeit der Operation des Wurzel-
ziehens in gewissen Fillen, sondern auch einfache geometrische Vorstellungen
filhren uns zu einer natiirlichen Erweiterung des Zahlbegriffs. Wir werden uns
dabei gerade von diesen geometrischen Vorstellungen leiten lassen.

Wir wissen, daB sich jede reelle Zahl graphisch entweder als gerichtete Strecke
auf der gegebenen z-Achse oder als Punkt auf dieser Achse darstellen 14Bt, wenn
man verabredet, die Anfangspunkte aller dieser Strecken in den Koordinaten-
ursprung zu legen; umgekehrt entspricht jedem Abschnitt oder Punkt auf der
z-Achse eine bestimmte reelle Zahl.

Betrachten wir jetzt an Stelle der z-Achse die ganze auf die Koordinatenachsen
z, y bezogene Ebene, so erhalten wir durch passende Verallgemeinerung des Zahl-
begriffs die Moglichkeit, jedem in dieser Ebene liegenden Vektor oder jedem ihrer
Punkte eine gewisse Zahl zuzuordnen, die wir komplex nennen.

Wenn wir vereinbaren, die Vektoren, die der Lange nach gleich und gleich-
gerichtet sind, nicht voneinander zu unterscheiden, dann 1aBt sich eine reelle
Zah! nicht nur jedem Vektor auf der z-Achse, sondern allgemein jedem zur z-Achse
parallelen Vektor zuordnen; insbesondere entspricht dem Vektor der Lange 1,
dessen Richtung mit der positiven Richtung der z-Achse iibereinstimmt, die
reelle Zahl 1.

Dem Vektor der Lange 1, dessen Richtung mit der positiven Richtung der
y-Achse iibereinstimmt, ordnen wir das Symbol ¢ zu, das imagindre Einheit genannt
wird. Jeder Vektor M N der Ebene kann als Summe zweier zu den Koordinaten-
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achsen paralleler Vektoren M P und PN dargestellt werden (Abb. 168). Dem zur
z-Achse parallelen Vektor M P entspricht eine gewisse reelle Zahl a. Dem zur
y-Achse parallelen Vektor PN moge das Symbol bi entsprechen, wobei b eine
reelle Zahl ist, deren Absolutwert gleich der Lange des Vektors PN ist, und die
positiv ist, wenn die Richtung von PN mit der positiven Richtung der y-Achse
iibereinstimmt, hingegen negativ wird, wenn die Richtung von PN der positiven
y-Richtung entgegengesetzt ist. Auf diese Weise ordnen wir dem Vektor M N
sinngemaf eine komplexe Zahl zu, die die Form a - b: hat. Wir betonen, daB das
Zeichen 4 in dem angegebenen Ausdruck e 4 b¢ zundchst nicht das Zeichen fiir
eine Rechenoperation darstellt. Dieser Ausdruck soll vielmehr als einheitliches
Symbol fiir die Bezeichnung einer komplexen Zahl betrachtet werden. Nach der
Definition der Addition komplexer Zahlen kommen wir noch auf die Betrachtung
dieses Zeichens zuriick.

YA
M o< 3P

. Aab)
@ » Abb. 168
X

of

Die reellen Zahlen a und b stellen offenbar die GréBen der Projektionen des
Vektors M N auf die Koordinatenachsen dar.
Wir tragen vom Koordinatenursprung den Vektor OA4 (Abb. 168) ab, der der

Linge und Richtung nach mit dem Vektor M N iibereinstimmt. Der Endpunkt A
dieses Vektors hat die Koordinaten (a, b), und diesem Punkt A kénnen wir dieselbe

komplexe Zahl a + bi zuordnen wie den Vektoren M N und 0 4.

Also ist jedem Vektor der Ebene (jedem Punkt der Ebene) eine bestimmie komplexe
Zahl a + bi zugeordnet. Die reellen Zahlen a und b sind gleich den Gréfen der
Projektionen des betrachteten Vektors auf die Koordinatenachsen (d. h., sofern der
zugehorige Vektor tm Koordinatenursprung beginnt, gleich den Koordinaten des
betrachteten Punktes).

Wenn wir in den Ausdriicken a + b¢ den Buchstaben a und b alle moglichen
reellen Werte geben, erhalten wir die Gesamtheit der komplexen Zahlen; a heiBt
der Realtes! und b der Imagindrteil der komplexen Zahl.

In dem speziellen Fall eines zur z-Achse parallelen Vektors stimm# die komplexe
Zahl mit ihrem Realteil iiberein:

a4+ 0i=a. (1)
Somit fassen wir eine reelle Zahl @ nach Formel (1) als Spezialfall einer kom-
plexen Zahl auf.

Der Begriff der Identitit zweier komplexer Zahlen ergibt sich aus ihrer geo-
metrischen Interpretation. Zwei Vektoren sind gleich, wenn sie die gleiche Lange
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und iibereinstimmende Richtung haben, d. h., wenn sie die gleichen Projektionen
auf die Koordinatenachsen besitzen; daher werden zwei komplexe Zahlen dann
und nur dann als gleich angesehen, wenn ihre Realteile und Imaginirteile einzeln
gleich sind, und die Bedingung der Gleichheit zweier komplexer Zahlen wird:

a; + byt = ay + byt ist gleichbedeutend mit a, = ay, b, = b,. 2)
Insbesondere ist
a + bi = 0 gleichbedeutend mit a =0, b = 0.

Anstatt den Vektor M N durch seine Projektionen auf die Koordinatenachsen
a und b zu definieren, kénnen wir ihn auch durch zwei andere GroB8en bestimmen,
und zwar durch seine Linge r und durch den Winkel ¢, den die Richtung von ¥ N
mit der positiven Richtung der z-Achse bildet (Abb. 168). Wenn wir nun an-
nehmen, daB die komplexe Zahl a + b¢ dem Punkt mit den Koordinaten a, b
entspricht, sind r und ¢ offensichtlich die Polarkoordinaten dieses Punktes.
Bekanntlich gelten die folgenden Beziehungen

a=rcosg, b = r sin ¢;

a . b
r = Ya? + b2, cosq’:}/a—T_F_-F, 8m¢=vﬁ, 3)

b
= tan — .
¢ = arctan —

Die positive Zahl r heiBt Modul, ¢ das Argument der komplexen Zahl a + bs.
Das Argument ist nur bis auf eine additive Konstante, die gleich einem Vielfachen
von 2z ist, bestimmt, da jeder Vektor M N mit sich selbst zusammenfillt, wenn
man ihn in beliebig vielen vollen Umléufen in der einen oder anderen Richtung um
den Punkt M dreht. Im Fall » = 0 ist die komplexe Zahl gleich Null und ihr
Argument unbestimmt. Die Bedingung der Gleichheit zweier komplexer Zahlen
besteht nun offenbar darin, daB ihre Moduln gleich sein miissen und die Argumente
sich nur um ein additives Vielfaches von 2 unberscheiden diirfen.

Eine reelle Zahl hat das Argument 2 kz, wenn sie positiv, und (2k + 1)z, wenn
sie negativ ist, wobei k eine beliebige ganze Zahl bedeutet. Wenn der Realteil der
komplexen Zahl gleich Null ist, hat die komplexe Zahl die Form b¢ und hei3t rein
imagindr. Der dieser Zahl entsprechende Vektor ist parallel zur y-Achse, und das

Argument einer rein imagindren Zahl b7 ist gleich (—;— -+ 2kn) ,wenn b >0, und
32—n+2kn , wenn b << O ist.

Der Modul einer reellen Zahl stimmt mit ihrem Absolutbetrag iiberein. Zur Be-
zeichnung des Moduls einer Zahl a + bi setzt man diese Zahl zwischen zwei
senkrechte Striche:

la + bi| = Ya? + b%.

In Zukunft werden wir eine komplexe Zahl haufig durch einen Buchstaben allein
bezeichnen. Wenn « eine komplexe Zahl ist, wird ihr Modul durch das Symbol ||



430 V1. Komplexe Zahlen. Anfangsgriinde der héheren Algebra; Integration

bezeichnet. Unter Benutzung der Darstellung (3) fiir @ und b konnen wir die
komplexe Zahl durch ihren Modul und ihr Argument in folgender Form aus-
driicken:

r(cos @ + ¢ s8in ¢).

In diesem Fall sagt man, die komplexe Zahl sei in der trigonometrischen Form
dargestellt.

171. Addition und Subtraktion komplexer Zahlen. Die Vektorsumme stellt
die abschlieBende Seite eines Polygonzuges dar, der von den Vektorsummanden
gebildet wird. Beachten wir, daB die Projektion der abschlieBenden Seite gleich
der Summe der Projektionen der Komponenten ist, so gelangen wir zu der folgen-
den Definition fiir die Addition komplexer Zahlen:

(@1 + b18) + (az + bgt) + -+ + (@4 + bat)
= (@ + a3+ -+ @) + (b1 + by + - + by)i. )

Es ist leicht zu sehen, daB die Summe von komplexen Zahlen nicht von der Reihen-
folge der Summanden abhingt (Kommutativgesetz) und daBl die Summanden in
Gruppen zusammengefaBBt werden konnen (Assoziativgesetz), da die Summe der
reellen Zahlen @, und die Summe der reellen Zahlen b, diese Eigenschaften be-
sitzen.

Wie wir oben erwahnt hatten, ist die komplexe Zahl a + 0¢ mit der reellen
Zahl a identisch. Entsprechend schreibt man die Zahl 0 4 b¢ einfach in der
Form b4 (rein imagindre Zahl). Benutzen wir die Definition der Addition, so
kdnnen wir sagen, daB die komplexe Zahl a + b7 die Summe der reellen Zahl a
und der rein imagindren Zahl b1 ist, d. h., es ist a 4 b1 = (@ 4 0¢) 4 (0 + b1).

Die Subtraktion wird als die zur Addition inverse Operation definiert, d. h., die
Differenz

z 4 yi = (a; + byt) — (ag + byt)
wird aus der Bedingung
(x 4+ y1) + (ag + byt) = a, + b,%

bestimmt oder auf Grund von (4) und (2): z +a3;=a,, y-4 by="5,, d.h.
x*=a, —ay, Yy = by — b,. Wir erhalten schlieBlich

(@ + by1) — (a3 + byt) = (@, — ag) + (b, — by)e. (5)

Die Subtraktion der komplexen Zahl (a, + b,%) von der komplexen Zahl (a, + b,1)
ist, wie wir sehen, gleichbedeutend mit der Addition des Minuenden (a, + b,%) zu
der komplexen Zahl (—a; — b,¢). Das entspricht dem Folgenden: Die Subtraktion
der Vektoren kommt auf eine Addition des Vektors des Minuenden zu esnem Vektor
hinaus, der der Grife nach gleich dem Subtrahenden und der Richtung nach thm
entgegengesetzt ist.

Wir betrachten den Vektor 4,4, dessen Anfangspunkt 4, der komplexen Zahl
a; + byt und dessen Endpunkt 4, der Zahl a, 4 b,7 entspricht. Dieser Vektor

stellt offensichtlich die Differenz der Vektoren O 4, und 0 4, dar (Abb. 169), und
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folglich entspricht ihm die komplexe Zahl
(@, — a5) + (b, — by)i;

sie ist gleich der Differenz der komplexen Zahlen, die seinem Endpunkt und
seinem Anfangspunkt entsprechen.

Wir bestimmen jetzt die Eigenschaften des Moduls der Summe und der Differenz
zweier komplexer Zahlen. Beachten wir, daB der Modul einer komplexen Zahl
gleich der Lange des dieser Zahl entsprechenden Vektors ist und daB eine Seite
eines Dreiecks kiirzer ist als die Summe der beiden anderen, so erhalten wir
(Abb. 170)

[oy + og| < Joy| + gl

wobei das Gleichheitszeichen nur dann gilt, wenn die Vektoren, die den komplexen
Zahlen «, und «, entsprechen, die gleiche Richtung haben, d. h., wenn die Argu-

Abb. 169 Abb. 170

mente dieser Zahlen entweder gleich sind oder sich um ein VieHaches von 2z
unterscheiden. Diese Eigenschaft gilt offenbar auch fiir beliebig viele Summanden:

loy + og + o+ + on| S g + [xg| + 22+ + |xal,

d. h., der Modul einer Summe ist kleiner oder gleich der Summe der Moduln der
Summanden, wobei das GQleichheitszeichen nur dann auftritt, wenn die Argumente der
Summanden gleich sind oder sich um Vielfache von 27 unterscheiden.

Weil jede Seite eines Dreiecks groBer ist als die Differenz der beiden anderen
Seiten, kénnen wir auBlerdem schreiben:

|oy + aa| = || — |xa],

d. h., der Modul der Summe zweier Summanden ist grofer oder gleich der Differenz
der Moduln dieser Summanden. Gleichheit tritt nur dann ein, wenn die Richtungen
der entsprechenden Vektoren entgegengesetzt sind.

Die Subtraktion der Vektoren und komplexen Zahlen laBt sich, wie wir oben
gesehen hatten, auf eine Addition zuriickfiihren, und fiir den Modul der Differenz

zweier komplexer Zahlen erhalten wir dhnlich wie fiir den Modul der Summe
(Abb. 170):

Clogl = logl £ 1oy — ag| S || + |agl. )
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172. Multiplikation komplexer Zahlen. Das Produkt zweier komplexer
Zahlen definieren wir analog dem Produkt von reellen Zahlen, namlich: Das
Produkt wird als die Zahl angesehen, die aus dem Multiplikanden so gebildet wird
- wie der Multiplikator aus der Einheit. Der Vektor, der der komplexen Zahl mit
dem Modul r und dem Argument ¢ entspricht, kann aus dem Einhestsvektor, dessen
Lange gleich 1 ist und dessen Richtung mit der positiven Richtung der z-Achse
ibereinstimmt, durch dessen Verlingerung auf das r-fache und Drehung in
positiver Richtung um den Wjnkel ¢ erhalten werden.

Produkt eines gewissen Vektors a, mit dem Vektor a; nennen wir den Vektor, der
sich ergibt, wenn man auf den Vektor a, die oben angegebene Verlingerung und
Drehung anwendet, mittels deren sich der Vektor a, aus dem Einheitsvektor ergibt,
wobei letzterem offenbar die reelle Einheit entspricht.

Wenn (r,, ¢,), (s, ¢;) die Moduln und Argumente der komplexen Zahlen sind,
die den Vektoren q, und a, entsprechen, entspricht offenbar dem Produkt dieser
Vektoren die komplexe Zahl mit dem Modul r;r, und dem Argument ¢, + @,.
Wir kommen somit zu der folgenden Definition des Produktes komplexer Zahlen:

Diejenige komplexe Zahl, deren Modul gleich dem Produkt aus den Moduln der
Faktoren und deren Argument gleich der Summe der Argumente der Faktoren ist,
heiBt Produkt dieser beiden komplexen Zahlen. Wenn einer der Faktoren Null ist,
soll auch das Produkt Null sein.

Auf diese Weise erhalten wir in dem Fall, daB die komplexen Zahlen in der
trigonometrischen Form geschrieben sind,

r;(cos ¢, + ¢ sin ¢,) - r5(cos @, 4% sin @,)
= ryralcos(p; + @,) + ¢ 8in () + @,)]. (6)
Wir leiten jetzt die Regel fiir die Bildung des Produkts in dem Fall ab, daB die
komplexen Zahlen nicht in der trigonometrischen Form gegeben sind:
(ay + by9) (az + byt) = = + ysi.
Mit Benutzung der oben angegebenen Bezeichnung der Moduln und Argumente
der Faktoren konnen wir schreiben:
a,=r;co8¢;, by=r8ing,, a,=r,co8¢p,, b, = r,sing,;
gemaB der Definition der Multiplikation (6) wird
x = 1,73 €08 (@1 + @), Yy = riry8in (g, + @),
woraus wir
Z = r,75(C08 @, €08 @y — 8in @, sin ;)
= 7] CO8 @ * T3 CO8 @, — 7, 8in @, « 1y 8in @, = a,a, — b, by,
Yy = r173(sin @, cos @, + cos @y sin ;)
=1, 8in @, - 75 CO8 @ + 1, COB @, - Iy 8in @, = b, a, + a, b,
und schlieBlich
(@, + by9) (a3 + byt) = (ay85 — byby) + (b1ag + arby)s (7)
erhalten.



172. Multiplikation komplexer Zahlen 433

Fir b, = by =0 sind die Faktoren die reellen Zahlen @, und a;, und das
Produkt reduziert sich auf das Produkt a,a, dieser Zahlen.
Fir a;, =a; =0 und b, = b; = 1 liefert die Gleichung (7)

t-i=8#=—1,

d. h., das Quadrat der imagindren Einhest sst gleich —1.
Wenn wir nacheinander die ganzen positiven Potenzen von ¢ berechnen, erhalten
wir

B=—1, #¥=—4, ¢¢=1, =1, =1, ..,
und allgemein fiir jedes ganzzahlige positive &
=1, l=yg 2=, #S3=_

Die durch Gleichung (7) ausgedriickte Multiplikationsregel kann man auch so
formulieren: Die komplexen Zahlen sind wie Binome zu multiplizieren, wobei
12 = —1 2zu sefzen ist.

Wenn « die komplexe Zahl @ 4 b¢ ist, heiBt die komplexe Zahl a — b+
konjugiert zu «; man bezeichnet sie meistens mit &.

Entsprechend den Formeln (3) ist

| |2 = a® + b2,
Aus der Gleichung (7) ergibt sich
(a@ + bs) (@ — bs) = a® 4 b2
und folglich
|x|? = (a 4 b3) (@ — bs) = &,
d. h., das Produkt von konjugiert komplexen Zahlen ist gleich dem Quadrat ihres
Movt\zf?rkg.eben noch folgende leicht einzusehenden Formeln an:
&+ & = 2a; o« — &=2bs. (8)

Aus den Formeln (4) und (7) folgt unmittelbar, daB die Addition und Multi-
plikation von komplexen Zahlen dem Kommutativgesetz gehorchen, d. h., die
Summe héngt nicht von der Reihenfolge der Summanden und das Produkt nicht
von der Reihenfolge der Faktoren ab. Leicht priift man auch die Giltigkeit des
Assoziativ- und des Distributivgesetzes nach, die durch die folgenden Identitdten
ausgedriickt werden:

(0 + ag) + g = 0y + (&g + x3)s, (g xp) x5 = 0y (xgx),
(21 + x9)B = o, B + xgB.
Wir stellen dem Leser anheim, dies nachzupriifen.

SchlieBlich bemerken wir, daB das Produkt von mehreren Faktoren einen Modul
besitzt, der gleich dem Produkt aus den Moduln der Faktoren, sowie ein Argument, das
gleich der Summe der Argumente der Faktoren ist. Somit wird das Produkt von

komplexen Zahlen dann und nur dann gleich Null, wenn mindestens einer der
Faktoren gleich Null ist.

28 Smirnow I
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173. Division komplexer Zahlen. Die Division der komplexen Zahlen wird
als die zur Multiplikation inverse Operation definiert. Wenn also r,, ¢, Modul und
Argument des Dividenden sind und r,, p; Modul und Argument des Divisors, ist
leicht einzusehen, daB die Division ein bestimmtes Resultat besitzt, wenn der

Divisor von Null verschieden ist ; genauer: daB der Modul des Quotienten :—1 und

3
sein Argument ¢, — @, wird. Schreiben wir den Quotienten als Bruch, so finden
wir

r (cos¢p1+s'sin¢1)_r_1_ _ o B
r: (o8 ¢y F T singy) 7y 008 (71— @) +isin (e — )] 9)

Also ist der Modul des Quotienten gleich dem Quotienten aus den Moduln von
Dividend und Divisor und das Argument des Quotienten gleich der Differenz der
Argumente von Dividend und Divisor. Fir r, = 0 wird Formel (9) sinnlos.

Sind Dividend und Divisor nicht in der trigonometrischen, sondern in der Form
a, + byt bzw. ay + byt gegeben, so erhalten wir, indem wir in Formel (9) die
Moduln und Argumente durch a,, a,, b;, by ausdriicken, die folgende Darstellung
fiir den Quotienten:

a, + bt _ Gyas + bidy , bias — a;b, .
ay + by a} + b} a} + b3
die man auch unmittelbar erhalten kann, wenn man Zahler und Nenner mit der

zum Nenner konjugiert komplexen Zahl multipliziert, um die ,,Irrationalitat* ¢ im
Nenner zu beseitigen:

G, + byt (ay 4 ;) (@3 — byt) (3185 + b, by) +(b1ay — a,b,)4

’

also
a1+b1i_a1a,+b1b, byays — a;b, .
P A Ey R 19

Wir hatten schon [172] darauf hingewiesen, daB das Kommutativ-, Assoziativ-
und Distributivgesetz bei der Addition und Multiplikation komplexer Zahlen
ihre Giiltigkeit behalten. Daher bleiben auch fiir Ausdriicke, die komplexe Zahlen
enthalten, alle Identititen giiltig, die als Folgerungen dieser Gesetze bei den
reellen Zahlen wohlbekannt sind. Hierzu gehéren z. B. die Regel fiir das Aus-
klammern, das Auflésen der Klammern, der binomische Lehrsatz fiir ganze
positive Exponenten, die Formeln, die sich auf arithmetische und geometrische
Reihen beziehen, usw.

Wir erwiahnen noch eine wichtige Eigenschaft der Ausdriicke mit komplexen
Zahlen, die mittels der Symbole der vier Grundrechenarten gebildet sind. Aus den
Formeln (4), (5), (7) und (10) ergibt sich unmittelbar der folgende Satz: Wenn man
in einer Summe, einer Differenz, einem Produkt oder einem Quotienten alle Zahlen
durch die konjugserten ersetzt, werden auch die Resultate der Operationen konmjugiert
komplez. :
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Ersetzen wir z. B. in der Formel (7) b, und by durch — b, und — b,, so erhalten
wir

(ay — by3) (a3 — by8) = (2,85 — bibs) — (Byay + a,by)s.
Die angegebene Eigenschaft st offenbar auch fiir etnen beliebigen Ausdruck aus
komplexen Zahlen, die durch die vier Grundrechenarten verkniipft sind, giillig.

174. Das Potenzieren. Wenden wir die Formel (6) auf ein Produkt von = gleichen
Faktoren an, so erhalten wir die Regel fiir das Potenzieren einer komplexen Zahl
mit einem ganzzahligen positiven Exponenten:

[r(cos ¢ - ¢ 8in @)]* = r*(cos nep + ¢ 8in ng), (11)

d. h., um eine komplexe Zahl in eine ganzzahlige positive Potenz zu erheben, muf man
thren Modul in diese Potenz erheben und das Argument mit dem Exzponenten multi-

plizieren. .
Setzen wir in der Formel (11) r = 1, so erhalten wir die Moivresche Formel
(cos ¢ + ¢ 8in @)* = cos np + ¢ ginnep. (12)

Beispiele.

1. Wenn wir die linke Seite der Gleichung (12) nach dem binomischen Satz entwickeln
und gemiB der Bedingung (2) die Real- bzw. Imaginiirteile gleichsetzen, erhalten wir die
Darstellungen von cos n¢g bzw. sin ng durch Potenzen von cos ¢ und sin ¢.1)

cos np = cos® ¢ — (;)eoe""’cp sin? @
+ (7)) oot sinty + oo (0¥ (7] oot g sintro 4.

L)
}'(_1)3 sin"cp (n gera.de)
+ »—1
\(—1) 2 5 cosgsin®ly (n ungerade); (13)

sinng = (’;) cog™ 1l sing — (;) cos™3 ¢ sin® ¢ }- (;) cos" S g sinbep — .-
—f n-2k-1 gipak+1
R P
n—2
;(—1) 2 ncospsin*lg (n gerade)
4‘\ -1
© % (—1) 2 sintg (n ungerade). J
1) Mit (” bezeichnen wir die Anzahl der Kombinationen aus » Elementen zur m-ten
m
Klasse, d. h. .
n\ nan—1).--n—m+41) n!
m/ 1-2..m ml(n — m)!
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Insbesondere erhilt die Formel (12) fir » = 3 nach Aufldsen der Klammer die Form
cos® p + 31 cos? @ sinp — 3 cos @ 8in? @ — ¢ 8in® p = cos 3¢ - ¢ sin 3¢,
woraus
008 3¢ = co6® p — 3 cos ¢ sint g, sin 3¢ = 3 cos? @ sin ¢ — sind ¢
folgt.
2. Wir summieren die Ausdriicke
Ay =1+ rcosp+r2cos2¢ + -+ r*Lcos(n — 1)p,
By =rsing + v sin 2¢ + :-- 4 r* 1 gin (n — 1)g.
Wir setzen z = r(cos ¢ + ¢ sin ¢) und bilden die komplexe Zahl

Ay + Byi =1+ r(cosp + 4 sin p) + r*(cos 2¢ + ¢ sin 2¢) + ---
+ 1 [cos (n — 1)p + ¥ sin (3 — 1)g].
Wir benutzen die Gleichung (11) und die Formel fiir die Summe einer geometrischen
Reihe:
1—2* 1—1¢"(cosg - ising)*

c 2 vee 1 — =
Ay + Byt =142+ 22 - | 2* 1—2z 1 — r(cos @ + ¢ sin @)

_ (1 —r*cosng) — ir" sin ng
(1 —rcosp) —sreing

Multiplizieren wir Zihler und Nenner des letzten Bruchs mit der zum Nenner konjugiert
komplexen GroBe (1 — r cos @) + ¢r sing, so erhalten wir

[(1 — r™ cos np) — i7" sin @] [(1 — r cos p) + ¢r sin p]
(1 —rcos p)? + r2sinlg

A, + Byi =

_ (1 — ™ cos ng) (1 — r cos p) + r™+! gin @ sin ng
1 —2rcosp+1
+ (1—r"eoan))rsinq:—(l—rcoaw)r"dnmp'.
2 —2rcosp+ 1

_rlcog(n—1)p —r"cosnp —rcosp 4 1

r*—2rcosp+1
Wlsin(n—l)q:—r"sinnq:-i-rsinw’.

2 —2rcosp+ 1 )

Durch Gleichsetzen der Real- bzw. Imaginiirteile entsprechend der Bedingung (2) erhalten
wir

+

Ay =1-+4rcosp + 12 co8 2@ -+ -+ + "1 cos (n — 1)@
_rMlcos(n —~1)p —r*cosnp —rcosgp + 1
r —2rcosp+1 ’

"By =rging + r*sin2¢p + .- + lgin(n — 1) p
_™sin(n —1)p — rsinng + rsing
2 —2rcosp+1 '
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Nehmen wir an, daB der Absolutbetrag der reellen Zahl r kleiner als Eins ist und » unbe-
grenzt wichst, so erhalten wir im Grenzfall die Summen der unendlichen Reihen:

1—
1+rm¢+ﬂm2¢+...=§ﬁ,
14
r sin @ 44

7 si 13 gin 2 o= —_——
sin @ + £ sin 29 + 12— 2rcosp+1
Setzen wir in den Ausdriicken fiir A, und B, die Zahl r gleich 1, so ergibt sich

cos (n — 1) ¢ — cos np — cosp + 1
2(1 — cos ¢)

14+ cosp+cos2¢ 4 o+ cos(n—1)p=

2 iy N — +2 2 —_——_— + L
sin ﬂn(n )¢ sin Sm(n )¢ sin

45 £ 2sin 2
2 2
sin ? cos Lh—-Ve ——21)¢
- . (15,)
sin £
2
Analog erhalten wir
sin % sin (n _21) 2
sing 4 8in2¢ 4 --- +sin(n — 1) p = . (15,)
sin %

175. Das Wurzelziehen. Unier der n-ten Wurzel aus einer komplexen Zahl versteht
man eine solche komplexe Zahl, deren n-te Potenz gleich dem Radikanden ist.
Somit ist die Gleichung

Vr(cos ¢ + i sin 9) = g(cos p + i sin y)
gleichbedeutend mit
o"(cos ny -+ ¢ sin ny) = r(cos ¢ + ¢ sin ¢).

Nun miissen aber bei gleichen komplexen Zahlen die Moduln gleich sein, und die
Argumente diirfen sich nur um ein Vielfaches von 2x unterscheiden, d. h.

t=r, ny=¢+ 2kn,
und damit

" 2’57!
e=Vr, w=un—»
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wobei Vrder Absolutbetrag der Wurzel ist und & eine beliebige ganze Zahl. Auf
diese Weise erhalten wir

"}/r(cosq:+isin¢p)=W(cm2$+ism2+—n2’m), (16)

d. b., um die Wurzel aus esner komplexen Zahl zu ziehen, muf man die Wurzel aus
threm Modul ziehen und das Argument durch den Wurzelexponenien dividieren.

In der Formel (16) kann die Zahl k alle méglichen ganzzahligen Werte an-
nehmen; jedoch 1aBt sich zeigen, daB es nur n verschiedene Werte der Wurzel
gibt und daB sie den Werten

£E=0,1,2,...,n — 1 17)

entsprechen.
Zum Beweis bemerken wir, daB die Losungen in der Formel (16) fiir zwei ver-
schiedene Werte ¥ = ¥, und k = k, nur dann verschieden sind, wenn sich die

Argumente ¥ +n2k‘“ und +n2lc,n

scheiden, und daB die erwahnten Ldsungen identisch werden, wenn sich die Argu-
mente um ein Vielfaches von 2z unterscheiden.

Die Differenz k, — ky zweier Zahlen aus der Menge (17) ist jedoch dem Absolut-
betrag nach kleiner als n, und daher kann die Differenz

np+2k1n__ ¢+ 2kyn -—kl_k’2:z
n n T on

nicht um ein Vielfaches von 2x unter-

nicht ein Vielfaches von 2x sein, d. h., den » Werten von k der Menge (17) ent-
sprechen n verschiedene Werte der Wurzel.

Es sei jetzt k, eine ganze Zahl, die nicht in der Menge (17) enthalten ist. Wir
konnen sie, indem wir sie durch n dividieren, in der Form k3 = gn + &, dar-
stellen, wobei ¢ eine ganze Zahl ist und &, eine der Zahlen der Menge (17). Daher

wird
9+ 2k 9+ 2kyn

- po + 2=gq,

d. h., dem Wert k, entspricht derselbe Wurzelwert wie dem in der Menge (17}
enthaltenen Wert k;. Die n-te Wurzel aus einer komplexen Zahl hat also genau

n verschiedene Werte.
Eine Ausnahme von dieser Regel stellt nur der spezielle Fall dar, daB der
Radikand, d. h. r, gleich Null ist. In diesem Fall hat die Wurzel einen einzigen

Wert, der gleich Null ist, ]/0 =0.

Beispiele.
3
1. Wir bestimmen alle Werte von ¥s. Der absolute Betrag von 1 ist gleich Eins, das Argu-
ment %, und daher gilt .

2 4+ 2ka X 4 2ka

Yi=1/oe® +isin™ — oo 2 +iain 2 (k=0,1,2)
- 2 2 3 3 P
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Wir erhalten die folgenden drei Werte fiir J3 :

% ..n_ﬁ 1. b . . bm _ 15} 1.
0096+15m6—2+2t, 0006+|sm6-— 2+20,
cos3?“+isin§£—=—t.

2. Wir betrachten alle Werte von J1 , d. h. alle Lsungen der Gleichung
=1,
Der absolute Betrag von 1 ist gleich Eins, das Argument Null, und daher gilt

VT = Yoos0 + i s =oos¥+isin? k=0,1,2,...,n — 1).

Wir bezeichnen den Wert dieser Wurzel, der sich fiir £ = 1 ergibt, mit

s=oos2;"+isin£?.

GemaB der Moivreschen Formel ist

e‘=oos2—k£+isin&,
n n

d. h., alle Wurzeln der Gleichung z®" =1 haben die Form & (k=0,1,2,...,2 — 1),
wobei € = 1 zu setzen ist.

Wir untersuchen jetzt die binomische Gleichung z* = a (a == 0). n

An Stelle von z fithren wir die neue Unbekannte % ein, indem wir z = u}/; setzen,
wobei Y;einer von den Werten der n-ten Wurzel aus a ist.

Durch Einsetzen des Ausdrucks fiir z in die gegebene Gleichung erhalten wir fiir u die
Gleichung %" = 1. -

Hieraus ist ersichtlich, daB alle Wurzeln der Gleichung #z* =a in der Form ﬁ et
(k=0,1,2,...,n — 1) dargestellt werden kénnen, wobei Y& einer der n Werte dieser
Waurzel ist und &* alle Werte der n-ten Wurzel aus Eins annimmt.

176. Die Exponentialtunktion. Wir hatten frither die Exponentialfunktion e*
fiir einen reellen Exponenten x untersucht. Wir verallgemeinern jetzt den Begriff
der Exponentialfunktion auf den Fall eines beliebigen Exponenten. Fiir reelle
Exponenten kann die Funktion e® in Form einer Reihe dargestellt werden [129]:

A 2
=14+ 5 +g T

Durch eine analoge Reihe definieren wir die Exponentialfunition auch im Fall
aines rein imaginiren Exponenten, d. h., wir setzen
ys?®
3!

. g
eﬁ=1+%+(_3!2_"!_)_+ + eeee
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Trennen wir die reellen und die imaginéren Glieder, so finden wir

(. . ¥_¥ (y ¥ ¥_y¥y .
"*"—(1‘m+1‘!—a+"')+'(n—a+a—ﬂ+ ),

woraus wir, indem wir uns der Reihenentwicklungen fiir cos y und sin y [130]
erinnern,

e =cosy + isiny (18)
herleiten.

Diese Formel definiert die Exponentialfunktion fiir einen rein imaginiren Ex-
ponenten.

Ersetzen wir y durch —y,
e =cosy —isiny, (19)

und l6sen die Gleichungen (18) und (19) nach cos y und sin y auf, so erhalten wir
die Eulerschen Formeln, die die trigonometrischen Funktionen durch Exponen-
tialfunktionen mit rein imaginiren Exponenten ausdriicken:

evi | e v . e—eW
_2 ’ Smy—T.

Die Formel (18) liefert eine neue exponentielle Form einer komplexen Zahl, die
den absoluten Betrag » und das Argument ¢ besitzt:

cos Yy = (20)

7 (cos ¢ + 1 sin @) = reie.

Die Exponentialfunktion fiir esnen beliebigen komplexen Exponenten -yt defi-
nieren wir mittels der Formel

d. h., den absoluten Betrag der Zahl e+ getzen wir gleich e* und das Argument
gleich y.
Die Additionsregel der Exponenten bei der Multiplikation 1a8t sich leicht auf
komplexe Exponenten verallgemeinern :
Essgei 2 =2 + y¢ und 2z, = 2, 4 y,¢, dannist
e - e = e*(cos y + 1 8iny) - e*1(cos y, + 1 s8in y,)
oder, wenn man die Multiplikationsregel der komplexen Zahlen anwendet [172],
e+ &1 = etaa[o0s (y + ;) + § sin (y + 9y)].

Der auf der rechten Seite dieser Gleichung stehende Ausdruck stellt aber geméa8
der Definition (21) die Zahl

elrmtyimi . d h,  en,
dar.
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Die Subtraktionsregel der Exponenten bes der Division,

ez
—_—— e
e

kann unmittelbar durch Multiplikation des Quotienten mit dem Divisor be-
stitigt werden.

Fiir ganzzahliges positives n gilt

s—mal
f——
(cz)n = @%@ ..+ €* = eM,

Mit Hilfe der Eulerschen Formeln kénnen wir eine beliebige ganzzahlige positive Potenz

von sin ¢ und cos ¢ und ebenso auch das Produkt solcher Potenzen als Summe darstellen, deren

Glieder nur die ersten Potenzen der Sinus- bzw. Kosinuswerte der ganzzahligen Vielfachen des
Bogens enthalten:

(et — o)™

om Jm

_ (e«pi + e—wi)m

8in™ ¢ = o=

, cos™g (22)

‘Wenn wir die rechten Seiten dieser Gleichungen nach dem binomischen Lehrsatz entwickeln,
ausmultiplizieren und dann in den erhaltenen Entwicklungen die Exponentialfunktionen ge-
mi8 den Formeln (18) und (19) in die trigonometrischen Funktionen tiberfiihren, erhalten wir
den gesuchten Ausdruck.

Beispiele.
(et 4 evi)t  olol 4200 6 4e80t  oipr
1. cogbtpg = — 7 == —_— —_—
v 16 % 16 Tet 6 T e
_ 1 vt 4 ot 1 et | g0t 3 3 1 1
) 2 *t3 2 +8——8‘+'§°°52¢+-§cos4¢.
2 sint @ cos® @ = (69‘ —_ e-W‘)‘ (e¢‘ + e—w‘)l _ (G’w‘ _ _w()g (e?‘ _ G_w‘)
. ? ? 16 3 38
_ (€89 — B39t | 329t — ¢80f) (¢vt — o~9Y)
128
_ €79t — 50t _ 3301 | 3ot | Ze 9l — 3ol — o B0l | o0l
B 128
3

3 1 1
6400512 640033¢ 640055:p+640057¢.

Wir bemerken hierzu, daB jede ganzzahlige Potenz von cos ¢ und jede gerade Potenz von
sin g gerade Funktionen von ¢ darstellen, d. h. ihren Wert bei Vertauschen von ¢ mit —¢
nicht &ndern; der Ausdruck fiir solche geraden Funktionen von @ enthiilt nur ein konstantes
Glied und die Kosinuswerte der ganzzahligen Vielfachen des Bogens. Ist jedoch die Funktion
eine ungerade Funktion vong, d. h., #ndert diese Funktion bei Vertauschen von ¢ mit — ¢ ihr
Vorzeichen, wie dies z. B. fiir eine ungerade Potenz von sin ¢ gilt, so enthélt die Entwicklung
einer solchen Funktion nur die Sinuswerte der Vielfachen des Bogens, und ein konstantes Glied
ist in dieser Entwicklung sicher nicht vorhanden. Dieser Sachverhalt wird von uns bei der Be-
handlung der trigonometrischen Reihen noch eingehender erliutert werden.
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177. Die trigonometrischen und die hyperbolischen Funktionen. Bisher hatten
wir die trigonometrischen Funktionen nur fiir reelle Argumente betrachtet. Wir
definieren jetzt die trigonometrischen Funktionen fiir ein beliebiges komplexes
Argument z auf Grund der Eulerschen Formeln

ezt + et ) A e — gt

8z =——rp—» SBEZ=—pr>

wobei die rechts stehenden Ausdriicke fiir beliebiges komplexes z eine bestimmte
Bedeutung haben [176].

Unter Benutzung dieser Formeln und der fundamentalen Eigenschaften der
Exponentialfunktion bestdtigt man leicht die Giiltigkeit der Formeln der Trigono-
metrie fiir komplexe Argumente. Wir empfehlen dem Leser, als Ubungsaufgabe
z. B. folgende Beziehungen zu beweisen:

gin®z 4 cos?z =1,
sin (z + 2,) = sinz cos 2, 4 coszsinz,,

cos (z + 2;) = cos 2 cos 2, — sin z gin 2,.

Die Funktionen tan z und cot 2 werden auf Grund der Formeln

tanz = —— = e = .
cosz ¢ eS¢ T e 41’
COoS 2 et 4 e e 1
cotz = n = =
2 et — e~ et — 1
definiert.

Wir fiithren jetzt die hyperbolischen Funktionen ein.
Der hyperbolische Sinus und Kosinus werden auf Grund der Formeln?)

. siniz e —e* . e* 4 e*
sinhz = —— = , coshz = cost 2z = + ,
1 2 2

ginhz e —e? % —1

t&n.h Zz = == = s
coshz e 4e* ex41
coshz e 4e¢? 41

coth z = ¢+ = +

sinh z = e —e* ¥ —1
definiert.

. 1) In der deutschen Literatur wurden friiher fiir die Hyperbelfunktionen auch die fol-
" 'genden Bezeichnungen verwendet:

Ginz =sinhz, @08z = coshz, Tz =tanhz, Ctgz = cothz.
(Anm. d. Ubers.)
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Unter Benutzung dieser Formeln lassen sich z. B. die folgenden Beziehungen
leicht bestatigen:

cosh?2z — ginh2z =1,
sinh (2, + z,) = sinh 2z, cosh z3 4 cosh z, sinh z,,
cosh (2, 4 z;) = cosh 2z, cosh z; -+ sinh 2, sinh z,,

3 23
sinh 22 = 2 sinh 2z cosh z, cosh 22 = cosh® 2z -} sinh2z, (23)
2 tanh 2 1 4 coth? 2
tanh 2z — — " h2z = ——
22 1 + tanh? 2’ coth 22 2 coth z

Somit gelten in der hyperbolischen T'rigonometrie Formeln, die den Formeln der
Trigonometrie des Kreises analog sind. Ersetzen wir in einer Formel der Trigono-
metrie des Kreises sin z durch ¢ sinh z und cos z durch cosh 2, so erhalten wir die
analogen Formeln der hyperbolischen Trigonometrie. Das folgt unmittelbar aus
den Formeln, die die hyperbolischen Funktionen definieren.

Hiernach ergeben sich leicht die folgenden Formeln fiir die Umbildung einer
Summe von hyperbolischen Funktionen in eine zur Ausfiithrung logarithmischer
Rechnungen geeignetere Form:

sinh 7, + sinh 2, = 2 sinh 2 T %1 goah 11,

z 2, + 2
2 cosh 22

sinh z, — sinh 2, = 2 sinh 21

2 2
' (24)
cosh z, + cosh z, = 2 cosh 2 ;— *2 osh 2 ; i

coshzl—coshz,,:‘zsinhzl’;'zasinhzl—2"13.

Wir betrachten jetzt die hyperbolischen Funktionen fiir reelle Werte des
Arguments:

. ex_e—z ez_'_e—z
sinh xz = 5 cosh z =

e — e 1
5 tanhx:m, cothx:q%__l.

Die Bildkurve der Funktion y = cosh z stellt die Kettenlinie dar |78], zu
deren genauerem Studium wir in [178] iibergehen.

Die Bildkurven der Funktionen cosh z, sinh z, tanh z, coth z sind in Abb. 171
dargestellt.

Wenn wir differenzieren, erhalten wir fir die Ableitungen die folgenden Aus-
driicke:

sinh h

dsishz _ hz, 2°%R%_ b,
dz dx .

d tanh 1 dcothz 1

dxr  coshz’ dxz  sinh®z’
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Hieraus folgt
[ sinh 2 dz = coshz + C,
fcoshxdx——-—sinhx—l—(},
IL=Mx+0,

cosh? x

dx

fgm = --cothx-l— C.

Die Bezeichnung ,,hyperbolische Funktionen‘ rithrt daher, daf3 die Funktionen
cosh ¢ und sinh ¢ bei der Parameterdarstellung der gleichseitigen Hyperbel

2? — Yt = a?

Y '\
coshx
oth x
0 -
fanh x =X
cothx
sink x Abb. 171

dieselbe Rolle spielen wie die Funktionen cos ¢ und sin ¢ beim Kreis

22 + ya = al.
Die Parameterdarstellung des Kreises lautet
= acost, y=asint

und die der gleichseitigen Hyperbel
x =acosht, Yy = asinht,

wovon man sich leicht iiberzeugt mit Hilfe der Beziehung
cosh?t — sinh?¢ = 1.

Die geometrische Bedeutung des Parameters ¢ ist in beiden Fillen, beim Kreis
und bei der Hyperbel, gleichartig. Wenn wir mit S den Flicheninhalt des Sektors
AOM (Abb. 172) und mit S, den Flicheninhalt des ganzen Kreises (S, = ma?)
bezeichnen, gilt offenbar

8

t=2n .
nso
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Es moge jetzt § den Flacheninhalt des analogen Sektors der gleichseitigen
Hyperbel bezeichnen (Abb. 173). Dann ist

S=FLOMN —-FL AMN

E —fydx——x}/x’—a‘—f]/t’——a'dt

Yi

M(xy)

(=]

A X

Abb. 172 Abb. 173

Berechnen wir das Integral nach der Formel aus [92], so wird

8 %xyzs—az——;-[t Vt’—a’—a’log(t—i— ]/t*‘—a’)]:

)

Wenn wir jetzt, indem wir mit S, wieder den Flidcheninhalt des Kreises be-
zeichnen,

t—2a§-—log( l/——l)

setzen, finden wir ohne Schwierigkeit

z z?
e‘_—'+ a—z—l,
2
z x
at)a—!



446 V1. Komplexe Zahlen. Anfangsgriinde der hoheren Algebra; Integration

a .

und daraus durch gliedweise Addition und Multiplikation mit 3

x=§-(e‘+e-‘)=acoaht,

y = Y2 — a® = Ya® cosh®t — a® = asinh¢,
d. h., wir erhalten ebenfalls eine Parameterdarstellung der gleichseitigen Hyperbel.

178. Die Kettenlinle. Wir untersuchen die Durchhiingekurve eines biegsamen homogenen
schweren Seils, das in den Endpunkten 4, und 4; aufgehiingt ist (Abb. 174).

In der Ebene dieser Kurve legen wir die 2-Achse horizontal und die y-Achse vertikal nach
oben. Wir betrachten ein Element M M, — ds des Seils. Auf dieses wirken die Spannungen
T und T, von den iibrigen Teilen des Seils her sowie das Gewicht des Elements. Die Span-
nungen greifen in den Endpunkten M und M, des Elements an und sind wie die Tangenten

Totane

ods Tp fan(ect deg)

To

Abb. 174

gerichtet (und zwar T in der negativen und 7'; in der positiven Richtung der Tangente). Das
Gewicht kénnen wir proportional der Linge des Elements ansetzen:

dp = pds,

wobei g das Gewicht pro Lingeneinheit bedeutet.

Fir das Gleichgewicht ist notwendig und hinreichend, da8 die Summe der Projektionen der
auf das Element wirkenden Krifte sowohl in der horizontalen als auch in der vertikalen
Richtung gleich Null wird. Da die Projektion des Gewichtes des Elementes ds auf die hori-
zontale Richtung Null wird, miissen die horizontalen Komponenten der Krifte T' und 7T, der
GroBe nach gleich und dem Vorzeichen nach entgegengesetzt sein. Wir bezeichnen mit 7', den
gemeinsamen konstanten Wert ihrer Horizontalkomponenten.

Ferner erhalten wir fiir die Vertikalkomponenten der Spannungen aus der Abbildung die
Ausdriicke

—~Tytanoa = — T,y bzw. T, tan (« + da) = To(y’ + dy’).
-Hier ist doc der Zuwachs des von der Tangente mit der 2-Achse gebildeten Winkels o beim

Ubergang vom Punkt M zum Punkt M, und dy’ der entsprechende Zuwachs des Richtungs-
koeffizienten der Tangente, d. h. de~ GrdBe tan .
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Setzen wir die Summe der Projektionen von 7', T, und des Gewichts gds auf die y-Achse
gleich Null, so erhalten wir

Toly + dy) — Ty — eds =0,

d. h.
Tody = ods,
was man auch folgendermaBen schreiben kann:
Tody =0 Y1 + y? dz. (25)
Die Veriénderlichen lassen sich hier trennen [98]:
i L k=D
Vi+yr e

wir bemerken, daB k eine Konstante ist, die der horizontalen Spannungskomponente direkt
proportional und dem Gewicht pro Langeneinheit des Seils umgekehrt proportional ist.
Wir integrieren die erhaltene Gleichung:

tog [y + 1T v) = 2454,

‘woraus .
z2+C,
ek =y 4+ Y1497
folgt. Zur Bestimmung von y’ fithren wir die reziproke GroBe ein:
2+C, 1
T =——— =11+ Y.
‘ Y+ 11+ g
Wenn wir diese Gleichung gliedweise von der vorhergehenden subtrahieren, finden wir

24+C _&24Cy
y’ = ? (e E —¢ k )-
Durch nochmalige Integration erhalten wir die gesuchte Gleichung der Seilkurve

240 _si0
y+0,=;(e kP e K )

(26)

Die willkiirlichen Integrationskonstanten C, und C, bestimmen wir aus der Bedingung, da8
die Kurve durch die Punkte A, (a,, b,) und 4, (a,, b,) verliuft. Bei den Anwendungen ist jedoch
nicht die Gleichung der Seilkurve selbst, d. h. die Festlegung def Konstanten C; und C,,
sondern der Zusammenhang von horizontalem und vertikalem Abstand der Aufhingepunkte
mit der Bogenlinge 4, 4, von groBtem Interesse.

Bei der Untersuchung der Abhiingigkeit zwischen diesen drei GroBen konnen wir natiirlich
eine Parallelverschiebung der Koordinatenachsen vornehmen. Legen wir den Koordinaten-
ursprung in den Punkt (—C,, — Cy), so wird in der Gleichung (26) C; = C, = 0, und die
Gleichung vereinfacht sich zu

k =z £ 2
y=E (T ) cbeom 2, (26,

woraus hervorgeht, daB die Durchhdingekurve eine Ketienlinte tst.
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Bei der angegebenen Wahl der Koordinatenachsen moge der Aufhingepunkt 4, die Koordi-
naten a,, b, und 4, die Koordinaten a,, b, haben. Bezeichnen wir mit I, A, s den horizontalen
und den vertikalen Abstand der Aufhiingepunkte bzw. die Seillinge, so ist

k

[ Gy Gy
a=fV1+1l"dz=fi/l+sinh’%dz=foosh—:~dz=lc(sinh%‘—ninh%)-
O O [

Mit Hilfe der Formeln (24) finden wir

l=a;—a,, h=b,—b,=k(cosha—£—cosh-a—‘),

oban Bt . Gy—a oo b L Ayt ay
h = 2k sinh Y sinh ok —2kamh2kamh 2%’

.2 Gy — @ as + a; . 1 as + a;
= mnh - — —_—
s =2k 3% cosh 2k 2ksmh2koosh ok

woraus wegen der ersten der Beziehungen (23)
&8 — h* = 412 sinh? 2
2k
folgt, was uns die gesuchte Abhingigkeit zwischen , 4 und s liefert.
Sie 1d8¢ sich auf die folgende Form bringen:
1

2k B — ht
=7 (27)

sinh

L
2k
Sind die Aufhiingepunkte und die Seillinge gegeben, so sind die GréBen I, 2 und s bekannt,
und wir erhalten eine Gleichung zur Bestimmung des Parameters k. Wenn das Gewicht o
pro Lingeneinheit des Seils ebenfalls bekannt ist, kann Gleichung (27) zur Bestimmung der
Horizontalkomponente der Spannung 7', dienen.
Wir setzen zur Abkiirzung

i Gy

_‘=5:

2k 1
Die Gleichung (27) verwandelt sich dann in

mh‘Tf —e. (@17,

Erinnern wir uns der Entwicklung der Exponentialfunktion in eine Potenzreihe [129], so

finden wir

sinh§ e — et S T

—_—— =% g2 s s

& 2¢ + 3! + 5! + 7! +

Daraus geht hervor, daB fiir von 0 bis -}- co wachsendes & der Bruch auf der linken Seite eben-
falls sténdig von 1 bis 4 co zunimmt. Also hat fir jeden vorgegebenen Wert ¢ > 1 die Glei-
chung (27,) eine positive Wurzel, die sich unter Benutzung von Tafeln fiir die hyperbolischen

c.
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Funktionen berechnen léBt.!) Die gegebenen GroBen [, b und s miissen dabei der Bedingung

Y

c= 7

=1 oder 2=h%412

geniigen, die aber offenbar erfiillt ist, da VA% 4 I2 die Linge der Sehne 4,4, ist und s die

Bogenlinge der Kettenlinie zwischen denselben Punkten.
Ist z. B.

8=100m, | =560m, A =20m, ¢ =20 kg/m,

o erhalten wir

¢ = 0,02 Y10000 =0,8Y6 = 1,96

und finden aus der Tafel als Lésung der Gleichung (27,)
4
= — =215

& Y R

und daraus
! 50
= = —— g = —— .20 = 232 .
To=ke=gre=351 % ke

Die Aufhéingepunkte mégen sich in derselben Hohe befinden. Wir untersuchen den Durch-

hiingepfeil f des Seils (Abb. 175):

/=0__561=_;i(eaik.i_e_é)-—k:%(eﬁ—}-e 213—2).

o Abb.175
X

Entwickeln wir die Exponentialfunktion in eine Reihe, so erhalten wir
1 B 1 B

T T o

Genauso finden wir fir s = 4,4, (Formel (27) mit 2 = 0)

lﬁ
- _.— 2k _ ¢ 2k = —_— —
8 = 2k sinh 2% k(e e ) l+3! 22 +5' A

1) Zum Beispiel F. EMDE, Tafeln elementarer Funktionen, Leipzig 1948.

29 Smirnow I

+ ..

(28)

(29)
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Wir bestimmen k angenihert, indem wir in der Reihe (28) nur das erste Glied beriick-
sichtigen:
3
ks~ —.
~ ;
In der Entwicklung (29) behalten wir die ersten zwei Glieder bei und setzen den fir &
gefundenen Ausdruck ein:
8 P
14 = =.
sl 4 37
Durch Differentiation dieser Beziehung erhalten wir den Zusammenhang zwischen einer
Verlingerung des Seils und der Vergrioferung des Durchhingepfeils:
16 fdf 31
d — — o df & — de.
XY 3 7 er I 16/ 8
Die Gleichung (25) wurde von uns unter der Voraussetzung erhalten, daB auf jedes Seil-
element eine zu der Lénge des Elements proportionale Schwerkraft wirkt. In gewissen Fillen,
z. B. bei der Betrachtung der Ketten von Héangebriicken, muB man diese Schwerkraft nicht
proportional zur Linge des Elements selbst ansetzen, sondern proportional zu deren Pro-
jektion auf die horizontale Achse. Das ist dann der Fall, wenn die Belastung durch den
Briickenbelag im Vergleich zum Eigengewicht der Kette so groB ist, dal man letzteres ver-
nachliissigen kann. In diesem Fall erhalten wir an Stelle der Gleichung (25)

T,dy = pdz,

‘woraus

’ e e
=L z40 und I
y T, z 1 y 2T,

folgt, d. h., dte Durchhdngekurve wird eine Parabel.

22+ Cyz 4+ Gy

Y|
l l
fe—3 ——"L— 7™
A1 e f___ Az
f
__ Abb. 176
0 X

Wir nehmen an, daB8 sich die Seilendpunkte 4, und 4, in’ derselben Héohe befinden und
legen den Koordinatenursprung in den Scheitel der Parabel (Abb. 176), so daB ihre Gleichung
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So wie vorher bestimmen wir die Spannweite des Briickenbogens ! = 4,4, und den
Biegungspfeil f = 04.
Aus der Parabelgleichung erhalten wir

B
f—-“z

und daraus
4
=7

Wir berechnen noch die Linge des Bogens A4, 4, die gleich der doppelten des Bogens 04,
ist:

L
)

=2 [T+ 4oz da.
[}

Nach der Binomialformel gilt

V1 F 2228 = (1 + 4ottt — 1 4 20229 — 2000t 4 ...,
und durch Integration finden wir die Reihenentwicklung fiir s:

a=l+%a’l‘—$a‘l‘+n-.

Wir setzen hier den oben fiir & gefundenen Ausdruck ein:

EPTIR A RPREECY § A b S 8 3.,
a—l+3(z)l 5(:)”’ —l[1+36’ 2ot ]

wobei &= -% ist. Wenn wir uns in der angegebenen Entwicklung auf die ersten zwei Glieder
beschriinken, erhalten wir die Naherungsformel

awl—i—%;,

die mit der analogen Formel fiir die Kettenlinie iibereinstimmt.

179. Das Logarithmieren. Ein Exponent, mit dem man e potenzieren muB, um
die zu logarithmierende Zahl zu erhalten, heiBt natiirlicker Logarithmus der kom-
plexen Zahl r(cos ¢ + ¢ sin ¢). Bezeichnen wir diese Funktion mit Log, so kénnen
wir sagen, daB die Gleichung

Log [r(cosp + tsin¢)] =z + y+
dquivalent der folgenden ist:
eZ+¥ = r(cos ¢ + ¢ 8in @).
Die letzte Gleichung kénnen wir so schreiben:
e*(cos y + ¢ sin y) = r(cos ¢ + ¢ 8in ¢),

20



452 VI. Komplexe Zahlen. Anfangsgriinde der hoheren Algebra; Integration

woraus wir durch Vergleich der Moduln und Argumente
eZ=r, y=¢+ 2kn k=0, +1, £2,..)
erhalten, so da8
x=1logr und z+ yi =logr + (p + 2kn)s
sowie schlieflich ‘
Log [r(cos ¢ + i sin ¢)] = log r 4 (¢ 4 2kn)é (30

wird. Demnach ist der natiirliche Logarithmus einer komplexen Zahl gleich einer
komplexen Zahl, deren Realteil der natiirliche Logarithmus des absoluten Betrages
tst und deren Imagindrteil das Produkt aus i und einem der Argumentwerte darstellt.

Wir sehen auf diese Weise, daB8 der natiirliche Logarithmus einer komplexen
Zahl eine unendliche Menge von Werten besitzt. Eine Ausnahme bildet nur die
Null, deren Logarithmus nicht existiert. Unterwerfen wir den Wert des Argu-
ments der Ungleichung

—<@Q=m,

so erhalten wir den sogenannten Hauptwert des Logarithmus. Zur Unterscheidung
des Hauptwertes des Logarithmus von seinem allgemeinen durch die Formel (30)
gegebenen Wert benutzt man fiir den Hauptwert an Stelle von Log die Bezeich-
nung log, so daB

log [r(cos ¢ + % sin ¢)] = log r + @2 (31)

mit —x <@ < 7 ist.
Mit Hilfe des Logarithmus definieren wir die komplexe Pofenz einer beliebigen
komplexen Zahl. Sind =0 und v zwei komplexe Zahlen, so setzen wir

U’ = erlogs,
Wir bemerken, da8 Log «, und daher a.g_ch u, im allgemeinen eine unendliche
Menge von Werten besitzt.
Beispiele.
1. Der absolute Betrag von ¢ ist gleich 1 und das Argument 721 ; daher wird

Log i — (g + 2kn) i (k=0,£1,42,..).

2. Wir bestimmen ¢¢:

n
. . —— kn
¢t — eilogt =e (2 +2 )

(k=0, +1, +2,...).

180. Sinusschwingungen und Vektordiagramme. Wir behandeln eine Anwendung der
komplexen Zahlen auf die Untersuchung der harmonischen Schwingungen und betrachten
einen Wechselstrom, dessen Stirke j in jedem einzelnen Zeitpunkt innerhalb des ganzen
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Leiters ein und denselben nach der Formel
j = jm sin (0t + @) (32)

bestimmten Wert hat, wobei ¢ die Zeit ist und j,,, @ und ¢ Konstanten sind.
Die Konstante j,, die wir als positiv annehmen, heiBt Amplitude; die Konstante & heiBt
Kreisfrequenz und ist mit der Periode T' durch die Beziehung
_2m

(1]

verkniipft; die Konstante ¢ heilt Phase des Wechselstroms.
Ein Strom, dessen Stérke sich gemiéB Formel (32) dndert, heiBt sinusférmig (variierender
Strom); Entsprechendes gilt auch fiir die Spannung:

v = v,, 8in (0t + @,). (33)

Im folgenden werden wir Stromstirken und Spannungen betrachten, die nach dem durch
die Formeln (32) und (33) definierten Sinusgesetz verénderlich sind.

Es gibt eine einfache geometrische Darstellung der Sinusschwingungen ein und derselben
Frequenz. Durch einen Punkt O der Ebene ziehen wir einen Strahl, den wir mit der Winkel-
geschwindigkeit w im Uhrzeigersinn drehen; diesen Strahl nennen wir Zestachse.

Die Anfangslage der Zeitachse fiir ¢ = 0 moge mit der x-Achse zusammenfallen.

Zeitachse -
0 wt t-0

eé,/ .
&
C‘é&e

¢ Abb. 177

Wir konstruieren den Vektor OA4 (Abb. 1-77) der Linge j,,, der mit der Anfangslage der
Zeitachse den Winkel ¢ bildet (wir erinnern daran, da wir als positive Richtung firr die
Winkelmessung die Richtung entgegen dem Uhrzeigersinn ansehen). Zum Zeitpunkt ¢ wird

der Vektor OA mit der Zeitachse den Winkel @ 4 wt bilden, nachdem sie sich um den

Winkel wt gedreht hat; die Projektion des Vektors OA auf die Senkrechte zur Zeitachse
liefert uns nun offensichtlich die GroSe

j = jmsin (0t + ¢);
dabei ist diese Senkrechte so orientiert wie die positive Zeitachse nach einer Drehung um %

entgegen dem Uhrzeigersinn. Mit anderen Worten, j ist das mit passendem Vorzeichen ver-

sehene Lot vom Endpunkt des Vektors 04 auf die Zeitachse. Zur Darstellung einer anderen
Sinusschwingung derselben Periode,

M = j sin (¢ + ¢y),
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hat man den Vektor der Liinge j&’ abzutragen, der mit dem ersten Vektor den Winkel

yY=¢—9
bildet.

So kénnen wir mit Hilfe fester Vektoren in der Ebene die Sinusschwingungen ein und der-
selben Frequenz darstellen. Die Linge jedes Vektors liefert die Amplitude der entsprechenden
Gro68e, und der Winkel zwischen zwei Vektoren stellt die Phasendifferenz der diesen Vektoren
entsprechenden GroBen dar. Die in der angegebenen Weise konstruierten Vektoren liefern
das sogenannte Vektordiagramm eines Systems von Sinusschwingungen ein und derselben
Periode.

Nach dem Satz von der Projektion der Resultierenden entspricht die geometrische Summe
mehrerer Vektoren des Vektordiagramms eines Systems von Sinusschwingungen mit der-
selben Periode der Summe der Sinusschwingungen, die den Vektorsummanden entsprechen.

Unter Benutzung der in [172] auseinandergesetzten Definition der Multiplikation kénnen
wir den Operationen mit Vektordiagrammen eine bequeme analytische Form geben.

Im folgenden werden wir die zu den GréBen gehérenden Vektoren mit den entsprechenden
Frakturbuchstaben bezeichnen.

Das Produkt eines Vektors | mit der komplexen Zahl re¥t setzen wir glesch dem Vektor, der
sich aus dem Vektor i ergibt, wenn man dessen Linge mit r multipliziert und ihn um den Winkel @
drekt, d. h., wir nehmen an, daB sich das Produkt re®j gemiB der in [172] angegebenen Regel
fiir die Multiplikation einer den Vektor j darstellenden komplexen Zahl mit der komplexen
Zahl re®i ergibt.

Schreibt man die komplexe Zahl re® in der Form a - bi, so liBt sich das Produkt als
Summe zweier Vektoren darstellen:

(@ + bi)j = aj + bij,

in der der erste Summand ein zum Vektor j paralleler und der zweite ein zum Vektor j senk-
rechter Vektor ist.

Zerlegen wir den Vektor j; irgendwie in zwei zueinander senkrechte durch die Vektoren
und ¢j gekennzeichnete Richtungen, so kénnen wir ihn in der Form

= aj + bif = (a + bi)j

darstellen.

Dabei ist |a - bs| offenbar gleich dem Verhiltnis der Lingen der Vektoren j und ij,,
und das Argument der Zahl a - bs stellt den Winkel dar, der vom Vektor §, und dem
Vektor { gebildet wird. Dieser Winkel liefert die Phasendifferenz der den Vektoren j, und {
entsprechenden GroBen.

Wir fithren den Begriff des quadratischen Mittels einer Sinusschwingung (32) ein, das wir
mit dem Symbol M (j2) bezeichnen. Es wird definiert durch die Gleichung

T
f j at.
°

Integrieren wir den Ausdruck

M(G?) =

i~

72, cos 2(wt + @)

N)||-l~

Y e . 1,
72=73.sm’(wt+¢)=§7,’n—
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zwischen den Grenzen 0 und 7 = -2—1-' , 80 erhalten wir
w
1 1 2 1
MG =37 [E 2 sin 20t + ¢)]: =1

Die Quadratwurzel aus dem quadratischen Mittel heiBt Effektivwert oder wirksamer Wert
der Groge:

= VEG) = Im.
Jett (V)] 7z

In der Praxis nimmt man bei der Konstruktion von Vektordiagrammen gewdhnlich als
Lénge des Vektors nicht die Amplitude, sondern den Effektivwert der GréBe, d. h., im Ver-
gleich zur frither beschriebenen Konstruktion verkleinert man die Lingen der Vektoren im

Verhaltnis 1: 2.
Durch Differentiation der Formel (32) erhalten wir

aj

N = Wjy, €08 (wt + @) = W)y, sin (wt+qp—|— )

Die Ableitung Z—: unterscheidet sich also von § nur dadurch, daB die Amplitude mit @
multipliziert und zur Phase % hinzugefiigt wird.
Die hergeleitete Beziehung lautet in der Vektorbezeichnung folgendermaBen:

A =il (34)

Integrieren wir die Formel (32) und lassen wir die willkiirliche Integrationskonstante weg,
was wir tun miissen, wenn wir wieder eine Sinusschwingung von derselben Periode erhalten
wollen, so finden wir

2

fidt=i.i (35)
w?

181. Beispiele.

1. Wir betrachten einen Wechselstromkreis, in dem der Widerstand R, die Selbstinduktion
L und die Kapazitit C hintereinandergeschaltet sind. Bezeichnen wir mit v die Spannung
und mit § die Stromstiirke, so gilt die aus der Physik bekannte Beziehung

=R L dt.
v i+ C_[’

fjdt:—lj,,,cos mt+¢)=1-7',,,sin(wt+¢—£),
w ()

woraus

folgt.!)

1) Das Symbol fli bezeichnet den Vektor, der der Sinusschwingung T entspricht, und
das Symbol f i dt einem f § dt entsprechenden Vektor.
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Wir beschrinken uns zunichst auf stationdre Vorginge und dabei auf den Fall, daB
sowohl Spannung als auch Stromstérke Sinusschwingungen ein und derselben Periode sind.
Die vorstehende Gleichung laBt sich in der Vektorform schreiben, wenn man an Stelle von »
und j die Vektoren der Spannung und Stromstirke v und i einfithrt:

. di 1 1.
v=Ri+L—=+ = dt.
i+l + g f i
Mit Riicksicht auf die Formeln (34) und (35) finden wir hieraus

p=Ri+oLlij+ —i= B+ ud)i=1{j, (36)
wCi
wobei

v—al— t=Rtui @

L
wC’
ist.

Diese Abhingigkeit zwischen den Vektoren der Spannung und der Stromstdrke hat die
Form des gewéhnlichen Ohmschen Gesetzes, nur mit dem Unterschied, daB an Stelle des
Ohmschen Widerstandes hier der komplexe Faktor [ auftritt, der scheinbarer Lettungs-
widerstand heiBt und aus der Summe von drei ,,Widerstinden‘‘ besteht: dem Ohmschen

Widerstand R, dem induktiven Widerstand w L+ und dem kapazitiven Widerstand %t
.
Die Formel (36) liefert gleichzeitig die Zerlegung des Vektors p in die zwei Komponenten
Rj in der Richtung von { und %4j in der Richtung senkrecht zu j. Die erste heilt Wirkkom-
ponente, die zweite Blindkomponente. Diese Bezeichnungen werden versténdlich, wenn wir
die mittlere Leistung W des Stromes in unserem Leiter berechnen, die als arithmetisches
Mittel der momentanen Leistung vj iiber eine ganze Periode definiert ist:

-1 f vj dt = ”"""' sin (ot + @,) sin (0t + gy) dt;

@, bezeichnet hier die Phase der Spa.nnung, @, die Phase des Stromes, so daB
v=Opsin (@ +@);  §= jmsin (0f + gy

gilt.
Wir finden ohne Schwierigkeit

W = ""‘7"'./‘[008 (p1 — @,) — cos 2wt + ¢, + @,)] dt

CO8 (@1 — P2) = Vere Jete COB (Py — Pa)- (38)

vmjm
2
Somit ergibt sich die dem Absolutbetrag nach gréBte mittlere Leistung, wenn die
Phasen von Spannung und Strom iibereinstimmen oder sich um 7 unterscheiden — die
kleinste Leistung Null ergibt sich, wenn sich diese Phasen um % unterscheiden.

Bei der Bildung dieses Ausdrucks fiir W liefert die Blindkomponente uij des Vektors b
die mittlere Leistung Null, weil der Vektor uij senkrecht zum Vektor i steht, also fiir ihn
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cos (p; — @) = 0 gilt, und die gesamte mittlere Leistung, die in Joulesche Wérme iibergeht,
ergibt sich nur aus der Wirkkomponente.
Die Beziehung (36) liBt sich in der Form

.1
] 3 n

schreiben, wobei

n= =g+hi

R 4+ us
oder
i=gv+ kiv
ist.
Der komplexe Faktor  heiBt scheinbare Leitfahigkeit des Lesters;er ist gleich dem reziproken

Wert des Scheinwiderstandes. Die vorstehende Formel liefert gerade die Zerlegung des Strom-
vektors in Wirk- und Blindkomponente (in Richtung von 9 bzw. senkrecht dazu).

2. Die Grundregeln zur Berechnung des Widerstandes eines zusammengesetzten Leiters
bei konstantem Strom, in dem die Widerstinde hintereinander oder parallel geschaltet sind,
leiten sich aus dem Ohmschen und dem Kirchhoffschen Gesetz ab. Sie bleiben auch fiir
Leiter mit einem stationdren sinusformigen Wechselstrom giiltig, wenn wir nur verein-
baren, die Momentanwerte der Spannung und des Stromes durch die entsprechenden
Vektoren und den Ohmschen Widerstand durch den scheinbaren zu ersetzen.

Wenn also in einem Leiter die Scheinwiderstinde

ti=R,+2i, =R+ 7, ...

hintereinander geschaltet sind, werden der Spannungs- und der Stromvektor durch die Be-
ziehungen

»=1{ mit =8+ L+ - (39)

verkniipft, d. h., besm Hintereinanderschalten addseren sich die Scheinwiderstinde.
Sind dagegen dieselben Widerstiinde parallel geschaltet, so erhalten wir die Beziehung

1 1 1
p = "} it — == 4 =+ e, 40
CI o C” C1 Cz ( )

d. h., bes Parallelschaltung addieren sich die scheinbaren Leitfihigkeiten.

Die graphische Konstruktion des gesamten Scheinwiderstandes bei Hintereinanderschalten
der Scheinwiderstdnde {;, {;, ... lauft einfach auf die Konstruktion der geometrischen
Summe der Vektoren, die diese komplexen Zahlen darstellen, hinaus.

Wir geben die Konstruktion im Fall der Parallelschaltung von zwei Scheinwiderstinden
¢, und £, an. GemiiB der vorstehenden Regel ist
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Wenn wir
{” = gef, { = @19, b= 9:30“’ L+&= roo"
setzen, erhalten wir
o=28, 6=06,+0,—0,.
Qo

Dies fithrt uns zu der folgenden geometrischen Konstruktion (Abb. 178)!). Wir er-
mitteln zunichst die Summe ¢, + ¢, = OC; dann zeichnen wir A AOD &hnlich A COB,

wozu wir A COB in die Lage C’OB’ drehen und die Gerade 4 D parallel C" B’ zieben.
Aus der Ahnlichkeit der Dreiecke leiten wir ab:

oD =

OB
b o- 88

Q
N
o
=2

Rz

3 o)

Abb. 178 Abb. 179

3. Wir betrachten die gekoppelten Schwingungen zweier Kreise, die induktiv gekoppelt
sind (Abb. 179). Es mégen v,, j, die #uBere elektromotorische Kraft und die Stromstirke
in dem Kreis I bezeichnen und j, die Stromstirke im Kreis II (ohne duBlere elektromotorische
Kraft); R, R,, Ly, Ly, C,, C, sind die Widerstinde, die Koeffizienten der Selbstinduktion
bzw. die Kapazititen dieser Kreise und M der Koeffizient der gegenseitigen Induktion der
Kreise I und II.

Es gelten die Beziehungen

. dj djis, 1 [.
=R+ 24 Mg [,
1T g at ¢, )"

. dj. dj, 1
0=R L2y yth - dt.

2la + ’dt+ dt+6‘th

Betrachtet man einen stationdren Vorgang, bei dem sich Spannung und Strom nach
einem Sinusgesetz mit ein und derselben Frequenz éndern, so lassen sich diese Gleichungen

1) In der Abbildung haben wir der Einfachheit halber die z-Achse nach dem Vektor &;
gerichtet, was auf die Voraussetzung 6, = O hinausléduft. Fiir den allgemeinen Fall geniigt es,
die z-Achse um den Winkel 6, im Uhrzeigersinn zu drehen.
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in der Vektorform
. 1\, . . .
= (Bt oD+ o) o M = L+ 0 Ml
wC,¢

1
wC,t

b = wMi, + (R, + oLy + ) fa = 0 Mif, + Gy

schreiben, wobei {, und {; die Scheinwiderstinde der Kreise I und II sind, wenn diese fiir
sich allein genommen werden.
Durch Auflésen nach {, und j, erhalten wir

=_Z;’—b 1 ——_.Lmb
1 1 + P M 1 Is = T, + M 1+

Schreiben wir die erste Gleichung in der Form

j

2 Y2 .
b = (C1 + w_) I1»
fa
so konnen wir sagen, daB das Vorhandensein des Kreises II den Scheinwiderstand {, des
w*M?

Kreises I um den additiven Betrag éndert.

182, Kurven in komplexer Form. Wenn wir vereinbaren, die reellen Zahlen durch Punkte
auf der gegebenen z-Achse darzustellen, 1Bt sich eine Anderung der reellen Veranderlichen
als eine Bewegung des entsprechenden Punktes lings der z-Achse deuten. Analog liBt sich
die Anderung der komplexen Verinderlichen { = x -+ y¢ als eine Bewegung des entsprechen-
den Punktes in der z,y-Ebene auffassen.

Von besonderem Interesse ist der Fall, daB die Verinderliche ¢ bei ihrer Anderung eine
gewisse Kurve beschreibt; dieser Fall liegt vor, wenn ihr Real- und ihr Imaginirteil, d. h.
die Koordinaten z und y, Funktionen eines gewissen Parameters « sind, den wir als reell an-
sehen kénnen:

r=gp ), y=g@. (41)
Wir schreiben dann einfach

&= flw), wobei f(w) = @y (u) + i, (u)

ist, und diese Gleichung nennen wir Gletchung der gegebenen Kurve (41) tn komplexer Form.

Die Gleichungen (41) liefern eine Parameterdarstellung der Kurve ¢n rechtwinkligen Ko-
ordinaten. Zu ibrer Darstellung tn Polarkoordinaten gelangen wir, wenn wir die Verdnder-
liche { in der exponentiellen Form schreiben:

E=rpef, o=wpiw), O=ypw) ({50).

In diesem Ausdruck ist der Faktor o nichts anderes als |£|, der Faktor % aber, der fir
reelle ¢ (6 = 0 oder zr) mit dem ,,Vorzeichen‘‘ (1) iibereinstimmt, ist ein Vektor der Lénge 1
und wird mit
4

— efi = 2=
gt ==

bezei chnet (sgn ist die Abkiirzung des lateinischen Wortes ,,signum®, d. h. Vorzeichen).
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Zu der Notwendigkeit, Kurvengleichungen in komplexer Form zu betrachten, fiihren die

Vektordiagramme. Wenn wir in der Beziehung
v ={(j

den Stromvektor j als konstant ansehen, aber irgendeine der verschiedenen Konstanten des
Leiters andern, werden sich auch der Scheinwiderstand { und der Vektor v #ndern; der End-
punkt dieses Vektors b beschreibt eine Kurve, die Spannungsdiagramm genannt wird. Wenn
wir diese konstruiert haben, erhalten wir ein iibersichtliches Bild von der Verdnderung des
Vektors v. Der Punkt { beschreibt ebenfalls eine Kurve (Widerstandsdiagramm), die sich nur

durch die Wahl des MaB8stabes vom Spannungsdiagramm unterscheidet (als Einheit wird der
Vektor | genommen).

Wir betrachten jetzt die Gleichung einiger der einfachsten Kurven.
1. Die Gleichung der Geraden, die durch den gegebenen Punkt {, = z, -+ y,¢ verlduft
und den Winkel & mit der z-Achse bildet, wird
§ =8+ uei;
der Parameter u bezeichnet hier den Abstand der Punkte £, und £.
2. Die Gleichung des Kreises mit dem Mittelpunkt , und dem Radius 7 lautet

§ =8, + revt.

3. Die Ellipse mit dem Mittelpunkt im Koordinatenursprung und den Halbachsen a und b,
wobei die groBe Achse mit der z-Achse gleichgerichtet ist, hat in komplexer Form die
Gleichung [74]

eut,

C=x+yi=aoosu+bisinu=a;——be"‘+a7_b

Bildet die groBe Achse mit der z-Achse den Winkel ¢,, so nimmt die Ellipsengleichung
folgende Form an:

¢=e%‘[ atb "+ —b "“:’.

Im allgemeinen Fall, wenn der Mittelpunkt der Ellipse im Punkt {, liegt und die groSe
Achse mit der z-Achse den Winkel g, bildet, hat die Ellipse die Gleichung

at+b

ottt [ ]

Ist b = a, so geht diese Gleichung in die Gleichung eines Kreises vom Radius a iiber, in

¢ =1¢, + ae@ton,

wobei @, 4 % ebenso wie u ein reeller Parameter ist.
Fiir b = 0 erhalten wir die Strecke
et + et

{= Co -+ aePoi = Co -+ ae®et cos u; = £0 + ve%‘,

die den Winkel ¢, mit der z-Achse bildet, die Linge 2a hat und deren Mittelpunkt im Punkt &,
liegt, da der Parameter v = a cos ¥ ebenso wie % reell ist und nur Werte zwischen —a und a
annehmen kann.
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Betrachten wir den Fall des Kreises bzw. der Strecke als Grenzfille der Ellipse, die sich er-
geben, wenn die kleine Halbachse gleich der groBen bzw. gleich Null wird, so kénnen wir jetzt
allgemein sagen, da

L =lo+ mest + pye™, “2)

wobei £y, #4;, ps beliebige komplexe Zahlen sind, immer die Gleichung einer Ellipse darstellt.
In der Tat, setzen wir

= M, e, #y = My, Po> “—— =0, (M, = M,),

6,465 _ 6,— 6,
2 2

8o kénnen wir die Gleichung (42) in der Form
=1t + Mle(""o‘)‘ + Mze—(u—o,)( =&+ Pt [ Mle(.-:-o.)d + M’e-(a«i-e.)i]

schreiben, woraus hervorgeht, da8 die betrachtete Kurve tatsichlich eine Ellipse mit dem
Mittelpunkt £, und den Halbachsen M, 4 M, ist, deren groBe Achse den Winkel ¢, mit
der z-Achse bildet und die Richtung der Winkelhalbierenden zwischen den Vektoren u,
und g, hat. Fir M, = 0 geht die Ellipse in einen Kreis iiber, fir M, = M, in eine Strecke.

4. Bei der Untersuchung der Eigenschaften eines Wechselstroms in Leitern mit stetig
verteilten Widerstinden, Kapazititen und Selbstinduktionen haben die Kurven eine gro8e
Bedeutung, deren Gleichungen in komplexer Form die Gestalt

¢ =y 43)
haben, wobei » und y beliebige komplexe XKonstanten sind.

Wenn wir » = N,e?¢, y = a + bt setzen und zu Polarkoordinaten iibergehen, erhalten
wir hieraus

¢ = ped = N, ePriela+bi)s — N, edbelbn+ai,

d. h.
o = Njeo¥, 6 =bu + ¢y,
‘woraus
_ 0 — @
=%
und schlieBlich

o=DNeb (N = Nle_a%)

folgt. Also ist die betrachtete Kurve eine logarithmische Spirale (Abb. 180 entspricht dem
a
Fall 7 > 0).
Die komplizierteren Kurven vom Typ { = vye?% | ppets% | ... | pes® konnen wir er-
halten, wenn wir die ,,Komponenten der Spirale* {; = v, ent, {, = ve¥s%, ..., {; = er

konstruieren und geometrisch fiir jedes u die Summe der entsprechenden Werte {5, {5, ..., &,
bestimmen (Abb. 181).
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Abb. 180 Abb. 181

183. Darstellung der harmonischen Schwingung in komplexer Form. Die gedimpfte
harmonische Schwingung wird durch die Formel

x = Ae* sin (wt + @,) (44)
dargestellt, wobei 4 und ¢ positive Konstanten sind. Wir fithren die komplexe GriBe

N
—et+ (w¢+tp.——)¢
e 2

(= Ae(%_%) b oo — 4 (45)

in die. Betrachtung ein.

Der Realteil dieser komplexen Grofe stimmt mit dem Ausdruck (44) iiberein. Auf diese
Weise konnen wir jede gedimpfte harmonische Schwingung als Realteil eines komplexen
Ausdrucks der Form { = xefit darstellen, wobei & und f komplexe Zahlen sind. Fiir For-
mel (45) wird

(»-3)¢
a=2Ade\" 2 und f=o + ei.
Im Fall der rein harmonischen Schwingung ohne Dampfung ist ¢ =0, und § wird eine

reelle Zahl.
Der Ausdruck (45) fiir { stimmt mit dem Ausdruck (43) diberein fiir

y = Ae(%_%)‘

Hieraus erkennt man, da8 der Punkt { bei einer Anderung von ¢ eine logarithmische
Spirale beschreibt, wobei der Polwinkel 8 eine lineare Funktion der Zeit ¢ ist:

, y=(w+st)i=—¢c+ ot und %=t

b=wttg— 3

d. h., der Radiusvektor vom Koordinatenursprung zum Punkt { dreht sich um den Ko-
ordinatenu rsprung mit der konstanten Winkelgeschwindigkeit w. Die Projektion des Punktes
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auf die z-Achse vollfithrt die gedimpfte Schwingung (44). Wenn ¢ = 0 ist, bewegt sich der
Punkt { auf dem Kreis p = 4, und seine Projektion auf die z-Achse bewegt sich nach dem
Gesetz der ungedémpften harmonischen Schwingung:

z = A sin (0t + ¢,).

§ 18. Fundamentaleigenschatien der ganzen rationalen Funktionen
(Polynome) und die Berechnung ihrer Nullstellen

184. Die algebraische Gleichung. In diesem Paragraphen werden wir uns mit
der Untersuchung des Polynoms

f(2) = @o2" + @2t + - + @2 E + o+ Gz + 0,

befassen, in dem a, a,, ..., a;, ..., @, gegebene komplexe Zahlen sind und z eine
komplexe Verénderliche, wobei wir den hochsten Koeffizienten a, als von Null
verschieden ansehen konnen. Die Grundoperationen mit Polynomen sind aus der
elementaren Algebra wohlbekannt. Wir erinnern nur an ein grundsatzliches Re-
sultat, das die Divisjon betrifft. Wenn f(z) und ¢ (z) zwei Polynome sind und der
Grad von ¢(z) nicht héher ist als der Grad von f(z), 148t sich f(z) in der Form

1(2) = 9(2) - Q(2) + E(2)

darstellen, wobei @ (z) und R(z) gleichfalls Polynome sind und der Grad von R (z)
niedriger als der Grad von ¢(z) ist. Die Polynome @ (z) und R(z) heilen Quotient
und Rest bei der Division von f(z) durch ¢(z). Der Quotient und der Rest sind
wohlbestimmte Polynome, so da die oben angegebene Darstellung vonh f(z)
durch ¢(2) eindeutig ist.

Die Werte 2, fiir welche das Polynom verschwindet, heiflen Nullstellen dieses Poly-
noms. Somit sind die Nullstellen von f(z) die Losungen der Gleichung

@) =ay2" +ay2* 1 + oo - aqp2*t -+ + ap 12+ a, = 0. (1)

Diese Gleichung heilt algebraische Gleichung n-ten Grades.

Bei der Division von f(z) durch den Linearfaktor 2z —a wird der Quotient Q(z)
ein Polynom (n — 1)-ten Grades mit dem hochsten Koeffizienten a,; der Rest R
wird dann z nicht enthalten. Auf Grund der Fundamentaleigenschaft der Division
gilt die Identitit

f(z) = (z — a)Q(2) + R.
Setzen wir in dieser Identitit z = @, so erhalten wir
R = {(a),

d. h., der bei der Division des Polynoms f(z) durch z — a erhallene Rest ist gleich f(a)
(Satz von Bézout).
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Insbesondere lautet die notwendige und hinreichende Bedingung dafir, da
das Polynom f(z) durch z —a ohne Rest teilbar ist,

f@) =0,

d. h., ein Polynom ist genau dann durch den Linearfaktor z—a ohne Rest teilbar,
wenn z = a eine Nullstelle dieses Polynoms ist.

Wenn wir also die Nullstelle 2 = @ des Polynoms f(z) kennen, kénnen wir aus
diesem Polynom den Faktor z —a absondern:

1@) = (z — a)f1(2)
mit

f1(2) = boz™t + by2®2 + oo 4 byg2 4 by (bo = ay);
das Aufsuchen der iibrigen Nullstellen fiihrt auf die Losung der Gleichung (n — 1)
ten Grades

boz™t + by2"2 + -+ + bygz + by = 0.

Bevor wir unsere Untersuchungen fortsetzen, miissen wir die folgende Frage
klaren: Hat jede algebraische Gleichung Losungen? Im Fall einer nichtalgebra-
ischen Gleichung kann némlich die Antwort negativ sein. So hat z. B. die Glei-
chung

=0 (z =z + yi)

iiberhaupt keine Losungen, da der Modul e der linken Seite fiir keinen endlichen
Wert von  Null wird. Aber im Fall der algebraischen Gleichung gibt es auf die
oben gestellte Frage eine bejahende Antwort, die in dem folgenden Fundamental-
satz der Algebra enthalten ist: Jede algebraische Gleichung hat mindestens eine
reelle oder komplexe Losung (Wurzel).

Wir nehmen hier diesen Satz ohne Beweis hin. In Teil ITI/2 werden wir bei
der Darlegung der Theorie der Funktionen einer komplexen Verdnderlichen seinen
Beweis erbringen.

185. Die Zerlegung eines Polynoms in Faktoren. Jedes Polynom

f(@) = apz® + ;2" + «-- + @p12 + an 2)
hat gemdB dem Fundamentalsatz eine Nullstelle z = z; und ist daher durch
z — 2z, teilbar; wir konnen also

f(2) = (2 — 21) (@2 + +-*)

setzen [184].

Der zweite Faktor in dem auf der rechten Seite dieser Identitit stehenden
Produkt hat entsprechend dem erwdhnten Fundamentalsatz eine Nullstelle z=z,
und ist daher durch z —z, teilbar, und wir kénnen

1) = (2 — 1) (z — 2,) (@g2" 2 + --°)

schreiben.
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Sondern wir, in dieser Weise fortfahrend, die Faktoren ersten Grades ab, so
erhalten wir schlieBlich die folgende Zerlegung von f(z) in Faktoren:

f@) =ag(z — 2) (2 — 29) -+ (2 — ), @)

d. h., jedes Polynom n-ten Grades lipt sich in n-+-1 Faktoren zerlegen, von denen
etner gleich dem hichsten Koeffizienten ist und die iibrigen Linearfaktoren ersten
Grades der Form z —a sind.

Beim Einsetzen von z =2, (s=1,2,...,7) wird mindestens einer der Fak-
toren in der Zerlegung (3) Null, d. h., die Werte z = 2z, sind Nullstellen von f(z).

Ein beliebiger, von allen z, verschiedener Wert z kann nicht Nullstelle von f(z)
sein, da fiir einen solchen Wert 2z keiner der Faktoren in der Zerlegung (3) ver-
schwindet.

Sind alle Zahlen 2z, voneinander verschieden, so besitzt f(z) genau » verschiedene
Nullstellen. Sind unter den Zahlen z, gleiche vorhanden, so wird die Anzahl der
verschiedenen Nullstellen von f(2) kleiner als n.

Wir konnen also den folgenden Satz aussprechen: Ein Polynom n-ten Grades
(bzw. eine algebraische Gleichung n-ten Grades) kann nicht mehr als n verschiedene
Nullstellen (Wurzeln) haben.

Eine unmittelbare Folgerung aus diesem Theorem ist der folgende Satz: Wenn
bekannt ist, daf ein gewisses Polynom von nicht hoherem als n-tem Grade mehr als
n verschiedene Nullstellen besitzt, dann sind alle Koeffizienten dieses Polynoms und
das konstante Glied gleich Null, d. h., dieses Polynom ist identisch gleich Null.

Wir nehmen an, daf die Werte zweier Polynome f,(2) und f,(2) von nicht
héherem als n-tem Grade fiir mehr als » verschiedene Werte z iibereinstimmen.
Ihre Differenz f,(2) — f,(z) ist ein Polynom von nicht hoherem als n-tem Grade,
das mehr als n verschiedene Nullstellen besitzt. Daher wird diese Differenz
identisch Null, und f, (2) und f,(z) haben dieselben Koeffizienten. Wenn die Werte
2weier Polynome von nicht hoherem als n-tem Grade fiir mehr als n verschiedene
Werte z iibereinstimmen, dann sind alle Koeffizienten dieser Polynome und die kon-
stanten Glieder gleich, d. h., diese Polynome sind identisch.

Diese Eigenschaft der Polynome liegt der sogenannten Methode der unbestimmten
Koeffizienten zugrunde, die wir im folgenden benutzen werden. Das Wesen dieser
Methode besteht darin, daB aus der Identitit zweier Polynome die Gleichheit
der Koeffizienten gleicher Potenzen von z gefolgert wird.

Die Zerlegung (3) hatten wir mittels Absonderung von Faktoren ersten Grades
aus dem Polynom f(z) in einer bestimmten Reihenfolge erhalten. Wir zeigen jetzt,
daB8 die Endform der Zerlegung nicht davon abhangt, in welcher Weise wir die
angegebenen Faktoren absondern, d. h., daB das Polynom eine eindeutige Produkt-
zerlegung der Form (3) besitzt.

Wir nehmen an, daB auBer der Zerlegung (3) noch die weitere Zerlegung

fR)=1boz —2) (z — %) -+ (z — 2}) 31)

vorliegt.
Durch Gleichsetzen dieser beiden Zerlegungen kénnen wir die Identitat

ag(z —21) (2 —29) -+ (2 — 2] = oz — 27) (2 — 23) - (2 — 7)

aufstellen.

30 Smirnow I
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Die linke Seite dieser Identitit verschwindet fiir 2 = z,; folglich mul} dasselbe
auch fiir die rechte Seite gelten, d. h., mindestens einer der Werte 2z}, muB gleich z,
sein. Wir konnen z. B. annehmen, daB 2] = 2, ist. Kiirzen wir beide Seiten der
angegebenen Identitit durch z—2;, so erhalten wir die Beziehung

ag(z — 25) - (2 — 24) = by(z — 2}) -+- (2 — 27),

die fiir alle Werte von 2 giiltig ist, ausgenommen moglicherweise z = z;. Aber
damit muBl auf Grund des oben bewiesenen Satzes diese Beziehung ebenfalls eine
Identitit sein. Genau so folgernd wie vorher beweisen wir, daBl 2, = z, ist usw.
und schlieBlich, daB b, = a, ist, d. h., die Zerlegung (3,) muB mit der Zerlegung
(3) tibereinstimmen.

186. Mehrfache Nullstellen. Unter den in der Zerlegung (3) vorkommenden
Werten z, konnen, wie wir schon erwihnt hatten, gleiche Werte auftreten. Fassen
wir in der Zerlegung (3) jeweils die gleichen Faktoren zusammen, so konnen wir
sie in der Form

1) = ag(z — 2;)k1(z — 25)r -+ (2 — 2zp)*m (4)
schreiben, wobei die Zahlen z,, z,, ..., 2, verschieden sind und
ky+ky+ o+ km=n (5)

gilt.

Wenn in der so geschriebenen Zerlegung der Faktor (z — z,)* vorhanden ist,
dann heiBt die Nullstelle z = z, eine Nullstelle der Vielfachheit k,, und allgemein
wird die Nullstelle z =a des Polynoms f(z) eine k-facke Nullstelle genannt,
wenn f(z) durch (z — a)¥ teilbar und durch (z —a)*+* nicht teilbar ist.

Wir geben jetzt ein anderes Kriterium fiir die Vielfachheit einer Nullstélle an.
Zu diesem Zweck ziehen wir die Taylorsche Formel heran. Wir bemerken zu-
nichst, daB wir die Ableitungen von Polynomen f(z) nach denselben Formeln
bestimmen kénnen, wie sie fiir eine reelle Verdnderliche giiltig sind:

f(@) = agz® + a;2"! + - + 2" F + - 4 ayy2 + an,

f2) =naz"!+ (n— Nay2"2+ ... + (n — B)yapz"*1 4 ... 4+ ayy,

/() = n(n — Dagt + (0 — 1) (1 — 2)agznd + -+
+(n—kn—Fk— a2 ... 4 2. 1a,,.

Die Taylorsche Formel

(z—a)

@) =f@+ 7 F@+ 5= @ + -

(z — af
k!

stellt eine die GroBen @ und z enthaltende elementare algebraische Identitat dar,
die nicht nur fiir reelle, sondern auch fiir komplexe Werte dieser GroBen giiltig ist.

+ f® (@) + - + E;'_“)" ™ (a) (6)
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Wir leiten jetzt die Bedingung dafiir her, daB z = a eine k-fache Nullstelle
von f(z) ist. Zu diesem Zweck bringen wir (6) auf die Form

f&) =@ —aF [k, @ + gy 4@ + -+ LT o)
—_ k-1
+ | o B )|

Das in der zweiten eckigen Klammer stehende Polynom hat einen niedrigeren
Grad als (2 —a)*. Hieraus ist ersichtlich [184], daB die erste eckige Klammer der
Quotient und die zweite der Rest bei der Division von f(z) durch (z—a)* ist.
Damit f(z) durch (z —a)* teilbar wird, ist notwendig und hinreichend, daB dieser
Rest identisch Null wird. Wenn wir ihn als Polynom der Verdnderlichen z —a
betrachten, erhalten wir die folgende Bedingung:

f@)=f'(@) = - = {¢D(a) = 0. (7)
Zu dieser Bedingung miissen wir noch die weitere
f®(@)==0 (8)

hinzufiigen, da fiir f®(a) = 0 das Polynom f(2) nicht nur durch (z — a)*, sondern
auch durch (z—a)*+! teilbar wire. Die Bedingungen (7) und (8) sind also not-
wendig und hinreichend dafiir, daf z = a eine k-fache Nullstelle des Polynoms f(z)
ist.

Wir setzen y(z) = f'(2), dann ist

YR ="k, ¢'R=f"0), .. V) =[Pe)
Ist z = a eine k-fache Nullstelle des Polynoms f(z), so ist wegen (7) und (8)
p@) =y @=-=y*D@) =0 und yt-D)==0,
d.h., z=a wird eine (k—1)-fache Nullstelle fiir y(z) oder, was dasselbe ist,
fir f'(2); mit anderen Worten, eine k-fache Nullstelle eines beliebigen Polynoms ist
(k— 1)-fache Nullstelle der Ableitung dieses Polynoms. Indem wir diese Eigenschaft
fortgesetzt benutzen, liberzeugen wir uns, daf8 z = a eine (k— 2)-fache Nullstelle
der zweiten Ableitung, eine (k— 3)-fache Nullstelle der dritten Ableitung usw. und
schlieflich eine einfache Nullstelle der (k — 1)-ten Ableitung ist. Ist k =1, so heifit
2z = a einfache Nullstelle des Polynoms f(2). In diesem Fall ist 2 = a keine Null-
stelle von f' (2).

Wenn also fiir f(2) die Zerlegung

f(2) = ag(z — 2)" (2 — 25)** -+ (2 — 2n)'m (9)
gilt, erhalten wir fir f' (z) die Zerlegung
fz)=(z2—2)* (2 — 2)*1 - (2 — 2zm)' 0(2), (10)

wobei w(2) ein Polynom ist, das keine gemeinsamen Nullstellen mit f(z) besitzt.

187. Das Hornersche Schema. Wir geben jetzt ein praktisch bequemes Verfahren zur
Berechnung der Werte von f(z) sowie der Ableitungen fiir einen vorgegebenen Wert z = e an.

30*
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Bei der Division von f(z) durch z — a ergeben sich der Quotient f, (2) und der Rest r,,
bei der Division von f,(z) durch z — a der Quotient f,(z) und der Rest r; usw.:
@)=z — a)f(2) + 1, rn={(a),
fi(z) = (z — a)fa(z) + 15, r, = ha),
f2(2) = (= — a)fs(2) + 13, rs = f2(a),

Schreiben wir die Formel (6) in der Form

f@ 1@, o4y ) = — “)'_1]

1! 2! n!

1@) = (@) + (z — a)[

und vergleichen wir diese Formel mit der ersten der dariiber geschriebenen Gleichungen, so
erhalten wir

M.*.ﬂa.z(z._a).{_....i_tL(!a)(z_a)ﬂ-l, rl—_—f(a).

h@) = 21 "

Verfahren wir genauso mit f; (), so finden wir

fa(z)=f%‘:)+-’—I%(!a—)(z—a)+.-.+l.(_:1(!_a)(z_a)n—n’ ’,2=f’_("'_)

und allgemein

f(k)( )
=" k=12 ...
Tkn i ( )

Wir setzen jetzt
1@) = ay2" + 02" + oo + Gy yz + g,
h@) = bo2" Tt + b2 % + oo + by 92 + by, by =1,

und werden zeigen, wie sich die Koeffizienten b, des Quotienten und der Rest b,, berechnen

lassen.
Léosen wir die Klammern auf und fassen die Glieder mit gleichen Potenzen von z zusammen,

so erhalten wir die Identitit
892" + a;2" 1 + o g2+ ay
= (2 — a) (By2" 1 + b;2" 2 + oo + by sz + by y) + b,
= by2" + (by — Boa)2" + (by — 5,8)2"% + -+ + (byy — bp_23)2 + (by — by—; @)
und durch Vergleich der Koeffizienten gleicher Potenzen von z
ay=0by, a;=0b —ba, a=b—ba, .., an,;=>0y,—b,,a,
ay = by — by
und daraus
by=ay,, b =ba+a, by=badta, .. by,=0bysa+a,,,

by =bpja + a,=r,.
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Diese Gleichungen geben die Mdglichkeit, nacheinander die Gréfien b, zu bestimmen. Be-
zeichnen wir Quotient und Rest bei der Division von f, (z) durch z — a mit

f2(2) = 62" 2 + 2" + <o+t Cp 32+ Cnas  Cpy =Ty

so erhalten wir genauso
Co==by, C=ca+b, C3=6a+b, .., Cpa=0s3a-+ by,
Cpy = Cyqs0 + by, =15,

d. h., die Koeffizienten c, berechnen sich nacheinander mit Hilfe der b, genauso wie die b,
mit Hilfe der a,.

Das angegebene Berechnungsverfahren heilt Hornersches Schema oder Hornerscher Algo-
rithmu.s.l) l(k) (a)

Bei Anwendung dieser Regel erhalten wir die Groen =

Wir geben das Berechnungsschema an, das ohne Erliuterungen versténdlich ist:

a Qo a, Gy Qg ...y Gp gy Gy, Gy
+ bya, ba, ba, ..., by gu, by sa, b, ,a
by = ay, by, by by ..., by by, by =1, = f(a)
+ Co@, €@, Ca@y ..., Cp 3Q, Cyu @
_ . _ I'ta)
Cop=Qy Cyy Oy ©C35 eeey Og gy Oy = T = —1—

bh=a, 4 by = fn—2)(a)
+ mya 2 n-1 n — 2)!
fa—1a)
my = a, My =Ty = m—1n
fn) (@)
°T Tt

Beispiel. Zu ermitteln sind die Werte der Funktion
f(z) = 2 + 22* — 222 — 252 4 100

1) Allgemein bezeichnet man als Algorithmus eine bestimmte Vorschrift, nach der man
mathematische Operationen durchfiihren muf;, um die gesuchte Losung zu erhalten. Die Be-
nennung nach HORNER ist ebenso wie viele ahnliche Bezeichnungen in der Literatur nicht
einheitlich. (Anm. d. wiss. Red.)
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und ibrer Ableitungen fir z = —5.

s 1, 2, 0, -2, —25, 100
e=- —5, 15, —75, 385, —1800
1, —3, 15, =71, 360,
—1700 = f(—5)
—5, 40, —275, 1760
i, —8, 55 —352 2190 = [(=5)
—5, 65 —600 1!
)
1, -—13, 120 —gs52 = 17(=9)
—5, 90 2!
1, -—18 910 = 17(=5)
—5 3!
(IV) (—
1 _23=M
4!
V(—
{ _ [P(=5)
51

188. Der grioBte gemeinsame Teiler. Wir betrachten zwei Polynome f,(z) und
f2(2). Jedes von ihnen hat eine bestimmte Produktzerlegung der Form (3). Grifter
gemeinsamer Teiler dieser beiden Polynome heit das Produkt aller Linearfaktoren
der Form z —a, die sowohl in der Zerlegung von f,(2) als auch in der Zerlegung
von f,(z) auftreten, wobei diese gemeinsamen Faktoren mit dem Exponenten
genommen werden, der gleich dem kleineren Exponenten ist, mit dem die Fak-
toren in den Zerlegungen von f,(z) und f,(z) auftreten. Die konstanten Faktoren
spielen bei der Bildung des groBten gemeinsamen Teilers keine Rolle. Somit ist
der groBte gemeinsame Teiler zweier Polynome ein Polynom, dessen Nullstellen
gemeinsame Nullstellen der beiden erwihnten Polynome mit der Vielfachheit
sind, die gleich der kleineren der beiden Vielfachheiten sind, mit denen sie in den
angegebenen Polynomen auftreten. Besitzen die gegebenen Polynome keine ge-
meinsamen Nullstellen, so sagt man, sie seien relativ prim oder teilerfremd. Ganz
analog dem Vorhergehenden kann man auch den groBten gemeinsamen Teiler
von mehreren Polynomen definieren.

Zur Bildung des groBten gemeinsamen Teilers in der soeben angegebenen Weise
benétigt man die Zerlegung der gegebenen Polynome in Faktoren ersten Grades.
Aber die Ermittlung der Zerlegung (3) lauft auf die Losung der Gleichung f(z) = 0
hinaus, die eine der Grundaufgaben der Algebra bildet.

Es 148t sich jedoch, dhnlich wie dies in der Arithmetik fiir den groBten gemein-
samen Teiler von ganzen Zahlen geschieht, ein anderes Verfahren zur Ermittlung
des groBten gemeinsamen Teilers angeben, das nicht die Produktzerlegung er-
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fordert, nimlich das Verfahren der fortgesetzten Divisionen!), Dieses Verfahren
besteht in folgendem: Wir nehmen an, da8 der Grad von f, (z) nicht niedriger als
der Grad von f, (z) ist. Das erste Polynom dividieren wir durch das zweite, danach
dividieren wir das zweite Polynom f,(z) durch den bei der ersten Division er-
haltenen Rest, diesen ersten Rest dividieren wir durch den bei der zweiten Division
erhaltenen Rest usw., bis eine Division den Rest Null ergibt. Der letzte von Null
verschiedene Rest ist der groBte gemeinsame Teiler D(z) der beiden gegebenen
Polynome. Wenn dieser Rest z nicht enthalt, sind die gegebenen Polynome relativ
prim. Auf diese Weise wird die Ermittlung des groften gemeinsamen Teilers auf
die Division der nach abnehmenden Potenzen der Verdnderlichen geordneten Poly-
nome zuriickgefiihrt. Nach Division von f,(z) und f,(z) durch D(z) erhalten wir
zueinander teilerfremde Polynome; eines davon (oder auch beide) braucht z nicht
zu enthalten.

Vergleichen wir die Zerlegungen (9) und (10), so sehen wir, daB der grofite ge-
meinsame Teiler D(z) des Polynoms f(z) und seiner Ableitung f'(z)

D(E) = (2 — %)tz — z)rL oo- (2 — 2ot
wird, wobei wir den unwesentlichen konstanten Faktor weglassen.
Dividieren wir f(z) durch D(z), so erhalten wir

1)

m = @y(2 — 2,) (2 — 2g) -+ (2 — 2p),

d. h., bei der Division des Polynoms f(z) durch den gropten gemeinsamen Teiler
von f(2) und f'(2) ergibt sich ein Polynom, das nur einfache Nullstellen besitzt, die
mit den verschiedenen Nullstellen von f(z) iibereinstimmen.

Die Ermittlung eines solchen Polynoms heit Beseitigung der mehrfachen Null-
‘stellen eines Polynoms. Wir sehen, daB es hierzu nicht notwendig ist, die Gleichung
f(z) = 0 zu l6sen.

Sind f(z) und f’(z) relativ prim, so hat f(z) nur einfache Nullstellen, und um-
gekehrt.

189. Reelle Polynome. Wir betrachten jetzt das Polynom mit reellen Ko-
effizienten

1) =@ayz* + a;2"t + - + @z + ay;
dieses Polynom habe die k-fache komplexe Nullstelle z = a + b7 (b= 0), d. h.
fla+bid)y=f(a+bi)=-.-=fDa 4 bi)=0, @@+ bi)=A4+ Bi==0.

Wir ersetzen jetzt in den Ausdriicken f(e+ b+) und in den entsprechenden der
Ableitungen alle GréBen durch die konjugiert komplexen. Bei dieser Ersetzung
bleiben die Koeffizienten a, als reelle Zahlen unverdndert, nur @ + b7 geht in
a — bi iiber, d. h., das Polynom f(z) bleibt das gleiche, aber an Stelle von
z=a -+ bt wird 2 =a — bi eingesetzt. Nach Ersetzen der komplexen Zahlen

durch ihre konjugierten geht bekanntlich [173] auch das Gesamtresultat, d. h.

1) Eulerscher oder Euklidischer Algorithmus (Anm. d. Ubers.).
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der Wert des Polynoms, in den konjugiert komplexen Wert iiber. Wir erhalten
somit

fla—bty=f(a—bi)=:--=fD(a—bi)=0, f[D(a—bl)=A—Bi0,
d. h., wenn ein Polynom mit reellen Koeffizienten die k-fache komplexe Nullstelle
z=a + bt besitzt, muf es auch die konjugiert komplexe Nullstelle z = a — bt
mat derselben Vielfachheit haben.

Also lassen sich die komplexen Nullstellen eines Polynoms f(z) mit reellen
Koeffizienten in Paare konjugiert komplexer einteilen. Wir nehmen an, daB die
Veranderliche z nur reelle Werte annimmt, und bezeichnen sie mit z. Nach
Formel (3) gilt

f(@) = ag(x — 2;) (& — 25) --+ (& — 24).

Sind unter den Nullstellen komplexe vorhanden, so werden die ihnen ent-
sprechenden Faktoren ebenfalls komplex. Multiplizieren wir paarweise die einem
Paar konjugiert komplexer Nullstellen entsprechenden Faktoren, so erhalten wir

[x — (@ + b9)] [x — (a — b3)] = [(x — @) — b1] [(z — a) + b1]
—@—ap+b=attprtg
mit
p= —2a, q=az--|—b2 (b:f:O).
Somit liefert ein Paar konjugiert komplexer Nullstellen einen reellen Faktor
zweiten Grades, und wir konnen die folgende Behauptung aussprechen: Ein

Polynom mit reellen Koeffizienten lipt sich tn reelle Fakioren ersten und zweiten

Grades zerlegen.
Diese Zerlegung hat die nachstehende Form:

f(@) = (& — 21 (& — Tg)%s -+ (& — 2, )
X (xﬁ + X + ql)ll (xﬁ + P + qz)l: PN (xz + DX + qt)l‘, (11)

wobei z;, Z,, ..., z, die reellen Nullstellen von f(x) der Vielfachheit %, k,, ..., &,
sind und die Faktoren zweiten Grades aus den Paaren konjugiert komplexer
Nullstellen der Vielfachheit I, I,, ..., I; hervorgehen.

190. Der Zusammenhang zwischen den Wurzeln einer Gleichung und ihren
Koeftizienten. Es seien wie vorher z,, 2,, ..., 2, die Wurzeln der Gleichung
ayz® 4+ a2t + .- +ayyz2 + a, = 0.
Nach Formel (3) gilt die Identitat
@ge™ + @ 2"t 4 oo @2+ ap =ag(z — 2) (2 — 25) o0 (2 — 2p).

Benutzen wir auf der rechten Seite die aus der elementaren Algebra bekannte
Formel fiir die Multiplikation von Linearfaktoren, die sich in den zweiten Gliedern
unterscheiden, so kénnen wir die angegebene Identitdt auf die Form

a2 + ayz2"l 4 o g2 .o o,
= @p[z® — 8y2* ! + 8p2" 2 + oo - (1P 82t F oo - (—1)"5,]
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bﬁngen; hierbei bezeichnet S, die Summe aller mdglichen Produkte aus den Zahlen
2, (s=1,2,...,n) zu je k Faktoren'). Vergleichen wir die Koeffizienten gleicher
Potenzen von z, so erhalten wir

=4 =2 = (—1pZ =(—1)p 2
S, 2’ S, 5’ 8 = (—1) &’ S, 1) 2
oder ausgeschrieben:
a
ntzgt o tza=—=,
o
2129 + 2529 + + 2512 =2
1423 243 n-1n — a,o, | (12)

22yt 2y = (—1)" —.

Diese Formeln stellen eine Verallgemeinerung der bekannten Eigenschaften
der Wurzeln einer quadratischen Gleichung auf Gleichungen beliebigen Grades
dar. Sie liefern unter anderem die Méglichkeit, die Gleichung aufzustellen, wenn
die Wurzeln bekannt sind (Vietascher Wurzelsatz).

191. Die Gleichung dritten Grades. Wir werden uns mit dem Problem der praktischen
Berechnung der Wurzeln algebraischer Gleichungen nicht im einzelnen befassen. Diese Frage
wird in den Lebrbiichern iiber Néherungsverfahren behandelt. Wir werden nur auf den Fall
einer Gleichung dritten Grades eingehen und auch einige Berechnungsmethoden angeben,
die in Zukunft von Nutzen sein werden.

Beginnen wir also mit der Untersuchung der Gleichung dritten Grades

¥+ @yt + ay + o =0. (13)

An Stelle von y fithren wir die neue Unbekannte z ein, indem wir y = x + « setzen.
Nach Einsetzen in die linke Seite der Gleichung erhalten wir

22 + (B + a;)a? + (302 + 2a,0 + @)z + (o® + a;02 + a0 + az) = 0.

Fir « = —?3—1 fillt das Glied mit 22 weg, und folglich transformiert die Substitution

y=z— 2
die Gleichung (13) in die Gestalt

f@)=a*+pz+¢=0, (14)
die kein Glied mit 22 enthilt.

1 Elementarsymmetrische Funktionen oder symmetrische Grundfunktionen (Anm. d.
Ubers.).



474 VI. Komplexe Zahlen. Anfangsgriinde der hoheren Algebra; Integration

Sind p und ¢ reell, so kann die Gleichung (14) entweder drei reelle oder eine reelle und zwei
konjugiert komplexe Wurzeln haben [189]. Um zu entscheiden, welcher dieser Fille vorliegt,
bilden wir die erste Ableitung der linken Seite der Gleichung:

f(@) =328 + p.

Fir p > 0 wird f'(z) > 0, d.h., f(z) nimmt stindig zu und hat nur eine reelle Null-
stelle, da die Funktion f(r) beim Ubergang von 2z = —oco nach z = co von negativen
zu positiven Werten {ibergeht. Wir nehmen jetzt an, daB p < 0 ist. Die Funktion hat dann,
wie leicht zu sehen ist, ein Maximum fir z = — —g; und ein Minimum fir z = —gi.

Setzen wir diese Werte von z in den Ausdruck der Funktion f () ein, so erhalten wir als Maxi-
mal- und Minimalwert dieser Funktion die Ausdriicke

2p 1/_p
q¢3]/3.

Haben beide Ausdriicke dasselbe Vorzeichen, d. h., ist
20/ p 2p 1/ P\ _ ., 4P
. £ <F 1/ L) = 2z S
(q l/3)(q+3 3) =0T >

2
zy 1;_; >0, (16,)

oder

so hat die Gleichung nur eine reelle Wurzel, die entweder im Intervall (— 00, — l/ —%)

oder im Intervall ( —g, oo) liegt.

Wenn jedoch der oben angegebene Maximalwert von f(z) posmv und der Minimalwert
negativ ist, d. h.

i— +LZ ps (15,)

gilt, dann haben f(—o0), f (—]/—gi) / (1/—%) (c0) die Vorzeichen (—), (+), (—), (+),

und die Gleichung (14) hat drei reelle Wurzeln. Wir bemerken auBerdem, daB fir p > 0 die

Bedingung (15,) sicher erfiillt ist. Wir iiberlassen es dem Leser zu zeigen, daB die Gleichung (14)
fiir

2
L4+2 = (15,)

die Doppelwurzel + —g- und die einfache 39 hat, wobei wir p =+ 0 voraussetzen, und

P
daB aus (15,) » < 0 folgt. Fiir p =0 und g= 0 haben wir Ungleichung (15,), und die
3

Gleichung (14) nimmt die Form 2® +¢=0 an, d. h. z=}—g, woraus folgt, daB die
Gleichung (14) eine reelle Wurzel besitzt [175]. Fiir p == ¢ = 0 lautet die Gleichung (14)
2% = 0 und hat die dreifache Wurzel 2z = 0.
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Die erhaltenen Resultate sind in der folgenden Tabelle zusammengestellt:

2+pr+g=0

¢ +2 5 eine reelle und zwei konjugiert komplexe
4

¢ P

i + o7 <0 drei verschiedene reclle Wurzeln

@ PP A

1 + o = 0 | drei reelle Wurzeln, darunter zwei gleiche

In Abb. 182 ist die Bildkurve der Funktion

y=2"+pr+g

2 3
unter den verschiedenen Voraussetzungen fir i— + 22)—7 dargestellt. Im Fall (15,) entspricht

der Doppelwurzel der Berithrungspunkt der Kurve mit der z-Achse.
Wir leiten jetzt eine Formel her, die die Wurzeln der Gleichung (14) durch ihre Koeffi-

Yl

1L Abb. 182

zienten ausdriickt. Diese Formel eignet sich nicht fiir praktische Berechnungen; deshalb
leiten wir aus ihr im folgenden Abschnitt unter Benutzung der trigonometrischen Funktionen

ein praktisch bequemes Berechnungsverfahren fiir die Wurzeln her.
An Stelle der Unbekannten z fithren wir zwei neue Unbekannte # und v ein, indem wir

z=u-tov (16)

setzen.
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Nach Einsetzen in die Gleichung (14) erhalten wir
w+vP+put+v)+g=0, (17)
u +1* 4 (u+ v) (Buv + p) + ¢=0.

Unterwerfen wir die Unbekannten « und v der Bedingung

Buv+p=0,
80 liefert uns Gleichung (17)
u+ = —q.

Auf diese Weise ist das Problem auf die Losung der beiden Gleichungen
=P 3 = _
uv———3, w4+ P = —gq (18)

zuriickgefiihrt.
Erheben wir beide Seiten der ersten Gleichung in die dritte Potenz, so erhalten wir

we = 2 WP = —
27’ 1

und folglich sind «® und +* die Wurzeln der quadratischen Gleichung

Pa
22 —==0,
+ gz 27

3 —_—
/- + 7L+ 2
“_l/ 2 +l/4 tor
K - (19)
N VO R Vi g il
”_1/2 V4+27

Aus Formel (16) finden wir schlieBlich

z—l/-——--l— /9’+” +]/ V4 o (20)

Diese Formel zur Losung der kubischen Gleichung (14) trigt die Bezeichnung Cardanische
Formel nach CARDANO, einem italienischen Mathematiker des 16. Jahrhunderts.

Wir bezeichnen die Ausdriicke, die in Formel (20) unter dem Zeichen der Kubikwurzeln
stehen, zur Abkirzung mit R, und R,:

z= VB + 1B *

Jede der Kubikwurzeln hat drei verschiedene Werte [175], so daB die notierte Formel
allgemein neun verschiedene z-Werte liefert; aber nur drei von ihnen sind Wurzeln der
Gleichung (14). Die Nebenwerte von = haben sich dadurch ergeben, daB wir die erste der
Gleichungen (18) in die dritte Potenz erhoben haben. Es kénnen nur solche Werte in Frage
kommen, fiir die » und v durch die erste der Bezichungen (18) verkniipft sind, d. h., in For-

mel (20) diirfen wir nur solche Werte der Kubikwurzeln wdihlen, deren Produkt gleich -—% ist.

d. h.
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Wir bezeichnen mit e die folgende spezielle dritte Einheitswurzel:

0082?“+isin2?n=—%-+§i;
dann ist
dn | .. 4=n 1 73,
82——005?+58m—3'-———§'—-2—1.

Es seien }R, und !VR, irgendwelche Werte der Wurzeln, die die oben angegebene Bedingung
erfiillen. Wenn wir sie mit ¢ und &2 multiplizieren, erhalten wir alle drei Wurzelwerte [175].

Beriicksichtigen wir, dal & = 1 ist, so erhalten wir die folgende Darstellung fiir die Wur-
zeln der Gleichung (14), wobei wir p und g als beliebig komplex ansehen:

5= VB + VR m=—cVB+ VB  z=aVE +e5. @1)

192. Die Losung der kubischen Gleichung in trigonometrischer Form. Wir nehmen an,
daB die Koeffizienten p und ¢ der Gleichung (14) reelle Zahlen sind. Die Cardanische Formel
ist, wie wir schon erwidhnt haben, zur praktischen Berechnung der Wurzeln unbequem;
deshalb leiten wir jetzt hierzu geeignetere Formeln ab. Wir betrachten folgende vier Fille
gesondert:

¢ P
1. L5 <o
s Ta=

Hieraus folgt, daB p << O ist. Die Radikanden R, und R, in Formel (20) werden komplex;
gleichwohl aber sind alle drei Wurzeln der Gleichung bekanntlich reell [191].
Wir setzen

. ]/9_’ P__g, ;1 L_2_ i
s gt =—gxi|—¢ — 3 =rlesgtising),

woraus sich
r=1/-2, ocsp=-I (22)
27 2r
ergibt [170].

Nach der Cardanischen Formel ist dann

x=’if7(cos'f’ +32k17t+’.sin¢+32k1n) +ﬁ(wsﬁ#—“’iﬂw)

(kp ka =0, 1’ 2)'
Gleiche Wahl der k; in beiden Summanden ergibt fiir deren Produkt den positiven Wert

3 —
7=_2
}I 3
SchlieBlich erhalten wir

z=23rcosq#’f (k=0,1,2), (23)
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wobei sich 7 und ¢ nach Formel (22) bestimmen. Dabei ist nicht schwer zu zeigen, daB wir
fiirr verschiedene ¢, die der zweiten Gleichung (22) geniigen, durch Formel (23) dieselben
Wurzeln bekommen.

2
2. q—+72i;>0 and p<O.

Die Gleichung (14) hat eine reelle und zwei konjugiert komplexe Wurzeln [191]. Aus der

2 .
Ungleichung folgt, daB —g% < i— ist. Fiithren wir den Hilfswinkel w ein, indem wir

P _ % sin o (24,)

Q
woha
+
Ll i)
+
8=
i
<°°
wpq
+
§
=
|
|

oh]
-

g

w|e

da wegen (24,) offenbar

3
|/ —% = |/2gsina>.
gilt.

Indem wir schlieBlich durch die Formel

3
t&ncp— |/ta,n 7 (24,)

den Winkel ¢ einfiihren, erhalten wir den folgenden Ausdruck fiir die reelle Wurzel:

2|/ -~
3
¢1=_V——(tan¢+cot¢p)-—-— snZp " (26,)

Wir iberlassen es dem Leser, unter Benutzung der Formel (21) zu zeigen, daB die
komplexen Wurzeln folgende Form haben:

]/I
sin 2g 4+ 3 Y=p cot 2¢. (26,)
3. g-’ + 21 >0 und p >¢r

27
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In diesem Fall hat die Gleichung (14) so wie vorhin eine reelle und zwei konjugiert

ey
komplexe Wurzeln. Dabei kann 12)—7 sowohl kleiner als auch groBer als .g.l sein. Wir
fithren den Winkel o anstatt mittels Formel (24,) nun folgendermaBen ein:
p_a =4 tan w. (26,)
27 2 t
Dann wird
3
3 g sin? — —3
q ¢, P 2 ) ®
S S - = |/%< |/tan =,
l/ 2+]/4+27 cos 32
3
3 2 —
4 e 2 _ r_ oot &
2 4 27 cos w 3
Fiihren wir den Winkel ¢ durch die Formel
s w
tangp = ]/ta.n 2 (26,)
ein, so erhalten wir schlieBlicﬂ
_1/2 _ ?
zy = V—; (tangp — cot @) = ~—2 VE cot 2¢. (27,)
Die komplexen Wurzeln werden
V£ cot 2 + V2 (27)
3 sin 2¢

¢
4. L4 =0,
T 27

Die Gleichung (14) hat eine Doppelwurzel. In diesem Fall, so wie auch fir p = 0, bietet
die Losung der Gleichung keine Schwierigkeiten.

Bei Benutzung dieser trigonometrischen Formeln lassen sich die Wurzeln der kubischen
Gleichung mit Hilfe einer Logarithmentafel sehr genau berechnen.

Beispiel 1.
23 + 92% + 23z + 14 = 0.
Indem wir 2 = y — 3 setzen, reduzieren wir die Gleichung auf die Form .
y¥—4y—1=0,
und diese Gleichung hat drei reelle Wurzeln [191].
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Die Formeln (22) liefern cos ¢ und, nachdem wir den Winkel ¢ selbst ermittelt haben,
bestimmen wir die Wurzeln nach den Formeln (23):

Ig cosp = 0,61156 — 1

2
cos@p = E;

@ = T1°2'56”

B~ 230069, 143005y, B = 2634059

Ig — — 0,36360
Y3

lgy, = 0,32529, Ig (—y,) = 0,26970, Ilg(—ys) = 0,40501 — 1

vy =2,1149, y, = —1,8608, y, = —0,2541

7, = —0,8851, 3= —4,8608, z, = —3,2541

Beispiel 2.
2 —3z+5=0.

Wir bestimmen den Winkel @ nach Formel (24;) und den Winkel ¢ geméB Formel (24,),
und darauf berechnen wir die Wurzeln nach den Formeln (25,) und (25;):

Ig sin w = 0,60206 — 1, o = 23°34’40", % = 11°47°20”

lgtang = 0,77009 — 1, @ = 30°20'47", 2¢ = 60°59'34”

©lg—t —o0,08821, —L  —1,1434
sin 2¢ sin 2¢

Igy—pcot2¢ =0,98244 — 1, {—p cot 2¢ = 0,96037

z, = —2,2068, 3, 75 = 1,1434 + 0,96037¢

198. Das Iterationsverfahren. In vielen Fillen, in denen man einen Niherungswert z, der
gesuchten Wurzel & mit einer geringen Anzahl von Dezimalstellen gefunden hat, laBt sich
dieser Néherungswert der Wurzel bequem verbessern. Eines der Verfahren fiir eine solche
Verbesserung des Niéherungswertes einer Wurzel ist das Itferationsverfahren oder das Ver-
fahren der sukzessiven Approximation. Wie aus dem Folgenden hervorgeht, eignet sich dieses
Verfahren nicht nur fiir algebraische, sondern auch fiir transzendente Gleichungen.

Wir nehmen an, daB wir die Gleichung

fxy=0 (28)
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in der Form

fi(@) = f3(2) (29)
geschrieben haben, wobei f, (z) so beschaffen ist, daB die Gleichung

(@) =m

bei beliebigem reellem m eine reelle Losung besitzt, die leicht mit groBer Genauigkeit be-
rechnet werden kann. Die Berechnung der Losung von Gleichung (29) mit Hilfe des Iterations-
verfahrens besteht in folgendem: Indem wir den Naherungswert 2, der gesuchten Wurzel
in die rechte Seite der Gleichung (29) einsetzen, bestimmen wir eine zweite Niherung z,
fiir die gesuchte Wurzel aus der Gleichung

f1(@) = fal=).

Nachdem wir z, in die rechte Seite von (29) zur Berechnung der folgenden Ndherung z,
eingesetzt haben, 16sen wir die Gleichung f,(x) = f3(x;) usw. Auf diese Weise wird die Folge
von Werten

Zgy Tyy Ty o5 Ty 000 (30)
bestimmt, wobei
hiz) = fa(=,), hixs) = fa(z),s -y fi(xs) = fa(Zp1)s «oo (31)

ist.
Die geometrische Bedeutung der erhaltenen Naherungen ist leicht einzusehen. Die gesuchte
Losung ist die Abszisse des Schnittpunktes der Kurven

y = hiz) (32))
und
y = fa(@). (32)
In Abb. 183 und 184 sind diese beiden Kurven dargestellt, wobei im Fall der Abb. 183
die Ableitungen f1(z) und f(2) im Schnittpunkt die gleichen Vorzeichen, bei der Abb. 184
dagegen verschiedene Vorzeichen besitzen und in beiden Fallen |f3(£)| < |f1(£)| ist.

YA y=f;(0) Y4
o500 : y\=f;(x) yfH (%

l—_—

[
|
I
I
|
$

¥

0
Abb. 183 Abb. 184

|
|
!
|
Xz X1 X X 0 1 880% X

Den Gleichungen (31) entspricht die folgende Konstruktion: Wir zeichnen die Gerade
z = z, parallel zur y-Achse bis zu ihrem Schnittpunkt im Punkt (z,, ¥,) mit der Kurve (32;);
durch diesen Schnittpunkt ziehen wir die Gerade y ==y, parallel zur z-Achse bis zu ihrem

31 Smirnow I
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Schnitt im Punkt (z;, y,) mit der Kurve (32,); durch den Punkt (zy, y,) ziehen wir wieder
eine Gerade z = z, parallel zur y-Achse bis zu ihrem Schnittpunkt mit der Kurve (32;)
im Punkt (z,, 4,); durch diesen letzten Punkt ziehen wir die Gerade y =y, bis zu ihrem
Schnitt mit der Kurve (32,) im Punkt (z,, y,) usw. Die Abszissen der Schnittpunkte liefern
uns die Folge (30).

Wird der erste Niherungswert hinreichend nahe bei & gewahlt, so strebt diese Folge, wie
aus der Abbildung hervorgeht, gegen £ als Grenzwert. Dabei ergibt sich bei gleichen Vor-
zeichen von f{(£) und f3(£) ein gegen (&, f,(£)) strebender treppenférmiger (Abb. 183), bei
verschiedenen Vorzeichen hingegen spiralformiger Polygonzug (Abb. 184). Wir werden nicht
die Bedingungen und den strengen Beweis dafiir bringen, daB die Folge (30) gegen den Grenz-
wert £ strebt; in vielen Fillen 1a8t sich dies unmittelbar aus der Abbildung ersehen.

Besonders bequem fiir die Anwendung ist das angegebene Verfahren dann, wenn die Glei-
chung (29) folgende Form hat:

z = f3(x).
Es sei £ eine Wurzel dieser Gleichung, deren Naherungswert z, = & 4+ & bekannt sei.
Die Folge der schrittweisen Niherungen wird
2 = fo(z0), z; = fo(21), «oey Tp = fo(Tp)s .-
Es 1Bt sich zeigen, daB fiir n — oo tatsiichlich z, gegen £ strebt, wenn die Funktion f, ()
eine Ableitung f5(x) besitzt, die der Bedingung |fj(z)| <g<1 fir E—h<x <&+ h
geniigt.
Beispiel 1. Wir betrachten die Gleichung

P -z —02=0. - (33)
Yi
yx°
A =x+0,2
o -
clo X
B
Abb. 185

Ihre reellen Losungen sind die Abszissen der Schnittpunkte der Kurven (Abb. 185)

y =2 (34))

y=2z+02. (34,)
Wie aus Abb. 185 ersichtlich ist, hat die Gleichung (33) eine positive und zwei negative
Ldsungen.

In den Schnittpunkten A und B, die der positiven Lésung bzw. der absolut genommenen
groBeren negativen Losung entsprechen, ist der Richtungskoeffizient der Geraden (34,) dem
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Absolutbetrag nach kleiner als der Richtungskoeffizient der Tangente an die Kurve (34,).
Bei der Berechnung dieser Losungen nach dem Iterationsverfahren muB man deshalb die
Gleichung (33) in der Form

2=z + 0,2

darstellen.
Nehmen wir als erste Nédherung der positiven Losung 2, = 1, so erhalten wir die Tabelle

Vom 50,2 | @n+02

1,2
2, = 1,037 1,237

z, = 1,0434 | 1,2434
z, = 1,045 | 1,2445
z, = 1,04472

Der Wert z, liefert die gesuchte Losung auf vier Dezimalstellen genau.

Bei der Berechnung der dem Absolutbetrag nach gréBeren negativen Lésung nehmen wir
als erste Naherung z, = —1:

Yz, + 0,2 z, + 0,2
—0,8

z, = —0,956 —0,756
2, = —0,9456 —0,7456
25 = —0,9430 —0,7430
z, = —0,9423 —0,7423
z, = —0,94214 | —0,74214
zg = —0,94210

In diesem Fall wird der Fehler nicht groBer als 2 - 1075,

Im Punkt C, der der absolut genommenen kleineren negativen Losung entspricht, ist der
Richtungskoeffizient der Tangente an die Kurve (34,) dem Absolutbetrag nach kleiner als
Eins, und daher muB8 man bei der Anwendung des Iterationsverfahrens die Gleichung (33)

in der Form
z=2%— 0,2

schreiben.
Wenn wir als erste Niherung z, = 0 nehmen, erhalten wir

25 — 0,2 z
-0
z, = —0,2 —0,00032
2, = —0,20032

32 Smirnow I
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Die Niaherung z, liefert den Wert der Losung bis zur finften Dezimalstelle genau. In allen
drei Fiillen geht die Annidherung an die Losung auf einer Treppenkurve vor sich, wie dies in
Abb. 183 dargestellt ist, wovon man sich leicht aus der Abb. 185 iberzeugt, und in allen
drei Fillen streben die Niherungswerte 2 mit zunehmendem n monoton gegen die gesuchte
‘Wurzel.

Beispiel 2.
z = tanz. ’ (35)
Die Losungen dieser Gleichung sind die Abszissen der Schnittpunkte der Kurven (Abb. 186)
y=z, y=tanaz.

Wie aus Abb. 186 zu ersehen ist, hat diese Gleichung je eine Losung in jedem der Intervalle

[(2n —1) 12‘- 2n + 1) %] (n=0,+1, +2,...).

Y4L

)/

iR
R
N
W
A
¥

Abb. 186

Fiir die positiven Losungen gilt die Néherungsgleichung
o~ (20 + 1) 3‘2—,
wobei wir mit &, die n-te positive Losung der Gleichung (35) bezeichnen.
Wir berechnen die Wurzel «; in der Niahe von 3 -;E Fiir die Anwendung des Iterations-

verfahrens schreiben wir die Gleichung (35) in der Form z = arctan 2 und nehmen als erste
. n
Niherung z, = 3 3
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Bei der Berechnung der Folge der Néherungswerte z, = arctan z,.; muB man immer den
im dritten Quadranten liegenden Wert von arctan # nehmen. Unter Benutzung einer Log-
arithmentafel erhalten wir fiir die Winkel im Bogenmaf

Zo=4,7124, =z, =4,5033, x, = 44938, 1z, = 4,4035.

194. Das Newtonsche Verfabren. Der in Abb. 183 und 184 gezeigte IterationsprozeB
besteht in einer Annéherung an die gesuchte Wurzel lings Geraden, die parallel zu den Ko-
ordinatenachsen verlaufen. Wir geben jetzt andere Iterationsverfahren an, fiir die Geraden

verwendet werden, die zu den Koordinatenachsen geneigt sind. Eines dieser Verfahren ist das
Newtonsche Verfahren.

Es seien z; und z, Naherungswerte fiir die Losung & der Gleichung
f@) =o. (36)

Wir nehmen an, daB diese Gleichung im Intervall (z3, ,) nur eine einzige Losung & be-
sitzt. In Abb. 187 ist die Kurve y = f(z) dargestellt.

Yk

o

P Abb. 187

Die Abszissen der Punkte N und P sind die Niherungswerte 2§ und z, der Wurzel £, welche
die Abszisse des Punktes A4 ist. Im Punkt P ist die Tangente P@, an die Kurve gelegt und
vom Schnittpunkt @, dieser Tangente mit der Abszissenachse die Ordinate @,@ der Kurve
gezeichnet; im Punkt @ ist die Tangente QR, an die Kurve gelegt, und im Punkt R, die
Ordinate R, R der Kurve errichtet usw.

Die Punkte P,, @,, B, ... streben, wie aus der Abbildung ersichtlich ist, gegen den Punkt 4,
50 daB ihre Abszissen z, 2, %, ... sukzessive Naherungswerte der Nullstelle & sind. Wir leiten
die Formel her, die z,, durch z,_, ausdriickt.

Die Gleichung der Tangente P@Q, wird

Y — f(x) = F (%) (X — ).

Indem wir ¥ = O setzen, finden wir die Abszisse des Punktes @,:

e )
=BT Y "
allgemein gilt
[@ns) (n_193,.). @8

Tn = a1 f (@na)

32+
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DaB die z,, tatsichlich Naherungswerte fir die Wurzel sind, entnehmen wir einfach der Ab-
bildung, die fiir den Fall konstruiert ist, daB f(x) im Intervall (z§, Z,) monoton und konvex
(oder konkav) ist, mit anderen Worten, wenn /' (z) und /" (z) in diesem Intervall ihr Vorzeichen
beibehalten [57, 71]. Auf einen strengen analytischen Beweis dieser Tatsache werden wir nicht
eingehen.

%Vir bemerken: Wire das Newtonsche Verfahren nicht auf den Endpunkt ,, sondern auf
den Endpunkt z§ angewandt worden, so hitten wir keine Annéherung an die Wurzel erhalten,
wie dies die gestrichelt gezeichnete Tangente zeigt. In Abb. 188 ist die Kurve nach oben
konkav, d. h. f’(x) > 0, und das Newtonsche Verfahren muB, wie wir sehen, auf den End-
punkt angewendet werden, in dem f(z) > O ist. Aus Abb. 187 folgt, daB fiir f"(z) < 0 das
Newtonsche Verfahren auf den Endpunkt anzuwenden ist, in dem die Ordinate f(z) < O ist.
Wir gelangen somit zur folgenden Regel: Wenn f'(z) und f” (z) in einem Intervall (zg, x,) nicht
verschwinden und die Ordinaten f(zg) und f(x,) von verschiedenem Vorzeichen sind, erhalten wir
bei Anwendung des Newtonschen Verfahrens auf den Endpunkt des Intervalls, in dem die Vor-
zeichen von f(z) und |’ (z) dbereinstimmen, sukzessive Approximationen fir die einzige im Inter-
vall (x{, z,) enthaltene Losung der Gleichung (36).

Yi P

Ni(xs)  AfE)

R1(X2) Q1(X1) J1(X[)} X

Abb. 188

195. Das Verfahren der linearen Interpolation (Regula falsi). Wir geben noch ein anderes
Verfahren firr die ndherungsweise Berechnung einer Nullstelle an. Durch die Endpunkte N
und P des Kurvenbogens ziehen wir eine Gerade; die Abszisse des Schnittpunkts B dieser
Geraden mit der Abszissenachse liefert uns einen Néiherungswert der Nullstelle (Abb. 189). Es
seien wie vorher zj und z, die Abszissen der Intervallendpunkte. Die Gleichung der Geraden
N P wird

Y —fa) _ X—2
f@)) — @)  z4—

Setzen wir Y = 0, so finden wir fiir die Abszisse des Punktes B den Ausdruck

2o f (o) — Zof (g) , (g — xc’h) f () (g — 2g) (o)
—_— d _= de _——, 39
fa) — 1@ o T G =t T T e — ) @0

Das Ersetzen des Kurvenstiicks durch den durch seine Endpunkte verlaufenden Geraden-
abschnitt ist gleichbedeutend damit, daB die Funktion f(z) im betrachteten Intervall durch
ein Polynom ersten Grades ersetzt wird, das dieselben Endwerte besitzt wie f(x), oder auch
gleichbedeutend mit der Voraussetzung, daB im betrachteten Intervall die Anderung von f(x)
der Anderung von z proportional ist. Dieses Verfahren, gewohnlich lineare Interpolation ge-
nannt, wird z. B. bei der Benutzung der Logarithmentafeln angewendet (partes proportionales).
Dieses Verfahren zur Nullstellenberechnung wird auch regula falsi genannt.



195. Das Verfahren der linearen Interpolation (Regula falsi) 487

Wendet man fortgesetzt gleichzeitig sowohl das Verfahren der linearen Interpolation als
auch das Newtonsche Verfahren an, so ergibt sich die Moglichkeit, die Nullstelle & beider-
seitig immer weiter anzunéhern.

Wir nehmen z. B. an, daB im Endpunkt z, die Vorzeichen von f(z) und {”(z) iiberein-
stimmen, so daB man das Newtonsche Verfahren gerade auf diesen Endpunkt anwenden muB.

Bei Anwendung beider Verfahren erhalten wir zwei neue Néherungswerte (Abb. 190)

’ xpf (o) — Zof (x0) g — &Q.
T e — @) T T

Auf die Naherungswerte z{ und z; lassen sich wiederum dieselben Formeln anwenden, und
wir erhalten die neuen Werte

’ zif(z,) — z, f(2]) (=)

xp = Xy =By — ——=.
e —fe) f'@)
Auf diese Weise erhalten wir zwei Folgen
Ty Ty Tpy ooy Ty oee  UNA Tg, By, Tpy eeey Ty ouey

die sich der Nullstelle £ von links und rechts néhern.

Y

Abb. 189 Abb. 190’

Wenn bei den Werten z;, und z,, mehrere der ersten Dezimalstellen iibereinstimmen, muf8
die Nullstelle &, die zwischen z,, und z, liegt, dieselben Dezimalstellen haben.

Beispiel. Die Gleichung
j@y=2*—2—02=0,

die wir schon im Beispiel 1 [198] betrachtet haben, hat eine positive Losung im Intervall
(1 < z < 1,1), und in demselben Intervall &ndern

fl@)=5zt—1 und {(z) = 202°

ihr Vorzeichen nicht. Somit konnen wir 2y =1, z, = 1,1 setzen.
Wir berechnen die Werte der Funktion f(z):

H)=-02, f(1,1) =0,31051,
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woraus hervorgeht, da8 im rechten Endpunkt (z = 1,1) sowohl {(z) als auch f” (z) positiv sind;
folglich ist das Newtonsche Verfahren eben auf diesen rechten Endpunkt anzuwenden. Zu-
niichst berechnen wir den Wert von f'(z) im rechten Endpunkt:

f (1,1) = 6,3205.

Nach den Formeln (39) haben wir dann

0,1-0,2
fe 14 2192 039,
#=1+ 3 51051
2 = 1,1 — 231081 _ 061,
6,3205

Fiir die folgende Néherung berechnen wir

£(1,039) = —0,0282, f(1,051) = 0,0313, f (1,061) = 5,1005,

womit
0,012 - 0,0282
;- 1,089 201200282 _ 4 069,
7 + 70,0095
0,0313
— 1,061 — 2918 4 oaas7
o 5,1005

wird, was uns den Wert der Nullstelle bis auf zwei Einheiten der vierten Stelle genau liefert
[198]:
1,04469 < & < 1,04487.

§ 19. Die Integration von Funktionen

196. Partialbruchzerlegung. Bereits frither hatten wir eine Reihe von Verfahren
zur Berechnung unbestimmter Integrale angegeben. In diesem Paragraphen ver-
vollstindigen wir diese Hinweise und geben ihnen einen mehr systematischen
Charakter. Das erste Problem wird die Aufgabe der Integration einer rationalen
Funktion sein, d. h. eines Quotienten zweier Polynome. Bevor wir zur Losung
dieses Problems iibergehen, stellen wir eine Formel auf, die die Darstellung eines
Bruches als Summe von gewissen Briichen einfachster Form liefert. Diese Dar-
stellung wird Partialbruchzerlegung genannt.

Gegeben sei der Bruch

Fi
f@°

Ist er unecht, d. h., ist der Grad des Zahlers nicht niedriger als der Grad des
Nenners, so kénnen wir durch Division den ganzen Bestandteil, das Polynom @ (x),
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absondern und den Bruch in der Form

Fa) _ 5]
o = 9@+ T (1)

darstellen, wobei nun ‘;’—((:i ein echter Bruch ist, bei dem der Grad des Zahlers

niedriger ist als der Grad des Nenners. Aullerdem sei dieser Bruch nicht kiirzbar,
d. h., wir nehmen an, daB Zahler und Nenner relativ prim sind [188].
Es sei # = a eine k-fache Nullstelle des Nenners:

f@) =(@—affe) und f(a)=0.

Wir werden beweisen, daB sich der echte Bruch folgendermaBen als Summe dar-
stellen 14Bt:

@ (z) ! 1(x)
T e — G T T h@ @)

wobei A eine Konstante und der zweite Summand auf der rechten Seite wieder
ein echter Bruch ist.
Wir bilden die Differenz

?(2) __4 _e@—4h(@)
@ —affile) (@—a)f (z—a)ffi(2)

und bestimmen die Konstante 4 so, daB3 der Zéhler des auf der rechten Seite der
angegebenen Gleichung stehenden Bruchs durch z — a teilbar wird [184]:

p(a) — Af,(a) =0,

woraus sich

#(a)
A= — a)==0
& (h@=*0)
ergibt.

Bei dieser Wahl von A4 1aBt sich der soeben erwahnte Bruch durch z — a kiirzen,
und wir gelangen auf diese Weise zu der Identitit (2). Sie zeigt, daB wir durch
Absonderung des Summanden der Form ﬁ , welcher Partialbruch ge-
nannt wird, den Exponenten der Potenz des im Nenner auftretenden Faktors
« — a mindestens um Eins erniedrigen kénnen.

Wir nehmen an, daB sich der Nenner folgendermafen in Faktoren zerlegen lat:

f@) = (x — a)kr(z — @) --- (x — ag)t=.
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Einen konstanten Faktor schreiben wir dabei nicht hin, da er dem Zahler hinzu-
gerechnet werden kann. Durch fortgesetzte Anwendung der soeben angegebenen
Regel fiir die Absonderung eines Partialbruchs erhalten wir die Partialbruch-
zerlegung eines echten Bruchs:

ole) AP AP, AP
@ @—ap " o—apt "t _q
Ai}i) A(kg.)— 1 Aiﬁ)
tTo—ap T aoapit " To—g ™
AP AP AP
P e T T T @

Wir geben jetzt Methoden zur Bestimmung der auf der rechten Seiten dieser
Identitat auftretenden Koeffizienten an. Durch Beseitigung der Nenner gelangen
wir zu einer Identitit zwischen zwei Polynomen; wenn wir deren entsprechende
Koeffizienten vergleichen, erhalten wir ein System von Gleichungen ersten Grades
zur Bestimmung der gesuchten Koeffizienten. Das dargelegte Verfahren heiBt
Verfahren der unbestimmten Koeffizienten; wir hatten es bereits frither erwahnt
[185].

Man kann auch anders vorgehen, und zwar kann man der Verinderlichen z
in der angegebenen Identitit zwischen den Polynomen spezielle Werte erteilen.
Diese Substitutionsmethode 1aBt sich auch noch anwenden, nachdem man die
Identitit zuvor eine beliebige Anzahl von Malen differenziert hat.

Es 1dBt sich beweisen — worauf wir nicht ndher eingehen wollen —, daB die
Zerlegung (3) eindeutig ist, also ihre Koeffizienten eindeutig bestimmte Werte
haben, die nicht von der Art und Weise der Einzelschritte bei der Zerlegung ab-
hiangen. Im folgenden geben wir Beispiele fiir die Anwendung der angegebenen
Verfahren zur Bestimmung der unbekannten Koeffizienten der Zerlegung.

Im Fall reeller Polynome ¢(x) und f(z) kann die rechte Seite der Identitit (3)
gleichwohl komplexe Glieder enthalten, die von komplexen Nullstellen des Nenners
herrithren. Wir geben eine andere Zerlegung des rationalen Bruchs an, die von
diesem Mangel frei ist, beschrinken uns aber dabei auf den Fall, daB der Nenner
des Bruchs nur einfache Nullstellen hat, da gerade diesem Fall in den Anwen-
dungen die groBte Bedeutung zukommt.

Einem Paar konjugiert komplexer Nullstellen = @ 4 bi des Nenners ent-
spricht die Summe der Partialbriiche

A+ Bi A -+ By
r—a—bi " xr—a+ b’

Bringen wir diese Briiche auf einen Nenner, so erhalten wir einen Partialbruch
der Form
Mx+ N

Aipatg T 1TOHD
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Somit 148t sich in dem betrachteten Fall der reelle rationale Bruch in reelle
Partialbriiche der folgenden Art zerlegen:

‘P(x)_ Al Az . A,
f—(a:_)_x—a1+z—aa+ “+x—a,.
M,z + N, M,z +N, M+ N,
e e 4
+x’+p1x+q1 x’+pzx+qa+ +x’+p.x+qs @

wobei in der ersten Zeile die den reellen Nullstellen des Nenners entsprechenden
Briiche stehen und in der zweiten die Briiche, die den Paaren konjugiert kom-
plexer Nullstellen entsprechen.

197. Integration einer rationalen Funktion. Die Integration einer rationalen
Funktion mittels der Formel (1) fithrt auf die Integration eines Polynoms, die
ebenfalls ein Polynom liefert, und auf die Integration eines echten Bruchs, die
wir sogleich untersuchen werden.

Wenn der Nenner des Bruchs nur einfache Nullstellen besitzt, 18t sich nach
Formel (4) das Ganze auf Integrale der beiden Typen

A
1. fx_adx=Alog(x—a)+C
und
9 Mx 4+ N
) 2+ px +¢q
zuriickfiihren.

Rufen wir uns das in [92] Gesagte ins Gedéachtnis zuriick, so erhalten wir die
Losung in der Form

Mx+ N . 22+ p
f P — dx = Alog (2 + px + q) + u arctan }/4q—pz

In diesem Fall laBt sich das Integral somit durch Logarithmen und arctan-
Funktionen ausdriicken.

Wir betrachten jetzt den Fall, daB der Nenner des echten rationalen Bruchs
mehrfache Nullstellen enthilt. Wir wenden uns der Zerlegung (3) zu. Die kom-
plexen Werte, die in ihr vorkommen konnen, spielen bei den weiteren Berech-
nungen nur eine Zwischenrolle und verschwinden im Endresultat.

Bei der Integration der Partialbriiche, deren Nenner héher als vom ersten Grad
sind, erhalten wir wieder einen Bruch:

A5, . Ag_,
(x — a;)—e 1—k+9)(z—a;

)k.-—e—l + C (k‘ — 8> 1).

Die Summe der nach der Integration erhaltenen Briiche liefert den algebratschen
Teil des Integrals, der, auf einen gemeinsamen Nenner gebracht, offenbar ein
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echter Bruch der Form

w(x)
@ — o1& — gt (@ — G

wird.

Der Zahler w(x) ist ein Polynom, dessen Grad mindestens um Eins niedriger
ist als der Grad des Nenners, und der Nenner stellt den groBten gemeinsamen
Teiler D (x) des Nenners f(x) des zu integrierenden Bruchs und seiner ersten Ab-
leitung f’(x) [188] dar.

Die Summe der iibrigen nicht integrierten Briiche

AP AP A
rT—a, T—a, X — Gy

wird bei Zuriickfilhrung auf einen gemeinsamen Nenner ein echter Bruch der
Form
w; (%)
@ —ay) (@ —ay) -+ (x — am)’

wobei w, (z) ein Polynom ist, dessen Grad mindestens um Eins niedriger ist als
der Grad des Nenners, wihrend der Nenner den Quotienten D, () der Division
von f(x) durch D(x) darstellt. Auf diese Weise erhalten wir die folgende Formel
von HERMITE-OSTROGRADSKI:

p@) ;. 0@ | (w@
@~ Dm T f Dy() ®)

Die Polynome D(x) und D,(x) konnen wir bestimmen, ohne die Nullstellen
von f(x) zu kennen [188]. Wir zeigen jetzt, wie man die Koeffizienten der Poly-
nome w(x) und w, () bestimmen kann, deren Grad um Eins niedriger sei als der
Grad der entsprechenden Nenner. Durch Differentiation der Gleichung (5) be-
seitigen wir die Integralzeichen. Beseitigen wir in der auf diese Weise erhaltenen
Identitat den Nenner, so erhalten wir eine Identitit zwischen zwei Polynomen,
und indem wir auf sie die Methode der unbestimmten Koeffizienten oder die Sub-
stitutionsmethode anwenden, konnen wir die Koeffizienten von w(x) und o, (x)
bestimmen.

Die Hermite-Ostrogradskische Formel liefert auf diese Weise den algebraischen
Teil des Integrals eines echten Bruches auch dann, wenn die Nullstellen des
Nenners unbekannt sind. Der Nenner des Bruchs, der unter dem Integralzeichen
auf der rechten Seite der Gleichung (5) steht, enthéilt nur einfache Nullstellen,
und durch Zerlegung dieses Bruchs in Partialbriiche konnen wir dieses Integral
berechnen, das sich, wie wir das soeben gesehen hatten, durch Logarithmen und
arctan-Funktionen ausdriicken 1aBt. Um die Partialbruchzerlegung ausfithren zu
konnen, miissen wir die Nullstellen von D, (x) kennen.
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Beispiel. Entsprechend der Hermite-Ostrogradskischen Formel wird

dx _aa:3+ﬂa:+y+ 6x3+ex+nd
@+12  B+1 #+1

Wir differenzieren nach z:
1 =(2aa:+ﬁ)(z3+1)—3x2(az’+ﬂx+y)+6z‘+ez+n.
=+ 1) (= + 1) #+1
Durch Beseitigung des Nenners folgt
1= Q2xz+ ) (@*+ 1) — 32%(x2® + fz + y) + (62° + ez + 9) (2* + 1).

Durch Gleichsetzen der Koeffizienten von «® erhalten wir & = 0; setzen wir darauf die
Koeffizienten von 22 gleich, so erhalten wir y = 0. Setzen wir in der hingeschriebenen
Identitit y = 6 = 0 ein und vergleichen die Koeffizienten der iibrigen Potenzen, so finden wir

e—a=0, n—28=0, 206 +e=0, f+9=1,
wonach schlieBlich

|

a=y=6=a=0, ﬂ:—;;’ r)=
wird und folglich

dz x + 2 dz
(@+12 3@+1)  3J) 3+1
Das letzte Integral 1iBt sich durch die Partialbruchzerlegung

1 - Mx+ N
B+1 z+1 2—z+1

berechnen.
Wir beseitigen den Nenner:

1=A@ —z+1)+ (Mz+ N) (z + 1).

Indem wir z = —1 setzen, erhalten wir 4 = 1 und darauf durch Vergleich der Ko-
effizienten von 2% und der konstanten Glieder
1 2
M= —— N=2Z=;
3’ 3
folglich ist
1 1 x—2

2+1 3@+1) 3@F—=z+1)
Wir erhalten schlieBlich

_dz _ 1 1 =2 ..
P41 3 x+1 3 22—z + 1

Elog(a:+1)——é—log(x’—x+1) +i/17§atctan2x_

1
+C,
V3
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80 daB also

log(x—{-i)-——log(:c’—z+1)+—arctan2 —1

f(r‘+1)’ 3(¢’+1) 3y3 V3

wird.

+C

198. Integration von Ausdriicken, die Radikale enthalten. Wir betrachten einige
andere Typen von Integralen, die sich auf Integrale von rationalen Funktionen
zuriickfiihren lassen.

1. Das Integral

ax + b\* [ax 4+ b\#
[r[(Et, (@Y, e ®
wobei R eine rationale Funktion ihrer Argumente, d.h. Quotient von Poly-
nomen in diesen Argumenten ist, und 2, u, ... rationale Zahlen sind. Es sei m

der gemeinsame Nenner dieser rationalen Zahlen. Wir fithren die neue Ver-
anderliche ¢ ein:

axr + b
cx+d

= ™,

axr + b\* fax + b\* .
Dann werden offenbar , d— % und die Ausdrucke( oz T d) (cx T d) ratio-
nale Funktionen von ¢, und (6) reduziert sich auf das Integral eines Bruches.

2. Binomischer Integrand. Auf das Integral (6) lassen sich in gewissen Fillen die
Integrale von binomischen Integranden

[ am(a + bary da (N
zuriickfiihren, wobei m, » und p rationale Zahlen sind.
1

Wir setzen « =% :

1 [z,
fx’"(a—i—b:c")?’dx:;ft n (@ + btyr dt.

Wenn p oder mt1 eine ganze Zahl ist, hat dieses Integral die Form (6).

Aus der Identitit

m+1_ m+1
ft n (a—}-bt)ﬂdt—f e 1 a+bt) dt

folgt, daB sich das Integral (7) auch dann, wenn & + p eine ganze Zahl ist,

auf die Form (6) reduziert.
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Es gibt einen Satz von TscHEBYSCHEFF, nach dem die angegebenen drei Fille
alle Moglichkeiten, in denen sich das Integral eines binomischen Integranden
durch elementare Funktionen darstellen 1at, erschopfen.

199. Integrale der Form [ R(x, Jax®+ bz + ¢) dx. Die Integrale der Form

f R(x, ]/aa:z + bx + c) dz, (8)

wobei R eine rationale Funktion ihrer Argumente ist, lassen sich mit Hilfe der
Eulerschen Substitutionen auf Integrale eines rationalen Bruches zuriickfiihren.
Im Fall @ > 0 kann man die erste Eulersche Substitution benutzen:

Yozt bz Fc=t— Jaxz.

Quadrieren wir beide Seiten dieser Gleichung und l6sen sie nach z auf, so er-
halten wir

2 —¢c

T rvar vy

d
woraus hervorgeht, daB z, d—f und Jax® 4 bz 4 ¢ rationale Funktionen von

t werden und sich folglich das Integral (8) auf das Integral eines rationalen
Bruches reduziert.
Im Fall ¢ > 0 kann man die zweite Eulersche Substitution benutzen:

Vax’+bx+c=tx+]/;.

Wir iiberlassen es dem Leser, sich davon zu iiberzeugen.

Im Fall ¢ <0 muB der quadratische Ausdruck az?® 4 bz + ¢ reelle Null-
stellen z;, und x, besitzen, da er sonst fiir alle reellen Werte von x negativ wire
und }aa® + bx.+ ¢ imaginir wiirde. Im Fall reeller Nullstellen des quadra-
tischen Ausdrucks liBt sich das Integral (8) auf das Integral eines rationalen
Bruches mit Hilfe der dritten Eulerschen Substitution

Ya(z — m) (z — 7p) = t(z — 7,)

zuriickfithren, wovon sich der Leser gleichfalls selbst iiberzeugen moge.

Die Eulerschen Substitutionen fithren groBtenteils zu komplizierten Rech-
nungen, und daher geben wir ein anderes Berechnungsverfahren fiir das Inte-
gral (8) an.

Der Kiirze halber schreiben wir.

y = Jax® 4 bx 4-c.

Jede positive gerade Potenz von y stellt ein Polynom von z dar, und daher ist
der Integrand leicht auf die Form

w0y (%) + wz(2)y

B d) = 0@ F @y
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zu bringen, wobei die w;(x) Polynome von z sind. Nach Beseitigung der Irratio-
nalitdt im Nenner 148t sich der hingeschriebene Ausdruck nach elementaren Um-
formungen auf die Gestalt

ws (%) Wy ()
R(zx,y) = = —_—
= 9) wg(2) wg(Z)y
bringen.
Der erste Summand ist ein Bruch, den wir schon zu integrieren vermdgen.

Sondern wir vom Bruch den ganzen Bestandteil ab und zerlegen den

W, ()
wg(x
restlichen echten Bruch in Partialbriiche, so kommen wir auf Integrale der Form

e

9
Vax’ + bx + c ®

und
dx (10)

(x — a)® Vax“—}—bx—{—c’

wobei ¢ (x) ein Polynom von z ist.
Wir setzen dabei voraus, daB das Polynom wg(x) nur reelle Nullstellen besitzt.

Bevor wir zur Untersuchung der Integrale (9) und (10) itbergehen, erwahnen
wir zwei einfachste Spezialfille des Integrals (9):

1 b ' c
—_— 1 - - C > 0), (11
f}/aa:’+b:v+c aog 3«'+ +]/ +az+a)+ (a ), (11)

b

x —_—
= arcsin

+ 0. 12)

f}/—x"—}—bx—{—c l/m2

Die Formel (11) kann man leicht mit Hilfe der ersten Eulerschen Substitution
erhalten. Das Integral (12) wurde von uns schon friiher untersucht [92].
Zur Berechnung des Integrals (9) ist es bequem, sich der Formel

p(x) _ T
fm = v(@) Jea* + ”"“Lm (13)

zu bedienen, wobei y () ein Polynom von einem um Eins niedrigeren Grade als
@(x) und 1 eine Konstante ist. Auf den Beweis der Formel (13) werden wir nicht
néher eingehen. Durch Differentiation der Beziehung (13) und Beseitigung des
Nenners erhalten wir eine Identitdt zwischen zwei Polynomen, woraus sich die
Koeffizienten des Polynoms y(z) und die Konstante 4 bestimmen lassen.
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Das Integral (10) wird auf das Integral (9) mit Hilfe der Substitution

1
r—a=—
¢
zuriickgefiihrt.
Beispiel.
V —2z+41 do — -zt 1
x+V 22—zt 1 z—1 z—l -1yt —z+1
2—z+1
=z +log(z—1)—
z—1)Yat—2z+1
Nun ist aber
2?2—2z41 1
z—1 —z+z—1

und daher

2 —z+1 do — x dz + dz
@—ny 2—z+1 Vet —z+1 @—1)yYE 1

Nach Formel (13) wird

f}/ﬁdz-a]/x’—x+ +;fVT

Differenzieren wir diese Beziehung und beseitigen wir den Nenner, so erhalten wir die
Identitit

2z = a(22 — 1) + 24,
woraus sich

a=1, /‘l.=l
2

ergibt und folglich nach Formel (11)

f},ﬁ =yt —z+1+ log(z——+V —z+1)

Setzen wir

1
z—1=7,
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so erhalten wir

dz dt 1
=— =—log(t+—+Vt2+t+1)+0
f(x—l)}/zz-z+1 f}/t=+t+1 2

1 1 1 1
— - S T —_ L - i1+
log(x_1+2+l/( + + )

x — 1)2 z—1

=—log(z+1+2V2—z+1)+loglz—1)+C
und schlieBlich

dz 1 1
_— =g —J?—2z+1——=1Io (x——-{,—v:cz—:c-|-1)
fz+vx2—x+1 2 E\" "2
+log(:c+1+2Vz2——x+1)+C’.

Das Integral (8) ist ein Spezialfall des Abelschen Integrals, das die Form

[ R@ y) d= (14)

hat, wobei R eine rationale Funktion ihrer Argumente und y eine algebraische Funktion von x
ist, d. h. eine Funktion von z, die sich aus einer Gleichung

f(x: y) =0, (15)

deren linke Seite eine ganze rationale Funktion in z und y ist, bestimmen 1a8t. Wenn

y=1VP()

ist, wobei P () ein Polynom dritten oder vierten Grades ist, dann heiBt das Abelsche Integral
(14) elliptisches Integral. Wir werden uns mit diesenIntegralen in Teil ITI/2 beschaftigen.
Schon das elliptische, um so mehr das allgemeine Abelsche Integral, 148t sich im allgemeinen
nicht durch elementare Funktionen darstellen. Ist der Grad des Polynoms P (z) héher als vier,
so heiBt das Integral (14) hyperelliptisch.

Besitzt die Beziehung (15), die y als algebraische Funktion von z darstellt, die Eigenschaft,
daB x und y als rationale Funktionen eines Parameters ¢ dargestellt werden kénnen, so 148t sich
offensichtlich das Abelsche Integral (14) auf das Integral eines rationalen Bruches zuriick-
fiihren. In dem angegebenen Fall heiBt die der Beziehung (15) entsprechende algebraische
Kurve rational. Im besonderen dienen die Eulerschen Substitutionen als Beweis dafiir, daB die
Kurve

y¥=az?+ bzt ¢

rational ist.

200. Das Integral der Form [ R (sin @, cos ) da. Ein Integral der Form
f R(sin z, cos z) dz, (16)

wobei R eine rationale Funktion ihrer Argumente ist, 148t sich auf das Integral
einer rationalen Funktion zuriickfithren, wemn man die neue Verinderliche

z
=t —
11 anz

einfihrt.
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In der Tat erhalten wir aus bekannten trigonometrischen Formeln

ginz = 2¢ cosz—-l_ts
T 14 T 14
und auBerdem
2dt
z = 2 arctant, dz=m,

woraus unmittelbar unsere Behauptung folgt.
Wir geben jetzt einige Spezialfille an, in denen die Rechnungen noch verein-
facht werden kénnen.

1. Wir nehmen an, daB sich R (sin 2, cos z) bei Vertauschen von sin z bzw. cos z
mit —sinz bzw. —cosz nicht dndert, d. h., wir setzen voraus, daB R(sinz,cosz)
die Periode z besitzt.

Wegen

gin x = cos x tan x

ist R(sin z, cos ) eine rationale Funktion von cosx und tan z, die sich bei
Vertauschen von cos # mit —cos z nicht éndert, d. h. nur gerade Potenzen von
cos z enthalt:

R(sin z, cos z) = R, (cos?® z, tan z).

Im vorliegenden Fall geniigt es, zur Zuriickfiihrung des Integrals (16) auf ein
Integral einer rationalen Funktion die Substitution

t=tanx
vorzunehmen.
In der Tat wird damit
dt 1
— R R
dx_l—l—t” cos? x TTE

Wenn sich also R(sin z, cos x) bet Vertauschen von sin x bzw. cos x mit —sin x
bzw. —cos x nicht dndert, dann lift sich das Integral (16) auf das Integral einer
rationalen Funktion mit Hilfe der Substitution t = tan x zuriickfiihren.

2. Wir setzen jetzt voraus, dafl R(sin x, cos ) bei Vertauschen von sin 2 mit
—sin z sein Vorzeichen dndert. Die Funktion

R(sinz, cos x)
sin
andert sich bei der angegebenen Vertauschung iiberhaupt nicht, d. h., sie enthélt
nur gerade Potenzen von sin z, und folglich wird
R(sin z, cos z) = R, (sin2 z, cos z) - sin x.

Setzen wir ¢ = cos 2, so erhalten wir

[ R(sinz, cos z) de = — [ R, (1 — 83, 1) dt,
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d. h., wenn R(sin z, cos z) bei Vertauschen von sin x mit —sin z nur das Vor-
zeschen dndert, lift sich das Integral (18) auf das Integral einer rationalen
Funktion mit Hilfe der Substitution t = cos x zuriickfiihren.

3. Genauso leicht 1aBt sich zeigen: Wenn R(sin z, cos x) bes Vertauschen von
cos x mit —cos x nur sein Vorzeichen dndert, lipt sich das Integral (16) auf das Inte-
gral einer rationalen Funktion mit Hilfe der Substitution t = sin x zuriickfiihren.

201. Integrale der Form f e**[P (x) cos bx 4+ Q(x) sin bx] dx. Ein Integral
der Form

[ e*p(x) d=, 17

wobei ¢ (z) ein Polynom n-ten Grades von z ist, kann durch partielle Integration
auf

fe‘“’cp(:c) de = % e (x) — %fe"cp’(x) dx

zuriickgefiihrt werden.

Trennen wir vom Ausgangsintegral den ersten Summanden der rechten Seite
ab, so konnen wir damit den Grad des Polynoms unter dem Integralzeichen um
Eins erniedrigen. Integrieren wir in dieser Weise weiter partiell und beriicksich-
tigen wir, daB

fe"dx:le“—i—C
a
ist, so erhalten wir

[ e p (@) dz = e**y(2) + O, (18)

wobei p(x) ein Polynom desselben Grades n wie ¢ () ist, d. h., das Integral des
Produktes der Exponentialfunktion e** mit einem Polynom n-ten Grades hat gleich-
falls die Form eines solchen Produktes.

Indem wir die Beziehung (18) differenzieren und beide Seiten der erhaltenen
Identitdt durch e%* kiirzen, kénnen wir die Koeffizienten des Polynoms ()
durch Koeffizientenvergleich bestimmen.

Wir betrachten jetzt das Integral der allgemeineren Gestalt

f e%[P(z) cos bz + Q(z) sin bx] dx, (19)

wobei P(z) und @(x) Polynome von z sind. Es sei » der maximale Grad dieser
beiden Polynome. Fithren wir als Hilfsmittel komplexe GroBen ein, so kénnen
wir das Integral (19) auf das Integral (17) zuriickfithren : Indem wir an Stelle von
cos bx und sin bz gemiaB den Eulerschen Formeln [176]
ebzi | gbai ebri _ p-bri

sin bz =

cos be = —5—j\ 2:

einsetzen, erhalten wir

fe“’[P(x) cos bz + Q(z) sin bz] dx = [ et (z) dz + [ esdizg, (x) dx,
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wobei ¢ () und ¢, (x) Polynome von nicht hoherem Grade als # sind. Anwendung
der Formel (18) ergibt

[ e*2[P() cos bz + Q(x) sin bx] dx = ey (z) + ele-tdzy, (z) 4 O,

wobei y () und y, (x) Polynome von nicht héherem als n-tem Grade sind. Indem
wir
exb? — cos bx + ¢ sin bz

einsetzen, erhalten wir schlieBlich
[ % [P(2) cos ba + Q(2) sin ba] dx = e [R (%) cos bz + S(x) sin bz] + C, (20)

wobei R(z) und S(z) Polynome héchstens n-ten Grades sind. Das Integral (19)
lapt sich also in derselben Form wie sein Integrand darstellen. Dabei ibertrifft der
Grad der Polynome auf der rechten Seite in (20) nicht den hichsten Grad der Poly-
nome 1m Integranden. .

Differenzieren wir die Beziehung (20), kiirzen die erhaltene Identitét durch es*
und vergleichen die Koeffizienten gleicher Glieder der Form 2* cos bz und z* sin bx
(s=0,1,2,...,n) auf der rechten und der linken Seite, so erhalten wir ein
System linearer Gleichungen zur Bestimmung der Koeffizienten von R(x) und
S(x). Dabei miissen auch dann, wenn cos bz oder sin bz unter dem Integral-
zeichen nicht vorkommen, beide trigonometrische Funktionen auf der rechten
Seite angesetzt werden, in Ubereinstimmung mit der obigen Regel zur Bestim-
mung des Grades von E(x) und S(x).

Auf Integrale der Form (19) lassen sich Integrale der Form

[ e (@) sin (a,2 + by) sin (@y% + by) - cos (c,z + dy) cos (¢ + dy) +++ dx

leicht zuriickfiihren. Man kann némlich unter Benutzung der bekannten trigono-
mectrischen Formeln, welche Summe und Differenz von Sinus und Kosinus als
Produkt darzustellen gestatten, umgekehrt das Produkt von je zwei der im Inte-
granden vorkommenden trigonometrischen Funktionen als Summe bzw. Differenz
von Sinus und Kosinus schreiben. Durch mehrere solcher Umformungen reduziert
man die Anzahl der trigonometrischen Faktoren sukzessive, bis man zu einem
Integral der Form (19) kommt.

Beispiel. Nach Formel (20) ist

fe“ sin bx da = €% (4 cos bx + Bsinbzx) + C.
Wir differenzieren und kiirzen durch ¢%%;

sinbxr = (a4 + bB) cosbz + (—bA4 + aB)sin bz,

wonach
ad +bB=0, —bd+aB=1,
d. h.
A=——b | -
a® + b2 a? + b

wird und schlieBlich
a .
cosbz + m smbx) -+ C. (21)

fe'”sinbzdx = €97 | — b
a® 4 b2
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Grenzwert einer Funktion 76

— — —; Fundamentalsitze 63

— — —, iterierter 387

— — — von mehreren Verinderlichen 386

— einer Verianderlichen 63, 70

GroBe, konstante 18

—, verdnderliche 18

groBter gemeinsamer Teiler 470

— Wert einer Funktion 153, 417

Grundaufgabe der analytischen Geometrie 28

Guldinsche Regel 282

halboffenes Intervall 19

harmonische Kurven, einfache 52

— Reihe 312, 320

— Schwingung 136

— — in komplexer Form 452, 462

Hauptkriterium fiir die Konvergenz von
Reihen 325

Hauptwert des Logarithmus 452

Hermite-Ostrogradskische Formel 492

homogene Funktionen 391

Hornersches Schema 467

I"Hospitalsche Regel 167, 170

hyperbolische Funktionen 442

— Spirale 211

—s Paraboloid 414

Hyperbel, gleichseitige 40, 444

hypergeometrische Reihe 360

Hypozykloide 205

imaginiire Einheit 427

Imaginirteil einer komplexen Zahl 428

implizite Funktionen 23, 125, 177, 397

Integrabilititsbedingungen 301

Integral, Abelsches 498

—, bestimmtes 220, 226, 241, 260, 296

—, —; naherungsweise Berechnung 285, 286,
287, 288, 289, 293

—, divergentes 253

—, elliptisches 498
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Integral, konvergentes 253
—, unbestimmtes 218, 226, 230
—, uneigentliches 253, 254
—e, Tafel der einfachsten 232
Integralkriterium von Caucuy 319
Integralrechnung ; Mittelwertsatz 245
Integrand 218
—en, Unstetigkeit des 250
Integration irrationaler Ausdriicke 234, 236,
495
— trigonometrischer Ausdriicke 498
— binomischer Differentiale 494
— rationaler Funktionen 234, 491
—, partielle 232, 258
— einer Potenzreihe 382
— einer gleichmiBig konvergenten Reihe
376
Integrationskonstante 218
Integrationsregeln 230
Integrationsveranderliche
riable) 225
— ; Substitution 233
integrierbare Funktionen 301, 306
Integrierbarkeit, Riemannsche, einer Funk-
tion 301
Interpolation, lineare 486
Intervall, abgeschlossenes 19
—, halboffenes 19
—, offenes 19
Intervallschachtelung 102
inverse Funktionen 43, 120
— Kreisfunktionen (Arcusfunktionen,
zyklometrische Funktionen) 53, 109, 122,
346
irrationale Zahl 97
isolierter Kurvenpunkt 198
Iterationsverfahren zur Losung einer Glei-
chung 480
iterierter Grenzwert einer Funktion 387

(Integrationsva-

Kardioide 206, 213, 274
Keplersche Gleichung 74, 141
Kettenlinie 201, 273, 446
Kettenregel 119, 120

kleinster Wert einer Funktion 153, 417
Knotenpunkt einer Kurve 195
komplexe Zahl 427

— —; Argument 429

— —; Exponentialform 439
— —; Logarithmus 451

— —; Modul 429

komplexe Zahl; Potenzieren 435

— —; Rechenoperationen 430, 434

— —; trigonometrische Form 430

— —; Wurzelziehen 437

konjugiert komplexe Zahl 433

Konkavitit 180

konstante GréBen 18

Konstruktion von Bildkurven 149, 186

konvergente Reihen 309

—s Integral 253

Konvergenz, gleichmiBige, einer Folge 370,

373

—, —, einer Reihe 367, 376, 377

Konvergenzkriterium, allgemeines 325

— von CaucrHY 72

— fiir Reihen von ABEL 373

— — — von D’ALEMBERT (Quotienten-
kriterium) 315

— — — von Cavcey (Integralkriterium)
319

— — — — — (Wurzelkriterium) 314

— — — von Gauss 358

— — — von KuMMER 356

— — — von WEIERSTRASS 373

— alternierender Reihen 321

— gleichmdBig konvergenter Reihen 377

— einer Reihe mit nichtnegativen Gliedern

313

Konvergenzradius 380

Konvexitit 180

Koordinaten, rechtwinklige 27

Koordinatenachsen 27

Koordinatenebene 27

Koordinatenursprung 27

Koérpervolumen 274

Kreisevolvente 208

Kreisfunktionen, inverse 53, 109, 122, 346

Kriimmung eines Kurvenbogens 181

Krimmungsradius 183

kubische Gleichung 473

Kummersches Konvergenzkriterium 356

Kurve, Cassinische 215

—, einfache harmonische 52

—, oszillierende 296

— in Parameterdarstellung 189

—, rationale 498

-, transzendente 198

—n in komplexer Form 459

Kurvenbogen; Krimmung 181

Kurvenelemente 199

Kurvengleichung 28

Kurvennormale 199
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Kurvenpunkt, isolierter 198
—, singuldrer 195

Lagrangesche Form des Restgliedes einer
Taylorschen Reihe 329

— Formel (Mittelwertsatz) 162

—s Multiplikationsverfahren 419

Leibnizsche Regel 134

Lemniskate 215

lineare Funktion 29

— Interpolation 486

Linearfaktoren, Zerlegung eines Polynoms in
464

logarithmische Funktion 49, 108, 116, 342

— Skala 50

— Spirale 212, 241, 272

Logarithmus, Briggsscher 345

— ; Hauptwert 452

— ; Modul 95

—, natiarlicher 94, 345

— einer komplexen Zahl 451

Losung der kubischen Gleichung 477

Maclaurinsche Formel 330

— Reihe 331

Maxzimum und Minimum, absolutes siche
groBter bzw. kleinster Wert einer Funk-
tion

— — —, —, einer Funktion mehrerer Ver-

@nderlicher 410, 415

— — — einer Funktion 143, 350, 408

— — — mit Nebenbedingungen 418

— — —, relatives 145

Mehrdeutigkeit einer Funktion 21, 45

mehrfache Nullstellen eines Polynoms 466

Minimum stehe Maximum und Minimum

mittelbare Funktionen 108, 118, 176

— —; vollstéindiges Differential 390

Mittelwertsatz der Differentialrechnung 162

—, erweiterter, der Differentialrechnung
(Cavucay) 165

— der Integralrechnung 245

Modnl eines Logarithmensystems 95

— einer komplexen Zahl 429

Moivresche Formel 435

monotone Verdnderliche 71

Multiplikatorenverfahren, Lagrangesches 419

Naherungsformeln 348
Niherungslésung einer Gleichung; lineare
Interpolation (Regula falsi) 486

Naherungslésung einer Gleichung ; Iterations-
verfahren 480

— — —; Newtonsches Verfahren (Tangen-

tenmethode) 485

néherungsweise Berechnung von Funktionen
mit Hilfe von Differentialen 131

— — — — mit Hilfe von Reihen 331, 334,

337, 339, 344, 347, 348

— — eines bestimmten Integrals 285

— — — — —;graphisches Verfahren 293

; Formel von PONCELET 288

; Rechteckformel 286

; Simpsonsche Formel 289

; Tangentenformel 288

————— ; Trapezformel 287

naturllcher Logarlthmus 94, 345

n-dimensionaler Raum 386

Neilsche Parabel 195

Newtonsche binomische Reihe 335

—s Verfahren zur Losung einer Gleichung 485

Normale einer Fliche 405

— einer Kurve 199

Nullfolge 59

Nullstellen, mehrfache, eines Polynoms 466

obere Grenze einer Zahlenmenge 96, 101

Oberfliche eines Rotationskorpers 277

offener Bereich 172, 385

offenes Intervall 19

Ordinate 27

Ordnung der unendlich groen bzw. der un-
endlich kleinen GréSen 88

Ostrogradski-Hermitesche Formel 492

oszillierende Kurve 296

Parabel 35, 38, 262, 272

—, Neilsche (semikubische) 195

Paraboloid, hyperbolisches 414

Parameterdarstellung einer Kurve 189

Partialbruchzerlegung 235, 488

partielle Ableitung erster Ordnung 174, 177,
389

— — hoherer Ordnung 392

— Integration 232, 258

—r Zuwachs einer Funktion mehrerer Ver-
anderlicher 176

Pascalsche Schnecke 213

physikalische Bedeutung der zweiten Ablei-
tung 135

Polarkoordinaten 209

Polynom 90, 325, 463

— n-ten Grades 35
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Polynom, reelles 471

—e, teilerfremde 470

Ponceletsche Formel 288

positive Zahlen siehe reelle Zahlen

Potenz 41

Potenzreihe 379, 382

Produktregel 117

Proportionalitit, Gesetz der umgekehrten 40
Punktkonstruktion einer Kurve 28

Quadratur 262
Quotientenkriterium (0’ ALEMBERT) 315
Quotientenregel 118

rationale Funktion 234, 401

— Kurve 498

— Zahl 16, 96

Raum, n-dimensionaler 386

Realteil einer komplexen Zahl 428

Rechenstab 50

Rechteckformel zur naherungsweisen Berech-
nung eines bestimmten Integrals 286

rechtwinklige Koordinaten 27

reelle Polynome 471

— Zahlen 17, 96

— —; Rechenoperationen 99

Regel, Guldinsche 282

—, Leibnizsche 134

—, I’'Hospitalsche 167, 170

Regula falsi 486

Rekursionsformel fiir Integrale 259

Reihe, absolut konvergente 322, 353, 365

—, alternierende 321

—, divergente 309

—, GauBsche 360

—, geometrische 310

—, gleichmiBig konvergente 367, 376, 377

—, Newtonsche binomische 335

—n mit nichtnegativen Gliedern 313

—, harmonische 312, 320

—, hypergeometrische 360

—, konvergente 309

—, Maclaurinsche 331

—, Taylorsche 331

—, trigonometrische 367

—, unendliche 309, 310

Reihenentwicklung der Arcusfunktion 346

— der Exponentialfunktion 331

— der Logarithmusfunktion 342

— trigonometrischer Funktionen 333

relativer Fehler 131

relatives Maximum und Minimum 145

Rest einer Reihe 309, 322

Restglied der Taylorschen Formel 329

Richtungskoeffizient einer Geraden 30

— der Tangente 113

Riemannsche Integrierbarkeit einer Funk-
tion 301

Rollescher Satz 161

Rotationskérper; Oberflichenberechnung
277

—; Volumenberechnung 276

Riickkehrpunkt erster Art (Spitze) 196

— zweiter Art (Schnabelspitze) 197

Sitze von ABEL 379, 381

Satz von BizouT 463

— von Eurzr 392

—, Fermatscher 160

— von RoLLE 161

Schema, Hornersches 467

Schnecke, Pascalsche 213

Schnitt, Dedekindscher 96

Schwankung einer Funktion 300

Schwerpunktsbestimmung 281

— einer ebenen Figur 282

Schwingung, gedimpfte 150

—, harmonische 136

—, —, in komplexer Form 452, 462

semikubische (Neilsche) Parabel 195

Separation des algebraischen Teils eines
Integrals 492, 496

— der Variablen 238

Simpsonsche Formel 289

singuléirer Kurvenpunkt 195

Sinusschwingung 452

Skala, logarithmische 50

Spirale, Archimedische 211

—, hyperbolische 211

—, logarithmische 212, 241, 272

Stammfunktion 217, 248

Steigung einer Geraden 30

Stetigkeit einer Funktion 76, 82, 84, 103

— der elementaren Funktionen 106

—, gleichmiBige, einer Funktion 86, 104

Subnormale 199

Substitution, Eulersche 234, 495

—, gebrochen-lineare 494

— der Integrationsvariablen 233

—, trigonometrische 498

— der Veriinderlichen in einem bestimmten
Integral 255

Subtangente 199

Summe einer Reihe 309
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tabellenmiBig gegebene Funktion 24

Tafel der Ableitungen 123

— der einfachsten Integrale 232

Tangente 199

Tangentenformel zur néherungsweisen Be-
rechnung bestimmter Integrale 288

Tangentenmethode 485

Tangentialebene 405

Taylorsche Formel 328, 406

— Reihe 331

Teiler, groBter gemeinsamer 470

teilerfremde Polynome 470

Torus 284

totaler Zuwachs einer Funktion mehrerer
Verinderlicher 175

transzendente Kurve 198

Trapezformel zur niherungsweisen Berech-
nung bestimmter Integrale 287

trigonometrische Form einer komplexen Zahl
430

— Funktion 51, 109, 116, 118, 333, 442

— Reihe 367

— Substitution 498

Trochoide 204

unabhingige Verinderliche 19

unbestimmte Ausdriicke 84, 166, 169, 351

—n Koeffizienten, Verfahren der 236, 465,
490

—8 Integral 218

—s8 —; Eigenschaften 230

—8 —; Zusammenhang mit dem bestimmten

Integral 226

uneigentliches Integral 253, 254

unendlich groBe GroBen 69, 88

— kleine Groen 58, 88

— — —; Aquivalenz 88

— — —; Eigenschaften 60

— — —;Ordnung 88

— — —; Vergleich 88

Unendlich 69

unendliche Funktionenfolgen 370

— Reihen 309, 310

ungerade Funktionen 257

Unstetigkeit einer Funktion 79, 298

— des Integranden 250

untere Grenze einer Zahlenmenge 96, 101

van-der-Waalssche Gleichung 192
Variablentrennung 238

Vektordiagramm 454

verianderliche Groe 18

— — beschrinkte 58

— —, geordnete 55

— —, monotone 71

— —, unabhéngige 19

Verfahren, graphisches, zur niherungsweisen
Berechnung des Integrals 293

— der unbestimmten Koeffizienten 236, 465,
490

—, Newtonsches, zur Losung einer Gleichung
485

Vergleich der unendlich groen bzw. unend-
lich kleinen GréBen 88

vollsténdiges Differential 176, 389

— — einer mittelbaren Funktion 390

Volumen eines Rotationskérpers 276

Volumenberechnung mit Hilfe des bestimm-
ten Integrals 274

WoeierstraBsches Konvergenzkriterium 373
Wendepunkt 180, 350

Werte, dquidistante 138

Wurzel einer Gleichung 472
Waurzelkriterium (Cavcry) 314

Zahl e 91

— —; niherungsweise Berechnung 333

— irrationale 97

—, komplexe 427

—, konjugiert komplexe 433

—, positive siehe reelle Zahl

—, rationale 16, 96

—, reelle 17, 96

—, —; Rechenoperationen 99

Zerlegung eines Polynoms in Linearfaktoren
464

Zinseszinsgesetz 130

zunehmende Funktionen 46, 140

Zusammenhang zwischen bestimmtem und
unbestimmtem Integral 226

Zuwachs einer Funktion 31, 111

— — — mehrerer Veridnderlicher 175

— — — — —, partieller 176

— — — — —, totaler 175

— einer Veridnderlichen 31

Zykloide 202, 273

zyklometrische Funktionen siehe inverse
Kreisfunktionen

Zylinderabschnitt 275
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