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34. Beispiele 125

Transformation des Unterraumes R",. Alle Ausführungen beziehen sich auch auf
jede andere mehrfache Wurzel der Gleichung (144).

Zur Erläuterung des Gesagten wenden wir uns der Aufgabe zu, mit der wir den
vorigen Abschnitt begannen: Die Gleichung einer Fläche zweiter Ordnung ist auf
Hauptachsen zu transformieren. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit kann man
annehmen, daß diese Fläche ein Ellipsoid sei. Sind alle Wurzeln der Gleichung (144)
verschieden, so entspricht dies der Tatsache, daß alle Halbachsen des Ellipsoids
verschieden sind. In diesem Fall besteht die einzige Willkür bei der Auswahl der
endgültigen Koordinatenachsen in der möglichen Abänderung der Orientierung
dieser Achsen. Hat die Gleichung (144), in dem betrachteten Fall ist das eine
Gleichung dritten Grades, zwei gleiche Wurzelil., dann ist' das Ellipsoid ein Bo­
tationskörper; hierbei können zwei Symmetrieachsen ganz beliebig in der Ebene
durch den Mittelpunkt und senkrecht zur Rotationsachse liegen, wenn sie nur zu­
einander orthogonal sind. Jetzt besteht die Willkür bei der Auswahl der end­
gültigen Achsen noch darin, daß man eine willkürliche orthogonale Transformation
in der oben genannten Ebene durchführen kann. Sind schließlich alle drei Wurzeln
von (144) einander gleich, dann ist unser Ellipsoid eine Kugel, und unsere Glei·
ohung enthält keine gemischten Glieder. In diesem Fall können wir überhaupt
völlig willkürlich geradlinige rechtwinklige Koordinatenachsen im Raum wählen.

84. Beispiele. Wir betrachten jetzt zwei Zahlenbeispiele.

1. Es sei die Gleichung der Fläche

auf Hauptachsen zu transformieren.
Die entsprechende quadratische Form hat die Gestalt

Die charakteristische Gleichung ihrer Matrix lautet

1-). 3

1 5.-). 1 = O.

3 1-),

Daraus ergibt sich, wenn man nach der ersten Zeile entwickelt:

(1 - ),)[(5 - ),)(1 - ).) - 1] - (1 - ). - 3) +.3[1 - 3(5 - ).)] = 0
oder

).a _ 7).2 + 36 = O.

Diese Gleichung hat, wie man leicht nachprüft, die Wurzeln

~= -2, Aa = 3, (J.a = 6,

und die Gleichung der auf Hauptachsen transformierten Fläche lautet













































































































































































































































































































80. Darstellungen der linearen Gruppe zweier Veränderlicher 275

Das Produkt zweier Diagonalmatrizen ist wieder eine Diagonalmatrix. Die Ma­
trizen E p. q und E Pt. qt haben also für b = c = 0 die folgenden Eigenwerte:

Ep,q: ap+1dTJ-l(a)q+m(d)q-m (l: -p, -P+ 1, ,P-1,P),
m - - q, -q + 1, , q - 1, q

- ( II = -- PI' - PI + 1, ... , PI - 1, PI)E phql: aP1+ltdpl-11 (a)ql+ml(d)ql-ml _ .
ml - -- ql' -ql + 1, ... , ql - 1, ql

Beachtet man ad = 1, so sieht man, daß die Eigenwerte auch die Gestalt

$P.q: a2'a 2m , E p..ql: a21la 211:l1

annehmen können. Für a können wir eine beliebige, 'von Null verschiedene kom­
plexe Zahl wählen. Man kann sie offensichtlich so annehmen, daß die Gesamtheit
der Eigenwerte der Matrix E p.q von der Gesamtheit der Eigenwerte von E P..qlver­
schieden ist. Damit ist die Inäquivalenz der Darstellungen (187) für verschiedene
Paare j, l' bewiesen. Für l' = 0 ist die Darstellung (187) mit der Darstellung (185)
identisch. Für i = 0 dagegen fällt sie mit der Darstellung zusammen, die sich aus
(185) für j = j' ergibt, wenn man a, b, c und d durch die konjugiert komplexen
Werte ersetzt. \

Wir woiIen noch eine weitere Eigenschaft der Darstellungen (187) hervorheben.
Diese Darstellungen sind keiner unitären Darstellung äquivalent. Wären sie es
nämlich, so müßten alle Eigenwerte jeder Matrix der Darstellung den Betrag 1
haben. Wir hatten aber weiter oben gesehen, daß in der Darstellung E p•q für
b = c = 0 die Eigenwerte gleich a 2l a2m sind. Diese Ausdrücke können offenbar
von 1 verschieden sein. Eine Ausnahme bildet die DarstellungEo.o, in der jedem
Element der Gruppe (183) die 1 entspricht.,

Ist eine Darstellung, die nicht notwendig einer unitären äquivalent zu sein
braucht, zerlegbar. d. h. einer Darstellung aus quasidiagonalen Matrizen vom
selben Typus äquivalent, so gibt es, wie wir in [66] sahen, eine Matrix, die mit
allen Matrizen der Darstellung vertauschbar ist und die nicht ein Vielfaches der
Einheitsmatrix ist. Um also die Irreduzibilität irgendeiner Darstellung (187) zu
beweisen, genügt es zu zeigen, daß eine mit allen Matrizen der Darstellung (187)
vertauschbare Matrix ein Vielfaches der Einheitsmatrix ist. Dies läßt sich genauso
zeigen wie in [68]. Somit sind die Darstellungen (187) paarweise nicht äquivalent,
und jede vOIJ. ihnen ist unzerlegbar. .

Abweichend von der in [65] gegebenen Definition bezeichnet man gelegentlich
auch die Zerlegbarkeit als Reduzibilität. IJ3ut der Definition aus [65] heißt näm­
lich eine Darstellung reduzibel, wenn alle ihre linearen Transformationen (ihr
Grad sei n) einen gewissen Unterraum L k mit 0 < k < n invariant lassen. Wie
wir in [68] sahen, folgt aus der Reduzibilität im alten Sinne einer aus unitären
Matrizen bestehenden Darstellung die Reduzibllität im neuen Sinne, also die Zer­
legbarkeit, d. h., eine solche Darstellung ist einer quasidiagonalen Darstellung
äquivalent. Ist dagegen die Darstellung nicht unitär, so folgt aus der Invarianz
eines gewissen echten Unterraumes nicht notwendig die Reduzibilität im neuen
Sinne. Es läßt sich noch zeigen, daß jede der Darstellungen (187) nicht nur un­
zerlegbar, sondern sogar irreduzibel ist, d. h., daß sie auch keinen echten Unter-
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278 III. Elemente der Gruppentheorie und lineare Darstellungen von Gruppen

Damit ist bewiesen, daß ~l mit @S zusammenfällt. Mit anderen Worten, @ hat
keinen echten Normalteiler außer dem, der aus E und -E besteht. Gleichzeitig
ist gezeigt, daß die Gruppe der positiven Lorentz-Transformationen einfach ist.
Wie in [70] folgt hieraus, daß diese Gruppe keine echt homomorphen, d. h. nicht
isomorphen Darstellungen haben kann.

§ 7. Kontinuierliche Gruppen

82. Kontinuierliche Gruppen. Strukturkonstanten. Die Gruppe der Drehungen
des dreidimensionalen Raumes und die Gruppe der positiven Lorentz-Transforma­
tionen sind Beispiele unendlicher Gruppen, deren Elemente von kontinuierlichen
Parametern abhängen. Für die Drehungsgruppe können z. -B. die Eulerschen
Winkel die Rolle der Parameter spielen. In den von uns betrachteten Fällen be­
stehen die Gruppen aus linearen Transformationen. Die Abhängigkeit der Grup­
penelemente von Parametern kommt dann darin zum Ausdruck, daß die Elemente
der Matrizen, die den linearen Transformationen entsprechen, Funktionen dieser
Parameter sind. Auch weiterhin betrachten wir Gruppen linearer Transformatio­
nen. Die Elemente aik der Matrizen linearer Transformationen, die eine Gruppe @
bilden, sollen von r reellen Parametern IXl' IX2' ••• , IXr abhängen. Dabei sollen
folgende Bedingungen erfüllt sein: Die aik sollen eindeutige Funktionen der Para­
meter IX. sein für alle Werte dieser Parameter, die genügend nahe dem Nullpunkt
<Xl = <X2 = .,. = lX r = 0 liegen. Dem Nullpunkt entspreche das Einselement von @,
das durch die Bedingungen aik = 0 für i =t= kund aii = 1 charakterisiert
ist. Ferner nehmen wir an, daß jedem dem Einselement genügend benachbarten
Element von @ wohlbestimmte Werte von lX. entsprechen, die genügend nahe am
Nullpunkt liegen. Wir sagen, daß ein Gruppenelement in einer Umgebung des
Einselementes liegt, wenn die Elemente aik der entsprechenden Matrizen für i =t= k
in einer Umgebung von Null und für i = k in einer Umgebung von Eins liegen.
Unter unseren Voraussetzungen haben wir also eine umkehrbar eindeutige Zu­
ordnung zwischen denjenigen Elementen von @S erhalten, die in einer gewissen
Umgebung des Einselementes liegen, und einer gewissen Umgebung des Koordi­
natenursprungs eines r-dimensionalen reellen Raumes T r- Später werden wir
nicht nur eine lokale eineindeutige Zuordnung erhalten, sondern eine solche "im
Großen". Dann wird jedem Element von @ ein wohlbestimmter Punkt von T r aus
einem Gebiet V dieses Raumes entsprechen, welches auch den Koordinaten­
ursprung enthält. Umgekehrt wird jedem Punkt von V ein Element von @ ent­
sprechen. Vorerst fordern wir nur die oben beschriebene lokale'Zuordnung. Durch
Symbole GG' Gp, Gy usw. bezeichnen wir die Elemente von @, die den Parameter­
werten IX.. P., y. (8 = 1,2, ... , r) entsprechen. Vom lokalen Standpunkt aus muß
man annehmen, daß die Parameterwerte genügend nahe dem Nullpunkt und die
Gruppenelemente genügend nahe dem Einselement sind.

Wir betrachten das Produkt zweier beliebiger Gruppenelemente
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