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Vorwort zur sechsten russischen Auflage

Die vorliegende sechste Auflage von Teil IV unterscheidet sich wesentlich von der
fünften Auflage. Das hängt damit zusammen, daß dieser Teil erstmals nach dem
veränderten Teil 11 erscheint, in dem die Theorie des Lebesgueschen Integrals dar­
gestellt und die Klasse Lz der im Lebesgueschen Sinne quadratisch integrierbaren
Funktionen eingeführt wurde. Dies rief größere Veränderungen in der Darstellung
des ersten Kapitels hervor, das die Theorie der Integralgleichungen enthält. Außer­
dem wurde ein drittes Kapitel eingefügt, in dem neue Ansatzpunkte für einige
Grundbegriffe der mathematischen Analysis aufgezeigt werden. Das zweite Kapitel,
das die Variationsrechnung beinhaltet, wurde etwas erweitert. Im dritten Kapitel
wird unter neuen Gesichtspunkten ein Minimalproblem für ein quadratisches Funk­
tional betrachtet.

In der letzten Auflage umfaßte Teil IV mehr als 800 Seiten. In dieser Auflage
wurde es erforderlich, ihn in zwei Teilbände zu zerlegen; das vorliegende Buch ist
der erste Teilband.1)

Schließlich möchte ich noch meinen tiefempfundenen Dank gegenüber meinen Mit­
arbeitern an der Universität M. S. BIRMAN, O. A. LADYSHENSKAJA, M. S. SOLOM­
JAK und N. N. URALZEWA für die große Hilfe bei der Erarbeitung dieses Buches
zum Ausdruck bringen.

\V. 1. SMIRNOW

1) In der deutschen Ausgabe der Teile IV11 und IV12 beziehen sich ebenfalls alle
Rückverweise auf den veränderten Teil II, der in deutscher Übersetzung erstmals im
Jahre 1972 (11. Auflage) erschien. Rückverweise auf Teil III/2 beziehen sich gleich­
falls auf eine veränderte russische Ausgabe; diese Änderungen werden bei der 14. Auf­
lage der deutschen Ausgabe dieses Teils berücksichtigt. (Anm. d. Red.)
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(140)

216 11. Variationsreehnung

B . h .. -, oy d R' h k ffi d T diezeic nen WIr mit Y = OX en IC tungs oe izienten er angente an ie

Kurve Ä, so können wir die Bedingung (138) auch in der Gestalt

F(x, y, y') + (y' -y') Fy'(x, y, y') =0 (139)
schreiben. Wir sehen somit, daß diese Bedingung, die gewöhnlich Transcersalitdis­
bedingung genannt wird, einen Zusammenhang zwischen dem Richtungskoef~zien.

ten y' der Tangente an die Extremale und dem Richtungskoeffizienten y' der
Tangente an die Kurve Ä in jedem Punkt dieser Kurve herstellt. Ist die Gleichung
von Ä in der impliziten Form cp(x, y) = 0 vorgegeben, so lautet die Transversalitäts­
bedingung

F -y'F y ' F y '

Px py

Wir betrachten nun die Transversalitätsbedingung im dreidimensionalen Raum.
Das zugrunde liegende Integral lautet

Xl

J =JF(x, y, y', Z, z') dx.
zo

(141 )

(144)

(143)

Mit. Hilfe des Ausdruckes (137 1 ) erhalten wir durch eine der soeben angestellten
analoge Überlegung: Ist einer der Endpunkte auf einer vorgegebenen Fläche S
beweglich, so muß in diesem Endpunkt die Transversa litatsbedingung

(F-y'Fy' -z'Fz') ox+Fy'oy+Fz'oz=O (142)

erfüllt sein, wobei o:r, fJy, fJz die Komponenten einer infinitesimalen Verschiebung
auf der Fläche S bezeichnen. Die Bedingung (142) bedeutet, daß die Koeffizienten
von ox, oy, OZ den Richtungskosinus der Normalen an S proportional sind.

Ist die Gleichung der Fläche in der impliziten Form cp(:c, y, z) = 0 vorgegeben,
so hat die Transversalitätsbedingung (142) offenbar die Gestalt

P -y'Py ' -z'Pz' F y ' r;
PX s» pz

Sie besteht aus zwei Beziehungen, die x, y, z, y' und z' miteinander verknüpfen.
Diese Bedingungen treten an die Stelle der beiden Randbedingungen y(xo) = Yo
und z(xo) = zo im Fall fester Endpunkte.

Für den allgemeinen Fall eines Integrals (137) stellt die Extremale eine Kurve
im (n + 1)-dimensionalen (x, yI, ... , Yn)-Raum dar; wenn sich ein Endpunkt auf
einer vorgegebenen Hyperfläche cp(x, Y1, ... , Yn) = 0 bewegt, muß in ihm die Trans­
versalitätsbedingung

( F - i YiF y:) OX + i Fy:OYi = 0
i=l • i=l'

P'Yn

oder
n

P - L.. YiF :
i=l y.

Px

r-.
- ... -

PY1 PYn
(145)

erfüllt sein.
Wir erwähnen noch einen Spezialfall. Wir setzen voraus, daß das Ausgangsinte­

gral die Gestalt
XI XI

J -- f Vi +. y'2 +z'2 Jdx= n(x, y, z) Y1+y'2+z'2dx
. v(x, y, z)

Xo Xo









































































(247)

(248)

252 H. Variationsrechnung

Setzen wir D = 1, so erhalten wir den Ausdruck

F = -~ (u xx +Uy y)2 +(1 -a) (UXXUyy -U;y) +pu,

der auf die Differentialgleichung LL1u = p für die statische Ausbiegung führt.
Im Fall der Plattenschwingungen fügen wir noch die kinetische Energie hinzu und

erhalten die Differentialgleichung

QUa +L1L1u =p •

Charakteristisch ist, daß der in (247) vorkommende Ausdruck, der den Faktor 1 - a
enthält, beim Einsetzen in die linke Seite von (246) die entsprechenden Glieder zu 0
macht und somit auf die Ostrogradskische Gleichung keinen Einfluß hat. Es ist aber
notwendig zu bemerken, daß dieser Ausdruck auf die Form der natürlichen Randbe­
dingungen einen wesentlichen Einfluß ausübt.

104. Die Grundgleichungen der Elastizitätstheorie. Es seien u, v, w die Komponenten
des Verschiebungsvektors' bei der Deformation eines kontinuierlichen Mediums. Die
Spannung wird in diesem Medium durch die sechs Komponenten des Spannungstensors

beschrieben; dabei ist ax die Komponente in Richtung der x-Achse derjenigen Spannung,
die auf eine zu dieser Achse senkrechte Fläche wirkt. Die Größen ay und ax haben ent­
sprechende Bedeutung. Weiterhin ist Txy =Tyx die Komponente in Richtung der z­
Achse der Spannung, die auf eine zur y-Achse senkrechte Fläche wirkt, oder umgekehrt;
die y-Komponente der Spannung auf eine zur x-Achse senkrechte Fläche. In analoger
Weise sind die Komponenten Txz und Tyz definiert. Für kleine Deformationen wird die
Deformation des Mediums durch die sechs Komponenten des Deformationstensors

ou ov ow
Ex= ox ' Ey= oy , Ez = oz '

ou ov ou ow ov ow
Yxy =yyx = oy +Bo:' Yxz =Yzx = oz +ox ' yyz =Yzy = oz +oy

charakterisiert. Die Größen Ex, Ey, Ez charakterisieren .?ie relative Verlängerung der
Linienelemente in Richtung der Achsen und Yxy die Anderung des rechten Winkels
zwischen der x-Achse und der y-Achse. 'ViI' führen noch die Größe

f) =Ex +ey +ez

ein, welche die relative Änderung des Volumens ergibt, sowie die Größe

8 =ax +ay +az.

Es läßt sich zeigen, daß diese beiden Größen nicht von der Wahl der Achsen abhängen.
In der klassischen Elastizitätstheorie homogener isotroper Körper wird angenommen,
daß zwischen den Komponenten des Deformations- und Spannungstensors ein linearer
Zusammenhang besteht, der das verallgemeinerte Hookesche Gesetz zum Ausdruck
bringt:

EX=~G(ax-ms+1)' YXY=~TXY, oder ax=2G(EX+m~2)' TXy=GyXY'

EY=2~(aY-m:1)' yyz=~TYZ, ay=2G(EY+m~2)' Tyz =Gyyz,

EZ=2~(az-ms+1)' YZX=~TZX az =2G(EZ+m~2)' Tzx =Gyzx.

Dabei bedeuten G und m gewisse Materialkonstanten; G wird Schubmodul, m Querdeh­
n unqszahl (Poissonzah l ) genannt. Aus dem Hookeschen Gesetz ergibt sich unmittelbar,





254 II. Variationsrechnung

Da die Deformationsarbeit A von Ux nur über cx, von Uy nur über Yxy und von ue

nur über Yxz abhängt, läßt sich die letzte Differentialgleichung unter Berücksichtigung
von (250) auf die Form

ÖGx ÖTXY ÖTxz
-+-+-+X=O (253)
öx öy öz

bringen.
Analog dazu lassen sich zwei weitere Differentialgleichungen für die Gleichgewichts­

lage aufstellen. Auf der Teilfläche 8 1 sind die Werte der Funktionen u, v, w fest, auf
der Teilfläche 8 2 lauten die natürlichen Randbedingungen [83]:

Gx cos (n, x) +TXY cos (n, y) +Tzx cos (n, z) -Xl =0,

Txy cos (n, x) +Gy cos (n, y) +T yz cos (n, z) - Y1 = 0 ,

Tzx cos (n, x) +Tyz cos (n, y) +Oz cos (n, z) -Zl = 0,

wobei mit n die Richt.ung der äußeren Normalen von 82 bezeichnet wird.
Ersetzen wir in (253) und den beiden dazu analogen Differentialgleichungen die

Komponenten des Spannungstensors durch die Komponenten des Deformationstensors,
so erhalten wir für die Gleichgewichtslage die drei Differentialgleichungen

(
rn ÖO)G L1u+-- - +X=O,

rn-2 ÖX

(
rn ÖO)G L1v+-- - +Y=Om -2 öy ,

(
rn ÖO)G L1w+

rn_ 2 öz
+Z=O,

die sich zusammen in der Vektorgleichung

G(L1u+ rn
1:2grad div u) +.F=O

schreiben lassen.
Die Beziehung (249) für das Elastizitätspotentialläßt sich auch in der Gestalt

A =G {: =~ 02+~ (w; +w~ +w~) +2 [(~; ~: - ~~ ~:) + ... ]} (254)

schreiben; dabei sind wx, Wy, Wz die Komponenten der Rotation des Verschiebungs­
vektors,

öw öv
Wx=---,

öy öz

öu öw
Wy = öz - öx '

öv öu
Wz=---.

öx öy

Da der Ausdruck in den eckigen Klammern von (254) auf die Ostrogradskische Glei­
chung keinen Einfluß hat, erhalten wir die Differentialgleichung für die Gleichgewichts­
lage eines elastischen Körpers, wenn wir die Ostrogradskische Gleichung für das Inte­
gral

ffJ~ [ rn-i G ]
G rn-2 02+2(w1+w;+w~)-(Xu+Yv+Zw)dxdydz

D

aufstellen.
Um die Bewegungsgleichungen zu erhalten, haben wir nach dem Ostrogradski-Ha-

miltonschen Prinzip zum Integranden des letzten Integrals den Ausdruck -,tx
x(U{ +vl +wl) hinzuzufügen, welcher der kinetischen Energie entspricht (dabei ist (} die
Dichte des Körpers) und über ein endliches Zeitintervall [fo, tiJ zu integrieren. Somit
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