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Vorwort zur sechsten russischen Auflage

Die vorliegende sechste Auflage von Teil IV unterscheidet sich wesentlich von der
fiinften Auflage. Das hingt damit zusammen, daf} dieser Teil erstmals nach dem
verdnderten Teil II erscheint, in dem die Theorie des Lebesgueschen Integrals dar-
gestellt und die Klasse L, der im Lebesgueschen Sinne quadratisch integrierbaren
Funktionen eingefithrt wurde. Dies rief groflere Verinderungen in der Darstellung
des ersten Kapitels hervor, das die Theorie der Integralgleichungen enthélt. Aufler-
dem wurde ein drittes Kapitel eingefiigt, in dem neue Ansatzpunkte fiir einige
Grundbegriffe der mathematischen Analysis aufgezeigt werden. Das zweite Kapitel,
das die Variationsrechnung beinhaltet, wurde etwas erweitert. Im dritten Kapitel
wird unter neuen Gesichtspunkten ein Minimalproblem fiir ein quadratisches Funk-
tional betrachtet.

In der letzten Auflage umfaflte Teil IV mehr als 800 Seiten. In dieser Auflage
wurde es erforderlich, ihn in zwei Teilbdnde zu zerlegen; das vorliegende Buch ist
der erste Teilband.1)

SchlieBlich méchte ich noch meinen tiefemmpfundenen Dank gegeniiber meinen Mit-
arbeitern an der Universitit M. S. BiIrRman, O. A. LADYSHENSKAJA, M. S. SoLoMm-
JAk und N.N. Urarzewa fiir die grolle Hilfe bei der Erarbeitung dieses Buches
zum Ausdruck bringen.

W. 1. SMirNow

1) In der deutschen Ausgabe der Teile IV/1 und IV/2 beziehen sich ebenfalls alle
Riickverweise auf den verdnderten Teil II, der in deutscher Ubersetzung erstmals im
Jahre 1972 (11. Auflage) erschien. Riickverweise auf Teil IT1I/2 beziehen sich gleich-
falls auf eine verdnderte russische Ausgabe; diese Anderungen werden bei der 14. Auf-
lage der deutschen Ausgabe dieses Teils berticksichtigt. (Anm. d. Red.)
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I.  Integralgleichungen

1. Beispiele fiir die Aufstellung von Integralgleichungen. Unter einer Integral-
gleichung versteht man eine Gleichung, bei der die gesuchte Funktion auch unter
dem Integralzeichen auftritt. Es sei beispielsweise die Lésung der Differential-
gleichung v’ =f(x, y) mit der Anfangsbedingung y(x) =y gesucht. Wie wir bereits
frither [1I, 51] gesehen haben, kann diese Aufgabe auf die Auflésung der Integral-
gleichung

y(w) :xff(t, y(t)) dt +yo

zuriickgefiithrt werden. Entsprechend 148t sich das Anfangswertproblem y” = f(x, y),
y(x0) =wo, y'(x0) = yo auf die Integralgleichung

y(x) :x{xdtx{tf[z, y(2)] dz + yo +yo (x — o)
zuriickfiithren. Formt man dasiterierte Integral nach [II, 17} in ein einfaches Integral
um, so erhilt die Integralgleichung die Gestalt
)= 22 fle Y& d + g+ i (2 )
Die allgemeine Losung von 3’ = f(x, y) ergibt sich aus der Integralgleichung
€

y(x) :Of (x —2) flz, y(z)] dz+c¢1 +cox (1)

in der ¢; und ¢» willkiirliche Konstante sind und die untere Integrationsgrenze gleich
0 gesetzt worden ist. Wir betrachten nun fiir unsere Differentialgleichung zweiter
Ordnung ein Randwertproblem, und zwar suchen wir diejenige Losung, welche die
Randbedingungen y(0)=a, y(I) =b erfiillt. Fiir =0 und « =1 erhalten wir aus (1)
zur Bestimmung der willkiirlichen Konstanten zwei lineare Gleichungen, aus denen
sich

!
P [0 fle vl d:
1]

ci=¢ und cs=

ergibt. Setzen wir diese Werte in (1) ein, so erhalten wir fiir unser Randwertproblem
die Integralgleichung
@ 2
R z
Y =F@)+ [ (w2 flz gl de—7 [ U=2) fle, y(2)] de, (2)
0 0
wobei

b—
F(x):aJrl—ax
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ist. Statt dessen kénnen wir auch

z 14
z(l—x rz(l—2)
y@) =F@) - [ ey de— [TE72 1 o)) e (3)
0 T
schreiben.
Fiihren wir jetzt die Funktion zweier Verdnderlicher
I—
2( 7 z) fir z=z,
K(x, z)= z(l —z) (4)
T fir x=z

ein, so konnen wir der Gleichung (3) schlieBlich folgende Gestalt geben:
i
y(x) = F(x) —Of K(z, 2) flz, y(z)] dz . (5)

Wenden wir dieses Ergebnis auf die lineare Differentialgleichung

Y’ +p(@) y= o) (6)
an, dann gelangen wir zu dem Satz, da die Bestimmung einer Losung des Randwert-
problems

Yy +p@)y=o@), y0)=a yl)=b (7)
gleichwertig ist mit der Auflésung der linearen Integralgleichung

7
y(@) = I (2) +0f K(z, z) p(z) y(z) dz ; (8)
darin ist y(x) die gesuchte Funktion und
z
Fi(z)=F(x) - [ K(x, 2) w(z) dz
0

eine bekannte Funktion der unabhéngigen Verianderlichen 2.

Wir weisen darauf hin, daB in der Gleichung (1) die obere Integrationsgrenze
verdnderlich ist, dagegen in (8) beide Integrationsgrenzen konstant sind. Ferner sei
bemerkt, dal} in (1) wie auch in (8) die gesuchte Funktion nicht nur unter dem Inte-
gralzeichen, sondern auch auflerhalb desselben vorkommt. Diese Tatsache ist, wie
wir bereits gesehen haben [II, 50], wesentlich, wenn man die Integralgleichung durch
sukzessive Approximation auflésen will.

Wir multiplizieren nun den Koeffizienten p(«) in der Differentialgleichung (6) mit
einem Parameter 4 und betrachten die homogene Differentialgleichung

Y’ +ap(x) y=0 t9)
mit den homogenen Randbedingungen
y(0)=0, y(@)=0. (10)

Dieses homogene Randwertproblem fiihrt auf die folgende homcgene Integral-
gleichung, die den Parameter 4 enthélt:

l
y(x)=lofK(x, z) p(2) y(z) dz . (11)

Eines der wichtigsten Probleme, mit denen wir uns im folgenden beschiftigen,
hesteht darin, festzustellen, fiir welche Werte ven A nicht identisch verschwindende
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Lésungsfunktionen existieren. Auf dieses Problem waren wir schon bei der An-
wendung der Fouriermethode auf Randwertprobleme der mathematischen Physik
gestoBen. Es sei noch auf einige charakteristische Eigenschaften der Funktion
K(z, 2), die der Kern unserer Integralgleichung genannt wird, hingewiesen. Dieser
Kern ist in dem durch 0= =!, O=¢=! definierten Quadrat kg stetig. Auf der Dia-
gonalen x =z dieses Quadrates ist die erste Ableitung des Kerns unstetig:

K2, 2) |g=210 — K2(2, 2) |g=2-0=—1.

AuBerhalb der Diagonalen ist der Kern als Funktion von « eine Losung der homo-
genen Differentialgleichung 3" =0 und geniigt den homogenen Randbedingungen
(10). SchlieBlich ist der Kern symmetrisch:

Kz, 2)=K(z, z) . (12)

Alle diese Eigenschaften des Kerns ergeben sich unmittelbar aus (4).

Der Kern K(z, z) hat eine einfache physikalische Bedeutung. Wirkt senkrecht auf
eine an den Enden eingespannte Saite im Punkt =z eine Kraft, so mull bekanntlich
[IL, 176] im Angriffspunkt der Kraft die Bedingung

TO[(’uz)z=z+0 — (Ug)z=z-0] = — P

erfillt sein, in der P der Betrag der Kraft und 7y die Saitenspannung ist. Man
kann leicht nachpriifen, dal} die Funktion

P
u(z) = Ta K(z, z)

die Form der statischen Ausbiegung der Saite unter dem EinfluB der Kraft darstellt.
Wir erwidhnen hierzu noch, daf die Gleichung der schwingenden Saite fiir den sta-
tischen Fall einfach auf die Differentialgleichung wug;=0 fithrt. Die Uberfithrung
eines Randwertproblemsin eine Integralgleichung, die hier fiir einen sehr einfachen
Fall dargestellt wurde, wird ausfiihrlich in Teil 1V/2 behandelt.

Zum SchluB wollen wir noch auf eine charakteristische Methode zur Uberfiihrung
von Randwertproblemen der mathematischen Physik in Integralgleichungen hin-
weisen. Wir hatten friither [I11/2, 139] das Potential der einfachen Kugelflichen-
belegung durch die Formel

u(M):f "(M ds
S

definiert, in der o(M’) eine auf der Kugeloberfliche S gegebene Funktion, ds das
Flachenelement der Kugeloberfliche und d die Entfernung zwischen einem beliebigen
Punkt M des Raumes und einem beliebigen Punkt M’ der Kugeloberfliche be-
deuten. Es seien n die Richtung der duBeren Normalen in einem Punkt Mo der
M, M
Kugeloberfliche und (3uf)i{0)) bzw. (du(n 0)) die Grenzwerte der Ableitung ‘; )
i
fiir den Fall, dall der Raumpunkt M von innen bzw. von aullen gegen den Punkt M
der Kugeloberfliche konvergicrt. Wir erhielten damals die Beziehungen

du(M, P .
(B 5

(3u(M0) _ ff (M’ d2 —2mp(My) ,

(13)
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wobei d nun die Entfernung zwischen den beiden Punkten My und M’ der Kugel-
oberfliche angibt und « der Winkel zwischen der Kugelsekante M'Mgy und der
Normalen » ist.

Im folgenden Kapitel werden wir sehen, daf} diese Formeln nicht nur fiir die
Kugeloberflidche richtig sind. Wir formulieren nun das Neumannsche Problem fiir
das Kugelinnere: Wir suchen eine Funktion, die im Innern der Kugel harmonisch
ist und deren Normalableitung auf der Kugeloberfliche die vorgegebenen Rand-
werte

ou

o | =100) (14)

annimmt. Wir setzen die Funktion u als Potential einer Kugelflichenbelegung an.
Da ein solches Potential im Innern der Kugel eine harmonische Funktion ist, haben
wir nur die Belegungsdichte ¢(M’) so zu wihlen, daff auch die Randbedingung (14)
erfiillt ist. Aus der ersten Beziehung (13) und der Randbedingung (14) erhalten wir
zur Bestimmung der gesuchten Dichte die Integralgleichung

2ro(Mo) = f(Mo)+ [ [ o(37) 252 ds.
S

Es sei noch darauf hingewiesen, daf} die Funktionen f(M) und o(M) jetzt auf einer
Kugeloberfliche definiert sein miissen und die Integration nicht wie bisher iiber
ein Intervall der a-Achse, sondern iiber die Kugeloberfliche zu erstrecken ist.

2. Klassifikation der Integralgleichungen. Wir betrachten als erstes lineare Inte-
gralgleichungen, und zwar zunéchst fiir den Fall, daB die gesuchte Funktion von
einer einzigen Verdnderlichen z abhéngt. In der Integralgleichung

y(@) :f K(z, 2) y(2) dz+f(2) (15)

sei y(x) die gesuchte Funktion, f(x) und K(x, z) seien gegebene Funktionen. Die
Funktion K(z, z) hei3t der Kern der Integralgleichung.

Die Gleichung (15) wird Volterrasche Integralgleichung zweiter Art genannt. Die
analoge Integralgleichung

b
y(2) =af K(x, 2) y(z) dz + f(x) (16)

it konstanten Grenzen heit Fredholmsche Integralgleichung zweiter Art. Kommt
die gesuchte Funktion nur unter dem Integralzeichen vor, so handelt es sich um
eine Volterrasche bzw. Fredholmsche Integralgleichung erster Ari:

z b
af Kz, z) y(z) dz=f1(x) bzw. [ K(z,2)y(z)dz=h(=). (17)

Ein Beispiel fiir eine Volterrasche Integralgleichung erster Art ist die Abelsche
Integralgleichung
3
_ 1 (ulydy
Vog i Vi—y ~

von der schon in [II, 82] die Rede war.
Wir geben noch ein Beispiel fiir eine Fredholmsche Integralgleichung erster Art

p(h



2. Klassifikation der Integralgleichungen 15

an. Es sei u(x) die statische Ausbiegung einer Saite bei einer kontinuierlich ver-
teilten Belastung p(z), bezogen auf die Langeneinheit. Fassen wir diese Belastung
als Summe von Einzelkraften p(z) dz auf, so erhalten wir nach den Ausfithrungen
des vorigen Abschnittes von einer jeden solchen Einzelkraft die statische Aus-
biegung

1

wobei K (x, z) durch (4) bestimmt ist. Durch Integration erhalten wir als statische
Ausbiegung bei kontinuierlich verteilter Belastung

l
u(ac)zTi0 f K(z, z) p(z) dz .
0

Diese Gleichung ist eine Fredholmsche Integralgleichung erster Art, wenn die Aus-
biegung u(z) gegeben und die Belastung p(z) gesucht ist.

Wir bemerken, dal} die Volterrasche Integralgleichung ein Spezialfall der Fred-
holmschen Integralgleichung ist; denn wir kénnen in den Volterraschen Integral-
gleichungen (15) oder (17) iiber z von z=a bis z=b> integrieren, wenn wir von
vornherein die Definition des Kerns K(z, z) durch die Bedingung K(z, z) =0 fiir
2> erginzen.

Im folgenden werden wir uns fast ausschlieBlich mit Integralgleichungen zweiter
Art und dabei in der Hauptsache mit Fredholmschen Integralgleichungen zweiter
Art beschiftigen; denn dieser Art von Integralgleichungen begegnet man bei der
Losung von Randwertproblemen der mathematischen Physik am héufigsten. Die
Theorie der Integralgleichungen zweiter Art ist bedeutend einfacher als die Theorie
der Integralgleichungen erster Art. Wie wir schon erwihnt haben, gibt uns das Auf-
treten der gesuchten Funktion aullerhalb des Integralzeichens die Moglichkeit, die
Methode der sukzessiven Approximation anzuwenden.

Die Theorie der Integralgleichungen ist in mancher Hinsicht der linearen Algebra
analog, die in Teil I1I/1 behandelt worden ist. Bekanntlich hat eine lineare Trans-
formation im n-dimensionalen Raum die Gestalt

Yi=apul+...+apu, (=1, .., n).

Sie 14Bt sich durch eine Matrix ausdriicken, die aus den Koeffizienten ay der
Transformation gebildet wird. Wir schreiben damit die Transformation in der
Gestalt
y=Au,

wobei u(uy, ..., up) der urspriingliche Vektor, y(y1, ..., ys) der transformierte Vektor
und A4 die Matrix der Koeffizienten a4 ist. Im Fall der Integralgleichungen tritt
an die Stelle eines n-dimensionalen Vektors eine Funktion, die gew6hnlich auf
einem Intervall [a, b] erklirt ist; die Matrix A4 wird durch den Kern K(z, z) und die
Summation durch eine Integration ersetzt, so daBl der linearen Transformation
jetzt eine Beziehung

u(@) =1 Kz, 2) ulz) dz (1)

entspricht. Hierin ist u(z) die urspriingliche und y(x) die transformierte Funktion.
Weiterhin erinnern wir daran, daf} wir diejenigen Werte des Parameters u Eigen-
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werte der Matrix 4 genannt haben, fiir welche die Gleichung
Ax=px

von 0 verschiedene Losungen & besitzt. Unter Eigenwerten des Kerns K(x, y) oder
der zugehérigen Transformation werden wir die Werte des Parameters u verstehen,
fiir die die homogene Integralgleichung

b
af K(x, 2) y(z) dz=py(2)

nicht verschwindende Lésungen hat. In der Theorie der Integralgleichungen ist es
iiblich, neben den Eigenwerten u die charakteristischen Zahlen A= pu~1 einzufiihren.
Man nennt also 4 eine charakteristische Zahl, wenn die Integralgleichung

b
y(x) :Z‘{K(x, 2) y(z) dz (19)

von O verschiedene Lésungen besitzt. Diese Lisungen y(x) selbst heillen Eigen-
funktionen des Kerns.

Es sei noch erwihnt, daB die identische Transformation, durch die eine Funktion
u(x) sich selbst zugeordnet wird [wobei also y(x) mit u(x) iibereinstimmt], sich
nicht in der Integralform (18) ausdriicken laft.

In der Theorie der Integralgleichungen miissen wir natiirlich einige Voraus-
setzungen iiber den Kern K(z, z) sowie iiber die Funktionen f(x) und y(x) machen.

Einstweilen werden wir uns, wie schon erwihnt, mit Integralgleichungen im ein-
dimensionalen Fall beschiftigen. Auf den Ubergang zum mehrdimensionalen Fall
wird spéter eingegangen werden.

SchlieBlich bemerken wir noch, daB im folgenden sowohl die gegebenen als auch
die gesuchten Funktionen zuweilen komyplexwertig sein werden:

K(x, 2) =Ki(x, 2) +1Ka(, 2) ,
f(@)=h(2) +if2(2),
y(@) =y () +iya(2) ;
dabei sind Ky, 2), fs(x) und ys(z) (s=1, 2) reellwertige Funktionen. Die unab-
hingige Verinderliche wird stets als reell angenommen. Im folgenden werden wir

es oft mit endlichen abgeschlossenen Intervallen zu tun haben. Ein solches Inter-
vall soll mit [a, b] bezeichnet werden.

3. Orthogonale Funktionensysteme. In der Theorie der Integralgleichungen trifft
man hédufig auf orthogonale Funktionensysteme. In Teil IT wurde die Theorie
solcher Systeme auf der Grundlage sowohl des Riemannschen als auch des Lebes-
gueschen Integralbegriffs fiir reelle und komplexe Funkticnen ausfiibrlich ent-
wickelt [II, 160, 163]. Hier sollen diese Ergebnisse durch die Darstellung des Ortho-
gonalisierungsverfahrens fir Systeme linear unabhingiger Funktionen erginzt
werden.

In [111/1,31] haben wir gesehen, dafl man zu m linear unabhdngigen Vektoren stets
ebenso viele paarweise orthogonale und normierte Vektoren bilden kann derart,
daf sich die urspriinglichen Vektoren linear durch die letzteren ausdriicken lassen
und umgekehrt. Dieses Verfahren 188t sich wortlich auf Funktionen iibertragen.l)

1) Das Verfahren stammt von ErmArD ScEMIipT und heit daher Erhard-Schmidi-
sches Orthogonalisierungsverfahren. (Anm. d. Red.)
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Es seien yi(2), ..., ym(x) aui [e, b] stetige linear unabhingige Funktionen; eine
Identitit
1) + ... +ampm(z) =0

mit konstanten Koeffizienten «x kann alsonur dann bestehen, wenn alle diese Koef-
fizienten gleich 0 sind. Wir bilden neue auf [a, b] orthogonale und normierte Funk-
tionen ¢1(z), ..., pm(x) derart, dal sich jedes gi(x) linear durch y; (), ..., pi(x) und
umgekehrt jedes yg(x) linear durch ¢;1(), ..., gg(x) ausdriicken laft. Zur Abkiirzung
fithren wir eine Schreibweise ein, die der bereits in der Algebra benutzten analog ist,

und zwar bezeichnen wir mit (f, ) das Integral des Produktes f(x) F(x) iiber das
Intervall {a, b]:

b —_—
(f, F) =af @) F(x) dw .

Die Orthogonalisierung der Funktionen yg(z), d. h. die Konstruktion der Funk-
tionen gg(x), geschieht in folgender Weise:

(pl(‘L) = ﬂ:
Vivs, v1)
72() = wa(x) — (w2, ¢1) P1(2) , pa(x) = ﬂz)ﬁ ,
V(Xz) ZZ)
73(2) = () — (v, 72) Pa(2) — (v, 1) 1(2) , polw) = 2E_
V(xs, x3)
7m{x) = Pml) = (Wms Pm-1) P—1(%) — ... — (¥m, ¢1) P1(X), Pm(2) _xml)

"V m 2m)

Die Funktionen ¢i(x) unterscheiden sich von den Funktionen yi(x) nur durch
konstante Normierungsfaktoren, mit denen erreicht wird, dal das von a bis b er-

streckte Integral tiber das Produkt gz(x) gi(x) fiir jede einzelne Funktion gg(x)
gleich 1 ist. Aus den angegebenen FFormeln folgt unmittelbar die erwdhnte lineare
Abhingigkeit zwischen den Funktionen yg(x) und gg(x). Wir bemerken noch, dafl
keine der Funktionen yx(x) identisch verschwindet, so dal auch (yx, xx) =0 gilt.
Denn wire beispielsweise ya(x) =0, so wiren ¢;(x) und ya(x) linear abhéngig:

ye(x) — (2, ¢1) @1(2) =0.
Diese Gleichung wiirde aber zur linearen Abhédngigkeit von y1(x) und ya(x) fithren,
im Widerspruch zur vorausgesetzten linearen Unabhéngigkeit der Funktionen yy(z).
Daraus folgt aber (zz, xx) =0, da andernfalls 7z =0 sein miiite. Somit haben alle
Formeln, durch die die Funktionen ¢; bestimmt werden, einen Sinn. Die Ortho-
gonalitit einer Funktion yi(x) zu den bereits konstruierten Funktionen ¢i(x), ...,
@r—1(x) kann schrittweise nachgepriift werden. Beispielsweise ist

(22, #1) = (y2, @1) — (w2, ¢1) (1, P1) = (w2, @1) — (w2, 1) =0.
Da die Funktionen ¢;(x) und ga(z) orthogonal und normiert sind, ergibt sich
(23, 91) = (3, ¥1) — (3, ¥2) (P2, 1) — (¥3, ¢1) (P1, P1) = (¥3, ¢1) — (3, ¢1) =0
und ebenso (x3, g2) =0 usw.
Wir erwihnen noch die elementare Eigenschaft, dafl orthogonale Funktionen
stets linear unabhingig sind. Nehmen wir an, es bestiinde eine Beziehung
x1¢1(T) + ... + Ap@m(x) =0 .
2 Smirnow IV/1
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Dann multiplizieren wir beide Seiten mit ¢g(x) (k=1, ..., m) und integrieren. Da
die Funktionen ¢i(x), ..., m(2) nach Voraussetzung orthegonal sind, erhalten wir
ap=0, d. h., alle Koeffizienten o miissen tatsdchlich gleich 0 sein.

Bis jetzt haben wir Funktionen einer einzigen unabhéngigen Verinderlichen zu-
grunde gelegt. Alles bisher Gesagte laf3t sich auch auf Funktionen iibertragen, die
auf einem endlichen abgeschlossenen Bereich!) der Ebene, des dreidimensionalen
oder des n-dimensionalen Raumes erklart sind.

Es sei P ein verdnderlicher Punkt aus einem endlichen n:efibaren abgeschlossenen
Bereich B der Ebene, des dreidimensionalen Raumes cder einer Fliche, d. h. aus
einem Bereich, zu dem alle Randpunkte hinzugezihlt werden. Die Funktionen ¢z(P)
bilden ein normiertes Orthogonalsystem, wenn die Beziehungen

—_— 0 fir p=+gq,
(P o ( P —
Bf‘fp( ) @q(P) dewp 1 fir p=g

bestehen. Das (der Einfachheit halber nur mit einem einzigen Integralzeichen ge-

schriebene) Integral ist als Doppel-, Raum- oder Oberflachenintegral aufzufassen.

Mit dwp wird dasentsprechende Flachen- oder Raumelement im Punkt P bezeichnet.

Beispielsweise gilt fiir ein Doppelintegral in kartesischen Koordinaten dwp=dady.
Die Fourierkoeffizienten einer Funktion f(P) sind

Ck :Bf f(P) ¢x(P) dwp , (20)

und die Besselsche Ungleichung schreibt sich

>
prom |

CkzéBf /(P2 dep . (21)

4. Fredholmsehe Integralgleichungen zweiter Art. Nach den vorhergehenden ein-

leitenden Abschnitten beginnen wir nun mit dem Studium der Fredholmschen
Integralgleichungen zweiter Art in einer Verdnderlichen

b
p(s)=1(s) +1af K(s, t) g(t) dt, (22)

die den Parameter A enthélt. Wir nehmen an, daB f(s) auf dem endlichen Intervall
[, b] stetig ist und daf} der Kern K(s, t) in dem durch die Ungleichungen a =s=b,
a=t=>b definierten Quadrat k¢ eine stetige Funktion ist. Unter diesen Voraus-
setzungen sind alle im folgenden durchzufithrenden Umformungen zulédssig, so daf3
wir unsere ganze Aufmerksamkeit auf die prinzipielle Vorgehensweise richten
kénnen. Die Funktionen f(s) und K(s, t) werden, falls nicht etwas anderes ver-
einbart wird, als komplexwertig angenommen:

K(s, t)=Ki(s, t) +iKa(s, t)
f(8)  =fuls) +ifa(s), @(s)=g1(s)+ipa(s).

Die Losungen der Integralgleichung suchen wir in der Klasse der stetigen Funk-
tionen. Danach werden wir Integralgleichungen mit polaren Kernen eines speziellen
Typs untersuchen. Im Fall einer unabhéngigen Verdnderlichen sind das Integral-

1) Wir nennen eine zusammenhéngende Punktmenge einen Bereich und einen offenen
Bereich speziell ein Gebiet. (Anm. d. Red.)
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gleichungen der Gestalt

b
* L(s, t)
s —1f*

¢ls)=7(s)+4 | pit)ydt  (O<a=<1)

a
mit einer in kg stetigen Funktion L(s,t). Wir setzen f(s) als stetig voraus und
suchen wieder stetige Losungen. Im zweidimensionalen Fall haben diese Integral-
gleichungen die Gestalt

L(P,
wP=iP+a [ [ e (@) de dy,

wobei O<o<2 gilt und 7(P, ) der Abstand zwischen den Punkten P und @ aus
dem Gebiet B ist. Die Integration erfolgt hier nach dem variablen Punkt @. Eine
analoge Gestalt besitzen die Integralgleichungen mit polarem Kern im dreidimen-
sionalen Gebiet, auf einer Fliche und allgemein im n-dimensionalen Gebiet.

SchlieBlich werden wir bei Verwendung des Lebesgueschen Integralbegriffs noch
Integralgleichungen in der Klasse Ly [II, 161] unter zusétzlichen Voraussetzungen
betrachten, die im weiteren noch zu prézisieren sind.

Zunéchst wenden wir uns der ,,Integraltransformation® (dem , Integraloperator®)

b
=[ K(s, t) @(t) dt (23)

zu. Wegen der vorausgesetzten Stetigkeit des Kerns K(s, t) in ko wird dabei jeder
auf dem Intervall [a, b] stetigen Funktion ¢(t) eine stetige Funktion ¢(s) zugeordnet.
Aus (23) folgt namlich

b
p(s+h)—y(s)=f[K(s+h, t)—K(s, t)] (t) dt .
a
Nehmen wir nun an, dafl das Integral von |@(f)|2 endlich ist, so erhalten wir mit
Hilfe der Bunjakowskischen Ungleichung?)

b b
lw(s +h) —p(s)2=[ |K(s+h, t) —K(s, )2 dt [ |(t)|2 dt .

Der zweite Faktor auf der rechten Seite ist eine Konstante, so daB sich aus der
Stetigkeit von K(s, t) die von y(s) ergibt. Der Operator (23) transformiert demnach
jede Funktion mit der oben genannten Eigenschaft in eine auf dem Intervall [a, b]
stetige Funktion y(s). Aus dem Gesagten folgt: Bei stetigen Funktionen K(s, t)
und f(s) ist es ganz natiirlich, auch die Losung ¢(s) der Integralgleichung (22) in
der Klasse der stetigen Funktionen zu suchen.

Es sei noch darauf hingewiesen, dall der Operator (23) linear ist, d. h., sind
¢ (1=1, ..., m) Konstanten, so gilt

b m m b
af K(S, t) %Ciq)i(t) d¢ :i=21 Cidf K(s, t) i(t) dt . (24)

Im Fall f(s) =0 heil3t (22) eine inhomogene Integralgleichung.
Die zugehorige homogene Integralgleichung lautet

=1 fbK(s, t) p(t) dt . (25)

1) In der deutschen Literatur Schwarzsche Ungleichung genannt. (Anm. d. Red.)
2‘
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Sie hat die triviale Losung ¢(s) =0, die wir Nullésung nennen. Wie bereits in [2]
erwahnt wurde, heifit der Wert =4y, fiir den die Intcgralgleichung (25) von der Null-
losung verschiedene Liosungen hat, charakteristische Zahl des Kerns K(s, t) oder der
zugehorigen Integralgleschung, und jede von der Nullosung verschiedene Lisung der
Integralgleichung

b
p(s)=Do [ K(s, 1) glt) dt (26)

wird Eigenfunktion fiir die zugehorige charakteristische Zahl 2= iy genannt. Die Zahl
Jo=0 kann offenbar keine charakteristische Zahl sein, weil dann aus (26) die
Beziehung ¢(s) =0 folgen wiirde. Es seien @i(s), @2($), ..., ¢m(s) Eigenfunktionen,
die zu ein und derselben charakteristischen Zahl A=2¢ gehéren. Da die Integral-
gleichung (25) linear und homogen beziiglich der gesuchten Funktion ist, ist auch
die Linearkombination

@(s) = c1q1(s) + caga(s) + ... + Cmpm(s) (27)
mit willkiirlichen Konstanten ¢; Eigenfunktion, die zu demselben i=2¢ gehort,
sofern nur (27) nicht in s identisch verschwindet. Wenn die Funktionen ¢;(s) ({=
=1, ..., m)linear unabhéngig sind, dann gilt ¢(s) =0 nur in dem Fall, daf} alle Kon-
stanten ¢p gleich 0 sind. Wie wir spéter zeigen werden, gehoren zu jeder charak-
teristischen Zahl nur endlich viele linear unabhingige Eigenfunktionen gp(s)
(p=1, 2, ..., k), so daf} durch

p(s) = c191(s) + ca@a(s) + ... + cxr(s) (28)
mit willkiirlichen Konstanten c¢p, die nicht alle gleich O sind, alle zur charakte-
ristischen Zahl A=1y gehdérenden Eigenfunktionen dargestellt werden. Allgemein

gesagt, bilden die Funktionen ¢(s) (p=1, 2, ..., k) eine Basis fiir die Losungen der
Integralgleichung (26). Wird die Basis @,(s) durch die lineare Abbildung

¥p(8) = ap1¢1(8) + ap2p2(s) + ... + app@r(s) (p=1,2,..,k) (29)

mit von O verschiedener Koeffizientendeterminante [lap,l| transformiert, so bilden
die yyu(s) wieder eine Basis fiir die Losungen der Integralgleichung. Tnsheson-
dere 1dBt sich das Orthogonalisierungsverfahren auf das Funktionensystem gg(s)
anwenden, so daf} wir die Basis als orthonormiert annehmen kénnen.

5. Iterierte Kerne. Im folgenden schreiben wir fiir Integraloperatoren der (Gestalt
b

w(s)=J K(s, t) g(t) dt (30)
a

zur Abkiirzung héufig = K¢. Wie wir schon erwiahnt haben, ist dieser Operator

linear:

K(c1g1+cap2) =1 K1 + 2K (31)

wobeti ¢; und ¢z Konstanten sind.
Gegeben seien zwei Integraloperatoren mit stetigen Kernen:
b b
v(s) =/ K(s, t) u(t) dt, vi(s)=f L(s, t) u(t) dt . (32)
a a

Wir bezeichnen sie mit K und L. Weiterhin sei LK[u(t)] oder einfach LKwu der-
jenige Operator, den man erhélt, wenn man zuerst den Operator K und danach den
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Operator L auf u(t) anwendet. Aus der Umformung

LE[u(®)] =f Lis, 1y) [ fbK(tl, ) u(t) dt] dty

=fb[be(-s, t1) K(f, t) dil] u(t) dt

ist ersichtlich, daf der Kern des Operators LK durch

b
K(s, t)y=[ L(s, t;) K(ty, t) dt; (33)

definiert ist. Erwihnt sei noch, daf} der Kern des Operators KL analog durch

- b
L(s, t)=[ K(s, 1) L(t, t) dt (34)
a

erklart und L(s, t) im allgemeiflen von Iz(s, t) verschieden ist, d. h., die Operatoren
LK und KL sind in allgemeinen voneinander verschieden. Wenn der Operator LK
mit dem Operator KL iibereinstimmt, dann sagt man, daf} die Operatoren K und L
kommutieren.

Wir fiihren jetzt die dterierten Kerne ein, die den Potenzen des Operators K mit
ganzzahligen positiven Exponenten entsprechen. Der Einheitlichkeit halber wird
der Ausgangskern K(s, t) dabei mit Kj(s, f) bezeichnet:

b
Ki(s, t)y=K(s, 1), Ku(s, t)=f Kp(s, t1) K(t1, t) dty . (35)
a
K, (s, t) ist der Kern des Operators K. Speziell ist

b
];(_7(8; t) :fK(S, tl) K(tla i) dtl )
a

bb
]f3(8, f) :f ]\’(S_. tz) If(tz, fl) ]((fl, f) dt]_ dtg

aa

und allgeniein

bb b
Kuls,)=ff... [ K(s, tu-1) K(tn-1, tn—2) ... K(lz, t1) K(t1,t) dtydta ... dig—1 ,
aa a

wobei die Reihenfolge der Integrationen beliebig ist. Offensichtlich gilt

b
Kpsqls, t)=[ Kp(s, ) Ko(z, ) dz, (36)
a

da man nur p—1 Quadraturen zur Bildung von Kp(s, ) und ¢—1 Quadraturen zur
Bildung von Kt t) auszufithren braucht und noch eine Quadratur nach < tibrig-
bleibt.

Wir fuhren jetzt die Bezeichnung

bbb
P2=[ [ K(s, t)2ds dt (37)

aa

ein, wobei P =0 ist, wenn K (s, t) =0 gilt. Zur Abkiirzung setzen wir

b 1/2 /] 1/2
Os) = ( JIKG, 02 dt) . R@)= ( J1KGs, 0 ds)
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und erhalten
P2 ——sz ds = f R2(t) de . (38)

Zur schrittweisen Abschitzung der iterierten Kerne benutzen wir (35) und die
Bunjakowskische Ungleichung [11, 161]:

b 2
[Kals, ) =| JR(s, 1) Kity, 1) dty | =Q%s) 1) ,
lKg(S t ‘2* (S‘ fl I((tl, dtl éf ]\)2 fl dfl f I( fl, ,)‘“ (Ul s
a
woraus
|Ks(s, 1)2=0Q f 2(t1) dty R2(t) = Q2(s) R2(t) P
a
folgt. Weiterhin ist
9 b b
|K4(8 l )K(tl, )dtl Esz(S) P P) dl‘lf ]x fl, 2 dtl
a
und damit
| Ka(s, t)|2=Q2%(s) R2(t) P4.
Allgemein gilt
| Knao(s, 1)|2=Q2(s) R2(t) P2n
oder
|[Kpqials, )| =Q(s) R(t) Pr-1 (n=1,2,..).
Wir betrachten die sogenannte Neumannsche Reihe
Rs, t; )= Z Kpsa(s, t) 2n (Ki(s, t)=K(s, 1) . (39)

Unter der Voraussetzung der Stetigkeit des Kerns K (s, t) in kg sind die Funktionen
@Q(s) und R(t) ebenfalls stetig und damit auf [a, ] beschrinkt, d. h., es existiert eine
positive Zahl M derart, dall @(s) und R(¢t) hochstens gleich M sind. Daher gilt

|Knia(s, t)| = M2Pn-1, (40)

und folglich konvergiert die Reihe, die aus den Betrdgen der Glieder der Reihe (39)
besteht, gleichmélig in s und ¢ im Quadrat ko, falls

-1/2
A <P, d.h. |A< [ffu{s t)[2 ds dt] (41)

ist. Die Neumannsche Reihe (39) konvergiert demnach unter der Bedingung (41)
absolut und gleichmaBig in ko. Allgemein sagt man, dafl eine Reihe regulir Lon-
vergiert, wenn die aus den Betrdgen ihrer Glieder gebildete Reihe gleichméaBig
konvergent ist. Aus der gezeigten reguliren Konvergenz folgt also die absolute und
gleichma Bige Konvergenz der Reihe (39).

Mit R(s, ¢; A) bezeichneten wir die Summe der Reihe (39). Diese Funktion heifit
Eesolvente oder losender Kern des Kerns K(s, t) oder der Integralgleichung (22). Sie
ist unter der Bedingung (41) stetig.
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Wir benutzen jetzt zur Lisung der Integralgleichung

b
p(s)=F(s)+2 [ K(s, 1) ¢(t) dt, (42)

die den komplexen Parameter 4 enthilt, die Methode der sukzessiven Approxi-
mation. Sie besteht darin, die Losung in der Gestalt

7(s) = Zoqnn(s) P (43)

anzusetzen und die ¢,(s) durch Koeffizientenvergleich beziiglich 4 aus (42) zu be-
stimmen. Sind die Glieder der Reihe (43) auf [a, b] stetige Funktionen und konver-
giert die Reihe gleichmaBig, so ist ihre Summe ¢(s) dann Losung der Integral-
gleichung (42). Mit dem erwihnten Verfahren erhalten wir

b
Fo(s)=f(s),  quls) =af K(s, 1) qo(t) dt

und allgemein

b
Fa(s) = [ K(s, 1) guoa(t) i .

a
Die Funktionen ¢,(s) lassen sich auch unmittelbar durch f(s) ausdriicken:

b
gu(8) =/ K(s, t) f(t) d¢,

bb b
([2(8) :ffK(S, f) ]((t, tl) ]([1) dtl dt:f]fz(é‘, t]_) f(t]_) (1t]_

und allgemein

b
gals)=f Kuls, ) f) At (n=1,2, ...). (44)
a
Die Reihe (43) nimmt damit die Gestalt
DI
g(s)y=f)+2 [ [ Kpia(s, t) A] f(t) dt
a [n=0

an. Beriicksichtigen wir die gleichmiflige Konvergenz der Reihe (39) unter der Be-
dingung (41), so kénnen wir behaupten, de § die zuletzt notierte Formel die stetige
Losung der Integralgleichung (42) liefert. Diese Formel kann auch als

b
q(s)=f(s)+ 2 [ B(s, t; 2) f(2) dt (43)
a
geschrieben werden.

6. Integralbezichungen fiir die Resolvente. Lin Existenz- und Eindeutigkeitssatz.
Zunichst werden wir zeigen, daf} die Resolvente, die unter der Bedingung (41) de-
finiert ist, als Funktion von s und ¢ den beiden Integralgleichungen

b
_R(S, t; ;) :.K‘(S, t) + A f]((s, t) R(t, t; ]) dty ,
‘0 (46)
R(s, t; )=K(s, t)+4 [ K(t1, t) R(s, t; 4) dfy
a
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geniigt. Um beispielsweise die zweite Gleichung zu verifizieren, multiplizieren wir
beide Seiten von (39) mit K({, x), integrieren iiber ¢ und erhalten

b o b
[ R(s, t; 2) K(t, z) dt =2 47 [ Ky (s, t) K(¢, x) dt
a n=0 a
oder
b

S R(s, t; 1) K(t, x) dt =2 Kyia(s, x) A7
a n=0
Multiplizieren wir beide Seiten mit 4, so ergibt sich
b -
AfR(s, t; ) K(t, 2) dt=3 Kpya(s, x) ani1
a #=0

oder, wenn wir den Summationsindex »n durch n —1 ersetzen und folglich mit der
Summation bei n=1 beginnen,

b -
A [ R(s,t; ) K(t, 2) dt =2 Kpia(s, x) A7 .
a n=1
Nach (39) konnen wir diese Gleichung in der Gestalt
b
A [ R(s,t;2) K(t, 2) dt= R(s, x; ) — K(s, x)
a

schreiben. Das ist gerade die zweite Gleichung (46), nur mit anderer Bezeichnung
der Verdnderlichen. In analoger Weise 146t sich auch die erste Integralgleichung
(46) fur die Resolvente verifizieren.

Bisjetzt haben wir die Resolvente nur fiir Werte von 7 definiert, die der Bedingung
(41) geniigen. Im folgenden werden wir sehen, dal} die Resolvente in der gesamten
Ebene der komplexen Verdnderlichen 2 aufler fiir gewisse isolierte Werte von 2
existiert und daB sie in der gesamten A-Ebene den Gleichungen (46) geniigt. Deshalb
ist es wichtig, einen Existenz- und Eindeutigkeitssatz zu beweisen, der nur auf den
Gleichungen (46) beruht.

Satz. Wenn fir esnen Wert von 1 eine im Quadrat ko stetige Funktion R(s,t; 2)
existiert, die den Gleichungen (46) geniigt, dann hat die Integralgleichung (42) fiir
diesen Wert von A genaw eine Losung, und diese Liosung lifft sich durch die Formel (45)
ausdriicken.

Der Beweis besteht aus zwei Teilen. Zunéchst beweisen wir, daf} jede Losung der
Integralgleichung (42) durch (45) ausgedriickt wird, wenn die Bedingungen (46) er-
fiillt sind. Daraus folgt die Eindeutigkeit. Danach verifizieren wir, daf} (45) tat-
sichlich eine Losung von (42) liefert.

Es sei ¢(s) eine Losung von (42). Multiplizieren wir beide Seiten von (42) mit
AR(z, s; A) und integrieren iiber s, so ergibt sich

b b o[ b
AfR(z,s;A) p(s)ds=2 [ R(x, s; ) f(s)ds+ 2 f[flii(x, s; A) K(s, t) ds] @(t) dt .

a a a

a

Daraus folgt, wenn wir die zweite Gleichung (46) in der Form
b
Af R(x,s; ) K(s, t) ds= R(x, t; 1) — K(x, )
a

anwenden,
b b b b
Af R(x,s;4) (s)ds=2 [ R(x, s: 2) f(s) ds+2 [ R(x, ¢; 2) ¢(t) dt — A f K(x, t) ¢(t) dt .
a a a

a
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Streichen wir hierin den auf beiden Seiten der Gleichung vorkommenden Ausdruck
und benutzen die Integralgleichung (42) in der Gestalt

b
iaf K(x, t) g(t) dt =g (2) - f(2) ,

so erhalten wir (43).

Wir zeigen nun, dafl die durch (45) definierte Funktion ¢(s) tatsdchlich der Inte-
gralgleichung (42) geniigt, wenn die Bedingungen (46) erfiillt sind. Setzen wir (45)
in (42) ein und bringen alle Glieder auf die linke Seite, so gelangen wir zu der
Gleichung

b b b
Y+ A [ R(s, t; ) f(t) dt —f(s)—2 [ K(s, t) [/(t)—(—l S R(t, t; 2) f(t) dtl] dt=0
oder

f] (s, t; A) f(B) dt—fK(st ) dt—lff]ﬁst Y R(, t1;4) f(i) dt dty =0,
a

die sich 2uch in der Gestalt

b b

f [L’(s, i A)—K(s, )~ 4 [ K(s,t1) R(t1, t; 2) dtl] f(itydt=0
a 14
schreiben lal3t. Diese Beziehung ist aber tatsédchlich erfiillt, da der Ausdruck in
eckigen Klanuiern nach der ersten Gleichung (46) identisch verschwindet. Damit
ist der Satz bewiesen.

Da wir fiir alle der Bedingung (41) geniigenden Werte von 4 eine Resolvente
konstruiert haben, die die Gleichungen (46) erfiillt, gilt: Fiir alle Werte von 2, die
der Bedingung (41) geniigen, hat die Integralgleichung (42) eine eindeutig bestimmte
Lisung, und diese Lisung wird durch die Formel (45) geliefert. Das hitte man auch
unmittelbar beweisen kénnen,

7. Der Fredholmsche Nenner. Bis jetzt haben wir die Resolvente nur im Kreis
|4 < P~1 der Ebene der komplexen Veridnderlichen 4 definiert. Im folgenden werden
wir zeigen, daf sie auf die ganze A-Ebene analytisch fortgesetzt werden kann, daf}
ihre singularen Stellen nur Pole sein kénnen und daf sie auBler in den Polstellen
fiir alle 2 den Integralgleichungen (46) geniigt. Um das zu beweisen, konstruieren
wir eine solche ganze Funktion D(4), daB die mit D(A) multiplizierte Reihe (39)
eine ganze Funktion D(s, t; ) von 4 wird. Die Resolvente erweist sich damit als
Quotient zweier ganzer Funktionen von 4:
D(s, t; 4)
IV

d. h. als meromorphe (unter Umstinden als gebrochen rationale) Funktion von 4
[111/2, 64]. Besitzt die Gleichung D(1)=0 keine Nullstellen, so ist R(s, t; 1) eine
ganze Funktion von 2, und die Reihe (39) konvergiert auf der gesamten i-Ebene.
Weiterhin werden wir, nachdem D(4) und D(s, t; ) ermittelt wurden, eingehend
die rechte Seite von (47) untersuchen. Zur Konstruktion ven D(4) ersetzen wir das
in der Integralgleichung (42) auftretende Integral durch eine endliche Summe.
Dies ist, strenggenommen, unzuléssig, doch sollen die folgenden Rechnungen keinen
Beweis darstellen, sondern nur dazu dienen, uns auf die Gestalt der Funktion D(4)
zu fithren.

R(s, t; 4)= (47)
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b—a
Zunichst teilen wir das Intervall [a, b] in n gleiche Teilintervalle der Lidnge 6 =~ Pt

Die Teilpunkte und die Werte der in (42) vorkommenden Funktionen fiir diese Punkte
bezeichnen wir mit

.b—a . .
Si=a+1 n fi =1(ss), 1 =g(8:), Kpg=K(sp, 5¢) (i, p, 7 =1, ...y M),

Ersetzen wir in (42) das Integral durch die entsprechende Riemannsche Summe, so
kommen wir zu der Ndherungsgleichung

n
@(s) =1(s) +4 2, K(s, 84) 9af -
g=1
Wir schreiben diese Gleichung fiir die Teilpunkte s =s, auf und erhalten das folgende
System von n linearen Gleichungen fiir die Unbekannten ¢y, ..., @n:

n
¥p=1Ip +Zq§1Kﬁq‘Pq‘5 (p=1,..,n).

Bei der Losung dieses Systems nach der Cramerschen Regel [TIIf1, 8] tritt der Nenner

1 -AK110 —AK126 ... —AK126
Dn(;) _ . —AK?& 1 —AIXzzé “ee —Z.Kgncs

—AKn16  —AKped ... 1—AKupd
auf. Auf diese Determinante wenden wir die Entwicklungsformel an, die in [1II/1, 5]
fiir eine Determinante der Gestalt

ai +x axe e Alp
azy agze +x ... asy
anl A n2 Apn +T |
hergeleitet wurde; jetzt ist « =1 und a;; = —AK;;6. Dadurch erhalten wir
Aoz 22 | Kpp, Kppp,
Dp(ly=1-— 3 Kpp 6+ LS [ S (48)
1,5 780 2ty et | Kpypy Kpap,

Kpw, Kppy - Kppp,

n 2 Kp,p, Kpypy - Kpop
+(_1)niy 2 281 273 Pn on .
n.pl’._.,pnzl ............. SRR
Kp,py Kooy o Bpop,

Zur Vereinfachung der folgenden Rechnungen fithren wir noch die Bezeichnung
K(w, y1) K(21, y2) ... K(x1, yn)
K (1‘1 T2 ... xn) _ | K(z2, y1) Kz, y2) ... K(az2, yn)

YL Y2 eor Yuf e
K(xn, 11) K(®n, y2) ... K(xn, Yn)

(49)

(n=1,2,3,..)
ein.
Wir betrachten nun nacheinander die auf der rechten Seite der Formel (48) auftreten-
den Glieder. Die Summe

n n
Z prlh(s = 2 K(CC,;, xi) é
p1=1 i=1
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b
stellt eine Riemannsche Summe fiir das Integral f K(#, #1) dé1 dar und konvergiert
a
fiir n -« gegen dieses Integral. Ebenso stellt die Summe
» Km:m Kﬂli‘?ﬂ

,
Ppy=1 Kpupy Kpup,
eine Riemannsche Summe fiir das Integral

§2

ff K(t1, t1) K(t1, t2)
1, U1 iy, 02

dty dis
K(tz, t1) K(tz, ta) 142

dar und so fort.

Somit fiihrt die Gleichung (48) beim Grenziibergang zu der Potenzreihe in 4:

n in
D) =1+ 2 (=1 —dy ; (50)
n=1 n:
dabei ist
b b b
- (t1 t2 ... ¢ -
dp = ff [ K (ti t: ’:) diy dts ... diy ; (51)
a a a
der Ausdruck K (% 2 - t") ist entsprechend (49) definiert.
t1 t2 ... &y ’

Die Reihe (50) haben wir durch eine heuristische Betrachtung erhalten. Kehren
wir nun zur Darlegung der strengen Theorie zuriick, so miissen wir zweierlei be-
weisen: erstens, daf} die Reihe (50) in der ganzen Ebene der komplexen Verdnder-
lichen 4 konvergiert, d. 1., da B sie eine ganze Funktion von A darstellt, und zweitens,
daB die Multiplikation der Reihe (39) mit der Reihe (50) ebenfalls auf eine ganze
Funktion von 4 fiihrt.

Zunichst wollen wir die Keeffizienten 4, abschitzen. In (51) steht unter dem
Integralzeichen eine Determinsnte n-ter Ordnung, deren Elemente K(t;, ty) dem
Betrag nach nicht gréBer sind als eine positive Zahl M. Wenn wir den Hadamard-
schen Satz [ITIf1,16] und die iibliche Abschitzung eines mehrfachen Integrals
benutzen, erhalten wir

|dp| =0™2 [M(b—a)]" .
Somit sind die Glieder der Reihe (30) dem Betrag nach nicht grofler als die
positiven Zahlen
Alm "
% w2 [ M (D —a)" . (52)

Wir zeigen nun, daB die aus diesen Zahlen gebildete Reihe konvergiert. Fiir den
Quotienten aus dem (n+1)-ten und dem n-ten Glied der Reihe erhalten wir
1)(n+1)/2 Al M(b - 1\n/2
A (0 A HORDE gy MO ) (14 ) .
n+1 nn/2 Vﬂ =1

"n

1\n/2 _ )
Fiir n - <o konvergiert der Ausdruck (1 +;) gegen |e [I, 38], also der Quotient

gegen 0. Hieraus folgt die Konvergenz der aus den Zahlen (52) gebildeten Reihe fiir
alle 1; die Funktion (50) ist also eine ganze Funkticn von .
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Die Funktion D(A) haben wir durch Grenziibergang aus dem Cramerschen Nenner
erhalten, Die Vermutung liegt nahe, daf} sie der Nenner der Resolvente R(s, t; 1)
ist, daf} wir also bei Multiplikation der Reihe (39) mit D(4) eine ganze Funktion
von A erhalten. Bei Ausfithrung der Multiplikation entsteht eine Reihe, deren Glie-
der keine Zahlen mehr sind wie die der' Reihe D(4), sondern Funktionen von s und ¢.
Fiir diese Reihe fithren wir folgende Bezeichnung ein:

Dis, t: 1) = Kls, 0+ 3, (~110 ', da(s, 0. (53)

Die beiden Potenzreihen (39) und (50) konvergieren in dem durch (41) bestimm-
ten Kreis. Daher konvergiert die Reihe (53), die durch Multiplikation der beiden
Reihen entstanden ist, ebenfalls in diesem Kreis. Da man absolut konvergente
Potenzreihen gliedweise multiplizieren darf, kénnten wir einen Ausdruck fiir die
Koeffizienten dy(s, {) durch Ausmultiplizieren der beiden Reihen erhalten. Die
Rechnung wird jedoch einfacher, wenn wir einen anderen Weg einschlagen. Wir
multiplizieren hierzu beide Seiten der ersten Gleichung (46) mit D(A) und erhalten

b
Di(s, t; 2y =K(s, t) D(A)+A [ K(s, t1) D(ty, ¢; 4) dt; . (54)

Durch Einsetzen der Reihen (50) und (53) fiir D(1) bzw. D(s, t; ) und durch Koeffi-
zientenvergleich beziiglich A% gelangen wir zu der Rekursionsformel

b
du(s, t)=K(s, t) dpn—n [ K(s, t1) du-1(t1, t) dt1 (n=1,2,3,...), (55)
a

die uns die sukzessive Berechnung der Koeffizienten d,(s, ) ermdglicht; dabei ist
do(s, t)= K(s, t) zu setzen. Es sei noch erwihnt, dal die Reihe (53) auf jeden Fall
absolut und in bezug auf (s, t) gleichmédBig konvergiert, wenn die Bedingung (41)
erfiillt ist, da dann die Glieder der zu multiplizierenden Reihen (39) und (50) kleiner
sind als gewisse positive Zahlen, die konvergente Reihen bilden. Deshalb kann auf
der rechten Seite der Gleichung (54) die Integration gliedweise ausgefiihrt werden.
Setzt man in (55) n=1, so ergibt sich

b
K(s, t) K(s,t
dy(s, t) = K(s, t) fKtl, t) dtl—st t) K(ty, t) dty = [ X fl t)) KEZ tll)) dy

oder mit der Bezeichnung (49)

b
s, 0= [ K (j 2) dty .
a

Fiir n =2 liefert (55)

b b
da(s, 1) = K(s, t) f f K (Z Z) dfr dty—2 j f K(s, t) K (‘1 t"‘) diy dts .
a a

Durch eine elementare Umformung erhalten wir hieraus den Ausdruck

da(s, t)= [f (.S' h tz) dfy dts

der dem Ausdruck fiir n =1 analog ist.
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Wir beweisen, dall allgeniein fiir jedes positive ganze n
b b b

* t1 o ... L (e
s, )= [ | fK(;’ e ”) dtr dts ... dt (36)
a d a "
gilt.

Wir bezeichnen hierzu den auf der rechten Seite von (56) stehenden Ausdruck
mit di(s, t). Da die Richtigkeit der Gleichung (56) fiir n=1 gezeigt wurde, gilt
df(s, ty=dy(s, t). Wir werden zeigen, daf fiir n=2, 3, ... die Funktionen dj(s, ¢)
denselben Beziehungen

b
di(s, ) =K(s, t)dp—n [ K(s, t1) d,;f_1(l1, t) diy (551)
a

wie die Funktionen d,(s, t) geniigen. Nach (55) und (551) lassen sich die Funktionen
dyn(s, t) und di(s, t) in eindeutiger Weise sukzessiv bestimmen, und aus df(s, {) =
=di(s, t) folgt di(s, t) =dy(s, t) fir alle n. Damit ist dann der Beweis von (56) auf
den Beweis von (551) zuriickgefithrt, wobei mit d(s, t) der Ausdruck auf der rechten
Seite von (56) bezeichnet ist.

Zunichst sei bemerkt: Wenn in dem Ausdruck auf der linken Seite von (49) zwei
GroBen a; oder zwei Grollen y; vertauscht werden, dndert sich am Wert der
Determinante nur das Vorzeichen; denn eine solche Anderung ist gleichbedeutend
mit der Vertauschung zweier Zeilen oder zweier Spalten dieser Determinante.

Entwickeln wir die in (56) vorkomimende Determinante nach den Elementen der
ersten Zeile, so konnen wir nach der letzten Bemerkung schreiben:

St ... In AN l1 t2 . In
K(t to... t,,) Kis, ) K (t1 tn) Kis, ) K (t s ... tn)

o to ...ty - [ B 7 B
CK(s, tz) K (tl 2 tn)— o —K(s, tn)K(ti o t").

Integrieren wir beide Seiten dieser Gleichung iiber alle ¢; und dndern auf der rechten
Seite die Bezeichnung der Integrationsverdnderlichen, so erhalten wir, wieder nach
unserer Bemerkung, die Gleic hung

di(s, t)=K(s, t) dyp—n [f [Kstl (”2 f”)dtldtz...dtn,

die unmittelbar auf (551) fiihrt. Danut lbt die Gleichung (56) bewiesen. Wenden wir
cuf die in (56) vorkominende Determinante den Hadamardschen Satz an, so ge-
langen wir zu der Abschidtzung

[dn(s, )] = (n+ 1)@ Jntl (h —q)n

Daraus folgt in derselben Weise wie bei der Reihe in (50), daB die Reihe in (53)
eine ganze Funktion von 2 darstellt und, bei beliebigem 2, auf dem Quadrat kg
absolut und gleichmaBig beziiglich (s, {) konvergiert.

Wenn wir noch beachten, dafl unter der Bedingung (41) die Gleichung

R(s, t; 4) D(A) =Ds, t; 4)
gilt, kénnen wir fiir diese Werte von 4

D(s, t; 4)
R(S, t; l)zw‘

schreiben.
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Die rechte Seite dieser Gleichung liefert die analytische Fortsetzung der Funk-
tion R(s, t; ) auf die ganze Ebene der komplexen Verdnderlichen 1. Sie zeigt, dal}
die Resolvente eine meromorphe (oder ganze) Funktion von 1 ist. Der Nerner in
(67), der gewShnlich Fredholmscher Nenner genannt wird, hingt nicht von den Ver-
dnderlichen s und ¢ ab.

Wir weisen noch auf einige Folgerungen aus den erhaltenen Gleichungen hin.
Aus (51) und (56) felgt unmittelbar

b
dpr1=[ du(s, s) ds . (58)
a

Ferner besteht die Moglichkeit einer einfachen sukzessiven Berechnung der
‘Koeffizienten dy, und dy(s, t). Setzen wir in (58) =0 und beachten, dal} do(s, t)=
= K(s, t) ist, so erhalten wir d;. Betrachten wir danach die Gleichung (55) fiir n=1,
so gelangen wir unter Beriicksichtigung von dp=1 zu dy(s, ¢). Darauf liefert uns (58)
fiir n=1 den Koeffizienten ds und (55) fiir =2 die Funktion da(s, {) usw. Setzen
wir in (5‘%) t=s und integrieren beide Seiten iiber s, so ergibt sich nach (58)

jDs §; A) ds—d1+2 ”j;—ndnﬂ

oder na ch (50)
b

D'(Ay=—[D(s,s; A ds. (59)

Schlieflich folgt aus (56), daf} die Funktionen dy(s, t) auf demQuadrat kq stetig sind,
und aus der gleichméBigen Konvergenz der Reihe in (53) ergibt sich, daf auch die
Funktion D(s, t; 1) auf kg stetig ist.

Setzen wir

b b
A1=f K(s,s)ds, Ap=[ Kyls, s)ds
a a
und beriicksichtigen die Beziehungen (39), (57) und (59), so erhalten wir

Apyrin= - 220
n;) n+1 D(%)

und daraus ergibt sich wegen D(0)=1

D().) _ e'(AxM»Ag %2+As %3+) ‘
Die Zahlen A4, nennt man gewd6hnlich Spuren der iterierten Kerne Ky(s, t) (n=
=1, 2, ...). Die Reihe im Exponenten konvergiert unter der Bedingung (41). Ent-
wickeln wir aber die rechte Seite dieser Beziehung nach Potenzen von 4, wobei wir
die tiibliche Reihendarstellung fiir e# benutzen, d. h.

A3 n
- (A11+Az +A3 )
n=0 n.

so entsteht auf Grund der Eindeutigkeit der Potenzreihenentwicklung eine Ent-
wicklung in der ganzen A-Ebene, und die Koeffizienten dy, enthalten nur die Spuren
Ay, As, ... Aus der Gleichung

D(s, t; A)= R(s, t; A) D(4)
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folgt dann weiter, daf} sich die Koeffizienten d,(s,t) in der Entwicklung von
D(s,t; ) durch die Spuren A;, As, ..., 4y, und die Kerne Kj(s,t), Ka(s,t), ...,
Kp-1(s, t) ausdriicken lassen.

Die ganzen Funktionen D(A) und D(s, t; 4) lassen sich in der gesamten A-Ebene
in Potenzreihen nach 1 — 2y entwickeln, wobei 4y eine beliebig festgelegte komplexe
Zah] ist. Beispielsweise ist
2 9kD(s, ;3 4) | (A—lo)k

D(s, t; 2)=D(s, t; 49)+
(5,6 =Ds, 1 20)+ 3 57| 5

mit
OD(s, 13 1) = Jn—k
— =2 ()t da(s, f) .
32. n—k (n k) .

Aus der Abschitzung fiir dy(s, t) folgt unmittelbar, dafl die letzte Reihe bei be-
liebigem A auf kg gleichméaBig konvergiert, womit sich ergibt, daf} die Koeffizienten
in der Potenzreihenentwicklung von D(s, t; ) nach A —24g ebenfalls auf kg stetige
Funktionen sind.

8. Fredholmsche Integralgleichungen mit beliebigem A. Wir gehen von der Glei-
chung (54) aus. Sie entstand aus der ersten Gleichung (46) durch Multiplikation
mit D(A). Da wir die Gleichungen (46) bisher nur unter der Bedingung (41) her-
geleitet haben, kénnen wir zunéchist nur behaupten, dafl unter der Bedingung (41)
beide Seiten der Gleichung (54) einander gleich sind. Nach dem grundlegenden
Prinzip iiber die analytische Fortsetzbarkeit (dem Permanenzprinzip) stimmen aber
zwel ganze Funktionen auf der gesamten Ebene der komplexen Verdnderlichen 1
iiberein, wenn sie auf einem gewissen Kreis dieser Ebene tibereinstimmen [111/2, 187.
Dividieren wir beide Seiten von (54) durch D(A), so sehen wir, daB die Resolvente fiir
diejenigen Werte von 4, fiir die D(A) nicht verschwindet, der ersten Gleichung (46)
geniigt. Verschwindet jedoch D(A), so verliert der Quotient (57) seinen Sinn. Ebenso
iiberzeugen wir uns durch analytische Fortsetzung davon, dafl die Resolvente fiir
die erwdhnten Werte von 4 auch der zweiten Gleichung (46) geniigt. Wenn also ein
Wert von A keine Nullstelle ven D(4) ist, existiert eine stetige Losung der beiden
Gleichungen (46), und durch Anwendung des Existenz- und Eindeutigkeitssatzes
aus [6] erhalten wir den

Satz 1. Wenn ein Wert von A kevne Nullstelle von D(R) ist, hat die Qleichung (42)
fiir jedes beliebige stetige f(s) genau eine Losung, und diese Liosung Lt sich durch die
Formel (45) bestimmen, wober E(s, t; A) durch (57) definzert ist.

Nun sei 4 = 4 eine Nullstelle von D(1). Es ist moglich, daB3 g fiir beliebige Werte
von s und ¢ gleichzeitig eine Nullstelle der Funktion D(s, t; 1) ist. Wir zeigen so-
gleich, dafB3 die Vielfachheit dieser Nullstelle im Z#hler von (57) bestimmt kleiner
ist als im Nenner. Hieraus folgt, daf} alle Nullstellen von D(4) Pole der Resolvente
sind.

Satz 2. Jede Nullstelle 29 der Funktion D(1) ist ein Pol der Resolvente.
Es sei 49 eine Nullstelle von D(1) mit der Vielfachheit £,
D(2)= (2= %) Do(2),  Do(40)+0.
Wir nehmen an, dafl Ay zugleich eine Nullstelle der Funktion D(s, t; 1) mit der
Vielfachheit 1 ist,
D(s, t; 2)=(A—20)! Do(s, t; 4) ;
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dabei ist Dy(s, t; A) eine Potenzreihe in 1 — 14y, deren Anfangsglied nicht identisch
in s und ¢ verschwindet. Bekanntlich hat die Ableitung D’(4) fiir 1=14¢ eine Null-
stelle der Vielfachheit &£ —1. Nach (59) erhalten wir

b
D'(A)y= —(A—20)! [ Dy(s, s; A) ds .
a

Wihrend die linke Seite dieser Gleichung fiir A=24¢ eine Nullstelle der Vielfachheit
k—1 hat, tritt auf der rechten Seite der Faktor (1 —2p)? auf. Aullerdem kann es
vorkommen, dafl nach der Integration iiber s noch eine ganze positive Potenz von
A —2g als Faktor hinzutritt. Diese Uberlegung fiihrt uns zu der Ungleichung I =k —1,
d. h., der Zahler von (57) hat fiir A =24g hochstens eine Nullstelle von einer Vielfach-
heit kleiner als &, und deshalb hat der Quotient (57) fiir =4 einen Pcl. Wir be-
nerken noch, dafl das Anfangsglied in der Entwicklung von Dy(s, ¢t; ) nach
Potenzen von 4 — 4y eine Funktion von s und ¢ ist. Sie kann fiir spezielle Werte von
sundt, aber nicht identischin s und ¢ verschwinden; denn anderenfalls wire A= 14¢
eine Nullstelle der Funktion D(s, t; 4) mit einer gréfieren Vielfachheit als /. Den
soeben bewiesenen Satz kénnen wir genauer folgendermaflen fermulieren: Es lassen
sich Werte von s und t finden, fiir die A=2y ein Pol der Resolvente vst.

Wir haben bewiesen, daf jede Nullstelle g der Funktion D(4) ein Pol der Resol-
vente ist. Der Pol habe etwa die Ordnung ». In der Umgebung des Punktes 2=1¢
gibt es dann eine Entwicklung der Gestalt

a—r(s, 1 a—r+1(8, ¢ a-1(s,1 hd .
R(s, t; M)= @ '_(10)), +(}. f;f))rl +ot Zli 7o ) +izoa'i(8, t) (A—74g)t,
wobei der Koeffizient a—y(s, ) auf Xy nicht identisch verschwindet. Aus der Dar-
stellung am Schluf} von [7]folgt, dal} die Koeffizienten ai(s, t) auf ko stetige Funk-
tionen sind. Setzen wir diese Entwicklung in die erste Gleichung (46) ein, multi-
plizieren beide Seiten mit (4 —2¢)” und setzen dann i =19, so erhalten wir

b
a—p(s, ty=20 [ K(s, ) a_p(t, t) dfy .
a

Es zeigt sich also, dal} der Koeffizient a_y(s, t) als Funktion von s fiir beliebige
Werte der Verdnderlichen ¢ eine Lésung der homcegenen Integralgleichung

b
(s)=20 [ K(s, t) @(t) dt (60)

darstellt. Da die Funktion a_,(s, t) nicht identisch gleich 0 ist, gelangen wir zu
folgendem

Satz 3. Wenn A9 esne Nullstelle von D(2) ist, besitzt die homogene Integralgleichung
(60) nicht vdentisch verschuindende Liésungen.

Somit sind alle Nullstellen von D(A) charakteristische Zahlen der Integral-
gleichung, d. h., fiir diese Nullstellen hat die homogene Integralgleichung

b
@(s) =laf K(s, t) o(t) dé (61)

von der Nullésung verschiedene Losungen. Ist aber ein bestimmter Wert von 2
keine Nullstelle von D(1), so hat die Integralgleichung (42) nach Satz 1 fiir jede be-
liebige stetige Funktion f(s) genau eine Losung, die honiogene Integralgleichung (61)
speziell nur die Nulldsung. Mit anderen Worten: Ist ein Wert von 2 Nullstelle von
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D(4), so ist er eine charakteristische Zahl; ist er dagegen keine Nullstelle von D(4),
so ist er keine charakteristische Zahl.
Wir erhalten somit den

Satz 4. Die charakteristischen Zahlen der Integralgleichung (42) sind gerade die
Nullstellen von D(1).

Die ganze Funktion D(4) kann aber nur endlich viele Nullstellen in jedem be-
schrinkten Gebiet der Ebene der komplexen Verdnderlichen 2 haben, daher gilt
der

Satz 5. In jedem beschrinkten Gebiet der A-Ebene konnen hichstens endlich viele
charakteristische Zahlen existieren.

Wir weisen noch auf eine Formel hin, die fiir die Anwendungen niitzlich ist. Wir
setzen voraus, daf} sich die gegebene Funktion in der Integralgleichung (42) in der
Gestalt

b
f(s) :af K(s, t) w(t) d¢ (62)

darstellen 148t, wobei w(t) eine Funktion von ¢ ist. Nehmen wir an, daff 2 keine

charakteristische Zahl ist, so erhalten wir wegen (45) die Losung von (42) in der
Gestalt

®(s) =afbK(s, £) w(t) dt+ 4 fl:{bR(s, £ ) K(¢8, 8) ofty) dt dty .
a

Setzen wir den aus der zweiten Gleichung (46) folgenden Ausdruck

}.jR(s, t; A) K(t, ty) dt = R(s, t1; 1) — K(s, t1)
ein, so gewinnen wir schlieflich fiir die Losung von (42) den einfachen Ausdruck

) =1 Ris, 15 1) oft) a1, (63)
alls die gegebene Funktion in der Integralgleichung die Gestalt (62) besitzt.
9. Die transponierte Integralgleichung. Um die Theorie weiterzuentwickeln, be-
trachten wir neben der Integralgleichung (42) eine andere Integralgleichung, die
sich von (42) dadurch unterscheidet, daB iiber die erste Verdnderliche des Kerns

integriert wird. Die gegebene Funktion werde mit ¢(s), die gesuchte Funktion mit
y(s) bezeichnet. Wir betrachten also die Integralgleichung

b
p(s)=g(s)+4 '{ K(t, s) p(t) dt, (64)

welche die 2u (42) transponserte Integralgleichung genannt wird.
Die zugehérige homogene Integralgleichung ist

b
»(8) :laf K(t, s) p(t) dt .- (65)

Wenn wir die Argumente des Kerns wie frither bezeichnen wollen, miissen wir den
Kern dieser Integralgleichung durch

Kols, 1) = K(t, s)
3 Smirnow IV/1
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definieren. Der Ausdruck (49) fiir den Kern Ky(s, ¢t) wird dann aus dem entsprechen-
den Ausdruck fiir K(s, t) durch Vertauschen der x; mit den y; gebildet:

Ko(xl 2 ... );,,,):K (yl Y2 ... yﬂ)
Y1 Y2 .- Yn Tl X2 ... Xy

Aus (51) ergibt sich damit, dal} die Koeffizienten d,, fiir den Kern Ky(s, t) und fiir
den Kern K(s, t) iibereinstimmen, und aus (56) folgt, dal} die Koeffizienten dy(s, t)
des Kerns Ky(s, t) aus den entsprechenden Koeffizienten fiir K(s, ) einfach durch
Vertauschung der Argumente s und ¢ gebildet werden. Somit sieht man, dal} sich
der Zéhler und der Nenner von (57) fiir die transponierte Integralgleichung (64)
mit Hilfe der entsprechenden GréBen firr die Integralgleichung (42) darstellen
lassen,

D0(83 t& }') :D(t7 S5 }')’ DO()') :D(l) )

d. h., den Zihler erhédlt man durch Vertauschung der Argumente s und £, wihrend
der Fredholinsche Nenner fiir die transponierte Integralgleichung (64) derselbe ist wie
fiir die Integralgleichung (42). Daraus folgt beispielsweise, dall} die transponierte
Integralgleichung dieselben charakteristischen Zahlen besitzt wie die Ausgangsintegral-
gleichung.

Alle in [8] formulierten Sitze gelten natiirlich auch fiir die transponierte Integral-
gleichung. Aullerdem folgt aus der eben angestellten Betrachtung de.

Satz 6. Die homogene Integralgleichung (61) und die zu thr transponierte Integral-
gleichung (65) haben beide gleichzeitiy entweder nur die Nullosung oder nicht identisch
verschuwindende Lisungen.

10. Losbarkeit im Fall einer charakteristischen Zahl. Der Satz 1 aus [8] beantwortet
die Frage nach den Losungen der Integralgleichungen (42) nur dann vollstindig,
wenn 4 keine charakteristische Zahl ist. In diesem Abschnitt wollen wir uns mit
dem Fall beschiftigen, dafl 4 eine charakteristische Zahl ist.

Es sei 4 eine charakteristische Zahl, und die inhomogene Integralgleichung (42)
habe eine Lésung ¢(s). Multiplizieren wir beide Seiten von (42) mit irgendeiner
Losung y(s) der homogenen transponierten Integralgleichung (65) und integrieren
iiber s, so erhalten wir

b

b b b
£ 06 ) ds =1 /i5) y(s) s+ f [z T KGs,0) 9l6) ds] o) dt

Nach (65) ergibt sich hieraus
b b b
Jols) yls)ds =1 f(s) pis) ds +[ v(t) ¢(t) dt

oder
b
aff(s) p(s)ds=0; (66)

die Integralgleichung (42) besitzt also nur dann eine Losung, wenn f(s) die Be-
dingung (66) erfiillt, in der y(s) eine beliebige Losung der Integralgleichung (65) ist.
Da 2 nach Voraussetzung eine charakteristische Zahl ist, gibt es tatsdchlich von
0 verschiedene Losungen von (65). Ist A dagegen keine charakteristische Zahl, so hat

_ die Integralgleichung (42) nach Satz 1 fiir jedes beliebige f(s) eine Losung. Somit
erhalten wir den



10. Losbarkeit im Fall einer charakteristischen Zahl 35

Satz 7. Es gilt die Fredholmsche Alternative: Entweder vst die Integralgleichunyg (42)
fiir jede stetige Funktion f(s) losbar, und die homogene Integralgleichung (61) hat nur
die Nullosung, oder aber die homogene Integralgleichung (61) hat von der Nullosung
verschiedene Losungen, und die Integralgleichung (42) vst nicht fir jede Funktion f(s)
losbar.

Im ersten Fall hat die inhomogene Integralgleichung genau eine Lésung. Dies
folgt aus Satz 1 oder auch aus der folgenden einfachen Uberlegung: Wenn die in-
homegene Integralgleichung zwei verschiedene Losungen hitte, dann wire deren
Differenz eine von der Nullgsung verschiedene Losung der homogenen Integral-
gleichung.

Bemerkung. Wenn bekannt ist, dal} fiir ein gewisses 42 und fiir eine gewisse
Funkticn f(s) die inhomogene Integralgleichung (42) eine und nur eine Losung hat,
dann ist 4 keine charakteristische Zahl. Denn wire A eine charakteristische Zalhl, so
kénnten wir zu der vorausgesetzten Losung von (42) eine beliebige von der Null-
16sung verschiedene Losung der zugehorigen homogenen Integralgleichung addieren
und erhielten eine Lésung der inhomogenen Integralgleichung, die mit der voraus-
gesetzten Losung nicht iibereinstimmte.

Es wird sich zeigen, dall die Bedingung (66) fiir die Losbarkeit der Integral-
gleichung (42) nicht nur notwendig, sondern auch hinreichend ist. Vorldufig wollen
wir uns aber erst mit der Vielfachheit einer charakteristischen Zahl beschiftigen [4].

Es sei 4 eine charakteristische Zahl, und

P1(s), @2(8), ovs Pmls) (67)

seien irgendwelche linear unabhédngigen Eigenfunktionen, d. h. von der Nullésung
verschiedene Losungen der Integralgleichung (61). Da 2 =0 keine charakteristische
Zahl sein kann [4], gilt also

b
(mf):f K, Oqi)dt  (G=1,2, .., m). (68)
a

Ist 4 oder der Kern nicht reell, so miissen wir auch die Funktionen (67) als kom-
plexwertig annehmen. Da sich wieder eine Eigenfunktion ergibt, wenn aus den
Eigenfunktionen (67) eine beliebige Linearkombination mit konstanten Koeffi-
zienten gebildet wird, 146t sich auf die Funktionen (67) der Orthogonalisierungs-
prozell anwenden. Somit kénnen wir annehmen, dafl die Funktionen (67) paar-
weise orthogonal und normiert sind, also

b b
af%(é’) Pe(s)ds=0  (p+*g), af gp(s)2ds=1. (69)

Wenn wir zu den konjugierten Werten iibergehen, kénnen wir (68) auch in der
Gestalt

b
2D [ K0 gyt0) e

schreiben. Hieraus ist ersichtlich, daf} die linke Seite dieser Gleichung den j-ten
Fourierkoeffizienten des (als Funktion des Argumentes ¢ aufgefallten) Kerns K(s, t)
in bezug auf dasnormierte Orthogonalsystem (67) darstellt, das aus endlich vielen
Funkticnen besteht. Die Besselsche Ungleichung [3] ergibt, da fiir eine beliebige
3#
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komplexe Zahl « die Gleichung |«| = |&] gilt,

i=t |42

3
3 !W(S)|2§ f \K(s, )2 dt .
a

Integrieren wir beide Seiten dieser Ungleichung nach s, so erhalten wir mit (69)
b

b
™1
< el
ig:imzéaf L{ | K (s, t)] dt] s

b

b
%5] [f(K(s, t)2dtJ ds,

a

oder

woraus die Ungleichung

b b

m=|A?2f (f]K(s, £)2 dt) ds
a a

hervorgeht, in der wir wegen der Stetigkeit des Kerns das rechts stehende Integral

auch als Doppelintegral auffassen kénnen. Aus dieser Ungleichung folgt, dal die

Anzahl der zu einer charakteristischen Zahl 1 gehérenden linear unabhéngigen

Eigenfunktion nicht grofer ist als die auf der rechten Seite dieser Ungleichung
stehende Zahl.

Satz 8. Zu jeder charakteristischen Zahl gehoren nur endlich viele linear unabhin-
gige Eigenfunktionen, d. h., die Vielfachheit eines jeden Eigenwertes vst endlich.

Bemerkung. Fir charakteristische Zahlen 4, die weit vom Koordinatenur-
sprung A =0 entfernt sind, wird die rechte Seite der letzten Ungleichung wegen des
Faktors |42 sehr groB.

Ist A eine charakteristische Zahl, so haben die Integralgleichungen (61) und (65)
gleichzeitig von 0 verschiedene Lésungen. Jetzt soll gezeigt werden, daf jede
charakteristische Zahl in beiden Gleichungen dieselbe Vielfachheit hat.

Satz 9. Die homogene Integralgleichung (61) und die transponierteIntegralgleichung
(65) haben gleich viele linear unabhingige Lisungen, d. h., ihre (iibereinstimmenden)
charakteristischen Zahlen haben dieselb:> Vielfachheit.

Wir fithren den Beweis indirekt. Wir nehmen an, die charakteristische Zahl A habe
in (61) die Vielfachheit m, in (65) die Vielfachheit n, und es sei m <n. Diese Annahme
wollen wir zu einem Widerspruch fiihren. Es seien

(p1(8)9 (}72(8); ey ‘Pm(s) (70)
linear unabhéngige Losungen von (61) und
p1(8), pa(s), o, Yuls) (71)

linear unabhéngige Losungen von (65), d. h.

b
<Pf(8)=1afK(8, t) gj(t) dt (i=1,2,..,m),
Y (72)
w;(8)=lafK(t, Slyydt  (G=1,2,..,n).
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Wir kénnen wieder annehmen, dafl die Funktionen (70) wie auch die Funktionen
(71) jeweils ein normiertes Orthogonalsystem bilden.
Nun bilden wir den neuen Kern

m
L(s, t) = K(s, t) —gl%'(t) i(s) (73)
und die beiden zueinander transponierten Integralgleichungen
b
=4 [L(s, ) glt) dt, (74)
a
b
=4 [ L(t, s) p(t) dt . (75)
a
Wegen (73) lassen sich diese Integralgleichungen folgendermaBen schreiben:
b
=2 K(s 6 ¢t) dt—lZW f%(t (741)
lfK(t 8) p(t) dt —2 Z ®s(s f v(t) (7561)

Multiplizieren wir beide Seiten von (74;) mit y(s), wobei k eine beliebige der
Zahlen 1,2, ..., m ist, und integrieren iiber s, so erhalten wir fiir eine beliebige
Losung ¢(s) der Integralgleichung (74,)

b b b m b
oo vuto) ds= |27 K00 et a5 | o0 a2 3 £ 900 a1 S 35 et ds.

Da die Funktionen (71) orthogonal und normlert sind, kénnen wir diese Glei-
chung mit Hilfe von (72) auch in der Gestalt

b b b
af‘P(s) vi(s) ds:ﬂf Yr($) @(s) ds—laf Pr(s) @(s) ds

schreiben, woraus wegen A=0 die Beziehungen

b___
[ er(s) g(s)ds=0 (k=1,2, ..., m) (76)

hervorgehen.

Somit erfiillt jede Lésung der Integralgleichung (74;) die Bedingungen (76). Auf
Grund dieser Bedingungen wird aus (741)

b
p(s)= 1af K(s, t) o(t) dt,

d. h., jede Losung von (74;) und damit von (74) geniigt auch der Integralgleichung
(61). Deshalb muBl ¢(s) eine Linearkombination der Funktionen (70) sein:
m

@(8) =jZ cspi(s) - (77)

Um zu zeigen, daB alle Koeffizienten ¢; gleich 0 sind, multiplizieren wir beide
Seiten von (77) mit gz(s) und integrieren iiber s,

m b

f ¢(s) px(s) ds —jz Cjaf%(é‘) gx(s) ds .
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Da die Funktionen (70) orthogonal und normiert sind, erhalten wir unter Benutzung
von (76) die Relation 0=cg. Somit folgt aus (77) die Beziehung ¢(s) =0, d. h., die
homogene Integralgleichung (74) hat nur die Nullésung.

Wir zeigen nun, dal} die transponierte Integralgleichung (75) eine von der Null-
16sung verschiedene Losung hat. Setzen wir in (75;) ndmlich p(s) = yg(s) mit &k >m,
so erhalten wir, da die Funktionen (71) ein Orthogonalsystem bilden, die Integral-
gleichung

b
yi(s) =2 [ K(t, s) yi(t) dt,

a

die mit einer der Integralgleichungen (72) iibereinstimmt. Hieraus folgt, dal} die
Funktion y(s) =yy(s) fiir k=>m der Integralgleichung (75) geniigt. Somit folgt, daf
die Integralgleichung (74) nur die Nullésung hat, wihrend die transponierte Inte-
gralgleichung (75) von der Nullésung verschiedene Losungen besitzt. Aus der An-
nahme m<n ergibt sich also ein Widerspruch zu Satz 7.

Ebenso 146t sich beweisen, daf auch der Fall m =n unméglich ist. Daher ist
m=mn, und Satz 9 ist bewiesen.

Bemerkung. Aus unserem Beweis geht zugleich hervor, dafl die homogenen
Integralgleichungen (74) und (75) nur die Nullosung haben, dal also 4 keine
charakteristische Zahl des Kerns L(s, ¢) ist.

Wir kommen nun zur Auflésung der inhomogenen Integralgleichung
b
§(s)=f(s) +4 [ K(s, 1) g(t) (78)
a

fiir den Fall, daB3 1 eine charakteristische Zahl ist. Wir haben bereits gesehen, daf}
die Bedinguncf [fiir f(s)]

f f(s) p(s)ds=0, (79)
in der y(s) eine beliebige Losung der Integralgleichung
=4 afb K(t, s) p(t) dt (80)
bedeutet, fiir die Losbarkeit der Integralgleichung (78) notwendig ist.
Wir beweisen jetzt, daf} diese Bedingung auch hinreichend ist. Dazu nehmen wir

an, sie sei erfiillt, und bilden gemal} (73) den Kern L(s, t). Wie wir gezeigt haben, ist
4 keine charakteristische Zahl dieses Kerns, so daf} die Integralgleichung

b
P(s)=1(5)+ 4 [ Lis, 1) p(t) i (81)

eine Losung ¢(s) besitzt.
Wir schreiben (81) in der Gestalt

b
<P(8)=f(8)+1af K(s, t) p(t) dt — 2 Z wi(s f(Pj(t (811)

Wie beim Beweis von Satz 9 multlphz1eren wir (813) mit yg(s), integrieren nach s
und erhalten

b b
fw(g vi(s) dS—ff(s ) yr(s d9+fwk @(s) ds —2 fwc @(t) dt,
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woraus nach (79) die Beziehungen
b
[ @ o) de=0  (k=1,2, ..., m)
a

hervorgehen. Somit falltin (811) oder, was dasselbe ist, in der Integralgleichung (81)
der Bestandteil fort, der sie von der Integralgleichung (78) unterscheidet, und un-
sere Losung ¢(s) von (81) ist auch eine Losung von (78). Damit ist bewiesen, dal
die Bedingung (79) auch hinreichend ist.

Wenn (79) erfiillt ist, 1a8t sich, wie immer bei linearen inhomogenen Gleichungen,
jede Loésung von (78) als Summe einer beliebigen speziellen Losung ¢o(s) von (78)
und der allgemeinen Loésung der zugehorigen homogenen Gleichung darstellen,

P(s) = go(s) +j§1 cipi(s) ; (82)

die ¢; sind dabei beliebige Konstanten. Die Integralgleichung (78) hat also in
diesem Fall unendlich viele Losungen. Die Losung ¢o(s) 1aBt sich mit Hilfe der
Resolvente des Kerns L(s, t) bilden.

Die angestellten Uberlegungen fiihren uns zu dem folgenden Satz.

Satz 10. Ist 1 exne charakteristische Zahl, so ¥st fiir die Losbarkeit der Integral-
gleichung (78) notwendig und hinreichend, daf} die gegebene Funktion f(s) der Bedin-
gung (79) geniigt, und zwar fir jede beliebige Eigenfunktion y(s) der transponierten
Integralgleichung, d. k. fiir jede beliebige Liésung der Integralgleichung (80). Ist die
Bedingung (79) erfiillt, so hat die Integralgleichung (78) unendlich viele Losungen, die
alle durch die Formel (82) dargestellt werden.

Bemerkung. Man braucht die Bedingung (79) nicht fiir jede Eigenfunktion v(s),
sondern nur fiir ein System y1(s), ..., wm(s) zu A gehoriger linear unabhéngiger Eigen-
funktionen von (80) nachzupriifen. Denn jede andere Losung ist eine Linearkom-
bination dieser Funktionen; folglich ist die Bedingung (79) fiir jede Losung y(s)
von (80) erfiillt, wenn sie fiir die Funktionen y(s) =yi(s) (k=1, 2, ..., m) erfiillt ist.

An Stelle der zur homogenen Integralgleichung
¢(8)=1afbK(S, t) @(t) dt (83)
transponzerten Gleichung
1;)(8):1afbK(t, §) p(t) d (841)

betrachtet man oft die sogenannte zu (83) adjungierte Integralgleichung

w(s)=4 fbK(t, $) w(t) dt . (842)

Die Gleichungen (84) haben zueinander konjugiert komplexe Losungen w(s) = w(s),
und die Losbarkeitsbedingung (79) mufl dann in der Gestalt

ff(s)’c@ds:o

geschrieben werden, wobei fiir w(s) die Losungen von (843) zu nehmen sind.
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Der Formelapparat, mit dessen Hilfe die grundlegenden Sitze bewiesen wurden,
ist zuerst von FREDHOLM im Jahre 1903 entwickelt worden. Die erhaltenen Sitze
sind den Sitzen uber die Auflésung linearer (Gleichungssysteme véllig analog
[111/1, 15

11. Die Fredholmschen Minoren. Die Uberlegungen des vorigen Abschnittes ermogli-
chen es uns, ein zu einer gegebenen charakteristischen Zahl gehériges vollstédndiges
Eigenfunktionensystem der homogenen Integralgleichung mit dem Kern K(s, t) auf-
zustellen. Wir wollen hier nur die Ergebnisse anfithren, ohne sie zu beweisen.1)

Unter Benutzung der Bezeichnung (49) fithren wir die GréGen

b b
81 ... 8 " 81 veo Sp 71 .o T
Bn( p):] f K( P n) dry ... drg,
1 ... Ip 1 o lp Tl o Ty
a a

81 ... 8p _ 81 ... Sp
Bo (t1 tp)—K(tl tp)
ein. Der p-te Fredholmsche Minor wird nun durch die Reihe
PR L NP R W L At 81 .« Sp
Dols, ;) =D (z1 tp"{) _,z‘o( D= Baly, tp

definiert. Offenbar stimmt diese Reihe fiir p =1 mit (53) {iberein. Es sei o eine Null-
stelle von D(2) mit der Vielfachheit r. Das erste Glied der Folge

s 51 8
D(zo),D(l;z.o), Dy 2;2@),...,
{21 ty 22
welches nicht identisch verschwindet, sei
81 e Sg_
D (tl v g’ AO) )

Die Zahl q ist die Vielfachheit der charakteristischen Zahl A. Man kann zeigen, dal sie
nicht gréBer ist als die Vielfachheit r der Wurzel 1=4 von D(4)=0. Sind s} und ¢
Werte der Verédnderlichen s; und #;, fiir die die Ungleichung

st 8
D ( ! ’ )=(=O
toe ty’
erfiillt ist, so wird ein zur charakteristischen Zahl 4y gehoriges vollstédndiges System
(im allgemeinen nicht orthogonaler und nicht normierter) Eigenfunktionen durch
8y wee Sh_4 8 Skid e &
Px(s) =D( ' o

bestimmt, und ein derselben charakteristischen Zahl entsprechendes Eigenfunktionen-
system der transponierten Integralgleichung lautet

10) (k=1,2,..,¢9

B thoq bty .. 8]

’ ’ o ’

81 eee Sp_1 Sk Sy e+ S

V’k(s)=D ’ ’ ’ ’q’% (k=], 2: very q)-
ti ces tk—l & tk+1 see tq

12. Integralgleichungen mit ausgeartetem Kern. Wir gehen nun auf eine Klasse
von Integralgleichungen ein, deren Auflsung auf ein endliches lineares Gleichungs-
system fiithrt. Ein Kern K(s, t) heilt ausgeartet, wenn er sich als Summe endlich
vieler Produkte darstellen 1a8t, deren Faktoren nur von s bzw. nur von ¢ abhingige

1) Vgl. etwa I.I. PRiwaLow, Integralgleichungen (russ.), Moskau — Leningrad 1935,
S. 61.
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Funktionen sind,

t) =k§::19k(8) ax(t) - (85)

Die Funktionen gg(s) kénnen wir ebenso wie die Funktionen ox(t) als linear unab-
héingig annehmen. Denn lieBe sich ein gp(s) linear durch die iibrigen gx(s) aus-
driicken, so kénnten wir diesen Ausdruck fiir pp(s) in (85) einsetzen, und die Anzahl
der Summanden wiirde sich verkleinern.

Wir betrachten eine Integralgleichung mit einem Kern der Gestalt (85) und die
zu ihr transponierte Integralgleichung:

b
¢(s)=1(s)+ 1af K(s, t) g(t) dt,

b (86)
¥() =9() + [ K6, 5) 9(0) dt .
Mit (85) erhalten wir
n b
@(s)=f(s)+4 2 ox(s) [ ox(t) @(t) dt,
k=1 a
7 b (87)
#’(3)=g(3)+2]§16k(3)£@k( ) »(8)
oder
p(s)=f(s) + 4 2 xwox(s)
k1 (88)

w(8) =g(s) + 4 2 ykow(s)
=

wenn mit zx und y; die durch

b b
xp = [ ox(t) @(t) dt, yr =/ ox(t) p(t) dt

bestimmten Zahlen bezeichnet werden. Folglich hat jede Losung der Gleichungen
(87) die Gestalt (88), und wir brauchen statt Funktionen nur noch die Zahlen a3,
und yx zu ermitteln.

Setzen wir die Ausdriicke (88) in die Gleichungen (87) ein, so erhalten wir durch
Koetfizientenvergleich beziiglich der linear unabhingigen Funktionen gz(s) und
ox(s) die beiden Gleichungssysteme

n
xi—2 2 awxe=fi, (891)
k=1
”
Yi —ikz akiYk =Gi (892)
=1
zur Bestimmung der z; und yy; dabei ist
b
aix=[0us) ex(s) ds,  fi= f f(s) os(s) d f g(s) ei(s) d (90)
a

Die Determinanten der Gleichungssysteme (89;) und (892) unterscheiden sich nur
dadurch, daB die Zeilen mit den entsprechenden Spalten vertauscht sind.
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Ist beispielsweise die Determinante des Gleichungssystems (89;) von 0 ver-
schieden, dann gibt es fiir beliebige f; wohlbestimmte Zahlen x;. Durch Einsetzen
dieser Zahlen in (88) erhalten wir g(s). Zu den homogenen Integralgleichungen

b b
<P(S):1af K(s, t) o(¢) dt, w(S)=1af K2, s) y(2) d

gehoren die homogenen Gleichungssysteme

n

x—2 2 agap=0, (914)
k=1
n

yz——AZamyk:O (1,.:1, 2, seny n) . (912)
=1

Setzt man die Determinante eines dieser Gleichungssysteme (welches man nimmt,
ist gleichgiiltig) gleich 0, so ergibt sich eine algebraische Gleichung zur Bestimmung
der charakteristischen Zahlen. Wenn A= 4¢ irgendeine Wurzel dieser Gleichung ist,
hat das System (91;) eine von O verschiedene Lésung (1, g, ..., 25). Setzt man
diese in die Formel

n

@(s) =19 ]zlxk()lc(s) (92)

ein, so erhdlt man eine Eigenfunktion.

Die bisher bewiesenen Sitze reduzieren sich im vorliegenden Fall auf die be-
kannten Sédtze der linearen Algebra [III/1, 8, 9, 10, 15].

Wir bemerken, daf3 wir auch fiir die inhomogene Integralgleichung (87) ein
homogenes Gleichungssystem (91,) erhalten, falls alle Zahlen f; gleich 0 sind,

fbf(s) o(s)ds=0  (i=1,2, ..., n). (93)

Ist 4 unter dieser Voraussetzung keine charakteristische Zahl, so liefert uns das
System (91;) nur die Nullgsung, und wegen (88) erhalten wir ¢(s)=f(s). Daf} dies
eine Losung ist, 148t sich unmittelbar nachpriifen, indem man sie in (87) einsetzt
und dabei die Gleichungen (93) beachtet.

Ausgeartete Kerne kann man zur ndherungsweisen Auflésung von Integral-
gleichungen benutzen; man approximiert dabei den gegebenen Kerndurch einen aus-
gearteten Kern und l6st die entstehende Integralgleichung mit Hilfe der eben be-
schriebenen algebraischen Methode. Dieses wieauch andere Naherungsverfahren zur
Auflésung von Integralgleichungen findet man in dem Buch von L. W. KaANTORO-
wirscH und W. I. KryLow, Ndherungsmethoden der hoheren Analysis.?)

13. Beispiele. 1. Es sei

K(s,t) =cos (s+¢) =cosscost—sinssint (0=s,t=x).
Dann ist

o1(8) =01(s) =cos s, 02(s) =o2(s) =isin s,
wobei der imaginidre Faktor i nur fiir die Zwischenrechnungen von Bedeutung ist.
Fir die Werte a;; erhalten wir

T td
T o
a1 = | cos? sds =5 a2 =ag =0, age = — j sin2 s ds = —
0 0

~
:2"-

1) Zu Erscheinungsort und -jahr deutscher und/oder englischer Ubersetzungen vgl.
die Literaturhinweise am Schlufl des Buches (Anm. d. Red.)
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Das System (891) nimmt dann die Gestalt
(1—2%)1‘1 =1, (1+7.%)xz=f2

an. Es existieren die beiden charakteristischen Zahlen 4; 2= +—, und die zugehérigen
normierten Eigenfunktionen sind T

@1(s) :]/ — cos 3, @a(s) :l/ —sins.
2. Es sei
K(s, t) =st +s2%2 (—1=s,t=1).
Dann ist g1(s8) =01(s) =s, p2(s) =062(s) =52 und
2
gs

SR

ai = ayz =ag =0, age =

Es existieren die beiden Eigenwerte 4; =3 und 22 =5 und die zugehorigen normierten
Eigenfunktionen sind

1/3 1/5
ne =55 rw=)5e.
In diesen beiden Beispielen war der Kern K(s, ¢) reell und erfiillte die Bedingung K(t, s) =
=K(s, t). Solche Kerne haben nur reelle charakteristische Zahlen.

Die Theorie der Integralgleichungen mit symmetrischen Kernen werden wir spiter
entwickeln. Solche Integralgleichungen treten in der mathematischen Physik héufig
auf.

3. Wir bringen ein Beispiel fiir einen ausgearteten reellen Kern mit imagindren
charakteristischen Zahlen Es sei

K(s, t) =s —t (V=s,t=1).
‘Wir konnen jetzt
o1(s) =s, o2(s) = — 1, o1(t) =1, oa(t) =t

setzen, woraus

1 1 1
i =3, a2 = —1, az =, agg=—3

folgt. Zur Bestimmung der charakteristischen Zahlen ergibt sich die Gleichung
1 L Y, j

‘E g /. 1
=522+1=0,

1} 1,1; 12
3" T2’

die rein imaginidre Wurzeln hat. In diesem Beispiel erfiillt der reelle Kern die Bedingung
K(t, s) = — K(s, ).
Solche schiefsymmetrischen Kerne haben nur rein imaginére charakteristische Zahlen.

4. Wir geben noch ein Beispiel fiir einen ausgearteten Kern, der keine charakteri-
stischen Zahlen hat. Es sei

K(s, t) =sin s sin 2¢ 0=s,t=7).
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Jetzt ist » =1, und das einzige vorkommende Element a¢x lautet

T
a11 =/sin s sin 2sds =0.
0
Aus den homogenen Gleichungssystemen (911) und (91g) folgt x1 =y1 =0, so dall die
homogene Integralgleichung fiir jedes 2 nur die Nullosung hat. Die Gleichung fiir die
charakteristischen Zahlen lautet jetzt 1 =0; sie ld3t sich fiir kein 2 erfiillen, da sie 4
gar nicht enthélt.

14. Verallgemeinerung der erhaltenen Ergebnisse. Beim Aufbau der Integral-
gleichungstheorie haben wir vorausgesetzt, daf} die gesuchte Funktion ¢(s) und die
gegebene Funktion f(s) Funktionen einer einzigen unabhingigen Veridnderlichen
sind, die in einem Intervall [a, b] variiert. Dieses Intervall war auch der Definitions-
bereich fiir die beiden Argumente des Kerns K(s, ¢). Die gesamte Theorie bleibt
bestehen, wenn wir an Stelle von ¢(s) und f(s) Punktfunktionen ¢(M) und f(M)
zugrunde legen, die auf einem beschrinkten abgeschlossenen Bereich B beliebiger
Dimensionszahl, etwa auf einer Flache oder einer Kurve, definiert sind.

Dann ist der Kern K(M ; N) eine Funktion der Punkte M, N, die in dem Bereich
B variieren, und das Integral ist als Integral iiber den Bereich B bzw. eine Fliche
oder eine Kurve aufzufassen, so daf} sich die Integralgleichung in der Gestalt

p(M)=[(M) +Bf K(M; N) p(N)doy (94)

schreiben 148t. Wir schreiben nur ein einziges Integralzeichen, méchten aber darauf
aufmerksam machen, dafl das Integral iiber B ein mehrfaches sein kann. Dabei
bezeichnet dwy das Element des Bereiches B (etwa das Flichen- oder Linien-
element). Wenn etwa der Definitionsbereich ein beschrinkter Bereich B der
z, y-Ebene ist, 148t sich die Integralgleichung (94) in rechtwinkligen Koordinaten
folgendermaBen schreiben:

Die Funktion f(M) setzen wir auf dem (abgeschlossenen) Bereich B als stetig
voraus und suchen auf B stetige Losungen ¢(M). Den Kern K(M ; N) setzen wir als
stetige Funktion der beiden Punkte M, N voraus, wobei jeder Punkt unabhéngig
vom andern auf B variieren kann.

Als weitere Verallgemeinerung betrachten wir ein System von m Integralglei-
chungen mit derselben Anzahl] gesuchter Funktionen:

bm
@i(8) = fi(s) +dsz;_ Kyy(s, t) @s(t) dt (¢=1,2,..,m).

An Stelle eines Kerns haben wir im vorliegenden Fall eine Kernmatrix aus den
Funktionen Kyg(s, t).

Dieses System 148t sich leicht in eine einzige Integralgleichung mit einer einzigen
gesuchten Funktion iiberfithren. Zur Vereinfachung der Bezeichnungen beschrénken
wir uns auf den Fall m=2:

b
¢1(S)=f1(8)+af [K1a(s, t) p1(8) + Kaa(s, t) po(t)] dt,

b
g2(8) = fa(s) +¢i[ [Ko1(s, t) @1(t) + Kaa(s, t) pa(t)] dt .
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Wir bemerkten vorhin, dall die gesamte Theorie der Integralgleichungen be-
stehen bleibt, wenn der Grundbereich kein Intervall, sondern ein beliebiger be-
schrinkter Bereich etwa der Ebene, einer Fliche oder des Raumes ist. Man kann
sogar annehmen, daf3 der verdnderliche Punkt nicht nur eine einzige Strecke oder
einen einzigen derartigen Bereich, sondern mehrere getrennt liegende Strecken oder
Bereiche durchlauft. Auch in diesem Fall bleibt die gesamte Theorie bestehen.
Zur Uberfithrung des Systems (95) in eine einzige Gleichung nehmen wir als Grund-
bereich das Intervall [a, ] zweimal. Anders ausgedriickt, wir nehmen als Grund-
bereich zwei Exemplare J; und J2 des Intervalls [a, b]. Die Intervalle J; und J2
sind natiirlich unabhingig voneinander. Wir setzen f(M)=f1(M), wenn sich der
Punkt M in J; befindet, und f(M)=/f2(M), wenn er sich in J; befindet. Analog
wird auch (M) durch ¢1(M) und @a(HM) definiert. Den Kern definieren wir durch

K(M, Ny=Ku(M, N) K(M, N)=EKy5(M, N)
fiir M, N in J,, fir M in Jy und N in Js, (96)
KM, Ny=Ka(M, N) K(M, N)=Ka(M, N)
fir M in Jp und N in J, fiir M, N in J, .

Damit 148t sich das Integralgleickc agssystem (95) in die Integralgleichung
(p(M)zf(]P[)f{K(M, N) o(N) doy (97)

mit dem Grundbereich J=J;+J, und dem stetigen Kern K(M, N) iiberfithren.
(Wenn M oder N von einem Exemplar des Intervalls zum anderen iibergeht,
braucht der Kern nicht stetig zu sein; vgl. dazu den folgenden Absatz.) Die Inte-
gration ist ebenfalls iiber die beiden Exemplare J; und Jy des Intervalls [a, b] zu
erstrecken; man kann daher M =s, N =t und dwy =dt setzen.

Die bisherige Theorie bleibt auch unter allgemeineren Voraussetzungen in bezug
auf den bisher als stetig angenommenen Kern richtig. Wir kénnen beispielsweise
voraussetzen, dafl der Kern K(s, t) beschrankt und in endlich vielen Punkten und
auf endlich vielen Linien, die in der Form ¢=w(s) darstellbar sind, unstetig ist.
Solche Kerne werden wir im folgenden regulir nennen. Wenn der Kern auf der
Geraden s=sp unstetig ist (der Kern ist dann nicht reguldr), dann wird im allge-
meinen die Funktion

os) = fbK(s, t) h(t) dt (98)

auch bel stetigem h(f) an der Stelle s =so unstetig sein.

Der Kern K(s, t) sei jetzt reguldr. Zur Vereinfachung wollen wir annehmen, daf}
sich seine Unstetigkeiten auf der Diagonalen des Quadrats ko befinden, und die Funk-
tion h(t) sei beispielsweise stetig und damit beschrankt, d. h. |k(¢)| =m mit einer
positiven Zahl m. Wir zeigen, dal w(s) in (98) unter diesen Voraussetzungen stetig
ist. Zunichst haben wir

b
jos) — () =m [ K(s, )= K(s', )] dt » (99)

Bei beliebig vorgegebenem positivem ¢ existiert wegen der Beschrianktheit des
Integranden eine positive Zahl § derart, dafl das iiber das Intervall [s -4, s+-4]
erstreckte Integral in (99) kleiner ist als e. Wir setzen voraus, daB sich s” im Innern
dieses Intervalls befindet. Bei der Integration iiber die iibrighleibenden Intervalle
[a, s —6] und [s+4, b] ist der Integrand eine stetige Funktion seiner beiden Ver-
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anderlichen s’ und ¢; daher ist das Integral iiber jedes dieser beiden Intervalle fiir
alle &7, die hlnrelchend nahe bei s liegen, ebenfalls kleiner als ¢. Hieraus folgt, daf§
die hnke Seite der Ungleichung (99) fiir alle hinreichend nahe bei s liegenden s’
kleiner als 3 me ist, woraus sich die Stetigkeit von w(s) ergibt.

Wenn K’(s, t) und K”(s, ) zwei Kerne mit den fiir K(s, t) angegebenen Eigen-
schaften sind, 148t sich in analoger Weise zeigen, dafi die Funktion

K"(s, t) fK”s t) K'(ty, t) dy

in bezug auf beide Argumente stetig ist. Wenn somit der Kern K(s, t) die ange-
gebenen Eigenschaften besitzt, dann ist bereits der zweite iterierte Kern eine stetige
Funktion. Die Anderung der Integrationsreihenfoige, die wir beim Beweis der
grundlegenden Sitze durchgefiihrt haben, bleibt auch bei diesen Voraussetzungen
iiber den Kern richtig.

Schwierigkeiten ergeben sich, wenn der Kern nicht mehr beschrinkt ist. Im
folgenden werden wir die damit zusammenhéngenden Probleme untersuchen und
diejenigen nichtbeschrinkten Kerne aussondern, fiir welche die bisher bewiesenen
Sétze erhalten bleiben.

15. Kompakte Mengen stetiger Funktionen. Eine wesentliche Rolle in der Theorie
der Integralgleichungen spielt der Begriff der Kompaktheit unendlicher Mengen von
Funkticnen. Wir beschéftigen uns jetzt mit diesem Begriff fir Mengen stetiger
Funktionen. In Teil V wird die Kompaktheit anderer Funktionenklassen und
unter allgemeineren Gesichtspunkten systematisch untersucht.

Vorbereitend erinnern wir an einige Resultate aus [II, 92, 93]. Ist & eine unend-
liche Menge reeller oder komplexer Zahlen, die dem Betrag nach durch ein und
dieselbe Zahl M =0 beschrinkt sind, so daB fiir jede Zahl x aus & die Ungleichung
|x| =M gilt, so 1laBt sich aus jeder unendlichen Zahlenfolge z1, w2, 3, ... aus & eine
konvergente Teilfolge @y, Tn,, Tn,, ... (N1>n2>n3> ...) auswihlen.

Alle rationalen Zahlen aus einem beliebigen Intervall [a, b] kénnen in Form einer
(nichtmonotonen) Folge [II, 93] x1, @2, 23, ... angeordnet werden.

Jede unendliche Menge von Zahlen oder irgendwelcher Objekte, deren Elemente
mit Hilfe positiver ganzer Zahlen numeriert und damit als Folge dargestellt werden
kénnen, heilit abzihlbare Menge. Wir bemerken, dafi die rationalen Zahlen aus
einem Intervall [a, b] dort iiberall dicht liegen, d.h., jedes noch so kleine feste Teil-
intervall [«, f] von [a, b] enthélt eine unendliche Menge rationaler Zahlen. Folglich
bilden die rationalen Zahlen aus dem Intervall [a, b] eine dort iiberall dichte ab-
zéhlbare Menge. Analog ist die Menge der Punkte eines beliebigen (endlichen oder
unendlichen) Bereichs der Ebene, des dreidimensionalen oder n-dimensionalen
Raumes, deren Koordinaten rationale Zahlen sind, eine abzihlbare, in dem Bereich
iiberall dichte Menge.

Wir wenden uns nun der Untersuchung unendlicher Mengen von auf einem end-
lichen Intervall [a, b] stetigen Funktionen zu.

Definition 1. Die unendliche Menge & von auf dem Intervall [a, b] stetigen Funk-
tionen heilt kompakt, wenn aus jeder beliebigen unendlichen Folge von Funktionen
er(z) (k=1, 2, ...), die zu & gehoren, eine auf [a, b] gleichmiBig konvergente Teil-
folge {@n,(x)} ausgewihlt werden kann.

Fiir die Kompaktheit einer Menge & stetiger Funktionen geniigt die Beschrankt-
heit der Funktionen allein nicht. Wir halten deshalb eine weitere Eigenschaft der
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Menge & stetiger Funktionen f(x) fest, die fiir die Kompaktheit eine wesentliche
Rolle spielt. Bekanntlich ist jede in [a, b] stetige Funktion dort auch gleichmaBig
stetig, d. h., zu jedem vorgegebenen e>0 existiert ein 6 =0 derart, daB

(@) —f(x')|=e fiiralle «,2”€[a,b] mit |2’ —2'|<$ (100)
gilt. Bei gegebenem ¢=>0 kann fiir verschiedene f(x) die Zahl 6>0 unterschiedlich
sein. Ist & aber eine iiberabzihlbare Menge verschiedener stetiger Funktionen, so

braucht bei gegebenem &=0 eine Zahl §=0, bei der (100) fiir alle f(x) aus & erfiillt
ist, nicht zu existieren.

Definition 2. Man sagt, dal} eine Menge & aus gleichgradig stetigen Funktionen
besteht, wenn zu jedem vorgegebenem ¢ >0 und fiir alle Funktionen f(x) aus & eine
Zahl 6 =0 existiert, so daf (100) erfiillt ist.

Wir formulieren nun einen wichtigen Satz, der uns ein hinreichendes Kriterium
fiir die Kompaktheit zur Verfiigung stellt.

Satz von ARZELA. Ist & eine Menge (Famalie) von Funktionen f(x), die tm Inter-
vall [a, b] gleichgradig stetig und dem Betrag nach durch exn und dieselbe Zahl L be-
schrinkt sind, d. k. |f(x)| = L fiir alle f(x) aus &, so vst die Menge & kompakt.l)

Bevor wir zum Beweis dieses Satzes kommen, zeigen wir vorbereitend den

Hilfssatz. Ausjeder Fclge von Funktionen fp(x) (n=1, 2, ...), die auf exnem Inter-
vall [a, b] erklirt und dem Betrag nach durch ein und dieselbe Zahl L beschrinkt sind,
kann man eine Teilfolge auswihlen, die auf einer beliebig vorgegebenen abzihlbaren
Menge von Punkten xp (k=1, 2, ...) aus dem Intervall [a, b] konvergiert.

Da fiir a=x=0 nach Voraussetzung |fp(2)|=L (n=1, 2, ...) ist, kbnnen wir aus

der Zahlenfolge {f,(x1)} eine konvergente Teilfolge auswihlen, d. h., wir kénnen aus
der Funktionenfolge {f,(x)} eine Teilfolge

1P(@), (=), (), (1

auswéhlen, die im Punkt x =27 konvergiert. Setzen wir in den Funktionen von (I)
jetzt x=wx9, so erhalten wir die Zahlen f{"(xp), deren absolute Betrage ebenfalls
nicht gréBer sindals L. Somit kénnen wir aus der Funktionenfolge (I) eine Teilfolge

f(2)(x f(2) f(2) . (IT)

auswihlen, die natiirlich im Punkt x =1 konvergiert, da sie ja aus der im Punkt
v =21 konvergenten Fo]ge (I ausgewéhlt wurde, auBlerdem aber auch noch in x =2,
konvergiert. Setzen wir x = x3, so kénnen wir aus der Folge (II), da alle Zahlen & (x3)
dem absoluten Betrag nach héchstens gleich L sind, eine neue Teilfolge

&), [P(), P(=) (LLT)
auswéahlen, die in den Punkten r=ux1, =23 und xr=2x3 konvergiert. Setzen wir
diese Konstruktion weiter fort, so erhalten wir nacheinander Folgen

fP(@), [0, f§0(), .. (m=1,2,3, ), (m)
die jeweils in den Punkten z=x;, =29, ..., ¥ =2, konvergieren. Wir bilden nun

eine neue Folge, indem wir aus der Folge (I) die erste Funktion, aus der Folge (II)
die zweite Funktion, aus der Folge (III) die dritte Funktion nehmen usw.:

fO@ =@, D@ =P, @ =@, e OO, ()

1) Der Satz von ArzerA wurde speziell fiir gleichméBig beschrinkte gleichgradig
stetige Funktionenfolgen schon von AscoLi bewiesen. (Anm. d. Red.)
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Von dieser Folge la8t sich zeigen, daB sie in jedem Punkt x =x konvergiert. Wahlen
wir ndmlich einen beliebigen Punkt z =, so bilden alle Funktionen der Folge (*)
von der Nummer m =k ab, d. h., alle Funktionen

f@(2)=fP (),  fED(@)=fER0 (), ... (**)
auf Grund unserer Konstruktion eine Teilfolge der Folge (m) fiir m = k. Wir erhalten
also eine konvergente Zahlenfolge, wenn wir in der Folge (¥*) x=uxy setzen, d. h.,

die Funktionenfolge (**) konvergiert im Punkt x=ux. Dasselbe gilt auch von
der Folge (*), womit unser Hilfssatz bewiesen ist.

Nun sind wir in der Lage, den Satz von ARzELA zu beweisen. Es sei eine Funk-
tionenfolge aus & gegeben. Nach dem Hilfssatz kdnnen wir aus dieser Folge eine
Teilfolge auswilhlen, die in allen Punkten einer abzihlbaren, auf [a, b] iiberall dichten
Punktmenge zx (k=1, 2, 3, ...) gegen einen Grenzwert konvergiert. Dies kénnen
beispielsweise alle Punkte sein, die dem Intervall [a, b] angehdren und rationale
Abszissen haben. Es sei

fl(x)’ f2(x): fa(x)! oo (X)

eine solche Teilfolge. Um zu zeigen, daB sie auf dem gesamten Intervall [a, b] gleich-
méafBig konvergiert, bilden wir die Differenz fp(x) —f,(x) und schreiben dafiir

o(@) = fo(@) = [fo(2) — fp(@")] + [fo(2") = fo(2)] + [fo(") — fo(2)] » (%)
wobei z’ einer der Punkte xy ist. Es sei ¢ eine vorgegebene positive Zahl und é die
ihr in der Definition der gleichgradigen Stetigkeit zugeordnete Zahl. Dann zerlegen
wir das Intervall [a, b] durch eine endliche Menge 7' von Punkten, die wir aus den
ar wéhlen, in Teilintervalle, deren Léinge jeweils hochstens gleich 8 ist. Dies ist
offenbar moglich, da die Menge der Punkte xj auf [a, b] iiberall dicht ist. In jedem
Punkt aus 7 hat die Folge ( X ) einen Grenzwert, Daher existiert eine Zahl ¥ derart,
daf} die Ungleichung

[fp(2') —fo(2')| <& fiir p, g=N (8)

erfiillt ist, wenn 2’ ein Punkt aus 7' ist. Wir wihlen nun fiir den Punkt 27, der in der
Beziehung (a) vorkommt, einen Punkt aus 7' und benutzen die Ungleichung

fo(@) — fa(2)| = |fp(2) — [p(2)| + o (") — fo(2")]| + [fo(2") — fo()| ()
die unmittelbar aus («) folgt. Bei beliebiger Lage von « in [a, b] gibt es stets ein 2’
aus T derart, dall |f,(x)—fp(2")|<e ist fir alle n. Dieses 2’ ist ein Endpunkt des
Teilintervalls, in dem « liegt. AuBerdem gilt fiir p, ¢=AN die Ungleichung (8) fur
beliebige 2" aus 7. Somit kénnen wir wegen (y) schlieen: Bei beliebig vorgegebe-
nem positivem ¢ existiert ein nicht von x abhéingiges .V derart, daf die Ungleichung
|fp(®) — fq()| <3¢ fiir p, ¢=N und alle x aus [a, b] erfiillt 1st Daraus ergibt sich
aber, dal} d1e Folge (X )aufdem gesamten Intervall [e, b] gleichmidBig konvergiert;
damit ist unser Satz bewiesen.

Der Beweis ist offenbar sowohl fiir reellwertige als auch fir komplexwertige
Funktionen richtig Wenn bekannt ist, daf} eine Folge {f,(x)} gleichgradig stetlger
Funktionen in jedem Punkt des Intervalls [@, b] oder in den Punkten a3 einer in
[a, b] iiberall dichten Menge konvergiert, ist es nicht mehr notwendig, eine Teil-
folge auszuwihlen, diein allen Punkten 2 konvergiert. Damit erhilt man den

Satz. Wenn eine Folge fi(x), f2(x), ... auf dem Intervall [a, b] gleichgradig stetiger
Funktionen in allen Punkten dieses Intervalls (oder auch nur vn den Punkten xy einer
auf [a, b] dberall dichten Menge) konvergiert, konvergiert sie gleichmdfig auf [a, b].
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Der Beweis des Satzes it sich Wort fiir Wort auf den Fall einer Menge & von
Funktionen f(P) iibertragen, die auf einem abgeschlossenen Bereich B des n-di-
mensionalen Raumes oder auf einer Fldche definiert sind. In diesem Fall nennt man
die Funktionen aus & gleichgradig stetig, wenn bei beliebig vorgegebenem posi-
tivem ¢ fiir alle Funktionen aus der Menge & eine positive Zahl n existiert derart,
daB [f(P)—f(Q)| =e gilt, sobald P und @ dem Bereich B angehoren und ihr Abstand
| PQ| =7 ist.

Wir haben gezeigt, daf} die Beschrianktheit aller Funktionen der Menge & dem
Betrag nach durch eine feste Zahl zusammen mit der gleichgradigen Stetigkeit
eine hinreichende Bedingung fiir die Kompaktheit von & darstellt. Man kann
auch beweisen, dafi diese beiden Eigenschaften dafiir sogar notwendig sind (vgl.
Teil V).

Es sei jetzt

2(s) :fbK(s, ) u(t) dt (101)

ein Integraloperator mit stetigem Kern K(s, t). Wir wissen, daf} er stetige Funk-
tionen w«(f) in stetige Funktionen v(s) abbildet. & sei eine unendliche Menge be-
schrinkter Funktionen: |u(t)| =m. Der Kern ist wegen der Stetigkeit im Quadrat kg
auch beschrankt: |K(s, f)| = M, und damit erhalten wir

lv(s)| = Mm(b—a).
Somit ist die Menge der Funktionen v(s) ebenfalls beschrinkt. Weiterhin besteht
die Ungleichung

lo(s) —v(s8")| =m fb\K(s, t)—K(s’, t) dt .

Auf Grund der Stetigkeit des Kerns existiert zu jedem vorgegebenen e =0 ein von
v(s) unabhidngiges 6 >0 mit

|K(s, t)—K(s, t)| gﬁ , sofern [s—¢'|=6
ist. Aus den letzten beiden Ungleichungen ergibt sich

lo(s) —v(s’)| =e fir |s—s'|=6.

Definition. Ein Operator heiBit vollstetiger Operator von €' in C1), wenn er jeder

beschrinkten Menge von auf [, b] stetigen Funktionen eine kompakte Menge von
Funktionen zuordnet, die ebenfalls auf [a, b] stetig sind.

Wir hatten soeben bewiesen, daf} die Funktionen »(s) beschriankt und gleichgradig
stetig sind. Folglich bilden sie eine kompakte Menge, und der Operator (101) ist
vollstetig. Die benutzte Beweismethode eignet sich auch fiir den Nachweis dieser
Eigenschaft im Fall eines pelaren Kerns.

16. Nichtbeschriinkte Kerne. Die bisher bewiesenen Sitze kénnen fiir unbeschriankte
Kerne ihre Giiltigkeit verlieren. In diesem und im néchsten Abschnitt werden wir
diese Sitze jedoch auf einen bestimmten Typ unbeschriankter Kerne iibertragen,
nimlich auf Kerne der Gestalt

K(s, t) = &0

s =t

(102)

1) Das Symbol C oder C[a, b] bezeichnet die Menge (den Raum) der auf [a, b] stetigen
Funktionen.

4 Smirnow IV/1
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wobei L(s, t) eine im Quadrat kg stetige Funktion und O<a <1 ist. Solche Kerne
heien polare Kernel). Die stetige Funktion L(s, t) ist in k¢ dem Betrag nach be-
schrinkt, und daher ist

A
(s, O =1 (102y)
mit einer Konstanten 4.

Zunichst schitzen wir das folgende Integral iiber ein beliebiges endliches Inter-
vall, das s enthé;lt ab:

8

_ dt_2(d—c)—°
f Is—ti" - (s t)a"'j t—52 l-« O<a=<1).
Danach betrachten wir den IntegraloPeratOr
(s, t)
v(E)= f e 2= " (103)

auf einer Menge & stetiger, dem Betrag nach gleichmafig durch eine bestimmte
Zahl m beschriankter Funktionen: |u(f)j=m. Wir wollen beweisen, dall dann die
Funktionen #(s) in C eine kompakte Menge bilden, d. h., dafl der Operator (103)
ein vollstetiger Operator von C in sich ist.
Die Beschranktheit der Funktionen v(s) durch ein und dieselbe Zahl folgt aus
—ayl—%
jo(s)| =mD (D:2(b a)——A).

1—a

Es bleibt noch die gleichgradige Stetigkeit der v(s) zu beweisen. Offenbar gilt

b
sl =m [ |EE0 L0
jois) —ets)| =i [ |2 T

a

dt . (104)

Mit einer gewissen Zahl 6 =0, die im Vergleich zu b —a klein ist, iiberdecken wir die
Punkte s und s’ der Zahlengeraden durch die Intervalle wgs; bzw. wy; der Linge 26,
deren Mittelpunkte gerade s bzw. s’ sind. Diese Intervalle kénnen sich iiberschneiden
und auch aus dem Intervall [a, b] herausfiihren.
A A
Der Integrand in (104) ist hochstens gleich "t +W. Integrieren wir
diese Summe jeweils iiber wgs; sowie wss und addleren die Ergebnisse, so erhalten

3-a§l-a
A ist. Nun bleibt noch

wir eine positive Zahl, die nicht gréBer als
iiber den restlichen Teil von [a, b] zu integrieren, auf dem |s'—¢|, [s—t|=0 gilt,
so dal} dieser Anteil des Integrals in (104) dem Betrag nach nicht gréBer als
1 ? a 4 ’ a
s [ lls—t= L(s', t) = |5 =t} Ls, 1) d (103)
a

ist. Unser Ziel ist zu beweisen, daB zu beliebig vorgegebenem ¢=>0 ein >0 (un-
abhingig von «(t)) existiert mit

[v(8")—v(s)|=¢ fir | —s]=7.

1) Mit den von HILBERT eingefiihrten polaren Integralgleichungen haben diese
Kerne nichts zu tun. Sie sind singuldr und dabei integrabel (Anm. d. Red.)
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Dazu wihlen wir zuerst 6 geméaf
93-afl—a

m
1—a

€
:':? .
Wegen der Stetigkeit des Integranden im Integral (105) existiert ein solches 7, daB

auch das Integral iiber den restlichen Teil des Intervalls [a, b] héchstens gleich 2iist.

Daraus erhalten wir insgesamt schlieBlich |v(s”) —v(s)| = &. Wir haben damit bewiesen,
daB der Operator (103) als Operator von C in C vollstetig ist.

Wir untersuchen noch einige weitere Eigenschaften dieses Operators. Es sei y
eine kleine positive Zahl. Wir fiihren einen stetigen Kern ein, der den Kern K(s, ¢)
approximiert, und zwar setzen wir

K(s, t) fur [s—t|=vy,

K s, t) —{ (s, 2) (106)
yll

fir |s—t|<y.
Der Kern K,(s, t) unterscheidet sich von dem Kern K(s, ¢) nur fiir |s —¢| <y, und es
ist |K,(s, £)|=|K(s, t)|, so daB
b
2(b —a)i-*
[ 1%y, 0] de=D (D:(—“) A)

1 —a
a

gilt.
Neben der Transformation (103) betrachten wir noch die Transformation

v,(8) :fbK,(s, t) w(t)dt. (107)

Die soeben durchgefithrten Abschitzungen kénnen wir unter Beriicksichtigung von
(106) wiederholen und erhalten so leicht den folgenden

Hilfssatz. Sind die stetigen Funktionen u(t) dem Betrag nach durch ein und die-
selbe Zahl beschrimkt, so definiert der Integralausdruck in (107) fir 0=y =e, wobei
e=>0 und Ko(s, t)=K(s, t) ist, eine Klasse gleichgradig stetiger Funktionen, die eben-
falls dem Betrag nach durch ein und dieselbe Zahl beschrinkt sind.

Im folgenden benétigen wir die Formel

fb[fbe(s, t) ui(t) dt] ug(s) ds=jl'; [j{)K,(s, t) uz(s) ds] u1(t) dt

der Vertauschbarkeit der Integrationsreihenfolge, wobei u1(t) und us(s) auf [a, b]
stetige Funktionen sind. Fiir den stetigen Kern K,(s, t) ist diese Formel bekannt
11, 81], und man zeigt leicht, da3
b b
S K,(s, t) ua(t) dt —f K(s, £) us(t) dt  fiir y->+0 (108)
a a

gleichmiiBig in s gilt, so daf} sie auch auf polare Kerne iibertragbar ist.

Wir brauchen noch eine weitere Aussage. Es seien ¢,(t) auf [a, b] stetige Funktio-
nen, die von dem positiven Parameter y abhingen und gleichmaBig fiir y~ +0
gegen die offenbar wieder stetige Funktion go(t) konvergieren. Dann konvergiert

auch
b

fbKv(S, t) @y(t) dt ~[ K(s, t) qolt) dt, | (109)

a
4*
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was man mit Hilfe der Ungleichung

(t) — Ky(s, 1) y(8)] dt)

b b
= afK(s, 1) [@o(t) — @y()] dt’+ af Ky(s, t)] @y(t) dt

beweist.

17. Integralgleichungen mit polarem Kern. Wir untersuchen nun die Integralglei-
chung

b
o(s)=f(s) +1df K(s, t) p(t) dt (110)

mit einem Kern der Gestalt (102), in der f(s) die gegebene und ¢(s) die gesuchte
Funktion ist, die beide auf [a, b] als stetig angenommen werden.

Wir setzen zunéchst voraus, dafl A keine charakteristische Zahl ist, also die Inte-
gralgleichung

b
p(s) =2 f K(s, ) (t) dt (111)
a
nur die Nullssung hat, und zeigen, dafl die homogene Integralgleichung
b
=2 [ Ky(s, t) @y(t) di (1114)
a

fiir alle hinreichend nahe bei 0 liegenden y ebenfalls nur die Nullgsung besitzt. Den
Beweis fithren wir indirekt. Es existiere eine Nullfolge positiver Zahlen yy, v, ...,
Vns ---, tur die die Integra]gleichungen

Py (8 sz (5, 8) gy () At (n=1,2,...) (112)

von der Nullésung verschiedene Lsungen besitzen. Da diese Lésungen nur bis auf
einen konstanten Faktor bestimmt sind, k6nnen wir annehmen, dafl die Abschit-
zung

Py (8) =1 (113)

fiir jedes y, besteht und daB fiir einen gewissen Wert von s in dieser Ungleichung
das Gleichheitszeichen gilt.

Nach dem Hilfssatz aus [16] sind die Funktionen ¢,,(s) gleichgradig stetig und
wegen (113) gleichméBig beschrinkt. Wir kénnen also aus der Folge {g,,(s)} eine
Teilfolge auswahlen, die auf [a, b] gleichméBig gegen eine Grenzfunktion gg(s) kon-
vergiert. Fithren wir mit dieser Teilfolge in (112) den Grenziibergang durch, so
erhalten wir

b
=2 [ K(s,t) po(t) di . (114)

Da aber der Grenziibergang in bezug auf s gleichméafig ist und in (113) fiir min-
destens ein s das Gleichheitszeichen angenommen wird, muf} die stetige Funktion
90(8) £0 sein. Demnach ist 4 charakteristische Zahl der Integralgleichung (111).
Das widerspricht jedoch der oben gemachten Voraussetzung. Somit hat die Inte-
gralgleichung (111,) fiir alle hinreichend nahe bei 0 liegenden ;>0 als einzige
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Losung nur die Nullésung, und daher besitzt die Integralgleichung mit stetigem

Kern
b

Py(8) =f(s)+ 2 [ Ky(s, t) ¢y(F) dt (115)

bei jeder gegebenen Funktion f(s) genau eine Losung (fiir ein festes y).
Jetzt wollen wir zeigen, daB diese Losungen fiir alle geniigend kleinen >0 dem
Betrag nach durch ein und dieselbe Zahl beschriankt sind. Es sei m, = max, lpy(s)].
A==

Zu zeigen ist, daB keine Folge {m,,} existiert, die fiir y, ~0 gegen < strebt. Ange-
nommen, es existiert eine solche Folge. Offenbar gilt die Beziehung

[P, (8)]

[IA

1, 116
. (116)
in der fiir wenigstens ein s das Gleichheitszeichen angenommen wird. Setzen wir in
(115) y =y und dividieren beide Seiten durch m,,, so erhalten wir

b
] ~ 11
P 4 [ Koy T e 1) (117)
a

My, My, My,

Der zweite Summand auf der rechten Seite strebt auf [a, b] gleichméBig gegen 0,
der erste liefert wegen (115) und dem Hilfssatz aus [16] eine Folge gleichmiBig be-
schrinkter und gleichgradig stetiger Funktionen. Nach dem Satz von ARrzrLA
kénnen wir annehmen, daf} die Folge, die der erste Summand fiir y, -0 darstellt,
eine Teilfolge enthilt, welche gleichméBig auf [, b] gegen eine Grenzfunktion kon-
vergiert. Deshalb konvergiert auch die entsprechende Teilfolge auf der linken Seite
gleichmifig auf [a, b] gegen eine Grenzfunktion ¢o(s), die nicht identisch ver-
schwindet, da in (116) das Gleichheitszeichen angenommen wird. Fiithren wir in
(117) bei der gewdhlten Teilfolge den Grenziibergang durch, so erhalten wir die
Integralgleichung (114); es zeigt sich also, dall A4 eine charakteristische Zahl der
Integralgleichung (111) ist. Das widerspricht aber der Voraussetzung. Somit sind
alle Funktionen g¢,(s) fiir hinreichend nahe bei 0 liegende y dem Betrag nach durch
ein und dieselbe Zahl beschrinkt. Hiernach folgt aus (110) und dem Hilfssatz aus
[16], daB} die Funktionen ¢,(s) gleichgradig stetig sind. Benutzen wir noch einmal
den Satz von ArzELA und fithren den Grenziibergang durch, so erhalten wir die
Integralgleichung '
b
w(s)=f(8)+4 [ K(s, t) w(t) dt, (118)
a

in der w(¢f) eine stetige Funktion ist.

Damit haben wir bewiesen, dafl die Integralgleichung (110) fiir jede gegebene
Funktion f(s) eine Lésung besitzt, falls A keine charakteristische Zahl ist. Die Ein-
deutigkeit der Lésung folgt unmittelbar daraus, daff die homogene Integralgleichung
(111) nach Voraussetzung nur die Nullésung als Lésung hat.

Wir betrachten nun die zu (111) transponierte homogene Integralgleichung

Yy =2 [ K, 5) (o) di (119)

und zeigen, daB sie ebenfalls nur die Nullssung als Losung hat. Angenommen, (s)
wire eine von der Nullésung verschiedene Losung dieser Integralgleichung. Multipli-
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zieren wir beide Seiten von (110) mit y(s), integrieren iiber s und vertauschen ge-
mif [16] die Integrationsreihenfolge in dem entstandenen Doppelintegral, so er-
halten wir

b of b b

Fo00 900 ds = [1 K6, ) v1s) ds | o) e [0 vty 0.
a

Hieraus folgt fiir die Losbarkeit der Integralgleichung (110) wegen (119) die Be-

dingung (vgl. die Herleitung der Gleichung (79) in [10])

b
J 116) v(s) ds=0. , (120)

Wie aber bereits gezeigt wurde, ist die Integralgleichung (110) fiir beliebige f(s)
lésbar. Dieser Widerspruch zeigt, dafl die homogene Integralgleichung (119) nur
die Nullésung als Lésung besitzt.

Damit haben wir fiir Kerne der Gestalt (102) die folgende Aussage bewiesen. Es
besteht die Alternative: Entweder sind beide Integralgleichungen

b
o(s) =1(s) +7~’{ K(s, t) p(t) dt,

b
p(s)=9(s) +/1‘{ K(t, s) w(t) dt

fiir beliebige gegebene stetige Funktionen f(s) und g(s) zugleich losbar, und zwar ein-
deutig, oder die zugehorigen homogenen Integralgleichungen haben von der Nullosung
verschiedene Losungen.

Bemerkung. Ist 2 keine charakteristische Zahl, so haben wir gezeigt, dal} die
Integralgleichung (115) fiir jedes positive, hinreichend nahe bei 0 gelegene y eine
eindeutig bestimmte Ldsung besitzt, und diese Losungen sind dem Betrag nach
durch ein und dieselbe Zahl beschriankt. Weiterhin haben wir durch Auswahl einer
Teilfolge und anschlieBenden Grenziibergang die Lésung der Ausgangsgleichung
(110) erhalten.

Unter Benutzung der Eindeutigkeit der Losung der Integralgleichung (110)
a8t sich leicht zeigen, daB die Auswahl einer Teilfolge nicht notwendig ist. Denn
hdtte gy(s) in einem Punkt s fiir y - + 0 keinen Grenzwert, so kénnten wir zwei Teil-
folgen auswihlen, die gegen zwei stetige Grenzfunktionen gleichmaBig konver-
gieren, deren Funktionswerte im Punkt s voneinander verschieden sind. Damit
wiirden wir zwei verschiedene Lésungen der Integralgleichung (110) erhalten. Das
ist aber unmdglich, wenn 2 keine charakteristische Zahl ist. Folglich konvergieren
die ¢,(s) ohne jede Auswahl gegen eine Grenzfunktion w(s). Die GleichmaéBigkeit
der Konvergenz folgt daraus, dall die Funktionen ¢,(s) wegen (115) dem Betrag
nach beschrinkt und gleichgradig stetig sind.

18. Lisbarkeit im Fall einer charakteristischen Zahl. Wir setzen jetzt voraus, dafB
A eine charakteristische Zahl ist. Besitzt eine der homogenen Integralgleichungen

b
@(s) =7~af K(s, t) p(t) dt , (1214)

b
w(8)=?~af K(t, s) () dt (1212)
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endlich viele linear unabhingige Lésungen, so 146t sich durch Wiederholung des
Beweises von Satz 9 in Abschnitt [10] zeigen, da3 auch die zweite Integralgleichung
ebenso viele linear unabhéingige Losungen hat. Dann kénnen wir genau wie in [10]
beweisen, daf} die Bedingung (120), in der y(s) eine beliebige Losung der Integral-
gleichung (1215) ist, fiir die Losbarkeit der Integralgleichung (110) nicht nur not-
wendig, sondern auch hinreichend ist.

Es ist noch nachzuweisen, da} die Anzahl der linear unabhéngigen Lésungen von
(121,) endlich ist. Wir fithren den Beweis indirekt und nehmen an, da die Integral-
gleichung (121;) unendlich viele linear unabhéingige L.osungen

s)’:lfbK(s, o) dt  (n=1,2,...) (122)

hat. Man kann voraussetzen, daf} diese Losungen paarweise orthogonal sind,

f% gty dt=0 fiir p=+gq, - (123)

und dén Bedingungen
lpa(s)| =1 (n=1,2,..) ‘ (124)

geniigen, in denen das Gleichheitszeichen mindestens an einer Stelle s angenommen
wird. Aus (122) und (124) folgt, dall die g,(s) auf [a, b] gleichgradig stetig sind und
daB in der Folge {pn(s)} eine Teilfolge existiert, die gleichmiBig auf [a, b] gegen
eine Grenzfunktion gg(s) konvergiert. Fithren wir in (123) beziiglich dieser Teil-
folge {@p(#)} den Grenziibergang durch, so erhalten wir

b

Joolt) gqlt) dt=0

und durch Grenziibergang hinsichtlich gg(s)
v
S Ipo(®)|2 dt =0
a

Die Funktion go(t) kann aber nicht identisch verschwinden, da in (124) fiir alle »
mindestens an einer Stelle das Gleichheitszeichen angenommen wird. Unsere An-
nahme fithrt also zu einem Widerspruch. Damit ist bewiesen, daB die Integral-
gleichung (121;) nur endlich viele linear unabhéngige Losungen haben kann.

Fiir einen Kern der Gestalt (102) gilt demnach folgende Aussage: Ist 4 eine
charakteristische Zahl der Integralgleichung (110), so haben die Integralgleichungen
(121;) und (1215) dieselbe endliche Anzahl linear unabhingiger Losungen, und fiir
die Losbarkeit der Integralgleichung (110) ist notwendig und hinreichend, daB die
gegebene Funktion f(s) der Bedingung (120) geniigt, in der w(s) eine beliebige
Losung der Integralgleichung (1215) ist.

In einem der folgenden Abschnitte werden wir zeigen, daf fiir polare Kerne in
jedem beschrinkten Teil der A-Ebene nur endlich viele charakteristische Zahlen
existieren kénnen und jede von ihnen nur eine endliche Vielfachheit besitzt.

19. Der mehrdimensionale Fall. Alle unsere Ergebnisse lassen sich ohne wesentliche
Anderungen in den Beweisen auf den mehrdimensionalen Fall iibertragen. Im
zweidimensionalen Fall nimmt die Integralgleichung mit polarem Kern die Gestalt

P(8)=1(5) +2 fL‘S’ ?

t) dt (125)
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an, in der B ein beschrinkter quadrierbarer Bereich der Ebene sei. Das Integral
ist natiirlich als Doppelintegral iiber B zu verstehen, wobei ¢ der variable Integra-
tionspunkt, df das Flichenelement (in kartesischen Koordinaten d¢ =dx dy), r der
Abstand zwischen den Punkten s und ¢, 0<a<2 und die Funktion L(s, t) stetig
beziiglich s und ¢ aus dem abgeschlossenen Bereich B ist. Ebenso kann man die
Integralgleichung mit polarem Kern im dreidimensionalen oder allgemein im n-di-
mensionalen Raum (0<a<n) aufschreiben. Die Theorie der Integralgleichungen
laBt sich ganz analog auch bei Integration iiber glatte Fldchen entwickeln. Die
genauen Voraussetzungen fiir die Glattheit formulieren wir erst in Teil IV/2, wenn
wir die Integralgleichungen in der Potentialtheorie anwenden.

20. Integralgleichungen mit reguliren iterierten Kernen. Wir untersuchen jetzt
das Produkt zweier Integraloperatoren mit polaren Kernen im eindimensionalen
Fall (n=1). Fiir beliebige Dimensionen werden in Teil V detaillierte Beweise an-
gegeben.

Es seien K1, K2 zwei Operatoren mit polaren Kernen der Gestalt

b
. Li(s, t
Kiui=vi(s)= ]81(—t|“‘) uy(t) dt
a
? Lo(s, t
s,
Kaus =v(s) = % ua(t) dt .

a

Dabei sind die Funktionen Ly(s, t) in kg stetig (=1, 2) und 0=«, § <1. Das Produkt
K5 K, dieser Operatoren ist der Integraloperator mit dem Kern

‘bLz(s, 1) Li(z, 1)

M= | e
a

Wir zeigen zuerst, dal} die Funktion M(s, t) in k¢ auBlerhalb der Diagonalen s=¢
stetig ist. Wir setzen voraus, daB so=+1¢ ist und der Punkt (s, to) im Innern von kg
liegt. Das Intervall a=7=b zerlegen wir in zwei Teile r; und r2. Dabei soll der
Punkt r=sp im Innern von r; und der Punkt v =¢¢ im Innern von rz liegen. Nun
wahlen wir ¢ so klein, daf} die Intervalle |t —so| =¢ und |t —#o| =¢ sich innerhalb
von ri; bzw. rg befinden. Damit kénnen wir das Integrationsintervall a=7=5
in folgende fiinf Teilintervalle zerlegen: [a, so—¢], [so—e¢, so+e], [so+¢, to—¢],
[to—e, to+¢], [to+e, b], wobei wir o. B. d. A. sp<fp angenommen haben.

Die Integrale iiber [so—e¢, so+¢] und [to—e, to+¢] kénnen dem Betrag nach bei
entsprechender Wahl von ¢ nach Belieben klein gemacht werden. Die Integrale
itber die restlichen Intervalle sind stetige Funktionen von (sg, {o).

Daraus folgt, dal M(s, t) eine im Innern von k¢ auBerhalb der Diagonalen s=¢
stetige Funktion ist. Wenn sich der Punkt (so, to) auf dem Rand von ko befindet,
laBt sich der Beweis analog fiihren.

Wir betrachten jetzt die beiden Fille o +f>1 sowie « + <1 und setzen wie zu-
vor wieder s+t voraus.

I. 4+ f=1. Zunéchst fithren wir die Bezeichnung s —t| =4 und die neuen Koor-
dinaten

,_ 8 r_t_
8—5, t—a, (126)
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ein, so daf} |s"—t’| =1 wird. Dann gilt
b L oo

f dr _ {' dr 0 ,‘ dr’
s—tlflr—tr= J js—tlBflr—t* 0*7F ) [Tl ¢
a —oo —

oo

Im letzten Integral legen wir den Koordinatenursprung der v’-Achse in den Punkt s’
und wahlen als positive Richtung die von s’ nach #’. Dann erhalten wir

b -
f & sy f .

Is —|f Jv —t]* LAt e
a —co

Das uneigentliche Integral auf der rechten Seite konvergiert fiirx, <1 und ¢ + g >1.
Es hingt auch nicht von s und ¢ ab, so dafy
b

|
[ —m——m=cls—ti-tsn (1264)
F

s =P [t 4|7

und
Mis, 0)=Lis, ) Is —t]-@6-D (x4 f=>1)

gilt, wobei L(s, t) eine, wie oben gezeigt wurde, fir s=¢ stetige und wegen (126,)
auch beschrinkte Funktion ist.

II. &+ p<1. In diesem Fall konvergiert das Integral in (126;) auch fir s=¢.
Wir beweisen zunichst die Ungleichung

Is—t|F |t —t|*=|s—z|~ B 4 |7 —t|~(+h) |

Dazu multiplizieren wir beide Seiten mit |s—z|*™® und setzen [s—1| |z —¢/"1=r.
Man sieht leicht, daB} die entstehende Ungleichung
re=1+4 r*tb

richtig ist, da »*=1 fiir r=1 und »*=7""# fiir r=1 gilt. Damit haben wir fiir den
Kern M(s, t) im Fall « + <1 die Ungleichung

b b
*dr * dr
| M (s, t)C[j B _T|a+ﬁ+ j z_t|a+ﬁ}
a a

bewiesen, in der die Integrale auf der rechten Seite gleichmiBig beziiglich s€[a, b],
te[a, b] konvergieren. Daraus 1dBt sich leicht folgern, dafl das uneigentliche Inte-
gral

b
La(s, ) Le(z, ?) de
J =t —1p
a

M(s, t)=

im ganzen Quadrat ko einschlieflich der Diagonalen s=t¢ gleichmafig konvergiert
und somit M(s, t) eine in ko stetige Funktion ist.

Jetzt betrachten wir die Potenzen eines Operators mit dem polaren Kern
L(s, t)

=t

Der Operator K2 hat den Kern

K(s, )=

b
" L(s, 7) L(z, 1)
ls —z|*|T —tl*

K23(s, t)=

a
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Auf Grund des oben Gesagten besitzen die Kerne K2(s, t), K3(s, t), ... die Expo-
nenten der Polaritidt 2« —1, 32 —2, ... Es sel p eine natiirliche Zahl, die die Unglei-
chungen
(p—1)a—(p-2)>0, pa—(p—1)<0

erfiillt. Dann ist der Kern K?(s, t) des Integraloperators K? in kg stetig. Wir be-
merken noch, daf} der Kern K!(s, ¢) nichts anderes als der iterierte Kern K(s, ¢) ist.
Den Fall o +f=1 haben wir oben nicht betrachtet. Ihn kann man immer aus-
schlieBen, indem man « oder g etwas abdndert. Das 1d8t sich durch Erweiterung

des Bruches mit |s —¢|° realisieren, wobei ¢ =0 eine kleine Zahl ist.
Im Fall x+-8=1 hat die Abschitzung des Kerns M(s, ) die Gestalt

| M(s, t)| =0y |1g [s—¢|| +Cs .
Den mehrdimensionalen Fall werden wir im vollen Umfang erst in Teil V be-
handeln. Hier wollen wir nur ein einziges Resultat angeben. Im n-dimensionalen
Raum ist die Komposition polarer Kerne definiert durch

Li(P, R) Lo R,
u(r,Q= [HOAZED g,
B

2

Hier sind r; und r; die Abstidnde zwischen den Punkten P und R bzw. zwischen R
und @, O<a<n, 0<f<n sowie Li(P, R) und Lg(R, ) stetige Funktionen, wobei
jedes der Argumente in dem beschrinkten Bereich B des n-dimensionalen Raumes
variiert. Der Kern M (P, @) ist stetig, falls P von ¢ verschieden ist, und besitzt die
Abschitzung:

C
yatf—-n

| M(P, Q)=

fir a+g>n,

IM(Ps Q)J =0 |lg IT” +Cy fir a+pf=n,
wobei r den Abstand zwischen den Punkten P und @ bezeichnet. Im Fall « +8<n

ist M(P, Q) im abgeschlossenen Bereich B stetig.
Nun betrachten wir die homogene Integralgleichung mit polarem Kern

p() =21 K(s, 1) plt) . (127)

Ersetzen wir ¢(f) unter dem Integral durch die Darstellung auf der rechten Seite
von (127), so erhalten wir

b
@(s) =22 [ Ka(s, t) g(t) dt .
a
Wenn wir diesen Prozel} fortsetzen, entsteht allgemein
b
¢(s) =47 [ Kp(s, t) ¢(t) dt . (128)
a

Wir nehmen an, daf} der Kern Kp(s, t) bereits reguldr ist.

Offenbar geniigt jede Loésung der Integralgleichung (127) auch der Integral-
gleichung (128). Aber die Integralgleichung (128) kann nur endlich viele charak-
teristische Zahlen in jedem beschrinkten Bereich der A-Ebene besitzen. Die Viel-
fachheit einer jeden charakteristischen Zahl ist dabei endlich, und jede Losung ¢(s)
der Integralgleichung mit regulirem Kern ist stetig. Folglich kénnen wir all das
auch von den Ldsungen der Integralgleichung (127) sagen.
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Man kann zeigen, dall jede Eigenfunktion der Integralgleichung (128) (wenn
also A2 eine charakteristische Zahl in (128) ist) eine Linearkombination der Eigen-
funktionen der Integralgleichungen

b
o(s)=Aek [ K(s, t) p(t) dt (e=€mlP k=0,1, .., p—1)
a
ist.

21. Der Fredholmsche Formelapparat fiir polare Kerne. Wir betrachten die Integral-
gleichung

b
@(s) =f(s) +2  K(s, t) g(¢) dt (129)

mit einem polaren Kern der Gestalt
L(s, t)

K(s, t) = i

(130)

In diesem Fall hat K(s, s) keinen Sinn, und die erste Spur des Kerns K(s, t) existiert
. . 1, . . -
nicht. Wir setzen nun voraus, dafl « <3 ist.l) Dann sind alle iterierten Kerne, angefangen

mit dem zweiten iterierten Kern Ko(s, t) stetig, und es existieren folglich die Spuren
b
Am=f Kn(s,s)ds  (m=2,3,..). (131)
o

Wir kehren zu den stetigen Kernen zuriick und erinnern daran, dafl die Resolvente
R(s, t; 1) durch

R(s, t; ) = 2 (132)

definiert ist, wobei wir D(s, ¢; ) durch Multiplikation zweier Potenzreihen erhalten
haben:

Ds, t; 2) =[K(s, t) -+ AKa(s, t) +12Ka(s, t) +...] D(3) . (133)
Die Reihe (50) fiir D(4) ist fiir alle 4 erklédrt, und fiir hinreichend kleine |4| gilt

22 a8
D(},) = e——(Ax}.+Az E+As -§+, . ) .

Multiplizieren wir Zihler und Nenner des Quotienten in (132) mit e4:12 und fithren die
Bezeichnungen

D(s, t; A) et =Dy(s, 5 4),  D(A) 412 =Dy(d)
ein, so kénnen wir die zu (133) analoge Identitét
Do(s, t; 1) =[K(s, t) +AKa(s, t) +...] D2(d)’ (134)

aufschreiben. Formal erhilt man auch (134) aus (133), wenn man dort D(4) durch die

Spuren ausdriickt und danach 4; =0 setzt.
Der Quotient

Dz(s, t; })

R2(s; l; Z’) = Dz(}.)

(135)

1) Der polare Kern heil3t schwach polar, wenn 2o <1 ist.
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liefert offenbar die analytische Fortsetzung des Ausdrucks, der in (134) in den eckigen
Klammern steht, auf die ganze A-Ebene.
Bisher haben wir iiber stetige Kerne gesprochen. Im Fall des polaren Kerns (130)
1
mit a < kann man zeigen, dal

2
A2

2+As§+...)

-4
Dy(3) =e (42
eine ganze Funktion von 1 ist und daf die Losung der Integralgleichung (129) in der

Form
b
@(s) =f(s) +24 [ Ra(s, t; A) f(¢) dt

dargestellt werden kann. Dabei sind die Nullstellen von Da(1) die Pole der Funktion
Ro(s, t; A). Wir erwéhnen noch, da alle Glieder in den Darstellungen von D(1) und
D(s, t; ), die A; enthalten, lediglich aus denjenigen Elementen der Hauptdiagonalen
der Determinanten gebildet werden, die in den Formeln fiir d, und du(s, t) auftreten.
Man kann deshalb Dg(4) und Dgy(s, ¢; ) mit Hilfe der erwdhnten Formeln erhalten,
wenn man dort K(s, s) =0 setzt.

Die zuletzt angefiihrten Ergebnisse stammen von D. HILBERT. Ist « in dem polaren
Kern eine solche Zahl, dal fur n >m die iterierten Kerne Ky(s, t) stetige Funktionen
sind, dann 148t sich ganz analog die Resolvente in der Form

Dipt1(s, t5 A)
R St A)=—r—
m+1( ) Dm+1(l)
darstellen. Dabei erhélt man Dp41(4) aus D(4), indem man 4y =As=... =4, =0 setzt,

und es ist
Dupsa(s, t5 A) =[K(s, t) +2AKa(s, t) +A12K3(s, t) +...] Dps1(4) .

22. Das Lebesguesche Integral. Bisher haben wir Integralgleichungen mit stetigen
oder polaren Kernen betrachtet und die Losungen in der Klasse der in einem end-
lichen Intervall oder beschrinkten Bereich stetigen Funktionen gesucht. Dabei
waren alle auftretenden Integrale als Riemannsche Integrale zu verstehen. Bevor
wir zur Theorie der Integralgleichungen mit Lebesgueschen Integralen kommen,
erinnern wir kurz an einige wichtige Resultate, die in Teil II dargestellt wurden,
und ergédnzen sie hier in einigen Punkten.

Zwel stetige Funktionen f(x) und ¢g(x), die beispielsweie in einem Intervall [a, b]
oder in einem Gebiet definiert sind, betrachten wir als gleich, wenn sie identisch
iibereinstimmen, d. h., wenn fiir alle « aus dem Definitionsbereich f(x)=g(x) gilt.
In der Lebesgueschen Theorie wurde der Begriff der ,,dquivalenten® Funktionen
[IT, 104] eingefiihrt, und zwar heilen zwei meBbare Funktionen f(z) und ¢(x), die
auf einer mefibaren Menge & definiert sind, dquivalent auf &, wenn f(z)=g(x) fast
iiberall auf & ist, d. h., wenn das MaB der Menge derjenigen z, fiir die f(x) % g(x) ist,
gleich 0 ist. Folgende Aussage laBt sich leicht zeigen: Ist f(x) dquivalent g(x) und
g(x) dquivalent einer meBbaren Funktion w(z) auf &, so ist auch f(z) dquivalent
w(x) auf 8.

Zwei stetige Funktionen f(x) und g(z), die in einem Punkt x=¢ nicht gleich sind,
stimmen auf Grund der Stetigkeit auch in einem ganzen Intervall, das den Punkt
& =c enthilt, nicht tiberein und sind demnach nicht dquivalent. Die Menge aller zu
einer mefbaren Funktion dquivalenten Funktionen bildet eine Klasse D, die aus
unendlich vielen Funktionen besteht. Jede solche Klasse kann nicht mehr als eine
stetige Funktion enthalten, es ist aber durchaus méglich, daf in ihr keine stetige

»
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Funktion vorkommt. Im folgenden entspricht im Rahmen der Lebesgueschen
Theorie dem Gleichheitszeichen zwischen zwei Funktionen deren Aquivalenz. Wie
wir gezeigt haben, kann die Aquivalenz von f(z) und der im Intervall [a, b] iden-
tisch verschwindenden Funktion durch die Gleichung

b
Sif(@) dz=0
a
und die Aquivalenz der Funktionen g(z) und (x) durch
f p(x) —p(x)| de=0

charakterlsmrt werden, wobei natiirlich die Summierbarkeit dieser Funktionen
vorauszusetzen ist.
Die Lebesguesche Theorie 1a8t sich leicht auf komplexe Funktionen

H&) =hix) +ifa()
iibertragen. Die Mefbarkeit und Summierbarkeit einer solchen Funktion lauft auf

die entsprechenden Eigenschaften von fi(x) und fe(x) hinaus. Das Integral ist durch
die Beziehung

b b b
JH(@) dz=[ fi(x) de+i [ fo(x) do
a a a
definiert. Weiter folgt aus den Ungleichungen
h=Vi+7A  R=VA+A  VA+A=IA+f

die Aussage: Fiir die Summierbarkeit der (meBbaren) Funktion f(z)ist die Summier-
barkeit ihres Betrages |f(x)| notwendig und hinreichend. Die Zugehérigkeit von f(x)
zu Lo [II, 161] ist glelchbedeutend mit der Zugehorigkeit von fi(x) und fa(x) zu Lqg
oder, anders gesagt, mit der von |f(x)| zu Lo.

Wir betrachten nun die Klasse Lg der komplexwertigen Funktionen auf der meB-
baren Menge &. Jede solche Funktion nennen wir Element von Le [vgl. 11, 161, 162].
Aquivalente Funktionen werden wir als ein einziges Element von Ls identifizieren.
Diese Elemente kénnen mit beliebigen komplexen Zahlen multipliziert und zu-
einander addiert werden. Wenn bei der Addition die Summanden durch dquiva-
lente Funktionen ersetzt werden, dann ist das Ergebnis auch eine zur urspriing-
lichen Summe #dquivalente Funktion.

Wir fithren die Bezeichnung

b N
)=J (s) p(s) ds (136)
a
ein. Die Zahl (g, ») heiBt Skalarprodukt von ¢(s) und u(s). Es besitzt folgende,
leicht zu verifizierende Eigenschaften:
(e, dp)=cd(p, ) (c, d Konstanten),
(1+ @2, Y1+ v2) = (91, Y1) + (92, ¥1) + (91, y2) + (2, ¥2) , (137)

(@, ) =(v, 9) -
Im Fall (v, @) =(p, ) ist (@, ¥) eine reelle Zahl. Die Norm eines Elementes ¢ wird
durch

Ioll =¥ Vf p(s)]2 ds (138)
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definiert. Offenbar ist |¢|=0, wobei das Gleichheitszeichen nur fiir das Null-
element gilt, d. h. fiir die Funktion ¢(s), die fast iiberall in [a, b] gleich O ist (dqui-
valent der identisch verschwindenden Funktion).

Die Elemente ¢ und » heifien orthogonal, wenn (g, ) =0 ist. Das Nullelement ist
zu jedem Element orthogonal. Weiterhin gelten die Beziehungen

llogll=lel llgll, (@, w)I=lgl 4l
und die Dreiecksungleichung '

lp + wll = llgll + [l - (139)

Sind die Elemente yi, o, ..., vm paarweise orthogonal, so erhalten wir aus (137)
den Satz des PYTHAGORAS

lp1+ya+ oo + vl =llpal®+ llwelP+ ..o +lyml® .
Eine Folge von Elementen ¢, konvergiert in Ly gegen das Element ¢, wenn

b
o — gl =/flp(s) —pn(s)? ds~0 fir n-e (140)
a

gilt (Konvergenz im Mittel). Dafiir schreiben wir kurz ¢, =¢. Das Grenzelement ¢
ist eindeutig bestimmt. Besitzt die Folge {¢,} ein Grenzelement, so konvergiert sie
in sich, d. h. |lpm —@all--0 bei unbeschranktem Anwachsen von m und n. Auch
umgekehrt folgt aus der Konvergenz in sich die Existenz eines Grenzelementes der
Folge {py} [II, 162]. Diese Eigenschaft nennt man iiblicherweise Vollstindigkeit des
Raumes Ly. Hitten wir statt Ly den Raum der auf dem endlichen Intervall [a, b] ste-
tigen Funktionen ¢(s) zugrunde gelegt, so kénnten wir fiir diesen Raum alle angege-
benen Definitionen und Eigenschaften wiederholen bis auf die Vollstindigkeit, denn
fiir eine Folge stetiger Funktionen {@} folgt aus |lgp — x| ~0 fiir m, 2 - nicht
die Existenz einer (stetigen) Grenzfunktion ¢(s). Aber aus der Existenz einer ste-
tigen Grenzfunktion ¢(s) einer Folge stetiger Funktionen {g,(s)} folgt natiirlich die
Konvergenz dieser Folge in sich, d. h. die Giiltigkeit von ||pp — @gl| -0 fiir n, m — o,
Das ergibt sich aus der Beziehung

Pm— Pn=(Pm — @)+ (¢ — n)
und der Dreiecksungleichung
lpm — @ull =llgm — ¢l +llo — @al -
Die Ausdriicke cp, ¢ +y und (g, ) hingen stetig von der Zahl ¢ und den Ele-
menten ¢ und y ab, d. h., aus ¢, —~c¢, pp=¢ und y,=yp folgt
CaPn=CP,  Puntyn=9+v,  (Pn, Ya) > (P ¥) - (141)
Die ersten beiden Beziehungen in (141) ergeben sich aus den Gleichungen
P —Cppn=(C—Cn) P+Ca(®p —Pn) ,
(p+v)~(@n+yn)=(p—@n) + (v —pn)
und aus der Dreiecksungleichung. Die dritte wurde in [II, 162] bewiesen. Aus

pn=>¢p folgt wegen der Definition (138) der Norm |@,l —|l¢l.
Die Konvergenz von unendlichen Reihen in Ly ist die Konvergenz im Mittel, d. h.,

S(z) =i () (142)
k=1

ist gleichbedeutend mit
lim [ |S(z) ~ Sa(2)[? dz =0,
g
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wobel wir

Sa(2) =kzZ:luk(x>

gesetzt haben. Alle Funktionen uz(x) kann man durch dquivalente Funktionen er-
setzen. Dabei geht auch S(x) in eine dquivalente Funktion iiber. Aus (Sy, @)~ (S, %)
fiir irgendein Element » aus Ly folgt, daBl man die Reihe (142) gliedweise mit v(x)
multiplizieren und gliedweise integrieren kann:

[ 8(z) v(x) dx:i J up{z) v(z) dz . (143)
& -1 8

Im néchsten Abschnitt wollen wir uns mit einigen weiterfithrenden Eigenschaften
von Orthonormalsystemenin Ls beschéftigen. Die Grundlagen dieser Theorie wurden
in [1IL, 163] entwickelt.

23. Orthonormalsysteme in L. Zunichst formulieren wir einen Satz, dessen Beweis
erst in Kapitel III gegeben wird.

Satz 1. Es ser f(x) eine Funktion aus Lo iiber dem endlichen Intervall [a, b] und
& =0 erne beliebig vorgegebene Zahl. Dann existiert eine auf [a, b] stetige Funktion (x)
mat

b
If = gli? =af (@) —p(x)|? de=e . (144)

Dieser Satz bleibt auch fiir beschrinkte Gebiete der Ebene oder des Raumes
richtig. Er laBt sich auch folgendermafBen formulieren: Im Fall eines beschrinkten
Gebietes ist die Menge aller stetigen Funktionen dicht in Ls.

Im dritten Kapitel wird dieser Satz ausfiihrlich behandelt. Dort wird er unter
Benutzung einer Eigenschaft der Funktionen aus Ly bewiesen, die Stetigkeit im
Mittel genannt wird und in folgender Weise charakterisiert werden kann: Fiir
jedes beliebige € =0 existiert zu jeder Funktion f(x) aus Lq iber [a, b] ein n=0 mit

b
af!f(x+h)—f(w)|2dx<e far  |hj<mn.

Dabei wird f(x+h) =0 gesetzt, wenn x+h aullerhalb des Intervalls [a, b] liegt. Den
Beweis dieser Eigenschaft fithren wir in Teil V.

Diese Aussage 1ait sich auch auf den Fall eines unbeschriankten Gebietes tiber-
tragen. Man mufl dann aber die Menge aller stetigen Funktionen ersetzen durch
die Menge aller stetigen Funktionen, diein allen hinreichend weit vem Ursprung des
Koordinatensystems entfernt liegenden Punkten der Geraden, der Ebene bzw. des
Raumes verschwinden. Beispielsweise miissen im Fall eines ebenen Gebietes die
betrachteten Funktionen aullerhalb eines Kreises mit dem Mittelpunkt im Koor-
dinatenursprung gleich 0 sein, wobei der Radius des Kreises fiir verschiedene Funk-
tionen unterschiedlich sein kann. Solche Funktionen nennt man finit.

Wir wenden uns jetzt der Frage nach der Abgeschlossenheit (Vollsténdigkeit)
eines orthonormierten Funktionensystems in Lg iiber einem endlichen Intervall
[a, b] zu.

Satz 2. Ist das Orthonormalsystem gx(x) (k=1, 2, ...) stetiger Funktionen tn der
Klasse der auf [a, b] stetigen Funktionen abgeschlossen, so ist es auch in Lo abgeschlos-
sen (vollstindig).
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Zum Beweis benutzen wir die Dreiecksungleichung (139)

llg + 2l = llgll + 121,

die wir noch in Integralform aufschreiben:
1/2

b 1/2 b 1/2 b
[f|g(x>+h<x>|2dx] é[flg(x)2dx] +[fh<x)|2dx] . (145)

Dabei sind g(x) und k(x) Funktionen aus Lg iiber [a, b]. Gegeben seien die Funktion
f(x) aus Ly und ein ¢ = 0. Auf Grund des Satzes 1 existiert eine stetige Funktion ¢(z),
die der Ungleichung

f ) —ple)? dz= (146)

geniigt. Mit ay bezeichnen wir die Fourierkoeffizienten von ¢(x) beziiglich des
Orthonormalsystems {gg(x)}. Da dieses System nach Voraussetzung in der Klasse
der stetigen Funktionen abgeschlossen ist, existiert eine Zahl n derart, daf}

[ 0@ - Su(@)? da=" (147)
mit ‘
$u(e) = 3, i) (148)

gilt. Setzen wir in (145) g(z)=f(z) — @(x), h(z)=@(x) —Sp(x) und benutzen (146)
sowie (147), so erhalten wir

fb‘f(x) —Sp(x)|2de=e?.

Ersetzen wir weiterhin in dem Ausdruck S,(x) die Fourierkoeffizienten a; der Funk-
tion ¢(z) durch die Fourierkoeffizienten by:

b -
bk =af f(z) px(x) d=

der Funktion f(x), dann kann der Wert des Integrals auf der linken Seite nur
kleiner werden [II, 160], und folglich ist
b
S If(x) —on(x)2 dz=e?, (149)
a

wobel wir mit

on() =IZ]1 brpr(x)

die n-te Partialsumme der Fourierreihe von f(x) bezeichnet haben. Da sowohl ¢ =0
als auch f(x) aus Ly iiber [a, b] beliebig gewdhlt wurden, ergibt sich somit die Ab-
geschlossenheit und demnach auch die Vollstindigkeit des Orthonormalsystems
{pr(x)} in Ls.

In Teil II wurde fiir gewisse Systeme trigonometrischer Funktionen die Ab-
geschlossenheit in der Klasse der im Intervall [ —1, 1] oder [0, 1] stetigen Funk-
tionen bewiesen. Folglich sind diese Funktionensysteme auch in Ly abgeschlossen
(und damit auch vollstindig).
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Als weiteres Beispiel fithren wir das Orthonormalsystem iiber dem Intervall
[—1, 1] der Funktionen

@ =2 Py a=0,1,2,0 (150)

an, wobei die Pr(x) die Legendreschen Polynome bezeichnen [I11/2, 105]. Dieses
System kann man auch durch Anwendung des Orthogonalisierungsverfahrens auf
die Potenzfunktionen am (m=0, 1, 2, ...) erhalten. Jedes beliebige Polynom n-ten
Grades Qu(x) 148t sich durch die gg(x) ausdriicken:

Qn(x) :zn" uquk(a:) . (151)
k=0

Nach dem Satz von WErIErstrass [II, 168] ist die Menge aller Polynome in der
Klasse der in jedem festen endlichen Intervall stetigen Funktionen iiberall dicht.
Dies bedeutet speziell im Fall des Intervalls [—1, 1], dal} zu jeder gegebenen, in
[—1, 1] stetigen Funktion f(x#) und jedem beliebigem e>=0 ein Polynom Q(x)
existiert, das der Ungleichung

@) Qa1 = |5

geniigt. Das Polynom Q(x) stellen wir dabei in der Form (151) dar, wobei n sein
Grad ist. Damit erhalten wir

1
_{ If(x) - Q)2 dx=e,

und das auf der linken Seite stehende Integral kann, wenn die Koeffizienten ay in
(151) durch die Fourierkoeffizienten der Funktion f(x) ersetzt werden, nur einen
kleineren Wert annehmen. Hieraus folgt, da ¢ beliebig wahlbar ist, die Abgeschlos-
senheit des Orthonormalsystems (150) in der Klasse der im Intervall [—1, 1]
stetigen Funktionen, also auch in Ly. Mit Hilfe der linearen Substitution x=af + 8
(¢ #+0) kénnen wir bei entsprechender Wahl von « und g das Intervall [—1, 1] in
ein beliebiges endliches Intervall [a, b] transformieren. Setzen wir daher x=af +
in die Funktionen (150) ein und multiplizieren diese mit «71/2, so erhalten wir ein
Orthonormalsysten: im Intervall [a, b], das in Ly abgeschlossen ist. Spater werden
wir noch die Abgeschlossenheit der Hermiteschen und der Laguerreschen Funk-
tionen iiber den Intervallen ( — oo, o) bzw. (0, =) beweisen.

Bisher haben wir Orthonormalsysteme nur iiber endliche Intervalle der x-Achse
betrachtet. Jetzt wollen wir ein Quadrat ko, das durch die Ungleichungen e =x=b,
a=y=b definiert ist, zugrunde legen. Fiir diesen Fall beweisen wir den

Satz 3. Wenn die Funktionen gg(x) (=0, 1,2, ...) ein abgeschlossenes Ortho-
normalsystem in Lo iber dem Intervall [a, b] darstellen, dann bilden die Funktionen

wri(z, ¥) = ee(2) i(y) (k, 1=0, 1, 2, ...) ezn abgeschlossenes Orthonormalsystem in Lg
iiber dem Quadrat ko.

Wir skizzieren kurz den Beweis. Nach [II, 110] ist

b b -
kff Omn(Z, Y) Omm (2, ¥) dz dy =af Pm(%) Pm,() dx [af%(y) oY) d?/] )

und dieses Integral besitzt, da das Funktionensystem {gg(x)} orthonormiert ist,
den Wert 1 fiir m =m; sowie n =n; und den Wert 0 in allen anderen Fillen, In Lo
5 Smirnow IV/1
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sind die Begriffe Abgeschlossenheit und Vollstindigkeit &dquivalent. Es geniigt
demnach zu beweisen: Gehort f(x, y) iiber k¢ zu L und gilt

I f(x, ) womn(z, y) de dy =0 (m, n=0,1,2/..), (152)
ko
so ist f(x, y) fast ijbera]] in kg gleich 0. Um das zu zeigen, setzen wir

ff(x Y) pmlx )dx

Aus (152) folgt damit
b
f Fn(y) ealy) dy :ff /@, y) oma(z, y) dv dy =0,

so dall wegen der Vollstandlgkelt des Systems {gg(y)} fast iiberall in [a, b] die
Gleichung Fp(y) =0 gelten muB. Fiir ein solches festes y erhalten wir dann

b
ffwy ) ¢m() de=0.

Wegen der Vollstandigkeit des Systems {gy(x)} verschwindet bei diesem fixierten y
die Funktion f(z, y) fast iiberall hinsichtlich der Variablen . Nun wenden wir den
Satz von FuBINI auf das Integral iiber die Funktion |f(x, y)|2 mit dem Integrations-
bereich ko an. Aus dem oben Gesagten ergibt sich, dall dieses Integral gleich O ist,
d. h. auch f(z, y) =0 fast iiberall in %o, was zu beweisen war.

24. Lineare beschriankte Operatoren in Lg. Ein systematisches Studium der Theorie
linearer Operatoren erfolgt erst im Teil V. Hier beschrinken wir uns darauf, kurz
die einfachsten Eigenschaften solcher Operatoren vorzustellen.

Wir betrachten den Integraloperator

v(s) :fbK(s, t) u(t) dt (153)

und setzen einstweilen der Einfachheit halber den Kern als stetig voraus. In [4]
wurde gezeigt, dall der Operator (153) jeder Funktion wu(f) aus Lg eine stetige
Funktion v(s) zuordnet. Diese Bildfunktion kenn wieder als Element des Raumes
Lg angesehen werden. Damit bildet der Integraloperator (153) die Funktionen aus
Lo in Funktionen ab, die auch zu Lg gehoren, man sagt dafiir kurz, dafl er ein
Operator in Ly ist. Wir vereinbaren, den Zusammenhang (153) zwischen « und v
kurz in der Form »= Ku zu schreiben.
Der Operator (153) besitzt die Eigenschaft der Linearitét:

K(ciuy + coua) = c1Kuy + caKug (c1, c2 Konstanten) .

Um eine weitere wichtige Eigenschaft des Operators K zu formulieren, bezeichnen
wir den grofiten Wert der Funktion |K(s, t)| im Quadrat kg mit M. Wenn wir nun
den Integranden in (153) abschitzen und danach die Bunjakowskische Ungleichung
anwenden, finden wir

|o( |<Mf1 u(t)| dt=M Yb— a]/f|u ()2 dt .
Jetzt quadrleren wir diese Unglelchung, integrieren iiber [a, b] und erhalten

f!v )2 ds = M2(b— a2f|u ()2 dt
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oder
|02 = M2(b — a)? [|ul2.
Damit haben wir die Ungleichung
| Kul|=C lul (154)

mit C=M(b—a) bewiesen. Ein beliebiger linearer Operator, der mit einer ent-
sprechenden Konstanten C=0 der Ungleichung (154) geniigt, heillt beschrinkter
Operator. In Abschnitt [25] werden wir eine schwéchere Bedingung als die Stetigkeit
des Kerns fiir die Beschranktheit des Integraloperators (153) angeben. Wir er-
wihnen noch, daf nicht jeder lineare beschrankte Operator in Lg ein Integral-
operator ist, wie etwa das Beispiel des identischen Operators, der die Abbildung
Ku=u realisiert, zeigt.

Die Zahl C in (154) kann offenbar durch jede beliebige groflere Zahl ersetzt
werden. Wir wollen jetzt den kleinsten moglichen Wert von C fiir einen gegebenen
Operator K ermitteln. Es sei

|Ku|=C fiir |jufj=1. (155)

Tst jju||=0, so ist die Norm des Elementes u/|lu|| gleich 1 und folglich

1 1
K (— u) —
(2]l

flel
woraus sich wieder (154) ergibt. Demnach sind (154) und (155) dquivalent. Die
Menge der nichtnegativen Zahlen ||Ku|| fiir ||u| =1 besitzt eine eindeutig bestimmte
obere Grenze, die wegen (155) auch der kleinste mogliche Wert von C ist. Wir
bezeichnen sie mit »; oder || K| und nennen sie die Norm des Operators K :

= K| = sup | Kul| . (156)
=1

IKu|=0,

‘éO, d. h.

Fiir den Operator (153) mit stetigem Kern gilt |K||=M(b—ea). Im Fall |K||=0
bildet der Operator jedes Element aus Ly in das Nullelement ab (annullierender
Operator). Die Norm des identischen Operators (Ku =u) ist offensichtlich gleich 1.

Jeder lineare beschrinkte Operator K ist stetig, d. h., fiir jede Folge von Ele-
menten gp=>¢ gilt Kg,=>Kgp. In der Tat ergibt sich dies aus

1 Kg — Konl =[1K(p — gn)| =Kl llg — @nll >0 . -
Die Summe und das Produkt linearer beschriankter Operatoren
(K+L)u=Ku+ Lu, (LK) uw=L(Ku)

sind wieder lineare und beschrinkte Operatoren, wobei das Produkt im allge-
meinen von der Reihenfolge der Faktoren abhéngt. Ohne Schwierigkeiten zeigt man

IK + Lil= (Kl +I1Ll), - LK =I40K

und fiir die Potenzen des Operators K mit positiven ganzzahligen Exponenten
folgen hieraus die Ungleichungen

([ = || K]

25. Integralgleichungen mit Kernen aus L. Wir bebandeln nun die Integral-
gleichung

b
9(s)=f(s)+1 [ K(s, 1) p(t) dt, (157)

5%
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in der (a, b) ein endliches oder unendliches Intervall, f(s) eine gegebene Funktion
aus Ly iiber (@, b) und K(s, t) eine im Quadrat k¢ meflbare Funktion ist. Weiter
setzen wir die Existenz des Integrals

bb
P2=[[|K(s, t)|2ds di<e (158)
aa

voraus. Die Losung ¢(s) soll auch wieder Element von Lz sein.

Zunichst untersuchen wir die Eigenschaften des Operators der Gestalt (153) mit
einem Kern, der der Bedingung (158) geniigt. Solch ein Kern gehért beziiglich
t (bezuiglich s) zu Ly tiber (a, b) fir fast alle s (fast alle #). Folglich existiert das
Integral in (153) fiir beliebige u(t) aus Lg und definiert eine auf (a, b) mefbare
Funktion v(s). Das wird in Teil V im Zusammenhang mit dem Beweis des Satzes
von FUBINI gezelgt

Integrieren wir die Gleichung (153) unter den Voraussetzungen dieses Abschnitts
nach s und wenden danach die Bunjakowskische Ungleichung an, so erhalten wir

fbiv(s)jz ds_s_PZfbm(t)(2 d¢

oder
|Ku|=P fjuf, |KI|=P, (159)
wobei P durch (158) erklirt ist. Somit ist jeder Integraloperator K der Gestalt
(153) mit einem Kern aus Lg ein linearer beschriankter Operator in Ly iiber (a, b).
Wir weisen nochmals darauf hin, daf} das Intervall auch unendlich sein kann.
Jetzt wenden wir uns wieder der Integralgleichung (157) zu. Das Integral in

(158) 148t sich nach dem Satz von Fusint [II, 110] als iteriertes Doppelintegral
berechnen, d. h.

Pz—fQ2 ds= fR2(t

mit
b b \1/2
- (j K (s, £)]2 dt) , (f [K(s, ) ds
a

Weiterhin bestehen fiir die iterierten Kerne [5] die Unglelchungen

|K’ﬂ+1(8: ¢ ‘éQ(S) ( ) pr-1 (n 1’ 2’
Wir bilden die Reihe

Il

ZOKn+1(S’ t) 2'n___-K‘-.l(‘S‘; t) +K2(Sa t) Aﬂ'+ e (160)
n=

und bezeichnen ihre n-te Partialsumme mit S,. Dann erhalten wir mit Hilfe der
angegebenen Ungleichungen
Pn—1M|n — Pn+p—1|1|n+p

|Sn+p —Snl2=Q%s) R¥(t) 1-Pji

und daraus

Pr-1l|j|n . Pntp-1|j|n+p
1-PJj|

ff |Sn+p —Sn|? ds dé = P4

a a
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Fiir |4] < P-1 strebt die rechie Seite dieser Beziehung fiir # —< und beliebige p>0
gegen 0, d. h., die Folge S, konvergiert in L in sich. Folglich konvergiert die Reihe
(160) in Ly iiber ko gegen eine Funktion R(s, ¢; 1), die als Funktion von s und ¢ zu
Ly gehort [11, 162].

R(s, t; )=3 Knuls, )  (|2|<P-1) (161)
n=0

gehort aber als Funktion von ¢ fiir fast alle s aus (a, b) auch zu Ls iiber dem Inter-
vall (a, b) [1I, 110, 111]. Damit kénnen wir wie in [5] zeigen, daB fiir |4] < P-1 die
Integralgleichung (157) eine Lésung aus Lo hat, die durch

b
g(s)=1(s)+2 f R(s, t; 2) f(¢) d¢ (162)

dargestellt wird. Der Nachweis, daf} das Integral auf der rechten Seite fiir beliebige
f(t) aus Lg einen Sinn hat und eine Funktion von s aus Ly definiert, lit sich leicht
mit Hilfe der Bunjakowskischen Ungleichung fiihren.

Abschlielend beweisen wir die Eindeutigkeit der Losung der Integralgleichung
(157) unter der Voraussetzung |A|<P-1, d. h. |A|P<1. Wir nehmen an, daf} uns
zwei Losungen ¢ =f+ AK¢ und ¢ =f+ AK vorliegen. Dann gilt offenbar

¢g-¢=2K(p—¢).
Beriicksichtigen wir, daB ||AK||=|A| P <1 ist, so erhalten wir
lp—¢l.=0lg—¢l,  (0<b6<1).

Hieraus ergibt sich aber die Aquivalenz von ¢ —@ mitder identisch verschwindenden
Funktion.

26. Die adjungierte Gleichung. Oft wird statt der transponierten Integralgleichung
die adjungierte Integralgleichung betrachtet. Legen wir die Integralgleichung
b

g(s)=/(s)+2 [ K(s, t) p(t) di (163)
a
zugrunde, so haben wir die Gleichung
b
v(s)=g(s)+21 [ K(t, ) p(t) dt
a

die zugehdrige transponierte Integralgleichung genannt, wihrend wir die Gleichung

b
v(s)=g(s) +7 [ K(t, 5) y(t) dt (164)

die zu (163) adjungierte Integralgleichung nennen werden. Fiir den ,,adjungierten
Kern* benutzen wir, wie allgemein iiblich, die Bezeichnung

K*(s,t)=K(t, )
und fiir den zugehorigen adjungierten Operator die Schreibweise
b
v(8) = K*u(t)=f K*(s, t) u(t) dt .
a

Die Determinanten, die im Zahler und Nenner der Resolvente fiir den adjungicrten
Kern auftreten, haben dann die Gestalt

K+ (.vl T2 ... xn):K(g/l Y2 .. Y ) .
Y1 Y2 .. Yn X1 X2 ... Ty
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Der adjungierte Kern geniigt offenbar der Bedingung
P2 :afbj | K*(s, t){2 ds di< oo
mit demselben P wie in (158). Weiterhin gilt
Q*(s) =afb}K*<s, Hi2di=Rs),  R*() =afb K*(s, ]2 ds =Q(t) -

Alle im Abschnitt [9] durchgefiihrten Uberlegungen lassen sich auf die adjungierte
Integralgleichung iibertragen.
Fiir das Skalarprodukt besteht die Beziehung

(Ke, v) = (¢, K*y), (165)
die, ausfiihrlich geschrieben, die Gestalt

;[;K(s,t)cp( ] yds= j' _I'K dt] p(s) ds

annimmt. Um sie zu verifizieren, ist nur die Integrationsreihenfolge zu vertauschen
(Satz von Fumixi). Der adjungierte Operator ist offensichtlich linear und be-
schrinkt. Leicht lassen sich auch die folgenden Beziehungen zeigen:

(K1+Ko)*=Ki+ K5,  (AK)*=1K*  (K1K2)*=KjK}.
Die letzte Gleichung ergibt sich aus

b * b__
(Kle)*:[f Kl(S, T) Kg(‘[, ] f t T Kz(‘r 8) dr
_fK* 7) Kf(vr, t) dv=K}K}

und liefert fiir die Potenzen des Operators

(Km)* = (K*)
Die Resolvente des Kerns K*(s, t) besitzt die Darstellung

R*(s, ;) =2 K, (s, t) An

1=0

mit

Kif(s,)y=K*(s,t),  Kgiqls, t)=(K*pm+L,
Schlieilich lautet die Losung der Integralgleichung (164)

b
v(s)=g(s)+4 [ R*(s, t; 4) g(t) dt . (166)

27. Der ausgeartete Kern. In diesem Abschnitt betrachten wir den ausgearteten
Kern

=2 ok(s) ox(t)
=1

mit Funktionen gx(s), ox(¢) aus L. Thm entspricht der endlichdimensionale Operator

v(s) = Kyu(t) 22‘1 (u, Ok) 0k(s) - (167)
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Dem adjungierten Kern

n

KT(S: t) =.K1(t, 8) :Z Uk(s) Qk(t)

k=1

ist der endlichdimensionale Operator
n

v(s) = Kfu(t) =2, (u, ox) ok(s) (168)

zugeordnet. Die Integralgleichung

¢(8)=f(8)+1‘{bK1(8, t) @(t) di (169)
nimint dann die Gestalt

#(5)=1(6)+2 3 (9, 38) ) (170)
an, in der die Unbekannten xx= (g, 6x) aus dem linearen Gleichungssystem

xi— Iﬁlaikxk:fi (1=1,2, ..., n) (171)

mit ay = (gx, 6;) und f;=(f, ;) zu bestimmen sind. Die Determinante dieses Glei-
chungssystems hat die Gestalt

1 —Zan —1@12 —Zam
D(l): —1(121 1—1&22 —}.agn . (172)
- Zanl — lanz 1-—- la,m

Fiir die adjungierte Integralgleichung
b
v(s)=9g(s)+4 [ Ki(s, 8) p(t) At (173)
[

kann die Losung in der Gestalt

w(8)=9(8)+1%(% ox) o%(8) (174)

geschrieben werden, wobei sich die Unbekannten yx=(y, 0x) aus dem linearen
Gleichungssystem

n
Yi—A4 A:lebikyk:gi (¢=1,2,..,7n) (175)

mit by = (6, 0;) und g; = (g, ¢;) ergeben. Die Determinante Dy(4) des Gleichungs-
systems (175) erhélt man aus der Determinante D(4), indem man 4 durch 4 und a;
durch dg; ersetzt, d. h. in der Determinante (172) alle Elemente durch ihre kon-
jugiert komplexen Werte ersetzt sowie ihre Zeilen und Spalten vertauscht. Daraus
folgt, dafl die Gleichungen

D(A)=0 und Do(d)=0 (176)
dieselben Wurzeln haben und die Réinge der den beiden Determinanten ent-
sprechenden Matrizen bei jeder einzelnen dieser Wurzeln iibereinstimmen. Somit
besitzt jedes der (171) bzw. (175) entsprechenden homogenen Gleichungssysteme
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fiir dieselbe Wurzel die gleiche Anzahl linear unabhéngiger Losungen. Das kénnen
wir auch so ausdriicken, daB die Integralgleichungen (169) und (173) dieselben
charakteristischen Zahlen und fiir jede von ihnen dieselbe Anzahl linear unab-
hiangiger Eigenfunktionen haben. Es kann aber durchaus der Fall eintreten (ndm-
lich wenn D(4)=const %0 ist), dal} die Gleichungen (176) gar keine Ldsungen be-
sitzen.

28. Losung der Integralgleichung mit e¢inem Kern aus Ly fiir beliebige 2. Wir be-
schiftigen uns jetzt mit der Integralgleichung

b
P(s)=/(s) +Aaf K(s, t) @(t) dt , ; (177)

in der f(s) € Lg iber [a, b] und K (s, t) € Lg iiber ko ist. Es sei wg(s) (k=1, 2, ...) irgend-
ein abgeschlossenes Orthonormalsystem im Intervall [a, b], so daf die Funktionen
wr(s) wi(t) (k,1=1, 2, ...) ein abgeschlossenes Orthonormalsystem in k¢ bilden. Um
die folgenden Formeln zu vereinfachen, setzen wir die wg(s) als reell voraus. Damit
konnen wir die Reihenentwicklung des Kerns

Ki(s, t) = ké baon(s) wult) (i78)

aufschreiben, in der die by; die Fourierkoeffizienten von K(s, t) beziiglich des Ortho-
normalsystems {wy(s) w;(t)} bezeichnen.

Die Reihe (178) konvergiert im Mittel, was mit der Giiltigkeit der Vollstindig-
keitsrelation

o

bb
J[|K(s, t)2ds dt= 2, [bg[? (179)
aa

k=1
gleichbedeutend ist. Wir zerlegen die Reihe (178) in die zwei Teilsumimen
n
1{/ (8, t)= Z bk;wk(s) wl(t) ’
k=1
K" (s, t)= Z brior(s) wi(t) .

koderl>n

Die Summation in der zweiten Teilsumme erfolgt iiber alle Zahlenpaare (£, I), in
denen wenigstens eine der Zahlen gréBer als » ist. Entsprechend dieser Zerlegung ist

K(s, t)=K'(s, t)+ K" (s, 1), (180)
bd n

ST K (s, )2ds dt= > |bg}2,

aa k,l=1

bb
[IIE (s, 02dsdi= > bz,
aa

koderi=>n

Nun sei e>0 eine beliebig vorgegebene kleine Zahl. Dann kénnen wir # so wihlen,
daf die Ungleichung

Db
[ K", )2 ds dt=¢2 (181)

aa
erfiillt ist. Auf diese Weise ist es also moglich, den Kern K(s, ¢} in zwei Summanden

zu zerlegen, von denen der eine ein ausgearteter Kern K’(s, {) und derandere K’'(s, f)
im Sinne der Ungleichung (181) klein ist. Weiter kénnen wir die Ausgangsinte-
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gralgleichung in der Gestalt
b

g(s)=gols)+ 2 [ K" (s, 1) g(t) dt (182)
schreiben, wobei
b
go(s) = () + 2 [ K'(s, 1) ¢(0) dt (183)

ist. Setzen wir |1|<e&~1 voraus, so lafit sich ¢(s) wegen (182) durch die Resolvente
des Kerns K”’(s, t) und go(s) in der Form

b
P(s)=gqo(s)+2 [ B’(s, t; ) qolt) dt

ausdriicken. In dieser Gleichung ersetzen wir qo(s) durch den Ausdruck (183) und
erhalten

b b
F(8)=f(s)+ 4 [ K'(s, ) g(t) At +4 [ B'(s, t; 2) f(t) dt

br v
Ly [f R(s, t; ) K'(z, ) dr] p(t) dt
a a

oder, wenn wir noch die Gestalt von K’(s, t) beriicksichtigen,

bn '

g(s)=J(s, )+ [ k=‘1 oi(8, 2) wi(t) @(t) dt, (184)

wobel wir
b .

Fis, A)=f(s)+4 [ R”(s, t; 4) (t) dt (185)

und
n b
0k{(s, A= 2 brm {wm(s) +A [ R”(s, 75 %) wplT) dr} (186)
m=1 a

gesetzt haben. Die Funktionen f(s, 1) und gx(s, 2) sind in dem Kreis d,: || <&~1 der
A-Ebene regulir, dabei kann ¢ >0 beliebig klein gewihlt werden. Die Gleichung (184)
ist eine Integralgleichung mit ausgeartetem Kern. IThre Lésung 146t sich wie in [27]
auf ein algebraisches Problem zuriickfiihren. Die Determinante D(4) (vgl. [27]) fir
die Integralgleichung (184) hingt sowohl iiber den Faktor vor dem Integral als auch
iiber die Funktionen gg(s, 1) von 2 ab. Sie ist in d, eine reguldre Funktion von 2,
und jede der Wurzeln der Gleichung D(A)=0 ist eine charakteristische Zahl der
Integralgleichung (184). Weitere charakteristische Zahlen gibt es in d, nicht.

Es sei noch erwihnt, daf3 aus den Eigenschaften der Resolvente die Aquivalenz
der Integralgleichungen (184) fiir ¢(s) mit der Ausgangsintegralgleichung (177) in
dem Kreis d, der A-Ebene folgt. Weiterhin sind auf Grund der Definition der Resol-
vente auch (185) und die Integralgleichung

sy =Fls 1) [ K5, 1) b, 2) (187)

dquivalent. Aus dieser Gleichung und (185) folgt, dafl j(s) und f(s, 4) nur gleich-
zeitig in d, verschwinden kénnen. Das bedeutet, die charakteristischen Zahlen der
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Integralgleichungen (185) und (187) stimmen in d, iiberein, was sich ja auch aus
der Aquivalenz dieser Gleichungen im Kreis d, ergibt.
Fiir die adjungierte Integralgleichung

b
w(s)=g(s) +1 [ K*(s, t) p(t) dt (188)

gilt entsprechend
K*(s, t)=K"*(s, t) + K"*(s, t)

mit
K’* 8 t Z bklwl(s) wk(t)
=1

und
K" (s, t)= % briog(s) wg(t) .

k oder I>mn

Durch analoge Uberlegungen wie zuvor erhalten wir fiir y(s) die Integralgleichung
mit ausgeartetem Kern

die sich als adjungierte Integralgleichung von (184) erweist. Wir kénnen deshalb

festhalten, daf} die Integralgleichungen (184) und (187) in dem Kreis d.: |2] <&

dieselben charakteristischen Zahlen mit jeweils den gleichen Vielfachheiten be-

sitzen. Die Endlichkeit der Vielfachheit mgeiner beliebigen festen charakteristischen
b

Zahl 2¢ folgt wie in [10] aus der Ungleichung mo= (4|2 f [ | K(s, ¢)'2 ds dt.
aa
Es bleibt noch die Lésbarkeitsbedingung fiir die inhomogene Integralgleichung

in dem Fall zu betrachten, daf} A eine charakteristische Zahl ist. Sie kann folgender-

mafen formuliert werden:
Notwendig und hinreichend fiir die Losbarkeit der Integralgleichung

b
p(s) =/(s) +laf K(s, t) o(t) dt

ist die Bedingung, dal} f(s)zu allen Eigenfunktionen der homogenen adjungierten
Integralgleickung

b
=1 [ K*(s, t) p(t) dt
a
ort,hogonal ist, d. h.

ff(s w(s) ds=0

gilt. In [10] wurde eine analoge Bedingung fiir stetige Kerne und unter Verwendung
des transponierten Kerns bewiesen. Dieser Beweis kann auch fiir den Nachweis der
vorliegenden Loésbarkeitsbedingung fiir Kerne aus Lo herangezogen werden. Es
sind lediglich der transponierte durch den adjungierten Kern zu ersetzen und einige
unwesentliche Abinderungen anzubringen.

Damit haben wir fiir die Integralgleichung (177) mit einem Kern aus L iiber ko
und einer Funktion f(s) aus Ly iiber [, b] die folgenden grundlegenden Fredholm-
schen Sédtze erhalten.
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Satz 1. In jedem beschriinkten Teil der A-Ebene befinden sich nur endlich viele
charaktervstische Zahlen i der Integralgleichung (177), und jede von ihnen hat eine
endliche Vielfachheit.

Satz 2. Ist A keine charakteristische Zahl, so ist die Integralgleichung (177) fiir jede
gegebene Funktion f(s) losbar, und die Losung ist exndeutig bestimmd.

Satz 3. Ist 1 eine charakteristische Zahl der Integralgleichung (177), so ist 1 eine
charakteristische Zahl der Integralgleichung (188) mait derselben Vielfachheit wie die
von A. Andere charakteristische Zahlen hat die Integralgleichung (188) nicht.

Satz 4. Ist 4 eine charakteristische Zahl der Integralgleichung (177), so st not-
wendig und hinreichend fiir thre Lisbarkeit die Qrthogonalitiit von [(s) zu allen Eigen-
funktionen der adjungierten Integralgleichung (188), die zur charakteristischen Zahl 1
gehéren. Ist diese Bedingqung erfiillt, so besitzt die Integralgleichung (177) unendlich
viele Losungen.

Es sei noch darauf hingewiesen, dal} im letzten Fall des Satzes 4 die allgemeine
Losung der Integralgleichung als Summe einer beliebigen partikuliren Lésung
go(s) dieser Integralgleichung und der Linearkombination mit willkiirlichen Kon-
stanten als Koeffizienten irgendeines vollen Satzes von zu A gehérenden Eigen-
funktionen darstellbar ist. Die Anzahl der dabei in die Linearkombination ein-
gehenden Eigenfunktionen ist gleich der Vielfachheit m der charakteristischen
Zahl 1.

P(8) = go(s) +c171(s) +c2g2(8) + ... +CmPm(s) -
Die Verallgemeinerung der Fredholmschen Theorie auf den Fall von Kernen aus L,
erfolgte in den Arbeiten von CARLEMAXN (Math. Annalen 9, Heft 3/4, 1921) und
S. G. MrcuLIN (Doklady AN SSSR 42, Nr. 9, 1944).

AbschlieBend erwihnen wir noch, daff schwach polare Kerne (siehe [49]) auch
Kerne aus Ly sind.

29. Vollstetige Operatoren in Ls. Ein Operator K in Lg, der also eine Abbildung
v=Ku von Lg in sich definiert, heiit vollstetiger Qperator in Lg, wenn er jede in Lo
beschrankte Menge von Funktionen u(t), d. h. Funktionen u(¢) mit

b
Jlutyzdt=C? (C =0 eine Konstante),
a

in eine kompakte Menge iiberfiihrt. Letzteres bedeutet, daf} in jeder Felge aus
dieser Menge von Funktionen 2(s) eine konvergente Teilfolge existiert. Wir stellen
uns in diesem Abschnitt das Ziel, den folgenden Satz zu beweisen.

Satz. Ein Integraloperator mit dem Kern K(s, t) aus La(ko) 7st ein vollstetiger
Operator in La.

Zuvor beweisen wir den

Hilfssatz 1. Ist B, (n=1, 2, ...) exne unendliche Folge linearer beschrinkter voll-
stetiger Operatoren in Lo und B ein solcher linearer beschriinkter Operator in L, daf8
die Norm der Differenz B— By fiir n-c gegen O strebt, so ist auch B ein vollstetiger
Operator.

Es sei {x,} eine unendliche Folge von Elementen aus einer beschrinkten Menge

in Ly, d. h. ||a,|| = C fiir alle n. Dann haben wir zu beweisen, da} man aus der Folge
{Bx,} eine in L konvergente Teilfolge auswihlen kann. Da B ein vollstetiger
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Operator ist, 146t sich aus der Folge {Byz,} eine konvergente Teilfolge auswihlen.
Es sei 233 (=1, 2, ...) eine solche Teilfolge von {x,}, fir die also die Folge {Bixx1}
konvergiert. Weil auch B; ein vollstetiger Operator ist, 1la3t sich aus der Folge
{Boxk1} wieder eine konvergente Teilfolge aussondern. Es sei g2 (k=1, 2, ...) eine
solche Teilfolge von {1}, fiir die die Folge { Baxge} konvergiert. Da aber {2} Teil-
folge von {1} ist, folgt auch die Konvergenz von {Bizs2}. Ebenso kann man nun
wiederum in der Folge {zx2} eine solche Teilfolge {3} bestimmen, dall {Bpays} fir
m=1, 2, 3 jeweils eine konvergente Folge wird. Setzt man dieses Verfahren weiter
fort, so erhélt man die Folgen {zxp} (p=1, 2, ...). Nun bilden wir die Diagonalfolge
(vgl. [15])

211, T22, 335 «ov (189)

die eine Teilfolge der Ausgangsfolge z, (n=1, 2, ...) ist. Die Folge Bpap (k=1, 2, ...)
ist jetzt aber fiir jedes m konvergent. Damit bleibt uns nur noch zu zeigen, daff auch
die Folge By, (k=1, 2, ...) konvergiert. Wie wir wissen [II, 162], geniigt es dazu,
die Konvergenz in sich zu beweisen, d. h. zu bestétigen, daBl zu einem beliebigen
£=>0 ein & existiert mit

| Brpp — Brgg||=e fir p,g=N. (190)
Zuniéchst ergibt sich unter Verwendung von Satz 4 aus [II, 161] die Ungleichung
| Bpp — Bitgqll = || Bxpp — Bixppll + 1| Bitpp — Biaggll + || Brtgg — By -

Nach Voraussetzung strebt die Norm der Differenz B - B; fiir I - gegen 0, d. h.
|B — By|| >0 fiir I ~oo. Daher wihlen wir zuerst [ so, daf} die Ungleichung

&
1B - Bill=35
besteht. Damit haben wir einerseits

| Bxyp — Bixppll =I(B — Bi) 2ppl| =B — Byl C=

und andererseits

wl o

&
| Biargq — Baggll =3

Da die Folge Bz (k=1,2,...) konvergiert, konnen wir weiterhin N so wihlen, da3
schlieflich auch

| Bitpp — Bigg| sg— fir p,g=N

ist. Zusammen folgt daher (190), was zu beweisen war.
Hilfssatz 2. Jeder endlichdimensionale Qperator vst vollstetig.
Ein endlichdimensionaler Operator [27] hat die Gestalt

m
Lu=2 (u, ox) ok(s) ,
E=1
dabei sind die Funktionen gg(s), ox(f) und u(t) aus Ly iiber [a, b]. Wir betrachten

eine beschrinkte Folge von Funktionen u, (n=1, 2, ...) aus L, d. h. |luy|=C. Es
sei D der gréBte Wert der Normen |log||. Damit kénnen wir

m
V() = Luy =k21dknek(e! (din = (Un, o))
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schreiben, und auf Grund unserer Annahmen folgt fiir die Koeffizienten die Ab-
schitzung |dgs| =|(un, ox)| =CD. Daher ist auch jede der unendlichen Folgen dis
(n=1, 2, ...) beschrinkt, und es existiert eine Folge von natiirlichen Zahlen »;, ng, ...,
so daB jede der Folgen dgg,, din,, ... einen Grenzwert besitzt. Diese Grenzwerte be-
zeichnen wir mit

lim dyy,=dj .

ny—~>oe

Es sei uy,(f) die Funktion der Ausgangsfolge {u,} mit den Koeffizienten dgp, in der
Darstellung von v,; = Luy,. Weiterhin fiihren wir die Funktion

m
=2, drox(s)
=]
aus Ly ein. Unter Verwendung des Satzes 4 aus [II, 161] erhalten wir damit
m
' Z (dk —din;) 0k(S) Z |2k — | co

wobei ¢y der grofte Wert der Normen ||gg|| ist. Aus dieser Ungleichung folgt jedoch
l[0(8) —vny(8)l| -0 fiir n; —~ oo, was zu beweisen war.

”UO( vﬂl

Jetzt kommen wir zum Beweis des oben formulierten Satzes. Wir sahen, daB ein
Kern K(s, t) aus Ly in der Form

K(S, t) =-K1('S, t) +K2(8» t)

dargestellt werden kann, wobei Kj(s, t) ein ausgearteter Kern ist und Kos(s, £) die
Ungleichung

bd
ST 1 Kafs, t)]2 ds di = ¢2 , (191)
aa

mit einer beliebig kleinen festen Zahl ¢>0 erfiillt. Der ausgeartete Kern Kj(s, £)
entspricht einem endlichdimensionalen Operator und Kj(s, ) einem Operator, des-
sen Norm wegen (191) und (159) nicht gréBer als ¢ ist. Betrachten wir eine Null-
folge von Zahlen &,>0 und nehmen fiir jedes der Folgenglieder die beschriebene
Aufspaltung des Kerns K(s, t) vor, so erhalten wir eine Folge endlichdimensionaler
Operatoren mit den Kernen E$(s, t), fiir die (9 -—K(f")" -0 fiir n »oo gilt. Daraus
folgt, dafl der Integraloperator K mit dem Kern K(s, f) vollstetig ist, womit wir den
Satz bewiesen haben.

TIst fiir jedes beliebige £=>0 der Operator K als Summe zweier linearer Operatoren
K; . und Ky, darstellbar, wobei K;, endlichdimensional und die Norm von Kp ,
nicht gréfer als ¢ ist, so folgt aus den Hilfssitzen 1 und 2, daB K ebenfalls ein
vollstetiger Operator ist. Auch die Umkehrung dieser Aussage ist richtig: Jeder
vollstetige Operator gestattet fiir jedes >0 eine solche Darstellung, oder anders
ausgedriickt, ein vollstetiger Operator kann in der Operatornorm durch endlich-
dimensionale Operatoren Kj,, approximiert werden. Das wird in [V, 134] bewiesen.
Nicht nur im Raum ZLj gilt das, sondern auch in jedem.beliebigen Hilbertschen
Raum H (wir meinen hier einen vollstindigen separablen Raum H — siehe [V, 121].

Aus den Beweisen der Fredholmschen Sitze, die wir in [28] angegeben haben, ist
ersichtlich, daB diese Sétze auch allgemeiner fiir Operatorgleichungen

p=f+AKg
in einem beliebigen (komplexen) Hilbertschen Raum H gelten, wenn K ein linearer
vollstetiger Operator in H ist.
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30. Symmetrische Kerne. Ein komplexwertiger Kern K(s, t) wird symmetrischer
oder hermitescher Kern genannt, wenn er die Beziehung

K*(s, ) =K(, s)=K(s, t) (192)

erfiillt. Aus dieser Definition folgt sofort, dal K(s, s) reell ist. Im Fall eines reell-
wertigen Kerns geht (192) in

K(t, s)=K(s, t) (193)
itber.
Ein Integraloperator K¢ mit symmetrischem Kern geniigt der Beziehung

oder, ausfiihrlich geschrieben,
b

b _ b b____
7| 1 0 910 8t 90 ds= oo | FETS o at] as,
a a @ a
die sich leicht durch Vertauschung der Integrationsreihenfolge verifizieren 14dBt.
Insbesondere ist

(K‘P’ ‘P):(% K‘P) ’

und daran erkennt man, daf (K¢, ¢) eine reelle Zahl ist.

Integraloperatoren mit symmetrischen Kernen nennt man gewdhnlich selbst-
adjungiert. Fiir sie ist die Beziehung (194) charakteristisch. Im folgenden bis ein-
schlieBlich Abschnitt [46] betrachten wir, ohne es jedesmal ausdriicklich neu vor-
auszusetzen, Integralgleichungen mit symmetrischen Kernen. Der Einfachheit
halber beschrinken wir uns auf den eindimensionalen Fall n =1. Im mehrdimen-
sionalen Fall sind die Uberlegungen dieselben.

Wir beginnen damit, zwei Eigenschaften der oben betrachteten Operatoren her-
zuleiten. Essei Ageine charakteristische Zahl und go(s) eine zugehorige Eigenfunktion,
d. h. po=210Kgo. Daraus ergibt sich (po, po) = 2o(K¢o, o) oder

1 _(K%, ®0) .
Jo ool (Ipoll2= (w0, @0))

und folglich ist jede charakteristische Zahl reell. Nun seien 1; und A zwei verschiedene
charakteristische Zahlen und ¢;(s) bzw. ¢2(s) zugehérige Eigenfunktionen:

o1 =4Kq, p2=22Kps . (195)

Aus der ersten dieser Gleichungen erhalten wir
1 1
7, (71 #2) = (K1, g2) oderauch o (g1, g2)=(g1, K¢2).
Verwenden wir nun noch die zweite der Gleichungen (195), so finden wir
1 1
7 (71 92)=(91, Kp2) =7 (91, 2)
und daraus

1 1
(Z_E) (p1, p2)=0.
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Da 4; & A3 vorausgesetzt war, haben wir damit (g1, ) =0, d. h., die Higenfunktionen,
die zu verschiedenen charaktervstischen Zahlen gehéren, sind zuetnander orthogonal.

Wie wir frither [4] schon erwdhnt haben, kann man annehmen, daf} die Eigen-
funktionen, die zu derselben charakteristischen Zahl gehéren, orthogonal sind.
Beriicksichtigen wir aulerdem noch die zuvor hergeleitete Eigenschaft, so sehen
wir, dal die Menge aller Eigenfunktionen ein Orthonormalsystem bildet.

In einem der vorangehenden Abschnitte hatten wir ein Beispiel einer Integral-
gleichung mit nichtsymmetrischem Kern angegeben, die keine einzige charakteri-
stische Zahl besitzt. Fiir Integralgleichungen mit symmetrischen Kernen ist diese
Situation nicht méglich, denn es besteht der folgende Satz, den wir aber erst
spiter beweisen werden:

Satz 1. Jede Integralglerchung mat einem nicht identvsch verschwindenden symme-
trischen Kern hat mindestens exne charakteristische Zahl.1)

Wir haben frither gezeigt, dall die charakteristischen Zahlen (in unserem Fall
sind sie reell) alle endliche Vielfachheit besitzen und ihre Anzahl in jedem belie-
bigen endlichen Intervall endlich ist. Bilden die charakteristischen Zahlen eine
unendliche Menge, so konnen sie sich nur im Unendlichen hdufen, und sie lassen
sich nach nichtabnehmenden absoluten Betrdgen anordnen:

[A1]=]2e]=|23|=.... (196)
Entsprechend sei das zugehorige Orthonormalsystem der Eigenfunktionen

71(s), @2(s), @3(s), ... (197)
Offenbar ist auch das Funktionensystem

21(s), p2(s), 73(s), ... (198)

orthonormiert. Ist jedoch der Kern reell, so kénnen wir auch die Eigenfunktionen
als reell annehmen, und die Funktionensysteme (197) und (198) sind identisch.
Das System (197) heifit das System der Eigenfunktionen des Kerns K(s, t) oder
der thm entsprechenden Integralgleichung.
Fiir die Eigenfunktionen gilt

b

Pr(s) .

E2 = [ K, ) gty dt;
a

man erkennt daraus, daB sich die linke Seite als Fourierkoeffizient des Kerns
K(s, t), betrachtet als Funktion von f, in bezug auf das normierte Orthogonal-
system (198) auffassen 148t. Die Besselsche Ungleichung liefert

n

b
S "”’“(8)]2 [ 1K, v ar. (199)

=il A

Durch Integration iiber s ergibt sich

b b

n1

y = 2
kZM% ~&fdf |K(s, t)|2 dt ds

1) Diesen fundamentalen Existenzsatz haben zuerst D. HiLBERT und E. ScHMIDT
fiir stetige symmetrische Kerne mit vollig verschiedenen Methoden bewiesen. (Anm.
d. Red.)
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und, falls unendlich viele Eigenwerte vorliegen, durch Grenziibergang n-—eo

bb
oo 1 »

5= 2dtds.
23 ajaf K (s, £)]2 dt ds

L]

Jede charakteristische Zahl tritt in der Folge (196) so oft auf, wie es ihrer Viel-
fachheit entspricht. Das Gleichheitszeichen, d. h. |Ax| =|Az+1|, gilt natiirlich nur
dann, wenn entweder Az =4z (Vielfachheit =1) oder Azy1= —2; ist. Besitzt
die Folge (196) unendlich viele Glieder, so strebt |Az| - <o fiir £ —oo.

Im Fall eines ausgearteten symmetrischen Kerns

m

K(s, t) =}Ezlffk(8) ox(?) (200)
werden wir beweisen, dall er nur endlich viele charakteristische Zahlen besitzt
(vgl. [27]). Weiterhin werden wir zeigen, dafl Integralgleichungen mit nicht aus-
gearteten (symmetrischen) Kernen stets unendlich viele charakteristische Zahlen
haben.

Alles dies ist fiir folgende Typen von Kernen richtig: stetige und polare Kerne
auf einem endlichen Intervall und Kerne aus Lg auf einem endlichen oder unend-
lichen Intervall. In den ersten beiden Féllen sind die Eigenfunktionen stetig,
fiir Kerne aus Ly sind sie ebenfalls aus Ls.

31. Reihenentwicklung des Kerns nach Eigenfunktionen. Das Funktionensystem
(197) braucht nicht vollstandig zu sein. Deshalb kann man bei der Reihenentwick-
lung einer Funktion nach dem Funktionensystem der gg(s), sogar wenn die Reihe
gleichméBig konvergiert, nicht darauf schliefen, daB die Reihensumme gleich
der entwickelten Funktion ist. Wir beginnen mit der Aufstellung der Fourier-
reihe fiir den Kern.

Wir haben bereits gesehen, dafl die Fourierkoeffizienten des Kernes in bezug
auf das Funktionensystem (198) gleich den Quotienten ¢y(s)/4; sind; folglich hat
die Fourierreihe des Kernes die Gestalt

@x(s) pr(t)
; p . (201)
Die Summation iiber k ist dabei bis o zu erstrecken, wenn die Anzahl der Eigen-
funktionen unendlich ist, anderenfalls bis zu einer endlichen Zahl, die dann gleich
der Anzahlaller Eigenfunktionen des Systems der ¢x(s) ist.
Wir bemerken, dall die Reihe (201) auch als Fourierreihe der im Quadrat kg

definierten Funktion K(s,t) nach den Funktionen ¢x(s) ¢i(t) (k,1=1,2,3, ...)
aufgefalBt werden kann, die im Quadrat ko ein normiertes Orthogonalsystem bil-

den [23]. Dann gilt

L 0 fir k+l,
[ J K, o) gutty ds dt = [ gulolils) ds= 11; fie bl
0 a

Satz 1. Wenn der Kern stetig ist und die Reihe (201) vm Quadrat ko gleichmiifig
konvergiert, ist thre Summe in ko gleich dem Kern, d. h., es gilt

K(s,0)=3 ‘Ls)h“’ﬂ . (202)
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Zum Beweis setzen wir zunichst voraus, dafl unendlich viele Eigenwerte vor-
handen sind, und betrachten die Differenz

_ S 9ils) eil?)
(s, £)=K(s, t) kgi > (202;)
die in ko eine stetige symmetrische Funktion ist. Fassen wir die Funktion (s, f)
bei festem s im Intervall [a, b] als Funktion von ¢ auf, so sind ihre Fourierkoeffi-
zienten in bezug auf das Funktionensystem ¢ (t) gleich 0 [3],
b
[ (s, t) gpt) dt=0 k=1, 2, ..). (203)
a
Wir miissen nun beweisen, dal (s, ¢) in ko identisch verschwindet. Wir fiihren
den Beweis indirekt. Angenommen, die Funktion w(s, f) verschwinde in kg nicht
identisch. Dann kénnen wir sie als Kern einer Integralgleichung auffassen,

b
wis)=2 [ s, 1) plt) de .

Nach dem im vorigen Abschnitt formulierten Fundamentalsatz hat diese Integral-

gleichung wenigstens einen Eigenwert 4y, zu dem eine gewisse Eigenfunktion yq(s)
gehort, die nicht identisch verschwindet:

lof (s, 1), wo(t) de . (204)

Wir zeigen, dal} diese Funktion yg(s) zu allen Eigenfunktionen ¢g(s) des Kerns
K(s, t) orthogonal ist. Multiplizieren wir nédmlich beide Seiten von (203) mit Agypo(s)
und integrieren iiber s, so erhalten wir

loff (8, t) wo(s) pi(t) dsdt=0

a

Hieraus ergibt sich wegen (204) und der Symmetrie von w(s, ?)

fzpo er(t) dt=0 (k=1,2,..). (205)

Die Integra]glelchung (204) 1406t sich in der Gestalt

=20 f [K 8, 1) — lqjk ) (pk(t ] wo(t) dt

schreiben. Wenn wir die gleichmifige Konvergenz der Reihe (201) und die Be-
ziehung (205) beachten, erhalten wir

b
yo(8) =40 [ K(s, 1) wo(t) dt,

d. h., die Funktion yg(s) mull eine Eigenfunktion des urspriinglichen Kerns
K(s, t) sein. Folglich mu8 sie eine Linearkombination der Eigenfunktionen gg(s)
sein, die zum charakteristischen Wert 1y gehéren.

Dies ist aber nicht moglich, weil die Funktion yg(s) und die Funktionen gi(s)
zusammen ein Orthogonalsystem bilden und orthogonale Funktionen nicht linear
abhingig sein konnen [3]. Dieser Widerspruch zeigt, dafl unsere Annahme, w(s, t)
sei nicht identisch gleich 0, falsch ist; es ist also w(s, t)=0 in ko, und es gilt (202).
6 Smirnow IV/1
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Im weiteren werden wir zeigen, daBl die Reihe (201) in k¢ gleichméfBig konver-
giert, wenn die Zahlen A bis auf hdchstens endlich viele Ausnahmen dasselbe Vor-

zeichen haben.
Wir setzen jetzt den Kern als stetig oder schwach polar oder aus Ly voraus und

bilden seine Fourierreihe in kq:

Ak

Wie jede Fourierreihe einer Funktion aus Ls konvergiert sie im Mittel, und wir
kénnen in diesem Sinne von ihrer Summe in kg sprechen. Nun bilden wir wieder
die Differenz (202;), die zu Lg iiber kg gehort, und kénnen danach wie oben weiter-
schliefen. Dabei ist zu beriicksichtigen, dafl eine im Mittel konvergente Reihe
mit einer Funktion aus Ls multipliziert und gliedweise integriert werden kann.
Schlieflich kommen wir zu dem Ergebnis w(s, t)=0 (dquivalent 0), und damit
haben wir den

Satz 2. Fiir stetige und schwach polare Kerne sowie Kerne aus Lg konvergiert
die Reihe (201) in ko im Mittel, und thre Reshensumme ist gleich dem Kern.

Aus der Konvergenz im Mittel folgt die Vollstindigkeitsrelation

b b
;%:fj IK(s, t)2dsds . (206)

’ﬁ P(8) Pi(?) )
=1

Wir hitten auch Satz 2 zuerst beweisen und anschlieBend Satz 1 als unmittelbare
Folgerung erhalten konnen. Man sieht leicht, daB stetige und schwach polare

Kerne aus Ls sind.
Besitzt der Kern nur endlich viele charakteristische Zahlen, dann besteht die

Reihe (201) aus endlich vielen Summanden, und es gilt die Gleichung
<> 9i(3) x(?)
K(s, t) _12.:1 " . (207)

Diese Formel zeigt, dal K(s, ) ein ausgearteter Kern ist, wenn er nur endlich
viele charakteristische Zahlen hat. Wie wir frither in [27] gesehen haben, besitzt
auch jeder ausgeartete Kern nur endlich viele charakteristische Zahlen.

Somit gilt: Ein symmetrischer Kern ist dann und nur dann ausgeartet, wenn
er hichstens endlich viele charakteristische Zahlen hat.

32. QuellenmiBig darstellbare Funktionen. Das orthonormierte System der
Eigenfunktionen g¢x(s) des Kerns K(s, ¢t) braucht nicht vollsténdig zu sein, und die
Fourierreihe beziiglich dieses Systems irgendeiner Funktion F(s) kann dann, selbst
wenn sie gleichmidBig konvergiert, eine von F(s) verschiedene Reihensumme
haben. Ist aber insbesondere diese Funktion F(s) der Kern selbst, so folgt, wie wir
oben gesehen haben, aus der gleichmafBigen Konvergenz der Reihe (201), daB ihre
Summe gleich dem Kern ist. Das fithrt uns zur Definition einer gewissen Klasse
von Funktionen.

Definition. Eine Funktion f(s) heiBt quellenmdifiig darstellbar, wenn sie mit
Hilfe des Kerns K(s, ¢) in der Form

H) =1 K(s, 1 b(t) s

darstellbar ist.
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Ist dabei der Kern auf dem endlichen Intervall [a, b] stetig oder schwach polar,
so setzen wir h(t) als stetig voraus, und f(s) ist ebenfalls eine stetige Funktion.
Ist dagegen der Kern aus Lz, so wihlen wir auch k(t) als Funktion aus L, und f(s)
ist ebenfalls aus L.

Fir die Fourierkoeffizienten einer quellenmiBig darstellbaren Funktion f(s)
erhalten wir

ar= ffS)% 8) ds= fstt)h() gi(s) ds dt

=f [fK(t,s)Mds] h(t) dt:fm—tzkhﬂdt

h
ax=5, (208)

Ak

oder

wobei hy die Fourierkoeffizienten der Funktion A(t) in bezug auf das System ¢z(s)
sind. Somit hat die Fourierreihe von f(s) die Gestalt

; ;L—: Px(s) - (209)

Wir nehmen an, daf unendlich viele Eigenfunktionen existieren. Unter Verwen-
dung der Cauchyschen Ungleichung ergibt sich

n+p (p,c(s) n+p 2)1/2 (nw Px(s) 2)1/2
kén hk (Z Ih | kzn Ar : (210)

Weiterhin setzen wir voraus, daBl der Kern der Bedingung
b
S| K t)2di=C2 (211)
a

mit einer gewissen Konstante €2 (unabhéngig von s) gentigt. Auf Grund der Bes-
selschen Ungleichung ist dann

x(8)

k=1

b
= [ 1K@, iz dt=C?,
i

und aus (210) folgt

n+p n+4p
|1 2 <0 (3 i) (212)

Die Zahlenreihe 3, |hz|2 ist aber konvergent, so daB wir mit (212) den folgenden
Satz bewiesen haben:

Satz 1. Die Fourierreihe einer quellenmifiig darstellbaren Funktion f(s)

konwvergiert unter der Bedingung (211) regulir, d. h., die Reihe der absoluten Betrige
threr Glieder

Iczi
18t gleichmdfig konvergent.
6*

hi
% Px($)
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Hieraus folgt, dall die Reihe (213) selbst absolut und gleichméBig im Intervall
[@, b] konvergiert, wenn die Bedingung (211) erfiillt ist. Fiir stetige und schwach
polare Kerne auf dem endlichen Intervall [a, b] gilt (211) stets. Fiir Kerne aus Lg
kann diese Bedingung fiir fast alle s erfiillt sein. Weiter unten werden wir folgenden
Satz beweisen:

Satz 2. Ist die Bedingung (211) erfiillt, so ist die Summe der Reihe (213) gleich
der Funktion f(s). Im Fall esnes Kerns aus La konvergiert die Rethe (213) vm Mattel

gegen f(s).
Dieser Satz heiit Entwicklungssatz von HILBERT und E. ScumipT.

Jetzt kommen wir erst einmal zur allgemeinen Theorie der Operatoren, die voll-
stetigen Integraloperatoren mit symmetrischen Kernen entsprechen, und zwar
sowohl iiber der Familie der auf einem endlichen Intervall stetigen Funktionen
als auch iiber Ls.

s+ 33. Der Raum Cp,. Wir haben bereits beschrinkte Operatoren und einige ihrer

Eigenschaften untersucht. Begriffe wie Skalarprodukt, Orthogonalitdt von Funk-
tionen usw. sind auch fiir die Theorie der linearen Operatoren in der Klasse C
der auf [a, b] stetigen Funktionen niitzlich. Solchen Operatoren sind, wie wir
wissen ([4], [16]), die Integraloperatoren mit stetigen oder polaren Kernen zuzu-
rechnen. Wir wollen jetzt einige Begriffe einfiihren, die es gestatten, die Theorie
dieser Operatoren parallel zur Theorie der Operatoren im Raum Lg zu behandeln.

Mit Cr, soll der Raum der im endlichen Intervall [a, b] stetigen Funktionen
mit demselben Skalarprodukt, derselben Norm und der Konvergenz wie in Ly
bezeichnet werden. Die Elemente dieses Funktionenraumes bezeichnen wir wie
frither mit ¢(s), p(s) usw.

Der wesentliche Unterschied zwischen den Rdumen Cf, und C besteht darin,
daB der Raum Cf, nicht vollstindig ist. Wenn nédmlich die Folge in [a, b] stetiger
Funktionen gg(s) im Sinne der Norm von Cf, in sich konvergent ist: ||pm — @ul -0,

d.h
b
lim  f |pu(s) —@a(s)2 ds=0,
a

Mmoo

dann existiert nicht notwendig eine stetige Funktion g¢y(s) mit der Eigenschaft
lpm — ol ~0 (vgl. [22]).

Die Begriffe beschrinkter linearer Operator in Cr, und auch selbstadjungierter
Operator werden wie in der Funktionenklasse Ly eingefiithrt. Das betrifft ebenso
den Begriff des vollstetigen Operators: Ein linearer Qperator K in Cyr, wird voll-
stetig genannt, wenn er jede im Sinne der Norm beschriankte Menge von Funktio-
nen in eine kompakte Menge abbildet.

Aus der in [4] angegebenen Abschitzung und dem Satz von ArzrrA [15] folgt,
daB ein Integraloperator mit stetigem Kern in Cf, vollstetig ist. Diese Eigenschaft
besitzen auch schwach polare Kerne. Ist ndmlich

b
L(s, t)
s — e

v(s)=

u(t) dt (213;)

. 1 . . . . .
mit <3 und einer stetigen Funktion L(s, t), sind aullerdem ¢ und s’ zwei Punkte

aus dem Intervall [a, b], so erhalten wir mit Hilfe der Bunjakowskischen Un-
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gleichung
b
L, L(s’, t) L(s,?)
e o= [ |-
o

|s" —tle |5 —t|*

2
dt fe)l2 .

Das Integral auf der rechten Seite 148t sich genauso wie in [16] abschitzen, wobet

die Voraussetzung oc<-i— unbedingt erforderlich ist. Die erhaltene Abschitzung

liefert die gleichgradige Stetigkeit der Funktionen »(s), die Bildelemente der Funk-
tionen %(¢) mit |lu|| = C fiir eine feste Zahl C sind. Die gleichmiBige Beschrinktheit
dieser Familie von Funktionen »(s) folgt aus der Ungleichung

b
| L(s, t)|2
2=
o= [ 2

dt Jju(®)I? -
a

Somit ordnet ein Operator der Gestalt (213;) jeder in Cf, (oder auch in Lg) be-
schrinkten Menge von Funktionen eine kompakte Menge stetiger Funktionen zu.
Um so mehr ist also die oben erhaltene Familie von Funktionen v(s) kompakt
in CLz-

34. Satze iiber die Norm linearer Operatoren. Wir beweisen jetzt zwei Sétze iiber
die Operatornorm,

Satz 1. Die Norm eines linearen Operators A ist die obere Grenze der Zahlen
(dg, v)| fiir alle Elemente @, y mit ||| =|lv||=1, d. k.

|d|j=sup [(Ag, v)| fir |gll=]vl=1. (214)

Ist 4 der Nulloperator, so ist (A¢g, )=0 fiir alle ¢ und y, und der Satz ist offen-
bar richtig, da in diesem Fall ||4|| =0 gilt. Wir nehmen nun an, 4 sei nicht der
Nulloperator. Aus der Ungleichung

i(Ae, w)I=4gl =14l ligll [l
folgt

(Ag, yi=[4ll fir gl =lv]=1. (215)

1
el Ap, wobei A nicht das Nullelement ist, in das Skalar-
produkt (A, y) eingesetzt wird, erhalten wir (dg, y)=|4¢|. Wegen (156) kénnen
wir ¢ so wahlen, daf ||g]|=1 und ||d¢| beliebig nahe bei || 4| liegt. Diese Aussage
liefert zusammen mit (215) gerade die Behauptung (214).

Im folgenden werden wir nur Operatoren mit symmetrischen Kernen K*(s, t)=

= K(t, s) = K(s, t) betrachten. Fiir solche Operatoren ist die Gleichung

(Ao, v)=(g, 4y) (216)
charakteristisch. (4g, ¢) ist in diesem Fall eine reelle Zahl. Man nennt solche Ope-
ratoren selbstadjungrert [30]. Grundlegend fiir die weiteren Uberlegungen wird
der folgende Satz sein.

Wenn andererseits y =

Satz 2. Die Norm eines selbstadjungierten linearen Operators A laft sich durch
die Beziehung

|A|l=sup [(de, )| fir |igll=1 (217)

ausdriicken.



86 I. Integralgleichungen

Wir fiihren die Bezeichnung
d=sup (4dg, ¢)

lloli=1 :
ein und haben zu beweisen, dal} d =||4| ist. Fiir ein vom Nullelement verschiedenes
Element ¢ kénnen wir auch

1 1 (4, @)
A— ¢, — = —_—
( loll 7 il "’) { SR o
schreiben, woraus
(Ao, @)l =d|¢l (218)

folgt. Fiir das Nullelement ¢ ist diese Ungleichung offenbar ebenfalls erfiillt.
Beriicksichtigen wir die Linearitit des Operators und des Skalarproduktes, so
kénnen wir

(A(p+v), p+v)—(Ad(e—v), —p)
=2(4p, p)+2(4dy, 9) =2(4g, v)+2(y, 4¢)

d=sup

oder
f(A(p+v), p+v)—(Alp—v), p—v)

=2(de, y)+2(49, y)=4Re (dg, y)
schreiben, wobei Re den Realteil kennzeichnet. Andererseits erhalten wir bei Ver-
wendung von (218)
[(A(p+v), p+v)—(A(p—v), g —)| = [(A(p+), o + )| +|(Alp — ), o — )|
=d(p+y, o+v)+dlg—v, o —v)=2d(lpl2 +]v?),
so daf} wir fiir beliebige ¢ und y die Ungleichung
2 [Re (do, )| =d(|lgl? +]lvl?) (219)

nachgewiesen haben. Nun sei r der Betrag und « das Argument der komplexen
Zahl (de, y), d. h. (A, p)=rel* (r=0). Da ¢ ein beliebiges Element ist, kénnen
wir ¢ durch e~"*p ersetzen. Dabei geht (dp, y) in e=i¢(d g, p) =e %elr =r=[(4dg, p)|
iiber, und ||¢||2 bleibt unverdndert. Damit nimmt die Ungleichung (219) fiir belie-
bige ¢ und y die Gestalt

2 [(Ae, p)l =d(llpl®+]1vl?) (220)
an, woraus |(Ae, y)| =d fir ||¢||=|y||=1 und weiterhin
IIA||="SH|PII(A% y)|=d, d.h. |4|=d, (221)
oll=
lwl=1

folgt. Es bleibt noch zu zeigen, daBl auch d=| 4| ist. Wir haben die Beziehung
[(Ae, @)] =|l49| |||l und insbesondere

(Ao, )| =[4| fir |oll=1.

Nach Definition ist d die obere Grenze des Ausdrucks auf der linken Seite dieser
Ungleichung, was aber gerade d =||4| bedeutet. Somit gilt fiir einen selbstadjun-
gierten linearen Operator

Ay,
4] =sup |(4g, ¢) =sup A2PL o0y . (222)
Nol=1 llll

Offenbar sind die bewiesenen Sitze sowohl im Raum Ls als auch in Cr, richtig,
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35. Die Existenz eines Eigenwertes. Wir betrachten nun einen vom Nulloperator
verschiedenen vollstetigen selbstadjungierten Operator 4 in L oder (r, und
die mit einem Parameter u gebildete homogene Gleichung

Ap=pp, (223)
die einer homogenen Integralgleichung in der Gestalt [2]
b
JK(s,0) 9lt) di = ppls) (224)

entspricht. Jede Zahl 4, fiir die eine von der Nullésung verschiedene Losung
der Gleichung (224) existiert, heilt ein Eigenwert dieser Gleichung. Die charakte-
ristischen Zahlen hingen iiber die Beziehung x =2-1 mit den Eigenwerten zusam-
men.

Nach (222) existiert eine Folge normierter Elemente y, (n=1, 2, ...), fiir die

(A, va)l >[4l (lyall =1) (225)
gilt. Da A4 nicht der Nulloperator und damit ||4|| >0 ist, sind die Gré8en (Ayg, vy)
fiir hinreichend grofe n» von 0 verschieden, unter ihnen gibt es also sicherlich un-
endlich viele positive oder unendlich viele negative Gré8en, vielleicht aber auch
unendlich viele jeder Art. Auf jeden Fall kann man demnach aus der Folge der
Elemente v, eine Teilfolge auswihlen, fiir die, wenn wir der Einfachheit halber
die alten Indizes beibehalten,

(Ayn, pn) > m (226)
gilt; dabei ist p1 =|4|| oder uy = —||4],
Wir bilden nun das Element
Tn = p1yn — Ayy
und bestimmen das Quadrat seiner Norm:

[7nll2 = (u19n — Ayn, p19n — Ayn) = pi(vn, vu) —2p1(Apn, o) + (Ayn, Ayn) .
Wegen [[pa] =1 und |[Apal2=||4]2 =4} gilt a2 =201 [11 — (Apa, va)] -

Nach (226) konvergiert der Ausdruck auf der rechten Seite fiir n -+ gegen O,

und damit gilt auch |z,x|| -0, d. h.
p1yn — Ay =0. (227)

Bis jetzt haben wir noch nicht benutzt, dal 4 vollstetig ist. Diese Voraussetzung
wird erst jetzt gebraucht.

Die vy, sind normiert, so daf3 die Menge dieser Elemente der Norm nach beschrankt
und damit die Folge {4y,} kompakt ist. Aus dieser Folge kann man eine Teilfolge
auswihlen, die ein Grenzelement hat. Wir behalten die alten Indizes bei und
nehmen dementsprechend an, dafl die Folge {4y,} selbst ein Grenzelement hat.
Dann folgt aus (227) wegen p; +0, daf} auch die Folge {y,} ein Grenzelement hat.
Es moge yp, =1 gelten. Das Grenzelement ¢; ist ebenso wie die Elemente vy, wegen
der Konvergenz (yu, yvn) —~ (@1, ¢1) normiert. Gehen wir in (227) zur Grenze iiber
und beriicksichtigen die Stetigkeit von 4, so erhalten wir die Gleichung u1¢1 — Ag1 =
=0, d. h.

Apr=mer . (228)
Somit hat die Gleichung (223) den Eigenwert u; und das zugehérige normierte
Eigenelement ¢;. Aus (228) folgt schlieBlich

(Agr, gr)=p1 - (229)
Die angestellten Uberlegungen fithren uns zu dem folgenden Existenzsatz.
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Satz 1. Ist A ein vom Nulloperator verschiedener vollstetiger selbstadjungierter
Operator, so hat die Gleichung (223) einen Eigenwert uy, fiir den |wa|=|4| gilt, und
fiir das zugehorige Eigenelement g1 wird das Maximum der Zahlen |(Ae, ¢)| fir
alle ¢ mit ||¢|| =1 angenommen.

Es sei noch darauf hingewiesen, dal wir beim Beweis der Konvergenz der Folge
{wn} nicht die Vollstindigkeit des Raumes benutzt haben. Deshalb sind unsere
berlegungen sowohl fiir den Raum Ly als auch fiir Cy, giiltig.

36. Die Folge der Ligenwerte und der Entwicklungssatz. Jetzt betrachten wir an
Stelle des ganzen Raumes Ly (oder Cf,) nur eine Teilmenge, nimlich die Menge aller
seiner Elemente ¢, die zu ¢, orthogonal sind, d. h., die der Bedingung

b
(9, 91) =af #(s) g1(s) ds=0 (230)

geniigen. Diese Menge bezeichnen wir mit Fs. Fiir den urspriinglich zugrunde geleg-
ten Raum Ly oder O, benutzen wir hier die Bezeichnung F (oder auch F,). Wir
erwihnen einige interessante Eigenschaften der Menge Fs. Bilden wir eine Linear-
kombination von Elementen aus Fj, so erhalten wir wieder ein Element aus Fb.
Denn ist (w1, ¢1)=(wz, ¢1) =0, so gilt auch

(crw1 + cows, @1) = c1(w1, 1) +ca(wz, p1)=0.

Gehoren Elemente w, der Menge Fy an und gilt wp=>wg, so gehdrt auch das
Element wo der Menge F2 an. Denn durch Grenziibergang folgt aus (ws, ¢1)=0
die Beziehung (wo, ¢1) =0. Wir zeigen noch, dall auch das Element At der Menge
F5 angehort, wenn das Element v der Menge Fy angehort. Nach Voraussetzung
gilt (z, ¢1) =0, deshalb ergibt sich

(Ar, ¢1) = (v, Ap1) = (7, pap1) = pa (7, 1) =0.

Somit kénnen wir den Operator A als einen in Fy definierten selbstadjungierten
vollstetigen Operator auffassen. Er transformiert die Elemente von Fy wieder in
Elemente von F. Alle unsere Uberlegungen in [4] und [35] behalten ihre Giiltig-
keit, wenn wir F durch F5 ersetzen.
Wir betrachten nun die Norm des Operators 4 in Fa, die wir mit y2 bezeichnen
wollen (es sei y1 =||4||). Diese Norm wird nach Satz 2 aus [34] durch
72 =sup (49, ¢)|

loll=1
oCFy

gegeben.

Die Norm || 4| desselben QOperators wird in dem umfassenderen Raum F durch
die analoge Beziehung (217) bestimmt, in der ¢ nicht Fy, sondern F durchliuft.
Somit ist y2 die obere Grenze einer kleineren Zahlenmenge, woraus ys =||4|| folgt.
Insbesondere kann y2=0 sein, d. h., es kann vorkommen, dal 4 in F2 der Null-
operator ist. Wir setzen voraus, dal} dies nicht der Fall ist. Dann kénnen wir uns
durch Wiederholung der Uberlegungen von [35] davon iiberzeugen, daB die Glei-
chung (223), aufgefalt als Gleichung in F,, einen Eigenwert ug mit einem zugehori-
gen normierten EKigenelement gz aus Fo hat, Aps=pusps. Dabei gilt |uz| =y2 und
(A2, g2) =p2, und aus ya=|4| folgt |ui|=]|pzl.

Wir bilden nun die Menge F3 aller Elemente ¢ von F, die den Bedingungen
(¢, 91) = (@, g2) =0 geniigen. Fiir F3 kénnen wir dasselbe beweisen wie soeben fiir
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Fs. Der Operator 1aft sich als selbstadjungierter vollstetiger Operator in F3 auf-
fassen. Ist er nicht der Nulloperator, so erhalten wir in analoger Weise einen Eigen-
wert uz mit einem normierten Eigenelement ¢z aus F3. In diesem Fall ist |ug| =ys3,
wobei y3 die Norm von A als Operator in F3 bedeutet, und es gilt |u1| = |uz| = |us|.

Setzen wir dieses Verfahren fort, so erhalten wir die Eigenwerte w1, ua, ..., in
mit

i) = |pe2] =... = [pn]

und die zugehdrigen paarweise orthogonalen und normierten Eigenelemente
@1, 2, ..., Pn; dabei ist || die Norm von 4 als Operator in Fj. Deshalb gilt fiir
jedes Element ¢

(A, @) =|pxl - lol?,
falls die Gleichungen

(¢, p1)=(p, p2) = ... = (9, r—1)=0
erfiillt sind.
Angenommen, das Verfahren breche bei der Konstruktion des folgenden Eigen-
wertes ab, d.h., 4 sei im Raum Fj,, dessen Elemente durch die Bedingungen

(@, p1)= (9, g2) =...= (@, pn) =0 (231)

festgelegt sind, der Nulloperator.
Ist o ein beliebiges Element aus F, so geniigt das Element

n
g=0=2 (0 gx) 9k (232)

den Bedingungen (231), d. h., es liegt in ;. Nach Voraussetzung gilt

n
Alw —kzl (o, or) (Pk] =0.

Hieraus ergibt sich durch Auflésen der eckigen Klammer wegen Agp=urgs
(=1, 2, ..., n)
7

Aw=kZ (0, Pr) HEPE ,
=]

d. h., jedes Element der Gestalt Aw 148t sich nach den Eigenelementen ¢ ent-
wickeln. Man kann leicht nachprifen, daf (w, ) ux die Fourierkoeffizienten des
Elementes 4w sind:

(Ao, ¢r) = (0, Apx) = (o, prpr) = w0, Px)

Wir nehmen nunan, daf das Verfahren, nach dem die von O verschiedenen Eigen-
werte us konstruiert werden, nicht abbricht. Wir zeigen zunichst, dafl die Folge
der Eigenwerte us gegen O strebt. Angenommen, die nicht wachsende Folge der
positiven Zahlen u; habe den positiven Grenzwert «. Da alle Eigenelemente g;
die Norm 1 haben, muB die Folge {Aps} kompakt sein. Andererseits erhalten
wir, da die ¢; paarweise orthogonal sind, nach dem Satz von PYTHAGORAS

| Agm — A@alP = lpmem — tnpalP=pin+pi  (m*n).

Bei unbeschrinkt wachsenden m und » hat die ganz rechts stehende Summe den
Grenzwert 2a¢ >0, woraus sich ergibt, daf} die Folge {A¢s} nicht kompakt sein
kann. Dasist ein Widerspruch, also gilt us 0.
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Wir betrachten nochmals das Element (232) aus Fy41. Da die Norm von 4 in
Fpy gleich |ug41| ist, erhalten wir

n 2 | n 2
4 (w—Z_] (o, Px) <Plc) H S } Z (o, ox) Px (233)
Wie man aber leicht nachpriiffen kann [3], gilt
n 2 n
‘ ‘Z @, k) =l —kzll(w, wr)P=|l?,
so daB aus (233) die Ungleichung
n 2
‘A (w—’z_.l(w, ) <ch) H = o]
folgt, deren rechte Seite fiir n <> gegen O strebt. Daher gilt
7
[ Z_ @5 Pk) <Pk] Aw—kZl (@, o) prpr=0
oder
w=2 (o, Pr) xPk » (234)

wobei die Konvergenz der unendlichen Reihe als Konvergenz im Mittel ihrer Ab-
schnitte gegen 4w zu verstehen ist.

Wir haben oben gezeigt, daf} die Eigenelemente, die zu verschiedenen u; gehoren,
zueinander orthogonal sind und daf die linear unabhingigen Eigenelemente,
die demselben Eigenwert entsprechen, orthogonalisiert werden kénnen. Auf
dem zuvor beschriebenen Wege erhalten wir daher eine Folge von Eigenelementen,
die ein Orthonormalsystem bilden.

Satz 2. Die Elemente g sind alle linear unabhingige Eigenelemente, die zu von
0 verschiedenen Eigenwerten gehéren, d. h., wenn das Eigenelement T zu einem Eigen-
wert ug=+0 gehort, dann muf uo mit einem oder mehreren (im Fall eines Eigenwertes
mat der Vielfachheit =1) uy ibereinstimmen, und t ist eine Linearkombination
der entsprechenden @y mit konstanten Koeffizienten.

Es sei 7 ein zu einem gewissen uo+0 gehorendes Eigenelement. Wir zeigen jetzt,
dafB wp mit einem oder mehreren der uz (k=1, 2, ...) iibereinstimmen muf} und
7 sich als Linearkombination derjenigen Eigenelemente ¢ darstellen ld8t, die den
mit ug iibereinstimmenden Eigenwerten entsprechen. Ist yo von allen up verschie-
den, so ist T zu allen ¢ orthogonal, d. h. (v, gx)=0 (k=1, 2, ...). Setzen wir nun
in (234) w=7 und beriicksichtigen Ar=puor (uo+0), so erhalten wir wor=0, und
ist das Nullelement, was aber der Annahme widerspricht, daf v ein Eigenelement
ist. Folglich mufl uo mit mindestens einem u; iibereinstimmen. Angenommen, es
gilt po=p1 und uo = ue, aber yo ist von allen anderen ug verschieden. (Analog wird
der Fall der Vielfachheit >2 behandelt.) Wir bilden das Element

v =7—[(%, 91) 1+ (7, p2) 2] - (235)

Ebenso wie 7 geniigt der Ausdruck in der eckigen Klammer der homogenen Glei-
chung

Ap=pop  (po=p1=psz) . (236)
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Somit geniigt auch 7" dieser Gleichung. Ist " das Nullelement, so haben wir v=
=(7, ¢1) ¢1+ (7, 2) 2 als Linearkombination von ¢, g2 dargestellt. Aus (235)
folgt unmittelbar die Orthogonalitdt von 7’ zu den Elementen ¢; und gg. Ist 7/
vom Nullelement verschieden und damit ein Eigenelement, das zum Eigenwert
po=p1 =pus gehort, welcher sich von allen anderen uj (k>2) unterscheidet, so
ist 77 auch zu allen g (k=>2) orthogonal. Setzen wir daher in (232) w=7", dann
kommen wir wie zuvor zu einem Widerspruch, womit Satz 2 bewiesen ist.

In der Theorie der Integralgleichungen haben wir an Stelle von (223) die Glei-
chung ¢=}£Azp, d. h. 2::7 geschrieben. Wie bewiesen wurde, strebt |u,|—0,
also |4y =T fiir oo,

Aus den Uberlegungen dieses Abschnittes folgt:

Satz 3. Alle Eigenwerte p eines vom Nulloperator verschiedenen wvollstetigen
Operators A haben endliche Vielfachheiten, und auferhalb eines jeden Intervalls
[—e, €] g7bt es nur endlich viele Evgenwerte. Jedes Element der Gestalt Aw lift sich
in eine Fourierreihe nach den Eigenelementen g entwickeln, wobei die Konvergenz
dieser Rethe als Konvergenz vm Maittel zu verstehen vst.

TUher Satz 3 hinaus bemerken wir noch, daB |ux| gleich dem Maximum der Be-
trage |(Ae, ¢)| fiir alle ¢ ist, die den Bedingungen

lpl=1 und (@, p1)=(g, p2)=...=(9, P-1)=0 (237)
gentigen.
Weiterhin untersuchen wir die Losbarkeit der Gleichung
Ar=0 (238)

und beweisen den folgenden

Satz 4. Die Orthogonalitit des Elementst zu allen gk, d. h. (v, ¢x) =0 (k=1, 2, ...),
18t notwendig und hinreichend dafiir, daff v Lésung der Qleichung At =0 vst.

Zum Beweis der Notwendigkeit sei Az=0. Unter Beriicksichtigung von Agy=
= urpr kénnen wir

1
(%, 9x) Z/Tk (4, gx)=0

schreiben, da nach Voraussetzung Ar =0 ist, und gerade das war zu zeigen.

Die Hinldnglichkeit folgt unmittelbar aus (234) mit w=7 und den Bedingungen
(5, ) =0 (k=1,2, ...)

SchlieBlich gilt auch der folgende

Satz 5. Besitzt die Qleichung Az =0 mit dem symmetrischen vollstetigen Operalor
A nur die Nullssung, dann konvergiert fir jedes Element f des Raumes Lg die Fourier-

rethe i (f, &) px von f wn bezug auf das Orthonornalsystem {gp} der Eigenelemente
des Ozl;e:;ators A in der Norm von Ls gegen f.

Die Aussage dieses Satzes ist nicht nur fiir Ly, sondern auch fiir jeden anderen
Hilbertschen Raum richtig. Bekanntlich [II, 163] konvergiert die Reihekil(f, k) Pk

in L gegen ein gewisses Element f¢ Lo. Die Beziehungen (f —f, ¢x) =0{fiir k=1, 2, ...
sind klar. Wir wiahlen nun ein beliebiges Element w¢€ Lg. Nach Satz 3 dieses Ab-
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schnitts kann Aw in eine Reihe Zak<pk entwickelt werden, die in der Norm von
=]

Ly gegen Aw konvergiert. Deshalb ist

oo

(AG P, @)= (f—F, Aw)= (f f,zakq»k) > aulf 7, g2 =0

d. h. A(f—f)=0. Auf Grund der Voraussetzungen des Satzes folgt hieraus f—f=0,
was zu beweisen war.

37. Formuliecrung der Ergebnisse fiir Integraloperatoren. Bei der Darstellung der
vorhergehenden Sdtze 1 bis 4 haben wir nicht vorausgesetzt, da8 der betrachtete
lineare vollstetige selbstadjungierte Operator 4 ein Integraloperator ist. Das soll
erst in diesem Abschnitt angenommen werden:

b
p(s)=Ag(s) =uf K(s, t) o(t) dt . (239)

Ist der Kern K(s, t) stetig, das Intervall [a, b] endlich und ¢(¢) aus Lg, so erhalten
wir als Bildelement eine stetige Funktion y(s). Deshalb hat die Integralgleichung

p(8)=Hs +1stt (t) dt

mit stetigen Funktionen f(s) und K(s, t) nur stetige Losungen, selbst wenn die
Loésung ¢(s) im Raum Ly gesucht wird. Das kann man nicht mehr von der Inte-
gralgleichung

fbK(S, Hz(t) dt=0

behaupten. Ist hier der Kern wieder stetig, so kann sie Lésungen z(t) aus Ly be-
sitzen, wobei Satz4 beriicksichtigt werden muf. Fiigt man zu den Eigenfunktio-
nen g(s) des Operators (239) alle linear unabhédngigen (auch nicht stetigen) Lo-
sungen dieser Gleichung aus Ly, nachdem sie vorher orthogonalisiert wurden, hinzu,
so erhdlt man ein vollstindiges (abgeschlossenes) Funktionensystem. Fiir den
Operator (239) wurden die mit dem Parameter u versehene Gleichung Ag=pue
und ihre Eigenwerte

] = |pe| = |usl = ...
betrachtet. Inshesondere war |p1| =| 4| sowie

fbK (s, £) p(t) @(s) dt ds

|u1| = max fir |g|=1,

und fiir ¢(t) = ¢1(t) wird das Maximum angenommen. Die Gré8e yug ist durch

[ K(s, ) plt) 9(5) dt ds

k| =max

fiir |l¢|l=1 und

(91, @) = (92, ¢) = .. = (-1, 9) =0
bestimmt, und das Maximum wird analog fiir ¢(f) = ¢x(¢) angenommen. Das Ortho-
normalsystem der gg(t) (k=1,2,...) kann aus endlich oder auch aus unendlich
vielen Funktionen bestehen, im letzteren Fall kann es vollstindig oder auch nicht
voellstindig sein.
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Satz 3 besagt jetzt, daBl jede quellenmalig darstellbare Funktion
b
g(s)=J K(s, t) w(t) dt
a

in eine Fourierreihe nach den ¢g(s) entwickelt werden kann, die im Mittel gegen
g(s) konvergiert, Fiir stetige und schwach polare Kerne ist g(s) bei stetigem ()
eine stetige Funktion, wenn die Bedingung

b
[1K(s, )2 dt=C2
a

erfiillt ist, und es wurde bewiesen, dal} die erwdhnte Fourierreihe regulir und
folglich auch im Mittel konvergiert. Die Reihensumme ist gleich g(s), da die
Grenzfunktion bis auf Aquivalenz eindeutig bestimmt ist.

Die Fourierreihe hat die Gestalt

(o, )
g(s) :; YT Px(s) -

Im Raum Ly kénnen wir auch w(f) aus Ly annehmen, und dann konvergiert diese
Reihe im Mittel.

Wir lassen jetzt polare Kerne zu, ohne sie als schwach polar vorauszusetzen.
Wir haben gezeigt, dal} der einem polaren Kern entsprechende Operator

b
~ L(s, t)

s — s

stetige Funktionen ¢(¢) wieder in stetige Funktionen y(s) transformiert und ein

p(s)= o(t) dt O<a<1)

vollstetiger Operator von C in sich ist. Im Fall %§a<1 gehoért der Kern nicht zu
Ly. Wir betrachten die Integralgleichung mit polarem Kern

b
L(s, t)
Is —ti

p(s)=f(s)+4
a
wobei wir f(s) als in [a, b] und L(s,t) als in k¢ stetige Funktionen annehmen.
Unter dem Integral ersetzen wir @(f) durch die rechte Seite der Gleichung (240)
und fithren diese Substitution mehrmals hintereinander aus (vgl. [20]). Bezeich-
nen wir der Einfachheit halber den Kern in (240) mit K(s, t), so erhalten wir

p(t) dt, (240)

b
P(s)=F(s)+A* [ Kn(s, t) o(t) dt, (241)
wobel

F(s)=f(s) +}.fbK(s, £) f(t) dt +... + An-1 fbKn_l(s, t) f(t) dt

eine in [a, b] stetige Funktionist. Der Kern in (241) ist aber fiir hinreichend grofie
n reguldr. Da jede stetige Losung ¢(s) oder Losung aus Ly der Integralgleichung
(240) auch der Integralgleichung (241) geniigt, ist folglich ¢(s) eine stetige Funktion.
Analog miissen auch die Eigenfunktionen, die zur Gleichung (240) gehéren, stetig
sein.

38. Der Satz von Dini. In diesem Abschnitt beweisen wir einen Satz, den wir im
folgenden benutzen werden.
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Satz. Wenn in etnem Intervall [a, b] die Glieder einer Reihe
2, fu(2) (242)
E=1

stetige nichtnegative Funktionen sind, die Reihe tn jedem Punkt konvergiert und thre
Summe eine stetige Funktion ist, dann konvergiert die Reithe (242) gleichmdifvg
in [a, b].

Das Restglied der Reihe (242) bezeichnen wir mit R, (x),

Ru(x)= 2 fr(@).
k=n+1

Da nach Voraussetzung die einzelnen Glieder und die Summe der Reihe stetige
Funktionen sind, ist auch die Funktion Ry(x) im Intervall [a, b] stetig. Bei belie-
bigem festem x kann das Restglied nicht mit » gréfer werden, da die Glieder der
Reihe nichtnegativ sind; es gilt also Rp41(®)= Ru(x). Mit m, bezeichnen wir den
groBten Wert, den die nichtnegative stetige Funktion Ru(x) in [a, b] annimmt,
und &, sei ein Punkt von [a, b], in dem dieser Wert angenommen wird : my, = By(,).
Wir zeigen, daB die Zahlen m, nicht mit n gréfer werden konnen, my41=my.
In der Tat ist mp41 = Ryt1(Ent1) = Ru(épt1). Der Wert En(éz41) kann jedoch nicht
grofer sein als der groBte Wert m, der Funktion R,(z) in [a, b]. Hieraus folgt
Mp41 =My,

Die nicht wachsende Folge der positiven Zahlen m, mull einen Grenzwert haben,
der entweder gleich 0 oder gleich einer positiven Zahl ist. Ist er gleich 0, so ist
die gleichmiBige Konvergenz der Reihe (242) sichergestellt, weil der grofite Wert
ihres Restgliedes fiir n~< gegen O strebt. Es bleibt also zu beweisen, daf} der
Grenzwert der Zahlen m,, keine positive Zahl sein kann. Wir fiihren den Beweis
indirekt. Alle Zahlen &,, die wir oben eingefiihrt haben, befinden sich in dem end-
lichen Intervall [a,b], folglich muf in diesem Intervall wenigstens eine Stelle
x=c existieren, die ein Hiufungspunkt der &, ist [II, 92], also eine Stelle, die so
beschaffen ist, dafl sich in beliebig kleiner Umgebung unendlich viele Zahlen &,
befinden. Nach Voraussetzung konvergiert die Reihe (242) im Punkt x=c; folg-

lich existiert ein hinreichend groBer Index N derart, dall R N(c)<§ ist, wenn wir

mit ! den als positiv angenommenen Grenzwert der Folge {m,} bezeichnen. Da

die Funktion Ry(z) stetig ist, konnen wir einen Punkt &, mit »=N hinreichend
! .

nahe an ¢ wihlen, fiir den ebenfalls die Ungleichung R N(E,,)<§ erfiillt ist. Wegen

n>N erhalten wir my = Ry(é,)= Ry(£s), woraus schliellich M <3 folgt. Das ist

aber unmoglich, da die Zahlen m, nicht von kleineren Werten her gegen den
Grenzwert ! konvergieren. Damit ist der Satz von DINT bewiesen.

Bekanntlich ist die Summe einer Reihe eine stetige Funktion, wenn die Glieder
dieser Reihe stetige Funktionen sind und die Reihe gleichméBig konvergiert. Im
allgemeinen ist die Umkehrung hiervon falsch, d. h., man kann aus der Stetigkeit
der Summe im allgemeinen nicht auf die gleichmédBige Konvergenz der Reihe
schlieBen. Der Satz von DINI besagt, dal die Umkehrung richtig ist, wenn die
Glieder der Reihe nicht nur stetige, sondern auch nichtnegative Funktionen sind;
aus der Stetigkeit der Summe folgt also in diesem Fall die gleichmi8ige Konver-
genz der Reihe.
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39. Reihenentwicklung der iterierten Kerne. Wir setzen wieder den Kern als stetig
voraus. Damit sind auch alle iterierten Kerne stetig. Aus der Definitionsgleichung

b
Koa(s, t)y=f K(s, t1) K(t1, t) d&y (243)

ergibt sich, da8 der iterierte Kern Kz(s, £) als Funktion von ¢ quellenmiflig dar-
stellbar ist, wobei an die Stelle von A(t;) die Funktion K(f, t)= K(¢, t;) tritt und ¢
ein Parameter ist. Wie wir gesehen haben, sind die Fourierkoeffizienten von K(¢, t)

in bezug auf das Funktionensystem (198) gleich gz (¢)/Ax; somit liefert Satz 2 aus
[32] die Beziehung

bad t
Kafs, 1) =3, P00 (244)
k=1 k
Sie ist (nach Satz 2) fiir jedes s aus [a, b] und jedes ¢ aus demselben Intervall be-
wiesen, d. h., die Entwicklung (244) gilt im ganzen Quadrat k.
Wir erinnern uns an die Definitionsgleichung [5]

b
Ku(s, 8)=f K(s, t1) Knp-1(ty, t) dt1 . (245)

Aus (245) folgt, daB die Fourierkoeffizienten des (als Funktion von s aufgefaften)
Kerns Ky(s, t) gleich den durch 1 dividierten Fourierkoeffizienten des (als Funk-
tion von #; aufgefaliten) Kerns K, 1(t1, t) sind. Fiir K(s, t) sind die Fourierkoeffi-

zienten 2—(—1 , fiir Ka(s, ¢) sind sie (pl( ) , fir Kn(s, t) allgemein (p:( )
k

. Satz 2 ergibt
£

oo

Kals,0)= 2" "”M n=2,3,..). (246)
Wie (244) konvergieren alle Reihen (246) in kg. Wir untersuchen die Art der Kon-
vergenz.

Nach Satz 2 sind diese Reihen in bezug auf die Verdnderliche s im Intervall
[@, b] reguldr konvergent fiir jeden festen Wert von ¢ aus demselben Intervall.
Wegen der Symmetrie gilt auch die reguldre Konvergenz in bezug auf die Verin-
derliche ¢ fiir festes s. Wir kénnen dariiber hinaus beweisen, dall die Reithen in
bezug auf beide Verdnderliche im Quadrat ko requlir konvergieren. Es geniigt, den
Beweis fiir die Reihe (244) zu fiihren. Fiir die iibrigen Reihen (n=2) gilt der Be-
weis wegen |1g| - erst recht. Wenn wir die offenbar giiltige Abschétzung

_1lgw(s)®  lpk(®)?
2| A A2

’ Pr(3) Px(t)
AZ

benutzen, sehen wir, dafl wir nur die gleichméige Konvergenz der Reihe Z '(p];(: )
=y

im Intervall [a, b] nachzuweisen brauchen. Diese Reihe entsteht aus der Reihe
(244) fiir ¢ =s; folglich ist ihre Summe

< lpr(s)®
kzi 7z —=Kp(s, 8) .

Die Glieder dieser Reihe sind nichtnegative stetige Funktionen, und ihre Summe
ist in [a, b] ebenfalls stetig. Daher folgt die gleichméaBige Konvergenz dieser Reihe
unmittelbar aus dem Satz von DINL
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Wir leiten nun einige Folgerungen aus den hier erhaltenen Formeln her. Setzen
wir in (246) t =s und integrieren iiber s, so kénnen wir, weil die Funktionen ¢(s)
normiert sind, die sogenannte Spur eines jeden iterierten Kernes durch die charak-
teristischen Zahlen des Ausgangskerns ausdriicken:

fKns s ds_z . (247)
Aus (243) folgt die Beziehung

b bb

[ Kols, ) ds=[[ |K(s, ) ds dt,

a aa

die mit (247) fiir n =2 auf die Gleichung

b b
k21 - f[ [K(s, t)[2 ds dt (248)
- k a a

fithrt.
Die Beziehung (246) kann sich fiir n =1 als falsch erweisen. Aber wir zeigen
sogleich, da} fiir jedes feste s aus [a, b] die Beziehung

=1 Ak

b
lim [ [K(s, fy— > 2O ¢ "”“(t)] dt=0 (249)
;

besteht, wobei die Konvergenz gegen O in bezug auf s gleichmifig in [a, b] ist.
Zum Beweis betrachten wir die Entwicklung von K(s, ¢) als Funktion von ¢ nach

dem orthonormierten System der g(t). Die Fourierkoeffizienten sind gleich gg(s)/Ak,
und es folgt

b
< (8) @r(?) 2 lpx(s)?
d[ | 0= 3 7 ] f]Ks Didt-3, -

=

Wir haben aber gesehen, daf}
b
f ‘K(S‘, t)‘z dt:KZ(S’ s)
a

gilt. AuBerdem gilt nach (244)

< lok(s)|?
1A

~Ks(s,s) fir n->o

und sogar gleichmiBig in bezug auf s. Hieraus ergibt sich, daB die Grenzwertbe-
ziehung (249) gleichmiBig beziiglich s erfiillt ist. Wir setzen nun voraus, daB} die
Reihe (201) fiir jedes feste s in bezug auf ¢ im Intervall [a, b] gleichmaBig konver-
giert, und bezeichnen mit Ki(s, ) die Summe dieser Reihe. Fithren wir in der Be-
ziehung (249) den Grenziibergang durch, so erhalten wir

b
[1K(s, )~ Ki(s, t)2 dt =0
a

Daraus folgt unmittelbar K;(s, t)=K(s, t) in ko; es zeigt sich also, dal} es fir den
Beweis von (202) nicht notwendig ist, die gleichmdifige Konvergenz der Reihe beziiglich
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beider Verinderlicher im Quadrat ko vorauszusetzen. Man braucht nur vorauszusetzen,
daf die Rethe beziiglich einer Verinderlichen gleichmdfig konvergiert, wenn die andere
Verdnderliche beliebig, aber fest gewdihlt ist.

Die Differenz

on(s, ) =K(s, t)— > P 2K (250)

k=l Ak

fassen wir als Kern der Integralgleichung
b
p(s)=2 [ wn(s, t) p(t) d¢ (251)
a

auf und zeigen, dal die Zahlen Api1, Anto, ... alle charakteristischen Werte und die
Funktionen gni1(s), pa+2(8), ... die zugehorigen Eigenfunktionen der Integralgleichung
(251) darstellen. Zum Beweis multiplizieren wir beide Seiten von (250) mit Ay (t),
wobei m=n sei, und integrieren iiber ¢{. Da die Funktionen g,(¢) orthogonal sind,
erhalten wir
b b
Am [ on(s, t) pm(t) At =2m [ K(s, t) pm(t) d
a a

oder, da gn(t) eine Eigenfunktion des Kernes K(s, t) ist, die zum charakteristischen
Wert i, gehort, '
b

lmaf wm(S, t) pm(t) dt = pp(s) .

Somit sehen wir, daf} die Integralgleichung (251) fiir m >n dieselben charakteri-
stischen Werte 4,; und zugehérigen Eigenfunktionen ¢,,(s) hat wie die urspriing-
liche Integralgleichung. Es bleibt noch zu zeigen, dafl dies alle charakteristischen
Werte und alle zugehérigen Eigenfunktionen von (251) sind. Deshalb multiplizieren
wir beide Seiten von (250) mit gu(s) fiir m =n. Da die Funktionen gp(s) orthogonal
und normiert sind, erhalten wir

b b -
— —_ ¢
[ ons, ) pm) dt= [ (s, 1) pmls) ds =272
a

Am
a

Die auf der rechten Seite stehende Differenz ist gleich 0; denn ¢u,(t) ist eine Eigen-
funktion des Kerns K(s, t), die zum charakteristischen Wert 4,, gehort. Es gilt
daher

fbw,,(s, t) pm(s) ds=0  (m=n). (252)

Es sei nun 4 ein charakteristischer Wert der Integralgleichung (251) und ¢(s)

eine zugehorige Eigenfunktion. Multiplizieren wir beide Seiten von (251) mit gp(s)
und beachten (252), so erhalten wir

b :

&[(p(s) Pm(s) ds=0 (m=n). (253)

Setzen wir in (251) an Stelle von wy(s, t) den Ausdruck auf der rechten Seite von
(250) ein und beriicksichtigen (253), so kénnen wir (251) in der Gestalt

b
p(s)= 1af K(s, t) o(t) dt

7 Smirnow IV/1
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schreiben; es zeigt sich also, dal ¢(s) auch eine Eigenfunktion des urspriinglichen
Kerns ist, die auBlerdem wegen (253) zu allen gz, (s) fiir m =n orthogonal ist. Hieraus
folgt aber, daB3 2 mit einem der charakteristischen Werte ; fiir k£ >n identisch ist
und daBl ¢(s) bis auf einen konstanten Faktor eine der Funktionen g(s) fiir k>n
oder, im Fall eines mehrfachen charakteristischen Wertes, eine Linearkombination
dieser Funktionen ist. Damit ist unsere Behauptung iiber die charakteristischen
Werte und Eigenfunktionen des Kerns wy(s, t) bewiesen.

Aus (246) folgt, daB die iterierten Kerne K,(s, ) symmetrisch sind. Das ergibt
sich auch unmittelbar aus ihrer Definition. Man zeigt leicht, dal} die 47 und gx(s)
alle charakteristischen Zahlen und Eigenfunktionen der Integralgleichung

b
®(s) zlaf Ku(s, t) o(t) d¢

sind. Ist der Kern K(s, t) schwach polar, so ist Ka(s, f) eine stetige Funktion [20],
und es gilt die Entwicklung (246).
Wir nehmen an, dal} der Kern der Bedingung

b
[ |K(s, t)[2 dt=C? (254)
a

geniigt, aus der die Ungleichung

S lpx(s)®
—=(C2
kzl A7
folgt. Auf Grund der Cauchyschen Ungleichung erhalten wir

S k() lex(®)]

k=t A%
= ! {iiqvk(s)\z}l/z {immz?}”zs o
T Amua|m 2 S AR =1 A7 T Ama|2

Deshalb kénnen wir sagen, dafl unter der Bedingung (254) die iterierten Kerne
(246) fiir n =3 in ko reguliar konvergieren.

40. Darstellung der Losung der Integralgleichung mit Hilfe der charakteristischen
Zahlen und Eigenfunktionen. Zuerst nehmen wir an, daf3 4in der Integralgleichung

b
@(s)=f(s)+ laf K(s, t) p(t) d¢ (255)

keine charakteristische Zahl ist, so dall diese Integralgleichung eine eindeutig
bestimmte Ldsung besitzt. Wir bezeichnen mit f; die Fourierkoeffizienten der ge-
gebenen Funktion f(s) und mit ¢; die der gesuchten Funktion ¢(s) in bezug auf das
orthonormierte System {gy(s)} der Eigenfunktionen. Ersetzen wir die auf der rech-
ten Seite von (255) stehende, quellenmaé Big darstellbare Funktion durch ihre Fourier-
reihe [32], so erhalten wir

#(5)=f(s) +2 3, 55 guls) (256)
k=1 'k

=

sofern es unendlich viele charakteristische Zahlen gibt. Vergleichen wir nun die
Fourierkoeffizienten auf beiden Seiten von (256), so ergeben sich zur Bestimmung
der ¢ die Gleichungen

6k=fk+l% oder (4 —2) ck=/x , (257)
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woraus
- ;-kjk
ok = ;2 (258)
folgt, falls A keine charakteristische Zahl ist. Die Gleichung (256) liefert uns daher
< Tk ~
p(s) =1(s) +7~k§1 7p —7 PE)s (259)

und die auf der rechten Seite stehende Reihe konvergiert fiir stetige oder schwach
polare Kerne regulir sowie fiir Kerne aus Ly im Mittel. Davon kann man sich auch
leicht unmittelbar iiberzeugen, indem man die Beziehung

Tk Px(s) 1
72 o) | = el |22 el
1 ——
;»k
die Cauchysche Ungleichung und die Konvergenzaussage
ot fiir e

L
} Ak

benutzt.

Nun betrachten wir den Fall, da A mit einer der charakteristischen Zahlen, deren
Vielfachheit beliebig sein kann, iibereinstimmt. Um jedoch die Darstellung etwas
zu vereinfachen, beschrianken wir uns auf eine charakteristische Zahl der Vielfach-
heit 3, d. h.

A=A —=Aa=13. (260)

Die zweite der Gleichungen (257) fithrt uns dann sofort zu der notwendigen Los-
barkeitsbedingung (vgl. [39])

b -
fe=J1(s) gx(s) ds=0 (k=1,2,3). (261)

Die gegebene Funktion f(s) muB also zu den Eigenfunktionen, die zu den charakteri-
stischen Zahlen 4; = 23 =3 gehdren, orthogonal sein. Die Koeffizienten cj fiir k>3
sind wieder durch (258) bestimmt. Wir nehmen an, daB die Bedingung (261)
erfiillt ist. Dannist die allgemeine Losung der Integralgleichung (255) in dem jetzt
betrachteten Fall gleich der Summe irgendeiner Losung dieser Integralgleichung
und derallgemeinen Losung der zugehérigen homogenen (f(s) =0) Integralgleichung,
d. h.

p0) =102 3, 55 gal6) + cuma(s) caale) + copals)

mit beliebigen Konstanten cy, ¢z, c3. Kurz gesagt, wenn A mit einer charakteristischen
Zahl iibereinstimmt, dann wird in einem oder mehreren der Quotienten (258)
der Nenner 0. Es miissen dann auch die entsprechenden Fourierkoeffizienten gleich
0 sein und alle entsprechenden Briiche (258) durch beliebige Konstanten ersetzt
werden. Somit ist die Bedingung (261) nicht nur notwendig, sondern auch hinrei-
chend fiir die Lésbarkeit der Integralgleichung.

41. Die Fredhohnschen YFormeln fiir symmetrische Kerne. Wir wollen nun die
Fredholmschen Formeln auf stetige symmetrische Kerne anwenden und setzen
dabei 1 als reell voraus.

ik
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In diesem Fallsind der Fredholmsche Zihler (53) und die Resolvente ebenfalls
symmetrische Funktionen. Wir haben frither die Reihenentwicklungen der iterier-
ten Kerne aufgestellt [39]. Setzen wir diese Entwicklungen in (39) ein und nehmen
dabei an, daB 1 die Bedingung (41) erfiillt und folglich |1| <|4y|ist, so erhalten wir

ks t > Pa n(t
R(s,t; )=K(s,0)+1 2 ‘p‘(s)"”‘() 2> ? (8)"’ AN (262)
n=i
Ersetzen wir in dieser Reihe alle.GroBen durch ihre absoluten Betrige, so entsteht,
wie man leicht sieht, eine konvergente Doppelreihe mit positiven Gliedern. Denn
fassen wir alle Glieder, die [p4(s)| [pa(f)] enthalten, in einer Gruppe zusammen,
so bekommen wir die Reihe
|4]% S IAlE
K (s, £)] + |ga(s)] |ga(O)] Z e Tl 22O 2 7 + -

1]
=IK(8,t)|+Ei|% ) [@n(f) |W i

Durch Vergleich dieser Reihe mit der gleichméBig konvergenten Reihe
Yoo
> [pa(s)| |@a(t)| (263)

n=l M'nlz

4] [An[2
[An] (1An] = |41)
inderlichen s und ¢ abhdngt und fiir » - gegen |A| strebt, woraus die absolute
Konvergenz der Doppelreihe (262) hervorgeht. Folglich war die Umordnung dieser
Reihe in Gruppen von Gliedern, die gg(s) p,(t) enthalten, moglich. Fiir die Resol-
vente erhalten wir damit die Entwicklung nach den Eigenfunktionen:

ihrer n-ten Glieder nicht von den Ver-

sehen wir, daB} der Quotient

‘ﬂ( n t
R(s, t; A)=K(s, t) + A 21 ;nl‘;)n"’_i)) (264)

Strenggenommen haben wir diese Reihe nur unter der Voraussetzung hergeleitet,
daBl 1 die Bedingung (41) erfiillt. Ersetzen wir aber in (264) alle Glieder durch ihre
absoluten Betrige und vergleichen wir wie soeben die erhaltene Reihe mit der
Reihe (263), so kénnen wir uns davon iiberzeugen, daf die Reihe (264) fiir jedes
beliebige von den 4, verschiedene A absolut und gleichmé8ig in bezug auf s und ¢
konvergiert. Dariiber hinaus konvergiert sie auch in jedem beschrinkten Bereich
der A-Ebene gleichméBig in bezug auf 4, wenn man in ihr diejenigen Summanden
fortliBt, die in diesem Bereich einen Pol haben. Somit stellt die rechte Seite von
(264) die Partialbruchentwicklung einer meromorphen Funktion dar und liefert,
ebenso wie die Beziehung (57), die analytische Fortsetzung der Resolvente R(s,t; 1)
auf die ganze Ebene. Aus (264) folgt insbesondere, daB ¢m Fall exnes symmetrischen
Kerns jeder charakteristische Wert exn einfacher Pol der Resolvente zst. Wir bemerken
noch: Wenn wir die Reihe (264) in (45) einsetzen, erhalten wir die Reihenentwick-
lung (259) der Lésung nach den Eigenfunktionen.
Setzen wir nun £=s in (264) und integrieren iiber s, so folgt

fR(s,s; A) ds:fK(s,s)ds-{-;,i }»TlT)
n n
a

n=1

Dividieren Wir beide Seiten von (59) durch D(1), so erhalten wir

D'(l)
fRs 8;A)ds= ~ D0
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folglich 1468t sich die vorhergehende Formel auch in der Gestalt

D
DGy f (s, s) d‘““,zm(z — )

schreiben. Ist 4y eine Nullstelle von D(4) mit der Vielfachheit r, so mull der Wert
A=1J9 fiir den Ausdruck auf der linken Seite dieser Beziehung ein einfacher Pol
mit dem Residuum r sein [III/2, 21]. Auf der rechten Seite dieser Beziehung sind
einige der Zahlen A, mit Ay identisch. Jeder zugehorige Bruch lift sich wie folgt
schreiben :
A 1 1
An(A—2An) A—2n T

d. h., jeder dieser Briiche liefert unsim Pol A= 1y das Residuum 1; folglich miissen
r Zahlen 2, gleich Ay sein. Auf diese Weise gelangen wir zu dem Satz: Wenn im
Fall eines symmetrischen Kerns 1o eine Nullstelle von D(1) mit der Vielfachheit
r ist, gehéren zu diesem charakteristischen Wert genau r linear unabhingige
Eigenfunktionen, d. h.,7m Fall eines symmetrischen Kerns ist die Vielfachheit
einer jeden Nullstelle von D(A) gleich der Vielfachheit des zugehirigen charakteristi-
schen Wertes.

Wir haben bereits gesehen, daBl die Reihe (201) die Fourierentwicklung des
Kerns K(s, t) in bezug auf das System der Funktionen ¢,(¢) ist. Setzen wir diese

Reihe an Stelle von K(s, t) auf der rechten Seite von (264) ein, so finden wir, daB
die Reihe

S Pnls) Palt)
it jAn—4
die Fourierentwicklung der Resolvente darstellt. Da die auf der rechten Seite
von (264) stehende Reihe gleichmiBig konvergiert, sind die Reihen (265) und (201)
entweder beide gleichmiBig konvergent oder beide nicht, und falls sie gleichmiBig
konvergieren, gilt neben (202) die Entwicklung

(265)

Ly~ eal8) @all)
R(s, t; }u)—rz1 p (266)

Die Fourierkoeffizienten der Funktion R(s,¢; A) kénnen wir in einfacher Weise
auch unmittelbar erhalten, wenn wir beide Seiten von (264) mit ¢,(f) multiplizieren
und iiber ¢ integrieren Da ¢u(t) eine Eigenfunktion des Kerns K(s, t) ist und alle
@n(t) orthogonal und normiert sind, ergeben sich als Fourierkoeffizienten der
Reihe (265) die Ausdriicke

1
f E(s, t; 2) pal?) dt=ﬁ_7£¢n(3) .
a

Diese Beziehung zeigt, dafl die Funktionen ¢y(s) die Eigenfunktionen des Kernes
R(s, t; 1), die zu den charakteristischen Werten A, — 2 gehéren, fiir einen willkiir-
lich festgelegten reellen Wert von Asind. Es ist leicht ersichtlich, daB die Funktio-
nen gy(s) alle Eigenfunktionen des symmetrischen Kerns R(s, ¢; 1) darstellen.
Wir kénnen somit feststellen: Die Funktion R(s, t; 1) hat, wenn wir sie als neuen
Kern zugrunde legen, dieselben Eigenfunktionen gn(s) wie der urspringliche Kern,
und die zugehorigen charakteristischen Werte sind Ay —A. Wenden wir die Beziehung
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(264) auf den Kern R(s, f; 1) an und bezeichnen mit x den Parameter, der in der
Resolvente auftritt, so erhalten wir fiir die Resolvente dieses Kerns

@n(s) @alt)
S n—2) (o —2—p0) °

Durch Einsetzen des Ausdrucks (264) fiir R(s, ¢; 4) folgt nach elementarer Rech-
nung

R(s, t, 2; p)=R(s, t; 2) +HZ

a(t
R(s, t, 2; u)=K(s, t) + 1+H)Z W—)Zl—(r)t
d. h., wenn wir die Funktion R(s,t; 2) als neuen Kern zugrunde legen, ist seine
Resolvente die Funktion R(s, t; A+ p).

Es sei noch erwihnt, dafl auch fiir schwach polare symmetrische Kerne die Ent-
wicklung (264) gilt, da fiir solche Kerne die oben benutzten Entwicklungen der
iterierten Kerne ebenfalls zur Verfiigung stehen und die gleichméBige Konvergenz
der Reihe (262) bewiesen wurde. Ist K(s, f) aus Lg, so 1d8t sich ohne Schwierigkeiten
zeigen, daB (266) die Entwicklung der Resolvente R(s,¢; 1) in eine Fourierreihe
beziiglich des Funktionensystems g(s) ¢u(f) ist (vgl. [31]), das aus den zu den
charakteristischen Werten 4, —4 gehérenden Eigenfunktionen g¢,(t) gebildet wird.

= Ris, t; 14u) ,

42, Klassifikation der symmetrischen Kerne. In Abschnitt [36] haben wir die Eigen-
werte und die zugehorigen Eigenfunktionen eines Operators 4 im Zusammenhang
mit dem Maximum der Gré8en |(Avy, p)| bestimmt. Im Fall eines Integraloperators
ist

b1 b S
(v~ [ 180,090 ] 657 s (267)
a
Wir bezeichnen mit ¢ die Fourierkoeffizienten der Funktion y(s) in bezug auf die

Eigenfunktionen ¢x(s) des Kernes K(s, f). Wenden wir auf das innere Integral
in (267) den Hilbert-Schmidtschen Entwicklungssatz an, multiplizieren die ent-

stehende Reihe mit der Funktion y(s) und integrieren gliedweise, so erhalten wir

(Ay, p)= 3 F (268)

= Ak

Unter der Annahme ;=0 fiir alle & gilt
|2
J=3 'c" , (269)

F=1
und der zugrunde gelegte Kern heilit positiv semidefinit. Existiert eine Funktion
(s) =0 (aus Ly), fiir die alle ¢ verschwinden, dann ist auch das Gleichheitszeichen
moglich. Ist jedoch das orthonormierte System {gz(s)} vollstdndig, so kann dies
nicht eintreten, d. h., es gilt dann J=0. In diesem Fall heit der Kern positiv
definit. Analog werden negativ semidefinite und negativ definite Kerne erklirt.

Wird () = @im(f) in (268) gesetzt, so ist |ep| =1 und ¢ =0 fiir £+=m. Somit nimmt
der Ausdruck J Werte unterschiedlichen Vorzeichens an, wenn auch die Az verschie-
dene Vorzeichen haben.

Die Eigenfunktionen ¢g(s) haben wir aus dem Extremalproblem erhalten,
das Maximum von J unter der Bedingung zu bestimmen, dafl die Norm von p(s)
gleich 1 ist (vgl. [36]). Im folgenden bendtigen wir ein anderes Extremalproblem;
wir werden nidmlich fordern, daB nicht die Funktionen y(s) selbst, sondern die mit

HV
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Hilfe des Kerns transformierten Funktionen normiert sind:

v| b 2

S [ Ks, t)pt)dt| ds=1. (270)
a la )
Wir entwickeln wieder das innere Integral nach dem Satz von HiLBERT und E.
ScHMIDT in eine gleichmiBig konvergente oder (fiir einen Kern aus Lg) im Mittel
konvergierende Reihe und kénnen dann die Bedingung (270) auf Grund der Voll-
stdndigkeitsrelation in der Gestalt

oo 2
loxl® _ 4 (271)
= A :
schreiben. Den Kern setzen wir als positiv semidefinit voraus und bringen (269)
auf die Form

oo |ck‘2

J=2> .
72.:1 A7 k
Ersetzen wir hier die 4; durch ihren kleinsten Wert 43, so erhalten wir wegen (271)
J=4. (272)

Waihlt man speziell y(s) =Ligi1(s), dann ist ¢; =41, und ¢ =0 fiir £>1, so daf} die
Bedingung (271) erfiillt ist und in (272) das Gleichheitszeichen gilt. Damit haben
wir bewiesen, dalB die erste charakteristische Zahl 11 gleich dem Minimum des Integrals
(267) unter der Bedingung (270) 7st. Dieser minimale Wert wird fir y(s) =21¢1(s)
angenommen. In derselben Weise konnen wir zeigen, daB die charakteristische
Zahl 2s gleich dem Minimum des Integrals (267) ist, falls die Funktionen y(s) den
folgenden Bedingungen geniigen : ‘
b| b 2 b .

S| K 8 p)de| ds=1, J v(s) p1(s) ds=0;

a a a
und dieses Minimum wird im Fall p(s) = daps(s) angenommen.

Man sieht leicht, daf} das soeben eingefiihrte Extremalprinzip zur Bestimmung
der charakteristischen Zahlen und der Eigenfunktionen nicht nur fiir positiv
semidefinite Kerne anwendbar ist, sondern auch fiir jeden Kern, der nur eine end-
liche Anzahl negativer charakteristischer Zahlen besitzt, d. h., dessen simtliche
charakteristischen Zahlenin einer nichtfallenden Folge angeordnet werden konnen.

AbschlieBend sei noch folgendes erwahnt: Gilt beispielsweise 13 =4g=143<14,
so nimmt das Integral (267) unter der Bedingung |[yll=1 sowohl fiir y(s)=Aig1(s)
als auch fiir y(s) = A1¢2(s) sowie fiir y(s) = A193(s) sein Minimum an, mehr noch, auch
fiir jede Linearkombination y(s) = A1(@191(8) + azpz(s) +asps(s)), deren Koeffizienten
der Bedingung

@112+ |az[? 4 |ag]2 =1

geniigen, wird der minimale Wert des Integrals (267) erreicht. Eine entsprechende
Bemerkung gilt auch in bezug auf das oben betrachtete erste Extremalproblem.

43. Der Mercersehe Satz. Zunidchst formulieren wir diesen

Satz. Ist K(s, t) ein positiv oder negativ semidefiniter stetiger Kern, so konvergiert
seine Fourierrethe nach den Eigenfunktionen im Quadrat ko regquliir.

Den Beweis wollen wir zunéchst nur fiir reelle, positiv semidefinite Kerne fiihren.
Zuerst zeigen wir die Ungleichung K(s, s) =0.
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Wenn auf der Diagonalen s =¢ des Quadrats kg ein Punkt s =t =c existieren wiirde,
fiir den K (c, ¢) <0 wire, so gibe es gewil auch eine Umgebung {|s —c|<¢, |t —c| <&}
dieses Punktes, in der iiberall K(s, t) <O ist. Es gibt nun sicher eine stetige Funktion
p(8), die im Intervall c —e<s<c+¢ positive Werte hat und auBerhalb des Inter-
valls iiberall gleich O ist. Fiir diese Funktion gilt
bb ct+e c+e
J=[[K(s,t)p(s)p(t)dsdt= [ [ K(s,t)p(s)p(t) ds dt<0,
aa c—¢ C—¢

was unmoglich ist, da der Kern positiv semidefinit sein soll. Wir bilden nun den
Kern

2 pi(s) pr(t)
TEC) TRV 273
K(s, 1) k§1 Ak ? (273)
dessen charakteristische Werte A,41, Ap+2, ... ebenfalls simtlich positiv sind.

Wenden wir auf diesen Kern das soeben Bewiesene an, dann erhalten wir

Ipa(s) 2 2 |gi(s)?
K(s,s)—kz "”;k) =0 oder 3 "”;k)—éx(s,s).

= k=1

Hieraus folgt unmittelbar, daB die Reihe Z ltpk(:)l

mit positiven Gliedern fiir alle
Werte von s konvergiert und ihre Tellsummen fiir jeden Wert von s aus dem Inter-
vall [a, b] kleiner bleiben als eine positive Zahl M. Durch Anwendung der Cauchy-
schen Ungleichung ergibt sich

" | pa(s) prl) | P | 9als) ‘ )| ]/"“’lw (@)]2 l/"“”lw )2
PET) P PED |\ < 274
¥Sn Ak ;Z, Ve ‘ k:.n E=n (274)
oder
R+ p

Pi(s) pi(t)
Ak

"EP |pi(s)|?
é]/ 2 e W ’

k=n

k=n

lpx(s)[?
A

woraus wegen der Konvergenz der Reihe Z unmittelbar folgt, daB die Reihe

(201) fiir jedes feste s beziiglich ¢ im Intervall [a, b] regulir konvergiert. Analog
zeigt man die regulire Konvergenz beziiglich s fiir jedes feste ¢.
Damit gilt
< lew(s)i®
;zi Ak =K(s, ),
wobei die Reihe auf Grund des Satzes von Dini gleichméBig konvergiert. SchlieB-

lich folgt aus der Ungleichung (274) die regulire Konvergenz der Reihe i () Prl)

. . p= A
in ko, was zu beweisen war. ket *

44. Schiefsymmetrische Kerne und symmetrisierbare Integralgleichungen. Ein
Kern K(s, t) heiBt schiefsymmetrisch, wenn er der Bedingung

K(t, 5)=—K(s, t) (275)
oder fiir reellwertige Kerne der Bedingung
K(t,s)=—K(s, t)
geniigt. Fiihren wir den Kern L(s, t)=1 K(s, t) ein, so erhalten wir aus (275)
L(t, s)=L(s, t) .
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Damit kann die Integralgleichung

p(s)=1(s) +1ufbK(s, t) g(t) dt (276)

mit dem schiefsymmetrischen Kern K(s, t) als Integralgleichung
o() =1(s) +qust glt) t (277)
mit symmetrischem Kern geschrieben werden, wobel p=—ik, also A=pi gesetzt

wurde. Hieraus folgt, daB die Integralgleichung mit schiefsymmetrischem Kern
(276) mindestens eine charakteristische Zahl besitzt und daf alle ihre charakteri-
stischen Zahlen rein imaginér sind.

Wir wollen jetzt eine Klasse von Integralgleichungen behandeln, die sich durch
eine einfache Transformation in Integralgleichungen mit symmetrischen Kernen
iiberfiihren lassen. Sie haben die Gestalt

b
<P(8)=f(8)+7laf K(s, t) p(t) () dt, (278)

wobei K(s, t) ein symmetrischer Kern ist und im Intervall [a, b] die Ungleichung
p(t)>0 gilt. Multiplizieren wir beide Seiten von (278) mit Vp(s) und fiihren die
neue gesuchte Funktion y(s)= }p(s) ¢(s) ein, so gelangen wir zu der Integralglei-
chung

- b
v(s)=/(s) V(s)+2 f Lis, t) () (279)
mit dem symmetrischen Kern

L(s, t)=K(s, 1) Vp(s) p(t) -

Es seien 4 die charakteristischen Werte und yy(s) die Eigenfunktionen der Inte-
gralgleichung (279). Die Funktionen yi(s) kénnen wir wie immer als orthogonal
und normiert annehmen. Aus y(s) = gx(s) J/p(s) ergibt sich fiir die Eigenfunktionen
der Integralgleichung (278), daB sie beziiglich der Gewichtsfunktion p(s) orthogonal
und normiert sind:

{0 fir k=1,

fp ) orls) uls) ds=1 T

Im Fall stetiger oder schwach polarer Kerne K({s, t) erhalten wir fiir den zweiten
iterierten Kern Lg(s, t) die Reihenentwicklung
b

t
Lale, )= [ K(s, ) Kt 1) pltr) Vo(e) 20 dty =5 #5750
:
a
und weiter, wenn wir noch durch den Faktor ]/p(s) p(t) dividieren, die Beziehung

= [ K(s, 1) K(ta, ) p(ta) dt ZEEIM :
: 2 7
a

Analog dazu ergibt sich fiir die Funktion

b
Hp(s, t)=f Hp-1(s, t1) K(ty, t) p(t1) dty
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die Reihenentwicklung
2 9x(s) @r(®)
Hp(é‘, t) —kzl T .

AulBerdem gilt die Entwicklung

K(s, 1) ZL ¢k(8/)1}:}7k(t) ’

wenn die rechts stehende Reihe beziiglich einer der Verinderlichen bei jedem
festen Wert der zweiten Verinderlichen gleichmaBig konvergiert.

Wir nehmen nun an, die Funktion f(s) sei mit Hilfe des Kerns L(s, f) quellen-
miéBig darstellbar,

fs) = be(s, t) h(t) dt . (280)
Dann gilt
1(s) =l§lfwk(s) (281)

mit
b - b [,
fi = 1(5) vls) ds =1 f(s) Vo(s) gxls) ds

Dividieren wir beide Seiten von (280) und (281) durch ]/p(s), so erhalten wir fiir
die Funktion

b
)
= = | K(s t)h
Voo af (s, 1) Yp(t) h(t) d

die Reihenentwicklung

= i fepx(s)
fs

Die Integralgleichung (278) kann auch unmittelbar in eine Integralgleichung
mit symmetrischem Kern iibergefithrt werden, indem wir an Stelle von s und ¢
durch die Beziehungen

s [2
x:afp(u) du, y=[p(u) du

neue Verdnderliche # und y einfithren. Wegen p(u) >0 sind die neuen Verdnder-
lichen monotone Funktion der alten, und damit erweisen sich auch s und ¢ als ein-
deutige Funktionen von z und y. Nach Einfithrung dieser Verdnderlichen ergeben
sich die neuen Funktionen f;(z)=f(s) und w(x)=(s) sowie der neue symmetrische
Kern Kj(x, y)=K(s, t). Die Integralgleichung (206) lautet dann

b
w(@)=f(x +lfK1 x, y) w(y) dy (l:af p(u) du) .

45. Integralgleichungen erster Art. Wir betrachten jetzt die Integralgleichung
erster Art

b
‘_lfK(s, t) ¢(t) dt=f(s) (282)
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mit symmetrischem Kern und setzen voraus, daff K(s, t) aus Ly iiber ko, die gege-
bene Funktion f(s) aus Ly iiber [a, b] und die gesuchte Lisung ¢(s) ebenfalls aus
Ly ist. Im weiteren wird ein symmetrischer Kern vollstindig genannt, wenn das
System seiner Eigenfunktionen vollstdndig (abgeschlossen) ist. Falls der Kern
nicht vollstdndig ist, hat die Gleichung

b
[ K(s, t) o(t) dt =0 (283)

eine nicht zur identisch verschwindenden Funktion dquivalente Loésung, und wenn
auBerdem die Integralgleichung (282) in Ly 13sbar ist, ist ihre Losung nicht eindeutig
bestimmt. Andernfalls gilt: Ist K(s,t) ein vollstindiger Kern, so hat die Integralgler-
chung (282) nicht mehr als eine Losung. Hétte sie nimlich zwei nicht dquivalente
Losungen ¢;(s) und gg(s), so wiirde deren Differenz ¢(s) = g1(s) — pa(s) nicht dqui-
valent der identisch verschwindenden Funktion sein und der Gleichung (283)
geniigen. Das wiirde aber bedeuten, dafl der Kern nicht vollstindig wire, was
unserer Annahme widerspricht.

Mit f bezeichnen wir wieder die Fourierkoeffizienten der Funktion f(s) in bezug
auf das orthonormierte System der Eigenfunktionen ¢i(s) des Kerns und mit
Ar dessen charakteristische Zahlen. Der Satz von PicArRD, den wir nun beweisen
werden, gibt uns eine notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Losbarkeit
der Integralgleichung (282).

Satz. Es sev K(s, t) ein vollstindiger Kern. Notwendig und hinreichend fiir die
Lgsbarkeit der Integralglevchung (282) ist dann die Bedingung, daf} die Revhe

ILZ A fuf? (284)
k=1

konvergiert.

Wir beginnen damit, die Notwendigkeit zu zeigen. Es seien g¢(s) eine Losung
(aus Ly) der Integralgleichung (282) und a; die Fourierkoeffizienten dieser Losung
in bezug auf das vollstindige Funktionensystem {gz(s)}. Bekanntlich lassen sich
die Fourierkoeffizienten einer entsprechend (282) quellenméflig darstellbaren
Funktion f(s) durch

=3, doh ap=Afe, (285)

ausdriicken, und aus der Konvergenz der Reihe mit dem allgemeinen Glied |2
folgt die der Reihe (284).

Um die Hinlidnglichkeit der Bedingung zu beweisen, nehmen wir an, dal die
Reihe (284) konvergiert. Dann existiert eine Funktion ¢(s) aus Ly mit den Fourier-
koeffizienten Agfz. Auf Grund der Vollstandigkeit des Systems der Eigenfunktionen
or(s) ist die Funktion

ol(s) = Iélzkfm(s) (286)

(bis auf Aquivalenz) eindeutig bestimmt, wobei die aufgeschriebene Reihe in1 Mittel
konvergiert. Die Funktion (286) geniigt der Integralgleichung (282), denn setzen
wir (286) in die Integralgleichung ein, so haben beide Seiten der entstehenden
Gleichung dieselben Fourierkoeffizienten beziiglich des orthonormierten Systems
{gr(s)}. Damit ist der Satz bewiesen.
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Die Vollstindigkeit des Kerns, d. h. also die des Systems seiner Eigenfunktionen
ok(s), ist nicht nur fiir die Eindeutigkeit, sondern auch fiir die Existenz der Losung
der Integralgleichung (282) im Raum L; wesentlich. Angenommen, das System
der gx(s) sei nicht vollstdndig. Dann existiert eine Funktion aus L, die zur identisch
verschwindenden Funktion nicht dquivalent und zu allen gi(s) (k=1, 2, ...) ortho-
gonal ist. Es sei w(s) eine solche Funktion. Wir zeigen, dafl im Fall f(s)=w(s)
die Integralgleichung (282) keine Losung aus Lg besitzt. Dazu nehmen wir an, es
existiere eine Losung ¢(s), und %; seien die Fourierkoeffizienten dieser Funktion
beziiglich des Orthonormalsystems {gx(s)}. Aus der Integralgleichung (282) ergibt
sich

o) =3, 1 oelo),

wenn wir die Fourierkoeffizienten des Ausdrucks auf der linken Seite von (282) wie
in Abschnitt [32] berechnen. Die so gefundene Reihe fiir w(s) konvergiert im Mittel.
Multiplizieren wir nun noch mit ¢n(s) und integrieren, so erhalten wir Ay, =0
(m=1,2,3,...), woraus w(s)=0 folgt. Das widerspricht jedoch unserer Wahl von
w(s).

Hat die Integralgleichung (282) mit nicht vollstindigem Kern fiir irgendein
/(s) aus Ly eine Losung ¢(t) aus Ly, so geniigt offenbar auch die Funktion ¢(f) + w(f),
wobei () zum Kern K(s, t) orthogonal ist, der Integralgleichung. Folglich ist
in diesem Fall die Losung der Integralgleichung (282) nicht eindeutig bestimmt.

46. Symmetrisierung des Kerns. Wir behandeln in diesem Abschnitt den nicht-
symmetrischen Kern K(s, t), den wir der Einfachheit halber als stetig in k¢ voraus-
setzen, und fiihren bei unseren Betrachtungen die symmetrischen Kerne

Ki(s, t) =fbK(t, s) K(z,t)dz und Kpy(s, ) =fbK(.s, 7) K(¢,7) dv (287)

ein. Zunidchst zeigen wir, dafl diese beiden Kerne positiv semidefinit sind [42]: Fiir
Ki(s, t) folgt das aus

ff Ki(s, t) o(t) o(s) dt ds = fff K(z, s) K(z, t) ¢(t) p(s) ds dz dt

aaa

[fbK(-r, s) @(s) ds fbK(-r, t) @(?) dt] dz

Nl

b
=/
a
und analog fiir Kj(s, t). Die charakteristischen Zahlen des positiv semidefiniten
Kerns Kj(s, t) sind positiv; mit A2 wollen wir irgendeine seiner charakteristischen

Zahlen bezeichnen, und ¢(s) sei die zugehérige Eigenfunktion. Wir beweisen nun,
daf

) 2
[ K(z,s) ¢(s) ds| dz=0
a

[

@—Astoﬂn& (288)

Eigenfunktion des Kerns Kp(s, t) ist, die zu derselben charakteristischen Zahl A2
gehort. In der Tat ergibt sich aus den Formeln (287) und (288)

ng (s, t) w(t) dth/lfl}bfbK s,7) K(t,7) K(t, o) (o) do dz d¢

aaa
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_AfK(s 7) [j? 1(z, o) p(o) da] dz

= A3 f K(s, 1) p(z) dv = A2¢(s) .

Die Funktion (288) ist nicht dquivalent zu 0, denn aus der Gleichung y(s)=0
wiirde

O=fbK(t, s)p(t)dt=4 fb;K(t, s) K(t,7) p(z) dr dt’
=4 fbKl(s, 7) ¢(z) d7 = A3p(s)

folgen, und das widerspricht der Eigenschaft von ¢(s), eine Eigenfunktion zu sein.
Ebenso ist

b
=A[K(t, ) p(t) dt, (289)

falls yp(s) eine zur charakteristischen Zahl A2 gehérende Eigenfunktion des Kerns
Ko(s, t) ist, eine Eigenfunktion des Kerns Kj(s, ¢), die zur gleichen charakteristi-
schen Zahl gehért. Aus dem Bewiesenen folgt: Die Kerne Kj(s, ) und Ka(s, £)
haben dieselben charakteristischen Zahlen A7 (k=1, 2, ...), deren Vielfachheiten
jeweils fiir beide Kerne gleich sind.

Es seien ¢x(s) die orthogonalisierten und normierten Eigenfunktionen des Kerns
K (s, t). Dann 148t sich unter Benutzung der Beziehung (288) leicht

b

b
— . Ak —— [0 fir k=!I,
J ) vy as=3F [ outs o) ds={ ] T5 FE]
a a
zeigen. Das heifit, die Funktionen wg(s) (k=1, 2, ...) bilden ein orthonormiertes

System von Eigenfunktionen des Kerns Kj(s, ). Dabei liefern die Formeln (288),
(289) die Zusammenhinge

b b
vi(s) =g '{ K(s,t) ge(t) dt,  gr(s)=Ag [ K(t, 5) pi(t) dt (290)

a
(Ax=0,k=1,2,..).
Auf Grund der Stetigkeit der Kerne Kj(s, t) und Kjy(s, t) folgen aus dem Mercer-
schen Satz ihre Entwicklungen in absolut und gleichmaiig konvergente Reihen

Ky, =3, qo—"(sllg"(t) , s,=3 PO, (291)

Wir beweisen nun, daf der urspriinghche Kern K (s, t) d1e Reihenentwicklung

R(s, t)= lek(s) Pxlt)

(292)

besitzt. Diese Reihe ist eine Fourierreihe in bezug auf beide Orthonormalsysteme

{vi(s)} sowie {px(t)} und konvergiert im Mittel beziiglich s und beziiglich . Mit
(291) folgt niamlich

_KIH) Z!«pkmz = gt

k=n+1 A% ’
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und wegen der gleichméBigen Konvergenz der Reihen (291) strebt der erhaltene
Ausdruck fiir n -~ < gleichméaBigin ¢t gegen 0. Dasselbe gilt auch, wenn wir die Rollen
von s und ¢ vertauschen.

Bei Verwendung der Reihenentwicklungen (292) 148t sich nun leicht eine Ver-
allgemeinerung des Satzes von HILBERT und SceMIDT auf den Fall nichtsymme-
trischer Kerne gewinnen. Dazu multiplizieren wir beide Seiten der Gleichung
(292) mit einer Funktion h(t) aus Lp und integrieren danach gliedweise. Auf diese
Weise erhalten wir

[ K(s, ) hit) e = 3 (s (293)
mit

b
]
ap=—— Ak / ht) ga(t) di =7,

a

wobei hy die Fourierkoeffizienten von k(t) in bezug auf das orthonormierte System
{px(t)} sind. Fiir die Reihe in (293) ergibt sich die Abschidtzung

3| 5wt | = (] ) (3 (204)

2 Ar vx(s)
Auf Grund der Stetigkeit des Kerns haben wir auch noch

=n

k=n

mit einer Konstanten C. Wie in [32] folgt nun aus (294) und (295) die regulére
Konvergenz der Reihe (293). Analog beweist man, daf} die Reihe

fKt s)h dtMZbk(p]g

regulir konvergiert.
Wie in Abschnitt [45] konnen wir die Integralgleichung erster Art

b
‘{ K(s, t) ¢(t) dt={(s) (296)

betrachten. Bezeichnet aj die Fourierkoeffizienten von f(s) in bezug auf das ortho-
normierte System der g(s), so ist die Konvergenz der Reihe

> Af |ax/?
foms

eine notwendige Bedingung fiir die Lésbarkeit der Integralgleichung (296). Ist das
Funktionensystem {gx(s)} in Ly vollstindig, so existiert eine eindeutig bestimmte
Losung in Lo. Ist das Funktionensystem {gy(s)} nicht vollstindig, so kann man
hinsichtlich der Losbarkeit der Integralgleichung (296) entsprechende Aussagen
wie in Abschnitt [45] machen.

47. Beispiele, 1. Zunichst betrachten wir noch einmal den Kern aus [1], in dem wir zur
Vereinfachung der Schreibweise [ =1 setzen:

. s(1 —¢t) fur s=t
}s(s,t):{t(l_s) fir s=t (0=s=1,0=t=1). (297)
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In diesem Fall lassen sich alle charakteristischen Werte und Eigenfunktionen geschlos-
sen darstellen. In der homogenen Integralgleichung

p(s) =4 flK(s, t) o(t) di (298)
0

miissen wir bei der Integration von ¢ =0 bis ¢ =s, d. h. fiir ¢t =s, den zweiten Ausdruck
von (297) und bei der Integration von f{=s bis {=1 den ersten Ausdruck benutzen.
Somit 148t sich die Integralgleichung auch in der Gestalt

s 1
P(s) =4 J (1 ~s) @(t) At +A J s(1 —1) @(t) dt
0 s

schreiben.
Durch Differentiation beider Seiten nach s ergibt sich

1
@'(s) = —Z(ftq)(t) dt +4s(1 —38) @(s) +4 (1 —¢t) @(t) dt —As(1 —s) ¢(s) .
s

Die integralfreien Glieder heben sich auf; differenzieren wir noch einmal nach s, so
erhalten wir

9" (s) +Ap(s) =0 . (299)

Der Kern (297) geniigt offenbar der Bedingung K(0, t) = K(1, t) =0, und die Bezie-
hung (298) liefert @(0) =¢(1) =0, d.h., wir kénnen uns auf diejenigen Lésungen der
Differentialgleichung (299) beschrinken, welche den Randbedingungen ¢(0) =¢(1) =0
geniigen. Die Differentialgleichung (299) 1é8t sich durch elementare Funktionen inte-
grieren; unser Randwertproblem hat bekanntlich [TI, 180] nur fiir 4, =n2=2 nicht iden-
tisch verschwindende Lésungen, und diese Lisungen sind @x(s) =V2 sin nns.

Durch Einsetzen in die Integralgleichung (298) iiberzeugt man sich leicht davon, da3
die angegebenen Zahlen und Funktionen tatsiichlich die charakteristischen Werte
und Eigenfunktionen von (298) sind.

Hiervon kann man sich auch iiberzeugen, wenn man beachtet, daf3 gerade mit
Hilfe der Randbedingungen diejenigen Losungen der Differentialgleichung (299) wieder
herausfallen, die bei der Gewinnung der Differentialgleichung durch zweimaliges Diffe-
renzieren der Integralgleichung (298) hinzugekommen sind. Die gefundenen charak-
teristischen Werte und Eigenfunktionen sind bereits bei dem Problem der an den Enden
eingespannteén schwingenden Saite aufgetreten [II, 180]. Diese Tatsache steht in un-
mittelbarem Zusammenhang damit, da3 der Kern (297), wie wir bereits in [1] gesehen
haben, die statische Ausbiegung der Saite unter Einwirkung einer Einzelkraft darstellt.
Diesen Gedankengang werden wir spéter auf einen umfangreichen Problemkreis der
mathematischen Physik ausdehnen. Im vorliegenden Beispiel konvergiert die Reihe
(201) gleichmiéBig, und es gilt:

2 & sinkmssin knt (s (1 —2) fir s=¢
P P - R ’ =s=1;0=st=1). 3
szkéi k2 {t(l—s) fir szt (0=s=1;0=1=1) (300)

Wir setzen nun voraus, daf3 die Funktion f(s) stetige Ableitungen bis zur zweiten
Ordnung hat und den Randbedingungen f(0) =f(1) =0 geniigt. Diese Funktion ist dann
quellenméBig darstellbar, und es gilt speziell die Beziehung

1 1
f(8) = — ofK(-‘?, t) (1) dt = —ofst(l =s) {7(t) dt — fs(1 —2) {7(2) de;

sie 1ldaBt sich leicht durch partielle Integration verifizieren, folgt aber auch aus den Aus-
fithrungen von [1] iiber die Bestimmung der Ausbiegung bei kontinuierlich verteilter
Belastung, die wir jetzt gleich f”(f) zu wéhlen haben. Satz 2 zeigt uns dann, dal} sich
jede Funktion f(s) mit den vorausgesetzten Eigenschaften im Intervall [0, 1] in eine

absolut und gleichmiBig konvergente Fourierreihe nach den Funktionen V2 sin kns
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entwickeln 1la8t. Im folgenden werden wir sehen, da man die Voraussetzungen fiir die
Funktion f(s) bedeutend abschwichen kann. Ubrigens stellt die Reihe in (300) die
Entwicklung der auf der rechten Seite stehenden Funktion in eine Fourierreihe dar.

Diese Reihe kann man entweder als Fourierentwicklung der Funktion auf der rechten

Seite nach den Funktionen ¥2 sin krs (k=1, 2, ...) auffassen, wobei man s als Variable
und ¢ als Parameter betrachtet, oder aber als Fourierentwicklung der Funktion auf der
rechten Seite nach den Funktionen 2 sin krs sin int (k, =1, 2, 3, ...), die i Quadrat
(0=s8=1,0=t=1) ein normiertes Orthogonalsystem bilden. In analoger Weise kann
man einen Kern der Gestalt

Kis. t)= ast +bs +ct +d fur s=t,
(s, 8) = ast +bt +cs +d fir s=t

untersuchen. Vgl. etwa I. I. PRiwaLow, Integralgleichungen (russ.), Moskau — Lenin-
grad 1935, S. 102.

2. Nun betrachten wir einen Kern, der eine Funktion der Differenz 8 —¢ ist:
K(s,t) =w (s —1);

dabei sei w(x) eine stetige gerade Funktion mit der Periode 2r. Da die Funktion w(x)
gerade ist, ist der Kern symmetrisch. Die Fourierkoeffizienten von w(x) sind

ki1
1
c,‘=; fw(z) cos kx dx (k=0,1,2,...),
’ -1
und es gilt, wiederum weil w(x) gerade ist,
T
J w(x) sin kx dz =0 .
-7

T
Wir betrachten die Integrale [ w(s—t) cos kt d¢. Setzen wir § —¢ =, so erhalten wir,
-7

da die Funktion w(z) gerade ist,

kg 8+
Jo(s—t)cosktdt=cos ks [ w(x)cos kx dx
-7 §—7t

oder schliellich, da der Integrationsweg die Lénge 2w hat,

™
J (s —t) cos kt dt =wcg cos ks .
-7
Entsprechend ergibt sich
T
J w(s —t) sin kt dt =mck sin ks .
-1
Jetzt betrachten wir die homogene Integralgleichung
) T
9(s) =A [ (s —t) g(t) dt .
-
Sind alle Fourierkoeffizienten cx der Funktion w(x) von 0 verschieden, so folgt aus der
eben durchgefiihrten Rechnung, daB diese Integralgleichung die charakteristischen

Werte

1
Ak=—  (k=0,1,2,..)
TCk
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hat, zu denen das normierte Orthogonalsystem der Eigenfunktionen

1 1 1 5 1 1 0
———, —= CO08 8, —= €08 48, ..., —= SIN 8§, —— SIN 28, ...
Vo= V= V= V= V=
gehort. Andere Eigenfunktionen kann der Kern nicht haben, weil diese Funktionen ein
vollstindiges System bilden [II, 155]. Zu jedem charakteristischen Wert A mit k=1
gehoren zwei Eigenfunktionen. Wenn beispielsweise ¢; =0 ist und die tibrigen cx von 0
verschieden sind, enthiilt das System der Eigenfunktionen nicht die beiden Eigenfunk-
1
tionen — cos s und — sin s, und der Kern ist nicht mehr abgeschlossen.
= o
Unabhéngig davon, ob die Koeffizienten ¢, verschwinden oder nicht, hat die Reihe
(201) jetzt die Gestalt

oo

5 o+ 2 cx(cos ks cos ki +sin ks sin kt) =
2 K=1

—_

—co+ 2 cpcosk(s—t),

2 o1

d. h., sie ist die Fourierreihe der Funktion w(s —t). Wir kénnen nicht allgemein beweisen,
daf} diese Reihe konvergiert. Erfiillen aber die Fourierkoeffizienten ¢ die Bedingung
ck =0, so folgt aus dem Mercerschen Satz uninittelbar, dafl sie absolut und gleichméBig
konvergiert und w(s —t) darstellt. Dasselbe gilt auch, wenn nur endlich viele positive
oder negative Koeffizienten cx vorhanden sind.

48. Von einem Parameter abhiingende Kerne. Beim Aufbau der Theorie der Integral-
gleichungen tritt der Parameter A nur als Faktor vor dem Kern auf. In[41]haben wir eine
Integralgleichung mit demx Kern (s, ¢; 2) untersucht, der eine analytische Funktion
des Parameters A ist.

Bei Integralgleichungen mit Kernen, die analytische Funktionen des Parameters
sind, kénnen wesentliche Abweichungen von den GesetzméGigkeiten auftreten, die in
der bisherigen Theorie dargelegt worden sind. Als einfachstes Beispiel betrachten wir
eine Klasse homogener Integralgleichungen, deren Kern ein Polynom ersten Grades
in 4 ist:

b
(s) =f [Ko(s, t) + Ki(s, t) 4] @(t) dt;
a

dabel ist

Kofs, t) =o(s) o(t),  Ku(s, t) =o(s) o(t)

und

b
Flet) ds=1, [ o(s) ) ds =0 .
a a

Es 148t sich leicht verifizieren, dafl unsere Integralgleichung fiir alle 4 die Loésung

p(s) =o(s) +o(s) 4
besitzt.

Wir betrachten nun den allgemeineren Fall, daf der Kern K(s, ¢; 1) den folgenden
Bedingungen geniigt; 1. K(s, t; ) ist eine stetige Funktion von s, ¢ und 4, wenn (s, t)
dem Quadrat k¢ angehdrt und A im Inneren eines Bereiches B der komplexen Ebene
liegt. 2. Fiir alle (s, t) aus ko ist K(s, ¢; 1) im Inneren von B eine regulére Funktion von 4.

In die Integralgleichung fithren wir nun vor dem Integralzeichen einen Hilfsparameter
p ein:

b
o(s) =f(8) +n f K(s, t; A) @(t) di .
a

8 Smirnow IV/1
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Alle in [5] und [7] durchgefiihrten Uberlegungen kénnen wir jetzt wiederholen, wobei
wir nur das dort auftretende 4 durch u# zu ersetzen haben. Dann erhalten wir als Re-

solvente
D(s, t, 2; u)

D(2; p)
Zihler und Nenner dieses Bruches sind Potenzreihen in der Verdnderlichen g, und die
Koeffizienten dieser Reihen sind im Innern von B regulidre Funktionen von 1. Denn wenn
2 einem beliebigen abgeschlossenen Bereich By angehort, der im Innern von B liegt,
konvergieren diese Reihen fiir alle Werte von u absolut und gleichméBig in bezug
auf 2 (vgl. [7]) und stellen damit im Inneren von B regulidre Funktionen von 4 dar
[III/2, 12]. Fiir 4 =1 erhalten wir die Integralgleichung

ER(s, t; u) =

b
P(s) =1(s) + [ K(s, t; 2) g(t) dt . (301)

Hierbei sind zwei Fille moglich: Entweder verschwindet die im Inneren von B regu-
lire Funktion D(4; 1) nicht identisch, oder es ist D(4; 1) =0.
Im ersten Fall hat die Integralgleichung (301) die Resolvente
P PR IRY
1(s, 5 4) DD

fiir alle Werte von 4, die keine Nullstellen von D(4; 1) sind. In einem beliebigen abge-
schlossenen Bereich B; im Inneren von B kénnen nur endlich viele solcher Nullstellen
liegen. Die Resolvente geniigt offensichtlich den Integralgleichungen

b
Ru(s, t; ) =K(s, t; 4) +f K(s, t1; 2) Ra(ta, t; 2) dty
N (302)

b
Ri(s, t; A) =K(s, t; 2) + [ K(ta, t; 2) Ra(s, t1; 2) dty .
a

Ist A keine Nullstelle von D(2; 1), so hat die Integralgleichung (301) fiir jedes f(s) genau
eine Losung

b
P(s) =1(s) + [ Bals, 25 2) f(2) dt .

Ist A =4p eine Nullstelle von D(4; 1), so hat die ganze Funktion D(4¢; ¢) die Nullstelle
# =1, und nach den Ergebnissen von [8] besitzt die homogene Integralgleichung

b
@(s) = [ K(s, t; 4) p(t) dt (303)
a

fiir A =49 eine von der Nullésung verschiedene Losung. Hieraus ergibt sich unter anderem,
dafl A =49 ein Pol von Ry(s, ¢; 4) ist. Denn im entgegengesetzten Fall wire die Resol-
vente Rj(s, t; 4) im Punkt 4 =1 fiir alle s und ¢ regulér und geniigte den Integralglei-
chungen (302), wovon man sich leicht liberzeugt, wenn man mit benachbarten Werten
von 4, fiir die die Integralgleichungen (302) gelten, den Grenziibergang 4 o durchfiihrt.
Wiirden aber die Integralgleichungen (302) fiir A= 4o gelten, so hitte die Integralglei-
chung (301) fiir jede Funktion f(s) genau eine Losung [6]; somit kénnte die homogene
Integralgleichung (303) nur die Nullésung als Losung haben.

Im Fall D(4; 1) =0 hat die homogene Integralgleichung (303) offenbar fiir alle 2,
die im Innern von B liegen, eine von der Nullosung verschiedene Lésung, und die in-
homogene Integralgleichung (301) ist nicht fiir jede gegebene Funktion f(s) 16sbar.

Aus den vorhergehenden Betrachtungen folgt, daf3 sich unter den angegebenen Vor-
aussetzungen fiir den Kern K(s, ¢; ) im Fall D(4; 1) =0 die charakteristischen Werte
im Inneren von B nicht hdufen kénnen, d.h., in jedem abgeschlossenen Bereich B;
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im Inneren von B kann es nur endlich viele charakteristische Werte geben. Wenn wir
nicht voraussetzen, daffi der Kern regulér ist, sondern Pole zulassen, die von 8 und ¢
unabhéngig sind, so ist es méglich, daf sich in einer beliebig kleinen Umgebung eines
jeden solchen Pols unendlich viele charakteristische Werte befinden. Hat beispielsweise
die Integralgleichung mit einem stetigen symmetrischen Kern

b
@(s) =1(5) +4 f K(3, t) g(t) d¢

unendlich viele charakteristische Werte 4y, so gilt |Az| — «, und bei der Integralgleichung

: b
#6) =16) 43 [ Ko, 1) g0 a

mit einem Kern K(s, ¢; A}, der den Pol 4 =0 hat, konvergieren die charakteristischen
Werte A, fiir n - o gegen A =0.

Es kann aber auch vorkommen, dafi die Resolvente eines Kerns, der Pole hat, iiberall
reguldr ist. Es sei beispielsweise E(s, ¢; 1) die Resolvente einer Integralgleichung mit
symmetrischem Kern. Wie wir wissen, ist sie eine meromorphe Funktion in 4, deren
Pole nicht von s und ¢ abhéngen. Wir bilden die Integralgleichung

b
@(s) =1(s) =4 J R(s, t; 4) g(¢) d¢

mit dem Kern E(s, ¢t; ) und dem Parameter 4 = —A. Aus [41] geht hervor, daf
R(s,t; A+p) [p—2=R(s, t; 0) =K(s, t)

die Resolvente dieser Integralgleichung ist und folglich nicht von 4 abhéngt.
In einer Arbeit von J. D. TAMARKIN (Ann. of Math. 28 (1927)) wird fiir Kerne aus
L3 der folgende Satz bewiesen.

Satz. Der Kern der Integralgleichung

b
#() =1(s) + [ K(s, 1 1) p(e)
a..
sei innerhalb eines Bereichs By der A-Ebene fur fast alle Punkte (s, t) des Quadrats ko
eine regulire Funktion von 4, die Integrale
b b
JIE(s,t; HI2as,  [1K(s, t; )2 ds
a a
mégen fiir fast alle s bzw. t aus [a, b] existieren, und in jedem abgeschlossenen Teilbereich
Bj von By seien die Ungleichungen;
b b
JK(s, t; 4)[2 dE = Fo(s), J1K(s, t; 2)[2 ds =Fo(t}
a a
erfillt, wobei Fo(s) eine positive, im Intervall [a, b] integrierbare Funktion ist, die nur
von der Wahl von By abhingt. Unter diesen Voraussetzungen ist die Resolvente E(s,t; A)
entweder eine fir fast alle (s, t) meromorphe Funktion von 4 in By, oder sie existiert fiir
kein A. Ist K(s,t; ) eine ganze Funktion von 4, so ist die Resolvente E(s, t; 1), sofern
ste wenigstens fir ein A existiert, der Quotient 2weier ganzer Funktionen.

In der zitierten Arbeit wird ein analoger Satz auch fiir den Fall bewiesen, dafl K(s,¢;4)
innerhalb von By eine meromorphe Funktion ist, in deren Entwicklung in der Umgebung
eines jeden Pols 4 die Koeffizienten der negativen Potenzen von A4 — 4o endliche Summen
von Produkten jeweils einer nur von s mit einer nur von ¢ abhéngigen Funktion sind.

Integralgleichungen mit Kernen, die analytisch von einem Parameter abhéingen,
werden in einer Reihe weiterer Arbeiten behandelt, insbesondere in MIrRaNDA, Rend. Cir-

8‘
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~colo mat. Palerimo 608 (1937); IariscH, Math. Ann. 117 (1939), 8. 1. CHALILOW,
Doldady AN SSSR 54, Nr. 7 (1946). In diesen Arbeiten findet man weitere Literatur-
angaben.

49. Funktionen mehrerer Verinderlicher. Wir haben bisher die Theorie der Inte-
gralgleichungen im wesentlichen fiir den Fall einer einzigen unabhéngigen Veridnder-
lichen betrachtet, dabei war der Integrationsbereich ein endliches oder unendliches
Intervall. Analog 148t sich auch die Theorie der Integralgleichungen der Form

g(Py=f(P) +/".Bf K(P, Q) ¢(Q) dzg

fiir Funktionen mehrerer Veranderlicher entwickeln; dabei ist dann B ein zwei-,
drei- oder allgemein n-dimensionaler Bereich, iiber den auch die Integration erfolgt
(zur Vereinfachung schreiben wir nur ein Integralzeichen), f(£) eine in diesem Be-
reich gegebene Funktion und ¢(P) die gesuchte Funktion. Der Kern K(P, Q)
ist ebenfalls eine vorgegebene Funktion und hingt von dem Paar (£, @) der Punkte
P und ¢ ab. Wie im eindimensionalen Fall kann man Integralgleichungen mit
stetigen oder mit polaren Kernen der Gestalt

L(P,Q)

re

K(P, Q)= (304)
betrachten. Dabei ist L(P, Q) eine stetige oder einfach eine beschrinkte Funktion,
r der Abstand zwischen den Punkten P und ¢ und 0 <« <n, wobei n die Dimension
des zugrunde gelegten Raumes ist. Schwach polare Kerne der Form (304) sind durch

die Bedingung O<a<% definiert. Betrachtet man die Integralgleichungen mit

Funktionen f(P) und ¢(P) aus Ly iiber B, so wird der Kern als mefbare Funktion
in dem 2n-dimensionalen Bereich vorausgesetzt, der dadurch charakterisiert ist,
dal} P und @ unabhingig voneinander den n-dimensionalen Bereich B durchlaufen.
Dabei wird angenommen, daf}

ff IK(P: Q)lZ dTP d‘L’Q<oo
BB

gilt. Im Fall polarer Kerne der Gestalt (304) und der Stetigkeit der Funktionen f(.°)
und L(P, Q) ist die Losung in der Klasse der stetigen Funktionen zu ermitteln,

50. Volterrasche Integralgleichungen. Wir gehen nun zur Betrachtung der Volter-
raschen Integralgleichung zweiter Art im eindimensionalen Fall

#(5)=1)+ 2] Ko, ) 910) e (305)

iiber.
Wie wir schon erwihnt haben, ist diese Integralgleichung ein Spezialfall der

Fredholmschen Integralgleichung, und zwar gilt hier K(s, t)=0 fiir ¢t=>s, d. h.,
der Kern verschwindet in einer der beiden Hilften des Quadrats Xy, die durch
die Diagonale s =t gebildet werden. Wir setzen voraus, daf3 die gegebene Funktion
f(s) im Intervall a=s=5 und der Kern K(s, t) im Dreieck a=s=b, a =t=s stetig
ist; ferner sei K(s, t)=0 fiir ¢>s. Somit hat der Kern auf der Diagonalen s=¢
eine Unstetigkeitsstelle erster Art, wenn K(s, s)=+0 ist. Die grundlegenden Sitze
gelten auch fiir diesen Fall, und die Formeln in [5] bis [11] kénnen beibehalten
werden.
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Wie frither machen wir einen Lésungsansatz in Gestalt einer Potenzreihe von 4,
7(8) = go(s) + g1(s) A+ gals) 2 +... . (306)
Fiir die Funktionen g¢,(s) erhalten wir die Beziehungen

o) =f(s) o) =S K(s, ) gua() At (n=1,2, ..}

In einem endlichen Intervall oder Quadrat gelten fiir die stetigen Funktionen f(s)
und K(s, t) Ungleichungen der Gestalt |f(s)|=m, [K(s, t)]=M. Schitzen wir die
on(8) ab, so erhalten wir nacheinander

lpo(s)|=m,  |quls)] éaf |K (s, )] |po(t)| dt=mM (s —a),

s
(s —a)2

S
J(pz(s)léf \K(s, 8)] lga(t)] dt = m M2 [ (t—a) dt =m M2
a

a

und allgemein

[M(s ~a)]”
l(‘pn(«S‘)’ =m T— .

Befindet sich s in dem endlichen Intervall [a, b], so sind die einzelnen Glieder
der Reihe (306) dem absoluten Betrag nach nicht gréfer als die positiven Zahlen
. L4 M —a)]®

g 2 T

n! ’

die fiir alle 2 eine konvergente Reihe bilden. Folglich konvergiert die Reihe (306)
absolut und gleichméBig in [e, b], ihre Summe ¢(s) ist eine stetige Funktion und
geniigt der Integralgleichung (305).

Genau wie in [5] kann man die Resolvente

R(s, t; )= Kpql(s, t) An (307)
7n=0
bilden; dabei ist

S

Ki(s,t)y=K(s,t) und Kp(s, t)=f Kn-1(s, 1) K(ty, 8yt (n=2,3,..).  (308)
a

Aus diesen Formeln geht hervor, daf} fiir >s die Beziehung K,(s, t)=0 gilt. Denn

ist t>s, so ist {3 <t und K (4, £)=0.
Wie soeben 148t sich die absolute und gleichméBige Konvergenz der Reihe (307)
fiir alle 2 beweisen. Somit ist die Resolvente der Volterraschen Integralgleichung

(305) eine ganze Funktion in A, und fiir jedes 4 hat diese Integralgleichung fiir
beliebige f(s) genau eine Losung, die sich durch die Gleichung

o) =(s) + 2 [ R(s, t; 2) f(t) dt (309)

ausdriicken 148t [6]. Demzufolge hat die Volterrasche Integralgleichung keine
charakteristischen Zahlen, d. h., die homogene Integralgleichung,

o(s) =1 afSK(s, ) glt) dt
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hat fiir kein 4 eine von der Nullgsung verschiedene Losung. Somit hat auch der
zur Integralgleichung (305) gehorige Fredholmsche Nenner D(4) nirgends Null-
stellen [8].

Man kann zeigen: Ist der Kern von der Gestalt

L(s, t)

K(s, t)—m (s=1),

mit einer stetigen Funktion L(s, t) und mit O0<a <1, so hat die Integralgleichung
(305) ebenfalls fiir beliebige f(s) genau eine Lisung, die man mit der Methode der
sukzessiven Approximation erhalten kann. In diesem Fall sind die Kerne Kj(s, t)

von einem bestimmten Wert n ab stetig. Fir a<% ist bereits der Kern Kjy(s, t)
stetig [20].

In derselben Weise kann man die Methode der sukzessiven Approximation auch
auf ein Integralgleichungssystem

puls) = fi(5) +2 kﬁ; [ B,y ety dt (i=1,2, .., m) (310)

anwenden.

Fiir die Volterrasche Integralgleichung ist unter unseren Voraussetzungen
charakteristisch, da} die Reihe, die wir durch die Methode der sukzessiven Appro-
ximation erhalten, fiir alle Werte von 1 in dem angegebenen Intervall konvergiert.
Ist der Kern fiir alle s =a stetig, so erhalten wir auch die Losung fiir alle s za.

Jetzt wollen wir die Integralgleichung mit zwei verdnderlichen Grenzen

#(8)=f(s) +1 [ K(s, ) plt) (311)

(s)
oder die Integralgleichung

w(s)
o(s)=/(5)+1 | K(s, ) 9(t) e (312)

untersuchen. Wir setzen dabei voraus, dafl s auf ein gewisses Intervall [a, b] be-
schriankt ist und die iiblichen Stetigkeitsbedingungen fiir f(s) und K(s, t) erfiillt
sind. AuBlerdem sei in dem angegebenen Intervall @ = w(s)=s. Offenbar existieren
positive Zahlen N und M derart, daB fiir a=s, t=b die Ungleichungen |f(s)| =
=N, |K(s, t)| =M erfiillt sind.

In den Integralgleichungen (311) bzw. (312) ersetzen wir f(s) und K(s, ¢) durch
die dem Betrag nach sicher nicht kleineren Zahlen N und M und fithren an Stelle
von (w(s), s) bzw. (s, w(s)) das gréBere Integrationsintervall (a, s) ein:

o(8) =V +AM [ p(t) dt . (313)

Wenn wir die Methode der sukzessiven Approximation auf diese Gleichung an-
wenden, erhalten wir, wie sich leicht beweisen 140t, eine Potenzreihe in 4, deren
Koeffizienten positiv und nicht kleiner als die absoluten Betrige der Koeffizienten
derjenigen Potenzreihe sind, die wir bei der Auflésung der Integralgleichung (311)
bzw. (312) erhalten. Die Integralgleichung (313) hat die iibliche Gestalt, wobei an
Stelle von K(s, t) fiir £=s die Konstante M steht. Die zugehérige Potenzreihe
konvergiert fiir jedes 1 gleichmiBig beziiglich aller s aus dem Intervall [a, b].
Dasselbe gilt erst recht fiir die Reihen, die wir bei der Auflésung der Integral-
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gleichungen (311) und (312) erhalten, und diese Reihen liefern die Lésungen der
Integralgleichungen. Die Integralgleichung (313) 148t sich iibrigens in geschlossener
Form auflésen; ihre Lésung lautet

¢(8) — Ne;.M(s—a)
Wir bemerken noch, daf sich beispielsweise die Integralgleichung (311) auch in

der iiblichen Form (305) schreiben ld8t, wenn der Kern fiir ¢ <w(s) der Bedingung
K(s, t)=0 unterworfen wird.

In dem Integral auf der rechten Seite von (305) kénnen wir die Grenzen ver-
tauschen, wenn wir gleichzeitig das Vorzeichen des Kerns dndern. Somit ist fiir die
Theorie nicht wesentlich, daB gerade die obere Grenze des Integrals verdnderlich
ist. Wir kénnten also die Ungleichung s=a durch die Bedingung s=a ersetzen.
Mit Hilfe der einfachen Substitution s’ = —s, #’ = —t geht der eine Fallin den anderen
iiber. Analog dazu kénnten wir beispielsweise bei der Integralgleichung (311)
die angegebene Ungleichung fiir w(s) durch s = w(s) =b ersetzen.

Jetzt betrachten wir noch die Integralgleichung

pls)=15) +2 ] K(s, 1) plt) (314)

in der die gegebene Funktion f(s) in —b=s= 4b definiert und stetig ist und der
Kern K(s, t) im Quadrat —b=s=+b, —bz=t= +b auch definiert und stetig ist.
Teilen wir das Integrationsintervall in die beiden Teile (—s, 0) und (0, s) und er-
setzen wir im ersten Fall die Integrationsveridnderliche ¢ durch —t¢, so erhalten wir

s s
P(8)=f(s)+2 [ K(s, —t) p(—t) At +2 [ K(s, 1) p(t) dt .
0 0
Beim Ersetzen von s durch —s und von ¢ durch —¢ ergibt sich
8 s
<p(—8)=f(~8)—10f K(=s,t) p) dt =2 [ K(—s, =) 9(=1) dt.

Wir fiihren fiir 0=s=5 und 0=¢=b die Beziechungen
p&)=g(s), (=8 =g2s), f&)=fls), H—=8)=/(s),
K(-S‘, t) ZK]._].(S: t)y K(S, —t) :K12('5', t)’ K( —S, t) = _K21(87 t) >
K( -, —t): _KZZ(S’ t)

ein und erhalten damit aus der Integralgleichung (314) das System der beiden
Integralgleichungen

o1(5) = (8) +zosz11<s, ) gu(t) dt +2 0f Krals, ©) palt)

92(6) = fols) + 2 0sz21(6‘, ) g1(6) dt+zész22<s, £) galt) dt ,

die die iibliche Form haben.

Die Auflosung dieses Integralgleichungssystems fiihrt auf zwei im Intervall
0=s=0 stetige Funktionen ¢;(s) und gz(s). Die Losung ¢(s) der Integralgleichung
(314) ergibt sich dann aus den Gleichungen ¢(s)=g@i(s) fiir O=s=b und ¢(s)=
=g@a( —¢) fir —b=s5=0. Fir s=0ist wegen ¢;(0) =£1(0) = /(0) und g2(0) = f2(0) = 7(0)
jede dieser beiden Beziehungen anwendbar. Hieraus folgt, daB die Losung ¢(s)
der Integralgleichung (314) auch im Punkt s =0 stetig ist.
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Die verwendete Methode der sukzessiven Approximation kann man auch auf den
Fall mehrerer unabhingiger Verinderlicher anwenden. Beispielsweise gelten im
Fall zweier unabhéngiger Verdnderlicher fiir die Integralgleichung

ez, y)=flx, y)+ 4 fzny(x, y; 8, t) (s, t) ds dt (315)

alle angegebenen Resultate. Die Entwicklung nach dem Parameter 4, die fiir alle
Werte von 4 konvergiert, ist auch fiir eine allgemeinere Integralgleichung

(@, y) = e, y) +4 [ Ki(x, y3 ) 9(s, y) ds

Yy zy
+4 [ Ka(x, y; 8) gx, ) ds +22 [ [ Ka(x, y; s, 0) ¢(s, £) ds d¢
c ac

méglich, in der auf der rechten Seite auBer dem Doppelintegral noch einfache
Integrale stehen. Hier ist der Parameter 4 nur eingefithrt worden, um die Methode
der sukzessiven Approximation einfacher anwenden zu kénnen. Genau wie soeben
kann man die eindeutige Losbarkeit der Integralgleichung

Yy o
o, y)=fa,y)+4 [ [ K, y;st)e(s t)dsdt
w2(Y) 01(7)

beweisen, in der a = w;(x) =2 und ¢ = we(y) =y gilt. Wir konnten auch annehmen,
daf die Funktion we nicht von ¥, sondern von z und die Funktion w; von y abhéngt.
Die Eindeutigkeit der Lésung der Integralgleichungen (311) und (312) lafit sich
ebenfalls leicht nachweisen.

Bemerkung. Die Methode der sukzessiven Approximation ist auch in dem Fall
anwendbar, wenn K(s, {) aus Ly tiber kg ist mit K(s, ) =0 fiir s<t und f(s) aus Ly
iiber [e, b]. Dann erhdlt man mit dieser Methode eine Potenzreihe in 4, die fiir
alle 2 fast iberall in [a, b] konvergiert. Ein analoges Resultat ergibt sich fiir die
Resolvente R(s, t; 4).

51. Die Laplacetransformation. Tw iibernichsten Abschnitt werden wir uns mit
dem Spezialfall der Volterraschen Integralgleichung beschiftigen, in dem der
Kern K(s, t) nur von der Differenz s —t abhingt. Zuvor miissen wir aber eine Inte-
graltransformation studieren, die eng mit der Fouriertransformation zusammen-
hingt, die sogenannte Laplacetransformation.

Wir erinnern an folgende Tatsachen: Wenn die im Intervall —co<x <o defi-
nierte Funktion f(z) stetig ist und in jedem endlichen Intervall den Dirichletschen
Bedingungen geniigt und wenn aulerdem das Integral

/()] dx (316)
existiert, dann nennt man
TR .
) == 1 f(z) e da (317)

Fouriertransformierte der Funktion f(z). Es gilt die Umkehrformel [I1, 173]

Hx)=

V2=

1’? ff]_(a) e~axida R (318)
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die der Fourierschen Integralformel gleichwertig ist, wobei das letzte Integral
als Integral im Sinne des Hauptwertes zu verstehen ist,
M

1. "
fly = Jim 1]4 fila) e dar.

Wir setzen nun voraus, dafy nicht nur das Integral (316), sondern auch das Inte-
gral

[ e7f(a) dx (319)

fiir —m<pf<m einen endlichen Wert hat. In diesem Fall ist die Funktion fi(«)
durch die Formel (317) nicht nur fiir reelle, sondern auch fiir solche komplexen
Werte a = a; + api definiert, die der Bedingung —m <ag<m geniigen; denn es gilt
If(x) %1 = f(x)| e~*2*, und nach Voraussetzung hat die Formel (317) fiir —m<ag<
<m einen Sinn. Im Fall der Laplacetransformation ist die Gréfe « rein imaginér,
x=si; aulerdem féllt der Faktor (]/27-.)—1 fort, was aber unwesentlich ist.

Nun gehen wir zu einer ausfithrlichen Untersuchung der Laplacetransformation
iiber. Ganz analog kénnte man auch die Fouriertransformation (317) untersuchen.

Wir setzen voraus, daB die Funktion ¢(x) in dem Intervall ( —os, o) stetig ist
bis auf Unstetigkeitsstellen erster Art, von denen es in jedem beschrinkten Teil-
intervall nur endlich viele geben moge. Weiterhin habe diese Funktion in jedem
Punkt eine erste Ableitung oder wenigstens eine rechts- bzw. linksseitige erste
Ableitung, wobei wirin den Unstetigkeitsstellen unter einer rechts- bzw. linksseitigen
Ableitung den Grenzwert des Quotienten

plc—N) —p(c—0) @lc +1) —@(c +0)
- bzw, —n«-——
—h h
fiir 2 - 40 zu verstehen haben.
Aullerdem setzen wir voraus, daf3 das Integral

fm e™%p(x) dx (320)

absolut konvergiert, wenn ¢ der Ungleichung
a<o<f (321)

geniigt, in der « und f feste reelle Zahlen sind, die auch — o bzw. e sein kénnen.
Dann lassen sich auf die Funktion e *%¢(z) die Grenzwertrelation fiir Dirichletsche
Integrale und die Fouriersche Formel anwenden [vgl. 11, 173].

Jetzt betrachten wir die Funktion der komplexen Veridnderlichen s =0 +7i

flo)= f eg(w) da (322)

In der Ebene der komplexen Verinderlichen s=o+7i bestimmt die Ungleichung
(321) einen Streifen, der zur imaginédren Achse parallel liegt, eine Halbebene (wenn
eine der Zahlen «, Sunendlich ist) oder auch die ganze Ebene. Es sei B ein endlicher
abgeschlossener Bereich, derim Innern des Streifens (321) liegt. Im Innern von (321)
koénnen wir einen Punkt s9 =op +7pl wihlen, der links von B liegt, d.h., wir kénnen
ihn so wihlen, daf} fiir alle Punkte s=o0+7i aus B die Ungleichung ¢=>ap gilt.
Entsprechend kénnen wir einen Punkt s; =0y +71i rechts von B wahlen. Somit
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sind fiir alle Punkte s von B und fiir alle reellen z die Ungleichungen
le™*%p(x)| =e™%|p(z)| fir x=0,
le~%p(x)| = e o %|p(x)| fir x=0

erfiillt. Nach Voraussetzung sind die auf der rechten Seite dieser Ungleichungen
stehenden Funktionen im Intervall (0, ) bzw. ( — e, 0) integrierbar. Daraus folgt,
daf} das Integral (322) in B absolut und gleichméBig in bezug auf s konvergiert.
Somit ist die Funktion f(s)im Bereich B regulir [I11/2, 70]; wegen der willkiirlichen
Wahl von B ist die Funktion f(s) damit im Innern des Streifens (321) regular.

Nun beweisen wir einen Satz, der uns gestattet, die urspriingliche Funktion
@(s) durch die transformierte Funktion f(s) auszudriicken. Allgemein stellt die
Formel (322) eine Funktionaltransformation der Funktion ¢(x) mit den angegebe-
nen Eigenschaften dar, wobei man als Ergebnis der Transformation die in dem zu-
grunde gelegten Streifen regulire Funktion f(s) einer komplexen Verédnderlichen
erhdlt.

Satz 1. Unter den fiir p(x) gemachten Voraussetzungen gilt die Umkehrformel
1 a'-tiw
P(@) =5~ [ e*7f(s) ds, (323)

g—iee
in der das Integral iiber eine belvebige Gerade zu erstrecken ist, die zur imaginiren
Achse parallel verliuft und vm Innern des Streifens (321) liegt; dabed ist das Integral
tm Sinne des Hauptwertes zu verstehen.

Das Produkt e=?%p(x) erfiillt die Voraussetzungen, die der Funktion ¢(z) auf-
erlegt wurden; insbesondere konvergiert das Integral (320) absolut. Daher 148t
sich auf die Funktion e™®p(x) die Fouriersche Formel anwenden:

e~ (x) =2i_ f e~ dg f elo=sDig(f) dt:zi_ f e (g —ai) da .
Fiihren wir an Stelle von « die neue Integrationsverinderliche s =0 —ai ein, so
erhalten wir (323).

Die Funktion f{s), die im Innern des Streifens (321) durch (322) definiert ist,
hat ein bestimmtes Verhalten, wenn der Punkt s im Innern des Streifens nach oben
oder nach unten gegen o strebt; wie sich unter Benutzung der absoluten Konver-
genz des Integrals leicht zeigen lifit, konvergiert die Funktion f(s) gegen 0, wenn
das Argument in dem Streifen J,, der fiir ein beliebig vorgegebenes positives ¢
durch die Ungleichung « +e<o<pg—¢ definiert ist, gegen < strebt. Umgekehrt
kénnen wir an Stelle von ¢(x) auch die Funktion f(s) vorgeben, die im Innern des
Streifens (321) gewisse Bedingungen erfiillen muB, und dann ¢(x) mit Hilfe der
Formel (323) konstruieren. Wir wollen jetzt die Voraussetzungen fiir f(s) formu-
lieren. Die Funktion f(s) soll im Innern von (321) regulir sein. Weiterhin soll
fiir jeden Streifen J, eine Funktion w(p) existieren, die fiir o=>0 definiert ist, nur
positive Werte annimmt und fiir ¢ -~ der Bedingung «(g) -0 geniigt. Schlieflich

soll das Integral fw(p) dp konvergieren, und in J, soll die Ungleichung
0
)=o)  (s=o+7i) (324)

erfiillt sein. Dann koénnen wir einen dem Satz 1 entsprechenden Satz beweisen,
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Satz 2. Unter den soeben angegebenen Voraussetzungen liefert die Formel (323)
etne Funktion o(x), die auf der ganzen reellen Achse definiert und stetig vst und nicht
von der Wahl der Konstanten o abhdngt. In diesem Fall lipt sich die urspriingliche
Funktion f(s) durch die transformierte Funktion o(x) mit Hilfe der Qleichung (322)
ausdriicken, wober das Integral vm Sinne des Hauptwertes zu verstehen ist.

Setzen wir auf der rechten Seite von (323) s = ¢ +17i, 50 erhalten wir

@ =5 [ flo+wi)eidr. (325)
[ S c
A
| |
'y 4
I I
«l |oo o I o
| |
| l
0 S A . Abb. 1
A B

Bei beliebigem « ist der absolute Betrag des Integranden nicht gréBer als die
Funktion w(g), deren Integral konvergiert; folglich konvergiert das Integral in
(325) absolut und in bezug auf x gleichmiBig. Somit sehen wir, daB ¢(x) eine fiir
alle reellen x definierte und stetige Funktion ist [TI, 84].

Wir wollen nun beweisen, daB diese Funktion nicht von der Wahl der Konstanten
o abhingt. Zu diesem Zweck betrachten wir innerhalb des Streifens (321) ein
beliebiges Rechteck A BCD, welches von vier Geraden o=0y, 0 =02 und r=+7T
begrenzt wird (Abb. 1). Auf Grund des Cauchyschen Integralsatzes ist das Integral
von f(s) e* iiber den Rand dieses Rechtecks gleich 0. Wir berechnen zunichst
den Wert der beiden Integrale iiber die zur reellen Achse parallelen Seiten v = + 7.
Fiir die Seite v =T erhalten wir beispielsweise

[ flo+iT) e¥e+D do . (326)

a2

Wegen (324) gilt fiir dieses Integral die Abschétzung
flf(a+iT) o™ HT) do | =™ %K (T (03 — 1) ,

in der k=1 oder k=2 zu setzen ist. Auf Grund der Voraussetzung w(g)-~0 fiir
o~ folgt hieraus, daB das Integral (326) fiir 7'~ gegen O konvergiert. Das
entsprechende Resultat erhalten wir fiir das Integral iiber die Seite t= —1T. Da
das Integral iiber die gesamte Berandung nach dem Cauchyschen Integralsatz
gleich 0 ist, unterscheidet sich das iiber die Gerade o =0, von oben nach unten
erstreckte Integral der Funktion f(s) e** nur durch das Vorzeichen von dem ent-
sprechenden iiber die Gerade o =02 von unten nach oben erstreckten Integral.
Die Integrale sind also einander gleich, wenn sie beide von unten nach oben er-
streckt werden. Da die Wahl der Geraden o =07 und o =03 willkiirlich ist, hat damit
das Integral der Funktion f(s) e iiber die Gerade o =gy fiir jede Gerade innerhalb



124 I. Integralgleichungen

des Streifens, d. h. fiir jeden beliebigen Wert gy, der die Ungleichung a<ago<pg
erfiillt, ein und denselben Wert.

Es bleibt noch zu zeigen, daB sich f(s) nach der Formel (322) durch ¢(x) aus-
driicken 1dBt. Setzen wir hierzu in (323) s =0 —7i, so erhalten wir

1 .
e Tp(x) =5 [ flo—7i) e dr .

—oo

Wir multiplizieren beide Seiten mit e**! und integrieren iiber & von — e bis o,
Da auf die Funktion f(¢ —7i) als Funktion der reellen Verianderlichen = die Fourier-
sche Formel

flo —7i) e ¥ dr

‘

lu‘
-

flo —wui) =

{ wu dx

——o

anwendbar ist, erhalten wir die Gleichung
flo —ui) f p(z) e” (4T dg |

aus der unmittelbar (322) folgt, da die reelle Konstante » willkiirlich ist. Von
den Formeln (322) und (323) ist jede im Sinne von Satz 1 bzw. Satz 2 Umkehr-
formel der anderen.

Wir wollen zeigen: Ist =< in Satz 2, d. h., ist die gegebene Funktion f(s)
in der Halbebene o=a regulir und erfiillt sie dort die iibrigen Bedingungen, so
verschwindet die durch (323) definierte Funktion ¢(z) fiir £<0. In diesem Fall
muf nach Voraussetzung fiir ein beliebig vorgegebenes positives ¢ in der Halbebene
o=un+¢ eine Funktion w(e) mit den angegebenen Eigenschaften existieren. Um
zu beweisen, daf} gp(x) =0 ist fiir x<0, schdtzen wir das Integral unter Benutzung
der Ungleichung (324) in der iiblichen Weise ab und erhalten

oo

p)=e = [ wlo)do.
0

Ist x eine feste negative Zahl, so strebt fiir ¢ - der Ausdruck auf der rechten
Seite gegen 0; der Ausdruck auf der linken Seite ist aber von ¢ unabhéingig, folg-
lich gilt wirklich ¢(2) =0 fiir x<0. In diesem Fall hat die Umkehrtransformation
von (323) an Stelle von (322) die GGestalt

oo

1(s) :Of e p(z) du . (327)

Nimmt man umgekehrt ¢(x) als vorgegeben an, so nennt man die Transformation
(322) gewohnlich zweiseitige Laplacetransformation und die Transformation (327)
einseitige Laplacetransformation. Die einseitige Transformation ist offenbar ein
Spezialfall der zweiseitigen und geht aus ihr hervor, wenn die gegebene Funktion
@(x) fiir negative Werte von = verschwindet. Im Fall der einseitigen Laplacetrans-
formation miissen wir von ¢(r) fordern, dafl das Integral in (327) in einer Halb-
ebene ¢=a absolut konvergiert. Ist B ein endlicher abgeschlossener Bereich im
Innern der Halbebene, so gibt es eine Gerade o = g >a, die im Innern der Halbebene
liegt und links von B verlduft. Nach Vorausretzung konvergiert das Integral



52. Faltung von Funktionen 125

J 7% p(x)| dz, und da die Integrationsverinderliche x>0 ist, erhalten wir fiir
0

alle s aus B die Ungleichung e~ ¢(x)| <e™%|p(z)|. Das Integral (327) konvergiert
also absolut und gleichmélig in bezug auf s fiir alle s aus B; es stellt somit eine
in B regulire Funktion f(s) dar, die dann auch in der ganzen Halbebene o=>a
regulér ist.

Aus den angegebenen Abschitzungen folgt unmittelbar auch die Aussage:
Konvergiert das Integral (327) absolut im Punkt sp=o0¢+7i, so konvergiert es
auch absolut und gleichméBig in der Halbebene o =09. Wir bemerken noch, daf}
sich die aufgestellten Sdtze auch unter allgemeineren Voraussetzungen in bezug
auf ¢(x) und f(s) beweisen lassen. Hiufig werden die Integrale auf den rechten Seiten
von (327) und (322) mit Li(¢) bzw. Lg(p) bezeichnet:

L) =f e g di, Lalg) = o (@) do.

Die Transformationen L;(¢) und Lg(g) sind linear, d. h., es gilt
Lierp) =c1li(g),  Li(cigr +cepe) =c1Li(g1) +caLi(ge) ,

wobei ¢; und ¢p willkiirliche Konstante und die ¢;(x) Funktionen sind, die den
angegebenen Bedingungen geniigen. Fithren wir an Stelle der Verinderlichen a
die neue Verdnderliche u =e~% ein und schreiben ¢(x)=y(u), so erhalten wir die
Transformationen (322) und (323) in der Gestalt

oo o+ieo
9= [ty de,  ywy=gz [ wits)ds.
0 G—ico

Wiirden wir die entsprechenden Uberlegungen fiir die Fouriertransformation
(317) durchfiihren, so erhielten wir an Stelle eines vertikalen Streifens, in dem f(s)
eine regulire Funktion ist, einen horizontalen Streifen (d. h. einen Streifen, der
zur reellen Achse parallel verlduft), in dem fi(a) regulir ist (x=si). Im iibrigen
sind die Resultate bis auf einen konstanten Faktor vor dem Integral véllig analog.

52. Faltung ven Funktionen. Es seien ¢i(x) und ¢a(x) zwei fiir x=0 definierte
stetige Funktionen. Die durch die Beziehung

P3(@) =0f P1(t) oz —t) d (328)

definierte Funktion @z(x) heillt Faltung dieser beiden Funktionen.
Die Funktion gg(x) ist fiir x=0 definiert und ebenfalls stetig. Fiithren wir an
Stelle von ¢ die neue Integrationsveréinderlicher=x —{ ein, so kénnen wir

z
p3() =0f P1(x —7) @2(7) dr (329)
schreiben. Vielfach bezeichnet man die Faltung zweier Funktionen mitl)
P3=¢1* @2 .

1) In dem Buch von J. MikusiNski1, Operatorenrechnung, wird die Faltung zweier
Funktionen [ und g einfach mit fg bezeichnet; vgl. auch L. BErg, Operatorenrech-
uung I, II.
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Aus (328) und (329) geht unmittelbar hervor, daf} die Faltung von der Reihenfolge
der Funktionen unabhéingig ist, d. h., es gilt g2 % 1 =1 * 2.

Jetzt setzen wir voraus, daB sich auf die Funktionen ¢;(x) und gg(x) die Trans-
formation (327) anwenden lift, wobei die Integrale in einer Halbebene o>«
absolut konvergieren. Dann 148t sich zeigen: Auch die nach (327) gebildete Trans-
formierte von g@a(x) konvergiert in dieser Halbebene, und es gilt die Beziehung

Li(g1 * @2) = La(91) La(9p2) » (330)

d. h., die Faltung im Bereich der Funktionen @g(x) entspricht der gewohnlichen
Multiplikation vm Bereich der transformierten, Funktionen

oo

Tx(s) =0f € Tpp(x) d . (331)

Zum Beweis bilden wir das auf der rechten Seite von (330) auftretende Produkt
[ e %p(u) du - [ e 52po(v) dv; (332)
0 0

dabei werden die Integrationsverdnderlichen mit % und v bezeichnet. Dieses
Produkt 148t sich als absolut konvergentes Doppelintegral iiber den ersten Qua-
dranten der u, v-Ebene darstellen:

[ e Stgu(w) du - [ e Ppa(v) do=[ [ 6 @+9g(u) go(v) du d .
0 0 00

Die Maoglichkeit einer solchen Darstellung des Produktes (332) als Doppelinte-
gral folgt unmittelbar aus der absoluten Konvergenz der beiden einfachen Inte-
grale. Um sich davon zu iiberzeugen, braucht man nur in diesen Integralen die
Integration zunéichst iiber ein endliches Intervall (0, m) zu erstrecken und das
Produkt in ein Doppelintegral umzuformen. AnschlieBend 148t man m iiber alle
Grenzen wachsen und benutzt dabei die iibliche Definition eines uneigentlichen
Doppelintegrals [II, 89]. In dem erhaltenen Doppelintegral fiihren wir die neuen
Integrationsverdnderlichen x=%+v und f=v ein. Damit gelangen wir zu dem
absolut konvergenten Doppelintegral

£f e 5%y (x —t) @o(t) dt dz .

Dabei ist der Integrationsbereich in den alten Verinderlichen durch die Unglei-
chungen # =0, v=0 und in den neuen Verinderlichen durch die Ungleichungen
t=0,x—t=0 definiert, d. h., in der ¢, z-Ebene ist der Integrationsbereich derjenige
Teil des ersten Quadranten, der oberhalb der Winkelhalbierenden ¢ = x liegt. Fiihren
wir das Doppelintegral auf zwei Quadraturen zurtick, so erhalten wir die Gleichung

of e g1 (u) du - Of e gg(v) dv =0fm 6% [ ({ p1(x —t) galt) dt] dz;

damit ist die Beziehung (330) bewiesen.
Fiir die Funktion g3(x) gilt die Abschétzung

x
|pa(@)| <[ lgr(@— )] [g2(®)] dt,
aus der unter anderem die Ungleichung

m m &z
l)fe“””lwz%(oc)l dxé{ dx{ e %|gr(x —1)| |g2(t)| dt
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folgt, die mit Hilfe der Dirichletschen Formel [II, 82] folgendermaen geschrieben
werden kann:

m m m
J oo lpa@)] dv= [ o) dt foipa(e )] da

Ersetzen wir auf der rechten Seite x durch die neue Integrationsverinderliche
t=x—t, so erhalten wir

m—t

m m
Ofe—cz|<p3(:v)| dxéof e |ga(t)| dt - of e |ga(7)| dz

und damit erst recht

m oo o
Ofe“’-’” |ps()| da éof e~ % gpo(t)| dt -of e~y (7)| dr

d. h., aus der absoluten Konvergenz der Integrale (332) in der Halbebene o>«
folgt die absolute Konvergenz des entsprechenden Integrals fiir g3(z). Die Zuriick-
filhrbarkeit des Doppelintegrals iiber den ersten Quadranten auf zwei Quadraturen
kann man iibrigens leicht in der iiblichen Weise verifizieren, wenn man zunéichst
einen oberhalb der Symmetrieachse ¢ =« liegenden endlichen Teil des Quadranten
betrachtet und danach zur Grenze iibergeht. Wenn eine Beziehung der Gestalt
(330) gilt, so sagen wir, es gelte ein Faltungssatz.

In analoger Weise 148t sich der Begriff der Faltung zweier Funktionen auch fiir
die zweiseitige Laplacetransformation einfithren und ein Faltungssatz beweisen.
Man gelangt dann zu dem Satz: Sind ¢;(x) und ga(x) in dem unendlichen Intervall
(—oo, =) definierte stetige Funktionen, konvergieren die Integrale Ls(¢;) und
Ly(p2) in einem Streifen & = o = fabsolut und ist eine der beiden Funktionen e %%gp;(t)
(¢=1, 2) beschrinkt (e =0 =p), so ist auch das Integral

#(@)= [ 91(t) pala—1) dt

fiir jedes reelle « konvergent. Die Laplacetransformation der Funktion ¢g(x) ist
in dem angegebenen Streifen absolut konvergent, und es gilt der Faltungssatz

Lo(@s) = La(g1) - La(pe)
(vgl. G. DoerscH, Handbuch der Laplace-Transformation, Bd. 1).

53. Ein spezieller Fall Volterrascher Integralgleichungen. Wir untersuchen nun
eine Volterrasche Integralgleichung, deren Kern nur von der Differenz seiner
beiden Argumente abhéingt:

#(@)=/(@) 4] Kz =) glt) .. (333)

Wir setzen voraus, daf} die stetigen Funktionen f(zx) und K(x) fiir x - gegen
0 streben und fiir grofle # den Bedingungen

/@)l =de-es,  |K(z)|=Be (334)

geniigen; dabei sind die Konstanten 4 und B positiv und die Konstanten a und b
nichtnegativ. Es seien fo und Ky die oberen Grenzen von |f(z)| bzw. |K(x)| fiir
2z=0. Wenden wir auf die Integralgleichung (320) die Methode der sukzessiven
Approximation an [50], so erhalten wir fiir ¢(z) im Fall =0 die Abschitzung
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|p(x)| = foeXo®. Hieraus ist ersichtlich, daB auf die Funktionen g¢(x), f(x) und K(x)
die einseitige Laplacetransformation mit o=>max (a, b, Ky) anwendbar ist. Die
Transformierten

D(s)=Lilg),  F(s)=Li(f),  L(s)=Ly(K) (335)

sind in der Halbebene o > Kj reguldr. Wendet man auf beide Seiten der Integral-
gleichung (333) die einseitige Laplacetransformation an und benutzt die Faltungs-
formel, so erhédlt man
D(s)=F(s)+ L(s) D(s),
woraus
F(s)

B AT)

(336)
folgt.

Da die Funktion @(s) in der Halbebene o > Ky regulir ist und die Funktionen L(s)
und F(s) volligunabhangig voneinander sind, kann der Nenner des Bruches in (336)
in o> Kj keine Nullstellen haben. Durch Umkehrung der ersten Gleichung (335)
ergibt sich

o+ie
<p(x):2% [ ®(s) e®ds  (o=Kp) . (337)

Damit erhalten wir, wenn wir F(s) und L(s) aus den Gleichungen (335) und @(s)
aus (336) bestimmen, aus (337) die Losung der Integralgleichung (333) in geschlos-
sener Form. Wir bemerken noch: Bei der Bestimmung der Funktion ¢(x) in einem
endlichen Intervall (0, ) benutzen wir, gemafl der Integralgleichung (333), nur
Werte von f(x)und K(x) aus (0, 1); daher konnen wir diese Funktionen aullerhalb
des Intervalls (0, ) beliebig fortsetzen, inshesondere so, daf} sie den angegebenen
Bedingungen geniigen. Wir kénnen sie sogar fiir hinreichend groBe positive Werte 2
identisch gleich 0 annehmen.

Wir zeigen, daB auch alle zur Integralgleichung (333) gehorigen iterierten Kerne
nur von der Differenz x —¢ abhidngen.

Es gilt [50]

Ks(z, t) :fo(x—tl) K(ti—t)d .
t

Fithren wir an Stelle von #; die neue Integrationsveridnderliche T=#; —¢ ein, so
erhalten wir

z—t

Ks(z, t):of K(x—t—7) K(z) dz,

woraus uninittelbar folgt, dafl Ks(x, t) eine Funktion der Differenz x —¢ ist, d. h.
Kz(x, t) =K2(x—t).

Der Beweis fiir die hoheren iterierten Kerne verlduft analog. Deshalb erkennt
man auf Grund der Beziehung (307) fiir =1, dafl auch die Resolvente nur von
der Differenz x —¢ abhéngt. Bezeichnen wir sie mit R(x—!), so konnen wir die
Lésung der Integralgleichung (333) unter Benutzung von (309) in der Gestalt

@) =f(@) +f Bl =) /) dt (338)
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schreiben. Wenden wir auf beiden Seiten dieser Gleichung die Laplacetransforma-
tion an und fithren neben (335) die Bezeichnung

M(s)=Ly(R) (339)
ein, so erhalten wir
D(s)=F(s)+ M(s) F(s) .

Wenn wir die Formel (336) benutzen, konnen wir M(s) durch die bekannte
Funktion L(s) ausdriicken,
L(s) ;
M(s)= T—L1()’ (340)

und durch Umkehrung von (339) ergibt sich fiir die Resolvente
L a-{:iw
R@)=5— [ M(s) e ds . (341)
o—i=
Setzen wir diesen Ausdruck in (338) ein, so erhalten wir die Lésung ¢().

Diese Methode zur Auflosung der Integralgleichung (333) ist auch fiir ein System
von Volterraschen Integralgleichungen der Gestalt

» =z
@i(%) = f4(=) +kZ=10fKﬂc(x—t) pe(t)dt (j=1,2,..,p)

anwendbar.
Wenn wir auf beide Seiten die Laplacetransformation anwenden, erhalten wir

v
@}(8) :Fj(S) +kZ=:1ij(8) (Dk(s) (7: 1, 2, oy ])) .

Durch Auflésung dieses linearen Gleichungssystems bestimmen wir die Funktionen
@,(s) und finden fiir die Losung des Integralgleichungssystems

otie

1
9i(%) = 5= [ Py(s)e™ ds.

SchlieBlich sei noch erwihnt, daBl die Bedingungen (334) fiir den Kern K(z) und
die gegebene Funktion f(x) bedeutend abgeschwicht werden kénnen. Es geniigt zu
fordern, daf} eine positive Konstante ¢ existiert derart, dal} die absoluten Betrige
von f(x) e~ und K(x) e—¢% fiir x>0 beschrinkt sind. Unter dieser Voraussetzung
gelten die Beziehungen (337) und (341) fiir alle hinreichend groen Werte von g.
Das kann man leicht beweisen, indem man beide Seiten der Integralgleichung
(333) mit e~ multipliziert und die neue gesuchte Funktion ¢1(x)=¢(x) e—¢%, die
gegebene Funktion f(z)=f(x) e~ und den Kern K;(x) = K(x) e~¢% einfiihrt.

54. Volterrasche Integralgleichungen erster Art. Bisher haben wir uns mit Inte-
gralgleichungen zweiter Art beschiftigt. Wie wir sogleich sehen werden, 1a8t sich
eine Volterrasche Integralgleichung erster Art unter einigen zusitzlichen Voraus-
setzungen leicht in eine Integralgleichung zweiter Art iiberfithren. Aus der Gestalt
einer Volterraschen Integralgleichung erster Art

FE (1) 90 di=f(o) (342)

9 Smirnow IV/1
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folgt unmittelbar, daB die gegebene Funktion f(x) der Bedingung f(a) =0 geniigen
muB. Differenzieren wir die Integralgleichung (342) nach x und dividieren durch
K(z, x), so gelangen wir zu der Gleichung zweiter Art

Ky(w, t) f(z) .
+j mxx A= g 2y’ (343)

dabei setzen wir voraus, dal} f'(z) stetig und K(x, x)+0 ist. Der allgemeine Fall
wird in dem Buch von H. M&NTZ, Integralgleichungen (russ.), Moskau 1934, unter-
sucht.

Wenn wir die Bedingung f(a) =0 beriicksichtigen, konnen wir von der Integral-
gleichung (343) leicht zu der Integralgleichung (342) zuriickkehren, d. h., die beiden
Integralgleichungen sind einander dquivalent, und die Integralgleichung (342) hat
infolgedessen genau eine Ldsung.

Wir betrachten jetzt eine Integralgleichung erster Art mit einem Kern der Ge-
stalt
H(x, t)

K, )=t

O<a<1),

wobei H(z, t) eine stetige Funktion mit einer stetigen Ableitung nach x bedeutet.
Zu diesem Typ der Integralgleichungen gehort die Abelsche Integralgleichung, die
wir bereits frither betrachtet haben. Wir wollen also die Integralgleichung

[ ok vt =) (344)

x —t)l—«
untersuchen, wobei wir wie in der Abelschen Integralgleichung die untere Integra-
tionsgrenze gleich 0 setzen. Multiplizieren wir beide Seiten dieser Integralgleichung

mit (z— )% integrieren iiber & von =0 bis x=z und wenden die Dirichletsche
Formel an [II, 82], so gelangen wir zu der Integralgleiehung

f(p(t dtf(z e s o= Zﬁ)a (345)

mit dem Kern

¥4
' H(x, t)
Ki(z, t) :tj P ryp—e— dz .

Dieser Kern ist bereits nicht mehr singuldr, was man mit Hilfe einer Transformation
der Integrationsverdnderlichen leicht nachpriifen kann. Man fithrt dazu durch

2+t z—t
=3 T3

cos 0

die neue Integrationsverdnderliche 6 ein und erhilt damit

(z+t z—t

T H +—— cos 6, t) sin 6

Ki(z, t)=

(I Feos O = (1 —cosgr 97" (346)

Da H(z, t) stetig ist und das Integral in (346) in bezug auf z und ¢ gleichmiBig
konvergiert, kann man aus (346) schlielen, dal auch Kj(z, t) stetig ist. Unter Be-
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nutzung von Relationen aus der Theorie der I'-Funktion [I11/2, 71, 72] ergibt sich
]. (1 +cos )1 (1 —cos 0)™*sin 6 dO=
0

und aus (346) folgt

sin wot ’

T

Ki(z, z)=H(z, 2) .

Somit geniigt der neue stetige Kern Kj(z, t) der Bedingung Kj(z, z) +0, sobald
die Funktion H(z, t) der entsprechenden Bedingung H(x, x) =0 geniigt. AuBerdem
folgt aus (346) unmittelbar, dall der Kern Kj(z, t) eine stetige Ableitung nach z
hat, wenn die Ableitung H(x, t) existiert und stetig ist. Falls /’(x) vorhanden und
stetig ist, folgt ebenso aus

f(z) = / (k—x)a _[ z—l)i:f(d?)

dafl dierechte Selte der Integralgleichung (345) die stetige Ableitung
L @)
hz)= f T
0
besitzt.

Somit hat die Integralgleichung (345) unter den angegebenen Voraussetzungen
die Losung ¢(x). Es bleibt noch zu beweisen, daf} diese Funktion auch die urspriing-
liche Integralgleichung (344) erfiillt. Zu diesem Zweck setzen wir ¢(x) in (344)
ein und bilden die Differenz

o) =) - [
0

(x, o
(@~

@(t) dt .

Multiplizieren wir beide Seiten mit (z—x)™®, integrieren nach z fiir O=a=z2
und wenden die Dirichletsche Formel an [II, 82], so erhalten wir wegen (344)
die Gleichung

2

[ @) gz-0,
6

(z —x)

Durch Multiplikation beider Seiten mit (x—z)*!, Integration nach z von z=0
bisz=uund Vertauschen der Integrationen ergibt sich fiir beliebige » die Beziehung
u
[ ow(x)de=0,
0
aus der unmittelbar die Identitit w(x)=0 folgt.
Wir setzen nun voraus,daB die in der Integralgleichung (342) auftretende Funk-
tion K{(z, t) nur von der Differenz « —¢ abhingt, d. h., wir betrachten die Integral-
gleichung erster Art

Ofo (x—1t) (t) dt =f(x) . p (347)

o>
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Zunéchst multiplizieren wir beide Seiten mit e~5% und integrieren iiber = von
=0 bis x =. Fiir die gegebenen Funktionen f(x) und K(x) sowie fiir die gesuchte
Funktion ¢(x) fiihren wir die einseitigen Laplacetransformierten

O(s)=La(p),  Fs)=Li(f),  L(s)=Ly(K) (348)
ein. Auf Grund des Faltungssatzes ergibt sich
L(s) ®(s)=F(s). (349)

Wir nehmen an, dall K(z, t) der Bedingung K(z, x)+0 geniigt, die wir bereits
erwihnt haben und die im vorliegenden Fall die Gestalt K(0)+0 hat. Dann exi-
stiert sicher eine Losung der Integralgleichung (347). Weiter konnen wir wie frither
annehmen, daf} f(z) und K(x) fiir groe positive Werte von z verschwinden. Be-
achten wir, daf die Funktion f(x) sonst willkiirlich ist, so finden wir wie in [53],
daB L(s) fiir Werte von s mit hinreichend groBem Realteil nicht verschwindet.
Die Beziehung (349)liefert dann @(s), und wir erhalten, wenn wir die Umkehrformel
auf die erste der Gleichungen (348) anwenden, die Lésung der Integralgleichung
(347) in der geschlossenen Form

atis
1
o) =5= f eStd(s) ds . (350)

Diese Methodeist auch auf die Integralgleichung (344) anwendbar, wenn H(z, t)
nur von der Differenz x —t abhédngt. Hierbei 148t sich leicht verifizieren, daf fiir
O<a=<1 die Laplacetransformation anwendbar ist und auch der Faltungssatz
giiltig bleibt.

55. Beispiele. 1. Wir untersuchen die Integralgleichung
x
p(x) =f(z) +0f(w—t) @(¢) dt . (351)

In diesem Fall ist K(x) =2 und

oo

1
L(s) = fe—”x dx =%
0
wobei wir den Realteil von s als positiv annehmen. Die Gleichung (340) ergibt

1
MO =a—1

und wegen (351) ist

L g+ioe
esr
R@) =5~ f gl (@=0) (352)
o1

die Resolvente, wobei ¢ eine beliebige hinreichend grofle reelle Zahl bedeutet.

Wir betrachten das Integral iiber die geschlossene Kurve in der Ebene der Verdnder-
lichen s = o +7i, die aus einem Abschnitt der Geraden ¢ = g¢ mitop > 1 und einem Halbkreis
besteht, der links von dieser Geraden liegt und seinen Mittelpunkt im Schnittpunkt
der Geraden mit der reellen Achse hat. Fiihren wir in dem Integral in (352) an Stelle
von s durch die Gleichung s —op =is; eine neue Integrationsverdnderliche s; ein, so
erhalten wir in der Ebene der Verdanderlichen s; einen Integrationsweg, der aus einem
Abschnitt der reellen Achse und einem Halbkreis besteht, dessen Mittelpunkt im
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Ursprung liegt. Unter Benutzung des Jordanschen Lemmas [III/2, 60] kénnen wir uns
wegen x >0 davon liberzeugen, dal das Integral iiber den Halbkreis gegen 0 konvergiert,
wenn der Radius gegen « strebt. Hieraus folgt unmittelbar, daf3 der Wert des Integrals
in (352) fiir o >1 gleich der Summe der Residuen des Integranden in den Punkten s = +1
ist, d. h., es gilt

1
R(z) =5 (e7—e~),

und die Lésung der Integralgleichung (351) 1463t sich wegen (338) in der Gestalt

z

1 f 1
pa) =f@) +g v [ et at—5 o= [ etf(n) as
0 0

schreiben.

2. Fiir die Integralgleichung
z .
() =f(x) + [este(t) dt ' (353)
0

ist K(x) =e? und folglich

1
= (1-s) [EEp——
L(s) fe 8)z de so1°
0

woraus sich die Beziehungen

gtiee
M@=y, R@=p [ oa
©)=3"g" @=3m ) 529
o—iee
ergeben.
Wenden wir wie im vorhergehenden Beispiel den Residuensatz an, so erhalten wir
R(x) =e?7, '

und die Losung der Gleichung (353) ist
z
p(x) =f(x) +e2% [ e~2tf(2) d¢.
0

3. Fiir die Besselfunktion Jo(z) gilt bekanntlich die Beziehung [III/2, 152]

oo

1
f e—k2Jo (ko) dk = ———— .

¢ Ve? +22
Hieraus folgt
. e~z Jo(x) dor = . (354)
f o) V1 +s2

0

Mit Hilfe der asymptotischen Darstellungen der Besselfunktionen in [IIIf2, 153]
konnen wir uns davon iiberzeugen, daB die Beziehung (354) gilt, wenn der Realteil
von § positiv ist.

Jetzt betrachten wir die Integralgleichung

(@) =f(z) + Of Jo(z 1) p(t) dt . (355)
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Im vorliegenden Fall ist K(x) =1Jo(x), und wegen (354) gilt

i
L(s) = und M(s iy
) V1+s2 =) V1+s2 -2
so dal} sich fiir die Resolvente
o+ice
A esT
R(x) =5 f ————ds
27 ) Ylrs2—14
[ Sl
oder
o+ie o+iee
B A f’ V1+s2—s sz q 2 [‘ s+A 087
_~ - _ - s
@=3x J T ¥ty (-2t
o—~ie a—iee
ergibt.

¢ Das zweite Integral in der letzten Gleichung kann man wie soeben nach dem Resi-
duensatz berechnen. Wir gehen nun auf die Umformung des ersten Integrals ein. In
derselben Weise wie (354) 148t sich fiir ganze positive n die Beziehung

oo

J e~z ] (x) da =
0

(V1 +a2~a)_"

V1 +a?

beweisen. Integrieren wir sie nach a von a =s bis @ = «, so erhalten wir

6 x n

Andererseits ergibt sich durch Anwendung des Residuensatzes

o+ie
1 [ 1 I 1 in (YT—72
2 S T T e (H-#2).
Daher gilt
J1(2) — sin Y1 -2 1
L V112 = :
1( @ ) Miads,  Ll—r— |1 7m

Auf Grund des Faltungssatzes [62] ergibt sich
(sin (Y1 =22z) Jl(x)) V1 +s2—s
Ll * =

Y1 =22 x ) 1-—A2+s2°

folglich gilt fiir das erste Integral, das in dem Ausdruck fiir R(x) auftritt,

1 ot+ieo }/ﬁ { z

+ 82 —s8 R
R z = o — 12 —_ .
5w ) Tomie ymof sl = =)

J1(2)
t

dt .

a—le
Die Resolvente der Integralgleichung (355) 14Bt sich damit in der Gestalt
J1(2)

A f in[V1—22 (x —t D2 Vi—222) + 2 (Y1 —2x)
—_— sin - xr — ¢ cos - sin —
i ; 1 )] y os ( x Mgy 1 x

z

B(z) =

darstellen.
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4. Wir betrachten nun die Integralgleichung erster Art

x
[er~to(t) dt =z . (356)
(o

Wenden wir auf beide Seiten die einseitige Laplacetransformation an, so erhalten wir
&) 1 s—1
P e d.h. @(s)= poul

und
a-tiee
1 s—1 )
(p(.L') —_—‘)—m ‘f 2 e ds=1-x.
a—ic

5. Nunmehr wollen wir die Integralgleichung

x
[ Jolz —t) @(t) dt =sin x (357)
0
untersuchen.
Wegen
1
L1[Jo(x)] =V82 = und Li(sin ) =21 (358)
ergibt sich
— B(s) = oder B(s) =
—— P(s) = oder 5) = ,
Vs2 +1 s +1 Vs? +1
folglich gilt
o+tie
1 esT
o(x) =34 f M ds
g—ise
oder nach der ersten Relation (358)
Plx) =Jo(x) .
Setzen wir diese Losung in die Integralgleichung (357) ein, so erhalten wir

z

J Jo(z —t) Jo(¢) dt =sin x .
0

6. SchlieBlich betrachten wir noch einen Kern, der fiir ¢ - gleich « wird:

T
‘p(T):f(x)'f‘ld[(x—_t—)a(p(t) dt (O<a<1).

Wir konstruieren die zugehorige Resolvente, gehen aber dabei nicht auf den Beweis
ein, daB3 die oben entwickelte Methode auf den vorliegenden singuldren Fall anwend-
bar ist.

Fiir L(s) und M(s) ergeben sich die Ausdriicke

Y o—sa . . u A1 —a) se1
L“*‘):*f oo dr =21 —o) &7, ) =TI —o 5ot
0

und fiir di Resolvente folgt die Gleichung

a+iee
1 T (1 —e) s
r@ =52 | I Al et o @70
a—ice

in der ¢ eine hinreichend grofBle positive Zahl ist.
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Durch Reihenentwicklung erhalten wir
AI'(1 — o) g1
1—AT(1 —a) =1
folglich ist nur noch das Integral
{ cr-!:iw
— j eszgn(a—1) dg
2mi )
o—1=
zu berechnen.

Substituieren wir sz =7, éndern in entsprechender Weise den Integrationsweg und
benutzen die Beziehung (154) aus [IIIf2, 74], so erhalten wir

c+ie
f eszg(a-1) dg =

o—i=

=3 in [I'(1 —a)Jrsn@-1)
n=1

gnl-a)—1
I'in(1 —2)] ’

1

27

woraus schlieBlich

e [AI'(1 —a) 21-«]n
R@) =2 = rtn(—a)

folgt.

56. Belastete Integralgleichungen. Beim Aufbau der Theorie der Integralgleichun-
genmitstetigen Kernen sind wir von dem gewohnlichen Integralbegriff ausgegangen.
Man kann aber die ganze Theorie oder zumindest einen Teil der Theorie auf der
Grundlage eines anderen Integralbegriffs entwickeln. Wir haben bereits die Mog-
lichkeit erwidhnt, den Lebesgueschen Integralbegriff zugrunde zu legen. Es ist nur
wesentlich, dafl der benutzte Integralbegriff die Eigenschaften besitzt, auf die wir
uns beim Aufbau der Theorie stiitzen. In diesem Abschnitt gehen wir auf einen
neuen Integralbegriff ein, mit dem die ganze am Anfang dieses Kapitels darge-
stellte Theorie der Integralgleichungen entwickelt werden kann. Die Ergebnisse
dieses Abschnittes stammen von A. KNESER?).

Wir beschrinken uns auf den einfachsten Fall. Die Funktion f(z) sei in einem
endlichen Intervall [a, b] stetig, xp (p=1, 2, ..., m) seien feste Punkte in diesem
Intervallund e, irgendwelche positiven Zahlen. Wir definieren das Integral von f(x)
itber das Intervall [a, b] als Summe aus dem gewdéhnlichen Integral und aus den
mit a, multiplizierten Werten der Funktion f(z) in den Punkten #=x,. Zur Unter-
scheidung von dem gewohnlichen Integral versehen wir das Integral oben mit
einem Querstrich. Diese Definition 148t sich dann durch die Formel

) b m
dff(x) dx =uf f(z) dx +Z§lapf(xp) (359)

ausdriicken.
Ohne Miihe erkennt man, dall das neue Integral die iiblichen Eigenschaften

) v T T b
af [f1(2) +fo(2)] dz=[ f1(®) dz + [ fo(2) da, Jof(@) dz=c [ f(z) d=
a a 7 a
besitzt.
1) A. KNESER, Rend. Circolo mat. Palermo 88 (1914); oder auch A. KNESER, Die

Integralgleichungen und ihre Anwendungen in der mathematischen Physik, 2. Aufl.,
Braunschweig 1922, S. 117.
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Weiter kann man beiiterierten Integralen iiber das Intervall [a, b] die Integra-
tionsfolge umkehren,

b[ o [
S [f F(s,t)dt]ds:f [fF(s,t)ds]dt.

Denn wenden wir unmittelbar die Definitionsgleichung (359) an, so kénnen wir
verifizieren, daf} beide Seiten der letzten Beziehung mit dem Ausdruck

bt m b
JIF(s,t)yds dt+ 23 ap [ [F(s, xp) + F(p, 5)] ds+ Z “paqF(xp, %)
aa =1 a »,9=1
iibereinstimmen.

Bis jetzt haben wir noch nicht benutzt, dal} die Koeffizienten a, positiv sind.
Fiir die folgende Eigenschaft ist dies aber wichtig. Im Fall f(z) =0 ist das Integral
(359) ebenfalls nicht negativ, und es kann nur dann verschwinden, wenn f(z)=0
ist. Die entsprechende Eigenschaft besitzt auch das iterierte Integral. Hieraus
folgt in derselben Weise wie friiher, daf3 die Bunjakowskische Ungleichung auch
fiirr den neuen Integralbegriff richtig bleibt. Im Fall |f(x)| =m existiert eine positive
Konstante k, mit der die Ungleichung

b
[(x)da|=km
a
gilt. Wegen a, >0 kénnen wir offenbar k= (b —a) + a3 + ... +ap wihlen.

Aus dieser Eigenschaft folgt wie frither [I, 145], dall man eine gleichmiBig
konvergente Reiheauch im Sinne des neuen Integralbegriffs gliedweise integrieren
darf. Mit diesem Integralbegriff 148t sich in derselben Weise wie mit dem iiblichen
Integralbegriff die gesamte Theorie der Integralgleichungen mit stetigen Kernen
entwickeln. Ist K(s, t)=K(¢, s), so gilt offenbar

fbK(S: £) (P(t) d¢ :‘f K(t: 8) Q’(t) de.

Die Integralgleichung

(s) f(8)+1fK s, ) (t) d (360)
ist offenbar der mit dem iiblichen Integra]begrlff geschrlebenen Integralgleichung
p(s)=/(s) +4 f K(s, t) o(t) dt +2 Zl%K(S, Zp) ¢(%p) (361)

a p=

gleichwertig.
Die charakteristischen Zahlen und Eigenfunktionen werden wie bisher durch
die homogene Integralgleichung

=1 fbK(s, t) o(t) dt

definiert.
Wenn der Kern symmetrisch ist, kann man die Eigenfunktionen als orthogonal
voraussetzen (sogenannte belastete Orthogonalita't)'
12
S 91(s) p2(s) ds=0 oder f g1(s) pa(s) ds +Z a1 (p) ga(ap) =
a
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SchlieBlich bleiben der Hilbert-Schmidtsche und der Mercersche Satz richtig.
Gleichungen der Gestalt (360) heillen belastete Integralgleichungen.

Als Beispiel betrachten wir den symmetrischen Kern K(s, t), der fiir s =t gleich s
und fiir s =t gleich ¢ ist, und wéhlen als Grundintervall das Intervall [0, 1]. In (359)
setzen wir m =1 und nehmen den einzigen zusétzlichen Summanden auf der rechten
Seite an der Stelle x =1, so dafl also die Gleichung

3 b
(@) do = f(z) dz +aaf(1) (a1 >0)
a a

betrachtet wird. Die homogene Integralgleichung

1
o(s) =/10f K(s, t) p(t) dt

laBt sich auch in der Gestalt

1
p(s) =4 fst(p(t) dt +As [ @(t) dt + Asarp(l) (362)
0 s

schreiben.
Durch Differentiation nach s erhalten wir zunichst

1
@’(8) =4 [ @(t) dt + Aa1gp(1) , (363)
8
und durch nochmalige Differentiation gelangen wir zu der Differentialgleichung

¢7(8) +Agp(s) =0. (364)
Aus (362) und (363) ergeben sich die beiden Randbedingungen ¢(0) =0 und ¢’(1) =
= Aay@ (1). Umgekehrt sieht man leicht, daf} jede Losung der Differentialgleichung (364),
die diesen Randbedingungen geniigt, eine Ljsung der Integralgleichung (362) ist.
Im Fall a; =0 haben wir eine gewdhnliche Integralgleichung, und die Randbedingungen
9(0) =¢’(1) =0enthalten den Parameter 4 nicht. Setzen wir 4 = 2, so ergibt sich auf Grund
der ersten Randbedingung ¢(s) =C sin us, und die zweite Randbedingung liefert die
Gleichung cos g =aju sin x4 zur Bestimmung von u.
Allgemeinere Klassen von Integralgleichungen wurden von L. LICHTENSTEIN1)
untersucht. Es sei B ein (offenes) ebenes Gebiet und I sein Rand. LICHTENSTEIN
betrachtete Integralgleichungen der Gestalt

¢(M)+1£f K\(M, N) ¢(N) d0N+llf Ko(M, N) o(N) dsy (365)

+1k§1 K3(M, Py) o(Py)={(M),

wobei Py feste Punkte aus dem abgeschlossenen Bereich BU! sind, und definierte
analog zu (359) das Integral

Bufl K(M, N) ¢(N) doy = I{f Ki(M, N) ¢(N) doy
m
+zf Ky(M, N) ¢(N) dsn +I§1K3(M, Pr) o(Py) -
Dann laBt sich die Integralgleichung (365) in der Gestalt

qo(M)—i—ABJl K(M, N) o(N)dony=FfM)

1) Studia math. 3 (1931).
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schreiben; die gesamte Fredholmsche Theorie 148t sich auf diese Integralgleichung
iibertragen. Wir bemerken nur, daf} im vorliegenden Fall die Losungen der trans-
ponierten Integralgleichung

(M) +1 J_, K(N, M) p(N) doy=f(M)

auch fiir stetige gegebene Funktionen f(M) bei einem Ubergang zum Rand 7 und
inden Punkten Pyim allgemeinen unstetig sind. Dasselbe gilt auch fiir die Lésungen
der homogenen transponierten Integralgleichung.

Dieangegebenen Resultate gelten auch im dreidimensionalen Fall. Ein anderes
Verfahren zur Untersuchung belasteter Integralgleichungen wurde in einer Arbeit
von N. M. GUNTER!) entwickelt.

57. Integralgleichungen erster Art mit Cauchyschen Kernen. Wir beginnen nun
mit der Untersuchung einfacher Integralgleichungen im eindimensionalen Fall,
bei denen die Integrale im Sinne des Hauptwertes zu verstehen sind [I11/2, 26].
Wir benutzen hierbei die fritheren Ergebnisse tiber den Hauptwert eines Integrals
und iiber Integrale vom Cauchyschen Typ [111/2, 26, 27, 28]. Die Grundlagen fiir
die Theorie solcher singulirer Integralgleichungen findet man in den Arbeiten von
PoincaRE und HILBERT. In Arbeiten sowjetischer Mathematiker wurde die Theorie
wesentlich weiterentwickelt. Eine systematische Darstellung der gesamten Theo-
rie im eindimensionalen Fall findet manin dem Buch von N. 1. MUSCHELISCHWILI,
Singulére Integralgleichungen, und in dem Buch von N. P. VEKUA, Systeme singu-
lirer Integralgleichungen und Randwertprobleme. Die Theorie der singuliren
Integralgleichungen im mehrdimensionalen Fall wird in dem Buch von S. G.
MicuLiN, Mehrdimensionale singuldre Integraleund Integralgleichungen, dargestellt.
Im folgenden nennen wir eine Kurve glatt, wenn sie eine Darstellung x =(s),
y=y(s) besitzt, in der s die Bogenlinge bedeutet und die Funktionen x(s), y(s)
stetige Ableitungen bis zur zweiten Ordnung haben.
Wir beginnen mit der Integralgleichung erster Art mit Cauchyschem Kern:
R 2 PR (366)

m J r—¢&
L

dabei ist L eine glatte geschlossene Kurveund f(§) eineauf L vorgegebene Funktion,
die einer Lipschitzbedingung?) geniigt.

Wir setzen voraus, dafl die gesuchte Funktion w(z) ebenfalls einer Lipschitz-
bedingung genitigt.

In [III/2, 291 haben wir die Relation

1 L[t oM 1
ﬁfﬁ ﬁLfr—E d’] dé=7 o) (367)
bewiesen, aus der unmittelbar hervorgeht, daB die Funktion
1 (& .
wlr) == fé(_)r de (368)
L

1) Studia math. 4 (1933).

2) Gemeint ist eine Bedingung |f(&) —f(&1)] =0 |&2 —&1|%, 0 <a =1. Fiir « <1 wird diese
Bedingung allgemein nach O. HOLDER, der als erster ihre fundamentale Bedeutung in
der Potentialtheorie erkannte, Hdlderbedingung genannt. (Anm. d. Red.)
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der Integralgleichung (366) geniigt. Man sieht leicht, daB die Lésung dieser Inte-

gralgleichung eindeutig bestimmt ist. Denn multiplizieren wir beide Seiten von
1 1 . .

(366) mit o E integrieren iiber £ und beriicksichtigen (367), so erhalten wir

(368). Von den Gleichungen (366) und (368) folgt also wegen (367) eine aus der

anderen. Wir bemerken: Aus (368) ergibt sich unmittelbar, dal mit (&) auch w(z)

einer Lipschitzbedingung gentigt [111/2, 27].

58. Randwertprobleme fiir analytische Funktionen. Bevor wir zur Lésung von
Integralgleichungen mit Cauchyschem Kern iibergehen, wollen wir uns mit einigen
Randwertproblemen fiir analytische Funktionen beschidftigen. Zunéchst fithren
wir einen neuen Begriff ein und beweisen einen Hilfssatz.

Eine Funktion f(z) seiin der Umgebung von z = regulir. Man sagt, sie sei
im Unendlichen von endlicher Ordnung, wenn ihre Entwicklung in der Umgebung
von z= die Gestalt

fer=em(an+ 2+ 1) (a*0) (369)

hat; die ganze Zahl m, die positiv, negativ oder gleich 0 sein kann, heilt die Ordnung
von f(z) im Unendlichen. Im Fall m=0 ist f(z) im Punkt z=c regulir, im Fall
m >0 ist z=co ein Pol von f(z). Fiir m=<0 gilt f(e)=0. \

Satz. Ist eine Funktion [(z) in der ganzen z-Ebene regulir und im Unendlichen
von endlicher Ordnung, so ist sie ein Polynom.

Die Entwicklung (369) gilt im vorliegenden Fall in der ganzen z-Ebene und kann
keine Potenzen von z mit negativen Exponenten enthalten; denn f(z) ist im Punkt
z=0 reguldr. Somit ist die Funktion f(z} fiir m >0 ein Polynom und fiir m =0 eine
Konstante (ein Polynom nullten Grades). Diese Konstante kann insbesondere
auch 0 sein. Der identisch verschwindenden Funktion schreibt man ebenfalls eine
endliche Ordnung imn Unendlichen zu. Thre Ordnung ist, wie die aller anderen
Konstanten, gleich 0. Der bewiesene Satz ist im wesentlichen eine Verallgemeinerung
des Satzes von LiouviLLE [111/2, 9].

Es sei L eine glatte geschlossene Kurve. Wir 16sen jetzt nacheinander drei Rand-
wertprobleme.

Problem 1. Gesucht wird eine Funktion ¢*(z), die im Inneren von L regulir
ist, sowie eine Funktion ¢—(2), die im Auferen von L reguliir ist und eine endliche
Ordnung im Unendlichen besitzt. Weiterhin sollen beide Funktionen bis an L heran
stetig sein und auf L der Randbedingung

Hr)—9~(r)=f(r)  (vauf L) (370)
gentigen, in der f(v) eine auf L vorgegebene komplexwertige Funktion bedeutet, die dort
einer Lipschitzbedingung geniigt.

Durch
1
Po(2) =5 19 4 (371)

21 ) 1 —2
L

werden eine im Inneren von L regulire Funktion ¢d (z) und eine im AuBeren von L
reguldre und im Unendlichen verschwindende Funktion ¢ (z) definiert. Fiir die
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Randwerte eines Integrals vom Cauchyschen Typ gelten die Formeln [III/2, 29]

] . ) £ ) 1 1 (&)
P=g /e =15 =y e =

ag;  (372)

daraus folgt, dafl die Funktionen ¢§(z) und ¢y (v) der Beziehung (370) geniigen,
d. h., der Ausdruck (371) liefert eine Lsung des Problems 1. Man verifiziert leicht,
daf die Funktionen ¢j (z) und ¢g (z) ebenfalls auf L einer Lipschitzbedingung ge-
niigen [III/2, 27]. Offenbar ist auch die Funktion

<p(z)=%ff(r) dv + P(z) (373)
L

T—z

mit einem beliebigen Polynom P(z) eine Losung des Problems 1, und die analog
zu (372) gebildeten Funktionen ¢*(v) und ¢—(r) geniigen auf L je einer Lipschitz-
bedingung. Wir zeigen, dall der Ausdruck (373) alle Losungen des Problems 1 liefert.

Es sei ¢t+(z), p—(2) eine beliebige Lisung des Problems 1. Aus (370) und der ent-
sprechenden Beziehung fiir ¢o(z) folgt

() —pi () =9~ (v)—gy(r) (vaufl),

d.h., die Differenzen ¢*+(z) — g (2) und ¢~(2) — @; (2) haben auf L die gleichen Werte.
Somit bestimmen diese Differenzen eine Funktion, die in der ganzen Ebene regulir
ist [II1/2, 24] und im Unendlichen eine endliche Ordnung besitzt. Auf Grund unseres
Satzes sind die Differenzen gleich ein und demselben Polynom P(z), woraus gerade
(373) folgt.

Wird ¢—(e0) =0 gefordert, so ist in (373) speziell P(z) =0 zu setzen.

Jetzt formulieren wir ein weiteres Problem, das zuerst von HILBERT untersucht
wurde; dabei nehmen wir im folgenden an, dafl sich der Punkt z=0 innerhalb
von L befindet.

Problem 2 (das homogene Hilbertsche Problem). Gesucht sind zwei Funktionen

o*(z) und ¢—(2), welche den im Problem 1 gestellten Bedingungen geniigen und dabe?
statt (370) die Randbedingung

) =9(x) p=(r)  (vauf L) (374)

erfiillen, in der g(z) eine auf L vorgegebene komplexwertige Funktion ist, die dort einer
Lipschitzbedingung gentigt und nicht verschwindet.

Es sei k die ganze Zahl, die gleich dem durch 2x dividierten Zuwachs des Ar-
guments von g(r) beim Umlauf des Punktes z um die Kurve L ist,
1
k=5 [arg g(x)]c - (375)
Das Argument der Funktion
go(v) =t *g(7) (376)

erhilt keinen Zuwachs, wenn 7 die Kurve L umliuft, und somit ist lg go(z) auf L
eine stetige Funktion. Hierbei legen wir irgendeinen Wert des Logarithmus fest.

Es 148t sich leicht zeigen, dal lg go(z) ebenso wie go(z) einer Lipschitzbedingung
geniigt, worauf wir aber nicht niher eingehen wollen. Nunmehr bilden wir die
Funktion

yo(2) =™ (377)
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mit

wo(2) == flgg"(’) dr . (378)

T 27 T—2
Diese Formeln bestimmen im Inneren bzw. im AuBeren von L die beiden im all-
gemeinen voneinander verschiedenen regulidren Funktionen

wg(z):ewa'm und  yi(z)=e"0@ . (379)

Unter Benutzung der Formeln (372) fiir die Randwerte des Cauchyschen Integrals
lafit sich unmittelbar verifizieren, daf} die Funktionen (379) auf L die Randbedin-
gung

¥ (7) =go(7) o (7) (380)

erfiillen.
Jetzt fithren wir die im Innern bzw.im AuBeren von L reguliren Funktionen
¥o (2) =g (), po (z) =2"Fyq (2) (381)

ein.

Wegen (376) und (380) sehen wir, dal} ¢ (z) und g¢; (2) Losungen des homogenen
Hilbertschen Problems sind. Aus (378) und (379) folgt w, (<) =0 sowie yy (=) =1,
und nach (381) ist die Ordnung von @ (2) im Unendlichen gleich —k.

Wir bemerken noch, dal ¢f(z) nirgends verschwindet und g¢j(z) nur fiir z=-
verschwinden kann. Ist P(z)ein beliebiges Polynom, dann stellen die Funktionen

¢t (z) = P(z) 9§ (2), o~ (2)= P(z) pi (2) (382)

ebenfalls eine Losung des homogenen Hilbertschen Problems dar. Ist m der Grad
von P(z), so ist die Ordnung von ¢~(z) im Unendlichen gleich m — k. Wie beim Pro-
blem 1 geniigen die Funktionen ¢*(z) und ¢—(zr) auf L je einer Lipschitzbedingung.

Wir zeigen schlieBlich, daf} durch (382) alle Lésungen des Problems 2 bestimmt
werden. Es sei ¢*(z), p~(z) eine beliebige Losung dieses Problems. Die Quotienten

?*(2) 9 (2)

i@ "™ e (383)
sind im Innern bzw. im AuBeren von L regulir, und der zweite von ihnen ist im
Unendlichen von endlicher Ordnung. AuBerdem sind diese Quotienten auf L
identisch. Folglich definieren die Quotienten (383) eine Funktion, die in der ganzen
Ebene regulir undim Unendlichen von endlicher Ordnung ist; auf Grund unseres
Satzes ist diese Funktion ein Polynom, woraus die Ausdriicke (382) fiir ¢*(z)
und ¢—(z) hervorgehen.

Problem 3 (das inhomogene Hilbertsche Problem). Gesucht sind zwei Funktio-
nen @t(z) und ¢—(z), welche den im Problem 1 gestellten Bedingungen geniigen und
dabei statt (374) die Randbedingung

) =9@) () +/(v)  (vauf L) (384)

erfiillen; dabei sind g(r) und f(r) auf L vorgegebene Funktionen, die dort einer Lip-
schitzbedingung geniigen; auferdem soll auf L die Funktion g(t) von 0 werschieden
sein.

Es moge ¢f (z), ¢ (2) die soeben konstruierte Losung des Problems 2 sein, die
(auller eventuell in z = <) nirgends verschwindet. Aus (374) folgt g(z) =g{ (z)/ @7 (7).



58. Randwertprobleme fir analytische Funktionen 143

Durch Einsetzen in (384) erhalten wir diese Bedingung in der Gestalt

pt(r) ¢ (r) f(7)

o) 9yx)  ei()’

d. h., wir gelangen zum ersten Problem fiir den Quotienten ¢(z)/po(z). Wegen (373)
geht hieraus die Beziehung
plz) _ 1 ()
Po(z)  2mi i @5 (7) (r—2)

dr + P(z)

hervor, in der P(z) ein beliebiges Polynom ist. SchlieBlich folgt
_9o(2) 1(x)

T 2mi 7 pi(7) (—2)

®(z)

dz + P(z) golz) . (385)

Fiir das im Inneren von L liegende Gebiet haben wir die Funktion go(z) durch
@d (), fir das duBere Gebiet durch ¢y (z) zu ersetzen. Der Ausdruck (385) liefert.
die allgemeine Losung des Problems 3. Die Funktionen ¢ (2) und gy (2) werden durch
(381) bestimmt, ebenso die Zahl k£ durch (375). Der erste Summand auf der rechten
Seite ist im Unendlichen héchstens von der Ordnung —% —1 und der zweite von
der Ordnung m —k, wobei m der Grad des Polynoms P(z) ist. Wie in den ersten
beiden Problemen erfiillen ¢+(z) und ¢—(7) auf L je eine Lipschitzbedingung.

Jetzt wollen wir uns mit denjenigen Losungen des Problems 3 beschéftigen, die
im Unendlichen verschwinden. Anders ausgedriickt, wir suchen die Losungen, die
im Unendlichen von negativer Ordnung sind. Dazu betrachten wir die Falle k=0,
k=0und k<0 einzeln. Im Fall £ =0 hat der erste Summand auf der rechten Seite
von (385) stets eine negative Ordnung im Unendlichen, dagegen hat der zweite
Summand dann und nur dann eine negative Ordnung, wenn m<£k ist. Somit
liefert die Beziehung (385) fiir £ >0 die allgemeine im Unendlichen verschwindende
Losung des Problems 3, wenn P(z) ein beliebiges Polynom von einem Grad kleiner
als k£ ist. In diesem Fall gibt es unendlich viele im Unendlichen verschwindende
Loésungen des Problems 3. Die allgemeine Losung enthélt & willkiirliche Konstanten,
die Koeffizienten von P(z).

Im Fall £=0 hat der erste Summand wie bei k=0 eine negative Ordnung im
Unendlichen, und im zweiten Summanden hat man P(z) =0 zu setzen. Die Lésung
des Problems 3 ist jetzt offenbar eindeutig bestimmt. Im Fall k<O findet man,
wenn man beriicksichtigt, was iiber die Ordnung der Summanden auf der rechten
Seite von (385) gesagt wurde, folgendes: Es mull P(z)=0 sein, und aullerdem

diirfen im ersten Summanden keine Glieder auftreten, die z=%-1, z=%k-2 _ 20
enthalten, d. h., in der fiir hinreichend grofle |z| geltenden Entwicklung
1 r Hz) ozt () 22 of(r)
o l 9o (@) (t—2) dr=—55 f ) dr—55 f 2. (@ dz+...
L L L
diirfen keine Glieder mit z1, 22, ..., z=% vorkommen. Dies fiihrt uns zu folgenden

notwendigen und hinreichenden Bedingungen dafiir, daB das Problem 3 eine im
Unendlichen verschwindende Losung hat:

f’sf(f) dv=0  (s=0,1,.., —k—1). (386)

P Pq ()



144 I. Integralgleichungen

Sind diese Bedingungen erfiillt, so existiert genau eine im Unendlichen ver-
schwindende Lésung des Problems 3. Diese Lésung wird durch (385) bestimmt,
dabei ist P(z)=0.

59. Integralgleichungen zweiter Art mit Cauchyschem Kern. Wir betrachten die
Integralgleichung

A®) p(6) + ) [ 20

gdr=£&), (387)

in der A(§), B(£) und f(§) auf L vorgegebene Funktionen sind, die dort je einer
Lipschitzbedingung geniigen und fiir die

A&+ B(£)*0,  A()—B()+=0  (tauf L) !
gilt.
Die Losung ¢(£) suchen wir ebenfalls unter den Funktionen, die auf L einer
Lipschitzbedingung geniigen.
Fiihren wir die Funktion

1
o) =5 [ 7 4 (388)
L
ein, so folgt aus (372) unter Benutzung der fritheren Bezeichnungen:
P(§) =D*(E) —D=(§) , (389)
1
= ;”‘_’)E de=H(E) +D(8) . (390)
L

Setzen wir diese Ausdriicke in {387) ein, so erhalten wir

L @ BEI 0 -4 - BE) 06 =) (391)
oddaer

A ~BE) ) .

PO =a6 80 2Ot aE BE (392)

d. h., &(z) mulB eine Loésung des Problems 3 sein, die fiir 2= verschwindet. Es
moge umgekehrt eine solche Funktion @(z) existieren. Bestimmen wir ¢(£) gemi
(389), so erhalten wir fiir @(z) auf Grund der Ausfiihrungen in [58] die Darstellung
(388), aus der (390) folgt. Bestimmen wir aus (389) und (390) die Funktionen @+(£)
und @-(£) und setzen sie in (392) ein, so erhalten wir (387). Somit ist die Auflésung
der Integralgleichung (387) der Auflgsung des Problems 3 mit der Randbedingung
(392) gleichwertig. Hierbei wird ¢(£) durch (389) bestimmt. Um die allgemeine
Losung des Problems zu erhalten, gehen wir von den Resultaten des vorigen
Abschnittes aus. Entsprechend (375) fithren wir die ganze Zahl

k»«L [ar A(8) —B(E)J
T [MB 4@ +BE |
ein, die Index der Gleichung (391) genannt wird.
Es sei @g(z) die in [58] konstruierte von 0 verschiedene Losung des Problems 2
mit der-Randbedingung

A(§) - B($)
Dt(§) = A6 + BE) ~(é) -
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Wir betrachten drei Fille:
1. £=0. Dann gilt

Do(z) [ (z)
D)= J [A@+BO] 25() (x—2)

dz + Pg1(2) Do(?) , (393)

wobei Py_; ein willkiirliches Polynom k-ten Grades ist.
2. k=0. Die Losung erhilt man aus (393) fiir Px—y(z)=0:

Do(z) /{z)

)= J [A@ +BO)] 25() (7 =2)

dv. (394)

3. k<0. Fiir die Losbarkeit des Problems 3 sind die Bedingungen

f 5f(x)
P, [A(r) + B(1)] @4 (v)

dv=0  (s=0,1, .., —k—1) (395)

notwendig und hinreichend ; falls sie erfiillt sind, la8t sich die Lésung durch (394)
darstellen.

Mit Hilfe der Beziehungen (385) und (389) konnen wir jetzt die Losungen ¢(£)
der Integralgleichung (387) gewinnen. Unter Benutzung der Sprungrelationen fiir
das Cauchysche Integral erhalten wir im Fall k=0

D5+ D5
PO =304 + B oy @ O
D36 —P5(&) f(x) + _
+ 27 ; [A[) + B@)] B4 (7) (r =9 dz +[D] (§) = D5 (£)] Pr-1(8),

wobei fir £ =0 noch Py_;(2) =0 zu setzen ist. Im Fall k<0 erhalten wir dasselbe
Resultat mit Pg_1(£§) =0, wenn die Bedingungen (395) erfiillt sind.
Hieraus folgt unmittelbar, dafl die homogene Integralgleichung

A© g+ [P ar=0 (396)
L

t—§&
fiir £=>0 die allgemeine Losung
@(§) =[Pg (§) — Do (§)] Pr-1(§) (397)

und filr k=0 nur die Nullésung besitzt. Durch (397) sind % linear unabhingige
Losungen der Integralgleichung (396) gegeben:

&) =[P5(5)-P5 (&)l & (s=0,1,2, .., k—1).

Somit ist im Fall k>0 die inhomogene Integralgleichung (387) fiir jede Funktion
/(&) losbar, und die homogene Integralgleichung (396) hat k linear unabhingige
Losungen. Im Fall k=0 hat die Integralgleichung (387) fiir jede Funktion f(§)
genau eine Losung, die homogene Integralgleichung (396) speziell nur die Null-
16sung. Im Fall k<O miissen die —% Bedingungen (395) fiir die Losbarkeit der
Integralgleichung (387) erfiillt sein. Sind diese Bedingungen erfiillt, so hat die
Integralgleichung (387) eine eindeutig bestimmte Lésung, die homogene Inte-
gralgleichung speziell nur die Nullésung. Diese Ergebnisse unterscheiden sich
wesentlich von denjenigen der Fredholmschen Theorie fiir nichtsingulére Integral-
gleichungen.

10 Smirnow IV/1
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Wir erwihnen, dafl die Integralgleichung erster Art

r ()d ~ &)

2mi T—
L

ein Spezialfall der Integralgleichung (387) ist, der sich fiir 4(¢)=0 und B(/E):i

ergibt. In diesem Fall ist k=0.

60. Randwertprobleme fiir eine Strecke. Wir betrachten nun die Probleme aus
[68] fiir den Fall, dafl an Stelle einer geschlossenen Kurve L eine Strecke [a, b]
auf der reellen Achse zugrunde gelegt wird. Im folgenden bezeichnen wir mit @(z)
immer eine Funktion, die auflerhalb von [a, b] reguldr, im Unendlichen von end-
licher Ordnung ist und auf [a, b] bei Anndherung von oben und unten stetige
Grenzwerte besitzt; eine Ausnahme bilden dabei héchstens die Endpunkte
a und b. In deren Umgebung wird nur die Ungleichung
A

2@\ =z (398)
gefordert, in der 4 und « (0 =a<1) Konstante sind und fiir ¢ die beiden Endpunkte
einzusetzen sind, also ¢c=a oder ¢=>b. Mit @+(£¢) und @ (£) werden die Randwerte
von ®(z) auf [a, b] bei Anndherung von oben bzw. von unten her bezeichnet.

Problem 1. Gesucht ist eine Funktion D(z), die fir a<& <b die Randbedingung
DH(E) —D~(&) =/(&)
erfullt; dabei ist f(£) eine vorgegebene Funktion, die in dem abgeschlossenen Intervall
[a, b] einer Lipschitzbedingung geniigt.
Wiein [58] Werden die Losungen des Problems durch den Ausdruck

oz 2mf /@) _dz+ P(z) (399)

dargestellt, in dem P(z) ein willkiirliches Polynom ist. Die Bedingung (398) la0(t
sich unmittelbar verifizieren, da ®@(z) in der Ndhe der Endprodukte die Gestalt

1(e) @)

1
D(z)== 5 Ig "
hat [III/2, 28], wobei F(z) fiir z—~¢ einen endlichen Grenzwert annimmt. Es 146t
sich zeigen, dal3 durch (399) alle Losungen des Problems gegeben sind. Zum Beweis
geniigt es, fiir zwei Losungen @;(z) und @»(z) des Problems zu zeigen, daf} die Diffe-
renz w(z)=®Pq(z) —P1(z) ein Polynom ist. Wie in [68] ist diese Differenz in der
ganzen Ebene hochstens mit Ausnahme der Punkte z=a und 2=»5 regulir und im
Unendlichen von endliecher Ordnung. Es bleibt noch zu beweisen, dall w(z) auch
in den Punkten z=a und z=>b regulér ist.

Die Regularitit von w(z) im Punkt z=c folgt aus der Tatsache, daf fiir «(z)
in der Umgebung von z=c die Abschétzung (398) gilt. Man kann sich davon iiber-
zeugen, wenn man den Beweis des folgenden Satzes aus [III/2, 10] wiederholt:
Ist eine Funktion f(z) in der Umgebung eines Punktes z =a regulir, eindeutig und
dem Betrag nach beschrinkt, so ist sie auch im Punkt z =a selbst reguldr. Dabei
1a8t sich die Voraussetzung der Beschrinktheit |f(z)]=N ohne Nachteil fiir den

Beweis durch die Bedingung (398), d. h. [f(z)| = <C (0=a<1), ersetzen.
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Die Losung des Problems 1, die der Bedingung @() =0 geniigt, erhidlt man aus
(399) fiir P(z)=0.

Die folgenden Probleme wollen wir nur fiir den Spezialfall g(¢) = — 1 untersuchen.
Problem 2. Gesucht ist eine Funktion ®(z), die fiir a<&<b der Randbedingung
DHE)+ D (§) =0 (400)

geniigt.

Da die Funktion ]/z_—_c ihr Vorzeichen éndert, wenn z den Punkt ¢ umliuft,
erhalten wir fiir das Problem 2 die Losung

1

Dy(2) = ———

Ty
mit beliebig wihlbarem Vorzeichen der Wurzel. Diese Losung ist in jedem end-
lichen Teilgebiet der Ebene von 0 verschieden, und es gilt @(e)=0.

Das Problem wird auch gelést durch

V(z—a) (z—b)

wo mit P(z) ein beliebiges Polynom bezeichnet wird. Durch (402) werden alle
Lésungen des Problems geliefert. Denn ist @(z) irgendeine Losung des Problems,
s0 148t sich analog wie beim Problem 1 leicht zeigen, daf der Quotient @(z)/®Pp(z)
ein Polynom ist, woraus (402) folgt.

(401)

Problem 3. Gesucht ist eine Funktion D(z), die fiir a<&<b die Randbedingung
D+(&) +D(§)=/(8) (403)

erfiillt; dabei ist f(£) eine vorgegebene Funktion, die in dem abgeschlossenen Intervall
[a, b] einer Lipschitzbedingung gendigt.
Es sei @¢(z) wieder die Funktion (401). Da @(z) der Gleichung (400) geniigt,
kénnen wir die Randbedingung (403) auch in der Gestalt
DHE) D5 _ 1D
D(E) D56 D5(E) (04
schreiben, d. h., die Funktion @(z)/®o(z) ist eine Lésung des Problems 1.
Wir bestimmen das Vorzeichen der Wurzel in (401) beispielsweise so, dall die
Entwicklung von @o(z) in der Umgebung von z=c mit z71 beginnt. Dann ist die
Wurzel V(E —a) (£—b) auf dem oberen Ufer des Schnittes [a, ] rein imagindr mit

einem positiven Koeffizienten bei i, und wir kénnen die Bedingung (404) in der
Gestalt

DH(E)  D(§) _ TIPTNT I XY
o7 ar@ O VE-a) E-b) (405)
schreiben.
Jetzt zeigen wir, dafi die Funktion
VE—a) (-8 (406)

in dem abgeschlossenen Intervall [a, b] einer Lipschitzbedingung mit dem Expo-

1 .. .
nenten geniigt. Dazu benutzen wir die elementare Ungleichung

Ve+B-Ve=VIl fir =0, a+p=0. (407)
10¢
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Die Punkte £ und 1 mégen dem Intervall [a, b] angehdren. Setzen wir
a=(n-a) b-n) und a+f=(E—a)(b-),
so erhalten wir aus (407)
JE—a) B8 —Vin—a) B-mn=}i@+b) §—&—(a+b) n+1]
=Vll@+b)~(E+n)] E—n)l,

woraus sich wegen £ +7=2q

VE—a) -8 —V(n—a) -n=)b—a}in—¢

ergibt.
Vollig analog dazu liBt sich auch beweisen, daf

Va—a)o—m)~V(E-a) @-8=)b—aV|n—¢&

und damit

Vn—a) 6—n)-VE—a) 6—8)|=Vb—a VIn—¢

gilt. Hieraus erkennt man, dall die Funktion (406) in dem Intervall [a, b] einer

Lipschitzbedingung mit dem Exponenten a:% geniigt. Folglich geniigt auch

der gesamte Ausdruck auf der rechten Seite von (405) einer Lipschitzbedingung
[II1/2, 27]. Durch Lésung des Problems 1 fiir &(z)/®y(z) mit der Randbedingung
(405) erhalten wir

1 f(r) Y(r - a) (b —7) det P(z)

— 408
2111 V(z—a) (b- —z) —z Y(z —a) (z —b) ( )

wobei mit P(z) wie immer ein beheblges Polynom bezeichnet wird. Wenn man die
Abschitzung fiir Cauchysche Integrale in der Umgebung der Intervallendpunkte
benutzt, kann man leicht verifizieren, dall die Funktion (408) der Bedingung (398)
geniigt. Suchen wir die Lésungen, die der Bedingung @(«) =0 geniigen, so miissen
wir P(z) in (408) gleich einer Konstanten setzen:

B(z) = 1 — ff(f) Vz—a) @-b) c

— dr + —+——. 409
2mi V(z—a) ( T—z T+V(Z—a) (z—b) ( )

Bei der Losung des Problems 3 kann man zusitzlich fordern, dal @(z) in der
Umgebung der Intervallendpunkte beschrankt ist. Dann miissen wir an Stelle der
Losung (401) des Problems 2 die Losung

Ve-a = (410)

benutzen, und an Stelle von (408) erhalten wir

I
V(z—a) (:—b) 1@ PP X
D(z)= - — 7 P z—a) (z—
() S f},r_a) o (T_) T+ P(z) Y(z—a) (z—b). (411)

Damit wir eine Losung erhalten, die der Bedingung @(«)=0 geniigt, haben wir
P(z)=0 zu setzen, und auberdem muB die Bedingung

/(x)
l/(r —a)(t—0b)
erfiillt sein.

(412)
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Fordern wir die Beschrinktheit nur in dem einen Endpunkt z=a, so miissen
wir an Stelle von (410) die Funktion

N =

nehmen, und an Stelle von (411) ergibt sich

/Z—

T—0b f(r

a

-b"

(413)

27’1

In diesem Fall haben wir fiir alle f(§) genau eine Losung, welche die Bedingung
D() =0 erfiillt:

-b f(z)
z 2"'1[/ fV’t ar—z

Den Beweis von (411) und (413) iibergehen wir. Man findet ihn in dem in [57]
Buch von MuscHELISCHWILI, das auch der Darstellung der letzten Abschnitte
zugrunde gelegen hat.

61. Die Umkehrung des Cauchyschen Integrals. Wir stellen nun eine Umkehr-
formel fiir das Integral

1 (p(‘[
= ) o dr=A8)

(a<&<Db) (414)
auf. Wir gehen wie in [58] vor und fiithren die Funktion

b
1 el
O() =5~ [ 5 dr

ein, die die Bedingung ®(«)=0 erfiillt. Dann gilt
p(§)=DH(§) - D (¢ ),

T 415
e+ P (O) = f(_)sd )

a

somit ist die Integralgleichung (414) der Gleichung @+(§)4®@~(&) =f(§) (a<£&<D)
aquivalent. Dies ist das Problem 3 aus [60] mit der Nebenbedingung ®(e)=
Nach Lésung dieses Problems ergibt sich ¢(£) aus (415). Unter Benutzung der
Beziehung (409) und der Formeln fiir die Randwerte eines Cauchyschen Integrals
erhalten wir schlieBlich

b -
1 iz) V(z —a) (z —b) c
= —_— dr+—ou-—-—.
(¢ 7 V(E—a) (E=D) f ¢ V(& —a) (E-b)
Bemerkung. Diese Funktion geniigt einer Lipschitzbedingung nicht in dem

abgeschlossenen Intervall [a, b], sondern nur in jedem abgeschlossenen inneren
Teilintervall; bei Anniherung von £ an a oder an b kann ¢(£) unbeschrinkt anwach-
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sen. Ist die Bedingung (412) erfiillt, so lautet die in beiden Endpunkten beschrankte
Loésung der Integralgleichung (414)

b
o) =V E-a ) [ =t

7 —b) (1:——5—)

Eine ausfiihrlichere Untersuchung dieses Umkehrproblems findet man in dem
in [57] genannten Buch von MUSCHELISCHWILIL.

62. Die Fouriertransformation im Raum L;. In [II, 173] haben wir die Fourier-
transformation und die mit ihr verwandte Laplacetransformation behandelt, wobei
wir den Riemannschen Integralbegriff zugrunde gelegt haben. Jetzt wollen wir
kurz die Fouriertransformation unter Verwendung des Lebesgueschen Integrals
betrachten.

Wir setzen voraus, daB die Funktion ¢(x) im Intervall ( —eo, ) summierbar
ist oder, anders ausgedriickt, in diesem Intervall zur Funktionenklasse L; gehort,
und fiihren die Bezeichnung

ol =llpl = f lo(@)] d

ein. Da |p(x) e71%%| = |p(z)| fiir reelle « und z ist, existiert das Integral

. -
@(a)zmiﬁ_! p(x) T dr  (—co<m=<oo) (416)
fiir alle « aus dem Intervall (—eo, ). Die Funktion ®P(a) heillt Fouriertransfor-
mierte der Funktion p(x). Manchmal ist es bequemer (vgl. etwa [65]), den Faktor
1/)2x wegzulassen.
Als ndchstes wollen wir einige Eigenschaften der Fouriertransformierten von
Funktionen aus L; herleiten.

10. ®(x) ist eine beschrankte Funktion. Das folgt offenbar aus der Ungleichung

1
Y2r
20, Konvergiert die Folge der Funktionen gi(x) (k=1, 2, ...) aus L, gegen die Funk-
tion @(x) €Ly in der Metrik von Ly, d. h., gilt
lox — @l 0,

dann strebt die zugehorige Folge der Fouriertransformierten ®Og(a) (k=1, 2, ...) gleich-
mifig auf der ganzen reellen Achse gegen ®(a).
Diese Eigenschaft ergibt sich unmittelbar aus der Ungleichung

1
|Pr() —P(a) == llpe— olla - (417)
2n
Konvergiert die Folge {px(x)} in der Metrik von L; gegen die beiden Funktionen
@(x) und @(x), so sieht man leicht, dal diese beiden Funktionen &quivalent sein
miissen (Eindeutigkeit des Grenziibergangs in L;).

P ()| =

[ 1ota) = gl

30. Die Fouriertransformierte ®(a) der Funktion @(x)¢ Ly ist eine auf der ganzen
reellen Achse gleichmdflig stetige Funktion.
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Aus der Beziehung

I
. : —ilat+s )2z
e i@tz __o—ia® — __ 9je l('x 2 ) sin >

erhalten wir nimlich die Ungleichung

0 th-0@)=]/Z [ o)

5 —-R oo o
= 3[ [ lo@dot [ lp@ daty" [ (@) dx]-
o R —

. hx
sm?‘dx

T

Zu einem beliebig vorgegebenen e=0 konnen wir zunichst R so festlegen, daBl die
Summe der ersten beiden Integrale auf der rechten Seite kleiner als &2 ist, und
danach ein 6 derart wihlen, daB fiir A <6 auch der dritte Summand kleiner als /2

wird. Damit gilt im Fall <4 fiir alle « die Béziehung |D(a +h) —D(x)] <1/g ¢, die
zu beweisen war, K
Wir kommen nun zur Faltung (vgl. [52])

Fal) = f%(t) o(z—t) dt =_f<p1(x—t) galt) di (418)

zweier Funktionen ¢;(x) und gs(z) aus L;. Die Funktion gs(x) gehért auch wieder
zur Funktionenklasse L;, da nach dem Satz von FuBINI

Sl de= [ [ Ipa(e=0)] leal)] dt de

——0 —co

= Firatt] [ Fionte—01 a | at= gl - el
gilt, d. h. |

llpslls=ligalls * llpzlla «

Wir berechnen, wobei wir wieder den Satz von FusBiNI benutzen, die Fourier-
transformierte ®@3(x) der Funktion ¢g(z):

%(“):;/:177 f f P1(2 —1) po(t) e2dt da

= f pa(t) emict [}/%— j g1(—t) e-ie@D dx] dt
v b

= [ palt) 4P (s) dt =) 27 By(a) Py

und erhalten
Dy(a) = /27 1 (a) Poa) .
Damit haben wir die folgende Eigenschaft der Fouriertransformation bewiesen:

40, Die Fouriertransformierte der Faltung von ¢i(x) und @o(x) ist gleich dem mit
1/271: multiplizierten Produkt der Fouriertransformierten dieser beiden Funktionen.
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Die Funktion y(x) sei auf der ganzen reellen Achse definiert und dort beliebig
oft differenzierbar. Auierdem verschwinde y(x) auBerhalb eines (von y(x) abhéin-
gigen) endlichen Intervalls. Solche Funktionen heiBlen finit. Die Klasse der finiten
Funktionen bezeichnen wir mit Cf. Es ist klar, dal Cf zu L; gehort. Eine wichtige
Eigenschaft der Funktionenklasse L; wird im folgenden Satz formuliert, den wir
aber erst in [112] beweisen werden.

Satz 1. Fir jede Funktion p(x) aus der Funktionenklasse Ly ldfst sich zu belie-

bigem =0 eine finite Funktion y(x) finden mit
lg —vli<e. (419)

Hieraus folgt leicht, dafl sich zu jeder Funktion ¢(x) aus L; eine Folge von
finiten Funktionen yg(x), k=1, 2, ..., angeben 1d8t, die in der Metrik von L,
gegen @(x) konvergiert. Diese Eigenschaft besagt, dal die Klasse g in der Funktio-
nenklasse Ly dicht liegt.

Satz 1 werden wir spéter beim Beweis einiger weiterer wichtiger Eigenschaften
der Fouriertransformation in L; benutzen.

50. Gehort die Funktion ¢(x) zu Ly, so gilt D(a)—~0 fiir o>+ .

Zum Beweis wihlen wir zu einem beliebigen festen ¢=0 eine finite Funktion
y(x), die die Ungleichung (419) erfiillt. Es sei ¥(x) die Fouriertransformierte von
y(x). Wegen (417) ist

€

|D(a) — ¥(o)| < = . (420)

Durch partielle Integration erhalten wir firr die Funktion ¥(e) die Beziehung

oo

Vﬂ Y(x)= f p(x) el dx:i—{; f p'(z) e v dx . (421)

—eo

Die Integration braucht hier nur iiber das endliche Intervall zu erfolgen, aulerhalb
dessen p(x) =0 ist. Der ausintegrierte Bestandteil verschwindet offenbar. Aus (421)
ergibt sich ¥W(x)—~0 filr & >+ co. Somit gilt |¥(a)| < }/26—7 fiir hinreichend grofies

3 /
||, woraus zusammen mit (420) fiir diese |«| die Ungleichung |®(a)|<¢ 1/2— folgt
und damit @(«)—~0, was zu beweisen war. T
Etwas schwieriger ist der Beweis der folgenden Eigenschaft.
60. Ist die Funktion ¢(x) aus Ly und ihre Fouriertransformierte ®(a)=0, so ist
die Funktion ¢(x) dquivalent zu 0.

Wir zeigen zuerst, daBl das Integral von ¢(z) iiber jedes endliche Intervall ver-
schwindet,

b
S o(t) dt=0, —wo<g<b<e, (422)
a

Dazu fithren wir eine stetige Hilfsfunktion p(x) ein, die folgendermaBen konstruiert
ist. Es seien I>0, =0 feste Zahlen und p(z)=0 fiir |z|=14-6, p(x)=1 fiir |»|=],
und in den Intervallen ! < |z| <7+ 6 sei die Funktion p(z) linear. Die Fouriertrans-
formierte P(«) der Funktion p(x) 1a8t sich leicht berechnen:

2 cos la —cos (1+0)
T 20

Pla)=
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Aus dieser Darstellung ist ersichtlich, dal P(«) eine Funktion aus L; ist. Da aufBer-
dem die Funktion p(x) den Dirichletschen Bedingungen [II, 173] geniigt, kann sie
mit Hilfe der Umkehrformel durch P(«) in der Form

pla)= f P(a) €% da

l/27r
ausgedriickt werden.

Nun kénnen wir zeigen, daf} die Faltung einer Funktion ¢(x), die unsere Voraus-
setzungen erfiillt, mit der Funktion p(x) im Intervall ( — e, <) identisch verschwin-
det. Nach dem Satz von FuBInNI ist ndmlich

Vo= [ o) pl—tydt= [ g(t)| [ Pla) eio@D da] at

—o

= [ P(a) ei""”[ [ o(t) e7iot dt] de=0
und somit tatsdchlich fip(t) p(r—t) dt=0.

Setzen wir den analytischen Ausdruck fiir p(x) ein, so kann dieses Ergebnis
in der Form

x-'l—l l T+I+6 : l
[ ot ars j ( s )¢p(t)dt+ [ (1— = )q;(t)dt:()
xil xjr'l

dargestellt werden. Mlt 6—»0 erhalten wir hieraus
x+1

f o(t)dt=0
a+b

fiir jedes {>=0und x aus ( — =, =). Im Falle T=— und =
die Gleichung (422).
Aus (422) folgt nun ohne Miihe, dafl ¢(x) dquivalent zu 0 ist. Es sei yi(x) eine

— ergibt sich damit

finite Funktion mit || — 1p1c”1<]1: und [a, b] jenes Intervall der Zahlengerade, auBer-

halb dessen yi(x) =0 gilt. Wir zerlegen dieses Intervall in eine beliebige endliche
Anzahl von Teilintervallen mittels der Zerlegungspunkte a=xy<z1<...<z,=>.
Mit &; bezeichnen wir denjenigen Punkt des Teilintervalls [x;—1, %;], in dem die
stetige Funktion yy(x) ihren Integralmittelwert iiber diesem Intervallannimmt, d. h.

(sj)—xj o fy)k =1, e,
Tj-1

gilt. Dann finden wir unter Benutzung von (422)

n

n 7]
2 vk (g —xi1)= 20| [ we(t) dt

J=1 J=1|w;
u Z5 n
=2 S [y®)—pt)] dt =2 f lvx(t) — @(6)| dt
=11%j =125

1
= lipx — gl =< -
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Wird die Zerlegung des Intervalls [a, b] immer weiter verfeinert, so strebt die auf der

linken Seite dieser Beziehung stehende Summe gegen das Integral f |wr(t)| dt.
Wir haben damit die Ungleichung
b

j lwe(t)] di= [ (o)) de=;;
—co a
bewiesen, aus der yg(x) -0 fiir k—o folgt in der Metrik von L;. Da aber gleich-
zeitlg yp(x) > @(x) in L gilt, ist die Funktion ¢(z) dquivalent zu 0.
70. Es sei @(x) eine Funktion aus Ly und O(a) ihre Fouriertransformierte. Dann
besteht fiir fast alle x, insbesondere in jeder Stetigkeitsstelle von ¢(x), die Beziehung

3
— 1 1 ‘ l iax
Pl = };ﬂ_{ (1 ) B(2) 0% dar . (423)

Den Beweis dieser Formel findet man beispielsweise in dem Buch von E. C. T1rcE-
MARsH, Introduction to the Theory of Fourier Integrals, Oxford 1948. Die Not-
wendigkeit fiir eine solche kompliziertere Umkehrformel wird dadurch hervor-
gerufen, dafl zwar die Funktion @(a) fiir « -+ gegen O strebt (Eigenschaft 59),
aber @(«) nicht unbedingt zur Funktionenklasse L, gehort. Ist @(«) aus Ly, so gilt
die gewéhnliche Umkehrformel

iaz
(x) = V2—: f ®(a) €7 da .

Es seinoch erwahnt, dal ausder Umkehrformel (423) unmittelbar die Eigenschaft
60 der Fouriertransformation folgt. Da aber die Herleitung der Beziehung (423) zu
aufwendig ist, haben wir einen davon unabhingigen Beweis der Eigenschaft 60
gegeben. ;

80 (Satz von WIENER). Die fiir —e=a = definierte Funktion F(a) besitze die
Darstellung

Fla)=c+ ff eo g

mit einer Funktion f(x) aus L. Weiterhin sei F(a) +0 fiir alle « und damitc=F (jf o) F

+0. Dann laft sich auch die Funktion G(a) = Fea) ( ) in der Form

Gla)=c1+ fg(x) e e dg

mit einer Funktion g(x) aus L, darstellen.
Auf den Beweis dieses Satzes gehen wir hier nicht ein.

63. Die Fouriertransformation im Raum Lo. Hermitesche Polynome. In diesem
Abschnitt filhren wir einige grundlegende Resultate an, die die Fouriertransforma-
tion in der Funktionenklasse Lg iiber dem Intervall (— oo, ) betreffen. Zur Ab-
kiirzung legen wir die folgende Bezeichnung fest: Im Fall

lo(@) - (@)= S |p(@) - gr(@) dz~0 fiir koreo

—co
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schreiben wir kurz
p(r)=lim. gg(x) fir k-—oo.

Ist p(x) aus Ly iiber dem Intervall (—oo, =), so gehért diese Funktion zwar zu I
iiber jedem endlichen Intervall, aber es ist durchaus méglich, daB ¢(z) nicht zu
L, iiber dem ganzen Intervall ( — o, o) gehort [II, 161]. Die Fouriertransformation
fiir die Funktionenklasse Le wird deshalb durch die Beziehung
3
. 1 . .
i - —lxZ

Pl =Ljjm. ) ;! p() e dz (424)
definiert. Dabei zeigt es sich, dafl der Grenzwert auf der rechten Seite in (424)
fiir jede Funktion ¢(x) aus Lg existiert und daf3 @(«) ebenfalls aus Lg ist. Die Umkehr-
formel der Transformation (424) hat im wesentlichen dieselbe Gestalt:

4
1 .
—11 - iaZ, =4

(p(x)-—llglg Vom D(a) e*da . (425)
Daraus folgt, daf3 die Funktionen @(«) und ¢(x) nur gleichzeitig dquivalent zu 0
sein kénnen. Durch die Abbildungen (424) und (425) wird eine eineindeutige Bezie-
hung zwischen den Funktionen ¢(z) und @(«) aus dem Raum Ly iiber dem Intervall
(=<0, ) definiert. Dabei haben zwei einander entsprechende Funktionen g¢(x)
und @(z) im Ly dieselbe Norm, nidmlich

_f[@(a)lz do = i{q;(x){z dz . (426)

Sind @k(x) die Fouriertransformierten der Funktionen gg(z) (k=1, 2) aus Ly, so
gilt

T 1) Bolo) da = f g1(@) o) e

Unter Benutzung dieser letzten Beziehung, der Bunjakowskischen Ungleichung
und der Tatsache, daBl das Produkt zweier Funktionen aus Ls zum Raum I;
gehort, kann man weiterhin zeigen, dafl auch im Ly die Faltung die Beziehung
(418) fiir alle x erfiillt. Dabei ist fiir alle =

:_f P1(x —1t) pa(f) dt = _Z(Dl(a) Dy(a) &% da ,

und daraus folgt die gleichmédBige Stetigkeit der Faltung gs(z) fiir —e<x<e
und @3(z) -0 fiir - £ -, Gehort eine der Funktionen gg(x) (k=1, 2) zu Ly und die
andere zu Lj, dann ist pg(z) eine Funktion aus Ls.
Eine besondere Rolle spielen in der Theorie der Fouriertransformation die
Hermiteschen Funktionen, die folgendermaBen definiert sind [II1/2, 159]:
pale) = (— 1 o2 5 () me PR (5)  (1=0,1,2, ..) - (427)
Hierbei ist Hy(z) ein Polynom n-ten Grades, und zwar das Hermitesche Polynom.
Die Funktionen (427) bilden iiber dem Intervall ( —, <) ein Orthogonalsystem.
Es sei T der Operator der Fouriertransformation

——L [ x) e~*? dx .
2 —oc0
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Wir zeigen nun, dall die Hermiteschen Funktionen y,(x) Eigenfunktionen dieses
Operators sind, die zu den entsprechenden Eigenwerten 1, = (—i)? gehoren. Zuvor
sei noch bemerkt, daf} die y,(x) stetige Funktionen sind, deren absolute Betrige
im Intervall (—oo, o) sowohl integrierbar als auch quadratisch integrierbar sind.
Wir haben also die Beziehung

Tyn=(—1)"ys (428)

zu beweisen, d. h,

oo

1 —iaz+23/2 dr —22 i a2/2 dr —a?
:72'_; fe @(e )dCC:(—l)“e m(e ).

Jn

Nach n partiellen Integrationen erhalten wir

oo

J :( "‘1)" f e_xz d_n (e—ia:t+xz/2) dz ,

" Vor dzn

da die ausintegrierten Glieder verschwinden. Jetzt fiigen wir auflerhalb des Inte-
grals den Faktor /2 und unter dem Integralzeichen den Faktor e~**2 hinzu und
erhalten auf diese Weise

oo

J. D" [ e 97 wmiapr g
L dzn

27 Y
z("‘yl# 02?2 f o2 ;"n o(T-i02/2 o
2 «

—c0

(e [ L f e—/2-a2/2-ita dg |
da® | y2n

Durch Differentiation nach « 148t sich leicht zeigen, dal der in den eckigen Klam-
mern stehende Ausdruck gleich €™ ist. Damit ist die Beziehung (428) bewiesen.
Die Punkte A=+1 und A=+i sind Punkte des Spektrums des Operators 7T,
und die y,(x) sind die zu den Eigenwerten 4, = (—i)# gehérenden Eigenfunktionen.

AbschlieBend beweisen wir noch, daBl das im Intervall (—eo, ) orthogonale
System der Hermiteschen Funktionen vollstindig (abgeschlossen)ist. Angenommen,
es existiert eine Funktion w(x) aus Lg, die orthogonal zu allen Hermiteschen Funk-
tionen ist. Da sich die Potenzfunktionen a” (n=0, 1, 2, ...) als Linearkombinationen
der ersten n+1 Hermiteschen Polynome Hy(z) (=0, 1, ..., n) ausdriicken lassen,
folgt daraus

f"’ e T2ane(x) de=0  (n=0,1,2,..). (429)

Die Funktion w(x) kénnen wir offenbar als reell voraussetzen. Wir haben zu bewei-
sen, dal} w(x) dquivalent zu O ist.
Offensichtlich gilt die Abschitzung

-2 —
e~2 = Q02! |

in der 6 eine feste positive Zahl und C eine von der Wahl von é abhéngige Konstante
bedeuten. Wir bilden die Funktion der komplexen Verdnderlichen z=wu+1iv,
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die in dem Streifen |v|=d; mit 0 <& <& durch

F(z)= [e " 2y(x) e dz= [e*2y(x)e e dx

erklart ist. Fir den Integranden gilt
6720 () elttio)z| = Ce(6-8012l|¢y(2)| (430)

wobei die rechte Seite als Produkt zweier Funktionen aus Lo integrierbar ist.
Die Funktion F(z) ist demnach im angegebenen Streifen der z-Ebene regulir,
und fiir ihre Ableitungen gilt

FM(z) =in [ e=22zme(z) ei2? dx . (431)

Auf der rechten Seite der zu (430) analogen Abschitzung des Integranden in
(431) tritt jetzt zwar der Faktor z» hinzu, doch auf Grund des Faktors e~(¢-41)%
konvergiert das Integral in (431) gleichmiBig fiir z aus dem erwahnten Streifen.
Das rechtfertigt die Differentiation nach z unter dem Integralzeichen. Aus (431)
erhalten wir

FM(0)=in [ e 2gny(z) dx (n=1,2,..),
und wegen (429) gilt fiir alle Ableitungen F™(0)=0. Folglich verschwindet F(z)
in dem angegebenen Streifen der z-Ebene identisch und somit auch auf der
ganzen reellen Achse:

J e 2o(x) 1% dx =0 (—oo<z< o).

Demnach ist die Fouriertransformierte der Funktion e™*"2¢(x) identisch gleich 0;
das bedeutet aber, dal} diese Funktion sowie w(x) selbst dquivalent zu O sein miissen.

In analoger Weise 1408t sich beweisen, dafl die Laguerreschen Funktionen ein im
Intervall (0, =) vollstdndiges Funktionensystem bilden.

64. Die Fouriersche Integralgleichung. Wir gehen nun zur Untersuchung von Inte-
gralgleichungen mit unendlichem Integrationsintervall iiber. In diesem Fall
brauchen die grundlegenden Satze, die wir fiir Fredholmsche Integralgleichungen
aufgestellt haben, nicht mehr zu gelten. Am einfachsten erweisen sich Integral-
gleichungen, die mit der Fourierschen Formel zusammenhéingen.

Wir erinnern an die frither bewiesene Fouriersche Formel [II, 173]. Die Funktion
f(s) sei stetig und im Intervall 0 =s—< < absolut integrierbar. AuBlerdem mdoge jedes
endliche Teilintervall in endlich viele Intervalle zerlegbar sein, in denen die Funktion
f(s) monoton wichst oder fillt. Bilden wir die Funktion

fl(S)IVii j f(t) cos stdt,
]

80 konnen wir f(s) durch f(s) in folgender Weise ausdriicken:

f(s) =V§ f f1(t) cos st dt .
é
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Durch Addition der letzten beiden Beziehungen erhalten wir die Integralgleichung

8} +11(s) V f[f ) +£1(8)] cos st dt ,

d. h., fiir jede den Voraussetzungen geniigende Funktion f(s) ist die Funktion
o(8) =7(8) +f1(s) eine Eigenfunktion der Integralgleichung

o) =2 [ glt) cos st d, (432)
0

die zu dem charakteristischen Wert 1= ]/5/]/; gehort. Wahlen wir beispielsweise
f(8)=e"25(p=0), so ist

hisy=2> -2

T p?+4s?’
und wir erhalten fiir A= ]/2/ VTC be1 beliebiger Wahl des Parameters p =0 die unend-

lich vielen Losungen e—2$ +—

p2 5 der Integralgleichung (432).
65. Integralgleichungen mit unendlichem Integrationsintervall. Wir behandeln jetzt
die Integralgleichung

p(x)=f(x +fk —t) p(t) dt (433)

mit einem Kern, der nur von der Differenz x—¢ abhiangt. Wir setzen voraus,
dal die Funktionen k(x) und f(z) iiber dem Intervall (—eo, «) zu L; gehoren. Die
Losung soll ebenfalls in der Funktionenklasse L; liegen. F(a), @®(a) und K(a) seien
die Fouriertransformierten der Funktionen f(x), ¢(x) bzw. k(x) ohne Vorfaktor,
d. h. beispielsweise

K@)= [ k(z) 6o de..

Wir wenden auf die Integralgleichung (433) die Fouriertransformation an und
erhalten

D(a)=F(a) + K(z) D(a) . (434)
Aus dieser Gleichung folgt
D(a)=F(a) [l —K(a)]™2. (435)

Da @(a) eine stetige Funktion sein muB, ist fiir die Losbarkeit der Integralgleichung
(433) fiir beliebige f(s) aus L; die Bedingung
1-K(a)*0 (—ee<a< +eo) (436)
notwendig.
Die Bedingung (436) erweist sich fiir die Losbarkeit der Integralgleichung (433)

in der Klasse L; auch als hinreichend. Denn nach dem Satz von WieNEr (d. h.
der Eigenschaft 80in [62]) existiert in der Klasse L; eine Funktion k;(x) mit

[ —K(@)]1=1+ [ki(e)e i dz=1+EKu(a). (437
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Aus der Eigenschaft 40 in [62] iiber die Fouriertransformation der Faltung folgt
dann, daB (435) mit der Darstellung

#(@) =)+ [z —1) 1) dt (438)

gleichbedeutend ist, wobei die Funktion ¢(x) als Faltung zweier Funktionen aus L;
ebenfalls zu dieser Funktionenklasse gehért. Es sei noch erwihnt, daf die Losung
(438) der Integralgleichung (433) in der Klasse L; unter der Bedingung (436)
eindeutig bestimmt ist. Das folgt aus der Eigenschaft 60 in Abschnitt [62].

Nun betrachten wir die homogene Integralgleichung

#l2)= [ K1) o) dt (439)

und machen fiir ihre Losung den Ansatz ¢(x)=e%*. Setzen wir diese Funktion in
die Integralgleichung (439) ein, so erhalten wir nach einer Transformation der
Integrationsvariablen fiir ¢ die Gleichung

[ (s) e-asds =1 (440)

In dem bereits in [62] genannten Buch von TircEMARSH werden Bedingungen
angegeben, unter denen alle Losungen der Integralgleichung (439) Linearkombinatio-
nen der Funktionen 22e™”, p=0, 1, ..., ¢, — 1, sind, wobei a, die Wurzeln der Glei-
chung (440) und ¢, die zugehérigen Vielfachheiten bezeichnen. Es sei noch darauf
hingewiesen, dafl diese Losungen nicht zu L; gehéren. Deshalb miissen an den
Kern k(s) Voraussetzungen gestellt werden, die die Konvergenz der entsprechenden
Integrale garantieren.

66. Beispiele. Zur Verdeutlichung des oben Gesagten behandeln wir jetzt zwei Beispiele,
bei deren Losung wir uns wesentlich auf die Ergebnisse des vorigen Abschnitts stiitzen
werden.

1. In der Integralgleichung (433) sei

Aoz fiir =0,

f(w) =e~i=l und k("‘):{o fir z>0.

Sie hat demnach jetzt die Gestalt
plx) =e~1Zl+ 1 fez—te(t) dt .
z

Die Fouriertransformierten von f(x) und k(x) sind

F(a) = bzw. K(a)=

1+o2 1 —ie”
Weiterhin benétigen wir
1—-1-ia

1 —ja

1 -K(a) =

Damit gilt K(a)+1, wenn A —1 weder eine rein imaginére Zahl noch gleich 0 ist. Die
Fouriertransformierte @(«) der Lésung (435) hat die Gestalt

5]

PG e ri-a



160 I. Integralgleichungen

so daf} die Lésung selbst

elxa
Pl = f (e —1) (a +1—ll)

lautet. Dieses Integral 148t sich leicht mit Hilfe der Residuentheorie berechnen, wobei
es notwendig ist, die Fiille x =0 und x <0 sowie Re (1 —1) >0 und <0 zu unterscheiden:

57 e~% fir =0,
o(x) = Re (1 —1)=0,

}e(l—l)x fir =0,

~z _ o(1-4) u =
pla) =] 2=z (TN fur ==0 g <o,

0 fiir =0,
Im Fall 4 =2 lautet die Losung @(x) = — 2xe~* fiir x >0 und ¢(x) =0 fir x =0.

2. Als zweites Beispiel untersuchen wir die Integralgleichung mit symmetrischem
Kern

p(x) =f(x) +4 [e~lz=tg(t) d¢, (441)
. . 22 . o
in der k(z) =4e~!#l und damit K(a) =T+ ist. Hieraus ergibt sich
a2 +1—24
LK@ ="rm

und folglich muf3 1 —24 eine von 0 verschiedene, nichtnegative Zahl sein.
Nach Formel (437) finden wir

K(o) 22
K(o) 1-24+0a2’

Ki(a) =7

so daf3

elIﬂ
k() = ] T—22+a29

ist. Wenden wir hierauf den Residuensatz an, wobei die Félle @ >0 und x <0 gesondert
behandelt werden miissen, so erhalten wir

A _ ez
k(@) = —= ;
¥1—24
der Realteil von Y1 —224 ist dabei positiv zu withlen. SchlieBlich ergibt sich fiir die
Lésung die Darstellung
A " etV
(x) =f(x) L re———— e f(t) de.
4 yi-21 J

Falls f(x) eine beschrinkte Funktion ist, ist auch ¢(z) beschrdnkt. Die zur Integralglei-
chung (441) gehdrende homogene Gleichung besitzt die Losung

#@) = 1oV 1+ O VT (17) (442)
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bzw.
1
p(x) =01 +Cax (l :5) . (443)

Damit beim Einsetzen von (442) bzw. (443) in die rechte Seite von (441) das Integral
existiert, ist notwendig, daB der Realteil der Wurzel ¥1 —24 im Intervall (—1, 1)

1
liegt bzw. (fiir A =§—) gleich 0ist. Im Fall 1 —2A4 <Oliefert die Formel (442) die beschrénk-

ten Losungen sin Y24 — 1 z und cos Y24 -1 2.

67. Halbunendliche Integrationsintervalle. Die Untersuchung einer Integralgleichung,
deren Kern nur von der Differenz der Argumente abhangt, ist im Fall eines halbunend-
lichen Intervalls (0, <) wesentlich schwieriger als im Fall des Intervalls ( — e, «).
Homogene Integralgleichungen solcher Art wurden von N. WIENER und E. Hopr
(Sitzungsber. Preufl. Akad. 1931) und allgemeine Integralgleichungen mit symmetri-
schen Kernen, d.h. unter der Voraussetzung k(s—t)==~k(t—s), von W.A. Fock
(Mat. Sbornik 14 (1944)) untersucht. In der Arbeit von I. M. Rarororr (Doklady
AN SSSR 59, Nr. 8 (1948)) wird ein Zusammenhang zwischen dieser Klasse von Inte-
gralgleichungen und dem Hilbertschen Randwertproblem hergestellt. Wir folgen der
Methode dieser Arbeit und beschréinken uns darauf, den Gang der Untersuchung
in grolen Ziigen anzugeben.
Wir betrachten hierzu die Integralgleichung .

o(x) =f(x) +6fwk(w —1t) p(t) dt. (444)

Die Funktion k(z) seiim Intervall — e <z <, die Funktion f(z) im Intervall 0 =z <«
vorgegeben. Die Aufgabe besteht darin, eine im Intervall 0 =z <« definierte Losung
@(x) aufzufinden. Wir setzen dabei voraus, dall die vorgegebenen Funktionen stetig
sind und daB die Produkte k(z) e~¢® und f(x)e—°% fiir eine gewisse reelle Zahl ¢
absolut integrierbar sind undinendlich vielen Teilintervallen, diedasIntervall — « <z <
bzw. 0 =z <« iiberdecken, jeweils monoton wachsen oder fallen.

Wir definieren die Funktion f(z) auch fiir « <0, indem wir dort f(x) =0 annehmen,
und suchen nun eine Funktion ¢(x), die im ganzen Intervall — « <z < der Integral-
gleichung (444) geniigt. Wir setzen noch voraus, daf3 die Funktion () e~¢% fiir — <
<z < « absolut integrierbar ist.

Damit wir den Faltungssatz fiir die zweiseitige Laplacetransformation anwenden
kénnen, mufl das Integrationsintervall die ganze Zahlengerade sein. Um dies zu errei-
chen, verfahren wir folgendermaflen. Wir fiihren die Funkticnen

_Jo fiir =0, d [ —px) fir z=0, 445
P+ = p(x) fir =<0 un (p_(x)_[O fir <0 (445)
ein.
Die Integralgleichung (444) 148t sich damit in der Gestalt
p+(@) —@-(x) =f(x) — [k(z—1) -(¢) ¢t (446)

schreiben. Wir bilden die zweiseitigen Laplacetransformierten [51]
DH(s) =La(g+),  P(s) =La(e-),  F(s)=La(f),  L(s) =La(k)

und nehmen dabei s =c¢ +7i an. Nach unseren Voraussetzungen iiber die absolute Kon-
vergenz der Integrale lassen sich diese Transformierten bilden, und nach (446) folgt

DH(s) =D~(s) =1(s) —L(s) D(3) (s =c +7i) . (447)
11 Smirnow IV/1
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Wenn wir beriicksichtigen, dafl f(x) =0 gilt fiir z <0, erhalten wir
P(s) = f e=saf(a) du;
0
dabei konvergiert das Integral auf der rechten Seite absolut, wenn der Realteil von s =
= ¢ +7ider Ungleichung Re s =¢ >cgeniigt; die Funktion F(s)ist rechts von der Geraden
¢ =c¢ reguldr und hat auf dieser Geraden stetige Grenzwerte [61]. Ganz analog dazu sind

wegen der vorausgesetzten absoluten Konvergenz des Integrals fe~¢*g(x) da die Inte-
grale —

Jes%p(x)de und [e5Tp_(x) dx

absolut konvergent, wenn o den Ungleichungen o =c¢ bzw. 0 =¢ geniigt. Damit kann
man bestitigen, dall die Funktion @+(s) in der Halbebene Re s =0 <¢ und die Funktion
@-(s) in der Halbebene Re s = ¢ >¢ regulér ist und dal} beide Funktionen auf der Geraden
o =c stetige Grenzwerte haben. Auflerdem 1dBt sich zeigen, daf3 beide Funktionen in
den angegebenen Bereichen fiir |s| -« gegen 0 streben. Die Beziehung (447) verkniipft
die Randwerte der Funktionen @*(s) und @—(s) auf der Geraden o =c. Wenn man (447)
in der Gestalt

DH(s)=[1—L(s)] D(s) + F(s) (448)
schreibt, wird man auf das inhomogene Hilbertsche Problem gefiihrt [68]. Von der
dortigen Bedingung (384) unterscheidet sich die Bedingung (448) nur dadurch, daf} an
Stelle der geschlossenen Kurve L, die den Koordinatenursprung im Inneren und den
unendlich fernen Punkt im AuBengebiet enthélt, jetzt die Gerade s=c +7i auftritt.
Dies fithrt zu gewissen Anderungen in den Formeln. An Stelle des Faktors v—% in (376)
steht jetzt der Faktor

s—o\7k
Py (e=<c, B=>c),
dessen Argument einen Zuwachsvon — 2kw erhélt, wenn die Gerade o =¢ von unten nach
oben durchlaufen wird. Der Ausdruck (376) hat jetzt die Gestalt

§—a

-k . 1 C+iee
o) =(5=5) T -2 mit k=g farg [1 - LN

dabei wird, wie auch im folgenden, 1 —L(c +7i) =0 vorausgesetzt. An Stelle der Be-
ziehungen (381) gilt jetzt

s —a\~¥
ol (s) =p(s), @5 (8) =(m) Py (s),

und an Stelle des Polynoms P(z) steht jetzt der Bruch so dall wir jetzt

(s)
(s—B)*’
den verallgemeinerten Liouvilleschen Satz auf eine iiberall auler im Punkt s =§ re-
guldre Funktion anzuwenden haben.

Wenn wir annehmen, daf3 die Funktionen L(c+7i) und F(c +7i) einer Lipschitz-
bedingung geniigen, konnen wir eine Losung des durch (448) charakterisierten Problems
angeben, die im Unendlichen verschwindet:

Ctieo
@o(s) f F(r)  Prals) _[@+(s) fiir Res=<c,
27 g (T) (T —9) de s —pB)k fols) = @—(s) fur Res=c. (449)
Dabei ist
r(s) fur Res<c,
() | 2 (5)

{p;(s) fir Res=c,
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Ctiee

1 T—-a\"% dr
(pJ (6‘) =exp E .f lOg {(m) [1 —L(T)]}T P

C—jeo

s —a\ "k 1 o T —o\F dt
i0=() g [ e (=) o)

und Pg_3(s) ist ein Polynom héchstens (& —1)-ten Grades mit willkiirlichen Koeffizien-
ten; fir £ =0 ist Pg_1(s) =0 zu setzen.

In Ubereinstimmung mit den Ergebnissen am Schlufl von [B8] erhalten wir drei
Falle.

Im Fall £ >0 hat das durch (448) charakterisierte Problem eine Lésung, die von k
willkiirlichen Konstanten abhiéngt.

Im Fall £ =0 hat das Problem genau eine Losung.

Im Fall k<0 mull das in (449) auftretende Integral im Punkt s =8 eine Nullstelle

s— a\-k
der Vielfachheit —# haben, die den Pol des in g;(s) eingehenden Faktors( a)

ausgleicht. Das fiihrt auf die notwendigen und hinreichenden Bedingungen s—p
C+ioe
f PO gee0 (m=0,1 k—1) (450)
——————dr = m=0,1, .. —k—
@5 (@) (z=p)™

fur die Losbarkeit des Problems. Wenn diese Bedingungen erfiillt sind, hat das Pro-
blem genau eine Ldsung.
Wenn wir mit Hilfe der Beziehung (449) die Funktion @—(s) bilden, finden wir nach
der Umkehrformel (323) fiir die Funktion ¢(x) im Fall z =0 den Ausdruck
g+ie

f esZP—(s) ds (o0=c,2=0). (451)

o—ie

1
p@) = —p-(2) = ~5—=
Es 148t sich zeigen, daf3 das Produkt ¢(x) e—¢% im Intervall 0 =x < « absolut integrier-
bar ist. Wenn man die Umkehrformel fiir die Funktion @+(s) aufschreibt, findet man g(x)
fiir x <O.

Wir formulieren nun das Ergebnis der Untersuchung. Es sei k der durch 2r geteilte
Zuwachs des Arguments von 1 —L(s), wenn s von ¢ —ie bis ¢ +iw lduft. Dann hat die
Integralgleichung (444) fiir £ >0 gerade k linear unabhingige Lisungen und fiir £ =0
genau eine Losung, die homogene Integralgleichung nur die Nullosung. Im Fall k <0 sind
die Bedingungen (450) notwendig und hinreichend fiir die Losbarkeit der Integral-
gleichung. Wenn sie erfillt sind, hat die Integralgleichung (444) genau eine Losung.

68. Beispiele. 1. Beispiel. Wir betrachten den symmetrischen Kern

k(z) =de-ll

mit dem reellen Parameter A. Fiir ¢ kénnen wir eine beliebige Zahl wihlen, die der
Ungleichung —1<c¢ <1 geniigt. Fiir die Funktion L(s) gilt

- 0
. 22
L(s) =24 f e~ 8Ze~Zdx + 1 f e~ STeZdx =T
0 -
folglich ist
s—Mh) (s —4
1 L) =52 (s = 4) (452)

(s—1)(s+1)
mit
Mo=+V1-21 (Re i1 =Re 1) .
11*
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Die GroBe k hdngt von 4 und von der Klasse der Losungen ab, die durch die Zahl ¢
charakterisiert wird. Wenn Re 4; <¢ und Re 23 <c gilt, ist £k =1; wenn Re 4; >c¢ und
Re A3 <c gilt, ist k£ =0; wenn schlieBlich Re 4; >¢ und Re Az >¢ gilt, ist k= — 1.

1. Es sei A<0. Fir jedes ¢ im Intervall ( —1, 1) ist £ =0, folglich 41 =1 und A2 = —1.
Die Randbedingungen (448) haben die Gestalt

sy 8= A) (5=2)
P = ern L@ (453)

Da der Xoeffizient (452) besonders einfach ist, kann man das durch (453) charakteri-
sierte Problem lésen, ohne Cauchysche Integrale zu benutzen. Offenbar gilt

).1 s+1
P === und g(9) = -
Die Bedingung (453) schreiben wir in der Gestalt
s—1 —Aa s—1
P Dt(s) — +1 D=(s) =i F(s) . (454)

s—1
Das Produkt ﬁF(s) kénnen wir leicht als Differenz der Form (370) darstellen,
1

wenn wir beriicksichtigen daB F(s) fir Re s >c regular ist:

:_1 o) - 1—1)F(}t1)_—;-(s—1)F(s).
§ 1

Folglich gilt [b8]

s=d2 _ (a—1) F(h)—(s—1) F(s)

s+1¢(8)_ s —M ’
woraus

(8 +1) [(h—1) F(h) —(s —1) F(s)]

O7(s) = (5 —71) (6 —72) (453)
folgt; die Losung der Integralgleichung

o(@) = (@) +1 [ e-l==tlg(t) dt (456)

0

hat fiir A <0 die Gestalt

T (1) P(s) = (hs —1) (s +1) F(h)
ds

! sz(
9@ = - (&) =5 f ¢ (s =) (s —22)

o—iw

1 .
2. Wirbetrachtenden Fall0 <A < undsetzen voraus, dafl cder Bedingung V1 -2i<e<

<1 geniigt. Es gilt 22 <4 <c und folglich k=1. Die auf der rechten Seite der Be-
ziehung (453) stehende Funktion hat in dem Bereich ¢ >c¢ moglicherweise einen einfa-
chen Pol fiir s =1 und strebt fiir [s| > gegen 0. Man verifiziert leicht, daf wir mit
einer willkiirlichen Konstante 4 den Ansatz

(s—%) (s =) __ _ A
zu machen haben. Wir finden
2 — HAa
T(s)m T gy 4D

(s—=4) (s —42) (8—41) (s —42)
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und die Lésung der Integralgleichung (456) ist fiir 0<,1<% und V1 —21<c<1:
c+ie o+ie

() f - s2—1 F(s) ds A f o s+1 d
X)) =—— T A~ T -_—_ e — " T .
P& =om (s —21) (5 — %) ami (5—A) (s—7a) 0
ol o=l
Der zweite Ausdruck auf der rechten Seite stellt die Losung der homogenen Integral-

gleichung dar. Wenn wir links von der Integrationsgeraden einen Halbkreis mit grofSem
Radius hinzufiigen, erhalten wir durch Anwendung des Jordanschen Lemmas und des
Residuensatzes die Losung der homogenen Integralgleichung in der Gestalt

1-24+1 ,— 1-21—-1

(po(m) =—-4 KTi eVl—W- z—4 V — G'VI_ZA z,
2V1-21 2¥1-24

1 I -
3. Essei 0<d<g und — V1 —24<c< +V1 —24 Fiir die sich ergebende engere Klasse

von Losungen gilt & =0. Das Losungsverfahren ist dasselbe wie im ersten Fall.

1 _
4. Es sei <A< und —l<ec=< —V¥1 —24. Die Klasse der Losungen ist noch enger

(k= —1). Das Losungsverfahren unterscheidet sich von dem im ersten Fall nur dadurch,
dafB3 jetzt in (455) der Ausdruck in eckigen Klammern fiir 8 =42 verschwinden muS8.
Daraus folgt fiir die Lésbarkeit der Integralgleichung (456) in der betrachteten Klasse
die notwendige und hinreichende Bedingung

(A —1) F(h) — (42 —1) F(%) =0. ' (457)

1
5. Esseil =5 und 0 <¢ <1 (k =1). Das Losungsverfahren ist dasselbe wie im zweiten
1
Fall. Die Losung der homogenen Integralgleichung 148t sich fir 4 >3 in der Form
sin »x

@o(z) = cos vx - —

1
darstellen; dabei ist »2 =24 —1. Fiir l=§ hat die homogene Integralgleichung die
Loésung

po(x) =14x.

1 s .
6. Es sei Zzé- und —1<c¢=<0 (k= —1). Das Losungsverfahren ist dasselbe wie im

Fall 4. Wenn die Bedingung (457) erfiillt ist, verschwindet die (eindeutig bestimmte)
Lésung im Unendlichen. Es 1468t sich zeigen, da diese Bedingung der Bedingung

f (cos v —i—SiT;E) f(x) dx =0 (}. >%)

0

bzw.
- 1
f (1 +x) f(x) de =0 (A:E)
0

dquivalent ist.
2. Beispiel. Jetzt behandeln wir die homogene Integralgleichung mit dem Kern

1 - et
=

|zl
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(Milnesche Integralgleichung). Die Funktion K(x) wird fiir x =0 von der Ordnung log x
unendlich. Trotzdem ist die vorhergehende Methode anwendbar. Die Funktion L(s)
lautet jetzt

- - 0 o
N 1 . v At 1 N a—t
L(s) = f esz [ ]dx:—z— j es” [J ert] da +§ I esx [ ftt dt] dx
le 0 z o -

Das iterierte Integral im ersten Summanden kann man in ein Doppelintegral iiber den
durch die Ungleichung ¢ =x bestimmten Teilbereich des ersten Quadranten der z, ¢-
Ebene umwandeln. Andern wir die Integrationsreihenfolge, so kénnen wir den ersten
Summanden in der Gestalt

o t o
1 et 1 e(s—-1)t _e—t
p— —_ z —_——
5 [ . fes da dt—2 f — dt
0 0

schreiben.
Dieses Integral 140t sich beispielsweise durch Differentiation nach dem Parameter s
berechnen. Wir erhalten auf diese Weise

1 me(s*l)t—e*‘d i
%.{f"=—§§0g( -s),
0

wobei wir annehmen, daf} der Realteil von s kleiner als 1 ist. Ebenso lift sich auch der
zweite Summand in dem Ausdruck fiir L(s) ausrechnen, so daf} sich schlieSlich

1+s

- (s=0+ir; —1<o0=<1)

L(s) =3 lo
ergibt; dabei ist derjenige Wert des Logarithmus zu nehmen, der fiir s =0 verschwindet.
Aus der Potenzreihenentwicklung des Logarithmus erkennen wir, dal} die Gleichung

1+s
% log1 =0

die Doppelwurzel s =0 besitzt.

Es 148t sich zeigen, daf3 die letzte Gleichung keine weitere Losung hat, deren Real-
teil im Intervall ( —1, 1) liegt.

Fiir 0 <¢ =<1 wird

ot 1= Lo RSNy
or |28 “2" BT 5 [emi

und wir konnen die Lésung nach (449) und (451) bestimmen, wenn wir F(s) =0 setzen.

Die Darstellung der letzten beiden Abschnitte stammt von J. I. TSCHERSKI.

69. Halbunendliche Integrationsintervalle (Fortsetzung). Unter ganz allgemeinen Vor-
aussetzungen wurden Integralgleichungen der Form (444) ausfiihrlich in der Arbeit
von M. G. KrEiN (Uspechi mat. nauk 18, 5 (1958)) untersucht. Systeme solcher Inte-
gralgleichungen haben I.Z. GoceEBErG und M. G. KREIN in mehreren gemeinsamen
Arbeiten behandelt. In diesem Abschnitt wollen wir kurz die Ergebnisse der Arbeit
von M. G. KREIN vorstellen.

Im folgenden werden wir oft Klassen von Funktionen benutzen, die sich durch
Fouriertransformierte von Funktionen aus Li( — =, =), L;i(0, <) und Li( — =, 0) dar-
stellen lassen. Um die Schreibweise etwas abzukiirzen, verwenden wir fiir diese drei
Funktionenklassen die Symbole L, Ly bzw. L_. Mit R, B1 und R_ bezeichnen wir die
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Klassen derjenigen Funktionen, die in der Form

F(l) =c+ [ f(z)eiiz da,

oo 0
F1(A) =c + [ fr(z) el dx bzw. Fa(d)=c+ [ fa(x) eliz dx
0 —oo

darstellbar sind, wobei f(z), fi(z) und fa(x) Funktionen aus L, L; bzw. L_ sind und ¢
eine Konstante ist, die natiirlich fiir verschiedene Funktionen verschieden sein kann.
Die Funktionen aus R+ lassen sich zu im Gebiet Tm 4 >0 regulédren Funktionen fort-
setzen, die auf der reellen Achse stetige Grenzwerte besitzen; eine analoge Aussage
gilt fiir R_.

Wichtig fiir das Folgende ist der

Satz von WIENER und LEvy. Es sei Fo(z) eine in einem gewissen Gebiet D der
komplexen Ebene oder einer Riemannschen Fliche regulire Funktion und F() eine solche
Funktion aus R, daf die Kurve 2 =F(1) (— = =4=) in D liegt. Dann ist auch Fo[F(1)]
aus R.

Der Satz von WIENER aus Abschnitt [62] ist ein Spezialfall dieses Satzes fiir Fo(z) =21,

Im folgenden benstigen wir den Begriff des Index einer stetigen gerichteten Kurve
in der komplexen Ebene. Der Index ist der durch 2w dividierte Zuwachs des Argumentes
beim Durchlaufen dieser Kurve und stets eine ganze Zahl. Besitzt die Kurve die Dar-
stellung

E=o() (—==l=«),

wobei @(1), eine stetige, von 0 verschiedene Funktion ist, fiir die @(«) =P( — «) gilt,
so stellen wir den Index dieser Kurve (oder der Funktion &(4)) in der Form

1
ind @ =9m [arg ®(1)]7.

dar.
Im Fall Fo(2) =lg z ergibt sich aus dem Satz von WIENER und LEvy der folgende

Satz. Es sei g(x) aus L, und die Fouriertransformierte G(1) von g(x) geniige den Bedin-
gungen
1-GA)+0 (—w=<d=<w) sowie ind [1 —-G(A)]=0.

Dann existiert eine solche Funktion I(t) aus L, fir die
Ig [1 —G(A)] = [It) el dt

gult.

Aus dieser Darstellung folgt unmittelbar die Konvergenz von lg [1 —G(4)] -0 fiir
Aot

Im weiteren werden wir hiufig eine Faktorisierung von im Intervall — « =1 = « stetigen
Funktionen w(4) aus der Klasse Rim Fall ¢ =1 benétigen. Darunter verstehen wir die
Darstellung von o(A) als Produkt der Gestalt

A—i\k
o(A) =w+(4) (ﬁ) 0 (1)  (—e=i=e), (458)

wobei w;(4) und w-(4) regulidre Funktionen in den Halbebenen Im >0 bzw.ImA1<0
sind, die auf der reellen Achse stetige Grenzwerte haben. Aulerdem sollen w;(4) und
w-(A) den Bedingungen

w(A)+0 fir Tmid=0 und o ()0 fur ImAi=0
geniigen.
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Aus der Darstellung (458) ergibt sich leicht & =ind w(4). Die Faktorisierung (458)
hei3t im Fall £ =0 kanonisch.
Von jetzt an betrachten wir nur noch Funktionen der Gestalt

(i) =1-G(4), (459)
wobei G(4) die Fouriertransformierte einer Funktion aus L ist, so dall o(+ <) =1 gilt.
Wir kénnen damit annehmen, daf3

wi(Feo)=0w_(Fe=)=1
ist.

Wir kommen nun zu den grundlegenden Resultaten, die das soeben skizzierte Pro-
blem der Faktorisierung betreffen.

Notwendig und hinreichend dafiir, da die Funktion (459) eine kanonische Faktori-
sierung erlaubt, sind die beiden Bedingungen

W(A) 0 (—eo=A=+4 ) und ind w(4) =0. (460)
Die kanonische Faktorisierung ist dann sogar eindeutig bestimmt. AuBerdem existiert,
falls die Bedingungen (460) erfiillt sind, eine Funktion M(¢) aus L; mit

o(2) =exp f M(t) elat di (461)
und
o 0
w(A) =exp [ M(t) eldt dt, w_(A) =exp [ M(t) ei¥dz, (462)
0 —

wobei exp a =e* bedeutet. Aus diesen Darstellungen folgt w(4)€R und wi(d)€R,.
Die Faktoren in der kanonischen Faktorisierung lassen sich auch aus den Bezie-
hungen '

=3

] 1 * g w(u)
g wi(d) =9 =i du (Im i=0), (463)
—1 (g o(p)
Ig 0-(4) =5 fi—_‘z‘— g (Im A<0) (464)
bestimmen.

Im Fall der allgemeinen Faktorisierung gilt der Satz: Notwendig und hinreichend
dafiir, daf3 die Funktion (459) die Faktorisierung (458) erlaubt, ist die Bedingung

0A) #0  (—emAise).
Die Gleichung (458) kann dann in der Gestalt

A—i\-F
(m) o(A) =w-(4) wi(d) (—e=1=)

geschrieben werden, und das ist die kanonische Faktorisierung der Funktion
A—i\"%
(01(}.) :(m) (U(ﬂ.) .
Folglich gelten fiir die Faktoren w.(4) die Formeln (461) bis (464), wenn in ihnen (1)

durch wi1(4) ersetzt wird.
Wir behandeln jetzt die Integralgleichung (444)

() =1(0) +07 K(t —s) g(s) ds (444y)



69. Halbunendliche Integrationsintervalle (Fortsetzung) 169

mit einem Kern k(¢) aus L. Die Fouriertransformierte des Kerns sei
K(A) =[k(t) elrt d¢ .
0

Bevor wir zur Formulierung der Sétze iiber die Lésungen der Integralgleichung
(444) kommen, wollen wir einige Funktionenrdume aufzihlen, deren Elemente im
Intervall (0, «) definiert sind und die im folgenden eine Rolle spielen werden: die
Réume Lj und Ly, der Raum M der meBbaren beschrinkten Funktionen, der Raum C
der in 0 =z = « stetigen Funktionen und der Raum €’ derjenigen Funktionen aus C,
fir die f(=) =0 gilt. Mit dem Buchstaben & bezeichnen wir irgendeinen dieser Réume.
Alle auftretenden Funktionen betrachten wir als komplexwertig. In den unten angegebe-
nen Resultaten, die das Symbol 8 enthalten, kénnte & auch noch einige andere Funk-
tionenrdume bedeuten. Wir formulieren nun die grundlegenden Sétze tuber die Lésun-
gen der Integralgleichung (444).

Satz 1. Die Bedingungen
1 —K()*0 fir —e=i=s+e (465)

und

v=—ind [1 - K(1)]=0 (466)
sind notwendig und hinreichend dafiir, daf die Integralgleichung (444) bei beliebigem
f(x) aus & genau eine einzige Lisung aus & hLat.

Satz 2. Ist die Bedingung (465) erfillt, so ist die Ungleichung v =0 eine notwendige
und hinreichende Bedingung dafur, daff die homogene Integralgleichung

o(t) =fk(t —s) g(s) ds (467)

in irgendeinem der Rdume & von 0 verschiedene Lésungen hat.

Diese Lisungen sind in allen Riumen 8 dieselben. Die Menge aller Lisungen besitzt
eine Basis, die aus v Funktionen @i(zx) (k=0, 1, ..., v —1) besteht. Die Funktionen @i(x)
streben fur x - gegen 0, und zwischen thnen bestehen die folgenden Beziehungen:

t
@i(t) =of @i+1(s) ds (k=0,1,..,v—=2),

t
Pv-1(¢) =0f y(s)ds +e

mit ¢ =0 sowie pr(t) (£ =0, 1, ..., v —2) und y(t) aus L.

Satz 3. Ist die Bedingung (465) erfullt und v =0, so hat die Integralgleichung (444)
bet beliebigem f(x) aus & unendlich viele Lisungen aus 8.

Ist dagegen v <0, so hat bei gegebenem f(x) aus & die Integralgleichung (444) entweder
gar keine Ldsung aus &, oder sie hat genau eine Lésung. Damit der letzte Fall eintritt,
sind die folgenden Bedingungen notwendig und hinreichend:

Off(t) wi) dt=0  (k=0, 1, ..., v| —1).

Dabei bezeichnen die Funktionen wg(t) irgendeine Basis der Menge aller Lésungen der
transponterten homogenen Integralgleichung

oo

p(O) = ks =) p(s) ds

Als néchstes skizzieren wir, wie die Resolvente fiir die Lésung der Integralgleichung
(444;) bestimmt werden kann.
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1. Sind die Bedingungen (465), (466) erfiillt, so haben wir die eindeutige Faktorisie-
l'ung
[1— KA1 =0(4) o_(2)
mit
w+(A) =1+ [pi(t) elrt ds (4687)
0
und
o-(A) =14 [ y_(t) e-ist dt . (4682)
0
Die Resolvente ist dann durch die Beziehung

Wt 8) =y (1 =3) +y—(s —t) + Df yi (E=1) p- (s =r) dr (469)

(0 =t, 5 <o, p+(t) =0 und y_(t) =0 fiir £ <0)

definiert, so daB die Lésung der Integralgleichung mit der gegebenen Funktion f(¢)
aus & die Darstellung

o(t) =1(t) +0f}’(t, 8) f(s) ds
besitzt. Die Beziehung (469) kann auch in der Gestalt
Yt 8) =p(t =5, 0) +9(0, s —t) + [ p(t =7, 0) (0, s —7) dr (470)
0

geschrieben werden. Gilt insbesondere k(¢ —s) =k(s —t), so nimmt (470) die Gestalt

min(t,s)
}’(t’ S) =y([t _8\’) 0) + Of }}(t - O) ;}(8 ) 0) dr

an. Es sei auch noch erwihnt, daB3 y+(s) und y_(s) die eindeutig bestimmten Lésungen
der Integralgleichungen

Y4(8) + [ k(s —t) y+(t) dt =k(s) ,
0
. (0=s= + )
y—(s) +0fk(t —8) y_(¢) dt =k( —s)
sind.

2. Wir nehmen nun an, daf zwar die Bedingung (465) erfiillt ist, daf} jedoch v =
= —ind [1 — K(4)] >0 gilt. Dann erlaubt die Funktion (1 —K(4))-! die Faktorisierung

A-i\y
(1 —K(7))"L =G_(4) (ﬁ) Gi(l) (—w=i=w). (471)

Fiir die Funktionen w_(4) und w4(4), die durch die Gleichungen

2 —1i\v
w-(4) =G-(A) und (1) :(/l?) G+(4)
definiert sind, haben wir die Darstellungen (4681,2) und die Formel (469) fiir die Resol-
vente. Aullerdem gelten fiir [ =1, 2, ..., » die Darstellungen

il (4) f ) eiitd
RS A, 14
G-l . gu#) eit de,
0
wobei die g)(s) Lésungen der homogenen Integralgleichung (467) sind. Natiirlich lassen
sich durch diese Funktionen g;(s) auch die Lsungen ¢;(s) aus Satz 2 ausdriicken.
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3. Im Fall » = —ind [1 — K(4)] <0 besitzt die transponierte Integralgleichung
o(t) =1() +0f k(s —2) g(s) ds

den Index —w» >0. Stellt die Formel (471) die Faktorisierung der Funktion (1 — K(4))-!
dar, die der Integralgleichung (444) entspricht, so ist

[1—KM)] =0 (—4) o —4)

die zur transponierten Integralgleichung gehérende Faktorisierung, wobel w-(—2)
die Rolle von (1) und e+(—4) die von o_(4) iibernimmt.

In der am Anfang dieses Abschnitts zitierten Arbeit von M. G. KrREIN wird darauf
hingewiesen, dal3 die soeben beschriebenen Ergebnisse auch in dem Fall angewendet
werden konnen, wo der Kern k() die Eigenschaft hat, da} erst das Produkt e—"tk(¢)
bei entsprechender Wahl einer reellen Zahl 2 zu L gehort. Denn setzen wir

k() =e~Mk(), (1) =e~tig(t),  f(t) =e~Mtf(1),
so erhalten wir statt (444;) die Integralgleichung

#(5) =J(s) +0}° k(s —) 4(t) dt (444y)

auf die die oben angegebenen Resultate anwendbar sind. Dies fithrt uns auf die ent-
sprechenden Séatze fiir die Integralgleichung (444;).
Als Beispiel formulieren wir das Analogon des Satzes 1 fiir diesen Fall. Die Bedin-
gungen
1 - K(A+ih) #0, ind [1 — K(4 +ih)] =0 (—eo=l=o)

sind notwendig und hinreichend dafiir, daf} die Integralgleichung (444,) bei beliebigem
f(s) mit e~25f(s) € L genau eine Lésung @(s) mit e~?8gp(s)€ L hat.

Wir bemerken noch, daf3 die Resolvente (¢, s) der Integralgleichung (444;) durch
die Resolvente (¢, s) der Integralgleichung (4445) mit Hilfe der Beziehung

yalt, s) =er(t=9)j(t, 5)

ausgedriickt werden kann. Die Arbeit von M. G. KrEIN enthilt noch weitere Unter-
suchungen dieses Falles, insbesondere auch fiir die homogene Integralgleichung.
Abschlielend betrachten wir kurz einen Spezialfall der Integralgleichung (444,),
bei dem die Bedingungen (465) und (466) erfiillt sind und K(4) eine rationale Funktion
von A ist. Es 1d0t sich leicht ein Kern k(¢) aus L konstruieren, dessen Fouriertransfor-
mierte K(A) unseren Voraussetzungen geniigt. Es sei beispielsweise n der Grad des
Nennerpolynoms. Dann ist wegen K( + «) =0 der Grad des Zdhlers =n —1 und

(A—a1) (A—a2) ... (A—0ap)
1-K(A) = .
B == G=p) - =)
Auf Grund der Bedingungen (465) und (466) diirfen die Zahlen a; und 8 (k =1, ..., n)

nicht reell sein, und sowohl die Anzahl der Nullstellen als auch die Anzahl der Pol-
stellen des Bruches miissen in der oberen sowie in der unteren Halbebene gleich sein.

Es seien oy, 8; (j =1, ..., m) aus der unteren und a;, f; (j=m+1, ..., n) aus der oberen
Halbebene, und die o; (j =1, ..., m) seien voneinander verschieden. Dann gilt
m 2 —Bj mo A
o) = =14+> ——
+A) 7']:.111—%‘ 7";11—“9'
sowie

m .
P, 0) = —i > Aze %t
Jj=1
Ist der Kern k(t) symmetrisch, d. h., gilt k( —¢t) =k(¢}, so ist p(¢, 0) =»(0, t) und

L —i i(ay i . m —as(E—
y(t, §) =1 3 _j___l_e i(ayt+ays) [el(a]+al)mm(t,s) 1141 S Age a(t=s)
ji=1 0y +oy =l
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70. Problemstellung. Zunéchst wollen wir einige konkrete Probleme betrachten,
die den Gegenstand der Variationsrechnung beleuchten. Es sei ein inhomogenes
isotropes Medium gegeben. In jedem Punkt (z, y, z) dieses Mediums sei eine Ge-
schwindigkeit v(w, y, z) definiert, die nicht von der Richtung abhingt. Wir be-
stimmen die Zeit, in welcher ein Punkt, der sich mit dieser Geschwindigkeit bewegt,
eine gewisse Kurve [ beschreibt. Das Linienelement ds wird in der Zeit ds/v, die
ganze Kurve [ also in der Zeit

ds
Tzlf v(w, Y, 2) (1)

durchlaufen.

Wir variieren [, halten aber dabei die Endpunkte (o, %o, 20) und (21, ¥1, 21) von
! fest. Die GréBe 7' dndert sich dann in Abhingigkeit von I. In diesem Fall heift 7'
ein Funktional der Kurve l. Bei einer bestimmten Wahl von ! hat T einen bestimm-
ten Zahlenwert. In der geometrischen Optik wird folgendes Problem gestellt:
Bei festen Endpunkten (o, yo, 20) und (21, 41, z1) ist die Kurve I so zu bestimmen,
daB das Funktional T seinen kleinsten Wert hat. Wir nehmen an, daB sich !
mit z als Parameter darstellen 148t; ¥ und 2z sind dann Funktionen von z, und das
Integral (1) 1aBt sich in der Gestalt

Vit+y?4+27
= f o @)

schreiben, Wobe1 y’ und 2’ die ersten Ableitungen der Funktionen y und z sind.
Das Problem fiihrt auf die Bestimmung zweier Funktionen y(x) und z(z), fiir die
der Ausdruck (2) den kleinsten Wert annimmt und die den Randbedingungen

y(@o)=yo,  z(wo)=20,  Y(®1)=y1, z(r1)=2
geniigen.
Im ebenen Fall hat das Funktional (2) die Gestalt
[ W —
"Y1y
T= mrry (21)

Zo

die Aufgabe besteht jetzt darin, eine Funktion y(x) zu ermitteln, die das Funktional
(21) zu einem Minimum macht und den beiden Randbedingungen

y(xo)=yo,  yl@)=w
geniigt.
Wir betrachten jetzt ein Problem, bei dem: das Funktional ein mehrfaches Inte-
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gral ist. Gegeben sei eine geschlossene Raumkurve I, durch die eine Fliche mit
moglichst kleinem Flicheninhalt hindurchgelegt werden soll. Es sei 2 die Projektion
von ! auf die x, y-Ebene und B der von 1 begrenzte Bereich. Die Gleichung der
gesuchten Fliche moége sich in der Form z=z(z, y) schreiben lassen. Dann liBt
sich ibr Inhalt durch das Integral

S=[f Y1+ +23 dv dy (3)
B

ausdriicken, wobei z; und 2, die partiellen Ableitungen von z(z, y) nach « bzw. ¥
sind.

Fiir eine gewisse Fliche B hat die GroBe § einen festen Wert; S ist also ein
Funktional der Fliche B. Die Aufgabe besteht darin, eine Funktion z(z, y) zu
ermitteln, fiir die.S den kleinsten Wert annimmt. Die Randbedingung besteht in die-
sem Fall darin, daf} die gesuchte Funktion z auf der Kurve 4 gegebene Werte an-
nimmt. Diese miissen gleich den Ordinaten z der Punkte der Kurve [ sein, durch die
die Fliche gelegt werden soll.

Das Grundproblem.der Variationsrechnung besteht allgemein in der Ermitt-
lung der gréBten und kleinsten Werte von Funktionalen, die von Kurven oder
Fldchen abhingen und sich durch bestimmte Integrale ausdriicken lassen. Dieses
Problem ist das Analogon zu der Aufgabe der Differentialrechnung, die gréften
bzw. kleinsten Werte einer Funktion zu ermitteln. Bekanntlich hangt diese Auf-
gabe unmittelbar mit der Bestimmung der (relativen) Extrema der Funktion zu-
sammen, d. h. mit der Bestimmung derjenigen Werte der unabhingigen Veridnder-
lichen, fiir welche die Funktion im Vergleich zu allen hinreichend benachbarten
Werten einen gréf3ten oder kleinsten Wert annimmt. Ein analoger Zusammenhang
besteht bei dem Problem der Variationsrechnung. So suchen wir beispielsweise
im Fall des Funktionals (2) eine Kurve I, fiir die 7" einen Wert annimmt, der nicht
grofler ist als die entsprechenden Werte fiir alle hinreichend nahe bei I gelegenen
Kurven. Hat das Funktional fiir eine Kurve oder Fliache einen Wert, der nicht
kleiner (oder nicht gréfler) ist als fiir alle benachbarten Kurven oder Flichen,
so sagt man wieder, das Funktional habe fiir diese Kurve oder Fliche ein (relatives)
Extremum.

Im folgenden geben wir eine genaue Formulierung der Probleme und definieren
den Begriff der Nachbarschaft von Kurven bzw. Fldchen, die hier dieselbe Rolle
spielen wie die unabhingigen Verdnderlichen in der gewdhnlichen Differential-
rechnung. Zur Bestimmung der Werte von z, fiir welche die Funktion f(z) einen
Extremwert anniinmt, ist die Gleichung f'(x) =0 aufzulésen. In der Variations-
rechnung wird bewiesen, dafl die Kurve y=y(x) oder die Fliche z=z(, y), fiir
die ein Funktional einen Extremwert hat, einer Differentialgleichung geniigen
muf. Wir wollen zunichst diese Differentialgleichung bestimmen. Sie stellt eine
notwendige Bedingung fiir ein Extremum des Funktionals dar, genauso wie die
Gleichung f'(x)=0 eine notwendige Bedingung dafiir ist, dal die vorgegebene
Funktion f(z) an der Stelle x ein Extremum hat. Zur Herleitung der erwihnten
Differentialgleichung bendétigen wir zwei Hilfssitze, die wir im folgenden Abschnitt
beweisen.

71. Fundamentallemmata der Variationsrechnung. Lemma 1. Ist das Integral

ff(x) n(@) dz , )



174 II. Variationsrechnung

in dem f(x) eine feste, in einem Intervall [xo, x1] stetige Funktion bedeutet, fiir jede
Funktion n(x), die nebst ihrer ersten Ableitung im Intervall [xg, x1] stetig ist und in
den Endpunkten verschwindet, gleich 0, so ist f(x) im Intervall [xo, 1] identisch gleich O.

Wir fithren den Beweis indirekt. Es sei f(x) in einem Punkt #=¢ im Inneren des
Intervalls von O verschieden, etwa f(£)=>0. Infolge der Stetigkeit ist f(x) auch in
einem Teilintervall [£1, &] von [z, #1], das £ im Innern enthélt, positiv. Dann wahlen
wir die Funktion »(z) folgendermafien:

0 fir xy=a=§&,
77(95)2{ (x—£&1)2 (x—&)2 fir &LH=x=&, (5)
0 fiir bh=x=x.

Die Funktion n(x) erfiillt alle Voraussetzungen des Lemmas. Denn auf Grund
der Konstruktion ist n(zg) = n(z1) =0. Das Produkt (x —&;)2 (x — &2)2 und seine erste
Ableitung nach z verschwinden beide fiir x=§; und x=§;. AuBerhalb des Inter-
valls [&1, £o] ist n(x) identisch gleich O. Hieraus folgt die Stetigkeit der Funktion
n(z) und ihrer Ableitung im ganzen Intervall [z, 21]. Da n(x) aullerhalb von [&;, &2]
identisch verschwindet, 148t sich das Integral (4) in der Gestalt

fzf(x) (x—&1)2 (x —£2)? dx
<1

schreiben, woraus folgt, daf} es einen positiven Wert hat; denn der Integrand ist
im Inneren des Integrationsintervalls stetig und positiv. Nach Voraussetzung
sollte aber das Integral gleich O sein. Das ist ein Widerspruch; damit ist das Lemma
bewiesen.

Jetzt beweisen wir das entsprechende Lemma fiir Doppelintegrale.

Lemma 2. Ist das Integral
J 1 y) n(w, y) dz dy (6)

in dem f(x,y) eine feste, in einem Bereich B stetige Funktion bedeutet, fiir jede
Funktion n(x, y), die nebst ihren partiellen Ableitungen erster Ordnung in B stetig
ist und auf dem Rand 1 von B verschwindet, gleich 0, so ist f(x,y) in B identisch
gleich 0.

Angenommen, in einem Punkt (£, n) im Inneren von B wire die Funktion f(z, y)
positiv; dann ist sieauch in einem ganz im Inneren von B liegenden Kreis um (£, %)
vom Radius ¢ positiv. Die Funktion 7(z, y) wihlen wir jetzt folgendermalen:

(0 fir (z—&2+(y—n?=o?,
n(x,y)—{[(x_§)2+(y_,7)z_gz]z fir (z—&P+(y—m)?<e®.

Man sieht leicht, daB #(z, y) allen Voraussetzungen des Lemmas geniigt. Das Inte-
gral (6) reduziert sich auf dasIntegral einer stetigen positiven Funktion iiber die
angegebene Kreisfliche und ist deshalb positiv, was der Voraussetzung des Lemmas
widerspricht.

Bemerkung. Beide Lemmata bleiben auch dann richtig, wenn der Funktion 5
schirfere Bedingungen auferlegt werden. Wir kénnen beispielsweise fordern, daf}
sie stetige Ableitungen bis zu einer gewissen Ordnung n haben soll und daB sie
in den Randpunkten des Intervalls [xo, 1] bzw. im Fall des Integrals (6) auf der
Randkurve I zusammen mit ihren Ableitungen bis zur (n—1)-ten Ordnung ver-
schwindet. Der Beweis bleibt der gleiche wie zuvor, man braucht nur in (5) den
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Exponenten 2 durch n + 1 zu ersetzen. Das Lemma 18t sich auch fiir dreifache und
allgemein fiir n-fache Integrale beweisen.

Die folgenden beiden Lemmata sind von ganz anderer Art. Von ihrem Inhalt
her kénnten sie zu einem einzigen Hilfssatz zusammengefat werden, wir werden
sie aber getrennt behandeln, um eine gréfere Klarheit zu erreichen.

Lemma 3. Ist die Funktion g(x) im Intervall [z, ;] stetig und
Z
S 9@ (@) da=0 ™)

fiir jede Funktion n(x), die zusammen mit ihrer Ableitung in [xo, 1] stetig ist und der
Bedingung n(xg) = n(x1) =0 geniigt, so ist g(x) eine Konstante.

21
f g(x) dz und erhalten damit

Zo

Zum Beweis setzen wir ¢ =
X1 —&o

Xy

Jlgta)—c] dz=0. (8)
Die Funktion

x
() =xf [g(t) —c] dt
&y
geniigt den Bedingungen des Lemmas, so dafl nach Voraussetzung [ ¢g(x) [g(x) —c] dx =

Zo
=0gilt. Multiplizieren wir beide Seiten der Gleichung (8) mit ¢, so erhalten wir unter
k4]
Beachtung der letzten Beziehung f [g(x) —c¢]2 de=0, woraus g(x) =c folgt.
Zo
Lemma 4. Sind a(x) und b(x) im Intervall [xo, 1] stetig und gilt
2y
J [a(®) n(x) +b(x) 7'(2)] dv=0 9)
o
fiir jede Funktion n(x), die denselben Bedingungen wie in Lemma 3 geniigt, so besitzt
b(x) in [xg, x1] die stetige Ableitung b’(x)=a(x).

Z

Wir setzen A(x)= [ a(¢) d¢ und erhalten durch partielle Integration

N
fa(x) n(%) dw = —f A@) (@) d

Die Gleichung (9) kann damit in der Form
f[ A(x) +b(2)] 7' (x) dz =0

geschrieben werden. Nun 146t sich Lemma 3 anwenden, so daf sich
b(x) :xfxa(t) dt + const.

ergibt, d. h. b’(x) =a(x).
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72. Die Eulersehe Gleichung im einfachsten Fall. Wir betrachten das Funktional
Ty
J=[F(z,y,y)d=z, (10)
Zo

in dem F eine vorgegebene Funktion von drei Verdnderlichen ist. Diese Funktion
setzen wir nebst ihren partiellen Ableitungen bis zur zweiten Ordnung in einem
Bereich B der z, y-Ebene fiir beliebige Werte von y” als stetig voraus.

Das Funktional J hat einen bestimmten Zahlenwert, wenn wir die Funktion
y=1vy(x) oder, was dasselbe ist, die durch y=y(x) dargestellte Kurve so festlegen,
daf sie dem Bereich B angehdért.

Weiterhin setzen wir voraus, daBl die Werte der Funktion y{x) in den Endpunkten
des Integrationsintervalls vorgegeben sind:

y(%o) = yo, y(@1)=v1. , (11)

Von der gesuchten Funktion fordern wir, daf sie eine stetige erste Ableitung
besitzt. Die Klasse der im Intervall [xg, 21] stetig differenzierbaren Funktionen
bezeichnen wir mit C; (entsprechend bezeichnen wir die Klasse der Funktionen,
die n stetige Ableitungen besitzen, mit Cp). Im folgenden nehmen wir an, daf alle
vorkommenden Funktionen dieser Klasse angehoren.

Von allen méglichen Kurven y; (), dieim ganzen Intervall [y, #1] der Ungleichung
ly1(x) —y(x)| =& genligen, sagen wir, dal} sie in einer e-Umgebung der Kurve y=y(z)
liegen (zu dieser e-benachbart sind). Zuweilen fiigen wir noch die Bedingung
|y1(x) —y'(x)| =& hinzu, d. h., wir fordern, da nicht nur die Ordinaten, sondern
auch die Richtungskoeffizienten der Tangenten einander g-benachbart sind. Im
ersten Fall spricht man manchmal von einer e-Umgebung (e-Nachbarschaft)
nullter Ordnung, im zweiten Fall, bei dem zwei Ungleichungen zu erfiillen sind,
von einer e-Umgebung (e-Nachbarschaft) erster Ordnung.1)

Definition. Die Kurve y(z) liege im Inneren des Bereiches B, gehore der
Klasse €4 an und geniige der Bedingung (11). Man sagt, das Funktional J habe
fiir y(x) ein relatives Extremum, wenn sein Wert fiir y(x) nicht kleiner (oder nicht
groBer) ist als fiir beliebige andere Kurven aus €}, die sich in einer e-Nachbarschaft
von y(x) befinden und der Bedingung (11) geniigen.

Dieser Begriff des relativen Extremums entspricht vollig dem Begriff des Maxi-
mums und Minimums einer Funktion [I, 58]. Neben dem Begriff des relativen
Extremums kann man auch den des absoluten Extremums einfithren. Es sei eine
Klasse D von Funktionen y(x) gegeben, fiir die das Integral (10) einen Sinn hat.
Man sagt, das Funktional J nehme innerhalb der Klasse D fiir die Kurve y(x) ein
absolutes Extremum an, wenn sein Wert fiir y(x) nicht kleiner (oder nicht groBer)
ist als fiir alle anderen Kurven aus D.

Zunichst wollen wir uns mit relativen Extrema beschiftigen und nur am Schluf}
des Kapitels kurz auf absolute Extrema eingehen. Zur Abkiirzung nennen wir
ein relatives Extremum einfach ein Extremum. In den folgenden Abschnitten
betrachten wir auch Funktionale, die nicht von der Gestalt (10) sind. Auch hier
interessieren sowohl relative als auch absolute Extrema. Wir werden aber nicht
jedesmal besonders darauf hinweisen und uns zunichst nur mit relativen Extrema
beschéftigen.

1) In der deutschen Literatur spricht man, falls neben |yi(x) —y(x)| =e auch noch
ly1(®) —y'(2)| =7 gilt, von der engeren Nachbarschaft (¢, 7). (Anm. d. Red.)
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Wir leiten eine notwendige Bedingung her, welche die Funktion y(x) erfiillen
muB, wenn das Funktional J fiir y(x) ein Extremum haben soll. Es sei n(x) eine
beliebige Funktion, die in den Endpunkten des Integrationsintervalls verschwindet,
und wir bilden neben der Funktion y(x), die dem Funktional einem Extremwert
erteilen soll, die neue Funktion y(x) + an(z), in der « ein kleiner Parameter ist. Diese
neue Funktion erfiillt dieselben Randbedingungen wie y(x). Setzen wir sie in das
Funktional J ein, so stellt J eine Funktion des Parameters « dar:

J(a) =zf'F(x, y(@) +an(), ¥'(2) +ar’(2)) da . (12)

Bei beliebig vorgegebenem positivem ¢ befindet sich die Funktion y(z) +an(x) fiir
alle hinreichend kleinen Werte des Parameters « in einer e-Nachbarschaft (sogar
von erster Ordnung) der Kurve y(x). Erteilt also y(x) dem Funktional J einen Ex-
tremwert, so mul} die Funktion (12) fiir x=0 ein Extremum haben; folglich muf}
ihre Ableitung fiir « =0 verschwinden. Differenzieren wir unter dem Integralzeichen
und kennzeichnen die Ableitungen von F durch tiefgestellte Indizes, so erhalten wir

O = [ [Fylz, 3, ') 0(&) + o, g, ) o (2)] d=0.

In den Koeffizienten von 7(x) und #(z) steht fiir y(x) diejenige Funktion, die nach
Voraussetzung dem Funktional (10) einen Extremwert erteilt. Folglich sind diese
Koeffizienten stetige Funktionen von x. Nach Lemma 4 ist der Koeffizient von
7’(x) nach x differenzierbar. Durch partielle Integration ergibt sich

O =Fyni+ [ o |Fy- 57 Fr] de=o. (13)

Der erste Ausdruck auf der rechten Seite ist gleich 0, da 7(z) nach Voraussetzung
in den Endpunkten des Intervalls verschwindet; es gilt also

Zy
7 ' nl (1 nl —_
J(0) = [ (@) [ﬁy—di ﬁy,] dz=0.
Zo
Unter Benutzung von Lemma 1 finden wir, dafi die Funktion y(x), die dem Inte-
gral (10) einen Extremwert erteilen soll, der Differentialgleichung

d
Fy‘—'cg F,=0 (14)

geniigt. Setzen wir diese Funktion y(x) in die Funktion Fy(x, y, ¥’) ein, so besitzt
letztere, wie wir gesehen haben, eine stetige totale (vollstindige) Ableitung[I, 68]
nach z. Aber diese totale Differentiation kénnen wir nicht nach der iiblichen
Differentiationsregel

d

dz Fy =Fay + Fyyy’ + Fyyy” (15)

fiir zusammengesetzte Funktionen ausfiihren, da wir nicht die Existenz der steti-
gen Ableitung zweiter Ordnung y”’(x) vorausgesetzt haben. Im folgenden werden
wir jedoch zeigen, dal die Funktion y(x) zweimal stetig differenzierbar ist und
damit die Differentialgleichung (14) die Gestalt

Fyyy” +Fyyy' + Foy —Fy=0 (16)
12 Smirnow VI/1
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annimmt, wenn iiberall lings der zu untersuchenden Kurve y =y(x) die Ableitung
Fyy %0 ist. Die Gleichung (16) wurde von EULER aufgestellt und wird gew6hn-
lich die Eulersche Gleichung der Variationsrechnung genannt. Sie ist eine Diffe-
rentialgleichung zweiter Ordnung, so da8 ihr allgemeines Integral zwei willkiirliche
Konstanten enthélt, die durch die beiden Randbedingungen (11) festgelegt werden.

Das Produkt J'(0) «, das als Differential der Funktion J(a) fiir « =0 aufgefalt
werden kann, heillt die erste Variation des Funktionals (10) und wird mit éJ be-
zeichnet. Unter Beriicksichtigung von (13) kénnen wir schreiben:

2
~ d
67 =J'(0) a=[Fyoylss+ | (Fy—(g Fy)oyde  (Qy=an@).  (7)
Zo
Wir beweisen jetzt unter Verwendung der Voraussetzung Fy.+0 die Existenz

der stetigen Ableitung zweiter Ordnung y”(x). Die totale Ableitung, die in der
Gleichung (14) auftritt, ist offenbar der Grenzwert der Beziehung

Fy@+de,y+Ay, vy +4y) —Fy (2,9, %)
Y e v [ny]+ [Fyy]+ [Fyy]

fiir Ax-~0, wobei die eckigen Klammern bedeuten, dafl die entsprechenden Ab-
leitungen in diesen Klammern an gewissen Zwischenstellen zwischen (z, y, y’)
und (x+ 4z, y+ Ay, ¥y’ + 4y’) zu bilden sind. Es sei daran erinnert, dal wir die
Stetigkeit der Ableitungen zweiter Ordnung der Funktion F(z,y, y’) vorausge-
setzt haben. Somit strebt fiir 4x —~0 die linke Seite gegen die totale Ableitung von
F(z, y,y’) nach z. Die ersten beiden Summanden auf der rechten Seite haben
die Grenzwerte Fay(x, ¥, y’) bzw. ¥’ Fyy(x, y, '), und [Fy,] konvergiert gegen
Fyy(x, y, y'). Ist dieser letzte Ausdruck von O verschieden, dann existiert auch der

Grenzwert

d

Ay’ 3z Fv® 9 )= Fay @ 4, ') =y Fyy (@, 4, ¥')
Ax:y: Fyy(x:y,y)

der sich in denjenigen Abschnitten der Kurve y(x) als stetige Funktion von =z
erweist, in denen Fy-(x, y, y') +0 gilt. Ist Fy, =0 lediglich in einzelnen Punkten
der Kurve, so kann nur in diesen Punkten entweder 3’’ nicht existieren oder die
Stetigkeit von y’’ verletzt sein.

Setzen wir wieder voraus, dal die Funktion y(x) dem Integral (10) einen Ex-
tremwert erteilt, so erhalten wir fiir diese Funktion die Gleichung (14) oder (16),
d. h., diese Differentialgleichungen sind notwendige Kriterien fiir #(%), damit
das Integral (10) ein Extremum annimmt. Wie wir uns erinnern, wurde 3’(x)
als stetige Funktion vorausgesetzt. Im folgenden werden wir auch den Fall betrach-
ten, dafl y’(x) in einzelnen Punkten Unstetigkeitsstellen erster Art besitzt.

Die grundlegende Eulersche Gleichung (16) ist eine Differentialgleichung
zweiter Ordnung, und das Extremalproblem fiihrt uns zu der Aufgabe, eine Inte-
gralkurve dieser Gleichung zu ermitteln, die die beiden Punkte (o, yo) und (z1, y1)
mit voneinander verschiedenen Abszissen 29 und z; verbindet. Im Zusammenhang
damit fithren wir einen Satz von S. N. BERNSTEIN (aus dem Jahr 1912) an, der
sich auf die Gleichung (16) bezieht:

Es sei F(z, y, y’) eine fiir alle Werte der Argumente definierte Funktion, fiir die
F, F,, Fy in jedem Punkt (2, y) bei beliebigem y” stetig sind und fiir die eine
solche Konstante k>0 und in jedem endlichen Teil der z, y-Ebene beschrinkte

lim
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Funktionen «(z, y) =0, g(, y) =0 derart existieren, daf} bei beliebigen Argumenten
Fyx,y,y)=k und |F(z,y,y)|=alz, y)y2 -+, y)
gilt. Dann geht durch jezwei beliebige Punkte (9, %) und (1, ¥1) mit verschiedenen
Abszissen genau eine Integralkurve y(x) der Differentialgleichung
y'=F(,y,9). (18)
Den Beweis dieses Satzes findet man z. B.in dem Buch von N. 1. ACHIESER:
Vorlesungen iiber Variationsrechnung (russ.), Moskau 1955.

73. Ausdehnung der Ergebnisse auf mehrere gesuchte Funktionen und Ableitungen
hoherer Ordnung. Die Eulersche Gleichung a8t sich unter Voraussetzungen,
welche den oben angegebenen analog sind, auch dann leicht aufstellen, wenn
das Funktional von mehreren Funktionen abhingt, wie dies beispielsweise bei dem
Funktional (2) der Fall ist.

Zunichst beschrinken wir uns auf den Fall zweier Funktionen,
Ty
J=[F(z,y,y,22)dx. (19)
Zo

Wir bilden zwei Funktionen, die zu y(x) bzw. 2(z) benachbart sind, y(z)+an(z),
2(x) +oami(x); dabei bedeuten x(x) und 1 (x) willkiirliche Funktionen, die in den
Endpunkten des Intervalls verschwinden. Setzen wir sie in das Integral (19)
ein, so erhalten wir eine Funktion J(a, a1) von « und «3. Damit y(z) und z(x) das
Funktional (19) zu einem Extremum machen, ist notwendig, dal die partiellen
Ableitungen von J(a, #1) nach « und a; fiir @ =a; =0 verschwinden. Analog zu der
Rechnung im vorigen Abschnitt erhdlt man fiir die partiellen Ableitungen die
Ausdriicke

21
. : d
JA0,0) =(Fyy+ [ afa) (Fy-3 Fy) de,

Zo

. (20)
: d
Tul0, 0 =(Fomli+ [ mia) (Fomg, Fu)do.
Zo

Da die integralfreien Ausdriicke auf den rechten Seiten dieser Beziehungen ver-
schwinden, kénnen wir uns wie vorhin davon tiberzeugen, daff die Funktionen y(z)
und 2(z) notwendigerweise die beiden Differentialgleichungen zweiter Ordnung

d d
Fy—aFy’=0, Fz*d?Fz’=0 (21)
befriedigen miissen, wenn sie das Funktional (19) zu einem Extremum machen
sollen. AuBer diesen Differentialgleichungen sind noch die Randbedingungen
y(@o)=yo,  ylx1)=y1, =z(x0)=20, z(T1)=2

erfiillt, die zum Ausdruck bringen, daf die Endpunkte der gesuchten Raumkurve
fest sind.
Wegen (20) 1aBt sich die Variation des Integrals (19) in der Form
8J =J4(0, 0) a4 J4,(0, 0) 1 ‘ (22)

2
d d
=[Fydy + Fpé2]7: + f [(Fy -3z Fyr) oy + (F; —az sz) 6z] dx
Zo

(6y =an(x), dz2=ay3m(z)) ausdriicken.
12
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Fiir das Funktional

Zy
= [ F(@, y1, Y1, Y2, Y2, --> Y, Yn) 2, (23)
Zo
das von den n Funktionen yi(z), ..., y(x) abhingt, lassen sich die notwendigen

Bedingungen fiir ein Extremum durch das System der n Differentialgleichungen
zweiter Ordnung

Fyk—;—x Fy=0  (k=1,2,.,1n) (24)
ausdriicken; die Bedingungen dafiir, dal} die Endpunkte fest sind, lauten
y@o)=9",  wr) =y’  (k=1,2,..,n).
Die erste Variation des Funktionals (23) hat die Gestalt

Zy
n

n n Zy - d
- - , L p, 2
87 =3, Ju (0,0, ..., 0) ak—[kleykéyk]xo—ij 3 (Fu—gy Py oo (25)

(yr = ami()) -
Jetzt betrachten wir den Fall, dafl das Integral Ableitungen der gesuchten
Funktion von héherer als erster Ordnung enthélt,

Z1
J=[F(x,y,y,..,y") d. (26)
Zo

Wie oben bilden wir eine Nachbarfunktion y(x) +an(x), setzen sie in das Integral
(26) ein, differenzieren nach « und setzen a=0. Auf diese Weise erhalten wir

J/(0) = zfl[Fyn(x) By (@) oo+ F gy (@)] dz 27)

Wenn wir alle Suinmanden auf der rechten Seite auller dem ersten durch mehrmalige
partielle Integration umformen, erhalten wir

1
. ] d
/ F, ayn® () dw:[Fy(km("‘l’(w) — 3 Fyon®D(@)+ ... (28)
Zo
dr-1 A Qe .
S @[+ (08 [ 22 F o) do.

Lo
Xo

Wir setzen voraus, dafl die Funktion n(x) und ihre Ableitungen bis zur (» —1)-ten
Ordnungin den Endpunkten verschwinden. Dannfallen dieintegralfreien Ausdriicke
fort, und wir erhalten, wenn wir J’(0) gleich O setzen, die Gleichung

, - d
J(0) = j n(x) [Fy—(g Fy +..+(-1)

Zo

dn»

dan

Fym)] dz=0,

aus der auf Grund der Bemerkung zum Lemma 1 die Eulersche Gleichung
dr
dan
eine Differentialgleichung der Ordnung 2n, hervorgeht. Ihr allgemeines Integral
enthélt 2» willkiirliche Konstanten, zu deren Bestimmung wir noch 2n Randbedin-

d
Fy——- Fyt+ot (=1 F =0, (29)
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gungen vorgeben miissen. Im einfachsten Fall bestehen diese Randbedingungen
in der Vorgabe der Funktion und ihrer Ableitungen bis zur (n—1)-ten Ordnung
in den Endpunkten des Intervalls. Aus diesen Randbedingungen folgen gerade die
obigen Bedingungen fiir die Funktion #(x). Wir bemerken noch, daf wir alle Funk-
tionen, die in den vorhergehenden Formeln auftreten, als stetig annehmen. Von
der gesuchten Funktion y(z) fordern wir beispielsweise, daB sie zur Funktionen-
klasse Coy gehort, d. h. nebst ihren Ableitungen bis zur 2n-ten Ordnung stetig ist.

Bei der Betrachtung der Funktionale (23) und (26) gelangen wir zu den Differen-
tialgleichungen (24) bzw. (29), wenn wir im ersten Fall voraussetzen, daB} die Funk-
tionen yi(z) (k=1, 2, ..., n) stetige Ableitungen bis zur zweiten Ordnung besitzen,
und im zweiten Fall, daf y(x) mindestens 2n-mal stetig differenzierbar ist. Unter
gewissen Bedingungen kénnen diese Differenzierbarkeitseigenschaften auch nach-
gewiesen werden. So gilt fiir das Funktional (23) folgende Aussage: Erteilen die
Funktionen yi(x) (k=1, 2, ..., ) dem Funktional (23) einen Extremwert und ist
die Determinante |Fytyk| (i, k=1, 2, ..., n) auf den Kurven yi=yi(z) (k=1, 2, ..., n)

von O verschieden, dann besitzen die Funktionen y(z) stetige Ableitungen zweiter
Ordnung. Im Fall des Funktionals (26) fithrt uns das Verschwinden der ersten
Variation zu der Gleichung

Fy(.n)—ny(n_l)dx—}-fny(n_g)dxdx—}—...Jr(——l)" ff ijdxdx dz
Zo Zo To Lo To Zo
n

=Co+Ci(x—x)+... + Cpy (x —20)?1, (30)

in der Cy, C4, ..., Cy—q willkiirliche Konstanten sind. Das ergibt sich ndmlich aus
dem folgenden Hilfssatz (vgl. Lemma 3 [71]).

Hilfssatz. Gilt fiir die stetige Funktion M(x) und jede Funktion n(x), die bis
zur OQrdnung n stetig differenzierbar ist und den Bedingungen

(o) =7 (20) = ... = n®1)(29) =0,
77(1'1) = 7’],(131) =...= 17(”5—1)(_7;1) =0
geniigt, die Gleichung

x

S M) n() dz =0, 31)

so ist M(x) ein Polynom (n —1)-ten Grades.

Hat die Funktion y(x) stetige Ableitungen bis zur 2n-ten Ordnung, so kénnen
wir die Gleichung (30) n-mal differenzieren und erhalten die Differentialgleichung
(29). Ist auch die Funktion F nach allen ihren Argumenten (n+1)-mal stetig
differenzierbar, so lassen sich die entsprechenden totalen Ableitungen nach x
mit Hilfe der bekannten Differentiationsregel fiir zusammengesetzte Funktionen
(vgl. (15)) ermitteln.

74. Ausdehnung der Ergebnisse auf mehrfache Integrale. Wir leiten jetzt eine not-
wendige Bedingung dafiir her, daB ein mehrfaches Integral einen Extremwert
annimmt. Diese Bedingung wurde zum ersten Mal von M. W. OSTROGRADSKI
aufgestellt. Zu diesem Zweck betrachten wir das Doppelintegral

J=[f F(z, y, u, uz, uy) dr dy , (32)
B
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wobei wir mit u; und uy die partiellen Ableitungen der Funktion u(x, y) und mit
B einen endlichen Bereich der z, y-Ebene bezeichnen. Die Funktion F(zx, y, u, p, 9)
besitze stetige Ableitungen bis zur zweiten Ordnung, wenn sich der Punkt (z, y, )
innerhalb eines gewissen dreidimensionalen Bereichs @ befindet und sowohl p
als auch ¢ beliebig sind (p =ug, ¢ =wuy). Gesucht wird eine innerhalb von € liegende
Fliache u(x, y) mit dem Rand 4, deren eindeutige Projektion auf die z, y-Ebene
der Bereich B mit dem Rand [ sei und die das Funktional (32) zu einem Extremum
macht. Mit anderen Worten, wir suchen eine im Bereich B definierte Funktion
u(z, y), die dem Funktional einen Extremwert erteilt und auf dem Rand [ vor-
gegebene Werte annimmt. Wir setzen weiterhin voraus, dall «(z, y) in B stetige
Ableitungen bis zur zweiten Ordnung besitzt. Wie frither bilden wir eine Nachbar-
funktion wu(x, y)+an(z, y), wobei n(x, y) eine willkiirliche Funktion ist, die auf {
verschwindet. Setzen wir dies in das Integral (32) ein, differenzieren nach « und
getzen danach « =0, so erhalten wir den Ausdruck

8J =J4(0) a=a gf (Fun+ Fyyng + Fu,my) da dy

fiir die erste Variation des Funktionals. Unter Benutzung der bekannten Riemann-
schen Formell)

ff(” ‘9P)d dy = dex+Qdy

formen wir die letzten beiden Summanden in folgender Weise um:

ff (Fuxﬂz+Fu ny) dzdy

—ff[ (nFu,) + (nFuy)] dxdy—-ffn(a% F“a:"'%Fuy) dxzdy
_anuxdy 0Py, d — ff ( Fu,+ Fu)dxdy.

Somit gelangen wir zu folgendem Ausdruck fiir die erste Variation:
9 9
8J = f Su(Fy, dy — Fy, dz) + f f (Fu —35 Pu— 5 Fuy) sudedy  (33)
B

(61‘ = @“7(75: y)) .

Eine notwendige Bedingung fiir ein Extremum ist, daf} diese erste Variation ver-
schwindet. Da #n(z, y) auf [ verschwindet, muB das auf der rechten Seite von (33)
stehende Doppelintegral gleich 0 sein. Hieraus erhalten wir auf Grund von Lemma
2in [71] fiir die gesuchte Funktion u(z, y), die das Funktional (32) zum Extremum
machen soll, die Ostrogradskische Gleichung

9 7}

Fu—a Fu ~a Fuy=0 (34)

Z 3y
oder, ausfiihrlich geschrieben,

Fuzux’llxx +2Fuxuyuzy+Fuyuyuyy+Fuxuux+ Fuyu’dy +qux +Fyuy '—Fu =0 . (35)

1) Meist GauBscher Integralsatz genannt. — Anm. d. Red.
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Wir haben also eine partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung erhalten, die
im Innern des Bereichs B erfiillt sein muB. Die Randbedingung besteht, wie bereits
bemerkt wurde, darin, daB » auf der Randkurve ! vorgegeben ist.

Wenn das mehrfache Integral von mehreren Funktionen abhingt, ergibt sich
ein System von Differentialgleichungen. Im Fall eines dreifachen Integrals und
einer Funktion u(w, y, z), die von drei unabhingigen Verdnderlichen abhingt,
erhalten wir

7 0 9

Fu“% Fux—@ Fuy—a—z Fuz=0. (36)

Kommen unter dem Integralzeichen die Ableitungen der Funktion u(x, y) bis
zur n-ten Ordnung vor, so lautet die Ostrogradskische Gleichung

FulFp -2 5 + 7 al 37
u =g Tuz gy Fuy ¥ o Fusa+ 55 Fugy (37
92 o
+ g2 Py =t (=1 5o Fu, =0

Bei unseren Uberlegungen haben wir alle auftretenden Funktionen als stetig
vorausgesetzt. AuBerdem haben wir angenommen, dal die bei der Herleitung
der Beziehung (33) vorzunehmende partielle Integration moglich ist, was von dem
Verhalten der partiellen Ableitungen #; und %y in der Umgebung der Randkurve !
von Babhingt. Auf das Problem der Extrema von mehrfachen Integralen bei vor-
gegebenen Randbedingungenkommen wir spéiter nochmals von einem allgemeineren
Gesichtspunkt her zuriick.

SchlieBlich bemerken wir noch, daB man gewdéhnlich diejenigen Funktionen,

welche den Differentialgleichungen (29) bzw. (34) geniigen, genauer gesagt, ihre
geometrischen Bilder, Exiremalen des Problems nennt. Fiir einfache Integrale
sind dies Kurven, fiir Doppelintegrale Flichen. Da die Eulerschen und Ostrograd-
skischen Gleichungen nur notwendige Bedingungen fiir ein Extremum des zugehdri-
gen Funktionals sind, kénnen wir natiirlich nicht behaupten, dafl jede Extremale
das Funktional im Vergleich zu allen hinreichend benachbarten Kurven oder Fli-
chen zu einem Extremum macht. :
75. Bemerkungen, zu den Eulerschen und Ostrogradskischen Gleichungen. Zu-
ndchst betrachten wir Spezialfille der Eulerschen Gleichung (14). Wir setzen vor-
aus, daf} die Funktion F' die Verdnderliche y nicht enthalt Dann nimmt die Glei-
chung (14) die Gestalt

(E Fy’:O

an und hat offenbar das erste Integralv Fy =C. Enthdlt F die Verinderliche z
nicht explizit, so ist, wie man leicht sieht,

F—yF,=C - ' (38)
ein erstes Integral. Denn es gilt

’?

d . 4 7 ’7 4 ' <‘ " 4
iz (F—y'Fy)=Fyy +Fyy”’ —Fyy” —Fyyy?—Fyyy'y

=~y (Fyyy’' +Fyyy —Fy) .
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Da F die Verénderliche znicht explizit enthilt, ist der Faktor von —y’ gleich der
linken Seite der Eulerschen Gleichung, und da y diese Gleichung erfiillt, gilt
d ,
d_x (F_yFZI'):O)
d. h., (38) ist tatsidchlich ein Integral von (14).
Enthilt F die Ableitung y»’ nicht, so lautet die Eulersche Gleichung (14)

F?l(x; y):O,

d. h., sie ist keine Differentialgleichung, sondern eine gewdhnliche Gleichung.
Sie liefert uns eine oder mehrere Kurven, aber keine zweiparametrige Kurvenschar,
wie dies bei Differentialgleichungen der Fall ist. Die Randbedingungen kénnen
im allgemeinen nicht erfiillt werden.

Jetzt gehen wir auf einige Fille ein, in denen die Eulersche Gleichung identisch
erfiillt ist. Wir nehmen zunichst an, es sei ¥ = A(x, y) + B(x, y) ¥’, und die Bezie-
hung

24 0B
i T 0 (39)

sei identisch erfiillt. Dann 148t sich leicht verifizieren, daf die linke Seite der Diffe-
rentialgleichung (14) identisch verschwindet und das Integral (10) sich in der Form

J=[(Adx+ Bdy) (40)
i

schreiben 1dBt. Wegen (39) hingt dieses Integral nicht vom Integrationsweg ab,
d.h., es hat fiir jede Kurve [/, die die Punkte (xo, o) und (1, 1) verbindet, ein
und denselben Wert, was auch der Grund dafiir ist, daf} die Eulersche Gleichung
identisch erfiillt ist. Wie man leicht sieht, kann man im vorliegenden Fall

d
F(z,y,y") =37 G 9)

schreiben, wobei Gz, y) gleich dem Integral (40) mit variabler oberer Grenze ist.
In entsprechender Weise wird die Eulersche Gleichung (29) zu einer Identitit,

wenn der Integrand in (26) das beziiglich z gebildete totale Differential einer
Funktion ist, die von z, y, v/, ..., y®»-D abhingt:

d
Fx, 9,9, s y®) == G, 4, ¥, ooy y™ D)

Wir betrachten nun das Funktional (32) und setzen voraus, daf§ der Integrand
die Gestalt
o4 0B
% oy 1)

hat, wobei A und B Funktionen von z, ¥ und « sind; dabei wird » als Funktion
von z und y angesehen. Durch Einsetzen kann man unmittelbar nachpriifen, daf}
dann die Ostrogradskische Gleichung identisch erfiillt ist. Im Grunde genommen
geht dies daraus hervor, daf nach der Riemannschen Formel das Doppelintegral
iiber die Funktion (41) gleich dem Kurvenintegral

[(4 dy— Bdx)
l

F(ZIJ, Y, U, Ug, uy) =
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ist und somit der Wert des Doppelintegrals durch die Werte, welche die Funktion
u auf dem Rand? von B annimmt, vollstdndig bestimmt ist. Legen wir die Werte
von u auf [ fest, so hat das Doppelintegral beziiglich B bei jeder Wahl von u ein
und denselben Wert.

Einen Ausdruck der Gestalt (41) nennt man Divergenzausdruck. Fiigen wir
zum Integranden irgendeines Funktionals (32) einen solchen Divergenzausdruck
hinzu, so hat dies offenbar keinen Einflul} auf die Ostrogradskische Gleichung,
d. h., das neue Funktional hat dieselbe Ostrogradskische Gleichung wie das ur-
spriingliche. Dies liegt an der quasilinearen Gestalt von (34).

Wir haben gesehen, dafl die Ostrogradskische Gleichung identisch erfiillt ist,
wenn der Integrand in (32) ein Divergenzausdruck ist. Auch die Umkehrung 148t
sich beweisen.

Enthélt der Integrand F partielle Ableitungen von héherer als erster Ordnung,
so ist die Bedingung (41) ebenfalls notwendig und hinreichend dafiir, da die
Ostrogradskische Gleichung (37) eine Identitdt darstellt. In diesem Fall diirfen A
und B partielle Ableitungen von derselben Ordnung wie F enthalten. So ist bei-
spielsweise

F= UzzUyy — uiy = (ugUyy)s — (UzgUzy)y ,

und es 146t sich leicht verifizieren, daB hierfiir die Gleichung (37) fiir n=2 eine
Identitidt darstellt.

76. Beispiele. 1. Zunéchst wollen wir das Funktional (2;) speziell fir v(z, y) =l/g7unter-
suchen:
Tt ]/1—'2
J= / Y e (42)
Yy

Zu diesem Funktional fithrt das Problem der Brachystochrone: Unter allen Kurven,
welche zwel vorgegebene Punkte (xo, yo) und (1, y1) verbinden, soll diejenige gefunden
werden, auf der ein reibungsfrei gleitender Massepunkt unter der Wirkung der Schwer-
kraft den ganzen Weg in der kiirzesten Zeit durchléuft. Hierbei nimmmt man an, daf3
die y-Achse senkrecht nach unten gerichtet ist, d. h. die Richtung der Schwerkraft
besitzt. Im Funktional (42) enthélt der Integrand die Verénderliche x nicht explizit,
so dafl wir unmittelbar ein erstes Integral der Eulerschen Gleichung angeben kénnen:

}/1 +y'2 y’2 B 1
Yy Vy V1+y2 VC1

Zo

oder
— Cl _ y
” .

y'? (43)

Setzen wir
7’

C .
y=?1(1—cosu), d.h. y =71u’smu,

und substituieren wir diese Ausdriicke in (43), so erhalten wir die Beziehung
C
51 (1 —cos u) du = +da

und damit

C C
x=i—25(u—5inu)+02: y=71(1—-cosu).
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Hieraus ist ersichtlich, daB die Extremalen des Funktionals (42) Zykloiden sind. Die
Konstanten C; und Cz lassen sich durch die Vorgabe des Anfangs- und Endpunktes
bestimmen. Ist einer dieser Punkte der Koordinatenursprung, so hat man C2 =0 zu
setzen. Dann hat der Koordinatenursprung den Parameterwert « =0. Schlieflich sei
noch erwéhnt, daB das betrachtete Problem eine Singularitét besitzt, und zwar wird

d
fir =0, wie sich leicht nachpriifen 1a3t, y’ =d—y unendlich grof}, und der Nenner
X
des Integranden in (42) verschwindet dort. Fiithren wir in diesem Integral die Verénder-

liche u ein, so ist bei u =0 keine Singularitdt mehr vorhanden.
2. Es seien u und v Parameter, die die Lage eines Punktes auf einer Fliche bestim-
men, und
ds? =E(u, v) du? + 2F(u, v) du dv +@(u, v) do?
sei das Quadrat des Linienelementes auf dieser Fliche [II, 142].
Als geoditische Linien der Fliche bezeichnet man diejenigen Kurven, die dem Inte-
gral
uy _____
S YE +2Fv +Gv'2du (44)
Uo
ein Minimum erteilen. Das Integral (44)diefert die Lange der Kurve; dabei fassen wir v
auf der Kurve als Funktion von « auf. Die Eulersche Gleichung hat die Gestalt

1 Ep+ 2F " +Gp'2  d F+@v _
2 YE+2Fv vQv2  du VE 1 2Fy +Gv'?
Wir betrachten die Einheitskugel x =sinf cos ¢, y =sin 0 sin ¢, 2z =cos §., Dabei ist
ds? =d62? +sin? 6 dg?, und das Integral (44) lautet

61

SVl +¢2sin26d0,

0o
wenn ¢’ die Ableitung von ¢ nach 6 bedeutet. Der Integrand enthilt ¢ nicht explizit,
folglich ist

@ sin2 @
Vi +¢'2 sin2 @
ein erstes Integral der zugehdrigen Eulerschen Gleichung.
Setzen wir U1 =0, so erhalten wir die Losung ¢ =const. Die Meridiane der Kugel sind

also geodéatische Linien. Da die Pole willkiirlich gewé#hlt werden kénnen, sind offenbar
alle GroBkreise geoditische Linien.

G

3. Wir betrachten jetzt das Grundproblem der geometrischen Optik im Raum:
Zy }/m Zy

+y“+z P T

= _ = ’2 2
J . P dz f n(y, 2) V1 +y2+22dx, (45)
Zo

Zo

wobei die Geschwindigkeit v bzw. der Brechungsindex » =v~! von z unabhéngig sind.
Stellen wir fiir das Integral (45) die Eulerschen Gleichungen auf und lésen sie nach
¥ und 2" auf, so erhalten wir die Differentialgleichungen

ny”’ =ny(l +y’2 +2'2), n2’ =ny (1 +y'2 +2'2); (46)
ein erstes Integral lautet, wie man leicht verifiziert,
n=CV1+y2+22. (47)

Ist n auch von der Verinderlichen y unabhingig, so hat die erste Differentialgleichung
(46) die Gestalt y”" =0; es ist also y =Ciz +Cq, folglich ist jede Extremale eine ebene

Kurve, die in einer zur z-Achse parallelen Ebene liegt. Setzen wir v =7z, so erhalten
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wir das Problem der Brachystochrone im Raum, wobei die z-Achse in Richtung der
Schwerkraft verlduft.

Wir wéhlen nun n =21 und betrachten nur den Halbraum z >0. Setzen wir n =z-1
und y =Ciz +C; in (47) ein, so erhalten wir fiirr die Funktion z folgende Differential-
gleichung erster Ordnung mit getrennten Variablen:

Czdz
—_———— =d2x
V1 —(1+0C?) 022
hieraus ergibt sich
1

O O —Ca)2 g =
(x~C3)2 +CHx — C3)2 +7 ironce

. 1
Fiihren wir an Stelle von ¢ durch C?,:(—lm eine neue willkiirliche Konstante

€4 und an Stelle von Cz die Konstante C =Cs + C1C;3 ein, so wird wegen y =Cix +C3

— )2
e
und wir kénnen die vorhergehende Beziehung in der Gestalt
(¢ —C3)2 +(y —Cy)2 +22 =07 (48)
schreiben.

Somit sind die Extremalen des Integrals

xl;fl 2 2
+y'2 +2
J:f*y—dx
z
Zo

Halbkreise, und zwar die Schnittkurven der Kugeln (48), deren Mittelpunkte in der
Ebene z =0 liegen, mit den Ebenen y = C1z + U3, die auf der Ebene z =0 senkrecht stehen.

Man kann diesem Resultat eine interessante geometrische Deutung geben. Definie-
. ren wir im Halbraum 2z >0 ein Linienelement, d. h. eine Metrik, durch

ds _Vda? +dy? +d22
z

>

so driickt das Integral (45) in dieser Metrik die Bogenldnge aus. Da z im Nenner des
Integranden steht, wird die Lénge einer Kurve bei Annédherung an die Ebene z=0
unendlich gro@, d. h., diese Ebene ist in der Geometrie mit dieser neuen Metrik die
unendlich ferne Ebene.

Die angegebenen Halbkreise spielen in dieser Geometrie die Rolle der Geraden.
AuBer ihnen nennt man in dieser Geometrie auch diejenigen Halbgeraden Geraden,
die zur Ebene z =0 senkrecht verlaufen. Diese Halbgeraden sind ausgeartete Halbkreise.
Unter Ebenen versteht man Halbkugeln mit dem Mittelpunkt in der Ebene z=0
sowie Halbebenen, die zur Ebene z =0 senkrecht liegen. Bei diesen Definitionen sind
fiir die Punkte, Geraden und Ebenen in der neuen Geometrie, wie sich leicht verifi-
zieren 143t, alle Axiome der gewshnlichen euklidischen Geometrie au3er dem Parallelen-
axiom erfiillt. Wir haben alsoim Halbraumz >0 ein einfaches Modell der Lobatschewski-
schen Geometrie. Wir bemerken noch, dal wir bei den Geraden, die senkrecht zur Ebene
z =0 verlaufen, z nicht als unabhéngige Veridnderliche verwenden kénnen. Wenn wir
uns bei der Wahl der unabhingigen Verdnderlichen nicht festlegen wollen, miissen wir
die Gleichung der Extremalen in einer Parameterdarstellung z(¢), %(¢), 2(!) suchen.
Dann hat das Integral J die Gestalt .

i‘yz 7. .2

xf+yi+z

J=f’_:‘—‘dt.
to



188 II. Variationsrechnung

Im weiteren betrachten wir das grundlegende Problem der Variationsrechnung im
Fall der Parameterdarstellung. Dann sind die erwéhnten Halbgeraden ebenfalls Ex-
tremalen des Integrals J.

Im ebenen Fall hat das entsprechende Integral die Gestalt

M, 2]
Vda? +dy? V1+y2
J = f = f : dz;
A K Y

Zo

die Extremalen sind Kreise, deren Mittelpunkt auf der z-Achse liegt, oder Geraden,
die zur z-Achse senkrecht verlaufen. In der Halbebene y >0 spielen die entstehenden
Halbkreise und Halbgeraden die Rolle von Geraden; wir haben also ein Modell der ebenen
Lobatschewskischen Geometrie vor uns. Insbesondere geht durch zwei beliebige Punkte
Mo und M; der Halbebene y =0 eine und nur eine Extremale hindurch.

4. Unter den Kurven, die zwei Punkte My und M; der z, y-Ebene verbinden, wird
diejenige gesucht, die bei Rotation um die z-Achse eine Fldche mit dem kleinstmdglichen
Flacheninhalt beschreibt. Der Flacheninhalt einer Rotationsfliche 146t sich durch das
Integral [I, 106]

M, - zt -
S=27 [ yVda®+dy?=2nfyV1+y2dx
M, Zo

ausdriicken. Lassen wir den konstanten Faktor 27 unberiicksichtigt, so gelangen wir
zu einem Variationsproblem fiir das Integral

Ty -
J=fyV1l+y2de.
Zo

Im vorliegenden Fall enthélt der Integrand x nicht explizit, und wir erhalten nach
(38) als erstes Integral der Eulerschen Gleichung

T Yy
yVi+y2- — =
V14472 ’
woraus
Cid
Vy2 - C3
folgt.

Durch Integration finden wir
_ _ G
x—Ce=C1lg (y +Vy>—C2) —C1lg C1 oder y+Vy2—-C3=Cre O
und schlieB8lich

.’IJ—Cz x—C; C
=2e e €1 )=C r—te
y=7 (e ¢t +e C1)=Cjcosh G

Somit sind die Extremalen Kettenlinien, deren Symmetrieachsen parallel zur y-Achse
verlaufen [I, 178]. Es 140t sich zeigen, daf beimm vorliegenden Problem durch zwei
gegebene Punkte Mo und M; nicht immer eine und nur eine Extremale hindurchgeht.
Je nach der Lage dieser Punkte kann es zwei, eine oder gar keine Extremale geben.

Wie wir oben gesehen haben, sind die Kugelgro3kreise die geodétischen Linien der
Kugel. Liegen die Punkte Mo und M; der Kugeloberfldche nicht diametral zueinander,
so kann man sie durch zwei Kreisbogen eines und nur eines Groflkreises verbinden.
Liegen jedoch die Punkte My und M; diametral zueinander, so kann man sie durch
unendlich viele GroBkreishilften verbinden.

Die Eulersche Gleichung ist nur eine notwendige Bedingung fiir ein Extremum des
zugehorigen Funktionals; wir kénnen also nicht folgern, daf} eine gefundene Extremale




76. Beispielc 189

tatsdchlich dem Funktional einen Extremwert erteilt. Spater werden wir auch einige
hinreichende Bedingungen angeben. Bei den geodétischen Linien auf der Kugel hat
die Entfernung auf dem kleineren Bogen des Grofkreises durch die Punkte Mo und My
ein Minimum. Auf keiner Kurve der Kugelfldche, die die Punkte Mo und M; verbindet,
hat die Entfernung zwischen den Punkten Mo und M; ein Maximum; denn man kann
offenbar zu jeder Kurve auf der Kugel eine ihr beliebig benachbarte Kurve konstruieren,
die die Punkte Mound M; verbindet und eine groflere Linge besitzt.

5. Wir wollen das Variationsproblem des Integrals
J=fV1+u+uidzdy
B

betrachten.

Wie wir in [70] gesehen haben, fithrt die Aufgabe, durch eine vorgegebene Berandung
eine Fliche mit kleinstem Flicheninhalt hindurchzulegen, auf dieses Integral. Legen
wir durch die gegebene Berandung eine beliebige Fliache hindurch, so kénnen wir durch
die gleiche Berandung offenbar auch eine Fliche hindurchlegen, die der ersten beliebig
benachbart ist und einen gréieren Flicheninhalt besitzt; folglich kann das Variations-
problem nur auf einen Minimalwert fithren. Setzen wir den Integranden in die Gleichung
(34) ein, so erhalten wir die Differentialgleichung zweiter Ordnung

(1 +¢2) — 2spg +¢(1 +p%) =0 (49)
(P =uz, @ =uy, T =Uzz, § =Uzy, | =Uyy)

fur die gesuchten Minimalfldchen.
Wir erinnern daran, daf} die mittlere Kriimmung einer Flédche durch die Formel

1 (1 1)_EN—2FM+GL

BERY 2(EG — F?) (50

2 \Ry + Rs
definiert ist [II, 146], in der E, F,G und L, M, N die Koeffizienten der ersten bzw.
zweiten GauBschen Fundamentalform der Flidchentheorie sind. Falls die Flachenglei-
chung in expliziter Form gegeben ist, gilt [I1, 143]

E =1 +p2 F =pgq, G=1+¢,
7 8 t
R — F) M :: B} N e i ———

Vi+p?+¢? Vi+p2+gq? Vi+p2+gq2
Die Differentialgleichung (49) besagt dann, da die mittlere Krimmung in allen Punk-
ten der Minimalfliche verschwinden mu@l. Dieses Resultat haben wir bereits friher
durch Variation des Flichenelements erhalten [II, 151].

Die Gleichung (49), eine partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung mit zwei
unabhingigen Verdnderlichen, ist von demselben Typus wie die Laplacesche Differential-
gleichung. Wir zeigen, daf wir mit Hilfe analytischer Funktionen einer komplexen
Verdnderlichen die Lésungen der Differentialgleichung (49) gewinnen kénnen, und zwar
in derselben Weise, wie wir frither die Lésungen der Laplaceschen Differentialgleichung
erhalten haben [IIIf2,2]. Aus dem Ausdruck (50) folgt unmittelbar H =0 auf einer
Flidche, welche die Bedingungen E =G =M =0 erfiillt. Es sei r der Radiusvektor der
Fliache mit den Komponenten z, y, z. Dann lassen sich die vorliegenden Bedingungen
auch in der Gestalt [II,143] rZ=7r2=7r,, - m =0 ausdriicken, wobei m der Einheits-
vektor in Richtung der Fldchennormale ist. Diese Bedingungen sind sicher erfiillt, wenn
7 den Bedingungen r; =0, =0, r,, =0 geniigt.

Die ersten beiden dieser Beziehungen sind skalare Gleichungen, die dritte ist eine
Vektorgleichung. In Komponentenschreibweise lauten sie

0x\2 [dy\% [0z\? dr\?  (dy\?  (0z\2 )
(37) +(8_u) +(5J) =0 (aT;) +(aT;) +(a—v) =0, (51)

Pz 02y _ 0% -0
dudv  dudv dudv

(52)
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Die Beziehungen (51) sind offenbar nicht erfiillbar, wenn die Ableitungen der Koordi-
naten nach « und v reellwertig sind. Wir nehmen an, dal} die Koordinaten analytische
Funktionen der komplexen Verénderlichen » und » sind. Die Beziehungen (52) zeigen,
daB jede der Komponenten z, y, z als Summe einer Funktion von % und einer Funktion
von v dargestellt werden kann [II, 177],

z=g(u) +y1(v),  y=@2(u) +y2(v), 2 =g@s(u) +ysv), (53
3 3
wobei wegen (51) noch 3 ¢:%(u) =0, 2 pi}(v) =0 sein muf.
§=1 s=1

Wir setzen «w =g +0i. Damit die Fliache reell ist, nehmen wir an, dal} y,(v) Werte
besitzt, die zu den entsprechenden von @s(u) konjugiert komplex sind. Genauer gesagt,
wir setzen voraus, daf3 die Werte der Funktionen ys(v) fiir » =g — oi gleich den konjugiert
komplexen Werten der Funktionen gs(u) in den zu v konjugiert komplexen Punkten
u =p +0i sind. Die Ansétze (53) haben dann die Gestalt

z =2 Re ¢1(u), y =2 Re @a(u), z=2Re g3(u).
1
Ersetzen wir die Funktionen gs(u) durch ) @s(u), so konnen wir diese Formeln auch in
der Gestalt
z=Reg(u),  y=Reg,yu), z=Reg;u) (54)

schreiben; hierbei ist wieder die Bedingung

3
2 9w =0 (55)

zu erfiillen.

In der Parameterdarstellung (54) sind ¢ und o, d. h. der Real- und der Imaginir-
teil der komplexen Verdnderlichen w, reelle Parameter. Als unabhéngige komplexe
Verédnderliche kénnen wir eine der Funktionen ¢s;(x) nehmen. Beispielsweise konnen wir
t = p3(u) setzen und annehmen, daf die ersten beiden Funktionen komplexe Funktionen
der Verdnderlichen ¢ sind. Siesind dann durch die Beziehung ¢{2(¢) +¢4%(t) + 1 =0 ver-
kniipft. Wir sehen daher, da3 die Gesamtheit der Minimalflichen von einer analyti-
schen Funktion abhingt (Satz von WEIERsTRASS). So kénnen wir beispielsweise

xz =Re @i(t), y=Rei fV1+¢2()ds, z=Ret

schreiben, wobei ¢1(t) eine willkiirliche analytische Funktion der komplexen Verénder-
lichen ¢t bedeutet.
Man kann auch die symmetrisierte Schreibweise

1— 2
z=Rei [f(u) —uf ()~ f”(u)] ,

1 4 y2
y=Re [f(u) —uf’(u) +-+2*1L f”(“)] )
z=Rei[f(u) —uf"(u)]

benutzen mit einer willkiirlichen analytischen Funktion f(u). DaBl die Funktionen,
deren Realteile hier zu bilden sind, tatséichlich der Beziehung (55) geniigen, 1d8t sich
leicht zeigen.

6. SchlieBlich betrachten wir das Funktional
D(u) =Jf (uz +uj) dz dy , (56)
B
wobei B ein beschrinkter abgeschlossener Bereich der z, y-Ebene bedeutet. Nach
(34) lautet die Ostrogradskische Gleichung fiir dieses Funktional:

Uzz +Uyy =0,
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sie ist also die Laplacesche Differentialgleichung. Wir erwarten demnach, daf} eine
harmonische Funktion, die auf dem Rand I des Bereiches B vorgegebene Randwerte
annimmt, dem Funktional (56) einen kleineren Wert erteilt als alle anderen Funktio-
nen, die in dem abgeschlossenen Bereich B stetig sind, im Innern von B stetige partielle
Ableitungen erster Ordnung besitzen und auf I dieselben Randwerte annehmen wie die
harmonische Funktion. Wir haben aber keinen strengen Beweis fiir diese Aussage, denn
die Ostrogradskische Gleichung stellt nur eine notwendige Bedingung fiir einea Ex-
tremwert dar; auBerdem erinnern wir daran, daf3 wir bei der Herleitung dieser Gleichung
die Existenz von stetigen zweiten Ableitungen der gesuchten Funktion vorausgesetzt
haben. Jetzt nehmen wir an, B sei der Einheitskreis.

Wir wissen, daB bei beliebig auf dem Rand vorgegebenen stetigen Werten eine ein-
deutige harmonische Funktion » existiert, die das Dirichletsche Problem mit diesen
Randwerten 16st. Wir konnen aber nichts itber das Verhalten der ersten Ableitungen
dieser Funktion bei Annéherung an den Rand aussagen; folglich kénnen wir nicht be-
haupten, dafl das Funktional (56) fiir diese harmonische Funktion einen endlichen
Wert hat. Man kann in der Tat solche stetigen Randwerte vorgeben, dafl das Funktional
(56) fiir die zugehorige harmonische Funktion gleich « wird. Das heif3t genauer:
Wenn wir das Integral (56) iiber eine konzentrische Kreisfliche B, mit einem Radius
r <1 erstrecken, wichst es fiir » -1 unbeschriankt an. Es 148t sich zeigen, dafl dann das
Funktional (56) tiberhaupt fiir jede Funktion mit stetigen Ableitungen erster Ordnung,
die dieselben Randwerte hat, gleich - ist.

Allgemein gilt der folgende Satz: Wenn bei vorgegebenen Randwerten auf der Kurve 1
das Funktional (56) fir eine Funktion u einen endlichen Wert D(u) hat, dann hat es auch
fur die harmonische Funktion v mit denselben Randwerten einen endlichen Wert D(v); es

25t D(v) = D(u), und das Gleichheitszeichen gilt nur dann, wenn die Funktionen u und v
tdentisch sind.

Diesen Satz werden wir spéter vollstindig beweisen; an dieser Stelle wollen wir den
Beweis unter der zusitzlichen Voraussetzung fiihren, dafy die harmonische Funktion »
im Innern des Einheitskreises beschrinkte partielle Ableitungen erster Ordnung besitzt.
Dann ist das Integral (56) mit dieser Funktion offenbar endlich. Die Funktion u
kénnen wir in der Form u =v + ¢ darstellen, wobei ¢ auf dem Rand der Einheitskreis-
scheibe verschwindet und im Innern stetige Ableitungen erster Ordnung hat. Das
Funktional (56) fiir diese Funktion kann in der Gestalt

D(v +¢) =D(v) + D(¢) +2{;! (ve@z +vypy) dz dy (57)

geschrieben werden. Wenden wir die Greensche Formel auf das Doppelintegral im
letzten Summanden der rechten Seite iiber dem Kreis B, mit dem Radius r <1 und
der Randkurve C, an, so erhalten wir

v
ff (ve@z +vy@y) dxdy=—ff¢p.dvdxdy+ [(p%ds.
B, By Cy

Da v eine harmonisehe Funktion ist, verschwindet das Doppelintegral auf der rechten
Seite. In dem Kurvenintegral léngs der Kreislinie Cr mit r <1 strebt fiir » -1 die Funk-
tion @ gleichmiBig beziiglich des Winkels der Polarkoordinaten gegen 0. Bei diesem

0 .
Grenziibergang bleibt die Ableitung —3% beschrénkt, so dal das Kurvenintegral gegen

0 konvergiert. Damit strebt auch das Integral auf der linken Seite gegen 0, und die
Gleichung (57) kann in der Gestalt

D(v +¢) =D(v) + D(¢)
geschrieben werden. Offenbar ist D{p) =0, wobei das Gleichheitszeichen nur gelten kann,

wenn ¢ im Kreis B identisch verschwindet. Folglich ergibt sich in der Tat D(v) = D(w),
und das Gleichheitszeichen gilt nur dann, wenn % und v iibereinstimmen.
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77. Isoperimetrische Probleme. Wir erinnern an das Problem der relativen Extrem-
werte im Fall einer Funktion von mehreren Veridnderlichen [I, 167]. Ganz analog
dazu kann man auch in der Variationsrechnung nach den Extremwerten eines
Funktionals fragen fiir den Fall, daf die gesuchte Funktion gewisse Nebenbedin-
gungen erfiillen mufBl. Speziell betrachten wir das folgende Problem. Unter allen
Funktionen y(z), fiir die mit einem vorgegebenen Wert a die Nebenbedingung

Z
Ji=fG(z,y,y)drv=a (58)
Zo
erfiillt ist, soll diejenige bestimmt werden, die dem Integral
Zy
J=[F(z,y,y)dx (59)
Zo

einen Extremwert erteilt. Dieses Problem wird gewohnlich isoperimetrisches
Problem genannt. Die Benennung riihrt von einem der wichtigsten Probleme
dieses Typus her, ndmlich von dem Problem, diejenige geschlossene Kurve zu
ermitteln, die bei gegebener Linge a die Fliche groften Inhalts einschliet (den
Kreis). Unser Problem lafit sich auf das einfachste Problem der Variationsrech-
nung ohne Nebenbedingungen zuriickfiihren, denn es gilt der folgende

Satz von EULER. Erteilt die Funktion y(x) dem Integral (59) unter der Bedingung
(58) und den gewohnlichen Randbedingungen (11) einen Extremwert und ist y(x) keine
Euxtremale des Integrals in (58), so existiert eine Konstante A derart, daff y(x) eine
Extremale des Integrals

Z1
zf H(z,y,y') d= (60)
0

darstellt, wenn man H = F + G setzt.

Wir fiihren eine Nachbarfunktion

y(@) + o1 (2) + xana() (61)

von y(x) ein. Dabei sind «; und ap kleine Parameter und () sowie n2(x) Funktio-
nen, die in den Randpunkten des Integrationsintervalls verschwinden. Setzen wir
die Funktion (61) in das Integral (58) ein, so erhalten wir

1
J1(oa, a2) = [ G, y+arm +oome, ¥’ +arny +agnz) de .
Zo

Hieraus folgt durch die iibliche Umformung

21
" d
et j (Gy ~dz Gy,) 7 de (i=1,2).
Zo

Da y(x) keine Extremale des Integrals (58) ist, verschwindet die Differenz

dJy
da;

d . . . .
Gy—-— Gy nicht identisch im Intervall (xo, 1), man kann daher die Funktion
dx

72(x) so wihlen, dafl
Zy
d
f (Gy —(E Gy') n2 dx
Zo
von O verschieden ist.



717. Isoperimetrische Probleme 193

Wir wenden uns der Bedingung Jj(«1, ag) =@ zu. Sie ist fiir a; =ag=0 erfiillt,
da y(x) nach Voraussetzung eine Lésung unseres Problems ist. Wegen der Wahl
von 7g ist die partielle Ableitung von Ji(a1, ag) nach ag fiir @y =az=0 von 0 ver-
schieden. Somit bestimmt die Gleichung Ji(a1, ag) =a nach dem Satz iiber im-
plizite Funktionen [I, 159] den Parameter oy als Funktion von « fiir alle Werte
von «3, die hinreichend nahe bei 0 liegen, wobei fiir die Ableitung von az nach
a1 an der Stelle oy =0 offenbar

d Z d z d
o .
== (Gy—a Gy,) nldx/f (Gy—dfx Gy,) o dz =k (62)
Zo

Zo
gilt.
Setzen wir die Funktion (61) in das Integral (59) ein, differenzieren nach «; und
beachten, daf} az eine Funktion von «; ist, so erhalten wir

Z 2
d d
oo™ S (B Bo)mask [ (B By matn.
Zo Zo

Daraus und aus dem Ausdruck (62) fiir die Konstante k folgt mit

dJ
day

Z1 zy
d d
A= — f(Fy-—a Fy') ’I]gdx//f (Gy—a Gy') nzdx
Zo Zo
die Beziehung

Xy

81
dJ . d d
o= [ (B Fy) mdv+i [ (Gy—(g Gy,) m dz
Zo Zo
oder
47 A d d
oo J (P 2] il 60| s
Zo
Da y(x) dem Integral (59) unter der Bedingung (58) einen Extremwert erteilt,
muB g o =0 sein. Da n;(z) beliebig ist, ergibt sich nach dem Fundamentallemma
1 [ay=

hieraus die Differentialgleichung
d
Hy - d_x Hy' = 0

mit H=F+G, d. h. die Eulersche Gleichung des Integrals (60). Das allgemeine
Integral dieser Differentialgleichung enthilt drei willkiirliche Konstanten, und
zwar zwei Integrationskonstanten und A. Diese Konstanten miissen aus den beiden
Randbedingungen und der Bedingung (58) bestimmt werden.

Wir machen noch einige Bemerkungen zu dem erhaltenen Resultat. Bei der
Multiplikation des Integranden in (59) mit einer willkiirlichen Konstanten bleiben
die Extremalen dieses Integrals offenbar dieselben wie frither; wir kénnen infolge-
dessen die Funktion A mit zwei Konstanten 4; und 43 in der symmetrischen Form
H =11 F + 3G schreiben. Da F und G in dem Ausdruck fiir H symmetrisch auf-
treten, konnen wir sagen: Die Ermittlung der Extrema fiihrt fiir das Integral (59)
unter der Bedingung, dafl das Integral in (58) einen konstanten Wert hat, auf die-
13 Smirnow IV/1
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selben Extremalen wie fiir das Integral in (58) unter der Bedingung, daf3 das Inte-
gral (59) einen konstanten Wert hat. Hierin besteht das sogenannte Dualitdts-
prinzip in seiner einfachsten Form. Wir nehmen dabei an, dall die Konstanten 4;
und Az von O verschieden sind, d. h., wir schlielen diejenigen Kurven aus, welche
Extremalen des Integrals (58) bzw. (59) sind.

An Beispielen erkennt man den Sinn der beim Eulerschen Satz gemachten
Voraussetzung, dall y(x) keine Extremale des Integrals (58) sein soll. In einem
allgemeineren Fall lautet das isoperimetrische Problem folgendermaflen: Gesucht
sind diejenigen Funktionen y;(x) (é=1, 2, ..., n), die das Integral

E4
J:f F(.U, Y1, Y15 «oo5 Yn, y’;l) dx
Zo
unter den Nebenbedingungen
Xt
S Gs(z, y1, Y1, - Yn, Yn) dx =05 (s=1,2,..,p)
Zo

und den Randbedingungen
yil@o) =y yil=) =y (6=1,2,...,m)

zu einem Extremum machen.

Unter bestimmmten zusétzlichen Voraussetzungen, die gewihrleisten, daf} der
Satz iiber implizite Funktionen anwendbar ist, 148t sich beweisen, daf die Losun-
gen y;(x) des gestellten Problems Extremalen des Integrals

Zy
J H(z, y1, ?/i, v Yny Yn) d
Zo

P
sind; dabei ist H=F + D 2,G,, und die A; sind Konstante. Der Beweis it sich
s=1

analog zum orhergehenden Beweis fithren. Wir bemerken noch, dafl die Zahl p
der Nebenbedingungen auch gréer sein kann als die Zahl n der gesuchten Funk-
tionen.

78. Extrema mit Nebenbedingungen. Wir untersuchen nun Probleme mit Neben-
bedingungen, die eine andere Form als (58) haben. Wir beginnen mit einem einfa-
chen Beispiel. Gesucht sind zwei Funktionen y(x) und z(x), die dem Integral

Zy
J= [ F(z,y, vy, 2 2")dx (63)
Zo

einen Extremwert erteilen und die Gleichung
sowie die Randbedingungen
y(@o)=yo,  z(To)=20, Y(®)=y1, za1)=2
erfiillen; die Koordinaten 2, y;, 2; (i =1, 2) miissen dabei offenbar der Gleichung
(64) geniigen.
Geometrisch bedeutet dies, diejenigen Kurven zu ermitteln, welche auf der
Fliache (64) liegen und dem Integral (63) einen Extremwert erteilen. Man koénnte z

aus der Gleichung (64) als Funktion von z und y darstellen und diese Funktion in
das Integral (63) einsetzen; dann wiirde man zu dem einfachsten Problem der
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Variationsrechnung fiir eine einzige gesuchte Funktion y(x) ohne Nebenbedingun-
gen gelangen. Wir benutzen diese Bemerkung zur Herleitung einer Gleichung,
welcher die Funktionen y(z) und z(x) geniigen miissen, wenn sie das gestellte Pro-
blem losen sollen. Wir nehmen an, lings der Extremalen sei die partielle Ablei-
tung G, von 0 verschieden und die Gleichung (64) in der Form z = ¢(x, y) darstell-
bar. Setzen wir diesen Ausdruck in das Integral (63) ein, so erhilt es die Gestalt

Z
J:x{ Fz, 9,9, ¢, gz +@yy’) do . (65)

Die ebene Kurve I, die durch Projektion unserer Raumkurve auf die z, y-Ebene
entsteht, muB bei festen Endpunkten dem Integral (65) einen Extremwert erteilen;
folglich erfiillt sie die zu diesem Integral gehérige Eulersche Gleichung. Zur Auf-
stellung dieser Gleichung fithren wir einige Umformungen durch. Mit [#] bezeich-
nen wir den Integranden von (65). Diese Funktion hingt von z, y und ¥’ ab. Mit
I bezeichnen wir die frithere Funktion F(x, y, ¥’, 2, 2’), so dal wir [F] aus F durch
die Substitution z = ¢(x, y), 2’ = p; + ¢y’ erhalten. Es gilt
IF] , IF]
Ty‘:ﬁy+Fz<?y+FZ’(‘?’zy+‘Pyyy )s Fa
d J[F] d d ,
dz oy _dz vt oy Fy+F o (Qzy +@yyy’) -

sz"i‘Fz'(Py,

Die Eulersche Gleichung fiir das Integral (65) lautet
JLF] d 3[F]
oy Taw a7
oder nach den obigen Formeln

d d
Fy+ay (Fz—@ Fz,) -3 py=o0.

Aus (64) folgt durch Differentiation nach y die Beziehung ¢, = —@,/G,. Setzen wir
diesen Ausdruck in die vorhergehende Gleichung ein, so erhalten wir

G
Lings unserer Extremalen y =y(x) und z =z(z) ist der Quotient, der in der letzten
Gleichung auftritt, eine Funktion von z, die wir mit
d

G:
bezeichnen. Die letzten beiden Gleichungen fiihren uns zu Differentialgleichungen
fiir y(z) und z(z), in denen die Ableitung der Funktion A(x) nicht auftritt:

d
— Fy—[F,+A(x)G,]=0.

d
d—mFy’—[Fy‘l‘l(x)Gy]:O, Iz

Dies sind die notwendigen Bedingungen, denen die Funktionen y(x) und z(x)
geniigen miissen, damit sie dem Funktional (63) unter der Nebenbedingung (64)
einen Extremwert erteilen. Es ist leicht zu sehen, da man diese Gleichungen

13*
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auch mit F* =F 4 A(x) @ in der Gestalt
da . d . .
i Fr—-Fi=0, - Fi-Ff=0 (66)

schreiben kann. Die Extremalen unseres Problems sind also Extremalen des
Funktionals mit dem Integranden F* ohne Nebenbedingungen. Es sei noch erwihnt,
daB wir im vorliegenden Fall an Stelle eines konstanten Faktors 4, wie er beim
isoperimetrischen Problem auftritt, einen Faktor A(x) haben, der eine Funktion
von z ist. Eliminieren wiraus (64) und (66) die Funktion A(x) und eine der gesuchten
Funktionen, beispielsweise z, so erhalten wir eine Differentialgleichung zweiter
Ordnung fiir eine einzige Funktion y(z). Die beiden willkiirlichen Konstanten,
die bei ihrer Integration auftreten, sind aus den beiden Randbedingungen fiir y(z)
zu bestimmen.

Nebenbedingungen der Gestalt (64), die keine Ableitungen der gesuchten Funk-
tionen enthalten, werden gewdhnlich holonome Bedingungen genannt. Die oben
beschriebenen Zusammenhinge gelten auch fiir das Funktional (23), das von mehre-
ren Funktionen abhingt, mit nichtholonomen Bedingungen der Gestalt

Ga(“’: Y1, yi) cees Yny y"ll)=0 (8= 1’ 2, .y P) s (67)

d. h., unter bestimmten zusdtzlichen Voraussetzungen geniigen die Funktionen
yi, die dem Integral (23) unter den Bedingungen (67) einen Extremwert erteilen, den
Gleichungen

d

(EF;;—F;’k'=O (?::1, 2, cony n) (68)
mit
k ’ 7
F*=F + les(x) Gs(Z, Y15 YLy - Yns Y)- (69)
8=

Das Gleichungssystem (68) unterscheidet sich wesentlich von dem entsprechenden
Gleichungssystem im Fall holonomer Bedingungen. Da in (67) die Ableitungen
y; vorkommen, enthalten die Funktionen F7, auch die Funktionen s(z), und die

1]
Gleichungen (68) enthalten die Ableitungen der As(x) nach x. Damit stellen die
Gleichungen (67) und (68) ein System von n +p Differentialgleichungen fiir die
7+ p unbekannten Funktionen y; und As(x) dar, die in bezug auf die y; von zweiter
Ordnung und in bezug auf As(x) von erster Ordnung sind.
Wir fithren nun durch die Gleichungen

zi(x) :‘yi'(x) (z = 1’ 2: [A2) ’I’L) ' (70)

neue Funktionen z(x) in die Betrachtung ein. Die Gleichungen (67) stellen p holo-
nome Bedingungen fiir die Funktionen y; und z; dar, und die Gleichungen (68)
und (70) bilden ein System von 2» Differentialgleichungen erster Ordnung fiir
die 2n 4+ p Funktionen y;, z; und A;(x). Losen wir (67) nach p beliebigen der Funktio-
nen y; und z;aufund setzen die gefundenen Ausdriicke in die Differentialgleichungen
(68) und (70) ein, so erhalten wir 2» Differentialgleichungen erster Ordnung fiir 2n
der Funktionen y;, z; und 4s(x). Die aligemeine Losung dieses Differentialgleichungs-
systems enthilt 2n willkiirliche Konstanten, die aus 2n Randbedingungen zu be-
stimmen sind.

79. Beispiele. 1. Unter allen Kurven mit der festen Linge I, die zwei vorgegebene
Punkte 4 und B verbinden, soll diejenige bestimmt werden, die zusammen mit der
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Strecke 4B die Fliche grofiten Inhalts begrenzt. Wir legen die z-Achse durch die
Punkte A und B; es seien xp und x; die Abszissen dieser Punkte. Wir nehmen an, die
gesuchte Kurve y sei im Intervall [zg, 1] eine eindeutige Funktion von z. Unser Pro-
blem besteht darin, den gré8ten Wert des Integrals

f‘y dz (71)

Zo

unter der Nebenbedingung
r .
fV1+y2de =1 (72)
Zo

zu ermitteln. Das Integral (72) gibt die Linge der Kurve y(z) zwischen den Punkten
x =z und z =z; an. Seine Extremalen sind offenbar Geraden. Das kann man unmittel-
bar verifizieren, wenn man die Eulersche Gleichung fiir dieses Integral aufstellt. ITm
Fall l<xy ~29 wird die Bedingung (72) von keiner einzigen Kurve erfiillt. Im Fall
l =z —x9 wird die Bedingung (72) nur von der Strecke AB erfiillt. In beiden Fillen
hat das aufgestellte Problem keinen Sinn; deshalb nehmen wir im folgenden I >x; —2p
an. Dann gilt F* =y + 4 V1 +y’2, wobei die Funktion F* die Verinderliche = nicht ex-
plizit enthélt. Damit lautet das erste Integral der zugehorigen Eulerschen Gleichung:

2 19
F* Pl =y +AV1 4192 —
YLy =y Yy V1+J'2
woraus
, Y2 —(y—bp? (y —b) dy
Yy =———————7F" oder ————=
y-b V2 —(y by

folgt. Durch Integration erhalten wir (z —a)2+(y —b)2 =72, d.h., die Extremalen
sind Krexsbogen mit dem Radius [4].

Es sei w der Winkel, unter dem die Strecke 4B vom Mittelpunkt des Kreises aus
erscheint. Dann gilt

@1 —20 =21 sing und l=jw .

Zur Bestimmung von o steht uns die Gleichung
sin (w/2) T —20
w/2 1

zur Verfiigung, die in unserem Fall stets 16sbar ist. Unter Benutzung des Dualitéts-
prinzips kénnen wir den folgenden Satz aufstellen: Unter den Kurven, die eine Fliache
von gegebenem Flicheninhalt begrenzen, hat der Kreis eine extremale (offenbar

kleinste) Liénge. Wir bemerken noch, dal y im Fall l>— (z1 —x0) keine eindeutige
Funktion von z ist.

Mit diesen Ergebnissen ld3t sich zeigen: Wenn eine geschlossene Kurve unter den
Kurven gegebener Linge eine Fldche gréten Inhalts begrenzt, mufl diese Kurve ein
Kreis sein.

2. Es soll die Gleichgewichtslage eines homogenen Fadens von gegebener Lénge I
mit festen Endpunkten, der der Einwirkung der Schwerkraft unterworfen ist, bestimmt
werden. Wir nehmen an, daf} die Richtung der Schwerkraft mit der negativen Richtung
der y-Achse iibereinstimmt. Die Gleichgewichtslage wird durch die Forderung bestimmt,
daB3 der Schwerpunkt des Fadens die tiefstmégliche Lage einnehmen soll. Wir setzen
weiterhin voraus, daB3 alle zur y-Achse parallelen Geraden den Faden héchstens in
einem Punkt treffen. Es handelt sich bei diesem Problem darum, den Extremwert



198 IT. Variationsrechnung

des Integrals [vgl. Beispiel 4 aus 76]
Z4 2y _
Syds=fyV1+y2da
Zo Zo
unter der Nebenbedingung
[ P—
FVTy? de =1 (73)

Zy

und den Randbedingungen y(xo) =%o, y¥(x1) =y1 zu bestimmen. Im vorliegenden Fall
gilt

F¥=yV1+y2+iV1+y2,
das erste Integral der Eulerschen Gleichung lautet:
y+4 dy dx
———=a oder ———=—,
V1+y7 V(y+22—a? @
Setzen wir
ez +e~2
2 b

so kénnen wir die letzte Differentialgleichung leicht integrieren und erhalten

y+Ai=acoshz=a

x 4T
- ) e5+b N e_(5+b)
=-q — 89 M98

Yy +A=a cosh (;—!—b 5 (a=0),

d. h., die Extremalen des Problems sind Kettenlinien. Die Konstanten a, b und A sind
aus den Randbedingungen
@

Yo +A =a cosh (Zo+b), y1 + A =a cosh (%+b)
und der Bedingung (73) zu bestimmen. Subtrahieren wir die eine Randbedingung von
der anderen und formen die Differenz der hyperbolischen Kosinus in ein Produkt um,
so erhalten wir

y1 —Yo =2a sinh g sinh » (74)
mit

% + 2o R o

=24 +b, V=

Setzen wir den gefundenen Ausdruck fiir ¥ in die Bedingung (73) ein, so bekommen wir

X1 . o
a [sinh (—+b) —sinh (— +b)] =]
a a

2a

oder
2a cosh y sinh v =1. (75)
Wegen (74) ergibt sich
tanh =272 (76)

Die Zahl I geniigt offenbar der Ungleichung I >V (x1 —0)2 + (y1 —%0)2 = |y1 —yo|; die
Gleichung (76) hat also eine einzige Wurzel. Aus (74) und (75) folgt VI2 —(y1 —yo)? =
= 2a sinh v oder
sinh » _Vl2 —(y1 —%0)2
v x1 —xo )

(77)
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Da nun

sinh = 1 x2 ot
z“— +§+5—!+...

fiir 0 = < eine von 1 bis « monoton wachsende Funktion ist, die jeden Wert, der
groBer als 1 ist, genau einmal annimmt, hat die Gleichung (77) eine einzige (positive)
‘Wurzel. Nachdem v und g bestimmt sind, lassen sich die GroBen a, b und 4 ohne Schwie-
rigkeit berechnen.

3. Wir betrachten einen elastischen homogenen Stab, der im nichtdeformierten Zu-
stand geradlinig ist. Wie man aus der Elastizitdtstheorie weif, ist seine potentielle
Energie im deformierten Zustand proportional dem Integral des Quadrats seiner Kriim-
mung, erstreckt iiber den ganzen Stab. Angenommen, der Stab habe die Linge 1
und sei in den Punkten (o, yo) und (z1, y1) eingespannt. Wir benutzen als unabhéngige
Verdanderliche die vom Punkt (o, o) aus gerechnete Bogenlinge s und bezeichnen
mit 6(s) den Winkel zwischen der Tangente an den Stab und der z-Achse. Die Kriimmung
1aBt sich durch 6'(s) ausdriicken, und das Integral, dessen Extremum gesucht wird,
hat die Gestalt

i
f62ds. (78)
0

de d
Bekanntlich gilt d_:r =cos 9, ag =sin §. Daraus folgen die beiden Bedingungsglei-
chungen § s
l l
S cos § ds =z1 —xo, fsin @ ds=y1—yo . (79)
0 0
Die Aussage, daf3 der Stab in den Endpunkten eingespannt ist, ist mit der Vorgabe der
Funktion §(s) fiir s =0 und s =l dquivalent:

0(0) =a, o) =b. (80)

In unserem Fall gilt F* =62 411 cos § + A2 sin §. Diese Funktion enthélt die unab-
hingige Verdnderliche s nicht explizit; wir konnen daher unmittelbar das erste Integral
6’2 =C + 21 cos 0+ Az sin O der Eulerschen Gleichung angeben.

. L — 2VA2+22

Wir fithren die beiden Konstanten h =C +Vﬂ'~1’ +A§, ==

C+VA2+42

- h .
0 ein; dabei sei 0y =arctan o Mit diesen Bezeichnungen
2

und statt 0 die

neue Verianderliche ¢ =
148t sich das angegebene erste Integral der Eulerschen Gleichung in der Gestalt

de | —
L= " ¥1 k2 sin?
I =2 VY1 —k2sin2 ¢

schreiben; daraus erhalten wir s als Funktion von ¢ in Gestalt eines elliptischen Inte-
grals:

2 f de
§=—= ———  +80 -
Vo V1—i2sin2 ¢

Die Konstanten k, h, o und sp miissen aus den Bedingungen (79) und (80) bestimmt
werden. Zur Ermittlung der kartesischen Koordinaten der Stabpunkte geniigt es,
in den Beziehungen

dz dy . .
35 —cos 0 =cos (2¢ +69) , 35 —Sin 6=sin (2¢ + o)
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das Linienelement ds durch d¢ auszudriicken:
2 cos (2¢ + 6o) 2 sin (2¢ + 60)
YR V1 —k2sin2 ¢ YhV1—k2sin2¢
Hieraus lassen sich z und y unmittelbar durch Quadraturen bestimmen.
4. Wir wollen nun die geodéatischen Linien auf einer gegebenen Fliche
G(z, y, 2) =0 (81)
ermitteln.

s 000
Zu diesem Zweck haben wir die Extremalen des Integrals f V1 +y’2 +22 dz unter

i Zo

der Nebenbedingung (81) zu bestimmen. Die Gleichungen (66) lauten jetzt

d y 16 =0 d P

dz }/1+y’2+7’2 v ’ dx }/1+y’2+z’2
Um die wichtigste geometrische Eigenschaft der geoditischen Linien zu erhalten,
bilden wir das totale Differential von (81) nach z: Gz +Gyy’ +Gz2" =0. Multiplizieren
wir beide Seiten mit 4 und setzen statt AGy, und AG: die aus (82) folgenden Ausdriicke
ein, so gelangen wir nach einfachen Umformungen zu der Beziehung

d 1

da }/1 +y’2 +z’2
die den Gleichungen (82) analog ist. Hierbei sind die zu differenzierenden Briiche

gleich den Richtungskosinus der Tangente an die gesuchte geodéatische Linie, so daBl
wir diese Gleichungen folgendermaflen schreiben kénnen:

1G,=0. . (82)

-Gy =0,

d cos « d cos 8 d cosy
iz =AGg, e =Gy, iz =iG; .
d :
Unter Benutzung der Formel d—:=cosa kénnen wir die Differentiation nach x
durch die Differentiation nach s ersetzen und erhalten somit die Gleichungen
decose d cos d cos y a
ds =puGz, ds_'—‘zu Ys d-S‘__” [2)

dabei ist u =4 cos «. Bekanntlich [II, 136] sind die linken Seiten dieser Gleichungen
den Richtungskosinus der Hauptnormalen der gesuchten Kurve, die rechten Seiten
dagegen den Richtungskosinus der Normalen der gegebenen Fldche proportional.
Hieraus folgt unmittelbar, daB3 die Hauptnormalen jeder geoddtischen Linie gleichzeitig
Normalen der gegebenen Flicke sind.

5. SchlieBlich betrachten wir noch das Problem der Brachystochrone unter Beriick-
sichtigung der Reibung. Unter den Verbindungskurven zweier gegebener Punkte A
und B wird diejenige gesucht, die ein Massepunkt, der sich mit einer gegebenen Ge-
schwindigkeit nach unten bewegt, in kiirzester Zeit durchlduft; dabei soll die Reibung
beriicksichtigt werden; diese lasse sich durch eine bestimmte Funktion R(v) der Ge-
schwindigkeit ausdriicken.

Aus Sédtzen der Mechanik folgt unmittelbar, daB3 die gesuchte Kurve in derjenigen
Ebene liegen mul, die von der vertikalen Geraden durch 4 und der Geraden 4B auf-
gespannt wird. Wir wiéhlen diese Ebene als z, y-Ebene, wobei die y-Achse vertikal nach
unten gerichtet sein soll. Es seien (o, o) und (1, 1) die Koordinaten der Punkte 4 bzw.
B. Der Zuwachs der kinetischen Energie bei der Bewegung ldngs der Kurve setzt sich
aus der positiv gerechneten Arbeit der Schwerkraft und der negativ gerechneten Rei-
bungsarbeit zusammen, d. h., es gilt

2
d 5 =9 dy — R(v) ds;
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dabei ist g die Schwerebeschleunigung und ds =V da2? + dy2. Wéhlen wir x als unabhéngige
Verédnderliche in den Funktionen » und y, so erhalten wir

w —gy’ +R@) V1 +y2=0. (83)

7 —
V1 72 )
4 tY dz unter der nichtholonomen

Wir miissen die Extremwerte des Integrals j
Zy .
Bedingung (83) ermitteln, wobei v und y die gesuchten Funktionen sind.
Die iiblichen Randbedingungen bestehen in der Vorgabe der Funktionswerte in den
Randpunkten des Intervalls:

y(x0) =yo, yY(x1) =y1, ' (84)
v(zo) =vo,  v(x1) =vi. (85)

Die erste Bedingung (85) besagt, dafl die Anfangsgeschwindigkeit vorgegeben ist.
Nach der zweiten Bedingung (85) ist auch die Endgeschwindigkeit vorgegeben; diese
Bedingung ist vom mechanischen Standpunkt aus unnatiirlich. Auf diese Frage gehen
wir spédter ein. Nach der allgemeinen Theorie miissen wir die Eulerschen Gleichungen
fiir die Funktion '

F*=Y1+y2H + M) v’ — A=) gy’ ¢
mit
1
H =; +l(x) R(’U)

aufstellen. Die Funktion F'* enthélt y nicht explizit, die zugehérige Eulersche Gleichung in
bezug auf y hat also offenbar das erste Integral Fy, =C oder

Hy .
O +Mx)g, : 87
s Ot (87)

wéhrend die Eulersche Gleichung der Funktion F* in bezug auf v

— d )
V1442 Hy+Ax) v’ -5 [A(x) v] =0
oder
vl’(x)_ _
V1i+y2

(88)

lautet.

Somit erhalten wir das System der drei Differentialgleichungen (83), (87) und (88)
fiir die Funktionen ¥, v und A. Differenzieren wir H2 —(C +g¢4)2 nach = und benutzen
die angegebenen drei Differentialgleichungen, so erkennen wir; da3 der Ausdruck

H2—(C +gh2=a?, (89)
in dem a eine willkiirliche Konstante ist, ein Integral darstellt. Aus (89) ldft sich A

als Funktion von v bestimmen, A =A4(»). Durch Division der Differentialgleichungen
(87) und (88) erhalten wir

_(C+gA)vdi
dv=—Fm, (90)
., O4ga
Wegen (87) und (89) ergibt sich y’ = , woraus
di . ’
do =it (1)

HH,
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folgt. Setzen wir in die rechten Seiten der Differentialgleichungen (90) und (91) die
Funktion 42 =A(v) ein und fiihren die Quadratur aus, so erhalten wir mit zwei willkiir-
lichen Konstanten d; und ds:
z=d1 +¢(v, a, 0), y =dz +y(v, ¢, C) .

Diese beiden Gleichungen liefern die gesuchte Brachystochrone in Parameterdarstellung
mit v als Parameter. Die willkiirlichen Konstanten sind aus den Randbedingungen
(84) und (85) zu bestimmen. Die zweite Bedingung (85) ist, wie wir spéater sehen werden,
durch die Bedingung F|z—z, =0 zu ersetzen; dadurch kommt die Tatsache zum Aus-
druck, daf3 die Geschwindigkeit v fiir # =2 einen willkiirlichen Wert annehmen kann.
Die letzte Bedingung hat wegen (86) die Gestalt Av|z—z, =0. Wenn wir annehmen, daf3
die Geschwindigkeit von 0 verschieden ist, erhalten wir A|z—z, =0.

80. Die Invarianz der Eulerschen und Ostrogradskischen Gleiehungen. Bei der
Ermittlung der Extrema einer von einer einzigen Verdnderlichen abhingigen
Funktion y=f(x) kéonnen wir die unabhéingige Verdnderliche » mit Hilfe einer
Beziehung x=¢(£) durch eine neue unabhéngige Verinderliche & ersetzen. Dabei
setzen wir voraus, daf} ¢(£) echt monoton ist und eine von 0 verschiedene Ableitung
besitzt. Nach der Kettenregel der Differentialrechnung gilt

Y =r@ . (92)

Die notwendige Bedingung fiir ein Extremum lautet in der neuen unabhéingigen
Verdnderlichen f'(x) ¢’(§)=0; wegen ¢’(£)+0 ist diese Bedingung der fritheren
f(x) =0 gleichwertig. In verschiedenen Fillen 148t sich auch eine zu (92) analoge
Formel fiir die linke Seite der Eulerschen Gleichung aufstellen. Wir beginnen mit
der Betrachtung des Funktionals

21
J=fFz,y,y')dx. (93)
Ty .

Zur Abkiirzung fithren wir folgende Bezeichnung fiir die linke Seite der Eulerschen
Gleichung ein:

1
[F]y:Fy_(;_x Fy .
In der neuen unabhéingigen Verdnderlichen & kénnen wir
dy/d§ dy
Fx,y, y)=1 [ &) ¥ 3o7az /dg] <D(5, 2 cE)

schreiben, und J nimmt die Gestalt

EZ) &1
fF(x,y,y’)dw= j (E, ,dE)—d«S

So
an. Setzen wirin dem Integranden fiir y eine Nachbarfunktion y + a7 ein, so erhalten
wir in der iiblichen Weise
xy 1
3 a 7’ 7
F j F(x, y+an, vy +an’) de|,—0= f [Flynda.
Zo Zo
Dieser Ausdruck lautet in der neuen unabhingigen Veréinderlichen:
{1

d dy dn
%= | (5 y+an 5 +a df) d§|ao—j [ ds] ndé.

&o
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Durch Vergleich der beiden letzten Relationen folgt

Jlm-foz) e

woraus sich, da die Funktion 5 willkiirlich ist, auf Grund des Lemmas 1 [71] die
Beziehung

da] d¢
F-[o %], 5 (94)

ergibt. Bei dem Ausdruck auf der rechten Seite ist zu beachten, dafl £ die unab-
hidngige Verdnderliche ist; daher gilt

da da d dx
|23, - 2o (o
Die Beziehung (94) ist der bereits diskutierten Beziehung (92) analog, und die

1
Eulersche Gleichung [d’) %L:o ist offenbar der Eulerschen Gleichung [F],=0

gleichwertig. Dieser Zusammenhang laft sich auf den Fall verallgemeinern, daf}
der Integrand mehrere gesuchte Funktionen enthélt.
Wir betrachten nun ein Funktional mit zwei unabhidngigen Verénderlichen:

J=[ff F(, y, u, uz, uy) dedy .
B

Es sei B; ein Bereich in der &, 5-Ebene, und die Gleichungen x=x(&, v), y=y(§, 1)
mogen eine stetig differenzierbare und eineindeutige Abbildung von B; in B defi-

D(z, y)
D(&, 7
schieden ist. Schreiben wir den Integranden in den neuen unabhanglgen Veriander-
lichen, so ergibt sich

nieren. Wir nehmen noch an, daf die Funktionaldeterminante von 0 ver-

F(Z‘, y, u, uZ: uy) :F[(ZJ(S, 77), y(f, T]), ua ué'fx'*'un"h, u{E?J +uﬂ"72/]
= ¢(E’ 7, U, Ug, u,,) .

Wie soeben ersetzen wir u durch u + an, differenzieren das Integral nach «, setzen
=0 und erhalten jetzt

f[Fundxdy ff[ gg:; ndedy . (941)

Das Symbol [ Ju bezeichnet die linke Seite der Ostrogradskischen Gleichung, es
ist also beispielsweise

9

2
[F]u:Fu—(— Fuz“;y‘ Fy

v

Fiithren wir in dem Integral, welches auf der rechten Seite der Beziehung (941)
steht, die Variablensubstitution aus, so erhalten wir, da n willkiirlich ist, fiir die
linke Seite der Ostrogradskischen Gleichung die Transformaionsformel

[ D@ y)] Di&n)
[F]“—[ D(&, 1) ju D, 9)
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Eine entsprechende Formel erhalten wir auch bei mehr als zwei unabhéingigen
Verdanderlichen. Die Ostrogradskische Gleichung [F],=0 ist der Ostrogradski-

schen Gleichung [di Diz, v) ] in den neuen Veridnderlichen gleichwertig.
D¢, 1) Ju=0

Man kann auch dieunabhéngigen Verénderlichen und die Funktionen gleichzeitig
transformieren. Fiihren wir beispielsweise im Funktional (93) fir x,y durch
z=@(¢, 1), y=vy(& 1) die neuen Verinderlichen &, 7 ein, so erhalten wir an Stelle
der Funktion y=/(x) in den neuen Veridnderlichen eine Funktion n=f(£), und
das Funktional (93) nimmt die Gestalt

&1
ye+yn N dE— ,
J= f [#(& m wie, m, 2 e+ ) de Joenma
0

an. Wie oben ist die Eulersche Gleichung [ F], =0 der Eulerschen Gleichung [®]y =0
gleichwertig.

Im folgenden Abschnitt untersuchen wir die Eulersche Gleichung im Fall der
Parameterdarstellung.

81. Variationsprobleme in Parameterdarstellung. Bei der Ermittlung des Extre-
mums eines Funktionals kann die Forderung, die gesuchte Kurve habe eine ex-
plizite Darstellung y = y(x), das Problem wesentlich einschrinken; es kann nidmlich
vorkommen, dafl zur y-Achse parallele Geraden die Extremale in mehr als einem
Punkt schneiden. Wir betrachten jetzt den allgemeineren Fall, daB die gesuchte
Kurve in Parameterdarstellung erscheint. Nehmen wir an, daf 2 und y Funktionen
eines Parameters t sind, so kénnen wir das Integral (93) in der Gestalt

J= f (x y, ,)x’dt (95)

schreiben, wobei 2’ und 3’ die Ableitungen nach ¢ bedeuten und # bzw. f; die Para-
meterwerte in den Endpunkten der Kurve sind. Dabei hat J bei beliebiger Wahl
des Parameters ¢ die Gestalt (95).

Wir weisen darauf hin, daB der Integrand die unabhingige Verinderliche #
nicht explizit enthilt und eine homogene Funktion ersten Grades in 9‘ und ¥’
ist. Allgemelner betrachten wir ein Integral

J=f F(z,y, 2, y') de, (96)
to

wobei der Integrand die unabhiingige Veridnderliche ¢ nicht explizit enthilt und
eine hecmogene Funktion ersten Grades in #” und y” ist, d. h. :

F(x5 Y, ka’, ky,) =kF(z, Y2, y). (97)

Wir zeigen, dal dann das Integral (96) bei einer beliebigen Transformation
des Parameters ¢ seine Gestalt nicht dndert. Hierzu fithren wir an Stelle von ¢
den Parameter 7 ein, indem wir v =7(¢) setzen und dabei t’(¢) >0 annehmen, so daB
bei wachsendem ¢ auch v wichst. Gehen wir in (96) zur Verdnderlichen 7 iiber, so
erhalten wir

T
J=[ F(=, y, 2, y) t; do,

T0
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und unter Benutzung von (97) ergibt sich
fo Y, rtbyttt tdt fo y,xr’yt)dt»

d. h., das Integral (96) behilt bei Parameterdnderungen seine Gestalt.

Bemerkung. An Stelle der GroBe & in (97) steht jetzt t;; es geniigt daher zu
fordern, daB die Identitat (97) fiir £=>0 gilt. Im folgenden setzen wir dies voraus
(positiv_homogene Funktionen).

Wir erinnern daran, daB in die Definition der Nachbarkurven einer in expliziter
Form dargestellten Kurve die Ordinaten eingehen, die zu gleichen Abszissen ge-
horen. Ist die Kurvengleichung in Parameterdarstellung gegeben, so 1ilt sich
die Nachbarschaft unabhingig von der Wahl des Parameters definieren. Wir sagen,
eine Kurve ! liege in der e-Nachbarschaft nullter Ordnung einer Kurve /;, wenn
man zwischen den Punkten vonlund /; eine solche umkehrbar eindeutige und stetige
Beziehung herstellen kann, daf die Entfernung zwischen einander entsprechenden
Punkten nicht gréBerals eist. Entsprechend a8t sichauch die e-Nachbarschaft erster
Ordnung definieren.

Nun leiten wir eine notwendige Bedingung fiir ein Extremum her. Es sei ! eine
Kurve, die das Integral zu einem Extremum macht. Zunéchst wihlen wir fiir die
Kurve [ eine beliebige Parameterdarstellung der Gestalt x=z(t), y=y(t). Wir
bilden eine Nachbarkurve x = x(t) +an(t), y =y(t) + a171(¢), wobei wir unter einander
entsprechenden Punkten solche mit gleichen Parameterwerten verstehen. Fiihren
wir den Ausdruck fiir die Nachbarkurve in das Integral (96) ein und setzen die
Ableitungen nach « und «; an der Stelle a =a; =0 gleich 0, so kénnen wir in der
itblichen Weise zeigen, dafl die Funktionen z(t) und y(t) fiir alle ¢ dem System
der beiden Eulerschen Gleichungen

d

. d
Fy- - Fo=0, Fy——

F,=0 (98)
geniigen. Diese Differentialgleichungen enthalten den Parameter nicht explizit.
Eine der Funktionen z(t), y(t) kénnen wir als ,,willkiirlich“ annehmen. Denn durch
Parametertransformation ¢ =#(r) erhalten wir x[¢(z)] und y[¢(r)]; da aber ¢(r) will-
kiirlich gewihlt werden kann, konnen wir eine dieser Funktionen von r willkiir-
lich wihlen. Daher diirfen wir erwarten, da die beiden Differentialgleichungen
(98) auf eine einzige Differentialgleichung zuriickgefithrt werden kénnen. Das
wollen wir jetzt beweisen.

Zu diesem Zweck differenzieren wir beide Seiten der wegen der Homogenitét
von F geltenden Identitét [I, 154]

F=x'Fy+yFy
nach z, y, 2’ bzw. ¥’ und erhalten
Fx=x’Fxx’+y’ny’, Fy:x,Fyz’ +y’Fyy',
O=2"Fyp +y Fry, O0=a'Fegy +y' Fyy . (99)
Aus den letzten beiden Relationen finden wir
Frw Fuoy Fyy
y12 - _xfy/ - x/z

=F(z,y, 2, y), (100)
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wobei wir mit F; den gemeinsamen Wert der drei Quotienten bezeichnet haben.
Jetzt kehren wir zu den Gleichungen (98) zuriick und schreiben sie ausfiihrlich:

Fy— o' Foy — y’Fyx’ — 2" Fyry —y ' Fyy =0,

Fy—2'Foy —y'Fyy —2"Frpry —y" " Fyy =0 .
Eliminieren wir hierin Fy,,, Fyy und Fy, mit Hilfe von (100) sowie ¥y, Fy mit
Hilfe von (99), so erhalten wir

y'T=0, T =0
mit :
T=Fo,y, o, y) @y —yx’)+ Fpy — Fyyr .

Wir nehmen an,dafl " und y nmht gleichzeitig verschwinden. Dann reduzieren

sich die beiden Gleichungen tatsédchlich auf die eine Gleichung

T=Fix,y, 2, y") (xy" —y'a"”)+ Fay —Fy,» =0. (101)

Zu dieser dem Gleichungssystem (98) dquivalenten Differentialgleichung fiir zwei
gesuchte Funktionen miissen wir noch eine Bedingung fiir die Wahl des Parameters
t hinzufiigen. Wenn wir beispielsweise als Parameter die Bogenldnge s der gesuch-
ten Extremale wihlen, hat die zusitzliche Bedingung die Gestalt z'2+y2=1.
Mit Hilfe der Formel fiir den Kriimmungsradius einer ebenen Kurve [I, 71] folgt
aus der Differentialgleichung (101)
1 Fay—Fyw
E- @ty F,
Diese Uberlegungen lassen sich ohne Miihe auch auf Funktionale erweitern,

die von Kurven im n-dimensionalen Raum abhingen. Wir betrachten etwa das
Integral

(102)

iy
J=[ F(xy, 23, ..., Tn, ) dE, (103)
to

wobei die 2; Funktionen von ¢ und die «; ihre Ableitungen sind. Wie oben nehmen
wir an, dal F eine positiv homogene Funktion ersten Grades in den «] ist. Dann
andert sich das Integral (103) bei beliebiger Anderung des Parameters ¢ nicht.
Damit eine Kurve im n-dimensionalen Raum der (zj, ..., ;) das Integral (103)
zu einem Extremum macht, miissen notwendigerweise, wie sich wie oben zeigen
1aBt, die Kulerschen Gleichungen

d
Fyy—

5 Fa=0 (104)

oder
n n
" .
— Dk, — D wF =0 (¢=1, 2, ..., n)
s=1 S i1 vs

erfiillt sein.
Es 148t sich leicht verifizieren, daB die linken Seiten dieser Differentialgleichun-
gen durch die folgende Beziehung miteinander verkniipft sind:

d 2 ’ r ! z Il
Z x; (in F’%) =zixini Z xzxstx > szlfxx =0. (105)

i=l i= i,8=1 i,$=1

Denn auf Grund des Eulerschen Satzes gilt, da F positiv homogen ist,

n
F=3
i=1
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differenzieren wir diese Identitit nach x5 und z}, so erhalten wir

n n
’ ’
Fxs:Z fl?infxs, O:Z xin'x’ .
i=1 @ i=1 s

Aus diesen Identitdaten folgt unmittelbar die Beziehung (105). Somit ist im System
(104) eine der Differentialgleichungen eine Folge der iibrigen, und wir kénnen zum
System (104) noch eine Gleichung hinzufiigen, die die Wahl des Parameters charak-
terisiert. Wir bemerken noch, da8 sich die Uberlegungen dieses Abschnittes auch
auf den Fall mehrfacher Integrale ausdehnen lassen.

82. Die geodiitischen Linien im n-dimensionalen Raum. Im n-dimensionalen reellen
Raum sei durch

n
ds2 = 3 ai da; dag (aix =axi) (106)
i,k=1
mit vorgegebenen Funktionen a;x der Argumente zs eine Metrik definiert. Diese Funk-
tionen setzen wir nebst ihren partiellen Ableitungen erster Ordnung als stetig voraus.
Die Vorgabe der Metrik (106) ist gleichbedeutend damit, dafl sich die Lénge einer belie-
bigen Kurve wxs(¢) (s =1, 2, ..., n) durch das Integral

by n
J=fds=f > agpxiay dt (107)
to ¥ 4,k=1
ausdriicken 1ld6t; wir nehmen dabei an, der Radikand sei fiir beliebige x; und x¢ positiv,
sofern nicht alle z{ verschwinden, d. h., die vorgegebene quadratische Form (106) sei
positiv definit. Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit setzen wir noch voraus, da@
wie schon bei (106) a;r =ag; gilt.

Die Extremalen des Integrals (107) heillen geoddtische Linien. Dieser Begriff ist eine
unmittelbare Verallgemeinerung des bereits behandelten Begriffs der geoditischen
Linie auf einer gegebenen Fliche. Zur Abkiirzung bezeichnen wir den Radikanden
mit ¢:

n
o= 2 auxm . (108)
i,k=1

Firr die Extremalen gelten dann die Eulerschen Gleichungen

1 d 1
gy — 0. =0 i=1,2,..,n). 109
T Pz " @ (2 Vo fl’ri) ( ) ( )

Eine Differentialgleichung dieses Systems ist eine Folge der iibrigen, so dal3 wir noch
eine Gleichung hinzuzufiigen haben; wir nehmen
n
p= 2 anwwp=1. (110)
i,k=1
Aus (107) und (110) folgt unmittelbar, da8 der Parameter ¢ mit der Bogenlédnge s einer
Kurve im n-dimensionalen Raum iibereinstimmt. Wegen (110) vereinfacht sich das
Differentialgleichungssystem (109) zu

d .
?’It—avéq’zi:() (7’:1, 2’ "'5n)' (111)

Es liBt sich leicht nachpriifen, daf3 das System (111) das Integral ¢ =const besitzt.
Denn es ist

ds I‘Px,; i LRSI
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andererseits ist g ein homogenes Polynom zweiten Gradesin den 7, es gilt also 2 qoz'm,
=2¢ und damit i=1

2d—q):qu,x”+%x'iq)'
ds & 77T T & T ds T

Es ergibt sich also

d(p d
I =2 —+l§ x] (tpxt—cg ‘Px;:) H

d
wegen (111) ist daher d_f =0, d. h., ¢ =const ist ein Integral des Differentialgleichungs-

systems (111), und die Nebenbedingung (110) ist erfiillt, wenn man die willkiirliche
Konstante gleich 1 setzt.
Ausfiihrlich geschrieben lautet (111)

n n
’ o __
Py — 2 Plzg®s — 2 Priz®s =0
s=1 ¢t =1 V8

oder, wenn wir iiberall den Ausdruck (108) einsetzen,

% da
7t Api I
Ty — > Z asizy’ =0 .
2 pg=1 Oz e it 05

Jetzt gehen wir auf die zweite Summe na.her ein. In ihr sind die Koeffizienten von
gy und zywg einander nicht gleich, wir kénnen dies aber erreichen, wenn wir jeden
von ihnen durch

1 (dap: +3a3,-

2 \0zy Oxp
ersetzen. Fassen wir die erste und zweite Summe zusammen und vertauschen die Vor-
zeichen, so erhalten wir unser Differentialgleichungssystem schlieBlich in der Gestalt

1 n aapq

n B 1 {dap: Odagi Odapq
" il —_— rx! = i=1, 2, ... . 112

s§1 ets +p,q2:1 (3:vq +3xp Bm) g =0 (e=1, ') ( )
Dabei bedeuten die Striche Ableitungen nach der Bogenldnge s. Der in der zweiten
Summe stehende Ausdruck wird in der Differentialgleichung Christoffelsches Dreiindi-
zessymbol erster Art genannt und folgendermaBen bezeichnet:

aapi aaqi 3“pq pq
qu 9atp N
Die Gleichung (112) 18t sich nach =z}’ auflésen. Wir bezeichnen mit a?* die Elemente
der zur Matrix |a;x|~1 transponierten Matrix, also
Aix
atk ="7= oder |at*| =(jawk|)* -
Dabei ist die Determinante D der Matrix |la:| von O verschieden, da die quadratische

Form (106) definit ist; die 4 sind die algebraischen Komplemente der Elemente ax
dieser Determinante. Die Elemente at®¥ geniigen den Relationen

n 0 (i<k),
i —3
PR {1 (6 =k).

Multiplizieren wir beide Seiten von (112) mit af?, summieren iiber ¢ und éndern im zweiten
Summanden die Summationsfolge, so erhalten wir wegen (113) mit

{p.q} =zﬂ; afi [p.q] (114)

V) i=1 ?

(113)
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die Differentialgleichungen

7
@'+ 2 {p.qlx;,x;:C’. (115)
pa=1 L 7]

Wir haben also folgendes Ergebnis: Mit Hilfe der Beziehung (110) haben die Euler-
schen Gleichungen die Gestalt (111) angenommen, und diese Differentialgleichungen
sind nicht mehr voneinander abhéngig. s ist uns gelungen, sie nach den x|’ aufzulosen.

Als Beispiel betrachten wir die Aufgabe, die geodétischen Linien auf einer beliebigen
Zylinderfliche zu ermitteln. Wir wihlen die z-Achse parallel zu den Erzeugenden;
die Gleichung der Leitkurve in der «, y-Ebene sei z =¢(0), y =y(0), wobei wir als Para-
meter o ihre Bogenlidnge nehinen, so daf}

¢"%(0) +y"%(a) =1
gilt. Als Fliachenparameter, welche die Lage cines Punktes auf der Zylinderfldche be-
stimmmen, wihlen wir den soeben eingefihrten Parameter ¢ und die Koordinate z. Dann
gile

ds? =do? 4 dz2,
so dafl im1 vorliegenden Beispiel a1 =a92 =1, a1g =a21 =0 ist. Die Differentialgleichungen
(113) liefern ¢”” =0 (fiir § =1) und 2" =0 (flir j=2), wobei die Ableitungen nach der
Bogenlidnge s zu nehmen sind. Damit ergibt sich

oc=A4s+ B, 2z =415 + By, A2 A7=1.

Im Fall 4 +0 ]4aB8t sich die Gleichung dieser Kurven in der Form z =10 + Cg schrei-
ben, wobei (1 und Cp willkiirliche Konstanten sind. Diese Linien, deren vollstdndige
Parameterdarstellung durch

x =g(a), y =y(o), z=010+Cy (116)
gegeben ist, sind Schraubenlinien, die wir bereits in [IT, 139] untersucht haben. Die
additive Konstante im Ausdruck fir z spielt natiirlich keine Rolle.

83. Natiirliche Randbedingungen. Bis jetzt haben wir beim Aufsuchen der Extrema
eines Funktionals (93) als Randbedingungen angenommen, dafl beide Endpunkte
der gesuchten Kurve fest sind, d. h., daf} die Werte y(xp) und y(x1) gegeben sind.
Jetzt wollen wir uns mit einer anderen Art von Randbedingungen beschiftigen.
Wir suchen die Extrema des Integrals

Zt
J=[F(x,y,y) dx. (117)
Z

Der linke Endpunkt der gesuchten Kurve soll dabei wie frither fest sein, d. h., es
sei die Randbedingung y(xp) =yo gegeben. Dem rechten Endpunkt der Kurve
wird dagegen nur die Bedingung auferlegt, da er sich auf der Geraden x=u;
parallel zur y-Achse befindet; dies bedeutet, dafi im Funktional (117) bis x; inte-
griert wird.

Wir zeigen sogleich, dall in diesem freien Endpunkt ebenfalls eine Randbe-
dingung erfillt sein mufl, wenn das Integral (117) ein Extremmum haben soll.
In der Tat, erteilt eine Kurve dem Integral (117) im Vergleich zu allen Nachbar-
kurven mit freiem rechten Endpunkt ein Extremum, so erteilt sie dem Integral
(117) erst recht ein Extremum, wenn der rechte Endpunkt der Kurve fest ist.
Dann mub sie aber, wie wir oben gezeigt haben, die Eulersche Gleichung erfiillen,
d. h. Extremale des Integrals (117) sein. Wir wenden uns jetzt dem allgemeinen
Ausdruck [vgl. 72]

T
: d
of ~(Fyoyts+ [ Py Fv)eyds  (y=an)
Zo

fiir die erste Variation des Integrals (117) zu.

14 Smirnow IV/1
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Wie oben muB diese erste Variation verschwinden. Das in dieser Formel auf-
tretende Integralist gleich 0, da die Funktion y(x), wie wir soeben gezeigt haben,
die Eulersche Gleichung erfiillen muB. Das integralfreie Glied mufl an der Stelle
2 =29 verschwinden, da dieser Endpunkt fest ist. Damit fiithrt das Verschwinden
der ersten Variation auf die Beziehung F,7=0 fiir x=2;. Im freien Endpunkt
ist n willkiirlich, so dal wir schlieBlich die Randbedingung

Fylgez =0 (118)

erhalten.

Diese Randbedingung liefert eine Relation zwischen y und 3’ im freien Endpunkt.
Es laBt sich leicht nachpriifen, daBl die Bedingung (118) fiir das Integral (2;)
die Gestalt ¥’ =0 hat, d. h., die Extremale des Integrals (2;) muB im rechten End-
punkt senkrecht zur Geraden x=z; verlaufen. Die Randbedingung (118) heiBt
natirliche Randbedingung. Durch Wiederholung der eben angestellten Uberle-
gungen fiir den Fall des Integrals

r
J:f F(x) y17 y:'l, ceey yn, y;l) dx
Zo
erhalten wir im freien Endpunkt die » Randbedingungen Fy;=0 (=1, 2, ..., n).
Wir betrachten nun ein Integral, das Ableitungen zweiter Ordnung enthilt:

1
J;;f F(x’ Y, y” y”) dz .

Beachten wir, daf} im freien Endpunkt die Werte von () und 7’(z) willkiirlich
sind, so erhalten wir dort mit Hilfe von (27) und (28) die beiden natiirlichen Rand-
bedingungen

d
Fy—4 Fyp=0, Fp=0. (119)
Die erste dieser Bedingungen liefert einen Zusammenhang zwischen den Grifen
y’ yl’ y”, y/’/.
In derselben Weise ergibt sich fiir das Doppelintegral
J=[f F(z, y, u, ug, uy) dz dy (120)
B

auf der Randkurve ! die natiirliche Randbedingung

dy dz

Fqu—Fuyd—S:O, (121)
wobei s die Bogenlinge auf I bedeutet. Diese Randbedingung folgt unmittelbar
aus dem Ausdruck (33) fiir die erste Variation des Integrals (120).

84. Funktionale von allgemeinerer Gestalt. Wir untersuchen nun die erste Variation
von Funktionalen, die auller gew6hnlichen Integralen noch weitere Summanden
enthalten, welche von den Funktionswerten in den Endpunkten des Integrations-
intervalls oder auf der Randkurve des Integrationsbereiches abhéingen. Bei der
Untersuchung der Extrema solcher Funktionale gelangen wir zu den friiheren
Eulerschen Gleichungen; die zusédtzlichen Summanden haben nur auf die Form
der natiirlichen Randbedingungen Einflull. Durch diese zusitzlichen Glieder er-
halten wir verschiedene Formen von natiirlichen Randbedingungen, die fiir die
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Anwendungen der Variationsrechnung in der mathematischen Physik von Bedeu-
tung sind. Wir beschrdnken uns hier auf einzelne Spezialfille.
Als erstes Beispiel betrachten wir das Funktional

J =${x Flz, 9, ') de—plyo) + p(y1) (122)

in dem yound y; die Werte der Funktion y(x) in den Endpunkten des Integrations-
i ntervalls bedeuten und g(yo) sowie y(y1) vorgegebene Funktionen ihrer Argumente
sind. Das Minuszeichen vor ¢(yo) wurde nur zur Vereinfachung der folgenden Rech-
nungen eingefilhrt. Wir fithren die Nachbarkurven y(z)+an(z) ein, setzen sie

in das Funktional (122) ein, differenzieren nach « und setzen « =0. Damit erhalten
wir den Ausdruck

oJ =xof [Fly 0y dz + {y"(y1) + Fy (71, y1, ¥'(%1)]} 61 (123)

—{®"(y0) + Fy' [0, yo, ¥'(x0)]} dy0
fir die erste Variation. Erteilt eine Kurve y(z) dem Funktional (122) bei freien
Endpunkten einen Extremwert, so erst recht bei festen Endpunkten. In (123)
kénnen wir somit dy1 =dye=0 setzen, und aus dem Fundamentallemma folgt wie
frither, daf y(z) die Eulersche Gleichung erfiillen muf. Sind beide Endpunkte
frei, so sind in (123) die GroBen dy; und dye willkiirlich, und wir erhalten die Rand-
bedingungen
¥ (y)+ Fy'|;=$o =0, ¥ (y)+ Flj'l;'=xi =0.

Setzen wir beispielsweise ¢(y)=1I(y —a)2, so erhalten wir fiir x=a; die natiirliche
Randbedingung

1
2 Fylz—z+yo—a=0.

Beim Grenziibergang ! -~ ergibt sich yp=a, d. h., wir gelangen zum Fall fester
Endpunkte.

Im Fall eines Doppelintegrals nehmen wir als zuséitzliches Glied ein Integral
iiber die Randkurve ! des Grundbereichs B und wiahlen dabei als unabhingige
Verianderliche in diesem Kurvenintegral die von einem bestimmten Punkt auf /
an zu zihlende Bogenlinge s von I. Wir nehmen an, dafB im Integranden des Kur-
venintegrals die unabhéngige Verdnderliche s, die gesuchte Funktion « und ihre
Tangentialableitung u; auftreten, also

J:ffF(x) Y, U, Ug, '“y) dz dy +f (p(s7 U, us) ds. (124)
B !

In der iiblichen Weise erhalten wir fiir die erste Variation

dy dz d
6J=£f [F]uaudxdy+lf (Fuxd—s—~Fuy—(§+q)u—& %s) suds.  (125)

Durch eine der vorigen analoge Betrachtung 148t sich zeigen : Damit die Funktion
u(z, y) dem Funktional (124) unter der natiirlichen Randbedingung einen Extrem-
wert erteilt, ist notwendig, daB die Funktion « der Ostrogradskischen Gleichung
geniigt und auf der Randkurve ! die Randbedingung

Fup ¥~ Fuy S By 5 Bui=0 (126)
erfiillt.
14%
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Als Beispiel betrachten wir das Funktional
J=[f (u?+ul) dwdy +f pls) uds ,
B i

in dem p(s) eine auf ! vorgegebene Funktion bezeichnet. Die Ostrogradskische
Gleichung ist dann mit der Laplaceschen Differentialgleichung identisch, und die
Randbedingung lautet

de

dy
2uy d—g—2uy E—}—p(s) ;=0.

. dx dy .. . . .
Beachten wir, dal} ‘T"L und Ty die Richtungskosinus der Tangente an und folglich
as as !

dy, dxy . . . .. . ..
J‘i und | ——) die Richtungskosinus der dufleren Normalen von /sind, so kénnen
5 N

wir die Randbedingung in der Gestalt

du| 1
3? l4—2 ]’)(8)

schreiben.

Soniit haben wir bei vorgegebenen Werten der Normalableitung auf der Rand-
kurve des Bereichs die Laplacesche Differentialgleichung zu integrieren, d. L.
das Neumannsche Problem zu losen. Setzen wir @ =p(s)u +¢(s) 2, so erhalten
wir die Randbedingung

ou 1
g TS U l1=—5 p(s) .

Wir erwihnen noch eine Méglichkeit, die natiirlichen Randbedingungen abzu-
dndern, ohne gleichzeitig die Eulersche bzw. Ostrogradskische Gleichung zu én-
dern. Dies 146t sich nicht durch Hinzufiigen zusédtzlicher Summanden zum Funk-
tional erreichen, sondern dadurch, daBl zum Integranden des Ausgangsintegrals
ein Ausdruck hinzugefiigt wird, der auf die Gestalt der Eulerschen bzw. Ostro-
gradskischen Gleichung keinen Einfluf hat. Wir haben solche Ausdriicke bereits
in [75] gebildet. Betrachten wir beispielsweise an Stelle des Integrals

Z1
S F(z,y,y)dx
Zo

das Integral

FFvaw )+ By y) o

mit 4y, =B,, so dndert sich die Eulersche Gleichung nicht, und die natiirliche
Randbedingung lautet Fy + B =0 an Stelle von ¥,-=0.
In entsprechender Weise kann man im Falle eines mehrfachen Integrals vor-

gehen.

85. Die allgemeine Form der ersten Variation. Bis jetzt haben wir bei der Bestim-
mung der ersten Variation vorausgesetzt, daf} sich das Integrationsintervall oder
der Integrationsbereich nicht dndert. Jetzt wollen wir einen Ausdruck fiir die erste
Variation ableiten, ohne diese Voraussetzung zu machen. Dies gibt uns die Mog-
lichkeit, das Grundproblem der Variationsrechnung fiir den allgemeinen Fall be-
weglicher Endpunkte zu behandeln. Zunéchst betrachten wir den einfachen Fall
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eines Integrals der Form (117). Bisher haben wir angenommen, daf die Nachbar-
kurven sich durch einen Summanden an(z) von der Ausgangskurve y(«) unterschei-
den. Jetzt nehmen wir an, daB die Nachbarkurven y(x, «) den Parameter « nicht
notwendig linear enthalten. Fiir « =0 erhalten wir die Ausgangskurve y(z) =y(x, 0),
fiir die wir die Variation des Integrals berechnen wollen. Wir fiihren in das Integral

Al
J=[F(z,y,y)dx (127)
Zo
an Stelle von y(x) den Ausdruck y(w, ) ein und nehmen an, daf sich auch die
Integrationsgrenzen in Abhédngigkeit von « éndern kénnen:

Z1(a)
Ja)y= [ Flx, y(z, a), yo(, «)] do . (128)
Zo(a)
Fiir « =0 erhalten wir dieselben Argumente und dieselben Grenzen wie im Inte-
gral (127):
y(z, 0) =y(x), 21(0) = a4, 20(0) =2 .
In Ubereinstimmung mit der allgemeinen Definition der ersten Variation als
Produkt der Ableitung nach « an der Stelle « =0 mit « schreiben wir

dzxo(at) dxy(e) oy(x, o)
Sxg = s - il A S als
ro T |uco o, ox1 do laco a, oy 9% azoa ,
st ;0 [oy(x, @) d [oy(z, ) od o
V=00 | 9z Jlho® @ | 92 Jeo*"az Y’

dabei nehmen wir an, daB y(x, «) stetige Ableitungen bis zur zweiten Ordnung
besitzt. Bilden wir vom Integral (128) die Ableitung nach «, setzen « =0 und multi-
plizieren mit «, so erhalten wir fir die erste Variation den Ausdruck

Z1
8J = F(a1, y1, yi) 6x1 — F(xo, yo, yo) 6x0 + [ (Fydy + Fydy’) da
Zo
oder

21
8J =[F(x, y, y) x5+ [ (Fydy + Fydy’) dw . (129)
Zo

Den zweiten Summanden formen wir wie iiblich durch partielle Integration um:
1

Z1

. . 1
j Fydy da= f Fy, (;—x dy dx
Zo

Zo

4
’ ’ (l
= Fy (w1, y1, y1) (8y)1 — Fy (%o, yo, yo) (8y)o — f Oy oo Furdw (130)
Zo
dabei werden mit (dy); und (dy)o die Werte der Variation von y in den Endpunkten
hezeichnet:

(6.1/);-:?”—”’“)] «  (i=0,1). (131)
a=0

oo

Wir suchen nun die erste Variation der Ordinaten in den Endpunkten der Kurve
und beschrinken die Rechnungen auf die Ordinate y; des rechten Endpunktes.
Offenbar gilt y1 = f[x1(«), ], und bei einer Anderung von « #ndert sich nicht nur
das zweite Argument, wie dies bei der Definition von (dy); der Fall war, sondern
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es andern sich beide Argumente der Funktion f, so daB fiir die erste Variation 8y;
der Ordinate ¥;
d of d= of '
b= [ﬁ fz(a), a]]s=o %= [3_901 ' 37]Fo at [3_a =0 yidm+yn - (132)

gilt, wenn y; der Richtungskoeffizient der Tangente im rechten Endpunkt der
Kurve ist. In entsprechender Weise gilt fiir die Variation dy, der Ordinate im
linken Endpunkt

Yo =yod%o + (3Y)o - (133)

Setzen wir in (130) an Stelle der GroBen (dy); und (dy)o ihre Werte aus den Re-
lationen (132) und (133) ein, so erhalten wir schliefilich fiir die erste Variation des
Integrals (127)

8J =[F(x1, y1, y1) —y1Fy (21, y1, y1)] 671
+Fy’(xls Y1, Z/,l) 6:1/1 —[F(Zo, Yo, ?/6) “y(’)Fy’(xO, Yo, y(’))] axo

E2)
, d
~Fy(zo, yo, v6) o0+ [ (Fy—5; Fy) oy da (134)
Zo
oder
z d
0T =UF~y'Fy) sz+Fyoyla+ [ (F,, -3 Fy) sy dz . (135)
Zo

Die rechte Seite dieser Beziehung ist in bezug auf éz; und dy; linear und behilt
auch dann ihren Sinn, wenn die Nachbarkurven von mehreren Parametern ab-
hiéngen. Hierbei hat man unter der ersten Variation das totale Differential nach
diesen Parametern fiir die Ausgangswerte dieser Parameter zu verstehen, d. h.,
es ist

n J
(5 “, (136)

87 = Z &Tt) aj=...~ap=0

i=1

wenn die betrachtete Kurve aus einer von n Parametern abhingenden Kurven-
schar fiir ¢; =0 (¢=1, ..., n) hervorgeht.
Falls das Integral von n unbekannten Funktionen abhéngt,

21
sz F(x: Y1, ?/i, cers Yns y;l) dz s (137)
Zo

fiihren ganz analoge Rechnungen zu der Formel

n n
8J = [F - y{Fyr] dxy + 2, [Fy lz=2 5?/10)
=1 t]z =1 ¢

=74
% n © n o d
_|F_> yF, _ Joms 83/ fF.——Ff) d
[ igl v yi]x=xu b0 zz‘l [Fy‘i]x 2 0 +¢§1 4 ( Vi dx Y Oy dx
oder

n n
6J = — iF .

Z=T1 &

x
d
2 [ (Fyi_a Fy;) Sy do (1371)
Zo

T=%o

fiir die erste Variation, wenn mit éxo, d2, 6y und 8y{" die Variationen der Koordi-
naten in den Endpunkten der Kurve bezeichnet werden.
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Der Unterschied zwischen den in (132) auftretenden GréBen dy; und (8y)1 soll
noch geometrisch gedeutet werden. Die Koordinaten des rechten Endpunktes
einer Vergleichskurve y=f(x, ) sind z1(a) und y;(a)=f[z1(x), «]. Bei Anderung
von « beschreibt der rechte Endpunkt eine Kurve A. Der Anfangswert des Parame-
ters o ist «=0, so dafl die GroBe « auch als Zuwachs zum Anfangswert a=0
aufgefallt werden kann. Nach (132) ist éy; das Differential der Funktion y;(x)=
= f[z1(«), «] nach der Verdnderlichen a, d. h., éy; ist der lineare Anteil des Zuwachses
von yi(«) im rechten Endpunkt.

y

0

In Abb. 2 wird dieser Zuwachs durch die Strecke CD dargestellt. Nach (131) ist
(dy)1 das Differential der Funktion f[x1(0), «], wir haben also im ersten Argument
x1(«) vor der Berechnung des Differentials « =0 zu setzen. Somit ist (dy); der
lineare Anteil des Ordinatenzuwachses im Endpunkt 2;1(0), wenn man von der
Ausgangskurve y(x) zur Vergleichskurve y =f(z, «) iibergeht. In Abb. 2 wird dieser
Zuwachs durch die Strecke AB dargestellt.

86. Die Transversalititshedingung. Bei der Betrachtung der natiirlichen Rand-
bedingungen hatten wir angenommen, daB sich der eine Endpunkt der Extremalen
auf der Geraden x =2y bzw. x =x; parallel zur y-Achse bewegen kann. Jetzt setzen
wir voraus, daf} er sich auf einer beliebig vorgegebenen Kurve 4 in der z, y-Ebene
bewegen kann.

Wir betrachten etwa den Fall, dafl der linke Endpunkt (g, yo) fest und der
rechte auf 1 beweglich ist. Wie vorhin la8t sich folgendes beweisen: Wenn eine
Kurve y =y(x) einem Integral ein Extremum erteilt, dann muf sie die Eulersche
Gleichung erfiillen, d. h. eine Extremale sein. Die erste Variation muf} verschwin-
den. Nun verschwindet der Summand, der das Integralzeichen enthélt, auf Grund
der Eulerschen Gleichung, wihrend der integralfreie Ausdruck fiir =y verschwin-
det, weil der linke Endpunkt als fest angenommen wurde. Damit fiihrt das Ver-
schwinden der ersten Variation auf die Bedingung

[F(x, 9, ¥') =y Fy (2, 9, y')] dx+ Fy (2, y, y') Sy =0 (138)
im beweglichen Endpunkt, wobei éx und éy die Projektionen einer infinitesimalen
Verschiebung lings der Kurve 4 auf die Koordinatenachsen sind. Nehmen wir beide
Endpunkte als beweglich an, so erhalten wir in beiden Endpunkten die Randbe-
dingung (138). Zur Herleitung dieses Ergebnisses braucht man nur die friihere
Uberlegung zu wiederholen: Erteilt eine Kurve bei beweglichen Endpunkten einem
Integral ein Extremum, so erst recht bei festen Endpunkten oder bei einem festen
Endpunkt.
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. .. 5 0 . . .
Bezeichnen wir mit y':ﬁ den Richtungskoeffizienten der Tangente an die

éx
Kurve 4, so konnen wir die Bedingung (138) auch in der Gestalt
Fle,y, v')+ (' —y) Fy(x,y,y)=0 (139)

schreiben. Wir sehen somit, dafl diese Bedingung, die gewohnlich Transversalitits-
bedingung genannt wird, einen Zusammenhang zwischen dem Richtungskoeffizien-
ten y’ der Tangente an die Extremale und dem Richtungskoeffizienten y’ der
Tangente an die Kurve 4 in jedem Punkt dieser Kurve herstellt. Ist die Gleichung
von 4 in der impliziten Form ¢(z, y) =0 vorgegeben, so lautet die Transversalitéits-
bedingung
F—yFy Fy
Pz Py
Wir betrachten nun die Transversalitidtsbedingung im dreidimensionalen Raum.
Das zugrunde liegende Integral lautet

(140)

(!
J=[ Fa,y, 5,2 ) dx. (141)
Zo

Mit Hilfe des Ausdruckes (137;) erhalten wir durch eine der soeben angestellten
analoge Uberlegung: Ist einer der Endpunkte auf einer vorgegebenen Fliche S
beweglich, so mul} in diesem Endpunkt die Transversalitatshedingung

(F—y'Fy —2"F,)ox+Fydy+F,62=0 (142)
erfilllt sein, wobei éx, 8y, 6z die Komponenten einer infinitesimalen Verschiebung
auf der Flache S bezeichnen. Die Bedingung (142) bedeutet, daf} die Koeffizienten
von 6z, dy, 0z den Richtungskosinus der Normalen an .S proportional sind.

Ist die Gleichung der Flache in der impliziten Form ¢(z, y, z) =0 vorgegeben,
so hat die Transversalitdtsbedingung (142) offenbar die Gestalt

F—y' Fy —z'Fz FJ Fz'
Pz Py Pz
Sie besteht aus zwei Beziehungen, die z, v, 2, ¥’ und 2’ miteinander verkniipfen.
Diese Bedingungen treten an die Stelle der beiden Randbedingungen y(zy)=yo
und 2z(x¢) =%¢ im Fall fester Endpunkte.

Fiir den allgemeinen Fall eines Integrals (137) stellt die Extremale eine Kurve
im (n+1)-dimensionalen (z, yi, ..., ¥s)-Raum dar; wenn sich ein Endpunkt auf
einer vorgegebenen Hyperfliche ¢(x, y1, ..., yn) =0 bewegt, muf in ihm die Trans-
versalitdtsbedingung

(143)

n n

(F~Z yéch) dx+ 2 F,0y;=0 (144)

i=1 ¢ i=1 "t
oder

L r

r _ElyiFy i Fyi Fy;z =

—_—= =.=— (145)
Pz Pyy Pyy,

erfitllt sein.
Wir erwidhnen noch einen Spezialfall. Wir setzen voraus, dafi das Ausgangsinte-
gral die Gestalt
2t
= f n(x, y, 2) |1 +y2+22de

Zo

7= f JEETiEEg
@(w Y, 2
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hat. Dieses Integral tritt in der geometrischen Optik auf. Es liit sich zeigen, daB
jetzt die Transversalititsbedingung (145) mit der Orthogonalititsbedingung
identisch ist, d. h., die Extremalen verlaufen normal zur Fliche S. Setzen wir
F=n}1+y2+22in die Bedingung (145) ein, so erhalten wir nach Multiplikation
mit einem geeigneten Faktor

1y _ 2

P Py o
Da die GroBen 1, y’ und =z’ den Richtungskosinus der Tangente an die Extremale
und andererseits die partiellen Ableitungen von ¢ den Richtungskosinus der Nor-
malen auf § proportional sind, driicken die angegebenen Beziehungen die Ortho-
gonalititshedingung aus. Entsprechendes gilt auch fiir das Integral

Z -
J=fnx,y) J1+y2de
Zo

im ebenen Fall, nur tritt an die Stelle der Fliche S eine Kurve 1 der z, y-Ebene.

Bemerkung. Gehen wir im Integral (141) zur Parameterdarstellung iiber, so
erhélt der Integrand die Form @(x, y, z, 2, ¥/, 2’), und es ldBt sich leicht zeigen,
daB man die Bedingung (145) dann in der Gestalt

P Py P
Pz Py Pz
schreiben kann.

(116)

87. Die kanonischen Verinderlichen. Die Transversalititsbedingung bildet die
Grundlage der in der Variationsrechnung wichtigen geometrischen Theorie der
Extremalprobleme, zu deren Darlegung wir im nédchsten Abschnitt iibergehen.
Zunichst transformieren wir die in den Eulerschen Gleichungen auftretenden
Verdnderlichen in die sogenannten kanonischen Verdnderlichen. Wir beginnen
mit dem Fall des dreidimensionalen Raumes, in dem das Ausgangsintegral die
Gestalt '

L
J=[F(z 9,92 2)dx (147)
Zo
hat.
Die Eulerschen Gleichungen
d d
Fy—ae Fy=0,  Fymio Fu=0 (148)

dieses Integrals bilden ein System zweier Differentialgleichung zweiter Ordnung.
Fiir ” und 2’ fithren wir durch die Relationen

v=DFy, w=F, (149)

die neuen Verinderlichen » und w ein, wobei wir annehmen, dafl sich diese Re-
lationen nach 3’ und 2z’ auflésen lassen (wir wiirden dann y' =y'(, y, 2, v, w),
2 =2'(x, y, 2, v, w) erhalten), das bedeutet, daB die zugehorige Funktionaldetermi-
nante von O verschieden ist:

D(Fy’» Fz’)

0.
Dy, ) *
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An Stelle von F fithren wir noch durch
H(z,y, z,v,w)=yv+2w—F=y'Fy +2'F, — F (150)
eine neue Funktion H ein, die von vornherein mit den neuen Verdnderlichen »

und w gebildet wird. Von dieser Funktion H(z, y, 2, v, w) wollen wir die partiellen
Ableitungen nach den letzten vier Veridnderlichen berechnen. Es gilt

Hy=%§;—, v+g—;’ w—Fy—Fyp %—Fz: f:—;,
oder wegen (149)
Hy=—-Fy. (151)
Analog ergibt sich
H;= —F,, H,=y, Hy=2. (152)

Somit erhalten wir an Stelle zweier Differentialgleichungen zweiter Ordnung (148)
in den neuen Verinderlichen ein System von vier Differentialgleichungen erster
Ordnung fiir die Funktionen y, z, v, w der unabhingigen Veridnderlichen x:

dy d

z
dz :H1h (Esz, ‘E: "'Hy,

dv v _ _m,. (153)

Ein Differentialgleichungssystem der Gestalt (153) wird gewéhnlich kanonisch ge-
nannt. Mit Hilfe von (150) und (152) kann man F unmittelbar durch H ausdriicken:

F=vH,+wH,—H. (154)

Das allgemeine Integral des Systems (148) bzw. (153) enthilt vier willkiirliche
Konstanten. Sind die Voraussetzungen fiir den Existenz- und Eindeutigkeitssatz
aus der Theorie der Differentialgleichungen erfiillt, so kénnen wir durch jeden
Punkt (z, y, z) des Raumes ein Biischel von Extremalen hindurchlegen, indem wir
willkiirliche Anfangswerte der Ableitungen y’ und 2z’ vorgeben. Solch ein Extrema-
lenbiischel stellt eine Kurvenschar dar, die von zwei willkiirlichen Konstanten
abhéngt, und zwar von den Anfangswerten der Ableitungen ¥’ und 2’. Allgemein
nennen wir die Gesamtheit der Losungen der Eulerschen Gleichungen, die von
zwei willkiirlichen Konstanten abhingen und einen bestimmten Bereich des
Raumes iiberdecken, ohne sich gegenseitig zu schneiden, ein Extremalenfeld;
es soll also durch jeden Punkt dieses Bereiches eine und nur eine Extremale der
Schar hindurchgehen. Existiert eine solche Extremalschar, so haben wir in jedem
Punkt des Feldes wohlbestimmte Werte von 3’ und 2z’. Damit haben wir auch in
jedem solchen Punkt wohlbestimmte Werte fiir » und w. Wir koénnen also an-
nehmen, dafl in dem Bereich des Raumes, der von der Extremalenschar iiberdeckt
wird, v und w als Funktionen der Koordinaten z, y, z bestimmt sind. Die Funktio-
nen v(z, y, z) und w(z, y, z) nennen wir Qefillfunktionenl) des Eatremalenfeldes.
Wir wollen zeigen, daB dieselben gewisse partielle Differentialgleichungen erfiillen
miissen. Wir gehen davon aus, da8 die vier von der unabhéngigen Veréinderlichen
z abhingenden Funktionen y(z), z(z), v[z, y(z), z(x)], w[z, y(z), 2(z)] das Differen-
tialgleichungssystem (153) erfiillen.

Schreibt man in den beiden letzten Differentialgleichungen von (153) die totalen

1) Russisch ¢yHruuu HakdoHa; auch Feldgréfen genannt. (Anm. d. Red.)
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d d
Ableitungen é und 2 ausfiihrlich auf, so erhdlt man

dz
dy dz dy dz
Ux—l-vy(gﬁ-’vza:—'Hy, w;;—f‘Wy(ﬂ‘i'wz(E:—Hz. (155)

Unter Beriicksichtigung der beiden iibrigen Gleichungen (153) erhalten wir das
System der partiellen Differentialgleichungen

'Ux"'vva'l'vsz: —‘Hy, wx+wau+wsz= —.Hz (156)

fir die Gefallfunktionen v(z, y, z) und w(z, y, 2).

Wir gehen jetzt umgekehrt davon aus, daBl v(z, y, z) und w(z, y, z) irgendwelche
Losungen des Systems (156) sind. Setzen wir diese Funktionen in die rechten Sei-
ten der ersten beiden Differentialgleichungen (153) ein, so erhalten wir ein System
von zwei Differentialgleichungen erster Ordnung fiir ¥ und z. Durch Integration
des Systems erhalten wir ¥ und z als Funktionen von x und zwei willkiirlichen
Konstanten. Setzen wir diese Ausdriicke y(z, C4, C3) und z(z, Cy, C3) in die Funk-
tionen v(x, y, z) und w(z, y, z) ein, so hingen auch diese Funktionen von z und
zwei willkiirlichen Konstanten ab.

Es 148t sich leicht zeigen, daB dann auch die letzten beiden Gleichungen (153)
erfiillt sind. In der Tat, unter Benutzung der Kettenregel und der ersten beiden
Differentialgleichungen (153) ergibt sich

d
(%:vz+vva+vsz ,
d
woraus wir auf Grund der ersten Differentialgleichung (156) gerade d—z =—Hy

erhalten. Ebenso 148t sich auch die Richtigkeit der letzten Differentialgleichung
(153) beweisen.

Wenn die oben erwihnten Extremalen y(z, C1, C3) und z(z, C1, C3) einen bestimm-
ten Bereich des Raumes iiberdecken, ohne sich zu schneiden, d. h., wenn sie ein
Extremalenfeld bilden, sind die Funktionen v und w Gefillfunktionen dieser
Extremalenschar. Somit haben wir folgendes bewiesen: Zu jeder Losung des Diffe-
rentialgleichungssystems (156) kénnen wir eine zugehorige Extremalenschar konstruieren,
fiir welche diese Losung die Gefillfunktionen liefert. Hierbei beschrdnken wir uns
natiirlich nur auf einen Bereich des Raumes, in dem die Funktionen y(z, Cy, Cs)
und z(z, C1, Cs) ein Extremalenfeld darstellen, den sie also iiberdecken, ohne sich
zu schneiden.

Bemerkung. Wir schreiben noch die Transversalitdtsbedingung auf kanoni-
sche Verinderliche um. In den urspriinglichen Veridnderlichen hatte die Bedingung
die Gestalt (142). Unter Benutzung der Relationen (150) und (152) erhalten wir die
Transversalitdtsbedingung

— Héx +véy + woz=0 . (157)

88. Das Extremalenfeld im dreidimensionalen Raum. Wir entwickeln nun eine
geometrische Theorie fir das Integral (147).

Wir betrachten spezielle Extremalenscharen, die wir sogleich festlegen werden.
Es sei ! eine Raumkurve. Den Wert des Integrals (147) lings dieser Kurve nennen
wir Quasiliinge oder J-Linge. So driickt beispielsweise im Fall des Integrals (2),
das zu einem Problem der geometrischen Optik gehort, die Quasilinge die Zeit
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aus, in der ein Punkt, der sich mit einer im Raum vorgegebenen Geschwindigkeit
w(x, y, z) bewegt, die Kurve ! durchlauft.

Wir betrachten ein rdumliches Extremalenbiischel mit einem gegebenen Punkt
My als Zentrum. Dieses Biischel mége in einer gewissen Umgebung des Punktes My
ein Extremalenfeld bilden (die Extremalen des Biischels in dieser Umgebung,
auller im Punkt M, selbst, mégen sich nicht schneiden). Auf jeder Extremalen
legen wir vom Punkt M, aus ein Bogenstiick MoM so fest, dall die Quasilingen
dieser Kurvenbdégen auf allen Extremalen gleich ein und derselben Zahl o sind.
Der geometrische Ort aller Punkte M ist eine Fliche, die wir Quasikugel mit dem
Mittelpunkt My nennen. Lassen wir die Zahl o variieren, so erhalten wir eine Schar
von Quasikugeln, die von einem einzigen Parameter abhingt und eine gewisse
Umgebung des Punktes My tiberdeckt. Es ist leicht zu sehen, daf} die Extremalen
des Biischels die Quasikugeln transversal schneiden, d.h., in jedem Punkt, der
einer gewissen Umgebung von My angehort, erfiilllen die Gefdllfunktionen »(z, ¥y, z)
und w(z, y, 2,) unseres Extremalenbiischels die Transversalitidtsbedingung (157).
Dabei sind éz, dy, 6z die Komponenten der infinitesimalen Verschiebung auf der
Quasikugel, die durch M, hindurchgeht.

Zum Beweis gehen wir auf die Formel

Tt
87 = How +ody +uwdelizz + [ [( L p ) 5 +(F _dp ) a~] de  (158)
=m0 Y dx 7Y y 2 qx Cf) T
Zo

zuriick, die die erste Variation des Funktionals (147) im allgemeinen Fall darstellt,
und setzen voraus, dal} sich der Endpunkt M der Extremalen unseres Biischels
auf der Quasikugel bewegt. Hierbei bleibt die Gr6Be des Funktionals J laut Kon-
struktion konstant; folglich ist 67 =0. Auf der rechten Seite von (158) verschwindet
der Integralausdruck, da die Kurve eine Extremale ist. Der integralfreie Ausdruck
verschwindet fiir x =9, da der Punkt My fest ist und somit in diesem Punkt
dx=0y=02=0 gilt. Daraus folgt, dall er auch fiir x=2x; verschwindet; d. h., im
Punkt M, der sich auf der Quasikugel bewegt, mul} die Transversalitdtsbedingung
(157) erfiillt sein. Wir erwahnen noch, daff das ganze Extremalenbiischel von zwei
willkiirlichen Konstanten abhingt und eine Bewegung des Punktes M auf der
Quasikugel einer Anderung der Werte dieser Konstanten entspricht, die in diesem
Fall die Rolle der Parameter spielen, itber die wir in [86] gesprochen haben.

Es sei M ein Punkt aus der Umgebung des Punktes My. Dann gibt es eine
bestimmte Extremale, die My mit M verbindet, und der Wert des Integrals (147)
lings des Extremalbogens MM ist eine Funktion 6(z, y, z) der Koordinaten des
Punktes M. Die Schar der Quasikugeln hat offenbar die Gleichung

0(%, y, 2)=0; (159)
dabei ist ¢ der bereits eingefiihrte Parameter. Gewohnlich sagt man, dafl das Ex-
tremalenbiischel mit dem Zentrum My ein Zentralfeld von Extremalen bildet. Die kon-
struierten Quasikugeln heilen Transversalfliichen dieses Feldes, und die Funktion
0 nennt man Fundamentalfunktionl) des Feldes.

Wir kommen nun zur Konstruktion des allgemeinen Extremalenfeldes. Es sei Sp
eine Fliche im dreidimensionalen Raum. In jedem Punkt dieser Fldche bestimmt
die Transversalitdtsbedingung in der Form (142) die Werte ', 2" oder in der Form
(157) die Werte v und w. Fassen wir die Werte y” und 2z’ als Anfangswerte fiir die

1) Russisch ocnopnas ¢ynkuusa; auch Fikonal oder geoddtischer Abstand genannt.
(Anm. d. Red.)
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Ableitungen auf, so finden wir, daf} zu jedem Punkt My der Fliche Sy eine Extremale
existiert, welche transversal zu 8y verlduft. Lassen wir den Flachenpunkt M,
variieren, so erhalten wir eine Schar von Extremalen, die von zwei Parametern
abhidngen und die Fliche Sy transversal schneiden. In einer gewissen Umgebung
von Sy mogen die Extremalen ein Extremalfeld bilden. Wir legen auf jeder Extre-
malen unserer Schar vom Punkt My aus einen Kurvenbogen MoM derart fest,
dal} die Grolie des Integrals (147) lings dieser Extremalenbdgen einen vorgegebenen
Wert ¢ hat. Der geometrische Ort der Endpunkte M dieser Bogen ist eine Fliche S.

Es ist leicht zu sehen, daf3 die Extremalen der Schar die Fliche S transversal
schneiden. Man braucht dabei nur die beim Zentralfeld durchgefithrte Uberlegung
zu wiederholen. Im vorliegenden Fallist der Punkt My allerdings nicht fest, sondern
auf der Fliche Sy variabel; da aber die Extremalen unserer Schar auf Grund ihrer
Konstruktion die Fliche Sy transversal schneiden, verschwindet auf der rechten
Seite der Formel (158) der integralfreie Ausdruck fiir x=wx9 genau wie im Fall
des Zentralfeldes. Somit schneiden die Flichen 8, die einen gewissen Teil des Rau-
mes in der Umgebung der Flache Sy iiberdecken, die Extremalen der konstruierten
Schar transversal. Auch in diesem Fallsagt man, daf} die Extremalenschar ein Extre-
malenfeld darstellt; die Flichen S heiBlen Transversalflichen dieses Feldes. Somit
stellt eine Extremalenschar ein Extremalenfeld dar, wenn eine Schar von Flichen
existiert, die von einem einzigen Parameter abhdngen und die Extremalen der Schar
transversal schneiden. Der Wert des lings der Extremalenbigen Mol unseres
Feldes erstreckten Integrals (147) ist eine Funktion 6(x, y, z) der Koordinaten
des Punktes M, die Gleichung (159) ist die Gleichung fiir die Schar der Transversal-
flichen unseres Feldes. Insbesondere ergibt sich fiir p=0 die Fliche Sp. Im Fall
des angegebenen Problems der geometrischen Optik stellen die Quasikugeln des
Zentralfeldes die Wellenfronten der von einer Punktquelle in My ausgehenden
Wellen zu verschiedenen Zeitpunkten dar. Im allgemeinen Fall liefern die Trans-
versalflichen S ebenfalls Wellenfronten zu verschiedenen Zeitpunkten, nur ist
jetzt im Anfangszeitpunkt die Wellenfront Sy vorhanden.

In jedem Punkt der Transversalfliche S miissen die Koeffizienten von dx, oy
und ¢z in der Transversalitdtsbedingung (157) den Richtungskosinus der Flichen-
normalen von S proportional sein. Andererseits sind die Richtungskosinus den
partiellen Ableitungen der Funktion auf der linken Seite von (159) proportional,
d. h., diese partiellen Ableitungen miissen den Koeffizienten in der Transversali-
tdtsbedingung (157) proportional sein. Bemerkenswert ist, dafl im vorliegenden
Fall, wie wir sogleich zeigen werden, nicht nur Proportionalitidt, sondern sogar
Gleichheit vorliegt, '

0 0 o6
%: —H(z, y, z, v, w), ‘%:v, %:w; (160)
dabei sind natiirlich v und w als Funktionen von 2, y und z aufzufassen. Diese
Funktionen sind die Gefallfunktionen des Feldes, die wir bereits im vorigen Ab-
schnitt eingefithrt haben. Unsere Behauptung folgt, wie wir jetzt beweisen wollen,
unmittelbar aus (158).

Zur Erleichterung des Verstindnisses betrachten wir zunichst ein Zentralfeld.
Hier ist, wie wir bereits gesehen haben, 6(z, y, z) gleich dem Integral (147) iiber
den Extremalenbogen MoM.

Jetzt moge sich der Endpunkt M nicht wie frither auf einer Quasikugel, sondern
willkiirlich im Raum bewegen. Dann dndert sich natiirlich im allgemeinen auch die
Extremale des Feldes, die My mit dem variierenden Punkt M verbindet. Die Ver-
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schiebung von M hingt jetzt nicht von zwei Parametern ab wie bei der Bewegung
auf der Quasikugel, sondern von drei Parametern, die wir nicht naher festlegen
wollen. Wir bezeichnen mit é das Differential, welches sich auf die Anderung dieser
Parameter bezieht. Wir kehren nun zum Ausdruck (158) fiir die erste Variation
zuriick. Das Integral J kénnen wir durch die Funktion 6(z, y, ) ersetzen. Auf der
rechten Seite von (158) fillt der Integralausdruck weg, da wir iiber eine Extremale
integrieren. Das integralfreie Glied verschwindet fiir =y ebenfalls, da M, fest
ist. An der oberen Grenze verschwindet es aber nicht, da sich M nicht auf einer
Quasikugel, sondern in beliebiger Weise bewegt; es besteht also die Beziehung

é0(x, y, 2) = — Hézx +vdy + woz , (161)
aus der gerade (160) folgt.

Ebenso 148t sich der Beweis dieser Beziehungen auch fiir ein beliebiges Feld
durchfithren. Statt einer Quasikugel haben wir die Fldche S; das integralfreie Glied
auf der rechten Seite von (158) verschwindet wie frither an der unteren Grenze,
da die Extremalen des Feldes zur Fliche Sy transversal liegen.

Eliminieren wirv und w aus den drei Gleichungen (160), so erhalten wir fiir die
Fundamentalfunktion des Feldes die partielle Differentialgleichung erster Ordnung?)

0+ H(z, y, 2, Oy, 6,)=0. (162)
Somit zeigt sich, daB die Fundamentalfunktion eines beliebigen Feldes der Differential-
gleichung (162) geniigt. Jetzt zeigen wir umgekehrt, daB allgemein jede Ldsung
der Gleichung (162) Fundamentalfunktion eines Feldes ist.

Es sei 00 eine Losung der Differentialgleichung (162). Dann definieren wir v
und w durch

v= 0, w= 00 . (163)
Durch Differentiation der Identitdt
60 + H(zy, 2, 65, 67)=0 (164)

nach y und z erhalten wir die beiden Differentialgleichungen (156). Also gehért,
wie wir gesehen haben, zu den konstruierten Funktionen » und w im allgemeinen
eine Extremalenschar, deren Gefdllfunktionen sie darstellen. Wegen (163) und
(164) ist die linke Seite der Gleichung (157) das totale Differential der Funktion
6©, d. h., 00 (z, y, z)=C ist eine Schar von Transversalflichen der Extremalen-
schar; mithin bildet diese Schar von Extremalen ein Feld. Wegen (161) ist in diesem
Fall die linke Seite der Gleichung (157) das totale Differential der Fundamental-
funktion des Feldes, und somit ist die Funktion 6© die Fundamentalfunktion
des obenerwihnten Feldes. Wie wir noch anmerken wollen, folgt aus dem Ge-
sagten als notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daB} die Extremalenschar
ein Feld bildet, die Eigenschaft des Ausdrucks auf der linken Seite der Gleichung
(157), ein totales Differential zu sein. Dies ist damit gleichbedeutend, dall das
mit diesem Ausdruck gebildete Kurvenintegral vom Weg unabhingig ist.

Im Fall des Grundproblems der geometrischen Optik lautet die Transversali-
titsbedingung

- 2 2
(nV1+y’2+z’2_n %_—n %)
V1i+y'2+22 Vi+y2+22

V1+y?2+22 V1+y2+272
1) Meist Hamilton-Jacobische Differentialgleichung oder Eikonalgleichung genannt.
(Anm. d. Red.)
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oder einfacher
dx dy dz

Daraus folgt unmittelbar, da3 hier die Transversalitdtsbedingung mit der Ortho-
gonalitdtsbedingung iibereinstimmt und die Transversalflichen eines beliebigen
Feldes die Extremalen dieses Feldes orthogonal schneiden. Die kanonischen Va-
riablen und die Funktion H werden durch
p— ™
V1+y2 422 V1+y2+2"2
ny'? nz'?

V1+y2+22  V1+y2+272

gegeben. Der letzte Ausdruck 148t sich vereinfachen zu

—n Y THyiT7e

n -
H=— "  — _Vn2—12—u2.
Vl + ylz +Z’2 V
Die Beziehung (162) lautet schlieBlich
6,—Vn2—6§—@=0 oder 02+63+03=n2(x,y,z).

Im Fall n=const ist der Raum homogen, und die Extremalen sind Geraden.
Sie bilden dann und nur dann ein Feld, wenn sie die Normalen einer Fliche Sy
sind. Dieiibrigen Transversalflichen Sy des Feldes erhalten wir, wenn wir auf diesen
Normalen Strecken von ein und derselben Linge abtragen. Wir kénnen diese
Flichen auch erhalten, wenn wir eine Schar von Kugeln mit den Mittelpunkten
auf Sp und gleichen Radien konstruieren; dann ist die gesuchte Fliche die Enveloppe
dieser Kugelschar (Konstruktion von Huveexs). Diese Konstruktion bleibt auch
fiir den inhomogenen Raum richtig, sofern die Kugeln durch Quasikugeln ersetzt
werden. Wir weisen noch darauf hin, daB wir in [II, 140] Voraussetzungen an-
gegeben haben, unter denen eine Geradenschar speziell eine Schar von Normalen
einer Fliche darstellt.

89. Die allgemeine Theorie der Extremalenfelder. Die hier entwickelte geometri-
sche Theorie bleibt auch im ebenen Fall richtig: das Grundintegral hat dann die
Gestalt

Z
J=fF(z,y,y)de. (165)
Zo

Statt y’ fithren wir durch » = F,, die neue Verdnderliche % ein; auBerdem setzen
wir H(z,y, u)=y'Fy —F. An Stelle der Eulerschen Gleichung {fiir das Integral
(165) haben wir das System der beiden Differentialgleichungen. erster Ordnung

d u

et g
Die Transversalitdtsbedingung

(Fy—y'Fy)dx+ Fydy=0 (167)
hat in den neuen Veridnderlichen die Gestalt

—Héx +udy=0. (168)

- -H,. (166)
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In der Ebene enthilt eine Extremalenschar einen Parameter. Wie setzen voraus,
daB eine Extremalenschar einen Teil der Ebene iiberdeckt, ohne daf3 die Extrema-
len sich schneiden. In diesem Teil der Ebene sind y” und die neue Verdnderliche u
als Funktionen der Punktkoordinaten z, y bestimmt (u ist die Gefallfunktion der
Schar). Kehren wir zur Transversalititsbedingung (168) zuriick, so sehen wir,
daf sie sich als Differentialgleichung erster Ordnung zur Bestimmung der Trans-
versalkurven der Extremalenschar deuten laft:

oy H \
ow (169)

Wir haben jetzt die Besonderheit, daf} jede dieser Extremalenscharen im allge-
meinen ein Feld bildet. Hierbei nehmen wir natiirlich an, dal Voraussetzungen
erfiillt sind, die die Existenz und Eindeutigkeit der Lésungen der Differential-
gleichungen (169) gewdhrleisten.

Wir gehen nun zur Darlegung der allgemeinen Theorie der Extremalenfelder be-
liebiger Dimensionszahl tiber. Wir wollen hier keine Beweise fiihren, da sie vollig
analog zu den Beweisen fiir den dreidimensionalen Raum verlaufen. Das Grund-
integral enthidlt n Funktionen g¢i, ..., ¢, einer unabhingigen Verinderlichen x
und ihre Ableitungen g,

xy
J=[F(x, q1, q1, - qn, qn) dv . (170)
Zo

Die zugehérigen Extremalen werden durch das System der »' Differential-
gleichungen zweiter Ordnung

d
a ﬁ

Fy,— =0 (k=1,2,..,m) (171)

gegeben. An Stelle der g fiihren wir neue Verinderliche g ein durch

pe=Fy; (172)
dabei nehmen wir an, daf3 die Funktionaldeterminante
D(F gy Fyr)
! i (173)

D(qls oes q1)

von 0 verschieden ist und die Differentialgleichungen (172) nach gz auflésbar sind.
Die von den Veridnderlichen z, ¢z und p; abhidngende Funktion H wird durch

n
H(, qx, pr) :21 qsps —F (174)
S=

bestimmt. Durch Differentiation ergeben sich mit Hilfe von (172) die Beziehungen
Hg, = —Fqy, Hp,=qk, und das Differentialgleichungssystem (171) 148t sich in
die 2n Differentialgleichungen erster Ordnung
dqk T dps
E:Hpk’ H: —Ilqk (175)
iiberfithren (kanonisches System).
Mit Hilfe des Integrals (170) kann man den Begriff der Quasilinge einer belie-

bigen Kurve im (n+1)-dimensionalen Raum mit den Koordinaten z, q, ..., ¢s
definieren. Uberdeckt die Gesamtheit der Extremalen, die von 7 willkiirlichen
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Konstanten abhéingt, einen Teilbereich des (n+1)-dimensionalen Raumes, ohne
daB die Extremalen sich schneiden, so sagt man, daf} diese Extremalen ein Extre-
malenfeld bilden. In diesem Teilbereich sind die ¢; und damit auch die pg bestimmte
Funktionen der Verdnderlichen z,q, ..., ¢, (Gefidllfunktionen der Schar). Das
Zentralfeld wird wie im dreidimensionalen Raum definiert. Um das allgemeine
Feld zu erhalten, gehen wir von einer durch die Gleichung ¢(z, ¢i, ..., ¢5) =0 dar-
gestellten Hyperfliche Sy aus. Die Transversalitdtsbedingung liefert uns » Be-
ziehungen zur Bestimmung der Werte der Ableitungen g; in jedem Punkt von Sg.
Nehmen wir diese Werte bei der Integration des Differentialgleichungssystems
(171) als Anfangswerte, so erhalten wir im allgemeinen eine Schar von Extremalen,
die zu Sy transversal verlaufen. Die iibrigen Flichen S, die die Extremalenschar
transversal schneiden, lassen sich wie im dreidimensionalen Fall konstruieren;
diese Extremalen bilden also ein Feld. In jedem Feld existiert eine Fundamental-
funktion 6(z, ¢i1, ..., gn), die beispielsweise beim Zentralfeld gleich dem Integral
iiber den Extremalenbogen vom Zentrum M, des Feldes bis zu einem verdnderlichen
Punkt M ist. Analog dazu 148t sich die Fundamentalfunktion auch fiir ein belie-
biges Feld definieren. Fiir ein beliebiges Feld gilt

sz—H, eqk:Fq;C:pk,
woraus folgt, dall die Fundamentalfunktion der partiellen Differentialgleichung
bz + H(x, q1, -5 qus Ogq; -5 Og,) =0 (176)

geniigt.

Umgekehrt ist eine beliebige Losung dieser Differentialgleichung im allgemeinen
Fundamentalfunktion eines Feldes, wobei die Funktionen (172), die zu diesem
Feld gehoren, durch die Beziehungen py=0,, bestimmt sind und der Ausdruck

n
—Hox + 2, prdgx
E=1
das totale Differential der Fundamentalfunktion 6(z, qi, ..., ¢5) des Feldes ist.

90. Ein Ausnahmefall. Wir betrachten nun einen wichtigen Ausnahmefall. Wir
setzen voraus, daf} F eine homogene Funktion ersten Grades in bezug auf die Ab-
leitungen gy ist, wie dies beispielsweise bei den Variationsproblemen in Parameter-
darstellung der Fall ist. Auf Grund der Eulerschen Formel fiir homogene Funktio-
nen gilt

. .
2k, =F. (177)
s=1 s

Differenzieren wir diese Identitit nach ¢z, so erhalten wir
n
3_211 quq:sq;c :0 )

so daB die Determinante dieses homogenen Gleichungssystems gleich O sein muf.
Dies ist aber die Determinante (173), die von 0 verschieden sein sollte, damit der
Ubergang zu den kanonischen Verdnderlichen méglich ist. Aus der Identitit (177)
folgt unmittelbar, dafl die Funktion H jetzt identisch gleich 0 ist. Wie friiher
koénnen wir den Begriff des Feldes von Extremalen definieren, und fiir jedes Feld
gibt es eine Fundamentalfunktion 6(z, qi, ..., ¢s), deren partielle Ableitungen

15 Smirnow IV/1
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n
0z=F—leqs' =0 O =F, (178)

bestimmt sind.

Die erste dieser Relationen zeigt, daf§ die Fundamentalfunktion die Verédnder-
liche = nicht explizit enthilt. Die rechten Seiten der Relationen qu:Fq}c sind

homogene Funktionen nullten Grades in den gz, so dafl man aus diesen Gleichungen
die Quotienten g—l,‘ (k=2, ...,,n) imallgemeinen durch die Ableitungen 6,, ausdriicken
1

kann. Setzen wir die gefundenen Ausdriicke in (177) ein, so erhalten wir eine par-
tielle Differentialgleichung, die jetzt an die Stelle der Differentialgleichung (176)
tritt.

Wir fithren alle Rechnungen fiir das Integral

@/ n
J=[ | Z aigigdc (179)
Zo i, k=1
aus, das die Bogenlidnge einer Kurve im n-dimensionalen Raum ausdriickt. Die Koeffi-
zienten a;x geniigen der Bedingung a;r =ak; und sind gegebene Funktionen der Ver-
dnderlichen gg. Jetzt gilt

n (lksq.: ( n )
0,, =F = : F= |/ vy
(4% ay gl F ilcz:lalkqlqk »

’

woraus

%
F :sgi Aksoqs

folgt. Mit Ay werden dabei die Elemente der zur Matrix der a;r inversen Matrix be-
zeichnet [IIIf1, 25].
’

Setzen wir den Ausdruck (‘;;,—" in (177) ein, so erhalten wir die gesuchte partielle
Differentialgleichung

n
2 Awbqq, =1, (180)
4,k=1
welcher die Fundamentalfunktion jedes beliebigen Feldes von Extremalen des Inte-
grals (179) geniigen muf.
Das iiber eine Extremale des Feldes zwischen den Punkten My und M erstreckte
Integral (179) liefert den geodétischen Abstand zwischen My und M; fiir das Quadrat
I'=62 dieses Abstandes erhalten wir in jedem Feld die partielle Differentialgleichung

n
2 Aulg g, =4T". (181)
i,k=1
Es tritt jetzt als unabhéngige Verdnderliche ein Parameter auf, der véllig willkiirlich
gewidhlt werden kann und der nicht in den Koeffizienten a;x und der Funktion 6 vor-
kommt. Wir konnen also hier das Feld und die Fundamentalfunktion im n-dimensio-
nalen q1, g2, ...,¢»-Raum betrachten. In diesem Raum kann man eine der Verinderlichen
als unabhéngige Verdnderliche zugrunde legen; so erhédlt man an Stelle von (176) die
symmetrische Differentialgleichung (180).
Fir das Grundproblem der geometrischen Optik in Parameterdarstellung gilt

F =n(z, y, 2) V22 +y'2 +22;
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die Differentialgleichung (180) lautet
62 + 62 + 6% =n2(z, y, 2) -

Diese Differentialgleichung haben wir bereits frither erhalten; dabei gingen wir von
einer Form des Grundintegrals aus, bei der « als unabhéngige Verdnderliche auftrat.

In der bisherigen Theorie haben wir nirgends vorausgesetzt, daf3 die unabhingige
Verdnderliche nicht im Integranden F vorkommen soll. Im Fall der geoditischen
Linien, zu dem das Integral (179) gehort, erhalten die a;x die unabhéngige Verénderliche
nicht, so daf man auch anders vorgehen kann. Wie in [82] bezeichnen wir mit ¢ die
in (179) unter dem Wurzelzeichen stehende Summe und wéhlen als Parameter die
Bogenlinge, d. h., wir setzen

n
= 2 augigp=1.
i,k=1
Dann erhalten wir das Differentialgleichungssystem (111):
d

‘pqi _d—S (pq;:O (7’=19 2, ., n) s

bei dem wir bereitsin der tiblichen Weise zu den kanonischen Verénderlichen iibergehen
konnen, und zwar fithren wir an Stelle der ¢; die neuen Verdnderlichen p; =9, ein.
1

n
Die Funktion H wird durch H(gk, px) =2 q:ps —¢ definiert; da ¢ ein homogenes
s=1

Polynom zweiten Grades in den g; ist, folgt unmittelbar H =¢. Wenn wir in ¢ die g,
und py einfithren und px =60, in die Beziehung ¢ =1 einsetzen, erhalten wir eine par-

tielle Differentialgleichung fiir §. Bezeichnen wir die durch ¢; und pj ausgedriickte
Funktion ¢ zum Unterschied mit y, so erhélt das kanonische Differentialgleichungs-
system die Form

dgx dpk
Yop» W: —Vap (k=1,2,..,n).

ds

Da y(qk, px) ein homogenes Polynom zweiten Gradesin den py ist, konnen wir beweisen,
dafl die angegebenen Differentialgleichungen ihre Gestalt behalten, wenn in ihnen
gleichzeitig px durch apj; und s durch a~1s ersetzt wird, wobei « eine willkiirliche Kon-

stante ist. Es seien q,(co) und p}co) die Anfangswerte der gx und py fiir s =0. Es 1Bt sich
zeigen, daf die GroBen pg, pi¥ und s in einer Losung des kanonischen Systems in den
Kombinationen spg, s;p;(‘o) auftreten, d. h., die Losung hat die Gestalt

gk =oi(ris ), te=wire, ¢t”)  (k=1,2, .., %)

mit tx =spx und rg =sp;(,0). Ausden Beziehungen y(qg, px) =1 und t; =spi folgt, dall sich
das Quadrat des geodétischen Abstands zwischen den Punkten (9(10), qﬂo), o qﬁ,o)) und
(1, g2 ---» qn) in der Form

s2 =T =yp(qk, tx) =ylqk, ve(re, ¢O)]

darstellen 1a8t. Wegen qx = @x(rk, q,(co)) konnen wir die rx durch die gx und q;(co) ausdriicken;
somit 140t sich die rechte Seite der letzten Formel durch die gz und q,(co) ausdrucken.

91. Der Jacobische Satz. Wenn wir das System (175) gewéhnlicher Differential-
gleichungen vollstandig integrieren, kénnen wir alle méglichen Felder konstruieren,
die zu einem gegebenen Variationsproblem gehoren; deshalb kénnen wir jede
Losung der Gleichung (176) ermitteln. Auf diesen Zusammenhang gehen wir in
Teil IV/2 bei der Behandlung der partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung
ein. Gelingt es uns umgekehrt, die Loésungen der Differentialgleichung (176)

15%
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zu finden, so kénnen wir, wie wir jetzt zeigen wollen, das allgemeine Integral des
Systems (175) konstruieren. Wir miissen nur noch genauer formulieren, was wir
darunter verstehen, die Losungen der Differentialgleichung (176) zu finden. Diese
Differentialgleichung bestimmt ¢ als Funktion der unabhédngigen Verdnderlichen
Z, q1, ---, qu- Sie enthalt die Funktion 6 nicht selbst; deshalb erhalten wir wiederum
eine Losung der Differentialgleichung, wenn wir zu einer beliebigen Lésung einen
willkiirlichen konstanten Summanden @ hinzufiigen. Unter dem wvollstindigen
Integral dieser Differentialgleichung verstehen wir eine Losung, die auBer dieser
willkiirlichen Konstanten a noch n weitere willkiirliche Konstanten enthélt,

0=0(x, q1, .., qn, A1, .., Ap) +a; (182)
dabei nehmen wir an, dal} die Determinante, deren Elemente die partiellen Ab-
leitungen zweiter Ordnung 0g,q, sind, von 0 verschieden ist. Wie sich zeigen wird,
gibt uns die Kenntnis eines vollsténdigen Integrals der Differentialgleichung (176)
die Moglichkeit, durch einfaches Differenzieren ein allgemeines Integral des Diffe-
rentialgleichungssystems (175) zu konstruieren. Es gilt der Satz von Jacosr:
Ist ein vollstindiges Integral (182) der Differentialgleichung (176) bekannt, so liefern
die Identititen

04, =

= 1, ) ' (183)

qu =Pk > (1831)
in denen mit ay und by willkiirliche Konstanten bezeichnet werden, eine Lésung des
Differentialgleichungssystems (175), die von 2n willkiirlichen Konstanten abhdngt.

Wegen der Voraussetzung, daB die Determinante |6g,q,| von O verschieden ist,

lassen sich die Gleichungen (183) nach den g; auflgsen; es ergeben sich Funktionen
der unabhéngigen Verinderlichen x und der willkiirlichen Konstanten as; und bs
(s=1, 2, ..., n) fiir die g;. Setzt man diese Ausdriicke fiir die ¢; in die linken Seiten
der Gleichungen (183;) ein, so sind auch die pg durch «, a5 und b; (s=1, 2, ..., n)
ausgedriickt. Wir haben noch zu zeigen, dafl die auf diesem Wege gewonnenen
Ausdriicke fiir gz und pg das Differentialgleichungssystem (175) erfiillen. Differen-
zieren wir die Gleichungen (183) nach x und die Differentialgleichung (176) nach
den a;, so erhalten wir die 2n Identititen

220 o920 dgs 920 i 2920

b 2 dgsdar dw " Db T 2 TP g 0 (=)
aus denen die » Identitédten '
n 529 dqs .
321 Frw T ( Hps) 0 (=1, ..., n)
folgen.
Auf Grund der Bedingung | 4., +0 folgt aus den letzten Identitéiten unmittel-
1
bar (dﬁ = Hp_. Zum Beweis, dafl dieiibrigen leferentlalglelchungen des Systems(175)

erfiillt sind, differenzieren wir die Gleichungen (183;) nach x und dle leferentlal-
gleichung (176) nach den ¢;
dp. 9% 2 9% dgs
dz —Bxaq. 3=,1 quaqs dz
220
Ba:{)qz 2:1 Hy, g0

H
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Subtrahieren wir diese Gleichungen voneinander und benutzen die bereits bewie-
senen Identititen, so erhalten wir die iibrigen Differentialgleichungen des Systems
(175).

Wir sehen also, daf} ein vollstindiges Integral der Differentialgleichung (176)
ein allgemeines Integral des Differentialgleichungssystems (175) liefert, das die
Extremalen unseres Problems definiert. Diese Beziehung zwischen dem Differen-
tialgleichungssystem (175) und der Differentialgleichung (176) entspricht der geo-
metrischen Tatsache, daf} jedes Feld eines Extremalproblems entweder mit Hilfe
der Extremalen selbst, die das Feld bilden, oder auch mit Hilfe der Transversal-
fldchen dieses Feldes beschrieben werden kann.

92. Diskontinuierliche Losungen. In einigen Fillen zeigt es sich, daf} keine Kurve
mit sich stetig dndernder Tangente existiert, die einem bestimmten Funktional
einen Extremwert erteilt. Es entsteht die Frage, ob nicht unter den Kurven einer
allgemeineren Klasse eine Losung existiert, beispielsweise unter den Kurven, die
in einzelnen Punkten keine Tangente besitzen, dort aber wenigstens eine links-
seitige und eine rechtsseitige Tangente haben (Kurven mit Ecken, Spitzen). Wir
skizzieren in groen Ziigen die Uberlegung fiir den einfachen Fall eines Funktionals

<43
J=[F(z,y,y)dx, (184)
Zo

ohne auf die Einzelheiten der Beweise einzugehen.
Wir betrachten zunichst ein spezielles Beispiel, und zwar das Funktional

1
J=[y?2(1-y)2dx, (185)
-1

wobei die gesuchte Extremale durch die Punkte My(—1, 0) und M,(1, 1) hindurch-
gehen soll. Fiir jede Kurve durch diese Punkte ist das Funktional (185) offenbar
positiv. Wir konstruieren einen Streckenzug MyOM;, der aus den beiden Strecken

MO und OM; besteht, und wihlen O als Koordinatenursprung der x, y-Ebene.
Es ist leicht zu sehen, dafl das Funktional (185) fiir diese Kurve verschwindet;

denn lings der Strecke M0 ist y =0, und lings der Strecke OM; ist y"=1. Die
konstruierte Kurve, deren Knickpunkt im Koordinatenursprung liegt, erteilt
offenbar dem Integral (185) einen Extremwert.

Wir fiihren jetzt die Uberlegungen fiir den allgemeinen Fall durch. Wir setzen
voraus, daf} eine Kurve, welche die beiden Punkte (xq, 0) und (1, 1) verbindet
und in einem Punkt (s, y2) eine Ecke hat, dem Funktional (184) im Vergleich
mit allen ihr hinreichend benachbarten Kurven, die ebenfalls eine Ecke besitzen
kénnen und durch die vorgegebenen Randpunkte (xg, yo) und (21, y1 ) hindurchgehen,
einen Extremwert erteilt. Wir wollen jetzt nicht nur die Randpunkte, sondern
auch die Ecke (x3, 42) der zu untersuchenden Kurve als fest annehmen. Die Kurve
muf} unter dieser zusitzlichen Voraussetzung dem Integral (189) erst recht einen
Extremwert erteilen. Hieraus folgt unmittelbar, daf§ die beiden Teile der Kurve,
die zu den Intervallen [xzg, 2] und [, 1] der x-Achse gehéren, Extremalen des
Problems sind, also die zugehérige Eulersche Gleichung erfiillen. Als wesentlich
erweisen sich die Bedingungen, die von der Ordinate und den Richtungskoeffi-
zienten der Kurventangenten in der Ecke erfiillt werden miissen. Nun wollen wir die
Variation des Integrals (184) bestimmen, wobei wir unsere Kurve als Ausgangs-
kurve nehmen.

Beachten wir, dall die Endpunkte der Kurve fest sind und daBl beide Teile der
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Kurve die Eulersche Gleichung erfiillen, so erhalten wir fiir die erste Variation
0 =[F —y Fylz0 672 —[F —y'Fylz,10 822+ [Fyloyo0 0y2 —[Fylasro 8yz -
Da éz; und éy; willkiirlich sind, ergeben sich die beiden Gleichungen
F =~y Fyle-o0=[F -y Fy]zro, [Fylo-o=[Fylaro,
die im Knickpunkt unserer Kurve erfiillt sein miissen, wenn diese dem Integral

(184) einen Extremwert erteilen soll.
Diese Bedingung wird gewdhnlich Weierstrass-Erdmannsche Eckenbedingung

genannt. Wir iiberlassen es dem Leser, zu zeigen, dafj sie tatsdchlich im Koordinaten-
ursprung fiir den Streckenzug erfiillt ist, der dem Integral (185) einen Extremwert
erteilt.

Bemerkung. Die Bedingung (186) bedeutet, daB die Ausdriicke F —y'F,
und Fy in dem Punkt x=wx, stetig sein miissen, in dem 3’ einen Sprung macht.
Diese Ausdriicke sind offenbar auch in den iibrigen Punkten stetig, in denen y’
stetig ist.

Wir nehmen nun an, dall wir ein allgemeines Integral der Eulerschen Gleichung
kennen. Die Werte der beiden willkiirlichen Integrationskonstanten sind im all-
gemeinen in den Intervallen [%g, ¥3] und [%2, 1] voneinander verschieden. Es sei

(186)

y=w1(x, C1, Cs)
ein allgemeines Integral fiir das Intervall [z, 2] und

Y= (1)2(1‘, 03, 04)

ein solches fiir das Intervall [, 2;]. Wir haben fiinf Konstanten zu bestimmen, die
Werte der willkiirlichen Konstanten Cy, C3, C3, C4 und die Abszisse g des Knick-
punktes. Fiir diese Bestimmung stehen die beiden Randbedingungen fiir =1,
und z=2; und die beiden Bedingungen (186) zur Verfiigung. Die noch fehlende
fiinfte Beziehung erhalten wir aus der Bedingung, dal} die Kurve fiir x =5 stetig

sein soll:
wy (%2, C1, C) = wa(we, C3, C4) .
Analog dazu konnten wir auch den Fall mehrerer Ecken betrachten.
Entsprechende Bedingungen lassen sich auch fiir diskontinuierliche Extremalen
des Doppelintegrals

J:ff F(:U, y> u: ux’ uy) dx dy (187)
B

aufstellen.
Wir setzen voraus, dal} eine Fliche u(x, y) diesem Integral bei festgehaltener

Randkurve und bei Vorhandensein einer Diskontinuitétslinie einen Extremwert
erteilt. Die Funktion «(x, ¥) muB also in einem Bereich B der z, y-Ebene so bestimmt
werden, dal sie auf dem Rand ! von B vorgegebene Werte annimmt. Im Inneren
von B kann eine Kurve A existieren, lings der die ersten Ableitungen der Funktion
u(x, y) unstetig sind; dabei sollen auf beiden Seiten dieser Kurve die partiellen
Ableitungen wohlbestimmte Grenzwerte haben, die aber voneinander verschieden
sein diirfen. In dieser Funktionenklasse ist eine Funktion zu bestimmen, die dem
Integral (187) einen relativen Extremwert erteilt.

Wir nehmen an, dal} eine bestimmte Funktion tatsichlich einen solchen Extrem-
wert liefert und im Innern von B eine Diskontinuitédtslinie 4 hat, die den Bereich B
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in die beiden Teilbereiche B; und B, zerlegt. Wie im Fall des Integrals (184) 140t
sich verifizieren, daf} die Funktion u(x, y) in den Bereichen B; und By eine Lisung
der Ostrogradskischen Gleichung sein mufl. Wesentlich ist die Aufstellung der
Bedingungen, denen die Funktion und ihre partiellen Ableitungen erster Ordnung
in den Punkten von 1 geniigen miissen. Es sei ¢ irgendeine Funktion von % und den
partiellen Ableitungen erster Ordnung %, und uy. Sie wird bei Anniherung an die
Punkte der Kurve 4 von den Bereichen B; und Bj; her im allgemeinen verschiedene
Randwerte haben, die wir mit ¢; und gs bezeichnen wollen. Fiir die Differenz dieser
Randwerte, d. h. fiir den Sprung der Funktion ¢, fithren wir die Bezeichnung

[pl=2—¢1
ein.
Wir benutzen nun den Ausdruck (33) fiir die erste Variation eines Doppelinte-
grals. Der erste Summand auf der rechten Seite 148t sich in der Form

1 d
[l )

d
oder, da und —-d— die Richtungskosinus der dufleren Normalen » der Randkurve

!l sind, in der Form
lf‘S“[F”x cos (n, «) + Fy,, cos (n, y)] ds

schreiben.

Wir wenden die Formel (33) auf die beiden Teilbereiche B; und By von B einzeln
an. In jedem der Teilbereiche mufi die Funktion u(x, y) der Ostrogradskischen
Gleichung geniigen; also sind die Doppelintegrale gleich 0. Die Randkurven der
Bereiche B; und Bs bestehen aus Teilen des Randes I und der Kurve 4. Auf [
ist 6u=0. Auf 1 unterscheiden sich die Richtungskosinus der dufleren Normalen
fiir die Bereiche B; und B nur durch das Vorzeichen. Daher erhalten wir schliefilich

0J = [ duf{[Fu,] cos (n, ) + [Fu,] cos (n, y)} ds,
i

wobei n die Richtung der in bezug auf By dulleren Normalen von 1 ist. Aus der
Bedingung éJ =0 erhalten wir, da du willkiirlich ist, eine der Bedingungen, die
lings 4 erfiillt sein miissen:

[Fu,] cos (n, x)+ [Fuy] cos (n, y)=0. (188)

Wir haben nur eine einzige Bedingung erhalten, da wir bei der Betrachtung der
ersten Variation von (187) die Kurve 4 als fest angenommen haben. Eine ausfiihr-
lichere Untersuchung der ersten Variation von (187) fiithrt noch zu der zweiten Be-
dingungl)

[F] = (Fuy)2 [uz] + (Fu, )2 [uy] - (189)

Dabei soll der Index 2 beiden runden Klammern andeuten, dal man liangs 1 die
Grenzwerte auf der Seite des Bereiches By zu wihlen hat. Die Bedingungen (188)
und (189) entsprechen den Bedingungen (186) fiir das Funktional (184).

93. Extrema bei einseitigen Bindungen. In Abschnitt [76] haben wir das folgende
Problem betrachtet: Unter den Kurven, welche zwei Punkte My und M, der

1) Vgl. etwa N. M. GONTER, Vorlesungen iiber Variationsrechnung (russ.), Moskau —
Leningrad 1941.
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z, y-Ebene verbinden, ist diejenige gesucht, die bei Rotation um die x-Achse eine
Fliche mit kleinstem Fldcheninhalt erzeugt.
Das zu diesem Problem gehérige Funktional lautet

L _
J=[y)1+y?2de.
Zo' .

Strenggenommen miissen wir hierbei noch voraussetzen, dall die Kurve y(x)
oberhalb der x-Achse liegt, d. h., daB die Ungleichung y(x) =0 erfiillt ist. Solche
Probleme der Variationsrechnung, bei denen die gesuchten Funktionen (oder
ihre Ableitungen) gewisse Ungleichungen erfiillen miissen, fallen unter die Klasse
der Extremalprobleme mit einseitigen Bindungen (oder ,mit Gebietseinschrin-
kungen®).

Wir untersuchen als einfachsten Fall die Extrema des Funktionals

xy
Zo

unter der Nebenbedingung
y—olx)=0;

dabei ist ¢ eine vorgegebene stetig differenzierbare Funktion. Die gesuchte Kurve
mul sich also oberhalb der Kurve y = g(2) befinden und auflerdem durch die vor-
gegebenen Punkte Mo(xo, 70) und M;(x1, y1) hindurchgehen. Die gesuchte Kurve
kann aus Kurvenstiicken, die sich oberhalb der Kurve y = ¢(x) befinden, und aus
Stiicken dieser Kurve selbst bestehen.

yh
MO
M,
A B
y=¢(x)
v » Abb.3
0 X

In Abb. 3 haben wir zwei Kurvenstiicke Mod4 und BM;, die sich oberhalb der
Kurve befinden, und das Stiick 4B der Kurve y=¢(x). Lings der Teilkurven
MoA und BM ist eine Variation nach beiden Seiten méglich, so dafl diese Kurven-
stiicke Extremalen des Integrals (190) sein miissen. Auf der Teilkurve 4 B ist nur
eine Variation nach der Seite moglich, fiir die dy =0 ist. Aus dem Ausdruck (17)
fiir die erste Variation des Integrals (190) li8t sich fiir das Minimum dieses Inte-
grals lings A B die notwendige Bedingung

Fy— " Fy =0

herleiten. Aulerdem muB fiir die Existenz eines Extremums noch eine Bedingung
in den Punkten 4 und B erfiillt sein. Wir wollen aber darauf nicht niher eingehen
und nur bemerken, daf im einfachsten Fall diese Bedingung darin besteht, daf}
die Kurven MyA bzw. BM; in den Punkten A4 bzw. B mit der Kurve 4B eine
gemeinsame Tangente haben miissen.
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94. Die zweite Variation. Bisher haben wir uns nur mit der ersten Variation fiir
Funktionale verschiedener Typen beschéftigt. Indem wir diese erste Variation
gleich 0 setzten, erhielten wir eine notwendige Bedingung dafiir, dafl eine vorgege-
bene Kurve oder Fliche dem zugehorigen Funktional einen Extremwert erteilt.
Diese notwendige Bedingung entspricht vollkommen dem folgenden Satz der
Differentialrechnung: Damit eine Funktion mehrerer Verdnderlicher in einem
bestimmten Punkt einen Extremwert annimmt, ist notwendig, daf} ihr totales
Differential erster Ordnung in diesem Punkt verschwindet. In der Differential-
rechnung gibt es in einigen Fillen auch hinreichende Bedingungen, in denen die
partiellen Ableitungen zweiter Ordnung der zu untersuchenden Funktion auftreten.
In der Variationsrechnung ist die Aufstellung hinreichender Bedingungen bedeu-
tend schwieriger.

Im folgenden beschrianken wir uns auf allgemeine Angaben iiber diese Frage
und nehmen die Existenz und Stetigkeit der zugehérigen Ableitung an. Wir be-
trachten das einfache Funktional

2
J=[F, vy, y)de (191)
Zo

im Fall fester Endpunkte. Wie friither untersuchen wir die benachbarten Kurven
y(x) +an(x) und definieren die zweite Variation des Funktionals (191) als dasjenige
Glied in der Entwicklung von J(«) nach Potenzen von «, welches «2 enthilt; wir
setzen also
52 =% [ﬁ" ] :
a=0

2 |de?

Dies fithrt uns unmittelbar auf die Beziehung

XL
2 .
82J = %— j (P2 +20Qny + Ry2) dx (192)
Zo
in der
P:Fyy, Q:Fyy’, R:Fy’y’ (193)
2
ist. Wegen 2Qny’ =@ % erhalten wir durch partielle Integration, wenn wir noch
1(%0) = n(x1) =0 benutzen, mit
d@
S=P- i
die Beziehung
o s ’
2 =% j (Sn2+ Ri'2) da . (194)

Zo
Wir nehmen an, daB die notwendige Bedingung fiir ein Extremum erfiillt ist, daB
also die Kurve y(z) eine Extremale ist. Beispielsweise moge das zugehdrige Extre-
mum des Integrals (191) ein Minimum sein. Dann muf} die Funktion J(a) fiir « =0
ein Minimum haben; folglich ist eine notwendige Bedingung fiir ein Minimum,
daB bei beliebigem #7(x) die Ungleichung 82J =0 gilt. Wie wir sogleich zeigen werden,
folgt hieraus unmittelbar, daB lings unserer Kurve die Ungleichung R =0 erfiillt
sein muB. Angenommen, fiir einen Wert 2 = ¢ gelte auf unserer Kurve die entgegen-
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gesetzte Ungleichung R(c)<0. Wegen der vorausgesetzten Stetigkeit von R(x)
gilt die Ungleichung auch in einem hinreichend kleinen Intervall [¢ —¢, ¢ +¢]. Wir
bestimmen nun die Funktion 5(z) so, daB sie auBerhalb dieses Intervalls und in
seinen Endpunkten verschwindet, alle erforderlichen Ableitungen besitzt, ihrem
absoluten Betrag nach hinreichend klein ist und in diesem Intervall hinreichend
oft oszilliert. Bei einer solchen Wahl der Funktion 7(x) fithrt das Integral (194)
auf ein Integral iiber das Intervall [c —¢, ¢ +¢], in dem die Funktion R(x) nach Vor-
aussetzung negative Werte besitzt. Unter dem Integralzeichen iiberwiegt der
Summand, welcher 72(x) enthélt, und der Wert des Integrals ist negativ, was der
als erfiillt angenommenen notwendigen Bedingung fiir ein Mininum des Integrals
(191) widerspricht. Eine notwendige Bedingung dafiir, dafl die Extremale y(x)
dem Integral (191) ein Minimum erteilt, besteht folglich in der Ungleichung

Fyy=0 (195)
lings dieser Extremale. In entsprechender Weise besteht eine notwendige Be-
dingung dafiir, daB eine Extremale dem Integral (191) ein Maximum erteilt, in der
Ungleichung

Fyy=0
lings dieser Extremale.

Diese Bedingung wird gewohnlich Legendresche Bedingung genannt.

95. Die Bedingung von Jacobi. Bevor wir zur weiteren Untersuchung der zweiten
Variation iibergehen, wollen wir an einige Ergebnisse iiber die Nullstellen der
Lésungen einer linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung

Yy +p@) Y +q(®) y=0 (196)
erinnern [II, 31]. Dabei nehmen wir an, daB die Koeffizienten p(x) und ¢(x) in
einem abgeschlossenen Intervall [z, 21], auf das sich alle weiteren Resultate be-
ziehen werden, stetig sind. Ist x=c irgendein Punkt aus diesem Intervall, so wird
durch beliebig vorgegebene Anfangsbedingungen

y(e)=o und y'(c)=4
eindeutig eine Losung der Differentialgleichung (196) bestimmt, deren Existenz
im ganzen Intervall [xg, 21 ] gesichert ist. Gilt speziell « =g =0, so erhalten wir y(x) =
=0. Lassen wir die Anfangsbedingungen alle nur méglichen Werte durchlaufen,
dann wird die Menge aller Losungen der Gleichung (196) ausgeschopft.

Es sei y(x) eine nichttriviale Losung der Differentialgleichung (196), xs ein
Punkt aus dem Innern des Intervalls [2g, 1] und y(22) =0. Dann gilt y’(22)=0,
und y(x) wechselt beim Durchgang durch die Nullstelle x =23 das Vorzeichen.
Sind y;(z) und yp(x) irgend zwei Losungen von (196), die eine gemeinsame Null-
stelle besitzen, sosind diese beiden Funktionenlinear abhingig. Ist x = 25 die gemein-
same Nullstelle dieser beiden Lésungen und somit

yi(x2) =0,  yilxe)=F1,  ya(x2)=0,  walxe)=p2  (Fr#0,f2%0),
so sind also #1(x) und ya(x) linear abhingig, d. h.
Bay1(2) = Prya(w) ,
und infolgedessen haben sie alle Nullstellen gemeinsam.
Jetzt seien y1(x) und y(x) linear unabhéngige Losungen. In diesem Fall wechseln

sich ihre Nullstellen ab, d. h., zwischen je zwei benachbarten Nullstellen der einen
Lésung liegt genau eine Nullstelle der anderen Losung.
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Wir geben jetzt noch einige weitere Eigenschaften an. Es sei yo(z) die Lésung
der Differentialgleichung (196), die den Anfangsbedingungen

Yo(x0)=0,  wo(xo)=1

geniigt. Diese Losung moge im Intervall 9 <a =x; keine Nullstelle haben. In diesem
Fall kann auch keine andere Losung im Intervall [z, 21] mehr als eine Nullstelle
besitzen. Das folgt aus der soeben erwihnten Eigenschaft, daB sich die Nullstellen
zweier linear unabhédngiger Losungen abwechseln. Es existieren jedoch Losungen,
die auch im abgeschlossenen Intervall [y, 2;] keine einzige Nullstelle haben. Das
wollen wir jetzt beweisen. Dazu betrachten wir die Losung yi(2) der Differen-
tialgleichung (196), die durch die Anfangsbedingungen

yi(o) =k,  yi(xo)=1 (197)

bestimmt ist, in denen % eine kleine positive Zahl bezeichnet. In jedem Intervall
0=k=0, wobei § eine fest gewihlte positive Zahl sei, konvergiert, wie man leicht
bestétigt, die bei der Konstruktion der Losung y;(x) mittels sukzessiver Approxi-
mation sich ergebende Reihe gleichmiBig beziiglich k. Infolgedessen ist (%)
bei beliebigem x aus [y, x1] und fiir 0 =k =6 eine stetige Funktion von k. Im Fall
k=0 ist die Losung y1{x) die Funktion yo(x), fiir die nach Voraussetzung yo(x1) >0
gilt. Daher ist auch y;(x1)>0 bei hinreichend kleinem positiven k. Hieraus ergibt
sich unmittelbar, daf} y;(x) fiir solche & im Intervall [y, 1] keine Nullstelle be-
sitzt. Denn y1(2) =k und y1 (1) sind beide positiv. Hitte y;(x) innerhalb von [z, 1]
Nullstellen, so wire deren Anzahl mindestens gleich 2, da y;(x) beim Durchgang
durch die Nullstelle das Vorzeichen wechselt. Wenn aber yo(x) keine Nullstelle hat,
dann kann, wie wir weiter oben gesehen haben, auch keine andere Losung im
Intervall [xg, ;] mehr als eine Nullstelle besitzen.

Wir kehren nun zur Betrachtung der zweiten Variation zuriick und nehmen an,
daB langs der zu untersuchenden Extremalen y = y(z) nicht nur die Bedingung (195),
sondern sogar die schirfere, sogenannte starke Legendresche Bedingung

Fyry =0 (vo=r=11) (198)

erfillt ist.
Wir betrachten das in dem Ausdruck (194) vorkommende Integral
T
K(u)={ (Su?+ Ru’?) dx, (199)
Ty
wobei wir u statt n geschrieben haben. Die Eulersche Gleichung dieses Integrals
hat die Gestalt

L(u) =(% {(Ruy—Su=0, (200)

so daBl R=Fy, in dieser Gleichung der Koeffizient von «” ist. Auf Grund der
Bedingung (198) konnen wir beide Seiten durch R dividieren und erhalten eine
Differentialgleichung der Gestalt (196) mit im Intervall [z, #1] stetigen Koeffi-
zienten p(x) und ¢(z). Daher gilt fir die Gleichung (200) all das, was wir oben iiber
die Losungen der Differentialgleichung (196) gesagt haben. Beriicksichtigen
wir die Beziehung Ru’2dx = Ru’ du, so erhalten wir unter der Voraussetzung u(xg) =
=u(x1) =0 nach partieller Integration

K(u)= —[ uL{u) d . (201)
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Es sei jetzt ug(x) die Losung der Differentialgleichung (200), die den Anfangs-
bedingungen /

uo(20) =0,  wuo(wo) =1 (202)

geniigt. Im folgenden ist wesentlich, ob die Losung ug(x) im Innern des Intervalls
[%0, 1] Nullstellen besitzt. Denn hat sie Nullstellen, so kann unsere Extremale
dem Integral (191) kein Minimum erteilen.

Die Differentialgleichung (200) wird gewéhnlich Jacobische Differentialgleichung
genannt. Ist up(x)+0 fiir g <x<m, so sagt man, dall die Extremale y(x) im Inter-
vall (%, #1) der Jacobischen Bedingung geniigt. Ist wuo(w)=+0 fir xo<x=2;, so
sagt man, daBl die Extremale y(x) der starken Jacobischen Bedingung geniigt.

Bemerkung. Die Koeffizienten § und R der Differentialgleichung (200)
hingen auf Grund ihrer Definition von der Extremalen y(x) ab; somit ist die soeben
aufgestellte Bedingung tatsdchlich eine Bedingung fiir die Extremale y(x).

Aus dem oben Gesagten folgt: Ist die Jacobische Bedingung erfiillt, so kann
keine Losung der Differentialgleichung (200) im Innern des Intervalls [wg, a1]
mehr als eine Nullstelle haben.

Wir setzen nun voraus, dafl die Extremale y(x) die starken Bedingungen von
Jacosr und LEGENDRE erfillt. Statt der Losung ug(x) betrachten wir jetzt die Lo-
sung u;(v) der Differentialgleichung (200), die den Anfangsbedingungen

ui(wo) =k, ui(xg) =1 (203)
geniigt, wobei £>0 eine so kleine Zahl ist, daf} u;(x) im abgeschlossenen Intervall
[%o, #1] streng positiv ist. Wenn wir diese Losung der Differentialgleichung (200)
benutzen, kénnen wir sofort den Ausdruck (194) in eine Gestalt tiberfiihren, aus
der unmittelbar 42J =0 hervorgeht.

Zur Herleitung dieser Eigenschaft sei w(x) eine beliebige Funktion mit einer
stetigen Ableitung. Offenbar gilt

Zy

S 2o +rPe’) de=0,

Zo

dader Integrand die totale Ableitung der Funktion 72w ist, die in den Randpunkten

des Intervalls verschwindet. Multiplizieren wir dieses Integral mit —az2 und addie-
ren es zur rechten Selte der Beziehung (194), so erhalten wir 2

asz‘% f [(S + ) 72 + 20y + Brf?] da .
Damit der Integ:z;nd dieses Integrals ein vollstiandiges Quadrat wird, muf
—R(S+w)=0
gelten. Setzen wir in diese Gleichung w= — R u; ein, so gelangen wir gerade zu
der Differentialgleichung (200), d. h., wir kénnen fiir o die Funktion w= ——Ru1
benutzen. Dabei ist wesentlich, dafl u;(x) im ganzen abgeschlossenen Intervall

[%0, 1] nirgends verschwindet. Bei dieser Wahl der Funktion o erhélt der Ausdruck
(194) die Gestalt

zy

2 2
2J =% f R(n'+%n) dx (204)

Zo
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woraus unmittelbar 62J =0 hervorgeht. 62/ =0 kann nur in dem Fall eintreten,
daB ‘

W+ n=0 fir w&(w, ) (205)
gilt. Aber aus (205) und der Bedingung 7(xo) = 7(z1) =0 folgt wegen
(z) = (o) exp [ - [0 B2 dc] ,
daB dann n(x)=0 fiir « €[, ;1] sein muB.
Damit haben wir den folgenden Satz bewiesen.

Satz. Geniigt eine Extremale den starken Bedingungen von Legendre und Jacobi,
8o ist fir diese Extremale

8J =0, (206)
wobei das Qleichheitszeichen nur im Fall n(x) =0 gelten kann.

Folgerung. Statt des Funktionals (199) betrachten wir das Funktional
zy

Zy
[ (Su2+ Ru'?) do—k [ w'2de (207)

Xy Xy
in dem k eine kleine positive Zahl bezeichnet. Die zugehorige Eulersche Gleichung
hat die Gestalt

d .

(E[(R—L)uJ—Su~O. (208)

Auf Grund der Legendreschen und Jacobischen Bedingungen fiir das Funktional
(207) kénnen wir k>0 so klein wihlen, dal R —%k=0 im Intervall [xg, z;] wird und
die Lésung der Differentialgleichung (208), die den Anfangsbedingungen

u(x)=0,  w'(x)=1 ' (209)

geniigt, fiir o< == nicht verschwindet. Wenden wir nun den soeben bewiesenen
Satz auf das Funktional (207) an, so erhalten wir fiir 30 die Ungleichung

xy A
[ (S7R -+ Rof?) da=F [ 772 de, (210)
Zy Zy

in der R und § auf der urspriinglichen Extremalen zu nehmen sind.

96. Schwache und starke Extrema. Man sagt, eine Extremale y =y(x) erteilt dem
Integral (191) ein schwaches Extremum, wenn sie diesem Integral ein Extremum
(Maximum oder Minimum) erteilt im Vergleich zu allen Kurven y(z)+ n(z), die
in einer gewissen e-Nachbarschaft erster Ordnung [72] dieser Extremalen liegen,
d. h., die zu ihr in bezug auf die Ordinate und die Steigung der Tangente hinrei-
chend benachbart liegen:

In@)=e  |7'(2)|=e. (211)
Erteilt die Extremale dem Integral (191) sogar im Vergleich zu allen Kurven, die
lediglich beziiglich der Ordinate benachbart sind, d. h., fiir die nur |9(x)| =¢ gilt,
ein Extremum, so sagt man, da die Extremale dem Integral ein starkes Extremum
erteilt. Offenbar ist jedes starke Extremum auch ein schwaches Extremum, wih-
rend die Umkehrung nicht immer gilt. Wir beweisen nun den folgenden
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Satz. Die starken Bedingungen von Legendre und Jacobi sind dafiir hinreichend,
daf die Extremale dem Integral (191) ein schwaches Extremum erteilt.

Zunéichst seidaran erinnert, daf3 die Funktion F(z, y, y’) nebst ihren Ableitungen
bis zur zweiten Ordnung in einem gewissen Gebiet B der #, y-Ebene und fiir be-
liebige Werte von 3’ als stetig vorausgesetzt wurde. Die betrachtete Extremale
des Funktionals

Z1
J(y) :xf F(z,y, y) dx

moge im Gebiet B liegen. Weiterhin sei 7(x) eine Funktion, deren Ableitung im
Intervall [z, ;] stetig ist und die in den Endpunkten dieses Intervalls ver-
schwindet.

Wir betrachten die Entwicklung der Differenz J(y +an) —J(y) nach der Taylor-
schen Formel, die Ableitungen bis zur zweiten Ordnung enthéalt, und setzen danach
e=1. Es ergibt sich

J(y+n)—J(y) =xf (Fyn+ Fyn') da

Zy
1
5 [ Furt+ 2By + Fyyn® dzto (212)

Zo
mit
1
~2 f [(Fyy — Fyy) 2+ 2(Fyy — Fyyr) m0’ + (Fyry — Fyry) 72 dee,
o
wobei Fy,, F,,, Fy, die Werte der entsprechenden Ableitungen an der Stelle
(, y(x) + 01(x) n(x), ¥’ (x)+ 2(x) n’(%)) mit 0= 6;(x)=1, i=1, 2, sind. Auf Grund

der Stetigkeit der Ableitungen zweiter Ordnung der Funktion F kann man § in
der Form

Zt
6=/ (exn®+ 2eann’ +e3n’?) d (213)
Zo

schreiben. Dabeli gilt ¢ —~0 (k=1, 2, 3) fiir [§| -0 und |¢’| -0.
Beriicksichtigen wir, daB fir eine Extremale die Beziehung

Z1
J (Fyn+Fyn')de=0
Za

besteht, und bringen wir den zweiten Summanden auf der rechten Seite von (212)
auf die Gestalt (194), so erhalten wir

Jly+n) — f (S + R2) dz+6 . (214)

Wir schéitzen nun das Integral von #2 durch das Integral von 72 ab. Mit Hilfe
der Bunjakowskischen Ungleichung ergibt sich

z

x)_(fn(t dt) =(x—x0) [ 2(t) dt = (x —¢) fn’Z(t) dt,

Zo
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und daraus folgt durch Integration
E4 2 Zy
[ p@ de=T20 [ g de. (215)
Zy Zo
Jetzt sind wir in der Lage, die Grofe § abzuschitzen. Auf Grund der Ungleichung
|2e2m’| = |eg| (77 +n"2) gilt somit

2
181=1 T(leal + leal) o2+ (Jes] + Jeal) 73] dz
Zo
Beriicksichtigen wir noch (215) und die Tatsache, daf} zu beliebig vorgegebenem
£=>0 ein g =0 existiert mit |ex| =¢ (k=1, 2, 3) fiir || =¢ und |7’| =¢p, so erhalten
wir

]
— 2
16 = 2¢ (1+(ﬂzﬂ) f w2 dz .
Zo

Unter Verwendung der Beziehung (210) und dieser Abschdtzung von & ergibt
sich nunmehr die Ungleichung

— 202 e
J(y+n)—J(y)>[]§c—2e(1+(x1 2&)] f w2dw,

aus der

J(y+n)=J(y)

folgt, wenn 75(x) die oben angegebenen Eigenschaften besitzt und nicht identisch
verschwindet. Damit ist der Satz iiber das schwache Minimum bewiesen.

Sind die starken Bedingungen von LEGENDRE und Jacosr erfiillt und ist auBer-
dem Fyy (2, y, p) fiir jeden endlichen Wert von p in einem gewissen Gebiet der
x, y-Ebene, das die Extremale y(x) enthélt, positiv, so kann man zeigen, dal} diese
Extremale dem Funktional ein starkes Minimum erteilt. Das hdngt mit der Theorie
der Extremalenfelder zusammen, auf die wir im Abschnitt [98] kurz zu sprechen
kommen.

Wenn dagegen lings einer Extremalen die starke Legendresche Bedingung er-
fiallt ist, jedoch die Losung ug(x) der Differentialgleichung (200) mit den Anfangs-
bedingungen (202) im Innern des Intervalls [xg, #;] Nullstellen besitzt, dann macht
diese Extremale das Integral (191) nicht zum Minimum.

97. Ausdehnung der Ergebnisse auf mehrere gesuchte Funktionen. In diesem Ab-
schnitt geben wir einige analoge Resultate zu den in [95] und [96] angefiihrten
Ergebnissen fiir den Fall mehrerer gesuchter Funktionen an, d. h. fiir ein Funktio-
nal der Gestalt

Zy
J(Y1s o5 Yn) =f F(Z; Y1y o5 Yy Yo ooy Yu) A . (216)
Zo

Wir nehmen an, daB die Funktionen yg=yi(x) (k=1, 2, ..., n) eine Extremale
des Funktionals (216) darstellen, also den Eulerschen Gleichungen aus Abschnitt
[73] geniigen. Die Funktionen x(x) (k=1, 2, ..., n), die wir wieder zur Bildung
benachbarter Kurven benétigen, sollen den iiblichen Glattheitsbedingungen und
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den Randbedingungen

ne(®o) =m(®1)=0  (k=1,2,..,7n)
geniigen. Setzen wir die Funktionen y(x) in den Ausdruck F und seine partiellen
Ableitungen nach den Argumenten y; und yj, ein, so erhalten wir zwei quadratische
Matrizen von x abhingiger Funktionen

d . .
S’-k:(Fyiyk_(g Fyiy;c) und Rik:ﬁyéyk (Z, k:.l, 2, cesy n) . (217)

Im folgenden benutzen wir die Abkiirzungen:
w
=2, pk(x) yi(2) ,
E=1

mit Sn und S7” bezeichnen wir die Ergebnisse der linearen Transformationen

n t

n
S’) Z kMK bzw. (Sﬂ Z Szk’?;c (i: 1) 2: eeey n) ’

und entsprechend sind Rn und Rz’ erkldrt. Die zweite Variation erhilt damit
fiir e=1 die zur Beziehung (194) analoge Gestalt

&J(y f (S, )+ (B, )] d (218)
ZO
Die Legendresche Bedingung besteht in diesem Fall in der Forderung, daf die
quadratische Form mit den Koeffizienten Ry fiir alle  aus dem Intervall [z, 1]
positiv semidefinit ist, d. h., die Ungleichung

n .
Z Riklillc =0 (CL'() r= xl)
i,k=1

fir alle reellen 45 (s=1, 2, ..., n) erfiillt. Die starke Legendresche Bedingung be-
steht in der positiven Definitheit dieser quadratischen Form, d. h.

Z Riglidg=c Z 3.2 (ro=x=21) (219)
i,k=1
mit einer positiven Zahl c.
Die Rolle der Gleichung (200) iibernimmt jetzt das System der Eulerschen Diffe-
rentialgleichungen (siehe [73]) fiir das quadratische Funktional (218):

1 n

5 2 Sut S wi— g (3 Ruwi) =0 (b=1,2 .y ). (220)
Es seien

’uk]_(x), ukz(x)’ seey ulm(x) (k= 1: 2, seey 72/) (221)

Lésungen des Differentialgleichungssystems (220), die bei festem t den Anfangs-
bedingungen

us(x0) =
ugs(2o) = 0 fir s+k, (s=1,2, .., m) (222)

k(o) =
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geniigen, und 4(x) die Determinante der n2 Elemente ug;(x). Die starke Jacobi-
sche Bedingung besteht darin, daf A(x) fiir wp<xz=2x; nicht verschwindet. Es
zeigt sich dann, dal eine Extremale y;=y;(x) (i =1, 2, ..., n), fiir die die starken
Bedingungen von LEGENDRE und Jacosr erfiillt sind, dem Funktional (216) ein
schwaches Minimum erteilt.

98. Die WeierstraBsche Funktion. Wir geben nun einige Resultate an, die mit dem Be-
griff des starken Extremums in Beziehung stehen. Zunéchst sei darauf hingewiesen,
daB eine Extremale, die die starken Bedingungen von LEGENDRE und JacosI erfiillt,
in ein Extremalenfeld eingebettet werden kann. Wir nehmen an, daf3 in der z, y-
Ebene ein Extremalenfeld gegeben ist, welches einen einfach zusammenhingenden
Bereich B der z, y-Ebene iiberdeckt. Der Richtungskoeffizient y¥* der Extremalen des
Feldes ist, wie bereits erwdhnt wurde, eine Funktion der Punkte von B. Wir fiihren fiir
diese Funktion die Bezeichnung y’ =#(x, y) ein (Gefillfunktion des Feldes). Es sei 6(x, ¥)
die Fundamentalfunktion des Feldes. IThr vollsténdiges Differential ist durch

db(z, y) =[F(z, y, t) —tFy(x, y, Y)] de + Fy (=, y, t) dy (223)
gegeben, wobei wir das frithere 6 durch die iibliche Bezeichnung d ersetzt haben.

Hieraus folgt unmittelbar, dafl das Kurvenintegral auf der rechten Seite von (223)
im Innern des Bereichs B nicht vom Weg abhéngt. Dieses Integral hat die Gestalt

f{F(xr Y, t) +|:g% —t(.’L‘, y)] F:I/'(x, Y, t)} de . (224)
A

Man nennt es gewohnlich Hilbertsches invariantes Integral. Wahlen wir als Kurve 1

d
eine Extremale des Feldes, so gilt lings dieser Kurve die Beziehung d—y= Hzx, y),
und das Integral (224) geht in das Grundintegral z

dy
- 7 25
J fF(a:,y,d )dx (225)
A

iiber.

Nach diesen einleitenden Betrachtungen gewinnen wir eine fundamentale Formel
fiir den Zuwachs des Grundfunktionals J. Es sei 1 eine Extremale von J, welche die
Punkte (xq, ¥o) und (z1, 1) verbindet. Wir setzen voraus, dafl man diese Extremale in
ein Feld einbetten kann, das einen Bereich B der xz, y-Ebene iiberdeckt. Essei [ irgend-
eine andere Kurve mit sich stetig &ndernder Tangente, welche dieselben Punkte (xo, o)
und (x1, y1) verbindet und in B liegt. Wir bezeichnen mit J(I) bzw. J(A) die Werte
des Grundfunktionals (225) fiir die Kurven ! bzw. 4. Die Zahl J(4) ist, wie wir bereits
gesehen haben, gleich dem Integral (224) iiber 4. Da aber das Integral (224) vom Weg
unabhiingig ist, kénnen wir es anstatt tiber die Extremale 4 auch iiber die Kurve !
erstrecken. Folglich gilt

d
J(l) = f {F(.’E, Y, t) +|:(%_’t(x’ y)] Fy'(x) Y, t)} dx
1
und damit

d
J(l) —"J(Z') = f {F(x: Y, (;_Z,) —F(IL‘, Y, t) —[d_z ’_t(x’ y)] F!/'(x: Y, t)} dz . (226)
i

Es sei daran erinnert, daB in diesemm Ausdruck #(z, y) die Gefillfunktion des Feldes
dy
und 5y
Funktion von vier Veridnderlichen,
E(x) Y E’ 77) —;F(x’ Y, "7) -—F(IL‘, Y, E) _(77 _E) Fﬂ'(‘”) Y, 5) s (227)
16 Smirnow IV/1

und der Richtungskoeffizient der Tangente an die Kurve I ist. Wir fiihren nun die
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ein, die gewohnlich WeierstraBsche Funktion des Funktionals (225) genannt wird. Mit
Hilfe dieser Funktion kénnen wir die Beziehung (226) wie folgt schreiben:

J() —J(A) = fE(x, Y, t, :—i) de. | (228)
!

Die Formel (228) bildet die Grundlage fiir die Aufstellung hinreichender Bedingungen
fur einen Extremwert. Speziell 143t sich aus ihr folgern: Damit eine Extremale y(x)
dem Funktional (225) ein starkes Minimum erteilt, ist notwendig, dal3 ldngs dieser
Extremalen fiir beliebige Werte der Verdnderlichen 7 die Ungleichung

Bz, y,t, n)=0 (229)
gilt.

Aus (228) ergibt sich unmittelbar eine hinreichende Bedingung fiir ein starkes Mini-
mum: Dafur, daff eine Extremale y(x) bei festen Endpunkten ein starkes Minimum liefert,
ist hinreichend, daf sie in ein Feld eingebettet werden kann und daf3 eine Nachbarschaft
von y(x) existiert, in der itberall fir beliebige Werte der Verdnderlichen n die Ungleichung

E(z, y, ¥z, y), n) =0 (230)

erfullt ist; dabei ist t(x, y) wie soeben die Gefdillfunktion des Feldes. Da wir die Kurvenglei-
chungen in expliziter Form benutzen, miissen wir bei der Einbettung der Extremalen
y(x)in ein Feld fordern, daf} die Extremalen, die das Feld bilden, eine explizite Gleichung
y =y(z, a) besitzen und die Funktion y(x, o) stetige Ableitungen bis zur zweiten Ord-
nung hat.

Entwickeln wir in der Weierstralschen Funktion die Differenz F(x, y, ) — F(«, v, &)
nach der Taylorschen Formel bis zur zweiten Potenz der Differenz n —§, so kénnen wir
die WeierstraB3sche Funktion in der Gestalt

1
E(x, Y, ¢, 77) :'E (77 _5)2 Fy’y’(x, Y, 771)

schreiben, wobei 7, ein Wert zwischen & und 7 ist. Hieraus folgt unmittelbar, da3 die
WeierstraBsche Funktion sicher positiv ist, wenn fiir beliebige Werte von 7 die Unglei-
chung Fyy (2, ¥, n) >0 erfiillt ist. Daraus ergibt sich eine einfachere hinreichende Be-
dingung fiir ein starkes Minimum: Dafiir, daB} eine Extremale y(x) bei festen End-
punkten ein starkes Minimum liefert, ist hinreichend, daf3 sie in ein Feld eingebettet
werden kann, in dem iiberall fiir beliebige Werte von 5 die Ungleichung

Fyy(x, y, 1) =0 (231)
erfullt ist.

Die Beweise aller in diesem Abschnitt angegebenen Sétze sind z. B.in dem Buch
von M. A. LAWRENTIE wund L. A. LJUSTERNIK, Lehrgang der Variationsrechnung (russ.),
2. Aufl., Moskau—Leningrad 1950, zu finden.

Die oben skizzierten Uberlegungen lassen sich auch auf den Fall eines Funktionals
von mehreren Funktionen (yi, ye, ..., ¥»)

x
Jy) =f F(z,y, y') d= (232)

Zo
iibertragen, wobei y =(y1, ¥2, ..., ¥y») und ¥ =(y}, ¥}, ..., y») Vektoren mit n Kompo-

nenten sind. Fithren wir noch den Gefillvektor des Feldes y" =#(x, ) mit t =(1, t2, ..., tn)
ein, so konnen wir die zur Formel (223) analoge Beziehung in der Gestalt

n n
d6(z, y) =[F(r, Yy t) =2 tiFy%(x, Ys t)] dz+ 2 Fy;,(x, Y, t) dy;
t=1 i=1

schreiben. In entsprechender Weise verdndert sich dann auch die Beziehung (226)
Die Weierstraf3sche Funktion hat in dem jetzt betrachteten Fall die Gestalt

E W\ _p W) g,y 0y-3 (i) F t
Z,y,t,d—x— (x’y’d_x_ (90,?/,)—21 a—l yi(z,y:)'

i=
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Damit lat sich analogzu dem vorher behandelten Fall eine hinreichende Bedingung
fir ein starkes Extremum des Funktionals (232) formulieren.

99. Beispiele, 1. Wir betrachten das Funktional
a1 -
J=[n(x, y)V1+y?de  (ux,y)>0),
Zo

welches zu dem ebenen Grundproblem der geometrischen Optik gehort.
Hierbei ist

n(z, y)
(1 +q2)32 "

Fyy(x, y, ) = 0

fur beliebige Werte von 7, d.h., die Bedingung (231) ist erfiillt. Wenn somit die Ex-
tremale, die durch die Punkte Mo und M; hindurchgeht, in ein Feld eingebettet werden
kann, erteilt sie dem betrachteten Funktional ein starkes Minimum. Im Fall n(z, y) =
=y~1 sind die Extremalen in der Halbebene y >0 Halbkreise, die die z-Achse senkrecht
schneiden. Wenn die Punkte My und M; der oberen Halbebene nicht auf einer Geraden
liegen, die senkrecht zur x-Achse verlauft, filhrt durch diese beiden Punkte eine wohl-
bestimmte Extremale hindurch, die man in ein Feld einbetten kann.

2. Wir untersuchen den Fall n(x, y) =Vy + 1, d.h. das Integral

x
J=fVy+hV1+y?dz  (h=const>0).

Zo
Da der Integrand die Verdnderliche z nicht explizit enthélt, hat die Eulersche Glei-
chung das erste Integral
hy’? +h
Vythy =C; oder —Vy -

Vy+hV1+y2 - ——= — =
V1i+y? V1+y?

Lésen wir diese Gleichung nach y” auf und integrieren, so erhalten wir das allgemeine
Integral

) x 2
y-!-’L—CI:(E—%CZ)
der Eulerschen Gleichung, das eine Schar von Parabeln darstellt.
Im Fall C; =0 erhalten wir als Extremalen Parallelen zur x-Achse.
Nun betrachten wir das FExtremalenbiischel, welches den Koordinatenursprung
als Zentrum hat, d. h., wir wihlen als Anfangsbedingungen y|z-0=0, y'|x=0 =0. Be-
stimmen wir daraus C; und Cs, so erhalten wir

2) 2
=(1+a)x B

Y=gt

v Abb. 4
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Durch Differentiation nach « und Elimination von « ergibt sich als Enveloppe dieser
Parabelschar
22

Y= 4—h—h.

Sie ist eine Parabel mit dem Scheitelpunkt 4(0, — k) und der Achse z =0 (vgl. Abb. 4).
Auf den Teilkurven einer jeden Extremalen vom Koordinatenursprung bis zu einem
beliebigen Punkt, der vor dem Beriihrungspunkt dieser Parabel mit der Enveloppe
liegt, ist die starke Jacobische Bedingung erfiillt. Aulerdem ist wegen

Vy+h
(L+y2)3/2
auch die starke Legendresche Bedingung erfiillt; somit 163t sich eine solche Teilkurve
in ein Feld einbetten, erteilt also nach den Ausfithrungen beim ersten Beispiel unserem
Funktional ein starkes Minimum. Es sei noch erwihnt, da8 sich aus der Gestalt des
Funktionals die Bedingung y +h =0 ergibt, d. h., wir haben im vorliegenden Fall ein
Extremalproblem mit einer einseitigen Bindung. Fiir die Halbebene y +% >0 liegt der
Normalfall vor.

Fy,y« = =0

3. Wir betrachten noch das Integral
1
J=fy3dx
0

und suchen diejenige Extremale, welche durch die Punkte Mo(0, 0) und M;(1, 1) geht.

Die Eulersche Gleichung hat das allgemeine Integral y =Ciz +C32, und die Extremale
y =x geht durch die vorgegebenen Punkte. Jetzt ist Fyy =Fyy =0 und Fy =6y’, d. h.,
auf der Extremalen y =x gilt Fyy =6 >0, so daf die starke Legendresche Bedingung
erfiillt ist. Die Jacobische Differentialgleichung (200) lautet jetzt «’’ =0, und ihre Losung,
die den Anfangsbedingungen (202) geniigt, ist uo(x) =«. Sie hat auler der Anfangsnull-
stelle xg =0 keine Nullstellen. Somit sind lings der auf der Extremalen y =x liegenden
Strecke MM die starken Bedingungen von LEGENDRE und JAcoBI erfiillt, so daf3 dieser
Extremalenbogen unserem Funktional ein schwaches Minimum erteilt.

Die WeierstraBsche Funktion (227) lautet

E(Z, Y, E: 7)) =7]3 _53 _3(7] _E) '52 .
Lings unserer Extremalen hat die linke Seite der Ungleichung (229) die Gestalt

Bz, y,y',n) =n*—3n+2,
und es gibt Werte 7, fiir die die Ungleichung (229) nicht erfiillt ist, d. h., die Extremale
y =z kann kein starkes Minimum liefern.

4. Das Problem, die geodétischen Linien auf einer gegebenen Fldche zu bestimmen,
fithrt zum Funktional [76]

o
J=[VE +2Fv +Gv'2 du;
Uo
dabei sind E, F und G vorgegebene Funktionen von « und v, und der Radikand kann
nur positive Werte annehmen, d. h., es gilt £G —F2 >0 und K >0.
Wegen
7 EG - F?2 0
ver = (B +2Fv +Gv'2)3/2 =
ist die Bedingung (231) erfiillt. Wenn also eine geodétische Linie in ein Feld geodéti-
scher Linien eingebettet werden kann, erteilt sie unserem Funktional bei vorgegebenen
Endpunkten ein starkes Minimum. Insbesondere kann man auf einer Kugel vom Radius
r jeden GroBkreisbogen von einer Linge kleiner als r= in ein Feld einbetten, das aus
GroBkreisbégen besteht.
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100. Das Ostrogradski-Hamiltonsche Prinzip. Die Variationsrechnung ist von
grundlegender Bedeutung bei der Aufstellung der Gleichungen der Mechanik und
der mathematischen Physik. Man kann die Gleichungen auf einheitlichem Wege
aus einem bestimmten Variationsprinzip mit Hilfe des Energiebegriffes erhalten.
Dieses aus der Mechanik der Punktsysteme bekannte Prinzip lifit sich auch auf
andere physikalische Prozesse iibertragen und fiihrt, wie wir sogleich sehen werden,
mit Hilfe der Grundprinzipien der Variationsrechnung auf ein allgemeines Verfah-
ren, nach dem man Gleichungen der mathematischen Physik aufstellen kann.
Wir beginnen mit der Mechanik der Punktsysteme.

Es sei ein System von » Massepunkten gegeben, deren Massen wir mit my und
deren Koordinaten wir mit xy, yx, 2z bezeichnen. Wir setzen voraus, dall die Be-
wegung des Systems durch die Bedingungen

ps =0 (s=1, 2, ..., m) (233)
eingeschriankt ist und unter der Einwirkung von Kréften stattfindet, die ein Po-
tential besitzen:

_v U _oU
—(")l'k, ]c—ayk’ k—m,

k (234)
die ¢s und U sind vorgegebene Funktionen der Koordinaten der Punkte und der
Zeit. Die kinetische Energie des Systems ist

n
% 2 (e i )
Wir nehmen an, dall unser System zur Zeit ¢ =#y die Anfangslage I hatte und bis
zum Zeitpunkt ¢ =t; in die Lage II iibergegangen ist. Aus allen méglichen Uber-
gingen des Systems von I nach II wihlen wir eine Klasse zuldssiger Bewegungen
des Systems: die Klasse der Bewegungen, die sich mit den vorgegebenen Bedin-
gungen in Einklang befinden und im vorgegebenen Zeitintervall [#y, 1] das System
von I nach IT tberfithren. Das Ostrogradski-Hamiltonsche Prinzip besagt, daf
fiir die wirkliche Bewegung des Systems bei vorgegebener Lage in den Zeitpunkten t =tg
und t=t; die notwendige Bedingung 8J =0 fiir ein Extremum des Integrals

J=[(T+U)at (235)
to

erfiillt ist.

Zu jeder zulédssigen Bewegung des Systems gehort eine Gesamtheit von 3n Funk-
tionen ay(t), yr(t), zx(t), die im Intervall [#y, {] erkldrt sind, den Gleichungen (233)
geniigen und in den Endpunkten des Intervalls vorgegebene Werte haben. Wir
haben somit ein Variationsproblem mit holonomen Bedingungen (233) und festen
Randwerten. Zur Losung dieses Problems miissen wir nach der Lagrangeschen
Multiplikatorenmethode die Hilfsfunktion

m
F=T+U+2 A(t) ¢s
s=1
bilden und fiir diese Funktion die Eulersche Gleichung aufstellen. Im vorliegenden

Fall ist

0ps

m
Fx;c :mkx;f: ka = ka +‘les(t) 51'_](: ’
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und entsprechende Beziehungen gelten fiir die Koordinaten y; und z;. Die Euler-
schen Gleichungen lauten

myxy — X ——MZA(t %—0
klk k & S )3901:— ’
’ Z 3?’5
— Y. s
mgyk — Y 32:.1118( ) Fm 0,

’” 2z 09s
Mrk _ZIC —gils(t) 3—21‘: = 0 N

sie sind also mit den Differentialgleichungen fiir die wirkliche Bewegung des
Systems identisch, was wir beweisen wollten.

Bestimmen wir die Lage des Systems statt durch kartesische Koordinaten mit
Hilfe von k=3n—m unabhingigen Parametern ¢y, ..., gz, so sind die Funktionen
T und U Funktionen dieser Parameter,

qv(gl’ qi; eeey Gk q;h t): U(qla eees Gk t) .

Die Bedingungsgleichungen fallen fort, und wir erhalten das Problem, die Iixtrema
des Integrals (235) bei festen Randwerten der Funktionen ¢; ohne jegliche Neben-
bedingungen zu ermitteln. Die Eulerschen Gleichungen lauten dann

d
qu.—!—qu-—cE (Tq;.—i- Uqé):()
oder, da U von den g; unabhingig ist [II, 20],
d
To+Ugy— Ty =0  (i=1, . k). (236)

Die kanonischen Veridnderlichen sind im vorliegenden Fall die ¢; und p;, wobei
die p;, welche gewdhnlich verallgemeinerte Impulse genannt werden, durch die
Ausdriicke

b
Pi=50 (T+U)=Ty

definiert sind. Die Funktion H lautet [87]
k k
=2 qipi~(T+U)=2 ¢iTy~T-U.
i= i=

Ist T ein homogenes Polynom zweiten Grades in den ¢; [II, 20], so erhalten
wir auf Grund des Eulerschen Satzes fiir homogene Funktionen [I, 154] die Be-
ziehung H=2T-T-U=T-U, d.h., die Funktion H stellt die (Gesamtenergie
des Systems dar.

101. Das Prinzip der kleinsten Wirkung. Nun setzen wir voraus, dafl weder die
Funktion U noch die Funktionen ¢ die Zeit ¢ explizit enthalten. In diesem Fall
gilt bekanntlich fir die Energie die Beziehung

T-U=h, (237)

die ausdriickt, dal} die Summe aus der kinetischen Energie 7 und der potentiellen
Energie — U wihrend der ganzen Bewegung konstant bleibt. Weiterhin enthalten
jetzt die durch die Parameterkoordinaten ¢, ausgedriickten kartesischen Koordi-
naten die Zeit ¢t nicht explizit. Die kinetische Energie ist eine quadratische Form
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in bezug auf die Ableitungen g¢;,
n K
2T = Zl mss = i ,jzlaijqi'q} (asj=aj) , (238)
§= =

wobei die a;; Funktionen der ¢; sind. Unter Benutzung der Beziehung (237) gilt
fiir den Integranden in (235)

T+U=2T—-h.

Schreiben wir 27 mit Hilfe von (237) in der Form ]/2—U+2h Vﬁ und ersetzen
hierin 27 durch die Summe in (238), so erhalten wir fiir das Integral (235), wenn
wir den konstanten Summanden fortlassen,

t k -
S 12U +2h I/.Zlai,-g{q} dt . (239)
0 1,]=

Wir zeigen, dall uns die Eulerschen Gleichungen fiir dieses Integral wiederum
zu den bereits oben erhaltenen Lagrangeschen Gleichungen (236) fiithren. In der
Tat, die Eulerschen Gleichungen fiir das Integral (239) lauten

[ a7 o 1/20+20 A [1/20 +2h )
quVm+Iqi VT—d—t[l/M Tq; :O (7:21, esey k) . (240)

Der Integrand in (239) enthilt die unabhingige Verdnderliche nicht explizit und
ist eine homog»ne Funktion ersten Grades in bezug auf die Ableitungen ¢;. Folglich
ist, wie wir bereits in [81] gesehen haben, eine der Eulerschen Gleichungen (240)
von den iibrigen abhingig, und wir kénnen zu diesen Gleichungen noch eine Glei-
chung hinzufiigen, welche die Wahl der unabhingigen Verianderlichen (des Para-
meters) festlegt. Damit diese unabhingige Verinderliche gerade die Zeit ist, fiigen
wir zu den Gleichungen (240) die Gleichung
20 +2h
l 2T

hinzu, die offenbar dem Gesetz von der Erhaltung der Energie (237) dquivalent
ist. Damit gehen die Gleichungen (240) in die Lagrangeschen Gleichungen (236)
iiber. Man erhilt also die Gleichungen der wirklichen Bewegung auch aus der not-
wendigen Bedingung fiir ein Extremum des Integrals (239) bei festen Randpunkten.
Diese Aussage ist die Jacobische Form des Prinzips der kleinsten Wirkung.

Wir fithren nun im k-dimensionalen Raum mit den Koordinaten g, ..., g5 die
Metrik ein, die durch das Bogenelement

k
ds?=(2U +2k) 2, aijqiq;
%,J=1

definiert ist. Dann 148t sich das Integral (239) in der Gestalt fds schreiben, und das
Grundproblem der Mechanik der Punktsysteme erweist sich als dquivalent mit
dem Problem der geodétischen Linien in dem angegebenen k-dimensionalen Raum.
Man kann zeigen, dal das Wirkungsintegral iiber eine hinreichend kleine Teil-
kurve einer wirklichen Bewegung ein schwaches Minimum besitzt.

Jetzt betrachten wir die kriftefreie Bewegung eines Massepunktes auf einer
Fliche S. In diesem Fall kénnen wir U =0 annehmen, und das Integral (239)
lautet bis auf einen konstanten Faktor

FVT a (239;)
to
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oder, wenn wir kartesische Koordinaten einfiihren,
S dez +dy2+dz2 .
]

Die Bahnkurven der Bewegung sind die geodéatischen Linien dieser Fliche.

Das Integral des Beispiels 2 aus [99] erhdlt man durch Anwendung des Prinzips
der kleinsten Wirkung auf die Bewegung eines einzigen Massepunktes, der sich
unter der Wirkung der Schwerkraft befindet, wenn die Richtung der y-Achse
mit der Richtung der Schwerkraft tibereinstimmt.

Man kann das Prinzip der kleinsten Wirkung auch in einer anderen Form aussprechen,
die wir sogleich ohne Beweis angeben wollen. Wir betrachten das Integral

121
fTde (241)
to
und nehmen #p und #; als Funktionen eines Parameters 7 an. Dem Funktional (241)
fiigen wir als zuséitzliche Bedingung die Gleichung (237) mit festem Wert & hinzu. Man
kann dann zeigen, daf3 bei festen Anfangs- und Endlagen und bei fest vorgegebenen
Zeitpunkten fiir den Beginn und das Ende der Bewegung die wirkliche Bewegung den
notwendigen Bedingungen fiir ein Extremuim des Funktionals (241) genligt. Wir betonen,
dal3 hierbei die Zeit ¢t als Funktion eines Hilfsparameters vorausgesetzt werden mul,
die zugleich mit den Koordinaten ¢; variiert. Das soeben formulierte Prinzip ist das
Prinzip der kleinsten Wirkung in der Lagrangeschen Form.

Eine gewisse Besonderheit besitzen mechanische Systeme mit zusétzlichen Bedin-
gungen, die nicht nur von den Koordinaten, sondern auch von den Geschwindigkeiten
abhéngen.Wir betrachten den am hédufigsten auftretenden Fall linearer Bedingungen
in den ¢

k
Gs(q1, g1y -+ Th> i) =Zlfsi(lh, e qr) =0 (s=1,..,p). (242)
i=

Die Differentialgleichungen der wirklichen Bewegung eines Systems unter solchen
Bedingungen haben die Gestalt

d b4
(ﬂ (Tq;: + Uq;) _(qu + U‘li) =s§1]‘6‘.fsi (7’ = 19 29 sy k) . (243)

Aus diesen k Gleichungen und den p Beziehungen, die die Bedingungen des Systems

beschreiben, lassen sich die k£ +p unbekannten Funktionen qu, ..., gx, 41, ..., 4p bestimmen.

Der Ausdruck auf der linken Seite von (243) ist derselbe wie in den Eulerschen Glei-

chungen, indessen stehen auf der rechten Seite die Zwangskrifte, die durch die Bedin-
gungen entstehen. %

Sind die Ausdriicke 3 fsi(q1, ..., &) dg; vollstdndige Differentiale gewisser Funktio-
i=1

nen ¢; der Koordinaten_, d. h.

k ]c alps
> for(qu, <oy qx) dgs =dos(qr, .-es qx) = _4 —dg; (s=1,..,p),
i=1 i=1 9q:
so kann man die Nebenbedingungen in der Form ¢4(q1, ..., gk) =const (s =1, 2, ..., p)

schreiben. In diesem Fall werden die Nebenbedingungen holonome Bedmgungen ge-
nannt, und die Gleichungen (243) sind gerade die Eulerschen Gleichungen, die wir in
Abschnitt [100] fiir das dort betrachtete Problem erhalten haben.

Im allgemeinen Fall (wenn also (242) nicht auf holonome Bindungen fiihrt) heif3t
das entsprechende mechanische System nichtholonomn. Die Gleichungen (243) sind dann
nicht die Eulerschen Gleichungen fiir das Variationsprinzip mit der Funktion 7 + U +
+ 2, 25(t) G¢. Darin besteht der Unterschied zwischen dem Problem der Bestimmung der
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Bewegung eines nichtholonomen mechanischen Systems und der in [78] betrachteten
Variationsaufgabe mit holonomen Bindungen.

102, Saite und Membran. Bevor wir das Variationsprinzip der allgemeinen Elastizi-
tétstheorie aufstellen, untersuchen wir eine Reihe von Spezialféllen elastischer Korper,
deren Ausdehnung in einer oder in zwei Dimensionen bedeutend gréfer ist als in den
iibrigen Dimensionen. Die Einfithrung des Variationsprinzips lauft hier im wesentlichen
auf bestimmte Voraussetzungen iiber die potentielle Energie hinaus, d. h. iiber die
Arbeit der Deformationskrifte in Abhéingigkeit von der Form des deformierten Kor-
pers.

Es sei lings der z-Achse eine Saite eingespannt, die ebene Querschwingungen in
der x, y-Ebene ausfithrt [TI, 176]. Die kinetische Energie der schwingenden Saite ist

1 !
3 [ oufdz
0

wenn ¢ die Liniendichte der Saite und x =0 sowie o =1 die Abszissen ihrer Endpunkte
sind. Wir nehmen an, dalB sich die Arbeit der Deformationskrifte durch das Produkt
der Saitenspannung 79 mit ihrem Léngenzuwachs

l
SV +ulde—1
0

ausdricken 1408t.

Entwickeln wir die Wurzel in eine binomische Reihe und beschrinken uns auf die
ersten beiden Glieder, so erhalten wir fiir die potentielle Energie der Deformation den
Ausdruck

1

T
TO [ufl—’dx.

Falls eine duBere Kraft F(x, t) pro Lingeneinheit vorhanden ist, haben wir zu der
potentiellen Energie noch den Summanden

l
— [ Fudx
0

hinzuzufiigen. Das Ostrogradski-Hamiltonsche Prinzip fiihrt auf die notwendige
Bedingung §J =0 fiir das Integral '

ty 1
1
J=E ff (ouf — Touz +2Fu) dz dt . (244)
o 0

Die Integration ist iiber das Rechteck 0 =z =1, to =¢ =t der @, {-Ebene zu erstrecken.
Auf den Seiten z =0 und z =1 dieses Rechtecks haben wir im Fall einer eingespannten
Saite die Randbedingungen w =0; auf den Seiten ¢ =% und ¢ =% mull die Funktion u
mit den Funktionen wu(z, tg) bzw. w(z, 1) iibereinstimmen, welche die Lage der Saite
im Anfangs- bzw. Endpunkt des Intervalls [to, t1] darstellen.

Wenn auf die Endpunkte der Saite elastische Kréfte wirken, haben wir unter Beriick-
sichtigung der Tatsache, da8 das Potential einer elastischen Kraft dem Quadrat der
Verschiebung proportional ist, zum Integral (244) noch einen Summanden

I
— [ [hau®(0, t) + hout(l, t)] d¢
to

hinzuzufiigen.
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Der hinzugefiigte Ausdruck ist ein Kurvenintegral iiber den Rand des Rechtecks,
dessen Integrand auf den Seiten ¢ =t und ¢ =t verschwindet und auf den Seiten « =0
und x =1 gleich hju2(0, t) bzw. hou?(l, t) ist. Beachten wir, dal auf der Seite x=0
die dullere Normale der x-Achse entgegengesetzt gerichtet ist, so erhalten wir auf den
Seiten x =0 und « =! nach [84] die natiirlichen Randbedingungen

2hy 0 2ha
YT Yo T T T Y e
Die Ostrogradskische Gleichung fiir das Doppelintegral (244) liefert uns die bekannte
Differentialgleichung der Saitenschwingungen.

Durch analoge Uberlegungen kann man die Differentialgleichung der Membran-
schwingungen [II, 189] aufstellen. Wir nehmen an, daf} die Membran im Ruhezustand
in der «, y-Ebene eingespannt ist und T’ ihre auf die Léngeneinheit bezogene Spannung
bedeutet. Die Arbeit der Deformationskraft 148t sich als Produkt von 7Ty und demn
Fldachenzuwachs

=0.

£fV1 +u§+;§dxdy—f{fdxdy

ausdriicken, wobei u(x, y, t) die zur Zeit ¢ auftretende Verschiebung des Punktes (z, )
der Membran aus der Gleichgewichtslage ist und mit B der Bereich der z, y-Ebene
hezeichnet wird, der von der Membran iiberdeckt wird. Beschrinken wir uns auf kleine
Schwingungen, so erhalten wir fiir das Integral (235) den Ausdruck

121
1
> fff [ouf — To (u? +uj) +2Fu] dt de dy . (245)
to B

Die Ostrogradskische Gleichung fiir dieses Integral fithrt uns zu der bekannten Schwin-
gungsgleichung der Membran. Ist auf dem Rand eine elastische Bindung mit dem Koeffi-
zienten g(s) vorhanden, so haben wir zum Integral (245) noch den Summanden

t
—J fq(s)u2dtds
ty 1
hinzuzufiigen, in dem ! die Randkurve der Membran bedeutet. In diesem Fall lautet
die natiirliche Randbedingung
ou 2 _o
o T 1) % =0,

wenn 7» die Richtung der dufleren Normalen von [ angibt. Bei der fest eingespannten
Membran lautet die Randbedingung offenbar u|;=0.

103. Stab und Platte. Unter einem Stab verstehen wir einen Kérper von linearer Aus-
dehnung, dessen Biegung einen Arbeitsaufwand erfordert. Die bei einer Deformation
aufgespeicherte potentielle Energie setzen wir proportional dem Integral iiber das
Quadrat der Kriimmung an. Im Fall kleiner Schwingungen ersetzen wir die Kriimmung
durch die zweite Ableitung wgz; der Verschiebung und erhalten fiir die potentielle
Energie der Deformation den Ausdruck

4

fu%, dr,

0

Lo =

wobei y ein gegebener Proportionalitdtsfaktor ist. Das Integral (235) lautet jetzt
4ol

1
5 ff (ou7 — puly +2Fw) dt de,

t 0
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und die zugehorige Eulersche Gleichung fithrt auf die Differentialgleichung

0%u 0%u

e 5t gm =t

fir die Querschwingungen des Stabes.

Bemerkung. Ist ein Ende des Stabes frei, so kann man die Randbedingungen nach
[83] als natiirliche Randbedingungen erhalten.

Analog zum Stab [79] setzen wir voraus, dafl die potentielle Energie einer Platte,
die im Ruhezustand eine ebene Form hat, eine homogene quadratische Funktion der
reziproken Hauptkriimmungsradien der deformierten Platte ist. Es ist also

ff ["(Rz Rz) Rk ]dx dy;

a und b sind gewisse Konstanten, und B ist der Bereich der x, y-Ebene, der von der
Platte tiberdeckt wird. Fir die Hauptkriimmung gilt [II, 146]

1 1
— 2y —— 2 — —_ — 2) —
(BG — F?) 5 +(2FM —EN —GL) 7 +(LN —M?) =0

Im Fall einer exphzlten Gleichung u =u(x, y) der Flidche erhalten wir, wenn wir die
Glieder zweiten Grades in bezug auf «, und uy fortlassen,

E=G=1, F =0, L =u.,, M =ug,y, N =uyy,
woraus sich
1 y 1 1
m= Uprlyy —Uzy, E+F)2:uzx +uyy

und folglich
1 1
5+
R

=(Uzr +Uyy)? — 2 (Ugztlyy '—u:%y)

13

_-0 ‘

ergibt.
Wir erhalten damit

by
U =5 [ [ e 410002 = 21 =0) (i —3,)) d .,
B

wobei D und ¢ zwel neue Konstanten sind, die sich aus den Konstanten « und b zu-
sammensetzen. Der Koeffizient D heil3t die Biegesteifigkeit der Platte, o ist der bekannte
Poissonsche Koeffizient. Zu dem Ausdruck fiir die Deformationsenergie mufl man noch
das Potential der duBeren Kréfte hinzufligen, die auf die Oberfliche der Platte wirken.
Schlieflich erhalten wir fiir das Integral (235) den Ausdruck

D 2
) ff [ — (Uzz +uyy)? +2(1 = 0) (Ugztbyy —uy) +iju] da dy
B

wenn wir voraussetzen, dafl die Platte am Rand eingespannt ist, und uns auf den Fall

der statischen Ausbiegung beschrénken; p bedeutet die auf die Flidcheneinheit bezogenc

Belastung. Entsprechend der Gleichung (37) aus [74] lautet die Ostrogradskische Glei-

chung fiir den Fall, daf3 der Integrand die Ableitungen der gesuchten Funktion « nach’

den beiden unabhingigen Verinderlichen x und y bis zur zweiten Ordnung enthiilt,
9 0 9?2 02 32

Fu, + Fu, Fu,,=0. (246)

- - __ 9 _—
Fu ox Fuy dy v 92 Fugg + dxdy dy
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Setzen wir D =1, so erhalten wir den Ausdruck

1
F= ) (uzz +uyy)® +(1 —0) (Uzzuyy "u:%y) +pu, (247)

der auf die Differentialgleichung 44w =p fiir die statische Ausbiegung fiihrt.
Im Fall der Plattenschwingungen fiigen wir noch die kinetische Energie hinzu und
erhalten die Differentialgleichung

ouy +Adu=p.

Charakteristisch ist, daf} der in (247) vorkommende Ausdruck, der den Faktor 1—o¢
enthilt, beim Einsetzen in die linke Seite von (246) die entsprechenden Glieder zu 0
macht und somit auf die Ostrogradskische Gleichung keinen Einflu3 hat. Es ist aber
notwendig zu bemerken, dafl dieser Ausdruck auf die Form der natiirlichen Randbe-
dingungen einen wesentlichen Einflu} ausiibt.

104. Die Grundgleichungen der Elastizititstheorie. Es seien u, v, w die Komponenten
des Verschiebungsvektors bei der Deformation eines kontinuierlichen Mediums. Die
Spannung wird in diesem Medium durch die sechs Komponenten des Spannungstensors

Ogzs Oyy Ozy Ty =Tyz, Tzz =Tzzy Tyz =Tzy

beschrieben; dabei ist o, die Komponente in Richtung der z-Achse derjenigen Spannung,
die auf eine zu dieser Achse senkrechte Fliache wirkt. Die Groflen oy und oz haben ent-
sprechende Bedeutung. Weiterhin ist 7,y =7ty; die Komponente in Richtung der z-
Achse der Spannung, die auf eine zur y-Achse senkrechte Fldche wirkt, oder uingekehrt
die y-Komponente der Spannung auf eine zur z-Achse senkrechte Fldche. In analoger
Weise sind die Komponenten 7, und 7y, definiert. Fiir kleine Deformationen wird die
Deformation des Mediums durch die sechs Komponenten des Deformationstensors

ou v ow
Ex=5y'c’, 811:'3y, Sz=g, 948
ou v ou ow v w (248)
)’zy=}’yx=@+a—x, sz=)’zx:3?+afx, 7’yz=7’211=$+£

charakterisiert. Die Gréflen ez, ¢y, &, charakterisieren “die relative Verldngerung der
Linienelemente in Richtung der Achsen und y;, die Anderung des rechten Winkels
zwischen der z-Achse und der y-Achse. Wir fiihren noch die Grofle

O=¢; +ey+e;
ein, welche die relative Anderung des Volumens ergibt, sowie die GréfBe
. §=0z +0y+0z.
Es 146t sich zeigen, daBl diese beiden GroBen nicht von der Wahl der Achsen abhéingen.
In der klassischen Elastizitétstheorie homogener isotroper Koérper wird angenommen,
dal} zwischen den Komponenten des Deformations- und Spannungstensors ein linearer
Zusammenhang besteht, der das verallgemeinerte Hookesche Gesetz zum Ausdruck
bringt:

L 8 1 0
Ex (O’x—m), Yzy :a Tzys oder Ux:2G (€z+7), Txy =G}‘zy y

e m—2
1 8 1 6
6y=§§ (Gy _m_+1) ’ Yyz =§ Tyzs oy =2G (Ey +m) s Tyz =G}’yz s
1 8 1 /]
&z =5a 0z _'mi-i— 1) ) Vez =§ Tzzx o, =2G | & +'m_—— 2) s Tzz =QVez -

Dabei bedeuten G und m gewisse Materialkonstanten; G wird Schubmodul, m Querdeh-
nungszahl (Poissonzahl) genannt. Aus dem Hookeschen Gesetz ergibt sich unmittelbar,
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daf3 die beiden Gréen 6 und s miteinander folgendermaBen zusammenhéngen :
1 m—-2
Som 8.
2G m +1
Weiterhin bezeichnen wir mit 4 die auf die Volumeneinheit bezogene Arbeit der De-

formationskrifte, die sich sowohl durch die Komponenten des Deformationstensors
als auch durch die Komponenten des Spannungstensors ausdriicken 1a8t:

m—1 1
3 02 —2(eqey + eyez + £262) +§ (Y2, +i, +)”ga:):|

e
m —

1 m (249)
=1G [m 8% —2(0z0y +0y0; + 0205 —12y —13, ——r%x)] .

Unter Benutzung der vorhergehenden Gleichungen lassen sich leicht folgende Bezie-
hungen verifizieren:

a4 94 94 94
Oz —362 , Tzy _3J’zy ’ &z —361 s Vzy _737:3;1, s
04 A 04 24 950
Oy =— = — = —— [ —
Yy dey’ Tyz e’ &y 9oy’ Vyz 07y’ ( )
94 94 94 a4
7z~382 s sz-ayzz, &z —-E, )/zz——‘.hj-

Man kann zeigen, dal in jedem Punkt eines elastischen Kérpers drei aufeinander
senkrechte Richtungen existieren, so daf in diesem Punkt die Beziehungen y .y =vy: =2z =
=0 bestehen, wenn wir diese drei Richtungen als Koordinatenachsen wéhlen. Bezeich-
nen wir bei dieser Wahl der Achsen die fritheren GréBen ez, €y, & jetzt mit e, e, €3,
so erhalten wir fiir 4 wegen (249) in diesem Punkt den Ausdruck

A=G [e%+e%+e§+ (e1 +e2 +63)2] .

m—2
Da die Gréfle A positiv sein mul3, kann m sich nur im Intervall 2 <m =« bewegen.

Wir wollen uns zunédchst mit den Gleichgewichtsbedingungen eines elastischen
Korpers D mit der Oberfliche S beschiftigen. Auf den Korper moégen Massenkréfte
mit den Komponenten

X(xs Y, %, t)’ Y((l?, Y, %, t)y Z(x’ Y, 2, t)

wirken. Wir setzen voraus, daf3 auf einem Teil S; der Oberfliche S der Verschiebungs-
vektor, auf dem Rest S3 von S die Spannung vorgegeben ist. Mit X;, Y1, Z; bezeichnen
wir die Komponenten dieser Spannung; sie sind vorgegebene Funktionen eines auf
8y variierenden Punktes M. Die Summe des iiber D erstreckten Integrals von 4 und
der negativ genommenen Arbeit der dulleren Kréfte liefert die potentielle Energie

A —(Xu+Yv+Zw)] dz dy dz — ff (Xau + Y1v +Z1w) do (251)
D S2

des elastischen Korpers.

Diese potentielle Energie ist ein Funktional der drei Funktionen u, v, w, die von den
Koordinaten z, y, z der Punkte des Korpers abhidngen. Wir erhalten die Differential-
gleichung fiir die Gleichgewichtslage, wenn wir die Ostrogradskische Gleichung fiir
das Funktional (251) aufstellen und beachten, dal das Oberfldchenintegral keinen
EinfluB auf die Ostrogradskische Gleichung hat. Beriicksichtigen wir, da3 4 nicht von
den Funktionen u, v, w selbst, sondern nur von ihren Ableitungen abhéngt, so gelangen
wir zu der Ostrogradskischen Gleichung

] 0 0 '
—X—— Ay, =5 Ay = Ay, =0 (252)

oz
fiir das Funktional (251) in bezug auf die Funktion u.
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Da die Deformationsarbeit 4 von u; nur iiber €, von uy nur iiber yzy und von wu.
nur iiber y,; abhéingt, 1Bt sich die letzte Differentialgleichung unter Beriicksichtigung
von (250) auf die Form

90 Otry OTm
9w oy o X0 (259)

bringen.

Analog dazu lassen sich zwei weitere Differentialgleichungen fiir die Gleichgewichts-
lage aufstellen. Auf der Teilfliche S; sind die Werte der Funktionen u, v, w fest, auf
der Teilflache Sg lauten die natiirlichen Randbedingungen [83]:

0z cos (1, &) +Tzy €08 (N, Y) +7Tz4 cOs (n, 2) — X1 =0,
Tzy COS (1, T) + 0y €08 (N, Y) +Ty, €08 (n, 2) — Y1 =0,
Tzz €OS (1, &) +Tyz COS (N, y) +0z cos (n, 2) —Z, =0,
wobei mit n die Richtung der duBeren Normalen von Sz bezeichnet wird.
Ersetzen wir in (253) und den beiden dazu analogen Differentialgleichungen die

Komponenten des Spannungstensors durch die Komponenten des Deformationstensors,
so erhalten wir fir die Gleichgewichtslage die drei Differentialgleichungen

0
G(Au+—ﬁ— ‘1)+X=0,

m—2 ox

m 00
G(Av+m_2 @)+Y=0,

a0
G(Aw—{—m E)—}-Z:O,

die sich zusammen in der Vektorgleichung

7

el (Au+ " grad div u)+F:O

m

schreiben lassen.
Die Beziehung (249) fiir das Elastizitdtspotential 148t sich auch in der Gestalt

m—1 1 ow dv v Jw
- 24— (02 + 0l + o Al DU 4
4 G{m_26 +2(wz+wy+wz)+2[(ay % oy az)+ ]} (254)
schreiben; dabei sind wgz, wy, ®; die Komponenten der Rotation des Verschiebungs-
vektors,

_dw v _du ow _dv du
wx*i)y—{)z’ V=9 "o’ “’Z_ax'ay‘

Da der Ausdruck in den eckigen Klammern von (254) auf die Ostrogradskische Glei-
chung keinen Einflu3 hat, erhalten wir die Differentialgleichung fiir die Gleichgewichts-
lage eines elastischen Koérpers, wenn wir die Ostrogradskische Gleichung fiir das Inte-
gral

m—1 G ., 9 9
fff G I 0 4 (03 + 0] + 0 — (Xu+ Yo+ Zw) | dzdy dz
D
aufstellen.
Um die Bewegungsgleichungen zu erhalten, haben wir nach dem Ostrogradski-Ha-

miltonschen Prinzip zum Integranden des letzten Integrals den Ausdruck —%x

X(u} +v} +w?) hinzuzufiigen, welcher der kinetischen Energie entspricht (dabei ist ¢ die
Dichte des Kérpers) und iiber ein endliches Zeitintervall [fo, #1] zu integrieren. Somit
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haben wir die Ostrogradskische Gleichung fir das Integral

21
jfff[—%(u?+v?+w?)+A—(Xu+Y'u+Zw)]dtdxdydz
to D

in bezug auf die Funktionen u, v, w der unabhiingigen Verdnderlichen z, ¥y, z, ¢ aufzu-
stellen. Dies fiihrt, wie sich leicht verifizieren 148t, zu den Grundgleichungen der Ela-
stodynamik, die in Vektorform wie folgt lauten:

%u

G du+2
S R

p— grad div u) .

Hierbei setzen wir wie bisher voraus, da die Verschiebungen zur Zeit t =¢y und £ =14
mit den wirklichen Verschiebungen iibereinstimmen [100].

105. Das absolute Extremum. In [72] haben wir den Begriff des absoluten Ex-
tremums eingefiihrt. Jetzt wollen wir spezielle Beispiele behandeln und in diesem

Zusammenhang einige Uberlegungen iiber die Existenz eines absoluten Extremums
anstellen.

Gegeben sei das Funktional
1
J)=f [P(@) ¥ +9(@) y* + 2f(2) y] do, (255)
wobei p(z), ¢(x) und f(x) im abgeschlossenen Intervall [0, ] stetige Funktionen
sind, p(x) eine stetige Ableitung besitzt und
p(x)=0,  g(x)=0 (256)
gilt.

In der Klasse D aller Funktionen y(x), die nebst ihrer Ableitung y’(«) im Inter-
vall [0, {] stetig sind und den Randbedingungen

y(O0)=a,  y{l)=>b (257)

geniigen, ist diejenige Funktion gesucht, fiir die das Funktional (255) den kleinsten
Wert annimmt.

Die Eulersche Gleichung dieses Funktionals lautet:
d ’
1 @) '] —g(z) y=f(2) . (258)

Wir zeigen, dafl diese Differentialgleichung unter den Voraussetzungen (256)
im Intervall [0, /] eine Losung besitzt, die den Randbedingungen (257) geniigt, und
daf} diese Losung eindeutig ist. Es mégen zo(«) und 2;(x) die Losungen der homogenen
Differentialgleichung

d ’

37 [P(®) 2] —q(x) 2=0 (259)
sein, die den Anfangsbedingungen

2(0)=0, 2(0)=1, «a(l)=0, =z()=1

geniigen. Der Existenz- und Eindeutigkeitssatz, den wir wegen p(x)=0 anwenden
konnen, gewdhrleistet, dafl solche Lésungen vorhanden sind und im gesamten
Intervall [0, [] existieren. Wie wir noch zeigen werden, ist zo(l) &=0. Dies ist gleich-
bedeutend damit, dafi die homogene Differentialgleichung (259) keine nicht iden-
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tisch verschwindende Lésung besitzt, die fiir £=0 und =1 gleich 0 ist. Dann ist
offenbar auch 2(0)+0, und die Losungen zg(z) und z;(x) sind linear unabhingig.
Das allgemeine Integral der Differentialgleichung (258) hat die Gestalt

Yo(x) = coz0(®) + c121(2) +9() ,
wobei ¢g und ¢; willkiirliche Konstanten sind und g(z) eine beliebige spezielle
Loésung von (258) darstellt, deren Existenz im Intervall [0,!] wegen p(x)=0
durch den Existenzsatz gewiéhrleistet ist. Die Randbedingungen (257) fiihren auf
die Gleichungen

cz1(0) +9(0)=a,  cozo(l) +9(1)=0b,
durch die sich die Konstanten ¢y und ¢; in eindeutiger Weise bestimmen lassen.
Somit erhalten wir eine eindeutige Losung yo(x) der Differentialgleichung (258),
die den Randbedingungen (257) geniigt und mit ihren Ableitungen bis zur zweiten
Ordnung im Intervall [0, /] stetig ist. Es bleibt noch zu zeigen, da8 zo({) +0 ist, d. h.,
dafl die homogene Differentialgleichung (259) keine Lésung hat, die von der iden-
tisch verschwindenden Losung verschieden ist und bei x =0 sowie x=1 den Wert
0 annimmt.

Zu diesem Zweck multiplizieren wir die Gleichung (259) mit der Losung z(x),

fiir die 2(0) =2(l) =0 gilt. Nach partieller Integration erhalten wir
!
[ (pz?+g2%) dz=0,
0
woraus wegen p(x) >0 und ¢(x) =0 fiir 0=x =1 die Identitét z(x) =0 folgt.

Die soeben konstruierte Losung yo(x) der Differentialgleichung (258) gehért der
Klasse Cp an. Wir beweisen, dafy sie dem Funktional (255) ein Minimum erteslt,
oder, genauer gesagt, wir beweisen die Ungleichung J(yo)=J(y), wobei y eine belie-
bige Funktion der Klasse D ist und das Gleichheitszeichen nur gilt, falls y(x) mit
yo(x) identisch ist.

Jede Funktion y(x) aus D la8t sich in der Form y(x)=yo(x)+n(x) darstellen,
wobei die Funktion n(x) im Intervall [0, I] nebst ihrer Ableitung stetig ist und in
den Endpunkten dieses Intervalls verschwindet. Es gilt

l l
J(y) —J(yo) =2 of [p(2) you' +q(2) yon + f(x) 7] d= +({ [p(z) 7% +q(z) n?] dz .

Auf Grund der Eigenschaften von yo(x) und n(x) kénnen wir das erste Integral
durch partielle Integration umformen,

!
T =T =2 [ | =5 b 46+ 9@ vo+/@)] n da
0

z=al

!
+f [p(@) 7 +4(2) 7P] do+p() yon [0,
woraus wir, da yo(%) eine Losung von (258) ist und #(0)=7(l) =0 gilt, wegen (256)
!
T(y) = Jlyo) =/ [p(2) 7 +g(2) 7] dz=0
erhalten. Hierbei wird das Gleichheitszeichen nur fiir 7(x) =0 angenommen. Denn

gilt das Gleichheitszeichen, so mufl #(x)=0 und damit n(z) im Intervall [0, ]
konstant sein. Wegen 7(0) =0 ist dann n(x) =0 im Intervall [0, {].
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Somit ist unsere Behauptung bewiesen, d. h., fiir yo(2) und nur fiir yo(x) nimmt
das Funktional (255)in der Klasse D seinen kleinsten Wert an. Wir bemerken noch,
daB wir von den Funktionen der Klasse D nur die Existenz und Stetigkeit der
ersten Ableitung gefordert haben, wihrend die Funktion yy(), fiir die das Funktional
(255) den kleinsten Wert annimmt, auch eine stetige Ableitung zweiter Ordnung
besitzt.

Als zweites Beispiel betrachten wir das Problem, den kleinsten Wert des Funk-
tionals

1

J(y)= { w?y'2de (260)
in der Klasse D der Funktionen y(x) zu ermitteln, die im Intervall [ -1, 1] stetig
sind, eine stetige Ableitung haben und den Randbedingungen

y(—1)=a,  y(1)=b (261)

mit a+b geniigen. Wegen a +b enthilt die Klasse D keine Konstante, und somit
ist J(y)=0 fiir jede Funktion aus D. Die Menge der Zahlen J(y) hat sicher eine
untere Grenze [I, 42]. Wir beweisen, dal diese gleich 0 ist.

Es ist leicht nachzupriifen, dafl die Funktion

x
__a+b b—a arctan ; .
=3 + 5 1 (262)

’

arctan —
€

bei beliebigem positivem ¢ der Klasse D angehért. Es ist
b—a £

162 +4a2’
2 arctan .

y'=

und damit gilt fiir die Funktion (262) die Ungleichung
1 1
; on 2 .
J(y)< 1(82+x2)y’2dx: e2(b —a) 1 /‘ dz e(b—a)

. 2+a2 1
-1 4 arctan2 . -1 2 arctan —
e

Die rechte Seite strebt fiir e ~0 gegen 0, woraus man erkennt, dall die untere
Grenze der Werte des Funktionals (260) in der Klasse D gleich O ist. Da aber D
keine Konstante enthilt, ist J(y) >0 fiir jede Funktion aus D, wie wir schon erwiahnt
haben. Deshalb wird die untere Grenze von J(y) in der Klasse D nicht angenommen,
und das Funktional (260) hat in dieser Klasse keinen kleinsten Wert.

106. Das Dirichletsche Integral. Wir betrachten jetzt das Funktional
J(u)=[f (uz +uy) dady , (263)
B

wobei B den offenen Einheitskreis bezeichnet. Dieses Integral wird gewo6hnlich
Dirichletsches Integral genannt., Wir betrachten J(u) in der Klasse D der Funktionen
u(x, ¥), die in der abgeschlossenen Kreisfliche x2 +y2=1 stetig sind, im (offenen)

Kreisgebiet stetige Ableitungen erster Ordnung haben und auf dem Rand I der
Randbedingung

u |y =f(0) (264)

17 Smirnow IV/1
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geniigen, wobei f(0) eine auf I vorgegebene stetige Funktion des Winkels 6 bei Po-
larkoordinatendarstellung ist. Da wir die Stetigkeit der partiellen Ableitungen
uz und wu, nicht im abgeschlossenen Kreisbereich vorausgesetzt haben, miissen
wir das Integral (263) als uneigentliches Integral auffassen, d. h. als Grenzwert
von Integralen iiber Kreisflichen B,(x2-+y2=p) mit den Radien g fiir p—~1. Da
der Integrand nicht negativ ist, nimmt das Integral iiber B, bei wachsendem ¢
nicht ab, der Grenzwert ist also entweder endlich oder «. Im ersten Fall sagt man,
das Integral konvergiere, und im zweiten Fall, es divergiere. Im zweiten Fall kann
man den Wert des Integrals gleich « setzen. Die Ostrogradskische Gleichung
fiir das Funktional (263) ist mit der Laplaceschen Differentialgleichung
Ugg +uyy =0

identisch [76]; wir erwarten demnach, dall die im Kreisgebiet B harmonische
Funktion, die auf ! die Randwerte (264) annimmt, dem Funktional (263) in der
Klasse D den kleinsten Wert erteilt. Wir wissen, dal eine solche harmonische
Funktion existiert und eindeutig bestimmt ist [II, 206]. Wir bezeichnen sie mit
v(z, ¥).

Zuniichst zeigen wir, daBl man die in der Bedingung (264) vorkommende stetige
Funktion f(0) derart vorgeben kann, dall das Funktional (263) fiir v =v, also

J()=[f (v +v}) dedy, (265)
B

gleich o ist. Zum Beweis setzen wir

fo)=> 21 cos (2276) . (266)

n=t
Diese Reihe konvergiert offenbar absolut und in bezug auf 6 gleichméifig und be-
stimmt daher eine stetige periodische Funktion f(0) mit der Periode 2r. Die Lisung
des Dirichletschen Problems mit den Randwerten (266) lautet [11, 206 |

o 920
o, y)=ov(r, 0)=> ’Z—n cos (2270) .
n=1
Im Integral (263) gehen wir zu Polarkoordinaten iiber und erhalten
) 2 1 92
J(v)= j f (v; o vg) rdrds. (267)
r<1
Es gilt
vp= 20201 cog (22n6), vg=—> 91y22" gin (221) |
n=1 n=1

und diese Reihen sind in jedem Kreis r=p mit g<1 absolut und in bezug auf r
und 6 gleichméBig konvergent. Wegen der Orthogonalitit der Sinus- und Kosinus-
funktionen in einem Intervall der Linge 2w erhalten wir

1 . oo »
[ f (vﬁ top vg) rardo=3 [ j 2my22ntlag, 4o
=e

n=l
r=pe

4
—9n i f 92n, 220+l g, i 922n+1 .
n=i G n=1
Fiir ¢ ~1 wichst die Summe der letzten Reihe unbeschriankt, woraus gerade folgt,
daf} der Wert des Integrals (265) unter der Randbedingung (266) gleich o ist.
Somit hat es im vorliegenden Fall keinen Sinn zu sagen, daf} die harmonische
Funktion v(x, y) dem Funktional (263) seinen kleinsten Wert erteilt. Es li8t sich
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nun zeigen: Ist das Integral (263) fiir u =wv gleich <, so ist esauch gleich < fiir jede
Funktion der Klasse D, die der Randbedingung (264) geniigt. Dies geht unmittel-
bar aus dem folgenden Satz hervor.

Satz. Hat das Integral (263) unter der Randbedingung (264) fiir irgendeine Funk-
tion der Klasse D einen endlichen Wert, so hat es auch fiir die harmonische Funktion
v der Klasse D cinen endlichen Wert, und es gilt fiir jede Funktion u aus D

Ju)=J(v), (268)
wobei das Gleichheitszeichen nur fiir uw=v angenommen wird.

Der Beweis des Satzes ist auflerordentlich einfach, wenn wir voraussetzen, daB
die harmonische Funktion v(z, ) im Gebiet B beschriankte partielle Ableitungen
erster Ordnung besitzt. Dann hat das Integral (263) offenbar einen endlichen Wert.
Wir brauchen nurfolgendes zu beweisen: Wenn das Integral J(w) fiir eine Funktion
w aus D einen endlichen Wert hat, gilt J(w)=J(v), und das Gleichheitszeichen
wird nur fiir w=v angenommen. Wir kénnen w=v+ n setzen, wobei n(«, y) in B
stetige partielle Ableitungen erster Ordnung besitzt, im abgeschlossenen Kreis-
bereich BU! stetig ist und auf dem Kreis ! verschwindet. Es gilt

Jo(v+1) =Jp(v) +Jo(n) +2J,(v, 1) , (269)
wenn wir mit J,(«) das Integral J(u) iiber die Kreisfliche B, bezeichnen und
Jo(v, 1) :Bff (vznz +vymy) da dy

setzen.
Die Funktion v(x, ¥) hat in B stetige partielle Ableitungen zweiter Ordnung.
Wenn wir die Greensche Formel anwenden, erhalten wir

: b
J(v, )= ff (vgnz +oyny) doedy = — ffndu dedy + (1) (—;—1 odd,
‘B ‘B ) '

o e o

. T . . ., ov
wobei mit 7, der Kreis mit dem Radius ¢ um den Koordinatenursprung und mit n

die Normalableitung auf diesem Kreis bezeichnet werden. Da v eine harmonische
Funktion ist, verschwindet das Doppelintegral auf der rechten Seite. Wenn o

9
im Kurvenintegral gegen 1 strebt, strebt 7 gleichmiBig gegen 0. Da auBerdem 3—:;
nach Voraussetzung beschrinkt bleibt, strebt dieses Kurvenintegral offenbar

gegen 0. Somit wird aus der Beziehung (269) durch Grenziibergang
T(0) =) =[] (rs+15) dudy

Hieraus folgt J(w)=J(v), wobei das Gleichheitszeichen nur fiir 17, =0 und 7, =0
angenommen wird, d. h. fiir den Fall, daB die Funktion n im Kreisgebiet B kon-
stant ist. Wegen =0 auf { muB folglich =0 sein.
Jetzt wollen wir den Satz fiir den allgemeinen Fall beweisen. Es sei wie soeben w
eine Funktion aus D, fiir die das Integral J(w) einen endlichen Wert hat, und es sei
%O +n§1 (@ cos n0 + by, sin nb) (270)
die Fourierreihe der in die Bedingung (264) eingehenden Funktion f(0). Die Funk-
tion v ist im Gebiet B durch die Reihe
v(r, ) :%0 +i (ay cos nO+ by sin nh) rn (271)
< n=i
bestimmt.
17+
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Wir setzen
on(r, 0) =5+, (an 005 10+ by sin n0) (272)
n=l

und definieren eine Funktion #nn,(r, 8) durch die Gleichung w=wvy, +nn. Diese
Funktion 5,(r, 0) hat im Gebiet B stetige partielle Ableitungen erster Ordnung,
ist im abgeschlossenen Kreisbereich BU! stetig, und ihre Randwerte (1, )

auf [ sind durch die Fourierreihe 3 (ay cos n8 +by, sin nf) bestimmt. Dies folgt
n=m+1

unmittelbar aus (272) und aus der Fourierreihe (270) fiir die Randwerte von w.

Daraus ergibt sich

2n
[ (1, 0) cos k0dO=0  (k=0,1,2, ..., m),
(]

2n (273)
[ im(1,0)sink0d9=0  (k=1,2, .., m).
0
Wie vorhin gilt
ovm(o, 6
Jo(vms Mm) = “fj N Aoy da dy + f”im 0, 0) L 0do.
Q Q
Das Doppelintegral ist gleich 0, der Integrand in dem Kurvenintegral strebt gleich-
Bim(Q, 9

miBig gegen n,(1, 0) , und das Integral iiber dieses Produkt ist wegen

(272) und (273) gleich 0. Somlt gilt Jo(vm, m) ~0 fiir p~1. Durch Grenziibergang
ergibt sich aus

Jolom +1m) = T o(vm) +J o(11m) +2J o(vms 1m)
die Beziehung

J (W) =J (vm) +J () - (274)

Nach Voraussetzung hat J(w) einen endlichen Wert, und aus (274) ergibt sich,
daB auch J(n,) einen endlichen Wert hat, da J(vy,) offenbar wegen (272) endlich
ist.

Aus (274) folgt

I (vm) = J (w) (275)
und erst recht fiir beliebiges o<1
Jolom) =J(w) . (276)

Im Kreisgebiet B, kann man die Reihe (271) gliedweise differenzieren; die sich
ergebenden Reihen konvergieren gleichmiflig in B, d.h.,im Gebiet B, streben
die Ableitungen von vy, fiir m—<o gleichmafig gegen die entsprechenden Ablei-
tungen von v. Somit liefert die Ungleichung (276) fiir m — o

Jov)=J(w),

woraus schlieBlich fiir g -1 die Ungleichung J(v) = J(w) folgt.

In dieser Ungleichung mége nun das Gleichheitszeichen gelten. Wir beweisen,
daB dann w =vist. Wir setzen w =v + 7, wobei  wie immerim Inneren von B stetige
Ableitungen erster Ordnung hat, im abgeschlossenen Bereich BUI stetig ist und
auf dem Rand [ verschwindet.
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Es gilt
Jo(1) = J (1) + J o(v) = 2J o(w, v) . (277)

Wegen |2 (wpvg +wyvy)| =w3 +wy +v3+vy erhalten wir [2J,(w, v)| =J(w) + J,(v);
daraus folgt fiir alle p<1

|2 p(w, v)| =J (W) + I (v) ,

d. h., J,(w, v) bleibt fiir g ~1 beschrankt.

Die ersten beiden Summanden auf der rechten Seite von (277) haben fiir p~1
endliche Grenzwerte; folglich bleibt auch die GréBe J,(n) beschrinkt, sie hat also
fiir p—~1 einen endlichen Grenzwert. Weiterhin gilt

Jo(w) = Jo(v) +Jo(n) +2J (v, 1) ,

und aus der Existenz endlicher Grenzwerte von J,(w), J,(v) und J,(n) folgt, daB
auch J,(v, n) fiir p—~1 einen endlichen Grenzwert hat. Wir schreiben

J(v’ ) =lim JLJ(U’ 77) .
o—~1

Fiihren wir einen willkiirlichen reellen Parameter ¢ ein, so erhalten wir
Jo(v+en) =Jo(v) + 2ed 5 (v, n) + 2T o(n) .

Fiir p~1 haben alle Summanden auf der rechten Seite der letzten Beziehung
einen endlichen Grenzwert; folglich gilt dasselbe auch fiir den Ausdruck auf der
linken Seite. Beim (Grenziibergang erhalten wir

J(vten)=J(v)+2eJ (v, n) +e2J(n) . (278)

Somit hat das Dirichletsche Integral (263) bei beliebigen reellen Werten von &
fiir die Funktion # =v + en einen endlichen Wert, und nach dem bereits bewiesenen
Teil unseres Satzes gilt

Jw)=J(w+en). (279)
Hierbei wird das Gleichheitszeichen fiir e=0 und ¢=1 angenommen, da nach
Voraussetzung J(w)=J(v) ist. Daraus ergibt sich, daBl der auf der rechten Seite
von (278) stehende Ausdruck fiir £=0 und ¢=1 seinen kleinsten Wert annimmt,
was nur mdoglich ist, wenn J(n) =0, also n=0 ist. Aus w=v + nfolgt auf diese Weise
w=v. Damit ist der Satz vollstindig bewiesen.

In dem Kapitel iiber Randwertprobleme werden wir noch auf das absolute
Extremum im Fall isoperimetrischer Probleme zuriickkommen [77].

107. Der allgemeine Fall eines Funktionals bei mehreren unabhingigen Verinder-
lichen. Wir wenden uns jetzt noch kurz dem Problem des absoluten Minimums
von Funktionalen allgemeiner Art zu. Zunéchst betrachten wir das Funktional

J(u) :fo F(x, y, p, q) dedy (280)

mit p(z, y) =u, und ¢(z, y) =uy, wobei der Integrand die Funktion u(x, y) selbst
nicht explizit enthdlt. B sei ein endliches, einfach zusammenhidngendes Gebiet
mit glattem Rand /, und es sei F(z, y, p, q) eine in allen ihren Argumenten stetige
Funktion, die fiir alle pund ¢ aus dem Intervall ( —ec, =) und jeden Punkt (x, y)
aus dem abgeschlossenen Bereich B stetige Ableitungen bis zur zweiten Ordnung
nach p und ¢ besitzt. Wir nehmen an, dafl unter diesen Voraussetzungen die Un-
gleichungen

FypFoq— Fpg>0 (281)



262 IT. Variationsrechnung

und
Fpp=0 (282)

erfiillt sind.
Die Ostrogradskische Gleichung fiir das Funktional (280) lautet

%F,ﬁ-% F,=0. (283)
Weiterhin nehmen wir an, dal diese Gleichung eine Losung ug(x, y) mit innerhalb
von B stetigen Ableitungen bis zur zweiten Ordnung besitzt, dariiber hinaus
seien diese Funktion wg(z, ) selbst und ihre Ableitungen erster Ordnung sogar
in B stetig. SchlieBlich sei 5(x, y) eine beliebige in B nebst ihren Ableitungen erster
Ordnung stetige Funktion, die auf dem Rand ! von B verschwindet. Wir entwickeln
nun das Funktional J(up+an) mit Hilfe der Taylorschen Formel nach Potenzen
von « bis zum quadratischen Glied und setzen danach «=1. Auf Grund der Vor-
aussetzungen iiber #gund 7 verschwindet der Koeffizient von « in dieser Entwick-
lung (vgl. [74]):

0 /]
ff (Fpotz + Fgny) dzdy = [f(_ﬁ Fpo—@ qu) ndxdy=0.
B "B
Wir erhalten damit

1
o+ =J (o) +5 [ [ [Fopth+2Fpgnpny + Fagry] dudy , (284)
B

wobei die Funktionen Fp,, Iy, und F, die Argumente (x, y, po+ 011z, go + 021y)
haben, in denen po und g¢o die partiellen Ableitungen von %p nach x bzw. y bezeich-
nen sowie 01(x, ¥) und Os(x, y) den Ungleichungen 0=6;(z, y)=1 (¢=1, 2) geniigen.
Aus den Bedingungen (281) und (282) folgt, daBl der Ausdruck in den eckigen
Klammern unter dem Doppelintegral eine positive GroBe ist, d. h., es gilt J(ug +
+n)=J(up), wobei das Gleichheitszeichen nur fir 7(z, y) =0 angenommen wird.
Das bedeutet aber, daB ug(x, y) im Vergleich zu allen anderen stetigen Funktionen
mit in B stetigen Ableitungen, welche auf [ dieselben Funktionswerte wie uo(z, ¥)
haben, dem Funktional den kleinsten Wert erteilt. Die Bedingungen (281) und
(282) kann man iibrigens auch in der Gestalt einer einzigen Ungleichung Fppét +
+2Fpgt16s +qu£%>0 zusammenfassen, die dann fiir alle Werte der reellen Para-
meter &1, & mit £} + &3 +0 erfiillt sein mubB.
Analog garantiert bei beliebigem n die Ungleichung

i,éiF”f”k(xl’ ooy Ty DLy weey P) Ec =0 (pk::%) , (285)
in der &, ..., &, willkiirliche reelle Parameter sind, die nicht alle gleichzeitig ver-
schwinden, dal} die Lésung u(zy, ..., #,) der Ostrogradskischen Gleichung

n 5 oF(xy, ..., Za, Uzys oo Uzy)

S oy Uz, -

des Funktionals

g d
J(u):j f F(zy, ..., 2p, pi, .-vy Pp) day ... dz, (pk:,‘“)
B

dxg
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diesem Funktional im Vergleich zu allen glatten Funktionen, die auf dem Rand
! von B mit » identisch sind, ein Minimum erteilt.
Enthilt der Integrand des Funktionals die Funktion u(xy, ..., #,) explizit,
so ist die Bedingung (285) durch die Ungleichung
"

n
. kZleﬂ)k'EiSk + 2 121 FpquiEO + Fuusg) >0 (286)
i p

n
zu ersetzen, die fiir beliebige reelle &, &y, ..., & mit >, & +0 zu gelten hat.
i=o

108. Direkte Methoden der Variationsrechnung. In den letzten Jahrzehnten sind Metho-
den zur Bestimumung des absoluten Extremums entwickelt worden, bei denen die An-
wendung von Differentialgleichungen vermieden wird. Bei diesen Methoden wird ver-
sucht, die gesuchte Funktion, die dem Funktional einen absoluten Extremwert erteilt,
mit Hilfe gewisser Grenziiberginge zu konstruieren; dabei geht man unmittelbar
von dem Integral aus, dessen Extremum gesucht ist.

Dieses Problem ist, wie wir bereits mehrfach erwéhnt haben, bedeutend schwieriger
als das entsprechende Problem der Differentialrechnung. Bei diesem wissen wir durch
den fundamentalen Satz von WEIERSTRASS liber stetige Funktionen, daf3 jede in einem
abgeschlossenen Bereich stetige Funktion in einem Punkt dieses Bereiches wirklich
ihren gréfiten (oder kleinsten) Wert annimmt. In der Variationsrechnung gibt es keinen
solchen einfachen Satz, folglich ist sogar die Existenz einer Losung des Problems fraglich.

Es sei J(y) ein Funktional der gesuchten Funktion y(x); wir suchen diejenige Funktion,
fiir die das Funktional in einer gewissen Klasse D von Funktionen y(x) seinen kleinsten
Wert hat. Fiir jede Funktion y(«) aus D hat das Funktional J einen bestimmten Zahlen-
wert. Fiir alle Funktionen der Klasse D bilden somit die Werte des Funktionals J
eine unendliche Zahlenmenge. Es sei d die untere Grenze dieser Zahlenmenge. Wir wissen
nicht im voraus, ob in der Klasse D eine Funktion y(x) existiert, die unserem Funktio-
nal diesen kleinsten Wert d erteilt; aber nach Definition der unteren Grenze kénnen
wir auf jeden Fall eine Folge von Funktionen y,(x) aus D finden derart, daf} die Zahlen
J(yn) fir unbeschréankt wachsendes n den Grenzwert d haben. Eine solche Folge von
Funktionen y,(x) heift Minimalfolge. Eine der Moglichkeiten fiir die direkten Methoden
der Variationsrechnung besteht darin, ein Verfahren zur Konstruktion einer Minimal-
folge anzugeben, aus der sich mit Hilfe eines Grenziibergangs die gesuchte Funktion
ergibt, die unserem Funktional den kleinsten Wert erteilt. Gelingt es, das Problem
auf diesemn Wege zu 16sen, so hat man zugleich die Lésung desjenigen Randwertproblems
einer Differentialgleichung, das die notwendige Bedingung fiir den Extremwert des
Funktionals ausdriickt. Diese Methode wird nicht nur beim Beweis der Existenz einer
Losung, sondern auch bei praktischen Rechnungen zu ihrer niherungsweisen Bestim-
mung angewendet. Der angegebene Gedankengang liegt dem bekannten Ritzschen
Verfahren zur Lésung von Randwertproblemen zugrunde. Wir erwéhnen, daf} eine weit-
gehende Verallgemeinerung dieser Methode auf den Fall von Differentialgleichungen,
die nicht mit der Variationsrechnung zusammmenhingen, von B. G. GALERKIN in ,,West-
nik inshenerow i technikow®, 1915 angegeben wurde. Die Arbeit von RITz wurde im
Jahre 1908 veroffentlicht (Journal fiir die reine und angew. Math. 135).

Die theoretische Begriindung der direkten Methoden fithrt insbesondere bei partiellen
Differentialgleichungen naturgeméf zur Benutzung der Theorie der reellen Funktionen.
Jetzt betrachten wir einige einfache Beispiele fiir die Anwendung der direkten Methoden.
Wir kommen auf diesen Problemkreis in Kapitel III zuriick.

Die Konvergenz der Verfahren von R11z und GALERKIN und das Problem der Fehler-
abschétzung sind in einer Reihe von Arbeiten sowjetischer Mathematiker ausfiihrlich
untersucht worden.}) Eine Erérterung dieser Fragen und Literaturhinweise findet man

1) Vgl. weiterhin die Arbeit von E. Trerrrz, Konvergenz und Fehlerabschétzung
im Ritzschen Verfahren, Math. Ann. 100 (1928). — (Anm. d. Red.)
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in dem Buch von L. W.KaxTorowirscH und W. I. Kryrow, Niherungsmethoden
der héheren Analysis. Der Konvergenz der Verfahren von R11z und GALERKIX ist auch
ein bedeutender Teil des Buches von S. G. MicHLIN, Variationsmethoden der mathemati-
schen Physik, gewidmet.

Eine theoretische Behandlung der direkten Methoden im Zusammenhang mit Existenz-
séitzen fir die zugehorigen Extremalfunktionen und mit der Untersuchung ihrer Eigen-
schaften ist in der Monographie von S. L. SoBoLEW, Einige Anwendungen der Funktio-
nalanalysis auf Gleichungen der mathematischen Physik, zu finden.

109. Beispiel. Wir betrachten das Funktional
1
J(y) =0f [p(2) ¥ +q(x) y2 +2f(x) y] dw (287)

aus [106] und suchen seinen kleinsten Wert in der in [105] eingefiihrten Klasse D unter-
den homogenen Randbedingungen

¥(0) =y() =0, (288)

wobei wir wiederum p(z) >0 und ¢(x) =0 annehmen.
Wir wissen, daf die Losung dieses Problems auf eine Funktion fiihrt, die der Diffe-
rentialgleichung (258) und den Randbedingungen (288) geniigt. Es sei

up(x), us(x), ... (289)

eine Folge von Funktionen, die im Intervall [0, I] nebst ihrer ersten Ableitung stetig
sind, den Bedingungen (288) gentigen und linear unabhéngig sind.
Wir bilden eine Linearkombination aus den ersten n Funktionen unserer Folge mit

einstweilen unbestimmten konstanten Koeffizienten, y, =a(1")u1 4. +a£,”)u,,, und setzen

sie in das Integral (287) ein. Nach Ausfiithrung der Quadraturen erhalten wir

n n
In=Jlyn = 2 ayaf™af™ + 3 Biaf™  (ay =) - (290)
»J=1 i=1

Wir bestimmen die Koeffizienten ag"') aus den notwendigen Bedingungen fiir einen

(n)

Extremwert von J,, d. h., wir setzen die partiellen Ableitungen von J, nach den a;

gleich 0. Auf diese Weise erhalten wir die n linearen Gleichungen

n - 1 .
S aial >+§ Bi=0  (i=1,..,n) (291)

k=

zur Bestimmung der af;").

Die Determinante dieses Gleichungssystems ist zugleich die Diskriminante der qua-
dratischen Form, dieim Ausdruck (290) auftritt und durch Integration des Ausdrucks
pyi2 +qyi entstanden ist. Auf Grund unserer Voraussetzungen ist diese quadratische
Form positiv definit. Sie ist in der Tat dann und nur dann 0, wenn y, =0 ist, und dies
fithrt uns wegen der linearen Unabhéngigkeit der Funktionen ug(x) darauf, daB alle

Koeffizienten a,(c”) gleich 0 sind. Nun ist die Diskriminante einer positiv definiten quadra-
tischen Form als Produkt ihrer Ejgenwerte sicher positiv. Damit ist die Determinante
des Gleichungssystems (291) von 0 verschieden; wir finden also aus diesem System wohl-

bestimmte Werte fir die asm und konnen mit ihnen eine n-te Nédherung yn(x) bilden.

Wir bemerken, da@ sich bei Vergroerung der Zahl n die Werte der bereits berechneten
Koeffizienten im allgemeinen éndern. Deshalb haben wir bei diesen Koeffizienten noch
einen oberen Index angefiihrt, der den Grad der Nédherung angibt.

Da die quadratische Form, die im Ausdruck (290) auftritt, positiv definit ist und
das Gleichungssystem (291) eine eindeutige Losung hat, 148t sich beweisen, daBl die
Losung (a(lm, . a,(z"’)) dieses Gleichungssystems dem Ausdruck (290) den kleinsten
Wert erteilt. Bei VergroBerung der Zahl n wird der kleinste Wert des Funktionals in
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besug auf eine umfangreichere Funktionenklasse bestimmt; daher gilt sicher
J(yg) =J(yp) fir g=>p. (292)

Auflerdem gilt fiir jede Linearkombination
m
2(x) = 2 agur(v) (293)
k=1

der Funktionen (289) die Ungleichung [105]
J(2) =J (o) -

Wir zeigen nun, dal unter bestimmten Voraussetzungen in bezug auf das Funktio-
nensystem (289) die Funktionen y,(x) gleichmiBig im Intervall [0, I] gegen die Funktion
yo(x) streben.

Zuniéchst formulieren wir diese Voraussetzungen. Fiir eine beliebige Funktion y(x),
die nebst ihrer Ableitung im Intervall [0, 1] stetig ist, soll bei beliebig vorgegebenem
positivem ¢ eine endliche Linearkombination (293) von Funktionen der Folge (289)
existieren, fiir die die Ungleichungen

y'(z) — g apui(z) |=¢ (0 sz =1) (294)

=e,

m
y(x) — 2, arux(x)
k=1

erfiillt sind. Wir zeigen zunéchst, daf

J(Yn) ~J(yo) (295)
gilt. Wegen [106] ist
J(y‘ﬂr) EJ(yo) (’ﬂ =1,2,3, '“) . (296)

Wenn wir die Ungleichungen (294) auf die Funktion y(x) =yo(x) anwenden und benutzen,
daf & willkiirlich ist, kénnen wir beweisen, daf3 bei beliebig vorgegebenem positivem
d eine Linearkombination (293) von Funktionen der Folge (289) existiert, fiir die J(z) —
—J (%) =4 ist. Weiterhin gilt nach Konstruktion der Funktionen yn(x) die Ungleichung
J(Yym) —J(yo) =9, und aus (292) folgt J(yn) —J(yo) =6 fiir n =m. Da die positive Zahl §
willkiirlich gewéhlt werden kann, ergibt sich daraus schlieflich (295). Weiterhin gilt,
wie sich leicht zeigen 1483t,

l
JI(yn) —J(yo) =2of Loys (¥7 —Yo) +9Y0 (Yn —Yo) +{(yn —yo)] dx

7
+0f [o(yn —y0)2 +9(yn —Y0)?] dz .

Formen wir das erste Integral durch partielle Integration um und beachten, daf3
¥ =yn —yo den Bedingungen (288) geniigt, so erhalten wir

l
d
f [_(ﬂ (PY0) +99o +f] (yn —10) dz =0.
0

Mithin gilt
l
J(ya) —J (yo) =0I [p(yn —¥0)2 +9(yn —yo)?] dz
und damit
7
J(ya) —J (yo) Eof plyn—yg)? dz. (297)

Bezeichnen wir mit @ den kleinsten Wert der positiven Funktion p(x) im Intervall
[0, I], so erhalten wir aus (297) die Ungleichung

J(yn) —J(yo)

1
[ @i—yie az =220 (208)
é
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Weiterhin ist nach der Bunjakowskischen Ungleichung
z , ‘2
0] (ya —yp) do |

x z l
lyn — 10l = 5‘{(3/1,1_3/(’))2 de [12dz =1 [ (y —y)? dx;
0 0

mit (298) ergibt sich also

T
[y (@) —yo(a)| él/; Vg —Iwo)  (0=z=I),

woraus wegen (295) folgt, da im Intervall [0, I] gleichmiBig y,(x) »yo(x) gilt.
Wir beweisen, dal} fiir die Funktionen

-

krx
u(x) =sinT (k=1,2,3,..), (299)
die den Bedingungen (288) geniigen, auch die Bedingungen (294) erfiillt sind.

Wir setzen die Funktion y’(x), die im Intervall [0, [] vorgegegen ist, in das Intervall
[ -1, 0] als gerade Funktion fort. Bei beliebig vorgegebenem positivem 5 148t sich ein
trigonometrisches Polynom

krx

l

m
T(x) =co+ 2, ck cos
F=1

konstruieren, fir das [II, 168]
ly'(x) —T(@) =n (-l=x=+I]) (300)
gilt mit

l
1
=7 f T(x) de .
0

Aus (300) ergibt sich T(z) =y'(z) + f(x) mit |f(x)| =n; folglich erhalten wir unter Beriick-
sichtigung von y(0) =y(I) =0

l
1
co=—l—ff(x) dz
0

und damit |cg| =7. Aus (300) folgt jetzt

m krx
y'(x) —-kzlck cos —— =79 +]co| =29 .

Durch Integration von 0 bis 2 ergibt sich

m 1 . krx <2l
y(x) _12.:1 T Ok SID—— (=2l
Wihlen wir g :2(—l€+1—)’ so finden wir schlieflich, daf3 die Linearkombination
m o kmx

— ¢p 8in —
k%kn * l

der Funktionen (299) den Bedingungen (294) geniigt.
Wenn man den Satz iiber die Approximation einer stetigen Funktion durch Poly-
nome benutzt, kann man in analoger Weise zeigen, da3 die Funktionen

uple) =(l—z) x¥  (k=1, 2, 3, ...)

ebenfalls den Bedingungen (294) geniigen. Sie alle erfiillen offenbar die Bedingungen
(288).



I1I.  Erginzungen zur Theorie der
Funktionenraume L, und L,.
Verallgemeinerte Ableitungen.

Ein Minimalproblem fiir quadratische
Funktionale

110. Mittelung von Iunktionen aus Ly und L;. In diesem Kapitel beschéftigen
wir uns mit einigen Fragen der Theorie der Funktionen reeller Verdnderlicher,
die im wesentlichen mit den Funktionenrdumen L; und Lg zusammenhéngen, iiber
die wir in Teil IT [161-163] und am Anfang dieses Buches [22, 23, 62] bereits ge-
sprochen haben. Am Ende des Kapitels wird eine Variationsaufgabe fiir ein Funktio-
nal betrachtet, das partielle Ableitungen enthilt. Dabei wird die Definition der
partiellen Ableitungen selbst wesentlich verdndert (verallgemeinerte Ableitungen).
Im folgenden seien alle auftretenden Funktionen reell. Wir beginnen mit einem
Mittelungsprozefl fiir beliebige Funktionen f(P) aus L; oder Lg. Dieser Prozel
wird uns die Moéglichkeit eréffnen, Funktionen zu konstruieren, die Ableitungen
jeder Ordnung besitzen und f(I°) in der Metrik von Lj bzw. Ls beliebig nahe
kommen.

Zuerst definieren wir den ,,mittelnden Kern*“. Zu diesem Zweck fithren wir die
folgende Funktion einer reellen Veridnderlichen ein:

cel/®-1)  fiir 2<1,

*®=1, fiir £2=1,

1)

wobei die Konstante ¢ weiter unten festgelegt wird. Die Frage nach der Stetigkeit
der Funktion o und ihrer Ableitungen entsteht nur bei {= +1. Wenn # von links

1 .
gegen 1 strebt, gilt Py i und o(t)>0. Die Ableitung jeder beliebigen Ord-
nung der Funktion w(t) nach ¢ hat fiir i2<1 offenbar die Gestalt
PO 1iee-ny
@—1)="° ’

wobei P(t) ein gewisses Polynom ist und « eine ganze positive Zahl. Lassen wir
wieder 2 von links gegen 1 streben, so erkennen wir, wenn wir den Grenzwert
des unbestimmten Ausdrucks ermitteln, daB (2 —1)-%l/¢*-1)} gegen O konvergiert.
Wir sehen auf diese Weise, dafl die Funktion «(f) fiir —eo<t<< Ableitungen
jeder beliebigen Ordnung besitzt.

Im folgenden gehen wir vom Raum R7 mit den kartesischen Koordinaten a1, xs,
«..y ¥y aus. Die Punkte dieses Raumes bezeichnen wir oft nur durch einen Buch-
staben z oder y(y1, ..., ym) usw. Den Abstand zwischen zwei Punkten x und y
aus R™ bezeichnen wir mit

&=yl =Yl — g1+ o+ (X — ym)? -
Wir fixieren nun einen beliebigen Punkt aus R™, etwa den Punkt y, sowie eine

positive Zahl k=0 und betrachten die Funktion o (\z;yi)' Diese Funktion ist
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im ganzen Raum Em stetig und besitzt dort stetige partielle Ableitungen nach xy,
k=1, ...,m, jeder beliebigen Ordnung. Sieistnur in der Kugel mit dem Radius % und
dem Mittelpunkt in ¢ von 0 verschieden. Die Konstante ¢ legen wir nun durch die
Bedingung

¢ [el¥1) dyr=1 (dz=da; ... dzg,) (2)

|z]<1

fest.
Die Funktion u(z) sei auf dem beschrinkten Gebiet & oder allgemeiner auf einer

beschrinkten offenen Menge summierbar. In diesem Fall schreiben wir w¢Li(€D).
Ganz analog kennzeichnet z¢ &, dafl der Punkt « zur Menge & gehort. Wenn u(x)
nicht zu L1(®) oder z nicht zu & gehort, schreiben wir u ¢ Li(D) bzw. ¢ & Wir
setzen u(x) aulerhalb von € durch 0 fort, d. h., wir definieren »(z) =0, wenn x nicht
in @ liegt, und fiihren die Funktion uz(z) (h>0) — die sogenannte Mittelfunktion
von u(xr) — ein:

@) = [0 () ut) dy  (dy=dy .. dym) @)

Hier und im folgenden bedeutet, wenn der Integrationsbereich nicht angegeben
ist, daB die Integration iiber den ganzen Rm erfolgt. Tatsdchlich erstreckt sich
im Integral (3) der Integrationsbereich aber nur iiber die Kugel mit dem Mittel-
punkt x und dem Radius &, da auBlerhalb dieser Kugel der Integrand verschwindet,
und die Funktionswerte up(x) werden nur durch die Werte der Funktion u(y)
in der angegebenen Kugel bestimmt.

Insbesondere ist up(x) =0, wenn = auflerhalb € liegt und der Abstand von z
bis zum Rand des Gebietes & nicht kleiner als % ist, da ja u(x) aulerhalb von @
durch Ofortgesetzt wurde. Wir erwihnen noch, daf auf Grund der Normierung (2)

1 lz —yl
h—mfw( . )d_l @)
gilt. Zum Beweis dafiir geniigt es, die Transformation yx —ap=hz (k=1, 2, ..., m)

der Integrationsvariablen auszufiihren.

111. Eigenschaften der Mittelfunktionen. Wir beweisen nun eine Reihe von Eigen-
schaften der Mittelfunktionen.

1. Ist u(x) in @ beschrinkt, so gilt

sup [up(z)|= sup [u(y)| . (5)
Z€R™

Das folgt unmittelbar aus der Ungleichung
(@)1= sup 1] [ o (“72) dy—sup fuiy)

2. Die Funktion wup(x) besitzt Ableitungen beliebiger Ordnung nach den a;
(k=1,2, ..., m), welche durch die Formel

dup(x) 1 at |z -y
el e e ) u(w) dy ®)

“1 dm &,
0% ... 0Ty . 0Ty,

mit o + ... +am =1 gegeben sind.
Der mittelnde Kern besitzt Ableitungen beliebiger Ordnung nach z(zy, ..., x,) im
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ganzen Em, die nur in der Kugel mit dem Zentrum  und dem Radius & von 0 ver-
schieden sein kénnen. Der Einfachheit halber betrachten wir lediglich die erste

Ableitung von u,(x) nach ;. Den Quotienten un(® +Ajl) —un(®)
Form 1

1 1 iz —yl) |z yl) ]
— | — o |—— —w |— u(y) dy .
R f Az [ ( h (Z1HAZ 1, %9, .., Tpy) @ ( h (Z1seeesZpp) (y) dy

Driickt mandie Differenzinden eckigen Klammern durch die Formel von LAGRANGE
aus, d. h. durch den Mittelwertsatz der Differentialrechnung, so nimmt der Faktor
von u(y) im Integranden die Gestalt

9 © (lx y\)

31‘1 h
an. Unter dem Integralzeichen steht also dieser Ausdruck mit 0<0<1, der fiir
alle angegebenen 6 und beliebige 4x; gleichmédBig beschrankt ist, multipliziert
mit der Funktion u(y) aus L;. Somit besitzt der absolute Betrag des Integranden
eine obere Schranke clu(y)|, und wir kénnen den Grenziibergang A4x; —0 unter
dem Integral ausfithren [II, 109; Satz 1], da c|u(y)| fiir eine beliebige Konstante

¢ eine summierbare Funktion ist. Das fithrt zur Formel (6) im Fall der ersten Ab-
leitung von uy(x) nach x;. Die allgemeine Formel (6) kann analog bewiesen werden.

3. Fir beliebige uELI(Rm) besteht die Beziehung
Y| ;
unla) —u@) =g [ o (“7L) luty) —u(@) g, ™)

da nach Definition

[ o (55L) w) dy =)

ist und auf Grund von (2)

himfw(\xhyn) (@) dy = u( )hlm jw(lx_;l) dy = u(®)

schreiben wir in der

(x1+0Az1,12, s Zp)

gilt.

Bevor wir zum Beweis der folgenden Eigenschaft von Mittelfunktionen kommen,
formulieren wir ein Ergebnis fiir summierbare Funktionen, das aber erst in Teil V
bewiesen wird. Es sei u(x) € 11(2), wobei @ wie oben eine beschriankte offene Menge
ist. Wir setzen u(z) aullerhalb ¢ durch 0 fort. Dann besteht folgende Eigenschaft,
die Stetigkeit im Mittel genannt wird: Fiir jedes beliebige gegebene ¢ >0 existiert
ein 6 >0 derart, daBl f|u(x+y)—u(x)| dr=¢ fir alle [y| =6 ist, d. h.

)

(e +1) —u@)m@se fir yl=s. ()
Analog gilt im Fall u(x) € Ly(®D), daB zu beliebigem ¢=>0 ein 6 >0 existiert mit
lu(@+y) —u(@)l@=c fir [y|=6. (9)

4. Ist u(x) € L1 (D), so besteht die Beziehung
[ |un(x) —u(z)| de~0 fir A-0, (10)
9

d. h., die Mittelfunktionen uy(x) streben mit A0 in der Metrik von L;(%®) gegen
18 Smirnow IV/1



270 III. Erginzungen zur Theorie der Funktionenrdume L; und Lz

w(x). Ist u(x)eLey(D), so gilt
S lup(x) —u(x)|2 dz~0 fir A-O. (11)
)

Wir fithren den Beweis fiir den etwas komplizierteren Fall uw€Ly(®D). Aus (7)
und der Bunjakowskischen Ungleichung folgt

jun) ~ )= g [ uty)—ut@pdy [ o2 (C52) dy
ly—zi=h

Der Integrationshereich des zweiten Integrals soll dabei derselbe wie im ersten

sein. Im zweiten Integral setzen wir x;y =z und erhalten

f w2 ("”_;-ﬂ) dy=km f w?(z) de=cyhm |

woraus sich

o1
fn(e) —u@ = [ July) —u@)? dy
ly—z=h
ergibt oder, wenn wir noch y —x =y’ substituieren,

@) —u@PRs [ lu@+y) @ dy’ .

~ hm
wi=h
Diese Ungleichung integrieren wir iiber @ und wenden den Satz von FusINi
an [II, 110]:

c 4 " ’
f|uh(x) —u(x))2 dx_s_ﬁl; f dy j lu(z+y’) —u(x)2 de .
o yish  ®
Nutzen wir nun die Stetigkeit im Mittel, so existiert zu jedem gegebenen £=0
ein k>0 mit

Suxz+y)—u(z)2de=e fiur |y[j=h.
o

Somit gilt

f [un(x) — u(z)|2 de ey j dy’ =cice¢?,
Iy’léh
wobel ¢ das Volumen der Einheitskugel im E™ bezeichnet. Da & beliebig gewéhlt

werden kann, folgt hieraus (11).

Die Beziehung (10) 148t sich fiir Funktionen aus L3(®) einfacher beweisen,
da man in diesem Fall die Bunjakowskische Ungleichung nicht anwenden muB.
Sie folgt, wenn man unmittelbar von der Ungleichung

funte) —u(@)| = [ Jule+y) —u(a)] dy’
l¥'|=h
ausgeht und den Satz von FuBINI sowie die Eigenschaft der Stetigkeit im Mittel
der Funktionen aus I;(%) benutzt. Alles oben Gesagte bleibt auch in dem Fall
giiltig, wenn @ ein beschrinkter abgeschlossener Bereich oder allgemeiner eine
beschriankte mefBbare Menge ist.
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112. Finite, unendlich oft differenzierbare Funktionen. Funktionen, die im gesam-
ten Raum R™ definiert und in allen hinreichend weit vom Koordinatenursprung
entfernt liegenden Punkten des R™ verschwinden, d. h. in Punkten z mit |z|> M,
wobei M eine gewisse positive Zahl ist, nennt man iiblicherweise finite Funktionen
im Rm, Die Klasse der im Rm finiten, unendlich oft differenzierbaren Funktionen
bezeichnet man mit C5(Rm). Die Zahl M kann natiirlich fiir verschiedene Funktio-
nen u(x) dieser Klasse unterschiedlich sein. Wir betrachten eineim ganzen Raum R
summierbare Funktion u(x), d. h., u(x) sei aus Li(Em®). Mit wr)(x) bezeichnen wir
jene Funktion, die in der Kugel || < M mit u(x) libereinstimmt und in allen anderen
Punkten des R™ verschwindet. Wegen u¢€L(Rm) gilt

S |u(®) —u@n(z)| de= fM|u(x)| de—+0 fir M—>e.
lz|1>

Wir fithren jetzt die Mittelfunktion wan(x) mit k<1 ein. Nach [111] ist w@ana()
unendlich oft differenzierbar und verschwindet fiir |z|=>M+1, d.h., upna(z)
gehort zu C5(R™). AuBlerdem gilt
f |u(M)(x) —u(M);,(x)| de—~0 fir h-0.
|z |<M+1
Fixieren wir ein beliebiges ¢ >0 und wihlen ein entsprechendes M mit

[ 1u@) ~uan@) de<,
so gilt fiir hinreichend kleine » auch die Ungleichung

f [w@n () —upnn(#)| dz= f len (@) —uans(@)| dz< .
|zl<M+1
Daraus folgt

llw —w@nnlly, @my =1 (@) ~wann(®)| dz<e .

Dies bedeutet aber die Approximierbarkeit der Funktion u(x) durch Funktionen
uann(x) der Funktionenklasse Cf(Rm) in der Norm des Raumes L;(R™). Analog
beweist man, wenn u(x) € Lg(R™) ist,

“u'—u(M)h“Lz(RM) -0 fiir M"‘”: h-0.

Damit kénnen wir den folgenden Satz als bewiesen ansehen.
Satz 1. Die Funktionenklasse C5(Rm) ist in den Riumen Li(R™) und Lo( R™) dicht.

Wir wenden uns wieder dem zuvor betrachteten beschrinkten Gebiet @ zuund
fithren die Klasse C5(®) der in @ finiten Funktionen ein. Das sind diejenigen Funk-
tionen aus Cj(Rm), fiir die die offene Menge der Punkte z, in denen |u(zx)| >0 gilt,
gemeinsam mit ihrer abgeschlossenen Hiille in @ liegt. Hieriiber beweisen wir den
folgenden

Satz 2. Die Funktionenklasse CF (D) ist in Lo(D) und Ly (D) dicht.

Mit @5 bezeichnen wir die Menge derjenigen Punkte von %), deren Abstand bis
zum Rand S der offenen Menge @ groBer als é ist [1I, 92]: o(z, S)>48. Man zeigt
leicht, dal S eine abgeschlossene und @; eine offene Menge ist. Es sei 75(x) die
charakteristische Funktion der Menge %@j, d. h.7;(x)=1 fiir 2€%; und 75(z)=0
fiir x¢%;. Wir bezeichnen mit os(x) die Mittelfunktion von rgs(x) mit dem Mitte-
lungsradius h=4. Diese Funktion besitzt folgende Eigenschaften: 1. o5(x) ist im
18+
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Rm beliebig oft differenzierbar; 2. o5(x) =0 fiir g(x, S) =46, da fiir diese Punkte x
die Kugel mit dem Radius §, iiber die die Mittelung erfolgt, einen leeren Durch-
schnitt mit @s; besitzt; 3. o5(x) =1 in Ps;, weil in den Punkten von D3, die erwihnte
Kugel in Do; liegt, wo z2s(x) =1 gilt; 4. 0=o0,s(x)=1. Das folgt aus der Tatsache,
daB 72;(x) und der Kern der Mittelung o (W—;y—‘) nichtnegativ sind, sowie aus der
Eigenschaft 1 des vorhergehenden Abschnitts.

Es sei v(zx)cC5(Rm). Fir das Produkt o(x) os(z) gilt v(x) os(x)€C5(®) und
o(2) a5(x) =v(x) fir xcDs,. Wir betrachten die Abschitzung des Integrals

[ Jv() a5(x) —v(@)|2 de = [ |v(x)|2 (1 —as(x))2 da
) o)

= [ |v(x)]2 de=sup |v(@)]2 m(D\Ds;) ,
D35 zE®

wobei m das Lebesguesche MaBl bezeichnet. Ein beliebiger Punkt 2 liegt bei
hinreichend kleinem & auch in @j3;, so daB folglich m(®\Ds;) -0 strebt mit § 0.
Aus der vorangehenden Ungleichung erhalten wir damit |[v(x) os(x) — v(®)||L,2) —~O.

Wir setzen nun u(x) ¢ Ly(®D) voraus. Auf Grund des oben Gesagten existiert

bei gegebenem e>0 eine solche Funktion v(x) aus CF(Rm), daB ||u—v“.s_% ist.
Weiterhin existiert fiir die ausgewihlte Funktion »(x) ein solch kleines 6>0, daB
[lv —vayl| é% und folglich insgesamt |ju—vos||=|u—v|+|jv—vos|=¢ gilt. Damit

ist gezeigt, daB die Funktionenklasse CF(®D) in Ly(®D) dicht ist. Analog beweist
man die Dichtheit von C§(®D) in Ly(D).

113. Verallgemeinerte Ableitungen. Wir fithren jetzt einen neuen Begriff der par-
tiellen Ableitung ein, der eine breite Anwendung besitzt. In [II, 66] wurde die
Formel (31;) der partiellen Integration fiir das dreifache Integral

fff?%%dv:—fffw‘;—jdv-i-fftpwcos(n,z)dS (12)
o s s

angefiihrt. Eine analoge Formel besteht auch fiir mehrfache Integrale beliebiger
Vielfachheit bei entsprechender Definition von cos (n, z). Erwdhnt sei noch, daB
beispielsweise mit einer in @ finiten Funktion ¢(x) das Integral iiber § verschwindet
und die Formel (12) die Gestalt

f@ff‘”%d“‘];ff?)f pdv (13)

annimmt. Kurz gesagt, man kann in diesem Fall die Differentiation von dem einen
Faktor y auf den anderen ¢ iibertragen, wobei sich das Vorzeichen des Integrals
andert. Wir betrachten nun eine beliebige Ableitung I-ter Ordnung:
ol
th:,l—"’l— B+l + .. +im=1) .
oxy ... dx

Besitzen die Funktionen ¢(x) und «(x) innerhalb von € stetige partielle Ableitungen
bis zur Ordnung ! und ist die Funktion ¢(z) in 9 finit, so gilt die Formel der par-
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tiellen Ableitung
@f [Dip(x)] u(x) dx:(—ﬂ’@f p(x) Diu(x) da . (14)

Diese Formel ist die Grundlage fiir den Begriff der verallgemeinerten Ableitung.
Definition 1. Es seien u(x), u*(x)€ La(D), und fiir beliebige ¢(x)€Cq(D) gelte
@f u(z) Dip(x) de=( —1)l®f p(x) w¥(x) do . (15)

Dann heilit u*(x) verallgemeinerte Ableitung vom Typ D im Gebiet .

Wir zeigen zuerst, dal} die verallgemeinerte Ableitung bis auf eine zu 0 éiquivalente
Funktion eindeutig bestimmt ist. Dazu nehmen wir an, daBl noch eine weitere
verallgemeinerte Ableitung w} € Lo(®) vom Typ D! existiert. Es ist also die Aqui-
valenz von «§ und «* zu beweisen. Wir ersetzen «* in (15) durch «¥ und subtrahieren
die beiden entstehenden Formeln. Dann erhalten wir

@f(u*—'u}“)(pdxzo (16)

fiir jede unendlich oft differenzierbare, in @ finite Funktion ¢(x). Weiterhin setzen
wir ¢(x) =@n(x), wobei gup(x)cCH(D) ist und in Ly(D) mit m -~ gegen uw* —uk
strebt. Durch anschlieBenden Grenziibergang im Integral (16) ergibt sich [II, 162]
[ (w*—uf)2de=0,
@

woraus die Aquivalenz von w*(z) und ui () folgt.
Fiir die verallgemeinerte Ableitung verwendet man dieselbe Bezeichnung wie
fiir die gewohnliche Ableitung:
Py
wH@) =Dhu(e) = ——— (=l tln).
Jx 11 I
Existiert die gewohnliche Ableitung Du(%), so stimmt sie auf Grund der Formel
der partiellen Ableitung (14) mit der verallgemeinerten Ableitung u*(x) iiberein.
Aus der Definition der verallgemeinerten Ableitung und ihrer Eindeutigkeit folgt

D! (crur(x) + coua()) = c1 Dlus () + coDlug(x) , (17)

wobei die auf derlinken Seite der Gleichung stehende verallgemeinerte Ableitung
existiert, wenn die verallgemeinerten Ableitungen auf der rechten Seite existieren.
Aus der Definition folgt auch, dal D¥u(z) nicht von der Reihenfolge der Differen-
tiation, sondern nur von der Gestalt von D abhingt. Wir erwihnen noch, daf aus
der Existenz von Du(x) nicht die Existenz der verallgemeinerten Ableitungen
niedrigerer Ordnung als ! oder derselben Ordnung I, aber von anderem Typ als D!
folgt. SchlieBlich formulieren wir noch die Eigenschaft der Abgeschlossenheit
der verallgemeinerten Differentiation. Es sei vy () € Lo(2D) mit vy(2) »~v(z) in Ly(9D),
und es mogen die verallgemeinerten Ableitungen Div,(x) = ;i (x) existieren, fiir die
v¥(x) ~v¥(@) in La(®D) mit n —<o gilt. Dann besitzt v(x) die verallgemeinerte Ablei-
tung Dl (z) =v*(z). Zum Beweishaben wir »(x) und «*(z) in Formel (15) durch vy(x)
bzw. ©#(2) zu ersetzen und den Grenziibergang n —< auszufithren. Dabei erhalten
wir wieder die Formel (15), in der jetzt o(x) statt u(z) und v*(z) statt u*(x) steht,
was zu beweisen war.

Unter der Voraussetzung, dal} u(x) die verallgemeinerte Ableitung w*(x) = Dlu(x)
besitzt, berechnen wir nun die gewdhnliche Ableitung der Mittelfunktion:

1 | —yl —1)! |z —y|
va'uh(x):ﬁf u(y) Dioo (“ h”)dy:(m w(y) Dlw (_hy_)dy. (18)
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Ist der Punkt €9 und sein Abstand bis zum Rand von @ gré8er als k, so kénnen

wir o ('x }:yl) im Punkt « als finite Funktion in der Formel (15) wahlen:

1 lz —y| —1) x—
o fu*(y)w( hy)dy:( km) fu(y) D§w<' hyl) dy
) )
Wegen (18) liBt sich diese Formel in der Gestalt
1 [ -y
Dln@) = [ 04w o (72 dy (19)

schreiben, d. h., die Mittelfunktionen verallgemeinerter Ableitungen stimmen mit
den gewohnlichen Ableitungen desselben Typs der Mittelfunktionen in allen
Punkten von D iiberein, deren Abstand bis zum Rand von D grifer als der Mittelungs-
radius ist.

Auf Grund der Eigenschaften der Mittelfunktionen kénnen wir behaupten, dafl
up(z) gegen wu(x) und Diuy(x) gegen u*(x) in Ly(®') fiir h—~0 konvergiert, wobei &’
ein beliebiges Gebiet ist, das ganz im Innern von @ liegt. Bevor wir zur Formulie-
rung weiterer Eigenschaften verallgemeinerter Ableitungen kommen, fithren wir
noch eine andere Definition an und beweisen ihre Aquivalenz zur Definition 1.

Definition 2. Die Funktion w*(z) aus Ls(®D) heilit verallgemeinerte Ableitung
vom Typ Dtder Funktion u(x) aus Ly (D), wenn eine Folge uy(x) von Funktionen aus
C5(Rm) derart existiert, daBl un(®) und Diu,(x) fiir n - in Ly(®D’) gegen u(x)
bzw. u*(x) konvergieren, wobei @’ ein beliebiges Gebiet ist, das ganz innerhalb von
9 liegt.

Satz. Die Definitionen 1 und 2 sind dquivalent.

Es sei u*(x) die verallgemeinerte Ableitung Du(x) nach Definition 2. Wir er-
setzen u(x) in der Formel (14) durch uy(z) und D¥u(z) durch Dug(x). Danach kénnen
wir den Grenziibergang unter dem Integralzeichen [II, 109] ausfithren und kom-
men auf diese Weise zur Formel (15), die der Definition 1 entspricht.

Die Giiltigkeit der Behauptung in umgekehrter Richtung wurde bereits unmittel-
bar vor der Definition 2 bewiesen.

114. Eigenschaften verallgemeinerter Ableitungen. In diesem Abschnitt fiihren wir
verschiedene Eigenschaften verallgemeinerter Ableitungen an, einige von ihnen
folgen leicht aus den gegebenen Definitionen, andere werden wir erst in Teil V
beweisen.

Ist u* =Dy eine verallgemeinerte Ableitung in @, so ist sie auch in jedem belie-
bigen Teilgebiet von @ verallgemeinerte Ableitung. Das folgt unmittelbar aus der
zweiten Definition.

Besitzt u(x) € Ly(D) die verallgemeinerte Ableitung

_—aa"u(x) = e )

39311 3:17mm

aus Lg(®) und u*(x) die verallgemeinerte Ableitung
3Bu*(x)_

8 8
39;11 R P

= 7}(12) €L2(®) ’
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dann hat u(x) die verallgemeinerte Ableitung
0+Bu(x)

a1+8 amt8.
32}11 1... Bmmm m

=v(x)

aus Ly(®). Das folgt aus der ersten Definition.

In Teil V werden die Eigenschaften verallgemeinerter Ableitungen ausfiihrlich
untersucht. Einige von ihnen geben wir bereits hier ohne Beweis an.

Wenn die Funktion f(x) einer unabhingigen Verinderlichen im endlichen Inter-
vall [a, b] stetig ist und im Innern des Intervalls die verallgemeinerte Ableitung
df(x)

dx

aus Ly([a, b]) besitzt, dann kann f(z) in der Form

fo=fa+ [ a  (@=a=zp) (20)

a

dargestellt werden. Dabei hat f(x) fast iiberall in [a, b] eine gewdhnliche Ableitung,

die gleich (d4quivalent) der verallgemeinerten Ableitung d(fi(:) ist. Wenn die Funktion
@(x) auf dem Intervall [a, b] summierbar und f(x) durch die Formel
z
H(z)=f(a) +af @(t) di (21)

definiert ist, dann ist f(x) stetig in [a, b] und besitzt fast iiberall die gewohnliche
Ableitung f’(x) = (). Funktionen, die in der Form (21) darstellbar sind, nennt man
gewohnlich absolut stetig in [a, b]. Wir erwdhnen noch, daB die zwei oben angege-
benen Definitionen der verallgemeinerten Ableitungen statt in Ly(%) auch in L,(®)
formuliert werden kénnen, und die Formel (21) definiert, falls g(z) auf [a, b]
summierbar ist, die Klasse der Funktionen, die in [a, b] stetig sind und im Innern
dieses Intervalls eine verallgemeinerte Ableitung

d
(];(;) =g(x)

aus Ly([a, b]) besitzen. Nicht jede in [a, b] stetige Funktion f(x) ist absolut stetig.
Es gilt auch folgende Aussage: Nicht jede in [a, b] stetige Funktion, die in diesem
Intervall fast iiberall differenzierbar ist, ist absolut stetig. Es 148t sich zeigen, daf}
in [a, b] stetige Funktionen existieren, die in keinem Punkt innerhalb von [a, ]
eine Ableitung besitzen. Diese Funktionen haben dann auch keine verallgemeinerte
Ableitung. Es seien f(x1) und f(x2) zwei solche Funktionen. Wir bilden damit die
Funktion (1, x2) =f(x1) + f(#2) zweier Verdnderlicher, die keine verallgemeinerten
Ableitungen erster Ordnung, wohl aber, wie sich leicht nachweisen laBt, die verall-
Pu(z1, x2)
9x10%2
Ergebnis, das die verallgemeinerten Ableitungen betrifft. Sind alle verallgemeiner-
ten Ableitungen der Ordnung ! der Funktion u(z)€La(%D) ebenfalls aus Ly(®D),
dann besitzt u(x) simtliche verallgemeinerten Ableitungen der Ordnungen kleiner
als 7, und diese gehoren wieder zu La(9D).

Bei diesen Aussagen darf der Rand des Gebietes € nicht allzu ,schlecht sein.
Es geniigt beispielsweise vorauszusetzen, daB der Rand glatt ist. In Teil V werden
umfassendere Klassen von Gebieten beschrieben, fiir die unsere Ergebnisse gelten.

AuBler dem Begriff der verallgemeinerten Ableitung kann man auch einen ver-

gemeinerte Ableitung

=0 besitzt. Wir formulieren nun noch ein allgemeines
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allgemeinerten Ausdruck fiir einen beliebigen linearen Differentialeperator mit
konstanten Koeffizienten definieren. Als Beispiel betrachten wir den Operator
zweiter Ordnung

Lu= é ki 5—— Bxkaxz +z§1 +cu (22)
und bilden damit den neuen Operator
2u
Bkl 0zRox] ,Z:l b5 dx1 +cu (23)

Im allgemeinen Fall des linearen Differentialoperators mit konstanten Koeffizien-
ten unterscheidet sich der Operator L*u von Lu in den Vorzeichen der Ableitungen
ungerader Ordnung. Wenn die Ableitungen der Funktion u, die im Operatoraus-
druck vorkommen, im Gebiet & stetig sind und ¢(x) eine Funktion aus C5(®) ist,
dann 148t sich leicht mit Hilfe der Formel (14) die Gleichung

ful*¢de= [Lu-¢pdx
é )

m
L*y= Z
K=

zeigen.
Fiir im Gebiet @ summierbare Funktionen u(z) wird der verallgemeinerte Diffe-
rentialoperator Lu =u* durch die Beziehung

[ul*pda= [u*pdx (24)
o S

definiert, wobei ¢(x) eine beliebige Funktion aus C7(9D) ist.

Diese Definition setzt nicht voraus, dal} fiir u(x) die einzelnen Ableitungen, aus
denen sich Lu aufbaut, erklirt sind. Wenn sie alle existieren, so 146t sich Lu aus
diesen Ableitungen entsprechend der Formel (22) zusammensetzen. Schliefllich
erwihnen wir noch, da manin Ubereinstimmung mit der oben angegebenen De-
finition den Begriff der verallgemeinerten Losung der Gleichung L« =0 mit Hilfe
der Beziehung fuL*pdax =0 einfithren kann, in der ¢(x) eine beliebige in @ finite,

9

unendlich oft differenzierbare Funktion bezeichnet.

115. Die Funktionenklassen W(9), WD) und W2(%). Wir betrachten jetzt einige
Klassen von Funktionen, die verallgemeinerte Ableitungen besitzen. Eine aus-
fiihrliche Darstellung der Theorie dieser und allgemeinerer Funktionenklassen sowie
ihrer Anwendungen findet man in der Monographie von S. L. SoBoLEW, Einige
Anwendungen der Funktionalanalysis auf Gleichungen der mathematischen Phy-
sik, und in Teil V.

Die Klasse W3(®) ist die Menge aller Funktionen u(x) aus Ly(®), die simtliche
verallgemeinerten Ableitungen erster Ordnungin Ls(%D) besitzen. Diese Funktionen-
klasse ist linear, d. h., mit ug(z)€ Wy(D) (k=1, 2, ..., n) gilt

S crurlz) c WY®D) ,
k=1

wobei die ¢; beliebige Konstanten sind. Die Elemente dieser Klasse sind offenbar
bis auf Aquivalenz eindeutig bestimmt. Wir fithren in dieser Klasse das Skalar-
produkt
T ou Ov
(u, U)Wé Qf (uv+ 2 97 ) x (25)

0Tk
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ein, wobei Bi, 3_?) verallgemeinerte Ableitungen bezeichnen. Dem entspricht die
Norm Oy Oz
2 - m ou \2 )
= 2 - g
Hu“W% Dj [u +k§l (3901:) ] de (26)

Es 1aBt sich leicht bestédtigen, daB alle notwendigen Eigenschaften des Skalarpro-
duktes und der Norm erfiillt sind:

(u, U)Wé: (v, Wyl
(exun -+ catg, 0) 1= (s, U)W% + ca(ug, U)W; ,

(w, w) 1=>=0 fir u=0.
Jwl

Daraus folgen zwei wichtige Ungleichungen: die Cauchy-Bunjakowskische Un-
gleichung

(s 21| = el

und die Dreiecksungleichung

Hu + v”]y% = HuHW'; + H'v“]y;- *

In natiirlicher Weise 148t sich die Konvergenz in W4(®) einfiihren, und zwar
wl
bedeutet u, —> u fiir n >, daff

Hun——uHW%—»O flir n—-e (27)

strebt. Es ist klar, da} diese Konvergenz gleichbedeutend ist mit der Konvergenz
der Funktionenfolge {u,(x)} und der Folgen ihrer verallgemeinerten Ableitungen
erster Ordnung in Ly(®D), d. h.

oun 3l
333/; _Bxk

(28)

ln =z, +0 und \ .
La

Aus der Dreiecksungleichung fiir die Norm folgt wie auch in Ly(®D) die Stetigkeit
der Norm, d. h., aus ||juy — uHWl —0 ergibt sich ||u,,HW1 —>||u||W1 . Wir beweisen nun den
2 2 2
Satz. Die Funktionenklasse Wi(®) ist ein Hilbertscher Raum.
Wir haben lediglich die Vollstindigkeit zu beweisen, d. h., falls

p = Ugllgyr ~0 fir  p, g—~eo (29)

strebt, existiert ein solches Element u(x)€ W(®D), daf

ftn =y =0 i nesco (30)

gilt. Die Bedingung (29) kann man auch auf die Form

¢ 0
lip—uglza—0, |22 _0ua
| Dk~ dax

-0 fi - oo
Ly ur  p, q .
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bringen. Auf Grund der Vollstindigkeit des Raumes Lo(®D) existieren Funktionen
U, vy, ..., Uy a0S Ly(D), so daB die Beziehungen

’ dUn

|len —ullz, >0, m"’vk

-0 fi - oo k=1, ..., 31
. ir n ( m) (31)

bestehen. Beriicksichtigt man nun noch die Eigenschaft der Abgeschlossenheit der
verallgemeinerten Differentiation, so folgt
du(x)

3%‘;;

w(@)E WD) und o=

k=1, ..., m).

Zusammen mit (31) fithrt dies zu (28), was mit der zu beweisenden Beziehung (30)
gleichbedeutend ist.

Es sei noch darauf hingewiesen, daB das Grenzelement der Folge {u,} in Wi(%D)
wie auch in Lg(®) emdeutlg bestimmt ist [II, 162].

Der Hilbertsche Raum Wi(®) ist als der Unterraum von W3(®) erklirt, den
man durch AbschlieBung der Menge aller Funktionen u(x)<CfF (QD) in der Norm
von W@D) erhilt. Anders gesagt, die Zugehérigkeit von u(x) zu W®D) bedeutet,
daB eine Folge uy(x) € CF(D) (n=1, 2, ...) derart existiert, da|jup —ull 1 ~0fiirn ~eo

Wy

gilt. Das Skalarprodukt und die Norm in W4(®) sind wie fiir W4®) durch die
Gleichungen (25) und (26) definiert.

Es seien jetzt w(x)cWi(®D) und v(x)€ WH(D). Dann gilt die folgende Formel
der partiellen Integration:

U de= —@fv v dx (k=1, ..., m). (311)

Wenn u(x)€Cy(®D) ist, dann gilt die Formel (31;) auf Grund der Definition der
verallgemeinerten Ableitung. Wir schreiben sie fiir die Funktionen u,(x) € C5(D),
die in der Norm der Funktionenklasse W3(®) gegen u(x) streben, auf und fiihren
den Grenziibergang n —< aus. Dann erhalten wir (31;).

Wenn beide Funktionen u(x) und »(z) nur zur Klasse W(®) gehoren, tritt in
der Formel der partiellen Integration wie iiblich noch ein gewisses Integral iiber
den Rand des Gebietes auf (siehe Formel (12) in [113]). Will man also diese Formel
auch auf den Fall iibertragen, daB nur Funktionen aus W(®) eingehen, so ist es
notwendig, die Werte der Funktion u(x)c W3(®) auf dem Rand des Gebietes
zu definieren. Das ist aber keineswegs eine triviale Aufgabe, da die Funktionen
der Klasse Wi®) nur bis auf Aquivalenz bestimmt sind, d. h., ihre Werte sind auf
Mengen vom m-dimensionalen Lebesgueschen MaB O nicht definiert. Die ange-
sprochenen Probleme werden erst in Teil V behandelt.

Fiir Funktionen der Klasse W(®) ist die Ungleichung

ou
2 - 1
@f w(e) de=c @f (kz1 (ax,,> dx) (weWi(@)) (32)
erfiillt, in der die Konstante ¢ vom Gebiet @ abhingt, nicht aber von der Funktion
u(x). Das ist die sogenannte Ungleichung von PoINCARE-FRIEDRICHS.

Zum Beweis wihlen wir zunichst u € 05(®). Das Gebiet @ schlieBen wir in einen
Wiirfel 4 ein, der @ (Abschliefung von @) enthilt. Ohne Beschrinkung der All-
gemeinheit kénnen wir annehmen, daB dieser Wiirfel durch die Ungleichungen
O=xx=a (k=1, ..., m) definiert ist. Dann setzen wir u(x) auf 4\ durch 0 fort, so
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daB u €5 (4) ist. Die Funktion u(x) 148t sich in der Form
Zy
u(xly X2y «eey xm) = f

0

darstellen und das Integral auf der rechten Seite mit Hilfe der Bunjakowskischen
Ungleichung abschétzen:

ou(x, ..

o Tm)
0xy dzy

a
P 2
W2(x1, Do, ..., Tpy) =@ [ (5;‘—1) da; . (321)
é

Integrieren wir (32;) iiber die Variablen g, ..., 2, von 0 bis a, so erhalten wir

a a
2
f fuz(xb Loy ouy Tpy) g ... A =0 f(g—;) dx
0 0 4

m—1

SchlieBlich integrieren wir die letzte Ungleichung noch iiber ; von 0 bis a:

ou \2
u2(zx) do =a? (—) dx
j{ Af oxy

In der erhaltenen Ungleichung erstreckt sich die Integration faktisch nur iiber das
Gebiet 2. Daraus folgt (32) mit ¢=a2, und wir haben somit (32) fiir beliebige
u €05 (D) bewiesen.

Jetzt sei uEW%(@) und {u,}< O05(®D) eine Folge von Funktionen, die der Bedin-
gung (27) geniigt. Wir schreiben (32) fiir die Funktionen u,(x) in der Gestalt
oun

lunlaze 2 (| 5o

und fiihren hier unter Benutzung der Stetigkeit der Norm in Ly und der Beziehung
(28) den Grenziibergang fiir n -~ oo durch:

m
luli.=c 2
i=l1

Das ist auch wieder die Ungleichung (32).
Es sei noch darauf hingewiesen, daf} aus (32) die Ungleichung

= | Sy e eWi@),a—or1) (322

=) \ozk

2

folgt. Im Gegensatz zur AbschlieBung in der Norm des Raumes Lo(®) ist die Klasse
C3(®) nicht dicht in WD), und WD) ist nur eine Teilmenge der Klasse WiD).
Wir zeigen jetzt, daB diese Teilmenge abgeschlossen ist, d. h., wenn

un EWH®D) und ||un—-ul|W%->0 fir n—oe  (n=1,2,..)
strebt, so gilt u€W2(®) Es sei £=>0 gegeben. Aus den oben beschriebenen Eigen-
schaften folgt die Existenz eines Elementes u, derart, daf |\un—u||W1< ist. Nach
der Definition der Funktionenklasse Wg(@) gibt eszu jedemuy, € Wg(@) ein v, €C5 (D)

mit |luy —onll,, 1< . Auf Grund der Dreiecksungleichung ist dann |jvn —ull,, 1=<e,
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woraus, da ¢>0 beliebig war, wegen der Definition der Klasse Wz( ) die zu be-
weisende Behauptung uEW z(@) folgt.

Die Klasse W 3(®) kann natiirlich als die Menge derjenigen Funktionen aus W(®)
interpretiert werden, die in einem gewissen verallgemeinerten Sinn auf dem Rand
von € verschwinden. Wir haben nicht die Moglichkeit, diese Frage hier ausfiihr-
lich zu erértern. In Teil V werden wir darauf im Zusammenhang mit den sogenann-
ten Einbettungssdtzen fiir die hier betrachteten sowie fiir allgemeinere Sobolew-
Réume zuriickkommen.

Wir formulieren jetzt noch ein Ergebnis und beschrinken uns der Anschaulichkeit
halber auf den Fall des dreidimensionalen Raumes R3. Die Fliche S, die das Gebiet
% berandet, gehore zur Klasse C%, I =1. Wir prizisieren diese Forderung: In jedem
Punkt besitze S eine Tangentialebene. Weiterhin existiere ein d=0 derart, daB,
wenn N ein beliebiger Punkt von 8§ ist, jede Kugel mit dem Mittelpunkt in N
und dem Radius d die Fliche § in zwei Teile zerlegt. Der eine Teil werde von der
Kugel eingeschlossen, der andere liege auBerhalb der Kugel, und die zur Normalen
im Punkt N parallelen Geraden mogen den Teil von S, der sich im Innern der
Kugel befindet, in nur einem Punkt schneiden. Wenn wir die Normale als w3-
Koordinatenachse wihlen, moge sich die Gleichung dieses Teils von § in der
Gestalt x3=@(x1, x2) schreiben lassen. Dabei wird vorausgesetzt, dalBl ¢(xi, x2)
stetige partielle Ableitungen bis zur /-ten Ordnung besitzt.

Die Funktion u(x) sei im abgeschlossenen Bereich % nebst ihren partiellen
Ableitungen erster Ordnung stetig, und es sei S€CL Offenbar ist u(x)c WHD).
In diesem Fall gilt u(x) € W (%) genau dann, wenn u(x) auf S gleich 0 ist.

Wir wenden uns jetzt der Funktionenklasse W3(@®) zu. Sie ist definiert als Menge
derjenigen Funktionen aus Lo(®), die alle nur méglichen verallgemeinerten
Ableitungen erster und zweiter Ordnung besitzen, welche wiederum zu Lo(%D)
gehéren. In W3(®) kénnen wir das durch die Formel

™ 9u 0 mo 92 02
(4, 0),,2= f(uv+ 2 o ot 2 B Ford )dx (33)
)]

oxyg 0z 1 f2) 0xkdxy OxKdT)

erklidrte Skalarprodukt einfithren sowie die ihm entsprechende Norm

— 1/2
““”W% =[(u, Wyl

Mit Hilfe dieser Norm wird in der Klasse W3(®) die Konvergenz definiert, die mit
der gleichzeitigen Konvergenz in Lg(%)) der Funktionen selbst und aller ihrer Ab-
leitungen erster und zweiter Ordnung dquivalent ist. Wie auch fiir W4(®) kann man
zeigen, daB die Klasse W3(®) ein vollstindiger Hilbertscher Raum ist.

116. Die Ungleichung von Poinearé. Der Satz von Rellich. Bei der Untersuchung
der Eigenschaften der Funktionen aus den Klassen W3 und Wﬁ spielt die sogenannte
Ungleichung von PoINCARE, die wir jetzt behandeln wollen, eine wichtige Rolle.
Es sei 4 wieder ein m-dimensionaler Wiirfel. Sein Volumen bezeichnen wir mit |4]|.
Die erwidhnte Ungleichung hat die Gestalt

fuz(x) dx<[m[ [ )d%] —|41|2/m[ (axk) d. (34)

Sie gilt fiir alle Funktionen u(z) € W3(4), indessen werden wir sie aber nur fiir in 4
stetig differenzierbare Funktionen beweisen (und im folgenden benutzen). Man
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kann zeigen, dal} die Menge aller solcher Funktionen in W3(4) dicht ist. Deshalb
laBt sich die Ungleichung (34) in derselben Weise auf die ganze Klasse Wi(4)
libertragen, wie oben die Giiltigkeit der Ungleichung von POINCARE-FRIEDRICHS
auf die Klasse W5(®) verallgemeinert wurde. Wir werden uns aber nicht mit dem
Beweis der dazu bendtigten Eigenschaft der Dichtheit aufhalten.

Beim Beweis der Ungleichung (34) beschrinken wir uns der Einfachheit halber auf
denFallm =3. Wir nehmen an, daB der Wiirfel durch die Ungleichungen0=a,y,z2=a
definiert ist. My(21, y1, 21) und Ma(x2, ya, 22) seien beliebige Punkte des Wiirfels 4.
Fiir jede beliebige stetigdifferenzierbare Funktion w(M) = u(z, y, z) gilt die Beziehung

Xy Y2 22
u(Msa) —u(My1) =f Dyu(z, ys, 22) do + [ Dyu(w1, y, z2) dy + [ Dyu(1, y1, 2) dz .
21 Yi 21
Mit Hilfe der elementaren Ungleichung (a +b +c¢)2 =3(a? +b2 +¢c2) ergibt sich

[a(Mz) — w( M) =3 [ I Dy, yo, 2) dx]z

Y2 2 22 2
+3 [ f D?/u(xl’ Y, ZZ) dy] +3 [ szu(xly Y1, Z) dz] .
Yt 21

Jeden Summanden der rechten Seite schéitzen mit Hilfe der Bunjakowskischen
Ungleichung ab, wobei wir aullerdem die Integrationsintervalle durch [0, a]
vergréfBern. So erhalten wir

[w(Mz) —u(M1) ] =3a [ Ofa (Dgu(x, ys, 22))* dz +0fa(Dyu(w1, Y, 22))? dy

+Ofa(Dzu(fv1, Y1, 2))2 dz] .

Beide Seiten der letzten Ungleichung integrieren wir beziiglich dM1dMs (dM; =
=dwgdy;dz;, i=1, 2), wobei die beiden Punkte M1, My unabhingig voneinander
im Wiirfel 4 variieren:
ff[u(M ) — (M) dMd M. sgasf B OV (2 amr . 34
? ! = dz) " \oy| " \oz ©oA
a4 4 a4
Das Integral auf derlinken Seite der Ungleichung (34;) 148t sich wie folgt umformen:
S [w(M2) —w(M1)2 dM1d Mo =203 [ u2(M)dM —2 ( [ (M) dM)2.
44 4 a4

Setzen wir schlieflich diese Beziehung in (34;) ein und dividieren beide Seiten durch
2a3 =2|4|, so erhalten wir (34). Die Ungleichung von PoINCARE ist damit im Fall
m =3 bewiesen.

Folgerung. Es sei 9 ein beschrinktes Gebiet im R™. Zu beliebigem ¢=0
14Bt sich eine endliche Anzahl N = N(e) in Ly(%) paarweise orthogonaler Funktio-
nen @1(), ..., py(x) derart finden, daB |py||,@) =1 gilt und fiir jede beliebige Funk-
tion u(x) WD) die Ungleichung

¥ 2 m 2
fuz(x) doe= 21[ [u(m) () dx] +e sz (3u) da (35)
a4 j 4 =

n= 1 333};

besteht.
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Der Beweis braucht nur fiir Funktionen u(xz)€C5(®D) gefiihrt zu werden, da
die Ungleichung (35) auf Funktionen aus W4(®) mit Hilfe eines Grenziiberganges
ausgedehnt werden kann. (Siehe den Beweis der Ungleichung (32) in [115].) Es
sei A ein Wiirfel, der das Gebiet @ enthilt. Alle Funktionen u(x)€ C5 (%) setzen
wir auf A\ durch 0 fort. Bei fixiertem ¢>0 zerlegen wir den Wiirfel in IV gleiche
Teilwiirfel 4y, 4s, ..., Ay. Dabei wihlen wir die Anzahl N so, da8 fiir die Wiirfel
4y, die Ungleichung

T [ dnf2im<e (351)

erfiilllt ist. Nun setzen wir gg( x)—l/VlA,,|, wenn z¢€4,ND ist, und @u(x)=0 fir
¢ 4,ND (auf diese Weise ist gn(x) =0, falls der Wiirfel 4, mit dem Gebiet @D einen
leeren Durchschnitt hat). Wir sehen, daB nach Konstruktion |gg|l,e) =1 fiir alle n
ist. Auflerdem ist klar, dafl die Funktionen ¢4(x) paarweise orthogonal sind.

Wenn wir die Unglelchung (34) auf die Funktion u(x)cCy(®D) im Wiirfel A,,
anwenden, erhalten wir (unter Beriicksichtigung von (35;))

2
u2 de[f z) pa(x dx] +e f}; 1(32:1;) da

Summleren wir hier uber alle n=1,2, ..., N, dann kommen wir zur geforderten
Ungleichung (35).

Das erhaltene Ergebnis benutzen wir zum Beweis des wichtigen Satzes von
RELLICH.

Satz. Es sei D ein beliebiges beschrinktes Gebiet des R™. Dann ist jede belzebzge
Menge von Funktionen u(x)cWH(D), die in der Norm von WHD) beschrinkt ist,
iwm Raum Ly(D) kompakt.

Die Aussage des Satzes von ReLLicH driickt man oft mit folgenden Worten aus:
Der Raum W§(®) ist in Ly(®) kompakt eingebettet.

Beweis. Gegeben sei eine Folge (u;(x)) von Funktionen aus Wi(®) (¢=1, 2, ...), die

der Ungleichung ||u;|| 1. = Ageniigen. Ausdieser Ungleichung folgt |jus, — 4| wl

Wy(®) @)

=24 fir beheblge Indlzes i1 und ég. Damit gilt

f (aui, 3u¢2) dz<442.
=i \0zk

Zu zeigen ist, daf} sich aus der Folge {u;(x)} eine Teilfolge auswihlen 148t, die in
Ly(D) konvergiert.
Dazu setzen wir ¢,=2"? (p=1,2,..) und wihlen zu jedem ¢, Funktionen
#P(x), ¢P(), ..., ¢{(x), die der Ungleichung (35) geniigen. Die Folge der Zahlen
fui () q;(p’(x) dz (i=1, 2, ...) ist fiir beliebige p=1, 2, ... und n=1, 2, ..., N, dem

Betrag nach durch die Zahl 4 beschrinkt:
|f (@) ¢ (@) daP s [ wi(z) da [ [¢P (@) dos 42 .

Fast Wortheh kénnen wir nun den Bewels des Hilfssatzes aus [15] hier iibertragen
und finden, daf sich aus der Folge {u;} eine solche Teilfolge {u;(x)} auswihlen
1a8t, fir die die Zahlenfolge

fu,l(x Pxyde  (I=1,2,..) (%)

fiir alle p=1, 2, ... und n=1, 2, ... N, konvergiert.
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Als néichstes zeigen wir die Konvergenz der Folge {u;, (%)} in La(®). Auf Grund
der Auswahl der Funktionen ¢{P(z) (n=1, 2, ..., Np) ist die Ungleichung
N,
D
@f [y (%) —uiy(2)]2 dxézl[ J (ug (%) uij(x)) ¢P(x) dx]2 + 442,
n=1 4

fiir beliebige p=1,2, ... und 4,1=1, 2, ... erfillt.
Wir fixieren ein beliebiges e 0. Dann kénnen wir zuerst p so wihlen, dal 442, <

<§- ist, und danach unter Beriicksichtigung der Konvergenz aller Folgen (x) eine

Zahl Iy derart, daB fiir §,l>1y die Summe auf der rechten Seite der letzten Unglei-

chung ebenfalls kleiner als 2£ ist. Fiir solche j,  ist dann

5.)[ [ufz(x) - uij(x)]z dz<e ’

d. h., die Folge {us(x)} konvergiert in sich in der Norm des Raumes Ly(®). Also
besitzt sie in Lg(®D) ein Grenzelement, womit der Satz bewiesen ist.

117. Aufstellung eines Minimalproblems fiir ein quadratisches Funktional. Es
seien agy(x) =ax(x) (k,I=1, ..., m) in @ beschrinkte melBbare Funktionen. Wir
setzen voraus, daB die quadratische Form mit den Koeffizienten az;(x) gleichmiBig
in @ positiv definit ist, d. h., fiir beliebige reelle & (i=1, ..., m) besteht die Unglei-
chung

a3 = %m(w) Gt (a=0), (36)

wobei « eine von x unabhingige Konstante ist. Wegen der Beschrinktheit der
Koeffizienten ag;(x) ist auch die Ungleichung
m

m
Z_ axy(®) Eb1 =4 Z & (37)
erfiillt, in der g eine Konstante bezeichnet. Wir betrachten fiir Funktionen u(x)
aus der Funktionenklasse Wi(®) das Funktional

J(w) ZJ (.2, @ 5 5e) ax (38)
Aus (36) und (37) folgt
f 32 (52) de=i= ‘. 3 (52) g, (39)
und unter Verwendung von (322) konnen wir
allulfy, 5J (w)= ﬂllullfv; (0<a<p) (40)
schreiben, wobel o1 eine positive Konstante ist.
Neben J(u) fithren wir auch den entsprechenden bilinearen Ausdruck
(41)

I, ) K z]z_:zlaﬂ(x 3 3x

fiir w(z) und w(x) aus WD) ein.
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Hilissatz 1. Die Funktionale J(u) und J(u, w) sind stetig beziiglich der Konver-
genz in Wi(D).
Beweis. Es sei llun —ull ;1 ~0, |lwg —wl|| 10 fiir n—~c. Wie haben zu zeigen,
2 2

daB dann J(ug)—~J(u) und J(uu, wy)—J(u, w) gilt. Dabei geniigt es offenbar,
lediglich die zweite Beziehung zu bestitigen, d. h.

. un ow ou ow L.
[ aij 3:4:: 33:? dx faij prenl vn x (¢,7=1, .., m) (42)
.. . . Lo ou, Odu
fiir n —~<o. Wir beweisen nun diese Beziehung. Aus ——| —0 und aus der
3:l'i ox; L,y

u

Beschrénktheit der a;; folgt a“%—augx—i Lz—»O fiir n—>e. AuBerdem gilt
. i

H (?;:" o -0 fiir n—c. Beriicksichtigen wir dies, so ergibt sich (42) aus der
? 1] 2

Stetlgkelt des Skalarproduktes im Raum Lg(®) [II, 162].
Mit einer gew1ssen fixierten Funktion h(x )ELZ(@) fithren wir das Funktional

D(u)=J(u 2fh (@) de  (ueWYD)) (43)

ein.
Hilfssatz 2. Das Funktional ®(u) ist in W%(@) stetig und linksseitig beschrinkt.

Die Stetigkeit von ®(u) folgt aus Hilfssatz 1, der die Stetigkeit von J(u) bein-
haltet, und der Stetigkeit des Funktionals

U(u) fh u(x) do (44)

in Wﬁ(@). Letztere Eigenschaft ergibt sich aus der Tatsache, dall die Konvergenz

in W%(@) die in Ls(®D) nach sich zieht. Beziiglich dieser Konvergenz ist aber I(u)
ein stetiges Funktional [II, 162].

Nun wenden wir uns der linksseitigen Beschrdnktheit des Funktionals ®(u)
zu. Wegen (39) und (32) haben wir

() = ()~ 2l
za [ 3 (2 do— 2l il = ol — 2ozl
= p “~\ox; Ly Lz=c Ly La||/*|| L2

o o 2 ¢ ¢
= (V% btz |/ o)} = 2 i

Damit ist der Hilfssatz bewiesen.

Als nichstes ist es sinnvoll, folgende Frage zu stellen. Das Funktional @(u)
ist auf der Funktionenklasse W%(@) definiert und besitzt eine bestimmte untere
Grenze. Wird diese untere Grenze von ®(u) fiir irgendeine Funktion der Klasse
Wo’é(@) tatséchlich angenommen? Im folgenden Abschnitt werden wir zeigen, dafl
diese Frage positiv zu beantworten ist.

118. Losung des Variationsproblems. Es seien u(2) und w(x) Funktionen aus W%(@D).
Man bestétigt leicht die Zerlegung

D(u +w) =D(u) +2[J (u, w) -@f h(z) w(z) dz] +J(w) . (45)
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Wir bezeichnen mit d die untere Grenze des Funktionals @(u) fiir Funktionen u(x)
aus der Klasse W3(®). Weiterhin sei {ux}c W3(®) eine minimisierende Folge, d. h.

D(ug)=dp—+d fir k->oo. (46)

In (45) ersetzen wir w(x) durch ux(x) und w(x) durch dw(x), wobei A ein reeller Para-
meter ist. Dann erhalten wir wegen @(uy + Aw) =d die Ungleichung

2T (0) +22 [ (ay, w) —f (@) w(z) dz] +dy—~d =0. (47)

Da dieser in 2 quadratische Ausdruck nichtnegativ ist, muB die Ungleichung
[oJ (ug, w fh ) w(z) dz|2=J(w) (dg — (48)

erfiillt sein. Wegen
|J (ug — ug, w)| = |J (ug, w) —@f h(x) w(z) dz| + |J (u, w) —@f h(zx) wiz) dz|
erhalten wir aus (48) die Beziehung

| (g — g, w)| =Y I (w) [V —d + Yd; —d ] -

Setzen wir w=wu —u;, dividieren danach durch VJ {(w) und quadrieren beide Seiten
der Ungleichung, so ergibt sich

S —u) =LY T—a+ YT =P

Zusammen mit (40) erhalten wir damit die im folgenden bendétigte Ungleichung

N 1 —_—
o — a1 = [Vax—d +yd,-dF. (49)

Hilfssatz 3. Die minimisierende Folge {uy(x)} konvergiert in Wﬁ(@).
In der Tat folgt aus (49) und (46)

Jimflug 21 =0 . (50)

wy
Auf Grund der Vollstindigkeit der Klasse If@(@)) existiert somit eine solche Funktion
ug € Wi(®), fir die

lim H'uzc-uoilw%:O

ist.
Hilfssatz 4. Die minimisierende Folge konvergiere gegen ug. Dann gill fir be-
liebige Funktionen we W (D)
J (ug, w f h(z) w(z) dz (we If/é(@)) . (51)
Der Beweis wird durch Grenziibergang in der Ungleichung (48) gefiihrt, wobei
Hilfssatz 1 zu beriicksichtigen ist.

Jetzt kénnen wir die entscheidende Behauptung beweisen.

Satz. In der Klasse W%(@) existiert eine eindeutig bestimmie Funktion, fir die
die untere Grenze des Funktionals ®(u) angenommen wird.
19 Smirnow IV/1
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Die minimisierende Folge konvergiere gegen ug(x). Weiterhin sei u(x)¢ WH(®D)
und w(x) =u(x) —up(x). Dann erhalten wir, wenn u() in (45) durch wo(x) ersetzt
und (51) beachtet wird,

D(u) =D(ug +w)=D(ug) +J(w) . (62)

Jetzt beriicksichtigen wir, dall stets J(w)=0 ist und wegen (40) aus J(w)=0 die
Gleichung w=0 folgt. Es ergibt sich damit

D(u) = P(uo) (83)

und das Gleichheitszeichen ist nur im Fall « =« méglich. Damit ist der Satz be-
wiesen.

Bemerkungen. 1. Aus der Eindeutigkeit der minimisierenden Funktion folgt
daB jede minimisierende Folge gegen diese Funktion konvergiert. 2. Wie wir ge-
sehen haben, geniigt die minimisierende Funktion wg(x) fiir beliebige weW (D)
der Beziehung (51). Wenn umgekehrt (51) erfiillt ist, folgt aus (52), dall wuo(x)
minimisierende Funktion ist. Somit kann die Beziehung (b1) als Variationsglei-
chung zur Bestimmung von ug(x) betrachtet werden, die zum urspriinglichen Varia-
tionsproblem dquivalent ist. Die Identitét (51) ist die Bedingung dafiir, dal die
erste Variation des Funktionals @(u) fiir u(x) =uo(x) verschwindet.

119. Zusammenhang mit einer Randwertaufgabe. Wenn der Rand S des Gebietes
@ glatt ist, die agy(x) in @_)stetig differenzierbare Funktionen sind und die Lésung
up(x) des in [117] betrachteten Variationsproblems ein Element aus C2(®) ist,
dann geniigt wug(x) der Ostrogradskischen Gleichung fiir das Funktional J(u),
d. h. der Gleichung

v 9 ( ou )_l (54)

k =1 Iz Wil dxy
sowie der Randbedingung
uls=0. (55)

Die Gleichung (54) ergibt sich aus der Identitét (51) auf folgende Weise: Nach par-
tieller Integration auf der linken Beite 140t sich (51) in der Gestalt

m 9 Juo
—J[ké.l (T);l;(a'kl %)4-}6] wdx=0 (56)

schreiben. Da (56) fiir beliebige wc W(D) gilt, WD) in La(®D) dicht ist und der
Ausdruck in eckigen Klammern unter dem Integral zum Raum O(®D) gehort,
muf} dieser Ausdruck gleich 0 sein. Die Randbedmgung (55) folgt auf Grund der
Eigenschaften stetiger Elemente aus W(®), woriiber in [115] gesprochen wurde.
Somit ist die Losung ug(x) des Variationsproblems, die zu C%(®) gehort, die klassi-
sche Losung des Problems (54), (65). Das oben Gesagte gibt uns allgemeiner die
Moglichkeit, die Losung wug(x) des Variationsproblems als verallgemeinerte Losung
der Randwertaufgabe (54), (55) aufzufassen.

Es besteht grolles Interesse daran, die Frage zu kliren, wann die verallgemei-
nerte Losung uy der Aufgabe (54), (55) eine klassische Losung ist oder beispiels-
weise zum Raum W5(®D) gehért und der Gleichung (54) fiir fast alle « aus @ geniigt.
Antwort auf die erste ¥rage gibt der bekannte Satz von J. ScHAUDER, auf die
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zweite ein Satz von O. A. LADYSHENSKAJA. Wenn ndmlich der Rand § eine glatte
Fliche aus der Klasse H2*ist, die Koeffizienten ay;(x) Funktionen aus der Holder-
schen Funktionenklasse H!%(®) sind und k¢ H*(®), dann besitzt die Aufgabe (54),
(55) eine Losung %o aus der Holderschen Klassel) H2%%). Wenn indessen S ¢ (2
gilt, die Koeffizienten az; ¢ C(D) in @ beschrinkte verallgemeinerte Ableitungen
erster Ordnung besitzen und k(z) € La(®D) ist, dann hat die Aufgabe (54), (55) eine
Losung ug(x) aus W3(D). In beiden Fillen ist up(z) verallgemeinerte Losung des
Problems (54), (55), d.h. Losung der in [117] betrachteten Variationsaufgabe.
Der Beweis des eben formulierten Satzes iiber die Losbarkeit der Aufgabe (54),
(55) im Raum W3(®) wird im zweiten Teil dieses Bandes gefiihrt werden.

1) Wir definieren hier nicht den Raum H’:“(C:_D), sondern erwéhnen nur, daf die Funk-
tionen aus C+1(D) zu HL*(D) gehdren.
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