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Teil V: Differentialgleichungen

1. Kapitel: Allgemeines iber Differentialgleichungen

[1] Auftreten von Differentialgleichungen, Definition. In den letzten Lehr-
briefen sind Sie schon ofters auf das Wort Differentialgleichung gestoBen.
So trat in Lehrbrief IV/5, [8], beim Triger gleicher Festigkeit die Differential-
gleichung

cdF =Fydx

auf. In dieser Gleichung kommen die Differentiale dF und dx vor. Zur Verall-
gemeinerung des Begriffes Differentialgleichung wollen wir der vorstehenden

die Form
dF ?
dz o
geben. Hier liegt also eine Beziehung vor, in der die gesuchte Funktion F = F(z)

und ihr Differentialquotient ?1—2 erscheinen. Wir wollen nun die damals ge-

fundene Losung
v
F=Fo,ax
zur Probe in diese Differentialgleichung einsetzen. Bilden Sie dazu zunéchst den
Differentialquotienten

Ersetzen Sie in der Differentialgleichung gFm und F durch die vorstehenden Aus-

driicke, so erhalten Sie

v
Poy jo* _ 7 Po o~
[o0d g O

Sie sehen, daB die im Lehrbrief 1V/5,[8], gefundene Loésung die Differential-
gleichung erfiillt.
Eine andere Differentialgleichung ist beispielsweise

dzs

de
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Sie erkennen darin sofort die Differentialgleichung des freien Falls, wenn
Sie s als Weg, ¢ als Zeit und die Konstante g als Erdbeschleunigung

(9,81 m/s?) deuten. Das Galileische Fallgesetz s = % g t* ist eine Losung dieser

Differentialgleichung. Fiihren Sie selbst die Probe durch, indem Sie zunéchst die
zweite Ableitung von s nach ¢ bilden und dann deren Wert in die Differential-
gleichung einsetzen.

Wir wollen nun in Verallgemeinerung der soeben aufgestellten Betrachtungen

zur Definition des Begriffes Differentialgleichung kommen.

Lefinition: Eine Differentialgleichung ist eine Beziehung zwischen einer
oder mehreren unabhiingigen Verinderlichen, einer noch
unbekannten Funktion dieser Verénderlichen und den Ab-
leitungen dieser Funktion.

Losung ist die Funktion, die mit ihren Ableitungen die Differen-
tialgleichung erfiillt.

Die Differentialgleichung muB dabei mindestens einen Differentialquotienten

enthalten, wihrend x und y selbst nicht aufzutreten brauchen. In dem zuerst

angefiihrten Beispiel fehlte x, wihrend im 2. Beispiel nur die 2. Ableitung auf-
trat. Symbolisch konnen Sie eine Differentialgleichung in der impliziten Form

durch
Flz,y,y,y,..)=0

darstellen.
Als Beispiele seien hier die Differentialgleichungen
z
l.y+-—=0
y Y

2.y —ay=0

3.ay" —by +cy=0

4. y*+ by =1

b.ay’ — by 4+ cy=sinz
angefiihrt. Wie sie gelost werden, sollen Sie beim Studium dieses Lehrbriefes
kennenlernen. Zur Bedeutung der Differentialgleichungen ist noch zu sagen, da8
sie das wichtigste Hilfsmittel zur Losung physikalischer, technischer Probleme
usw. darstellen.
Zunichst aber wollen wir die Begriffsbestimmung noch etwas weiterfiihren.

[2] Einteilung der Differentialgleichungen. In den in [1] gebrachten Bei-
spielen 1 bis 5 fiir Differentialgleichungen kommen nur Ableitungen nach der
einen Veridnderlichen (hier z) vor. In diesem Falle sprechen wir von gewdhn-
lichen Differentialgleichungen im Gegensatz zu den partiellen Differential-
gleichungen, die mehrere unabhingige Verdnderliche und dementsprechend
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auch partielle Ableitungen der gesuchten Funktion nach diesen Veridnderlichen
enthalten.

Weiter werden die Differentialgleichungen nach der Ordnung der héchsten in
ihr auftretenden Ableitung unterteilt. Da in den Beispielen 1, 2 und 4 nur die
1. Ableitung von y vorkommt, sprechen wir hier von Differentialgleichungen
I. Grdnung.

Dagegen stellen die Beispiele 3 und 5 Differentialgleichungen II. Ordnung
dar, da in ihnen Ableitungen 2. Ordnung auftreten.

Im Beispiel 4 kommen ¥’ und auch y in der 2. Potenz vor, wir nennen die Gleichung
deshalb eine Differentialgleichung I. Ordnung 2. Grades, wihrend alle anderen
Differentialgleichungen 1. Grades oder lineare Differentialgleichungen dar-
stellen.

Allgemein bestimmt der groSte Exponent von y und seinen Ableitungen den
Grad der Differentialgleichungen.

[3] Geometrische Deutung einer Differentialgleichung I. Ordnung. Eine
Differentialgleichung I. Ordnung F(z, y, ¥’) = O sei Ihnen in der nach y’ auf-
gelosten (expliziten) Form
Yy = f (.x’ y)

vorgegeben. Wir wollen uns jetzt iiber ihre geometrische Deutung klar werden.
Wenn Sie sich an Stelle von y’ die Verinderliche z denken, dann nimmt die
Differentialgleichung die Gestalt der in vorhergehenden Lehrbriefen (vgl. Lbf.
IV/3, [12]) behandelten Funktionen mit zwei unabhingigen Verinderlichen an,
die Sie geometrisch als rdumliche Fliche darstellen konnen. Wir wollen jetzt zu-
nichst auch einmal wie bei den dort behandelten Funktionen z und y als zwei
voneinander unabhéngige Veridnderliche ansehen. Dagegen sollen aber die Funk-
tionswerte, die Sie fiir beliebig gewdhlte z und y mittels f(z, y) erhalten, in einer
anderen Weise gedeutet werden.

Die Art, wie diese Funktionswerte darzustellen sind, liegt sofort auf der Hand,
wenn Sie sich noch einmal iiber die geometrische Bedeutung des Differential-

quotienten y’ = gg Klarheit verschaffen.

9y’ stellt doch nichts anderes als den Tangens des Winkels dar, den die Tangente
an eine Kurve y = y(z) mit der positiven Richtung der 2-Achse bildet.
Unsere Differentialgleichung y’ = f(z, y) ordnet demnach jedem Punkt (z; y)
der Ebene eine ganz bestimmte Richtung zu (wohingegen in Lbf. IV/3, [12], die
Funktion 2z = f(z, y) jedem Punkt (z; y) der Ebene einen Punkt im Abstand z
von der zy-Ebene zuordnet).

Mit anderen Worten:

Eine Differentialgleichung I. Ordnung bestimmt ein Richtungsfeld.
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Im Bild 1 ist fiir einige Punkte des I. Quadranten das Richtungsfeld der Diffe-
rentialgleichung y’ = — - dargestellt.

Losungen der Differentialgleichung sind nun nach der Definition die Funktionen
y = y(x), die die Differentialgleichung erfiillen. Das bedeutet geometrisch,
daB y = y(x) die Gesamtheit der Kurven darstellen muB, die das Richtungsfeld
erfiillen, die also in den einzelnen Punkten der Ebene die dort vorgeschriebene
Richtung haben miissen. Im Bild 2 sind einige Losungskurven gemidl dem in
Bild 1 dargestellten Richtungsfeld eingezeichnet.

Wie Sie spiter sehen werden, 1dBt sich die Losung einer Differentialgleichung
I. Ordnung auf eine einfache, unbestimmte Integration zuriickfiihren. Dann
aber muB in der Losung y = y(z) immer noch eine willkiirliche Integrations-
konstante C auftreten. Wir wollen in diesem Fall y = y(z, C) die allgemeine

o T N N AN y
LU W N N N
LU U N NN
YN N -
AU S
-0
l X | x
Bild 1 Bild 2

Losung der Differentialgleichung nennen. Ihr entsprechen unendlich viele
Loésungskurven, von denen in Bild 2 einige dargestellt sind. Diese erhalten
Sie, wenn Sie der Konstanten C nacheinander verschiedene Werte geben. Fiir
jedes fest gewihlte C erhalten Sie dann eine bestimmte Kurve der Schar, wir
sprechen dann jeweils von einer partikuldren Losung der Differentialgleichung.

Die Losung einer Differentialgleichung wird auch als Integral der Differential-
gleichung bezeichnet (allgemeines Integral, partikuldres Integral).

[4] Anfangshedingung. In den Anwendungsbeispielen wird uns meist nur eine
ganz bestimmte partikuldre Losung interessieren. Dann muB also aus der Schar
der allgemeinen Loésungskurven eine spezielle Kurve herausgegriffen und der
dazugehorige Wert von C bestimmt werden. Dazu geniigt bei den Differential-
gleichungen I. Ordnung die einfache Angabe, daBl zu einem bestimmten 1 = =,
die Ordinate y den Wert y, annehmen soll, d. h. also, daB diejenige Kurve aus-
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zuwéhlen ist, die durch einen vorgegebenen Punkt (z,; y,) lduft. Dieses Werte-
paar oy, ¥, nennt man eine Anfangsbedingung. Um die Konstante C zu ermitteln,
brauchen Sie nur in der allgemeinen Lésung fiir £ und y die gegebenen Werte z,
und y, einsetzen und erhalten so eine Bestimmungsgleichung fiir C.

Lehrbeispiel 1
Die allgemeine Lisung der Differentialgleichung y' = 4 x lautet y = 2 22 4 C.
Welche Form hat die partikuldre Losung mit der Anfangsbedingung zo = 1, yo = 3?
Losung:
Da in der partikuldren Losung y den Wert y, = 3 annehmen muB, wenn fir x
der Wert x = 1 eingesetzt wird, muBl

3=2-14+0C
oder C=1
sein.
Damit lautet die geforderte partikulire Losung

y=2x*+4+1

Priifen Sie die Richtigkeit der partikuldren Lésung durch Einsetzen in die Diffe-
rentialgleichung nach!

Zusammenfassung

Eine gewohnliche Differentialgleichung stellt eine Beziehung zwischen einer un-
abhingigen Verdnderlichen z, einer unbekannten Funktion y(z) und deren Ab-
leitungen dar. Losung ist jede Funktion y(z), die die Differentialgleichung erfiillt.
Die Ordnung des hochsten auftretenden Differentialquotienten bestimmt die
Ordnung der Differentialgleichung, wihrend der hiochste bei ¥ und seinen Ab-
leitungen auftretende Potenzexponent den Grad der Differentialgleichung kenn-
zeichnet.

Eine Differentialgleichung 1. Ordnung legt zu jedem Punkt der zy-Ebene eine
Richtung fest. Die allgemeine Losung y = y(z, C) stellt die Gesamtheit der
Kurven dar, die dieses Richtungsfeld erfiillen. Eine vorgegebene Anfangsbe-
dingung greift aus dieser Gesamtheit eine einzelne Kurve heraus, indem durch
sie fiir die allgemeine Integrationskonstante C ein ganz bestimmter Wert festge-
legt wird. Die diese Kurve kennzeichnende Funktion wird als partikulire
Losung bezeichnet.

2. Kapitel: Differentialgleichungen I. Ordnung

[5] Losung durch Trennen der Veriénderlichen. Die Differentialgleichungen
vom Typ

Y =75 9)
lassen sich einfach nach Trennung der Verinderlichen losen.



dy
dz
haltende Funktion g(y) und das Differential dy auf die eine Seite, die nur z als
Veriinderliche enthaltende Funktion f(z) und dz auf die andere Seite der Glei-
chung:

Ersetzen Sie dazu y’ durch , und bringen Sie die nur y als Verdnderliche ent-

dy
—= = f(z)dz
9(y) )
Jetzt konnen Sie die linke Seite nach y und die rechte nach x integrieren.
dy f
— v = z)dz + C
9(y) @)

Eigentlich tritt auf jeder Seite eine Integrationskonstante auf. Es ist aber iiblich, diese auf
einer Seite zusammengefaBt zu schreiben.

Die Losung besitzt die Form
Gy) =F(z)+ C

wobei G(y) = f 5(:??//5 und F(z) = f f(z) dz sind.

Sie kénnen nun meist noch nach y auflosen, so daB Sie dann endlich die allge-
meine Losung in der Form y = y(x, C) bekommen.

Lehrbeispiel 2

Losen Sie die Differentialgleichung

. 1 2
y=357
Losung:
In diesem Beispiel ist g(y) = 1 und f(z) = % 22, Sie erhalten
dy 1 ,
dz= 3"
— 1 2
dy—ga: dz
1
fdy=§fx2dx+0
p— 1 3
—ga: +C

Das Richtungsfeld weist in diesem Fall eine besonders einfache Form auf. Da y
nur von z abhiingig ist, erhalten alle Punkte der Ebene, die auf einer Parallelen
zur y-Achse liegen, dieselbe Richtung zugeordnet. Wie Sie aus Bild 3 ersehen,
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verlaufen alle Losungskurven parallel zueinander. Diese einfachste Art der
Differentialgleichungen haben Sie bereits als unbestimmtes Integral in Lehr-
brief IV/4 kennengelernt.

Lehrbeispiel 3
Lisen Sie die Differentialgleichung

?/'——1
Yy
Losung:
dy _ =
dz~ y
ydy=—zdz
[ydy=—fwdw+0,
2 w2
s= g+
z* 4 42 =C wobeiC =20, gesetzt ist.
P R
[ e A
f -t -7 f y
f F -t f /”’***\\
f /- -~/ ¥/ /,/“‘\\\
—-/-——/—-bo—’—;h—f—rx s P ,1" "'\\ N X
A - |~
P /et s i 3
Bild 3 Bild 4

Die Losungskurven sind nichts anderes als die Schar der konzentrischen Kreise
mit dem Radius }C und dem Mittelpunkt (0; 0).

Im Bild 4 ist das Richtungsfeld dieser Differentialgleichung dargestellt. Da der
zum Punkt P, (z,;y,) gehorige Ursprungsstrahl den Richtungsfaktor m, = %

1
hat, withrend die demselben Punkt durch die Differentialgleichung zugeordnete

Richtung m, = — ;—1 ist, miissen Ursprungsstrahl und zugeordnete Richtung
1

wegen m, my, = — 1 aufeinander senkrecht stehen. Das ist aber die Ihnen be-

kannte Eigenschaft, daB beim Kreis Tangente und Beriihrungsradius aufeinander

senkrecht stehen.



Lehrbeispiel 4

Lisen Sie die folgende Differentialgleichung, in der die rechte Seite x micht enthdlt,
also f(x) = 1ist!

y =ay
Losung:
dy
dz =Y
-2 =adx
Y
Iny=az+ C,
y .___eax+C;
y=eax eC:

Fiir den konstanten Faktor eC: konnen Sie einfach C schreiben, kommt es doch
hier nur darauf an, damit einen willkiirlichen Faktor zu kennzeichnen. Die

Losung lautet dann
y= C eax

Sie kommen auf einfacherem Wege zum gleichen Ergebnis, wenn Sie in den
Fillen, wo im Integral In-Funktionen auftreten, die Integrationskonstante in
der Form In C ansetzen (dies diirfen Sie jederzeit tun, denn wie bereits mehr-
fach erwidhnt, ist C bzw. C, eine willkiirliche Konstante). Im vorliegenden Bei-
spiel erhalten Sie

Iny=az+InC
Iny—InC=azx
ln%:az
lzeax
y = Ce

Diese Differentialgleichung ist von auBerordentlicher Bedeutung. Wenn Sie be-
denken, daB der Differentialquotient 3’ ein Ma8 fiir das Anwachsen der GroBe y
darstellt, konnen Sie die vorliegende Differentialgleichung in der Form deuten:
Der Zuwachs ist dem augenblicklichen Wert von y proportional.

Diese Differentialgleichung liegt den verschiedensten physikalischen, chemischen
und technischen Vorgingen zugrunde. Einen Fall haben Sie bereits bei der
Behandlung des Tragers gleicher Festigkeit in Lehrbrief IV/5, [8], kennen-
gelernt.

Im Fall a > 0 spricht man von der Differentialgleichung des organischen
Wachstums, wihrend man bei @ < 0 von der des organischen Abklingens spricht.
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Lehrbeispiel 5
In sehr vielen Anwendungen liegt eine Differentialgleichung der Form
dy

Ht—+ay=b
oder

dy

—(U_b—ay

vor (@ > 0), wobei t die Zeit darstellt. Losen Sie diese Differentialgleichung!

Losung:

—%In(b-—ay)=t+01
In(b—ay)=—at—aC,

b—ay=_Cyeat mit C, = e9C:
1
y= (b~ Coea)

Wir wollen hier noch die partikuldre Losung aufstellen, die durch die Anfangs-
bedingung ¢ = 0, y = 0 gekennzeichnet wird. Wir suchen also die Losungskurve,
die durch den Ursprung des {y-Systems lauft. Setzen Sie zur Bestimmung des
C, wieder die gegebenen Werte in die gefundene allgemeine Losung ein. Sie
erhalten

0 =%(b—Cze") oder C,—b
und damit

b —a
y=a’(1_e )

Wir wollen diese Losung nidher diskutieren. Der Wert des Gliedes e~ ¢! nimmt
fiir wachsendes ¢ immer mehr ab, wihrend sich (1 — e—4!) dem Wert 1 néhert.

Insgesamt wichst y von O ab und ndhert sich asymptotisch dem Wertg, wenn
¢t das Intervall 0 <{¢ < 4 oo durchlduft. Bezeichnen wir diesen ,,Endwert“%
mit yg, so 148t sich die Losung in der Form

y=ye(l —e )
schreiben.



Von Bedeutung ist hier der Wert ¢ = % = 7, die sogenannte Zeitkonstante.

Fiir dieses ¢ wird ndmlich

.
= vef1-)
1
= Ye (1 - 2,718)
— 0,632y

Nach dem Verstreichen dieser Zeit  hat also y rund 63 9% des Endwertes er-
reicht.

Bilden Sie nun noch den Differentialquotienten der Losungsfunktion.

d
H? =y =ygae "

t
— YE ¢
T

Fiir t = 0 haben Sie speziell

Ye _
= =tga

y =

Im Bild 5 erkennen Sie, daf auf Grund dieser Beziehung die Linge der Pro-
jektion der Tangente zwischen Beriihrungspunkt und Parallele zur ¢-Achse im
Abstand yg auf diese Parallele konstant = 7 ist. Den Beweis konnen Sie leicht
mit Hilfe der analytischen Geometrie fiihren.

Mit Hilfe der Zeitkonstanten v konnen wir noch die Halbwertzeit ¢z ermitteln,

die verstreichen muB, damit y = % Yk ist.

Aus der Losung finden Sie

Lye=geli—e )
5 Y= YE 1—e ~

1 _'H
s=1—e =
2
t

L

e T =

th=7tIn2=0,6937~0,77
Den soeben durchgesprochenen Typ
einer Differentialgleichung wollen
¢ wir noch in einem Anwendungsbei-

spiel kennenlernen.




Lehrbeispiel 6
Einem Heizkorper werde in der Zeiteinheit eine konstante Wirmemenge zugefiihrt.
Wie erwirmt sich der Heizkiorper unter Beriicksichtigung des Wirmeiiberganges
in den Aufenraum?
Es sei dT = Temperaturdnderung des Heizkiorpers in der Zeit dt,
m = Masse des Korpers,
¢ = spezifische Warme des Heizkorpers
a = Warmeiibergangszahl von der Korperoberfliche zur Luft des
Aufenraumes (Wdrmemenge pro Oberflicheneinheit, 1° Tem-
peraturunterschied und Zeiteinheit),
Q = zugefiihrte Wirmemenge pro Zeiteinheit,
F = Oberfliche des Heizkorpers,
T, = Aufentemperatur,
T — T, = Ubertemperatur (Heizkirpertemperatur — Aufentemperatur).
Losung:
Wihrend der Zeit d¢ wird
1. dem Heizkorper die Warmemenge ‘@ d¢ zugefiihrt,
2. im Heizkorper die Wirmemenge mcdT gespeichert und zur Erwéirmung
des Kérpers benutzt und
3. an den AuBenraum die Warmemenge F(T — T,) a d¢ abgefiihrt.
Auf Grund des Erhaltungssatzes muB dann die Summe der Warmemengen 2 und
3 gleich der zugefiithrten Wiarmemenge 1 sein.

medT + F(T — Ty)adt =Qdt

oder
dT @ Fa .
At " me meT TV
. . .. Fa Q .
Fiihren Sie zur Abkiirzung noch a = — und b = - ein.
me me
a7
dt =b—a(T-T,)
a7
e —1,) =Y

Nach der Integration erhalten Sie
—%mw—a@—TM=t+Q
Infbp —a(T—T)]= —at—aC,
b—a(T—T,) = C,eat mit C, = ¢—¢C

T—7T,= %—Ce—“' wobei C = %2— ist.

11



Aus der Anfangsbedingung { = 0, T = T, (Anfangstemperatur des Heizkorpers=

AuBentemperatur) ergibt sich C = ’ und damit als partikuldre Losung

T—Tl=%(1—e—“)

= Q (1 — e— E: t)

Fao*
oder mit Einfiihrung der Temperaturdifferenz im Endzustand ({ — oo ) Tg = %
_Fa,
T=T1+TE<].‘—6 mc)

mc

Weisen Sie nach, daB der Exponent von e dimensionslos ist, d.h., daB Fa

die Dimension einer Zeit hat!

Lehrbeispiel 7
Lisen Stie die Differentialgleichung

Yy =ysinzx
Losung:
dy .
dg = Ysine
dy

— =sinzdz
)

Iny=—cosz+1InC
gfce—cosx

Lehrbeispiel 8

Es soll untersucht werden, wie die Bewegqung eines mit der Anfangsgeschwindigkeit
vy senkrecht mach oben geworfenen Korpers unter Beriicksichtigung der Luft-
reibung verlduft .

Lésung:

Experimentell wurde ermittelt, daB die Luftreibung bei langsamen Bewegungen
der Geschwindigkeit und bei mittleren Geschwindigkeiten dem Quadrat der
Geschwindigkeit proportional ist. Der Proportionalititsfaktor £ ist u. a. von
der Form und Querschnittsfliche des Korpers und von der Wichte der Luft ab-
hingig.

Nach dem grundlegenden Gesetz von Newton muf} die Summe der auf den Kérper

wirkenden Krifte gleich dem Produkt aus Masse und Beschleunigung sein.
Welche Krifte wirken nun auf den Korper?

12



Da ist einmal die entgegen der Bewegung wirkende Luftreibung

W=—kv
Das Minuszeichen soll dabei ausdriicken, daB W der Richtung von v entgegen-
gesetzt ist. Weiterhin wirkt infolge der Erdanziehung das Gewicht des Korpers

G=—mg
der Bewegung entgegen.

Nach dem erwihnten Newtonschen Grundgesetz ist dann

mb=G+ W
mb=—mg—ko?
— (™9 4 e
(i
. . mg . . dv ..
Wenn Sie noch zur Abkiirzung % = a? setzen, erhalten Sie mit b = di die

Differentialgleichung der Bewegung in der Form

dv . N
I maz_—k(a + v?)
Mit
m a?
I P
wird
a2 dv
A== oy
a v
t=— garcth+C

Zur Bestimmung der Konstanten C miissen Sie eine zutreffende Anfangsbedin-
gung aufstellen. In der Voraussetzung war festgelegt, daf die Abwurfgeschwindig-
keit den Wert v, haben soll. Zihlen Sie die Zeit vom Moment des Abwurfes, so
finden Sie die gesuchte Bedingung zu

1 =0,v =1,
Eingesetzt, ergibt sich damit fiir C

__a Vo .
0= 7 arctg—a + C
oder

_2 %
C= J arc tg 2
und fiir die partikulire Losung der Differentialgleichung

-2 Yo _ i
t= 7 (arctg P arc tg a)
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Dieser Losung haftet nun noch der Mangel an, daB die Zeit ¢ als Funktion der
Geschwindigkeit » und nicht umgekehrt v als Funktion von ¢ dargestellt ist. Wir
wollen deshalb nach v auflosen. Arbeiten Sie die folgenden Zeilen griindlich durch!
Lernen Sie hier einmal eine etwas schwierigere Umformung kennen!

Nach der gefundenen Gleichung ist

gt Vg v
A te 29 — —
a arc tg 2 arec tg 2

Um v aus seiner Umklammerung als Argument der arc tg-Funktion zu befreien,
bilden Sie von beiden Seiten den Tangens.

gt _ Yo _ r
tgz—tg<arctg P arc tg a)

Die rechte Seite miissen Sie nun mit dem Additionstheorem der Tangensfunk-
tion umformen. Setzen Sie dazu

a = arct =2 = —
ga ﬂ_a.rctga
oder
_ Y% _ v
tga_ tgﬂ_

Die rechte Seite der obenstehenden Gleichung fiir tg —‘Z—t wird damit zu

_ g tBa—tgh
o _ Y
_4 & _0Y%—av
tg(@—F) = VoV a2+ 0V
14
a
und die ganze Gleichung zu
gt _avy—av
tg a  at+ v

Losen Sie jetzt nach v auf. Sie erhalten nach kurzer Rechnung

_atg? _
Vg atga . mg
V=0 ———+ mita = |/ -5°
gt k

a+votga

14



Jetzt soll uns die Lénge des in der Zeit ¢ zuriickgelegten Weges s interessieren.
Setzen Sie dazu

. gt

ds gt Ma
V=g und tg T g
cos "

dann wird die fiir die Geschwindigkeit v gefundene Formel nach Trennung der
Variablen zu

vocos%t— asin‘%t
ds=a T gtdt
acos;—l—’voslnz

Es wird Ihnen sicher auffallen, daB bis auf die konstanten Faktoren die Ab-
leitung des Nenners im Zéhler steht. Das legt uns die Substitution

gt gt

U = 4 cos = + v, sin *—
a+ ™" a

nahe. Zur Umrechnung von d¢ in du bilden Sie den Differentialquotienten
du . gt v ¢
= gsm%—i—"Tgcos%
Der Zihler vereinfacht sich damit zu
<vocosﬂ — asingf> dt =2 du
a a g
wihrend die Differentialgleichung die einfache Form
a* du

ds = — —
g u

und die allgemeine Losung die Gestalt
2
s = —% Inu +C
annimmt. Nach Ersetzen von u ist

e gt . gt
s_?—ln (a cos * +v.,sm;) +C
Legen Sie als Anfangsbedingung zweckmiBigerweise ¢ =0, s =0 fest, und
setzen Sie dies ein, dann ergibt sich fiir C

2
O=~Z—ln (@cos 0 + v58in 0) + C

15



2
oder C=—%Ia
g
Die partikulidre Losung unserer Wurfbewegung ist dann
_ @ gt indl) _ %
§= g ln(acosz-}-vosm lz) J Ina

o gt . v . Qf)
I1I s_?ln<cos3—|—;sma

Interessant ist in diesem Beispiel noch die erreichte Steighohe H und die dazu er-
forderliche Steigzeit T'.

Im Gipfelpunkt der Bewegung mu8 v = O sein. Sie erhalten mit ¢t = T, v =0

v‘,—atggt;‘,1
0=a—- T
a+votg97
oder
gT _ %
te a a

a v,
= te -0
T arc tg

Zur Ermittlung der Steighohe setzen Sie die gefundene Steigieit in die fiir den
Weg s gefundene Formel ein. Sie erhalten

2
H=iln(cosg_7‘+gosing_1')
g a a a

Nun war doch tg g = %’, Sie brauchen aber zum Einsetzen cos gf und

sin g_af_'. Sie miissen also die Sinus- bzw. Kosinusfunktion durch die Tangens-

funktion ausdriicken. Im Lehrbrief ,,Trigonometrie 1 haben Sie diese Um-
formungen kennengelernt. Es war

cosa = —1——- und sina = tga

V1 + tg?a Y1+ tg2a

gT

tg
bzw. cos gTT = —__1_—T sin gTT = —/ZWﬁT'
294 / 291
)1+ Jr+ted
= ————a = ~"—;/qo
yat + v Va2 + vy?

16



Damit erhalten Sie fiir die Steighohe
2 2 2
H=%mi( 2 %
q a Vaz + g2 ]/az + g2
_ o

q a

_a V)2
B gy i+ ()]

In sémtlichen Ergebnissen kommt die Konstante a = ]/ {r’tcg vor, das bedeutet

aber nichts anderes als die Abhédngigkeit der Bewegungsgesetze nicht nur von
dem Faktor k, sondern auch vom Gewicht des geworfenen Korpers. In der
Physik haben Sie im Gegensatz dazu bei der Behandlung der reibungsfreien
Bewegung die Unabhingigkeit von der Masse bzw. vom Gewicht des bewegten
Gegenstandes kennengelernt.

Wir wollen hier noch kurz den fiir s gefundenen Wert ITI mit Hilfe der ersten
Glieder der Taylorschen Reihe entwickeln.

Die Taylorsche Reihe nimmt mit den im Beispiel auftretenden GréBen ¢ und
s = s(t) die Form

s(0) -

$(t) =3(0) + 5(0) - ¢t + —5;

+ ...

an.

Auf Grund der Anfangsbedingung ist

s(0)=0
Die Bedeutung von s’(t) ist g—ts = v, so daB
§'(0) = v,

wird.

Die 2. Ableitung des Weges.s nach der Zeit ¢ ist die Beschleunigung

p 478 _ dv
Tde T dt
Aus Gleichung I folgt dafiir
d k
) = g =— o @+ 1)

Damit wird

k
5'(0) = — o (@ + )

2  Math. IV/7 17



Diese Werte in die Taylorsche Reihe eingesetzt, ergibt
k
S(t)=0+vo't'— 2—7n(a2+?)02)t2-{-...
Gleichung II lautete —2 =<
Somit wird

S(t) = ‘l)ot - 2gaz (az + 'voz) t2 + o ..

= — —_qgl? —
s(t) = vt 2gt 9 g + ...

In den folgenden Gliedern treten im Nenner immer hohere Potenzen von a2,

bzw. bei Ersatz des a2 durch ";cg

ersten Gliedern der Entwicklung die fiir die Luftreibung maBgebliche Kon-
stante k fehlt, sind sie von der Luftreibung unabhingig. Sie stellen nichts an-
deres als das Bewegungsgesetz fiir den reibungsfreien Wurf dar (k = 0):

im Zahler Potenzen von k auf. Da in den

1
s=1l— ge
Ubungen

Lisen Sie die Differentialgleschungen
1 y= % Diskutieren Ste das Richtungsfeld und die Losungskurven!

2. ax —byy =0 3.y —ysin2z=0
4. 1z —-3yy =2 5. yy — a2 =3
6. sinz + y'siny=0

[6] Losung durch Substitution. So wie Sie bei der Integralrechnung zu-
weilen erst nach Einfilhrung einer neuen Integrationsveranderlichen zum
Ziel kamen, macht sich auch verschiedentlich bei der Lésung von Differential-
gleichungen eine Substitution erforderlich. Leider konnen wir auch hier keine
bestimmten Regeln fiir die Wahl der neuen Verinderlichen aufstellen. Sie
sollen deshalb im folgenden nur an wenigen Beispielen dieses Verfahren kennen-
lernen.

Lehrbeispiel 9
Losen Sie die Differentialgleichung y' = (4 x + 9 y)?!

18



Losung:
Sie setzen hier
u=4z+4+9y

Differenzieren Sie beide Seiten der Substitutionsgleichung nach x und bedenken
Sie dabei, daB y von z abhéngig ist, also nach der Kettenregel zu differenzieren
ist.

oder

Setzen Sie das in die Differentialgleichung ein, so erhalten Sie

lduw 4,

9dz 9
Diese neue Differentialgleichung fiir eine Funktion v = u(z) konnen Sie wieder
nach Trennung der Verdnderlichen losen

,A_£1“_4=9dz
2 4 =
U +9
3 3u
9 a,rctg7=9w+ C,
2 . 2
u=3tg(6w+C) mit C=~3~Cl

Fiihren Sie nun wieder y ein, so ist die allgemeine Losung

2 4
Y= o; tg(6z+ C) — 9 @

Von groBerer Bedeutung ist die Differentialgleichung vom Typ

1Y
y =1 (x)
in der die Verdnderlichen nur in der Verbindung Z— vorkommen.

In dieser Differentialgleichung fiihren Sie mit Hilfe der Substitution

y

e =Y oder y=uz

2 19



eine neue Veridnderliche  ein. Die Differentiation ergibt hierbei

_dy _ du
Y =4z ~daz" "
und damit die Differentialgleichung
du
qgtTe= f(w)

Diese Differentialgleichung konnen Sie dann ohne weiteres durcﬁ Trennung der
Veridnderlichen losen. Es ist ndmlich

_du _dz

W~z
und

T odu

Nach Auswertung des links stehenden Integrals konnen Sie dann wieder y ein-
fithren.

Meist liegt jedoch eine derartige Differentialgleichung noch nicht gleich in der
erwihnten Form vor. In vielen Fillen kommen Sie zum Ziel, indem Sie die
Differentialgleichung zunéchst nach % auflosen und Zahler und Nenner des auf
der rechten Seite stehenden Bruches durch die hichste auftretende Potenz von
z dividieren.
Lehrbeispiel 10
Losen Sie die Differentialgleichung x® — y? + 2 zyy’ = 0!
Losung:
a) Zuriickfiihrung auf die Form y = f(z, y)

Die Umstellung ergibt

y2_m2

Y “Tozy

p) Division durch die hochste Potenz von & und dadurch Zuriickfiihrung auf die

Form y' = f(%)

20



7) Substitution w= e =dgs T
:_
g’% ru= %ﬂ—l
du ut+1
iz* =7 2u
0) Trennung der Verdnderlichen
2u dz

@1 ="
Inu+1)=—Ihz+hC
(Hier wurde gleich In C statt C, geschrieben)

=ln9
z

C

2 =2

u—l—l—x

€) Wiedereinfithrung von y

Lr1=2

z

y+als2 Cz

oder

—Cz4+y2=0

c: .
mit dem Mittelpunkt

Die Losungskurven sind die Kreise (a: — 9) + ¥ = i

9; 0] und dem Radius C .
2 2
Lehrbeispiel 11

Welche Kurven schneiden alle Radius- y
vektoren unter dem gleichen Winkel v
(w sei dabei verschieden wvon 90°)2
Losung:
Nach Bild 6 ist

p+yy=a oder p=a—g¢

Da der Differentialquotient y’ der
gesuchten Kurve mit tg a identisch

ist, wahrend tg ¢ = % ist, wobei
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und y die Koordinaten des Schnittpunktes der Kurve mit einem Radiusvektor
darstellen, erscheint es zweckmiBig, die Beziehung der Winkel ¢, v und a
durch eine Beziehung zwischen den Tangenswerten zu ersetzen. Es ergibt sich

—tg(a—oq) — BET89
By =809 = fatee
Ersetzen Sie noeh tg  durch i— (das diirfen Sie tun, da sowohl tg v als auch 2

nur der Ausdruck fiir eine der jeweiligen Aufgabenstellung entsprechende Kon-

stante ist), so erhalten Sie mit

_1 — _Y
tgy=_, tga=y und tgg=_
_Y
1_Y 7
a 'Y
1+yx

Losen Sie nach y’ auf, und bringen Sie die Differentialgleichung auf die Form

i

Y
y,—_ax-{—l
Y _q
T
e du _ au+1
Substitution: d—xa;—i-u—— ~_a
duw w41
dz”~  u—a

Trennung der Veranderlichen:
Y%= — fﬂ
w41 T
u du
fﬂ_ldu_afuiq—l =—Inz+InC
%ln(uz—i-l)—a arctgu=+lng
In g Yur 4+ 1=garctgu

aarctgu

sleti=c
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Wiedereinfithrung von y:

£ Yy 2 _ aarctgi
Y=
y

}/—m - Ceaarctgx

Das Auftreten von }z® + y% und arc tg Y legt hier noch die Einfiihrung von
Polarkoordinaten nahe. x

Sie erhalten mit
r=V@+y,  g—actgd

die Losungskurven
r=Ceaw

als logarithmische Spiralen, wobei C der Wert von r fiir ¢ = 0 ist. Sie werden
sich jetzt sicher an das Lehrbeispiel 6 in Lehrbrief IV/5, [3], erinnern. Dort hatten
wir schon nachgewiesen, daB die logarithmischen Spiralen alle Radiusvektoren
unter dem gleichen Winkel schneiden.

Ubungen
Lisen Ste die Differentialgleichungen
Y

7.9 =(x+ y? 8.xy’—y=xtg;

9. Qy—52)y =2z4+5by 10. 2+ yy =2y

Zusammenfassung [5] und [6]

In [5] lernten Sie ein Verfahren zur Losung einiger Differentialgleichungen I. Ord-
nung kennen. Die Trennung der beiden auftretenden Verdnderlichen z und y
und nachfolgende Integration fiihrt bei all den Differentialgleichungen zum Ziel,
die sich in der Form y’ = f(x) g(y) darstellen lassen.

Zuweilen lassen sich auch andere Differentialgleichungen I. Ordnung durch Ein-
fithrung einer neuen Verdnderlichen auf diesen Typ zuriickfiihren. Sie haben
dabei die gegebene Differentialgleichung zwischen z, y und y’ mit Hilfe der
Substitution u = u(x, y) in eine entsprechende Gleichung zwischen z, « und »’
umzuformen.

[7] Lineare Differentialgleichung I. Ordnung. Die lineare Differentialglei-
chung I. Ordnung hat die Form
Y + 9(x) y = h(2)
23



Ist die rechts stehende Funktion h(z), die ,,Storungsfunktion‘, gleich Null, so
wollen wir die Differentialgleichung
Y +9(=)y=0

als homogene, lineare Differentialgleichung 1. Ordnung und im anderen
Fall h(zx) &= 0 als inhomogene,. lineare Differentialgleichung I. Ordnung be-
zeichnen.

a) Homogene, lineare Differentialgleichung I. Ordnung

Diesen homogenen Fall konnen Sie wieder sofort nach Trennung der Verdnder-
lichen losen. Es ist

[=M
<

dy
— = —g(z)dz
y g9(x)

Iny = —fg(m)dx+ln0

y=C e—fg(x)dx

Lehrbeispiel 12

Losen Sie die Dif/erentialgleichung
, xz

Losung:

(=7

ly___*
y 1+ mzdx

Iny = %ln(1+ 22) +1InC
Auch hier haben wir wieder die Integrationskonstante in der Form In C angesetzt,
da auf beiden Seiten der Liosung Logarithmen stehen.
Iny=In(Cy1 + 2?)
y=Cyl+ 2°
Lehrbeispiel 13

Lasen Stie die Differentialgleichung
Yy —ycosz =0
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Losung:

dy =coszdx

Iny=sinz+1InC
y=CeSiﬂx

b) Inhomogene, lineare Differentialgleichung I. Ordnung

Y+ 9(z)y = h(z)
Wir wollen hier zwei Losungsverfahren durchsprechen. Wenn auch das erste Ver-
fahren eleganter ist, sollen Sie doch auch das zweite Verfahren kennenlernen, denn
Sie miissen beim Losen einiger Differentialgleichungen II. Ordnung einen &hn-
lichen Weg beschreiten.

a) Liésung durch Substitution
Ehe wir diese Methode an der allgemeinen Differentialgleichung durchfiihren,
sollen Sie sie erst an einem Lehrbeispiel kennenlernen.
Lehrbeispiel 14
Zu losen sei die Differentialgleichung

Yy + 1 y=z

z

Lésung:
Fiihren Sie eine neue Funktion u = u(z) mit Hilfe der Differentialgleichung

vz T dz

ein, wobei die rechte Seite gleich dem Faktor des y-Gliedes der gegebenen Diffe-
rentialgleichung ist. Die Trennung der Verdnderlichen ergibt hier

du 1

— = —dz
u z

Inu=Inz
U=z

Sie werden in der Losung die Integrationskonstante vermissen. Es kommt in
dieser Teilaufgabe aber nur auf die Herstellung einer partikuldren Losung an,
und die haben wir mit C = 0 erhalten. Die eigentliche Differentialgleichung

hat nun die Form
u/

Yy .+ 2 J=7
angenommen. Multiplizieren Sie beide Seiten mit u:
Yu 4+ uw'y =ux
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dann erkennen Sie auf der linken Seite den Differentialquotienten des Produktes
u - y. Nachdem Sie noch auf der rechten Seite u = x setzen (geméB der parti-
kuldren Losung der durch die Substitution erhaltenen Differentialgleichung mit
% = u (7)), konnen Sie jetzt die Differentialgleichung in der Form

L=z
schreiben. Fiihren Sie die Integration der beiden Seiten durch.
Uy = %3 + C
-1+
y=249

Wir wollen jetzt den Losungsgang noch einmal an der allgemeinen Form der
linearen Differentialgleichung I. Ordnung demonstrieren.

Sie haben in der Differentialgleichuilg
Y +9(2)y = h(z)

den Faktor g (z) durch :: zu ersetzen und ein partikuldres Integral (C = 0) der
so entstehenden Differentialgleichung

u/

w = 9@

zu bilden, indem Sie einfach nach Trennung der Verdnderlichen

du
o =g(z)dz

integrieren:

Inu = /g(x)da:

" =efg(x)dx

Die Differentialgleichung, die jetzt die Form

Yy = h(z)

hat, miissen Sie nun mit % multiplizieren, so daB auf der linken Seite die Ab-
leitung des Produktes u - y steht.

yu+uwy=uh()

u/

Y+
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oder (mit dem partikuldren Integral u = ef 2 ‘x)dx)

d _ Jeax
dz (uy) =h(z)e
uy =fh(:c) efg(x)dxdz +C

Die allgemeine Losung der inhomogenen, linearen Differentialgleichung I. Ord-

nung ist dann
Y= o e Uh(x) Jeme g, + C_l

Es wire vollkommen falsch, wollten Sie eine vorliegende Differentialgleichung
nach dieser Formel l6sen. An dieser allgemeinen Durchrechnung sollten Sie nur
noch einmal den formalen Losungsgang kennenlernen, den Sie sich einpréigen

miissen.

Lehrbeispiel 15
Losen Sie die Differentialgleichung y' + ysin £ = sin x

Lésung:
Sie setzen % =sinz
und erhalten nach Trennung der Variablen

du .
— =sinzdzx
U

Inu=—cosz
U = e—Cosx
Damit erhilt die Differentialgleichung die Gestalt
w .
Yy + ” Yy=sInzx

Y U+ u'y = sin x e—cosx
uy= [sin ze-cosxdy + C

. Substitution:
V= —CO0S T
dv =sinz dx

= [edvtc
='e—cosx+C
e —cosx C g—cosx C
u w  e—cosx e—cosx
1 + C ecosx

I

Il <
It
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p) Losung durch Variation der Konstanten
Sie sollen nun das andere, von Lagrange stammende Verfahren zur Losung der
inhomogenen Differentialgleichung kennenlernen.

Wir miissen hierzu einen Satz aus der Theorie der Differentialgleichungen heran-
ziehen, auf dessen Beweis verzichtet werden soll.
Er lautet:

Die allgemeine Losung der inhomogenen Differentialgleichung ist
gleich der Summe aus der allgemeinen Losung der zugehdrigen homo-
genen und einer partikuliren Losung der inhomogenen Differential-
gleichung.
Die Losung einer inhomogenen, linearen Differentialgleichung I. Ordnung er-
folgt also in zwei Schritten:

1. Losung der zugehorigen homogenen Differentialgleichung, die sich nach
Streichung des Storungsgliedes ergibt;

2. Bestimmen einer partikuldren Losung der inhomogenen Differentialgleichung.
Machen Sie sich gleich an Hand eines Lehrbeispieles mit der Art des Losungs-
ganges vertraut. Es soll dazu die Differentialgleichung benutzt werden, die Sie
schon im letzten Lehrbeispiel gelost haben.
Lehrbeispiel 16
Gesucht ist das allgemeine Integral der Differentialgleichung

Yy + ysinx =sinz
Losung:
1. Losung der zugehoérigen homogenen Differentialgleichung

Y + ysinz =0
dy .
gz = —Ysinz
(-i—y=—sina:dz
Yy

Iny=cosz+InC

Losung der homogenen Differentialgleichung

Yp = C ecosx

Probe: —Ceosxging 4+ Cecosxging =0

Der Index h soll andeuten, daB es sich bei y, um die allgemeine Losung der homo-
genen Gleichung handelt.
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2. Bestimmen einer partikuliren Liosung der inhomogenen Differentialgleichung
Um nun zur Losung der inhomogenen Gleichung zu kommen, miissen Sie y, so
umgestalten, daB sich beim Einsetzen in die linke Seite nicht der Wert 0, sondern
sin z ergibt, so wie es die rechte Seite der inhomogenen Differentialgleichung ver-
langt. Ersetzen Sie dazu das C in y, durch eine (noch unbekannte) Funktion
C(x). Diese Abidnderung bezeichnet man allgemein als Variation der Konslanien.
Sie erhalten so als Ansatz fiir die inhomogene Gleichung
Y= C(.’L‘) ecos x
Zur Bestimmung der Funktion C(z) haben Sie diese in die Differentialgleichung
einzusetzen. Bilden Sie dazu mit Hilfe der Produktregel der Differentialrechnung
y = C'(x)ecosx — C(x)es*sin x
Damit wird die inhomogene Differentialgleichung zu
C'(x) ecosx — C(x) ecos*sin & + C(x) e°s*sin & = sin &
Sie erkennen, da8 sich das 2. und 3. Glied der linken Seite gegenseitig aufheben.
Das ist kein Zufall, denn y = C(z) ec°s* ist mit konstantem C () Losung der
homogenen Differentialgleichung, und diese beiden Glieder ergaben sich mit
C (z) = C beim Einsetzen von ¥, in die homogene Gleichung.
Es besteht danach fiir die Funktion C(z) die Differentialgleichung
C’(x) ecos* = sin z,
die Sie nach Division durch ec°s* bzw. Multiplikation mit e—<°s* sofort durch
Integration losen konnen.
C'(z) =ecosxsin x
C(z) = /e—c"sx sinzdz
— e—cosx
Auch hier konnen Sie auf eine weitere Integrationskonstante verzichten, da es
nur auf die Gewinnung einer partikuliren Losung der inhomogenen Gleichung
ankommt.
Es ist eine partikulidre Losung der inhomogenen Gleichung (angedeutet durch den

Index 7)
Yi = C(z) @COSX — p—COSX . pCOS X

yi=1
Im vorliegenden Fall erhalten Sie nach dem am Anfang dieses Unterabschnittes
stehenden Satz als allgemeine Losung
Y="Yn+ Y
Y= C ecosx _’__1
in Ubereinstimmung mit der Losung aus Lehrbeispiel 15.
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Lehrbeispiel 17

Lisen Sie die Differentialgleichung

y’—%=xcosx

Losung:

1. Homogene Differentialgleichung

/_»y_
y—¥ =0

Trennung der Verianderlichen:
dy _d=z
y z
Iny=Ilhz+IC
pw=Cz
2. Inhomogene Differentialgleichung
(Statt C(x) soll der Einfachheit halber nur C geschrieben werden.)
Ansatz: y=Cz y=Cz+C
Einsetzen in die Differentialgleichung:

Cz+C—C=zcosz
C'z=zxcos x
C' =cosz
C(z) =sinz
Damit lautet die partikuldre Losung

Yi=2xsinz

und die allgemeine Losung

Y=Y+ Yi
y=Cz+ zsinz

Lehrbeispiel 18

Zur Zeit t = 0 werde an einen stromlosen Stromkreis mit dem Ohmschen Wider-
stand R und der Selbstinduktion L eine Spannungsquelle mit der Wechselspannung
u = Upsin wt angeschlossen. Wie ist der zeitliche Verlauf der Stromstéirke ?

Losung:
Der Ohmsche Widerstand ruft einen Spannungsabfall ¢ - R hervor, wihrend die
Selbstinduktion infolge der zeitlichen Verdnderung der Stromstirke eine gegen-
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ds

di
ist die Summe aller elektromotorischen Krifte gleich der Summe aller Spannungs-
abfille.

Also ist

elektromotorische Kraft —L erzeugt. Nach dem II. Kirchhoffschen Gesetz

de . .
d—t=z~R u=U,sinwt
de

U,,,smwt—L(ﬂ=z-R

u—L

Hier liegt nun wieder eine inhomogene, lineare Differentialgleichung 1. Ordnung
vor, die in der Normalform

)
t

=%

R. U,.
+—Ez_fs1nwt

[=%

lautet.
Anfangsbedingung: fiir t =0 ist ¢ = 0.
Die Differentialgleichung soll durch Substitution gelost werden.

Setzen Sie dazu

1_J_/—£ 'v’—fl_,'.)
v L ( Tdt
dv R
v =fdt
lnv=-lz-t
R
=1
v=e"
Damit ist
de v . Upn
dt+;z_ I sin w ¢
ds dv. Upn
d'tv-i—ﬂt—'fvslnwt
R
d N Un 71
d-t(vz)—fe sin w ¢
und

R
—t
m‘=%"feL sinwtdt + K

Die Integrationskonstante ist hier durch den Buchstaben K bezeichnet, da in der
Elektrotechnik der Buchstabe C fiir die Kapazitit verwendet wird.
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Die Losung des Integrals erfolgt durch zweimalige partielle Integration.

R R R
—t —t —t
fe.'“ sinwtdt = Ze" sinwt—a—)ITL'/e" coswt di

R R R
L tt. wl? ! wl? [ ;.
=R e” sinwt — R e” coswi— )2 fe sinw it dt

Das ganz rechts stehende Integral stimmt wieder mit dem Ausgangsintegral
itberein. Bringen Sie es auf die linke Seite.

2 T2 R, R,
(1+ wR]j)feL sinwtdt = %e" (sinwt—szl—lcoswt)
B ol
R?
Um zu einer Vereinfachung zu kommen, setzen Sie
oL sin @
r ~®89= cos @
Damij;wird
R R .
R4+ w? L2 Tt L ;' __ sing
;_R_zn-_fe sinwtdt = -~ e sinwt coS(pcoswt
_ L ef‘sinwtcos«p—coswtsintp
" R cos @
Aef'sin(wt—ip)
R cos @
und
» R R .
! . RL L sin(wi — @)
je smcotdt_.Rz_i_sz2 608

Da nun aber tg ¢ = (BRE ist, konnen Sie fiir cos ¢

11 B R
11+ tg2e V wl2 VR4 o?l?
1+

cos @

setzen, so daB endgiiltig

! L ot
feL sinwtdl = Vﬁ} e Sln(wt —‘P)

ist.
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Setzen Sie dieses Ergebnis nun wieder in die Losung der Differentialgleichung
ein, dann ist

I

und

Zur Bestimmung von K setzen Sie die Anfangsbedingung ein.

Esist
Un

0= ]/_}ﬂ—-;ﬂ—lﬂ sin(—¢)+ K sin(—¢)= —sing
“VBrer 7
Driicken Sie auch sin ¢ wieder durch w, L und R aus:
sing = __tgL = — LL__
1+ttt VR+ L2
Damit wird
UnolL
K=mior
und
R
m ) UnolL -t
'&-‘:—m Sln(wt—¢)+ me

Verschaffen Sie sich nun noch kurz Klarheit iiber die Bedeutung der einzelnen
Glieder der Losung.

Der erste Summand stellt den rein periodischen Teil dar. Danach wird die Strom-
stirke durch eine um den Winkel ¢ gegeniiber der Wechselspannung phasenver-
schobene Sinusschwingung dargestellt. Der Verschiebungswinkel 1d8t sich dabei
aus

oL
®Y="g

entweder rechnerisch oder graphisch nach Bild 7 bestimmen.

Der zweite Summand, der abklingende Teil, verliert im Verlauf
R

der Zeit (wachsendes t) an Wirksamkeit, da ¢ * mit{— codem
Wert 0 zustrebt. Damit ndhert sich die Stromstirke immer
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mehr der schon beschriebenen Sinusschwingung mit der konstanten Amplitude
]/ "R2 “_'i__w‘z L2

m

Zusammenfassung [7]

Bei der linearen Differentialgleichung I. Ordnung haben Sie zwischen
a) der homogenen Gleichung ¥y’ + g(z)y =0

und

b) der inhomogenen Gleichung ¥y’ + g(z) y = kh(x)

zu unterscheiden.

Die homogene Gleichung kénnen Sie nach Trennung der Veridnderlichen inte-
grieren.
Bei der inhomogenen Gleichung kinnen Sie zwei Wege zur Liosung beschreiten.

’

Im ersten Fall fithrt die Substitution Z = g() und nachfolgende Multiplikation

mit u auf eine Differentialgleichung, die Sie durch gewdhnliche Integration
losen konnen.

Im zweiten Fall haben Sie zunichst die zugehorige homogene Gleichung zu losen.
Mit Hilfe der Variation der Konstanten ermitteln Sie anschlieBend eine partikulére
Lésung der inhomogenen Gleichung. Die Summe beider stellt dann die allgemeine
Losung der inhomogenen Differentialgleichung dar.

Ubungen

11. Lisen Sie die Differentialgleichung aus Lehrbeispiel 14 mit Hilfe der Variation
der Konstanten!

.y +y=ad

BB.zy+2y=32
Anleitung: Bringen Sie die Differentialgleichung zundchst auf die Form
Y +9(2) y = h(2)

H y +2y=ed

15y + Z} =sinx

3. Kapitel: Differentialgleichungen II. Ordnung

[8] Einfache Typen der Differentialgleichung II. Ordnung. Nach der Defi-
nition der Ordnung einer Differentialgleichung muB als hochste Ableitung
hier ¥ vorkommen. Demnach kionnen Sie allgemein eine Differentialgleichung
I1. Ordnung durch

F(i,9,9,9)=0 oder y’=fzyy)
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kennzeichnen. Entsprechend dem Auftreten von 3’ konnen Sie sich die Losung
iiber zwei aufeinanderfolgende Integrationen hergestellt denken. Wir werden
auch so zum Teil in diesem Abschnitt verfahren. Da bei jeder Integration eine
Integrationskonstante auftritt, miissen in der allgemeinen Losung der Differential-
gleichung II. Ordnung zwei willkiirliche Konstanten zu finden sein.

a)y” = a (a = konst.)

In dieser besonders einfachen Differentialgleichung tritt neben y’ lediglich eine
Konstante auf. Sie finden y, indem Sie zweimal hintereinander integrieren.
Sie sollen diese Differentialgleichung gleich in ihrer wichtigsten Anwendung
kennenlernen. Fassen Sie dazu y’ als zweite Ableitung des Weges nach der Zeit,
also als Beschleunigung auf, wihrend Sie a = g = 9,81 m/s? setzen.

dzs
b=ap =9
Dies besagt dann, da8 bei der vorliegenden Bewegung die Beschleunigung kon-
stant ist. (Bei welcher Bewegung liegt dieser Fall vor?)

Setzen Sie
d?s _ dv
de 4’
so erhalten Sie aus der Differentialgleichung II. Ordnung fiir s eine I. Ordnung
fiir v. Die Trennung der Verianderlichen ergibt dann
dv=gdt
v=gt+ Cy.
Nun ist aber v — %5 und damit

dt
ds = (gt + Cy) dt
S=%‘gt2+clt+02

Verschaffen Sie sich jetzt noch Klarheit iiber die Bedeutung der Integrations-
konstanten.

Setzen Sie in v = gt + C, fiir { den Wert O ein, so ist

v =19y =C,

t=0

Demnach ist C, mit der zur Zeit ¢ = 0 vorhandenen Anfangsgeschwindigkeit v,
identisch. Beim freien Fall ist normalerweise v, = 0. Zur Bestimmung von C,
setzen Sie in s fiir ¢ ebenfalls den Wert O ein, dann ist

s’ =8,=0C
=0 0 2
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Cy = s, stellt also die Lage des Korpers zur Zeit ¢ = 0 dar. Mit diesen anderen
Bezeichnungen fiir die Integrationskonstanten nimmt die Losung die Form

s=;gt2+vot+so

an. Mit v, = 0 und s, = 0 erhalten Sie das bekannte Fallgesetz von Galilei

1
_ 2
s_2gt

by’ ={()
Auch in diesem Fall kommen Sie durch zweimalige Integration direkt zur Losung.
Esist

y = gg = /(z)
dy' = f(z) dz

y =./‘/(x) dz + C,
und entsprechend

y=[|[i@dadz+ Ca+C,

Dieser Typ tritt beispielsweise bei Aufgaben der Festigkeitslehre auf. Sie werden
dort
. _ M(2)

V=g
als (verkiirzte) Differentialgleichung der elastischen Linie kennenlernen. Unter
M (z) verstehen Sie das Biegemoment des betreffenden Balkens an einer Stelle ,
wihrend die Konstanten E und J den Elastizitdtsmodul bzw. das Flachentrig-
heitsmoment des Balkenquerschnitts darstellen.

Wir wollen hier auf die Durchrechnung eines entsprechenden Beispiels ver-
zichten.

Sie werden nun sicher noch eine Differentialgleichung der Form y” = g(y) er-
warten. Die Behandlung dieses Falles soll aber auf das 4. Kapitel verschoben
werden. Sie finden ihn dort, wenn auch mit etwas anderer Bezeichnung, unter
Fall 6 wieder.

[9] Die homogene, lineare Differentialgleichung II. Ordnung mit kon-
stanten Koeffizienten. Nachdem Sie einige besonders einfache Fille der
Differentialgleichung II. Ordnung kennengelernt haben, sollen Sie sich mit
einem allgemeineren Fall beschiftigen. Fiir die Anwendung erlangt diese Diffe-
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rentialgleichung auBerordentliche Bedeutung. So lassen sich mit ihr beispiels-
weise Schwingungsvorgiange behandeln. Die Differentialgleichung wird aus diesem
Grunde oft die Schwingungsgleichung genannt.

a) Lisung mittels der charakteristischen Gleichung
Die allgemeine Form der homogenen Gleichung ist durch
y'+ay +by=0
gekennzeichnet. Die Koeffizienten @ und b sind dabei konstante Werte. Die
Differentialgleichung ist durch den Ansatz
y=Cerx

zu losen, wobei C eine willkiirliche Integrationskonstante und A ein noch zu be-
stimmender Wert ist.
Bilden Sie die 1. und 2. Ableitung des Losungsansatzes und setzen Sie diese in
die Differentialgleichung ein.
Esist

y=Ce>x y=CAlerx y”"=Crterx
und damit

Yy’ ' +ay +by=C(A2+ai+berx=0
Sie erkennen daraus: Soll der Losungsansatz die Differentialgleichung erfiillen,
soll also die linke Seite den Wert 0 annehmen, so muB} der Ausdruck in der Klam-
mer verschwinden, denn der Faktor C kann (willkiirliche Integrationskonstante!)

von Null verschieden angenommen werden, wihrend der Faktor e** grund-
satzlich fiir endliche Werte von x von Null verschieden ist. Es mul demnach

Z2+al+b=0

sein. Dieser Ausdruck ist aber nichts anderes als eine quadratische Gleichung
fir 4, die zugehorige charakteristische Gleichung. Thre Auflosung liefert zwei
Werte 4; und 1, zu

a /a2
}*1;2='—‘2ﬂ:l// —b

Wie Sie wissen, haben Sie bei der Losung einer quadratischen Gleichung drei ver-
schiedene Fille zu unterscheiden:

a2

Fall a) 4~ b>0 Ay =4, und reell
2

Fall ) ‘1 —b<0 A, und A, konjugiert-komplex
2

Fall y) i —b=0 A, = Ay, reelle Doppelwurzel
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Sie sollen nun jeweils an einem Beispiel die Art der Behandlung dieser drei Fiille
kennenlernen.
Lehrbeispiel 19
Zu losen set die Differentialgleichung y’ + 2y — 8y = 0.
Losung:
Die charakteristische Gleichung lautet
24+21-8=0

Sie hat die Losungen

Mh=2 2l,=—4
Es liegt der Fall a) vor. Die Theorie der Differentialgleichung bestitigt, dag

dann
Yy = Cl ehx + 02 eheX — glrer + 92?:41!

die allgemeine Losung darstellt.

Den Bemerkungen zu Beginn dieses Kapitels entsprechend, finden Sie in der all-
gemeinen Losung zwei Integrationskonstanten vor. Fiihren Sie selbst die Probe
durch.
Lehrbeispiel 20
Lisen Sie die Differentialgleichung y” — 4y + 13y = 0!
Losung:
Charakteristische Gleichung
2—42+13=0

mit
Auch in diesem Fall 8) konnen Sie als allgemeine Losung

y = C, eh* 4 Cyehs*
ansetzen, die im vorliegenden Beispiel zu

y — Cl e(2+3i)x + 02 8(2—31)3(

wird. Diesem Ergebnis kann aber noch eine andere, iibersichtlichere Form ge-
geben werden. Wenn Sie bedenken, daB e+t = ed e ist, ergibt sich

y = e2x (C, e3ix + (, e=3ix)
und mit Hilfe des Satzes von Euler eti® = cos ¢ 4- ¢ sin ¢
y = e2*[C, (cos 3  + tsin3 x) + C, (cos 3  — 4 sin 3 )]
=e*[(Cy 4 Cy) cos 3z 4 1 (C, — C,)sin 3 7]
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Setzen Sie noch C; + C, = 4 und ¢ (C, — C,) = B, so ist schlieBlich

Die Losungskurve setzt sich demnach aus einer Sinus- und Kosinuskurve, also
aus zwei phasenverschobenen Sinuskurven mit verdnderlicher Amplitude zu-
sammen. Wie Sie schon wissen, ergibt die Uberlage-

rung zweier derartiger Kurven wieder eine Sinuskurve. c
Rechnerisch konnen Sie das bestitigen, indem Sie

A=Csing und B=Ccosg¢

setzen. Die Grofen C und ¢ lassen sich aus A und B Bild 8
sofort bestimmen (Bild 8), wenn Sie bedenken, daB

A2 + B = (? und g =tg@
ist.

Mit diesen beiden Konstanten nimmt die Losung die Form

y = C e2* (sin @ cos 3 = + cos @ sin 3 x)

an.

Fassen Sie diesen Fall ) zusammen, so nimmt infolge des Auftretens konjugiert-
komplexer Wurzelni, = a + ¢S und 4, = a — ¢ der charakteristischen Gleichung
die allgemeine Losung der Differentialgleichung die Formen

y =e** (Acos Bz + Bsinf z)
oder
y=Ce*sin(fz+ ¢)

mit C?=A2+ B* und ¢ =arctg g an.
Lehrbeispiel 21
Liosen Sie die Differentialgleichung y* — 6y + 9y = 0!
Losung:
Charakteristische Gleichung: 22 — 64 + 9 =0
AM=24=3

Wiihrend bei den Fillen o) und g) in gleicher Weise die Losung angesetzt werden
konnte, konnen Sie im vorliegenden Fall y) nicht so vorgehen. Es ist wohl

y = C, el =(, e
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eine Teillésung, aber
y = C, emx 4 Gy el
= C,e3* + Cye3x = (e (C,+ C,=0)
kann nicht die allgemeine Losung sein, da ja als Folge von 4, = A, nur eine
Integrationskonstante C vorhanden ist. Die allgemeine Losung lautet in diesem
Fall y)
y=0Ce+ Cyzet (A =2, =4)
= e"’x (Cx + 02 .’E)
und speziell fiir die vorliegende Aufgabe
y=e>(C, + G, 2

Auf den Beweis soll wiederum verzichtet werden. Uberzeugen Sie sich von der
Richtigkeit der Losung, indem Sie die Probe durchfiithren. Wir wollen nun noch
einmal kurz die Art des Ansatzes fiir die drei Falle zusammenstellen:

Fall a) Losungen der charakteristischen Gleichung:
Ay F 4y, reell
Allgemeine Lisung der Differentialgleichung:
y = C, emx + C, eMx
Fall ) Losungen der charakteristischen Gleichung:
A1, A, konjugiert-komplex, 4;;,, =a 4t f
Allgemeine Losung der Differentialgleichung
y = Cy e 4 Cy o
umformbar in
y=e*(Acospz+ Bsinfz)
oder y=Ce=*sin(fz+ ¢)
Fall y) Losungen der charakteristischen Gleichung:
A =24 =12
Allgemeine Losung der Differentialgleichung:
y=e>(C, + Cp2)

Sie haben erkannt, daB zur Losung derartiger homogener, linearer Differential-
gleichungen II. Ordnung lediglich die Wurzeln einer quadratischen Gleichung,
der charakteristischen Gleichung, festgestellt werden miissen.

Soll nun aus der Schar der Liosungen wiederum nur eine partikuldre angegeben
werden, so haben Sie fiir die beiden Integrationskonstanten die entsprechenden
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Werte zu ermitteln. Das 148t sich aber nur durchfithren, wenn Thnen zwei Be-
dingungen bekannt sind. Als solche zéhlen beispielsweise die Angabe eines Punktes,
durch den die Kurve laufen soll in Verbindung mit der Forderung, da8 sie in
diesem Punkt eine bestimmte Richtung hat. Eine andere Moglichkeit besteht in
der Angabe zweier Punkte, durch die die Kurve laufen soll (Randbedingung).

Mit diesen beiden Bedingungen konnen Sie dann zwei Gleichungen mit. den
beiden Unbekannten C, und C, bzw. A und B aufstellen, deren Losungen Ihnen
die gesuchten Werte fiir die Integrationskonstanten geben.

Lehrbeispiel 22
Losen Ste die Differentialgleichung y’ + 3y’ + 2y = 0! Die Losungskurve soll
durch den Punkt mit den Koordinaten zo = 0 und y, = 1 gehen und dort die Rich-
tung yo' = 1 haben.
Losung:
Charakteristische Gleichung:
2+314+2=0
h=—124=-—2
Allgemeine Losung:
y=0re x4 Cpe ™

Damit die Kurve durch den vorgeschriebenen Punkt lauft, mufl

Yo = Cre % + Cye2%
also

1=C+6C,
sein. Bilden Sie nun

y=—Crex—2C,e 2

und entsprechend
Yo = — Cre % — 2 C,ye=2%
1=—-0C,—-20C,
Damit haben Sie die zwei Gleichungen
C;+C,=1
—C,—2C,=1
Deren Losungen lauten

C;=3 und C,=-2

Die gesuchte partikulire Losung ist

y=3e*—2e %
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Fehlt das Glied mit y’, so nehmen die Lisungen eine besonders einfache Form an.
In dem folgenden Lehrbeispiel sollen Sie den einen der beiden moglichen Kille
kennenlernen.

Lehrbeispiel 23
Losen Sie die Differentialgleichung y + a? y = 0!
Losung:
Charakteristische Gleichung:

A2+az=0

AM=ail,lg=—a1
Die Losung 1a8t sich in den drei Kormen

Y= Cl eaix 02 e—aix

y = Acosax + Bsinax

y = Csin (az + ¢)

angeben.

Sie werden feststellen, daB diese Differentialgleichung bei der Berechnung der
reibungsfreien Schwingung zur Anwendung kommt.

Ubungen
6.y —y —6y=0 17. 2y — 8y +6y=0
18.3y"4+6y +3y=0 19. y—8y +16y=0
20. y'+4y +13y=0 21. y' — 2y +2y =0

2.0y —yry=0
b) Anwendung auf Schwingungsvorginge
Nachdem Sie die mathematische Behandlung der homogenen, linearen Differen-

tialgleichung II. Ordnung kennengelernt haben, sollen Sie sich jetzt mit einigen
Anwendungsbeispielen vertraut machen.

Freie, ungeddampfte Schwingung

Denken Sie sich einen um eine Ruhelage beweglichen Massenpunkt. Auf ihn
wirke eine Kraft, die stets zur Ruhelage hin gerichtet und deren GroBe der mo-
mentanen Entfernung des Massenpunktes von der Ruhelage proportional ist.
(Derartige Krifte treten beispielsweise bei allen Formédnderungen elastischer
Korper auf, bei denen das Hookesche Gesetz in Wirkung ist.)

Einen solchen Mechanismus kionnen Sie sich etwa in der im Bild 9 gezeigten
Form darstellen. Wie Sie (vgl. Physik, Lbf. 3) wissen, wird ein solcher Massen-
punkt eine schwingende Bewegung, eine harmonische Schwingung ausfiihren.
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In diesem ersten Beispiel soll von einer Dimpfung infolge Reibung abgesehen
werden.

Im Ansatz miissen Sie nun den obenstehenden Sachverhalt zum Ausdruck brin-
gen.
P=—Fkxz (k = Proportionalitatsfaktor)

Dabei soll das Minuszeichen besagen,
daB die Kraft stets der Auslenkung ent-
gegenwirkt. Nach dem Newtonschen
Grundgesetz ist

N

dzz ..
P=mb=mat—2=mw

Bei Ableitungen nach der Zeit werden die Differentialquotienten in der Newtonschen Sehreib-
weise (wie bei der Parameterdarstellung) durch aufgesetzte Punkte gekennzeichnet.

Damit erhalten Sie die Differentialgleichung
mi+kr=0

.. k

Zur Abkiirzung setzen Sie % = wg?, ohne daB Sie zundchst Betrachtungen

iiber die Bedeutung von w, anstellen. Die Differentialgleichung erhilt so die
endgiiltige Form

T+ wz=0
mit der charakteristischen Gleichung A2 + wy® = 0.
Sie erkennen, daB diese Differentialgleichung die Form der im Lehrbeispiel 23
behandelten aufweist. Als Losung erhalten Sie demnach

z = Csin (wot + )

Es kommt jetzt darauf an, eine zweckmiflige Anfangsbedingung aufzustellen.
Der Massenpunkt soll zur Zeit ¢ = 0 mit der Geschwindigkeit v = v, durch die
Ruhelage (z = 0) schwingen. Die Anfangsbedingungen sind dann

r=0
t=0 _dz
V=g = o
Bilden Sie zunichst durch Differentiation
V= dd—f = C w,y cos (wy t + @)

43



und durch Einsetzen der Anfangsbedingung
vy = C wycos @
Weiterhin erhalten Sie aus der allgemeinen Losung selbst
0=Csing
und daraus
p=0
Damit ist aber dann
Vg = Cwyeos 0 = C w,
und
Yo
Wo

C =
Die gesuchte partikulire Losung ist schlieBlich

Vo .
T= °sinw,yt
Wy

Dieses Endergebnis stellt eine reine Sinusschwingung mit der Amplitude ;;“ dar.
0

Verschaffen Sie sich nun durch die folgende Uberlegung Klarheit iiber die Be-
deutung von w, = l/m Zur Zeit t = 0 schwingt der Massenpunkt durch die

Ruhelage. Nach Verlauf der Zeit T soll ein Hin- und Hergang vollzogen sein,
so daB sich der Massenpunkt nach dieser Zeit wieder in der gleichen Richtung
durch die Ruhelage wie beit = 0 bewegt. Es mufl demnach
0=20g6no=" sin wy T
Wo Wo
sein. Da die Sinusfunktion die Periode 2 = hat, muB} zur Erfiillung dieser Bedin-
gung

wa T =2=
Iy
@

=2n /%

sein.

Mit Hilfe dieser Schwingungsdauer T ergibt sich fiir die Frequenz

ﬂ*_V
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Diese Verhiltnisse liegen ungefihr beim mathematischen Pendel (Bild 10) vor.
An einem (gewichtslosen) Faden der Linge ! befinde sich ein Massenpunkt m.
Die auf diese Masse wirkende Erdanziehung G = mg
konnen Sie in zwei aufeinander senkrecht stehende Kom-
ponenten zerlegen. Dabei wirkt m g cos ¢ fadenspan-
nend, wiahrend m g sin p versucht, die Pendelmasse zur
Ruhelage zuriickzutreiben. Damit gilt hier
P=—mgsiny

Die Losung der hieraus entstehenden Differentialglei-
chung stoBt auf groBe Schwierigkeiten. Aus diesem
Grunde soll die Schwingung auf kleine Schwingungs-
weiten, also auf kleine Winkel ¢ beschriankt werden. In ht
diesem Fall konnen Sie siny durch y (im BogenmaB!) Bild 10
ersetzen, so daB

P=—mgy
ist. Die damit aufstellbare Differentialgleichung
miE=—mgqgy

T=—gy

hat aber den Mangel, da8 in ihr die zwei von der Zeit ¢ abhédngigen Verdnderlichen
s und y vorkommen. Dem konnen Sie sofort abhelfen, wenn Sie bedenken, da

=19
bzw.

=109
ist. Die Differentialgleichung nimmt dann die Form

-9

Y ¥
oder
P+ oly=0 mit w02=%

an.

Thre Losung lautet
p = Csin (gt + ¢)

Mit den Anfangsbedingungen ¢ = 0, £ = 0, v = v, ergibt sich daraus firz =1{-y
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und

1 1./
T=2=n ‘/g bzw. f= 5n l/—l-

Das sind aber die Thnen aus der Physik bekannten Gesetze fiir das mathematische
Pendel.

Freie, gedimpfte Schwingung

In der Praxis lassen sich ungedampfte Schwingungen kaum verwirklichen. So
werden durch Luft- und Lagerreibung bei mechanischen Bewegungen und durch
Ohmschen Widerstand bei elektrischen Vorgingen stets Verluste eintreten, die
zu einer Diampfung, d. h. zu einer fortlaufenden Verkleinerung der Amplituden
fiithren. Die Dampfung kann sogar so groB werden, daf es iiberhaupt nicht zur
Ausbildung einer Schwingung kommen kann. Ein aus seiner Ruhelage abge-
lenkter Korper wird dann mehr oder weniger schnell in die Ruhelage zuriick-
kriechen.

Sie sollen sich zunichst wieder rein mechanischen Vorgingen zuwenden. Die Be-
wiltigung der elektrischen Probleme bringt dann vom mathematischen Stand-
punkt nichts wesentlich Neues, gehen doch lediglich andere Bezeichnungen in
die Differentialgleichung ein, ohne dabei ihren Charakter ‘zu #ndern. Es sind
eben beide Male Schwingungen, die nach Abstraktion mit den gleichen mathe-
matischen Hilfsmitteln gelost werden konnen.

Wieder unterliege ein Massenpunkt der Einwirkung einer dem Ausschlag pro-
portionalen, zur Ruhelage hin gerichteten Kraft. Die auftretende Reibung soll der
augenblicklichen Geschwindigkeit proportional sein. Diese Annahme geniigt
den meisten mechanischen Bewegungen. Es sind '

riicktreibende Kraft: Pr=—kz
Widerstandskraft: Py=—wz (x = %?)
Damit ergibt sich fiir die Differentialgleichung
mi = — wz —kz

oder

i Yag Ea_o

Tt m m -
Als Abkiirzung seien hier zweckméBigerweise

W ko,
E_2p und m = @0

eingefiihrt, so daB die Differentialgleichung die Gestalt
I+2pf+wix=0
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annimmt. Die zugehorige charakteristische Gleichung ist

R4+2pi4 02=0
mit

Mo = —pt VPP — of
Wie Sie schon gelernt haben, sind jetzt 3 Fille zu unterscheiden:

a) P — we® >0 (reelle Wurzeln)
B) P2 —wet < 0 (konjugiert-komplexé Wurzeln)
y) P?— w2 =0 (reelle Doppelwurzel)

Fall o) P — w2 >0
Dieser Fall wird bei groBem p, also bei groBer Ddmpfung vorliegen. Setzen Sie
VP2 — @t = o, so ist

Miz2=—pto
und
T = Cl e(-pt+o)t | 02 e(—p—o)t

z=eP(Cy et + Cye—)

Als Anfangsbedingung sei wieder ¢ =0, £ =0 und v = dz = v, gewdhlt. Die

Differentiation der vorletzten Zeile fiir  ergibt at
1= ST = Ci(— D+ @) 4 Gy (— p— @) etrmon

und nach Einsetzen der Anfangsbedingung

Y=C(—p+w)+C(—p— o)
wahrend aus z selbst
0 = Cl + Cz

folgt. Die beiden Bestimmungsgleichungen fiir C, und C,
v%o=0C(—p+w)—C(p+ o)

0 = Cl + 02
ergeben als Losung
— Y —_ D
C, = S und C, R

Die partikuldre Losung lautet damit

Yo
T = e—Ppt(got — g—ot
94 ¢ " )

oder

v, .
T="LePGinwt
w
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Damit ist erwiesen, dal sich der Bewegungsvorgang auf eine unperiodische
Funktion zuriickfithren lda8t. Eine Schwingung kann also nicht auftreten.

Es soll hier noch kurz die in Bild 11 dargestellte Losungskurve diskutiert werden.
Zur Feststellung des Maximalausschlages bilden Sie den Differentialquotienten
(hier identisch mit der Geschwindigkeit!) und fragen nach der Stelle, an der er
den Wert Null annimmt.

dz v ¢ . .

i = p(—pCinwt+ wojwt) =0
Fiir endliche Werte von ¢ kann nur der Klammerausdruck verschwinden, es
muB also

—pGinwt +wCfwt=0

X
Xmax 1 pCGinwt =w Cofwt
w
Tgowt =
g P
0- - wt=91rifg—a—)=llng+w
| tmax t p 2 p-o
Bild 11 ooy pte
max 2w p —w
sein. Unter Benutzung der Beziehung
Gina = La_
1 —Zg%a
erhalten Sie fiir diesen Wert von ¢
Fgwt » ®

Ginwt =

Vl—igzwtzl/pz—aﬁ:wo

und fiir den maximalen Ausschlag

P
?, . v, —
xmax = a: e—pf @In wt = aTo (gﬂ)zw
0

Fiir wachsendes { nimmt dann z immer mehr ab und nihert sich asymptotisch
dem Wert Null.

Ohne weitere Diskussion soll noch gleich der Fall y angeschlossen werden. Der
zugehorige Ablauf der Bewegung unterscheidet sich nicht wesentlich von dem des
Falles a. Man spricht hier allgemein vom apertodischen Grenzfall.
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Von wesentlich groBerer Bedeutung ist dagegen
Fall 8) p2 — w2 < 0

Hierbei ist die Dampfung klein. Wie Sie sehen werden, kommt es zur Ausbildung
einer gediampften Schwingung.

Setzen Sie
19?2 — w2 =t Jwgt — P =t w (? = — 1; o reell)
also
w=fog 7
Dann ist
Mia2=—ptiow
und

z=C,eP(Acoswt+ Bsinwt)
=Certsin(wt + ¢)

Mit den gleichen Anfangsbedingungen ¢ = 0, z = 0 und » = v, ergibt sich

vy = C (—psinp + w cos ¢)

0=Csing
In dem Produkt C sin ¢ kann nur sin ¢ = 0 und damit ¢ = 0 sein, denn C =0
wiirde im Widerspruch zur vorhergehenden Bestimmungsgleichung stehen, da
doch die rechte Seite gleich v, 4= 0 sein soll. Mit ¢ = 0 wird dann

v,=Cow bzw. C = Z‘:

Als Losung erhalten Sie so

v, )
z= e Pginwt
w

Hier wird der Bewegungsablauf durch die periodische Sinusfunktion beschrieben,
es liegt also wirklich eine Schwingung vor. Die Amplitude dieser Schwingung ist
aber zeitlich veranderlich, und zwar nimmt sie mit zunehmender Zeit ab. Die
Schwingung kommt zum Erliegen. Im Bild 12 ist eine derartige Schwingung dar-
gestellt.

Fiir die Schwingungsdauer finden Sie

woT=2nxn
p_?7_ %m 27
()] l/woz— pz ‘/k _w2
m 4 m2
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Wie Sie durch Vergleich mit der ungedimpften Schwingung erkennen konnen,
ist die Dauer einer Vollschwingung im geddmpften System groBer als im unge-
diampften. Das geddmpfte System schwingt langsamer. Die Schwingungsdauer
T bleibt aber auch wihrend des Vorganges konstant.

X8

-pt
L

/

Bild 12

Von Interesse ist noch die Verdnderung der Amplituden. Zu den Zeiten ¢, und
tny1 =ty + T mogen zwei aufeinanderfolgende Maximalausschlige stattfinden,

so daB dafiir
sinwit, =sinwit,

ist. Die zugehorigen Maximalausschliage sind dann

Vo -—pip . R
Tp=-"e " "sinwt,
w
Vo —Plpt1 . Vo —pPp+T)
I =—"e sinwi =-"e -sinwt
n+1 ® n+1 P n
vy —pt .
= %¢ ""ePT .sinwt,
w0
= Z,ePT
Der Quotient dieser beiden Amplituden, das Démpfungsverhiltnis, ergibt sich zu
wT
= »—z-n-~- = ePT == ezm
Tn+1

In der Praxis wird nun noch ein weiterer Begriff, das logarithmische Dekrement,
als MaB fiir die Dampfung eingefithrt. Sie haben darunter den natiirlichen

Logarithmus des Dampfungsverhéltnisses

5—1 _@T Qwm
M 9w T ik m—w
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zu verstehen. Fiihren Sie bei kleiner Dampfung hier die Schwingungsdauer des
ungedampften Systems ein, so erhalten Sie in Anniiherung

_wT  w=
2m 1/7,—{]2
Zusammenfassung [8] und [9]
Von wesentlicher technischer Bedeutung sind die homogenen, linearen Differen-

tialgleichungen II. Ordnung mit konstanten Koeffizienten. Sie finden bei allen
freien Schwingungen Verwendung.

Zur Losung dieser Art Differentialgleichungen haben Sie lediglich die Wurzeln
einer quadratischen Gleichung, der charakteristischen Gleichung, festzustellen.
Den dabei auftretenden drei Fiéllen entsprechend erhalten Sie drei Formen der
Losung, die alle durch das Auftreten von zwei willkiirlichen Integrationskon-
stanten gekennzeichnet sind.

Bei den Anwendungsbeispielen haben Sie gesehen, daf sich lediglich beim Auf-
treten eines Paares konjugiert-komplexer Wurzeln in der charakteristischen
Gleichung eine harmonische Schwingung ausbildet. In den beiden anderen
Fiillen entsteht infolge groSer Dampfung nur eine aperiodische Schwingung.

[10] Die inhomogene, lineare Differentialgleichung II. Ordnung mit kon-
stanten Koeffizienten. Wie bei den linearen Differentialgleichungen I. Ord-
nung liegt dann der inhomogene Fall vor, wenn auf der rechten Seite der
Gleichung eine Funktion h(z), die Stérungsfunktion, auftritt:

Yy’ +ay + by = h(z)
Ubernehmen Sie auch hier wieder den Satz aus der Theorie der Differential-
gleichungen, daB sich die allgemeine Losung der inhomogenen Differentialgleichung
aus der allgemeinen Losung der homogenen Gleichung und einer auf irgendeinem

Wege gefundenen partikuldren Losung der inhomogenen Gleichung zusammen-
setzt.

Wir wollen uns hier auf einige Formen der Storungsfunktion beschrénken, und
zwar auf

1. h(z) = a enx

2. h(x) = a cos nzx + B sin nz

3 hr)y=ay+a,z+a, 22+ ... +a, 2"

In vielen Féllen kommen Sie durch einen entsprechenden Losungsansatz zum
Ziel, und zwar setzen Sie als partikuldre Losung im Fall

1. y=Aex (gleicher Exponent wie bei der Storungs-
funktion)
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2. y = Acos nx + Bsinnx (gleiches Argument wie bei der Stérungs-
funktion)

3. y=ay+ a,x + a2®*+ ... + a, 2" (n = hochster in der Storungsfunktion

auftretender Exponent)

an. Die noch unbekannten Koeffizienten miissen Sie, nachdem Sie den Losungs-

ansatz in die betreffende Differentialgleichung eingesetzt haben, durch Koeffi-

zientenvergleich bestimmen.

Lehrbeispiel 24

Losen Sie die Differentialgleichung y” 4+ 2y — 3 y = e?!

Loésung:
Homogene Gleichung: y' +2y —3y=0
Charakteristische Gleichung: 2+22—-3=0

M=1,2=-3
Yn = Cye¥ + Cqe3%

Inhomogene Gleichung:
Die Stérungsfunktion hat die Form 1, also setzen Sie die Losung in der Form

y=Ae¥
an. Daraus folgt y =2 4 e, Yy =44 e
und
Y’ +2y —3y=4Ae2*+ 4 42X — 3 e =¥
b A e2x = ¢2x
hb4=1
1
4=3
Damit ist
Yi = % e2x
und -

1
y=yh+y,'=Cle"+Cze—3x+gezx

Lehrbeispiel 25

Lisen Sie die Differentialgleichung y” + 2y — 3 y = 65sin 2 z!

Losung:

Homogene Gleichung: y” + 2y — 3y =0 (wie im Lehrbeispiel 24)
Yn=Crer 4 Coem™
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Inhomogene Gleichung :

Obwohl im Storungsglied nur die Sinusfunktion auftritt, miissen Sie doch den
vollstindigen Ansatz nach Fall 2 durchfiihren. Im vorliegenden Fall ist n = 2.

y=Acos2z+ Bsin2z

Y =—2Asin2z+ 2 Bcos2x
y =—44cos2z— 4 Bsin2«zx
Damit ist
Y +2y —3y= —44cos22x—4Bsin2zx—4Asin2zx+ 4 Becos22

—3A4cos2x2—3Bsin2«x
=(—744+4B)cos2z+ (—4A4A— 7B)sin 2z = 65sin2z
Die Koeffizienten der Sinusfunktion bzw. Kosinusfunktion miissen auf beiden
Seiten gleich sein.
—74A4+4B=0
—4A—TB=6>5
A=—4,B=—-1
Mit diesen gefundenen Werten A4 und B ist
yy=—4cos22— Tsin2z

eine partikulire Losung der inhomogenen Gleichung und damit
Yy=yn+ yi=Cye*+ Cye3* —4cos2z — Tsin2x

die allgemeine Losung der inhomogenen Differentialgleichung.

Lehrbeispiel 26
Losen Ste die Differentialgleichung y* — 2y — 3y = 11 — 9 x?!
Losung:
Homogene Gleichung:

y' —2y —3y=0
Charakteristische Gleichung:

2—22—-3=0

A=38 A=-1

Yo = Cr €3 4 Cye—>

Inhomogene Gleichung:
Wenn auch in der Storungsfunktion das lineare Glied fehlt, so haben Sie doch
stets den Ansatz gemiB Fall 3 vollstindig auszufiihren (n = 2).
Y=ay+a,z+a,2%,, Y =a,+2a,z, Yy =2a,
y' —2y —-3y=2a,—2a,—4a,z—3a,—3a,z— 3a,2®=11 — 922
(—3ay—2a, +2a,)+(—3a,—4a)x —3a, 22 =11 — 922
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Koeffizientenvergleich:
- 3“0— 2a1+2a2 =.I..[

—3a,—4a,=90
—3a,=—9
6g=10a,=—4,a,=3
Damit ist
yy=1—4zx+ 32
und

Yy=0,6+Che*+1—4z+32°

Lehrbeispiel 27
Liosen Ste die Differentialgleichung y” — 2y = 3!
Loésung:
Homogene Gleichung: y” — 2y =0
Charakteristische Gleichung:
A2—21=0
A=0,1,=2
Yo = Cy + Cp e~

Inhomogene Gleichung:

Verwenden Sie ohne weitere Uberlegung den Ansatz zu Fall 3, der hier infolge
n = 0 zu y = a, fiihrt, so erkennen Sie sofort einen Widerspruch, wenn Sie das
in die Differentialgleichung einsetzen. Ursache ist das Fehlen des Gliedes mit y.
Wenn Sie bedenken, daB das Storungsglied konstant ist, kommen Sie zu einer
vertriglichen Losung, wenn Sie die niedrigste vorkommende Ableitung ebenfalls
als Konstante ansetzen. Mit y° = a, und %’ = 0 erhalten Sie

Yy —2yY=0—2agy=3
G =—,
und damit

Tritt der-Fall ein, daB die Storungsfunktion eine Kombination der Typen 1 bis 3
darstellt, so konnen Sie entweder die inhomogene Differentialgleichung in Teil-
differentialgleichungen zerlegen, oder Sie setzen den Ansatz aus entsprechenden
- Teilen zusammen.
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Lehrbeispiel 28
Lisen Ste die Differentialgleichung y* + 4 y = 2% + 2 x|
Losung:
Homogene Gleichung: y” + 4y =0
Charakteristische Gleichung:
2+4=0
Ay =21, 4, = — 21 (vgl. Lehrbeispiel 23)
Yn=Csin(2z + ¢)
Inhomogene Gleichung:
Yy =g+ a, x4 a, 22+ Aex
Y =a,+2a,x+ Aex
Yy =2a,+ Aex
Y’ +4y=2a,+ Aex+4dag+4a, 2+ 4a,2° + 4 Adex =22 + 2
(4ag+2a)+4a,x+4a,2> +Hdex=2a24 2¢*
Koeffizientenvergleich:
4day +2a,=0

4a, =0 hbAd=2
4a,=1
ao=—%, a, =0, a,= ‘11—, A=%
Partikuldre Losung:
Yi=— é + i :1:2-|-—?)—e"
Allgemeine Losung : 7 |

. 1 1 2
Y =Csm(2z+<p)—§+ 4 a:2+-—5 ex

Wenn Sie die Differentialgleichung y” — 4 y = €2* in der bisher behandelten
Art losen wollen, werden Sie auf Schwierigkeiten stoBen. Das liegt daran, daB
die Storungsfunktion h(z) = e2* schon eine partikulire Losung der homogenen
Differentialgleichung ist. Die allgemeine Losung der homogenen Gleichung ist
namlich

Yp = Cl e2x | 02 e—2x

Mit C; =1 und C, = 0 erhalten Sie daraus h(z). Man sagt, daB sich in diesem
Fall die Storungsfunktion in Resonanz mit der Eigenfunktion befindet.
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In diesem Resonanzfall kénnen Sie die inhomogene Gleichung mit Hilfe des schon
einmal verwendeten Verfahrens der Variation der Konstanten lésen.

Zur Bestimmung einer partikuldren Losung der inhomogenen Gleichung fiihren
Sie den Ansatz (Variation der Konstanten)

y = C(x) e?*
durch, wobei C(x) wieder eine (noch unbekannte) Funktion von z ist. Die Ab-
leitungen dieses Ansatzes sind
Y =Ce2x+ 2(Ce
Yy’ =C"e2x + 4C e2x + 4C e2x
Setzen Sie dies wieder in die Differentialgleichung ein, dann erhalten Sie
C7e2x 4 4C e2x + 4 Ce2x — 4 ( e2x = 2%
e2X(C”" + 4 C) = e
C"+4C =1
Das aber ist eine inhomogene Differentialgleichung fiir die gesuchte Funktion
C = C(x). Entsprechend Lehrbeispiel 27 setzen Sie hier

C' =a,
und erhalten damit
4ay,=1 bzw ay = %
und
C—aw—lx
==

Die partﬂ:ulb‘.re Losung der inhomogenen Gleichung ist so

y,=%we2x

und die allgemeine Lisung

y=0C,e?* + Cye—2x —|-,-i— z e2x

= (Cl + 1— a:) e2x + C,e—2x

Lehrbeispiel 29
Lisen Ste die Differentialgleichung y”’ + y = cos 2!
Lésung:

Homogene Gleichung: y” + y =0
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Charakteristische Gleichung:
2+1=0
A=1t Ag=—1
yn=C,cos £ + Cysin z
Yo = Csin(z + ¢)

Inhomogene Gleichung:

Auch hier ist wieder die Storungsfunktion in Resonanz, h. h., der nach Fall 2
durchzufiihrende Ansatz y = A4 cos  + B sin z ist schon Losung der homogenen
Gleichung.

Sie miissen nun versuchen, diese Differentialgleichung mit einer trigonometri-
schen Stérungsfunktion auf eine solche mit einer Exponentialfunktion als Sto-
rungsglied zuriickzufithren. Eine derartige Differentialgleichung haben Sie im
vorhergehenden Beispiel kennengelernt.

Der Aufbau dieser Differentialgleichung gelingt unter Verwendung der Formel
von Euler cos = + isin z = eix.
Kennzeichnen Sie dazu die bisherige Differentialgleichung durch den Index 1
Y+ Y =cosz
Stellen Sie eine neue Differentialgleichung mit gleicher linker Seite (Index 2) auf,
deren Storungsglied aber im vorliegenden Fall sin z lautet
Yo' + Y, =sinz
Multiplizieren Sie nun die neue Differentialgleichung mit ¢, und addieren Sie
beide zu
W +19)+ (Y +1y,) =cosz + isinz
Setzen Sie noch z = y, + ¢ y, und entsprechend 2’ = y," + 1y, 2" = y,” + 1¥>",
80 bekommen Sie die Differentialgleichung
2’ 4 2z =eix
Auch in dieser Differentialgleichung ist das Storungsglied in Resonanz.
Jetzt verfahren Sie wie im vorhergehenden Beispiel und setzen
z = C(z) el*
an, wobei C(z) wieder eine noch unbekannte Funktion von z ist. Bilden Sie nun
2" und 2’, und setzen Sie die erhaltenen Werte in die letzte Differentialgleichung
ein:
7 =C0¢ex41Cex, z2'=0C"ex+421C ex— Ceix
2"+ 2=0"ex421C elx — Ceix  Celx = elx
ex(C”" +21C) =e
C"+2:1C =1
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Der Ansatz C’' = a, fiihrt zu 24 ay = 1 oder g, = 21i =— —22
Damit ist
i
C=a,2 =— —
ayT 5 3

und

z= ' x eix

2

) .
=—§x(cosx+zs1nz)

z wsina: izcosz
2 2

Da nun aber z = y, + ¢ y, war, fiihrt die Trennung des reellen und imaginéren
Teiles zu

z z
Yr=5sinz und Yo = — o €8T

wobei ¥y, eine partikuldre Losung der Differentialgleichung 3y + y = cos z und
Yy, eine partikulare Losung der Differentialgleichung y* + y = sin z darstellt.

In Verbindung mit der allgemeinen Liosung der homogenen Gleichung erhalten Sie
als allgemeine Losung der urspriinglichen Differentialgleichung

y=Csin(z + @) + ;sina;

Daneben haben Sie auch gleich die Losung der Differentialgleichung y” + y

=sin z in der Form y = Csin (2 + ¢) — % cos  gefunden.

Erzwungene Schwingung (Allgemeines Ohmsches Gesetz fiir Wechselstrom).

An einen elektrischen Schwingkreis, der in Reihenschaltung Ohmschen Wider-

R stand R, eine Spule mit der Selbstinduktion L und

-l' J einen Kondensator mit der Kapazitit C enthalt, soll
c Su

eine Wechselspannung

Uu=Upsinwt

I . angeschlossen werden (Bild 13).
Wie ist der zeitliche Verlauf des im Schwingkreis flieBen-

Bild 13 den Stromes?

Fassen Sie alle auftretenden Spannungen zusammen, so erhalten Sie

1. Spannungsabfall am Widerstand: up = R
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2. Gegenelektromotorische Kraft der

Selbstinduktion: e =—1L g:
3. Spannungsabfall am Kondensator: Uc = é / v dt
4. Angelegte Wechselspannung: u=Upsinwt

Zu 3: Zur Zeit ty sei der Kondensator ohne Ladung, wihrend er zur Zeit ¢ die Ladung @ haben
moge. Zwischen dem Spannungsunterschied u. an den beiden Kondensatorplatten, der
Kapazitit C und der Ladung @ besteht die Beziehung

Q=Cu,
Da nun andererseits der Ladestrom i = (-(ll—(f- ist und dementsprechend

t
Q=[id,
to
ergibt sich fir u,
t

uc=_(13_]'idt

o
Fiir den gesamten Schwingkreis besteht nun nach Kirchhoff die Gleichung
u+eL =ugp+ uUc

oder nach Einsetzen von 1 bis 4 und Umordnung

Lg:-l—Rz-i— /zdt Unpsinwt

Sie erhalten daraus durch Differentiation nach ¢ die Differentialgleichung in der
Form

dz e ds: 1.
Ldtz —|—R'dt~+C t=wUpcoswt
oder
R di o U,
dt2 L+ T dt +LC o coswt

Losung der zugehorigen homogenen Differentialgleichung:

Diese Differentialgleichung ist Thnen bereits als die einer freien, gedimpften
Schwingung bekannt. Es treten hier lediglich andere Bezeichnungen auf.

R d:

dt2+L dt+LC =0
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Charakteristische Gleichung:

R 1
2+ I 1+ Ic= 0
A —_ — __Ii + __‘EZ J— _£
127 oL 4L LC
Sie haben hier wieder die Ihnen bekannten 3 Fille zu unterscheiden. Sie erhalten
als Losungen entsprechende Ausdriicke wie bei der Behandlung der freien, ge-
dampften Schwingung. Fiir die weitere Behandlung des vorliegenden Problems
konnen Sie die Liosungen der homogenen Gleichung unberiicksichtigt lassen. Eine
Rechtfertigung finden Sie in der Erkenntnis, da alle Erscheinungen, die diesen
Losungen entsprechen, infolge der Dampfung abklingen. Das heiBit, daB alle die
Glieder in der allgemeinen Losung der inhomogenen Differentialgleichung mit zu-
nehmender Zeit an Einfluf§ verlieren, die aus der allgemeinen Losung der homo-
genen Gleichung resultieren.
Bestimmen Sie lediglich die Frequenz des freien Schwingkreises unter der Voraus-
setzung, daB die Dampfung geniigend klein ist, um eine Schwingung zuzulassen.
Die Schwingungsdauer ist nach den gewonnenen Erkenntnissen

2n
T=——— - Wt — p2 >0
_'/a)o2 pz ( 0 p )
wobei hier
we? = L und  p= £

sind. Damit ist

V v Ry
LC 4L2

Losung der inhomogenen Differentialgleichung:

Da hier das Storungsglied eine trigonometrische Funktion ist, konnten Sie
mit Hilfe des entsprechenden Ansatzes zur Losung kommen. Sie sollen aber einen
anderen, kiirzeren Weg kennenlernen. Im Lehrbeispiel 29 haben Sie gelernt,
wie man zu einer Differentialgleichung iibergehen kann. Ahnlich soll auch jetat
verfahren werden. Dazu ist es wieder notig, eine weitere Differentialgleichung
hinzuzunehmen, eine von beiden mit j = y—1 zu multiplizieren und beide zu
addieren (zum Unterschied von der Stromstérke bezeichnen wir im Nachstehenden
die imagindre Einheit mit j).

Die beiden einzelnen Differentialgleichungen sollen wieder durch die Indizes
1 bzw. 2 gekennzeichnet werden.

dze R d¢ 1. o
T atreh= "_I[}J"2 cosw?
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Hinzugenommen sei die Differentialgleichung, die gilt, wenn die an den gleichen
Schwingkreis angelegte Wechselspannung gegeniiber der ersten um 90° phasen-

verschoben ist, also
t

Ld22+Rz2+C /izdtzUmcoswt
f
bzw.
21, R di, o Uy .
@t @ +LC 2=~ smel

Zusammen ergeben beide die erweiterte Differentialgleichung

dze, . d2e di, .dil) 1 . ..
(--d?+ dt2)+L( +7WI+L—*C(7'2+?@1)

Q.LU_(_smwt+7coswt) = wEUﬂj(coswt+jsinwt)

undmiti2+ji1=z
R d:z 1 o U
dt2+Ldt+LC I

Losungsansatz: z = 4 el!

m ? ejot

Setzen Sie das in die Differentialgleichung ein, so folgt
wt 2 w R 1 CiU_m ) ejort
dewt(—at 4 O [ = O e

Dividieren Sie beide Seiten durch ei»t und losen Sie nach der gesuchten GroBe 4
auf. Esist

4— jo Un
oL+ ij+%
und nach Division durch j w und Umordnung des Nenners (l? =— j)
A4- Un - - Unm .

Die Losung der inhomogenen (erweiterten!) Gleichung ist somit

2 = Un elot

. 1
Rifon— )
Der Nenner ist der ,,Scheinwiderstand”” des Schwingkreises. Durch eine Umfor-
mung kann ihm eine andere Gestalt gegeben werden.
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Betrachten Sie dazu Bild 14. Der Ohmsche Widerstand, der reelle Teil des
Nenners, ist hier auf der reellen Achse dargestellt, wihrend die beiden imaginiren
Glieder, die Blindwidersténde, auf der imaginidren Achse anfgetragen sind. Nach

den Gesetzen des Rechnens mit komplexen Zahlen
) stellt dann die Hypotenuse die Resultierende dieser
&’c"‘ beiden Komponenten, den Scheinwiderstand % dar.

Bezeichnen Sie den Winkel zwischen ®t und R mit ¢,
so ist

7 R=%Rcosp= |/ R*+ coL——l‘— 2cos<p
wC
und

. wL__l.—_—ERsin??= R2+(L——1--~Zsin<p
-0 wC wC

| R reelfe Achse

J

Bild 14 Der Winkel ¢ ist dabei aus

1
ol -5

zu berechnen.

Die komplexe Summe beider Komponenten ist

§R=R+j(wL—w10-)

= VR2+ (wL— a—}—é)z(cosw+ j sin )

= V;ZZ—I— (wL— a~)1-0)261'"’

Damit wird die Losung z zu

Um ej(l)f
YR T eel®
- . Un e (wt—)
2 L 1y
[+ (or-20)
z2=1+71,

- [cos(wt — @) + jsin(wt — @)]

= Um
[t (i)
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Die Trennung des reellen und imagindren Teiles fiihrt zu
Un

l/R2 + (wL _ 61@)

Un

[t for= )

Fiir die vorliegende Aufgabe erhalten Sie so als Losung

i=1, = __U’",_A. —— sin(wt — @)

Vrrlen-ud

iy =

- cos (0t — @)

und 1 =

- sin(wt — @)

das ,,Ohmsche Gesetz fiir Wechselstrom:.

Diese Losung kennzeichnet den stationiren Zustand, der sich nach Abklingen
des Einschaltvorganges (beriicksichtigt in der Losung der homogenen Glei-
chung) einstellt.

Die angelegte Wechselspannung zwingt also den Kreis, inihrer Frequenz bzw. Kreis-
frequenz w = 2 7 f zu schwingen. Allerdings besteht zwischen Strom und Spannung
eine Phasenverschiebung um den Winkel ¢. Die Amplitude des Stromes ist hier

T = Un
VEs(or =)
R—l—(w —wC>

Ubungen
23. y'+ 3y — 10y = 1022 4.y +4y —2ly=et
2.y +4y — 21y =e* 2.y +9y =sin3z

21, ' — 4y + 4y =3

Zusammenfassung [10]
Bei der inhomogenen, linearen Differentialgleichung II. Ordnung mit konstanten
Koeffizienten

Y’ +ay + by = h(x)
haben Sie zunichst drei besondere Formen der Storungsfunktion h(x) kennen-
gelernt. Steht 2 (z) nicht in Resonanz mit der Eigenfunktion, ist also k() nicht
schon eine (partikulire) Losung der zugehorigen homogenen Differential-
gleichung, so konnen Sie die Losung mit Hilfe der entsprechenden Ansitze her-
stellen. Die unbestimmten Koeffizienten im Ansatz lassen sich nach Einsetzen
in die Differentialgleichung durch Vergleich bestimmen.
Steht dagegen k(z) in Resonanz, so konnen Sie eine partikuldre Losung der in-
homogenen Gleichung mit Hilfe der Methode der Variation der Konstanten finden.
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Die allgemeine Losung der inhomogenen Differentialgleichung ist gleich der
Summe der allgemeinen Losung der homogenen und der gefundenen partiku-
laren Losung der inhomogenen Differentialgleichung. Selbstverstindlich kon-
nen Sie im Fall, da8 %(z) nicht in Resonanz steht, ebenfalls mit Hilfe der Varia-
tion der Konstanten zum Ziel kommen. Wie Sie aber gesehen haben, ist dieser
Weg umstéandlicher.

4. Kapitel: Die geradlinige Bewegung

In den folgenden Betrachtungen sollen Sie die 7 Fundamentalfille der gerad-
linigen Bewegung kennenlernen.

1. s =s(")

Gegeben ist die Funktion s = s (¢), die die Lage eines geradlinig bewegten Punktes
in Abhéngigkeit von der Zeit ¢ angibt.

Es lassen sich daraus sofort durch Differentiation berechnen:

Geschwindigkeit V= %s als Funktion der Zeit v = v(t)

. . dv d?s . .
Beschleunigung b= &= ae als Funktion der Zeit b = b (¢)
2. t=1(9)

In diesem seltener vorkommenden Fall ist die Umkehrfunktion zu der Funktion
im Fall 1 gegeben.

Dieser Erkenntnis entsprechend erhalten Sie
1

Geschwindigkest V=4 als Funktion der Lage v = v(s)
&s
L dv dvds dv
Beschleunigung b= W " dsdi —as’ als b = b(s)

3. v=2(P)
Im Hinblick auf Fall 1 ergibt sich hier, wenn s, die Lage des Punktes zur Zeit ¢,
ist

t
Lage s =S +/ v(t) d¢ als s = s(t)
. dv .
‘Beschleunigung b= ai als b = b(t)
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4. v =v(s)
Die Beschleunigung kann nach den Uberlegungen im Fall 2 behandelt werden.
Esist

Beschleunigung b= ?1: als b = b(s)
Zur Berechnung von Lage bzw. Zeit bedenken Sie, da v = v(s) = 1st Durch
Trennung der Verinderlichen und nachfolgende Integration bekommen Sie
ds
dt = —.
v(s) s
Zeit b=ty [ 95 als ¢ = 1(s)
=1, o) =

So
und daraus durch Bilden der Umkehrfunktion die Lage s als Funktion der Zeit ¢,
5. b=10(t)
Dieser Fall stellt lediglich die Umkehrung des Falles 1 dar. Hier ergeben sich
durch Integration

t
Geschwindigkest v =1 + / b(t) dt als v =o(f)

t
Lage s=so-|-[v(t)dt als s = s (1)

ty t
=4r+%a_%y+ﬂfb@d4m
ot
6. b =0(s)
In diesem iiberaus wichtigen Fall ist fiir jeden Ort der Bewegung die dort auf-
tretende Beschleunigung bekannt.

Nunist

dv dvds dv
bzb(s)=(_17=d—sd_i=&§”

Der Ausdruck 3 v ist aber nichts anderes als die Ableitung von % v® nach s
d (1 2 — d (1 dv _ dv
ds\2 Cde ds ~ ds

;(-m)_b@

Esist also

1

9 v? =§voz+/b(s)ds

.
Sy

5 Math.1v/7 6H



und schlieBlich

s
Geschwindigkeit v = \/vo2 + 2 [ b(s) ds als v = v(s)
Da nun andererseits v = gf ist, ergibt sich daraus nach Fall 4
, sds
Zeit L=ty +
: f 0
=1y + als ¢t = {(s)
‘/voz+ 2 [b (s) ds
7. b=0(v)
Hierbei folgt aus
dvds dv
b=b0) =G = s at ~as"
durch Trennung der Veranderhchen
v do
dS = m_) dv (}t = B(’U)
und nach Integration
v
Lage § =5, +[W dv als s = s(v)
Zeit t=1ty + /b o) als t =1(v)

Aus ¢ = {(v) konnen Sie durch Bllden der Umkehrfunktion » = v(f) aufstellen.
Setzen Sie dies in s = s(v) ein, so erhalten Sie s = s(f).

In der Zusammenfassung haben Sie dann:

Ist gegeben, dann ist
ds dv  d%s
1. s =s(t) V=g b=g; = di
1 dv
ds
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t

3. v=() s=so+fvdt b=3_:]

to
"sds dv
4. v=1(s) t=to+]*ﬂ bzﬁ’v
! :
5. b=0b(t) v=v‘,]bdt s:so+/vdt
to to
6. b = b(s) U=l/”oz+2/bds zzto+/“?
v
So 4
"o “do
7. b=>b(v) s=so+/b-dv t=to+/ 5

Einige Beispiele zu diesen Grundaufgaben haben Sie bereits kennengelernt. So
kennen Sie aus der Differentialrechnung die Behandlung des freien Falles nach
Fall 1. Weiterhin haben Sie die Umkehrung dazu, also Fall 5, im Abschnitt [8a]
dieses Lehrbriefes durchgerechnet. Fall 7 finden Sie im Lehrbeispiel 8.

Lehrbeispiel 30
Aus der Physik ist Ihnen die Formel v =y/2 g s fiir die Geschwindigkeit eines frei

fallenden Korpers bekannt. Es sind durchfallene Héhe s als Funktion der Zeitt
und die Beschleunigung zu berechnen, wenn ty = 0 und sy = 0 sind.

Losung:
Es liegt Fall 4 vor. Danach ist

s s

1 s
t= g—_—/—l_—]s?ds=-2j:§
Y295 y2¢ ¥2g
So So
Losen Sie nach s auf, dann erhalten Sie das bekannte Fallgesetz
—_ 1 2
s = 5 9 _t
Fiir die Beschleunigung folgt -
dv _
b= 4s? v=12¢s
9 _ 57 dv g
b = ——= 2 S - = T
V2¢gs V29 ds  y2gs
b=y
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Lehrbeispiel 31

Am Ende einer (gewichtslosen) Schraubenfeder befinde sich ein Korper mit der
Masse m. Eine Kraft P,y driicke die Feder um spmay zusammen. In welcher Zeit
entspannt sich die Feder bis zu einer beliebigen Zusammendriickung s < Smax, i1
der sie durch eine Kraft P < Py festgehalten wird ? Von Reibungsverlusten st

abzusehen.
-

NN

NN

iy I
o
|

Smax

—_—Q

Bild 16
Losung:
Im Bild 15 a ist die Feder in entspanntem Zustand gezeichnet, wihrend Bild 15 b
die maximal zusammengedriickte Feder darstellt. Im Diagramm 15c¢ ist zu
jeder Stellung der Feder die zum Festhalten notige Kraft angegeben.
Die Feder versucht sich mit der Kraft P = — k s zu entspannen. Dabei soll das
Minuszeichen andeuten, daB die Kraft in Richtung abnehmender Werte s wirkt.
Die Federkonstante k errechnet sich aus

f = Pmax

smax

Bei der Entspannung der Feder erfahrt die Masse m die Beschleunigung b. Nach
Newton besteht zwischen diesen beiden GroSen und der beschleunigenden Kraft
der Feder der Zusammenhang:

mb= P
oder
m m
Setzen Sie zur Abkiirzung
E_
m
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dann erhalten Sie in
b= —w?s
ein Beispiel fiir den Fall 6.

Ermittlung der Geschwindigkeit:
Die Anfangsgeschwindigkeit ist im vorliegenden Fall v, = 0.

Damit ist
s ——§
v=l/2fbds =l/— 2w2/sds
Smax sm.ax

und, da Spmax > S, nach Umkehrung der Grenzen

Ermittlung der Zeit:

Die Zeit soll von Beginn der Bewegung an gezéihlt werden, es ist also {, = 0. Da
mit zunehmender Zeit ¢ die Zusammendriickung abnimmt, setzen Sie

[— E__
]szrnax—‘s2

smax Smax

1 s
= arc cos
® max Smax

t= al; (arc cos — arce cos 1) (arc cos 1 = 0)

max

1 s
{ = "~ arccos —
W max

Hier ist die Wahl der Stammfunktion in der Form arc cos % giinstiger als in
max

. . 8 .
der Form are sin , da sich damit an der unteren Grenze der Wert arc cos 1
max

=0 ergibt. Fiir den Fall der vélligen Entspannung der Feder ergibt sich mit
S ==

1
U = ® Smax t=a—)a,rccosO=—2

Wie Sie aus der Erfahrung wissen, beendet die Feder nicht mit Erreichen der
entspannten Lage ihre Bewegung, sondern fiihrt eine (mehr oder weniger ge-
dimpfte) Schwingung um diese Lage aus. Diese Schwingung soll noch kurz unter-
sucht werden.

g'a
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Aus

1
{ = — arc cos
W Smax

folgt

=cosw! S = Smax COS @ {
max

Aus dieser Formel erkennen Sie, daB die Feder im reibungsfreien Fall eine har-
monische Schwingung ausfiihrt. Die Kreisfrequenz dieser Schwingung ist

VT
o=|—
m

wahrend die Amplitude mit der urspriinglichen Zusammendriickung $pm,x inden-
tisch ist. Vergleichen Sie hierzu das Beispiel der freien, ungedimpften Schwin-
gung in [9].

Zusammenfassung

Im 4. Kapitel wurden die 7 Fundamentalfille der geradlinigen Bewegung be-
handelt. In der Zusammenstellung finden Sie, wie in den einzelnen Fillen durch
Differentiation bzw. Integration die fehlenden GroBen aus der gegebenen Abhan-
gigkeit zu berechnen sind. Beim Ansatz haben Sie stets eine Uberlegung iiber die
Wahl der Integrationsgrenzen, Integrationskonstanten und eventueller Vorzeichen
anzustellen.

ANTWORTEN UND LOSUNGEN
lL.Ly=Czx
Jedem Punkt der Ebene ist die Richtung des zu diesem Punkt gehorigen
Radiusvektors zugeordnet.

Losungskurven sind alle Geraden durch den Ursprung des Koordinaten-
systems.

ax®* — by* = C (Hyperbelschar)

— 1 cos2x

y=Ce
T22—42—-3y2=0C
3yr—22*—18z=0C
cos -+ cosy = C
y=tg(x+C)—=x

y=gcarcsinCx

®© NS e e

70



10.
11.
12.

13.

14.

15.

16.
17.
18.
19.
20.

22.
23.

24.

25.

26.

217

L2t 4-bay—y2=0C

y—z=.0 e’ %
siehe Losung Lehrbeispiel 14.
y=2*—322+6x—6+ Ce~

c sin
= —Ce0sT + —
y P + P

y=0C,e+ Cype-2
y=0C,e3x 4 C,ex
Yy=(C1+ Cyz)e*

y=(Ci+ Cya)e¥

y=e2*(Acos3z+ Bsin3z)=Ce 2*sin(3z + ¢)
. y=e*(Acos z + Bsinz) = Ce*sin (z + ¢)

y=0Cye+ Cyev>

y=Clez"+Cze—5"—x2—g- z— -

Y = Cl 63"-|- C2 e—1x — “]); e2x

1
Y = <01+ T(j x) 93x+ 02 e=Tx
y=Csin(3z+ ¢) —%xcos?,x

y=(éz’+Clx+02)e2*
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