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Teil I1I: Integralrechnung (Fortsetzung)

4. Kapitel: Numerische und mechanische Integration

[1] Numerische Integration. Die Simpsonsche Regel. Unter der numerischen
Integration versteht man die angendherte zahlenmiBige Berechnung des be-
stimmten Integrals

J=fx;(a:)dx,

wenn die Werte yo = f (%), ¥; =/ (%)), ... yn = [ (za) des Integranden nur
zahlenmiBig gegeben sind (empirische Funktion) oder eine formelméBige Inte-
gration nicht moglich bzw. graphische Integration zu ungenau ist.

Aus der Vielzahl det{ Formeln zur numerischen Integration sollen Sie nur die
Simpsonsche Regel kennenlernen, die 1743 von dem Englinder Tu. Simpson
aufgestellt wurde. Sie zeichnet sich gleichzeitig durch Einfachheit und groBe
Genauigkeit aus.

Prinzipiell gehen Sie bei der numerischen Integration folgendermaBen vor:

Sie teilen das Integrationsintervall 2z, < z < xn durch Einschieben der Punkte
2y, &gy« - . Tn—y in n-gleiche Teilintervalle der Breite k (Bild 1). Die Kurve der «
Funktion y ={(z) ersetzen Sie jetzt durch den Streckenzug P,. .. Pn. Die Flichen-
inhalte der unter den Sehnen P,P,, P,P,,... P,_Pn entstehenden kleinen
Trapeze konnen Sie leicht erkennen. Thre Summe ergibt die unter dem Streckenzug

Pn
-
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Xn
liegende Fliche, also angendhert das Integral f/ (z) d z. Je kleiner Sie die Streifen-

breite b wahlen, desto genauer wird das Ergebnis.

Da aber mit groBer werdender Anzahl der Streifen auch der Arbeitsaufwand
immer groBer werden wiirde, werden Sie versuchen, die Sehnen durch andere
begrenzende Kurven zu ersetzen, die dem Kurvenverlauf von f(z) niher kommen.
Die unter diesen Kurven liegende Fliche muB dann auch den genauen Flichen-
inhalt (das Integral) besser annéhern. Sie teilen jetzt das Intervall z, < z < z,
in eine gerade Anzahl von Streifen mit der Breite h und fassen je zwei benach-
barte Streifen zu einem Doppelstreifen zusammen. Den Kurvenbogen iiber jedem
Doppelstreifen ersetzen Sie durch eine Parabel zweiten Grades

Yy =209+ a, T + a, z*
Um die Fliche F, des ersten Doppelstreifens zu berechnen (Bild 2), denken Sie
sich jetzt einmal den Nullpunkt auf der z-Achse an die Stelle z, = z, + h ver-
schoben. Die Parabel soll durch die Punkte P,, P, und P, hindurchgehen; das

A

y-f(x)

[
xy

Bild 2

wiren im gedachten Koordinatensystem die Punkte (—h; y,), (0; y,) und (k; ys).
Setzen Sie die Koordinaten dieser Punkte in y = ay + a4,z + a, 2 ein, so er-
halten Sie

Yo = o — ay h + a, 2,

Y1 = Qo

Yo =00+ ay h + ay b2
und hieraus

Ao = Y,

1
o= 53 (Y2— Yo

1
b= 533 (Yo— 241+ ¥o)



Die Flidche des Doppelstreifens unter der Parabel y = a, + a,z + a,z? ist
+h 3\ |+h

f(ao'+' o+ ar?)dr = (aox‘f‘al 9 + a, 3)

~h

Fiir ag und a, setzen Sie die oben berechneten Werte ein und erhalten damit

in guter Anniherung den Fldcheninhalt des ersten Doppelstreifens-

= 2aoh+2a2h3

h
F,= g4 (Yo+ 41+ Y2 (1)

Wenden Sie nun Formel (1) auf den zweiten Doppelstreifen an, so haben Sie y,
durch y,, y, durch y, und y, durch y, zu ersetzen. Es wird dann

) .
Fo= g (424 4ys+ ya)
Der Inhalt der gesamten Fliche F (und damit das bestimmte Integral

J = f f(z) dz) ergibt sich als Summe der (msgesamt —) Doppelstreifen zu

Xn

- h
F=./ [(x)dz = E} (Yot 41+ 2y2+4ys+ 2y + - - - + 2Yn—2+ 4Yn—1+ Yn)
Xo
Zur besseren zahlenmiBigen Anwendung schreiben Sie diese Gleichung, die als
die allgemeine Simpsonsche Regel bezeichnet wird, in der Form

F= (12 =2 (ot vn+ 20+ s+ Yo+ + yad @)
" +4+ s+ ys+- o+ Ynm)]

Die einfachere Form (1) der Simpsonschen Regel gilt genau, wenn die Kurven-
gleichung hochstens vom dritten Grade ist. Wird die Begrenzungskurve durch
eine Funktion hoheren als dritten Grades, durch eine gebrochene rationale oder
durch eine transzendente Funktion dargestellt, so liefert Formel (2) den Wert
des bestimmten Integrals in sehr guter Anniherung.

Weist der Kurvenverlauf von f(z) Ecken oder gar Spriinge auf, so diirfen Sie
keinesfalls iiber diese hinweg integrieren, sondern Sie miissen die Teilung dann
so wihlen, daB diese Stellen mit Anfang oder Ende eines Doppelstreifens zu-
sammenfallen.
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Zur Erlauterung und damit Sie das Schema des Rechenganges kennenlernen,
soll jetzt die Simpsonsche Regel auf ein einfaches Beispiel angewendet werden.
Lehrbeispiel 1

2

Berechnen Sie das Integral J = j % mit Hilfe der Simpsonschen Regel!
1

Losung:

Sie haben das Intervall 1 < 2 < 2 in eine gerade Anzahl von Streifen einzuteilen.
Wihlen Sie hierzu h = 0,1. Die Berechnung kann dann nach dem folgenden
Schema erfolgen:

Yo Ao | 1000000

Yo 210 0,500000
” le 0,833333 ” 111 0,909091
" 114 0,714286 ” 1}37 0,769231
” 116 0,625000 ” 1,15 0,666667
s Tl— 0,565556 wo 117 0,588235

|

1

5 9728175 " | 0526316
5 3,459540

Yo+ Y10 1,500000

2%, 5,456350

43, 13,838160

s 20,794510

J= g . £ = 0,693150




Das Ergebnis konnen Sie mit der exakten Losung vergleichen. Es ist
2
/‘d}x = In2 = 0,693147
i
Sie sehen, daB die Simpsonsche Regel sehr gute Naherungswerte liefert.

Ubungen

1. Berechnen Sie das Inlegral des Lehrbeispiels 1 mit Hilfe der einfacheren Form (1)
der Simpsonschen Regel! Welchen relativen Fehler (in Prozent) erhalten Sie?
Vergleichen Sie diesen Fehler mit dem des Ergebnisses von Lehrbeispiel 1 (der
relative Fehler des Ergebnisses von Lehrbeispiel 1 ist vorher zu berechnen)!

2
2. Berechnen Stemit Hilfe der Simpsonschen Regel das Integral J = / V2 + & +1d=

0
auf drei Dezimalen. Wiihlen Sie h = 0,2 als Schrittweite, und stellen Sie ein
Rechenschema auf!

[2] Mechanische Integration. Das Polarplanimeter

Hinweis: Es ist als Erginzung und zum besseren Verstindnis dieses Abschnittes erforderlich,
daB den Fernschiilern (soweit fiir ihre Fachrichtung das Studium dieses Abschnittes vor-
gesehen ist) in der Konsultation am Konsultationspunkt oder im Lehrgang an der Fach-
schule ein Polarplanimeter vorgefiithrt wird.

Neben den Thnen bekannten Methoden der numerischen und graphischen Inte-
gration wurden (den Bediirfnissen der Praxis entsprechend) Methoden entwickelt,
um den Integrationsvorgang zu mechanisieren. Diese haben den Vorteil, bei
groBtmoglicher Genauigkeit zeitsparend zu arbeiten. Diese Art der Integration
wird als mechanische oder instrumentelle Integration bezeichnet. Einen Uber-
blick iiber die einzelnen Integrationsgerite gibt Thnen folgende Ubersicht:

Integratoren (Gerdte zur Integration)

Planimeter Integriemeter Integraphen
(fir die Berechnung be- (zum zahlenmiBigenAb- (zum Zeichnen der Inte-
stimmter Integrale durch  lesen eines unbestimm- gralkurve einer zeichne-
Bestimmung des Flichen- ten Integrals) risch gegebenen Kurve)
inhalts einer geschlossenen
Kurve)

Fiir Sie als Techniker ist das wichtigste von all den heutzutage existierenden
Gerdten das Polarplanimeter, das erstmalig im Jahre 1854 von dem Mechaniker
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JacoB AMSLER (Schaffhausen) gebaut wurde. Dieses allein soll deshalb im fol-
genden besprochen werden!-

Um das Prinzip des Polarplanimeters zu erkennen, betrachten Sie bitte Bild 3a
und 3b!

In Bild 3a sehen Sie die wichtigsten Bestandteile des Polarplanimeters schema-
tisch dargestellt. Es sind dies:

Der Fahrarm AB von der Linge [, der in B gelenkig mit dem ruhenden Pol P
durch den Polarm BP verbunden ist. Damit der Fahrstift A knapp iiber der

Fahrstift A

Bild 3 a

Kurve der zu integrierenden Funktion gefithrt werden kann, befindet sich dicht
neben ihm (auf dem Bilde links vom Fahrstift) ein Stift mit einem kleinen
Fiihrungsrédchen.

Am Fahrarm ist eine MeBrolle C befestigt, deren Achse parallel zum Fahrarm
liegt. Diese ist mit einem Nonius versehen. Die Anzahl der Umdrehungen der
MeBrolle zeigt das auf dem Bilde rechts von der MeBrolle befindliche Zahlwerk
auf einer Zihlscheibe an. Das gesamte MeBwerk (MeBrolle mit Nonius, Zahlwerk
mit Zihlscheibe) kann auf dem Fahrarm verschoben werden. Durch Klemm-
schrauben (in Bild 3a ebenfalls angedeutet) wird das MeBwerk in der jeweils
gewiinschten Stellung auf dem Fahrarm festgehalten. Die Lange ! des Fahrarms
kann also (der jeweiligen Aufgabe entsprechend) eingestellt werden.

! Weitere Gerite zur Integration finden Sie in den Biichern: Fr. A. WiLLErs, Methoden
der praktischen Analysis, Berlin 19560; Fr. A. WiLLERs, Mathematische Instrumente, Berlin
1961; W. MEYER zUR CAPELLEN, Mathematische Instrumente, Leipzig 1949.
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Die Bestimmung des Flicheninhaltes F (= Berechnung des bestimmten Integrals)
geschieht folgendermaBen (vgl. Bild 3b):

Der Fahrstift A wird anf dem Umfang der Fliche gefiithrt (durchlduft hierbei
die Stellungen A4, A,, 4,, ... in Bild 3b). Der Gelenkpunkt B bewegt sich da-
durch zwangsliufig auf einem Kreis (Leitkreis) um den Pol P (daher der Name
Polarplanimeter). Nach vollstindi-
gem Umfahren von F, wenn Sie also
wieder im Ausgangspunkt 4 ange-
langt sind, konnen Sie von Zihl-
scheibe und MeBrolle den Flichen-
inhalt ablesen.

Die MeBrolle, der Hauptbestandteil,
hat auf ihrem wulstartigen Rand
eine feine Riffelung, so daB sie bei
jeder Bewegung des Fahrstiftes (und
damit des Fahrarmes) kleine Um-
drehungen ausfiihrt, die proportio-
nal der Bewegungsrichtung sind.
Bei einer Bewegung senkrecht zum
Fahrarm dreht sich die Rolle voll-
sténdig (reines Rollen), bei Bewe-
gung in Richtung des Fahrarmes gleitet die Rolle. Auf der Zdhlscheibe kann die
Anzahl der Umdrehungen der MeBrolle abgelesen werden. Die Ablesung kann mit
Hilfe des Nonius auf Tausendstel einer Umdrehung genau erfolgen. Bild 4a und
Bild 4b zeigen Ihnen die praktische Ausfilhrung eines Polarplanimeters und
getrennt fiir sich die Planimetermefrolle mit Nonius und Zihlscheibe.

Bild 3b

Bild 4a




Wie Sie in Bild 4b weiterhin erkennen, erfolgt auch die Einstellung der Fahr-
armliange mittels eines Nonius auf Zehntelmillimeter genau. Die in Bild 4b ein-
gestellte Fahrarmlinge ist 160,0 mm (Ablesung unter dem rechten Begrenzungs-

Bild 4b

strich des Nonius). Auf
Zihlscheibe, MeBrolle und
Nonius lesen Sie in Bild 4b
z.B.7,250 Umdrehungen ab.

" Um nicht nur das Polar-

planimeter gebrauchen zu
konnen, sondern um auch
die Wirkungsweise zu ver-
stehen, sollen Thnen jetzt
die Gedankengiinge vermit-
telt werden, auf denen diese
Vorrichtung beruht.

Sie betrachten hierzu die Elementarbewegungen, aus denen sich jede Bewegung

des Polarplanimeters zusammensetzt (Bild 5a).

Bewegen Sie eine Stange der Linge [ zwischen zwei Begrenzungskurven A4,
und BB, von einer Anfangslage A B in eine beliebige Endlage 4,B,, so kinnen
Sie die von der Stange iiberstrichene Fliche F folgendermafen berechnen:

Sie denken sich die Bewegung in Teil- (Ele-
mentar-) Bewegungen zerlegt. Um z. B. von der
Anfangslage AB in eine benachbarte Lage 4, B,
zu kommen, verschieben Sie zuerst die Stange
parallel zu sich um die kleine Hohe 4k aus der
Lage AB in die Lage 4,’B,. Dann drehen Sie
die Stange um B, in die gewiinschte Lage 4,B,,
wobei der kleine Winkel A4 ¢ iiberstrichen wird.
Wenn Sie diese Teilbewegungen — wie in Bild
Ha angedeutet — bis zur gewiinschten End-
stellung 4,B, fortsetzen, so unterscheidet sich
die bei diesen Elementarbewegungen iiberstri-

Bild 5a

chene Fliche von der wahren Fliche nur durch die kleinen Segmente und
Dreiecke. Diese Abweichungen werden aber um so kleiner, je mehr Zwischen-
lagen eingeschaltet werden. Im Grenzfall (Zahl der Zwischenlagen strebt gegen

Unendlich) erhalten Sie aus

Fldche jedes Teilparallelogramms =1[- Ak und

Fliche jedes Teilsektors = ; 2Ap (Ap im Bogenmall ge-

messen)



fiir die iiberstrichene Gesamtfliache
. 1 g 1 "
— . ) _ L2
F=lim } <l Ah + 2lA<p>—l/dh—|— 2ljdtp

Der Richtungssinn der Bewegung wird durch die Vorzeichen von d 2 und d ¢
angegeben; und zwar sind alle Drehungen gegen den Uhrzeigersinn und alle
Verschiebungen d & in Richtung des wachsenden d ¢ positiv zu zéhlen, entgegen-
gesetzte negativ.

Fallen Endlage und Anfangslage zusammen, z. B. wenn Sie eine geschlossene
Kurve umfahren, und fiihrt dabei die Stange keine volle Umdrehung um 360°

aus, so ist die Summe aller Drehungen Null, also /idtp = 0.
Wie Sie aus Bild 5b ersehen kénnen, iiberstreicht der Fahrarm I bei einem vollen

Umfahren des Kurvenzuges 4, 4,, 4,, ... A die vom Kurvenzug eingeschlossene
Flache F nur einmal, wihrend die zwischen der zu messenden Fliache F und der

Bild 5b

Leitkurve B, B;, B, ... B liegende Fliche vom Fahrarm zweimal, einmal im
positiven und einmal im negativen Sinne, iiberstrichen wird. Sie liefert deshalb
(vgl. auch Lbf. IV/4, [12] und Lbf. IV/4, Bild 22) keinen Beitrag. Als Summe
aller iiberfahrenen Fldchen bleibt also nur die vom Kurvenzug 4, 4,, 4,, ... 4
eingeschlossene Fldche F erhalten:

F=lfdh

Sie erkennen in dem eben Dargelegten die Grundlagen der Konstruktion von
AmsLer. Die Fliche F wird vom Fahrstift A umfahren. Dabei bewegt sich zwangs-
laufig der Fahrarm AB = [, mit dem im Gelenk B der Polarm BP verbunden ist.
Das Gelenk B beschreibt als Leitkurve einen Kreis um den festliegenden Pol P.
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Legen Sie den Pol P auBerhalb der Fliche F, so kann der Fahrarm AB keine
volle Umdrehung um 360° ausfiithren. Bei Erreichen der Endlage, die der Aus-
gangslage entspricht, ist dann f de =0.

f d h wird mittels der MeBrolle gemessen. Bezeichnen Sie den Umfang der MeB-
rolle mit U, so entspricht jedem abgewickelten Stiick d h dieses Umfanges die

Umdrehungszahl dn = dﬁh Hieraus folgt d h = Udn. Setzen Sie diesen Wert

fiir d & in den obenstehenden Ausdruck F =1 f d k ein, so erhalten Sie fiir die
zu messende Fliche

F=lfU-m“=Uqﬁn

Hierin ist [dn die gesamte Umdrehungszahl N, die am MeBwerk abgelesen

werden kann. Da U und ! Konstanten des Gerites sind, konnen Sie noch Ul
gleich k setzen. Dann lautet die Formel fiir den Flicheninhalt der mittels Polar-
planimeter berechneten Fliche

F—=kN 3

Noch einige Hinweise zur praktischen Verwendung des Polarplanimeters:

Es wire zeitraubend, wollten Sie vor jeder Messung das MeBwerk immer erst
auf die Nullstellung drehen (was bei der Ablesegenauigkeit von Tausendstel einer
Umdrehung nicht einfach wire). Sie lesen deshalb N als Differenz der Endstellung
N, (2. Ablesung) und der Anfangsstellung N, (1. Ablesung) ab. Formel (3) be-
kommt dann die Gestalt

F=k(N,— N, (3a)

(F in mm?, wenn U und ! in mm gemessen wurden).

Die Konstante U wird bei Fertigung des Planimeters angegeben, meist liegt dem
Planimeter eine Wertetabelle k¥ = f(I) = U I bei. Sie konnen aber auch k durch
Umfahren einer bekannten Fliche (z. B. Kreisfliche) ermitteln. Nach (3a) ist

F
NN,
Voraussetzung fiir die Anwendung von Formel (3) bzw. (3a) ist, daB der Fahr-
arm keine volle Umdrehung macht, d. h., der Pol muB auBerhalb der zu messenden
Fldche liegen. Ist die Fliche zu groB (auch bei maximal genommener Fahrarm-
linge 1), so zerlegen Sie diese derart in Teilflichen, daB jetzt der Pol auBerhalb

der Teilfldchen zu liegen kommt.
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Um MeBfehler zu kompensieren, die dadurch auftreten konnen, daB die Achse
der MeBrolle nicht genau parallel zum Fahrarm steht, fithrt man eine zweite
Messung durch, nachdem man vorher Polarm und Fahrarm um das Gelenk B
nach der entgegengesetzten Seite durchgeschlagen hat (aus dem spitzen Winkel
ABP in Bild 3a wiirde z. B. ein iiberstumpfer Winkel werden).

Soll eine moglichst groBe Genauigkeit erzielt werden, so fithrt man die Messung
nochmals (eventuell auch im entgegengerichteten Umfahrungssinn) durch und
bildet den (arithmetischen oder gewogenen) Mittelwert.

Das Umfahren einer Fliche diirfen Sie nicht allzu langsam durchfiihren; denn
bei schwungvollem, ziigigem Durchfahren kompensieren sich erfahrungsgemas
Abweichungen von der Kurve besser.

Spezielle Anwendungen des Polarplanimeters mit Hilfe der verstellbaren Fahr-
armldnge ! sind ebenfalls moglich. Stellen Sie z. B. bei einem Diagramm [ auf
die Breite des Diagramms ein, so ist die vom Mefrollenumfang aufgenommene
Strecke UN die mittlere Hohe des flichengleichen Rechtecks mit der Grund-
linie [ (auf diese Weise kann z. B. der mittlere Dampfdruck aus einem vorgelegten
Indikatordiagramm schnell ermittelt werden). Auch andere Werte, wie statische
Momente, Tragheitsmomente usw., konnen mit Hilfe von Planimetern heutzutage
berechnet werden.

Zusammenfassung

Ist die Berechnung eines Integrals auf analytischem Wege nicht moglich und der
Integrand nur zahlenmagig(als empirische Funktion) gegeben, so kann die Simpson-
sche Regel angewendet werden.

Als Instrument zur mechanischen Integration lernten Sie das Polarplanimeter
kennen. Es dient zur Bestimmung des Flacheninhalts einer geschlossenen Kurve.

5. Kapitel: Anwendungen der Integralrechnung

[3] Bogenlinge

a) Die Kurve ist durch eine Funktion tn expliziter Darstellung gegeben

Im Lehrbrief IV/3, [5], haben Sie gelernt, daB die Linge eines Bogenstiickes
durch die Sehne mit der Linge

—_—— Ay)\?
Yd2P + Ay = |/ 1+ Az Az
angenahert werden kann (Bild 6). Dabei ist die Anndherung um so besser, je

kleiner 4 x gewéhlt ist.
Setzen Sie nun diese Sehnen zu einem Streckenzug (Bild 7) zusammen, so ist

dessen Linge
/ 4 y\2
2+ (H) 4z

1



wobei die Summe iiber den gesamten Streckenzug zu erstrecken ist, also iiber alle
Az, in die das Intervall @ < z < b eingeteilt ist. Lassen Sie jetzt die Breite
A z aller Elemente gegen Null streben, d. h., bilden Sie den Grenzwert der Summe.

¥y
as/ b3 ELry-f(x)
8y
axedx T\y-ﬂx}
ax
SRR
Bild 6 Bild 7

Auf Grund der Definition des Integrals als Grenzwert einer Summe erhalten Sie
fiir die Lange der durch die Funktion y = f(z) gegebenen Kurve zwischen z = a
und z =b:

Sl [ ) [ R

Sie sehen, daB bei dieser Grenzwertbildung gleichzeitig aus dem Differenzen-

quotienten % der Differentialquotient g—xy =y’ hervorgegangen ist.

o
angenommen. Wir nennen diesen Ausdruck ds und wollen uns nun iiber seine
Bedeutung als Bogendifferential Klarheit verschaffen:

T Au\2 T dw\2
Der urspriingliche Ausdruck Vl + (3 y) Az hat dabei die Form V 14 (g g) dz

Zunichst aber wollen wir ihm eine andere Form geben:

ds =yda? 4 dy?
Sie erkennen sofort, daB sich ds als Hypotenuse eines rechtwinkligen Dreiecks
mit den Katheten dz und dy darstellen la8t. Betrachten Sie dazu noch einmal

Bild 6. Das Bogendifferential ist nichts anderes als das Tangentenstiick iiber
dem Bogenstiick 4s.

Von dieser Tatsache ausgehend, konnte man den Ansatz der Formel (4) folgender-
maBen gestalten: Wir niahern die Linge des Bogenstiickes A4 s durch das Tan-

12



gentenstiick ds =}'d 2% 4 d 42 an. Diese Anniherung ist um so besser, je kleiner
dabei Az = dx gewdhlt wird. Die gesamte Linge erhalten Sie dann als Integral
iiber das Bogendifferential

s =/ds =f V1—+ (%)zdx (4a)

Seien Sie sich bei der letztgenannten Form des Ansatzes aber immer klar dariiber,
daB dieser Anndherung stets ein Grenzproze zugrunde liegt.

Lehrbeispiel 2

Wie grofi ist die Ldnge eines Viertelkreises mit dem Radius r?

Losung:

Der Kreis ist durch die Ihnen aus der analytischen Geometrie bekannte Funktion
y =+ rt—a?

gegeben. Benutzen Sie den im I. Quadranten liegenden Viertelkreis, so haben Sie

das positive Vorzeichen der Wurzel zu nehmen.

Sie berechnen zunichst

I___'_‘_.x —_
y yr2—az2
. r
1% = ——
Vl + ) ]/1‘2—-3
und hiermit
b=r r d
s = V1+y’édx=r/ z
}/,,-2__:,;2
a=0
. xr
§ = r ar¢ sin wl
T .0
== r(arc sin 1 — are sin 0)
§ =12
-2

b) Die Kurve ist durch eine Funktion in Parameterdarstellung x = x(t) und

Yy = y(t) gegeben
Auch diesen Fall haben Sie bereits in Lehrbrief IV/3 [5] kennengelernt. Sie
hatten dort fiir das Bogendifferential erhalten (vgl. Lbf. IV/3, Formel 3a):

ds = y&® + g2dt
13



ty
Die Integration ergibt s = f V&: + gedt ()
f

Lehrbeispiel 3
Es ist die Ldnge eines vollen Zykloidenbogens zu bestimmen. Der Zykloidenbogen
wird dabei durch

z =7r( —sin) y =711l — cosi)
beschrieben, wenn t das Intervall von 0 bis 2 & durchliuft.
Losung:

Es ist

z=r(l — cost) Yy =rsint
22 + 2 =1r2(1 — 2 cos !t + cos®t 4 sin2?)
=271 — cos t) [cos?t 4 sin?t = 1]
Gehen Sie jetzt schon zur Integration iiber, so bekommen Sie ein Integral mit
einem irrationalen Integranden
2x

§ = n/g/ Y1 — costd!
J

Zur Losung dieses Integrals miissen Sie zuerst die Irrationalitit beseitigen.
Formen Sie dazu vor der Integration mit Hilfe der aus der Trigonometrie be-
kannten Formel

1— cosa = 2sin? —
2

um zu

£+ 2= 4r2sin? é-
Dann ist

g ot
ds =yz2+ y2d¢{ = 2rsin 9 at

Dabei ist die Wurzel mit positivem Vorzeichen zu ziehen, weil mit wachsendem ¢,
also d¢ > 0, auch ds positiv sein soll.

Damit die Zykloide einmal beschrieben wird, muf ¢ die Werte von 0 bis 2 =
durchlaufen.

2n
s = 27] sin L dt Substitution: u = %
J 2
dt = 2du
Untere Grenze: t= 0—>u=0

Obere Grenze: (| =2n—>u=anm

14



n
s = 4r[sinudu
0

— 4r(cosmw — c0s0) = — 4r(—1 —1)
10

= — 4rcosu

s=81

Die Linge des Zykloidenbogens ist demnach gleich dem vierfachen Durchmesser
des abrollenden Kreises.

Lehrbeispiel 4

Welchen Weg hat ein mit der Anfangsgeschwindigkeil v, waagerecht geworfener
Korper in der Zeit T zuriickgelegt?

Losung:
Zerlegen Sie die Bewegung des Korpers in zwei Teilbewegungen (Bild 8):

a) waagerecht: gleichformige Bewegung mit der Geschwindigkeit v,,
b) lotrecht: freie, d. h. gleichméBig beschleunigte Fallbewegung.

Nach der beliebigen Zeit ¢ hat der Korper zuriick-
gelegt:
a) waagerecht: = = vy,

ol |

1
b) lotrecht: y = 5 gi? Yo
Damit haben Sie die Parameterdarstellung des :
waagerechten Wurfes. Die parabolische Form der vyrot\Y
Flugbahn erkennen Sie sofort, wenn Sie die beiden ¥ }
Funktionsgleichungen zu einer expliziten Funktion Bild 8

zusammenfassen, indem Sie z nach ¢ auflosen und
das dann in y einsetzen. Die entstehende Funktion hat die Form y = aa?
(a = konst. > 0). Da in diesem Beispiel die positive y-Achse nach unten orien-
tiert wurde, ist die Parabel nach unten geoffnet.

Zur Berechnung des Weges miissen Sie nun die beiden Ableitungen # und y
bilden. Da der Parameter ¢ hier gleich der verstrichenen Zeit ist, stellen £ und y
nichts anderes als die beiden Geschwindigkeitskomponenten vx und v, dar,
wihrend

ds =y32 + y2dt = Yv.2+ vy2dt = vdt
ist, wobei v die GroBe der augenblicklichen Geschwindigkeit wiedergibt.

15



T =1 Y=gt

VE i =y + g

T
s =j Vo2 + g22d¢ Substitution: wu = gt
0

dt=ldu
)

Untere Grenze: ¢t =0—>u =20
Obere Grenze: (=T-—>u=g¢gT

gT
— & Vo wau
9

Dieses Integral haben Sie in Lehrbrief IV/4 [8] d, § berechnet. Sie haben lediglich =
durch den Buchstaben « und a durch vy zu ersetzen.

2 I jeT
s = [ G+ vt ) + 5 o ot
0
2 . e 2
s = -;;— [”; In(gT + Vo + ¢°T2) + %pl/vo“r ¢TI — 5 Inv,
s — 2__lg v21n 9T + yu? + §*T? + gTyv2 + ngz]
Vo

¢) Die Kurve ist durch Polarkoordinaten gegeben: r = r(¢)

Sie konnen diesen Fall sofort auf Fall b zuriickfithren, wenn Sie bedenken,
daB zwischen den kartesischen Koordinaten x, y und:den Polarkoordinaten r, ¢
der Zusammenhang

Z =17Cos @ y =rsin ¢
besteht. Bilden Sie daraus die Differentiale von x = F(r, ) (vgl. Lbf. IV/3,
Formel (8)):

dr =

ox 0z

C
= cospdr — rsingpde
und von y = F(r, )

_ 9y cy
dy = a7 dr + 6¢d<p
= sinpdr 4 rcospde
16



Mit diesen Differentialen wird dann

ds =ydz2 4+ dy?

— T

ds = V(g—;)z +rdg (6)

Durch Integration erhalten Sie hieraus

f /%V?:(%)z io a

Zum gleichen Ergebnis konnen Sie auch auf geometrischem Wege kommen.
Ziehen Sie dazu Bild 9 heran. Den Punkt @ erhalten Sie als Schnittpunkt des
Kreises mit dem Radius r = OP und dem Radius- n
vektor OP,. Ist der Offnungswinkel d ¢ (im Bogen-
maB gemessen), so hat der Bogen PQ die Linge
rde. Die Kurventangente an den Punkt P treffe
die Verlingerung von OP, im Punkte P,’.

Wihrend QP, den wahren Zuwachs A r des Radius-
vektors bei Vergroferung des Argumentes um 4 ¢
= d ¢ darstellt, ergibt sich QP,’ = dr als ,,Zu-
wachs der Tangente, die im Punkt P an die ‘4
Kurve gelegt ist. Da fiir kleine Winkel d ¢ das
Dreieck PQP,’ als nahezu rechtwinklig angesehen

werden kann, gilt unter Anwendung des Lehrsatzes von PYTHAGORAS
PP, =|(rdgf + drt

dr\2

— 2 —_

_l m (d ¢) ae
Das aber ist nicht anderes als unser oben aufgestelltes Bogendifferential.
Lehrbeispiel 5
Wie grof ist die Bogenlinge der Archimedischen Spirale, deren Gleichung im Lehr-
brief 1V |4, [11] hergeleitet wurde?
Losung:
Wir haben in Lehrbrief IV/4, [11] fiir die Spirale gefunden

=y

Bild 9

T_C
__wcp

2 Math.1V/5 17



Damit ist

und

Yo (o) =Y (eTe+ (o] = oo

Fiir eine Drehung von ¢, bis ¢, haben Sie dann bei der Integration diese Werte
als Grenzen einzusetzen.

s=, [VF+1dy
ll S TR —_— iQ’z
= (f, [g In(p 4+ Ve*+1) + -;il/qﬁ-l— 1]=
¢ |1 P +Vp2+ 1 N e ST
=— |31 —_— = 22 1————/‘2 1
’ [2n¢1+1/w+1+2w Tl +J

w
Fiir eine volle Umdrehung haben Sie ¢, = 0 und ¢, = 2 7 einzusetzen.

5 m@m 4 VI 1) + )i 1

®

¢
§ = —
w

Lehrbeispiel 6
Eine logarithmische Spirale wird durch die Funktion r = ry e2® gegeben. Wie grof8
st die Linge der Spirale zwischen ¢ = @, und ¢ = @,?

Losung:
T = 799
dr _ To@ e
do  °
dr\2 .
o - o
Nach Formel (7) ist
Py
s =1yl + a? f eswdg Substitution: u =ag
1
¢ [
do= a du

Untere Grenze: ¢ = ¢, — u = a@,

Obere Grenze: @ = @,— 4 = a @,
ap,

= ;o— }/I_A—Wj erdu

agp,

= ;" Y1 F a2 (9. — eav)

18



Dem Ergebnis konnen Sie noch eine andere Form geben, wenn Sie beachten,
daB r, = ry e und dementsprechend r, = ry e%%: ist.

§ = ]/1——__:‘_72 (ry—19)

Die Bogenlinge der logarithmischen Spirale ist demnach der Differenz der
Radiusvektoren proportional.

Die Eigenart dieser Kurve besteht darin, daB sie alle Radiusvektoren unter dem
gleichen Winkel y schneidet. Wir wollen diese Tatsache beweisen (Bild 10a).

Zunichst haben wir den Richtungsfaktor der yb
Tangente in einem beliebigen Beriihrungs-
punkt P und den Richtungsfaktor des zu-
gehorigen Radiusvektors zu bestimmen.
Der Richtungsfaktor m, der Tangente wird
bekanntlich durch den Differentialquotienten v
g—z gegeben. Nun haben Sie aber die Kurve

in der Polarkoordinatenform. Die analytische
Geometrie gibt uns aber wie schon in Ab-

schnitt [3]c das Hilfmittel, um von den
Polarkoordinaten r, ¢ zu den kartesischen ¢

Koordinaten z, y iiberzugehen: /
X =rcoseQ y =rsin @.

Da in unserem Beispiel r = rye9? ist, erhal- Bild 10
ten Sie daraus fiir die logarithmische Spirale

1

T =17y Cos @ Y =Tye%%sin @

—— = & = rqe°?(acos p — sin @)

dop— i = roet%(asing + cos )

Aus diesen beiden Differentialquotienten berechnen Sie m, zu:

my = tga = 3Y U _ osined cosg
dz & acosp—sing
Dividieren Sie nun noch Zahler und Nenner durch cos ¢, so wird

_atge+1
' a—tge

2% 19



Der Richtungsfaktor des Radiusvektors ist durch die Bedeutung des Winkels ¢
gegeben als
my, =tg g
Bereits in der analytischen Geometrie haben Sie den Schnittwinkel bzw. den
Tangens des Schnittwinkels zweier Geraden mit den Richtungsfaktoren m, und
m, nach der Formel
L Sl )
gy = 14+ m,m,

bestimmt. Setzen Sie fiir m; und m, die gefundenen Werte ein, dann erhalten
Sie nach kurzer Umrechnung

tgy = % oder a =ctgy

Da a eine die Form der Spirale bestimmende Konstante ist, ist auch der Winkel ¢
konstant, wie oben behauptet wurde. Wenn Sie nun noch beachten, daB
— e 1
2 — 1/ 24y —
e =T gty = L

ist, konnen Sie das umseitig stehende Ergebnis fiir die Bogenlinge der logarith-
mischen Spirale umformen zu
Te—"

cosy

Ist speziell ¢, = 0, also r; = ry und
@, = ¢ (dementsprechend 7, = ),
dann nimmt s die einfache Form

T’_ro

cosy

an. Mit Hilfe dieser Beziehung kon-

nen Sie leicht die Linge einer loga-

S\ rithmischen Spirale zeichnerisch be-
stimmen.

Betrachten Sie dazu in Bild 10b

o das Dreieck PQR. Der Punkt @ ent-

T (3 % steht als Schnittpunkt des Kreis-

/ bogens vom Radius r, (Mittelpunkt

im Ursprung) mit dem Radiusvektor

Bild 10b OP = r. Der Punkt Rist der Schnitt-

20



punkt der Senkrechten zu OP im Punkt @ mit der in P angelegten Tangente. Im
Dreieck PQR gilt

cosp = Qi =TT
PR PR
PR—=""To_
cos Y

Die Strecke PR hat also die gleiche Linge wie der Kurvenbogen P,P.

In der Technik findet die Tatsache, daB der Schnittwinkel der logarithmischen
Spirale mit allen Radiusvektoren konstant ist, vielfache Anwendung (z. B. bei
der Blechschere, beim Friser usw.).

Ubungen
3. Wie lang ist der Bogen der Kettenlinie y = m Gof z von threm tiefsten Punkt
. m
bis zum Punkt (z,; y,)?

4. Bestimmen Ste die Bogenlinge der Kreisevolvente, die bei der Abwicklung eines
Halbkreises (Radius r) entsteht!
(Kreisevolvente: x = r(cost + tsint),
y=r(sint —tcost)!).
5. Welche Linge hat der volle Bogen der Kardioide r = 2a {1 — cos @) ?

[4] Schwerpunkt. Bereits in den Lehrbriefen der Physik haben Sie den Begriff
des Schwerpunktes kennengelernt. Wir wollen hier noch einmal kurz die wesent-
lichen Grundsitze behandeln und daraus Formeln fiir die Ermittlung des
Schwerpunktes eines gegebenen Kurvenstiickes und einer Fliche aufstellen.

Betrachten Sie ein System von 7 in einer Ebene gelegenen Massenpunkten. Die
Massen seien mit m,, m,, ... mn, ihre Abstinde von der z-Achse mit y,, y,,
.. . Yn bezeichnet.

Multiplizieren Sie nun jede Masse mit ihrem Abstand und addieren Sie alle diese
Produkte zu

T« =2mlyi=m1y1+ MyYo+ ...+ MnYn

Diese Summe wird das statische Moment des Punktsystems beziiglich der
z-Achse genannt. Dividieren Sie Tx noch durch die Gesamtmasse M, wobei

M=3m=m-+m-+...4+ ma

ist, so ergibt dieser Quotient die Ordinate des Schwerpunktes.

Ty
Ys= 31 (8a)
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Analog erhalten Sie bei Betrachtung der Abstinde z; der Massen das statische
Moment beziiglich der y-Achse.

Ty =23 mixi=mz+mz,~+...4 MnZn
Die Abszisse des Schwerpunktes ist dann

2 — _Zy (8b)

Jetzt wollen wir nun von den einzelnen Massenpunkten zu einer auf einem geo-
metrischen Gebilde (Kurvenstiick, Fliche) gleichmiBig verteilten Masse iiber-
gehen. Die Massendichte auf der Kurve bzw. Fliche sei konstant gleich u mit der
Dimension Masseneinheit/Lingeneinheit bzw. Masseneinheit/Flacheneinheit.

Denken Sie sich die Masse aus kleinen Massenelementen Am zusammengesetzt.
Mit dieser Uberlegung konnen Sie jetzt den Fall der stetigen Massenverteilung
in der gleichen Art wie bei den vorangestellten Betrachtungen iiber n-Massen-
punkte behandeln. Zunichst erhalten Sie eine Anndherung fiir das statische
Moment, wenn Sie die Massenelemente 4m mit ihrem (mittleren) Abstand von
der Bezugsachse multiplizieren und dann diese Produkte wieder addieren. Zum
genauen Wert kommen Sie aber erst, wenn Sie den Grenzwert aufsuchen, dem
diese Summe zustrebt, wenn die Elemente Am immer kleiner gewahlt werden.

T« =A,l:gl>02’ yam =]ydm 9a)
T,==1 aAm =[a:dm 9b
Pl TAm = @b)

Das m unter dem Integralzeichen soll andeuten, daB das Integral iiber das ge-
samte Gebilde erstreckt werden soll. Wie dasim einzelnen zu geschehen hat, werden
Sie von Fall zu Fall in den Lehrbeispielen erkennen.

Die Gesamtmasse ergibt sich entsprechend aus

m = li Am = 10
A”:r_n_oz fdm (10)

Zur Berechnung der Schwerpunktskoordinaten verwenden Sie wieder die For-
meln (8a und b).
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Nehmen Sie die Massendichte gleich der Einheit an, so konnen Sie dm jeweils
durch dz bzw. dF und m durch s bzw. F ersetzen, je nachdem Sie das statische
Moment eines Kurvenbogens oder einer Fliche zu berechnen haben.

a) Schwerpunkt eines Kurvenbogens

Aus den soeben gewonnenen Erkenntnissen ergeben sich als statische Momente

Tx=fyds 4 (11a)

Ty=_/xds (11b)

s

Ist der Kurvenbogen durch die Funktion y = f(z) gegeben, so setzen Sie wieder
ds =}1 + y2da, so daB (11a und b) die Form

b b
Tx=[yV1—+“g'_2dx und Tyzfxm{y'zdx
; ;

annehmen. Die Schwerpunktskoordinaten berechnen sich damit zu

b
[+ de
Tsg="1 5 (12a)
b
[viTF y2da
ys=* . (12b)
wobei
b
8 =/1/1 + y2dax
a
ist.

Lehrbeispiel 7

Wo liegt der Schwerpunkt der Strecke P,P,, wenn P,(2; 3) und P,(6; 11) ge-
geben sind?
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Losung:

Zunichst stellen Sie die Funktionsgleichung der durch diese beiden Punkte
gehenden Geraden nach der Zweipunktegleichung auf.

y—38 __11-—3
r—2 6—2
Yy =2z—1
Daraus berechnen Sie
y=2
y14+y2 =715
und damit die statischen Momente
6 6
Tx=]/5/(2x—1)dx Ty=;/5jxdx
2 2
6 6
Tx=yb(2*—1) Ty=}/2E z?
2 2
T, = 2875 T, =165

Die Linge der Strecke betrigt

s=}/5f6dx=]/5x

2

6 .

2

Sie kommen mit der Formel fiir die Streckenlinge der analytischen Geometrie zum gleichen
Ergebnis.

Aus den statischen Momenten und der Streckenlinge ergeben sich dann die
Schwerpunktskoordinaten zu

. _16y5
S ——*4‘/5

Zu diesem Ergebnis konnen Sie ebenfalls mit den Mitteln der Elementarmathema-
tik kommen. Sie erkennen, daf in diesem Fall der Schwerpunkt genau in der
Mitte der Strecke liegt.

Fiir das folgende Beispiel ist aber die Verwendung der Integralrechnung unbedingt
erforderlich, denn es handelt sich dabei um eine krumme Linie.

Lehrbeispiel 8

Es ist der Schwerpunkt eines Kreisbogens mit dem Offnungswinkel 2a und dem
Radius r zu ermitteln (Bild 11).
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Losung:
Sie wahlen das Koordinatensystem wie in Bild 11. Da der Mittelpunkt des Kreises
im Ursprung liegt, wird der Kreis durch die Funktion y = }r2 — z2 dargestellt.
Achten Sie dabei darauf, da8 die Wurzel positiv und negativ zu ziehen ist, und
zwar gilt fiir die obere Hilfte des Kreises das

positive, fiir die untere das negative Vorzeichen. ¥ [
Da die z-Achse fiir den Kreisbogen Symmetrie- /’1
achse ist, entfillt die Berechnung von ygs, denn e
der Schwerpunkt muB immer auf einer Sym- /.
metrielinie liegen:

x\’

Ys = 0. N
Verfahren Sie nach Moglichkeit immer so, daB Sie AN
als die eine Koordinatenachse eine erkennbare N
Symmetrielinie wahlen, entfillt doch dadurch
die Berechnung einer Schwerpunktskoordinate.

Bild 11

Jetzt miissen Sie sich noch Klarheit iiber die Wahl der Integrationsgrenzen ver-
schaffen. Aus Bild 11 lesen Sie ab:

untere Grenze: x, = r cos @, obere Grenze: r, =r.
Anstatt nun T) fiir den Kreisbogen mit dem Offnungswinkel 2a zu berechnen,

nehmen Sie das Zweifache des statischen Momentes der oberen Hilfte (Offnungs-
winkel a).

y,- ———,L__
V,z_xz
r
1 2= —
Y14y W =
r
x
T,__2r/ dz
re — g2
ICOSG}/
= —2ryrz— a2
rcosa

= — 270 —}r2—r2cos%a)
Ty = 2r%sina
Die Bogenldange betrigt, wenn a im Bogenmaf angegeben wird,
s =r2a.
Damit erhalten Sie fiir den Schwerpunkt:
rsine
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Ist speziell der Schwerpunkt des Halbkreisbogens zu ermitteln, so setzen Sie

2 .
2a = 7 bzw. a = — in die gefundene Formel ein.

2
rsin
7= ——2 =21 06366
7{ 4 - =
2
b’s‘=_O

b) Schwerpunkt einer Fliche

Diestatischen Momente einer Flache beziiglich der z-Achse und y-Achse ermitteln
Sie analog denen eines Kurvenbogens mit Hilfe der Integrale

T.= | ydF (13a)

F

Ty=fxdF (13b)

F

In der vorstehenden Form konnen Sie diese Integrale mit den lhnen bisher be-
kannten Mitteln noch nicht auswerten. Sie werden im Abschnitt [10] erkennen,
daB es sich eigentlich um Doppelintegrale handelt.

Fiir einige besonders gelegene Flichen kénnen aber die statischen Momente und
damit die Schwerpunkte mit einfachen Integralen berechnet werden. Dazu wihlen
Sie die FlichenelementeA F in Form schmaler, zur Bezugsachse paralleler Streifen.
Diese Wahl ist insofern zweckmiBig, als Sie damit gleichzeitig alle Flichenteile er-
fassen, die den gleichen Abstand von dieser Bezugsachse haben. Das Produkt
von Flichenelement und Abstand ist aber bei der Berechnung der statischen
Momente zu bilden.

Wie Sie bei den spiteren Lehrbeispielen erkennen werden, miissen diese meist
schwer zu berechnenden Streifen AF durch einfachere Streifen dF angenihert
werden. Bedingung fiir diese Anndherung muB selbstverstéindlich sein, daB der
dabei begangene Fehler mit verschwindender Streifenbreite ebenfalls gegen Null
strebt. Sie haben dieses ,,Ersetzen‘‘ schon mehrfach kennengelernt. Halten Sie
sich diese wichtigen Uberlegungen noch einmal klar vor Augen. Sehen Sie sich
dazu noch einmal die Ausfithrungen in Lehrbrief IV/4, [2], sowie die Bilder 2
und 4b des Lehrbriefes IV/4 an. Dort wurde die zu berechnende Fliche @ zu-
nachst einmal in Streifen zerlegt. Den wahren Inhalt eines solchen Streifens
wollen wir mit A9 bezeichnen.
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Sie werden inzwischen schon gemerkt haben, daB diese echten Teilstiicke immer durch ein
vorgesetztes 4 gekennzeichnet werden. So bezeichnet z. B. Ay in der Differentialrechnung den
Ordinatenzuwachs bei Anderung der Abszisse um 4z = dz. Bei der Bestimmung der Bogen-
linge war As ein Teilstiick der gesamten Lange s.

So ein Fliachenelement A @ wurde durch ein Rechteck angenédhert. Kennzeichnen
Sie diese Anniherung durch ein vorgesetztes d als d® = f(x) dz. Aus diesem
d @ gewinnen Sie den Inhalt der Gesamtfliche durch Integration. Denken Sie
aber dabei daran, daB dieser Operation ein Grenziibergang, nimlich der Uber-
gang von der Treppenfliche @, zur wirklichen Fliche @ bzw. der Ubergang
von der Summe zum Integral zugrunde liegt. Vergleichen Sie in diesem Sinne
noch einmal die Ausfithrungen des Abschnittes [3] dieses Lehrbriefes!

Die Kennzeichnung der ,,ErsatzgroBe‘ durch den Buchstaben d haben Sie auch bereits schon
in der Differentialrechnung kennengelernt, war doch dort das Differential dy der ,lineare
Anteil* des Kurvenzuwachses A4y, d. h. der Zuwachs der Tangente bei Anderung des z um
Az =daz.

Wir wollen nun fortan beim Ansatz immer gleich zu den ,,Ersatzgroen® und
dann direkt zur Integration iibergehen. Sie miissen sich aber klar dariiber sein,
daB eigentlich ein Grenziibergang statt-

finden miiBte. v

Lehrbeispiel 9 6

Wo liegt der Schwerpunkt eines Rechtecks ay
mit den Seitenlingen a und b? t

S

ar

Losung:

Sie erkennen in den beiden Mittellinien
zwei aufeinander senkrecht stehende Sym- d,,"‘ @ X
metrielinien und konnten deshalb in ihrem
Schnittpunkt den Schwerpunkt feststel-
len. Wir wollen aber die Berechnung mit Hilfe der neuen Erkenntnisse durch-
fiilhren und dazu das Koordinatensystem so legen, daB die beiden Achsen mit
zwei anstoBenden Seiten des Rechtecks zusammenfallen (Bild 12).

[ I )

Bild 12

Die Bezugsachse sei die

x-Achse: y-Achse:
AF= dF = ady AF=dF=bda
Tx=/de Ty=fxdF
F F
4 ¢
= aj ydy = b/ zdx
0 0
_abs _at
) -2
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Den Inhalt der Fliche konnen Sie entsprechend der verschiedenartigen Wahl
von dF bzw. dF auf zwei Wegen berechnen.

Sie erhalten mit

dF =ady dF =bdz
und Integration lings der y-Achse und Integration lings der z-Achse
b a
F=a[dy=ab F=bfdx=ab
(] 0

Der Schwerpunkt fillt, wie Sie bereits wissen, mit dem Schnittpunkt der Dia-
gonalen des Rechtecks zusammen.

Die Schwerpunktskoordinaten sind

Is

Lehrbeispiel 10

T, _
P=

Ys = -

Ty b
F 2

Es soll der Schwerpunkt eines Dreiecks ermittelt werden.

Loésung:

Hier wihlen Sie zweckmiBig das Koordinatensystem so, daB der Ursprung mit
einer Dreiecksecke und die 2-Achse mit der zugehorigen Hohe zusammenfillt.
Die y-Achse, die senkrecht auf der z-Achse steht, liegt dann parallel zur gegen-
iiberliegenden Dreieckseite (Bild 13).

Ermitteln Sie zundchst das statische Moment beziiglich der y-Achse. Dazu
wihlen Sie den Streifen 4 F parallel zu dieser Achse. Diesen schmalen Streifen

vl c

L —

[«
3

r_i—‘. \
h

Bild 13
28

mit dem Abstand x und der Breite d z nihern Sie
durch das Rechteck DEF’'G’ an. Fiir diese An-
néherung gilt

AF~dF=DE - d=x

Unter Anwendung des Strahlensatzes gewinnen
Sie aus Bild 13 die Beziehung:

DE:z=a:h
oder
— a
Damit ist
a
dF = F rdzx



Eine Bestitigung fiir die Giiltigkeit der Anndherung erhalten Sie, wenn Sie
daraus die Gesamtfliche des Dreiecks berechnen.
h

a ah
F=[dF=W/xda;=?
F 0

Dieses Ergebnis ist Ihnen aus der Elementarmathematik bekannt.
Nun ist

h
- . 2
Ty=] zdF = —%fx%x:g?’:—
F 0

. ah . T, 2
MltF_-2—w1rd xs—T"_'?Th

Das Ergebnis sagt Thnen, daB der Schwerpunkt auf einer Parallelen zur Dreieck-

seite BC im Abstand —g—h von der gegeniiberliegenden Ecke A bzw. % von dieser

Seite liegen muB.

Die Berechnung von ys eriibrigt sich, denn in bezug auf die beiden anderen
Dreieckseiten gilt Entsprechendes. Der Schwerpunkt muB also der Schnittpunkt

der Parallelen zu den drei Dreieckseitenim Abstand von % der jeweils zugehorigen

Hohe sein. Sie wissen bereits, daB dieser Punkt mit dem Schnittpunkt der Seiten-
halbierenden zusammenfiallt.

Wir wollen jetzt die Schwerpunktsformeln fiir den Fall umarbeiten, da der
Schwerpunkt einer Fliche zu ermitteln ist, die durch die Kurve y = f(z), die
beiden Ordinaten zu z = a und

z =b und die z-Achse begrenzt ist M
(Bild 14). oy fx)
Dazu geniigt die Zerlegung der /
Fliche in zur y-Achse parallele /

Streifen AF, wie im Bild 14 gezeigt. “
Diese Streifen werden durch Recht-
ecke dF mit der Hohe y und der — %
Breite 42 = dx angendhert. Aus
dem Lehrbeispiel 9 wissen Sie, daB

] Se—

der Schwerpunkt eines solchen o ; -
Rechtecks die Hghe % iiber der
r-Achse haben muB. Denken Sie Bild 14
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sich die Fliche d F in diesem Punkt vereinigt, dann hat d F das statische
Moment

—_
dTy = 9 dF

bzw. mit dF = ydzx
dTx = % y2dz

Fiir die gesamte Fliche F wird das statische Moment beziiglich der z-Achse

b
Tx=%fy2dy (142)

In bezug auf die y-Achse hat der Schwerpunkt des Flachenstreifens den Abstand z
und damit das statische Moment den Wert
dTy =z dF
=zydax
Daraus folgt fiir das statische Moment der gesamten Fliche (beziiglich der
y-Achse)

b
Ty:_fxydx (14b)

a

Die Flache selbst ist
b
F= ] ydz
a

Mit Hilfe der Formeln (8a) und (8b) ergeben sich die Schwerpunktskoordinaten zu

b

/a;ydx

&g =g (15a)

DO| =
\;
%
o
8
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Lehrbeispiel 11
Es soll der Schwerpunkt unter der Parabel y = a 12 zwischen den Grenzen z = 0
und x = x, ermitlelt werden.

Loésung:
y-Achse:

X3

T,,=a/a:“d:c= 1

4 ax,?

Aus y = a 2 folgt fiir x = z, als Ordinate y, = a 2
y, fiir a z,® eingesetzt, ergibt

Ty=- z%y,

! =

z-Achse:

Xy
a® [ 1
v 4 — g2 p5
Tx—-2/xdx g ¥ %
0

Aus y, = a z? folgt fiir y,2 = a® z,%

y,® fiir a% z,* eingesetzt, ergibt
Tx= 116 Z, Yy2
In Lehrbrief IV/4, [5], Lehrbeispiel 13, berechneten Sie fiir die Flache unter der
Parabel
F=g o

Damit wird

T, 3 Ty 3
Gs=F =7 % Yys=F =710 N

Lehrbeispiel 12

Es sind die Schwerpunkiskoordinaten des in Bild 11 dargestellten Kreissektors mat
dem Offnungswinkel 2a und dem Radius r zu berechnen (Winkel a im Bogenmaf
gemessen ).

Losung:
z-Achse: Da die Fliche durch die z-Achse in zwei symmetrische Teile zerlegt

wird, muB der Schwerpunkt auf der z-Achse selbst liegen. Es haben also T
und damit ys den Wert 0.
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y-Achse: Infolge der oben erwihnten Symmetrie ist das statische Moment der
Gesamtfliche doppelt so groB wie das Moment des iiber der z-Achse gelegenen
Teiles. Diese Halbfliche wird nun durch zwei Kurven nach oben begrenzt:
1. zwischen £ =0 und # =r cos a durch die Gerade y, =z tgea.

Der Index 1 bei y soll hier die Begrenzungsfunktion des 1. Teiles kennzeichnen.
2. zwischen 2 = r cosa und r = r durch den Kreisbogen y, = }r* — 22.

Das statische Moment der Halbfldche ist dann gleich der Summe der statischen

Momente der beiden Teilflichen:
1 rcosa

5 Ty=fxylda: +fxy,dx

rcosa
rcosa r

= tga/xzdz +]’ ryrz—r2dzx

0 rcosa

w=r2—z?
1

du =—2zdx rzdzxr = ——§du

Umrechnung der Grenzen:
Obere Grenze: x =r —>u=r1—r12=90

Untere Grenze: £ =rcosa—u =12 — r2cos?a = r?sin a
0

1 a8 |rcosa 1 7
gTy-—tga'go '—‘g ]/udu
risinto
Vertauschen Sie im rechten Integral die Grenzen (Vorzeichenwechsel!)
risinta
1 1 rcosa 1
=7, = - . | ut
2T,, 5 tga :v"o +2/udu
]
1 rcosa 1 ,— |r*sinta
—_ = Yud
5 tgad® i + 3 Yu )

= %— [tg er2cosda + Y(r2sin2 a)3]

= L r3(sin ¢ cos?e¢ 4 sind @)

3
3
= % sin¢(cos2 ¢ + sin%ea) cos?a + sin?a =1
1 .
? Ty = '§" sina
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Das statische Moment fiir die Gesamtfliche hat danach den Wert

3
T, = g?’l sin &

Der Inhalt des gesamten Kreissektors mit dem Bogen b ergibt sich aus

F=%br und b=1r2a

zu
F=n1r2a
Damit erhalten Sie
s 2yt
3 a
ys=0

Wollen Sie daraus den Schwerpunkt eines Halbkreises bestimmen, so miissen

. T .
Sie 2a¢ = 7 oder a = o einsetzen.

4r
Tsy = 5 = 0,4244r
Ysu =0
Ubungen

. Wie lauten die Formeln zur Ermittlung eines Kurvenschwerpunktes, wenn die

Kurve in der Parameterdarstellung

z =z(l) y=1y()
gegeben ist?

. Bestimmen Sie den Schwerpunkt eines vollen Zykloidenbogens! (Zykloide:

z=r(—sint), y =r( — cost).)

. Berechnen Sie den Schwerpunkt des in Bild 15 dargestellten gleichschenkligen

Trapezes!

. Wo liegt der Schwerpunkt eines Kreisabschnittes? Benutzen Sie dazu Bild 11!
10

Welche Koordinaten hat der Schwerpunkt des in Bild 16 dargestellten Kreis-
ringstiickes ?

Anleitung: Die Fliche des Kreisringstiickes entsteht als Differenz zweier Kreissektoren
mit den Radien R und r. Das statische Moment des Ringstiickes ist gleich der Differenz
der statischen Momente der beiden Sektoren.
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11. Bestimmen Ste den Schwerpunkt der oberen Halbellipse ( Halbachsen a und b)!
Welche Schluffolgerung kinnen Sie aus dem Fehlen von a in der Endformel
ziehen?

12. Wo liegt der Schwerpunkt der Fliche, die durch die erste Halbperiode der Stnus-
linie und die z-Achse begrenzt wird?

'}
/7

® N
N

AN
N

T

Bild 15 Bild 16

[6] Trigheitsmoment. In ,Festigkeitslehre, Lehrbrief 2, [43], haben Sie das
Fliachentrigheitsmoment und in ,,Physik*, Lehrbrief 3, das Massentrigheits-
moment kennengelernt.

In beiden Ausdriicken sind die einzelnen Fliachen- bzw. Massenelemente mit dem
Quadrat ihres Abstandes von der Bezugsachse multipliziert und dann addiert.
Beide Trigheitsmomente unterscheiden sich also jeweils nur in dem Faktor 4 F
bzw. Am.

Mit den beiden Summenformeln konnen Sie nun aber bei der praktischen Be-
rechnung von Trigheitsmomenten nicht viel anfangen. Sie haben das bereits an
dem im Lehrbrief ,,Physik 3*, [11], durchgerechneten Beispiel gemerkt. Das liegt
daran, daB die Formel J = m r?* nur fiir einen Massenpunkt und s = Zr2 Am
fiir ein System von einzelnen Massenteilchen A m gilt. Bilden diese Massenteilchen
einen sich stetig erstreckenden Korper, so kommt man wie bei der Berechnung
des statischen Momentes dadurch zum Ziel, daf man den Grenzwert der Summe,
d. h. das Integral, bildet.

Sie schreiben deshalb fiir das Flichentrigheitsmoment

AF —»

J = lim l2AF=fl2dF (16 3)
F
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und fiir das Massentrigheitsmoment

J=lim 3 l2Am = [12dm (16b)
Am— J

m

a) Flichentrigheitsmoment
Je nach der Lage der Bezugsachse haben Sie grundsitzlich zwei verschiedene
Tragheitsmomente zu unterscheiden:

a,) die Bezugsachse liegt in der Ebene der Fliche: dquatoriales (axiales) Trég-
heitsmoment.

Alle Fliachenelemente werden mit dem Quadrat ihres Abstandes von dieser
Achse multipliziert.

a,) die Bezugsachse steht senkrecht auf der Fliche: polares Trigheitsmoment.
Alle Flachenelemente werden mit dem Quadrat ihres Abstandes vom Durch-
stoBpunkt der Achse (vom Pol) multipliziert.

Betrachten Sie zur Bestimmung des Zusammenhanges zwischen #dquatorialem
und polarem Trigheitsmoment Bild 17a und b.

2

daF /.-

x|
L
xy

a Bild 17a und b b

Die Fliche F liege in der zy-Ebene. Die 2- und y-Achse stellen dann zwei dqua-
toriale Bezugsachsen dar, die aufeinander senkrecht stehen. Die durch den Ur-
sprung gehende und auf der zy-Ebene senkrecht stehende z-Achse wihlen Sie
als polare Achse.

Mit diesen Achsen bilden Sie die Trigheitsmomente

dquatorial Jx=/y2dF Jy= /xzdF (17a)
P .

polar Jo=J,= / r2dF (17b)
/
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Da z- und y-Achse nach Voraussetzung aufeinander senkrecht stehen, gilt

2= 22 4 32
und damit

J, = [r:dF =/(m2 4+ y?)dF
F F

— /'xzdF-i-[yzdF
; F

F

Jy=4J,+ J: (17¢)

Das polare Trigheitsmoment ist gleich der Summe zweier dquatorialer
Trigheitsmomente, deren Achsen aufeinander senkrecht stehen und
durch den Pol (DurchstoBpunkt) der polaren Achse gehen.

Wollen Sie nun praktisch Trigheitsmomente von gegebenen Flichen berechnen,
so fassen Sie alle Punkte mit gleichem Abstand von der Bezugsachse zu einem
Flichenstreifen dF zusammen und multiplizieren sie mit dem Quadrat des Ab-
standes. Das Trigheitsmoment eines solchen Streifens sei fortan mit dJ bezeich-

\ net. J selbst erhalten Sie durch Bilden des Inte-
y grals in den durch die Ausdehnung der Fliche
vorgeschriebenen Grenzen.

i Lehrbeispiel 13

Es sind die Trdgheitsmomente Jx, Jy, J, und
Jz der im Bild 18 dargestellten Rechtecksfliche
2u berechnen.

~Y

x|'

Bild 18 Losung:
a) Tragheitsmoment beziiglich der x-Achse:

Wahl der Flichenelemente: rechteckige Streifen parallel zur z-Achse mit der
Linge b und der Breite dy. Mit dF = b dy ist dann

dJy =y dF = b2 dy.

Die Flichenstreifen sind von — Z bis +% zu erstrecken. Sie erhalten mit

diesen Grenzen fiir das Triagheitsmoment der gesamten Fliche
h

4 —

b2
Jx=b[y2dy
h

2
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Da der Integrand eine gerade Funktion ist, konnen Sie dafiir schreiben

h

) 1
—_ 2 J— 3
0

B) Tréagheitsmoment beziiglich der y-Achse:
Wihlen Sie die Streifen jetzt parallel zur y-Achse, dann ist

dJ, =2a*dF und dF =hdz
und damit
b b
+, -
Jy= h[xzdx= 2h[x2da;=]]_2 hb3
b 0

2

Sie hiitten auch aus der Kenntnis des vorher berechneten .Jx zu diesem Ergebnis
kommen konnen. Sie brauchen in J nur die Buchstaben z mit y, b mit h und
h mit b zu vertauschen, denn was die Rechteckseiten b und h fiir die z-Achse
darstellen, stellen i und b fiir die y-Achse dar.

Sind h und b in em angegeben, so haben die Trigheitsmomente die Dimension ¢m?.

y) Polares Tragheitsmoment:

Mit Hilfe der Formel (17¢) ergibt sich das polare Trigheitsmoment fiir die im
Punkt 0 auf der Fliche senkrecht stehende Achse.

Jp= —]—lé— bh® 4 ]—12— hb® = ]]2 bh(h? 4+ b?)

0) Tragheitsmoment beziiglich der z-Achse:
Wie bei a, wihlen Sie die Fliachenstreifen parallel zur z-Achse.

dJz = y2dF dF = bdy

Doch erstrecken sich jetzt die Flichenelemente von y = 0 bis y = h.

h
J;=b/y2dy= ; b he
h

Wie Sie aus Lehrbrief ,,Festigkeitslehre 2*, [43], wissen, konnen Sie die Ergebnisse
von a) und d) ineinander iiberfithren, da parallele Achsen vorliegen. Sie miissen
dazu den Satz von STEINER anwenden.
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In der gleichen Art wie im angefiithrten Lehrbrief konnen Sie den Steinerschen
Satz mit Hilfe der Integralrechnung ableiten. Im Bild 19 sei die z-Achse parallel

zur Z-Achse und gehe durch den Schwerpunkt
der Fliche F.

] ) v
Auf Grund der gegenseitigen Lage dieser beiden

Achsen ist / #ﬁ%
=y +b s It -

Fiir die beiden Achsen existieren die dquatorialen | \ /;" )
Triagheitsmomente : | — l o
- (Schwerpunkts-) Achse: e—a — *
Je=Js =/ y2dF Bild 19
F

Z-Achse:
Ji = / J2dF

"_4

Zwischen beiden besteht nun ein Zusammenhang, den Sie jetzt aufstellen sollen.

Jz /y2dF j(y-|—b)2dF
—[(yz+2by+b2)d1"

— (y2dF +2b [ydF + b2 [ dF
[rarsasfursn]

J: =Js+ 0 4 b2F
Sie miissen sich jetzt noch Klarheit dariiber verschaffen, warum das Integral
f y dF den Wert 0 hat. Zunichst erkennen Sie in diesem Integral das statische
F

Moment T, der Fliche F. Die Voraussetzung, die z-Achse sei Schwerpunktachse,
besagt, daB die Ordinate des Schwerpunktes

T
ys — T — 0
sein muB. Daraus folgt aber
Ty= / ydF =0

F
Sie erhalten so den IThnen bekannten Satz von STEINER:

Jz = Jx+ b2F (183)
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und entsprechend (vgl. Bild 19)

Jy = J,+ a*F (18b)

Ist J bzw. J, das Triagheitsmoment einer Fliche in bezug auf eine Achse durch
den Fliachenschwerpunkt, so erhidlt man das Tridgheitsmoment J; bzw. Jj in
bezug auf eine beliebige parallele Achse, indem man zum ersteren das Produkt
aus Fliache und Quadrat des Achsenabstandes addiert.

Ziehen Sie hierzu noch Formel (17¢) heran, so kinnen Sie den Satz von STEINER
auch auf die polaren Trigheitsmomente anwenden.

Es sei J, =J, + J, das polare Trigheitsmoment mit dem Schwerpunkt als
Pol, wiahrend der Schnittpunkt der - und y-Achse der Pol fiir das Tragheits-
moment J, = J; + J; sein soll (Bild 19). Dann ist

Jp=Jzx+ J;
=Jx+b0BF+J,+a®F
=Jx+Jy+ (a2 + ) F

Jy=J,+ r*F (18¢)

Hierbei bedeutet r die Entfernung der beiden parallelen Polachsen. Wie Sie aus
den Formeln (18 a) bis (18 ¢) erkennen, besitzt das Tragheitsmoment in bezug
auf eine durch den Flidchenschwerpunkt gehende Achse von allen moglichen Trag-
heitsmomenten den kleinsten Wert.

Es ist also immer
Jx < Jx Jy < Jy Jp < J;

Lehrbeispiel 14

Es sind Jx und Jx fir das in Bild 20 dargestellte Dreieck zu berechnen.

Losung:

a) Tragheitsmoment beziiglich der Grundlinie
(z-Achse)

Teilen Sie das Dreieck in Streifen parallel zur J

Bezugsachse auf. Nahern Sie diese Flichenele-

mente durch Rechtecke mit der Seite s und n s '

der Breite dy an. Ein derartiges Flichenele- JAPIING

ment dF ist in Bild 20 schraffiert gezeichnet. y \

Die Linge s ist aber mit dem Abstand y des

Flachenelementes von der Bezugsachse verander- °

lich. Bild 20

|

o 4y

xl"




Welcher Zusammenhang besteht nun zwischen s und y?
Wenden Sie den Strahlensatz an. Sie erhalten

s:b=(h—7y):h
oder

b -
s=, (h—3)
Fiir das Triagheitsmoment gilt

b ]
J;=[y‘~’dF dF =sdy = - (h — §)dy
F

h
b o
Ji= 4 /(h—y)yzdy
6

Multiplizieren Sie den Integranden aus und fiihren Sie die Integration durch.

h b h
J;=bfz‘/2dy—7fi/3dy
0 ]

_bm_ bW
-3 4
b k3

Ti=Tg

B) Trigheitsmoment Jx beziiglich der zur Grundlinie parallelen Schwerpunkt-
achse

Der Schwerpunkt hat von der Grundlinie den Abstand a = % (vgl. Lehrbeispiel 10).

Auf Grund des Satzes von STEINER mufl gelten

h\2 1
Jx=Jx+<‘3‘)F F= é'bh
bh3
=+ 35
oder
b h3
Jx:‘]"_"ﬁ
bR bRe
12 18
b h3
Te= g4
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Lehrbeispiel 15

Es sind das polare und das dquatoriale Flichentrigheitsmoment des Kreises mil
dem Radius R zu berechnen (Bild 21).

Losung:

a) Polares Flichentrigheitsmoment

Alle vom Pol (Mittelpunkt des Kreises) gleichweit entfernten Flichenpunkte liegen
auf einem Kreisring mit dem (mittleren) Radius ¢ und der Breite do. Der Inhalt
des Flachenelementes ist damit

dF = 2npdo

und das polare Trigheitsmoment
R

Jp,= [deF= 2n /.93(19
F 0
1
Jp= 5 ﬂR4

B) Aquatoriales Trigheitsmoment

Sind die dquatorialen Bezugsachsen zwei aufeinander senkrecht stehende Durch-
messer, so mul die Summe der dazugehorigen Trigheitsmomente gleich dem
polaren Trigheitsmoment J, sein. Aus Symmetriegriinden
miissen aber weiterhin die beiden dquatorialen Tragheits-
momente gleich sein. Somit ist J, = 2 J, oder

1 1

_ —J — 4
Jx—2Jp 4nR

Fiir den Fall, daB nicht ein voller Kreis, sondern ein

Kreisring mit dem Innenradius » und dem AuBenradius R

vorliegt, sind die Grenzen des Integrals r und R, so daB Sie erhalten
R

Jp= 2nfg3dg = ~;—n(R"—r“)

Bild 21

r
bzw.

1
Jx= T w(R*—rY)
Nachdem Sie nun einige spezielle Trigheitsmomente von Flichen berechnet
haben, soll der allgemeine Fall untersucht werden, daf die Fliche durch die

Kurve y = f(x), die beiden Ordinaten 2 = a und z = b und die 2-Achse begrenzt
wird.
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Betrachten Sie hierzu Bild 22. Die Fliche

) T y=fco  ist in Streifen parallel zur y-Achse geteilt
= (in Bild 22 nur ein Streifen eingezeichnet).

Diese Streifen konnen Sie durch Rechtecke

mit der Breite dz, der Hohe y und dem
Flicheninhalt dF = y dr anndhern. Unter
Verwendung des Ergebnisses aus Lehrbei-

o  Spiel 130) erhalten Sie fiir das Trigheits-

@ u 6 x moment eines solchen Streifens
Bild 22 de=%y3d:t

und daraus fiir die ganze Flache

b
Jr= %fy‘*da: (19)a

Beziiglich der y-Achse hat der betrachtete Streifen den Abstand z und daher das
Trégheitsmoment
dJy, =a22dF =2%yda,

wahrend fiir die gesamte Fliche

b
Jy=fx2ydx (19b)

ist.

Lehrbeispiel 16

Wie grof sind die dquatorialen Trdagheitsmomente Jx und Jy fir das im Bild 23
dargestellte Trapez?

Losung:
a) Aufstellung der Funktion der begrenzenden Geraden

Die Gerade durchlauft die beiden Punkte (0; 3) und (2; 7). Fiir diese Punkte er-
halten Sie mit Hilfe der ,,Zweipunktegleichung*

7—3
y—3=2_—0(w—0)

y=2zx+3
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f) Berechnung von J«
Benutzen Sie die Formel (19a), so erhalten Sie fiir die Trapezfliche

2
Jr= ;—f(2w + 3)3dzx Substitution: u =21 43
° 1
de = 9 du

obere Grenze: r =2—>u=7"7
untere Grenze: 2 =0— u =3

7
Jx= 1 ut| = 290 = 96,6 (Langeneinheiten)*
24 7 |, 3 -
y) Berechnung von J, 2;7)

Hierfiir verwenden Sie die Formel (19b).

2
J,= | 2?2z + 3)dz
/

2
- [(2z3+ 322)da

0

xY

2
=16 (Langeneinheiten)* Bild 23
0

Jy= (% x4 4 m‘*)
Lehrbeispiel 17
Wie grof ist das Trigheitsmoment fiir den in Bild 11 dargestellten Kreissektor be-
ziiglich der y-Achse?
Losung:
In Lehrbeispiel 12 haben Sie fiir diese Flidche bereits das statische Moment be-
ziiglich der y-Achse berechnet. Fiir die Aufteilung der Fliche und die Wahl der
dazugehorigen Grenzen gelten selbstverstindlich wieder die gleichen Uber-
legungen. Danach ist

L
2

rcosa r
Jy =fa:2y,da: +fa:2y2dx

rcosa

rcosa r
= tgafa:adx +fz2}/'72'— 2dx

0 rcosa
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Das rechte Integral haben Sie nach den Gesichtspunkten zu losen, die wir im
Lbf. 1V/4,[8] d, behandelt haben. Es liegt hier der Typ a vor, also miissen Sie eine
neue Veranderliche mit Hilfe der Sinus- oder Kosinusfunktion einfiihren. Da die
untere_Grenze cos a enthilt, wiahlen Sie zweckmiBig = = r cos u.

Substitution: = rcosu
de = —rsinudu
untere Grenze: & = rcosa—>-rcosa =rcosu—u = a
obere Grenze: = r—— T , =Treosu—u = 0
rcosa 0
%Jy= tgafxi’-dx — r‘fcoszusinmdu
0 a

Da im rechten Integral die obere Grenze kleiner als die untere ist, vertauschen
Sie die Grenzen unter Anderung des Vorzeichens des Integrals.

rcosa

_;. Jy, = tgafxf-dx + r4fcoszusin2udu

Formen Sie das rechte Integral mit Hilfe des trigonometrischen Pythagoras
8in? 4 = 1 — cos? u um, und zerlegen Sie es in zwei Teilintegrale.

rcosa

:13 Jy= tgafx“dx—i—r‘ (fcoszudu——fcos‘udu)
0 0

Mit Hilfe der Formel (32) des Lehrbriefes 1V/4 bekommen Sie dann

u— 5fcoszudu)
o 4
0

rcosa

[+
= tgaf:v‘*dx + r4 (fcos%du — % sinu cos®u
0

rcosa

4 3 a
% J,=tga /x‘*dx + 14— (/cos%du — sinucos®u )
§ 0
x4 rcosa rt [1 A .
= tga 4 + 4 —2—(u+smuc0su)—smucos3u
0 0
4
= 74 zlons cos‘a+ (a ~+ sinacosa) — sin e cos? ]
1 r .
gJy= 8 (¢ + sinecose)
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Fiir den gesamten Kreissektor erhalten Sie als Tragheitsmoment

4
Jy=" (2a+2sinacos)  oder mit  2sinacosa = sin2a

4
Jy = ’8 2a + sin2a)

Um wiederum das dquatoriale Tragheitsmoment des Vollkreises zu bekommen,
haben Sie a = 7 zu setzen:

Jy= n 27 4 sin2m) = L mrd
y= 5 (27 + sin2m) =
(Vergleichen Sie hierzu auch das Ergebnis von Lehrbeispiel 14 8.)

b) Massentragheitsmoment

Wie schon erwihnt, unterscheiden sich Flichen- und Massentragheitsmoment
im Ansatz nur durch die Glieder dF bzw. dm (bedenken Sie auch noch, daB
Massentrigheitsmomente fiir rdumliche Korper berechnet werden).

Die hierzu verwendete allgemeine Formel (16b) war

J=fl2dm

Der fiir die Flachentridgheitsmomente aufgestellte Satz von STEINER gilt sinn-
gemaB hier wieder. Sie haben lediglich F durch m und dF durch dm zu ersetzen.

Lehrbeispiel 18

Es sind das polare und das axiale Massentrigheitsmoment einer diinnen Kreisscheibe
mit dem Radius R, der Dicke h und der Wichte y zu berechnen. Im Bild 24 sind
die dazugehorigen Achsen dargestellt.

Losung:

a) Polares Massentriagheitsmoment

Zum Ansatz haben Sie wie im Lehrbeispiel 15 zu verfahren.

Zur Ermittlung von dm multiplizieren Sie dF zunichst mit der Dicke k und
erhalten das Volumen dV. Die weitere Multipli-
kation mit dem spezifischen Gewicht y ergibt das
Gewicht d G des Massenelementes. Da nun allgemein
die Masse eines Korpers mit seinem Gewicht durch —t

P

die Beziehung m - g =G (g = Erdbeschleunigung s 2 a
= 9,81 m/s?) groBenmiBig verkniipft ist, bekom- §:
men Sie nach Division durch g aus d G die gefor-
derte GroBe dm.
dm = dFh ¥ = 2mpdeh 4
g9 ) Bild 24
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R
Dann ist J,,=2n; hfg“dgz

0

1 v A
—2—n-‘(—]—hR

Nun ist aber die Gesamtmasse m = R* = h%. Beriicksichtigen Sie das in dem

Ausdruck fiir Jp, so konnen Sie endgiiltig schreiben

Jp= ; mR2?

Diese Formel gilt unbeschrinkt fiir alle Werte von h, also auch fiir Kreiszylinder.

p) Axiales Massentrigheitsmoment

Handelt es sich um eine diinne Kreisscheibe, ist also die Dicke & klein gegeniiber
dem Radius R, so konnen Sie hier die Uberlegungen aus dem Lehrbeispiel 15
entsprechend anwenden.

1 .
Jo=y dy=gmB (AR

N

Verschaffen Sie sich jetzt noch Klarheit iiber die Dimension des Massentragheits-
momentes. Wird R in [m] gemessen, und bedenken Sie, daBl auf Grund der Be-

ziehung m = % der Masse m die Dimension [Ell;_s”} zukommt, so hat das Massen-
tragheitsmoment die Dimension

[kp m s?]
Lehrbeispiel 19
Wie grof ist das Massentrigheitsmoment eines geraden Kreiskegels mit der Hihe h,
dem Grundkreisradius R und dem spezifischen Gewicht y beziiglich der Figurenachse 2

Losung:

Denken Sie sich den Kegel in diinne Scheiben der Dicke dz zerlegt. In Bild 25
ist eine solche Scheibe eingezeichnet. Stellt y den (mittleren) Radius dar, so
konnen Sie diese Scheibe bei genii-
gend kleinem dz durch eine Kreis-
scheibe mit der Masse

dm = my2dz 4
ersetzen. Das Triagheitsmoment die-
ser Scheibe hat dann auf Grund des
Ergebnisses von Lehrbeispiel 18a
den Wert

_1 2 —_—

1 Y
— nytldx L
2 g
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Jetzt haben Sie noch den von Kreisscheibe zu
Kreisscheibe veranderlichen Radius y durch x °
auszudriicken, denn das ,,dz* gibt an, daB i

X

die Integrationsverdnderliche z ist. Aus Bild 26,
das den Schnitt des Kegels darstellt, lesen Sie ab

1=£ also y=l§x

z h h Bild 26
Damit erhalten Sie dann

1 _y R aa._ 1 v RY . 1
Jx—gng'F xdx—ﬁﬂ‘g*‘hT ) —10

0

Nun ist aber die Gesamtmasse des Kegels nach Formel (10)

h
—-—fm—n~— zzdx——l— th
q 3
0
Setzen Sie das wieder in Jx ein, so bekommen Sie als Endergebnis

3

_— . - 2

Jx = 10 mR

Lehrbeispiel 20

Gesucht ist das Massentrigheitsmoment einer Kugel mit dem Radius R. Die Achse
soll dabet durch den Mittelpunkt gehen, sie soll also etn Durchmesser sein (z-Achse).

Losung:

Bild 27 stellt einen Schnitt durch die Kugel dar.
Denken Sie sich wieder die Kugel in Scheiben
senkrecht zur z-Achse zerlegt bzw. eine solche
Scheibe aus der Kugel herausgeschnitten. Die
diinne Scheibe wird wieder durch eine Kreis-
scheibe mit der Masse

jo— <

dm = nyzdzl
Bild 27 g

und dem Triagheitsmoment

ersetzt.
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Nun ist y? = R? — a?

+R
und damit Jx= ; n%f(gz_ 22)2dz
-R
R
= ﬂ%/(R"’——zz)zdx
0

R
=n%ﬂﬁ—ﬂmﬁ+ﬂmx
0

— a2 (pz — 2 peas L\ [*
E 1 J (R z 3 R2x3 4+ 5 x .
_ 8 7 ps
%7 7 R
Da aber die Gesamtmasse m = ; 7 ;' R?® ist, ergibt sich als Endformel
2
—_ 2
Jx= 5 mR

Auch hier konnen Sie die Gesamtmasse ermitteln, indem Sie nach Formel (10)

m = f dm
bilden.

Lehrbeispiel 21

Wie grop ist das Massentragheilsmoment der in Bild 28 dargestellten diinnen Kreis-
scheibe beziiglich der y-Achse? .
i Losung:
o f In bezug auf die zur y-Achse parallele y-Achse (Schwer-
punktachse) hat die Kreisscheibe nach Lehrbeispiel 18 8
das Trigheitsmoment
1

Jy=qmR

Mit Hilfe des Steinerschen Satzes erhalten Sie fiir die y-Achse
Jy=4J,+ atm

J;=%mR2—|—a2m

Bild 28 —

lo——Q
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Lehrbeispiel 22

Welches Massentrigheitsmoment hat der in Lehrbeispiel 19 behandelte Kreiskegel in
bezug auf eine Achse, die senkrecht zur Figurenachse durch die Kegelspitze lauft?

Losung:

Denken Sie sich wieder den Kegel in Scheiben zerlegt. Eine solche Scheibe mit
dem Radius y, der Masse dm = = — 7 f dz und dem Abstand x von der Dreh-
achse hat nach Lehrbeispiel 21 das Massentrigheitsmoment

dJy=—i—y2dm—|—x2dm y=%x
h
= JWII; [a;“d + nyR fx‘dx
0 0
__ mwyR%h | mwyR2R3 m — nyRh
 20¢ 5g 3
3 3
—_ 2 — 2
30 mR2 4 5 mh

Jy = 2—?(’), m(R? 4 4h?)

Ubungen

13. Wie grof sind die Flichentragheitsmomente Jo, Js, Jy und Jy, des in Ubung 8
berechneten Trapezes?

Erliuterung: Die Achse fiir Js sei die Parallele zur Trapezseite a durch den
Schwerpunkt.

14. Stellen Sie die Formeln fiir die Ermittlung des Trigheitsmomentes einer Kurve
auf, die in der expliziten Form gegeben ist!

15. Wie grof ist das Trigheitsmoment des in Bild 11 dargestellten Kreisbogens in
bezug auf die y-Achse?

16. Berechnen Sie das Flichentrigheitsmoment des in Bild 16 dargestellten Kreis-
ringstiickes in bezug auf die zur y-Achse parallele Schwerpunktachse! Vergegen-
wartigen Sie sich dazu moch einmal Lehrbeispiel 17 und Ubung 10!

17. Ein diinner Stab mit dem Querschnitt q, der Linge | und der Wichte y rotiere
um die zur Stabachse senkrechte Mittelachse. Wie grof ist sein Massentrdghests-
moment 2
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y 18. Wie grofi ist das Massentragheitsmoment des
Paraboloides in bezug auf seine Figurenachse, das
2 2p% durch Rotation der in Bild 29 dargestellten

Parabel entsteht (m = ; rah %) 2

r

A, Zusammenfassung [3] bis [5]

*Y'X  Im Verlauf der Abschnitte [3] bis [5] haben Sie
Bild 29 die ersten geometrischen Anwendungen der Integral-
rechnen kennengelernt. So wurden behandelt:

Bogenlinge,
Schwerpunkt von Kurven und Fléichen,
Fliachen- und Massentriagheitsmomente.

Grundsétzlich sind die Ansétze zu diesen verschiedenen Anwendungen stets nach
den gleichen Gesichtspunkten durchzufiihren:

1. Herausgreifen eines Teilstiickes. Kennzeichnung dieses wahren Teilstiickes
durch ein vorgesetztes A,

2. Annédherung des wahren Teilstiickes durch eine elementar zu berechnende
ErsatzgroBe. Kennzeichnung der Ersatzgrofie durch ein vorgesetztes d,

3. Integration iiber die Ersatzgrofen.

Sie miissen aber dabei bedenken, daB dieser so einfach erscheinende Ubergang
von den 4-GroBen zu den d-GroBen und zur Integration nicht so selbstverstéind-
lich ist. Wie Sie bei den ersten Anwendungen gesehen haben, muB eigentlich
zunichst iiber die Teilgrofen summiert werden. Dann haben Sie anschlieBend
den Grenzwert der Summe, das Integral zu bilden.

Als dringendes Zugestindnis an die Praxis aber wollen wir weiterhin den ver-
einfachten Weg beibehalten.

Verfallen Sie jedoch nicht auf den alten Fehler, die Differentiale als unendlich
kleine GroBen anzusehen, hervorgegangen aus den zugehorigen Differenzen.
So wird nicht etwa aus Ay das dy, wenn 4z gegen Null strebt. In dlteren Lehr-
biichern finden Sie zuweilen diese irrige Auffassung. Ziehen Sie noch einmal zur
Erlduterung den analytischen Zusammenhang des Differenzen- und Differential-

quotienten heran. Es war

. Ay _dy
A]J:]EO Az~ dz

und das ist so zu deuten, daB die beiden (endlichen) Gréfen 4y und dy, das
ist der wahre Kurvenzuwachs und der Tangentenzuwachs, fiir kleine Az = dzx
nahezu gleich sind.
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[6] Inhalt von Kérpern. In Formel (10) und in den Lehrbeispielen 18 und 19
haben Sie neben der Berechnung von Trigheitsmomenten noch die Ermittlung
von Massen bzw. Rauminhalten kennengelernt.

Wir wollen uns nun speziell mit diesem Problem beschiftigen. So wie Sie im
vorigen Lehrbrief den Inhalt einer Fliche durch das Integral iiber die Flichen-
elemente berechnet haben, kinnen Sie das Volumen von Kérpern durch das Inte-
gral iiber die Volumenelemente bestimmen.

V=[dV (20 2)

Leider 1aBt sich dieses einfache Integral nicht fiir alle Korper verwenden. Es
helfen dann meist nur die sogenannten ,,mehrfachen Integrale*, die spiter in [8]
behandelt werden.

Zunichst aber wollen wir die Formel (20a) noch etwas umformen. Betrachten
Sie Bild 30. Es stellt einen Querschnitt eines Korpers dar, den Sie sich rdumlich
vorzustellen haben. Aus diesem wird wiederum eine
diinne Scheibe von der Dicke d x herausgeschnitten. dx
Der (mittlere) Querschnitt der Scheibe habe den

\

Flacheninhalt . Ist dz geniigend klein, so werden
sich die benachbarten Schnittflachen nur sehr wenig a

in Gestalt und GroBe von Q unterscheiden, so daf x
Sie das Volumen der Scheibe durch J
dV =Qdx

angeben konnen. Dabei ist @ abhidngig davon, an

welcher Stelle 2 die Scheibe herausgeschnitten ist. Es ist also @ eine Funktion
von z, d.h. @ = Q(z). Das Gesamtvolumen wird dann durch das Integral
(Grenzwert der Summe der Volumenelemente!)

Bild 30

V=fQ(x>dx (20b)

angegeben.

Lehrbeispiel 23
Wie grof} ist das Volumen einer Pyramide mit der rechteckigen Grundfliche G und
der Hohe h?
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Losung:

Um das Integral (20b) auswerten zu kénnen, miissen Sie
zundchst wissen, wie die GroBe @ der Querschnittsfliche
von der Schnitthohe x abhangt. Dabei soll  von der Spitze
der Pyramide aus gemessen werden, so daB fir 1 =0 @ =0
und fiir £ = h @ =G sein muB. Aus Bild 31 lesen Sie die
. Beziehung

Bild 31 Q:G=a2:h?

ab (nicht Q:G = x: h, denn bei Verinderung der Schnitthéhe dndert sich Q
in beiden Dimensionen!).

Es ist also
G
Q= e 2
Damit wird
h
V= % r2dx
0
1
V= T Gh

Wie Sie schon wissen, hat diese Formel nicht nur fiir rechteckige Grundflichen
Giiltigkeit. So gilt beispielsweise fiir den Kegel mit G = = R2:

V=:;nmh

Sehr gut bewahrt sich die Formel (20b) bei Rotationskorpern. Diese Korper ent-
stehen durch Rotation einer Fliche um eine Achse. Im Bild 32 ist die z-Achse
die Rotationsachse und die Flache unter der Kurve
Yy ={(z) zwischen den Grenzen z=a und x=15%
als ,,Erzeugende‘‘ angenommen worden. Die so
entstehenden Rotationskérper zeichmen sich da-
durch aus, daB ihre Querschnitte  Kreisflichen
mit dem Radius y sind, wobei die Mittelpunkte
dieser Kreise alle auf der Drehachse liegen.

So konnen Sie sofort fiir alle Korper dieser Art
allgemein die GroBe des Querschnittes @ angeben

als

Q=ny=n=[(2)
In Verbindung mit Formel (20b) erhalten Sie als Formel fiir das Volumen von
Rotationskorpern (als Drehachse die z-Achse)
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b

V= nfyzda: 1)

a

Die Anwendung der Formel (21) soll an dem obenstehend berechneten Kegel
gezeigt werden. Bild 33 stellt die erzeugende Fliche als Dreieck unter der Ge-

raden y = E z zwischen £ =0 und z = h dar.

h
, A y
V=n IZ—Z z%dz
0
V= %— nR2h
Lehrbeispiel 24 Bild 33

Berechnen Sie den Inhalt eines Paraboloides!
Dre erzeugende Fliche liegt unter der Parabel y* = 2p x. Die Hohe des Paraboloides
set k, der Grundkreis habe den Radius r (vgl. Bild 29).

Losung:
Sie setzen fiir y> den Wert 2p 2 in Formel (21). Die Grenzen sind x = 0 und
z = h.

h
V= anf:cdz = nph?
0

Aus Bild 29 erkennen Sie, daB r die zu x = h gehorige Ordinate ist. Folglich
besteht zwischen r und & (geméiB der Parabelgleichung y = 2p ) der Zusammen-
hang
r2
r2=2ph bzw. ph=?

2
% fiir ph in den oberstehenden Wert fiir V eingesetzt, ergibt

Das Ergebnis sagt lhnen, daB der Inhalt des Paraboloides gleich der Halfte des
Inhalts des umgebenden Zylinders mit dem Radius r und der Hohe & ist.

Lehrbeispiel 25
Berechnen Sie das Volumen einer Kugelschicht mit der Dicke h, die im Abstand a
vom Mittelpunkt aus etner Kugel mil dem Radius r herausgeschnitien worden ist.
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Wie in Bild 34 angegeben, sollen dabei die entstehenden Schnittkreise die Radien r,
bzw. r, haben.

Losung:
y Die erzeugende Flache liegt unter der Kurve
y = + Vr* —z2. Die Grenzen sind z =a und
_ r=a-+h.

e __{ Die Anwendung von Formel (21) liefert
/ sl ¢ \\ a+h

H i V=nf(r2—xz)dx
- &t jo— A—ef X

= ’3’ [3r2(a 4 h) — (@ 4+ h)® — 37%a -+ a3]

Losen Sie die runden Klammern auf. Die Glieder a3 und 3r2a fallen heraus.
Klammern Sie dann noch h aus, so erhalten Sie

Bild 34

V= i:—h [3(r2— a2) — 3ah — h?]

Da in diesem Ausdruck noch die GrioBe a auftritt, die Sie nicht unmittelbar an
der Kugelschicht messen konnen, miissen Sie noch weiter umformen. Lesen Sie
dazu aus Bild 34 folgende Beziehungen ab (Lehrsatz des PYTHAGORAS):

(@ +h)?=a%4 2ah 4+ A2 =12 — 1,2

a? =12 —r?
Ziehen Sie beide Gleichungen voneinander ab, so erhalten Sie
2ah + b =712 — 12
ah = —; (r2—r2—h?)
Setzen Sie diesen Wert fiir ah in den oben gewonnenen Ausdruck fiir V ein,

und beriicksichtigen Sie noch, daB 72 — a? = r,2 ist, so konnen Sie der Formel
fiir das Volumen der Kugelscheibe die endgiiltige Gestalt

SRELYCTRNTE LRI

geben.

Setzen Sie zur Probe r, =7, =0 und h = 2r, so miissen Sie das Volumen der
Vollkugel erhalten.

Vergleichen Sie doch jetzt einmal die Formel (21) und die bei der Bestimmung
der Flachenschwerpunkte benutzte Formel (15b) miteinander. Versuchen Sie, ehe
Sie weiterlesen, einen Zusammenhang zu erkennen.
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Nach Formel (15b) war

b
7/
2 ’

a

y2dz
T

Ys =

oder
b

/. y2dz = 2ysF
a
Setzen Sie diesen Wert in Formel (21) ein, so erhalten Sie

Sie haben damit einen Beweis fiir die Ihnen bekannte 2. Guldinsche Regel fiir
die Ermittlung der Volumina von Rotationskorpern gefunden. Achten Sie darauf,
daB es sich bei ys um die Schwerpunktsordinate der erzeugenden Flache handelt.

Die entsprechende Formel fiir die Mantelflichen werden Sie im niachsten Abschnitt
vorfinden.
Ubungen
19. Wie verhalten sich die Volumina eines Zylinders, einer Halbkugel, eines Rota-
tionsparaboloiden und eines Kreiskegels zuetnander, wenn alle Korper gleichen
Grundkreisradius und gleiche Hohe haben?

20. Welches Volumen hat der Korper, der aus der in Ubung 2
12 behandelten Fliche durch Rolation um die z-Achse == —
entsteht? Priifen Sie das Ergebnis mit der 2. Guldinschen
Regel nach!

21. Welches Volumen hat das == A
a) gestreckte Rotationsellipsoid, l
b) abgeplattete Rotationsellipsoid, . _l__ )
das durch Rotation der '
a) oberen Halbellipse b 22 + a2 y* = a? b2 um die x-Achse,
b) rechten Halbellipse um die y-Achse

entsteht ?

22. Welches Volumen hat das in Bild 35 dargestellte einschalige Rotationshyper-

boloid ?

Anleitung: Stellen Sie zuniichst die Funktion der Hyperbel auf, die die erzeugende
Fliche nach rechts begrenzt.

[¥] Mantelfliche von Rotationskérpern. Auch die Mantelflichen von Rotations-
korpern lassen sich leicht mit einfachen Integralen berechnen. Denken Sie sich
wieder den Korper in Scheiben zerlegt. Die Mantelfliche einer solchen Scheibe
wird bei der Rotation durch das Bogenelement der Kurve y = f(x) erzeugt

Bild 35
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(Bild 36). Denken Sie sich diesen ,,Reifen" auseinandergeschnitten. Seine Linge
konnen Sie bei kleinem di durch 2z y und seine Breite durch dz angeben, so

J

’-fll)

e

Bild 36

(45
™

daB das Mantelflichenelement die GrofSe
dFy=2nmyds

und die gesamte Mantelfliche die GroBe

FM=2n[yds (23)

hat, wobei das Integral iiber das Kurvenstiick s
zu erstrecken ist, das die Mantelfliche erzeugt.

Ist die Kurve in der expliziten Form y = f(z) gegeben, so kionnen Sie nach
Abschnitt [3], Formel (4a), schreiben:

b
FM=2nfy;/1172dx (23a)

Die Formel (23) enthilt die Thnen aus der Stereometrie bekannte 1. Guldinsche

Regel.

Setzen Sie némlich in der fiir die Berechnung der Schwerpunktsordinate eines
Kurvenbogens aufgestellten Formel (12b)

b
fy 1+ ytda

S

Ys=

die aus Formel (4a) folgende Beziehung

ein, so erhalten Sie

und hieraus
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Das Glied / y ds ist aber in Formel (23) enthalten, der Sie unter Verwendung

der vorste}snenden Beziehung die Form der 1. Guldinschen Regel

FM= 2ﬂyss (24)

geben konnen.

Achten Sie darauf, daB ys (im Gegensatz zu Formel (22)) die Ordinate des Schwer-
punktes der erzeugenden Kurve darstellt!

Lehrbeispiel 26
Es ist die Mantelfliche des in Lehrbeispiel 19 und 22 behandelten Kegels zu berechnen
(vgl. Bild 33).

Losung:
R , R
Erzeugende Kurve: y= ¥=7
TR I -7 $
2 — —JR2 2 O
R h
Fy=2= hffzdx
0
Rs
™ hE h?
FM= nRs

Lehrbeispiel 27
Wie groff ist die Mantelfliche der in Lehrbeispiel 25 behandelten Kugelschicht
( Kugelzone ) ?

Losung:
Erzeugende Kurve: y= 4 |rt—x2 Yy =— _*
"/72_, I2
1 2 r
My = ey
Fy=2ar ]/1'2—.2:2 dz
'/72__ 12
a+h
Fy= 2m’fdx
a
Fy=2arh
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Im Endwert ist weder a noch r, bzw. r, zu finden. Die Mantelflache ist also nur
von der Dicke i der Schicht abhingig, ganz gleich, an welcher Stelle sie heraus-
geschnitten ist.

Setzen Sie auch hier wieder h = 2 r, so erhalten Sie die Oberfliche der Voll-
kugel: Fy = 4nr2.

Lehrbeispiel 28

Wie grof ist die Oberfliche eines gestreckien Rotationsellipsoids? (Das gestreckte
Rotationsellipsoid entsteht durch Rotation der durch die Funktion y= + % Va2 — a2
gegebenen Halbellipse um die x-Achse.)

Losung:
Erzeugende Kurve: Y=+ b Ya? — a2 Yy = — _ bz |
| . a aya? — 22
— (a2 — b2) 12

2
1+y a2(a2— x?)

Aus dem Lehrbrief ,,Analytische Geometrie der Kegelschnitte wissen Sie, daB
bei der Ellipse a? — b? = e? ist. Lesen Sie dort noch einmal iiber die geometrische
Bedeutung von e nach/
o _ at — e2 z2
I+y T a(a®—1?)

2nb at — €2 x?
fV v Va = 0
_.4nbfya4 e2x2dx

Priifen Sie nach, ob der Integrand wirklich eine symmetrische Funktion ist und
s0 die Anderung der Grenzen gerechtfertigt ist. Das Integral losen Sie durch Ein-
filhrung einer neuen Verianderlichen.

Substitution: wu =e2 dzr= % du,

untere Grenze: 2 =0—>u =0,

obere Grenze: r=a—>u=cea,
47bh
4__ 2
o= 2% Va uzdu

0
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Verwenden Sie die in Lehrbrief 1V/4, [8d], a), hergeleitete Formel
2

fl/az—:z_éda:=(f2 arc sin ‘z +-;—V'aT-:52+c

Sie miissen fiir unsere Aufgabe das a? der Formel durch a® und das z durch u
ersetzen. Dann wird

4nb
a’e
__2nba?

Fo= (2 arcsmu-{—zy“ 2)’“1

/0

. e 2nb
are sin - + — ],a‘l ~ e2q?

Nun ist aber ]/a‘— e2a? = a]/a‘*’_—mé2 =ab und damit

Fo= ?_ngb- arc sin + 2 b2

Lehrbeispiel 29
Es ist die Oberfliiche einer rolierenden Flissigkeit zu berechnen.

Losung:

Bild 37 zeigt Ihnen den Schnitt durch
ein um die Mittelachse rotierendes, gefiill-
tes GefaB. ZweckmiBigerweise legen wir
den Ursprung des Koordinatensystems in
den Scheitel der Kurve.

a) Aufstellung der Kurvengleichung.

Betrachten Sie einen beliebigen Punkt P
(z; y) der Kurve. Uberlegen Sie sich zuerst
einmal, welche Krifte an dem Fliissigkeits-

| NNNNNN\N

R
\ mny

teilchen mit der Masse m im Punkt P an-
greifen.

Da sind: 1. das durch die Erdanziehung

hervorgerufene Gewicht mg,

2. die infolge der Rotation

NAAANANANARANNNNNNNANNNANNNN
-~
-
fo—r—

T vz

auftretende Zentrifugalkraft Bild 37
m w? & (w = Winkelgeschwin-
digkeit).

Beide Krifte werden zur Resultierenden R vereinigt. Aus der Physik wissen Sie,
daB sich die Oberfliche einer Fliissigkeit stets senkrecht zu der auf sie einwirkenden
Kraft einstellt. Das hei8t in diesem Fall, daB die Tangente an die zu bestimmende
Kurve im Punkt P senkrecht zu R stehen muB.
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Bezeichnen Sie den Winkel zwischen der Tangente und der Horizontalen mit a.
Diesen Winkel finden Sie noch einmal zwischen der Kraft mg und der Resul-
tierenden R wieder. Fiihren Sie selbst den Beweis iiber die Gleichheit dieser beiden
Winkel. Aus Bild 37 konnen Sie dann unmittelbar ablesen:

mw?xr w2z

tga = = —
mg g
Nun ist aber andererseits
__dy . dy o2z
tga = dz’ also iz= g

2
oder dy=%xdx

Durch Integration finden Sie schlieBlich

-~ 2

/dy:u—;/xdx

w?
— __ r2

Da die Kurve durch den Ursprung des gewihlten Koordinatensystems geht, muB
die Integrationskonstante C = O sein. Damit ist endgiiltig

Diese Funktion sagt Thnen, daB die Fliissigkeitsoberfliche die Form eines Para-
boloids annimmt.

B) Ermaltlung der Oberfliche.

Warum konnen Sie auf dieses Beispiel nicht unmittelbar die Formel (23a) an-
wenden? Wihrend wir bei der Aufstellung der Formel die z-Achse als Drehachse
festgelegt haben, ist jetzt hier die y-Achse Drehachse. Die Umstellung der Formel
ist nicht weiter schwierig. Sie brauchen nur die Buchstaben z und y gegenseitig zu
vertauschen, so daB jetzt y die Integrationsverinderliche ist. Selbstverstindlich
miissen dann die Grenzen des Integrals ebenfalls y-Werte sein:

h
Fo= 27:] zyl+4 2’2dy
0

Hierin ist 2’ = g—:
2
a)y= ;Lg.zz, daraus ergibt sich durch Differentiation

der Differentialquotient der Umkehrfunktion. Es war nach

dy o’ dz 1 g
dz= g bR gy T dy —ots
dz
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ym=ﬂ/xz+§

Y1+ 22 = V:v” + a%

Nun hatten wir aber festgestellt, daB y die Integrationsverdnderliche ist, also
muB noch z durch y ausgedriickt werden.

2 29Y

w?

zyrxlz=1/29y+

/2g ]/ +2w2-

Setzen Sie noch zur Abkiirzung a = I und fiigen Sie dies in die Oberflidchen-

formel ein: 2a?

X

h

Fy= V g]}y-+ady

0

4ﬂwgﬂy+aﬁ

— 47120 [ ap —aya]

2
Aus der Kurvenfunktion ergibt sich der Zusammenhang h = ;L 2 und damit
nach kurzer Umrechnung

3gw4 [Vwr+ ¢ — ¢7]

Dabei ist a wieder durch Lﬁ ersetzt worden.

2w

Ubungen
23. Berechnen Ste die Mantelfliche und das Volumen des Korpers, der durch
Rotation der Kettenlinie aus Ubung 3 um die z-Achse entsteht!
24. Wie lauten die Formeln fiir die Ermittlung der Mantelfliche und des Volumens
fiir Rotationskirper, bet welchen die y-Achse Drehachse sein soll?
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. (_/?_ 25. Eine Seilrolle soll durch Rotation eines Halb-

r , kreises mil dem Radius r um eine Achse ent-

stehen, die vom Kreismittelpunkt den Abstand

a>r hat. Wie groff sind Mantelfliche und
Volumen (Bild 38)?

X | v [8] Weitere Anwendungen der Integralrechnung

Bild 38 in Physik und Technik. Wenn Sie bisher gelernt

haben: Arbeit = Kraft - Weg, so gilt das nur, so-

lange die Kraft lings des Weges konstant ist. Ist nun aber die Kraft veranderlich,

dann denken Sie sich den Weg in kleine Wegstiicke d x zerlegt. Langs eines solchen

kleinen Stiickes konnen Sie die Kraft P als konstant ansehen. Die Arbeit, die
diese Kraft dort verrichtet, ist

d4d=Pdz
Die Summe aller dieser Arbeitselemente nihert sich um so genauer 4 an, je
feiner die Unterteilung, je kleiner dz ist. Die Arbeit erhalten Sie exakt, wenn
Sie den Grenzwert der Summe, also das Integral bilden:

A= f P(z)dz (25)

Im vorigen Lehrbrief haben Sie das bestimmte Integral als Inhalt einer Fliche
kennengelernt. Nun ist jetzt die Arbeit durch ein bestimmtes Integral zu be-
rechnen. Welche SchluBfolgerungen konnen Sie aus diesen beiden Aussagen
ziechen? Die Arbeit muB sich als Inhalt einer Fliche darstellen lassen. Stellen
Sie das Kraft-Weg-Gesetz in einem rechtwinkligen
Koordinatensystem dar. Die horizontale Achse muf
dabei die Weg-Achse, die vertikale die Kraft-Achse
sein. Die Arbeit wird dann durch die in Bild 39
schraffiert gezeichnete Flache dargestellt.

P

Arbeit bei der Ausdehnung einer Schraubenfeder.
Eine Schraubenfeder soll um die Linge ! gedehnt und
die hierbei zu verrichtende Arbeit berechnet werden.

Bild 39

Bei einer Schraubenfeder ist die aufzuwendende Zugkraft der Verlingerung z
proportional P—rlz

Der Proportionalititsfaktor & (Federkontante) ist ein Ma8 fiir die ,,Harte** der

Feder. Die Dimension bestimmt sich aus k =§ zu %, wenn P in kp und z

in m gemessen wird.
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Fir x =1 m wird P dem Betrage nach gleich k. Damit haben Sie die physi-
kalische Bedeutung der Konstanten k. Sie besitzt den Betrag der Kraft, mit
der die Feder nach einer Dehnung um 1 m festgehalten werden mus.

Fiir die Ausdehnungsarbeit erhalten Sie durch Einsetzen von P =kz in
Formel (25)

1
A=kfxdx=11—kl2
0

Um die Feder in dieser Stellung festzuhalten, miissen Sie die Kraft P, =kl
aufwenden. Damit konnen Sie k in der obenstehenden Gleichung ersetzen, und
Sie erhalten als Endresultat

1
A=§Pll

Stellen Sie sich ein Schaubild des Vorganges her, und berechnen Sie aus diesem
die Arbeit als Fliche!

Ausdehnungsarbeit eines Gases
In einem Zylinder mit beweglichem Kolben (Querschnitt F) sei ein Gas ein-
geschlossen. Das Gas habe in dem im Bild 40 festgehaltenen Zustand den Druck p
und das Volumen V.

Das Gas soll nun mit der Kraft P = pF den
Kolben um das kleine Stiick d x herausdriicken.
Den Druck konnen Sie bei geniigend kleinem

YOI TTIIIIIS lrrllll

L= . p

1

"

M
7T

ARARVRUY

dz als konstant ansehen. Die freiwerdende —{drfe—
Arbeit ist
Bil
dd = pFdz. ild 40
Der Kolben gibt durch diese Verschiebung das Volumen
dV =Fdz

frei. Unter Verwendung der letzten Beziehung wird, wenn Sie mit V, das An-
fangs- und mit V, das Endvolumen bezeichnen,

d4d =pdV
und
V,
A=fpdV
Vi

Zur Auswertung dieses Integrales miissen Sie nun die Abhingigkeit des Druckes
vom Volumen kennen, denn V ist ja die Integrationsveranderliche. Es gibt ver-
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schiedene Moglichkeiten der Abhdngigkeit des Druckes vom Volumen. Wir wollen
hier den Fall der isothermen Zustandsinderung annehmen, die Sie bereits im
Lehrbrief ,,Physik 5 kennengelernt haben.

Fiir die isotherme Zustandsinderung gilt
pV =pV, =p.V,
Daraus erhalten Sie die gesuchte Abhingigkeit

p= —pll—}/ ! (Gesetz von BoYLE-MARIOTTE)
Die Arbeit ist
V.
4 =pV, (*lV =p VilnVy,—InV,)=p,V,In Vs
V i

Vi

Arbeit eines Wechselstromes
Der durch eine Leitung flieBende Wechselstrom 148t sich durch die Funktionen
u=Usinwt und t=1Isin(wt+ @)

darstellen. Dabei ist « die Momentan- und U die Maximalspannung, ¢ die Mo-
mentan- und / die Maximalstromstirke. ¢ stellt den Phasenwinkel zwischen
Spannung und Stromstérke dar. Das Produkt u 7 gibt die Leistung N des Wechsel-
stromes zur Zeit { an:

N=ui=Ulsinwtsin(w!+ ¢)

Die Arbeit d 4, die dieser Strom wihrend der kurzen Zeit d¢ verrichtet, ist gleich
dem Produkt aus N und di:

d4A=Ndt =Ulsinwtsin(wt+ ¢) d¢

Jetzt ist es nun unsere Aufgabe, die Arbeit zu ermitteln, die der Strom wihrend
einer Periode verrichtet. Die Dauer einer Pericde sei 7. Die Zeit T kénnen Sie
aus der Beziehung

berechnen.

r
4 = Ulfsin wtsin (ot + @)d¢
0

Zur Losung dieses Integrals verfahren Sie wie bei dem letzten in Lehrbrief 1V/4,
[8a], behandelten Integral f sinmzsinnz dz.
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Setzen Sie

wt =¢L-_2_—ﬁ und wi +<p=a—_2+l8,
also a=2wt+ ¢ und =9
Es ist dann

sinwt sin(wt + @) = % [cos ¢ — cosRwi + )]
und

T T
4= %-I [cos q)fdt —-fcos(2wt + lp)dl]
0 0

Losen Sie das 2. Integral mit Hilfe der Substitution u =2 wt + ¢.
Ul T 1 . T
4= o [tcos«p}o ~ % sin(Rwt + @) ‘0]

Ul 1 . 1 .
= Q—‘Tcosq)—z—a-,sm@wT—{— ¢)+§6 Smtp}

Aus 2w T =4 folgt sin (47 + @) =sinp. Damit heben sich das 2. und
das 3. Glied der eckigen Klammer gegenseitig auf. Das Endergebnis ist dann

A = l—]21 Tcos ¢

Die durchschnittliche Leistung des Wechselstromes wahrend dieser Zeit ist

- A Ul
N == T = T COS(}J,

oder mit Ut = i und Iy= LH
12 y2

N= Uetr* Iets - cosg

Im folgenden sollen Sie sich mit zwei Anwendungsbeispielen aus dem Gebiet
der Festigkeilslehre vertraut machen.

Ausdehnung eines Balkens infolge Eigengewicht

Bild 41a soll einen herabhingenden Balken (Seil) mit der Linge I, dem Quer-
schnitt F und der Wichte y darstellen.

Es ist nun nach der Verlingerung A gefragt, die der Balken infolge Belastung
durch sein Eigengewicht erfahrt. Denken Sie sich den Balken im Abstand z
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s sy von seinem unteren Ende abgeschnitten (Bild 41b) und
! das abgeschnittene Stiick durch eine duBere Kraft P er-

setzt. Damit diese Kraft an dem verbliebenen Balkenstiick
die gleiche Wirkung hinterlat wie das abgeschnittene
( Stiick, muB sie gleich dem Gewicht dieses Stiickes sein.
d P=Fzxy

v | Betrachten Sie nun die im Bild 41b schraffiert gezeich-
--- nete diinne Scheibe mit der Dicke dz. Durch die an-
greifende Kraft P wird diese Scheibe gedehnt. Die rela-
tive Dehnung & betridgt nach dem Hookeschen Gesetz

l-x

- X

Bild 41

P Yz PR
E=FE = g (E = Elastizitatsmodul)
Daraus berechnet sich die absolute Verlingerung der Scheibe zu

d2=edo="7da
Nun denken Sie sich den gesamten Balken aus derartigen Scheiben zusammen-
gesetzt. Alle diese Scheiben werden nach dem gleichen Gesetz ausgedehnt. Dabei
werden die in der Néhe der Einspannstelle gelegenen Scheiben entsprechend
ihres groBen Abstandes # vom unteren Ende des Balkens stirker verldngert als
die weiter unten gelegenen. Die Gesamtverlingerung des Balkens erhalten Sie
wieder als Summe bzw. Grenzwert der Summe (gleich Integral) der Einzel-

verlingerungen.
! !
— -7 —
l_fedz_ Efzdx_g
0 0

Setzen Sie noch das Gesamtgewicht G = y | F ein, so erhalten Sie als Endergebnis

_ gt
~ 9EF

12

SR

A

Denken Sie sich den Balken gewichtslos und am unteren Ende eine Kraft der
GroSe P = @ angesetzt, so wiirde der Balken auf Grund des Hookeschen Ge-

setzes eine Verlingerung
_al
— EF

erfahren. Vergleichen Sie diese beiden Aussagen, so erkennen Sie, da die Ver-
lingerung des Balkens infolge des Eigengewichtes halb so groB ist, als beim Zug
unter der Einwirkung einer am unteren Ende des Balkens angreifenden duBeren
Kraft P =G.

)
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Triger gleicher Festigkeit

Welche Form muB einem Triager gegeben
werden, damit in jedem horizontalen Quer-
schnitt die Spannung o die gleiche ist, wenn
der Tréger durch eine an seinem oberen Ende
angreifende Kraft P, und sein Eigengewicht
auf Druck beansprucht wird (Bild 42). Die
Wichte des Trégers sei y.

Bild 42

a) Ermittlung des oberen Querschnittes Fy

Zwischen der Kraft P,, dem oberen Querschnitt F, und der vorgegebenen Span-
nung o muB die Thnen aus der Festigkeitslehre bekannte Beziehung

Py P,
Foo g oder Fo= -
bestehen.

B) Ermittlung des Querschnittes F' im beliebigen Abstand x vom oberen Ende

Es soll zundchst die Kraft P bestimmt werden, die im Querschnitt F im beliebigen
Abstand z vom oberen Ende wirkt. Ist G das Gewicht des Trégerteils oberhalb
von F, so muB

sein. Analog zur Fliche Fy, muB dann F so gro8 sein, daB die Bedingung

F = f oder oF =Py + G

erfiillt ist. Denken Sie sich nun den Schnitt um dz nach unten verlegt. Da die
auf diesem neuen Querschnitt liegende Last gegeniiber der Last auf dem alten
Querschnitt um das Gewicht der diinnen Scheibe vergroBert ist, muB auch der
neue Querschnitt grofer sein. Ersetzen wir das Gewicht der konischen Scheibe
durch das einer zylindrischen Scheibe mit dem Querschnitt F und der Dicke d z,
also durch dG = F y dz. Die dadurch bedingte QuerschnittsvergroBerung sei
dF. Es muBl dann gelten

o(F + dF) = Py + dG,
oF + 6dF = Py, + Fydx

Ziehen Sie davon die weiter oben fiir F' gefundene Beziehung ab. Damit erhalten
Sie die Differentialgleichung fiir den Triger

odF =Fydz
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Im Lehrbrief iiber Differentialgleichungen werden Sie lernen, daB man diese Art

Gleichungen lost, indem man die beiden Veréinderlichen (hier sind es F und z)

auf je eine Seite der Gleichung bringt:
dF y
7=

Da wir wissen wollen, welche GroBe der Querschnitt an jeder beliebigen Stelle £

haben muB, integrieren wir auf der rechten Seite von 0 bis z bzw. auf der linken

Seite entsprechend von Fy bis F

FdF d
_ 7
f—f = Gfdx
0
y

Fo
In —F— ="z
)

Fy
Losen Sie nach F auf und setzen Sie Fy = %’ ein, so erhalten Sie als Ergebnis

der gestellten Aufgabe

Fiir den unteren Querschnitt erhalten Sie mit x = h speziell
Yoh
Fh = Bo e’

g

Sollen die Querschnitte des Tréagers Kreisform haben, so mufl

F=d2n bzw. d=2]/§ =2]/§te;—°x

4
sein.
Dabei gilt fiir den oberen Durchmesser
_de2m P, - P,
Fo= i = o oder dg=2 o

Zu diesem Ergebnis gelangen Sie auch, wenn Sie im oben berechneten Ausdruck’
fir d die Bedingung 2 = 0 einsetzen.
AnschlieBend soll noch ein Beispiel aus der Physik behandelt werden.

AusfluBzeit von Fliissigkeiten bei verinderlicher Druckhdhe

Ein mit einer Fliissigkeit gefiilltes Gefdf mit dem konstanten Querschnitt F
soll am Boden eine AusfluBoffnung mit der GroBe f haben. Der Wasserspiegel
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habe dabei anfinglich die Hohe h. Welche Zeit verstreicht,
bis sich der Wasserspiegel auf die Hohe h, gesenkt hat
(Bild 43)?

Nehmen Sie an, der Wasserspiegel sei schon auf die Hohe x
abgesunken. Nach ToriceLLI (vgl. Physik, Lbf. 4) ist dann
die theoretische AusfluBgeschwindigkeit

LR NN

\

A
7
7
7
A
7
7
7
%
A
Z
2
7
7

4
larrezg) Y 22
7’

v =)2gzx
In Wirklichkeit liegt die Geschwindigkeit infolge der Rei-
bung etwas niedriger. Sie kommen der wahren Geschwindigkeit nahe, wenn Sie
v noch mit einem Faktor x multiplizieren (0 < x < 1). Die GroBe des Faktors u

ist u.a. von der Art der Fliissigkeit abhiangig. Wir sehen also als wirkliche
Ausflugeschwindigkeit

Bild 43

v=pu)2g9x
an.

Wiihrend einer kurzen Zeit d¢ konnen Sie die Geschwindigkeit v als konstant
ansehen. Innerhalb dieser Zeit d¢ flieBt die Wassermenge

dQ =fvdl =fuy2gxdt

aus der unteren Offnung aus. Dabei senkt sich der Wasserspiegel im Gefil
um — dz, und damit nimmt die Fliissigkeit im Gefdf um

dQ = — Fdz

ab. Das Minuszeichen soll ausdriicken, da es sich um eine Verminderung handelt.
Selbstverstindlich miissen die auf verschiedene Weise ermittelten Werte von dQ
gleich sein. Aus dieser Gleichheit ergibt sich die Differentialgleichung

fuy2grdt = — Fdr

oder nach Trennung der Verédnderlichen x und ¢

dt=— F 4o
fry2g vz
Zur nachfolgenden Integration legen Sie fiir die Wahl der Integrationsgrenzen fest:

zur Zeit ¢ =0 Fiillhohe: z = h |

zur Zeit ¢ =1, Fiillhghe: z = h, I hy < h

1, h,
fny2g) va
0 h
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Vertauschen Sie rechts die Grenzen (das bedeutet eine Vorzeichendnderung!):

t P h

fdt = ——:fx_%‘dm
frny2g

0 h

Sie erhalten

2F —
= —— h —Vh
1 fu ]/29 (V J 1)

Soll das GefiaB vollig leerlaufen, so brauchen Sie lediglich h, = 0 zu setzen und

schon erhalten Sie

— _2‘61_; 'l/ h
fuv2g

Setzen Sie in diesen Ausdruck noch die anfingliche AusfluBgeschwindigkeit

T

an. Interessant ist hier ein Vergleich der Zeit ¢,, die zur Senkung des Fliissigkeits-
spiegels auf die halbe Hohe (Halbwertzeit) und der Zeit ¢,, die von da ab bis zur
volligen Entleerung benétigt wird.

2F - h
‘ /m’zg(’ V2)

/
__?;F/_T V,h
fruy2g

und

bb=T—1t, = 9

Bilden Sie den Quotienten heider Zeiten

v’ﬁ—]/E
b P2 3 1~o0414
ty -/h

|2

ty = 0,41, bzw. ty =2 2,5 1,.

Das gefundene Ergebnis ist unabhéngig von k. Die Zeit, die fiir die erste Hilfte
der Entleerung gebraucht wird, ist noch nicht einmal halb so groB wie die Zeit,
die fiir die zweite Hilfte benotigt wird. Dieser Sachverhalt war zu erwarten,
denn fiir die zweite Hilfte sind ja die AusfluBgeschwindigkeiten und damit die
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sekundlich ausflieBenden Fliissigkeitsmengen kleiner als wihrend der ersten
Halfte.
Auch die Entleerungszeit T 1aB8t sich mit der aufgestellten Halbwertzeit in Be-
ziehung setzen:

T =t +1t,~1t, + 25t

T=~35bt

Ubungen

26. Der in Lehrbeispiel 34 behandelte Triger soll einen rechteckigen Querschnitt
besitzen (Bild 44), dabes soll die Dicke b konstant bletben. Wie ist in diesem

Fall die halbe Breite in Abhingigkeit von x zu wdhlen ?
Lol J
| 2y o

27. Ein mit Flissigkeit gefulltes Gefif8 habe die Form eines
Kegelstumpfes (Trichter) mit dem oberen Radius R,
dem unteren Radius r und der Héhe h. In welcher
Zeit leert sich das Gefifi?

Anleitung: Denken Sie sich zundchst zur Bestimmung
der Abhingigkeit des Querschnittes F vom Wasserstand

z den Kegelstumpf zum vollstindigen Kegel ausgezogen. x
Bezeichnen Sie die Hohe der angesetzten Spitze mit a, so da8
die Gesamthiohe des Kegels gleich a + h ist. Driicken Sie a Bild 44

durch R, 7 und h aus!

Zusammenfassung [6] bis [8]

In Abschnitt [6] und [7] lernten Sie die Verwendung der Integralrechnung zur
Volumen- und Mantelberechnung von Kirpern kennen. Die Verwendbarkeit des
einfachen Integrals beschrankt sich dabei im wesentlichen auf Korper, die durch
Rotation einer Fliche um eine Achse entstehen.

In Verbindung mit den Formeln zur Schwerpunktsberechnung konnten die beiden
Regeln von GuLpIN allgemein bewiesen werden.

Der Abschnitt [8] diente der Anwendung der Integralrechnung auf verschiedene
physikalische und technische Probleme. Besonders wichtig ist die Berechnung
der Arbeit bei verinderlicher GroBe der Kraft mit Hilfe eines Integrals.

6. Kapitel: Erweiterung der Integralrechnung

[9] Das Linienintegral. Im Abschnitt [8] des vorigen Kapitels haben wir u. a.
das bestimmte Integral zur Berechnung der Arbeit bei verdnderlicher Kraft ver-
wendet. Dabei waren Kraft und Weg langs der z-Achse gleichgerichtet. Erinnern
Sie sich beispielsweise an das Beispiel ,,Ausdehnungsarbeit eines Gases‘‘ in [8].
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Dort lagen die Kolbenbewegung und die durch den Gasdruck hervorgerufene
Kraft in einer Geraden, in einem eindimensionalen ,,Raum*.

Was wird nun aber, wenn Kraft und Weg nicht gleichgerichtet sind, und wenn
zudem die Bewegung lings einer (zweidimensionalen) Kurve erfolgt?

Nehmen Sie an, da8 jedem Punkt der zy-Ebene eine Kraft S (z, ) mit den Kom-
ponenten P (z, y) in der z-Richtung und @ (z, y) in der y-Richtung zugeordnet
sei, so daB S2 = P2 + @2 ist.

Diese Kraft soll mit ihren beiden Komponenten lings einer Kurve C wirken,
die die beiden Punkte P, und P, miteinander verbindet. Denken Sie sich wiederum
den Weg lidngs der Kurve C in kleine Schritte dz und dy jeweils parallel zu den
Koordinatenachsen zerlegt, dann sehen Sie sofort ein, daB die Arbeit durch das
Linienintegral (verschiedentlich auch Kurvenintegral genannt)

oder kurz

f[P(x,wdx + Q(z,y)dy] (26)

[(Paz+Qay)

¢

dargestellt wird. Sie konnen sehr leicht erkennen, daB in diesem Linienintegral
unser bisheriger Arbeitsbegriff enthalten ist. Wie schon gesagt, fand bei den Bei-
spielen des Abschnittes [8] die Bewegung nur in einer Dimension, auf einer Ge-
raden statt. Das bedeutet, daB die Verdnderliche y nicht existiert und dem-
entsprechend dy = 0 ist. Die Kurve C, der Integrationsweg, féllt mit der z-Achse
zusammen. Damit reduziert sich hier das Linienintegral auf das einfache, be-
stimmte Integral

)

R

g

—

N

I )

—(r
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Bild 46

/?P(a:)dx

a

Die Anwendung des Linienintegrals beschriankt sich
nicht nur auf die obengenannte Anwendung zur Er-
mittlung der mechanischen Arbeit. Die Anwendbar-
keit erstreckt sich vielmehr auf die verschiedensten
Gebiete, wie Wirmelehre, Elektrizititslehre usw.
Wir wollen zundchst einmal an einem -einfachen
Beispiel die Auswertung des Linienintegrals kennen-
lernen.



Es sei P = y, @ = a. Das Integral soll von P, nach P, gefiihrt werden. Aus den
unendlich vielen Méglichkeiten, um von P, nach P, zu kommen, sollen die in
Bild 45 angedeuteten Wege herausgewihlt werden, und zwar

a) von P, iiber P; nach P,,

b) von P, iiber P, nach P,,

¢) von P, lings der Diagonalen nach P,,

d) von P, lings der Kurve z = z(t), y = y(t) nach P,.
Wir wollen jetzt den Wert des Integrals iiber diese verschiedenen Wege ermitteln.

Weg a)
Wir unterteilen den Weg zunichst in die beiden Teile P,P, und P,P,. Dabei
ist y; =y, und z, = x,.
Fiir P,P, ist y = y, = konstant und demnach dy = 0. Dann ist aber auch
P = y = y, = konstant, so daB damit das Linienintegral die Form

Xy = X,

/yldx = ylx! = Yi(z— )

X

annimmt.

Fiir P,P, ist nun aber, da der Weg parallel zur y-Achse verlauft, 2 = z; = z, =
konstant und dz = 0. Fiir diese Teilstrecke vereinfacht sich damit das Linien-
integral zu

Y2
Ys
= a(Yy — ¥)

A4

ady =ay

Ya=N
Fassen wir beides zusammen:

[(Pdz+@ay) = [(Pdz +Qdy) + [(Pdz + Qdy)

P,P,P, PPy Py P,
Xy Y2
= [ Ydz + f ady
;1 N

= Y (T,— ;) + a(y— ¥)
Weg b)
Hier konnen wir wieder in die zwei Teilwege P;P, und P,P, zerlegen.
Teilweg P,P,: z = z, = z, = konstant, also dz =0
Ye=
[ady = a(Y.— ¥)

N
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Teilweg P,P,: y = y, = y, — konstant, also dy = 0

/-yzdx = Yy (T, — ;)

ZusammengefaBt: l
[Pz +qdy) = [(Pdz+Qdy +[(Pda + Qay)
PP, P, PP, PP,
Ja Xy
= [ady + [ ydz
}"l[ x[
= a(Yo— %) + Y2(T2— )
Weg ¢)

Der Integrationsweg ist hier eine Gerade, deren Gleichung Sie mit Hilfe der
Zweipunktegleichung aufstellen konnen.
=Y,
Y=o 5@ m+Hh
Es édndern sich lings dieses Weges sowohl z als auch y gleichzeitig. Zwischen
dz und dy besteht die Beziehung

dy="""4z  oder de=T2"Tgy
T,— &, Y—1Y
die Sie durch Differentiation der Geradengleichung gewinnen. Betrachten wir

nun wieder das Linienintegral selbst.

X Ys
[(Pdz+Qdy) = [(vdz + ady) = [ydz + [ady
P, P, P,P, X, Y
Entweder driicken Sie nun im ersten Integral der rechten Seite y durch z oder
dz durch y bei entsprechender Umrechnung der Grenzen aus. Die zweite Mog-
lichkeit ist hier einfacher. Fiir 2 = z, ergibt sich y = y, und entsprechend fiir

x = z, der Wert y = y,. Damit ist

b4 Y

/(Pdwwdy)———””*_ﬂ ydy +a [ dy
. Yo— Y
PP, Y1 N
,— X 2—y,?
= y:_y_i gL 5 % + a(y.— Y1)

1
= E} (z,— ) (. + ¥) + a(y,— yl)

Priifen Sie selbst die andere Moglichkeit nach, Sie miissen zum gleichen Ergebnis
kommen.
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Weg d)
Nehmen Sie an, die stetige Kurve, die in der Parameterdarstellung durch die
differenzierbaren Funktionen x = x (t), y = y(t) gegeben ist, wiirde ebenfalls die
beiden Punkte P, und P, verbinden. Fiir ¢t = ¢, sollen dabei z und y die Werte
z, = z(t,), ¥y, = y(¢;) und fiir t =¢, die Werte z, = z(t,), y, = y(,) annehmen,
so daB fiir alle Werte ¢ im Intervall ¢, <t <{, die Kurve durchlanfen wird.
In diesem Fall gestaltet sich die Losung des Linienintegrals mit

dz = z(t) dt und dy = g(t) dt
in der Form

fy

f[P(x,y)dx—i— Q(z,y)dy] =j {Plz®),y®]z®) +Q[z(?), y®]y(®)} dt

PPy [

(26a)
Das hei3t, daB Sie einfach das rechts stehende gewéhnliche, bestimmte Integral
mit der Integrationsveranderlichen ¢ zu lésen haben.

Wie Sie bei den durchgerechneten Féllen schon gemerkt haben, ist der Wert
des Linienintegrals auBer von der Lage des Anfangs- und Endpunktes noch vom
Weg abhingig.
Lehrbeispiel 30
Es sei P(z,y) = x + y und Q(z, y) = xzy. Das Linienintegral ist iiber die Kurve
=21y =41tvon P (0,0) bis P,(2,4) 2u erstrecken.
Losung:
Bestimmung der Parameterwerte fiir die beiden Punkte P, und P,:
P,(0,0):¢, =0 P,(24):t, =1
Mit £ = 21¢, y = 4 ¢ und hieraus folgend dx = 2 d¢, dy = 4 d¢ gestaltet sich das
Linienintegral nach Formel (26 a) zu
1
50
f[(x + y)dz + xydy]:f(lm + 3212 dt = 3
PP, 0 -
Sehen Sie sich einmal den durch die Parameterdarstellung 2z = z(t), y = y(¢)
gegebenen Integrationsweg naher an. Eliminieren Sie den Parameter {, dann
kommen Sie zur expliziten Funktion y =2 2.

Diese Funktion stellt nichts anderes als die Verbindungsgerade der Punkte P,
und P, dar. Dieselbe Gerade konnen Sie auch durch die Parameterdarstellung
r =1,y = 2t kennzeichnen, allerdings mu8 dann dieser Parameter ¢ das Intervall
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0 <t < 2 durchlaufen. Fiihren Sie mit dieser neuen Parameterdarstellung oder
auch mit der expliziten Funktion derselben Geraden noch einmal die Rechnung
durch, so werden Sie wieder zum gleichen Ergebnis kommen.

Allgemein 148t sich der Satz beweisen:

Der Wert eines Linienintegrals ist unabhingig von der Lage des

Koordinatensystems und der Art der Parameterdarstellung der Kurve.
Wir wollen hier den verhiltnismiBig einfachen Beweis nicht durchfiihren, wie
iiberhaupt auch im folgenden teilweise auf eine streng mathematische Beweis-
fithrung verzichtet werden soll.

Ohne weiteres ist auch der Satz zu verstehen, den Sie schon in dhnlicher Fassung
bei den einfachen Integralen kennengelernt haben:
Wird der Integrationsweg in umgekehrter Richtung durchlaufen, so
dindert der Wert des Linienintegrals nur sein Vorzeichen:

[(Pdz +Qdy) = — [(Pdz +Qay) 27)

PP, PP,

Zum Beweis brauchen Sie lediglich auf die Darstellung des Linienintegrals als
gewohnliches Integral in (26a) zuriickzugehen. Die Umkehrung des Durch-
laufungssinns bewirkt hier lediglich die Vertauschung der Integrationsgrenzen ¢,
und t,.

- Integration lings einer geschlossenen Kurve

Bei gegebenem P(z, y) und Q(z, y) konnen Sie zunichst wie im anfinglichen
Beispiel den Wert des Linienintegrals iiber den Integrationsweg C, von P, iiber
Py nach P,

J(Paz+qay
c
und zum anderen iiber die Kurve C, von P, iiber P, ebenfalls nach P,
y JPdz+qay)
R ¢] G

berechnen (Bild 46).

Kehren Sie nun fiir das zweite Integral den Durch-
K/ G laufungssinn um, erstrecken Sie also das Linieninte-
gral iiber die Kurve P,P,P,.
Wir wollen dieses umgekehrte Durchlaufen von C,
Bild 46 durch —C, kennzeichnen. Auf Grund des zuletzt

x|

-4
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angefiihrten Satzes ist dann

[(Pds +Qdy) = — [ (Pds + Qdy)
-C, Cs
Das Linienintegral iiber die geschlossene Kurve C, zusammengesetzt aus den
Kurven C; und — C, von P, iiber P;, P,, P, nach P, zuriick, ist danach gleich
der Differenz der Linienintegrale, erstreckt iiber die beiden Integrationswege C,
und C, von P, nach P,.

[(Pdz +Qdy) = [ (Pdz + Qdy) + [ (Pdz + Qdy)

-C,

=/’(de + Qdy)—f(szc +Qdy)
¢ G

Derartige Linienintegrale iiber geschlossene Kurven, bei denen das Innere zur
Linken liegt, wenn der Integrationsweg durchlaufen wird, werden allgemein durch
95 gekennzeichnet.

Sie haben, ohne daf Sie es wuten, schon mit solchen Linienintegralen gerechnet.
Es sei P = — y und @ = + z, wihrend die geschlossene Kurve durch die Para-
meterdarstellung 2 = z(f), ¥y = y(!) gegeben ist. Das Linienintegral

Y2
¢ (Pds+Qdy) = [ (4o — yi)at
N

ist dann nichts anderes als der doppelte Inhalt der Fliche, die von der Kurve
eingeschlossen wird. Vergleichen Sie dieses Ergebnis mit Formel (34a) in Lbf.
IV/4, [12].

Integration iber ein vollstdndiges Differential

Im ersten Beispiel hatten wir festgestellt, daB der Wert des Linienintegrals unter
anderem auch von der Wahl des Integrationsweges abhingt. Diese Vermutung
wird noch gefestigt durch den zuletzt angefiihrten Hinweis auf die Verwend-
barkeit des Linienintegrals zur Bestimmung von Flicheninhalten.

Sind jedoch die Funktionen P(z, y) und Q(z, y) die partiellen Ableitungen ein
und derselben Funktion F(z, y), dann ist der Wert des Linienintegrals von der
Wahl des Integrationsweges unabhingig, oder — was dasselbe besagt — der

Wert des Linienintegrals iiber eine geschlossene Kurve ist Null.
Nach Voraussetzung ist also in diesem Fall

oF
ox

P(z,y) = und Qz,y) = %5
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und damit der Integrand des Linienintegrals
oF , oF
Die rechts stehende Summe ist aber das totale Differential der Funktion F(z, y),
so daB Sie schreiben kénnen
Pdz +Qdy =dF (z, y)
Wenn P und @ aber die partiellen Ableitungen von F sein sollen, dann miissen
sie mit ihren Ableitungen nach y bzw. z dem Satz von Schwarz

oF(z,y) _ oF(z,y)

0Z0Y cYycx
geniigen, es muf also
oP 0@
0y oz

sein.
Fassen wir zuniachst den Sachverhalt noch einmal in einem Satz zusammen:

Sind P(x,y) und Q(x,y) die partiellen Ableitungen einer Funktion
F(x,y) und erfiillen sie demnach die Bedingung

oP ¢Q
iy~ éx’
so ist P(x,y)dx + Q(x,y)dy = dF(x,y) das totale Differential
der Funktion F(x,y). In diesem Fall ist der Wert des Linieninte-
grals von der Wahl des Integrationsweges unabhingig und hingt
nur vom Anfangs- und Endpunkt ab. Fiir einen geschlossenen Inte-

grationsweg nimmt das Linienintegral den Wert Null an.

Der Beweis laBt sich leicht fithren durch

[(Pds +Qdy)= [ dF(z,y)
PP, PP,
I8
= [ dF[2), y ()
1,
Dieses Integral kann gelost werden, ohne daB Niheres iiber den durch die Funk-
tion 2 = z(t), y = y(¢) beschriebenen Integrationsweg bekannt ist. Es wird

/ (Pds + Qdy) = Flz(t), y()] |

fy
t
PP, !

= Fla(ts), y(to)] — Fz(t), y(t1))]
= F(x,, ¥,) — F(z,, yy)
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Die zweite Aussage iiber den Wert des Linienintegrals bei geschlossenem Inte-
grationsweg 148t sich mit Hilfe der Erkenntnisse beweisen, die in diesem Abschnitt
fiir die Integration ldngs einer geschlossenen Kurve hergeleitet wurden. Es war

95(sz +Qdy) = [ (Pdz + Qdy)— [ (Pdz + Qdy)
Da nun aber “ -

[ (Pdz +Qdy)= [ (Pdz + Qdy)
ist, wird " -

$ (Pdz +Qdy) =0
Lehrbeispiel 31
Berechnen Ste f (Pdz+Qdy), wenn P =1y und Q = x sowie der Anfangs-

P,P,

punkt Py(zy; y,) und der Endpunkt P,(z,; y,) gegeben sind!

Losung:

— ist mit O;P
oz oy
sind P und @ die partiellen Ableitungen der Funktion F(z, y) = xy,

0@

== 1 erfiillt. Wie Sie erkennen kionnen,

Die Bedingung g—y[-) =

XqY2

f(ydx + zdy) =/.d(xy) =T Y— 4, Y,

PP, X1
Das Integral konnte ohne Angabe eines besonderen Weges gelost werden, d. h.,
der Wert ist unabhidngig vom Integrationsweg.

Der obenstehende Satz iiber den Wert des Linienintegrals bei geschlossenem
Integrationsweg 148t sich auch umkehren:

Ist § (Pdx + Qdy) =0, so muB Pdx + Qdy ein vollstindiges
Differential einer Funktion F(x,y) sein. P(x,y) und Q(x,y) sind
dann die partiellen Ableitungen dieser Funktion F'(x,y) und erfiillen
die Bedingung
¢P _ aQ
0y  9dx
Wir wollen auch hier auf den Beweis verzichten.
Bisher haben wir vorausgesetzt, daB P und @ die partiellen Ableitungen von
g% erfiillen. Es erhebt sich
die Frage, ob dieser Satz auch umgekehrt gilt, d. h. ob die Erfiillung der so-

F(z, y) seien und demzufolge die Bedingung g —
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genannten Integrabilitidtsbedingung die SchluBfolgerung zulift, da dann P und
@ als partielle Ableitungen einer Funktion F angesehen werden konnen. Die Um-
kehrung des Satzes ist zuldssig; den Be-

J weis dafiir wollen wir hier nicht mit auf-
R nehmen. Sie finden in jedem ausfiihr-

4 licheren Lehrbuch die Beweisfiihrung in

verstindlicher Form.

sl R (a;b) Plress Wir wollen hier aber noch zeigen, wie man
|r : ! verfahren muB, um aus einem totalen Dif-

| | ferential die urspriingliche Funktion, die

-+ ; —+ % Stammfunktion, zuriickzugewinnen. Wie

bei den gewohnlichen Integralen ist das
wiederum nur bis auf eine additive Kon-
stante moglich.

Das Linienintegral f (P dz + @ dy) soll iiber den in Bild 47 dargestellten Weg
von P, (a;b) iiber P’'(z;b) nach P,(x;y) erstreckt werden.

Fiir den ersten Teilweg P,P’ ist y =b und dy = 0.
Fiir den zweiten Teilweg ist dagegen « konstant und damit dz = 0.

Bild 47

x y
[1P@, 9)dz +Q(z, y)dy) = [ Pz, Hds + [Q(=, y)dy
PP a b
Bei veranderlichem Endpunkt ist das Linienintegral damit eine Funktion der
Koordinaten z und y des Endpunktes, und das ist die Stammfunktion F(x, y),
deren totales Differential gegeben ist.

X

2 Y
F(z,y)= [ P(z,b)dz + [Q(x, y)dy (28)

a b

Lehrbeispiel 32
Die partiellen Ableitungen einer Funktion F(z, y) sind

gg:P(az, y) =22y2— 2y —3 und %§=Q(x.y) =222y + 2y — 22
i c

Bestimmen Sie die Stammfunktion F(z, y)!

Losung:

Priifen Sie zundchst die Erfiillung der Integrabilititsbedingung nach
oP 0Q _
ﬂ.—4xy—2 a—i_4xy-—2



Die Bedingung ist erfiillt. Es ist dann

Fr.y) = [tz —2b —3)ds+ [ @aty + 2y — 22) dy
a b

x y
+ (2 + ¥* — 2 zy)

=022 — 2bz — 3z — b%a® + 2ba + 3a + 22y + ¥ — 2 xy
— 2% — b2 4 2xb
Fa,yy=2*2y*+y*—22y—3z+C

= (b222—2bx—32)

b

Im Endergebnis sind alle Glieder, die nur die willkiirlich gewéhlten Konstanten a
und b (die Koordinaten des Anfangspunktes P,) enthalten, zur willkiirlichen
Integrationskonstanten C zusammengefaBt.

In den Anwendungen stellt sich heraus, da8 P(r, y) und @(z, y) manchmal erst durch
Multiplikation mit einem ebenfalls von x und y abhingenden Faktor M (z,y) zu par-
tiellen Ableitungen einer Funktion F(z, y) werden. Man nennt diese Funktion M (z, y)
den integrierenden Faktor. Wir wollen uns hier nicht weiter damit beschiftigen. Sie werden
an gegebener Stelle in den Lehrbriefen der speziellen Fachwissenschaften darauf hingewie-

sen werden.

Anfinglich haben Sie das Linienintegral in seiner Anwendbarkeit zur Berechnung
der Arbeit kennengelernt. Sind bei dieser Anwendung P(z, y) und Q(z. y) als
Komponenten des Kraftfeldes die partiellen Ableitungen von F(z, y), dann nennt
man diese Funktion F(z, y) das Potential der Kraft. Die verrichtete Arbeit ist
in diesem Fall gleich der Potentialdifferenz F (z,, y,) — F(z,, y,), Wobei z, ; y, die
Koordinaten des Anfangspunktesund z, ; y, die des Endpunktes der Bewegungsind.

Lehrbeispiel 39

Berechnen Ste das Potential einer Kraft, die in jedem Punkt der Ebene wirkt, zum
Ursprung des Koordinatensystems gerichtet und umgekehrt proportional dem Qua-
drat des Abstandes r vom Ursprung ist.

Dieser Fall liegt beispielsweise im Gravitationsfeld der Erde (Newtonsches Gravi-
tationsgeselz) und bei der Anziehung magnetischer Pole oder elekirischer Ladungen
vor (Coulombsches Geselz). '

Losung:
Setzen Sie den Proportionalitdtsfaktor gleich k, so gilt fiir die Kraft S
k
S=— =y

Das Minuszeichen besagt, daB die Kraft zum Ursprung hin, also in Richtung
abnehmender Werte r gerichtet ist.
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Aus Bild 48 folgt mit r = y2? + 42:

P= Scos¢ Q = Ssing
k oz ky
=2y =T ey
= r__ = k9
V(=2 + y2)p V(=2 F y2p

Uberzeugen Sie sich, daB die Integrabilititsbedingung

£ oP oQ Ty
95 _ 9% _ 3k

o erfiillt ist.
X Nach Formel (28) ist dann, wenn P, (z,; y,) der Anfangs-
Bild 48 und P(z; y) der Endpunkt der Bewegung ist
z
F(.’L‘,y)=—kf——; — — -
V(22 + .2 V(a2 - —I— y‘*)3
X1

Bedenken Sie, daf im rechten Integral x konstant ist. Die beiden Integrale
konnen Sie leicht mit Hilfe der Substitution
u=2a*+1y? bzw. v =214 y?

und du =2z dz dv =2ydy
lgsen.
k | k y
F(.’L‘,y = + — —
) Va2 9.2 |k, V22492 |,
_ _k . k _ k ny,
Va2 + 92 Ya24y? T
k

Es ist allgemein iiblich, den Ausdruck

_k _k als Potential dieser Kraft
sz + 2 T
zu bezeichnen. Wird der Anfangspunkt P,(z,; y,) immer weiter vom Ursprung

entfernt gewahlt, so wird C = — # immer kleiner und verschwindet
Vad + y?

schlieBlich fiir einen unendlich fernen Anfangspunkt. Sie konnen daher fiir ein
derartiges Kraftfeld sagen: Das Potential ist dieArbeit, die lings eines beliebigen
Weges von einem unendlich fernen Punkt bis zu dem betreffenden Endpunkt
aufgewendet werden muB.

Zwischen den Punkten P,(z,;y,) und P,(z,; y,) besteht dann die Potential-
differenz

A= F((Ez. yg)_ F(m19 yl) = V$22+ yzz - '/xl2+ ylz =k (E—rl>
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Liegen die Punkte in gleicher Entfernung vom Ursprung (r, =r,), soist 4 = 0.
Es haben alle Punkte auf einem Kreis um den Ursprung dasselbe Potential. Man
nennt deshalb im vorliegenden Fall den Kreis eine Aquipotentiallinie.

Linienintegrale tm Raum.

Sie konnen, ohne dabei besondere neue Uberlegungen anzustellen, das Linien-
integral auf die drei Dimensionen des Raumes ausdehnen. Das rdumliche Linien-
integral hat dann die Form

JIP@, y, 9)dz 4 Q(z.y, 2)dy + R(z. y. 9)dz]
C
und ist iiber eine rdumliche Kurve C in der Parameterdarstellung

T = z(t), y=y(), ¢ =2(t)
zu erstrecken. Alle bisher aufgestellten Sitze gelten hierfiir sinngemif.

Zusammenfassung [9]

Im Abschnitt [9] wurden Sie mit einer ersten Erweiterung der Integralrechnung,
der Einfiihrung des Linienintegrals, vertraut gemacht. Dieses Integral ist im
zweidimensionalen Bereich bei gegebenen Funktionen P(z, y) und Q(z, y) iiber
eine ebenfalls vorgegebene Kurve zu erstrecken. Im allgemeinen Fall ist der Wert
des Integrals vom Integrationsweg sowie von der Lage des Anfangs- und des
Endpunktes der Integration abhingig. Die Integration iiber eine geschlossene
Kurve wird durch das Integralzeichen ﬁ gekennzeichnet. Sind speziell P und @
die Ableitungen einer Funktion F(zx, y) (Potential), dann ist das Linienintegral
vom Weg unabhingig, wihrend die Integration iiber eine geschlossene Kurve
den Wert Null ergibt.

Anwendung finden die Linienintegrale beispielsweise zur Berechnung der Arbeit.

Ubungen
28. Es sei P(z,y) =a — y und Q(, y) = x. Welchen Wert nimmt das Linien-
integral an, wenn die Punkte P,(0;0) und P,(1;1) verbunden werden durch
a) die Verbindungsgerade der beiden Punkte,
b) die Parabel z =1, y =1 (y* = z) und

¢) die Sinuslinie y = sin 72t .

29. Priifen Sie, ob das Lintenintegral mit P(z, y) = 4 z(x + y) und Q(z, y) =
2(x% + 2 y?) vom Wege abhdngig ist. Berechnen Sie das Linienintegral vom
Punkt (0; 0) bis zum Punkt (2;1) lings eines beliebigen von Ihnen zu wih-
lenden Weges.

Anleitung: Im Integrand des rechten Integrals muB fiir das konstante z der Wert 2
eingesetzt werden. Sehen Sie sich hierzu noch einmal Bild 47 an.
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[10] Mehrfache Integrale. Im Abschnitt [9] haben Sie bereits eine erste Er-
weiterung des Integralbegriffes, das Linienintegral, kennengelernt. Jetzt soll nun
die Integration in einer anderen Weise ausgedehnt werden; Sie sollen die mehr-
fachen Integrale studieren. Wir wollen uns zunschst ein Problem stellen, dessen
y Losung unmittelbar mit den bis-
her vermittelten Kenntnissen
ot nachgepriift werden kann.
4 Im Bild 49 ist eine Fliche dar-
% gestellt, die von den Kurven
[ v =4:,(z) und y = y,(z) be-
P grenzt wird. Aufgabe ist es, den
.. : Fldcheninhalt zu berechnen.

4 ’ T Bedecken Sie die Flache mit einem
‘- Netz von Geraden x = konst.
und y = konst. (etwa durch Auf-
legen von transparentem Milli-
meterpapier), so kommen Sie zu einem augendherten Ergebnis, wenn Sie die
Anzahl der innerhalb der Fliche gelegenen Felder ermitteln. Lassen Sie dabei
die angeschnittenen Quadrate fort, so wird der ermittelte Flicheninhalt zu klein
ausfallen, zdhlen Sie diese dagegen mit, dann erhalten Sie einen zu groBen
Flicheninhalt. Der wahre Inhalt wird demnach zwischen diesen beiden An-
niherungen liegen. Weiterhin wird die Anndherung um so genauer sein, je feiner
das Netz gewihlt wird, denn dann wird beispielsweise die Summe der bei der
einen Rechnung nicht mit erfaBten Flichenteile der angeschnittenen Quadrate
immer kleiner werden. Gleichfalls wird das Zuviel bei der anderen Anndherung
immer kleiner werden. Sie erkennen sicher schon die Analogie zu den Ausfiih-
rungen im Abschnitt [5] des Lehrbriefes IV/4.
Der Abstand der parallelen Netzlinien sei 42 bzw. Ay, dann hat ein Feld den
Flicheninhalt 42 Ay.
Wir wollen nun den Inhalt eines Netzstreifens parallel zur y-Achse berechnen.
Dazu geben wir z einen festen Wert z; zwischen a und b. Der Inhalt des Streifens
wird dann angendhert durch

2Ax- Ay =Az X Ay,
wobei die Summe iiber die zu dem gewahlten z; gehorenden, iibereinanderliegen-
den Ay zwischen y, (z;) und y,(z;) zu erstrecken ist. Je nach dem gewihlten z;
werden also mehr oder weniger Ay dazu gehoren.
Die Flache selbst besteht doch nun aus einer Summe derartiger Streifen. Sie
erhalten also die Anndherung des Inhaltes mit

F~ZZAzdy=Z24z(ZAy).

L)

25

=34

Bild 49
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Die duBere Summe erstreckt sich iiber alle Streifen zwischen # = a und x = b.

Nun ist es nur noch ein kleiner Schritt bis zum wahren Flicheninhalt. Nach
den vorher angestellten Uberlegungen ist

(29)
X=b y=y,(x) Ya(x)
F=limL’L‘AxAy—//dIdy—j ]drdy—fdx( / dy)
Ax—»0 .
Ay-»0 F x=a y=y(x) PRE)

Dabei stellt das ganz rechts stehende Doppelintegral die praktische Arbeits-
anweisung fiir die Auswertung des symbolisch geschriebenen Doppelintegrals f f

F
dz dy dar. Es ist also der bisher mit f(z) bezeichnete Integrand des gewohnlichen
Integrals schon ein Integral, das zundchst einmal gelost werden muB}, ehe Sie
mit der zweiten Integration einsetzen kénnen. Auseinandergezogen sieht das so aus

b Valx)
= [f@dz  mit @)= [dy

a »i(x)
Die Auswertung des inneren Integrals ergibt

Ixe)

[@) = [ dy = ya(2) — ya(a).
(%)

und damit ist

F= [ [5a(z) — ni(n)d

b b
=/y2(f,)dx—/ yi(x)de
a a
An dieser Auswertung erkennen Sie die Richtigkeit unserer bisherigen Uber-
legungen. Die Flache erscheint damit als Differenz der Flichen ,,unter der
Kurve y = y,(x) und der Kurve y = y,(x).
Ist speziell y,(z) = 0 (2-Achse) und y,(z) = f(x), so erhalten Sie mit

b

o EGLE

das Thnen bekannte gewohnliche Integral.



Lehrbeispiel 34

Welchen Inhalt hat die tm 1. Quadranten liegende Fliche, die von der Geraden y = x
und der Parabel y = z* eingeschlossen wird?

Losung:

Die Schnittpunkte der beiden Kurven sind (0; 0) und (1;1).

1 x l x x x
F= gdxdy=5dx(§dy> { dy=y| =2 —22
x;O ylx’ x=0 y;x* y=xt x*
: 3\ |1
. oy (B
_de(x x2) (2 8)§0
x=0
1
Y =
F 6
_y-om —
| Lehrbeispiel 35
¢
: Welchen Inhalt hat die Kreisfliche mii dem Ra-
79 .} % dius r?
| Losung:
y=-Vri-x2 Betrachten Sie zur Festlegung der Grenzen
Bild 50!
+r  +Vn-m
Bild 50 F=S dedy

x=—r y=-Vn"Tx

Infolge der Symmetrie konnen Sie dafiir schreiben

o e Ve

F=4\dx( S dy) de=}/1t$z
x=0 . y=0 y=0

=4\]/17Ex2dx=4[122—arc sin—?——|—;}/ﬁ———z_2 ;
x=0

F=rn

Im Fall, da die Grenzen fiir beide Integrale konstant sind, ist es gleichgiiltig,
ob Sie zuerst nach y und dann nach z integrieren oder umgekehrt. Dies ist im
folgenden Lehrbeispiel der Fall.
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Lehrbeispiel 36
Der Inhalt des in Bild 51 dargestellten Rechtecks ist durch ein Doppelintegral zu
berechnen.

Losung:
Es ist y
a b
ot et
F= 5 g dzdy
x= —; y= —21 = e X
Da die Grenzen der Verinderlichen z nicht von

y abhingen und die der Verinderlichen y nicht
von z, konnen Sie entweder zuerst die Integration Bild 51
iiber dy ausfithren oder zuerst die iiber dz.

x=0 y=0 y=0 X =
a b
B 2 2
a
=4, \dx =4 \dy
x=0 )’=~0
F=ab F=ab

Sind die Begrenzungskurven der Fliche in der Form z = z,(y) und = = x,(y)
gegeben, so fithren vollkommen gleiche Uberlegungen zu

N g xnf)’) B xl(.y) \
F=S\dxdy=g dedy:de( \ da:)
F y=a x=x(y) y=a x =X (y)

Merksatz:

Bei der Auflésung mehrfacher Integrale ist zunichst iiber die Ver-
énderliche zu integrieren, in deren Grenzen die andere Integrations-
verinderliche mit vorkommt. Bei konstanten Grenzen ist die Reihen-
folge der Integrationen beliebig.
Wir wollen nun die Doppelintegrale noch erweitern. Es sei z = z(z, y) eine stetige
Funktion der beiden unabhéngigen Verdnderlichen z und y. Sie konnen dann
ohne weiteres einsehen, da

F=S Sz(x,y)dxdy (30)

F

87



nichts anderes als das Volumen des Korpers ist, der durch die Flache z = 2(z, y),
dem Zylindermantel und der Grundfliche F' in der zy-Ebene begrenzt wird
(Bild 52). Den Integranden bezeichnet man allgemein als Volumenelement dV =
z2(r,y)dz dy.

In Bild 52 erkennen Sie die ZweckmaBigkeit dieser Bezeichnung, stellt doch d V
nichts anderes als das Volumen der Saule iiber dem Flachenelement dF = dz dy
mit der (mittleren) Héhe 2 = z(z, y) dar, wobei der FuBBpunkt (z; y) dieser mitt-

zi

Y =Xy (x)=cons? % ¥ *Yaln)=const
2 N oy
g N
/
743 b
», 4
X X
Bild 52 Bild 53

leren Hohe innerhalb dF liegt. Zur Auswertung eines derartigen Integrals miissen
wir uns noch kurz einige Gedanken machen. Nehmen Sie an, die Grundfliche
werde durch die Funktionen y = y,(z) und y = y,(x) begrenzt. Die z-Werte
sollen von a bis b variieren. Dann ist

b 2(x) b Y2 (%)
V_—_S 3z(x,y)dxdy=3dx( z(z, y)dy
x=a y=y,(x) x=a Y =y1(x)

Das innere Integral stellt bei festgehaltenem z nichts anderes als den Inhalt
einer zur yz-Ebene parallelen Querschnittsfliche @ dar (in Bild 53 schraffiert
gezeichnet). Wir ziehen daraus fiir die Auswertung des inneren Integrals

ya(x)
\ 2z, 9)dy = Q)
y=5(x
die Folgerung, da8 bei der Integration z als Konstante anzusehen und nur iiber

die Verdnderliche y zu integrieren ist. Nach Durchfiihrung sind dann fiir y die
Grenzen ¥, (z) und y,(z) in der bekannten Weise einzusetzen. Damit ergibt diese
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erste Teilintegration eine Funktion von x. Wir wollen sie, da sie als Querschnitt
aufgefat werden kann, mit Q(z) bezeichnen. Das Volumen ist dann

V= SbQ(a:)da;

xX=a

Sie erkennen die im Abschnitt [6] aufgestellte Formel (20b).

Lehrbeispiel 37

Bestimmen Sie das Volumen zwischen der im I. Quadran-
ten liegenden Viertelkreisfliche des Kreises mit dem Ra-
dius 1 =1 und dem dariiberliegenden Stiick der Sattel-
fliche z = xy (die Grundfldiche ist in Bild 54 dargestellt).

Losung:
Sie konnen aus Bild 54 fiir die Grenzen ablesen:

Bei festgehaltenem z muB y zwischen 0 und y1 — 22
laufen, z selbst ist dann von O bis 1 zu erstrecken.

71

1 Vima
V=S Sxydxdy
x=0 y=0
1 Ji-xo
=de< S xydy)
0 y=0

Den bei der Berechnung des inneren Integrals als konstant zu betrachtenden
Faktor z konnen Sie vor das innere Integral setzen.

n=x ) Ji=x Fi—x

1 y2 1
V= f:cdx fydy fydy=? =§(1—x2)
x=0 y

=0 / y=0 0

= ; f(l—:ﬁ)xdx

x=0
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Lehrbeispiel 38
Wie grofi ist der Inhalt einer Halbkugel mit dem Radius 2

Lésung:
Funktionsgleichung der Kugel: 2% 4 42 4 22 =12
Halbkugel: z=4 | —t — 2
+r Y =
V= f dz ( f oy dy>
x=—r y=—Vrn—x y
4 4V o
=4fda:( [ Vrz—:x'z:—yzdy>
x=0 y=0
Inneres Integral: .
Jrt—a*—y2 dy
y=0

Setzen Sie zur Abkiirzung fiir das konstante Glied r2 — 22 = a2

— [VE=ay
y=0

2 ja
= (%« arc sin ‘; + g ]/az—y2>
0
2 2
= %—arc sin1 = %z = %(rz—zz)

V= ;1[(12—:1;2) dz
x=0

2

= —ar
|4 3'”'

Selbstverstindlich konnen Sie die zweifachen Integrale in verschiedenen An-
wendungen gebrauchen. So kénnen sie beispielsweise zur Berechnung von Schwer-

punkten oder Trégheitsmomenten herangezogen werden.

Wie schon angedeutet, stellen die Formeln (13) und (16) schon Doppelintegrale
dar. Wir konnen jetzt beispielsweise die Formeln (13) fiir die statischen Momente

in der Form
Tx=[/'ydxdy und Ty=/‘/.wdwdy

. F F
schreiben.

Bei den Tragheitsmomenten ist entsprechend x? bzw. y?® einzusetzen.
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Lehrbeispiel 39
Berechnen Sie den Schwerpunkt der tm Lehrbeispiel 34 berechneten Fldche zwischen

den Kurven y =z und y = a2.

Losung:
1 X 1 X f . .
T, = S ydzdy = Sdz(S ydy) \ydy=——%
x=0 y=x* x=0 y=xt o
1 y=x
17 1 /(a8 x5) !
_ 2___ 4 —_ | -
=3 \(a: z)dzx 5 (3 5 ,
x=0 '
1
1 3 1 X
T,.=S Sxdxdy=5xdz(8 dy
x=0 y=x* x=0 \y=x*
1
1 1
2__ 3 - =
g(:c 2d)dz = 31
x:O
1
Ty=ﬁ
Nach Lehrbeispiel 34 ist F = é und damit
pe— T, 1 _ T2
STF T 2 Y$=F =5

Bei der Aufstellung der Formel (19a) wurde stillschweigend eine zweifache Inte-
gration durchgefiihrt, indem wir das vorher durch Integration berechnete Trig-
heitsmoment eines Rechtecks mit verwendeten. Mit Doppelintegralen nimmt die
Rechnung folgende Form an:

dJx =92 dF =y dady

b f(x)
Jx= S \ y2dzdy
x=a y=0
b (%) J(x)
* f(x)
= de S yzdy) yidy = ? = %[/(-’”)]3
x=a y=0 / y=0 0
b
= : \U@pas

v
xX=aq
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Ein vollkommen analoger Schritt wie vom einfachen zum zweifachen Integral
filhrt Sie nun vom zweifachen zum dreifachen Integral.

Dem Flachenintegral
F= S S dzdy
F

stellt sich das Volumenintegral

V= SSdedydz
\'4

zur Seite. Mit Hilfe dieses Integrals konnen Sie die Volumina von Korpern be-
rechnen, die von zwei Flichen gebildet werden. Veranschaulichen Sie sich das
am Beispiel einer im zyz-Raum schwebenden Kugel, die Sie sich aus zwei Halb-
kugeln gebildet denken kionnen. Die beiden Raumfunktionen seien z = z,(z, y)
und z = 2,(z, y). Die Projektion dieses rdumlichen Gebildes auf die zy-Ebene
sei durch die Kurven y = y,(z) und y = y,(z) begrenzt, dann ist das Volumen
des Korpers

,‘? .Vn(.x) za(f:])
V= 3 5 | dadydz (31)
x=a y=x(x) 1=2z(x,v)
b Ya(x) 24(X,y) \
V= dx[ S dy( S dz)}
x=a y=y1(x) \2=2,(x,y) .
b Y2(%)
V=de[ | {zz(x,y)—zl(x,y)}dy} (31a)
x=a y=51(x)

Sie haben wieder von innen nach auen zu integrieren. Es gilt wieder der weiter
vorn aufgestellte Merksatz iiber die Reihenfolge der Integrationen. Der Satz ist
hier noch durch den Vorsatz zu erweitern: Zuerst iiber die Verdnderliche inte-
grieren, in deren Grenzen die beiden anderen Verdnderlichen vorkommen.
Mit der in (31a) durchgefiihrten Auflésung des innersten Integrals ist das drei-
fache Integral wieder auf ein zweifaches Integral zuriickgefiihrt. Die Formel (30)
erscheint als Spezialfall mit z,(2, y) = z(z, y) und 2, = 0 (zy-Ebene).

Lehrbeispiel 40

Es ist das Massentrigheilsmoment eines Rechtkants mit den Seiten a, b, ¢ in bezug
auf die zur Kante a parallele Schwerpunkisachse zu ermitteln.
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Losung:
Bild 55 zeigt einen Schnitt des Rechtkants parallel zur yz-Ebene.

Das Massenelement dm = % dzdydzhat den Ab- z

stand Vy2 + 22 von der mit z bezeichneten Schwer- T zs ¥
punktsachse, deren DurchstoBpunkt in der Mitte i ?

des Rechtecks zu erkennen ist. y=-f FI 7 7

a |
*2 k 3 2"'5
Jo=" S S S Y2+ 22)drdydz —§—
9 A A Blid 55
-3z Y=z - 3

Da die Integranden jeweils symmetrische Funktionen sind und das Integrations-
intervall durch den Koordinatenursprung halbiert wird, konnen Sie fiir J,
schreiben [vgl. Lbf. IV/4, Formel (25)]:

—

a b [
2 2 2
Jx=8%§dx ‘ g ¥+ 2 dz |
x=0 | y=0 7m0
a b
2 2 . b 2
—g 7 e —r¢ 2 2
_8ngx S(2y+24)dy s g(b—i—c)dz
x=0 y=0 1 =0
_ » abe 2 4 _7 . .
g 12 % + ¢?) Da m= P abe ist, wird
Jx= —l—m(b2—|- c?)
12
Ubungen
2 x*

30. Berechnen Sie das Inmtegral S S %dx dy! Verschaffen Sie sich vorher

x=1 y=1
durch eine Skizze Klarheit iiber dem Integrationsbereich!
31. Bestimmen Sie die Trigheilsmomente fiir die beiden anderen Achsen des in
Lehrbeispiel 40 behandelten Rechtkants!

[11] Mittelwertsatz der Integralrechnung. Im Intervall a < x <b habe die
iiberall positive Funktion y = f(x) den kleinsten Wert m und den gréBten Wert M.
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Aus der Deutung des bestimmten Integrals
als Flicheninhalt konnen Sie an Hand des
Bildes 56 die Ungleichung
b
mb—a)< 3 f(z)dz < M(b — a)

a

57 aufstellen.

Bild 56 Dabei stellt m(b — a) ein zu kleines und
M — a) ein zu groBes Rechteck mit der
gleichen Grundlinie dar.

Zwischen diesen beiden Werten m und M mufl dann aber eine Konstante u
existieren, so daf damit

b
w6 —a) =@ dz (32)

oder

\ f(x)dx (33)

ist. Dabei ist 4 = f(£), wobei & einen festen Wert aus dem Intervalla < £§<b
darstellt.

Man nennt x4 den (arithmetischen) Mittelwert des Integrals und (32) den ,,Mittel-
wertsatz der Integralrechnung*.

Die geometrische Bedeutung der Konstanten x = f(£) konnen Sie leicht als Héhe
des flachengleichen Rechtecks mit der Grundseite b — a finden.

Lehrbeispiel 41
Welchen Wert hat u fiir das Integral S sin z dz ?
0
Losung:
1\ . 1 .
/4=;.\smzdx=};-2= n
0 —

Es hat also das Rechteck mit der Grundseite = und der Hﬁhe% den gleichen

Inhalt wie die Flache zwischen dem Sinusbogen und der z-Achse.
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Von grioBerer technischer Bedeutung ist das geometrische Mittel des Integrals.
Dieses wird durch

b
b= ‘/b =, [ u@ra (34

definiert.

Lernen Sie nun noch eine Anwendung des geometrischen Mittels des Integrals
aus der Elektrotechnik kennen.

Unter dem Effektivwert der Spannung wu.y bzw. der Stromstirke 4. eines
Wechselstromes versteht man den geometrischen Mittelwert, erstreckt iiber eine
volle Periode.

Die Spannung eines Wechselstromes ist durch
u=Usnw!

gegeben. Die Zeit fiir den Ablauf einer Periode bezeichnen wir wieder mit 7.

- I—T_
Uett = Tfuﬁdt
0
o T
=U iT f sin2w!dt Substitution: z = w ¢
0
=U —fsinza:dx oT = 2x
wT
0
4 /7 2=
1 .
=U : fsmzxdz
2n
0

/1 . 2=
=U]/~ (r — sin z cos 7) |
T Io
e U
eff V?

Analog bekommen Sie fiir die Stromstirke ey = #
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Zusammenfassung [10] und [11]

Die zweite Erweiterung der Integralrechnung brachte die Einfithrung der mehr-
fachen Integrale. Das zweifache Integral erstreckt sich iiber die zwei Dimensionen
der Ebene, wihrend das dreifache Integral als Raumintegral angesehen werden
kann.

Die mehrfache Integration ist nichts anderes als eine Schachtelung von einfachen
Integrationen iiber die verschiedenen Verdnderlichen. Im Innern steht immer
das Integral, in dessen Grenzen die iibrigen Verdnderlichen vorkommen. Bei der
Auflésung ist dann von innen nach auBen zu integrieren. Mit den mehrfachen
Integralen lassen sich auch die rdumlichen Probleme lésen, bei denen die gewidhn-
liche, einfache Integration versagt bzw. im Ansatz auf zu groBe Schwierigkeiten
stoBt.

Weiterhin wurde der Mittelwert der Integralrechnung behandelt. Das hierin auf-
tretende arithmetische Mittel kann als Hohe eines Rechtecks gedeutet werden,

b
das inhaltsgleich der durch das Integral f f(x) dz berechenbaren Fliche ist,

wobei die beiden Flichen die gleiche Breite (b — a) haben. Alle die Angaben,
wie ,,mittlere Temperatur‘, ,,mittlerer Barometerstand* usw. beruhen auf diesem
Mittelwertsatz der Integralrechnung. Die Erfordernisse der Technik, besonders
die der Elektrotechnik, bewirkten die Einfithrung eines weiteren, des quadrati-
schen Mittelwertes eines Integrals.

Wir wollen damit die Anwendungen und Ausweitungen der Integralrechnung ab-
schlieBen. Wie Sie sicher gemerkt haben, lieBen sich die Anwendungsbeispiele
noch auf die verschiedenartigsten Gebiete ausdehnen. In den beiden Lehrbriefen
iiber Integralrechnung sollten Sie aber nur die Losung von Integralen und einige
grundsitzliche Eigenschaften und Anwendungen kennenlernen. In den Lehr-
briefen der speziellen Fachwissenschaften werden Sie noch weitere, Ihr besonderes
Fachgebiet betreffende Verwendungsmaoglichkeiten erkennen. Aber auch der noch
folgende Lehrbrief iiber Differentialgleichungen setzt zu seinem Verstindnis die
Beherrschung der Differential- und Integralrechnung voraus.
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ANTWORTEN UND LOSUNGEN

1. Relativer Fehler des Ergebnisses von Lehrbeispiel 1: MJ‘U—

2
36

~ 0,00045 9.

Nach Formel (1) wird F = o = 0,694444.

LAF |
F
Er betrigt das 416fache des relativen Fehlers in Lehrbeispiel 1.

Relativer Fehler

~ 0,187%,.

2. w | 71 | 1,000
Yo | Y11 | 38,317
Ya }1,464 1,210 % }1,208 1,099
Ya 12,312 1,521 Ys 11,816 1,348
Yo 13,928 1,982 Ys V3 1,732
Ys 16,696 2,588 Y 15,144 2,268
) 7,301 Ye 78,632 2,938
z, 9,385
Yo+ Yo 4,317
27 14,602
4z, 37,640
z i 56,459

2
3Vx3+x+1dm=3;770
0

& ——
3. s=m&in El =l/m’@of2 % —m? =Jy?: — m?

r n?
4. S =T
b. s = 16a

7 Math. 1V/5 97



10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

98

1y

Ty = S y() VE + gt

4L
fa

s=§]/'a73+y3dt;

Tg =T,

z ha+20

ST 3 a+b’
4rsinda

Ts

=3(2a—sin_27);

2 R*—1r3sina E R*+ Rr + 12 gina

fy

r,= Sx(t)l’md‘

T, . T«
I=TE 0 ws=7
_4,
?/s—3
Ys =0
ys =0

Ts = o
ST 3 R—1r a

$s=0;

R—l—'f a y$=0

_ b
ys—3n

Alle Ellipsen mit gleicher kleiner Halbachse b und beliebiger Halbachse a
haben denselben Schwerpunkt, so u. a. auch der Halbkreis mit a = b =r.

T

$s=§;

h3
Ja =15 (a+3b)

J i 3 b
v =15 Ba+)

Jx=Sy"‘ds=

r3 .
Jy=§(2a—|—sm 2 a)

h=48 b —a

_Z
ys—8
_Ea2+4ab+b2
ST 36 a+b
h b4 —ad

= Zhg_ (b + ab® + a®b + a®)

P11+ y?da

221 4 y?dz

Jy =%(2a + sin 2a) (R*— 1)

4
Js=li—g m_p

(R® — r3)? sin2a

a



17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

7‘

z’dm—iml’

= Y =
dm qdzg J=2 19

°<./ﬁn]-.

Bei dickeren Stidben (Zylinder) miissen Sie analog zum Lehrbeispiel 22 ver-

fahren.
J = % mr?
3 2 1
VZyI. =TT, VHaibk. = 3 73, Vparav. = ) 7 rs
1
VKCK- = *3- 3 1-3

Vzyi.: VHaivk. : Vparab. :Vkeg. = 6:4:3:2

V=5
a)V=§ﬂab’; b)V=%n'a’b
Hyperbel: z? =12 + _ll(_R’h:_rﬂl y?
V=3 wh(R 420
V=% ( +@f ! Gin )
; am (m z, + y, Yy2 — m3)

R e D1
Fy=nm (m +@ofm6mm)
=n(mx1+y1w1‘—7n’)

Y s

Von{atdy=n | ot dy
Fu= 2nS zds =2n §.¢(y)VI+ (g-‘;)’dy

Dabei ist £ = ¢ (y) die Umkehrfunktion von y = f().
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26. Fy=2n%ra — 4mr?; V=2nra3+—§—nr3—-n’r3a

27h
=—=1 __(8rr+4Rr+ 3R
TR (8r*+4Rr+ 3R

1 1 3 4
28. a) 55 b) rx c) 3

21.

2. F@y)=3a+38y+ 5

Das Linienintegral ist vom Weg unabhingig und besitzt den Wert 20.

3

3. 4ln2—
_ 62 + a2 . a2_'_b2
L. Jy=m= % Jo=m Tt

Bildquellenverzeichnis

MEeYER zUR CAPELLEN, Mathematische Instrumente, 3. Auflage. Akademische Verlagsgesell-
schaft Geest & Portig, K.-G., Leipzig 1949: Bild 4a und 4b.
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Formelzusammenstellung

Formel-Nr. Formel Seite
h
1 F1=3(yo+4y1+?/2) 3
xn h
2 F=&f(x)dz’:g'[?/o"“?/ﬂ+2(?/2+?/4+ys+--~
% + Yn2) + 41+ Ys + Ys .- + Yn1)] 3
3 F=kN 10
3a F=k(N,— Ny 10
b
i SVt (A5 g0 — V1 s (45
4 .s—A’l:ilOZl/l—{—(ﬂ) Ax—SV1+(d}i) dz 12
f - a
B . dy\? .
4a S—Sds—.\,V1+(dI) dz 13
ty
5 s = S VE TP 14
f
— dlr : 2
6 ds = ‘/(ﬁ) + r*de 17
! 7 \2
7 s=SVr’+<y)d 17
de
L 21
Tx
8a Ys = 170 21
T
8b Ts = My 22
9a szlimZyAm=Sydm 22
Am—0
9b T,=]im2xAm=Szdm 22
Am—0
10 m=lim2Am=Sdm 22
Am—0 o
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Formel-Nr. Formel Seite

11a T, = S yds 23
§

11b T, = S zds 23

12a e 23
b
JyiTvias
12b gs =t —— 23
13a T, — S ydF 26
F
13b T, = S zdF 2
F
b
14a Tx=—;«g ydy 30
b
14b T, = S zydx 30
b
Szydx
=9 _
158 Tsg = F 30
1 b
il 3
3 Sy dz
. a
15b ys = — 30
16a J = lim l’AF:Sl’dF 34
AF —>0
F
16b J=li BAm=1d 35
Am—n:»lOZ ™ S "

m
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Formel-Nr.

Formel Seite

17a

17b

17¢
18a
18b
18¢

19a

19b

20a

20b

21

22

23

23a

24

25

J,=Sy“’dF; J,=Sx2dF 35
F F
J,=J,,=Sr=dF 35
F
Jy=J, 4+ Jy 36
Ji=Jx+ 02F 38
Jy=J,+aF 39
J;=J,+1F 39
b
L
Jx=—8y3d:c 42
3
b
J,=Sx’ydx 42
V=SdV 51
v
b
V=SQ(x)dx 51
b
V=nSy’d:c b3
V=2nysF 55
FM=2nSyds 56
s
b
FM=2nS y V1 + y2dz 56
a
Fyu=2myss 57
b
A=SP(x)dx 62
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Formel-Nr. Formel Seite
2 [P(s, y) dz + Q(z, y) dy] 72
C
ty
%a ([P 9)dz + Q@ v dy) = | (Pl y01:0)
PP, t . -
+ Q=) yOlIO}dt
27 S(de-{-Qdy):—S(de—i—Qdy) 76
pP,P, PP,
x y A
28 F(z,9) =\ P(z,b)dz + SQ(m, y)dy 80
d b
x=b y=ys(x)
29 F=li - —
=lm 3 37 Az dy S dedy S S dzdy
Ay—0 x=a y=y,(x)
b nE
— S dz S d y) 85
a \Y1(x)
30 F=SSz(x,y)da:dy 87
F
b ¥s(x) 2,(x,y)
31 V=S S dedydz 92
x=a y=y,(x) 2z=2,(x,y)
b [ 7 X)
3la V= g dz {22z, y) — 2,(2, ¥)} dy} 92
x=a |_y-y.(1)
b
32 ub —a) = S {(z) dz 94
1 b
33 p=5— aS/(x)dx 94
1 b
34 i =l/m f [ (@) dz 95
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