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VYorwort

Das Buch ,,Optik‘‘ als sechster Band der Reihe ,,Physik in Beispielen vermittelt
die Grundlagen der modernen Optik in Form kurzgefaBter Einfithrungstexte und aus-
gewihlter Beispiele.
Sein Inhalt sind die Reflexion und die Brechung des Lichtes, Interferenz und Beu-
gung, der Aufbau der wichtigsten optischen Instrumente. Auf der Grundlage der
Quantentheorie werden die Lichtemission und -absorption sowie die Spektren der
Atome behandelt. Die Darstellung der GesetzmiBigkeiten bei den Spektren symme-
trischer Molekiile erfolgt mit Hilfe der Gruppentheorie. Den AbschluBl des Buches
bilden die Grundgesetze der induzierten Emission, des Lasers und der Holografie.
Die MaxwerLsche Theorie elektromagnetischer Felder, die Quantentheorie und die
Gruppentheorie sind in zusammenfassenden Ubersichten dargestellt.
Fiir ihren Rat bei der Gestaltung des Buches danke ich den Herren Prof. Dr. habil.
HarerkorN, TH Ilmenau, Dr. LENK, Dr. habil. ScHULZ und Dr. TiLcH vom Zentral-
institut fiir Optik und Spektroskopie der AAW. Herr Dr. OrrriEe und Herr Dr. STEI-
GER, Zentralinstitut fiir Physikalische Chemie der AAW, berieten mich zu speziellen
Fragen der Spektroskopie. Meine Gattin, Frau Ing. R. ScHILLING, unterstiitzte mich
mit dem Entwurf der Abbildungen. Dem Verlag danke ich fiir vielfaltige Hinweise
und Anregungen.
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l. Physikalische und mathematische
Grundlagen der Optik

1.1. Einheiten der Strahlungsphysik und der Fotometrie

E Einfiihrung

Grundgrofien der Strahlungsphysik

Als Strahlungsmenge oder -energie () definiert man die gesamte in Form von Strah-
lung auftretende Energie. Sie wird in Joule (J) gemessen. Der Strahlungsfluf

d@
= —_— 1

o, = &

gibt die im Strahlungsfeld umgesetzte Leistung der Energiequelle an (Einheit Watt,

W). Die Strahlstirke

do,
T de
(2 Raumwinkel) kennzeichnet den von der Strahlungsquelle in eine vorgegebene
Richtung ausgehende Strahlungsflufl, bezogen auf die Einheit des Raumwinkels.
Ihre MaBeinheit ist Watt/Steradiant (W/sr). Den auf die Flache bezogenen Strah-
Iungsflufl

I, @)

do,
dd
definiert man als Strahlungsflufidichte bzw. Strahldichte. Sie hat die Mafeinheit
W m2,

L. = 3)

Beispiel 1.1.1. Strahlungsflu und Strahldichte

Eine Lichtquelle mit dem Strahlungsflufl 10 W, deren Licht zur Hilfte von einer Flache von
50 cm? aufgefangen wird, erzeugt dort die Strahldichte (bzw. Bestrahlungsstirke)

1 10

?WW m—2 = 1000 W m—2,

L, =
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Im allgemeinen setzt sich die Strahlung aus verschiedenen Frequenzen f oder Wellen-
lingen A zusammen. Der auf die Einheit des Wellenldngenbereiches bezogene Anteil
des Strahlungsflusses

do,
P = (4)
und der auf die Einheit der Frequenz bezogene Anteil
do,
D = T (5)

heiBen spektraler Strahlungsflul (MaBeinheiten W m~! bzw. J). In gleicher Weise
kénnen die spektrale Strahlstérke

do do
I, = 7151 (4a) bzw. I;= Efjf (5a)
und die spektrale Strahldichte
do do
Lo = Ef (4Db) bzw. Ly = d—Af (5b)

definiert werden.

Fotometrie

Unter Fotometrie versteht man im weitesten Sinne die Technik zur Messung der
Energiegroflen eines optischen Strahlungsfeldes. Im engeren Sinne befaft sich die
Fotometrie mit der Wirkung des sichtbaren Lichtes auf das menschliche Auge. Den
folgenden Ausfiithrungen liegt die engere Auffassung zugrunde.

Fiir die praktischen Bediirfnisse der Beleuchtung ist die Reizwirkung auf das normale
menschliche Auge von Interesse. Diese hingt von der Spektralempfindlichkeit
V(1) des Auges ab. Sie ist beim Menschen fiir die Wellenldnge 1 = 555 nm am gréBten.
Auf diese bezogen, wird die relative spektrale Hellempfindlichkeit

V()
V(555 nm)

definiert (vgl. Tab. 1.1.1 und Bild 1.1.1). Sie entspricht den statistischen Mittelwerten
und wurde durch internationale Ubereinkunft festgelegt.
Zur Definition der Spektralempfindlichkeit V(1) selbst ist es notwendig, die fotome-
trischen GrundgréBen einzufiihren.
Der Lichtstrom @; entspricht dem vom Auge wahrgenommenen StrahlungsfluB,
die Liehtstirke
do,,

=430 (7)
der empfundenen Strahlungsstérke. Grofere Bedeutung kommt der Beleuchtungs-
stirke

K@) = (6)

_ %y,

B=34 ®
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zu, die den Quotienten aus dem auf eine Fliche fallenden Lichtstrom @4 und deren
Grofe A angibt.

Fir die Lichtgroen werden selbstandlge Einheiten verwendet, wodurch sie leicht
von den StrahlungsgroBen zu unterscheiden sind. Einheit der Lichtstirke ist die
Candela (cd). Thre Definition geht vom Schwarzen Strahler bei der Temperatur des
unter Atmosphirendruck erstarrenden Platins (2042 K) aus. Diese Lichtquelle wird
als Standard-Lichtquelle eingefiihrt. Sie erzeugt je 1 cm? ihrer Fliche einen. Licht-
strom mit der Lichtstarke 60 cd. Diese Strahlung geht in den Halbraum, d. h., sie
erstreckt sich iiber den Raumwinkel 27 sr.

éi ™
0 // \\
v /T \

ua : \
o AN

07 ™

0
400 450 500 - 550 600 650 700 750 800

Ainnm —

Bild 1.1.1. Relative spektrale Hellempfindlichkeit (Spektralempfindlichkeit) V(1)
des menschlichen Auges

Der Lichtstrom selbst wird in Lumen (Im) gemessen. Er ist das Produkt aus Llcht-
stiarke (in c¢d) und Raumwinkel (in sr):

| 1lm =1cd-1sr I

Die Einheit der Beleuchtungsstérke ist das Lux (1x):

| tix=tImm=2 |

Nach Festlegung des Lichtstromes ist es moglich, die Spektralempfindlichkeit bzw.
Sichtbarkeit V(1) zu definieren. Sie gibt das Verhiltnis zwischen dem Lichtstrom
@1 (1) einer monochromatischen Lichtquelle und ihrem Strahlungsflul @.(1) an: -

PD.(2)
D, (%)
V(4) hat die MaBeinheit Im W-1.
Zur Bestimmung des Absolutwertes der spektralen Empfindlichkeit V(1) geht man

von der Definition fiir die Standard-Lichtquelle aus: Der Lichtstrom ergibt sich
gemil

V) = .9

@y = [ 9,(2) V(2) di = V(555 nm) [ &,(2) K(1) dA (10)
sichtbarer sichtbarer
Bereich Bereich

92 Schilling, Optik
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aus der spektralen StrahlungsfluBdichte @; und der Spektralempfindlichkeit V(1).
Nach dem Pranckschen Strahlungsgesetz (vgl. [3]4.2./2 und 4.2.1./7) ist die spektrale
Strahldichte der Standardlichtquelle

c hc?
Lo = Lyg = ———
A3 (em — 1)

wobei entsprechend der vereinbarten Festlegung 7' = 2042 K einzusetzen ist.
Die Ausstrahlung in den Halbraum ergibt den Lichtstrom 60 cd - 2r sr = 120 Im,
so daB3 man die Beziehung

1072 V(555 nm) [ K(A) Lea(2) 2 = 1207 Im (12)

sichtbarer
Bereich

(11)

erhilt. Hierin ist K () gemif internationaler Ubereinkunft festgelegt (vgl. Tab. 1.1.1
bzw: Bild 1.1.1). Das Integral in (12) ist daher numerisch auswertbar. V(555 nm) 148t
sich somit durch Rechnung ermitteln. Diese ergibt

V(555 nm) = % = 683 lm W-1 |[. (13)

V(555 nm) heifit fotometrisches Strahlungsiquivalent, der Kehrwert
M = 1,46 - 103 W Im!

Lichtdquivalent.

Beispiel 1.1.2. StrahlungsfluB, Lichtstrom, Beleuchtungsstirke

Die monochromatische Strahlung mit der Wellenlange A = 555 nm, d. h. im Maximum der
Sichtbarkeit, erzeugt bei der Strahlungsleistung 1 W den Lichtstrom 683 Im. Dagegen liefert
die monochromatische Strahlung mit der Wellenléinge 4 = 470 nm bei einem Watt Strahlungs-
leistung nach Tab. 1.1.1 nur den Lichtstrom & = 683 :1-0,091 Im = 62,2 Im. Fallt dieser
vollstandig auf eine Fliche von 2 m?2, erzeugt er dort die Beleuchtungsstarke 31,1 Ix.

P Probleme

1.1.1. GroBen des Strahlungsfeldes

Eine 500-Watt-Lampe setze 2°/, der Energie in Licht des sichtbaren Bereiches um. Die Licht-
quelle werde als punktférmiger Strahler vorausgesetzt, der das Licht in alle Richtungen gleich-
miBig aussendet.

Berechnen Sie den Strahlungsflufl und die Strahlstérke der Lichtquelle. Wie gro8 ist im Ab-
stand 3 m von der Lichtquelle die Bestrahlungsstirke bzw. Strahldichte? Welcher spektrale
Strahlungsfluf ergibt sich, wenn dieser iiber den Bereich des sichtbaren Lichtes von 390 bis
780 nm als gleich angenommen wird? Wie gro8 ist im Abstand 3 m die spektrale Strahldichte?

v
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Losung:
Der Strahlungsflufl im sichtbaren Bereich betrigt
e = 500-0,02W =10 W.

Daraus folgt fiir den in den Raumwinkel 47 aussendenden Rundstrahler die Strahlstarke
I, = EWsr—1 = 0,796 Wsrt.
4 :

Im Abstand r = 1 m betrigt die Bestrahlungsstarke hiernach 0,796 W m~2. Fiir den Abstand
r = 3 m erhilt man
10

L. —
¢ 42

Wm—2 = 0,0884 Wm~2.

Als spektraler StrahlungsfluB ergibt sich wegen A4 = 390 nm

@, = —0 _ Wmt— 256107 Wm-.
390 - 10—
Die spektrale Strahldichte im Abstand 3 m betragt
=88y s — 2,97, 105 W mee.
390 - 10—
1.1.2. Beleuchtung einer Fliche

Eine Fliche 4 wird mit Licht bestrahlt, das unter dem Winkel ¢ = 30° gegen die Fliachen-
normale auftrifft. Die Strahlung enthilt den Wellenldngenbereich zwischen 590 nm und 640 nm.
Bei A = 590 nm betrigt die spektrale Strahldichte Ly; = 2 - 10* W m=3. Sie fallt bis A = 640 nm
linear auf Null ab. Berechnen Sie die Strahldichte L, durch die Fliche 4 und deren Beleuch-
tungsstirke E. Dabei kann genihert davon ausgegangen werden, daB die relative Spektral-
empfindlichkeit K(4) von K, = 0,757 bei 590 nm auf K, = 0,175 bei 640 nm linear mit der
Wellenldnge abfallt.

Losung:
Die Strahldichte ist gleich
Ao
L, = cosq)fLe,1 dAa. (1)
ll

Bei der Berechnung der Beleuchtungsstérke ist die spektrale Empfindlichkeit zu beriicksich-
tigen:

_X@
VA = T (2)
Ay
__cosg
E= i f L, K(2) da. (3)

2
Darin kénnen wir entsprechend der vorgegebenen Lichtquelle
Le
Ay — Ay

Leﬁ = ()'2 - l) (4)

setzen.

2%
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Auf Grund der Naherung firr den Abfall der spektralen Empfindlichkeit erhalten wir

Ky — MKy — (K, — K,)

K(A
) T — A

(5)

Einsetzen in (1) ergibt fir die StrahlungsfluBdichte

A2
L= Lacse (o par— Zeatse 6)
. }»2 - }*1 2
A

Fiir die Beleuchtungsstirke ¥ folgt aus (3) unter Verwendung von (4) und (5)

A2
f (g — ) [y — LKy — (Ky — Ky) 2142 (7)

A

E— Le, cos ¢
M@y, — 4,)?

und nach Ausfithrung der Integration

Lecosp [1 A
E=—""* (K ; — n? + A2 — Ads
M(dy — 11)2[2 (Ky + K3) (A — &) (4 + 44 14s)

+§m—@w—m} (8)

Mit den vorgegebenen Werten erhalten wir aus (6)

und aus (8)

Al1d.

A1.1.2.

A 1.13.

Al.14.

A 1.1.5.

~2.10%-0,866

L, 3 - 50-10~° Wm—2 = 0,433 mW m—2
. 4,
_ 21070866 o5 10,466 - 50(34,8 + 41,0 — 37,8) - 10-%
(50 - 10-%)2
+ 0,194(262,1 — 205,4) - 10-2] Ix
= 93,9 Ix.
Aufgaben

Welche Strahlungsleistung ist fiir die Beleuchtung einer Fliche von 2 m? fir
Arbeit hochster Prizision (4000 Ix) erforderlich, wenn eine relative Spektral-
empfindlichkeit X = 0,5 angenommen wird?

Welche Strahldichte erzeugt ein Rundstrahler mit dem EnergiefluB 10 W im
Abstand 5 m?

Eine Lichtquelle der Wellenlinge A = 450 nm strahlt mit dem Energieflul
150 W in den Halbraum. Wie gro8 ist die Beleuchtungsstirke einer Flache im
Abstand 10 m?

Der schwarze Strahler emittiert Licht iiber den gesamten Frequenzbereich
proportional 7. Berechnen Sie den Lichtstrom in den Halbraum durch einen
schwarzen Strahler bei 77 = 1000 K.

Berechnen Sie zu Aufgabe A 1.1.4. die Beleuchtung einer Fliche im Abstand 3 m
bei senkrechtem Auftreffen der Strahlen.
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A 1.1.6. Mit Plasmaniederdruckstrahlern wird eine Lichtausbeute von 80 Im W-! erreicht.
Welche elektrische Leistung ist erforderlich, um, 3 m von der Strahlungsquelle
entfernt, die Beleuchtungsstirke 100 1x zu erzielen?

A 117, Das Licht eines Hochdruckplasmastrahlers mit der Lichtausbeute 110 lm W-!
wird auf eine 20 m? groBe Fliche gerichtet, wobei eine Beleuchtungsstirke von
4000 Ix erzielt wird. Welche elektrische Leistung ist dafir aufzubringen?

1.2. Harmonisehe Schwingungen und Wellen

E Einfiihrung

Einfache harmonische Schwingungen

Ein harmonischer Vorgang, der sich periodisch in einer Sekunde f-mal wiederholt,
1468t sich mathematisch in den Formen

v = A sin 2=xft (1a) oder p = A cos 2rft (1b)

darstellen. y bedeutet die zeitliche Auslenkung, 4 die Amplitude bzw. maximale
Auslenkung, ¢ die Zeit. f heilt die Frequenz, 2rft die Phase bzw. der Phasenwinkel.
Zur vereinfachten Darstellung fiithrt man die Kreisfrequenz w = 2=f ein. Die beiden
Formen (1a) und (1b) beschreiben den gleichen physikalischen Vorgang. Sie unter-
scheiden sich lediglich in der Wahl des Anfangspunktes fiir die Zeitrechnung.
Das Rechnen mit den trigonometrischen Funktionen fithrt hiufig zu uniibersichtli-
chen Formeln. Im allgemeinen wird daher anstelle sin w¢ oder cos wt die Exponen-
tialfunktion mit imaginirem Argument e'*! verwendet und dabei die Eurersche
Formel

e*! = cos wt + isin wt (2)

ausgenutzt.

Jm Endergebnis physikalischer Berechnungen miissen mefbare Gréflen mit reellen
Werten auftreten. Gleichungen zwischen komplexen GréBen gelten sowohl fiir den
Real- als auch fiir den Imaginérteil. In komplexen Gréfen kann daher sowohl der
Real- als auch der Imaginérteil fiir eine physikalische Aussage benutzt werden.

Der Vorteil komplexer Groflen tritt bei der Uberlagerung von Schwingungen gleicher
Frequenz, jedoch verschiedener Phase und Amplitude hervor. Es seien

v, = 4, sin wt (3a), Wy = 4, sin (wt + 6) (3b)

zwei harmonische Schwingungen. Wie der Summand é im Argument bei (3b) zeigt,
haben sie gegeneinander die Phasenverschiebung 9.
Die zeitlich variable Grofie

P = A, e’ (4a)

stellt in der Gaussschen Zahlenebene nach Bild 1.2.1 einen Vektor der Linge 4, dar,
der mit der Winkelgeschwindigkeit w um den Ursprungspunkt rotiert. Mit der glei-
chen Drehgeschwindigkeit, jedoch um den Winkel § vorauseilend, rotiert der Vektor

Yy = A2 ei(wtwé)’ (4b)
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der die Schwingung (3b) charakterisiert. Durch Addition folgt

P=9 = Ao, )

Wie man aus Bild 1.2.1 unter Anwendung des Sinus- und des Cosinussatzes abliest,
ergeben sich 4 und ¢ auf Grund der Beziehungen

A= ]/A12 + A,%2 + 24,4, cos 6, (5)
4, sin §
V(4; + A, cos 6)2 + A4, sin? § '

Ebenso kann die Uberlagerung mehrerer Schwingungen gleicher Frequenz behandelt
werden.

(6)

sing =

Us
U+ U+ Uy
Bild 1.2.1. Uberlagerung zweier Bild 1.2.2. Uberlagerung dreier
Schwingungen Schwingungen nach Beispiel 1.2.1.

Beispiel 1.2.1. Uberlagerung mehrerer Schwingungen

Uberlagert werden die Schwingungen

cos wt, ]/E cos (wt + %) s 2 sin wt.
Anstelle sin wf schreiben wir cos (wt — 1) und addieren in der Gaussschen Zahlenebene die
drei Vektoren 2
. m . m
vy = elot, g = ]/Eel(wt"'?), vy = 2el(wt—?)_
Wie aus Bild 1.2.2 hervorgeht, ergibt der resultierende Vektor

Y=y, + , + Wy = 'V22 + 12 ellwt o) — 'Vgei(w!-l-q))
mit

1
@ = —arctan; = —26° 34" = 0,46 rad.
Die resultierende Schwingung lautet somit

2,91 cos (wt — 0,46).

Differentialgleichung und unbestimmtes Integral der harmonischen Schwingung

Durch Differentiation der komplexen Grofle y = ei®t ergibt sich

d . . i
._y_):lwelwtzlw’(/):a)ez‘lp. (7)

dt
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Die erste Ableitung bedeutet danach in der Gaussschen Zahlenebene eine Streckung

um den Faktor w bei gleichzeitiger Drehung um % (vgl. Bild 1.2.3). Zweimalige
Anwendung dieser Operation fithrt auf
d?y
ds?

= —owp. (8)

)
dt

2mA

Bild 1.2.3. Differentiation als.Drehstreckung
in der Gaussschen Zahlenebene fir f = 1 Hz

Somit erhélt man als Differentialgleichung der ungeddmpften harmonischen Schwin-
gung

d%y .
- 4+ = 9
de T e 9)
Die unbestimmte Integration besteht in der Umkehrung der Operation (7):
{4 i ’
= = . 1
f y e iw w? (10)

(vgl. Bild 1.2.4).

Yage ot
Bild 1.2.4. Integration in der Gaussschen Zahlenebene
Jyat)-T fir f = 1 Hz

N
N

Amplitude und Phasenverschiebung

Die Phasenverschiebung einer Schwingung

P = 1, cos (wt + 0) bzw. P = Y, sin (a)t + 46— %) (11)
kann in der Amplitude zum Ausdruck gebracht werden. In komplexer Schreibweise
ist v

P = 1, eif elot, (12)
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Hierin lassen sich die ersten beiden Faktoren, die von der Zeit ¢ unabhingig sind, zu
einer komplexen Grofe zusammenfassen:

A =y, el (13)

Im folgenden wird unter der Amplitude 4 eine im allgemeinen komplexe GroBe ver-
standen. Sie kann in speziellen Fillen, fiir 6 = 0 oder 6 = m, rein reell sein.

Beispiel 1.2.2. Komplexe Amplitude

Die periodische Funktion

3
: —i ot
p=(1—i)elot =2e Te
stellt eine Schwingung mit der Phasenverschiebung 6 = — 71;_ und dem Betrag der Amplitude

|4] = V2 dar.

Multiplikation periodisch verinderlicher Grifen

Die komplexe Darstellung ist nur bei linearer Verkniipfung zwischen zeitlich perio-
dischen Groflen zuldssig. Bei quadratischer Verkniipfung und daher auch bei Multi-
plikationen miissen die reellen GréBen direkt verwendet werden.

Beispiel 1.2.3. Energiedichte

Die rdumliche Energiedichte w, des elektrischen Feldes ergibt sich gemi8
W = LE-D =i-£E'2
2 2

(vgl. 1.3./11). Darin bedeutet E die elektrische Feldstirke, D = ¢E die elektrische Erregung
bzw. Verschiebungsdichte (vgl. [4] 1.4.5./1). E kennzeichnet die Dielektrizitétskonstante.
In einem periodisch verdnderlichen Feld ist

E = Eo elot, D = D, eivt,

Die Energiedichte des elektrischen Feldes folgt durch Multiplikation der Real- oder der Ima-
ginarteile. Ist die Zeitabhdngigkeit so festgelegt, dal fiir ¢ = 0 das elektrische und das Ver-
schiebungsfeld verschwinden, so ergibt sich aus den Imaginirteilen von E und D

E = E, sin vt, D = D, sin ot
und daher

Wy = %— E, - D, sin? wt.
Dagegen fithrt Multiplikation der GréBen (12) nicht zum richtigen Ergebnis.

Wellen

In einem Wellenfeld treten in jedem Raumpunkt Schwingungen auf. Die Auslenkung
y aus der Gleichgewichtslage ist sowohl von den Lagekoordinaten als auch von der
Zeit abhingig. Bezeichnet + den Ortsvektor, so gilt

v =y(r 7). (14)
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Sind die Schwingungen harmonisch, so kann die zeitliche Abhéngigkeit der Auslen-
kung durch den Faktor e'“! dargestellt werden. Anstelle von (14) erhédlt man dann

P = po(r) &', (14a)

Auch der Faktor e~'*! kann zur Darstellung der zeitlichen Abhingigkeit verwendet
werden.

Jede Welle enthélt Punkte, in denen die Phase zu jedem Zeitpunkt iibereinstimmt.
Diese Punkte liegen auf Flichen, die als Flichen gleicher Phase bzw. Phasenflichen
bezeichnet werden.

Beispiel 1.2.4. Kugelwelle und ebene Welle

Bei der allseitigen Ausstrahlung von einem Punkt in den freien Raum, z. B. bei der allseitigen
Ausstrahlung eines Funksignals aus grofier Héhe, liegen die Punkte gleicher Phase auf Kugeln.
Die erzeugte Welle heifit Kugelwelle (vgl. Bild 1.2.5). Wahlt man den Ausgangspunkt der Kugel-
welle als Koordinatenanfangspunkt, so hingen die Phase und damit die Auslenkung v nur von
der Lénge des Ortsvektors r und von der Zeit ¢ ab. Kugelwellen sind daher allgemein in der
Form

Y=yt bzw.  p=yr)elt (15)
darstellbar.
Bei ebenen Wellen sind die Flachen gleicher Phase Ebenen (vgl. Bild 1.2.6a). Die Ebenennor-
male kann als z-Achse gewihlt werden, so daB die Phase nur von der Koordinate z und von
der Zeit t abhingt: '

v = y(z, t) bzw. p = ol2) elet. . (16)

Ebene Wellen liegen bei parallelen Lichtstrahlen vor. Auch ein kleiner Ausschnitt aus einer
Kugelwelle kann in hinreichender Entfernung vom Zentrum als eben behandelt werden (vgl.

Bild 1.2.6D).

Bild 1.2.5. Kugelwelle

1

i Bild 1.2.6b. Ebene Welle
Bild 1.2.6a. Ebene Welle als Ausschnitt aus einer Kugelwelle
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Wellen sind dadurch gekennzeichnet, dal ein bestimmter Schwingungszustand, z. B.
der Wellenberg als Maximum der Auslenkung, im Raum fortschreitet. Dabei bewegt
sich die konstante Phase von Phasenfliche zu Phasenfliche. Die Geschwindigkeit,
mit der die Phase bei diesem Vorgang fortschreitet, heit Fhasengeschwindigkeit. Sie
wird im allgemeinen mit % bezeichnet.

Das Fortschreiten der Phase mit der Phasengeschwindigkeit » erfolgt normal zu den
Phasenflichen. Die Normalen der Phasenflichen kennzeichnen daher die Strahlen,
langs derer sich ein bestimmter Schwingungszustand fortpflanzt.

Darstellung der ebenen ungeddmpften Welle

In einer ebenen Welle, die sich mit der Phasengeschwindigkeit  fortpflanzt, ist der
Phasenzustand nicht nur eine periodische Funktion der Zeit, sondern auch der Lage-
koordinate z. Der zu einem bestimmten Zeitpunkt bei z = 0 bestehende Phasenzu-
stand wird an der Stelle z nach der Zeit

z

to = tolz, u) = o (17)
erreicht. Der Schwingungszustand in einem Punkt z zur Zeit ¢ kann daher bei ebenen
ungeddmpften Wellen gemaf}

p = A ettt bzw. y=A4A ei‘”(t_i) (18)

dargestellt werden.
Der Phasenzustand einer ebenen Welle wiederholt sich lings z periodisch. Eine
Periode hat nach (18) die Lénge

PR (19)
w f

Diese Strecke heiflt Wellenldnge. Zwischen der Wellenléinge 1, der Frequenz f und der
Phasengeschwindigkeit » besteht nach (19) die Grundgleichung

M=u | (20)

Bezeichnet ¢ die Ausbreitungsgeschwindigkeit in einem Bezugsmedium, z. B. fiir
Vakuum bei Lichtwellen, so gibt

@1

3
I
gle

die Brechzahl des Mediums an. Sie ist im allgemeinen mehr oder weniger von der
Wellenlédnge abhéngig (vgl. 1.4.). In anisotropen Medien héngt n auch noch von der
Ausbreitungsrichtung der Lichtwelle ab (vgl. 3.2.).

Die GréBe

2n

W

Cc
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heiBt Wellenzahl. Sie gibt die Anzahl der Perioden bzw. Wellen auf einer Strecke der
Lange 2= m an, gemessen in Ausbreitungsrichtung. k¥ hat die Mafeinheit m=1.
Fiihrt man die Wellenzahl anstelle der Phasengeschwindigkeit in (18) ein, so erhélt

man )
Y= A ellwt—k2)

Vielfach ist tiber das Koordinatensystem so verfiigt, daf die z-Achse nicht mit der
Ausbreitungsrichtung der ebenen Welle identisch ist. In diesem Falle wird die Aus-
breitungsrichtung durch die Richtungscosinus (cos «, cos 8, cosy) festgelegt. Zur
Darstellung einer ebenen Welle, deren Ausbreitungsrichtung in einem x, y, z-Koor-
dinatensystem beliebig liegen kann, wird der Wellenzahlvektor k eingefiihrt. Seine

2
Linge ist gleich der Wellenzahl Tn, seine Richtung die der fortschreitenden ebenen
Welle:
27
k= (ks ky, k) = - (cos «, cos 3, cos y). (23)

Fihrt man den Ortsvektor » = (z, y, 2) ein, so erhélt man als Gleichung der Ebenen
gleicher Phase
2r

A

AlsDarstellung der ebenen ungeddampften Welle beliebiger Ausbreitungsrichtung folgt
daher

k - r = const bzw. (x cos & + y cos B + z cos y) = const.

v = A eilwt—k-7) (24)

bzw. in Cartesischen Koordinaten

P = A ei[wt—k(zcos atycosf+zcosy)] (25)

Beispiel 1.2.5. Ebene ungedimpfte Welle
Ein Biindel paralleler Strahlen wird durch eine ebene Welle dargestellt. Die Richtungscosinus
der Strahlen im =z, y, z-Koordinatensystem seien (% ]/E, —% 1/5, 0), d. h., sie verlaufen

parallel zur z, y-Ebene und schneiden die z-Achse unter 45°, die y-Achse unter 135°. Als
Wellenlinge werde A = 0,5 um angenommen, als Frequenz f = 6 - 10'®* Hz. Fur den Wellen-
zahlvektor erhélt man

2 1 1
Ek=———(—V2, ——V2, 0)m™1.
(37 —3 o)

0,5 .10~
Als Gleichung der ebenen Welle folgt

w— Aetwi—km _ 4 iz 10°[6- 10 —Va(z—u)]

Wellengleichung
Die zweite Ableitung der ebenen Welle y in (24) nach der Zeit ¢ ergibt
%y

L — (26)
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Durch raumliche Ableitung erhdlt man
radp = ¥ — _iyk 27)
g Y= or - YK,

2
Ay =divgrady = —k% = -~Z—2 p. , (28)

Aus dem Vergleich von (26) und (28) folgt die Wellengleichung

1 %

v— 5 =0 | (29)

Ihre Giiltigkeit ist nicht nur auf ebene Wellen beschrinkt. Wie sich beweisen 1a5t,
kann jede Welle mit beliebig gekriimmten Phasenflachen durch Uberlagerung ebener
Wellen erzeugt werden. Auf Grund dessen besitzt (29) Giiltigkeit fiir alle Wellen.

Polarisation
Die Schwingung
x = 1 elt, Yy = 71, it (30)

wobei r; und r, reelle Zahlen sind, wird in der «, y-Ebene durch eine Gerade darge-
stellt. Eine Schwingung der Form (30) heift daher linear polarisiert. Dagegen stellt
die allgemeine Form der Schwingung ‘

x = 7y et y = 1, etettd (6 %+ 0, +x, +2x,...) (31)

in der #, y-Ebene eine Ellipse dar und heifit daher elliptisch polarisiert. Im Spezial--
fall

n=rn, Od=t3 (32)

ergibt sich eine zirkular polarisierte Schwingung.

P Probleme

1.2.1. Zirkular und linear polarisierte Schwingungen

Eine rechts- und eine linkszirkulare Schwingung gleicher Amplitude und gleicher Frequenz

werden iberlagert. Zwischen beiden Schwingungen besteht die Phasenverschiebung ¢ = =.
Bestimmen Sie die resultierende Schwingung (vgl. Bild 1.2.7). 3

Losung:
Die linksdrehend zirkular polarisierte Schwingung ist durch

z; = cos wt, y; = sin t, (1)



1.2. Harmonische Schwingungen und Wellen 29

die rechtsdrehende, dagegen phasenverschobene, durch
z, = cos(—wt + J) = cos (wt — J), Ys = —sin (ot — 9) 2)

gegeben. Wir verlegen diese Schwingungen in die komplexe Zahlenebene z = z + iy und
schreiben

2 = @, + iy, = elot 3)

2y = T, + Iy, = e7H070), (4)

’4 Bild 1.2.7. Addition zweier zirkularer
y %' Schwingungen mit zueinander entgegen-
X gesetztem Drehsinn

Als Summe ergibt sich
s gt i—g— i(wt«i) —-i(w@——)
Z=Zl+22=el‘”t+e_l(“’t6)=e-e 2 + e 2 s
d. h.,
)
2= % 2 cos (wt — %) (5)
Man erhilt somit
x=2cos—6—cos wt——a— s y=2sin£oos wt—i s (6)
2 2 2 2
d.h.,
[
= tan —x. 7
y =tan— (7

(5) und (6) stellen hiernach eine linear polarisierte Schwingung dar. Die Schwingungsrichtung

bildet mit der 2-Achse den Winkel —g—, im vorliegenden Fall also 30°.

1.2.2. Linear und elliptisch polarisierte Schwingungen

Die Schwingung eines Vektors sei in Richtung der 2-Achse durch die Komponente
T =7y cos wt (1)
¢
gegeben. In Richtung der y-Achse eilt die Schwingung um den Phasenwinkel § voraus, so daB

y = 7, cos (wt + J) (2)
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gilt. Untersuchen Sie, unter welchen Bedingungen die Schwingung linear und unter welchen
sie zirkular polarisiert ist. Bestimmen Sie die Lage und die Parameter der Schwingungskurve.
Berechnen Sie speziell den Fall r, = 1, 7, = 2,6 = 30° (vgl. Bild 1.2.8).

y

%(t)=r,cos wt
Y(t)=pcos(wt +6)

x! Bild 1.2.8. Schwingungsellipse

Liisung:

Wir wenden aus der analytischen Geometrie die Gleichungen zur Klassifikation einer Kurve
zweiter Ordnung an. Die Cosinusfunktion schwankt zwischen —1 und +1. Daher kommen als
Schwingungskurven nur Ellipsen, Kreise und Strecken in Frage.

Die allgemeine Gleichung der Kurven zweiter Ordnung lautet [8]

a,x? + 2a,0y + asy® + a,x + asy + ag = 0. (3)
Durch Verschieben des Koordinatenursprungs in den Kurvenmittelpunkt mit den Koordinaten

Aol — gty Qolly — 00
Ty = ————— =
0 ) ’ Yo )
und Drehung um den Winkel ¢ mit

(4)

2a,

tan 2¢ = (5)

a, — ag

entsteht die Normalform der Gleichung
a’z’? 4 c'y? + %’ = (6)

(vgl. Bild 1.2.8). In (6) ist

o — a; + a3 4 V(a, — ay)* 4 4a,?
2 b

M

®)

o =% + a3 — Via, — a5)® + 4a,°
2 >

A Gy Gy
4y = |ay a; a5, 4 = aja; — a2, 9)
a A5 Og ’
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Das Vorzeichen von 2a, muBl mit dem Vorzeichen von sin 2¢ iibereinstimmen.
Im vorliegenden Fall kénnen wir nach (1) und (2) schreiben

2
. . s ]/ 7 .
y =73 (cos wt cos § — sin wtsin 8) = 2w cosd — |/r* — L a?sing.
T Ty

Durch Umformen und Quadrieren entsteht
7,222 — 2r7,2y cos & + 72y — r%r,2sin?d = 0.
Wir erhalten somit gemi8 (3)
ay, = 152, ay = —1y7y COS 0, a; = 1,2,

— — — 2.2 gin2
a, =0, as; =0, ag = —r?r,2sin? 6.

(10)

(11)

Wie aus (4) hervorgeht, fillt der Koordinatenanfangspunkt auf den Kurvenmittelpunkt:

2y =0, Yo = 0.
Far den Drehwinkel ¢ folgt nach (5)

27,7, cOS O
tan 29 = ——2——.
Tt — 1

Damit ergibt sich nach (6) bis (8) fiir die Normalform (1)

A1 4 V(rg? — 1) + 41y cos? 6
2

a

>

¢ — 7?4 r? — V(¢22 — 11%)? 4 4r,%,% cos? &
B 2

A4 .
= — _r?r,2sin24.

4

Eine zirkular polarisierte Schwingung liegt fir @’ = ¢’, d. h. fiir
T, =Ty, 0=+—,

vor. Dagegen erhédlt man eine linear polarisierte fir ¢’ = 0, d. h. fir
6=0,m.
Im vorliegenden Fall ist wegen cos 30° = 0,866

2.2.1.0,866
4—1

o’ = 4,44, ¢ = 0,563.

tan 29 = — = —1,155, p = —24,5°%

Die Lange der Halbachsen wird durch

L = 0,48,

4
Va’ Ve

= 1,33

festgelegt.

(12)

(13)

(14a)

(14b)

(15)

(16)

17
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1.2.3. Kugelwelle

Von einem Punkt im Raum wird allseitig eine harmonische Welle ausgestrahlt. Stellen Sie
diese als Losung der Wellengleichung dar.

Welche Funktion ergibt sich fiir eine in den Koordinatenanfangspunkt mit der Geschwindigkeit
% == ¢ = 3 - 108 m s~} einlaufende (konvergierende) Welle? Die Frequenz sei 3 - 10'5 Hz.

Losung:

Wir fithren Kugelkoordinaten r, &, ¢ ein und wéhlen den Ursprungspunkt der auslaufenden
Welle als Koordinatenanfangspunkt. Da keine Abhéngigkeit von den Polarwinkeln ¢ und ¢
besteht, konnen wir schreiben

p r

grad y(r) = = (1)
ror
2 2
Ap = divgrady(r) = = P givy 4 (L2 _ 1 &) @)
) r or r \r or? r2 or
Bericksichtigen wir divr = 3, so folgt
Py 2 oy
= ===, 3
Ay or? + r or . ®

Die Wellengleichung (1.2./29) geht damit in

2, 129y
Py 2 1Py _ @

or? r or u? ot

iiber. Hierfiir schreiben wir

1 Pry) 1 Pry) 0. (5)

Als Losung dieser Gleichung erhilt man
r
rp = Af (t F —)- ©
_ u

Darin bedeutet 4 eine Konstante. Wir betrachten den Spezialfall harmonischer Schwingungen,
schreiben also (6) in der Form
N T
A 1w(t¥-u—) )

Y= —e
r

Q)

Die Amplitude der Welle ist gleich 4 und damit umgekehrt proportional dem Abstand r vom
r

Ursprungspunkt. Allgemein ist die Energiestromdichte des Strahlungsfeldes bei jeder Welle
proportional der Amplitude: Bei der Kugelwelle nimmt die Energiestromdichte proportional

L ab.

72
Nach (7) erhdlt man fiir die Fldchen gleicher Phase

w (t F 2—) = const. (8)
r
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Bei festgelegter Zeit ¢ ist somit die Phase nur vom Abstand r abhingig; d. h., als Flachen glei-
cher Phase ergeben sich Kugeln, deren Mittelpunkt mit dem Koordinatenanfangspunkt zu-
sammenfillt.

Die Geschwindigkeit, mit der ein konstanter Phasenwert im Raum fortschreitet, folgt durch
Differenzieren nach der Zeit ¢:

d 7(t) dr
ot FL|=0  bzw. — = fu. 9
aotFR] =0 b o ®
Die Kugelwelle
foft—t .
y = _A_elw(t “) bzw. Y= A f1 (t — 1—) (10)
r 7 u

stellt somit eine auslaufende Welle dar, deren Phasenzustiénde mit der Geschwindigkeit

@ _ 11
de w>0 (11)

vom Zentrum der Erregung fortschreiten.
Dagegen wird durch

p = Eeiw(t+—) bzw. y = B fs (t + L) (12)
r %
wegen
I <o (13)
dt

eine in das Erregungszentrum einlaufende Welle dargestellt. Die allgemeine Losung der Wellen--
gleichung als Differentialgleichung zweiter Ordnung muf8 zwei Konstanten enthalten, kann
also in der Form

w=An (o) 2 ) 0
r u r u

geschrieben werden.
Mit den vorgegebenen Werten lautet die Darstellung der einlaufenden Welle

A . B r
1p=7exp1[2n"3~10155l(t—l—m)].

1.2.4. Signalgeschwindigkeit

Die ungedémpfte harmonische Schwingung enthilt noch keine Information. Um mit einer
Welle eine Information zu iibertragen, ist es erforderlich, auf die Tridgerwelle eine Stérung zu
iiberlagern. Diese Uberlagerung kann auch eine zweite Welle sein.

Es seien zwei Wellen iiberlagert, die die gleiche Amplitude 4 = 4, und die gleiche Ausbrei-
tungsrichtung haben, deren Kreisfrequenzen w und w, sowie Phasengeschwindigkeiten » und u,
jedoch voneinander abweichen:

w:Acosw(t—%)—i—Acoswl(t—i). 1)

Uy

3 Schilling, Optik



34 1. Physikalische und mathematische Grundlagen der Optik

Die Unterschiede seien nur geringfiigig, so daBl man unter Vernachlissigung der Glieder héherer
Ordnung schreiben kann

0, = o + Aw, (2)
Uy =u+%u—Aw. (3)
)

Untersuchen Sie die als Uberlagerung sich ergebende Schwebung und bestimmen Sie die Ge-
schwindigkeit, mit der die durch die Schwebung gegebene Information im Raum ibertragen
wird.

Berechnen Sie speziell die Signalgeschwindigkeit in Wasser fiir Licht der Wellenlinge 1 =
656,28 nm. Hierfir betridgt die Brechzahl » = 1,33184. Dagegen ist fir A = 589,62 nm n =
1,33369.

Losung:

Nach den Additionstheoremen der trigonometrischen Funktionen besteht die Beziehung

cos ¢ + cos ¢, = 2 cos =, (4)

pte P—@
2 2

Anstelle von (1) kénnen wir daher schreiben

_ o f, 2\, of = of, _2\_of, 2\l
q)—2Acos[2(t u1)+2(t u)]cos[2(t ul) 2(t u):' (5)

Im Argument des ersten Cosinusfaktors, bei der Addition anndhernd gleicher Ausdriicke, ist
der Unterschied zwischen w und w, sowie zwischen % und %, zu vernachlissigen. Bei der Be-
rechnung der Differenzen im Argument des zweiten Cosinusfaktors ist dieser Unterschied
jedoch von Bedeutung. Wir erhalten hier bei Vernachlissigung der Glieder zweiter Ordrung
aus (2) und (3)

———-——) Aw. (6)

Damit folgt aus (5)

w=2Acosw(t—i)cosA—w(t_i) o
U 2 v
mit
1
. ) o
R ®
[ %? dw

Der Faktor cos w (t - ~z—) in (7) kennzeichnet die hochfrequente Triagerwelle. Dagegen cha-
%

rakterisiert cos ATw t— =) die Schwebung, d. h. die zeitlich langsame Verédnderung der Am-
v

plitude. Diese Schwebung kennzeichnet die mit der Welle iibertragene Information.

Die Schwebung breitet sich mit einer von der Phasengeschwindigkeit » abweichenden Signal-
geschwindigkeit v aus; v wird auch als Informations- oder Gruppengeschwindigkeit bezeich-
net.

Die Beziehung (8) fiir die Signalgeschwindigkeit a8t sich vereinfachen. Wir beriicksichtigen
die Definitionsgleichung fiir die Wellenzahl k£ nach (1.2./22) und differenzieren nach der Xreis-
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frequenz w. Es folgt

<
d v _ 1  odu (9)
do  do u u? dw
Anstelle von (8) konnen wir daher fir die Signalgeschwindigkeit v
do
_Go 10
=1 (10)
schreiben.
Im vorliegenden Fall benutzen wir anstelle von (10)
v = i;f = i’; (11)
d=
A
und beriicksichtigen, dafl die Frequenz nach (1.2./21) durch
c 1
- — 12
f T (12)
gegeben ist. Damit erhédlt man
-t
n q L m
A
bzw.
c A dn
v=—(1+4 — —]. 13
n ( + n di ) 13)

Zur numerischen Berechnung der Signalgeschwindigkeit ersetzen wir die Differentiale dn
bzw. dA durch Differenzen An bzw. AA und erhalten mit den vorgegebenen Werten

_ 3.108 _ 656,28-10°  0,00185
1,33184 1,33184 66,66 - 10-°

A. Aufgaben

A 1.2.1. Ein Vektor schwingt in der z, y-Ebene unter dem Winkel 45° gegen die z-Achse.
Diese Schwingung kann in die beiden Komponenten in Richtung der z- und in
Richtung der y-Achse zerlegt werden. Durch eine dulere Storung wird zwischen
den beiden Komponenten eine Phasenverschiebung é = 30° hervorgerufen.
Bestimmen Sie die Lage der entstehenden Schwingungsellipse in der z, y-Ebene
und ihre numerische Exzentrizitit.

A 1.2.2. Wie gro muB die Phasenverschiebung bei der Uberlagerung zweier entgegenge-
setzt rotierender zirkular polarisierter Schwingungen sein, wenn sich eine linear
polarisierte Schwingung unter 45° gegen die z- und gegen die y-Achse ergeben
soll? '

A 1.2.3. Es werden die beiden Schwingungen sin wf und 2 sin (a)t — l) iberlagert.,
Bestimmen Sie grafisch die resultierende Schwingung. 3

) ms?*=222.108ms.

3*
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A1.24.

A 1.2.5.

A 1.2.6.

A 1.2.7.

A1.28.

A 1.2.9.

A 1.2.10.

A 1.2.11.

A 1.2.12,

1.3.

K

Stellen Sie eine linkselliptische und eine rechtselliptische Schwingung dar, wenn
die Koordinatenachsen mit den Halbachsen der Schwingungsellipse zusammenfal-
len.

Leiten Sie aus der Wellengleichung die Differentialgleichung der Wellen ab, als
deren Phasenflichen sich Kreiszylinder ergeben. Bestimmen Sie die Loésungs-
funktionen.

Bei den pr-BrogLiEschen Wellen freier Elektronen besteht zwischen Phasen-
und Gruppengeschwindigkeit die Beziehung uv = ¢2. Welche Ungleichung ergibt
sich daraus fiir die Phasengeschwindigkeit », wenn man beriicksichtigt, daf die
Gruppengeschwindigkeit mit der Geschwindigkeit des Teilchens identisch ist?
Stellen Sie die Wellengleichung fiir den zweidimensionalen raumlichen Fall auf
und schreiben Sie die Losung als Uberlagerung von Kugelwellen nieder. Ist eine
einfache Losung der Gestalt

w=—f( ﬁ)

moglich? 1

Es wird gefordert, dal die Signalgeschwindigkeit proportional — sein soll.
Bestimmen Sie die Abhingigkeit der Brechzahl von der Frequenz. %

Ein Elektron im elektrischen Feld wird durch ein Strahlungsfeld um X aus seiner
Ruhelage ausgelenkt. Die riicktreibende Kraft sei F, = —kX. Stellen Sie die
Bewegungsgleichung auf und untersuchen Sie die Bewegung unter der Voraus-
setzung, dafl die Elektronenmasse konstant ist.

Auf ein Elektron im elektrischen Feld wirkt als harmonische Stérung eine duBere
Kraft F, mit der Amplitude ¢ und der Kreisfrequenz o ein. Stellen Sie die Diffe-
rentialgleichung des Bewegungsvorganges auf und bestimmen Sie die allgemeine
Losung.

Welche relative Abweichung der Signalgeschwindigkeit von der Phasengeschwin-
digkeit ¢/n bedingt die spezifische Anderung der Brechzahl mit der Wellenlénge
von der GroBle 2 - 10* m~! bei Licht der Wellenldinge 600 nm fir » = 1,6?
Zwischen 400 nm und 800 nm #ndert sich die Brechzahl von 1,85 auf 1,75. Welche
mittlere Abweichung der Signal- von der Phasengeschwindigkeit folgt daraus
fur den sichtbaren Bereich?

Elektromagnetische Theorie des Lichtes

Einfiihrung

Maxwellsche Theorie des elektromagnetischen Feldes

Die elektromagnetische Theorie des Lichtes deutet dieses als transversale elektro-
magnetische Welle. Durch die Theorie werden insbesondere die Gesetze der Ausbrei-
tung des Lichtes erklirt. Dagegen versagt sie bei der Emission und Absorption.
Diese Erscheinungen beruhen auf der Wechselwirkung zwischen den Atomen oder
Molekiilen und dem auslésenden Feld. Sie finden ihre Deutung durch die Quanten-

theorie.

Theoretisch begriindet wurde die Wellentheorie des Lichtes im Jahre 1864 durch
MaxweLL. Thre experimentelle Bestdtigung fand sie durch die Versuche von H.
HEerTz im Jahre 1887.
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Zur Beschreibung des elektromagnetischen Feldes (vgl. [4]) werden die elektrischen
GroBen E und D sowie die magnetischen Groflen H und B eingefiihrt.

E gibt die elektrische Feldstirke an und wird in V m~! gemessen. D kennzeichnet die
elektrische Erregung des Raumes bzw. die dielektrische Verschiebungsdichte. Sie
wird in A s m~2 angegeben. Zwischen beiden GroBen besteht die Beziehung

D= c¢E. (1)
Die Grofie
& = &:& (2)

heiBt Dielektrizitdtskonstante. Sie ist materialabhingig und im allgemeinen mit der
Frequenz des Lichtes verdnderlich. &, wird als Dielektrizitatszahl bzw. als relative
Dielektrizitétskonstante bezeichnet. Sie gibt die Dielektrizitdtskonstante im Vergleich
zum Vakuum an, dessen Dielektrizitdt durch die elektrische Feldkonstante

o = 8,8542 - 10"12 A s V-1m-1 (3a)

bestimmt ist.

Die magnetische Feldstirke H wird in A m~! gemessen, die magnetische FluBdichte
oder Induktion B in V s m~2. Zwischen beiden Groen besteht die materialabhédngige
Beziehung

B = uH. 4)
Darin gibt

M= Hrtho (5)
die magnetische Permeabilitit an, u, ist die Permeabilitdtszahl bzw. relative Perme-
abilitdt. Fiir Vakuum ist u, = 1, und die magnetische Permeabilitdt ist durch die
magnetische Feldkonstante

o = 1,2566 - 106 Vs A~im™! (3b)

gegeben.
Die elektrische Stromdichte wird durch die GroBe J gekennzeichnet und hat die
MaBeinheit A m~2. Sie ist mit dem elektrischen Feld durch das Oumsche Gesetz

J = yE 6)

verkniipft. y ist eine material- und frequenzabhéngige Gréfe, die die elektrische Leit-
fahigkeit, gemessen in Q~! m~1, angibt.

Die Dichte der elektrischen Raumladung wird durch o gekennzeichnet. Sie hat die
Mafeinheit A s m~3.

Die eingefiihrten GroBen sind durch die Maxwellschen Gleichungen

D +J=rotH, (7)
B = —rotE, (8)
divD = o, 9)
divB =0 (10)

miteinander verkniipft (s. [4] 1.4.).
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Energiestromung und Poyniingscher Vektor
Aus den MaxwEeLLschen Gleichungen 148t sich der Energieerhaltungssatz in der Form
E-D+H- B+E-J+divS=0 (11)

ableiten. Darin haben die einzelnen Summanden die MaBeinheit J s~ m~3, charak-
terisieren also zeitliche Anderungen von Energiedichten. E - D gibt die Anderung der
Energiedichte des elektrischen, H - B des magnetischen Feldes an. E - J kennzeichnet
die Warmeleistung des Feldes. Fiir optische Untersuchungen ist besonders der
Poyntingsche Vektor

S=ExH (12)

von Bedeutung. Er hat die MaBeinheit W m~2 und gibt die StrahlungsfluBdichte, d. h.
die infolge der Ausstrahlung fliefende Energie, bezogen auf die Flichen- und Zeit-
einheiten, an. (12) wird auch als Poy~Ttingscher Satz bezeichnet. Da H und E zuein-
ander proportional sind, ist der zeitliche Mittelwert des Energieflusses, d. h. die Inten-
sitdt des Strahlungsfeldes, proportional dem Quadrat der Amplitude (vgl. 1.3.1.).

Gliiltigkevtsbereich der Theorie
Die Materialkonstanten ¢ und y sind frequenzabhéngig:
e=¢w), y=7y). (13)

Bei den weitaus meisten Stoffen weicht die magnetische Permeabilitdt von der ma-
gnetischen Feldkonstanten relativ um weniger als 10-¢ ab. Ferromagnetische Stoffe
mit groflen Permeabilitdtszahlen u, zeigen stets auch eine grofie Absorption. Tm all-
gemeinen kann man daher stets mit 4 = y, rechnen.

Fiir langsam verinderliche Felder bis etwa zum langwelligen Infrarot (1 = 5 um) kén-
nen fiir ¢ und y die Werte des elektrostatischen Feldes gesetzt werden. Erst bei kiir-
zeren Wellen, im kurzwelligen Infrarot, im sichtbaren Bereich und im Ultraviolett,
zeigt sich — fiir jedes Medium unterschiedlich — eine mehr oder weniger starke Ab-
héingigkeit von der Frequenz.

Fiir absorbierende und hauptséchlich fiir metallische Medien hat die MaAxwEgLLsche
Theorie im sichtbaren und im ultravioletten Bereich nur qualitative Bedeutung. Sie
ist hier als Limestheorie anzusehen. Dagegen zeigt sich im infraroten Bereich gute
Ubereinstimmung mit den MeBwerten.

Wellengleichung

In nichtabsorbierenden Medien ist y = 0 und daher J = 0. Aus der ersten und dritten
MaxweLLschen Gleichung folgt wegen divrot H = 0

0 =divh = —divd = 0. (9a)

Die Ladungsdichte ist in einem Isolator zeitlich konstant. Eine réumliche Ladungs-
dichte p fiithrt zu einem statischen Feld, das sich auf das zeitlich verédnderliche Feld
der Lichtwelle iiberlagert, ohne diese zu beeinflussen. Im folgenden wird daher bei
Isolatoren mit

=0 (9b)
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gerechnet. Die Allgemeingiiltigkeit der Betrachtung wird damit nicht eingeschrankt.
Fithrt man in der ersten MAxwELLschen Gleichung (7) geméf (1) E anstelle von D, in
der zweiten gemdfl (3) H anstelle von B ein, so entsteht

eE = rot H, (14)

ul = —rot E. (15)
Die erste dieser beiden Gleichungen wird mit 4 multipliziert und nach der Zeit diffe-
renziert. Auf die zweite Gleichung wird die Operation rot angewandt. Durch Ver-
gleich 148t sich H eliminieren, und es entsteht

euli = —rot rot E. (16)
Auf der rechten Seite kann die Vektorbeziehung

rot rot B = grad divE — AE (17)

angewendet werden. Da nach (9b) div E = 0 ist, ergibt sich aus (16) und (17) die
Weilengleichung des elektrischen Feldes

AE —euk =0 |. (18)

Ebenso folgt aus (14) und (15) durch Elimination von E die Wellengleichung fiir das
magnetische Feld

AH — cuH = 0. (19)

Die Lésung der Wellengleichung kann nach (1.2.3./14) allgemein als Uberlagerung
zweier Kugelwellen -

= Z e Veun) + 2 1l 4 Vo) (20)

dargestellt werden. E; und E, sind Konstanten.
Wie aus (20) hervorgeht, stellt die GrofBe

_ L
Veu

die Phasengeschwindigkeit der Lichtwelle dar.
Neben der Phasengeschwindigkeit ist der Wellenwiderstand von Interessse (vgl.
[4] 4.4.). Dieser ist gema

U (21)

z=|/£ (22)
&

definiert (siehe auch 1.3.1.).
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Beispiel 1.3.1. Phasengeschwindigkeit und Wellenwiderstand im Vakuum

Erfolgt die Ausbreitung der Lichtwelle im Vakuum, so erhilt man fiir die Phasengeschwindig-
keit
I 1
Veoo 18,8542 . 10-12.1,2566 - 10-°

mst= 29979 .108m s, (23a)

Der Wellenwiderstand im Vakuum ist

e 1.2566 - 10-5
Z,=]/% = 12566 - 107 o _ 5070, (23D)
£ 8,8542 - 10-12

Wellenzahlvektor und Brechzahl

Fiir den Wellenzahlvektor einer ebenen Lichtwelle ergibt sich nach (1.2./21) und
(1.2./23) auf Grund der Verkniipfung (1.2./21) zwischen den GroBen u, ¢ und u

=w ]/;1—4 (cos «, cos 3, cos y). (24)

Darin geben cos «, cos f, cos y die Rlchtungscosmus der Ausbreitungsrichtung an.
Die Brechzahl ist gemif

n=2 =12 (25)
u Eolto

definiert. Da u in den meisten Fillen gleich der magnetischen Feldkonstanten gesetzt
werden kann, folgt aus (25) gendhert die MAxwEeLLsche Beziehung

n =Y. (26)
Dabei ist zu beachten, daB ¢ und &, frequenzabhéingig sind.

Beispiel 1.3.2. Brechzahl und Dielektrizititskonstante fiir Wasser

Wasser hat fiir ein statisches elektrisches Feld bei 20°C die Dielektrizitdtszahl ¢, = 80,1.
Seine Brechzahl fiir sichtbares Licht ist » = 1,33. Daraus folgt als Dielektrizitdtszahl far
sichtbares Licht

& = m? = 1,332 = 1,78.
Unter Verwendung der Brechzahl kann man den Wellenzahlvektor

E = nk, 27)
schreiben, wobei

ky = o ) eopo (coOs &, cos B, cos ) (28)

den Wellenzahlvektor fiir das Vakuum darstellt.
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Polarisationsebene

Um die Polarisation linear polarisierten Lichtes zu kennzeichnen, wird die Polarisa-
tionsebene eingefiihrt. Sie gibt die Ebene senkrecht zur dielektrischen Verschiebung
D an, enthilt also die Normalen der Wellenflichen. Bei elliptisch oder zirkular
polarisiertem Licht dreht sich die Polarisationsebene mit D.

Fallt Licht tiber eine Begrenzungsflache ein, so bezeichnet man die aus dem Licht-
strahl und der Flichennormale gebildete Ebene als Einfallsebene. Schwingt D senk-
recht zur Einfallsebene, so sind Polarisations- und Einfallsebene zueinander parallel.
Man spricht in diesem Fall daher von paralleler Polarisation. Dagegen bedeutet
orthogonale Polarisation, daf} D parallel zur Einfallsebene schwingt.

P Probleme

1.3.1. Linear polarisierte ebene Welle

Ein Biindel paralleler Strahlen wird nach der Wellentheorie durch eine ebene elektromagne-
tische Welle reprasentiert. Bestimmen Sie das elektromagnetische Feld der ebenen Welle.
Wie grof sind der elektrische und der magnetische Vektor bei der Lichtausbreitung im Vakuum,
wenn die Energiefludichte bzw. Bestrahlungsstirke L, = § = 0,1 W m~2 gemessen wird?

Losung:

Wir legen die Ausbreitungsrichtung der Welle in die z-Richtung. Bei einer ebenen Welle hingen
E und H damit nur noch von der Raumkoordinate z und der Zeitkoordinate ¢ ab:

E =E(zt), H=H(@t). (1)

In den MaxweLLschen Gleichungen (1.3./7) bis (1.8./10) verschwinden die Ableitungen nach z
und y. Ferner kénnen wir

D = ¢E, B = uH (2)
sowie

0=0 (3)

einsetzen. Damit folgt in Cartesischen Koordinaten

JOB. _ oM, 0B, oH, 0B _
ot oz ot 0z ot
oH, oE, oH, 0E, oH,
—_ Yy — = — s _ = > - = 0’
" o2 o T o L
(4)
98, _
FR
oH, _ .
oz

Auf Grund der dritten und siebenten bzw. sechsten und achten Gleichung sind E, und H, zeit-
lich und rdumlich konstant. Da statische Felder fiir die Lichtausbreitung ohne Interesse sind,
konnen wir B, = 0, H, = 0 setzen.
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Von den 8 Gleichungen verbleiben-somit vier. Es ergeben sich die beiden voneinander unabhin-
gigen Gleichungssysteme

(P oMy ol o, .
ot oz ot 0z
und
. 6E’u _ o0H, ’ u oH, _ aEﬂ )
ot oz ot oz

Das Licht stellt somit eine transversale elektromagnetische Welle dar. Sie setzt sich aus zwei
voneinander unabhiéngigen Komponenten E,, H, und E,, H, zusammen.
Wir setzen linear polarisiertes Licht voraus. Die x-Achse legen wir in die Schwingungsrichtung
des elektrischen Feldes. Mit B, = 0 wird, abgesehen von einem statischen Feld, nach (6) I,
gleich Null. Es verbleiben nur die Komponenten £, und H,: E und H stehen aufeinander
senkrecht.
Im Gleichungssystem (5) eliminieren wir H,, indem wir die erste Gleichung nach ¢ differenzieren
und mit p multiplizieren, die zweite nach z differenzieren. Durch Vergleich ergibt sich die
Wellengleichung

0*E, *E,

P @

Sie wird durch den Ansatz

E, = E, e\ot—k2) (8)
gelost. Er liefert die algebraische Gleichung

—k + suw? =

bzw. in Ubereinstimmung mit (1.2./22)
E=2. 9)
u

Fir H, ergibt sich nach (5) durch Elimination von E, dieselbe Abhéngigkeit von z und ¢ wie
far £ ,:
Ily = H, ellwli—kz) (10)

Daher kann die Ableitung nach z durch die Multiplikation mit —ik, die Ableitung nach ¢ durch
die Multiplikation mit iw ersetzt werden:

2 L. (11)
9z ot

Anstelle des Gleichungssystems (5) erhalten wir
iweE, = ikH,, iwpgH, = ikE,, (12)

woraus unter Beriicksichtigung von (9) und (1.3./21)

£ _ ]/E -z 113)
H, €

folgt. Z ist der Wellenwiderstand des Mediums.
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Die Mittelwerte der elektrischen und der magnetischen Feldstiarke sind bei harmonischen
Schwingungen durch

E=%V§Eo, H:%VEHO (14)

gegeben. Fir die mittlere Dichte des Energiestromes, d. h. fiir die Strahldichte, folgt aus dem
Poyxnrtingschen Vektor (1.3./12) im vorliegenden Fall

J 2
-1 B H, = 1 B (15)
2 2 Z,

b‘l
Sl

S =

Mit dem vorgegebenen Wert § = 0,1 W m~2 erhédlt man

E,—V28%,=72-0,1-377Vm? =868 Vm,

Hy = 25 _1/2-01 Am=0,0230A m!.
Zo | 317

Das Gleichungssystem (6) kann durch eine Transformation

E,—~E,, H, — —Hy

in das Gleichungssystem (5) tiberfithrt werden. Aus der Lésung von (6) ergeben sich daher
keine neuen Wellentypen.

1.3.2. -Ebene Welle bei paralleler Polarisation

Ein Biundel paralleler Strahlen féllt unter dem Winkel o« = 30° im Wasser (n = 1,33) gegen
Luft ein. Der elektrische Vektor schwingt senkrecht zur Einfallsebene.

Bestimmen Sie die Komponenten des elektromagnetischen Feldes und die Energiefluidichte.
Die Amplitude des elektrischen Feldes sei £, = 10 kV m-.

b

/
o
Zyd
Einfallsmedium
5
> Bild 1.3.1. Lage der Vektoren
bei paralleler Polarisation

H(bzw: y) (', y’-Ebene ist Einfallsebene,

E (bzw x) E schwingt dazu senkrecht.)

Losung:

Wir setzen die Begrenzung des betrachteten Mediums an der Einfallsstelle als eben voraus. Als
2’-Achse wihlen wir die aus dem Einfallsmedium hinausweisende Flichennormale. y’-Achse
wird die in der Einfallsebene liegende Richtung senkrecht zur x’-Achse. Die z’-Achse steht
senkrecht zur Einfallsebene (vgl. Bild 1.3.1). Sie ist mit der z-Achse in 1.3.1. identisch. Die
¥, z-Ebene in 1.3.1. fillt folglich mit der «’, y’-Ebene zusammen. 2’- und z-Achse bilden mit-
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einander den Winkel . Daraus ergibt sich fiir die Koordinatentransformation (vgl. 3.1.2.)
z 0 sinx cos« x
¥y )}=10 —cosa sinou yl. (1)
2 1 0 0 z

Da im =z, y, 2-System nach 1.3.1. nur die elektrische Komponente £, und die magnetische
Komponente H, auftreten, folgt nach (1) fiir das 2’, y’, 2’-System

E, =0, E, =0, E, = E,; (2)

H, = H,sin«, Hy = —H,cosa, H,/ =0. (3)
Weiter folgt aus (1)

z =’ cos x + y’ sin «, (4)
so daB die Phasenabhingigkeit gemaf

ei[wt—k(@'cosa+y’sina)] — eiwt gik 7’ (5)
dargestellt wird mit

k = k(cos «, sin o, 0), v = (,y, 7). (6)

Fur die Energiefluidichte S = E x H ergibt sich

7 j k cos o
S =10 0 E,| eitwt=k:) = B H | sin o | eitwt—k-r) (7
Hysino —Hycosoe 0O 0

Der Energieflufl hat somit die Richtung der sich fortpflanzenden Welle bzw. des Lichtstrahles.
Nach. (1.3.1./13) folgt fiir die Amplitude des magnetischen Feldes, wenn y = p, angenommen

wird,
Ho:ﬂ)=|/iE0=n_._E°, (8)
Z I Z,

Mit den vorgegebenen Werten erhalten wir

10 - 10®
7

H,= 1,33 - Am=353Am?
und damit fir den Energieflufl nach (1.3.1./15)

S = -%— .10 -10%- 35,3 W m—2 = 176,5 kW m~2.

1.3.3. Ebene Welle bei orthogonaler Polarisation

Bestimmen Sie die Komponenten des elektromagnetischen Feldes einer ebenen Welle, wenn die
Polarisationsebene senkrecht zur Einfallsebene steht.

Lésung:

Im 2/, y’, 2’-System ist die 2, y’-Ebene Einfallsebene. Dagegen ist im z, y, 2-System nach Bild
1.3.2 die z, z-Ebene Einfallsebene, da E parallel, H orthogonal hierzu schwingt. Die 2’-Achse ist
mit der y-Achse identisch. 2’-Achse und z-Achse schlieen miteinander den Winkel « ein. Man
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erhalt die Transformationsformel

z —sina 0 cosa\ [z
Y| = cose 0 sina yl. (1)
4 0 1 0 z

Somit folgt fiir die Komponenten des elektromagnetischen Feldes
E, = —E,sinx, E”r = E,cos «, E, =0; (2)
H, =0, H, =0 H,=H,. (3)
Die Phasenabhingigkeit ist die gleiche wie nach (1.3.2./5).

h

7 e
Zxa
Einfallsmedium
S
Bild 1.3.2. Lage der Vektoren
bei orthogonaler Polarisation
H (bzw ») (2’, ¥’-Ebene ist Einfallsebene,
E (bzw: X) H schwingt dazu senkrecht.)
1.3.4. Elliptisch polarisierte elektromagnetische Welle

In einer elliptisch polarisierten Welle hat die groBe Halbachse der Schwingungsellipse die
Richtung senkrecht zur Einfallsebene. Die numerische Exzentrizitit der Schwingungsellipse
ist & = 0,6. Als EnergiefluBdichte werden § = 15 W m~2 gemessen. Das Ausbreitungsmedium
ist Wasser (» = 1,33). Bestimmen Sie die Komponenten des elektrischen Feldes.

Losung:

Nach (1.3.2./2) und (1.3.3./2) schreiben wir die Komponenten

E, = —Eysinae E, =Eycosae ", E, =Eye; ]

v
o e

H, =|/—Ey,sinxe -, Hy = —|/—Epcoscxe,
Iz [z (1)

Hz' :Vonbe... J
"

e+ = ei[wt—k(z'cosa+y’sina)], (1a)

mit

Aus (1) ergibt sich der Pov~tiNGsche Vektor

i j k
S = |/-6— — By, sin o Eycosx Byl e, 2
H# Eysinae  —Eypcosa By,
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Hieraus folgt nach Einsetzen der Brechzahl

B4, [0
S =n=2T""%gnx e (3)
Zg 0

bzw. in der Ausbreitungsrichtung

2 2
§=LyZut By 4)
2 Z

Zwischen den Amplituden besteht die Beziehung

bElz)a _ E%b

7 =e. (5)

0a

Im vorliegenden Fall ergibt sich

B _ { o5.

0b

Daraus folgt in Verbindung mit (4) durch Auflésen

sowie

A13.1.

A 1.3.2.

A 1.3.3.

A 1.34.

A 1.3.5.

A 1.3.6.

A 1.3.7.

Boy = 1= 157 mt — 68,7 V -t
0.9 1,33

By, = 55,0 V 1.

Aufgaben

Berechnen Sie aus den Grundgesetzen der Mechanik tber Kraft und Energie-
fluf den Lichtdruck p,,, einer Lichtwelle der Strahldichte 1 W m=2, wenn
diese vollstindig reflektiert wird.

Ein Blattchen mit den Abmessungen 2¢ = 6 cm, b = 1 cm ist an seiner kurzen
Mittellinie drehbar angeordnet. Auf die eine Seite falle ein Lichtstrom der Strahl-
dichte 0,01 W m~2 und werde vollstéindig reflektiert. Welches Drehmoment wird
dadurch erzeugt?

Berechnen Sie den Druck p auf eine Flache durch einen unter dem Winkel
« = 60° einfallenden Strahl bei Totalreflexion, wenn die Strahldichte 0,015 W m~—2
betragt. Welche Kraft wird ausgeiibt, wenn die bestrahlte Flaiche 4 = 2 m? be-
triagt?

Durch die Sonne wird der Erde eine Energie von 1,4 kJ m~2s~! zugestrahlt.
Geben Sie die Amplitude des elektromagnetischen Feldes der Sonnenstrahlung an.
Eine ebene Welle pflanzt sich im z, y, z-Koordinatensystem in der Richtung vom
Punkt (0, 0, 0) zum Punkt (1, 1, —1) fort. Die Frequenz betrigt f = 105 Hz,
die Brechzahl n» = 1,5. Geben Sie den Wellenzahlvektor und den Vektor des
elektrischen Feldes der Welle an.

Wie gro8 sind E,und H, bei einer Strahlung der Wellenldnge 555 nm, wenn damit
die Beleuchtung 10000 Ix erzielt wird?

Eine zirkular polarisierte Welle breitet sich in Glas mit der Brechzahl » = 1,6
aus. Die EnergiefluBBdichte betragt 10 W m—2. Wie groB sind die Amplituden des
elektromagnetischen Feldes?
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A 1.3.8. An einer Trennfliche muBl an Energie das, was aus dem Medium 7 zustrémt, ins
Medium 2 abstrémen. Welche Gleichungen ergeben sich daraus an der Trennflédche
fiir die Feldgr68en E und H?

A 1.3.9. Ein z, y, 2-Koordinatensystem sei so festgelegt, dal die Symmetrieachse eines
Kristalls mit der z-Achse zusammenfillt, wihrend die y-Achse in der Begren-
zungsebene des Kristalls liegt. Dagegen verdreht werde ein 2/, y’, 2’-Koordinaten-
system definiert, dessen z’, z’-Ebene mit der Einfallsebene identisch ist. Die
z’-Achse weise senkrecht zur Begrenzungsebene in den Kristall. Der Winkel zwi-
schen der Symmetrieachse und dem Lot der Begrenzungsebene sei ¢, der Winkel
zwischen der Projektion der Symmetrieachse auf die Trennebene und der Schnitt-
geraden von Trenn- und Einfallsebene £. Welcher Zusammenhang besteht zwi-
schen den beiden Koordinatensystemen?

A 1.3.10. Bestimmen Sie die Bewegung und den Impuls einer Ladung e im Feld einer linear
polarisierten monochromatischen Welle £ = E, cos (wt + kzx).
A 1.3.11. Bestimmen Sie die Bewegung und den Impuls einer Ladung e im Feld einer

zirkular polarisierten Welle £, = E, cos (wt — kx), E, = E, sin (vt — kz).

A 1.3.12 Licht der Energieflulldichte 48 W m~2 sei elliptisch polarisiert. Das Verhiltnis der
Ellipsenachsen betrage 1,25. Berechnen Sie die Amplituden des elektrischen
Feldes. Das Medium habe die Brechzahl n = 1,33.

1.4. Absorption, Dispersion, Fourier-Entwicklung

E Eintiihrung

Komplewe Drelektrizititskonstante und Mazwellsche Gleichungen

In absorbierenden Medien ist die elektrische Leitfdhigkeit  von Null verschieden.
Mit dem periodisch verénderlichen Feld E tritt daher nach dem Oumschen Gesetz
J = yE auch ein periodisch verédnderlicher elektrischer Strom auf. Aus den Max-
weLLschen Gleichungen folgt nach (1.3./7), wenn' die lineare Verkniipfung D = ¢E
eingesetzt wird, im Falle einer Zeitabhéingigkeit der Form ei*!

iewE + yE = rot H. (1)

Die beiden Summanden links kénnen zusammengefaf3t werden, wenn man die kom-
plexe Dielektrizitdtskonstante

£'=8(1—il) (2)
ew
einfiihrt. Damit ergibt sich als erste MaxweLLsche Gleichung

iewE = rot H. 3)

Aus den weiteren MaxweLLschen Gleichungen (1.3./8) bis (1.3./10) erhdlt man unter
Verwendung der linearen Verkniipfungen B = uH und D = ¢E fiir homogene Medien

iuwH = —rot E, (4)
divE =0, (5)
divH = 0. (6)
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Komplexe Brechzahl und komplexer Wellenzahlvektor
Entsprechend (1.3./25) definiert man als komplexe Brechzahl

W= /2 —a(t —ix). |. @
Eolho

Die GroBe » heilt Absorptionsindex.
Setzt man ¢ nach (2) in (7) ein und quadriert, so erhdlt man durch Trennung von
Real- und Imaginérteil ein System zweier Gleichungen fiir » und x:

n3(1 — x»?) = iy (8)
Eolto
ot = X, 9)
WEpfho

Als Losung folgt

z
10
]/2 €olto 2 50,“ 28o o (10)
' 1 eu 1 e2u? uty?
=/ —=L= 4+ = . 1
" l/ 2 30,“0+ 2 | e®ue’ g w?e’uo® 4

Fiir den komplexen Wellenzahlvektor ergibt sich nach (1.3./24) bzw. (1.3./27)

k' = o )&u (cos «, cos B, cos y) = n(l — ix) k,

= n(l — ix) %E (cos «, cos B, cos y), (12)
0

wobei 4, die Wellenlidnge im Vakuum kennzeichnet. Die Grofle

2mtx 2nnx
’r — s — — 1
k 7 ™ (13)

wird als Absorptionskoeffizient (auch Absorptionskonstante) bezeichnet. Mit dieser
kann die komplexe Wellenzahl auch in der Form

¥ =k — ik” (14)

dargestellt werden.

Absorption und Dispersion

Das atomistische Modell der Absorption des Lichtes durch ein Medium liefert zugleich
die Abhéngigkeit der Brechzahl von der Frequenz.
Im elektrischen Feld E = E, ¢!*! nimmt ein Atom oder Molekiil ein periodisch ver-
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anderliches elektrisches Moment an, wodurch auch das gesamte Medium periodisch
verénderlich polarisiert wird. Das angelegte Feld verschiebt die Ladungen -+ Ze des
Teilchens aus ihrer Gleichgewichtslage. Bezeichnet N die Anzahl der Teilchen je
Kubikmeter und # den von der negativen zur positiven Ladung gezogenen Vektor,
so gibt

me, = Zer (15)

das elektrische Moment des Teilchens,
P = (¢ — ¢) E= Nm, (16)

die Polarisation des Mediums an.
Die Bewegung einesTeilchens unter dem EinfluB einer erzwingenden Kraft F = F, ei*!
ist durch die Gleichung

mi + mo¥ + mwr = F = Fj et 1w

gegeben. Darin bezeichnet m die Teilchenmasse und ¢ den Abklingkoeffizienten.
Bei fehlender duBerer Einwirkung ist o mit der Abklingzeit = der Schwingung gemil

1
e

verkniipft. = stellt die mittlere Aufenthaltsdauer der Oszillatorenergie dar. Bezeichnet
« die Kraft je Einheit der Auslenkung, so ist die Kreisfrequenz der Eigenschwingung
durch

(18)

T =

a
w0 = |/= (19)

gegeben.
Die stationdre Losung nach Abklingen der Eigenschwingungen folgt aus dem Ansatz

——— (20)
Nach Einsetzen in (17) und Herausheben des gemeinsamen Faktors e'“f erhdlt man

F,
m(we? — w? + ipw)

(21)

ry =

Zwischen dem effektiv auf das Teilchen wirkenden Feld E und der duBeren Kraft
F besteht die Beziehung

F = ZeE. (22)

Unter dem EinfluB des Feldes E = E, 't erhilt man damit nach (15) und (16) fiir
die Polarisation des Mediums

NZ%*e2k
m(we® — w? + igw)

P = NZer = (23)

4 Schilling, Optik
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Das effektive Feld E unterscheidet sich vom makroskopischen E, das durch Messung
bestimmt werden kann (vgl. [5] 3.2.). Zum makroskopischen Feld E tragen samtliche
Ladungen bei; zu dem auf ein geladenes Teilchen wirkenden Feld E trigt die Ladung
dieses Teilchens selbst nichts bei.

Das betrachtete Teilchen kann als punktférmig angesehen und durch eine Hohl-
kugel umgrenzt werden, die sonst leer ist. Ihre Dielektrizitdtskonstante wird damit
gleich der elektrischen Feldkonstanten ¢,. Bringt man eine Kugel mit der Dielektri-
zitdtskonstanten ¢ = ¢, in ein homogenes elektrisches Feld E = E,, so wird in der
Kugel das homogene Feld

E = 261 + & E, (24)
3€i
aufgebaut (vgl. [4] 2.1.). &, = ¢’ bezeichnet die Dielektrizitdtskonstante des umge-
benden Mediums. .
Als Beziehung zwischen dem effektiven Feld E und dem makroskopischen Feld E
folgt damit
o 280+ €

E = . 2
e E (25)

Anstelle (25) kann man wegen (16)

E=E+3—]; (26)

schreiben. Setzt man (26) in (23) ein, so erhdlt man mittels (16)

NZz2e?

e —¢g n?t—1 1
3e, m(we? — w? + igw)’

&+ 2, n®+2

27)

Drudesche Formel — Fourier-Analyse

Treten in einem Medium mehrere Eigenschwingungen mit den Kreisfrequenzen w;
(7=1,2,...) auf und bezeichnet m; die Massen, ; die Abklingkonstanten, Z; die
Anzahl der Elementarladungen, N; die Anzahl der schwingenden Teilchen je Kubik-
meter, so ist die Auslenkung r; durch

F,
= , 21
" R — o T iow) #12)
mit der resultierenden Auslenkung
r = Z r; (21Db)

gegeben. Fiir die Polarisation des Mediums folgt

P = Z NiZier,-. (233)
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Man gelangt damit zur DrRUDEschen Formel

& —g n?P—-1

1 NiZiZeZ
3 2

= = 28
&' =+ 260 n'? —+ 2 i mi(wiz — w? + lgzwl) ( )

Die DrupEsche Formel griindet sich auf die Zerlegung der resultierenden Schwingung
eines Teilchens in die periodischen Bestandteile. Diese Zerlegung erfolgt mathema-
tisch durch die Fourier-Analyse. Physikalisch wird die FouriEr-Analyse durch die
Eigenschaften des harmonischen Oszillators realisiert. Dieser filtert aus erzwungenen
Schwingungen verstérkt diejenigen aus, die in der Nahe der Eigenfrequenz des har-
monischen Oszillators liegen.

P Probleme

1.4.1. Absorption einer Lichtwelle

Infrarotes Licht der Frequenz f = 102 Hz geht durch eine wafBrige Losung. Dabei wird die
Wellenlinge 4 = 215 pm gemessen. Die Intensitdt des Lichtes sinkt in 15 cm Tiefe auf den
Anteil 1/e gegeniiber der Intensitdt beim Eintritt in das Medium ab.

Bestimmen Sie die Brechzahl, den Absorptionsindex und die spezifische elektrische Leit-
fahigkeit.

Losung:

Wir wahlen die z-Achse als Ausbreitungsrichtung, wahrend die x-Achse die Schwingungsrich-
tung des elektrischen Feldes kennzeichnet. An der Eintrittsstelle ist z = 0.
Der Ubergang zu absorbierenden Medien bedeutet nach (1.4./7) und (1.4./12)

n—n, k— K. (1)
Gemif (1.3.1./8) erhalten wir daher fiir die elektrische Feldstirke E
B, = Eyelt=¥a, E, —0, E,=0. @)

Dabei bedeutet E, die Amplitude an der Eintrittsstelle. Wir setzen £’ nach (1.4./12) in (2) ein
und beriicksichtigen
nk(,:n—ﬁ=2—n, (3)
Ao A
wobei 4, die Wellenlédnge fiir Vakuum und A4 die fiir das absorbierende Medium kennzeichnet.
Es folgt

i(wt~g—z) i £z
E,=E,e Ale A, )
Nach (1.4./10) und (1.4./11) ergibt sich fiir » und nx im Falle g = u,
1 1 y2
n = l/? &+ Y & + ot (5)

1 1 2
nx = V—?e, + ry l/erz + it (6)

4%
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Die Intensitdt einer Welle ist dem Quadrat des Absolutwertes der Amplitude proportional.
Wegen

Ao
2 =0 7
n Q)
bedeutet daher das Abklingen auf den Anteil 1/e iiber die Strecke z
2k"z = An nxz = 1 bzw. nx = &. (8)
0 4mz

Mit den vorgegebenen Werten erhalten wir

~300-10%m

¥ = ——————— = 1,59 - 10—,
4m - 0,15 m

Hieraus kann geschlossen werden, daB in (5) und (6)

<Ll 9)

w3ey?
gilt. Unter dieser Voraussetzung folgt aus (6)

nx = —-—_Z——— , (10)
2 ]/er we,

wahrend (5) in die MaAxwELLsche Beziehung
n=Ye (11)
ibergeht. Es ergibt sich daher aus (7) und (8)

.10~
n—300_ 1305, o, L89 107

% = 1,14 .10,
215 1,395

Fir die gesuchte spezifische elektrische Leitfahigkeit bei der vorgegebenen Frequenz erhilt
man aus (10)

y =1,59-10"%.2.1,395 . 2r . 1012. 8,85 - 10-12 Q1 m~! = 0,0247 Q-1 m1.

1.4.2. Phasenverschiebung zwischen elektrischem und magnetischem Feld

Eine linear polarisierte elektromagnetische Welle geht durch einen Halbleiter. Bestimmen Sie
das magnetische Feld im Verhéltnis zum elektrischen, wenn das Medium die Brechzahl n» = 1,5
und den Absorptionsindex » = 0,1 hat.

Losung:

Wir legen das Koordinatensystem nach 1.3.1. und das elektromagnetische Feld mit den Kom-
ponenten nach (1.3.1./8) bis (1.3.1./10) zugrunde. An die Stelle von % tritt nach (1.4./13) %".
Zwischen den Amplituden £, und H, des elektrischen und des magnetischen Feldes besteht
nach (1.3.1./13) und (1.4./7) fir 4 = u, die Beziehung

-_I_17£=n(1—1n) ()
E, Zy
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Dieses komplexe Verhiltnis kennzeichnet eine zwischen dem elektrischen und dem magne-
tischen Feld bestehende Phasenverschiebung. Wir schreiben

1 —ix = V1 + s eie @)
mit
@ = arctan x. )
Daraus folgt
27T 21
—_z i{wt——
E,=E,e Aze( lz), )
2Tt 21T
——2 i|lotl—g——2=z
Hy=Z2n(t + e o), ®)

0

Fir die konstante Phasenverschiebung zwischen E und H ergibt sich damit nach (3)

@ = arctan 0,1 = 5,7°.

1.4.3. Ausbreitung einer Lichtwelle im Plasma — Plasmadiagnostik

Fiir die Ausbreitung einer Lichtwelle in einem Plasma gelten die gleichen GesetzméBigkeiten
wie fiir ein gasformiges, fliissiges oder festes Medium, wenn die Wellenldnge A grofl gegen den
mittleren Abstand 7 der Elektronen oder Ionen ist:

1
A>F = - (1)
v
N gibt darin die Konzentration der positiv oder negativ geladenen Teilchen an.

Dielektrizitdt und Leitfdhigkeit eines isotropen homogenen Plasmas in Abhdngigkeit von der
Kreisfrequenz w sind durch die komplexe Dielektrizitdtskonstante

e = go(K, — iK;) (2)
gegeben mit
2
Eo=1-2 1 )
2 Vett
K, = Dett @p* _1_ (4)
o oy 1@%
w
Darin hei3t
2
0y = V il (5)
EoMe

die Plasmafrequenz. m, bedeutet die Elektronenmasse; veg; gibt die StoBfrequez, d. h. die mitt-
lere Anzahl der StoBe eines Teilchens an. Die magnetische Permeabilitidt kann gleich der des
freien Raumes gesetzt werden.

Zur Diagnostik eines Plasmas wird dieses von elektromagnetischen Wellen durchstrahlt.
Dabei ergibt sich, daB fiur Frequenzen f > f, = 4,5-10° Hz das Plasma undurchlissig ist,
wihrend niedrigere Frequenzen hindurchgehen. Fiir Strahlen der Frequenz f = 10° Hz wird
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aus der Messung der Absorption gemifB (1.4./2) auf die spezifische elektrische Leitfahigkeit
y = 0,015 Q-1 m~! geschlossen.

Bestimmen Sie die Konzentration N der positiven oder negativen Ladungstrager und die effek-
tive StoBfrequenz.

Losung:
Nach (1.4./2) ist
& = eo(K; — iK;) = & — i-(%. (6)
Hieraus folgt
2
p = ek = oo 22— )
w? v3
14 ==
CU2

Fir die Brechzahl ergibt sich nach (1.4./10) mit © = py,
K2
n = VKr - T‘. (8)

Die Ausléschung der Wellen mit Frequenzen f > f, bedeutet, dal die Brechzahl = fiir f, gleich
Null und fiir f > f, komplex wird:

n? <0 far f=f. 9)
Wir setzen

Vet L O, K; L1 (10)
voraus und erhalten damit anstelle von (9)

K. <0 bzw. o =2nf = w, fir f=fe. (11)

Die Ausl6éschung aller Wellen mit Frequenzen f > f, gibt somit die Moglichkeit zur Bestimmung
der Plasmafrequenz w, und damit nach (5) der Konzentration N:

N = dn2f2 Sl (12)

eZ
Mit den vorgegebenen Werten erhalten wir

8,85 - 10-12. 9,11 - 10-51
(1,60 - 10-19)2

N = 4n%(4,5 - 1092 . m-3 = 2,5 1017 m-3,

Aus der Bestimmung der elektrischen Leitfdhigzeit erhalten wir nach (7) fiir vey <

? 2
”eif=l'_2='y—f—2’ (13)
&y Wy & fo

mit den vorgegebenen Werten

0,015 1

P ok A S, R . 107 o1
Veft =— 8,85- 1012 4,52 § = 8,4 107 571,

Wie die errechneten Werte zeigen, ist die Voraussetzung (10) im vorliegenden Fall erfillt.
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1.4.4. Absorption und Dispersion von Kalinmbromid bei 2 = 182 nm

Fir KBr ist die Dispersion nach T. RADEARRISENAN durch

2 2
o — 14725 + 0,6204 0,2674 A
22 —0,021318 - 1072 ' 22 — 0,033124 - 1032
2
o 22ATE (in m)

A% — 7365,7- 10712

gegeben. Die Absorptionskonstante bei A = 182 nm betragt 9,0 - 105 cm—2.

Berechnen Sie daraus die Anzahl der Teilchen, bezogen auf einen Kubikmeter, die die Eigen-
schwingungen mit der Wellenldnge 182 nm ausfiithren, und bestimmen Sie die mittlere Aufent-
haltsdauer eines Energiequants im Oszillator.

Losung:

Nach der DrupEschen Formel (1.4./28) tritt eine starke Abhingigkeit der Brechzahl von der
Frequenz nur in der Umgebung einer Eigenfrequnez w; auf. Wir setzen voraus, daf die Eigen-
frequenzen w; so weit auseinanderliegen, dafl in erster Naherung fiir einen Spektralbereich
Aw nur eine der Eigenfrequenzen w; = w, das optische Verhalten deutlich beeinfluBft. In der
DrubpEschen Formel kann unter dieser Voraussetzung fiir simtliche Summanden mit Eigen-
frequenzen w; % w, ein konstanter Wert benutzt werden. Die Dielektrizitdtskonstante wird
fiir Frequenzen im Bereich der Eigenschwingung w, in der Form

& =g/ + A¢ (1)
geschrieben, wobei |A¢’| < |g,’| gilt. Damit folgt aus der DrRuDEschen Formel
&’ — &+ A g — & 3ey A&’ ,
e+ 26 + A" &/ + 28 (8 + 2¢)°
7 202
= const + 1 NoZq?e 2)

0 Mo(we? — »F + iggwo)
und daraus
(ee" + 2€0)2 N Zy2e?
9¢,? mo(o? — w? + igewo)

A’ =

bzw. wegen &.” + Ae" = gy(n,” + An’)?
("% + 2)2 NoZy*e*(wo® — w® — igowy)
18eqgne’  mo[(e2 — 0)2 + gg’wy?]

Wir setzen nach (1.4./7)

An' =

n =n, + An’ = n(1l — ix)
und nehmen an, dafl die Eigenfrequenzen so weit voneinander verschieden sind, daf

oi® — eq?|

<<

fiir simtliche Werte ¢ == 0 gilt. Unter dieser Voraussetzung kann man in der Umgebung der
Absorptionskante w, die Ddmpfung von den anderen Absorptionskanten vernachlédssigen und
erhalt

(5)

1

An’ = An — ingx (6)
nebst

ne' = ng. (6a)
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Damit folgt aus (4) durch Trennung von Real- und Imaginérteil

An — (ne® + 2)° NoZy*e*(wo? — w?) ™

18n,ey  mol(we? — w?)? + o2we?]’

o — (ne? + 2)* NoZyPe?04wo .
18nc%e,  mo[(we? — w?)? + goPwo?]

(8)

Die Brechzahl ist somit fiir w > w, bzw. A << 4, = 2nc/w, kleiner, fir o < wy bzw. 4 > 4,
grofer als n.. Am Absorptionsmaximum ist An = 0 (vgl. Bild 1.4.1). Diese Form der Abhéngig-
keit von An und » wird als Lerentzsche Linienform bezeichnet.

Bild 1.4.1. Brechzahlinderung

x
An
und Absorptionsindex in der Umgebung

» A  einer Eigenschwingung

Aus der Messung der Absorptionskonstanten

2%
A

k'’ =

fir die Absorptionskante bei w = w, folgt aus (8) die Abklingkonstante

(me? + 2)* NoZge®
Q0 = e .

9)

18n,2, mock”
Fir die Anderung der Brechzahl in der Nihe der Absorptionskante o = w, ergibt sich

2n An _ (ncz + 2)2 ATOZOZeZ}'oz}'Z. (10)
¢ 36m2ec2mo(A2 — Ag2)

Fiir KBr bei 182 nm erhélt man aus der Abhingigkeit nach RADHAKRISHNAN

0,6204 - 0,1822 2,2847 - 0,1822

= 3,2131
0,1822 — 0,021318  0,1822 — 7365,7

ne = 1,4725 +

und damit » = 1,793.

Die Absorptionskante bzw. Spektrallinie im Ultravioletten wird durch oszillierende Elektronen
verursacht (vgl. [5] 3.2.). Fiir m, ist daher die Elektronenmasse einzusetzen. Aus dem Vergleich
von (10) mit dem dritten Summanden nach RADHAKRISHNAN ergibt sich mit Z = 1

(n? + 2)2 No? - 0,033124 - 10-12

= 0,2674.
36m2e,c2my
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Hierin ist nur N, unbekannt. Durch Auflésen folgt

_0,2674 - 36n%- 8,85 - 101%. (3 - 108)2. 9,11 - 1031

0= m-3 = 4,68 - 1027 m-3
(1,4725% + 2)2- (1,60 - 10-19)2 . 0,033 124 - 1012

als Anzahl der mit der Eigenwellenlinge 182 nm schwingenden Teilchen. KBr hat die Dichte
2,75 g cm~3 und die 1elative Molekiillmasse 119. Ein Kubikmeter Kaliumbromid enthélt daher
1,4 - 10% Molekiile. Von diesen fithren rund ein Viertel die betrachtete Eigenschwingung aus.
Aus (9) ergibt sich die Abklingkonstante

_ (1,4725% + 2)2. 4,68 - 1027 . (1,60 - 10-19)2 -
€0 = 18.1,47257- 8,85 10-12. 9,11 - 10-1 - 3. 108 - 9,0 - 107

=245-102s7%, 7 =4,08.10s.

1.4.5. Fourier-Zerlegung einer gedimpften Schwingung

Die Emission von Licht durch ein Atom erzeuge wihrend eines Zeitabschnitts At = 102 s das
elektrische Feld

E = E, et eiot, (1)

AuBlerhalb dieses Zeitabschnitts sei die Feldstdrke gleich Null. Stellen Sie die Schwingung als
Fourier-Reihe dar, durch die das elektrische Feld von der Zeit t = —At vor Beginn der
Lichtemission (die bei ¢ = 0 einsetzt) bis zur Zeit t = At zum Abschluf3 der Lichtemission exakt
wiedergegeben wird. Fir die Zeit ¢ < —At¢ und ¢ > At werde E(¢) periodisch mit der Periode
T = 2 At fortgesetzt.

Berechnen Sie die Fourier-Koeffizienten ¢, fiir den Spezialfall, dal die Frequenz der n-ten
Oberschwingung gleich der Frequenz des emittierten Lichtes ist. Wie gro8 sind die Koeffi-
zienten ¢y, Cy—q, Cpiq?

Fiir die Rechnung werde wy = 2 - 101 571, p = 5 - 102 5~ vorausgesetzt.

Losung:

Jede mit der Periode 7' periodische Funktion f(¢) 148t sich in die Fourier-Reihe
3 e elent 2

mit der Grundfrequenz

2
W= (3a)

T

und den Oberfrequenzen
w, = VO, (3b)
entwickeln. Die Koeffizienten sind durch

T/2
S rp— g
-T2
bestimmt.
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Bezeichnet ¢ = 0 den Beginn der Lichtemission, so erstreckt sich eine Periode 7' von —A¢ bis
-+ At, wobei

fur —At<t< 0
&) = . (5)
e~et giwot fur 0st< A

gilt. Bild 1.4.2. stellt f(t) grafisch dar.

____.._..._..NH

= = Ny

<?j - ey

Bild 1.4.2. Geddmpfte Schwingung

Wir setzen f(¢) nach (5) in (4) ein und erhalten

/2 -
i(wo—wy+ip)
¢, = [e—et clodt g—topt gf — LT 00 6)
J 1((90 — w, + IQ)
0

Fir ¢ = % kann die Schwingung als so weit abgeklungen angenommen werden, da nur die

untere Grenze einen Beitrag zum Integral liefert. Die Auswertung des Integrals ergibt

i =Q+i(wo—w;’)'
Wy — Wy + 19 (wO - wv)2 + @2

Cc, =

(M

Fir das elektrische Feld erhilt man

e—iwyt

1 2 oti(wy—w,)

E =Ey— £ 8

T, R (@ — )t ®

Realteil und Betrag der Fourier-Koeffizienten sind nach (7) um so gréfler, je niher die Fre-
quenz w, = v, der Frequenz des emittierenden Atoms liegt.

Im vorliegenden Fall ist 7 = 2 - 1010 5; die Grundfrequenz der FOUurIER-Reihe daher nach (3)

2r 2r

T 2.1010

0= = sl =g.100s2,

Fir n = 2 - 10* folgt w, = nx - 101° 571, Es ergibt sich somit aus (7)

=2.10"8g,

I
fOIv—
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Die Koeffizienten der beiden benachbarten Fourier-Summanden sind

5.1012 4 i-0,01x - 1012

[ = s =2-10"13(1 — 4n?. 107%) (1 & 2ir 1073 s.
o0 = T 10% 4 25 - 10w ‘ H1E ’

In der Nihe des Resonanzmaximums verdndert sich der Fourier-Koeffizient einer Ober-
schwingung hoher Ordnung hiernach nur geringfiigig (vgl. Bild 1.4.3). Die die c,-Werte ver-
bindende Kurve ist von der Linge 7T’ des Zeitintervalls unabhéngig.

”‘I”I”]/T/{ TTT\FTT .-

>
n=1 2 3 Wy n

Bild 1.4.3. Fourier-Koeffizienten c,

1.4.6. Fourier-Integral

Durch ein Atom werde iiber das Zeitintervall At eine Lichtwelle ausgesandt, die im Empfanger
als zeitlich begrenzte, ungeddmpfte Schwingung der Form

Eysinwg fir  0<t<-2TN—A
Et) = (20 (1)

0 fir 1<0,t> At
wahrgenommen wird. Stellen Sie E(f) durch ein FouriEr-Integral dar und bestimmen Sie den
Frequenzbereich, innerhalb dessen der Betrag der Fourier-Transformierten vom Maximal-

wert auf die Hilfte absinkt. Fithren Sie die Rechnung fir w, = 2 - 104 571, At = 107125
durch.

Losung:

Das Fourrer-Integral entsteht aus der Fourier-Reihe, wenn die Periode 7' gegén Unendlich
geht. GemiB

[ 7 dw

= _— 2

T [ () P 2
ergibt sich aus der Fourier-Reihe (1.4.5./2) das Fourier-Integral

40
0 = o f o) eotdo |- (3)
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Die Funktion

400
flo)= [ 1) e~iotat (4)

heiflt Fourier-Transformierte.
Wir stellen zunichst

—ielwot fir 0t < At
&) = " (®)
0 fur t<<0,t> At
als FouriEr-Integral dar. Nach (4) folgt
At
flw) = —ifeﬂwo—w)t dt. (6)
0
Beriicksichtigt man ei2™¥ = 1, so erhélt man aus (6) durch Auswerten des Integrals
L —iznwﬂN
C L _e N
o) =——""—"—. (7)
)

Ist der Realteil Re f(t) zu entwickeln, so schreibt man die FourIer-Reihe nach (1.4.5./2) in der
Form

Re f(¢) = -;—Re [Co + § (¢, eiwst + ¢, e—i“’vt)] . (8)

v=1

f(6)* bezeichnet den konjugiert komplexen Wert zu f(¢), und es gilt Re f(t) = Re f(t)*. Daher
kann man in (8) c_, e~ it durch c*, eivs ersetzen. Mit den Definitionen

ag=Rec, a,e—ihv=c, +c*, (9)

worin a, rein reell, » positiv ganzzahlig ist, ergibt sich aus (8)

Re f(t) = L [ao + E a, cos (w,t — /3,)] . (10)
T v—1
Im Grenzfall 7' — co liefert der erste Summand in (10) den Beitrag Null. Es folgt daher aus (10)
o
Re f(t) = % fa(w) cos [wt — f(w)] dw, (11)
0

aus der zweiten Gleichung (9)

a(w) e~ 1@ = [ (w) 4 f(—w)*. (12)
Die Fourier-Transformierten f' (w) und f (w)* gehen aus (4) hervor. Im vorliegenden Fall ist
si 1 fi 0t < A,
Re f(t) = in oy ur <t < (13)
0 fir  t< 0,t> At.
Aus (12) ergibt sich in Verbindung mit (7)
. —ianwﬂ ; —ionNZ
a(w) e—1bw) = 22 T ’ (14)

Wy — W Wy + o
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und daraus

a(w) N nnl, o) = %(1 + 23"-). (15)

N2wy? — w? Wy W,

a(w) verschwindet, wenn w ein Vielfaches von w, annimmt, auBler fir o = Nwg. In diesem Falle
erhdlt man nach der r’Hosprrarschen Regel als grofiten Wert des Betrages der FOURIER-
Transformierten den Grenzwert

. w
s T — 9
D | ZE, (16)

Wo

w—>Nw, Wo N2 — w

Die Kreisfrequenz w, bei der |a(w)| auf die Hilfte gegeniiber dem groften Wert nach (16) abge-
sunken ist, bestimmt sich auf Grund der L’HosprraLschen Regel aus

w
cos — T i
N . (17)
w 2Nw,
Wir setzen N > 1, d. h. w > w,, voraus und schreiben
o = Nw, + Aw. (18)

Die relative Anderung des Nenners in (17) ist fiir kleine Werte vernachlissigbar, so daB der
Halbwert durch :

cos(Nn: + A—wn) = i,
[N 2
d. h. durch
)
Aw = + =2 19
o 5 (19)
bestimmt ist. Die Halbwertbreite betrigt Aw,), = 2 |[Aw| = 20, Das Maximum der FOURIER-
Transformierten hat nach (16) den Wert 3
2m
[@(®)Imax = om ToR® = 10" s.
BEs liegt wegen
—12 , L1014
NZAtw0=10 2m - 10 — 100

bei
w = Nwy =100 - 2 - 10¥ s71' = 27t . 1016 g~1.,

Die Halbwertbreite betragt

Awyj, = én 104 51,

1.4.7. Unschérfe der Frequenzbestimmung

Beobachtet wird die Ausstrahlung einer Lichtwelle, deren Frequenz bestimmt werden soll.
Hierzu wird das ausgestrahlte Licht auf ein System von Oszillatoren gerichtet. Bei der am
stdrksten zur Resonanz angeregten Schwingung mit der Kreisfrequenz w, werde die Abkling-
zeit 7 = 0,5 - 10712 s gemessen.
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Als MindestgroBe der Ungenauigkeit bei der Frequenzbestimmung hat man die Halbwertbreite
des Intensitdtsmaximums der Eigenschwingung w, zu setzen. Bestimmen Sie daraus die Unge-
nauigkeit bei der Frequenzbestimmung des beobachteten Lichtes und schitzen Sie auf Grund
der FouriEr-Entwicklung die MindestgroBe des Zeitintervalls der Beobachtung ab.

Losung:

Die auf einen harmonischen Oszillator einwirkende Kraft 18t sich als Uberlagerung perio-
discher Funktionen darstellen:

F(t) = X F,(¢) = X F,elent. 1)

Nach (1.4./17) lautet die Bewegungsgleichung fiir ein erzwingendes System iiberlagerter harmo-
nischer Wellen

mi 4 mei + mwlr = 3 F,, eiodt, (2)
v

Bei der Losung dieser Bewegungsgleichung beschrinken wir uns auf stationdre Zusténde, da
Eigenschwingungen in Zeiten der Gréfenordnung 10-12 s abklingen. Wir gehen demzufolge vom
Ansatz

r(t) = X 1, el (3)

v

aus und erhalten (vgl. 1.4./21)

_ F, ) 4)

m(wg® — w,? + igw,)

Ty

Durch den harmonischen Oszillator mit der Eigenschwingung w, wird somit die von auflen ein-
wirkende Kraft F(t) in die Kraft

2 2 1wyt
d?r(t) —m d F,y el

m — -_—
de2 diz T we? + w,? + igyw,

(®)

transformiert.

Setzt sich die duBere Storung F(t) aus Schwingungen zusammen, deren Kreisfrequenzen iiber
den Bereich w ... w + 8w gestreut sind, so werden durch den Oszillator diejenigen verstarkt,
die in der Nahe einer Eigenschwingung des Oszillators liegen.

Nach (1.4.4./8) ist der Absorptionsindex »(w) in der Umgebung einer Eigenfrequenz w, durch

(ne? + 2)° Ny Zy*eP
18nc%e, me[(we? — w?)? + g2we?]

#(w) = (6)

gegeben. Fiir das Maximum dieser Gréfle folgt

(ne? + 2)2 NoZgde?
18n.%s, Mooy

(M

¥max

Die Funktion fallt auf den halben Wert ab, wenn sich in (6) infolge der Verdnderlichkeit der
Frequenz der Nenner verdoppelt:

(wo? — @?)? = gp’wy? (8)

Hieraus erhilt man die Halbwertstellen

Wiy = |/ 1F % 9)
0
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bzw. fiir kleine Werte g, << w,

Wiy = Wy T ﬂ' (9a)

2
Als Halbwertbreite ergibt sich somit
Awl/z = Qo- (9b)

Daraus folgt fiir die Ungenauigkeit der Frequenzbestimmung

Ao 2 Awyy = g0 =— |. (10)
T

Nach (1.4.5./2) und (1.4.5./3) kann jede Funktion j(t), die in einem Intervall der Linge At = 7'
beliebig vorgegeben ist, in diesem Intervall durch Uberlagerung periodischer Funktionen

i2mvi

Yeel (11)

1
ft) = T

wiedergegeben werden. Die Oberfrequenzen w, = » -2T£ folgen im Abstand

Wy — Wy = ﬁ' (12)

T

aufeinander. Fiar die Ungenauigkeit bei der Frequenzbestimmung folgt daraus

Aw At = 2r |. (13)

Im vorliegenden Fall ergibt sich nach (10) infolge der Eigenschaften des Oszillatorsystems

1

Aw290=ms—1 =2.101251,

Das Zeitintervall fiir die Beobachtung des Lichtes hat nach (13) mindestens die Grée

A ==2"_s  dh At~3-100s.
2 .10
A Aufgaben
A 14.1. Ein Plasma mit der Konzentration N = 5-10* m—3 und der Stoffrequenz

Vet = b - 10§71 wird von einer elektromagnetischen Welle der Frequenz f =
102 Hz durchstrahlt. Bestimmen Sie die Plasmafrequenz, die Brechzahl und die
spezifische elektrische Leitfdhigkeit.

A1.4.2, Welche Grenzwerte ergeben sich fiir » und x bei einem idealen Leiter?

A1.43. "Durch das Plasma kénnen elektromagnetische Wellen nur fiir » = 0 iibertragen
werden. Untersuchen Sie auf Grund dessen, fiir welche Konzentrationen die
Voraussetzung

1
A> 5=
105

nicht mehr erfillt ist. Dabei kann v << w angenommen werden.
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A 1.44.

A 1.4.5.

A 1.4.6.

A1.47.

A 148.

A 1.4.9.

A 1.4.10.

A 1.4.11.

A 1.4.12.
A 1.4.13.

A 1.4.14.

A 1.4.15.

A 1.4.16.

Stellen Sie die Differentialgleichung fiir einen elektrischen Schwingkreis mit der
Kapazitiat C, der Induktivitdt L und dem elektrischen Widerstand R auf. Unter-
suchen Sie den Zusammenhang des geddmpften Schwingkreises mit der geddmpf-
ten elektromagnetischen Welle. Wie lautet die stationidre Losung, wenn durch
eine duBlere Wechselspannungsquelle das Feld U, ei®t an den Schwingkreis gelegt
wird? .

LiF hat im Infraroten oberhalb A = 50 um die nahezu konstante Brechzahl
Neoo = 3,0. Fiir 4, = 40 pm wird n, = 4,4 gemessen. Im Sichtbaren ist die Brech-
zahl ebenfalls nabhezu konstant gleich n,, = 1,4. Stellen Sie auf Grund dessen die
Dispersionsformel fiir den infraroten Bereich auf.

LiF hat fiir A = 258 nm die Brechzahl n = 1,415 fiir A = 300 nm » = 1,414.
Eine Resonanzstelle tritt im Ultravioletten fiir A = 28,5 nm auf. Stellen Sie fir
den UV-Bereich die Dispersionsformel auf.

Im KCNS-Spektrum tritt eine Absorptionslinie bei 4 = 183 nm mit der Halb-
wertbreite 1 eV auf. Geben Sie die Halbwertbreite in Einheiten der Wellenlange
sowie die Abklingkonstante ¢ und die Abklingzeit = an.

Berechnen Sie die Breite des Frequenzbereiches, in dem die Absorptionskonstante
bei LorENTzscher Linienform auf ein Viertel ihres Maximalwertes abfallt. Unter-
suchen Sie den Spezialfall schwacher Absorption.

F-Zentren (Farbzentren) entstehen in einem Alkalihalogenidkristall durch Be-
strahlung mit UV- oder Réntgenlicht. In KCl liegt das Maximum des F-Zentrums
bei 563 nm. Die Brechzahl im Maximum der Bandmitte betrigt »; = 1,66. Es
seien N = 7,2 . 10%2 m~3 Farbzentren angeregt. Dabei wird die Absorptions-
konstante £ = 2 mm~! gemessen. Berechnen Sie die Abklingkonstante ¢ und
die maximale Schwankung der Brechzahl im Frequenzbereich um das Resonanz-
maximum.

In KCl wird als Halbwertbreite des F-Zentrums 0,5 eV gemessen. Berechnen Sie
die Abklingkonstante und die Zahl der angeregten F-Zentren.

Welche Funktion y = f(¢) wird durch die Fourier-Reihe

y=3 (-1 22

=

-

im Intervall —w < ¢ < w dargestellt?
Entwickeln Sie die Funktionen y = |¢| und y = sign ¢ in eine FourIER-Reihe.
Bestimmen Sie die Fourier-Transformierte der Funktion

y(t) = e~el,

Berechnen Sie die Fourier-Transformierte der Funktion
A fiir —a=t<a

y(t) = .
0 fir t< —a,t=a.

Welche Funktion wird durch das FOURIER-Integral

4+
de |
— —— eiwt
y f2rr
— 00

dargestellt?

Die Beobachtung der Ausstrahlung einer Lichtwelle ergibt im Intensitédtsmaximum
die Abklingzeit 0,1 ns. Welche prinzipielle Ungenauigkeit der Frequenzbestim-
mung und welcher Mindestwert fiir die Beobachtungszeit ergeben sich daraus?
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1.5. Geometrische Optik — Fermatsches Prinzip

E Einfiihrung

Die geometrische Optik untersucht die Ausbreitung von Lichtwellen, wenn die das
Lichtfeld begrenzenden Schirme und Offnungen groB gegen die Wellenlédnge des
Lichtes sind. Sie ergibt sich aus der Wellenoptik fiir den Grenzfall

A—0. (1)

Fiir die in der geometrischen Optik untersuchten Lichtstrahlen ist das Fermatsche
Prinzip

P,
ds

P,
3 [nds=0 bzw. 3 ~

Py

=0 @)

Py

erfiillt. Es besagt fiir den allgemeinen Fall einer rdumlich verdnderlichen Brechzahl n
bzw. Phasengeschwindigkeit u, daB der Lichtstrahl zwischen zwei Punkten P; und
P, stets so verlduft, dal der Lichtweg

Py
Yns  bzw.  [nds (3)

Py

ein Extremum ist (vgl. Bild 1.5.1). Die fiir die Lichtausbreitung benétigte Zeit ist
ebenfalls ein Extremum (Prinzip der kiirzesten Ankunft). (3) wird als optische Weg-
lange bezeichnet.

Bild 1.5.1. FErMATsches Prinzip

P, P,
c?f nds >0 é‘f nds=0
] A

Beispiel 1.5.1. Geradlinige Ausbreitung in einem einheitlichen Medium

In einem einheitlichen Medium ist #» konstant. Es gilt daher nach dem FErmaTschen Prinzip

P,
8fds=0.
P,

Die Gerade ist die kiirzeste Verbindung zwischen zwei Punkten. In einem einheitlichen Medium
breitet sich das Licht daher geradlinig aus.

5 Schilling, Optik
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P Probleme

1.5.1. Brechungsgesetz

Leiten Sie aus dem FErMaTschen Prinzip das Brechungsgesetz ab.

Losung:

Es sei P,PP, der gesuchte Lichtweg nach Bild 1.5.2. Bei einer geringfiigigen Verriickung des
Punktes P nach P’ ergibt sich bis auf GroBen zweiter Ordnung als Beziehung zwischen der
Verlingerung 3s, des Lichtstrahles im Einfallsmedium und der Verkiirzung —8s, des Licht-
weges im brechenden Medium

—.881 = —__882 bzw. —.881 —+ —,882 = 0. (1)
sin &;  sin o, sin oy sin o,

Das FermaTsche Prinzip (1.5./2) erfordert
1,88, + 1,88, = 0. (2)

Aus dem Vergleich von (1) und (2) ergibt sich das Brechungsgesetz

ny _ SN o

Ny  sin oy

2
R
P xh
d's, N, ;
N
1loip.
%
Pt 5s, 0PI 111474
S1
2
% N7 A
1
NZ R
Bild 1.5.2. Brechungsgesetz nach Bild 1.5.3. Reflexion nach
dem FERMATschen Prinzip dem FErMATschen Prinzip
1.5.2. Reflexionsgesetz

Leiten Sie aus dem FErRMATschen Prinzip das Reflexionsgesetz ab.

Losung:

Ist s, der Weg vom Ausgangspunkt P, zum Spiegel, s, von dort bis zum Endpunkt P, (vgl.
Bild 1.5.3), so muB nach dem FErmaTschen Prinzip (1.5./2)

3(s; +8) =0 1)
gelten.
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Anstelle einer Rechnung kann der Lichtweg vom Spiegelpunkt P,” nach P, betrachtet werden
und damit die Reflexion auf die Lichtausbreitung in einem einheitlichen Medium zuriickge-
fithrt werden. Fir dieses ist der extremale Lichtweg die gerade Strecke P,’P,’, die sich aus den
beiden Teilstrecken s,” = P,’P, s, = PP, zusammensetzt. Der reale Weg P, P ergibt sich aus
P,’P durch Spiegelung.

Das vorliegende Minimum P, PP, ist ein relatives Minimum, da die direkte Verbindung P,P,
kiirzer ist.

1.5.3. Kollineare Abbildung

Die punktweise Abbildung des Objektraumes auf den Bildraum, durch den alle von einem
Punkt ausgehenden Strahlen sich wieder in einem Punkt treffen, wird fiir nahe der Achse ver-
laufende Strahlen durch die lineare gebrochene Transformation

2 = ax + by +c¢z+ 4,

T g + boy + coz + dy |
,_a2x+b2y+czz—|—d2 }
ae® + boy + coz + do ’
o _a3x+b3y+caz+d3

aox + by + coz + d

wiedergegeben. Darin bedeutet P(x, y, z) einen Punkt des Objekt-, P’(2, y’, 2’) einen des
Bildraumes. Die Brechzahlen » und n’ des Objekt- und des Bildraumes kénnen voneinander ver-
schieden sein. (1) bildet Geraden auf Geraden, Ebenen in Ebenen ab.

Leiten Sie far die axialsymmetrische Abbildung die Abbildungsgesetze ab. Bestimmen Sie die
Brennebene des Objektraumes, deren Punkte bei der Abbildung auf die unendlich ferne Ebene
des Bildraumes abgebildet werden. Wo liegt die Brennebene des Bildraumes? Formulieren Sie
die Abbildungsgesetze unter der Annahme n = n’. Wie ist das Bild zu konstruieren?

Losung:

Wir wéhlen die z-Achse als Symmetrieachse. Fiir die axialsymmetrische Abbildung reicht es
aus, einen Meridianschnitt

=0 (2)
zu untersuchen. Far

y—>—y ®
muB

Y - —y, Y o @

gelten. Das ist allgemein nur fir

by =0, b, = 0, ¢, =0, d, =0 (5)
moglich. Damit ergibt sich anstelle (1)
o b ety )
Co2 + dy Co? —+ dy

Die Brennebene des Objektraumes ist daher durch

cz +dy =0 (7)
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bestimmt. Wir l6sen (6) nach y und z auf:

c? —c;3 =0

de?’ — d4 _ (c3dy — cods) ¥’ .
—Cp2’ + C3 (—coz” + ¢3) by

Die Brennebene im Bildraum ist somit durch

®)

(C)

gegeben. Wir bezeichnen den Schnitt der objektseitigen Brennebene mit der Symmetrieachse
z = 0 als objektseitigen Brennpunkt F' und wihlen ihn als Anfangspunkt des Koordinaten-
systems z, y, z. Die z-Achse wird in Strahlrichtung orientiert. Analog wird der bildseitige
Brennpunkt F’ eingefithrt und als Anfangspunkt des z’, y’, 2’-Systems gewahlt mit 2’ in Strahl-
richtung. Das bedeutet:

2=0—>2 =00

und erfordert nach (6)

Ebenso folgt aus

nach (8)

Wir setzen

dy = 0.

2 =0—>2 = —co
c; =0.

b,

. d!{__/
i

und erhalten damit aus (6) und (8)

(10)

(11)

(12)

(11a)

(13)

(SIS

w=f, L=
Yy

Z . (14)

Fir n = »’ miissen sich nach dem FErMATschen Prinzip fiir die Abbildung vom Objekt- in
den Bildraum die gleichen Gesetze wir fiir die Abbildung vom Bild- in den Objektraum erge-
ben. Das erfordert

f=—1. (15)
Objektraum Bildraum
~-f
y { [ z' -
- V72
~. 7
-z F N, F
\\\
-y’ S Ny -y!
- -f-z fez'
Linse

Bild 1.5.4. Bildkonstruktion in paraxialer Naherung
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womit aus (14)

folgt. Damit ergibt sich

und durch Addition

w=—p, YX__1_Z (16)
y z

yz=—fy, yf==zy (17)

Y+ =y — . (18)

Beriicksichtigt man die Dicke des abbildenden Linsensystems, so folgt damit die Bildkonstruk-
tion nach Bild 1.5.4.

A

A1l151.

A 1.5.2.

A 1.5.3.

A 1.54.

A 1.5.5.

A 1.5.6.

A 1.5.7.

A 1.5.8.

A 1.5.9.

Aufgaben

Nach dem zweiten NEwToNschen Axiom F = :ii—]: ist die auf ein Massenteilchen
wirkende Kraft gleich seiner Impulséinderung. Leiten Sie daraus die Brechzahl
von Elektronenstrahlen im elektrischen Feld mit dem Potential @ ab, wenn vor-
ausgesetzt wird, daBl die Massenverdnderlichkeit vernachlédssigt werden kann
(Grundlage der geometrischen Optik des Elektronenstrahles).

Leiten Sie die Brechzahl fiir Elektronenstrahlen unter Beriicksichtigung der
relativistischen Massenveranderlichkeit ab.

Zwei Medien mit den Brechzahlen n, und %, grenzen aneinander. Stellen Sie die
Gleichung fir die Begrenzungsflichen mit der Eigenschaft auf, daB alle von
einem vorgegebenen Punkt P, im Medium I ausgehenden Strahlen so gebrochen
werden, daf sie sich in einem vorgegebenen Punkt P, im Medium 2 treffen.

Ein achsensenkrechtes kleines Flichenelement im Medium 1 soll durch ein weit-
gedffnetes Strahlenbiindel punktweise auf das Medium 2 abgebildet werden.
Stellen Sie dafiir die Bedingungsgleichung auf. (Bezeichnet u, den Winkel des
abbildenden Strahles gegen die Achse, so kann sin %, nicht durch u, ersetzt wer-
den.)

Ein Achsenelement dr; soll durch weite Strahlenbiindel punktweise abgebildet
werden. Stellen Sie dafiir die Bedingungsgleichung auf.

Durch ein Linsensystem wird der Vergroferungsmafstab f = 20 erzielt, wobei
der Offnungswinkel im Objektraum 35° betrigt. Wie groB8 darf fiir n, = n, der
Offnungswinkel im Bildraum sein, wenn noch genihert eine punktweise Wieder-
gabe eines Fliachenelementes orthogonal zur Achse erfolgen soll?

Welche Begrenzung ergibt sich fiir den Offnungswinkel im Bildraum, wenn auch
bei der Tiefenabbildung der vorgegebene VergroferungsmafBstab f = 20 einge-
halten werden soll (Daten nach A 1.5.6.)?

Mit einer Lupe wird ein VergroBerungsmaBstab f = 5 erzielt. Der Offnungswin-
kel im Bildraum betrigt 3°. Wie groB darf der Offnungswinkel im Objektraum
sein?

Welcher Offnungswinkel ergibt sich fir den Objektraum in A 1.5.8. nach der
Tiefenschiarfebedingung?



2. Reflexion und Brechung des Lichtes
an isotropen Medien

2.1. Nichtabsorbierende Medien

E Einfiihrung

Monochromatisches Licht in homogenen Medien

Eine monochromatische ebene Lichtwelle stellt eine Idealisierung dar, bei der das
Licht nur eine Frequenz enthélt und die Wellenfronten eben sind. Diese Welle wird
zeitlich unbegrenzt ausgesendet. Sie ist auch rdumlich unbegrenzt.

Physikalisch wird die monochromatische ebene Lichtwelle durch eine Spektralzer-
legung angenidhert, die nur einen verschwindend kleinen Teil des Spektrums erfaft
und aus einem vorgegebenen Strahlenbiindel ein paralleles Strahlensystem ausson-
dert, dessen Breite gro8 gegeniiber der Wellenldnge ist. In diesem Sinne repréisen-
tiert die monochromatische ebene Welle ein Biindel paralleler Strahlen. '

Es werden zwei aneinandergrenzende, homogene, isotrope Medien vorausgesetzt. Ein
homogenes Medium hat makroskopisch in allen Punkten die gleichen physikalischen
Eigenschaften; daher kann sich Licht jeder Frequenz ungehindert geradlinig aus-
breiten. In einem isotropen Medium ist das Verhalten der Lichtwelle fiir jede Aus-
breitungsrichtung gleich, vor allem ist die Phasengeschwindigkeit » von der Aus-
breitungsrichtung unabhéingig.

n
£ Medium 2
N\
2 Bild 2.1.1. Orientierung der Flachennormalen n

Medium 1 an der Trennebene zwischen zwei Medien I und 2

Ubergangsbedingungen der elektromagnetischen Feldgréfien

Die GesetzmiBigkeiten beim Ubergang des Lichtes zwischen zwei verschiedenen Me-
dien ergeben sich aus den Lésungen der MaxwELLschen Gleichungen unter Beriick-
sichtigung der Randbedingungen. Danach gelten an der Grenze zwischen den beiden
Medien 1 und 2 (Bild 2.1.1) fiir die Feldvektoren Ubergangsbedingungen (vgl.
[4] 1.4.). Im folgenden ist die Flichennormale n stets so orientiert, daf} sie in das
Medium 2 hinein weist.
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Die Tangentialkomponenten der elektrischen Feldstirke E und die Normalkompo-
nente der magnetischen FluBdichte B sind beim Ubergang zwischen zwei Medien
stetig:

(Ey — Ey) Xm =0, (1)

(B, — B;)-mn =0. 2)

Auch die Tangentialkomponenten der magnetischen Feldstirke H gehen zwischen
zwei Medien stetig ineinander iiber, sofern an der Grenze nicht die Stromdichte J
itber alle Grenzen ansteigt:

(Hy — Hy) Xxn = 0. (3)

Unendlich grofie Stromdichten kénnen nur bei idealen elektrischen Leitern auftreten.
In diesen wird die elektromagnetische Lichtwelle ausgeléscht. Wellen in idealen
Leitern sind daher fiir optische Untersuchungen hichstens im Rahmen von Grenz-
wertbetrachtungen von Interesse.

Die Normalkomponente der dielektrischen Verschiebungsdichte D verhilt sich un-
stetig, sofern auf der Ubergangsfliche elektrische Ladungen vorhanden sind. Der
Unstetigkeitssprung ist gleich der Flichenladungsdichte o (MaBeinheit A s m=2):

Dy —Dy)-n=o. )

Fiir die Ableitung der Reflexions- und Brechungsgesetze in homogenen isotropen
Medien ist es ausreichend, das Verhalten der Feldgrofen E und H zu untersuchen.
Dabei brauchen nur die Ubergangsbedingungen (1) und (3) benutzt zu werden. Die
anderen beiden Ubergangsbedingungen sind auf Grund der linearen Verkniipfungen
zwischen den Feldgrofen zusammen mit (1) und (3) erfiillt.

Reflexionsvermogen und Durchlissighent

Das Biindel einfallender Strahlen mit dem Querschnitt A4, in der Einfallsebene wird
in ein Biindel reflektierter Strahlen mit dem Querschnitt A4, und ein Biindel gebro-
chener Strahlen mit dem Querschnitt A4, zerlegt. Die Losung der MaAxwELLschen
Gleichungen unter den vorgegebenen Randbedingungen liefert die FeldgroBen der
reflektierten und der gebrochenen Welle im Verhdltnis zu denen der einfallenden
Welle. Damit 148t sich auch die mittlere Strahlungsfluidichte

S=ExH 5)

fiir die reflektierte und fiir die gebrochene Welle relativ zur einfallenden Welle bestim-
men (vgl. 1.3./12).
Fiir den zeitlich gemittelten Strahlungsfluf durch eine Fliche A4 erhdlt man

=W =S8 AA. (6)

Als Reflexionsvermégen r definiert man das Verhaltnis zwischen dem Strahlungs-
flufl der reflektierten und der einfallenden Welle:

@, 8, Ad,

: ) (7)
@, 8, Ad,

r =




72 2. Reflexion und Brechung des Lichtes an isotropen Medien

Analog wird als Durchlissigkeit d das Verhdltnis der Strahlungsflissse von
gebrochenem und einfallendem Strahl definiert:

By Sa Ay

dZE"SeAAe' ®

r und d sind sowohl vom Einfallswinkel « als auch von der Brechzahl n,, zwischen
den beiden Medien und von der Polarisation der einfallenden Lichtwelle abhéngig.
Fiir den Ubergang des Lichtes zwischen zwei Medien gilt der Energiesatz. Daher
besteht zwischen 7 und d stets die Beziehung

r4+d=1 9)
(vgl. 2.1.3.).

Frequenz und Lage der einfallenden, der reflektierten, der gebrochenen Welle
Das elektrische Feld der ebenen Welle wird nach (1.2./24) und 1.3. in der Form

E=E, ellwt—k-7) (10)

dargestellt. Die Ubergangsbedingung (1) fordert fiir jeden durch seinen Ortsvektor
dargestellten Punkt auf der Trennebene, daB fiir alle Werte ¢ der Zeitvariablen gilt

[Ee ei(a)et—ke'f) + Er ei(w.t—kr-r)] Xn = Ed ei(wd_kd'f) X N. (11)

Darin kennzeichnen w,, w;, wq die Kreisfrequenzen, k., k., k4 die Wellenzahlvektoren,
E., E,, E4 die Amplituden des elektrischen Feldes der einfallenden, der reflektierten,
der gebrochenen Welle.

(11) kann fiir alle Werte der voneinander unabhéngigen Variablen ¢ und » nur dann
erfiillt sein, wenn die Exponenten sich herausheben. Das erfordert das Bestehen der
Gleichungen

We = Wr, We = Wq (12)
nebst
k.-r=Fk -7, kE.-r=Fk;-r. (13)

Die beiden Gleichungen (12) besagen, daf durch Reflexion und Brechung keine Ande-
rung der Frequenz stattfindet.

Aus (13) folgen das Reflexions- und das SNELLIUSsche Brechungsgesetz, wenn man
nach den Komponenten der Vektoren auflost (vgl. 2.1.1.). Legt man den Koordinaten-
anfangspunkt in die Trennebene, so dal der Ortsvektor  eines beliebigen Punktes der
Trennebene in der Trennebene liegt, so steht der Normalenvektor n auf jedem Orts-
vektor, fiir den (13) gilt, senkrecht:

n-r=20. (14)

nkann als Vektorprodukt zweier beliebiger, aufeinander senkrecht stehender Einheits-
vektoren n, und m, in der Trennebene dargestellt werden. Bilden n,, n,, n ein Rechts-
system, so 148t sich n gemafl

n=mn; XN, (15)
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schreiben. Da n, und n, spezielle Vektoren # sind, bestehen nach der ersten Gleichung
(13) die Beziehungen

k.-n =Fk,-n,, k. -n, =k, -n,. (16)

Fiir das Spatprodukt (k, X k) -n = (k; X k) X (i, Xn,) erhdlt man nach dem
Entwicklungssatz der Vektorrechnung

(Fer X Kee) - = (Fer - my) (Ko - mo) — (Kep - M) (K - My) (17)
und daraus wegen (16)
(Fer X ) - 1 = (K, - my) (K, - M) — (Ke - 1y )(Ke - 1) = O, (18)

d. h., der reflektierte Strahl liegt in der vom einfallenden Strahl und vom Flichenlot
gebildeten Einfallsebene.
In gleicher Weise ergibt sich aus der zweiten Gleichung (13)

(kg X ke) -m = 0; (19)

d. h., auch der gebrochene Strahl liegt in der Einfallsebene. In den folgenden Unter-
suchungen iiber Reflexion und Brechung werden daher nur Strahlen in der Einfalls-
ebene betrachtet.

P Probleme

2.1.1. Reflexion und Brechung bei paralleler Polarisation

Linear polarisiertes Licht mit senkrecht zur Einfallsebene schwingendem elektrischem Vektor
fallt unter dem Einfallswinkel &« = 35° auf eine Glasplatte mit der Brechzahl » = 1,65. Das
Einfallsmedium sei Vakuum. Wie gro8 sind die Anteile des reflektierten und des gebrochenen
Lichtes?

Losung:

Die Begrenzung zwischen den beiden optisch verschiedenen Medien I und £ wird als eben vor-
ausgesetzt. Koordinatenanfangspunkt 0 sei der Punkt, in dem der Lichtstrahl auf die Trenn-
ebene fallt (vgl. Bild 2.1.2). Als x-Achse eines Cartesischen Koordinatensystems wird die Rich-
tung der Flachenormalen n gewahlt.

Der einfallende Strahl spannt zusammen mit der Flichennormalen n die Einfallsebene auf.
Sie schneidet die Trennebene in einer Geraden, die die y-Achse kennzeichnet. Die z-Achse
steht senkrecht auf der z- und auf der y-Achse, so daB alle drei ein Rechtssystem bilden.

Der in Richtung des einfallenden Strahles im Koordinatenanfangspunkt errichtete Einheits-
vektor wird mit n, bezeichnet. Er liegt im brechenden Medium 2 und in der Einfallsebene. n
und n, schlieBen den Winkel «, ein, der gleich dem Einfallswinkel o ist. 1, ist somit im z, y, z-
System durch die Komponenten

ne = (cos , sin «, 0) (1)
bestimmt. '
Neben dem einfallenden Strahl werden auf Grund der Erfahrung ein reflektierter und ein ge-
brochener Strahl angesetzt. Der reflektierte Strahl ist durch den Einheitsvektor

n, = (cos &, sin &, 0), (2)
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der gebrochene durch
g = (cos g, sin ag, 0) (3)

gegeben. «, heifit der Reflexionswinkel, x4 der Brechungswinkel (vgl. Bild 2.1.2).

nd x bzw n
od )
M Medium 2
&
y A
~
-0 Tocte
Ny ~
Medium 1
Bild 2.1.2. Die Einheitsvektoren n,, Bild 2.1.3. Die Feldvektoren E, H, S
ny, n, und die zugeordneten Winkel im Falle paralleler Polarisation

& = (g, K, Ky

Die unbegrenzten ebenen Wellen der betrachteten Strahlen werden nach (1.3.2./2) und (1.3.2./3)
durch die folgenden FeldgroBen charakterisiert (vgl. auch Bild 2.1.3):

einfallende Welle:

E = Eyexpi[wt — ky(x cos « + ¥ sin )],

H,e = |/ B, sin o exp ifwt — ky(x cos & + y sin «)],

Hpe = Il E, cos & exp i[wt — ky(x cos & + ¥ sin )]; J
Ha

reflektierte Welle:

E} = R,E,expi[wt — k;(x cos &, + y sin a;)],

o cm———

H,' =R, I/ P E, sin &, exp i[wt — ky(x cos &, + ¥ sin )],
1

Hf = —RD] exp i[wt — k (x cos &, + y sin «,)1;

My
gebrochene Welle:
E.8 = DyE,exp i[wt — ky(x cos ag + ¥ sin ag)],

f——

HA4=D, L2 Esin g exp i[wt — ky(x cos &g + ¥ sin xg)], ()
M

HA= —D, l/ L E, cos «g exp ifwt — ky(x cos ag + ¥ sin ag)].

Mo

Nichtaufgefithrte Komponenten sind gleich Null.
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R, bedeutet die relative Amplitude der reflektierten Welle bei paralleler Polarisation bzw.
senkrecht zur Einfallsebene schwingendem elektrischem Vektor. D, gibt die zugeordnete
relative Amplitude der gebrochenen Welle an. Die Wellenzahlen sind fiir die beiden aneinander-
grenzenden Medien verschieden.

An der Trennebene 2 = 0 miissen die Tangentialkomponenten nach (2.1./1) und (2.1./3) iiber-
einstimmen. Das erfordert fir das elektrische Feld das Bestehen der Gleichung

Eec+Er=E/2 (gultig fur z = 0), (7)
fir das magnetische Feld
Hpe + Hf = HZA (giltig fir = 0). (8)

Diese beiden Gleichungen kénnen nur dann in allen Punkten der Trennebene & = 0 erfiillt sein,
wenn hier ihre Exponenten iibereinstimmen. Diese Forderung bedeutet nach (4) und (5)

sin & = sin «,. . 9)
Nach (4) und (6) folgt
kysin oo = ky sin og. (10)

Mit (9) wird das

Reflexionsgesetz o, = = — « (11)

zum Ausdruck gebracht. Die Losung o, = « wiirde eine auf das einfallende Feld sich iiberla-
gernde Welle mit der gleichen Ausbreitungsrichtung ergeben und kann von den weiteren Be-
trachtungen ausgeschlossen werden. = — «, ist der Reflexionswinkel, der gleich dem Einfalls-
winkel ist. (10) liefert das

Brechungsgesetz S}L =—==1n |. (12)
S

Wir setzen die Wellenzahlen gemi8 (1.3./24) ein und erhalten als Brechzahl n,, der Medien 1

und 2
sin « [ €t
p = Nyy = 2
sin g &4ty

Ist das Einfallsmedium Vakuum, so kénnen wir fiir ¢, und y, die Feldkonstanten ¢, und u, ein-
setzen sowie ¢, = ¢, u, = u schreiben. Fiir n,, ergibt sich damit die Brechzahi » des Mediums

n = I/_E'L =2, (14)
Eotbo v
worin » die Lichtgeschwindigkeit im Medium, ¢ die im Vakuum kennzeichnen. Da nichtabsor-
bierende ferromagnetische Stoffe unbekannt sind, kann man . = u, setzen und erhilt die

(13)

MaxwELzsche Beziehung 7 = |/— = Vea |- (15)
€
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Definiert man

oy — Ve_ﬂ
Eolbo

so kann die Brechzahl zwischen den Medien I und 2 auch in der Form

_ T

Nyp =
1

geschrieben werden.
Wir setzen (11) und (13) in die Randbedingungen (7) und (8) ein. In Verbindung mit den Glei-
chungen (4) bis (6) folgt aus (7)

1+ R, =D, (16)

und, wenn man cos &, = —cos & beriicksichtigt, aus (8)

(1 — Ry I/&cosoc=Dp I/ﬁ oS og. 17
My Ha

Der Brechungswinkel g 1a8t sich mit Hilfe des Brechungsgesetzes (13) ausdriicken. Damit
folgt durch Auflésen des aus (16) und (17) gebildeten Gleichungssystems

coso — L Yni, — sin? &

R, = £ : (18)
cos & + ﬂ'l’nﬁz — sin% «
]
D, = 2 cos o ) (19)
cos o + 1 Vn2, — sin® &
M2

sy kann gleich u, gesetzt werden.
Mit den vorgegebenen Werten erhalten wir aus cos 35° = 0,819, sin 35° = 0,574

— 2 2
R, = 2810 — VIS — 05T _ 450
0,819 + V1,65% — 0,574

2.0,819

D. —
P 0,819 + V1,65% — 0,574

Das negative Vorzeichen bei R, kennzeichnet eine Phasenverschiebung = der reflektierten
gegen die einfallende Welle.

Die Intensitdt ist dem Quadrat des Betrages der Amplitude proportional. Fiir den relativen
Anteil der reflektierten Strahlung folgt

= 0,692.

rp = |RyJ* = 0,308 = 0,095.

Der Anteil d, =1 — 7, = 0,905 der Strahlung wird in das zweite Medium gebrochen.
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2.1.2. Reflexion und Brechung bei orthogonaler Polarisation

Auf eine Glasplatte mit der Brechzahl » = 1,65 falle unter dem Einfallswinkel « = 35° linear
polarisiertes Licht mit parallel zur Einfallsebene schwingendem elektrischem Vektor. Alis
Einfallsmedium werde Vakuum angenommen. Berechnen Sie die energetischen Anteile des
reflektierten und des gebrochenen Lichtes.

Bild 2.1.4. Die Feldvektoren E, H, S
H®  im Falle orthogonaler Polarisation

Losung:

Nach (1.3.3./2) und (1.3.3./3) setzen wir fir das elektromagnetische Feld der einfallenden Welle
(vgl. Bild 2.1.4)

B, = —E;sin « exp ifwt — k(2 cos « + ¥ sin «)],
B, = E,cos « exp i[wt — ky(» cos o« + y sin )], (1)
He = l/i Eexp i[wt — ky (% cos o« + y sin )] ;
151
der reflektierten Welle
E;r = —RE, sin «, exp i[wt — ky(x cos &, + ¥ sin «;)],
EJ = R,E, cos o, exp i[wt — k(x cos oy + y sin )], @)
H,yr = R, I/—GL Eqexp i[wt — ky(x cos op + ¥ sin op)]
151
und der gebrochenen Welle
E, 8 = — DB, sin og exp i[wt — ky(x cos g + ¥ sin xg)],
E 8 = DyE, cos ag exp ifwt — ky(x cos xq + ¥ sin xq)], | 3)
H,0 = Dy -‘/8—2 Eq exp i[wt — ky(x cos og + y sin og)].
2]
Fur die Trennebene = 0 ergeben sich nach (2.1./1) und (2.1./3) die Grenzbedingungen
Ef+ Ef=E9 (giltig fir x = 0) 4)

nebst
He+ Hr=HJ4 (giltig fur = 0). (5)
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Durch Einsetzen des Reflexionsgesetzes (2.1.1./11) und des Brechungsgesetzes (2.1.1./12) fol-
gen daraus die beiden Gleichungen

(1 — By) mypcos & = Dg Yn?, — sin? o, (6)
(1 4 Ry = Dy £2. (M)
1

Durch Auflésen dieses Gleichungssystems ergibt sich

2102, cos o — Vnd, — sin® o
R, = £ ®)

’
% n?, cos & + Yn3, — sin? x
2

2n,, cos &

D, — ©)

£1 02, cos o« + V2, — sin?
u

2

Mit den vorgegebenen Werten erhalten wir

1,65% . 0,819 — 11,652 — 0,5742

R, = = 0,18,
1,65% - 0,819 + V1,65 — 0,5742
D, 2.1,65-0,819 _ o5,

1,65% - 0,819 4 V1,652 — 0,5742
Fur die Anteile des reflektierten und des gebrochenen Lichtes folgt
rs = R = 0,032, dy =1 — rg = 0,968.

Die in 2.1.1. und 2.1.2. abgeleiteten Formel fiir die Amplitude der reflektierten und der gebro-
chenen Welle heilen Fresnelsche Formeln. )

2.1.3. Reflexions- und Brechungsvermogen bei beliebiger Polarisation

Beweisen Sie allgemein, daf3 bei der Reflexion und Brechung eines Strahles der Energiesatz
erfiillt ist. Stellen Sie die Formel fiir das Reflexions- und fir das Brechungsvermdégen auf.

Welchen Wert haben diese beiden Gréfen fiir einen unter dem Winkel « = 35° aus Luft auf
eine Glasplatte fallenden Lichtstrahl, wenn die Brechzahl durch »;, = 1,65 gegeben ist und das
linear polarisiert einfallende Licht unter dem Winkel ¢ = 30° gegen die Einfallsebene schwingt?

Losung:

Nach dem Reflexionsgesetz (2.1.1./11) hat der reflektierte Strahl den gleichen Querschnitt wie
der einfallende:

Ad, = Ad,. (1a)

Dagegen ergibt sich fir den Querschnitt des gebrochenen Strahles auf Grund des Brechungs-
gesetzes (2.1.1./12)

COS oxq

Adq = Ad, (1b)

coS &
(vgl. Bild 2.1.5).
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S‘=E><H=|/iEE @)
"

gibt die zeitlich gemittelte Strahldichte an. Fiir den zeitlich gemittelten Strahlungsflul der
drei gebrochenen Wellen erhalten wir

Die GroBe

We= 58,04, = |/ L Fz2AAd, (3a)
23!
W, =28, A4, =]/ R2E2AA4, (3b)
My
Wy=R8,0d4y = /22 DB £25%d py. 3¢)
Mo cos o
Afd . .
Bild 2.1.5. Strahlquerschnitte
beim Ubergang zwischen ver-
schiedenen Medien. Die Quer-
schnitte Af,, Af,, Afg sind den
\ Flachen A4, AA4,, Ady
m proportional
Aty 4,

RE, gibt die Amplitude der reflektierten, DE, die der gebrochenen Welle an. Fiir das Refle-
xionsvermaogen folgt

_‘%l

r= = R2. (4a)

=

e

Beim gebrochenen Strahl erhilt man unter Benutzung des Brechungsgesetzes (2.1.1./12),
der Beziehung (2.1.1./13) und der Gleichung (1b)

g—Wa_ oy Ynis —siner (4b)
ﬁ'/e Mo cos «

Zerlegt man jede der drei Wellen in einen parallel und einen orthogonal polarisierten Anteil,
ergibt sich nach (2.1.1./18) und (2.1.1./19) fiir den parallel polarisierten Anteil

Ho

p = fp” = P 2’
(cosoc + £L Yn?, — sin? oc)

Mo
e ——— R Vn?, — sin2 « cos o
ﬂDpz nip —Sin?o o ) (5b)

¢ COS x T =
e (cosw L
.

o

(cos «— 4 ]/n'ig — sin? (x)-
= R2 = (5a)

d, =
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Wie man sich iiberzeugt, besteht die Beziehung
rp +dp = 1. (5¢)
Fir den orthogonal polarisierten Anteil erhélt man nach (2.1.2./8) und (2.1.2./9)

M 2
L 22, cos o« — Yn2, — sin? oc)

ry = Rs2 — (:uz

5> (6a)
(ﬂ n2, cos « + Vn2, — sin? oc)
M
2 ain2 2 2 Qin2

d, — -H-I—Dsz ]/nm sino _ py 4n3, cosoc}/nl2 sin? o _ (6b)

F2 cos & Ha (ﬂ 73, cos & 4 Yn2, — sin? oc)

e
Auch hier erkennt man das Bestehen der Beziehung

rg + dg = 1. (6¢c)

E,

s Einfallsebene
| ] Bild 2.1.6. Elektrischer Vektor E, unter dem

E T F Winkel ¢ gegen die Einfallsebene geneigt

Ist der elektrische Vektor E, des einfallenden Strahles unter dem Winkel ¢ gegen die Einfalls-
ebene geneigt, so besteht zwischen den parallel und den orthogonal polarisierten Komponenten
des elektrischen Feldes die Beziehung

i—i = cot ¢ (7)

(vgl. Bild 2.1.6). Die Amplitude des einfallenden elektrischen Feldes ist durch

B, =VE2 + B> = E, V1 + cot?p (8)
gegeben. Fiir die Amplitude der reflektierten Welle folgt

RE, = VRPES + RPE . = E,VR.2 + Ry cot* )
und damit fiir das Reflexionsvermégen

r = R? = R 2sin? ¢  Rg?cos® ¢ = rpsin® ¢ + 75 cos® . (10)
In gleicher Weise ergibt sich fiir das Durchlassungsvermégen

ty Vn¥, — sin® x

d (Dyp? sin? @ + Dg? cos® p). (11)

Us cos

Mit den vorgegebenen Werten erhalten wir unter Beriicksichtigung der Zwischenergebnisse
in 2.1.1. und 2.1.2.

r = 0,095 - 0,25 + 0,032 - 0,75 = 0,048,
d=1—r=0,952.

Die magnetischen Permeabilitdten sind als gleich angenommen.
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2.1.4. Malus-Brewstersches Gesetz

Natiirliches Licht fallt aus einer Glasplatte mit der Brechzahl », = 1,7 auf eine Losung, deren
Brechzahl n, von der Konzentration des Losungsmittels abhidngt. Der Einfallswinkel sei
« = 40°. Untersuchen Sie, fur welche Brechzahl n, das reflektierte Licht linear polarisiert ist.
Berechnen Sie das Reflexionsvermogen des natiirlichen Lichtes, wenn dieses unter dem Winkel
o« = 40° + 0,1° einféllt. Dabei kann p, = u, vorausgesetzt werden.

Losung:

Soll die Lichtwelle durch Reflexion linear polarisiert werden, so mufl entweder die Komponente
mit parallel oder die mit senkrecht zur Einfallsebene schwingendem elektrischem Vektor be-
seitigt werden. Fir die Komponente mit senkrecht zur Einfallsebene schwingendem elektri-
schem Vektor wirde das nach (2.1.1./18)

cos & = Jni, — sin? x 1)
bedeuten. Diese Gleichung ist nur fir

Nyp =1 2)
zu erfillen.
Dagegen ergibt sich fiir die Komponenten mit parallel zur Einfallsebene schwingendem elek-
trischem Vektor nach (2.1.2./8)

n%, cos & = Yn?, — sin® x. (3)

Diese Gleichung wird fir « = ot mit

Mz

sin o = o bzw. tan apep = Ny (4)
V’hz +1
erfilllt. Fiir den Polarisationswinkel
&pol == arctan n;, (5)

ist das reflektierte Licht linear polarisiert. Der elektrische Vektor schwingt senkrecht zur Ein-
fallsebene:

Rp(o‘pol) =0 | (6)

Nach dem Brechungsgesetz (2.1.1./12) folgt fiir & = oy

SIn opol 1 cos g — 1 , @
Vngz +1

sin xqg =

2

’
My Vn2, + 1

nach dem Reflexionsgesetz (2.1.1./11)

sin o, == sin opoj = _2"2___, COS oy = —C08 O = ——————. (8)
Vnd, + 1 nfy + 1
Daraus ergibt sich
1
Ng My = ——— (nyy, 1, 0) - (—1, 19, 0) = O. ©)

n, + 1

6 Schilling, Optik
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Reflektierter und gebrochener Strahl stehen fiir & = «p, aufeinander senkrecht (Brewster-
sches Gesetz, vgl. Bild 2.1.7). Im betrachteten Fall « = 40° tritt lineare Polarisation fiir

n,
Ny = —2 = tan o = 0,839,
n

d. h. wegen n, == 1,7 fur

ny = 0,839 - 1,7 = 1,426
auf.

Bild 2.1.7. BREWSTERsches Gesetz

Nl

Id

Fiir die Amplitude der reflektierten Welle mit senkrecht zur Einfallsebene schwingendem elek-
trischem Vektor folgt nach (7) und (2.1.1./18) fiir & = ap

_1—nj,
P 1+n§2.

Wir setzen n,, = 0,839 ein und erhalten
R, = 0,174, rp = Rp? = 0,030.

Um die Polarisation des Lichtes innerhalb des Streubereiches abzuschitzen, schreiben wir

dR
Ry - 80) = Blogo) + (G22) e (10)
& [a=apo1
mit Rg(cpo1) = 0. Nach (2.1.2./8) folgt
dRy 2n3,(1 — n?,) sin o (11)

= - > —\2
do  Yn2, — sin?x (n%z cos & + Vn¥, — sin? zx)

Fiir o« = ocpop erhilt man nach (4)

dR, = I__Liz . (12)
dot Japar 2n3,

Dér Winkeldifferenz 0,1° entspricht die Bogendifferenz 1,7 - 10-3. Somit folgt, wenn 7,, = 0,839
eingesetzt wird,

B 1 — 0,839¢ s |
RS(O‘pol + 1,7 - 10 3) = W- 1,7 - 10 3 = 7,3 - 10 4,
. —7
re—53-107, Lo 53107 0 4o,
p 0,030

Nachteilig bei dieser Erzeugung polarisierten Lichtes ist, daf nur ein geringer Teil des einfal-
lenden natiirlichen Lichtes genutzt wird.
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2.1.5. Totalreflexion

Eine linear pclarisierte Lichtwelle der Frequenz f = 5 - 10'* Hz fillt, aus Glas mit der Brech-
zahl n; = 1,51 kommend, unter dem Einfallswinkel « = 60° auf die Trennebene gegen Vakuum.
Der elektrische Vektor schwingt unter dem Winkel 45° gegen die Einfallsebene.

Untersuchen Sie die reflektierte und die gebrochene Welle. Bestimmen Sie die Phasenverschie-
bung bei den beiden orthogonal zueinander schwingenden Komponenten des reflektierten
Feldes. Wie stark ist die gebrochene elektromagnetische Schwingung im Abstand A hinter der
Trennebene abgeklungen?

Losung:

Der Ubergang vom dichteren zum diinneren Medium ist nach (2.1.1./13) durch

Ny = |/ Sy (1)
&1ty

gekennzeichnet. Nach dem Brechungsgesetz (2.1.1./12) ist dabei der Ausfallswinkel og grofler
als der Einfallswinkel «. Im Grenzfall

sin o = 7y (2)

erfolgt der Ausfall streifend, d. h., «q ist gleich 90°. Aus den FrREsNELschen Formeln (2.1.1./18)
und (2.1.2./8) entnimmt man fiir diesen Fall

R,=1, Ry=1. (3)

Die Intensitit der reflektierten Welle stimmt mit der der einfallenden Welle iiberein. Der Ein-
fallswinkel

& = 0xg = arcsin n,, (4)

heifit Grenzwinkel der Totalreflexion.
Nach Uberschreiten des Grenzwinkels der Totalreflexion, d. h. fiir sin & > n,,, folgt aus dem
Brechungsgesetz (2.1.1./12)

sin « > 1: (5)

sin og =
n
12

Es gibt keinen reellen Brechungswinkel «q mehr, der das Brechungsgesetz erfiillt.
In den FresNELschen Formeln (2.1.1./18) und (2.1.2./8) fiir Ry und R, wird der Radikand

nf, — sin? & negativ. R, und R, werden damit komplexe GréBen. Sie lassen sich in der Form
2= _ 6
T a +ib (6)

darstellen. Physikalisch bedeutet (6): Nach Uberschreiten des Grenzwinkels der Totalreflexion
tritt bei der reflektierten Welle eine Phasenverschiebung auf. Dem Betrag nach sind die rela-
tiven Amplituden eins:

[Bs| =1,  |Bp| =1; ()

reflektierte und einfallende Welle besitzen die gleiche Intensitét.
Fiir die Phasenverschiebungen erhiilt man in der Schreibweise der Gleichung (6)

tan—§-=i,
2 a

6*
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woraus mittels (2.1.1./18) und (2.1.2./8)

Vsino — %2,

(8)

Oyp = 2 arctan
cos o

Vsin?ox — 72,

9)

0,5 = 2 arctan 5
n?, cos o

folgt. .

Die Amplituden der gebrochenen Welle sind nach (2.1.1./19) und (2.1.2./9) ebenfalls komplex.
Sie sind von null verschieden. Eine gebrochene Welle ist somit auch bei Totalreflexion vorhan-
den, selbst wenn sich die gesamte Intensitdt der einfallenden Welle in der reflektierten Welle
wiederfindet.

Zur Erkldrung betrachten wir die Energiefluidichte durch die Trennebene bei Totalreflexion.
Nach (2.1.1./6) und (2.1.2./3) tritt in der gebrochenen Welle der Faktor

D eika(zcos xa+y sin aq) (10)

auf. Hierin wird

———— . Vsin?x — 0},
cosxg = V1 — sinog =1 V—” (11)
Mg

wegen (5) imagindr. Wir schreiben daher (10) in der Form

_ ke Vsin*a—ni,
De Ny eik,sin aqy (12)

bzw. nach (2.1.1./12)

» —
—Z n,Vsinta—ni @

De ¢ eikesin aay (13)

cos g kann sowohl positive als auch negative imaginire Werte annehmen. In dem nach Bild
2.1.2. gewihlten Koordinatensystem ist x fiir die gebrochene Welle positiv und wéchst mit zu-
nehmender Eindringtiefe dieser Welle. Die Wahl des negativen Vorzeichens bei VsinZa — 22,
wiirde eine gebrochene Welle ergeben, deren Intensitdt mit zunehmender Eindringtiefe immer
grofler wird und iber alle Grenzen ansteigt. Damit wird der Energiesatz verletzt. Es bleibt nur
das positive Vorzeichen, das auf eine gebrochene Welle fithrt, die mit zunehmender Eindring-
tiefe abklingt. )

Da das Brechungsgesetz mit einem reellen Brechungswinkel ocq nicht erfullt werden kann und
nach (11) fiir & < oty cO8 &g rein imaginér ist, schreiben wir

*g = % +iAng. (14)

Wegen cosiAoxg = ch Axg und sin i Axg == ish Axq (sh og und ch g Hyperbelfunktionen) folgt
auf Grund der Additionstheoreme '

sin g = ch Axgq, (15)
cos og = —ish Aag. (16)

Die GréBe Axg kann mit Hilfe des Brechungsgesetzes aus (15) beréchnet werden:

Aoxq = arcosh Sme . (17

(Gt
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Fur die Komponenten des elektromagnetischen Feldes folgt bei paralleler Polarisation aus
(2.1.1./6)

E,3 = DyE, exp (—kyx sh Axg) exp i(wt — kyy ch Aeg),
—
%2 By exp (—ky sh Axg) ch Axg exp i(owf — kyy ch Axg),
]

d —
HA =D, 48)

/
H = iDpV ;— E, exp (—kyx sh Axg) sh Ay exp i(wt — kyy ch Axg).
2

Hieraus ergibt sich nach (1.3./12) fiir die Energieflufidichte an der Trennebene 2 == 0, wenn bei
der Produktbildung die Realteile verwendet werden,

i J k
S=ExH=1|0 0 E,
H, H, 0
— [—cos (wt — kyy ch Axy) sin (wt — kyy sh Ax)g
= D 2E? l/ﬁ cos® (wf — kyy ch Axgy) . (19)
AN

Der zeitliche Mittelwert iiber die z-Komponente der Energieflufidichte verschwindet; iiber das
Quadrat der Cosinusfunktionen erhilt man im Mittel 1/2. Somit folgt

— /0
§=%DD2E02' % 1] ch Awg. (20)
2 \o

Bei Totalreflexion flieBt im zeitlichen Mittel keine Energie iiber die Trennebene in das bre-
chende Medium. Das gleiche Ergebnis folgt mit den Komponenten nach (2.1.2./3) fir orthogo-
nale Polarisation.

In den Medien I und 2 treten keine Verluste durch Absorption auf. Das Verhalten der gebro-
chenen Welle ist daher im Zusammenhang mit den beiden Gleichungen (7) wie folgt zu deuten:
Bei Totalreflexion, nach Uberschreiten des Grenzwinkels, wird die einfallende Welle vollstén-
dig reflektiert. Die Intensitdten der totalreflektierten und der einfallenden Welle sind gleich.

scheinbare Reflexionsebene
______ e G Bild 2.1.8. Totalreflexion und Ver-

Trennebene
/ A \ setzung Ay der totalreflektierten Welle
2 (Goos-HANcHEN-Effekt)

Die Reflexion vollzieht sich in der Weise, daBl die einfallende Welle zunéchst in das brechende
Medium eindringt und hier umgelenkt wird (vgl. Bild 2.1.8). Sie klingt daher mit zunehmender
Eindringtiefe ab.

Anmerkung: Das Eindringen der elektromagnetischen Schwingung in das brechende Medium
ist mit einer Versetzung Ay der totalreflektierten gegen die einfallende Welle verbunden. Diese
Strahlversetzung ist experimentell bestétigt worden (vgl. A 2.1.16.). Im vorliegenden Fall
ist nach (4) der Grenzwinkel der Totalreflexion gleich

x, = aresin -1— = 41,47°.
° 1,51
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Fiir die Phasenverschiebungen erhalten wir mit cos o« = 0,500, sin « = 0,866 nach (8) und (9)

}0,866% — 0,662%

= 1,68 rad = 96,3°,
0,5

dyp = 2 arctan

70,8662 — 0,6622

= 2,39 rad = 137,1°.
0,6622 . 0,5

;s = 2 arctan

Zwischen den beiden Komponenten des reflektierten Lichtes besteht die Phasenverschiebung
Oys — 0pp = 0,71 rad = 40,8°. Das linear polarisiert einfallende Licht wird bei Totalreflexion
in elliptisch polarisiertes umgewandelt.

Die Amplitude der gebrochenen Welle im Abstand A hinter der Trennebene ist nach (13) durch
M YSinta—ng, 2 —_— -
De ¢ — D e—2rmlsinfa—n}, _ ) —2m-1,5110,866°-0,662% _ 0,0052D
gegeben. Das Abklingen der in das brechende Medium eindringenden Schwingung erfolgt
hiernach so stark, daf bereits nach wenigen Wellenlingen Eindringtiefe kein elektromagne-
tisches Feld mehr nachzuweisen ist.

A Aufgaben

A21.1. Bei der Reflexion eines unter dem Winkel « = 45° einfallenden Lichtstrahles mit
senkrecht zur Einfallsebene schwingendem elektrischem Vektor sollen mindestens
509, der einfallenden Strahlung reflektiert werden. Welche Grenze ergibt sich
aus dieser Forderung fiir die Brechzahl n,,, wenn vorausgesetzt wird, dafl das

. Licht vom optisch dinneren zum optisch dichteren Medium iibergeht?

A 2.1.2. Geben Sie den Bereich der Einfallswinkel an, unter denen Licht mit senkrecht
zur Einfallsebene schwingendem elektrischem Vektor bei der Reflexion an Wasser
zu mindestens 509, reflektiert wird (n,, = 1,33).

A 2.1.3. Stellen Sie die Formeln fiir die relativen Amplituden bei senkrechtem Einfall fiir
parallel und fiir orthogonal polarisiertes Licht auf (u; = u,).

A21.4. Driicken Sie die relativen Amplituden der reflektierten und der gebrochenen
Welle allein durch den Einfallswinkel « und den Brechungswinkel «y4 aus
(11 = ts).

A 2.1.5. Stellen Sie eine Naherungsformel fir B, und Ry im Falle kleiner Einfallswinkel o
auf.

A 2.1.6. Die Intensitdt des reflektierten Lichtes betrage bei orthogonaler Polarisation

109, bei paralleler Polarisation 259, der einfallenden Intensitdt. Wie groB ist die
Intensitdt der reflektierten Strahlung, wenn der elektrische Vektor unter dem
Winkel 60° gegen die Einfallsebene geneigt ist?

A 2.1.7. Orthogonal polarisiertes Licht werde zu 259, reflektiert. Die Brechzahl sei 7,
= 2,0. Geben Sie den Einfallswinkel und die relative Amplitude der gebrochenen
Welle an (u; = p,).

A 2.1.8. Natiirliches Licht fdllt unter dem Polarisationswinkel auf eine Glasplatte mit
der Brechzahl » = 1,7. Berechnen Sie das Verhiltnis der Intensitidt des reflek-
tierten zu der des einfallenden Lichtes.

A 219 Zur Herstellung polarisierten Lichtes 148t man natirliches Licht unter dem
Polarisationswinkel auf einen Satz von m parallelen Glasplatten fallen und be-
nutzt das durchgehende Licht. Die Brechzahl des Glases sei » = 1,65. Berechnen
Sie die Intensitit der Komponente mit parallel zur Einfallsebene schwingendem
elektrischem Vektor im Verhiltnis zur Intensitdt der orthogonal schwingenden
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A 2.1.10.

A 2.1.11,

A 2.1.12.
A 2.1.13.

A 2.1.14.

A 2.1.15.

A 2.1.16.

A 2.1.17.

A 2.1.18.

A 2.1.19.

A 2.1.20.

2.2.

E

Komponente. Welcher relative Anteil des einfallenden Lichtes wird bei diesem
Verfahren ausgenutzt? Die Zahl der Glasplatten sei m = 10.

Bestimmen Sie das Maximum der Phasenverschiebung zwischen der Komponente
mit parallel und der mit orthogonal zur Einfallsebene schwingendem elektrischem
Vektor fiir die reflektierte Welle im Falle n,, = 0,65. Das einfallende Licht sei
unter 45° gegen die Einfallsebene linear polarisiert.

Stellen Sie die Formel fiir die Phasenverschiebung zwischen der Komponente mit
parallel und der mit orthogonal zur Einfallsebene schwingendem elektrischem
Vektor auf.

Welche Brechzahl muf} ein Stoff mindestens haben, wenn mit einmaliger Total-
reflexion gegen Vakuum zirkulares Licht erzeugt werden soll?

Unter welchem Winkel muB far n = 1,5 Licht auf die Trennfliche gegen Vakuum
fallen, wenn durch zwei Totalreflexionen zirkulares Licht erzeugt werden soll?
Minimumstrahi-Kennzeichnung. Zur Strahldefinition fir die unendlich aus-
gedehnte ebene Welle werden nach WoLTER zwei gegeneinander um n phasen-
verschobene Wellen iiberlagert, von denen die erste unter dem Winkel «, die
zweite unter o« + Ax einfillt. Als Strahl wird die Xnotenlinie definiert. Leiten
Sie auf Grund dieser Strahldefinition den Strahl der ebenen Welle

y = elwt g—ik(zcosa+ysina)

ab.

Leiten Sie durch Minimumstrahl-Kennzeichnung die Gleichung fir den reflek-
tierten Strahl der unter dem Winkel « einfallenden ebenen Welle ab, wenn an der
Trennebene zwischen einfallender und reflektierter Welle die Phasenverschie-
bung ¢ auftritt.

Goos-Hinchen-Effekt (Strahlversetzung der totalreflektierten Welle). Stellen
Sie die Formeln fiir die Strahlversetzung bei Totalreflexion auf, wenn a) parallele,
b) orthogonale Polarisation vorliegt.

Berechnen Sie den Lichtdruck auf eine Wand fiir einen unter dem Winkel « ein-
fallenden Strahl, wenn der Anteil r reflektiert wird und die Energiedichte des
elektrischen Feldes w ist.

Berechnen Sie zur vorangegangenen Aufgabe die Tangentialkomponente.
Berechnen Sie den Lichtdruck fiir einen Strahl der Energiedichte 1 W cm=2 auf
eine totalreflektierende Wand bei 60° Einfallswinkel.

Ein Strahl fallt von Luft auf eine planparallele Glasplatte und wird gebrochen.
Die relative Amplitude bei der Reflexion von Luft an Glas sei R. Welche relative
Amplitude tritt bei der Reflexion dieses Strahles von Glas an Luft auf?

Absorbierende Medien

Einfiihrung

Phasenverschiebung der reflektierten und der gebrochenen Welle

Reflexion und Brechung zwischen absorbierenden Medien ergeben sich durch

n—>n" = n(l — ix) 1)

nach (1.4./7). Komplexe Werte fiir »" in den Formeln (2.1.1./16) und (2.1.2./8) fiir
R, und R, bedeuten, daf diese GroBen allgemein fiir alle Einfallswinkel komplex
sind: Die Reflexion zwischen absorbierenden Medien fiihrt zu einer Phasenverschie-
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bung der reflektierten gegen die einfallende Welle. In gleicher Weise erhélt man nach
(2.1.1./19) und (2.1.2./9) eine Phasenverschiebung zwischen dem gebrochenen und
dem einfallenden Strahl.

Homogene und vnhomogene Wellen

Infolge der Absorption klingt die Amplitude einer Welle mit wachsender Eindring-
tiefe ab. Nach (1.4./12) und (1.2./24) folgt

Y= ei(wt—k'~1‘) — e—"’lkn"‘ ei(wt—nkoua‘)' (2)

Ebenso wie fiir die Phase kann man fiir die Amplitude die Punkte iibereinstimmender
Werte zu Gesamtheiten zusammenfassen. Wellen, deren Flichen gleicher Phase mit
den Flachen gleicher Amplitude iibereinstimmen, heien homogene Wellen.

Medium 2

-
Strahl als

Phasennormale

Ebene gleicher
Phase

Ebene gleicher
Amplitude

Medium 1

Bild 2.2.1. Die einfallende homogene Welle im Medium I erzeugt bei ihrer Bre-
chung an der Trennebene zwischen absorbierenden Medien eine inhomogene Welle
im Medium 2.

absorbierendes Medium

Bild 2.2.2. Inhomogene Welle im absorbieren-
den Medium bei der Brechung einer aus nicht-
nichtabsorbierendes Medium absorbierendem Medium einfallenden Welle

Tn inhomogenen Wellen sind die Flichen gleicher Phase von den Flichen gleicher
Amplitude verschieden (vgl. Bild 2.2.1). Beispiel fiir das Entstehen inhomogener
Wellen ist der Ubergang des Lichtes von Vakuun: in ein absorbierendes Medium. Die
Amplitude der gebrochenen Welle klingt senkrecht zur Trennfliche ab, wiahrend die
Ausbreitungsrichtung der Phase je nach dem Einfallswinkel und der Brechzah! in
einem breiten Winkelbereich liegen kann (vgl. Bild 2.2.2).
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P Probleme

2.2.1. Schwachabsorbierende Medien

In schwarzem Spezialglas wird eine Reichweite der Strahlung sichtbaren Lichtes (A = 546 nm)
von L = 62,5 um beobachtet, d. h., eine Platte dieser Dicke ddmpft die Lichtintensitdt auf den
e-ten Teil. Der Realteil der Brechzahl ist n = 1,62.

Bestimmen Sie die Intensitdt der reflektierten Strahlung, wenn das einfallende Licht unter
dem Winkel 30° auf die Glasplatte fillt und der elektrische Vektor senkrecht zur Einfallsebene
schwingt. Die Intensitdt der einfallenden Strahlung betrage 10 W m=2,

Losung:

In die FrRESNELschen Formeln wird anstelle von n die komplexe Brechzahl

n = n(l — ix) = Ao k= 'y (k -+ ik”") (1)
27 2r
eingefiihrt. Zwischen der Absorptionskoﬁstanten k&’ und der Reichweite L besteht nach (1.4.1./8)
die Beziehung

1

k= .
2L

@)

Somit kann »” aus den vorliegenden Angaben vollstindig bestimmt werden. Wird »” anstelle
von 7y, in die Formeln (2.1.1./18) und (2.1.2./8) fiir die Amplituden der reflektierten Welle ein-
gesetzt, so erhalten wir fir u, = u,

cosx — Jn? — sin® x .
v ) (3)

R, = |Ry| e =
= -
cos & + Yn'® — sin? «

n'? cos x — Yn'®2 — sin? &
n'?2cos & + Yn'2 — sin2

Auf der rechten Seite in (3) und (4) ist nur #»” komplex. Der Einfallswinkel o ist reell. Im vorlie-
genden Fall folgt nach (2)

B, — |E| et =

4)

4 i

k= =———m1=8.100 m™,
2L 2.62,5-10°¢
nach (1)
” 103 . . 10-9
= k"2 =8 103 - 546 - 10 — 4,29 . 104,
2nn 2.3,14 - 1,62
Somit ist

n = 1,62(1 — 14,29 - 10-4),

V't —sinfo = 1,541 - (1 — 17,03 - 10-%),

_ 0,866 — 1,541(1 — 17,03 - 10-%)
P70,866 + 1,541(1 — 17,03 - 10-%)

= —0,280(1 —i1,5-107%).
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Gegeniiber der bei nichtabsorbierenden Medien auftretenden Phasenverschiebung = ergibt sich
eine Abweichung um 1,5 - 10-3. Es ist also '

Opp =m — 1,5 1073,
Fir die Intensitdt der reflektierten Strahlung erhalt man

Sy = 8, |Byl* = 10-0,280% |1 — i 1,5 1032 W m~2 = 0,78 W m~2.

2.2.2. Metallreflexion

Zur Messung der optischen Konstanten von Stahl bei der Wellenldinge 4 = 0,556 um werden
die Absorption im durchgehenden Licht und das Reflexionsvermogen bei senkrechtem Ein-
fall gemessen. Aus der Absorption der durchgehenden Strahlung wird auf die Reichweite
L = 5,25 nm geschlossen. Fur die Intensitét der reflektierten Strahlung bei senkrechtem Ein-
fall erhdlt man r = 0,82. Berechnen Sie daraus die Brechzahl » und den Absorptionsindex »x.
Wie grof} ist das Reflexionsvermégen fiir linear polarisiertes Licht mit parallel zur Einfalls-
ebene schwingendem elektrischem Vektor, wenn der Einfallswinkel & = 45° betrdgt? Fiir die
Untersuchungen kann p, = u, vorausgesetzt werden.

. Losung:
Die Brechzahl fiir den Ubergang von Vakuum zu Metall ist

w2l =P (1)
n, 1

Nach (2.2.1./2) folgt fiir den Absorptionskoeffizienten

nx:k”&=—1—£. 2)
2r 2% 2L

Das Reflexionsvermogen ist bei senkrechtem Einfall nach (2.1.1./18) und (2.1.2./8) unabhéngig
von der Polarisation gleich

1—n(l —in) J?

» o— 2 — . S——
e e S el I

3)

Erweitert man den Bruch in (3) mit dem konjugiert komplexen Wert, folgt die

1 —mn fix) 1 —n(l —ix) (L —n)®+ n?
Tl 4l — i) 14+ n(d ix) (14 n)?+ 02

Beersche Formel 7 (4)

Hierin ist nx durch (2) bekannt, so dafl in (4) nur noch » als Unbekannte auftritt. Durch Auf-
16sen ergibt sich

147 (L + r)? 22
= — {1 . 5
" 1—ri](1_r)2 t e ®)
Mit den vorgegebenen Werten folgt aus (2)
1 .10-8
g = 0,556 - 10 — 843,

4l T 45,25 10-°
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aus (5)
1+ 0,82 1,822
= — (1 4 8,43%) = 15,6,
" 1—0,82+V0,182 (1 +8,459
ferner
% = S,i3 = 0,540.
15,6

>

Die Wahl des negativen Vorzeichens hitte x > 1 ergeben. Fir das Reflexionsvermogen der
unter 45° einfallenden Welle folgt nach (2.1.2./8)

|2 4 ix)? cos « — V21 + ix)® — sin?a [ ©)

n3(1 4+ i%)2 cos o« + Vnz(l + ix)? — sin®? o ’

mit den vorgegebenen Zahlen und cos « = cos 45° = 0,707

rg = 0,75.

2.2.3. Versuch von 0. Wiener zur fotochemischen Wirkung des Lichtes

Untersucht wird die Schwirzung der Fotoplatte als Folge der Abscheidung von Silber aus
Silberbromid bei Einwirken von Licht. Es soll entschieden werden, ob die Schwérzung auf das
Einwirken des elektrischen oder des magnetischen Feldes zuriickzufithren ist. Zu diesem Zweck
wird nach O. WIENER monochromatisches Licht senkrecht auf einen polierten Metallspiegel
gerichtet. )

Zur eindeutigen Vermessung der Schwirzungsstellen wird nach Bild 2.2.3 die diinne Foto-
schicht unter dem kleinen Winkel ¢ gegen den Metallspiegel angebracht, wodurch die Abstéinde
im MaBstab 1/p gegeniiber den senkrechten Abstinden von der Platte vergroBert werden.
Fir Licht der Wellenlinge A = 560 nm werden bei einer unter ¢ = 0,1° gegen den Metallspiegel
schrig gestellten Filmschicht Schwérzungen in den Abstinden

0,08 mm, 0,24 mm, 0,40 mm, 0,56 mm, ...

festgestellt. Entscheiden Sie danach, welcher der beiden Vektoren E und H als Lichtvektor
anzusehen ist.

monochromatisches Licht

ARRARARARARRREE]

Fotoschicm t
3¢ Z  Bild 2.2.3. Versuch von O. WIENER

Metallschicht

Losung:

Bei senkrechtem Abstand werden Schwirzungsstellen beobachtet, die im Abstand % aufein-

anderfolgen, wihrend die erste Schwirzungsstelle vom Metallspiegel den Abstand % hat.

Wir legen Koordinaten nach Bild 2.2.3 zugrunde. Die Schwingungsrichtung des elektrischen
Vektors wihlen wir als z-Achse, die des magnetischen Vektors als y-Achse.
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Fiir das elektrische Feld der einfallenden und der reflektierten Welle erhélt man

By, = I, ellottk), E,, = E, ell0t—kz), (1)
Das resultierende Feld ergibt sich durch Addition:

E=E.,+ E,,. (2)

An der Trennebene zwischen Vakuum und Metall miissen die Tangentialkomponenten des elek-
trischen Feldes im Vakuum und im Metall iibereinstimmen (vgl. [4] 1.4./11). Im idealen Leiter
kann sich kein elektrisches Feld ausbilden. Daher folgt

(Eez + Err)z=0 =0, (3a)
d. h. )

E,+E, =0 bzw. E, = —E,= E,. (3)
Fiar das elektrische Feld in Vakuum erhidlt man somit

E, = 2iE, sin kz ei®t, (4)
Die Uberlagerung ergibt eine stehende Welle. Biuche treten fiir

A
z=m: (m=1,3,5,...) (5)

auf.
Das magnetische Feld der stehenden Welle 148t sich gemi$

i i k
. 7 4 0
B =ioyH = —1ot E = — |— — — (6
@ho © oxr oy oz )
E, 0 0
berechnen. Es folgt
H,= —2—E° cos kx elwt = —2H cos kx el®t, (7)
Zy
Die Biauche des magnetischen Feldes treten hiernach fir
A
z=m— (m=20,1,2,...) (8)

auf.

Auf dem schrig gestellten Film erhilt man fiir das elektrische Feld Bauche mit den folgenden
Abstdnden vom Rand:

A m

4 sing

(m=1,3,5,...) 9)

bzw. im vorliegenden Fall wegen sin ¢ ~ ¢

0,560 - 108 1 - 180
4 70,1

m = m - 80,2 um (m=1,3,5,...).

Dagegen treten beim Magnetfeld Bauche fiir die Randabstande

m - 160,4 pm (m=20.1,2,...)
auf.

Die Schwirzung der Fotoplatte wird hiernach durch den elektrischen Vektor E verursacht.
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2.2.4. Inhomogene Welle

Aus Glas mit der Brechzahl n, = 1,65 und dem Absorptionsindex » == 0,01 fallt orthogonal
polarisiertes Licht der Wellenlange 2 =6 um (infrarot) auf eine Losung mit n, = 1,35, » = 0,05.
Der Einfallswinkel sei o« = 45°.

Wie wird das Licht gebrochen? Bestimmen Sie die Ebenen gleicher Phase und die Ebenen
gleicher Amplitude im brechenden Medium, wenn die einfallende Welle homogen ist.

Losung:

Wir legen das Koordinatensystem nach Bild 2.1.2 zugrunde. Nach (2.1.2./1) gehen wir fiir die
einfallende Welle von dem Ansatz

E,e = —E,sin x eif, B, = E,cos xelf, Hp = Hyelf (1)
aus. Wir setzen eine homogene einfallende Welle voraus und schreiben daher

f= ot — k(% cos & + y sin «) (2)
mit

ky =k, — ik, 3)
gemif (1.4./14). Ferner ist nach (1.3.1./13) und (1.4./12)

By _ Eoky

H=— .
Zy My @

Die reflektierte Welle wird nach (2.1.2./2) durch
E,;r = — R, eisE sin «, ¢l9, E,f = Ry eitrsE, cos o, €19,
H,* = R, eidrsH, €39 }
bestimmt mit
g = wt — ky'(x cos x, + y sin x;). (6)

Fur die gebrochene Welle gehen wir von einem Ansatz aus, der dem der einfallenden Welle
entspricht, gleichzeitig jedoch die Unterschiedlichkeit der Ebenen gleicher Phase und der
Ebenen gleicher Amplitude beriicksichtigt. Wir schreiben

E,8 = —DgeldasE, sin ag’ elt, (7

E,A = D eidsE, cos g elh (8)
mit

h = ot — [Ez(z cos &g + ¥ sin ag) — ifcz”(x cos &g’ + y sin og”’)]. 9)

Darin sind die Ebenen gleicher Phase durch

z cos og + ¥ sin g = Cy, (10)
die Ebenen gleicher Amplitude durch

zcos g’ + ysinag” = C, (11)

bestimmt. «q und oy’ miissen aus den Ubergangsbedingungen ermittelt werden.
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Setzt man
ky' cos ag” = ky cos xg — ik, cos xg”, (12)

Ky’ sin g’ = Ky sin g — ik, sin ag”’ (13)
in den Exponenten ein, so geht dieser in

ih = i[wt — ky'(x cos og” + ¥ sin aq’)] (14)
itber. Das Magnetfeld der gebrochenen Welle kann in der Form

HA=— ZE‘i Dy eidas git (15)

2

geschrieben werden.
Die Grenzbedingungen

Bf 4+ Bf =EQ  (firz =0), (16)
He+ Hr =H2 (firz = 0) (17)

lassen sich nur erfiillen, wenn die Exponenten nach (2), (6) und (9) fiir z = 0 und alle Werte y
itbereinstimmen. Daraus folgt nach (2) und (6) das Reflexionsgesetz

sin o, = sin o bzw. Gy =T — &, (18)
nach (2) und (9) das Brechungsgesetz

k) sin o = k, sin o — ik, sin ag” . (19)
Durch Trennung von Real- und Imagindrteil entsteht, wenn man k," = k;, — ik,” beachtet,

k, sin & = k, sin g, (20)

Iy sin o = Ky’ sin org”’. (21)

(20) gibt die Richtung der Ebenen gleicher Phase, (21) der Ebenen gleicher Amplitude wieder.
Fuar &, = 0, k,”” & 0, wenn also das Einfallsmedium nichtabsorbierend, das brechende Me-
dium absorbierend ist, erhdlt man sin o4” = 0, d. h., die Ebenen gleicher Amplitude liegen
parallel zur Trennebene.

Um auch die Winkel zu bestimmen, setzen wir den Losungsansatz nach (7), (8) und (15) in die
beiden MaxwEeLLschen Gleichungen (1.4./3) und (1.4./4) ein. Durch Auflésen nach k, und k,”
folgt fiir 4, = pu, unter Beriicksichtigung der Beziehungen (1.4./8) und (1.4./9)

R = L (1 VT e, S sint Vi T s sz'), (22)
2

2
fyr = % ky? (—1 + V1 + tan? 6, L sin® & + Vu + s2) (23)
&
mit den Konstanten
4n?
k? = epup® = Iz n*(1 — x57), (24)
0
Vi 23; .
tan §; = —- = (i=1,2), (25)

- 2
gw 1 —x

L 11 — 2,%) (26)
&1 m*(1 — 2,%)
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und den Variablen

w=1—Lgin?q, @7)
&

s = tan §, — tan §, L gin a. (28)
&

Wie man hieraus entnimmt, ist bei absorbierenden Medien das Verhiltnis der Sinus von Ein-
falls- und Brechungswinkel keine Konstante, sondern vom Einfallswinkel « abhéingig.
Mit der Kenntnis von k, und k,’? sind nach (20) und (21) auch &g und x4 bekannt.
Die numerische Rechnung zur Bestimmung der Brechungswinkel g, g’ ergibt wegen
%, L 1, %, < 1 mit hinreichender Genauigkeit

sin og = —L sin o = i’—gg 0,707 = 0,864, g = 59°10'.

g )
Fiir k,”” kann man angendhert schreiben
n?® . 2
2 (z2 —- 5, =L sin? oc)
2

2 2.2 §in?
7 Tr 43%,°n,% sin? x| Ny
ky? = —mn,y? T s (29)
0

2
n,? .

1 -——lzsmzzx
Ny

T2 __ L3
2 (6 - 10-5)2
2 2
41070 1,605 (0’05 - o '% ' 0’5)
X 1,352 | = 1‘ 22 o o m-2
: 1——2—.05
1,352
=94-100m=2, k" =9,7-10*m1,
Ferner ist
by = 2rn, %, _ 2r - 1,65 - 0,01 m-! = 1,710 m-1,
2o 6-10-¢
Damit folgt nach (21)
. 4
sin og” = L7108 0,707 = 0,124, oy ="T7°10".
9,7.10%
A Aufgaben
A 221, Untersuchen Sie das Auftreten von Interferenzstreifen beim WienNErschen Ver-
such mit schrég einfallendem Licht fir beide Polarisationsfille.
A222. Bestimmen Sie fiir eine homogen einfallende Welle den Grenzwinkel, bei dem ent-

weder die Ebenen gleicher Amplitude oder die Ebenen gleicher Phase senkrecht
zur Trennebene verlaufen.

A 2.23. Stellen Sie die Bedingungsgleichung fiir das Auftreten eines beziiglich der Phase
streifend austretenden Strahles auf, wenn die einfallende Welle homogen ist.
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2. Reflexion und Brechung des Lichtes an isotropen Medien

A 2.24.

b
o
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n
>

o)
104
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B b
w
|39
®

A 2.2.10.

A 2.2.11.

Unter welcher Bedingung verlaufen die Ebenen gleicher Amplitude bei der Bre-
chung zwischen absorbierenden Medien orthogonal zur Trennebene, wenn eine
homogen einfallende Welle vorausgesetzt wird?

Wie grof8 ist nach der WoLrerschen Strahldefinition die Strahlversetzung am
Grenzwinkel, wenn die einfallende Welle homogen ist?

Fir welchen Einfallswinkel tritt das Maximum der Strahlversetzung nach der
WorLtERschen Strahldefinition auf, wenn schwachabsorbierende Medien vor-
ausgesetzt werden? )
Untersuchen Sie die Amplitude der reflektierten Welle bei schwachabsorbierenden
Medien fiir den Grenzwinkel der Totalreflexion o; = arcsin n;,.

Berechnen Sie die Abweichung der Amplituden der reflektierten Welle vom Wert
eins bei Einfall unter dem Grenzwinkel der Totalreflexion, wenn ein schwach-
absorbierendes Einfallsmedium mit » = 10-5 vorliegt und der Grenzwinkel der
Totalreflexion 60° betrdgt. Die Reflexion erfolge gegen Vakuum.

Berechnen Sie die Reichweite einer Lichtwelle in einer Schicht mit den optischen
Konstanten n = 4,8, x = 0,6 bei senkrechtem Einfall fir Licht der Wellenléinge
600 nm.

Eine Glasplatte mit der Brechzahl n = 1,7 besitze das Reflexionsvermogen
r = 0,88. Wie grof} ist der Absorptionsindex »?

Unter welchem Winkel ist eine Fotoplatte gegen einen Metallspiegel geneigt,
wenn Licht der Wellenldnge 689 nm Schwingungsstellen bei 0,014 mm, 0,042 mm,
0,070 mm zeigt?



3 o Optik anisotroper und optisch
aktiver Medien

3.1. Grundlagen der Matrizenrechnung und der quadratischen Formen
E Einfiihrung
Matrizen

Sind die n veridnderlichen GréBen x;, x,, ..., z, mit den m verdnderlichen Grofen
Y1> Yo» +++» Y durch die linearen Gleichungen

Y = A%y + Ga%p + o0+ A%y,

Yo = A1y + Gpa%p + +++ + A2y, ()

Ym = Am1®1 + Ao + -+ + Qs

verkniipft, so kann das System der Koeffizienten in der Form

11 Q12 Q1
Qo1 Ohog oo Oy

A= (2)
Am1 Ame Umn

zusammengefalt werden. A wird als Matrix aus m Zeilen und n Spalten bzw. als
Matrix vom Typ (m, n) bezeichnet. Ist m = n, so liegt eine quadratische Matrix vor.
In diesem Falle versteht man unter |[A| die aus den Elementen a;; gebildete Deter-
minante. Ist |A| gleich Null, so heit A singuldr. Fiir |4| 3= 0 ist A nichtsingular.
Matrizen, die nur aus einer Spalte mit » Elementen bestehen, heillen n-dimensionale
Vektoren

Ly

7 Schilling, Optik
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Um das Produkt zweier Matrizen zu definieren, betrachtet man eine zweite lineare
Transformation '

2; =

b”y] (’L: 1, 2, ceny T) (4)

Ings

]

mit der Koeffizientenmatrix

by by ... b
B— bor bay -o. bom . (4a)
by by brm
Die lineare Verkniipfung zwischen den Grofen z;, z,, ..., 2, und den Grélen z;, x,,

..., &, folgt, indem die GroBlen y,, ¥s, ..., ¥, nach (1) in (4) eingesetzt werden. Man
erhilt

m m n n
zi= 2 by = X by X apm = X cudy (t=1,2,...,7) (5)
i=1 =1 k=1 k=1

mit

m
Cig = 2 bij“jk
j=1

(6)

Als Produkt zweier Matrizen definiert man daher die Matrix C, deren Elemente c;,
sich als Skalarprodukt der ¢-ten Zeile von B mit der k-ten Spalte von A ergeben.

Beispiel 3.1.1. Produkt zweier Matrizen

10 1 2 1-2+1.1 1.14+1.3 3 4
02 —1]-10 ={-1-1 —1-3 =|-1 -3}
10 0O 1 1.2 1.1 2 1

Die Multiplikation zweier Matrizen ist nicht kommutativ, d. h., es gilt im allgemeinen

Es ist

WO =

A-B+B-A. ()

Zwei Matrizen, fiir die AB = BA ist, heilen miteinander vertausehbar. Das Produkt
A - B ist nur erklirt, wenn A4 so viele Spalten hat wie B Zeilen.

Die Giesamtheit der Variablen x; kann als n-dimensionaler Vektor & bzw. gemaf (3)
als einspaltigeMatrix dargestellt werden. In gleicher Weise werden der m-dimensionale
Vektor y und der r-dimensionale Vektor z definiert:

Y 2
y = : ’ g = : . (8)
Ym 2y
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Mit diesen lassen sich die Beziehungen (1) und (4) in der Form
y=A4-z, z=B-y
schreiben, woraus

z=B-A-x
folgt.
Werden in einer Matrix A Zeilen und Spalten miteinander vertauscht, so entsteht die
transponierte Matrix A’. Es ist A" = (4") = A.

Beispiel 3.1.2. Transponierte Matrix

12 —1 1o
Essei A = . Dann folgt A" = 29]).
0 2 1 11

Allgemein gilt

(A-BY =B -4’ | 9
Das Skalarprodukt zweier n-dimensionaler Vektoren
z,
Lo Z./l
X = s U =
2, Yn
ist
n
y=y - -x=22ay =ny + - + TYn- (10)
=1
Eine Matrix, die ihrer Transponierten gleich ist,
A =4, (11)
heiBt symmetrische Matrix. Fiir die Elemente a;; der symmetrischen Matrix gilt
Qij = Qjj. (12)
Eine Matrix, die nicht quadratisch ist, kann nicht symmetrisch sein.
Eine quadratische Matrix, deren Elemente a;; die Bedingung
Ajle = — U (13)

befriedigen, heiflt antimetrische Matrix. Ihre Elemente in der Hauptdiagonalen
sind Null:

iy = 0. (14)

T
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Die quadratische Matrix

1o ..0
01 ..0

1= = (Bit)n (15)
00 ... 1

(0; KrONECKER-Symbol; vgl. 3.1.1./2) heifit Einheitsmatrix. Fiir die quadratische
Matrix A und die Einheitsmatrix 1 mit der gleichen Anzahl Zeilen gilt

A-1=4, 1.4=4. (16)

Allgemein la8t sich beweisen, daB zu jeder quadratischen, nichtsinguliren Matrix
genau eine inverse Matrix A-! existiert mit der Eigenschaft (vgl. 3.1.1.)

A1t A=4-A1=1. 17)

Wie man sich durch Ausmultiplizieren iiberzeugt, bestehen fiir quadratische Matri-
zen die Beziehungen

A4A-By'=B1-471| (18)
(A—l)' =41 |. (19)
Eine Matrix
A = (ay)

wird orthegonal genannt, wenn sie quadratisch ist und das innere Produkt zweier
verschiedener Zeilen gleich Null, jeder Zeile mit sich selbst eins ist:

(3gfS

2 Qe = 0ij- (20)

Il
—

Diese Beziehungen sind gleichbedeutend mit
A-4=1 bzw. A=At (21)

Allgemein 148t sich beweisen: Wenn A’ = A-! ist, liegt eine orthogonale Matrix 4
vor. Die transponierte Matrix A’ einer orthogonalen Matrix ist daher ebenfalls
orthogonal. Fiir die Determinante |4| orthogonaler Matrizen gilt |4| = 41. Die
Substitution y = 4 - ® mit einer orthogonalen Matrix heifit orthegonale Transfor-
mation.

Charakteristische Qleichung einer quadratischen Matrix

Es sei B = (b;;) eine quadratische n-reihige Matrix, & ein n-dimensionaler Vektor
gemil (3), ¢ ein Parameter. Die Matrizengleichung

B.x—cx=0 B (22)
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oder ausgeschrieben

(011 — ¢) @1 + byas + o+ by =0,
bay, 4 (b — €) 2y + -+ + bouty =0,
by, + by + -+ (bnn_c) x, =0
kann als System linearer Gleichungen zur Bestimmung der unbekannten Grofien
2y, Ty, ..., ¥, aufgefallt werden. Es ist nur dann lésbar, wenn seine Koeffizienten-
determinante verschwindet:
by —c¢ by by
b by — ¢ bop,
by — o)l = [T o= (23)
bnl bnz bnn — C

(23) heilit charakteristische Gleichung der Matrix B; ihre Wurzeln ¢, ..., ¢, sind die
Eigenwerte der Matrix B. Die Losungsvektoren & heifen Eigenvektoren von B.

Quadratische Formen

Gegeben sei gemiB (3) ein Vektor & aus n variablen Grofen ,, x,, ..., #,. B = (b))
gebe eine n-reihige symmetrische Matrix an.

Unter einer quadratischen Form F = F(x;, ..., 2,) von n Variablen versteht man die
homogene Funktion zweiten Grades

F=x-B-x= Z biixix]-. (24)
2,j=1 »

Fiir » = 3 und reelle Elemente b;; stellt # = 1 die Gleichung einer Flache zweiter
Ordnung dar:

1121 + 20150185 - 20152,%5 + Goe® + 2p5Wak5 - Agey® = 1.

Der variable Vektor & kann mittels der linearen Substitution y = A®x durch y er-
setzt werden. Die quadratische Form geht damit wegen " = y’A’~! in

F=y -A1.-B-A1.y (25)
iiber. Fiir orthogonale Matrizen mit 4 = A’ folgt
F=y.-A-B-41.y. (25a)

Allgemein 148t sich beweisen: Ist B eine n-reihige symmetrische Matrix, gibt es stets
eine orthogonale Matrix 4, so dal man

¢ 0 ... 0

0 0
A-B-A1—C — o (26)
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erhilt. Daher 1aBt sich die quadratische Form (24) durch lineare Substitution auf
F =23 cy? 27
i=1

bringen. Die zugeordnete orthogonale Transformation y = A -x heilt Haupt-
achsentransformation (vgl. 3.1.6.).

In der Matrizenrechnung wird der folgende Satz bewiesen: Zwei quadratische For-
men &' -B,-x und 2 -B,-z lassen sich durch orthogonale Transformation
2 = A - ® genau dann ineinander iiberfiihren, so daf gilt

w’.Bl.wzz’.Bz.z=y’.C.y’ (28)

wobei C eine Diagonalmatrix ist, wenn die Matrizen B; und B, gleiche Eigenwerte
haben. Zwei quadratische Formen mit dieser Eigenschaft heiflen dquivalent.

Bild 3.1.1. Ellipsoid als Niveaufliche F = &’ - B - & = 1 mit Fldchennormale y

Wenn die GréBen @y, ,, ... in ihrem gesamten Variabilitdtsbereich endlich sind, so
stellt die Verkniipfung
- -B-x=1 (28a)

ein Ellipsoid dar. Es wird als Tensorellipsoid bezeichnet (vgl. Bild 3.1.1).

Unitiire Transformation

Werden in einer Matrix 4 mit komplexen Elementen a;;, Zeilen und Spalten vertauscht
und die konjugiert komplexen Werte eingesetzt, so entsteht die adjungierte Matrix

A = (afy). (29)
Es besteht die Beziehung

@d-B)=B-A. (30)
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Matrizen A mit der Eigenschaft

A-4=1 bzw. A=4"1 (31)
heiflen unitér.

Die Bilinearform ¥ - 7 zweier Vektoren y und 1] ist gegen unitdre Transformation,
d. h. Transformation

y=4A4. x, n=A-§ (32)
mit unitdrer Matrix 4 invariant:
jyn=%-A4A.-4.§=%-§. (33)

Orthogonale Matrizen mit reellen Elementen sind nach (21) stets unitér.

Spur etner Matrix

Die Summe der Elemente einer Matrix | B = (b;,) | in der Hauptdiagonalen

sp(B) = 3 b 34

heiBt Spur der Matrix.

Gegeniiber Koordinatentransformation y = Ax ist die Spur invariant, d. h., es gilt
(vgl. A 3.1.12))

| sp4-B-A) — sp(B) | (35)
P Probleme
3.1.1. Inverse Matrix

Bestimmen Sie die inverse Matrix der Matrix

10 1
A=1[(01 0]
0 0 1

Die Matrizengleichung

Losung:

51 Ay Ayn by by b1n
A.-B— Aoy Qg Aon oy by 2n
Ap1 Opa %an bu1 bne ban/ (1)
1 0
=1= 0
0 0 1
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ist identisch mit den »* Gleichungen

1 i=k

. 2
0 i=+k @)

n

a0 = O = {
j=1
Wir betrachten die n Gleichungen fiir £ = 1, i = 1, ..., n. Sie kénnen als System zur Bestim-
mung der n unbekannten GréBen b,,, by, ..., b,, aufgefaBit werden. Nach der CramMERschen

Regel zur Losung eines linearen Gleichungssystems folgt

D D,, . D
by, = 1, by = —2%, ..., = —hL 3
11 A] 21 14 n1 4] (3)
Darin ist

1 ap A1n %1 Q2 1

0 a a ay Q.
D11 — 22 2n e, Dnl — 21 22 N (4)

0 ay %an Gn1 G2 0

Entwickelt man die erste Determinante nach der ersten Spalte, die zweite nach der zweiten
usf., so folgt '

Du = Ay, D, = A12’ ooy Dy = Am- (5)

Allgemein ergibt sich in Fortfihrung des Verfahrens

by = =2, 6
ik l 4| ( )
Darin bedeutet A; die Adjunkte der Determinante |4| = a;;, d. h. die mit dem Faktor (—1)#+F
multiplizierte Unterdeterminante, die nach Streichen der k-ten Zeile und der ¢-ten Spalte aus
|A| entsteht. Fir [4| = 0 hat A keine Inverse.
Im vorliegenden Fall ist |A| =1, 4, = Ay = Ay =1, A5y = —1, A}y = 41y = Ay = Ay
= A, = 0. Damit folgt

1 0 —1
B=A'=|0 1 o]
00 1
3.1.2. Drehung, Spiegelung, Drehspiegelung, Inversion

Stellen Sie die Operatoren der Drehung C und der Spiegelung 6 durch Matrizen dar.
Nehmen Sie speziell an, ein Kérper in einem z;, z,, 2;,-Koordinatensystem werde a) um den
Winkel ¢ = 180° verdreht, wobei die x,-Achse Drehachse sei, b) an der senkrecht zur x,- Achse
liegenden x;, z,-Ebene gespiegelt und ¢) um die x;-Achse um 180° gedreht und anschlieBSend
gespiegelt.

Losung:

Eine Drehung des Korpers um den Winkel —¢ um die x,-Achse bei festbleibendem Koordi-
natensystem ist gleichbedeutend mit einer Drehung ¢ des Koordinatensystems um die 2;-Achse
und damit mit der Koordinatentransformation

&, = x, cos ¢ + x, sin ¢,

Ty, = —&; sin ¢ + 7, cos @,

N

3 = 3.
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In Matrizen kann man dafir
&=Cx (1)
schreiben mit dem Operator C = C(¢) der Drehung um die z;-Achse:

cos ¢ sing O)

Clp)=|—singp cosp 0 (2)

0 0 1

Bei der Spiegelung 6 an der Z,, Z,-Ebene, die mit der x,, #,-Ebene identisch ist, geht der Vektor
% mit den Komponenten &#,, &, &; in den Vektor & mit den Komponenten %, %,, %, iiber:

¥=0.-% (3)

10 0
=10 1 0). 4)

Die Drehung C(¢) um die x;-Achse und die nachfolgende Spiegelung ¢ an der z,, x,-Ebene las-
sen sich gemif

mit

82

=6-=6-C-x=8S.-ax f (5)
durch den Operator der Drehspiegelung S, d. h. durch
10 0 cosp sing 0 cos @ sing 0
S=06C=|0 1 0)-|—sing cosgp 0)]=|—sing cosgp 0 (6)
o0 —1 0 0 1 0 0 —1
darstellen. Es gilt dabeio-C = C - 6.

Fir die aus der Drehung um 180° und der nachfolgenden Spiegelung an der zur Drehachse
senkrechten Ebene bestehende Inversion 4 folgt

—1 0 0
i= 0o —-1 0] (7
0 0 —1
3.1.3. Operator der Drehung bei Koordinatentransformation

Um die y,-Achse erfolge eine Drehung mit konstanter Winkelgeschwindigkeit w. Stellen Sie
diese im @x-Koordinatensystem dar. Das y-System ergebe sich aus dem x-System durch die

Drehung ¢ = % um die x,-Achse und Streckung der Achsen um m; = 2, m, = 4, my; = 8.

Losung:
Die Verknﬁpfung zwischen ® und y ist durch
y=A4.x,  yt)=A4- ot 1)
gegeben. Die beobachtete Operation sei im y-System durch
yt) = Cit)y 2)
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definiert. Damit folgt
() =A71-yit) =A1-Clly=4"1-Cit)A - =, (3)

d. h., der Operator C im y-Raum wird im a-Raum durch die Matrix A-1CA dargestellt.
Im vorliegenden Fall ist

£ 0 0
e 1 cosp sing 0
A = 0 — O J-|—singp cosp 0]- 4)
" o o0 1
0 —_—
ms3

Eine mit konstanter Winkelgeschwindigkeit w um die y,-Achse vor sich gehende Drehung ist
durch

1 0 0
C=C@l) =0 coswt —sin wt (5)
0 sinwt cos wt

gegeben. Im a-System wird diese Drehung durch den Operator

A1.C - A=
Lo 0

cosp —sing 0 my, 0 0 10 0 ™ cos singp O

sing cosp 0] |0 my O 0 cos wt —sin wt 0 po 0 —sing cosg 0

0 0 1/ \0 0 my/ \O sin wt cos wt oy 0 0 1

0o 0 —
m;
cos® ¢ + sin? ¢ cos wt cos @ sin ¢ — cos @ sin ¢ cos wt 22 gin @ sin wt
ms3
= cos @ sin ¢ — cos @ sin @ cos wt  sin? ¢ + cos? @ cos wt — 22 cos @ sin wt
ms3
— 2 gin @ sin wt 2 cos @ sin wit cos wt
My My
(6)
wiedergegeben.
Mit den vorgegebenen Zahlen folgt
1 .
1 4 cos wt 1 — cos wt E 2 sin wt
A1.C-A= 1 1 = .
A =31 —coswt 1 + cos wt —EV2s1ncot

—2 1/5 sin wt 2 }/§ sin wt 2 cos wt
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3.1.4. Orthogonalitit der Losungsvektoren bei voneinander verschiedenen
Waurzeln der charakteristischen Gleichung

Es seien ¢, und ¢, zwei voneinander verschiedene Wurzeln der charakteristischen Gleichung
(3.1./22) einer symmetrischen Matrix B. Beweisen Sie, dal die zugeordneten Losungsvektoren

%y, %9y
x, =|: und X, =|: (1)
T1n Zan
zueinander orthogonal sind, d. h., daB
x -x, =0 bzw. x, -x; =0 (2)
gilt.
Losung:
Da @, und @, Losungsvektoren der charakteristischen Gleichung sind, gilt
B-x =cx, B.x, =c,x,. 3)
Nach Multiplikation folgt
' B x =,y - Xy, x, B - xy, = ¢y - X,. (4)
Wegen (3.1./18) und B = B’, x” = x ergibt sich

(' -B- ) =(B-a) -y =/ -B-w,. (5)

Das Produkt a,” - B - @, stellt eine skalare Gréfe dar, die als Matrix aus nur einer Zeile und
einer Spalte und damit nur einem Element aufgefaft werden kann. Die transponierte Matrix
ist wieder das Element selbst, so daf

(e -B-2)) =ax, -B-x (6)
gilt. Aus (4) erhélt man daher

&, - Xy = cyxy - Xy, (7)
wofiir man wegen x,” - &, = &,” - &, schreiben kann

(c; —¢y) @y -2, = 0. (8)

Da ¢, und ¢, nach Voraussetzung voneinander verschieden sind, folgt aus (8) die Orthogonalitét
der Losungsvektoren fiir symmetrische Matrizen:

x,/ - ax, =0.

3.1.5. Normale der Tensorfliche

Vorgegeben sei die lineare Vektorfunktion

Y1 by by by Ty
Y= |y, | =B-®=|by, by by|-|x 1)
Ys by by by T3

mit bll = 3, bl2 = b13 e 0, bzz = 13, b23 = 6? b33 = 8.
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Bestimmen Sie die Tensorfldche
F=x -B-x=1. (2)

Welche Richtung hat die Flachennormale in einem vorgegebenen Punkt & der Tensorfliche?
Wie lauten die Koordinaten des Punktes, in dem die z,-Achse die Tensorfliche schneidet?
Welche Richtung hat dort die Flichennormale?

Losung:
Durch Ausmultiplizieren von (2) ergibt sich als Gleichung der Tensorfliche
F = by, + 2byy,2p + 2513225 + bg@a® + 2bay%a; + bygzg® = 1. (2a)
F = F(x,, %,, ;) kann als skalare Ortsfunktion gedeutet werden. Thr Gradient
dF
dx,
dF dF
_— 3
de dz, ®)

aF
dz,

ist ein Vektor in Richtung der Flichennormalen auf der Niveaufliche F' = const.
Nach (2) erhilt man

by +- by + bygy Y1

dr

dz b1o®y + by + byy®y | =% ) = Y- (4)
b13%; + bays - by, Ys

Der Vektor y hat die Richtung der Flachennormalen auf der Tensorfliche F = const (vgl.
Bild 3.1.1).
Die z,-Achse ist durch z, = 0, z; = 0 gekennzeichnet. Aus (2) folgt somit fiir die Koordinaten

der Schnittpunkte des Ellipsoids mit der z,-Achse: (i , 0, 0) , (— i , 0, 0) . Der zugeordnete
y-Tensor ist nach (1) V3 V3

1
3 0 0\ [+—
B
y=[0 13 6)- 13— 0),
0 6 8 0 0

0

d. h., die Flichennormale des Ellipsoids hat in den betrachteten Punkten die Richtung der
positiven bzw. negativen x,-Achse.

3.1.6. Hauptachsentransformation
Transformieren Sie die lineare Vektorfunktion

Y1 by bip by Zy
Y=19])= b by by |z]= B.x (1)
Ys by by by T3/
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auf die Hauptachsen und bestimmen Sie die Linge der Halbachsen fiir die Tensorfliche
- -B-x=1. (2)
Es sei by, = 3, byy = by = 0, byy = 13, by, = 6, by, = 8.

Losung:

In den Scheitelpunkten der Flache nimmt der Abstand vom Fldachenmittel- bzw. Koordinaten-
anfangspunkt 0 einen Extremwert an; das gleiche gilt firr das Quadrat dieses Wertes

f= 2% 4 2,2 + 2,2, (3)
Dabei sind nach (2) die Variablen z,, x,, ; durch die Nebenbedingung

g=a -B-x—1
= by®® + 2b19%1% + ba®y® + 2b3521@5 + 20ps%e¥y + byys® — 1 =10 (4)

miteinander verknipft.
Entsprechend dem LacraNcEschen Verfahren der Variationsrechnung wird die Nebenbedin-

gung (4) mit dem LaeraNGgEschen Multiplikator 1 versehen und von der Funktion fsubtra-
c

hiert, so daB die Grundfunktion

1
k@, %y, 23) = f(21, Ty, 25) — ? 9(@, o, ;) (5)

entsteht.
Soll ein Extremwert vorliegen, miissen die drei Gleichungen

1 oh 1

——— = x; —— (bu® + bya%y + byyw,) = 0,

2 ox, c

1 0oh 1

— = %y — — (bya%; + Doy + byy%;) = 0, (6)
2 ox, c

1 oh 1

——— =23 —— (by3%; + by, + by3%5) = 0

2 om, c J

erfullt sein. Sie bilden ein homogenes lineares System zur Bestimmung von z,, 2,, Z;, das nur
bei verschwindender Koeffizientendeterminante l6sbar ist. Nach Multiplikation jeder Gleichung
mit —c ergibt sich

by —c¢ by bis
bie by — ¢ by =0. (7)
by b3 by — ¢

Die Losungen seien mit ¢; (¢ = 1, 2, 3) bezeichnet. Setzt man die Wurzeln ¢; nacheinander in
jede der Gleichungen (6) ein und bestimmt die zugehorigen Losungen x;;, Z;5, ¥;3, S0 ergeben
sich die Scheitelpunkte.

Wir multiplizieren die erste Gleichung mit z,, die zweite mit z,, die dritte mit x,. Es folgt unter
Beriicksichtigung von (2)

) 1
@Y + a2l +ah = P (8)
(2

Die Werte des LacraNGEschen Multiplikators sind somit gleich den Summen der Quadrate
iiber den Halbachsen. Legt man das , y, 2-Koordinatensystem in die Richtungen der aufein-
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ander senkrecht stehenden Halbachsen, so erhilt man
0 2? + oy + ¢?® = 1. C)

Geometrisch stellen die Gleichungen (6) Ebenen durch die Hauptachsen dar. Das Verschwinden
der Koeffizientendeterminante gewéhrleistet, daf die sich drei Gleichungen (6) nicht wider-
sprechen. Die Schnittgerade von je zwei Ebenen liefert eine Hauptachsenrichtung, desgleichen
das Vektorprodukt von zwei Ebenennormalen.

Die Richtungscosinus der Normalen sind den Koeffizienten der Ebenengleichungen proportio-
nal. Benutzt man z. B. die erste und die dritte Gleichung (6), so ist die gesuchte Haupt-
achsenrichtung mit der Richtung des Vektors

€, €, €;
b, = by — ¢ by bis (10)
bs bys by — ¢

identisch. Darin bedeuten e,, e,, e; Einheitsvektoren in Richtung der -, ,-, #;-Achse, d. h.
bezogen auf das ursprimngliche System.
Im vorliegenden Fall ergibt sich aus (7)

B3—c)[(13—¢c)(8—¢c)—36]=0
mit den Wurzeln
¢, =3, ¢, =4, ¢cg = 17.
Als Flichen zweiter Ordnung erhélt man das Ellipsoid
322 + 4y? + 1722 = 1.
Die Richtungen der Hauptachsen stimmen nach (10) mit den Richtungen der Vektoren

€ € €

a, =0, a, =|—1 0 0 | =4e, | Geg,
0o —6 4
€, e €
a; = | —14 0 0 | = —126e, 1 84e,
0o —6 —9

iberein. Da @, und a, in der e,, e;-Ebene liegen, kann @, = e, gesetzt werden. Im urspriinglichen
Koordinatensystem erhidlt man hiernach fir die Richtungen der Hauptachsen die Einheits-
vektoren

(1,0,0), —— (0,4,6), (0, —1,26, 0,84).
V52

12,29

Sie sind die Eigenvektoren der Matrix B.

A Aufgaben

A 3.1.1. Was bedeutet die Multiplikation einer Matrix mit einem konstanten Faktor? Wie
andert sich dabei die Determinante einer n-reihigen quadratischen Matrix?

A 3.1.2. Berechnen Sie A(4 + B).

A 3.1.3. Das Produkt zweier Zahlen ist nur dann gleich Null, wenn wenigstens einer der

beiden Faktoren verschwindet. Gilt dieses Gesetz auch fiir Matrizen? Schreiben
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A 3.1.4.
A 3.1.5.
A 3.1.6.
A 3.1.7.

A 3.1.8.

A 3.1.9.

A 3.1.10,

A 3.1.11.

A 3.1.12.

A 3.1.13.

Sie die zweireihige Nullmatrix
0— (0 0)

0 0
als Produkt zweier von der Nullmatrix verschiedener Matrizen.
Beweisen Sie, dafl fir die Multiplikation von Matrizen das assoziative Gesetz
A(BC) = (AB) C ertillt ist.
Zwei Matrizen A und B seien beide orthogonal. Untersuchen Sie, ob auch ihr
Produkt AB orthogonal ist.
Zwei Vektoren ® und y werden durch eine orthogonale Transformation substi-
tuiert. Wie verdndert sich ihr Skalarprodukt?
Vorgegeben sei die lineare Vektorfunktion y = B mit der dreireihigen Matrix
B. Welche Bedeutung haben & und y fiir die Fliche y’B-'y = 1?

Stellen Sie eine Formel zur Zerlegung einer Matrix A in eine symmetrische Ag
und eine antimetrische 4, auf. Zerlegen Sie danach

21 —1
A=10 3 2.
11 —1

Untersuchen Sie die Wirkung zweier aufeinanderfolgender Spiegelungen ¢, und
6,, wenn die Spiegelebenen voneinander verschieden sind. Unter welcher Bedin-
gung kann die Reihenfolge der Spiegelungen vertauscht werden?

Zwei aufeinanderfolgende Spiegelungen an der gleichen Ebene ergeben die
Identitdt. Stellen Sie auf Grund dessen und nach A 3.1.9. zwei aufeinanderfol-
gende Drehungen C’(y’) und C”(y”’) um verschiedene Achsen durch zwei
aufeinanderfolgende Spiegelungen 6,, 6, und durch eine Drehung C(y) dar.
Deuten Sie die Spiegelungen und die eine Drehung geometrisch.

Beweisen Sie auf Grund der Beziehung

2 X b = X X bjiaygs
v ] L}

daB die Spur des Matrizenproduktes AB = (a;;) (b;;) von der Reihenfolge der
Faktoren unabhéngig ist, selbst wenn diese nicht vertauscht werden kénnen.
Beweisen Sie auf Grund der Beziehung

spA-B =spB-A,

daB die Spur einer Matrix B gegeniiber linearer Koordinatentransformation in-
variant ist.

Die Rotation um eine starre Achse ist durch den Rotationsvektor dw = r xdr
bestimmt (r Radiusvektor, dr Verschiebungsvektor). Der Rotationsvektor dw’
ergibt sich bei einer Symmetrieoperation nach Transformation von r und von dr.
Bestimmen Sie dw’ nach einer Drehung C(g) und einer Drehspiegelung S(g).
Berechnen Sie die Spuren dieser Symmetrieoperationen auf den Rotationsvektor.

Optik anisotroper Medien

Einfiihrung

Dielektrizitiitstensor

Bei optisch anisotropen Medien haben das elektrische Feld E und die elektrische
Flufdichte bzw. dielektrische Verschiebungsdichte D im allgemeinen verschiedene
Richtungen. Der Zusammenhang zwischen diesen beiden Vektoren wird durch die
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lineare Vektorfunktion

D, €11 G122 13 E,
D=|Dy]|=|en €2 es||E:)|=¢E (1)
D, €31 €32 €33 E,

gegeben. Darin sind zueinander senkrechte Koordinatenrichtungen durch die Indi-
zes 1, 2, 3 bei den Vektorkomponenten gekennzeichnet. An die Stelle der Dielektri-
zitdtskonstanten ¢ bei isotropen Medien tritt somit bei anisotropen Medien der zwei-
stufige Dielektrizitatstensor .

Schreibt man

D=¢E -+ P=¢lE+P, (1a)

so bezeichnet man P als den Polarisationsvektor. Seine Richtung weicht bei aniso-
tropen Medien von der Richtung des elektrischen Feldes E ab.
Nach dem PoynNTINGschen Satz (vgl. [4] 1.4./20) bzw. (1.3./11) ist die zeitliche Ablei-
tung der elektrischen Energiedichte gleich dem Skalarprodukt

w, =E-D. (2)

Die Elemente ¢;; des Dielektrizitdtstensors sind konstant. Differenziert man die
Feldkomponenten D,, D,, D nach der Zeit ¢ und setzt die nach (1) sich ergebenden
GroBen in (2) ein, so folgt '

u')e = E 8ijEiEi' (3)
ij
Soll dieser Ausdruck die totale Ableitung
. W,
We = ; o, E; 4)

einer Funktion w, = w,(#,, E,, K;) nach der Zeit sein, so mufl

0%w, 0%w,

0E; 0E;  0E; 0B,

fiir alle Werte 5 und j erfiillt sein. Das ist nur fiir

Eij = &ji 5)

der Fall. Der Dielektrizitatstensor € ist daher bei anisotropen Medien symmetrisch.

Fresnelsches Ellipsoid

Die Dichte der elektrischen Energie ist nach (1.3./11) bzw. [4] (1.4./23)
1 1

—2—ZeijEiEf=§EfE- (6)

i

1
we:EED:

Der Zusammenhang zwischen E und D 148t sich daher durch die quadratische Form

F(E,, E,, E;) = E'D = E'sE = Y, ¢;;B;E; = 2w, = const (7)
ij
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veranschaulichen. Im allgemeinen setzt man const = 1 J m~2 und erhélt damit aus
(7) £ in V m~1, bezogen auf die Energiedichte 0,5 J m=3. (7) definiert das FRESNELsche
Ellipsoid. E gibt darin den Radiusvektor an, D hat die Richtung der Flichennor-
malen (vgl. 3.1.5. sowie Bild 3.2.1).

Bei der Transformation auf die Hauptachsen z, y, z ergibt sich nach 3.1. als Ver-
kniipfung zwischen D und E '

D = Dy = 0 €11 0 Ey . (8)

D,\ g 0 0 E,
-Dz) 0 0 €111 E,

e, e, em heien Hauptdielektrizitdtskonstanten des anisotropen Koérpers. Das
Fres~eLsche Ellipsoid (7) geht dabei fiir const = 1 J m~2 in die Form

el 4 enly® 4 ef,> = 1J m=3 9)

D

F=1Jm3

Bild 3.2.1. E und D im FrESNELschen

Ellipsoid
. . . . N | 1 . . ..
iiber. Die Halbachsen sind gleich —, —, ——. Da in einem isotropen Korper
VEI E11 VEIII
die Lichtgeschwindigkeit gleich 2= L_ ist, heifen die GroBen
V'sr Vaﬂ
1 1 1
Uy = ——, Uy = —, U = —F/——. (10)
V€IM0 VEHMo V emipo
Hauptlichtgeschwindigkeiten. Analog bezeichnet man die Gréfien
o e em
ny = —I, n = i, N = Vﬂ' (11)
£ € &

als Hauptbrechzahlen.

Cauchysches Ellipsoid
Durch Multiplikation mit der inversen Matrix &1 des Dielektrizitatstensorsfolgt aus (1)
E=¢'D. (12)
Bildet man nach (3.1./24) die quadratische Form
F(D,, Dy, D) = D'e"1D = 2w = const, (13a)

8 Schilling, Optik
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so erhélt man, bezogen auf die Hauptachsenrichtungen, als Gleichung der Tensorfli-

1
che fiir const = — A2s2m—4

€o
D2 D2 Dz
F(D,, Dy, D) = n—l’; + é + 7%: =1A2s2m™4, (13)

Dieses Ellipsoid heiit Cavcrysches Ellipsoid. Seine Halbachsen sind gleich den
Hauptbrechzahlen bzw. -indizes. Es wird daher auch als Indexellipsoid bezeichnet.
Der Radiusvektor zu einem Punkt auf dem Ellipsoid ist identisch mit dem Vektor D
der dielektrischen Verschiebung. IE hat die Richtung der Flichennormalen. In Bild
3.2.2 sind D und E fiir eine vorgegebene Richtung der dielektrischen Verschiebung D
dargestellt.

E

F=142sm* Bild 3.2.2. E und D im Caucuyschen Ellipsoid

Die im anisotropen Koérper unter der Richtung n fortschreitende elektrische Erre-
gung D setzt sich aus zwei zueinander senkrecht polarisierten Teilwellen D; und D,
zusammen, deren Phasengeschwindigkeiten ; und %, voneinander abweichen (vgl.
3.2.1.). Schneidet man das Indexellipsoid mit der durch den Flichenmittelpunkt
gehenden, senkrecht zu n stehenden Ebene, so weisen die Hauptachsen der Schnitt-
ellipse in die Richtung von D; und D,. Die Linge der Halbachse stimmt fiir

1(A 5)> m~*

€o

D'e D =

mit den Betrdgen D, und D, iiberein (vgl. A 3.2.2.).

P Probleme

3.2.1. Ebene elektromagnetische Welle im anisotropen Medium

Rohrzucker hat fir A = 589,3 nm die Hauptbrechzahlen n; = 1,538, ny; = 1,565, nyy; = 1,571.
Eine ebene elektromagnetische Welle breitet sich im Kristall derart aus, daB3 die Normale n
der Flichen gleicher Phase diagonal zu den drei optischen Hauptachsen des Kristalls liegt.
Stellen Sie die Formeln fiir die elektrische Feldstirke E und die dielektrische Verschiebung D
sowie die magnetische Feldstérke H auf. Untersuchen Sie die Lange dieser Vektoren, und be-
rechnen Sie die Richtung des Verschiebungsvektors D.

Bestimmen Sie die Phasengeschwindigkeit der auftretenden elektromagnetischen Wellen.
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Losung:

Die MaxweLLschen Gleichungen fiir den strom- und ladungsfreien Kristall lauten

D =rotH, (1)
uH = —rot E, 2)
divD =0, (3)
divH = 0. (4)

Wir gehen vom Ansatz einer ebenen elektromagnetischen Welle aus, die sich im Kristall in
der Richtung » mit der Phasengeschwindigkeit % fortpflanzt. Die Feldstirke ist
iw (t—- ——n)
E=E;e vl (5)

wobei  den Ortsvektor kennzeichnet. E, ist ein konstanter Vektor. Nach der allgemeinen
Vektorbeziehung

rot ab = (grad a) X b 4+ arot b (6)

folgt aus (2), wenn hierin der Ansatz (5) eingesetzt wird,

. iw (t—— _n) w o (t— ﬂ)
pH = ipwH = E, X grad e /= —EyXi—e “/n (7)
u
bzw.
1
H=-—nxE. (8)
u

Der magnetische Vektor steht somit auf der von n und E gebildeten Ebene senkrecht.
Fiir den Vektor D folgt aus (1), (5) und (8)

iwD = (—1- rot n) X E, exp [iw (t — u)] 9)
pu u
Hierin kann nach (8)
1
—n x B, =H, (8a)
Hu

gesetzt werden. Damit ergibt sich in gleicher Weise wie bei der Ableitung von (7)

D= —LnxH,exp [iw (t—tﬂ)}=—Lnxme). (10)
u u pu?

D steht senkrecht auf n. Beziiglich D und H liegt eine transversale Welle vor.
Auf Grund der Vektorbeziehung

ax(bxe)=(@-¢)b—(a-b)c

erhilt man far y = y,

D=%[E-(n-E)n]:eorﬁ[E—(n-E)n]. (11)

ot

i

8%
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E, P und n liegen nach (11) in einer Ebene, auf der gemi (8a) H senkrecht steht (vgl. Bild
3.2.1).

Wir ersetzen in (11) auf der rechten Seite E durch £-1D. Bezeichnen cos «, cos f§, cos y die
Richtungscosinus der Ausbreltungsrlchtung gegen die Hauptachsen, so folgt nach (11) far die
Komponenten von D in den Hauptachsenrichtungen

D :n-Ecosoc’ D =n-Ecosﬁ, D, — n'ECOSﬂ”,. (12)
T v 7 1
— — pott® — — pot® — — pou?
&1 11 111

Wegen D - n = 0 ergibt sich daraus

cos? cos? f8 cos? y

=0 13
1 . 1 . . (13)
T MUt T U — Mo
ér 11 e111

Damit ist die Phasengeschwindigkeit « als Funktion der Ausbreitungsrichtung n (cos «, cos f,
cos p) festgelegt. Nach (13) gehéren zu einer vorgegebenen Ausbreitungsrichtung » der Phase
zwei Phasengeschwindigkeiten %, und u,, nach (12) zwei Vektoren I, und D,. Fiihrt man an-
stelle der Hauptdielektrizitdtskonstanten die Hauptlichtgeschwindigkeiten ein, so erhdlt man
aus (13) das Fresnelsche Gesetz der Normalengeschwindigkeiten

cos>x | cos®f cos? y (14)
2 2 T o2 2 ) 7 =0 [
Ut — w Ui — W Ui — w

Fiir das Verhiltnis der Komponenten der dielektrischen Verschiebung folgt aus (12) bei bekann-
ter Phasengeschwindigkeit »

cos cos f§ cos y

D,:D,:D,= (15)

u? — o uf —u? wdn — w?

Die Wurzeln dieser Gleichungen sind die Phasengeschwindigkeiten u,, u, bzw. die elektrischen
Erregungen D,, D,.

Nach (10) und (13) erhédlt man als Skalarprodukt der einer Ausbreitungsrichtung n zugeord-
neten elektrischen Erregungen

cos? &

Do Dy =B (- By) [(ul2 — uw®) (ur® — u,?)

cos? f cos? p ] (16)
(Wi — w?) (uhr — %) (uin — u?) (Wi — %%

Hieraus folgt durch Umformung

n-E)n-E g 1
D1 ‘Dz = __( 21) ( 2 2) {cos2<x [ 2 rei 2 2]
U™ — Uy Ur® — Uy U™ — Uy
~+ cos? f ! — !
uiy — ufy — uy?

—l—coszy[ 2 ! — 1 ]} 17

2
it — i — %?
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Nach (14) verschwinden sowohl die positiven als auch die negativen Summanden fiir sich, so
daf man

D, D, =0 | (18)

erhilt. Die , und u, zugeordneten elektrischen Erregungen D, und D, stehen zueinander senk-
recht.

Da sowohl D, -m = 0 als auch D, -n = 0 gilt, schwingen D,, E; und D,, E, in zueinander
senkrechten Ebenen. Die D,, E,-Ebene geht aus der D, E,-Ebene hervor, wenn diese um die
Normale 7 um 90° gedreht wird. Somit stehen auch H; und H, zueinander senkrecht.

Mit den vorgegebenen Werten folgt

= =2 —1,951.10° ms,  wy= 1917105 m s,
1,538
Ui = 1,910 - 108 m s71.

Uux

Aus (14) ergibt sich nach Multiplikation mit (u;2 — w2) (wi; — u?) (ufn — %?)

im Falle cosoa = cos f =cosy = 1 V3 die biquadratische Gleichung u* — 3,7098.10%¢. 24>
+ 1,3760 - 10% = 0. 3

Sie hat die Lésungen
w, =1,913-108ms,  u,=1,939-10°ms1.

Die negativen Wurzeln sind physikalisch ohne Bedeutung. Aus (15) erhalten wir nach Besei-
0-16

V3
1 ) 1 ) 1
1,9512 — 1,913 ~ 1,9172 — 1,913 1,9102 — 1,9182
=6,8:65: (—87) = 0,0624: 0,5994 : (—0,7941).

tigung des gemeinsamen Faktors

Dy, : Dy1 : D,, =

Ebenso folgt
Dyy: Dyy: Dy = 0,8235: (—0,4536) : (—0,3407).

In gleicher Weise lassen sich die Richtungen von E; und E, und daraus nach (8) die Richtungen
von H, und H, bestimmen.

3.2.2. Poyntingscher Vektor und Strahlrichtung

Bestimmen Sie fiir Rohrzucker zu der mit ihrer Normalen » in Richtung der Raumdiagonalen
des Hauptachsensystems fortschreitenden elektromagnetischen Welle die zugeordneten Strahl-
richtungen. Wie grof ist die Geschwindigkeit v der Energiestréomung? Die Daten sind nach 3.2.1.
einzusetzen.

Losung:

Wir gehen von den Formeln in 3.2.1. aus. Der PoynTtinesche Vektor der Energiestromdichte
ist

S=ExH. 1
Wir definieren den Einheitsvektor s in Strahlrichtung:
s = § . (1a)
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S bzw. s stehen senkrecht zu H, liegen also in der von D und n aufgespannten Ebene, in der
auch E liegt. Da S senkrecht zu E steht, erfolgt die Energiestrémung gegen die Normalenrich-
tung n unter dem gleichen Winkel, den E mit D bildet (vgl. Bild 3.2.3). Fiir die Berechnung
von s geniigt es daher, cos (E, D) zu bestimmen.
Hierzu ermitteln wir zunichst die Schwingungsrichtung der beiden elektrischen Vektoren E,
und E,. In (3.2.1./12) kénnen D,, D), D, durch &1l , e11 By, g1 E, ersetzt werden. Daraus 16t
sich unter Verwendung von (3.2./10) das Verhiltnis der Komponenten des elektrischen Feldes
berechnen:

B,:B,:E, = uI: coso; . uzl cos;i . uzfn cos;; @

wpt — Ut U — U Ui — %

bzw. nach (3.2.1./15)

Ez: Ey: Ez = ulzD_,,: ’llnsz: 'II/IHz.Dz. (3)

s VY
!
D éms_)_.l u
n
Bild 3.2.3. Lage der Vektoren E, Bild 3.2.4. Normalen- und Strahl-
D, H,S geschwindigkeit

Fur den Winkel zwischen 7 und s folgt daraus in Verbindung mit (3.2.1./15)

sin (n, 8) = V1 _(D- By
D2E?

Viu? — w§p)? D2D,2 + (w2 — uin)? D,2D,2 + (uf; — whi)? D,2D,? )
VDz'z + Dy2 + D2 VuI4D:c2 + "l"iI-Dy2 + wuinD;?

(4)
Far die Strahlgeschwindigkeit im Kristall erhdlt man nach Bild 3.2.4

v=—— (5)

cos (1, S)

Diese ist also mindestens gleich, im allgemeinen gréBer als die Phasen- bzw. Normalenge-
schwindigkeit.

Mit den in 3.2.1. errechneten Werten folgt aus (4) (der im Zahler und im Nenner auftretende
Faktor 10'¢ kann weggelassen werden)

(1,9512 — 1,9172)2 0,06242 - 0,599 42 + (1,951 — 1,910%)2 0,06242 - 0,794 12
+ (1,9172 — 1,910%)% 0,599 42 - 0,794 12

¥1,9514.0,0624% + 1,9174 - 0,59942 + 1,910%- 0,794 12

sin (n, $;) =

= 0,004 3.
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Ebenso folgt
sin (n, s,) = 0,0178.

Daraus erhilt man

v, =1,913- 1081 + 105 ms!, v, = 1,939(1 + 2- 10~ m s~1.

3.2.3. ‘Wellennormale und Strahlenfliche

Um die Verkniipfung zwischen dem elektrischen Feld E und der Strahlrichtung s darzustellen,

definiert man den der Brechzahl n = — analogen Ausdruck
u

o'=—c—=%cos(n,s), (1)
v

der als Strahlungskoeffizient oder Strahlungsindex bezeichnet wird. Leiten Sie unter
Verwendung dieser GréBle den Zusammenhang zwischen dem elektrischen Feld E und dem
Poynrinaschen Vektor S ab. Stellen Sie die Gleichung firr die Strahlgeschwindigkeit bei vor-
gegebener Strahlrichtung s auf.

Berechnen Sie die Strahlgeschwindigkeit in Rohrzucker fir den in der x,y-Ebene diagonal zu
den Achsen verlaufenden Strahl. Die Daten sind 3.2.1. zu entnehmen.

Losung:
Nach Bild 3.2.3 besteht die Winkelbeziehung

kg

(n' S) = (n9E) - "'2"’ (2)

so dal man cos (n, s) durch sin (n, E) ersetzen kann. Damit folgt aus (1)

%:1—0052(11,E)=1—MT2E)2 3)
bzw.
(n-E)2= (1 — i’i) E2. (3a)
nZ

Der PoynriNGgsche Vektor S = E x H der Energiestrémung 1a8t sich wegen (3.2.1./8) in der
Form

=iEx(an)=—1—[E2n—(n-E)E] (4)
Mot Mo

schreiben. Darin ist 4 = p, gesetzt. Durch Auflésen nach n entsteht

_ poun-E
"= B (42)
Andererseits kann in (3.2.1./1) D = €E eingesetzt werden. Durch Umformen folgt
(€ — en?l) E = —gn*(n - E)n. (5)

Hierin 148t sich der Einheitsvektor 1 gemiB (4a) einsetzen. Ferner kann man die Koeffizienten
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des elektrischen Feldes E zusammenfassen. In Verbindung mit (3a) ergibt sich

.E
(¢ — eg0?l) = —n "E—Z s, (6)

womit die gesuchte Verkniipfung zwischen E und S hergeleitet ist. Bezogen auf die Haupt-
achsen, erhilt man aus (6) die Gleichungen

E,— —n n-ES, )
E*(g; — €40?)

B = —n n-ESH i @
E2(gp — &40%)

B, = —n n - ES,

E*(er; — £40%)

Da E - S verschwindet, gelangt man durch Multiplikation mit S,, S,, S, und Addition nach Be-
seitigung des gemeinsamen Faktors auf die Gleichung

_ 8
1 1 1 0. ®)

1
w? 0* wf 0r ufp o?

Bei vorgegebener Strahlrichtung s hat diese Gleichung im allgemeinen zwei voneinander ab-
weichende Lésungen fir .
Bei bekannten Werten v = v, , folgt aus (7)

S, 8. 8.
B, = z : v : 2 . 9)
# 171 1 1 1 (

1
= - —

ur v? ;%_1 v —1;1;1—1 v?
(8) und (9) gehen aus (3.2.1./14) und (3.2.1./15) durch die Vertauschung

n u wy gy w D
1 1 1 1

s — — — — E
Uy ®pp Ui v

(10)

hervor.
(8) kennzeichnet die Strahlenfléiche. Die fiir die Normalenf<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>