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Yorwort

Der Begriff ,,Angewandte Algebra‘‘ kann verschieden aufgefaBt werden
Der Berufsmathematiker wird argumentieren, wie falsch eine Aufteilung
der Mathematik in reine und angewandte Mathematik ist. Fachleute anderer
wissenschaftlicher oder technischer Disziplinen werden dagegen hoffen,
fertige Rezepte zur Ldsung dieser oder jener praktischen Aufgaben zu
finden, ohne sich dabei im einzelnen fiir strenge Begriindungen zu interes-
sieren. Ungeachtet dieser extremen Standpunkte hat sich in unserer Zeit
ein gewisser Teil des mathematischen Wissens unter der Bezeichnung
»angewandte Mathematik‘‘ durchgesetzt. Einige Hochschulen bieten unter
diesem Namen Vorlesungen an.

Das vorliegende Buch ist nun der angewandten Algebra gewidmet. Den
Autoren sind nur wenige Biicher mit einem &hnlichen Titel bekannt.
Zu den verbreitetsten diirfte die Monographie [9] von G. BIRKHOFF und
T. BARTEE gehoren, die eine allgemeine breite Einfiihrung in die Ideen und
Methoden der modernen Algebra gibt, auf eine ausfiihrliche und griindliche
Behandlung konkreter Abschnitte aber verzichten mu8.

In unserem Buch geht es dagegen um einen wichtigen, konkreten Teil
der angewandten Algebra: es wird vor allem von Permutaiionsgruppen und
ihren Anwendungen in verschiedenen Bereichen die Rede sein. Wir haben
uns das Ziel gesetzt, den Leser so mit dem Gruppenbegriff (genauer Permu-
tationsgruppen) vertraut zu machen, da er die Natiirlichkeit, Unumging-
lichkeit und schlieBlich auch die Niitzlichkeit dieser algebraischen Struktur
,,Gruppe’ empfindet und sie zu handhaben lernt. Die Ideen der Grup-
pentheorie haben sich in der Mathematik und ihren Anwendungen
(Physik, Chemie, Informatik) als duBerst wichtig und trachtig erwiesen.
Dennoch gibt es bis heute nur wenige, einem breiten Leserkreis zugang-
liche Biicher, in denen der Gruppenbegriff ausfiihrlich behandelt, durch
zahlreiche Beispiele und Anwendungen erliutert und der natiirliche Zu-
sammenhang zwischen gruppentheoretischen Ideen und verschiedenen
Methoden der Kombinatorik und diskreten Mathematik aufgezeigt wird.
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Wir hoffen, daB unser Buch in einem gewissen Grade diese Liicke
schlieBen kann.

Das Buch wendet sich an einen breiten Leserkreis, vornehmlich an Stu-
denten und Lehrkréifte (von Universitdten, insbesondere aber auch von
Pidagogischen und Technischen Hochschulen) mit Interesse fiir Mathe-
matik oder Informatik. Zweifellos wird es auch fiir Mathematiklehrer
(Oberstufe), Leiter von mathematischen Schiilerzirkeln und andere Interes-
senten niitzlich sein, sich mit einigen Teilen des Buches (z. B. Kapitel 1
und 2) vertraut zu machen (wahrend Kapitel 3 und 4 als Grundlage fiir
Spezialvorlesungen dienen kénnen). Vom Leser werden nur wenige Vor-
kenntnisse verlangt (die etwa aus einer Grundvorlesung iiber Algebra oder
einschlagigen Lehrbiichern bekannt sind bzw. im algebraischen Anhang
nachgeschlagen werden kénnen), wenn auch eine gewisse Vertrautheit mit
mathematischen Gedankengéangen wiinschenswert ist. Die Darstellung des
Materials bleibt elementar, insbesondere werden keine Spezialkenntnisse
aus der Gruppentheorie vorausgesetzt.

Fiir endliche algebraische Strukturen (speziell Permutationsgruppen)
héngen Algebra und Kombinatorik eng zusammen. Beide — die Permuta-
tionsgruppentheorie als Teilgebiet der Algebra wie auch die Kombinatorik —
haben im internationalen Rahmen in den letzten Jahrzehnten einen uner-
wartet groBen Aufschwung genommen, der wesentlich auch durch die
rasche Entwicklung der Rechentechnik und den Bedarf an ,,diskreten‘
(im Gegensatz zu kontinuierlichen) Methoden und Strukturen bedingt war.
Diesen Erfordernissen mufl auch die Ausbildung von Mathematikern (und
Mathematiklehrern) Rechnung tragen. Einen Beitrag dazu soll das vor-
liegende Buch leisten; es ist. kein Lehrbuch im traditionellen Stil weder fiir
Algebra (in der die Permutationsgruppen meist nur im Rahmen der Grup-
pentheorie kurz behandelt werden) noch fiir Kombinatorik (in der die
permutationsgruppentheoretischen Grundlggen kaum oder nur kurz er-
wahnt werden), vielmehr fiihrt es den Leser in aktuelle Gebiete der Algebra
und Kombinatorik (auch Graphentheorie) ein — an ausgewahlten Stellen
bis hin zu aktuellen Forschungsproblemen — und vermittelt ihm das Ver-
stindnis fiir algebraisch-kombinatorische Problemstellungen und: Denk-
weisen und deren Anwendungen. Wenn hier von Anwendungen ;die- Rede
ist, 8o verstehen wir darunter — im Rahmen dieses Buches — Anwendungen
des dargestellten mathematischen Apparates, nicht aber technische. Reali-
sierungen.

Auf zwei Dinge soll gesondert hingewiesen werden: Das Buch enthilt
sehr viele Beispiele, die z. T. recht ausfiihrlich behandelt werden. Damit
sollen nicht nur die abstrakteren Resultate erlautert, sondern gleichermaflen
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mogliche weitere (abstrakte) mathematische Folgerungen am komkreten
Fall demonstriert werden, und es soll die Fahigkeit geschult werden, die
mathematischen Grundlagen anzuwenden und das Wesentliche zu er-
kennen. Diesem Zweck, den Stoff besser zu erfassen, dienen auch die
Ubungsaufgaben; es sei dem Leser empfohlen, die im Text durch (Ub!)
als Ubung gekennzeichneten Aussagen selbst ndchzuweisen; die Awufgaben
am SchluB jedes Kapitels sind nur als Erginzung zu den Ubungen im Text
zu verstehen (ein beigefiigter * kennzeichnet einen gréBeren Schwierigkeits-
grad).

Hier noch einige Bemerkungen zur Gestaltung des Buches: In jedem
Kapitel sind Definitionen, Satze, Beispiele, meist auch Bemerkungen u. 4.,
fortlaufend numeriert. Das Ende eines Beweises wird durch B gekenn-
zeichnet. Steht B direkt hinter einer Aussage, 8o ist deren Beweis nach dem
Vorangegangenen unmittelbar klar oder aber — z. T. durch in Klammern
hinzugefiigte Hinweise — leicht nachpriifbar. Auf den algebraischen An-
hang wird im Text durch beispielsweise A.1.2. hingewiesen.

Der Text des Buches basiert hauptsachlich auf Vorlesungen des ersten
Autors am Padagogischen Institut in Kaluga (UdSSR) und wurde u. a.
auch fiir Vorlesungen an der Padagogischen Hochschule Erfurt genutzt. Die
dabei gewonnenen Erfahrungen fiihrten zu dem Wunsch nach Zusammen-
stellung und Erweiterung des Materials und wurden bei der Abfassung des
vorliegenden Buches beriicksichtigt. . ‘

Herrn Dr. I. A. FArADZEV danken wir fiir die Durchsicht einer ersten
Fassung des Manuskripts und fiir seine hilfreichen Bemerkungen. Ebenso
gilt unser Dank Herrn Prof. Dr. H. Luvgowsk: und Herrn Prof. Dr. B.
GANTER fiir die begutachtende Durchsicht des Manuskripts und wertvolle
kritische Hinweise. Dankbar gedenken wir des 1984 verstorbenen Herrn
Dr. L. BoLr, der durch sein Interesse und seine Bemiihungen die Publi-
kation des Buches wesentlich gefordert hat.

Dem VEB Deutscher Verlag der Wissenschaften, insbesondere der
Lektorin Frau Dipl.-Math. E. ARNDT, danken wir fiir die gute Zusammen-
arbeit wiahrend der Vorbereitung und Drucklegung des Buches, den Mit-
arbeitern der Druckerei fiir ihre sorgfialtige Arbeit.

M. Cr. KLIN
R. POsorEL
K. RosENBAUM

Moskau/Dresden/Erfurt, im Frithjahr 1987
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Einleitung

Wie im Vorwort schon ausgefiihrt wurde, behandelt das vorliegende Buch
auf zumeist elementarem Niveau einen konkreten Teil der angewandten
Algebra. Endliche (,,diskrete‘‘) algebraische und kombinatorische Struk-
turen, genauer Permutationsgruppen und Relationen (meist binare, d. h.
Graphen), stehen im Mittelpunkt des Interesses. Zur Motivierung der unter-
suchten Probleme wird — iiber das im Vorwort Gesagte hinaus — noch an
den entsprechenden Stellen in den einzelnen Kapiteln eingegangen werden.

Das Buch ist in vier Kapitel gegliedert. Im ersten Kapitel werden elemen-
tare Eigenschaften von Permutationsgruppen behandelt. Dabei sind die
ersten Abschnitte, in denen Grundbegriffe wiederholt werden, an manchen
Stellen etwas knapper gehalten (einige einfache Beweise fehlen; wer jedoch
Interesse an diesen gruppentheoretischen Resultaten findet, kann die ent-
sprechenden Fakten und Beweise z. B. in [38] und [50] nachlesen). Aus-
fithrlicher stellen wir dagegen kombinatorische Eigenschaften von Permu-
tationsgruppen, Grundbegriffe invarianter Relationen und Operationen iiber
Permutationsgruppen dar. Besonders anschauliche Beispiele sind die
Symmetriegruppen geometrischer Figuren, die- weit iiber die Mathematik
hinaus bekannt sind und in Abschnitt 1.6 behandelt werden.

Das zweite Kapitel bringt eine Einfithrung in die Abzahlungstheorie —
einen reizvollen Teil der modernen Mathematik. Hier wird zunachst das
klassische Resultat iiber die Anzahl der Bahnen von Permutationsgruppen
behandelt, das lange Zeit als Lemma von BURNSIDE bezeichnet wurde,
richtiger aber Lemma von CAucHY-FROBENIUS-BURNSIDE genannt werden
sollte (vgl. 2.1.C). Danach bringen wir die Grundideen der Pélya-Methode,
des wichtigsten Hilfsmittels in der Abzahlungstheorie. Diese Methode wird
bei der Losung von Aufgaben, die man der Unterhaltungsmathematik zu-
rechnen kénnte, aber auch bei der Behandlung tieferliegender Klassifizie-
rungsfragen der diskreten Mathematik demonstriert. '

Der Schwierigkeitsgrad und damit die Anforderungen an den Leser steigen
etwas in den letzten beiden Kapiteln, obwohl auch hierbei die Darstellung
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relativ elementar gehalten wurde. In diesen Kapiteln geht es um Zusammen-
hinge zwischen Permutationsgruppen und biniren Relationen, letztere
kann man sich am besten als Graphen (vgl. A.3) vorstellen. Graphen sind
bei vielen Anwendungen innerhalb wie auBlerhalb der Mathematik ein
auBerordentlich niitzliches Hilfsmittel. Im dritten Kapitel werden Auto-
morphismengruppen von Graphen untersucht, und das Isomorphieproblem
fiir Graphen — eine der zentralen Fragen der modernen diskreten Mathe-
matik — wird behandelt. Dazu werden Grundkenntnisse iiber V-Ringe und
zellulare Ringe vermittelt und deren Anwendungen sowohl innerhalb als
auch aufBerhalb der Theorie der Permutationsgruppen betrachtet.

Die Theorie der V-Ringe und zellularen Ringe bildet: auch den algebrai-
schen Hintergrund fiir das — etwas knapper geschriebene,—: viert:e_,.Kgpitel,
in dem ,,besonders symmetrische‘‘ Graphen betrachtet werden, Eine Reihe
algebraisch-kombinatorischer Probleme und Aufgaben.. wird . untersucht,
insbesondere solche, die mit dem =-dimensionalen: Einheitswiirfel:, und
seiner Automorphismengruppe zusammenhéangen.

In dem algebraischen Anhang sind einige wichtige. algebraische und
graphentheoretische Grundbegriffe, Bezeichnungen und ,Definitionen :zu-
sammengestellt, auf die der Leser mit geringeren mathematischen Vorkennt-
nissen bei Bedarf zuriickgreifen kann.

Bei einem Blick in das Literaturverzesichnis fallt auf, daB auch eine Reihe
von Publikationen in russischer Sprache zitiert wu;gle,g_DieSQ.;Litgra.th;-,
stellen sind, da man sie in deutsch- oder englischspra.éb_ig,emPublikp,tionen
kaum finden kann, zur reinen Information fiir den ,interessierten: Leser
gedacht. Dagegen wollen wir hier noch auf einige im. theraturyerzelchms
aufgefiihrte Biicher hinweisen, die leichter zuganglich sind, ind die;— meist
auf mathematisch anspruchsvollerem Niveau — ,dem Leser.dazu: dienen
kénnen, seine Kenntnisse auf den in diesem Buch: a.ngesprqch@neg.‘{}ebl,eten
zu vertiefen und zu erweitern (die einzelnen Gebiete:kdnnen;. allerdings
auf Grund innerer Zusammenhinge nicht so getrennt ;werden;-wie.es-hier
den Anschein haben mag):

Angewandte Algebra (Ubersicht)?): [9],
Algebra?) und Gruppentheorie: [50, 36, 2],

1) Speziell fir Informatiker sei noch verwiesen auf: W, D6grLER nnd J, MiHL-
BAOHER, Graphentheorie- fiir Informatiker. Sa.mmlung Géschen, 'W. de Gruyter
Berlin—New York 1973, sowie H.Kaisgr, R. MrrTz und G. ZmI.l:&‘GEB, Algebm
fur Informatiker, 2., verbesserte Auflage, Spnnger-Verlag, ‘Wien —~New' York 1985.

?) Vgl. auch R. KOOB:ENDISBHER, Einfihrung in die {Algebra, 4.; neubearb. :Auf-
lage, VEB Deutscher Verlag der Wissenschaften, Berlin 1974.
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Permutationsgruppen: [75, 38, 8],

Kombinatorik: [1, 29, 22, 8],

Graphentheorie: [63, 30, 64, 19],

Kodierungstheorie: [51, 48, 49, 58],

V-Ringe und zellulare Ringe: [75, 76, 58; Kapitel 8, 73],
Funktionen- und Relationensysteme (Diskrete Mathemaitik): [58, 25].



1. Grundlagen aus der Theorie der Permutationsgruppen

1.1. Permutationen und Permutationsgruppen

A. Verschiedene Darstellungen von Permutationen

Es sei N eine Menge von n Elementen. Diese Anzahl » wird auch mit |N|
bezeichnet und heift die Mdchtigkeit der Menge N ; wir kénnen also |N| = n
schreiben. Unter einer Permutation der Elemente von N (kurz auch Per-
mutation von N oder Permutation auf der Menge N) versteht man eine
eineindeutige (bijektive) Abbildung von N auf sich (vgl. A.1.2). Man sagt
auch, die Permutation operiert auf der Menge N. Permutationen werden
im folgenden meist mit kleinen lateinischen Buchstaben bezeichnet.

Die verbreitetste Darstellungsart von Permutationen ist die in zwei
Zeilen: In der ersten Zeile stehen in irgendeiner Reihenfolge alle verschie-
denen Elemente aus N, wahrend in der zweiten Zeile unter jedem Element
der ersten Zeile sein Bild nach Anwendung der gegebenen Permutation
steht. Jede dieser zwei Zeilen ist also eine geordnete Folge der n verschie-
denen Elemente von N. Eine solche geordnete Folge nennen wir hier An-
ordnung von N. Eine gegebene Permutation kann in verschiedener Weise
aus zwei Zeilen von Anordnungen dargestellt werden.

1.1.1. Beispiel. Essei N = {a, b, ¢, d, ¢, f}. Dann stellen

abcdef acfedbd) und efacdbd

bcaedf]’ \bafdec dfbaec
dieselbe Permutation g der Elemente von N dar, die das Element @ in b, b
in ¢, ¢ in a, usw. iiberfiihrt.

Die Wirkung einer Permutation g auf ein Element a € N (d. h. das Bild
g(a) — den Funktionswert — von a bei Anwendung von g) kennzeichnen
wir mit af.

Meistens nehmen wir fiir N ein Anfangsstiick der Menge der natiirlichen
Zahlen, d.h. N ={1,2,83,..., 0}, bisweilen auch N ={0,1,...,n — 1}.
Dabei wollen wir ein fiir allemal verabreden, in der ersten Zeile (der Dar-
stellung einer Permutation) die natiirliche Reihenfolge fest zu lassen. Da-
durch hat man eine Bijektion zwischen allen Anordnungen der Menge N

9 Klin, Angewandte Algebra
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(den zweiten Zeilen namlich) und allen Permutationen von N. Da es be-
kanntlich genau 7! viele Anordnungen der Menge N gibt, erhalten wir sofort
den folgenden Satz.

1.1.2. Satz. Die Anzahl der Permutationen einer n-elementigen Mengeistn! i

Die Angabe einer Permutation durch zwei Anordnungen ist etwas schwer-
fillig. ZweckmaBiger ist die Zyklenschreibweise, die sich aus dem Graphen
einer Permutation gewinnen 1t (vgl. A.3 fiir die benutzten graphentheore-
tischen Begriffe). Es sei g eine Permutation auf der Menge N. Die Elemente
von N seien die Knoten des zu g gehérenden Graphen I'= I'(g) (d. h.
V(I") = N). Von einem Knoten z geht genan dann eine Kante (Pfeil) zum-
Knoten , wenn y = 29 ist (d.h. E(I") = {(z, y) | y = »°}). Bekanntlich
heiBt ein gerichteter Graph zusammenhdngend, wenn es von jedem beliebigen
Knotenpunkt entlang der KantenYeinen Weg zu jedem beliebigen anderen
Knotenpunkt gibt. Jeder Graph ist zusammenhéangend oder die Vereinigung
seiner zusammenhiangenden Teile (Zusammenhangskomponenien). Fiir den
betrachteten Graphen I'(g) sind diese Zusammenhangskomponenten sogar
Kreise, da jeder Knoten von I'(g) Anfangspunkt und auch Endpunkt genau
einer Kante ist (warum? Ub!). Damit gilt:

1.1.3. Satz. Der Graph jeder Permuiation ist ein Kreis oder die Vereinigung
von paarweise disjunkten Kreisen. 1 ([38])

1.1.4. Beispiel. In Abb. 1 sieht man den Graphen der Permutation

_ 123 4567 8910111213
T \35713294118 1 61210/)°

Er setzt sich aus Kreisen der Lange 6, 4, 2 und 1 zusammen.

3 2 >5
| | GDQ Qﬂ
10 13 11 8

Abb. 1. Der Graph der Permutation g

Um den Graphen einer Permutation linear aufschreiben zu kénnen, wer-
den die Knotenpunkte jeder Zusammenhangskomponente in runde Klam-
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mern gesetzt, und zwar in der durch die Pfeile vorgeschrichenen Reihen-
folge — dies heilt dann ein Zyklus der Permutation (falls n6tig, konnen zur
besseren Abtrennung Kommas zwischen die Elemente gesetzt werden).
Die so entstehende Zerlegung in elementfremde Zyklen heilit (vollstindige)
Zyklendarstellung der gegebenen Permutation. Jedes Element kommt in
genau einem Zyklus vor. Die Zyklendarstellung ist nicht eindeutig beziiglich
der Reihenfolge der Zyklen und beziiglich des ersten Elements in jedem
Zyklus. So hat das obige Beispiel 1.1.4 etwa die folgenden Darstellungen:

g=1,3,1,4,13,10) (2, 5) (6, 9, 8, 11) (12)
— (12) (2, 5) (6, 9, 8, 11) (1, 3, 7, 4, 13, 10)
—= (7,4, 13, 10, 1, 3) (11, 6, 9, 8) (5, 2) (12) — ---.

Von allen diesen Darstellungen erscheint die erste in einem gewissen Sinne
kanonisch: Jeder Zyklus beginnt mit dem kleinsten nicht in den vorange-
gangenen Zyklen enthaltenen Element. Spater werden wir (bei festem N)
haufig alle Zyklen der Linge 1 weglassen; das ergibt die sogenannte ver-
kiirzte Zyklendarstellung. Die Kommas werden ebenfalls meist weggelassen
(und bei mehrstelligen Zahlen durch Zwischenrdaume ersetzt).

B. Die Multiplikation von Permutationen und ihre Eigenschatten

Es seien g und b Permutationen auf derselben Menge N. Unter dem Produkt
(,, Multiplikation*‘, Komposition) go h, kurz gk, dieser Permutationen
versteht man die Permutation f der Menge ¥, die durch

z/ = (29)* fiirallex € N

definiert ist. Die Permutation f = go A ist also die Hintereinanderaus-
fithrung der Permutationen g und A: erst g, dann 5.

Ist g eine Permutation und sind ¢, ¢y, ..., ¢; die Zyklen der (vollstdndigen)
Zyklendarstellung von g, so 14t sich jeder Zyklus ¢; als verkiirzte Zyklen-
darstellung einer Permutation g; auffassen (alle nicht in ¢; vorkommenden
Elemente werden bei g; identisch auf sich selbst abgebildet). Es gilt dann

g =giga-ge  (UDY).
Die Reihenfolge der g; bei der Produktbildung spielt hier keine Rolle, da die
Zyklen c; paarweise elementfremd sind (Ub!). Ist c; ein Zyklus der Linge 1,
80 ist g; die identische Permutation. Deshalb kann man auch stets die ver-
kiirzte Zyklendarstellung verwenden. Die Zyklendarstellung ist also nichts
anderes als die Darstellung einer Permulation als Produkt elementfremder

2%
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Zyklen. Die Permutationen g; (bzw. g) bezeichnet man dann sinnvoller-
weise auch durch ihire Zyklen ¢; (bzw. Zyklendarstellung ¢,c,---¢;) und spricht
von dem Zyklus oder der zyklischen Permutation c¢; (+ =1, ..., k). Die Wir-
kung einer Permutation g kann aus der Zyklendarstellung g = ¢,cy:--¢3
leicht abgelesen werden: Fiir ein Element a € N sucht man sich den Zyklus
¢;, in dem a vorkommt. Dann ist das Element, das hinter a steht, gerade
das Bild a? (steht @ am Ende des Zyklus vor der schlieBenden Klammer, so
ist a? das erste Element des Zyklus; bei der verkiirzten Zyklendarstellung
werden nichtauftretende Elemente auf sich selbst abgebildet).

Aus der Definition des Produktes ergibt sich unmittelbar:

1.1.5. Satz. Das Produkt zweier Permutationen der Menge N ist wieder eine
Permutation der Menge N. I

1.1.6. Beispiel. Es sei

1234586
= . = (13) (254) (6
g (351246) (13) (254) (8)
und
_ (123458) _ 1364) (25).
366124/
Dann wird
123456
— = (1645) (2) (3
g (623514) (1645) (2) (3)
und

2
hg=(1 3456

(4635 2) = (1) (2436) (5)-

Die Multiplikation von Permutationen ist also im allgemeinen nicht
kommutativ.

1.1.7. Satz. Die Multiplikation von Permutationen ist assoziativ. § ([38])

Die Permutation, welche jedes Element der Menge N festlafit, heiflt die
identische oder Einheitspermutation und wird mit e bezeichnet, d. h. 2* = =
fiir alle x € N. Offensichtlich ist eo g = go e = g fiir alle Permutationen g
der Menge N.

1.1.8. Satz. Fiir jede Permutation g von N existiert eine eindeutig bestimmie
Permutation g' von N mit der Eigenschaft

gog =g og=e. 0([38], Ub).
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Diese Permutation g’ heiit die zu g inverse Permutation und wird mit
g~! bezeichnet. Ist g in Form von zwei Zeilen (von Anordnungen) gegeben,
so erhdlt man daraus g1, indem man die obere mit der unteren Zeile ver-
tauscht. Der Graph der inversen Permutation g~! entsteht aus dem Graphen
von g, indem man die Richtung aller auftretenden Pfeile umkehrt. Bei der
Zyklenschreibweise wird die Reihenfolge innerhalb der Zyklen umgekehrt.

1.1.9. Beispiel. Es sei

_ (12345678) (138) (2546) (7).
35864271

Dann ist
1 358642171 _ 12345678 — (183) (2645) (7).
12345678 86152473

Die Permutationen sind ein Paradebeispiel fiir den Gruppenbegriff
(vgl. A.2.1):

1.1.10. Satz. Die Menge aller Permutationen einer Menge N bildet beziiglich
der Multiplikation eine Qruppe. I

Die Gruppe aller Permutationen der Menge N heiflt die symmetrische
Gruppe der Menge N und wird mit S(N) bezeichnet. Ist |[N| = n, so schreibt
man dafiir auch kurz S, und nennt sie die symmelrische Gruppe vom Grad n.

C. Permutationsgruppen

Jede Untergruppe (vgl. A.2.2) @ der symmetrischen Gruppe S, werden wir
im folgenden als eine auf N operierende Permutationsgruppe vom Qrad n
bezeichnen. Wir verstehen also unter einer Permutaiionsgruppe ein Paar
(@, N), bestehend aus einer Gruppe @ von Permutationen und der Menge N
von Elementen, auf denen diese Permutationen operieren. Das Einselement
18t die identische Permutation, die wir stets mit e bezeichnen. Zum Nach-
weis der Untergruppeneigenschaft einer Teilmenge ist das folgende Kri-
terium niitzlich:

1.1.11. Satz. Eine nichtleere Teilmenge G S 8, ist genau dann eine Gruppe,
wenn sie beziiglich der Multiplikation abgeschlossen ist, d. h., wenn

§1092 € G fiiralle g,, 9, € G
gilt. 1 (Ub))
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Enthalt @ genau m Permutationen, so gestattet dieses Kriterium nach
m? Multiplikationen festzustellen, ob G eine Gruppe ist oder nicht. In realen
Situationen ist es in der Regel praktisch unméglich, so viele Multiplikatio-
nen wirklich auszufiihren. Daher wird man gewshnlich ein anderes Prinzip
anwenden miissen, das wir hier (vor seiner genauen Formulierung in 1.5.16)
zunichst nur an einem Beispiel erlautern wollen.

1.1.12. Beispiel. Es sei G = {(1) (2) (3) (4), (12) (34), (13) (24), (14) (23)}
eine Teilmenge von S;. Um die Gruppeneigenschaft von G zu erkennen,
bemerken wir zunichst, daB G aus genau den Permutationen der Menge
{1, 2, 3, 4} besteht, die den Bewegungen der Ebene entsprechen, welche das
Rechteck in Abb. 2 auf sich selbst abbilden (Deckabbildungen, d. h. Spiege-
lung an den Symmetrieachsen und Drehung um 180°). Offenbar ist die
Hintereinanderausfithrung von je zwei dieser Bewegungen wieder eine
Bewegung, die das Rechteck auf sich abbildet. Nach unserem Kriterium
1.1.11 ist @ damit eine Gruppe. Hierbei haben wir davon Gebrauch gemacht,
dafl sich alle Permutationen aus @ dadurch charakterisieren lassen, eine
gewisse Eigenschaft (Ecke eines gegebenen Rechtecks zu sein) festzulassen.

1 2

Abb. 2

4 3

Wir erinnern daran, eine natiirliche Zahl » heifit die Ordnung eines Ele-
mentes g einer Gruppe @, wenn g® = e und g* 3 e fiir alle ¥ < = gilt (vgl.
A2.1).

1.1.13. Lemma. Die Ordnung einer Permulation g ist gleich dem kleinsten
gemeinsamen Vielfachen der Zyklenlangen in der Zyklendarstellung von g. R
(Vgl. etwa [38].)

1.1.14. Beispiel. Die Permutation g = (12 3 4) (5 6 7) (8 9) (10) hat die
Ordnung 12 = kgV{4, 3, 2, 1}.

1.1.15. Lemma. Ist ¢ = a,a,:--a, ein Produkt von k Elementen einer Gruppe
G, dann ist g7 = a;'---a; et B ([38], Ubl)

D. Der Satz von Cayley

Permutationsgruppen sind die wichtigsten der in diesem Buch studierten
Objekte. Im folgenden soll ihre praktische Bedeutung an vielen Beispielen
erlautert werden. Es zeigt sich, dafl Permutationsgruppen ein universelles
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Objekt der Gruppentheorie sind : jede beliebige abstrakte Gruppe 1a8t sich
als Permutationsgruppe realisieren, wie der folgende Satz zeigt.

1.1.16. Satz (Satz von CAYLEY). Es sei G eine beliebige Gruppe und Q* die
Menge aller Permutationen g*, die auf den Elementen der Menge G durch
Rechtsmultiplikation gemaf

P =xg firallexe @

operieren. Dann ist (G*, Q) eine Permutationsgruppe — die sogenannie
rechtsregulare Darstellung von G — die zur Gruppe G isomorph ist. ® (Vgl.
etwa [50], Ub!)

1.1.17. Beispiel. Wir bilden zu der symmetrischen Gruppe

S3 = {91, 92, 93, 9, F5, 9} mit g, = e = (1) (2) (3), 9 = (12) (3), g3 = (13) (2),
gs = (1) (23), gs = (123), g¢ = (132) die Cayleysche Strukturtafel, d. h. die
Multiplikationstabelle (Tab. 1):

Tabelle 1

1 92 s Ga 9s Gs

)1 g1 G2 Os Ga s Gs
ga ga 1 Us G g3 Ga
gs s 96 h 95 Ga 9e
g4 g¢ s 9¢ T 92 Gs
s s G« 92 g3 G¢
Js gs 95 9s 92 T s

Nun kénnen wir sechs Permutationen der Gestalt

gt = (gl g2 93 94 9s go)
Yo \gi, 9i. 96, 95,95, 9,

bilden, in denen die untere Zeile jeweils die :-te Spalte der Cayleyschen
Strukturtafel (Tab. 1) ist (i =1, 2, ..., 6). Diese Permutationen g3, g3, g3,
gs, g, 9; vom Grad 6 bilden eine zu S, isomorphe Gruppe. Um die Bezeich-
nung zu vereinfachen, ist es zweckméaBig, diese neuen Permutationen auf
den Indizes j statt auf den Permutationen g; (f = 1, ..., 6) aus S; operieren

zu lassen, d. h. (7‘)’:" = 1; statt (g,)‘.’ = ¢;,. Wir erhalten dann
g1 = (1)(2) (3) (4) (8) (8), g; = (14) (26) (35),
g; = (12) (36) (45), g5 = (156) (234),
g; = (13) (25) (46), gs = (165) (243).
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Wir bemerken, daf3 alle von der identischen Permutation verschiedenen
Permutationen ¢! keinen Zyklus der Lange 1 haben. Sie bewegen also alle
Elemente der Menge {1, 2, 3, 4, 5, 6}. In diesem Beispiel spielte S; die Rolle
der abstrakten Gruppe G aus 1.1.16. Als S} erhielten wir eine Untergruppe
von S; (genauer zundchst von S(S;)).

Permutationsgruppen kénnen als abstrakte Gruppen isomorph sein,
ohne daBl die Mengen, auf denen sie wirken, in irgendeiner Weise zusammen-
hingen miissen (z. B. S, und S?). Anstelle der Isomorphie verwendet man
deshalb bei Permutationsgruppen den Begriff der Ahnlichkeit, der be-
sohreibt, wann zwei Permutationsgruppen als nicht wesentlich verschieden
betrachtet werden konnen (unter Beriicksichtigung, dafl die Elemente
Permutationen sind):

1.1.18. Definition. Zwei Permutationsgruppen (G, N) und (H, M) heiflen
dhnlich, wenn eine bijektive Abbildung f: N — M existiert, so dal H aus
allen Permutationen ¢(g) der Form

pl9) = [7'9f € S(M)
besteht (dann ist ¢: @ — H ein Gruppenisomorphismus (Ub1)).

Es gilt f(a%) = (f(a))*®. Damit sind alle Aussagen, die fiir (G, N) gelten,
auch auf eine dazu #hnliche Gruppe (H, M) iibertragbar, wenn man a
durch f(a) und g durch ¢(g) ersetzt.

1.2. Die symmetrische und die alternierende Gruppe

A. Erzougende der symmetrischen Gruppe

1.2.1. Es sei @ eine Gruppe. Man sagt, dafl die Elemente g,, ..., g, aus G die
Gruppe @ erzeugen (oder ein Erzeugendensystem fiir @ bilden), wenn sich jedes
Element z € @ als Produkt x,x,---x, mit x; € {g;, ..., g, 97, -.., g7 '} dar-
stellen 1i8t. Man schreibt in diesem Fall @ = ({g,, ..., gi}) oder G = (g, ...,gs)
(vgl. A.2.2).

1.2.2. Beispiel. Iis ist bekannt (etwa aus einem Grundkurs Geometrie),
dafl die Axialsymmetrien die Bewegungsgruppe der Ebene erzeugen. Jede

Bewegung der Ebene laf3t sich als Produkt von hichstens drei Axialsymme-
trien darstellen.
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1.2.3. Definition. Eine Permutation ¢ einer Menge N heift Transposition
der Elemente #,j € N oder einfach Transposition, wenn es in ihrer Zyklen-
darstellung einen Zyklus (¢7) der Linge 2 gibt und wenn alle anderen Zyklen
die Lange 1 haben.

Bei Permutationen schreiben wir Zyklen der Linge 1 von jetzt an oft

nicht mit, wenn aus dem Zusammenhang klar ist, auf welcher Menge diese
Permutationen operieren.
1.2.4. Beispiel. Es sei N = {1, 2, 3, 4, 5, 6}. Die Permutation ¢ = (1) (2)
(35) (4) (6) ist eine Transposition, die wir abgekiirzt mit ¢ = (35) be-
zeichnen (falls in N Zahlen mit mehreren Ziffern auftreten, kénnen wir
natiirlich wieder Kommas einfiigen, falls Verwechslungen zu befiirch-
ten sind: ¢ = (3, b)).

Transpositionen spielen bei der Erzeugung der symmetrischen Gruppe
eine Rolle.

1.2.6. Satz. Die folgenden Teilmengen sind Erzeugendensysteme der symme-
trischen Qruppe S(N) (N = {1,2, ..., n}):

a) alle Transpositionen der Elemente von N ;
b) {(12), (23), (34), ..., (n — 1, m)};
c) {(12), (13), (14), ..., (In)};
d) {(12), (123 ... n)}.
Beweis. a) Jeder Zyklus g = (a,a,---a;) der Linge k aus S(N) 148t sich
wie folgt als Produkt von Transpositionen schreiben:
(@18y:-ap) = (218,) (3183)-+-(212) -
Eine beliebige Permutation 2 € S(N) denken wir uns in der Zyklendar-
stellung gegeben:
h = (a,ay---a;) (bybg---b;)---.
Da sich jeder Faktor als Produkt von Transpositionen darstellen 1aBt, gilt
das auch fiir ganz h.
b) Jede Transposition (¢,7) mit 1 < ¢ _S_/ 7 < n laBt sich darstellen in
der Gestalt (Ud!)
(i) = Goi + 1) G+ L, i + 2)
=L 0—27—-1D0G—3,7—2)(¢+1,:+42) (G ¢+ 1).

Da nach a) alle Transpositionen ganz S(N) erzeugen, ist auch das System b)
ein Erzeugendensystem.
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¢) Die Behauptung ist klar wegen (¢j) = (12) (15) (13).

d) Es seia = (12) und b = (12..-n). Dann wird nacheinander b~ = "1,
(23) = b lab, (34) =b"1(23)D,...,(n —1,n) =b"(n — 2,n — 1)b. Nach
b) ist also auch {a, b} ein Erzeugendensystem. §

B. Gerade und ungerade Permutationen

Eine Permutation 1aBt sich natiirlich auf mehrere Arten in ein Produkt von
Transpositionen zerlegen. So ist beispielsweise

(1) (2) (37) (4) (5) (6) = (13) (17) (13) = (34) (45) (56) (67) (56) (45) (34).

Wir interessieren uns fiir die Frage, was allen diesen verschiedenen Dar-
stellungen gemeinsam ist.

1.2.6. Lemma. Ist g eine Permutation und t esne T'ransposition einer Permu-
tationsgruppe, so unierscheiden sich die Anzahlen der Zyklen in den Zyklen-
darstellungen von g und gt um 1.

Beweis. Wir setzen ¢ = (i) und betrachten zwei Falle:

1. Die Elemente ¢ und § kommen im selben Zyklus der Permutation g
vor, etwa g = (...)--(3, by, ..., Ky, 7, P15 -+ » Pg)-++(...). Da ¢ und § in den
durch Piinktchen angedeuteten Zyklen nicht vorkommen, ist dann

gt = (...) (@ kyy oo B) (0, D1y oo D)o (-0 0)
Die Anzahl der Zyklen hat sich also um 1 erhéht.

2. Wenn dagegen ¢ und § in verschiedenen Zyklen von g auftreten, dann
verschinelzen diese Zyklen in g¢ zu einem (Ub!). Die Gesamtzahl der Zyklen
nimmt um 1 ab. §

1.2.7. Lemma. Ist die identische Permulation e als Produkt von k Transposi-
tionen dargestellt, etwa e = t,ty---1;, so 18t k stets eine gerade Zahl.

Beweis. Aus der Gleichung t,¢,---#, = e erhalten wir durch Linksmulti-
plikation mit e sofort effy---t, = e. Nach 1.2.6 andert sich die Anzahl der
Zyklen von e nach jeder Multiplikation mit einer Transposition um 1. Nach
insgesamt k& Multiplikationen erhalten wir wieder e. Dasist aber nur méglich,
wenn k eine gerade Zahl ist. il

1.2.8. Satz. Ist eine Permutation g € S, auf zwei verschiedene Arten als
Produkt von Transpositionen dargestellt, so ist die Anzahl der jeweils auf-
tretenden Faktoren entweder gleichzeilig gerade oder gleichzeitig ungerade.
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Beweis. Fiir jede Transposition gilt offenbar {2 — e, also ¢! = ¢. Iis
seien nun g = #,fy---f, = 8,8,---8; zwei verschiedene Darstellungen von
g € 8, als Produkt von Transpositionen ¢,, ..., &, s,, ..., 8;. Dann ist

e =gg = bly b8y o878 = iy i858

eine Darstellung der identischen Permutation als Produkt von ¥ + ! Trans-
positionen. Nach 1.2.7 ist k¥ + ! eine gerade Zahl, und das ist genau dann
der Fall, wenn k und [ gleichzeitig gerade oder gleichzeitig ungerade sind. §

Der eben bewiesene Satz gestattet es, einen neuen Begriff einzufiihren.

1.2.9. Definition. Eine Permutation heifit gerade (ungerade), wenn sie
sich als Produkt einer geraden (ungeraden) Anzahl von Transpositionen
darstellen 1a8t.

1.2.10. Satz. Eine Permutation ist genau dann gerade, wenn in threr Zyklen-
darstellung die Anzahl der Zyklen gerader Linge gerade ist.

Beweis. Nach der Formel aus dem Beweis von Satz 1.2.5a) folgt, daf
gich jeder Zyklus der Liénge k als Produkt von k — 1 Transpositionen
schreiben lifit. Wir denken uns nun eine beliebige Permutation ¢ in ihrer
Zyklendarstellung gegeben. Mit j, wollen wir dabei die Anzahl der Zyklen
der Linge k und mit n die Zahl der Zyklen verschiedener Lange bezeichnen.

Dann 1aft sich g als Produkt von s = } (¥ — 1) Transpositionen dar-
k=1

stellen. Die Zahl s ist nun genau dann gerade, wenn die Summe aller j,
mit geradem k, also die Anzahl der Zyklen gerader Lange, gerade ist. |

C. Die alternierende Gruppe

Die folgenden Aussagen ergeben sich leicht aus dem bisherigen (speziell
1.2.10).

1.2.11. Lemma. Das Produkt zweier Permutationen ist genau dann gerade,
wenn beide Faktoren gleichzeitig gerade oder ungerade sind.

Daraus (oder aus 1.1.15) folgt beispielsweise, dal g~ genau dann gerade
ist, wenn g gerade ist (denn e = gg~! ist gerade). Zusammengefat ergibt
sich:

1.2.12, Satz. Die Teilmenge aller geraden Permuiationen einer Menge N
bildet eine Untergruppe der symmetrischen Gruppe S(N). B
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Diese Untergruppe aller geraden Permutationen heiflt die alternierende
Gruppe der Permutationen vom Grad n, sie wird mit A(N) oder kurz mit 4,
(falls |N| = n ist) bezeichnet.

1.2.13. Satz. Die Ordnung der alternierenden Gruppe ist |A,| = ?2—1

Beweis. Mit einer ungeraden Permutation A bilden wir 4,h ={gh | g € A,}.
Das ist nach 1.2.11 die Menge aller ungeraden Permutationen. Also ist
S, =A,u Ak mit 4, n A,h = 8. Wegen |4, = |A,h| erhalten wir wie

1 n!
behauptet |4,| = 0 1S, = o |

1.2.14. Beispiel. Die alternierende Gruppe 4, = A({1, 2, 3, 4}) besteht
aus den Permutationen

Ay = {91, 925 93, Ja> 5> J6» 925 Is> 99> J105 J11> Gna}
mit

gr=e=(1)(2)(3)(4), g5=(1)(234), g, = (3) (124),

g: = (12) (34), gs = (1) (243), ¢10 = (3) (142),
gs = (13) (24), g, = (2) (134), g = (4) (123),
g. = (14) (23), gs = (2) (143), g2 = (4) (132).

1.3. Der Satz von Lagrange und seine Anwendungen

A. Der Satz von Lagrange

1.3.1. BEs sei H eine Untergruppe einer endlichen Gruppe ¢ und g € G. Die
Mengen der Form

Hg ={hg|h € HY bzw. gH = {gh|h € H}

heiflen Rechts- bzw. Linksnebenklassen von G nach H. Fiir g, g’ € @ gilt stets
Hg = Hg' oder Hg n Hg' = §. Das ist wie folgt einzusehen. Aus g’’ € Hgn Hg'
folgt g’ = hg = h'g’ fiir gewisse h, b’ € H, also ist g = h~thg = h~h'g und
damit Hg = Hh W'g’ = Hg' (weil Hh & H = Hh ! & Hh wegen der
Gruppeneigenschaft von H, d.h. Hh = H fiir alle h € H, ist). Da jedes
g € G in einer Nebenklasse (namlich Hg) enthalten ist, erhélt man also eine
Zerlegung von @ in Rechtsnebenklassen nach H:

Q@ = Hy Hg,u Hgyu -+ v Hg,.
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Die Anzahl k der Rechtsnebenklassen einer Gruppe @ nach einer Unter-
gruppe H heifit der Index von H in G und wird mit [G : H] bezeichnet. Ist
g' € Hg, d.h. ¢’ = hg mit h € H, so folgt Hg = Hg' (wegen Hh = H) und
umgekehrt (wegen ¢’ = eg’ € Hg'). Deshalb gehoren zwei Elemente g, g’ € G
genau dann zur gleichen Rechtsnebenklasse, wenn ein h € H existiert, so
daB g’ = hg gilt. Folglich ist die durch

g=¢g (modH):63he€ H: g = hgt)

erklirte binire Relation = (mod H) eine Aquivalenzrelation (vgl. A.1.3,
Ub!). Die zugehérige Klasseneinteilung liefert gerade die Zerlegung von @
in Rechtsnebenklassen. Analog erhdlt man eine Zerlegung

G=Hug;Hv-- ugiH

/
von @ in Linksnebenklassen nach H, zu der die Aquivalenzrelation g = ¢’
< 3h € H: g’ = gh gehort. Die Anzahl k' der Linksnebenklassen ist gleich
der Anzahl der Rechtsnebenklassen: Da jede Nebenklasse Hg oder gH aus
|H| Elementen besteht, hat man || = k |H| = ¥’ |[H|, also k = ¥'. Diese
Gleichung |G| = k [H| beweist zugleich auch folgenden wichtigen Satz:

1.3.2. Satz von LAGRANGE. Die Ordnung jeder Untergruppe H einer end-
lichen Gruppe Q vst Teiler der Ordnung von G. Dabes gilt |G| =[G : H] - |H|. B

1.3.3. Beispiel. In der alternierenden Gruppe G = 4, = A({1, 2, 3, 4})
betrachten wir die Teilmenge H = G, aller Permutationen aus @, welche
das Element 4 festlassen. Offenbar ist H eine Untergruppe von @ (Ub!,
vgl. 1.1.11). Mit den Bezeichnungen aus Beispiel 1.2.14 ist H = {g/, G115 Tra)-
Die Gruppe @ zerfillt dann in die folgenden Rechtsnebenklassen nach H:

H = He = {g1, g11, G1a}, Hga = (g2, s, 98} »
Hgy = (g5, gr0> 95}, Hge = {90 92, 9o} -

B. Untergruppen der symmetrischen Gruppe

Das Studium der Permutationsgruppen beginnt traditionell mit dem Ver-
such, alle Untergruppen der symmetrischen Gruppe vom Grad n zu be-
stimmen,

1.3.4. Beispiel. Die symmetrische Gruppe S; = {g;, g3, 93, 9u, gs» Jo} Mit
g1 = e, ga = (12), g5 = (13), g0 = (23), g5 = (128), gs = (132) (vgl. 1.1.17)

1) Die verwendeten mengentheoretlschen Symbole wie z.B. J gind in A.Q be-
schrieben.
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kann nach dem Satz von LAGRANGE nur nichttriviale Untergruppen der
Ordnungen 2 und 3 haben. In jeder Untergruppe der Ordnung 2 muf} das
vom Einselement verschiedene Element selbst die Ordnung 2 haben. Folg-
lich sind

G =1{e,ga), Gy =16, g3}, Gy = e, g

alle Untergruppen der Ordnung 2. Die alternierende Gruppe hat die Ord-
nung 3. Da jedes vom Einselement verschiedene Element einer Untergruppe
der Ordnung 3 selbst die Ordnung 3 haben muB8, ist Gy = 4; die einzige
Untergruppe der Ordnung 3. Zusammen mit den trivialen Untergruppen
Gy = (e} und GQy; = S; hat die symmetrische Gruppe S; damit insgesamt
sechs Untergruppen.

1.3.5. Beispiel. Etwas aufwendiger ist es schon, alle 30 Untergruppen der
syminetrischen Gruppe S, zu bestimmen. Nach dem Satz von LAGRANGE
(1.3.2) kann S, nichttriviale Untergruppen der Ordnungen 2, 3, 4, 6, 8 und 12
haben. Wie iin vorigen Beispiel erhalt man die Untergruppen der Ordnungen
2 und 3. Da 4 keine Primzahl ist, ist nicht jede Untergruppe der Ordnung 4
automatisch zyklisch, d. h., es kann auch Untergruppen der Ordnung 4
geben, die kein Element der Ordnung 4 enthalten. Eine solche, die aus den
Symmetrien eines Rechtecks besteht, haben wir in Beispiel 1.1.12 bereits
kennengelernt. Ein anderes Beispiel dafiir ist die Untergruppe

H = (e, (12) (3) (4), (1) (2) (34), (12) (34)}.

Sie laBt sich als die Menge aller Permutationen aus S, charakterisieren,
welche die Teilmenge {1, 2} & N auf sich abbilden.

Es ist klar (Ub!), daB solche, Teilmengen festlassende Permutationen
stets eine Untergruppe von S(XN) bilden. Die Untergruppen S; (= {g € S, |
49 = 4}) und A, von S; haben die Ordnungen 6 bzw. 12.

Die Gruppe der Deckabbildungen eines Quadrates mit den Eckpunkten
1,2, 3, 4 ist eine Untergruppe der Ordnung 8 (wir kommen spéter ausfiihr-
licher auf diese Gruppe zuriick, vgl. 1.6.6). Damit lassen sich insgesamt
30 Untergruppen vom Grad 4 bestimmen. Die auftretenden Anzahlen von

Untergruppen bei den jeweiligen Ordnungen sind in Tab. 2 zusammen-
gestellt.

Tabelle 2

Ordnung 1 2 3 4 6 8 12 24

Anzahl 1 9 47 4 3 1 1

Man kann zeigen, dafl damit alle Untergruppen erfaBt sind.
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Am Beispiel der Gruppe S, zeigt sich schon, wie kompliziert es ist, all-
gemein alle Untergruppen der symmetrischen Gruppe S, anzugeben. Ziem-
lich lange schon sind alle Untergruppen der 8, fiir n < 10 bekannt. Mit
Hilfe moderner elektronischer Rechner lieBe sich eine solche Aufzahlung
zweifellos noch fiir einige weitere n erreichen. Die Liste aller Untergruppen
wire aber wegen ihres gigantischen Umfangs schlecht iiberschaubar. In der
Theorie der Permutationsgruppen werden daher nicht alle Untergruppen
untersucht, sondern nur die, die in bestimmter Hinsicht interessant sind.
Von besonders groBem Interesse sind, wie wir bald sehen werden, die
Symmetrien gewisser kombinatorischer Objekte wie Graphen, Block-
Schemata und Boolesche Funktionen.

AbschlieBend bemerken wir, da3 der Satz von LAGRANGE nicht umkehrbar
ist: Nicht zu jedem Teiler d der Gruppenordnung von @ muB8 es eine Unter-
gruppe H S G mit |H| = d geben.

1.3.6. Beispiel. Die alternierende Gruppe A, der Ordnung 12 hat keine
Untergruppe der Ordnung 6. Den Beweis dafiir fithren wir spater (vgl. 1.3.15).

C. Die Bahnen von Permutationsgruppen

1.3.7. Es sei (G, N) eine Permutationsgruppe. Wir definieren eine binéire
Relation (vgl. A.1.3) ¢ & N X N durch

a,0a; > 39 € G:a; = af.

Diese Relation p ist eine Aquivalenzrelation auf N, denn wegen e € G ist p
reflexiv, wegen ¢g~! € @ symmetrisch und wegen ¢,g, € G (fiir ¢,, 9, € Q)
auch transitiv (I/b!). Zwei Elemente stehen also genau dann in der Relation
o zueinander, wenn eine geeignete Permutation aus G' das eine Element in
das andere iiberfiihrt.

1.3.8. Definitionen. Die Aquivalenzklassen der zu p aus 1.3.7 gehérenden
Aquivalenzklassenzerlegung (vgl. A.1.3) von N heien die Bahnen (Orbits
oder Transitivitdatsgebiete) der Gruppe G. Jede Bahn kann in der Gestalt

a® = (@ | g € G)

fiir ein @ € N beschrieben werden. Die Anzahl der Elemente in einer Bahn
heilt die Ldnge der Bahn. Insbesondere heiflt die Permutationsgruppe
(@, N) transitiv auf N, wenn ganz N die einzige Bahn der Gruppe @ ist.
Andernfalls heilt G intransitiv.
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1.3.9. Beispiel. Essei W die Menge aller Dreiecke der Ebene, 4 die Gruppe
aller affinen Transformationen und P die Gruppe aller Ahnlichkeitstrans-
formationen der Ebene. Die Gruppe 4 ist transitiv auf W, die Gruppe P
dagegen intransitiv. Die Bahnen von P auf W sind die Teilmengen zu-
einander dhulicher Dreiecke, d. h. der Dreiecke, die in entsprechenden
Winkeln iibereinstimmen.

1.3.10. Beispiel. Die Gruppe der Deckabbildungen eines Rechtecks ist
transitiv auf der Menge der Eckpunkte des Rechtecks (vgl. 1.1.12).

1.3.11. Beispiel. Die Gruppe G = ((1)(2) (34), (12) (3) 4)) & S, (vgl.
1.3.5) ist intransitiv auf N = (1, 2, 3, 4}, denn N zerfillt in die Bahnen
{1, 2} und {3, 4}.

Wie in Beispiel 1.3.3 bereits angedeutet, ist die Menge G, aller Permu-
tationen aus (G, N), die ein bestimmtes Element a € N festlassen, eine
Untergruppe von @, wie man sich sofort mit dem Kriterium 1.1.11 iiber-
zeugen kann.

1.3.12. Definition. Die Untergruppe G, = {g € G | & = a} einer Per-
mutationsgruppe (@, N) heiflt der Stabilisator des Elementes a in G.

Bemerkung. Aus dem Zusammenhang wird im folgenden stets hervor-
gehen, ob es sich bei der Bezeichnung G, um einen Stabilisator oder um
einen Index (wie bei S,, 4,) handelt, so daBl keine Verwechslung zu be-
fiirchten ist.

1.3.13. Satz. Bs sei (G, N) eine Permutationsgruppe und B = N eine Bahn
von Q. Die Linge der Bahn ist dann gleich dem Index [G : G,] des Stabilisators
G, fiir ein beliebig gewdhltes Element a € B, d. k., es gilt |a%| = [G : G,] fir
alle a € N. (Bemerkung. Der Satz von LAGrRANGE (1.3.2) ldft sich in
diesem Fall auch als |G| = |a®| - |G,] (a € N) schreiben.)

Beweis. Wir wahlen a € B und zerlegen die Gruppe G in Rechtsneben-
klassen nach der Untergruppe G, gemall

G=G,uG,g, U -+ UGyg,.
BEs sei nun b; = a¢; dann besteht die Nebenklasse G,g; aus genau denjenigen
Pormutationen, die a in b; iiberfithren. In der Tat haben wir

gEGg; & Ih€EG,:g="hg; & a? = (a*¥ =b;, h = gg;!.

Folglich ist die Anzahl der Rechtsnebenklassen von G nach G, gleich der
Zahl der verschiedenen Bilder des Elementes @ bei Anwendung der Permu-
tationen aus @, also gleich der Lange der Bahn B, in der a liegt. §
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1.3.14. Beispiel. Wie in Beispiel 1.3.3 betrachten wir die Zerlegung der
alternierenden Gruppe G' = A({1, 2, 3, 4}) nach dem Stabilisator H = G,.
Die Rechtsnebenklasse Gyg; = {g3, ¢, 95} besteht genau aus den geraden
Permutationen, welche das Element 4 auf das Element 3 abbilden. In
analoger Weise lassen sich die tibrigen Nebenklassen charakterisieren (U/b!).

1.3.15. Beispiel (Fortsetzung von Beispiel 1.3.6). Angenommen, es sei
H < A, eine Untergruppe der Ordnung 6. Dann kann H wegen 1.3.13
nicht transitiv iiber {1, 2, 3, 4} sein, da die Ordnung von H nicht durch 4
teilbar ist. Wenn H aber intransitiv ist, so kann H nur Bahnen der Linge
1, 2 oder 3 haben (es miissen Teiler von 6 sein!). Ist {2} eine Bahn der Linge 1,
dann ist H in dem Stabilisator (4,), enthalten, also wire |[H| < 3 (vel.
1.3.3). Ist {a, b} eine Bahn von H der Lange 2, so ist H in derjenigen Unter-
gruppe der ganzen symmetrischen Gruppe S, enthalten, welche die Teil-
menge {a, b} in sich iiberfiihrt. Diese Untergruppe hat, wie in 1.3.5 bemerkd,
die Ordnung 4, also wire |H| < 4. Hat H aber eine Bahn der Linge 3, so
hat H auch eine Bahn der Lange 1, und wir schlieBen wie oben. In jedem
Fall gelangen wir zu einem Widerspruch zu der Bedingung |H| = 6, d. h.,
A, hat keine Untergruppe der Ordnung 8.

1.4. Kombinatorische Eigenschatten von Permutationsgruppen

A. Transitive, reguliire nnd mehrfach transitive Permutationsgruppen

Nach 1.3.8 ist eine Permutationsgruppe (@, N) transitiv, wenn sich jedes
Element a € N in jedes andere Element b € N mit einem geeigneten ¢ € @
iiberfithren 1aBt (d. h. a® = N).

1.4.1. Satz. In éiner transitiven Permulationsgruppe (@, N) sind die Stabili-
satoren G, und Gy, béliebiger Elemente a,b € N isomorphe Gruppen (sie sind
sogar dhnlich, vgl. 1.1.18).

Beweis. Da @ transitiv ist, gibt es eine Permutation g, so daBl a? = b
ist. Die durch. 7, : k> g~'hg definierte’ Abbildung 7z, von @ in sich ist ein
Homomorphismus (vgl. A.2.5), denn es ist

7tg(hiha) = g1 (Rahe) 9 = (972h19) (97 hag) = 7y(h,) my(hs).

m, ist bijektiv (Ub!), d. h. ein Automorphismus. Es seinun € @,, d. h.
a* = a. Dann ist b9 = oM = a9 = b; also bildet n, die Gruppe @, in

3 Klin, Angewandte Algebra
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die Gruppe G, ab. Analog bildet » .. die Gruppe G in G5 ab. Damit sind
, und G, isomorph, denn ny ., ist die identische Abbildung. §

1.1.2. Definition. Eine Permutationsgruppe (7, N) heiBlt reguldr, wenn sie
transitiv ist. uud wenn der Stabilisator jedes Elenmeonts aus N die Einheits-
gruppe ist, d. b, G, = {e} fiir alle a € N.

1.4.8. Satz, Fiir jede requliire Permulationsgruppe (G, N) gill:
a) Keine von e verschiedene Permutation aus (7 hat esnen Fixpunkl.
by Die Ordnung der Gruppe G ist gleich threm Grad, d. k. |67} == |N|.

Beweis. a) folgt direkt aus der Definition.
b) Wegen der Transitivitit ist N {a7 | g € G}. Ist nun a¥ = a? fiir

g, g €6, so folgt 90" == a, d. h. g'g"! == e baw. g = g’ wegen der Regu-
laritit. Algo mull [N|  |G] sein. B

Die im Satz von CAYLEY 1.1.16 konstruierte Gruppe G* ist regulir (b1,
vgl. 1.1.17), d. h,, jede beliebige Gruppe Bt sich sogar als regulire Perm-
tationsgruppe darstellen.

1.4.4, Definition. Bine Permutationsgruppe (6, N) heillt k-fack transitiv,
kurz k-fransitiv, wenn es fiir je zwei Folgen a;, gy, ..., 0, und by, by, .., by
von je k verschiedenen Elemeuten aus N eine Permutation ¢ € ¢ gibt, so
dal af = by, af = by, ....af = b ist. Fiir & 22 2 heiflen k-fach transitive
Gruppen anch mekrfach transitiv. Die transitiven Permutationsgruppen im
Sinne von Definition 1.3.8 sind emufach transitiv (b == 1).

L4.5. Satz. Die symmetrische Gruppe S, st n-fock transitiv, die allernie-
rende Gruppe A, ist (n — 2)-fach transitiv. § (Vgl. etwa [75], UbY).

Die symmotrischen und die alternierenden Gruppen nennt man triviale
mehrfach transitive Permutationsgruppen. Nichttriviale mehrfach tran.
sitive Permutationsgruppen treten relativ selten auf (vgl. [75], {14]).

1.4.6. Beispiele. Uber dem Primkorper F, = {0, 1, ..., p — 1} der Cha-
rakteristik p (vgl. A.2.8) batrachten wir die Menge L(p} aller Lineartrans-
formationen der Form

Pan: Fp->Foixrrar 4 b

mit 4, b ¢ Fyund a0 (x € F,. alle Rechnungen in F, sind maodulo p zu
nehmen!). Das sind die sogenannten ganzen Lineartransformationen. Daun
gilt:

a) Jede Abhildung ¢, , mit @ == 0 ist eine Permutation anf F,.
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b) Die Menge L(p) bildet Leziiglich der Hintereinanderansfilhrunge (als
bindrer Operation) eine Gruppe.

¢) Die Grappe L(p) ist zweifach transitiv.

Zu a). Die Abbildung ¢, ist injektiv (und damit wegen der Endlichkeit
von F, auch surjektiv), denn fiir x, 2" € F, folgt ans ax ¢ b - az’ -+ b
sofort x == 2,

Zu b). Die Hintereinanderansfiihrung f = ¢, , 0 ¢, 4 ergibt wegen
2/ == (x¥as)Fet == (ax - b)¥ea = clax + bY 4 d
wieder eine ganze Lineartransformation, namlich
e (ac)x - (be - dy mit ac 40,

Zu c). Es seien x, 2’ und g, ' holisbige Elomentepaare ans F, mit & 4 &’
und y = y'. Dann gibt es ein ¢, , € L{p), das 2, 2’ in g, 3’ iiberfithrt: Wir
withlen namlich @ und b derart aus F,, daB

ar - b=y, ar’' 4 b=y’

wird. Dieses lineare Gleichungssystem iiber F, mit den Unbekannten a
und b ist auch wirklich eindeutig Joshar mit

a=(y—y)y@E—a) 40, b= (xy —ay)(x -2} 8

Zur Ihustration rechnen wir den Fall p = 5 durch. Die Gruppe L(5) hat,
das Einselement ¢, 4: x> 2, das die identische Permutation ¢ (0} (1)
(2) (3) (4) auf F, == (0, 1,2, 3,4} darstellt. Dem Element ¢, i -»x - |
entspricht beispielaweise die Permutation (01234). Analog finden wir die
restlichen Gruppenelemente ¢, ,:

P2 = (02413), Taa = (0143) (2),
s == (03142), @a,e += (0231) (4),
Pi.¢ = (04321), Paq = (0324) (1),
Pa0 = (0) (1243), g, = ((H12)(3),
Paa == (0132) (4), ¢y = (0) (14) (23),
Fre = (V214) (3), gy = (01) (24) (),
Pa.g = (0341) (2), @y = (02) (34) (1),
Pa. = (H23) (1), g4 = (03) (12) (4),
Fao (0 (IB42), @ == (4) (13) (2).
Die Ordnung von L(5) ist 20 (allgemein gilt [L{p)| = (p -~ 1) p).

3«
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B. Ahnlichkeit und Konjugtertheit

1.4.7. Definition, Zwet Permutationen g, und g, iiber derselben Menge N
heiBlen dhalich, wenn in ihren Zyklendarstellangen gleich viele Zyklen glei-
cher Linge vorkommen.

1.4.8, Beispiel. Die Permutationen ¢ = (1) (&) (34 5) (6789 10) und
gy == (1) (237 910) (4) (5 6 8) sind dhnlich. Sie haben jeweils zwei Zyklen
der Linge 1 und je einen Zyklus der Lange 3 und 5.

1.4.9. Dic Ahnlichkeit ist esine Aquivalenzrelation in der Menge aller Permn.
ttronen auf N. &

1.4.10. Definition. Bine Dermutation ¢, € S, hei8t konjugiert zu einer
Permutation ¢, € S, bheziiglich einer Permutationsgruppe G & S, (korz
konjugiert in (¥), wenn es ein Element ¢ € G gibt, so dall g7'g,9 = ¢, ist.

1411, Satz. In der Menge @ aller Elemente einer Permutalinnsgruppe (!, N)
sst die Konjugiertheit beziiglich ¢ eine Aquivalensrelation.

Beweis. Die Konjugiertheit ist reflexiv wegen g == ¢"1ge und ¢ £ G. ‘%ie
it symmetrisch, da aus g, == g-l9,9 sofort ¢, == gge¢™! = (¢71) " galg~
folgt. SchlieBlich ist sie anch transitiv, da aus ¢, == g-lg,q und gy = A~ ‘gab
(mit ¢, h € () anch folgt, daB gy == AW g g b == (gh) ! g,(gh) mit. gh € G
st B

1.4.12. Deofinition. Die zn der Konjugiertheitsrelation (beziiglich &)
gehdrenden Aquivalenzklassen von ¢ heiflen Klassen zueinander konjugierter
Elemente (kurz Konjugiertheitsklassen von (7).

Die Sprechweise ,zueinander konjugiert” (gegeniiber 1.4.10) ist wegen
1.4.11 frowohtfcrtigt Die Anzahl der Elemente ciner Konjugiertheitsklasse
wird in 2.4.3 beschrieben werden.

Der folgende Satz zeigt, daBl Ahnlichkeit nnd Konjugiertheit in §, nur
zweil verschiedene Seiten ein und desselben Sachverhalts sind (das ist aller-
dings nur bei den vollen symmetrischen Gruppen so; bei ahstrakten Grup.
pen verliert der Begriff Ahnlichkeit seinen Siun).

1.4.13. Satz, Zwei Permutationen g, g’ € S, sind genan dann in S, zueinander
konjugiert, wenn sie dhnlich sind.
Beweis. Wenn g und ¢’ ahnlich sind, etwa mit der Zyklendarstellung

] (g ..ap) (byby. . by -+ (.03,

2

g (atay. . .ap) (bibL.. b - (L),
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dann gilt fiir die Permutation

f Ay Gy ... byby byl €8
prtie ',‘"
aga,...agbiby ... b ... ...

e Bezichung g’ == f-gf. Dies folgt sofort aus der nachstehenden Regel
1.4.14. Aus dieser Regel folgt aber auch die- Umkehrang, daBl zueinander
konjugierte Permutationen stets dhnlich sind. §

L4t Tst g € S, in der Zyklendarstellung gegeben, so erhdlt man daraus die
Zyklendarstelluny von g = f=gf fiir ein [ € 8,, indem man f auf jede Zahl
in der Darstellung von g anwendet. ({’b1)

Bemeorkung. Der Satz 1.4.13 wird falsch, wenn wir anstelle der vollen
symmetrischen Grappe eine echte Untergruppe G o S, wihlen. Zwar sind
dann nach wie vor zueinander konjugierte Permutationen anch dhnlich, aber
es kann sein, dafl fiir ahnliche Permutationen g, §* € @ alle gecigneton f mit
g’ = f igf zwar in §,, nicht aber in (7 licgen,

1.4.15. Beispiel. In der alternierenden Gruppe 4, sind die Permutationen
g == (123) und g == (132) dhnlich. Sie sind aber nicht zucinander konjugiert
in Ay: In der T'at, wegen g’ = (132) == (213) = (321) gibt es nach der Regel

123 123 . 123
= == WA s Iy == — 3), fg o z (g ay .
h (1 32) (1)(23),/ (213) (12) (3), /s (321) (13} (2)

Alle drei sind ungerade (vgl. 1.2.9), liegen also nicht in 4.

. Der Zyklenzeiger von Permutationsgruppen

Um verschiedene angewandte Aunfgaben mit Hilfe gruppentheorctischer
Methoden zu ldsen, ist es nicht immer notwendig, tiber die betrachtete
Permutationsgruppe eine vollstindige Information in dem Sinne zn haben,
daBl man alle in ihr auftretenden Permutationen kennt. In Kapitel 2 werden
wir schen, daBl es in vielon Fillen geniigt, die Verteilung der Gruppenele.
mente auf die Ahnlichkeitsklassen zu kennen. Dazn wird der Zyklenzeiger
eingefithrt.

Es gei g € S, eine Permutation, in deren Zyklendarstellung 5, Zyklen der
Lange k auftreten, & == 1,2, .., #. Der Permmutation ¢ ordnen wir dann den
Ausdruek

g) = el - iy
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zu, den wir den T'yp der Permutation g nennen und als Polynom in den
Unbestimmten z,, z,, ..., z, auffassen. Offenbar gilt fiir den Typ einer be-
liebigen Permutation g die Gleichung

h1l4+5-24 - Fjp-n=n.

1.4.16. Definition. Unter dem Zyklenzeiger (oder Zyklenindex) einer Per-
mutationsgruppe (@, N) vom Grad n versteht man das Polynom

1
Q)= — :
8O = 15 Z 0

d. h. das arithmetische Mittel der Typen aller Permutationen aus @G. Ge-
wohnlich wird der Zyklenzeiger in Normalform angegeben, d. h., man fait

alle ahnlichen Glieder zusammen und klammert den Koeffizienten I—;I
aus. Der verbleibende Koeffizient eines Typs ist dann gleich der Machtig-

keit der zu ihm gehorenden Ahnlichkeitsklasse. SchlieBlich werden die
Typen lexikographisch geordnet.

1.4.17. Beispiel. Wir berechnen den Zyklenzeiger fiir einige von uns schon
untersuchte Permutationsgruppen :

B(Ss) = 5 (3(0) + 8((12)) = 5 (@ + 20).

Mit den Bezeichnungen aus 1.1.17 haben wir (vgl. 1.3.4)

1 8 1
3(8:) = ry Z; 8(g:) = r (2} + 2172 + 2%y + 21%s + 73 + T)

1
=3 (23 + 3z,2y + 27).

Der Koeffizient 3 von z,x; sagt uns beispielsweise, dafl es in S; drei Per-
mutationen vom Typ z,z, gibt, d. h. drei Permutationen, deren Zyklen-
darstellung einen Zyklus der Liange 1 und einen.der Léange 2 hat (ndmlich

J2, J3s Ja)-

Blds) = 3 @+ 22).
1
12
A, hat also drei Ahnlichkeitsklassen mit 1, 8 bzw. 3 Elementen.

Bd,) = (21 -+ 8ayzy -+ 323)  (vgl. 1.2.14),
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1.5. Invariante Relationen von Permutationsgruppen

A. Grundlegende Definitionen

1.5.1. Unter einer k-stelligen Relation in (oder auf) einer Menge N versteht
man bekanntlich eine Teilmenge @ des k-fachen kartesischen Produkts N*
der Menge N (vgl. A.1.3). Von nun an werden wir Relationen meist mit
groBen griechischen Buchstaben bezeichnen. Die Elemente aus N* nennen
wir auch k-Punkie und bezeichnen sie hauptsichlich mit kleinen griechi-
schen Buchstaben. Ist &« = (ay, ..., a;,...,a;) € N¥, 80 heiBt a; die i-te
Koordinate des k-Punktes . Eine k-stellige Relation @ & N* heillt ants-
reflexiv, wenn die Koordinaten jedes k-Punktes aus ¢ paarweise verschieden
sind. Jede antireflexive Relation ist also h&chstens n-stellig (n = |N}).
Die Anzahl der k-Punkte in einer k-stelligen antireflexiven Relation kann
hdohstens n(n — 1) .-+ (n — &k 4 1) sein (Ub1).

Wir wollen nun die Permutationen g € S(N) auf der Menge N* operieren
lassen (man sagt auch, g induziert eine Permutation auf N*), und zwar
koordinatenweise geméalf

ot = (af,...,a% ..., af)

fir « = (ay, ..., @i, --., %) € N* und g € S(N). Ist & & N* eine k-stellige
Relation, so sei #7 = {o? | & € D).

1.5.2. Definitionen. Es sei & S N¥ eine k-stellige Relation und (G, N)
eine Permutationsgruppe. Dann heiBit & invariant beziiglich einer Permuta-
tion g € S(&N), wenn &9 — & ist (es geniigt, & = P zu zeigen, Ub!). Die
Permutation g nennt man dann einen Automorphismus von ®. Die Relation
@ heiBt snvariant bezilglich (G, N), wenn @ invariant beziiglich aller Per-
mutationen g € @ ist. Mit Inv (@, N) oder Inv @ bezeichnen wir die Menge
aller Relationen, die invariant beziiglich (@, N) sind. Die Menge der k-
stelligen invarianten Relationen von (@, N) werde mit k-Inv (G, N) be-
zeichnet, d. h., wir haben

Inv (@, N) = U k-Inv (G, N).

k=1
Aut P bezeichne die Menge aller Autormorphismen von @, d. h.

Aut & = {g € SN) | &7 = P}.
Fiir eine Menge M = {®,, ...,D,} von Relationen in N sei

2
Aut M = N Aut D;.

i=1
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Der Begriff des Automorphismus ist ein wichtiges Hilfsmittel zur Be-
schreibung von Permutationsgruppen; haufig kann man eine Permutations-
gruppe (z. B. wenn sie sehr groB ist) nur dadurch angeben, dal man sie als
Automorphismengruppe von bestimmten (invarianten) Relationen be-
schreibt. In der Tat haben wir:

1.5.3. Satz. Es sei M eine Menge von Relationen in N. Dann ist Aut M eine
Permutationsgruppe auf N. B (Ub!, man zeige mit 1.1.11, daB Aut & eine
Permutationsgruppe fiir jedes @ < N* ist.)

1.6.4. Beispiel. Wie in Beispiel 1.1.12 seien N ={1,2,3,4} und
Q@ = ((1) (2) (3) (4), (12) (34), (13) (24), (14) (23)]. Betrachten wir in N die
zweistelligen Relationen

Ql = {(Ia 2)) (2’ 1)’ (3’ 4)’ (4-" 3)} ’ 453 = {(1: 2)» (2» 3)» (3: 4)» (4: 1)} ’

dannist @, € 2-Inv (@, N), aber @, ¢ 2-Inv (G, N) (wegen (1, 2)? = (2,1) ¢ P,
fiir g = (12) (34)).

1.5.6. Beispiel. Fiir N = F; = {0, 1, 2, 3, 4} und G = L(5) (vgl. Beispiel
1.4.6) betrachten wir die dreistelligen Relationen

D, ={(z.9,2)EN3|2=2y—1x], Pp={(z,9,2)EN3|2=2+1y)}.

Dann ist &, € 3-Inv (@, N), denn fiir alle (z, ¥,2) € ®, und alleg = ¢, € G
ist (z,9,2) = (2, ¢y, 2 ) mit 2’ =29 =ax+ b,y =yd=ay+0b, 2 =29
= az 4+ b. Daraus ergibt sich aber

2y — ' =2(ay + b) — (ax + b) =ally —z) + b =2/,

d. h. (2/, ¢/, 2’) € @, was gezeigt werden mufte.
Dagegen ist @, ¢ 3-Inv (G, N), denn es ist (1, 2, 3) € D,, aber fiirg = ¢, ,
€ @ erhalten wir (1, 2, 3)? = (2, 3, 4) 4 Py, weil 2 4 3 5 4 (mod 5) ist.

1.5.6. Beispiel. Wir wollen die Automarphismengruppe Aut @, fiir
P, = {(1, 2), (2, 3), (3, 4), (4, 1)} aus Beispiel 1.5.4 berechnen. Man sieht
sofort, daB g = (1234) € S, ein Automorphismus von @, ist, folglich ist
auch {g, g3, g3, e} & Aut @,. Wir zeigen, dal es keine weiteren Automorphis-
men geben kann. Die Automorphismengruppe G = Aut @, operiert tran.-
gitiv auf N = {1, 2, 3, 4}, da die Potenzen von g die 1 in jedes andere Ele-
ment aus N iiberfiihren. Es sei nun 4 € @, ein Automorphismus aus G, der
die 1 festliBt. Dann laBt A auch das Element 2 fest, weil wegen (1, 2) € &,
auch (1, 2)» = (1, 2*) € P, sein muB, was nur fiir 2* = 2 méglich ist.

Véllig analog finden wir 3* = 3-und 4* = 4. Folglich ist A = e der iden-
tische Automorphismus, und wir erhalten als Stabilisator @, = {e}. Damit
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wird nach der Bemerkung zu 1.3.13 (Satz von LAarANG®) |G| = |19] - |G4]
= 4.1 =4,d.h., die Potenzen von g und nur diese bilden die Automorphis-
mengruppe der Relation @,:

Aut Oy = {e, g, g%, g°} = {e, (1234), (13) (24), (1432)}.

B. Die k-Bahnen von Permutationsgruppen

Um eine Ubersicht iiber die Menge Inv (@, N) zu bekommen, mufl man
faktisch alle invarianten Relationen beschreiben, die minimal beziiglich
der Enthaltenseinsbeziehung sind. Dafiir bendtigen wir einige Begriffe.

1.5.7. Definition. Wie in 1.5.1 gezeigt wurde, induziert eine Permutations-
gruppe (@, N) auch eine Permutationsgruppe (&, N*) auf Nt. Die Bahnen
(vgl. 1.3.8) dieser induzierten Gruppe (&, N¥) heilen k-Bahnen (oder k-Orbits)
von (@, N). Die Menge aller k-Bahnen bezeichnen wir mit £-Orb (@, N).

Fir @ € k-Orb (@, N) haben wir & = «¢ (fiir jedes x € P, vgl. 1.3.8),
also auch @9 = x6 — x¢ — @ fiir g € G, d. h., wir erhalten:

1.5.8. Satz. Jede k-Bahn einer Permutationsgruppe st eine invariante Rela-
tion dieser Qruppe, die unter allen invarianten Relationen minimal (beziiglich
Inklusion) ist, d. h. keine andere invariante Relation echt enthalt. B

1.5.9. Satz. Jede Relation @ € k-Inv (G, N) ldft sich als Vereinigung von
k-Bahnen der Permutalionsgruppe (@, N) darsiellen: & = a%. Es gilt
ik' Inv (G, -N)l — ~2[I:-Orb(0.ml. | a€d

1.5.10. Satz. Es sei P eine k-Bahn einer Permulalionsgruppe (G, N) und
o« = (ay, ..., a) € D. Dann 1st

1P| =[G : Go,. a1,

wobes G, , = G n---nG, sei; d.h., die Anzahl der k-Punkie aus P

sst gleich dem Index des Stabilisators G, , der Punktea,, ..., a; in der Gruppe
Q.

Beweis. Es sei H=G, , und g,¢' € G. Dann wird «f = " genau
dann, wenn ¢’ € Hg, d. h., wenn Hg = Hg' ist. Bei der Wirkung von G auf
den k-Punkt x geht also « in so viele verschiedene Punkte iiber, wie es
Nebenklassen von @ nach H gibt. il

1.5.11. Beispiel. Fiir N = {1, 2, 3, 4} und G = {(1) (2) (3) (4), (12) (3) (4),
(1) (2) (34), (12) (34)} (diese Gruppe begegnete uns schon in 1.3.5) ist
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2-0vdb (G, N) = {B,, B,, B,, By, B;, B;}, wobei

B, = {(1,1),(2,2)}, B=1{(3,4),(43)},

B, = {(3,3), (4, 4)}, Bs; ={(1,3,) (1,4),(2,3), (2, 4)},

B, ={(1,2), (2, 1)}, Bs={(3,1),(3,2),(41), (4 2)}.
Jede Bahn wird von jedem ihrer Elemente erzeugt; beispielsweise ist
By = (1, 3)? = (1, 4)¢ = (2, 3)¢ = (2, 4)¢. Indem man alle méglichen Ver-

einignngen bildet, findet man, dafl (gema8 1.5.9) die Menge 2-Inv (G, N)
ang 64 Relationen besteht (U/b!), davon sind 16 antireflexiv.

C. Operationen auf invarianten Relationen

In diesem Abschnitt betrachten wir einige Operationen in der Menge aller
Relationen. Die einfachsten unter ihnen sind Durchschnitt, Vereinigung
und Komplementbildung.

1.6.12, Definitionen. Es seien @, &' & N* k-stellige Relationen, ¥ & N'
eine l-stellige Relation auf N und = eine Permutation auf der Koordinaten-
menge {1, 2, ..., k}. Wir definieren dann folgende neuen Relationen:
PP = {(a,...,a) € N¥| (a,,...,a) € P und (ay, ..., a;) € D'},
Pud ={(a,...u) E N |(a,,...,a;) € D oder (a,,..., )€ D},
P = {(a,, ..., &) € N*| (a,, ..., &) § D},
(P = {(@n; .- Bpa) € Nt | (ay, ..., a;) € D},
XY= {(al, ooy Qg bl,...~,bg.) € N‘+l | (al, ceoy a,,) € @ und (bl’ ooy b‘) € Y’},
pr® = {(a,...,ax_,) E N1 |Ja€N:(ay,...a_,a) €D}

(fir k = 1 sei pr & = 0),
VO = {(ay, ..., G, Ggyq) € N¥F1 | (ay, ..., @) € D, ay, € N}.
Dann sind @ n @’ und @ v D' Durchschnitt bzw. Vereinigung der Relationen
@ und @'; P ist das Komplement (Negation) von @; (D) = heilt die Rela-
tion, die durch Vertauschung von Koordinaten beziiglich x aus @ entsteht;
D x ¥ ist das kartesische Produkt; pr @ heiBt die Projekiion von @ (oder
die durch Streichen der k-ten Koordinate aus @ entstandene Relation); VP
ist die durch Hinzufiigen einer Koordinate aus @ entstehende Relation. Die

Gleichheitsrelation {(a,a)|a € N} (auch Diagonale genannt) wird mit 4
bezeichnet.
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Man sieht sofort anhand der Definitionen (durch einfaches Nachpriifen,
Ub!), daB folgendes gilt:

1.5.13. Satz. Betrachiet man Durchschnitt, Vereintigung, Komplement, Ver-
tauschung von Koordinaten, kartesisches Produkt, Projektionen oder Hinzu-
fiigen von Koordinaten fiir Relationen, die tnvariant fiir esne Permutations-
gruppe (Q, N) sind, so erhdlt man als Ergebnis wieder snvarianie Relationen
von (@, N). Die volle Relation N* und die Gleichheitsrelation sind invariant
fiir jedes (G, N).

Dieser Satz besagt also nichts anderes, als dafl die Menge Inv (G, N)
abgeschlossen ist gegeniiber allen Operationen aus 1.5.12 und stets 4 und
alle N* (k = 1, 2, ...) enthalt. In 1.5.17 werden wir eine Umkehrung dieses
Satzes kennenlernen.

1.5.14. Beispiel. Wir betrachten die fiinfstellige Relation
D= {(al’ a,, Gy, a, aa) € N°© | a,, Ay, a3 € N}'

Sie besteht aus n3 vielen 5-Punkten und kann als kartesisches Produkt
A x N X A beschrieben werden (Ub!). Nach 1.5.13 ist daher & invariant
fiir jede Permutationsgruppe (@, N). Da die Koordinaten 1 und 2 sowie 4
und b iibereinstimmen (aber sonst beliebig sind), wird @ auch mit
4({1, 2}, 3, {4, B})) (verallgemeinerte Diagonale) bezeichnet.

1.6.15. Unter dem Relationenprodukt (auch Komposition oder Faltung ge-
nannt) zweier zweistelliger Relationen @ und ¥ versteht man die zwei-
stellige Relation

Do ¥ ={a,b)e N*|dc€N:(a,c)€ Pund (c,b) € ¥}.

Man rechnet sofort nach (Ubl), daB Po ¥ = pr(pr((@)n)) gilt mit

O=P@PXYV)n(N xX4XN) und == (: gi;) Folglich ist das Rela-
tionenprodukt von invarianten Relationen @ und ¥ wieder eine invariante

Relation, d. h., 2-Inv (@, N) ist gegeniiber o abgeschlossen.

D. Die Siitze von Krasner

Bei der Betrachtung von invarianten Relationen entstehen zwei Grund-
fragen:

1. LaBt sich jede Permutationsgruppe durch invariante Relationen be-
schreiben, d. h. als Automorphismengruppe gewisser Mengen von Rela-
tionen auffassen?
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2. Wie kann man feststellen, ob eine gegebene Menge von Relationen genau
alle Relationen enthalt, die invariant fiir eine gegebene Permutations-
gruppe sind?

Eine Antwort auf diese Probleme gab M. KrasNer (1912—1985) im
Jahre 1938 durch den Beweis der beiden folgenden Satze ([46]).

1.5.16. Satz. Jede Permutationsgruppe ist Automorphismengruppe esner
gewissen Menge von Relationen.

1.6.17. Satz. Bine Menge von Relationen in N besteht genau dann aus allen
invarianten Relationen einer Permutationsgruppe (G, N), wenn sie N (als
einstellige Relation) und die Diagonale A enthdlt und abgeschlossen ist gegen-
iiber den in 1.5.12 genannten Operationen.

Eine Menge von Relationen, die beziiglich der genannten Operationen
abgeschlossen ist, heiBt daher auch Krasner-Algebra (genaver Krasner-
Algebra zweiter Art, vgl.[68,1.1.8]). Mit den obigen Resultaten von KrRASNER
ist eine eineindeutige Beziehung zwischen den Permutationsgruppen und
den aus invarianten Relationen bestehenden Krasner-Algebren hergestellt.
Der Beweis von 1.5.16 wird sich automatisch aus dem Beweis von 1.5.20¢)
ergeben; den Beweis von 1.5.17 iibergehen wir, da er den Rahmen dieses
Buches sprengen wiirde (wir verweisen auf [10], [68, 1.3.5]). Die Operationen
aus 1.5.12 sind iibrigens nicht unabhéangig voneinander. Man kann bei der
Definition der Krasner-Algebren auch sparsamer vorgehen und eine klei-
nere Menge von Operationen auswihlen, die dennoch alle anderen durch
Hintereinanderausfithrung erzeugen (vgl. [68, §1.1]). Zum Rechnen mit
Relationen ist es jedoch vorteilhaft, moglichst viele Operationen zu kennen,
die invariante Relationen wieder in invariante Relationen iiberfiihren.

Bigenartigerweise wurden die Resultate von KRASNER seinerzeit kaum
zur Kenntnis genommen und gerieten in Vergessenheit. Erst als L. A.
Kavuznin (= L. A. KALoUININE) und seine Schiiler (vgl. [10], [40], [62])
sich in den 60er Jahren wieder den invarianten Relationen zuwandten,
konntén nicht nur einfachere Beweise fiir die Sitze von KrasNER gefunden,
sondern auch orste Anwendungen der Methode der invarianten Relationen
auf gruppentheoretische und kombinatorische Probleme angegeben werden.
Fiir die Entwicklung der Methode der invarianten Relationen waren auch
die versffentlichten Vorlesungen [76] von H. WIELANDT bedeutsam.

Es ist angebracht, an dieser Stelle einen kurzen Blick auf die Geschichte
der Theorie der Permutationsgruppen zu werfen. Der Begriff der
Gruppe war von dem franzosischen Mathematiker EvARrISTE GALOIS im
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Zusammenhang mit Untersuchungen zur Lésbarkeit algebraischer Glei-
chungen hoheren Grades in Radikalen eingefiihrt worden. Im 19. Jh. ver-
stand man unter einer Gruppe stets eine Permutationsgruppe, die gewisse
Relationen in einer gegebenen Menge festlat (wenn auch Mengenlehre und
Relationen damals noch nicht entwickelt waren). Nachdem Frrrx Krem
gein berithmtes Erlanger Programm verkiindet hatte, begann man sich ver-
starkt fiir Gruppen zu interessieren, die auf den Punkten eines festen geo-
metrischen Raumes operieren und gewisse Eigenschaften von Figuren dieses
Raumes festlassen. Zu Beginn des 20. Jh. nahm die Theorie der endlichen
Perinutationsgruppen eine stiirmische Entwicklung, und in dieser Zeit
wurden auch die heute klassischen Ergebnisse von W. BurnsmE, G. A.
MmLER und W. MaNrING erzielt. In der Folgezeit wirkten sich aufgetretene
ernsthafte Schwierigkeiten bei aufwendigen numerischen Rechnungen und
das Fehlen neuer Ideen hemmend auf die Entwicklung dieser algebra-
ischen Teildisziplin aus. Um die Mitte unseres Jahrhunderts entstand und
verhartete sich bei einigen Algebraikern die Meinung, da8 die Permutations-
gruppen eine Art Kinderschuhe sind, aus denen die Gruppentheorie erfolg-
reich hinausgewachsen ist. In den letzten 20 Jahren mufBlte dieser Stand-
punkt griindlich revidiert werden. Permutationsgruppen wurden wieder
von vielen Autoren studiert, die Zahl der publizierten Arbeiten stieg in
die Tausende. Ohne darauf einzugehen, wo die Griinde innerhalb der Grup-
pentheorie fiir diese stiirmische Entwicklung gelegen haben mégen, wollen
wir hier nur erwiahnen, daB genau in dieser Zeit auch das Interesse an Kom-
binatorik und ihren vielfiltigen Anwendungen zunahm, die sich rund um
die Kybernetik und. Informatik scharten (Graphen, Netze, Blockpline,
Automaten, Spiele, Codes, Versuchsplanungen, Permutationsnetzwerke
u.a.). Uberall hier entsteht namlich die Notwendigkeit, Potenzen von
Symmetrien, Identifikationen (Isomorphien), Abzahlungen zu studieren und
die Objekte eines gegebenen Wissensgebietes zu charakterisieren. Alle diese
angewandten Fragen lassen sich meist nicht 13sen, ohne Permutationsgrup-
pen heranzuziehen, welche gerade die Automorphismen dieser Objekte aus-
machen. Hinzu kommt noch, daB solche Probleme, die bislang wegen eines
gigantischen Rechenaufwandes unangreifbar erschienen, in unserer Zeit
durch den Einsatz von Computern leicht gelést werden konnen. In diesem
Zusammenhang wagen wir zu behaupten, dal gegenwirtig die Theorie der
Permutationsgruppen zum Kern der angewandten Algebra gehdrt. Wir
haben ihr in diesem Buch daher relativ viel Raum gewidmet. Die Sitze
von KrASNER und damit die invarianten Relationen bilden gewissermaBen
den ,;philosophischen Hintergrund* dieses Teilgebietes der Algebra. Sie
haben vor allem methodologische Bedeutung.
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Jede Krasner-Algebra besteht aus unendlich vielen Relationen. Man
kann jedoch zeigen, daB jede Krasner-Algebra schon von den antireflexiven
Relationen erzeugt wird. Da fiir endliches N auch die Menge der
antireflexiven Relationen endlich ist (vgl. 1.5.1), kann man sagen, daf} in
diesem Sinne auch jede Krasner-Algebra iiber N endlich ist. Permutations-
gruppen werden iiblicherweise sowieso als Automorphismengruppen eines
sehr kleinen Teils ihrer Krasner-Algebra dargestellt, namlich als Auto-
morphismengruppe einer oder mehrerer Relationen. Im Mittelpunkt der
Methode der invarianten Relationen steht daher gerade die Frage nach der
Auswahl dieser Relationen.

E. Die k-AbschlieBung von Permutationsgrappen

Nach dem Satz von KrasNErR (1.5.16) kann jede Permutationsgruppe
(G, N) als Automorphismengruppe gewisser Relationen in N aufgefalt wer-
den. Es ist praktisch immer wichtig zu wissen, wie kompliziert diese
Relationen sind. In erster Naherung kann man dabei unter Kompliziert-
heit die Zahl k der Stelligkeit der Relation verstehen. In diesem Zusammen-
hang erscheint die folgende, auf H. WIELANDT zuriickgehende Klassifizie-
rung der Permutationsgruppen natiirlich.

1.5.18. Definition. Eine Permutationsgruppe (@, N) heilit k-dquivalent
zu einer Permutationsgruppe (H, N), wenn k-Inv (G, N) = k-Inv (H, N)
ist; wir schreiben dann G ~s, H.

Damit ist eine Aquivalenzrelation in der Menge aller Permutationsgrup-
pen iiber N gegeben. Wegen 1.5.9 sind offensichtlich zwei Permutations-

gruppen genau dann k-aquivalent, wenn die Mengen der k-Bahnen beider
Gruppen gleich sind.

1.5.19. Definition. Die Gruppe (G'¥, N) = Aut k-Inv (@, N) heifit die
k-Abschliefung der Gruppe (@, N). Die Gruppe (@, N) heiBt k-abgeschlossen,
wenn G = G ist.

1.5.20. Satz. Es seien (G, N), (H, N) Permulationsgruppen.
a) (G, N) st k-dguivalent zu seiner k-Abschliefung: G =~ ) G'P.

b) H =~y @ & H® = G, Insbesondere folgt aus H =~ ;, G, daf H = Q¥
ist, d. h., unter allen zu @ k-dquivalenten Permutationsgruppen ist G'® die
gropte (beziiglich Inklusion).



~ 1.5, Invariante Relationen von Permutationsgruppen 47

) SN)2EVDEPD ... 2V D AW =G fir n=IN|.

d) Ist (@, Ny = Aut M fiir eine Menge M von l-stelligen Relationen mit
1 < k,s0 9t G= QW

e) @® = Aut k-Orb (G, N) (statt k-Orb (G, N) kann man auch die
Menge aller antiveflexiven k-Bahnen verwenden).

Boweis. ) Es gt k-Inv Aut k-Ino (@, N) = k-Inv (G, N) [das folgt
aus den Elgenschaften der Operatoren Auf und Inv (Ub!, man zeige
Q < Aut k-Inv G sowie Q S Inv Aut @Q fiir beliebige Relationenmengen ¢
und schlieBe daraus Inv G 2 Inv Aut k-Inv G 2 k-Inv G). Damit ist a)
bewiesen.

b) Wir haben
H gy G o k-InvH = k-Inv @
= A® = @® = k.Jnv H = k-Inv Aut k-Inv H
= k-Inv Aut k-Inv @ = k-Inv G
=>H sy G.
Nun folgt H S G® aus H S Aut k-Inv H = HY = ¥,

o) Es sei @ € k-Inv (G, N). Dann ist V& € (k + 1)-Inv (G, N), und da
& — pr(VP)gilt, haben wir Aut & = Aut VP (wegen 1.5.13). Also ergibt sich

QW = Aut k-Inv G 2 Aut (k + 1)-Inv G = Q¥+,

Es bleibt noch @™ = @ zu zeigen (womit auch 1.5.16 bewiesen wird). Dazu
betrachten wir fiir N = {1, 2, ..., n} die n-stellige Relation

I'={(19,29,...m9) € N*|g€ Q)

(sie heiBt n-te Graphik von @). Wir haben I' = o@ fiir den n-Punkt « =(1,2,

.., 1), also ist I" eine n-Bahn von (G, N) (vgl. 1.5.7, 1.5.8) und damit in-
variant, d. h. I''€ n-Inv (G, N). Ist nun f € Aut I', so folgt «/ = (1/,2/, ..., n)
€ I', d. h., es gibt ein g € G mit o/ = of. Damit stimmen f und g auf allen
Elementen iiberein, d. h. f =g € Q. Zusammengefalit haben wir also
GC @™ =AutnInv Q@S AutI"' = G.

d) Wirhaben M S l-Inv G, also @ S Q) = Autl-Inv G & Aut M = G.
Daraus folgt G = G und wegen c) auch @ = G'¥.

e) folgt unmittelbar aus 1.5.9 und 1.5.13. 1
Nach Satz 1.5.20 ist jede Permutationsgruppe k-abgeschlossen fiir ein

gewisses k < n. Von besonderem Interesse ist die Frage nach dem kleinsten
k, fiir das eine gegebene Gruppe k-abgeschlossen ist.
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1.5.21. Beispiele. 1. Die symmetrische Gruppe S(&) ist 1-abgeschlossen,
denn es ist S(N) = Aut (N) (N € 1-Inv S(.N)).

2. Die alternierende Gruppe A4, ist (n — 1)-abgeschlossen. Es gilt
Aq Ag—9 Sa; da A, ebenso wie S, (n — 2)-fach transitiv ist (vgl. 1.4.5).
Deshalb ist 4, auch nicht (n — 2)-abgeschlossen (wegen 1.5.20Db)).

3. Es seien N = {1, 2,3, 4,5}, M = {4,5} und (G, N) = Aut (M). Da-
bei ist M als einstellige Relation aufzufassen. Weiter sei H = G n A(N) die
Untergruppe der geraden Permutationen von @. Dann ist H = {e, (123),
(132), (12) (45), (13) (45), (23) (45)}. Man kann nun leicht nachrechnen, daB

2-0Orb (G, N) = 2-Orb (H, N) = {®y, Py, D3, Dy, D5, Dy}
ist, wobei die ®; diejenigen zweistelligen Relationen sind, die als Graphen
in Abb. 3 wiedergegeben sind. Folglich ist (H, N) ~, (G, N), und die
Gruppe H ist (wegen H & G und 1.5.20b)) nicht 2-abgeschlossen. Fiir die
dreistellige Relation

P = {(1,2,4),(2,3,4), (3, 1,4), (2 1, 5), 3,2,5), (1,3, 5))

kann man jedoch nachpriifen (Ub!), daB Aut & — (H, N) gilt, also H eine
3-abgeschlossene Gruppe ist (wegen H, 3 = {e} folgte dies auch aus 1.5.22).

1

10
1
Q3 20 o3 20 A o3 20 3

3 2

50 4o s IX:9) ° o 50—%
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Abb. 3. Die 2-Bahnen von (@, N)

°

o-b

Inhaltsreichere Beispiele fiir k-abgeschlossene Gruppen werden wir
spater kennenlernen (vgl. etwa 3.1.2). Wie in 1.5.20¢) schon gezeigt wurde,
1a8t sich jede k-abgeschlossene Permutationsgruppe als Automorphismen-
gruppe von héchstens k-stelligen antireflexiven Relationen realisieren (bei
nicht antireflexiven k-Bahnen kann man namlich mit pr die iiberein-
stimmenden Koordinaten wegstreichen, ohne daf3 sich die Automorphismen-
gruppe andert). Daher beschrankt man sich beim Studium von Inv (@, N)
gewohnlich auf die Betrachtung antireflexiver k-Bahnen und auf die Ver-
einigung solcher Bahnen (vgl. 1.5.9). Diese Beschrinkung ist zudem
deshalb leicht handhabbar, weil die Menge aller antireflexiven Relationen
endlich ist. Fiir ¥ = 2 kommt man so zur Theorie der V-Ringe (vgl. 3.3).
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Der folgende Satz gibt eine niitzliche hinreichende Bedingung dafiir an,
wann eine Permutationsgruppe k-abgeschlossen ist.

1.6.22. Satz. Ist G, _, _, = le} fir eine Permutationsgruppe (G, N) und
gewisse a,,....,ax_, € N (k = 2), dann ist @ = G®_ 1 ([76], vgl. auch [58,
8.1.15)).

1.56.23. Definition. Es seien @,, ..., P, Relationen auf der Menge N. Wenn
sich die Relation & daraus durch Anwendung der in 1.5.12 beschriebenen
Operationen gewinnen 1a8t, so sagen wir, P 1aB3t sich (iiber N) aus @, ..., @,
ablesten und schreiben dafiir

{Dy, ..., D} |- D.

Der Satz von KrasNer (1.5.17) 1a8¢ sich nun auch so formulieren:

Fiir eine gegebene Megne {D,, ..., D,} von Relationen gilt: Jede Relation
& € Inv Aut {D,, ..., D,)} ist aus D,, ..., D, ablestbar (vgl. (58, § 2.1]).

Dieses Ergebnis zeigt, daB jede invariante Relation @ € Inv @ fiir jede
Gruppe G 2 Aut {(P,, ..., §,} bereits aus P,, ..., D, ableitbar ist. Auch der
umgekehrte Sachverhalt gilt: Ist {®,,..., )P, dann st Aul ®
2 Aut (D, ..., D,} (da P wegen 1.5.13 wieder invariant fiir Aut (D,, ..., D,}
ist).

Diese Beobachtungen haben viele Anwendungen. Wenn wir z. B. alle
k-abgeschlossenen Obergruppen (@, N) einer Gruppe (H, N) in S(N) finden
wollen (d.h. H € @ & S(N)), so geniigt es, in der Menge k-Inv (H, N)
die Ableitbarkeitsrelation zu untersuchen: Es sind alle paarweise nicht
auseinander ableitbaren Teilmengen von %-Inv (H, N) und ihre Auto-
morphismengruppen anzugeben.

Der Begriff der Ableitbarkeit hat eine sehr natiirliche Interpretation in
der Sprache der Pridikatenlogik. Man kann zeigen (vgl. etwa [568, §2.1],
daB sich eine k-stellige Relation @ genau dann aus &,, ..., &, ableiten
1aBt, wenn es einen Ausdruck (Foimel) A(P,, ..., D,; 2, ..., %) des Pradi-
katenkalkiils erster Stufe mit den freien Variablen z,, ..., z; gibt, so da3
(21 --., %) € D genau dann gilt, wenn A(®D,,..., D,; 2, ...,%) wahr ist.
Wir koénnen hier nicht genauer darauf eingehen, verweisen auf [58] und
bringen nur ein Beispiel.

1.5.24. Beispiel. Aus einer. zweistelligen Relation ¥ definieren wir die
zweistellige Relation & durch

(a,b) e Do Tc;,c€ENici,FA(a, ) EPA(,D)EY
Aa,cy) € PA(cy,b)e .

4 Klin, Angewandte Algebra
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Dann ist ¥ |— &. Die Relation @ kann man sich anschaulich als die Menge
aller Paare (a, b) € N* vorstellen, die in dem ¥ entsprechenden Graphen
durch wenigstens zwei verschiedene gerichtete Wege (vgl. A.3.7) der Lange 2
(nimlich @ - ¢, — b und @ — ¢, —> b) verbunden sind.

Wir beschlieBen diesen Abschnitt mit einigen Bemerkungen zu symme-
trischen Relationen.

1.5.25. Eine k-stellige Relation & heiflt symmetrisch, wenn (P)x = & fiir
alle Permutationen = € S({1, ..., k}) gilt (vgl. 1.5.12). In vielen Fillen sind
solche Permutationsgruppen interessant, die Automorphismengruppen
symmetrischer k-stelliger Relationen sind (fiir ¥ = 2 sind es ungerichtete
Graphen). In diesem Zusammenhang betrachtet man die Bahnen der Gruppe
(@, N) bei Wirkung auf die Menge P(N) aller k-elementigen Teilmengen
von N; diese induzierte Wirkung wollen wir zur Unterscheidung
mlt (@, P«(N)) bezeichnen, d. h., fiir M € P(N) und g€ @ wird

= {m? | m € M} definiert. Die Bahnen von (G -Pe(N )) heiflen die
symmetnswrten k-Bahnen der Gruppe (G, N).

1.5.26. Zwei k-Bahnen @&, ¥ einer Permutationsgruppe (@, N) heilen ver-
wandt, wenn eine aus der anderen durch Vertauschung von Koordinaten
hervorgeht, d. h., wenn ¥ = (@) = fiir ein = € S, gilt. Die Verwandtschaft
ist eine Aquivalenzrelation, man vernachlassigt sozusagen die Reihenfolge
der Koordinaten. Deshalb kann man die zugehérigen Klassen verwandter
k-Bahnen mit den symmetrisierten k-Bahnen identifizieren. Ist eine k-

Bahn von (@, N) symmetrisch, so ist sie mit keiner anderen k-Bahn ver-
wandt (nur mit sich selbst).

1.6. Symmetriegruppen geometrischer Figuren

A. Grundlegende Delinitionen

Wir betrachten Figuren @ in der Ebene bzw. im Raum und deren Eigen-
schaften bei Bewegungen der Ebene bzw. des (dreidimensionalen) Raumes.
Insbesondere wollen wir hier nur solche Figuren & betrachten, die man durch
eine endliche Menge V(@) von Punkten und gewissen geraden Verbindungen
zwischen diesen Punkten beschreiben kann, d. h., @ kann als symmetrische
zweistellige Relation @ C V(D) X V(P) aufgefaBt werden und ist damit
als Graph interpretierbar, dessen Eckpunkte in der Ebene bzw. im Raum
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vorgegeben sind. Dieser Graph der Figur & und die zweistellige Relation
gsollen ebenfalls mit @ bezeichnet werden (einer Verbindung der Punkte a
und b entspricht dabei eine ungerichtete Kante des Graphen & bzw. die
zwei Elemente (a, b) und (b, a) der Relation ®). Somit bezeichnet |P| die
Anzahl der gerichteten Kanten des Graphen & und stimmt mit der doppel-
ten Anzahl der ungerichteten Kanten iiberein.

1.6.1. Unter einer Symmetrie oder Deckabbildung einer ebenen geometri-
schen Figur verstehen wir eine Bewegung der Ebene, die diese Figur in sich
selbst iiberfiihrt. Analog wird der Symmetriebegriff fiir raiumliche Figuren
definiert (vgl. [50, § 13]). Die Menge aller Symmetrien einer Figur & be-
zeichnen wir mit I(®). Offensichtlich ist D(®P) beziiglich der Hintereinander-
ausfithrung von Symmetrien eine Gruppe, also eine Untergruppe der Be-
wegungsgruppe der Ebene bzw. des Raumes. In der Gruppe D(P) spielt die
Untergruppe D+(®P) aller gleichsinnigen Bewegungen eine Rolle (d. h. Trans-
lationen und Drehungen, aber keine Spiegelungen — dazu miifite die Ebene
bzw. der Raum ,,umgeklappt* werden). Sie wird oft Drehgruppe der Figur &
genannt, wihrend ganz D(®P) die Transformationsgruppe (oder Symmetrie-
gruppe) von P heilt. '

Wir interessieren uns im folgenden fiir die endlichen Transformations-
gruppen éndlicher Figuren .

5

A 4 8
b4l Abb.4
1 10 1

o T c

2

1.6.2. Beispiel. Die Figur @ sei das Rechteck ABCD aus Abb. 4. Dann
ist D(P) = le, 8, 83, 2o} und D*(P) = {e, zo}, wobei

e die identische Deckabbildung,

8, die Spiegelung an der Geraden 1,

8, die Spiegelung an der Geraden 2 und

zo die Drehung von & um den Punkt O um 180°

bedeuten (vgl. 1.1.12). Es ist V(P) = {4, B, C, D} und |P}| = 8,
D= {(A’ B)’ (B’ A), (B’ 0)’ (0, B)’ (0’ .D), (-D: C)’ (D’ A): (A! D)} .

4%
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1.6.3. Ist @ ein konvexes Vieleck, so entspricht jeder Bewegung g € D(®)
eindeutig eine Permutation y(g) auf der Menge V(&) der Eckpunkte von .
Bei dieser natiirlichen Abbildung g > y(g) von Bewegungen auf Permutatio-
nen entspricht der Hintereinanderausfiihrung von Bewegungen das Produkt
der entsprechenden Permutationen. Daher ist die Menge y(D) eine Permu-
tationsgruppe, die auf V(&) operiert, und y ist ein Gruppenhomomorphis-
mus. Es gilt sogar noch mehr:

1.6.4. Satz. Der Homomorphismus y aus 1.6.3 ist ein Isomorphismus.

Beweis. Es sei @ eine ebene Figur und g € Ker y, d. h. y(g) = e. Dann
ist g eine Bewegung, die alle Eckpunkte des Vielecks & festlafit. Unter
diesen gibt es wenigstens drei nicht kollineare. Da eine Bewegung der
Ebene eindeutig durch die Bilder von drei nicht kollinearen Punkten
festgelegt ist, folgt g — e, also Ker y = {e}, d. h., y ist ein Isomorphismus
(vgl. A.2.5). Im raumlichen Fall schliet man analog.

Fiir die Transformationsgruppe D(P) kinnen wir daher die Bezeichnung
(D(®), V(®)) verwenden, d.h. sie als Permutationsgruppe auf der Menge
V(®) auffassen (g und y(g) werden identifiziert). Nach 1.8.1 ist jedes g € D(%P)
(als Permutation auf V(%)) ein Automorphismus des Graphen & der Figur @.
Die Umkehrung gilt jedoch nicht im allgemeinen, da nicht jeder
Automorphismus durch eine Bewegung der Ebene induziert werden muf!

Betrachten wir noch einmal das obige Beispiel 1.6.2. Als Permutations-
gruppen sind dann

D(®) = fe, (4 B) (C D), (4 D) (BC), (4 C) (B D)
und
D*(®) = {e, (4 0) (BD)).

Dies hatten wir uns schon im Beispiel 1.1.12 iiberlegt. Da der Stabilisator
eines Punktes, z. B. D(®),, nur e enthalt, konnen wir 1.5.22 anwenden:
D(®) ist 2-abgeschlossen, d. h. auch als Automorphismengruppe von zwei-
stelligen Relationen beschreibbar; jedoch ist D(®P) < Aut (P), d. h., D(P)
ist echt in Aut @ enthalten (Ub!).

B. Diedergruppen

1.6.5. Definition. Die Transformationsgruppe eines regelméaBigen n-Ecks
(n = 3) heiBt Diedergruppe und wird mit D, bezeichnet.
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1.6.6. Satz. Die Ordnung der Diedergruppe D, ist 2n. Sie besteht aus n

Drehungen um die Winkel 0, 2m , 4n, ooy 2 — )=
n n n

an Geraden. (Bei ungeradem n gehen alle diese Symmetrieachsen durch je

einen Eckpunkt und durch den Mittelpunkt der gegeniiberliegenden Seite.

Bei geradem 7 geht die Halfte der Symmetrieachsen durch die Mittelpunkte

gegeniiberliegender Seiten, die andere Halfte durch gegeniiberliegende Eck-

punkte.)

und n Spiegelungen

Beweis. Dall mit den im Satz aufgezihlten Bewegungen wirklich alle
Bewegungen, die die Gruppe D, bilden, erfaBt sind, sieht man wie folgt. Es
sei H = @, der Stabilisator eines festen Eckpunktesa in der Diedergruppe
G = D,. Dann sind fiir ein g € H genau die folgenden zwei. Fille méglich:
Entweder lafit g mit a auch die beiden benachbarten Eckpunkte (das seien
b und c) fest. Dann ist g = e. Oder aber g vertauscht die Punkte b und ¢,
d. h., g ist eine Spiegelung an einer durch a gehenden Symmetrieachse.
Also ist |H| = 2, und wir erhalten |[D,| = |G| = |a€| - |G4] = n - 2 (gemaB
1.3.13 (Satz von LaarANGE) und weil @ transitiv ist, so daB |a®| = nist). I

1 1 2

Abb. 5
4 3 5 4

1.6.7. Beispiel. In Abb. 5 sind ein regelmaBiges Fiinfeck und ein regel-
maBiges Sechseck gegeben. Die zugehdrigen Diedergruppen bestehen aus
folgenden Permutationen:

Dy = {e, (12345), (13524), (14253), (15432), (25) (34),
(13) (45), (15) (24), (12) (3b), (14) (23)},

Dy = {e, (123456), (135) (246), (14) (25) (36), (153) (264),
(166432), (26) (35), (13) (46), (15) (24), (12) (36) (45),
(14) (23) (58), (16) (25), (34)).

Spiater benétigen wir den Zyklenzeiger der Diedergruppen. Wir wollen
ihn daher in expliziter Form angeben. Dabei spielt die Eulersche g-Funk-
tion eine Rolle. Bekanntlich ist ¢(n) die Anzahl der zu einer natiirlichen
Zahl n teilerfremden natiirlichen Zahlen, die kleiner als n sind. Ist
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n = py - p3* --- pi* die Primzahlzerlegung von =, so gilt

(-G~

(vgl. etwa [77]). Mit d | n wollen wir bezeichnen, daB8 d Teiler von = ist.
1.6.8. Satz. Der Zyklenzeiger 3(D,) der Diedergruppen D, tst gegeben durch

,

2n din
d+1

i( 'l'+nxlx’2”+297(d)x:’d) fir n=2m+41,
B(Dn)=‘

2n din

dw1l
\ d4=2

Beweis. Die Spiegelungen an Geraden liefern zum Zyklenzeiger offenbar
den Beitrag nz,x¥ fiir n = 2m - 1 bzw. malz?! - maP fiir n = 2m. Alle
Drehungen (vgl. 1.6.6) sind Elemente der zyklischen Gruppe der Ordnung =
und des Grades n. Ist g eine erzeugende Permutation dieser zyklischen

L(x’l‘ + matxd ! 4 (m + 1) 2D + 37 ¢(d) x:,"") fiir n=2m.

Gruppe, so hat g* (k= 1,...,7) die Ordnung d = — _ und be-
n geT(k, n)
steht aus 7 Zyklen der Lange d. Insgesamt gibt es ¢(d) Zahlen k mit

ggT(k, n) = %, d. h. ¢(d) Elemente der Ordnung d. Insbesondere gibt

es fiir n = 2m genau eine Drehung aus m Zyklen der Linge d = 2. Hier-
aus folgt die Behauptung. §

1.6.9. Beispiel. Die Zyklenzeiger der Diedergruppen D,g und D sind:

1
B(Dys) = 36 (#1® + 9325 + 1025 + 273 + 223 4 625 4 62,4),

1 )
B(Dus) = o5 (o1 + 452, + 20 +- daf +- 62} + Bl + 2.

C. Transformationsgruppen von Polyedern

Wir beweisen zunichst eine einfache, aber duBerst niitzliche Eigenschaft
der Transformationsgruppe eines beliebigen konvexen Polyeders.

1.6.10. Satz. Die Ordnung der Transformationsgruppe D(P) eines konvexen
Polyeders & ist hichstens so groff wie die doppelte Anzahl seiner ebenen Winkel
oder, was dasselbe ist, die vierfache Anzahl der ungerichteten Kanten bzw. die
doppelte Anzahl der gerichteten Kanten des Graphen @, d. h. |D(P)| < 2 - |D|.
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Beweis. Es sei @ ein konvexes Polyeder mit n Ecken, die wir mit den
Zahlen 1,2, ..., n numerieren. Die Anzahl der ebenen Winkel in der Ecke
+ sei mit a; bezeichnet. Wir wéhlen eine Ecke, z. B. Ecke 1, und drei von 1
ausgehende Kanten (1, ¢;), (1, ), (1, ¢3) des Polyeders, die zwei aneinander-
stofende Seitenflichen mit der gemeinsamen Kante (1,c,) begrenzen.
Wegen der Konvexitat liegen die Punkte 1, ¢, ¢,, ¢; nicht in einer Ebene.
Ist nun g € D(P), so ist g als Bewegung Her Ebene] bereits festgelegt, wenn
die Bilder von g auf den nicht komplanaren Punkten 1, ¢,, ¢,, ¢; bekannt sind.
Ist 19 = ¢, s0 miissen die oben betrachteten Kanten wieder in solche iiber-
gehen, die zwei aneinanderstofende Seitenflichen begrenzen, die vom
Punkt ¢ abgehen. Wahlt man ¢f unter den mit ¢+ verbundenen Punkten aus
(das sind a; Méglichkeiten), so gibt es fiir ¢{ und ¢§ nur noch zwei Méglich-
keiten. Also gibt es fiir jedes g mit 19 = ¢ hochstens 2a; Méglichkeiten, um
die Bilder von ¢,, ¢;, ¢; und damit ganz g festzulegen. Also ist |D(®))

n n
< J. 2a;. Es bleibt zu bemerken, dal } a; gleich |®| und gleich der Anzahl
i=1 i=1

der ebenen Winkel von & ist (U/51). i
1

N

5 Abb. 6

1.6.11, Beispiel. Das Polyeder in Abb. 8 ist aus zwei regelmaBigen Tetra-
edern zusammengesetzt. Die Transformationsgruppe D dieses. Polyeders
hat die Ordnung 12 und besteht aus folgenden Permutationen (von denen
die ersten sechs die Drehgruppe bilden):

e, (234), (243), (16) (23), (15) (34), (15) (24),
(23), (24), (34), (15), (15) (234), (15) (243).

In diesem Fall ist der Abstand von |D| = 12 zur oberen Schranke 2 - (3 4 4
44+ 4 4 3) =236 =4-9 aus 1.6.10 ziemlich groB. Die interessantesten
Fille, in denen diese Schranke erreicht wird, betrachten wir nun ausfiihr-
lich. (Es sei dem Leser empfohlen, sich fiir jede der obigen Permutationen
die zugehorige Bewegung des Raumes .geometrisch vorzustellen; so stellt
z. B. (15) eine Spiegelung an der Ebene (2, 3, 4) dar.)
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D. Die Symmetriegruppen der regelméfBigen Polyeder

Die Transformationsgruppen (Symmetriegruppen) der fiinf regelmafiigen
Polyeder werden in diesern Abschnitt einheitlich nach folgendem Standard-
schema abgehandelt: Zunachst werden die Ecken des Polyeders fest durch-
numeriert. Da die Auflistung aller Permutationen der Symmetriegruppen
zu umfangreich wire, beschrinken wir uns auf die Angabe: der Klassen
zueinander konjugierter Elemente (vgl. 1.4.12): Dazu wird fiir jede Kon-
jugiertheitsklasse je ein Reprasentant g ausgewahlt und die Maichtigkeit
¢(g) jeder dieser Klassen angegeben (aus g erhdlt man alle Permutationen
der zu g gehdrenden Klasse, wenn in der Zyklendarstellung von g die Ele-
mente durch solche ersetzt werden, die die gleiche geometrische Lage
zueinander haben). Die Elemente der Drehgruppe werden dabei zuerst
aufgefiihrt. In allen I'allen erhalten wir insgesamt 2|®| = 2¢ Permutationen
der Gruppe (D(di), V((D)), wobei ¢ die Anzahl der ebenen Winkel des Poly-
eders & ist. Nach 1.6.10 folgt hieraus, dal |D(®P)| = 2|P} ist und wir alle
Elemente von D(®) gefunden haben. Schliefilich werden wir die Zyklen-
zeiger der Transformationsgruppe bzw. der Drehgruppe des Polyeders &
berechnen (da konjugierte Permutationen den gleichen Typ haben, sind die
vorher gegebenen Informationen dazu ausreichend). Wir empfehlen auch
hier dem Leser nachdriicklich, sich den geometrischen Sinn aller in den
folgenden Beispielen aufgefithrten Permutationen vor Augen zu fiihren
(was ist welche Drehung um welche Achse, oder an welchen Symmetrie-
ebenen wird gespiegelt). Freilich lassen sich viele Permutationen, die un-
gleichsinnigen Bewegungen entsprechen, mit kombinatorischen oder alge-
braischen Hilfsmitteln wesentlich leichter handhaben. Die regelmafiigen
Polyeder (und ihre Graphen) bezeichnen wir nicht mit grofien griechischen
Buchstaben, sondern mit ihren Anfapgsbuchstaben J, ¥, 0, J, D.

1.6.12. Regelmdipiges Tetraeder J (vgl. Abb. 7):

g1 —=¢e, C(gl) =1
1
g = (234), C(gg) =8
gs = (12) (34), c(gs) =3
4 2
d 9. = (34), c(g,) = 6

Abb. 7 gs = (1234), c(gs) = 6.
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1
3(D()) = oL (2} + 623z, + 8x,2; + 322 + 62,)

B(DH) = <5 (of + Bz, + 3ad).

1.6.13. Wiirfel % (vgl. Abb. 8):

g = ¢, ¢(g) =1
g2 = (248) (375), clgs) = 8
1 2 g, = (15) (28) (37) (46), c(gs) = 3
W 7= (12) (46) (38) (87), c(g) = 6
: gs = (1258) (3674), c(gs) = 6
ST ae=(10)@1) 38) 45), clgy) — 1
7 6 g, = (16) (258743), ¢(g,) = 8
Abb. 8 go = (14) (23) (56) (78), c(ge) = 3
90 = (17) (26), c(gs) = 6

G = (1763) (2486),  c(go) = 6.

B(D()) = - (@ + bxted + 82le} + 1324 + Sayz, -+ 122;
. 1
B(D*(¥)) = o - (&} + 8zias + 92} + 6a)).

1.6.14. Regelmapiges Oktaeder © (vgl. Abb. 9):

g1 — €, c(gl) =1
g: = (24) (35), ¢(gs) = 3

gs = (2345), c(gs) = 6

4 4& 9y = (123) (456),  c(g) =8

AN L 0= (16)(23) 45), clg)) =6

V g6 = (16) (24) (35), clge) = 1
g7 = (16)’

¢(g:) =3
Abb. 9 gs = (16) (2643),  c(gs) = 6
go = (143625}, c(gs) =8

o = (25) (34)’ c(glo) = 6.
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- 1 .

3(D(0)) = 5 @t 8xtxy + Dxlad 4 623z, | Tx} + Bxyr -+ 82 + Bz
s 1 ,

8(1(0) = 57 (e} + 370r] + Bir, o+ G -+ Bal).

1.6.15. Regelmadfiges ITkosaeder J (vgl. Abb. 10):

g, = €, tlg) =1

ge == (23456) (789 10 11}, t(gq) = 24
gy = (12)(30) (4 1) (57) (810) (0 12), e(ga) = 16
gy (123)(467)(6118)(91012), ¢(gy) = 20

g =(112) (20 (310) 411) (BT) (68), ¢lgs) == 1

ge == (112) (21047690311 58), ¢(ge) = 24
g, = (1 9) (2 12) (3 8) (6 10), e{gs) = 15
Abb. 10 ge = (19312210) (487 11 6 5), clgy) == 20.
4 1 Al
AP = 120 (21 + 152828 -+ 24adz? + 1828 + 24xy7,g + 202 -+ 2023);

BD*(3)) = - (2}t + el + 1528 + 2000,

1.6.16. Regelmdfiges Dodekaeder D (vgl. Abb. 11):

Abb. 11

gy == €,

gs == (12345)(078910) (111213 14 15) (16 17 18 19 20),

gy = (12) (3 6) (4 11) (57) (8 15) (0 16) (10 12) (13 20) (14 17) (18 19),
ge == (25 0) (310 11) (4 16 7) (8 14 16) (9 20 12) (13 19 17),

g5 = (1 18) (2 19) (3 20) (4 16) (5 17) (6 13) (7 14) (8 15) (0 11) (10 12),
ge= (1193165182204 17) (614811 10137159 12),
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ge = (118) (2176195 13) (31211201090) (487 16815 14),
ogy) = 1, c(gs) = 24, c¢(gs) == 15, ¢(g,) = 20,
o{gs) = 1, t(ge) = 24, clg,) = 156, ¢lgy) = 20.

B(D(D) = - (33 + 202308 + tholed + 165 -+ W + Had 4 2ad);

3(p*(D)) = '615 (a3 -+ 20} 4 162)° + 24x3).

E. Invariante Relationen der Symmotriegruppen

Die Symmetriegruppen der regelméfigen Polyeder werden oft zur Losung
kombinatorisch-geometrischer Aufgaben herangezogen. Es liegt daher nahe,
die invarianten Relationen dieser Gruppen zu betrachten. Wir weisen
nochmal darauf hin, dal diein den Abb. 7 bis 11 angegebenen Darstellungen
der regelméBigen Polyeder auch als Graphen @ aufgefallt werden kdnnen
(als symmoetrische zweistellige Relationen auf V(#)), wie am Anfang von 1.4
(vor 1.6.1) erldutert wurde.

1.6.17. Wir geben zundchst alle antireflexiven 2.Bahnen der Transforma.-
tionsgruppen der regelmiBigen Polyeder an. Diese erhdlt man nach der
folgenden Methode: Fiir £ = 1,2, ... betrachte man die zweistollige Re-
lation ¥;(®) aller Paare (a, b) € V(®) X V(D) des Polyeders @, so dall die
Punkte ¢ und b den Abstand ¢ im Graphen @ haben (Adbstand heifit die
Anzahl der Kanten cines kiirzesten Weges zwischen a und b lings der Kan-
ten von @, vgl. A.3.8). Nun kann man aus 1.6.12 bis 1.6.168 (mit mehr oder
~ bei genligender geometrischer Vorstellungskraft — weniger Miihe) ab-
leiten, daB3 diese ¥;(®) 2-Bahnen von D(P) sind. Da jedes Paar (a, b) in
irgendeinem Y;(®) vorkommen muB, haben wir damit alle antireflexiven
2.Bahnen erfaBt. Im einzelnen ergibt sich:

a) Die Grappe D(7") hat nur eine antireflexive 2-Bahn, den Graphen
T = Y (T} selbst.

b) Die Gruppe I{@) hat zwei antireflexive 2-Bahnen, den Graphen
© = ¥,(0) und den ungerichteten Graphen W,(¢), dessen Kanten die Dia-
gonalen des Oktaeders sind.

¢} Die Gruppe D(%’) hat sclion drei antireflexive 2-Bahnen, da es in %
auch Punkte mit dem Abstand 3 gibt. Es sind der Graph % = W¥,(¥) sclbst,
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der Graph ¥,(%) der Flichendiagonalen und der Graph ¥,(%) der Raum-
dingonalen.

d) Ebenfalls drei antireflexive 2-Bahnen hat die Gruppe D(J): den
Graphen J = ¥,(J),den Graphen ¥,(J) der Diagonalen, die Ecken henach-
barter Flachen verbinden ((1, 8) ist z. B. eine Kante dieses Graphen) und
den Graphen ¥,(J) der Symmetrieachsen, die entgegengesetzt liegenden
Ecken {z. B. 1 und 12) verbinden.

e) SchlieBlich hat D{D) sogar funf antireflexive 2-Bahnen ¥,( D), ¥,(D),
Wy (D), VD), Ps( D). Bie werden durch die Paare (3, 2), (3, 1), (3, 6), (3, 15)
und (3, 20) reprisentiert (vgl. Abb. 11).

1.6.18, Satz. Die Transformationsyruppen der regelmifigen Polyeder ® € (7,
O, %W, 3, D} sind 2-abgeschlossen, und es gilt

D) = Aut &,

Beweis. Aus IH{®P) == Aul @ (== Automorphismengruppe des Graphen
®) folgt wegen 1.5.20d) die 2-Abgeschlossenheit von D(®). Wir wissen
schon, daB [D(P)] = 2¢ == 2|P| ist (siche 1.6.1D, 1.6.12—16) und daB
D(P) & Aul ¥ ist (vgl. Ausfiithrungen nach dem Beweis von 1.6.4). Um
D{P) = Aut P zu beweisen, genilgt es also, |Aut @] = 2|B| zu zeigen. Das
geschisht fiir alle Polyeder analog:

Wir betrachten fiir eine Kante (a, b) € ¢ den SBtabilisator @, , der Gruppe
G = Aut @. Dann gibt es genau eine nichtidentische Permutation g € G, ;,
nimlich die Spiegelung an der Symmetriecbene, die durch die Kante (a, b)
von @ geht. Also ist |G ,] == |{e, g}} = 2. Andererseits kann man durch ge-
eignete Drehung jede Kante in jede andere {iberfithren, d. b., die von (a, b)
erzeugte 2-Bahn (4, 5)° von @ enthalt alle Kanten, d.h. (s, b)¢ == &.
Nach dem Satz von LagraNor (in der Bemerkung zu 1.3.18) haben wir
dann fiir die Permutationsgruppo (@, V(®)?), die auf den Paaren aus V()
X V(@) operiert (vgl. 1.5.1), offenbar die Beziehung |G} = |(a, b)?| - |G
sz (@] - |Gyl = D]« 2, was zu beweisen war. il

Die Transformationsgruppen der regelmaBigen Polyeder haben also
sdmtlich eine bemerkenswerte Eigenschaft: Sie kdénnen als Automorphis-
mengrappen eines Graphen aufgefaBt werden. Der folgende Satz zeigt, daB
dies fiir die Drehgruppen nicht immer richtig ist.

1.6.19. Satz. Die Drehgruppen von Teiraeder, Oktaeder, Wiirfel und Iko-
saeder sind 3-abgeschlossen, aber nicht 2-abgeschlossen.
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Beweis. Man priift leicht nach, daB die Drehgruppen D*(®) der ge-
nannten Polyeder dieselben 2-Bahnen wie die jeweiligen vollen Transfor-
mationsgruppen IN®) haben. Folglich ist D*(®P) a4y, I(D), und D*(P)
ist nach 1.5.20b) nicht 2-ahgeschlossen. Im Beweis von 1.6.18 sahen wir,
daB der Stabilisator D{®P), , nur aus ¢ und einer Spiegelung besteht, also ist
DY (), ), = {e}. Nach Satz 1.5.22 folgt die 3- Abgeschlossenheit von D* (D). B

1.6.20. Satz. Die Drehgruppe D*( D) des Dodekaeders ist 2.abgeschlossen.

Beweis. Im Unterschied zur Gruppe (D) hat @ == D*( D) sieben anti-
reflexive 2.Bahnen (a, b)Y, deren Reprisentanten (a,5) die 2-Punkte]
(3, 4), (3, 5), (3, 8), (3, 11), (3, 16) und (3, 20) sind. Daher sind D*( D) und
D(D) nicht 2-dquivalent (vgl. 1.5.18). Aus ¢ < D(D) folgt aber G
o D{D)W = D(D), so dal [ID): GP] = 2 ist. Andererseits haben wir
[D(D): @] = 2, 8o dafl nach dem Satz von LaaraNer 1.3.2

2. (0] = [D(D)| = [D(D): (D] (AD[ 2 2. |GD] = 2. |}
folgt, also |@] = ["¥], d. h., @ = G® ist 2.abgeschlossen.

1.7. Operationen {iher Permutationsgruppen

In diesem Abschnitt wollen wir einige der fiir Anwendungen gebrauchlich-
sten Operationen iiber Permutationsgruppen behandeln. Kine Reihe von
Eigenschaften dieser Operationen erwahnen wir dabei allerdings ohne
Beweis (die als Ub! gekennzeichneten Aussagen sind jedoch leicht nach-
zurechnen). Worum handelt es sich bei diesen Operationen? Einigen (hier
zwei) Permutationsgruppen wird auf bestimmte Art und Weise eine nene
Permutationsgruppe zugeordnot (z. B. das direkte Produkt). Da wir es mit
Permutationsgruppen zu tun haben, miissen wir nicht nur eine Gruppe als
Ergebnis der Operation angeben, sondern auch die Menge, anf der diese
(iruppe operiert, und wir miissen genau zeigon, welche Permutation auf
dieser Menge jodes Gruppeneloment darstellt. Bei den Operationen direkte
Summe und direktes Produkt, Kranzprodukt und Exponentiation, die wir
untersachen, werden wir wie folgt vorgehen: Fiir ewei Permutationsgrappen
(G, Ny und (H, M) wird zunichst eine hereits aus der Gruppentheorie
bekannte Konstruktion auf die Gruppen & und H angewendet. Man erhilt
eine (abstrakte) Gruppe (aber noch keine Permutationsgruppe), z. B. das
direkte Produkt @ x H. Dann wird aus N und M eine Meuge (z. B. ¥ x M)
konstruniert und angegeben, wie jedes Element der ahstrakten Gruppe auf
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dieser Menge operieren soll. Dabei wird sich zeigen, da diese Wirkung tat-
sichlich eine Permutationsgruppe ist. Der Qrund fiir diese Vorgehensweise
liegt darin, daB ein und dieselbe abstrakte Gruppe auf verschiedenen
Mengen als Permutationsgruppe operieren kann. Wir trennen damit den
rein gruppentheorctischen Hintergrund der vorgestellten Operationen von
dem spezifisch permutationsgruppentheoretischen Teil ab (dadurch lassen
gich anch rein gruppentheoretische Sitze leichter anwenden).

A. Das direkte Produkt von (abstrakten) Gruppen

1.7.1. Es seien @ und H beliebige Gruppen {vgl. A.2.1). Dann kann man
auf der Menge G X H = {{g, ») | g € G, A € H} eine zweistellige Operation o
wie folgt definieren:

(7. By o (g', W) := (gg’, bh')

(g9’ bzw. hh' bedeuten das Produkt in & bzw. H). Ohne Mihe 148t sich
zoigen, daB @ x H mit der Operation o eine Grappe bildet (Ub!), die das
direkte Produkt von G und H genannt wird. Die Mengen @' == {(g, e}| g € ()
bzw. H' == {(e, B) | b € H) sind zwei zu G bzw. H isomorphe Untergruppen
von @ x H, sie sind sogar Normalteiler {A.2.4) (UbY).

Es gibt noch eine andere Mbglichkeit, das direkte Produkt zu definieren,
und zwar als Eigenschaft von Untergruppen.

1.7.2. Eine Gruppe (7 heiBt das direkte Produkt ihrer Untergruppe (' und
@', wenn folgende Bedingungen erfiillt sind:

1. @ und ¢ sind Normalteiler in .
2. & oG = {e} (e bezeichnet das Kinselement).

3. Jodes Element aus @ 148t sich als Produkt ¢’a’”’ mita' € G’ und a” € "'
darstellen,

Beide Definitionen (1.7.1 und 1.7.2) des direkten Produkts unterscheiden
sich (bis auf Isomorphie) nicht. Identifiziert man nidmlich ¢’ und H' aus
1.7.1 mit @ bzw. H, so ist @ x H tatsichlich das direkte Produkt (im Sinne
von 1.7.2) der Untergruppen @ und H. Umgekehrt ist das direkte Produkt
(im Sinne von 1.7.1) @' x Q" isomorph zu G (vgl. 1.7.2), wie aus der Kigen-
schaft a) des ndchsten Satzes folgt. Daher werden wir im weiteren die
Schreibweise ¢ == G’ x (7' auch verwenden, wenn @ das direkte Produkt
von Untorpruppen ist (im Sinne von 1.7.2).
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1.7.3. Satz. a) Jedes Element der Gruppe G = (I' X Q° lift sich eindeutiy
als Produkt a’a” mit o’ € Q' und 6" € Q° darstellen.
b) Jedes Element a’ € (¥ ist mil jedem Klement a” € 3 vertauschbar, d. k.,

Anhand der Definitionen lassen sich die folgenden Sitze nachpriifen.

1.7.5. Batz. a) Es seien 4 und B Konjugiertheitsklassen von G bzw. H.
Dann st AxB={lg,h)|g€ A, h€B) eine Konjugierthestsklnsse von
G X H. Jede Konjugiertheitsklasse von (0 % H ist in dieser Weise darstellbar.

b) Es seien p bzw. q die Anzahl der Konjugiertheitsklassen von G bzw. H.
Dann hat Q x H genau p - ¢ Konjugiertheitsklassen. B (Ub1)

Es ist eine wichtige Strukturaussage, wenn eine Gruppe das direkte
Produkt von Untergruppen ist. Als Beispiel zeigen wir den folgenden Satz.

1.7.6. Satz. Die Transformationsgruppen von Olklaeder, Wilrfel, Ikosaeder
und Dodekbaeder lassen sich jeweils als das direkte Produkt aus ihrer Dreh-
gruppe und evner Gruppe der Ordnung 2 darstellen.

Beweis. Fiir alle vier genannten Polyeder @ € {0, %, J, D} wird der
Beweis in einheitlicher Weise gefiihrt. Wir wihlen die Untergruppen
" = D*{(®) und (" = le, 25}, wobei 2z, die Zentralsymmetrie beziiglich des
Symmetriezentrums O des regelmiiBigen Polyeders @ sei (fiir einen Punkt
s ist i*e der an O gespiegelte gegeniiberlisgende Punkt; deshall ist der Be-
weis auch nicht auf das Tetrasder anwendbar, da dieses kein Symmetrie-
zentrum hat). Offenbar ist zo § DY (P), d. h. @' n G” == {e}. Andererseits sind
alle Produkte ¢'g” mit g’ € ' und g* € G” paarweise verschieden (das kann
man nachrechnen), so daB [(G"} = |(F]. |(7"] == n - 2 = [D(D)}, also
Q" = D(D) gilt. SchlieBlich kann man zeigen, daB ¢’ und * Normalieiler
von G)sind (@ ist Normalteiler, weil [ : ('] = 2 ist, und G” ist Normal-
teiler, weil z; mit allen Ebenenspiegelungen vertauschbar ist und D{®) von
allen diesen erzeugt wird). Gemdfl 1.7.2 haben wir D(¢#) == (' x Q. &

1.7.7. Bemerkungen. Es gilt (U/b!)
DO) 2 D(¥) 22 8, X 8y, D(O) 2 DYW) 2 8,
DIy D(D) oz Ag X Sy, DT ) DH(D) = Aq,
DT ) = S,.

Die Transformationsgruppen von Wiirfel und Oktaeder bzw. Ikosaeder
und Dodekaeder sind zueinander isomorph, weil € und ¥ bzw. J und 9
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dual sind (vgl. [50; S. 114, 116]), d. h., sie gehen jeweils auseinander hervor,
wenn man die Flichenmitten benachbarter Flachen miteinander ver-
bindet. Das Tetraeder J ist zu sich selbst dual. Fiir J gilt nicht 1.7.6, denn
die Gruppe D(J ) = 8, zerfillt nicht in das direkte Produkt zweier ihrer
Untergruppen (Ub!).

B. Dioe dirokte Summe und das direkte Produkt von Permutationsgruppen

Es seien (@, N) und (H, M) Permutationsgruppen. Dann kann die abstrakte
Gruppe G x H (vgl. 1.7.1) als Permutationsgruppe auf verschiedenen
Mengen operieren. Wir wahlen N u M (falls N n M = @ ist, anderenfalls
betrachte man die disjunkte Vereinigung) sowie N X M und erhalten Per-
mutationsgruppen, die hier zur Unterscheidung direkte Summe bzw.
direktes Produkt genannt werden.

1.7.8. Es sei N n M = 0. Jedes f = (g, h) € G X H lassen wir nach folgender
Vorschrift auf der Menge N u M operieren:

, [z" fir z€ N,
2 =
1z" fir ze M.

Dadurch wird f eine Permutation auf N u M, und (G X H, N v M) ist eine
Permutationsgruppe (U/b!), die auch mit (@, N) ? (H, M) bezeichnet wird
und direkte Summe von (G, N) mit (H, M) heifit.

1.7.9. Operiert f = (g, b) € @ X H auf der Menge N X M nach folgender
Vorschrift

(a,b)! = (a9, b%) fiir (a,b) € N XM,

dann ist dadurch eine Permutationsgruppe (G X H, N x M) gegeben (Ub!),
die das direkte oder kartesische Produkt von (G, N) mit (H, M) genannt und
mit (@, N)-x (H, M) bezeichnet wird.

1.7.10. Satz. a) Die direkte Summe (G X H, N u M) zweier Permutations-
gruppen (@, N) und (H, M) ist eine Permutationsgruppe der Ordnung |G| |H|
und des Qrades |\N| 4 | M|.

b) Das direkte Produkt (G X -H, N X M) ist eine Permutalionsgruppe der
Ordnung |G| - |H| und des Grades |N| - | M]|.

¢) Sind (G, N) und (H, M) beide transitiv, so st (G X H, N v M) intran-
sitiv, wahrend (@ X H, N X M) wieder transitiv ist. B (Ubl)
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1.7.11. Beispiele. Es sei (@, N) = (S({1, 2}), {1, 2}) und (H, M)
= (S({3, 4, 5}), {3, 4, 5}).

a) (X H,NuM) besteht aus den Permutationen (1) (2)(3)(4) (5),
(1) 2) (3) (45), (1)(2) (34) (5), (1) (2)(35) (4), (1)(2) (345), (1) (2) (354),
(12) (3) (4) (5), (12) (3) (45), (12) (34) (5), (12) (35) (4), (12) (345), (12) (354).

b) Bezeichnen wir zur Abkiirzung die Elemente (1, 3), (1, 4), (1, 5), (2, 3),
(2, 4), (2, 5) der Menge {1, 2} X {3, 4, 5} der Reihe nach mit a, b, ¢, d, e, f, so
besteht (G' X H, N X M) aus den Permutationen (a) (b) (c) (d) (e) (f),

(@) (B) (d) (¢f), (ab) (¢) (de) (f), (ac) (B) (df) (e), (abo) (def), (ach) (dfe),

(ad) (be) (cf), (ad) (Bf) (ce), (ae) (bd) (cf), (af) (Be) (cd), (aecdbf), (afbdce). Man
mache sich klar, daB8 z. B. der Permutation (afbdce) das Paar (g, 4) € G x H
mit g = (12) und A = (354) entspricht.

1.7.12. Beispiel. Mit Z, bezeichnen wir die Menge der Restklassen modulo
n und mit (C,, Z,) die reguldre zyklische Gruppe der Ordnung n vom Grad n,
d. h., die Gruppe C, besteht aus allen Potenzen der Permutation

g = (012...n — 1). Wir wollen zeigen, dafl

(Cro» Zy1g) = (Cs, Zs) X (Cy, Zy) = (Cs X Oy, Zs X Z,)

ist. Genauer gesagt handelt es sich dabei nicht um eine Gleichheit, sondern
um eine Isomorphie (Ahnlichkeit). Man kann namlich Z,, mit Z; x Z,
identifizieren, indem jedem a € Z,, das Paar (a’, a") € Z; X Z, mit a’ = a
mod 5, 4" = a mod 2 zugeordnet wird (Chinesischer Restsatz). Wahlt man
g’ = (01234) € (Cs, Z;) und g" = (01) € (Cy, Z,), 8o operiert die Permuta-
tion (g’, g") € Cs X Cy auf der Menge Z; X Z, genauso wie die Permutation
g = (012...9) € Oy, auf der Menge Z,, (Ud!). Damit ist die Behauptung
bewiesen. (Bemerkung. Allgemeiner gilt: Sind @ bzw. H zyklische Gruppen
mit den erzeugenden Elementen g bzw. 4, deren Ordnungen teilerfremd sind,
dann ist @ X H eine zyklische Gruppe mit dem erzeugenden Element (g, 4)).

C. Das Kranzprodukt

1.7.13. Es seien (@, N) eine Permutationsgruppe und H eine (zunichst
abstrakte) Gruppe. Wir betrachten die Menge @ x H¥ aller Paare (g, «),
wobei g € @ und « € H¥ eine Funktion «: N> H ist, die jedem 7 € N ein
Element «(t) € H zuordnet. Dann 1a88t sich auf @ x H¥ eine binare Opera-
tion o wie folgt erklaren:

(9°,«")o (9" 0") = (g, «)

5 Klin, Angewandte Algebra
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mit
g = ¢'9" (Multiplikation in G),
a: N > H:ir> o'(1) «"(9') (Multiplikation in H).

Eszeigtsich, daB G X H¥ mito eine (abstrakté) Gruppe?) ist (das Einselement
ist (e, x,) mit a,(i) = e, und zu (g, «) ist (977, &’) mit &'(5) = («(i°"))™? das
Inverse), Ub!. Ist N = {0, 1, ..., » — 1}, so schreiben wir fiir (g, «) € @ x H¥
auch (g, (ho, --., ka_1)), wobei h; = (i) € H (i € N) ist, und nennen dies die
Tabellenform von (g, «). In Tabellenform sieht die obige Multiplikationsregel
wie folgt aus:

(g" (h(;’ e h’;a—l)) o (g”r (ha” veey h;;’—l)) = (‘9’9’: (h’ {'):’, vy h:l—lh:;—l)ﬂ’)) .

Bemerkung. Fiir die obigen Definitionen ist es wichtig, daB} die Ele-
mente g € G auch Permutationen auf N sind. Die Gruppe G X H¥ mit der
Multiplikation o ist ein Spezialfall eines sogenannten halbdsrekten Produkts
Q@ » @ zweier Gruppen G und G’ (hier ist G’ = H¥) beziiglich eines
Homomorphismus ¢: @— Aut @ (hier wird jedem g € G der Automorphis-
mus ¢, von @ = H¥ zugeordnet; wobei g,(x): ¢ > &(#") ist). Als Multi-
plikation im halbdirekten Produkt von G, G’ hat man (g;, g;)© (92, g5)

= (9192, 91057).

1.7.14. Definition. KEs seien (G, N) und (H, M) Permutationsgruppen.
Jedem Element (g, «) der in 1.7.13 definierten Gruppe G X H¥ ordnen wir
eine Permutation A(g, «) auf der Menge N x M wie folgt zu:

@&, jY0) = (35, 7O fiir (i, ) € Nx M.

(Wir iiberlassen dem Leser den Nachweis, dafl A(g, x) wirklich eine Per-
mutation ist.) In Tabellenform sieht dies fiir (g, &) =. (g, (Bgs -« Py )) S0 aus:

(8, )1 = (9, ™).

Die Menge {A(g, ) | (9; «) € G x H¥} bildet eine Permutationsgruppe auf
N x M (Ub!), die das Kranzprodukt von (@, N) mit (H, M) heiBt und mit
(G, N)) (H, M)¥(kurz auch Gl H) bezeichnet wird. Die Permutation
A(g, «) werden wir auch einfach mit (g, «) bezeichnen, denn die Zuordnung
(g, ) = A(g, ) ist ein Gruppenisomorphismus (Ub!, die Homomorphie
folgt aus (i, JPON ) — (4o alid)Ag'e) — (iaa', j«(f)a’(i')) = (1, j)l((a.c)o(a'.a')))
und zeigt, wie die Gruppe G X H¥ (aus 1.7.13) als Wirkung auf der Menge
N X M betrachtet werden kann. Dabei heit G die aktive, H die passive

1) Diese Gruppe ist aber nicht das direkte Produkt (vgl. 1.7.1) von @ mit der direk-
ten Potenz H¥, das durch () = «'(s) a*(s) definiert wiire.
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Gruppe. (Eine andere Bezeichnung fiir das Kranzprodukt ist & wr H nach
dem englischen ,,wreath product.)

Aus der Definition folgt unmittelbar:
1.7.15. Satz. Das Kranzprodukt (G, N)} (H, M) = (G X H¥, N x M) hat

die Ordnung |G| - [H|"™ und den Grad |N| - |M|. Das Kranzprodukt transitiver
Permutationsgruppen ist wieder transitiv (Ub!). B

1.7.16. Beispiel. Das Kranzprodukt G} H mit (G, N) = (C,, {0, 1}) und
(H, M) = (C;, {0, 1, 2}) (vgl. 1.7.12) besteht aus 2 - 32 = 18 Permutationen
auf der Menge {0, 1} x {0,1,2}. Es sei C; = {e, g} mit ¢ = (01) und C,
= {e, h, h%} mit b = (012). Die Elemente von {0, 1} x {0, 1, 2} bezeichnen
wir folgendermafBen :

a =(0,0), b =(0,1), ¢ =(0,2),

a=(1,0), ¥=(1,1), ¢ =(,2).
In der Tabellenform hat jedes Element (f,a) von @) H die Gestalt
(£, (ho, hy)), Wobei h; = «(i) (i € N = {0, 1}). Wir geben hier zu jeder Ta-
bellenform die Zyklenzerlegung an:

(e (e, @) = () (B) () (@) B') ('), (9 (e, €)) = (aa’) (BD) (cc”),

(e, (, e)) = (abe) (a') (B') (¢'), (9, (b, €)) = (a’ad'bc'c),

(e, (82, €)) = (acd) (@) ') (¢'), (g, (B2, o)) = (@’ac’ch'D),

(¢ (& 1)) = (@) ®) () (@), (g, (& ) = (aa'Bb'cc),

(e, (B, k)) = (abe) (a'b'c’), (9, (B, b)) = (ab'ca’be’),

(e, (&2, b)) = (ach) (a'b'c"), (9, (32, B)) = (ac’) (ba’) (cb"),
(¢, (¢, B%) = (@) () () (a'c'®), (g, (&, b?)) = (ad’cc’BD’),

(e, (B, B2)) = (abc) (a'c’D’), (9, (B, B%) = (ab’) (bc") (ca’),
(e, (B2, B2)) = (ach) (a’c'd"), (9 (82, B2%)) = (ac’ba’ch’).

Das Ausrechnen vereinfacht sich durch die Beobachtung, daB

(f’ (ho» hl)) = (6, (hO) e)) o (8, (8, hl)) © (I’ (e’ 8))

gilt (f € G, hy, by € H). Diese Zerlegung ist, auch ein Schliissel zu einem
anschaulicheren Verstandnis des Kranzproduktes. Man stelle sich |N|
Kopien (hier [N|=2) der Elemente von M ={0,1,2} vor, z. B. K,
= {a, b, ¢} und K, = {a’, ¥, ¢'}. Die Elemente jeder einzelnen Kopie werden
gemal gewisser hy € H und h; € H permutiert (dem entspricht (e, (h, )

b*
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und (e, (e, h,))). Zum SchluB werden die Kopien als Ganzes gemaf der
Permutation f € G (auf den Indizes; dem entspricht (f, (¢, €))) permutiert.
Auf diese Weise entsteht jede der |H|'* .|@| Permutationen von G} H
(der Leser iiberzeuge sich davon anhand der obigen Liste aller Permuta-
tionen aus G} H). Im vorliegenden Beispiel ist H als Automorphismen-
gruppe des Graphen @, (vgl. Abb. 12) darstellbar. Nimmt man zwei Kopien
®,, P, dieses Graphen und betrachtet den Graphen &, u &, = @, so bildet
jeder Automorphismus von @ entweder jede Komponente auf sich oder eine
Komponente auf die andere ab. Man kann sich das auch so vorstellen, da3

b b

h A

a” c a (o
Abb. 12. Der Graph ® = @, u @, mit Aut & = C, ) C;

jede Komponente erst mit einem Automorphismus %, € Aut &, bzw.
h, € Aut O, permutiert wird und dann, falls nétig, die Komponenten noch
(mit der Permutation (aa’) (bb’) (cc’)) auf sich abgebildet werden. Dies zeigt
Aut ® = Cl Aut Dy = Cy 1 Cy =Gl H.

D. Exponentiation von Permutationsgruppen

Wir werden die Gruppe @ X H¥ nun auf einer anderen Menge, namlich M¥,
wirken lassen. M¥ ist die Menge aller Abbildungen f: N - M; falls N
={0,1,2,...,n — 1} ist, schreiben wir auch f= (b, b,, ..., b,,), wenn
f(3) = b; fiir ¢ € N ist.

1.7.17. Definition. Es seien (@, N) und (H, M) Permutationsgruppen.
Jedem Element (g, ) der in 1.7.13 definierten Gruppe G X H¥ ordnen wir
eine Permutation u(g, «) auf der Menge M¥ zu: Fiir f € M¥ gei

froeo: N—>M:a > (f(a"_'))“(""').
(Man zeige, daB u(g, «) eine Permutation auf M¥ ist, U/b!). Um die kompli-
ziert aussehende Bildung des Wertes f*@0.?(a) der Funktion f*-=) ¢ M¥
zu iiberschauen, bemerken wir, daB a*” € N, f(@") € M und «(a#”) € H
ist. Setzt man a¢ statt a ein, so erhillt man die etwas iibersichtlichere Defi-
nition

froa@) = (fl@).
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In Tabellenform mit (g, «) = (g, (ko, by, - .., Buy)) und f = (bo, by, ..., byy)
sieht diese Beziehung wie folgt aus (der Ubersichtlichkeit wegen bezeichne
0, 1", ..., (n — 1) die Werte 097, 177, ... (n — 1)97):

[ = (B, (by ), ...y (Bmony)hen).

Anschaulich bedeutet das: Wir nehmen die i-te Koordinate b; von f und
lassen auf sie die i-te Permutation ; aus der Tabellenform von (9, &) wir-
ken. Das Ergebuis kommt dann auf den Platz mit der Nummer ¢ (1 € N
=1{0,1,...,m — 1}).

Die Menge {u(g, «) | (9, «) € G X H¥} bildet eine Permutationsgruppe auf
MY, die Exponentiation von (H, M) mit (@, N) heiBt und mit (H, M)t (G, N)
(kurz H 4 G) bezeichnet wird (es ist auch die Bezeichnung [H]¢ iiblich). Die
Abbildung x: (g, &) > (g, «) ist ein Gruppenisomorphismus der (abstrak-
ten) Gruppe @ X H¥ (vgl. 1.7.13) auf H4{ @ (Ub!, besonders durch den
Nachweis der Homomorphieeigenschaft ,u((g, x)o (g, a')) = u(g, «) p(g’, «’)
kann man sich gut mit der Exponentiation vertraut machen). Daher kénnen
wir der Einfachheit halber statt u(g, «) auch wieder die Bezeichnung (g, «)
verwenden.

1.7.18. Beispiel. Wir verwenden die gleichen Gruppen (@, N) = (C,, Z,)
und (H, M) = (Cs, Z3) und die Permutationen g, » wie in Beispiel 1.7.16.
Die Elemente f = (f(O), f(1)) von M¥ = (0, 1, 2}{*) bezeichnen wir zur
Abkiirzung mit ay, falls f(0) = ¢ und f(1) = j ist (s, € {0, 1, 2}). Die 18
Permutationen (g, «) € H1 & (= @ X H¥) wirken dann auf M¥ = {ay |7,
€ {0, 1, 2}} wie folgt:

(e, (e, €)) = e (identische Permutation),

(e, (R, e)) = (@00%10%20) (F01%11321) (F02012822) ,

(es (B3, e)) = (@po@20%10) (@01321311) (Bpa2a@ya),

("" (e h)) = (@00201302) (@10@11212) (@0@21%23) ,

(3» (e, h’)) = (Go0B02001) (@10213011) (B20322221),

(9: (e e)) = (@g0) (@11) (322) (B01@10) (F02230) (1222,).

Die weiteren Permutationen der Gestalt (g, (ho, b)) mit ¢ € @, ko, b, € H
lassen sich daraus mittels

(9: (Po, hl)) = (e» (hos 3)) o (e, (e, hl)) o (q’ (e, e))
_gewinnen (vgl. 1.7.16), z. B. ist

. (g, (k, ha)) = (@00%21) (311302) (@22010) (Bo1) (213) (@20) -
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Um eine Vorstellung von Exponentiation zu bekommen, fragen wir nach
der Wirkung der drei speziellen Formen, aus denen sich alle anderen durch
Produktbildung ergeben. Fiir f = (by, b) = ay, € M¥ haben wir

(by, by Ye-hee)) o (b2, b,) (Wirkung auf erster Koordinate),
(by, by)e@h) = (b, BY)  (Wirkung auf zweiter Koordinate),
(Bo, by)#te0) = (b, by}  (Vertauschung der Koordinaten).
Man hetrachte also M¥ = {(by, b, ..., b,,) | b; € M} als einon |[N|.dimen-

sionalen Wiirfel (im Beigpiel haben wir ein Quadrat, da |N| = 2 ist) mit
|M| Punkten auf jeder Achse. Die Permutationen von H 1 0 wirken auf

(0,2} {1,2) (2,2}

S (2,1

\(1,0) (20)

Abb. 13. Der Graph ¢ mit Awd ¢ = C, 1 C,

diesem ,, Wiirfel* wie folgt: (e, (Ao, ¢, ...)) baw. (e, (e, Ay, ...)), ... permutieren
jeweils als Ganzes dic ,,Flachen‘ (hier sind es Achsen) parallel zu der
+Hlache' mit konstanter Koordinate b, == 0 bzw. b, = 0, ... geméB der
Permutation b, bzw. A,, ... aus H. Die Permutationen (g, (e, e, . ,.)) (g€ @)
permutieren dagegen simultan alle Koordinaten so, daB (b, &;,...) in
(bos, by, .. ) liborgeht (im Beispiel mit n = 2 ergibt sich fiir g die Vertau-
sochung der Koordinaten, d. h. die Spiegelung an der Hauptdiagonalen).
Jede Permutation (g, (ke, Ay, ..., B,y)) ans H 4 @ ist dann als

(6, (hor e, .., )} 0 (e, (¢, By, ..., €))0 -0 0 (e, (e, e, ... hy_y)) O (9. (e, e, ..., ¢))

darstellbar. Die ehen beschrichenen Bewegungen eines Quadrats mit den
Punkten {(by, by) 1 by, Uy € {0, 1, 2}} bilden beispielaweise gerade die Auto-
morphismengrappe des Graphen @ aus Abb. 13. Daher ist Aut ¢ = H 1 G
== 0y 1 €y (man veranschauliche sich alle Permutationen von C,1 C, an
Abhb. 13, Ubh,
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Aus den Definitionen folgt ohne Schwierigkeiten:

1.7.19. Batz. a) Die Exponentiation (H, M)t (O, N) = {(G x H¥, M¥) i3t
eine Permutationsgruppe der Ordnung |G} - |H|'™ vom Grad [M}1%,

b) Ist (H, M) transitiv auf M, so ist auch H 1 G transitiv auf M¥,
c) Als abstrakte Gruppen sind Kranzprodukt G} H und Exponentiation

H1 @ (sowie die Qruppe G x H¥ aus 1.7.13) isomorph. |

1.8, Aufgaben

1.

b.

10.

11.

12,

Fir jede der folgenden Permutationen g bestimme man den zugehdrigen Graphen
I’(g) (vg!. 1.1.3) und die Zyklendarstellung und zeichne die 2-Bahn (1,2)9 der von
¢ erzougten Grappe G == (g) als gerichteten Graphen (= biniire Relation):

| 123 486 7
A) g€ (S N), N == (1,23, 4]; b)gw(3 DA l)es,.

. Man stelle die Elemente der symmetrischen Gruppe (8, {1, 2, 3, 4]) als Produkt

der Transpositionen (12), (13), (14) dar.

Man zeige: Die alternierende Grupps A, (auf N == {1,2, ..., %)) lift sich or-
zeugen durch die Dreierzyllen (123), (124), ..., (12a). Inshesondere zeige maun
A, = ((123), (124)}.

Man zeige, duB die im Satz 1.1.18 konstruierte Permutationsgruppe (G*, )
regulir ist (vgl. 1.4.2).

Msn boweisa Satz 1.4.5.

Man zerlege die alternisrende Gruppe A, a) in Ahnlichkeitaklassen (vgl. 1.4.7);
h} in Konjugiertheitsklassen (vgl. 1.4.12).

. Sind g, ¢ € 8, &hnliche Permutationen, 8o sind die von ihnen erzeugten Unter.

grappen {(g) und (g") iihnlich {im Binne von 1.1.18).

a) Man geige, daB die Gruppe D, der Deckabbildungen eines Quadrats (mit
Eckpunkten 1, 2, 3, 4) von den Permutationon (13) und (14) {23) erzougt wird.
Man berechne den Zyklenzeiger 8(D;) und bestimme alle Untergruppen von
Dy. b) Man berechne die Zyklenzsiger 8(D,), (D).

Tst f{e, gy, ..., g;} ein vollstindiges Repriisentantensystem der Zerlegung einer

Gruppe ¢ in Rechtsnebenkiassen nach einer Untergroppe H, noist {e, ¢;%, ..., 0,7}

ein vollstindiges Reoprisentontensystem fiir eine Linksnebenklassenzerlegung,

Piir @ € N und eine Permutationsgruppe (¢, N) ist der Stabilisator @, eine Unter-
gruppe von @,

Man gebe alle 30 Untergruppen der symmetrischen Gruppe S, an (vgl. 1.3.5),
Man charakterisiere in Reispiel 1.3.14 alle Nebenklassen von ¢ nach 4.
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13.

14,

15.
14.

17‘
18.

Man zeige, dal der Batz von Laarawge fir Diedergruppen D, umkehrebar ist
(vgl. 1.6.5), d. k., zu jedem Teiler der Gruppenordnung gibt es eine Untergruppe
(die Grappe D, hat insgesamt d(n) 4 o(n) Untergruppen, wobei d(n) und o(xn)
die Anwahl bzw. die S8nmme der Teiler von n bezeichnen).

Die Anzahl der k-Punkte einer k-stelligen antireflexiven Relation kann hochstens
n(n — 1)« {n — k -4 1) sein.

Man baweire Satz 1.5.3.

Man bestimme alle 84 Relationen der Menge 2-Inv (G, N) im Beispiel 1.5.11.
Inshesonders charakterigiere man dabel die antireflexiven,

Man beweise Batz 1,6.13.
Aus den Relationen @, = ¥ = {1, 2,3, 4}, P, == A < Nund @, == {{1, 2}, (2, 3),
(3, 4), (4, 1)} <= N? bilde man {vgl. 1.5.12):

a) m,n@;, b) ¢’ u@‘, 0) “’m” (i) ‘p. x Ql x @’, ﬁ) ¢"‘ mit R == (12) € vS‘,
) pr &, g) VP, h) B, o By, {) P mit g = (12) € S, (vgl. 1.5.1).

. Man zeige k-Fnv Aut k-Inv (G, N) = k-bv (@, N) (vgl. Beweis von 1.5.20a).

Man zeige Aul @ =- (H, N} fir die Gruppe H und die dreistellige Relation &
aus 1.5.21,4.

. Man boweige die Bdtze 1.7.3 und 1.7.8.
22. Man beweise 1.7.7 und zeige, daB die symmetrische Gruppe INJ') == 8, nicht

in das direkte Produkt zweier ihrer Untargruppen zerfilit.

. Man weise nach, daB @@ x H¥ mit der in 1.7.13 definierten Operation o eine

Gruppe ist.

. Man gzeige, daBl a) gemiB Definition 1.7.17 dureh u(g, o) e¢ine Permutation auf

M¥ erklirt ist und b) durch die Abbildung u: (g, ) > p(g, &) ein Isomorphismus

von der {(abstrakten) Grappe @ x H¥ auf die Qruppe H 1 @ gegeben ist. ¢) Man
beweiss Satz 1.7.19.

. Fiir eine Permutationsgruppe (G, N) reige man: Ist @ € 2-Orb (G, N), so ist

I'glo) = {b | (a, b) € D} € 1.0vd (G, N), und jede 1.-Bahn des Stabilisators @,
iat als I'g(a) for eine geeignete 2-Bahn @ von (G, N) darstelibar.



2. Eintithrang in die Abzihlungstheorie

2.1. Das Lemma von Cauchy-Frobenfus-Burnside

A. Formulierung und Bewels des Lemmasg

2.1.1. Definition. Unter dem Charakter y(g) einer Permutation g € S(N)
der Menge N versteht man die Anzahl der Fixpunkte von g bei der Wirkung
auf N, d. h. die Anzahl der Zyklen der Linge 1 in der Zyklendarstellung
von g.

So ist beispielsweise y(g) = 2 fiir g = (1) (234) (5) € S;. Man bemerke,
da8 dhnliche und damit auch konjugierte Permutationen die gleichen
Charaktere haben (vgl. 1.4.7, 1.4.13).

Kennt man den Charakter aller Permutationen einer Gruppe (@, N),
so kann man sehr leicht die Anzahl #{@) der Bahnen von 7 in der Menge N
bestimmen. Der Satz, der diese Abzéhlung praktisch erméglicht, bildet
die Grundlage der gesamten Abzdhlangstheoric wnd ist in der Literatur
als das Lemma von BurNsioe bekannt; historisch zutreffender wollen wir
es das Lemma von Cavonry, FroseNtus und BURNSIDE nennen (vgl. 2.1.7,
Seite 791.).

2.1.2. Lemma von CAvoRY-FROBENTUS-BURNSIDE. Die Anzahl {0 der
1-Bahknen einer Permulationsgruppe G st gleich dem aritAmetischen Mittel
der Charaktere der Elemente von G, d. h.

1
m e ¥ .
HQ) Gl = 2(9)

Beweis. Wir betrachten einen Graphen @, dessen Knotenpunktmenge
aus zwel disjunkten Teilmengen, ndmlich N und @ besteht: V(®) = N v (.
Die Kanten E(®) des Graphen verlaufen nur zwischen den verschiedenen
Teilen, und zwar vom Knoten a € N zum Knoten g € ¢ genau dann, wenn
a Fixpunkt von g ist, d. h. E(®) = {{a,g) | a € N, g € G,). Wir ziihlen nun
die Anzahl |E(®P)] dieser Kanten auf zwei verschiedene Arten. Wir wihlen
zunichst ein festes g € @. Dann ist {a | (4, g) € E(P)} diec Menge der Fix-
punkte und hat z(y) Elemente. Es gibt also y(¢) Kanten, die zum Knoten g
fithren, d. h. |[E(®)| = } y(g9).

9€0
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Zum anderen wahlen wir ein @ € N. Dann ist G, = {g € G | (a, g) € E(D)}.
Es gibt also |@,] Kanten, die von einem Punkt a € N ausgehen, d.h.
|B(P)| = J |Qs|. Wenn a und b in der gleichen Bahn von & liegen (d. h.

aEN

a’ = b9, vgl. 1.3.8), so folgt aus dem Satz von LaGrANGE (vgl. 1.3.13)
|Ga} = [Gyl, d. h. J'|Gy| = |a®] - |Ga] = |G-

b€a®

Weil es {(G) Bahnen a€ gibt, folgt daraus sofort
|B(P)| = X 1Ga] = UG) - |G].

aEN

ZusammengefaBt erhalten wir
YG) - |G = |B(P)| = X 2(9),
geG

woraus das Lemma folgt. B

e g ¢ ¢ ¢ ¢
Abb. 14. Der Graph @ = {(a, ) | b € G}

2.1.3. Beispiel. Die zyklische Gruppe @ = {(g) < S, mi$, |
g—=(123456)(789) (10 11) besteht aus den sechs Elementen e, g, g*
g®, ¢4, g* (vgl. A.2.3). Abb. 14 zeigt fiir G den Graphen P, wie er im Beweis
von 2.1.2 auftrat (die Pfeile wurden weggelassen). Wir haben

S
yoy =L Z'x(g‘)=%(11+0-—|—2+3+2+O)=3.

6 ;=0

B. Allgemeines Anwendungsschema

In der Regel wird das Lemma von CaucHY-FRoBENTUS-BURNSIDE folgen-
dermaBen . in der Abzahlungstheorie angewendet. Zunéchst wird eine
Permutationsgruppe (@, N) eingefiihrt (die mit dem urspriinglichen Problem
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in Zusammenhang steht) und untersucht, danach wird aus der Menge N
eine neue Menge N konstruiert, und die Wirkung von @ wird auf N er-
weitert. Dadurch entsteht eine neue Permutationsgruppe ((7 ), die so-
genannte induzierte Permulationsgruppe. Auf diese induzierte Permuta-
tionsgruppe wird schlieBlich das Lemama angewendet, um die Anzahl #(&)
dér Bahnen von @ auf & zu finden (& wird so gewahlt, daB8 #({) die Lésung
eines:gostellten Problems ist). Dieses Schema erweist sich besonders dann
als effektiv, wenn sich die Charaktere der induzierten Permutationen aus
dem Zyklenzeiger der Gruppe (G, N), also ohne die explizite Form der
Permutationen selbst zu benutzen, berechnen lassen.

2.1.4. Beispiel. Es sei G = (g) die zyklische Gruppe der Ordnung 6 vom
Grad 11 aus Beispiel 2.1.3. G ist intransitiv und besitzt auf N = {1, 2, ..., 11}
drei Bahnen. Wir wollen an diesem Beispiel die Anwendung dés Lemmas von
CavuorY-FBOBENTUS-BUBRNSIDE demonstrieren, jedoch ohne den Hinter-
grund eines konkreten, ,,praktischen‘ Problems. Nehmen wir an, fiir ein
kombinatorisches Problem benétigten wir die Anzahl der antireflexiven
2-Bahnen dieser Permutationsgruppe (@, N). Dazu brauchen wir zunichst
dieneué Menge N = N*\ 4 = {(a, b) € N | @ 5= b}, die aus 110 geordneten
Paaren verschiedener Elemente von N besteht. LaBt man @ auf N operieren
(vgl. 1.5.1); so erhalt man die induzierte Gruppe (&, N), fiir die die Anzahl

5 .
Q) = % 7 %(g;) der Bahnen gleich der Anzahl der antireflexiven 2-Bah-
i=0

nen ‘von (@, N) ist (dabei sei §; die von g; = g* auf N induzierte Pérmu-
tation). Zur Bereohnung der Charaktere der induzierten Permutationeh §
bemerken wir, daBl &« = (a,b) € N genau dann ein Fixpunkt von § ist
(d.h. & = &), wenn a und b Fixpunkte von g sind (d. h. a? = a, b9 =b).
Daher ist

2(@:) = x2(9:) (2(9) — 1).
Folglich gilt t(('i')=%(11-10+04+2-1+3-2+2-1+0)=20.. Die

Gruppe (@, N) hat also 20 antireflexive 2-Bahnen. Um diese Anzahl zu
berechnen, muBten wir die 2-Bahnen selbst nicht Punkt fiir Punkt kennen.
Das ist eine fiir die Abzahlungstheorie typische Situation.

2.1.56. Beispiel. Wir wihlen n (n < 4) verschiedene Symbole und be-
zeichnen jede Seite eines Quadrates mit einem dieser Symbole. Es gibt dafiir
offenbar n* Moglichkeiten. Davon gehen einige durch Drehungen des Qua-
drats auseinander hervor. Wir stellen die Frage: Wieviel wesentlich ver-
schiedene (d.h. nicht durch Drehung auseinander hervorgehende) Mog-
lichkeiten gibt es, die Seiten eines Quadrates zu bezeichnen?
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Wir geben noch eine andere Formulierung dieser Aufgabe, die dadurch
vielleicht interessanter wird. Die beiden Diagonalen eines Quadrats teilen
dieses in vier Teildreiecke. Diese sollen mit » Farben gefarbt werden. Jede
solche Farbung wollen wir einen n-farbigen quadratischen Dominostein
nennen. Aufgabe. Man finde alle wesentlich verschiedenen Dominosteine!
Fiir n = 2 sind alle wesentlich verschiedenen Dominosteine in Abb. 15
wiedergegeben. Im Fall n = 3 gibt es 24 wesentlich verschiedene Domino-
steine (vgl. 2.2.3, Abb. 17), und es bedarf schon einer gewissen Anstrengung,
sie zu finden. Fiir n = 4 wird die Lésung dieser Aufgabe schon sehr auf-
wendig, wenn man alle Dominosteine explizit angeben will.

[l DA A L] DXT D

Abb. 15. Die sechs wesentlich verschiedenen zweifarbigen Dominosteine

Um nun eine Formel zur Berechnung der Anzahl der wesentlich ver-
schiedenen n-farbigen Dominosteine zu bekommen, gehen wir wie folgt vor:
Wir betrachten die Gruppe C, (vgl. 1.7.12) der Drehungen des Quadrats,
die wir als Permutationsgruppe auf der Menge {1, 2, 3, 4} der Seiten (bzw.
der Dreiecke) des Quadrats operieren lassen. Nun wird die Menge N aller n¢
moglichen Farbungen des Quadratseiten sowie die induzierte Gruppe C,
auf N betrachtet (ist f(i) die Farbe der Seite ¢ des Quadrats, so operiert
g € €, auf der Farbung f € N gemaB 7 (i) := f(s); dann ist ff wieder eine
TFarbung). Man sieht, daB die Anzahl ¢, = #(C,, N) der Bahnen von G,
die gesuchte Anzahl der wesentlich verschiedenen n-farbigen Dominosteine
ist. Wie berechnet man ¢,? Es sei § € ,. Dann laBt § eine Farbung f der
Quadratseiten genau dann unverindert, wenn fI(§) = f(i) ist, was mit
f(i%) = f(s) gleichbedeutend ist (i = 1, 2, 3, 4), d. h., die Seiten, die in ein
und demselben Zyklus der Permutation g auftreten, miissen die gleiche
Farbe tragen. Also ist

x(g) = 0o,
wobei ¢(g) die Gesamtzahl der Zyklen der Zyklendarstellung von g sei.
Nun kann man fiir C; = {e, b, 2, b} leicht den Zyklenzeiger (vgl. 1.4.16)
berechnen:

80D =+ (et o8 4+ 200 = L (250 4 200 1 g0 1 g0

PN
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Daraus folgt
2 xd) = 1 2 nfo = i(n‘ + n? 4 2n).
4 jet, 4 ec, 4
Insbesondere ist ¢, = 6, ; = 24 und ¢, = 70.
Wir konnen hier eine wichtige Beobachtung machen: Die gesuchte Anzahl
der Bahnen von C, kann man hier aus dem Zyklenzeiger von C, erhalten,
indem jede Variable mit dem Wert n belegt wird.

t“=

Als Ubung stellen wir noch eine ahnliche Abzahlungsaufgabe: Man
berechne die Anzahl der n-farbigen quadratischen Dominosteine fiir n < 3
beziiglich der ganzen Symmetriegruppe des Quadrats (das ist die Diedergruppe
Dy, vgl. 1.6.6), d. h., zwei Dominosteine werden als nicht wesentlich ver-
schieden angesehen, wenn sie durch eine Transformation aus D, auseinander
hervorgehen. Die Aufgabe besteht also darin, die Zahl #(D,, N) zu berechnen!

2.1.6. Beispiel. Auf cinem Schachbrett mit n X » Feldern sollen n Tiirme
so untergebracht werden, dafB sie sich gegenseitig nicht schlagen kénnen,
d. h., auf jeder Waagerechten und jeder Senkrechten darf héchstens ein
Turm sein.. Auf wie viele, wesentlich verschiedene Arten ist das mdoglich?
Dabei wollen wir zwei Turmverteilungen als dquivalent (d. h. nicht wesent-
lich verschieden) ansehen, wenn sie durch eine Symmetrie des Schachbretts
ineinander iibergefiihrt werden kénnen. Wir 16sen die Aufgabe fiir n = 4.
Die Symmetriegruppe des 4 X 4-Schachbretts ist die Diedergruppe D,,
betrachtet als Permutationsgruppe auf der Menge K der 16 Felder des
Brettes. Man iiberlegt sich leicht, da8 es insgesamt 4! = 24 Mdéglichkeiten
gibt, vier Tiirme so unterzubringen, daB sie sich gegenseitig nicht schlagen.
Diese Menge aller moglichen Verteilungen der Tiirme bezeichnen wir mit
K ; die Wirkung der Gruppe D, kann auf K ausgedehnt werden, denn jede
Transformation des Brettes ist zugleich eine Transformation der darauf-
stehenden Turmverteilung. Nun konnen wir das Lemma von CavoHY-
FrOBENTUS-BURNSIDE auf diese induzierte Gruppe (D,, K) anwenden. Dazu
berechnen wir die Charaktere der induzierten Permutationen. Wir haben
D, = {e, 8, 31, 83, 83, 7, 73, 3} (vgl. 1.6.8), wobei

e die identische Permutation,

8;, 87 Spiegelungen an Symmetrieachsen durch die Mitten gegen-
iiberliegender Seiten,

8y, 8 Spiegelungen an den Diagonalen,

r die Drehung um 90°

sind. Offenbar ist y(¢) = 24. Da s, eine Spiegelung an einer durch die Sei-
tenmitten gehenden Geraden ist, kann sie keine Verteilung der Tiirme fest-
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lassen, da sonst zwei Tiirme auf derselben Horizontalen (oder Vertikalen)
stehen miiBten. Folglich ist y(5,) = 0. Weiter ist y(f) = 2; wenn namlich
bei r eine Verteilung der Tiirme in sich iibergeht, so kann kein Turm in
einem Eckfeld stehen. Stellen wir in der ersten Zeile einen Turm auf eine
Nichtecke (das sind zwei Moglichkeiten), so ist damit die Stellung der
anderen drei Tiirme eindeutig bestimmt. Analog finden wir fiir r, = r®
(Drehung um 180°), daB y(F;) = 8. Schwieriger ist es, y(33) zu finden. Da &,
eine Diagonalenspiegelung ist, miissen wir zwei Fille unterscheiden: Erstens
kann in der ersten Zeile ein Turm auf der Symmetrieachse liegen. Fiir die
iibrigen drei Tiirme steht dann ein 3 X 3-Schachbrett zur Verfiigung (das
ergibt vier Méglichkeiten). Zweitens kann ein Turm in der ersten Zeile
nicht auf der Symmetrieachse liegen (drei Méglichkeiten), dann steht auch
der Standpunkt eines zweitens Turms fest, und es bleibt ein 2 X 2-Schach-
brett fiir die restlichen Tiirme zu betrachten. Damit findet man x(&;)
=4 4 3.2 = 10. Da konjugierte Elemente (ndmlich §,, §; sowie 3y, 3}
und ¥, #3) die gleichen Charaktere haben, liefert die Anwendung des Lemmas
2.1.2 nun

t(D‘)=%(24+2-0+2-10+2-2+8)=7.

Es gibt also sieben paarweise nicht aquivalente Stellungen; diese findet
man in Abb. 16. Die Tiirme sind dabei durch Dreiecke symbolisiert.

A A A A
A A A Al

A AII
Al [1a A A

Pz & Hs

A A A

—

A Al A

>

Abb. 18. Die sieben nichtiquivalenten Turmverteilungen auf dem
4 X 4-Schachbrett

Bemerkung. Die oben erwahnten konjugierten Elemente sind deshalb
in D, konjugiert, weil s,, s, sowie s,, &; und r, #3 schon in D, konjugiert sind
(man bemerke, daB s; und r, = r? ahnlich sind, aber dennoch nicht in D,
zueinander konjugiert sind, da ihre induzierten Charaktere y(5,) und y(¥s)
nicht iibereinstimmen). Fiir' groBe n ist die Berechnung der Charaktere der
Permutationen §,, ¥ und #, eine selbstandige kombinatorische Aufgabe, zu
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deren Losung rekurrente Relationen (vgl. [72, S. 148—151]) herangezogen
werden.

Wir fiigen hier noch eine Aufgabe als Ubung an: Man beweise, da8 man
auf einem 8 X 8-Schachbrett genau 5282 paarweise nicht aquivalente
Stellungen von acht sich gegenseitig nicht schlagenden Tiirmen finden
kann.

C. Anmerkungen zur Geschichte des Lemmas von
Cauchy-Frobenius-Burnside und seiner Anwendungen

2.1.7. Die angefiihrten drei Beispiele lassen schon erkennen, daf3 das Lemma
von CaucHY-FROBENIUS-BURNSIDE ein starkes Hilfsmittel fiir die Losung
kombinatorischer Aufgaben ist, bei denen es um die Berechnung der Anzahl
gewisser nicht aquivalenter Losungen geht.. Aus dem Blickwinkel der bei
der Anwendung dieses Lemmas entstehenden technischen Schwierigkeiten
lassen sich drei Schwierigkeitsstufen unterscheiden. In der ersten
Stufe 1at sich die Berechnung der Charaktere der induzierten Permuta-
tionen auf die Charaktere der Ausgangspermutationen zuriickfiihren. Im
zweiten Fall miissen bereits Informationen iiber den Zyklenzeiger der
Permutationsgruppe mit herangezogen werden. Schliefllich reicht zur
Losung von Aufgaben der dritten Schwierigkeitsstufe die Kenntnis des
Zyklenzeigers allein nicht mehr aus. Die Permutationen selbst miissen be-
kannt sein. Die Beispiele 2.1.4, 2.1.5 und 2.1.6 entsprechen gerade diesen
genannten Schwierigkeitsstufen.

In den letzten Jahrzehnten wurde eine spezielle algebraische Technik
zur Losung von Aufgaben der zweiten Schwierigkeitsstufe entwickelt. Die
Berechnung der Charaktere induzierter Permutationen ist damit weit-
gehend standardisiert. Im Mittelpunkt dieser Technik steht die Methode
von Pérya, auf die wir im nachsten Abschnitt zu sprechen kommen.
Grundlegend fiir die LSsung von Aufgaben der dritten Schwierigkeitsstufe ist
das Lemma von CAUOHY-FROBENIUS-BURNSIDE selbst. Etwa seit 1960 wurde
es iiblich, dieses zu Ehren des Algebraikers W. BurNsDE (1852 —1927),
der es 1911 in seinem Buch ,,Theory of groups of finite order‘‘ [13] publi-
zierte, nur als Lemma von BURNSIDE zu bezeichnen. Dieses Buch, das fiir
Generationen von Mathematikern zur wichtigsten Quelle iiber Permuta-
tionsgruppen wurde, bringt nicht nur Formulierung und Beweis dieses
Lemmas, sondern enthélt auch Satze und Aufgaben zur Anwendung des
Lemmas. Es ist woh! sicher, daB dieses Lemma erst durch Burnsiprs Buch



80 2. Einfihrung in die Abzihlungstheorie

zum Allgemeingut vieler Mathematiker geworden ist. Mathematikhistori-
sche Forschungen der letzten Jahre belegen aber, dal das Resultat iiber die
Anzahl der Bahnen von Permutationsgruppen bereits im 19. Jh. bekannt
war. Schon A. L. CavonYy (1789—1857) und G. FroeENIUS (1849—1917)
bezogen sich in ihren Arbeiten darauf, wenn auch Formulierung und Beweis
damals weniger durchsichtig waren als bei BURNSIDE. P. J. NEUMANN schlug
1979 vor [564], das Lemma von BURNSIDE in Lemma von CAUORY-FROBENIUS
umzubenennen. Wir sind der Ansicht, da8 wir dem historischen Verdienst
der Entdecker CAuorY und FROBENTUS und des ersten Verbreiters BURNSIDE
dieses ausgezeichneten kombinatorisch-algebraischen Resultats am besten
gerecht werden, wenn das I.emma die Namen aller drei Mathematiker tragt.
Zur Anwendung des Lemmas von CAvOHY-FROBENIUS-BURNSIDE in der
Kombinatorik verweisen wir auf die Literatur (z. B. [31]).

2.2. Grundlagen der Pélyaschen Abzihlungstheorie

A. Erzeugende Funktionen

2.2.1. Wir haben schon mehrfach von Abzahlungstheorie gesprochen und
wollen nun erst einmal die hierher gehérenden Aufgaben und Probleme
formal kennzeichnen. Wir nehmen an, uns interessieren alle kombinatori-
schen Objekte mit gewissen Eigenschaften. Eine erschopfende Information
iiber diese Objekte lat sich offenbar durch systematische Konstruktion
aller Objekte gewinnen. In diesem Fall sprechen wir von einer konstruktiven
Angabe oder konstruktiven Aufzahlung der Objekte. Bei Aufgaben dieser
Art st68t man jedoch haufig auf ernsthafte, meist uniiberwindliche Schwie-
rigkeiten. Das hingt damit zusammen, dal die Menge der erhaltenen In-
formationen und die Zeiten, die zum Erhalt oder zur Verarbeitung dieser
Informationen notwendig sind, sehr umfangreich werden kiénnen.

Daher interessiert man sich gewdhnlich nur fiir eine Gesamtinformation
iiber die gesuchten Objekte. Die erste, der Formulierung nach einfachste
Aufgabe dieser Art ist die Berechnung der Gesamtzahl ¢ der Objekte.
Ist die Zahl ¢ allerdings sehr grof}, so ist ihr genauer Wert eher von sport-
lichem als von praktischem Nutzen. Der genaue Wert von ¢ tragt dann
wenig zu einem Uberblick iiber alle Objekte bei: In diesen Fallen ist es
natiirlich, nach detaillierteren numerischen Informationen zu streben. Das
1aBt sich durch Klassifikation, d.h. durch Einfithrung einer Aquivalenz
in der Menge aller Objekte und durch Angabe der Machtigkeit jeder der
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zugehérigen Aquivalenzklassen erreichen. Besonders giinstig ist der Fall,
wenn die Aquivalenzklassen durch bestimmte Parameter (Zahlen, die ge-
wisse Eigenschaften reprasentieren) eindeutig charakterisiert werden kén-
nen. Hat eine Aquivalenzklasse dann die Parameter %,, ..., ,, so ordnen wir
ihr den Ausdruck z}izf---z¥ 2u. Dieses Monom in den Variablen z,, ..., 7,
ist sozusagen eine Codierung fiir die zugehorige Aquivalenzklasse (r; be-
deute eine Eigenschaft, k; den zugehérigen Parameter). Unter einer A4b-
zahlung kombinatorischer Objekte beziiglich einer Aquivalenzrelation ver-
stehen wir die Aufgabe, eine erzeugende Funktion fiir diese Objekte anzu-
geben, die wie folgt definiert ist.

2.2.2. Definition. Es sei M eine Menge von Objekten und ~. eine Aqui-
valenzrelation auf M. Jeder Aquivalenzklasse [a]_ = {b € M | b ~ a} sei
eindeutig eine Folge (k,, ..., ;) von Zahlen k,,..., %k €{0,1,2,3, ...} zu-
geordnet (r € {1, 2, ...} kann von a abhingen) und 4,; , sei die Anzahl
der Elemente dieser Aquivalenzklasse. Dann nennt man das Polynom

{ I
2 Ap, YT T

r

die erzeugende Funktion tiir die Aquivalenzklassen von ~ in M. Die Summé

ist dabei iiber alle (k,, k,, ..., &) zu bilden, die einer Aquivalenzklasse ent-
sprechen. (Bemerkung. Die Variablen z,, z,, ... bezeichnen wir manch-
mal auch mit anderen Buchstaben, z. B. z, 7, ...).

2.2.3. Beispiel. Wir kehren noch einmal zu der Aufgabe zuriick, alle
beziiglich der Drehgruppe des Quadrats paarweise nicht aquivalenten drei-
farbigen Dominosteine zu finden. In Beispiel 2.1.5 hatten wir vermerkt,
daB es 24 wesentlich verschiedene solcher Steine gibt. Diese sind in Abb. 17
dargestellt, wobei z, ¥, z die drei verschiedenen Farben bezeichnen. Ordnet
man jedem Dominostein das Tripel (%,, ks, k;) zu, wobei k,, k; bzw. k, die
Anzahl der Teildreiecke mit der Farbe 2, y bzw. z sei, dann ist das Polynom

flx, y,2) = 24 + 28y + 222 + 2® + y* + 2%y + 2% + 3%z + 3wy
+ 22222 4 3xyz? + 2y%% + 223 4 Y23 4 24

die erzengende Funktion fiir die Aquivalenzklassen der Dominosteine, die
gléich viele Dreiecke gleicher Farbe haben. Die Summe aller Koeffizienten
ist 24, also gleich der Anzahl der wesentlich verschiedenen Dominosteine.
Die erzeugende Funktion f(z, y, z) liefert vielgeitige Informationen iiber die
Struktur aller wesentlich verschiedenen Steine (u. a. 16st sie auch die Auf-
gabe, ihre Gesamtzahl zu bestimmen).

Hier erhebt sich die I'rage, ob es einen Algorithmus gibt, wonach. sich
die erzeugende Funktion rein algebraisch ohne konstruktive Angabe aller

68 Klin, Angewandte Algebra
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Objekte gewinnen 1aft. Eine positive Antwort auf diese Frage gibt die Ab-
zahlungstheorie, die Ende der 30er Jahre durch GEorG POLYA begriindet
wurde [67]. Wir wollen uns nun mit den Grundziigen dieser Theorie be-
schaftigen. Fiir eine erschopfendere Behandlung der Pélyaschen Methode
verweisen wir auf die Literatur (z. B. [31}, [29], [22)).

x 7| Bos vag
x Xx X XX sy X)Xyl X Y-

9”%

< b

Abb. 17. Die 24 wesentlich verschiedenen dreifarbigen Dominosteine

B. Zerlegungen und vertrigliche Mengen (Blicke)

9.2.4. Jeder Aquivalenzrelation entspricht eine Zerlegung (in die Aquivalenz-
klassen) und umgekehrt (vgl. A.1.3). Wir erinnern uns, eine Zerlegung einer
n-elementigen Menge N ist eine Familie u = {Mjy, ..., M,} von nichtleeren
Teilmengen von N mit folgenden Eigenschaften:

1. Jedes Element gehért zu einer Teilmenge, d. h. U M; =N.
i=1

2. Die Teilmengen sind disjunkt, d. h., fiir ¢ & j ist M; n M; = 8.

Es sei j, die Anzahl der k-elementigen Teilmengen der Zerlegung u.
Dann nennt man den Vektor

l(/‘) = (s Jas + s Ju)
den Zerlegungsvektor von u.

2.2.b. Definition. Eine Teilmenge A einer Menge N heiflt vertraglich mit
einer Zerlegung u von N oder Block von u, wenn fiir M; € uaus M;n 4 5 8
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stets M; S A folgt, d. h., entweder ist 4 = @ (trivialer Block) oder aber
A 148t sich als Vereinigung gewisser Mengen aus u darstellen.

Offenbar ist jedes M; € u ein Block von 4, und die Vereinigung von Blsk-
ken ist wieder ein Block.

2.2.6. Definition. Es sei a; die Anzahl der k-elementigen Blscke einer Zer-
legung 4 einer n-elementigen Menge N (k = 1,2, ..., n). Dann heiBt das
Polynom

n
Hz) =1 + 3 apz®
k=1
die erzeugende Funktion der Blicke von u (der Summand 1 entspricht dem
leeren Block).

2.2.7. Lemma. Die erzeugende Funktion der Blocke einer Zerlegung
u={My, My, ..., M,} von N ist gegeben durch

. I3
{€9) =;H (1 4 2%y,
=]
wobes j, die k-te Komponente des Zerlegungsvekiors () = (415 Jas - r Gu) o8t

(n = |N]).
Beweis. Ist [M;| —m; (i—1,2,....), so 1at sich das Polynom
f(@) = JT (1 + 2% auch als
@) =1 4 z™) (1 4 2™) - (1 + 2™)
schreiben. Liost man auf der rechten Seite die Klammern auf, so erhalt man

n
1+ ) ¥, wobei ¢, die Anzahl der verschiedenen Méglichkeiten ist, x*
k=1

alg Produkt gewisser ™, d. h. k als Summe gewisser m; darzustellen. Das
ist aber nichts anderes als die Anzahl der Méglichkeiten, Vereinigungen mit
k Elementen aus den Mengen M;zu bilden, d. h. die Anzahl der k-elementigen
Blécke von u. Also ist f(z) die erzeugende Funktion von u. R

2.2.8. Beispiel. Fiir N = {1,2,3,4,5,6) und u = {1}, {2, 4), (3, 5, 6))
ist j() = (1, 1, 1, 0, 0, 0), also

f@)=1+=2)@1 +x’)(1+x3)=1+w+x’+x’+z‘+x‘+x’+x‘
=142z 4 2% 4 22% 4 24 4 25 - 2°.

Die vertriaglichen Mengen, d. h. die Blscke von pu, sind @, {1}, {2, 4}, {1, 2, 4},
{3,5,6}, {1, 3,5, 6}, {2,4,3,5,6), {1,2, 3, 4, 5, 8). Diesen Blécken entspre-

8*
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chen gerade die einzelnen Summanden von f(x) (vor dem Zusammenfassen
der Glieder).

2.2.9. Beispiel. Es sei |[N| = nund p die Zerlegung von N in einelementige
Teilmengen. Dann ist j(u) = (»,0,...,0), und nach 2.2.7 haben wir als
erzeugende Funktion

fa) = (1 + 2y = 3 (’;)x*i

k=0

Jede Teilmenge von N ist ein Block. Daher ist der Koeffizient (Z) von z*

in f(z) gleich der Anzahl der k-elementigen Teilmengen von N. Das ist eine
wohlbekannte mengentheoretische Interpretation der Binomialkoeffizien-
ten.

€. Der Satz von Pélya (fiir einen Spezialfall)

2.2.10. Definition. Die einstelligen invarianten Relationen 1-Inv (G, N)
einer Gruppe (G, N) (vgl. 1.5.2) wollen wir auch kurz invariante Mengen
von (G, N) nennen.

Wir erinnern daran, daB 1-Orb (é, N) eine Zerlegung von N ist. Nach
1.5.8 und 1.5.9 ist jede Bahn eine invariante Menge, und jede invariante
Menge ist die Vereinigung von gewissen Bahnen von (G, N). Daraus folgt
sofort :

2.2.11. Lemma. Eine Teslmenge A S N ist genau dann ein Block der Zerlegung
1-Orb (@, N), wenn A eine invariante Menge der Permutationsgruppe (G, N)
ist. B '

Die Abzihlungstheorie wurde von G. PéLya [567] mafigeblich begriindet
und von N. G. pB Bruww weiterentwickelt [12]. Wir behandeln zunachst
einen Spezialfall des Satzes von PéLya, der fiir die Abzahlungstheorie auBerst
wichtig ist. Fiir eine Permutationsgruppe (&, N) beschreibt er die Anzahl
der Bahnen der induzierten Permutationsgruppe G auf der Potenzmenge
P(N) aller Teilmengen von N. Die von einem g € G induzierte Permutation
g wirkt dabei auf einer Teilmenge M & N gemi8 MV = {m? | m € M} (vgl.
1.5.25). Da | M| = | M7| ist, haben alle Elemente einer Bahn von (G, P(X))
die gleiche Machtigkeit. Deshalb induziert G auch eine Gruppe (&, Pi(N))
auf der Menge P,(N) der k-elementigen Teilmengen von N (vgl. 1.5.25).

9.2.12. Fiir (G, N) sei ; die Anzahl der Bahnen von (G, P(X)), die aus
k-elementigen Teilmengen von N bestehen (k=0,1,...,n = |N|; {, =1
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beriicksichtigt die leere Menge). Dann stimmt # gerade mit der Anzahl
t(@, P,(N)) der Bahnen der soeben betrachteten induzierten Gruppe
(G, Py(N)) iiberein. In geschlossener Form kann man alle diese Zahlen durch
das Polynom
s
to(x) = ) ti*

k=0
(die erzeugende Funktion fir die Bahnen von () beschreiben. Der nichste
Satz zeigt, wie sich #y(z) aus dem Zyklenzeiger B(G, N) von G berechnen
1aBt. Dazu fithren wir noch eine Bezeichnung ein: Ist

=L =L jilg)efalg) ... peinlg)
8O = g Z o) = g 3 a0 . o

(vgl. 1.4.16) und ersetzen wir jede Variable 2, durch 1 4 2* (k = 1, 2, ..., n),
8o erhalten wir das folgende Polynom, das mit §(@, 1 + =) bezeichnet werdef{ :

8(G,1+a:)=ﬁ23(g,1 +2)

gEG

— |LG| 23+ x)i“"(l + xa)ig(m - (1 4 x")i.(a).
geEG

Dabei sei 3(g, 1 4 =) das aus 3(g) durch die Ersetzung entstehende Polynom.

2.2.13. Batz (Batz von PéLva fiir einen Spezialfall). Es ses (@, N) eine
Permutationsgruppe. Dann gilt

te(2) = B(G, 1 + 2)
(vel. 2.2.12). Insbesondere erhalt man die Gesamtanzahl (=- t5(1)) aller Bahnen
von (G, P(N)) aus dem Zyklenzeiger 3(G), wenn man in B(Q) alle Variablen
mit dem Wert 2 belegt.

Beweis. Fiir ein Polynom f(z) bezeichne Coef, (/(x)) den Koeffizienten
von z* in f(z). Wir miissen zeigen, daB ¢, = Coef, (s()) mit Coef, (B(4, 1 + z))
tibereinstimmt (£ = 0,1,,..,n; n = IN|).

Fiir g € @ betrachten wir den Charakter z(§) der induzierten Permutation
g auf der Menge Py(N). %(7) ist gleich der Anzahl der fiir g (und damit auch
fiir (g)) invarianten k-elementigen Teilmengen, nach -2.2.11 also gleich
der Anzahl der k-elementigen Blocke der Zerlegung p = 1-O7b ((g), N)
von N in die Bahnen der von g erzeugten zyklischen Gruppe (g). Die Bahnen
von (g) bestehen aber gerade aus den Elementen, die in einem Zyklus der
Zyklendarstellung von g vorkommen, d. h,, fiir den Zerlegungsvektor
i#) = (1, .-, 7n) (vgl. 2.24) ist j, die Anzahl der k-elementigen Zyklen,
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also ist i1 ... zi= der Typ 3(9) von g (vgl. S. 37f., vor 1.4.168). Nun wenden
wir noch 2.2.7 an und sehen, daB 3(g, 1 -+ z) die erzengende Funktion der
Bldcke von ist. ZusammengefaBt erhalten wir also Coef; (3(g, 1 + 7)) = x(§).
Das Lemma von CAUOHY-FROBENIUS-BURNSIDE liefert schlieBlich

= 1gr Z20) = g0 3 oot (35,1 + )

= Coef
k( Q| gee

was zu beweisen war. Die SchluBfolgerung iiber die Gesamtanzahl #;(1)
(= Xoeffizientensumme) aller Bahnen folgt unmittelbar aus den Defi-
nitionen. §

3 a9, 1 + x)) Coef (8(G, 1 + ),

2.2.14. Beispiel. Wir bestimmen noch einmal die Menge der wesentlich
verschiedenen zweifarbigen quadratischen Dominosteine (vgl. 2.1.5): Eine
Farbe sei fest gewahlt, und die Dreiecke seien mit 1, 2, 3, 4 numeriert.
Dann ist jeder Dominostein eindeutig durch die Menge der Dreiecke mit
dieser festen Farbe charakterisiert, d.h. durch eine Teilmenge von
N =1{1,2,3,4}]. Es verbleibt die Aufgabe, alle Bahnen der von (C,, N)
induzierten Gruppe (C,, P(N)) zu bestimmen. Mit dem Zyklenzeiger aus
2.1.5 erhiilt man nach dem Satz 2.2.13 von PéLya

to@) = B0u 1 +#) = 5 (L +2) + (1 + 2+ 201 + 29)

=1 4+ 22% + 29 + 2.

Die Koeffizienten #; = Coef; (£;,(2)) klassifizieren die 6 (= £,(1)) wesentlich
verschiedenen zweifarbigen Dominosteine. Dieses Resultat stimmt mit dem
in 2.1.5 konstruktiv gewonnenen Ergebnis iiberein.

D. Der polynomische Lehrsatz

Wir verallgemeinern hier den binomischen Lehrsatz und untersuchen,
wie sich eine beliebige Potenz (x, + 2, + -+ + 2;)* eines Polynoms aua
den Potenzen der einzelnen Glieder zusammensetzt. Dieses Ergebnis wird
spiter bendtigt, es ist aber auch von selbstandigem Interesse.

2.2.15. Definition. Es seien m,, m,, ..., m; natiirliche Zahlen und
n=m; +my + -+ +m. Unter einer Permulation mit Wiederholung
vom Typ (m,,m,,...,m;) auf einer Menge 4 mit % Symbolen (z.B.
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4 = {a,, a,,...,4)) versteht man ein Element (b,,5b,,...,b0,;) € 4A® mit
der Eigenschaft, daB das Symbol a; € A genau m;-malunterden b,, b,, ..., b,
vorkommt (s = 1, ..., k).

Anmerkung. Essei N eine n-elementige Menge und = {M,, M,,...,M,}
eine Zerlegung von N mit |M;| = m; (s = 1, ..., k). Dann ist m; +my4----
+ my = n. Elemente, die in derselben Teilmenge M; liegen, sollen nun als
nicht unterscheidbar gelten. Dann wird man zwei Folgen!) (b,, ..., 5,) und
(4, ..., b.) der n Elemente von N als nicht unterscheidbar ansehen, wenn
ihre Komponenten b; und b} (fiir i = 1, ..., #) nicht unterscheidbar sind,

mit anderen Worten, wenn die Permutation (: :,) € S(&V) die Zerlegung

u respektiert, d. h. jede Teilmenge M; in sich uberfuhrt. Die Menge der
(beziiglich u) unterscheidbaren Folgen (b,, ..., b,) der Elemente von N
entspricht dann gerade der Menge der Permutationen mit Wiederholung

vom Typ (my, ..., my).

2.2.16. Satz: Die Anzahl der verschiedenen Permulationen mst erderholung
vom Typ (my, my, ..., my) mit m; + my + -« 4 my = n ist

nl

P(m,, my, ..., m) = ‘ .
ml‘ mal oo m,!

Beweis. Wie in der obigen Anmerkung sei u = {M,, ..., M,} eine Zer-
legung von N, |N| = n, |M;| = m;. Weiter sei @ die Untergruppe von S(¥),
die aus allen Permutationen besteht, welche die Zerlegung u respektieren.
Offenbar ist G == S(M,) X S(M,) X -+ X S(My), d. h. |G| =m Ll my!..-my].

Ordnet man nun jeder Folge!) (b, by,...,b0,) der Elemente von N,
aufgefaBt als Permutation mit Wiederholung vom Typ (m,, m,, ..., m;), die
Linksnebenklasse g@ (vgl. 1.3.1) mit g = (; i :

102...0q
Bijektion, denn nach der Anmerkung zu 2.2.15 sind zwei Folgen (B,, ..., b,),
(b, ..., b;) genau dann nicht unterscheidbar (d.h. stellen die gleiche Permu-

) zu, 80 ist dies eine

tation mit Wiederholung dar), wenn (2, - ba ) =g’ € Gist, d.h. ¢’ € gG,

fiir die Permutation ¢’ = 1...n . Der Sa.tz von Lagrangp (1.3.2) liefert
b].. b’
deshalb
IS(N)l n!
1G] my!tmglemy
1) d. h. Anordnung der Elemente von N (vgl. S. 17)

P(my, mg, ...,m) = [S(N): (] =
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2.2.17. Beispiel. Wieviel verschiedene Wérter kann man aus allen Buch-
staben des Wortes ARARAT bilden? Wir fassen diese Worter als Permuta-
tion mit. Wiederholung vom Typ (8,2, 1) auf der Menge {4, R, T'} der

Buchstaben auf und finden P(3, 2, 1) = 81 =
31211!

2.2.18. Definition. Zerlegt man eine natiirliche Zahl in die Summe von k
nichtnegativen ganzen Zahlen geméiB

n=my + my 4 -+ | my,

so spricht man von einer Partition von n. Je nachdem, ob die Reihenfolge
der Summanden eine Rolle spielt oder nicht, unterscheidet man zwischen
(geordneten) Partitionen und ungeordneten Partitionen. Im letzteren Fall
kann man m, = my = --- = m; annehmen. Die Menge aller Partitionen von
n in k Summanden bezeichnen wir mit R(n, k).

2.2.19. Beispiel. Es gibt genau die folgenden neun ungeordneten Par-

titionen der Zahl 6 als Summe von vier Summanden:
6=6+4+0-+40-40, 6=314+2+4+1-40,
6=56+140+40, 6=3+4+1+4+1+41,
6=4-+4+2-+4040, 6=2+4+2-42+40,
6=4+4+1+4+1+40, 6=2+4+2+4+141.
6=3+340+40,

Durch Vertauschung der Summanden entstehen daraus alle Partitionen
aus N(6, 4).

2.2.20. Satz (Polynomischer Lehrsatz). Es gilt

n! .
(@ + 2+ - @) =) aag e TP
Rink) My ! Mg ! - m’{!

Dabei erstreckt sich die Summe iiber alle (geordneten) Partitionen n
= m, -+ my + --- + my aus R(n, k).

Beweis. Offenbar ist (z, + x; 4 --- + 2;)* ein homogenes symmetri-
sches Polynom n-ten Grades in k¥ Variablen. Beim Ausmultiplizieren treten
alle Glieder der Form zfzd..- P+ auf, die den geordneten Partitionen
n = my -+ my + --- -+ m; entsprechen. Und zwar tritt dabei zas ... xP»
genausooft auf, wie es Permutationen mit Wiederholung vom Typ
(my, My, ..., m;) gibt, alsoist P(m,, m,, ..., m;) (vgl. 2:2.16) der entsprechende
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Koeffizient. (Bemerkung. Glieder, die ein und derselben ungeordneten
Partition entsprechen, haben dabei gleiche Koeffizienten.) Mit 2.2.16 ist
alles bewiesen. i

E. Der Pélyasche Abzihlungssatz fiir den Fall von mehreren Variablen

2.2.21. Der Pélyasche Satz 2.2.13 gab eine Ubersicht iiber die Bahnen einer
Permutationsgruppe (&, N) auf der Potenzmenge P(N). Die Potenzmenge
kann man aquivalent als die Menge {0, 1}¥ aller Funktionen f: N — {0, 1}
beschreiben; jedem M S N entspricht dabei seine ' charakteristische
Funktion fy (d.h. fy(a) =1, falls a € M, fy(a) = 0, falls a ¢ M ist). Die
Wirkung § von g € @ auf fy ist gegeben durch ff := fy,, was element-
weise durch ff (a) = fy(a#™) oder fZ(a®) = fu(a) beschrieben werden kann
(@ € N).

Diese Situation wird nun verallgemeinert: Statt {0, 1} wird eine beliebige
Menge R genommen und die Menge R¥ aller Funktionen f: N — R be-
trachtet. Jede Permutation g € @ induziert auf R¥ eine Permutation §
gemal ‘

fi(a) := f(a#") (fiir @ € N)

(d. h., f7 ist die Hintereinanderausfiihrung der Abbildung ¢g-! und §), und
wir erhalten eine induzierte Permutationsgruppe (&, R¥) (haufig schreibt
man g statt § und @ statt &, wenn klar ist, daB es sich um die induzierte
Wirkung handelt). Ist die Reihenfolge der Elemente von R vorgegeben,
beispielsweise R = {1,2,...,7}, und ist f € R¥, so nennt man den Aus-
druck 2z .- 2™ (z,, ..., 2, 8ind als Variable aufzufassen) den 7'yp von f,
wobei m; = |{a € N | f(a) = i}| die Anzahl der Elemente von XN ist, die f
auf ¢ abbildet (¢ € B). Es gilt dabei stets n = m, + my -} -+- 4+ m, fiir
n = |N|. Offenbar haben f und f7 fiir jedes f € R¥ und g € G den gleichen
Typ, so daB man die Gruppe G auch als Permutationsgruppe auf allen Funk-
tionen f € RY eines festen Typs betrachten kann. Es bezeichne A, . .
die Anzahl der Bahnen von @ auf der Menge aller Funktionen f € R¥ mit
dem Typ 22 --. 2. Dann gibt die erzeugende Funktion fiir die Bahnen
von G, d. h. das Polynom

to(21, 2a5 0 2) = Y Ay, 200250 - 2

(die Summe erstreckt sich iiber alle Partitionen n =m, + my 4 - -+ m,
.aus R(n, r), vgl. 2.2.18) eine weitreichende Information iiber alle Bahnen
der Gruppe (G, R¥). Insbesondere ist #4(1,1,...,1) die Anzahl &&, R¥)
aller Bahnen.
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Vergegenwirtigen wir uns dies noch einmal fiir den Fall einer zweiele-
mentigen Menge R (r = 2). Dann ist stets m; = n — my. Der Koeffizient
A, m, von zMz™M ist daher gleich dem Koeffizienten von 23 in dem Polynom
t:(1, 25). Da R¥ wie wir oben sahen, mit der Potenzmenge P(N) identifiziert
werden kann und f, € RY den Typ 23~z genau dann hat, wenn die fj
entsprechende Teilmenge M & N k-elementlg ist,soist A4, _, ; nichts anderes
als ¢, d. h., wir haben £;(z) = #;(z;, 2;) mit 2z, = 1 und 2z, = z (vgl. 2.2.12).

Der nachste Satz wird uns zeigen, wie das wichtige Polynom #4(2;,2,, .. ., %)

aus dem Zyklenzeiger 3(Q@) berechnet werden kann. Dazu bendtigen wir
noch eine Bezeichnung:

2.2.22. Ist (@) = -ﬁ- Z'G ZhOghto) ...z der Zyklenzeiger einer Permu-
ge

tationsgruppe @, so bezeichne 8(@; 2y, 2, ..., z) das Polynom
8(0' 21y 22y < e ey Z¢)

IGI Z'G (2, + - + 2022 4 oo 420 L (28 e 2R
g€

das aus B(G) hervorgeht, wenn die Variable x; durch zi 4 zi 4 ... 4 2¢
ersetzt wird (i = 1, ..., n). '

2.2.23. Satz (Pélya.scher Abzahlungssatz fiir mehrere Variable). Es sei
(G, N) eine Permutationsgruppe. Dann gilt

t(:'(zh 22y ceny z,) = B(G; 2y Zay cens zr)
(zu den Bezeichnungen vgl. 2.2.21, 2.2.22).

Auf den Beweis verzichten wir hier. Er verlauft analog zum Beweis von
2.2.13, ist aber technisch aufwendiger (N).

2.2.24. Bemerkungen. a) Den Satz 2.2.13 erhilt man (mit den Uberlegun-
gén in 2.2.21) aus 2.2.23, wenn r = 2, z; = 1 und 2z, = z gesetzt wird.

b) Auch im allgemeinen setzt man meist z; = 1, da dabei keine Infor-
mation verlorengeht: wegen n = m,; + m; -} -+- -+ m, ist der Koeffizient
A pmy-om, YOD 2Pz ... 2% im Polynom 3(@; 2,2, ..., 2,) gleich dem Ko-
effizienten von z --- z™ im Polynom 8(@; 1, 2,, ..., 7).

¢) Die Sitze 2.2.13 und 2.2.23 werden in der Pélyaschen Abzahlungstheo-
rie gewdhnlich noch allgemeiner formuliert. Jedes Element aus R ist dann
mit einem gewissen ,,Gewicht‘ (aus einem kommutativen Ring) versehen.

2.2.25. Beispiel. In 2.2.3 konnten wir die erzeugende Funktion f(z, y, z)
fiir die wesentlich verschiedenen dreifarbigen quadratischen Dominosteine
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angeben, nachdem zuvor alle diese Dominosteine konstruktiv gegeben waren
(Abb. 17). Mit Satz 2.2.23 haben wir es leichter: Jeder dreifarbige Domino-
stein kann durch eine Funktion ans R¥ fiir die Menge R = {z, v, 2} der
Farben und die Menge N = (1, 2, 3, 4} der Dreiecke beschrieben werden,
indem jedem Dreieck seine Farbe zugeordnet wird. Wir miissen also die
Bahnen der Drehgruppe C, des Quadrats auf der Menge R* kennen, um
alle wesentlich verschiedenen Dominosteine zu beschreiben Mit 2.2.23

erhalten wir aus dem Zyklenzeiger 8(C,, N) = — (1:l + 2} + 22,) die er-
zeugende Funktion

tc.(x’ 1/» z) = 8(04; z, Y, Z)
= @4y + 20+ @ 8 4 2000+ 4+ )

fiir die Bahnen der induzierten Gruppe (C,, R¥). Durch Ausrechnen iiber-
zeugt man sich, daB tatsichlich % (z,y,2) = f(z,y,2) fiir die in 2.2.3
beschriebene erzengende Funktion f gilt.

2.3. Abzihlung von Firbungen

In diesem Abschnitt betrachten wir Aufgaben aus der Unterhaltungs-
mathematik, um den Leser mit der Pélyaschen Methode weiter vertraut
zu machen. Zu Beginn wenden wir uns einer Aufgabe zu, die zunachst mit
dem Lemma von CavoHY-FROBENIUS-BURNSIDE geldst wird. Danach
zeigen wir anhand mehrerer Beispiele das Standardverfahren, nach dem
mit der Methode von P6ry A bei solchen Abzahlungsaufgaben vorzugehen ist.

A, Firbungen von Polyedern

2.3.1. Beispiel. Die Flichen eines Wiirfels sollen mit zwei Farben (schwarz
und wei) gefirbt werden. Zwei Farbungen nennen wir dabei dqusivalent,
wenn sie durch eine Drehung des Wiirfels ineinander iibergefiihrt werden
konnen. Wieviel paarweise nichtdquivalente Farbungen der Wiirfelflachen
gibt es?

Bevor wir an die Losung dieser Aufgabe gehen, schauen wir noch einmal
Abb. 8 (S. 57) an und bezeichnen die Flichen des Wiirfels wie folgt:

&, Vorderflache (3,8, 7, 4), «, rechte Flache (3, 2, 5, 6),
«; linke Flache (4, 1,8, 7), «s untere Flache (5, 6, 7, 8),
«3 obere Flache (1, 2, 3, 4), «s hintere Flache (1, 2, 5, 8).
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Jede Drehung des Wiirfels ¢ € D*(%') bewirkt eine Permutation § der Menge
F(W) = {x,, &3, &g, 04, 5, g} der Flachen. Dabei haben die fiinf Klassen
zueinander konjugierter Elemente der so durch D*(%’) induzierten Gruppe
D*(%) (vgl. 1.8.13) folgende Reprasent§ten:

g1 = (1) (xg) (x3) (x4) (%5) (%) =&,
Ja = (01050%y) (atkeckg),

Ja = (o) (xgexq) (x3xs) (%),

Ju = (0105) (*a04) (¥30%6) ,

Js = (01) (oracxacxqxs) (o) -

Folglich ist der Zyklenzeiger
— 1 ‘
8(D*(W), F(¥)) = - (=} + 32z} + 6alz, + 62] + 8x)).

Mit 1.7.7 hitte man dieses Ergebnis auch sofort erhalten kénnen, da
3(D*(@), F(¥)) = 8(D*(0), V(0)) ist (V(O) bezeichne die Eckpunkte
von @). Man sieht hier iibrigens, daB die Permutationen der dritten und
vierten Konjugiertheitsklasse bei Wirkung auf die Ecken ahnlich sind,
bei Wirkung auf die Flichen dagegen nicht.

Mit F bezeichnen wir die Menge aller Farbungen der Wiirfelflichen;
eine Farbung kdnnen wir dabei eindeutig durch eine Funktion f € {w, s}F¥)
charakterisieren, die jeder Wiirfelseite & € F(%’) eine Farbe f(x) zuordnet,
wobei f(«) = w (weiB) oder f(x) = s (schwarz) sein kann. Also gibt es ins-
gesamt |F| — 2\F®) — 26 — @4 verschiedene Farbungen des Wiirfels.
Bei einer Drehung des Wiirfels geht jede Farbung in eine andere tiber;
D*(®) induziert also eine Permutationsgruppe (D+(2), F) auf der Menge
der Ifarbungen. Der gleiche Schlul wie in 2.1.5 (Farbung von Quadrat-
seiten mit n Farben) liefert uns y(§) = 2“}’ fiir den Charakter y(§) der
einem g € D* (genauer g € D*) entsprechenden induzierten Permutation
§ e D+ (hier ist n = 2), Wendet man das Lemma von CAvoBRY-FROBENIUS-
Burnsioe auf (D*, F) an, so erhalt man fiir die Anzahl der Bahnen von
D+ in F die Zahl

t(l~)+,ﬁ)=2—14(2°-|—3-2‘—|;6-23‘+6.23+3.2z)___10‘
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Es gibt also zehn paarweise nichtaquivalente Farbungen der Wiirfelflichen
mit zwei Farben. Thnen entsprechen etwa die folgenden Farbungen :

WWWWWW, WWBS8 8 8 W,
ws 8 8 8 8, B WWWWS,
WWwWS8 8 8 8, 8 8 WWWW,
w8 8 8 8 W, 8 WWWWW,
WWWSs 8 B, 8 8 8 8 8 8

(dabei haben wir eine Farbung f durch die Folge f(«;) f(xa) - f(«s) der
Farben der einzelnen Wiirfelflichen beschrieben).

2.3.2. Noch einfacher erhalten wir das Resultat aus 2.3.1, wenn wir die
Pélya-Theorie anwenden. Wie in 2.2.21 speziell fiir Funktionen f¢€ R¥
mit |R| = 2 vorgefithrt wurde, erhilt man #(D+, F) aus £ D+, m(%), wenn
x =1 gesetzt wird, nach 2.2.13 also aus dem Zyklenzeiger von
(D*(‘Zﬂ), E(‘W)) wenn jede Variable z; gleich 1 4+ 1° = 2 gesetzt wird.
Mit dem in 2.3.1 berechneten Zyklenzeiger ergibt sich

t(§+.p)(x) = 8(ﬁ+(w)’ 1+ x)
_ EIZ (1 + 2)8 + 3(1 + 2) (1 + o2 + 6(1 + 2)* (1 + 2#)

+ 6(1 + 2*)® 4 8(1 + %))
=14 2+ 22 + 2% 228 + 25 } 28,
Insbesondere ist t(ﬁ*, Fy= t 5. (1) = 10, was mit 2.3.1 iibereinstimmt.

Véllig analog lassen sich dhnliche Aufgaben 1dsen. Wir demonstrieren
das an weiteren Beispielen.

2.3.3. Beispiel. Auf wieviel wesentlich verschiedene Arten (im gleichen
Sinn wie in 2.3.1, d. h. beziiglich D*(%)) lassen sich die Flachen eines Wiirfels
mit héchstens drei Farben farben?

Die Antwort auf diese Frage ergibt sich folgendermaBen: Jede Iarbung
ist als Abbildung f € F = {z, y, 2}7'®) der Menge F(%) der Flachen in die
Menge R = {2, y, 2z} der Farben beschreibbar. Die Anzahl der wesentlich
verschiedenen Farbungen ist gleich der Anzahl der Bahnen der induzierten
Permutationsgruppe G = (D*(‘Zﬂ), F) Nach 2.2.23 erhilt man nun die
Gesamtzahl £;(1,1,1) der Bahnen von G aus dem Zyklenzeiger von
(D*(@), F(®)) (vgl. 2.3.1), wenn die Variablen z; durch z{ + 2 + 2! mit
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fl = 23 = 23 = 1, also durch den Wert 3, ersetzt werden, d. h.
t(D+, F) 32_14 (3%-+3.82.3246-32.36-3%8.3%) = 57.

2.3.4. Beispiel. Auf wieviel beziiglich der Drehgruppe D*(J) wesentlich
verschiedene Arten kann man drei gleichgroBe Kugeln in den Ecken eines
regelmaBigen Tkosaeders unterbringen?

Diese Aufgabe fithrt zur Abzahlung der Bahnenderdurch @ = (D*(J), V(J))
induzierten Gruppe D*(J) auf der Menge der dreielementigen Teilmengen
von V(J) (= Menge der Ecken von J). Die Anzahl dieser Bahnen ist nach
2.2.12 gleich dem Koeffizienten #; von 2® im erzeugenden Polynom
to(x), gemaB 2.2.13 (Satz von P6Lva) also gleich dem Xoeffizienten
Coef, (8(@, 1 < z)) von 2* im Polynom

8@, 1+ 2) = % ((L + )2 + 24(1 + 22 (1 + 252

+15(1 + 228 4 20(1 + 2°)4)
(vgl. 1.6.15), d. h.

Coef, (8(G, 1 + 2)) = ?‘% ((132) + 20.(':)) = 5;

es gibt also fiinf wesentlich verschiedene Méglichkeiten fiir die drei Kugeln,
z. B. die folgenden Eckpunktmengen (vegl. Abb. 10, 8. 88) {1, 2, 6}, {1, 2, 5},
{1,2,9}, {1,2,10}, {1, 7, 9}.

2.3.5. Beispiel. Auf wieviel wesentlich verschiedene (vgl.2.3.4) Arten lassen.
sich in den Ecken eines Ikosaeders zwei rote, eine weie und eine blaue
Kugel unterbringen? Die roten Kugeln gelten dabei als nicht unterscheidbar.

Jede Verteilung der Kugeln 1aBt sich als Abbildung f € R¥? der Eck-
punktmenge V(J) von J in die Menge R = {1,2, 3, 4} oharakterisieren,
wobei f(a) gleich 1,2, 3 bzw. 4 sei, wenn sich in der Ecke a € V(J) keine
Kugel, eine rote, eine weifle bzw. eine blaue Kugel befindet. Gema 2.2.23
gibt die Antwort auf die obige Frage der Koeffizient Agy); von 282321zl im.
Polynom tp.5)(2,, 23, 23, 2) = B(D*(J); 21, 2a, 23, 2,) oder aber (vgl. 2.2.24b),
wir setzen z; = 1, 2, = %, 23 = y, 2, = z) der Koeffizient von %z im Poly-
nom

B(D+(c7); 1, 2,9, z) == % ((l + x4y 2)2

T 241+ x4y + 2 (1 + 25+ 35 + 25)°
+15(1 + 2% g2 4 2%)® + 20(1 + 2® + 3 4 2%)4);,
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dieser Koeffizient ergibt sich dabei zu (vgl. 2.2.20)

1 121

. = 99.
60 8t21111!

2.3.5). Beispiel. Die vorige Aufgabe 2.3.5 ist unter der zusatzlichen Vor-
aussetzung zu l6sen, daB zwei Kugelverteilungen dquivalent sind, wenn sie
durch eine beliebige Symmetrietransformation des Ikosaeders ineinander
iibergefiihrt werden. In diesem Fall ist der Zyklenzeiger der gesamten Ikosa-
edergruppe D(J) (nicht nur D*(J)) zu beriicksichtigen. Wir finden fiir

1

8(1)(‘7); 1, z, yiz) = 12_0((1 +z+y "{'z)l2

+16(1 + = +y + 2 (1 + 2® 4y + 22)*

+24(1 + @+ g+ 2P (L + 25+ g+ P

+A5(L + o + g+ 2

4 24(1 4 22 y? + 22) (1 + 210 - g0 | 219)

+ 20(1 + 2 + oy + 28)* - 20(1 + 2® - y® 4 2)?)
(vgl. 1.6.15) als Koeffizient von z?yz

1 12! 4! 4! 41
15 , = 57.
120 (8!2lllll+ (012!1111+2101111: 3111010!))

B. Firbungen von Ketten

2.3.7. In diesem Abschnitt beschiftigen wir uns mit folgender Aufgabe:
Es seien # Glasperlen in m verschiedenen Farben gegeben. Dabei sollen genan
n; Perlen mit der Farbe ¢ vorhanden sein, d. h.

ny + ng -+ o+ ny =mn.

Perlen gleicher Farbe gelten als nicht unterscheidbar. |

Fiadelt man die Perlen auf einen Faden, der danach an den Enden zu-
sammengebunden wird,j so erhilt man Ketten, von denen zwei dquivalen:
genannt werden sollen, wenn sie durch zyklisches Verschieben (lings des
Fadens) oder durch Umdrehen der Kette als Ganzes auseinander hervor-
gehen. Die Frage ist nun, wieviel wesentlich verschiedene (d. h. nicht aqui-
valente) Ketten kann man aus den gegebenen Perlen auffideln?
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Legt man eine Perlenkette kreisf6rmig, so daf} die Perlen ein regelmaBiges
n-Eck bilden, dann sieht man sofort, dafl erstens jede Kette durch eine
Funktion f der Menge V, = {1, 2, ..., n} der Punkte des n-Ecks in die Menge
R=1{1,2,...,m} der Farben beschrieben werden kann und dafl zweitens
zwei Ketten genau dann dquivalent sind, wenn sie (d. h. die entsprechend
gefirbten n-Ecke) mit einer Transformation aus der Diedergruppe D, (vgl.
1.6.5) ineinander iibergefiihrt werden kénnen. Die Anwendung von 2.2.23
(Abzihlungssatz fiir mehrere Variable) liefert die erzeugende Funktion fiir
die Bahnen der von D, auf RV~ induzierten Gruppe, wenn man im Zyklen-
zeiger 3(D,, V,) die Variablen z; durch 2f + z} 4+ ..- 2}, (bzw. durch
1425 + ... + 28, vgl. 2.2.24b)) ersetzt. Berechnet man den Koeffizienten
vou zjzps -+« 27m (bzw. von zf .- zi=) in diesem Polynom 3(Dy; 21, 22, - -» Zm)
(bzw. B(D,; 1, 24, ..., Zm)), so ist dieser gleich der Anzahl der Bahnen von
D, auf der Menge der Funktionen f € R¥» vom Typ 28281 ... 2= (vgl. 2.2.21),
also gleich der gesuchten Anzahl der wesentlich verschiedenen Ketten mit
n; Perlen der Farbe s (¢ =1, ..., m).

2.3.8. Beispiel. Wieviel wesentlich verschiedene Ketten lassen sich aus
zwei roten, zwei blauen, zwei gelben und zwei griinen Perlen fiadeln?

Wir gehen geméaf 2.3.7 vor und erhalten n = 8, n; = n, = n; = n, = 2,
m = 4,

B(Dg) = 11_6 (2 + 42322 + B2f + 222 + 4z)  (vgl. 1.6.8),

B(Ds; 21, 22, 23, 28) = — ((zl + 2z + 23 + 2)°

+4(z) +22 + 2+ 20)? (2] + 25 + 25 + 20)°
+ 5(2} + 23 + 23 + 2 + 2(2] + % + 23 + 2)°
+4(3 + 28 + 23 + 27))-

Fiir den Koeffizienten 4,50, von 23232322 ergibt sich damit (vgl. 2.2.20)

1 8! - 3! ¢!
A = 74 (2&212!2! +4'4'1!1!11+5'1!1!1!1:)

=1_16(2520+4.24+5-24)=171.

Es existieren 171 wesentlich verschiedene Ketten aus den gegebenen Perlen.
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2.4, Abzahlungen von Graphen

Wir wollen nun Anwendungen der Pélyaschen Methode zur Ldsung von
Abzahlungsaufgaben fiir Graphen besprechen, wie sie in der theoretischen
Kybernetik, Diskreten Mathematik und Informatik auftreten koénnen.
Dazu bestimmen wir vorbereitend den Zyklenzeiger der symmetrischen
Gruppe.

A. Der Zyklenzeiger der symmetrischen Gruppe

Zur Bestimmung des Zyklenzeigers von S(N) benétigen wir einige Fakten
aus der abstrakten Gruppentheorie.

2.4.1. Definition. Es sei G eine (abstrakte) Gruppe und ¢g € @. Dann heif3t
die Menge

Ne(g) ={h € G| gh=hg) = {h € G| h'gh = g)

der Normalisator von g. Es ist die Menge aller mit g vertauschbaren Ele-
mente von G.

Offenbar gilt

2.4.2. Satz. Der Normalisator Ng(g) eines Elementes g € Q ist eine Unler-
gruppe der Gruppe G. 1

'Wir zerlegen nun @ in Rechtsnebenklassen nach 9(g) (vgl. 1.3.1) und finden
einen wichtigen Zusammenhang mit der Menge der zu g konjugierten Ele-
mente von G (vgl. 1.4.12).

2.4.3. Satz. Die Anzahl der 2u g konjugierten Elemente st gleich dem Index
[G : Ne(9)] des Normalisators Ne(g) in G.

Beweis. Es sei [G:Ne(9)]=% und G = Ng, uNgy v --- UNg, eine
Zerlegung von G in Rechtsnebenklassen nach N = Ng(g) (9, = e). Jedes
Element ¢ € G 1d8t sich: also als hg; fiir ein geeignetes & € M (¢ € {1, ..., k})
darstellen. Nun gilt

q'9q = (hgi)™* 9(hgi) = 9; ' ghgi = 9;7'99:,
d. h., die Menge {g7'gq | ¢ € G} der zu g konjugierten Elemente ist gleich

der Menge {g;'gg; | = 1, ..., k}; diese enthdlt k verschiedene Elemente,

denn aus g;gg; = g;'gg; folgt (9,9;") 9 = 9(gjg;i*), d.h. g;g7' € M und
damit g; € Ng;, was nur fiir g; = g; moglich ist, da g; und g, fiir ¢ =5 zn
verschiedenen Nebenklassen gehérenc-ll

7 Klin, Angewandte Algebra
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In einer endlichen Gruppe ist daher die Anzahl der Elemente einer Kon-
jugiertheitsklasse ein Teiler der Gruppenordnung.

Wir betrachten nun den Graphen I' = I'(g) einer Permutation g € S(X):
V() =N, B(I')={@=y) €N |y=w)

(vgl. 1.1.A, 8. 18). Eine Permutation k € S(¥) ist genau dann ein Auto-
morphismus von I' (vgl. 1.5.2), wenn (z, y) € E(I")=> («* y*) € E(I'), d. h.,
wenn (29)» = (z4)? fiir alle 2 € N gilt. Daraus folgt sofort:

2.4.4. Satz. Fiir g € 8, gilt Ng (9) = Aut I'(g). §

Wir wollen nun die Struktur der Automorphismengruppe des Graphen

I'(g) einer Permutation g, d. h. die Struktur von R (9) etwas genauer
studieren.

92.4.5. Satz. Es sei m=£k-1 und g€ S, eine Permulation vom Typ z}
(d. h. in der Zyklendarstellung von g kommen genau ! Zyklen der Lange k
vor). Dann ist Ng (g) ssomorph zum Kranzprodukt Sy} Cy (C; ist eine zykli-
sche Gruppe der Ordnung k vom Grad %, vgl. 1.7.12).

Anmerkung. Setzt man L=1{1,2,...,1}, K={1,2,...,k}, Cx={(12...k)),
M =L X K und a;; = (4, §) fiir (3,7) € M, so erhdlt man fir

g= (T ...an) @ .-  Ca) ... (@ ... ¥y) € S(M)
statt der Isomorphie die Qleichheit Ngpr(g) = S(L) { Ck.

Beweis. Der Graph I'(g) besteht aus ! isomorphen Zusammenhangs-
komponenten, die ihrerseits gerichtete Kreise der Lange k sind. Die Auto-
morphismengruppe von I'(g) ist daher (vgl. auch 1.7.16) das Kranzprodukt
der symmetrischen Gruppe §;, die auf der Menge der Zusammenhangskom-
ponenten operiert (und diese als Ganzes permutiert), und der Automor-
phismengruppe eines gerichteten Kreises der Lange k. Die Automorphis-
mengruppe eines solchen (sehnenlosen) k-Kreises ist aber gleich Cy (Ub!).
Die Behauptung folgt nun aus 2.4.4. B

2.4.6. Satz. Es sei g € S, vom Typ ajajs .-« zir. Dann ist Ng (g) isomorph
zu

Sjl X (Shz 02) X X (S],.z 0")’

wobei S; ] Cp = e} gesetzt werde, falls j, == 0ist (k= 1,2, ..., n).
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Beweis. Der Graph I'(g) hat fiir jedes ¥ = 1, 2, ..., n genau j; Zusammen-
hangskomponenten, die gerichtete Kreise der Liange % sind. Ein Automor-

phismus von I'(g) kann nur Kreise gleicher Lange aufeinander abbilden.
Daher ist

Aut I'(g) = Aut I',(g) X --- x Aut I',(g),

wobei I'y(9) den Untergraphen aller Kreise der Lange k von I'(g) bezeichne.
Nach 2.4.5 ist Aut I'i(g) = S;, 1 Ci; I'y(g9) besteht nur aus isolierten Punk-
ten (die den Zyklen der Linge 1 von g entsprechen), d. h. Aut I'j(g) = S;,
(= 8;, 1 C1). Mit 2.4.4 folgt daraus die Behauptung. i

2.4.7. Satz. In der symmetrischen Gruppe S, gibt es genau

n!
Jrl 1051 20 s 5t

Permutationen vom Typ zjaxfs --- xi» (dabei ist 15, 4 2j, + - + nj, = n,
vgl. Definition des Typs in 1.4. C, S. 38).

Beweis. Es sei g € S, vom Typ 3(9) = abafs .-+ zi». Nach 1.4.13 sind
in §, konjugierte Permutationen und Permutationen gleichen Typs dasselbe.
GemiB 2.4.3, 2.4.6 und 1.7.15 gibt es daher

ISal n!
M5, @) Galga! 20 Gt min

Permutationen vom gleichen Typ wie g. |

[Sn : s-’28,.(9)] =

Als Folgerung ergibt sich

2.4.8. Satz. Der Zyklenzeiger der symmelrischen Gruppe S, ist

nl

1 . ,
—_ — Jigls ... ppdn
B(S.) n! Z jl ! Ijl . 70‘! 2"’ s 7-" ! nin xl xa x" .

Die Summation erstreckt sich dabes iiber alle j,,7,,...,7, € {0,1,2, ..., 0},
die der Bedingung 15, + 2, + -+ + nj, = n-geniigen. 1 (Vgl. 1.4.16, 2.4.7.)

2.4.9. Beispiel. Wir bestimmen den Zyklenzeiger von S,. Es gibt elf 6-Tupel

(J1s J2s 735 Jas J5» Js), die der Bedingung 6 = j; + 2j; + 375 + 47, + 655 + 645
aus 2.4.8 geniigen (vgl. Tab. 3).

T*
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Tabelle 3
i 6|a|3|2]2|t|1]o]o]o]o
fa ol1|lo]2]lol1]o]l3s]l1]|o]o
7s ojlo]l1]0]011]0]0]10]|2]10
e ololo]ol1]o|lo]o|1[o0]o0
s olojojo|o|lo]|r]o|o|o]o
s ojlofolofo|o|ofo|o]o]|1
Wir erhalten
61 6! 61 .
8(5) = 6'(6t16”€+4114-1!21x'x’+3!‘18.1!31’”“”"
6! 6!
LTI i R TR TR T R VI i

6! 6! 6! 6! 6!
+1—515+3'231‘g+ 424+2'32 g‘l‘g%)

= 7;—0 (@® + 1628z, 4 402i2; + 452f2} + 90xiz,

+ 120z,2,7; 4 1442 25 + 1525 + 90z, -+ 4023 4 1202,).

B. Abzihlungen von gerichteten Graphen

2.4.10. Wir betrachten die Menge D(N) aller gerichteten Graphen I' mit n
Knotenpunkten und chne Schlingen. Sind die Knotenpunkte V(I') nume-
riert, z. B. V(I') = N = {1, 2, ..., n}, so gibt es genauso viele schlingenlose
gerichtete Graphen I' = (V(I"), E(I‘)), wie es bindre (d.h. zweistellige)
Relationen E(I" S N = V(I") x V(I')\ 4 (4 = {(k, k) | & € N}) gibt, also
2#'-»_ 1LaBt man die Markierung der Knotenpunkte weg, so entsteht aus zwei
markierten Graphen derselbe unmarkierte Graph genau dann, wenn sie
durch eine Permutation aus S(XN) ineinander iibergefithrt werden konnen,
d. h., wenn sie isomorph sind. Es ist eine wichtige kombinatorische Aufgabe,
die Isomorphietypen, d.h. die unmarkierten Graphen zu bestimmen. Wie
wir sehen, entspricht jedem Isomorphietyp gerade eine Bahn der auf ®(N)
operierenden Gruppe S(N).
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Um die Pélyasche Methode einsetzen zu kénnen, bemerken wir zunichst,
daB jeder Graph I" durch E(I') & N charakterisiert ist, statt D(N) also
auch die Potenzmenge P(X) betrachtet werden kann. Bezeichnet man die
von 8, auf N induzierte Gruppe mit (S1?!, N'), so erhilt man nach 2.2.13
die erzeugende Funktion Egn(w) fiir die Bahnen der von S!3 auf P(N) indu-
zierten Gruppe gemaB f4y)(z) = B(S!, 1 + ). Der Koeffizient ¢, von z*
ist dabei genau die Anzahl der Isomorphietypen der Graphen mit k gerich-
teten Kanten (k =0, 1, ..., n? — n).

Das Abzihlproblem fiir die Isomorphietypen gerichteter Graphen kann
also als gelést angesehen werden, wenn es gelingt, den Zyklenzeiger 3(St1, N')
zu bestimmen. Das geschieht nach folgendem Schema: Jedem Typ zfuis
.- zi» einer Permutation g € S, entspricht eine Ahnlichkeitsklasse und damit
eine Konjugiertheitsklasse K von S,. Die induzierten Permutationen § € St
sind deshalb fiir alle g € K ebenfalls konjugiert und somit ahnlich (vgl.
1.4.13, 1.4.14). Nimmt man fiir jede Konjugiertheitsklasse von S, einen
Reprisentanten g vom Typ 3(g9) = ajzj --- 2i» und bestimmt den Typ
3(§) = 2hads ... o (m = |[N| =n(n — 1)) der induzierten Permutation
g € S, so erhdlt man offenbar den Zyklenzeiger B(S'?, N) aus dem
Zyklenzeiger 3(Sy, N), wenn man xjiz)s -.. /= durch x{ix{;é .. afm ersetzt.

Wir wollen dieses Vorgehen an zwei Beispiclen erlautern.

2.4.11. Beispiel. Wir bestimmen die Isomorphietypen der Graphen mit
drei Knotenpunkten (N = {1, 2, 3}). Der Zyklenzeiger der symmetrischen
Gruppe S, ist

1 :
B(S) = 5 (&} + 3oy + 22) = — (a9 + 3a(0n) + 25(99)

(vgl. 1.4.17); Reprisentanten fiir die drei Zyklentypen (d. h. Konjugiertheits-
klassen!) sind beispielsweise g, = e, gy = (12) (3), g5 = (123). Dann ergibt
sich fiir die induzierten Permutationen §;, die auf der Menge N = {(1, 2),
(1,3),(2,1), (2, 3), (3, 1), (3,2)} operieren, folgendes (die Elemente (3, 7)
von N sollen dabei mit a;; bezeichnet werden):

G =e, ) =),

Ja = (@1209)) (@13023) (@31032),  3(§2) = 3,

Js = (B31202331) (313821832),  3(Fa) = 25.
Wie in 2.4.10 erlautert, erhalten wir

1
B(s§, Ny = 3 (6(@1) + 33(42) + 28(!73)) = ':;_ (2} + 325 + 227),
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sowie
tg(®) = B(SF, 1 + ) =%((1 +2)® 4 3(1 + 28 + 2(1 + 2%)9)

=14 x + 422 { 428 + 42* + 25 4 8.
Es gibt tS%,,(l) = 16 Isomorphietypen; diese sind in Abb. 18 dargestellt.

VANV A NVANY AN ARV ANYAN
Lo Lo NIOD DDA

Abb. 18. Die 16 paarweise nichtisomorphen gerichteten Graphen mit drei
Knotenpunkten

Bemerkung. Interessiert man sich nur fiir die Gesamtzahl der Isomor-
phietypen, so kann man diese auch direkt mit dem Lemma von CAUCHY-
TF'roBENTUS-BURNSIDE wie folgt berechnen: Wir betrachten die Wirkung S,
von 8, auf P(N) und fragen, wann die von einem g € 8, induzierte Permuta-
tion § € S, eine Menge E € P(N) festlaBt. Das ist genan dann der Fall,
wenn ¥ invariante Menge von g (und auch von (g)) ist. Damit ergibt sich
2(7) = |12-Inv (g)] = 2+ 0"0&! (vgl. 1.5.9), d. h.,

t(8., PYh) = - 23? 1@
erhdlt man aus dem Zyklenzeiger 8(S,), wenn zpa) .- zi» durch 2/20ro0)

fiir ein ¢ vom Typ x"x" .- zi» ersetzt wird. Im Vorhegenden Beispiel ist
[2-Orb (&) = |N| = 6 |2- Orb (9)) =3 und |2-07b (g,)| =2, also

(S, P(I/ﬁ)) =g @ +3.2+2.29 =16

2.4.12. Beispiel. Um die Isomorphietypen der gerichteten Graphen mit
vier Knotenpunkten abzuzihlen, bestimmen wir den Zyklenzeiger von SI2!
nach dem Schema aus 2.4.10. Es ist (vgl. 2.4.8)

1 :
B(8,) = o (2} + 67z, + 32} + 8z,2, + 62,)

1 .
= —7 (8() + 63(ga) -+ 33(g5) + 83(9.) + 63(s5))
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mit g, — (12) (3) (4), g5 = (12) (34), g, = (123) (4), ,{ — (1234). Ohne
Schwierigkeiten rechnet man nun 3(§;) fiir die induzierte Permutation §;
auf der Menge N = {(¢, /) € N? | & 5} aus und erhilt

1 4 1
8T M) = —+ Za@) = - (@ + 6aie} + 303 + 8o + 62)).
1=1 4 a

Die erzeugende Funktion ts?,(a:) fiir die Isomorphietypen aller gerichteten
Graphen mit vier Knotenpunkten ist somit (vgl. 2.4.10)

BB, L +2) = o (L + 2 + (L + (1 + 2% + 3(1 + 22

+ 8(1 + 29 + 6(1 + =4?)
=1+ x4 52% 4 132® + 2724 - 3825 | 482% 387
+ 272® + 132° 4 520 21! 4 212,

Es fallt auf, daB in diesem Polynom die Koeffizienten von z* und z*»~1-#
iibereinstimmen. Das liegt an der Tatsache, dal zwei Graphen genau dann
isomorph sind, wenn ihre Komplemente isomorph sind. (Hat ein Graph
I'= (V(I‘), E(P)) gerade k gerichtete Kanten, so besitzt sein Komplement
T = (V(I"), § \ E(I")) genau n(n — 1) — k Kanten.)

€. Abzihlungen ungerichteter Graphen

Im Prinzip wird die Anzahl der Isomorphietypen der schlichten ungerich-
teten Graphen genauso bestimmt wie die entsprechende Anzahl bei gerich-
teten Graphen. Der einzige Unterschied besteht darin, da anstelle der
Gruppe (S, N) die von S, induzierte Wirkung auf der Menge P,(N) aller
zweielementigen Teilmengen von N zu betrachten ist (jede Kante zwischen
den Punkten a und b eines ungerichteten Graphen wird als die Teilmenge
{a, b} € P,(N) interpretiert, vgl. A.3.1). Diese induzierte Gruppe soll mit
(S, Py(N)) bezeichnet werden. Alles weitere verlauft wie in 2.4.10.

2.4.13. Beispiel. Es sind die Isomorphietypen der ungerichteten Graphen
mit fiinf Knotenpunkten zu bestimmen. Den benétigten Zyklenzeiger be-
rechnet man zu

B(SE, Py(N)) = 1—;5 (=1 4 102823 + 152328 + 202,23

+ 202,225 + 302,27 + 2427).



104 2. Einfiithrung in die Abziéhlungstheorie

Nach dem Satz von PéLyA ist dann die erzeugende Funktion fiir die Anzahl
der Isomorphietypen gegeben durch

BUSE, 1 +2) = — (1 + ) + 10(1 + 2)¢ (1 + 27

14 15(1 4 2)? (1 + 22} + 20(1 + ) (1 + 2%)°
+ 20(1 4 2) (1 + 2%) (1 + 2%) + 30(1 + =) (1 + 24)?
+ 24(1 + 29%) +6x¢
=1+ x + 22® + 423 + 624 } 625}/ 427 + 228 4 2® + =0,

Hs gibt also beispielsweise sechs paarweise nichtisomorphe ungerichtete
Graphen mit fiinf Knotenpunkten und vier ungerichteten Kanten (= Xo-
effizient von %). Die. Anzahl aller Tsomorphietypen ist 287 34

Zum AbschluB dieses Kapitels sei erwahnt, da es uniibersehbar viele
Aufgaben zur Abziahlung von Graphen mit diesen oder jenen Eigenschaften
gibt. Zu ihrer Losung wurden und werden duBerst differenzierte Techniken
entwickelt. Eine relativ umfassende Ubersicht vermittelt [31]. Fiir viele
Standardaufgaben reichen jedoch die hier vorgestellten Methoden aus.

2.5. Aufgaben

1. Konjugierte (wie auch ihnliche) Permutationen haben denselben Charakter
(vgl. 2.1.1),

2. Man gebe die Bahnen der zyklischen Gruppe @ = {g) = 8;; auf N = {1, ..., 11}
mit g = (1234 58) (789) (10 11) explizit an.

3. Man berechne die Anzahl der wesentlich verschiedenen n-farbigen Dominosteine
fiir n < 3 beziiglich der ganzen Symmetriegruppe D, (vgl. 2.1.5).

4. Man zeige, dafl es auf einem 8 X 8-Schachbrett insgesamt 5282 paarweise nicht
iquivalente Stellungen von acht sich gegenseitig nicht schlagenden Tirmen gibt.

5. Man bestimme die erzeugenden Funktionen der folgenden Zerlegungen von
N =1{1,2,3,4,5):

= {{1}’ {2’ 3l’ {4’ 5]}’ My = {llb 2') {3' 4’ 5]}’ M = {{1}’ ‘2l! {31’ {4’ 5]}

6. Mit Hilfe von 2.2.13 ist Beispiel 2.1.6 neu zu behandeln und #(D,) za berechnen.

7. Mit Hilfe von 2.2.23 zeige man, daB sich die Anzahl aller wesentlich verschiedenen
n-farbigen quadratischen Dominosteine (vgl. 2.1.5) aus dem Zyklenzéiger von C
ergibt, wenn alle Variablen mit dem Wert »n belegt werden (vgl. auch die Bemer-
kung iber #4(1, 1, ..., 1) in 2.2.21).

8. Man berechne die erzeugende Funktion aus Beispiel 2.2.25 explizit und vergleiche
das Ergebnis mit 2.2.3.
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In diesem Kapitel beschiftigen wir uns mit Permutationsgruppen in der
Form, wie sie bei Anwendungen sehr haufig auftreten, namlich als Auto-
morphismengruppen von Graphen. Den Begriff des Automorphismus kennen
wir fiir k-stellige Relationen bereits aus 1.5.2. Nun beschranken wir uns
auf den wichtigen Fall ¥ = 2 (Graphen); deshalb sind alle zu betrachtenden
Automorphismengruppen 2-abgeschlossen (Abschnitt 3.1), d. h., wir miissen
uns hauptsichlich mit den 2-Bahnen und 2-stelligen invarianten Relationen
von Permutationsgruppen beschdftigen. Automorphismen spiegeln gewisse
innere Symmetrien (vgl. 1.6) wider. Thre Kenntnis kann helfen, die Struktur
des betrachteten Graphen zu verstehen bzw. zu untersuchen. Eines der fiir
Anwendungen wichtigsten Probleme ist das Isomorphieproblem fiir Graphen
(Abschnitt 3.2), das eng mit der Untersuchung von Automorphismen zu-
sammenhéngt. Die umgekehrte Fragestellung, welche Graphen eine gegebene
Gruppe als Automorphismengruppe haben, fithrt zum sogenannten Kénig-
Problem (3.1.3). Ein sehr niitzliches Hilfsmittel zur Untersuchung von
Graphen und Permutationsgruppen lernen wir mit der Theorie der V-Ringe
bzw. zellularen Ringe kennen (Abschnitt 3.3), die eine kombinatorische
Approximation fiir das Rechnen mit 2-Bahnen von Permutationsgruppen
darstellt und hier u. a. fiir die Berechnung der Automorphismengruppen
der Binomialgraphen (Abschnitt 3.4) genutzt werden soll.

3.1. Die 2- AbschlieBung von Permutationsgruppen

A. Begriffe und Bezeichnungen

Unter einem Graphen I' = (V(I), E(I")), genauer einem schlichten (d.h.
ohne Mehrfachkanten) gerichieten Graphen (engl. digraph) verstehen wir
eine bindre Relation & = E(I') S N X N iiber einer Menge N = V(I')
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(vgl. A.3.1). Meist bezeichnen wir einen Graphen wie seine Kantenmenge,
d. h., wir sprechen vom Graphen @. Wenn nicht anders erwihnt, sollen
diese Relationen antireflexiv sein, d. h., wir betrachten Graphen ohne Schlin-
gen. Fiir alle im folgenden nicht explizit definierten graphentheoretischen
Begriffe verweisen wir den Leser auf den Anhang (A.3).

Wie kann man nun einen Graphen beschreiben? AuBer der iiblichen An-
gabe eines (gerichteten) Graphen & durch die Aufzihlung seiner gerichteten
Kanten (d. h. den Elementen von @) werden haufig auch Darstellungen von
Graphen durch Matrizen benutzt, von denen hier nur eine Mdglichkeit
erwiahnt werden soll.

3.1.1. Definitionen. Unter der Adjazenzmatriz des Graphen & auf der
Punktmenge N = {1, 2, ..., n} versteht man die Matrix A(®P) = (a;;) mit

{ fir (G,j)ed, . .
= i€ N).
i) {o fir (i, )¢ D ¢.7€N)

Offenbar wird jeder Graph eindeutig durch seine Adjazenzmatrix beschrie-
ben. Haufig beschreibt man einen Graphen auch einfach durch ein ,,Dia-
gramm*, wobei die Knoten des Graphen als Punkte und die gerichteten
Kanten als Pfeile dargestellt werden (Pfeil von ¢ nach j, falls (s, j) € @,
bzw. Schlinge, falls ¢+ = j ist). Die Lage der Pfeile in der Zeichenebene spielt
dabei keine Rolle, wichtig ist nur, ob zwei Punkte durch einen Pfeil ver-
bunden sind oder nicht. Ist die Relation @ symmetrisch, so haben wir es
mit einem wungerichieten (gewohnlichen) Graphen zu tun; im Diagramm
werden dann Pfeile in beiden Richtungen gezeichnet oder die Pfeilspitzen
ganz weggelassen, und der Graph & selbst kann mit einer Teilmenge der
Menge Py(N) aller zweielementigen Teilmengen von N identifiziert werden:
Der ungerichteten Kante {a, b} € Py(N) entsprechen die gerichteten Kanten
(a, b) und (b, a) aus P. Eine Menge paarweise disjunkter bindrer (nicht not-
wendig antireflexiver) Relationen @; (s = 1, ..., k) auf einer Menge N nennt
man auch gefdrbten Graphen mit der Knotenmenge N. Um diese Benennung
zu verstehen, stelle man sich vor, die Kanten (a, b) € ®; des Graphen @;

seien mit der ,,Farbe‘ ¢ gefarbt (: = 1, ..., k). Zusammen bilden alle diese
k
Kanten den gefarbten Graphen {&,, ..., @} mit der Kantenmenge U ®;.
i=1
Im weiteren werden wir meist nur von Graphen sprechen, und es wird
aus dem Znsammenhang klar sein, ob wir es mit gerichteten, ungerichteten

oder gefirbten Graphen zu tun haben.
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B. Die 2-AbschlieBung als Automorphismengruppe eines gefiirbien Graphen

Ist (G, N) eine Permutationsgruppe, so kann man die Menge 2-Orb(G, N)
(vgl. 1.5.7) als gefarbten vollstindigen Graphen (mit Schlingen) mit der
Knotenmenge N auffassen. Wegen G» = Aut 2-Inv Q@ = Aut 2-Orb @
ist etne Gruppe (@, N) genau dann 2-abgeschlossen (vgl. 1.5.19), wenn ste die
Automorphismengruppe eines gefarbten Graphen sst. Als erstes wollen wir
hier eine grofere Klasse von 2-abgeschlossenen Permutationsgruppen vor-
stellen:

3.1.2. Satz. Es sei (@*, G) die rechisregulire Darstellung (vgl. 1.1.16) einer
abstrakten Qruppe G. Dann ist Q*® = G*.

Beweis. Es sei @, = {(a,d) | a € @ A b = ga} fiir g € G. Man sieht leicht
(Ub!), daB &, fiir jedes g eine 2-Bahn von (@*, G) ist. Nach 1.5.20e) folgt
G*® = Aut {D, | g € G}. Wir werden zeigen, daB @*® regulir (vgl. 1.4.2)
ist. Offenbar ist G* und damit auch Q*® transitiv. Nun wahlen wir ein
h € G*® mit * = e. Da vom Punkt e im gefirbten Graphen {®,|g € G}
zu jedem anderen Punkt eine Kante mit einer anderen Farbe fiihrt, miissen
diese iibrigen Punkte ebenfalls von der Permutation A fixiert werden. Also
ist & die Identitat, d. h., @*® ist regular, so daB |G*?| = |Q| (vgl. 1.4.3b))
und damit G*® = G* folgt. 1

Nicht jede 2-abgeschlossene Permutationsgruppe ist die Automorphismen-
gruppe eines gerichteten oder ungerichteten Graphen. Es ergibt sich
folgende Aufgabe, die man nach dem Graphentheoretiker DENfS Kowia
(1884 —1944) haufig Konig-Problem nennt.

3.1.3. Das Konig-Problem: Man beschreibe alle (2-abgeschlossenen) Per-
mutationsgruppen (sogenannte Konig-Gruppen), die Automorphismen-
gruppen von gerichteten (bzw. ungerichteten) Graphen sind.

Diese fiir Anwendungen wichtige Aufgabe ist gegenwirtig allerdings noch
weit von einer vollstandigen Losung entfernt (vgl. auch [58; 8.5]).

3.1.4. Beispiel. Wir betrachten die Permutationsgruppe

R = {e, (12) (34), (13) (24), (14) (23)} auf der Menge N = {1, 2,3, 4}, vgl.
1.1.12. Sie ist regular und wird gewohnlich Kleinsche Vierergruppe genannt.
Aus Satz 3.1.2 folgt, daB & 2-abgeschlossen jst. Wir zeigen, daBl § trotzdem
keine Konig-Gruppe ist, d. h., daB & keine Automorphismengruppe eines
Graphen sein kann. In Abb. 19 sind alle antireflexiven Graphen aus 2-Orb &
abgebildet (es gibt 3, Ub!). Jeder antireflexive Graph & aus 2-Inv  ist
nun die Vereinigung eines oder zweier der abgebildeten Graphen (vgl. 1.5.9),
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so daB der Graph & oder sein Komplement @ mit einem der Graphen aus
Abb. 19 iibereinstimmen muBl. Wire nun & eine Konig-Gruppe, d. h.
® = Aut @, so miibte also ® wegen Autd = Autd (= Aut d, vgl.
1.56.13) als Automorphismengruppe einer ihrer 2-Bahnen dargestellt werden
kénnen. Aber alle antireflexiven Graphen aus 2-Orb & sind isomorph (vgl.
Abb. 19), und ihre Automorphismengruppe ist (isomorph zu) S; ) S, (Ud)),

d. h. eine Permutationsgruppe der Ordnung 8 (vgl. 1.7.16) und damit von
R verschieden.

1 2 1T 2 1 2
1] . X
*—s
3 4 3 4 3 &

Abb. 19. Die antireflexiven 2-Bahnen von $

C. Anzahl der Graphen mit vorgegebener Automorphismengruppe

3.1.6. Problem. Man berechne die Anzahl k(@) aller paarweisé nichtiso-

morphen Graphen, deren Automorphismengruppe eine vorgegebene Gruppe
(@, N) ist.

Dieses Problem ist eine leichte Verallgemeinerung des Konig-Problems
3.1.3, denn G ist Konig-Gruppe genau dann, wenn k(Q) == 0 ist.

Fiir eine konkrete Gruppe @ kann man die. Aufgabe 3.1.5 wie auch das
Koénig-Problem durch einfaches ,,Durchmustern‘ 16sen: Man beschreibe
die Menge 2-Orb (G, N) (und hat damit auch 2-Inv (@, N)), dann bestimme
man die Automorphismengruppen aller Graphen aus 2-Inv (G, N) und
notiere alle Fille, bei denen diese Gruppe mit G iibereinstimmt (denn
& € 2-Inv @ ist eine notwendige Voraussetzung fiir @ = Aut ®). Weiter
unten werden wir einen kombinatorischen Zugang betrachten, der diese
Durchmusterung erleichtert.

Zunachst benétigen wir fiir das Abzahlungsproblem 3.1.5 noch einige
gruppentheoretische Hilfsmittel.

3.1.6. Definition. Fiir eine auf der Menge N wirkende Permutationsgruppe
(@, N) heif}t

Nem(@) =g € SWN) |g7'Gg = G},
kurz N(QA), der Normalisator von G in S(N) (vgl. 2.4.1).

t

N(@) ist wieder eine Gruppe, und zwar die gréte Obergruppe von @,
in der @ Normalteiler ist (vgl. A.2.4) (Ud!).
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3.1.7. Lemma. Es ses @ ein Graph mit der Knotenpunkimenge N und
Q = Aut ®. Dann gibt es [N(G) : G] verschiedene, zu @ isomorphe Graphen,
deren Automorphismengruppe mit Q iiberesnstimms.

Beweis. Fiir b € S(IV) sind die Graphen ®* (zur Bezeichnung vgl. 1.5.1)
und @ isomorph, aber sie konnen verschiedene Automorphismengruppen
haben. Man sieht leicht (Ub!), daB Aut ($*) = h~'Gh ist. Deshalb gilt
Aut (P*) = Aut & & b Gh = @ & h € N(G), woraus das Lemma folgt. 1

3.1.8. Lemma. Es sei (G, N) eine Permutationsgruppe. Die Anzahl der
antireflexiven 2-Bahnen von (G, N) st

Q) =— . ) ) —1).

(@ =1 G| '623 2(9) (29) — 1)

Folglich ist 209 die Anzahl der antireflexiven bindren invarianten Relationen
von G.

Beweis. Wir betrachten die von @ auf der Menge N = N? \ A induzierte
Gruppe (&, N). Dann ist d(@) = |1-Orb §|. Wie im Beispiel 2.1.4 genau
ausgefiihrt, erhalt man den Charakter y(§) der von einem g. induzierten
Permutation als x(§) = x(g) (x(g) — l) Die Anwendung des Cauchy-Fro-
benius-Burnside-Lemmas 2.1.2 liefert nun gerade die Aussage von 3.1.8.
Die Anzahl der antireflexiven invarianten Relationen folgt aus 1.5.9. i

Eine Antwort auf das Problem 3.1.5 gibt der folgende Satz. k(@) sei die
Anzahl der paarweise nichtisomorphen Graphen ohne Schlingen, deren
Automorphismengruppe gleich (@, N) ist.

"3.1.9. Satz. Es sei (G, N) eine Permutationsgruppe, und Gy, G, ..., Q,
— S(N) seten alle von @ verschiedenen Obergruppen von G. Dann gilt

@) ( o & IR )
k(@) = —— [28&) _ ——— k(Q))].
@ =@ Z e @

Bemerkung. Ist eine Gruppe (G;, N) nicht 2-abgeschlossen, so kann
sie auch keine Konig-Gruppe sein, d. h. k(@;) = 0. Deshalb geniigt es, in
3.1.9 nur die 2-abgeschlossenen Obergruppen von G zu betrachten.

Beweis. Der Beweis folgt aus 3.1.7 und 3.1.8, wenn man beachtet, da8
die Automorphismengruppe eines (antireflexiven) Graphen aus 2-Inv (@, N)
eine Obergruppe von (@, N) in S(X) ist. Folglich ist

24(0) Z lm(GlN

k(@) mit G,=@aG.H
2 e 0
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3.1.10. Beispiel. Wir wollen die Anzahl aller gerichteten Graphen mit
drei Knotenpunkten 1, 2, 3 und der identischen Gruppe als Automorphis-
mengruppe (sogenannte siarre Graphen) bestimmen. Hier ist G = (e),
Gy = ((12) (3)), Gs = ((13) (2)), G2 = ((1)] (23)), Gy = ((123)) = 44, G5 = S5.
Nun kann man der Reihe nach Satz 3.1.9 auf alle Obergruppen von G
anwenden : .

dG) =1, d@)=2, d(@)=d(G)=d(G)=3, Q) =86;
NGs) =N(G) =8, MEH) =G (1=1,2,3), @A) =Ss;

k(@Q,) = 21, k(G‘)=%(2“—2) =1, k(G;)=—i—(23—2) —6,
k(G)-—=—:s-(2°—3-6—2-1—2)i=7.

Also hat fast die Halfte (sieben von 16) aller gerichteten Graphen mit drei
Punkten eine triviale Automorphismengruppe.

Das hier vorgefiihrte Abzahlverfahren ist leider nur .in wenigen Fillen
so unmittelbar anwendbar, da nur fiir relativ kleine Klassen von Permu-
tationsgruppen der Verband (A.2.2) ihrer Obergruppen (in der vollen sym-
metrischen Gruppe) im voraus bekannt ist.

3.2. Das Isomorphieproblem fiir Graphen
A. Problerstellung

3.2.1. Definition. Zwei Graphen @ und ¢" mit den Knotenpunktmengen
N bzw. N’ nennt man tsomorph, falls eine Bijektion f: N — N’ existiert,
so daB (a, b) € D & (&, b¥) € &' fiir alle a, b € N gilt (vgl. A.3.6).

Isomorphe Graphen sind also im wesentlichen gleich, sie unterscheiden
sich nur durch die Numerierung (Bezeichnung) ihrer Punkte. Das Iso-
morphieproblem (auch Identifikationsproblem genannt), d.h. die Aufgabe
festzustellen, ob zwei Graphen isomorph sind, tritt in der Informatik, in
der Chemie und bei vielen anderen Anwendungen auf und ist vom prak-
tischen Gesichtspunkt aus eine der Grundaufgaben der Graphentheorie.
Natiirlich gibt es folgende ganz triviale Losung des Isomorphieproblems:
Man nehme alle ! Bijektionen von N auf N’ und priife, ob eine davon die
Isomorphiebedingung erfiillt. Allerdings ist diese Methode schon bei Graphen
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mit einigen zehn Punkten selbst mit den schnellsten EDV-Anlagen prak-
tisch nicht durchfiihrbar. Man kennt aber viele sogenannte heuristische
Algorithmen, die es gestatten, relativ schnell das Identifikationsproblem
fiir eine breite Klasse von Graphen oder fiir ,,fast alle’ Graphen (im wahr-
scheinlichkeitstheoretischen Sinn) zu 16sen. Bei solchen Algorithmen wer-
den verschiedene Invarianten benutzt (das sind meist Charakterisierungen
durch Zahlen, die bei isomorphen Graphen iibereinstimmen, z. B. Anzahl
der Punktes gleichen Grades).

Abb. 20

3.2.2. Beispiel. Welche der Graphen in Abb. 20 sind isomorph? Alle diese
Graphen haben sechs Punkte, zehn Kanten und dieselben Knotenpunks-
valenzen 2, 3, 3, 3, 4, 5. Man sieht schnell, daB der zweite Graph nicht iso-
morph zum ersten oder dritten sein kann, da im zweiten Graphen (im
Unterschied zu den anderen) durch den Punkt mit der Valenz 4 nur drei
Kreise der Lange 3 hindurchgehen. Nehmen wir nun an, es gibe einen
Isomorphismus f des ersten auf den dritten Graphen. Da f die Knotenpunkt-
valenzen erhalten muB, gilt a] = ¢;, af = ¢,, al = ¢;. Von den restlichen
drei Punkten des ersten Graphen ist ay der einzige gemeinsame Nachbar
‘von ag und ag, so daB af = c{ folgt. Wahlt man die Bilder a/ und af gleich
? und ¢s (zwei Moglichkeiten), so erhdlt man jedesmal eine Abbildung f,
ie ein Isomorphismus des ersten auf den dritten Graphen ist.

Bemerkungen. Einen Mangel haben alle heuristischen Algorithmen:
Man kann stets Beispiele finden, fiir die der Algorithmus ungeeignet ist,
d.h., entweder gibt er gar kein oder ein falsches Ergebnis oder aber er
filhrt zur Durchmusterung aller n! Méglichkeiten. Ubrigens sind das Iso-
morphieproblem und das Problem der Bestimmung der Automorphismen-
gruppe eines Graphen eng miteinander verbunden. Fiir zwei Graphen I', I’
entspricht jeder Isomorphismus A:I'— I'"- einem Automorphismus der
disjunkten Vereinigung I" u I, der die beiden Teile ineinander iiberfiihrt;
umgekehrt ist ein Automorphismus % eines beliebigen Graphen I'" als Iso-
morphismus der Graphen I" und I interpretierbar, wobei IV durch V(I™)
= V(I")und B(I") = {(h(a), h(d)) | (a, b) € E(I')} gegeben ist. Genauer kann
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man sagen, daB die Schwierigkeiten (,, Komplexitat‘‘) des Graphisomorphie-
problems genauso groB (d. h. polynomial aquivalent im Sinne der Komplexi-
tatstheorie) ist wie das Problem der Bestimmung der Bahnen der Auto-
morphismengruppe eines gegebenen Graphen (vgl. [60]).

B. Die kanonische Numerierung der Punkte eines Graphen

Ein anderer Zugang zum Isomorphieproblem fiir Graphen besteht im fol-
genden (vgl. [3] bzw. [73; Chapters R and S]): In jeder Klasse paarweise
isomorpher Graphen wird ein Graph ausgewiahlt, der kanonische Form
eines jeden Graphen der gewahlten Isomorphieklasse heife. Dann fiihrt
das Isomorphieproblem fiir zwei Graphen zu der Aufgabe, die kanonischen
Formen zu konstruieren und zu priifen, ob sie iibereinstimmen. Um die
Darstellung etwas zu vereinfachen, wollen wir in diesem Abschnitt nur
gewshnliche, d.h. ungerichtete Graphen @ betrachten. Die Adjazenz-
matrizen solcher Graphen sind symmetrisch und vollstindig durch die
oberhalb der Hauptdiagonale liegende Dreiecksmatrix bestimmt. Die
: n? —n

Elemente dieses Dreiecks betrachten wir als

Vektor a(®).

3.2.3. Definitionen. Fiir einen Graphen ¢ mit V(®) ={1,2,...,n} und
der Adjazenzmatrix U(P) = (@is)ijy...n (v&l. 3.1.1) heiBe der Vektor

-dimensionalen {0, 1}-

a(dj) = (alﬁ’ als: cery Bigy aﬂas au’ se ey a’ﬂm ey au—!.n—l’ an—a,as an—l,n)

der Code von &. Fiir zwei solche Vektoren «, § € {0, 1}{"'—*/2 nennen wir
« grofler als g (x > f), wenn der Vektor « lexikographisch gréBer als der
Vektor g ist (z. B. (1,0, 1) > (0, 1, 1)). Die kanonische Numerierung (oder
kanonische Form bzw. kanonischer Code) des Graphen & sei nun der Vektor
Kanon (?) = max a(P9),
gESa
d. h. der groflte Code von allen zu & isomorphen Graphen. Von einer Per-
.mutation g, € S, wollen wir sagen, daB sie eine kanonssche Numerierung
der Punkte von ® gewdhrleistet, falls Kanon (&) = a(d) ist.

Man sieht nun leicht, daB fiir Graphen mit der gleichen Knotenpunkt-
menge folgendes gilt:

3.2.4. Satz. a) a(P) = a(P?) & g € Aut D.
b) Fiir jeden Graphen & existiert Kanon (D) und ist eindeutiy bestimmd.
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c) Es sei Kanon (P) = a(P®). Dann gilt fiir g € Sy:
a(P9) = Kanon (P) « gg;' € Aut &.
d) Kanon (®) = Kanon (?) & g€ 8, P9 = V. )

3.2.5. Beispiel. Wir suchen die kanonische Form des Graphen e—e—e—e
(Kette mit vier Punkten). Die Automorphismengruppe dieses Graphen mit
vier Punkten hat die Ordnung 2. Deshalb (vgl. 3.2.4a)) hat der Graph
4]

2
stellt sind. Die zugehdrigen Codes dieser 12 Numerierungen sind (in der
gleichen Reihenfolge): 100101, 100011, 010110, 010011, 001110, 001101,
110001, 101001, 011100, 011010, 110010, 101100. Somit ist Kanon (®P)
= 110010; das vorletzte (mit * markierte) Diagramm in Abb. 21 gibt also
die kanonische Numerierung des Graphen an.

= 12 paarweise verschiedene Numerierungen, die in Abb. 21 darge-

—y—-— O
1.2 3 4 1 2 4 3 1 3 2 4
——1b O——0—8 ——0—o
1 3 4 2 1 4 2 3 + & 3 2
r—r—o—e O — e  o——0—
2 1 3 4 2 1 4 3 2 3 1 4

——o—o—9 —oteo—p —o—o—o

2 4 1 3 3 1 2 &4 3 2 1 4

Abb. 21. Die zwélf paarweise verschiedenen Numerierungen einer Keotte
mit vier Punkten

C. Die ,,branch-and-bound‘‘-Methode

Bei konstruktiven Abzihlaufgaben kombinatorischer Objekte werden be-
sonders hiaufig Baume benutzt. Unter einem Baum versteht man einen
zusammenhangenden (ungerichteten) Graphen ohne Kreise. Oft verwendet
man markierte Baume mit Wurzel: Das Diagramm eines solchen Baumes
kann. man sich schichtenweise vorstellen. In der ersten (haufig ganz oben
gezeichneten) Schicht gibt es einen Knoten — die sogenannte Wurzel —,
.in der zweiten (bzw. n-ten) Schicht liegen alle Knotenpunkte, die mit einem
Knoten in der ersten (bzw. (n — 1)-ten) Schicht verbunden sind usw.
(n = 2,3,...). Die Punkte in der untersten Schicht heiflen auch Blatter,
und Zweige sind Wege von der Wurzel nach unten. Ein so dargestellter
Baum ,,wichst‘ hier also schichtenweise von oben nach unten (im Gegen-
satz zu richtigen Baumen). Alle Knotenpunkte (manchmal auch die Kanten)
haben bei markierten Baumen eine sogenannte Markierung (z. B. ein Sym-

8 Klin, Angewandte Algebra
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bol, eine Zahl o. &.). Statt Knoten mit der Markierung = sagt man haufig
kurz der Knoten z, falls keine Verwechslungen mit anderen Knoten gleicher
Markierung méglich sind.

Bei Abzahlaufgaben kénnen Baume wie folgt eingesetzt werden: Jedem
Objekt wird eineindeutig der Weg von der Wurzel zu einem der Blatter
zugeordnet. Das ist eine wichtige Methode, denn es gehort (unserer Mei-
nung nach) zum Minimum einer ,,algorithmischen Kultur®, da8 man in
der Lage ist, eine vollstandige Ubersicht iiber alle Lisungsvarianten einer
gegebenen kombinatorischen Aufgabe zu geben.

3.2.6. Beispiel. In Abb. 22 sind alle méglichen Dualfolgen der Linge 3
in Form eines Baumes dargestellt. Der Wurzel entspricht die leere Folge,
und jeder Schritt anf einem Weg nach unten bedeute das Hinzufiigen eines
der Symbole 0 oder 1. Zum Beispiel entspricht dem Weg von der Wurzel
zum dritten Blatt (von links) gerade die Folge 010.

Bei vielen Optimierungsaufgaben der diskreten Mathematik und Infor-
matik werden den Elementen einer Menge von kombinatorischen Objekten
gewisse Bewertungen (Markierungen, Marken) gegeben, die ihrerseits wieder
einer geordneten Menge angehéren. Nehmen wir einmal an, die Aufgabe
bestehe darin, das Objekt mit der groBten Bewertung (Markierung) zu
finden. Am undkonomischsten wire die Methode einer vollstindigen Durch-
musterung, wenn man némlich zundchst den ganzen Baum bestimmen
wiirde, der die Objekte beschreibt, und dann das Blatt (bzw. den Weg)
mit der grofiten Bewertung finden wollte.

Um das' Durchmustern abzukiirzen, gibt man auch den erst teilweise
konstruierten Objekten (d.h. Zweigen im Baum) eine Bewertung (Mar-
kierung). Gelingt es irgendwie zu zeigen, daB beim Weitergehen im Baum
nach unten aus einem Punkt mit gegebener Markierung niemals ein opti-
males Blatt erreicht werden kann, so wird man diesen Zweig des Baumes
nicht weiter vervollstandigen, sondern zur vorangehenden Schicht zuriick-
kehren und mit dem Aufbau eines anderen Zweiges beginnen, der ein Kandi-
dat fiir eine optimale Losung sein kénnte. Ein Algorithmus dieser Form
heiflt auch ,backtracking-Algorithmus, und die beschriebene Methode des
Aussonderns der ungeeigneten Varianten ist die sogenannte ,branch-and-
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bound*‘-Methode (Methode des Verzweigens und Begrenzens). Diese wohlbe-
kannte und oft beschriebene Methode (vgl. z. B. [61; 4.1.6]) wollen wir uns
hier nur an dem konkreten Beispiel der kanonischen Numerierungen ansehen.

D. Bestimmung der kanonischen Numerierung eines Graphen

Es sei @ ein Graph mit der Punktmenge N = {1, 2, ..., n}. Es soll seine
kanonische Numerierung (vgl. 3.2.3) gefunden werden. Dazu legen wir auf
N die gewohnliche lineare Ordnung (d. h. der GréBe nach) fest, so daBB die
Permutationen aus S(N) gerade alle mdglichen Vertauschungen der (linear
geordneten) Elemente von N (und damit alle méglichen Numerierungen)
beschreiben. Diese Permutationen werden wir mit Hilfe eines markierten
Baumes 7'(N) beschreiben:

Die Wurzel (d. h. die nullte Schicht) wird mit & markiert. Hat man
einen Knoten x (gemeint ist: mit der Markierung z) in der s-ten Schicht
(¢=0,1,...,n — 1), dem die Folge a,, ay, ..., a; (d. h. der Weg von der
Whurzel nach z) entspricht, dann wird dieser Knoten x mit n — ¢ Punkten
in der (¢ 4 1)-ten Schicht durch eine Kante verbunden, und zwar mit den
Punkten der Menge N \ {a,, ..., @;} (jedes Element aus N wird dabei mehr-
mals als Markierung im Baum 7'(N) vorkommen).

Jedem Blatt von 7'(N) ordnet man nun den Code (vgl. 3.2.2) des Graphen

a...a

@9 zu, wobei g = ' "), gei und a,, ..., a, die Punkte des Weges von
n

der Wurzel bis zum betrachteten Blatt in 7'(XN) sein sollen. Die einfache
Idee fiir die Aussonderung ungeeigneter Zweige bei der Durchmusterung
des Baumes nach der ,,branch-and-bound‘‘-Methode besteht im folgenden :
Jedem Knoten a; der s-ten Schicht (2 < ¢ < n), der auf dem Zweig 9,
a,, G, ..., a; des Baumes ¢(N) erreichbar ist, ordnen wir einen (¢ — 1)-
dimensionalen {0, 1}-Vektor (by, ..., by;) zn, der durch b,; = 1 ¢ (a,, a;) € P
(sonst sei by = 0) gegeben sei. Man mache sich klar, daB3 dieser Vektor
gerade die ersten + Komponenten des Codes a(99) enthalt (vgl. 8.2.3), falls
B B ‘_". "] ist (der Rest
2 ...t ..0n
der Permutation mu8 nicht bekannt sein). Folglich wahlt man nun in der
i-ten Schicht nur die Knoten mit dem gréBten Vektor (b, ..., by;) aus (die
iibrigen- Zweige konnen ,,abgeschnitten werden, da sie zu keinem kanoni-
schen Code fiihten kénnen). Fiir die Knoten der n-ten Schicht (d. h. fiir die
Blatter) berechnet man den Code des zugehorigen Graphen @9 und wahlt die
kanonische Numerierung aus. Bei dieser Methode kénnen auch a-priori-
Informationen iiber die Automorphismengruppe verwendet werden.

g eine Permutation der Gestalt g =

|*
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3.2.7. Beispiel. Sucht man die kanonische Numerierung des Graphen ¢ =
—eo—o—o (vgl. 3.2.5), so erhdlt man nach dem obigen ,,branch-and-

bound““-Verfahren den in Abb. 23 dargestellten Durchmusterungsbaum (bei
dem im Vergleich zu T'({1, 2, 3, 4}) einige Zweige fehlen). Dabei wurde be-
nutzt, daB man in der ersten Schicht nur bei einem Reprisentanten einer
1-Bahn der Gruppe Aut & weiterzugehen braucht (vgl. Satz 3.2.4a)). Dem
Zweig, d. h. der Punktfolge 4 (Wurzel) 1, 2, 4, entspricht z. B. die Permu-
1242

1234
ist, dem allgemeinen Verfahren nach aber nicht bekannt sein muf8}). Der
zugehorige {0, 1}-Vektor (by,, by3) ergibt sich zu 10, da (a,, ) = (1,2) € &
und (a,, a;) = (1, 4) ¢ @ ist. Der Zweig scheidet im nachsten Schritt aus,
da sich in der gleichen Schicht schon Punkte mit einem gréferen Vektor
(namlich 11) befinden.

tation g = ( (wobei der Wert von z hier natiirlich schon festgelegt

110001 110010

Abb. 23. Durchmusterangsbaum zur Bestimmu;lg der kanonischen Nu-
‘merierung der Kette mit vier Punkten

Nach Abb. 23 ist also Kanon (#) = 110010 die kanonische Numerierung

von @, zu der die Permutation g = (? 31 4) gehort. Wie man sieht, entsteht

234
der vorletzte Graph der Abb. 21 tatsichlich aus dem ersten Graphen der
gleichen Abbildung (vgl. S. 113) durch Anwendung von g.

" Ungeachtet dessen, daB im betrachteten Beispiel von den 24 Zweigen
des Baumes 7'(N) nur zwei vollstandig aufgebaut werden mufiten, lat sich
mit diesen Uberlegungen im allgemeinen Fall die Durchmusterung des
Baumes in nur geringem MafBle abkiirzen. Die in der Praxis lanfenden Al-
gorithmen zur Kanonisierung verwenden weitaus starkere Hilfsmittel zum
Abschneiden der Zweige. Diese Algorithmen werden stindig vervollkomm.
net, allerdings konnte man bisher nicht zeigen, daB sie sich wesentlich von
der vollstaindigen Durchmusterung unterscheiden (dem Wort ,,wesentlich‘
1a8t sich dabei ein exakter mathematischer Sinn geben). Andererseits zeugt
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die Erfahrung von der-hohen Effektivitit der praktisch verwendeten Ka-
nonisierungsalgorithmen.

3.2.8. Beispiel. Mit Hilfe der kanonischen Numerierung kann man nun
auch die Isomorphie von Graphen feststellen. Wir fragen, welche der
Graphen aus Abb. 24 isomorph sind. Mit dem obigen ,,branch-and-bound“-
Algorithmus 138t sich ermitteln, daB diese Graphen mittels der Permuta-
tionen g, = (1) (26364), g, = (1) (2) (356) (4), g = e bzw. g, = (1) (2) (364)
(5) in ihre kanonische Numerierung iibergefiihrt werden kénnen. Dann
ergibt sich

Kanon (¢,) = a($9) = 111000011011110,
Kanon (®#,) = Kanon ($,) = Kanon (&),
Kanon (@3) = a(P9) = 111001010001111 5= Kanon (P,).

1 2

1 2 3 1 2 1 2

6 3

/5 6N/

4 5 6 S 4 3 2 4 3
é, 3, @, ¢ Abb. 24

Folglich sind alle Graphen auBer dem dritten paarweise isomorph, wobei
sich die Permutationen, die einen Isomorphismus bewirken, leicht angeben
lassen; z. B. ist ®} = &, mit b = g,g3" = (1) (23564) (denn es ist PP = P
= kanonische Numerierung).

3.3. V-Ringe und zellulare Ringe

Das Rechnen mit den 2-Bahnen einer Permutationsgruppe 1aBt sich kom-
binatorisch durch das Rechnen in sogenannten V-Ringen bzw. allgemeiner
in zellularen Ringen ersetzen, ohne daf die Gruppe vollstandig bekannt sein
muB. Die im Spezialfall auf 1. Somur (1875—1941) zuriickgehende Theorie
der V-Ringe wurde von H. WirLANDT ([75]).im Rahmen der Permutations-
gruppentheorie entwickelt, hat heute aber unter den unterschiedlichsten
Namen (association schemes, coherent configurations, Bose-Mesner-Alge-
bren, zellulare Algebren) wichtige Anwendungen gefunden (in Kombina-
torik, Graphentheorie, Informatik, Kodierungstheorie, [20], [53], [65]):" IlEs
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gibt enge Zusammenhénge zu Algorithmen fiir das Graphisomorphieproblem,
dazu verweisen wir auf [73].

Bei der Definition der V-Ringe beschrinken wir uns auf transitive Per-
mutationsgruppen, da intransitive Gruppen haufig durch ihre Einschrin-
kung auf die 1-Bahnen ersetzt werden kénnen, und diese Einschrankungen
sind transitiv. Die meisten Begriffe behalten ihren Sinn aber auch fiir
intransitive Gruppen. Die 2-Bahnen transitiver Permutationsgruppen sind
regulire (A.3.4), 1-homogene (4.3.28) Graphen, es gibt keine Unterschiede
zwischen den Knotenpunkten. Daher sind V-Ringe und zellulare Ringe
insbesondere fiir die Behandlung regulirer Graphen geeignet (wie auch im
Abschnitt 3.4 zu sehen sein wird), die vom Standpunkt der Kombinatorik
und ihren Anwendungen — nicht zuletzt durch eine Reihe ungeloster
Probleme — auBerordentlich interessant sind.

A. V-Ringe

3.3.1. Definitionen. Es sei (@, N) eine transitive Permutationsgruppe,
und 2-Orb (G, N) = {@y, Dy, ..., P;_;} (mit Py = 4 = {(a,a) | a € N}) sdi
die Menge aller 2-Bahnen. Die Zahl r = |2-Orb (@, N)| heiflt dann Rang
der Gruppe (@, N). Es sei

r—1
m(G,N) = {20&¢‘-|0& € Z}
k=0

die Gesamtheit aller formalen Summen mit ganzzahligen Koeffizienten ¢,
aus Z, d. h,, B(@, N) ist der ganzzahlige Z-Modul mit den freien Erzeugen-
den (Basisgropen) @y, Py, ..., B,y (vgl. A.2.7). Die Elemente der Form

r—1

2, &;P; mit d; € {0,1) fiir s =0,1,...,r — 1 heiBen primdre Grofen von
i=0

B(Q, N). Fiir ein beliebig gewihltes Element (a, b) ¢ &, sei
8f; = |{c € N | (a, ¢) € B; A (c, ) € B}

(8,7, €{0,1, ..., r — 1}). Diese nichtnegativen ganzen Zahlen nennt man
die Strukturkonstanten von B(Q, N).

Da die &; (5 =0,1,...,r — 1) Bahnen sind, sind die Zahlen s}; unab-
héangig von der Auswahl des Elements (a, b) € @, (Ub!). Mit diesen Struktur-
konstanten wird die weiter unten zu definierende Faltungsoperation be-
sohrieben. Sie haben eine natiirliche graphentheoretische Deutung: Im ge-
farbten Graphen 2-Orb (G, N) (vgl. 3.1.1) ist sf; gerade die Anzahl der
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gerichteten Wege der Lange 2, die die Enden einer Kante mit der Farbe k
verbinden, wobei die erste Kante des Weges die Farbe ¢ und die zweite die
Farbe j hat (vgl. Aufgabe 3.5.12).

3.3.2. Definitionen. Mit den Strukturkonstanten wird auf dem Modul
B(Q, N) (Bezeichnung wie in 3.3.1) eine nene Operation # (Faltung, Multi-
plikation) definiert. Fiir die Basiselemente sei

r—1
¢" * ¢f = 28%¢k.
k=0
Durch distributive Erweiterung erhilt man allgemein

('Z—.’ 10.@5) * ('Z_' ld1¢i) =} E cidy(D; » D;)
i=0 j=o. i

r—1r—1
—Z’ (Z 26. ,8”) ¢k
k=0 \i=0 j=0

Der Modul 8(@, N), kurz auch 8(@), ist zusammen mit der Faltung » ein
Ring (vgl. A.2.7); man nennt ihn den V-Ring der (transitiven) Permuta-

tionsgruppe (G, N).

Die Benennung V-Ring (= Vertauschungsring, vgl. Aufgabe 3.5.11)
wurde von H. WIELANDT [75] verwendet und geht auf Ideen von I. ScHUR
(1875—1941) zuriick. V-Ringe werden u.a. dazu benutzt, das forma.le
Rechnen mit 2-Bahnen bzw. invarianten Relationen zu erleichtern. Die
Menge B(G, N) kann man namlich auch als die Menge aller gerichteten
Graphen mit Mehrfachkanten (Multigraphen) interpretieren, die invariant
beziiglich (&, N) sind: Dem Element. ] ¢,®; entapricht die Vereinigung der
Graphen (= 2-Bahnen) @, wobei jede Kante aus & gera.de die Vielfach-

heit ¢, erhdlt (k=0,1,...,r — 1). Die primiren GroBen Z d;P; sind als
i=0
die Graphen U @; interpretierbar, sie haben keine Mehrfa.ohkanten (und
d,=1
gie sind antireflexiv, falls d, = 0 ist) und entsprechen den invarianten
Relationen aus 2-Inv (@, N), vgl. 1.5.9. Deshalb verwenden wir anch die
Sprechweise, ein Graph @ gehért zu einem V-Ring 8 (& € B), wenn P die
Vereinigung von Basisgrofien ist. Die Faltung s spiegelt das Relationen-
produkt o (vgl. 1.6.15) unter Beriicksichtigung der Vielfachheit wider:
Ist d» D= 3 Py, 80 i8t Pod =1 D,
cx0

3.3.3. Da Q}(G N) als Z-Modul von der Basis &,, ..., §,_, erzeugt wird
ergeben sich einige (leicht nachpriifbare) Eigenschaften, die beim Rechnen
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r—1

mit den Elementen eines V-Ringes niitzlich sein kénnen: Ist 3 ¢, Py ein
' k=0

Element von B(G, N), so miissen auch folgende Grépén zum V-Ring B(G, N)

gehoren:
2, D, (c fest gewdhlt),

Cx=C
2, @, (Summe der Basisgrifen mit nichlverschwindendem
cx+0 Koeffizienten),

allgemeiner gilt sogar
r—1
2, Hex) P (fiir jede Funktion f: Z — Z).
k=0

Im folgenden Satz werden die gleichen Bezeichnungen wie in 3.3.1 ver-
wendet ; deg (®;) (,,0ut-degree'‘) bezeichne die Anzahl der gerichteten Kan-
ten, die von einem Punkt (der beliebig gewahlt werden kann, warum?
(Ub!) vgl. A.3.4) des Graphen &; ausgehen. So ist beispielsweise deg (Py) =1.

3.3.4. Satz. Es sei @, = ;! die zu P; inverse Relation (vgl. A.1.3),
t=0,1,...,r — 1. Dann gilt

a) Py » D; = D; x» Dy = D; (P, = A ist Einselement beziiglich =),

b) sf;, = deg (1),

r—1 r—1
o) Y s =deg (Py), X si;j=deg(P;), k€{0,1,....r—1}. 1
i=0 j=0
Gewdhnlich beschrankt man sich bei der Untersuchung von V-Ringen
auf die antireflexiven Basiselemente &, ..., &/, da iiber &, alles bekannt ist
(vgl. 3.3.4). Im weiteren werden wir sehen, daBl viele wichtige Informationen
iiber den V-Ring bereits in seinen Strukturkonstanten stecken.

3.3.6. Beispiel. Es sei N = {1, 2, 3,4, 5, 6,7, 8). Wir werden den V-Ring
B(Ds, N) der Diedergruppe Dg beschreiben. In Abb. 25 sind alle antirefle-

2 102 1 2
8 3 8 3 8. I3 8 3
7 7 b 7;}4\ /><.4 7
6 5 6 5 6 b5 6 5
¢, ¢, ¢ 9,

Abb. 25. Die antireflexiven 2-Bahnen von D,
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xiven 2-Bahnen von D, aufgefiibrt (vgl. 1.6.5), d. h. die Basiselemente des
- V-Ringes B(Ds, N). Die Strukturkonstanten sind in Tabelle 4 zu finden,
wobei im Schnittpunkt der i-ten Zeile und j-ten Spalte die Koeffizienten
8%, 8}, 8%, 8%, 8% (von links nach rechts) eingetragen sind.

Tabelle 4
D, o, @, D, &,
&, t,0,0,0,0 |. 0,1,0,0,0 | 0,0,1,0,0 | 0,0,0,1,0 | 0,0,0,0,1
D, 010,00 | 2,0,1,0,0 [ 0,1,0,1,0 | O, 0,A1,0,2 0,0,0,1,0
D, 0,0,1,0,0 | 0,1,0,1,0 | 2,0,0,0,2 | 0, 1,0,1,0 { 0,0,1, 0, 0
&, 0,0,0,1,0 | 0,0,1,0,2 | 0,1,0,1,0 | 2,0,1,0,0 0,1,0,0,0
D, 0,0,0,0,1 | 0,0,0, 1;0 0,0,1,0,0 | 0,1,0,0,0 1,0,0,0,0

Der Vollstandigkeit halber haben wir auch die Diagonale ¥, mit ange-
fiihrt. Mit Tabelle 4 lassen sich die Multiplikationen im V-Ring sehr leicht
berechnen. So ist beispielsweise @3 * P, = P, und P, « P, =0 - D, + 0 - D,
+1- P+ 0-P;+2-D, = P, + 20,. 358

Die Multiplikation & in einem V-Ring ist assoziativ (Ul),{), aber nicht

kommutativ (als Beispiel nehme man den V-Ring der reguliren Darstellung
einer beliebigen nichtabelschen Gruppe (Ub!)). Wir haben jedoch:

3.3.6. Satz. Sind alle 2-Bahnen einer Permutationsgruppe (G, N) symme-
trisch, so ist B(Q, N) kommutativ (d. h., = ist kommutativ).

Beweis. Es seien &, = &;! € 2-0Orb (G, N) und (a, b) € &;. Dann ist
auch (b,a) € @;, und wir haben s" = |{c € N | (a,c) € D; A (e, b) € D}
=|{c €N |(b,c) € DA (c,a) € D} = s,,, woraus sofort die Kommuta-
tivitat von » folgt (vgl. 3.3.2). 1

Ein V-Ring B(G, N) ist nach Definition bereits durch die 2-Bahnen von
(@, N) festgelegt; daher gilt:

3.3.7. Satz. Jeder V-Ring ist der V-Ring einer 2-abgeschlossenen Permuia-
tionsgruppe. Qenauer gilt

B(G, N)=B(H,N)& G~y He G =HD
(vgl. 1.5.18, 1.5.19), insbesondere st B(G?, N) = B(F, N). §
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3.3.8. Definition. Ein V-Ring B’ heiit Unler-V-Ring eines V-Ringes 8
(wir schreiben B’ < B), wenn jede Basisgr6Be von B’ die Vereinigung von
gewissen BasisgroBen von B ist. B’ ist echter Unter-V-Ring, wenn B’ =+ 8
ist.

Je grofler eine Permutationsgruppe, desto kleiner ist ihr V-Ring und
umgekehrt; genauer gilt:

we
3.3.9. Satz. Es seien (H,N) und (G, N )%ermutationsgmppen und H S G.
Dann ist B(G, N) ein Unter-V-Ring von B(H, N).

Beweis. Aus H S @ folgt 2-Orb (G, N) S 2-Inv (H, N), so da8 nach
1.5.9 jede BasisgréBe von B(@, N) die Vereinigung von gewissen Basis-
groBlen von B(H, N) ist.

Bemerkung. Sind H und @ 2-abgeschlossene Permutationsgruppen,
so gilt sogar B(G, N) <B(H, N) & H £ G (Ub!, beachte 1.5.19).

Wir kehren nun noch einmal zum Konig-Problem 3.1.3 (bzw. 3.1.5)
zuriick. Wie lassen sich alle diejenigen Graphen @ & N x N finden, deren
Automorphismengruppe mit einer gegebenen Gruppe (@, N) iibereinstimm¢t?
Offenbar ist @ € 2-Inv (G, N), d.h., & ist primdre GréBe von B(G, N).
Der folgende Satz gibt in der Sprache der V-Ringe eine Antwort auf diese
Frage.

3.5.10. Satz. Es sei (@, N) eine Permutationsgruppe mit dem V-Ring
B = B(G, N). Fiir eine bindre Relation P sind die folgenden Aussagen dqus-
valent :

(i) Aut d = @9,

(ii) @ € B, und fiir jeden echten Unter-V-Ring W von B gilt D ¢ W.

Beweis. (ii) = (i): Es sei H = Aut ¢. Aus & € B folgt P € 2-Inv G, d.h.
G < H, also B(H, N) < B nach 3.3.9. Weiter gilt @ € B(H, N). GemaB (ii)
folgt B(H, N) =B, d.h. H = H® = G?® wegen 3.3.7.

(i) = (i) : Aut @ ist die groBte Permutationsgruppe H mit @ € 2-Inv H,
d.h., B(Aut &, N) = B(Q®, N) =B ist (vgl. 3.3.9, 3.3.7) der kleinste
V-Ring mit @ € 8. i

Wegen 3.3.9 ist es nicht verwunderlich, da8 in 3.3.10 die Unter-V-Ringe
.eine Rolle spielen, da nach 3.1.9 die (2-abgeschlossenen) Obergruppen von
(G, N) zur Lésung des Kénig-Problems ausreichen. Kennt man den Ver-
band aller 2-abgeschlossenen Obergruppen von (G, N) in S(N), oder
gleichbedeutend damit alle Unter-V-Ringe von 8B(@, N), so ist es z. B. mit
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3.3:10 méoglich, die Automorphismengruppen aller Graphen aus 2-Inv (G, N)
zu bestimmen. Im allgemeinen fehlt jedoch eine a-priori-Information iiber
den Verband der 2-abgeschlossenen Obergruppen, und es ist nicht méglich
oder sehr schwierig, die zugehdrigen V-Ringe zu bestimmen. Einen Ausweg
aus dieser Lage zeigt das folgende Vorgehen: Anstelle von (Unter-) V-Ringen
werden sogenannte zellulare Ringe betrachtet, die man gewissermaflen als
kombinatorische - Approximation der V-Ringe (d.h. bestimmter Eigen-
schaften von 2-Bahnen) ansehen kénnte. Damit werden wir uns im nachsten
Abschnitt B beschaftigen. Durch die zellularen Ringe lassen sich die Graphen
in dhnlicher (aber rein kombinatorischer) Weise klassifizieren wie durch
ihre Automorphismengruppen. Hat man alle zellularen Unterringe eines
V-Ringes B(@, N) bestimmt, so verbleibt eine auch fiir Anwendungen
wichtige Aufgabe: Aus der Menge der zellularen Unterringe von B(@, N)
finde man alle Unter-V-Ringe (sogenannte Schursche -zellulare Ringe)
heraus, d. h. diejenigen Unterringe, die selbst V-Ringe irgendeiner (geeig-
neten) Obergruppe von (@, N) sind.

B. Kohiirente Relationenschemata und zellulare Ringe

3.3.11. Definition. Essei N eine endliche Menge und R = {R,, Ry, ..., R,}
eine Menge von bindren Relationen iiber N. Das Paar (N, R) hei3t kohdren-
tes Relationenschema (der Begriff wurde als coherent configuration bzw.
association scheme von H. Hremax [33] bzw. R. C. Bose [11] eingefiihrt),
wenn folgende drei Bedingungen erfiillt sind:

Ri. A ist eine Zerlegung von N X N, und 'R} ist die Diagonalrelation 4.
R2. R'e Afiralles€ {0,1,..., m}.

R3. Fiir jedes Tripel von Zahlen 3, 5, k € {0, 1, ..., m} gibt es eine Zahl
i, 80 daB fiir jedes gewahlte (a, b) € R,

l{c € N | (@,c) € B; A (c,]) € Rf}l = pgi

gilt.
Die Zahlen pf; heiflen Strukiurkonstanten (intersection numbers [33]) des
kohérenten Relatlonenschemas Fir m =1 1A erhalt

bM:—[Nj’———
mana%vel-koha.rentesRelatlonenschema.ta. {4, N2\ 4} vaw. 444 {(@, D)o gnen}
di8 trivial genannt werden oMol .
- Wie schon angekiindigt, wird die Definition 3.3.11 durch den folgenden
Satz motiviert.
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3.3.12. Satz. Fir eine Permutationsgruppe (G, N) ist (N, 2.0rb (G, N))
ein koharentes Relationenschema. 1 (Vgl. 3.3.1.)

In der gleichen Weise, wie B(@, N) aus 2-Orb (G, N) konstruiert wurde
(vgl. 3.3.1), 1aBt sich fiir ein beliebiges kohdrentes Relationenschema (N, )
ein Ring M(AN) konstruieren:

3.3.13. Definition. Es sei (N, ) ein kohdrentes Relationenschema.,
R = {By, Ry, ..., R,)}). W(R) sei der Z-Modul mit 7 als freiem Erzeugenden-

system (d. h. die Menge aller formalen Summen J}; ¢, Ry, ¢, € Z). Auf 2B(R)
k=0
werden die wie folgt definierten Operationen betrachtet:

Addition +: X ayR, + 3 bRy := 3 (ag + by) Ra,

k=0 k=0 k=0
Multiplikation (Faltung) *:

m
R;« R; := X' piR, (fiir die BasisgroBen),
k=0

und distributiv erweitert

( 5 a,.R.-) ( b, R,) = I S obis B

i—o

= 2 (Z Za'lbf.pq) Rk
k=0 \i=0 j=0

MW(A) zusammen mit dieser Addition und Multiphkation heilt zellularer
Ring von A (vgl. [73], in manchen Fillen auch Bose-Mesner-Algebra [20],
[65]). IB(R) heiBt trivial, falls & trivial (3.3.11) ist.

Ein zellularer Ring MB(R’') heiBlt zellularer Unterring von IB(AN), wenn
jede Relation des kohirenten Relationenschemas %’ die Vereinigung von
gewissen BasisgroBen von B(A) ist (und somit als formale Summe von
diesen interpretiert werden kann: B(R') & MW(N)) \’

Natiirlich ist wegen 3.3.12 jeder V-Ring auch ein zellularer Ring. Kennt
man alle zellularen Unterringe eines V-Ringes B(@, N) und ihre Auto-
morphismengruppe, so hat man damit auch alle 2-abgeschlossenen Ober-
gruppen von (G, N) bestimmt (vgl. 1.5.19). Unter der Automorphismen-
gruppe eines zellularen Ringes mit dem Erzeugendensystem Jt {Ry,

lb =
\)lld 1H . .O}LL ( At A ‘0

Ry} verstel}t man dabei die Permutatlonsgruppe Aut R .= n Aut R;.
iU

~ \
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Die Aufgabe, alle zellularen Unterringe von 8(Q, N) zu bestimmen, wurde
erstmalig von I. SoHUR gestellt, und zwar fiir den Spezialfall einer regularen
Permutationsgruppe (G, N) (die zugehérigen zellularen Unterringe heiflen
heute deshalb S-Ringe, [568], [75]). SorUR vermutete dabei, dafl jeder
zellulare Unterring der V-Ring einer geeigneten Obergruppe ist. Doch bald
wurde diese Schursche Hypothese von H. WieraNDT widerlegt ; die Methode
der S-Ringe jedoch, die von I. SOHUR entwickelt worden war; wurde ein
wichtiges Hilfsmittel in der Theorie der Permutationsgruppen. In 3.4.16
lernen wir ein Beispiel eines zellularen Ringes kennen, der kein V-Ring ist.

3.3.14. Definition. Zellulare Ringe, die V-Ringe einer Permutations-
gruppe sind (vgl. 3.3.12), wollen wir auch schursche zellulare Ringe nennen.

Bemerkung. Fiir \é-abgeschlossene Permutationsgruppen (G, N) und
schursche zellulare Ringe B gilt Aut B(Q, N) = G und B(Aut B, N) = BW. 1
(UbY, vgl. [68; 8.3.15].)

C. Die Bestimmung der zellularen Unterringe

Das oben erwihnte Problem, den Verband der zellularen Unterringe eines
V-Ringes zu beschreiben, ist ein ausgesprochen kombinatorisches Problem.
Es fithrt praktisch zur Suche nach allen Unterschemata des kohirenten
Relationenschemas 2-Orb (Q, N). Bemerkenswert dabei ist, dal man von
den 2-Bahnen nur die Tabelle der Strukturkonstanten des V-Ringes 8(Q, N)
zu kennen braucht. Wir wollen kurz einen Algorithmus beschreiben, der
alle zellularen Unterringe eines V-Ringes 8 mit den Basiselementen @, = 4,
d,, ..., D,_, durchmustert. Die von @, verschiedenen Basisgriflen ¥ eines

zellularen Unterringes B von B = B(G, N) miissen sich als ¥ = /2 @; mit
eJ
JS{1,...,r — 1} darstellen lassen (stillschweigend interpretieren wir

wieder die Elemente der zellularen Unterringe (hier z. B. ¥) als Relationen

U @;, wie wir das schon bei den Unter-V-Ringen kennengelernt haben, vgl.
iJ

3.3.8 sowie die Ausfiihrungen nach 3.3.2). Wegen der Abgeschlossenheit
gegeniiber der Multiplikation * mufl ¥ * ¥ als Summe von Basisgréen von
W darstellbar sein, so dal zumindest folgendes gelten muB3: Es existieren
a,a; €Z,iel'=1{0,1,...,,r — 1} \J derart, daBl
Y*¥=a¥ + } a;P;
el
ist. Jede primare (vgl. 3.3.1) GréBe ¥ mit dieser Eigenschaft (sowie @)
heifle zuldssige Qrofle. Jede BasisgroBe ist offenbar zulassig; wenn auch die
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Umkehrung i. allg. nicht gilt, so stellen doch die zulassigen Gréflen eine gute
Auswahl méglicher Kandidaten dar, die den folgenden Algorithmus effektiv
macht. Der Algorithmus 1a8t sich in drei Schritte zerlegen:

1. Schritt: Man berechne die Menge aller zuldssigen primiren GréBen
aus .

2. Schritt: Man bestimme alle méglichen Zerlegungen von N X N, die aus '
zuldssigen Groflen von B bestehen.

3. Schritt: Fiir jede im 2. Schritt erhaltene Zerlegung N X N =Y,
U, u--u¥ (¥, = d,) iiberpriife man, ob fiir alle ¢, j € {1, ..., &} Zahlen
c/ € Z existieren, so daf

erfiillt ist. Wenn ja, dann bilden die Elemente der Zerlegung die Basis eines
zellularen Unterrings von 8.

Mit diesem Algorithmus wird jeder zellulare Unterring auch wirklich
erfaflt. Es sei erwihnt, daBl zur Menge der zulassigen Elemente natiirlich
auch alle Basiselemente von 8 gehdren.

3.3.15. Beispiel. Wir wollen den Verband aller zellularen Unterringe des
V-Rings 8B(Dg, N) beschreiben. Diesen V-Ring und die Tabelle 4 seiner
Strukturkonstanten kennen wir schon aus Beispiel 3.3.5. Wir wollen zu-
nachst alle zuldssigen Groflen bestimmen und iiberpriifen beispielsweise,
ob &, - P, zulissig ist (um die Multiplikationen zu berechnen, werden die
Tabelle 4 (S. 121) und die Formel in 3.3.2 benutzt):

(D + Do) # (P, + Py) =Dy %D, + Dy 2Dy + Dy * D, + Dy ¢ D,

= (29, + Py) -+ 2(451 -+ ¢3) + (2¢o + 2¢4)
- 4¢o + 2¢1 + @2 "I"‘ 2@3 -I"' 2¢‘.

Also ist @, + @D, nicht zulassig, da die Koeffizienten von &, und P, ver-
schiedensind, d. h., das Ergebnis der Faltung hat nicht die Gestalt a(®, + &,)
+ ayDy + a;P; + a,P,. Dagegen ist D, | P, zuléssig, denn es ist (Dy - D,)
* (Dy + D) = 3D, + 2(P, -+ P,). Insgesamt ergeben sich folgende zu-
lassigen GroBen: &y, D,, Dy, Dy, Py, D, + Py, D, + Dy, Dy + Dy, P53 + D,
D, + Dy + Dy, D, + Dy + D3 + P,. Rechnet man nach dem oben be-
schriebenen Algorithmus alle zellularen Unterringe aus (Ub!), so erhalt man
folgende Liste (die Unterringe werden dabei durch ihre antireflexiven Basis-
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elemente angegeben):
B, = B(Ds, N) = (D), B;, Dy, D),
W, = (B + Py, Dy, D)),
Wy = (P, + Dy, P; + D),
By = (D1 + P2 + Py, D),
Bs = B(Sa, N) = (D1 + By + Py + D).

So ist beispielsweise W; mit den BasisgroBlen ¥, = &y = 4, ¥, = D, + P,,
Y, = @, | D, ein zellularer Ring, denn es gilt

P, x ¥, = 4%, 4 4,
g’]*!‘[’z= Tg*?l=3gll,
Wz * Wz = 3?’0 + 2q,2.

Ohne Beweis sei erwahnt, dafl in diesem Beispiel alle nichttrivialen zellu-
laren Unterringe schursch (vgl. 3.3.14) sind ; es gilt nimlich:

%3—?—3(03,1\7), G3=Aut%3%33284,
W, =B(G, N), G,= Aul B, == 8, S,,
W, = B(G,, N), G, =Aul W,

(die explizite Beschreibung von @, wiirde den fiir dieses Buch vorgegebenen
Rahmen sprengen ; es sei nur erwahnt, dal G, = G; n G ist).

3.4. Binomialgraphen

In diesem Abschnitt wird die — auf verschiedenen Mengen operierende —
volle symmetrische Gruppe betrachtet. Fiir solche induzierten Gruppen
haben wir uns schon im Zusammenhang mit der Pélya-Theorie interessiert
(man setze G = S(N) in 2.2.12, vgl. auch 1.5.25). Wir untersuchen die zu-
gehorigen V-Ringe und deren Unterringe und erhalten Aussagen iiber die
Automorphismengruppen der 2-Bahnen und der invarianten Relationen
(sog. Binomialgraphen). Damit wird gleichzeitig an einem etwas tiefer-
liegenden Beispiel demonstriert, wie man in V-Ringen rechnet.
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A. Die V-Ringe der induzierten symmetrischen Gruppen

3.4.1. Definitionen und Bemerkungen. Fiir N = {1, 2, ..., n} wollen
wir die Menge P,,(N) (vgl. 1.5.25) aller m-elementigen Teilmengen kurz mit

Pl=(M|MCS NA|M|=m}!) (1=m=<n)
bezeichnen. Auf PT werden binédre Relationen ¥, ..., ¥, durch
4 B)eYV,: s |AnBl=k

fir A, B € P} definiert (k =0, 1, ..., m). Soist beispielsweise ¥, die Diago-
nalrelation auf PT (was bedeutet dagegen (4, B) € ¥,?). Wenn nicht anders
erwahnt, seien im ganzen Abschnitt 3.4 die Zahlen n, m und die Bezeich-

nungen Y, ..., ¥, fixiert. Es gilt |PJ'| = (n (Ub), und alle Graphen mit
m

der Knotenmenge P}, die sich als Vereinigung von Graphen aus {¥,, ..., ¥p}
darstellen lassen, heilen die Graphen der Binomialkoeffizienten, hier kurz
Binomialgraphen. Diese Graphen werden bei den verschiedenartigsten
angewandten kombinatorischen Aufgaben verwendet. Uns wird die Struk-
tur der Automorphismengruppen der Binomialgraphen interessieren. Diese
Automorphismengruppen besitzen eine Reihey xbremer@iggr_xsgha_f_ten_“, deren
‘Kenntris helfen kann, die Kompliziertheit von Algorithmen zur Graph-
identifikation abzuschéatzen.

Die Antwort auf die Frage nach der Struktur der Automorphismen-
gruppen von Binomialgraphen wird im folgenden mit Hilfe von V-Ringen
gegeben werden. Ausfiihrlichere Beweise der vorgestellten Ergebnisse
findet man z. B. in [40].

:3.4.2. Definition. Die symmetrische Gruppe S(XN) induziert auf P eine
t Perinutationsgruppe, die im weiteren kurz mit ST') bezeichnet werden soll,
und zwar durch (vgl. 1.5.25)

B = (b9 |b € B} fiir Be€Pyundg € S(N).
Fiir festes n sind alle diese S7' (1 < m % n) als abstrakte Gruppen isomorph.

Der folgende Satz macht deutlich, warum Binomialgraphen und V-
Ringe (2-Bahnen) von induzierten Permutationsgruppen zusammenhéangen.

3.4.3. Satz. Die Permutationsgruppe (S;, P™) hat den Rang r = min {m + 1,
n — m + 1} (vgl. 3.3.1) und dse folgenden 2-Bahnen :

| 2-0Orb (8™, P™) = (¥,, ..., Pn}. B (UDB))

1) Der obere Index m ist hier kein Exponent einer direkten Potenz.
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3.4.4. Folgerung. 2-Inv (S7, PJ) ist die Menge der Binomialgraphen. Ist
n = 2m, so ist |2-Inv (87, PT)| = 2m*! (vgl. 1.5.9). Ein Graph auf der Kno-
tenmenge Py ist genau dann Binomialgraph, wenn S5 in seiner Automor-
phismengruppe enthalten ist. B

Die Gruppen S™ und S*~™ sind ahnlich (Ub!, vgl. 1.1.18), so daB wir im
folgenden o0.B.d.A. stets n = 2m annehmen konnen. Das Rechnen in den
zugehdrigen V-Ringen wird durch die Strukturkonstanten (vgl. 3.3.1) er-
leichtert, die im ndchsten Satz angegeben werden (die Richtigkeit kann
man mit etwas Miihe und Aunsdauer aber ohne Schwierigkeiten durch Nach-
rechnen iiberpriifen). Die Bezeichnungen sind wie in 3.4.1 gewahlt.

m—1
3.4.5. Satz. Fssei V; 2 ¥y = ay¥ + 5 sfj!P, und 2m + 1 < n. Dann gilt
k=0

ay—0 fir i+j, a;a=(”.’)(”'_m),

t/\m —1
und
s =0 fir r<r,
Ts — — —_—
T | [ i e
r=r \T/\)—rJ\t—r/\m—1—)+r '
mit

7‘1=maX{7'+k—m,i—|—k—n,i—l—f—m,O},
r2=min{i’j’krn—3m+k+i+7.};
0<ijsm; 0<k<=m—1. (I)

Rechnet maii in einem V-Ring (oder allgemeiner in einem zellularen Ring)
B fiir eine primare GriéBe @ € B alle moglichen Produkte und Summen aus
und nutzt die in 3.3.3 gegebenen V-Ring-Eigenschaften (die auch fiir zellu-
lare Ringe gelten), so erhalt man eine Reihe anderer Elemente, die ebenfalls
zu B gehdren miissen, falls nur @ zu B gehoért. Betrachten wir im Beispiel
3.3.15 (vgl. 3.3.5) das Element & = @, + ®,. Dann ist &+ D = 4P,
+ 20, + D, + 2@, + 2&,, so daBl nach 3.3.3 mit & auch P, (sowie B,
+ &, + &,) zu einem V-Ring B gehoren mufB. Man sagt, &, ist aus &
ableitbar. Weiter folgt @, = & — D, € B, &; + P, € B und wegen D, * P,
= @, + &; auch &; € B, P, € B. Jeder zellulare Unterring von B(D;, N),
der @ enthalt, muB} also mit W, = B(D,, N) iibereinstimmen; man sagt,
& erzeugt B(Ds, N). Solche Uberlegungen werden im weiteren noch &fter
angewendet, und wir fiihren deshalb folgend\e Begriffe ein:

9 Kiin, Angewandte Algebra
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3.4.6. Definitionen. Fiir einen V-Ring (oder zellularen Ring) 8 und
D, ¥ € B heille ¥ aus @ in B ableitbar, falls

PEWD2YV€eW

fiir jeden zellularen Unterring M von B gilt. @ erzeugt B, falls jedes Element
von B aus @ in B ableitbar ist; Bezeichnung B = (D).

Bemerkungen. Wie am Beispiel von B(D;, N) oben gezeigt wurde, ist
die Ableitbarkeit in 8 durch fortgesetzte Anwendung der Operationen der
zellularen Ringe beschreibbar (um das zu sehen, nehme man fiir ® in 3.4.6
den von @ erzeugten zellularen Unterring von B, Ub!). Ist B = (P), so ist
@ in keinem echten zellularen Unterring von 8 enthalten. Der Ableitungs-
begriff in 3.4.6 ist — angewendet auf binire Relationen — schwacher als
der in 1.5.23.

Tiir die V-Ringe 8 := B(ST, PT) der induzierten symmetrischen Grup-
pen (S%, P7) laflt sich ein erzeugendes Element angeben:

3.4.7. Satz. B" = B(S™, P™) = (¥p_y).

Beweis. Es sei d(4, B) die Lange eines kiirzesten Weges, der die Kno-
tenpunkte 4 und B im Graphen ¥, _, verbindet. Man sieht sofort anhand
der Definitionen, daB d(4, B) =k & (4, B) € ¥,,_;. Betrachten wir nun
die k-fache Faltung von ¥, _;

F)t = 3 ;.

=0
Aus der kombinatorischen Interpretation der Faltung (von Elementen
eines V-Rings, vgl. Ausfithrungen nach 3.3.1) folgt, daB r;; &= Ofiirs =m —k

n
und r,; = O fiir ¢+ < m — k ist. Das heiBt wegen 3.3.3, dall }' ¥; aus ¥,
m m i=m—k
inB™ ableitbarist. Somitsindauch ¥, = 3 ¥; — }’ Y, alsoalle Basis-
f=m—k t=m—k+1
elemente von 87 aus ¥,,_, in B ableitbar, d. h. B = (Vp,). §

3.4.8. Folgerung. Fiir n = 2m - 1 gelt B = (V).

Beweis. Berechnet man den Koeffizienten sf, mit der Formel aus 3.4.5
(rp = 0, r, = min {0, n — 3m 4 k}), so erhélt man

0 fiir k< 3m —n,.

5o = (n—2m—|—

k) fir "k =3m — n.
m
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Damit ist sf, bei wachsendem k¥ monoton und nicht fallend, wobei s7!
> sy~2. Dies bedeutet, daBl (wegen 3.3.3) ¥,,_, aus ¥, in B ableitbar ist,
woraus schliellich wegen 3.4.7 auch 87 = (¥,) folgt. i

B. Die Unterringe von B(S%', P') fiir groBes n

Wir werden zeigen, dafl BT fiir ,,groBes’* n keine zellularen Unterringe hat,
was eine wichtige Folgerung fiir die Automorphismengruppen der Binomial-
graphen ergibt.
m—1
3.4.9. Lemma. In B ses P = )}, d;'¥; eine (nichtleere) primdre Qrofe (d. k.
i=0
e, ))mitdy =dy = -~ =dp, =0fireink € {1,2,...,m — 1). Dann
existiert eine natiirliche Zahl ¢ = o(d,, d, ..., Ay-,) derart, daf fiir n > ¢
das Element ¥;_, aus @ in BT ableitbar ist.

Beweis, Wir skizzieren die Beweisidee. Man betrachtet in 8™ das Ele-
m—1 .

ment @ * P = 3 p,¥; 4 pp¥pn. Hilt man die Zahlen m und d,, ..., d,,
=0

fest, variiert aber », so kann man die Koeffizienten p; als Polynome py(n)
in  interpretieren, deren Grad deg (p;(n)) héchstens m ist. Es zeigt sich, daf

m—k fir =k,

d —_—
eg (pj(n)) {m_2k+7' fir max {2k —m,0) <j <k

und
pin) =0 fir 057 <2k—m

ist. Daraus folgt, daBl das Polynom p;_;(n) von allen anderen p;(n) ver-
schieden ist. Da zwei verschiedene Polynome nur auf einer endlichen Menge
von Werten iibereinstimmen konnen, gibt es ein von d,, ..., d,,_, abhangiges
c=c(d,, ..., dny) mit pg ,(n) = py(n) fiir n > ¢ und alle j &= ¥ — 1. Dies
impliziert aber die Ableitbarkeit von ¥}, aus @ in 8" fiir n > ¢. B

3.4.10. Satz. Es gibt eine natiirliche Zahl b(m), so dap fir n > b(m) der
V-Ring BY = B(Sy, PT) keine nichitrivialen zellularen Unterringe hat.

Beweis. Es sei b(m) die grofite der Zahlen ¢(d,, ...,d, ;) (aus 3.4.9),

von denen es nur endlich viele verschiedene (hochstens 2m-1) gibt, da

. m—1
d; € {0, 1}. Betrachten wir ein beliebiges primares Element & — )’ d;¥;, so

1=0
kann man dy = 0 annehmen (anderenfalls betrachte man das Element

o*
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m—1
d' = 3 (1 —d;) ;). Es sei n > b(m). GemaB 3.4.9 ist dann die Basisgrifie
i=0 -
Yy (fiir ein gewisses k) aus @ in B ableitbar (wegen d, = 0 ist k = 1). Ist
kE > 1, so kénnen wir erneut Lemma 3.4.9 auf ¥;_; anwenden und erhalten
die Ableitbarkeit von ¥; o aus ¥, ,. Indem wir so fortfahren, ergibt sich
schlieBlich die Ableitbarkeit von ¥, aus ¥;_, und damit aus @, d. h., gemal
3.4.8 haben wir (®) 2 (¥),) 2 -+- 2 (¥,) = B™. Also erzeugt jede nicht-
triviale (primire) GroBe @ den ganzen V-Ring B™; daher kann es keine
echten zellularen Unterringe in BT geben (vgl. Bemerkung zu 3.4.6). 8

3.4.11. Folgerung. Bei hinreichend grofem n (beispielsweise n > b(m))
haben alle, vom vollstandigen Graphen und von A verschiedenen Binomial-
graphen die gleiche Automorphismengruppe, die mit der Automorphismen-
gruppe von ¥,,_, ibereinstimmt.

Beweis. Der Beweis folgt unmittelbar aus 3.4.10 und 3.4.7, wenn man
beachtet, dal Aut ® & Aut ¥ ist, falls ¥ aus @ ableitbar ist (vgl. auch
3.3.10). Wir erinnern daran, dafl die Binomialgraphen gerade als die pri-
miren Groflen von BT charakterisiert werden kénnen (3.4.3).

Es sei hier eine bemerkenswerte Tatsache registriert : Die Folgerung 3.4.11
entstand aus Berechnungen in den V-Ringen B}'. Irgendwelche gruppen-
theoretischen Uberlegungen wurden dabei nicht bendtigt.

C. Die Automorphismengruppe der Binomialgraphen

Nach 3.4.11 reduziert sich die Beschreibung der Automorphismengruppen
der Binomialgraphen asymptotisch (d. h. fiir hinreichend groBles ») auf die
Beschreibung der Automorphismengruppe von ¥, ;.

3.4.12. Satz. Die Automorphismengruppe des Binomialgraphen ¥, auf
der Menge P7 stimmt fiir n = 2m + 1 mit der tnduiierten symmetrischen
Gruppe (ST, P7) iiberein.

3.4.13. Zum Beweis von 3.4.12 benétigen wir einige Informationen iiber
mazximale Cliqguen von ¥, ,, d.h. vollstdndige induzierte Untergraphen,
die in keinem anderen vollstindigen Untergraphen (ohne Schlingen) echt
enthalten sind. Es sei 0 << m < n. Fiir eine (m — 1)-elementige Teilmenge
M’ € P™1! gei Ky der induzierte Untergraph von ¥, ,, der aus den
n — (m — 1) Knotenpunkten 4 € PP mit 4 > M’ besteht. Dann ist K,,.
eine maximale Clique (U/b!) (Kj bezeichnet hier nicht wie in A.3.5 den
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vollstandigen Graphen mit der Knotenpunktmenge M'!). Es sei

R = (Ky. | M' € PP
die Menge dieser Cliquen (folglich ist |®] = ( " 1)).
m JR—

Fiir eine (m - 1)-elementige Teilmenge M+ € PT*! gei L), der induzierte
Untergraph von ¥,_;, der aus den m 4 1 Knotenpunkten B € Py mit
M* > B besteht. Dann ist L,. ebenfalls eine maximale Clique. Fiir
n—(m—1) =m+41 (d. h. » &=2m) sind dic Graphen aus & und
& = {Ly. | M* € P™*} nicht isomorph. Man kann zeigen, da & und g
alle maximalen Cliquen von ¥,,_, enthalten (Ub!).

, Beweis von 3.4.12. Der Beweis wird mittels Induktion iiber m gefiihrt.
Fiir m = 1 ist ¥,,,; der vollstindige Graph mit » Knoten (keine Schlingen),
so daB Aut ¥, , = S(N) = (S}, P}) ist. Es sei nun der Satz fiir alle Paarc
(n', m') mit ' = 2m’ 4 1 und m’ < m bewiesen; wir werden die Giiltigkeit
fiir alle Paare (n, m) mit » = 2m - 1 zeigen. Mit den Bezeichnungen aus
3.4.13 rechnet man nach, daB fiir M,, M, ¢ P!

1 fir (M, M,) € ¥y,

K ﬂK = y
Har, 0 Ko {0 fir (M, My) 4 P, s

gilt (K, n Ky, bedeute den Durchschnitt der Knotenpunktmengen).
Damit sind der Graph

Q = {(Kul, KM.) I IKM, n KH.' == lAMl, Mg € P:‘—l} g ﬁ X Q

mit der Knotenpunktmenge & und der Graph ¥,,_, = ¥, (m' :=m — 1)
mit der Knotenpunktmenge P71 (!) isomorph, insbesondere ergibt sich
damit unter Ausnutzung der Induktionsvoraussetzung (man beachte
2m’ 4 1 < n), daB Aut & =~ Aut ¥,,._, = S™ ist.

Nun betrachten wir (G, P7) := (Aut ¥,,,, PT). Da Automorphismen Cli-
quen wieder in Cliquen iiberfiihren, induziert @ eine Gruppe ( auf der Menge
f aller Cliquen K, von ¥, , (beachte n 3 2m, vgl. 3.4.13, diese Cliquen
haben n — m 4 1 Knotenpunkte). Man kann ohne Schwierigkeiten G =~ ¢
zeigen, anderenfalls miiite nimlich ein g € G mit ¢ 5= e existieren, so daB
die induzierte Permutation § € @ alle Cliquen aus & festlat (Ub!); da
aber zwei Cliquen K,;, und K, hochsten einen Punkt gemeinsam haben
(s. oben) und jedes M € P mindestens ein solcher gemeinsamer Knoten
ist (Ubl), wiirde g = e folgen im Widerspruch zu g 4 e.

Die betrachtete Gruppe @ bewahrt die Machtigkeit des Durchschnitts
zweier Cliquen, so daB & € Inv (G, &) ist, folglich Q< Aut &. Insgesamt
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ergibt sich
St C Aut P, ~ G < Aut & ~ 3™
(die exste Inklusion wegen 3.4.3). Wegen |S™| = |S™| folgt S™ = Aut ¥,_,.

3.4.14. Folgerung. Fiir hinreichend grofes n (z. B. n > b(m), fiir kleine n
siehe 3.4.15) ist (Sy, Py) die Automorphismengruppe jedes nichitrivialen Bi-
nomialgraphen. (Sy, Py) ist dann folglich auch 2-abgeschlossen (ja sogar eine
Konig-Gruppe, vgl. 3.1.3). N (3.4.11, 3.4.12).

Bemerkung. Bisher haben wir n = 2m ausgeschlossen. Der Beweis von
3.4.12 )aBt sich dafiir nicht durchfiihren, weil die induzierte Gruppe ¢ auch
Cliquen aus & in solche aus € (vgl. 3.4.13) iiberfithren kann. Fiir n = 2m
hat die Automorphismengruppe von ¥,,; (auf der Menge P™) die Ordnung
27! und kann aus 8y durch Hinzufiigen einer Permutation ¢ erzeugt werden,
wobei ¢ jedem M € P™ sein Komplement M zuordnet.

D. Die Obergruppen von (S™, P™)

Das Problem, die Obergruppen der induzierten symmetrischen Gruppen
(Sw, Py) in der vollen symmetrischen Gruppe S(P?) zu bestimmen, wurde
von verschiedenen Autoren untersucht ([40], [28]) und ist heute vollstandig
geldst ([71]). Im allgemeinen gibt es namlich keine nichttrivialen Ober-
gruppen (3.4.10 und 3.4.12 zeigen z. B. fiir groBe n, daB es iiber Aut B™ — 9™
keine weiteren nichttrivialen 2-abgesclilossenen Obergruppen geben kann).
Es gibt aber folgende Ausnahmen:

3.4.156. Fir jedes m'"’existieren fiir n = 2m und 7 = 2m + 1 nichttriviale
echte Obergruppent von ST. Fiir n = 2m 4 2 gibt es nichttriviale ,Ober-
gruppen in folgenden vier Ausnahmefillen:

(m, n) € {(2, 6), (2, 8), (3, 10), (4, 12)}.

In den ersten drei Fallen ist die existierende echte Obergruppe zweifach
transitiv, im letzten Fall hat sie den Rang 3, und der zugehérige V-Ring hat
die Erzeugenden ¥, + ¥, und ¥, + ¥,. Daraus folgt, daB fiir n = 2m 4 2
und (m, n) %= (4, 12) die Automorphismengruppe jedes Binomialgraphen
gleich S7 sein muf} (da sie nicht zweifach transitiv sein kann), womit 3.4.14
auch auf kleine Werte von n erweitert wird.

/s Die Beschreibung der Obergruppen erfolgte mit gruppentheoretischen
Methoden (vgli/[71]).

Das Problem, alle zellularen Unterringe von 87 = B8(S™, P™) zu be-
schreiben, ist dagegen noch nicht vollstandig geldst (fiir groBe » siehe 3.4.10).
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Mit einem Computerprogramm wurden einige nichtschursche (vgl. 3.3.14)
zellulare Unterringe gefunden (schursch konnen sie ja nicht sein, da ihnen
dann eine Obergruppe entspriche). Einen von diesen Unterringen wollen
wir hier noch als Beispiel vorstellen:

3.4.16. Beispiel. Es sei » = 10 und m = 3. Dann erzeugen ¥, und ¥, + ¥,
(vgl. 3.4.1) einen nichttrivialen zellularen Unterring % in 83. Dabei gilt
(W + F,) * (W, + Pa) = 28(F, + ¥,) + 24P, + 56%; (Ub!). Durch kom-
binatorische Uberlegungen kann man nun feststellen, dafl 8 nicht schursch
ist. Dazu zdahlt man die vollstandigen Untergraphen von ¥, + ¥, mit vier
Punkten (4-Cliquen), die eine fest gewahlte Kante des Graphen enthalten.
BEs zeigt sich, daBl diese Zahlen unterschiedlich sind, je nachdem, ob die
feste Kante aus ¥, oder aus ¥, gewahlt wird. Daher kann es keinen Auto-
morphismus von ¥ geben, der eine Kante aus ¥, in eine Kante aus Y, iiber-
fithrt, d. h., der Graph ¥, + ¥, (= Basisgroie von ) kannnicht die 2-Bahn
einer Permutationsgruppe sein.

Andere Beispiele nichtschurscher zellularer Ringe findet man in [58;
8.2.4b)] (die Terminologie in [58] unterscheidet sich etwas von der hier
gewidhlten: Die V-Ringe in [58] sind unsere zellularen Ringe).

3.5. Aufgaben

1. Es sei I'={(0,1),(1,2), ..., (k — 2,k — 1), (k — 1,0)} ein gerichteter Kreis
mit den Knotenpunkten 0,1, ...,k — 1. Man zeige Aut I' = C (vgl. 1.7.12).
Was erhiilt man fir die Automorphismengruppen ungerichteter Kreise I" v I"—1?
(Hinweis: 1.6.6).

Ist @ ein Graph mit Knotenpunktmenge N und G = Aut @, dann ist
Aut (P*) = h1Gh

fir jede Permutation 4 € S(N). Insbesondere sind die Automorphismengruppen
von @ und P* dhnlich (vgl. 1.1.18).

3. In Beispiel 3.2.8 gebe man Isomorphismen A; (s = 1, 2, 3) an mit di"l =&
Bl = Dy, Bt = B, (vgl. Abb. 24). T

4. Sind &@;, D;, $; Elemente von 2-Orb (G, N), so gilt fiir beliebige (a, b) € P und
(a’, V') € Dy
e € N |(a,c) € D;Ae,b) € B} = e € N|(a,c) € D; A (e, b) € DY (= si,).

5. Man zeige, daB die Operation # (Faltung) in einem V-Ring (wie auch in einem
zellularen Ring) assoziativ ist.

6. Man bestimme (die Strukturkonstanten des V-Ringes bzw.) den V-Ring 8(83, S;)
der rechtsreguliren Darstellung der symmetrischen Gruppe ;. Ist « kommutativ?

(Nein!).

o
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Ta.

10.

11.

13.

14.

Fir kleine Zahlen n (beispielsweise n € {3, 4, 5, 7, 8}) bestimme man:

a) alle zellularen Unterringe des V-Ringes der zyklischen Gruppe (C,, Z,),

b) alle 2-abgeschlossenen Obergruppen von Cy in S, (d. h. alle Antomorphismen-
gruppen der in a) bestimmten zellularen Ringe).

c) Ist B(C,, Z,) schursch? (Vgl. z. B. [568; Kap. 8].)

d) Sind die unter b) bestimmten Gruppen Konig-Gruppen? (Man verwende das
Kriterium 3.3.10.)

. Far 2-&bgeghlossene Permutationsgruppen (@, N), (H, N) und schursche zellu-

lare Ringe #8 iiber N zeige man
*~e

a) B(Aut B, N) = B, b) AutB(Q, N) = @ (vgl. Bemerkung zu 3.3.14),
c) B(G, NYSB(H,N)=>H # @ (vgl. Bemerkung zu 3.3.9).

. Man beweise, dafl die Permutationsgruppen (S™, P™) und (S%™, P*—m) ihnlich

sind (vgl. 3.4.2).

a) Man bestimme die 2-Bahnen von (83, P§) und (S3, P{) gemiB 3.4.3.

b) Man bestimme alle antireflexiven Binomialgraphen mit der Knotenpunkt-
menge P3.

¢) Man beweise 3.4.3.

Fiir einen zellularen Ring QB(J!) (R = (B, By, ..., Ry}, vgl. 3.3.13) und

m

Y= Za‘R € MW(R) sei (V) = Za,QI(R ), wobei QI(R) die Adjazenzmatrix
des Graphen R; bezeichne (vgl. 3. 1 l) Man zeige:

a) Far VP, ¥’ € W(AR) gilt (Y * ') = A(P) A(¥’) (Matrizenprodukt). Durch
¥ > A(¥) hat man damit eine Matrizendarstellung des zellularen Ringes B(R).
b) Fir eine Permutationsgruppe (@, N), N = {1,2,...,n} und g € G sei die

1 fir =7 pie GroBe ¥
0 sonst

ist genau dann ein Element des V-Ringes B(@G, N), wenn %(¥) mit allen Matrizen
M, -vertauschbar ist (d. h. U(¥) M, = M, (V) far alle g € @). Bemerkung:
Diese Eigenschaft fiihrte zur Bezeichnung Vertauschungs-Ring.

Matrix M, = (a;;) (%, j € N) gegeben durch a;; =

. Ein Graph @ £ N X N sei Element eines V-Ringes B(@, N) (oder zellula.ren

Ringes) mit den BasisgrdBen &,, &, ..., D,_,, und essei P  -.- ¢ & = Pk — 2 c;P
=0

die k-fache Faltung. Dann ist ¢; die Anzahl der verschiedenen gerichteten ~(vgl.
A.3.7) Wege der Linge k, die fiir ein beliebig gewihltes Element (a, b) € ¥;
im Graphen @ vom Knotenpunkt & zam Knotenpunkt b fithren. Ist 4 = UA(P)
die Adjazenzmatrix und 4% = (u,,), y¢ 5, 50 ist u,, ebenfalls gleich dieser Anzahl
der Wege der Liinge k¥ von a nach b.

Fir die rechtsregulire Darstellung (@*, Q) einer Gruppe G zeige man, dal
@, = {(a,d) | a € G A b = ga} € 2-Orb(@*, G) fiir g € G ist. (Vgl. Beweis von 3.1.2.)

Man zeige, daf3 jede 2-Bahn einer transltlven Permuta,tlonsgruppe ein regulirer
Graph ist.



4, Der n-dimensionale Einheitswiirfel und
abstandstransitive Graphen

Dieses letzte Kapitel des Buches ist der Untersuchung von biniren Rela-
tionen, d.h. Graphen, gewidmet, die in einem noch zu prézisierenden
Sinn besonders symmetrisch sind. Das Interesse an besonders symmetri-
schen Objekten durchdringt die Mathematik schon von den allerersten
Anfiangen an. Zu den bekanntesten solcher Objekte gehdren die platonischen
Korper (regelmaBige Polyeder), die schon in den ,,Elementen* des EvkLID
(um 300 v. Chr.) beschrieben wurden und die lange Zeit bei bestimmten
mystisch-philosophischen und astronomischen (bzw. astrologischen) Syste-
men eine groBe Rolle spielten. In Kunst, Natur, Technik und Wissenschaft
wird der Mensch mit dem Phinomen Symmetrie konfrontiert (vgl. etwa
[74]). In der Mathematik war es besonders die Gruppentheorie, die eine
breite Anwendung bei der Untersuchung symmetrischer Objekte (z. B. in
Physik und Chemie) fand. Der Begriff des Automorphismus ist offenbar
das geeignete Instrument zur Beschreibung von Symmetrien z. B. binarer
Relationen (Graphen). Natiirlich sind verschiedene Zugénge méglich, um
den Begriff ,,besonders symmetrische Graphen zu prazisieren. Wir stehen
hier auf dem Standpunkt, dafl dabei den sogenannten abstandstransitiven
(bzw. abstandsregularen) Graphen das Hauptinteresse gebiihrt, mit denen
wir uns in Abschnitt 4.3 genauer beschiftigen werden. Ein wichtiges Beispiel
eines abstandstransitiven Graphen ist der n-dimensionale Einheitswiirfel,
dessen Struktur und Automorphismengruppe — unter Ausnutzung des
algebraischen Apparats der vorangegangenen Kapitel — zunichst unter-
sucht (Abschnitt 4.1) und zur Behandlung einer Reihe angewandter Pro-
bleme herangezogen werden sollen (Abschnitt 4.2). Die Darstellung ist wie
auch bei den anderen Kapiteln elementar gehalten und durch zahlreiche
Beispiele erginzt. Trotzdem werden dabei anch solche Ergebnisse behandelt,
die erst in den letzten Jahren entstanden sind.
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4.1. Der n-dimensionale Wiirfel und seine
Automorphismengruppe

A. Der Graph des n-dimensionalen Wiirfels

4.1.1. Definitionen. Es sei F = {0, 1}. Auf der Menge F* aller n-dimen-
sionalen Vektoren mit Koordinaten aus F (n € {1, 2, 3, ...}) wird ein unge-
richteter Graph B,(n) wie folgt definiert: F» ist die Knotenpunktmenge,
und zwei Punkte & = (a,, ..., a,), B = (by, ..., b,) sind durch eine Kante
genau dann verbunden, wenn sich « und g in genau einer Koordinate unter-
scheiden. B,(n), kurz B, (falls n fixiert ist), heiBt der Qraph des n-dimensio-
nalen Wiirfels (Einheitswiirfels) oder einfach der n-dimensionale (Einheits-)
Wiirfel; seine Kantenmenge wollen wir ebenfalls mit B,(n) bezeichnen.
0 bezeichne den Nullvektor (0,0, ..., 0) € F».

4.1.2. Beispiel. Abb. 26 zeigt den Graphen B,(3) des dreidimensionalen
Wiirfels. B,(4) ist in Abb. 30 (S. 154) zu sehen.

10 . 111

100 101

010 on

y Abb. 26. Der dreidimensionale Einheitswiirfel
‘000 001 '

4.1.3. Jede Teilmenge 4 von N = {0, 1, 2, ..., n — 1) 1aBt sich durch ihren
charakteristischen Vektor x(A4) = (ay, a,, ..., a,_;) € F* beschreiben, der
durch
0 — 1 fiir t€4d,
" lo fiur i¢4

definiert ist (vgl. 2.2.21). Speziell ist x(&) = 0. Diese Zuordnung 4 +» x(A4)
gibt einen eineindeutigen (Ub!) Zusammenhang zwischen den Elementen
der Potenzmenge P(N) und den Punkten des Graphen B,(n). Bei dieser
Interpretation von Teilmengen durch Vektoren (und umgekehrt: jedem
Vektor entspricht die Menge der Indizes der 1-Komponenten) sind die
Kanten des Graphen B, wie folgt charakterisierbar:

(x(4), x(B)) € By(n) & |4 2 B| =1,
wobei
AaB=(ANB)u(B\4)=(AnB)u(Bnd)
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die symmetrische Differenz der Teilmengen 4 und B darstellt (4 bedeutet
das Komplement N \\ 4). Den Graphen {(4, B) | |4 a B| = 1} auf der Menge
P(N) wollen wir daher auch mit B, bezeichnen.

Viele kombinatorische Objekte kénnen in natiirlicher Weise durch
Systeme von Teilmengen einer Menge N beschrieben werden. Mit 4.1.3 ist
es deshalb moglich, solche Objekte auch als Teilmengen der Knotenpunkt-
menge Fr des n-dimensionalen Wiirfels zu betrachten. Dadurch kann man
eine Reihe wichtiger Anwendungsaufgaben in der Sprache des n-dimen-
sionalen Wiirfels formulieren. Binige solcher Aufgaben und Probleme werden
uns in diesem Kapitel noch beschaftigen.

4.14. Definition. Fiir «, 8 € F# sei d(x, f) der Abstand (vgl. A.3.8) der
Punkte « und  im Graphen B,(n). Fiir 0 < i < n werden die Graphen B,
(= Diagonale), B,, ..., B, mit der Knotenpunktmenge F» wie folgt definiert:

Bi(n) = B; = {(x, ) € F* X F*|d(«, f) = 1}.
In der Interpretation 4.1.3 ist
B;(n) = {(4, B) € P(N) X P(N)||4 2 B =1} (Ub).

Bemerkungen. Fiir { = 1 ergibt 4.1.4 den Graphen B, aus 4.1.1.
d(«, B) ist gleich der Anzahl der unterschiedlichen Koordinaten von « und
B (Ub1) und ist als sogenannter Hamming- Abstand aus der Kodierungstheorie

bekannt. Offenbar ist (':) B;(n) eine Zerlegung von F* x F*.
=0

B. Die Automorphismengruppe des n-dimensionalen Wiirfels

In 1.7.18 haben wir an einem Beispiel plausibel zu machen versucht, da8
die Exponentiation (H, M) 1 (G, N) von Permutationsgruppen durch Auto-
morphismen eines |N|-dimensionalen , Wiirfels” M* beschrieben werden
kann. Es ist also fiir M = F = {0, 1} zu erwarten, da die Menge aller Auto-
morphismen von B,(n) gerade durch die Exponentiation S, 1 S, beschrieben
wird. Dies wollen wir im folgenden zeigen und werden dazu die Bezeichnungen
aus 1.7.17 mit M = {0,1}, @ = SM), N ={0,1,...,n — 1}, H = S(N)
bendtigen. Wir betrachten die vollen symmetrischen Gruppen S, = S(F)
= (5, {0, 1}) und S, = S(N) = (S,, N). Wie wirkt nun die Gruppe S, 1 S,
als Exponentiation auf der Menge F¥ = F# (vgl. 1.1.17)? In dem gesamten
Kapitel 4 wird stets diese Wirkung betrachtet, wenn von der Gruppe S, 1 S,
die Rede ist.
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4.1.5. Es sei f = (g, (hq, by, .-, ksy)) ein Element von S, 1 S, in Tabellen-
form (g € Su; ho, by, ..., Bgey € Sp). Fiir o = (b, by, ..., byy) € F* ist dann
of = (60’ C1s «v oy cn—-l) gegeben durch

¢ = (bi)% miti' = (vgl. 1.7.17)

oder gleichbedeutend damit durch ¢y = (b;)*, 1+ € {0, 1,...,n — 1}. Ins-
besondere ist jedes (g, (ho, By, -..» ha1)) € Sy 1 Sy als Produkt der Permuta-
tionen (e, (hy, e, ..., e)),.... (& (e, e, ..., k1)), (g:(ese, ..., €)) darstellbar
(vgl. 1.7.18, S. 70), wobei die k; € S, nur eine von den beiden Permutatio-
nen e, (01) sein kénnen. ’
Fir f = (e, (e, ..., e, (01),¢, ..., e)) baw. f= (g, (e, ¢, ..., €)) ergibt sich
speziell
of =g, ++os Uity By biyrs ooy bpny)  (Bi := 0P = b; + 1 (mod 2)),

d. h. Auswechseln der Werte 0 und 1 in der i-ten Komponente, bzw.
al = (bol, blt’ ey b(l—l)’) mit i’ = ia-l N
d. h. Vertauschen der Koordinaten «f = («) g im Sinne von 1.5.12.

4.1.6. Lemma. Es sei (G, F*) = (Aut B,(n), F*) die Automorphismengruppe
des n-dimensionalen Wiirfels. Dann gilt S, 1 S, S G.

Beweis. Fiir («, f) € B,(n), d. h., « und f unterscheiden sich in genau
einer Komponente, folgt nach 4.1.8 sofort die gleiche Eigenschaft fiir af
und p/, wenn f € S, 1 S, eine der beiden speziellen Formen (e, (€ --er By onns e))
oder (g, (e, ..., €)) hat. Damit ist f € Aut B, fiir alle f € 8,1 S,. I

4.1.7. Satz. (Aut B,(n), F) = (8, F) 1 (S, N) (V= (0,1, ....n — 1}).

Beweis. Nach Lemma 4.1.6 brauchen wir nur noch @ = Aut B, = S, S,
zu zeigen. Es sei G, der Stabilisator von ¢ im Punkt 0 = (0, ..., 0). Dann
induziert jedes f € G, eine Permutation ¢(f) auf der Menge N’ = {(1, 0, ..., 0),
©,1,...,0),...,(0,0,...,1)} der Nachbarn von 0 (im Graphen B,). Die
Abbildung ¢: Gy — S(N') ist ein Homomorphismus, der surjektiv ist (dies
folgt z. B. aus 4.1.6). Wir zeigen, dafl ¢ sogar ein Isomorphismus (d. h.
injektiv) ist. Dazu sei ein f € Ker ¢, d. h. f € Gy mit ¢(f) = e, gewahlt.
Wir miissen f = e zeigen (vgl. A.2.5). Wir definieren

Tio)={BeFrlde,p)=4 E=0,1,...,n;4€ F.

Offenbar fixiert f alle Punkte aus I'j(0) u Iy (0). Durch Induktion iiber {
kann man nun nachweisen, daBl f auch alle Punkte aus I';(0) (d. h., Abstand
von 0 ist 3; ¢+ =2,3,...,n) fixiert: Fiir y € I'(0) haben wir namlich
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) = N {Ti(o) | « € Iy(y) n Tiy(0)} (UBY), und da stets TI'y(x) = (o)
(wegen f € Aut B,) und o/ = « fiir x € I';_4(0) nach Induktionsvora.us-

setzung gilt, folgt auch 9/ = y. Also ist f = e wegen F* = U T;(0).

Damit ist [S(N')| = |Su| = |@|. Der Satz von LAGRANGE (vgl. 1.3.13)
liefert uns schlieBlich |G| = |Gy| - |0°| = |S4| - |F*| = n!2%. Andererseits
ist |S;1 Syl = n!2* gemaB 1.7.19, so dal aus S,1 8, S G (4.1.5) auch
Sy 1 8, = @ folgt. I

4.1.8. Wir wollen uns nun noch iiberlegen, wie sich die Automorphismen-
gruppe G = Aut B, beschreiben 1a8t, wenn wir B, als Graphen auf P(N)
gemal 4.1.3 interpretieren. Auf P(N) lassen sich in natiirlicher Weise zwei
Permutatlon.sgruppen definieren. Zunachst induziert S(N) auf P(N) die
induzierte Gruppe (S(N ), P(N)) (vgl. S.84 vor 2.2.12). Nun bildet die
Menge P(N) mit der Operation a (symmetrische Differenz) eine (a.bstrakte)
abelsche Gruppe H = (P(N); a) (mit O als Nullelement). Die rechtsregu-
lare Darstellung (vgl. 1.1.16) dieser Gruppe H sei (H*, P(N)). Offenbar ist
S(N) < @G. Es gilt aber auch H* & @, denn fiir (4, B) € B,,d. h. |4 & B|
=1, folgt |(AaC)a(Bal) =1 (Us), d. h. (4a2C,BaC)€ B,
(4, B, C € P(N)). Man kann nun zeigen (Ud1), daB G die von S(N) und H*
erzeugte Permutationsgruppe auf P(N) ist. Dabei gilt S(N) n H* = {e}.

C. Die Gruppe S; 1 S,, und ihr V-Ring

Die 2-Bahnen der Automorphismengruppe von B; — und damit die Basis-
groBen des V-Ringes B(S;1 S,, F*) — bestehen aus den Punktepaaren
mit fixiertem Abstand, wie der folgende Satz zeigt (Bezeichnungen vgl.
4.1.4):

4.1.9. Satz. 2-0rb (S, 1 8,, F*) = {By(n), By(n), ..., B,(n)} (B, = 4).

Beweis. Verwendet man im Beweis von 4.1.6 den Graphen B, anstelle
von B, (2 <t < n), so bleibt der Beweis offenbar richtig, woraus sofort
B; € 2.Inv (S, 1 S,, F*) folgt. Andererseits gibt es fiir ein beliebiges (x, f)
€ B; ein f = (e, (Ro, h1y- .., But)) € 821 Sy (vgl. 4.1.5), so daB 0/ = « ist
(UbY). Fir y = p" hat man damit (0,y) = (»,f) und (0,y) € B;,
d. h., y enthilt genau ¢ Koordinaten, die gleich 1 sind. Daher gibt es
ein ' = (g, (e, - c)) mit ¢ =1y fir e=(1,1,..,1,0,...,0). Offenbar

— —
i

gehort f' zum Stabilisator des Punktes 0, d. h. 07" = 0, und es ergibt sich
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(«, B) = (0, £)¥!. Folglich ist B; = (0, £)5:15», d. h., B; ist eine 2-Bahn.
Da B, u --- u B, eine Zerlegung von F* X F#ist, sind in 4.1.9 alle 2-Bahnen
erfaft. il

Bemerkung. Wir haben soeben auch gezeigt, dall die Mengen I;(0)
= {8 (0, B) € B;} (vgl. Beweis von 4.1.7) die 1-Bahnen des Stabilisators
des Punktes 0 in der Gruppe S, 1 S, sind (vgl. Aufgabe 1.8.25).

Das kohidrente Relationenschema (vgl.. 3.3.11, 3.3.12) {By(n), B,(n).
..., By(n)} gehort zu einer Klasse von Relationenschemata, die Hamming-
Schemata heiflen und eine breite Verwendung in der Theorie der algebrai-
schen Codes fanden ([20; 4.1.2], [61; Ch. 21 § 3]). Die Strukturkonstanten
des V-Ringes B(S:1 S,, F*) (bzw. des koharenten Relationenschemas
{By, ..., B,}) beschreibt nun der folgende Satz:

4.1.10. Satz. Es sei B; » B; = 3 sf; B.. Dann gilt

k=0
k n—k fir ¢+ 9 —k=0(mod?2)
sh=\G—7 + 82/ \GC+7i— k2 wnd |j—i<k
0 sonst. émin {7‘+i)2n_i—j}:

Beweis. Wir betrachten B, als Graphen iiber P(N) (vgl. 4.1.3)
und wihlen (4,B)€ B,, 4,B € P(N). Dann ist nach Definition
s5; = |{C € P(N) | (4, C) € B; A (C, B) € Bj}|. Da diese Zahl nicht von der
Wahl von (4, B) abhdangt, sei 4 = @, und wir erhalten |B] =k und
8, =|{CeP(N)||C| =iA|BaC|=3j}|. Es sei I= |BnC|. Dann ist
[BnCl=t—1 und [BnC|=k—i+1l Aus |[BaC|l=j folgt
kE—i+1l+1=34, also l=@E+7j—k)/2 und i+ j— k=0 (mod 2).
Eine Menge C, die den geforderten Bedingungen geniigt, kann man

auf (n ; k) ( k l) verschiedene Weisen auswihlen, solange nur
' —_—

l=@EF+7j—%k)/2und t++j—k=0(mod2), 0SI=n—F%k 0=<1—1
< k ist. Anderenfalls gibt es kein solches C, d. h. sf; = 0. Daraus folgt nun
sofort die Formel in 4.1.10.

D. Die Imprimitivititssysteme von S, 1 S,,

Am Beispiel der Gruppe S;41 S, wollen wir zwei wichtige Eigenschaften
transitiver Permutationsgruppen kennenlernen: Primitivitat und Imprimi-
tivitat.
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4.1.11. Definition. Eine Permutationsgruppe (@, N) heifit imprimitiv,
wenn es8 in 2-Inv (G, N) eine nichttriviale Aquivalenzrelation & gibt. Die
Menge o(®P) = {M,,..., M,} der Aquivalenzklassen von & (vgl. A.1.3)
heilt dann Imprimitivitdtssystem von (G, N). Enthilt 2-Inv (G, N) nur
die trivialen Aquivalenzrelationen (4 und N X N), so nennt man (G, N)
primitiv.

Bemerkung. Ist (@, N) transitiv und imprimitiv, so haben alle Klassen
eines Imprimitivitatssystems die gleiche Machtigkeit (Ub!).

4.1.12. Definition. Ein zellularer Ring 8 = (®,, Dy, ..., D,) heit pri-
miliv, wenn er keine primare GréBe enthilt, die eine nichttriviale Aqui-
valenzrelation ist.

4.1.13. Folgerung. Eine Permulationsgruppe (G, N) ist genau dann pri-
mitiv, wenn shr V-Ring B(Q, N) primitiv sst. 1

Intransitive Gruppen sind stets imprimitiv, denn die 1-Bahnen bilden die
Aquivalenzklassen einer nichttrivialen, invarianten Aquivalenzrelation
(Ub!); interessant ist es erst, ob eine transitive Gruppe primitiv ist oder
nicht. Aquivalenzrelationen, die hier die Hauptrolle spielen, sind nichts
anderes als ungerichtete Graphen von besonders einfacher Form: d & N X N
ist Aquivalenzrelation genau dann, wenn der antireflexive Teil die dis-
junkte Vereinigung von vollstandigen Graphen (ohne Schlingen) ist:
PN\A4 =Ky vu-- UKy, wobei o(P) = {M,,..., M,} die zu & gehdrige
Aquivalenzklassenzerlegung ist (K, bezeichne jetzt den vollstandigen
Graphen mit der Knotenmenge M, vgl. A.3.5).

Jede imprimitive Gruppe (@, N)induziert in natiirlicher Weise eine Gruppe
(@, g(di)) auf einem Imprimitivitatssystem g(®). G hat dann einen kleine-
ren Grad als G und ist ein homomorphes Bild von @ (vgl. etwa {58; S. 180]).
Die primitiven Permutationsgruppen sind in diesem Sinne die elementar-
sten Permutationsgruppen, sozusagen die Bausteine der Permutations-
gruppentheorie. Ihre Untersuchung laft sich nicht durch irgendeine
Standardmethode auf die Untersuchung von Permutationsgruppen kleine-
ren Grades zuriickfiihren. Es sei angemerkt, da primitive Permutations-
gruppen schon ganz zu Beginn der Entwicklung der Permutationsgruppen-
theorie auftauchten, als E. Garors (1811 —1832) jeder algebraischen Glei-
chung n-ten Grades eine Permutationsgruppe gleichen Grades zuordnete,
die auf der Menge der Wurzeln dieser Gleichung operierte. Die Frage nach
der Auflésbarkeit einer Gleichung durch Radikale ist eng mit der Primi-
tivitdt der zugehorigen Gruppe verbunden.
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Wir werden nun die Imprimitivitatssysteme von (S;1 S,, F*) bestim-
men. Zunichst bemerken wir, daBl B,(n) ein paarer Graph ist (vgl. A.3.9),
d. h., es gibt eine Zerlegung P(N) = P,(N) u P,(N) der Knotenpunktmenge
P(N) (== F*, vgl. 4.1.3) von B,, so da8 es Kanten nur zwischen den Punkten
aus unterschiedlichen Teilen gibt. Hier ist

P,N) = {A € P(N) | |A] ist gerade Zahl},
P, (N) = {4 € P(N) | |A| ist ungerade Zahl}.

4.1.14. Lemma. Die Relationen By(n) + By(n) 4 --- 4 Byu(n) (n' = |n/2],
Bezeichnung vgl. A.0) und By(n) 4- B,(n) sind Aquivalenzrelationen auf
P(N) (bzw. — je nach Interpretation — auf F®).

Beweis. a) 1st (4, B) € By; (4 € {0, 1, ..., [#/2]}), so gehbren 4 und B
beide entweder zu P,(N) oder zu P,(N). Deshalb ist By + By 4- -+ + By,
die disjunkte Vereinigung von zwei vollstaindigen Graphen (einer mit
Schlingen) mit den Knotenmengen Py(N) bzw. P,(N), d. h. eine Aquivalenz.-
relation.

b) B, + B, besteht aus der disjunkten Vereinigung von 27-! vollstandi-
gen Graphen (mit Schlingen € B;) mit zwei Knotenpunkten, namlich M
und M (M € P(N)), und ist damit eine Aquivalenzrelation. i

4.1.15. Satz. Fir n =2 ist die Permutationsgruppe (St Sy, P(N)) im-
primitiv. Sie hat genau zwei Imprimitsvitdtssysteme, namlich die Zerlegungen
{Py(N), Py(N)} und {{M, M}| M S N} von P(N), die den Aquivalenz-
relationen aus 4.1.14 entsprechen.

Beweis. Wegen 4.1.14 bleibt zu zeigen, dafl es keine weiteren Imprimi-
tivititssysteme gibt. Es sei & € 2-Inv (S;1 S,, P(X)) eine nichttriviale
Aquivalenzrelation. Da @ reflexiv ist und als Vereinigung von 2-Bahnen
(= primére Groen im V-Ring) dargestellt werden konnen muB, gilt

®=B,+ 3 B, mit I S{1,2,...,n}. Es sei | = mink. Da B, ein zu-
kel kel
sammenhingender Graph auf P(N) ist, folgt I = 2 (sonst ware @ zusam-

menhédngend und damit trivial). Fiir ! = n ist & = B, 4+ B,, und wir sind
fertig. Bs sei ! = 2. Wegen der Transitivitit ist & = @' = Po -0 P
(Re]atxonenprodukt) Wegen B, S @ und B,; S Bi (vgl. Definition 4.1.4)

folgt Z,' B,; S @ (n' = |n/2]). Ware zusatzlich noch B,;,, & @ fiir ein

P = 1 so wire B, S ®o P = &, weil 8};,,,; 3 0 ist (nach der Formel in

4.1.10; man beachte: Ist @ *® = }'5;B;, so ist Po P = B;, vgl
8,%+0
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S. 119 nach 3.3.2), im Widerspruch zu ! = 2. Also ist @ = }; B,;. Schlie-

1=0
lich sei 2 <! < n. Dann zeigt man mit 4.1.10, daB sj; +=0ist,d. h. B, = P
im Widerspruch zu 2 < 1. 1

4.1.16. Fiir einen Graphen I" mit der Knotenpunktmenge ¥ und der Auto-
morphismengruppe (@, V) = Aut I sei ¥ = {V,, ..., V,} ein Imprimitivi-
tatssystem von (@, V). Auf V wird ein Graph I' — der sogenannte Faktor-
graph von I' nach ¥ — konstruiert, und zwar sei

=V, V)|3z€eV;3ye V;: (x,y) € T}.

Man iiberlege sich, daBB dann jeder Automorphismus von I' einen Auto-
morphismus (méglicherweise den identischen) von I" induziert (Ub!).

4.1.17. Beispiele. Fiir I' = B,(n) (n = 2) gibt es nach 4.1.15 zwei Faktor-

graphen mit 2 bzw. 22~1 Knotenpunkten. Mit [], sei der Faktorgraph von

‘B,(n) nach dem Imprimitivitatssystem {{{M, M}|M < N} (was der Aqui-
in/2]

valenzrelation 3 B,;(n) entspricht) bezeichnet. [], hat 27~ Knotenpunkte.
i=0

3

Man sieht leicht, daB [, isomorph zu By(n — 1) + B,_,(n — 1) ist (Ub!,

1001
{0,3}

fo} {34}
Abb. 27. Der Clebsch-Graph O,

10 XKlin, Angewandte Algebra
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man kodiere jedes V; = {M, M} des Imprimitivititssystems durch den-

jenigen der Vektoren y(M), (M) = y(M), dessen letzte Komponente 0 ist,
und lasse diese Komponente dann weg). Betrachten wir die Graphen [],
fiir kleine n:

[Js» Oz bzw. []; sind vollstandige Graphen (ohne Schlingen) mit ein,
zwei bzw. vier Knotenpunkten. [], ist isomorph zu B,(3) + B4(3) und
damit isomorph zu K,, — dem vollstindigen paaren Graphen mit acht
Knotenpunkten und zwei gleichen Teilen. Den ersten interessanten Graphen
erhalt man bei » = 5. [J; hat einen eigenen Namen — es ist der Clebsch-
Graph (eine Erweiterung des Peters;‘n-Graphen); er ist in Abb. 27 darge-
stellt, wobei die Knotenpunkte V; = {M, M} durch die kleinere der Mengen
M und M S N = {0,1,2,3,4) reprasentiert wurden und auch die oben
angedeutete Kodierung durch {0, 1}-Vektoren der Liange n — 1 angegeben
ist. Zwei Punkte M,, M, € P(N) (|M;] € {0, 1, 2}) bzw. «,, 3 € F*! sind
genau dann mit einer Kante verbunden, wenn |M, a M,| oder |M, a M,|
bzw. der Hamming-Abstand von «; und «, gleich 1 oder 4 ist.

E. Die Obergruppen von S;1 S,

In 3.3 haben wir gesehen, daBB die Frage nach den Obergruppen einer Per-
mutationsgruppe (@, N) zur Untersuchung des Verbandes der zellularen
Unterringe des V-Ringes B(@, N) fiihrt, Dielfn 3.4 betrachteten induzierten
symmetrischen Gruppen hatten in der Regel jedoch nur die zwei trivialen
Unterringe. Interessanter ist nun der Verband der zellularen Unterringe
von B(S; 1 8,, F*). Fiir kleine » kann man diese Unterringe durch syste-
matisches Probieren unter Verwendung der Formeln aus 4.1.10 finden.
Wir beschrinken uns hier zunachst auf die Falle n = 3 und » = 4, geben
die Unterringe durch ihre antireflexiven Basisgrofien an (die sich ja als
Summe der Basisgr68en By, ..., B, vonB(S; 1 S,) darstellen lassen miissen)
und fiigen auch einige Informationen iiber die Automorphismengruppe
hinzu.

4.1.18. Fall n = 3. Die nichttrivialen Unterringe von B(S; 1 S;, F?) sind
folgende:

BW,(38) = (B; + By, By), AutBW,(3) =5, 5,,
W,(3) = (B, + B;, By, Aut Wy(3) =S, S,.

Man sieht, alle nichttrivialen 2-abgeschlossenen Obergruppen von S; 1 S,
sind imprimitiv (weil die zugehorigen V-Ringe nichttriviale Aquivalenz-
relationen, namlich B, + B, bzw. B, 4+ B,, vgl. 4.1.14, enthalten).
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4.1.19. Fall n = 4. Die nichttrivialen Unterringe von 8(S, 1 S,, F*) sind:
W,(4) = (B, + B, + B3, B)), Aut W;(4) =851 8S,,
BWy(4) = (B, + By, B, + B,), AutW,(4) =28, S,,
W,(4) = (B, + B,, B, B, Aut BWy(4) ==~ S, ) S 8,
W(4) = (B, ++ By, By + By, Aut B,(4) =< (S)* X Ss,
W;(4) = (B, + B,, B, + By), Aut W;4) == (S,)* % S;s.

Die Automorphismengruppe (S;3)* X S5 von ¥, und BW; ist ein sogenanntes
halbdirektes Produkt, das in 4.1.22 genauer beschrieben wird. Man sieht
aber, daf} jetzt zwei der nichttrivialen 2-abgeschlossenen Obergruppen von
Sy 1 S, primitiv sind. Es sei erwiahnt, daf diese Gruppen dhnlich sind. Die
Basisgréflen B; + B, bzw. B, + B, der zugehérigen V-Ringe W, bzw.
W sind beide (als Graphen) isomorph zum Clebsch-Graphen [J5 (vgl.
4.1.17 und Abb. 27). (Ub!).

Fiir groBere n ist es sinnvoll, die zellularen Unterringe mit Computer-
einsatz zu suchen. Mit einem von V. A. ZA16ENKO entwickelten Programm-
paket [78] gelang es, alle zellularen Unterringe von B(S, 1 S,, F®) fiir
7 < 16 zu finden. Fiir jeden dieser Werte von = gibt es hochstens 17 nicht-
triviale Unterringe, von denen héchstens fiinf primitiv sind. Durch Ver-
allgemeinerung dieser Computerergebnisse war es maglich, fiilnf Klassen
primitiver zellularer Unterringe fiir den allgemeinen Fall n = 2k zu fin-
den:

4.1.20, Satz. Bs sei n = 2k, k = 4. Dann stnd die folgenden fiinf zellularen
Ringe primitive (vgl. 4.1.12) Unterringe des V-Rings B(S, 1 S,, F?):

‘Dl = (Bl + Bm Ba + Bn—l’ ey Bk + Bk-H);

P.=(B, + B, + B, , + B, B, + B, + B,; + By, ..., D)

mit @ = By + By + Byyy + Byys  fiir gerades k,
B, + By fiir ungerades k,

g)s = (Bl + Bzv B:l '+ Bb BE + Bﬁ’ ooy Bn—l + Bn):
S:Dc = (Z B«'+1 + Z Bciu: 2 Ba’n + 2 B“’+3)’
st = (E Bin + Z B«'+a’ Z Baiss + E Bn’u)‘

Die Summen erstrecken sich ilber alle $ = 0, fiir die die Indizes der B, den
Wert n nicht iiberschreiten.

10*
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Beweis. Die Unterringeigenschaften kann man mit 4.1.10 nachrechnen
(sie folgen aber auch aus 4.1.21). Die Primitivitat folgt aus 4.1.14, 4.1.15,
weil keine von den méglichen Aquivalenzrelationen (4.1.14) primare GroBe
ist. B

Bemerkungen. a) Fiir n = 6 bleibt 4.1.20 richtig, nur stimmen dann
Y, und ) iiberein.

b) Erst vor kurzem (1985) gelang es dem sowjetischen Mathematiker
M. E. MuzY{uUK, alle zellularen Unterringe von 8(S; 1 S,) zu beschreiben.
Grundlage fiir die vollstandige Beschreibung, die schlieBlich bewiesen werden
konnte, bildeten dabei die Computerresultate von V. A. Zaidmnxo fiir
n < 16. Es zeigt sich, daB es fiir gerades bzw. ungerades n mit » = 12 genau
16 bzw. 15 nichttriviale zellulare Unterringe gibt, wobei die primitiven genau
durch 4.1.20 gegeben sind. Diese Ergebnisse lassen sich sehr gut bei der
Untersuchung von Automorphismengruppen ,,diskreter, kombinatorischer
Objekte‘‘ einsetzen, deren Struktur unter Verwendung des n-dimensionalen
Wiirfels (siehe 4.3) beschrieben werden kann.

Aus der Sicht der Permutationsgruppen sind die (primitiven) zellularen
Unterringe erst dann interessant, wenn ihnen eine (primitive) Gruppe ent-
spricht. Es gilt nun:

4.1.21. Satz. Die primiliven zellularen Ringe 9),,...,Ps aus 4.1.20 sind
schursch (vgl. 3.3.14).

Beweis. Wir konstruieren in 4.1.22 eine Gruppe (H, F?) = (S;)* X\ Spn

mit §), = B(H, F*), woraus 4.1.21 folgt. Fiir die anderen Ringe ist der
Beweis vollig analog, aber technisch schwieriger. und soll hier weggelassen
werden. §
4.1.22. Wir konstruieren etne Gruppe (H, F") und zeigen ), = B(H, F"). Es
gei n = 2k. Wir betrachten F” als Vektorraum iiber dem Kérper F = {0, 1}.
Es seien ¢, = (1,0, ...,0), & =(0,1,...,,0), ..., & = (0,0, ..., 1) die Ein-
heitsvektorenund ¢, = (1, 1, ..., 1). Jede Permutationg € (8,4, {0, 1, ..., n})
induziert eine Abbildung §: F* - F* durch

o = ar610 + BgEge + - + Apepe fiir x = (@, @y, ..., a,) € FO.

Dies ist sogar eine Permutation (genauer ein Automorphismus des Vektor-
raumes), weil die Bilder ey, ..., &,, der Basis ¢, ..., &, wieder linear unab-
hingig sind (jede Auswahl von n Vektoren aus ¢, ¢, ..., &, ist linear unab-
hangig!), und es gilt

e = (o1 + = + &) = (or + 10+ - + £ns) — 600 = 0o
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(wegen ey + & + -+ + &, = 0), d.h., wir erhalten allgemein (&)’ = &
fiir 1+ =0, 1, ..., n. Die so induzierte Gruppe sei (8as1, P?) (sie wirkt wie
eine Untergruppe der Automorphismengruppe GL(2, n) eines n-dimensio-
nalen Vektorraumes). Wir definieren H als die Gruppe aller Permutationen

fﬂﬂ: F"—)‘ F":“H“i"'ﬂ (gES,..H,,BG F”)

(das sind affine Transformationen des Vektorraumes). H enthalt (S,1 S5, F®)
(Ub1, siehe 4.1.5), so daB jede 2-Bahn von H die Vereinigung gewisser Rela-
tionen aus {B,, B,,..., B,} = 2-0Orb (Sy1 S,, F*) ist. Um diese 2-Bahnen
zu beschreiben, nehmen wir ein « € F* mit d(0, x) = %, d. h. (0, «) € B,.
Der Vektor « hat algo i von 0 verschiedene Koordinaten, so daB af ent-
weder ¢ oder n — ¢ + 1 von 0 verschiedene Koordinaten hat, je nachdem,
ob &f = ¢, oder £ € (g, ¢q,...,¢,) ist (Us1), d. h. (0, a)f = (07, &F)
= (0, af) € B; 4+ B, ;,,. Weiter gilt

(o, &') € B;@(oc+ﬂ,o¢'-|—.ﬂ)€ B; fir g€ Fn.

Damit erhalt man (0, «)o8 € B; + B,_;,, fiir alle f,s € H; folglich ist
(0, ) = B; + B,_;,, eine 2-Bahn von H (s = 1,2, ..., 2), d. h. B(H, F)
= (B, + B;, B+ By, ..., By + Byy)) = 9: (n = 2k), was zu zeigen
war. Die Automorphismengruppe Aut §), enthalt damit (H, F*), und man
kann sogar Aut ), = (H, F%) zeigen.

Bemerkung. (§,+1, F#) ist der Stabilisator des 0-Vektors 0 in H und
erzeugt zusammen mit der Gruppe L = {f, | f € F*} die Gruppe H. L
ist die rechtsregulare Darstellung der additiven Gruppe des Vektorraumes,
gie ist isomorph zu (S,)* (direktes Produkt) und ein Normalteiler in H.
Die Elemente von S,,; wirken auf L (= F") wie Automorphismen. Deshalb
ist H == (S;)® X\ Sy ein sogenanntes halbdirektes Produkt (vgl. Bemer-
kung zu 1.7.13; zur Bezeichnung wurde dort allerdings die umgekehrte
Reihenfolge der Faktoren verwendet).

4.2, Boolesche Funktionen

A. Grundbegriffe nnd Bemerkungen

4.2.1. Die Funktionen f: F* - F mit F = {0, 1} heilen Boolesche Funk-
tionen (mit n Variablen). GewShnlich beschreibt man sie durch ihre Werte-
tafel (auch Wahrheitstafel genannt), wie es beispielsweise in Tabelle 5a
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fiir eine dreistellige . Boolesche Funktion f getan wurde. Offenbar ist
f: F* > Fvollstandig durch die Menge T(f) = {x € F" | f(x) = 1} bestimmt,
die der Trdger von f heilt (fir z = (x,, ..., 2,) € F* verwenden wir die
Schreibweise f(z) fiir f(z,, ..., #,)). Fiir die Funktion f aus Tabelle 5a ist
T(f) durch die dick markierten Punkte in Abb. 28a (S. 151) gegeben. Da
T(f) nichts anderes als eine Teilmenge von F» ist, ist durch f > T(f) ein
eineindeutiger Zusammenhang zwischen den n-stelligen Booleschen Funk-
tionen und Teilmengen der Knotenpunktmenge F® = V(B,(n)) des -
dimensionalen Einheitswiirfels gegeben. Spezielle Boolesche Funktionen
sind z. B. A, v, 71 (vgl. Tab. 5b), die in der Sprache der Mengen gerade die
iiblichen mengentheoretischen Operationen n, u, -~ (Komplement) dar-

stellen: T(f A f') = T(/) n T(), T(f v ) = T(f) v T(f), T(—f) =T

Tabelle 5

8) Ty Ty I f(xy, x4, 23) b) r Xy T ATy T,V Ty T
0O 0 O 0 0 O 0 0 ol11
0O 0 1 1 0 1 0 1 110
0 1 0 0 1 0 0 1 -
o 1 1 1 1 1 1 1
1 0 O 0
1 0 1 0
1 1 0 1
1 1 1 1

Bemerkungen. Boolesche Funktionen sind in der Mathematik und
ihren Anwendungen haufig zu finden. Wir erwihnen zwei Themenkreise.

a) In der Mengentheorie ist (P(N); n, u, ") die sogenannte Boolesche
Mengenalgebra, und jede Operation, die sich aus n, u, = zusammensetzen
1aBlt, z. B. g(4, B,C) = (A nB)u(Cn 4) (4, B,C < N), heiit Boolesche
(Mengen-) Operation. Thnen entsprechen eineindeutig die Booleschen Funk-
tionen, z. B. entspricht g die Funktion f(z;, s, 23) = (2, A 73) V (23 A —y2y).
Boolesche Mengenoperationen sind durch sogenannte Venn-Diagramme (ge-
nannt nach dem englischen Moralphilosophen und Logiker J. VENN (1834
bis 1923)) beschreibbar, die insbesondere zum Beweis von Identitaten
zwischen Mengenoperationen genutzt werden. Ein Venn-Diagramm!) be-
steht aus einem Rechteck, in dem n Kreise so eingezeichnet sind, daB das
Rechteck durch die Uberschneidung der Kreise in 2® Teile (Elementarge-
biete) zerlegt wird. Einige dieser Elementargebiete sind markiert (in Abb. 28b

1) auch Euler-Venn-Dfagramm genannt
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schraffiert). Interpretiert man die Kreise als Mengenvariable, so ist durch
die markierten Gebiete das Ergebnis der Mengenoperation festgelegt, die
mit dem Venn-Diagramm beschrieben werden soll. Beispielsweise definiert
das Venn-Diagramm in Abb. 28b die oben beschriebene Operation g. Ord-
net man jedem der Elementargebiete eines Venn-Diagramms den Vektor
o = (2, ..., 2y) € F* zu, wobei x; =1 ist, falls das Elementargebiet im
i-ten Kreis liegt (sonst x; = 0), dann definieren die den markierten Gebie-
ten entsprechenden Vektoren den Triger einer Booleschen Funktion f.
Dieses f beschreibt nun gerade die durch das Venn-Diagramm gegebene
Mengenoperation (im oben betrachteten Beispiel ist es das f aus Tabelle 5a
mit dem Triger wie in Abb. 28a).

1o m

Abb. 28. Triiger und Venn-Diagramm fiir f

b) Auch in der Aussagenlogik begegnen uns Boolesche Funktionen. Zwei
Formeln der Aussagenlogik (aufgebaut aus den Elementarfunktionen
A, v, T) sind genau dann aquivalent, wenn sie die gleiche Boolesche Funk-
tion realisieren. Jede Boolesche Funktion 1a8t sich aber auch durch eine
geeignete Formel beschreiben, z.B. durch die sogenannte disjunktive
Normalform (DNF, auch alternative Normalform (ANF) genannt).

4.22. Definition. Fir f: F* - P heifit die Formel
z‘l’l/\xgl/\ "'/\ZE:"
(01,05.....05)ET(])

die vollstindige disjunktive Normalform (DNF) der Booleschen Funktion f.
Dabei bedeute

a:‘,-"={ xz; fir o; =1, (=12 ...n).

W fiir G; = 0

Die Konjunktionen der Form «f* Axj: A --- A} heilen Elementarkon-
junktionen, und jede Disjunktion von Elementarkonjunktionen ist eine
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DNT. Beispielsweise ist

[(Z1, T3, T3) = (T2 A T AT3) v (T2 A Ty A )

VT ATy AT V(X A T3 A T,)

die vollstindige DNF der Funktion f aus Tabelle 5a.

Die vollstindige DNF ist eindeutig bis auf die Reihenfolge der Kon-
junktionen, die man aber durch eine vorher fixierte Ordnung auf den
Vektoren (g, ..., 0,) € F* festlegen kann. Die Bestimmung der DNF ist
eine Moglichkeit, um festzustellen, ob zwei Formeln des Aunssagenkalkiils
dquivalent sind. Dazu gibt es eine Reihe von Standardmethoden. Zahl-
reiche Aufgaben aus der Unterhaltungsmathematik (die meist auf Fragen
der Art ,,Wer ist wer?“, ,,Wer hat welchen Beruf?“, , Wer sagte di¢ Wabr-
heit?* fiihren), sind mit diesen Methoden lésbar (vgl. etwa [23], [32]).

Wir wollen uns in den nachsten Abschnitten jedoch anderen Anwendun-
gen der Booleschen Funktion zuwenden.

B. Minimisierung Boolescher Funktionen

Bei der Minimisierung einer Booleschen Funktion f geht es um die Aufgabe,
/ als Disjunktion von Elementarkonjunktionen (vgl. 4.2.2) darzustellen,
in der sowenig wie méglich Variablen vorkommen (minimale DNF). Wir
werden hier nur kurz darauf eingehen, da fast jede Publikation iiber Boole-
sche Funktionen diese Aufgabe behandelt (wir verweisen z. B. auf [25]).
Das Interesse an einer méoglichst optimalen Realisierung von Booleschen
Funktionen durch Formeln der Aussagenlogik (speziell durch DNF) ergab
sich urspriinglich daraus, daB8 Boolesche Funktionen die Arbeitsweise von
einfachen informationsverarbeitenden Systemen beschreiben: In Abb. 29
ist ein System mit n Eingdngen und m Ausgingen dargestellt, das Infor-
mationen an den Kingéngen zu solchen an den Ausgangen verarbeitet. Sind
an den Ein- bzw. Ausgingen nur zwei Werte méglich (z. B. 1 (Strom flie3t)
oder 0 (Strom flieBt nicht)) und vernachlassigt man Verzdgerungen, so

<

Abb. 29. Kombinatorischer Automat mit
n Eingiingen und m Ausgiingen
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kann jeder Ausgang als Boolesche Funktion der Eingange beschrieben
werden: y; = fi(%y, ..., x,) (¢ =1, ..., m) (man spricht dann von einem
diskreten kombinatorischen System oder kombinatorischen Automaten iiber
F). Hat man nun die elementaren Booleschen Funktionen A, v, —1 mit solchen
Systemen (Elementarbausteinen) realisiert, so 148t sich jede Boolesche
Funktion durch den geeigneten Zusammenbau (d.h. durch Netze) von
Elementarbausteinen realisieren. Die DNF beschreibt dabei, wie der Zu-
sammenbau vor sich zu gehen hat (A entspricht der Serienschaltung, v der
Parallelschaltung). Je kiirzer die DNF, desto optimaler ist die Realisierung,
d. h., desto weniger Elementarbausteine sind nétig.

Wir beschreiben hier eine Methode zur Bestimmung einer minimalen
DNF, weil diese mit dem n-dimensionalen Wiirfel B,(n) zusammenhéangt.

4,2.3. Definition. Ein Teilmenge U & F» heillt k-dimensionaler Teil-
wiirfel von F* (0 < k < n), wenn es n — k Koordinaten i, ..., 4, und
Werte Ciyy - Ci,_, € F gibt, so dal U aus allen Vektoren besteht, die auf
den ausgewahlten Koordinaten die fixierten Werte haben:

U= {(a,...,a) EPPla; =ci,...,a; = cij}.
Die Elementarkonjunktion

#(U) = i A oo AT ns

$1 ta-x

heiBt die zu U gehorige Elementarkonjunktion. Wir wollen U auch mit

U(y) bezeichnen, wobei y = (—, ..., —,Ci, —, +e0y =, Cip —5 -+, — Ci

—, ..., —) ein Vektor ist, dessen 1;-te Koordinaten gleich ¢, sind, wiahrend

alle anderen Koordinaten mit einem Strich (Leerstelle) gekennzeichnet
sind.

4.2.4. Es sei f: F* - F eine Boolesche Funktion mit dem Triger T(f}/ Ist
U ein k-dimensionaler Teilwiirfel mit U & T(f), so gilt T(x(U)) = T(f)
(Ubl). Fiir eine Uberdeckung T(f) = U U; durch k;-dimensionale Teil-
i€l
wiirfel U; (i € I) erhdlt man deshalb f(z,, ..., 2,) = \V 2%(U)), und jede
i€l
DNTF ist auf diese Weise darstellbar (U/b!). Man sieht sofort, daB die DNF
genau dann minimal ist, wenn 3 k; minimal ist. Damit haben wir ein Ver-
ier
fahren zur Bestimmung der minimalen disjunktiven Normalformen einer
Booleschen Funktion f gefunden, das zumindest fiir kleine Werte von n
brauchbar ist: Man suche in T(f) alle maximalen Teilwiirfel U (marimal
heiBlt, es gibt keinen héherdimensionalen Teilwiirfel in T(f), der U echt

enthilt) und bestimme die kleinsten Uberdeckungen T(f) = U U; (d.h.,

ier
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I ist minimal) durch maximale Teilwiirfel U; & T(f). Dann ist f(x,, ..., Z,)
= \/ #(U;) minimale DNF. Wir wollen dies an zwei Beispielen demonstrie-
iel

ren.

4.2.5. Beispiel. Es sei f die durch Tabelle 5a gegebene Funktion. T(f) ist
in Abb. 28a markiert. Die maximalen Teilwiirfel U; < T(f) sind hier alle
eindimensional: U, = U(0, —, 1) = {001,011}, U, = U(—,1,1) = {011,
111}, U, =U(1,1, —) = {110, 111}. T(f) = U, u U; ‘ist eine minimale
Uberdeckung, d. h.,

(1. T3, 23) = #(Uy) v %(Uz) = (—1 A Z3) V (71 A T,)

ist eine minimale DNF, die in diesem Beispiel sogar eindeutig bestimmt ist,
da es keine weitere minimale Uberdeckung gibt.

4.2.6. Beispiel. Es sei f: F¢ - F die Boolesche Funktion, deren Trager
T(f) in Abb. 30 durch dickere Punkte gekennzeichnet ist. Es gibt fiinf
maximale Teilwiirfel in T(f):

U, = U(—, —,0,0), U,=0U(0,1,0,—), Uy=1U(0,1, —,1),
U, = U0, —,1,1), Us=U(—,0,1,1).

110 11
1100 1101
0110 0114
U U,
/ 0100 0101
! 0011 Us
/ 1010 = 200 P
0001
0000
1000 1001

Abb. 30. Der vierdimensionale Einheitswiirfel und die maximalen Teil-
wiirfel in T(f)
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U, ist zweidimensional, alle anderen sind eindimensional. Es gibt mehrere
Uberdeckungen von T(f) durch solche Teilwiirfel, aber nur eine minimale,
namlich T(f) = U, u U; u Ug (vgl. Abb. 30). Die auch hier eindeutig be-
stimmte minimale DNF von f ist also

f(x1, 23, T3, x4) = 2(U,) v 2(U) v %(Us)
= (T3 A ) V(A T1 ATy AZ) V (—Ta ATy A ZY).

Die Theorie der Minimisierung Boolescher Funktionen enthalt natiirlich
viel mehr Aspekte, zu denen es zahlreiche Publikationen gibt (wir erwahnen
hier nur [25], [67], [16], [24], [55]).

C. Die Klassifikation Boolescher Funktionen+und der
Zyklenzeiger der Gruppe (S;1 S, F*)

Zwei diskrete informationsverarbeitende Systeme (vgl. Abb. 29, S. 152)
mit » Eingadngen und einem Ausgang nennt man dquivalent, wenn das eine
aus dem anderen dadurch entsteht, dafl man a) die Eingange umnumeriert
und/oder b) die Signale an (einigen von) den Eingangen durch ihr Komple-
ment ersetzt (d. h. 0 durch 1 und umgekehrt). Da die Arbeitsweise kombi-
natorischer Systeme eindeutig durch Boolesche Funktionen beschrieben
wird, filhrt die Aufgabe, alle wesentlich verschiedenen (d.h. paarweise
nicht dquivalenten) kombinatorischen Systeme zu charakterisieren, zum
Problem der Klassifikation Boolescher Funktionen. Dabei gehéren zwei
Boolesche Funktionen f,, fa: F* — F zur gleicken Klasse (man sagt auch, sie
sind vom gleichen T'yp oder sie sind dquivalent), wenn die zugehorigen
kombinatorischen Systeme aquivalent sind, was offenbar genau dann der
Fall ist, wenn

f2(@os «+ s Tna) = hal@ges -+ 237200)

ist fiir gewisse g € (S,, {0, 1, ..., — 1}), 05, ..., 64—, € F = {0, 1}. Ein Ver-
gleich mit 4.1.5 (man nehme g~! statt g und A; = e, falls a; = 1, k; = (01),
falls g; = 0 ist) zeigt uns, daBl f, und f, genau dann zur gleichen Klasse
gehdren (d. h. aquivalent sind), wenn ihre Trager T(f,) und T(f,) in der
gleichen 1-Bahn der Gruppe (S,1 8,, F*) liegen. Da die Potenzmenge
P(F») gerade alle (Trager von) n-stelligen Booleschen Funktionen be-
schreibt (vgl. 4.2.1) erhalten wir:

4.2,7. Das Problem der Klassifikation Boolescher Funktionen besteht in
dem Problem, die 1-Bahnen der von (S,1 S,, F?) auf P(F®) induzierten
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Gruppe zu bestimmen (und aus jeder Bahn ein Element bzw. die durch es
repriasentierte Boolesche Funktion anzugeben). Mit der Pélyaschen Theorie
haben wir auch schon eine Methode kennengelernt, wie dieses Problem —
zundchst als Abzahlproblem, vgl. 2.2.1 — im Prinzip gelost werden kann
(siehe 2.2.12):

4.2.8. Ist B(S;1 S, F*) der Zyklenzeiger von S; 1 §,, so ist nach 2.2.13
die erzeugende Funktion fiir die Bahnen der auf P(F#) induzierten Gruppe
gegeben durch

ts.s, (@) = B(S: 1 S, 1 4 ).

a8

Fiir 45 (x) = ) ot ist damit Iy gleich der Anzahl der paarweise nichi-
k=0
dquivalenten n-stelligen Booleschen Funktionen f, fiir die |T(f)| = k gili.

Es verbleibt also die Aufgabe, den Zyklenzeiger B(S,1 S., F*) zu be-
stimmen.

4.2.9. Beispiel. Wir betrachten den Fall n = 3. Hier kennen wir den
Zyklenzeiger 3(S, 1 S;, F®) schon, weil die Gruppe (S, 1 S;, F?) auf dem
dreidimensionalen Wiirfel F? = % wie die Transformationsgruppe D(%)
wirkt (vgl. 1.6.13). Die geometrischen Uberlegungen, mit denen die Klassen
konjugierter (bzw. dhnlicher) Elemente — und damit der Zyklenzeiger! —
bestimmt wurden, lassen sich jedoch nicht direkt auf den allgemeinen Fall
mit beliebigem # iibertragen. Deshalb beschreiben wir hier (zunichst sogar
fiir jedes n) einen anderen, allgemeineren Zugang zur Bestimmung der
Konjugiertheitsklassen bzw. des Zyklenzeigers:

Es sei f = (g, (ky, ..., ha—y)) ein Element von 8318, in Tabellenform
(vgl. 4.1.5, g € Sy, hy, -.., bay € S,). Da fiir die h; nur zwei Permutationen
(e und (01)) in Frage kommen, schreiben wir fiir f kiirzer

(g; Toy -+ dn—l) mit (60’ vy 0'n—l) € F"’

wobei
o= [0 T hi=e, i=0,1,...,n—1,
1 fiir &; = (01) € 8,,
ist. Die Wirkung von f auf ein Element (b,, ..., b,-,) € F* ist dann kom-

ponentenweise gegeben durch
b.‘ =g big-x @ O'ig-: (i = O, 1, cey N — 1; Vg] 4.1.5)

(@ bedeute hier Addition modulo 2), Ub!. Wir betrachten nun nicht die
gesamte Klasse der zu f konjugierten Elemente, sondern nur solche der
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Form t~1ft, wobei ¢t € S;1 S, die Tabellenform
t=(h;0,0,...,0)

haben soll. Es gilt ¢t = (¢9’; 7o, ..., T,,_l) mit ¢’ =h7lgh, 1; =0 g
t=0,..,n—1) (wegen b; I,_—rb.. _1,,6-)0' - bh_, -‘u(‘B"u—l -

= by Q—) Ty-)- Die Elemente ¢-1ft und f sind dhnlich (vgl 1.4.13). Ist

(g; 0y, ..., 0ay) die Tabellenform von f, so ergibt sich die Tabellenform von
t~1ft sehr leicht, wenn man auf die Zyklendarstellung von g elementweise
die Permutation h anwendet (vgl. 1.4.14) und dann das Element o; auf den
Platz mit der Koordinate #* getzt (3 = 0, 1, ..., n — 1). So erhilt man z. B.
fiir g = (01) (2) € S; und 2 = (012) € S; aus der Tabellenform f= (g;
1,1,0) € 831 S, die Tabellenform ¢-ft = ((12) (0); 0, 1, 1).

Zwei Tabellenformen f = (g¢; o, ..., 05—y) und f' = (¢"; 7o, - - ., Tu—) sollen
nun kombinatorisch dgquivalent heiBlen, wenn ¢ und ¢’ ahnlich sind und
(Toy v vy Tamp) = (o'o,,-., e “(,_l,h“) fiir eine Permutation & € S, mit g’ = hgh
gilt (wegen der Ahnlichkeit existieren solche k). Nach den obigen Uber-
legungen sind dann f und f’ dhnlich. Da die Klassen kombinatorisch aqui-
valenter Permutationen leicht zu iibersehen sind, kann aus ihnen ohne
Miihe der Zyklenzeiger bestimmt werden, indem man fiir je einen Reprasen-

tanten f den Typ 3(f) (vgl. 1.4.C. 8. 37) berechnet.

Fiir die Tabellenform f = ((01); 1,0, 0) € S; 1 S; gibt es z. B. folgende
finf weitere kombinatorisch &quivalente Permutationen: (t10); 0, 1, 0),
((02); 1, 0,0), ((20); 0,0, 1), ((12);0, 1,0)/ ((21);0,0,1) (wir verwenden
wieder die verkiirzte Zyklenschrelbwelse (02) = (20) = (02) (1)). Die
Permutation f wirkt auf F3 wie folgt (in Zyklenschreibweise):

f = (000, 010, 110, 100) (001, 011, 111, 101).

Fassen wir die Elemente von F® als die Dualzahldarstellung der Zahlen
0,1,2 3, 4,5, 6,7 auf, so laBt sich f auch als

f = (0264) (1375)

schreiben. Der Typ von f ist 3(f) = =}, so daB die Klasse der zu f kombina-
torisch dquivalenten Permutationen den Beitrag 6z} fiir den Zyklenzeiger
B(S, 1 8,) liefert. In Tabelle 6 (S. 158) sind die entsprechenden Ergebnisse
fiir alle Klassen aufgelistet.

Zusammengefalt ergibt sich also

3(8:1 85, F?) =

31 21, (a:l + 6xiz2 + 82222 + 132} + 8xzyz, + 1223),

was tatsichlich mit dem Ergebnis aus 1.6.13 iibereinstimmt.
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Tabelle 6
Nr. Reprisentant Zyklendarstellung Beitrag zum
einer Klasse Zyklenzeiger
1 (e; 0, 0, 0) (0) (1) (2) (3) (4) (5) (6) (7) xy
2 (e; 1,0, 0) (04) (15) (26) (37) 3z}
3 (e;1,1,0) (06) (17) (24) (35) 3z}
4 (e;1,1,1) (07) (18) (25) (34) xh
5 ((01); 0, 0, 0) (0) (1) (24) (35) (6) (7) 3ot
6 ((01); 1,0, 0) (0264) (1375) 622
7 ((01); 0,0, 1) (01) (25) (34) (67) 34
8 ((01); 1, 1, 0) (08) (17) (2) (3) (4) (5) REE
9 ((01); 0,1, 1) (0365) (1274) 6z
10 ((01); 1, 1, 1) (07) (16) (23) (45) 3z}
11 ((012); 0, 0, 0) (0) (142) (356) (7) 2322
12 ((012); 1, 0, 0) (023754) (16) 6xyzq
13 ((012); 1, 1, 0) (036) (174) (2) (5) 6zix3
14 ((012); 1,1, 1) (07) (132645) 22,74

Nun kénnen wir die eigentliche Ausgangsaufgabe — die Klassifikation
Boolescher Funktionen — lésen. Wir haben (vgl. 4.2.8)

ts.1s.(x) = BI(S, t Sa, 1+ x)
= é (1 + z)® + 6(1 + 2)* (1 + 2?)?

+ 8(1 + x)? (1 + 28)? L 13(1 + «?%)*
+ 8(1 + 29 (L + 29) + 12(1 + 2?)
=14« 4 82® 4+ 323 4 624 + 325 4 328 4 27 4 8.
Die Summe der Koeffizienten ergibt &g ,s (1) = 22, also verteilen sich die
256 (= 22) dreistelligen Booleschen Funktionen auf 22 Klassen dquivalenter

Elemente. Die einzelnen Koeffizienten geben detailliertere Informationen:
So gibt es z.B. genau 6 (= Koeffizient von x!) paarweise verschiedene
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nichtaquivalente dreistellige Boolesche Funktionen f mit |T(f)| = 4 (vgl.
Abb. 31, S. 160).

4.2.10. Beispiel. In der gleichen Weise wie in 4.2.9 laBt sich die Klassifi-
kation der vierstelligen Booleschen Funktionen durchfiihren. Dies wollen
wir dem interessierten Leser als Ubung iiberlassen und geben nur das
Ergebnis an: Es gibt 402 Klassen, und die erzeugende Funktion ist

tsgs (@) =142 4 42° + 623 + 1928 + 2725 + 5028 4 5627 4 7428
+ 562® 4+ 50210 + 27211 + 19212 4 6218 + 4214 + 215 218,

4.2.11. Bemerkungen. Die Konstruktion von 8(S;1 Ss, 1 + ) 148t sich
mit speziell dafiir ausgearbeiteten Regeln so vereinfachen, daB man direkt
vom Zyklenzeiger 8(S,) ausgehen und auf die explizite Berechnung der
Klassen kombinatorisch #aquivalenter Permutationen verzichten kann.
In groBler Allgemeinheit findet man solche Regeln in unterschiedlichen
(kombinatorischen oder algebraischen) Interpretationen z. B. in [31; 4.6]
und [45)]. Allerdings ist die praktische Bedeutung dieser Regeln nur gering,
weil bei wachsendem n nicht nur die Gesamtzahl |P(F®)| der Booleschen
Funktionen, sondern auch die Zahl = £, (1) aller paarweise nichtaqui-
valenten Funktionen ungeheuer schnell wichst (vgl. Tab. 7).

Tabelle 7
N ) 1 Y ¢
2 16 6
3 256 22
4 65 536 402
5 4 294 967 296 1228 158
6 264 878332481 o0 507 §0¢ €43 128

Um diesen Schwierigkeiten zu entgehen, kann man versuchen, eine
grobere Klassifikation Boolescher Funktionen zu betrachten, d. h. eine
Klassifikation beziiglich einer Obergruppe von S, 1 §, in S(F?). Fiir einige
solcher Gruppen findet man die entsprechenden Resultate in [68], [69].

In diesem Zusammenhang ist das folgende Problem interessant, das
unseres Wissens bisher noch nicht behandelt wurde:

4,2.12. Problem. Man beschreibe die 2-abgeschlossenen Obergruppen von
(Sz 1 8,, Fr) (das 1aBt sich mit den Ergebnissen von M. E. Muzy8uk durch-
filhren, vgl. Bemerkung b) nach 4.1.20) und klassifiziere die Booleschen
Funktionen beziiglich dieser Gruppen.
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D. Konstruktive Aufzihlung der Typen Boolescher Funktionen

Wir wenden uns nun der konstruktiven Lisung des Problems 4.2.7 zu. Die
Aufgabe, kombinatorische Objekte konstruktiv aufzuzihlen (vgl. 2.2.1),
betrachtete man meist auf empirischem Niveau in den einfachen Fillen,
wo diese Aufzihlung ohne Schwierigkeiten direkt durchfiihrbar war. So
ist es z. B. kein Problem, alle Trager T(f) von paarweise nichtaquivalenten
dreistelligen Booleschen Funktionen mit [T(f)] = 4 zu beschreiben, wie es
in Abb. 31 zu sehen ist (vgl. auch 4.2.9). Zum Nachweis der Vollstandigkeit
einer aufgestellten Liste kann dann das Cauchy-Frobenius-Burnside-Lemma
(2.2.1) bzw. die Pélya-Theorie dienen. Fiir viele Klassen kombinatorischer
Objekte st6B8t man jedoch bei der Losung einer konstruktiven Aufzahlung
auf ernsthafte und — wie schon in 2.2.1 erwahnt — meist uniiberwindliche
Schwierigkeiten. Deshalb ist es angebracht, sich diese Schwierigkeiten an
wenigstens einem Beispiel klar zu machen und mdgliche Wege zu ihrer
Uberwindung aufzuzeigen. Dazu soll uns die Klasse der Booleschen Funk-

tionen dienen.

Abb. 31. Die Tridger der sechs paarweise mchtaqmva]enten dreistelligen
Booleschen Funktionen mit |T(f)| = 4

f

4.2.13. Definition. Es sei C eine Menge Boolescher Funktionen. Eine
Abbildung y:C — M, die jeder Booleschen Funktion f € C einen Wert
y(f) in einer Menge M zuordnet, heit Invariante fiir C (beziiglich der
Gruppe (8, 1 S, F")), wenn zwei aquivalente Boolesche Funktionen stets
den gleichen Wert haben. Ein System (y;);c; von Invarianten heit voll-
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standig, wenn zwei Boolesche Funktionen f, und f, genau dann dquivalent
sind, wenn ihre Invariantensysteme iibereinstimmen (d. h., wenn (y.-(/,));e 1

= (Vi(ja))eu ist).

4.2.14. Beispiele. a) y: f > |T(f)| ist eine Invariante fiir die Menge aller
Booleschen Funktionen, y ist aber nicht vollstandig (Ub!).

b) Fiir C = {f: FF— F||T(f)) = 4} und { € C sei
o(f) = [d(=, y)][:.v}‘;T(n.z*y

die der GroBe nach geordnete Folge aller von 0 verschiedenen Absténde
(vgl. 4.1.4) der Punkte in T(f). Dann ist 8 cine Invariante fiir C' (Ub!). Aus
Abb: 31 ergibt sich sofort

6(!]) = @1 = [1’ 1’ 1’ 2’ 2’ 2]’ 6(’2) = .@8 = [l’ 1) 1’ 1’ 2: 2]:
8(fs) =Dy =11,1,1,2,2,8], 6(fa) =D =1[1,12,2,2,3],
6(!5) = ®5 = [1’ 1» 2’ 2, 3: 3], 6(/3) = @3 = [2, 2, 2, 2, 2, 2]

Folglich ist 8 ein vollstandiges System von Invarianten (hier bestehend
aus einer einzigen Invariante) fiir die Menge C, und wir empfehlen dem
Leser, sich selbstandig zu iiberzeugen (U/b!), daB dies sogar fiir die Menge
aller dreistelligen Booleschen Funktionen gilt (vgl. 4.2.16).

4.2.15. Ist es gelungen, fiir eine Menge C Boolescher Funktionen ein voll-
stdndiges System (y;);; von Invarianten zu finden, dann kann man die
konstruktive Aufzdhlung der Funktionen aus C in drei Etappen durch-
fiihren:

I. Man stellt eine Liste aller moglichen Wertetupel (¢;);; fiir das be-
_ trachtete Invariantensystem (y:);¢, auf.

I1. Man untersucht genauer, welche Wertetupel als Invariantensysteme
einer Booleschen Funktion nicht in Frage kommen koénnen und
streicht diese aus der Liste.

III. Fiir jedes Wertetupel (¢;);c; der (verbleibenden) Liste wird eine Funk-
tion f mit diesem Invariantensystem konstruiert (d. h. (¢;)ie; = (¥i(f))ier)s
oder es wird gezeigt, daB es keine solche Funktion gibt.

Von den meist heuristisch gefundenen Invarianten weil man haufig nicht
a priori, ob sie vollstindig sind oder nicht. Kennt man jedoch schon die
Anzahl k(C) der Aquivalenzklassen von C auf Grund von kombinatorischen:
Abzihlformelnr (z. B. Pélya-Theorie), dann kann man das oben beschrie-
bene Programm gleichzeitig zur konstruktiven Aufzihlung und "zum

11 XKlin, Angewandte Algebra
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Nachweis der Vollstandigkeit des betrachteten Invariantensystems nutzen:
(¥i)ier ist genau dann vollstindig, wenn bei III. genau ¥(C) Funktionen
iibrigbleiben (sind es weniger, so klassifiziert das Invariantensystem noch
zu grob und ist nicht vollstandig).

4.2.16. Beispiel (Fortsetzung von 4.2.14b). Wir wollen priifen, ob die
Invariante § vollstandig fiir C ist (Bezeichnungen wie aus 4.2.14b), und
filhren eine konstruktive Aufzihlung nach dem Schema 4.2.15 I.—III.
durch:

"I. Als mogliche Invarianten kommen folgende Elemente in Betracht:
D, — D (sieche 4.2.14), D, =[1,1,1,1,1,1], Dy=1[1,1,1,1,1,2],
D =1(1,1,1,1,1,3], D,0=101,1,1,1,23], 9,=[1,11,1,3,3],
D =1[1,1,1,2,3,3], ®3=[1,113,38,3], ®,=[1,12,2,2,2],
D =[1,1,2,3,3,3], Ds=1[1,1,3,3,3,3], D,=[1,2,2222],
Pis=101,2,2,2,2,3], 9,=101,2,2,2,3,3], Dy=11,223,3,3],
P =11,2,38,3,3,3], Dy,=1(1,3,3,3,3,3], ¥Vs=1[2,2,2,2,2,3],
Dae =[2,2,2,2,3,3], Ds=1[2,2,2,3,3,3], D=1[2,23,3,3,3],
Dy =12,3,3,3,3,3], Dys=13,3,3,3,3,3].

II. Wir betrachten einige einfache Eigenschaften des dreidimensionalen
Wiirfels B,(3), (die auch fiir beliebiges n formuliert werden kénnen und)

durch die einige der Wertetupel aus der Liste I ausgeschieden werden
kénnen:

Y4
(i) Es gibt nur ;r’elv Paare von Punkten (€ F3), die den Abstand 3 haben

(damit scheidenl Do, 5{,}}_‘3, ,[_‘b‘z;,]_&,, D.s aus). Diese Punktepaare sind
disjunkt (es scheiden ¥, ‘D,.;,S‘Dzo, D.¥ aus).

(ii) Es gibt in B,(3) keine Dreiecke (D,, g, D, scheiden aus).
(iii) Jeder Untergraph von B,(3) mit vier Kanten und vier Punkten ist
isomorph zu einem 4-Kreis (D,9, D,; scheiden aus).

Eine genauere Analyse des dreidimensionalen Wiirfels ergibt folgende
speziellen Eigenschaften:

(iv) Ist d(z, y) = 3, so ist jeder andere Punkt entweder zu x oder zu y
benachbart (Dyy, D, scheiden aus).

(v) Wenn vier Abstinde zwischen vier Punkten den Wert 2 haben, dann
sind auch die restlichen Abstande gleich 2 (D,,, D17, Dy scheiden aus).
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(vi) Fiir den Abstand d gilt die Dreiecksungleichung (®,, = [1,1,1,2,3,3]
scheidet aus: Dazu belege man die sechs Kanten des vollstandigen Graphen
K, mit den Zahlen aus ®,, und iiberzeuge sich, da@ stets ein ,,verbotenes‘‘
Dreieck mit den Kantenbelegungen 1, 1, 3 vorkommt).

II1. Es bleiben sieben Invariantenwerte iibrig. Zu 9, bis P, findet man
die Booleschen Funktionen f, bis f; (Abb. 31). Bei ®,, kann man sich un-
mittelbar iiberzeugen, dafl es keine Boolesche Funktion f mit 8(f) = ®,,
geben kann.

Aus 4.2.9 wissen wir, dafl es sechs Funktionen sein miissen, d. h., 8 ist
eine vollstindige Invariante fiir die Menge C.

Bemerkungen. Fiir beliebiges n ist § zwar eine Invariante, aber nicht
vollstindig: Betrachtet man z. B. die beiden vierstelligen Booleschen
Funktionen f,, f, mit den Tragern T(f,) = {0000, 1100, 1010, 1001} < P(F4)
und T(f;) = {0000, 1100, 1010, 0110}, so gilt 4(f,) = 8(fs) = [2, 2, 2, 2, 2, 2],
aber f, und f, sind nicht aquivalent. '

Das Problem, ein nichttriviales vollstandiges Invariantensystem fiir die
Booleschen Funktionen zu finden, ist noch weit von einer endgiiltigen
Ldsung entfernt. In [70] wird fiir die Menge der Booleschen Funktionen f
mit [T(f)] = k ein Invariantensystem untersucht, das aus Bewertungen der
Punkte des k-dimensionalen Wiirfels besteht. Jedoch fithrt die Benutzung
dieses Invariantensystems zu der Aufgabe, die Isomorphie bewerteter k-
dimensionaler Wiirfel festzustellen. Das ist in der Praxis nur dann durch-
fithrbar, wenn k klein gegeniiber = ist.

E. Lineare Codes iiber dem zweielementigen Kdrper

In diesem Abschnitt wollen wir den Leser auf eine spezielle, aber auBer-
ordentlich wichtige Klasse Boolescher Funktionen — die linearen Codes —
aufmerksam machen, ohne uns jedoch detailliert damit zu beschaftigen.
Die Theorie der algebraischen fehlerkorrigierenden Codes hat sich in den
letzten Jahrzehnten rasant entwickelt; in der schon klassisch zu nennenden
und als Standardwerk zu empfehlenden Monographie [51] sind bereits
fast 1500 Literaturstellen verzeichnet. Wir verweisen den Leser, der sich
mit der Kodierungstheorie naher vertraut machen will, zusitzlich auf
[4], [47], [48], [49] [56], [569].

Wir gehen davon aus, daB iiber einen gestérten diskreten Kanal Nach-
richten iibertragen werden sollen, die als Folgen von dualen Signalen (hier
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wieder mit 0 und 1 bezeichnet) verschliisselt sind. Die Kodierung soll nun
so erfolgen, daB die ‘bei der Ubertragung auftretenden Fehler mit hoher
Wahrscheinlichkeit erkannt und méglichst korrigiert werden kénnen (Fehler
bedeutet im weiteren stets Fehler eines Dualsignals der Folge). Nehmen
wir an, daB jedes Signal vom Empfanger mit der Wahrscheinlichkeit ¢
richtig und mit der Wahrscheinlichkeit p = 1 — ¢ falsch erkannt wird
(den Fehler, daBl ein Signal iiberhaupt nicht ankommt, wollen wir hier
ausschlieBen). Natiirlich wird man fiir eine zuverlassige Nachrichtenver-
bindung fordern, daBl ¢ > p, d. h., dal die Fehlerwahrscheinlichkeit klein
ist. Das folgende Beiapiel zeigt, daB mit hoher Wahrscheinlichkeit nur mit
einer kleinen Fehleranzahl zu rechnen ist (k = 0, 1, 2):

4.2.17. Beispiel. Es sei n = 20, p = 0,01, ¢ = 0,99. Die Wahrscheinlich-
keit, daB in einer Folge von n Signalen bei der Ubertragung k Fehler ent-
stehen, berechnet sich fiir die verschiedenen Werte k& wie folgt:

p(k = 0) = (0,99)2 ~ 0,818,
plk = 1) = 200,01 - (0,99)!° ~ 0,165,

pk = 2) = (220) - (0,01)2 - (0,99)® = 0,016,
plk>2) ~ 1 — 0,818 — 0,165 — 0,016 = 0,001.

Man wird also versuchen, solche Kodierungen zu finden, die eine (im Ver-
gleich zur Gesamtlange n) kleinere Anzahl von Fehlern erkennbar bzw.
korrigierbar machen.

4.2.18. Definitionen. Eine Folge von n dualen Symbolen, d.h. ein
Element von F®* (F = {0, 1}) heit auch Wort der Lange n. Eine Teilmenge
C < F* von Wortern heift Code iiber F.

Dazu kann man sich vorstellen, daf3 vereinbart wurde, die Nachrichten
mit Hilfe gewisser Worter der Linge n zu kodieren und im Verbindungs-
kanal zu iibertragen. Andere, nicht zu ¢ gehdrige Wérter sollen nicht ge-
sendet werden. Kommt ein Wort* das nicht zum Code C gehért(an), dann
muf ein Fehler vorliegen und der Empfinger kann u. U. den Fehler korri-
gieren. Je mehr sich die Wérter aus C voneinander unterscheiden (préaziser:
je gréBer ihr Abstand ist), desto einfacher wird es, Fehler zu erkennen bzw.
zu korrigieren.

4.2.19. Beispiele. a) Es sei n = 3 und C, = {000, 111} < F3. Dieser Code
erkennt bis zu zwei Fehler und korrigiert einen Fehler: Treten namlich
bei der Ubertragung eines Codewortes maximal zwei Fehler auf, so entsteht
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stets ein Wort, was nicht zu C, gehért, und man weil, es muBl mindestens
ein Ubertragungsfehler vorliegen. Nimmt man zusatzlich (!) an, daB
héchstens ein Fehler pro Codewort maglich ist, dann 1a8t sich dieser Fehler
genau angeben und damit korrigieren ; entsteht z. B. bei dem Codewort 000
ein Fehler, so erhialt man eines der Warter 001, 010, 100, und diese Warter
sind verschieden von den Wortern 110, 101, 011, die man aus dem anderen
Codewort 111 bei einem Fehler erhalt. Aus dem fehlerhaften Wort 1a3t sich .
also eindeutig das urspriingliche Codewort bestimmen (d.h., C, ist 1-
Fehler-korrigierend).

b) C; = {000,101, 110,011} € P® ist ein Code, mit dem man einen
Fehler zwar erkennen, aber keinen korrigieren kann (Ub!).

Je mehr Worter ein Code enthélt, d. h., je groBer sein Informationsgehalt
ist, um so geringer wird seine Zuverlassigkeit bei der Fehlererkennung. Es
ist eine Hauptaufgabe der Kodierungstheorie, einen Kompromif3 zwischen
diesen sich widersprechenden Forderungen zu finden. Jeder Code C' & F»
ist wegen 4.2.1 als Triager einer Booleschen Funktion interpretierbar. Der
in 4.1.4 betrachtete Hamming-Abstand d(z, y), d. h. die Anzahl der unter-
schiedlichen Koordinaten von @,y € F®, spielt in der Kodierungstheorie
eine wichtige Rolle.

4.2.20. Definition. Fiir C S F* heilt
d(C) = min {d(z, y) |2,y € C, x & y}
der Minimalabstand (Codeabstand) von C.
Man iiberlegt sich ohne Miihe:

4.2.21. Ein Code C < F* erkennt ¢ Fehler genau dann, wenn d(C) = ¢ + 1
ist. Der Code C kann ¢ Fehler korrigieren (ist ¢-Fehler-korrigierend) genau
dann, wenn d(C) = 2¢ 4 1 ist, d. h., jeder Code C erkennt d(C) — 1 Fehler

und korrigiert ld(o)z'__lJ Fehler. 1.

(Der Leser, dem die Begriffe unklar sind, nehme 4.2.21 als Definition.)
Die Menge F* kann als Vektorraum iiber dem zweielementigen Kérper
F betrachtet werden.

4.2.22. Definitionen. Ein Code C S F» heilt linearer (n, k)-Code, wenn
O ein k-dimensionaler Unterraum des Vektorraums F* ist (konkret bedeutet
das hier nur die Abgeschlossenheit gegeniiber der Vektoraddition; deshalb
handelt es sich hier auch um sogenannte Qruppencodes). Eine (k, n)-Matrix
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G, deren Zeilenvektorena;, ..., a; € Fn eine Basis fiir den Code O (als Teil-
vektorraum) bilden, heit Generatormatriz (oder Basismatriz) fiir C. Eine
Generatormatrix fiir den zu C orthogonalen (n — %)-dimensionalen Unter-
raum Ct = {x € Fr|2.y7 =0 fiir alle y € C} (y7 ist der transponierte
Vektor, ® - y7 die Summe der Produkte der Koordinaten (mod 2)) heiBt
Priifmatriz (oder Kontrollmatriz) von C. Fiir @ € Fr gei die Norm 24
(= @-27) die Anzahl der Koordinaten, die 1 sind (d. h. |]| = § < d(0, x)
= 1).

Jeder lineare Code kann durch eine Generator- bzw. Priifmatrix be-
schrieben werden:

4.2.23. Satz. Es sei C ein linearer (n, k)-Code, G eine (k, n)-Qeneratormatrix
und H eine (n — k, n)-Priifmatriz fir C. Danw gilt:

(1) C = (G | ® € P} (xG bedeutet Multiplikation Zeilenvekior mal Matriz),
(ii) C = fy € F* | Hy" = 0} (0 ist hier der (n — k)-dimensionale Nullvekior),
(iii) &(C) = min {Ja]| |z € C, = + 0}.

(iv) Sind je | Spalten von H linear unabhdngig, so ist d(C) =1 + 1 1=l
= k), d. h., C korrigiert (/2] Fehler. Sind insbesondere alle Spalten von H
paarweise verschieden und nicht der Nullvektor, dann ist C 1-Fehler-korri-
gierend.

Beweis. (i) bzw. (ii) folgt aus der Basiseigenschaft der Zeilen von G bzw.
aus bekannten Eigenschaften aus der linearen Algebra iiber orthogohale
Réaume. Fiir (iii) iiberlege man sich, daBd(x, y) = ||z + y|| ist (Ub!). Wegen
x + y € C (O ist Unterraum!) folgt die Behauptung.

(iv): Ist & € C, so folgt aus Hx¥ = 0, dafl die Summe von |jx| Spalten
von H gleich 0 ist, d. h., |x|| Spalten sind linear abhangig. Also haben wir
llz)] > I fiir alle 2 € C. &

Die Nutzung eines (n, k)-linearen Codes kann man sich so vorstellen,
daB die zu iibertragenden Nachrichten durch die 2¥ Wérter von F* gegeben
sind und durch die Kodierung ® > G (2 € F¥) mit zusatzlicher Redun-
danz fiir die Fehlerkorrektur versehen werden (im einfachsten Fall durch
-Anhingen weiterer Koordinaten, vgl. C jn 4.2.24). Die Matrizen G' und H
liefern mit 4.2.23 (i), (i) eine bequeme Methode, die Codewérter (z. B. aus
dem ,,Urtext F¥) zu erzeugen bzw. nachzupriifen, ob ein Wort Codewort
ist.

4.2.24. Beispiel. C = {x,, @, @5, 3, T,, 25, Ty, X,} S F8 mit 22, = 000000,
@, = 001101, a, — 010011, @, — 011110, x, — 100110, a2, — 101011,
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x, = 110101, &, = 111000 ist ein linearer (3, 6)-Code; @, 2, und &, sind
linear unabhangig, und

®, 100110
G=|z,|=]0 100 1 1
®, 001101

ist eine (3, 6)-Generatormatrix (man iiberpriife 4.2.23 (i)). Gemag 4.2.23 (iii)
ist d(C) = 3, also ist C' 1-Fehler-korrigierend (vgl. 4.2.21). Die Matrix

1 01100

H=({1 1 0 01 0
011001

ist eine Priifmatrix (man iiberpriife 4.2.23 (ii)). Der Wert d(C) = 3 folgt
dann auch aus 4.2.23 (iv).

Es gibt hier iibrigens eine einfache Regel, um H zu konstruieren: Wenn
G = (I; P) (d. h. Nebeneinander der Spalten von Einheitsmatrix I
und der Spalten von P), so ist H= (P7 I,) (vgl. etwa [569; Satz 7.12,
S. 157]).

4.3. Abstandstransitive und abstandsreguliire Graphen

Wie schon in der Einleitung zu Kapitel 4 erwihnt, werden wir uns nun mit
Klassen besonders symmetrischer Graphen beschaftigen, von denen der
n-dimensionale Einheitswiirfel nur ein Beispiel ist. Die Grundlagen der
Theorie der abstandstransitiven Graphen wurden u. a. von N. Bicas ent-
wickelt (wir verweisen auf [5] bzw. besonders auf [8]). Der geeignete alge-
braische Hintergrund wird — wie wir sehen werden — die Theorie der V-
Ringe bzw. der zellularen Ringe sein. Alle Graphen seien im weiteren
grundsétzlich ungerichtet und schlingenfrei (d. h., wir betrachten symme-
trische und antireflexive binire Relationen).

A. Abstandstransitive Graphen

Das Interesse an den abstandstransitiven Graphen hangt zum einen eng
mit Anwendungen in der Gruppentheorie zusammen. Eines der reizvollsten
und zugleich schwierigsten Probleme der Theorie endlicher Gruppen ist die
Klassifikation der endlichen einfachen (vgl. A.2.4) Gruppen. Die ersten un-
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endlichen Serien solcher Gruppen wurden schon im 19. Jh. entdeckt (z. B.
die alternierenden Gruppen A, fiir n = 5). Spater kamen weitere unend:
liche Serien hinzu. Die gesuchten Gruppen waren dabei stets als Unter-
gruppen von Automorphismengruppen spezieller Geometrien iiber end-
lichen Koérpern darstellbar. Die fiinf sogenannten Mathieu-Gruppen M,
(n = 11, 12, 22, 23, 24) waren lange Zeit die einzigen einfachen Gruppen,
die nicht in eine der bekannten Serien paBten (ihre Beschreibung als Auto-
morphismengruppen von Steinersystemen findet man beispielsweise in
[15]). Erst in den siebziger Jahren whdbtes-Jahrtinderts konnten weitere
21 solcher ,,sporadischen’* Gruppen gefunden werden, und zwar meist als
Normalteiler der Automorphismengruppen speziell konstruierter abstands-
transitiver Graphen. Dadurch wurde das Interesse an den abstandstran-
sitiven Graphen verstarkt, insbesondere weil sie auch fiir die schon be-
kannten einfachen Gruppen mit Erfolg eingesetzt werden konnten. Es sei
angemerkt, daB man heute die XKlassifikation der endlichen einfachen
Gruppen als ,,im Prinzip* abgeschlossen ansehen kann (vgl. [27]).

Ein weiterer Ausgangspunkt fiir das Interesse an den abstandstransitiven
Graphen ist bei Anwendungen in der Kodierungstheorie zu suchen, wie sie
z. B. in den Arbeiten von P. DELSARTE iiber kohidrente Relationensche-
mata (assoziation schemes) zu finden sind (vgl. [20], [65]). Wir kénnen im
Rahmen dieses Buches nicht weiter darauf eingehen und erwiahnen nur,
daB die aus dem n-dimensionalen Wiirfel sich ergebenden und auf S. 142
beschriebenen Hamming-Schemata dabei zu den wichtigsten kohérenten
Relationenschemata gehdren.

4.3.1. Definitionen. In einem (ungerichteten!) Graphen I'— (v(),
E(T')) bezeichne d(z, y), kurz d(z, y), den Abstand der Punkte z,y € V(I'),
d. h. die Anzahl der Kanten eines kiirzesten Weges zwischen z und y. Wir
setzen d(x, y) = oo, falls kein solcher Weg existiert (d. h., falls x und y zu
verschiedenen Zusammenhangskomponenten des Graphen gehdren), soiwie
d(z, x) = 0 fiir alle x € V(I"). Damit definiert d eine Metrik auf V() (Ub!),
vgl. A.3.8. Die Zahl d(I') = max {d(z,y) |2,y € V(I')} nennt man den.
Durchmesser von I'. Fiir i = 0, 1,2, ... und z € V(I') sei

Loy =z, y) € V(I') x V(') | d(, y) = 3},
Ti(x) ={y e V(I | d(z,y) =1} (,,Umgebung* von z im Abstand i);

insbesondere ist Iy, = A4, I';, = I' (genauer Iy = E(I'), wir werden
jedoch wie verabredet einen Graphen und seine Kantenmenge meist mit
demselben Buchstaben bezeichnen). Fiir einen Graphen mit Durchmesser
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d

d ist offenbar V(I") = U I';(x) eine Zerlegung von V(I'), die wir die Ab-
i=0

standszerlegung von I' beziiglich des Punktes x nennen wollen.

4.3.2. Definition. Ein Graph I’ heiflt abstandstransitiv, wenn fiir alle
z,y,«,y € V(I') mit d(z,y) =d(z',y’) ein Automorphismus g € Aut I’
existiert, so daB =’ = 29 und y’ = ¢? gilt. Abstandstransitive Graphen mit
primitiver Automorphismengruppe nennt man auch aufomorphe Graphen.

Offenbar fiihrt jeder Automorphismus eines Graphen I' zwei Punkte
mit dem Abstand i wieder in Punkte mit dem Abstand ¢ iiber, d. h. I;,
€ 2-Inv Aut I'. Ist I' ein zusammenhangender Graph (d.h. d(I") < o)
mit dem Durchmesser d, so gibt es folglich fiir Aut I' mindestens d + 1
2.Bahnen, da in I" Punktepaare mit jedem der Abstinde 0, 1,2, .... d exi-
stieren, d. h.:

4.3.3. Lemma. Fiir jeden zusammenhdingenden Graphen gilt
12-0rb Aut I'| = d(I') + 1. 8

Die abstandstransitiven Graphen zeichnen sich nach Definition gerade
dadurch aus, daB ihre Automorphismengruppe nicht mehr 2-Bahnen haben
kann:

4.3.4. Satz. Bin Graph I mit d(I') < oo st genau dann abstandstransitiv,
wenn die Automorphismengruppe Aut I' transitiv ist und den Rang d(I") +- 1
hat (vgl. 3.3.1). Es gilt dann

2-Orb Aut I' = (I, Iy, -+, Ty} - B (VEl. 4.3.2., 4.3.3, Ub!)
Als Folgerung ergibt sich:

4.3.5. Satz. Es sei (@, N) eine transitive Permulationsgruppe vom Rang
d+1(d=1,2,...), ® sei ein ungerichteter Graph mit dem Durchmesser d
und @ € 2-Inv (G, N) (d.h. P € B(G, N)). Dann ist & abstandstransitiv,
und es gilt 2-0Orb (@, N) = (D, Py, ---» Piay}-

Beweis. Wegen G S Aut @ und 4.3.3 gilt
d+1=12-0rb(Q,N)| = |2-Orb Aut d| =d + 1,

so daB die Behauptung aus 4.3.4 folgt. Weiter folgt ® € 2-Orb Aut P
= 2-0rb (G, N). 1

4.3.6. Beispiel. Der Graph B,(n) des n-dimensionalen Einheitswiirfels
hat den Durchmesser n und gehdrt zu dem V-Ring B(S,1 S,, F*) (vgl.
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4.1.9), der n 4 1 Basiselemente hat. Gemia8 4.3.5 ist B,(n) somit abstands-
transitiv.

Wir geben noch eine weitere Charakterisierung abstandstransitiver
Graphen.

4.3.7. Satz. Ein zusammenhdngender Graph I' ist genau dann abstands-
transitiv, wenn Aul I' transitiv (auf V(I")) ist und fiir ein (beliebiges fixiertes)
a € V(I') der Stabilisator (Aul I'), transitiv auf jeder Klasse I'y(a) der
Abstandszerlegung von I beziiglich a operiert. B (Ub)).

Wie kann man einen Uberblick iiber die abstandstransitiven Graphen
erhalten? Fiir eine konstruktive Aufzahlung symmetrischer Objekte ver-
sucht man gewdhnlich, zunachst irgendwelche Invarianten (meist Zahlen)
und Beziehungen zwischen diesen Invarianten (meist diophantische Glei-
chungen) zu finden. Danach versucht man zu kliren, wann Invarianten-
systemen, die den Beziehungen geniigen, auch wirklich ein konkretes Ob-
jekt entspricht. Fiir eine Reihe klassischer symmetrischer Objekte wird
dieses Vorgehen z. B. in [18] demonstriert. Wir werden auf diese Weise
die abstandstransitiven bzw. allgemeiner die abstandsreguliren (Ab-
schnitt B) Graphen untersuchen.

4.3.8. Die gesuchten Zahleninvarianten bieten sich im Blick auf 4.3.4 sofort
an: Da B(Aut I, V(I")) ein (wegen 3.3.6 sogar kommutativer!) V-Ring
mit der Basis Iy, I'y, ..., Iy ist, konnen die Strukturkonstanten sf;
(vgl. 3.3.1) zur Charakterisierung eines abstandstransitiven Graphen I" (mit
Durchmesser d) herangezogen werden. Fiir (z,y) € I'y), d.h. y € Iy (2),
gilt (wegen der V-Ring-Eigenschaften unabhangig von der speziellen Aus-

wahl der Punkte =z, y!):
sii =z € V(I | (x,2) € Ty A (2, y) € Ty}
= |{z € V(I') | 2 € T'y(%) A2 € T ()Y = |Tgy(w) n Tiyy(@)I -

In der Theorie der abstandstransitiven (bzw. -regularen) Graphen haben
einige dieser Strukturkonstanten, nimlich

81 851, Ss - 89T sbL 8L 8, 8t
eigene Bezeichnungen [b;; ;] bekommen, und es zeigte sich auf Grund der
speziellen Natur der V-Ringe, da8 durch diese wenigen Zahlen alle anderen
Strukturkonstanten vollstindig bestimmt sind (wir werden dies erst spiter
im Beweis von 4.3.15 sehen). Das motiviert folgende Definition :
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4.3.9. Definition. Fiir einen abstandstransitiven Graphen I' mit d(I")
= d < oo wollen wir

i(P) = [bo, bl! b2, coey bd—l; Cy, Cgy C3, ...y 04]

den Durchschnitisvekior (intersection array) von I' nennen; dabei seien
bi=|Ti@) n Iy 0=si=d—1), = I|I;_y@@) Tyl (=i
< d) fiir y € I';(x) (b;, ¢; sind unabhéangig von der konkreten Wahl von
z,y, vgl. 4.3.8). Bemerkung. Stets gilt ¢, = s}, = 1, und by = i, ist gleich
der Valenz k = deg (I') des (regularen!) Graphen I" (vgl. 3.3.4b).

Wie wir sehen werden, kann der Durchschnittsvektor nicht nur fiir ab-
standstransitive Graphen, sondern fiir die groBere Klasse der abstands-
reguldaren Graphen definiert und als Invariante genutzt werden.

4.3.10. Beispiel. Die anschaulichsten Beispiele fiir abstandstransitive
Graphen liefern die regelmaBigen Polyeder 7, @, ¥, J, @ (vgl. 1.6.12 bis
1.6.16). In 1.6.17 haben wir gesehen, daBl die Automorphismengruppe von
jedem regelmaBigen Polyeder mit Durchmesser d genau d antireflexive
Bahnen besitzt. Nach 4.3.4 sind sie also abstandstransitiv. Die Durch-
schnittsvektoren ergeben sich zu (Ub!)

i(9) =[3;1], i(J)=156,2,1;1,2,5],

(O0) =4, 1;1, 4], @) =[3.21,1,1:1,1,1,2,3].

(?) =[3,2,1;1,2, 3],
4.3.11. Beispiel. Der Graph B,(n) des n-dimensionalen Wiirfels ist ab-
standstransitiv (vgl. 4.3.5) und hat den Durchschnittsvektor i(B,(n))

=[nn—1,...,2,1;1,2,...,n — 1, n], der sich wegen 4.3.6 und 4.1.9
unmittelbar aus.4.1.10 berechnen 1a8t (Ub!).

4.3.12. Beispiele. a) Essein = 2m 4 1,und J = ¥,,_, = {(4, B) | |4 n B|
= m — 1} sei der in 3.4.1 definierte Graph mit der Knotenpunktmenge P}.
J ist ein sogenannter Johnson-Qraph (vgl. [17]), er hat den Durchmesser m
(Ub!). Wegen 3.4.3 und 4.3.5 ist J abstandstransitiv. Der Durchschnitts-
vektor ergibt sich zu

iJ)y=[mn—m);(m —1)(n—m —1),...,(m —3) (n —m —1), ...,
n—2m41;1,2% ...,14% ..., m?
(UBY, vel. 3.4.7, 345, Ty = P-s).

b) Fiir n = 2m - 1 betrachten wir den Graphen ¥, = {(4, B) | |4 n B|
= ?} mit der Knotenpunktmenge Pj,, ., (vgl. 3.4.1), der hier mit O, (engl.
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Odd graph [17]) bezeichnet werden soll (m = 2, 3, 4, ...). Wegen d(0,,) = m
und 3.4.3, 4.3.5 ist O, abstandstransitiv. Der Durchschnittsvektor ist

i(On) = m+l,m—1,m-1,m-—2,m_2,.,,,m_lﬂj;

2
1,1,2.2,..., lm“”‘J]
2

(Ubl, vgl. 3.4.8, 3.4.5; | =] bezeichnet den ganzen Teil von z, vgl. A.0). Der
Graph O, ist der in der Graphentheorie' wohlbekannte Petersgn-Graph,
den man aus Abb. 27 (S. 145) erhilt, wenn man die Punkte &, {0}, {1}, {2},
{3}, {4} weglaBt.

Wir merken an, daBl die Graphen O, und die Johnson-Graphen J auto-
morphe Graphen sind. Es gibt viele andere interessante Serien abstands-
transitiver (automorpher) Graphen (wir verweisen z. B. auf [35], [17]). Die
Frage nach der Existenz von abstandstransitiven Graphen mit gegebenem
Durchschnittsvektor werden wir im Zusammenhang mit den abstands-
reguliren Graphen behandeln.

B. Abstandsregulire Graphen

4.3.13. Definition. Ein (ungerichteter) Graph I" mit d(I") = d < oo heifit
abstandsreguldr, wenn fiir alle ¢+ € {0,1,...,d — 1} bzw. t € {1, 2, ...,d} und
Punkte z, y € V(I') mit d(z, y) = ¢ die Zahlen b; = |I';, ,,(2) n Iy(%)| bzw.
¢; = |[I'i_y(x) n I'y(y)| unabhangig von der speziellen Auswahl der Punkte
z,y sind (Bezeichnungen vgl. 4.3.1). i(I") = [by, by, ..., bg—y; €1, Cs, --:, €4)
heillt Durchschnittsvekior von I (es gilt b, = deg (I'), ¢, = 1).

Wegen 4.3.8 ist offenbar jeder abstandstransitive Graph auch abstands-
regulir. Wir werden bald sehen, daB die Umkehrung jedoch nicht gilt.
Der Grund, abstandsregulare Graphen einzufithren, liegt u. a. darin, da8
man dabei keine Informationen iiber die Automorphismengruppe mehr
benétigt. Das erdffnet einen kombinatorischen Zugang zu den abstands-
transitiven Graphen. Der nachste Satz zeigt uns im: Vergleich mit 4.3.5
deutlich, daB die Eigenschaft, abstandsregular zu sein, ebenso als kombi-
natorische Approximation der Eigenschaft, abstandstransitiv zu sein,
betrachtet werden kann, wie die zellularen Ringe kombinatorische Appro-
ximationen der V-Ringe sind.

4.3.14. Satz. Es ser B = MW(R) ein zellularer Ring mit dem kohdrenten
Relationenschema R = (R, R, ..., Ry} als Basis, und ® € W(R) sei ein
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ungericﬁteter Graph mit dem Durchmesser d. Dann ist @ abstandsregular, und
és gilt {¢(o), ¢(l)’ ceny ¢(d)} = {Ro, Rl, sevy Rd}.

Beweis. Durch Betrachtung der k-fachen Faltung ®* =P =* ...+ P
zeigt man ohne Schwierigkeiten (analog zum Beweis von 3.4.7, Ubl), daB
D, aus P, = P ableitbar ist, d. h., daB @ einen zellularen Unterring von
B erzeugt, in dem Dy, Pyyy, - - -, Pyyg) Primare Gré8en sind, und der deshalb
mindestens d 4 1 BasisgroBen enthalten muB} (das ist das kombinatorische
Analogon zu 4.3.3). Daraus folgt {®), Py, - P} = {Ro, By, -, By} und
die Zahlen b;, ¢; (vgl. 4.3.13) sind wie in 4.3.9 (bzw. 4.3.8) wegen 3.3.11(R3)
unabhangig von der Auswahl von z und y, d. h., @ ist abstandsregular. i

Nicht jede Folge von Zahlen b;, ¢; ist der Durchschnittsvektor eines
abstandsregularen Graphen. Der folgende Satz klart einige Beziehungen
zwischen den Strukturkonstanten abstandsregulirer Graphen.

4.3.15. Satz. Es sei I' ein abstandsregulirer Graph mit d(I') = d und (I")

== [bo, bl’ <oy bd_.l; cl’ 02, «ony cd]. ES 88"
35;‘ = 8;(, ¥) = |I'@(®) 0 P(j)(y)l fiir € I"“)(y)

(speziell ist st,,, = b;, st_,, = ¢;). Dann gilt:

(1) . 8;)(, y) hdngt nur von | = d(z, y) ab, aber nicht von der konkreten
Wahl der Elemente z, y (Sprechweise: s}; existiert).

(2) a; +b; + ¢ =by=degI' mit a; =& = |[y(®)n Iy(y)| fir

' y € Tylx) § =0,1,...,d; man selze c, = by = 0).

beby---b;_ . )
(3) %—l =k; mud k; = 8?5 = |I'm(27)| = ng I'(,-) ('v € V(P)).

' d d
4) Yasi=Yas: (1§,1€{0,1,...,d}), was konkret
=0 pe=0

4" bish_yj + aish + Cinsig = b8 _vi + a8k + Cia8fias
ergibt (da alle anderen Summanden O sind!).

Beweis. Wir zeigen zunachst fiir y € I';(z), daB s;,(z, y) = by — b; — ¢
gilt, also unabhangig von der Wahl der Punkte z, y ist, womit zugleich (2)
bewiesen ist. Auf Grund der Dreiecksungleichung (fiir die Metrik d) d(, y)

— d(y’ Z) é d(x’ Z) g d(ﬁb’, y) + d(y: Z) muB. jedes z€ I'(l)(y) zu 'r_'(t'——l)(x):
[ () oder I, (x) gehdren. Also gilt

I'y(y) = (Pu)(?/) n I'“__,,(:v)) u (P(l)(?/) n 1’(;,(2:))
U (T®) 0 Tiisn(®))-
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Daraus folgt

bo = |I'y(¥)| = |Ty)(y) o Li_y(@)] + [Tyy(y) n Tyl=)|
+ II'm(.'/) N I'(;H,(:r)l = b; + 8i5(x, ¥) + ¢,
was wir zeigen wollten.

Als nichstes zeigen wir die Gleichung (4) (die wegen der Dreiecksunglei-
chung offenbar dasselbe wie (4) ist) fiir fixierte Elemente z, ymit d(z, y) =1,
d. h.

(A7) biasi (@, ) + @iz, ¥) + i py8in 42, )
= bl—lsi—l.i(x’ y) + a;s;i(x, y) + €i418441.i(%, V).

Wir zihlen dazu alle Paare (v, v) € V(I') x V(I") mit u € Ii\(=), v € T'j\(y),
u € I'y)(v) auf zwei verschiedene Weisen, wie es in Abb. 32 skizziert ist:

Abb. 32

Tiir A = d(z, v) kommen nach der Dreiecksungleichung nur die Werte
t+— 1,4, ¢+ 1 in Frage. Es gibt also Ilay(x) n Lpy(0)] - [ Ty(®) 0 Tip()]
Paare (u, v) mit festem A. Der erste Faktor ist nach dem oben gezeigten von
v unabhangig und gleich s}, so daB also insgesamt
i+1 ’ ,

. p l3§1815(w, Y) = bia8ig (%, ¥) + aisiy(®, y) + ip18ii(@, Y)

=
Paare (u, v) existieren. Analog ergibt sich bei Betrachtung von zunichst
festem u = d(y, u), daB b;_,8;, i(z, y) + a;8i(z, y) + €14184,1.i(2, ) ebenfalls
die Anzahl der betrachteten Paare (u, v) ist.

Da wir schon die Existenz von s}, gezeigt haben, folgt aus (4") durch

Induktion iiber die einzelnen Indizes, daB jedes 8; existiert und aus solchen
st berechnet werden kann, deren Existenz schon (induktiv) bewiesen

1
wurde (beispielsweise s5,(x, y) = — (by8); + a6k, + o5k, — bysl, — a,8%5,
Ce
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man beachte s, = ;). Damit sind (1) und (4) bewiesen. Setzt man in (4)
bzw. (4') ! =0 und j =i + 1, so ergibt sich (da s% = 0 fiir ¢ 4 j und
8% = k; = deg I'y;) sofort ¢ ki = bik; (¢=0,1,...,d — 1), woraus

bibi—y--by b, folgt. Damit ist auch (3) bewiesen. |

Ci+1Ci***Ca

Bemerkungen. a) Betrachtet man die (d + 1) X (d + 1)-Matrizen
M; = (ay,) (6 =0,1,...,d) mit a, =%, (2,2€{0,1,...,d}), so 1aBt sich
die Bedingung (4) als folgende Matrizengleichung schreiben:

(4*) M,M; = b1 M + a; My + 6 Mj .

Analog kann man

(wegen k, = be) kiy1 =

d

(4**) M;M; = Z B%M‘.
k=0

zeigen.

d . d
b) Wegen V(I") = U I'(2) (vgl. 4.3.1) folgt \V(I‘)l: 14+ 3 k;.
i i=1

t=0
Aus 4.3.15(1) (und 4.3.14) folgt unmittelbar:

4.3.16. Folgerung. Ein Graph I" mit Durchmesser d < oo ist genau dann
abstandsreguldr, wenn {I'g), Lay .. g} ein kohdrentes Relationenschema
mit den Strukturkonstanten 8§ = |Iy(®) n I'y(®)| (fir d(z,y) = k) tst. Nl
(Vgl. 3.3.11))

Bemerkungen. a) Mit 4.3.15 haben wir auch bewiesen, daB der Durch-
schnittsvektor i(I") eines abstandsreguliren Graphen alle Strukturkon-
stanten und damit den zellularen Ring ({Iq), ---» I'g}) determiniert.
Wegen sf; = &¥; ist dieser Ring kommutativ (vgl. 3.3.6).

b) Ist I" insbesondere abstandstransitiv, so ist mit i(I") auch der ganze
V-Ring B(Aut I', V(I')) bestimmt (vgl. 4.3.8). I ist genau dann abstands-
transitiv, wenn R = {Iy), Ty --» Dy} ein kohdrentes Relationenschema
und W(R) ein schurscher zellularer Ring ist.

¢) Die Satze 4.3.14, 4.3.15 (bzw. 4.3.4, 4.3.5) zeigen, daB die zellularen
Ringe (bzw. V-Ringe) einen geeigneten algebraischen Apparat zur Be-
handlung von abstandsreguldren (bzw. abstandstransitiven) Graphen dar-
stellen.

4.3.17. Beispiel. Wir beschreiben einen ungerichteten Graphen, den
Shrikhande-Graphen (vgl. [66]) 2 mit 16 Knotenpunkten, die wir uns als
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die Felder der Additionstafel

+]10 1 2 3
0]0 1 2 3
111 2 3 0
2(2 3 0 1
3|13 0 1 2

der additiven zyklischen Gruppe Z, vorstellen konnen: V(&)= Nx N
fir N = {0, 1, 2, 3}. Zwei Punkte aus V(X) sind nun genau dann durch
eine Kante verbunden, wenn die Felder nicht in der gleichen Zeile oder
Spalte stehen und nicht den gleichen Wert haben, d. h.

EQ)={{z.y), @, ¢) e+, y+y,2+y+z +y}

Dann ist X offenbar ein regulirer Graph der Valenz deg X = 6 und
Z € 2-Inv (@, V(X)), wobei @ die rechtsregulire Darstellung der Grappe
Z, X Z, ist. Die Graphen I'y = 4 und

Iy ={{(=9), (@ 9) |y 4,2 € N}
I ={{@ 9. @ y) |+, y € N}
y={{z9), ) |z+y=2+v, z+}

sind ebenfalls invariant fiir @, und man rechnet leicht nach, daB8 I',, 2 und
X =T, + I'y + I'; die Basiselemente eines zellularen Unterringes ¥ des
V-Ringes B(@, V(X)) sind:

i« Ty =2+ X) fiir (i,7,k =(1,2,3),
ZxX =4X + 6% 4 90,
LeX=4Y 4 3%,

L«X=2X 42X+ 6T,.

Da d(&) = 2 ist, folgt aus 4.3.14, daB X ein abstandsregularer Graph ist.
Der Durchschnittsvektor ergibt sich aus den obigen Strukturkonstanten
zu i(X) = [6, 3; 1, 2]. X ist jedoch nicht abstandstransitiv! Um das einzu-
sehen, betrachten wir die Punkte + = (0,0), y = (0, 1) und z = (2, 2) in X
In der Metrik des Graphen X ist d(z, y) = d(z, z) = 2. Wire X abstands-
transitiv, so miifite ein Automorphismus ¢ € Aut X mit 2* = zund 22 = y
existieren. Die Menge {z, y} gehort jedoch zu nur einem vierelementigen
Untergraphen von Z, der keine Kanten besitzt (namlich U, = {z, , (0, 2),
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(0, 8)}), wahrend {z, 2} zu zwei solochen induzierten Untergraphen gehort
(namlich zu U, = {2,2,(0,2),(2,0)} und zu U; = {z, 2, (1,3), (3, 1)}),
woraus U3 = U? = U, folgen wiirde, was offenbar einen Widerspruch dar-
stellt (da o eine Permutation ist).

Es sei erwahnt, daB der Shrikhande-Graph X der Graph mit der kleinsten
Knotenpunktanzah! ist, der abstandsregulir, aber nicht abstandstransitiv
ist. Aus 3.4.16 kennen wir ein weiteres Beispiel eines abstandsreguldren,
aber nicht abstandstransitiven Graphen: Der Graph ¥, mit der Knoten-
punktmenge P3, (vgl. 3.4.1, 3.4.16) ist zusammenhédngend und d(¥;) =2
(wegen 4.3.14 folgt d(¥;) < 2 auch aus der Tatsache, daB ¥, zu einem zellu-
laren Ring %8 mit drei Basiselementen ¥ = 4, ¥,, ¥, + ¥, gehort) Ware
¥, abstandstransitiv, so ware I = B(Aut ¥,) im Widerspruch dazu, daBl
W nicht schursch ist (vgl. 3.4.16).

4.3.18. Satz. Es sei I" ein abstandsregulirer Qraph mit d(I') = d und i(I")
== [bg, by, .-+, bg—1; C1» Cs, - -+, Ca). Dann gilt:

B) b= b = = bay.

(6) 1=cl§02§“‘.§ cd.
(7) ci < by, falls i + j < dist.
(8) Ist cy =1, s0 ist a, -+ 1 ein Teiler von b, (a, = s},, vgl. 4.3.15).

(Die Bedingung (8) verdanken die Autoren einer Mitteilung von A. A.
Ivanov.)

Beweis. Zu (5). Fiir d(z,y) = betrachte man einen Punkt z mit d(z,2) =1,
d(z, y) =% — 1 Dann gilt I, q(®) n Ty (y) S T)2) 0 Ty (y), also
b; =8, <8 1=0b_,((=1,2,..,d —1). Analog folgt (6) aus I';_,(2)
n Iy S I'(i)(x) n Iy, (y) fiir d(z,y) =+ + 1.

Zu (7). Fiir ¢+ j=<d existieren z,y,z € V(I") mit y € I';(x) und
z € Iy j)(x) n Iijy(y). Dann ist I';_y(@) n Ly(y) € Lijen(?) 0 Ly (y), wor-
aus ¢; < b folgt.

Zu (8). Fiiry € I'y,(x)ist der induzierte Untergraph von I, der die (a, {-1)-
elementige Knotenpunktmenge (y} u (I'y)(z) n I'y)(¥)) hat, ein vollstin.
diger Graph (ohne Schlingen). Anderenfalls wiirden namlich Punkte
u, v € I'yy() n Iy)(y) mit (u,v) § I' (also d(xu, v) = 2) existieren. und es
ware {x, y} S I'y(®) n Ty (v), d. h. ¢y = |I'yy(¥) n I'yy(v)| =2 im Wider-
spruch zu ¢, = 1. Damit besteht I';(z) = U {y} u(ly(2) n Iy)(y)) aus

verayx)
der disjunkten Vereinigung von vo]lsta.ndlger‘l)Unt,ergra.phen mit a;, + 1

Knotenpunkten, d. h., a, + 1 ist ein Teiler von by = |I'(z)]. B
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Wie bei den abstandstransitiven Graphen, so stehen wir auch bei den
abstandsregularen Graphen vor zwei Aufgaben.

1. Zunachst versucht man alle Systeme i=[b,,...,b4 ;¢ ..., c4]
zu finden, die als Durchschnittsvektoren in Frage kommen kénnen. Dazu
werden moglichst viele notwendige Beziehungen zwischen den Zahlen b;, ¢;
aufgestellt, um die Anzahl der in Betracht kommenden Systeme i einzu-
schrinken. Die Bedingungen (2) bis (8) aus 4.3.15 und 4.3.18 sind Beispiele
solcher Beziehungen; sie tragen lokalen Charakter und kénnen durch kom-
binatorische Betrachtungen von Untergraphen (z. B. Umgebungen Tiy(2))
bewiesen werden. Es gibt aber auch globale Bedingungen, durch die z. B.
Beziehungen zwischen den Eigenwerten der Adjazenzmatrix eines abstands-
reguliren Graphen festgelegt sind und die mit Methoden der linearen Al-
gebra bewiesen werden. Wir kénnen im Rahmen dieses Buches nicht weiter
darauf eingehen und verweisen auf z. B. [7] und [19]. Bei der Suche nach
Bedingungen, unter denen abstandsregulire Graphen mit vorgegebenen
Parametern existieren, wurden wesentliche Fortschritte in jiingster Zeit
erreicht. Ausgangspunkt dabei war die Arbeit [37] von A. A. IvaNov
(wo z. B. die Abhingigkeit des Durchmessers eines abstandsregularen Gra-
phen von seiner Valenz und anderen Eigenschaften bewiesen wurde).

2. Hat man die Existenz von abstandsreguliren Graphen mit gegebenem
Durchschnittsvektor i gezeigt, so stellt sich die Frage nach der Eindeutig-
keit (d. h., wie viele I" mit i(I") = i gibt es?), die bisher nur in Spezialfillen
beantwortet werden konnte (vgl. [17]).

Wir erwihnen noch einen dritten Problemkreis (vgl. 4.3.A).

3. Erfiillt ein Durchschnittsvektor i alle bekannten Bedingungen fiir
abstandsregulare Graphen, so hat es Sinn, nach der Realisierung durch
abstandstransitive (oder sogar durch automorphe) Graphen zu fragen und
diese mdoglichst konstruktiv zu finden. Das folgende Vorgehen fiihrt: dabei
hiufig zum Ziel. Ausgangspunkt ist die- Voraussetzung, daf die Auto-
morphismengruppe @ = Aut I' des gesuchten abstandstransitiven Graphen
I’ eine Untergruppe H enthélt, deren Wirkung auf V(I') bekannt ist (wah-
rend (7 selbst nicht bekannt zu sein braucht). Nun untersucht man alle
zellularen Unterringe % des V-Ringes Q}(H , V(F)), deren Strukturkonstan-
ten gemif 4.3.14 die Existenz eines abstandsreguliren Graphen mit dem
gewiinschten Durchschnittsvektor i garantieren. Gibt es keine solchen
zellularen Unterringe, so gibt es keine abstandsregularen und insbesondere
keine abstandstransitiven Graphen I mit {(I") = i (vgl. 4.3.16). Anderen-
falls muBB man die gefundenen zellularen Unterringe %8 untersuchen und
priifen, ob Aul W (= Aut I') abstandstransitiv auf I" wirkt (aquivalent
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dazu ist, daB % schursch ist). Auf diese Art und Weise gelang es beispiels-
weise, die in [7] von N. Braas fiir die verbliebenen elf méglichen Durch-
schnittsvektoren gestellte Frage nach der Existenz automorpher Graphen
mit Durchmesser d < 5 und Valenz b, < 13 zu beantworten (fiir detailier-
tere Informationen dieser Ergebnisse von V. A. Za15gnko, A. A. Ivarov
und M. Ca. KLIN verweisen wir auf den Ubersichtsartikel [42]).

4.3.19. Bemerkung. Es gibt eine Reihe von Operationen (vgl. etwa [17]),
mit denen aus abstandsreguliren Graphen I' neue abstandsregulare Gra-
phen gewonnen werden kénnen. Ist beispielsweise I" ein abstandsregulirer
Graph, so ist auch der folgende paare Graph (den man die ,,2-Enifallung™
nennen kénnte) I'* abstandsregular: V(I'*) erhilt man aus V(I') durch
Verdopplung aller Punkte, d. h. genaner V(I'*) = V(I') X {1, 2}. E(I*)
besteht aus ungerichteten Kanten zwischen Punkten der Form (z, 1) und
(¥, 2), falls die ungerichtete Kante {z, y} zu E(I") gehért, d. h.

E(*) = {{(=, 1), (3 2)} | {z, 9} € E(I)}.

Die 2-Entfaltung X* des Shrikhande-Graphen (vgl. 4.3.17) ist z. B. ein
abstandsregularer (aber nicht abstandstransitiver!) Graph mit i(Z")
=6, 5, 4; 1,2, 6] (Ub!).

C. Sireng reguliire Graphen

Im Zusammenhang mit Steiner-Tripel-Systemen und speziellen Block-
planen und vielen anderen kombinatorischen Strukturen ist die Klasse der
abstandsreguliren Graphen vom Durchmesser 2 von besonderem Interesse.
Diese Graphen haben einen eigenen Namen bekommen: sie heifien streng
reguldre Graphen.

4.3.20. Die Strukturkonstanten eines streng regularen Graphen I" werden
traditionsbedingt nicht durch den Durchschnittsvektor i(I") = [bo, b1 ; ¢4, 2]
charakterisiert, sondern durch » = |V (I")| und die Strukturkonstanten

k=b0 (=k1=deg1‘),
A=a, (=),
u==¢y (=2¢%) (Bezeichnungen vgl. 4.3.15).

12*
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Wir wollen p(I") = (v, k, I, 4, #) den Parametervektor des streng reguliren

Graphen nennen. GeméB 4.3.15(3) und (2) ist dann b, = %'= u und
a, + b, + 1 = b,, woraus sofort 0 k

Bk — 2 — 1) = I

folgt. Weiter gilt |V(I')] = 1 4 &, + k. (vgl. Bemerkung b) nach 4.3.15),
d. h.

v=14%k41.
Diesen Bedingungen mu8 also jeder Parametervektor geniigen.

Der folgende Satz charakterisiert anf verschiedene Weisen streng regu-
lare Graphen.

4.3.21. Satz. Fiir einen ungerichteten Graphen I' (mit mindestens einer Kante
und einer Nichtkante) sind die folgenden Bedmgwngen dquivalent :

(i) I' ist streng reguldr (d. h. abstands'mww und d(I') = 2) mit dem
Parametervektor (v, k, 1, 2, p), k, A, u = 0.

(ii) Das Komplement I’ ist streng regidir mit dem Parametervektor
v, Lk, l—k+pu—1,1—k+21+1).

(iii) Jeder Punkt von I' hat genau k Nachbarn, fiir jedes Paar (z, y) adja-
zenter bzw. nichtadjazenter Punkte gibt es genau A bzw. u Punkte, die zu z
und zu y benachbart sind (k, 2, 1 + 0, v und 1 ergeben sich ausly = k(k — 1 — 1),
v=1+k+1).

(iv) Fiir die Adjazenzmatriz A = W(I") gilt die Matrizengleichung

A2 =kl + 24 + p(J — 4 — 1)

fiir gewisse Zahlen k, A, u + 0 (I ist die Einheitsdiagonalmatrix, und J
bezeichne die Matrix, die an allen Stellen eine 1 hat).

(v) {I,4,J — 4 — I} (Bezeichnungen wie in (iv)) bilden die Basis

(der Matrizendarstellung, vgl. Aufgabe 3.5.11, S. 136) eines zellularen Ringes
mit den Strukturkonstanten k = 83, A =3}, u = sf,,i'= 839,

Bemerkung. LaBt man in (iii) auch den Wert 0 fiir 2 oder u zu (in (i)
bedingt d(I') =2, daB k 50, u 40 ist, wiahrend i1 =0 méglich ist),
so erhilt man weitere Graphen, die ebenfalls als (sogenannte imprimitive)
streng regulare Graphen bezeichnet werden, namlich m e K, (= disjunkte
Vereinigung von m vollstindigen Graphen K,) fiir 4 = 0 sowie m e K,

fiir 1 = O (speziell paare Graphen K, , = 2 ¢ K,), Ub!.
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Beweis. Der Beweis folgt nahezu sofort aus den Definitionen und uns
bereits bekannten Satzen (Ub!):

(i) & (iii): Die Bedingungen in (jii) sind nur eine Umformulierung der
Aussage, daB s,(z, y) fiir d(z,y) =0, d(z,y) =1 und d(z, y) = 2 unab-
hingig von der konkreten Wahl von «, y sind (s}, =k, &1, = 4, 51, = p).

(ili) & (iv): Ist A% = (%y); yeviry 90 i8t u. die Valenz des Punktes z,
und u,, (z # y) ist die Anzahl der Wege der Liange 2 vom Punkt z zum
Punkt y, d. h. u,, = |y,(%) 0 Ty)(y)]- Damit ist die Matrizengleichung in
(iv) nur eine komprimierte Schreibweise der Bedingungen aus (iii).

(i) « (v) gilt wegen 4.3.16 (man beachte I = A(4), 4 = WI"),J — 4 — 1
= W(T") sowie N(W) U(P') = A(¥ » ¥’), vgl. S. 136, Auvfgabe 11).

(ii) « (v)gilt sohlieBlich wegen4.3.186 bzw.4.3.14und (") =J — 4 — 1,
sowie (unter Benutzung von (iv))

J—Ad—Ip=U+(0—k+21+1)4
+l—k+pu—1)(J—A—1I.1

Wie in 4.3.21(v) verwendet man fiir streng regulare Graphen I' statt
des zellularen Ringes I = W({Iy, Iy [g}) (man beachte I'y, = 4,
Iy, = I', Ty = T') den ganzzahligen Matrizenring mit der Basis I = %(4),
A=WTI), B=J— A —I=%7T) (diese Ringe sind isomorph, vgl. Auf-
gabe 3.5.11a, S. 136). Zerlegt man fiir C € {I, 4, B} die Matrixprodukte
CI, C4, CB in Summen der Basiselemente, so sind die Koeffizienten die
entsprechenden Strukturkonstanten sf; von %; faBt man diese als Zeilen
einer Matrix ¢ auf, so erhilt man konkret (U/b!): '

1 00 0 1 0
I=@p=(0 10} Ad=@l)=|*F 2 p :
0 01 0 k—A—1 k—u
0 0 1
B=@E)=[0 k—21—1 k—p | (,5€(0,1,2}).
I I—k+A4+1 l—k+pu—1

Das sind genau die in Bemerkung a) zu 4.3.15 (S. 175) definierten Matrizen
M, M, M, und die dort betrachtete Gleichung (4¥) (bzw. (4*¥)) zeigt,
daB sich Produkte der Matrizen f, 4, B in die Basis {, 4, B} genauso zer-
legen lassen, wie die Produkte von I, 4, B in die Basis {I, 4, B} zerlegt
werden konnen (hier kann man das aber ohne Miihe auch direkt nachrech-
nen (Ud!)), d. h.:
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4.3.22. Batz. Fiir einen sireng reguliren Graphen I’ sind der zellulare Ring
QB({A I, T'}) und die Matrizenringe mit der Basis I, A, Bbaw. I, 4, B paar-
weise isomorph. A

Wir geben hier noch einen Satz an, der die Parametervektoren streng
regulirer Graphen stark einschrinkdt.

4.3.23. Satz. Es sei I ein streng regulirer Graph mit dem Parametervektor
(v, k, 1, 2, u). Dann ist eine von den folgenden beiden Bedingungen erfiillt:

I k=1=2u=2(1 4+ 1) (insbesondere haben I und T’ die gleiche
Valenz & = 1);

(11) Es gibt einen Teiler r von 2k + (A — u) (k + 1), so daf

(A—p)2 44k —pu)=1r% und 2k+@—p(k+] =v—1
(mod 2) ist. r

Der Beweis (vgl. [5], [6]) soll hier weggelassen werden; er fiihrt auf die
Untersuchung der Eigenwerte der Matrix 4 = (I") bzw. fi und verwendet
einfache Methoden der linearen Algebra. Eine systematische Untersuchung
von Spektraleigenschaften von Graphen findet man in [19].

4.3.24, Beispiele. a) Die in 4.3.10, 4.3.12 und 4.3.17 betrachteten abstands-
transitiven bzw. abstandsregularen Graphen vom Durchmesser 2 sind natiir-
lich (per Definition) streng regular, insbesondere das Oktaeder, der Peter-
s;‘n-Graph und der Shrikhande-Graph.

b) Fiir-q = p* (p Primzahl, ¢ = 1 mod 4) sei I" der wie folgt definierte
Graph: V(I')=F, (={0,1,...,9 — 1}), (z,y) € E(I') genau dann, wenn
Yy — v im Ga.lmskorper (F, +, ®) das Quadrat eines Elementes 151}/ I ist
dann ein streng regulérer Ger mit den Parametern

\Lg) q—3 g—1

t):q’ k=l=q———1 1= y B = 4

9 '’ 2

3

der auch der Paley-Graph P(g) genannt wird und den Fall (I) ans 4.3.23
illustriert. Die Automorphismengruppen der Paley-Graphen haben alle
den Rang 3. Fiir ¢ = 25 sind Beispiele anderer, zu P(g) nicht isomorpher
streng regularer Graphen mit dem gleichen Parametervektor bekannt.

c) Essei Ly(n) (n = 3) der ,,Gittergraph* mit nt Punkten, d. h.
V(La(n)) =NxN, N={,2,...,n};
B( Ly(n)) = {((=, 9), (2, ¥")) | z = 2’ oder y = y'}.
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Man sieht leicht, daB L,(n) ein streng regulirer Graph mit dem Parameter-
vektor (n? 2(n —1),(n — 1), n —2,2) ist (Ubl). Es gilt Aut Ly(n)
= 8,1 8, (Ub!, vgl. 1.7.18). Betrachtet man den Graphen aus Abb. 13
(S.70) als ungerichtet (Pfeile weglassen), so stellt er gerade den Gitter-
graphen L,(3) dar. Der folgende Satz zeigt, daB die Gittergraphen nahezu
eindeutig durch ihre Parameter bestimmt sind.

4.3.9b. Satz. Fiir n == 4 ist jeder streng reguldre Graph mit dem Parameter-
vektor (n®, 2(n — 1). (n — 1)%, n — 2, 2) isomorph zum Gittergraphen Ly(n).
Fiir n = 4 gibt es bis auf Isomorphie aufler Ly(4) nur noch einen Graphen
mit diesem Parametervektor, namlich den Shrikhande-Graphen X (vgl. 4.3.17).

Der Beweis kann rein kombinatorisch (vgl. [66]), aber anch mit Hilfe

von Spektraleigenschaften (vgl. [19]) gefithrt werden und soll hier weg-
gelassen werden.

D. Homogene Graphen

Stellen wir uns ein ,,System‘ (z. B. Verbindungsnetzwerk) vor, dessen
Struktur durch einen Graphen beschrieben werden kann. Um bei gréBeren
Systemen die Ubersichtlichkeit zu wahren, ist es sinnvoll, dem System eine
méglichst ,,homogene‘‘ Struktur zu geben, bei der Teilsysteme durch Sym-
metrien (= Automorphismen) auseinander hervorgehen. Im folgenden
letzten Abschnitt wollen wir solche — von unserem Standpunkt aus am
meisten symmetrischen — homogenen Graphen betrachten (die sich als
spezielle streng regulire Graphen herausstellen werden, deren Existenz aber
a priori nicht gesichert ist). Alle betrachteten Graphen seien wieder unge-
richtet und schlingenfrei. Induzierte Untergraphen wollen wir kurz Unter-
graphen nennen. Die dargestellten Ergebnisse findet man zum groflen Teil
in [26].

4.3.26. Definitionen und Bezeichnungen. Zwei isomorphe (!) Unter-
graphen @, und &, eines Graphen I" heillen gleichartige Untergraphen von I',
wenn ein Automorphismus f € Aut I' existiert, so da &f = &P, ist. Der
Graph I' heiBt k-homogen, wenn fiir alle I € {1, 2, ..., k} je zwei isomorphe
Untergraphen mit ! Knotenpunkien gleichartige Untergraphen von I
sind (damit ist der oben erwahnte vage Begriff ,,homogene Struktur*
prazisiert). Wir nennen I'" absolut homogen, wenn I' v-homogen ist, wobei
v = |V(I")| sei. Fiir einen Untergraphen ¢ < I' von I sei degp (P) (Valenz
von @ in I') die Anzahl der Punkte aus V(I'), die zu allen Punkten aus V(P)
benachbart sind. Ein Graph I" heiBt k-requldr, wenn fiir alle [ € {1, 2, ...,k
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die Be&ingung deg (P,) = degp(®;) fiir je zwei isomorphe Untergraphen
®,, P, mit ! Knotenpunkten gilt. Ein |V(I")|-regularer Graph heiBt absolut
requldr. Fiir x € V(I') sei

Ple)=1{ye V(N |(@,y)el, I'e)=1{yeVI)|(y) ¢I.

Der von Ja. Ju. Gor’FaND eingefiihrte Begriff der k-Regularitat wird
dadurch motiviert, da8 er sozusagen eine kombinatorische Naherung (man
braucht keine Automorphismen) fiir die £-Homogenitat ist, wie der Punkt
a) des folgenden Satzes zeigt. Wir geben einige unmittelbare Folgerungen
aus den Definitionen an:

4.3.27. Satz. a) Jeder k-homogene Graph ist k-regular.

b) Ein Graph ist 1-reguldr genau dann, wenn er reguldr ist.

c) Jeder 2-reguldre Graph ist streng reguldr (einschlieBlich der imprimi-
tiven Graphen, vgl. 4.3.21(iii) und Bemerkung zu 4.3.21) oder gleick dem
vollstindigen Graphen K, oder dessen Komplement K,.

d) Ein Graph ist genau dann k-homogen, wenn es sein Komplement
‘ist. B (UbY).

Bemerkungen. Wegen d) beriicksichtigt man bei einer Aufzéhlung
k-homogener Graphen I' meist nur einen der beiden Graphen I' bzw. I’
(gemaB 4.3.21(v) entspricht I" und I" ja auch nur ein zellularer Ring).
Die 1-homogen Graphen sind gerade solche mit transitiver Automorphismen-
gruppe.

Unser Ziel ist eine Beschreibung der k-homogenen bzw. k-reguliren
Graphen (k = 2), und wir geben zunachst notwendige Bedingungen an:
4.3.28. Satz. 1. Es sei I' ein k-regularer Graph (k = 2). Dann gilt

a) I'sst (k — 1)-regular;

b) Fiir einen (beliebtg gewdhlten) Punkt x € V(I') sind I'(x) und I'(z)
(k — 1)-reguldre Qraphen; ist k = 3, so haben I'(x) bzw. I'(z) (als streng regu-
lare Graphen, vgl. 4.3.27¢) fiir alle z € V(I') den gleichen Parametervekior
(v, k, 1, 2, p) bzw. (3, k, 1, 4, 7).

2. Ist k = 3, so folgt umgekehrt aus a) und b) auchk die 3-Regularitdt von I.

Beweis. 1. Ub! (a) folgt trivial, fiir b) betrachte man zu jedem Unter-

graphen & von I'(z) den Untergraphen von I" mit der Knotenpunktmenge
{z} u V(D))

2. Esseien @, und @, zwei isomorphe Untergraphen von I'". Ist | V(d,)] <2,
so folgt degp (P,) = degr (P,) € {k, 4, p}, weil I' wegen a) 2-regular und
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damit streng regular ist (vgl. 4.3.21(iii)). Es sei nun V()] =3 (2 =1,2).
TFiir die @; kommen vier verschiedene Graphtypen in Frage: die Graphen
mit 0, 1, 2 oder 3 (ungerichteten) Kanten und 3 Knotenpunkten. Betrach-
ten wir z. B. den Fall von zwei bzw. drei Kanten (alle anderen Falle 15st
man analog, Ub!), d. b.

V(¢,) = {=;, ¥i, Z,’} ’
E(¢t) 2 {{xi’ ?/i}) {:U,‘, zi}}- (i € {1’ 2})°

Es sei p(]"(x.-)) = (v;, ki, li, A, ). Fiir die Untergraphen @; mit V(®}) = {y;,2i)
gilt dann

N\ — N — li fiir {yi: zi} € E(‘D:),
degr (i) = degr(z‘)(dx) = {/‘i fir (g2 ¢ B().

Wegen b) folgt daraus degp (#,) = deg (P,), d. h., I'ist 3-regular.

4.3.29. Beispiele. (1) Die Graphen m e K, (das ist die disjunkte Vereini-
gung von m Kopien des vollstindigen Graphen K,), m, n = 1, sind absolut
homogen. Den Beweis fithrt man fiir festes n mittels Induktion iiber 7 und
benutzt dabei, daB Aut(m e K,) die Untergruppe Aut((m —1)e K,)

X Aut (K,) enthalt (Ub!). Ebenso sind die Komplemente m o K, absolut
homogen (vgl. 4.3.274d).

(2) Der Graph £y (ungerichteter Kreis mit fiinf Punkten und fiinf Kan-
ten, vgl. Abb. 5, S. 53) ist absolut homogen (Ub!).

(3) Der Gittergraph Ly(3) (vgl. 4.3.24¢) ist absolut homogen.

Bemerkung. Die Graphen &5 und Lg(3) gind zu ihren Komplementen
isomorph, so daB man durch Komplementbildung keine anderen absolut
homogen Graphen erhalt. Ubrigens sind es gerade die ersten zwei Paley-
Graphen (vgl. 4.3.24b): &5 = P(5), Ly(3) = P(9)-

(4) Die Gittergraphen Lg(n) mit n» =4 sind 3-homogen (UbY), aber
nicht 4-homogen. Um das letztere zu sehen, betrachte man die
beiden Untergraphen von Ly(n) mit den Knotenpunktmengen V(®,)
— ({1, 1), (1, 2), (2, 3), (3, 3)} und V(®,) = {(1, 1), (1,2), (2, 3), (2, 4)}. Dann
ist P, =2 @, aber deg; , (P) =1+ 0=deg;, (P), d. h., L.(n) ist
nicht 4-regular, also auch nicht 4-homogen, vgl. 4.3.274a).

Wir werden nun sehen, da8 es auBer (1), (2), (3) keine weiteren Beispiele
geben kann und daB8 die Begriffe absolut regular und absolut homogen
dasselbe sind:
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4.3.30. Charalterisierungssatz fiir absolut regulare Graphen. Jeder absolus
requlare Graph ist einer der folgenden Graphen

(i) me K,oder mo K, (m,n=1), (ii) &, (iii) Ly(3)
und ist damit auch absolut homogen.

Beweis. Wegen 4.3.29(1) bis (3) sind die angegebenen Graphen absolut
homogen. Der Beweis, daB es keine weiteren absolut reguliren Graphen I"
gibt, wird mittels Induktion iiber die Anzahl |V(I")] der Knotenpunkte ge-
fithrt. Dabei wird 4.3.28 benutzt: Folglich miissen die Untergraphen I'(z)
und I'(z) (nach Induktionsvoraussetzung) isomorph zu einem der Graphen
aus (i) bis (iii) sein. Der Fall, daB sowohl I'(z) als auch I'(z) zu den Graphen
aus (i) gehdren, wird im folgenden Lemma 4.3.31 abgehandelt (das von
eigenstindigem Interesse ist). Es bleiben zwei Faille iibrig: I'(z) == &;
bzw. I'(x) = Ly(3). Bin streng regularer Graph I' mit I'(z) 2 £, existiert
nicht (Ub!). Ist I'(z) =2 Ly(3), so folgt fiir die Parameter p(I") =(v,k,1,A, ),
daB k& = 9 und 1 = 2 ist. Benutzt man die Beziehung k(k — 1 — 1) = lu
und Satz 4.3.23, so gibt es nur eine Méglichkeit p(I") = (16, 6, 9, 2, 2), und I
kann nach 4.3.25 nur L,(4) oder X sein, diese beiden Graphen sind aber nicht
absolut homogen (fiir L,(4) siehe 4.3.29(4); T ist nicht einmal 2-homogen,
wie aus dem Beweis, daB Z nicht abstandstransitiv ist, folgt, vgl. 4.3.17,
S.176). B

4.3.31. Lemma. Es sei I' ¢in 3-regulirer Graph und z € V(I'), p,q,r1, s
€{1,2,3,...}. Dann gilt:

Ist I'(x) = und I'(x) = | dann ist I'= | und

a) pe K, p=2|qe K, q=2| L,(3)oder &5 |p=q=2,r=3s€(1,2}

b) pe K, ge K, s=2| @+ 1)eK,, p=1s=r+41
c) pek, qe K, s=22| (p+1)e K, |lg=1,r=8+1
d)peK, r=2|qok, (p+1)eK, |s=1,p=q+1

Beweis. Wir zeigen a): Aus den Bedingungen fiir I'(z), I'(z) folgt, daB
I’ ein streng regulirer Graph mit den Parametern & = pr,l = qs,1 =r — 1,
# = pr — (¢ — 1) s sein muBl. Mit k(k — A — 1) = lu (4.3.20) folgt daraus

(*) pyrs =p(p — 1) ™ +-q(q — 1) 2,

also p(p —1)u® —pgu +q¢ — 1) =0 mit u = L = 0. Dies bedingt-
8

(pq)* —4p(p —1)g(¢g — 1) =0, d.h. pg=4(p — 1) (g — 1). Diese Un-
gleichung hat fiir p, ¢ = 2 eine einzige Lésung p = g = 2, so daB wegen (*)
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auchr = sunddamit I'(z) = 2e K, I'(z) =20 K, , k=1=2r,1 =1 —1,
u = r folgt. Fiir r € {1, 2} definieren diese Bedingungen eindeutig die Gra-
phen &5 und L,(3). Den Fall »r = 8 fithren wir zum Widerspruch: Dazu
seiy € I'(z), dann ist |[I'g) n T @) = |[Tqy@) nTg@)|=b=k—2—1=r
(Bezeichnungen vgl. 4.3.20). Wegen I'(y) = 2 @ K, und r = 3 miifte folglich
I'(y) n I'(z) mindestens ein Dreieck enthalten; das kann nicht sein, da
I'(z) = 2 @ K, ein paarer Graph ist. Damit ist Fall a) bewiesen. Die Fille
b) bis d) beweist man mit analogen Uberlegungen (Ub!). B

Mit Satz 4.3.30 kann man sagen, da8 unter allen ungerichteten Graphen
die Graphen &5 und L,(3) am symmetrischsten sind, wenn man von den

trivialen Fallen m ¢ K, und m e K, absicht. Es zeigt sich aber auch, daf} die
Forderung der absoluten Homogenitat auBerordentlich stark ist.

4.3.32. Bemerkungen. a) Das Problem, die k-homogenen (oder k-regularen)
Graphen zu beschreiben, ist schon bedeutend komplizierter. Einen k-
homogenen Graphen, der nicht (k¥ — 1)-homogen ist, wollen wir scharf
k-homogen nennen. Fiir k = 1 oder k = 2 ist die Beschreibung der scharf
k-homogenen Graphen zu umfangreich. Einige Serien scharf 3-homogener
Graphen sowie eine konstruktive Aufzihlung der scharf k-homogenen
Graphen I" mit [V(I")] < 300, k = 3, findet man in [26] (fiir £ = 5 gibt es
keine). Der einzige bekannte nichttriviale scharf 4-homogene Graph ist
der sogenannte Schlafli-Graph mit dem Parametervektor (27, 10, 16, 1, 5),
den wir in 4.3.33 beschreiben werden (natiirlich ist wegen 4.3.27d auch das

Komplement mit den Parametern (27, 16, 10, 10, 8), vgl. 4.3.21(ji), scharf
4-homogen).

b) Es gibt Griinde fiir die Annahme, da8 man die k-homogenen Graphen
unter Benutzung der Klassifikation der endlichen einfachen Gruppen be-
schreiben kann (fiir ¥ = 3 oder k = 2). In diesem Zusammenhang ware
es von Interesse, einen Beweis zu finden, der fiir Kombinatoriker und
Graphentheoretiker (ohne Benutzung der umfangreichen Theorie der
einfachen Gruppen) zuganglich ist und der zeigt, daB die Liste der bereits
bekannten %-homogenen Graphen vollstandig ist. Ein solcher Beweis konnte
offenbar durch die Beschreibung der k-regularen Graphen gewonnen werden.
Einen wesentlichen Beitrag dazu leistete z. B. JA. JU. GOL’FAND, der mit
Methoden der linearen Algebra zeigte, daBl nichttriviale 4-regulare Graphen
nur solche Graphen M(r) mit den folgenden Parametern sein kénnen:

v.= (2r 4+ 1) (232r + 3) — 1),
k= 2r3(2r + 3),
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I =2(r + 1)3(2r ?ZI),
A=r2r —1)(r24+r—1),
u=r32r 4 3).

Dabei ist r ein positiver Eigenwert der Adjazenzmatrix des streng regularen
Graphen. Aus den Ergebnissen von JA. JU. GoL'FanD folgt auch, dafl es
Ieine nichttrivialen 5-reguliren (und damit keine 5-homogenen) Graphen
gibt. Die ersten beiden Glieder aus der Reihe der Graphen M(r) sind bekannt:
M(1) ist der Schlifli-Graph (der, wie schon erwiahnt, 4-homogen ist), M(2)
ist der sogenannte McLaughlin-Graph, der 275 Knotenpunkte hat und scharf
3-homogen sowie scharf 4-regulir ist (mit diesem Graphen wurde eine der
26 sporadischen einfachen Gruppen konstruiert). Es sei erwahnt, daf} der
Schlifli-Graph und der McLaughlin-Graph als streng regulire Graphen
eindeutig durch ihren Parametervektor bestimmt sind.

4.3.33. Fiir den Schlafli-Graphen gibt es eine Reihe ,,globaler* Beschreibun-
gen (vgl. etwa [26]), von denen die bekannteste die Darstellung der Punkte
durch 27 Geraden (in einer geeigneten Fliche) ist, wobei die Adjazenzbe-
ziehung dadurch beschrieben werden kann, wie diese Geraden sich schneiden.
Diese Konfiguration der 27 Geraden ist seit dem 19. Jh. wohlbekannt, ihre
Symmetrien reizten zu immer neuen Untersuchungen (vgl. [52]). Das
stetige Interesse an diesem Graphen hat mgglicherweise seine Ursache darin,
daf} der Schlifli-Graph vermutlich der einzige scharf 4-homogene Graph ist.
Wir wollen hier — ausgehend von zwei nichtadjazenten Punkten z, y — eine
,,Jokale’“ Beschreibung des Schlafli-Graphen I' angeben (aus der relativ
einfach die 4-Homogenitit bewiesen werden kann):

ViIY={zx,9} uV,uVau Vau V,,
Vi = {a), @, a3, ay, a5}, Vi =-{b,, by, b3, by, b3},
Va={er, 60,65 €065, Vi=1{diy|s,5€1,1 3},
I—1{1,234,5).
E(I") besteht aus allen (ungerichteten) Kanten der Gestalt
{z,a}, {26, {wad, {y,e}, {ai, b}, {ai, e},
{bir ey faw diz}, i, dis},  {ein dighy  {dijy A},
wobei ¢, 7, k, I € I beliebige paarweise verschiedene Indizes sind.

Bemerkung. Der Untergraph I'(z) ist gerade der Clebsch-Graph [Js,
vgl. 4.1.17 und Abb. 27.
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4.4. Aufgaben

1.

Man zeige, daB die zwei in 4.1.4 gegebenen Definitionen fiir die Graphen B;(n)
(i = 0, 1, ..., n) dquivalent sind, insbesondere, da die Abbildung 4 x(A) aus
4.1.3 einen Isomorphismus darstellt.

. Man zeige, daB8 die Graphen B,(n) und B,_,(n) isomorph sind, falls n eine gerade

Zahl ist (speziell fiir n = 4).

Man beweise: Fiir eine transitive und imprimitive Permutationsgruppe haben
alle Klassen eines Imprimitivititssystems die gleiche Michtigkeit (vgl. 4.1.11).

Man priife, ob die Invariante § aus 4.2.14b) ein vollstindiges Invariantensystem
fir die Menge aller dreistelligen Booleschen Funktionen ist.

Man finde ein Invariantensystem fiir C = {f: FA — F | |T(f)] = 4}, das fiir die
beiden Funktionen f,, f; aus der Bemerkung (S. 163) nach 4.2.16 unterschiedliche
Werte ergibt. Ist das gefundene Invariantensystem vollstindig fir C? Man
versuche, damit eine konstruktive Aufzahlung der Funktionen aus C' durchzu-
fithren, vgl. 4.2.15. '

. Es sei I" ein abstandsregulirer Graph mit d(I") = 2, i(I") = [k, b;; 1, ¢;} und

a, = ¢y & 0. Man beweise: Dann ist die 2-Entfaltung I'+ von I' (vgl. 4.3.19)
ein abstandsregulirer Graph mit d(I"+) = 3 und i(I't) = [k, k— 1,k—ce; 1,09, k]
Man benutze dieses Ergebnis zur Bestimmung von i(Z+) (Z ist der Shrikhande-
Graph).

Man zeige: Der CLEBSOH-Graph [y ist scharf 3-homogen (man benntze Abb. 27
und die dort gegebene Numerierung der Punkte, vgl. 4.1.17).

Man beweise 4.3.27.

. Man zeige: Eine Menge M & N ist genau dann Element eines Imprimitivitits-

systems einer Permutationsgruppe (@, N), wenn fiir alle g € G entweder M9 = M
oder M9 n M = DO gilt (vgl. 4.1.11).



Algebraischer Anhang

A.0.  Mengentheoretische, logische und andere Symbole

n, N Durchschnitt

u, U Vereinigung

AN Mengendifferenz, 4 \ B = {z |z € A A = 4 B)

A Konjunktion, ,,und*

v Disjunktion, ,,oder*

3 ,,€8 existiert ein*

Y »»fiir alle‘

— Negation, ,,nicht*, Komplement (fiir Relationen)

= Implikation, ,,wenn ..., dann‘*

< Aquivalenz, ,,genau dann, wenn*

€ bzw. ¢ »i8t Element von‘‘ bzw. ,,ist kein Element von**

{z | q(x)} Menge aller =, fiir die g(x) gilt

{z € A|q(x)} Menge aller z, fiir die x € 4 und q(z) gilt

7} leere Menge

4] Kardinalzahl (Machtigkeit, Anzahl der Elemente) von 4

AS B (A B) A ist Teilmenge (echte Teilmenge) von B

P(A4) Potenzmenge von 4, P(4) = {B| B < A)

B Komplement von B € P(4), B = 4 \ B (fiir Graphen vgl.
A3.2)

P.(A) Menge aller k-elementigen Teilmengen von 4

f: 4 —B:xr> f(z) fist Funktion von 4 in B und ordnet jedem z den
Funktionswert f(z) zu

Ax B kartesisches Produkt
Am m-te kartesische Potenz
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- a‘c(.."~ ﬂ?i‘l‘"‘! g
[a:] ganzer Teil von z, d. h. gréBte ganze Zahl, die kleiner als die
gegebene reelle Zahl z ist

Menge der ganzen Zahlen (= {..., —1,0,1,2,...})
= {0, 1}

= N

A.1.  Mengentheoretische Grundlagen und Begritfe

A.1.1. Zur Beschreibung mathematischer Sachverhalte werden die logi-
schen Symbole A, v, 3, V, =, < nur als Abkiirzungen fiir die Redeweisen
unds, ,oder”, ,.es existiert esn®’, , fir alle®, ,,wenn ..., dann*, ,,genau dann,
wenn* verwendet. Fiir Mengen 4; (i € I) bezeichnet N {4; |7 € I} oder
N 4; den gemeinsamen Durchschnitt {x | Vi € I:z € 4;} (analog fiir U).
i€l

A.1.2. Eine Funktion { von einer Menge A in eine Menge B — auch Ab-
bildung oder Operation genannt — wird durch ihren Definitionsbereich A,
ihren Wertebereich B und eine Relation festgelegt, die jedem z € 4 in ein-
deutiger Weise ein Element y € B (Bezeichnung y = f(z); f: 4 > B:x
> f(x)) — den Funktionswert oder das Bild von z — zuordnet. Die Funktion
f heiBt surjektiv (oder Funktion von 4 auf B) bzw. injektiv (etneindeutig),
wenn .jedes y € B Funktionswert von mindestens einem x € 4 bzw. von
héchstens einem z € 4 ist. Abbildungen, die gleichzeitig surjektiv und in-
jektiv sind, heiBlen bijektiv (oder auch Bijekiionen, Permutationen).

Mit B4 wird manchmal die Menge aller Funktionen f: 4 — B bezeichnet.
Ist 4 ={(1,2,...,n} (oder 4 ={0,1,...,n — 1}), so bezeichnet man ein
f € B4 auch durch das n-Tupel (f(1), ..., f(n)) € B (oder (f(0), ..., f(n — 1))).
Dabei ist B* = {(b, ..., b,) | by, ..., by € B} die n-te kartesische Potenz von
B, d. h. ein Spezialfall des kartesischen Produkis Ay X - X A, = {(ay, -- .,
az) | @ € 4y, ..., a, € A,) fiir A, = --- = 4, = B. Eine Funktion f: 4% - 4
heiBt n-stellige Funktion iiber 4. Eine nullstellige Funktion ist die Fest-
legung eines ausgezeichneten Elements x, € 4 (formal ist 4° = {0}, z, = f(0)).

A.1.3. Eine Teilmenge @ & A" heiflt n-stellige Relation in (auf, iiber) 4,
n€{1,2,8,..). Zweistellige Relationen heiflen auch bindre Relationen.
Fiir @ € 4 X 4 heiit &1 = {(y, ) | (z, y) € P} die zu D snverse Relation.
Eine binare Relation @ auf einer Menge 4 heil3t reflexiv bzw. antireflexiv,
wenn (z, z) € @ fiir alle (d. h. 4 & P) bzw. fiir kein z € 4 gilt. Sie heillt
symmetrisch, wenn fir alle x,y € 4 aus (z,y) € @ stets (y, x) € D folgt
(d. h. @1 = &); & heidt transitiv, wenu fiir alle x,y,2 € 4 aus (z,y) € P
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und (y, 2) € P stets (z, z) € P folgt (d. h. & o & < &). Eine binire, reflexive,
symmetrische und transitive Relation @ nennt man Jquivalenzrclation
(kurz Aquivalenz) auf A.Die Mengen [z], = {y € 4 | (=, y) € $} (im Zu-
sammenhang mit Graphen auch mit $(z) bezeichnet) heifien Aquivalenz-
klassen der Aquivalenzrelation @. Diese. bilden eine Zerlegung von A4, die
zugehdrige Aquivalenzklassenzerlegung {[z]o | = € A). Umgekehrt ist jede

r
Zerlegung {M,, ..., M} von A (d.h. 4 =V M;, M;n M; =0 fir i %)
1=1
die Aquivalenzklassenzerlegung  einer Aquivalenzrelation (nimlich
P={(z,y)| i €(L,...,1): {x,y} S M;}), so daB sich Zerlegungen und
Aquivalenzrelationen in eineindeutiger Weise gegenseitig bestimmen.
Die Relationen 4 = {(z,§) |z € 4} (Dingonale) und 4 x A = {(z, y) |
%,y € A} (Allrelation) sind stets Aquivalenzrelationen fiir jede Menge A,
meist als ¢riviale Aquivalenzrelationen bezeichnet (die zugehorigen Zer-

legungen sind { {} |z € A} und {4}).

A2, Gruppen, Ringe, Korper

A.2.1. Eine nichtleere Menge @ zusammen mit einem ausgezeichneten
Element e € @ (Einselement), einer bindren Operation -: @ X G —> G (%, y)
> -y (,Multiplikation’) und einer einstelligen Operation -1: @ - Q:
x> &1 (,,[nversenbildung‘) heit QGruppe (Bezeichnung (@; -, 71, ), meist
kurz (@; -)), wenn folgendes gilt:

0) VzeG:iz-e=e-z=uz,
() Va,y,2€ Q:x-(y-2) = (x-y)-z (Assoziativgesetz),
2) VzeGiz-z=z1.2=c¢.

Ist die Multiplikation . kommutativ (d.h. Vz,y€ @: 2 - y=19y-x), 80
heit @ abelsche (oder kommutative) Gruppe, und man verwendet fiir die
Operationen e, -, =1 meist die Zeichen 0 (Nullelement), -+ (,,Addition*), —
(das ist die ‘sogenannte additive Schreibweise (G; 4+, —,0) im Gegensatz
zur multiplikativen Schreibweise (@; -, -1, e); statt x + (—y) schreibt man
z — y). Fiirg € G wird das n-fache Produktg - --- - ¢ (multiplikative Schreib-
weise) bzw. die n-fache Summe g + - 4 g (additive Schreibweise) kurz als
g" bzw. ng geschrieben, n € {1, 2, ...}, speziell g® = ¢ bzw. 0g = 0; fiir
negative Zahlen definiert man g—* = (g")~! bzw. (—n)g = —(ng). Die
kleinste Zahl n, fiir die g» = ¢ (bzw. ng = 0) gilt, heiBt — falls sie existiert —
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Ordnung des Elements g € G (n € {1, 2, ...}). Die Anzahl |G| der Elemente von
G heif3t (Qruppen-) Ordnung von Q. Die Ordnung jedes Elements ist stets
Teiler der Gruppenordnung (vgl. 1.3.2). Fir HLUZS @ und g€ @ sei

={hu|hc Hauec U}, Ug=Ulg), gU=1{g} U (statt -y wird
meist nur zy geschrieben).

A.2.2. Eine Teilmenge U & @ nennt man Untergruppe der Gruppe
(@;-,71e) (und G heillt Obergruppe von U), falls (U;-, "1, e) mit
den gleichen Operationen wie G selbst eine Gruppe ist, d.h. e € U,
Va,y€ U:ay € Uaz! € U. Der Durchschnitt von Untergruppen ist
stets wieder eine Untergruppe. Die von einer Teilmenge M & G erzeugte
Untergruppe ist die kleinste Untergruppe U von G, die M enthalt (Schreib-
weise U = (M), vgl. auch 1.2.1). Die Menge aller Untergruppen zusammen
mit der Enthaltenseinsrelation (oder zusammen mit den Operationen
U n U’ (Durchschnittsbildung) und (U u U’) (gemeinsames KErzengnis))
heillt . Untergruppenverband, und fiir eine Untergruppe H von G bildet
{U|H C U < @G, U Untergruppe} den Verband der Obergruppen von H
in G. (Unter Verbinden versteht man allgemeiner algebraische Strukturen
mit einer Halbordnungsrelation oder zwei Operationen, die gewissen Be-
dingungen geniigen miissen.)

A.2.3.Die von einem Element g einer Gruppe (G';-, 71, €) erzeugte Untergruppe
{g}) (kurz(g)) besteht aus allen Potenzeng! (1 € Z ={...,—2,—1,0,1,2,.. .}),
das sind sogenannte zyklische Gruppen. Hat g die endliche Ordnung =, so
ist(g) = {e, g, 9%, ..., g1} eine zyklische Gruppe der Ordnung = (es gilt dabei
gl=g"1) und 1st isomorph zu der Restkla.ssengruppe (Zy; + (mod n))
(vgl. A.2.8).

A.2.4. Eine Untergruppe U einer Gruppe (G; -, 1, &) heilt Normalieiler,
wenn V g€ Q:gU = Ug. Fiir einen Normalteiler U bildet die Menge
{Ug | g € @} der Rechtsnebenklassen (vgl. 1.3.1) eine Gruppe beziiglich der
Multiplikation (Uyg) - (Ug') = U(gg’) und Inversenbildung (Ug)! = Ug™?
(das Einselement ist U = Ue), die sogenannte Faktorgruppe G/U. Die
Ordnung |@/U| ist gleich dem Index [G: U] (vgl. 1.3.1). Eine Gruppe ¢
heilt esnfach, wenn sie auller {¢} und G keine weiteren Normalteiler besitzt.
Fiir g € G und eine Untergruppe U ist g~'Ug eine sogenannte zu U kon-
jugierte Unitergruppe. Ein Normalteiler ist nur zu sich selbst konjugiert.

A.2.5. Eine Abbildung ¢: @ — H einer Gruppe @ in eine Gruppe H heiflt
Homomorphismus, falls Vz,y € G: ¢(x - y) = () - (y) (links Multipli-
kation in @, rechts Multiplikation in H; die Multiplikation wird in ¢' und
H: gleich bezeichnet, da hier keine Verwechslungen zu befiirchten sind).

13 Klin, Angewandte Algebra
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Ist ¢ surjektiv, so heit H ein homomorphes Bild von @. Bijektive Homo-
morphismen ¢ heien Isomorphismen, die Gruppen @ und H nennt man dann
isomorph (Bezeichnung G = H oder ¢: @ => H). Fiir einen Homomorphis-
mus ¢ ist Ker ¢ = {g € G | p(g) = ¢} (e € H Einselement) ein Normalteiler,
der der Kern von ¢ heiflt. Nach dem Homomorphiesatz fiir Gruppen besteht
(bis auf Isomorphie) ein eineindeutiger Zusammenhang zwischen Normal-
teilern und homomorphen Bildern (jedem Normalteiler U entspricht
der kanonische surjektive Homomorphismus 7: @ — G/U:g + Ug, und
das homomorphe Bild eines Homomorphismus ¢ ist isomorph zu Q/Ker ¢).
Ein Homomorphismus ¢ ist genau dann ein Isomorphismus, wenn ¢ sur-
jektiv und Ker ¢ =: (¢} ist. I3

Ein Automorphismus einer Gruppe @ ist ein Hemdmorphismus von @
auf sich. Die Abbildungen g + h~gh (h € G fest) sind Automorphismen
— sogenannte tnnere Automorphismen.

A.2.6. Eine Permutationsgruppe (@, A) ist eine Menge @ (&44) von bi-
jektiven Abbildungen (Permutationen) f: 4 — 4, die eine Gruppe bexziig-
lich der Komposition (Hintereinanderausfiihrung) und Inversenbildung von
Funktionen bilden (die identische Abbildung e: 4 > A4:z > z ist das
Einselement). Man sagt, @ operiert auf A. Statt f(a) schreibt man bei Per-
mutationen meist a/. Fiir & S A* sei &'={(a],...,al)|(a,,...,a,) € D).
Ist &/ & D, s0 ist D eine fiir f invariante Relation (dann gilt &/ — ).
A.2.7. Eine abelsche Gruppe (@; +, —, 0) heiBt auch Z-Modul (Z Menge
der ganzen Zahlen), weil fiir jedes ¢ € Z und g € @ ein Element cg definiert
werden kann (vgl. A.2.1). Ist M = {m; |t € I} eine Menge, so bildet die
Menge aller formalen Linearkombinationen 3’ ¢;m; (c; € Z) einen (soge-
nannten freien) Z-Modul mit der Addition i€/

(Z' O;m.') + (Z,' d.'m.') =2 (i +di)m;

el €l sel

und der Skalarmultiplikation

c (Zcimi) = X (cc;) m;.

iel i€l

Die Menge M heiflt dabei freies Erzeugendensystem des Z-Moduls.

Ein Ring (R; +, ) ist eine abelsche Gruppe (Z-Modul) (RB; +, —, 0)
mit einer zusitzlichen zweistelligen Operation * (,,Multiplikation*), so
daB folgendes gilt:

(1) = ist assoziativ,

2) Vo, y,2€R: (x4 y)rez=(x*2) + (y*2),
z* (¥ 4+ y) = (2 * %) 4 (2 * y) (Distributivgesetze).
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Der Ring heit kommntativ, wenn * kommutativ ist.

Ist (R \ {0}; *) sogar eine abelsche Gruppe (B \ {0}; », ~2, ¢), so nennt
man (R; 4, —, 0, *, "1, ¢) einen Korper (wobei die Inversenbildung ~* nur
auf die von O verschiedenen Elemente angewandt werden kann). Die
Charakteristik eines Korpers ist die kleinste natiirliche Zahl m 3= 0, fiir die
me = 0 gilt. Gibt es kein solches m, so hat der Korper die Charakteristik
0.

A.2.8. Fiir a,a’ € Z und n € {2, 3, ...} schreiben wir a = a’ (mod n) (a ist
kongruent a’ modulo n), falls a — a’ ein Vielfaches (einschliellich 0) von n
ist. Die Relation = (mod n) ist eine Aquivalenzrelation mit n Aquivalenz-
klassen [0], [1], ..., [n — 1), die Restklassen heilen. Sie ist vertriglich mit
der Addition und Multiplikation von Zahlen, d. h., durch [z] + [y] = [+ ¥]
und [z]-[y] = [ry] sind zwei Operationen auf der Menge der Rest-
klassen erklart, die damit sogar einen kommutativen Ring — den
Restklassenring modulom — bildet. Betrachtet man statt der Rest-
klassen [a] = {a’ | a = &’ (mod )} (a € Z) die kleinste nichtnegative Zahl
aus [a], die mit @ (mod n) bezeichnet werden soll, so ist der Restklassen-
ring auch durch die Menge Z, = {0,1,...,7 — 1} und die Operationen
(2, ¥) > (z + y) (mod n) sowie (z,¥) > (zy) (mod n) beschreibbar. Ist
n = p eine Primzahl, so ist (Z,; 4+ (mod n), - (mod n)) sogar ein Kor-
per, der sogenannte Primkorper oder Galois-Korper der Charakteristik p,
der mit F, (oder G F(p)) bezeichnet wird.

A3. Graphen

A.3.1. Wir beschranken uns hier von vornherein auf sogenannte schlichte
Graphen, bei denen hichstens eine Kante von einem Punkt zu einem an-
deren Punkt fiihren kann (keine Mehrfachkanten). Dies fiihrt zur folgenden
Definition. Ein Graph oder gerichteter Graph I' = (V(I'), E(I')) besteht aus
einer Menge V(I"), deren Elemente (Knoten-) Punkie heifien, und einer
biniren Relation E(I')S V(') X V(I"). Ein Element (a,b) € E(I") heif}t
gerichtete Kante (auch Bogen genannt), kurz Kante vom Anfangspunkt a
nach dem Endpunkt b. Ist @ = b, so heiit (a, a) € E(I') Schlinge von I'. st
E(I") eine symmetrische (meist auch antireflexive) Relation, so nennt man
I" einen ungerichieten (oder gewdhnlichen) Graphen (schlingenfrei, falls E(I")
antireflexiv ist). Statt der beiden gerichteten Kanten (a, b) und (b, a) € E(I')
(a %= b) betrachtet man dann oft die Menge {a, b} € Py(V(I")), die ungerich-

13*
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tete Kante, kurz Kante zwischen a und b oder ebenfalls Kante von a nach
b, genannt wird. Ein ungerichteter antireflexiver Graph ist also auch ein
Paar (V(I'), E(I')) mit B(I') S Py(V(I')); die zugehérige binire Relation ist
dann {(a b)'['V(P) X V(') | {a, b} € E(I')} (man beachte die Mengenidenti-
tat {a, b} = {b, a}). Die Elemente a, b € V(I') mit (a, b) € E(I') bzw. {a, b}
€ E(I') heiBen benachbart oder adjazent. Uber die grafische Darstellung von
Graphen durch Punkte und Pfeile siehe 3.1.1. Graphen I" werden haufig ein-
fach durch ihre Kantenmenge E(I") bezeichnet; man spricht vom Graphen
&, wobei @ eine binare Relation auf éiner Menge, der Knotenpunktmenge,
ist.

A.3.2. Unter dem Komplement (Komplementd: graphen) I eines schlingen-
freien Graphen I' mit E(I") = & S ¥ X V wollen wir den Graphen I’ mit
der gleichen Knotenpunktmenge V(I"') = ¥V und mit

EF)=3={a,b)eVxV|@bgPra<b

verstehen (d. h. & = —® \ 4; manchmal, insbesondere bei Graphen mit
Schlingen, bezeichnet auch —® = ¥V X ¥V \ @ das Komplement), d. h., zwei
Punkte sind genau dann in I mit einer Kante verbunden, wenn sie es in I”
nicht sind.

A.3.3. Ein Teilgraph eines Graphen I' ist ein Graph I mit V(I") & V(I'),
E(I") &< E(I'). Er heiBt induzierter Untergraph von I', falls jede Kante von
I"zwischen Punkten von I zu I gehért, d. h. B(I") = E(I') n V(I") X V(I

A.3.4. Die Anzahlen |{y | (z,y) € E(I')}| bzw. |{y| (y, ) € E(I")}}| der von
einem Knotenpunkt x € V(I") ausgehenden bzw. zu z laufenden gerichteten
Kanten eines Graphen I" heilen (out-)Valenz (out-degree) bzw. (in-)Valenz
(¥n-degree) von x. Stimmen beide iiberein, so spricht man von der Vaulenz
von «, die mit deg (r) bezeichnet wird. Das ist z. B. bei ungerichteten
Graphen der Fall. Ein Graph I" heiBt requldr (vom Grade r oder mit der
Valenz r), wenn jeder Punkt die gleiche (out-)Valenz r hat, die mit deg (I')
bezeichnet wird (daraus folgt sogar, daB (out-)Valenz und (in-)Valenz iiber-
einstimmen). Graphen mit transitiver Automorphismengruppe sind stets
regulir.

A.3.6. Die ungerichteten Graphen Ky, auch mit K, bezeichnet, fiir die
V(Ky) =V und |[V| =n€{1,2,3,..} sowie E(Ky) = Vx V bzw. E(Ky)
= V X V' \ 4 ist, heiBen vollstindige Graphen (mit bzw. ohne Schlingen).
Fiar me€ {1,2,...} sei I' =me K, die disjunkte Vereinigung von m voll-
standigen Graphen KV, ..., K™ 4. h. V(I') = U V(E®), B(I') = U E(KD)

i=1 i=1

(wobei V(K$) n V(KY) = 0 fiir i < § ist). Bis auf Isomorphie (d. h. bis
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auf die Bezeichnung der Punkte) sind die Graphen K, und m e K, eindeutig

bestimmt. Die Komplementargraphen K, haben gar keine Kanten (E(K,)
= 0) und heiBen auch leere Graphen, die nur aus isolierten Punkten be-
stehen.

A.3.6. Zwei Graphen I, I" heiBen isomorph (und f ein Isomorphismus),
wenn es eine bijektive Abbildung f: V(I') - V(I") gibt, so daB E(I'Y
— B(I")ist (vgl. A.2.6, 8.2.1). Isomorphismen von I" auf sich heifien 4uto-
morphismen.

A.3.7. Ein (ungerichteter) Weg der Lange m (von a, zu b,) in einem Graphen -
I' ist eine Folge von Kanten (a,, b;), (@2, ba), .-, (@m; bn) € E(I'), s0 daB je
zwei aufeinanderfolgende Kanten einen Punkt gemeinsam haben, d. h. :
(3= b5} -n-Ha;y bl =0 (6 =2,3,...,m). Gilt b, = a;, s0 spricht man

von einem gerichteten Weg a; — b, — by = ++- — by, (mit Anfangspunkt a,

und Endpunkt b,,; Weg von a, nach b,). Ein Graph heit zusammenhdngend,

wenn je zwei Punkte durch einen (ungerichteten) Weg verbunden sind.

Die maximalen zusammenhéngenden Untergraphen eines Graphen heiflen

Zusammenhangskomponenten. Ein gerichteter Weg a; — ay —> +-- —>a, = a

heiBlt Kreis (Zyklus) der Lange n, falls alle Knotenpunkte a,, ..., a, ver-

schieden sind (eine Schlinge (a,, a,) € E(I") ist ein Kreis der Linge 1). Ein

ungerichteter (schlingenloser), zusammenhangender Graph, der keine

Kreise enthilt, hei3t Baum.

A.3.8. Der Abstand d(z, y) zweier Punkte z, y € F(I') eines Graphen I ist
die Lange eines kiirzesten gerichteten Weges von x nach y. Gibt es keinen
solchen gerichteten Weg, so wird d(z, y) = oo gesetzt. Fir z =y wird
d(z, #) = 0 definiert. Der Abstand d in einen ungerichteten(!) Graphen I
ist eine Metrik, d. h., es gelten d(z, z) =0, 0 < d(z, y) = d(y, ) und die
Dreiecksungleichung d(z, y) < d(z, z) + d(2,y) (=, y,z € V(I')). Der groBt-
mogliche Abstand zweier Punkte heit Durchmesser von I' (Bezeichnung
d(I')). Es gilt d(I") < oo fiir einen ungerichteten Graphen I'genau dann,
wenn I" zusammenhingend ist.

A.3.9. Ein ungerichteter Graph I'mit V(I') = Vy u V;und E(I') & (V, X V)
u (Va X V,) heiBt paarer Graph (zwischen den Elementen der Teile V, (bzw.
V,) gibt es keine Kanten). I ist ein paarer Graph genau dann, wenn I” nur
Kreise gerader Lange hat. Die sogenannten vollstindigen paaren Graphen
K, sind gegeben durch V(K,n,) = V,uV,, |V;]|=mn, |Vs=m, und
E(Ky )= (V1 X Va) u(Va X V) (oder, gleichbedeutend, E(K,,») = {{v;, vs} |
v, EViAD € Va}, vgl. A.3.1). Speziell ist K, , = 2 ¢ K,
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