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Aus dem Vorwort des Autors

Hauptziel dieses kleinen Buches ist die Darstellung
einiger Nédherungsverfahren zur Lésung von Gleichungen.
Ungeachtet ihres unbestrittenen praktischen Wertes wird
ihnen sowohl in der Grund- als auch in der Hochschule nur
geringe Aufmerksamkeit geschenkt. Deshalb ist es haufig
so, daB ein Student, dem der Grundkurs der hoheren Mathe-
matik sonst keine Schwierigkeiten bereitet, sich nicht zu
helfen weifl, wenn er einmal eine hohere transzendente
Gleichung lésen soll. Mit der Lésung einer Gleichung befas-
sen sich nicht nur Ingenieure, sondern Neuerer der Produk-
tion und Vertreter vieler anderer Fachrichtungen. Auch fiir
Schiiler oberer Klassen ist die Kenntnis von Ndherungsme-
thoden niitzlich.

Die meisten Nidherungsverfahren hingen mit der ersten
Ableitung der beteiligten Funktion zusammen, und wir
sahen uns deshalb veranlaft, diesen Begriff hier einzufiihren.
Wir bedienen uns dabei vor allem anschaulicher geometri-
scher Uberlegungen, damit dieses Biichlein auch fiir Schiiler
von der neunten Klasse an zu verstehen ist.

Beim Schreiben dieses Buches wurden Vorlesungen be-
nutzt, die der Autor vor Schiilern der 9. und 10. Klassen
an der Moskauer Lomonossow-Universitit gehalten hat.

Das Material dieser Vorlesungen wurde von S. I. Schwarz-
burd ... fiir die auerunterrichtliche Arbeit in einer 9. Klasse
verwendet. Der Autor dankt ihm fiir die Uberlassung der
von ihm ausgearbeiteten Aufgaben, die im Buch verwendet
worden sind...

Fiir die zweite Auflage ist das Buch iiberarbeitet worden.
Die Iterationsmethode wurde nunmehr auf der Grundlage
des Begriffs der kontraktiven Abbildung dargestellt, so da8
auch vor Einfiihrung des Ableitungsbegriffs bereits Kon-
vergenzaussagen gemacht werden konnten. Der Teil des
Buches, der der Losung von Gleichungssystemen gewidmet
ist, wurde bedeutend erweitert, und schlieflich sind die
Aufgaben durch Losungshinweise ergidnzt worden.



Vorwort zur deutschen Ausgabe

Naum Jakowlewitsch Wilenkin ist vielen an mathemati-
schen Problemen interessierten Schiilern und Lehrern kein
Unbekannter mehr. Sicher haben manche das im gleichen
Verlag erschienene Buch ,Unterhaltsame Mengenlehre* ge-
lesen und werden mir zustimmen, daf der Autor es versteht,
auch schwierigere mathematische Stoffgebiete anschaulich
darzustellen und faBlich zu beschreiben.

Nun legen wir wieder ein kleines Buch von ihm vor und
hoffen, daBl auch diese populédr geschriebene Einfiithrung in
spezielle Aufgaben und Methoden der praktischen Mathema-
tik viele Freunde unter Schiilern, Lehrern und mathematisch
interessierten Werktitigen finden mdoge.

Auch bei uns ist das behandelte Gebiet leider nicht im
Lehrplan der Schulen enthalten, obwohl doch erst die zahlen-
mifige Bestimmung von Ldsungen einer Gleichung oder
eines Gleichungssystems ihre praktische Anwendung er-
moglicht.

Mit seinem methodisch geschickten Aufbau, seinen
vollstindig diskutierten Aufgaben und den an vielen Stellen
vorhandenen Ansdtzen zur vertieften Betrachtung kann
das Buch interessierten Schiilern von der 9. Klasse an,
Absolventen der POS, Abiturienten und vor allem unseren
Lehrern und Zirkelleitern zur Lektiire und zum Gebrauch im
fakultativen Unterricht der 11. Klasse oder in der auBer-
unterrichtlichen Beschiftigung mit Mathematik empfohlen
werden.

Bei der Ubersetzung wurde die Terminologie an die in
den Schulen der DDR iibliche angeglichen.

Hinweise, die der Beseitigung von Fehlern dienlich sind,
die sich trotz sorgfiltiger Bearbeitung eingeschlichen haben
konnen, werden gern entgegengenommen.

R. Hofmann
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1. Einleitung

Wihrend der gesamten Schulzeit begegnen uns im Mathe-
matikunterricht immer wieder Gleichungen oder Systeme von
Gleichungen. Sind es zundchst lineare Gleichungen und
eventuell lineare Gleichungssysteme, so werden spéter auch
quadratische, biquadratische oder Wurzelgleichungen be-
handelt, und schlieflich lernt man auch, wie trigonometri-
sche oder logarithmische Gleichungen gelést werden kénnen.

Es ist keineswegs zufillig, wenn den Gleichungen eine
solche Aufmerksamkeit geschenkt wird, sondern folgt zwin-
gend aus ihrer Bedeutung in den Anwendungsbereichen der
Mathematik. Wo immer Mathematik verwendet wird, ist
zur Beantwortung von Problemstellungen die Lésung von
Gleichungen oder Gleichungssystemen erforderlich.

In der Schule treten Gleichungen zur Losung von Proble-
men praktischer Natur besonders hiaufig im Physikunterricht
auf, und wir wollen uns jetzt eine solche Aufgabe etwas
nidher ansehen.

Ein Stein fillt in einen Brunnen. Bestimme die Tiefe des
Brunnens, wenn das Gerdusch des Aufschlages T Sekun-
den nach dem Loslassen des Steines vom Ohr wahrgenom-
men wird!

Bezeichnen wir die Brunnentiefe (gemessen in Meter) mit
z, so erhalten wir die Gleichung

2z z
]/ ra + —= T
zur Bestimmung von z aus der gegebenen Zeit T, der Schall-
geschwindigkeit ¢ (gemessen in Meter pro Sekunde) und der
Erdbeschleunigung g = 9,81 m/s? () 2z/g ist die Fallzeit
des Steines und z/c die Zeit, die der Schall von der Wasser-
oberfliche bis zum Brunnenrand benétigt). Es handelt sich
um eine Wurzelgleichung, die aber in eine quadratische

Gleichung iiberfiihrt werden kann, indem 'z = y als neue
Variable eingefiihrt wird

s T
L+ 2y-1=0.



Diese Gleichung schlieflich kann mittels einer bekannten
Formel gelost werden.

Auch zur Lésung geometrischer Aufgaben werden hiufig
Gleichungen herangezogen. So fiihrt die Aufgabe der steti-
gen Teilung einer Strecke A B der Léange [ auf die quadratische
Gleichung

2?4 lz—12=0.

(Eine Strecke AB wird durch einen Punkt C stetig geteilt,
wenn fiir die Abschnitte die Proportion AB: AC = AC: CB

gilt. In der obigen Gleichung steht z fiir AC.) Will man einen
Winkel a in drei gleiche Teile zerlegen '), so hat man die
etwas kompliziertere Gleichung

43 —3r—cosa=0,
in der z=cos % gesetzt wird, zu losen. Eine solche Glei-

chung — sie heifit kubische Gleichung — wird in der Schule
nicht behandelt. Dennoch gibt es auch fiir sie eine Losungs-
formel, wie in der hoheren Algebra hergeleitet wird (vgl.
Formel (3)).

SchlieBlich treten aber in der Physik auch Probleme auf,
die auf so komplizierte Gleichungen fiihren, daB nicht nur
in der Schule, sondern auch an der Universitat keine Lo-
sungsformel dafiir gelehrt werden kann.

Nehmen wir beispielsweise eine eiserne Stange (oder, wie
man in der Technik sagt, einen Balken) und mauern ihn an
beiden Enden fest ein. Schlagen wir nun auf den Balken,
dann wird er in Schwingung geraten. Um die Frequenz
der Schwingung zu berechnen, muf man, wie in der mathe-
matischen Physik gezeigt wird, die folgende Gleichung
16sen

o feoF=—Z_ ()

cosz ¥
in der e = 2,71828...

In der Schule behandelt man keine Loésungsformel fiir
eine Gleichung von diesem Typ, woraus aber nicht geschlos-
sen werden sollte, dal das etwa nur den Rahmen des Schul-
stoffes iibersteigen wiirde — nein : eine Lésungsformel in dem
in der Schule gebrduchlichen Sinne gibt es fiir die Gleichung

1) Gemeint ist hier die Teilung mit Zirkel und Lineal, vgl. Lit.
Lugowski, H.; H.-J. Weinert : Grundziige der Algebra lIl BSB
B. G. Teubner Verlagsgesellschaft Leipzig 1967.
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(1) iiberhaupt nicht. Wir wollen diese Behauptung noch
etwas prizisieren.

Man sagt, daB fiir eine gegebene Gleichung eine Losungs-
formel vorhanden ist, wenn ihre Wurzeln aus den in der
Gleichung gegebenen Gréfien durch Anwendung der Grund-
rechenarten, durch Wurzelziehen, Logarithmieren, Anwen-
dung der trigonometrischen Funktionen oder ihrer Umkehr-
funktionen berechnet werden konnen.

In diesem Sinne gibt es fiir die quadratische Gleichung
2t 4+ px 4+ q = 0 die Lésungsformel

r=—L 1)/ 2y, @)

und auch fiir die kubische Gleichung 1)
2+ pr+qg=0
ist eine solche Formel bekannt:

x=i/ l/'_'*' P

VT E 3)

Bei der praktischen Handhabung dieser letzten Formel
ergeben sich allerdings eine Reihe von Schwierigkeiten, und
die Einfiihrung der komplexen Zahlen erweist sich als not-
wendig. Auch die Wurzeln einer allgemeinen Gleichung
4. Grades lassen sich noch formelmifBig berechnen. Die
entsprechende Formel ist aber bereits so uniibersichtlich,
daB wir auf ihre Darstellung verzichten wollen.

Fiir Gleichungen 5. und hoheren Grades steht die Sache
prinzipiell schlechter. Im Jahre 1826 hat ndmlich der nor-
wegische Mathematiker Abel %) bewiesen, dal es fiir n = 5
keine allgemeine Losungsformel fiir die algebraische Glei-

1) Jede beliebige kubische Gleichung
aoz3+ aizz+azz+a3=0

kann durch die Transformation z + g—l‘i = y auf diese etwas einfachere

Form gebracht werden. °

%) Die Ideen von Niels H. Abel wurden von dem beriihmten
franzosischen Mathematiker Evariste Galois weiterentwickelt, iiber
dessen Leben und Wirken es das sehr lesenswerte Buch Wen die
Gaotter lieben“ von L. Infeld gibt.
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chung
apr®+ a4 ... 4 ap,=0

unter alleiniger Verwendung der vier Grundrechenarten und
des Radizierens geben kann. Solche Formeln existieren héch-
stens fiir eine Reihe von Sonderfillen ?).

Wiirden die Mathematiker das Studium der Gleichungen
auf deren ezakte Losung, d. h. die Aufstellung von Lésungs-
formeln und deren Anwendung beschriankt haben, so miiite
ein Gespriach zwischen einem Mathematiker und einem Inge-
nieur etwa den folgenden unbefriedigenden Verlauf nehmen :
Ingenieur: ,Bei der Berechnung eines Bauwerkes bin ich auf
die folgende Gleichung gefiihrt worden (er zeigt eine Glei-
chung vor). Ich muB sie dringend l6sen, denn in einem Mo-
nat mul das Projekt abgeschlossen sein.“

Mathematiker: ,Ich wiirde Thnen ja sehr gern helfen,
aber fiir Gleichungen dieses Typs gibt es keine L&sungs-
formel.”

Ingenieur: ,Dann leiten Sie mir eine solche Formel doch
bitte her!"

Mathematiker: ,Ich werde es nicht cinmal versuchen!
Langst ist bewiesen, dafl es fiir Gleichungen dieser Gestalt
keine Formel geben kann.*

Man kann sich leicht ausmalen, dafl die Meinung des
Ingenieurs iiber die Mathematik und ihre Méglichkeiten
nach einer solchen Unterhaltung nicht besonders hoch sein
wiirde. Gliicklicherweise wird sie aber in dieser Form nie
gefithrt werden miissen!

In der Tat benétigt ein Ingenieur gew6hnlich gar nicht
die Loésungsformel, sondern lediglich die eine oder andere
Whurzel einer bestimmten Gleichung mit einer gewissen Ge-
nauigkeit, wobei es ihm vollkommen gleichgiiltig ist, ob
er sie mittels einer Formel oder auf irgendeinem anderen
Wege erhilt. Ja selbst eine etwa vorhandene Lésungsfor-
mel verwendet er nur dazu, eine Wurzel bis auf eine gege-
bene Genauigkeit anzundahern. Moge eine solche Formel fiir

den zu berechnenden Wert den Ausdruck z = 3 + /13

1) Wer sich eingehender mit algebraischen Gleichungen befassen
mochte, kann eines der folgenden Biicher zur Hand nehmen : Lugowski,
H. ; H.-J. Weinert : Grundziige der Algebra, Teil I1I, BSB B. G. Teub-
ner Verla%fgesellschaft, Leipzig 1967. Obreschkoff, N. : Verteilung
und Berechnung der Nullstellen reeller Polynome.

VEB Deutscher Verlag der Wissenschaften, Berlin 1963.
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ergeben haben, so ist klar, daf sich dieser Wert niemals

realisieren 1dBt. Fiir den praktischen Zweck miiBte }/13 als
Dezimalbruch dargestellt und mit so vielen Stellen ver-
wendet werden, wie es die vorgelegte Ingenieuraufgabe ver-
langt.

Deshalb wird ein Ingenieur mit seinem Mathematiker
vollkommen zufrieden sein, wenn er ihm einen Weg weisen
kann, wie er die Wurzel der betrachteten Gleichung mit der
gewiinschten Genauigkeit gewinnen kann. In der Mathe-
matik ist denn auch eine ganze Reihe von Verfahren ausge-
arbeitet worden, Gleichungen ndherungsweise zu losen.
Der Darstellung einer bestimmten Klasse solcher Verfahren
ist dieses kleine Biichlein gewidmet.

2. Schrittweise Niherung — Sukzessive Approximation

Ein grofler Teil der Methoden zur angendherten Berech-
nung der Wurzeln von Gleichungen basieren auf der Idee
der schrittweisen Anniherung, die aber nicht nur zu diesem
Zweck, sondern auch bei der

L6sung einer ganzen Reihe A W
. 0 172
praktischer Probleme ver- s

wendet wird.

So macht beispielsweise
jeder Artillerist von dieser Me-
thode Gebrauch. Will er ein
bestimmtes Ziel treffen, so
richtet erdasRohrdes Geschiit-
zes in entsprechender Weise
und 16st den SchuB. Im Falle g
eines Fehlschusses verdndert Abb. 1
er den Neigungswinkel und )
die Richtung des Geschiitzes
auf der Grundlage der Beobachtungen des Einschlages und
feuert erneut. Nach wenigen Anderungen dieser Art wird er
dann mit gr6fter Wahrscheinlichkeit einen Treffer erzielen.

Manchmal ist die Festlegung der Zielrichtung selbst mit
schrittweiser Naherung verbunden, wie das Beispiel des Be-
schusses eines Flugzeuges mit einem erdgebundenen Flie-
gerabwehrgeschiitz zeigt. Die Kanone moge sich im Punkte
O befinden, wéhrend das Flugzeug in einer bestimmten
Hohe geradeaus fliegt (Abb. 1). Wiirde man das Geschiitz
auf den Punkt 4, richten, in dem sich das Flugzeug im Mo-
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ment des Abschusses gerade befindet, so wiirde sich unwei-
gerlich ein FehlschuB ergeben, weil sich das Flugzeug wih-
rend der Flugzeit des Geschosses bereits zum Punkt A4 be-
wegt hat. Sind die Geschwindigkeiten von GeschoB und
Flugzeug bekannt, so kann dieser Punkt sehr leicht bestimmt
werden. Nimmt man ihn als Ziel, so wird man aber wohl
immer noch einen Fehlschuf haben. In der Tat ist ja die
Flugzeit des Geschosses von O nach A4, geringer, als die von
O nach A,, so daB bei seiner Ankunft in 4, das Flugzeug
bereits in 4, angelangt ist. Auch dieser Punkt kann leicht
berechnet und zum Zielpunkt gewihlt werden. Jedoch ist
auch OA, linger als OA,, und das Flugzeug befindet sich
in A,, wenn das GeschoB A, erreicht hat. Nach einigen
Schritten dieser Art wird der berechnete Zielpunkt so dicht
bei dem wirklichen Ort des Flugzeuges liegen, daf die Gra-
nate trifft.

Die Methode der schrittweisen Nédherung wird aber auch
bei der Losung vieler weiterer Probleme angewendet. Ein
anderes Beispiel soll das illustrieren.

Eine Reihe von Baustellen B,, B,, ..., B, beziehen
ihren Sand von einigen Sandgruben 4,, 4,, . .., 4,, deren
jeweilige Tagesproduktion a,, a,, . .., a, Tonnen betrigt.

Der Tagesverbrauch einer Baustelle B, werde mit b, Tonnen
angegeben, wihrend die Buchstaben c;, die Unkosten be-
zeichnen, die beim Transport einer Tonne Kies von der
Grube A4; nach der Baustelle B, entstehen (sie héingen bei-
spielsweise von der Entfernung zwischen 4; und B, vom
Zustand der Verbindungswege usw. ab). Fiir die Aufstellung
eines Transportplanes fertigen wir uns eine iibersichtliche
Tabelle an.

Tab. 1
By By B,
Ay zq Ty9 Tim
Ay Zgy Zgg Zom
Ap Znq Tne Inm

Hier ist z;, die Bezeichnung fiir die in Tonnen gemessene
Menge Sand, die von 4; nach B transportiert wird. Es ist

12



klar, daB diese Zahlen den folgenden Nebenbedingungen
unterworfen sind :

TpntZp+ .. Frm<ay

(aus der Grube 4 ; konnen niemals mehr als a; Tonnen Kies
pro Tag abtransportiert werden) und

Tyt Zon+ .- FTan=0by

(auf der Baustelle B, werden genau b, Tonnen Sand am
Tag benotigt). Die Gesamtkosten des Transportes belaufen
sich bei Realisierung des Planes von Tab. 1 auf

C=cyryy+cprp+ ... + CinZin +
+ Caray + C2pTaa+ - . - + ConTan - (4)

+ cmiZmi + CmeTma+ - - - + CnTmn-

Man wird bemiiht sein, den Plan so zu verdndern, dafl C
moglichst klein wird. Dazu wihlt man zunéchst einen Orien-
tierungsplan etwa nach folgendem Schema:

Der Grube A, wird zunédchst die ihr nichstgelegene Bau-
stelle zugeordnet. Foérdert sie mehr Sand, als in dieser
Baustelle benétigt wird, dann ordnet man ihr eine weitere
Baustelle zu und zwar wieder unter den restlichen die nédch-
ste. Nach einigen Schritten wird die Produktionskapazitit
von 4, erschopft sein, und wir gehen nunmehr zu A, iiber
und ordnen dieser Grube nach dem gleichen Schema eine
oder mehrere der noch verbliebenen Baustellen zu, bis auch
ihre Kapazitdt ausgelastet ist und 4, an die Reihe kommt
usw.
Am Ende dieser Uberlegungen steht ein Plan, nach dem
jede Baustelle durch eine (oder eventuell auch mehrere)
Sandgruben ausreichend versorgt wird. Dieser Transportplan
wird indessen in der Regel nicht optimal sein, weil gegen
Ende des Planungsvorgangs nur noch wenige Baustellen zur
Auswahl stehen, die unter Umstidnden gerade recht weit von
den noch verbliebenen Gruben entfernt sind. Deshalb wird
der Plan anschlieBend verdndert. Einige der Baustellen, die
an Gruben mit niedriger Nummer gebunden waren, werden
aus dieser Bindung gelost und Gruben mit hoherer Nummer
zugeordnet.

Methoden zur gezielten Verdnderung des Transportplanes
zum Zwecke der Minimierung der Gesamtkosten werden in

13



einem Zweig der Mathematik bereitgestellt, der unter dem
Namen ,Lineare Optimierung” bekannt ist ).

Nach einer Reihe solcher Austauschschritte ist schlieBlich
ein Plan entstanden, in dem die Summe (4) den kleinstmog-
lichen Betrag besitzt oder ihm so weit nahe kommt, daB
weitere Verdnderungen keinen wesentlichen Gewinn ver-
sprechen.

Auch bei der Aufstellung anderer Pline (wie etwa der
Eisenbahnfahrpline oder der Stundenpldne einer Schule
u. 4.— [Anm. d. deutschen Redaktion]) beginnt man zu-
nidchst mit einer groben Niherung, die dann schrittweise
verbessert wird, bis ein geeignet gutes Ergebnis erreicht ist.

Die Bearbeitung eines Werkstiickes in der Abteilung eines
Werkes kann gleichfalls als schrittweise Anndherung an
eine vorgegebene Form angesehen werden. Zu Beginn wird
eine grobe Nidherung — ein GufBstiick oder ein Schmiede-
rohling — genommen. Dieser erhilt im nédchsten Schritt an
Drehbanken, auf Bohrwerken und Friasmaschinen eine dem
Sollzustand schon recht nahekommende Gestalt. Feinbear-
beitungsgerdte geben ihm schlieflich in mehreren Arbeits-
gingen die endgiiltige Form, die mit den Forderungen iiber-
einstimmt.

3. Achilles und die Schildkréte

In der Literatur wird die schrittweise Ndherung erstmals
von dem griechischen Philosophen Zenon, der um 500 v. u. Z.
lebte, dargestellt. Dieser Philosoph versuchte zu beweisen,
daB es in der Natur keine Bewegung geben kdonne, und zwar
verlief sein ,Beweis" folgendermalen :

»Wenn der schnellste Laufer der griechischen Geschichte,
Achilles, den Versuch unternehmen wiirde, eine Schlidkréte
im Lauf zu iiberholen, so miifite dieser Versuch unweigerlich
scheitern. Ist ndmlich der Abstand zwischen ihm und der
Schildkrote zum Anfang 1000 Fuf}, und legt er in einer Se-
kunde 10 FuB} zuriick, wihrend die Schildkréte in einer Se-
kunde 1 FuB vorankommt, so wird er die Distanz von 1000
FuB in 100 Sekunden bewiltigt haben. In dieser Zeit ist
aber die Schildkréte ebenfalls nicht faul gewesen und 100

1) Zu diesem Gegenstand empfehlen wir das Buch BARSOW,
A. S.: Was ist lineare Optimierung, das ebenfalls in dieser Reihe
erschienen ist.
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Full weiter gelaufen, und Achilles benétigt weitere 10 Se-
kunden, um diese Strecke ebenfalls zu durchlaufen. Damit
hat aber die Schildkréte Zeit, um weitere 10 Ful} zuriickzu-
legen, und Achilles mufl noch 1 Sekunde laufen, um dies
ebenfalls zu schaffen. Allerdings ist die Schildkréte inzwi-
schen 1 Full weiter, und Achilles bleibt immer hinter ihr
zuriick, kann sie also jedenfalls nie iiberholen. Folglich
gibt es iiberhaupt keine Bewegung!*

Es versteht sich, daB diese SchluBfolgerung Zenons nicht
mehr als ein geistreiches Paradoxon ist. Bekanntlich ist die
Bewegung ja gerade eine Eigenschaft der Materie.

Es gibt ein Gedicht von Alexander Puschkin iiber Zenon,
und darin heift es dazu:

»Der andere schwieg und begann vor seinen Augen zu
gehen. Einen stdrkeren Einwand konnte er nicht
erheben.

Es priesen alle die tiefsinnige Antwort...“.

Jeder Schiiler kann ohne Miihe den Zeitpunkt ausrechen,
an dem Achilles die Schildkréte eingeholt hat. Man braucht
dazu lediglich die Gleichung

10z — z = 1000 6))

zu lésen, in der z die unbekannte Zeit bezeichnet. Die L6-
sung ist
1000

1
x=—98=111 gs.

Die Uberlegungen Zenons kénnen als originelle Methode
zur angendherten Losung dieser Gleichung angesehen wer-
den. Addieren wir ndmlich in (5) auf beiden Seiten z und
dividieren die Gleichung dann durch 10, so erhalten wir die
dquivalente Gleichung

2=100+. (6)

Bedenken wir, daB 2/10 im Vergleich zu z klein ist, dann
koénnen wir z; = 100 als erste Nidherung fiir z ansehen. Diesen
Wert setzen wir nun auf der rechten Seite von (6) fiir z ein
und erhalten z, = 100 + 10 = 110 als genaueren Wert fiir
die gesuchte Lésung z. Setzen wir diese Naherung wiederum
rechts ein, dann bekommen wir z, = 111 und so weiter.
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Die Néherungswerte

=100,
zy =110,
z3=111,
z, =111,

sind offenbar gerade die Zahlen, welche in Zenons Uberle-
gungen vorkamen. Je zwei benachbarte Zahlen dieser Folge
hiéngen vermége der Beziehung

Znay =100+ 32 ()

miteinander zusammen. Diese ermoglicht es, daB wir eine
aus der anderen berechnen kénnen (wenn wir von z, = 0
ausgehen [Anm. d. dtsch. Red.]). Mit wachsendem n nahern

sich die Zahlen immer mehr der exakten Lésung x =111 %

der Gleichung (5).

Die gerade dargestellte Naherungsmethode fiir die Losung
einer Gleichung fiihrte deshalb zum Erfolg, weil die Gréfie
z/10 klein gegeniiber z war. Anderenfalls wiirden wir Zahlen
erhalten, die sich der Losung nicht ndhern. Betrachten wir
beispielsweise einen Wettlauf zwischen Achilles und einer
leichtfiissigen Gazelle, die 20 Ful in einer Sekunde zuriick-
legt. Um die Zeit zu berechnen, die Achilles zum Uberholen
der Gazelle benétigt, miissen wir jetzt die Gleichung

10z — 20z = 1000 ®)

l6sen und erhalten z = —100. Das bedeutet, daB Achilles
und die Gazelle vor 100 Sekunden am gleichen Ort gewesen
sein konnten, die Gazelle den Léaufer inzwischen ldangst iiber-
holt hat und ihm von nun an stindig weiter enteilt.

Versuchen wir die Gleichung (8) nach dem beschriebenen
Verfahren zu behandeln, so miissen wir sie zundchst analog
zu (5) umformen und bekommen

=100+ 2z. 9)

Wieder wihlen wir z, = 0, setzen ein und erhalten 2, =
= 100. Setzen wir diesen Wert nun rechts ein, dann erhal-
ten wir die neue Néherung z, = 300 und so fortfahrend nach-
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einander
) -—_—O, Iy = 100, To = 300, I3 = 700, e

Wir sehen, daB die Folge dieser Zahlen keineswegs gegen dic
exakte Losung z == —100 von (8) strebt.

4, Wie dividiert eigentlich ein Rechenautomat?

Es ist moglich, daB der Leser dieses Buches sich wundert,
weshalb wir die Gleichung (5) durch schrittweise Naherung
gelost haben, wenn die Losung doch ganz genau angegeben
werden kann! Aber uns interessierte dabei ja schlieBlich
weniger die Gleichung (5), als vielmehr die Methode der
sukzessiven Approximation selbst, die wir nachher auf
kompliziertere Gleichungen anwenden wollen.

Im iibrigen soll aber auch darauf aufmerksam gemacht
werden, dafl die Losung solch einfacher Gleichungen mit
der Methode der schrittweisen Niherung im Zusammenhang
mit der Entwicklung elektronischer Rechengerite in den
letzten Jahren direkt notwendig geworden ist. Es existiert
niamlich eine ganze Reihe von Modellen solcher Automaten,
die zunidchst nur die drei Grundrechenarten Addition, Sub-
traktion und Multiplikation ausfiihren konnen. Auferdem
konnen sie durch Zahlen der Form 2" dividieren.

Wie verlduft in solchen Automaten eigentlich die Divi-
sion durch eine beliebige Zahl?

Will man eine Zahl b durch eine Zahl a dividieren, so
lauft das auf die Losung der linearen Gleichung ax = b hin-
aus. Weil die Maschine multiplizieren und durch Potenzen
von 2 dividieren kann, kénnen wir annehmen, daff 1/2 <C
< a < 1 gilt (weil man in jedem anderen Fall durch Multi-
plikation beider Seiten der Gleichung oder Division durch
2" diesen Fall erreichen kann).

Nun bringen wir die Gleichung az = b auf die Form

z=(1—a)z4|b. (10)
Als erste Nidherung fiir die gesuchte Losung z wéhlen wir
z; = b und bezeichnen den Fehler mit a,, so da8
b
zZtoy=—
gilt. Nunmehr ergibt sich aus (10)
onta=01—a)(ry4+a)+b=01—a)z;+b+(1—0a)a,.
(11)
2-0459 17



Wegen 12 <a<<1ist0 <1 — a < 1/2, und damit ist
der Koeffizient (1 — a) geniigend klein, so daB wir auf der
rechten Seite von (11) den Summanden (1 — a) a, weglassen
konnen, weil er von zweiter Ordnung mit @, klein wird.
Wir bekommen

i+ ay~ (1—a)z+0b.
Die Zahl
Zo=(1—a)z,+d
nehmen wir nun als zweite Ndherung. Es bezeichne a, den
Fehler von z, gegeniiber z,d. h. z, 4+ a, = % . Dann erhal-
ten wir aus (10)
Zy+ay=(1—a)r,+b+ (1 —a)a,.
Lassen wir auf der rechten Seite erneut den von zweiter
Ordnung mit a, kleinen Term (1 — a) a, weg, dann erhalten
wir die Naherugsgleichung
Tatay~ (1—a)za+b,
also konnen wir
z3=(1—a)z,+Db
als dritte Ndaherung ansehen. Ganz analog sehen wir ein, daB
z=(1—a)z;+b

die vierte Naherung ist und so weiter. Die Zahlen z,, z,, . . .,
Zn, . . ., die nacheinander nach der Formel

zu berechnen sind, ndhern sich mit wachsendem n dem Wert
bla beliebig genau.

In der Formel kommen aber nur die Grundrechenarten
Addition, Subtraktion und Multiplikation vor, d. h. die
Rechungen sind mit der betrachteten Maschine ausfiihrbar.

Die soeben dargestellte Methode der Division beruht
wesentlich auf der Formel fiir die Summe der unendlichen
geometrischen Reihe.

In der Tat koénnen wir -g—= b

—i=9 schreiben, woraus

sich nach der erwdbhuten Formel
bla=b4+b(1—a)+b(1—a)®+...+b(1—a)"14+... (13)
ergibt. Bezeichnen wir die Summe der ersten n Summanden
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jeweils mit x,
Zo=b4b(l—a)+ ... +b(1—a)",
dann gilt offenbar

ZTpp=b+b(1—a)+...+b(1—a)"=

=b+(1—a)b+b(1—a)+...+0(1—a)*!]=
=b+ (1—a)z,.

Diese Formel ist aber mit (12) identisch. Folglich ent-
spricht der Ersetzung von b/a durch z, die der Summe der
unendlichen Reihe in (13) durch die ersten n Glieder. Mit
wachsendem n nédhert sich der Wert dieser Summe bestidndig
der Zahl b/a. (Die Glieder der Reihe (13) werden mit wach-

sendem n immer kleiner, weil wir 0 << (1 — a) < 1/2 vor-
ausgesetzt hatten.)

5. Quadratwurzelziehen durch sukzessive Approximation

In der Schule wird die Berechnung der Quadratwurzel
nicht behandelt. Vielmehr lernt man schon friihzeitig den
Gebrauch von Quadrattafeln zu ihrer Berechnung.

Wir wollen nun eine Methode kennenlernen, mit der man
die Quadratwurzel einer beliebigen positiven Zahl leicht
berechnen kann. Sie war bereits im alten Babylonien lange
vor unserer Zeitrechnung bekannt, und auch der Mathema-
tiker und Philosoph Heron von Alexandrien hat sich ihrer
bedient. Spédter war sie in Vergessenheit geraten, bis sie
sich als beste Methode zur Berechnung der Quadratwurzel
auf Rechenautomaten erwies.

Wir wollen einmal die Wurzel aus 28 nach diesem Ver-
fahren berechnen und gehen zunichst von einer groben
Naherung, sagen wir z, = 5, aus. Wieder bezeichnen wir

den Fehler mit ay, setzen also J/ 28 = 5 + a,. Zur Bestim-
mung von @, quadrieren wir diese Gleichung und erhalten
zunéchst 28 = 25 4 10¢, 4 a} und daraus

a;+10a;—3=0. (14)
Fiir a, hat sich also eine quadratische Gleichung erge-
ben. Versuchen wir dieselbe zu l6sen, so ergibt sich nach der

schon friiher benutzten Lésungsformel a; = —5 + /28,
d. h., die exakte Losung von (14) verlangt die Berechnung

von V' 28. Es konnte also den Anschein haben, als befinden
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wir uns in einem ,Teufelskreis*: Um V28 zu berechnen,
brauchen wir @,. Wollen wir a; bestimmen, dann benétigen
1

wir wiederum /28!
Einen Ausweg aus dieser Situation zeigt uns die folgende

Uberlegung : Die Abweichung a? des Niherungswertes 1, =
=5 von z = V28 ist nicht groB, sie ist jedenfalls kleiner
als eins. Dann ist aber a? noch kleiner! Also versuchen wir
einen Niherungswert von a; zu berechnen, indem wir in
(14) die recht kleine Zahl a® weglassen. Wir erhalten dann
die Niherungsgleichung 10a, — 3 =~ 0, aus der sich a; =
~ 0,3 ergibt.

Wegen /28 =5+ a wird z, =5 + 0,3 = 5,3 die
zweite Naherung fiir vV 28. -

Um eine noch genauere Néherung fiir V' 28 zu erhalten,
wiederholen wir den gesamten Gedankengang (mit z, an-
stelle von z; [Anm. d. deutschen Red.]). Wir bezeichnen
mit a, den Fehler von z,, d. h., wir setzen z, = V28 — a,,

vernachldssigen a} und bekommen V28 ~ 12 + 2z,a,, Wor-
2
aus a; = B—Ti1olgt. Das bedeutet, daB

2z
: 98 —z3 2847}
Z3=Ta + 2z9 = 2z9

eine dritte Naherung ist. Aus z, = 5,3 ergibt sich nach die-
ser Formel z, = 5,2915... . Genauso bekommen wir mit

zg = 5,2915 die folgende Naherung
28+ 59915
orA , e

I, =
und ganz allgemein liefert
284 z2
A (15)

Tny = 2zn

bei bekanntem z, die nichste Naherung Z,+;.

Dabei wird in jedem Schritt des Prozesses eine bessere
Niiherung fiir }/28 erzeugt, und wir brechen die Rechnung
ab, wenn die Differenz zwischen Zp4, und z, innerhalb der
mitgefiihrten Stellenzahl null geworden ist. Verlangen wir
etwa, V28 mit der Genauigkeit 0,001 zu berechnen, dann
geniigen nach dem soeben Gesagten bereits vier Ndherungen,
und wir erhalten /28 = 5,2915, denn es war ja in der Tat
zg = 5,2915... und z, = 5,2915... .
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Nach dem behandelten Verfahren kann miihelos die Qua-
dratwurzel aus jeder beliebigen positiven Zahl gezogen wer-
den. Es sei a >0, dann werden die sukzessiven Néaherungen
nach

2
_ﬁ (16)

Tny = zzn

mit einer geeigneten Anfangsndherung z, gewonnen.
Man kann Formel (16) auch auf einem etwas anderen

Wege herleiten.
Nehmen wir an, daB wir bereits eine Nidherung z, fiir
V a haben. Va ist wegen Va = ]/x,, = das geometrische

Mittel der beiden positiven Zahlen z, und alz,, also wird
das arithmetische Mittel dieser Zahlen eine Ndherung fiir

V a sein, d. h.

1 z,+a
InH =5 (xn + ) 22, '
und das ist genau die Formel (16).

Wir konnen also sagen:
Die oben dargestellte Methode zur Berechnung der Qua-

dratwurzel besteht darin, dap in jedem Schritt der Niherung
das geometrische Mittel von z, und a/z, durch ihr arithmeti-
sches ersetzt wird.

Jetzt wollen wir uns mit der Frage beschiftigen, ob
dieser IterationsprozeB stets zum Ziele fiihrt oder nicht.
Wir wollen also herausbekommen, ob sich die Sache stets
so wie bei Achilles und der Schildkrote verhilt, oder ob
auch der Fall eintreten kann, iiber den wir beim Wettlauf
des griechischen Helden mit der Gazelle diskutiert hatten.
(Im ersten Fall spricht der Mathematiker von einem konver-
genten, im zweiten Fall von einem bestimmt divergenten
ProzeB8.) Wir werden beweisen, daf es beim Wurzelziehen
niemals Komplikationen gibt und der Proze8 immer kon-
vergiert.

Dazu vergleichen wir die Fehler a, = }a — z, und
@nt1 = V@ — z,4, zweier aufeinanderfolgender Niherun-
gen. Nach Formel (16) konnen wir a,4; folgendermaBen
schreiben

zt+a z2 — 2z, Va+a

tru=Va—zsu=Va— %2y 2z,

.
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Nun ist aber

-2z, Vata=@,—Va)2=adl

und demzufolge
aﬁ
Ony = _m (17
Wir betrachten nur positive Niaherungen z, fiir J @, und
deshalb folgt aus (17), daB alle Fehler a,, a3, . . ., a,, . ..
negativ sind. Mit anderen Worten sind alle Naherungen .1:,,

von der zweiten an ganz sicher groBer als }a '), wihrend
z, zunichst sowohl grioBer als auch kleiner sein kann.

Nun beweist man mit Hilfe der Formel (17) aber leicht,
daf der Betrag des Fehlers jeder Ndherung z, in jedem Schritt
mindestens um die Hélfte kleiner als im vorigen ist. Man
kann nédmlich (17) auch so schreiben

@ _ z,—Va an=(i—w)an

Anyg = — 2 Qp = zzn

[

und demnach ist

Va g, (18)

richtig. Wegen 0 << z,, ist
1 Va

1
T 2, <3

und wegen der oben abgeleiteten Aussage z, >V a fiir
n =2 gilt
1 Va

2 2z, >0.

Damit erhalten wir schlieBlich

| ! 2% <z (19)

Aus (18) und (19) zusammen leiten wir aber sofort
1
|an+1|<—2'|an|

1) Das liegt daran, dal das arithmetische Mittel zweier positiver
Zahlen stets groBer als das geometrische ausfillt (1 ab <—§- (a + b),
falls ¢, ¥ > 0 [Anm. d. dtsch. Red.]).
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her, und das ist gerade unsere Behauptung: In jedem Schritt
der Ndherung wird der Absolutbetrag des Fehlers wenig-
stens um die Hilfte kleiner.

Folglich ist der Betrag des Fehlers im 2. Schritt min-
destens viermal so klein wie am Anfang, betrigt im 3.
Schritt nur noch 1/8 des Anfangsfehlers usw. Mit wachsen-
dem n wird der Fehler ersichtlich beliebig klein, er konver-

giert gegen null! Das besagt aber wegen a, = Va — z,,

daB z, mit wachsendem r dem gesuchten Wert )/ a beliebig
nahe kommt (die Folge {z,} konvergiert fiir n — oo gegen

Va [Anm. d. dtsch. Red.].

Jetzt wollen wir noch herausfinden, welchen Einfluf die
Wahl der Anfangsndherung z, auf den Verlauf der schritt-
weisen Ndherung hat. Zuerst stellen wir fest, daB8 z; auf das
endgiiltige Ergebnis iiberhaupt keinen Einfluf hat.

Wir hatten ja schon gesehen, da88 die Folge a,, a;, . . .
.+« @ ... fir n — oo ganz unabhingig von x, gegen null
geht. Das besagt jedoch, daf bei vorgegebener Stellenzahl

der Rechnung immer der gleiche Niaherungswert fiir Va
herauskommt, wie immer auch z; gewdhlt war. Ja selbst
dann, wenn wir x, sehr grofl wiahlen, gelangen wir schlieflich
zum richtigen Resultat. Nach 10 Schritten ist der Betrag
des Fehlers mindestens um den Faktor 1/4000 kleiner gewor-
den (denn 2!° = 1024 ~ 1000, also 1/2!° = 1/1024 <<
<< 1/1000), nach 40 Schritten aber bereits auf den billionsten
Teil abgesunken (24° &~ 10'2!). Wiirden wir also zur Berech-

nung von }/2 beispielsweise von z; = 10® ausgehen, dann
wire @, &~ 10% und | a4, | << 10-%. Selbst bei einem Start-

wert von 1 Million hétten wir schlieBlich einen Wert fiir /' 2
erhalten, der weniger als ein Millionstel vom wahren Wert
abweicht.

Die eben angestellten Betrachtungen lehren andererseits
auch, dafl die Wahl von z, einen groBen Einfluf} auf die Ge-
schwindigkeit der Konvergenz besitzt. Wird die Anfangs-
nidherung ungliicklich gewidhlt, dann muf man méglicher-
weise recht lange warten, bis die Differenz zwischen x, 4
und z, geniigend klein geworden ist und die gewiinschte
Genauigkeit anzeigt. Eine gut gewidhlte Naherung wiederum
kann die Sache sehr beschleunigen. Haufig hat man deshalb
folgendes Vorgehen: die Anfangsndherung z, entnimmt man

23



einer Quadrattaf 1 und berechnet mit

P oL (20)

2z 1

in nur einem Schritt eine hinreichend genaue Lésung. Ein
solches Vorgehen ist deshalb besonders wirkungsvoll, weil
die Konvergenzgeschwindigkeit der Folge {@,} zunimmt,

wenn z, sich dem Wert }/a nahert. In der Tat hatten wir ja
bei der Herleitung der Formel |any| <%|an| in (18)

den Faktor I% —1/—'1
Zn

bei V a liegt, dann ist die Differenz wesentlich kleiner als

Va

durch % ersetzt. Wenn aber z, nahe

|@n| viel kleiner als i ‘| @n |

1 1
Eund|an“]= l?_

Wir wollen diese Uberlegungen noch prizisieren. Dazu
betrachten wir neben dem absoluten Fehler | a, | =
= |V a — z, | auch den relativen Fehler 8, von z,, d. h.
das Verhiltnis des absoluten Fehlers | a, | und des exakten

Wertes YV a:

ﬂn lanl _l1

p'[/E
Aus (17) erhalten wir dann fir 8,4, die Formel

Brst = l@nst ) _ lan|
"TTVe 2, Va©
Wegen z, >}/ a folgt daraus

|an|? __1 3
ﬂn+i<'—"2 (VE)3 =7 ,Bn-

Fiir die relativen Fehler zweier aufeinanderfolgender Nidhe-
rungen gilt demzufolge

B
Ban <—5- (21)
Ist beispielsweise der relative Fehler von z, gleich 0,01,
dann ist derjenige von x,4, nicht gréBer als 0,00005 und der
von z,;, sogar sicher kleiner als 0,000 000 000 13. Wir

sehen, daB die Genauigkeit der Naherung immer schneller
und schneller zunimmt. Es kann gezeigt werden, daf sich

%



die Zahl der richtigen Stellen von Schritt zu Schritt ver-
doppelt, wenn wir einmal nahe genug an }/ a herangekommen

sind. Beispiel: Zu berechnen ist }/238 mit einer Genauig-
keit von +-0,00001.

Diskussion : Der Zahlentafel im ,, Taschenbuch der Mathema-
tik“ von Bronstein und Semendjajew ') entnehmen wir

¥/ 238 = 15,43 und wihlen diese Zahl als z,. Dann berechnen
wir nach (20)

ay = AP LIB _ 1540705 ..
Nun schitzen wir die Genauigkeit von z, ab. Da der Fehler
von x, keinesfalls groBer als 0,01 ist, konnen wir mit e, =
= 0,01 rechnen und bekommen

0,01
Br=1¢ g3 < 0,001.

Aber dann ist wegen (21)

Br< 221 —0,0000005,
und das besagt, daB der absolute Fehler von x, nicht gréBer
als 15,43 - 0,000 000 5 << 0,000 01 sein kann. Wir sind damit

sicher, daB /238 = 15,42725 in allen 7 Stellen mit dem

wahren Wert von }/238 iibereinstimmt.

Wiirden wir den Wert auf 14 Stellen benétigen, dann
wire bereits die dritte Naherung ausreichend.

Zum Schluf dieses Kapitels gehen wir noch auf eine Be-
sonderheit der Methode der schrittweisen Ndherung ein. Die
oben betrachtete Unabhéngigkeit des Ergebnisses vom An-
fangswert fiilhrt ndmlich dazu, daB man sich auch einmal
verrechnen kann und dennoch das richtige Ergebnis be-
kommt. Die Rechnung dauert dann héchstens etwas linger.
Machen wir beispielsweise im n-ten Schritt einen Fehler,
dann erhalten wir eine Zahl y, anstelle der richtigen Néhe-
rung z,. Diese Zahl betrachten wir nun einfach als erste
Néherung einer neuen Folge, von der wir sicher sind, daB
auch sie gegen )/ a konvergiert. Diese giinstige Eigenschaft
der Methode kann man insofern direkt ausnutzen, als man
die Rechnung zundchst mit geringerer Stellenzahl beginnt

1) BRONSTEIN, I. N.; SEMENDJAJEW, K. A.: Taschenbuch
der Mathematik. BSB B. G. Teubner Verlagsgesellschaft, Leipzig 1973.
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und erst mit zunehmender Konvergenz auf die verlangte
Stellenzahl geht, womit unter Umstéinden Rechenzeit einge-
spart werden kann,

6. Berechnung der Wurzel mit beliebigem Wurzelexponenten

Wir werden jetzt sehen, da man die oben dargestellte
Methode der Quadratwurzelberechnung auch auf die Bestim-
mung einer Wurzel mit beliebigem natiirlichem Wurzelex po-
nenten iibertragen kann. Dazu benétigen wir die folgende
Formel !):

(r+a) =2+ ki tat ..., (22)
in der die Punkte Summanden andeuten, welche die hoheren
Potenzen a?, a3, ... usw. enthalten.

Wir beweisen diese Formel. Aus der Schule ist bekannt,
daB

(z+ a)? = 2%+ 2za } a?,
(z+ a)® = 2®+ 32%a 4 3za? + ad.
Diese Gleichungen konnen wir auch so schreiben:
(z4a)t=2>+2za4 ..., (23)
(z+a)=2%+32%+.... (24)

Formel (22) ist also fiir £ = 2 und k¥ = 3 richtig.
Nun multiplizieren wir die beiden Seiten von (24) mit
(z + a):
(z+a)t= (4 322+ ...) (z +a).

Multiplizieren wir hier die rechts stehenden Klammern aus,
so ergibt sich genau ein Term — ndmlich z* — der a nicht
enthilt, wihrend zwei Terme a in der ersten Potenz enthal-
ten, nimlich 3az® und az®. Was die iibrigen Glieder an-
geht, so enthalten sie @ wenigstens in der zweiten Potenz,
und wir kénnen deshalb schreiben

(z+a)=zt+32%a+ 2%+ ... =zt+42%a+ ..., (25)

wenn wie friither die drei Punkte fiir Glieder von mindestens
zweiter Potenz in a stehen. Wir haben damit gezeigt, da die
Formel (20) auch fiir ¥ = 4 richtig ist. Nun 1a8t sich aber aus

1) Formel (22) folgt sofort aus dem binomischen Lehrsatz, dessen
allgemeine Kenntnis wir aber hier nicht voraussetzen wollen.
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(25) ganz genauso
(z+a)=z+5z4a+ ... (26)

ableiten, und man sieht, daf sich auf diesem Wege die For-
mel (22) fiir jeden positiven ganzzahligen Exponenten %
beweisen 1d6t 1).

Jetzt wenden wir uns wieder der Berechnung der Wurzel
mit beliebigem Wurzelexponenten k¥ zu und nehmen an,
daB uns eine erste Ndherung z, fiir die k-te Wurzel aus a
bekannt ist. Bezeichnen wir mit @, wieder den Fehler von

x,, so bedeutet das vereinbarungsgemiB z, + ¢, = % @ und
(z; + a))* = a, nach Formel (22) aber

x’}-l—kx’i"la,-]- ...=a,
wo die drei Punkte Glieder mit a}, af, usw. andeuten.
Liegt die gewdhlte Ausgangsndherung hinreichend nahe
bei 1/ a, dann ist ihr Fehler @, klein, und man kann die

Glieder hoherer Ordnung in @, vernachlidssigen. So erhilt
man die Ndherungsgleichung

R h—
.1:1 +k.‘lt1 1ai ~ a,
aus der

h
a—zi

Kk 1
abgeleitet wird. Demzufolge kénnen wir
a —zf a+(k—1) x’é

Xo = X. -I- =
2 1 kzllt—i kxl{.—i

oy ~

als zweite Naherung fiir ;@ verwenden. Nach der gleichen
Uberlegung gewinnen wir
a+t(k—1)zh
k:cg"1

~

3

als dritte Ndherung und erkennen ganz allgemein das Bil-

dungsgesetz der entsprechenden Folge von Nadherungswerten
et (k—1)zk

21

k:t::‘1 ( )

1) Der exakte Beweis verlduft nach dem Beweisschema der voll-
stindigen Induktion [Anm. d. dtsch. Red.].

Tny =
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Wie bei der Quadratwurzeliteration kann auch hier ge-
zeigt werden, dafl der dargestellte ProzeB bei beliebig ge-
wihlter Ausgangsndherung z, konvergiert (sofern z, eine
positive Zahl ist), was, wie erinnerlich sein wird, gerade
bedeutet, daB die Folge der Zahlen z,, z,, ..., z,, ...
fiir beliebig gewdhltes positives z; dem Wert {'/ a beliebig
nahe kommt.

Den Iterationsprozef setzt man so lange fort, bis sich die
Zahlen z, und z,.( innerhalb der verlangten Stellenzahl
nicht mehr unterscheiden.

Beispiel : Berechne ;7" 970 mit einer Genauigkeit von 0,001.
Diskussion : Fiir k = 3 ist (27) durch

a-} 2""3

2
3z,

(28)

Tnyy =

zu ersetzen. Bei uns ist ¢ = 970, und wir nehmen z; = 10
an. Dann folgt aus (28)

_ 97042108 _ 2070 _ ¢ 900

Ta=—"3710% — 300
_970+2.9,9% 290,60
=355 = 50 = 2599

Wir sehen, da8 innerhalb der verlangten Genauigkeit z, mit
z3 iibereinstimmt. Deshalb gilt ,‘V 970 = 9,899 bis auf einen
Fehler von +0,001.

7. Die allgemeine Iterationsmethode

Alle oben ausgearbeiteten Beispiele sind Spezialfille
einer allgemeinen Lésungsmethode fiir Gleichungen, die als
Tterationsmethode oder sukzessive Approrimation bezeichnet
wird. Das Wesen dieses wichtigen Hilfsmittels besteht in
folgendem.

Will man die Gleichung f () = 0 lésen, so formt man
sie zundchst einmal so um, daB sie die Gestalt

T =g (z) (29)

bekommt. Dann verschafft man sich eine Anfangsndherung
zy und setzt sie auf der rechten Seite von (29) fiir die Varia-
ble z ein. Den berechneten Wert r, = ¢ (r;) nimmt man
als zweite Ndherung und verfdhrt dann wie mit z; und so
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weiter. Allgemein berechnet man also die nichste Niherung
Z,+1 aus der bereits bekannten nach der Vorschrift

Tny =@ (zn)'

Ergibt sich nach einigen Schritten innerhalb der mitge-
fiihrten Stellenzahl Ubereinstimmung zwischen z, und z, 4,
so ist z, = @ (z,) in eben diesem Sinne eine Losung der
Gleichung (29).

Als wir beispielsweise die Aufgabe mit Achilles und der
Schildkrote losten, hatten wir der Gleichung

10z —2—1000=0

zunichst die Form

z
z=100+ o
gegeben und dann die einzelnen Ndherungen nach der Formel

ZTn1 =100 32

berechnet.

In der Aufgabe iiber die Division auf elektronischen
Rechenanlagen waren wir von ar =b in der neuen
Gestalt

z=(1—a)z+Db
ausgegangen und hatten die Ndherungsfolge rekursiv nach

Zny={1—a)z,+b
errechnet.
SchlieBlich hatten wir zur Berechnung der k-ten Wurzel
die- Gleichung z* = a umgeformt zu

r—= at(k—1) zk

kxh—1
und danach die Ndherungsfolge mit
a4 (k—1) 2}
Tt =—"%-1
kzﬂ

definiert.

Jetzt stellen wir ein Beispiel fiir eine kompliziertere
Gleichung vor, die ebenfalls iterativ gelost wird.
Beispiel : Zu 16sen sei die Gleichung

10r—1 —cosz=0 (30)
mit einem Fehler von maximal +-0,001.
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Diskussion: Zuerst geben wir Gleichung (30) die Gestalt
2= (1+cos z). (31)

Dann wihlen wir einen Anfangswert, sagen wir z; = 0, und
setzen ihn in die rechte Seite ein. Den Wert =z, =

=% (1 4+ cos 0) = 0,2 nehmen wir als zweite Niherung

der gesuchten Wurzel und erhalten bei abermaligem Einset-
zen in (31)

Zy=5 (1 + 05 0,2) ~ 0,198,
Weiter errechnen wir
2, == (1 +c0s 0,198) ~ 0,198

und sehen, dal beide Werte mit der geforderten Genauigkeit
ibereinstimmen. Demzufolge ist wegen

1
=45 (1+cos z3)

die Zahl z, = 0,198 Wurzel der Gleichung (31).

Im Zusammenhang mit der beschriebenen allgemeinen
Iterationsmethode entstehen einige wesentliche Fragen:
(1) Konvergiert die nach der Iterationsvorschrift berechnete
Folge zj, . . ., Z,, . . . in jedem Falle gegen eine Zahl £?
(2) Wenn dies der Fall ist, wenn also lim z, = & gilt,

n-»oco

ist dann £ auch Wurzel der Gleichung(z = ¢ (z)?
(3) Wie schnell konvergiert die Folge z, ..., zp, ...
gegen eine Losung der Gleichung z = ¢ (2)?

Am einfachsten fillt die Antwort auf Frage (2) aus, wenn
wir voraussetzen, dal ¢ () eine stetige Funktion !) von z ist.

Betrachten wir ndmlich die definierende Relation
Zp+1 = @ (z,) der Folge und setzen deren Konvergenz gegen
eine Zahl & voraus, dann strebt fiir wachsendes n deren
linke Seite gegen &, die rechte aber gegen ¢ (£)). Demnach
haben wir aber auch & = ¢ (£), d. h., £ ist eine Wurzel der
behandelten Gleichung z = ¢ (z).

Die erste Frage miissen wir in der allgemeinen Form, in
der sie hier gestellt worden ist, verneinen. Wir geben dazu

1) Uber Stetigkeit einer Funktion s. GONTHER/BEYER/GOTT-
WALD/WUONSCH : Grundkurs Analysis I. BSB B. G. Teubner Ver-
lagsgesellschaft, Leipzig 1972.

30



ein Gegenbeispiel an und betrachten die Gleichung

r=10"—2.
Wihlen wir 2, = 1, so bekommen wir nacheinander
2, =8, 2, =108 — 2, z, = ..., .....

Die z, wachsen also mit n iiber alle Grenzen, es kann des-
halb keinen endlichen Grenzwert geben. Andererseits kon-
vergiert der IterationsprozeB jedoch fiir die durch Umfor-
mung gewonnene dquivalente Gleichung

z=Ig(z+2)

sehr rasch und liefert schon nach drei Schritten das Ergeb-
nis £ = 2,38.

Wir schliefen daraus, daB die Frage (1) in der vorliegen-
den Form nicht sachgemif ist und etwa so lauten sollte:

(1’) Wie muf die Funktion ¢ (z) beschaffen sein, damit
die Iterationsfolge z,, z,, ..., z,, . . . konvergiert?

Zur Klirung dieser Frage soll uns eine geometrische
Veranschaulichung der Iteration verhelfen.

8. Geometrische Interpretation der Iterationsmethode

Offenbar handelt es sich bei der Bestimmung einer Wur-
zel & der Gleichung z = ¢ () darum, die Abszisse des

Yy 5
“ % , H 4
N | /‘g NI
t) i _—~
g | 7 L
P . I R
g’ 0l | | A |
0 o . o 1l |
&rr, 1, I,z r  nér, 2 3
a) &
Abb. 2

Schnittpunktes M der Kurve y = @ (z) mit der Geraden
y = z zu finden. Jetzt schauen wir uns einmal die Abbil-
dung 2 an.

Wenn z; der Anfangswert ist, dann liegt der Punkt M, mit
den Koordinaten (z,, ¢ (z,)) auf der Kurve y = ¢ (z). Die
horizontale Gerade durch diesen Punkt schneidet die Gerade
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Y =z in einem Punkt N, (¢ (z), @ (1)) = N, (25, 2,),
wobei wir z, = ¢ (z;) verwendet haben. Die Senkrechte
durch N, schneidet die Kurve in einem Punkt M ,(z,, ¢ (z,)).
Wiederholen wir den Vorgang, dann bekommen wir
Ny (@ (2, @ (22)) = Ny (25, 25) und M (25, @ (25) mit
z3 = @ (z,) usw.

Konvergiert der IterationsprozeB8, so ndhern sich die
Punkte M,, M,, ..., aber auch N;, N;, ... stindig dem
gesuchten Schnittpunkt M.

Der geometrische Gehalt der Iterationsmethode besteht
also darin, daB wir uns dem gesuchten Schnittpunkt von

M 9
“} ’ 2 Ay
™, e 4 N,
/‘/:' |NII |
5 o KA
K00 Ly I\
Y/ O\
0 ol 0 Ll -
/585 Tz ; 2é I, ‘Mi« x
AN o 8)

Abb. 3

Kurve und Gerade liangs eines Polygonzuges néhern, dessen
Ecken abwechselnd auf der Kurve und auf der Geraden liegen
und dessen Seiten dabei abwechselnd horizontal und verti-
kal verlaufen.

Liegen Kurve und Gerade so zueinander, wie es Abb. 2a
zeigt, dann entsteht ein Treppenpolygon. Bei den in
Abb. 2b angedeuteten Verhiltnissen entsteht dagegen ein
spiraliges Polygon.

Der angedeutete IterationsprozeB kann natiirlich auch di-
vergieren, wie es im Falle von Achilles und der Gazelle war,
d. h. zu einem Polygon fiihren, dessen ,Treppenstufen” oder
»Spiralwindungen“ mit jedem Schritt gr6fer werden und wo
die Punktfolgen M; bzw. N; von M wegstreben (Abb. 3).

Der wesentliche Unterschied zwischen den Abbildungen 2
und 3. besteht in folgendem. Wir zeichnen durch A, dem
Schnittpunkt der Geraden y = z mit der Kurve y = ¢ (2),
die zur Geraden y = z senkrechte Gerade. Durch diese
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beiden Geraden wird die Ebene in vier Quadranten zerlegt,
und die Methode konvergiert genau dann, wenn die Kurve
y = @ (z) zwischen M und M, ganz im Inneren des linken
und rechten Quadranten verlauft. Sie divergiert dagegen,
sobald die Kurve dort im oberen oder unteren Viertel liegt.

Wollen wir diese Regel anwenden, so miissen wir zu-
nidchst den Graphen der Funktion y = ¢ (z) zeichnen, w:s
aber nicht immer mit der notigen Genauigkeit méglich ist.
Wir benétigen somit ein anderes Kriterium fiir die Konver-
genz, eine Regel, die aufgrund von Rechnungen die Frage
zu kldren erlaubt und keinen Bezug auf die Geometrie mehr
nimmt. Ein solches Kriterium wird in Kap. 10. bereitge-
stellt werden. Zunichst aber miissen wir den zentralen
Begriff der Kontraktivitdt einer Abbildung einfiihren und
erlautern.

9. Kontraktive Abbildungen

Wir betrachten eine auf dem Intervall [a, b] definierte
Funktion y = ¢ (z), durch die jedem Punkt z, dieses Inter-
valls ein Punkt y, = @ (z,) auf der Ordinatenachse zugeord-
pnet wird. Will man diesen Punkt auf zeichnerischem Wege
bestimmen, dann legt man durch z, die vertikale Gerade und
bestimmt ihren Schnittpunkt mit dem Graphen von y =
= @ (z). Durch diesen Schnittpunkt legt man die horizon-
tale Gerade, welche die Ordinatenachse in y, schneidet
(Abb. 4). Die Funktion y = ¢ (z) vermittelt somit eine

9\

Abb. 4

eindeutige Abbildung des Intervalls [a, b] in die Menge der
Punkte der Ordinatenachse. Die Menge aller Bildpunkte von
Punkten aus [a, b] wird Bild dieses Intervalls genannt. So
ist etwa [4, 25] das Bild von [2, 5] unter der Abbildung
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y = x%, wiahrend bei der gleichen Abbildung das Intervall
[—1, 6] das Bild [0, 36] hat. (Man zeichne die grafische
Darstellung der Funktion y = z?!)

Es ist bewiesen worden, daf das Bild eines Intervalls
[a, b] stets wieder ein Intervall der Ordinatenachse ist,
wenn die Funktion ¢ () stetig ist. Dariiberhinaus bemerkt
man sofort, daf das Bildintervall von [a, b] gleich [¢ (a),
@ (b)] ist, wenn y = ¢ (z) in [a, b] zusdtzlich monoton wach-
send ist, widhrend eine monoton fallende Funktion y =
= ¢ (z) das Bild [p (b), @ (a)] erzeugt (Abb. 5).

Wir kénnen aber auch leicht eine durch eine Funktion er-
zeugte Abbildung des Intervalls [a, b] auf ein Intervall der
Abszissenachse angeben. Dazu brauchen wir nur die Ordi-
natenachse anschliefend um —90° zu drehen und mit der
Abszissenachse zur Deckung zu bringen, dann kommt das
Bild auf die Abszissenachse zu liegen, und wir haben unser
Ziel erreicht. Die so definierte Abbildung wollen wir durch
z — @ (z) symbolisieren. Ist ¢ (z) stetig, dann ist das Bild
eines Intervalls [a, b] ein anderes Intervall [a,, b,] der -
Achse.

¥y Y\
\ pla)|<
@b e
wib)
) Y=piz)
a a b i o a bt
¢Abb. 5

Es kann nun vorkommen, daf} das Bildintervall [a,, b,]
ein Teil seines Urbildes [g, bl ist. Als Beispiel nennen wir die
Abbildung z — 1 + V'z, die das Intervall [0, 4] auf das
Teilintervall [1, 3] abbildet. In einem solchen Fall wollen
wir sagen, daB die Funktion ¢ (z) das Intervall ir sich ab-
bildet.

Es sei das Bild [ay, b,] ein Teilintervall von [a, b], dann
hat offensichtlich jedes Teilintervall von [a, b] ein Bild-
intervall, das ganz in [a,, b;] gelegen ist. Demzufolge geht
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la,, b,] selbst bei der Abbildung ¢ (z) in ein Teilintervall
la,, b,] iiber, dieses wiederum wird auf ein Intervall [a;, b,]
abgebildet usw. Im Endergebnis haben wir eine Folge von
Intervallen [a, b], [ay, b,], [a,, b,], . . . erhalten, von denen
jedes im vorigen enthalten ist und als Bild des vorhergehen-
den Intervalls durch die Abbildung z — @ (z) entsteht
(Symbolisch :

[an+iv bn+i] =@ ([an’ bn])

Zum Beispiel bildet z -1 — (z + 2)-! das Intervall
[0, 4] auf das Teilintervall [1/2, 5/6] ab. Dieses wiederum
geht in [3/5, 11/17] iiber und so fort. Jedes folgende Inter-
vall ist ein Teil des vorhergehenden.

Dann sind genau zwei Félle moglich : entweder gibt es ein
Intervall [c, d], das jedem Intervall der Folge angehort, oder
es existiert genau ein Punkt £, der allen Intervallen gemein-
sam ist. In diesem letzten Fall sagt man, daB sich die Inter-
vallfolge auf den Punkt £ zusammenzieht.

Nachfolgend werden die Bedingungen fiir dieses Zusam-
menziehen der Intervallfolge niher untersucht, und dazu wol-
len wir zundchst den wichtigen Begriff der kontraktiven
Abbildung einfiihren.

Man nennt eine Abbildung z — ¢ (z), die ein Intervall
[a, b] in sich abbildet, kontraktiv oder kontrahierend, wenn
sie den Abstand zwischen zwei beliebigen Punkten mindestens
um das m-fache verkleinert, wobei m 1 sein muB. Da der
Abstand durch | z; — z, | gegeben wird, kann diese Forde-
rung genauer formuliert werden :

Es gibt eine Zahl g mit 0 << g << 1 und fiir je zwei Punkte
z3, Z,€ [a, b] gilt

| @ (21) — @ (22) | < g | 21— 75 | (32)

(Hier ist also ¢ = 1/m).

Bei einer kontraktiven Abbildung verkiirzen'sich demnach
die Lingen aller in [a, b] enthaltenen Teilintervalle [c, d]
mindestens um den Faktor m = 1/q (sofern die Abbildung
stetig ist [Anm. d. dtsch. Red.]). Ist [¢;, d,] ein Teil von
[c, d], dann sind ¢, und d, Bildpunkte gewisser Punkte z,,
z, aus [c, d]:

=@ (), ca=@(s)
und deshalb

ldi—ei|=| @ (x2) — @ (71) |<q| 22— 24|
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Es ist |z, — 21 | <d — ¢, weil z,, z; Punkte aus [c, d]
sind, und folglich haben wir mit |d;, — ¢, | < g |d — ¢ |
unsere Behauptung erhalten.

Wir sind jetzt in der Lage, eine Bedingung dafiir anzu-
geben, daB sich die oben betrachtete Intervallfolge [a, ],
la;, b4], . . ., die durch fortgesetzte Anwendung der Abbil-
dung ¢ (z) auf [a, b] erzeugt wird, auf einen Punkt & zusam-
menzieht.

Bildet die Funktion z — ¢ (z) das Intervall [a, b] auf
ein Teilintervall la,, b)) = la, b] ab, und ist sie kontraktiv,
dann zieht sich die Folge der Intervalle (a,, b,) (mit

[@nsts oyl =9 ([an, bn])
[ao, bo)l=1[a, b] [Anm. d. dtsch. Red.])

auf einen Punkt £ des Intervalls [a, b] zusammen.
Beweis: Wegen der Kontraktivitdt gilt fiir beliebiges n

|bn —an|<q|bn-1—an-1|, aber auch
|baot —@n-1|<<q|bn-2e —an—| und folglich
|bn — an|<q®|bn2—an-|
Indem wir in dieser Form fortfahren, erhalten wir
|bn—an|<g*|b—al.

Dal0 <g < 1 vorausgesetzt ist, konvergiert die Folge ¢', ¢2,

¢, ..., g% ... monoton gegen null, woraus folgt, daB
dle Lénge lb — a, | des Intervalls [a,,, b,] ebenfalls be-
liebig klein wird, wenn n gegen unendlich strebt Dann kann
es aber kein Intervall [¢, d] geben, das allen Intervallen der
Folge gemeinsam ist, und diese Folge zieht sich auf einen
Punkt zusammen.

Zum AbschluB betrachten wir eine Funktion ¢ (z), fiir
welche die Ungleichung (32) fiir zwei beliebige reelle Zah-
len z; und z, erfiillt ist. Sie ist auf der ganzen reellen Achse
kontraktiv. Wir konnen leicht zeigen, dal es auch dann ein
Intervall gibt, das durch die Abbildung auf einen Punkt
zusammengezogen wird. Da die Bedingung der Kontrakti-
vitat immer erfiillt ist, geniigt es, wenn wir ein Intervall
angeben, das durch z— @ () in sich abgebildet wird.
Wir wihlen dazu eine Zahl a und berechnen b = ¢ (a).
Ferner sei g; << 1 eine Zahl mit ¢, >g¢. Bilden wir jetzt

=|b—al|/(1 —gq), dann hat das Intervall [a — R
a + R] ganz sicher die verlangte Eigenschaft, denn fiir
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ein beliebiges z€la — R, a + R] haben wir |z —a | <R
und wegen (32)

| (2)=b|=|¢(z)—@(a)|<q|z—a|<g-R.
Dann ist weiter

|@@)—a|=|p@)—b+b—a|<|p(2)—b|+|b—a]
<gR+|b—a|=gqR+ (1 —q) R=
=(1-+g—q)R<R.

Das bedeutet, daB der Punkt ¢ (z) ebenfalls im betrachteten
Intervall liegt, und das war gerade unsere Behauptung.

10. Kontraktive Abbildung und Iterationsverfahren

Jetzt kehren wir zum Iterationsverfahren zuriick, das
ja gerade zur Losung von Gleichungen der Form z = ¢ (2)
verwendet wird. Wenn & Wurzel dieser Gleichung ist, dann
bleibt der Punkt & bei der Abbildung 2 — ¢ (z) an seinem
Platz, denn es gilt ja £ = ¢ (£). Das heiit aber, daB die
Aufgabe, eine Gleichung zu lisen, gleichwertig damit ist,
einen sogenannten Firpunkt der Abbildung z — @ (x) zu
finden.

Ist die Abbildung ¢ (z) auf dem Intervall [a, b] kontrak-
tiv, dann gibt es dort immer einen Fixpunkt. Das sieht man
folgendermaBen ein:

Eine iiber [a, b] kontraktive Abbildung ¢ (z) erzeugt
eine Intervallfolge [a,, b,], la,, b,], ..., la,, b,], ..
aus [a, b], die sich auf einen Punkt £ zusammenzieht, der
eindeutig bestimmt ist und in allen Intervallen [a,, b,]
liegt. Dieser Punkt ist Fixpunkt der Abbildung ¢ (z).

In der Tat bildet ¢ (z) jedes Intervall [a,, b,] in ein
Teilintervall [a,4,, b,+,] ab. Demnach liegt das Bild ¢ (c)
eines beliebigen Punktes ¢ aus [a,, b,] in diesem Teilin-
tervall [a,4+1, bp4,] und insbesondere in [a,, b,] selbst.
Weil nun & allen Intervallen [a,, b,] angehort, muB8 das
auch auf sein Bild ¢ (&) zutreffen. Es gibt aber nur einen
Punkt, der in allen Intervallen liegt. Folglich ist ¢ (&) =
= §, d. h., & ist Fixpunkt von ¢ (z).

Ebenso leicht zeigt man, daf es in diesem Falle immer
nur einen Fixpunkt in [a, b] geben kann. Wire namlich 7
ein weiterer Fixpunkt im Intervall, dann miifite gelten

[E—n|=le@E)—em|<g|é—n|
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Da aber 0 << g <1 ist, kann das nur richtig sein, wenn
[E—n|=0, d.h. &= ist.

Jetzt konnen wir endgiiltig eine hinreichende Bedingung
fiir die Konvergenz des Iterationsverfahrens angeben.

Die Funktion ¢ (x) moge eine kontraktive Abbildung des

Intervalls [a, b] bewirken. Dann konvergiert die nach der Vor-
schrift T,i4 = @ (x,) mit einem beliebigen Anfangswert z,
aus diesem Intervall gebildete Folge z,, z;, ..., Zp, . ..
gegen die einzige in diesem Intervall gelegene Wurzel & der
Gleichung z = ¢ (z).
Beweis: Wenn [a,, b,],n = 1,2, ..., die Intervallfolge ist,
die durch sukzessive Anwendung der Abbildung z — ¢ (z)
auf das Intervall [a, b] entsteht, dann liegt z, in [a, b], z,
in [ay, b;] und allgemein z, in [a,, b,]. Die Folge muf} somit
gegen & konvergieren, denn die Lidnge |b, — a,| der Inter-
valle konvergiert gegen null.

Wir heben nochmals hervor, dafl der Beweis gleichzeitig
zeigt, daf z, in [a, b] ganz beliebig gewdhlt werden kann.

Jetzt wenden wir uns der dritten der aufgeworfenen Pro-
bleme zu und wollen Aussagen iiber die Konvergenzgeschwin-

digkeit der Folge z,, z,, ..., Z,, gegen & herleiten.
Wegen £ = ¢ (£) gilt
lpe)—&l=]@(c)— & |<glc—E] (33)

fiir einen beliebigen Punkt ¢ aus [a, b].
Wir wenden (33) jetzt auf die Punkte z, (n =0, 1,2, ...)
an und erhalten wegen z,4, = @ (z,)

| Zn —E&|=|@ (xn—t) —&|<q| ZTn-1— | und durch
fortgesetzte Anwendung dieser Abschitzung schlieBlich

Ixn—§l<QIxn-i—glgqalzn-z_g|<' .o gq"lxo—fl.

Daraus lesen wir ab, daB die Folge | z, — & | mit wach-
sendem » mindestens mit der Geschwindigkeit einer geo-
metrischen Folge mit dem Quotienten ¢ << 1 gegen null
konvergiert.

Wir geben nun einige Beispiele fiir die soeben bewiesene
Aussage.

Beispiel 1: Kann die Iterationsmethode auf die Lésung der
Gleichung z = 1/(4 + z?) (34)
angewendet werden?
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Diskussion: In (34) ist ¢ (£) = 1/(4 + 2?). Fiir beliebige
Z4, z, haben wir

1 1
I‘p($2)_¢(xi)l=| btz3 4+

N o [ EXETN |za— |
(At} Gtz [&tagllé+aa T2 A

Ferner gilt |z | = %sz_xz g’*t——’z wegen der Ungleichung

zwischen geometrischem und arithmetischem Mittel. Also
gilt

|1 a0 | <)o |4 | 2 | EEETCED

.—.2+.@<2 +.’i"2;’_3+.‘ﬁgi_

=g (428 (4.

Wir haben damit gezeigt, daB fiir beliebige reelle Zahlen
z, und z, stets die Ungleichung

[ Zy +.‘L'2 I <_1_
(4+af) (4+a3) 8
richtig ist, und daraus folgt sofort

1
I‘P(xz)—¢(x1)|<'g‘lxz—$al-

Das beweist aber, da die Abbildung z — ¢ (z) auf dem
gesamten Zahlenstrahl kontraktiv ist.

Wir wissen bereits, dal es in diesem Falle sicher ein
Intervall gibt, das bei dieser Abbildung in sich iibergehen
wird. Um dasselbe zu finden, setzen wir @ = 0 und berech-
nen b = ¢ (a), d. h. b = 1/4 = ¢ (0). Wir sahen oben, da
g = 1/8 ist und wihlen deshalb g, = 1/4, woraus sich R =

= lf:;l = —;— ergibt. Das Intervall [—1/3, 1/3] hat demnach

die gewiinschte Selbstabbildungseigenschaft, so daf es in
diesem Intervall genau eine Wurzel der Gleichung (34)
gibt, die wir nun durch Iteration bestimmen wollen.

Als beliebige Ausgangsniherung aus dem Intervall
nehmen wir etwa x, =0 und rechnen nacheinander
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aus.:

x1=%=0,25,
Ty = _0,2461
277410,25%7 ~ 40625 U

1
T3="770,24612 — 4,060 =0,2463,
gy= =1 ___0,2463.

4+ 0,24632 4,0605

Die Werte z; und z, stimmen bis auf vier Stellen iiberein.
Folglich ist die im Intervall [—1/3, 1/3] gelegene Wurzel
von (34) gleich 0,2463 4 0,001.

Das ist aber iiberhaupt die einzige Wurzel dieser Glei-
chung, weil ¢ (z) auf der gesamten Zahlengeraden kontrak-
tiv ist.

Beispiel 2: Untersuchen Sie die Anwendbarkeit der Iterations-
methode auf die Gleichung

z=147z

im Intervall [—1, 8]! a

Diskussion : Hier ist ¢ (2) =1 4 yx, und wegen ¢ (—1) =
= 0 und ¢ (8) = 3 wird das Inter-

T vall [—1, 8] in sich abgebildet.
Kontraktiv ist die Abbildung in-
dessen dort [nicht, denn fiir z, =
= —0,008 und z, = 0,008 wird

[ (z) — o () |=
z . =|,7/0,008 — ;" —0,008 =
0° A =0,4>|x2-—:c‘|.

b Beim Beweis der Kontraktivitit
Abb. 6 haben wir in Beispiel 1 die Ungleichung
Vab < (a+ b)/2 angewendet. Jetzt
wollen wir noch einige weitere Ungleichungen einfiihren, die bei
analogen Beweisen immer wieder niitzlich sind.
Zunichst beweisen wir die Giiltigkeit der Ungleichung

sinz <z <tanz (35)

fir alle z > 0.
Dazu bemerken wir, daB in Abb. 6 die Fliche Sp,p des Sektors
OAB mit dem Winkel z groBer als die Dreiecksfliche Sapap und
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kleiner als die Fliche Sppar des Dreiecks AOAT ist :

Sa0aB < Spap < SA0AT.
Es gilt aber auch

R?sinz R2? tan z
Soas = SOAT='—'2_ ,

wo R der Kreisradius ist. Die Fliche des Sektors selbst ist gleich R2z/2
(den Winkel z messen wir im Bogenmaf). Demnach gilt
R2sinz < R2z R2tanz
2 2 2 !

woraus durch Multiplikation mit 1%> 0 die Behauptung folgt.

Aus der Ungleichung (35) lesen wir auch ab, daB fiir 0 <z <1
stets £ < arc sin z und fiir 0 < z stets z > arc tan z gilt.
Ferner notieren wir noch die Ungleichungen

ex>14 =z fiir £ > 0 und
In(I+2)<zfir0o<z<1,
deren Beweis etwas schwieriger ist.

Beispiel 3: Klidren Sie die Frage der Konvergenz des Itera-
tionsverfahrens fiir die Gleichung

z=1 —l-% arctan . (36)
Diskussion : Diese Gleichung kann wegen 1 + % arc tan z >
> 0 fiir alle z nur positive Wurzeln haben. Es ist hier nun
p)=1+ -% arctan = 37)
und deshalb
| @ (z2) — @ (21) |=| (1 + %arctanzz) —
— (1 + % arctan xi) | = % |arctan z, —arctan zy |.

Fiir zy = 0, z, = 0 gilt stets

arctan z, — arctan ry = arctan _fj_:;i
2
und demnach auch
1 T3—2
I @ (xz) _¢(x1) I =? I arctan 1_2*_31::2 <
1| zg—z4 1
< 7| Trzmy |< 5|$z—x1 l
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Also ist die Abbildung (37) auf der Halbachse [0, oo]
kontraktiv und bildet das Intervall [0, V' 3] auf das Teil-

intervall [1, 1+ %] ab. Deshalb gibt es genau eine Wurzel

der Gleichung (36) in diesem Intervall. Zur Berechnung die-
ser Wurzel setzen wir nun z; = 1 und bekommen nachein-
ander

x3=1+%-arctan1=1+% ~1,39,
Zo=1 4 5 arctan 1,39 = 1,474,

z, =1 -I-%arctan 1,474 =1,487,

25 =1+ = arctan 1,487 = 1,489,

Zo =1+ arctan 1,489 = 1,490,

z;=1 —I—%arctan 1,490 = 1,490.

Innerhalb der mitgefiihrten Stellenzahl stimmen z, und z,
iiberein, und die gesuchte Wurzel ist bis auf einen Fehler
von 40,001 gleich 1,490. Die Abbildung = — @ (z) ist auf
der gesamten Halbachse kontraktiv, woraus folgt, daB (36)
keine weiteren Wurzeln haben kann.

Auch wenn die Gleichung z = ¢ (z) nicht mit Iteration
gelost werden kann, 146t sich durch Umformung hiufig eine
Gleichung herleiten, auf die die Methode anwendbar ist.
Wir betrachten als Beispiel hierfiir die Gleichung

$=$3—2. (38)
Wegen ¢ (1) = —1 <1, ¢ (2) = 6 > 2 besitzt sie im Inter-
vall [1, 2] sicher eine Wurzel. Die Abbildung 2® — 2 ist
dort aber nicht kontraktiv, sie bildet nicht einmal das

Intervall in sich ab.
Jetzt formen wir (38) folgendermafBen um:

r=yz+2,
und nun ist y (z) = V z + 2 und deshalb
Iw(x2)—¢(zi)l=|13/x2+2 -—foH—Z |=

Tog— Ty

=| V(@ t224+Y (@112 2212+ (@ +2)2
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Im betrachteten Intervall haben wir 2, > 1, z, > 1,
und deshalb gilt dort

I '/) (xﬁ) 'p (.131) I 3 }/"

womit die Kontraktivitit von ¢ (z) im Intervall [1, 2] ge-
zeigt ist.

Wir wihlen z; = 1 und fiihren die Iterationsmethode
durch, wobei wir

| 2s — 1],

Ty = 3 = 1,442,

2, = 3,442 = 1,510,
7, = 3,510 = 1,520,
z5== 3,521 = 1,521,
zg=3,521 =1,521

als Folge der Naherungen ausrechnen. Wie wir sehen, stimmt
z; = 1,521 bis auf einen Fehler von +0,001 mit der einzi-
gen im Intervall [1, 2] vorhandenen Wurzel von (38) iiberein.
Andere reelle Wurzeln hat diese Gleichung aber iiberhaupt
nicht.

Die bisher gewonnene Charakterisierung der Konvergenz
der Iterationsmethode ist fiir die Anwendung nicht beson-
ders geeignet, weil sie die Gewinnung geniigend scharfer
Abschdtzungen voraussetzt. Wir werden spéter im Kapitel
21 eine andere Form der Konvergenzbedingung gewinnen,
deren Verwendung den Konvergenzbeweis der Methode be-
triachtlich vereinfachen kann.

11. Die Sekantenmethode (regula falsi)

Es gibt eine Reihe von Néaherungsverfahren zur Losung
von Gleichungen, die schon lange im Gebrauch sind und
eine wesentlich speziellere Gestalt haben. Viele von ihnen
lassen sich relativ leicht als Spezialfidlle des bisher betrach-
teten allgemeinen Iterationsverfahrens interpretieren. Wir
werden uns in diesem Sinne jetzt zundchst mit dem sogenann-
ten Sekanten-Ndherungsverfahren — der ,regula falsi“, wie
es auch vielfach genannt wird — beschiftigen.

Wir gehen wieder aus von einer Gleichung f () = 0 und
bemerken zunichst, daB die Aufgabe, eine solche Gleichung
zu losen, gleichwertig ist mit der Bestimmung des Schnitt-
punktes des Graphen von f (x) mit der Abszissenachse.

Wir setzen voraus, daB die Funktion y = f (z) stetig ist
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und in den beiden Punkten z = a und z = b Werte mit
entgegengesetztem Vorzeichen annimmt. Dann besitzt y ==
= f(z) im Intervall [a, b] mindestens eine Nullstelle.

I\

/|,
aV\/az

Abb. 7

Die grafische Darstellung der Funktion schneidet die Ab-
szissenachse in diesem Intervall wenigstens einmal. Es kann
aber natiirlich auch mehrere Nullstellen geben (Abb. 7).
Nur wenn die Funktion
I\ N y =1 (z) in [a, b] auBerdem
noch monoton ist, schnei-
det ihre grafische Darstel-
lung die z-Achse in
genau einem Punkt £. Um
MoT N, denselben anndhernd zu
0 a a, /@ 0 finden, ersetzen wir den
Kurvenbogen y = f (z) in
[a, b] durch die Sekante
M MN und bestimmen deren
Schnittpunkt 7 mit der
Abb. 8 Abszissenachse (Abb. 8).
Dazu betrachten wir die
beiden dhnlichen Dreiecke MAM,;T und NN,T und folgern
aus der Ahnlichkeit die Gleichung
MT _ TN,
MM; NN~

Aus der Zeichnung entnehmen wir M,T = a; — a, TNy =
=b—a, MM, = —f (a) und NN, = f (b), wenn a, die
Abszisse von T ist. Also gilt

a—a b—a,

—f(a) — f(b)




oder
af (b) —bf (a)

U=l —f@
Die letzte Gleichung konnen wir auch so aufschreiben:
b—a
ay = b -—-f (b) w bzw. (39)
b—a
a=e—1@ =@ (40)

(Beweisen Sie, dal beide Formeln dquivalent sind!)

Die Zahl a, ist dann offensichtlich ein Ndherungswert
fiir die zwischen a und b gelegenen Wurzeln der Gleichung
f (z) = 0.

Weil f (a) und f (b) verschiedene Vorzeichen haben, muf
entweder das Vorzeichen von f (a) oder das von f (b) vom
Vorzeichen der Zahl f (a,) verschieden sein (sofern nicht a,
zufillig bereits eine Nullstelle ist [Anm. d. dtsch. Red.]).
Wenn die Funktion beispielsweise in @ und a, verschiedenes
Vorzeichen hat, dann wendet man Formel (39) auf dieses
Intervall [a, a,] an und bekommt die folgende Niherung

4y =a,— f (ay) ,———(af;: & (41)

fir die gesuchte Wurzel. Haben dagegen f (a,) und f (b)
unterschiedliche Vorzeichen, so ist Formel (40) anzuwen-
den, und es ergibt sich
—a— el

92 == T —F @y - (42)
Hat man a, ermittelt, so wird Formel (39) auf [a, a,] oder
(40) auf [a,, b] angewendet, womit man ag als dritte Nahe-
rung erhdlt. Ganz allgemein berechnen wir die (n + 1)-te
Niherung aus der n-ten nach der Formel (43) oder (44):

@nit=an— f (an) f(aaT';———;Ta) ’ (43)
b—a,
anis =an—1 (@) T =F a7y (i)

Wir haben zwei Formeln erhalten und werden jetzt iiber-
legen, unter welchen Voraussetzungen die eine oder andere
sachgemdB ist.

Die Kurve sei von unten gesehen konvex, dann ist derje-
nige Intervallendpunkt M oder N zu nehmen, in dem die
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Funktion positiv ist. Ist die Kurve dagegen von unien gesehen
konkav, dann mufl gerade der Endpunkt negativer Ordinate
genommen werden. Die vier méglichen Fille sind in Abb. 9

Abb. 10

dargestellt, und man liest die geometrisch anschauliche
Aussage ab:

Die Funktion f (z) sei auf dem Intervall stetig und mono-
ton, habe im ganzen Intervall gleichbleibende Kriimmungs-
richtung und in den Intervallendpunkten entgegengesetzte
Vorzeichen, dann liefert die Sekantenmethode bei richtiger
Wahl der Formel in jedem Schritt eine Punktfolge, die gegen
die Losung der Gleichung f (z) = 0 konvergiert.
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Wird die falsche Formel genommen, dann fiihrt das da-
zu, daB der Punkt a, auBerhalb des Intervalls [a, b] liegt,
wie es Abbildung 10 zeigt.

Wir wollen jetzt sehen, inwiefern die Sekantenmethode
ein Spezialfall des allgemeinen Iterationsverfahrens ist,

Wenn f (a) = 0 ist, dann ist die Gleichung f (z) =0
dquivalent zur Gleichung

r—a
z=z—f () @ —F@" (45)
Beuweis:
a) Es sei f (§) = 0, dann ist

E—a
E=¢—10) v5—r@r (46)

richtig und (45) offenbar erfiillt.
b) Wenn andererseits & 5= a eine Losung von (46) ist, so
gilt £ (&) = 0.

a

(0= —f(§)—f—(§;EW und wegen £=~a—> fE=0,

was wir beweisen wollten [Anm. d. dtsch. Red.].)
Gleichung (45) ist aber genau von der Gestalt z = ¢ (x)
mit

_ z—a _ af(z)—zf(a)
@) =2~ @)= F@& = Fe=T@

Wir wihlen z, = b und fiithren die Iterationsmethode durch.
Dabei erhalten wir genau dieselbe Zahlenfolge a,, a,, . . .
.. @, ... wie mit dem Sekantenverfahren:

Qniy=an —f(an) W% .

Beispiel : Wir losen die Gleichung

2243r—1=0 (47)
nach dem Sekantenverfahren.
Diskussion: Hier ist f (z) = 2® + 3z —1 =0 und f (0) =
= —1, f (1) = 3, so daB (47) im Intervall [0, 1] mindestens
eine Losung haben muB. Der Graph der Funktion ist im-

Intervall von unten gesehen konvex, wie eine Skizze zeigt,
und wir miissen deshalb mit der Formel (39) arbeiten:

b—e 43, 120 __
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Die gleiche Formel liefert auch die zweite und alle weiteren
Néherungen

b—zy 1-0,25 _ .
n=b—10) To=rey =1~ 3rom =0

—1—3.1=031 5449
T3 3fo0,040

1—0,319
1‘4=1—3'm‘=0,322,
‘ 1—0,322

2 =1—3 37— 5005 = 0-322.

Die im Intervall [0, 1] gelegene Wurzel ist also
0,322 + 0,001.

12. Ein verbessertes Sekantenverfahren

Wenn die regula falsi konvergiert, dann stimmt die
Konvergenzgeschwindigkeit im allgemeinen mit der des
Iterationsverfahrens iiberein — der Fehler verkleinert sich
wie die Glieder einer geometrischen Folge.

y1\ Y
a aﬂ_, a, A‘ a 4 01’7
’ _/W”” vE 0 uf b x
a)
b)
Abb. 11

Es gibt aber eine verbesserte Variante des eben be-
schriebenen Verfahrens, die durch eine wesentlich grofiere
Konvergenzgeschwindigkeit gekennzeichnet ist.

Bei der gewohnlichen regula falsi wird in jedem Schritt
einer der beiden Intervallendpunkte von [a, b] mit dem ge-
rade berechneten Naherungswert kombiniert. Stattdessen
kann man aber zwei aufeinanderfolgende Naherungen benut-
zen, denn sie liegen gewill ndher an der gesuchten Losung
als die Intervallendpunkte. Die entsprechende Formel ist
(vgl. Abb. 11a)

Gnss = an — 1 (@) i (48)

ap)—f(an-y) )
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Dabei berechnet sich @, zundchst nach Formel (39) und a, je
nach Vorzeichen von f (a), f (b) und f (a,) nach (41) oder
(42): Ist f (a) << 0, f (b) >0, so wird fiir f (a;) << 0 Formel
(42) und fir f (a;) >0 (41) genommen.

Liegt der nach Formel (48) berechnete Wert a, zufallig
auBerhalb des Intervalls [a, b], dann muf man im nich-
sten Schritt das ihm benachbarte Intervallende an seiner
Stelle verwenden (Abb. 11b).

Die Konvergenzgeschwindigkeit der verbesserten Sekan-
tenmethode ist, wie man zeigen kann, wesentlich groBer als
die der gewohnlichen regula falsi. Bezeichnet ndmlich &
wieder die Wurzel der Gleichung f () = 0, dann ist

|any—E|<C|lan—E', (49)
wobei
t— ‘—szﬁ ~ 1,618 ist.

Zur Illustration l6sen wir die Gleichung
2+3r—1=0

von vorhin mit der verbesserten Methode. Die Anfangsnéhe-
rung a, = 0,25 und a, = 0,31 iibernehmen wir von der
einfachen Sekantenmethode. Die nidchste Nédherung ergibt
sich dann nach (48) zu

a9 —ay

4=~ (@) oy —Fay =
= 0,31+ 0,040- —g% =0,3223.

Wir haben f (0,3223) = 0,0004, und demnach ist z = 0,3223
bis auf mindestens 3 Stellen nach dem Komma mit der ge-
suchten Wurzel identisch.

13. Die Ableitung eines Polynoms

Bei der Losung der Gleichung f () = 0 mit der Methode
der_Iteration hdngt sehr viel davon ab, ob man eine geeig-
nete Umformung auf die Gestalt z = ¢ (z) findet. In sehr
vielen Fillen erweist sich die von Newton entwickelte allge-
meine Methode als eine der besten. Sie griindet sich auf den
allgemeinen Begriff der Ableitung einer Funktion.

In diesem Paragraphen wollen wir zundchst herausarbei-
ten, was man unter der Ableitung eines Polynoms zu ver-
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stehen hat. Das wird uns dann in die Lage versetzen, das
Newtonsche Verfahren auf die Losung algebraischer Glei-
chungen, d. h. Gleichungen der Form

ayz® +a 2?1+ ... +a,=0 (50)
anzuwenden,

Es sei f(z) = apz® + ... 4+ a; ein beliebiges Poly-
nom. Wir betrachten das Polynom f (z 4 a), d. h. den
Ausdruck

fiztay=ao(z4+a)4a(z+a)" 1+ ... +ax. (51)

Losen wir hier die Klammern auf, dann erhalten wir einige
Terme, in denen a nicht vorkommt, wihrend in anderen die
erste, zweite, dritte bis k-te Potenz von a vorkommt. Ord-
nen wir die Terme nach Potenzen von a, so ergibt sich

feta)=fo@+h@a+t...+h@a (52

(Die hochste Potenz von a ist die k-te, denn f (z) hat den
Grad k.) Man iiberlegt sich leicht, daB die Glieder dieser
Folge ebenfalls Polynome in z sind.
Beispiel :
f(2) =223 — 32+ 6x—1.
Diskussion: Hier ist
flet+a)=2(@x+a))—3(x+a)?+6(@x+a)—1=
=2 (234 3z%a 4 3ra® + a®) — 3 (22 + 2ra 4 a?)
+6(zx+a)—1=(222—3224 62— 1)
+ (62 — 6z + 6) @} (6x— 3) a® + 2a®
und folglich
fo (z) = 223 — 32 4 62 —1,
f1 () =622 — 6246,
f2 (‘t) =6zr— 3’
fs (@) =2.

Wir sehen, daB f, () und f () identisch sind. Das ist
nicht zufillig. Setzen wir ndmlich in (52) ¢ = 0, dann er-
halten wir f (z) = f, (2).

Verweilen wir jetzt ein wenig beim nichsten Glied
fi (z) a. Der Koeffizient von @ in (52), d. h. das Polynom
fi (x), heiBt Ableitung des Polynoms f (x). Die Ableitung des
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Polynoms 2z® — 32 + 62 — 1 ist zum Beispiel gleich
622 — 6z + 6. Man schreibt gewohnlich f' (z) fiir die erste
Ableitung von f (z).

Die Ableitung f' (z) des Polynoms f (z) ist der Koeffi-
zient von a in der Entwicklung des Polynoms f (x -+ a) nach
Potenzen von a.

Formel (52) beginnt also mit der neuen Bezeichnung so:

feta)=f()+f (z)at... (53)

Die drei Punkte stehen wieder, wie schon friiher, fiir Glieder
mit a2, a3, ..., a*
In unserem Beispiel sieht das so aus:

2z+a)—3(z+a)}?+6(z+a)—1=
=222—32%4- 6z—1+4 (622 —6z4-6)a+ ...
Nachdem wir den Begriff der Ableitung eines Polynoms defi-

niert haben, suchen wir nach einer einfacheren Moglichkeit
der Berechnung. Dazu betrachten wir ein Polynom

f@ta)=ay(z+a)f+a (z+a) '+ ... +ary (z+a)+ax
und lésen alle vorkommenden Klammern unter Benutzung
der binomischen Formel (r + a)™ = z™ + ma™'a +
(vgl. Kap. 6) auf
f(z+a) = ay@* +ka*ta+..) +

4o [Tt (k—1)7" 2 .1+ ...

oot arq(zta)tap =

=ayr* +at* 1+ ... L aytalka st +

+ (k=1 a2+ ... fany]+ ...

Ein Vergleich der letzten Formel mit (53) zeigt uns die

Richtigkeit der folgenden Aussage:
Die Ableitung eines Polynoms

f (x) = aoxh + alxk“ + ... tapax+ta, (54)
hat die Gestalt
f' (2) = kaet* ' 4 (k—1) ay2* 2+ ... +axy. (55)

Beispielsweise ist die Ableitung von f (z) = 627 + 823 —
— 322 — 1 gleich [’ (z) = 422° + 242® — 6z.
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14. Das Newtonsche Verfahren fiir algebraische Gleichungen

Wir betrachten in diesem Abschnitt sogenannte alge-
braische Gleichungen

az® + a1+ ... 4a,=0. (56)

Wir gehen wie frither von einem irgendwie beschafften
Anfangswert z, einer Wurzel von (56) aus und suchen diesen
iterativ zu verbessern. Wie schon in friiheren Abschnitten
bezeichnen wir den Fehler von z; mit a;, so daB & = z;, + a,
eine gesuchte Wurzel darstellt. Dann gilt also die Gleichheit

@ (z+a)* +ay (z+a) 4+ ... +ap=0 (57)
oder kurz
f (.‘t{ + a,) =0,
Nach Formel (53) ist f (z; + ;) = f () + ayf’ (z;) +
und folglich muB fiir a; die Gleichung
f@ta)=f(x)+af (z)+...=0 (58)

erfiillt sein, wenn die Punkte Glieder mit af, a}, ... a*

darstellen.

War die Ausgangsnidherung z;, bereits hinreichend gut,
dann ist ihr Fehler klein. Die Glieder mit héheren Potenzen
konnen also in (58) keinen sehr grofen Beitrag leisten, und
@, mufl anndhernd der Gleichung

f (@) +asf (z)=0 (59)

geniigen, woraus wir

o _ f(z)
B T ) (60)
folgern. Wir kénnen demnach annehmen, daf
f
== (61)

unter hinreichend _ allgemeinen Bedingungen eine verbes-
serte Naherung ist. Danach kann die erhaltene Nédherung
erneut verbessert werden. Die dritte Ndherung erhdlt man
durch folgende Formel

f (z2)
f(zg) *

3"3=x2—
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Allgemein ergibt sich, wenn die n-te Naherung bekannt ist,
die folgende durch

f(zn) (62)

Inyy =Ip— f’ (zn)

oder explizit geschrieben
T agzkt-agzh-14 ... f-ap_yznt-ap
MR T kagrh T (k—1) agzh -2 Fapy

Unser NaherungsprozeB ist innerhalb der mitgefiihrten
Stellenzahl beendet, wenn zwei Naherungen z,,, und =z,
innerhalb dieses Bereichs iibereinstimmen.

Die eben dargestellte Nidherungsmethode geht auf den
groBen englischen Gelehrten Sir Isaac Newton zuriick.

Das Newtonsche Verfahren hingt eng mit der allge-
meinen Iterationsmethode zusammen. Besitzen ndmlich die
Funktionen y = f(z) und y = f' (z) keine gemeinsame
Nullstelle, dann ist die Gleichung f () = 0 der Gleichung

(63)

_ . f@

T=T— ey (64)
dquivalent. Wenden wir hierauf die Iterationsmethode an,
dann bekommen wir eine Zahlenfolge z,, z,, 23, ..., Zn, ...
nach der Formel

T =Tn— %‘ ’ (65)

die auch im Newtonschen Verfahren verwendet wird.
Beispiel: Wir wollen die schon mehrfach betrachtete Glei-
chung 2% — 32 — 5 = 0 bis auf 40,001 mit dem Newton-
schen Verfahren losen.
Diskussion: Als erste Ndherung verwenden wir z, = 3.
Die Ableitung von f (z) ist f' () = 32 — 3, so daB (62) in
diesem konkreten Fall
z3—3z, —5
zn+i=xn__MT

lautet. Danach ist
Ty=3_ 21—9—5 =3—;—2=2,46,

27—3
2y =2,46 — =T858 _ 5,460,165 = 2,295,
7, = 2,295 — ‘*2?;;&’?‘5 — 2,295 0,016 = 2,279,

11,837—6,807—5 _ 2,279,
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und wir sehen, daB bis auf einen Fehler von +0,001
Xy = T.

Deshalb ist die Wurzel der Gleichung 2® — 3z — 5 =0
gleich 2,279 mit einer Genauigkeit von 0,001.

Die in Kap. 6 beschriebene Methode der Quadratwurzel-
iteration ist ebenfalls ein Spezialfall des Newton-Verfah-
rens. Bedeutet doch die Berechnung von ;7 a nichts anderes
als Losung der Gleichung z* — a = 0.

Die Ableitung des Polynoms 2* — a = f (z) ist /' (z) =
= kz*-1, und deshalb erhilt (62) die spezielle Form

zh—a a+(k—1)zk

Tnyy = Tpn— kxh—1 = kxh—1
n n

Diese Formel ist aber mit der frilher gegebenen Iterations-
vorschrift vollkommen identisch. Wir wollen noch auf den
folgenden entscheidenden Unterschied zwischen der Lésung
von z* — @ = 0 und der allgemeinen algebraischen Glei-
chung (56) aufmerksam machen:

Fiir die Lésung der Gleichung z* — a = 0 war die Wahl
der Anfangsndherung z, ganz willkiirlich, und es ergab sich
nach endlich vielen Schritten eine hinreichend gute Ndherung
von ,Va. Ganz anders liegen die Dinge aber bei Glei-
chung (56).

Jetzt fithrt der eine Anfangswert zu dieser, ein anderer
aber zu jener Wurzel, und einige Anfangswerte fiihren iiber-
haupt nicht zu einer Lésung. Die nach (62) berechnete Folge
Zy, Zyy ..., Ly, - .. konvergiert gegen keinen endlichen
Wert, sie divergiert also.

15. Geometrische Interpretation der Ableitung

Das Newtonsche Verfahren kénnen wir bis jetzt aus-
schlieBlich auf algebraische Gleichungen anwenden. Um es
auf beliebige Gleichungen zu verallgemeinern, miissen wir
den Begriff der Ableitung so erweitern, daB er auch fiir
beliebige Funktionen seinen Sinn beh&lt. Um zu einer sol-
chen Verallgemeinerung zu kommen, wollen wir uns den
geometrischen Inhalt des Begriffes klarmachen.

Wir betrachten die grafische Darstellung der Funktion
y = apz® 4+ a;z"-1 + ... a; und wihlen auf der Kurve
zwei benachbarte Punkte M und N aus (Abb. 12). Die Ab-
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szissen in M und N teien zund z + a, die Ordinaten erge-
ben sich dann zu

f(z)=apz* +a et + ... Fa,
beziehungsweise
flz+ay=ay(z+a)+a,(z+a)* '+ ... +an

Durch die beiden Punkte legen wir die Sekante und bestim-
men ihre Steigung (den Anstieg) ks.!) Der Zeichnung ent-

A
N_
M r
”/0 _ / .
x T+ T

Abb. 12

nehmen wir tan = TN/MT. Die Streckenlingen MT bzw.
TN sind Koordinatendifferenzen der Endpunkte, d. h.

m=(x+a)—x=a,
TN =f(z+a)—f(a),
und folglich ist _
tan p— TLIX _fEta—1@
MT a

Nach Formel (53) gilt f(z 4+ a) =f(2) + af (2) + . .,
wo die Punkte fiir Glieder héherer Ordnung in a stehen,
und somit ist

tan ¢ =

af’ (x)a+ e =f, (1.) + ..., Wo dieses

eine Mal die Punkte Terme mit «a, a2, a?, a”*-1 ersetzen.
1) Als Anstieg oder Steigung einer Geraden bezeichnen' wir

die Zahl ¥ = tan y, wenn y der Winkel ist, den Gerade und positive
x-Achse miteinander bilden.
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Der Anstieg der Sekante durch M und N ist deshalb durch

ks=tanyp=f (z)+ ... (€6)
gegeben.
Jetzt wollen wir a verkleinern. Dann wird sich die Sekante
irgendwie um den Punkt M drehen und dabei fiir a — 0
in die Tangente an die Kurve y = f (z) im Punkte M iiber-
gehen. In Abb. 13 ist dieser Vorgang fiir eine Folge von
a-Werten (a =1, 1/2, 1/4, 0) dargestellt.

Yy
s
N N,
M,
0 / z .r¢4—' zozi Il z
Abb, 13

Fiir @ = 0 sind aber alle in Formel (66) durch Punkte
ersetzten Glieder gleich null, so daB der Anstieg der Tan-
gente an die Kurve y =/ (r) im Punkte M (z, f (z))

gleich
kr=1{f"(2) (67)
ist.
Die Ableitung [’ (z) des Polynoms f (z) ist gleich dem

Anstieg der Tangente an die Bildkurve der Funktion y = f (z)
im Punkt mit der Abszisse x.

Beispiel : Bestimme den Winkel, unter welchem die Tangen-
te an die Bildkurve von f(z) = 2® — 42® + 5z + 1 im
Punkt mit der Abszisse x = 2 die positive z-Achse schneidet!
Diskussion: Wegen [ (z) =322 — 8z + 5 ist f (2) =1
der Anstieg der Tangente im gegebenen Punkt. Es gilt
tan ¢ = 1, woraus @ = 45° abzulesen ist.
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16. Die geometrische Interpretation des Newtonschen
Verfahrens

Jetzt sind wir so weit, dal uns die geometrische Inter-
pretation des Verfahrens von Newton moglich ist. Wir hat-
ten schon frither gesehen, dafl die Lisung einer Gleichung

17\
N
i
Y ¢
0 / rM z
Abb. 14

f () = 0 gleichbedeutend damit ist, Schnittpunkte des zu-
gehorigen Graphen mit der Abszissenachse zu ermitteln.

Wir wollen annehmen, dafl uns die Ndherung z;, einer
Whurzel dieser Gleichung bekannt sei. Im Punkte NV mit der
Abszisse z, legen wir die Tangente an die Kurve f (z), die die
Abszissenachse im Punkt T (z,, 0) schneidet, der unter ge-
wissen Bedingungen niher am gesuchten Schnittpunkt liegt
als M (Abb. 14).

Die Abszisse z, von T konnen wir leicht berechnen, wenn
wir das rechtwinklige Dreieck ATMN betrachten, in dem
TM mit TM = z, — z; Ankathete und MN mit MN =
= f (z,) Gegenkathete von ¢, ist. Deshalb haben wir

tan gy =1 (2:)/(21— 75) (68)
und
Ty=1,— %’%— . (69)

Nun war aber VM Tangente an y = f () in N, und dem-
zufolge ist der Anstieg gerade tan ¢, = f’ (z;), Formel (69)
lautet also
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Zur Berechnung einer dritten Naherung fiir die gesuchte Wur-
zel konnen wir ganz genauso verfahren, wir brauchen die
Tangente lediglich im Punkt (z,, f (z,)) an die Kurve zu
legen, dann ergibt sich die Abszisse ihres Schnittpunktes
mit der z-Achse nach der analogen Formel

_ f (zq)
BT Ty
Ganz allgemein kénnen wir auf diese Weise eine ganze
Folge z,, z,, x5, . . . nach der Formel
et _f(2n)
Tny =Tn F ) " tan ey (70)

berechnen. Jeweils wird die nachste Néherung z,4, aus der
schon bekannten z, so gewonnen, dafl im Punkt mit der Ab-
szisse r, die Tangente an die Kurve y = f () gelegt wird.

y

Abb. 15

Die Abszisse des Schnittpunktes dieser Tangente mit der
z-Achse liefert z,4,.

Der Winkel ¢, ist der Anstiegswinkel dieser Tangente.
Die Formel (70) ist aber mit der Formel (62) identisch.
Unser geometrisches Modell gibt genau das Verfahren von
Newton wieder.

Wir haben also eine geometrische Interpretation des
letztgenannten Niherungsverfahrens gewonnen:

In jedem Schritt wird ein Kurvenbogen von y = f (z)
durch eine Tangente an die Kurve ersetzt. Deshalb wird die
Methode auch oft ,Tangenten-Nidherungsverfahren* genannt.
In Abb. 15 ist der Anndherungsvorgang veranschaulicht.
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17. Die Ableitung einer nichtalgebraischen Funktion

Die soeben gefundene geometrische Interpretation des
Newtonschen Verfahrens erlaubt sofort eine Verallgemeine-
rung auf andere Gleichungen der Form f (z) = 0, wo f (z)
auch kein Polynom sein kann (da der Begriff der Tangente
und damit der der Ableitung anschaulich unabhingig von
der speziellen Gestalt der definierenden Gleichung y =
= f (z) ist [Anm. d. dtsch. Red.]).

Dazu wihlen wir eine Ndherungslosung z, fiir eine Wur-
zel, legen im Punkt mit der Abszisse z, die Tangente an die
Kurve y = f (z) und bezeichnen ihren Schnittpunkt mit
der Abszissenachse mit r,. Durch den Kurvenpunkt mit
der Abszisse x, zeichnen wir erneut die Tangente usw.

Genau wie im Falle der algebraischen Gleichung, wo
f (z) ein Polynom ist, wird leicht iiberpriift, da8

f (zn)

Tniy =xn—m (71)

gilt, wo tan ¢, der Anstieg der Tangente im Punkte (z,,
f (z,)) ist.

Diese Gleichung ist fiir die rechnerische Durchfiihrung
nicht geeignet, weil wir den Anstieg tan ¢, nicht direkt
berechnen kénnen.

Wir benétigen deshalb zunidchst eine Methode zur Be-
rechnung des Anstieges der Tangente an eine durch y =
= f () gegebene Kurve, wobei f () kein Polynom zu sein
braucht. Um sie zu finden, erinnern wir uns der geometri-
schen Interpretation der Ableitung eines Polynoms in Kap.
15 und bemerken, daf3

ks=tanzp= (f (x+a)—f(z)) (72)

a

der Anstieg der Sekante durch die Kurvenpunkte M und N
mit den Abszissen z und z + « ist.

Wird | a | verkleinert, dann bewegt sich der Punkt N
lings der Kurve in Richtung auf M hin, die Sekante dreht
sich um M und geht schlieBlich fiir @ — 0 in die Tangente
an die Kurve im Punkt M iiber (vgl. Abb. 12). Also kann
man schreiben

(fzta)—f(2) (13)

kp=tan ¢ =1lim -

a-0
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Den rechts stehenden Grenzwert nennen wir, falls er exi-
stiert, wiederum Ableitung der Funktior f (z) und bezeich-
nen ihn mit f' (). Wir haben also die allgemeine Defini-
tion der Ableitung gefunden:

Die Gleichung (73) lautet nun
kr=tanp=f" (z). (75)

Diese Definition ist als Verallgemeinerung des entsprechen-
den Begriffs so gewdhlt, dal die geometrische Deutung er-
halten bleibt: die Ableitung ist ganz allgemein als Anstieg
der Tangente an die Kurve y = f () im Punkt M definiert.
Eine Konsequenz dieser Tatsache ist beispielsweise, daB der
Grenzwert in (74) nicht existieren kann, wenn es im betrach-
teten Punkt iiberhaupt keine Kurventangente gibt, wie
etwa an einer Spitze. (Anm. d. dtsch. Red.: An dieser
Stelle wurde eine FuBinote in den Text eingearbeitet.)

Jetzt konnen wir der Formel (71) wegen tan ¢, = f' (z,)
endgiiltig die Form

Lt
ThH = T (76)

geben, die uns zeigt, daB wir jetzt das Newtonsche Verfahren
wegen der Ubereinstimmung mit (62) auf alle Gleichungen
f () = 0 (mit differenzierbarem f (z)) ausgedehnt haben.
(Eine Funktion heifit differenzierbar, wenn sie eine Ablei-
tung besitzt [Anm. d. dtsch. Red.].)

18. Die Berechnung der Ableitung

Im vorigen Abschnitt haben wir gesehen, da zur Be-
rechnung der Ableitung einer Funktion y = f (z) die Be-
stimmung eines Grenzwertes notig ist (siehe Formel (74)!).

Das ist aber in den meisten Fillen eine recht schwierige
Aufgabe. Es wire deshalb wiinschenswert, da man fiir
moglichst viele der wichtigsten Funktionen die Ableitung
ganz allgemein in geschlossener Form angeben kdnnte.

Das ist auch in der Tat méglich, und wir stellen nach-
folgend eine kleine Tabelle der wichtigsten elementaren
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Funktionen und ihrer Ableitungen zusammen:
1. (a)’ =0.

2. (2% = katt.

3. (@) =a*Ina.

4. (sinaz)’ =acosaxr.

5. (cosar)' = —asinax.

6. (tanaz) = ?o:a—u-.

7. (cotaz)’' = _'siT:a_a:' .

8. (logsz)' = zlia .

9. (arcsinaz)’ = _1_]/%'—}_2.—;2— .
10. (arctan az)’ = -H_—aa,zT .

(In a ist der Logarithmus zur Basis ¢ = 2,71828..., der na-
tiirliche Logarithmus.)

Wir moéchten noch besonders darauf hinweisen, daB der
Exponent %k in Formel 2. keine natiirliche Zahl zu sein
braucht, sondern beliebig! rational sein darf. So gilt
beispielsweise

L 1_
(VE)": (‘12),=% z? ‘= 2-:/; )

(&) == 2= 3.

Die Grundformeln 1.—10. reichen aber zur Berechnung
der Ableitungen beliebig zusammengesetzter - Funktionen
noch nicht aus und miissen durch einige Rechenregeln er-
ganzt werden, die die Berechnung von Ableitungen solcher
Funktionen erméglichen, die mit Hilfe der Grundrechenarten
aus einfachen elementaren Funktionen zusammengesetzt
sind. Diese Regeln werden wie auch die Formeln 1.—10. in
jedem Anfingerkurs der Differentialrechnung hergeleitet
und lauten:

1. Die Ableitung der Summe zweier Funktionen ist gleich
der Summe der Ableitungen der einzelnen Funktion:

(fi (@) +f2 (@) =11 (@) + £, (2).
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2. Ein konstanter Zahlenfaktor kann vor das Ableitungs-
zeichen gezogen werden :

(af (2))" = af' ().

3. Die Ableitung des Produktes zweier Funktionen be-
rechnet sich nach der folgenden , Produktregel:

(f1 (@) f2 (2))" = fL (2) fa (2) + f1 (2) 1, ().
4. Fiir die Ableitung eines Quotienten gilt die ,Quo-

tientenregel*
[ h(z) 1 _ fi(2) fs (=) —f1 (2) 5 (2)
fa (z) [f2 (2)]2

sofern f, () =0 ist — [Anm. d. dtsch. Red.)).

Man kann leicht nachpriifen, daf die in Kap. 13 gegebene
Ableitungsformel fiir Polynome aus Formel 2 und den Regeln
1. und 2. gefolgert werden kann.

Wir wollen uns jetzt einige Beispiele ansehen.

Beispiel 1:
22—z 1
f(x) - 2_13+5 *

Losung: Anwendung von Regel 4. liefert zunichst

oy (322 —z 4+ 1) (223 +5)— (322 —x4-1) (223 4-5)’
f (x)= (2231 5)2 )

woraus unter Anwendung der Regel fiir die Ableitung eines
Polynoms wegen (322 — z + 1)’ = 6z — 1und (22% 4 5)’ =
= 62® nach elementaren Umformungen
' (2231 5) (6z —1) — (3x2—z 4 1) 622
/' (2)= (2231 5)2 =
_ —6z8 4 4234 6224 3025
= (223+5)2

gefolgert werden kann.

Beispiel 2: f(z)= %}( arcsin 3.1:—1%) .

Lésung: Regel 1. und 2. zusammen mit Formel 2. und 9.
fithren unmittelbar auf

SV N N Y ) SR N Y
@ =5y 1)~y T
Beispiel 3: f () = 10” sin 2z.
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Liosung: Hier braucht man die Formeln 3. und 4. und er-
rechnet unter Anwendung der Produktregel 3.

f' (z) = (10%) sin 2z + 10* (sin 2z)’
=10%sin 2z-1n 10 4-10*-2 cos 2z
=10% (sin 2z-1n 10 4- 2 cos 2z).

Auch die Regeln 1.—4. reichen noch nicht zur geschlos-
senen Darstellung aller vorkommenden Ableitungen aus und
miissen noch durch die besonders wichtige Formel fiir die
Ableitung einer mittelbaren Funktion ergéinzt werden:

5. Wenn eine Funktion y = f (z) in der Gestalt y =
= F (z), z = ¢ () dargestellt werden kann, dann wird
ihre Ableitung durch
1 @=F @ ¢ (2) (77)
mit z = @ (x) bestimmdt.
Beispiel : Betrachten wir die Funktion y = sin («%), so kann
sie leicht auf die oben benutzte Form y = sin z, z = a3,
gebracht werden. Die Ableitung der ,duferen Funktion*
F (2) = sin z ist F’ (z) = cos 2, wihrend die Ableitung der
sinneren Funktion" ¢ (z) = z*® bekanntlich ¢’ (z) = 3 z?
lautet. Wenden wir jetzt die Formel (77) an, so ergibt sich

(sin (2%))" = F’ (2) ¢’ (x) = cos z- 322 = 3z2%-cos (x3).

Eine ausfiihrliche und mathematisch exakte Darstellung
des Ableitungsbegriffs kann der Leser beispielsweise in dem
Buch: Giinther/Beyer/Gottwald/Wiinsch: Grundkurs der
Analysis, Teil 1. BSB B. G. Teubner Verlagsgesellschaft,
Leipzig 1972 finden. Wir wollen uns jetzt wieder unserem
numerischen Problem zuwenden.

19. Wie findet man eine Ausgangsniherung?

Eine naheliegende Maoglichkeit fiir die Bestimmung
einer Ausgangsnidherung zur Losung einer Gleichung f (z) =
= 0 ist die grafische Wurzelbestimmung durch grafische
Darstellung der Funktion y = f () und Ermittlung der
Schnittpunkte des Funktionsbildes mit der Abszissenachse.
(In diesem Punkt ist y = O und deshalb f (z) = 0.)

Wenn aber das Zeichnen des Graphen aus irgendeinem
Grunde unméglich oder auch nur unpassend ist (z. B. wenn
die Rechnung auf einem Rechenautomaten erfolgen soll!),
dann muf man sich nach anderen Moglichkeiten umsehen.
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Man kann beispielsweise die Funktionswerte fiir eine
Reihe von Argumentwerten ausrechnen und nach solchen
2-Werten suchen, zwischen denen f (z) offensichtlich das
Vorzeichen wechselt. Ist ndmlich die Funktion stetig, dann
hat ihr Graph keine Liicken oder Spriinge, und zwischen
z-Werten a und b, mit f (a) f (b)) << 0 muB notwendigerweise
wenigstens eine Stelle £ mit f () = O liegen (Abb. 16).

Wieso dieser Schluf} bei unstetigen Funktionen falsch ist,
macht Abb. 16 b) anschaulich klar (dann kann sich das
Vorzeichen dndern, ohne da die Kurve dabei die Abszis-
senachse schneidet).

Wir wollen auch noch darauf hinweisen, daB bei diesem
Vorgehen Nullstellen ,,vergessen“ werden kénnen, weil auch

a)

Abb. 16

zwischen Argumentwerten, an denen f (z) gleiches Vorzei-
chen hat, die Kurve die z-Achse durchaus schneiden oder
wenigstens berithren kann und das unter Umstinden sogar
mehrmals (vgl. Abb 16 ¢). Wir wollen jetzt nur den Fail
von Abb. 16a) im Auge behalten und uns die Frage vorle-
gen, welche der beiden Werte a oder b wir im Newtonschen
Verfahren gilinstig als Ausgangsndherung fiir & verwenden
sollten. Wir schauen uns dazu die Abbildung 17 an. Abb. 17 a)
und 17 b) zeigen uns, daB wir bei Funktionen, deren Graphen
von unten gesehen konvezx sind, immer den Punktmit positivem
Funktionswert als Ausgangsniherung zu wdhlen haben,
wihrend der Punkt mit negativem Funktionswert sachgemdf
ist, wenn die Kurve von unten konkav ist, wie eine Betrach-
tung von Abb. 17 c) und d) lehrt.

Diese Regel niitzt uns natiirlich gar nichts, wenn wir
die graphische Darstellung nicht kennen, und deshalb hitten
wir gern eine rechnerische Moglichkeit fiir die Bestdtigung
der richtigen Auswahl gehabt.
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Dazu benétigen wir aber den Begriff der zweiten Ablei-
tung einer Funktion f (z).

Unter der zweiten Ableitung " (x) einer Funktion f (x)
verstehen wir die Ableitung der ersten Ableitung von f (),

d. h. " (2) = (" (2))".

So ist beispielsweise die erste Ableitung von f (z) =
= 2% — 42% 4 3z — 1 gleich f' (z) = 32 — 8z 4+ 3 und
die zweite Ableitung gleich

f" () =6x—8.

In jedem Einfiihrungskurs in die h6here Mathematik wird
bewiesen, dafl die zweite Ableitung einer Funktion iiberall
dort positiv ist, wo der Graph eine von unten konvexe Kurve
ist, wihrend sie negativ ausfillt, wo die Kurve von unten
konkaven Verlauf zeigt. Unter Verwendung dieser Aussage
148t sich die Frage nach der richtigen Wahl der Anfangs-
niherung beim Newtonschen Verfahren auch ohne Zeichnung
richtig beantworten:

Wenn die Funktion y = f (z) in zwei Punkten x = a und
x = b enigegengesetztes Vorzeichen hat, dann wird immer
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derjenige von ihnen zum Stariwert genommen, an dem die
Vorzeichen von Funktion und 2. Ableitung iibereinstim-
men.

20. Eine kombinierte Methode zur Lésung von Gleichungen

Die Methode von Newton und das Sekantenverfahren
werden manchmal auch kombiniert eingesetzt:

Wenn die Kurve y = f (z) von unten konvex ist, dann
erhalten wir die Punkte a;, und z, nach den Formeln

b—
at=a"‘f(a') f(b)—;(a).’ (78)
b
x,:b—ff,‘T]). (19)

Ist das Bild von y = f (x) dagegen von unten konkav, so
tritt an die Stelle von (79) die Gleichung
f (a)
Hn=a—= @ (80)
Den Abbildungen 18 entnehmen wir anschaulich die Aus-
sage, daB die Wurzel £ der Gleichung f () = 0 dann zwi-
schen den beiden Punkten z, und a, liegt. Wenden wir nun

Abb. 18

auf diese beiden Werte erneut die Formeln (78) und (79)
(bzw. (80)) an, dann erhalten wir wieder ein entsprechendes
Paar a,, z, usw.

So bekommt man eine Folge q,, a,, .. ., a,, ... und
eine zweite Folge z,, z,, . . ., z,, . . ., die sich beide von
verschiedenen Seiten her der gesuchten Wurzel £ nédhern,
und darin besteht gerade der Vorzug dieses Vorgehens, weil
man auf diese Weise stets genaue Fehlergrenzen nach oben
und unten hat.
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Beispiel: Wir lésen die Gleichung z — sinz — 0,5 =0
nach diesem kombinierten Verfahren mit der Genauigkeit
von 0,001.

Liésung: Zunédchst tabellieren wir die Funktion
f@@)=xz—sinz—0,5

z —1 0 1 2

f(z)| —0,659 | —0,5| —0,341 | 0,591

und stellen fest, dafl zwischen z = 1 und = = 2 wenigstens
eine Wurzel liegt. Unter Verwendung der Formeln 2. und 4.
aus Kap. 18 erhalten wir fiir die Ableitung

f () =1 — cos z.

Die Rekursionsformel des Newtonschen Verfahrens be-
kommt damit folgende Gestalt
rp,—sinz,—0,5

1—cosz, (81)

Um zu erfahren, welche der beiden Zahlen wir fiir z, zu
nehmen haben, bilden wir die zweite Ableitung der Funk-
tion. Nach Formel 5. von Kap. 18 gilt f* () = sin . Nun
wissen wir aber, daB die Funktion y = sin z im Intervall
[1, 2] positiv ist, denn sie ist ja sogar in dem umfassenden
Intervall [0; n] = [0; 3,1415...] nichtnegativ.

Das bedeutet aber, daB die Funktion f (z) selbst in
diesem Intervall von unten konkav ist und wir nach der
frither erarbeiteten Regel den Wert x, = 2 als Startwert zu
nehmen haben.

Nun rechnen wir nach der Formel (81)

g2 2=Sn2=05 o 2-0,909 — 0,5

Inyy = Tn —

T—cos 2 140,416 =1,583
und nach Formel (78)
2—1
a=1—(—0,341) 0 59T—(—0,340) =1,366.

Verwenden wir die gleichen Formeln auch weiterhin, dann
ergibt sich
_ 1,583 —1,000—0,5
23 =1,583 —=——-m

=1,501
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und
1,583 —1,366
0,08370,113

und weiter z; = 1,498 bzw. a; = 1,498. Die Wurzel unserer
Gleichung ist bis auf einen Fehler von +0,001 gleich 1,498.

a,=1,366 40,113 =1,491

21. Ein Konvergenzkriterium fiir die allgemeine Iteration

In diesem Abschnitt wollen wir sehen, wie mit Hilfe des

Begriffs der Ableitung ein neues Konvergenzkriterium fir

Iterationsverfahren gefun-

YA N den werden kann. Wir be-

notigen dafiir eine Formel,

die ,,Formel von Lagrange"

(4 genannt wird (Lagrange war

M rib) ein franzosischer Mathema-

A ] 7 I J tiker des 418. Jahrhun-
a

fla derts).— Die Formel ist bei

. uns als Mittelwertsatz der

0 c 4 T Differentialrechnung  be-

kannt [Anm.d. dtsch. Red.].

Uber dem Intervall [a,

Abb. 19 b] betrachten wir die Bild-

kurve einer Funktion y =

= f (z) (Abb. 19). Bezeichnen wir den Anfangspunkt des

Kurvenstiicks mit M und seinen Endpunkt mit N, so

berechnet sich der Anstieg der Sekante durch diese beiden
Punkte nach der Formel

ks=tany= I'TV/M_P.

Unter Verwendung von MP = b — a, PN = | ) — £ (a),
wird daraus

ke {1 (@)

b—a

Nun suchen wir den Punkt T’ auf dem Kurvenbogen, der von
der Sekante den groBtmoglichen Abstand hat, und zeichnen
durch T die Tangente. Es zeigt sich, daB diese Tangente
parallel zu M N sein muB, da man durch einen Punkt auBer-
halb einer Geraden nur eine Parallele zeichnen kann und
die Parallele durch T die Kurve in keinem Punkt (innerhalb
des betrachteten Intervalls) echt schneiden kann, denn
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sonst wiirde es Punkte geben, die weiter als T von M N ent-
fernt sind. Der Anstieg der Tangente in T ist gleich f’ (c),
wenn ¢ die Abszisse von T bezeichnet, und nach dem oben
Gesagten mull deshalb
7 () =1=1@ (82)

erfiillt sein. Das ist der wesentliche Inhalt des sogenann-
ten Mittelwertsatzes der Differentialrechnung.

Wir wollen ausdriicklich hervorheben, daf} die Abszisse ¢
des Punktes T stets zwischen a und b liegt.

In einer etwas anders aufgeschriebenen Form

fO)—f(@)=f"(c)-(b—a) (83)

wird die Ordinatendifferenz direkt als f’ (c) = fache Ab-
szissendifferenz dargestellt.

Jetzt wenden wir uns wieder unserem Problem der itera-
tiven Berechnung einer Wurzel der Gleichung z = ¢ (2)
zu. Nehmen wir an, daf die Funktion z — @ (z) das Inter-
vall [a, b] in sich abbildet, wobei im ganzen Intervall gleich-
miBig die Ungleichung | ¢’ () | << ¢q erfiillt ist, wo ¢ eine
beliebige reelle Zahl zwischen 0 und 1 bezeichnet. Nun grei-
fen wir zwei beliebige Punkte z;, und z, des Intervalls her-
aus. Dann liegen auch ¢ (z,) und ¢ (z,) im Intervall, und
die Formel (82) garantiert die Existenz eines Punktes ¢
zwischen z, und «z,, also jedenfalls aus dem Intervall [a, b],
mit

P (22) — @ (21) =@ (¢) - (22— 7).
Aus dieser Gleichung folgt

|@(z2) —@ (1) |=| @' (¢) | | 22 — 24 I<qlzs—zy], (84)

und die Voraussetzung ¢ << 1 erweist sich gerade als hin-
reichende Bedingung fiir die Kontraktivitit der Abbildung
z — @ (z) in [a, b]. Wir wissen aber bereits, daf eine solche
Abbildung stets einen Fixpunkt im Intervall hat, den man
mit einem aus dem Intervall véllig beliebig gewdhlten An-
fangswert z, nach der Vorschrift z,., = @ (z,) durch Ite-
ration beliebig genau anndhern kann. Wir formulieren das
erhaltene Ergebnis in einem

Satz: Wenn eine Funktion y = ¢ (z) ein Intervall [a, b]
in sich abbildet, wobei fiir alle z € [a, b] eine Ungleichung
| @’ (z) | < g <<1 gilt, dann konvergiert die mit einem be-
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liebigen Startwert z, € [a, b] gebildete Iterationsfolge
Znp =@ (Tn)

gegen die einzige Losung der Gleichung z = ¢ (z) im betrach-
teten Intervall.

Grob gesprochen besteht der Gehalt des eben formulier-
ten Satzes darin, daB der IterationsprozeB fiir solche Wurzeln
¢ der Gleichung r = ¢ (z) konvergiert, fiir die die Unglei-
chung | @’ (&) | <1 erfiillt ist. Man kann davon sprechen,
daB diese Punkte den Polygonzug, der geometrisch der Ite-
rationsfolge entspricht (vgl. Kap. 8), ,anziehen, wihrend
Punkte, wo | ¢’ (£) | >1 ist, denselben von sich ,abstofen".

Wenn die Ungleichung | ¢’ (z) | << ¢ <1 fiir alle z er-
fiillt ist, dann konvergiert das Iterationsverfahren bei
vollkommen freier Wahl des Anfangswertes x, (vgl. Kap. 10).
Beispiel 1: Wir wollen untersuchen, ob zur Losung der Glei-

chung z = -%(cos z + sin z) das Iterationsverfahren be-
nutzt werden kann.

Diskussion : Hier ist ¢ (z) = % (cos z + sin z), daher ¢’ (z)=
= %(—sin z + cos z). Bekanntlich ist |[sinz|<1
und | cos z | << 1 fiir alle £ und daher

, o - 1
(o (x)l':l smz4+cosz<|smz|—[|‘—jcos.t|<?

auf der gesamten reellen Achse. Das Iterationsverfahren
konvergiert somit (und zwar fiir jeden Anfangswert z, gegen
die einzige Losung der Gleichung [Anm. d. dtsch. Red.]).
Beispiel 2: Jetzt wollen wir die gleiche Frage fiir die Glei-
chung

z=4—2% (85)
entscheiden.
Diskussion : Eine Wurzel muB im Intervall [1, 2] liegen, denn
die Funktion y =f(x) =4 — 2" —z dndert wegen
42! 1 =0 und 4 — 22 — 2 << 0 hier das Vorzeichen.
Es ist @' () = —2*In2 und |¢' (z) | =2%1In2. Fir
1<r<<2 ist 2<<2* <4 und demnach

2In2<<2*In2<41n 2.

Aus einer Tabelle der natiirlichen Logarithmen (Logarithmen
mit der Basis ¢ = 2,78 ...) entnehmen wir In 2 = 0,69...
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und erhalten die Beziehung
1,38...<2*In2<2,76 . . .,

die fiir alle z aus [1, 2] erfiillt ist. Also divergiert das Ite-
rationsverfahren. Wollen wir die Gleichung (85) dennoch
durch Iteration losen, dann miissen wir sie dquivalent um-
formen. Zunichst folgt aus (85) 2* = 4 — z und daraus
durch Logarithmieren zur Basis 2

z=log, (4— z).
In dieser Gleichung ist jetzt ¢ (z) = log, (4 — z) und
9 (2) = — (4—_:)1:1‘2 , und im Intervall [1, 2] gilt sicher

lo" (2) | < TTE = I®/ < 1. Das Iterationsverfahren fiir
diese Form der Gleichung konvergiert!

22. Uber die Konvergenzgeschwindigkeit der Iteration

In diesem Abschnitt, dessen Inhalt iibrigens spéter nicht
weiter verwendet wird, wollen wir sehen, wie die Ablei-
tung ¢’ (z) auch zur Abschétzung der Konvergenzgeschwin-
digkeit herangezogen werden kann. Dazu wollen wir die

3 N 4 I i
T ¥ T T T

a £ ¢ =z b
Abb. 20

Anderungsgeschwindigkeit des Fehlers a, = & — z,, der
Niherungswerte z;, z,, ..., Z,, . .. studieren. Wir er-
innern daran, daB die beiden Gleichungen £ = ¢ (&) und
Zn+1 = @ (x,) gelten, so daB
Cnst =& —Zny1 =@ () — @ (zn)
und wegen Formel (82)
PE)—@(zn) =9 (cn) (E—zn) =@ (cn) @n
mit Zahlen ¢, zwischen z, und £ gelten.
Demnach ist

@1 = @' (¢n) @n. (86)

Den Inhalt dieser Formel kénnen wir folgendermaBen um-
schreiben :
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Eine Wurzel & der Gleichung x = ¢ (x) mige im Intervall
[a, b] liegen. Gilt in diesem Intervall | ¢’ (z) | < g <1 und
liegt auch der Anfangswert x, im Intervall, dann gilt fiir alle
natiirlichen Zahlen n die Abschitzung

|@ns |<q"| @1l 87)
Das sieht man leicht ein, denn nach (86) ist
lasi=]9" (c1) ] |a]

@ | < gla; |, denn cf liegt in la, b] (Abb. 20), wo
o’ (cl) | <¢<<1 immer erfiillt ist. Dasselbe gilt auch
fiir a,

las|=]¢’ (02)||a2|<q|a2|<q2|a,|

und allgemein
Ay <q"|ay)

(Anmerkung: Der exakte Beweis wird durch vollstindige
Induktion erbracht).

Wegen 0 << g <1 konvergiert die geometrische Folge
g, ¢% ¢ ..., ¢ ...und damit auch die Folge der Fehler
a, mit wachsendem n gegen null. Mit anderen Worten kon-
vergiert die Iterationsfolge z,, z,, . . ., z,, . .. unter den
weiter oben gemachten Voraussetzungen gegen £, wobei die
Differenz | & — xp,4, | schneller als | @; |-¢" klein wird.

Mit den gleichen Schliissen konnen wir jetzt auch leicht
noch einmal die Divergenz des Prozesses fiir den Fall bewei-
sen, daB | ¢’ (z) | >1 im Intervall [a, b] ist.

Besonders rasch konvergiert das Iterationsverfahren, wenn
die Ableitung von ¢ (z) im Punkte & gleich null ist. Dann
strebt ndmlich nicht nur a,, sondern auch ¢’ (c,) fiir n — oo
gegen null, so daB wegen

|@nst| =1 (ca) | | @n]

sich der Konvergenzvorgang mit wachsendem n stindig
beschleunigt.

Wir waren diesem Phidnomen schon frither bei der Be-
rechnung der Quadratwurzel begegnet. Wir erinnern uns,
dal wir dazu die Gleichung 2? = a auf die Gestalt z =

—@ + (2 +a) gebracht hatten. Die Ableitung der rechten Seite
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berechnen wir aber so:
@' (z) = (r2+a)'2r4—zgzz+a) (2z)’
_ 22:2r—(22+a)2 _ 22—a
- 422 - 222

(Dabei haben wir Regel 4. aus Kap. 18 und die Formel (55)
aus Kap. 13 verwendet.) Folglich wird

’ -y (V‘;)z‘-a _
1 (Va) 9 (-Va)z 0.

Im Punkte z = }'a wird nicht nur ¢ (z), sondern auch
die Ableitung gleich null, und das fiihrt zu einer stindigen
Beschleunigung der Konvergenz bei Anndherung an diesen
Punkt.

Diese Erscheinung der Beschleunigung des Iterationspro-
zesses wahrend der Anndherung an die Wurzel der Glei-
chung ist aber auch fiir das Newtonsche Verfahren ganz allge-
mein charakteristisch. Wir hatten doch schon herausgear-
beitet, daB dieses Verfahren mit der zu l6senden Gleichung
f () = 0 tiber die Gleichung

r=I—

f (=)
f' (=)
zusammenhéngt, und die sukzessive Approximation hierauf
angewendet eine Nidherungsfolge fiir die Losung jener Glei-
chung erzeugt. Deshalb haben wir hier ¢ (z) = z — Tz

also

o A 1@, @@ —1@ I @
o @) =1—[ 5oy ] =t [ @F
V@@ @ _ (@@
7@ 7 @F

und weil im Punkte £ die Gleichung f (£) = 0 gelten sollte,
ist dort auch ¢’ (§) = 0. Das aber bedeutet, wie wir oben
erldutert haben, gerade die Beschleunigung der Konvergenz
bei Annidherung an die Wurzel &.

23. Die iterative Losung eines linearen Gleichungssystems

Bisher haben wir unsere ganze Diskussion auf Glei-
chungen mit einer Unbekannten ausgerichtet. Jetzt wollen
wir zur Losung von Gleichungssystemen iibergehen und
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beginnen mit dem einfachsten Fall linearer Gleichungen.

Es seien m Gleichungen ersten Grades mit m Unbe-
kannten z,, z,, ..., z, und reellen Koeffizienten
ai; (i =1,2, ..., mgibt die Nummer der Gleichung, j =
=1, 2, ..., m die der Unbekannten an) gegeben:

ayTy+ aypx + . . . + AymTm = by,
ATy + AsoZp + - . . + AomZTm = by,

oooooo

ATyt moZs+ - . . F AmTm = by

Solchen Systemen begegnet man in den verschiedensten
Anwendungen, und zwar treten dabei hdufig sehr viele Un-
bekannte und Gleichungen auf. So hat beispielsweise ein
Geodidt bei der Auswertung der Vermessung eines gréB8eren
Teiles der Erdoberfliche manchmal Systeme mit mehreren
hundert Gleichungen zu lésen. Im Zusammenhang mit der
Konstruktion von Fachwerken hat auch ein Bauingenieur
hidufig mit solchen Systemen zu tun.

Bei der Losung mit den herkémmlichen Eliminationsver-
fahren (etwa dem GaufBischen Algorithmus oder der Methode
des Variablenaustausches [Anm. d. dtsch. Red.]) entstehen
dabei oft betrichtliche Schwierigkeiten. Die Anwendung von
Niherungsmethoden ist hier weitaus vorteilhafter.

Wir wollen zunichst an einem Beispiel den Losungsweg
zeigen und zwar gehen wir vom System

10z — 229 423 =9,
T+ dre—x3 =8,
4y + 225 + 823 =39

aus und suchen eine Losung z,, z,, ; mit Fehlern von héch-
stens +0,001 pro Komponente.

Wir losen die erste Gleichung nach z,, die zweite nach
z, und die dritte nach z; auf und erhalten

2y=0,940,22,—0,1z,,
z,=1,6—0,2z, 0,2z, (89)
z3= 4 —0,52(—0,25z,.

Dann nehmen wir drei beliebige Zahlen als Anfangsnéhe-
rungen, also z. B. z{® = z;” = z” = 0. Setzen wir diese
Werte auf der rechten Seite von (89) ein, dann erhalten wir
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drei neue Zahlen z{¥, x;"’, z{*’, in unserem Beispiel

(l) 09
(l)_i 6
(l)_4

die wir als erste Naherungen erneut rechts einsetzen :
z»=0,940,2.1,6--0,1-4 =0,82;
z»=1,6-—0,2.0,94+0,2.4 =2,22;
z»=4—0,5.0,9—-0,25.1,6=3,15

und die zweite Néherung berechnen. Haben wir so fortfah-

rend schlieBlich die n-te Naherung z{™, zy®, 2 ausge-

rechnet, dann wird die folgende Naherung nach dieser For-
mel geblldet

(n+1) O 9_'_0 2x(n)_0 1x'n)
TP =1,6— 0,22 40,22, (90)
(n+1) 4 0 Sx;n) . 0 25I;m

Wir haben die jeweiligen Resultate in einer Tabelle zusam-
mengestellt :

Tabh. 2
n 1 2 3 4 5 6
z{ 0,9 0,82 1,03 1,01 1,00 1,00
g 1,6 2,22 2,07 2,00 1,99 2,00
zgv 4,0 3,15 3,03 2,97 3,00 3,00

Wir sehen, daf innerhalb der vorgegebenen Fehlergrenzen
x(‘S) —_ z;‘)’ x;ﬁ) — x;.)’ z;s) x;o) (91)
gilt. Setzen wir in (90) » = 5 und verwenden (91), dann er-
halten wir
¥~ 0,9+0,2z”—0,12,
2~ 1,6—0,22 40,225,
' ~ 4—0,5z” —0,25z"
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(dieses System gilt hier sogar exakt, aber das muB nicht
sein). z; = 1,00, z, = 2,00 und z; = 3,00 sind die gesuch-
ten Niherungslosungen.

Das Vorgehen im allgemeinen Fall unterscheidet sich von
dem soeben im Beispiel praktizierten iiberhaupt nicht.

Es sei ein Gleichungssystem (88) gegeben. Dann lésen
wir die erste Gleichung nach z,, die zweite nach z, usw.
auf und erhalten das dquivalente System

b a a
Ty =— —2 =™
ay 244 ayy
b a a
ry=—2 g — e —22 20, (92)
Q22 Q22 Qa2
b a a a _
Tm = m__ %mi Ty — m2 Zo— _m,m ‘Im_h
Cmm Tmm mm Amm
Setzen wir gewisse Anfangsndherungen z’, z7", ..., =}

fiir die Unbekannten z,, z,, ..., , in die rechte Seite
des Systems (92) ein, dann errechnen wir zweite Ndherungen

(2) 2)
¥, ..., z;2 nach

b a a
2) 1 12 im
P =— ——=T, — — o Tm>
ayy ay 114
b a a
(2) 2 21 ) 2m (D
P =—2 — 2LV v ——=2a)
Qg2 Qg2 a2
@ _ bm _ amy T _%m,m-1 >
m = 1 s m-1
Amm Amm Amm
und (2 + 1)-te Nidherungen durch die Formeln
by Q19 2im .0
P =L — -2 P — =T,
aiy agy ayy
b a a
x;nﬂ): 2 %2 x(ln)_ R 2m x;,r:)’ (93)
Qg2 Q22 a2
b a a -
(n+1) m_ __ “mt v m, m-1 .
S Tmm Gmm 0 T Ty M
mm mm mm

wenn wir annehmen, daB uns die n-te Naherung bekannt ist.

Bevor wir weiter auf diese iterative Methode zur Losung
linearer Gleichungssysteme eingehen, indem wir insbeson-
dere die Konvergenzfrage zu kliren versuchen, wollen wir
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uns erst einmal mit einem umgekehrten Vorgehen bekannt
machen. Es kann ndmlich auch vorkommen, daf die Lo-
sung eines linearen Gleichungssystems zur Bestimmung der
Grenzwerte eines gewissen Niaherungsprozesses notwendig
wird. (Wir erinnern an die analoge Fragestellung bei einer
Variablen, wie sie uns bei Achilles und der Schildkréte be-
gegnet ist [Anm. d. dtsch. Red.]).

Von drei gleichen Eimern mdige genau einer gefiillt sein
und 12 1 Wasser enthalten. Jetzt giefen wir die Hilfte seines
Inhaltes in den zweiten Eimer und davon wieder die Hilfte
in den dritten. Anschliefend giefen wir die Hilfte des In-
haltes des dritten Eimers in den ersten zuriick und beginnen
wieder wie oben beschrieben. Den Zyklus durchlaufen wir 20-
mal und fragen, wieviel Wasser sich dann in jedem Eimer be-
findet (auf 0,0001 1 genau!).

Es ist klar, daB es sich hier um die sukzessive Approxi-
mation einer bestimmten Verteilung des Wassers handelt.
Dieser Grenzzustand ist offenbar dadurch charakterisiert,
daB er sich nicht mehr dndert, wenn der Zyklus noch ein-
mal durchlaufen wird (von Verlusten sehen wir natiirlich
ganz und gar ab).

Zu Beginn des Zyklus seien im ersten Eimer z Liter, im
zweiten y Liter und im dritten die restlichen 12-z-y Liter
Wasser. Dann wiirde sich bei Anwendung des Zyklus die
folgende Tabelle ergeben.

1. Eimer 2. Eimer 3. Eimer
Anfangszustand z y 12 —z—y
1. Eimer umgefiillt z/2 ié--r y 12—z—y
. . lz  y 3
2. Eimer umgefiillt z/2 'Z+7 12—? T3
imer umgefii z_ ¥ .Y 3,y
3. Eimer umgefiillt| 6 5% 7A + ) 6 iy

Soll dieser Zyklus den Zustand nicht mehr verindern,
dann miissen notwendig folgende Gleichungen erfiillt
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sein:

y=x/4+y/2.

Wenn wir dieses lineare System losen, dann finden wir
z =6 und y = 3. Der Grenzzustand ist demnach dann
erreicht, wenn im ersten Eimer 6 1, im zweiten 3 1 und im
dritten gleichfalls 3 1 sind.

Wir wollen jetzt feststellen, mit welcher Geschwindig-
keit sich dieser Endzustand einstellt. Sind am Anfang im
ersten Eimer a 1 und im zweiten b 1 Wasser, dann sind es
nach dem ersten Zyklus

a;=06+a/8—b/4 (94)
beziehungsweise

by=a/4+ b2 (95)

Liter geworden. Nennen wir a — 6 =« und b — 3 = 8,
ay — 6 = a, und b; — 3 = B,, dann folgt aus (94) und (95)

ﬁi_b1—3— v -I— 2 =—%--|—-g—.

Nach dem zweiten Zyklus werden die entsprechenden Fehler
so berechnet :

a 1 /a 1 a
w=g—%4=5(5—7)-7(7+7)
3 5
=—w e zh
a 1 a 1 a
p=g+5=1(5-7) (T +7)
5 3
=gz o1k

Wenn wir annehmen, dafl | @ | <<eund | 8 | << ¢ war, dann
ist
13
|a2|<HezO,2e,

|/32|<;—;sz0,34e.

Wir sehen, dal zweimaliges Durchlaufen des Zyklus die
GroBen a und g mindestens um den Faktor 1/3 verkleinern,
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nach 20 Zyklen wird der Fehler also mindestens um den Fak-
tor 1/3'° &~ 1/70 000 kleiner geworden sein.

Diese Uberlegungen zeigen uns, dal nach 20 Zyklen mit
einer Genauigkeit von 40,0001 1 im ersten Eimer 6 1, im
zweiten 3 und im dritten ebenfalls 3 1 enthalten sind.

24. Die Losung eines Systems nichtlinearer Gleichungen
mit der Methode der sukzessiven Approximation

Auch viele nichtlineare Gleichungssysteme konnen itera-
tiv behandelt werden. Als Beispiel dafiir schauen wir uns das

System
=24 zz+y
_1_|_ z+.’/2 }

(96)

an. Als Ausgangsndherung wahlen wir o, =0, y, =0,
setzen diese Werte auf der rechten Seite ein und bekommen
z; =y, =1 als weitere Nidherung. Erneutes Einsetzen
fihrt auf

_225

2+1

Die Fortsetzung des Iteralnonsvorganges sieht dann so aus:
2,252 11,15

T3=2+ 5 =2,31,
yszi+2.25--I~-1,152=1 18,
=24 23D 533,

=1+2.31—£}1,18 =118,
1'5=2+2 332—! 1 18_233
y6=1+2 3'3 —1 182—-1,18.

Offenbar folgt aus den bis auf einen Fehler von maximal
0,01 geltenden Gleichungen z, = 2; = 2,33 und y, =
=y, = 1,18, dafl wir die gesuchte Lisung bereits erhalten
haben.
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So kann man auch dann vorgehen, wenn ein System
T=¢ (.1:, y)’
y=v(z, y)

mit zwei beliebigen Funktionen ¢ und y gegeben ist. Wir
wihlen eine Anfangsniherung z,, y,, setzen sie rechts ein
und verfahren immer weiter nach der Vorschrift

xn+1=¢(zm yn)1
Ynt1="9P (Zn, Yn)-

Wir brechen die Iteration ab, wenn innerhalb der be-
trachteten Stellenzahl z,{, = z, und y,4; = y, ist, denn
dann gilt ebenfalls innerhalb dieser Grenzen z = z, und
Y = Yn.

Genauso l6sen wir Gleichungssysteme mit drei oder mehr
Unbekannten. (Die Frage der Konvergenz wird hier aller-
dings nicht so relativ einfach zu kldren sein, wie bei einer
Gleichung mit nur einer Unbekannten [Anm. d. dtsch. Red.].)

Wir werden jetzt untersuchen, unter welchen Bedingun-
gen die Konvergenz des Iterationsprozesses bei der Losung
von Systemen garantiert ist. Wir setzen dazu voraus, dal
die Funktionen ¢ (z, y) und o (z, y) in einem gewissen be-
grenzten, geschlossenen Gebiet D der (z, y)-Ebene definiert
sind. Mit anderen Worten, wir fordern, da das Gebiet D
samt seinen Randpunkten vollkommen im Inneren eines
hinreichend grof8 gewidhlten Quadrates liegt. Um eine Vor-
stellung zu haben, kann man bei diesem Gebiet etwa an
eine Kreisfliche, ein Polygon, eine Ellipse (simtlich unter
EinschluB der Randlinien) u. &. denken.

Weiter werden wir annehmen, dafl beide Funktionen in
D stetig sind. Dann beschreiben sie gemeinsam eine Abbil-
dung des Bereiches D auf einen gewissen anderen Bereich
derselben Ebene. Die Koordinaten eines Bildpunktes
N, (p (z0), ¥ (z,)) des Punktes M, (z,, yo) € D bekommt man
durch Einsetzen von z,, y,, in ¢ und .

Beispiel :

97)

(98)

@ (z, y)=2*+y?%
Y (z, y)=2zy.

Der Bildpunkt von M, (1, 3) ist offensichtlich N, (10, 6).
Wir wollen die durch die beiden Funktionen ¢ und o
vermittelte Abbildung von D im folgenden mit einem Buch-
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staben @ kennzeichnen und unter @ (M) den Bildpunkt von
M, unter @ (D)’ das Bildgebiet von D verstehen.

Es sei dieses Bildgebiet in einem gewissen konkreten Fall
ein Teilbereich D; von D selbst, dann kann man auf D,
erneut die Abbildung @ anwenden, wobei man ein Gebiet
D, = @ (D,) als Bildgebiet erhilt, welches wiederum ganz
in D, enthalten sein muB. So fortfahrend konnen wir eine

Abb. 21

ganze Folge D, D,, D,, ... von Gebieten konstruieren,
von denen jedes im vorangehenden enthalten und gleich-
zeitig dessen Bild ist (Abb. 21).

Wir nennen eine solche Abbildung @ wieder kontraktiv,
wenn es eine Zahl ¢, 0 << ¢ << 1, gibt, so da8 fiir zwei beliebi-
ge Punkte M; und M, aus dem Bereich D stets die Unglei-
chung

r(@(My), D(Mp))<q-r(My, M)

erfiillt ist. Dabei bezeichnen wir mit r (P, Q) den Abstand
der beiden Punkte P und Q.

Es ist nun sehr interessant, daB jetzt genau derselbe
Satz wie im Falle einer Variablen bewiesen werden kann:

Wenn @ eine Abbildung von D in sich (D (D) < D) be-
wirkt und kontraktiv ist, dann gibt es in D einen einzigen
Punkt N, fiir den N = @ (N) ist. Er gehort allen Bildge-
bieten D, an, und seine Koordinaten (&, 1) erfiillen das Glei-
chungssystem (97). Dieser ,Fizpunkt* N (&, 1) kann durch
sukzessive Approxzimation nach dem Schema

Moss (Tnaty Ynsd) =P (My (zns Yn)),
d. h.
$n+t=¢($m yn)»
yn+i=¢(zm yn)’
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gewonnen werden. M (xo, y,) ist dabei ein beliebiger Punkt
aus D. Dann gilt:

lim z,=¢§, lim y,=m, d. h. M,,—N.

n—-oo n-»>o00
25. Verschiedene Abstandsdefinitionen

Wie wir sahen, ist der kontraktive Charakter der Abbil-
dung @ eine Bedingung dafiir, dal der Iterationsprozef
konvergiert. Diese Bedingung ist aber keinesfalls notwen-
dige Voraussetzung fiir die Konvergenz!

Man kann durchaus Abbildungen angeben, die nicht
kontraktiv sind und doch die Iteration gestatten. Ein Bei-
spiel dafiir ist die Abbildung

(p(.’l?, y)=1+2.l/,
={¢(w»y)=3+%»

die nicht kontraktiv ist, weil fiir A (8, 0) und B (8, 4) der
Abstand r (A, B) = 4 ist und wegen @ (4) = (1, 4) und
D (B) = (9, 4)

r(@(4), ®(B)=8>r(4, B)
gilt. Dennoch konvergiert die Folge M,, M;, M,,
M, beliebig vorgegeben, stets gegen N (9 %, 4%) .

In einigen Fillen gelingt der Konvergenznachweis fir
den Iterationsproze dadurch, dafl ein neues Abstandsmaf
fiir zwei Punkte der Ebene eingefiihrt wird. Es handelt sich
dabei durchaus um eine ganz natiirliche und anschauliche
Sache, denn auch im praktischen Leben kennen wir die Mdg-
lichkeit, den Abstand zweier Orte verschieden zu messen.
(In der Zeit der Postkutsche wurde ganz natiirlich die Ent-
fernung zwischen zwei Orten in Stunden angegeben, wovon
die sdchsischen Postmeilensdulen beredte Kunde geben.)
[Anm. d. dtsch. Red.] Fiir dieses Entfernungsmafl ist aber
nun beispielsweise die gerade Verbindungslinie zwischen A4
und B keineswegs immer die Linie geringster Entfernung!
Ein Beispiel hierfiir ist in Abb. 22a gegeben, wo der ,Ab-
stand“ zwischen 4 und B die Summe der Abstinde zwischen
A und C, C und D bzw. D und B ist, wenn unterwegs eine
Briicke zwischen C und D zu iiberqueren ist.
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Ein weiteres Entfernungsmall ergibt sich so:

In der Ebene sei ein rechtwinkliges Koordinatensystem
gegeben, dann werde die Summe der Projektionen der Strecke
AB auf die beiden Achsen als ,,Abstand” r (4, B) genommen
(Abb. 22 b). Eine weitere Definition legt die gréBere der
beiden Strecken AC oder CB als ,Abstand“ r, (4, B) fest,
und so kann man sich noch eine ganze Menge weiterer
Abstinde ausdenken. ?)

Gewohnlich fordert man von einem A4 bstandsmaf r (A, B)
fiir zwei Punkte die folgenden drei Eigenschaften:

(1) Der Abstand r (4, B) ist fiir zwei beliebige Punkte

A, B als nichtnegative, reelle Zahl definiert und genau

dann gleich null, wenn A = B ist.

8

Abb. 22

(2) Der Abstand ist eine symmetrische Funktion der beiden

Punkte 4 und B, d. h. r (4, B) = r (B, A).
(3) Fiir drei beliebige Punkte A, B und C ist die ,Drei-
ecksungleichung"

r(4, By=r(4, C)+r(C, B)

erfiillt.

Ist in irgendeiner Menge von Objekten ein Abstand de-
finiert, der diese Bedingungen erfiillt, dann nennt man die

1) Zur Erweiterung des Wissens iiber diesen Gegenstand empfehlen
wir das Biichlein Belkner, H.: Metrische Rdume. BSB. B. G. Teubner
Verlagsgesellschaft, Leipzig 1972.
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Menge einen metrischen Raum und ihre Elemente Punkte
des Raums.

In diesem Sinne kénnen auch Funktionen ,Punkte” eines
metrischen Raumes sein: der Abstand zweier auf [a, b] ste-
tiger Funktionen ¢ () und ¢ (z) ist das Maximum der Funk-
tion | ¢ (z) — o (z) | auf diesem Intervall:

(9, ¢)=a§3§bl¢(z)—w(z)l-

Weiter oben hatten wir schon mehrere Moglichkeiten
einer Abstandsdefinition in der Ebene kennengelernt, fiir
welche die Bedingungen (1) — (3) erfiillt sind.

Wir méchten hier auf den interessanten Grenzfall hinweisen, wo
zwar die Bedingungen (1) und (3), nicht aber (2) erfiillt sind. Das
trifft z. B. dann zu, wenn wir den Abstand zweier Punkte 4, B im
Gebirge durch die Zeit messen, die man von 4 nach B bendtigt.
Offenbar wird hier in fast allen Fillen r (4, B) = r (B, A) sein, denn
man braucht bergauf wesentlich mehr Zeit als talwirts.

Es ist bewiesen worden, daB fiir die Konvergenz des Ite-
rationsprozesses zur Losung des Gleichungssystems

z=p(z, Y),
y=vy(z, y)

die folgenden Voraussetzungen hinreichend sind:
Die Funktion

(99)

R
Ty oy

bildet D ir sich ab und ist beziiglich irgendeiner Abstands-
funktion r (A, B) kontraktiv, d. h. erfiillt die Bedingung

r(®(My), ©(M,)<<q-r(MiM,)

fir alle Punkte My, M, €D und 0 <g <<1.
Betrachten wir z. B. die Funktionen ¢ (z, y) =1 4 2y
und ¢ (z, y) = 3 + 5 . Wie wir sehen, ist die Abbildung @

kontraktiv mit dem Faktor ¢ = /,, wenn wir den Abstand
r (4, B) zwischen den Punkten A4 (z,, y,) und B (z,, y,) wie
folgt definieren:

r (4, B) =|%($2—‘xl)+2(y2"yl)|+
+I%(1’2—1’1)"‘2(y3—y1)|-
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Fiir unsere beiden Punkte 4 (8, 0) und B (8, 4) von vor-
hin beispielsweise wird r (4, B) = 16, und fiir ihre Bilder
@ (A) und @ (B) erhalten wir r (® (4), @ (B)) =8. In
dieser ,Metrik" ist die Abbildung @ somit kontraktiv, und
die Konvergenz des Iterationsverfahrens zur Losung des
Gleichungssystems

z=1+4+2y

y=3+z/8
ist gesichert, obwohl die Abbildung @ beziiglich der gewdhn-
lichen Abstandsdefinition nicht kontraktiv ist.

26. Konvergenzkriterien fiir den Iterationsprozef§ bei linearen
Gleichungssystemen

Wir wenden jetzt den im vorigen Abschnitt formulierten
Konvergenzsatz auf lineare Gleichungssysteme an.

Indem wir verschiedenartige Abstandsbegriffe einfiihren,
erhalten wir fiir solche Systeme Konvergenzkriterien, zu
deren Uberpriifung lediglich die gegebenen Koeffizienten
herangezogen werden miissen.

Betrachten wir zundchst Systeme zweier linearer Glei-
chungen mit zwei Unbekannten :

ayz+ agy = by,
auZ + gy =bs.
Wenn wir voraussetzen, daB a,; = 0 und a,, 5= 0 ist, dann

konnen wir die erste Gleichung nach z, die zweite nach y
auflésen und erhalten das folgende neue System

(100)

r— by agg

= ?
aq4 aqy

y=-2 _ %
21 gy

Schreiben wir hier abkiirzend gy fiir b,/a,,, B, fir b,/a,,,
ay fiir —a,,/a,; und a, fiir —a,,/a,,, dann geht (100) @iber in
z=ay+ py, }

Y=asz+ Ps.
Die betrachtete Abbildung @ hat demzufolge jetzt eine
ganz einfache Gestalt, ndmlich
_{ Pz, yY)=ay+pi,
'p (z’ y) = aﬁz+ﬂ2'

(100"



Welchen Bedingungen miissen nun die Koeffizienten a,
und a, geniigen, damit diese Abbildung kontraktiv ist?

Bekanntlich wird der geometrische Abstand r (4, B)
zwischen zwei Punkten 4 (z,, y,) und B (z,, y,) nach der
Formel

r(4, B)=V (@—21)* + (42 — 1)*
ausgerechnet. Die Transformation fiihrt den Punkt A iiber
in A, (ayy; + P1, asz; + B,) und den Punkt B in den Punkt
By (a4y, + B;, asz, + B,). Dann ist der Abstand der beiden
Bildpunkte durch

r(Ay, By)=V (a2 —ayy)? + (@22, — 2214)?

=V & (a— y:)* + @} (22— 21)? (101)
gegeben. Bezeichnen wir die groffite der beiden positiven
Zahlen | @, | und | a, | mit ¢:

g=max (|a|, |@]),
dann folgt aus (101) die Ungleichung

r (4, By)<g vV (@2 —2)? + (Y2 —y1)* = gr (4, B).

Ist ¢ << 1, dann konvergiert das Iterationsverfahren, wie
wir wissen, denn nach der letzten Ungleichung ist die Abbil-
dung @ eine kontraktive Abbildung der ganzen Ebene
auf sich.

Wir haben damit die Aussage gewonnen, daf} das Itera-
tionsverfahren zur Losung des Gleichungssystems (100") im-
mer konvergiert, wenn der groBere der beiden Koeffizienten-
betrdge kleiner als eins ist :

max (|ag], [az]|)<<1. (102)

Rechnen wir diese Bedingung wieder auf die urspriinglichen
Koeffizienten in (100) um, so erhalten wir, da

243
o= ——=,
ay
Moy
Qo = — ——
2 agy L}

den folgenden Konvergenzsatz:
Fiir die Konvergenz des Iterationsverfahrens zur Losung des
linearen Gleichungssystems

ayr + agey = by,
an + agsy = by



ist hinreichend, daf

max (
erfiillt ist.

Diese Regel driickt aus, daf} die Koeffizienten der Haupt-
diagonalen betragsméfBig grofer sein miissen, als die Koeffi-
zienten auflerhalb der Diagonalen in der gleichen Zeile.

Wollen wir beispielsweise das System

ai2
ay

az1

9
g

) <1

z—3y=—11,
6z+ y= 10

iterativ losen, dann miissen wir die erste Gleichung nach
y und die zweite nach z auflgsen:
- 1 . ) y
y=5 3% =3¢
Manchmal ist es niitzlich, die Unbekannten eines Systems
zunéchst durch neue zu ersetzen, damit die Regel erfiillt wer-
den kann. Nehmen wir etwa das System

120 4y =14,
31—2y=—1,} (103)
fir das
ay a o 1 3y_ 3
mox(| 42|, |k |)=max (g, 3) =7

gilt. Die Konvergenzbedingung ist damit nicht erfiillt!
Setzen wir aber x = +-z, dann bekommen wir

‘:;
4z+y =14,
z—2y=——-1,} (104)

und hierfiir ist

aqg
aqy

Qa1
21

1 1 1
)=max (7, 3) =7

Also kénnen wir das neue Gleichungssystem (104) durch
Iteration l6sen.

Es versteht sich von selbst, daB niemand ernsthaft daran
denkt, ein solch einfaches System mit zwei Unbekannten
wie (104) iterativ zu lésen. Der Vorteil der Methode kommt
aber sofort zum Tragen, wenn sehr groBe Systeme zu 16-
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sen sind
ayry+ ars+ . . -+ a10Zn = by,
a9y + AgeZe 4 - . - + QanZn = by, (105)

ATy + AnoZa+ - . . + QpnZn = by
Fiir solche Systeme lassen sich alle bisherigen Uberlegun-
gen leicht iibertragen, wobei nur darauf zu achten ist, da
hier verschiedene Abstandsdefinitionen zu verschiedenen
Resultaten fithren. Das Konvergenzkriterium nimmt da-
durch folgende verallgemeinerte Form an:
Das Verfahren der sukzessiven Approximation fiir das Glei-
chungssystem (105) konvergiert, wenn eine der folgenden Bedin-
gungen erfiillt ist:

n
1) max 5 a—;:<1, (106)
o=t
9 <2 107
) mjaxé, a—”<1, (107)
i=1
3 S| %1 [2 g 08
) max 2 | <t (108)

i, j=1
Dabei bedeutet der Strich am Summenzeichen, daB der
Summand mit i = j ausgelassen wird, das (k) in (108) zeigt
zusédtzlich an, daf nun auch der Summand mit i = & auszu-
lassen ist. Wir wollen darauf hinweisen, daf (108) sicher
dann erfiillt ist, wenn
n
2L <t (109)
i, j=1

ist, wo der Strich wieder bedeutet, da der Summand mit
i = j ausgelassen wird.

In dieser Form erscheint das Kriterium in der Mehrzahl
der Lehrbiicher der numerischen Mathematik.

Wie wir schon sagten, erhélt man die Kriterien (106) —
(108), wenn man bedenkt, daB die Abbildung

by a9 a4n

’

a”

ey

ry—>— ——=Ty— ... ——1I,
ay ayy a4
b a a an, n—
Zp— n _ _%n Ty — n2 Tg—...— n.nixn_‘

. .%nn nn Gnn . . Ann
fiir irgendeinen Abstand kontraktiv sein soll.
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So entspricht der Ausdruck (106) dem Abstandsmaf

r(4, By=max (|xy—yi |y -+ [ZTn—Ynl)s
der Ausdruck (107) entspricht

r (4, B)=i§‘|xi—y:|

und (108) schlieBlich entspricht

r(4, B)= ‘/1‘;1 (xi—y1)%,

wobei in jedem Fall die Punkte A (z,, ..., z,) und
B (y;, . . ., Yn) gemeint sind.

Genau wie im zweidimensionalen Fall ist es manchmal niitzlich,
die Unbekannten Zy, T3, - .., T, durch neue Variable y; = p;z
G=1, ... n) mit p; >0 20 ersetzen. Dann lauten die Regeln
(106) — (108)

I 'j pi ’
max 2 rr <1, (106")
2') max 2 au <1, (107")
®| aij |2p?
3’) ma — =<1, 108’
) . 2 ay; | p} < (108°)
i, j=1
woraus mit p; = | a;; | folgt
(1067)
b=t
n R a;
2) max > a—"|<1, (107")
j =1 jj

<t, (1087
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Um auch hier ein Beispiel vor Augen zu haben, schauen
wir uns das System

z— 0,6y —0,52 = — 2,6,
—0,2z4+ y—0,42=3,

—0,124+0,5y + 2=3,9
an.
Hier sind weder (106) und (107), noch (106”) und (107")
erfiillt. Ebenso gilt die Ungleichung (109) nicht, denn die
Summe der Quadrate der Nichtdiagonalelemente ist gleich
1,07... . Die Gleichung

(k)
m:xz aii
0,6%+0,524+0,1240,5%; 0,224 0,42
40,12 +0,5%) = 0,87 < 1

aij |2

=max (0,624 0,52 40,22 4 0,4%;

zeigt aber, daf} dieses System mit der Iterationsmethode 16s
bar ist.

Zum Schluff wollen wir nochmals hervorheben, daf§ alle
bisher formulierten Bedingungen fiir die Konvergenz hin-
reichende Bedingungen sind und sich in keinem Falle als
notwendige Voraussetzungen erwiesen haben. Andererseits
konnen wir durch die Wahl neuer Abstandsdefinitionen be-
liebig viele weitere Konvergenzkriterien ableiten.

Wir werden aber die hiermit zusammenhingenden inter-
essanten Fragen in diesem Buch nicht weiter verfolgen.

Im Ubrigen gelten fiir lineare Gleichungssysteme die
gleichen Bemerkungen, wie wir sie im Kapitel 5 gemacht
hatten.

So hiangt das Ergebnis der Iteration nicht von der Wahl
der Anfangsndherung ab, Rechenfehler kénnen somit das
Endergebnis niemals verfilschen, sondern nur die Zeit bis
zu dessen Gewinnung verldngern.

Es gibt eine Reihe von Varianten des Naherungsver-
fahrens zur Losung linearer Gleichungssysteme. So wird
beispielsweise bei einigen Verfahren bei der Berechnung
von ™V auller z;™, ..., z;" bereits das gerade zuvor
neu berechnete (™" in die rechte Seite eingesetzt, z{™*"’
bekommt man unter Verwendung von z{™*V, £,V z™

. g™ und so fort.
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Es wiirde aber ein eigenes Buch erfordern, wollten wir
alle moglichen Naherungsverfahren fiir lineare Gleichungs-
systeme aufschreiben.

27. Sukzessive Approximation in der Geometrie

Wir haben ausfiihrlich dargestellt, wie iterative Methoden
zur Losung von Gleichungen und Gleichungssystemen ver-
wendet werden und wollen es nicht versdumen, auf einige
geometrische Anwendungen
einzugehen.

Es diirfte ziemlich all-
gemein bekannt sein, dal}
man die Lange des Kreis-
umfanges iterativ ermit-
teln muB. Dazu berechnet
man zuerst den Umfang
eines dem Kreiseinbeschrie-
benen Quadrates, danach
den Umfang eines reguliren
8-Ecks, eines 16-Ecks usw.
Der Grenzwert dieser Um-
finge muB mit dem Kreis-
umfang iibereinstimmen.
Dabei berechnet man jeden folgenden Umfang mit Hilfe des
vorangegangenen. Das geschieht so:

Wir nennen den Umfang des einbeschriebenen regelmiBi-
gen 2™Ecks P, und eine Seite A,. Zum Beispiel ist
A, die Seitenléinge des Quadrates im Kreis und betriagt
somit A, = RY'2, woraus P, = 4R} 2 folgt.

Setzen wir voraus, dafl uns P, bereits bekannt ist, dann
ist offenbar A, = P,/2". Man kann relativ leicht beweisen,
daB sich die Seitenldnge a,, eines dem Kreis vom Radius R
einbeschriebenen regelmafligen 2n-Ecks aus der Seiten-
ldnge a, des entsprechenden n-Ecks nach der Formel

a3 =R ‘/2 Vi (110)
berechnen laft.

Wir betrachten dazu die Abbildung 23 und finden:
(2 ) +(R—h)?=R* und a2 =(an/2)* 4 h*.

Abb. 23
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Daraus folgt
(@an/2)®+h*—2Rh=0 und deshalb a3, =2Rh

und
h=R—V R*—(a./2).

Daraus folgt nun aber insgesamt
al,=2R*— 2RV R*—ai/4, d. h.
a’, =R (2 —V4—a’/R?),
am=R) 2—Vi—d /R,

was wir beweisen wollten. !)
Diese Formel besagt aber, daB sich die Seitenldnge 4,44
des reguldren 2"+1-Ecks aus der des reguldren 2™-Ecks nach

der Formel
A2
Any=R ‘/2—]/4—7?—

p .
und An4; = 555 haben wir

bestimmt. Mit 4, = g

2_
n P% ’
Ppyy=2"'R ‘/2—'/ b ——rpw- (1107
Die Folge der Zahlen P,, P,, ..., P,, ... konvergiert

gegen den Kreisumfang, d. h. gegen 2nR Aslo kann die
Formel (110) als Iterationsformel zur Berechnung von 2nR
angesehen und verwendet werden, womit uns eine Mog-
lichkeit fiir die Berechnung von n auf beliebig viele Dezimal-
stellen gegeben ist.

Es gibt auch noch eine weitere Ndherungsmethode zur
Berechnung dieser wichtigen Zahl, die man ,Methode des
konstanten Umfangs* nennt. Hierbei wird ein regelmiBiges
2™-Eck in ein regelmiBiges 2"*'-Eck mit gleichem Umfang
verwandelt.

Wir bezeichnen den Inkreisradius des regelméBigen
2"-Ecks mit l,, den Umkreisradius mit r,. Den Inkreis-
radius des regelmadBigen 2"*-Ecks, das den gleichen Um-
fang besitzt, bezeichnen wir mit /,;, den Radius des Um-
kreises mit r,,;; und kommen jetzt zur Konstruktion.

1) Der Beweis wurde gegeniiber dem Original geandert um ohne
Verwendung der Trigonometrie auszukommen [Anm. d. dtsch. Red.].
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Es sei AB eine Seite des 2™-Ecks, d. h. A0 = r, und

AF = l,. Wir halbieren den Bogen AB in C und verbinden
C mit 4 und B, halbieren die Seiten AC und BC in D bzw.
E und verbinden beide Punkte. Man bestitigt leicht, daB

- R
— 8

g
Abb. 24

4 DOE = 4 AOB ist. Damit aber DE Seite eines regu-

lairen 2"*-Ecks mit dem Umbkreisradius Tn41-OD und
dem Inkreisradius I,y = OK.
Wegen DE =1A_§ ist der Umfang dieses 2"*!-Ecks

gleich dem des 2™ Ecks, von dem wir ausgegangen sind.
Es 1éBt sich leicht nachrechnen, daB§

Inyy =12t ln 111)

Ferner gilt im rechtwinkligen Dreieck AODC der Kathe-
tensatz OD? = OK - OC, mit anderen Symbolen

T'nyy = Vrn lnyy - (112)

Beide Formeln zusammen gestatten die Berechnung von
rp4s und 1,4, aus r, und Z,,.

Mit wachsendem 7 nidhern sich die Zahlen r,, und /,, einem
gemeinsamen Grenzwert, wihrend sich der Umfang des
Polygons nicht dndert. Deshalb mufl dieser Grenzwert mit
dem Radius desjenigen Kreises zusammenfallen, der eben-
falls diesen fest vorgegebenen Umfang hat.
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Wihlen wir das Anfangspolygon so, da der Umfang
gleich zwei ist, dann konvergiert sowohl {r,} als auch {/,}
gegen die Zahl 1/m: lim r, = 1-; lim [, = 1,
n—+o00 n n—+oo n

Beginnen wir etwa mit dem Quadrat der Seitenlidnge 1/2,
dann wird r, = %Vﬁ, l, = % Berechnen wir davon ausge-

hend die Werte 74y, ln41, flir . =2, 3, ... nach den
Formeln (111) und (112), so ist

lim r, =1lim [, =%

n- oo n-»00

Also kénnen wir den Wert % mit Hilfe dieser Formeln na-

herungsweise bestimmen, wenn wir die Berechnung so lange
fortsetzen, bis sich r, und I, bei vorgegebener Genauigkeit
nicht mehr unterscheiden. Dann sind diese Werte r, und

I, Ndherungen von -3; mit geforderter Genauigkeit.

28. Schluibemerkungen

Wir haben uns in diesem Biichlein mit einer Reihe von
Anwendungen der schrittweisen Néherung vertraut ge-
macht, so etwa bei der Aufstellung von Plidnen, bei der
Berechnung der Wurzel einer Zahl, der Losung von Glei-
chungen oder schliefllich bei der Umfangsberechnung eines
Kreises.

Damit ist die Vielfalt der Anwendungsméglichkeiten
jedoch ldngst nicht ausgeschopft worden.

Sehr viele praktisch wichtige Aufgaben fithren auf Dif-
ferentialgleichungen (in denen es um die Bestimmung einer
unbekannten Funktion geht), auf Integralgleichungen und
auf noch kompliziertere Gleichungen.

Auch bei der ndherungsweisen Losung eines solchen Pro-
blems bedient man sich mit groem Erfolg der Methode der
sukzessiven Approximation. Es versteht sich wohl von selbst,
daf} deren Durchfiihrung in diesen Fillen weitaus schwieriger
ist, als etwa im Falle der Losung einer algebraischen Glei-
chung. Dennoch kann man ohne Ubertreibung sagen, daf
ohne die Anwendung der Iteration keine der grandiosen
physikalisch-technischen Leistungen hitte vollbracht wer-
den konnen, die gerade in den letzten Jahren so grofles Auf-
sehen erregt haben.
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Ob bei der Bahnberechnung der Sputniks, der Berech-
nung von Atomreaktoren oder der Untersuchung des Baues
eines Atoms — Iterationsverfahren waren immer im Spiel.

Die Erlduterung dieser auferhalb der Grenzen der Ele-
mentarmathematik liegenden Anwendungen der Methode
der schrittweisen Nédherung iibersteigt allerdings den Rah-
men dieser kleinen Schrift.

Aufgaben

Wir geben einige Aufgaben an, mit denen der Leser iiber-
priifen soll, in welchem Grade er die Darstellungen des
Buches verstanden hat und diese anzuwenden versteht.
(1) Die nachfolgenden Gleichungen sollen durch Iteration
gelost werden. Dabei sind einige von ihnen zuerst in eine
entsprechende geeignete Form zu bringen.

1 1
1.- x=m. 11. x=m_'
2, 2z = (z 4+ 1) 19. x=—1%sinx.

N e —
3. $=4+ V _$+1 . 13. $=iV——lg(x+2).
4 z=2+z. 14, 22 =1In(z + 1).
5. .Z‘=‘3/5_1'_ 15. lnx=4 — z2%.
60 4—x=tanx_ 16- lnx=2_x_
7. 22 =sin x. 17. 2 = €* + 2.
8. z3=sin 2. 18. Igz = 0,1 z.

19. tan z = lg .

9. x = arcsin x—{l:l . —f
10. z=cos z. 20. z=75¢

(2) Es folgen einige Aufgaben, die nach dem Newtonschen
Verfahren behandelt werden sollen:

2. 2* — 5z +1 =0. 24, 25 + 5z +1 =0.
22, 13 — 922 + 20z — 11 = 0. 25.sinz + z = 1.
23. 23 — 322 — 3z 4+ 11 =0. 26. 22— 101gxz—3 =0.

(3) Wir geben zum SchluB noch drei Gleichungssysteme, die
mit einer Genauigkeit von 40,001 durch sukzessive Appro-
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ximation zu losen sind :

r= 0,2y—0,124+0,8y |,
27 y=0,3z 40,152 41,383,
z =0,252 —0,4y +3,617.

8 $=%Sin(x+y)+01336’
28.
y=— —z—sin (z—y) +0,362.

29 { =V} z+2y—0,710,
y=Vy—z+1.

Lésungen

Anmerkung d. dtsch. Red. zu den Ldsungen:
Die Darstellung ist gegeniiber dem Original in vielen Fillen
gestrafft worden. Dies geschah, damit der Leser bei der
Durcharbeitung der Aufgaben auch unter Verwendung der
Loésungshinweise nochmals zum intensiven Nachdenken
angeregt wird.
1.p@ =@ +1)?2 ¢ () =2+ 1)
@ (0)=1>0, ¢ (1) =1/4<1, eine Wurzel liegt deshalb
sicher in [0, 1]. Die Iteration ist aber nicht im ganzen Inter-
vall konvergent wegen | ¢’ (0) | = 2 >1. Wir verkleinern
deshalb das Intervall unter Beachtung von ¢ (0,4) =
=1/1,96 >0,4. Fir 0,4 <z < 1ist | ¢’ (2) |\1243<1
und die Iteration konvergiert. Mit z, = 0,4 wird T, &
~ 7, ~ 0,4655, d. h z = 0,4655 + 0,001 ist die Losung.
2. ¢(2) = (~'t-|-1)3 ¢’ (z) =3(x+ 1) ¢(—2) =—1>-2,
@ (—3) = —8 << —3, eine Wurzel liegt in [—3, —2].
Iteration ist nicht anwendbar, da | ¢’ () | >1 im ganzen
Intervall. Nach Umformung auf z = 7'z — 1 ist Iteration
méglich, denn fiir p (z) = 7z — 1 gilty’ (z) = (3 7)1,
und das ist im ganzen Intervall kleiner als eins. Mit x; =
= —2 wird z4 & 7, &— 2,325 — die Losung bis auf einen
Fehler von +0,001.

2

3/ 721 ,
3'¢(z)=4+l/z_+1’ ¢’ (2)= %/ml—)‘

Abb. 25 zeigt, da die Gerade y = z genau zwei Schnittpunk-
te mit der Kurve y = ¢ (z) hat, die im Intervall [—1,0]
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und [4,5] liegen. In [4,5] haben’ wir | ¢’ (z) | < 15%/ <

< 1. Mit z, = 4 wird =, ~ z, &~ 4,870, also z = 4, 870 =+
=+ 0,001. Im anderen Intervall ist die Methode nicht kon-

z—1

vergent. Umformung von (z — 4)® = =1 auf
T =T—43

fiihrt auf eine geeignete Form.

|
i
l} ky y:z
I
_____ _;__4____ | y:?(:)
| |
| oo
| !
| .
-1l /1o 4 5
|
|
|
I
|
Abb. 25
. —1 23: .
Es ist y (z) = — T — 1 und z/)(:c) 4)4 . Fir

<z<O0 erhalten wir |9’ (2) | < \m <1 und koénnen
nun die Methode der schrittweisen Niherung anwenden. Mi
z; =0 wird z, = z; = —0,9840 + 0,0001. Damit haben
wir die beiden Wurzeln z = —0,9840 und z = 4,870 be-
stimmt,
4. Hierist @, () = 2 + y/z und g, (z) =2 — ' z. Abb. 26
148t eine Wurzel von z = ¢, (z) im Intervall [3, 4] erken-

nen, und dort ist in der Tat | ¢’ (z) | = 4}/_ << 1. Die

Iteration konvergiert aus diesem Grunde, und man erhilt
bei z; = 4 mit der verlangten Genauigkeit z3 ~ z, =~
~ 3,353, d. h. z = 3,353 + 0,001.
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Die zweite Gleichung hat ebenfalls nur eine Losung (wie
aus der Abbildung zu sehen ist), und diese ist x = 1, wie

}Z/

y=x

Abb. 26

y=1)

]
25 zl | z
BT 34 Y 2

man sofort nachrechnet.
Damit sind die entsprechen-
den Losungen: z = 3,353

und z = 1.

5. ¢@=y6—a),
, —1
¢ (z) =

Eieorh

p() =Y %5 >1, 92 =
=3 < 2. Die somit im
Intervall [1, 2] sicher
vorhandene Lésung gewin-
nen wir wegen |¢’ (z)|<<
<— - <1 mit 7, =1
339
u r5; = xg = =1,516 &
=+ 0,001.

6. In der vorliegenden Form nicht kontraktiv. Wir formen

um :
~ 1,25, ¢ (2)=arc tan 2 x~
~ 1,10. Die somit in [1, 2]
sicher vorhandene Wurzel
kann wegen I?, () | =
1 .

= Tra—ar sz lite
rativ ermittelt werden. Mit
z, =1 wird z=2,=2,=
= 1,225 + 0,001 die ge-
suchte Naherung.

7. Die gegebene Gleichung
hat x = 0 als eine Wur-
zel. Abb. 27 zeigt, daB es
noch eine weitere Wurzel
gibt, die der Gleichung z=
= V'sinz geniigt. Es ist

¢ (z) = Vsinz und ¢’ (z) =

x = arc tan (4 — z) = ¢ (2).

Man erhdlt ¢ (1) =

Ay

y=z
i z
0 _Zﬂ_ x\
I3
Abb. 27
cos T . N
————— . Man iiberzeugt sich,
2 VYsinx g

daf die Nullstelle im Intervall [% 1] zu suchen ist, und
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dort gilt

1
“®3% 08703

l‘p'(x)l< l/- - 1 ~'1,3845<1’
2 sulif

woraus die Konvergenz des Iterationsverfahrens folgt.
z, = 1 fithrt auf z, ~ 73 ~ 0,8768, also ist z = 0,8768 +
—+ 0,0001 die gesuchte Néherung.

8. Auch diese Gleichung hat # = 0 als Wurzel. Nach dem
Vorbild von Aufgabe 7 schreiben wir z =/ sin z. Mit z; =
=1 erhdlt man z4 &~ z, ~ 0,9286, also z = 0,9286 4+
+ 0,0001. Da die beiden Funktionen y = 2% und y = sin z

A
1#1
y=
x
A\ 2 _A !
- o X X x
' 7 N
y-‘SlﬂI

Abb. 28

ungerade sind, erhalten wir noch die Wurzel z = —0,9286 +
~+ 0,0001.

9. In der Form % (x 4+ 1) = sin z ergibt sich fiir die einzige
in [0, %] gelegene Wurzel (Abb. 28) wegen ¢ (z) =

. 1 ’
= arc sin VT—G_-—(JE——T)—Z, |‘P($)i<
1

<% <1, ein konvergentes Iterationsverfahren, das mit

z; = 0 bei zg = x5 = 0,3422 4- 0,0001 mit der gewiinschten
Genauigkeit abgebrochen wird.

10. Die Wurzel ist wegen cos0 =1 und cos1 >0 im
Intervall [0, 1] zu suchen. Wegen | ¢’ (z) | < |sin1 | <1
konvergiert die sukzessive Approximation: z, =1, z =
= 0,7391 <+ 0,0001.

$-‘,—1

7 und ¢’ (z)=
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11. cos z = 1/z. Abb. 29 zeigt, dal die Wurzeln der Glei-
chung nahe bei den Schnittpunkten des Graphen von y =
= cos z mit der Abszissenachse liegen und zwar rechts von

ihnen in der Nihe der Punkte 5 + (2k + 1) & und links

davon bei —;— + 2kn. Um die Losung zu berechnen, die in

Kz

-

S

Abb. 29

der Ndhe von z = —g- + nn liegt, setzen wir z — nmw — % =
=y, womit die Gleichung eine neue Form annimmt:

1 _ (_1)'n+1
cos(y—l—nn-l—%) siny

Dabei ist —n/2 <y << n/2, und die Gleichung kann auch
so geschrieben werden:

y+nnd 3

y=(—1)""'arcsin -
y+nat—
Jetzt ist
9 (y) =(—1)""t arcsin =
y+nnt -
und
@ )= =

]/(y+nn+—g)2—1 (y+nn+%) .
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Nahe bei y = 0 ist sicher | ¢’ (y) | << ¢ << 1, und deshalb
konvergiert die Iterationsfolge. So ist die Losung fiir n = 1
mit y, =0 zu y, =~ y; = 0,204 berechnet. Demnach gilt
y = 0,204 = 0,004, =5 x4y = 4,97 = 0,001.

Um die erste negative Wurzel zu bekommen, setzen wir
n = —1. Wir erhalten die Gleichung

y=aresin

Uy

Fiir die Ausgangsndherung y, = 0 erhalten wir y, x y, ~
~ 0,503, also y = 0,503 +- 0,001 wund deshalb z =
= —2,074 + 0,001.

Fiir groe Werte von | n | liefert das Iterationsverfahren
eine Naherungsformel fiir y:

n . (—1)n+1.2
Y= @ (yo) = (— 1)"*! arcsin ~
ot _'_% 2n+1)n
und z:
(_1)‘"4-1.2

44

12. Mit z, = 0 wird z = 23 = z, = 1,088 bis auf einen

Fehler vom maximalen Betrag 0,001 die Lésung.

13. Zuerst losen wir die Gleichung z = }/Ig (z + 2) und

haben ¢ (z) = Vg (z + 2) mit

) lge

2(z42) Vigz +2)

Wegen ¢ (0) = VIg2 =0, ¢ (1) = VIg3 <1, ist eine

Wurzel in [0, 1] vorhanden. In diesem Intervall gilt aber

auch die Ungleichung | ¢’ (z) | << ¢ << 1. Das Iterations-

verfahren kann angewendet werden und liefert mit z, = 1

die Lésung z; =~ z4 &~ 0,6507; = = 0,6507 =+ 0,0001.
Jetzt betrachten wir die Gleichung z = — V' Ig (z + 2).

Auch hier geht alles nach dem bekannten Schema, und

wir bekommen fiir das Intervall [———;— , O] mit z; = 0 die

Lésung z; = zy &~ —0,4397, also z = —0,4397 =+ 0,0001.

14. Die eine Wurzel ist £ = 0, und das ist auch die einzige

Lésung von £ = — V'in (z + 1). Deshalb brauchen wir nur
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die Gleichung z = }'In (z + 1) Zu behandeln. Hier ist
@ (1/2) =V1In (32) >1/2; ¢ (1) = VIn2<1. Folglich
haben wir die Wurzel im Intervall [1/2, 1] zu suchen. Dort
ist aber wegen

N 1
¢'(2)= 2(z+1) VIn(z +1)

| @ (x) | < g<<1. Setzen wir 2, = 1, dann erhalten wir
Zy & Ty &~ 0,7469 und somit z = 0,7469 =+ 0,0001.

}U

U}
=lnZ \ =lnX
/ : 2 \C/y'
-2 1/\2
/ 0 \ X oy i 2 x
y:4‘13 y:z.z
Abb. 30 Abb. 31

15. Wir behandeln die dquivalente Form

z=V4—Inz.
Hier ist
1

P)=2, 9 =VIi=TnZ, ¢ (@)= =,

und man iiberzeugt sich leicht, da$ in [1, 2] wenigstens eine
Wurzel liegen mufl. Abb. 30 zeigt, dafl es keine weiteren
Wurzeln gibt (z, = 2,2z, &~ z; &~ 1,841, 2 = 1,841 + 0,001).
16. Behandlung in der Form z =2 —Inz, ¢ () = 2 —

—Inz, ¢’ (2) =——:—. Abb. 31 zeigt eine Wurzel in [1, 2]
an. Dort ist | @' (2) | <1 (x, = 1,5; 243 & 24 =~ 1,557,
d. h. z = 1,557 + 0,001).

17. Die Gleichung besitzt nur eine reelle Losung, wie Abb.
32 zeigt. Wir verwenden die dquivalente Form

Ir= —'Vex—l— 2 .
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Dann ist
x

Z'I/e’c

p(—1)=—V2+Felx—1,5;
p(—2)=—V2+e?~—1,46.

Die Wurzel liegt also im Intervall [—1. —2] und errechnet
sichmitz; = —1undzr, &~ 2y & —1,492 zu z = —1,492 +
+ 0,001.

18. Eine Wurzel ist ersichtlich yr
z = 10. Eine zweite gewinnen y=e*+2
wir bei Anwendung der Itera- =2
tionsmethode auf die &dquiva-

lente Gleichung x = 10°'". Hier 3
ist @ (z) =10%%, ¢’ (z)=0,1

-10%** 'In  10. AuBerdem ist =\ z[/ "
@ (1) = 100 =1, P (2) =
=10%%2 < 2. Also liegt eine r;
Lésung im Intervall [1, 2]. Fiir
dieses Intervall gilt

| ¢’ (z) 1 <0,1-10%2% In 10~
~ 0,37 << 1,

also konvergiert das Verfahren. Fiir x; = 2 erhédlt man

z, &~ zg &~ 1,372, also z = 1,372 + 0,001.

19. Abbildung 33 zeigt, dafl die Gleichung in jedem der
Intervalle

[%4‘”“: %-i— (n+1)n], n=0,1,

genau eine Wurzel besitzt, wobei dieselbe stets in der rech-
ten Intervallhdlfte liegt. Zur Berechnung der ersten positi-
ven Nullstelle transformieren wir die Gleichung durch = =

pa)=—VETL, ¢ ()=

und

Abb. 32

=.§2’1— y auf die Gleichung
coty=lg(37“— y) )
woraus y = arc cot [lg (%—- y)] , wegen 0 <<y<<n folgt.
Hier ist ¢ (y) = arccot [lg (—Z— n— y) ], und es wird ¢’ (y) =
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= —lge [ﬂ(l—i-lg2 (—3— :n—y)) (% :rt—y)]—l. Demzufolge
gilt ¢’ (y) <1 im Intervall 0 <<y <<a. Mit y; =0 errechnen

y=tanx

YA

y=lgx
Abb. 33

wir durch sukzessive Approximation y, =~ y; = 1,059,
also y = 1,059 & 0,001 und somit z = 3,654 4 0,001.
Zur Berechnung der zwei-
ten Wurzel miissen wir z =

= % n—y setzen. Wir erhal-
ten

y = arctan [lg (%n-—y)].

Mit y, =0 wird y, ~ y; =~
~ 0,876, also y = 0,876 4
+0,001 und z=6,984+0,001.
20. Die Gleichung besitzt
genau eine Losung, welche
zwischen 0 und 1 liegt (Abb.
34). p (x) =01 e™*. ¢’ (z) =
=—0,1 e~ In [0, 1] ist
|@’ (z) | < 0,1. Das Verfahren
konvergiert! Mit z; = 0 erhalten wir z, ~ z; &~ 0,091, d. h.
z = 0,091 + 0,001.
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f(z) =2 — 5z +1,f (x) = 32® — 5, /" (2) = bz. Die
Newtonsche Formel lautet dann

S 58,1
ﬂn+i = :Bn —_— 'ﬂ—T%‘L'si' .
Eine Wertetafel

z |—3|—2|—1]0 1 2 |3

f@|—1|3 |5 | 1| —=3]|—1]13

signalisiert Nullstellen in [—3, —2], [0, 1], [2, 3]. Wenden
wir uns der Berechnung der negativen Nullstelle zu. Da in
diesem Intervall f” () << 0 gilt, ist der linke Intervallend-
punkt 8, = —3 als Startpunkt zu nehmen (f (—3) = —11),
und wir bekommen

_ (=3)3—-5(=3)4+1 _
pr=—3— 3(—3)2—5 =—25

als erste Naherung und nach Fortsetzung der Rechnung mit
Bs = By~ —2,331 die Loésung z = —2,331 =+ 0,001.
Jetzt wenden wir uns dem Intervall [0, 1] zu, in welchem
offenbar f” (z) = 0 ausfdllt. Demnach ist hier 8, = 0 zu
nehmen, und damit errechnen wir
5.04-1
ﬂ1=O—T—02 ‘B3=ﬂ4—_—0,202,

z = 0,202 4 0,001.

Zur Bestimmung der in [2, 3] gelegenen Wurzel schlieBlich
wihlen wir f; = 3 und bekommen

pr=3 — L5341 2,400,

Die Rechnung ergibt 8, = f; &~ 2,128, also =z = 2,128 +
=+ 0,001. Wir erhalten somit drei Wurzeln: z;, = —2,331;
z, = 0,202; z, = 2,128 (+0,001).

Zum Verglelch 1osen wir dieselbe Aufgabe mit dem Se-
kantenverfahren. In [—3, —2] wird

—3—(—2
a=—3—f(— 3)f( (f(—)-2)=

=341 3 ) ~ —2,214.
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Wegen f” (z) << 0 in diesem Intervall, ist die Kurve von
unten gesehen konvex, und wir berechnen @, nach

ay=—3—H=3) = ~

Weiter bekommen wir

—3,203)—F (—2,214) ~—2,331,

und dieser Wert stimmt innerhalb der mitgefiihrten Stellen-
zahl mit unserem fritheren Ergebnis iiberein.

Ebenso 16st man die Gleichung fiir die Intervalle [0, 1]
und (2, 3].
22, Hier haben wir

f(x) =2 —92® + 20z — 11,

f () = 32 — 18z + 20,

f' () =6z — 18 =6 (xr — 3).
Die Wertetafel ist jetzt

z 0 1 2 3] 4|5 |6

f(@ |—11] 1| 1 |—5|—11]|—11] 1

Die Losungen der Gleichung liegen in den Intervallen [0, 1],
[2, 3], [5, 6]. In [0, 1] wéhlen wir 8, = 0 und errechnen
Ba~ Py ~ 0,834. In [2, 3] wird mit §, =3. B, ~ B, ~
=~ 2,216, und in [5, 6] schlieBlich errechnen wir 8, ~ g, ~
~ 5,249 unter Verwendung von g, = 0. Die drei Wurzeln
der Gleichung sind

z, = 0,834; z, = 2,216; x, = 5,249 (jeweils +-0,001).

23. f () = 2® — 32 — 32 - 11, ' () = 32 — 62z — 3,
f () =6x — 6 =6 (r — 1). Wertetafel:

z -2 — 0 1 2 3

f(z) | —3 10 |11 6 1 2
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Die Gleichung hat eine im Intervall [—2, —1] gelegene Wur-
zel. Mit 8, = —2 bekommen wir bereits im zweiten Schritt
die gewiinschte Genauigkeit: 8, ~ g, = —1.847, also z =
= —1,847 + 0,001.

24, f(z) =2 L 5z + 1, f (z) =5z + 5, f"(2) = 202°.
Die Wertetafel

f(x) { —5 1417

zeigt, daB eine Wurzel im Intervall [—1, 0] vorhanden sein
mulB}, und man berechnet sie mit §, = —1 beginnend zu
Bs~ B~ —0.1999, d. h. 2 = —0,1999 =+ 0,0001.

25, f(x) =sinz+z2z—1. f () =cosxz+1, f'(2)=
= —sin z. Eine kleine Wertetafel :

f@)| —1 | 0,8115 |1,9093

zeigt eine Wurzel zwischen 0 und -1 an, die mit g, =0
schnell berechnet ist: 8, << f; ~ 0.5110, also z = 0,5110+
=+ 0,001.

26. 1 (2) =2 —101gz — 3. f (2) = 2z — s,

@) =2+ ;%)-. Auch hier zeigt die Wertetafel

z 0,5 1 2 3

fzy | 0,26 | —2 | —2,00 | 1,23

daB Lésungen in [0,5, 1] und [2, 3] liegen.
1. Wurzel: g, = 0,5, 8, ~ B; =~ 0,535; z, = 0,535+-0,001,
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2. Wurzel: , =3, B, =~ fB; =~ 2,705; z, = 2,705 + 0,001.
27. 2, =0, z=1,021 + 0,001,
Yo =0, y = 2,150 + 0,001,

2o =0, 2z = 3,072 + 0,001.
28, 2o =0, z = 0,520 % 0,001,
¥ =10, y= 0,310 &+ 0,001.
29, z, =0, =z = 1,000 =5 0,001,
Yo =0, y= 2,000 0,001.






