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Aus dem Vorwort der russischen Ausgabe

Die Thermodynamik ist neben der modernen Elektrizitéts-
lehre eine der groBten geistigen Leistungen der Menschheit
im 19. Jahrhundert. Diese beiden Gebiete der Physik haben
die moderne Technik begriindet. Aber wihrend jeder Schiiler
im Physikunterricht die Grundgesetze der Elektrizitatslehre
erlernt, wird die Thermodynamik nur in geringem Mafe
behandelt. Sie ist auch nicht in allen Lehrbiichern der Phy-
sik geniigend klar und exakt dargelegt.

Deshalb erscheint es notwendig, ein allgemeinverstind-
liches Buch iiber die Thermodynamik und die statistische
Physik vorzulegen. Als Leser sind sowohl an der Physik
interessierte Laien als auch Studenten angesprochen, die
die Thermodynamik nach Lehrbiichern erlernt haben, in
denen dieser Abschnitt nicht umfassend genug behandelt
wird.

Dieses Buch soll auch unter anderem vor jeglicher irre-
filhrender ,,Phantasterei‘‘ warnen. Es ist jedoch nicht unser
Hauptziel,- eine Schrift gegen jene zu verfassen, die auch
heute noch die Richtigkeit der Grundgesetze der Thermo-
dynamik anzweifeln. Was ein breiter Leserkreis iiber diesen
Problemkreis der Physik wissen muB, soll moglichst systema-
tisch dargelegt werden.

Die grofite Schwierigkeit dabei besteht in der Notwendig-
keit, Begriffe der hoheren Mathematik bei der Formulierung
der Grundlagen heranziehen zu miissen. Hier wurde ein
KompromiBl gewahlt und von einer populdrwissenschaft-
lichen Darlegung der Physik, wie sie sonst iiblich ist, abge-
gangen. Wo es moglich war, mit einfachen mathematischen
Ableitungen auszukommen, sind diese angefiihrt. Der Zehn-
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klassenabschluB diirfte zu deren Verstindnis ausreichend
sein. Auch die Darlegung von Gedankengingen der Infinitesi-
malrechnung wird nur mit den Mitteln der Elementarmathe-
matik durchgefiihrt.

Im Unterschied zu einem Lehrbuch ist in diesem Buch
vieles relativ aufgelockert geschrieben. Sein Ziel ist es, das
Wichtigste darzulegen und es anhand von Beispielen ver-
stindlich zu machen. Beispiele, die nicht iibergangen wer-
den sollten, aber im Detail schwierig zu erkliren sind, wur-
den nur erwahnt oder sehr allgemein behandelt.

A. Kompanejez
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1. Mechanik und Statistik

Wieviel Menschen stellen eine Menge dar? Hitte das Boyle-Mariotte-
sche Gesetz vor Newton gefunden werden konnen? Der Druck. Das Zu-
riickprallen von Molekiilen an einer Wand. Wieviel Molekiile stoBen in
der Zeiteinheit an eine Wand? Mittelwerte. Der erste Versuch einer Tem-
peraturdefinition. Die Thermometer-Substanz. Die Clapeyronsche Glei-
chung. Mit welcher Geschwindigkeit bewegen sich die Molekiile? Tempe-
ratur in Energieeinheiten ausgedriickt. Bernoulli iiber die Natur der
Warme.

Wieviel Menschen stellen eine Menge dar?! Besser wire
es zu fragen: Unter welchen Umstéinden stellen Menschen
eine Menge dar? Wenn sie sich an einer engen Tiir zusammen-
gedrangt haben, bezeichnet man sie natiirlich als eine Menge,
aber nicht, wenn sie sich in einer Reihe aufgestellt haben.
Eine Kompanie Soldaten, die in Reih und Glied gehen, ist
offensichtlich keine Menge, aber wenn die Kompanie auf-
gelost ist und ein gemeinsames Kommando fehlt, kann sie
auch eine Menge darstellen. .

Es hat keinen Sinn, hier eine genaue Definition fiir dieses
Alltagswort zu suchen, das eher eine Situation ausdriickt als
einen Zahlbegriff. Wichtig ist, daB sich ein Marschblock
oder eine Reihe von einer Menge vor allem durch die Ord-
nung unterscheidet. Sie ist das Hauptmerkmal, das die Ge-
samtheit mehr oder weniger gleichartiger Objekte charak-
terisiert.

Es ist offenbar, daB in einem Marschblock mehr Ordnung
herrscht als in einer Reihe und in einer Reihe mehr als in
einer Menge. In einer Menge sind auch verschiedene, ge-
gebenenfalls spontane Abstufungen der Ordnung, die von
duBeren Bedingungen abhingen, méglich. Auf dem Trodel-
markt ist jeder mit seiner eigenen Angelegenheit beschéftigt,
aber wenn es anfingt zu regnen oder eine Razzia beginnt,
werden alle etwa dasselbe tun.

Den Begriff der Ordnung, der in bezug auf eine groBe Ge-
samtheit entsteht, gibt es nicht nur in der Welt der gesell-
schaftlichen Erscheinungen, sondern auch in der Physik.



Physikalische GesetzméiBigkeiten, die in groBen Ansamm-
lungen gleichartiger Objekte, z. B. von Atomen oder Mole-
kiilen, auftreten und auch nur hierfiir sinnvoll sind, bezeich-
net man als statistisch. Sie haben alle mehr oder weniger
Naherungscharakter, aber die Genauigkeit der Anndherung
kann immer bestimmt werden. Bei leblosen Objekten, wo
jedes vorsitzliche Verhalten ausgeschlossen ist, werden die
statistischen GesetzméBigkeiten am besten offenbar. Hierbei
entfillt der psychologische Faktor, den man bei gesellschaft-
lichen Erscheinungen nicht quantitativ erfassen kann.

Die Atome oder Molekiile, aus denen ein Gas besteht, sind
das beste Beispiel unregelméfiger Gesamtheiten gleichartiger
Objekte. Das Wort ,,Gas‘‘ selbst kommt von ,,Chaos®. Der-
jenige, der im 17. Jahrhundert dem Gas seinen Namen ge-
geben hat, stiitzte sich intuitiv auf die atomaren Vorstellun-
gen der Alten. Anfangs rein spekulativ, bewies der Atomis-
mus seine erstaunliche Fruchtbarkeit, lange bevor die Phy-
sik die reale Existenz einzelner Atome und Molekiile besté-
tigt hatte.

Noch im 17. Jahrhundert wurde das beriithmte Boyle-
Mariottesche Gesetz experimentell aufgestellt: Fiir eine ge-
gebene Gasmasse ist das Produkt aus Druck und Volumen
bei gleichbleibender Temperatur konstant.

Daniel Bernoulli konnte dieses Gesetz, ausgehend von
atomistischen Vorstellungen vom Gas, bereits im Jahre 1730
theoretisch ableiten. So wurde zum ersten Male in der Phy-
sik aus dem Chaos die Ordnung geboren. Bernoulli bestimmte
die Wissenschaft, wie ihre weitere Entwicklung zeigt, fiir
hochstens 130 Jahre. Jedoch konnte er das nach ihm ge-
nannte Theorem zu jener Zeit bereits theoretisch aufstellen.
Kein Genie héitte, sagen wir, im Jahre 1530 zu denselben
Resultaten kommen kénnen, es sei denn, es hitte die Grund-
gesetze der Mechanik vor Newton gefunden (das wire
schwerlich moglich gewesen, da sich Newton auf die nicht
lange vor ihm entdeckten astronomischen Gesetze Keplers
stiitzte).

Die grundlegende Behauptung der Mechanik Newtons,
daB die Kraft gleich der Masse, multipliziert mit der Be-
schleunigung ist, gehort zu den elementaren Gesetzen der
Physik. Man kann es relativ einfach auf die Bewegung isolier-
ter Korper anwenden, z.B. auf die Bewegung der Planeten
um die Sonne.
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Das Boyle-Mariottesche Gesetz ist nicht elementar, son-
dern statistisch, und bezieht sich nur auf eine groBe Gesamt-
heit von Teilchen: auf das Gas, das aus Atomen besteht.
Bernoullt konnte als erster die Briicke vom elementaren Ge-
setz zum statistischen schlagen. Wir wollen seine bemerkens-
werte SchluBfolgerung wiederholen.

Das zweite Newtonsche Gesetz wurde eben in vereinfach-
ter Formulierung wiedergegeben. Jetzt miissen wir es fiir
die weitere Verwendung etwas abindern. Wir werden die
GroBe des Produkts aus Masse und Beschleunigung auf an-
dere Art ausdriicken. Es ist bekannt, daB 1. die Beschleuni-
gung die Verdnderung der Geschwindigkeit in der Zeitein-
heit ist; 2. die Masse bei der Bewegung konstant:ist (in der
Mechanik Newtons). Folglich ist die Masse, multipliziert mit
der Verinderung der Geschwindigkeit, gleich der Verinde-
rung der GroBe des Produkts von Masse und Geschwindig-
keit.

Dasselbe kann man leichter als mit Worten in einer For-
mel ausdriicken. Das ist anschaulicher, als quantitative Zu-
sammenhénge in Form langer Sitze aufzuschreiben. Wenn
die Verdnderung der Geschwindigkeit v, — v, (v, Endge-
schwindigkeit, »; Anfangsgeschwindigkeit) ist und m die
Masse, so gilt

m (v, — v;) = Mo, — my,.

Wir haben das zweite Newtonsche Gesetz umgeschrieben,
indem wir einfach die Klammern aufgelost haben.

Das Produkt mv hat in der Mechanik eine spezielle Be-
zeichnung: Impuls. Also kann man das zweite Newtonsche
Gesetz so ausdriicken: Die Verdnderung des Impulses eines
Korpers in der Zeiteinheit ist gleich der wirkenden Kraft.1)
Daraus kann man miihelos das Boyle-Mariottesche Gesetz
ableiten.

Gehen wir jetzt zur Uberlegung von Bernoulli iiber. Vor
allem miissen wir fragen: Was ist Druck? Das ist die Kraft
des Gases, die senkrecht auf die Oberfliche des GefdBBes ein-
wirkt, bezogen auf eine Flicheneinheit. Folglich ist der Druck

1) Das entspricht der urspriinglichen Newtonschen Formulierung, die
auch den Fall veranderlicher Masse einschlieBSt (Anm. der Red. d. dt. Aus-
gabe).



— nach dem zweiten Newtonschen Gesetz — gleich der An-
derung der senkrechten Komponente des Impulses aller
Molekiile, die in der Zeiteinheit auf eine Flacheneinheit auf-
prallen. Weil es sehr viele Molekiile sind und diese sehr oft
auf die GefaBwand auftreffen, ist ihre Gesamtwirkung auf
die Oberfliche einer kontinuierlich wirkenden Kraft vergleich-
bar. Diese Kraft ersetzt die mittlere Wirkung der einzelnen
kleinen St68e. Solch eine Beschreibung nennt man stati-
stisch: Ort und Zeit des Aufpralls jedes Molekiils auf die
Oberfliche sind absolut uninteressant, im Gegenteil, was in
die Statistik eingeht, ist ihre Gesamtwirkung. Nur sie ist fiir
die Praxis wichtig.

Trotzdem miissen wir mit der Betrachtung eines einzelnen
StoBes beginnen. Wenn das Molekiil von der Gefiwand zu-
riickprallt, kehrt sich das Vorzeichen der senkrechten Kom-
ponente seiner Geschwindigkeit um: Das Molekiil prallt mit
derselben Geschwindigkeit zuriick, mit der es aufgetroffen
war. Das ist etwa vergleichbar mit dem Verhalten eines
Tennisballes. '

Die senkrechte Komponente der Geschwindigkeit des
Molekiils vor dem StoB sei v; und nach dem Sto8 v,. Dann
sind v, und v, von gleicher Grée und umgekehrtem Vor-
zeichen: v, = —v,. Es gilt dann:

m (v — ;) = m (v, — v;) = —2mw,.

Nach dem dritten Newtonschen Gesetz ist Wirkung gleich
Gegenwirkung: Die Wand des GefiBes, das das Gas enthilt,
empfingt von jedem Molekiil einen Impuls von gleicher GroBe
und entgegengesetzter Impulsrichtung, d. h. 2my, .

So verhilt es sich bei einem einzelnen StoB. Wieviel davon
treffen in der Zeiteinheit auf die Flacheneinheit? Wir wollen
in Gedanken auf einer Wand einen Zylinder -errichten, der
1 em? Querschnitt hat und der senkrecht auf der Wand steht
(Abb. 1). Im Mittel wird sich die Halfte der Molekiile im
Zylinder in Wandrichtung, die Hélfte in der Gegenrichtung
bewegen. Das ist eine statistische GesetzmaBigkeit, die fiir
eine chaotische, ungeordnete Bewegung charakteristisch ist.
Wir betrachten nur die Molekiile, deren senkrechte Bewe-
gungskomponente gleich v, ist. Es ist klar, daB in der Zeit-
einheit nicht alle Molekiile aus dem unendlich langen Zylin-
der an die Wand gelangen konnen, sondern nur die, die sich
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am Anfang in einem Abstand von der Wand befanden,
der zahlenméBig mit v, iibereinstimmt (s. Abb. 1). Die Mole-
kiile, die weiter entfernt sind, kénnen nicht dorthin gelan-
gen. Das Volumen des Zylinders mit 1 em? Grundflache und
der Hohe v, ist offensichtlich gleich »,.!) Wenn es in einer

O Abb. 1

Volumeneinheit #, Molekiile gibt, die sich mit der Geschwin-
digkeit v, bewegen, so ist die Gesamtzahl der in der Zeitein-
heit auf die Wand auftreffenden Molekiile gleich }n,v,. Der
Faktor 1 steht hier, weil sich die Halfte der Molekiile von
der Wand wegbewegt. Jeder StoB iibertrigt auf die Wand
den Impuls 2mv, , so dal der Gesamtimpuls, der in der Zeit-
einheit senkrecht auf die Oberflicheneinheit der Wand ein-
wirkt,
Ynw, - 2moy, = nymo,?

betrigt. Nach dem zweiten Newtonschen Gesetz ist das auch
gerade der Druck, der von den Molekiilen verursacht wird,
deren Geschwindigkeit in senkrechter Richtung auf die
Wand gleich v, ist. Wir bezeichnen ihn mit p,. Dann ist der
Druck aller Molekiile mit beliebiger Geschwindigkeit gleich

p=2p, = Zmnw,?

(das Zeichen 2 bezeichnet die Summe; hier wird die
Summierung fiir alle Geschwindigkeitswerte durchgefiihrt).

1 Bei dieser Betrachtung wird bei Hohe v, und Volumen v, jeweils der
reine Zahlenwert verstanden; selbstverstandlich hat die Hohe die MaB8-
einheit cm und das Volumen die MaBeinheit cm? (Anm. der Red. d. dt.
Ausgabe).
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Jetzt wollen wir die rechte Seite der erhaltenen Gleichung
umformen. Bei dieser Gelegenheit wird der fiir das Weitere
grundsatzhch wwhtlge Begnﬁ' des Mittelwertes definiert.
Wir erinnern daran, wie ein Mittelwert allgemein bestimmt
wird. Wenn in einem beliebigen Kollektiv ein Mitglied 500
Rubel und vier Mitglieder nur 100 Rubel im Monat verdienen,
so ist ihr mittlerer Lohn keineswegs gleich (100 + 500) : 2
= 300 Rubel. Er ist gleich dem Gesamtlohn, geteilt durch
die Gesamtzahl der Mitglieder, d.h., der mittlere Lohn betragt

4 - 100 + 500

5 = 180 Rubel.

Der Mittelwert von v,2 muB also folgendermaBen bestimmt
werden :

. 1
(V1) mittei = n 2”1”12,

wobei n die Gesamtzahl der Molekiile in der Volumeneinheit
ist. Damit man das Wort ,,mittel* fiir die einzelnen Gré8en
nicht zu schreiben braucht, setzt man sie iiblicherweise in
spitze Klammern: (v,2).

Entsprechend der vorherigen Gleichung gilt

ZODEIPXTAS
Hieraus folgt der Druck p des Gases
p = nmlv,?).

SchlieBlich ist die Zahl der Gasmolekiile in der Volumenein-
heit 7 gleich der Gesamtzahl der Molekiile N, geteilt durch
das Gasvolumen V:
_ N
n=.

Wenn wir das in den Ausdruck fiir p einsetzen und beide
Seiten der Gleichung mit ¥V multiplizieren, erhalten wir die
Beziehung

pV = Nm(v,2).

Das ist eine Beziehung, die ihrer Form nach sehr an das
Boyle-Mariottesche Gesetz erinnert. Das Produkt aus Volu-
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men und Druck ist unter gewissen Bedingungen eine Kon-
stante. Was sind das fiir Bedingungen? Wie bereits gesagt,
die Konstanz der Temperatur. Folglich hangt der Wert
{v,?> nur von der Temperatur des Gases ab.

Betrachten wir diesen Wert etwas eingehender. Der physi-
kalische Sinn des Ausdruckes (v,?)ist offenbar, es ist der
Mittelwert des ‘Quadrats der Geschwindigkeitskomponente
des Molekiils, die senkrecht zur GefaBwand verlduft. Diese
GroBe soll aber nach Méglichkeit unabhéngig von der ge-
withlten Ausbreitungsrichtung ausgedriickt werden.

Deshalb ersetzen wir das Quadrat der absoluten Geschwin-
digkeit durch die Quadrate ihrer Komponenten in drei
senkrechten Richtungen. Nach dem Satz des Pythagoras gilt
(Abb.2)

=92 + 92 + vl

Abb. 2

Wir bilden den Mittelwert beider Seiten der Gleichung und

finden
<,v2> = <1)_.,,2> + <vy2> + <vzz>’

weil der Mittelwert der Summe gleich der Summe der Mit-
telwerte ist. Die Richtung der Koordinatenachsen ist ganz
willkiirlich gewéhlt, und die Molekiile bewegen sich chaotisch,
weshalb die Mittelwerte der Quadrate der einzelnen Geschwin-
digkeitskomponenten iibereinstimmen :

02> = (v?) = ).
Folglich gilt
@) = 3%
13



Wenn die x-Achse senkrecht zur GefiBwand liegt, gilt
v, = v,. Anders gesagt, ist (v?) = 3(v,?> oder

(0 = § %)

Wenn wir das in die Gleichung einsetzen, die das Boyle-
Mariottesche Gesetz ausdriickt, erhalten wir

pV = § Nm{v?).

Wir erinnern uns, dal die rechte Seite der Gleichung nur
von der Temperatur abhingt. Hier kommen wir zu der heik-
len Frage: Was ist Temperatur nun eigentlich? Die Defini-
tion der Temperatur als ,,Stufen der Erwarmung‘ ist, so
scheint es, sogar aus den Lehrbiichern fiir die Grundschule
verschwunden. Ohne viel Umstdnde kénnte man sagen: Die
Temperatur ist eine Anzeige am Thermometer. Was ein
Thermometer ist, erfahren wir nicht erst in der Schule, son-
dern sozusagen von den ersten Tagen unserer Existenz an
(im Gegensatz zu Apparaten, die z.B. den Blutdruck mes-
sen). Aber so eine naive Kennzeichnung der Temperatur
ist unzulinglich, obwohl sie einer Grundforderung an die Defi-
nition einer beliebigen physikalischen GroBe entspricht: Sie
zeigt die Methode, diese Grofle zu messen.

Die Wahl des Stoffes, der in das Thermometerrohr gefiillt
wird, ist ausgesprochen willkiirlich. Quecksilber oder geféirb-
ter Alkohol werden aus rein praktischen Erwdgungen ge-
nommen. Natiirlich sind 0°C und 100°C (Gefrierpunkt und
Siedepunkt des Wassers bei atmosphéarischem Druck) fiir
beide Thermometer gleich. Aber die Skalenmitte oder 50°C
auf dem Quecksilberthermometer entsprechen der Skalen-
mitte beim Alkoholthermometer nicht streng. Die beiden
Skalen sind gleichméBig in hundert Teile geteilt, jedoch
unterscheiden sich die Gesetze der Wirmeausdehnung von
Quecksilber und Alkohol ein wenig.

Man kann natiirlich ein Alkoholthermometer nach einem
Quecksilberthermometer eichen, d.h., man zeichnet auf
dem Alkoholthermometer 50°C am Ende der Alkoholsdule
dann an, wenn das Quecksilberthermometer genau 50°C
anzeigt. Das bedeutet, daBl das Quecksilber als Eichsubstanz
fiir Thermometer fungiert. Die Willkiir der Substanzwahl
bleibt im Prinzip erhalten, aber nach gegenseitiger Uberein-
kunft wird die Definition allgemeingiiltig. In der Physik
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gibt es drei allgemeingiiltige, aber willkiirliche MaBeinheiten :
das Zentimeter, das Gramm und die Sekunde. Ist wirklich
noch eine weitere MaBeinheit, das Grad eines Quecksilber-
thermometers, notig?

Die von uns gefundene Gleichung
PV = } Nmcv*)

zeigt, daB eine prinzipielle Notwendigkeit fiir die vereinbarte
Temperatureinheit nicht besteht. An Stelle des Quecksilbers
kann ein bestimmter Stoff, das ideale Gas, benutzt werden,
dem viele Gase mehr oder weniger dhnlich sind. Genauer
gesagt, sind sie ihm um so dhnlicher, je geringer ihre Dichte
ist. Bei der Ableitung des Boyle-Mariotteschen Gesetzes
betrachten wir die Gasmolekiile als Massenpunkte, die kein
eigenes Volumen haben und sich nicht in Wechselwirkung
miteinander befinden. Das ist zwar nicht ausdriicklich be-
sprochen, aber stillschweigend vorausgesetzt worden. Es ist
klar, daB in einem stark komprimierten realen Gas einem
einzelnen Molekiil fiir die Bewegung ein Volumen zur Ver-
figung steht, das kleiner als das GefaBvolumen ist, da sich
die anderen Molekiile ebenfalls in diesem Gefill befinden.
Aber wie bereits gesagt, ist bei einem Gas geringer Dichte
der von den Molekiilen besetzte Teil des Gesamtvolumens
nicht gro und kann vernachldssigt werden.

Wir nehmen einmal den Druck des Gases als konstant an.
Dann ist sein Volumen direkt proportional zu (v?). Anderer-
seits wird bei allen Thermometerstoffen das Volumen als
Temperaturma@ verwendet. Wenn folglich als Thermometer-
stoff ein ideales Gas genommen wird, ist die GroBe, die ge-
messen wird, das mittlere Quadrat der Geschwindigkeiten
der einzelnen Molekiile, (»?). Bekanntlich wird durch das
Quadrat der Geschwindigkeit eines Teilchens dessen kine-
tische Energie ausgedriickt:

mv?

Ekin = 2

Wenn wir diese Gleichung nach v? auflésen und in die vor-
hergehende Gleichung einsetzen, erhalten wir

2
pV = 5 N{Ein>.



Aber wir haben eben gesehen, daBl die rechte Seite dieser
Gleichung der Temperatur proportional ist, wenn als Ther-
mometerstoff ein ideales Gas genommen wird. Es fehlt noch
die Bestimmung des Proportionalititsfaktors. Bekannt ist
die Clapeyronsche Gleichung

pV = RT,

wobei R der gesuchte Faktor ist. Er ist gleich 8,3 - 107 erg/grd,
T ist die absolute Temperatur oder die Temperatur nach der
Kelvinskala, die zahlenmiBig gleich der Temperatur in
Celsiusgraden plus 273,15° ist. Warum 7' als absolute Tem-
peratur bezeichnet wird, wird noch erklirt werden. Ein
Grad (als Temperaturintervall) nach der Celsiusskala (°C)
und ein Grad nach der Kelvinskala (K) sind bekanntlich
gleich.

Kann man sagen, daB die Clapeyronsche Gleichung hier
abgeleitet wurde? Im iiblichen Sinne ja, aber tatsachlich ist
es so, daB die Definition der Temperatur als Gro8e, proportio-
nal dem Volumen eines idealen Gases bei gleichbleibendem
Druck verwendet wurde. Im weiteren soll gezeigt werden, daf3
die Temperatur unabhingig von einer speziellen Thermo-
metersubstanz definiert werden kann.

Di ante R bezieht sich guf ein Gramm-Mol des
Gases, d.h. auf eine Masse des Gases in Gramm d1<;_ghlgg_
‘TnaBig mit seiner relativen Molmassel) ii t (z.B.
2 Gramm Wasserstoff, 32 .Gramm Sauerstoff usw.). Es ist
klar, daB8 die Zahl der Molekiile in einem Gramm-Mol (oder
emfa,ch Mol) einer beliebigen- Substanz entsprechend der
Definition genau dieselbe ist. Das ist die sogenannten Avo-
gadrosche Zahl. Sie wurde erst am Anfang des 20. Jahrhun-
derts experimentell bestimmt und ist gleich 6,022 - 10%3 mol—!.
Aber auch ohne die Avogadrosche Zahl zu kennen, kann man
untersuchen, womit das Quadrat der Geschwindigkeit eines
Gasmolekiils iibereinstimmt.

Nehmen wir beispielsweise ein Mol Wasserstoff bei einer
Atmosphire Druck. Wir bezeichnen diesen Druck im CGS-
System: 1 Atmosphére = 1033 p/cm?. Da 1 p = 981 dyn
gilt, ergibt sich abgerundet 1 atm = 10% dyn/cm?. Ein Mol
Wasserstoff hat die Masse N, = 1 g, sein Volumen, wie aus

1) Friiher wurde die relative Molmasse mit Molekulargewicht bezeichnet
(Anm. d. Red. d. dt. Ausgabe).
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dem Experiment bekannt ist, betrigt 22,4 Liter = 0,224
%105 em3. Daraus erhalten wir:

108 dyn/cm? - 0,224 - 10° cm® = § - 2 - (v?) cm? g/s?.

Rechts steht ein Wert mit der Dimension einer Energie, und
zwar der kinetischen Energie E\;,. Die Dimension der lin-
ken Seite ist dyn - cm, d.h. die Dimension von Kraft und
Weg oder die einer Arbeit bzw. Energie. Deshalb erlaubt die
erhaltene Gleichung, die zahlenmaBige Groe des Quadrats
der Geschwindigkeit in CGS-Einheiten zu bestimmen:

(v?) = 3,36 - 10° cm?/s?.
Wir ziehen die Quadratwurzel dieses Wertes:
V2> =1, 82 - 10 cm/s = 1,82 kmy/s.

Wir merken an, daB }/(2?) & (v) ist. Die Wurzel aus einer
Summe von Quadraten stimmt nicht mit der Summe der
einzelnen Glieder iiberein. Aber groBenordnungsméifig sind
V<v*> und (v} dhnlich.

Die relative Molekiilmasse von Sauerstoff ist 16mal groBer
als die des Wasserstoffs. Bei gleichem pV ist der Wert (22)
des Sauerstoffs 16mal kleiner als (v?) des Wasserstoffs und

V<+*> 4mal Kleiner, d.h. gleich 455 m/s. Wir sehen, da8 die
Geschwindigkeiten der Gasmolekiile denen von gerade abge-
schossenen Gewehrkugeln dhnlich sind. Das ist kein Zufall, da
die Pulvergase die Kugeln nicht weiter als biszur Fluggeschwin-
digkeit der einzelnen Gasmolekiile beschleunigen konnen. An-
dernfalls wiirde die Kugel den Gasmolekiilen davonfliegen.

MuB nun die Temperatur stets in Gradeinheiten gemessen
werden, oder kann man auch neben der herkommlichen Ein-
heit eine neue Einheit im CGS-System einfithren? Selbstver-
stindlich! Fir die Temperatur konnte man z.B. den Wert
@ = 3(E\;,) nehmen. Mit dieser Temperatur schriebe sich
die Clapeyron-Gleichung so:

pV =NO.

Da die Avogadrsche Zahl N dimensionslos ist!), ist die Tem-
peratureinheit jetzt erg.

(

1) Genaugenommen hat N die Dimension mol~!, und V ist das Volu-
men pro Mol, also cm3 mol~! (Anm. d. Red. d. dt. Ausgabe).
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In der Praxis wire das unbequem, z. B. ist die Temperatur
des menschlichen Korpers dann gleich 4 - 10~!* erg anstelle
der iiblichen 36,5°C. Aber prinzipiell kénnte man véllig ohne
Gradeinheiten auskommen.

Die Temperatur @ hat einen besonders einfachen physika-
lischen Sinn: Sie ist gleich % der mittleren kinetischen Ener-
gie (E\;,> der Molekiile. Dabei geht in die Berechnung nur
die kinetische Energie der Translationsbewegung ein, auch
wenn sich das Molekiil auBerdem drehen kann (z.B. drehen
sich die zweiatomigen Molekiile H, oder O, wie Hanteln).
Die Rotationsenergie wird in der Gleichung 6 = (B,
nicht beriicksichtigt. (Die Begriindung dafiir liefert die Quan-
tenmechanik.)

Aus der Temperaturdefinition selbst ist ersichtlich, daB
diese GroBe statistisch ist: Fiir ein einzelnes Molekiil oder
wenige Molekiile ist sie sinnlos. Die Mittelung setzt immer
eine bestimmte Menge von Teilchen voraus, aus der sie ab-
geleitet wird.

Bei der Einfiihrung der Temperatur gingen wir von der
historischen Betrachtungsweise aus und trafen auf das Gebiet
der Warmeerscheinungen. Bernoulli versuchte nicht, pV
durch die Temperatur auszudriicken, obwohl seine Arbeit den
wichtigen Satz enthilt: ,,Bekanntlich ist die Warme eine
Molekiilbewegung‘‘. Aber bis zur zahlenméaBigen Definition
der Temperatur war es noch weit.

Die Wirmelehre entwickelte sich lange Zeit unabhingig
von der statistischen Physik, und erst am Ende des 19. Jahr-
hunderts erhielt sie darin ihren festen Platz. Nach der er-
staunlich tiefgriindigen Diskussion von Bernoulli entwickel-
ten sich die statistischen Methoden in der Physik lange nicht
weiter. Erst um 1870 gelangte Maxwell zu ausgesprochen
wichtigen Ergebnissen. Thnen ist das néichste Kapitel ge-
widmet.



2. Die Verteilung der Molekiile
beziiglich ihrer Geschwindigkeiten

Was ist eine Verteilungsfunktion? Das Gesetz der Multiplikation von
Wahrscheinlichkeiten. Die besondere Bedeutung der Zahl e als Potenz-
basis. Die Summe aller Wahrscheinlichkeiten ist gleich Eins. Woher
kommt die Zahl = in der Maxwell-Verteilung? Die Verteilung der Mole-
kiile beziiglich der kinetischen Energie. Das statistische Gleichgewicht.
Eine zweite Ableitung der Maxwell-Verteilung. Der experimentelle Nach-
weis des Maxwellschen Gesetzes.

Als wir den Mittelwert (v,2)> bestimmten, haben wir die
Zahl der Molekiile in der Volumeneinheit, die die Geschwin-
digkeit v, haben, rein formal mit dem Buchstaben 7, bezeich-
net, ohne uns um die Erklidrung zu bemiihen, wie gro8 n, im
Vergleich zur Groe » ist. Das Resultat hing davon nicht ab.
Dessen ungeachtet ist es interessant, wie die Molekiile tat-
sichlich auf die verschiedenen Geschwindigkeiten verteilt sind.

Die Ableitung wird in zwei Etappen durchgefiihrt. Zu-
erst erhalten wir das gesuchte Resultat, indem wir von plau-
siblen Eroérterungen ausgehen, und dann zeigen wir, daB das
erhaltene Resultat das einzig magliche ist.

Welche Funktion soll nun bestimmt werden?

Beginnen wir mit einem einfachen Beispiel, das gestattet,
die notwendigen Definitionen einzufiihren. In einem Kollek-
tiv, das aus 100 Mann bestehen soll, sind 10 Personen 160
bis 165 cm grofB3, 25 sind 165 bis 170 cm grofl, 35 170 bis
175 cm, 15 175 bis 180 cm, 10 180 bis 185 cm groB und die
restlichen 5 185 bis 190 cm groB. Diese Aufzahlung 148t sich
leicht als einfaches, iibliches Diagramm darstellen, wenn man
senkrechte Rechtecke, die der Zahl der Menschen der jeweils
gegebenen Grofle proportional sind, verwendet. Dieses Dia-
gramm nennt man Histogramm. Wenn es nicht fiir 100 Men-
schen, sondern fiir die erwachsene Bevolkerung eines ganzen
Landes aufgestellt wird, konnen sehr viel kleinere Untertei-
lungen der Grofle, z. B. aller 0,5 cm, eingefiihrt werden. (Be-
ziiglich der GroBe der Menschen wird eine groBere Genauig-
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keit kaum Sinn haben.) Wenn jedoch eine interessierende
GrofBe fiir ein sehr groBes Kollektiv genau zu ermitteln ist,
geht man gesetzmiBig vom Histogramm zu einer glatten
Verteilungskurve iiber. Solch eine Kurve miissen wir auch

~
-

l—' Abb.3

fiir die Verteilung der Gasmolekiile aut die Geschwindigkeiten
aufstellen.

Nun wenden wir den Begriff der Wahrscheinlichkeit
irgendeines Ereignisses auf unser einfaches Beispiel an. Dazu
kehren wir zu unserem Kollektiv von 100 Menschen zuriick.
Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, daf die KoérpergroBe
eines auf gut Gliick herausgegriffenen Individuums zwischen
175 und 180 cm liegt? Es bedarf keiner weiteren Erklirun-
gen, daB die gesuchte Wahrscheinlichkeit 15/100 = 0,15
betragt. Es ist klar, dal die GroBe der Wahrscheinlichkeit
immer positiv und kleiner als Eins ist. Bei einem unméglichen
Ereignis liegt die Wahrscheinlichkeit bei Null, bei einem
sicheren Ereignis bei Eins.

Betrachten wir jetzt zwei verschiedene Kollektive, sagen
wir Blonde und Briinette. Die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB
ein Blonder die GroBe &, hat, sei gleich ¢;, und die Wahr-
scheinlichkeit fiir die GroBe h, bei einem Briinetten sei g,.
Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit g;,, daf in einem will-
kiirlich ausgewéhlten Paar der Blonde die Gré8e %, und der
Briinette die GroBe A, hat? Es ist unschwer zu verstehen, da
die gesuchte Wahrscheinlichkeit q,, gleich g, - ¢, ist. Wenn
es auch noch Braunhaarige gibt, so gilt analog ¢,55 = ¢, - ¢»
X g5 . Wir verstehen darunter, dal die Auswahl eines Blonden,
Briinetten und Braunhaarigen voneinander unabhangig ist.

Jetzt machen wir die plausible, aber nicht ganz selbstver-
stindliche Annahme, dal die Projektionen der Geschwindig-
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keit eines Molekiils auf die Koordinatenachsen v,, v, und v,
genauso unabhingig sind wie die Groe der 3 ausgesuchten
Menschen. Damit sind wir beim ersten, halbintuitiven Teil
der Ableitung angelangt, der uns erlauben wird, das richtige
Resultat zu erraten. Es soll also folgendes gelten:

q (va:’ Uy, v;) = q(vz) : q(vy) . Q(vz) '])

Die Funktionen ¢(v,), g(v,), ¢(v,) miissen gleiche Form haben,
weil die Wahl der Koordinatenachsen im Raum willkiirlich
ist. AuBerdem sind die Werte v, und —v, von gleicher Wahr-
scheinlichkeit. Andernfalls wiirde sich das Gas als Ganzes
nach der Seite bewegen, fiir die die Wahrscheinlichkeit gro-
Ber ist, aber wir suchen die Verteilung der Geschwindigkeiten
in einem ruhenden GefaB. Folglich hingt ¢ nur vom Quadrat
der Geschwindigkeitskomponenten ab: g ist keine Funktion
von v,, sondern von v,% usw.

Jetzt drehen wir die Koordinatenachsen so, daB die neue
#’-Achse mit der Richtung des Vektors der Geschwindigkeit
iibereinstimmt. Dann gilt

vpy=v, v,=0, v,=0.

Der Wert der Funktion g (v,, v,, v.) darf sich natiirlich nicht
verdndern, weil sie eine gewisse reale Situation beschreibt,
die von der Wahl der Achsen unabhingig ist. Folglich gilt

q (”z': vy, 'U,') = 9('”:, Uy, vz) = q(va:'z) q(O) GI(O)
Da aber v, = v? = 0,2 + v, + v,? gilt, ergibt sich
q (v.tz + 'Uy2 + vzz) qz(o) = q(vzz) Q(”f) 9(%2)-

Es gibt nur eine Funktion mit der Eigenschaft, dal die Funk-
tion einer Summe mit dem Produkt dieser.Funktionen der
einzelnen Summanden iibereinstimmt: dies ist die Exponen-
tialfunktion. Zum Beispiel ist

10e+0+e . (1092 = 102 - 10° - 10¢.

Die Zahl 10 ist willkiirlich als Basiszahl genommen worden.
Jede andere positive Zahl eignet sich genausogut. Die Basis-

1) Hier ersetzt ¢ rechts und links das Wort ,,Wahrscheinlichkeit‘‘;
g bezeichnet nicht eine feste mathematische Funktion.



zahl muB auf giinstigste Weise ausgewihlt werden. Um diese
Wahl zu erkldren, miissen wir bemerken, daB die GroBien
v.%, v,%, v,2 benannte Zahlen sind und nicht allein im Expo-
nenten der Potenz stehen kénnen, ohne einen Koeffizienten,
durch den sich im Exponenten eine dimensionslose- Zahl
ergibt. Dieser Koeffizient muB eine Dimension haben, die
reziprok zu der des Quadrats einer Geschwindigkeit: ist. Im
vorangehenden Teil wurde gezeigt, da8
2
(Exin> = %’J)_ = %

ist, folglich hat das Quadrat der Geschwindigkeit den Wert
O/m, und der reziproke Wert des Quadrats der Geschwin-
digkeit ist m/@. Am bequemsten ist es, den Koeffizienten
m[26 zu nehmen; es wird gleich erklirt werden, warum. Es
erweist sich namlich, daBl man dann als Basiszahl eine ganz
besondere transzendente Zahl nehmen mufB. In der Mathe-
matik wird sie mit dem Buchstaben e bezeichnet und ist
gleich 2,71828 ... (Die Reihe der nachfolgenden Ziffern ist
unendlich.) Gerade bei der Wahl dieser Basiszahl ist der
Mittelwert (E\;,> gleich 26, d.h., er entspricht der vorigen
Definition von @. Das kann nicht bewiesen werden, ohne
die Integralrechnung heranzuziehen, aber das physikalisch
Wesentliche der Darlegung wird durch unsere Bitte an den
Leser, unsere Wahl der Basiszahl guten Glaubens hinzuneh-
men, nicht sehr verdunkelt.

Also: Die gesuchte Funktion g¢(v,?) ist proportional zu

mozt
e 20 . DasMinus im Exponenten sorgt dafiir, da8 fiir unend-
lich groBe Werte von v,>2 die Wahrscheinlichkeit g ver-
schwindet. Ein Molekiil kann ja nicht die Energie des ganzen
Gases wegnehmen.

Auflerdem muBl vor dem Exponentialglied noch der Pro-
portionalititsfaktor gesucht werden. Man findet ihn aus der
Bedingung: Die Wahrscheinlichkeit, daB v, irgendeinen
Wert hat, ist gleich Eins (v, muB ja irgendeinen Wert an-
nehmen). Genauso ist die Wahrscheinlichkeit, daB ein will-
kiirlich ausgewahltes Individuum irgendeine Gro8e hat, gleich
Eins. Dies entspricht auch der Definition der Wahrschein-
hchkelt.z _l()_+_2_5_+£+ﬁ+£+i_10_0_

7100 7100 " 100 " 100 " 100 " 100 _ 100



Zur Berechnung des geforderten Proportionalititskoeffizien-
ten ist wieder die Integralrechnung nétig. Deshalb schreiben
wir die Formel fiir ¢(v,) einfach in fertiger Form nieder:

2
mo,

R
a(v) Vzn@e

Das ist die gesuchte Maxwell-Verteilung.!)

Es mag ein wenig verwundern, daB in der Formel die Zahl
n erscheint, aber das folgt aus der Berechnung. ,,Unerforsch-
lich sind die gottlichen Wege** sagte L. D. Landau in diesem
Zusammenhang im Scherz.

Die obige Formel entspricht dem Ubergang vom Histo-
gramm zur stetigen Kurve. In diesem Fall ist die Grundfliche
eines jeden Rechtecks des Histogramms ein unendlich kleines
Stiick der Geraden, auf der v, liegt.

q(ry)

Abb.4

A /%

Das Diagramm der Maxwell-Verteilung ist in Abb. 4 fiir
zwei Temperaturen dargestellt. Die breitere Kurve ent-
spricht einer hoheren Temperatur. Man sieht, je hoher die
Temperatur ist, um so groBer ist die Wahrscheinlichkeit,
im Gas ein Teilchen mit groBer Geschwindigkeit zu finden,

1) Die Leser, denen die Integralrechnung gelaufig ist, sollten selbst nach-
priifen, daBl tatsachlich gilt:

=8

m 3m .
q(vz) dvy = lund (Ey;,) = ) (v?y = TN (%)

s

3m ¥ 3
- J v (vg) dv, = - @
2 » 2

(Anm. der Red. d. dt. Ausgabe).
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was an dem Abschnitt 4B zu sehen ist. Umgekehrt sind
kleinere Geschwindigkeiten bei niedrigen Temperaturen
wahrscheinlicher. Die Flichen unter den beiden Kurven sind
einander gleich und haben den Wert Eins, wie bereits beim
Histogramm gezeigt worden war (die schraffierten Fliachen
sind gleich).

Im Prinzip ist es immer moglich, ein Molekiil mit geeignet
groBer Geschwindigkeit zu finden, aber der Wert der Funk-
tion, die eine solche Geschwindigkeit im Exponenten ent-
hélt, ist duBerst klein. Zum Beispiel ist die Wahrscheinlich-
keit, ein Sauerstoffmolekiil zu finden mit der Geschwindig-
keit 4,5 km/s, die zehnmal so groB ist wie die mittlere quadra-
tische thermische Geschwindigkeit (vgl. Kap. 1), gleich

e 10" = 7100 & 1043,

In der gesamten Erdatmosphdre sind nicht mehr als zehn sol-
cher Sauerstoffmolekiile enthalten.

Fiir das Produkt aller drei ¢ erhalten wir
m
_ m ’I" **Eg(vz’ + !Jy’ + Vz’)_ m \3/’ —Ekln/e
9 (V20 :) = (21:@) h (21:@) ¢

Mit Hilfe dieser Formel iiberzeugen wir uns nun davon, daB die
Gasmolekiile unbedingt eine solche Verteilung haben miis-
sen. Dies wird den zweiten Teil unseres Beweises ausmachen.

Vor allen Dingen miissen wir dazu einen neuen Begriff ein-
fithren, der als statistisches Gleichgewicht bezeichnet wird.
Wir setzen voraus, daB sich das Gas unter konstanten duBe-
ren Bedingungen in einem ruhenden GefdB befindet. Dann
darf sich der Zustand des Gases in der Zeit nicht verindern.
Es versteht sich, daB jedes Molekiil im Inneren des GefiBes
vollig unregelméBig seine Geschwindigkeiten andert, aber
im Mittel geschieht mit dem Gas nichts. Anders gesagt,
die Verteilungsfunktion g(v,,v,,v.) bleibt unverindert. Die
StoBe zwischen den einzelnen Molekiilen werden keinen
Einflu auf ihre Form haben. Das bedeutet, daB im Ergebnis
des ZusammenstoBes von zwei Molekiilen mit den kineti-
schen Energien E\;,, und E,;,, genau so oft zwei Molekiile
mit den Energien E,j,, und E,;,, erhalten werden, wie beim
Zusammenprall von zwei Molekiilen mit den Energien Ey;,;
und E\;,, solche mit den Energien E\;,, und E\;,, entstehen.
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Wir wollen den Zusammenprall Ey;,, + Exins — Exins
+ Eyina direkt und den Zusammenprall Ey;,; + Exina
— E\in, + Eyin, umgekehrt nennen. Die Wahrscheinlich-
keit des direkten Zusammenpralls ist proportional dem Pro-
dukt der Wahrscheinlichkeiten g(E\y;n,) - ¢(Exin2), die Wahr-
scheinlichkeit des umgekehrten Zusammenpralls proportio-
nal g(Ey;ns) - ¢(Exine )- Damit das Gas im Gleichgewicht
bleibt, muB die Bilanz beachtet werden: Direkte und um-
gekehrte StoBe miissen gleich oft vorkommen:

Eyin1 + Exine = Exins + Exina-

Antiparallele Pfeile = symbolisieren das Gleichgewicht.
Wenn wir vom Symbol zur Formel iibergehen, haben wir

q(Exin) 9(Exing) = ¢(Exing) 9(Exina)

oder, wenn wir die Maxwell-Verteilung zu Grunde legen,

e~ (Euin1+ Exin2)/6 — e~ (Exinst Eyind/6,
Nach dem Energieerhaltungssatz ist
Exin + Exing = Exing + Exina-

Hier haben wir es nicht mit einer symbolischen Gleichung,
sondern bereits mit einer gewohnlichen Gleichung zu tun,
weshalb an Stelle der beiden Pfeile (=) das Gleichheits-
zeichen steht.

Also sind im Zustand des statistischen Gleichgewichts die
Geschwindigkeiten der Gasmolekiile nach Maxwell verteilt.

Exkin
Keine andere Verteilungsfunktionalse @ ist mit dem Ener-
gieerhaltungssatz vereinbar. Wir sehen, daB die Grundlage
der Ableitung, wie im vorangegangenen Kapitel, ein mecha-
nisches Gesetz ist, das sich auf einen einzelnen Zusammen-
stoB bezieht.

Dem Resultat Maxwells begegnete die Mehrzahl seiner
Zeitgenossen mit Zweifel. Ferner glaubten einige, dal Atome
keine physikalischen Erscheinungen sind, sondern nur philo-
sophische Kategorien. Im Gegensatz dazu nehmen heute
viele Leser leider alles, was sich auf Atome bezieht, zu leicht
gutgldubig hin. Wir kénnen uns nicht immer vorstellen, wel-
che wissenschaftlichen und psychologischen Schwierigkeiten
die Physiker der Vergangenheit zu bewiltigen hatten.
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Wir wollen jetzt zeigen, wie die Maxwell-Verteilung un-
mittelbar im Experiment bestatigt wird. Das direkte physi-
kalische Experiment ist in jedem Falle iiberzeugender als
ein historischer Exkurs.

Wir wollen das folgende Modell (Abb. 5) betrachten. In
einem unbeweglichen Zylinder 4, der einen engen Spalt hat,
befindet sich ein verdiinntes Gas oder ein Metalldampf. Die

Verdiinnung ist notwendig, damit das Gas aus dem Spalt
nicht als ununterbrochener Strom herausflieBt, sondern
damit jedes Molekiil unabhéngig von den iibrigen heraus-
fliegen kann. In dem Raum zwischen 4 und den konzen-
trischen Zylindern B und C wird ein moglichst hohes Vaku-
um geschaffen. B und C drehen sich schnell mit gleicher
Drehzahl. Die Molekiile konnen aus dem Spalt im Zylinder B
nur dann austreten, wenn er gegeniiber dem Spalt im fest-
stehenden Zylinder 4 ankommt. Nachdem sie durch den
Spalt von B hindurchgetreten sind, fliegen sie weiter zum
Zylinder C. Aber wihrend ihres Fluges drehen sich B und C,
so daB das Molekiil nicht auf den Punkt des Zylinders B
auftrifft, der auf dem gleichen Radius liegt wie der Spaltin B,
sondern auf einen Punkt, der in Abb. 5 etwas niedriger liegt.
Je schneller das Molekiil geflogen ist, desto weniger ver-
schiebt sich der Punkt, auf den das Molekiil im Zylinder C
auftrifft, relativ zum urspriinglichen Radius, der durch die
Spalte in den Zylindern B und C lief.

Auf diese Weise treffen Molekiile mit verschiedenen Ge-
schwindigkeiten auf verschiedene Punkte des Zylinders C.
Es ist offensichtlich, daB auf einen beliebigen Punkt des
Zylinders C'um so mehr Molekiile mit der entsprechenden
Geschwindigkeit auftreffen, je mehr sich von ihnen im Zylin-
der A befanden. Metallddmpfe setzen sich auf die kalte
Oberfliche des Zylinders C. Die Dicke der Schicht, die sich
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angesetzt hat, gibt das Profil der Verteilung der Molekiile
beziiglich der Geschwindigkeit; auf diese Weise entsteht
eine materialisierte Verteilungskurve, wobei der Abstand
von dem Punkt, der gegeniiber Spalt B ankommt, als Ab-
szisse und die Dicke der angesetzten Schicht als Ordinate
dient. Das Experiment zeigt, daB dieses Profil véllig der
Maxwell-Verteilung entspricht.

Das hier beschriebene einfache Experiment, fiir das man
eine Vakuumpumpe benotigt, 148t sich leicht in jedem moder-
nen physikalischen Labor wiederholen. Allerdings zweifelt
in der heutigen Zeit niemand mehr an der Richtigkeit der
Maxwell-Verteilung.

Verstandlicherweise ist diese Verteilung nicht nur von
theoretischem Interesse, sondern findet auch bei angewandten
Aufgaben Verwendung. Wenn sich z. B. ein Korper in
einem verdiinnten Gas bewegt, ist der Widerstand abhén-
gig von den StoBen der einzelnen Molekiile auf die Ober-
fliche. Um die Gegenwirkung des Mediums gegen die Bewe-
gung des Korpers unter diesen Bedingungen genau zu be-
berechnen, muBl die Maxwell-Verteilung unbedingt benutzt
werden. Es ist verstdndlich, daB das z. B. fiir die Bewegung
von Raketen und kiinstlichen Sputniks zutrifft.



3. Die Verteilung der Molekiile
beziiglich ihrer Energien

Lomonossow iiber die Drehung der Molekiile. Beim Zusammenprall der
Molekiile bleibt die Energie erhalten. Die Boltzmann-Verteilung. Die
Wirmekapazitat von molekularen Gasen und Festkorpern nach Boltz-
mann und im Experiment. Die potentielle Energie. Die Abhéngigkeit der
Dichte der Atmosphéire von der Hohe. Die Durchmischung der Gase in
der Atmosphare. Befindet sich die Erdatmosphire im Gleichgewicht?
Warum hat der Mond keine Atmosphire? Die erste Bestimmung der
Avogadroschen Zahl.

Bis jetzt stellten wir uns die Molekiile als materielle
Punkte vor, die nur die Fahigkeit haben, ihren Standort im
Raum zu dndern. Jedoch hat schon M. W. Lomonossow dar-
auf hingewiesen, daf die Warmebewegung der Molekiile
auch eine Drehbewegung sein kann. Lomonossow interes-
sierte offensichtlich auch der Energieaustausch von Mole-
kiil zu Molekiil. Er schreibt, daB fiir die ,,Atome der Luft*
selbst keine detailliertere physikalische Struktur bekannt
sei, daB} diese Atome aber geringe ,,Unebenheiten‘‘ aufweisen
miiBten [vgl. 4. K. Timirjasew (Hrsg.), Begriinder der kine-
tischen Theorie der Materie (russ.), Moskau, Leningrad 1937,
S. 23].

Heute wissen wir, daBl zweiatomige Molekiile wie H,, N,,
O, Hanteln dhneln. Sie kénnen sich um jede Achse drehen,
die durch den Schwerpunkt des Molekiils geht und senk-
recht auf der Verbindungslinie zwischen den Atomkernen
steht; auBerdem kénnen sie beim Zusammenprall Energien
austauschen. Das Wassermolekiil hat die Form eines Drei-
ecks, das Methanmolekiil CH, die Form eines Tetraeders,
das Ammoniakmolekiil NH; die Form einer Pyramide usw.
Zweidimensionale und dreidimensionale Korper kénnen sich
um jede Achse drehen.

Beim Zusammenprall zweier Molekiile bleiben die Ener-
gien der Translations- und der Drehbewegung nicht einzeln
erhalten, sondern nur ihre Summe bleibt konstant. Genauer
gesagt, schlieBt diese Summe nur die Energie der Transla-
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tionsbewegung des einen Molekiils relativ zu der des anderen
ein, aber nicht die Energie der Verlagerung ihres gemeinsa-
men Schwerpunktes. Anstelle der Gleichung Eyi,; + Exins
= E\ying + Eying muBl man die allgemeinere Form

E1+E2=E3+E4

wahlen, wobei E die Energie der relativen Translations-
bewegung und der Drehbewegung (Rotation) ist:

E= Ekin, tr T+ Ekin, rot-

Damit im Gas das statistische Gleichgewicht aufrecht-
erhalten bleibt, muB die gleiche Bedingung wie im voran-
gegangenen Teil fiir die Verteilung beziiglich der kinetischen
Energie der Translationsbewegung erfiillt sein:

q(E,) q(Ey) = q(Es) q(E,) .-
Hieraus folgt
q(E) = Bek/®.

Den Koeffizienten B erhélt man aus der Bedingung, dafl die
Summe aller Wahrscheinlichkeiten gleich Eins ist. Wir brau-
chen ihn hier nicht aufzuschreiben.

Diese Formel fiir q(E) erhielt Boltzmann. Es ist sofort
zu sehen, daB sie einen sehr allgemeinen Charakter hat. Wir
wollen die wichtigsten Beispiele anfiihren.

1. Zweiatomige Molekiile konnen sich nicht nur im Raum
drehen, sondern auch schwingende Bewegungen ausfiihren.
Beispielsweise schwingen die Atome zweiatomiger Molekiile
entlang der die Atomkerne verbindenden Geraden. Beim
dreieckigen Molekiil verdndern sich alle drei Abstéinde zwi-
schen den Kernen usw. Die Berechnungen zeigen, dafl jede
Art Drehung die mittlere Energie ©/2 hat, so daB die mitt-
lere Energie der Drehung eines zweiatomigen Molekiils
2. % = @ betrigt, die eines dreiatomigen Molekiils 3 -—2— = %9
und die eines komplizierteren vielatomigen Molekiils auch
3 0, weil ein fester Korper nicht mehr als drei unabhingige
Drehungen im Raum ausfiithren kann.

Die auf die gleiche Weise bestimmte mittlere Schwingungs-
energie ist gleich @ fiir jede Schwingung. Deshalb ist die
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mittlere Gesamtenergie des Wasserstoffmolekiils: 3@ + @
+ @ = } 6. Hier bezieht sich der erste Teilausdruck auf die
Translationsbewegung, der zweite auf die Drehbewegung und
der dritte auf die Schwingungsbewegung.

Das Experiment zeigt, dal die Energie eines Wasserstoff-
molekiils in Wirklichkeit nicht & betrigt, sondern $6.
Das erkennt man an der Warmekapazitit des Wasserstoffs.
Wenn die Energie, die auf ein Molekiil entfillt, gleich c@ ist,
so ist fir die Temperaturerhohung um eine Einheit die
Wirme ¢ notig. Auf diese Weise kann man die Energie aus
der Warmekapazitdt bestimmen.

Die Atome eines Kristalls fithren eine reine Schwingungs-
bewegung aus. Jedes einzelne kann in drei zueinander senk-
rechten Richtungen schwingen. Folglich ist die mittlere
Energie der Schwingungen eines Atoms 36 (Dulong-Petit-
sches Gesetz).

Fiir die meisten kristallinen Elemente stimmt das Gesetz
mit dem Experiment bei Zimmertemperatur iiberein. Aber
es gibt einige Ausnahmen, z.B. Diamant, dessen Wirme-
kapazitit bedeutend geringer ist, als sie nach dem Dulong-
Petitschen Gesetz sein miilte. Deshalb sagt man, daf die
Atomschwingungen im H,-Molekiil und im Diamantkristall
quasi ,,eingefroren‘‘ sind.

Eine noch geringere Ubereinstimmung mit dem Experi-
ment wurde bei der Anwendung der Methoden der klassischen
statistischen Physik auf die elektromagnetische Strahlung
erzielt. Dariiber berichten wir ausfiihrlicher im 13. Kapitel.

Man hat sich lange von allen solchen SchluBfolgerungen
distanziert, da man glaubte, daB in der statistischen Physik
etwas nicht mit rechten Dingen zugehe. Allméahlich ist aber
das Zutrauen zu dieser Wissenschaft gewachsen; jedoch wuchs
auch die Zahl der experimentellen Fakten, die sich im Gegen-
satz zu ihren Aussagen befanden. Schlieflich bekam das
Fundament dieser Wissenschaft, die Newtonsche Mechanik,
einen RiB3. Unverstandliche Erscheinungen und Fakten wur-
den mit Hilfe der Quantengesetze erklart. Verstindlicherweise
wurden die Newtonschen Gesetze nicht vollig widerrufen, sie
sind noch in Kraft, aber jetzt erscheinen sie als Grenzfall
der genaueren Quantengesetze.

Wir haben mehrmals festgestellt, daB die Newtonschen
Gesetze die Grundlage der statistischen Physik darstellen;
trotzdem ist die Boltzmann-Verteilung auf die Energien
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auch im Quantenbereich giiltig. Bei der Ableitung von g(£)
wurde aus der Mechanik nur der Energieerhaltungssatz
verwendet, der sowohl im Quantenbereich als auch im New-
tonschen (klassischen) Bereich zutrifft. Unter bestimmten
Bedingungen verdndern die Quantengesetze auch die Art
der Verteilungsfunktion selbst; dariiber wird im 14. Kapitel
berichtet.

2. Bis jetzt wurde die Boltzmann-Verteilung nur auf solche
Gase angewendet, deren Molekiile sich frei im Raum bewe-
gen. Aber auf alle Korper wirkt die Schwerkraft, also auch
auf die Molekiile. Nach dem Energieerhaltungssatz ist die
Verianderung der kinetischen Energie eines Korpers bei der
Bewegung im Schwerefeld gleich der von ihm gegen die
Schwerkraft geleisteten Arbeit:

Ekinz - Ekinl =-4.

Wenn ein Korper von der Hohe %, auf die Hohe &, gehoben
wird (z. B. wenn ein Stein in die Luft geworfen wird), so
wird eine Arbeit 4 = + mg (h, — h,) geleistet. Hierbei ist m
die Masse des Korpers und g die Erdbeschleunigung. Wir
nehmen an, daB keine anderen Kv¥ifte, wie beispielsweise
der Luftwiderstand, auf den Koérper einwirken. Also ergibt
sich
Eying — Exing = —mg (hy — hy).

Wenn man die GroBen mit dem Index 2 nach links bringt
und die mit dem Index 1 nach rechts, erhdlt man

Eying + mghy = E\iny + mgh,.

Damit haben wir den Erhaltungssatz. Den Wert mgh nennt
man iiblicherweise potentielle Energie eines Korpers im
Schwerefeld. Wir bezeichnen sie mit dem Buchstaben U.
Dann bleibt bei der Bewegung die Summe der kinetischen
und der potentiellen Energie eines Korpers, d. h. seine Ge-
samtenergie, konstant:

E=E,+U.
Die Schwerkraft ist nicht die einzige Kraft, fiir die man den
Begriff der potentiellen Energie einfithren kann, aber wir

werden vorerst keine anderen Krifte mit der gleichen Eigen-
schaft betrachten.
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Es ist in jedem Falle klar, dal die Boltzmann-Verteilung
auch dann anwendbar ist, wenn die Molekiile eine bestimmte
potentielle Energie haben. Wie vorher ist die Wahrschein-
lichkeit dafiir, daB ein Molekiil die Energie E hat, gleich

q(E) = Be—EI® — Be—(Ekin+U)/6= Be_Ekinlee_U/O-

Aber jetzt wird uns nur der letzte Faktor interessieren:

q1(h) ~ e—U/(-) — e—mgh/© .

Er bestimmt die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB sich ein
Molekiil auf der Hohe k iiber der Erdoberfliche befindet.
Anders gesagt, ¢,(k) bestimmt die Abhdngigkeit der Atmo-
sphirendichte von der Hohe iiber dem Erdniveau (oder
dem Niveau des Meeres). Tatséichlich ist das Verhéltnis der
Atmosphérendichte auf der Hohe & zur Dichte auf der Hohe
0 (Meeresspiegel) gleich dem Verhiltnis der Funktionen
¢:(k) und ¢,(0). Da aber

7:(0)=e=1
gilt, folgt
n(h) = n(0) e"™&M6,

Im Grunde genommen besteht die Atmosphire aus zwei
Gasen: Stickstoff mit der relativen Molekiilmasse 28 und
Sauerstoff mit der relativen Molekiilmasse 32. Aus der vor-
angegangenen Formel folgt, dal die Verteilung von Stick-
stoff und Sauerstoff beziiglich der Hohe verschieden sein
muB. Je groBer m im Exponenten ist, desto mehr verringert
sich n(k) mit der Hohe.

Tatséchlich zeigten in grofen Hohen entnommene Luft-
proben, dal die prozentuale Zusammensetzung der Atmo-
sphire fast konstant bleibt. Dies bezeugt eine kontinuierliche
starke Vermischung der Luftmassen.

AuBerdem wird in der Formel fiir n(h) vorausgesetzt, daB
sich die Temperatur 7' (bzw. die GroBe @ = kT') nicht mit
der Hohe dndert, was den Tatsachen widerspricht. Deshalb
hat das Gesetz der Verminderung der Dichte in Abhangig-
keit von der Hohe, das eine Isothermie (,,Temperaturgleich-
heit*) voraussetzte, nur halbqualitativen Charakter.

Nimmt man fiir die potentielle Energie die Formel U
= mgh, setzt man stillschweigend voraus, daB die Schwer-
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kraft auf jeder Hohe gleich und iiberall gleich mg ist. Fiir
Hohen, die relativ zum Erdradius klein sind, etwa 100 bis
200 km, ist dies richtig. Wenn aber die Hohe dem Erdradius
entspricht, so mu man in Betracht ziehen, da8 die Erdan-
ziehungskraft umgekehrt proportional zum Quadrat der
Entfernung vom Erdmittelpunkt ist. Das Newtonsche
Gravitationsgesetz wird bekanntlich so ausgedriickt:

mM

r2

F=—y

dabei ist F' die Schwerkraft, M die Erdmasse, y die Gravita-
tionskonstante (das Minuszeichen zeigt, daBl die Kraft eine
Anziehungskraft ist, die auf den Mittelpunkt gerichtet ist).
Wir wollen jetzt y und M aus der Formel ausschlieBen. Auf
dem Meeresspiegel ist 7 gleich dem Erdradius r,. Wir haben
folgende Formel:

mM
F(ro)=—vy

72

Aber F(ry) stimmt mit mg iiberein. Daher gilt yM = gry?.
Wenn wir das in die Ausgangsformel einsetzen, erhalten wir

In die Boltzmann-Verteilung geht nicht die Kraft ein, son-
dern die potentielle Energie. Die Groe der Energie ist gleich
der GroBe der Kraft, multipliziert mit der Linge (Arbeit
= Kraft mal Weg). Folglich erwarten wir zu Recht, da U
nicht umgekehrt proportional zum Quadrat der Entfernung,
sondern nur zur ersten Potenz von r ist. Der Zahlenkoeffizient
vor der Formel wird mit der Integralrechnung gefunden.
Aber da wir ohne sie auskommen wollten, schreiben wir
direkt .

,
Ulr) = ~mg ——

Wenn wir jetzt die Beziehung zwischen der Molekiildichte
und der Wahrscheinlichkeit g, benutzen, haben wir

o) _ )
¢(ro) n(ro)
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Hieraus folgt, daB

[0 ‘t*._r" /31 (7‘)
n(r) = n(TO) -q_l(To).

ist. Um g¢,(r) zu erhalten, mu8 U(r) in die Boltzmann-Ver-
teilung eingesetzt werden; n(r,) ist dasselbe, was wir frither
mit n(0) bezeichnet haben, nimlich die Zahl der Molekiile in
1 em? auf der Erdoberfliche. Folglich gilt

n(r) = n(0) e~™8"/6 . gm8re’/6r,

Man sieht, daB mit dem Anwachsen von r die Dichte n(r)
fillt, derj Exponent kleiner wird. Aber erstaunlicherweise
behilt n(r) sogar fiir r — oo, d. h. unendlich weit entfernt
von der Erde, einen endlichen, nichtverschwindenden Wert:

n(oo0) = n(0) e "™87/O,

Der Faktor e ™&70/€ zeigt, wievielmal die Dichte der Erd-
atmosphire im Unendlichen kleiner sein muf als in Erdnéhe,
damit das statistische Gleichgewicht erhalten bleibt, d.h.
der Zustand, bei dem sich nichts verandert. In der Tat kann
sich die Erdatmosphére nicht bis zur Unendlichkeit aus-
dehnen. Was bedeutet das? DaB noch kein statistisches
Gleichgewicht eingetreten ist. Andernfalls miiBite sich die
gesamte Erdatmosphire verfliichtigt haben.

Diese Gefahr droht uns jedoch in Wirklichkeit nicht. Der
Faktor e™™87/0 jst duBerst klein. Wir wollen den Exponenten
errechnen. Das erreicht man am einfachsten, wenn man den
Bruch im Exponenten mit der Avogadroschen Zahl N er-
weitert. Im Nenner verwandelt sich NO in RT (vgl. Kap.1),
im Zahler Nm in die relative Molekiilmasse. Der Erdradius
betrigt 6,4 - 108 cm, auBlerdem ist g = 10® cm/s®. Die abso-
lute Temperatur T' setzen wir gleich 300 K. Daraus ergibt
sich folgende Gleichung:

Nmgry _ 30-10°- 6,4 - 108 _ .00
RT 83107 - 300

€700 ~ 107300,

’

So unerheblich wire die Gleichgewichtsdichte der Atmo-
sphire im Unendlichen. Solch ein kleiner Wert hat keine
reale Bedeutung.
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Anders wiirde sich das bei der Mondatmosphire (falls der
Mond eine Atmosphire hitte) auswirken. Beim Mond be-
trigt die entsprechende Zahl beispielsweise 1025. Obwohl
die Zahl klein ist, ist sie doch sinnvoll. Wenn die Atmo-
sphéarendichte auf der Mondoberfliche der Dichte der Erd-
atmosphére dhnlich wire (2,7 - 10'® Molekiile/cm?), so bliebe
im Unendlichen ein Atom pro Kubikmeter erhalten. In
Wirklichkeit ist beim Mond jedoch nichts erhalten geblieben,
denn die Mondatmosphiére hat sich dem Zustand des stati-
stischen Gleichgewichts gendhert, d.h., sie hat sich verfliich-
tigt. Geblieben sind winzigste Spuren, die um Milliarden Mal
weniger dicht sind als die Erdatmosphéire. Der Grund fiir
das Verschwinden der Mondatmosphére ist leicht zu ver-
stehen. Im vorigen Kapitel wurde gezeigt, daB in Uberein-
stimmung mit der Maxwell-Verteilung immer Molekiile mit
beliebig groBen Geschwindigkeiten entstehen konnen. Die
zweite kosmische Geschwindigkeit ist auf dem Mond 12mal
kleiner als auf der Erde. Deshalb konnte sich die Mondatme-
sphire allmihlich vom Mond entfernen, wahrend die Zeit-
dauer, daB sich dieser Zustand auf der Erde einstellen
konnte, praktisch unendlich lang ist. Wir mochten noch an-
merken, daBl der Mars, der viel leichter ist als die Erde, eine
ausgesprochen diinne Atmosphéare hat, wiahrend die grofen
Planeten Jupiter und Saturn eine viel dichtere Atmosphire
haben.

Wir sagten bereits, dal man, wenn Zihler und Nenner der
GroBe mit der Avogadroschen Zahl multipliziert werden,
die Boltzmann-Verteilung anwenden kann, ohne irgendeine
Atomkonstante zu kennen. Die relativen Molekiilmassen
der Gase sind aus der Chemie bekannt und erfordern keine
atomaren Messungen. Historisch gesehen, ist die erste Atom-
konstante, die Avogadrosche Zahl, gerade mit der Boltz-
mann-Verteilung gefunden worden. Wenn es namlich irgend-
wie gelingt, m unabhingig zu ermitteln, so kann man aus
der Abhingigkeijt der Dichte von der Hohe die Avogadrosche
Zahl finden. In dieser Weise fand J. Perrin die Avogadrosche
Zahl, wobei er von folgenden Uberlegungen ausging.

Die Formel fiir n(h) bezieht sich nicht unbedingt auf Mole-
kiile. Es versteht sich, daB hier nicht von Korpern die Rede
ist, die so groB sind, daB man sie in die Finger nehmen
konnte. Aber auf jeden Fall konnen es Teilchen sein, die
sehr viele Molekiile enthalten. Solche Teilchen erhilt man
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beispielsweise, wenn man zwei Fliissigkeiten, die sich inein-
ander nicht losen, sagen wir Fett und Wasser, sehr sorgfiltig
mischt. Milch ist beispielsweise solch ein Gemisch. Allerdings
kann man auf frische, kuhwarme Milch die Formel der Ab-
hingigkeit der Dichte von der Hohe noch nicht anwenden;
die Fett- und Molketeilchen sind in ihr so sorgfaltig ge-
mischt, daB eine Wirkung der Schwerkraft auf die beiden
Stoffe von etwas verschiedener Dichte schwer nachweisbar
ist. Perrin verwendete keine Milch, sondern eine kolloidale
Losung von Mastixteilchen in Wasser. Im Gleichgewichts-
zustand war die Konzentration der Teilchen im Losungs-
mittel am GefiBboden bedeutend groBer als im oberen Ge-
faBteil. Die kolloidalen Teilchen kann man fiir das Auge un-
mittelbar erkennbar machen, wenn man sie von der Seite
beleuchtet, wie Staubteilchen im Sonnenstrahl. So stellte
Perrin experimentell ein Bild der Funktion e~ ™86 auf. Der

natiirliche Logarithmus dieser Funktion ist mgh oder EIZL’%

Der Proportionalititsfaktor bei 4 ist -1;—”;,’ , also derselbe wie

bei einzelnen Molekiilen. Aber die Masse m fiir die kolloidalen
Teilchen kann man auf unabhéingige Weise finden, wenn man
weiB, wieviel einzelne kolloidale Teilchen aus einem Gramm
des Ausgangsmaterials erhalten werden.

So erhielt man erstmalig zuverlissig die Avogadrosche Zahl
N. Das war ein echter Durchbruch in die atomare Welt. Die
Teilung des Molekulargewichtes durch N ergibt echte und
nicht relative Molekiilmassen, nach dem elektrochemischen
Aquivalent kann danach die elektrische Elementarladung
berechnet werden usw. Durch das Studium der Eigenschaften
groBer ,,Mengen* von Atomen und Molekiilen gestattet die
statistische Physik, elementare Konstanten einzelner Teil-
chen zu bestimmen.




4. Wiirme und Arbeit

Die Grundlagen der Thermodynamik. Zwei Arten des ,,perpetuum mobile‘‘.
Gratismotoren. Ist axiomatische Thermodynamik notwendig? Versuche
mit dem Kalorimeter. Phlogiston. Das mechanische Warmeaquivalent.
Vom Aderla zum Energieerhaltungssatz. Die Arbeit des Gases bei der
Ausdehnung. Kreisprozesse. Warme und Arbeit als Formen der Energie-
ibertragung. Der erste Hauptsatz der Thermodynamik. Wann kann der
Begriff ,,Warmeinhalt*“ benutzt werden?

Die Physik der Warmeerscheinungen entwickelte sich
lange Zeit unabhingig von der statistischen Physik. Genauer
gesagt, die letztere hat sich von Bernoulli bis Mazwell fast
nicht von der Stelle geriihrt, wihrend sich die Warmetheorie,
deren Entwicklung durch die Anforderungen der Technik
stimuliert wurde, in derselben Zeit zu einem méchtigen Zweig
der Physik, zur Thermodynamik, ausweitete.

In der Folge fanden Boltzmann und Gibbs die statistische
Begriindung der Thermodynamik, aber die Praxis kann nicht
warten, und urspriinglich ging die Wissenschaft von der
Warme und ihre Verwandlung in Arbeit von einigen experi-
mentellen Daten aus. Die Thermodynamik fiihrte das Fehl-
schlagen der Versuche zahlloser ungliicklicher Erfinder auf
folgende zwei Prinzipien oder Axiome zuriick:

1. Es ist unmoglich, ein Perpetuum mobile erster Art
zu bauen. So nennt man eine Maschine, die kontinuierlich
Arbeit leistet, ohne daB ihr stdandig Wéarme oder iiberhaupt
Energie von auflen zugefiihrt wird.

2. Es ist unméglich, ein Perpetuum mobile zweiter Art zu
bauen, d.h. eine Maschine, die beliebig lange auf Kosten der
Wirme des sie umgebenden Mediums arbeitet. (Diese imagi-
nire Maschine muB8 von den realen ,,Gratis‘‘-Motoren in
der Art von Wind- oder Wasserkraftwerken unterschieden
werden, die im Grunde genommen die Reserven der Sonnen-
energie nutzen. Auch wenn wir in der Heizung Steinkohle
verbrennen, verwenden wir auf der Erde angereicherte
Sonnenenergie.)
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Die axiomatische Darlegung der Thermodynamik, die
auf den zwei Prinzipien aufgebaut ist, hat bis heute ihren
padagogischen Wert nicht verloren, da sie gestattet, neue
Erkenntnisse bequemer an die Studierenden heranzufiihren.
Hier muB allerdings das Maf3 gewahrt werden: Ein iibermé-
Biges Verfolgen der mathematischen Eleganz der Konstruk-
tionen fithrt zum Vergessen des physikalischen Bildes, und
selbst eine gewissenhafte Strenge ist ihres Sinnes beraubt,
wenn Postulate verwendet werden, die heute mit Hilfe der
Grundsitze der statistischen Physik vollig beweisbar sind.

Es ist kaum sinnvoll, ein Lehrbuch der technischen Ther-
modynamik fiir Ingenieure mit der Darlegung der Grund-
lagen der statistischen Physik zu beginnen. Dies wire nur
ein unnotiges Hemmnis beim Studium der Wirkungsweise
von Wirmekraftmaschinen. Aber dort wird auch keine
mathematische Axiomatik gefordert. Ein Physiker jedoch,
der die Grundlagen der statistischen Physik nicht beherrscht,
kann heute nicht als vollwertig angesehen werden. Dessen
ungeachtet ist es interessant, dem Lauf der historischen
Entwicklung der Wissenschaft im wesentlichen zu folgen
und die einfachsten Grundlagen der Thermodynamik zu
erkliren, indem man sich auf die zwei Hauptsitze stiitzt.
Dadurch kommt man leichter an die statistische Methode
heran.

Beginnen wir mit einer ganz kurzen Ubersicht iiber die
Geschichte der Warmelehre.

Als man begann, Wirmeerscheinungen im Kalorimeter
zu studieren, wurde klar, daB man hierbei zweckmaBig einen
speziellen Begriff, die Wiarmemenge, einzufiithren hatte.

Betrachten wir zunichst folgenden einfachen Versuch:
100 g Wasser bei einer Temperatur von 80°C werden mit
300 g bei 40°C gemischt. Welche Temperatur wird das
Gemisch haben? Jeder Schiiler weiB, da man 100 mit 80 mul-
tiplizieren, 300 - 40 addieren und durch 400 dividieren muf,
was 50°C ergibt. Die Rechnung wird so ausgefiihrt, als hitte
Wasser von 80°C einen der Temperatur proportionalen
,,Vorrat*“, das von 40°C einen ebensolchen, seiner Tempe-
ratur proportionalen Vorrat, und dieser ganze Vorrat wiirde
sich auflésen, ,,aufgehen* in 400 Gramm Gemisch mit der
Temperatur von 50°C.

Der nichste Schritt besteht darin, daB man in ein Ka-
lorimeter Wasser und Ol hineingibt (Alkohol zu nehmen
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wiire beispielsweise unzweckméBig, da bei der Mischung mit
Wasser zusitzliche Warme entsteht). Jetzt ist es schon nicht
mehr so einfach, eine resultierende Temperatur zu finden, da
jeder Stoff durch einen speziellen Koeffizienten, die spezi-
fische Warme, charakterisiert werden muf3. Es ist wesentlich,
daB die spezifische Warme einen gegebenen Stoff immer
charakterisiert, unabhiéngig davon, womit der Stoff in
Wiarmekontakt steht. Wenn man beispielsweise die spezi-
fische Wirme von Ol und Quecksilber im Verhéltnis zum
Wasser kennt, kann man die bei ihrer Mischung resultierende
Temperatur ohne jedes Wasser berechnen. Bei der Berech-
nung dieser Temperatur muBl man die Masse mit der Tempe-
ratur und auflerdem noch mit der spezifischen Warme multi-
plizieren. Dabei unterscheidet sich die vom Wasser abgege-
bene Warme nicht von der Warme, die das Quecksilber ab-
gibt, als handele es sich um ein und dieselbe ,,Substanz‘‘.
Die Menge dieser ,,Substanz‘‘ @, die von einem Koérper auf-
genommen wird, ist gleich der Menge, die von dem anderen
abgegeben wird. Dabei wird @ definiert als mc (T, — T',).
Hier ist ¢ die spezifische Warme (in Kalorien pro Gramm
und Grad), T, und 7, sind die End- und Anfangstempera-
turen des Korpers, m ist die Masse in Gramm. Mit dieser
Methode kann man nicht erkldren, was Wirme ist, aber man
kann, wenn man eine bestimmte Wéirmemenge gleich Eins
setzt, alle anderen Wirmemengen damit vergleichen. Heute
ist die Kalorie solch eine Einheit, nimlich die Warme, die
notig ist, um ein Gramm Wasser um ein Grad zu erwirmen.
Eine Zeitlang wurde die Kalorie definiert durch die Warme-
menge, die bendtigt wird, um 1 g Wasser von 14,5°C auf
15,5°C zu erwirmen; heute wird die Kalorie durch den
direkten AnschluB3 an die mechanischen Einheiten definiert,
und zwar durch die Gleichung 1 cal = 4,186 8 J.

Wenn aber ein Korper so viel Wéirme erhélt, wie ein ande-
rer an ihn abgibt, so liegt die Analogie mit dem UmgieBen
von Wasser nahe, dessen Masse sich hierbei nicht verandert.
Deshalb wurde mehr aus Bequemlichkeitsgriinden als aus
Notwendigkeit der Begriff einer besonderen ,,Wéarmefliissig-
keit‘‘, das Phlogiston, eingefiihrt. Gleichzeitig verband man
die Warme spekulativ mit der Molekiilbewegung, aber da
der Satz von der Erhaltung der Energie damals nicht ein-
mal in der Mechanik eine geniigend allgemeine Formulie-
rung gefunden hatte, verbanden sich die molekularkineti-
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schen Vorstellungen nicht mit der Erhaltung der Wéairme.
Zwar gab es naturphilosophische Aussagen iiber die Bedeu-
tung der Bewegung, aber es gab kein exaktes quantitatives
MaB der ,,Bewegung*.

Von der Erhaltung der Wirme konnte langst nicht in
allen Fillen gesprochen werden. Am Ende des 18. Jahrhun-
derts lenkte Lord Rumford (B. Thomson) die Aufmerksam-
keit darauf, da8 beim Bohren von Kanonenrohren im Kugel-
lauf Warme frei wird. Es war offensichtlich, daB hier nicht
Wirme aus Warme entstand, wie bei den Kalorimeterver-
suchen, sondern Warme aus Arbeit (bereits die Urmenschen
machten Feuer durch Reibung!). Die Wéirme kann ihrerseits
Quelle der Arbeit sein. Es ist wesentlich, da8 die wechsel-
seitige Umwandlung von Wirme und Arbeit nicht in belie-
bigem Verhaltnis vor sich geht, sondern dal immer ein ganz
bestimmtes Aquivalent vorhanden ist: Eine kleine Kalorie
entspricht 0,427 Meterkilopond. Also ist eine Kalorie nicht
eine besondere MaBeinheit, die fiir eine spezielle physikali-
sche Substanz, das Phlogiston, notwendig ist. Die Warme
kann in Einheiten der Arbeit oder der mechanischen Energie
gemessen werden. Damit ein Korper die Arbeit 4 verrichtet
und in seinen Ausgangszustand zuriickgeht, muB eine Wérme
@ = A aufgewendet werden.

Ferner sehen wir, daB @ tatsichlich den Warmeiiber-
schufl des Korpers darstellt, Q = @, — Q,, d.h. die Differenz
zwischen der zugefiihrten Wirme @, und der abgegebenen
Wirme @, . Der Korper verwandelt nur den Teil der Warme
in Arbeit, der in ihm verblieben ist.

Das kann man auch noch folgendermaBen ausdriicken.
Der Korper hat in jedem Zustand eine bestimmte Energie E.
Wenn er, nach geleisteter Arbeit, in diesen Zustand zuriick-
kehrt, so bedeutet das, daB die Energieabgabe auf Kosten
einer anderen Quelle, namlich der Warmequelle, ausgeglichen
werden muB. Aus der Gleichung 4 = @ (das ist ein experi-
menteller Fakt, der aus der Existenz des mechanischen
Wirmedquivalents folgt) ist zu erkennen, daB die Energie
des Korpers in einem beliebigen Zustand genau erhalten
bleibt. Diese Aussage ist gleichbedeutend mit dem ersten
Hauptsatz der Thermodynamik : Aus einem beliebigen Vorrat
kann man nicht unbegrenzt entnehmen, ohne ihn zu ergén-
zen. Nur ist hier nicht die Rede von einem Substanzvorrat,
sondern von einem Energievorrat. Das Perpetuum mobile
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erster Art ist deshalb unmoglich, weil der Energievorrat
eines beliebigen endlichen Koérpers begrenzt ist und nicht
ohne Auffiillung verbraucht werden kann, ohne zu versiegen.

Von Kindheit an wird uns gelehrt, da Atome und Mole-
kiile real existieren und daB der Satz von der Erhaltung
der Energie immer giiltig sei. Deshalb mag alles oben Gesagte
als trivial und selbstverstdandlich erscheinen: Korper be-
stehen aus Molekiilen, die sich bewegen; das bedeutet, dal
ihre Bewegungsenergie, wenn sie in Arbeit umgewandelt
wird, unbedingt in der Gesamtbilanz beriicksichtigt werden
muB. Aber in den vierziger Jahren des vorigen Jahrhun-
derts und noch ein halbes Jahrhundert danach war die Ato-
mistik ein rein hypothetischer Zweig der Physik, eher ein
Erbe der Vergangenheit als ein experimentell untermauertes
Gebiet. Der Satz von der Erhaltung der Energie war damals
in der Mechanik nur ganz allgemein formuliert, und die
Mehrzahl der Physiker verhielt sich zu weitlaufigem Theo-
retisieren, gelinde gesagt, skeptisch.

Deshalb ist es nicht hoch genug zu bewerten, was es bedeu-
tete, daB der Satz von der Erhaltung der Energie von der
rein mechanischen Bewegung der Maschinen auf die Wiarme-
erscheinungen erweitert wurde. Das ist ein Verdienst von
Mayer, Joule und Helmholiz. Es ist lehrreich, auf welchen
verschlungenen Wegen sich die Wissenschaft entwickelt.
Mayer, ein Schiffsarzt, heilte in den Tropen Matrosen, die
vom Hitzschlag getroffen waren, mit der damals iiblichen
Methode des Aderlasses. Er achtete dabei auf die Farbung
des abgelassenen Blutes. Auf einem fiir andere schwer be-
greiflichen Weg von SchluBfolgerungen kam er von hier zum
ersten Hauptsatz der Thermodynamik. Der Satz von der Er-
haltung der Energie, der in der Thermodynamik experimen-
tell aufgestellt wurde, stimulierte seinerseits die Entwicklung
der kinetischen Wérmetheorie.

Wir stellen jetzt eine Formel der mechanischen Arbeit
in der Art auf, wie sie in den meisten Fillen in der Thermo-
dynamik verwendet wird.

Wir betrachten ein Gas in einem Zylinder unter einem Kol-
ben (Abb. 6). Der Gasdruck sei gleich dem #duBeren, atmo-
sphérischen Druck p. Wir erwirmen das Gas auf eine hohere
als die Anfangstemperatur und behalten den Druck bei.
Entsprechend der Clapeyronschen Gleichung dehnt sich das
Gas aus. Welche Arbeit leistet das Gas dabei? Der Kolben

41



bewege sich um die Strecke z. Er bewegt sich gegen den duBe-
ren, atmosphérischen Druck p. Die Kraft, gegen die Arbeit
geleistet wird, betrdgt ps, wenn die Kolbenfliche gleich s
und p der Druck oder die Kraft pro Flicheneinheit ist. Der

™
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(=

-

Abb. 6
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Kolben durchléuft den Weg x, die Arbeit des Gases auf die-
sem Weg ist danach gleich

A= —psx.

Das Minuszeichen beriicksichtigt, daB das Gas die Arbeit an
das duBere Milieu abgibt und sich in einer Richtung bewegt,
die der von auBlen angreifenden Kraft entgegengesetzt ist.
Das Produkt sz ist nichts anderes als die Veranderung des
Gasvolumens V, — V,; (vgl. Abb. 6). Folglich gilt

A=-pV,— V).

Wie bereits gesagt wurde, ist diese GroBe gleich der Warme-
menge @, die fir die Erwirmung des Gases aufgewendet
worden war.

Jetzt fiihren wir mit dem Gas folgende Prozesse durch:

1. Wir dehnen es bei dem Druck p, vom Volumen V, auf das
Volumen V, aus. 2. Wir kithlen es bei gleichbleibendem
Volumen V, ab. Dabei verringert sich sein Druck von p, auf
p;- 3. Wir komprimieren das Gas bei gleichbleibendem
Druck p, vom Volumen V, auf V,. 4. Wir erwérmen das Gas
bei gleichbleibendem Volumen V,, so daB sich der Druck
wieder auf p, vergrofert.

Dieser geschlossene KreisprozeB ist in Abb. 7 dargestellt.
Welche Arbeit leistet das Gas im Endeffekt? Beim ersten
Schritt leistet das Gas eine Arbeit, die nach der allgemeinen
Formel gleich —p, (V, — V,) ist. Beim zweiten Schritt bleibt
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der Kolben stehen, folglich leistet das Gas keine Arbeit. Beim
dritten Schritt betrigt die Arbeit des Gases —p, (V, — V,).
Das ist eine positive Grofe, da sich die Gasenergie vergroBert.
Faktisch leistet das dullere Milieu eine Arbeit am Gas. Beim

ﬁ 14
(P21V7) (Pz'Vz)
Pol——- >
[
[ __ - , Abb.7
Pr (anr): - l(p7 Ve)
L :
v v, v

vierten Schritt ist die Arbeit wieder gleich Null. Als Bilanz-
gleichung erhédlt man

A= —-p (Vo= V) —p (Vi = Vy)
=—(po—p1) (Vo= V1),

d. h. die Rechteckfliche mit umgekehrtem Vorzeichen, des-
sen Konturen in Abb. 7 verstirkt und mit Pfeilen versehen
sind.

Das umgekehrte Vorzeichen kommt dadurch zustande,
daB das Gas das Rechteck in Pfeilrichtung durchléuft und
bei der Augdehnung eine groBere Arbeit leistet, als bei der
Kompression zugefiihrt wird. Die Bilanz der Arbeit ist daher
negativ. Wenn die Pfeile in entgegengesetzter Richtung laufen
wirden, wiirde das Vorzeichen vor (p, — p,) (V,— V))
wechseln.

Nach dem Umlauf kehrt das Gas in seinen Ausgangs-
zustand zuriick. Folglich wird seine Energie wieder gleich der,
die es vor dem Umlauf hatte. Inzwischen wurde die Arbeit
A geleistet. Folglich muB dem Gas die Wirme @ = 4 zu-
gefiihrt werden, damit der Satz von der Erhaltung der
Energie erfiillt bleibt. Wenn sich zum Beispiel erwiese, dafl
@ < A wire, so konnte ein Teil der Arbeit A — @ ausgenutzt
werden und der Teil, der gleich @ ist, von neuem in Wiarme
verwandelt und dem Gas zugefithrt werden. Im néchsten
KreisprozeB wiirde der Teil 4 — @ von neuem benutzt, und
der Rest wiirde wieder dem Gas zugefithrt usw. Auf diese
Weise konnte man Arbeit in unbegrenzter Menge ohne eine
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duBere Wirmequelle erhalten, d.h., es wire gelungen, ein
Perpetuum mobile erster Ordnung zu erhalten, was unmog-
lich ist. Zum gleichen Widerspruch mit dem ersten Haupt-
satz wiirde die Annahme fiihren, daB8 @ > A sei. Dann er-
giibe sich beim Durchlaufen des Kreisprozesses in umgekehr-
ter Richtung der gleiche Widerspruch. Folglich ist der erste
Hauptsatz der Thermodynamik gleichbedeutend mit dem
Satz von der Erhaltung der Energie.

Es gibt noch eine andere Seite dieses Satzes, die sehr wich-
tig fiir das Verstindnis des Folgenden ist. Es wird oft ge-
sagt: ,,die Warmeenergie‘ eines Korpers. Dieser Ausdruck ist
unkorrekt. In jedem Zustand, d.h. bei gegebenen p und 7'
oder ¥V und T (zwei dieser Werte ergeben den dritten), hat
der Korper einen bestimmten Energiewert, aber nie eine
bestimmte Wérme oder Arbeit. Im KreisprozeB kann einem
Korper eine beliebige Wirme oder Arbeit zugefiihrt werden,
so daB er jedesmal in den Ausgangszustand zuriickkehrt. In
diesem Zustand ,,versteht der Korper selbstverstiandlich
nicht, wieviel Wiarme ihm zugefiilhrt wurde oder wieviel
Arbeit er abgegeben hat, aber dafiir ,,wei‘‘ er, wieviel Ener-
gie in ihm enthalten ist. Diese Energie kann dem Koérper bei
der Ausdehnung abgenommen werden. Dann wird sie in
Form von Arbeit oder in Form von Warme beim Kontakt mit
einem kilteren Korper iibertragen. Also sind Arbeit und
Warme keine Formen der Energie, sondern Methoden ihrer
Ubertragung von einem System auf ein anderes. Arbeit wird
ibertragen bei der VergroBerung oder Verkleinerung des
Volumens, bei einer sogenannten makroskopischen, absolut
dem Auge sichtbaren Verdnderung eines Systems; Warme
wird beim Kontakt mit anderen Korpern auf mikroskopi-
schem Wege, unsichtbar, in unmittelbarer Wechselwirkung
zwischen den Molekiilen iibertragen. Die iibertragene Wérme
oder die geleistete Arbeit charakterisieren einen ProzeB, in
dem die eine oder die andere Energieiibertragung vor sich
ging.

Wenn zum Beispiel das Gas unter dem Kolben aus dem
Zustand (p,, V,) in den Zustand (p,, V,) iibergeht, leistet es
Arbeit, aber von Zustand (p,, V,) nach (p,, V,) findet keine
Arbeit statt. Warme wird beide Male abgegeben: Bei (p,V,)
— (p,V,) wird sie fiir die VergroBerung des Volumens ge-
braucht, und bei (p,V,) — (p,¥,) wird sie zur Verringerung
des Druckes abgeleitet.
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Die einfachste Formulierung des ersten Hauptsatzes der
Thermodynamik lautet

Ez—E1=Q+A.

Diese Form kann auf jeden ProzeB angewendet werden.
E, ist die Endenergie des Korpers, E, seine Anfangsenergie,
@die Wirme, die dem Korper in dem gegebenen Proze8 iiber-
tragen wird, und 4 die Arbeit, die in diesem ProzeB von dem
Korper erhalten wird.

Wenn der UbertragungsprozeB des Korpers bei gleichblei-
bendem Druck vor sich geht und die Arbeit nur am duBeren
Milieu geleistet wird, dann ist 4 = —p (V, — V,). Wir brin-
gen A auf die linke Seite der Gleichung und gruppieren die
Terme um. Dann entsteht die Form

E, + pV, — (B, + pV,) = Q.

Die Werte E, + pV,, E, + pV, charakterisieren nicht mehr
den ProzeB, sondern jeder einen bestimmten Zustand. Des-
halb ist die spezielle Bezeichnung

W=E + pV
iblich. Mit dieser Bezeichnung gilt
W2 - Wl = Q.

Folglich wird die Warme, wenn sie bei gleichbleibendem
Druck iibertragen wird, durch die Verdnderung des Wertes
W bestimmt, der fiir den Zustand charakteristisch ist. Des-
halb heit W in der Technik Warmeinhalt. Im Kalorimeter
geht der Warmeaustausch unter eben diesen Bedingungen vor
sich. Die Veranderungen von W fiir zwei Korper, die sich im
Kalorimeter beriihren, haben gleiche Werte und umgekehrte
Vorzeichen. Das ist auch das begrenzte Erhaltungsgesetz,
das mit dem Phlogiston ,erklart* wurde. In Wirklichkeit
enthilt der Korper iiberhaupt keine Wirme (genausowenig
wie er Phlogiston enthélt), und der Terminus ,,Warmeinhalt*
darf nicht zur Verwirrung fiihren. Wenn die Warme nicht bei
gleichbleibendem Druck iibertragen wird, ist sie nicht gleich
der Verianderung von W.



S. Der zweite Hauptsatz der Thermodynamik

Der isotherme ProzeB. Der reversible Proze8. Der adiabatische Prozef.
Die Ausdehnung eines Gases im Vakuum. Der Vergleich von reversiblen
und irreversiblen Prozessen. Die Definition des Wirkungsgrades. Der Wir-
kungsgrad des Carnotschen Kreisprozesses. Der Vergleich des Wirkungs-
grades zweier reversibler Motoren. Was ist Temperatur? Der absolute
Nullpunkt. Reale und irreale Methoden der Erhohung des Wirkungs-
grades. Eine andere Formulierung des zweiten Hauptsatzes der Thermo-
dynamik. Noch etwas zum ,,Gratis-Motor*‘.

Dieses Kapitel ist der axiomatischen Seite des zweiten
Hauptsatzes der Thermodynamik gewidmet.

Beginnen wir mit einem fiir die Thermodynamik auBer-
ordentlich wichtigen Begriff. Wir stellen uns vor, da8 sich
in einem Zylinder unter dem Kolben ein Gas befinde, das
im Wairmegleichgewicht mit dem umgebenden Milieu sei.
Wir bewegen den Kolben ganz langsam in den Zylinder hin-
ein, damit das Gleichgewicht in keinem Moment gestort
wird und die Temperaturen des Gases und der Umgebung
gleichbleiben. Auf dieses Gas wenden wir das Boyle-Mariot-
tesche Gesetz an: Der Druck verhalt sich zum Volumen um-
gekehrt proportional. Ein ProzeB, der bei gleichbleibender
Temperatur vor sich geht, wird isotherm genannt. Die Ab-
héingigkeit von p und V bei isothermen Prozessen wird in
Abbildung 8 gezeigt.

Nehmen wir an, da sich bei der isothermen Kompression
des Gases der Punkt, der den Gaszustand darstellt, in der
(p, V)-Ebene aus der Stellung 1 in die Stellung 2 verlagert.
Jetzt dehnen wir das Gas isotherm aus, indem wir von 2
nach 1 gehen. Dann durchlduft das Gas, wenn wir langsam
genug vorgehen, dieselbe Zustandsfolge riickwirts wie beim
ersten ProzeB. Deshalb gehort der unendlich langsame iso-
therme ProzeB zu den reversiblen Prozessen. Bei diesem Vor-
gang verindern wir beliebig langsam die makroskopische
Charakteristik des Gases. In diesem Sinne miissen das Volu-
men oder die Abmessungen des GeféBes, in dem sich das Gas
befindet, als makroskopisch angesehen werden. Druck und
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Temperatur sind keine solchen Charakteristika, da sie sich
durch Mittelung der mikroskopischen Werte der Molekiil-
geschwindigkeiten ergeben. So ist der Druck ein mittlerer
Impuls, der pro Zeit- und Flacheneinheit beim Aufprall der

Abb. 8

einzelnen Molekiile auf die GefiBwand iibertragen wird. Die
Temperatur hingt mit der mittleren Energie der Molekiile
zusammen. Kurz gesagt, gehéren Temperatur und Druck zu
den konkreten Charakteristika des Zustands einer gegebe-
nen Substanz, wihrend das Volumen eine rein geometrische
GroBe ist, denn auch ein leeres Gefifl kann ein Volumen
haben.

Ein anderer reversibler Proze8 ist in einem ideal warme-
isolierten Zylinder moglich. Dabei geht die Kompression des
Gases ohne Warmeaustausch mit dem umgebenden Medium,
jedoch auch ohne Zerstorung des Wirmegleichgewichts
innerhalb des Gases selbst vor sich. Anders gesagt, an allen
Punkten der Substanz kann sich die Temperatur wihrend der
Kompression ausgleichen, sie veridndert sich aber je nach
Kompression abhéngig vom Volumen. Auch dabei durch-
lauft das Gas eine fiir den gegebenen ProzeB charakteristi-
sche Zustandsfolge, nach welcher Seite sich das Volumen
auch immer éndert. Dieser Proze im warmeisolierten Zylin-
der wird adiabatisch genannt; auch er ist wie der isotherme
Proze umkehrbar.

Natiirlich sind beide Prozesse idealisiert: Man kann weder
den Kolben unendlich langsam bewegen, noch kann man
eine vollige Wirmeisolierung herbeifiihren. Reale, in der
Natur vorkommende Prozesse konnen dem isothermischen
coder adiabatischen ProzeB nur mehr oder weniger dhnlich
sein. Beispielsweise ist die Kompression der Luft in der
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Schallwelle fast adiabatisch, weil die Luft ein schlechter
Wairmeleiter ist und withrend der schnellen Schallschwingun-
gen kein Wirmeaustausch zwischen komprimierten und
expandierten Volumina stattfinden kann. Die Kurve der adia-
batischen Kompression verlduft steiler als die Isotherme
(vgl. Abb. 8).

Man kann leicht erkliren, warum die Kurven gerade so
verlaufen. Beim Komprimieren fiithren wir am Gas eine Arbeit
aus. Da das Gas wirmeisoliert ist, wird die ganze Arbeit
zur VergroBerung seiner Energie aufgewendet. Nach auflen
wird keine Energie abgegeben. Dadurch wird das Gas
erwirmt und hat folglich bei gleichem Volumen ¥V einen
groBeren Druck als bei der isothermen Kompression, bei
der sich die Temperatur nicht erhoht.

Wir wollen Beispiele auch fiir irreversible Prozesse anfiih-
ren. Bei der Bewegung von Gasen und Fliissigkeiten mit end-
lichen Geschwindigkeiten entstehen in diesen Reibungskrifte,
die zur Abgabe von Warme fithren. Wenn man den Bewegungs-
ablauf umkehrt, wird ebenso wieder Warme abgegeben.

Betrachten wir ein weiteres System (Abb. 9). Im Zylinder-
teil @ befindet sich Gas, im Zylinderteil b herrscht im Anfangs-
zustand Vakuum. Wenn man den Spalt in der Trennwand
offnet, flieBt ein Teil des Gases in den Zylinderteil b. Dies

a IL" ——  Abb.9

geht ohne jeglichen Aufwand von duBlerer Energie und mit
derselben Geschwindigkeit vor sich, die beim Ausstromen
des Gases festgestellt wird. Dies geschieht jedoch, ohne daf3
das Volumen von uns stetig verdndert wird Um das heraus-
gestromte Gas in das Volumen a zuriickzufiihren, muB ein
Kolben bewegt werden, wobei eine Arbeit von aullen gelei-
stet wird. Um den irreversiblen ProzeB riickgingig zu
machen, ist eine Arbeit notig, die nicht aus dem direkten
ProzeBverlauf des Systems erhalten werden kann.

Die Begriffe reversibler ProzeB und irreversibler Proze
sind fiir die Thermodynamik auBerordentlich wichtig.
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Wir entwickeln ihre Grundthesen bei der Betrachtung
von geschlossenen Kreisprozessen, die in Warmekraftmaschi-
nen auftreten. Ein Korper (Gas, Dampf) erhalt Wiarme von
einem beliebigen Heizgerit, leistet eine Arbeit und mufl dann,

P

Abb. 10

um in seinen Ausgangszustand zuriickzukehren’undfden
nichsten KreisprozeB zu beginnen, die Restwirme an ein
Kaltereservoir oder, was praktisch dasselbe ist, an das um-
gebende Milieu abgeben. Am wichtigsten fiir die Thermo-
dynamik ist der Carnotsche Kreisprozef. Er besteht aus zwei
Isothermen und zwei Adiabatenabschnitten (Abb. 10), die
zusammen ein krummliniges Viereck bilden. Da die Adia-
baten steiler verlaufen als die Isothermen, sind sie die seitli-
chen Begrenzungslinien und die Isothermen die Grundlinien in
Abbildung 10. Nur beim isothermen Prozel wird Warme zu-
gefithrt bzw. entnommen. Beim adiabatischen ProzeB ist
das nicht der Fall. Also entspricht die obere Isotherme der
Ausdehnung des Gases beim Wirmekontakt mit dem Heiz-
gerit, die untere der Kompression beim Kontakt mit der
Kiihlanlage.

Das Gas soll von der Heizung eine Warme @, erhalten und
an die Kiihlanlage eine Wéirme @, abgeben. Dann erhalt
es im ganzen KreisprozeB die Warme @ = @, — @, . In Uber-
einstimmung mit dem ersten Hauptsatz der Thermodynamik
entspricht dies der im KreisprozeB geleisteten Arbeit 4. Das
Verhéltnis der Arbeit 4 zu der vom Heizgerat abgegebe-
nen Wirme @, wird als Wirkungsgrad des Wéarmemotors
bezeichnet. '

Es gilt:

Wirkungsgrad = 3 =
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Wir wollen den Wirkungsgrad zuerst fiir den Fall bestim-
men, bei dem ein ideales Gas das Arbeitsmedium darstellt.
Zur Vereinfachung der Berechnung betrachten wir ein so
kleines Viereck, dafl dessen Seiten annahernd als geradlinig
gelten konnen. Vor allem miissen wir darauf hinweisen, da
sich der Energieinhalt des idealen Gases beim isothermen
ProzeB nicht verandert: Es erhilt gerade so viel Warme, wie
es Arbeit abgibt. Das trifft nicht nur fiir einen geschlossenen
Zyklus zu, sondern auch lings einer Isothermen.

Zwischen den Molekiilen des idealen Gases besteht keine
Wechselwirkang. Folglich mufl, damit die Gesamtenergie
des Gases konstant bleibt, die mittlere Energie jedes Mole-
kiils unverandert bleiben. Die Abstandsinderung der Mole-
kiile untereinander, die bei der Volumenénderung des Gases
auftritt, ist nicht mit einer Arbeitsleistung verbunden, wenn
die mittlere Energie jedes Molekiils konstant bleibt. Die mitt-
lere Energie der Molekiile ist der Temperatur proportional.
Bei einem isothermen Prozef behilt also ein ideales Gas seine
Energie bei. Dies bedeutet, daB die dem Gas zugefiihrte
Energie genau der von ihm abgegebenen Arbeit entspricht.

Auf dem Abschnitt 23 (Abb. 10) wird eine Arbeit A4,,
= —p (V 3— V,) geleistet. Hier ist p ein beliebiger Mittelwert
zwischen p; und p,. Da vorausgesetzt wird, daB die Differenz
(V3 — V,) sehr Kklein ist, ist es gleichgiiltig, wie der Mittel-
wert aus p; und p, gebildet wird, ob man einfach p, = RT,[V,
oder p; = RT,/V4 nimmt oder ihn noch anders bildet. Wichtig
ist nur, daB die Temperatur 7', im Abschnitt 23 unverin-
dert bleibt. Die vom Gas auf dem Abschnitt 23 des Kreis-
prozesses geleistete Arbeit schreiben wir folglich so:

Aza = st = w = RTz(% - 1)-
2 2

Auf dem Abschnitt 41 erhdlt man analog folgendes:

o BV (Ve
A(l_le_——I/l——_RTl<Vl 1).

Die vorhergehenden beiden Formeln sind nach einem Gesetz
aufgebaut: Die. Volumenénderung ist auf das Anfangsvolu-
men bezogen. Es kann gezeigt werden, daBB die Proportion
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erfiillt bleibt. Dazu ist es notwendig, die Abschnitte 12 und
34 zu betrachten. Es ist leicht zu sehen, daB die auf diesen
Abschnitten geleistete Arbeit den gleichen Wert, aber um-
gekehrtes Vorzeichen aufweist. Tatsachlich ist an den Punk-
ten 1 und 4 die Energie gleich, da die Punkte auf derselben
Isotherme liegen. An den Punkten 2 und 3 ist die Energie
auch gleich groB. Warme wird auf den Abschnitten 12 und 34
nicht iibertragen. Das bedeutet,-daB die Energieanderungen
nur auf Kosten der Arbeit vor sich gehen. Wenn die Energie-
anderungen gleich sind, aber umgekehrtes Vorzeichen auf-
weisen, so sind auch die Arbeiten mit entgegengesetztem
Vorzeichen gleich. Folglich gilt

P1(Va— Vi) =p4 (Vs = Vy).

Wenn man die folgenden Formeln p, = RT,/V,,p,= RT,/V,
beriicksichtigt, erhdlt man

RT RT

'V—II(V2 - Vl) = T:(Va - V4).
Kiirzt man RT,, erhilt man die Proportion V,/V, = V,/V,
oder, wenn man sie umstellt, die gesuchte Gleichung

Vs _Va

V. 7,

Jetzt ist es leicht, den Wirkungsgrad des Carnotschen Kreis-
prozesses, d.h. das Verhaltnis (@, — @,)/@., zu bestimmen.

Wenn man beriicksichtigt, daB die Faktoren %— - l)

2
und (% - 1) gekiirzt werden koénnen, erhilt man:
1
Wirkungsgrad = u

T,

Der Wirkungsgrad des Carnotschen Kreisprozesses ist gleich
der Temperaturdifferenz von Heiz- und Kiihlanlage, geteilt
durch die absolute Temperatur der Heizanlage.

Die Beziehung fiir den Wirkungsgrad wurde abgeleitet
fiir einen infinitesimal kleinen. Kreisproze, aber sie kann
auch auf einen aus endlichen Volumenénderungen bestehen-
den Kreisproze ibertragen werden. Dazu mufBl man den
endlichen Carnotschen Kreisproze in infinitesimal kleine
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Zyklen zerlegen (Abb. 11). Warme und Arbeit der durch die
gestrichelten Linien bezeichneten Prozesse heben sich in der
Gesamtbilanz gegenseitig auf, da alle diese Linien zweimal in
entgegengesetzter Richtung durchlaufen werden. Es bleiben

iy

Abb.11

v

nur die duBeren, geschlossenen Linien. Das fiihrt nach eini-
gen Berechnungen zu der fritheren Formel fiir den Wirkungs-
grad.

Jetzt wollen wir den zweiten Hauptsatz der Thermodyna-
mik anwenden. Wir setzen voraus, daB8 der Carnotsche Kreis-
prozeB nicht mit einem idealen Gas, sondern mit einem be-
liebigen Medium ablduft. Die Temperatur dieses Mediums
wird mit einem Gasthermometer gemessen und so gewihlt,
daB sie wieder bei der Heizung gleich 7', und bei der Kiihlung
gleich 7', ist. Am einfachsten ist die Voraussetzung, daB
auBer dem Motor, der mit dem idealen Gas im Carnotschen
Kreisproze3 arbeitet, ein Warmemotor mit beliebigem Me-
dium mit derselben Heiz- und Kiihlanlage auch im Carnot-
schen KreisprozeB arbeitet. Es wird behauptet, dal der Wir-
kungsgrad beider Motoren, wenn sie mit ideal reversiblen
Prozessen arbeiten, gleich ist. Der Beweis wird durch Aus-
schluB des Gegenteils der Behauptung gefiihrt. Wir nehmen
an, daB einer der beiden Kreisprozesse einen groferen Nutz-
effekt hat, d.h. bei gleichem Wirmeaufwand der Heizung
einen groBeren Teil der Wirme in Arbeit umwandelt.
Schreibt man die GroBen, die zu diesem Motor gehoren, mit
einem. Strich, wird folgendes vorausgesetzt:

Qzl = Qz: Ql' < Ql'

Das bedeutet, daB der nicht mit einem idealen Gas arbeitende
Motor von der Heizung genausoviel Wirme aufnimmt,
aber an die Kiihlung weniger Warme abgegeben wird.
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Wir setzen beide Motoren auf eine gemeinsame Welle und
lassen den mit dem gréBeren Wirkungsgrad ih Gegenrich-
tung zu dem mit dem geringeren Wirkungsgrad rotieren.
Der letztere nimmt, da er sich in dieser Richtung dreht,
Wirme von der Kiihlanlage auf und gibt sie an die Heizung
ab. Wegen der Reversibilitit des Kreisprozesses éndern ein-
fach alle Werte der Wirme und der Arbeit bei diesem Motor
das Vorzeichen, und der Motor verwandelt sich dadurch in
eine Kiihlanlage oder Warmepumpe. Dabei ist nun die
Wirmebilanz insgesamt nach Voraussetzung Null, da @,
= @,. Aus der Kiihlung entnimmt die Warmepumpe mehr
Wirme, als der Motor an ihn abgibt, da @, > @," gilt. Die
Kiihlung hat bei jedem Zyklus eine negative Wiarmebilanz
@, — @,. Die abgegebene Warme @, — @,” kann in niitz-
liche Arbeit verwandelt werden, die dann vollig zu Lasten
der Energie der Kiihlung geht oder, was dasselbe ist, zu
Lasten der Energie des umgebenden Milieus.

Damit wire ein Perpetuum mobile zweiter Art realisiert,
was aber unmoglich ist. Folglich kann der Wirkungsgrad
des Carnotschen Kreisprozesses mit einem beliebigen Medium
nicht groBer sein als mit dem idealen Gas.

Die entgegengesetzte Voraussetzung kann in gleicher
Weise widerlegt werden. Es ist lediglich n6tig, daB der Motor
mit dem idealen Gas in umgekehrter Richtung rotiert und
der Antrieb von dem Motor mit dem gréBeren Wirkungs-
grad kommt. Es entsteht wieder ein Widerspruch zum zwei-
ten Hauptsatz der Thermodynamik.

Es bleibt eine einzige Moglichkeit iibrig: Alle reversiblen
Motoren, die bei einer gegebenen Temperaturdifferenz arbei-
ten, haben denselben Wirkungsgrad.

Damit aber ergibt sich eine Moglichkeit der Temperatur-
messung unabhingig von der Thermometersubstanz. Die
Temperatur muB mit dem Wirkungsgrad des reversiblen
Wirmemotors gemessen werden. Wie wir jedoch bereits ge-
zeigt haben, ist der Nutzeffekt proportional der Temperatur-
differenz von Heizung und Kiihlung, wenn als (angenom-
menes) Arbeitsmedium ein ideales Gas verwendet wird. Also
ergibt ein ideales Gas als Thermometersubstanz die ein-
fachste Methode der Temperaturmessung. Deshalb wurde
diesem Gas auch anfangs der Vorzug gegeben.

Wie erhilt man einen Wirkungsgrad gleich Eins? Man
muB 7, gleich Null setzen. Bei 7' = 0 gibt es jedoch kein
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Gas (es verfliissigt sich oder wird fest). Die richtige Defini-
tion des absoluten Nullpunktes besteht darin, da8 der Wir-
kungsgrad gleich Eins ist, wenn die Kiihlung unter Verwen-
dung eines beliebigen Mediums bei 7' = 0 arbeitet und die
Heizung eine beliebige Temperatur ungleich Null hat.

Eine reale Moglichkeit der Erhéhung des Wirkungsgrades
ergibt sich, wenn man die Temperatur der Heizung 7', er-

hoht. Dann ist bei gegebenem 7', das Verhéltnis LT,

desto niher bei 1, je groBer T, ist. T

Man konnte daran denken, 7', zu verkleinern und als Kiihl-
mittel z.B. flissige Luft zu verwenden. Dabei vergilt man,
daB zur Verflissigung der Luft Arbeit aufgewendet werden
mufl. Das ist genau so, als wollte man aus dem zwanzigsten
Stockwerk ins ErdgeschoB gelangen und wiirde seinen Weg
iber den Keller nehmen. (In Institutionen mit unzweck-
méBiger Organisation mu man manchmal solche Umwege
machen.)

Wir haben eine absolute thermodynamische Temperatur-
skala aufgestellt. Zur Messung der Temperatur eines belie-
bigen Korpers muBl dieser zur Heizung oder Kiihlung eines
Wairmemotors eingesetzt werden. Bei reversibler Arbeits-
weise haben dieser Motor und ein zweiter mit einem idealen
Gas entsprechender Temperatur den gleichen Wirkungsgrad.

Dieses Kapitel soll mit einer anderen, gleichwertigen For-
mulierung des zweiten Hauptsatzes der Thermodynamik ab-
geschlossen werden: Wdrme kann nicht aus eigenem Antrieb
von einem kalten Kérper auf einen wirmeren iibergehen.

Im entgegengesetzten Fall miiBte diese Warme nicht un-
mittelbar zum kilteren Korper, sondern konnte iiber einen
reversiblen Wirmemotor zuriickkehren. Der Motor wiirde
vollig zu Lasten der Warme des kilteren Korpers arbeiten,
d.h., der Motor wire ein Perpetuum mobile. Und das gibt
es ja nicht.

Wenn man Arbeit von auBen hinzugibt, kann man natiir-
lich Warme von dem kilteren auf den wiarmeren Korper
ibertragen. So wird bei Kiihlaggregaten verfahren. Das
Wesen des zweiten Hauptsatzes besteht darin, daBl man keine
kontinuierliche Arbeit erhalten kann, wenn man kein Wéarme-
reservoir hat. Fir die Erde ist dieses Warmereservoir die
Sonne. Mit ihrer Energie arbeiten zum Beispiel Windmotoren
und Wasserkraftwerke. Solche Motoren heiBen Sonnenkraft-
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maschinen (sie sind gewissermaBen ,,Gratismotoren’). Thre
Arbeit widerspricht dem zweiten Hauptsatz selbstverstand-
lich nicht.

Im ersten Kapitel war gesagt worden, dal die Tempera-
tur des idealen Gases anstatt in Grad auch in Erg gemessen
werden kann, wenn man keine tiberfliissige willkiirliche MaB-
einheit einfithren will. Jetzt haben wir eine Methode des
Temperaturvergleichs zwischen dem idealen Gas und einem
beliebigen Korper, so daB auch hier dieselbe Temperatur-
skala verwendet werden kann. Aber der Ubergang zu Erg
geht iiber den Rahmen der axiomatischen Thermodynamik
hinaus und erfordert das Heranziehen von Begriffen aus der
Statistik.



6. Entropie

Die Aufgabe der phinomenologischen Thermodynamik. Die Definition
der Entropie. Die Entropie als Zustandsfunktion. Der Wirkungsgrad der
reversiblen und der irreversiblen Kraftmaschine. Die Anderung der Entro-
pie als MaB fiir die Irreversibilitat eines Prozesses.

Im Kapitel 4 wurde gesagt, daB die beiden Hauptsitze
der Thermodynamik in Wirklichkeit keine Postulate sind.
Sie konnen auf dem Wege der konsequenten Anwendung
statistischer Methoden auf die Physik erhalten werden.
Beim ersten Hauptsatz ist die Sache relativ einfach, da der
Satz von der Erhaltung der Energie sowohl im Mikroskopi-
schen als auch im Makroskopischen giiltig ist. Dagegen hat
der zweite Hauptsatz auBer allgemeinen mechanischen
GesetzmaBigkeiten eine rein statistische Grundlage. Er ist
nur fir Gesamtheiten mit groBer Anzahl von Molekiilen
sinnvoll.

Die Aufgabe dieses Kapitels ist es, eine Briicke von der
reinen Thermodynamik zur mechanischen Statistik in Kapi-
tel 7 zu schlagen. Nun mag der Leser denken, daB die
Briicke nicht standfest genug ist, um zu dem komplizierten
Apparat der analytischen Mechanik zu gelangen. Jedoch
seit Boltzmann diese Briicke erbaute, sind viele Generationen
von Physikern dariibergegangen, und es sind nur die herun-
tergefallen (in die Kluft der Vergessenheit), die die Funda-
mente untergraben wollten.

Die auf den zwei Hauptséitzen beruhende Thermodynamik
wird als phanomenologisch bezeichnet. Sie reiht die gesam-
ten Wirmeerscheinungen in die Zahl der fundamentalen
Prinzipien ein, begriindet aber kein konkretes Modell der
Molekularbewegung. Sie beschreibt zwar jede Erscheinung
oder jedes Phinomen, woher auch ihre Bezeichnung her-
riihrt, erklirt es aber nicht vollstindig.

Thre endgiiltige Form erhielt sie in der Mitte des vorigen
Jahrhunderts von Clausius und Kelvin. Dabei spielt eine
besondere physikalische GroBe, die Eniropie, eine entschei-
dende Rolle. Dieser Begriff soll jetzt definiert werden.
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Wenn wir diesen Begriff verstehen wollen, miissen wir
vorerst zu den KreisprozeBdiagrammen, speziell zum Carnot-
schen KreisprozeBl, zuriickkehren. Wir beginnen mit dem
infinitesimal kleinen KreisprozeB (s. Abb. 10, S.49). Wie
wir wissen, ist die Arbeit des Kreisprozesses gleich der Par-
allelogrammfliche 1234. Das System verrichtet in jedem
FolgekreisprozeB diese Arbeit und kehrt dann in seinen
Ausgangszustand zuriick. Gerade deshalb darf nicht an-
genommen werden, daBl das System eine Arbeits- oder
Wirmereserve hat. Aber mit Hilfe dieser Darstellung kann
eine GroBe definiert werden, die in jedem Zustand einen ganz
bestimmten Wert hat.

Im Kapitel 5 hatten wir die Warmemengen gefunden, die
den KreisprozeBabschnitten 23 und 41 entsprechen, niamlich

V. V
Qu = BT, (7: - 1) und Qq = ‘RT(‘;% - 1).
Die Ausdriicke in den Klammern sind, wie frither schon
gezeigt wurde, gleich, so daB die Beziehungen —QTL:’ und
2

—Tﬂ- dem Betrag nach gleich sind, aber verschiedenes Vor-
1

zeichen haben, was man auch so ausdriicken kann:

&i.l.&:()
T, " T,

Am Ende eines reversiblen Kreisprozesses geht die Summe
2 Q[T gegen Null. Dabei ist @ die Menge der dem System
reversibel iibertragenen Wirme bei der Temperatur 7.
(Diese Warmeiibertragung gibt es beispielsweise beim iso-
thermischen Proze8.)

Die Beziehung 3 Q/T = 0 gilt auch fiir den reversiblen
Kreisprozel mit endlichen Volumeninderungen. Das wurde
mit Hilfe der Abbildung 11 in der Weise gezeigt, daBl der
gesamte ProzeB in Infinitesimalparallelogramme aufgeteilt
wurde. Das ist nicht an den Carnotschen Kreisprozel gebun-
den. Man kann bei anderen reversiblen Zyklen ebenso ver-
fahren.

Nehmen wir nun einen beliebigen Zustand 1 des Systems
und ibertragen ihn reversibel in den Zustand 2 (Abb. 12,
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ausgezogene Kurve). Wir erhalten fir den Ubergang 12
folgende Summe:

2
§=2
1

'sle

Dabei entsprechen die Ziffern 1 und 2 dem Anfangs- und dem
Endzustand. Wir werden zeigen, daBl diese Summe unab-
hingig vom Weg des Ubergangs 1 — 2 ist, ihren Wert nicht

P

Abb. 12

v

verdndert, wenn wir einen anderen reversiblen Weg gehen
(Abb. 12, gestrichelte Kurve). Wenn wir nidmlich auf dem
gestrichelten Weg zum Zustand 1 zuriickkehren, liegt ins-
gesamt ein geschlossener KreisprozeB vor. Fiir ihn gilt

L e
§=3>_—o0,
27

was soeben bewiesen wurde. Folglich hat die Verdnderung
von S auf der gestrichelten Kurve in der Richtung 12 die
gleiche GroBe, aber das umgekehrte Vorzeichen der Verdnde-
rung von S auf der ausgezogenen Kurve 12. Auf einem be-
liebigen Weg ist also die GroSe

3@
s_§7

die gleiche, wenn es sich nur um reversible Prozesse handelt.
Dann kann man auch schreiben:
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d.h., man kann behaupten, da ein beliebiger Zustand 1, 2
usw. immer- einen bestimmten Wert 8,, S, usw. hat, analog
dazu, daB er immer eine bestimmte Energie E,, E, usw.
besitzt.

Wenn die Arbeit unabhéngig vom Weg ist, wie zum Bei-
spiel im Schwerkraftfeld, wird sie durch die Verianderung
der potentiellen Energie ausgedriickt:

A'_—“(Uz—Ul)»

wobei U, und U, der End- bzw. der Anfangslage des Punktes
entsprechen. Nimmt man einen festen Wert firr U, an, erhélt
man einen eindeutigen Wert U, in einem beliebigen Punkt,
da A4 nach Voraussetzung nicht vom Weg abhingt.

Legt man einen konstanten Wert fiir S, beliebig fest, so
erhilt man fiir einen jeden Zustand

2

2, Q
S, =8+ 3%,
:=ht 2y

wobei der zweite Summand rechts, wie wir eben gesehen
haben, auf einem beliebigen Weg errechnet werden kann.
Auf diese Weise wurde eine vollig neue Zustandsgrofie S
gefunden. Sie wurde von Clausius eingefithrt und Entropie
genannt.

Der in Kapitel 5 besprochene unvorteilhafte Vorschlag,
fliissige Luft als Kiihlmittel fiir Warmekraftmaschinen zu
nehmen, ist gerade deshalb ungiinstig, weil jeder Zustand
durch einen definierten Wert der Entropie charakterisiert
wird. Faktisch muB man die Kraftmaschine zusammen mit
der fliissigen Luft als ein Arbeitssystem betrachten, aber als
Kiihleinrichtung wirkt wie immer das umgebende Medium.
Bei der Abkiihlung wird die Entropie der Luft zuerst gerin-
ger, dann aber, bei der Verwendung als Kiihlgerat, nimmt
sie zu, so daBl der Wirkungsgrad im gesamten System im
besten Fall (wenn keine irreversiblen Zusatzprozesse auftreten)
gleich Null ist. Damit ist der Vergleich mit dem Herabsteigen
aus der zwanzigsten Etage ins ErdgeschoB mit dem Umweg
iber den Keller gerechtfertigt. Jedem Niveau entspricht
ein eigener Wert der potentiellen Energie, so wie jedem Zu-
stand eine eigene Entropie entspricht.

Der Leser kann nun fragen: Was ist der physikalische Sinn
der Entropie? Wir werden uns um die Antwort bemiihen,
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aber wir miissen vorausschicken, daB jeder physikalische
Begriff oder jede Definition ausnahmslos von bekannten und
gewohnten Tatsachen ausgeht. Die Entropie stellt keine
Ausnahme dieses pidagogischen Gesetzes dar.

Wir wollen zuerst den Sinn der Entropie auf der Grund-
lage der phianomenologischen Thermodynamik erkléiren.
Dazu muB folgende Behauptung aufgestellt werden: Unter
den Wirmekraftmaschinen, die bei einer gegebenen Hei-
zungstemperatur 7', und Kiihlanlagentemperatur 7', arbei-
ten, hat eine reversible Maschine einen groBeren Wir-
kungsgrad als jede irreversible. Es wird ein apagogischer
Beweis (AusschluBl des Gegenteils) gefiihrt. Wenn eine irre-
versible Maschine einen groBeren Wirkungsgrad als die
reversible hitte, wiirde sie an die Kiihlung weniger Warme
@, < @, abgeben, obwohl sie von der Heizung die gleiche
Wirmemenge @,’ = @, aufgenommen hat wie die reversible
Maschine. Nach der Definition der reversiblen Kraftmaschine
kann sie auch als Kiihlanlage laufen, wenn von auBen Arbeit
zugefithrt wird. Diese nehmen wir von der irreversiblen
Kraftmaschine. Sie leistet wihrend eines Kreisprozesses
die Arbeit A’ = Q," — @, = @, — @,". Wir brauchen nicht
diese ganze Arbeit, sondern nur den Teil @, — @, , der kleiner
ist als 4 = @, — @,’, da @," nach Voraussetzung kleiner ist
als @,. Dann bleibt die Arbeit A" — A =@, — @,’ iibrig,
wobei diese ‘Arbeit vollig zu Lasten der Kiithlung des um-
gebenden Milieus geht. Das ist jedoeh unmdéglich. Also ist
der Wirkungsgrad der irreversiblen Kraftmaschine kleiner
als der der reversiblen, d.h. @, > @,.

Das ganze System, das aus der Heizung, dem Kraft-
maschinenpaar und der Kiihlung (oder dem duBeren Milieu)
besteht, kann als geschlossen angesehen werden. Entspre-
chend dem soeben gefiihrten Beweis funktioniert es dann,
wenn Arbeit von auBen zugefiihrt wird, weil keine Warme
von der Heizung abgenommen wird, @,’ = Q,. Dieses'System
kann iiberhaupt keine Arbeit abgeben; denn es entstiinde
ein Widerspruch zum zweiten Hauptsatz. Eine irreversible
Kraftmaschine arbeitet, entsprechend der Definition aller
Kraftmaschinen, in einem geschlossenen Kreisproze8, d.h.,
sie kehrt jedesmal in ihren Ausgangszustand zuriick. Das
erfordert jedoch Arbeit von auBen (vgl. Kapitel 5). Wir
haben aber bewiesen, daB die Entropie nur eine Funktion
des Zustands ist, so daB eine Kraftmaschine, auch eine irre-
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versible, am Ende des Kreisprozesses dieselbe Entropie hat
wie am Anfang.

In Abbildung 13 ist der reversible KreisprozeB durch
eine ausgezogene Kurve, der irreversible durch eine gestri-
chelte Kurve gekennzeichnet. Die Flache zwischen den ge-
strichelten Kurven ist kleiner als die zwischen den geschlos-

P

Abb. 13

2

senen. Das entspricht dem kleineren Wirkungsgrad der irre-
versiblen Kraftmaschine, aber die Entropie des Arbeits-
mediums ist in Punkt 1 genau definiert. Obwohl sich ein
Zustand in Wirklichkeit lings der gestrichelten Kurve ver-
andert, betrachteten wir auBerdem irreversibel eine ideali-
sierte reversible Verdnderung und konnten zu demselben
Zustand 1 mit der genau definierten Entropie S, zuriick-
kehren.

Wo verdndert sich nun die Entropie im Ergebnis eines
irreversiblen Prozesses in unserem System, das aus einer
Kraft- und einer Kiihlmaschine besteht? Die Heizung gibt
die Wirme @, ab und erhélt den gleichen Betrag wieder bei
derselben Temperatur, so daB sich ihre Entropie nicht ver-

dndert: ,
& _@ _,
T, T,
Die Entropie der Kiihlung bzw. des umgebenden Milieus
wiichst: p ,
- &J‘._Qi: —ate’ >0
T, T, T, .

Wir miissen bedenken, daB die Kiihlung die Warme @,” von
der irreversiblen Kraftmaschine erhilt und die Warme @,
an die reversible abgibt. Da das duBere Milieu immer als sehr
groB angenommen werden kann, verindert sich seine Tem-
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peratur bei der Ubertragung der Wiarme @, nicht. Da die iso-
thermische Wiarmeiibertragung reversibel ist, bestimmt die
eben geschriebene Formel das Vorzeichen fiir die Verinde-
rung der Entropie des duleren Mediums:

8, — 8y = A8 > 0.

Wir haben ein vollig geschlossenes System vor uns: die rein
mechanische duBere Arbeitsquelle,z. B. eine aufeine bestimmte
Hohe angehobene Last, die Heizung, die Kiihlung und das
Maschinenpaar. In diesem System gibt es ein irreversibles
Kettenglied, namlich eine der beiden Kraftmaschinen. Es
hat sich gezeigt, dal die Entropie des Systems, wie aus dem
zweiten Hauptsatz folgt, bestindig wichst. Die Verande-
rung der Entropie eines geschlossenen Systems kann daher
als MaB fiir die Irreversibilitit der in ihm ablaufenden Pro-
zesse angesehen werden.

Die etwas kiinstliche Konstruktion mit zwei Kraftmaschi-
nen, der Heizanlage und der Kiihlanlage war nur nétig, um
den zweiten Hauptsatz bequemer anwenden zu koénnen.
Dies ist jedoch nicht unbedingt notwendig, aber es hilft bei
der Erlduterung. Der Sinn des erhaltenen Resultats besteht
darin, daB jeder irreversible Proze8 in einem geschlossenen
System zum Anwachsen der Entropie des Systems fiihrt.
Nimmt man das Gegenteil an, stellt sich nach einiger Uber-
legung immer heraus, da8l es dann theoretisch moglich wire,
ein Perpetuum mobile zweiter Art zu bauen.

Der besondere Wert der Entropie in einem geschlossenen
System besteht darin, daBl man nach der Einfithrung dieses
Begriffes nicht in jedem Einzelfall den apagogischen Beweis
heranziehen muB, sondern die notwendigen GroBen direkt
durch die Entropie berechnen kann. In diesem Buch haben
wir nicht vor, thermodynamische Berechnungen durchzu-
fithren. Fiir uns besteht der Wert der Entropie darin, daf
sie eine direkte Deutung auf der Grundlage der Molekular-
vorstellungen der statistischen Physik gestattet. Damit
erhalten wir auch eine statistische Erklirung des Begriffes
der Reversibilitit. Es ist im Rahmen des vorliegenden Buches
nicht méglich, dies in groBer Allgemeinheit der Betrachtung
zu tun: als Modellsystem soll das ideale Gas gewahlt werden.



7. Die statistische Erklirung der Entropie

Die Veranderung der Entropie bei der Ausstromung eines Gases ins Vaku-
um. Die Wahrscheinlichkeit des Unwahrscheinlichen. Die natiirlichen
Logarithmen. Was ist die Zahl e? Die Entropie und der Logarithmus der
Wahrscheinlichkeit. Das Perpetuum mobile zweiter Art — eine unendlich
unwahrscheinliche Maschine. Das Gesetz vom Anwachsen der Entropie
und die Reversibilitit der Gesetze der Mechanik. MuB8 man den Warme-
tod fiirchten? Der Maxwellsche Diamon. Die Losung des Paradoxons mit
dem Démon.

Kehren wir noch einmal zur Abbildung 9 (S. 48) zuriick.
Wir nehmen an, daB sich im Zylinder ein ideales Gas befin-
det, das ins Vakuum ausstrémt und dabei einen irreversib-
len ProzeB durchlduft. Wenn sich der Kolben in Ruhe be-
findet, ist das System, in dem dieser Vorgang abliuft, ge-
schlossen.

Dann wird aber der irreversible ProzeB unbedingt von
einer VergroBerung der Entropie begleitet. Zuerst rechnen
wir aus, um wieviel die Entropie anwéachst, wenn sich das
Volumen um einen infinitesimal kleinen Wert vergrofert,
indem es von V, zu V, wichst (d.h., die Differenz V, — V,
ist beliebig klein relativ zu V,).

Um die Entropieinderung zu finden, geniigt es, die
Wirmemenge @ zu definieren, die dem Gas im reversiblen
ProzeB zugefiihrt werden muB, damit sich sein Volumen
von V, auf V, vergroflert. Dabei muBl man beachten, daf3
die Energie des idealen Gases nur von seiner Temperatur
abhiangt. Da bei der Expansion in das Vakuum keine Arbeit
geleistet wird und keine Warme zu- oder abgefithrt wird,
bleibt die Energie des Gases erhalten. Folglich dndert sich
auch die Temperatur nicht. Das zeigt, daB ein reversibler
ProzeBl, bei dem das Gas in den Ausgangszustand zuriick-
kehren kann, isotherm verlduft. Bei diesem ProzeB muf} der
Kolben im Zylinder bis an die Trennwand geschoben werden,
damit das Gas in den Zylinderteil V, zuriickgedriickt wird.

Alle weiteren Erorterungen betreffen sehr kleine Volumen-
anderungen, d.h., wir nehmen an, daBl V, — V, < V, ist.

63



Dann verdndert sich bei der Kompression der Gasdruck
fast nicht and kann als ein mittlerer Druck p bezeichnet
werden. Bei der Kompression wird eine Arbeit 4 = p
(Vo — V,) an dem Gas geleistet. Beim isothermen Prozef
hat auch die Wirme @, die dem Gas zur Ausdehnung von
Volumen V, auf V, zugefiihrt werden muB}, denselben Wert
und dasselbe Vorzeichen. Da Anfangs- und Endzustand des
Gases beim reversiblen und irreversiblen Proze8 gleich sind,
wird die Entropieéiinderung nach folgender Formel berech-
net:

8, — 8, =A8 = %:%(V,— V).

R
Obp = ?T oder p = 1;—71 zutrifft, ist bei unendlich kleinen
2 1

Volumenédnderungen unwesentlich. Daher kann man sagen:

VZ - Vl
AS =R ———V2 .
Das Vorzeichen ist richtig, da sich bei Expansion des Gases
ins Vakuum die Entropie vergroBern muf}.

Zur Erkliarung der vorliegenden Prozedur seinoch folgendes
gesagt: Als das Gas ins Vakuum ausstromte, stellte es ein ge-
schlossenes System dar, und seine Entropie wuchs an. Aber die
Entropie ist eine Funktion des Zustandes, und deshalb muf3
die Entropie des Gases um so viel verringert werden, wie sie
sich bei der irreversiblen Ausdehnung vergroferte, damit
das Gas in seinen Ausgangszustand zuriickkehren kann.
Von allein verringert sich die Entropie nicht. Wenn man
das erreichen will, muBl dem Gas eine Arbeit von aulen zu-
gefiihrt werden, und zwar z.B. durch isotherme Kompres-
sion. Dabei muB von dem Gas die Warme @ reversibel an
das duBere Medium abgegeben werden. Es verringert sich
die Entropie des Gases, und die Entropie des Milieus ver-
grofert sich. Die Gesamtentropie von Gas und Umgebung
verandert sich nicht, was beim reversiblen ProzeB auch so
sein muB.

Gehen wir jetzt zur statistischen Berechnung der GroBe S
iiber. Wir nehmen an, daB das Gas bereits ins Vakuum aus-
gestromt ist und das Volumen V, angenommen hat. Wie
groB ist die Wahrscheinlichkeit, daB das Gas spontan wieder
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das Anfangsvolumen V, annimmt? Die Wahrscheinlichkeit,
ein. Molekiil im Zylinderteil V; zu finden, ist bekanntlich
gleich ¢ = %— . Wenn insgesamt N Molekiile vorliegen, so ist
2
die Wahrscheinlichkeit, alle im Zylinderteil V¥, zu finden,
N
gleich ¢V = (—;—1) . Die Molekiile gelangen in den Teil ¥, vol-
2 B
lig unabhéngig voneinander. Deshalb wird die Wahrscheinlich-
keit mit N potenziert. Wir logarithmieren diesen Ausdruck
jedoch nicht auf der Basis 10, sondern auf der Basis
e = 2,718 . . . Uber diese Zahl wurde in Kapitel 2 gesprochen.
Der Logarithmus auf der Basis e wird natiirlicher Logarith-
mus genannt und mit In bezeichnet. Der gesuchte Logarith-
mus der Wahrscheinlichkeit ist
lnq“":Nlnq:Nlnll .
Vs

Jetzt bedienen wir uns des Umstandes, daBl sich ¥, nach
Voraussetzung unendlich wenig von V, unterscheidet. Da-
zu schreiben wir V,/V, in folgender Form:

Vi-Vet Ve | V2 Vi
Ve B Ve

Diesen Wert miissen wir logarithmieren. Wir benennen

xE'ln(l ——I%IL)

Diesen Ausdruck nehmen wir als Potenz:

v. - V1
In{(1l1— —
et — e ( v )
Die Symbole e und In heben sich nach der Definition von In

gegenseitig auf. Folglich gilt
(Vo= V).
Ve

Hieraus findet man x. Vor allem ist zu sehen, daBB der Wert «
sehr nahe bei Null liegt, da e® = 1, wie jede Zahl in der null-

e.l’ — 1 —

ten Potenz; der Zusatz EVLZL ist sehr klein.
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Nun wollen wir schlieBlich die Grundeigenschaft der
Zahl e direkt benutzen. In der Mathematik bezeichnet e
folgenden Grenzwert:

L LY
e=k:1:°(1+?>

(lies: e ist der Grenzwert von ... fiir k¥ nach unendlich).
Dieser Grenzwert ist endlich und gleich 2,718 ... Folglich

gﬂt 1 \k=z
et = lim (1 +T)

k—+o00

Wir benennen um: kx = n, % = % Wenn % — oo strebt,

so geht kx ebenfalls nach Unendlich. Folglich schreiben wir:

e = lim (1 + ﬁ)n
n—»00 n
Der Klammerausdruck kann als Newtonsches Binom ge-
schrieben werden:

2

. X
e* = lim -=1+x+5+...’

n—>oo

[ T 22 n(n —1)

da bei unendlichem n die Eins relativ zu n in den runden
Klammern vernachlissigt werden kann und ﬁ(nnz;l) im
Grenzfall gegen 1 geht wie auch die von n abhingigen folgen-
den Koeffizienten. Die einfache Form der Formel fiir e* er-
kliart bis zu einem gewissen Grade die besonderen Bequem-
lichkeiten, die mit der Wahl der Zahl e als Basis des Loganth-

mus zusammen.hangen

Wenn schon z sehr klein ist, ist sein Quadrat 22 noch viel
kleiner, so daB gilt:
et ~ 1 +x= 1 — _E;V_l.
Ve

Hieraus ergibt sich-

1. Vo= V4 ~ V2_V1.
x—ln(l A >~ 7,
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SchlieBlich ist der Logarithmus der Wahrscheinlichkeit, da3
sich das Gas spontan im kleineren Zylinderteil V, sammelt,
gleich

In dem Moment, wo der Schlitz in der Trennwand ge-
offnet wird, befindet sich das Gas in diesem kiinstlich ge-
schaffenen unwahrscheinlicheren Zustand. Also vergroBert
sich bei der Ausdehnung ins Vakuum der Logarithmus der

Wahrscheinlichkeit um N ——2 Vo= V)
2
Jetzt vergleichen wir dies mit der von uns angenommenen

Veranderung der Entropie des Gases bei der Expansion ins
Vakuum. Wir bemerken, dafB sich nur die MaBeinheiten
unterscheiden. Wenn der Logarithmus der Wahrscheinlich-
keit mit% multipliziert wird, stimmt er vollig mit der
Entropieinderung beim irreversiblen Prozel3 iiberein.

Wir sind so zu einer fundamentalen SchluBfolgerung ge-
langt. Der irreversible ProzeB ist der Ubergang eines Sy-
stems von einem Zustand bestimmter Wahrscheinlichkeit
in einen wahrscheinlicheren Zustand. Der Logarithmus der
Wahrscheinlichkeit eines Zustandes stimmt bis auf einen
konstanten Faktor mit der Entropieinderung des Zustands
iiberein.

Den Zusammenhang von Entropie und Wahrscheinlich-
keit eines Zustands fand Boltzmann in den 70er Jahren des
19. Jahrhunderts, zu dieser Zeit jedoch nur fiir das ideale
Gas. Die allgemeine statistische Begriindung der Thermo-
dynamik ist ein Verdienst von J. W. Gibbs. Seine Arbeiten
auf diesem Gebiet entstanden um die Jahrhundertwende.
Insgesamt fiithren die Arbeiten von G4bbs unmittelbar zur
Quantentheorie, obwohl er von klassischen Vorstellungen
ausging.

Die statistische Begriindung gestattet es, das Wesen des
zweiten Hauptsatzes der Thermodynamik zu verstehen.
Wir machen den Versuch, eines der irrealen Modelle des
Perpetuum mobile zweiter Art zu betrachten. Wir nehmen
an, daB in der Apparatur, die auf der Abbildung 9 dar-
gestellt ist, folgendes vor sich geht. Das Gas hat sich spon-
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tan in dem kleineren Volumen V, gesammelt, danach wird
der Kolben dicht an die Trennwand geschoben. Das Gas
soll sich jetzt durch die Offnung ausdehnen, Wir veranlassen
es, sich isotherm und reversibel auszudehnen. Dann fiihrt
es eine Arbeit aus, und die notige Wiarme wird aus dem um-
gebenden Medium genommen. Der KreisprozeB schlieBt
sich. Wenn der Kolben extrem rechts steht, soll sich das Gas
wieder spontan im Volumen 1 sammeln und im zweiten Kreis-
prozeB eine reversibel isotherme Expansion beginnen. Die
Arbeit geht zu Lasten einer Wirmezufuhr aus dem duBBeren
Medium, d.h., wir haben unverhofft ein Perpetuum mobile
zweiter Art ,erfunden”. Die phanomenologische Thermo-
dynamik war an dieser Stelle am Ende.

Die Statistik jedoch kann erkliren, warum solch eine
Maschine unmoéglich ist. Sie ist einfach unendlich unwahr-
scheinlich. Die Wahrscheinlichkeit, da sich das Gas auch
nur ein einziges Mal aus dem gréBéren ins kleinere Volumén
begibt, ist auBerst gering. Aber véllig unmoglich ist es, daB
dies regelméfBig wihrend der Arbeit der Maschine geschieht.

Wir wollen den Grad der Unwahrscheinlichkeit des ein-
maligen Ereignisses, das die Grundlage der eben beschrie-

benen Maschine darstellt, abschiatzen. Es soll V, = % gel-

ten. Dann befindet sich ein Molekiil mit der Wahrscheinlich-
keit } in dem kleineren Volumen und N Molekiile mit der
Wahrscheinlichkeit (3)Y. Wenn wir diese Zahl ins Dezimal-
system iibertragen, erhalten wir } = 1093, fir N nehmen
wir die Avogadrosche Zahl 6 - 1023, Das ist eine charakteristi-
sche Zahl von Molekiilen in einem makroskopischen Volu-
men. Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist gleich 10—2-10%
d.h. gleich Eins, geteilt durch 10° 10", Moge sich der Leser
veranschaulichen, wieviel Jahre lang er Nullen schreiben
miiBte, wenn er diese Zahl schreiben wollte! Wir erinnern
nur daran, daBl der Erfinder des Schachspiels als Belohnung
insgesamt 264 = 10%"7 Weizenkorner forderte. Hier aber
handelt es sich um die Zahl 102 - 10*

Wenn man annimmt, da ein Molekiil in einer tausendstel
Sekunde aus der linken in die rechte GefaBhilfte hiniiber-
wechselt, so miilte man auf die beschriebene Situation
102+ 10* —3) Sekunden warten. Von einer Zahl mit 1023 Nul-
len koénnten wir nur drei abziehen! '
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In dem betrachteten Fall haben wir uns das Perpetuum
mobile sozusagen in nackter Form vorgestellt. Fiir gewohn-
lich versteckt es sich in den verschiedenen Varianten der
Erfinder beabsichtigt oder unbeabsichtigt, so daB sich
manchmal wohlmeinende Fiirsprecher finden (besonders
unter Leuten, die ihre Ausbildung vorzeitig abgebrochen
haben, oder unter solchen, denen die Kunst des Lesens und
Schreibens zum Nachteil gereichte).

Nichts wiirde uns daran hindern, den in Abbildung 9 dar-
gestellten Apparat zwar nicht zum Entnehmen der Wirme
aus der duBeren Umgebung, aber, wenn von aulen Arbeit
zugefithrt wiirde, als Wiarmequelle zu benutzen. Dabei wird
der Kolben so schnell auf die rechte Seite gebracht, daf das
Gas nicht sofort folgen kann und erst nach der Bewegung
des Kolbens den zusitzlichen (V, — V,)-Raum ausfiillt. Da-
nach wird es mit dem Kolben isotherm auf ¥, komprimiert,
wobei Warme, die so gro8 ist wie die aufgewendete Arbeit,
an das duBere Medium abgegeben wird. Der irreversible
Teil des Kreisprozesses ermoglicht die Arbeit des gesamten
Apparates nur in einer ‘Richtung. Die Gegenrichtung des
Arbeitsablaufs ist unmoglich.

Wir sehen um uns herum und in uns selbst stéindig Pro-
zesse, die nur in einer Richtung verlaufen, deren Existenz
aber durch die Verbindung mit lebenden ‘Organismen ein
wenig verschleiert ist. Es ist noch nicht vollig bekannt, wie
sie funktionieren. Im Beispiel mit dem Kolben handelt es
gich um ein rein mechanisches. System, aber nur wegen der
sehr groBen Zahl der sich voéllig unregelméiBig bewegenden
Molekiile hat es ein praktisch nicht umkehrbares Kettenglied.
Dies geniigt, dal die Prozesse in diesem System nur in einer
Richtung verlaufen konnen.

Manchmal findet man diese Situation etwas paradox. Der
statistischen Mechanik liegt die gewohnliche Mechanik New-
tons zugrunde, die keine bevorzugte Zeitrichtung kennt.
Ihre Gesetze sind vollkommen reversibel. Wenn beispiels-
weise alle Planeten auf einmal auf ihren Bahnen umkehren
wiirden und mit der gleichen Geschwindigkeit in entgegen-
gesetzter Richtung fliegen wiirden, bliebe im Sonnensystem
alles beim alten. Deshalb konnen wir. fragen: Wenn die
Molekiile des Gases, das ins.Vakuum ausstromte, dasselbe
machen wiirden, wiirde sich dann das Gas im Anfangs-
Zylinderteil sammeln?
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Das wiirde es unbedingt tun, wenn die GefaBwénde ihrer-
seits nicht aus Molekiilen bestiinden, diesich auch ganz unregel-
méfig bewegen. Wollte man die Gasmolekiile zwingen, sich
die ganze Zeit streng entgegen jener Richtung zu bewegen,
die sie beim Auseinanderfliegen inne hatten, miiite man
StoBe gegen die GefiBwinde vollfilhren, die eine exakte
Umkehrung der Bewegung verursachten. Aber das Gefif ist
seinerseits nicht gegen die duflere Umgebung isoliert, so daf3
man auch dort alle Molekiile riickwarts bewegen miiBte.
Mit einem Wort, zur Umkehrung eines irreversiblen Prozes-
ses miite man die Richtung der Zeit verindern oder alles,
was es auf der ganzen Welt gibt, zwingen, sich genau in
Gegenrichtung zu bewegen.

Aber man konnte auch so fragen: Ist denn die physika-
lische Richtung der Zeit nicht tatsichlich durch den Lauf
irreversibler Prozesse definiert? Man mochte sofort besta-
tigend antworten, mufl aber mit unangenehmen Gegenfra-
gen rechnen. Solch eine grundlegende Frage stellte Clausius.
Wenn das Weltall schon unendlich lange besteht, warum
hat es dann das vollige statistische Gleichgewicht bis heute
noch nicht erreicht? Warum erreichte die Entropie aller
seiner Teile nicht den hochsten Wert?

Einen Ausweg aus dieser Schwierigkeit suchte Boltzmann.
Er nahm an, daf} irgendwann vor sehr langer Zeit im Welt-
all eine sehr groBe spontane Storung des Gleichgewichts
stattgefunden hat. Als Ergebnis bildete sich die bekannte
Welt der Planeten, Sterne und Galaxien. Daf} dieses Ereignis
unwahrscheinlich ist, darf uns nicht wundern — wenn es
nicht eingetreten wire, konnte sich niemand wundern. Da-
fiir, da3 wir existieren und denken kénnen, wiirden even-
tuell Sonne und Erde geniigen. Die Galaxien wiren iiber-
flilssig. Um nicht in inhaltsloses Gerede zu verfallen, sagen
wir unumwunden, daB die Hypothese Boltzmanns nicht
iiberzeugend ist.

Was soll sich aber andererseits in der Zukunft ereignen?
Der Proze8 der Annaherung an das Warmegleichgewicht
geht mit endlicher Geschwindigkeit vor sich und kann nicht
ewig dauern: Irgendwann mufl es so weit sein. Dann geht
der Wirkungsgrad aller Warmekraftmaschinen gegen Null.
Die Energie wird sich iiberall gleichméBig verteilen, d.h.,
ihre Quellen werden versiegen. Dieser gedachte zukiinftige
Zustand wird als Wirmetod bezeichnet.
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Diese eschatologischen SchluBfolgerungen aus der Physik
(die Eschatologie ist die Lehre vom Ende der Welt)-gefielen
durchaus nicht allen, da man annehmen sollte, da8 die Wis-
senschaft den Menschen zur Unterwerfung der Natur be-
fahigen und nicht eine freudlose Zukunft voraussagen sollte.
Der Kampf gegen die Konzeption des Wéirmetods ver-
stummte ein wenig, als die Prinzipien und Fakten der rela-
tivistischen Kosmologie, d.h. der Wissenschaft von der Ge-
schichte und dem Aufbau des Weltalls, die auf der Allge-
meinen Relativititstheorie von Einstein aufbaut, bekannt
wurden. Heute ist offensichtlich allgemein bekannt, daB
sich die gesamte Materie vor 10 bis 12 Milliarden Jahren im
Zustand eines dichten glithenden Plasmas (d. h. eines ioni-
sierten Gases) befand und den gesamten Raum ausfiillte.
Die Grundlage dieser Lehre schuf 4. A. Friedmann im Jahre
1923, als er spezielle Losungen der Gleichungen der Gravi-
tationstheorie fand, in denen die Materie und die Masse der
Welt kontinuierlich anwachsen. Damit vergroBern sich auch
alle rdumlichen Entfernungen und Zeitabstinde, wobei die
Extrapolation auf die dem anfangs dichten Zustand der
Materie vorausgegangenen Zeiten physikalisch nicht ge-
rechtfertigt ist. Die Frage nach der Entropie der Welt vor
unendlich langer Zeit wird gegenstandslos, und die eigen-
tiimliche Erklarung Boltzmanns ist nicht notwendig. AuBer-
dem erweist es sich, daB die Entropie im sich vergro8ernden
Weltall wachsen kann, aber dabei keinen Maximalwert an-
strebt. Wer den Wirmetod gefiirchtet hat, kann also nach
dem Studium der Allgemeinen Relativitdtstheorie ruhig
schlafen.

Einen interessanten Einwand gegen den zweiten Haupt-
satz dachte sich kein anderer als Mazwell aus, jedoch noch
nicht.im kosmischen, sondern im mikroskopischen MaBstab.
Maxwell schlug vor, neben der Trennwand (vgl. Abb.9)
einen kleinen Pfértner anzubringen, der nach der einen
Seite nur die schnellen und nach der anderen Seite nur die
langsamen Molekiile durchlat. Nach schottischem Brauch
nannte_Maxwell diesen Pfortner Damon. Wenn sich in einer
GefiBhalfte die schnellen und in der anderen.die langsamen
Molekiile sammeln, erhdlt man zwei Wirmereservoire, ein
heiBes und ein kaltes. Die Arbeit des Offnens und SchlieBens
der Trennwand kann als vernachlissigbar klein angesehen
werden. Ordnet man zwischen den Reservoiren eine Warme-
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kraftmaschine an, wird daraus ein Perpetuum mobile zweiter
Art.

Natiirlich ist es nicht schwer, mit unlauteren Mitteln jedes
physikalische Gesetz anzugreifen. Aber ohne mit dem Mate-
rialismus, welcher Art er auch immer sei, brechen zu wollen,
muBl man verstehen, worum es hier geht.

Anstelle des Damons kann man eine einfache Feder an
der Trennwand anbringen. Unter dem Aufprall eines schnel-
len Molekiils wird die Trennwand geo6ffnet, wihrend ein
langsames Molekiil nicht durchgelassen wird. Auf Wunsch
konnen noch spitzfindigere Vorrichtungen erfunden werden.
Die Frage ist nur, ob sie auch funktionieren.

Jede materielle Apparatur muB so oder so in einen Gleich-
gewichtszustand mit dem Gas kommen. Je mehr sich die
Feder den Abmessungen von Molekiilen nihert, um so unge-
ordneter wird sie arbeiten, um so mehr wird sie die Féhig-
keit verlieren, schnelle und langsame Molekiile vonein-
ander zu unterscheiden.

Die Maxwellsche Geschwindigkeitsverteilung ist nicht nur
auf die Molekiile eines idealen Gases anwendbar, sondern
auf die Molekiile eines beliebigen Korpers, auch auf so eine
irreale Apparatur wie das Modell eines Ddmons. Die Molekiile
des materialisierten Damons besitzen dasselbe Spektrum von
Geschwindigkeiten, das auch die Gasmolekiile haben. Unter
diesen Bedingungen kann sich der Démon nicht als Ganzes
so bewegen, daf er auf die eine Seite nur schnelle, auf die
andere Seite nur langsame Molekiile 1a8t. Ein massiver Da-
mon ist zu schwerfillig und ein mikroskopisch kleiner zu
unzuverlissig. Passende MaBe gibt es dafiir einfach nicht.



8. Warum ist der Himmel blau?

Die Wahrscheinlichkeit der Abweichung einer GréBe vom Mittelwert.
Die Genauigkeit der Thermodynamik. Noch etwas iiber den Maxwe]l-
schen Dimon. Warum wichst die Entropie an? Die Grenzen physika-
lischer MeBgenauigkeit. Die Brownsche Bewegung. Die Empfindlichkeits-
grenze des Ohres. Warum ist der Himmel blau?

Im vorigen Kapitel vergewisserten wir uns, da3 der zweite
Hauptsatz der Thermodynamik ein statistisches Gesetz ist.
Als konkretes Modell zur Illustration der Genauigkeit stati-
stischer Voraussagen wurde ein in zwei Halften geteiltes
Gefall mit Gas verwendet. Im Zahlenbeispiel wurde ein Gas-
mol verwendet, d.h. 6 - 1023 Molekiile. Die Wahrscheinlich-
keit, daB sich das Gas spontan in einer GefaBhilfte konzen-
triert, erwies sich bei groem N #uBerst klein. Nur eine
sehr kleine Anzahl von Molekiilen hat die Fahigkeit, sich in
der fraglichen Art zu sammeln: Sind beispielsweise in dem
Gefial 10 Molekiile, so muBB man nur Sekunden warten, bis
sie sich alle in einer GefdBhélfte gesammelt haben. Nimmt
man 100 Molekiile, so verlingert sich die Wartezeit auf
1 Jahr, und bei 1000 Molekiilen wiirde es 10 Millionen Jahre
dauern.

Daraus folgt jedoch nicht, daB sich genau je 500 in jeder
GefiBhalfte befinden. Wenn man Momentaufnahmen eines
Gefifes mit tausend Molekiilen machen wiirde, kénnte man
auf jedem sechzigsten Foto eine gleichméaBige Verteilung
der Molekiile auf beide GefaBhalften feststellen. Im Mittel
wiirde ihre Zahl in jeder Hélfte zwischen 468 und 532 schwan-
ken. Nur in seltenen Fallen werden es mehr oder weniger sein.

Wenn die mittlere Zahl von Gasmolekiilen in einem Volu-
men allgemein gleich N ist, so wird die Wahrscheinlichkeit,
darin tatsichlich N Molekiile zu finden, bei groBem N, durch
folgende Formel ausgedriickt:

_ (N—Ny)?

1 2N
(N) = -—="¢ ’
i) Y2=N,
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Die Funktion ¢(N) hat bei N = N, ein Maximum. Bei N-
Werten, fiir die der Exponent klein gegeniiber Eins ist, liegt
¢(N) nahe bei seinem Maximalwert. Aus dem vorigen Kapi-
tel wissen wir, daB bei kleinem z-Wert e~ ~ 1 — z ist, d.h.
sich wenig von 1 unterscheidet. Hieraus ist ersichtlich, daB
eine wesentliche Verringerung der Wahrscheinlichkeit er-
wartet werden muB, wenn der Exponent etwa Eins ist,
d.h., wenn folgende Gleichung zutrifft:

(N — No)* ~ 2N,.

In unserem Beispiel betragt die mittlere Molekiilzahl in
einer GefaBhilfte N, = 500, so daB (N — 500)2 =~ 1000 ist,
woraus N = 500 + }/1000 = 500 + 31,6 folgt (vgl. oben).

Allgemein gilt

|N — No| < V2N,,

so daB die Schwankung des tatsichlichen Wertes um den
Mittelwert proportional der Quadratwurzel des Mittelwertes
ist. Wenn N — N, gleich N, ist, ist die Ausgangsformel fiir
¢(N) jedoch nicht mehr anwendbar.

Interessanter ist nicht der absolute, sondern der relative

Wert der Abweichung, d.h. 1 — Ny — ol
0
gekehrte Proportionalitit zu JN,. Je groBer der Mittel-
wert einer Zahl ist, desto kleiner ist die zufillige relative
Abweichung von ihm. Hieraus wird die Genauigkeit der
Gesetze der statistischen Physik verstindlich. Wenn man
sie auf makroskopische Koérper anwendet, die, sagen wir,
1020 Molekiile enthalten, so ist der relative Fehler nicht

groBer als 10719, d.h. ein Zehnmilliardstel.

Fiir thermodynamische Berechnungen ist diese Genauig-
keit vollig ausreichend. Man darf jedoch nicht annehmen,
daB spontane Abweichungen der Gré8e von ihrem Mittel-
wert vollig vernachlissighar und uninteressant sind. Wenn
wir sie studieren, verstehen wir den Sinn der Grundgesetze
der Thermodynamik besser. Kehren wir deshalb noch einmal
zum zweiten Hauptsatz zuriick.

Konnte man nicht beispielsweise nur ein ganz kleines
Perpetuum mobile zweiter Art bauen, indem man den Um-
stand ausnutzt, daB sich in beiden GefaBhilften faktisch
immer eine verschiedene Zahl von Molekiilen befindet? Diese

. Das ergibt eine um-
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Mikromaschine kénnte als Maxwellscher Ddmon dienen und
die Trennwand 6ffnen und schlieBen helfen. Aber die Schwan-
kung der Teilchenzahl geht vollig ungeordnet vor sich. Der
Didmon miiite die Maschine immer wieder umschalten.

Wie bereits gezeigt wurde, ist keine materielle Apparatur
dazu in der Lage. Wenn wir wollen, dal bei jeder kleinen
Schwankung die richtige Reaktion erreicht wird, miissen
wir den Démon sehr klein machen. Aber dann werden ge-
setzmiBig so groBe Zufille und z.B. Schwankungen der
Energie entstehen, daB das jede planmaBige Aktivitat zu-
nichte macht.

Folglich kann ein zufilliger Arbeitszyklus der Maschine
realisiert werden, aber unbegrenzt lange kann die Maschine
nicht arbeiten. Das bestétigt auch der zweite Hauptsatz.

Beim Betrachten der Schwankungen oder Fluktuationen
verstehen wir den Sinn der Irreversibilitit besser. Wir neh-
men an, daBl ein geschlossenes, von duBleren Einflissen iso-
liertes System unbegrenzt lange beobachtet wird. Infolge
der Fluktuation wird die Entropie des Systems sténdig ein
wenig geringer als sein maximaler Gleichgewichtswert sein.
Aber das sind winzig kleine relative Abweichungen, die mit
den iiblichen MeBverfahren iiberhaupt nicht nachweisbar
sind. Einige MeBabweichungen lassen duBerst lange auf sich
warten, aber sie treten auf, wenn man die nétige Geduld auf-
bringt. Dabei ist die Zeitabhingigkeit der Entropie sowohl
bei kleinen als auch bei groBen Abweichungen vom Gleich-
gewicht symmetrisch zum erwarteten Minimalwert. Manch-
mal verlduft der absteigende oder der ansteigende Ast der
Kurve steiler, aber im groBen und ganzen gibt es kein Uber-
gewicht. Dies stimmt mit dem Prinzip der mechanischen
Reversibilitat vollig iberein.

Weshalb beobachten wir in der Praxis immer eine Ten-
denz des Anwachsens der Entropie? Weil ein Nichtgleich-
gewichtszustand kiinstlich auf dem Wege duBerer Einfliisse
erreicht wird. Es ist im hochsten Grade unwahrscheinlich,
daB nach einer erzwungenen Abweichung vom Gleichgewicht
die Entropie von sich aus weiter abnimmt. Mit sehr groBer
Wahrscheinlichkeit beginnt sie sogleich anzuwachsen. Die
Anniherung an das statistische Gleichgewicht ist immer ein
duBerst wahrscheinlicher ProzeB und bezeugt, daB in den
Naturgesetzen selbst eine gewisse bevorzugte Zeitrichtung
enthalten ist.
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Das ist alles, was wir iiber die prinzipiellen Fragen der
statistischen Physik in Verbindung mit den Fluktuationen
sagen wollten. Wie aber aus der Uberschrift dieses Kapitels
zu ersehen ist, kann man durch die Untersuchung der Fluk-
tuationen auch noch etwas anderes aussagen. Zum Beispiel
kann man erkliren, warum der Himmel blau ist. Dariiber
sprechen wir etwas spiter, jetzt wollen wir uns erst der
Frage der Grenzen physikalischer MeBgenauigkeit widmen.

Abb. 14

Ein empfindliches Elektrometer hat eine Aufhiangung an
einem diinnen Quarzfaden, und. mit Hilfe -des Drehwinkels
des Fadens werden kleine Potentialunterschiede gemessen.
In das bis zur Zihfliissigkeit erweichte Quarz taucht man
eine Nadelspitze und zieht sie sehr schnell wieder heraus.
Man erhélt diinnste Fiden dhnlich denen, die man aus ge-
schmolzenem Zucker ziehen kann: Zur Bestimmung des
Drehwinkels befestigt man am Faden einen kleinen, leichten
Spiegel, auf den ein schmaler Lichtstrahl gerichtet wird
(Abb. 14). Wenn sich das Spiegelchen dreht, bewegt sich
der Lichtfleck .iiber eine Skala. Welche Genauigkeit ist bei
einer derartigen Messung prinzipiell moglich?

Bei Wirmegleichgewicht mit dem &uBeren Milieu fiihrt
der Spiegel am Faden Torsionsschwingungen aus. Im Gegen-
satz zum mechanischen ist beim statistischen Gleichgewicht
keine Ruhe méglich: Es geht ein standiger Energieaustausch
zwischen dem System und dem #&uBeren Medium vor sich.
Wie sich im Kapitel 3 herausstellte, kommt auf jede Schwin-
gung die mittlere Energie & = kT. Bei Zimmertemperatur
sind das 4 - 10~ erg. Wir nehmen an, daB die Fadenlénge
I = 10 cm betrigt, eine Masse von 0,1 g daran hangt und die
Skala 10 m vom Faden entfernt ist. Die Zugspannung, die
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der Faden aushilt, ist gleich 1010 dyn/em®. Folglich wird
bei einem Gewicht von 0,1 p = 100 dyn ein Querschnitt von
s = 1078 cm? gefordert, was einem Durchmesser von etwa
einem Mikrometer entspricht. Wir nehmen an, daB es tat-
sichlich gelingt, solch einen diinnen Faden herzustellen und
eine Last daranzuhéngen.

Die potentielle Energie des Fadens, der um den Winkel ¢

2

aus der Ruhelage ausgelenkt ist, ist gleich U = f‘—g—, ‘wobei
o« von Léange, Querschnitt und Elastizitit des Fadens ab-
hiangt. Die Ableitung der Formel fiir U und & wiirde zu weit
fithren. Den Ausdruck fiir x fithren wir in der Form ein, in
der sie in jedem Lehrbuch oder Handbuch der technischen
Mechanik zu finden ist:

Gs
2nl

Hier ist @ eine Elastizitdtskonstante, auch Scherungsmodul
genannt. Fir den Quarzfaden ist sie gleich 3 . 101 %
Nehmen wir I = 10 cm, s = 10~% cm? an, erhalten wir
a=0,5 - 10~%erg. Die gesamte Schwingungsenergie des Fadens
ist zweimal so groB wie der Mittelwert der potentiellen Ener-
gie. Fir die Warmebewegung mufl sie @ =4-10""erg
gleichgesetzt werden. Es ergibt sich

05-105¢2=4.10"1

oder ¢ = 2,8 - 10~* im BogenmaB. Bei einer Lichtzeigerlinge
von 10 m = 10% cm ergibt sich, daB8 die Fluktuationen der
Lage des Lichtflecks auf der Skala 2¢ - 10° cm = 0,56 cm
betragen. (Bei der Reflexion verdoppelt sich die Winkel-
abweichung des Strahls.)

Deshalb hat es keinen Sinn, eine Skalenaufteilung zu
treffen, bei der die Abstinde kleiner als 1 em sind: Die
Wirmeschwankungen des Fadens legen die Grenzen der
MeBgenauigkeit fest.

Ein anderes gut bekanntes Beispiel fiir die Wérmefluk-
tuationen ist die Brownsche Bewegung kolloidaler Teilchen.
Im Kapitel 3 war gezeigt worden, daBl aus der Verteilung
von Mastix-Teilchen im Schwerefeld die Avogadrosche Zahl
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gefunden wurde. Wenn man jedes Teilchen isoliert betrach-
tet, sieht man, daB es vollkommen unregelmiBig nach ver-
schiedenen Seiten fliegt, da es zufillige St6Be erhilt. Der
Botaniker Brown, der diese Erscheinung im Jahre 1827 ent-
deckte, erklérte sie richtig als Warmebewegung. Aber damals
erschien Browns Hypothese, da8 sich die Teilchen infolge
von ZusammenstoBen mit einzelnen Atomen bewegen, sehr
unwahrscheinlich, da wenige daran glaubten, da die Atome
tatsachlich existieren.

Die kolloidalen Teilchen, die Brown beobachtete, befan-
den sich nicht im Gas, sondern in einer Fliissigkeit im Was-
ser. Die Molekiile der Flissigkeit sind sehr dicht gepackt,
und man kann ihre Wechselwirkung mit den Teilchen un-
moglich als Folge einzelner StoBe betrachten. Besser geht
man von folgender Uberlegung aus: Der mittlere Impuls,
den die Teilchen von den Molekiilen erhalten, ist gleich
Null; denn der Impuls ist eine VektorgroBe, und wenn er un-
geordnet von allen Seiten iibertragen wird, ergibt sich der
Mittelwert Null. Aber infolge der Warmefluktuationen kon-
nen die Molekiile von der einen Seite einem Teilchen einen
grofleren Impuls als von der gegeniiberliegenden Seite iiber-
tragen. Entsprechend wird sich das Teilchen nach einer
Seite bewegen.

Das charakteristische MaB eines kolloidalen Teilchens ist,
sagen wir, 10~> cm. Die Groe eines Molekiils betragt 108 cm.

-5\8
ig_s = 10° Molekiile. Es ist
milliardenmal schwerer. Aber die kinetische Energie eines
Teilchens und eines Molekiils sind groBenordnungsméiBig
gleich:

M*ion _ mv? o1 .
2 2

Folglich enthilt ein Teilchen

(Hier gehort m zum Molekiil und M zum kolloidalen Teil-
chen.) Hieraus ergibt sich

. m
Vkoll = VMol Vﬁ = 0,3 - 1074 vy -

Die Wairmegeschwindigkeiten der Molekiile haben eine
GroBenordnung von einigen hundert Metern in der Sekunde.
Hieraus ist ersichtlich, da8 die Geschwindigkeiten der Brown-
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schen Bewegung etwa 1 cm/s betragen, d.h. durchaus mit
dem Auge wahrnehmbar sind. Da die Warmegeschwindig-
keiten ohne Hilfe der Avogadroschen Zahl (vgl. Kap. 1)
ausgerechnet werden, kann man im Prinzip die charakteri-
stischen Abmessungen der Molekiile aus der Geschwindigkeit
der Brownschen Bewegung bestimmen.

Die Fluktuationen legen nicht nur fiir physikalische Mes-
sungen, sondern auch fiir die menschlichen Wahrnehmun-
gen die Grenzen fest. Wir denken dabei an das Gehor. Eine
minimale Energie, die vom Ohr wahrgenommen werden kann,
ist nur ein bis zwei Grofenordnungen groBer als die Energie
der Warmefluktuatiorien der Luftdichte. Der ganze Bereich
der horbaren Tone, von der Grenze der Wahrnehmbarkeit
bis zur Schmerzempfindung, betriagt 13 GroBenordnungen.
Anstelle des Wortes ,,GroBenordnung‘‘ sagen die Akustiker
»bel“. Ein Zehntel einer GroBenordnung ist ein Dezibel.
1 bis 2 GréBenordnungen unterhalb der Horgrenze sind nicht
viel im Vergleich zum gesamten Bereich. Aber gerade dieses
kleine Intervall ist dullerst wichtig. Bei groferer Empfind-
lichkeit wiirde das Ohr unregelméBige Druckschwankungen
wahrnehmen, d.h. ein Dauergerausch, das keine Informatio-
nen iiber das Geschehen in der Aulenwelt enthielte und nur
die sinnvollen Tone zudecken wiirde.

Man konnte zwar aus der Lautstirke des Gerauschs auf
die Temperatur des duBeren Milieus schlieBen, aber dazu
sind wir durch den Tastsinn befdhigt und nicht durch die
Ohren. Die Fluktuationen der Atmosphirendichte werden
nicht mit den Ohren wahrgenommen, sondern mit den Au-
gen, wenn wir zum Himmel schauen (falls er nicht von Wol-
ken bedeckt ist). Wegen der Fluktuationen kann die Luft
niemals homogen sein. Gleichzeitig ist klar, daB in sehr
groBen Volumina, z.B. in zwei gleichen Zimmern, der rela-
tive Unterschied der Molekiilzahlen der Luft sebhr gering
ist. Man muf} solche Luftvolumina wéhlen, die einerseits
sehr viele Molekiile enthalten, andererseits aber nicht so
groB sind, daB die relativen Fluktuationen vernachlissigbar
klein sind. Die Berechnungen zeigen, da eine bemerkbare
Uneinheitlichkeit nur in den Bereichen entsteht, die im Ver-
gleich zur Wellenldnge A des sichtbaren Lichts ausgesprochen
klein sind.

Die Wellenlinge A betrigt 0,5 - 10— cm, so daB das Volu-
men eines Wiirfels mit der Kantenlinge A etwa gleich
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103 em3 ist. In diesem Volumen befinden sich 2,7-10%
Molekiile, wenn 1 cm3 bei normaler Dichte 2,7 - 1019 Molekiile
enthidlt. Die relativen Fluktuationen der Dichte oder der
Teilchenzahl sind, wie am Anfang dieses Kapitels gesagt

wurde, annahernd ——1_=, d. h. kleiner als ein Tausend-
V2,7 108

stel. Also zerstreuen die Dichtefluktuationen das Licht in

duBerst kleinen Volumina.

In der Optik wird gezeigt, daB3, wenn das Licht von einem
Objekt gestreut wird, das viel kleiner als die Wellenlinge A
ist, die zerstreute Energie sich umgekehrt proportional zur
vierten Potenz der Wellenlinge verhilt. Folglich ist die
Streuung im blauen Teil des Sonnenspektrums groler als im
gelbroten. Das Licht, das vom Himmel kommt, wurde ge-
streut. Direkte Strahlen kommen nur von der Sonne. Und
weil mehr blaue Strahlen gestreut werden als alle iibrigen,
wird das vom Himmel kommende Licht entsprechend ge-
farbt wahrgenommen, der Himmel ist blau.



9. Die Anniiherung an das Gleichgewicht

Die Statistik und die Kinetik. Elastische Kugeln und die Maxwellschen
Kraftzentren. Das Eigenvolumen der Molekiile in der Statistik. Die freie
Wegliange. Die Viskositat und die Warmeleitfahigkeit eines Gases hangen
nicht von der Dichte ab. Das verdiinnte Gas. Die Diffusion. Die Thermo-
diffusion. Leiter erster und zweiter Art. Mit welcher Geschwindigkeit
flieBt der Strom im Metall?

Bisher betrachteten wir Systeme, die sich im Zustand des
statistischen Gleichgewichts befanden. Wenn sich das Sy-
stem bereits im Gleichgewicht befindet, ist es gleichgiiltig,
auf welche Weise dies erreicht wurde. Die Gleichgewichts-
eigenschaften eines Systems héngen nicht von den voran-
gegangenen Nichtgleichgewichtszustinden ab, aus denen
das System in den Zustand des Gleichgewichts gelangte.

Das heilt natiirlich nicht, da3 der Mechanismus der An-
niherung an das Gleichgewicht nicht interessiert, aber es ist
iiblich, dabei von zwei verschiedenen Teilgebieten der Phy-
sik zu sprechen: der statistischen Physik, die sich mit den
Gleichgewichtseigenschaften von Systemen beschiftigt, und
der physikalischen Kinetik, der Wissenschaft vom Mechanis-
mus der Einstellung des Gleichgewichts. Die statistische
Physik oder kurz die Statistik ist durch die Methode von
Gibbs zu einem hohen Grad von Vollkommenheit gefiihrt
worden; die physikalische Kinetik dagegen beginnt erst in
letzter Zeit, ihre allgemeine Methode zu formulieren. Es ist
moglich, daB sich Statistik und Kinetik eines Tages vereini-
gen. So war es iibrigens auch in der Zeit vor Boltzmann, als
diese beiden Wissenschaften noch im Entstehen begriffen
waren.

Auf dem damaligen Niveau miissen wir auch dieses Kapi-
tel abhandeln, um in den Grenzen der Anschaulichkeit zu
bleiben. ,

Der Teil der Theorie, der sich auf das ideale Gas bezieht,
ist am griindlichsten ausgearbeitet. Aber selbst der Begriff
des idealen Gases hat in der Kinetik einen enger gefaBten
Sinn als in der Statistik. Im Kapitel 1 wurde gesagt, daB die
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Molekiile des idealen Gases iiberhaupt keine Wechselwirkung
untereinander haben. Aber in der Kinetik ist dieses Modell
offensichtlich nicht anwendbar: Wenn keine Wechselwirkung
zwischen den Molekiilen besteht, so wird eine beliebige An-
fangsverteilung unverindert bleiben. Zum Beispiel ‘konnen
alle Molekiile entweder die gleiche Energie aufweisen, oder
die ganze Energie kann sich auf ein einziges Molekiil kon-
zentrieren. Wenn es keine Wechselwirkung gibt, gibt es auch
keinen Energieaustausch, und eine Maxwell- oder Boltzmann-
Verteilung stellt sich nicht ein.

Folglich ist es fiir die kinetische Betrachtungsweise uner-
léBlich, bestimmte Krifte anzunehmen, die die Energie von
einem Molekiil zum anderen iibertragen.

Dabei muB man von folgender Uberlegung ausgehen. Vor
allem missen die Krifte zu einer bestimmten Umvertei-
lung der Molekiile auf die Energie fithren. Wenn man zum
Beispiel Krifte annimmt, die nur bei einem zentralen Zu-
sammensto wirken, wird der Energieaustausch zu prim-
tiv dargestellt: Das erste, gestoBene Molekiil erhilt die
Energie des zweiten, stofenden, und das zweite die des
ersten. Aber fiir den Zustand des Gases als Ganzes ist es
gleichgiiltig, in welcher Reihenfolge wir die Molekiile durch-
numerieren, es ist nicht wichtig, ob dieses oder jenes Mole-
kiil die gegebene Energie besitzt. Die Anndherung an eine
Gleichgewichtsverteilung ist nur dann moglich, wenn sich
die Energiewerte der Molekiille nach dem Zusammenprall
von den Anfangswerten unterscheiden.

Damit haben wir den Leser vor einem allzu groben Modell
der molekularen Wechselwirkung gewarnt. Die wirklichen
Krifte der Wechselwirkung sind sehr kompliziert und quan-
titativ noch nicht in allen Einzelheiten bekannt. Wir wollen
aber annehmen, daf sie uns so gut bekannt sind wie das
Gesetz von der Schwerkraft. Trotzdem haben sie nicht die-
selbe Form fiir verschiedene Gase. Wenn wir um den Aufbau
einer genauen kinetischen Theorie bemiiht sind, miiiten
wir jedes Gas und jedes Gasgemisch einzeln betrachten. Wir
erhielten dann keine allgemeinen GesetzmaiBigkeiten, son-
dern eine Theorie des Wasserstoffs, eine des Sauerstoffs, der
Luft usw. Diese enge Spezialisierung ist fast uninteressant,
es ist besser, die Genauigkeit zugunsten groBerer Allgemein-
giiltigkeit zu opfern. Hier haben wir zwei niitzliche Mo-
delle:
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1. Das Modell der elastischen Kugeln: Da die Kugeln nicht
nur zentral, sondern auch unter einem Winkel zusammen-
stoBen, haben sie vor und nach dem ZusammenstoB unter-
schiedliche Energien. Folglich kann sich bei diesem Modell
das statistische Gleichgewicht einstellen.

Nach der Definition einer elastischen Kugel ist die Wir-
kung der Kugeln aufeinander nicht von ihrer relativen Ge-
schwindigkeit abhéingig. Wir haben dabei folgende Betrach-
tungsweise im Sinn: In Gedanken bewegen wir uns mit dem
Schwerpunkt beider Kugeln lings der Linie, die ihre geo-
metrischen Zentren verbindet. Von unserem Blickpunkt
aus fliegt jede Kugel zum Schwerpunkt mit einer konstanten
Geschwindigkeit, die halb so groB wie die relative Geschwin-
digkeit beider Kugeln ist. Nach dem Aufprall fliegen sie mit
derselben Geschwindigkeit vom gemeinsamen Schwerpunkt
weg. Bei dem Zusammenprall deformieren sich die Kugeln
rein elastisch. Sie prallen um so héufiger zusammen, je
schneller sich die Molekiile bewegen. Beim Modell der elasti-
schen Kugeln ist also die Wahrscheinlichkeit des Zusammen-
pralls pro Zeiteinheit proportional ihrer Relativgeschwin-
digkeit. Dieser Umstand kompliziert die quantitativen Be-
rechnungen im Modell der elastischen Kugeln ein wenig,
dafiir hat aber das Modell den Vorzug groBter Anschaulich-
keit.

2. Das Modell von Maxwell : Die Molekiile stoen sich mit
einer Kraft ab, die umgekehrt proportional zur finften Po-
tenz ihres Abstandes ist. Hier hangt die Wahrscheinlichkeit
des Zusammenpralls nicht von der Geschwindigkeit ab. Wir
beweisen das, um den Leser an einem einfachen Beispiel von
der Niitzlichkeit der Methode der Dimensionsbetrachtungen
in der Physik zu iiberzeugen, obwohl wir nicht vorhaben, das
Maxwell-Modell im weiteren oft anzuwenden. Es wird an-
genommen:

Kraft =

a
-

Die Dimension der Kraft ist g-cm - s72. Folglich hat die
Kraftkonstante a die Dimension g - cm® - 872, weil in jeder-
physikalischen Gleichung die Dimensionen beider Seiten
iibereinstimmen miissen. Die Wahrscheinlichkeit des Zusam-
menpralls der Molekiile in der Zeiteinheit hat definitions-
gemif die Dimension einer reziproken Zeit, also s=1. All-
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gemein ist sie proportional der Zahl der Molekiile pro Volu-
meneinheit n (Dimension cm~3), da sich die Molekiile um so
ofter begegnen, je grofer ihre Zahl im gegebenen Volumen
ist. Aulerdem muB die gesucht¢ Wahrscheinlichkeit irgend-
wie von der Geschwindigkeit v (cm - s7!), der Kraftkonstan-
ten a und der Masse des Molekiils m abhdngen. Aus den
aufgezihlten GroBen entsteht nun in folgender Weise ein
Ausdruck mit der Dimension s~2, der zu n direkt proportio-
nal ist:

P

Wir sehen, daB die Geschwindigkeit hier nicht eingeht. Des-
halb sind die Berechnungen nach dem Modell von Maxwell
besonders einfach. Natiirlich ist dieses Modell fiktiv, aber
es zeigt sich, dal es mit Erfolg als erste Naherung fiir genau-
ere Berechnungen mit anderen Wechselwirkungsgesetzen an-
wendbar ist. Auch fiir das Modell der elastischen Kugeln
gestattet das Modell von Maxwell fiir die Berechnungen den
ersten, entscheidenden Schritt; danach sind nur noch ge-
ringe Korrekturen zu beriicksichtigen.

Molekiilen, die den Maxwellschen Annahmen entsprechen,
werden wir noch begegnen; aber vorliufig wollen wir uns
die Molekiile als elastische Kugeln vorstellen, weil hier die
Anschaulichkeit am groten ist. Es gibt eine Erscheinung
(Thermodiffusion, s. u.), wo es niitzlich ist, auch das Max-
wellsche Modell heranzuziehen.

Also nehmen wir trotz aller Erlauterungen an, daB die
Molekiile elastische Kugeln sind. Jede Kugel hat ein genau
definiertes Volumen, in das es keine andere Kugel hinein-
laBt. Folglich kann die Bewegung der Molekiile nicht als
vollig unabhingig voneinander angesehen werden. Das aus
Kugeln bestehende Gas kann z.B. nicht auf ein beliebig
kleines Volumen komprimiert werden. Manchmal wird die
Clapeyronsche Gleichung fiir dieses Gas folgendermaBen ge-
schrieben:

p(V—-0)=

wobei b annidhernd das Volumen darstellt, das die Molekiile
selbst einnehmen. Die Abweichung dieses Gases vom idealen

hat danach ersichtlich die GroBenordnung —;— Bei normaler
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Luftdichte ist das etwa ein Tausendstel, was qualitativ das
Verhalten realer Gase etwa richtig wiedergibt. Wenn das Gas

b
stark komprimiert ist, d. h. 7~1 gilt, entspricht sein Ver-

halten der korrigierten Clapeyronschen Gleichung nur
schlecht. Es zeigt sich dann zum Beispiel die Komprimier-
barkeit der Molekiile selbst, in der die individuellen Beson-
derheiten der Gase zum Ausdruck kommen.

Beim Studium der Eigenschaften der Gase bei normaler
atmosphirischer Dichte vernachlissigen wir in der Stati-

stik das Verhiltnis %, in der Kinetik aber diirfen Werte, die

von b abhéngen, nicht vernachlissigt werden.

Wir miissen nun erkldren, auf welche Weise die endlichen
Abmessungen der Molekiile zur Einstellung des statistischen
Gleichgewichts in Gasen beitragen.

Nehmen wir ein willkiirlich ausgewihltes Molekiil A4
(Abb. 15). Wir stellen es uns als eine Kugel mit dem Radius r
vor. Wenn sie sich mit der Geschwindigkeit v bewegt, durch-

| 4

lauft sie in der Zeiteinheit im Raum einen Zylinder mit der
Liange » und dem Querschnitt wr2. Auf der Abbildung 15
sehen wir, daBl das Molekiill 4 mit allen Molekiilen zusam-
menst6Bt, die auch nur den Rand dieses Zylinders beriihren.
Die Zentren dieser Molekiile sind von der Flugbahn des
Zentrums 4 um den Betrag 2r entfernt, so dafl alle Mole-
kiile in einem Zylinder mit doppeltem Radius beriicksich-
tigt werden miissen. Nach dem Zusammenprall dndert sich
die Richtung der Flugbahn, aber das Volumen des Zylinders
verdandert sich dadurch nicht. Wenn die Volumeneinheit n
Molekiile enthélt, so sind im Zylinder mit dem Volumen
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4mr®y im ganzen 4mrwn Molekiile enthalten. So vielen Zu-
sammenstoBen ist das Molekiil 4 in der Zeiteinheit ausge-
setzt. Natiirlich ist dies die mittlere und nicht die tatséch-
liche Zahl der ZusammenstéBe. Die tatsichliche Zahl kann
vom Mittelwert nach beiden Seiten abweichen.

Analog kann man auch eine andere GroBe einfiihren: die
mittlere Entfernung, die das Molekiil zwischen zwei Zu-
sammenstoBen zuriicklegt. Sie wird so berechnet: Wenn die
Geschwindigkeit v und die Zahl der Zusammensté8e auf dem
pro Zeiteinheit zuriickgelegten Weg 4mnr2vn ist, so gehort
dazu der Weg

! v 1

T dnfon  dnen

Der Abstand ! wird als mattlere freie Weglinge des Molekiils
bezeichnet. Dieser Begriff ist fiir die Kinetik sehr bequem
und niitzlich, aber fiir ein anderes Modell als das der elasti-
schen Kugel ist er nicht so leicht zu definieren.

Wenn man zum Beispiel das Maxwellsche Modell anwen-
det, begegnet man dieser Schwierigkeit. Die Krifte sind
umgekehrt proportional zur fiinften Potenz der Entfernung,
gehen aber genau gegen Null nur bei unendlichen Entfer-
nungen. Deshalb befindet sich jedes gegebene Molekiil in
jedem beliebigen Moment in Wechselwirkung mit allen Gas-
molekiilen. So streng braucht man allerdings an die Aufgabe
nicht heranzugehen. Wenn das Gas nicht dicht genug ist, so
geniigt es, nur die paarweisen Zusammenst6Be der Molekiile
zu betrachten und alle iibrigen Wechselwirkungen des ein-
zelnen Molekiils zu vernachléssigen. Die fiinfte Potenz der
Entfernung im Kraftgesetz garantiert geniigend schnelles
Absinken der Kraft zwischen den einzelnen Molekiilen fir
groBe Entfernungen. Wenn das Gas nicht sehr dicht ist, ist
es wenig wahrscheinlich, daB sich drei und mehr Molekiile
so oft nahern, daB sich ihre Wechselwirkung wesentlich auf
den Gaszustand auswirkt. (Wir wollen aber bemerken, daB3
beispielsweise fiir die Coulomb-Krifte, die umgekehrt pro-
portional nur zum Quadrat der Entfernung sind, die alleinige
Beriicksichtigung paarweiser ZusammenstoBe zu Wider-
spriichen fiihrt.)

Auch nachdem wir zum Zusammenprall zwischen Molekiil-
paaren iibergegangen sind, bleibt noch eine gewisse Unklar-
heit. In welchem Abstand voneinander miissen zwei'Mole-
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kiile fliegen, damit man annehmen kann, daB sie schon zu-
sammengeprallt sind? Fiir die Kugeln ist das klar, jedoch
durchaus nicht fiir Kraftzentren. Deshalb darf man bei einer
genauen Untersuchung der Maxwellschen Molekiile nicht
einfach von einem Zusammensto8 sprechen, sondern man
muB die Zusammenst6B8e mit Flugbahnidnderungen um die
verschiedenen Winkel betrachten. Der Leser mag fragen,
wozu diese Komplikation dienen soll, wenn die Sache bei
den elastischen Kugeln einfacher ist. Sie stoBen doch auch
nicht immer zentral zusammen (es hat sich ja gezeigt, daB3
gerade die zentralen Zusammensto8e nicht interessant sind);
und faktisch sind Molekiile keine Kugeln. Nur der Vergleich
mit dem Experiment kann zeigen, wie gut die einzelnen
Modelle sind. Fiir den Vergleich jedoch miissen fiir jedes
Modell moglichst genaue Berechnungen angestellt werden.

Zum Vergleich der verschiedenen Modelle untereinander
weisen wir nur darauf hin, daB die Wahrscheinlichkeit des
Zusammenpralls elastischer Kugeln in der Zeiteinheit pro-
portional ihrer Geschwindigkeit ist, bei den Maxwellschen
Molekiilen aber diese Gréfe nicht von der Geschwindigkeit
abhéngt (s. 0.). Das fithrt zu bestimmten Unterschieden in
den Endformeln, die bei beiden Varianten nicht vollig mit
dem Experiment iibereinstimmen, was ein Beweis fiir die
Unvollstandigkeit beider Modelle ist. Jedoch ist das nicht
kritisch, da das richtige Bild von den Eigenschaften der
Nichtgleichgewichtsprozesse in Gasen auch so klar genug
wird. Hier ist jetzt die GroBe der freien Wegliange ! wichtig.
Sie ist das einzige Charakteristikum der Wechselwirkung
zwischen Molekiilen in unserer geniherten Behandlung. Eine
GroBe von gleicher Dimension und nahezu gleichem Inhalt
kann auch fiir andere Modelle, nicht nur fiir Kugeln, eingefiihrt
werden, was uns aber im Detail nicht weiter interessiert.

Gehen wir jetzt zur Einstellung des statistischen Gleich-
gewichts im Gas iiber. Wir beginnen mit dem Warmegleich-
gewicht. Die Gastemperatur soll im Volumen nicht konstant
sein, sondern es soll zwei Bereiche geben, einen wirmeren
mit der Temperatur 7', und einen kélteren mit der Tempera-
tur T',. Wie wir wissen, geht die Wérme in die kéalteren Be-
reiche iiber, was ein irreversibler Vorgang ist, ebenso wie die
Ausstromung eines Gases ins Vakuum. Tm Falle des Wérme-
ausgleichs wird Energie iibertragen, bei der Expansion ins
Vakuum die Substanz selbst.
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Wir betrachten den Mechanismus der Energieiibertragung.
Ganz grob kann man ihn so erkliren: Dort, wo die Tempera-
tur hoher ist, ist die mittlere Energie der Molekiile groBer.
Diese Molekiile fliegen in die kilteren Bereiche und umge-
kehrt. Insgesamt bleibt natiirlich die Substanzmenge erhal-
ten, aber die Temperatur wird ausgeglichen.

Unsere Aufgabe besteht darin, die Geschwindigkeit der
Einstellung des Warmegleichgewichts nach einem bestimm-
ten Temperaturunterschied zu finden. Es ist einleuchtend,
daB das MaB der gesuchten Geschwindigkeit die iibertragene
Wirmemenge ist. Wir versuchen, sie abzuschéatzen.

Wir nehmen an, daB in einem kleinen Gasvolumen ein ge-
nihertes Warmegleichgewicht hergestellt worden ist. Sonst
kann man nicht von der Temperatur eines gegebenen Volu-
mens sprechen. Die Warmeiibertragung geht zwischen Volu-
mina, die sich fast im Gleichgewicht befinden, vor sich. Eine
absolut scharfe Grenze zwischen dem kalten und dem heilen
Gas ist nicht vorstellbar. Die GroBe des Ubergangsgebietes
soll mindestens gleich einer freien Weglénge ! oder groBer sein.
Auf einer kleineren Strecke existiert jedes Molekiil fiir sich
allein und st68t mit nichts zusammen. Deshalb kann in einem
Bereich, der geringer als die freie Weglénge ist, nicht einmal
ein geniahertes Wirmegleichgewicht hergestellt werden, und
es kann nicht von einem Temperaturwert in diesem Bereich
gesprochen werden.

Die Verteilung der Temperatur auf das Gas stellen wir
uns sehr grob so vor, wie es auf Abbildung 16 gezeigt wird.

- » Abb. 16

P
x

Der!gestrichelte Teil der Kurve gehért zum Ubergangsgebiet,
wo im strengen Sinne nicht von einer Temperatur gespro-
chen werden kann. Um der Kurve wenigstens einen beding-
ten Sinn zu geben, kann man formal die mittlere Energie
des Gases im gegebenen Punkt als Ordinate verwenden. Aber
diese Moglichkeit ist nicht sehr real, da die Molekiile den
Ubergangsbereich durchfliegen, ohne die Energie auszu-
tauschen.
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Es sei ¢ die Warmekapazitit des Gases, bezogen auf die
Volumeneinheit. Dann ist die mittlere Energie von 1 cm3
Gas im linken GefiaBteil gleich ¢7', und im rechten ¢7';. Der
Energiestrom von links nach rechts ist annidhernd gleich
¢T'yv, und von rechts nach links ¢7,v,. Die im Ergebnis von
links nach rechts iibertragene Warmemenge betriagt

j=cTyw, — cTy,.

Dieser Ausdruck ist in einer ungiinstigen Form geschrieben.
Er mufB so umgeschrieben werden, daBl in ihm nicht nur der
Temperaturunterschied, sondern die Temperaturinderung
pro Lingeneinheit, der sogenannte Temperaturgradient,
eingeht. Er charakterisiert den Nichtgleichgewichtszustand
besser als der Temperaturunterschied. Es ist offensichtlich,
daB ein und derselbe Temperaturunterschied bei Abstinden
von 1 cm und 1 km vollig verschiedene Abweichungen vom
Gleichgewicht beschreibt. Anders gesagt, charakterisiert
gerade der Temperaturgradient das, was man Warmespan-
nung eines Zustands nennen kénnte, genauso wie der Poten-
tialgradient im Leiter die Stéarke des elektrischen Feldes be-
stimmt.

Voraussetzungsgemil3 geht der Temperaturabfall auf der
Lange ! vor sich. Wenn wir den Ausdruck fiir den Warme-
strom mit ! erweitern, erhalten wir

j=1 (¢Tyv, — cT'yvy) .

Der zweite Faktor ist dem Temperaturgradienten proportio-
nal, weil in ihm ein bestimmter Unterschied temperatur-
abhingiger GroBen durch die Lange geteilt wird. Wenn der
Temperaturunterschied klein ist, T, — Ty < T, schreiben
wir § so:

(T, — cTyvy) (T, — T

T, — T, l

Was geschieht nun mit dem ersten Bruch, wenn der Tem-
peraturunterschied 7', — 7', sehr klein wird? Auf der Abszis-
senachse eines beliebigen Koordinatensystems sei die Tem-
peratur, auf der Ordinatenachse die GroBe c¢T'v abgetragen.
Wir konstruieren die entsprechende Kurve cT'v als Funk-
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Die Grole :’i_o ist die Geschwindigkeitsﬁ,lnderung, bezogen auf

die Langeneinheit, oder der Geschwindigkeitsgradient. Der
Koeffizient mvnl hingt nur von der Art und dem Zustand
des Gases ab. Er heiit Viskosttitskoeffizient. Diese Bezeich-
nung ist leicht verstindlich, da doch das Mitziehen der
Platte B durch die Platte A nicht anders als bei einem zédhen
Medium verlduft. Wenn zwischen den Platten anstelle von
Luft Honig wire, wiirde B stark mitgezogen, bei Wasser
wesentlich schwacher und bei Gas ganz schwach.

Zu Mazxwells Zeiten konnte die geringe Viskositdt eines
Gases nicht gemessen werden. Mazxwell konnte die Giiltig-
keit des Ausdrucks mmnwl fiir den Viskositdtskoeffizienten
nicht nachpriifen, obwohl die Physiker damals nicht streng
in Theoretiker und Experimentalphysiker geteilt waren und
er selbst Direktor des Cavendish-Laboratoriums in Cam-
bridge war. Indessen ist das auf den ersten Blick eine er-
staunliche Formel. Im Produkt n! kiirzt sich die Luftdichte
n heraus:

1

47r?,

Das trifft in jedem Falle zu, nicht nur bei harten Kugeln.
Es bedeutet, daB die Viskositdt eines Gases nicht von seiner
Dichte abhingt. Als Maxwell auf die Viskositatsformel kam,
glaubte er offensichtlich selbst nicht ganz daran und for-
derte alle auf, seine Ergebnisse zu widerlegen. In der Folge-
zeit bestétigte aber das Experiment das Maxwellsche Ergeb-
nis vollig.

Ein analoges Ergebnis erhdlt man auch fir die Warme-
leitfahigkeit, da die Warmekapazitit pro Volumeneineit c,
die der Dichte n proportional ist, in sie eingeht.

Die Sachlage éndert sich, wenn das Gas so verdiinnt ist,
daB & £ 1 gilt. In diesem Fall iibertragen die Molekiile den
Impuls unmittelbar von einer Platte zur anderen, wobei sie
unterwegs keine ZusammenstoB8e haben. Dann ist natiirlich
der iibertragene Impuls der Zahl der Molekiile, die fahig
sind, ihn zu ibertragen, proportional und geht bei volligem
Vakuum gegen Null. Es ist angebracht, das Gas in diesem
Falle als verdiinnt zu bezeichnen, wihrend es im umgekehr-
ten Fall als dicht bezeichnet wird. Wir sehen, daB dies eher
eine Eigenschaft des GefiBes als des Gases ist. Bei normaler
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atmosphéarischer Dichte betrigt die freie Weglinge
l=~2.1075 cm. Folglich mufl Luft, die ein Flugzeug um-
stromt, als dicht gelten. Wenn sie aber in einer diinnen
Kapillare mit einem Radius kleiner als 2 - 10-° cm oder in
kleinen Poren spezieller Filtersubstanzen stromt, verhilt
sie sich wie verdiinnte Luft.

Einer der charakteristischsten irreversiblen Prozesse ist
die Mischung zweier verschiedener Gase. Wenn man zwei
mit verschiedenen Gasen angefiillte GefiBle vereinigt, ver-
mischen sich die beiden Gase nach und nach. Dabei ist keine
bemerkenswerte Bewegung der Substanz zu sehen, die Mole-
kiile des einen Gases gehen durch die des anderen hindurch.
Ahnlich verbreiten sich in ruhiger Luft Geriiche. Mit Hilfe
einer Scheidewand, die nur fiir eines der beiden Gase durch-
lassig ist, kann das Gemisch von neuem getrennt werden,
dhnlich wie beim Zuriickdriicken eines Gases, das ins Vaku-
um ausgestromt ist. In beiden Fallen ist Arbeit von auflen
erforderlich, einmal fiir die Verschiebung der Scheidewand
(etwa wie beim Einfangen von Fischen mit dem Netz), ein-
mal zur Verschiebung des Kolbens.

Die gegenseitige Durchdringung der Molekiile zweier Gase
wird als Diffusion bezeichnet. Stellt man zur Diffusion so
elementare anschauliche Uberlegungen wie bei der Warme-
leitfahigkeit und der Viskositdt an, kann man einen ein-
fachen Ausdruck fiir den Diffusionskoeffizienten erhalten,
der den Substanzstrom mit diesen Konzentrationsgradienten
verkniipft. Der so errechnete Koeffizient hat in zwei Grenz-
fillen verschiedene Werte, wenn niamlich ein kleiner Anteil
des Gases 1 in das Gas 2 diffundiert und wenn umgekehrt
ein kleiner Anteil des Gases 2 in das Gas 1 diffundiert. Es
zeigt sich, dafB sich der Koeffizient in beiden Fillen und auch
in dem Fall, wo die Konzentration der beiden Substanzen
etwa gleich ist, niir um 5 bis 10%, unterscheidet. Das wird
in einer genaueren Theorie, die hier allerdings nicht behan-
delt werden kann, bestéitigt. Wir ziehen es vor, den Diffu-
sionskoeffizienten hier nicht abzuleiten!), um nicht wis-
sentlich falsche Resultate vereinfachter Uberlegungen mit-
zuteilen.

1) Vergleiche z. B. das Buch von R. Heise: Elementare Einfiihrung
in die kinetische Gastheorie, B. G. Teubner Verlagsgesellschaft, Leipzig
1963 (Anm. der Red. d. dt. Ausgabe).
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Die genaue Theorie gestattet es nicht nur, den Diffusions-
koeffizienten auszurechnen, sondern auch den entsprechen-
den Warmeleitfahigkeits- und Viskositiatskoeffizienten. Die
Theorie ist imstande, dies nicht nur fir feste Kugeln, son-
dern im Prinzip fiir jedes Kraftgesetz zu tun. Meistens be-
trachtet man alle moglichen Kraftgesetze der Art U = —;
und findet dhnliche Formeln fiir die gesuchten Transport-
koeffizienten der Wirmeleitfihigkeit, Viskositit und Dif-
fusion. Wenn man die Temperaturabhingigkeit der erhalte-
nen Formeln mit dem Experiment vergleicht, kann man fest-
stellen, welches Modell am besten mit der Wirklichkeit iiber-
einstimmt. Es wurden auerdem elementare Streuprozesse
von Argonatomen untereinander beobachtet. Das gefundene
Streugesetz stimmte mit dem iiberein, das Backingham aus Ver-
suchen zur Analyse der Transportkoeffizenten ableiten konnte.

Diese Theorie ist auf den schwachen Thermodiffusions-
effekt nicht anwendbar. Er besteht in folgendem: Wenn man
ein Gemisch zweier Gase nimmt und darin einen Temperatur-
unterschied aufrechterhilt, so entsteht eine gewisse Tren-
nung der Komponenten: Eine Komponente sammelt sich
mehr am kilteren, die andere mehr am wiarmeren Ende. Das
wurde theoretisch vorausgesagt und im Experiment erhér-
tet. Oft trennt man auf diese Weise die Isotope derselben
Substanz, z.B. Wasserstoff und Deuterium. Eine grobe
Theorie ist jedoch nicht imstande, vorauszusagen, ob die
leichtere Komponente zum kilteren oder zum wirmeren
Ende geht. Eine strenge Theorie fiihrt zu einem interessan-
ten Ergebnis: Fiir die Maxwellschen Molekiile ist der Ther-
modiffusionskoeffizient gleich Null. Wenn die Krifte zwi-
schen den Molekiilen mit der Entfernung schneller als pro-
portional zu % absinken, hat der Effekt ein bestimmtes Vor-
zeichen, wenn sie langsamer absinken, das entgegengesetzte.
Folglich muB sich die leichtere Komponente in Abhéngigkeit
vom Kraftgesetz am kalten oder warmen Ende sammeln.

Dieses Beispiel zeigt die prinzipielle Unzuldnglichkeit
grober Berechnungsmethoden der Transportkoeffizienten.

Neben der Betrachtung der Transporterscheinungen der
Wirme, des Impulses und der Substanz betrachten wir noch
den Transport der elektrischen Ladung. Es gibt zwei Typen
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der elektrischen Leitfahigkeit: die ionische und die elektro-
nische. Der erste Typ kommt in Elektrolytlosungen vor.
Zum Beispiel zerfillt NaCl in waBriger Losung in Natrium-
ionen mit positiver Ladung und Chloridionen mit negativer
Ladung. Im elektrischen Feld wandern die Nat-Ionen zur
Katode und die Cl~-Ionen zur Anode. So geht hier der Trans-
port der Ladung mit dem Transport der Substanz einher;
diese Erscheinung ist mit der Diffusion verwandt. Einstein
stellte eine Beziehung zwischen den Koeffizienten der Dif-
fusion und der elektrischen Leitfihigkeit fir Elektrolyte
auf. Wir wollen uns nicht bei der Ableitung dieser Beziehung
aufhalten. Der andere Typ der elektrischen Leitfahigkeit ist
der fiir Metalle charakteristische elektronische Typ. Er ist
nicht von einem Substanztransport begleitet: Wieviel Strom
auch immer durch eihen Metalldraht flieBt, er wird dadurch
nicht verdndert. In diesem Falle sind Elektronen die La-
dungstriger, die in jeder Substanz identisch sind.

Man braucht sich den Ladungstransport im .Metall nicht
als kontinuierlichen Ubergang der Elektronen von einem
Ende zum anderen vorzustellen. Beim Eihschalten eines
Feldes lauft eine elektromagnetische Stérung in dem den
Leiter umgebenden Raum mit Lichtgeschwindigkeit. An
jedem Punkt eines Metalls, an das ein elektrisches Feld an-
gelegt wurde, erhalten die Elektronen eine gewisse Vorzugs-
richtung der Geschwindigkeit. Wenn durch den Querschnitt
eines Leiters in einer Richtung mehr Elektronen gehen als
in der Gegenrichtung, entsteht offensichtlich ein Ladungs-
transport, d.h., es flieBt ein elektrischer Strom. Wenn ein
konstanter Strom flieBt, ist der Leiter insgesamt und in
jedem einzelnen Punkt neutral: Die Ladung der Ionen des
Kristallgitters wird von der Ladung der Elektronen genau
kompensiert.

Wir betrachten nun die dem Strom entsprechende mitt-
lere Geschwindigkeit der Elektronen. In einem Leiter mit
dem Querschnitt 1 mm? soll ein Strom von einem Ampere
flieBen. Im CGS-System sind das 3 - 10° Ladungseinheiten
pro Sekunde und 0,01 cm?, d.h, 3 - 10*! Einheiten/(cm? - s).
Das Elektron hat eine Ladung von 4,8 - 10~!! Einheiten, so
daf man folgendes Ergebnis erhalt:

3-101 Elektronen
oY L1021 =220
48-10"10 0,67 - 10 cm? . s
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Wenn man annimmt, daB die Elektronen- und die Ionen-
zahl in 1 cm3 gleich sind, d.h. etwa 5 - 1022 Elektronen, erhilt
man

5. 1022y, = 0,67 - 10?!,

d.h., die mittlere Geschwindigkeit in Feldrichtung betrigt
vp = 1,33 - 1072 cm/s. Das ist insgesamt zehnmal schnefler;
als sich das Ende des Minutenzeigers einer Armbanduhr
bewegt. Nur diese Elektronengeschwindigkeit wird erreicht,
wihrend die elektromagnetische Stérung lings des Metalls
eine um eine Billion Mal hohere Geschwindigkeit besitzt.

Die Elektronentheorie der Metalle entstand, als gerade
die Existenz von Elektronen bewiesen war und deren Masse
und Ladung gemessen worden war.

Die Annahme, daB die Zahl der Elektronen und Ionen in
einem Kubikzentimeter gleich sei, erwies sich als voéllig
natiirlich. Es ist schwer vorstellbar, warum ein Atom sein
Elektron an das Metallgitter abgeben und zum Ion werden
soll und ein anderes nicht. Besonders bei den Alkalimetallen
Li, Na, K usw. erscheint der Vergleich von Elektronen- und
Tonenzahl im Gitter offensichtlich, da sich dort die dulleren
Elektronen sehr leicht von ihren Ionen trennen.

Aber hier tat sich eine neue entscheidende Schwierigkeit
auf. Die Elektronen im Metall muBten wie ein einatomiges
Gas betrachtet werden. Dieses Gas hat die Warmekapazitit
3 R pro Mol. Nach dem Dulong-Petitschen Gesetz hat das
Gitter eine Wirmekapazitdat von 3R (vgl. Kap. 3). Folglich
muB das Metall mit dem Elektronengas eine Wirmekapazi-
tdt von 3 R haben, wenn auf jedes Ion ein Elektron kommt.
Etwas derartiges ist nicht beobachtet worden. Eine groBere
Wirmekapazitit als 3R gibt es bei den Metallen nicht. Des-
halb gibt es keine Elektronentheorie der Metalle in dem be-
schriebenen einfachen Sinn. Erst nach der Schaffung der
Quantenmechanik entstand eine in sich widerspruchslose
moderne Elektronentheorie der Metalle (vgl. Kap. 14).



10. Chemische Reaktionen

Die Bedeutung der chemischen Kinetik. Umkehrbare Reaktionen. Die
Energie der Wechselwirkung zweier Atome. Die Aktivierungsenergie.
Die Rolle von DreifachstoBen. Die exo- und die endothermen Reak-
tionen. Austauschreaktionen. Die Verflissigung von Gasen. Radikale.
Die verzweigte Kettenreaktion. Die kritischen GefaBabmessungen. Die
Realitat kinetischer Schemata. Der Krebs tritt den Riickzug an. Die Aus-
breitung einer Flamme. Sumpffeuer und Irrlichter. Die Stabilitat einer
Flamme.

Der wahrscheinlich anschaulichste irreversible ProzeB ist
der Ablauf einer chemischen Reaktion, der Verbrennung.
Einerseits gibt es Reaktionen, die sehr schnell, sogar explo-
sionsartig verlaufen, andererseits sehr langsame. Die Bei-
gabe spezieller Substanzen — Katalysatoren — kann die
Reaktionen bedeutend beschleunigen; andere Substanzen —
sogenannte Inhibitoren oder Moderatoren — hemmen che-
mische Prozesse. Die Erforschung der Geschwindigkeit
chemischer Reaktionen hat eine sehr groe Bedeutung fiir
die Technologie und naturwissenschaftliche Disziplinen,
auch fir die eng mit der Chemie verkniipfte Biologie.

Hier kénnen wir einen sehr groen Kreis von Fragen, die
mit der chemischen Kinetik zusammenhéngen, nur insoweit
beriihren, als sie fiir das Verstindnis der allgemeinen Prin-
zipien der statistischen Physik von Interesse sind.

Zuerst miissen wir darauf hinweisen, daB chemische Reak-
tionen nicht unbedingt irreversibel verlaufen. Nehmen wir
beispielsweise an, dafl sich Wasserstoff und Sauerstoff in
einem geschlossenen GefdBl befinden und eine hohe Tem-
peratur, angenommen 800°C haben. Ein Teil reagiert, und
es bildet sich Wasserdampf. Aber selbst bei einem Gemisch
der Zusammensetzung O, + 2H, geht die Reaktion nicht zu
Ende, d.h., es wird kein reiner Wasserdampf erhalten. Im
Gleichgewicht bildet sich ein Gemisch der Ausgangskompo-
nenten und Wasserdampf. Dieser Zustand wird iiblicherweise
mit gegenlaufigen Pfeilen gekennzeichnet:

2H, + 0, = 2H,0.
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Das bedeutet, dal pro Zeiteinheit gleich viel direkte und
umgekehrte Reaktionen ablaufen, wodurch sich das Gleich-
gewicht ergibt.

Die direkte Reaktion wird von Wéarmeabgabe und Volu-
menverringerung begleitet: Aus drei Molekiilen entstehen
zwei.

Wir nehmen an, daB Temperatur und Druck konstant
bleiben. Unter dieser Bedingung nehmen 2 Mol Wasserdampf
genau % des Volumens des Ausgangsgemisches ein.

Das Volumen des Gemisches kann man bei gleichbleiben-
dem Druck unendlich langsam verdndern. Wenn man noch
die Temperatur konstant hélt, indem man Wéarme zu- oder
ableitet, verschiebt sich die Zusammensetzung des Gemischs
entsprechend der Verdnderung seines Volumens. Diese Ver-
schiebung ist aber vollig reversibel, weil sie nur auf Kosten
der Volumeninderung erreicht wurde und die Umwand-
lungsgeschwindigkeit der Substanz insgesamt davon ab-
hingt, mit welcher Geschwindigkeit sich das Volumen éndert.
Das entspricht der allgemeinen Definition reversibler Pro-
zesse in Kapitel 5.

Vollig anders verlauft die gleiche Reaktion, wenn man
ein Knallgasgemisch 2H, + O, bei Zimmertemperatur ent-
zindet. Es entsteht eine Explosion, d.h. eine schnelle Ver-
brennung des Gemischs. Die Verbrennungsgeschwindigkeit
wird bestimmt durch die kinetischen Bedingungen, z.B.
die Wirmeiibertragung von den Verbrennungsprodukten
auf das Gas, das noch nicht reagiert hat, oder die Wahr-
scheinlichkeit der chemischen Umwandlung beim elemen-
taren Akt der MolekiillzusammenstoBe. Das ist ein typisch
irreversibler ProzeB, der zum Anwachsen der Entropie fiihrt.

Mit der Geschwindigkeit der Wérmeiibertragung haben
wir uns im vorigen Kapitel beschiftigt, jetzt betrachten wir
allgemein das Problem der Wahrscheinlichkeit der chemi-
schen Umwandlung beim ElementarprozeB. Zwei Atome,
die keine chemische Verbindung eingehen koénnen, stoBen
sich auf einer geringen Entfernung ab. Das verhindert ihre
Anndherung, und bis zu einem gewissen Grade gilt das
Modell der elastischen Kugeln, das in der physikalischen
Kinetik angewandt wird. Wenn sich die Atome verbinden
koénnen, entsteht bei ihrer weiteren Annaherung eine Umord-
nungder Elektronenschalen, was eine Umwandlung der Absto-
Bung in eine Anziehung zur Folge hat. Wir bemiihen uns,
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eine Kurve der potentiellen Energie der Wechselwirkung
der Atome, die eine chemische Verbindung eingehen kon-
nen, zu zeichnen.

Bei sehr groBen Entfernungen wirken geringe Anziehungs-
krifte zwischen den Atomen. Sehr grob konnen sie damit
erklart werden, daB eine Elektronenschale jedes Atoms den
Kern des anderen Atoms anzieht und diese Anziehung etwas
die AbstoBung gleichartig geladener Kerne und Schalen
iibersteigt. Wenn eine anziehende Kraft wirkt, wird an den
Atomen bei ihrer Anndherung eine Arbeit geleistet. Da

Ur, l &

1)

aber die Arbeit gleich der negativ gemessenen Anderung
der potentiellen Energie ist, entspricht der Annéherung der
Atome eine Verringerung der potentiellen Energie ihrer
Wechselwirkung. Wenn wir voraussetzen, dal bei einer un-
endlichen Entfernung die potentielle Energie der Wechsel-
wirkung gleich Null ist, also U(oo) = 0, miissen wir U(r) als
negative Grofe bei groBem r (Abb. 18) erhalten. Das Auf-
treten von AbstoBungskréiften mull dagegen zum Anwachsen
von U fiihren, so daB links vom Punkt r, die potentielle
Energie wichst und positiv wird. Bei Atomen, die nicht
chemisch reagieren konnen, wichst U bei Verringerung von
r unbegrenzt an. Wenn eine chemische Reaktion maglich ist,
werden die AbstoBungskrafte wieder zu Anziehungskriften,
d.h., U wird nach einem Punkt r, wieder kleiner. Das Absin-
ken kann nicht unbegrenzt vor sich gehen, weil bei r — 0
die elektrische AbstoBung der Kerne wieder iiberwiegt. Wie
wir noch sehen werden, kénnen sich einige Kerne zu einem
einzigen vereinigen, aber dann liegt keine chemische, son-
dern eine Kernreaktion vor. Der Vereinigung der Kerne
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geht ein Bereich der AbstoBung voraus (die Kerne haben
gleiche Ladung), was auch fiir die chemische Verbindung
von Atomen wichtig ist.

Auf der Abbildung 18 kann man mit derselben senkrech-
ten Skala auch die Gesamtenergie E zweier sich abstoBender
Atome abbilden. Aber da die Energie erhalten bleibt, hat
die Darstellung von E die Form einer horizontalen Geraden.

Wir wollen zwei solche Geraden betrachten, die den Ener-
gien E, und E, entsprechen. Beginnen wir mit £, , das kleiner
als der im Punkt r; auftretende Maximalwert von U ist. Die
Anniherung von Atomen mit der Energie der Relativbewe-
gung E, kann nur bis zum Schnittpunkt der horizontalen
Geraden E; mit der Kurve U(r) gehen. Die kinetische Ener-

gie ist gleich £ — U, und wenn E kleiner als U ist, wird die
2
kinetische Energie % negativ. Das ist aber nach der klas-

sischen Mechanik unméglich. (Wie es in der Quantentheorie
ist, werden wir weiter unten sehen.) Die klassische Mecha-
nik ist auf die Elektronenbewegungen im Atom nicht an-
wendbar, aber die Bewegung des Atoms als Ganzes be-
schreibt sie gut, da der Atomkern ein geniigend schweres,
,,fast klassisches* Teilchen ist.

Folglich konnen Atome mit der Energie E, keine chemi-
sche Verbindung eingehen.

Bei der Energie E,, die gleich dem Maximalwert von U
im Punkt r, oder groBer als dieser ist, hindern die Absto-
Bungskrifte die Atome nicht mehr an der Anniherung.
Wenn nur zwei Atome zusammenprallen, fliegen sie danach
wieder auseinander: Wenn sie namlich den Berg in der
Kurve von Abbildung 18 iberwunden haben, kénnen sie
ebensogut wieder auseinanderfliegen. Die Gesetze der Mecha-
nik sind voéllig reversibel. Um die Verbindung zu festigen,
miissen die Atome im Moment des Zusammenpralls einen
Energiebetrag abgeben, um eine Energie E3 zu behalten,
die unter dem Buckel liegt. Der Energieiiberschu3 E, — E,
kann an einen dritten Korper, ein Atom oder Molekiil, die
sich bei der Annéherung der zusammenprallenden Atome
in deren Nihe befinden, abgegeben werden. Man sieht, daf3
ein Dreifachsto notwendig ist.

Wir haben die Energie E; unterhalb von Null eingezeich-
net. Das bedeutet, da der dritte Kérper mehr Energie auf-
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genommen hat, als die beiden reagierenden Atome vor der
Reaktion (nach Abzug der Energie der Wirmebewegung)
hatten. In diesem Fall wird die Reaktion exotherm genannt,
sie geht unter Warmeabgabe vor sich. Wenn E3; > 0, mu3
die Wirme Ej; zugefiihrt werden, um eine Reaktion zu bewir-
ken (endotherme Reaktion). Aber in jedem Falle miissen
die zusammenstoBenden Atome eine groBere relative Bewe-
gungsenergie haben als die Hohe des Buckels der Absto-
Bungskurve, die als Reaktionsaktivierungsenergie (meistens
kurz als Aktivierungsenergie) bezeichnet wird. Sie wird mit
dem Buchstaben A bezeichnet. Fiir gewohnlich ist 4 bedeu-
tend groBer als die Wiarmeenergie der Atombewegung 6.

Da die kinetische Energie der zusammenstoBenden Atome
eine Maxwell-Verteilung aufweist, wird der Teil der Atome,
die reagieren konnen, durch den Faktor

A
€76
bestimmt. Die Summation aller Energien, die 4 iibersteigen,
filhrt nur zu einem Faktor vor der Exponentialfunktion.
Das erhaltene Gesetz wurde nach Arrhenius benannt.

Die Abhéangigkeit der Reaktionsgeschwindigkeit von der
Temperatur ist sehr groB. Fiir die charakteristische Grofie 4
gilt 4 =~ 4102 erg. Der entsprechende Faktor wird dann

e"é= €710 — 1043, Das Atom erleidet annahernd 2 - 10°
Zusammenst6Be pro Sekunde, weil die freie Wegliange 2 - 10—°
cm und die Geschwindigkeit infolge der Warmebewegung
4 .10* cm/s betrigt. Es ist klar, daB in dem angefiihrten
Beispiel die Reaktion iiberhaupt nicht vor sich geht, da
sich in einem Kubikzentimeter 3 - 1017 Atome befinden und
das Produkt 3-1019.2.109-1074 = 10" Atome/s be-
trigt. Man muB3 10 Millionen Jahre warten, damit 1 Atom
reagiert. Nehmen wir jetzt eine Temperatur, die viermal so
hoch ist wie die Zimmertemperatur (in der absoluten Kelvin-
Skala, d.h. vom absoluten Nullpunkt an gerechnet). Der
Arrhenius-Faktor ist dann gleich 10~2 ~ 1010, Dann be-
tragt die Zahl der Reaktionen 3 - 10'®-2 - 10° - 10-1°=6 - 108.
Die Reaktion lduft innerhalb von 2 bis 3 Sekunden ab.

Die Reaktion zwischen Atomen erfordert die Anwesen-
heit eines dritten Korpers, der den Energieiiberschufl auf-
nimmt. Bei der Reaktion von Molekiilen untereinander
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ist dies nicht erforderlich. Bei der Substitutionsreaktion
BC+D=BD+C

wird der Energieiiberschul zwischen den Reaktionspro-
dukten ausgetauscht. Jedoch ist es in diesem Fall nicht
gleichgiiltig, von welcher Seite das Atom D auf BC stoSt.
Die potentielle Energie der Wechselwirkung dreier Korper
ist nicht als Kurve darstellbar: Es muB} eine ganze Fliche
in der Art des Reliefs einer Berglandschaft konstruiert wer-
den. Dabei kann es Einschnitte (Gebirgspisse) geben, wo
die Potentialbarriere am niedrigsten ist. An einem Einschnitt
geht die Reaktion am leichtesten vonstatten. Aber in die
allgemeine Reaktionswahrscheinlichkeit muBl die Wahr-
scheinlichkeit des StoBes von der richtigen Seite her ein-
gehen (sterischer Faktor).

Auf der Abbildung 18 sieht man im Kurvenverlauf der
potentiellen Energie links neben der Barriere eine tiefe Poten-
tialmulde und rechts eine flacke. Wenn die Tiefe der flachen
Mulde bei Zimmertemperatur gleich @ ist, d.h. gleich der
Energie der Wiarmebewegung, so ist eine Verbindung der
Atome mit der Energie E’ (vgl. Abb. 18) instabil. Jeder
ZusammenstoB solch eines Quasimolekiils mit einem Atom
oder Molekiil kann von einer Energieabgabe begleitet sein,
die fiir die Spaltung ausreicht. Aber die Sache dndert sich
bei sehr- niedrigen Temperaturen. Dann vereinigen sich die
Atome, und das Gas geht in den fliissigen Zustand iiber.
Hierfiir sind die flachen Potentialmulden verantwortlich.

Sehr viele Reaktionen verlaufen nicht so direkt, wie sie in
elementaren Chemielehrbiichern beschrieben werden, son-
dern iiber Zwischenprodukte, weil sich dabei die Aktivie-
rungsenergien stark verringern. Sie verringern sich besonders
stark, wenn die Atome oder Verbindungen, die in den Zwi-
schenreaktionen auftreten, freie, nicht abgesittigte Valen-
zen haben. Diese Atome und Molekiile nennt man Radikale.
Wir wollen sie mit einem Punkt iiber dem chemischen Sym-
bol kennzeichnen. Die Reaktion der Verbindung von Chlor
und Wasserstoff verlduft zum Beispiel so:

Cl + H,—~HCl + H, H + Cl, ~HCI + Cl

usw., nicht aber nach der Formel H, + Cl, = 2HCl. Die
erste ungesittigte Valenz bildet sich bei Zimmertemperatur
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nicht von selbst. Fiir gewohnlich ist es dabei notwendig, da3
unter der Wirkung einer duBleren Lichtquelle das Molekiil
Cl, in zwei Atome gespalten wird. Danach reagiert das Ge-
misch sehr schnell in der angegebenen Weise. Jedesmal
erscheint abwechselnd eine ungesattigte Valenz eines freien
Wasserstoff- bzw.Chloratoms. Die Reaktion verlduft wie eine
Kette und heiBt deshalb auch Kettenreaktion.

N. N. Semjonow entdeckte eine wichtige Klasse von Ket-
tenreaktionen, wo anstelle einer ungesittigten Valenz meh-
rere auftreten. Zum Beispiel verlduft die Oxydation von
Woasserstoff nach folgendem Schema:

H, + 0,— H + H02 (Entstehung der Kette)
H + 0, —> OH +0 (Verzweigung der Kette)
0 + H, — OH +H

" (Fortsetzung der Kette)
OH + H, > H,0 + H

Wir bemerken, daB das Radikal HO, wenig aktiv ist.

So erhédlt man aus einem aktiven Zentrum mit einer unge-
sittigten Valenz H drei: Ein Hydroxyl OH und zwei H.

Wenn die Radikale H wieder je drei Radikale ergeben
konnen, steigt die Reaktion lawinenartig an. Das kann ver-

hindert werden entweder durch die Rekombination von H-
Atomen an der GeféBwand oder durch Bildung eines nicht-

aktiven Radikals HO, im Volumen. In Abhéngigkeit von
den Bedingungen beim Reaktionsverlauf, d.h. vom Druck
im GefiB, von der GroBe des GefiBes, der Beimischung
inerter Gase, der Bearbeitung der GefiBwinde, kann die
verzweigte Kettenreaktion entweder beschleunigt oder ver-
zogert werden.

Es soll bemerkt werden, daB die Schiiler Semjonows zu-
erst die verzweigte Kettenreaktion fanden und Semjonow
sie dann mit Hilfe der aktiven Zentren erklirte. Ein Aus-
gangspunkt der Kettentheorie war die kritische GeféaBab-
messung. Bei sehr kleinen Abmessungen gehen die Radikale
hauptsichlich an die GefiBwand und rekombinieren dort,
bei sehr groflen GefiBabmessungen verlauft die Reaktion
explosionsartig.
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Man ist heute in der Lage, freie Radikale im kondensierten
Zustand zu speichern, wobei ihre Rekombination erschwert
wird.

Spezielle Beimischungen (Inhibitoren) konnen die Aktivi-
tit der Radikale verringern und Systeme aus iiberkritischen
Zustinden, wo sich die Ketten lawinenartig fortsetzen und
haufig zur Explosion fithren, in unterkritische, wo der Ver-
lauf der Kette gedampft ist, verwandeln.

Die Entwicklung der chemischen Kinetik hat gezeigt, daBl
die groBe Mehrheit der Reaktionen Kettenreaktionen von
Radikalen sind. Aber ihre einzelnen Glieder existieren oft
nur auf dem Papier. Eindeutige Beweise dafiir, daB eine be-
stimmte Reaktion nach dem angegebenen Schema verlauft,
hat man nur fiir einige Beispiele. Fiir gewohnlich ist die Auf-
stellung einer Reaktion mit diesem ‘oder einem anderen
Schema hauptsichlich von der wissenschaftlichen Schule
und der Tradition abhéngig.

Grof} ist die Bedeutung der Radikalen auch in der Bio-
chemie lebender Organismen. Der bekannte Schiiler Semjo-
nows, N. M. Emanuel, schlug eine Methode der Behandlung
bosartiger Gewebebildungen vor, und zwar das Verzogern
von Oxydationsprozessen im befallenen Gewebe mit Inhi-
bitoren. Versuche an Mausen hatten aussichtsreiche Resul-
tate. Der Krebs weicht zuriick!

Die Beteiligung von Radikalen an Oxydationen ist fiir das
Verstindnis der Flamme sehr wichtig. Das Problem be-
steht darin, die Bedingungen fiir den Verbrennungsablauf

Verbren- \Reaktions  Heiz- | Kaltes 4y 19
ngdq:- | 'zone | zone | Gas
produkte | | !

zu erkliren, bei dem sich die Flamme im brennenden Ge-
misch mit einer genau definierten Geschwindigkeit, die vom
Druck und der Zusammensetzung des Gemisches abhingt,
ausbreitet. Grundlegende Resultate erzielten hierbei J. B.
Seldowitsch und D. A. Frank-Kamenezki. In groBen Ziigen
kann man sagen, daB sich die Verbrennung in Gasen nach
folgendem Mechanismus ausbreitet (Abb. 19). Im kalten Gas
verlauft die Reaktion wegen der hohen Aktivierungsenergie
mit verschwindend kleiner Geschwindigkeit. Die Warme,
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die in der Reaktionszone frei wird, kommt durch Wirme-
leitung in eine benachbarte Erwirmungszone. Hier beginnt
die Reaktion, die ihrerseits neue Gasanteile erwarmt. Es ist
sehr wesentlich, daB3 auBer der Flammenwidrme auch aktive
Zentren vorauseilen (diffundieren), da dann die Reaktionen
viel leichter beginnen. Es wurde bereits gesagt, daB die Radi-
kale eine wesentlich geringere Aktivierungsenergie der Reak-
tion haben als die stabilen Substanzen.

Manchmal geniigt eine Diffusion der Radikale, um eine
Reaktion ohne jegliche Erwarmung des Gemisches herbeizu-
filhren. Dies erklirt den Mechanismus der sogenannten kal-
ten Flamme vom Typ der Sumpf-Irrlichter bei der Oxyda-
tion von Phosphorwasserstoff.

Es ist wesentlich, daB die Flamme ,,selbst‘‘ ihre Geschwin-
digkeit bestimmt. Wenn die Geschwindigkeit aus irgend-
einem Grund groBer wird, kann das Gemisch nicht reagieren,
die Warmeiibertragung (oder die Bildung aktiver Zentren)
kommt nicht nach, und die Verbrennung wird aufgehalten.
Wenn sich umgekehrt die Geschwindigkeit der Flamme ver-
ringert, verstirken die abgegebene Warme und die aktiven
Zentren die Reaktionsgeschwindigkeit in dem Raum, wo
die Vorwirtsbewegung der Flamme langsamer geworden
ist, so daB im benachbarten Volumen die Reaktion beschleu-
nigt und die Verzogerung wieder aufgeholt wird. So stellt
sich stabil ein bestimmter Geschwindigkeitswert ein, der
gewohnlich die GroBenordnung von einigen Metern pro
Sekunde hat.



11. Die Kinetik der Kernreaktionen

Die Uranspaltung und das Tropfchenmodell. Neutronen, die bei der Spal-
tung auftreten. Die kritische Masse. Die obere Grenze der kritischen Masse.
Thermonukleare Reaktionen in der Natur. Der Tunnel-Effekt in der
Quantenmechanik. Reaktionen zwischen Wasserstoffatomen. Die Un-
zweckmaBigkeit der Verwendung von Beschleunigern fiir die Kernenerge-
tik. Die Geschwindigkeit von thermonuklearen Reaktionen. Strahlungs-
verluste im gliithenden Plasma.

Der Ausdruck ,,Kettenreaktion® ist heute allgemein weit
verbreitet und wird bei verschiedensten Anldssen im téag-
lichen Leben und in der Presse verwendet. Dafiir ist nicht
in erster Linie die Kettenreaktion in der Chemie verant-
wortlich, sondern die Kettenreaktion von Atomkernen.!) Im
Unterschied zur chemischen Kettenreaktion war ihre Ent-
deckung zielgerichtet. Bei der Entdeckung des Elementar-
aktes der Spaltung eines Urankerns gab es eine gewisse Zu-
falligkeit. Man sagt, daB Fermd, als er die Wirkung der Neu-
tronen auf den Kern systematisch erforschte, die Bruch-
stiicke der Spaltung wegen eines Stiickchens Aluminium-
folie in der Apparatur nicht bemerkte.?)

Die Spaltung entdeckten drei Jahre spiter Hahn und
Strafmann mit radiochemischen Methoden. Sie stellten fest,
daB die Triger der Radioaktivitit nach der Bestrahlung
des Urans mit Neutronen die chemischen Eigenschaften von
Elementen mit mittlerer relativer Atommasse haben. Das
bewies, daB sich der schwere Urankern in zwei etwa gleiche
Teile spaltete. Jeder weil nur zu gut, was danach folgte.
Wir méchten nur besprechen, wie die Kettenreaktion des
Atomkerns vorausgesagt wurde.

1) Teilweise popularisierte natiirlich der N. N. Semjonow und S. Hin-
shelwood zuerkannte Nobelpreis die Kettenreaktion. Beide hatten unab-
héngig voneinander die Kettenreaktion in der Chemie entdeckt.

2) Bei seinen Kollegen hatte Fermi den Spitznamen ,,Papst*, d. h., er
wurde fiir unfehlbar gehalten. Das bezog sich aber auf theoretische Be-
rechnungen und nicht auf das Experiment, '
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Die Kernspaltung gleicht in vielem dem ZerreiBen eines
elektrisch geladenen Wassertropfens. Die elektrostatischen
AbstoBungskrifte iiberwinden die Oberflichenspannung,
der Tropfen wird ausgedehnt, dann bildet sich auf ihm eine
Einschniirung, ein diinnes Zwischenstiick, und es entsteht
ein RiB. AuBler den zwei Tropfenhilften entstehen aus dem
Zwischenstiick ein oder zwei sehr kleine Tropfchen. Wenn
die Analogie der Spaltung mit dem Trépfchenri so weit
berechtigt ist, kann man erwarten, da auBer den Bruch-
stiicken ein oder einige Neutronen entstehen.

Das ist eine Kardinalfrage. Wenn im Mittel bei einem
Spaltungsakt mehr als ein Neutron erhalten wird, so konnen
sie beim Auftreffen auf andere Urankerne diese ihrerseits
teilen: Es wird eine verzweigte Kettenreaktion entstehen.

Derartig weitgehende SchluBfolgerungen zog das Stu-
dium eines Wassertropfens, kleiner als ein Stecknadelkopf,
nach sich.

Es versteht sich, daB nicht jedes Neutron wirksam wird.
Es kann auch einfach aus dem Uranblock herausfliegen, ohne
mit einem Kern zusammenzustoBen, oder von einem Kern
eingefangen werden, ohne eine Spaltung auszulésen. Ein
schweres Uranisotop mit der relativen Atommasse 238 fiangt
leicht Neutronen ein, ein leichtes Isotop mit der relativen
Atommasse 235, das aber 140mal seltener vorkommt, wird
leicht gespalten. Das fiihrt zu groBen Komplikationen bei
der Realisierung der Kettenreaktionen, aber bekanntlich
ist sie trotzdem realisiert worden.

Eine Hauptschwierigkeit bestand darin, daB die Wahr-
scheinlichkeiten der elementaren Prozesse ungeniigend
bekannt waren: die Wahrscheinlichkeit einer Spaltung, die
Zahl der Neutronen bei einer Spaltung, die Wahrscheinlich-
keit des Einfangens von Neutronen, d.h. Neutronenverluste
in der Substanz selbst, und die Diffusionskoeffizienten des
Neutrons im Uran und im Moderator (dort werden die Neu-
tronen gebremst, langsame Neutronen sind effektiver fiir
die Spaltung). Alle diese Werte wurden erstmals aus dem
integralen Verhalten der Reaktoren gefunden. Ahnlich ver-
halt es sich bei der Abschatzung der Wahrscheinlichkeit ein-
zelner elementarer Reaktionen mit aktiven Zentren in der
Chemie. Aber die Chemiker haben weniger zuverlissige
Bedingungen als die Physiker, da fiir gewohnlich der detail-
lierte Verlauf chemischer Reaktionen nicht genau feststeht.
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Die Geschwindigkeit der Kettenreaktion mit langsamen
Neutronen reguliert man, indem man Kadmiumstdbe in
den Reaktor hinein- und herausbewegt. Kadmium absorbiert
Neutronen in groBem MaBe und ist in gewissem Sinne den
Inhibitoren in der Chemie vergleichbar. Bei reinem U?3 und
bei Plutonium ist auch eine ungesteuerte Kettenreaktion
von schnellen Neutronen moglich. Hierbei muBB eine be-
stimmte Masse schnell aus einem unterkritischen in einen
iberkritischen Zustand iiberfithrt werden. Wenn das lang-
sam geschieht, sprengt die abgegebene Wirme die Substanz
frither, als sein Hauptteil reagiert hat. Da aber der Ubergang
aus dem unterkritischen irf den iiberkritischen Zustand nicht
mit beliebig groBer Geschwindigkeit vor sich geht, hat die
Anfangsmasse des aktiven Materials eine obere Grenze. Des-
halb kam ein erfinderischer Kopf auf die thermonukleare
Reaktion. Die Bedingungen, unter denen in der Natur Ket-
tenreaktionen von Kernen mit Neutronen vor sich gehen
(ohne Einmischung des Menschen), sind unbekannt. Deshalb
zollen wir der Rhetorik Tribut und bringen unser Bedauern
zum Ausdruck, daf diese Reaktionen iiberhaupt physika-
lisch moglich sind. Beziiglich der thermonuklearen Reak-
tionen wire das kaum angebracht, da sie die ganze Energie
freisetzen, die die Sonne ausstrahlt. Auflerdem kann die
friedliche Nutzung der thermonuklearen Reaktionen den
Energiebedarf der gesamten Menschheit praktisch fiir alle

Urj

Abb. 20

Zeiten decken (wenn nicht eine nichtfriedliche Anwendung
diesen Bedarf selbst zunichte macht).

Betrachten wir nun den Mechanismus der thermonuklearen
Reaktionen. Auf der Abbildung 18 geht die Kurve der poten-
tiellen Energie links in ein Gebiet, das der KernabstoBung

entspricht. Wenn wir den MafBstab dieses Teiles hunderttau-
sendmal auf der Abszisse vergroBern und auf der Ordinate
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ebensoviel verkleinern, kommen wir sehr nahe an den Kern
heran. Dann erhalten wir Abbildung 20. Der abfallende
Teil der Kurve entspricht der Coulombschen AusstoBung
der Kerne. Bei geringen Entfernungen zeigt sich die Wirkung
der Kernanziehungskrifte, die die elektrostatische Aussto-
Bung tibersteigen. Deshalb bekommt die Kurve die Form
einer Barriere, dhnlich der Kurve auf Abbildung 18.

Hieraus konnte man den SchluB ziehen, daB nur Kerne,
deren Energie der Relativgeschwindigkeit hoher als die
Barriere ist, miteinander reagieren konnen. Die Quanten-
mechanik eroffnet aber eine andere Moglichkeit.

Die Teilchenbewegung kann, éhnlich der Ausbreitung des
Lichtes, nach einem Wellengesetz betrachtet werden.

Es gibt eine Menge Erscheinungen, bei denen die Wellen-
gesetze naherungsweise durch die Ausbreitungsgesetze von
Lichtstrahlen ersetzt werden konnen. So gehen die Wellen-
gleichungen der Quantenmechanik bei der Anwendung auf
geniigend schwere Korper in die Newtonschen Bewegungen
langs bestimmter Flugbahnen iiber.

Aber es gibt noch einen anderen Kreis von Erscheinungen,
wo man ohne den Wellenbegriff nicht auskommt, genauso-
wenig, wie man die gesamte Optik auf dem Begriff des Strahls

Glas
BI
S
Jtl
6las
8" Abb.21
b)

aufbauen kann. Wir betrachten eine Erscheinung, die nicht
nur mit Hilfe der Strahlen erklart werden kann. Jeder weill
sicherlich, was eine innere Totalreflexion ist (Abb. 21a).
Wenn der Lichtstrahl A aus einem (optisch) dichteren Me-
dium in ein weniger dichtes eintritt, z.B. aus Glas (ober-
halb der Oberfliche S) in Luft, wird er an der Oberfliche
partiell ins Glas reflektiert (A’). Bei einem bestimmten Ein-
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fallswinkel « wird der Brechungswinkel g zu 90°, d.h., der
Strahl lauft entlang der Oberfliche in der Luft. Bei groBeren
Einfallswinkeln dringt der Strahl B iiberhaupt nicht in die
Luft ein, sondern wird véllig ins Glas zuriick reflektiert.
Alles Gesagte 1Bt sich in der Sprache der Lichtstrahlen wun-
derbar beschreiben.

Aber die Luft soll im folgenden Beispiel nur als diinne
Schicht zwischen zwei Glisern existieren (Abb. 21b). Die
Dicke der Schicht soll nur wenige Wellenlingen des Lichtes
betragen. Dann zeigt es sich, daB das Licht in der Art einer
gedimpften Welle ein wenig in die Luft eindringt. Das er-
klart sich in allgemeinen Worten dadurch, daB eine Welle
keine scharfe Grenze hat, an der sie sprunghaft verschwin-
det. Da sich auf dem Weg der Welle wiederum Glas befindet,
breitet sich die Welle im Glas unter demselben Winkel aus,
unter dem sie an die Oberfliche der Schicht kam, klingt
aber nicht mehr ab.

Wenn man die Gesetze der Wellenbewegung auf den Zu-
sammenstol von Kernen anwendet, zeigt sich, daB im
Punkt A auf Abbildung 20 keine voéllige Reflexion entsteht,
dhnlich wie dies bei Licht in dem Falle zutrifft, der in
Abb. 21 b dargestellt ist. Zwischen A und B kann sich eben-
falls ein Teilchen hindurchbewegen; aber hat es dann nicht
negative kinetische Energie? Das ist nicht der Fall, da sich
die Begriffe kinetische und potentielle Energie nur auf die
Newtonsche Bewegung beziehen. Auf dem Abschnitt AB
gibt es keine klassische Flugbahn, da es sich um eine Wellen-
bewegung handelt. Thm entspricht nur die gesamte Ener-
gie B, die immer erhalten bleibt. Kinetische und potentielle
Energie kommen auf dem Abschnitt AB nicht einzeln vor.
Also kénnen Quantenteilchen die Potentialbarriere durch-
dringen, genauso wie Lichtwellen die diinne Luftschicht.

Die Durchdringungswahrscheinlichkeit ist um so gro8er, je
schneller sich die Teilchen bewegen, und mit guter Genauig-
keit kann sie mit folgender Formel beschrieben werden:

_ 4n?Z,Z4e?
W=e hv

Hier tritt die uns schon bekannte Zahl e = 2,718 . . . (gerad-
stehendes e) und die Elementarladung e (Kursivbuchstabe)
auf. Eine Verwechslung der beiden Symbole wird auch da-
durch vermieden, da e = 2,718 ... in der Basis und die
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Ladung e im Exponenten steht. Z, und Z, sind die Ladun-
gen der zusammenstoBenden Kerne, in Einheiten der Ele-
mentarladung e ausgedriickt, d.h., Z, und Z, sind positive
ganze Zahlen. v ist die Relativgeschwindigkeit der Kerne
vor dem ZusammenstoB, % ist eine besondere elementare
Konstante, die Planck eingefiihrt hat. Uber sie wird im fol-
genden Kapitel Genaueres gesagt; hier wollen wir nur an-
fithren, daB % = 6,626 - 10?7 erg s ist.

Bei gegebener kinetischer Energie haben leichte Teilchen

2

eine groBere Geschwindigkeit als schwerere, da K = % und
folglich v umgekehrt proportional zur Quadratwurzel aus
m ist. Der negative Exponent in der Formel fiir W hat einen
um so kleineren absoluten Wert, je groBer v ist. Folglich ist
die Durchdringungswahrscheinlichkeit durch den Potential-
wall bei leichten Kernen am grofiten. Am leichtesten verlau-
fen deshalb folgende thermonukleare Reaktionen:

H? + H2 — He?® + n,
H2 + H2 — He® + p,
H? + H® — He?! + n.

Hier ist n ein Neutron, p, H? und H3 sind Wasserstoffisotope :
gewohnlicher (p = Proton = H'), schwerer (Deuterium) und
sehr schwerer (Tritium) Wasserstoff. He® und He* sind leichte
und schwere Heliumisotope. Deuterium kommt im natiir-
lichen Wasserstoff im Verhdltnis 1 : 5000 vor, Tritium zer-
fallt in 12 Jahren in das leichte Isotop He? und ein Elektron.
Deshalb kommt H3 in der Natur nicht vor, es muB8 durch
Kernreaktionen nach dem Schema 'Li® + n — H? + H* ge-
wonnen werden, d.h. durch die Bestrahlung eines leichten
Lithiumisotops mit Neutronen aus einem Kernreaktor. In
allen drei dargestellten Reaktionen sind die Ladungen der
zusammenstoBenden Teilchen Z, und Z, gleich 1. In der
dritten Reaktion ist ein Teilchen, H3, schwerer, dafiir aber
ist die Energieabgabe viermal so groB. Aulerdem geht die
Umordnung der Kernbausteine bei dieser Reaktion bedeu-
tend leichter vonstatten als bei den beiden H2-Kernen.

Die Reaktion kann durch Absprengen eines der Kerne im
Beschleuniger realisiert werden. Dabei zeigt sich aber, daB
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diese abgesprengten Kerne fast alle keine Reaktion voll-
fiihren und ihre Energie umsonst fiir das Herausschlagen
von Elektronen aus den Atomen der beschossenen Substanz
verausgaben. Nur einer von hunderttausend Kernen, die aus
dem Beschleuniger kommen, reagieren schon, bevor sie ihre
Energie verlieren. Deshalb ist der Beschleuniger fiir die
Kernenergetik unvorteilhaft. Man muBl so verfahren, daB
die schnellen Kerne ihre Energie vor der Reaktion nicht ver-
lieren. Dazu muB die Temperatur des Mediums so weit er-
hoéht werden, daBl die Atome ionisiert werden, d.h., daB die
Kerne blofigelegt werden, ihre Elektronen verh'eren. Dann
wird die Kernenergie nicht mehr fiir das Herausschlagen
von Elektronen verschwendet, und beim ZusammenstoQ3
von zwei Kernen kann mit groBer Wahrscheinlichkeit eine
Reaktion entstehen. Die Rolle des ,,Beschleunigers* spielt
dabei die hohe Temperatur, die die Bedingungen schaffen
mul}, unter denen die Kernenergie nicht nutzlos verschwen-
det wird wie bei der kalten Substanz. Die erhitzte Substanz
oder das Plasma beginnt als ,, Kernfeuer zu brennen, das
millionenmal mehr Energie pro Einheit glithender Masse
abgibt als das gewohnliche Feuer. Kernreaktionen, die im
erhitzten Medium vor sich gehen, werden als thermonuklear
bezeichnet. Im Inneren von Sternen, wo die Materie durch
einen groBen Druck komprimiert ist, konnen thermonukleare
Reaktionen relativ langsam verlaufen, wenn die Temperatur
nicht zu hoch ist. Die Temperatur im Innern der Sterne ist
geniigend genau bekannt. Sie wird mit verschiedenen Me-
thoden abgeschéitzt, darunter aus der Energieabgabe thermo-
nuklearer Reaktionen, und die Resultate stimmen mitein-
ander iiberein.

Unter Erdbedingungen ist es bisher nicht gelungen, glithen-
des Plasma so lange zu erhalten, wie notwendig wire, damit
ein merklicher Teil der Kerne reagiert. Deshalb sind gezielte
thermonukleare Reaktionen noch nicht erreicht worden.
Ungezielte hat man — wie bekannt — erhalten.

Jetzt wollen wir erkléren, wie die Geschwindigkeit thermo-
nuklearer Reaktionen von der Temperatur abhéngt. Man hat
den Teil der Kerne zu nehmen, die die gegebene Geschwindig-
keit » haben [g(v)], mit der Reaktionswahrscheinlichkeit W
zu multiplizieren, d.h. folgendes Produkt zu schreiben :

T 1 ]
_mv _ 4n*Z,Zs¢
g-W=e 20 IR
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Dieser Ausdruck ist sehr von der Geschwindigkeit abhéingig,
die zweimal in die Exponenten eingeht. Wir bemerken, daf}
¢ - W sowohl bei v = 0 (wegen des zweiten Faktors) als auch
bei v = oo gegen Null geht. Es gibt einen Wert von v, bei
dem die Wahrscheinlichkeit ¢ - W am groten ist. Dieser
Wert v bestimmt auch die Geschwindigkeit thermonuklearer
Reaktionen. Der Beitrag anderer v-Werte zur gesamten Re-
aktionsgeschwindigkeit ist unwesentlich.

Auf Abbildung 22 sind drei Kurven dargestellt: der Be-
trag des Exponenten der Maxwell-Verteilung ¢(v), der ,,Bar-
rieren-Faktor* — In W und deren Summe, die in den Expo-

Abb. 22

nenten eingeht. Bei dem v-Wert, wo die Summenkurve ein
Minimum hat, ist die Funktion ¢ - W am groSten, da die
Summe im Exponenten mit einem Minuszeichen versehen
ist.

Der minimale Wert des Betrages des Exponenten ist

gleich
3 [ 4n2Z,Z.e* \2/3/ m\V/3
2 hv ( C) )

Das ist mit dem Arrhenius-Faktor vergleichbar, der im Expo-
nenten einen Wert enthilt, der umgekehrt proportional zu
O ist. Bei der thermonuklearen Reaktion ist die Temperatur-
abhéngigkeit schwicher, aber trotzdem geniigend stark.
Wenn die Temperatur des Deuterium-Plasmas von einer
Million Grad auf das Doppelte anwichst, erhoht sich die
Reaktionsgeschwindigkeit um das 4000fache.
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Die thermonukleare Reaktion kann sich faktisch selbst
noch nicht bei dieser Témp®ratur halten, da sie weniger
Energie freisetzt, als das gliihende Plasma in Form elektro-
magnetischer Strahlung verliert. Die Warmeverluste durch
die Strahlung verringern die Temperatur des Plasmas, und
die Reaktion bleibt nicht stabil. Die Energieverluste durch
die Strahlung betrachten wir im folgenden Kapitel zusam-
men mit der Thermodynamik der elektromagnetischen Strah-
lung genauer.



12. Die Thermodynamik der Strahlung

Die Nahwirkung in der Elektrodynamik. Die Feldenergie und die Stoff-
energie. Das statistische Gleichgewicht von Feld und Stoff. Der verspie-
gelte Hohlraum. Der Impuls des elektromagnetischen Feldes. Die Experi-
mente Lebedews. Das Stefan-Boltzmannsche Gesetz. Der absolut schwarze
Korper. Das Kirchhoffsche Gesetz. Absorptionsspektren. Was die thermo-
nuklearen Reaktionen unter Erdbedingungen erschwert.

Wir sagten bereits, daB die wichtigsten Erkenntnisse der
Physiker des 19. Jahrhunderts die Schaffung der Thermo-
dynamik und die Theorie des Elektromagnetismus, der
Elektrodynamik, waren. Entscheidende Ergebnisse erzielte
hierbei Mazwell, der die allgemeinen Gleichungen des elek-
tromagnetischen Feldes formulierte, die beziiglich ihrer fun-
damentalen Bedeutung denen Newtons fir die Mechanik
gleichzusetzen sind.

Die Mechanik Newtons stellte die Wechselwirkung von
Objekten als Fernwirkung dar, als Kraft, die sehr schnell
iiber die Entfernung zwischen den Objekten iibertragen
wird. In der Elektrodynamik wird die Wechselwirkung
raumlich und zeitlich mit einer endlichen Geschwindigkeit
iibertragen, die gleich der Lichtgeschwindigkeit ¢ =~ 3 - 1010
em/s ist; d.h., es existiert nur eine Nahwirkung. (Diese Ge-
schwindigkeit ¢ ist eine Fundamentalkonstante der Physik.)
Die elektrische Ladung sendet eine elektromagnetische Sto-
rung als Signal aus, das danach bei einer anderen Ladung
ankommt. Wenn die Storung bereits die erste Ladung ver-
lassen hat und bei der zweiten noch nicht angekommen ist,
befindet sich ein Teil der Energie im elektromagnetischen
Feld. Hieraus folgt, dal das Feld, genau wie die elektrische
Ladung, ein materielles Objekt ist!), und man kénnte nun
denken, daB es sogar ein einfacheres Objekt ist, da es beziig-

1) Aus diesem Grunde wurde hier — entsprechend dem russischen Ori-
ginal — das Wortpaar ,,Feld*‘ und ,,Stoff* als Unterbegriffe der Materie
und nicht, wie noch haufig in der physikalischen Literatur, ,,Feld* und
,»Materie* verwendet (Anm. der Red. d. dt. Ausgabe).
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lich des Aufbaus von Ladungen einige Unklarheiten gibt und
alles, was sich auf das Feld selbst bezieht, griindlich bekannt
ist.

Heute ist die Einteilung der Materie in ,,Feld‘‘ und ,,Stoff*
als sehr kompliziert anzusehen. Das bezieht sich auf die Lehre
von den Elementarteilchen. In der statistischen Physik ist
es unbedingt angebracht, das Feld als Objekt fiir sich anzu-
sehen. In einem aus Stoff und elektromagnetischem Feld
bestehenden System kann in einem Untersystem statisti-
sches Gleichgewicht vorliegen — im Stoff, im Feld selbst und
zwischen Feld und Stoff. Eine notwendige Bedingung dafiir
ist die rdumliche Abgeschlossenheit des Feldes, vergleichbar
damit, daB bei einem Gas nur dann Gleichgewicht fest-
gestellt werden kann, wenn es sich in einem geschlossenen
GefiB befindet. In einem rdumlich nicht abgeschlossenen
Gebiet lauft das Feld immer mehr auseinander.

Die Bedingungen fiir das Gleichgewicht zwischen Feld und
Stoff sind in einem geschlossenen Hohlraum ideal erfiillt, zum
Beispiel in einem geschlossenen Ofen. Dabei mufl der Ofen
nicht unbedingt beheizt sein: Auch im kalten Ofen entsteht
Gleichgewicht mit dem Feld. Das Gleichgewicht besteht dar-
in, daf von jedem Quadratzentimeter der inneren Oberfliche
pro Zeiteinheit so viel Energie an das Feld abgegeben wird,
wie der Stoff umgekehrt aus dem Feld absorbiert. Das Feld
enthilt im Gleichgewichtszustand elektromagnetische Wel-
len aller Richtungen, Frequenzen und ' Polarisationen. (Als
Polarisation wird die Vektorrichtung des elektrischen Feldes
einer Welle bezeichnet; diese Richtung steht senkrecht zum
Ausbreitungsvektor der Welle.) Hier gibt es eine Analogie
zum Gas;im Gleichgewichtszustand, das ebenfalls Molekiile
mit allen moglichen Geschwindigkeiten, Schwingungs- und
Rotationsenergien enthalt.

Bei der Suche nach der richtigen Verteilung der elektro-
magnetischen Strahlung geriet die Physik das erste Mal in
Widerspruch zu den klassischen Newtonschen Bewegungs-
gesetzen, und es wurde die Quantentheorie geboren. Zu ihr
mochten wir den Leser allméhlich hinfithren.

Zunichst ist klar, daB -beim Vorhandensein eines Gleich-
gewichts zwischen einem Stoff mit der Temperatur @ und
einem Feld das Feld dieselbe Temperatur haben mufB. Dann
kann man es aber auch einzeln betrachten, ohne jedesmal
den Stoff mit heranziehen. Man muB das Feld nur raumlich

116



abschlieBen, damit es nicht verschwinden kann. Das ist dann
erfiillt, wenn sich das Feld in einem Hohlraum mit ideal
reflektierenden Spiegelwdnden befindet. In diesem Hohl-
raum kann ein sehr kleines Stdaubchen angebracht werden,
um das Gleichgewicht zu sichern. Das Stdubchen kann so
klein sein, daB3 es keinen EinfluB auf den Gleichgewichts-
zustand des Feldes hat, sondern nur fiir dessen Erhaltung
sorgt, indem es elektromagnetische Strahlung. aller Rich-
tungen absorbiert und wieder aussendet. Dabei ist die Tem-
peratur von Feld und Staubchen gleich. Man darf nicht den-
ken, daB derartige Hohlrdume mit einem Feld und einem
Staubchen im Inneren tatsichlich fiir physikalische Labora-
torien oder fiir Unterrichtsdemonstrationen hergestellt wiir-
den. Das ist nur ein erdachtes Modell, mit dem man das
elektromagnetische Feld im Gleichgewichtszustand (und
auch im Nichtgleichgewichtszustand) theoretisch am be-
quemsten untersuchen kann. Wenn man die Eigenschaften
eines Feldes im Gleichgewicht fiir ein konkretes Modell ge-
funden hat, ist es nicht schwer, sie auf reale Modelle zu
tibertragen. Dies ist damit vergleichbar, daBl wir die allge-
meinen Grundlagen der Thermodynamik unter Verwendung
des Carnotschen Kreisprozesses ableiteten, der in keiner
wirklichen Kraftmaschine jemals realisiert worden ist.

In die Wand des Hohlkérpers kann man eine Offnung
bohren, die nur so groB zu sein braucht, daB man gerade
noch nach innen sehen kann. Der Zustand des Feldes wird
dadurch nicht zerstért, und man wird erklidren konnen, wie
beispielsweise die Energiedichte des Feldes von seiner Tem-
peratur abhéngt. Auf diese Weise fand Stefan, daB die
Energiedichte proportional der vierten Potenz der Tempe-
ratur ist. (Stefan verwendete keinen spiegelnden Hohlraum,
sondern einfach einen Hohlraum mit einer kleinen Offnung.)
Boltzmann gelang es, das Stefansche Gesetz theoretisch ab-
zuleiten. Diese Ableitung wollen wir wiedergeben. Zunichst
miissen wir bedenken, daB die elektromagnetische Strahlung
nicht nur iiber eine Energie, sondern auch iiber einen Impuls
verfiigt. Davon kann man sich iiberzeugen, wenn man den
Strahler, das Feld und den Empfinger betrachtet. Aus den
Maxwellschen Gleichungen folgt, daB eine laufende elektro-
magnetische Welle eine andere Relation von Impuls und
Energie aufweist als ein Teilchen. Der Impuls der Welle ist
némlich ein Vektor, dessen Betrag gleich der Energie, geteilt
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durch die Lichtgeschwindigkeit ist. Die Welle lauft in Impuls-
richtung. Wir erinnern uns, daB8 der Impuls eines Teilchens
gleich seiner Masse, multipliziert mit der Geschwindigkeit
ist. Weshalb bezeichnen wir als Impuls einer Welle eine
Grofe, die nach einem ganz anderen Gesetz aufgebaut ist?
Weil bei der Wechselwirkung von Welle und Teilchen die
Summe zweier Vektoren konstant bleibt, wobei der auf das
Teilchen bezogene Summand sein gewo6hnlicher Impuls ist
und der die Welle betreffende Summand ihre Energie, ge-
teilt durch ¢. Natirlich mul man den Impuls — wie sonst
iiblich — als eine VektorgroBe definieren, fiir die ein Impuls-
erhaltungssatz gilt. Das ist bei der genannten Definition
des Wellenimpulses der Fall. Wenn die Welle von der spie-
gelnden Wand reflektiert wird, gibt sie ihren doppelten Im-
puls an die Wand ab, éhnlich einem reflektierten Teilchen.
Hierausist ersichtlich, daB die Strahlung im spiegelnden Hohl-
raum auf dessen Wande einen Druck ausiibt wie das Gas.
Die Realitat des Lichtdrucks wurde im Jahre 1900 von P. N.
Lebedew in Experimenten nachgewiesen.

Wenn man die Beziehung zwischen Impuls und Energie
kennt, kann man die Bernoullische Ableitung (vgl. Kap. 1)
auf die Strahlung anwenden. Dabei zeigt es sich, daBl das
Produkt aus Druck und Volumen gleich } der im Hohlraum

Abb. 23

eingeschlossenen Energie ist und nicht gleich 3 wie beim
idealen Gas. Das soll bewiesen werden.

Wir errichten auf einem Quadratzentimeter Wandflache
einen schiefen Zylinder, der um einen bestimmten Winkel ~
zur Normalen geneigt ist (Abb. 23). Wir betrachten nicht
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die gesamte Strahlung in diesem Zylinder, sondern nur die sich
in Richtung seiner Achse ausbreitende Strahlung. Thre
Energie soll gleich ¢ sein. Eine Hilfte der Strahlung geht zur
Wand hin, die andere von ihr weg. Der Impuls der auf die

Wand fallenden Halfte ist nach dem bereits Gesagten gleich —28—6

Von welchem Zylinderteil aus gelangt die Strahlung in der
Zeiteinheit an die Wand ? Wenn sie sich mit der Geschwindig-
keit ¢ ausbreitet, so kommt die Strahlung aus einem Teil
mit der Linge c. Das Volumen eines schiefen Zylinders ist
gleich dem eines geraden (auf der Abb. 23 gestrichelt ein-
gezeichnet) mit der Hohe ¢ - cos «. Das bedeutet, daBl der
gesamte Strahlungsimpuls, der in der Zeiteinheit auf die
Wand fillt, pro 1 cm? Fliache gleich (%) ¢ cos « ist. Beider
Reflexion wird das Doppelte der Projektion des Impulses auf
die Normale iibertragen:

€ 2
gccosa-2coso¢=ecos .

Den Druck auf die Wand erhéilt man, wenn man diese Grofle
in allen moglichen Richtungen summiert.

Wir nehmen einen Vektor der Lange Eins und projizieren
ihn auf drei Koordinatenachsen. Die Projektionen nennen
wir n,, n, und n,. Nach dem Satz des Pythagoras gilt

n?+n?+n?=1.
Wir bilden die Mittelwerte:
<n.r2> + <ny2> + <n:2> =1.

Da aber die Achsen senkrecht aufeinanderstehen, sind alle
drei Mittelwerte gleich:

<n.rz> = <n_I/2> = <n;2> = <COS2 o).
Hieraus ergibt sich
(n2) = (cos? ) = }.

Die GroBe ¢ bezog sich auf die Strahlung in der Volumen-
einheit, die in einer bestimmten Richtung zur Wand lauft.
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Folglich ist die Summe von ¢ in allen Richtungen die Ener-
gie in der Volumeneinheit oder das Verhéltnis der gesamten

Energie und des Volumens: e = -1%7 SchlieBlich ergibt sich
E 1
p=7e= 7 pV—3E,
was zu beweisen war.

Bei den Experimenten Lebedews wurde iibrigens nicht der
Druck einer Gleichgewichtsstrahlung, sondern eines gerichte-
ten Lichtstrahls gemessen. Deshalb ergab sich der Koeffizient
1 nicht.

Bei der Ableitung wurde die Gleichgewichtswahrscheinlich-
keit aller Richtungen vorausgesetzt. Die Bedingungen des
Wairmegleichgewichts war offensichtlich nicht in Betracht
gezogen worden. Mit ihr kann man die Temperaturabhéngig-
keit von E finden.

Wir stellen uns die Strahlung in einem Zylinder unter
einem Kolben vor. Wir bewegen den Kolben so langsam, dal3
die Strahlungstemperatur unverindert bleibt. Das ist mog-
lich, da sich die Strahlung im Wirmegleichgewicht mit den
Winden befindet, deren Temperaturen konstant bleiben.
Dann haben wir eine Arbeit gegen den Druck der Strahlung
geleistet und an die Wand eine bestimmte Menge Strahlungs-
wirme abgegeben, um die Temperaturkonstanz zu sichern.

Entsprechend dem ersten Hauptsatz der Thermodynamik
muB man schreiben:

E2_E1=Q+A’

wobei @ die abgegebene Warme und A die geleistete Arbeit
ist. Fir die auf die Strahlung ausgeiibte Arbeit haben wir
den Ausdruck

A=-p(V,- V).
Folglich ergibt sich
E, - E, Q

VooV V-V, D

Die linke Seite der Gleichung ist nichts anderes als die Ande-
rung der Energie, die dem verdringten Volumen bei einer
gegebenen Temperatur, d.h. bei einem unverdnderten Zu-
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stand der Strahlung, entspricht. Folglich ist das die Energie-
dichte, die — wie oben bewiesen — gleich 3p ist. Bringt man
p auf die rechte Seite, erhdlt man

q
Y=y v

Da der ProzeB reversibel ablief, haben wir entsprechend
dem zweiten Hauptsatz der Thermodynamik

Q=T(8;—-8).

Wir werden jetzt zeigen, daB folgende Gleichung gilt:

S, — 8, _ [ P Dy
Vz - Vl T'=const T2 - Tl V' =const

Wenn man die Briichein diesem Ausdruck iiber Kreuz multipli-
ziert, erhalt man links die bei einem infinitesimalen Kreis-
prozeB iibertragene Wirme und rechts die bei diesem Zyklus
geleistete Arbeit.

Um das zu beweisen, betrachten wir denselben Kreispro-
zeB in drei Diagrammen: (T, V), (7', S) und (p, V). Bei (T, V)
entspricht ihm ein Rechteck und bei (7', S) und (p, V) je-
weils ein Parallelogramm. Bei dem (7', S)-Diagramm ist die
eine Basis gegeniiber der anderen lings der S-Achse ver-
schoben und beim (p, V)-Diagramm lings der p-Achse. Das
Rechteck hat sich in Parallelogramme verschoben und
nicht auf andere Weise. Das ist eine Eigenschaft der infini-
tesimalen Zyklen. Die Flache des Parallelogramms auf dem
(8, T')-Diagramm ist gleich (S, — 8,) (T, — T',) und das Par-
allelogramm auf (p, V) gleich (p, — p,) (Vo — V,). Das ist
aber Warme und Arbeit desselben Kreisprozesses, so daf3
beide gleich sind, was auch behauptet worden war. Folglich
gilt

P — P
4p=T T,— T,

(T ist der Mittelwert aus 7, und 7',) oder

1’2“P1=4(T2—T1)'
P T

121



Wie wir im Kapitel 7 sahen, kann man diese Infinitesimal-
beziehung durch Logarithmen zur Basis e ersetzen:

P2 T,
In~==4ln—=".
2 T,

Wenn wir aber jetzt von p, zu p; und von 7', zu 7', von p,
zu p, und von 7T'5 zu T, usw. iibergehen und alle Gleichungen
additiv zusammenziehen, fallen die Zwischendrucke und
-temperaturen aus, und es bleiben nur die End- und Anfangs-
werte iibrig, d.h., wir erhalten fiir eine beliebige Kolbenver-
schiebung

P T T\!
In—=4ln—=In{—
Y21 T, (Ti)

oder schlieBlich

P T\

n ( T, )
Das ist gerade das von Stefan auf experimentellem Wege ge-
fundene Gesetz. Heute hat es den Doppelnamen Stefan-
Boltzmannsches Gesetz. Die Energiedichte ist gleich dem
dreifachen Druck, folglich ist sie auch proportional der vier-
ten Potenz der absoluten Temperatur.

Es ist schwierig, die Energiedichte und den Druck in einem
gliihenden Hohlraum zu messen. Wie wir gezeigt haben, ver-
andert aber eine kleine Offnung in dem Hohlraum dessen
Zustand nicht. Aus der Offnung wird in der Zeiteinheit eine
Energiemenge austreten, die der Energiedichte proportio-
nal ist. Also ist dann das Emissionsvermégen der Offnung
der vierten Potenz der absoluten Temperatur proportional.

Jeder Strahl, der von auBen durch die Offnung in den Hohl-
raum fillt, wird von den Wianden mehrfach reflektiert, ab-
sorbiert und tritt nicht wieder aus. Deshalb hat diese Off-
nung die etwas eigenartig anmutende Bezeichnung ,,absolut
schwarzer'* Kérper, auch wenn sie hell strahlt. Offensichtlich
mufl man unter absoluter Schwirze die Fahigkeit verstehen,
die einfallende Strahlungsenergie zu 100%, zu absorbieren.
Wie wir sehen werden, hingt damit zusammen, dafl gerade
der Korper selbst strahlt. Auch die Gashiillen der Sonne
absorbieren einfallende Energie gut, und in diesem Sinne ist
die Sonne ein absolut schwarzer Korper! Thre Strahlung
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entspricht einer Temperatur von 5700 Grad. Weiter unten
werden wir zeigen, wie der Schwirzegrad der Sonne gepriift
wird.

Wir betrachten jetzt einen nichtschwarzen Korper. Diese
Korper miissen zusitzlich durch das MaB ihrer Strahlungs-
absorption charakterisiert werden, d.h. durch den Teil der
Energie, der von dem Korper absorbiert wird, wenn eine
Strahlung auf ihn fillt. Man spricht dabei von einer Korrek-
turgroBe. Fir den absolut schwarzen Korper ist sie gleich 1.

Wir bringen nun in einen Hohlraum mit einer Gleich-
gewichtsstrahlung einen schwarzen und einen nichtschwarzen
Korper. Im Gleichgewichtszustand emittieren beide in dem-
selben MaBle, wie sie absorbieren. Von der Oberflicheneinheit
des schwarzen Korpers soll in der Zeiteinheit die Energie J,
und von der des nichtschwarzen Korpers die Energie J ab-
gegeben werden. Sie sollen die Strahlung so austauschen,
daB alles, was der eine ausstrahlt, von dem anderen absor-
biert wird. Dazu geniigt es, zwei groe Ebenen, eine schwarze
und eine nichtschwarze, einander parallel gegeniiberzustel-
len. Dann absorbiert der schwarze Korper auch J und der
nichtschwarze J,y, wobei y sein Absorptionsvermogen ist,
das definitionsgemaB kleiner als Eins ist. Nach der Gleich-
gewichtsbedingung gilt J = Jp oder

I,
14

d.h., das Verhiltnis von Emissions- und Absorptionsver-
mogen eines Korpers ist eine universelle Temperaturfunk-
tion, die gleich dem Emissionsvermégen des absolut schwar-
zen Kérpers ist (Kirchhoffsches Gesetz). Da y < 1 ist, gilt
auch J, > J, d.h., der schwarze Korper emittiert am mei-
sten.

Das ist am Beispiel der Flamme gut zu sehen. Eine durch-
lissige Gasflamme strahlt schwach, aber eine Kerzenflamme,
die gliilhende Kohlenstoffteilchen enthélt, ist undurchsichtig
und strahlt stirker.

Das Kirchhoffsche Gesetz gilt nicht nur fiir die Strahlung
insgesamt, sondern auch fiir einzelne Frequenzen. Das wird
mit der gleichen Uberlegung wie oben bewiesen. Das glii-
hende Gas strahlt nicht das vollstindige Spektrum aus, son-
dern nur einige charakteristische Frequenzen. Das Spektro-
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skop zeigt einzelne helle Linien. Nach dem Kirchhoffschen
Gesetz miissen diese Frequenzen auch stark absorbiert wer-
den. Wenn man durch das glithende.Gas eine helle Strah-
lung mit einem kontinuierlichen Spektrum (beispielsweise
von einem schwarzen Korper) hindurchschickt, so erscheinen
auf dem hellen Strahlungsuntergrund des schwarzen Kérpers
dunklere ,,schwarze* Linien an den Stellen der sonst hellen
Linien. Das Gas laf3t die Strahlung der Frequenzen nicht
durch, die es in hohem MaBe selbst ausstrahlt. Die Hellig-
keit der Linien verandert sich nicht, jedoch geht zwischen
den Linien eine intensivere schwarze Strahlung frei hin-
durch.

Deshalb enthiilt das Spektrum der Sonne dunkle Absorp-
tionslinien. Das Licht der helleren, undurchléssigen inneren
Bereiche geht durch weniger helle, aber durchléssige Schich-
ten hindurch. Das Spektrum von Gasnebeln enthilt helle
Linien, aber keine dunklen wie bei der Sonne und den Ster-
nen. Beim Vergleich des Spektrums der Sonne mit dem irdi-
scher Strahlungsquellen erkannte Kirchhoff erstmalig, aus
welchen Elementen die Sonne besteht. Diese Entdeckung
ist fiir die Astronomie und das gesamte Weltbild von auBer-
ordentlicher Bedeutung. Nach der relativen Helligkeit der
Linien und des Untergrundes bestimmt man den Charakter
entfernter Objekte, die mit einem Teleskop nicht in einzelne
Sterne aufgelost werden konnen. So erkannte man, daB
auferordentlich entfernte Galaxien genau wie unsere Galaxis
aus Sternen bestehen, und erhielt eine Vorstellung von der
tatsichlichen GroBe des sichtbaren Weltalls (moglicherweise
auch des gesamten Weltalls, wenn die sogenannten geschlos-
senen kosmologischen Modelle zutreffen).

‘Wenn man beriicksichtigt, daB die Sterne aus den gleichen
chemischen Elementen bestehen wie auch die Erde, kann
man behaupten, daB die Quelle der Energie der Sterne in
thermonuklearen Reaktionen zu suchen ist: Etwas anderes
kommt als so méachtige Energiequelle nicht in Frage. Wie
im letzten Kapitel gezeigt wurde, gehen thermonukleare
Reaktionen unter der Bedingung eines thermischen Gleich-
gewichts zwischen Kernen und Elektronen vor sich. Aber
zweifellos muB sich im Innern der Sterne auch die elektro-
magnetische Strahlung im Gleichgewicht mit den Kernen
und Elektronen befinden. Dies ist ein duBerst wichtiger Um-
stand, was hier begriindet werden soll. Die Energie der Sub-
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stanz wichst, grob gesagt, proportional zur Temperatur, die
Energie der Gleichgewichtsstrahlung aber, wie wir gesehen
haben, proportional der vierten Potenz der Temperatur. Des-
halb ist bei sehr hohen Temperaturen der Hauptteil der
Energie immer der Strahlung und nicht der Substanz zuzu-
ordnen. Die Warme, die bei der Kernreaktion frei wird,
kommt nicht der Erwirmung der Kerne und Elektronen
zugute, sondern der Strahlung. Thre Temperatur wichst wie
die vierte Wurzel der Energie, und ebenso wichst auch die
Temperatur der Substanz, die sich im Gleichgewicht mit der
Strahlung befindet. Aber die Temperatur geht in die Formel
fir die Geschwindigkeit der thermonuklearen Reaktion mit
der Potenz } ein, d.h., die Energie geht ein mit der Potenz
1-34 =324 (s. Kap. 11). Wegen dieser geringen Abhingig-
keiten konnen die Zustdnde im Inneren der Sterne geniigend
genau abgeschitzt werden.

Im Innern der Sterne ist die Substanz mit hohem Druck
komprimiert, und in diesem Zustand existiert sie Milliarden
Jahre. Deshalb gehen notwendigerweise frither oder spiter
thermonukleare Reaktionen vor sich. Auf der Erde ist es
jedoch duBerst schwierig, geniigend hohe Temperaturen zu
erhalten: In erster Linie wird die Energie von der Strahlung
aufgenommen.

In modernen Plasmaapparaturen ist die Dichte der Sub-
stanz millionenmal geringer als die atmosphérische Dichte.
Dieses Plasma ist auBerdem bei hoher Temperatur durch-
sichtig, so daB die Strahlung nicht zu einem Gleichgewicht
mit der Substanz gelangt. Unter diesen Bedingungen geht
alles verloren, was nach auBen dringt. Dabei zeigt es sich,
daB bei Temperaturen iiber vierzig Millionen Grad die ther-
monukleare Reaktion im Deuterium schon geniigend Ener-
gie fiir die stationdre Erwdrmung des Gases aufbringen kann.
Es ist zu hoffen, dal mit der Zeit diese Bedingungen im Plas-
ma erreicht werden.



13. Die Statistik der Strahlung

Der geschlossene Hohlraum ohne Spiegel. Die Quadratur des Kreises und
die Kubatur der Kugel. Die Bekanntschaft mit der mathematischen
Physik. Das Rayleigh-Jeanssche Gesetz und die mit ihm verbundenen
Schwierigkeiten. Die Plancksche Hypothese. Von der Anpassung zur Ent-
deckung. Das Wiensche Gesetz. Weshalb ist die Sonne schwarz? Ein Blick
zum Anfang der Welt. Etwas iiber den Laser. Warum sind die Molekiil-
schwingungen nicht immer in der Warmekapazitat bemerkbar? Der Mo8-
bauer-Effekt. Das Wiagen eines Quants.

Die statistische Betrachtungsweise ist fir gewohnlich
wesentlich detaillierter als die thermodynamische. Wenn
man in der Thermodynamik mit GroBen wie z.B. Gesamt-
energie operiert, so interessiert in der Statistik ihre Vertei-
lung auf die einzelnen Atome. Die Teilung in Thermo-
dynamik und Statistik ist weniger durch fachwissenschaftliche
als durch methodische Uberlegungen zustande gekommen.

Im vorigen Kapitel wurde die Gesamtenergie der Gleich-
gewichtsstrahlung gefunden. Jetzt werden wir untersuchen,
wie sie auf die einzelnen Schwingungsfrequenzen verteilt ist.

Dabei ist es besonders niitzlich, einen Kasten mit Spiegel-
winden zu betrachten. Die Bedingung der Reflexion von
Wellen ist dann erfiillt, wenn die in Richtung der Wand lie-
gende Komponente der elektrischen Feldstirke der Welle
gleich Null ist. Wie die Gleichungen der Elektrodynamik
zeigen, durchdringt dann das Feld die Winde des Kastens
nicht. Ahnlich wird der Schall an einem festen Hindernis
reflektiert: Auf seiner Oberfliche ist die ortliche Verschie-
bung der Luftteilchen gleich Null.

Anstatt einen fiktiven abgeschlossenen Hohlraum als Hilfs-
mittel fir die Betrachtungen zu verwenden, wird eine noch
kiinstlichere Konstruktion betrachtet. Der ganze Raum
wird mit physikalisch gleichen Hohlrdumen ausgefiillt,
aber nur einer von ihnen wird untersucht. Die Gleichheit
der Hohlrdume bedeutet, daBl an entsprechenden Punkten
das Feld den gleichen Wert und die gleiche Richtung hat.
Gleichzeitig vereinfachen sich die Uberlegungen: Die Vor-
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aussetzung, daf3 die Felder von Hohlraum zu Hohlraum
periodisch sind, gestattet es, die Bedingungen der Reflexion
an den Winden aufler Betracht zu lassen. Mathematisch
sind beide Methoden — die Betrachtung eines Hohlraumes
mit idealer Reflexion an den Wéanden oder die Betrachtung
vieler, periodisch sich wiederholender Hohlrdume — nahezu
dquivalent. Natiirlich ist das insgesamt nur eine Hilfs-
annahme, die aber sehr praktisch fiir die weiteren Uberle-
gungen ist.

Die drei Kanten des Hohlkorpers sollen gleich a sein.
Dann muBl bei einer Verschiebung parallel zu den Kanten
um die Linge ¢ im Raum das Feld nach jeder Seite hin

4

517 Abb. 24

>y

J

wieder den gleichen Wert annehmen. Das kann man fol-
gendermaflen erreichen: Nehmen wir eine Strecke, die par-
allel zu einer der Kanten verlauft. Das eine Ende der Strecke
liege in einem beliebigen Punkt eines Hohlkorpers mit den
Koordinaten z, y, z und das andere Ende am entsprechenden
Punkt eines anderen Hohlkérpers mit den Koordinaten x + a,
9, z (Abb. 24). Auf dieser Strecke betrachten wir die Wellen-
linge A einer beliebigen Strahlung. Die Strecke a soll ein
ganzzahliges Vielfaches von 1 sein, wenn sich die Welle ent-
lang der Strecke ausbreitet. Da die Strecke parallel zu einer
Kante des Korpers verlduft, breitet sich die Welle auch
langs der Kante aus, und so ist die angenommene Bedingung
der Periodizitdt automatisch erfiillt: Fiir die gegebene Welle
ist das Feld an beiden Enden der Strecke gleich. Im allge-
meinen breitet sich die Welle nicht entlang einer kanten-
parallelen Strecke, sondern in einem Winkel zu dieser aus.
Um die Abbildung hierzu nicht zu iiberladen, haben wir
nur die Strecke selbst dargestellt und die angenommenen
Korperkanten weggelassen (Abb. 25). Der Pfeil zeigt die
Ausbreitungsrichtung der Welle, die gestrichelten Linien
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stellen zwei Wellenfronten dar. Entlang der Ausbreitungs-
richtung ist zwischen den Wellenfronten eine ganze Zahl von
Wellenldngen untergebracht. Andernfalls wiirde bei den
Punkten 2 und = + a das Feld nicht den gleichen Wert an-
nehmen. Folglich ist die Strecke xz’ gleich nA, wobei » eine
ganze Zahl ist und A die Wellenlédnge bezeichnet. In Abbil-
dung 25 ist zu sehen, daB nAd = a cos « gilt. Der Abschnitt a

N \
\J
N N xso ADb.25
N\

bezeichnet die Verschiebung auf einer der Achsen, aber
die Verschiebung auf allen drei Achsen mul} berechnet wer-
den, und wir erhalten

n,A = a cos &,

nyd = a cos oy,

ngA = @ oS &g,
wobei «,, &y, x; die Winkel zwischen den Ausbreitungsrich-
tungen der Welle und den Koordinatenachsen sind und alle
drei Zahlen n,, n,, n; ganze Zahlen sind.

Wenn man diese drei Zahlen vorgibt, so erhalt man sowohl

die Ausbreitungsrichtung der Welle als auch die Wellen-

lange A. Tatsichlich erhilt man durch Quadrieren und Zu-
sammenfassen der drei Gleichungen folgendes:

2% (n,2 + n,2 + n3?) = a? (cos? o, + cos®ax, + cos? org) = a?

(weil die Summe der Quadrate der drei Kosinus gleich 1 ist,
vgl. Kap. 12), woraus man die Gleichung erhalt:

A=a (n? + n? + ng?)~s.
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Die drei ganzen Zahlen n,, n, und n; kann man auf die
Achsen eines Koordinatensystems auftragen. Das ist bereits
kein Hilfshohlkorper in einem realen Raum mehr, sondern
ein vollig erfundener Raum, dessen Punkte nur ganzzahlige
Koordinaten haben. Solch ein Raum gleicht einem Kristall-
gitter oder dem Gerippe eines Gebdaudes mit gleichen Zim-
mern. Eine zweidimensionale Darstellung hierzu zeigt Ab-
bildung 26. Wenn man verabredet. die Zelle durch ihre linke

Abb. 26

untere Ecke zu charakterisieren, entspricht eine bestimmte
Zelle auf der Abbildung 26 zwei ganzen Zahlen, d.h., sie
charakterisieren im zweidimensionalen Fall vollstindig die
Wellenlinge und die Ausbreitungsrichtung der Welle. Ein
dreidimensionales Gitter wiirde die Welle im Raum charak-
terisieren. (Bei genauerer Betrachtung miite noch die Rich-
tung des elektrischen Vektors der Welle angezeigt werden,
aber wir wollen diese Frage beiseite lassen.)

In dem durch dickere Linien hervorgehobenen Quadrat
befinden sich 16 Zellen, d.h., es enthilt 16 Vektoren der
Wellenausbreitung. Aber wie viele sind im Kreis enthalten?
Er verlduft doch ,lebendig*, d.h., er teilt die Zellen, so daB3
es scheint, als hitte der erdachte ganzzahlige Raum keinen
Sinn. Jedoch weiB jeder, daB man mit dem Kreuzstich be-
liebig komplizierte Figuren darstellen kann, wenn die Kreuze
oder Zellen geniigend klein sind. Je groBer der Kreis ist, um
so weniger fallen die zerteilten Zellen gegeniiber den ganzen
ins Gewicht. Im Grenzfall ist die Rolle der zerteilten Zellen
geniigend klein, und man kann behaupten, dal die Zahl der
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Zellen im Kreis gleich ntn? ist, wobei n der ganzzahlige Kreis-
radius ist. In Abbildung 26 befinden sich zum Beispiel = - 25
~ 78 Zellen. Wenn man aufler den ganzen Zellen die Zellen
abzihlt, von denen sich mehr als die Hélfte im Kreis befin-
det, sieht man, daB sich ,,tatsichlich* 80 Zellen im Kreis be-
finden, d.h., die Berechnung (die ,,Quadratur des Kreises‘)
war nicht schlecht. Bei der Kugel erhalten wir in gleicher

. i a®
Weise §nn® Zellen oder, wenn man n = a/A annimmt, §m—

Zellen. »

Im weiteren ist es angebracht, die Schwingungsfrequenz »
anstelle der Wellenlinge A1 zu verwenden. Man kann sie
leicht miteinander verkniipfen. Wenn die Wellengeschwin-
digkeit c ist, so fithrt die Welle auf einem Weg vom Betrag ¢
c
A
Zeiteinheit entspricht, betriagt die Schwingungszahl in der

Zeiteinheit oder die Frequenz » = 7 oder ! = z Also liegt

A A

die Zahl der Schwingungen mit einer Frequenz kleiner »

insgesamt Schwingungen aus. Da aber ¢ dem Weg pro

3
innerhalb einer Kugel mit dem Volumen $ma3 ::—Jg Jetzt kann

man fiir a3 das Hohlkérpervolumen ¥ einsetzen und ab sofort
die fiktiven Hohlkorper vollig vergessen. Man kommt aber
nicht ganz ohne sie aus bei der Ableitung der uns interessie-
renden Formel fiir die Zahl der Schwingungen.

Oft ist man nicht an der Gesamtzahl der Schwingungen
bis zu einer gegebenen Frequenz interessiert, sondern an der
Zahl der Schwingungen pro Frequenzeinheit. Es ist Kklar,
daBl dabei nicht das ganze Volumen der Kugel mit dem
Radius v, sondern nur der Teil berechnet werden muB}, der
zwischen zwei konzentrischen Kugeln mit einem Abstand
gleich der Frequenzeinheit liegt. Da die Kugeloberfliche
471? und die Dicke der Schicht 1 betriagt, ist das gesuchte
Volumen gerade gleich 47:—3V »2. Wenn man in Betracht zieht,
daB die Schwingungen eines elektromagnetischen Feldes in
zwei beliebigen Richtungen in der Ebene senkrecht zur Aus-
breitungsrichtung verlaufen koénnen, so muf3 die erhaltene
Zahl schlieBlich noch verdoppelt werden.
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Wir muBten diese ganze lange (wenn auch anschauliche)
mathematische Erorterung anstellen, da sie fiir alles Weitere
sowohl in diesem als auch im folgenden Kapitel wichtig ist.

Die Strahlung soll sich jetzt im thermodynamischen
Gleichgewicht mit der Substanz befinden. Im Kapitel 3
wurde gezeigt, daf in diesem Zustand jede Schwingung die
mittlere Energie © hat. Bei der Berechnung ist es vollig
gleichgiiltig, ob die Substanz oder das Feld schwingt. Die
mittlere Energie pro Frequenzeinheit ergibt sich hieraus zu

8tV

c3

120

(Rayleigh-Jeanssches Gesetz ).

Die Schwingungsfrequenz ist nach oben nicht begrenzt.
Folglich sind auch sehr hohe Frequenzen vorhanden, denen
eine sehr grofe Energie entspricht. Das Resultat ist, wie
man sieht, absurd, da die Gleichgewichtsenergie des Feldes
in Wirklichkeit endlich und proportional der vierten Potenz
der Temperatur ist.

Mit der Losung dieses Paradoxons begann die Quanten-
theorie. Planck machte im Jahre 1900 die Annahme, daB8 die
mittlere Energie einer Schwingung nicht unbedingt @ sein
muf. Es war notig, anzunehmen, daf sehr hochfrequente
Schwingungen sehr kleine mittlere Energien haben. Dann
wird ihr Beitrag zur Gesamtenergie mit wachsender Fre-
quenz abnehmen, und die Summe iiber alle Frequenzen bzw.
die Gesamtenergie wird endlich bleiben. Das trifft beispiels-
weise in dem Fall zu, wo sich die tatsichliche Energie nicht
in einer kontinuierlichen Folge von 0 bis oo verdndert, son-
dern nur Werte durchlduft, die Vielfache ein und derselben
GréB? hv sind:

0, hv, 2hy, 3hv, . ..

(Die Plancksche Konstante 2 wurde bereits im Kap. 11 ein-
gefithrt.) Mit Hilfe dieser Reihe von Energiewerten muf
man die mittlere Energie bei der Temperatur @ bestimmen.
Woher kommt aber eigentlich die ganzzahlige Energiereihe?
Zu Plancks Zeiten war das lediglich eine Annahme. Er kam
auf einem etwas anderen Weg zu seiner Hypothese, was hier
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unwichtig ist. Heute ist bekannt, dall die Ganzzahligkeit
der Energie mit dem Gesetz der harmonischen Schwingungen
des elektromagnetischen Feldes zusammenhédngt, d.h. mit
demselben Gesetz, das auch bei der Bewegung eines Pendels
bei kleiner Winkelauslenkung gilt. Dieses Gesetz ergibt sich
aus der modernen Quantenmechanik mit ihren spezifischen
Bewegungsgesetzen. Planck nahm einfach an, da die
Schwingungsenergie ein ganzzahliges Vielfaches der GroBe Ay
ist, und erhielt hieraus eine Formel, die ausgezeichnet mit
dem Experiment iibereinstimmt. Damit war seine Hypothese
bewiesen, und die Quantentheorie begann sich zu entwickeln.

Entsprechend der Boltzmann-Verteilung ist die Wahr-
scheinlichkeit einer Energie & - Av (k ist hier eine ganze Zahl)

Ry
g = Ae % 5.

Die Konstante 4 muB aus der Bédingung gefunden werden,
daB die Summe aller Wahrscheinlichkeiten gleich 1 ist:

00 oo hy oo( —h’/@)k
2agp=Adekg =43\ =
k=0 k=0 k=0

Hierbei kommt die Summe einer unendlichen geometrischen

2]
. — hv o
gleich 1/(1 — e —?). Deshalb ergibt sich

v
Reihe mit dem Quotienten e vor. Diese Summe ist

A

'1——'e_—h’/9'=1, A=1—e‘h’/9.

Um die mittlere Energie zu finden, muf} der Wert der k-ten
Energie k - hv mit ¢, multipliziert und iiber alle ¥ summiert
werden. Wir nennen diesen Mittelwert ¢,. Dann erhalten wir
folgenden Ausdruck:

2 hy
g, = (1 —eM0) Skhyve k5.
k=0

132



Die erhaltene Summe ist ein wenig komplizierter als eine
geometrische Reihe, 148t sich aber auch leicht ausrechnen?):

hy

& = eh?/0 _ 1 :

Nach der Multiplikation mit der Zahl der Schwingungen pro
Frequenzeinheit erhalten wir die bekannte Plancksche For-
mel fiir die mittlere Energie des Feldes pro Frequenzinter-
vall:
BrVhv?
T B ee 1)

Wenn man V = 1 setzt, steht auf der linken Seite die Ener-

gie, die in der Volumeneinheit enthalten ist,d.h. die Energie-
dichte.

1) Es sei
x
S, =4 Z kb,
k=0
Wir fiigen hier die Summe der geometrischen Reihe
oc
Sy=4 bk =1
k=0
hinzu und erhalten
oo
8, + 8, =43 (k+1)bk
k=0
Wenn wir diese Gleichung mit b multiplizieren, erhalten wir
oo
b(S; + 8)) =4 D (k+ 1) bkt
k=0

Rechts steht wieder die gleiche Summe S,, was sofort zu sehen ist,
wenn man die Glieder einzeln aufschreibt und betrachtet. Daher gilt

b(Sy+ 8y) =8y, 8, (1 — b) =b8,,

Wenn man b mit e~hv/€ gleichsetzt, kann man damit die Summe fiir ¢,
ausrechnen.
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Es zeigt sich, daBl sich bei kleinen Frequenzen das uns
schon bekannte Rayleigh-Jeanssche Gesetz ergibt. Wenn
namlich die Frequenz oder das Verhiltnis hv/@ Kklein ist,

kann e*/€ naherungsweise durch 1 + (}g) (vgl. Kap. 7) und
e"/® — 1 durch d ersetzt werden. Setzt man dies in die

0]

Plancksche Formel ein, erhalt man das Gesuchte. Formal
konnte man nieht », sondern auch % gegen Null gehen lassen.
Wenn e"”/€ wesentlich groBer als 1 ist, kann man die Eins
im Zihler der Planckschen Formel vernachlissigen. Dann
wird ein Ausdruck fir E, erhalten, der bereits vor Planck
vorgeschlagen worden war. (Die hier eingehende Konstante
h hatte damals keine direkte physikalische Bedeutung.)
Aber dieser Ausdruck geht bei kleinen Frequenzen nicht in
die Rayleigh-Jeanssche Formel iiber. Als Ergebnis der In-
terpolation von hohen und niedrigen Frequenzen fand
Planck seine Formel. Danach bemerkte er, daB der neue
Ausdruck mit Hilfe der Hypothese von der Energiequan-
telung abgeleitet werden konnte, und dadurch gab er der
Konstanten % eine Bedeutung. Ein wichtiger Gedanke ent-
stand aus einer Hypothese, was nicht oft vorkommt.

Bei sehr groBen Frequenzen wichst 7€ schnell an, wesent-
lich schneller als »® im Zahler, so da3 die Energie der ent-
sprechenden Strahlung gegen Null geht. Auf diese Weise
wird die Grundschwierigkeit des Rayleigh-Jeansschen Ge-
setzes beseitigt.

Es versteht sich, dal die Ganzzahligkeit der Energiewerte
von Schwingungen in keiner Weise in den Rahmen der New-
tonschen Mechanik paft. Deshalb entwickelte sich aus der
auf den ersten Blick merkwiirdigen Hypothese Plancks in
der Folge die neue Quantenmechanik.

Betrachten wir jetzt einige Folgerungen aus der Planck-
schen Formel. Wir schreiben sie in folgender Form:

g _ 85V6" [ (hv 63 ]

YT p2c3 ehvi® _ 1

Die GroBe in den eckigen Klammern héngt nur von dem Ver-
héltnis hv/@ ab. Wir bezeichnen dieses dimensionslose Ver-
héltnis mit dem Buchstaben x. Die Energie ¢, ist also einer
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Funktion von x proportional, die in Abbildung 27 graphisch
dargestellt ist. Bei kleinen x-Werten ist der Nenner, wie wir
gesehen haben, zu x proportional, so daB die Funktion ins-
gesamt wie x* verlduft. (Dies entspricht dem Rayleigh-
Jeansschen Gesetz.) Bei grofien x iiberwiegt e*. Bei x = 10

=

Abb. 27

—

X

erhalten wir z.B. a3 = 1000, e* = 20000 usw. Hieraus wird
klar, daB die Funktion bei einem bestimmten x-Wert ein
Maximum hat. Die Berechnung zeigt, daB es bei z = 2,93
liegt. Die entsprechende Frequenz nennen wir »,,. Wir erhal-

ten h—gﬂ = 2,93 oder

2,936
‘ylll - h

Die Frequenz, bei der das Maximum der Energie im Spek-
trum der Gleichgewichtsstrahlung auftritt, ist proportional
der absoluten Temperatur ( Wiensches Gesetz).

Zum Beispiel gilt bei Zimmertemperatur »,, = 2 - 10'3 Hz,
was einer Wellenldinge von 1,5- 1072 cm entspricht. Diese
Strahlung gehort zum infraroten Bereich des Spektrums
und ist fir das Auge nicht sichtbar. Eine von einem auf
200 bis 400°C oder 500 bis 700 K erhitzten Korper ausgehen-
de Strahlung befindet sich auch noch im infraroten Bereich,
d.h., sie ist auch nicht fiir das Auge sichtbar, ist aber als
Wérme wahrnehmbar. Deshalb wird infrarote Strahlung oft
als Wirme bezeichnet. Bei der Temperatur der Sonnen-
oberfliche (5700 K) entsteht das Strahlungsmaximum im
sichtbaren Licht. Das Wort , sichtbar bedeutet, daB3 bei
den entsprechenden Frequenzen das Maximum der Emp-
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findlichkeit des menschlichen Auges liegt. Die saubere Atmo-
sphire ist fiir diese Frequenzen durchlissig. (Das senkrecht
durch die Atmosphére strahlende Sonnenlicht wird in ihr nur
auf die Halfte geschwicht.) Sehr niedrige infrarote und sehr
hohe ultraviolette Frequenzen werden in der Luft sehr stark
absorbiert. Sie werden von Lebewesen aufgenommen, die,
durch ihre Lebensweise bedingt, nicht weit zu sehen brauchen.

Bei einer Temperatur von 10¢ bis 107 Grad verlagert sich
das Maximum der Strahlung in den Bereich der weichen
Rontgenstrahlen usw.

Auf Abbildung 28 sind die Planckschen Kurven abhingig
von der Frequenz, aber nicht von der HilfsgroBe « dar-
gestellt. Man sieht, daB die Maxima aller Kurven auf der

Geraden v = 2,93 % liegen. Bei jeder Frequenz liegt die der

hoheren Temperatur entsprechende Kurve hoher. Ein Kér-
per mit einer Temperatur von 108 Grad strahlt auch im sicht-
baren Bereich des Spektrums heller als die Sonne.

} Fs

Abb. 28

Die Energieverteilung im Spektrum eines glihenden,
strahlenden Korpers kann als Kriterium seiner ,,Schwérze
benutzt werden. Zum Beispiel stimmt das kontinuierliche
Sonnenspektrum sehr gut mit der Planckschen Kurve iiber-
ein, wenn man einzelne dunklere Linien auBler Betracht
14Bt, die in dem Spektrum durch die 4uBeren absorbierenden
Schichten der Sonne unterdriickt werden. Deshalb kann man
annehmen, daBl die strahlende Schicht der Sonne absolut
schwarz ist.
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Unldngst wurde eine intergalaktische Strahlung ent-
deckt, die einer Temperatur von 3 K entspricht. Thre Ver-
teilung in dem Bereich des Spektrums, in dem es keine Ab-
sorption durch staubartige Materie gibt, stimmt mit der
Formel von Planck iiberein. Folglich ist diese Strahlung
eine Wirmestrahlung. Der Charakter der Strahlung ent-
spricht den modernen kosmologischen Ansichten iiber das
sich ausdehnende Weltall (vgl. Kap. 7). Diese Strahlung
wurde ausgesandt, als das Weltall fest und glithend war. Zu
diesem Zeitpunkt hatte die Strahlung natiirlich auch eine
sehr hohe Temperatur, erkaltete aber dann infolge der adia-
batischen Ausdehnung. Aber die Strahlung ist dieselbe, und
wir sehen in ihr sozusagen ein frithes Entwicklungsstadium
des Weltalls. Es gibt ein anschauliches Bild fiir einen so frii-
hen Zeitpunkt. Nehmen wir einmal an, wir stiinden auf
einem hundertstockigen Wolkenkratzer, und der Anfangs-
moment der Expansion befinde sich auf der Erdoberfliche.
Dann ligen die entferntesten kosmischen Objekte irgendwo
zwischen dem 40. und dem 60. Stockwerk und die 3-K-Strah-
lung zeigt die Welt in einer Entfernung von 1 cm von der
Erde, d.h. vom Ursprung. Die Entdeckung der 3-K-Strah-
lung ist ein neuer Triumph der Friedmannschen Kosmo-
logie, nachdem Hubble am Ende der 20er Jahre die Flucht
entfernter Galaxien im Raum entdeckte, die auch von
Friedmann vorausgesagt worden war.

Wir haben hier nur sehr wenige Anwendungen der Planck-
schen Formel angefiihrt. So niitzlich sie auch sind, wichtiger
ist der gesamte Wandel der physikalischen Betrachtungs-
weise, zu dem die Quantenvorstellung gefithrt hat.

Nach Planck war es Einstein, der im Jahre 1905 einen ent-
scheidenden Beitrag zur Entwicklung der Quantentheorie
leistete. Er schlug vor, dem Quant die Eigenschaften eines
Teilchens mit der Energie Ay und dem Impuls A»/c zuzuord-
nen. Eine solche Beziehung von Impuls und Energie gibt
es auch bei der elektromagnetischen Welle (vgl. Kap. 12).
In der Folge beobachtete Compton das Zusammenprallen
einzelner Quanten mit Elektronen und bewies unmittelbar,
daB dabei die Satze von der Erhaltung der Energie und des
Impulses gelten, ebenso wie beim Zusammenprall von Bil-
lardkugeln. Aber die Beziehung zwischen Impuls und Energie
ist bei den Quanten so, wie sie Einstein voraussagte und
nicht wie bei Kugeln oder bei Elektronen.
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Ausgehend von der Vorstellung, dafl die Lichtquanten
Teilchen darstellen, kann man auf vollig neue Art zur Planck-
schen Formel kommen. Wir wollen die Strahlung mit der
Frequenz v im Wirmegleichgewicht mit den Atomen be-
trachten. Die mittlere Atomzahl mit der Energie £ nennen
wir ¢(E). Im Warmegleichgewicht ist ¢(E) durch die Boltz-
mannsche Formel gegeben. Die mittlere Quantenzahl wird
nach der Formel von Planck bestimmt:

1
&> =1

V=1
da E, = kv{k) und, wie bereits gezeigt, E, = hv (e }é—v -1 )

gilt. Wenn man die Wahrscheinlichkeit eines elementaren
Absorptionsaktes pro Sekunde mit W bezeichnet, so wird
die Absorptionsrate durch das Produkt

W - q (E)<k>

bestimmt. Die Wahrscheinlichkeit eines elementaren Emis-
sionsaktes ist auch gleich W infolge der Symmetrie der bei-
den physikalischen Gesetze fiir direkte und umgekehrte Pro-
zesse. Mit E’ bezeichnen wir die Energie eines Atoms, das
ein Quant mit der Frequenz » emittiert. Nach dem Satz von
der Erhaltung der Energie gilt £’ = E + hv. Im Zustand
des Wirmegleichgewichts muB8 die Zahl der Emissionsakte
und die der Absorptionsakte pro Zeiteinheit gleich sein. Das
darf nicht verwechselt werden mit der Gleichheit von W
beim direkten und umgekehrten Prozefl, wobei ein Grund-
gesetz der Natur erfillt wird; hier sprechen wir nicht von
einem Gesetz, sondern von der Bedingung, daBl ein bestimm-
ter Zustand, in unserem Fall das Gleichgewicht, erreicht wer-
den kann. Die Zahl der Emissionsakte ist proportional W,
der Zahl der Atome mit der Energie £’ und einer noch un-
bekannten Funktion von (k), ndmlich f ({k)). Wir bestim-
men sie aus der Bedingung fiir das Gleichgewicht:

Wq(E') [(<k)) = Wa(E)<k).
Nach der Boltzmann-Verteilung gilt

q(E) = Ae~#®,  q(E') = Ae” "9,
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woraus sich fiir das Verhaltnis beider Beziehungen entspre-
chend dem Satz von der Erhaltung der Energie

e ' ~E)6 _ ghv|®

ergibt. Folglich ist

hv/©
F(<) = om0y = —rg— = k> + 1.

Die Wahrscheinlichkeit der Emission eines Quants ist pro-
portional der Summe aus der.Zahl der bereits vorhandenen
gleichartigen Quanten und Eins. Zu diesem Ergebnis kam
Einstein im Jahre 1916. Das erste Glied ist verantwortlich
fiir die sogenannte induzierte Emission, die Eins fiir die
spontane Emission.

Auf der Erscheinung der induzierten Emission beruht die
Wirkungsweise des Lasers, in dem kiinstlich eine sehr groQe
Zahl von Atomen angehéduft wird, deren Energie fir die
Emission einer gegebenen Frequenz » ausreicht. Die indu-
zierte Emission fiihrt dazu, daff die Energie in Form einer
gleichzeitigen Strahlung aller Atome frei wird. Auflerdem
ist dabei die Strahlung ‘aller Atome kohirent, d.h., die
von allen Atomen ausgestrahlten Teilwellen stimmen beziig-
lich ihrer-Phase’ genau iiberein. Deshalb vergrofert sich die
Amplitude der elektromagnetischen Strahlung proportional
der Zahl der Atome. Die Intensitit der Strahlung ist dem
Amplitudenquadrat bzw. dem Quadrat der Zahl der Atome
proportional. Dabei wird die gesamte Strahlung auf einmal
emittiert. Sie entsteht auf einer definierten Frequenz, auf
der Eigenfrequenz des Lasers.

Bei sonst iiblichen Strahlern emittieren die Atome unab-
hangig voneinander, die Strahlungsintensitdt wichst pro-
portional zur Zahl der Atome. Die emittierte Strahlung ist
iiber das Spektrum und iiber die Emissionszeit ,,verschmiert‘.

Mit dem Laser kann man die Strahlungsenergie in einzelne
Impulse verwandeln. Natiirlich. entsteht sie nicht aus dem
Nichts, sondern auf Kosten einer duBeren Strahlungsquelle,
die kontinuierlich Atome anregt.

Die Plancksche Formel kann nicht nur auf Schwingungen
des elektromagnetischen Feldes, sondern auch auf andere
Arten von Schwingungen, z.B. auf die Molekiilschwingung,
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angewendet werden. Wir betrachten Atome, die in einem
Molekiil eine Schwingung ausfithren kénnen, wie in H,, O,,
N, usw. (vgl. Kap. 3). Wenn die Schwingungsfrequenz »
ist, so ist die mittlere Quantenzahl bei der Temperatur @
gleich 1

<k> = ?t*vle 1 .
Bei Wasserstoff gilt Ay = 0,8 - 10-12 erg. Folglich erhalten
wir bei Zimmertemperatur

hv 08-1072 20 _ 6
0= 4. 100 =20, e¥*=4.108.

Die Wirmeschwingung fehlt also praktisch, (k) ist mit
grofer Genauigkeit gleich Null. An der Wirmekapazitit
des Wasserstoffs haben nur die Translations- und die Dreh-
bewegung einen Anteil.

Beim dreiatomigen Molekiil CO, (O=C=0) gibt es eine
Biegeschwingung, bei der das Molekiil nicht geradlinig
bleibt, bei der sich die Abstdnde zwischen den Atomen aber
nicht verindern. Es ist bekannt, daB3 es wesentlich leichter
ist, eine Feder zu biegen, als sie auszudehnen. Deshalb haben
Schwingungen, die mit einer Kriimmung verbunden sind,
eine geringere Frequenz als solche mit einer Verlangerung —
bei der Krimmung ist die Riickstellkraft geringer. Die ent-
sprechende Schwingungsfrequenz einer Biegung von O=C=0
ist gering, und solch eine Schwingung macht sich schon bei
Temperaturen um 600 K bemerkbar.

Analog dazu wird die Abweichung des Verhaltens von
Kristallen vom Dulong-Petitschen Gesetz erklirt, von der
in Kap. 3 gesprochen wurde. Das Spektrum der Atomschwin-
gungen eines Kristalls ist dem Spektrum des elektromagne-
tischen Feldes etwa dhnlich, lediglich die Abhingigkeit der
Frequenz von den ganzen Zahlen n,, n,, ng ist hier wesentlich
komplizierter. Weit wichtiger ist ein anderer Unterschied
zwischen den Schwingungen des Kristalls und denen des
Feldes. Er besteht darin, daB der Kristall eine maximale
Schwingungsfrequenz hat, wihrend das Feld eine beliebig
hohe Frequenz haben kann. Es ist am einfachsten, diese
Tatsache mit dem atomaren Aufbau des Kristalls zu erklaren.

Der Kristall soll aus N Atomen bestehen. Jedes schwingt
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in drei senkrecht zueinander verlaufenden Richtungen. Folg-
lich gibt es insgesamt 3N Schwingungen. Beim Feld sind
die den Schwingungen zugeordneten Zahlen n,, n, und =
beliebig groB, und es gibt unendlich viele Schwingungen. Es
ist klar, daB unter den 3N Schwingungen die Frequenz einer
dieser Schwingungen am groten sein muB3. Die ihr entspre-
chende Wellenlidnge ist gleich dem Abstand zwischen den
Atomen. Es ist leicht verstdndlich, dal eine noch kleinere
Wellenlange physikalisch ohne Sinn wére. Einer minimalen
Wellenlinge entspricht eine maximale Frequenz v,,,,. Die
thermische Energie des Kristalls @ sei wesentlich geringer
als die des Quants mit der maximalen Frequenz Ay, .. Dann
verschwindet (k) nicht nur fiir diese grote Frequenz, son-
dern im gesamten Schwingungsspektrum mit Ausnahme der
kleinsten Frequenzen bzw. der lingsten Wellen. Kurzwellige
Schwingungen sind quasi eingefroren, und die Wirmekapa-
zitdt des Kristalls ist kleiner, als nach dem Dulong-Petit-
schen Gesetz gefordert wird. In diesem Falle ist die Planck-
sche Formel ohne Einschriankung anwendbar, da die maxi-
male Schwingungsfrequenz praktisch nicht in die Berech-
nung eingeht. Aber dann verschwindet der wichtigste Unter-
schied gegeniiber dem elektromagnetischen Feld, und es
ergibt sich, dal die Energie des Kristalls proportional der
vierten Potenz der absoluten Temperatur ist. Dieses Resul-
tat erhielt P. Debye im Jahre 1912. Bei geniigend hoher
Temperatur wird die Energie eines Quants der Maximalfre-
quenz wesentlich kleiner als @, und man kann €*ma/® — 1
iberall durch Av/@ ersetzen. Die Plancksche Formel geht
in die Formel von Rayleigh-Jeans iiber. Wenn man in die-
sem Falle die Schwingungsenergie iber alle Frequenzen
summiert, erhilt man einfach eine ganze Schwingungszahl,
multipliziert mit @. Aber insgesamt gibt es 3N Schwingun-
gen, so daB die Energie des Kristalls gleich 3N @ ist. Das ist
aber gerade das Dulong-Petitsche Gesetz.

Die Lichtquanten werden auch Photonen genannt, nach
dem griechischen Wort ,,phos‘ — Licht. Analog nennt man
die Quanten von Festkorperschwingungen Phononen (vom
Wort ,,phoné“ — Stimme, vgl. das Wort ,,Telefon*). Die
Schwingungen von Koérpern kénnen als Schall wahrgenom-
men werden, wenn sie eine hérbare Frequenz haben. Auf
die Phononen sind dieselben Einsteinschen Gesetze der Emis-
sion und Absorption anwendbar wie auf die Photonen.
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Mit den Phononen héngt ein bemerkenswerter Effekt zu-
sammen, den Mofbauer im Jahre 1956 entdeckte. Ein Kern
irgendeines Elements soll ein elektromagnetisches Quant
mit einer bestimmten Energie v, emittieren. In diesem Bei-
spiel nehmen wir an, daB die Energie des Quants 10~ erg
(eine charakteristische GroBe fiir Kernenergien) betrigt.
Dabei geht der Kern in einen niedrigeren Energiezustand
iiber, in dem er nicht mehr emittieren kann. Nach dem Kirch-
hoffschen Gesetz muB ein solcher Kern auch besonders leicht
Quanten mit der gleichen Energie kv, absorbieren. Die Kerne
im niedrigen Energiezustand antworten quasi denen mit
hoherem Energiezustand, indem sie deren Quanten auf-
nehmen, wie ein Radioempfianger auf das Signal des Sen-
ders reagiert.

In Wirklichkeit geht dies bei weitem nicht immer so. Wenn
ein einzelnes freies Atom strahlt, so erhidlt das Quant nicht
nur die Energie Av,, sondern auch den Impuls Ayy/c. Dem
Atom (genauer: dem Kern) wird ein Impuls von gleicher
GroBe und umgekehrtem Vorzeichen iibertragen, d.h., der
Kern bekommt einen Riickschlag wie ein Geschiitz beim
SchuB. Wenn die Masse des Kerns M ist, so ist die iibertra-
gene Geschwindigkeit gleich Avy/cM, da der Impuls des Kerns
gleich der Masse M, multipliziert mit der Geschwindigkeit
ist, und nach dem Satz von der Erhaltung des Impulses ist
dieser gleich dem Impuls des Quants hvy/c mit umgekehrtem
Vorzeichen. Die kinetische Energie des Kerns betrigt

e

2 \Mc| 2Me

Deshalb enthdlt das Quant nicht die ganze Energie Ay,
sondern nur

h‘l’o
hvo = 51 =M (1 T oMe )

Bei hvy = 10 %erg und der relativen Atommasse des Ele-
ments 26 (Eisen) betragt der Teil der Energie, um den sich
das Quant verringert, etwa 1073, d. h. ein Hunderttausendstel.
Dieses Quant kann nicht auf den Kernempfinger wirken,
wenn die Abstimmung sehr scharf ist.

Mépbauer entdeckte, daB, wenn sich der Emitter im Kri-
stallgitter befindet, bei niedriger Temperatur Emission ohne
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Energiedefizit moglich ist, und der Empfanger reagiert. Die
RiickstoBbewegung des Kerns mufl eine Schwingungsanre-
gung des Gitters ergeben, da das Atom nicht frei ist und der
ibertragene Impuls auf das Gitter einwirkt. Bei niedriger
Temperatur sind die meisten Schwingungen nicht angeregt,
fiir sie gilt (k) =~ 0. Deshalb ist die Wahrscheinlichkeit der
Schwingungsanregung nach dem Einsteinschen Gesetz ge-
ring. Es gibt eine nicht verschwindende Wahrscheinlichkeit
dafiir, daB kein einziges Schwingungsquant oder Phonon
emittiert wird. Das bedeutet aber, dal nicht ein einzelnes
Atom, sondern der ganze Kristall den Riicksto8 aufnimmt.
Wie aus der angefithrten Formel ersichtlich ist, verringert
sich dann die vom Quant verlorene Energic um N Male,
wobei N die Zahl der Atome im Kristall bedeutet, d.h., das
Energiedefizit wird vernachlédssigbar klein.

Die Empfindlichkeit des MoéBbauer-Effekts ist auBer-
ordentlich groB. Zum Beispiel kann man die Veréanderung
der Frequenz des Quants im Schwerefeld bemerken, die von
der Relativititstheorie vorausgesagt wurde. Das wurde im
Experiment von Pound und Rebka realisiert. Die Lage eines
strahlenden Atoms im Gitter kommt im MoBbauer-Effekt
zum Ausdruck. Auf diese Weise kann der Aufbau der Kri-
stallgitter chemischer Verbindungen untersucht werden.



14. Das Bose-Gas und das Fermi-Gas

Die Zustinde in der Quantenstatistik. Die Bose-Verteilung. Die Null-
punkts-Energie. Die Suprafliissigkeit. Das Pauli-Verbot. Die Fermi-Ver-
teilung. Das Fermi-Gas beim absoluten Nullpunkt. Was ist ein ,,kaltes*
Fermi-Gas? Metalle, weiBe Zwerge und Atomkerne. Weshalb ist die
Wairmekapazitat der Elektronen im Metall nicht bemerkbar? Das Bloch-
sche-Modell. Was wird auBer der Ubereinstimmung mit dem Experiment
von der Theorie noch gefordert? Die Supraleitung. Cooper-Paare. Der
Fortschritt der statistischen Physik und der allgemeine Fortschritt der
Physik.

Bei der Ableitung der Planckschen Formel zerlegten wir
zuerst das elektromagnetische Feld in einzelne Schwingungen
und nahmen dann an, daB die Energie jeder Schwingung
gequantelt ist. Aber wie sich zeigt, gibt es einen anderen,
anschaulicheren Weg, der auf der Vorstellung von Quanten
als Teilchen beruht. Man mufl nur verstehen, worin der
Unterschied zwischen den Teilchen in der Boltzmann-Stati-
stik und den Quanten besteht.

Vor allem muBl bemerkt werden, daB die Quanten absor-
biert oder emittiert werden konnen. Ein absorbiertes Quant
verschwindet genauso wie ein Teilchen. Seine Energie wird
auf ein Atom iibertragen, das Quant selbst gibt es nicht
mehr. Die Boltzmannschen Teilchen sind dazu nicht in der
Lage: Sie konnen auf keine Art und Weise von sich selbst
aus verschwinden. Der Hauptunterschied der Quanten von
den Boltzmann-Teilchen besteht aber darin, daB bei den
Quanten die Berechnung der Zustandszahlen auf ganz be-
sondere Weise vor sich geht. Wir stellen uns vor, daBl es
einen Schwingungszustand des Feldes gibt, der einer gegebe-
nen Ausbreitungsrichtung, Frequenz und Polarisation der
Welle entspricht. In Ubereinstimmung mit Planck kann die
Energie dieser Schwingung gleich

hy, 2hv, 3hv . . .

sein. Wenn man hy mit einem Teilchen vergleicht, so kann
man sagen, daB es in einem Zustand mit bestimmter Fre-
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quenz eins, zwei oder drei Teilchen gibt, aber es ist sinnlos
zu fragen, welches Quant das erste, das zweite usw. ist. Wenn
wir jetzt zwei Quanten und zwei Zustinde haben, so sind
folgende drei Fille moglich: ein Quant im ersten Zustand
und eins im zweiten; zwei Quanten im ersten Zustand, keins
im zweiten, keins im ersten Zustand, zwei Quanten im zwei-
ten Zustand — insgesamt drei Zustinde.

Im Falle der Teilchen in der Boltzmann-Statistik wiirde die
Rechnung anders vor sich gehen: das erste Teilchen im ersten
Zustand, das zweite im zweiten; das zweite Teilchen im
ersten Zustand, das erste im zweiten, beide Teilchen im ersten
Zustand ; beide Teilchen im zweiten Zustand; insgesamt
vier Zustande.

Analogkann die Berechnung der Zusténde fiir drei, vier und
mehr Quanten durchgefithrt werden.

Es erweist sich, daBB das neue Prinzip der Berechnung der
Zustandszahl die Verteilungsfunktion verdndert und man
anstelle des Boltzmann-Faktors e~»"/6 den Planckschen Fak-
tor (e*/® — 1)~1 erhalt. Wir wollen uns die Miihe sparen, die
Formel Plancks abzuleiten, sie ist bereits bekannt. Hier ist
nur die neue Berechnungsmethode wichtig, die Bose ge-
funden hat.

Einstein sagte, daB die Methode Boses nicht nur fiir die
Quanten, sondern auch fir die Teilchen Giiltigkeit hat, die
nicht absorbiert werden konnen, deren Zahl also erhalten
bleibt. Als Beispiel hierfiir konnen die Heliumatome dienen.
Die Heliumatome konnen normalerweise nicht verschwinden
oder entstehen. Diese Atome gehen im Unterschied zu den
Quanten bei einer bestimmten, geniigend niedrigen Tem-
peratur (nur einige Grade iiber dem absoluten Nullpunkt) in
einen Zustand mit verschwindender kinetischer Energie
iber. Bei weiterem Absinken der Temperatur wird der An-
teil der ,,Null-Teilchen‘* immer groBer, bis beim absoluten
Nullpunkt alle Teilchen verschwindende Energie besitzen.
Dieser Zustand wird mit einer Wahrscheinlichkeit gleich 1
realisiert. Folglich geht die mit dem Logarithmus der Wahr-
scheinlichkeit iibereinstimmende Entropie beim absoluten
Nullpunkt gegen Null. In der Boltzmann-Statistik entstehen
hierbei Schwierigkeiten, so daB ein neuer Weg der Berech-
nung der Zustinde notwendig ist.

Es gibt kein Gas, an dem man die Behauptung Einsteins
iiberpriifen kénnte. Bei niedriger Temperatur verwandeln
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sich die Gase in Fliissigkeiten. Die fiir Gase erhaltenen Resul-
tate auf Flissigkeiten anzuwenden, ist riskant. Es wurde
allerdings festgestellt, daB fliissiges Helium bei einer Tempe-
ratur um 3 K einen merkwiirdigen Ubergang durchmacht:
Es hort plotzlich auf, heftig im Gefa zu wallen, und beru-
higt sich. P. L. Kapitza entdeckte, daB nach einem solchen
Ubergang das Helium augenblicklich durch sehr diinne
Kapillaren ausflieBt, durch die es ohne den Ubergang erst
nach Jahrtausenden ausgetreten wire. Die Formeln Ein-
steins beziehen sich nicht auf Flussigkeiten, deshalb kann
nicht sofort behauptet werden, daB der von Kapitza beob-
achtete Ubergang im Helium infolge des Auftretens von
Teilchen im Zustand mit Null-Energie zustandekommt. Die
Theorie des fliissigen Heliums in ihren Grundziigen hat L. D.
Landau aufgestellt. Heute kann man als feststehend betrach-
ten, daBl die erstaunlichen Eigenschaften von fliissigem He-
lium einen bestimmten Zusammenhang mit der Einstein-
schen Vorhersage fiir Gase haben.

Von diesen Gasen sagt man, daB sie der Bose-Einstein-
Statistik oder einfach der Bose-Statistik unterliegen, weil
von Bose die Anregung zu ihrer Definition ausging. Die ent-
sprechenden Teilchen werden Bosonen genannt.

Wir fithren nun die Kriterien an, nach denen die Bosonen
bestimmt werden. Die Teilchen in der Quantentheorie kén-
nen einen bestimmten Eigendrehimpuls haben. Dieser Dreh-
impuls zeigt sich bei den Teilchen wie beim Kreisel nicht
als sichtbare Drehung im Raum, sondern als besondere
innere Bewegung, von der wir hier nur wissen miissen, daf3
es sie gibt. Der genannte Eigendrehimpuls (kurz ,,Spin‘
genannt) kann gleich 0, }, 1, %, 2, 5 usw. sein; hierbei wird
der Eigendrehimpuls in Einheiten 2h—n angegeben.

In der Quantenfeldtheorie wird gezeigt, daBl Teilchen mit
einem verschwindenden oder ganzzahligen Spin ausschlieB3-
lich Bosonen sind, Teilchen mit einem halbzahligen Spin
dagegen unterscheiden sich wesentlich von ihnen. Sie unter-
liegen einer besonderen zusitzlichen Regel: In einem ato-
maren System kann sich nicht mehr als ein Teilchen mit
halbzahligem Spin in einem bestimmten Quantenzustand
befinden (Pauli-Verbot). Diese Teilchen werden Fermionen
genannt, weil Ferm: als erster ihre statistischen Eigenschaf-
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ten untersuchte. Pauli wandte das Verbot nur auf die Bewe-
gung der Elektronen in Atomen an.

Die Energieverteilung fiir Fermionen werden wir nicht
ableiten, aber wir schreiben zum Vergleich die Verteilungs-
funktionen fiir alle drei Statistiken (Boltzmann-, Bose- und
Fermi-Statistik) auf. Wir nehmen nur Teilchen, deren Zahl
erhalten bleibt. Es gilt

0\-1
qle) =( A-re® 1| 1 ).
+1

Hier entspricht die obere Zeile, wo die Null steht, der Boltz-
mann-Statistik, die zweite Zeile (—1) der Bose-Statistik und
die dritte Zeile (+1) der Fermi-Statistik.

Diesen letzten Fall betrachten wir noch etwas griindlicher.
Es ist niitzlich, eine neue Bezeichnung einzufiihren:

A =eHo,

Hier ist u ein bestimmter Energiewert, Genaueres dariiber
wird aus der folgenden Betrachtung ersichtlich. Dann wird
die Fermi-Verteilung in folgender Form geschrieben:

q(s) = elé—mO 1

Wir wollen die Eigenschaften der erhaltenen Funktion unter-
suchen. Wir setzen voraus, daB die Temperatur @ im Ver-
gleich zur Konstanten u geniigend niedrig ist. Der physika-
lische Sinn dieser Voraussetzung wird sich gleich zeigen.
Dann gilt bei ¢ = 0

1

O =1

Wenn £ eine groBe Zahl ist, ist e #/© im Vergleich zu Eins

2]
eine kleine GroBe. Folglich gilt ¢(0) = 1.

Wir wihlen jetzt ¢ = 0, aber kleiner als u. Solange der
Unterschied zwischen x und ¢ groB ist im Vergleich zu @
(zum Beispiel u = 100 @, ¢ = 90 0, also u — ¢ = 100, d.h.
groBer als @), ist das zweite Glied im Nenner g(¢) erheblich
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kleiner als 1, und ¢ (¢ < u) liegt nahe bei 1. Wenn der Unter-
—€
o)
gleich Eins, und e—#/€ jst nicht mehr im Vergleich zu 1 zu
vernachldssigen. Bei ¢ = u ist die Exponentialfunktion 0 ge-
nau gleich 1,und ¢ (¢ = u) = }. Beinoch gréBeren Werten von
¢ wird die Eins schlieBlich klein im Vergleich zur Exponen-
tialfunktion, und man braucht nur diese letztere zu beriick-
sichtigen. Die Verteilung ¢(¢) bekommt die einfachere
Form:
q(a) = e(B—8)/0 — Ae"'/e,

schied zwischen x und ¢ gleich @ ist, ist das Verhaltnis a

d.h., sie geht in die Boltzmann-Verteilung iiber. Der ganze
Verlauf von ¢(e) ist in Abbildung 29 fiir einen Wert von 6,
der wesentlich kleiner ist als u, dargestellt.

gte) go(®)
a0 0-0

)

Abb. 29

Wir wollen erkliren, warum die Fermi-Verteilung aus-
gerechnet die Form haben muB, die in Abbildung 29a
wiedergegeben ist. Es ist ersichtlich, daB g(¢) von 1 nach 0
iibergeht, in einem Bereich von ¢-Werten zwischen y — @
und y + @. In der Abbildung 29a ist der entsprechende
Ubergangsbereich durch eine gestrichelte Linie begrenzt,
und die GroBenordnung seiner Breite ist angezeigt.

Hieraus ist zu erkennen, daB bei einer Temperatur genau
am absoluten Nullpunkt der Ubergangsbereich von g¢(¢)
verschwindende Breite hat. Die Verteilungsfunktion hat
dann die in Abbildung 29b gezeigte Form. Bei ¢ < y, (wo-
bei yy der u-Wert am absoluten Nullpunkt ist) gilt g(e) = 1,
und bei ¢ > y, erhalten wir g(e) = 0. Die Wahrscheinlich-
keit, ein Teilchen mit einer Energie kleiner u, zu finden,
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wird Eins. Ein Teilchen mit einer Energie groBler u, gibt
es mit Sicherheit nicht.

Wir wollen jetzt zeigen, wie das kommt. Dazu kehren wir
zur Abbildung 26 zuriick. Wir werden sie diesmal auf Fermi-
onen, und zwar auf Elektronen anwenden, bei denen der
Eigendrehimpuls oder Spin gleich } ist. Seine Projektion
auf eine beliebige Achse nimmt nach der Quantenmechanik
nur zwei Werte an: + } und — }. In diesem Sinne ist der Spin
der Polarisation einer elektromagnetischen Welle analog.

Im Kap. 11 wurde gezeigt, daBl jede Bewegung eines Teil-
chens Welleneigenschaften hat. Hierfiir gilt folgender Zu-
sammenhang:

my 1

B

Hier ist /& die Plancksche Konstante, m die Masse des Teil-
chens, v seine Geschwindigkeit, A die entsprechende Wellen-
lange. Diese Beziehung wurde 1924 von de Broglie gefunden
und bereits im Jahre 1926 in direkten Experimenten von
Davisson und Germer iiberpriift; auf Einzelheiten soll hier
nicht eingegangen werden. Auf jeden Fall ist zu sehen, daBl
man Elektronen als Wellen in einem imaginiren Kasten
genauso beschreiben kann wie frither die elektromagneti-
schen Wellen. Jeder Welle, die durch die ganzen Zahlen =,
7y, ng und eine der beiden Spinprojektionen 4} definiert
ist, entspricht ein Elektronenzustand. Nach dem Pauli-
Prinzip kann sich in einem bestimmten Zustand entweder
genau ein Elektron oder kein Elektron befinden. Das ist
eine allgemeine Eigenschaft aller Fermionen im Unterschied
zu den Bosonen, die alle in einem Quantenzustand Platz
haben. Es gibt dort keine Begrenzung fiir die Zahl der Quan-
ten mit gegebenen Werten der Zahlen n,, n, und n; und der
Polarisation.

Betrachten wir jetzt den Zustand eines Elektronengases
am absoluten Nullpunkt entsprechend dem Pauli-Prinzip.
Nach der Definition des absoluten Nullpunktes hat dann
das Elektronengas die kleinstmogliche Energie. Die Bosonen
sammeln sich bei 0 K alle in einem energielosen Zustand in
der dem Nullpunkt néachsten Zelle (vgl. Abb. 26; hier han-
delt es sich um Bosonen, deren Zahl konstant bleibt, die
nicht absorbiert werden). Die Fermionen jedoch koénnen
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sich nicht in einer Zelle ansammeln — das wire mit dem Pauli-
Prinzip unvereinbar. Die ersten beiden Elektronen mit dem
Spin gleich 4 } fiillen die dem Nullpunkt néchste Zelle. Die
folgenden miissen die Zellen etwas weiter vom Nullpunkt
entfernt auffiillen und so weiter, wobei die Gesamtenergie
aller Elektronen die kleinstmogliche bei gegebener Elektro-
nenzahl sein muB. Bei einer groBen Elektronenzahl werden
sie am dichtesten gepackt, wenn sie innerhalb einer bestimm-
ten Kugel liegen (auf Abb. 26 entspricht das einem Kreis).
Der Radius dieser Kugel entspricht der Grenzenergie, die
ein Elektron beim absoluten Nullpunkt haben kann, d.h. in
dem Zustand, in dem die Energie des gesamten Gases bei
gegebener Dichte am kleinsten ist. Der Grenzzustand des
Fermi-Gases bei @ = 0 wird einheitlich mit der Wahrschein-
lichkeit Eins eingenommen. Es wire sinnlos zu fragen, wel-
ches Elektron in welche Zelle kommt; wichtig ist nur, ob die
Zelle frei oder besetzt ist.

Wenn alle Zellen innerhalb der Kugel besetzt sind, ist
alles iiber den Zustand ausgesagt. Es gibt nur einern Zustand
mit der kleinsten Energie. Er wird mit der Wahrscheinlich-
keit gleich Eins (d.h. mit Sicherheit) realisiert. Folglich ist
die Entropie des Fermi-Gases beim absoluten Nullpunkt
gleich Null.

Die Grenzenergie fiir ein einzelnes Elektron ist gerade die
Grofe u in der Abbildung 29b. Was die Grofie u bei @ > 0
anbetrifft, so kann sie aus der Bedingung hergeleitet werden,
daB die Summe aller Wahrscheinlichkeiten gleich Eins ist,
analog dem Faktor vor dem Exponenten bei der Maxwell-
Verteilung. Bei ¢ = y hat die Verteilungsfunktion den Wert

Kehren wir jetzt zur Definition von y, zuriick. Wir wissen,
daB bei @ = 0 jede Zelle entweder mit 2 Elektronen besetzt
oder frei ist. Es soll insgesamt N Elektronen geben. Wenn
der Kugelradius aller Zustinde n, (in Abb. 26 haben wir
ny = 5) ist, so ist das Kugelvolumen $nnd. Jede Zelle ent-
spricht zwei Zustianden mit entgegengesetztem Spin, so dafl
gilt: 2. 4nnd = N.

Nun driicken wir n, durch u, aus. Wie bereits gezeigt
wurde, ist u, die Grenzenergie des Elektrons, d.h.
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wobei v, die Grenzgeschwindigkeit ist. Wir wollen die Be-
ziehung von de Broglie benutzen und die Grenzgeschwindig-
keit durch die Wellenldange A, ausdriicken:

B2
WOTAUS o = gy folgt. A, ist sehr einfach mit n, verkniipft
0

(vgl. Kap. 13): 4, = 7%, so daB sich
0

_ kE*nd
M= mat

ergibt. Da das Gasvolumen V = a? ist, schreiben wir u, fol-
gendermaBen:

Rk
Ho= ST

Nun muB noch #n, durch die Gesamtzahl der Elektronen N

nach der Gleichung § nn3 = N,d. h.ny= (:ﬂ) 1, ausgedriickt
werden. Wir erhalten 8
3\ B2 [ N\%s
"0—(87:) 2m ( 7)
In diese Gleichung geht nicht die Gesamtzahl der Elektro-
nen, sondern ihr Verhéltnis zum betreffenden Volumen V,
d.h. die Konzentration, ein.

Jetzt konnen wir ein Kriterium aufstellen, aus dem ersicht-
lich ist, ob das Gas tatsichlich ein Fermi-Gas ist, ob die Ver-
teilung der in Abbildung 29a bzw. b dhnlich ist oder ob sie
sich der einfachen Boltzmann-Verteilung nahert. Die Kurve
q(e) ahnelt einer Stufe, wobei die Breite des Bereiches, in
dem sie von 1 nach 0 iibergeht, die GroBenordnung @ hat.
Die ganze Stufenbreite hat die GroBenordnung u,. Das be-
deutet, daB die Form der Stufe erhalten bleibt, solange @
wesentlich kleiner als gy, ist, d.h. bei geniigend niedrigen
Temperaturen.

Welche Temperatur kann nun hier als ,,niedrig* gelten?
Wir wollen y, fiir ein konkretes Beispiel bestimmen. Im
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Kap. 9 wurde gesagt, da die Leitfahigkeitselektronen im
Metall an ein Gas mit einer Teilchenzahl gleich der Atomzahl
erinnern. Nehmen wir an, daB dies tatsdchlich so wire, daf
jedes Atom des Metalls je ein freies Elektron abgibt. In der
Volumeneinheit 1 cm?3 sind 5 - 10?2 Atome und also ebensoviel
Leitungselektronen enthalten. Dann ergibt sich

3N \'A
) —34.10" cm—2.
( STEV) 3,4-104 cm

Die Masse eines Elektrons ist m ~ 10~%" g; daraus folgt

40 - 10~
o = 3,4 - 101 2107 = 6,8-10"%erg.

Bei Zimmertemperatur ist @ =4 -10""erg, d.h., y, ist
anndhernd 200mal groBer als @. Als niedrig gilt also eine
Temperatur, die unter 60000 Grad liegt. Hieraus ist ersicht-
lich, daB sich die Elektronen in jedem beliebigen Metall
immer bei ,,niedriger Temperatur befinden. Es gibt Sterne,
sogenannte ,,weile Zwerge*, in denen die Materie eine un-
geheure Dichte erreicht: Millionen Gramm in einem Kubik-

zentimeter. Das Verhaltnis (%)% liegt hier bei 1019 cm—2, so

daB y, fiir ein Elektronengas nicht 60000 Grad wie im Metall,
sondern 6 - 108 Grad entspricht. Wenn man annimmt, da$
die weilen Zwerge auBler aus Elektronen auch aus Protonen
bestehen, deren Masse m, um 1840mal groBer ist als die der
Elektronen, so ist u,, um diesen Faktor kleiner, und zwar
entsprechend 2,2 -10°> Grad. Die gemessene Temperatur
dieser Sterne liegt zwischen den u,-Werten fiir Elektronen
und Protonen. Folglich ist ein Elektronengas ,kalt* und
folgt der Fermi-Statistik, das Protonengas ist heil und ge-
niigt der Boltzmann-Statistik. Der Druck kommt durch die
Elektronen zustande, da er proportional der Energiedichte
ist. Die letztere unterscheidet sich von u, durch einen un-
wesentlichen Zahlenfaktor, sie ist fiir Elektronen 1840mal
groBler als fiir Protonen (bei gleichen Bedingungen).

Noch dichter ist die Materie im Atomkern, wo die Dichte
10** gfem?® erreicht. Die nicht zu leichten Kerne mit einer
relativen Atommasse der GroBenordnung 100 kann man
nach einer bekannten Niherung als Fermionenklumpen be-
trachten. J. I. Frenkel und L. D. Landau &uBerten die Idee,
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daB auf solch einen Klumpen der Temperaturbegriff anwend-
bar ist: Dafiir hat er geniigend einzelne Teilchen. Hier ist

2
der Faktor mL(%)s um 10’mal groBer als in einer Substanz von

normaler Dichte, so daB8 u, einer Temperatur von 10! Grad
entspricht. Sogar bei Temperaturen von 107 Grad ist die
Kernsubstanz immer noch kalt. Das statistische Kernmodell
erlaubt es, die Energie aus dem Kern hinausfliegender
(,,verdampfender‘‘) Neutronen abzuschétzen.

Betrachten wir jetzt die Anwendung der Fermi-Statistik
auf Metalle. Im Kap. 9 wurde gesagt, daB die freien Elek-
tronen im Metall aus irgendeinem Grund nichts Bemerkens-
wertes zu seiner Warmekapazitat beitragen. Jetzt kann die
,-niedrige* Temperatur des Elektronengases als Grund hier-
fir angesehen werden.

Nehmen wir an, ein Elektron hat eine Energie, die einige
O unter y, liegt. Wenn y, = 2000 betragt, so ist das bei der
Mehrzahl der Elektronen der Fall. Solch ein Elektron befin-
det sich in dem horizontalen Teil der Stufe in Abbildung 29a.
Die Wiarmeenergie ist groBenordnungsméBig @. Das Elek-
tron auf dem horizontalen Teil der Stufe kann jedoch diese
Energie nicht aufnehmen, wenn seine Energie weit vom
Stufenrand entfernt liegt. Die Stufe entspricht voéllig be-
setzten Zustinden, in die nichts mehr hineinpaBt. Nur in
unmittelbarer Niahe des Stufenrandes, im Ubergangsbereich
der Verteilung, gibt es freie Plitze. Auf sie kann das Elek-
tron iiberwechseln, wenn seine Energie als Folge der Wérme-
anregung um annihernd @ anwichst. Aber der Anteil dieser
Elektronen ist im Verhaltnis zur Gesamtzahl gering, ndmlich

um so kleiner, je kleiner das Verhaltnis — ist. Bei Zimmer-

temperatur handelt es sich um 2 bis 3%,. Das Dulong-Petit-
sche Gesetz hat eine geringere Genauigkeit, deshalb sind
diese kleinen Beitriage des Fermi-Gases zur Wirmekapazitit
nicht bemerkbar. Damit ist eine Hauptschwierigkeit der
klassischen Elektronentheorie der Metalle behoben.

Bei sehr niedriger Temperatur wird die Energie des Kri-
stallgitters, die mit den Phononen zusammenhingt, Kklein.
Im vorigen Kapitel wurde gezeigt, daB sich die Energie der
Phononen mit der Temperatur wie & verringert. Die Ener-
gie der Elektronen sinkt wie @2. Das ist in Abbildung 29a
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unschwer zu erkennen. Man muB eine vertikale Gerade durch
den Punkt u ziehen. Dann ist sofort zu sehen, daf die Ver-
teilungskurve links von der Geraden um so viel unter Eins
liegt, wie sie rechts von der Geraden iiber Null liegt. So
ist die Zahl der besetzten Zustinde rechts gleich der Zahl
der unbesetzten Zustdnde links. Folglich dndert sich die
Energie des Fermi-Gases bei einer bestimmten Temperatur-
erhohung in erster Naherung nicht: Soviel, wie aus den be-
setzten Zustdnden weggeht, kommt bei den unbesetzten
hinzu. Bei der zweiten Néherung mul man aber beriicksich-
tigen, daB die Dichte der Zustande oberhalb u etwas groSer
als die unterhalb y ist. Das ergibt eine Korrektur zweiter Ord-
nung in O/u, d.h. eine Korrektur proportional zu (O/u)2.

Wenn die Energie der Phononen von @ wie @* abhingt
und die Energie der Elektronen wie @2, so werden die Elek-
tronen bei einer geniigend tiefen Temperatur den Haupt-
beitrag der Energie bilden. Eine Abschitzung zeigt, daB
dies bei 2 bis 3 K vor sich geht. Aus den experimentellen
Daten der Wirmekapazitat der Metalle bei niedrigen Tem-
peraturen kann man daher die Zahl der Leitfahigkeitselek-
tronen bestimmen.

Die Anwendung der Fermi-Statistik auf die Elektronen
machte es moglich, die Theorie der elektrischen Leitfédhig-
keit von Metallen aufzustellen. Den Grundstein legte im
Jahre 1926 A. Sommerfeld, die jetzige Form gab ihr in den
Grundziigen F. Bloch im Jahre 1930.

Bloch betrachtete den Mechanismus der Leitfahigkeit in
Metallen, nachdem er gekldrt hatte, wovon die freie Weg-
linge der Elektronen im XKristallgitter eines Metalls ab-
hingt. Wichtig ist, daB ein ideal regelmaBiges Kristallgitter
keinen Widerstand gegeniiber einer Elektronenbewegung
aufweist. Wenn an diesen Kristall ein elektrisches Feld an-
gelegt wird, so werden seine Elektronen unbegrenzt beschleu-
nigt. Es wird kein definierter stationdrer Strom festgestellt.
Man kann sagen, dafl der Widerstand dieses idealen Kristalls
gleich Null ist.

Reale Kristalle haben Storstellen. Bei Temperaturen iiber
dem absoluten Nullpunkt sind auch ideale Kristalle auf
Grund der Wirmebewegung der Atome nicht regelmiBig
geordnet. Diese beiden Griinde fithren dazu, daBl Metalle
einen endlichen Widerstand haben. Man kann ihn grob nach
folgenden Anteilen gliedern.
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Am absoluten Nullpunkt gibt es keine Warmebewegung,
und der Widerstand beruht vollig auf der Storung des Git-
ters. Dieser Teil des Widerstandes ist fast temperaturunab-
héngig. Was iiber diesem Widerstand liegt, kommt von der
Wirmebewegung.

Im vorigen Kapitel wurde gesagt, dafl alle Schwingungs-
bewegungen des Gitters als ein Phononengas beschrieben
werden konnen, dhnlich wie man sich das Feld der elektro-
magnetischen Schwingungen als Gesamtheit von Photonen
vorstellt. Dann sieht die elementare Wechselwirkung von
Elektron und Schwingungen wie ein Zusammenstol zwi-
schen Elektron und Phonon aus. Es ist, als géibe es im Metall
zwei Gase: das Fermi-Gas der Elektronen und das Bose-Gas
der Phononen. Die ZusammenstoB8e der Elektronen unterein-
ander gelten als unwesentlich, und die Zusammenstofe der
Phononen untereinander spielen auch keine Rolle. Fiir den
Mechanismus des Widerstandes sind nur die gegenseitigen
ZusammenstoBe von Elektronen und Phononen wichtig.

Dieses grobe Modell legte auch Bloch der Theorie zu-
grunde, obwohl es schwer ist, eine strenge theoretische Be-
griindung der Annahmen zu finden. Trotzdem ergibt sich
in den Grundziigen insgesamt eine befriedigende Uberein-
stimmung von Theorie und Experiment. Der Leser muB
beachten, daB dies nicht als ausreichendes Kriterium der
Richtigkeit einer Theorie geniigt: Es ist auerdem notwen-
dig, daB die Theorie keine inneren Widerspriiche aufweist.
Indessen beriicksichtigt das Blochsche Modell viele Faktoren
nicht, fiir die kein Grund besteht, sie als unwesentlich an-
zunehmen, z. B. die ZusammenstoBe der Elektronen unter-
einander.

Und tatséchlich, es gibt eine Erscheinung, die lange Zeit
fir unvereinbar mit dem Bloch-Modell gehalten wurde. Wir
meinen die Supraleitfahigkeit vieler Metalle.

Kamerlingh-Onnes entdeckte im Jahre 1911, daB bei einer
Temperatur von 4 K der Widerstand von Quecksilber sprung-
haft gegen Null geht. Es handelt sich dabei nicht nur um den
Wirmeanteil des Widerstandes, sondern um den gesamten
Widerstand einschlieBlich den durch Beimengungen und
Verzerrungen des XKristallgitters bedingten. Auf Abbil-
dung 30 wird sein ungefiahrer Verlauf gezeigt. Der gestrichelte
Teil der Kurve entspricht dem erwarteten Verlauf. Er ver-
schwindet bei 7' =0 wegen der Beimengungen und Verzer-
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rungen nicht. Die ausgezogene Kurve zeigt den tatsich-
lichen Verlauf des Widerstandes. Er ist von der Sprung-
temperatur an absolut genau gleich Null. Der Strom in
einem Supraleiter flieBt jahrelang ohne duBere elektromoto-
rische Kraftquellen.

Bis zum Jahre 1965 gab es keine geschlossene Theorie der
Supraleitfahigkeit. Man nahm an, daB sie mit dem Bloch-
Modell nichts gemein hatte. Dann aber konnten Bardeen,
Cooper und Schrieffer zeigen, daB eine tiefere Analyse der

R

Abb. 30

T

Wechselwirkungen im Metall auf der Grundlage eines all-
gemeingiiltigen Modells die Supraleitfahigkeit ausgezeichnet
erklart.

Vor den genannten Autoren hatte man angenommen,
dafl die Wechselwirkung mit den Phononen nur die geord-
nete Elektronenbewegung stért. Es zeigte sich aber, da8 die
Phononen auch entgegengesetzt wirken und die Elektronen
ordnen konnen.

Es ist giinstig, wenn wir uns nochmals der Analogie mit
dem elektromagnetischen Feld bedienen. Die Wechselwir-
kung zweier Ladungen ist, wie in Kap. 12 gezeigt wurde,
immer mit einer Verzégerung verbunden: Ein Elektron sen-
det eine Welle aus, ein anderes nimmt sie auf. Das Medium
zwischen den Elektronen, das die Kraft iibertrigt, ist das
elektromagnetische Feld selbst. Wenn sich die Eldktronen
in einem Metall befinden, gibt es noch ein anderes Zwischen-
medium, némlich das Kristallgitter und als zusatzliche Kraft
die Wechselwirkung mit den Phononen. Ein Elektron sendet
ein Phonon aus, ein anderes nimmt es auf. Es wird ein Impuls
iibertragen und folglich auch eine Kraft. Dabei handelt es
sich um eine anziehende Kraft und nicht um eine abstoBende,
wie bei gleichartigen Ladungen im elektromagnetischen
Feld.
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Betrachten wir die Verhéltnisse etwas griindlicher. Ein
Phonon bewegt sich im Metall etwa mit Schallgeschwindig-
keit, sagen wir mit 5.10°cm/s. Ein Elektron auf einer
Fermi-Flache (d.h. mit der Grenzenergie) hat eine Geschwin-
digkeit von der GroBenordnung 5 - 108 cm/s. Davon kann
man sich leicht iiberzeugen, wenn man die Geschwindigkeit
aus der Energie u, errechnet. Das Elektron holt also das
Phonon immer ein, ,,st68t“ mit ihm zusammen und wird
dadurch gebremst. Wenn aber ein Elektron durch seine Wir-
kung ein zweites aufhilt, sieht dies wie eine Anziehung zwi-
schen beiden aus. Diese Erklarung ist natiirlich nicht die
beste; wir bitten aber den Leser zu glauben, da8 auch die
strenge Theorie zu diesem Ergebnis fithrt. Zwischen den
Elektronen gibt es also eine gewisse Anziehungskraft. Das
bewies Frohlich im Jahre 1950.

Nehmen wir jetzt zwei Elektronen mit entgegengesetzten
Impulsen, die an der Grenze der Fermi-Verteilung liegen.
Diese Elektronen fliegen, wenn zwischen ihnen keine Krifte
wirken, frei nach entgegengesetzten Seiten. Wenn sie ein-
ander anziehen, so verringert die Anziehung ihre Impulse
beim Flug, denn es entsteht eine Bewegung gegen die wir-
kende Kraft. Dann miissen aber die Impulse kleiner als der
Grenzimpuls werden, d.h. innerhalb der Fermi-Kugel lie-
gen. Dort sind jedoch alle Plitze besetzt. Im Ergebnis zeigt
sich, daB die Elektronen nicht auseinanderfliegen, sondern
sich zu sogenannten Cooper-Paaren verbinden, unter der Be-
dingung, daB die Anziehung die elektrostatische AbstoBung
ibertrifft.

Die Abbildung 31a soll dies anschaulicher zeigen. Die
Pfeile stellen den Impuls der Elektronen ohne Beriicksich-
tigung der Wechselwirkung dar. Die kleinen Kreise bezeich-
nen die Impulswerte, die nach dem Auseinanderfliegen der
Elektronen erhalten worden wéren.

Aber diese Zustinde sind mit anderen Elektronen besetzt.
Die Elektronenpaare tauschen kontinuierlich ihre Impulse
aus (das ist ein reiner Quanteneffekt des Austausches, in der
Sprache der klassischen Mechanik ist er nicht verstandlich
zu machen) und fliegen deshalb nicht auseinander. In Abbil-
dung 31b wird gezeigt, wie sich die Impulse zweier Elektro-
nen veriandern, wenn jene nicht antiparallel sind. Infolge der
Anziehung erhalten sie zusitzliche Komponenten langs ihrer
Verbindungslinie und verteilen sich auf der Oberfliche der
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Fermi-Kugel auf die freien Zustidnde. Folglich ist hier ein
Auseinanderfliegen moglich und findet .auch statt. Es gibt
keine Paarbildung. SchlieBlich sind in Abbildung 31c zwei
Elcktronen dargestellt, die eine Zusatzenergie besitzen, so

a) b) ¢)
Abb. 31

daB ihre Impulse auBerhalb der Fermi-Kugel liegen. Die An-
ziehung bringt sie in fréie Zustinde auf der Oberfliche
(kleine Kreise) zuriick, und sie fliegen auseinander. Die Zu-
satzenergie ist gerade die Paarbildungsenergie. Um das Paar
zu zerreiBen, muBl man ihm eine endliche Energie von der
Grofenordnung 2 bis 3 K zufiihren. Wir driicken hier die
Energie anschaulichkeitshalber in der Temperaturskala aus,
um verstdndlich zu machen, warum die Supraleitung bei so
niedrigen Temperaturen auftritt.

Wieso fiihrt die Existenz von Paaren zur Supraleitung?
Weil immer nur ein Partner des Paares mit einem Phonon zu-
sammenstoBt. Bei niedriger Temperatur ist die Energie des
Phonons klein, etwa @, und es wird kein Paar auseinander-
gerissen. Das Pauli-Verbot 1aBt keine Plitze fiir den Uber-
gang der Paare frei, und das Paar bleibt erhalten. Im supra-
leitenden Zustand bilden die Elektronen ein einheitliches
Kollektiv, das von einzelnen Zusammenst68en nicht zerstort
werden kann.

Wenn im Metall ein Strom flieBt, haben die Partner der
Cooper-Paare keine genau entgegengesetzten, sondern gegen-
iiber einem Winkel von 180° etwas abweichende Impulse. Es
ergibt sich ein kleiner resultierender Impuls in der Stromrich-
tung. Die Paare verschieben sich auf der Fermi-Oberfliche
nach und nach, aber nicht so sehr wie in Abbildung 31b, so
daBl das Paar zusammenbleibt. Zum ZerreiBen des Paares ist
es notwendig, daB die Komponente des Impulses langs der
Verbindungslinie der Elektronen (die Horizontale auf den
Abb. 31a, b, c) einen bestimmten endlichen Zuwachs erhilt
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und auf einen freien Zustand fallt. Wenn der Winkel zwischen
den Impulsen nahe 180° bleibt, liegen die kleinen Kreise auf
den Abbildungen nicht auf der Fermi-Oberfliche wie in
Abbildung 31b, sondern innerhalb, wie in Abbildung 31a.
Der Zustand beim FlieBen des Stromes ist stabil gegeniiber
den ZusammenstoBen mit den Phononen, da es keine freien
Plitze oder Quantenzustinde fiir den Ubergang beider Part-
ner des Paares nach dem Zerreilen gibt. Wie bereits gesagt,
ist die Supraleitfahigkeit ein kollektiver Zustand des gesam-
ten Metalls, der durch den ZusammenstoB mit einem ein-
zelnen Phonon nicht zerstért werden kann. Der Strom gibt
seine Energie nicht an das Gitter ab, d.h., er gibt keine Jou-
lesche Wérme ab und flieBt unendlich lange. Die Metalle, bei
denen die elektrostatische AbstoBung die Anziehung iiber-
wiegt, zeigen keine Supraleitung.

Zur Bestimmung der Ladung der Stromtréiger in Supra-
leitern sind direkte Versuche gemacht worden. Der erhaltene
Wert ist doppelt so groB wie die Ladung eines Elektrons,
was die Existenz der Paare direkt beweist. Insgesamt kann
gesagt werden, da die dargelegte Theorie der Supraleit-
fahigkeit gut mit dem Experiment iibereinstimmt. Nach die-
ser Erklarung der Supraleitung verblieben in der anorgani-
schen Natur keine atomaren Erscheinungen, die nicht eine
qualitative Erklarung erhalten hitten. Heute liegen die
prinzipiell ungelosten Probleme der Physik im Bereich des
Atomkerns und der Elementarteilchen. Es ist anzunehmen,
daB eine erfolgreiche Bewiltigung der dort liegenden Schwie-
rigkeiten ihrerseits auch die statistische Physik bereichern
wird.






