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VORWORT

Die englische Ausgabe der vorliegenden Schrift entstand aus einer
Ausarbeitung einer Vorlesung, die ich in einem Sommersemester an
der Notre Dame University hielt. Es handelte sich damals um die
Aufgabe, Studenten mit geringen algebraischen Vorkenntnissen in
recht kurzer Zeit mit den Methoden und Problemstellungen der
Galoisschen Theorie bekannt zu machen. Zu dieser Ausarbeitung hatte
Herr N.A. Milgram einen Anhang geschrieben, der die Anwendungen
der Theorie betrifft.

Als der Verlag dann mit dem Vorschlag einer deutschen Uber-
setzung an mich herantrat, tauchte dieFrage auf, ob man nicht gleich-
zeitig eine Einfithrung in die mehr abstrakten Grundlagen der mo-
dernen Algebra geben sollte. Nach reiflicher Uberlegung kam ich aber
doch zum EntschluB, in dieser Schrift den urspriinglichen Plan bei-
zubehalten, mich also im wesentlichen an den gleichen Leserkreis zu
wenden. Es stehen heute genug Lehrbiicher zur Verfiigung, in denen
die Grundziige der Algebra dargestellt werden.

Nachdem Herr Ziegler eine vorliufige Ubersetzung angefertigt hatte,
stellte sich jedoch heraus, daB vieles in den beiden letzten Teilen
verbesserungsbediirftig war. Von gréBeren Anderungen im zweiten
Teil seien nur die folgenden erwihnt: Der Beweis des Fundamental-
satzes der Galoisschen Theorie wurde einheitlicher gestaltet. In dem
Abschnitt tiber Einheitswurzeln wurde ein Beweis der Irreduzibilitit
der Kreisteilungspolynome aufgenommen, der ohne die Zerlegungs-
eigenschaften ganzzahliger Polynome auskommt und sich an eine
Landausche Beweismethode anlehnt. Der dritte Teil endlich wurde
vollstdndig neu geschrieben.

Bei diesen Umarbeitungen hat mich Friaulein He! Braun aufs tat-
kriftigste unterstiitzt. Viele wertvolle Vorschlige und Hilfe bei den
Korrekturen verdanke ich. Herrn H. Reichardt.

Hamburg, August 1959 ‘ E. Artin
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I. LINEARE ALGEBRA

A. Korper

Ein Kérper ist eine Menge, fiir deren Elemente zwei Verkniipfungen,
Multiplikation und Addition genannt, erklirt sind. Diese sind den
Operationen der Multiplikation und Addition im System der reellen
Zahlen, das selbst Beispiel eines Korpers ist, analog. In jedem Kérper
K gibt es eindeutig bestimmte, 0 und 1 genannte Elemente, die mit
den anderen Elementen von K additiv oder multiplikativ verkniipft,
diesen gegeniiber genau das gleiche Verhalten zeigen wie die ihnen
entsprechenden Begriffe im System der reellen Zahlen. In zweierlei
Hinsicht ist die Analogie unvollstindig: 1. Kommutativitit der
Multiplikation wird nicht in jedemn Koérper vorausgesetzt; 2. ein
Korper kann auch aus nur endlich vielen Elementen bestehen.

Genauer, ein Korper ist eine Menge, deren Elemente hinsichtlich
der Addition eine abelsche Gruppe und, abgesehen von der Null, eine
multiplikative Gruppe bilden, wobei auBerdem die beiden Gruppen-
operatione ndistributiv verkniipft sind. Man sieht leicht, daB das
Produkt aus der Null und einem beliebigen anderen Element Null ist.

Ist die Multiplikation in einem Ko&rper kommutativ, so nennen
wir ihn einen kommutativen Korper. Soll ausdriicklich die Moglich-
keit einer Nichtkommutativitit der Multiplikation betont werden,
so sprechen wir von einem Schiefkérper.

B. Vektorrdume

Es sei V eine additive abelsche Gruppe mit Elementen 4, B, ...
und K ein Korper mit Elementen a, b, ... Fiir jedes a aus K und
jedes A aus V sei auBerdem ein Produkt a4 als ein Element von V
erklirt. Die Menge V soll ein (linksseitiger) Vektorraum iiber K ge-
nannt werden, falls die folgenden Voraussetzungen erfiillt sind:

1.a(A+ B)=aA + aB
2. (a+b)A=al1--bA
3. a(bd)= (ab) A4

4.14=A.
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Ist V cin Vektorraum iiber K, so gilt, wie sich der Leser leicht iiber-
legen kann, 04 = 0 und a0 = 0, wobei 0 bzw. 0 das Nullelement von
K bzw. V ist. Die erste Beziechung folgt z. B. aus den Gleichungen

aA=(a+0)Ad=aAd-+oA.

Sollte statt cines Produktes a4 ein P.odukt 4 4 mit analogen Ge-
setzen definiert sein, so wird V ein rechtsseitiger Vektorraum iiber K
genannt. Falls in unserer Betrachtung linksseitige und rechtsseitige
Vektorriume nicht gleichzeitig auftreten, wollen wir einfach von
cinem ,,Vektorraum‘ sprechen.

C. Homogene lineare Gleichungen

In einem Koérper K seien n-m Elemente a;;,i=1,2,..., m,
j=1,2, ..., n gegeben. Wir fragen nach Lésungen x; aus K des fol-
genden Gleichungssystems:

Ay %y + @ya%y - -+ A%, =0

1)

Up1 %1t Cpa¥y. - - ok GypXy == 0.

Man nennt (1) ein homogenes, lineares Gleichungssystem in den Un-
bekannten «,, x,,...,%,. Sind die Elemente x,, x,, ..., #, nicht

simtlich o, so nennt man die Losung nicht-trivial, anderfalls nennen
wir sie trivial.

Satz 1. Ein System linearer homogener Gleichungen besitzt stets eine
nicht-triviale Losung, wenn die Anzahl der Unbekannten die Anzahl der
Gleichungen 1ibertrifft.

Den Beweis fithren wir nach einer Methode, die dem Leser noch vonu
der Schule her geldufig sein diirfte, ndmlich durch sukzessive Elimi-
nation der Unbekannten. Liegen keine Gleichungen in # > 0 Variablen
vor, so unterliegen unsere Unbekannten keinerlei Einschrinkungen,
und wir kénnen sie alle = 1 setzen. Die Existenz einer nicht-trivialen
Losung ist in diesem Falle trivialerweise gesichert.

Nun gehen wir nach der Methode der vollstindigen Induktion
vor und nehmen an, daB jedes derartige System von & Gleichungen
mit mehr als £ Unbekannten fiir £ < m eine nicht-triviale Losung
besitzt. Im Gleichungssystem (1) nehmen wir # > m an und bezeich-
nen den Ausdruck @y, %,+ -+« + @u%, mit L, 1=1,2,..., m. Wir
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suchen Elemente x,, %,, ..., x,, die nicht simtlich verschwinden,
derart, daB Ly =Ly=..-= L, =o ist. Gilt a;; = o fiir jedes ¢z und
7, so wird ein beliebig gewihltes System der x,, . . ., x, eine Losung
sein. Sind jedoch die a;; nicht simtlicho, so konnen wir a;; == 0 an-
nehmen, denn die Reihenfolge, in der die Gleichungen geschrieben
bzw. die Unbekannten numeriert sind, ist ohne EintfluB auf die Existenz
oder Nichtexistenz einer allen Gleichungen gemeinsamen Lésung.
Eine nicht-triviale Lésung zu dem gegebenen Gleichungssystem 148t
sich dann und nur dann finden, wenn das Gleichungssystem

Li=o
Ly— ag a7 L =0
Lp—amatLi=o0

eine Losung besitzt. Denn ist «,, . . ., x, eine Losung des zuletzt be-
trachteten Systems, so verschwindet wegen L, = o das zweite Glied
in allen weiteren Gleichungen, und es ist demnach Ly= Ly=-.-=L,,
=0, Ist umgekehrt (1) erfiillt, so ist selbstverstdndlich auch das
neue System erfiillt. Der Leser wird erkennen, daB das neue System
sa. aufgestellt wurde, als wire x; aus den letzten Gleichungen ,,eli-
miniert’* worden. Existiert nunmehr eine nicht-triviale Losung der
letzten m — 1 Gleichungen, die hierbei als Gleichungen in x,, . . ., x,
aufgefaBt seien, so erhalten wir, wenn wir x, = —a;} (5%, + ;3%;
+ -+ ay,%,) setzen, eine Losung des gesamten Systems. Nach In-
duktionsvoraussetzung besitzen aber die letzten m — 1 Gleichungen
eine nicht-triviale Losung, und daraus folgt unsere Behauptung.
Anmerkung. Im System (1) sind alle Koeffizienten a,, linksseitige
Faktoren der ;. Fiir ein Gleichungssystem, bei dem alle Koeffizien-
ten rechtsseitige Faktoren sind, bei dem also das einzelne Glied x;a;;
lautet, gilt derselbe Satz mit einem analogen Beweis. Treten sowohl
linksseitige wie rechtsseitige Koeffizienten auf, so kann im nicht-
kommutativen Fall keine derartige Aussage gemacht werden.

D. Abhingigkeit und Unabhingigkeit von Vektoren

In einem Vektorraum V iiber einem Kérper K nennt man die Vek-
toren 4,, 4,,..., A, abhingig, wenn es Elemente x,,%,,..., %,
von K, die nicht simtlich o sind, gibt, fiir welche x, 4, + %, 45+ - - -
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+ x,4,= 0 gilt. Andernfalls nennt man die Vektoren 4,, 4,, . . ., 4,
unabhingig.

Unter der Dimension eines Vektorraumes V iiber einem Korper K
verstehe man die maximale Anzahl unabhingiger Vektoren aus V.
Genauer gesagt, erhilt ein Vektorraum die Dimension unendlich,
wenn es beliebig: viele unabhingige Vektoren in V gibt; sollte es in V
ein System von # unabhingigen Vektoren geben, jedes System von
mehr als #» Vektoren jedoch abhingig sein, so erhilt ¥ die Dimension #.

Ein System A4,, 4,,..., 4,, von Elementen in ¥V nennt man ein
Erzeugendensystem von 'V, wenn jedes Element 4 von V bei geeigne-
ter Wahl von Elementen a; aus K, ¢=1, ..., m, sich linear durch

die Ay, Ay, ..., A, ausdricken 1a8t, d.k. 4 = 3'a,4, gilt.

t=1
Satz 2. Sollte V ein Erzeugendensystem A,, A,, ..., Am haben,
so ist die Maximalzahl der unabhingigen Vektoren dieses Erzeugenden-
systems gleich der Dimension von V.

Beweis. Sind alle 4, = 0, so besteht V nur aus dem Nullvektor.
Dieser Nullvektor ist abhidngig, wie die Relation 1- 0= 0 zeigt, die
Dimension von V ist also o.

Andernfalls sei » die Maximalzahl unabhingiger Vektoren des Er-
zeugendensystems 4,, 4,, . .., 4,,, und durch Umnumerieren kann
erreicht werden, daB 4,, 4,, ..., 4, unabhingig sind. Da » die
Maximalzahl unabhédngiger A; war, sind die 74 1 Vektoren
4,,A4,, ..., A,, A, abhingig, es gibt also eine Relation

aA; +aAy+ - -+ a, 4,4+ b4, = o,
in der nicht alle Koeffizienten verschwinden. Wire b = 0, so wiirden
4, 4,, ..., A, abhingig sein. Wegen b == 0 kann man schreiben
A;=—-b1 (a4, + a4+ - - - + a, A,).
Daraus folgt, daB 4,, 4,, .. ., 4, ebenfalls ein Erzeugendensystem
ist; denn in dem linearen Ausdruck fiir einen beliebigen Vektor von

V 148t sich jedes 4, durch eine Linearkombination von 4,, 4,,...,4
ersetzen.

Nun sei B;, B,, ..., B, irgendein System von Vektoren in V mit

¢t > 7. Dann gibt es a;; derart, daB B,;= Zr‘a,,A,- ist. Wir wollen
i=1

zeigen, daB die Vektoren B,, B,, ..., B, abhingig sind, daB es also

r
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nicht-triviale %, in K gibt, fiir die
% B+ %,By+ - -+ %,B,=0
’ r
gilt. Ersetzen wir in dieser Gleichung B, durch 2’ a4, so erhalten

wir eine Linearkombination der A,, wobei Z’x,a, ; der Koeffizient
von A,ist. Es wird also geniigen, nicht- tnv1a1e %; zu finden, fiir die
2‘x,a,,= 0,1=1,2,...,7, gilt. Wegen ¢{>r und Satz 1 gibt es
j=1

’solche X;.

Da mehr als  Vektoren abhingig sind, die Vektoren A, Ay, .. A,
aber unabhingig, so ist » die Dimension von V.

Anmerkung. Je n beliebige unabhingige Vektoren 4,, 4,, ..., 4,
eines #-dimensionalen Vektorraumes bilden ein Erzeugendensystem.
Denn fiir einen beliebigen Vektor 4 sind die Vektoren 4, 4,, ..., 4,
abhingig, und der Koeffizient von 4 in der Abhang1gke1tsbe21ehung
kann nicht Null sein. Auflésung nach 4 zeigt, daB die 4,, 4,, .. ., A,,
ein Erzeugendensystem bilden.

Eine Teilmenge eines Vektorraumes heiBt Teilraum, wenn sie
Untergruppe des Vektorraumes ist und wenn auBerdem die Multipli-
kation eines beliebigen Elementes der Teilmenge mit einem Korper-
element nicht aus der Teilmenge hinausfiihrt. Sind 4,, 4,,..., 4,
Elemente eines Vektorraumes V, so bildet das System aller Elemente
der Form a4+ - - - + a,4, offenbar einen Teilraum von V. Aus
der Definition der Dimension geht ferner hervor, daB die Dimension
eines Teilraumes die Dimension des gesamten Vektorraumes nicht
tibertrifft.

Es sei V ein Vektorraum endlicher Dimension # und W ein Teil-
raum von V von gleicher Dimension #. Dann ist W = V. In der Tat
enthilt der Teilraum » unabhingige Vektoren, und diese bilden ein
Erzeugendensystem von V.

Ein s-tupel (4,, a,, ..., a,) von Elementen aus einem Korper K
nennen wir einen Zeilenvektor. Die Gesamtheit aller derartigen s-tupel
bildet einen Vektorraum auf Grund der folgenden Definitionen:

«) Es heiBe (a;, ay,...,a,) = (b, b,,...0,) dann und nur dann,
wenn ¢;=b;,t=1,..., s gilt;

B) (@, a5, ...,8) + (b, by, ..., 0) = (a,+ by, a3+ by, .. ., @& + ],);
y) b(ay, ay, ..., a,) = (bay, ba,, .. ., ba,) fiir b aus K.
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Schreibt man die s-tupel senkrecht
M

a,

so nennt man sie Spaltenvektoren.

Satz 3. Der Zcilen-(Spalten-)Vektorraum Kn aller n-tupel aus einem
Korper K ist ein Vektorraum der Dimension n tiber K. :

Beweis. Die # Elemente (die sogenannten Einheitsvektoren)

&g=(1,0,0,...,0)
&=1(0,1,0,...,0)

en=(0,0,...,0,1)

sind unabhingig und erzeugen K». Beides folgt aus der Beziehung
(@, @y, . .., a5) = a,¢;.

Wir nennen ein rechteckiges Schema

A1t - Qg

aml Ao - a-m ”

von Elementen eines Korpers K eine Matrix. Als rechten Zeilenrang
einer Matrix bezeichnen wir die maximale Anzahl der unabhingigen
Zcilenvektoren unter den Zeilen (a;q, a;;, - - -, 4;,) der Matrix, wo-
bei die Multiplikation mit Koérperelementen von rechts erfolgt. Ent-
sprechend definieren wir den linken Zeilenrang sowie den rechten
bzw. linken Spaltenrang.

Satz 4. In jeder Matrix ist der rechte Spaltenrang gleich dem linken
Zeslenrang und der linke Spaltenrvang gleich dem rechten Zeilenrvang.
Ist der Korper kommutativ, so sind die vier Zahlen einander gleich und
werden dann als Rang der Malrix bezeichnet.

Beweis. Wir bezeichnen die Spaltenvektoren der Matrix mit
C, Gy, ..., C, und ihre Zeilenvektoren mit R,, R,;..., R,,. Der
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Spattenvektor 0 ist

0o

und jede Abhingigkeit Ci%, + Cy#y+ - - - + Cpx, = 0 ist dquivalent
einer Losung des Gleichungssystems

A% + A%y + A%y =0
: r M)

am1x1+ am2x2+ ot Ak =0.

Irgendeine Anderung in der Reihenfolge der Zeilen der Matrix fiihrt
zu demselben Gleichungssystem und dndert daher den Spaltenrang
der Matrix nicht. Auch der Zeilenrang bleibt ungeindert, da die ge-
dnderte Matrix dieselben Zeilenvektoren besitzt. Wir bezeichnen nun
mit s den rechten Spaltenrang und mit z den linken Zeilenrang der
Matrix. Auf Grund obiger Bemerkungen diirfen wir annehmen, da8
die ersten z Zeilen der Matrix unabhingige Zeilenvektoren sind. Der
von allen Zeilen der Matrix erzeugte Vektorraum der Zeilenvektoren
hat nach Satz 2 die Dimension z und wird bereits von den ersten
z Vektoren erzeugt. Daher 148t sich jede Zeile linear durch die ersten
2 Zeilen ausdriicken. Daraus folgt, da8 eine beliebige Losung der ersten
2 Gleichungen in (1) eine Lsung des ganzen Systems ist; denn jede
Gleichung 148t sich als Linearkombination der ersten z gewinnen.
Umgekehrt ist jede Losung von (1) auch eine Losung der ersten
2 Gleichungen. Das bedeutet, daB die Matrix

@102 - - - A1y
o . '

azlaz‘z ce Ay

die aus den ersten z Zeilen der urspriinglichen Matrix besteht, den-
selben rechten Spaltenrang hat wie die urspriingliche Matrix. Sie hat
auch denselben linken Zeilenrang, denn die z Zeilen waren unabhéngig
gewihlt. Aber der Spaltenrang der neuen Matrix kann nach Satz 3
z nicht iibersteigen. Demnach ist s < 2. Ahnlich erhalten wir, wenn
wir mit s’ den linken Spaltenrang und mit 2’ den rechten Zeilenrang
bezeichnen, s’ < z. Transponieren wir die urspriingliche Matrix,
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d.h., vertauschen wir inihr Zeilen mit Spalten, so ist der linke Zeilen-
rang der transponierten Matrix gleich dem linken Spaltenrang der ur:
spriinglichen Matrix. Wenden wir die oben angestellten Uberlegungen
auf die transponierte Matrix an, so erhalten wir 2 <s und 2’ <s'.

E. Inhomogene lineare Gleichungen

Es soll nun die Frage der Losbarkeit eines Systems inhomogener
linearer Gleichungen

1% + GpXat+ -+ A% = by

Bgy Xy F e + Ay, %, = b, @)

untersucht werden. Wir ordnen diesem System zwei Matrizen M
und N zu. M sei die Matrix der Koeffizienten @55 N entstehe aus M,
indem man die ¢-te Zeile um das Element ; vermehrt. Die Spalten-
vektoren von N sollen mit A4,, 4,,..., A,, B bezeichnet werden.
Das System (2) kann dann abgekiirzt in der Form

A%+ ApXp+ -+ A%y =B
geschrieben werden.

Es sei K™ der rechtsseitige Vektorraum aller m-gliedrigen Spalten-
vektoren. Die Vektoren 4, 4,, ..., A, liegen in K™ und erzeugen
einen Teilraum T von K™ Die Losbarkeit unserer Gleichungen be-
sagt also einfach, daB B zu T gehért. Die Dimension von T ist der
rechte Spaltenrang der Matrix M. Die Losbarkeit unserer Gleichun-
gen besagt also, daB M und N denselben rechten Spaltenrang haben.
All dies ist nur eine andere Sprechweise fiir Losbarkeit. Benutzt man
Satz 4, so sieht man, daB die Gleichungen (2) genau dann eine Lésung
haben, wenn die linken Zeilenrange von M und N dieselben sind, und
diese Aussage kann unter Umstidnden niitzlich sein.

Sollte m = » sein, die Anzahl der Gleichungen also gleich der An-
zahl der Unbekannten, so betrachtet man neben dem Gleichungs-
system (2) auch Aas zugehdrige homogene Gleichungssystem

Ayx+ Apxy+ - - -+ A,%, = 0.
Die am héufigsten auftretende Fragestellung ist die folgende:
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Hat bei gegebenen Koeffizienten a;; das System (2) eine Losung
bei beliebigen b, aus K ? Dies bedeutet dann, daB jeder Spaltenvektor B
im Raum T liegt, daB also T der ganze Raum K" ist. Da K* die
Dimension # hat, ist dies genau dann der Fall, wenn die Vektoren
4,, 4,, ..., 4, linear unabhingig sind. Dies aber bedeutet, daB das
zugehorige homogene Gleichungssystem nur die triviale Losung hat.
Ferner 148t sich jeder Vektor B nur auf eine Art als Linearkombination
der Vektoren 4,, 4,, ..., 4, ausdriicken. Wir haben also bewiesen

Satz 5. Ist m = n im Gleichungssystem (2), so existiert bei beliebigen
rechten Seiten dann und nur dann eine Losung, wenn das zugehirige
homogene Gleichungssystem nur die triviale Losung hat. Ist das der
Fall, dann ist die Losung diberdies eindeutig.

F. Determinanten

Die Determinantentheorie, die wir hier entwickeln wollen, wird in
der Galoisschen Theorie nicht benétigt. Der Leser mag daher, falls er
es wiinscht, diesen Abschnitt tiberschlagen.

Wir nehmen an, unser Korper sei kommutativ, und betrachten die
quadratische Matrix

A18yg ... Gy
1%z - - - Agq 1)

Ap18po- - - Ayy

mit # Zeilen und # Spalten. Nun definieren wir eine gewisse Funktion
dieser Matrix, deren Wert ein Element unseres Korpers ist, nennen
diese Funktion Determinante und bezeichnen sie durch

a41M3 - - Gy

G122 - - - G

R i @)

oder durch D (4,, 4,, . . ., 4,), falls wir sie als Funktion der Spalten-
vektoren 4,, 4,, ..., 4, von (1) auffassen. Halten wir alle Spalten
auBer 4, fest und fassen wir die Determinante als Funktion von 4,
auf, so schreiben wir D,(4;) oder mitunter auch nur D.
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Definition. Eine Funktion der Spaltenvektoren nennen wir Deter-
minante, wenn sie den folgenden drei Axiomen geniigt:

1. Als Funktion einer beliebigen Spalte A, aufgefaBt, ist sie linear
und homogen, d. h.

Dy (Ar + A3) = Dy (4) + Di(4z), @)
Di(cAr) =c- Dy(4,). (4)

2. Ihr Wert ist = 0, wenn zwei benachbarte Spalten 4, und 4,
gleich sind.

3. Ihr Wert ist = 1, wenn jedes A4, der Einheitsvektor U, ist,

1 , 0 /0
0, 1 )

U= 9] U= 0})....0,= 0] (5)
0 Xt 1

Die Frage, ob Determinanten iiberhaupt existieren, soll zurichst
offengelassen werden. Doch wollen wir aus unseren Axiomen Folge-
rungen ziehen:

a) Setzen wir in (4) ¢ = 0, so erhalten wir: eine Determinante ist 0,
wenn eine ihrer Spalten O ist.

b) Di(Ay) = Di(As -+ cAg,,) oder: eine Determinante bleibt un-
gedndert, wenn wir ein Vielfaches einer Spalte zu einer benachbarten
Spalte addieren. In der Tat, auf Grund des Axioms 2 und der Glei-
chungen (3) und (4) gilt

Dk(Ak+ cAH__l) = Dk(Ak) -{- CDk(Ak;tl) = Dk(Ak):

c) Wir betrachten die beiden Spalten 4, und 4,,,. Diese kénnen
wir durch 4, und 4,,, + A, ersetzen. Subtrahieren wir die zweite
von der ersten, so sind die neuen Spalten —A4,,; und 4., + 4;.
Addieren wir die erste zu der zweiten, so erhalten wir —4,,; und
Ay. SchlieBlich klammern wir —1 aus. Daraus schlieBen wir: Eine
Determinante dndert ihr Vorzeichen, wenn wir zwei benachbarte
Spalten vertauschen.

d) Eine Determinante verschwindet, wenn irgend zwei ihrer Spalten
gleich sind. In der Tat, wir konnen zwei beliebige Spalten neben-
einander bringen, indem wir hinreichend oft benachbarte Spalten
vertauschen, und brauchen dann nur noch das Axiom 2 anzuwenden.
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In der gleichen Weise wie unter b) und c) kénnen wir die folgen-
den allgemeineren Regeln beweisen:

¢) Addiert man das Vielfache einer Spalte zu einer anderen Spalte,
so bleibt der Wert der Determinante erhalten.

f) Vertauschung zweier beliebiger Spalten #ndert lediglich das
Vorzeichen von D.

g) Essei (v, v, . . ., ¥,) eine Permutation der Indizes (1, 2, . . ., #)
Ordnen wir nun in D(4,, 4,,,...,4,) die Spalten solange um,
bis sie wieder die urspriingliche Anordnung angenommen haben, so
erhalten wir

D(4,,4,,...,4,)=£D(4,, 4,,..., 4,).

Hierin ist 4 ein wohlbestimmtes Vorzeichen, das von den speziellen
Werten der A, nicht abhingt. Ersetzen wir 4, durch U,, so wird
nw,U,,...,U,)= 41 und das Vorzelchen ist somit nur von
der Permutatlon dér Einheitsvektoren abhingig?).

Nun ersetzen wir jeden Vektor A4, durch die folgende Linearkom-
bination Ay der 4,, 4,, ..., 4,:

Ap=01,4;+ by Ag+ - - - + by Ay (6)
Bei der Berechnung von D (45, A, ..., A,) wenden wir zunichst
das Axiom 1 auf 4; an und zerlegen die Determinante in eine Summe;

dann verfahren wir in jedem Glied in der gleichen Weise mit 45 usw.
SchlieBlich erhalten wir

D{, A3, ..., 4))= 3 D(b,14,,b,24,,...,b.4,)
P Pareees Py
(7
= 3 babs...b0,.D(4,.4,, ..., 4,),

wobei die »; unabhingig voneinander die Werte von 1 bis # durch-
laufen. Sollten zwei der Indizes v, gleich sein, soist D (4, , 4,,,...,4, )
= 0; wir brauchen daher nur die Glieder beizubehalten, m denen
(», %5, . . ., v4) eine Permutation von (1, 2, .. ., n) ist. Dies ergibt

D(4], 45, ..., AD)
=D(A1’ AZ! ) An)‘ 2 ibrll'bvzﬁ""'bv”n’

(’l,""’n)

8)

wobei (v, %3, ..., »,) simtliche Permutationen von (1,2,...,#)
durchlduft; fiir 4 wird das der betreffenden Permutation zugehédrige

!) Seiner Herleitung nach hidngt das Vorzeichen auch nicht von der gewihlten
Determinantenfunktion ab.
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Vorzeichen gesetzt. Es ist wichtig zu bemerken, daB wir die gleiche
Formel (8) erhalten hitten, wenn unsere Funktion D nur den ersten
beiden Axiomen geniigte.

Aus (8) lassen sich viele Folgerungen ziehen.

Zunichst setzen wir die Giiltigkeit des Axioms 3 voraus und spe-
zialisieren die 4, zu den Einheitsvektoren U,. Dann ist Az = B,,
wobei B, der Spaltenvektor der Matrix by, ist. Gleichung (8) ergibt:

D(B,, By, ..., By) =( > ):i: by1- by --b,.u,,. (9)
71,7',..-,"’
Dies ist eine explizite Formel fiir Determinanten, welche zeigt, daB
Deterlminanten durch unsere Axiome eindeutig bestimmt sind, falls
sie iiberhaupt existieren. Formel (9) erlaubt es uns, Formel (8) in
folgender Weise zu schreiben:

D(Ay,4;,...,A)=D(A4,,4,,...,4,) D(By, By, ..., B,). (10)

Dies ist der sogenannte Multiplikationssatz fiir Determinanten. Auf
der linken Seite von (10) steht namlich die Determinante einer #-
reihigen quadratischen Matrix mit den Elementen

n
Cu= 24,0, (1)
Die c,; ergeben sich durch Multiplikation der Elemente der i-ten
Zeile von D(4,, 4,, . . ., A,) mit den entsprechenden Elementen der
k-ten Spalte von D(B,, B,, ..., B,) und anschlieBende Addition
der so gewonnenen Produkte.

Nun wollen wir D in (8) durch eine Funktion F(4,, 4,, ..., 4,)
ersetzen, die nur den ersten beiden Axiomen geniigt. Durch Vergleich -
mit (9) erhalten wir

F(A;,A4;,...,4,)=F(4,,4,,...,4,) D(B,, B,, . . ., By).
Setzen wir 4, speziell gleich dem Einheitsvektor U, so ergibt sich
F(B,, B,,...,B,)=c¢-D(By, By, ..., By) (12)
mit c=F(U, U,,...,U,).

Nun spezialisieren wir (10) wie folgt: Ist 7 ein bestimmter Index
zwischen 1 und #— 1, so setzen, wir A,= U, fiir k14, 741,
A,=U;+ U,;,, A;;;=0. Dann ist D (4,, 4,,..., 4,) =0, denn
eine Spalte ist 0. Also ist auch D(4;, 43, ..., 4,) = 0; aber diese
Determinante unterscheidet sich von der aus den Elementen b, ge-
bildeten nur in der (¢ + 1)-ten Zeile, die jetzt gleich deri-ten ist.
Wir sehen daher:



I. Lineare Algebra 13

Eine Determinante verschwindet, wenn zwei benachbarte Zeilen
gleich sind.

Jeder Summand in (9) ist ein Produkt, in dem genau ein Faktor
aus einer bestimmten Zeile, etwa der ¢-ten, stammt. Das zeigt, daB
eine Determinante linear und homogen ist, wenn man sie als Funktion
dieser Zeile auffaBt. Wihlen wir schlieBlich fiir jede Zeile den ent-
sprechenden Einheitsvektor, so ist die Determinante = 1; denn die
Matrix hat auch als Spaltenvektoren die Einheitsvektoren. Somit
geniigt eine Determinante unseren drei Axiomen, wenn wir sie als
Funktion ihrer Zeilenvektoren auffassen. Auf Grund der bereits be-
wiesenen Eindeutigkeit von Determinanten folgt:

Eine Determinante bleibt ungedndert, wenn wir die Zeilenvektoren
in Spaltenvektoren transponieren, d.h., wenn wir die Matrix an ihrer
Hauptdiagonale spiegeln.

Eine Determinante verschwindet, wenn irgend zwei Zeilen gleich
sind. Sie dndert ihr Vorzeichen, wenn wir zwei Zeilen vertauschen.
Sie bleibt ungedndert, wenn wir ein Vielfaches einer Zeile zu einer
anderen addieren.

Nun wollen wir die Existenz der Determinanten nachweisen. Fiir
eine einzeilige Matrix a,, ist das Element 4, selbst die Determinante.
Es werde die Existenz (n — 1)-reihiger Determinanten vorausgesetzt.
Betrachten wir eine #-reihige Matrix (1), so k6nnen wir dieser ge-
wisse (n—1)-reihige Determinanten wie folgt zuordnen: Es sei a,,
ein spezielles Element in (1). Wir streichen die 7-te Zeile und die k-te
Spalte in (1) und betrachten die Determinante der iibriggebliebenen
(n—1)-reihigen Matrix. Diese Determinate, mit (— 1)i +# multipliziert,
nennen wir das algebraische Komplement zu a,;;, und bezeichnen es
mit A,,. Die Verteilung des Vorzeichens (—1)i+* folgt der Schach-
brettanordnung, ndmlich

Es sei 7 irgendeine Zahl zwischen 1 und #. Wir betrachten folgende
Funktion D der Matrix (1):

D=a;Ady+apdpt -+ a,dy. (13}

2 Artin, Galoissche Theorie
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Sie ist die Summe der Produkte der i-ten Zeile und ihrer algebraischen
Komplemente.

Dieses D betrachten wir in seiner Abhéngigkeit von einer gegebenen
Spalte, etwa 4,. Fir v & & hingt 4,, linear von 4, ab, wihrend
a;, nicht von A4, abhingig ist. Fiir v = % hingt 4, nicht von 4, ab,
aber a; ist ein Element dieser Spalte. Somit ist Axiom 1 erfiilit. Nun
wollen wir annehmen, daB zwei benachbarte Spalten 4, und 4;,,
gleich sind. Fiir ¥ &= %, 2 + 1, haben wir zwei gleiche Spalten in 4,,,
so daB 4,, = 0 ist. Die Determinanten, die bei der Berechnung von
4, ,und A, ;,, benutzt wurden, sind dieselben, doch sind die Vor-
zeichen der Schachbrettanordnung entgegengesetzt; demnach gilt
A = — A 1y, wohingegen a, = a; ., ist. Somit ist D=0 und
das Axiom 2 erfiillt. Fiir den Spezialfall 4,=U, (»=1,2,...,7)
haben wir a,, = 0 fiir » &= 4, wihrend a,;= 1und 4,;,=1 ist. Es ergibt
sich D = 1, und somit Axiom 3. Damit ist sowohl die Existenz einer
n-reihigen Determinante als auch die Richtigkeit der Formel (13),
der sogenannten Entwicklung einer Determinante nach ihrer i-ten
Zeile, bewiesen. Die Formel (13) 148t sich wie folgt verallgemeinern:
In unserer Determinante ersetze man die i-te Zeile durch die j-te
Zeile und entwickele nach dieser neuen Zeile. Fiir ¢ == § ist diese Deter-
minante 0, fiir ¢ = § ist sie D:

D firj=1

0 firj=14. (14)

apAptapdp+ -+ A= l

Vertauschen wir Zeilen und Spalten, so erhalten wir die Formel
' D fir h==*%

0 firhs=*k. (15)

Ay + g Ay + -+ A A= [
Nun moge A eine #n-reihige und B eine m-reihige qua.dré.tische
Matrix darstellen. Mit |4 | bzw. | B| wollen wir deren Determinanten

bezeichnen. Ferner sei C eine Matrix mit # Zeilen und  Spalten.
Wir bilden die quadratische (# + m)-reihige Matrix

4 C
(0 B)' (16)

wobei die 0 eine Nullmatrix mit m Zeilen und # Spalten bedeuten
soll. Fassen wir die Determinante der Matrix (16) als Funktion der
Spalten von 4 allein auf, so geniigt sie offenbar unseren ersten beiden
Axiomen. Wegen (12) ist ihr Wert ¢ - |4 |, wobei ¢ die Determinante
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von (16) nach Einsetzen der Einheitsvektoren an die Stelle der Spalten
von A ist. Dieses ¢ ist noch von B abhédngig und geniigt, als Funktion
der Zeilen von B aufgefaBt, den ersten beiden Axiomen. Deshalb ist
die Determinante von (16) gleich - |A|- | B|, worin 4 der Spezial-
fall der Determinante von (16) ist, worin fiir die Spalten von 4 und B
die' Einheitsvektoren eingesetzt sind. Subtrahieren wir passende
Vielfache der ersten # Spalten dieser neuen Determinante von den
letzten m Spalten, so kann man C durch O ersetzen. Dies ergibt d = 1
und damit die Formel

C
o B|=|A|-|B|. (17)
In dhnlicher Weise hitten wir auch die Formel
|4 0
|C B’=|AI‘IBI (18)

beweisen kénnen. :

Die Formeln (17) und (18) sind Spezialfille eines allgemeinen
Satzes von Lagrange, der sich andererseits aus unseren Spezialfillen
ableiten 14Bt. Wir verweisen den Leser auf ein beliebiges Lehrbuch
iiber Determinanten; denn fiir die meisten Anwendungen sind (17)
und (18) ausreichend.

Wir untersuchen nun, was es fiir eine Matrix bedeutet, wenn ihre
Determinante Null ist. Die folgenden Tatsachen lassen sich leicht be-
weisen:

a) Sind 4,, 4,, . . ., 4, linear abhingig, so ist D(4,, 4,, ..., 4,)
= 0. In der Tat, eine der Spalten, etwa A4, ist dann eine Linearkom-
bination der anderen Spalten. Subtrahieren wir diese Linearkombi-
nation von der Spalte 4,, so wird sie 0, und somit ist D = 0.

b) Die Vektoren A4,, 4,,..., A, seien linear unabhingig. Dann
sind sie ein Erzeugendensystem des Raumes K" aller Spalten, und
man kann in Gleichung (6) die b;; so wihlen, daB A; = U, wird.
Verwendet man diese Werte von b,; in Formel (8), so wird die linke
Seite von (8) gleich 1, es muB also D (4,, 4,, . .., 4,) == 0 sein.

Diese Ergebnisse verbinden wir nun und erhalten:

Eine Determinante verschwindet dann und nur dann, wenn ihre
Spaltenvektoren (oder Zeilenvektoren) linear abhingig sind.

Eine andere Formulierung dieser Ergebnisse lautet:

Das System von # linearen homogenen Gleichungen
%+ @aXe+ -+ A pxy =0 C(t=12,...,m)

2%
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in # Unbekannten hat eine nicht-triviale Lésung dann und nur dann,
wenn seine Koeffizientendeterminante Null ist.

Offenbar haben wir auch bewiesen:
Das System der linearen Gleichungen
Gy % + GgaXst+ - v+ Xy = b, (t=12,...,n) (19)
hat dann und nur dann fiir beliebige Werte b, eine Losung, wenn die
Determinante der a,; ungleich O ist.
SchlieBlich driicken wir die Losung von (19) fiir den Fall, daB die

Determinante D der a; von Null verschieden ist, durch Determi-
nanten aus:

Die Gleichungen (19) bedeuten
Az + Agxg+ - - -+ Apxy= B
Ersetzen wir die ¢-te Spalte in D(4,, 4,, . . ., 4,) durch B, so deuten
wir dies durch D(4,, ..., B, ..., 4,) an. Subtrahiert man Vielfache

der 4, fiir ¥ &= ¢ von der Spalte B, so bleibt 4, x, iibrig.
Es gilt also

D(A,,...,B,...,A)=%D(4,, 4,, ..., 4,),

und folglich
D(A4;,...,B,..., 4,)
D(4,,4,,...,4y)

Diese Formel ist als Cramersche Regel bekannt.

xy=

II. KORPERTHEORIE

A. Erweiterungskorper

Alle. betrachteten Korper werden als kommutativ vorausgesetzt.
Ist E ein Korper und K eine Teilmenge von E, die hinsichtlich der in
E erklirten Addition und Multiplikation selbst einen Korper bildet,
d. h., daB K ein Unterkérper von E ist, so nennen wir E eine Erweite-
rung von K. Die Beziehung, daB E Erweiterung von K ist, wollen
wir kurz durch K < E bezeichnen. Sind ¢, f, y, . . . Elemente von E,
so verstehen wir unter K (e, §, 9, . . .) die Menge der Elemente in E,
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die sich als Quotienten von Polynomen in den «, 8, p, ... mit
Koeffizienten aus K ausdriicken lassen. Offenbarist K (e, §, 9, ...) die
kleinste Erweiterung von K, die die Elemente «, §, 9, . . . enthdlt. Wir
nennen K (e, f, 9, . . .) den durch Adjunktion der Elemente e, 3, y, . . .
zu K gewonnenen bzw. erzeugten Korper.

Ist K C E, so kénnen wir E als einen Vektorraum iiber K auf-
fassen, indem wir die fiir den Vektorraum benétigten Operationen
mit den in E definierten Operationen identifizieren. Unter dem Grad
von E iiber K, in Zeichen (E/K), verstehen wir die Dimension des
Vektorraumes E iiber K. Beiendlichem (E/K) sprechen wir von einer
endlichen Korpererweiterung.

Satz 6. Sind K, B, E drei Korper derart, da K < B C E gilt, so ist
(E/K) = (B/K)(E|B).

Beweis. Es seien 4,, d,,..., 4, Elemente von E, die iiber B
linear unabhingig sind, und Ci, G,, ..., C, Elemente von B, die
iiber K linear unabhingig sind. Dann sind die Produkte C;4; mit
1=1,2,...,sund j=1,2,...,7 Elemente von E, welche linear
unabhingig iiber K sind. Denn ist 3'a;,C; 4;=0, soist 3 Za,,C,)A i

%7 7 %
eine Linearkombination der 4, mit Koeffizienten aus B, und da die
4, hinsichtlich B unabhingig waren, erhalten wir 3 a,,C; =0 fiir

7
jedes j. Die lineare Unabhingigkeit der C, beziiglich K ergibt dann
aber, daB simtliche a;; =0 sind. Da es aber r-s Elemente C,4;
gibt, haben wir damit fiir jedes » < (E/B) und jedes s < (B/K)
gezeigt, daB der Grad (E/K) = 7.s ist. Daherist (E/K)= (B/K) (E[B).
Ist eine der letzten beiden Zahlen unendlich, so ist der Satz damit
bereits bewiesen. Sind beide (E/B) und (B/K) endlich, etwa gleich
7 bzw. s, so konnen wir annehmen, daB die 4; bzw. C; Erzeugenden-
systeme der Vektorriume E bzw. B sind. Wir wollen zeigen, daB die
Menge der Produkte C;4; ein Erzeugendensystem von E tiber K ist.
Jedes 4 von E 14Bt sich linear durch die 4; mit Koeffizienten aus B
ausdriicken. Somit ist 4 = 3'B;4,. Nunmehr kann jedes B, als Ele-
ment von B linear durch die C; mit Koeffizienten aus K ausgedriickt
werden, d.h., es gilt B;= 3'a;,C;, 1= 1,2, ...,7. Es ist also

A =3a,;CiA;, und die C;4; 'bilden ein unabhingiges Erzeugenden-
system von E iiber K.

Folgerung. Ist KK, < K, --- K, so ist
(Ka/K) = (Ky/K) - (Ko/EKy) + -+ - (Ka[Kpy).
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B. Polynome

Einen Ausdruck der Fo'm gy« + a; "1+ - - - ++ a, nennt man
ein Polynom in K vom Grade », wenn die Koeffizienten 4, ..., a,
Elemente des Korpers K sind und g, == 0 ist. Die Multiplikation und
Addition der Polynome erfolgt in der iiblichen Weisel).

Ein Polynom in K nennt man reduzibel in K, wenn es als Produkt
zweier Polynome positiven Grades in K geschrieben werden kann.
Nicht konstante Polynome, die in K mcht reduzibel sind, nennt man
irreduzibel in K.

Geniigen die Polynome f(x), g(x) und %(x) des Korpers K einer
Gleichung f(x) = g(x) - k(x), so sagen wir g(x) teilt f(x) bzw. g(x) ist
ein Faktor von f(x). Man erkennt leicht, da8 der Grad von f(x) gleich
der Summe der Grade von g(x) und von 4(x) ist. Sollte weder g(x)
noch A (x) eine Konstante sein, so haben beide einen kleineren Grad
als f(»). Daraus folgt, daB ein Polynom sich stets als Produkt endlich
vieler im Korper K irreduzibler Polynome ausdriicken 1408t.

Fiir zwei beliebige Polynome f(r) und g(x) gilt der Divisions-
algorithmus, d.h., es ist f(x)=g(x) - g(x) + 7 (x), wobei ¢ (x) und 7(x)
eindeutig bestimmte Polynome in K sind und der Grad von 7(x)
kleiner ist als der von g(x). Dies 148t sich nach der gleichen Methode
zeigen, wie sie dem Leser in der elementaren Algebra im Falle des Kor-
pers der reellen oder komplexen Zahlen begegnet ist. Wir sehen auch,
. daB 7(x) das einzige Polynom mit kleinerem Grad als der von g(x) ist,
fiir das f(x) — (x) durch g(x) teilbar ist. Wir nennen 7(x) den Rest
von f(x) modulo g (x).

Auf dem iiblichen Wege 148t sich ferner zeigen, daB x — « dann und
nur dann ein Faktor von f(x) ist ,wenn o« eine Wurzel von f(x), wenn
also f(e&) = 0ist. Daraus ergibt sich leicht, daB ein Polynom aus einem
Korper nicht mehr Wurzeln in diesem Koérper haben kann, als sein
Grad betrégt.

Hilfssatz. Ist f(x) ein drreduzibles Polynom vom Grade n in K, so
gibt es in K keine zwei von Null verschiedenen Polynome, deren Grad
kletner als n ist und deren Produkt durch f(x) teilbar waire.

Wir wollen im Gegensatz zu unserer Behauptung annehmen, g(x)
und A (x) seien Polynome vom Grade kleiner als #, deren Produkt

1) Sprechen wir von der Menge aller Polynome vom Grade Kkleiner als %, so wollen
wir auch das Polynom 0 in diese Menge mit einbeziehen, obwohl es kemen Grad in
dem iiblichen Sinne besitzt.
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durch f(x) teilbar ist. Unter allen Méglichkeiten fiir solche Polynome
g(x) und % (x) wihle man iiberdies g(x) von moglichst kleinem Grad.
Dann gibt es, da f(x) ein Faktor von g(x) - A (x) ist, ein Polynom £ (),

mit welchem
k(%) - {(x) = g(x) - h(x)
gilt. Auf Grund des Divisionsalgorithmus ist

fx) = q(x) - g(x) + 7 (x),

wobei der Grad von 7(x) kleiner ist als der von g(x). Uberdies muB
r(x) £ 0 sein, da f(x) irreduzibel ist. Durch Multiplikation dieser
Gleichung mit %(x) und anschlieBender Umformung erhalten wir

(%) - h(x)=1(x) -h(x)—q(x) -g(x) - h(¥) =1 (%) - h(x) — g (%) - k() - } (),

woraus folgt, daB 7(x) - A(x) durch f(x) teilbar ist. Dies aber steht in
Widerspruch zu unserer Wahl von g(x), denn der Grad von 7(x) ist
kleiner als der von g(x). Damit ist der Hilfssatz bewiesen.

Wie wir gesehen haben, gelten viele Sitze der elementaren Algebra
auch in einem beliebigen Koérper K. Der sogenannte Fundamental-
satz der Algebra jedoch verliert, wenigstens in seiner iiblichen Form,
die Giiltigkeit. Er wird durch einen von Kronecker stammenden
Satz ersetzt, der fiir ein gegebenes Polynom in K die Existenz eines
Erweiterungskorpers gewidhrleistet, in dem das Polynom Wurzeln
besitzt. Wir werden auBerdem zeigen, daB in einem gegebenen Korper
ein Polynom sich nicht nur in irreduzible Faktoren zerlegen 148t,
sondern daB diese Zerlegung bis auf konstante Faktoren eindeutig ist.
Diese Eindeutigkeit hingt mit dem Satz von Kronecker zusammen.

C. Algebraische Elemente

Es sei K ein Korper und E ein Erweiterungskorper von K. Ist dann
« ein Element von E, so konnen wir danach fragen, ob es Polynome
mit Koeffizienten in K gibt, die « zur Wurzel haben. Man nennt
o algebraisch diber K, wenn es von Null verschiedene derartige Poly-
nome gibt Nun sei « algebraisch. Unter allen nicht verschwindenden
Polynomen in K, welche o als Wurzel haben, wihlen wir eines von
kleinstem Grade aus und multiplizieren es mit einer geeigneten Kon-
stanten aus K, so daB das erhaltene Polynom, das mit f(x) bezeichnet
werde, tiberdies den hochsten Koeffizienten 1 besitzt.
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Von diesem Polynom f(x) zeigen wir nun 3 Eigenschaften:

1. Wenn g(x) ein Polynom in K mit g(«) = O ist, so ist g(x) durch
f (%) teilbar,

2. f(x) ist irreduzibel,

3. f(#)ist durch die bei seiner Konstruktion benutzten Eigenschaf-
ten eindeutig bestimmt. :

In der Tat, wenn g(x) ein Polynom in K mit g(«) = 0 ist, so kénnen
wir schreiben g(x) = f(x) ¢ (x) + 7 (%), wobei der Grad von 7 (x) kleiner
ist als der von f(x). Durch Einsetzen von x = « erhalten wir 7 («) = 0.
Da 7(x) die Wurzel « hat und von kleinerem Grad als f(x) ist, muB
7(x) das Nullpolynom sein. Also ist g(x) durch f(x) teilbar und Eigen-
schaft 1. gezeigt. Damit ist gleichzeitig auch die Eindeutigkeit von
f(x), also 3., nachgewiesen. Wire ferner f(x) in K zerlegbar, so miiBte
einer der Faktoren fiir x = a verschwinden, was wiederum der Wahl
von f(x) widerspricht. Damit ist auch 2. gezeigt.

Wir betrachten nun die Teilmenge E, folgender Elemente ¢ von E:
0=g(x) =co+ ;0 + g0+ - - - + ¢, _ja"L.

Hierbei ist g(x) ein Polynom in K vom Grade kleiner als # (n ist der
Grad von f(x)). Diese Menge E, ist additiv und multiplikativ ab-
geschlossen. Das letztere 148t sich wie folgt zeigen:

Sind g (x) und % (x) zwei Polynome vom Grade kleiner als #, so setzen
wir g (x)A(x) = ¢ (x)f(x) + 7 (x) und erhalten g ()% («) = 7(a). SchlieB-
lich sehen wir, daB die Konstanten ¢, ¢,, ..., c,_; durch das Ele-
ment @ eindeutig bestimmt sind. In der Tat, zwei Ausdriicke fiir das
gleiche § wiirden nach Subtraktion zu einer Gleichung fiir « von
einem geringeren Grad als » fithren.

Wir bemerken, daB die innere Struktur der Menge E, nicht von
der Beschaffenheit von e, sondern lediglich von dem irreduziblen
f(x) abhéngt. Die Kenntnis dieses Polynoms gestattet uns, die Addi-
tion und Multiplikation in unserer Menge E, auszufiihren. Wir werden
sehr bald sehen, daB E, ein Korper ist; in Wirklichkeit ist E, nichts
anderes als der Korper K («). Sobald dies gezeigt ist, haben wir auch
den Grad (K ()/K) bestimmt. Er muB gleich » sein, denn der Raum
K () wird durch die linear unabhingigen Elemente 1, «, o2, . . ., a1
erzeugt.

Wir versuchen nun, die Menge E, auch in solchen Fillen nachzu-
bilden, in denen uns ein Erweiterungskorper E und ein Element «
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nicht zur Verfiigung stehen. Lediglich das irreduzible Polynom
J(®)= 2"+ @y 2"+ - - + a
nehmen wir als gegeben an.
Wir wihlen ein Symbol & Ferner sei E; die Menge aller formalen

Pol
olynome g&) =cot &+ -+ cy &l

vom Grade kleiner als #. Diese Menge bildet eine additive Gruppe.
Wir fithren nun neben der iiblichen Multiplikation eine neue Art der
Multiplikation zweier Elemente g (£) und 4 (£) von E, ein und schreiben
dafiir g(£) X #(§). Dieses so bezeichnete Produkt ist definiert als
der Rest 7(£) des gewshnlichen Produkts g(&) /(&) modulof (). Zu-
nichst bemerken wir, daB ein beliebiges Produkt von m Faktoren
g (&), &(&), ..., gn(&) wizder der Rest des gewdhnlichen Produkts
& (&) gs8) . . . gm (&) ist. Dies ist fiir m = 2 nach Definition richtig
und folgt fiir jedes m durch Induktion, falls wir den folgenden leich-
ten Hilfssatz beweisen:

Sind 7, (£) und 7,(£) die Reste zweier beliebiger Polynome g, (£)
und g, (&), so haben die Produkte g, (£) g, (&) und 7, (§)7, (&) denselben
Rest. Der Beweis sei dem Leser iiberlassen. Diese Tatsache zeigt, da
unser neues Produkt assoziativ und kommutativ ist, und auch, daB
das neue Produkt g; (&) X g,(§) X - - - X gn(§) mit dem alten Pro-
dukt g, (£)g.(&) - . . g (&) tibereinstimmt, falls der Grad des letzteren
n nicht erreicht. Die Distributivitit unserer neuen Multiplikation
148t sich ebenfalls leicht verifizieren.

Die Menge E, enthilt unseren Korper K, und unsere Multiplika-
tion in E; hat fiir K die Bedeutung der alten Multiplikation. Eines
der Polynome von E, ist & Multiplizieren wir dieses 4-mal mit sich
selbst, so erhalten wir offenbar &¢, solange nur 7 < # ist. Fiir 2= » aber
muB man den Rest des Polynoms &* berechnen. Er ergibt sich zu

En— [(§) = —an E* 1 — ay 82— — g,

Wir geben nun unsere alte Multiplikation insgesamt auf und be-
halten nur die neue bei. Desgleichen #ndern wir die Bezeichnungs-
weise, indem wir den Punkt (oder die Nebeneinanderstellung) als
Symbol fiir die neue Multiplikation verwenden.

In diesem Sinne berechnen wir

Co +.01£+ 0262?‘“ s cu—1£“-1-
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Dies fiihrt leicht zu dem genau so bezeichneten Element, denn alle
bendtigten Grade liegen unterhalb #. Doch gilt
ér= _au—lfﬂ-l. Sy g tTE— - —ay,

also f(&) = 0.

Wir haben somit eine Menge E,; sowie eine Addition und Multipli-
kation in E; konstruiert, die bereits den meisten Kérperaxiomen ge-
niigt. E, enthdlt K als Unterkorper, und & geniigt der Gleichung
1(&) = 0. Als nichstes miissen wir zeigen: Wenn g (&) = 0 und 4(§)
gegebene Elemente von E; sind, dann gibt es auch ein Element

XE =n+mé+ o+ amq b
in E,, fiir welches g(&) - X (&) =h(®)

gilt. Um dies zu beweisen, fassen wir die Koeffizienten x; von X ()
als Unbekannte auf und berechnen das Produkt auf der linken Seite,
wobei wir die hoheren als (# — 1)-ten Potenzen von & mit Hilfe der
Gleichung f(&) = 0 reduzieren. Das ergibt einen Ausdruck L,+ L,§
+ .-+ L,,&"1, wobei jedes L; eine Linearkombination der x;
mit Koeffizienten aus K ist. Weil dieser Ausdruck gleich 4 () sein soll,
erhilt man # Gleichungen mit » Unbekannten

Ly=by, Li=by,..., Ly =0,

wobei die b; die Koeffizienten von % (&) sind. Dieses System ist l6sbar,
falls die entsprechenden homogenen Gleichungen

Ly=0, L,=0,...,L, ;=0
nur die triviale Losung besitzen.

Diese homogenen Gleichungen treten auf, wenn wir nach denjeni-
gen Elementen X (£) fragen, fiir die g(£) - X (&) = O ist. Gehen wir
fiir den Augenblick zur alten Multiplikation zuriick, so bedeutet dies,
daB das gewohnliche Produkt g(£)X (£) den Rest O hat und daher
durch f(&) teilbar ist. Nach dem auf Seite 18 bewiesenen Hilfssatz
ist dies aber nur fiir X (§) = 0 moglich.

E, ist daher ein Korper.

Nun nehmen wir an, wir hitten auBerdem unsere alte Erweite-
rung E, in der eine Wurzel « von f(x) liegt, und demnach auch die
dazugehorige Menge E,. Wir sehen, daB E; in einem gewissen Sinne
die gleiche Struktur hat wie E,;, wenn wir das Element g (&) von E;
auf das Element g («) von E, abbilden. Diese Abbildung hat die Eigen-
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schaft, daB das Bild einer Summe von Elementen die Summe der
Bilder und das Bild des Produkts ebenfalls das Produkt der Bilder der
einzelnen Elemente ist.

Diese Abbildung legt uns nahe, ganz allgemein Abbildungen o
eines Korpers K in einen anderen Korper K’ zu betrachten, bei denen
jedem Element « von K ein Bildelement o(«) von K’ zugeordnet
wird. Diese Abbildungen sollen folgende Eigenschaften haben:

L o(a+ p)=o(x)+ o(p)
2. o(xf) = o(x)o(p)
fir alle Elemente a, § von K.

Sollte es ein o == 0 geben, fiir das o () = 0 ist, so folgt wegen 2.
fiir jedes §:

o(B)= ol a1B)=0(e) o (1) =0 (e f) =

und wir sehen, daB ganz K auf 0 abgebildet wird. Da diese Abbildung
sicher ohne Interesse ist, fordern wir weiter

3. Aus « == 0 folgt o () == 0.

Setzt man in 1. «=0, so folgt o(f)=0(0)+ o(B) und somit
0 (0) = 0. Ersetzt man nunmehr in 1. § durch —a, so folgt 0 = o (x)
+ o(—a) oder o(—a)=—0o(«), so daB auch die Regel o(x— B)
= o () — g () gilt. Setzt man in 2. «= f=1 und beachtet man,
daB wegen 3. g (1) == 0 sein muB, so folgt o (1) = 1. Setzt man f = o2,
so zeigt 2., daB o (a™1) = (o(x)™Y ist, und es folgt nunmehr die Regel

c (%) = G((;)) SchlieBlich folgt aus o (x) = o(f), daB g(x — f) =0

ist, und 3. zeigt, daB o« = fsein muB. ¢ ist daher eine eineindeutige
Abbildung von K in K’, die-alle Rechnungsarten erhilt, und einc
solche Abbildung soll als Isomorphismus von K in K’ bezeichnet
werden. Die Menge aller Bilder ist ein Teilkérper von K".

Sollte die Abbildung ¢ den Korper K iiberdies auf den ganzen
Korper K’ abbilden, so werde sie ein Isomorphismus von K auf K’
genannt. Wenn ¢ ein Isomorphismus von K auf K’ ist, so kann man
auch die inverse Abbildung ¢-1 von K’ zuriick auf K betrachten, und
man sieht leicht, daB sie ein Isomorphismus von K’ auf K ist. Wenn
ein Isomorphismus von K auf K’ existiert, so sagt man auch, K und
K’ seien isomorph.

In diesen Definitionen ist es keineswegs ausgeschlossen, daB K’
derselbe Korper wie K ist. Sollte ¢ eine isomorphe Abbildung von K
auf sich selbst sein, so werde o ein Automorphismus von K genannt
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Dann ist auch ¢! ein Automorphismus von K. Zum Beispiel ist die
identische Abbildung von K auf sich selbst ein Automorphismus von K.

Aus diesen Definitionen ergibt sich nunmehr, daB die Menge E,
auch ein Kérper ist und daB E; und E, isomorph sind.

Es sei ¢ ein Isomorphismus von K auf K’, und es werde das Bild
o(a) eines Elementes a von K kurz mit a’ bezeichnet. Wir dehnen
die Abbildung ¢ auf Polynome f(x)=ay+ ay;x+ - - -+ a,x" von
K aus, indem wir als Bild f (x) von f(x) das Polynom

f (%) =ag+ ayx+ st At
definieren. Man sieht leicht, daB die beiden Gleichungen
(fo + g0) =f (%) + g'(%)

(fo gy’ = 1'(%)g' (%)
gelten. ’
Ebenso leicht kann man erkennen, daB das Bild f'(x) eines in K
irreduziblen Polynoms f(x) ein in K’ irreduzibles Polynom ist.

Nun wollen wir einige Sitze formulieren, die sich aus unseren Be-
trachtungen ergeben. '

Satz T. (Kronecker). Ist f(x) ein nicht konstantes Polynom in einem
Korper K, so existiert eine Erweiterung E von K, in der f(x) eine
Wurzel besitzt.

Beweis: Wir konstruieren einen Erweiterungskérper, in dem ein
irreduzibler Faktor von f(x) eine Wurzel besitzt.

Satz 8. Es sei o eine tsomorphe Abbildung eines Korpers K auf
etnen Korper K'. Ferner sei f(x) ein in K irreduzibles Polynom und
I’ (x) das entsprechende Bildpolynom in K'. Sind dann E = K (B) und
E' = K’ (') Erwesterungen von K bzw. K', wobei f(f)=0 in E und
f (B')=01in E' ist, so lift sich o zu einem Isomorphismus zwischen E
und E’ erweitern, bes dem B’ das Bild von f ist.

Beweis: Jedes Element § von E hat die Form 6 = g(f), wobei
g(x) ein Polynom in K ist, dessen Grad kleiner ist als der Grad von
f(x). Man ordne nun dem Element § das Element g’ (f’) als Bild zu.
Diese Abbildung ist offenbar eine Erweiterung der gegebenen Ab-
bildung ¢ und bildet E auf E’ ab. Da8 dabei die Summe zweier Ele-
mente in die Summe iibergeht, ist klar. Auch fiir das Produkt gilt
die entsprechende Regel, denn g(B8)%(8) = r(B) bedeutet, daB 7(x)
der Rest von g(x) % (x) modulo f(x) ist. Es gibt also ein Polynom ¢(x),
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so daB g(x)A(x) = ¢ (x)f(x) + 7(x) ist. Geht man zu den Bildern der
Polynome iiber, so folgt g (x)4' (x) = ¢ (x)f (x) + 7 (%), so daB fiir
x=p gilt g (B)h (B)=7(B).

Satz 8 zeigt mit besonderer Deutlichkeit, daB der durch eine Wur-
zel einer irreduziblen Gleichung erzeugte Erweiterungskérper seiner
Struktur nach nicht von der speziellen Natur dieser Wurzel abhingt.

D. Zerféllungskorper

‘Sind K, B und E drei Koérper derart, daB K < B C E gilt, so
nennen wir B einen Zwischenkorper.

Es sei p(x) ein Polynom in K und E ein Erweiterungskorper von
K, in dem sich $ (x) in lauter Linearfaktoren zerlegen 148t. Eine sol-
che lineare Zerlegung kann offenbar immer in der Form

pr)=ax—a)(x—og) ... (¥— )

geschrieben werden. Dabei ist @ offenbar der hochste Koeffizient von
$ (x), gehort also zu K.
Ein Unterkérper von E, in dem die Zerlegung méglich ist, muB

offenbar die Wurzeln «;, . .., a, von (x) enthalten. Es ergibt sich,
daB der kleinste Zwischenkorper, in dem unsere Zerlegung maoglich
ist, der Korper K (e, ag, - - ., o) ist. Dieser Korper werde Zerfallungs-

korper von p(x) liber K genannt oder, wenn kein MiBverstindnis zu
befiirchten ist, Zerfiallungskorper von $ (x).

Die Existenz von Zerfillungskérpern wird durch folgende Uber-
legung gesichert. Auf Grund von Satz 7 kann man K zunichst so er-
weitern, daB eine Zerlegung p (x) = (¥ — o) p, () moglich ist. Wieder-
holt man dieses Verfahren mit dem Polynom #,(x), so gelangt man
schlieBlich zu einem Erweiterungskérper von K, in dem $(x) in
Linearfaktoren zerfallt. Wir konnen daher aussprechen

Satz 9. Ist p(x) ein Polynom in einem Korper K, so existiert ein
Zerfillungskorper E von P (x).

Zum Zerfillungskorper E = K (o, o, - . ., ;) kann man in einer
endlichen Korperkette aufsteigen: K= E, CE, -+ E,=E,
wobei E; = K(ay, o, . . ., o) = E;_;(e;) ist. Da p(x,) =0 und ¢ (x)
natiirlich auch ein Polynom von E,_, ist, ist «, algebraisch iiber E,_;.
Der 'Grad (E,/E;_,) ist daher endlich, und folglich ist auch der Grad
(E/K) des Zerfallungskérpers von #(x) endlich.
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Der nachstehende Satz zeigt unter anderem, daB der Zerfillungs-
korper eines Polynoms bis auf Isomorphismen eindeutig bestimmt
ist.

Satz 10. Es set o ein Isomorphismus, der den Korper K auf den
Korper K' abbildet. Ferner sei p(x) ein Polynom in K und 9’ (x) das
Bildpolynom in K’. Schlieflich ses E ein Zerfillungskirper von $ (x)
und E' ein Zerfallungskorper von P’ (x). Dann lift sich der Isomorphis-
mus o z2u einem Isomorphismus zwischen E und E' erweitern.

Beweis: Esseip(x) = a(x — o)) (¥ — ag) - - -+ (¥ — «,) die Zerlegung
von p (x) in E. Sollten alle a; zu K gehoren, also E = K sein, so kann
man ¢ auf diese Zerlegung direkt anwenden und erhélt eine Zerlegung
von $ (%) in K’. Es ist also E’ = K’ und der Satz in diesem Falle be-
wiesen.

Wir fithren nun eine Induktion nach der Anzahl # der nicht in K
gelegenen a; durch. Wir konnen dabei # > 1 voraussetzen und an-
nehmen, daB der Satz in allen Fillen bewiesen ist, in denen die Anzahl
der Wurzeln auBerhalb K kleiner als » ist. Es sei etwa a; nicht in K
gelegen und f(x) das in K irreduzible Polynom mit der Wurzel «,.
Da p(oy) = 0 ist, gilt eine Zerlegung #(x) = f(x)g(x), woraus auch
# (%) = 1 (5)g (x) folgt. Nunseip' (x) = @ (x— ) (& — By) - . . (5 — o)
die Zerlegung von p (x) in E'. In einem Erweiterungskorper von E’
hat f (x) eine Wurzel y, und es gilt p (y) =0; also ist a (y — f3)
(y—Bg) ... (y—B,) =0. Daraus folgt, daB eines der §,, etwa f,,
unsere Wurzel ¢ von f (x) ist. Auf Grund von Satz 8 kann der Iso-
morphismus ¢ zu einem Isomorphismus = von K (a,;) auf K’(f;) er-
weitert werden. Man betrachte nun das Polynom 5 (x) in K (e;) und
das Polynom 2’ (x) (es ist das Bild von $ (x) unter 7) in K’ (8,). E ist
der Zerfillungskorper von #(x) iiber K(«;) und E’ derjenige von
p' (x) tiber K’ (B,). Die Anzahl der Wurzeln, die p(x) in K («,) hat,
ist mindestens um Eins groBer als die Anzahl der Wurzeln von # (%),
die in K liegen. Daher ist die Anzahl der Wurzeln, die nicht in K ()
liegen, kleiner als #. Nach Induktionsannahme 1i8t sick also 7 zu
einem Isomorphismus von E auf E’ erweitern, und das ist offenbar
auch eine Erweiterung von o.

Folgerung. Ist p(x) ein Polynom in einem Kirper K, so sind zwer
beiiebige Zerfillungskorper von P (x) einander isomorph.

Dies folgt aus Satz 10, wenn wir K = K’ setzen und fiir ¢ die
identische Abbildung, d.n. ¢(x) = x nehmen.
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Auf Grund dieser Folgerung sind wir berechtigt, einfach den Ter-
minus ,,Zerfidllungskérper von # (x)‘ zu verwenden, da zwei beliebige
Zerfillungskérper von # (x) isomorph sind. Sollte  (x) in einem Zer-
fillungskoérper mehrfache Wurzeln haben, so gilt das auch in jedem
anderen Zerfillungskérper. Die Aussage ,,p(x) hat mehrfache Wur-
zeln“, ist also vom Zerfillungskérper unabhingig.

Die Bedeutung der bewiesenen Eindeutigkeitssitze wird dem Leser
klar werden, wenn er den speziellen Fall betrachtet, in welchem K
der Korper der rationalen Zahlen ist. Wenn # () ein in diesem Korper
irreduzibles Polynom ist, und wir suchen nach einem Erweiterungs-
korper K («), so daB p(x) = 0 ist, so stehen uns zwei Methoden zur
Konstruktion eines solchen Korpers zur Verfiigung. Die erste Methode
ist die abstrakte in C beschriebene, die zweite folgt aus dem sogenann-
ten Fundamentalsatz der Algebra, auf Grund dessen man eine kom-
plexe Zahl o finden kann, so daB p (') = 0 ist. Diese zweite Methode
ist radikal von der ersten verschieden, denn bei der Konstruktion
von o werden Limiten und andere Hilfsmittel der Analysis heran-
gezogen. Auf Grund von Satz 8 wissen wir aber, daB die beiden Kor-
per K («) und K () isomorph sind. Ahnliche Aussagen gelten wegen
Satz 10 fiir Zerfallungskorper von Polynomen. Fiir die Begriindung
von algebraischen Aussagen ist also der Fundamentalsatz der Algebra
entbehrlich.

E. Eindeutige Zerlegbarkeit von Polynomen in irreduzible Faktoren

Satz 11. Ist p(x) ein Polynom in einem Kdrper K und sind
pO)=p1(%) - Pa(x) - - - - P (®) = g1 (%) - 4a(x) - - - - - 4, (x) zwei Fak-
tomszerungen von P (x) in trreduzible Polynome aus K von jeweils min-
destens dem Grade LEins, so ist v = s, und bes geezgneter Numerierung

der q, gilt p,(x) = c,q,(x), wobes die ¢;,1=1,2,...,r, Elemente aus
K sind.

Beweis. Man nehme eine Erweiterung von K, in der p,(x) eine
Nullstelle & hat. Setzt man x ="« in P, (%) pp (%) . . . (%) = 71 (%) 9, (%) -

... gs(x) ein, so hat man 0 = ¢ (x)gy(a) . .. ¢s(x ), so daB einer der

Faktoren, etwa ¢, («), Null sein muB. Es muB also ¢, (x) durch ¢, (x)

teilbar seift, und da auch ¢, () irreduzibel ist, folgt eine Gleichung

P (%) = ¢, ¢, (x) mit einem Element ¢, aus K. Setzt man diesin unseren

Zerlegungen ein und kiirzt man den Faktor ¢, (x), so folgt ¢;p,(%)
.. b, (%) =g5(x) . . . g,(x). Induktion fiihrt zum Ziel.
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F. Gruppencharaktere

Es sei G eine multiplikative Gruppe und K ein Kérper. Wir werden
uns mit Abbildungen ¢ von G in K beschiftigen, fiir die o(af)
= o(a)o(B) fiir alle e, § aus G gilt. Ist fﬁr auch nur ein o« das Bild

o(x) =0, so gilt 0(f) =o0(x- a1f) = o(x)o(x'B) =0, und unsere
Abbildung ¢ ist dann ohne Interesse. Wir fordem daher auch noch

o () == O fiir alle « aus G. Eine solche Abbildung o soll ein Charakter
von G in K genannt werden.

Satz 12. Es sei G eine Gruppe, und oy, 0,, . .., 0, Seien paarweise
verschiedene Charaktere von G in einen Korper K. Dann sind oy, o,

., Oy linear unabhingig, d. h., sollte fiir Elemente a,, a,, . . ., a, aus
K die Gleichung a, 0, (x) + 6305(%) + - - - + @,0,(x) = O fiir alle x aus
G erfillt sein, so ist @y = ay="---=a,=0.

Der Beweis dieses Satzes wird durch Induktion nach » gefiihrt.
Fiir n=1 folgt aus a,0,(*) = 0 sofort 4, =0, da o,(x) &= 0 ist. Es
sei nun # > 1, und es werde angenommen, daB der Satz fiir weniger
als # Charaktere bewiesen ist. Eine hypothetische Relation a,0, (x)
+ ay05(%) + « - - + a,0,(x) = 0 werde auf zweierlei Art umgeformt:

Es sei « ein spiter noch zu bestimmendes Element von G. Die erste
Umformung besteht darin, daB8 man x durch ax ersetzt, die zweite
darin, daB man die urspriingliche Relation mit o, (e) multipliziert.
Die beiden so erhaltenen Relationen lauten

4,0y ()03 (%) + @505 ()03 (%) + - - - + @404 ()04 (%) =0,
0,04 (2)04 (8) + 2304 (€)03 (%) + - - - + 40 (@) () =
Subtraktion fiihrt auf

ay{oy (o) — Ga(@)}or (%) + - - - + 8y {00_1 (%) — 04 (®)}0uy(¥) = O
Nach Induktionsannahme folgt insbesondere

a{oy (@) — oa (@)} =0

Da n >1 ist, sind o0, und o, verschiedene Charaktere. Es muB also
ein « in G geben, fiir welches o, («) == o, («) ist. Bei dieser Wahl von
o muB 4, = 0 sein. Trigt man dies in die urspriingliche Relation ein,
so folgt aus der Induktionsannahme auch ay=-.-=¢a,=0.

Wir wenden diesen Satz auf den Fall an, in welchem G die multipli-
kative Gruppe eines Korpers E ist und die Charaktere Isomorphismen
von E in einen Korper E’ sind. Unter der multiplikativen Grup pe von
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E versteht man die Menge der von Null verschiedenen Elemente von
E mit der Kérpermultiplikation als Operation.

Folgerung. Sind E und E’ zwet Korper und oy, 0y, . . ., 0, paarweise
verschiedene Isomorphismen von E in E’, so sind oy, oy, . . .,0, linear
unabhingig.

Sind ¢y, 0,,..., 0, Isomorphismen eines Korpers E in einen
Koérper E’, so nennt man jedes Element @ von E mit der Eigenschaft
0,(a) = 0,(@)=---=o0,(a) éinen Fixpunkt von E gegeniiber
gy, Oy, . . ., 0,. Die Bezeichnung wurde so gewihlt, weil im Falle, daB
die o; Automorphismen und ¢, speziell die identische Abbildung ist,
04(a) = o, (a) = a fiir den Fixpunkt gilt.

Hilfssatz. Die Menge der Fixpunkte von E ist ein Unterkorper von
E. Wir nemnen diesen Unterkorper den Fixpunktkorper beziiglich
gy, Oy, .. ., 0.

Denn sind @ und b Fixpunkte, so gilt
oy(az b) = 0,(a) =+ 0;(8) = 0y(a) + 0y (b) = (a = b)
0,(a - b) = 0,(a) - 0,(b) = 0,(a) - 0, (b) = 0, (a- D).
Aus 0, (a) = o,(a) erhalten wir auch
04(a7Y) = (04(@) ™ = (0y(@) ™! = 0y (a7).

und

Somit sind Summe, Differenz und Produkt zweier Fixpunkte wieder
Fixpunkte, und das Inverse eines Fixpunktes ist auch Fixpunkt.

Satz 12. Sind oy, ..., 0, paarweise verschiedene Isomorphismen
eines Korpers E in einen Korper E' und ist K der Fixpunktkorper
von E, so ist (E/K) > n.

Beweis. Wir leiten aus der Annahme (E/K) = < n einen Wider-
spruch ab. Es sei w,, @, . . ., @, ein Erzeugendensystem des Vektor-
raumes E iiber K. In den homogenen linearen Gleichungen

0y (@) %, + og(wy) %+« - + () ¥ = 0
01 (w5) %) + Oy (we) ¥a+ + - + T (@) %y =0

.................................

01 (wr) % + (@) %+ - - - + Op(0,) 2, =0

haben wir mehr Unbekannte als Gleichungen, so daB eine nicht-
triviale Losung existiert, die mit x,, #,, . . ., ¥, bezeichnet sei. Fiir

3 Artin, Galoissche Theorie
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ein beliebiges Element « aus E konnen wir Elemente a,, 4,, . . ., a,
in K so finden, daBl ¢=a,w, + - - - + @,w, ist. Wir multiplizieren
die erste unserer Gleichungen mit o, (a,), die zweite mit o, (a,) usw.
Weil a, Fixpunkt und folglich o, (¢;) = 0;(a,) ist, erhalten wir

01(40) %+« - - + 04 (8,0)) % =0

al(arwr)xl'l' s Oy (a,w,)x,. =0.
Addieren wir diese Gleichungen, so erhalten wir
0y ()% + 05(c) %+ - - - + 04 (x) %, = 0.

Da nicht alle x; verschwinden, bedeutet diese Gleichung einen Wider-
spruch zu der linearen Unabhingigkeit der oy, 0,, . . ., 0,.

Folgerung. Stnd 0y, 0y, . . ., 0, Automorphismen des Korpers E und ist
K der Korper aller derjenigen Elemente von E, die bei allen o; fest
bleiben, so ist (E[K) > n.

Beweis. Wenn unter den o, die Identitdt vorkommt, so folgt unsere
Behauptung unmittelbar. Kommt die Identitdt nicht vor, so fiige
man sie zu den Automorphismen hinzu und erhilt sogar (E/K) >n+ 1.

Ist K ein Unterkoérper des Korpers E und o ein Automorphismus
von E, so sagen wir, daB o den Korper K invariant lifit, wenn fiir jedes
Element @ von K gilt ¢(a) = a.

Sind ¢ und 7 zwei Automorphismen von E, so ist die Abbildung
o (t(x)), kurz o7 geschrieben, wie der Leser selbst leicht verifizieren
kann, ein Automorphismus.

(z.B. 07(x- y) = o(x(x- ) = o(z(x) - 79)) = o(v(*)) - o (z(¥))]-

Wir nennen ot das Produkt von ¢ und 7. Wir haben schon gesehen,
daB das Inverse ¢! eines Automorphismus ¢ ebenfalls ein Automor-
phismus ist. Es folgt nunmehr, daB die Menge aller Automorphismen
bei dieser Multiplikation eine Gruppe bildet.

Wenn zwei Automorphismen von E einen Unterkorper K invariant
lassen, so lassen auch Produkt und Inverse den Kérper K invariant.
Die Menge G derjenigen Automorphismen von E, die K invariant
lassen, bildet also eine Gruppe. Wenn man nun von dieser Gruppe G
ausgeht und den Fixpunktkérper K’ von G bestimmt, so kann man
im allgemeinen nur sagen, daB K ein Unterkorper von K’ ist.
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G. Anwendungen und Beispiele zu Satz 13

Satz 13 hat, wie die nachfolgenden Beispiele zeigen, weittragende
Konsequenzen:

1. Es sei % ein Kérper. Wir betrachten den Kérper E = k(x) aller
rationalen Funktionen der Variablen x. Bilden wir jede der Funktionen

f(x) von E auf f(%) ab, so erhalten wir offenbar einen Automorphis-

mus von E. Auch die Abbildung, bei der f(x) auf f(1 — x) abgebildet
wird, ist ein Automorphismus von E. Kombiniert man diese beiden
Automorphismen auf alle moglichen Weisen, so erhilt man im ganzen
nur sechs verschiedene Automorphismen, ndmlich

‘s 1
o, (f %)) = f (x) (Identitit), o, (fx) = f(;)

-

o3 (f®) = f(L— %), a4(f(x))=f(1_f7)

o (fw) = (=), sl = 1(2)-

1—2x x—1

Den zugehérigen Fixpunktkor; = bezeichnen wir mit K. K besteht
aus allen rationalen Funktionen, die den Gleichungen

f=10-n=1(3)=1(1- 1) = 1(25) = 1(25)

gentigen. Es gentigt, die ersten zwei Gleichungen zu {iberpriifen, da
sich die anderen als Folgerungen ergeben. Die Funktion

_ _ P—x41)p
I=1()="5"5:

gehort, wie man leicht sieht, zu K. Demnach gehort der Kérper
S = k(I) aller rationalen Funktionen von I dem Korper K an.

Wir wollen zeigen, daBl K = S und (E/K) = 6 ist. In der Tat, nach
Satz 13 erhalten wir (E/K) > 6. Wegen S < K geniigt es, (E/S) < 6
zu beweisen. Nun ist aber E = S(x). Somit reicht es aus, eine Glei-
chung sechsten Grades mit Koeffizienten in S zu finden, die von x
erfiillt wird. Die nachstehende Gleichung

R@—ax4+ 18 —T.22(x—1)2=0

hat diese Eigenschaft.

3
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Wir empfehlen dem Leser die Untersuchung dieses Kérpers als
Ubung. An spiterer Stelle wird er in die Lage versetzt, alle Zwischen-
korper herzuleiten.

2. Es sei k ein Korper und E = k(x,, %,, . . ., %,) der Kérper aller
rationalen Funktionen der » Variablen x,, %,, ..., %,. Ist (v, %,,

.., ¥s) eine Permutation von (1, 2, ..., %), so ersetzen wir in jeder
Funktion f(x,, #,, . . ., x,;) von E die Va.na.ble %, durch x, , %, durch
Xyy» - -+, %y durch %, . Die auf diese Weise gewonnene Abbildung von
E auf sich selbst ist offenbar ein Automorphismus. Wir kénnen auf
diesem Wege 7! Automorphismen konstruieren (einschlieBSlich des
identischen). Es sei K der Fixpunktkérper, d.h. die Menge allér so-
genannten ,,symmetrischen Funktionen“. Der Satz 13 zeigt, daB
(E[K) = n! ist. Wir betrachten nun das Polynom

Q) =@C—x)E—2) - C—2) ="+ at" '+ +ay,

wobeid; = — (¥ + X+« + - + Xp), dg =+ (%1% + % X3+ - -+ +Xp_1%p)
und allgemein a; die (—1)’-fache Summe sdmtlicher Produkte von
1 verschiedenen Variablen aus dem System x,, %,, . . ., %, ist. Die Funk-
tionen a,, a,, . . ., @, nennt man die elementarsymmetrischen Funk-
tionen, und der Korper S = k(ay, 4y, . . ., a,) aller rationalen Funk-
tionen der a,, a,, . . ., a, ist offenbar eine Teilmenge von K. Ahnlich
wie bei dem vorangehenden Beispiel soll gezeigt werden, daB S = K
und (E[/K) = n!ist. Dazu geniigt es (E/S) = n! zu beweisen. Wir kon-
struieren zu diesem Zweck die nachstehende Folge von Korpern:

S=5, <851 <CSn0a < <5 S,=E
indem wir
Sn=S; Si= S(x“,l. Xipas - - -:xlé)=si+1(xi+1)

definieren. Es genligt zu beweisen, daB (S,_,/S;) = 7 ist. Da man S,_;
aus S; durch Adjunktion von x; erhilt, muB man eine Gleichung fiir
x; mit Koeffizienten aus S; vom Grade hochstens ¢ finden. Das ge-
wiinschte Polynom ist

— f) — T .
Fit) = (E— %) (E—20) - (E—25)  (E— 2 41)
und F,(#) = f(¢). Fithrt man die Division nach dem iiblichen Divi-
sionsalgorithmus aus, so ergibt sich F, (f) als Polynom in ¢ vom Grade¢
mit dem héchsten Koeffizienten 1, die iibrigen Koeffizienten sind
Polynome in den Variablen a,, a,,...,a, und %, %9, ..., %,.
Nur ganze Zahlen treten als Koefﬁz1enten in diesen Ausdriicken auf.
Offenbar ist x; eine Wurzel von F(f) =
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Aus unserem bisherigen Resultat folgt dann nachtriglich, daB
(54-1/S:) = 4 ist, so daB der Vektorraum S;_, iiber S; von den Elemen-

ten 1, x;, xf .., x§‘1 aufgespannt wird. Aus dem Beweis von Satz 6
ergibt sich dann, daB der Vektorraum von E iiber S von den folgenden
n! Elementen aufgespannt wird:

(*) A%y % wobeijedes v, =1—1 ist.
Ein beliebiges Element von E kann also eindeutig als Linearkombi-
nation dieser n! Elemente mit Koeffizienten aus S geschrieben wer-
den. Wihlt man aus E ein Polynom von x,, %,, . . ., %,, S0 soll nun
nachtriglich gezeigt werden, daB dann auch die Koeffizienten Poly-
nome in a,, 4,, . . ., a, sind. Angenommen, dies wire bereits gezeigt,
dann wiirde man speziell den Hauptsatz iiber symmetrische Funktio-
nen in der iiblichen Form bewiesen haben. Dieser Hauptsatz sagt aus,
daB ein Polynom g(%,, %, . . ., %,) = g aus dem Fixpunktkérper K
auch als Polynom von a,, a,, . . ., a, geschrieben werden kann. Wegen
K = S kann nimlich g trivialerweise als Linearkombination unserer
Elemente (*) geschrieben werden, wobei alle Terme den Koeffizienten
0 erhalten, mit Ausnahme des zu », = v,=...=»,= 0 gehdrigen
Termes, der g selbst als Koeffizienten hat. Sollte unsere Aussage be-
wiesen sein, so folgt aus der Eindeutigkeit der Darstellung, daB g ein
Polynom in a;, a,, . . ., a, ist.

Um diese zusitzliche Aussage zu beweisen, sei nunmehr g(x,, ..

.., %,) ein beliebiges Polynom von E. Da F, (x;) = 0 vom Grade 1
in x, ist, konnen wir x, als Polynom der a; und der x,, %5, ..., ¥, aus-
driicken. Wir fithren diesen Ausdruck in g(,, %,, . . ., #,) ein. Wegen
Fy(%,) = 0 kdnnen wir x} oder héhere Potenzen als ein Polynom in
den x,, %3, . . ., %, und den a; ausdriicken, wobei %, jedoch hochstens
in der ersten Potenz auftritt. Wegen F,(x,;) = 0 lassen sich %3 und
hohere Potenzen von x, als Polynome von «,, %4, . . ., £, und von den
a; darstellen, wobei %, héchstens quadratisch vorkommt. Fiihren wir
diese Ausdriicke in g(x,, %,, . . ., %,) ein, so sehen wir, daB es sich als
ein Polynom in den #, und den 4, schreiben 148t, wobei der Grad in
%, niedriger als ¢ ist. Somit ist g (%, %,, . . ., #,) eine Linearkombina-
tion der #! Terme (*). Die Koeffizienten dieser Terme sind aber jetzt
Polynome in den a;.
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H. Normale Korpererweiterungen

Wir kehren zu der Situation zuriick, die in der Folgerung zu Satz 13
beschrieben wurde. Es sei also E ein Kérper, oy, 0,, . . ., 0, seien
Automorphismen von E, und K sei der Unterkérper aller derjenigen
Elemente von E, die bei jedem o, fest bleiben. Wir hatten (E/K) > n
bewiesen. Sollten die o; keine Gruppe bilden, so gibt es entweder ein
Produkt zweier o;, oder ein Inverses eines o;, welches ein neuer
Automorphismus von E ist. Fiigen wir ihn zu den o, hinzu, so dndert
sich K nicht, und es folgt demnach (E/K) > n + 1. In der Folgerung
zu Satz 13 gilt in diesem Falle das Gleichheitszeichen also nicht. Wir
wollen daher von nun an voraussetzen, daB die Automorphismen o;
eine Gruppe G bilden. In diesem Falle spielt die Funktion

S (@) = 0y (2) + 0p (@) + - - - + Tu ()

fiir  aus E eine Rolle. Wenden wir auf S («) ein o, an, so ergibt dies
die Summe
0;01(®) + 0,05(0) + - - - + 00 (a).

Da G eine Gruppe ist, sind aber die Automorphismen ¢,0,, 0,0,,
..., 0,0, nichts anderes als oy, 0,, . . ., 0, in permutierter Reihen-
folge. Dies zeigt, daB S («) unter allen o; fest bleibt, also zu K gehort.
Die Funktion S(«), die auch die Spur von « genannt wird, ist nicht
identisch Null, denn dies stiinde im Widerspruch zur linearen Unab-
hangigkeit der 0y, 0y, . . ., 0,. Nun wollen wir zeigen

Satz 14. Wenn o4, 0,, . . ., 6, eine Gruppe G von Automorphismen
eines Korpers E bilden, und K der zugehorige Fixpunktkorper ist, dann
gilt (E/K) = n.

Beweis. Wegen Satz 13 geniigt es folgendes zu zeigen: # + 1 Ele-
mente o, &, . . ., 0y; von E sind immer linear abhingig in bezug
auf K. Zu diesem Zweck betrachten wir das folgende System linearer,
homogener Gleichungen

- -1 , -1
%07 (o) 4 %2077 (0) 4+ -+ Hpy1 07 () = O

“1) _{_ x2a2-1 (aﬁ) '!L' e + xn+162—1 (a”+1) == O

%105 (o) + %203 (0t2) + - A X105 (gp1) = O
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in E. Es hat eine nicht-triviale Losung, weil die Anzahl der Unbe-
kannten groBer ist als die Anzahl der Gleichungen. Es sei etwa x, == 0.
Da man die Gleichungen noch mit einem beliebigen Faktor aus E
multiplizieren darf, kénnen wir erreichen, daB x, ein Element von E
ist, dessen Spur von Null verschieden ist. Nun wenden wir auf die
i-te dieser Gleichungen ¢; an. Das Ergebnis ist

0y (%) oy + oy (X)) aa+ - - - + 0y (Xpyg) Xnyy = 0.
Summieren wir dies iiber 7, so ergibt sich
S(x) o+ Sxp)ag+ - - - + S (Xpyg)¥pyy = 0.

Da S(x,) zu K gehort und S(x;) &= 0 ist, ergibt sich die behauptete
lineare Abhingigkeit.

Folgerung 1. Unter den gleichen Bedingungen wie in Satz 14 gilt:
Ein Automorphismus o von E, der den Korper K invariant laft, ge-
hort zu G.

Beweis. Wire o von allen g, verschieden, so fiige man ¢ zu G hin-
zu. Das édndert K nicht, und Satz 13 wiirde ergeben (E/K) >n+ 1
im Widerspruch zu Satz 14.

Daraus ergibt sich sofort

Folgerung 2. Verschiedene endliche Gruppen von Automorphismen
von E haben verschiedene Fixpunktkorper.

Definition. Ein Erweiterangskoper E eines Koérpers K heiBe eine
normale Erweiterung, wenn K der Fixpunktkoérper einer endlichen
Gruppe von Automorphismen von E ist.

Ist f(x) ein Polynom in K, so nennt man f(x) separabel, wenn seine
irreduziblen Faktoren keine mehrfachen Wurzeln besitzen. Ist E
eine Erweiterung des Kérpers K, so nennt man das Element o von E
separabel, wenn es Wurzel eines separablen Polynoms f(x) in K ist.
Man nennt E eine separable Erweiterung von K, wenn jedes Element
von E separabel ist.

Satz 15. Es sei E eine normale Evweiterung von K mit der Gruppe G.
dann ist E eine separable Erweiterung von K. Genauer gilt: Ist o ein
Element von E und sind «y, o, ..., «, die paarweise verschiedenen
Bilder von o, wenn man auf o die n Automorphismen von G anwendet,
so tst das Polynom

pE)=(x—a)(x—ap) - (x—a,)
ein in K irveduzibles Polynom mit der Wurzel a.
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Beweis. Multipliziert man die # Elemente von G mit o;, so erhilt-
man alle Elemente von G. Dies zeigt, dafl die » Elemente

0 (al)l 0y (“2): sy Oy (OL,)
nur eine Permutation der Elemente «;, «,, . . ., a, sind. Also bleiben
die Koeffizienten des Polynoms # (x) bei Anwendung von o; fest.
Also ist (x) ein Polynom in K, und p (x) ist offenbar separabel. Da
o selbst unter den Bildern von « vorkommt, hat 4 (x) die Wurzel a.
Wenn f(x) irgendein Polynom in K ist, so daB f(«) = 0 ist, so folgt
auch o; (f()) = 0 und demnach f(g;(er)) = 0. Daher hat f(x) die Wur-
zeln &, o, . . ., o, und ist infolgedessen durch () teilbar. Dies zeigt
dic Irreduzibilitit von # (), und unser Satz ist vollstindig bewiesen.

Folgerung. Es set E eine normale Erweiterung von K, p(x) ein irre-
duzibles Polynom in K, welches in E etne Wurzel o hat. Dann zerfilit
p(x) in E in lauter Linearfaktoren.

Beweis. Wegen der Eindeutigkeit des zu « gehorigen irreduziblen
Polynoms muB # (x) das in Satz 15 konstruierte Polynom sein, welches
offenbar in E in lauter Linearfaktoren zerfillt.

Satz 16. Es sei E eine normale Erweiterung von K mit der Gruppe G,
und B sei etn Zwischenkorper. Dann ist E eine normale Erweiterung
von B, deren Gruppe U aus denjenigen Automorphismen von G besteht,
die den Korper B invariant lassen.

Beweis. Es sei U die Untergruppe derjenigen Automorphismen
von G, die den Korper B invariant lassen. Die Ordnung der Gruppe U
werde mit 7 bezeichnet, der Fixpunktkorper von U sei B’. Dann ist
B C B’, und wir haben B= B’ zu zeigen. Es ist (E/B’) =7, also
(E/B) = 7, und es geniigt (E/B) =7 zu zeigen. Wendet man die
Automorphismen o; von G auf B an, so wird B isomorph abgebildet.
Es kann aber durchaus vorkommen, daB verschiedene Automorphis-
men die gleiche Abbildung auf B erzeugen. Sei etwa o,(f) = o4(B)
fiir alle # aus B. Dies ist gleichwertig mit ¢,710,(8) = B, also gleich-
wertig damit, daB ¢;710, zu U gehort. Das ist wiederum gleichwertig
damit, daB o; zur Nebengruppe o,U gehort. Die Elemente einer
Nebengruppe o, U sind also genau diejenigen, die auf dem Koérper B
den gleichen Isomorphismus erzeugen. Setzt man also # = 7s, so ist
s die Anzahl dieser Nebengruppen. Die Elemente von G ergeben also,
auf B angewandt, genau s verschiedene isomorphe Abbildungen.
Der Fixpunktkorper dieser s verschiedenen Abbildungen ist einer-
seits natiirlich der Kérper K, andererseits weil man wegen Satz 13,
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daB (B/K) = s sein muB. Die beiden Ungleichungen (E/B) =7,
(B/K) = s ergeben multipliziert (E/K) = n. Da hierin aber das
Gleichheitszeichen gilt, muB es auch in den vorherigen Ungleichungen
gelten. Es ist also (E/B) = und (B/K)=s. Unser Satz ist damit
vollkommen bewiesen.

Aus dem Beweis geht hervor, daB es zu jedem Zwischenkorper B
vom Grade s iiber K sicher s verschiedene Isomorphismen von B
in E gibt, die jedes Element von K festlassen, und da8 jeder dieser
Isomorphismen von einem Element von G erzeugt wird. Man sieht
nun leicht, daB es keinen weiteren Isomorphismus von B in irgendeinen
Erweiterungskérper von E geben kann, der jedes Element von K
fest 148t. Andernfalls fiige man ihn zu den s bekannten Isomorphis-
men hinzu. K bleibt dann der Fixpunktkérper dieser s + 1 Isomorphis-
men, so daB nach Satz 13 der Grad (B/K) = s+ 1 sein miiBte.

Zu jeder Untergruppe U von G gehort, wie wir bereits wissen,
ein Zwischenkdrper B, ndinlich der Fixpunktkdrper zu U (der K
enthilt). Verschiedene Untergruppen fithren auf verschiedene Zwischen-
korper, nach Folgerung 2 von Satz 14. SchlieBlich wurde in Satz 16
gezeigt, daB jeder Zwischenkoérper B Fixpunktkorper zu einer Unter-
gruppe U von G ist. Diese Zuordnung von Untergruppe zu Zwischen-
korper ist also umkehrbar eindeutig.

Sind U, und U, Untergruppen mit den Fixpunktkérpern B; und
B,, und gilt U, < U,, so ist offenbar B, > B,. Gilt B; > B,, so
148t jeder Automorphismus, der B, invariant 148t, auch B, invariant;
es gilt dann also U; < U,. Unsere Zuordnung kehrt also die Enthal-
tenseinsbeziehung um. SchlieBlich entspricht bei dieser Zuordnung
der Gesamtgruppe G der Korper K, und der Untergruppe, die nur
aus der Identitidt besteht, entspricht der ganze Kérper E. Man kann
also Untergruppen von G dazu benutzen, um Zwischenkorper zu
beschreiben. Dies soll in einer Anwendung erldutert werden:

Es sei B ein Zwischenkérper, der zur Untergruppe U gehért und
o ein Element von G. Das Bild ¢(B) von B bei Anwendung von ¢
ist ein Zwischenkérper. Wir fragen nach der Untergruppe, zu der
o (B) gehort. Die Elemente von ¢ (B) haben die Form o (f), wobei
zu B gehort. Wir miissen nach denjenigen v aus G fragen, die jedes
o (B) fest lassen, fiir die also 7o (B) = o(B). Diese Gleichung ist dqui-
valent mit 6717¢(f) = . und dies besagt, daB o-17o zu U. 7 selbst
also zu o Uo~! gehort. 0 Uo™! ist also die Gruppe. zu der o (B) gehort.

Wir kénnen nun auch entscheiden, unter welchen Bedingungen B
eine normale Erweiterung von K ist. Wenn (B/K) = s ist, so haben
wir gesehen, daB es iiberhaupt nur s Isomorphismen von B (die K
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invariant lassen) in einen Erweiterungskérper von E geben kann,
und daB alle diese Isomorphismen von Elementen aus G erzeugt
werden. Wenn B normal iiber K ist, so muB es andererseits s Auto-
morphismen von B geben, jeder unserer Isomorphismen muB also
ein Automorphismus von B sein. Es mu8 also ¢ (B) = B sein fiir alle
o aus G. Nach dem Vorhergehenden bedeutet das cUs~ 1= U fiir
alle o aus G. Eine Untergruppe U dieser Art nennt man bekanntlich
einen Normalteiler von G. Es ist also B genau dann eine normale Er-
weiterung von K, wenn U Normalteiler von G ist.

Nehmen wir nun an, der Zwischenkorper B sei eine normale Er-
weiterung von K, also U ein Normalteiler von G. Jeder Automorphis-
mus von B, der K invariant 14Bt, wird also durch Anwendung eines
Elementes ¢ von G auf B erzeugt. Da aber jeder Automorphismus
der Nebengruppe ¢ U bei Anwendung auf B den gleichen Automorphis-
mus wie ¢ erzeugt, stehen die gesuchten Automorphismen von B in
eineindeutiger Beziehung zu den Nebengruppen ¢U. Sind ¢U und
T U zwei solche Nebengruppen, so entsprechen sie Automorphismen
von B, die durch Anwendung von ¢ bzw. 7 erhalten werden. Ihre
Komposition wird daher durch den Automorphismus ot erhalten,
der in der Nebengruppe o7 U liegt. Da U Normalteiler ist, ist diese
Nebengruppe das Produkt von ¢ U und 7 U. Wir sehen, daB sich die
Automorphismen von B wie die Nebengruppen komponieren. Die
Gruppe der Nebengruppen eines Normalteilers U nennt man bekannt-
lich die Faktorgruppe G/U. In diesem Sinne hat also die normale Er-
weiterung B von K die Automorphismengruppe G/U.

Zusammenfassend ist bewiesen

Satz 17. (Fundamentalsatz). Es ser E eine mnormale Erweiterung
von K mit der Gruppe G. Ordnet man jeder Untergruppe U von G den
Fixpunktkorper B zu, so ist dadurch eine wmkehrbar eindeutige Zu-
ordnung zwischen Untergruppen und Zwischenkorpern gegeben. Diese
Zuordnung kehrt die Enthaltenseinsrelation wm. Fiir einen gegebenen
Zwischenkorper B besteht die zugehiorige Gruppe aus denjenigen Elementen
von G, die B invariant lassen. Es gilt (E|B) = Ordnung von U, (B/K)
= Index von U in G = Anzahl der Nebengruppen. Jeder Isomorphismus
von B in einen Erweiterungskorper von E, der die Elemente von K fest
lipt, kann durch Anwendung eines Elementes ¢ von G auf B erhalten
werden, wobet die Elemente der Nebengruppe o U stets den gleichen
Isomorphismus von B ergeben. B ist genau dann eine normale Erwei-
terung von K, wenn U Normalteiler von G ist. In diesem Fall ist die
Automorphismengruppe dieser Erweiterung B die Faktorgruppe G|U.
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Wir bendtigen nun eine einfache Bedingung dafiir, daB eine Er-
weiterung E von K normal ist. Wir sprechen sie aus in

Satz 18. E ist genau dann eine normale Erweiterung von K, wenn
E der Zerfillungskorper eines separablen Polynoms p (x) in K 1st.

Beweis. 1. E sei eine normale Erweiterung von K und o, w,,
..., &, Erzeugende des Vektorraumes E iiber K. Es sei p,(x) das
irreduzible Polynom aus K mit der Wurzel w;. Wir haben schon ge-
sehen, daB p;(x) separabel ist und in E in Linearfaktoren zerfillt.

Man setze D (%) = D1(%) g (%) - - . P ().

Dann ist p(x) separabel und zerfillt in E in lauter Linearfaktoren.
Da unter den Wurzeln von #(x) alle w; vorkommen, ist der Zerfil-
lungskorper genau E.

2. Es sei p () ein separables Polynom aus K und E sein Zerfillungs-
korper. Es sei G die Gruppe aller Automorphismen von E, die K in-
variant lassen. Da (E/K) endlich ist, ist nach der Folgerung zu Satz 13
auch G eine endliche Gruppe. Es geniigt zu zeigen, daB ein Element 0
aus E, welches bei allen Elementen von G fest bleibt, notwendig zu
K gehort; denn dann ist K der Fixpunktkoérper von G. Wenn alle
Wurzeln von () in K liegen, so ist £ = K und unsere Aussage tri-
vialerweise richtig. Nehmen wir daher an, da8 von den Wurzeln von
9 (x) genau # nicht in K liegen, wobei # = 1 ist. Unsere Behauptung
sei ferner in allen denjenigen Fillen bewiesen, in denen weniger als »
Wurzeln von $(x) nicht in K liegen. Es sei &, eine Wurzel von (),
die nicht in K liegt, und , (x) das irreduzible Polynom in K mit $, (e;)
= 0. Da p(x) separabel ist, hat p, (x) keine mehrfachen Wurzeln. Wir
ersetzen nun den Grundkérper K durch K (e;). Dann ist $ (¥) ein sepa-
rables Polynom dieses Korpers und E noch immer sein Zerfillungs-
korper. Es liegen aber jetzt weniger als # Wurzeln von $(x) auBer-
halb von K (e,;). Nach Induktionsannahme ist also E eine normale
Erweiterung von K (o). Die Gruppe U derjenigen Automorphismen
von E, die K(«,) invariant lassen, hat also K («,) als Fixpunktkorper
und ist eine Untergruppe von G. Nun sei  ein Element, das bei allen
Automorphismen aus G invariant bleibt. Dann bleibt es sicher bei
allen Automorphismen aus U invariant und gehért daher zu K (e;).
Nun sei s der Grad von $, (x). Dann hat § die Form

. 2 -1
(**) 0=cot crog+ cooy + - + Cpray

wobei alle ¢, in K liegen.
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Andererseits hat p, (x) keine mehrfache Wurzeln. Wir bezeichnen
die Wurzeln von $, (¥) mit ay, e,, . . ., a;. Auf Grund von Satz 8 gibt
es einen Isomorphismus o;, der K(a;) auf K («,) abbildet, wobei K
elementweise fest bleibt und «, in «; libergeht. o, fithrt $ (x) iiber in
p(x). Der Korper E ist Zerfillungskérper von (%) iiber K (e,), und
auch Zerfillungskoérper von ¢ (x) iiber K («;). Auf Grund von Satz 10
148t sich der Isomorphismus o, zu einem Isomorphismus 7; fortsetzen,
der E auf E abbildet und daher ein Element von G ist. Daher muB 6
auch bei 7, fest bleiben. Wir wenden 7; auf (**) an und erhalten

6= cot+ cra+ Cooff + -+ 4 cpgaf .
Das Polynom ¢, ;%14 ¢, p%*2 + - - - + %+ (¢, — 0) hat daher
dic s voneinander verschiedenen Wurzeln oy, o,, . . ., &,. Das sind
mehr Wurzeln als sein Grad betrigt, so daB alle seine Koeffizienten,
insbesondere das konstante Glied, Null sein miissen. Also ist 0 = c,,
d. h. ein Element von K.

Es seien noch einige Bemerkungen iiber das Rechnen mit Auto-
morphismen hinzugefiigt. Eine normale Erweiterung E von K wird
durch praktisch gewihlte Erzeugende beschrieben sein, E = K(«,,
%, . . ., a&,). Das bedeutet, daB jedes Element § eine rationale Funk-
tion von a,, o, ..., «, mit Koeffizienten aus K ist. Kennt man
die Wirkung eines Elementes o von G auf die Erzeugenden «; von E,
so ist o genau beschrieben. Es wird also ¢ durch Angabe aller o (e;)
festgelegt. Wenn man fiir e; ein Polynom £ (x) in K mit f(er;) = 0 kennt,
so folgt durch Anwendung von o, daB f(o(«) = O sein muB. Dann
muB o («;) notwendig eine der Wurzeln von f(x) sein. Wenn z. B. E
der Zerfillungskorper eines Polynoms ohne mehrfache Wurzeln ist,
und wenn &, o, . . ., &, diese Wurzeln sind, so kénnte man die a;
als Erzeugende von E nehmen, und weiB dann, daB ¢ unter den Wur-
zeln eine gewisse Permutation hervorrufen wird. Bei dieser Beschrei-
bung, die aber nicht in allen Fillen die praktische ist, kann also G
mit einer gewissen Permutationsgruppe identifiziert werden.

Wir illustrieren dieses an einem Beispiel, bei dem wir viele Einzel-
heiten dem Leser iiberlassen. Es sei K der Korper der rationalen
Zahlen und E der Zerfillungskoper des Polynoms x% — 2. Da es nach
fritheren Bemerkungen gleichgiiltig ist, wie wir den Zerfillungskorper
konstruieren, beziehen wir die Wurzeln aus dem Kérper der komplexen
Zahlen, in welchem x* — 2 die Nullstellen

V2, —y2, iyE —iy2
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hat. E enthilt sowohl ‘f@ als auch 4. Praktische Erzeugende fiir E
sind diese beiden Elemente. Die Gleichung x* — 2 ist irreduzibel in K,
und folglich ist

(& (Y2)/K) = 4.

Da K(}/2) nur reelle Zahlen enthlt, ist x2+ 1 irreduzibel in K G/—‘2),
und wir sehen nunmehr (E/K) = 8. Als Zerfillungskorper eines sepa-
rablen Polynoms ist E eine separable Erweiterung, besitzt also genau

8 Automorphismen. Fiir das Bild von 1/5 bestehen vier Moglich-
keiten, fiir das von ¢ zwei Moglichkeiten. Wir sehen also, daB in diesem

Fall alle 8 Kombinationen von Bildern fiir i/’2" und ¢ wirklich zu
Automorphismen fiihren. Nennen wir nun ¢ den Automorphismus,

der 1/5 in 7 ?/5 iiberfithrt und iiberdies ¢ fest 148t; ferner = den Auto-

morphismus, der VQ fest 14Bt, aber ¢ in —< iiberfiihrt. Eine leichte
Rechnung zeigt, daB die 8 Automorphismen die folgenden sind:

1, 0, 0%, 03, 1, 07, 027, 037

(dabei bedeutet 1 die Identitit). Es ergibt sich ferner =1, 72=1
und 7ot! = oL Der Leser kann sich davon iiberzeugen, daf3 diese
Gruppe isomorph ist zur Drehgruppe eines Quadrats im dreidimen-
sionalen Raum. Der Vektorraum E iiber K wird aufgespannt von den
Elementen

e B R ) I () PR Y I () MR )

Es ist eine niitzliche Ubungsaufgabe, alle Untergruppen von G zu
bestimmen, und zu jeder dieser Untergruppen den Zwischenkérper
zu konstruieren. Der zu einer Untergruppe U gehorige Zwischenkorper
kann etwa wie folgt bestimmt werden: Man schreibe ein Element 6
als Linearkombination der Elemente (***) mit unbestimmten Ko-
effizienten aus K, berechne fiir jedes 4 aus U das Element A(6) und
untersuche die Bedingungen, unter welchen A(6) = @ ist fiir alle 2
aus U. Unter den so erhaltenen Zwischenkdrpern wird man zwei
finden, die man nicht ohne weiteres erraten wird.
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I. Algebraische und separable Erweiterungen

Eine Erweiterung E eines Korpers K heilit algebraisch, wenn jedes
Element von E algebraisch iiber K ist. Wir zeigen

Satz 19. Wenn (E[K) endlich ist, so ist E eine algebraische Erwei-
terung von K.

Beweis. Es sei (E/K)= 7 und « ein Element von E. Dann sind
die #+ 1 Elemente 1, a, «2 ..., a» linear abhingig iiber K, und
eine solche lineare Abhingigkeit gibt uns eine Gleichung fiir « mit
Koeffizienten aus K.

Es sei nun E eine Erweiterung von K, die durch Adjunktion end-
lich vieler algebraischer Elemente «;, o, . . ., «, erhalten wird. In
der Korperkette K C K(o)) < Koy, o) < ... < Koy, g, - - -, o)
= E ist jeder Kérper von endlichem Grad in bezug auf den vorher-
gehenden, so daB (E/K) auch endlich ist. Also ist E algebraisch iiber
K. Wird E durch Adjunktion unendlich vieler algebraischer Elemente
zu K erhalten, so liegt jedes einzelne Element bereits in einem Teil-
korper, der durch Adjunktion endlich vieler algebraischer Elemente
zu K erhalten wird, ist also algebraisch iiber K. Wir haben also

Satz 20. Eine Erweiterung, die durch Adjunktion algebraischer Ele-
mente zu K entsteht, ist eine algebraische Erweiterung.

Dariiber hinaus beweisen wir noch

Satz 21. Es ses K C E; C E,, wobei E, eine algebraische Erweite-
rung von K und E, eine algebraische Erweiterung von E, ist. Dann ist E,
eine algebraische Erweiterung von K.

Beweis. Es sei « ein Element von E,. Nach Voraussetzung geniigt

o einer algebraischen Gleichung in E;, deren Koeffizienten o, oy,
.., &, seien. Dann ist « algebraisch tiber dem Kérper E' = K («,, ay,
.., ;). Der Korper E’ («) ist also von endlichem Grad iiber E’. E’

ist von endlichem Grad iiber K, also ist (E’(ex)/K) endlich. Folglich

ist o algebraisch iiber K.

Es sei nun E = K(oy, &, . . ., ®,) und jedes «; separabel iiber K.
Das in K irreduzible Polynom p;,(x) mit der Wurzel «, hat also keine
mehrfachen Wurzeln. Man setze f(x) = 9, (%) p,(%) . . . ,(x) und be-
zeichne mit E’ den Zerfillungskoérper von f(x) iiber E. Dann ist E’
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auch Zerfillungskorper von f(x) iiber K, und enthilt E als Zwischen-
korper. Nach Satz 18 ist E’ eine normale Erweiterung von K. Nach
Satz 15 ist also E’ eine separable Erweiterung von K, und daher auch
E. Die normale Erweiterung E’ von K hat nur endlich viele Zwischen-
korper, ndmlich ebenso viele, wie es Untergruppen der Automorphis-
mengruppe gibt. Also liegen auch nur endlich viele Kérper zwischen
K und E. Wir erhalten damit

Satz 22. Es set E = K (o, &y, . . ., &,) und jedes a; separabel tiber
K. Dannist E eine separable Erieiterung von K, und es gibt nur endlich
viele Korper zwischen K und E. Es lift sich E zu einem Korper E' er-
weitern, der normal ist iiber K.

Hilfssatz. Es sei ¢ ein Isomorphismus, der K auf K’ abbildet,
¢ (x) ein Polynom aus K ohne mehrfache Wurzeln und p (x) sein Bild
bei 0. Dann hat auch p (¥) keine mehrfachen Wurzeln.

Beweis. Es sei E ein Zerfallungskorper von ¢ (x) iiber K und E’
ein Zerfillungskérper von ¢ (x) iiber K'. Nach Satz 10 148t sich o zu
einem Isomorphismus 7 von E auf E’ fortsetzen. Man wende t auf
die Zerlegung von p (x) in Linearfaktoren aus E an und erhilt die Zer-
legung von p (x) in verschiedene Linearfaktoren in E’.

Satz 23. Esser K C E1 < E,, wobei E, diber K und E, iiber E, sepa-
rabel und von endlichem Grad sind. Dann ist E, separabel tiber K.

Beweis. Sei « ein Element von E, und (x) das zugehdrige irre-
duzible Polynom aus E,. Nach Voraussetzung hat # (x) keine mehr-
fachen Wurzeln. Man erweitere E; zu einer iiber K normalen Erwei-
terung E, deren Automorphismengruppe mit G bezeichnet werde.
Die irreduziblen Faktoren von # (x) in E seien p, (x), p5(%), . . . ,p, (¥).
Sie sind paarweise verschieden und haben keine mehrfachen Wurzeln.
Man wende auf diese Polynommenge alle Automorphismen von G an.
Die verschiedenen so erhaltenen Polynome sollen mit g, (%), g,(x),
.« » 45 (%) bezeichnet werden. Es'ist also jedes ¢;(x) Bild eines p;(x).
Wegen des Hilfssatzes hat jedes ¢,(x) einfache Wurzeln. Wegen der
Eindeutigkeit der irreduziblen Gleichung zu gegebener Wurzel haben
keine zwei g;(x) eine gemeinsame Wurzel. Die Bilder der ¢,(x) bei
einem Automorphismus ¢ von G sind s voneinander verschiedene
Polynome, deren jedes, wegen der Gruppeneigenschaft von G, wieder
Bild eines p,(x) ist. Wir sehen also, daB o die Polynome g;(x) nur
permutiert. Setzt man f(x) = ¢, (x) g, (%) - - - ¢5(%), so ist f(x) ein Poly-
nom, dessen Koeffizienten invariant sind bei G, welches also zu K
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gehort. f(x) hat keine mehrfachen Wurzeln und ist durch 5 (x) teilbar,
weil ja jedes p;(x) unter den ¢,(x) vorkommt. Folglich ist f(a) =0
und daher o« separabel iiber K.

Es soll nun untersucht werden, welche Korpererweiterungen durch
Adjunktion eines einzigen algebraischen Elements « erhalten werden
konnen. Man nennt eine solche Erweiterung einfach und das Element
« ein primitives Element. Wir beweisen

Satz 24. Eine Erweiterung E von K, von endlichemn Grad, ist dann
und nur dann einfach, wenn es nur endlich viele Zwischenkorper gibt.

Beweis. 1. Es sei E = K () eine einfache Erweiterung und 2 (x)
das zu « gehorige in K irreduzible Polynom mit hochstem Koeffizien-
ten 1. Es sei B ein Zwischenkorper und 9, (¥) das zu e« gehoérige in B
irreduzible Polynom mit hochstem Koeffizienten 1. Dann ist $,(x)
ein Teiler von # (x), so daB es fiir alle Zwischenkdrper B nur endlich
viele Moglichkeiten fiir p, (x) gibt. Es sei nun B, der Zwischenkdrper,
der aus K durch Adjunktion aller Koeffizienten von #,(x) entsteht.
Es ist By < B, und sollte der Nachweis B, = B gelingen, so wiirde
folgen, daB es fiir B nur endlich viele Méglichkeiten gibt. Dazu wiirde
der Nachweis von (E/B) = (E/B,) geniigen. Nun ist $,(*) auch ein
Polynom von B, mit der Wurzel a. Da E = By(a) = B(a) ist, ist
(E/B,) hochstens so groB wie der Grad von p, (¥), der seinerseits gleich
(E/B) ist.

2. Es sei E eine Erweiterung endlichen Grades von K, fiir die es
nur endlich viele Zwischenkoérper gibt. Es werde aber noch die zu-
sitzliche Voraussetzung gemacht, da8 K unendlich viele Elemente
enthilt. Es seien o und f zwei Elemente aus E. Fiir jedes ¢ aus K
bilde man das Element y,= a4+ c¢f und die einfache Erweiterung
K, = K(y,). Alle K, sind Zwischenkérper. Da es nur endlich viele
Zwischenkorper, aber unendlich viele Moglichkeiten fiir ¢ gibt, kann
man ¢ und @ so bestimmen, daB ¢ == 4, wohl aber K, = K, ist. Sowohl
. als auch y, liegen in K, daher auch ihre Differenz (c — d)f. Es
folgt, daB B in K, liegt, demnach auch «, so daB K («, §) < K,. Da
K, K(a, f), hat man K (e, f) = K(y,). Die Adjunktion von zwei
Elementen aus E zu K kann also durch Adjunktion eines Elementes
ersetzt werden. Da nun E aus K durch Adjunktion endlich vieler
Elemente (etwa der Erzeugenden des Vektorraumes E iiber K) er-
halten werden kann, folgt daher, daB E eine einfache Erweiterung von
K ist.
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3. Wenn K nur endlich viele Elemente enthilt und E eine Erwei-
terung endlichen Grades ist, so enthilt auch E nur endlich viele Ele-
mente. Fiir diesen Fall wird der Beweis im anschlieBenden Abschnitt
gegeben werden.

Folgerung. Wenn E eine separable Erweiterung endlichen Grades
von K ist, so ist E eine einfache Erweiterung.

Beweis. Nach Satz 22 gibt es.nur endlich viele Zwischenkorper.

Es sollen nun noch einige einfachere Eigenschaften von Kérpern
betrachtet werden. Wir beginnen mit Beispielen von Koérpern. Be-
kannt ist uns der Korper der rationalen Zahlen, der mit Q bezeichnet
werde. Weitere Korper kénnen den Anfangsgriinden der Zahlentheorie
entnommen werden:

Es sei p eine gewohnliche Primzahl. Dann kann man die ganzen
Zahlen in p Restklassen modulo p zerlegen. Eine Addition und Multi-
plikation zwischen diesen Restklassen ist dadurch erklirt, daB man
Vertreter addiert bzw. multipliziert. Unter diesen Operationen bilden
diese p Restklassen einen mit @, bezeichneten Koérper. Dies folgt
aus dem Satz der elementaren Zahlentheorie, daB eine Kongruenz
ax = b(mod p) eindeutig 16sbar ist, wenn a nicht durch # teilbar ist.

Es sei nun K ein beliebiger Koérper. Wir studieren die additive
Gruppe von K. Das Analogon zur Potenz a* eines Elements in einer
multiplikativen Gruppe ist in einer additiven Gruppe das Vielfache
na. Das Analogon zur Ordnung eines Elementes, der kleinsten posi-
tiven Zahl (wenn sie existiert) #», fiir die a® = 1 ist, ist jetzt die kleinste
positive Zahl », fiir die na = 0 ist. Wir behaupten nun, daB alle von
Null verschiedenen Elemente aus K die gleiche additive Ordnung
haben. Aus na = 0 folgt ndmlich #a - a='d = 0 fiir jedes b, also ist
nb=0. Sollten nun alle von Null verschiedenen Elemente von K
eine endliche Ordnung p haben, so muB p eine Primzahl sein. Wire
ndmlich ¢ = 7s mit » < $ und s < p, so wire sa == 0 und hitte die
kleinere Ordnung ». Wir sagen in diesem Fall, daB8 K ein Korper der
Charakteristik pist. Sollten die von Null verschiedenen Elemente keine
endliche Ordnung haben, so sagt man, daB K die Charakteristik 0 hat.
Diese Bezeichnung ist gerechtfertigt, weil in jedem Kérper irgend-
einer Charakteristik die folgende Aussage richtig ist:

Ist » eine ganze Zahl und 4 ein Element von K, so ist #a = 0 genau
dann, wenn entweder @ = 0 oder » ein Vielfaches der Charakteristik
ist.

4 Artin, Galoissche Theorie
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Um das Einselement von K von der Zahl 1 zu unterscheiden, be-
zeichnen wir es voriibergehend mit e. Es sei K ein Korper mit Cha-
rakteristik $ > 0. Da e die additive Ordnung $ hat, ergeben die Viel-
fachen von e nur p verschiedene Elemente von K, und es ist ne = me
genau dann, wenn % und m derselben Restklasse modulo p angehoren.
Die Vielfachen von e sind also umkehrbar eindeutig den Restklassen
modulo p zugeordnet. Die Addition ne- me= (n+ m)e und die
Multiplikation ne- me = nme? = nme dieser Vielfachen entsprechen
dabei der Addition bzw. Multiplikation der zugehorigen Restklassen.
Die Vielfachen von e bilden also einen mit Q, isomorphen Korper.
Nun ist es iiblich, lediglich # anstelle von #ze zu schreiben, wobei zu
beachten ist, daB-dann # nur modulo $ zu lesen ist. Man sagt dann
auch, daB die Vielfachen von e den Korper Q,, bilden. In diesem Sinne
ist @, ein Unterkérper von K. Da jeder Unterkorper von K notwendig
e, also auch die Vielfachen von e enthilt, ist dann Q, der kleinste
Unterkoérper von K.

Es sei noch immer K ein Korper der Charakteristik p > 0. Fiir

1=7:=p—1 ist der Binomialkoeffizient (f) %1)_! eine
ganze durch p teilbare Zahl, weil der Nenner nicht durch die Prim-

zahl p teilbar ist, wohl aber der Zihler. Entwickelt man (z + b)?

nach dem binomischen Satz, so fallen also alle Mittelglieder ( ? ) aibr—i
weg, und man erhilt
(@4 b)» = a» 4 bv.
Da auBlerdem
(ab)? = ardr

ist, so folgt, daB die Abbildung von K ¢ sich, die jedes Element auf
seine p-te Potenz abbildet, ein Isomorphismus ist. Insbesondere
sieht man, daB3 auch

(@a—b)p=ar—br

ist. Und da die Abbildung eineindeutig ist, folgt aus a» = b», daB
a = b ist. Gelegentlich ist dies ein Isomorphismus von K auf K, zum
Beispiel dann, wenn K nur endlich viele Elemente enthdlt (wie aus
der Eineindeutigkeit der Abbildung hervorgeht). In einem solchen Fall
hat man also einen Automorphismus von K konstruiert.

Nun habe K die Charakteristik 0. Die Vielfachen #e von e sind jetzt
alle voneinander verschieden. Da K ein Korper ist, enthdlt K auch

alle Quotienten 7’:-2- vorausgesetzt, daB m = 0 ist. Eine Gleichheit
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. . n'e . . . . ,
zweier Quotienten ;—2 = ist gleichwertig mit nm’'e= mn'e,
. , . o 1 n'
also mit #nm’ = mn’, und folglich mit = Ordnet man also der

. n . ne . . .
rationalen Zahl w den Quotienten —— 2U, SO ist damit eine umkehr-

bar eindeutige Zuordnung zwischen den rationalen Zahlen und unse-
ren Quotienten definiert. Der Leser iiberzeugt sich unmittelbar davon,
daB der Summe bzw. dem Produkt rationaler Zahlen die Summe
bzw. das Produkt der zugeordneten Quotienten entspricht. Unsere Zu-
ordnung ergibt also einen Isomorphismus des Korpers Q der rationa-

len Zahlen mit der Menge der Quotienten 72—:. Wie im Fall der Charak-

teristik $>> 0 ist es auch hier iiblich, -~ mit der rationalen Zahl =
zu identifizieren, so daB jetzt Q der kleinste Unterkérper von K ist.

Differentiation. Ist f=f(x)=ay+ a,x + - - - 4 a,%" ein Poly-
nom ineinem Koérper K, sodefinieren wirf' = @, + 2a,x+ - - -+na,x"1.
Wie der Leser sich selbst leicht iiberzeugen kann, haben wir fiir je
zwei Polynome f und g

F+e=r+¢
(f-e)=1¢g +ef
(") =nfr=-f.
Satz 25. Das Polynom f aus K hat dann und nur dann mehrfache
Wurzeln, wenn tm Zerfillungskirper E die Polynome f und f eine ge-
meinsame Wurzel haben. Diese Bedingung ist dquivalent mit der Be-

hauptung, daf f und f im Korper K einen gemeinsamen Faktor hoheren
als nullten Grades haben.

Ist o eine Wurzel von f(x) mit der Vielfachheit &, so ist

f=@x—a)fQ(x) mit Q(a) =+ 0.
Daraus folgt

['=(x— )@ (®)+k(x—2)71Q (x) = (x— 0)*'[(x— &) Q" () + £Q(x)].

Ist £ > 1, so ist a eine Wurzel von ' von mindestens der Vielfach-
heit 2— 1. Ist k=1, so ist /f () =Q(x) + (*— «)Q (x) und f ()
= Q(«) == 0. Somit haben fund f eine Wurzel « dann und nur dann

gemeinsam, wenn ¢ eine Wurzel von f von mindestens der Vielfach-
heit 2 ist.

4%
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Haben f und ' eine Wurzel a gemeinsam, so ist das irreduzible
Polynom in K, das a zur Wurzel hat, sowohl Teiler von f als auch
von f'. Umgekehrt ist eine beliebige Wurzel eines gemeinsamen Fak-
tors von f und f Wurzel sowohl von f als auch von f.

Folgerung 1. Ein irreduzibles Polynom f(x) in K hat dann und
nur dann keine mehrfachen Wurzeln, wenn f (x) nicht das Nullpoly-
nom ist.

Beweis. Wenn f (x) nicht das Nullpolynom ist, so hat es einen
kleineren Grad als f(¥). Ein gemeinsamer Teiler von f(x) und f (x)
hat also auch kleineren Grad als f(x). Da f(¥) irreduzibel ist, kann
ein solcher gemeinsamer Teiler nur eine Konstante sein. Also hat
f(x) keine mehrfachen Wurzeln. Wenn jedoch f (x) das Nullpolynom
ist, so ist f(x) selbst ein gemeinsamer Teiler von f(x) und f (), also
hat f(x) mehrfache Wurzeln.

Folgerung 2. Wenn K die Charakteristik O hat, so ist jedes Polynom
separabel.

Beweis. Die einzigen Polynome mit der Ableitung 0 sind in diesem
Fall die Konstanten. Also hat jedes irreduzible Polynom nur einfache
Wurzeln.

Bemerkung: Wenn K die Charakteristik » > 0 hat, so gibt es nicht
konstante Polynome, z.B. x?, deren Ableitung O ist.

J. Abelsche Gruppen und deren Anwendung auf die Korpertheorie

Hiufig treten endliche Untermengen eines Korpers auf, die beziig-
lich der Korpermultiplikation eine Gruppe bilden. Die Struktur
solcher Gruppen ist besonders einfach:

Satz 26. Jede endliche Untergruppe S der multiplikativen Gruppe
eines Korpers ist zyklisch.

Der Beweis beruht auf den folgenden Hilfssdtzen iiber abelsche
Gruppen:

Hilfssatz 1. Sind in einer abelschen Gruppe 4 und B zwei Ele-
mente der Ordnungen @ bzw. b und ist ¢ das kleinste gemeinsame
Vielfache von @ und b, so gibt es in der Gruppe ein Element C von
der Ordnung c.
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Beweis: (a) Sind @ und b relativ prim, so hat C = 4 B die gefor-
derte Ordnung ab.

In der Tat, wenn Cr=1 ist, so folgt Cro= A Br*= Art=1,
also ist b durch a teilbar, und folglich » durch a teilbar. Genau so
zeigt man, daB » durch b, und daher durch ab teilbar ist. Anderer-
seits ist C% = 1, und daher ab die Ordnung von C.

(b) Ist d ein Teiler von a, so konnen wir in der Gruppe ein Element

a
der Ordnung d finden. Offenbar ist A ¢ ein solches Element.

(c) Nun betrachten wir den allgemeinen Fall. Es seien p,, 5, .. . p
die Primzahlen, die entweder in & oder in b aufgehen, und es sei

a = pn.pn, (¢
My p M n,. v
b= plpl... p :
Wir bezeichnen mit ¢, die groBere der beiden Zahlen #, und ;. Dann
ist
C = 1 22...?5’_‘.

Auf Grund von (b) 148t sich in der Gruppe ein Element der Ordnung
p"i und auch eines der Ordnung j: t finden. Somit existiert ein Ele-
ment der Ordnung p'i Der Teil (a) zeigt, daB das Produkt dieser
Elemente die geforderte Ordnung ¢ hat.

Hilfssatz 2. Gibt es in einer abelschen Gruppe ein Element C, dessen
Ordnung ¢ maximal ist (das ist tn einer endlichen Gruppe stets der Fall),
so ist ¢ durch die Ordnung a jedes anderen Elementes A dev Gruppe teil-
bar; demmach ist x° = 1 durch jedes Element der Gruppe erfilllt.

Beweis. Wire a nicht Teiler von ¢, so wire das kleinste gemein-
same Vielfache von @ und ¢ gréBer als ¢, und wir kénnten ein Element
dieser Ordnung angeben, was der Wahl von ¢ widerspricht.

Nun beweisen wir Satz 26. Es sei # die Ordnung von S und 7 die
groBte Ordnung, die ein Element von S haben kann. Dann ist 27 — 1
= 0 fiir alle Elemente von S erfiillt. Da dieses Polynom vom Grade 7
im Korper nicht mehr als » Wurzeln besitzen kann, folgt hieraus
r = n. Andererseits ist aber » < »; denn die Ordnung eines jeden
Elements ist Teiler von #. Es gibt daher in S ein Element ¢ der Ord-
nung », d.h., die Elemente 1, ¢, €2, . . ., £"~1 sind alle verschieden und
stellen daher alle Elemente von S dar. S ist daher zyklisch.
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Satz 26 hitte auch mit Hilfe des Basissatzes fiir abelsche Gruppen
(mit endlich vielen Erzeugenden) bewiesen werden konnen. Da dieser
Satz spiter benétigt wird, wollen wir hier einen Beweis dzfiir ein-
schieben.

Es sei G eine abelsche Gruppe, deren Gruppenoperation wir additiv
schreiben wollen. Wir sagen, daB die Elemente g, g,, .. ., g die
Gruppe G erzeugen, wenn jedes Element g von G sich als Summe von
Vielfachen der g;, also in der Form g = n,g, + - - - 4+ %, 8, schreiben
14Bt. Falls es kein System von weniger als £ Elementen gibt, das G
erzeugt, sonennenwirg,, g, . . ., & einminimales Erzeugendensystem.
Jede Gruppe, die ein endliches Erzeugendensystem hat, besitzt auch
ein minimales Erzeugendensystem. Insbesondere hat eine endliche
Gruppe stets ein minimales Erzeugendensystem.

Aus der Identitit =, (g, + mg,) + (1, — n,m)g, = 1,8, + 7,8, folgt:
wenn g, g, - - -, & die Gruppe G erzeugen, dann auch g; + mg,, g,

e 8k

Eine Gleichung m, g, + mygs+ - - - + Mg, = 0 nennen wir eine
Relation zwischen den Erzeugenden und m,, m,, . . ., m; die Koeffi-
zienten dieser Relation.

Wir sagen, daB eine abelsche Gruppe G das direkte Produkt der
Untergruppen G,, G,, . . ., G; ist, wenn sich jedes Element g aus G
eindeutig als Summe g= x; + %, + - - - + x; darstellen 14Bt, wobei
x; ein Element von G, ist, 7=1,2,.. ., k.

Basissatz. Jede abelsche Gruppe mit endlich vielen Erzeugenden
ist direktes Produkt zyklischer Untergruppen G,, Gy, . . ., G, wobei
die Ordnung von G; Teiler der Ordnung von G;yq, 1= 1 L k—1,
und % die Anzahl der Elemente eines minimalen Erzeugendensystems
ist. Dabei ist unter der Ordnung einer unendlichen Gruppe die Zahl 0
zu verstehen. ’

Sollte &= 1 sein, so ist die Gruppe zyklisch und der Satz trivial.
Wir nehmen an, der Satz wire richtig fiir alle Gruppen mit einem
minimalen Erzeugendensystem von %2 — 1 Elementen. Es sei G eine
abelsche Gruppe mit einem minimalen Erzeugendensystem von %
Elementen. Falls kein minimales Erzeugendensystem eine nicht-
triviale Relation erfiillt, so sei g, &, - - ., & ein minimales Erzeu-
gendensystem und es seien G,, G,, . . ., G; die von diesen Elementen
erzeugten zyklischen Gruppen. Fiir jedes Element g aus G gilt
g=ng + -+ n.g,, wobei der Ausdruck eindeutig ist, denn an-
dernfalls wiirden wir eine nicht-triviale Relation erhalten. Fiir diesen
Fall wire der Satz richtig. Nun nehmen wir an, daB eine nicht-triviale
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Relation fiir ein gewisses minimales Erzeugendensystem erfiillt ist.
Unter allen Relationen zwischen den minimalen Erzeugendensyste-

men sei Mgyt -+ Mmyge=0

eine Relation, in welcher der kleinste positive Koeffizient auftritt.
Nach einer etwaigen Umordnung der Erzeugenden kénnen wir an-
nehmen, daB8 dieser Koeffizient m, ist. In einer beliebigen anderen
Relation zwischen g, g, . . -, 8k,

Mg+ + mgr=0 @)

muB3 m, ein Teiler von #, sein. Andernfalls wire n,=gqm,+ 7,
0<7r <myund q-fa.che Subtraktion der Relation (1) von der Rela-
tion (2) wiirde eine Relation mit einem Koeffizienten » < m, nach
sich ziehen In der Relation (1) muB 72, auch ein Teiler von m,,
1=2 , k sein. Andernfalls wire etwa my=gqgm, +7, 0 <7 < m,.
Im Erzeugendensystem g+ 98, 8a» - - -» & Wiirden wir eine Rela-
tion m, (g, + q8&,) + 785+ 38+ - « - + Mg, = 0 haben, wobei der
Koeffizient » der Wahl von m; widerspriche. Somit ist m,— gomy,
Mg= gy, ..., M= qym;. Das System g =g + g8+ - - - +q:8k

82s oo +s Bk lst ein mlmmales Erzeugendensystem, und es gilt m, g, = 0.
Sei 0=n,8,+ n,8,+ - - - + 8, irgendeine Relation zwischen g,
8as v s Bke Betrachten wir diese Relation als Relation (2) und

m, g, = 0 als Relation (1), so ergibt sich die Teilbarkeit von #, durch’
my und daher insbesondere die Relation #,g, = 0.

Es sei G’ die von g,, . . ., g, erzeugte Untergruppe von G und G,
die zyklische Gruppe der Ordnung m,, die von g, erzeugt wird. Dann
ist G das direkte Produkt von G; und G’. In der Tat kann jedes Ele-
ment g'von G in der Form

g=m&+ N+ -+ Mgr=mg+¢g

geschrieben werden, wobei g’ zu G’ gehért. Diese Darstellung ist ein-
deutig, denn aus n.g,+ g =mn,8 + g" folgt (n,—n)g+ (€ —g")
=0, und wir haben eben gesehen daB aus einer solchen Relation
(n,— n;) g =0, also n, g = n g, folgt. Eingesetzt zieht dieses natiir-
lich auch g = g” nach sich.

Auf Grund unserer Induktionsvoraussetzung ist G’ das direkte
Produkt von %k—1 zyklischen Gruppen, die von Elementen
82, B - - ,g,, erzeugt werden, deren jeweilige Ordriungen 4,,. .., ¢
firi=2,. — 1 den Bedingungen geniigen, daB #; ein Teiler von
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t;,, ist. Betrachtet man die Erzeugenden &, g,, . . ., g, und die Rela-
tion m, g, + £,8, = 0, so zeigt ein fritheres Argument, daB m, Teiler
von 4, ist. Das vervollstindigt den Beweis.

Es sollen nun endliche Koérper untersucht werden, d. h. Kérper
mit einer endlichen Anzahl von Elementen.

K sei ein endlicher Korper mit ¢ Elementen. Die von Null ver-
schiedenen Elemente von K bilden eine multiplikative Gruppe der
Ordnung ¢ — 1 und folglich gilt a¢—* =1 fiir alle « == 0 von K. Mul-
tiplizieren wir diese Gleichung mit «, so erhalten wir a?¢= «, und
dies gilt nun auch fiir ¢ = 0. Auf Grund von Satz 26 ist die multi-
plikative Gruppe von K zyklisch, es gibt also ein Element ¢, so daB
die Potenzen 1, ¢, €2, . . ., ¢¢—2 alle von Null verschiedenen Elemente
von K durchlaufen; ¢ selbst ist ein Element der Ordnunggq— 1.
Wendet man dieses Resultat auf eine Erweiterung E von endlichem
Grade iiber K an, so sieht man, daB die von Null verschiedenen Ele-
mente von E Potenzen eines einzigen Elements o sind, und folglich
E = K () ist. Damit ist die beim Beweis von Satz 24 gebliebene
Liicke ausgefiillt.

Es sei nun (E/K) = #n und w,, w,, . . ., w, Erzeugende des Vektor-
raumes {iber K. Jedes Element § von E ist eine eindeutige Linear-

kombination
0=cio+ cy0,+ - - - -+ chog,

wobei die ¢; dem Korper K angehoren. Daraus folgt, daB die Anzahl
der Elemente von E gleich ¢* ist. Die ¢* Elemente von E gentigen
alle der Gleichung g¢*-ten Grades 27" — x=0. Da diese Gleichung
sicher nicht mehr als g Wurzeln haben kann, sind es alle Wurzeln
dieser Gleichung, und jede von ihnen ist einfach. Es gilt also die Zer-

leglmg an e x— H(x _ “) ,

3

wobei das Produkt iiber alle Elemente « von E zu erstrecken ist.
Daraus folgt, daB E Zerféallungskorper des Polynoms 20" — x iiber K
ist. Auf Grund der Folgerung zu Satz 10 ergibt sich, daB je zwei
Erweiterungen gleichen Grades n von K isomorph sind, wobei dieser
Isomorphismus jedes Element von K fest 1aBt.

Da K ein endlicher Korper ist, hat er sicher nicht die Charakteri-
stik 0. Ist » > 0 die Charakteristik von K, so enthidlt K den Unter-
korper @, mit p Elementen. Wenn 7 der Grad von K iiber Q, ist, so
folgt aus dem Vorhergehenden, daB K genau p* Elemente besitzt,
d. h., ¢ = $r ist. Wir hatten gesehen, daB in einem endlichen Korper
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der Charakteristik p das Erheben in die -te Potenz ein Automorphis-
mus ist. Wendet man den Automorphismus zweimal an, so sieht man,
daB auch das Potenzieren mit 42 ein Automorphismus ist. Allgemein
ist fiir jede natiirliche Zahl s die Abbildung, die jedes & aus K auf
o’ abbildet, ein Automorphismus von K. Es gelten also die Glei-
chungen (« 4 B)”" = o' + %, (af)”’ = o 7 fiir alle a, § aus K.

Bei gegebenem endlichem Koérper K mit ¢ = p" Elementen und
gegebenem 7 =1 soll nun auch die Existenz eines Erweiterungs-
kérpers E vom Grade # bewiesen werden. Zu diesem Zweck sei E der

Zerfillungskorper des Polynoms #?"— x iiber K. Es soll gezeigt wer-
den, daB (E/K) = # ist. Dazu geniigt nach dem Vorhergehenden der
Nachweis, da die Anzahl der Elemente von E gleich g¢* ist. Ist «
eine Wurzel unseres Polynoms, gilt also o?"— a=0, so kann unser

Polynom auch in der Form (x" — o?") — (¥ — «) geschrieben wer-
den. Dividiert man durch ¥ — «, und setzt x ='«, so erhilt man
g"- o *—1. Da g durch die Charakteristik teilbar, als Kérper-
element also 0 ist, ist dies einfach — 1. Dies zeigt, daB « eine einfache
Waurzel ist, daB 27" — x also genau ¢* verschiedene Wurzeln hat.
Weil g” eine Potenz von p ist, ist das Erheben in die g*-te Potenz ein
Automorphismus. Sind « und f zwei Wurzeln unserer Gleichung,

so zeigt die folgende Rechnung, daB e+ 8, af und - 7 (8= 0) auch
Wurzeln unserer Gleichung sind:

@xp =’ £ =a£p,
(@f)? = ¥ T = af,

(a)a"_ ot” «

B 1911" B

Wir sehen also, daB die Wurzeln unserer Gleichung selbst einen Kor-
per mit ¢" Elementen bilden; und aus der Minimaleigenschaft eines
Zerfallungskoérpers folgt, daB E dieser Kérper ist, also ¢* Elemente
besitzt.

Wendet man dies auf Q, als Grundkérper mit 7 als Grad an, so
sicht man insbesondere, daB es zu gegebenem g = #* einen Korper
mit ¢ Elementen gibt. Aus der frither bewiesenen Eindeutigkeit der
Erweiterung folgt, daB je zwei endliche Kérper mit der gleichen An-
zahl von Elementen isomorph sind.
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Ist K ein gegebener Korper mit ¢ Elementen und E ein Erwei-
terungskorper n-ten Grades, so haben wir schon gesehen, da8 sich
E durch Adjunktion eines einzigen Elementes erzeugen liBt. Die
irreduzible Gleichung aus K mit der Wurzel « ist daher vom Grad ».
Dies zeigt, daB es in K irreduzible Polynome jedes gegebenen Grades
gibt.

Es soll nun die Automorphismengruppe G einer Erweiterung »-ten
Grades E des endlichen Korpers K bestimmt werden (d. h. diejenigen
Automorphismen, die K fest lassen). Wir haben schon gesehen, daB
die Abbildung o, fiir welche g (&) = a? fiir alle & aus E ist, einen
Automorphismus darstellt. Fiir « aus K wissen wir, daB a¢= « ist,
daB also o jedes Element von K fest 1iBt. Um die Ordnung von o zu
bestimmen, nehmen wir an, es sei ¢®* = 1. Dann miiBte also «?’ = a
sein fiir alle & aus E. Da das Polynom x¢° — x nur dann ¢* Wurzeln
haben kann, wenn s = # ist, und da andrerseits as" = « fiir alle «
aus E erfiillt ist, hat o die Ordnung #. Wir erhalten also in 1, o, 02,
..., 0"1 jetzt n verschiedene Automorphismen. Mehr Automorphis-
men kann eine Erweiterung n-ten Grades nicht haben. Damit ist
G bestimmt und als zyklische Gruppe der Ordnung # nachgewiesen.

K. Einheitswurzeln

Wenn K irgendein Koérper ist und ¢ ein Element eines Erweite-
rungskorpers, welches Wurzel von x* — 1 ist, so heiBt & eine #-te
Einheitswurzel.

Sollte die Charakteristik p von K groBer als 0 sein und # = pm,
so ist x* — 1 = (x™ — 1)?, jede n-te Einheitswurzel also bereits eine
m-te. Wir nehmen bei Charakteristik » >0, da das keine Ein-
schrankung der Allgemeinheit bedeutet, daher an, daB # und
teilerfremd sind.

Die Ableitung von x™ — 1 ist nx"~, sie hat nur die Wurzel 0, also
keine Wurzel mit %" — 1 gemeinsam. Der Zerfillungskorper E von
x* — 1 iiber K ist daher eine normale Erweiterung und enthélt genau
n Wurzeln von " — 1. Da Produkt und Quotient zweier n-ten Ein-
heitswurzeln wieder eine #n-te Einheitswurzel ist, bilden die #n-ten
Einheitswurzeln in E eine multiplikative Gruppe. Auf Grund von
Satz 26 bilden sie also eine zyklische Gruppe. Es gibt also eine #n-te
Einheitswurzel ¢, die genau die Ordnung # hat. Alle #-ten Einheits-
wurzeln sind Potenzen von e. Eine Einheitswurzel ¢ dieser Art soll
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eine primitive n-te Einheitswurzel genannt werden. Eine Potenz &t
ist genau dann primitive n-te Einheitswurzel, wenn ¢ zu » teilerfremd
ist. Die Anzahl der verschiedenen primitiven #-ten Einheitswurzeln
wird also durch die Eulersche Funktion ¢ (n) gegeben, die wir aus den
Elementen der Zahlentheorie als bekannt voraussetzen.

Wenn 4 ein Teiler von # ist, so ist #¢ — 1 ein Teiler von x* — 1.
Die d-ten Einheitswurzeln kommen also alle unter den #-ten Einheits-
wurzeln vor. Eine beliebige Potenz ¢ hat als Ordnung 4 einen Teiler
von # und ist dann primitive d-te Einheitswurzel. Bezeichnen wir
mit @, (x) das Polynom II (x — %), wobei n alle primitiven d-ten Ein-
heitswurzeln durchlduft, so gilt

(*) x"—1=]d]'®d(x),

wobei 4 alle Teiler von # durchliuft; denn die rechte Seite besteht
ja nur in einer Gruppierung der linken Seite je nach der Ordnung 4
der betreffenden Einheitswurzel. Es ist @, (¥) = x— 1, und es soll
durch Induktion nach » gezeigt werden, daB @, (x) ein ganzzahliges
Polynom ist. Nach Induktionsvoraussetzung folgt aus (*)

2" — 1=y (x)g (%),

wobei g(x) ein ganzzahliges Polynom mit hochstem Koeffizienten 1
ist. Also ist auch @, (x) ein ganzzahliges Polynom mit dem héchsten
Koeffizienten 1, wie sich aus dem Divisionsalgorithmus ergibt. Das
Polynom @, (x) hat den Grad ¢ (») und wird das n-te Kreisteilungs-
polynom genannt. Formel (*) gibt eine, in einem beliebigen Koérper K
giiltige Zerlegung von x* — 1 an; die Faktoren werden aber im all-
.gemeinen nicht irreduzibel sein.

Wenn ¢ eine primitive #-te Einheitswurzel ist, so enthélt der Kor-
per K (¢) bereits alle #-ten Einheitswurzeln, ist also der Zerfillungs-
kérper E von x" — 1. Da @,(¢) = 0 ist, ist (E/K) =< ¢ (n). Es sei G
die Automorphismengruppe von E beziiglich K und ¢ ein Element
von G. Da das Bild einer primitiven #-ten Einheitswurzel bei einem
Automorphismus wieder eine primitive #-te Einheitswurzel ist, muB3
0 (g) = & sein mit einem zu # teilerfremden ¢. Dann ist o (¢f) = &
= (&)?, es ersetzt also o jede #-te Einheitswurzel durch ihre z-te Potenz.
Dies zeigt, daB die Zahl 7 nur von ¢, und nicht von der Auswahl
der primitiven #-ten Einheitswurzel & abhingt, wobei allerdings 2
nur bis auf Vielfache von # bestimmt ist. Ferner braucht nicht jedes
zu #» teilerfremde 7 einen Automorphismus zu liefern. Wenn zum
Beispiel ¢ zu K selbst gehort, also E = K ist, muB o die Identitit,
also 7 =1 (mod #) sein.
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Bezeichnen wir nun ¢ in Abhéingigkeit von 4 mit o;, dann ist
0,04(¢) = 04(¢') = &Y, also 0,0;= 0,;. Jedem 0, ist eindeutig eine
zu n teilerfremde Restklasse modulo # zugeordnet, und dem Produkt
zweier Automorphismen das Produkt der Restklassen. Die Gruppe G
ist also isomorph mit einer Untergruppe der Gruppe der teilerfremden
Restklassen modulo », insbesondere daher eine abelsche Gruppe, wie man
auch aus 640y = 0y, = 0,0, sieht.

Genauere Aussagen kann man nur fiir spezielle Korper K erwarten.
Das wichtigste Ergebnis in dieser Richtung ist

Satz 27. Fiir K= Q, den Korper der rationalen Zahlen, ist das
Polynom D, (x) irreduzibel, also (E|Q) = @ (n). Die Abbildung o (e) = &t
liefert bei beliebigem, zu n teilerfremdem i einen Automorphismus aus
G, und G ist mit der multiplikativen Gruppe aller 2u n teilerfremden
Restklassen isomorph. Wenn n eine Primzahl p ist, so ist die Gruppe G
zvklisch von der Ordnung p — 1 und

D,(%) =27 14 4724 - 2+ 1.

Beweis. Es sei das Polynom f(x) ein Teiler von x?» — 1 und habe
rationale Koeffizienten. Nach Multiplikation mit einer geeigneten
Konstanten kann angenommen werden, daB f(x) ganze Koeffizienten
hat. (Hétten wir den GauBschen Satz iiber ganzzahlige Polynome
zur Verfiigung, so konnten wir auch noch annehmen, da8 f(x) den
héchsten Koeffizienten 1 hat; doch soll davon nicht Gebrauch gemacht
werden). Ist s eine natiirliche Zahl und 7,(x) Divisionsrest von f(x*)
bei der Division durch f(x), dann hat 7, (x) rationale Koeffizienten, und
im Nenner dieser Koeffizienten treten nur Primfaktoren auf, die den
hochsten Koeffizienten von f(x) teilen. Addiert man zu f(x*) ein
Polynom der Form f(x)g(x), so indert sich der Divisionsrest nicht.
Ist ax™ ein Term von f(x), so liefert dieser Term zur Differenz
{(x*+%) — f(x*) den Beitrag axm(++m) — gxms = gxms(xm® — 1), der
durch »" — 1, also durch f(») teilbar ist. Dies zeigt 7,,,(x) = 7,(x),
so daB also 7,(x) nur von der Restklasse von s modulo # abhingt.
Insbesondere gibt es nur endlich viele verschiedene unter den Poly-
nomen 7,(x).

Es seinun p eine Primzahl, die nicht in dem héchsten Koeffizienten
von f(x) aufgeht. Das Polynom #,(x) ist auch der Divisionsrest des
Polynoms f(x?) — (f(x))?. Da f(x) ganze Koeffizienten hat, hat es die
Form f(x) = 3 4 xm, wobei jedes einzelne Glied mehrfach auftreten
kann. Wegen der Teilbarkeitseigenschaften der Binomialkoeffizienten
siecht man wie bei einer fritheren Gelegenheit, daB sich (f(x))? von
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> £ #m» nur um ein ganzzahliges Polynom mit durch p teilbaren
Koeffizienten unterscheidet. Weil f(x?) = 3 + a»» ist, gilt (f(x%)
— (f(x))» = pg(x), mit ganzzahligem Polynom g(x). Es ist also 7,(x)
das p-fache des Divisionsrestes von g(x) und da # nicht im héchsten
Koeffizienten von f(x) aufgeht, so folgt, daB p den Zihler jedes
Koeffizienten von 7, (x) teilt.

Nun sei M eine ganze Zahl, die den hochsten Koeffizienten von
/() tbertrifit und groBer ist als die Zahler der Koeffizienten aller
Polynome 7,(x) (wir hatten schon gesehen, daB es nur endlich viele
verschiedene 7,(x) gibt). Wenn p eine Primzahl = M ist, so kann
also p jeden Zihler der Koeffizienten von 7, (x) nur dann teilen, wenn
7, (%) = 0 ist. Wir wissen also, 7,(x) = O fiir alle Primzahlen p = M.

Es seien nun s und ¢ ganze Zahlen, fiir die 7,(») = 0 und #,(x) =0
ist. Dies bedeutet die Teilbarkeit von f(#?) durch j(x) und daher die
Teilbarkeit von f(x *) durch f(xt). Da auch f(x*) durch f(x) teilbar ist,
folgt 7,,(x) = 0. Es ist also 7,(x) = 0, sobald alle Primfaktoren von
s groBer oder gleich M sind.

Nunmehr sei s eine beliebige zu #» teilerfremde Zahl. Wir setzen
s, = s+ nllp, wobei p alle diejenigen Primzahlen kleiner M durch-
lguft, die nicht in s aufgehen. Der Leser iiberlegt sich leicht, daB s,
durch keine Primzahl unterhalb M teilbar ist, so daB also 7, (x) = 0
ist. Da s in der gleichen Restklasse modulo # wie s, liegt, folgt 7, (x) = 0.
Damit haben wir die Teilbarkeit von f(x*) durch f(x) gezeigt, voraus-
gesetzt, daB s zu # teilerfremd ist.

Von f(x) sei nun iiberdies vorausgesetzt, daB es die primitive Ein-
heitswurzel ¢ als Nullstelle hat. Ist s teilerfremd zu #, so ist f(x%)
= f(x)h(x), also ist auch f(e') = 0. Daher sind alle primitiven n-ten
Einheitswurzeln Nullstellen von f(x), der Grad von f(x) ist daher
= @ (n). Da das Kreisteilungspolynom @, (x) genau den Grad ¢ (n)
hat, muB es also irreduzibel sein. Weil die Gruppe G genau ¢ (n)
Elemente enthalten muB, liefert o, fiir beliebiges, zu # teilerfremdes ¢
einen Automorphismus.

Wenn % eine Primzahl p ist, so ist die Gruppe G isomorph zur
multiplikativen Gruppe der zu p teilerfremden Restklassen modulo 2.
Das ist aber die multiplikative Gruppe des Korpers @,, und daher
ist sie zyklisch. Aus x? — 1 =@, (x)P, (x) folgt der angegebene Wert
von @, (x).

Damit sind alle Teile von Satz 27 bewiesen.



58 Galoissche Theorie

L. Noethersche Gleichungen

Es sei E ein Koérper und G eine endliche Gruppe von Automorphis-
men von E. Jedem Element ¢ aus G sei ein Element x, == 0 aus E

zugeordnet, und es werde vorausgesetzt, daB diese Elemente folgende
Gleichungen erfiillen:

X o'(xt) =Xg1>

fiir alle ¢ und 7 aus G. Wir sagen dann, daB die x, eine Losung der
Noetherschen Gleichungen sind.

Satz 28. Die einzigen Losungen der Noetherschen Gleichungen haben
die Form x, = %— féir alle o, wobei o ein festes, aber beliebig wahl-
bares, von Null verschiedenes Element aus E ist.

Beweis. Fiir ein beliebiges « ist es klar, daB x, = ;“7 eine

Losung der Gleichungen ist, denn es gilt ()
& o o glx) = o
oa) (r(cx)) T ot~ or(

Nun sei umgekehrt das System %, eine Losung. Da die Automor-
phismen linear unabhingig sind, kann die Gleichung Zx, 7(2)=0

(summlert iiber alle 7) nicht fiir alle z aus F erfiillt sein. Es gibt daher
ein Element a in E, so daB Z'x 7(@) = a=£ 0 ist. Wenden wir o

auf « an, so folgt
= Jo(x,)-or(a).

Multiplikation mit x, ergibt
%, 0(x) = Z'xad(xf) o7(a)

Ersetzen wir x, - ¢ (x,) durch x,, und beachten wir, da8 o7 mit 7
die Gruppe G durchliuft, so erhalten wir

Z‘x, (a) = e,
so daB
=%
Fo = ¢ (x)

gilt.
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Es sei K der Fixpunktkorper von G. Betrachtet man nur solche
Losungen der Noetherschen Gleichungen, die in K liegen, so verein-
fachen sich die Gleichungen zu:

xdf = xdxtl

da ja o die Elemente von K fest 14Bt. FaBt man x, als eine Abbildung
von G in K auf, so bedeuten diese Gleichungen, daB x, ein Charakter
von G in K ist. Kombinieren wir dies mit Satz 28, so erhalten wir

Satz 29. Es sei E eine normale Erweiterung von K mit der Gruppe
G. Zu jedem Charakter C (o) von G in K kann man ein Element o == 0

aus E finden, so daf C (a) = —'(x—) ist. Ist umgekehrt a<= 0 ein Element
aus E, so daf C (o) = —(—) fiir alle o in K liegt, so ist C (o) ein Cha-

rakter von G in K. Das Eleinent o hat dann die Eigenschaft, daf ar in
K liegt, wobei r das kleinste gemeinsame Vielfache der Ordnungen der
Gruppenelemente von G ist.

- Wir haben bereits alles bewiesen bis auf die letzte Aussage von
Satz 29. Um diese zu beweisen, brauchen wir nur zu zeigen, daB
o (ar) = ar fiir jedes o aus G gilt. Es ist aber

af

= (5 =c@r=c@ -cm-1.

Wir bringen noch eine weitere Anwendung von Satz 28. Das Pro-
dukt aller Bilder eines Elementes o aus E bei Anwendung aller
Automorphismen aus G ist ein Element von K, da es offenbar zum
Fixpunktkérper von G gehért. Es wird die Norm von e genannt und
mit N («) bezeichnet. Offenbar ist N () N () = N (), N( ﬁ) g‘(;;
Gehort o zu G, so hat ¢ («) dieselben Bilder wie «, es ist also N (o («))

= N(«). Fiir « #= 0 ist also N ( e )) = 1. Man verdankt Hilbert den
Satz, daB in Kérpern mit zyklischer Gruppe die Umkehrung gilt:

Satz 30. Ist die Gruppe G der normalen Erweiterung E von K zyk-

Uisch von der Ordnung n und o eine Erzeugende von G, so sind die Ele-

mente f§ = %

chung N (f) = 1.

, mit a==0 aus E, die einzigen Losungen der Glei-



60 Galoissche Theorie

Beweis. Die Gruppe G besteht aus den Elementen o%, wobei wir

fir # alle positiven ganzen Zahlen nehmen. Es sei N(f) = H a” ()
= 1. Wir setzen fiir jedes ¢

X = HG’(ﬂ)

v=0

Vermehrt man ¢ um #, so nimmt das Produkt genau den Faktor
N(p) =1 an, es hingt also x ; wirklich nur von ¢¢ ab. Man findet

540 (5,) = [0 O T o+ = [ &) = %000

Das System «x ; ist also eine Losung der Noetherschen Gleichungen,
und es gibt daher nach Satz 28 ein Element « ==0 in E, so daB

= G,L(a) ist. Fir 7 =1 folgt einerseits x, = B, andererseits ist
Xy = %. Unser Satz ist damit bewiesen.

M. Kummersche Korper

Es sei K ein Korper, der primitive r-te Einheitswurzeln enthilt,
und G eine endliche abelsche multiplikative Gruppe vom Exponen-
ten 7, d.h. eine abelsche Gruppe, in der die Ordnung jedes Elements
ein Teiler von 7 ist. Die Charaktere von G in K sollen der Kiirze halber
Charaktere von G genannt werden. Fir jeden Charakter C(o) gilt
(C(o))'=C(0)=C(1) =1, man sieht also, daB die Werte der
Charaktere r-te Einheitswurzeln sind. Wenn C; und C, Charaktere
sind, so ist auch C, (o) C,(0) ein Charakter, der mit C;C, bezeichnet
werde. Da auch (C;(0))™? ein Charakter ist, bilden die Charaktere
bei dieser Komposition eine Gruppe G, die Charakterengruppe, oder
auch die duale Gruppe von G.

Schreibt man den Basissatz fiir abelsche Gruppen auf multiplika-
tive Gruppen um, so sieht man, daB es 2 Elemente 7, 75, . . ., 7 in
der Gruppe G gibt mit den Ordnungen m,, m,, . . ., m;, so daB jedes
Element ¢ sich in der Form

*) = 1:' 'rfz’ .. -r;f

schreiben 14B8t. Dabei ist ¢, modulo m, eindeutig bestimmt.
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Ist C ein Charakter und ¢,= C(7,) (eine m,-te Einheitswurzel
wegen der Ordnung von 17,), so ist C(0) = & &3. .. &ff. Wahlt man
umgekehrt jedes e, als m,-te Einheitswurzel, so wird durch diese
Formel ein Charakter von G definiert. Jeder Charakter C kann also
durch einen Vektor (g, &, - .., &) beschrieben werden, und dem
Produkt zweier Charaktere entspricht das komponentenweise Pro-
dukt der zugeordneten Vektoren. Es sei C, derjenige Charakter, bei
dem ¢, eine feste primitive m -te Emheltswurzel ist, die anderen ¢,
dagegen 1 sind. Dann 14Bt sich offenbar jeder Charakter C in der

Form C = C' C’ C”' schreiben, wobei /, modulo ", eindeutig

bestimmt ist. D1es zelgt daB die Gruppe G mit der Gruppe G isomorph
ist, insbesondere dieselbe Ordnung wie G hat. Ist o 4= 1 ein gegebenes
Element von G, geschrieben in der Form (*), so ist einer der Expo-
nenten 7, nicht durch m, teilbar. Es ist dann das betreffende
C,(0) = 1. Zu jedem Element ¢ == 1 kann man also einen Charakter C
finden, so daB C (o) == 1 ist.

Esseioein Element von G. Man betrachte bei variablem Charakter C
das Element C(¢) als Funktion von C. Da wir das Produkt C,C,
von Charakteren durch die Formel C,C,(0) = C,(0)C,(0) erklirt
hatten, ist diese Funktion von C ein Charakter von G. Es ist dadurch
jedem Element ¢ von G ein Charakter von G zugeordnet. Das Produkt

zweier solcher Charaktere C (¢) und C (v) von G muB durch C (¢)C (7)
= C(o7) erklirt werden, und wir sehen, daB diesem Produkt das
Element C (o7) entspricht. Es sei o &= 7. Konnen die beiden Charak-
tere C(¢) und C(7) iibereinstimmen? Das bedeutete C (¢) = C(7) fiir
alle C, d.h, C(o7"')=1. Wegen ot 1 =1 gibt es aber ein C mit
C(o71) = 1. Da die Charakterengruppe von G die gleiche Ordnung
wie G, also wie G hat, liefert C (o) alle Charaktere von G, wenn ¢ die
Gruppe G durchlduft. Man kann also G in natiirlicher Weise als die
Charakterengruppe von G auffassen.

Die in L. bewiesenen Sitze sollen nun auf gewisse Korpererwei-
terungen angewendet werden. Es sei K ein Korper, der eine primitive
7-te Einheitswurzel enthilt, und E eine normale Erweiterung von K,
deren Automorphismengruppe G eine abelsche Gruppe vom Expo-
nenten 7 ist. Unter anderem soll gezeigt werden, daB der Korper E
durch Adjunktion 7-ter Wurzeln aus Elementen von K erhalten wer-
den kann. Es liegt also nahe, die Menge A aller derjenigen Elemente
o == 0 von E zu betrachten, die -te Wurzeln aus Elementen von K
sind, fiir die also a in K liegt. Die Menge A ist eine multiplikative

& Artin, Galoissche Theorie
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Gruppe und enthilt trivialerweise als Untergruppe die Menge K*
aller von Null verschiedenen Elemente von K. Die Faktorgruppe

A|K* ist aufs engste mit der Charakterengruppe G von G verkniipft.
Es sei namlich C ein Charakter von G. Auf Grund von Satz29 gibt es

ein Element « von E, so daB C(o) = ‘(x ) fiir jedes o erfiillt ist' iiber-

dies liegt «in K, es ist a.lso o ein Element von A. Wenn —— 5 (a) 01(3 %
fir alle o gilt, so folgt 5 = J(F), so da ? in K* liegen muB.

Jedem Charakter C ist also genau eine Nebengruppe aK* zu-
geordnet. Ist umgekehrt « ein Element von A, so ist a'=a ein

Element von K, also (o(x)) = a, So dag a—% eine 7-te Einheits-

wurzel, also ein Element von K ist. Auf Grund von Satz 29 ist dann
(% ein Charakter von G. Diese Zuordnung gibt also eine umkehr-
bar eindeutige Abbildung von G auf die Faktorgruppe 4/K*. Sind
Ci (o) = ok Cy(0) = -———( ) so folgt C,C,(0) = (ﬁ B Dies zeigt,
daB unsere Abbildung ein Isomorphismus von G auf A[K* ist.
Insbesondere ist A/K* eine endliche Gruppe. Man adjungiere nun
alle Elemente von 4 zu K und bezeichne den erhaltenen Zwischen-
korper mit E,, und mit U die Untergruppe von G, zu der E,gehért,
die also alle Elemente von E, fest 14B8t. U 148t insbesondere die Ele-
mente von 4 fest. Enthielte U ein Element ¢ == 1, so konnte man,
weil G eine abelsche Gruppe ist, einen Charakter C finden, so daB

C(o) #=1 ist. Wegen C(o) = ;‘(%) bei geeignetem o aus A4, wiirde

also o dieses & nicht fest lassen, was ein Widerspruch ist. Aus U=1
folgt aber jetzt Ey= E.

Jeder Korper E; zwischen K und E gehort zu einer Untergruppe U
von G. Da G abelsch ist, ist U Normalteiler von G, also ist E; eine
normale Erweiterung von K, deren Automorphismengruppe G/U
wieder abelsch vom Exponenten 7 ist. Also kaun die entwickelte
Theorie auch auf E; angewendet werden. Man erhilt E; aus K durch
Adjunktion einer Menge B zu K; dabei besteht B aus denjenigen
Elementen f# == 0 von E,, fiir die g in K liegt. Offenbar ist B eine K*
enthaltende Untergruppe von 4. Es miissen daher zwischen K* und 4
mindestens so viele Zwischengruppen liegen, als es Zwischenkorper E;
gibt, d. h. als es Untergruppen U von G gibt. Eine beliebige Zwi-
schengruppe B entspricht aber genau einer Untergruppe B/K* von



I1. Kérpertheorie 63

A[K*. Es ist A|K* mit G, also mit G isomorph. Dies zeigt, daB die
Anzahl der Zwischengruppen genau sogroB ist wie die Anzahl der
Untergruppen U. Wir haben also eine umkehrbar eindeutige Abbil-
dung der Zwischenkorper E; auf die Zwischengruppen B hergestellt.
Insbesondere erhilt man durch Adjunktion einer von 4 verschiedenen
Zwischengruppe niemals den ganzen Korper E.

Bezeichnen wir mit 4i die Menge aller 7-ten Potenzen von Elemen-
ten aus 4 und mit K*r die Menge aller r-ten Potenzen der Elemente
von K*, deren 7-te Wurzeln in. E liegen. Die Faktorgruppe Ar/K*r
besteht aus Nebengruppen a K*r, und die 7-ten Wurzeln der Elemente

von aK*r unterscheiden sich von ]/—é lediglich um einen trivialen
Faktor aus K*. Der Leser tiberlegt sich leicht, daB die Abbildung
von A/K* auf Ar|K*r, bei welcher der Nebengruppe a K* die Neben-
gruppe af K*r zugeordnet ist, einen Isomorphismus darstellt. Dadurch
ist die Charakterengruppe G mit Hilfe von Elementen des Grund-
korpers beschreibbar.

Nehmen wir nun iiberdies an, daB die Gruppe G zyklisch ist. Dann
ist auch A/K* zyklisch, besteht also aus den Potenzen einer einzigen
Nebengruppe « K*. Statt 4 zu K zu adjungieren, geniigt es vollauf,
das einzige Element « zu adjungieren. In diesem Fall ist also E durch
Adjunktion einer einzigen 7-ten Wurzel zu K zu erhalten.

Wir fassen unsere bisherigen Resultate zusammen in

Satz 31. Es sei K ein Kirper, der etne primitive r-te Einheitswurzel
enthdilt, und E eine normale Erweiterung von K, deren Automorphismen-
gruppe G abelsch vom Exponenten r ist. Eine solche Erweiterung wird
etn Kummerscher Kirper genannt. Ist A die Menge derjenigen Ele-
mente o = 0 von E, fir die ar in K liegt, so ist Gmit A |K* und mit
Ar|K*r isomorph. E wird aus K durch Adjunktion der Elemente von A
erhalten. Ist B eine zwischen A und K* gelegene Gruppe, so ist K (B)
ein Zwischenkirper, und die Beziehung zwischen den B und den Zwi-
schenkorpern ist umkehrbar eindeutig. Sollte G zyklisch sein, so kann
E aus K durch Adjunktion einer einzigen r-ten Wurzel eines Elementes
von K erhalten werden.

Sind a,, 4,, . . ., a, gegebene von Null verschiedene Elemente von

K, so interpretiert man das Symbol E = K G/-a_ %_2, cee ‘r;/a_,) als
den Zerfillungskorper des Polynoms (x* — @) (" — ay) . .. (¥* — @)
(da sich ja die verschiedenen Wurzeln eines Faktors x* — @ nur um
Einheitswurzeln voneinander unterscheiden und diese zu K gehéren).

5%
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Die Ableitung des Polynoms %" — a, ist 747! und hat nur die Wurzel 0,
weil ja » nicht durch die Charakteristik von K teilbar sein kann,
wenn in K primitive 7-te Einheitswurzeln liegen. Jeder Faktor xr — a,
hat also nur einfache Wurzeln, F ist also eine normale Erweiterung

von K. Unter dem Symbol }a, ist irgendeine fest gewihlte Wurzel «,
von x'— a, zu verstehen. Bei einem Automorphismus o von E
wird e, nur eine 7-te Einheitswurzel ¢, (o) als Faktor annehmen; denn
o« = a, zieht (o(a,))” = a, nach sich. Es gilt also o(x,) = ¢,(0)«,,
v=1,2,...,¢ und da die «, den Kérper E erzeugen, ist durch diese
Formeln ¢ beschrieben. Sind ¢ und 7 Elemente der Automorphis-
mengruppe G von E, so folgt t(o(e,)) = ¢, (0) T (e,) = ¢,(0) ¢, (7) ,,
weil ¢, (o) in K liegt. Andererseits ist 7 (o («,)) = &, (t6) «, und folg-
lich ¢,(z0) = ¢,(0)¢, (7). Daraus folgt ¢,(70)=¢,(c7), G ist also
eine abelsche Gruppe. Ferner ist ¢, (67) = (¢, (0))" = 1, also ist G vom
Exponenten 7.

Sollte =1 sein, also E = K(Val) so tritt nur ein einziges ¢, (o)
auf, und die Gruppe G ist isomorph mit der Gruppe der dabei vorkom-
menden Einheitswurzeln. Als endliche Gruppe in einem Korper ist sie
zyklisch, und als Untergruppe der Gruppe der 7-ten Einheitswurzeln
ist ihre Ordnung ein Teiler von 7.

Kehren wir wieder zu beliebigem ¢ zuriick und betrachten wir die
multiplikative Gruppe aller Elemente der Form o' o?... «!- 4,
wobei die »; beliebige ganze Zahlen und a ein beliebiges Element
von K* ist. Diese Gruppe ist Untergruppe von 4 und enthilt K*. Sje
erzeugt den Korper E, wenn man sie zu K adjungiert. Folglich muB3
sie die ganze Gruppe 4 des Korpers E sein.

Die Gruppe Ar besteht aus den Elementen al'aj... aj*- a” bei
beliebigen »; und beliebigen Elementen a aus K*, D1e Gruppe G ist
dann 1som0rph mit der Faktorgruppe A7/K*r.

Es ergibt sich

Satz 32. Es sei K ein Korper, der eine primitive r-te Einheitswurzel
enthilt und a,, a,, . . ., a, beliebige Elemente aus K*. Dann ist die

Erweiterung E = K (r]/a , V“—z: s {/Z;) ein Kummerscher Korper.
Die Charakterengruppe G seiner Automorphismengruppe ist isomorph

zu AT|K*r, wobei At die Menge aller Elemente der Form @' a3} . .. ajtar
mit ganzzahligen v; und beliebigem a aus K* ist.

Firt=1 st dze Automorphismengruppe zyklisch, und ihre Ordnung
etn Teiler von 7.
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N. Existenz einer normalen Basis

‘Der folgende Satz ist fiir jeden Korper richtig, obwohl wir ihn nur
fiir den Fall beweisen, daB K unendlich viele Elemiente enthilt.

Satz 88. Ist E. eine normale Erweiterung von K und sind oy, 0,
..., Oy die Elemente ihrer Automorphismengruppe G, so gibt es ein
Element § in E derart, daf die n Elemente 0,(6), 05(6), . . ., 04(6)
beztiglich K linear unabhingig sind.

Beweis. Auf Grund der Folgerung zu Satz 24 gibt es ein « derart,
daB E = K(«) ist. Es sei f(x) das irreduzible Polynom zu a. Wir
setzen o, () = «;,

o IW _ . iw
g0 =marm M el = ek = =gy

gi(x) ist ein Polynom in E, das o, fiir % = 4 zur Wurzel hat, und es
ist daher . . s

g (%) g (¥») = 0(mod f(x)) fir ==k (1)
In der Gleichung

&H(*) + g+ -+ g —1=0 (2)
ist die linke Seite von héchstens dem Grade # — 1. Ist (2) fiir » ver-
schiedene Werte von x richtig, so muB die linke Seite identisch O sein.

Solche # Werte sind oy, o, ..., @,, denn es ist g («)=1 und
gk (o)) = 0 fiir & =4,

Wir multiplizieren (2) mit g,(»), verwenden (1) und erhalten

(84%))* = g (x) (mod /(). (3)
Wir werden jetzt zeigen, daB die Determinante
D(x)=|o,0.(g(%)], Lk=1,2...,n (4)

von Null verschieden ist. Wir berechnen ihr Quadrat modulo f(x), in-
dem wir Spalten mit Spalten multiplizieren. Wegen (1), (2) und (3)

ergeben sich in der Hauptdiagonale Einsen und an allen iibrigen
Stellen Nullen. Somit ist

(D®)* = 1 (mod f(x)),
also insbesondere D () == 0.
In Gleichung (4) wird die Variable x auf der rechten Seite so be-
handelt, als ob sie bei allen Automorphismen fest bliebe. Man kann

6  Artin, Galoissche Theorie
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daher fiir % in Formel (4) spezielle Werte einsetzen, wenn auch diese
bei allen Automorphismen fest bleiben, d. h., man kann Elemente
von K eintragen.

D(x) kann nur endlich viele Wurzeln in K haben. Wihlen wir a
aus K verschieden von diesen Wurzeln, so ist D(a) == 0. Nun setzen
wir § = g(a). Dann ist die Determinante

loso:(6) | = 0. (8)

Betrachten wir nun eine beliebige lineare Relation #, 0, () + %304(6)
+ -+ -+ %, 04(6) = 0 mit »; aus K. Wenden wir alle Automorphismen
o darauf an, so erhalten wir » homogene Gleichungen in den # Un-
bekannten x; und mit der Determinante (5). Daher sind alle x;= 0,
unser Satz ist also bewiesen.

Mit Hilfe eines solchen Elementes §, dessen Bilder bei G eine Normal-
basis liefern, kann man in besonders einfacher Weise den zu einer
Untergruppe U von G gehorigen Zwischenkdrper berechnen. Jedes
Element « von E 148t sich eindeutig in der Form

a=c,0(0) (6)

schreiben, wobei o die Gruppe G durchliuft, und jedes ¢, in K liegt.
Das Element « wird dann und nur dann zum Fixpunktkérper von
U gehoren, wenn 7(x) = « flir alle 7 aus U ist. Wenden wir 7 auf (6)
an, und ersetzen ¢ in der Summation durch z-1¢, so folgt 7(x)
= 3'¢,-1,0(0). Das Element « ist also genau dann im Fixpunkt-

g

kérper, wenn ¢,-1,= ¢, fiir alle 7 aus U und alle ¢ aus G. Das Ele-
- ment 771¢ durchliuft bei festem o die Nebengruppe U g. Die erhaltene
Bedingung bedeutet also, daB ¢, auf vollen Nebengruppen den
gleichen Wert annimmt. Wir verwenden das Symbol Ug (§) fiir die
Summe der Bilder von 6 bei allen Automorphismen der Neben-
gruppe Uo. Sind also Ugy, Uagy, ..., Ug, alle Nebengruppen, so
besteht der Fixpunktkdper zu U aus allen Elementen der Form

a=6,0,U;(6) + U0y (0) + - - - + ¢, Ua; (6),

wobei die ¢; in K liegen. Die § Elemente Ug,(6) spannen also den
Vektorraum des Fixpunktkérpers zu U tiber K auf.

Sollte U Normalteiler von G sein, so ist Ug; = o;U und folglich

U (0) = 0,(U(0)). Das bedeutet, daB U(f) eine Normalbasis des
Fixpunktkérpers ergibt.
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O. Der Translationssatz

Es sei K ein Korper, #(x) ein separables Polynom.in K und E ein
Zerfallungskorper fir p (x). Ferner sei B eine beliebige Erweiterung
von K. Wir bezeichnen mit E B den Zerfillungskoérper von $ (x), wenn
$ () als Polynom in B aufgefaBt wird. Sind dann oy, o, . . ., , die
Waurzeln von $(x) in E B, so ist K(e;, &, . . ., &,) ein Unterkérper
von E B, und natiirlich ein Zerfillungskorper fiir 4 (x) iiber K. Nach
der Folgerung aus Satz 10 sind E und K (o, o, . . ., &,) isomorph.
Es bedeutet daher keine Einschrinkung der Allgemeinheit, wenn
~wir in der Folge E = K (o, o, . . ., &,) setzen und daher annehmen,
daB E ein Unterkérper von E B ist. Femer ist EB = B (o, o, ..., ¢&,).
Der Korper E B ist der kleinste Kérper, der sowohl E als auch B ent-
hilt. Er wird der aus E und B komponierte Korper genannt, und dies
erkliart das Symbol E B.

Wir bezeichnen mit E/\ B die Menge derjenigen Elemente, die
sowohlin E als auch in Bliegen. Wie man leicht sieht, ist E N\ B ein
Korper, und zwar ein Zwischenkérper zu K und E.

Satz 84. (Translationssatz). Ist G die Automorphismengruppe von
E diber K und H die Gruppe von E B tiber B, so ist H isomorph zu der
Untergruppe von G, die E N\ B zum Fixpunktkorper hat.

Beweis. Es sei ¢ ein Element von H. Es 148t den Kérper B und
daher auch den Korper K invariant. Der Korper E wird dabei iso-
morph in E B abgebildet,und auf Grund von Satz 17 wird diese Ab-
bildung durch ein Element o von G bewirkt, ist also einfach . Kennt
man ¢, so kennt man die Bilder der Erzeugenden «; von E bei o;
und da die a; auch Erzeugende von E B iiber B sind, ergibt das die
Kenntnis von ¢. Unsere Zuordnung ist also eine eineindeutige Ab-
bildung von H in G. DaB dem Produkt oz zweier Elemente von H
das Produkt ¢ 7 zugeordnet ist, ist unmittelbar evident. Es liegt also
ein Isomorphismus von H in G vor.

Um H niher zu beschreiben, kénnen wir nach der Natur der Bild-
gruppe H fragen, insbesondere nach dem Fixpunktkdrper von H. Er

besteht aus denjenigen Elementen & von E, die bei jedem ¢ von H, d. h.
aber bei jedem ¢ aus H fest bleiben. Da B der ganze Fixpunktkérper

von H ist, so ist also der Fixpunktkdrper von H der Kérper E N\ B.

6*



III. ANWENDUNGEN.
VON A.N.MILGRAM

A. Hilfsbetrachtungen aus der Gruppentheorie

Es seien M und M’ Mengen. Ist f eine Abbildung von M in M’
und 4 eine Teilmenge von M, so werde mit f(4) die Menge der Bilder
f(a) aller Elemente a aus A bezeichnet; f(4) heiBe das Bild von 4.
Ist B eine Teilmenge von M’, so werde mit f~1(B) die Menge aller m
aus M bezeichnet, fiir die f(m) zu B gehort; man nennt f~1(B) das
Urbild von B. Da f nicht notwendig eine Abbildung von M auf M’
ist, kann es auch bei nicht leerem B vorkommen, daB f~!(B) die leere
Menge ist. Wie schon frither, bezeichnen wir mit 4, N\ 4, den Durch-
schnitt der Mengen 4, und 4,, mit 4, \J 4, die Vereinigungsmenge
von A, und A4,. Die Aussage ,,a ist ein Element von A*‘, werde durch
a € A abgekiirzt.

Es seien nun G und G’ zwei Gruppen und f eine Abbildung von G
in G . Wir nennen f einen Homomorphismus von G in G’, wenn f(c7)
= f(0)f(7) gilt fiirr alle ¢, T€ G. Man sieht leicht, daB f(1) =1 und
Ho™) = (f(o) 7" ist.

Ist N’ eine Untergruppe von G’, so ist das Urbild N = f~1(N’) eine
Untergruppe von G. In der Tat bedeutet 6, T€ N, daB f(o), f(z) € N’
ist. Dann ist aber auch f(o7) = f(0)f(z) € N’, also ot € N. Ebenso
folgt 6=1€ N. Sollte N’ Normalteiler von G’ sein, so ist auch N Nor-
malteiler von G, denn fiir 6 € G, T€ N folgt f(oc7071) = f(0) f(7) (f(0))
€ f(oe) N’ (f(o)) 2= N’, so daBB oto~! € N ist.

Das Bild N’ einer Untergruppe N von G kann in dhnlicher Weise
als Untergruppe von G’ nachgewiesen werden. Sollte N Normalteiler
von G sein, und sollte die Abbildung f eine Abbildung auf G’ sein, so
kann man fiir ¢ €G’, v' € N’ Elemente ¢ € G, T€ N finden, fiir die
f(0) = 0’ und f(7) = v’ gilt. Da o¢to1€ N, folgt durch Anwendung
von f, dal ¢’v'¢’-1€ N’ ist. Demnach ist N’ Normalteiler von G'.

Da das Einselement von G’ ein Normalteiler von G’ ist, so ist das
Urbild K ein Normalteiler von G. Man nennt K den Kern des
Homomorphismus f. Er besteht aus denjenigen Elementen %€ G, fiir
die f(k) = 1 ist. Wir wollen nun bestimmen, welche Elemente von G
die gleichen Bilder bei der Abbildung f haben. Die Gleichung
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f(o) = f(r) ist gleichbedeutend mit f(oz™1) =1, also auch mit
67 1€ K, oder 6 € Kt= 7K. Es haben also genau alle Elemente
einer Nebengruppe modulo K gleiche Bilder. Man ordne nun jeder
Nebengruppe ¢ K das Element f(0) € f(G) zu, welches das gemein-
same Bild aller Elemente von o K ist. Es ist dies eine umkehrbar ein-
deutige Abbildung der Faktorgruppe G/K auf das Bild f(G) von G.
Man sieht leicht, daB diese Abbildung auch ein Homomorphismus

ist. Da sie umkehrbar eindeutig ist, ist sie ein Isomorphismus zwischen
G/K und {(G).

SchlieBlich zeigen wir, daB jeder Normalteiler N von G als Kern
eines Homomorphismus vorkommen kann. Man bilde ndmlich G auf
die Faktorgruppe G/N ab, indem man f(¢) = oN setzt. Man sieht
unmittelbar, daB f ein Homomorphismus ist, der jedes Element auf
diejenige Nebengruppe abbildet, in der das Element liegt. Das Eins-
element von G/N ist N, das Urbild dieses Einselements daher die
Menge N. Also ist N der Kern dieser Abbildung f, die wir den kano-
nischen Homomorphismus von G auf G/N nennen.

Satz 35. Es sei f ein Homomorphismus von G aufG’, N ein Normalteiler
vonG, und N' = f(N). Danninduziert f in kanonischer Weise einen Homo-
morphismus g von G[N auf G [N'. Sollte auferdem N = f1(N')
gelten, so-ist dieser Homomorphismus ein Isomorphismus.

Beweis. Als Bild der Nebengruppe oN bei g werde f(oN)
= f(0) N’ definiert. DaB g ein Homomorphismus ist, ist unmittelbar
zu sehen. DaB G/N auf G'[N’ abgebildet wird, folgt daraus, daB f eine
Abbildung awuf ist. Bestimmen wir den Kern unseres Homomorphis-
mus: ¥ N gehort zum Kern, wenn f(x) N' = N’, wenn also f(x) € N’
ist, d. h. x also zu f~1(N") gehort. Sollte also f~1(N’) = N sein, so muf3
2%€N und *N= N sein. Der Kern unseres Homomorphismus ist
dann das Einselement von G/N. Unser Homomorphismus ist daher
ein Isomorphismus.

Satz 36. Es sei H eine Untergruppe von G und N ein Normalteiler
von G. Dann ist H N\ N ein Normalteiler von H, und die Faktorgruppe
H[H N\ N ist isomorph zu HN|N (einer Untergruppe von G/N).

Beweis. Es sei f die kanonische Abbildung von G auf G/N. Be-
schriankt man die Abbildung f auf die Untergruppe H, so erhilt man
einen Homomorphismus g von H in G/H. Das Bild g (H) besteht aus
den Nebengruppen ¢ N mit ¢ € H, und man sieht leicht, daB es die
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Faktorgruppe HN/N ist. Der Kern von gist H N\ N. Also ist H N\.N
Normalteiler von H und die Faktorgruppe H/H N\ N isomorph dem
Bild von H bei dem Homomorphismus g.

Folgerung. Haben G, H und N die gleiche Bedeutung wie in Satz 36
und ist G/N eine abelsche Gruppe, so ist auch H/H N\ N eine abelsche
Gruppe.

Definition. Eine Gruppe G heiBt auflisbar, wenn es eine absteigende
Kette von Untergruppen

C=06>6,>6>->6,=

gibt, so daB G; Normalteiler von G;_, ist und daBl die Faktorgruppen
Gy ,/Gifiri=1,2,...,s abelsch sind.

Satz 37. Jede Untergruppe einer aufiosbaren Gruppe ist auflosbar.

Beweis. Es sei G auflésbar, und G; die zugehoérige Normalteiler-
kette. H sei eine Untergruppe von G und man setze H,= H N G;.
Dann ist auch H,_, NG,;=H NG;_; NG;=H NG;= H;. Es ist
G; Normalteiler von G;_; und H;_; Untergruppe von G;_;. Da G;_,/G;
abelsch ist, ist auch H; ;/H,; ; N\ G, nach der Folgerung aus Satz 36
abelsch. Dies ist aber H,_;/H,.

Satz 38. Das homomorphe Bild einer auflosbaren Gruppe ist auf-
losbar.

Beweis. Es sei G auflésbar und G; die zugehorige Normalteiler-
kette. f sei ein Homomorphismus, und man setze f(G) = G'. Wir zeigen,
daB G;= f(G,) eine zu G gehorige Normalteilerkette ist. Schrinkt
man nédmlich f auf G,_; ein, so erhidlt man einen Homomorphismus
von G;_, auf G;_,. Es ist G; Normalteiler von G;_, und G; sein Bild.
Auf Grund von Satz 35 wird dadurch auch eine homomorphe Abbildung
von G;_,/G, auf G;_,/G; induziert. Nun ist G,_,/G,abelsch, und ein ho-
momorphes Bild einer abelschen Gruppe ist trivialerweise abelsch.

Es soll nun gezeigt werden, daB eine Gruppe von Primzahlpotenz-
ordnung immer aufldsbar ist. Zum Beweis werden einige weitere Be-
griffe der Gruppentheorie benétigt.

Es sei G eine Gruppe. Zwei Elemente 4 und b heiBen konjugiert,
wenn es ein x € G gibt, so daB & = xax! ist. Man sieht leicht, daB
jedes Element mit sich selbst konjugiert ist; ist @ mit & konjugiert,
so ist auch b mit a konjugiert; ist endlich a mit b und b mit ¢ konju-
giert, so ist auch & mit ¢ konjugiert. Es liegt also, wie man sagt, eine
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Aquivalenzrelation vor. Die Gruppe G kann also mit elementfremden
Klassen so iiberdeckt werden, daB die Elemente einer Klasse wohl
untereinander konjugiert sind, nicht aber mit einem Element einer
andern Klasse. Eine Klasse kann sehr wohl nur aus einem Element
bestehen. Dies ist genau dann der Fall, wenn xax~! = q ist fiir alle
% € G. Das bedeutet xa = ax, das Element a ist also mit jedem Ele-
ment x € G vertauschbar. Man sieht miihelos, daB die Menge Z dieser
Elemente a eine abelsche Untergruppe von G bildet, die das Zentrum
von G genannt wird. Z ist natiirlich mit jedem Element von G ver-
tauschbar, so da8 Z also ein Normalteiler von G ist.

Es sei a € G. Um die mit @ konjugierten Elemente zu erhalten, mul3
man alle xax™1 berechnen, wobei x die Gruppe G durchliuft. Ver-
schiedene x konnen sehr wohl das gleiche konjugierte Element er-
geben. Die Gleichung xax~1 = yay~! ist mit (y~1x)a = a(y~1x) und
daher mit der Vertauschbarkeit der Elemente 4 und y1x gleichbedeu-
tend. Es sei nun N, die Menge aller mit a vertauschbaren z, so da8
unsere vorige Gleichung y-1 x€ N, oder auch x € yN, geschrieben
werden kann. Man iiberlegt sich nun leicht, daB N, eine Gruppe ist.
Damit ist gezeigt, daB die Elemente x aus einer Nebengruppe y N,
genau diejenigen sind, die jeweils 4 in dasselbe Konjugierte iiberfithren.
Die Anzahl der verschiedenen Konjugierten von @, mit anderen Wor-
ten die Anzahl der Elemente in der Klasse von g, ist also gleich der
Anzahl der Nebengruppen von N, . Es sei nun G eine endliche Gruppe
der Ordnung #. Dann ist die Anzahl der Elemente in jeder Klasse ein
Teiler von n. Die Klassen iiberdecken die Gruppe G, die Summe der
Klassenanzahlen ist also #. Die Klassenanzahl 1 tritt bei z Klassen
auf, wobei z die Ordnung des Zentrums ist. Man erhilt also eine Formel
der Form

n= z+dl_+_ d2+ ey

wobei jedes d; ein von 1 verschiedener Teiler von # ist. Nehmen wir
nun an, es sei # = pr, wobei» = 1 und  eine Primzahl ist. Dann sind
sowohl » als auch alle d; durch p teilbar, so daB z durch  teilbar ist.
Das aber bedeutet, daB die Gruppe G ein nicht-triviales Zentrum Z
besitzt. Die Auflosbarkeit der Gruppe G kann nun leicht durch In-
duktion nach der Ordnung gezeigt werden. Eine Gruppe der Ordnung
2 ist abelsch und daher auflésbar. Die Faktorgruppe G/Z hat eine
Primzahlpotenzordnung kleiner als #, so daB wir annehmen kénnen,
daB ihre Auflosbarkeit gezeigt ist. Es sei G;/Z eine Normalteilerkette
fiir G/Z, welche diese Auflosbarkeit zeigt. Es sei f der kanonische
Homomorphismus von G,_; auf G,_,/Z. Das Urbild einer Menge von
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Nebengruppen von Z in G,_, ist einfach die Vereinigungsmenge dieser
Nebengruppen. G,;/Z = N’ ist ein Normalteiler von G;_;/Z mit abel-
scher Faktorgruppe, und sein Urbild ist G,. Also ist G; ein Normal-
teiler von G,_;, und sein Bild bei f ist wieder N'. Auf Grund von
Satz 35 ist die Faktorgruppe G;_,/G, isomorph mit der Faktorgruppe
von G,/Z in G,_,/Z, also abelsch. Die G, bilden nun eine absteigende
Normalteilerkette, deren letztes Glied Z selbst ist. Fiigt man als
weitere Gruppe die 1 hinzu, so hat man eine Normalteilerkette, die
die Auflésbarkeit von G zeigt, weil ja Z abelsch ist.

Hiermit ist bewiesen

Satz 39. Jede Gruppe von Primzahlpotenzordnung ist auflosbar.

Im Gegensatz hierzu soll nun von gewissen Gruppen die Nichtauf-
l6sbarkeit gezeigt werden.

Es sei M eine endliche Menge und ¢ eine umkehrbar eindeutige
Abbildung von M auf sich selbst. Wir nennen eine solche Abbildung
eine Permutation von M. Sind ¢ und g Permutationen von M, so sind
auch ¢y (man wende erst 9 und dann @ an) und ¢~ Permutationen.
Da das Assoziativgesetz bei Hintereinanderausfithren von Abbil-
dungen trivial ist, bilden die Permutationen von M eine Gruppe.
Ist » die Anzahl der Elemente von M, so heiBt diese Gruppe die
symmetrische Gruppe von n Elementen und wird mit S, bezeichnet.
Ihre Ordnung ist #!. Eine Untergruppe von S, nennt man eine Per-
mutationsgruppe. Sind a, b, ¢ drei voneinander verschiedene Elemente
von M, so verstehe man unter dem Symbol (g, b, ¢) diejenige Permu-
tation von M, welche a auf b, b auf ¢ und c auf a abbildet, dagegen
alle iibrigen Elemente von M fest 1iBt. Wir nennen (a, b, ¢) einen

Dreterzyklus. Es ist (a, b, ¢)™ = (c, b, a). Wir beweisen nun den fol-
genden

Hilfssatz. Es set G eine Permutationsgruppe von mindestens 5 Ele-
menten, die jeden Dreierzyklus enthilt, und N ein Normalteiler von G
mit abelscher Faktorgruppe. Dann enthilt auch N jeden Dreierzyklus.

Beweis. Es sei f der kanonische Homomorphismus von G auf G/N
und (a, b, ¢) ein beliebiger Dreierzyklus. Wir wihlen aus M zwei wei-
tere Elemente d und e. Mansetzex = (4, b, a) und y = (g, ¢, c). Das
Bild des Elements x~1y-1xy bei f ist x'~1y'~1x’y’, wobei #’ und y’
die Bilder von x und ¥ sind. Dieses Bild ist deswegen 1, weil die Bild-
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gruppe nach Voraussetzung abelsch ist. Daher gehort x1y~1xy zum
Kern N von f. Nun ist

x 1y lxy = (a, b, d)(c, ¢, a) (4, b, a) (a, ¢,c)= (a, b, ¢).
Satz 40. Fir n = 5 ist die symmetrische Gruppe S ,-nicht auflosbar.

Beweis. Es liege eine mit S, beginnende Normalteilerkette mit
abelschen Faktorgruppen vor. Da S, alle Dreierzyklen enthilt, muB
nach dem Hilfssatz jede Gruppe der Kette alle Dreierzyklen enthal-
ten. Die Kette kann also nicht mit der Gruppe 1 enden.

B. Auflosbarkeit von Gleichungen durch Radikale

Um Schwierigkeiten mit der Charakteristik zu vermeiden, be-
schrinken wir uns bei den folgenden Sétzen auf Korper der Charak-
teristik 0.

Es sei K ein Korper, K, eine aufsteigende Folge von Erweiterungen
mit dem Endglied F:

K=K, CK,CK,<---<K,=F.

Die Erweiterung F von K soll eine Radikalerweiterung genannt wer-
den, wenn fir =1, 2, ..., s der Kérper K, = K,_, (e,) ist, wobei a;
eine Wurzel eines Polynoms x" — g, in K,_, ist.

Die Erweiterung F heiBe halbabelsch, wenn K; eine normale Er-
weiterung von K, , mit abelscher Automorphismengruppe ist.

Hilfssatz 1. Jede Radikalerweiterung F von K kann in eine halb-
abelsche Erweiterung eingebettet werden.

Beweis. Es sei F eine Radikalerweiterung von K und K, die zu-
gehorige Folge von Koérpern. Ferner sei m das kleinste gemeinsame
Vielfache aller #,. Man adjungiere zu F eine primitive m-te Einheits-
wurzel. Wir betrachten die folgende Kette von Kérpern:

K=K Ky(e) K, (e) -+ T K,(e) = F(e).
Unmittelbar vor Satz 27 wurde gezeigt, daB die Automorphismengruppe
von K(g) iiber K abelsch ist. Der Korper K,(¢) wird aus K, ,(¢)
durch Adjunktion von «; erhalten. Da K,_, (&) die #,-ten Einheitswur-
zeln enthilt, folgt aus Satz 32, daB die Automorphismengruppe von

K, (e) iiber K,_, (¢) sogar zyKklisch ist. F (¢) ist daher eine halbabelsche
Erweiterung von K, die F enthilt.

7  Artin, Galoissche Theorie
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Hilfssatz 2. Die Erweiterungen F, und F, von K seien halbabelsche
und in einem gemeinsamen Oberkorper von K enthalten. Dann ist der
aus F, und F, komponierte Korper F, F, auch eine halbabelsche Er-
weiterung von K.

Beweis. Es seien

K=K, K, ---K,=F,
und
K=K, CK,<---<K,=F,

zugehorige Korperketten. Wir bilden die neue Kette
K=K0<K1<...<K‘_=
=F K, KK CFK, - FK;=FF,.

K, ist nach Voraussetzung abelsch iiber K;_,. Wir miissen zeigen, da3
F,K; tiber F,K;_, abelsch ist. Nach Voraussetzung ist K; iiber K;_,
abelsch. F,K; , ist eine Erweiterung von K;_;, deren Komposition
mit K; der Koérper F, K; ist. Nach Satz 34 ist F; K; eine normale
Erweiterung von F,K; ;, deren Automorphismengruppe mit einer
Untergruppe der Automorphismengruppe von K; iiber K;_; isomorph
ist. Daher ist auch diese Gruppe abelsch, F; F, also eine halbabelsche
Erweiterung von K.

Hilfssatz 8. Es seit F eine halbabelsche Erweiterung von K. Man
kann F in eine normale, halbabelsche Erweiterung von K einbetien.

Beweis. Der Korper F ist separabel. Daher kann F in eine normale
Erweiterung £2 eingebettet werden. Es seien F,, F,, . . ., F, die Bilder
von F bei allen Automorphismen von £2 iiber K, und Qy=F, F,...F,
der aus diesen Bildern komponierte Korper. Mit F ist auch jedes
Bild von F halbabelsch und Hilfssatz 2 zeigt, daB auch £2, eine halb-
abelsche Erweiterung von K ist, die natiirlich F enthilt. Es
braucht daher nur noch gezeigt zu werden, daB 2, eine normale Er-
weiterung von K ist. Nun wird jeder Isomorphismus von 2, in Q
durch einen Automorphismus ¢ von £ iiber K erzeugt. ¢ permutiert
aber nur die Kérper F,, fiihrt also £, in sich iiber. Jeder Isomorphis-
mus von £, in 2 ist also ein Automorphismus. £, ist daher eine
normale Erweiterung von K.

Definition. Es sei f(x) ein irreduzibles Polynom in K. Das Poly-
nom f(x) heiBt durch Radikale l6sbar, wenn es eine Radikalerweite-
rung F von K gibt, in der f(x) eine Wurzel hat.
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Satz 41. Es sei f(x) ein irreduzibles Polynom in K und E ein Zer-
fallungskorper von f(x) mit der Automorphismengruppe G. Es ist f(x)
dann und nur dann durch Radikale losbar, wenn die Gruppe G auflos-
bar ist, und es gibt dann sogar eine Radikalerweiterung von K, in der
f(x) in Linearfaktoren zerfilit.

Beweis. 1. Wenn f(x) durch Radikale losbar ist, so gibt es eine
Radikalerweiterung von K, die eine Wurzel « von f(x) enthilt. Auf
Grund der Hilfssitze 1 und 3 gibt es also eine normale halbabelsche
Erweiterung £, von K, in der f(x) die Wurzel « hat. Der Folgerung
aus Satz 15 entnehmen wir, daB f(x) in £, in Linearfaktoren zer-
fallt. Q, enthilt daher einen Zerfillungskorper E° von f(x). Die
Automorphismengruppe von £2, iiber K ist auflosbar und hat die
Automorphismengruppe von E’ iiber K als Faktorgruppe, d.h. als
homomorphes Bild. Auf Grund von Satz 38 ist daher die Automor-
phismengruppe von E’ iiber K. auflosbar. Ist E der urspriinglich
gegebene Zerfillungskorper zu f(x), sosind E und E’ isomorph, haben
also auch isomorphe Automorphismengruppen.

2. Die Automorphismengruppe G eines Zerfillungskoérpers E von
f(x) sei auflésbar; # sei die Ordnung von G. Es sei ¢ eine primitive
n-te Einheitswurzel und K’ = K (¢). Trivialerweise ist K’ eine Radi-
kalerweiterung von K. Der Kérper E'= E K’ ist Zerfallungskorper
von f(x) tiber K’, und die Automorphismengruppe G’ von E’ iiber K’
ist auf Grund von Satz 34 isomorph zu einer Untergruppe, auf Grund
von Satz 37 also auflosbar. Es sei nun

C=6G>6>60>->G6=1

eine Normalteilerkette mit abelschen Faktorgruppen. Die zugehérigen
Fixpunktkorper von E’ bilden eine aufsteigende Folge von Kérpern:

K=K, CK,<K,<-- - < K;,=E".

Es ist dann E’ eine normale Erweiterung von Kj_;, deren Auto-
morphismengruppe G,_, ist. Weil G; Normalteiler von G,_; ist, ist
K; eine normale Erweiterung von K;_;, deren Automorphismen-
gruppe G,;_,/G; also abelsch ist. Da Kj_, die n-ten Einheitswurzeln
enthdlt, ist K; ein Kummerscher Koérper iber Kj; ,, und daher
durch Adjunktion von Radikalen zu erhalten. Man sieht unmittel-
bar, daB K; eine Radikalerweiterung von K;_, ist. Im ganzen ist
nunmehr E’ eine Radikalerweiterung von K und f(x) zerfillt in E’
in lauter Linearfaktoren.

7*
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C. Die Galoissche Gruppe einer Gleichung

In diesem Abschnitt kann die Charakteristik der betrachteten
Korper wieder beliebig sein.

Es sei K ein Korper, f(x) ein Polynom in K ohne mehrfache Wur-
zeln, E der Zerfillungskérper von f(x) und f(x) = (¥ — o) (* — o)
... (x— o) die Zerlegung von f(x) in E. Die Elemente oy, oy, . . ., &y
sind Erzeugende von E. Wie schon bemerkt, kann jedes Element ¢
der Automorphismengruppe G von E iiber K eindeutig durch den
Effekt von ¢ auf alle o, beschrieben werden. Jedes ¢ permutiert die
Elemente «;, es kann also G als Permutationsgruppe einer Menge
von #n Elementen aufgefaBt werden. Zur Vereinfachung faBt man
G iiberdies nur als Permutationsgruppe der Indizes ¢ der «; auf, so
daB G die Ziffern 1, 2, . . ., # permutiert. In dieser Auffassung ist es
iiblich, G als die Galoissche Gruppe der Gleichung f(x) = 0 zu bezeich-
nen. Das Polynom f(x) braucht in K nicht irreduzibel zu sein. Es sei
9 (%) ein in K irreduzibler Faktor von f(x). Ein Element ¢ aus G kann
eine Wurzel von  (x) nur in eine andere Wurzel von p (x) iiberfiihren.
Sind andrerseits a; und a; zwei Wurzeln von (%), so sind die beiden
Korper K (o;) und K (a,) isomorph, und dieser Isomorphismus kann
durch ein Element von G bewirkt werden. Nach einer Umnumerie-
rung der Wurzeln kénnen wir annehmen, daB etwa oy, oy, . . ., o, die
Waurzeln von $ (x) sind. Die Elemente von G permutieren dann einer-
seits die Ziffern 1, 2, ..., » nur unter sich; ein geeignetes Element
von G wird andrerseits eine beliebige dieser ersten r Ziffern in eine
beliebige andere dieser ersten » Ziffern iiberfithren. Wir nennen eine
Teilmenge der Ziffern 1, 2, ..., » mit dieser Eigenschaft ein Tran-
sitivitdtsgebiet von G. Es ist jetzt klar, daB die Ziffern 1, 2, ..., # in
elementfremde Transitivititsgebiete zerlegt sind, die in einer um-
kehrbar eindeutigen Beziehung zu den irreduziblen Faktoren von f(x)
stehen. Kennt man also die Permutationsgruppe G, so kann man
daraus die Zerlegung von f(x) in irreduzible Faktoren aus K ablesen.
f(x) ist dann und nur dann irreduzibel, wenn die Ziffern 1,2,...,n
cin einziges Transitivitisgebiet bilden. Man sagt dann, die Gruppe G
sei transitiv. Ist U eine Untergruppe von G und B der zugehérige
Fixpunktkorper, so ist U die Galoissche Gruppe von f(x), wenn f(x)
als Polynom in B aufgefaBt wird. Die Transitivitdtsgebiete von
U entsprechen dann der Zerlegung von f(x) in irreduzible Faktoren
aus B.
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Es sei f(») irreduzibel in K, die Gruppe G also transitiv. U sei ein
Normalteiler von G, also B eine normale Erweiterung von K. Man
wihle irgendeinen irreduziblen Faktor p(x) von f(x) in B. Wenn o
ein Element von G ist, so bewirkt o einen Automorphismus von B.
Das Bild o (p (x)) ist also wieder ein irreduzibler Faktor in B. Nun
ist G transitiv. Es gibt also ein ¢ € G, welches eine Wurzel von 5 (x)
in jede andere Wurzel von f(x) iiberfithrt. Jeder in B irreduzible
Faktor von f(x) hat also die Form o (p (%)). Es folgt, daB die Transiti-
vititsgebiete von U alle gleiche Linge haben. Sollte # eine Primzahl
sein, so ist also entweder U selbst transitiv, oder alle Transitivitits-
gebiete haben die Linge 1, d.h., U besteht nur aus der Identitit. Da
dieses Resultat spéter gebraucht wird, formulieren wir es als

Satz 42. Ist G eine tramsitive Permutationsgruppe der Ziffern
1,2,...,q, wobei g eine Primzahl ist, so ist jeder von 1 verschiedene
Normalteiler von G wieder transitiv.

Definition. Es seien % ein Kérper, %, %,, . . ., %, unabhingige Ver-
inderliche und K = k(u,, %, ..., #,) der Korper aller rationalen
Funktionen von #,, #,, . .., #, mit Koeffizienten aus k. Das zu K
gehorige Polynom

fx)=x"+ux* 14+ ...+ u,

werde die allgemeine Gleichung n-ten Grades iiber k£ genannt.

Es soll nun die Galoissche Gruppe der allgemeinen Gleichung »-ten
Grades bestimmt werden. Wir bestimmen einen Zerfillungskérper E’
von f(x) und nehmen an, daB in E’

f@)=@E—&)x—&) - (x— &)

gilt. Die #,; sind Polynome in den §;, es ist #, die mit (— 1)¢ multipli-
zierte Summe aller Produkte von je ¢ verschiedenen der Wurzeln &;.
Andererseits hatten wir in II, G das folgende Beispiel betrachtet:
Wir wihlten # unabhingige Verdnderliche x,, %,, ..., ¥, und be-
trachteten den Kérper E = k(x,, %,, . . ., #,) und das Polynom

g =(x—2)(x— %) ... (x— %)= 2"+ ayx" 1+ ...+ a,.

Im Korper E betrachteten wir die #! Permutationen der x, und zeigten,
daB der Fixpunktkérper der Korper k(ay, a,, . . ., a,) ist. Die Ele-
mente a, driicken sich durch die x, in derselben Weise aus, wie die #;
durch die ;. (Die genauere Polynomeigenschaft der symmetrischen
Funktionen wird hier nicht gebraucht werden.)
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Es sei nun ¢ (u,, %,, . . ., #,) ein Polynom der %, mit Koeffizienten
aus k, welches die Eigenschaft hat, daB sein Wert fiir #,= a, ver-
schwindet, fiir welches also ¢ (a,, 4,, . . ., a,) = 0 ist. Tragt man fiir
die a, die Ausdriicke in den x, ein, so soll sich also ein Ausdruck in
den x; ergeben, in dem sich alle Glieder wegkiirzen. Ersetzt man hierin
jedes x; durch &;, so erhilt man auch einen Ausdruck, in dem sich
alle Terme wegheben, der also Null ist. Diese Ersetzung liuft aber
einfach darauf hinaus, daBl man jedes @, durch #, ersetzt, so daB also
bereits das urspriingliche Polynom ¢ (uy, #,, . . ., %,) = 0 sein mubBte.

Damit ist gezeigt, daB verschiedene Polynome ¢ (u,, %,, . . ., #%,)
verschiedene Werte ¢ (a,, 4,, . . ., a,) haben. Ordnet man also jedem
Polynom ¢ (u,, u,, . . ., u,) scinen Wert ¢ (a,, a,, . . ., @,) zu, so ist
eine umkehrbar eindeutige Abbildung der Polynome in den #, auf die
Polynome in den a, gegeben. Der Korper K besteht aus den Quotienten
von Polynomen in den #;, der Korper k(ay, a,, ..., a,) aus den
Quotienten von Polynomen in den a;. Der Leser {iberlegt sich leicht,
daB aus unseren Betrachtungen die Isomorphie von K auf %(a,, a,,

.., a,) folgt, wobei die Elemente von £ fest bleiben und jedes #; auf
a, abgebildet wird. Das Bild des Polynoms f(x) ist dabei das Poly-
nom g(x). Auf Grund von Satz 10 kann dieser Isomorphismus zu
einem Isomorphismus zwischen E und E’ erweitert werden, wobei
die Wurzeln &; von f(x) nach moglicher Umnumierung auf die Wur-
zeln x; von g(x) abgebildet werden.

Nun war %(ay, @,, . . ., a,) der Fixpunktkorper unter der symme-
trischen Gruppe S,. Aus der bewiesenen Isomorphie folgt der be-
rithmte Satz von Abel:

Satz 43. Die Galoissche Gruppe der allgemeinen Gleichung n-ten
Grades tiber k ist die symmetrische Gruppe S,. Hat k die Charakteristik
O und ist n = 5, so ist die allgemeine Gleichung n-ten Grades nicht durch
Radikale losbar.

Der letzte Teil dieses Satzes ergibt sich aus den Sitzen 40 und 41.

Man kann die Frage aufwerfen, ob eine beliebig vorgegebene Per-
mutationsgruppe als Galoissche Gruppe einer passenden Gleichung
auftreten kann. Dies ist bei geeigneter Wahl des Grundkérpers in
der Tat méglich. Es sei also G eine gegebene Permutationsgruppe
von # Ziffern, f(x) die allgemeine Gleichung n-ten Grades iiber % und
die beiden Korper K und E’ wie vorher definiert. G ist Untergruppe
von S, und folglich ist G die Galoissche Gruppe von f(x), wenn f(x)
als Polynom des Fixpunktkorpers B unter G aufgefaBt wird. Da jede
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endliche abstrakte Gruppe als Permutationsgruppe dargestellt wer-
den kann, so folgt auch noch, daB es bei geeignetem Grundkérper
normale Erweiterungen gibt, deren Automorphismengruppe iso-
morph zur gegebenen abstrakten Gruppe ist. Dagegen ist es ein un-
geldstes Problem, ob es solche normale Erweiterungen iiber dem Kor-
per der rationalen Zahlen gibt.

Es sei K ein beliebiger Korper, f(x) ein in K irreduzibles Polynom
von Primzahlgrad g, dessen Galoissche Gruppe auflosbar sei. Es soll
gezeigt werden, daB die Struktur von G in diesem Falle besonders
einfach ist. Zunichst existiert also eine Normalteilerkette

C=G,>G6>6G> - >6,=1,

wobei sukzessive Faktorgruppen abelsch sind. Insbesondere ist G,_,
selbst ,eine abelsche Gruppe. Da jede Untergruppe von G,_, ein Nor-
malteiler von G,_, ist, und eine von 1 verschiedene Gruppe sicher
zyklische Untergruppen enthilt, so kann man annehmen, da G,_; 1
und zyklisch ist, indem man nétigenfalls noch eine weitere Gruppe
zu unserer Kette hinzufiigt. Es sei G,_, die von ¢ erzeugte zyklische
Gruppe. Da die Gruppe G transitiv ist, so folgt aus Satz 42, daB auch
jede Gruppe G, insbesondere also G, ,, transitiv ist. Die Potenzen
von o erfiillen die Gruppe G,_,, sie miissen wegen der Transitivitit
die Ziffer 1 in alle anderen Ziffern iiberfithren. Ist of(1) = o’(1), so
folgt o= (1) = 1. Ist also 4 die kleinste positive Zahl, fiir die 0¢(1) = 1
ist, so sind die Ziffern 1, o(1), 62(1), ..., 0971(1) alle voneinander
verschieden und sind alle Ziffern, in die 1 durch eine Potenz von o
iibergefiithrt werden kann. Aus der Transitivitit folgt also, daB d=g¢
sein muB. Bei passender Numerierung unserer Ziffern kénnen wir
erreichen, daB die Ziffern 1, 2, .. ., ¢ gerade die Ziffern 1, o (1) o2(1),
...,0v1(1) sind. Firs <g¢—1lgiltdanno(?)=7+ 1. Dac?(l)=1
ist, folgt o(¢) =1. Es ist offenbar viel zweckmiBiger, die Ziffern
durch die Elemente des Restklassenkérpers Q, zu ersetzen, weil man
dann fiir jede Ziffer x die Formel o(x) = x4+ 1 hat. Offenbar ist
oi(x) = x+ 4. Wenn a, b Elemente von Q, sind, a =0, so ist die
Funktion @ (x) = ax + b eine umkehrbar eindeutige Abbildung von
Q, auf sich, also eine Permutation.

Definition. Eine Permutationsgruppe der Elemente von Q, heie
Uinear, wenn jede Permutation dieser Gruppe die Form 7 (x) = ax + b,
mit festen @, b€ Q,, a = 0, hat, und wenn die Gruppe die spezielle
Permutation o (x) = x + 1 enthilt.
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Esseia == 0, 1 und 7v(x) = ax + b. Dann ist 72(x) = a2x 4 ab 4 b.
Durch vollstindige Induktion folgt

Ti(x) = atx+ (ai 14 ai=2+ .. - +1)b.

Da a =1 ist, kann dies auch in der Form 7¢(x) = aix + (:_—_11 b
geschrieben werden. Weil a = 0 ist, gilt in Q,, daB a¢1 =1 ist, und
es folgt 7771 (x) = ». Die Ordnung von 7 ist also ein Teiler von ¢ — 1,
genauer sieht man, daB sie das kleinste 7 ist, mit a¢ = 1.

Fir a=1 und 50 wird 7(x) =24, v(¥) = x4 b, und es
hat 7 die Ordnung gq.

Die einzigen Elemente der Ordnung ¢ in einer linearen Gruppe
‘sind also ‘die von 1 verschiedenen Potenzen von ¢, wobei wie zuvor
6 ()= x4+ 1 ist.

Hilfssatz. Es ses H eine Permutationsgruppe von q Ziffern, q Prim-
2ahl, N ein Normalteiler von H und N eine lineare Gruppe. Dann ist
H eine lineare Gruppe.

Beweis. N enthilt die Permutation o. Es sei 7 irgendeine Permu-
tation von H. Dann ist 707! ein Element von N, das die Ordnung
¢ hat. Es ist also Ta7? eine von 1 verschiedene Potenz von o, etwa
76771 = 0% mit einem nicht durch q teilbaren a. Deshalb gilt 7 o= 677,
also To(y) = 0% t(y). Hieraus folgt z(y + 1) = 7(y) + 4. Man erhilt
t(y+ 2) = 7(y) + 24, allgemein 7(y+ x) = 7(y) + ax. Setzen wir
y= 0 und b= 7(0), so folgt 7(x) = ax+ b. Also ist H linear.

Satz 44. Ist die Galoissche Gruppe G einer irreduziblen Gleichung
von Primzahlgrad auflosbar, so ist sie linear.

Beweis. Die Gruppe G,_, besteht aus den Potenzen von g, ist also
linear. Unser Hilfssatz zeigt durch wiederholte Anwendung auf die
Normalteilerkette, daB die Gruppe G linear ist.

Es sei G linear, 1€ G, t(t) = ax + b. Dann ist ¢/ ='¢*"~¥z auch in
G und hat die Form 7’/ (%) = ax + &’. Tritt also ein gegebenes a bei
einem 7 auf, so kommt es mit allen moglichen b€ Q, in G vor. Ins-
besondere enthalt G ein 7, mit 74(x) = ax. Offenbar gilt 7, - 7,, = 75,4,
und das zeigt, daB die vorkommenden « eine multiplikative Gruppe
bilden. Diese multiplikative Gruppe ist Untergruppe der multiplika-
tiven Gruppe aller von Null verschiedenen Elemente von Q,, sie ist
zyklisch und ihre Ordnung 4 ein Teiler von ¢ — 1. Bei gegebenem d
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sind die zugehorigen a einfach alle d-ten Einheitswurzeln aus Q,.
Die Ordnung von G ist dann dg, und die Struktur von G ist durch
Angabe der Ordnung dg eindeutig bestimmt. Die groBtmogliche
Ordnung ist (g— 1)g.

Satz 46. Jede lineare Gruppe ist auflosbar.

Beweis. G sei linear und N die von ¢ erzeuéte zyklische Unter-
gruppe. Fiir alle 7€ G gilt 76771= %€ N, so daB N Normalteiler von
G ist. Die Auflosbarkeit von G wird gezeigt, indem wir die Faktor-
gruppe G/N als abelsch nachweisen. Ist 7, die Permutation 7,(x) = ax,
so besteht die Nebengruppe N7, aus den Permutationen t(x) = ax
-+ b, mit diesem festen 4. Die Nebengruppen sind also die verschiede-
nen N7z, Esist nun N7, - N7, = N7, 7,=N1,,,=N1,N1,,
und damit ist der Beweis erbracht.

Es sei 7(x) = ax + b. Wir untersuchen die Fixpunkte von 7, also

die Losungen von éx + b = x. Fiir a &= 1 ist dies —1 fir a=1

und b #= 0 gibt es keinen Fixpunkt; a =1, b= 0 ist die Identitit.
Keine von der Identitit verschiedene Permutation aus G hat also
2 Fixpunkte.

Es seien nun «; und «; zwei verschiedene gegebene Wurzeln von
f(x). Wir untersuchen den Zwischenkérper K (e;, ;). Ein Element =
der zugehdorigen Untergruppe muB sowohl e, als auch «, fest lassen,
hat also zwei Fixpunkte. Auf Grund des Vorhergehenden mu8 also

= 1 sein. Das bedeutet aber, daB der Korper K(e;, o) der volle
Zerfillungskorper E von f(x) ist. Wir haben damit bewiesen

Satz 46. Ist die. Gruppe G einer irreduziblen Gleichung von Prim-
2ahlgrad auflosbar, so wird der Zerfillungskorper bereits durch Ad-
junktion zweier Wurzeln erzeugt.

Von diesem Satz soll eine kleine Anwendung gemacht werden. Es
sei K Unterkérper des Korpers der reellen Zahlen (K also insbesondere
von der Charakteristik 0), f(x) eine in K irreduzible Gleichung von
ungeradem Primzahlgrad, die durch Radikale 16sbar ist. Es habe fer-
ner das Polynom f(x) zwei reelle Wurzeln. Adjungiert man sie zu K,
so erhdlt man einen reellen Zahlkorper, der wegen Satz 46 Zerfillungs-
korper von f(x) ist. Es hat dann also f(x) lauter reelle Wurzeln. Im
allgemeinen hat also eine solche Gleichung f(x) lauter reelle Wurzeln
oder nur eine. Man erhilt so die
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Folgerung. Eine in einem reellen Zahlkorper irreduzible Gleichung.
von ungeradem Primzahigrad, die durch Radikale losbar ist, hat ent-
weder genau eine reelle Wurzel oder lauter reelle Wurzeln.

Der Leser kann sich miihelos eine Gleichung 5-ten Grades mit
rationalen Koeffizienten verschaffen, die in Q irreduzibel ist und
genau drei reelle Wurzeln hat. Eine solche Gleichung ist dann nicht
durch Radikale losbar. Das Polynom % — 10 x — 2 ist ein Beispiel
dieser Art:

D. Konstruktionen mit Zirkel und Lineal

Unter einer Konstruktionsaufgabe wollen wir das Problem ver-
stehen, aus einem gegebenen geometrischen Objekt ein anderes geo-
metrisches Objekt abzuleiten. Dabei sollen die geometrischen Ob-
jekte durch die Bedingung eingeschrinkt werden, daB8 ihre Natur
durch eine endliche Anzahl von Punkten und Strecken beschrieben
werden kann (Beispielsweise: bei einem Dreieck die drei Eckpunkte;
bei einem Kreis Mittelpunkt und Radius).

Man sagt, daB die Konstruktion mit Zirkel und Lineal ausgefiihrt
werden kann, wenn sie in eine endliche Zahl von Schritten zerlegbar
ist, deren jeder in einer fest gegebenen Ebene stattfindet und eine der
folgenden Moglichkeiten darstellt:

1. Wahl eines beliebigen Punktes in einem, durch die vorangehen-
den Schritte bestimmten Gebiet der Ebene,

2. Konstruktion der Verbindungsgeraden zweier bereits konstruier-
ter oder gewdhlter Punkte,

3. Konstruktion eines Kreises mit vorher konstruiertem Mittel-
punkt, auf dessen Peripherie ein vorher konstruierter Punkt liegt,

4. Bestimmung der Schnittpunkte zweier vorher konstruierter
Geraden oder einer bereits konstruierten Geraden mit einem bereits
konstruierten Kreis oder zweier solcher Kreise.

Die Bedingung 1. ist sicher notwendig, da man auf einer leeren
Ebene bestimmt mit der Wahl eines Punktes anfangen mu8. Dabei
denken wir uns diejenigen Strecken in der Ebene gegeben, welche die
Natur des urspriinglichen geometrischen Objektes beschreiben, und
miissen durch die Konstruktion Strecken erhalten, welche das ge-
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suchte geometrische Objekt beschreiben. Die Ubersetzung dieser geo-
metrischen Aufgabe in ein algebraisches Problem soll hier nur skiz-
ziert werden.

Man fiihre in der Ebene ein rechtwinkliges kartesisches Koordi-
natensystem ein und denke sich die gegebenen Strecken etwa auf der
positiven x-Achse vom Nullpunkt aus abgetragen. Thre Endpunkte
mogen auf der x-Achse die Werte a,, a,, . . ., a, haben. Man beginne
nunmehr mit der Konstruktion. Nach einer gewissen Anzahls von
Schritten wird man eine gewisse Punktmenge konstruiert haben. Die
Menge aller Koordinaten aller konstruierten Punkte werde mit
by, by, . . ., b, bezeichnet; die @, bilden eine Teilmenge davon. Man
adjungiert b, b,, ..., b, zum Korper Q der rationalen Zahlen und
erhilt so einen reellen Zahlkorper K. Die bisher konstruierten Geraden
und Kreise werden jetzt Gleichungen haben, deren Koeffizienten in
K, liegen. Beim 7 -+ 1-ten Schritt werden neue Punkte nur dann auf-
treten, wenn der Schritt entweder von der Art 1. oder Art 4. ist.
Sollte er von der Art 1. sein, so kann man erreichen, daB der gewéhlte
Punkt rationale Koordinaten hat, und es ist dann K,,; = K. Ist
der Punkt von der Art 4., so tritt bei der Berechnung der Koordina-
ten der Schnittpunkte hochstens eine Quadratwurzel eines Elements
von K, auf, es ist also entweder K, , = K; oder (K,,,/K,) = 2. Die
Konstruktion soll als ausgefiihrt gelten, wenn man die Strecken, die
das gewiinschte geometrische Objekt beschreiben, vom Nullpunkt
aus auf der positiven x-Achse abgetragen hat. Die Koordinaten der
Endpunkte dieser Strecken seien &, &,, . . ., &,. Ist #» die Gesamtlinge
der Konstruktion, so ist K, ein Kérper, der &, &,, . . ., & enthilt.
Es werde der Kérper K = Q (a4, 4,, . . ., 4,) als Grundkorper betrach-
tet. Dann ist der Korper K, eine halbabelsche Erweiterung von K,
bei der iiberdies jede Teilerweiterung quadratisch ist. Der Leser gehe
nun zu dem Beweis der Hilfssitze in III, B zuriick. Setzen wir von
der beiden Erweiterungen F; und F, in Hilfssatz 2 noch iiberdies
voraus, daB die Teilerweiterungen immer quadratisch sind, so hat
die Erweiterung F, F, die gleiche Eigenschaft, weil ja die Gruppe von
F,K; tiber F,K;_, mit einer Untergruppe der Gruppe von K; {iber
K;_, isomorph ist. Der Beweis von Hilfssatz 3 zeigt dann, daB K,
in eine normale Erweiterung £2 von K eingebettet werden kann, die
von K aus durch sukzessive quadratische Erweiterungen erreicht wer-
den kann. Dieser Koérper 2 enthilt sicher den Kérper F = K (&, &,,

.., &) und folglich auch die kleinste normale Erweiterung E von K,
die den Korper F enthilt. Der Kérper 2 hat als Grad eine Potenz von
zwei, folglich auch die beiden Koérper F und E.
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Unser Standpunkt ist nun folgender: Unabhingig von der geo-
metrischen Konstruktion kann aus dem geometrischen Problem
selbst die Natur der zu konstruierenden GréBen &, &,, .. ., &, ab-
gelesen werden. Die algebraische Natur der beiden Kérper E und F
muB sich also aus der geometrischen Aufgabe bestimmen lassen.
Sollte sich dabei ergeben, daB (F/K) oder (E/K) nicht eine Potenz
von zwei sind, so ist nach dem Vorangehenden eine Konstruktion mit
Zirkel und Lineal unméglich.

Es soll nun gezeigt werden

Satz 47. Es seien ay, a,, ..., a, die Daten eines geometrischen Pro-
blems, &, &, ..., & die zu bestimmenden Grofen und K = Q(ay, a,,
..., a,). Das geometrische Problem ist genaw dann mit Zirkel und Lineal
losbar, wenn alle &, algebraisch tber K sind, und wenn tiberdies die
kleinste mormale Erweiterung E von K, die &, &,, ..., &, enthdlt, als
Grad eine Potenz von 2 hat.

Beweis. Die Notwendigkeit dieser Bedingung ist bereits gezeigt.
Wir nehmen also an, daB (E/K) eine Potenz von 2 ist, und wollen
zeigen, daB jedes Element von E ,konstruierbar’ ist. Die Automor-
phismengruppe G von E tiiber K ist nach Satz 39 auflésbar. Es gibt
also eine Normalteilerkette

G=G0>G1>G2>-~>G,=1.

so daB jede Faktorgruppe G;_,/G; abelsch ist. Jede dieser Faktorgrup-
pen hat als Ordnung eine Potenz von 2. Ist die Ordnung gré8er als 2,
so gibt es eine Untergruppe H/G; der Ordnung 2, und wir kénnen die
neue Gruppe H zwischen G;_, und G; einschalten. Es kann also an-
genommen werden, daB alle Faktorgruppen die Ordnung 2 haben. Zu
dieser absteigenden Gruppenkette gehort eine aufsteigende Korper-

kette K=K,CK,<--- < K,—E.

Dabei tritt die eine Schwierigkeit auf, daB einige dieser Korper nicht
mehr reell zu sein brauchen. Man nenne nun eine komplexe Zahl
konstrujerbar, wenn Real- und Imaginirteil konstruierbar sind. Dem
Leser ist sicher aus der Schule bekannt, wie man aus Strecken der

Léngen a, b Strecken der Lingen a £ b, ab, -Z— (mit dhnlichen Drei-

ecken) konstruiert. Auch eine Strecke der Linge J/' @ kann konstruiert
werden (mittlere Proportionale). Aus den gegebenen Datena, , a,,..., 4,
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kann also jedes Element von K konstruiert werden. Es sei die Kon-
‘struierbarkeit aller Elemente von K, , bewiesen. Da (K,/K,) =
ist, kann man K, durch Adjunktion von }/ « erhalten, wobei « eine
bereits konstruierte komplexe Zahl ist. In der GauBschen Zahlen-
ebene liuft dies auf die Halbierung eines Winkels urid Ziehen einer
Quadratwurzel aus einer positiven konstruierbaren Zahl hinaus. Es
ist also auch K, konstruierbar, und unser Satz durch Induktion nach 1
bewiesen.

Beispiele. 1. Konstruktion eines regelmifigen n-Ecks, das einem
Kreis 'uom Radms 1 einzuschreiben ist. Hier ist K = Q, & = cos2—
&= sm 2% Gleichwertig damit ist die Konstruktion von

2n 2n
= cos— + zsm—

also einer primitiven #-ten Einheitswurzel. Es ist E = Q (¢) bereits
eine normale Erweiterung von Q, so daB es geniigt, den Grad dieser
Erweiterung zu untersuchen. Auf Grund von Satz 27 ist djeser Grad

% (n). Esseinun n=$]'p}. .. p!r die Zerlegung von # in verschiedene
Primzahlpotenzen. Dann ist

o) =p7 = 1) P po—1) ... P (P, — 1)

Ist p, =2, so ist der Exponent », beliebig. Ist aber $, ungerade, so
muB »;=1 sein und auBerdem p; — 1 eine Potenz von 2, etwa 2™.
Dann ist p,=2m+4 1. Ist m = ab, a > 1 und a ungerade, so ist das
Polynom x2® + 1= (x*)2+ 1 durch x*+ 1 teilbar, die Zahl 2™+ 1
also durch 2% 4 1 teilbar, und 2 4- 1 ist keine Primzahl. Es muB also
m eine Potenz von 2 sein. Fiir die #;, kommen also nur Zahlen der
Form 22* + 1 in Frage. Fiir k=0, 1, 2, 3, 4 erhilt man die Prim-
zahlen 3, 5, 17, 257, 65537. Fiir 2 = 5 ist die Zahl durch 641 teilbar,
und es ist bisher keine weitere Primzahl der Form 22* 4+ 1 gefunden
worden. Es sind also genau diejenigen #-Ecke mit Zirkel und Lineal
konstruierbar, bei denen # die Form n = 2v$, 9, . . . , hat, wobei die
. verschiedene Primzahlen der Form 22* 4 1 sind. Die tatsichliche
Konstruktion etwa eines 17-Eckes kann der Leser in der Literatur
finden.

2. Dreiteilung des Winkels. Ein Winkel von 60° ist konstruierbar.
Die Konstruktion des zugehérigen Winkeldrittels wiirde die Konstruk-
tion eines 18-Eckes nach sich ziehen, und das ist nach 1. unméglich.
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3. Delisches Problem. Apollo fordefte die Verdoppelung eines vor-
handenen wiirfelférmigen Altars dem Volumen nach (unter Beibehal-
tung der Wiirfelgestalt). Gibt man dem urspriinglich vorhandenen

Altar die Kantenlinge 1, so soll also die Zahl &= /2 konstruiert

werden. Es ist also K=Q, F=Q(}2). Da x*—2 in Q irreduzibel
ist, ist (F/K) = 3, die geforderte Konstruktion also unméglich.
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